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Vi'ii:ü;xíïi'"--"rir
culares, ond,e cada ponto f,ca perÍeitamehte
identif,cado por sua poiíçã,o. Imagine que
você queira índícar oncle deve ser colocado
um prego numa parede - basta dizer a qae
altara ele deve estar do chão e qual sua dís'
lància a uma parede laLeral. Fazendo isso,
voeê estará aplicando ewttctmente o púncí-
pío de representação dos pontos no pl,ano
cat'tesíat1o - a cacía posíçã,o no plano fica
associ1.do am ponto.

Foi René Descartes (1596-1650), filóso-
fo famoso por sua frase: "penso, logo erísto':
que, percebendo essa conespondêncía, es-

GeemefrÍo enalÍiÍca:
pantoe rcta

tabeleceu relações entre curvas no plano e
equações algébricas em daas vaúáveís. As
propried.ades geométricas das curvas fo-
r^m, assim, 'traduzidas" por meio de equa-
ções e os resultados da álgebra foram ínter-
pretadx geometrícawent4 E nós ganhamos
conl ísso, poís temos maitas vezes mais ía.ci
lidade com a Álgebra ou corn a Geometría
glaças a essa compree s^o, e a pa.ssa.geln d.e
uma representação (algeb .a oa geométuí-
ca) à'oatrn toma claros os conceítos mate'
mátícos.

Descartes estova, acima de tado, empe-
nhad,o em descobrír umafórmala que disct-
plinasse o mciocinio e unifcasse o conheci.
mento, Sua obut mais Íamosa., o Discurso
do metodo para bem ccinduzìr a razào e
procurar a verdade nas ciêÍrciag de 1637,
contém Lrès apëndices que ilustram o "mè-
todo" com exemplos práticos. LÌtu desses
apêndices, chamado A Geomelúra, contém
as ídéias básícas da Geometría analítica



(cham ada an t eriorm e nte dc Geometri a
ca rtesi ana ). Ësse simples apé nd ice é con-
siderado por a lguns estud iosos o "maioÌ
ava\ço, em um só passo, 11o progresso
d.as cíêncías eratas:

Oufro estudioso da Matenàtica que
colúríbaiu p6ríí o desenvolúmento da
GeometrÌa analttica íoi o francès Piene
Fefthat (1601- 1665). Sua cohttibuiçào
nes.e Lampo eslà num terto denominado
lntrodução aos lugares planos e sólidos
escrito pot volta de 1636.porém i publi-
cado 14 anos depois d,e sua morte. Assím
aomo De\cartes, Fermat associou eqaa-
ções a curvas e superíícíÊs,

Ernbora seja comum a idëia de que
a Geometuía analítíca é uma redaçãa
da Geometria à Algebra, os escritos de
Descartes mostram que saa preocupa-
ção era a. cottstração geométrící e a
possibílidade d,e encontrar um corres-
pondente geométríco às operações al-
gébricas. Já com rclação a Ferma.t, o
uso de coord,e adas surge da aplícação
da Álgebru da Renascença a proble-
mas geométrícos da Antíguídade. Isso
mostra qae os caminhos percorridos
por eles foram índ,ependentes, O século
XVII Íoi, assim, marcado por um gran-
de avanço na Matemátíca ao ser esta
desligada d,a simples aplícaçao às ne-
cessídades econômíca,s e tecnológíca.s,

Começaremos o estudo da Geome-
tria analítíca, neste capítulô, por seus
elementos púmítívos, o ponto e a reta.,
obseruaqdo como a recarso de proces-
sos algéb cos ímprime uma precísão
qas medídas e nos cá.lcalos não e coL-
trada na Geometria e como, por oatro
lado, a representuçAo geométríca torna
concfetas as expressões algébrícas, na
maíoría das wzes Ìão d,bstratas.

Vamos Íecordaf a âp icação dê representação de pontos no
panocârtesiano. A lustração abaixo mosÍa uma sa a ceau a.

a)Locallze a mesa que esté na terceiía fileka, a partir dã parede
quecontêm a lousa/ e na prime rã íle ra, a partiÍdê parede que
contém a poíta, marc.ndo,a coÍì um X.

b) Representa ndo as mesas num p ano, de acoÍdo com oesque-
ma a seguiÍ, PaLrlo rnãrcou a sua corn a letÍa p. ExplÌque como
está sltuada a mesa de Pau o (você pode tomar corno exem
plo a maneiÍa descrita no Ìtern a).

c)Se conslderarmos dois eÌxos, um coincjdÌndo corn a pãredêda
lousa e outro corÍì a parede da porta, sendo sua inteÍsecção a
oílgern desse sisterna de êlxos, e repreçentarmos a posjçãô de
cada mesa por metode Lrrn parordenado (m, n),  noqua méa
distância da parede da pona à mesa e n a distância da paÍede
da Ìousa à mesa, q ua I pa r corresponderá à pos ção da rnesã de
Pau o/

d) lvlaÍque, no esquemã acÌma, a mesa de Rosa, representada
poÍ (1,3)e a dê Martã, repÍesentadd por (2,4).
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ff? sistema canesiano ortogonal
Existe uma correspondência biunívoca entre os pontosde um plânoeoconjuntodos paresordenãdosde números

reais, isto é, a cada ponto do plano corresponde um único paroÍdenado (x,y)ea cada parordenado (x, y) está associado
um únìcopontodo plano.A relação biunívocâ não é única, depende do sjstema de eixos onogonais adotado.

Para estabelecer uma dessas correspondências biunívocas são usados dois êixos ortogonais (eixoxê eixoy)que
íotmam o sistema cattesiano ottogonol, Aintese<çáo dos eixos x e y é o ponto O, chamado de o/iqem do sjstema.

Exemplo:
Ao pãrordenado de números reâis:

. (0,0) está associado o ponto O (origem),

. (3,2) está associado o ponto Â;

. ( 1,4) está âssociâdo o ponto B;

. ( 2, -3)está âssociado o ponto C;

. (2, -1) está âssociâdo o ponto D.

Considerando o ponto Â(3,2), dizemos que o número 3 é a coor-
denada x ou a abacÍt9 do ponto Aeo númêro 2 é a coordenada you
a oidênâda do oonto A,

Observaçôês:
1 .) Os eixos x e y chama m se eixos coordenados e dividem o plâno em quâtro

regiões chamadâs quddrontet cuja identìÍcação é feitâ conforme a fìgura.
O sinal positivo ou negativo da abscissâ e dâ ordenada varia de acordo
com o quadrante.

2q) Se o ponto P pertence ao eixo x, suas coordenadas sáo (a, 0), com a C lR.
31) Se o ponto P pertênce aoeixoy, suas coordenadâs são (0, b), com b € lR.

4ã) Seo ponto P penence à bissetriz dos quadrantes Ímpares, suas coordenadastêm ordenãdô iqualà abscissa, ou
seja, são dotipo {â, â) com a e R.

5?) Seo ponto P pertence à bìssetriz dosquadrantes pares, suas coordenadastêm abscissa e ordenada opostas, òu
seja, são dot ipo (a, -a)com â c lR,

I

O ponto OtO,0l
pertence aos dois eixos,
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Exercí<ios propostos
l.obseÍÌe a ÍguÍa e d"tetn ê oò porÌos o- sô,è. ce

suâs cooÍdenadas
3. No fetângu o da iigura, ÃE = 2a eBÌ = a. Dê as cooroe-

nadas dos véftices do rcünguo

4. 0 \èlo de k,.  \ab"roo oLe o oo-.o P " .  2k pele-
ce à bss€trz dos quadÍantes ímpares, é:

clc
d)D

bl DtO,3)
cl qt3 :2).
dt-a---tã
e) P(-1, 5l

t

a) -r. .pl r "),+ dr +
5. O Éio da cìrcunfeÉncia da f-

glrm rnede 2 undades Quais
são as coordenadês dos pon
tosA,B,CeD?

"r+

2. ÍVlarque nurn sisternâ de coofdenadas cartesianas orto-
gonais os pontos:
a) Atr, 

-21 
íl Nt0, -ìl
d ci4, 4)
hl M(-4, ol
D Rt3, o)

6" Sabendo que P[a b], com ab > 0, em qu€ quadrante s€
encontm o ponto P]

7. Sabendo que P[2m + 1. -3rn 4] peftence ao terceifo
quadEnte determin€ os possiv€is valofes feas de m

ffil Distância entre dois pontos
Dados dois pontos, Â e B, a distânciâ entre eles, que será indicada por d(A, B), é a medida do segmento de

extremidâdesA e B,
Exemplos:
te)

d{A,B)=3 1: ,

3e)

3

B(-2,4)

l.
L

ot-r,,rf'' "

d(A,B)=2+4:6

d(48)=3+2:s d(A,B):4 1=3
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ld(4, B)]'] : 3': + 2'?+ d(4, B) : 14J [d(4,8)]'z - 3: + 5, + d(A, B) : út

Podêmog determinar uma expressão que indica â dìstânciã entre A e B, quaisquer que sejâm A(xa, ya)
e B(xB, yB).

Otr iânguloABC é retânguloem C,logo podemos usar a relação de Pitágoras:

ld{A,B)1'?: (xB xÀ)': + {yB - ya)'? 3 d(4, B) = úx, xJ' +(y, y^f

Obseryaçâo: A expressão obtidâ pâra â dìstância €ntre dois pontos A e B independe da localizâçáo deA e B, ou seja,
vale para A e B quaìsquer, Vejamos no 29,49 e 6-Õ exemplos analisados anteriormente:

2e)a( 2,-r)eB(3,-1)rd(A,B):ú3 (r) I  + (r)  1r) l '  = \ ,6 '  + C =ús:s

4q)a( 2,1)eB(-2,4)+aiAel : l i i  2 t r2)F+(a l f  = '6 '+* =rç=:

6q)Â( 2,2)eB(1,-3)+d(4,B): \ , f r  (  2)F+I(-3)-2) l '  =!6t+(-sf  = v5t

Concluímos, então,quea distância entredois pontos A e B quâisquerdo plano, talqueA(xa,ya) e B(xB, yB),  é:

=arn. er = o(,, - ',t' 
* tv; vJ @_,

I veirìque para os tfes I
I 

ourÍos exemPros. ,,

I

1. Um por'ìto P(a, 2) é eqüid stanre dos ponros A[3,
B[2,4) Calcue a abscssa do ponto P.
Resoluçâol
Como P é eqüidistante d€ A € B, d€vernoster:
dtP, A) = dtP, Bl =

èg 6a+/+1=4 4a+ /  +4+
+-6a+4a=4+4 I  t=
)  2a:-2. .2a=2:+a=1

Verifcandol

= Jt3 - aÍ + (r z)' = .,1t2 â)' + (4 2)'1 .+

=1G-af '  +r  =út âf '+4 =
=[3 a] ,+l  =(2-a),+4= Então, a abscjssa do ponto P é ]
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2. Demonstrc que o ÍângLro com vénces A[ 2, 4].
Bi 5. ll e ct-6 5) é sósceles.
Resolução:

dtA. B) = \i[.t+ A' + 0 4), =
="6+s ="4ã=:ú

d(4, c) = ít-6 + 2Ì + (5 aÌ =

Urn Íángulo é isósceles qlando tem dos ados con
gruent€s (med das iguaisl. Vamos calc! af, então, as
Ínedidas dos ados do rángLr o ÁBC:

=! ' i6+r =f i

drB.C'-  \ i r  6-cJ 5 -J,-  6

Como d(4, Cl = d(B Cl, o trìánguto ABC é sósceres.

3. CoJìsideEndo os véft ces At- t, -3) Bt6,ll eCt2, 5),
vef ique se o rângu o ABC é fetângu o.
Resoluçâo:
Paru ser t fânglo fetánguo o quadrado de !m ado
deve sef guêl à soma dos quadÉdos dos outfos oots.

dA.Bì -JL6-D t t  .3Ì  -  Jrg--6
= J6s = t./ãFl, = os
d(4, c l  = J(2 + r l ,  + i  5+31, =!6+4 =
= 

"/iã 
+ [.,4ã], = r:

diB, c) = ii2 - 6Í + t-5 rlz = !í6-1 36 =

= Jsz .+ (Jsz)" = sz

i1tg:Eqr'!@<
E. Ca clle a dstância entrc os pontos dados

al A{3 , € Btr, a) dl Mt0, 2l € N [./6, -2J
bl Et3, -r l  e F(3,51 el Pt3, 3l e qi 3,3l
cl Ht-2, 5l e O(0, 0l fl C(-a, 0l e D(0, 3l

A
tgl Á dstáncia do poJìro A[a. ]J ao ponro B[0,2] é gua a
" 3, CacLre ovaorda âbscssã a

Corno 65 :  I3 + 52, podernos afÍrnaf que o tánguto
ABC é fetângulo em C.

4. Cons dere urn ponto p[x, y] ta queasLtadtstâncaaopon
to A[3, 2) é semprc duas vezes a sua d stânc a ao ponto
B( 4 ll. Nessâs condçÕes, €ncontfe urna equação
que sela sâtisfeita com as coordenadas do ponto p.

Resolução:
De acordo com o pÍoberna, d€vernosteÍ
d(P A) = 2d(p B) o! sejê, [dtp, A)], = 4ldtp, Bll,

.  , )  - t2 , r_4- 1-\J-  l l  _y.1.  
-=9-6x+xr+4-4y+yz=

=4f l6+8x+x,+ 1 2y+y,)=
=9.6x1'x:+4-4y+yr:
=64+32x+4xr+4 8y+4yr+
+ -3x'z - 3y, - 38x + 4y - 55 = 0 +
= 3x'+ 3y'+ 38x - 4y + 55 = 0

5, A Íìred atrzde um segnì€nto AB é a reta forrnâda pelos
pontos que eqüdstanì deA€ B. Encontre uma rclâção
enÍ€ as coordenadas x e y do ponto p[x, y), sabendo
que ele pertence à medatrz do segrnento AB, coÍn
A[3,2] e Bt-2 41.
Re6oluçào:
Se P[x, y) pedence à med atdz deAB, então
dtP A; = 61p Bl, ou seja. ldtp All, = ldtp Bll,

t \  3ì ,  _ t)  / r  _ ( \  ._2)) ( i  _ (_ _Jl .  ,
=rxr-ox+9+yz-4y14=
=x?+4x+4+yr+By+16='
+ 2x 12y 7=A)2x+12y= Ì  êunadas
Tnane |as de €xpTessafâ re ação €nÌre rey.

@ Qual e a d stância do ponïo A[cos a, sen êJ ao porìto
B(sen a, -cos al?

I1. Um ponto P peftenc€ âo eixo d€s âbscssâs e é €qüÌdis
ra're dos oonLos AL .2JeBLt {  euatssÍ;o a! coo.
denadas do porìto P)

[? A aosc'"a de - r oorÌo P é -6 e s. ã d stáncE ao ponro
q0 3) e J7a. DercÍn -F d o-oelaoa oo po-ro.
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Ì 3" Cons derc um ponto P[x, y] cuja d stâncÌa ao ponto
A[5 3] ó sempíe duasvezes a dstância de Pao ponto
Bí --'. \e5)ds co d çoes, escÍe/a J 1a eq-cÉo
que deve sef satisfeita corn as cooÍdenadas do ponto P.

triângulo com vértices A[0 5],
-21 é isósce €s e calcu e o seu

l  :1, Demonstfe q!e uÍn
Bt3, -21 e Ct-3,
perímetÍ0.

L,l!s!ls jlvEqr
Sejam A, g e Ptrês pontosdo plano cartesìano,tais que Pdivideo segmentoiiB numa razão r =

nada razão dè seção. Observe nâ figura âbaixo que os tÍângulosAPC e PBDsão semelhantes. PB

Então,temosì

AP XI_XP YE- Y'
pB xp -xg yp-ys

Coordenadas do ponto médio de um segmento de reta
Dado um segmento de íeta AB tal que A(xÀ, yÀ) e B(xB, yB), vamos determinar as coordênadãs de M, o ponto

médio de A-B.

À (r"yJ

O ponto médio é o ponto divisorque divide o segmento em duas pârte5 iguais. Sendo A e B os pontos extre'

mos do segmento A-8, com ponto médio M,teremos 4 = L Ponanto:
t!18

;ì;.#=* _+-r= I .  - )  =x,-x,=xÁ-xM=2xv=x" , ,=*"  =l !+

.  g v:-&-r-  
*-r-  ys-yo y*.-2yu-y^-v,-y,  -&+

/\48 yM - yB yM ys

Coordenadas do baricentro de um triângulo
Dôdo um triângulo ABC de vértjces A(xa, ya, B{xB, yB) e C(xc, yc),vamos dêtêÊ

minaras coordenadas de c, baricenío dotriángulo ABC.

Seja M o ponto médiodo lado Bc. Então xM = laj-lL 
" 

y, = &+

Seja Go bâricentro do Íiâng ulo q ue divide a medianã AM êm duas partes, em

oue uma é o dobro da outra, Nesse caso, E = z.
GM
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Ponanto:

. lq= *,  ,o =r= " .  ,o 
-r"cM xc Xu xc Xu "  

2xM=xÁ xcâ3xc=xa+2xM=3xo=*o+zÌo&-

=3xc:xÀ+xB+x.= xn = xot !+x.

.* : } j+-r : }  
}=zv" 2yM :  ya -  yc + 3yc = ya + 2yM + 3yc = yÀ + 2 

ys 
1 

y.  =+Y,-Y\ Y -Yt 'n z

-3yc=yo 
ys- y.-  y,-  Y\+Y32

al Ai3, -21 e Bi- t ,  6)

bl Ato,7l e Bi6, 0l

" ]  Aí  1.  -L ì"  Bí_]  '  ì\2 3) | \  3/

6. Detemin€ M, ponto rnédio de Ã8, nos segu nr€s ca-

Resolução:
ConsideÉndo M[xM, yM], temos:

alx".= -  '  '=1=r'22

v",= -  !  - '  = - := a'22

Mtr, -4)

bìr  =i  :=: :?
22-

7+A
Yv

7 -1
22

"(. i)","ft .i)

t2

v. ,= J r  =_
'22

MÍ_].  L ì
\  4 2)

7, Umâ das extrem dades de urn segmento é o po|ro
A(7, l3) e a ouÌÍa é o ponto Bix, yl. Sendo Mt-3,2a)
0 ponto rnédto, deterÍnrne as coordenadâs da extrerni_
dade B do segÍnento.

Resolução:

como nal!a! Y 1Y. ], enuo.
\zz)

-a=-r .=t**= 6ìx=_13

- .  l3+v24=-=13+y=48-y:35

LoSo, B[-]3,3b1.

8. Caculeoscornpf mentosdasmedanasdeumtf aÍrguo
devertces A[2, 6] ,  B(-4 2) e CtO,4l .

un triângulo

. ïodo rriânguto

triângulo.

Resohrção:
Obseruando a ÍguÍa, temos:
M, é o ponto rnédio do ado A-Bi
M, é o ponto médìo do adom;
M3 é o ponto médo do tado m
Cálcu o das coofdenâdas d€ Mjl

x= : := l

Cálculo das coordenád€s de M2i
0+2*= 

,-  
= t

46
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Cálcu o das coordenadas de Ms:
04

2

v= -  :3

Vâmos cacular, agorâ, os comprmentos das Ínedia-

lúediane ÃMs, sendoA(2, -6) e Ms(-2,3):

lv ledana 6M,, sendo B( 4,2)eM,(1,- l ) :

dtB. rvlt = \10 + 4I + l-1- 2)' =

=rr5+s =lE

i\,4ediana õM| sendo C(0,4l e Mi[-], -21:

9. Dados os pontos A[5, ]21 € B[]5, 31, deteÍm ne o
ponto Pdo segmentoÂBta que a râzão entre âs Ínedi'

das de AP e PB sea rouala : .
3

Resolução:

apz
PB3

Fazendo P[x, y), temos:

2x^x,5x

.  3 x 15
.+2t\  -  lb)  -  3(5 -  x)r2x- 30 = 15 -  3r-

+5x=45=x=9

.1: t^ tP -  '  ^  -3 v,  v"  v t  3 l -

-211+3)-3(12- 
y)-2i  6-36-3y ,

á5)7=30+)?=6
Logo, P(S, 6).

Ì U. Se os vélKes de ur InángLlo são os polloc Af . l)
Bt 2,3l e C(-4, 2), deteÍnìne as cooÍdenadas do
bâf c€ntrc dessetâng!lo.
Resolução:

G:baricenÍo [ponto d€ encontrc das med anas]

sabernos que xc = xo + It + xc 
e

3

5

I  + 3 + r-2ì  2
3

Loqo, as coôÍdenádâs do barcenÍo são -i e : 0u
33

sep, cl -*. * I.

d(A, M3) = {(-2 -2Í + (3 + 6)'

d(c, r\,1,) = .\/(-r - ol' + t-2 - 4y

{

15. DeteÍm ne o ponto médio do segmento de e*rrcmidâ-
des:
a) A[-] ,6) e B(-5,4l
b)A(r,  -71 e B(3, -5)
c) A(-r ,  O e B(5, -2)
d) A( a, 2) eB(-2,-4)

16. uÍnâ das e*uemìdades de um segÍnento é o ponro
A[ 2, -2]. $bendo qle M[3, 2] é o ponto médio
desse s€gmento, cacule as coordenâdas do ponto
B[x, y], que é a oltm extrernidade do sêgmento.

17. Câlcule os compÍimentos dãs medianas do tÍiângulo
cujos védices são os pontosA[0,0), B(4, 2) e C(2,4)

18, Num tiárìguo sósceles, a atura e a med€na rclátivâs à
bâse são segmentos co ncldentes. Calcule a medidã dâ
âltum relatva à base BC de urn triângulo isósceles de véÊ
uces Ai5, 3), Bt2,'21 e Ct8, 2).

19. \J.r  osraleog"Í Ìo ABCD. M(l  -2) e o oonlo de e_
contrc das diagonais AC e BD. Sabe-se que A[q, 3) e
6(6. \) sào oors véÍtces co1sec-ïvos. Ura vel ilue âs
dagonàs se cortam mutuamente ao Íneio, dercrmrne as
coofdenadas dos vért ces C e D.

20. Delerm ne as coordenadas do ponto P(x, yl que divide o
Apl

segÍre_lo A[2. 0) e Br'7.20ì 'ìa dzão _ -
PB4
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I .tïïli;."::.ï:",:",T:.:":.p^"::ï.1,-"-dlll"1" Deterrnine o bâficenrrc do tÍiânsuro de vértÌces 12, 3J,sê9.ì  ê1ro dó e\ t reTroades l?.  t rêr 'B jFr Ì rp.ocÍ  ]  ,  , "  6 l t ,
Ès glas

Condição de atinlramento de três pontos
Dizemos quetrês pontos distintos estãoalinhados,ou quetrês pontos são

colÌredres, quando exÍste uma reta que passa petos tres.
A, I e C são três pontos alinhados.
Vejamos o que ocoffequandotrês pontosA, B e C estão alinhados:

Pelo teorema de Tales:
AB A,B, AB x, x
AC A,C, ac

AB A,B, AB
Ac A,C, AC h - y1

Comparando Q e @, temos:

x:  xr_Y:-Y,_y:- ! ,  _
Yi-y j  Xu X,

Yt-Yt. .> Yz- l t  Yr-y,  =n*
X:X,X:\X:X,

O

(D

+(x3 - xrxy, y,) (x, x,)(yj - yr) = o + xry, - x3y, -xJ,+ !ú _x2,, +x,yt+xJt l í  =o.+
+xry: - xry3 + xry3 xryr + x3yr - x3y, : O

O primeiro termo da iguãÍdade corresponde ao der"r, 
"""," lï; ;; ;l

DâL podemos dizerque: l" '  y, rl

Se três pontos A(x| y1), B(xz yJ e C(x3, yj) estãoãtinhados, então:

]"' r' t
D=lx,  y,  1 l  :0

lx: Y: l

I L 
-*"0*.0*"0*o-o-.'I+ coruna dâs abs.Èsas dos pontos.

Obseruação: Fâzendo ocâminho inverso, podemos verifica r ta mbém quel

l'' v' 'lSeD:]x, y, 1 
J - 

0, êntão A(xi, yr ), S(x,, y,) e C(x3, yJ são pontos cotineares (recíproca da pr.priedade anteri.r).
lx :  Yr 1l

Verifìqu€ que o prìmêlÍo
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I  l .VerÍque se os pontos Ai-3, 51, 80, l l  e C(3, -1)
estão alinhados.

Resolução:
Usando as coordenadas, cacuiâmos o determinante:

12. Sab€ndo que os pontos Aia, -4), Bt- 1, -2) e C(2, t)
estão ainhados, câÌclle ovaorde a.
Rêsoluçâo:
Se os pontos estão âlÌnhados, devemosteÍ:

13 5 r
D=l r  1 1

3t l

=+15 15=0

=-3+15- l -3-5-3=

Corno D = 0, os pontos dados estão alinhados.
Observaçâo:

AÍguÊ rlustra, geÒÍn€alcamente, que os pontos dados
eÍão 1JÌa Tìesìa Íelê. oL sejd, es6o" inhddo'. Tes ó

o processo ana Ít co qLre gêrânte a prcp edade.

2 1 :A

211

Resovendo a equáqão, teÍnos:
-2a-8-1+ /  /  -a=a,+
) 2a-a=8+ 1+3a= -9âa= -3
Logo, a: _3.

13. Detêm ne o valofdex de modo que os pontosA[ 3, ]l
B[x, 2] e C[-3, -]) sejaÍn os vértices de um nìesmo
triángLro.

Resolução:
Para que A, B e C sejâm os vé(jces de Ltm tfiânguo,
ees não devem estaÍ alinhados.
Então,

l - :  r  r l
I  z r l^o- d-3- '+d-\-3,0,
t l
l -3 -r  r l
è x-x+3+ 3=2x+ -6+x+-3
Logo, x I -3.

. i

23.Verifque se os pontos:
al A(0, 2), 8t 3, l) e C[4, 5] esião alinhados;
blAt l ,  31, Bt2, al  eCt-4, 10J podemsef osvénces

d€ uÍn mesmo t ângulo.

24. DeteÍm ne x de mane ra que os pontos Ai3, 51, Btl, 3l
e C(x, 1) sejam os vértices de umt ângúlo.

25. Considerando uma feta r que passa peos pontos
A(- I , 2l e B[4, 2) e intercecta o eixo y no ponto P,
detemine as coodenadas do oonto P.

Seja o â medida do ângulo que a reta Ìforma com o eixo x. A medidã ddo ângulo é considerada do eixox para
a retâ Ì, no senüdo anti-horário, e denomina-se ,inclin acão da teta J.

âo de uma reta
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Quanto à inclinação de retãs não-parâlelas ao eixo x, podemos ter:

0o<a<90o

Sea reta ré paralelâ ao eixo )ç
,  90o<o<180o

dizemos que sua inclinação ézêro, ou seja, d : 0..

Entáo, podemos dizerque, pârâ cada reta Íroângulo d é únìco ê talque O. < d < 180".

Consideremos uma reta rde inclinação d em relação ao eixox,
o coeÍiciente angularou a dêclividade dessa reta ré o número realm queexpressa â ta ngentê t.gonomêtrica

de sua incrinaçãoa, ou seja: 

m = tg,g ,

Vamos observar os vários câsos, considerando Oo < a < l8O.:

4e)

Parao-0' , temos
m--tg0=tg0q:0.

Para0"<a<90' ,
temostge>0=m>0.

Para 90" < q < 'ì80',

temos tg cr< 0:ì  m < 0.

Para e : 90', a tg a não é defìnida. Dizemos então
que, quando or = 90o, isto é, quando a reta é verti
cal, elã não tem declividade.

CoeÍiciente angular de uma Íeta
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Vejamos agora que é possível calcular o coefìciente angular dê uma reta a partìr das coordenadas de dois de

Comoparao=0'(retahor izontal)adecl iv idadeé0eparao:90'(retavert icât)nãohádecl iv idade,vamos
ânal isar os casos de 0'< a < 90'e 90'< o < 180":

1r)0.<a<90"

Sejã Ìa Íeta determinada porA(\ ,yr)e B(x,,  y:)e seja C(x,,yr) .
No Ìriángulo retângulo ABC G é reto), temos:

d(C. B) Av
- d(4, C) Ax xz Xr

Então:

-_v,  v1

2r)90.<o<180"

A(x,,yr), B(x,, yr) e c(xtr, y1)
No tÍiângulo retángulo ABC (e é reto),temos:

. l /a aÌ  
^v

d(A, c) Àx
Comotg (180" o) :  - tg e, vem:

v, v,  Àv
tqo 4 , ì  

-m 
-  Ìaa-: jL= ,2 , l

-  x -x.  -  Ax X:-^,
Então:

Obsêrvequex, + xÍjá que r não é paralela ao eìxo y.
Podemos concluirque, se A(xr, yr)e B(xr, yr)são dois pontos distintos quaisquer na reta Ì, que não é paralela ao

eixoy(xr + xr),a declividâde ou o coeficiente angulaÍde Ì,que indìcaremos por m, é dada por:

^v 
v.  v,

ax x: Xr

Assim,temos duâs maneira5 de obteÍ o coeficiente angu la r de uma reta,quandoele
existir:

.  conhecendoa incl inaçãooda reta,calculamos m = t9 d;

.  conhecendodois pontos A(xr,yr)e B(x/yr)da reta, calculamos m : 
y ' :  yr 

.
x: Xr

Na prática,é mais difÍcilobterâ ìnformâçáo sobre ã inclinàçãoda reta, porisso é importante nunca esquecerque

rn=J:-Jror. ;  Yr,  Y:

ObseÌvaçáo: Agora você pode utilizâr outro método para veriÍicar o âlinhamento de três pontos, comparando os
coeficientes angulâres dãs retas que passam pelos pontos dois a dois, Por exemplo, na veíiÍicâçáo do alinhamen-

to de trê5 pontos A{x| yì), B(x,,yr) e c(x3, y3) podgrn65 vsrifiça1ss q66rÍs f!-l]! = 
:. Fica a seu cÍitério

usaresse método ou continuar utilizando o determinante para verifìcaro alinhâmento ou náo de três pontos.
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14. Calcule o coeÍciente angutar da rcta que passa pelos pontosA[2,3) e B[4, D
Resoluçâo: '

7-3 4
4'2 2

=2oum= " = a =t
242-

Oânsulooéasudo
[0'<d<90'] ,poìs

ConÍÌrm€ aonsrrulndo a
frguÌaaomA€8.

Exercídos propostos ì
:ìi:., Determine o coefrciefte anglrlar [ou dectivìdade) da

|era que passâ petos pontos:
al4t3,2) e Bt 3,  - r )
bl  At2, -3) e Bt-4,31
cl P,t3, 2l e P,t3, -2)
dl Prt l, 4l ê P,t3, 2l
el  P(5,21 e qt 2,  -3)
0 4t200, 100) e 8(300,801

ll: Se o é a Íned da da Ìncl nâção de urnê rcta e m é a sua
declivdâde (o! coeÍìciente angLtlat, cornplete a raDeEl

Equação da reta quando são conhecidos um ponto
Á(xo, yo) e a cieclividade m da reta

Jávimosquedois pontos d istintos dêtermina m uma reta, ou seja, dados dois pontos d istintos, existe uma única
rèta que pâssa pelos dois pontos,

Da mesma formã, um ponto A(xo,yo)e a declividade m dêterminâm uma retâ Í.Considerando p(x, y) um ponto
genérlco dessa reta, veremos que se pode chegara uma equação, de variáveis x e, a panÍr dos números xo, yo e m,
que seíâ chamada equacào da rcta r.

15" DetenÌin€ a equação da reta r que passa pelo ponÌo
Al4.2l e tenì lnclinaçãode 45..

Resoluçâo:

Varnos consdefar Lm ponto p[x, y] q-ue penence ã

NotfiânguloAPC [ô é fero], temos:

ãT' Dì

UIÀ, UJ

=y-2=Ã(x-4)=y-2

=y-2 x+4=0+-x+y+2=0+

Logo, a equação pedida éx y - Z = 0.

Os paÌes [x, y] que satisfazem
eçsa isualdãd€ (soluções da
equâçãol r€presentam os
pontos da rêta ri t0, -21, [5, 5J,
tlo,8l,( t _t e oütr3s.
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16, Deteffnine a equação da rcta r que passa peo pomo
A[5,3) etem coeícierìte angulaf m = -2.

Se m = -2, então a Jìcinação de ré urn âìguo obtu,
so, ou seja. tg 0 : 2.
NotrlánglloACP, retángLr o eÍn C, em q!€ P[x, y] é urn
p0nt0 g€nófco da rcta, Ìernos:

2=i-y 3 = -2[x 5)-

{J
(y yo) = fr(x to)

1y -  3= -2x+ l0 = 2x -  y -  3 t0 ={ =
=2x+y t3=0
Então, a equação da rcta ré 2x + y - t3- 0

f

Genericãmente podemos obterâ equaçáo da reta que passâ por um ponto A(xo, yo)e tem um coefìciente ân-
gular m:

Considerando um ponto P(x, y) qualquersobrea reta, temos:

m- Y-Yo 
-  

y-y":m(x-x^)

ObseÌvaçõesl
1e)A equaçãoy % = m(x xo)independe de m ser positivo ou nêgativo e da localização do pontoA.
2:) Se a reta é paralela ao eixo )ç temos m = 0 e â equaçáo da reta sêrá dadâ pory = yo.
3ã) Se a reta é paralelâ âo eixoy,todos os pontos da reta têm a mesma abscissa ea equaçáo sêrá dãda por x: xô,

17. Deteffnine a €quação da reta qle passa pelo ponro
A(-1, 4) e Ìem coefciente angul€r 2.

R€dução:

Usando a equâção [y - yo] = m(x xJ, temos:

Y-4=2[x t  ] l l  =r  y -  4 = 2(x + 1l  +
.+y -  4-  2x+ 2=. -2x+y 6:0=

= 2x y+6=0

Aequação procLrmda é 2x y + 6 = 0.

18. Derermine a eqirâção da r€ta que passâ petos pontos

- At-] ,  -2) e Bts,2l .

R€solüção:
Já sabernos como calcuÌaro coefrciente angularda rcta
determináda pelos pontos A[ ], -21 e B[5, 2):

n=Ys-]yA 2+2 -4 2
xe -Xa 5+l  6 3

usando o pontoA[ ] ,  -2l , temos:

y-t  / ì -^( \  |  l l - i '2- ' - t . ' lJ-

=3y+€=2x+2ã2x 3y 4=0

Aêqlação da feta AB é 2x - 3y 4 = 0.
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outta resolução:
Chamando de P(x, y) um ponto genéÍico da reta AB,
podemos aímãrqLt€ P, A e I estão alnhâdos. Logoi

\V]
l

l - l  2 l l :0:+-â+5y-2+10+y U=A=
5 21

=-4x+6y+8=0=
=4x-6y 8=0=2x 3y-4-0
A €quação da feta AB é 2x 3y - 4 = 0. oJ

19, DeteÍmÌne a equação da reta nos seguintes casos:
al r passa pof [4, , e é paráteta ao e]xo x.
b) r passa por (4, , e é paË €ta ao eixo y.

0s pontos de r têrn ordenada 7, qua quer que seja a

Logo, a equação de ré y = 7.
Podemos tambérn jlstiÍcar ass m i se Íé pâÉela ao
€ixo x tem coeftcient€ anguiaÍ m = 0.

Log0:

Y 7=0(Ì  4 l=y 7=a+y=7

Se r é pâralea âo eixo y, seus pontos têm abscissa
4, quaiquer que seja â ord€nâda.
Logo, a eqLiação dâ feta ré x = 4

Resolução:
êJ

Exerddos propostos ,
r' DetenÌìne a eqLração da reta qLte saÌisfaz âs segutnt€s

condlgôes:
a) A declvdade é 4 e passa pelo ponto A[2, -3).
b)A nclinâção é de 45'e passa peto ponÌo p(4, ll.
cJ P€ssa pelo ponto M[-2, S] e teÍn coeíicienre €n_

gular 0.

dJ Passa pelos pontosA[3, ]) e Bt-5,41.
el  Passê peoponto p[-3, 4]  eé pamtela au exoy.

29, Vedftq!€ se o ponto p[2, 3) penence à feta Ì que passa
pelos pontosA[ì ,  ] l  e B(0, 31.

t

Vimos que a êquação da reta que passâ por um ponto A(xo, yo) com dêclividade m é dada porl

Y-Yo:m(x_xoj
se escolhermos o ponto particulãr (0, n), isto é, o ponto em que a reta intersectâ o eixoy, para o ponto (xor yÕ),

teremos:

y- n -  m(x-0)+y- n :  mx+y= mx+ n

. 
o n úmero rea I n, que é a ordènada do ponro em que â reta Intêrsecta o eixo y, é chamado coeficiente linear

Lcoêt5crênre tinêÍ
Lcoe6.iêntêanqúÌãÌ
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Essa forma é especialmente importante poÍque permite obter o coeficiente
angular de uma reta a pâft i r  de uma equação, além de expressar claÍamente a
coordenãda y em função de x.

É conhecida como formd feduzido dã equãçáoda reta.

í ì

20. Detem ne o coeÍcient€ ângular e o co€Íìc €nt€ neaf
da feta de equação 2x + 3y : I
Resoluçào:

2x+3V=l=3v= Zx+l :v:  ?x+]
33

Logo, o coeÍcient€ angLraf é rn: : e o coeÍcente
lr
3

21. Dê êrn êclo.rd .o.  io"  o" eo.d.aodd ."u.
passa pelos pontosA[ ] ,51 e Bt-3, t ) .
Resolução:
Vârnos, incalm€nte, cacular o coefcient€ anguaf d€

v" v.  l5-6
-3+t 2 -

Usando o ponto A[ ] .5l . temos:
Y-Yr =mtx x, l+ j r  5=3[x+] l+
+y 5=3x+3+y=3x+8
Looo. "  

pouú!;o p o( "d"ei  -3 -8.
Autu resoiuÇàt
A equação Í€duzidê da rcta é da foÍma y : mx + n
Corno ea passa pof [-] 5l temos:
5:m[ ] l+n
Corno ea tambérn passa pof [ 3, ]l,vern:

I  =mi 3l+n
0sva ofes de m e n seéo ca culados pela Í€solução do

fm-n= s [ '+/=s
[3m n=] lsÍ l  í : r

2rn:6=rn=3

SLrbstituindo rn = 3 na parne |a eqLração remos:
3-n=_5= n=_8=n=8
Logo,â equação coffespondenteéy = 3x + 8.

22. Detem ne â equação fe.llzida cla r€ta que cofta os ei
xos nos pontos [ 5, 0] e [0. 3].
Resolução:
A€quação é da forrna y = rnx + n e. como a Íeta corta
o ex0 y em [0.3],  ternos n = 3.
Ficân'ìos então, com y = mx + 3. Como a reta passa
Ìambem peo ponto [  5,0].  vern:

0 = Í ì r [  5]+3=5m=3+rn=9
5

Logo a €qìração pfocuÉdê éy = :x + 3.

23. Delenìlne a €qlação feduzda da rcta r que passa peta
orrg€rn e tem inc Íìação de 60'
Resolução:
A equâção ÍeduzÌda de r é da foffna y = mx + n
Corno rpassa pela ofgem (0,01, tenìos n = 0
Como â ncinação é de 60", então:
m=ts60'=!ã

Logo, a €qlação rcduzi.la.le re y = Jgx.

Faça o exercÍcio r€solyido 2l de
uma terc€ira rnanêirâ, usndo o

X Y ì I

- l  5r

3 t1

Exercício-spropostos
: Dada a reta quet€rn a eqLração3x + 4y = 7, detefm ne

s!a dec ividad€.

r" Determne a eqdação da feta de coeÍicent€ arrgla
m = 2 e que Intersecta o exo y no ponto A[0, 3J

. l  Uína reta passa peo ponto P[ ] ,  5l  €rem coefcien

te anglrlâr rn = :-. Escreva a equaÇão da rcta na forrna

Escfeva a eqLrâção:
al da rcta bssetrizdos quadrânÌes ímparcs:
bl da feta b ssetdz dos quadÉntes pâÍesi
cl do exo x;
dl do exo y.

Escr€va fa foffìra Íedu
zda a eqLração da reta
que passa peos pontos
Pl r-2. 7) e P't-1, -51
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Snrma segmentária da equação da reta
Consideremos uma reta Ì que não pâssa por (0,0), inteÍsêcta o êixox no ponto A{a, QJ e Intersecta o eixo y no

ponto A(0, b).

Calculando o coeíiciente angu la r, temos:

o_b b
.  â-0 a

Usando a foíma reduzida y : mx + n, em que m = ! 
" 

n : b, u"r,
a

b
Y= -  x + b+ay= -bx+ ab=bx + ay= ab

Dividindo os dois membros porâb (a + 0 e b + 0), têmos:
bxâvabx
--- '  + 

-=- 
=) -  +: :1

aDaoabat i
Esta é â forma segmenfárd da equação dâ reta que náo passâ por (0,0) e intersecta os eixos nos pontos (ô, O)e (0, b).

Exemplos:
1e)AfoÍma segmentáriâ da equação da retâ que corra os eixos em (5, O) e (0, _21"a .. -L = 1.

2e)A reta cuja equação naÍorma segmentária é I + I : .l (ortâ oseixos em (5,0) ê (0,2).
39)Sey:2x 5 é a equaçâode uma Íeta na íorma reduzidô, podemos chegaÍà forma segmentárÌa:

y = 2x - s .+ 2x - y : s = 4 - ,L : r 
- 

:- + I : j
55:-s

2
tssà reta corla os eixoç em 

l\ 
- . 0J e (0, 5,

Podenos cì€gàr ão m€smo
resultãdo tonsiderando !m
ponto genérìco Ptx, y) e

-,""," lt ã ll . .
lobr

ì
. ,  . . . . . . ,  l

24- Escrevâ na íonÌa segrnentáda a equação da rcÌa que
passa pelos pontos [j, -]l e [-2, 4].
Resolução:
Determinamos o coeÍcient€ angulâr:

m= =_1::

Usêndo o ponto [3, ]1, ternos:
I

y+t=-[{  3]

^gom 
vâÍnos obÌera eqlraçâo na íorma segrnentáÍìâ:

y+l=-[x-3]=5v+5=3À 9+

ì3x qv=,r-3*-5Y - ,  .
-3x 

5y= t4-1 : l=t=

=-!1-,L=r
14 -14
Tb

Outra resoluçao:

ConsideraÍnos o ponto gené co p(x, yl e fazemos:

l ; i r
-a -x 4 12 -  2-3y +4x= 0=

33;1-5y:14341-L=1'  14 -14
ã5
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ExeÍ(í(ios propostos

35, Escrevâ n€ foffna segrnentáÍia a equação da reta que
satisíaz as seguintes cond çô€s:

' Naf g!É dada, o ponto O é a of gern do sstemâ de
coofdenadas oftogonais e OABC é uÍn quadrado de ado
4 Sabendo que M é o ponro rnódio de O*A e N, o poJìb
médo de OC, escreva a equação da rcta qlr€ psssa por
C e M e a equação da feta que passa porA e IÌ.

al Passa pelos ponlos A(3,01 e B[0,2]
blP€ss€ pelos pontos A(5, 0.)_q tem decliviçade 2;
'c$kssa petos pontoíp,3r: -3),e p"trâs);
oìSud eq-açao êo / ,or e i  -  - ì  -  5

:i ii, Na íguÍE dâda, o ponto O é a oÍigem do sistema de cooÊ
denadas orrogonais e OABC é um quâdEdo de ado 3.
Escre s equ€çãoda rcta sLrpoi€ da diagona AC Í

ftll Equação gerat da reta
Toda reta do plâno possuiuma equação dêÍormai

âx+by+c-O

naquala,becsãoconstanteseâêbnãosãosimultaneamentenulos,Elaédenomif iàdaequaçãogeraldarcta.

Exemplot

ì
.y :x -  I  pode serescr i tà nà tormà geralpor 3x I  ay -4=O-

xv. 
Z 

t 
t 

= I pode 1er dada na Íorma geíàl por 5x 2y 10 = 0.

.  y:5, que é pârâlela ao eixoX pode serdàda porox + ìy- 5 =o,

.  x -  2,  que é umâ reta venical ,  pode ser dadâ por 1x + 0y 2=0.

.y -  3 -  5(x -  1) podeserdada por5x -  ly -  2 :  0.

Observaçôes:

13) Vimos que a equação da reta pode serescrita de várias formas, Na resolução de exercícios devemos escolhera
maÍs conveniente em relaçáoaos dados e à proposta do problema.
Assim:
.  nâformay-yo=m(x-xo, ident i f ìcamosaincl inaçãoddareta(m:tgC[)eumpontodareta(xo,yo);
. nâ forma reduzida y: mx + n, jdentificamos â inclinaçáoo (m: tg o),o pontode interseciãoda reta com o

eixo y (0, n) e aindâ o ponto (1, m + n);

. na forma segmentària I + + = t, idenrificâmos os pontos de intersetção da reta com os eixos: (â, O)e (0, b),b

x v t l
. quandofazemos xr y, I :0, identiíicamos sem fazêr cálcu los dois pontos dâ rêtà (xr,yr)e{x/yr),

\Y,  1

.  aforma geralax + by + c:0 pode ser obt ida â part ìrde quàlquer uma dasantêr iores.

t
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2ã) A mesma reta pode teÍ diversas representações na formâ geral, ou seja, x + 2y _ 1:O,2x+4y _2=0,x 2y + 1= 0 e inÍinitâs equações equivarentes a essa;. por e.r" i"reo, e pr"r"riuut 
"rcrever 

,,obter umdequação geralda reta,,a,,obìer d equacãogeralda reta,,, como noexercício resolvido 26 a ba ixo, por exemplo,31) Dada uma equaçao gerarde uma reta r: ax + by + c = o, seu coefìciente 
""n"i", o"ã"_ì"r"0,'0" rapidamente,sanao.n. - .  ou-. 

" '  
f f i ---

4')  AÍetartalqueàx-by.c-oinrersecràoseixosnospontosf- ! ,0ì" Í0,_. .  
1.  l l * , "*" . , , " , i - l\  à 

'  
\  b/  

Jobservàcò€s , ,

Í

25. Escreva nas fomâs reduzÌda, segmentáfa
eq!€ção da rerâ que pêssa p€to porìto [],
Inctnação de t3b.
Resolução:
Pelos dados do prcblema é mais coJìveniente escrcv€f
rnr"r 'en,ea.c-aL:o êorndg , , . .  n. .  - , r .
Uomo a = 135".  então:
r Ì=tga=tgt35o= l
E, como a reta passa por [], 6), temos:
y+6=-t [x- ] l
Daiveml

|  " - -"  
5\_ \  |

. Ìorma segrnentãria:

y+6=-x+t=ì+y= s=-] :+{ = r
. foma o€ral:
y+6=-x+l=x+y-t+6=0+
+x+y+5=0

26, Dere-r-,ne ,.o 
"qur.;o 9",u, o" ,"trì*1,-o,o o",0.

e gera â
_6J e tem

pontos A[], 4) e B[3, 3)
Resolução:
Vanìos caÌcu âr a dectivÌdade dâ feta:

Conslderando o ponto A[], 41, ternos:

Y-Y =mLx x j=y 4=-: [x- ] l=
2-

77=y-4 =--x+_+2v-8= 7\+73

=7x+2y 15=0

Auïa resaluçaa:
Corìsderamos unì porìto p[x, y] quatqler da rcta que
passa pe os pontos Ae B.

. Essa ÌPtã rem inctinaçào de I35', pass peto ponrc .
r / ,  ôJ € conã eixos €m [ 5,01eÍ0,_5ì.

. O^rnân€ulo qu€ eta d€rêÍmina com os eixos e !mInanguto retànsÌrto lsóscetes. cltcute a medtda dà

ConoA, B e p estão alÍìhados, devemos tefi

] '  t  
' ]I 4 I = 0 = 4x + 3y - 3 - 12 - V + 3x = 0 =

1s -: r i
, -  7x+ 2y -  15 = 0

zr.  \ê rgL'"  ddd".  o po ro O e d o. igeì  oo st , ,  I  d o-
coo deladd) otogonar e qBCD ê -n qLèr doo ae
èdo 3J2 -s. Íe\ê Lnà poLêç:o gpra,  oa retê deÌetr
nâda p€os ponÌosA e D.

Resolução:
S€ a ÍÌgu|a é !m quadÍ€do Ìemos OA = OD.
ADlt  dìoo o eo,erêdeDttaoo.d.ro .érg-o,p€.g.
lo AOD temos
fAD -rAO| OOr.-  ;J.  i  -  lo{r  !  OAJ_
- 

2[oA]:  = 16 3 1941: = e = 64 =.
spnoo êçcn. no is pr a d- coordenaoas o1oou, ar,
temosAt-3,01, B[0. 3] .  Ct3,0l  Dt0.3l
uma equação geral da feta deteffninâda peios DonÌos
AeDédadapor:

l '  v  t l
] - :  o I  =o+-s+3y-3x=o+

lo 3 r l
=3x 3y+9=O=x-y+3=0
Loqo.Lr êequeÇão ge.dtoètetae\. ,  _ j  _ C

.o. LreÌe^-Trne os oofÌos de i.te.òecç;o oê et oe equd_
ção3x 2y- l2 -  0comoseixosxey
Resoluçào:
o ponto de intercecção com o exo x t€rn ordenada 0.
Logo, íâzendo y = 0, temos
3x 2.0 tZ=0=3x-12=0=3x=12+

Então, a reta cortr o eixo r no ponto [4, 0].
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0 ponto de intersecaão com o elxo y tem abscissa 0.
Logq fazendox = 0, t€mos:
'1 0-2y 12- O- ?r-  2 ,y -6
Então, ea corta o eixo y no ponlo [0, -6].
Outa resolução:
Podemos pâssâÍ a equação da foffna gera paÍa a seg

3x - 2y -  12 = 0 =3x 2y = 12.. t

3*2y12xy
12 12 12 4 -6

Dà equação segrnentáÍiâ obt€Íìros os pontos procuru
dos [4,0] e [0, 6].

29.Se um ï iángulo tem como vérÌ  ces os pontos A(t ,  t ) ,
Bt-2. -2) e Ci 3, 4J, detemife a fofina geral das
equaçôes das retas supoftes dos lâdos desse trìân
gulo,

Resolução:
Equação g€Íâl da reÌa suporte do lado AB: _,

lj l,i=0=x 2y-2+2 y+2x=O=

+3x 3y=0rx y-0
Equação ge|alda reta suporre do adoAC:

"  v , l
r  r  ' l l=0=x 3y+4+3 y 4x=0=
3 4 r l

+-3x 4y+7=0+3x+4y 7=A
Eqlação gera da feta supod€ do lado Bc:

l "  '  ' l
l -2 -2 I  =0= 2x-3y-8-6+2y 4x=0+

13 4l
=-6x y l4:0=6x+y+14=0

t

Forma paramétrica da equaçào da rêta
Vimos quea equâção de uma reta podeaparecer nâsformas geral, reduzida e segmentária,

. Existe mais umâ, conhecida como forma paraméfíto, Nessê caso, as coordenadas x e y dos pontos da reta são
dadas em função de uma terceira variável, t, por meio de expressóes do 1-'9rau. A variávelt é chamada de parâmetro.

Exemblo:

A reta redetnida na torm" porornetri.o por. I" 
t r.

-  ìv :2t

[x-5+ì:6

LY:2 s:10
Logo, (6, l0) é um ponto dessa reta. Í\4ais que isso, qualquer ponto P da forma (t + t, 2t) sêrá um ponto dessa

reta Ì. .
ObsêÍvâção: Para determinar umâ equãção geralde t podemos obtêrtem umâ das equaçóes paramétricas e subs-
tituÊlo na outral
x: t+1+t:x- Í
y:2(x 1).+y=2x-2i2x y 2 = 0 (equação geral  de r)

@_.,
I Subltituà t6,l0lnà |
I Euaçlo senl d€ r. ,,

30. Dadas as equaçôes de r n€ foma pamméüca

fx=2t- l
l .  - ,oeleÍ Í ì lne|y=Í+z

a) â equação feduzda de Íl

bl a intersecção de r com o eixo x.

Resolução:
al Deteminamost na segunda equação:

'y=l+2=l=y_2

S!bstituindo na oltra equação:
x=h 1.-x=29-2) 1=2y 4 1=x=

- 
v = 1r + ! teouacào reduzcla de rì

22'

b) Fazendoy = oftèrnos:

2x+:=0.ìx+5 
0=x 5

Logo, r corta o eixo xenì [-5,0].
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38- Ern cada caso, escreva umâ equação geral da reta def-

nrda pelos pontos A e B:
a) At r ,6) e Bt2, -31
b)At l ,8) e Bt-5, l l
cl At5, 0) e Bi-], 4l
dl  At3,3) e Bf,  -51

'1e Se os oo"tos A{J 5' " 8, -3. 8J de.ern-aì Jaìè ,etd,
cacuie o vabr d€ a para qìre o ponto C(4, al pertençs

4Ú. Se urn tdânguo Ìem como véftices os poJìtos A[2, 3]
Bt4, ll e C(6 71, determ rìe uma equâção geÍar oa
reta sLrporte da Ínediana felatva ao ado BC.

i 4i. Sabendo que os pontos A[2. O), B[0, 4] e Cl4, 2l são
os vêrtc€s de urn tâÌìgLrlo, deterÍn ne uma equação
ge€lclâs rctas suportes dos ados desse triángulo.

{i >ê0" 0o ole o porÌo pfl. ì oerte.cê a teta oe equdçào
3kx + (k ' 3)y : 4, det€m lìe o vaÌor de k e esci eva. a
segur, umâ forrnâ gerdlda equação dessa r€ta.

l!3. Na ígurâ .ladâ, ABCD é um pamlelogranìo. DetermÌfe
uma equaçâo g€|aldas fetas supoftes das suas d agonats
AC e BD.

t

Duâs retas Íe s contidas no mesmo plano são pdÍatetas ou concoÍentes, Veia:

Posi es relatÍvas de duas retas no lano

pur"l"t", I igr"i .  
(.9in. identes),se I n s = r

ld ist intas,serns=U

conaorr"nr", Ip"rp"ndiculares, 
se r e s determinam quarro ángulos retos

loblíquas. se Í e s determinam dois ángulos agudos e dois obtusos

r  e s:  paralelà5 dist intas â e b: paràlelas igudis ou
| / /  s,comr ìs = Õ a e b: coincidêntês

â // b, coÍÌ. ì  a n b: aouâ - b e _t f

e êf: concorrentes
perpendiculares

p e qiconcoÍentes
oblÍquas
p1q

-veÌerÌìos â seguk como determinâr as posiçôes rerativas dê duâs retas do mesmo prano â partir,de suas
equações.

Paralelismo de duas retas

,  
5e considerarmos, por exemplo, uma retâ r de equação 2x 3y+5=0eumâretasdeequãção4x_E l=0,qualterá a posiçãoda reta rem relâçáoà rêta s?
Notequea primeira êq uação eq uivale ô 4x _ 6y + .ì0 = 0. Comparandocom 4x _ 6y_ I : O peícebe.se que

não existe um ponto (x, y) què pertença a res simultaneamente. Logo, re ssão retas par;leras distintas.
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Vejamos agora como esse fato secaracteriza, analisando os coeficientes angulares das duas retas:
. Coeficiente angular m1 da reta r:

2x 3y+5=O= 3y: 2x 5.-3y=2x+S=y:3111

Então,mi : ; (D.

. Coeficiênte angular m2 da reta sl

4x-6Y-l  =0= 6y:  4x+1=6y=4x 1:-y:

Entào,m-: : (D.

Comparando@e@ podemos veri f ica r  que mr = mr.
Sendoor â incl inação dà reta Ìe o, a incl inôção dô reta s, temos:

mr: mr=tg dr = tg o, ãdr :  o,  (or e o! eÍão€ntre 0" e 180")

5eas inclìnações sâo iguais, as retas são pâralelâs (r // s)e como | + -l sao distintas.
36

Veja asfìguras, que moíram duas retas dístìntâs e não verticais,que são paralelas:

: d, (-t9 dr - tg or<ì m. = mr<.> r // s

Duas retas não verticais r e s são pâralelâs se, e somente se, seus coefìcientes ângu
lares são iguais (mr = m,).

Obseruaçõês:
1q) Se âs duas retas sáo paralelas ao mesmo eixo, elas são paralelas entre si, Nesse caso,

não há necessidadede recorrerao coefìciente m,

t / /s à/ /h
Exemplos:
le)As retas deequaçõesx = 4 ex: 1 são parãlelâs.
2e)l{S íetâs deequâçõe5y - 2 ey - 7 são paralelas.

4121
X _+V: X

6636

2e) Umâ môneiÍa práÌica deverificar o paralelkmo de duas retas é compararsuas equaçóes gerais.
Dadasduas retas,Ìes,talque r:ax + by + c = 0e s:a'x + b'x + c ' :0,  basta compararmosâs Íazóes sêguintes:
abc

^dbc. 
";= n - Z, 

entào temos d uã5 retas pa ra lelas €oincidentes (Í : s), ou seja, a mesma reta representada

de duas formas difeíentes,

coefìci€nte angular, elas

tpaEÌelas iguaisl.

x=. ley=2
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-abc. 5e - - 
b- 

. 
í, 

, entãotemos duas retas pàralelas distintas.

.  5e 
_ = - ,  entáotemosduasíetasconcorrenle\.

3e) Assim, podemos dizerque sê duas retas Ì :  âx + by + c:0 e s:  ax
ab' - a'b,êntão elâs são paralelas e vice-versa,

+ by + c = osãotat que 3 = !, * r"p,

É muito importânte compreender que, se duas retas são ditas ,,paralelas iguais,,ou ,,pãratetâs coÍncidentes",
signifìca que eras sáo na rearidade uma só reta, podendo serrepresentada d! d r.,as Íormas d iterentes.

4e) Duas retas do mesmo prâno com coefÌcientes ângurares diíerentes não são parareras; rogo, são concoÍentes.

Como 0'< dl, o: < l8O., temos: ar l or? c) t9 clr l tg a2 ê) mr + m] <+ r e 5: concorrentes,

3l.Ve ìque a postção relatva das rctas dadas por suas
equaçÕes:
a)t :3x-y+2=0

s:-+1=l

b)r:v=.Zx-r

s:4X-6Y+5=0

c)r :x=8

s:y-5=3[x 4)

Resolução:
al Vanìos deteÍninar o coeÍcienle angulâr de r e s,

usando a equação ná lorrna r€duzida:
Ì3\  v-2-0- i - .3,  2r)-3,  r2-

=2y=-5r+20=vj=j^+t0-
v2

5=^,= _ '

Se mr * m? entãò re s são concoffeni-ês.

D.v= Zr -  t - r  =Z'33

sr\-6y-5-0-6)- ! \ Ì5+

4.

-Y-- \ r  
'  =y -- : '  

á ' " . - ,

Se mr = rnz então re ssâo paÉelas. Corno

-l * :, elãs são pâmlelas e disÌintâs.

cJ r:x = I [Ì é paÉle]a so eixo yl
s: y - 5 = 3[x - 4] + m = 3 [s não é paratêt€ a
nennurn dos erxos)
Logo, re s são concoffentes.

32. Dadas âs retâs de equaçôes [k - ]lx + 3y - I = 0
e 2kx 2y + 5 = 0, enconÌre os valorcs de k para os
quãis âs retas são concoffentes.
Resolução:
Varnos dete[ì] nar os coefcentes angu arcs:
tk-  l )x+ 3y- I  = O=3y= - [k_] ]+ I  :e

k+l  Ì  - r+r=y=- 
3 

x+ imr=--- : :  _

2kx 2y + 5 = a.+ 2y = 2kx + s+y = t<,< + I +
2

Pam que as fêks sejam concoffentes devernos Èr

ì  /T- :  / l -J\ê 
"_t+ _

=+kl t ,+k+l
4
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33. Deteffnine uma equâção OeÍâl da Íeta que pâssâ peo
ponto P[2, i3] e é pamea à reta de equ€çãc
5x 2y+l=0.

Resolução:
Varnos cacular o coeÍcente angular m da reta cuja
equação é dada:
5x. . ' .2y+l=0= 2y:  5x 1=

=2v=5x+t3v=:x+-:3m=1
,?2

De âcordo corn o pÍobema, a reta procurada deve pas-
saf peo ponto P(2, -31 eteÍ o mesmo coeíciente an-

5
aLrlaÍ da reta dada. o! seia. rn : :

2

Dâi temosl

v-v.  =rní) i  
^ .1+v+3::rx 

2ì-
2 '  '

)v-3 -  : \ - l : r2V +6- 5r-  t0+'22'

=5x-2y-16=0

Logo, a equação procuÉda podesef
.  5x-2y-16=0.

Outft rcsaluçãa:
Queremos determinafuÍna rek paÍalela à reta
5x - 2y + I : 0. Enü'o, a reÌa procurada é da Íorrnâ
5x-.2y+c=0.

Como P(2, -3) pertence â ela,temos:

5[2) -  2(-3) + c = 03 ]0 + 6 + c= 0+

Logo, â equâção prccu€da é 5x 2y l6 = 0.

34.4s retas í e s, de equações 2x + (k 2ly 5 = 0 e
4x + ky - I : 0, respectvâmente, são pâÍalelas. Nes-
sas condiçôes, cãlcule ovaorde k.

Rêsolução:
Pelos dados do pÍoblemâ, devemostermr = m2.
Cá cLrlo de m1 [coef crente angllar de ]):

2x+ [k-  2]y-  5 = 0=[k- 2Jy= -2x + 5+

âv= _ x+ -'  k-2 k-2

rn.=----- : ,comk+2
k-2

Cálcuo de m2 [coefìc ente angu ar de s):

4x+ky I  =0=lV=-4x+lã

4ìA

-y=--x+--m,=- 
mml+0

Como mr = m,, temos:

-  = -- :=-2k=-4k+93
k-2 k

=-2k+4k=8=)2k:8+k=4
Como4 + 2 e 4 + 0, então k = 4.

35. N€ Íig!É, ÂBCD é uín pa|aelogramo. Determ ne
equâção da reta-suporte do lado Á8.

Rosolução:
Sendo ABCD ìrrìr paÉle osrèmo, temosAB // CD è AD //m
Então, nosso problema consste em deteminarâ equa-

ção da reta que passa pe o porìto B e é paÊ ela à rcta-
suporte do lado CD.
Equâção da Íeta suporte do ado CDI

lx y l
i '
17 6 I  =0=6x+4y+56 24 7y Ax=o=

14 8 l

+ -2x - 3y + 32 = A =t 2x + 3y - 32 = 0

Cá cllo do coefciente angular dessa reta:
2x+3y 32 = 0 

-3y 
= -2t,  + 32)

2 '\2
'33

t=-?
3

Equação da reÌá que passa porg(8, ll e também tem

coeÍciente anouláÍ Ín : ?
'3

y -  y,  = mt i  -  x.)+y -  r  = 
-(x 

-8)-

,  1A
JV- _ : \ - -_)3r-3--2x+ t6-t_33

=2x+3y-13=0

Logo, âequação da rcta proorrada é 2x + 3y - 19 = 0.

d
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j Èxercícios propostos
'r r' QLral é a poséo da rcta r, de equa€o tSx + I 0y - 3 = 0,

em r€laÉo à rcta s de equação 9x + 6V - I - 0?
' Se as retâs de eqlaçôes [a + 3]x + 4y E = 0 e

X + ay + I = 0 são pa|alelas, calcule o Valor oe a.
. Em cacla câso, determ rìe a equação da retâ que passa

peo porìto P e é paÍalea à Íeta da eqLração daoa:
alP[] ,2)eBx+2y t=0

oP(2,re;++=r
c) P[2, 5] e x: 2

A fgum mos!É urn tmpézio ABCD. Deteffnine a equaçao
õa retâ-supofte da bês€ rn€nof do tÉpézio.

Intersecção de duas retas
Afigura âbaixo mostra duas retâs, Ìe s, que se intersectâm no ponto p(a, b),

Como P pertence às duas retãs, suas coordenâdas devem satisfazeÍ, s im ultâ-
neamente,as equaçóes dessas duas retas,

Logo, pâra detêrminá-las, basta resolver o sistema íormado pelas equãçóes
oas duas retas.
Observaçáo: Pela resolução de sistemàs podemos veriíicâ r a posição reJativa de
duâs retas de um mesmo plano. Assim, temos:

. sistemâ possívele determinado (um único pontocomum): retâs concorrentesj

. sistema possívele indeterminado (infinitos pontos comuns)t retas coincidentes;

. sistema impossível(nenhum ponto comum): retâs paralelâs distintas,

36. DeteimÌne as coordenadas do ponto pde inteÍsecção das
retas re s, de eqLrâções 3x + 2y -7 = lex 2y-g- A,
respect va mente.
Resolução:
O nosso problema consiste em Íesover o sisreTna iof
nìado péâs €quêçôes das duas retas:

I3x. + 2y -7 -0
[x zy-s=o
4x_16=034x=t6+x=4

Substitundo na segunda equação por exempo, ternos:
4 2y - I = A = -2y - E .+ 2y = -E =

5=y="7

Logo, as coofdenadas do ponto de nterc€cçâo sáo 4 e

9 ou "u,r, 
pí+ -!ìz \  2)

37. Se as equações das rctas supones dos lados o€ um
tdângulo sâoy = 2x L y:  Sx -  4 €x = 5, cacLt le
6s coordenâdas dosvéftrces do Ìdâng!lo.

Resolução:
Os vért ces do triángulo são pontos de lnt€rsÊcção d€s
rcÌas, toÍnâdas duas a duas, Assirn:
Ponto de inÌersecção das rctas de equações y = 2x _ .l e
x=5:

lY=2x- l . )y =2t51 - l=10-t=9
Portanto, [5,9).
Ponto de intersecçâo dâs rctas de equa@es y = 5x _ 4 e
x=5:

.  )"  - '

Ìy  = 5x -  a + y = 5t5l  4 =25 -  4= 21
Porranto, [5,2]l
Ponto de inters€cção das €tês de equações y = 2x - I e
Y=5x 4:
[v=zx-t
i_
Ly=5x-4
5\ 4- 2\- '+5\  2,-4 . r r \ -3- ,
y=201 t=2_t=l
Poftanto [1, lJ.
Logo, os vértlces do trângulo são os pontos CS, 9),
[5,2])  e t l ,  l )
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[xeÍdcios propostos
i48" Determ ne o ponto de efcontro das Íetâs culas equa-

çÕes são:
zLx+Zy-3=Aex-2y+7=Q

blr2x + y -  I  = 0 e 3x + 2y 4-0

c)2x+3y-8=0 e 2x 4y+ 13 =0

r{\qua6 sao ès coo-oe'aoas oog re-üces oe Jì lro_gLo.
sabendo que as equaÇões das rclas sLrpodes de seus a-
dossãox+2y l=0,x 2y 7=0ey-5=0?

50. D€monstfequeas reks de equações 2x + 3y 1 = 0,
3x + 4y -  I  :  0ex+ y- 0 concoÍemnurn mesÍno
ponto,

5l ,0s pontosA[1, ] ) ,  B[5,2),  C(6,5) e Dt2,4) são os vát i -
cesde um pâralelogÍârno. VaÍnos d€sgnafpofM[a, b] o
ponto de encontro das dÌagonais desse paÍalelogÉrno,
Deterrnine as cooÍdenedas do ponÌo M e mostrc que
M é o ponto médo dãs diagon€is.

52, A ÍìguÍa dada rnosÍâ um trapézio ABCD. Sendo M o
ponto de encontÍo dâs diagonais do tmpézo, d€teÍìr -
ne as coordenêdas do ponto M.

Perpendicularidade de duas retâs

m, : -1, com m,, m, + o
-ml

Então, se uma reta t com coefìciente angular m2, é perpendiculàra uma reta Ì,

m"=-1 (com m,,  m, + o)
-m1

Reciprocamente, como a perpendiculara umâ rêtâ por um ponto é únicã, êntáo uma reta que passa pelo ponto
Pda reta r e q ue tem.coefìcientê ãngular m2: -L coincide com a reta s e é pelpendiculara Ì.

Podemos concluir, então, que dadâs as retas Íê s, de coêfidentes angulates mr e mz temos:

-723cJV=-X -eV=--
- -  3 3 2

Íx=t q
eJY= r+3 € l

ly  = Ì  -  r

54.

Qua é a equação da reta Í que passa pelo ponto dê en
contro dâs rctas tl et2 d€ equâções x y + 2 = oe
3x - y + 6 = 0, respectvâmente. e é paralela à rcta s,

cujê equação éy = -:x - 1?

A Ígum dada ÍnostÍa um quad láterc 0ABC. DeteÍm ne
as coordenadas do ponto de encortrc das dlagofais.

A fìgura mostra a retã Ì, de inclinação dr, ê a reta s, de inclìnaçáo
a2, talque Ìes são perpêndiculares.

Pela Geometria plana, no triâ n9 ulo APB temos:
d,  = or -  90'+ tg o) -  tg (or 901-tgar-

sen (d, + 90.) cos di  1
cos (c + 90o) sen o, t9 ar

Sâbendoquetg o, = m, e tg 0r -  mj, temos:

com coeficiente angu la r mt, temos:

í -Ls(3m,:  ]  ou ,  Lro. ,m,:  '1

Observação: lJmâ mânêiÍa prática de verifìcaro perpendìcularisÌìo dê duas retas r e s,
dadas por suâs êquôçóes gerais, tal que Ì: ax + by + c = 0 e s: a'x + b'y + c' = 0, é
verif ìcarseã.a'+ b.b' :  0. Se isso ocoreÍ, elas sêrão pêrcendiculares.

Justifìque a passagem
sen lor + 90"]
cos tq + 90'l -s€n o1

VerlÍÌque que âa' + bb' = O,
.- . - . - ,^-_|
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38. Dêdd. as Íê'dr de eo ãloes 2\ 3) r - 0 e
3x 2y + I = 0, rnostre qu€ eÌassôo perpendicularcs.

Re8olução:
Cálculo do coeícente aJìgllar mr cla reÌa d€ equaçao
2x+3y-5=0:

2x+3y-5=0+3y=-2x+S=)

-33

2
'3

Cáculo do coeÍciente anguaf m2 dâ rcta de equaçao
3x-2y+9=0:

3x-2y+9=0=-2y= 3x-g=

+zy=sx+g+v=9x+9
322

'2

Usando a condição de peÍpendicu af srno:

rn m^ =l  _:  l l :  = _ì
' \  3 ' \2, /

Logo, as rcl€s são pependcuiâÍes,

39. Dada a feta Ícom equação 3x - 2y + 4 = 0 e o ponto
P(], 31, deteffnine unra equação dâ rcta s qÌre passa
pelo ponto P e é pefpendculaf à Íeta..

Resolução:
Cáiculo do coeíÌc ente angu ar mr da rcÌa Í:
3x 2y+4=0r 2y= -3x-4)

+2y=3x+4=v=1^+2'2
3
2

Cáculo do coeÍciente €nguÌar m2 da Íetâ s, sendo

Equâção da Íete s:

y-y j  = rn,(x xr l+y+3= ?tx-D=

=y*:= -?" +3 =ay + g = 2x + 2+

=2x+3y+7=0

Logo, !Ína equâçêo da rcta prodrrada é 2x + 3y + 7 = 0.

1,)m,= -=Ín.= 
-=m-=-:Íì1. ' 1

2

40. DetemÌne a equâção da Ín€diatfz do segrnento cujas
extr€Ínrdêdes são os pontos A(3,, eB( 2, ").

Resoluçãoi
Pea GeomeÍia plana, sabemos qle a rn€diatdz de um
segrnemo e urna rcta pefpendicu ar ao segmento no s€Lr
ponto médio. Nâ ígLrÍ€, M é o ponto médio d€ A=8.
Cálculo do coeÍciente anguâf ml da rct€-supoat€:

Cálculo do co€íìc ente angu€fm2 da medatriz:

Ín"=__L:- !
'66

t
CdlcJo aês coo oe-êddo oo por .o M.

l

2

O prcbleÍna, agom, fca rcduzdo a determinâf urrìa

eo-ação da ,eta oLe oassa oeto p"r" uí]. r'ì"
"  '2 

t "
que tern coeftcieJìte angular -i:

3 l0x+l2y+7=0

L090, uma €quação da med€triz do segrnento é
lox+l2y+7=0.

y-y,  =rn, [ r -x,)=y+ r= - ! í , ,  ] ì -
-  6\  2)

5/q

-y+ - .  o-  t -  - t2y 
t  2_ I0\+Sr

2

2-4y = --:-

A mediatÍz de ÃE é o tusar
Seomé$icô dos pontos P[x, y] laLque
d[i A] = dtD Bl, rsto e, aos pontos
Eüìdistantes de A € &Fà(a o exer€tclo
rêsolvido 40 usândo essa Ìnfonnação.
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4l- Consderando o ponto P(4, 6) e â retâ r de equação
\ r ) - | -. 0. dete-Tir ès Loordêradrs da pro,eçâo
oftogonalde Psobre a reiâ í

Resolução:
A ígurâ mostra o ponto P, prcjeção onogona de P
sobre a Íelâ r. P é o ponto d€ €ncontÍo da rcta rcoTn a
retâ s, pependcllâr a a pelo ponto P.
Cácu o do coefrciente angular mr da Íeta r:
x+y- l=0+y=-x+l
mr = - l

CácLrlo do coeÍciente angular m2 da feta sr

m,=--L= l=r
' Ínr l

Equação da reta que passâ porP[4,6] e teÍn coefrcien-
te arìgu aÍ l :
y-yr = rn,[x -  xì)  =y 6 = ] [x- 4) =)
=)y-6=x-4=x y+2=0

Cálculo dâs cooÍdenadas do ponto P [ fteÍsecçâo des
com íl:

Jx+y-t=o
[x-y+2=0
2x+1=0+,x= l

2

-Lay-1=6=y:111=!
222

Logo, ás cooÍdenadss do ponto P' são --L e I, ou-22

sea Pl-- :  :  I
\  2 2)

42- Para qle v€lof do co€Íclente a as Íetas de equaçôes
3x +y t5 = 0e4x + ay+ 1 = 0são perpendcu
lares enïre si?

Resolução:
Cé culo do coeÍcÌente anguâf m1 da rcta de €quação
3x+y t5=01
3x+y l5=0+y=-3x+15
mr= 3
Cálcuo do coeícente angu êr m2 dâ r€ta de equação
4x+ay+l=0:
4x+ay+l=0+ay= 4x l=

4Ì l>Y=- â+o
aa

rn.= - ,a+0

Pela cond ção de p€rpendicu afsmo, teTnos:

14141n ----
'  Ín ã -3 a 3

)a- -12

43. DeterÍnine as coordenadâs do ponto B, sim€rnco
do ponro Aí4 2ì e"ì  eavào ã rets L de eq-aç;o
x+3y+10=0.

Resolução:
A ÍguÍa rnostra o ponto B siÍnétÍico do ponto A em
Íelação à rcta L ou sejal

. a reta B passa poÍ A e é peeendiculaf à reta rl

. M é o ponto de ìntersecção das retas I e s;

. M é o ponto médo do segmenioAB.

Cáculo do coeÍcìente angu ar m, dâ retâ Í:
x+3y+10=0+3y=-x l0=

I 10ãy= 
ãx- 3

m.= l

Cálcuo do coefc ente angulaÍ m. da reta B:

.  =- I  = 1 ="' '  t ,  I  -

3

Equação da reta s:
Y y,  = m,[x x)=y-2:3(\-a)+

=y- 2 = 3x -  l2ã3x-y- 10.= 0

não há necêssidade
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Cálculo das coordenadas do ponto M:

Jx+:y+to=o
lsx y-ro=o '631 -

[x+Ví.+to=a= lsx- i t  -30=0
tox_20=0310x=20:+x=2

Substituindo x = 2 na segunda equação, vem:
6 y-10=0+y= 4

Portanro, MC2, -4).
Sendo M o ponto médio de Ã8,
B(x, yl i

z=-: ì4=4+x=x=0

.  2+v-4= - :+-B=2+yãy= t0

Logo, o simét co do ponto A em re ação à retâ r é
Bi0, - t0l

vamos delermnar

t

ss.-oeteÍÍÍinea equâção da rctrque pas$ peto ponto peé
pependidjar à reÌe r €m c€da uÍn dos segu ntes casos,
âl P[-3, 2) e êqLração de ]| 3x + 4y , 4 : CÌ;
b) P[2, 6] e equação de r: 2x - y + 3 = 0;
cJ P[] ,  4) eequaçãodeix -y -  I  = 0j
d) P(3, 5) e equáção de r:y - 4 : 0

56.Qualdeve ser o valor de k para que as fetas r e s, dê
equaçõeÍP!+-y,+ 5 = 0e3x + (k+ j)y 9 = 0,
rcspectivarnente, sejarn peÍpendicularcs?

57. Dados a reta r ,  de eqìração x -  y + I  =0,eoponro
P[3,2], quaÌs são as coordenadâs da proj€ção oÍrogo
nalde P sobrcã Íeta |?

58. DetermÌn€ as coordenadâs do ponto N, sÌnìétrico âo pofto
M[2,4) em re]ação à retâ Ì ,  de equ€Éox y-6=0.

59. O quad átero da fgura é um losango, e seusvértices são
0s pontos A[a, b), B(a + 4, b + 3], C[â + 7, b + 7) e
D[a + 3. b + 4). ÍV]osÍe que as fetâs qr.te coftém as
d agona s dêsse losango são peÍpendicularcs

D

60. Descubfa sobÍe a reta x - y + I =0um
drstante dos pontosA(3,0) e qO,2).

Ponto P eqü!

Fl-r
I l{{ Distância de um ponto a uma reta

Devemos recordâr, da Geometria plana, que â distáncia de um ponto A à umô reta Ì é a medidâ do segmêntode extrenidadês em Ae na sua proJeção ortoqonatsoore Í,

44. Detefinine â distància do ponto A[3, S) à reta I, de
equaçãox+2y-8=0.

Resolução:
A ígum mostra que a distância do ponto Aà reta I é a
distância entrc os pontos A e A,, sendo que A, é s
proleçâo oftogonaldo pontoAsobrc a feta r
Coeíìciente êngulaf de r:
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x+2y-8=0+2y=

2
Equação da reta sr m, =

x+8+v=-lx+4'2

-L=- L=2
rn,  -L 

-
2

y-y,=m,[x x j ]+y-5=2[x 3)=
.+y -  5:2x 6+2x-y -  I  = 0 [equação
geÉ da retal
Coo de adas deÃ:são €qJelasdo por.o de e, cor -

fx+zy a=o
I2x-y-1=a.12)

[ '+zí  a=o
1 ' ' .

-  lax 7 -2=0
5x-10=0=5x=10éx=2

Substt! ndox = 2 na segunda equação, temos:
212)-y-1=a=y=3

Poftanto, A'[2,3J.
Cálcuo da distância entre A e A i

d= vt3 -21'  + [5-  3] '  = Jr+4 = J5

Logo, â distância do pontoAà rera ré.u6.

tr

Se o processo usâdo no exercicio resolvido 44 for aplicado para o caso genérico de um ponto p(x", yo) e uma
retaÌdeequaçãoax+by+c=0,chegaremosaumafórmulaparâocálculodadistânciâddepar l

d:

fxemptol
Veja a distância do ponto Â(3,5)à retâ rde equaçãox + 2y - g: O, câlculada no exercício resotvido44:

_ 11.3l : j l_E _ l3 + 10 -  8 l  _
1'+2'z

45. Calcule ê distânc a do ponto A à reta I nos casos:

.1 41'-1 5"1Ia-L =1
43

bl  Ato,0l  eÍ  y-  4 = - ; tx +l l

RêsoluÉo:
€J Aequâção de r deve sercoocada na forma geral:

? 
+ 

ã 
= r  =3x+4y= l2)3x+ 4y -  12= a

A d slânc a de A[- ], sl a ré:

.  3r- l ì+4.5 12

^125 5

Í :y -  4 = -3[x + 1) =3y 12= -2x- 2+

+2x+3y ,10=0
A(0, 0)
._.  -  /2 0+3.0 ì0t  l - t0 lo|^.U=_; '=TJ=ã

_ r0 _ ì 0.í4ã
Jr3 13

46.Um tÍiângulo tem os véftices nos pontos A[], 21,
Bt-3, r l  e C[2, 5] .
Câlclle € medida da altura do ïângLr o relative ao lado
BC.

Resolução:
Pela f,gura, vemos que a medidê da
altulã re ativâ ao lado B9l iguÊl à d s-
tánc a enlrê o ponto A e a retâ-supor-
te do tado BC. B
Equação da reÌa sLrporte do ado Bc:

xyl

] -3 -1 r ]  =0+-x+4/+ r5+ 2 +3y

|  2 -5 r l

=4x+5y+17=0

Cálcuo da medida da altura:
|aÀ. +bv. +c l t  1+a 2+1J

d= õ .ú=r =

'l? + b'
3r l  gr  sr f i=F=n= 

"
Logo, a medda da altura é 1@

OJ

4'+5' .
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47. São dadas as Íetas res, de equaçôes z\ + 3y I0 = 0 e
2x + 3y - 6 = 0, respecÌivarnente. Sabendo que essas
retas são paralelas, caclie a dstãnciâ entre eas.
Resoluçâol

Da Geornetda plana, sabernos qLre â dÈtánca entre
duas rctas pâmlelas é gua à distâncâ d€ urn ponto P
quaiquerde Lrma 0eas a outra Íeta.
CálcJo de. .oo oe adas de , l r  oonro P q €qrer oa
Teia l:
2x+3y t0=0

Fazendo, âfbimrlêrnente, x = I, ternosl
2t- l )+3y l0=0=e-2+3y l0=0+

Poftanto, P[-],4).
Cáculo da drstáncia dePà feta s:
P(- l ,4 les:2x+3y-6=0

L
_ axP+byP+c _ 2[-D+3.4 6Ì

.!1 .t
r'/iã

Logo, a disúnca entre as retas é 1@
t3

t3
41 4=6=F=

É possív€l d€monstÌãr qu€, s€ dms rctas
r:ax + by + q = 0es:ax + by + G = 0
são paralelas, eÌitão a dhtância enrrê elãs é

dàda por:dfÌ, sl = -i!:il

"5' 
* bi

VerifÌqu€ no €x€rclcÌo Ìlsolvldo 47.

Exerdcios propostos .l
Nos seguintes casos, cacule ê dstência do ponto P à
reta r:
a)P[0,3)e4x+3y+]=0
b)P[1,  5]e3x-4y-2=0
c) P[3,  2]e2x+y+6=0
d)P(6,4ley-2=0

Sendo A o po_to oe e con o oa -era r  de eo.s(áo
x + y - 4 = 0, corn o exo x, deterrnne â dstânca
doponto A à rctâ s, de eqlação 3x - 4y + l0 = 0

Sab;ndo que as retas de eqLraçôes 4x - 3y + I = 0 e

- 4x 3y - 6 = 0 são pâ€eÌas, determ ne a distâncê
entfe as duas reÌás.

Se a distância do ponto P(0, pJ à rcta r, d€ equação
4x + 3y ? = 0, é gua a 2 unided€s, det€Ím ne a
cooroenaoa p.

í :  Ca cule è árca do Íãngu o ÁBC d€ fgura.

'3úì Dado o ponto P(3,21, deÌefinine a dstância de p até a
rcu r, nos segutntes c€sos:
a)r3x+4y+1=0

otI+I : t
23

c)Y=2x-4 f l  v-a=:f^ 3ì'  5-
i:i.' Se a d stânc a do ponto P(k, 2l à feta r, de equaçao

3x+4y-40=0 é gua a4undedes,qua éovatoÍ
da coordenada k?

Ângulo de duas relas concorÍentes

Lembrêmos que duas retas concoíêntes determinam quatro ângulos ê que, conhecido um deles, determina-
mos os demais:

Obseruemos que:
. Ìe5 são concorrentês e determinam os

ângulos dê medidas cq Ê,.yeô
.a+p+f+ô:360'
.  0 = f  eÊ = ô(opostos pêlovénice)
.  0 + 9:  Ê+"y=1 + ô = ò+a= 180.

Veremos como determinar um dos ângulos Íormados porduas retas con-
correntes, Ìe s, a paftÌrde suas equâções, Chamaremos esse ángulo de 0,

Se r € s são peQÊndicuh|ls,os
qmtrc ánguÌos são ÌEtos. Se r €
s são obÌlquas, dois ânsuÌos são
agudos € dols, obtusos.
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la cas0
lJmâ reta, r, é paràlela âo eixoxe a outra,

s, é paralela ao eixoy;ou, então, umatem coe-
fìciente angular ml e â outra, m2, tal que
mr 'm2 = -1,

Em àmbas as situaçóes temos Í e s per-
penclÍcularês. Logo, 0 : 90".

Exemplos:

le)r :y=41'  10=90o

2e caso

Exeftplo:
r :x = 4 ( Ì  paralela âo eixoy)

t:2x + 6y - 1 = O + 6y : -2x + 1 ) y :

=ri-+J :  i+r-rs+o:eo.
2e) r ty:2x+ 6 

I
sry s:-1{x++) im'm'

lJma das retas, Í, é parâlela ao eixo x e a outrâ, s,tem coefìcientê anoulâr m : to o.

Nessecâso Íé paralela ao eixo x e s é uma transversal, Então:

rr :a+tg0:t9or:m

Considerando 0 o ân9ulo agudo formado por ae s, podemos escrever:

tg 0:  lm

Exemplo:
r :v:s I
- . .  .  ^  " .1r  e paràlelà ào eixo x e s tem coeÍ ic iente angular m = 3,s:y- .1=J(x+4i l

Loqo, o ânguloãgudo 0 formado por r  es é talque tg 0 = 3.

3a caso
Uma das retas, r, é paralela ao eixoyeâ outÍô, s, tem coeficiente angìllar m,

0€osãoângulos

0 + o :  90'+0 = 90'  -  d+tg 0 = t9 (90'  -  d) :  cotge =

Considerando e ãgudo, temos:

,oe=11'  lm

11
tga m

111
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o ángulo âgudo 0,Íormâdo por Ìe s, é talque:

t90:
r l^
1t -

- ; l

4a caso
As retas r e s, de coeficientes angurarês ri1 e m2, não sáo parareras ãos eixos, são concorentesr mas não sâo

perpendiculares.

Então:
0+ 9=a+6 =o- B+tg0 =tg(o -  B) =

Para 0 âgudo, temosi

tga-tgB _ m,-m,
1+tga.tgÊ 1+mrm,

t90=

Exemplol
r :y-4:3(x-5)+mr=3

Xv2xv
t.  

1=,-7- '  l12x y-7)y- 2x!7:mr= 2

2

to0=l-  - '
-  l1 + 3(-2)

: ] l  :1 r ;=r-e:or"

i [xeKí(ios DÍoDostos i
[ì8- Dadas âs equações de Í € s, detemine 0, um dos ân

gu 0s Íormados por elasl
a)r :Y=7

s:2Ì  3y+5=0

blr :Y=4x-6r
s:y 3= -- [x+5]

c)Ì :5x+y-t=0
s:3x-y+7=0

dlr4x-3=0
siY = I

L_-I4Egjgf .q região trian gutar
Vejamos como deteíminar a área dê uma região trjangular ABC a panir

dos pontos Â, Be C.
Pela Geometria plana, sabemos que a árêa da região triangularda fìgura

é dada pori
1

s _(Bc).(AH)

Em Geometria analítica, temos:
. d(8, C), que êxpressa a medida do lôdo 8Cj
. a distânciâ deAà retâ{upone do lãdo BC, quê expressa a medida dâ altura AH.

1 + 
"f"1r

eJ r:}7 = _5x

[x:r-3

lY=2Ï

Ì l r : -+1=l

s:  lsx-  5y+2= 0

6!). Determine a equaçâo da feta que passa pelo ponto
P[2. 1) e fomìâ uÍn ângulo de 45. com a retã oe equa-
çãoy=5x+3.
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48. Se urn tángulo ABC t€Ín corno véftices os pon@s
40.2).B J leCí0 --J.céc,"aaeaoa egáo
ÌranguEr.

CáÌcLr o da d stância entre o véftice ,t € € feta-suporte

=r2x+3y+3=0

,_laxa+byÀ+c

_ |  -  t l
í r3 Jt3

Cácu o da árca da fegìão trânguaf

Logo a árca da rcg âo ÍangLr âf é -:-: ou 5,5 un dades
ce arêâ

1&

""""'=lil Í
L.i::

Consìdêrando os pontos não-âlinhãdos Â(x|yr), B(xz y2) e ((x3, y3) e seguindo a seqüência doexercício resolvi-
do48, chegamos a uma igualdâde quefaci l i ta o cálculo da áreâ dâ regiãotÍ iangularÂBC.

se osvértices de um triân9ulo são os pontos A(xr, yr), B(xr, yr) e C(xr, yJ, entáo a áreâ dêssã região triangu la I é
oãoa por:

1

2

Note que esse determinante é o mesmo queíoiestudado no item 4 pâra verjficaro alinhãmento detrês pontos,
A conexáo êntre os dois assuntos ettá no fato de que, se três pontosque seriam os vénices de um ttìângulo estive-
rem alinhâdos, otriângulo se dêgenêra num segmento de reta;nesse caso, é naturalque sua área seja zero.

Exemplo!
Vejamos como f ica o cál(ulo da área da região tr iângular ABC com Á('1,2),  B(-3,1)ê C(0, t ) , já fei to no exer-

cício resolvido 48:

121

D=J 3 1 1

I  o -1 1
=1+3+6+1=11

s= j to =Jt . ' t  : ) . r r=l : ' , '

Logo, â área da região triangular é ]1 ou 5,5 unidãdes deárêâ.
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49. Deterrnine a áÍeâ da região tdangu ar ABC d€dosA, B
ec.
al Ai r,21, Bt3, rl e Cta,0l
bl AiO 0), BiO a) e Ci 5,0l

Resolução:

bl A loca ização deA, B € C p€ffnile concllif que o ÌrÌân-
guo é retânguo €m A, com catetos rìredndo 4 e 5
Logo:

^ 4 5 __
2

=-l+4-2-6=-5

22

,. . -  .  ì
lifl!r!19ltl0t9:Iq r
r7i ì"  Detennine s árca dâ regÌão Íanguar que tem como

vénlces os pontosA(4,0),  Bt r , r)eC( 3,3).

-,'l 
- Âs retas-supodes dos ados de !m tfángllo têÍn como

eqlaçÕesx + 2y- I  = 0,y- 5 = 0ex - 2y -  7 = 0.

Calcue a área da Íegião triângu âr.

72. Um trangulo t€rn como vértices os pontos A[5, 3],
BC4, 2) e C[2, k). A área da reg ãotriângularÂBC nrede
I undades. N€ssas condçôes, ca cule ovaloÍ d€ k,

7l Ì .  Na ígLrm, a reta r  tem equação x + 2y 4=0.DeÌer-
rn ne a área da fegãotrarìglrarA0B.

ffi Aplicaçôes à Geometria euclidiana

74- Cacuie a árcâ do quadrlátefo de véftÌces A[4.
Bt6,2) Ct2, al  e Dto,21.

75, Determ ne a árca do quadÍllátefo de vértices [0,
t5 ,, i8, 21, i3, 31.

76' A área da Ígura colorda no dagrama abaixo vale:

e) 4,5

OJ,

OJ,

Escoha urn sÌstema de exos coodenados adequado e
resova, usando GeomeÍiã anâ ític3, os segLrntes prob emâs
de Geometra eucldanâ:

50, Seja ÁBC um tângu o retãngulo de catetos AB = rn,
ÁC = n € hipotenusa BC. À4ostre que o comprlÍnento
da medana Áf\4 é Ìgualà metade da hÌpotenusa.

ResoluçËo:
0 Ína s convenente é
co|ocaf os Õors cal€-
tos sobre os €ixos
coordenados; poften.
to,ovéniceAdeve
coincdrcomaoÍgem:
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Asòrr.  Al0.0r.  Br0. nJ ê CL'ì .0l  loo d loo-ce coê!

dos veni(  -" .  .  M| ^.  ^ |  O coìp."renÌo o" hrpo
\ /  t  J

ô .a BCêdfB. Cì Jr  r  Po.orp rFno

da nìediana AN4 é:

diA, lvll =

Asslrn, dtÁ, Ml = 
- dtB. C), comoqLreÍíarnos rnosúaf

Sl.Nunr ÍeÌângulo q!âquef,  consd€Íe um ponto P per-
tencente a um dos lados do rctánguo d€ lados a € b
Vos|e qu. a sond déò drsrá cês de P d" o"qo r-
desse ÍeÌêngulo é consknte.

Resolução:
0 ma s conveniente é coocêfdo s lados do Í€tângu o
sobrc os eixos coordenados, corn um dos vértces
co ncid ndo com a odgem, e o ponto P ern urn dos
ados que estão sobfe os eixos. Esses proc€d rn€mos,
oLê r;o Ço ob igaro,os. àpê-àq \  (oT J.or a r  eo-
rn€trra ana Ítca para simplillcâr a rcsolução de um
prcb€ma d€ Geometra plana, dada a berdade que
ternos eÍìr escolher onde colocaros sstemas d€ exos
LoordFnâdoc qlâ1do ee, r ;o toreì op do" p ê-

Supondo q|]e os lados do retângìr o tenham Ínedidas a
€ h, então osvértcesdo Íetângulo sãoAiO,0l, Bt0, b),
C[a, b] e D(a,01e o ponto P(p,0l.Assirn, vamos obter
as equaçôes das duas diagonais:

DagonalACl

b0b

h
y -  0 = : [x -  0]  =ay= bxìAC:bx- aV = 0

Diagona BD:

b0b

y -  o = --Lx -  u. l+ay a0 = -bx-

=ìBDbx+ay-âb=0

A distáncia do ponto P(p, 0J à d€gona ÁC é dada
pof:

bD a.0+0 bol

Jb' + i-al' ./b' + a'

A disÍânc â do ponto P[p,0] à diagonal BD é dada por:

lbp+a.0 abJ bp-abl

,ï' 
'f!o 

t  
4:

Corno, de acodo com os dados nicais,teÍnos 0 < p < a,
então bp<ab e assim:
bP âb = ab bp porcnto a soma dr + d, é:

.  bo bD-âbï
' Jb' + a' ,1b' + a'z

_40

corno que àrnos mostrêr

bp+ab bp

f

ExeÍd(ios propostos
77. N4ostre que o segmento que une os pontos rnéd os de

dos lâdos de urn triángLr o:
al é paraleÌo ao teÍceiro ladol
bltern coÍnpÍirnento igLra à metade do cornprirnento

do terceiÍo lado.

78.Dâda umâ retâ r: 2x + 3y - I : 0, obtenha uma equa-
ção que rcpfesenle o feixe de Íetas parâlelas a r

79.Dada uma feta Í: 2x + 3y - 1 = 0, obtenha uÍna
eqlaçâo qLre repfesente um fexe de retas perpend

SO.Dadosoponto P(xo, yol ea reta Ì:ax + by + c = 0 com
P É r, obtenha a €quação da rcta s:
al pardlela a re que pâssa pof Pi
bl perpend culara íe que passa por P.
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Ì. O ponto [a. -b] perrence ao nt€Írof do 2s qladranÌe

Os pontos [-a b] e [ â, -b] p€rtencem f€specrvâ
menrc, a0s q!admnÌes:

I I. O baficenrfo de Lrrn triânguÌo é G[5 ]) € ctois ue seus
vértcessãoA[9 3] eB[1. 2] .  O rerc€rcvédice. les
se tnãnguo é:
. l  (4.31. c l  16. al
bJ t5 4l dl t7. sl.

2. Determneo ponto perlencenteà bissetrizdos quaoran,
tes inrparcs eqüidisÌantes dos ponros [4, BJ e [6,2].

3. Demonstre que os comprimentos das d agorìars oe Lrnì
reiângulo de lâdos â e b são iguâis. [D/cá: Estabeeça
Lrm s stema de €xos coordenados e Ìruba he co|Ì os
veft ces do retângulo )

4. DemonstrequeospontosAt6. -  j3 l ,Bt-Z,2l ,Ct l3.  j0 l
e D[2], 5l são os vértces consecLrtivos cle Lr ,lua,
dÉdo. [.Sugestiio: VefiÍque q!e os adossão congrLr€f,
les e qle os ángulos são retos.l

5. EnconÍe Lrnìa equação qLre s€ja saUsíe ta com as coof-
0ê adàr dê crLoo.e- oo lo p. .  ,  ct j "  o.  dr  

"  "oponto A[2.3] é s€npre glraia 3.

6. ConsÌderc uÍn trlângllo coÍn ados q!€ ned€rn a b ec
sendo a a Íìedtda do ado maof L€mbfe se d€ lue
. a? = b, + c,  {+rânguo Íetângl lo
. a, < b, + c, <+ trángLr o acutânglrto
. a, > b? + c, <a Íiânguto obtusânglto

Dâdos Ata, -2), Bt2, 3) € C[6, 6], veífq!€ o Li-,o uo
triãngulo ÂBC quanlo aos âdos leqü iátero, isosce€s
ou esc€enoj e quanto aos ârg! os [feÌáng! o, êc!tân,
gulo ou obtlsângulol

7. Considere os pontos que dividem o segrìr€nto AB enì
quâÌrc paftes tguals. sendo A[3 2] e Btt5, tOl Um

12. ' "" ,A Br l  -cí  ]_ì  . . , -* , , . l
\ l  . /

Íiânguo Se M, N e p são os ponÌos médios rìos Éoos
do trlâÍìgulo ÁBC. o prcduÌo das coordenadâs do bari
centfo do tfrângulo ÍVNp é.

13. uma ferir r passa petos pontos A[2, 0] e B[0, 4J. urnâ
0uÍ: rerâ s passa petos ponros C( 4, 0l e D[0 2] 0
ponto de ntercecção das duas fetas é p[a, b]. Nessas
cond ções calcu e as coofdenadas a e b clo ponro p

14. Vostre que para rodos os vâtofes Íeais.te a e o, os
pontosA[2 r4a 3 5a],8[2,3]eC[2+4b,3 5b]

15. Dados Alt ,5l  e Bt3, l l ,detennneoponrorruqua a
rcÌa ÂB intercecr6 a bisseÍz dos qladÉnÌes Í pares.

16. Sâbendo qLre Pta, b) Ai.O, 3) e Btt. 0l são coÌ rreares e
P. C[] 2] e D[0. t] tambéÌÌì são co nearcs deremrne
as coofd€nadas de p

17. Consclere os ponros At6, 21. Bt 2.  t2) e Cta 6l .e ô
t |áng! o ABC Detemn€ o co€Ícenteanguêrda feta
que coftém ê medana obtdâ a partrdo véftic€ A.

18. DeÌ€rÍnrne a equação da r€Ìa que sat síaz âs seg! nres

a) T€nì coefclefte angutaf
At2, -31

bl Pâssa pe o pofto P[] Ul e é parale a ao exo x.
cl Passa petos porìtosA[], t) e B(-2 2)
dJ A incinação é de to0o € passa pea oÍrgern.

19, Na frgufa dãda, o ponto O é a ofgem do sisÌema d€
coofd€nêdas ortogonais e OABC é |rrì rctânguo Nes
sas condtçÕes, escrcvâ a equação dâ fetâ supone da

al lqe3,
bl4s e ls

cl  3e e lq.
dl  4- 'e3

€1 3'q€4,

el t-5 6l

e) t 2,31

el 14

e) t8 6l

"r ;
b);

" ;ã
o)

oi

desses pontos é:
aJ t4,31. c) t t2,8).
bl i5, 21. dl t  3.51.

8. Até qle ponÌo o segrnento de extÍ€rnidad€s A[4 2J

e Bl 
r  

-r  
]  

oe e s" o 'o,o oooo -o .-  .  co qd oor"

que seLr conrprirnento tÍiplique?

I 
e passa peto ponto

9. O corììpfÌmento da medÌana AíVl do Ítânguto AtsLì
cLr losvédcessãoA[0,0) Bt3, r  e Ct5, ]1.é

alt  6,1)
bt t  5,01

a)2
bJ 3.

cl t-4, r l
dl t-3 2l

c) 4.
dl 5

cÍagona AC

lO. 0 ponto P(xo yol d v d€ o segrnento AB com AU 5l e

B 16 qt.  na r"r ;o 
Ao I  

o ' , r .  ao ,' . .P8

guâla
a) 10.
bJt l

c) 12.
dJ 13.

t

I



20.5e c er ! ,1" -a.c!"o cera e E. \  < -  0 o" ""
peo ponlo A[k. k + 3].  cacle as coofdenadâs do

21.Na Íglra dada. o ponto O é orgenì do s st€mâ d€
cooúenadas caftesanas onogonas. 0AB é urn Ì fãn-
g! o eqüiLáterc de ado I  e BCDE é !m quadÉdo de
lado L Se M é ponto méd o de OB e N é ponto méd o
de D[.  dpe- ' ì  -e Lìè eq rè\éo qe-a d; erèq.epa-
saporMei l .

22. Passe a equação da rcta de uma dasfonnas conh€cidas

4 .  -^-  ^.^--^ -^, . . - ,^ .
32

bly 6= - l - i+41 
pèÍâ a íoÍmd gera

c) 3x + Sy - 36 = 0 para a forma segmenúria;

-  [*=3 r
0l < . Da|aaÌorrna oeTar.

Ly=r+2

23,4s coodenâdas dos pontos de urn s€grnento de rcta Í

são dadas oorx = 2t{ l  ev=t+2.onde0<t<7.
3

Determ ne a m€oÍ d stâncis possível entr€ dois pontos

25. Em cada caso, determ ne a equação da reta qu€ passa
pelo ponto P e é pa€€la à reta da equação dada:
a)P[4,-4)ex+y-5=0
blP[- ] ,3)e2x-5y+7=0
c)Pl-4,2) ey -  2:  A

2tì .^o.aerero.ãr"rard""o.aL;o 
\  Y -  .u"'45

terrnineâ equação de uma reta s que é paraeaà rcta Í
e passâ peo ponto A(3, l0l.

27, Se uma feta r passa pe o ponto A[ ] , 2l € é pam €la â
umâ ÍeÌa s, det€nn nâda pelos pontos Bi2, 3l e Ct 1, al

28" Naíigura ABCD é um qLradrado DeterÍnine a equaÉo
da rek suporte do ado BC.

24.Dèdoo.(âooa elaÌ  oeec-a(áoI I -  . , '

[.. r
p.d. io d e d s.  d-  poL"o;o o.r  oa oo 

I  
-  

7

l ,  . -5

29,Se !m tfânguo lem coíno vénces os pontos A[2, ]1,
BÍ.r .  reC02 dee l re a eqrdç;o dd pr.-

supod€ dâ atu|a felativa ao lado AB do trângu o

30. Encontrc a equação da rcìa smétca à f€ta
2x + 3y 8 = 0 em felaçâaàÍelax+ 2y -  2= a.

3l, Se urn tfângu o tem como vértices os pontos A[2, 4]
B( 6 2) e C[0, -2), qua é a áÍea do tr]ângulo ABC?

í  ̂  -  -  -"ôidâ oe - laao.meaa" oa ar.L a " i  "  r
,

32, Lernbrando que b ssetrz de um ângu o é a Íeta íorrnâda
poftodos os pontos que eqÜ dlsÌâm dos ados do ângu 0
encontre as eqLraç6es das b sseuizes dos ángu os forrna
dospeâsÍetâs2x + 3y -  I  = 0e3x + 2y+ I  = 0.

33, EncontÍe a m€didâ em gmus do âng!o agudolonnado
pelas retâs y x = I ey + [2 - J3]x = l0

S4,Sabendo que osvédces de urn tÍiânguo são os pontos
A[nì, m), B[rn, Í]ìl e C[0, 0], deteÍm n€ a área dâ Íe
g âo tanO! arABC em lunção de m

35.Obtenha â ât!Ë Íeatva ao ado AC do idângulo ABC,
sabendo qu€ A[] ,2) Bt2 4) eCis,3l

36, Enmntre â área doüânglroem quess equeçõesdas retas
slponesdos adossão2x+y 6=0,x+y 8=0

37.\a 'gJ a.  M éo porto rpoio do aao Aap N eo pol
to ÌÁdo dorddo Bc D"ro s[e.a ai t .drenF.qJeo
compÍiÍnento do segmento N4N é igual à metad€ do
compÍìÍrìento do iado Â8.

38.AfiguÍa mostra Lrm t ângulo fetânguo ABC no quâlM
é o po_.o _ledo ad - po pnJ-a oro\FqueoLorpl
ríìento da rnedìana reatva à hìpot€nusâ é igualà meta
de do cornpfmento dessã hpotenusa

i
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L CFEISP) A rcia s é pefpendicuaf à rcta re a reta t é

paraÌela à reÌa s. Deteffnine a eqLrâção dâ rcÌa s e a
eqlação da feta t

2. [P|C-SP) Deiermine a d]stárìcÌa do ponÌo O[], t) è
retât,  cujâ €qltaçâoéx + y -  3 = 0.

3- [FuvesÌ-SD Seja r a Íeta que passa peo ponto p[3,2]
e ê pe|pendicu af à rck s, d€ equação y = x + ]
qualé € dÌstáncia do ponroA[3,0] à rcra r?

4: [Fuvest-SD Catcule a distÉ ncia entrc a rcta 11, de equa
ção 3y = 4x - 2, e a reta r,, de €quação 3y = 4x + B,
sabendo que fr // Í,

5" (Vunêspl Seja I urna rets que passa pelo ponto (0, -21.
Pof dois pontos do eÌxo das abscissas, dist€ntes enÍe s
una Lr roade, traÇan.se pe-pe-dicJa ^.  a essF e\0.
Se estês perpêndtculares intersectam rern dos ponÌos
do prmeiro qladrante cuja distânca é JtT un oaoes,
estabeleça a equação de l

6. [UfscaÊSP) Cofs der€ a feta r:
[a + ] l ,x + [a,-  a]y- 4a, +a - I  = 0
âl f\4ostrc qlte essa rêtâ passa por um ponÌo cujas coor

denadas não dependern do p€râmeÍo a.
bl Detemine a de modo que Í sela pepend culaÍ è rcïa

s:x I  =0

7, IUFC CD A quantidade de pares ordenados (x, yJ ras
que I < x < y < 7, sendo x e y núrnercs inteiros é:
al  15.
b) 21.

cl30.

8. (Uníof-CD Se em determinado ponto do ptano cane-
srano a abscissa é mehorque a ordenada, €ntâo o q!a-
drante onde ele não pode estaré:
a) pr meÍo.
b)segLrndo.
cl terceirc.

dlqu€no.
el pfirnerc ou terce rc.

g. (UFC-CD Sejam Pt2,3) e q(-4, sl dois ponros do
plano Se o segmento pe é prcongado dê seu propro

cornff mento até o ponto M, que s€ efcontm à esqLer_
dâ de Q, erìtão o ponlo M é:

10, (Uecel Se (2, 5) é o ponto médo do s€gmento de ex-
trernos [5, y) e [x,7], entào o vaÌorde x + y é

a) i- l  o, D

bl l  - i- .7 1
\2 )

a)]
b)2

ï l, (Uecel Na tigu-
Íaafetarpas_
sâ pelos pontos
[4, 0) e [0, 3] e
ABCD é !m
quadrëdo cujo
vért ce C está
sobre r

o í-'o. 1lì
\  2)

'[-ï +J
cJ 3.
dl 4.

0 p.nnet.o oesse c €d?oo. eÌ lo€des oo coror -

a) 6,4 u.

bl6,8 u.
'! 2. (Unlíor CEI Umâ rcfa r coTta Llm dos exos cênes anos

no ponto [0, í3] e iem dectvdade de 30.. O gráÍco

d)l  u.



[Unifof-CD Considere â retâ Í, Íepresentada nâ íguÍa

Sua equação é:

a) r fgx+y=t+Jí .
o l  . , fsx-y=r- '6.

cl .fex +y= I n6.

o íax v:  r+ '5.
e) 

'6x 
+y='6.

14. [Unifof-CD SêjaÍn as ÍeÌâs r e s representadasnaÍgu-

Aabscssa do ponto de intêrsecção de re s é:

-  : "6 s -  s"6+s
- '22

15. (Uece) ljrna rcta passa pelo ponto [], 2l e intercepta
os semi eixos pos tivos foÍmando um triángulo retêng!-
lo. Se a áÍea desse triânguo é 4 unidades de áfea, en-
úo o coefciente angu af da reta él
a) -4. b) -3. c) -2. dl -1.

16. tUnlor-CEl A nedidâ, em radianos, do ángulo agudo
lor ' Ì raoo pelas e€s deequeções J3r -  y - '  -  0 e

.  g" '6+z
otz

^. s,6 7

' I  6

l7- (Uecel A rcia que passa pelo ponto [2, ]) e lonnâ uÍn
ângulo de 45' com â reta 2x + 3y + 4 = 0 é dáda pea
equâçao:
al2x -  y -  3 = 0. c l3x -  y -  5 = 0.
bJx-3y+ I  = 0.  d)x-5y+3=0.

18, (UFC-CD Determlne a área do pamelogmmo devéd-
ces [3,0],  [ ]5,  l2),  [ ]3.  14) € [1,2).

19. [Uniíêsp] Urn ponto do plano cafiesano é repfesênk
do pelás coofdenadas [x + 3y, -x y] e também por
[4 + y, 2x + y), em rclação a !m mesmo sistema de
cooÍdenâdas. Nessas condições, tyé iguala:

20. (LJFBAI Um dos vértices de !Ín quadrcdo ABCD é
A( 2, - l l .  UÍna ci fcunÍerénca nscfta no qLradra-
do tem centfo [ ] ,31. A med da da d agon€ doqua-
drado é:

a) s.,ã. d+ el 10.

al 8.
bJ 6.

c_l I
d lL

22.1-r to-  cq selar r  y=4.^,  y-0ey=2as
equaçôes das rêtas Ì,6 et representadas nLrm sisterna
de eixos cârtesiânos ortogonais, coÍno mostra o gÉfco
abaxo.

bl5. d) ,/it.
21.0bmec-SP) PaÍa que os pontos do pano canesano de

coofdenadas (1,l), (a,2) ê (2, b) estejarn sobrc uma
mesma fek é necessáfo e suÍÌc ente que:

d)ab=a'z-b 'z.
e)ab=4'z+b'z.

Se âs Íetas dadas nterceotam-se, duas â d!as. nos
pontos A, B e C, a árca do ÍiânguloABC, em lnidad€s

eJab=a-b.
blab = a + b.

al6. c)12.
blL dlr4.

el  16.

23. [Unifap) Eâdâs âs êquaçôes dâs retas Ì:y = x - ] e
s:4J?: 2x 3
aJ encontfe a reta t pependicuar a s pâssândo pelo

ponto | ; l .

bl calculea área daÍgura delmitada peas rctâs r,t e o



24. [UFPBJ Em uma lânì natrianguafhornogênea, comvér
trces nos pontosA[a, b], B[c, d] e Cfe, I o seu ue|ro
de massa é, pofdeíinição, o ponto

/ ,  +" +.  r"rr-r t
Ml -  

; -  
"  - j  :  I .  Se o. ,ences oe.sa ra

ó/
rnina estão nos ponÌos A[0, 0], Btl2, 0l e Cto, 91, a
dstância, em unidades de comprtrnento, do seu cenrro
de Íìassa M à Í€Ìâ que passa pelos pontos B e C,
seÉ:

! r :  c) tz

bl; .  dl  5 t)  4.

25. lvunesp] Dados dos pontos, A e B, com coordenadas
caftesiânas [-2 ]le[1, 2), fespectivâÍì]ente, confor
me a Ígura:

a) Calcule a distânca entrc A e B.
b)sabendo se que as coofdenadas canesânas oo Da

(,  , \fcentrc do Íiángulo ABC sào [._, yJ = ] j

' . J"''
cLrle as coodenadâs [xc, yJ do vénìce C do Ìrjànglto.

26. r l  r .csr Sn Os oon.o" Au.61. Bft .3J e C(\  .  yJ sào
vences do tÍiãngLlo ABC. \e.ìoo M(.v. yv] ê Nía 5)
pontos médios dos ladosAB eAc, respectivaÍn€nte.
al Calcule a distánca enÌr€ os pontos M e N.
bl Deterrnine a eqLrâção gem da reta suporte oo ado

BC do tdângu o ABC.

27. (UFlVlc) Sejam A e B dos pontos dâ rcta de equaçao
y = 2x + 2, qle d stam duas un dades da orgern. Nes
se caso, a soma das abscssas de Ae B é:

28. IFGV SP) A rera x + 3y 3 = 0 dvdeo ptano deÌeÈ
n _ado oeo sr,  ena ça. "sano oe ei^os eÍr  dos se-1-
planos opostos. Cada uÍn dos pontos (-2, 2l e (S, bl
está situado em urn desses dois serniplânos. Um possí-
velv€lof de b é:

"r+ ct  x.  et- l
442

bl]  n9'4

u]1
5

q

" , i  
o l  1 c l  5 or I

29" tUElVl PR) ConéidereA[-1,0],80, z l  € C o Donro de
nterseçâo entfe as retas s:x + 3y + I = 0 e
Í: 3x + y - 5 = 0. Nessascondçôes, êssÌnae o quefof

0lJ As coodenadas de C são [2, ]1.
021A reta 1\,4N, oJìde M e N são, fespect vaÍnente,

0s pontos médios de BC e AC, não é paral€la ão
lado AB

ori  O Da,cer oootr , ;noL'oqeC.el /  2-  ] ì
-  tJ 3/

08) A equação da retâ t, parae€ a AC € que passa
pelo baricenÍo c do ÌfâlìgLrlo ÂBC, é

6r lx+3Y :=0.

l 6) A áÍes do triâng! o AGC, onde c é o b€ cerìtro do
tÍránoutoÂBc.è11,ì

3
32) A árca do tÍiângllo ABC é o Íplo dâ árca do triân_

gu o AGC, ond€ c é o bar cenìro do triângulo ABC.
30. (UFS-SD O ángu o agudoíoÍmado pelas rcÌas de equa-

çÕesx y+ 2 = 0e5x+y+ 20 = 0temsuamedida,
ern grEUs, comprcendida entrc:
al 0" e 30'.
bl30" e 45.
cl 45" e 60'.

d) 60' e 75'
el 75' e 90'.

3I. IFGV-SP]
a) No plano cadesano, pam quevaores d€ m as rems

de eqLrações [Í] rnx + 2y + 4 = 0 e
[s] mx - 4y + 5 - 0 são pefpendcut€res?

bl  OJa aosldnciae- eas ed!( t )3\  -  ay_ 0e
[v]3x+4y+5=0?

32. (LJFPRJ Slponha que duas padícu as p e q se rnovern
no plano cartesano, d€ Ínodo que em cada insranÌe t a
partr'cula P ês?á no ponto (21, 3 - t) e a partícu â q esú
no ponro [4t 3t 2]. corn base nessas infonnaçôes,
avare as seguintes âÍmatvas:
ll As partículas colidem uma com a outra no Írs|anre

5
4

ll Anìbas âs partículas passam peto ponto [4, rj.
lll No instante t = I, a drstânca entfe as p€rlícllas é

J5
Ass nalê a alÌernâüva coneta.
al Somente a af finatvâ ll é verdadeira.
bl Sornente a aftnÌativa é verdadeirã.
cì  So_len,p as êi tmatvà, e lsão \eÍoàdeÍët
OSomente as aÍmativas l€ llisão verdadems.
e) Sornente as afffnatvas I e I são vedâdei|as.

33. (ufscar SP) Consrd€re a rcta Ì:
(a + 1)?x+ (a, -  a)y 4a2 + a- 1= a.
aJ MosÍr€ que essa reta passã por Lrm ponto culas coor_

d€nadas não dependedì do paémetro a.
b) Detemine a de modo que Í seja percend cutar à retâ

s. \ - l=0.



I r l
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,),:, imagem de um pontô circutldddo pot
,. , ,, irlfrnitos autras, todos à mesma dís-

', ' .tâncí.t dele, é o que chamamos de
circunferência- Ela está prese te em nossa
vitia em quase tutlo e a todo momentoJá nos

' /

t a !,1 f t | ?'leJirt il
referímos a essaforma í! ítbertúra do capí-
tulo 11 tlo volume 2, qwúdo introduaimos o
estudo dos corpos redondos, ressaltando seus
a.spectos pftiticos. Podeúdmos ílustrá- ld aquí
com uma infinítlatle de etemplos, mas tlen-
tre eles escolhemos um que acima d.e tudo

nlostra seu caráter estétíco,
tãq amplamente er,plorcdo
na Arquttetura.

O contorno do rítra.l pa-
fece caffespolla,ef aum4 cLt-
cunferência, e seu pree chí-
mento, completanda o círcu-
Ia, de ama beleza indiscutí-
vet, ]4os môsúd sud ptapfle-
dade íu dame tal, que é a
eqüíd.istanÇíd de seus pontos



No .otidiatlo tls pfopríed,ades da círcunfe-
rência são aplícad,as sem que ecessaría.mente
se tenha co/tscíênci.t d,elas. Por etetuplo, na
constração de am poço, uma estaclt é frncada
no terreno e um barbctnte é amarrado em sua
base, coktend.o na outra ertremidade um estile,
te; ao girá'lo, uma círcunferência é desenhada
no solo, delineando a íutura boca do poço.
Assím, a largura do poço correspondcni ao do-
blo do comprime to d.o barbante - o díâmetro
da circuflíerêncíq..

Colocadtt kam sistema de eiros perpendi-
culares que Jormam o plano cartesiano, a cir-

L Clrcunferências ortogonais são cLrrvâs que se corram
segundo ãnguos retos. P€o teorernâ de ptágoras,
diras c rcunÍerênclas de raÌos rr e 12, culoscenrros dis
târn d um do ouÍo, são o.togonais se ri + rj = d,

De acordo coan o texto podernos conclu r que exsÌe
L^ 'áro o " tá o.o". .o.  

"oo"Làddp" decl  , ì

rcrencâs ortogonah.Transfra o desenho ac ma pafa o
seu cacerno e conìpÍove que essas cÌcunferêncâs sa-
t íazeÍn à defniç;o de oÍtogonais, deternìnando, por
con í íuçao, o tr iáng! o rerângLroâ easassoclâdo.

2. CircLrnfeÍêncÌas concêntrcâs são aqueas que pos-
sLrem o mesrno centro e laios diÍerentes:

Considerando que as nìedidas dos ralos dessas circ!nre
Íenciasvão d€ 1 ! â 10 u (da maior para â menor) unifor-
memente e identÌflcando-as poÍsua cor, det€rrn ne:

cutlíerê\cía é u,ista como umafigura geométrica
e como tal pode ser representada algebrícamen_
te. Assím como fzemos no capítulo anteriot
com o panto e a reta, determinítremos agora
essa,represekla Ção para a circ unlcrëncia, ps-
tend,endo nosso estudo às suas posições rel,c.ti-
vas aos poktos e às retas do pl.ttlo cartebÌ.ano, e
destacando a ítuportafite aplícaçAo deste meto-
do na resolução de problemas já resolvídos geo-
metricamente em Desenho geométrico,

Í

a) as coordenad;s do centrode todas eÌds;
bl a mêd da do râ o de rodas e ds;
c) â qLral clrcunferéncta peÍlence a ortgern do slstema

oÊ coor0enada5l
d) as .oordenadas do ponto de nìa or absctssa da

maiorc rcunlÊrênca;
e) a d stânca do cenrro à oíigem

3. Na aberturâ do câpítu o'12 dovol!me I  deÍa coteção
o. r"  " ,  

,d.de ocd.do p..a a
constrLrção da bandeÌa bras eia:'parc a calcuja das
dimen\óe\,tama te pat bdse d taryuradesejada,dividin-
ao etta en 11 portet ì7uai\. Cada uno das panes,eú
consderada uma medìda au nóduja. O camptinenta
da bdndeirc será de 2A módulôL
O dado o p-16 o" o-1e o- oèo" oo.è.o,é
pode enconÍar no 5ire do tNlv1ETRO]
ww1,{/.ìnmetro.govbf
Corn bas€ nessã nforrnaçáo e observando o grãftco
aDa xo, determin€:
al as coordenadasdos quâtro vért ces.do osangoque

âparec€ naíguÍa da bandetra;
b\" oo o--ìdo. oo -  ooo. ooLõ .  értaè

la xâ"Ordem e Proqresso,;
c) unìa en matva de medÌda do ra o desse cÍcu o,

consrderando a s metria da bândeÌa,
d)as cooÍdenadar do pontoA ndicado nográíco, c le

êcoroocom a rnedidâ do ralo êsr mêdâ
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Introduçâo

Em Geometria analítica, a Algebra e ã GêomeÍìâ se intêgram. Assim, problemas dê ceomeÍia sáo resolvidos
por processos algebíicos, e relaçóes algebrica5 sáo interpretadas geometricamente.

Podemos lembràrdo càpÍtulo anterÌor, porexemplo, que:

. a equação 3x + 2y - 5 : 0 representa uma reta;

. um ponto do plano pode ser representado pelo par(4, 3);

. o ponto (4,3)pertence à reta representada pory : 2x+ 11)

. a reta que cona os eixos em (5, 0) e (0,3)tem equaçao ] + {: t.

Neste capítulo, a íìgura estudadà será a circunferência, Oa mesmã maneira como fizemos com a reta, vamos
associar cadâ circunferência a uma equação e,a panir daL estudaras suas propriedades geométricas.

Sabemos, pelâ Geometria plana, que circunfeftnci'i é o conjunto detodos os pontos de um plano eqüidistantes
de um ponto fixo.

O ponto fixo châma-se aenÍro da chcuníerência (na fìgura, o ponto O), e a distância constante é denomìnada

Jggla circìrnfelênciâ (nâfigurã,OA = OB = OC = r).

El Equação da circunÍerência
Con siderando determ inadâ situâção em quea dìstância entre os pon-

tos P(x, y) e A(5,3) é iguâl a 2, qual será a relaçáo que se pode estabeìecer
entre x ei?

Pela fórmula da distân(ia, temos:

d(P, A) :

Comod(P,A) :  2,  vem:

íx-5) '+{y -  3) ' ,  -2- lx 5),  ly  3J,-4 -a / - / - ]Ox-6y+30=O

Logo,a relação esta belecida é (x - 5)'?+ (y 3)'] = 4 ou x'z+ y'z- 10x - 6y + 30 = 0.

O conjunto dos pontos P(& y) queêstão situados â uma dhtância 2 do ponto A(5,3)é a circunferência de centÍo
A(5,3) e raio 2. Assim, a relação (x 5)'?+ (y 3)'?: 4é sâtisfeitâ portodos os pontos P(x, y) da circunferência dê
centroA(5,3)e ràio 2. Dizemos entãoque (x 5)'1+ (y 3)'::4 éa equação dessô circunferência.

DeÍinição



d(P.o)=J{x-a) '+(y-bf

Gpílülo2 ' GmÍiêtda malílkàra drudèrÉn(ia

Agom, genericãmente, considerando O(a, b)o centro, Ìo râio e P(x, y) um ponto da circu nferênciâ, temos:

: r3(x a),+(y b)r :a

Dâípodemos escrever que uma circunferênciâ de centro O(a, b)e raio Ìtem equação:

ObsêÍvaçãor No caso pafticulâr de o centro da circunferência estar nâ origem, ou sêja, a : b = O, a equação da
circuníerência é x2 + y2: l

aíÌuaçâo normal da circunferência
. Ao desenvolver a equação dâ circuníerênciâ (x - â)'z + (y b)2 =.r2 obtemos o que se chamâ de equação
normdl ou geld/ da circuníerênciâl

xt - 2ax + ar+ y? - 2by +b'z-É_-0 + :*+i-2àx 2by +

.É muito comum na prátcâ que a5 circunferências sejam representâdas poÍ suâ equação geral, como, porexem-
plo, a circunferênciã x2 + y, 2x + 4y 4 : 0. À primeka vìsta, êssa equação não nos permite identiíicar nem o
centro nem o raio dã circunferência em questão, Precisâmos, portanto, aprender a obter o raio e o centro de uma
cìrcunferência a partir de sua equação geral,Têmos dois métodos que podem ser utilizados:

l!) Método de completaÌ os qu.drâdos
Nesse método, oobjetìvoé obter osquadrados peíeitos (x a),e (y b), a partiídas informaçôes apresenta-

dâs na equação geral. Vejamôs como elefunciona com a equação normalx: + y2 - 2x+ 4y 4 = Ol
.  a9rupam-se na equação normal os termos em x e os termos em y, isolando no outÍo membro o termo ìnde-

pendente, É interêssante deixar um espãço depois dos termos em x e dos termos em yÍ e oots espâços no

x2-2x+-+y1+4y+ :4+-+ :--
. somam-5e a ambos os termos dã êquâçãô vâlore5 convenientes, de modo que os termos em x e 05 termos em y

sê trânsfoimem, cada qúal, em um quâdrâdo perfeito, Na prática, usâmos os espaços vâgos pard escrever esses
números, O número que complêta o quadrado perfeito em x é o quadrado da metâdè do coéfìciente de x, se o
coeí ic iente de x, for 1.  Assim, como o coef ic iente dexé -2, metade de -2 é - t  êoquadradode - j  é t ,  soma-
mos I  emàmbo5or membros:

x '1 -  2x+ 1 + Y'1 + 4Y + 
-=4+ 

1 +-

Da mesmã forma, o número que completâ o quâdÍado peíeito em yé o quadrado da metade do coêficientê de y,.
seocoef ic ientedey2íor l .Assim,comoocoef ic iêntedeyé4,metadede4é2eoquadradode2é4,somâmos4
em amDos 05 membros:

x 2x 1 y,  t4y 4 4-1 4

A5sim,temos os seguintês quadrados peíeitos:

x'z - 2x + 1 + Y'z + 4Y + 4 = 4 + 1 + 4

r"-rr  r  (Y_2) '  =- ì -
Portanto,aequaçãox2+y2-2x+4y-4:Orcpresentaumacircunferênciadecentro(1,-2)eràìo-ì

I
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Ob5eruâçâo:Se os coefìcientes de x2 e y2 não forem 1, basta dividirtodâ a equação normal por um número conve-
niente deforma a torná-los 1,

2a) Método da compaÌação
Nêsse método, devemos compararos coefÌcientes dos termos das d uas equâçõe5, a equação dadâ êâ teóricai

x '1+Y2 2ax 2bY+là'z+b'1 t2) :x2+y'z-2x+4y 4
Desta forma:

-2a- 2= a:1
-2b:4+b: -2
â1+b2-í2=-4111+(-2)2-t2=:4.+1+4 t2= 4 =, t  12 :  g , )  I  :  3 (não existe raio negat ivo)

Então, o centro da circunferência é (1, -2)e o raio é 3.
O método de completar quâdrados é o melhor dos dois, pois não envolve memorizâção da forma teórica da

equação normal e oterece a possibilidâde detrabalhar da mesma forma com outras equâções (não só a da circunfê-
rênciâ). Íúasíica a seu crìtérìo a escolha do método paía resolver os exercícios.

Condições de existência
Consideremos a equâção genérica Ax, + 8y, + Cxy + Dx + Ey + F: O. parâ quêela represente umâ circunfe-

rência é necessárioque sejam atendìdas três condições:
. 1a condiçãot Ai= B +0, ou seja, o coeficiente dex2rem de serìguâlao coeficiênte deyì
. 2a condição: C = o,ou seja,não podeexistiro produtory.

. 3acondjçãot D'z + E'z 4AF > 0, ou sejâ, gâÍantimos que o raìo é raiz de um número positivo e portanto um
numero reat.

l, Detemin€ a equação de uma cÍcuníefência com cen
tÍo no ponto O(-3, r) e rao 3.

RêsoluÉo:

Péoproblema,ternosa = -3, b = I  e r  = 3
llsando a equação, vem:

(x al '?+ ty-  b l '? =É=tx+31,+ 6/-  l l ,=3,+
=x,+y,+6x-2y+t=0

Logo, a equâção é [x + 3], + (y - r), : I o!
x 'z+y'z+6x 2y+l=0.

2. Deterrnine a €quaçâo da crcunferênca coTn centTo rìo

y'pontoA(1, -21 e que passa p€lo ponÌo P[2,3].

=,8a..>r=Jn
Pea equaçãó (x al, + (y - b), = I,temos:
(x - 1), + (J + 2), = ?,r'Ã)' =
=(x r l ,+[y+2],=26+
.9x,  +,1- 2x+ 4y 21 = A
Logo,a equaçãoé (x - r l? + ú + 21, = 26ou
x, +y,  -2x+ 4y -  21 =0

Resoluçâo:

: " / / r+15 =

I
I

tx + tz + ty - ll, = I é a equação
da circunf€rência na bnìâ ÌEduzida
exr+f+6x-2y+1=Oéã
equa4ó nâ brma geral.

Pela fgtrÉ, | = d[P, A) Então:
d(P, Al = {(2 tl, + t3 + 2),



-
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G€feÉ zando: Em uma crcuffefêr]cia de ceJìÍo
C[ê, b) e fa o r  seus pontos satslazem a equação
l-x - a)2 + ty bl = r' Rec pÍocarnente, uma eqla

' ção de vaf áveis x e y €scrta nessa foÍna rcprcsenla
urìra crclnferêJìcÌa de centro C[â, b] e mo Í > 0

3.Veffq!€ se a €qLração x, + y,  4x 8y + t9 = 0
representa !fna cÍcunleéncia.
Resoluçãol
usando o pfocesso conhecido conìo completârnento
dè qradrodo( p e Ìb 

"  oo que L _ 2a. è,
= [x a]:, terììosl
x '?+y'? 4x 8y+19=0=
=\ 'z 4^+ +! , -av+
= - ìq +

- l  
. '  )  8\ '6

= tx -  2) '?+ (y-  41, = t= (J-  2) ,  + g q,  =1,
Logo, a equação lnìca repfes€nia Urna crcunfererÌca
de c€ntrc C[2,4) e Ía o ] .
Autra resaluçãD:
Ernx: +y,  -  4x gy+ t9 = 0r€mosA = B = t ,
c=0,D= 4,E= 8eF=lg
Âssirìì, atendernos às trés condições de existênca
l?lA=Bl0 posA=B=l

3elD,+E'_4AF>0
pois( 41,+( 81,-4.1.  t9=4

Logo, a eqLração incalrepresenta urna circunfeénciâ.
4.Aeqlaçãox: +yl + 2x - 2y + 6 = 0 fepfes€nÌê urna

crcLrnÍefénca? Ern caso afÍmaÌivo, dê as coordenadas

Resoluçâo:
* + ' f  + x 4 + 6 =D+x, +n+f _ 2y= _6=
=x' : .+2x+1+f-2y+ l= 6+t+ =
=tx+l l ,+ty r l ,= 4
Corno [x + ]1, é sempre posÌÌvo ou nulo, b€m como
ty 11, a sorna [x + ]), + [y - ]1, nunca é negati_
vat enÌão, não há ponto qLr€ satisfaça a retêção
tx+11:+0/- t l ,=-4

Logo,aequaçãox? +y,  + 2x 2y+6=0nãorepre
serla umâ cif cunfefência.
Devernos serìrpre ernbmf quel

um8 equêçâo nas tarávèis x € y representa
lma crcunÌeÍência se, e soment€ se, pode ser
escdÌa nâ foma:

ix-al '?+0 bl ' :=f 'z
coma € tR, b € lR, Í  € lR e r> 0.

Auria rcsaluçãa:
Ern x,  +y,  + 2x 2y + 6= 0remosA= B = j ,
c=0.D=2,E= 2eF=6

_ A 3q condiÇâo não é arendida pos
(2) '+ |  2) '  4.1.6= I  6.  Logo, a equação não
feprcsenta urnâ c rclrníeÉncra.

5. Obt€nha o €io € o cenrfo da cifcunteÉncia
x'1+f +6x 4y 12=A

Resoluçâo:

llétada de camptetar quatlrados
r2+6\+ +v:  4v+
=12+_+_

x'  +6x+9+y' .  4y + 4 =12+I + 4

[x+3) '  + [y-2]? = q,

Pofiafto aequaçãox, + y, + 6x- 4y t2 = 0 feprc
sÊro.tu Í  r - Íeíê1.â de Lp,ì t Ío l  ,  2 l  e,oo 5
lr'létada da canpançãa
x' + y2 - 2ax 2by + (ar + br - t1 =
= x'? + y, + 6x - 4y - 12 = 0 lcrcunierêncá ue
centfo (a, bl e |aoÍl
-2a=6:râ=_3

a:+b'z É= - j2=l-B),+2, t ,= 12=
=9 + 4 -  d = -12+É = 2b=f :  b [nãoexiste
raio negarÌvo)
qÍì |ào o c€nÍo dlcrÍcunfeÍênca e [  3.2]eoraioeB

Exerddos propostos
Dqas coofdenadês do ceJìtfo e o m o das cifcunfeén-
cras rcprcsentadas pe as €quaèões:
altx-51.+ 0 4),= l
b)(x-2) 'z+y'=a
cl tx + 3), + ty ty = t6
dl  x,+ y,  = l0

D€t€m ne !ma equação da cÌcuníeÉnciâ quetem
âl centrc €nì C(2,5l e mo 3
b) cenÍo em M[ 1,-4)eÂio\D
cl centfo em Q(0, 2) e raio 4
d) c€ntrc €rìr D(4 0l e raio b

Obtenha o Íaio e o centrc das crcunfêÍêncas â segur
[PaÉ rcsolvef est€ exercíco, use o método c]e comptelaf
qLraaraoos € o 0a compaÍaçãol
a)zx,  + 2y,  Bx+12y 6=A
blx,+y,-6x-2y-6=0

,1s segu ntes eqlaçSes represenÌaÍn circunfeÉncas; deteF
mne as coodenadas do centÍo eo Êio em c€dâcaso.
alx,+y,  4x By+16=0
'blx: + y, + t2x - 4y 9 = 0
c)x '?+y,+8x+|=0
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5.VeriÍque quas das equaçôes âbaxo rcprcsenÌâm cÊ
cunfeÍênca:
âlx,+y,  8x+6y+1=0
bìx '?+y,+xy+4x+6y-3=0
c)2x'1+y,+4x 2y+1=0
dl3x'? + 3y'? l2x lsy-6=0

dessa cÌeuníeénci€ é 1ã, deteffnine a sua equugao.

8.0s po_ro, Aíu. -2) e Bl?. 0J sào as e\Ì .enioaoes co
diàrneiro de uma cìfclníefênca de centro C(a, b) e
É o r. Delemine urnã €quação dessa crcLtníeÍênca.

9. l lmâ circuníeÍênca de centro no ponb q[2, 0) passa
pelo oo-ro de e co t  o oas teto: r  e s de eq râções
x y- 2:0ex+y- 6=0 rcspectvarnente.  Qua é
a equação dessâ c fcunfefència?

lo.quais são os vâlores que k pod€ assumf para que a
equação x, + y, 2x + IOy + 13k = 0 fepresenfe urna i
cifcunferênca?

el4x'? 4y'?.= 0
6. VerfqLre entre os pontos 4t0,3),  Bt7,2l  e C( t ,3l

qLras peftencern à cÍclrníefência de eqlação
ix - 3)'2.,+ ty +,11, = 25.

7.0 cènÍo de uma crcuníefênca é o ponto nrédo do
segmênto AB, seJìdo A[2, -5] e B[-2, -3). Se o Ía o

Posições relativas de um ponto e uma circunÍerência

Quândotemos um ponto P(xr,yr)e umâ circunferência )., de centroC(a, b)e raio Í, âs possíveis posiçôes relatì-
vas de Pe ì  são:

1è) O ponto penence à circunferência:

Nêsse caso, ãs coordenadas do ponto devem satisÍâzer ã equação da ciícunfêÍênciã, e a
distânciã entre P e Cé iguala r .

2q) O ponto é interno à circu nferência:

Nessecajo, a distância do ponto ao centro é menorque o raio.

3!) O pònto éexterno à circunÍerência:

Nesse caso, a distânciã do pontoaocentro é maiorqueo râio,

Considerando que a equâção da c;rcunferência (reduzida ou geral) é obtida ô panir da condição d(p, C) = r,
podemos escrever:
. d(P, c) : r<ì (xj - â)'z+ (yr bÌ = Ê <r (xr - aF + (yr
. d(P,C)< r<ì(\ - â) 'z+ (y, b), < Pê(xr - aF + (y,
. d(P, c)> r<ì (x, - aF + (yr bF > r, ê (xr - aF + (y,

-b)2-rr=0<+p€À
- b) 'z -  Ê< 0<+PéinternoaÀ
- b)'z r'z> 0 <+ P é externo a À

6. Dê a posção do ponto P Íe ativa à cÍcuníerénciâ À:
al  P[3 2) eì :x,+y,-  6x+5= 0
blP[5, 1]  e À:x, + y,  -  6x -  2y + 8 = 0

cl P[4, 3) e tr:x'z + y'z : 36 _
dl Pi 2, -31 e ì:(x + rl? + [y + 4], = h/5 )'?
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Resolução:
al P[3,2] e Iix'z + y'? 6x + 5 = 0

Substìt!indo:
3r+2,,  6,3 + 5-9+4 _ t8+5=
= 18 18 = 0
Enlão, P € tr.

b lP[5,  ] )  e ] , rx ' :+Y'?- 6x- 2Y+ I  = 0
SLrbstìtìrìndo:
5,+(,1),  6.5,2(_11 +I=
=25+l -30+2+8=36 30=6>C
EntãoPéexlernoâ).

c) P(4,3) e Lix '?+ y 'z:36
SLrbstt!lndo:
4,+3r_36=16+9_36= ] ]<0
EntãoPé ntemoa)!

d) P(-2, -31 e r (x + ll'? + ty + 4Y = t!6,"
S!bstltulndo:
(-2+ l ) ,+t-3+4Y tn6) '= I  + I  -s=
=-3<0
ÊntãoPé nteÍno â tr

7. DeteÍm ne lrna equaÉo da circLrnfeÍènca cÍcunscita
ao Íiángllo de vértces A[].2), Bt0,3) e C( 7, 41.

Resolução:
Aequação da crcuníeÍênca é I:
t*-è1,+ ty b).=l
.  A[ ] .2 l  É À:[ ]  a) '+t2 bl 'z=Í 'zQ
. 8t0,3) € À: to ay + t3 blz = É (,
.  c(-7,  -4)  € rr(-7 -  aÌ  + t  4-bl '=É@

gualando OeO, tenros:
1 2a+a2+4 4b + b'? :  a ' :  + I  -  6b + b? +

- 
2a+2b=4=-a+h=2

lgualando O€ @, ternos:
a,  +9 -  6b +b'?- 49 + 14â +a' l  + 16+ 8b+ b'?ì
+- l4a-14b=56+a+b= 4

R"sohe-doossler"  I  -  _ 
l '_conaro.

lâ+0=-4
a=-3eb=_1.

Assm, À: [x + 3] '?+ 0/ + l l '? = É
Pam encoòtÍaf o vaof de Í usamos, por exernpìo, a
equação O
0-al 'z+(2-bl '?=É=
rf  -J-  12- t t - t 'z- í1 '25
Poftanto, a €quâção pfocumda é
[x+3] '?+0i+l) 'z=25

Da GeoÍnetr ; phna, l€mbrérnos qlre o centro dâ clrcunie'
réncra circünscrita a !Ín Íânguo é o circunc€ntro, oLlsela,
é o enconüo das mediaÍzes do trángulo. Então, vamos
obreÍ a equação de d-aò ì"daì/pa e o oorlo de nte'
secçâo delas. O centrc da cìrcuníerênc a será €sse ponto
e o Ta|o seÉ a o stanc a oo Lenl o ê Jn dos l "s véÍl ces

MediatÍiz do lado AB:

m, =;---  = - l

* l l .| ,_.- ._

Ponto med o de AB:Ml : .  :  I
\2 2)

Então, a Í€tâ que passa pof M corn coeíciente angular

v-:=r l  ^  l+zv-s=2^,1 .1
'  2 \  2)
=2x-2y+4=Aàx-y+2=a
Med atriz do ado BC:

43
7A

r .=-I=- l= ,
' f r ,  I

Ponio mëd o de BC Nl - ; ,  - ;  I
\  z z)

Então, a feta que passâ por N com coefclente anglrlaÍ
mr=- lór

u+ l= -r í*  + 1ì= zv + r  = 2{ -  7='  2 \  2 l
é2x+2y+8:03x+y+4=0
Centrc O da crcLrnierêncla:
A intercecção das duâs ínediatrzes [qÌre são Íetas con
coffentesl é obtida pelâ reso!ção do sstema

1 -,Feso'eroo esse s'senà, enconl la-
[x+y+4=0
mosx=-3ey= ]  Logo, O[-3,  ] ) .

Raio da cifcunfeénciâ:
Distáncia do centro ao vért ce B [poderâ ser qua qLreÍ

uÍn dos tÍés vértlcesl :

o(0.8)- í ( -3-0r.  Í  '  3 l  =Je 16-s
Portanto, Íâo = 5.
Então, a €qLração pÍocuEda é tx + 3l' + (y + ll'? = 25.

I l. Dados o ponto P e a c rclníerêncla tr, deteÍnine a p0_
sção de P enì têlação a tr.
a) P[- ]  2l  e I : (x -  31'?+ 6/ + lY = s '?
b) P[2,2] e À:x 'z+ y '? lox + 8y I  :  0
cJ P(3,  l l  e ì :x 'z+ t '  -  8x-5= 0

12, Dada a c rcunfeÍênca de equação
x'+ f  -  2x + 4y 3 -  0,  qualé a pos ção do ponto
P[3, -4] ern relação a essa crcunferêncâ?

13. Encontre a eqlação da clrc!íìfefênciá que passa pelÓs
pontos P[0, o], Q[3,3) e R[0,8].



Posições relâtivas de uma retã e ma circunferência

Considerernos astrês possíveis posiçóes de uma reta em relação a uÍna circunfeÍência:
l i )  A reta té secante à cÌcunferência:

Nesse caso, a distânciâ do centro da circunferênciã à reta é
menor que o raio, A íeta e a circunferência têm dois pontos

23) A reta tétangenteàcircunfeíência:

3-') A feta t é exterÌorà circunferência:

Nêsse caso, a distânciâ do centro da circunferência à reta é igualao raio,A íeta e a circunfe_
rência têm um único pontocornum,

Nesse caso, a distânc;ã do centro da cìrcuníerência à reta é maior que o raio. A reta e a
cifcunferêncìa náo têm ponto comum,

Vejamos, a panir das equãções, como identificarqualdesses câsos severiíica,

PÌopri€dades de Ìetâ e da
ckcunferência s€cantes:
.ONTAS
. M é pontô médio de

AB IAB = 2AM]
. TeoÌ€mà de Pitácoras:

(oMl,+IBMF=tBOy

'ì

8.Sãodadasarctar d€€quâção2x+y I  = 0,€a
c rclnf€Íênca deeqlaçãox, + y2 + 6x 8y = 0. Qua
é a posção da rcta r €nì r€ação à cfcunf€iênca?

'Resolução:
VârÍos ca cuaf, nicia mente, as coordenadas do centfo
e o ra o da cÍclrníefênca:

x:+)?'?+ 6x 8y= 0+x'?+ 6x+y, -  8y= 0=
ex,+ 6x+ 9 +yr-8y+ t6=9+ t6=
+ [x + 3)'?+ 6/ 4]': = 25

Então C( 3 4)er=5

Agorâ vamos deteiminâr a clisünca cìo cenÍo à rcra

,T ! ì+r fuì- l  2 l  1
:_ - ! -  t  _______: _ "  __:

.12'1 + 1' ./5 J5

CompaÍân.lo d e Í, ternos d < r (1,3 < bl
Logo, a rcÌâ r é secant€ à cfcunÍeréncia.

Outra rcsaluÇão:
Os ponÌos comuns à rcta e à c rcunfeÉnc a s€ houver ,
sá0 as so Lrções do ssterna foÍmado pof suâs equa-
ç0es:
[2x+y ]=0=y=l-2x
l -
lx '+y '+6x 8y=0
Substtu ndo y na segLnda €quação temos:
x 'z+y' :+6x 8y=0+
+x,+[ ]  -2x),+6x-8(t  2xl  =0+
.r x, + I - 4x + 4x, + 6x - I + I 6x = o +
=sx'?+l8x-7=0
0 cálcuo de À seú suíciente pam deteminar quantos
ponbs cornufs têrn â rcÌa e a c rcLrníefênca e daÍ a
posrção rearva. Então:
A :  l8r  + 140 = 324 + 140 = 464>0
O va or de 

^ 
> 0 ndica a exstência de dos vâ ores

feaF e d|st ntos d€ xe, conseqü€ntemente, dois pontos
comuns â reta e à cìÍcunleéncia
Logo, a Íeta é secante à crclnierência.
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Observaçâo:A resoução completa do sist€nìa p€mì t€ descobdf quas são
os dois pontos comuns à reia e à cÍcLrníeéncia.

I' Qua o comprlmento da corda deterrìrinada pea ÍeÌa s:3y 4x + I = 0 nâ
crcunferêncìa x '?+ y '?= 25?

Os pontos cornuns à retâ e à ciÍcunleéncis são as €Ìtrcnì dades A e B dâ
Resolução:

coda ÁB procuÍadâ. Ass m, vamos resov€Í o sistenìa e obt€r os pontos A e B da codâ AB.

l .  v  - /q
I
14r1
l3v-4^+l=0-v=:
t_ 3 3

S!bsttu ndo y na laequação, temos:

,  Í . r  
,  

ì '_r ,  ,^ '  6, i  Br -  _ . .  25,  B\  221
\3 3. /  I  I  

Ft= 'z5= 
I  

- t -  
I  

= 0 = 25x'  -  8N -  224 = o

Resolvendo a eqLrâção
À=[-8] ,  4.25.t  224) = 22 464

-(-at-  
'E-qw 

a-z"uEí o t  puEg

2.25 5A 25

^ 4 + r2.[t
PAÍAXj=-rcrnOS

q( q+v, lw \  t  -3+16\Ãã
- '  3\  25 )  3 25

Í,  .^  Â;  ^ .^Ã;\

[2525)

^ q tz"6
HATa XT = l€mOS.

qíq-rz. .6gì  r  s rouãt
' \  "  J '

- - -( q n"Eí s ro,6t ì
f2s25)

FnalÍÍ€nte, obternos a d stâncÌa dÁ6 entre os pontos A e B:

,,0.[9 8..6e

Auta rcs,aluçã,a:

ç 
-J 

Ì \ ,
I t  24V39 |  í  32./39 ì

\ l l  25 l l2sJ

- 4 - 12.,r6s
r-  ,5

25
1600.39

625

{
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O ponto O tem coordenadas [0, 0J. O segnìento
Ín€de 5 [Éo). OIV]é a dlstânc a de O a s Então:

Logo:
(rvrB), + tí\irOl, = tOBÌ =

+fMBl,+ L=2sJt\ ,18:
25

AB=2MB=:f ja
5

I0-O ponto P(5 2l pertenc€ à cÍcuníefència de equalru
\ -  y z\  o\  2/  -  0 Dete .  nó ê êqLa\do aa
r€tattangênte a essa circLrníerênca ern P.
Resoluçáo:
Lemore se oeque, se umâ rcÌê
I tangenca urna circLrníeÉnca
d€ centÍo C e Íaio r €rn P, en-
tão lé p€jgendìcuarà rcta s|J'
pone de CP.
Ca culândo as coodenadas do
cent loCeor. ior, Ìemos
x,+y,+2x-6y-27-0=
..>\2+2x+y'  6y=27,. .
)  x2 + 2x+ I  +yr-6y+9= 27+ I  +9=
=íJ(+ l ì ,+Ív 3ì2=37
Enuo,cclr , : ie r= 

'ã7Vamos det€rm nar o coefciente anguÌar mr dâ rcta que
passa pelos pontos C[-] .3l  e P[5,2)

231

VaÍnos detefininâr o co€ícenÌe angllaf m2 da reta t
perp€ndicuafà retâ que passâ p€los ponÌos C e P:

r"=--L= l=6

" f r , 6
Calcuamos êgom a equação dâ Íeta t que pâssa peo
ponto P[5, 2J e tem d€c vdade 6:
y 2=6tx-51ãy 2=6x 30=)
+6x y 28=0
Logo, â equação ped dâ é 6x y 28 = 0.
Outa rcsaluÇão:
Obtemos o centÍo C[ 1,3) can.lo na pflmetra rcsa
luÇíia.
DeteÍmnamos a €quaçâo rcduzida da rcta CP e dea
t mrnos o coefcient€ angulâr [mr]:

xvl
-  3 I  0- ' ì '  5\-2- l \  i  2\  n-

ls  2 l
ã6v= x+17ev=--Lx+ LZ='  = I

666
A rcta t procumda passa pof P(5,2) e é peÍpend cular
à ÍeÌa aP ogo. s-L coeíce'ìlp èngLld p o. porà

í - l ìu=,
\  6, ]

OB

4J3e

Erìtão a equação detéy 2 = 6(x - 5) ou
6x-y-28=0.

Ì  I .Areia de equâção x y + k:0 é tangente à c rclrn-
leÉncia de eqlação x, + y, = L Calcule o valoÍ de k.
Resolução:
Se â |e1a é tang€nte à cÍcunferència, a distâncra do
centro aÌé a reta é iguâlâo |aìo.
Cerìtro € raio da ciÍcuníeÉncia:
x '?+y,:9+ [x 0),  + 6i  -  0) ,= 3,
Então,C[0,0)ef=3
Dstáncia do cenrro [0,0] à feta tx ty + k = 0:

,  1.0 I .0+[ f ,
-  

" [ ' r  ' rE
Cá culo de k sabendo que d = Í:

t -
+=3- r^ =.3J2-[-a3Jz

Outra rcsaluÈo:
Se a Íetâ é tano€nte à circuníeÉncia, então o s st€rna
fofinado pelas duas €quações tern urna única soluçãol
lx y+k=0=âx=y-k
l "
Lx'+]? '=9
Substtuindo x na segunda equação, Ìemos:
x 'z+y'?=I + (V -  t ) '+ t ' :  n 

-.Jy,-2ky+k,+y,  9=0=
=2f 2W+k,-s=0
PâÍâ qle a solução seja únca dev€Ínos ter 

^ 
= 0:

l - - t  8tk -9)-0-.r-  8\  72-0 '

- 
-rç. 1 72:6arc = !? = $ =)

=k=aJl8 =a3/2

12.0 ponto P0, 2J é exremo à circunferênca de eqlação
tx ll: + 6? 21'? : L Deternrine as eq!àções dâs
rctas Ìângentes à circLrnfefênca e que passam por P.
Resoluçâo:
P€a equação dada, ternos Ctt ,2) e Í  = J8

Í



I
l

I
I
I

ConsideÉndo o coef c ente angulaÍ m das rcrâs q e t2.
poderos esc e\pr "  êq.oçâo ge dloF..a|e(dq. ê1
bÍândo que passanì pof P[], 2l
y+2=.r lx 1))y+2 =rnx Í ì+
9rì ]X-y 2 Ín:0

. Se P p€íence à circuntuÉncìa, exiíe uma ó reta
que passâ por P e é tangente à circunf€rêncià_

. Se P é ext€rno, há duâs hnCentes.

. Se P è rnremo,não exisre lincenr€.

Corno € disÌância enÍ€ o centÍo Ctl, 2) e a rcra oe
equação mx - y -  2 rn = 0 deveserigualao |âoI,

rn[ ])  I [2) 2-m E_=võ=
\/rn' + I

=!ã=

-4 
- 

1!
+-+=V8 

--=r/8 
=

r/m'+t  . /m'+t

+-=8+8m,+8=16+

jam,- s-  o+.m,- r  = o=m, = r  =
=9m'=lenra=: l

V"nos calc- aÍ dgo d. ac eoLèçops oac ê os tr e t.
sLrbsirtlindo o vâlor de m na eqlação geÍal
mx Y-2_m-0.

t l lx-y-2 I  = 0+x-y 3=0

Ì 4..Dadas urna reia r e urna crcunleénciê ì, vefÍìque a
posrção reatva de r e tr. Se houvef pontos corìruns
(tange.ìle ó- sêcâmeì. det- ni-ê es.eò ponto,.
a)  r :2x y+ 1=0etrx,+y,-2x=0
bl Í :Y=xeI:x '? +Y2 + 2x -  4Y -  4 :  O
cJr:x=Ì-4ey=2 Ìe

ì :xz+y,-2x 6y 8=0

Geoneniàìna a.a(runÍeren.a

t  l lx  y-2 t  t )=0= x-y-t=0=

Ioao 
"  

êo è,  õF. ars -e.ds tonae Ìes t r  e t2 5:o
x-y 3=0€x+y+t=0.

I3. Detem nea €quação da crcunferéncia com cenrro no
oonoC. , r"o ê- dncie teê e.drdeeqJaçio
x+y+2=0

Resolução:

{

Dp" Ío.  
"  oo-e1ê lor  qLe o ao oo .  .  -  tere ca

p"dd"e gid ddsrá idpnleoc- oCF.retdL
Enlão:

l t+3+2t l6- ' . t r '= i=
o ovu

.J2 2

Â equação da crcunierèncra pedida, sabendo qu€
a: l ,b:3€Í=3J2.é:
ú\ al '+ (y bl ,=É=ix r l ,  + (y- 3),= l3,A) '=l
ì [x ] ) ,  + 0i  3) ,=tB=
+x,+y,  2x-6y 8=0

ì 5. Determ ne as cooÍdenadas dos ponÌos ern qúe a rera r,
de equação y = x + 5, ìnteEecta a crclníerênca de
equaçâo x, + y, - l]x 2y + 2j : A

i ã" A rcta r, de equaçãox + y 3 = 0, ea circunfeéncia d€
equação [x + 2), + (! - 1)' = ]o são secantes nos
pontos A e B. DeteÍÍìine a áreâ do rriângu o cujos vértices
são o c€n!! da cÍcunleÉncia e os porìlcs A e B.



M.temálkã . (ontexto & Àpli.ades

Cor .dp - ìo i  o pla r  de -a-o! ;o '  J  0.  eé
crcuJìfeÉncia de eqlação x'z + \c - 2x - 2y - 3 : A
Qla é a posção da reta rem reação à crcLrnferénca?

.. Sabendo que a feÌa y = mx é tangente à crcunferênciê de
eqlação x, + y, - l0X + l6 - 0, ca cu e os V€ ofes de m.

' O ponto A[2, 3] pefience à c rcunf€rência de equação
x, + y, 2x 2y 3 = 0. DeteflÌ ne a eqltação da
Íeta tangent€ à crcunferència no ponto A
oeo oono P0., ì  F e o .  c icun'ee1cade Êq a
.ão l '  I  L i  l l  r  oa:sa 1;s eras tr  e t2.
q p c;o rorqp-ìl-. d . .. fe-e c o déda. De'e Trle è<
equâções das retastl € t2.

2l. A ciÍclnfefència conì centro c[], tl é rângenre à rerâ t
de equação x + y l0 = 0. Detem ne a eqlação da
c rclrnÍefêIìca.

: : l=QLrêl é a eqLrêção de ci fc!nlerènca de c€ntfo no
ponto C[4, 4J e que é iângente aos dois € xos de
L00 dp1:drs

? 3. DeteÍm ne a equação de urna c rcunleÉndâ langente ao eixo
yeà e-adeeqLàção\ -  r .  F q-e.er ocen.ro' ìo ei \o x

?/ . i .4Íetax+y I  = 0 seccÌona a c i rbuníerènca
\2 + y,  + 2x 3 = 0 nos pontos Ae B. Caculea
distânca do c€ntfo C à corda AB

i lFosiçôes ralativaç de duas cãrcunferências
Duas circunfeÍênciâs dist intas podem terdois,  um ou nenhum ponto comum,
A partir das equações das duas circunferências podemos descobrir quantos e quâis são os pontos comuns re-

solvendo o sistema formado por elas. Além disso, podemos identificar a posição relâtiva usando os dois raios € a
distância entre os centros.

Considere uma circunfeÍência de centro Cl e râio Ì1 e outrâ de centro C2 e raio 12. A distâncìa entre os centros
será d(C| C,).

Veja as possíveis posiçóes Íelativâs das duas circunfeÍências:
1s) Doìs Dontos comuns:

2-') Um ponto comum:

tangentes exterioÍfr ente
d(c, ,c,)=Í ,+f :

Nenhum ponto comuml

tangente5 inteÍ orm€nte

uma clrcunterência nterna à ôutra

l , j  , : l<d(q,c:)<r,+r:

pònto d€ tansência são

dtcj, c,l = 0.



' Gmnìetdaanalíticra ciÍ(unfeÉn.i.

14. VeÍiÍìque a posção Íe ativà das dLras crcunferêncas
d€das, Se forem secantes ou tangentes, deteÍm ne os
pontos com!ns:

a)x'? +y'z = 30 e [x -  3] ,+ y?= e

bJx,+y,-20x 2y+100=0€

x,+y,-2x-2y S8=O

c)(N + 2),  + ly -  2),  = r  e r ,  + y:  = r

d) (x 31'?+ ( j /  -  2) '?- e e
x'z+f-6x-4y+12=A

Resolução:

al ResoÌvendo o sist€Ína fofrnado pe as duas equações

\7T) -30
(x -  3) '?+Y'z = 9âx'z +y'? -  6x= O3
=30- '6x=0=6x=30+x=5

Substituindo x na prirnera equaçâo, vemr
\  - ) ' ] -30-25ry -c0=) -5 ,

3y= l !6

Logo, âs duas cúcunferènciss são secantes e seus
ponros comuns são [s, Jd] e [b, !6].

bl ResoÌvendo o s stema, temos:

lx"  +y ' -2ax 2v+too=o

1^'  , ' -z ' -zy oe-o . r ' j  '

x  + Í  2at  -  ?4 +1ao=a
' ) -1 , /  +c '  + t f  +ae=n| /  . '  - -  -

8.-1S8-0- 8\- tg8+

3x:19931=11
t8

Substituindo x na pr meirâ equâÇão, vern:
xz+y'z 2Ax-2y+1AA-0.)
3l  l? + y ' : -  20.11 2y+ lOO = 0+
)y 'z 2y+121-220+100=03
éY'z2y+1=A

Y= 2 
=' '

[] l, ll é o único ponto cornum às dLras ctrcunferên
ciês, portanto elas são tangent€s.
como já v mos, as c rcuníerênc es tang€ntes podem
ser exaernas ou iniernas. Podernos determinar a sua
pos ção re ativâ por Íì€ o da d stánc a entre os c€ntrcs

das cÍcunfeÉncas e poÍ meio de seus raos (efiì
D|ando que 0s centÍos das cifcLrníeféncas e o ponto
de Ìangência estão sempfe a inhadosl

circunfeÍências Ìãngentes etr€rnãmente

d(q, c:) = r, + rr

ciÍcunferênciã5 tangentes internãmenre
d(q,c,)= r ,  Ì ,1

ConsdeÍando a pÍirne |a equação temos:

\2 y 20'-2) r00-0-

=x' /-  2A\ + 100 + y,  -  2y + I  =
= - 100 + 100 + I  = [x -  ]0),  + 0i  -  l ) ,  = l ,

Entêo, Cr[ ]  0,  l l  e f ì  -  L

/1gom petâ s€gunda vem
x'+y2-2x 2y-9a=0.)
i ) , -2\  Ì  -J -  2t ,  -98- t  

-3 tx-  l l ,  + ty -1) = r00 = 10,

EnÌéo C2t.  e.-  0.
Calc ianos. Fl tào a otsl- ,  a erÌ .e os ce-.  os C1
e c2:

dtc, ,c,)  =.v60 r l+0-r l '  = i6Ì=s

Coríìo os €os medern fr = I e r? = t0 e
9= I  l0, temosd[C],C?)= fr  - r , .

Logo, as circunferênc as são tangentes intemarnente
e o ponto comlm é [1] ,  t l .

c) Nê c rclníefência [x + 2], + 0/ - 2), = t, remos
C(-2,2) e |  = 1.

t

I



Na circunfeÍéncla x'z + Jl = l,ternosC[0,0] eÍ = 1.
Esboçândo o gráfco, podemos ver que as c rcLrnf€-
rêncâs não têrn ponto cornum e são ext€mas:

Agom, vaÍnos feso ver analiticarnente
Pelo sisterna, temos:

-8)x-y=-2)x=y-2

Substitu ndo x na segunda eqlação
x,+y,=r=0 2),+ ' l=1=
=f 4y+4+f l=0=al  4y+3=0
A=16 24= 8<0

Se 
^ 

< 0, não existe sol!ção paÍa o s stemâ, então
as ciÍcunferéncias não têrn ponto comLrrn. Vejamos
qualdas duas situaçôes se verÍca:

. Calcu ando a distânc a en$e os centros Cr ( 2, 2) e
cz(0, 0), vem:

d(c,, c,) = !G2 - o)' + (2 oÍ = !ã
Como os raìos rnedern rr = I e f? = I e

Jí > I  + t , temosd > r ,  + r . .
Logo, as circuníefências são exernas.

dlA c rclníeréncia [x - 3]'z + (y - 21'? = I tern Ct3,2l

x 'z+y'?-6x-4y+12=0+

+x' : -6x+9+l 4y +4= 12+S+ 4=
=tx-3) '?+0 2) 'z=l
Então, a crcunÍêÍênca [x 3],+0 21,= l tenì
C[3,2) e r= ] .

Como as duas ckcunfeÍèncâs têm o nTesmo centTo
lconcéÍìt| cas] e Êlos d ferentes, podemos afiÍmaÍ que
e as não têm ponto comurn e uma é lrìterna à out|a.

15. DeienÌine â equação da circunfefência de centrc ern
[8,4] e q!€ tangencia extedoffnente a crcLtnferênca
x,+y,  4x+8y-t6=0

Resolução:
Nesse câso,6 distância entfe os centros é igualà sorna

d(c,,C?)= rr  +L

Iniciamente, câlculârnos o c€ntro [C1] e o €io [l] .lâ
c rcunlerênc â dâda:
x 'z 4x+4+y'z+8y+ 16= 16+4 + 16 +
=tx-2) '1+(y+41,=36

Então, C,(2, 4J e fr - 6
Âgor€ cacu amos a distânca enÍe os centrcs
Crt2, -4) e C,i8 al:

a='G'+*=.úoo=ro
Cornod=f,+r?pod€mo
d=fr+r,  ã l0=6+rr=rr=4
A eoudçào píocuÍêd€ e a cà cicunlerFnna oF r" o 4 "
centrc [8 4]:
tx 81'z+ (y al ' := a'? ou
x,+y,-  t6x 8y+64=0

t

25. Dadas as ciÍcun e'èncias Àj e À- oescuorê suas oosi
çôes Íelatvas e seus pontos comuns (se houver):
al  Àr:x 'z+ y 'z- 4x -  8y -  5 :  0

ì . r :x '?+y'? 2x 6y+1:0

blr , ì ix-21,+(y-11,=4
À- l_x zì '?+ fv + 2ì 'z= )

26. Aequação dâ crcLrnfeÍênca d€ €io 4 e concêntrica com
a cÌcunferência de equâção
x'z+y,+2x-6y+g=0é:
alx,+y?+2x 6y-6=0.
blx '?+y,+2x-6y+6=0.
c)x,+y,+2x 6y+2=0.
d)x,+y,+2x 6y 4=0.



Gê0metria analÍtÌ.ar a cirunfsêndà

tÍ-t 
s"j". s, 

" 
sJr.. cn"u nferênciss langenres ex1êrna-

I rnente, tais que sr tern como equação

I x, + y, - 2x - 4y + 4 = 0 es2tern centrc no porìro

I 
Ci5, -rl Calcule o Íalo dâ cÍcunteéncia S2

?S" trr e ),>: são duas c rcunfefèfcas corìcêntdcas, com ì,r
nteínêì À,. Sabendo que € equEçâo de À é
ír \  6\ '  8)  -0eo e € áÍeâ do a-e ,  i rcura.
Ìormâ00 p0Í Àr e À, é igua a 24n, deteínÌne a equação
de ì, na lofma gefa .

Aplica

16. Um engenheiro precÌsâ constÍuir urna ponte em íofina
0e arco de circuníefênciâ, sernehalìte a que aparece
na foto abaÌxo 0 vão livÍe sobre o rio a ser vencido
pela ponte é de 24 m, e a piasÍa centrai, segundo o
arqu têto, devêfiá ter 4 rn de atum. O engenhe ro, usan_
do seus cofhec mentos de Geornet a plana,já ca cutou
que o raio do arco de crcunfeÉncia pfoletado peio ar-
qurteto é de 20 Ín Agom ee pÍecÌsa calculaf o tarnanho
das outÉs qLatro pilãstras rnenofes (duss à €squerda
e duas à difeita dã p last|a centÉD. Segundo o prcieto,
todâs as pibsÌms esião a 4 m urna da outra,

Corn base nas nformaçôes do prcblerna, escoha Ltm
sEterna de exos coordenados conveniente e ohefha a
altLr|a dessas quaÍo piÌastras menorcs.
Resolução:
Escolhendo LtÍn s stema de e xos caÍtesanos que coÌoqle
a p lastra cenlfal no eixo y e o vão da ponte no eixo r,

remos que o centrc da cifcunfêrêncÌa seú C(0, t6l
poF 0 ra o tern 20 m e a pt/astm maior tem 4 m. puÍa
obÉf 0 tarnanho das pilastÉs peddas, pfecisêmos
apenas das ofdenadas dos pontos A e B, cujas âbs_
cBsas sá0 rcspedivamente 4 e 8. Nestè €xercício, a
escoÌha do sisterna de exos cadesÌanos adequêdo é
Íì1r.rÌ0 mportante para fâcilitar â feso ução,

A equação dâ cifcunferênca é, então,
.  ty _6J. -  400. Pa-è oblenosã o de-êdav- oo
oon,oA.oasãsJo, J aêoscssè\.  -  

"no"q-ícro

4'z + (yÂ + 16l,  = 400 3 (yÁ + t6l ,  = 384 =
éyA + l6 = \r68a = 1s,60 =yA= 3,60 rn
Da mesrna íorma, para obt€rrnos a odenada yo oo
oono B bd:Ìa s rosÌr , a .osciòsa \s _ I na eqJãção

8: + [yB + ]6Y = 400 + [yB + j6] ,  = 336.r
+ys + 16 = \Êãã - 18,33 = y.  = 2,33,
Por causê da smeÍa d€ pont€, as dlras p lastrâs oo
lado €sqLrefdo teËo o mesrnotarnafho desuascoffes_
pondentes no ado d rcito. Ass m, as piastras são tas
o " dJa< Én. op-o, i l  oo;ne-.e, 2,?3 n e oLasÌeTn
3,60 rn. e â cent|a, comojá sãbírrnos, teÍn 4 m.

Ponte eh Hamburgo, Alemanha.

Escolha um ststerna de exos coordeÍìados âdequado € fe-
so\è, LsaToo GeoÍIFtria and,rica. os seqJ rrcs p oo elds oe

29,Obtenhâ o ralo da crclfferência inscnta num trángulo
rctângulo cujÕs catetos meçam 3 cm e 4 cm,

íDrcè: Cooque o \ên ce oo àrgJo.eto oo tr iangLlo te_
Énguto na orqem.J

30, llma c rcunlefêncE L está inscrìta em unì trángu o eqüi_
látefo dê ado 2J3. [,40s!re que pa€ todo ponto de L, a
sorna dos quâdmdos de suas distáncas âos Íês vénices
do triângulo é constante.



[UFG-G0) Co]ìs dere d!as c rcunfeÉnclas no p ano
caftes ano d€scítas pelâs equaçõ€s x, + y,  = I0 e
tx - xol'? + (y _ yo)': = ] Detefln ne o ponto P(xo, yol
pafa qUe as dLras c fc!nÍerênc as sejãm tângentes
extefnas no ponto A[3, ] ) .

(UFPR) Nosstems cadesano onogona oxy, considefe
a circunferénciã.y de centfo C[4, 3) e ra o r = 5
al Encontre a equação cânesana da c rcLtnferénca y.
bl Encontreas coofdenadas dos pontos de nteÍs€cção

da circLrnferênca Ï com o eixo 0y
cl Seja P o ponto de nteÍsecção dã circuníerênca .y

com o eixo 0y, de ofuenada positiva. Encontre a
equaçõo dâ feta que tangenca a circunfeÍênca rìes-
se ponto P

iUFlVlG) Sejêrìì C1 e C2 cfcunferências de, rcspect-
r'ane-Ìe cel or 01 e 02 e aos Ír e í2 y' pqlãç;o
deC, éx,  + y,  loy + 15 = 0 eaequação deC2
éx'z + y,  + 2Ax + l5 = 0.Sejanr Ae B os pontos cte
inteÍsecção de Cl e C, Considemndo essas nfof-
rnâç0es
a) deteftn ne as coofdenadas de Oj € 02 e os m os rl

bl deteÍm ne as coordenadas de Â e Bi
c) câcule a árca do quadriáteÍo A0jB0,

(Un canìp-SPl As eqlaçôes (x + t), + y, = I e
(x - 2)'z + y'1 = 4 f€prcsentam dLrâs crcunfefêncas
cr.los cenÍos estão sobre o exo dás abscssas
êJ lncoìtÍe :e e' s|er os oor oc oe .Êrsecç;o ca

que as c rcunferéncas
bl Encontfe ovalorde a e R a + 0, d€ modo que duas

fet€s qu€ passam peo ponto [a, 0] selam tangentes
às duas c rcunfefènclas

(Uto-CEl Detemì Íìe o vaor da constante a d€ rnooo
. l^ '+v '=qzque 0 ssreìa 0e eq-açoes i  -  tenìd

L3x+4y+z=a

[UEL PR] Consdere a Í€ta r de equação
. 2\ ? - A Co* re'aç;o o rep€se1raçào geo-ê
ïca da Íeta r no p ano certes ano, pod€ se afrmar:

) Aárca dotÍâng! oíomrado pela reta re pelos exos
coo|denadost€rn ovaofde I undade qLredmdâ.

|  Á c.cJ- 'e F-r,s oe eqLaçâo \ '  J-  -  2 co- Ál
'odo o f ; rg ro b .  ado peè eld Í  e pFo. " \o.

i |  A. i "c.n.e-ê.cdd-equ€çro\ '_ )  2.  z) -  0
üngenoa â r€ÌE r.

lU A |eta ré percendìculafà reta 2y + x + t0 = 0.
qàÌeÍ aÌ \a qJ-coìÌé- rodàs e"o -r  d.  co re-

F

a) el .
b l i€ l l

e lv.
eL

c)
dl

€l  I  l le lV.

so ução rcalÚn ca

(lnif€spl Enì unì pano cârtesiano, seja T o triângu o qle
delirnita a rcgião defnida p€ a nequações
y<2,x>0ex-y<2.
a- Ob€nhé !s eoLè)õ-. a" tooa) cs €rè5 q ê sào Áqü

distantes dos Íês vértices do tr ângu a T
b) Obt€nha a equâção da crcunfeÉnca crclrnscÍita ao

triânguo T deslacando o centro € o É0.

(UFC-CE) Sejâ.y urna circunfeÉnciâ de Éo 2 cm, AB
um d ârnetrc de.y e r e s fetas tangentes ê.y, respecti-
vamente poÍ A e B, 0s pontos P e Q €stão fespectva-
mente stLrâdos sobfe r e s e são tâis qle PQ também
tangenca y Se AP = I cm, pod€-se aÍmnaf coffeta-
rnente que Bq rnede:
a) 3 cÍì
b) 4 cnì

dJ I crn.
eJ 8,5 crn.

(llFPRI No pano carl€sano, considerc os pontos
A t0, l )  Bt2, 31, C(3 5) e a Íeta.deí inda pea€qua-
çào 3x + 4y = 12. Sabendo que â reÌa Ì  dvd€ o
pl3n0 cad€srano ern duas reg ões, charn€das s€m,
plânos, considefe as afÍmâtivas a seguÍ:
ll0s pontos A e B estão no rnesrno sern pano de,

lefm nâco pea feta r
2l A rcta d€ternì nada pof A e C é perpend cllar à

IeÌa r
3l A c Ícunfefèncìa que passa peÌos pontosA, B e C

inteEecta a reta rem dols pontos dstlntos
4l0s pontos do senì pano qle contém o ponto C

satsÍâzem a desgualdad€ 3x + 4y < 12.
Assina e a atemativa correta.
al Sofiente as ãffinatvâs I € 2 são vefdadeiras.
bl Sonìente as ãÍ Ínatvâs I € 3 são veúadeirãs.
cl Sornente as âfrnetjvâs 2 e 3 são vedade râs.
dl Sornente as afrmetivas 2 e 4 são vedade És.
el Sornente as afrmativas 3 e 4 são vedãde râs.



tUecel Âeqlação de urnâ das c rcunferêncâs tangen-
tes do gÍáÍìco abaixo é x': + y'. 2x + 2y 3 = A

A equação da outÍa cÍcunfeÉncia é:
alxz+y'?-8x-6y+10\/6=5

b)x2+y'?-8x 6y+ t0. /6 = 0.
c)x,+y,-8x-6y-50=0
d)x '?+y'? 8x 6y+16=so.

IUFC'CB Cl e C, são circunfeÉncias concêntrcas.0 |a o
deC2 mede5 eaequação de C, éx'z + y'? - 6y + 5 = 0
A equaÉo d€ C2 é
al x ' :+ y '-  6y -  16 = 0. c)x '?+ y 'z- 6y = 0
blx,+y,  6y+16=0. d)x,+y,+6y=0

lFuvest SP] Unì quadÉdo está inscÍito nlrma crclrnfe
rênc a de centrc 0, 2). Unì dos véftices do quadÍêdo é
o ponto [-3, -]). Deterrnine os oltÍostrésvértces do
quadmdo.

0TA-SP) Urna crcunfefência passa p€ os pontosA[0.2),
Bto,8) e C(8,8).  Então o cenÍo da crclníeÍênca e o
valor de seu rao, Íespectivârnente, são:
al [05]e6
bl [54]e5
cl [4 8] e 5,5.
dl  [4,5] e 5.
el [4, 6] e 5.

(FGV SP) No plâno cadesiâno, a cÍcunlerència qLre
passa pe o ponto P(], 3l € é concéntrca com a cÍcun
fer-Ància x: + y'? 6x 8y I = 0 tem a segu nt€

alx 'z+y' :+6x+8y 40=0
blx ' :+ y ' :  3x 4y + 5 = 0.
c)x ' :+y ' :  6x 8y+20=0.
d)x 'z+y' :+3x+4y 25=0
elx?+y'? 3x+4y 19=0.

(Un ube [iìG] Considerc a crcunf€Íênca d€scfta pea
equação x': + y': 2y = 0. Pode-se afrmaf qle o corn-
pfmento da corda qu€ a reta d€ equação 6x 8y = 0
determ na nessa crcunf€rêncâ é gua al
al I !n dade d€ cornprmento

b) 0,8 !n dade de cornpfmento.
cJ 1,2 !n dâde d€ cornpfmento.
dl2 !n dades de conìpdrnento.

auì'o Cr Con)ide e os poltos ì.dos op Ìooas as
cordâs de compf rn€nto I2 da circunferéncâ de equa
çâox, + y,  + lox -  16y- t t  = 0 Areuniãodesses
pontos detemÌna a crc!nferênca de equação
alxz+y?+tOx+t6y+25=O
b)x,+y,- lox+r6y+25-0
clx 'z+y,+tOx-t6y+25=0
dlx:+y' :  lOx+8y+25=0.
e)x,+y,+tox By+2b=0

'-G\ .SP Aò cooÍoe'ìaoès do po .o dè c Íc "e êroa
(x 81'? + 0 - 61': = 25 que ÍÌca rnais alastâdo da

t

orlgern O[0 0] são:
al tB 61.
bl t4,31.
cl t0,25)

dl03, r2l .
e) i l2, e).

(Ufêl l  Dadas a c rcuníefènca tr :x ' :+ y '?= 125 e a reta
Ì .  2\  ' : .deÌen easeq.ra(Õesdas er€spa?e
las a r€ que são tangentes a tr .

(llFPBI ConsdeÉndo as segu ntes proposìções relât
\ras à c fcunÍeÍéncia x'z + y'? - 4 no plano caftesâno,
ìd€nlf q!e a(sl verdêdeirc(sJl
0ll O ponto P( I ll é inierorà circunfeéncia.
021 O ponto p[ 2 2] é extefofà cÍclníeféncia.
041 O ponto P( rã, úl está sobre a circunferénc a.
08 a Íetè de poLdç;o .  .  .  i ì tó.  êp.a o i  rr  --? Àr.

ca ern dos pontos.
l6l Areta d€ eqlaçãoy = x + 2 lnt€fcepta a c Íclrn

ferênca €rn urn único ponto.

Escreva ê sorna dos va ores atrlbuídos à[s] prcpo-
s ção(õesl veÍdâder|â[s]

(Vunespl Conslderea cÍcuníeféncisx, + [y 2]'?- 4
€ o ponto P(0, 3l
al Encontre urna €quação ds reÌa qlr€ passe por P e

Ìang€ncie a crcLrní€rênca nurn ponto Q de abscissa
postva

bl Detefinine as coordenadas do ponto Q.

[UFSC] Considerc a cÍcunÍercnca
C ix-ay+(y 3) '? = 16 € a reta Í :  4x + 3y l0=0.
Encontrc a sorna dos númeÍos assocados à[s] pÍopo
s ção[ôes] coÍrcta(sl
01)t ìC=A.
021 0 centro de C é o ponto [3 4].
041A c rclnferêncra C nteÍc€pk o €ixo das abscissês

efir 2 [do s] pontos e o das ordenâdas eÍì I [unì]

081A distânca da rcta Í ao cenÌro d€ C é rnenof do

l6l A turnção y dada pea equação da.€t€ r é decfes-



IPUC-SD 0 ponto Pt3 bl ped€nc€ à cfclrnfeíência.le
cenlfo no ponto c(0,3l  e rao 5 câcue ovaoÍdâ coor-
denada b.

[FE|-SP] Deterrn ne Lrnìa equação da c rcunferèncâ com
c€núo no ponto c[2, ]) e qle passa pe o ponto A[], tl.

(FE SPI Qualé o centrc e o rao dã c rcunfefénca de
equação x': + y'z = 2[x y] + rt

(FGV SPI Deternr ne lrna eqltação da r€ra qle passa
pe o centfo da circunleénca de equação
x' :+ y,  -  4x 4y + 4 = 0eé parateâà feta r ,  de
equação 2x + 3y = 0.

[Vunesp) Consdefe o quadrado de ados para eios âos
erxos coodenados e crrcunsc.Ìo à crcunleréJìcra de
equêção x: + y, - 6x 4y + 12 = 0 Detemìine as
equaçÒ€s das retas qLr€ contèm as dtâgonais desse
quâdrado

0lFBAI Determ ne o cornpfmento da cofda deternì na-
da p€la nteÍs€cção da rctê Í, de eqLração
x+ y I = 0, com a c rcLrní€fênca de equação
x' :+y:+2x+2y-3=0

tvunespl Seja AB o.liânìetro da c rcLrnfefênca
x, + y, - 6x 8y + 24 = 0 conUdo na feta perpeJìd,
cuaf a y = x + 7. Calcue as coofd€nâdas de A e B

u.Fcs. q,etè ro-êa.oy.o,  _ r  ê torqê tea . .

cuní€rènca de equação x, + yl + 4x 2y + k = 0
Nessas cordtções, câ c! e o va of de k

[Faap SP] Ufindo os pontos de nteÍsecção da cifcun
ÍeËncia de equação x2 +y, 4y -  4 = 0cornosexos
de coofden€das, obtefemos um quadr át€fo. Câ cule a
árca desse quadf áteÍo.

[Fuvesr SP) A rcta r. de eqL]ação x y = 2, ntersecta
a c rclnferência d€ eqlaçãox, + f - 8x- 2y + p= A
nos pontos A e B. Nessas condções, determine a
eqlação da rned atz dâ cofda AB e mostre que a rne
daÍiz conÌém o centrc C da c rc!nferênca

(UFU-À4G) A c rc!nf€rênca de equação
x': + y, - 2x + 2y 5 : 0 poss! duas fetas tan
gent€s. tr et2, que aão paralelas à reta s de eqLração
3x + 4y I = 0. Detemr ne âs eqlaçôes das r€ras

(EEN4-SD Dada a crcuníefênc€ de €quação x, + y, = t.
delerm ne as equações das fetasqLre hesãotangentes
e q!€ passam pelo ponro P[2 0), extefor à c fcunfe

[FE-SP) Deternì ne a equação da Íeta tangente à cif-
cunÍerènca de eqLraçãox, + y, + 4x + 2y - I = O e
que passa pelo ponro A(t ,  t ) .

(Pl lC-SPl Dados os poÍì tas À[ ] ,  2l  B(0, 3l  e
Ctm, -  l l :
è)  oereÍ ì  po _!-"o 

"olm - :o .o,oqloooq "a c rcLrnferênca d€ centro C e Ía o 2!A seja tân
gente à reta deterfn nada peos pontos Ae B;

bJ qua é a equação da med atz do segrnento AB?

(Fuv€st-SPJ a) Ás ex1rcm dades do d âm€Ìrc cle !Íìa
crrcunfeÍênca são [  3,  ] )  e [5,  5] .  Deremne a
equação dâ c fcunÍerênc a
bl Deìernì ne a equâção da crcunf€fênca que passa

peo oo.to 19. J3 e q-e é " qe' ìre ês .eGs I  0
eY=rf3x

ILJnicãrnp-SP) Ern uÍ]ì sstema d€ coordenadas odogo-
nas no pLano são dâdos o ponto [5, -6] e a cÍclnte-
fénc a x'? + I = 25. A pan I do ponro (s, -61 traçanì-
se ouasÌangentes a ea. Faça Lrma f gu|a repÍesentativa
dessa stuação e câcu e o cornpffiì€nto da cofda qu€
Lne os pontos d€ tangénca

[FuveslsP] Sejârn A[0, 0], B[0, s] e C[4 3] ponros do
plano caftesiano
al Deteffntne o coefciente anglrlar da rcta BC.
bl DeteÍnine a €quação dâ rn€diaïfz do segmenro BC.

0 ponlo A peftence a essa rnediaÍtz?
cl  Cons deÍe a cÍcunÍeÍênca que passa poÍ A BeC

Det€rrn nea equação da reÌa tangentea essa cÌrc!n
Ì€fenc a no ponto A

IUFSC] Det€mr n€ o raio dâ crcuníerêncra C,, cujo
centfo é o ponto de ntersecção da reta r de eqlaÇão
x_y- I  = 0 com a rcta s de eqlação 2x y+ I  =0,
sabendo que Cr é tang€nt€ exteÍoÍmente à c fcuníe
-êì. ;  C, dp -qLr(éo \ '  -  . - '  o j  4 -  0

[UFRGS) Um círc! o tang€nca dos exos pepend cu
arcs entTe s, como nd cado na ÍÌgura a s€guif.

Um ponto P do cftc! o dlsta I d€ um dos exos e 2 do
oLrtÍo. Nessas condiçô€s, a somâ dos possíves va o
res para o |aio do círcu o é
al 19. bl 20 c) 21. d) 22 e) 23.

{



9rt!u!as-qq!sr!s!
l Dê as coordenadas do centÍo e o rao das circunferêncas representêdas peas equaçôes:

a)[x+2) 'z+(y+6)?=5
b)x, + (y 4), = l

2. As segunt€s equações rcprcsentam crcunferêncas delerm fe as coofdenadâs do centÍo e o Éo eTn cada caso:
alx,+y,-6x+8y+5=0
b)x '+y'1-4y=A
c)x 'z+y'z-2x-2y=0

3. Veffque quais das equações abaixo Íepresentam circunfeÍônca

5. DeteÍnlne urna equação da cfcunfefênca que passa pelos pontos
Ai5, 0), Bt4, 3) e C(-4. -3). [Sugesião:Chame o centrc de O[a, b)

Í

a)(x-s) 'z+(y-3) '?=-5
b)x 'z+x+y'?-y=6
c)\?- 0\-2c- i r -0

4.Veri fques€aequaçãox'+f+2x+2y-2=0rcpresentâumacÍcunfeÉncia.EmcasoaÍrmativo,dêascoord€nadas
do centfo e o |aio da circLrnferênca.

e use o fato de que d(Á, 0l = d(8, 0) = dtc, Ol = fJ

6. Qla s os valofes de m, n e p pâfa qle a equação 3x'? + Íny'?
fênc a?

7. 0 rnaoÍvalor inte ro d€ k, pa|a que a equação
x, + y, + 4x 6y + k = 0 fepresent€ urnâ circunfeÉnciâ, é:

nxy + 6x + 8y + p = 0 repres€nte Lrrn€ cfcunle.

b)12.
c) 1l
dJ r0.

B. Dadas as cÌcunfeÍêncÌas ìì e 12 descubra slas posições relativas e seus pontos comuns [se houver]l
a l l r :x '?+y'z 8x 4y+10=0

l\2:x'z + y'z - 2x - 10y + 22 : 0
b)Ir :x '?+y'?=l6

trr :x 'z+y'z+4y=0

9. DeteÍminando se o centro e o ruio das cìÍcu nÍêrèn cias x' + y' - 2y
gamnür que
al elas não tèrn ponto ern comLrm.
bl elas são secanles.
cl eles são tangentes exte omente.
d) elas são tangentes nterioffnente

ìO, As circunfeÍêncas de equâção
x,+y,  2x+2y 10=0etx l l ,+ty l l ,=
al secántes. .

bl tangentes intemas,
c) angentes extemas.
dl exterÌores, sem ponto comum
e) intefores, seÍn ponlo comurn.

I l. Sabendo que o ponto M[], 3) não peÍtence à circunieÍênca deequâçãox, + F
Mé nterno ou exlerno à c Ícunfeénciã

- 8 = 0 ex'?+ I  -  4x -  2y + 4 = 0, pode-se

- Z\ + 4y - 3 = 0, determ ne se o ponto



Ê

Geonretria anaÍff$cw*
secçôes eômfems

periodo de cerca de 300 a 200 /t.C.
foi denomínado 'ld.ad.e Áurea' da
Matemátíca grega por se destaca-

rem nessa época três grandes xoues: Euclídes,
Arqwmedes e Apolònio. Embora os dors pri-
meíros tenham sido mais comentados, Apolô-
nío, maís novo que eles, teve gM de dest1que,
príncipalmetate fio desenvolvimento dos con-
ceítos das secções cônicas, acrcscertand,o aos
estutlos já eeístentes o fato de essas curvas
poderem ser obtidas a parLir de um üni"o
sólído, o cone duplo (os estados a teríorcs
consideravam-nas secções obtídas em típos
beu diferentes de cone), reto oa ablíqua. As
secçoes planas eraft cortes do cone segundo

um plano, e o típo d,e curvít dependía da
ínclinaçâo desse plano, como mostram af.-
gurqs abaíro.

(Extra|do de hftp://nsthwo d.woIíron.can/
Conicsectian.htnl. Acessa en 1 2/5/2A07)
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Das obras de Apolônío que não se
perderam, a ma.ís import1nte não As
Cônicas, que aperfeiçoou e suPerou
os estud,os íntefiores Sobre o assufito
e íntroduzía as denominações elíp-
se, pará.bola e hipérbole.

Especialmente a AstronomiL en'
co\trou, nas secções cônícas, grande
aplicação. Copérníco, Kepler, Halley e
Ne14ton, por e,.emplo, f.zeram uso de
suas confgura,ções paro e&plícar Íenô-
menos Íísicos, como as tuajetóríLs dos
pLanetas ou a, twjetóríL descríta por
um projétíL

Ao serem ínseridas na Geometria
analítíca, def.nidas como lugares geo'
métrícos (cofijuntos de pontos que verí-

rt.am uma. certq propriedade), as sec-

ções côfiícas ga haram am6. expressão
algebrica, ampLíando ttítda maís sua
ímportância e sua aplicabílídade.

Neste capítulo vamos partír das de'

fníções desses lugares geométrícos para
as equações algébricas que as reprnefi-
tqm, estudar suas propríedades e íden-
tì,f,car seus elementas. Faremos ama ín'
troduúo 6.0 assunto considerando ape-
nqs as cônicas que apresentam eitíos
para.lelos aos eíxos coordenados, sendo
sua complementação estudada maís
t6rde, em curs6 superíores.

l. A eLipse pode seÍ €ncontrada a partiÍ de uÍÍìa experlênca até
divertida. N4u tas vezes ea étnbalhada no ensino fundarnental:
. FixârÍì-sedos preqos nun-ìêtábua demade íaê urnâ digtànclâ

qla quer (porém malor do quezero)Lrm do outÍo
. Um barbante, de comprlffrento maÌor do que a dlstánca es

co hida paía os pr€gos, é amârrado poí 5ua5 exlreÍn dades
nesses do s pregos.

. Comum ápls, esÌcamos o barbante ao ÍÍìáx mo e, fÌncando
suâ pontê na rÍìadelra descTevernos uma lnhâ, dando Lrma
vo ta lntelra.

. Asslnì fìcará de in€ada a € lpse na mad€lra.
Observe a f gurã a segulr e ldent fÌque ne è os e €mentos uu za-
oo\pèèàcor ' -doo"- loses-ge'oaâ 

^.  stoé o èóê_

m€ntos coÍÌespond€riarÍì aos pregos, à inhã € ao baÍbante.

EÍa fìguÍa foi extíaídê do rile http://pt wlklped a.org/wlkl/E Ìpse
Acessando o,você poderá vê-a ern ríìov mento.

a) Denonìine A e B os pontos que correspondem aos pregos.
llnindo os € prolongândo esse segírìento até encontTaT o
contoÍno da e1p9e deterrninamos doÌs pontos,Chame-os de
R e P, Represente com M o ponto dê ellpse, indicaoo erÍì v-âr_
-e'o d 9L a.  )Lpo do qLe o oâ bd e"eca 0.  ea
dlstânc a entre os pregos seja de 8 cnì,ca cule as Ínedjdas de
Aq BP e Rq e a sonìa Alú + N,48.

b) O que acontecerá conì a e ipse 5e apÍox maímos mals e mai9

os pregos uÍíì do outro?

2. FolKep er qÌrem deduz u que as órbltas dos panetas eram e lp
t cas e não cÌrcL.rlaÍes, como acÍeditavam os astrÔnomos anter o
'e9 _' ì ,"  caoos po'copeír co D/-.e.è-berÍ  o e' .sè d€
coberta deu'p stas'para a teora da grêvtação de NewÌon Ob
servando a óíbita e lptca a seguiÍ, encontre nelè os e ementos
da elpsse que vocé constrLriu.

F iq u ta *t tail a d e h tt p //w /ge n.i ïi e s tÒ fr /Pa rc/ Li I ht t/ 5 36 rú e ca n i.ôf htn l.
l.e*aen 1ó/5/2447

l^
x"-L ji-
-Ot ,7



Introducão

Matêmát o ' Contsxro & Ap kaçõ".5

Considere as seguìntes sltuaçóês:

Â trajetóriâ dê um projétil,em queda livre, é um arco de paúbola.

Os planetas giËm ern torno do Sol numa tr4etória
cuja foÍma é umâ e/ipse.

O gráfìcoque rêlaciona pressão evolume de um gás atempeÊtun constantê,
como o da fÌgura, é uma áipélbole.

Veja mah a lgu mãs situações em quê âparêcem a parábola, a elipsê e a hipérbole:

Origem
Vamos considerar um cone circular reto seccionado por um plano paralelo à gêtaÍiz, como mostrâm osdese-

nhos segulntes: -&--4h -4,

tr

Parábola

Nessecaso, dizemos q ue foì obtidâ uma secção côni.a.hamada paúbola,



(aDítulo3 . GeoÍìetdaanalítcarse(!Ões!ônkaj 7t

DefiniÇão e elementos

construìndo o gráfico ponto à pontoteremogl

. F Inicialmente consideremos, no plâno do papel, uma reta d e um ponto F que
não Dêrtence a ela.

vamos marcar, agora, uma série de pontos que êttão a uma
mesma distância do ponto íìxado F e da reta d. Na prátÌca, isso
pode ser feito com o auxílio de umô régua, um esquadro, lápìs,
alfÌnete e baÈante,

A parábola é o conjunto de todos os pontos do plano que estão à mêsma
distância de F ed.

Na fìgura devemos destacar:
. o ponto F, foco dâ parábolà;

. a reta d, diretrizda pãrábola;

. o pontoVvértice da parábolã (ponto médio deFD,distância de F até d);

. â retaquê passa por F, perpendicu la r à dhetrlz d, que se chama êixodesimetrìa
dâ parábolâ;

. a medida de F--D, parâmetro (p)da parábola.

Assim, definimos que parábola é o lugargeométrico dos pontosdo plano quedistam ìgualmente de uma retâ
fixa d,chamada dileütz, e de um pontofixo F, não pertencêntê à diretíz, chamado foco,

Equação da parábola

A pôrt;r do foco (F) e da diretriz (d), podêmos chêgar à equação da parábola formada por todos os pontos
P(x,y)do plano talqled(P, F) = d(P,d).

. . -  FD p.vt=i=Z=c

. Todo ponto da paráboh
t€m essa Éiiopriedad€ e todo
ponto do plano que possli
€ssâ pÌopri€dade pertence à
paráboìa.



74 Marmátio, conrexto & Aptkàçõsr

Vamos determinar a equação da parábola que tem como diretriz a reta de equaçáo x : -4 e como foco o
pontoF(6,2)i

Ne5se caso,oVérticeéo ponto médio do segmento FD, no qualF(6;2) eD(-4,2)i
(É'-4 )+)\

vl _:______. :__:_: | =ví] 2)
\2 2)

Pêla'dlstância de V até F encontramos o valor dê c:

Os pontos P(x,y) da parábola sãotalque d(P, F) = d(P, Q), em queQ(-4,y):

d(p, D = dtp, ol.+ r,{xlÌF-I tíl zf = .,(x + 4f + (y - 
',F 

+ (x - 6), + (y - 2F = (x + 4), +

+ (y - 2), = (x + 4), - (x - 6), = / + 8x + 16 - / + tzx, za = zox - zo + (y - 2)z : 20(x - .ì)

Obseruemosquenaêquaçãoobtidaaparecemascoordênôdãsdovért icexv=têyv=2êtambémovãlor

(Y - 2) ' := 20 (x 1)
Y"+ V +x"

4,5
v
c

Reciprocamentq a paftìr da equaçáo da parábolã, (y - Z1z = 2g1t< - 1), podemos chegar ao véftice e ao valor
dç c(distância deVâ F ou dêVà diretríz d)e,dal ao foco e à diretriz:

(y 2)'z = 20(x - 1) = 4. s(x - 1)

t

emqueV(] .2)ec=5.

Esboçando o gráfìco, veml

c=r/(o-t) '+(2-2) '1=5

Logo, F(6,2) ê diretrizx = -4.
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Generalizando, podemos dizer que a partir do íoco e da diretriz é possível determinar o vértice V(Á,, y,,) e o
valor de <e, daí, a equação dã pôÍábolâ ea posiçâo correspondêntê, vêja os casos possíveis:

(y-yv) ' ]=4c(x-Ç (y-vv) ' := -4c(x-\)

(x - &)'z : 4c(y yJ (x-xv)z= -ac(y - yv)

d.__ q_

Devemos lembrâr quê vale a reclprocara partiÍ dô equação da parábola podemos chegar âo vértice e ao valor
de c e.daL ao íoco e à dketriz.

Observação: No volumê 1 dêsta coleção, estudamos asfunçóes quadráti-

cas y : ax2 + bx + c, cujos gráficos foram chamados de pãrábolâs. Nã
verdàde aquelas parábolas e as €studadôs neste capítulo são as mesmas,
poìs quôndo usamos a técnica de completar quàdrados podemos trans-
formar qualquêr êquâçáo do tipo y = ax': + bx + c, vìstâ no volume l, em
uma do tipo (x - \,)'? : ì4c(y _ y,), como temostrabalhado nêste volume.

Quàndo estudamos

sráfìco d€ umâ fun(ão

horizonial. Por quê?

l. DetêÍm ne a equação da pafábo€ de foco f(0, -5) e
diretrizy = 5.

Rêsolüçâo:

Usanao a propredade de todo ponto P[x, y] da páÍé

oP.F-Jr.  oJ - f ) -5Y -JJ ly | ' t '

Ad srà1c é de Pà relr  y - .  ê gJd ã disl_cê dePaté

[x, 5], qlre é igualâ {(x - x} + iy - 5Ì

Como as disiâncjas são g|Jâis, temos:
x'z+ iy + 51'z= 0'+ (y -  5) '? +

- r - í  a\  r '  y  av ,
.) x. = -2Ay

F[0. -5]  está no exo y y = 5 é paÉlea ao exo x e
V[0,  0] .AdistâncadeFaVé

I-. ---.----=c=vu +t-5J_ =5

Usando diretarnente a fómua, temos:
ix - \1'z= -4c(y yv) ã
ì  [x -  o) 'z= -4.5(y 0) +x'?= -20y
Logo, € equação é x'z= -20y.

2. Deler r  _e o'oco e à o 'êt1z ca pãrabola oe equaçao
Y' = 5x.
Resolução:
Pod€rnos escÍevef y'z = 5x como

iy  or ,=4.;s-o

A distânc a do vénce (0, 0l ao foco é c =



Looo, r[9, o)eaoretlzex = -f

3,Esboce os gráÍcos das parábolâs de equâção
a)y '1= x:

Rcsolüção:

oy,=x=r. |x

b)y,=4< cly,=ex.

r í* ,1
b)y '?=4x=4.]x

i  I  L!
oo
, - | ;

4 t l

" t  
- t

c)

00,

Lr L
!  12
42

Obaêruação:0 vaoÍ do coeÍcÌenÌe c nd ca a distân
oa oo Íoco ao verl.è e , o seqüe1te-ìerre, è conca\l
dadedapaÉbolâ.VejacomoexemposaspãÍáboasdo
exercício fesolvldo 3: em y'z = 8x (c = 4), a concâvdâ-
deéÍnaoÍque emy'  = 4x [c = ] ) ,  pois4 > l

4.Detemine a equâção e as coordenadas do vénice da
pafábo a que tem foco no ponto F(1, 5) e a Íeta diretriz
deequaçãoy= 3.
Rê3olução:
0s dados do prcberna pefrnitern fazeÍ urn esboço do
gráÍìco e, ass m, identÍcâr o tpo da equação:

D0,-ì

tx xv), = aciy - y,l
O véd ce é o ponto rnédio de F--D. Então:

Vl-1 .- l  : - i  l= Vf t  t ì\2 2 )

Pela dis é c s oe Va F e_cor 'aÌros o \ ,€ or oe c

c=i(r  D'+ts- ì '  =Jo+16 =4

Podemos escrcver agora a equação pfocLl€dal
tx - xv), : 4cty - yv) + [x 1), = 4. 4(y - 1),-
+ tx -  l l 'z= l6ty -  1)
Logo, a equação é (x -  l ) ,  = l6ty -  1l  eVt l ,  l l .

5. Se urna pâráboa t€Ín como equação
x, - 4x - t2y - 8 = 0, d€terrn ne as coofdenaoas oo
vértLce, as coordenadas do foco, a eqlação da reta d-
rctz dê paÉbola e a equação do e xo de stmet| a
Resolução:
Competando os quadÍados perfeitos, temos:
\ '7-4\  l2v-8-o: \2 t"-  2y-B-

+ x 'z- 4x + . .1. . .  = l2y + I  + . .L.-  =

= '?-4x+4 =12y+12à

= lx -  2),  = 12(y + 1) =, [x -  2)2 = 4. 3(y + ])  em
que\=2,yv- I  ec=3

-èzê-ao Ln esooço do gra ìco, ve r:

Logo, V(2, - lJ,  F[2,2),  a d retrz éy = -4 e o eixo de
smet|aéx=2.

ï
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6. Dele riìe a eqJaÉo. ofoco Fe a o ÍetÍ'z d oé pê àoo
a com véftrce V(-2, -3), sabendo que ofoco esté no
quado quadÍante, d é paÍaea ao eixo y e o peÍâmetfo,
p,é8.

Resolucâo:
p = I  lndica ouec = 4, ootsc = r .

'2

As inlomaçôes do pfoblema evam a um esboço do
gÍáÍco:

tx -  xv),= -4c(y -  yv)

Substtu ndo x! = 0 e yv - 4 na eq!€ção, temósi /
[x -  o) '= -4c(y a) = x '?= acty -  4]
Como a p€rábola passa poÍ P[2 ]l vem

2, = -4c[] 4l +

'ogo d equèGo o. pa-àbota e '  -  1t i  
" t .'  3- '

8. Vefíqle se os poíìtos A(3, 8) Btt, al, Cta, 2l €
D[ 8, - ]0) peftencern ou não à pâíábola P de védc€
V[4,2] e foco F[] ,21.
R€solução:
A posição dâ paráboa
indica que ê equação é
da foÍna (y yul =
= -4ctx xvl.
Pea distáncia de V até F
enconÌTarnos o v€tof de c:

c=l t r  1+I+tr  r l ,=
Sabendo que c = 3, \ = 4 eyv = 2, a eqlação da
paébola éi
0 yvl 'z= actx x!1.+
= (y 2),  = a.3tx -  4l  + ty -  2),  = -12(x ar
A paftif dâ equação, podemos verfcaÍ a posção de
cada !m dos pontos €m rclação à paÍáboa P
At3,8l  = t8 2l ' : l  -12(3 -  al  =Ae P
Btr ,  -4)  = t  4-2), : -12(1 4)=BeP
G[4, 2] € P, po s é o véflc€ da parábolâ
D[ 8,  - ]01+ [  10 -  2) '= -12(-8 a)=

12ç=4=x-]
3

Aposção dê pâéboe nd câ quea equação é dafoÍna
(y yv)'= actx - xvl.
Daí, vem
v( 2, 3l

E( 2+4-3)-ç(2,-3)
Dt-2 -  4,  -31 + Dt-6, -3)
dretfzx = -6
Substtu ndo as lnformaçôês na fórrnLra, ternos
6r - yvl'? = 4c(x - xv) + (y + 2), = 4. 4(x + 3)..1
=ì (y + 2)'z = l6(x + 3)
Logo, a paráboa tem eqlação ty + 2)'z = l6tx + 31,
F(2,  3)edr€trzx= 6.

7. D€tem ne a €quaçâo da parábola corn exo de sirneta
perpendicularao eixo x, vértice no ponto V(0,4) e que
passa p€lo ponto P(2, 1).

Rêsolução:

t

la

/----;-;-- ---
erccros Dr000sÌ0s l

: Detemìne a equação da paúboa dêfoco Í e d retrzd
nos seguintes casos:
al  F(9, 0l  e d:x = -g c) F[0, 7]  e d:y -  7
b)Ft0,-6)ed:y=6 dlFt  5,0led x=5

.;1, DeterÍnine o íoco, o védce € a d rctz'da parábo a, a
panir das equações:

. Dadâs duas paúbolas, de eqLraçôesx, = -l2ye
x'?= 2y qualdelas tem concavidade rnaor? Esboce os
gúfcos paÉ cornprcvar sua Íesposta.

DeÌeffnine a equação da paúbola quetern:
âl foco no ponto F[3, 0] € difeviz de equâção x = -3;
b)di ferf izde equaçãoy = 3 evértceV(0, 0l l
cl foco no ponto F[],2l e difelriz de equação x = -2;
d)di fetdzdeequaçãox = 2 evértceV(-1, -3).

a)Y'= 28x

i b)x 'z= -4y
c) x, = lOy
dlv '= l6x
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Ê. DeteÍm ne ascoofdenadas do foco e a eouacãoda reta
dÌretrz das parábo as qle lêrn pof equação:

[SugesÉo: 
Lembre'se, por exemp]o, de que 2 = ,(

'v

7- A parábola de equação x, - ôx + y + I = 0 intercecta o
exo x nos pontos A e B. Sendo V o védlce dâ pâúbolá,
deteÍnì nê ã árc€ doÍiânguoVAB.

8, DêterÍnlne a equaçâo das paÍáboâs:
â) de véftice VC-1,4), exo páfêlelo áo exo ye que passâ

p€ o ponto A[3, 0);
b) d€ véfticeV(4,2) eloco F[4, s].

!]. Urna paráboâtenì loco no ponto F[3, ]l e sua dreÍlzéá
rctâ de eqloqão x = -l, DeteÍrnine a equação da panábo-
a e os pontos em que a reta de eqLração x - y = 0 nter.
sectâ a parábo a.

+))
a)*=4y

b)y' = 2x
8' ,

cl

dl

elx '?=

!ì Êncontre âs coordenadas do vértce, as cooÍdenadas
do íoco, a êquação dâ rctâ d Íetrz e a equação do eixo
de sirnet a das paúbolas de eqLraçô€s:
a)y'z- 6y - 12x+ 21 = a
b)x 'z-2x-y+4=0

f

Elipse

Origem
Vamos considerarum cone circular reto,
Utílizândo |]m plâno inclinâdo em íelação ao eixo

cortecomo rnostrâm os desênhos sêguintes:
e que intersecte todas as geratrizes do cone, taíemos um

M
ffi

Nessecaso, a seccão cônica obtida échamã

DeÍiniçâo e elementos
Consideremos, inicìalmente, no planodo papel, dois pontosfixos t, e F,talque a distânciâ êntíe eles seja 2c.

i ; ,
lmãgìne que vàmos marcar uma séie de pontos tâl quê â soma de suas distâncias aos pontos fixos F, e F, seja

sempre constante e maiordo que 2c, Na prática, isso pode ser feito com o auxílio dê um lápis, dois alfinêtes e balbante,

da elipse.

a'-----ì

Se o phno for

também é uma s€cção
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Construindo o g ráfico ponto â pontotêrêmos:
AFI+AF,=BFr+BF,=CFI+CF,=.. ,=JFr+JFr: . . .=LFI+LF,=.. .=2â(constante),sendo2a>2c

Aelipse éoconjunto dêtodos os pontos do plano que satisíazem essa propriedade,

Assim, definimos que eiipsê é o lugalgeoúétrico dos pontos de um plano tãlque a soma de suas distâncias a
dois pontos fÌxo,, dênominados focos, F1 e F2, seja constânter igual à 2a ê maior que a distância entre os focos
(2a > 2c).

Na fìguÍa, temos:
. Fr e F, são focos da elipsee a distância entre eles é a distância focal(2c)i
.  ÃE éo eixo maiorda el ipsee sua medidá éa ioma queconsta da defnição (2â);
. õrã; é o eixo menorda elipsêcuja medida é2b;
. O é o centro da elipsê (intêrsecção dos eixos da elipse e ponto médio de EE, Ã/l e EE,);
.6 6úrns16g = ! ç66rn a-se excentricìdade da elipse (O < ê < 1).

ObseÌv.çõesr

Í1) E;E = õÃ;, poisambostêm medida a.

21) No 
^BrOFrpodêmos 

notarque b2 + c2 = a2. Essa relâção éfunda-
mentalnà determinação dos elementos da eìipse.

Equação da elipse
Vamos inicialmente consideÍar a elipse com as exremidades

do êixo maior nos pontos AÍ(-a,0) e Ar(a, 0), do eixo menor em
81(0, b) e Br{0, -b)e, consêqüentemente, o centroem O(0,0).

Considerêmos um ponto P(x, y)qualqueÍda curuâ.
Pela definição obseryamos quê:

PFr + PF, = 4F, + A,F,:  A1A, -  2a

A excenÍicidad€ indlca quânto a elipse
se aproxima de um sêgmento ou de uma
circunfbréncia, confonÌe se! vaÍor sê
aproxlmà de I ou de 0, respedÍv?mente.

\
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(x c)'? + (y o)': (x+c) '+(y-o) '

DaL temosl

+l*- . f  +Y + l*+. f  +y -2.  * f , ,+.) '+y =za-. , ("- .y +y

+(x+c),+y,-4a, +uf* . f  + l  +(x-cÌ+y' :=+

-+". Í r - . ) ' * l  
=4a,+(x-c),+ f  -u*r f  -  S/  

-
=l"nf t - . f  1.  =4à'-  I  -2cx+ è - i  2<x d-

- 
/^J"- rf +v' = /^' - /cx = afi - ç1' ., ç : ã2 cx+

= a,[(x - c), + y,] = (a, .- cx), 
- 

a,[x, 2cx + c, + yz] : a4 - 2a2.x + c2x2 =]

.a a2x2 _ 2t4+ a2<2 + d2y2 : a4 2ekr+ czx2 + d2i) - c2x2 + à2y2 : a4 _ a2c2 =)

= (a, - c,)x, + aty, : a,(a, - c,)

Na el ipsetemos:
a2=b2+<2 =) d2 c1=b2

Substituindo na equâçáo, obtemos:
b,x2+atr=arb2

lJma vezque ab + 0,vem:
b'x' a'y' a'b' x' y)

ã'b' à'b' ã'b' a' tr'

emquea = oAr = oAr, c = oFr = oFrebtalqueb']= a'z c'?. Essa equôção é denorÍltnada equoçáo rcduzida do
eÍFse de focos no êixo x e centro na orìgem.

Vêjamos agorai

í*" , \

se osfocosda elipseestáo sobreo eixo y e o centro na otigêm, conformê
aíiguÍa,a equação reduzida da elipse é dada por:

.f

A rcciprocã é verdad€ìÌ?: 
y2

equações da bnÌa , + 
b, 

= l,

coÌÌ â + b Íeprc9êntâm ellps€s, ou
seja, ap€nas os pontos de uma elips€
stisftzem €s$ €quação.
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Analogamente, chegamos às equações da elipse com centÍo qualquer. Asslm, temos as sêguintès equaçóês,
considerando o centro um pontoqualquer, O(xo, yJ, e os eixos Êatalelosaos eixos x e yi

' le) EE é paralelo ao eixo I a = OA,, b: OB, e a>b. 2e) tE é paralelo ao êixo Ì, a : OA| b = OB1 e a>b.

a
{ ,

í

Ir

F

9. Detem ne a equação da elpse de focos Fr[3, 0) e
F2[ 3, 0] e vériices, que são as exÍernidades dô e xô
maiof,4[5, 0J e A2[-5, 0] .
Re8olução:
Pelos dados do problema, os focos estão no exo x e
temosa=5ec=3,
a, = b, + c, + 25 = b2 + I ) b, = 16
Nesse caso, a equaçìo reduzlda é:

i :++=t=:+-L=l
a'  h '  25 16

Looo. € eouâcão oÍocuÍsda é :: + -L = L
25 16

I O. Jna e ioseten os'ocós nos oonÌos Fr(0 3) eF2(0. -3)
Se o compÍrnenìo do exo menoÍ da elipse é 2, deteÍm
ne a equâção dêssâ elipse.
R66olução:
Peos dados do problemâ, teÍnosl
vto, 0l
c=3

ar=br+cr-ar=l+9=10
Como os focos estão localizados no elxoy e o vértice é
V(0,0l , temos:

' - .  I -=t+:--L=t=t0Ì ,  r  \ r=tú
b'  a '  1 l0

Looo, aeouacão oÍocuÍâdaêx'z + L = I oLr
10

Iox'z+ Y'?:  10.

Dete-Írine os Íocos e as eKrem dades do elo ma oÍ oê
e ipse de equação 4x, + 25y, = 100.
Resolução:

4Ì'? + 25v'? = r00= 1 + !!J- = !!! 
-'  t00 100 100

254

Como 25 > 4, o eii(o ÍÍ;ior esté no eixo x. Então:
a'z=25+â=5

t l .

^\,

(1,0)



a, = b, + cr:+25 = 4 + c, ì
. -c '=21.)c=JÃ

Logo, os focos sâo os pontos

F,(v2r 0J e F,l \ i  2r, 0l e as
extrcm dades do exo maÌof são

4is, 0) e A:t-5, 01.
r 2. cort e,.noo os o^o. r, (0. Jr ;  e r. (0. J:)eae.

l
celt Íc id;de e -  ,  dFle r i leaeoudc;odae Do(

2'
Resolução:
De acoÍdo com os dedos do proberna, teÍnos

+a=2c=2.Jí

a, = b,  + c,  =12J3 |  =b,+lJ3 l=
=12=br+3ãbr=9
\"gLrdo o. dêdos do p obera os'ocos eslão ocê
lzados no €ixo y. Ass m, vem:

' -  ' -  -  t - l  rL )1^-3v-36
b'à '912

ooo a eoJacào oÍocLÉdà e ' - t " .
912

4x'?+3y'z=36

13. lr-na e,pse. as e\t 'e- ldaoes oo e.\o Ìaor ;o os
ponros Ai[6,0] e A,[-6, 0]. Sabendo qlre a e pse
p.s.a peo poÌo Pf3.2ì.  dere ï i ' le {  a equdçèo.
Resolução:
Pelos dados do prcb€Ínatemos a = 6.
Corno o eixo maoresü sobre o exo x, temos:

_+j_=l ì_+L=l
a: b '  36 b'
Corno a eipse passa peo ponto P[3,2), temos:

4 3 .  t6
+-=-ã0?=-

SubstiÌuindo na equação original, vem:

,-  1^ - l - : :  - : 'L-  ,1\-2- l -  44

ã
Looo. a ecuacão orocuÍadaa li r !4 =, o,

36 16

941441
- l
36b'4h2b'4

a.
4x'z+27y'1=144

t4,òacue a excenfr lc idade

gúÍco de cadâ elipse:

Êì- : -+r: l

bìa+-L=l'2a I

c)f i+r- t

o esboço do

bl

Resolução:

al :+ z_=1
254

c' = a2 - b2 = 25 - 4 = 2t = 
" 

= tb

e=tt t_1!9=osl
55

255

cr=25 9=16+c=4

e=;_=0,8

'v
0 3
0 3
5 0
5 0

2 2,1

2

25 t6

C=25-16=9+c=3

e=:=0.6
5

Obsêrvaçãot Quânto Ínaior o
vaoÍ ce e = -, mats prox ma
òe rm segmõnto é a etipse

v
2
2

5 0
5 0

IB

2 - t ,8

2

I

MãremáÌl(a . ConrexÌo & Ap i(aóe5
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15. Deteffnine â equâção da elpse corn centfo ern [2, - ]1,
exo maof 2a = 6 € loco F1[0, - ]1.
Resolução:
Pelos dados do probema identÍìcaÍìros a pos ção da

Daí a eqmção:

tr x"l '  ty y"l '
' r .=

Sabemos que
2a:6=a=3
Calculando a dstância do centro (2, -1) ao foco
F1[0, -1] ,  venì l

c=J(2-0).+[- ]+t) .=2

Comoa=3ec=2,temos
b,=a,_c,=9_4=5
SubsttLrndo os dados na eqlração, vêrn

t^ *"1' ty y"l '

fx - 21'l rv + tì':

|  ô.ô Â êô , .Âô . lpcc, p 

^qp 
ó

lx  -  2) '  (y+D'
95

16-Aequdç;o5L or -20^ 8!-  6-0 ep eser-
ta urn8 elÌpse de eixo maiof pa€€lo ao elxo x. Detem -

Resolução:
Como Â,4, é pameo ao exo x, devemos escfever a
eqìJação na foflÌa

tx xnj-  ty -  y"J '
. -d

Desenvolvendo a equação dadã, ternos:
5x, + 9y, _ 20x _ 18y _.16 = 0 +
+ 5x, 20x + 9y'  l8y = 16 =
+ 5[x 'z- 4xJ + g(y'?- 2y) = ]6+
=s[x '?-  4x+ 4) +901 -  2y+ ])  = 16 + 20 +9+
+ 5(x 2l' + 90/ rl, = 45 =

[x 2]' ty rl'
95

Da equação, conc uírnos que:
centrc O[2, ]l

Fâzendo c, = a? br, veÍn:
c,=9 5=4=c=2
Daí temos:
Fl i2 -  2,  l )  = Frto, l )
F2Q + 2,1).+F2(4 1)
Logo, essa elipse tern centro O(2, tl e locos F,[0, ]l e
F,i4. 11.

17. As equaçÕes seguintes Íepresenlam urna c rcuniefên-
ca, urna paÉboa e Lrma elipse. ldentÍque cada uma
deas € selts princpas elementos,
ê)y- Ãy-A'  t  2-A
blx,+y,-4x 6y-12=0
clx,+2y,+6x+4y+7=0
Resolução:
aly,+4y-Bx+12=0=

+f +4y+4=Ax 12+4.+
+(y + 2) '1 = 8x 8+6/+ 2l '= 8(x- r -
.+ (y + 2)'z = a '2A. - ll [equação de parábola)
Dâí ternos:
vtr, -2)

Esboçando o gúfco, vern:

Logo, a equação é de Lrma paÉbola com vétc€
Vl1, -2),c = 2 foco F[3, 2]edreüizx= -1.

b)x,+y,-4x 6y-12=o+
=x,-4x+4+yr-6y+ I  = 12 +4+9+

".(x-2) 'z+ ty 31,=25=5,
Logo, a eqlação é de urnâ cifcuníeÉnca de centfo
C[2,3] e faio 5.

c)x,+2y,+6x+4y+7=0=)
..1(xÌ + 6x) + 2(r'z + 2y) = -7 )
.r l[x'z + 6x+ 9] + 2M + 2y + 1) = -7 + I + 2
=.ì l [x+3],+20/+ t l ,  = 4+

Tr + ?ì'z r! + rì2

DaÍ, têmos
c(-3, 1l
Como 4> 2, vern:

6 ' . -2=)b=\1,
cr=ar-br=4 Z=Z="=rE
Logo, â €quaÉo é de urnã eipse de centrc C[ 3, ])
€ íocos FIC-3 Jí, 1.r"1 z+..1í. D
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'il C Detemine a equação dã elpse conhecendo:
a) os focos F1(3, 0) e Fr(-3, 0) e o comprimênto do
. elxo ma or:3; .

, b) os véÍtices Ã(5, 0l e At(-s, 0) e a excenticidade
Jb
5

'! 1. Determine 6s coordên6dâ6 dos íocoí âs coordeôadâs
das extremidsdes do eixo maior e a excentcidade das
e ipses de equâ9ão:

aì  l+!=ì

'25 I

c)h,+f=2

i 2 0 eixo maiof de uma êl pse está conlido no eixo x. Sa-
bendo qle o côntro é [0, 0], o comprirnento do eixo
menoré 6 e a distâncbfocalé 10, deterÍninea equação
0â orpse.

'Ìl::" Quâlé e medida do exo maior de (]ma elipse de equa-

cão:+L=tt'3625

1lr. Dois dos vértices de um quadiláteÍo são os focos da
elipse de equação x'z + 5l = 20. Os outros doÌs vérti
ces são as extremidades do eixo menor da elpse. Cal
cule a áÍea do quadflátero.

Ì 5" Em uma elipse, o centro é (-2, 4), um dos focos é
l-2. 7) e uma das extremidades do eixo menof é
[-3,4). Detemine a equação dessa elipse.

i 4- quais são as extremidâdes do eixo menor da €lpse de
equaçãox, + 4y, - 4x - 8y + 4 = 0?

l l  Dsdâsâsêl iosês:.  + L = ìê
94

\^ "r + r' 'r - L oJa delas rem maior ex-
83

centricidade?

0rigem
Vâmos aonslderôr um cone duplo e

um plâno qualquêt que seccione as
duas folhas do coneconforme mostrâm
â5fi9uÍas:

X 8" Detefinine k € lR paÍa que o ponto A[ 2, k] peilença à
e ipse gx'z + 4y, + l8x 8y - 23 = 0.

^l :  ^ l :
a)k=ir j f :  611=41!!1

2?

^l :  ^1:q11=21!14 e)k= - t r j l1
22

^t-cl t=3r j la
2

Ì9"Aequâção9x,+4y,-  t8x- t6y -  |  = 0édeuma
eìipse.0s semi-exos maiofe Ínenof Tnedêm:
aj4e3
b)4e2.
c)4e1.

2C. A equaÉo da e ipse qle passa pe os pontos [2,0] [-2,0]
e [0, ]l é:
a) x, + 4y, = 4

blx,+!=1.

c)2x,-4y,=1

?1. Encontre a equaçào dâ êlipse sbairo:

22. A reta y = âx + I intercepta a elipsex, + 4y, = 1 sornen-
te num ponlo. Carcule 8s7

dl3 e 2.
el3et.

v
\i/-*
/\ ,D

Flipérbole
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Nesse caso, a seccáocônica obtida é deno

ir;içâr:; r: *tr*mentos
Consideremos, Iniclalmente, dois pontosfixos, Fr e F2,de uín planocuja distânciâ d(Fr, Fr) = 2..

lmagine q ue vamos môr€ar uma 5ériede pontos no planotalque
a diferença (em móduio) de suas distâncias aos pontos fixos Fr e F2
seja sempre constantee menorque 2c, Na práticâ, isso pode ser feito
com o âuxlliodê régua,lápis, alfìnetese barbante.

minada hipétbole.

= ...: lTFr - TF,l :2a (constânte),com 2a < 2c

O aonjunto de todoi 05 pontos do plano com e$a proptledâde dama-3ê hip{ròoL.

|_-2.-'---__'-j



Assim, definimos que hipérbole é o lugâr geométrico dos pontos p(x, y) de um plâno tal que a diferença (em
módulo)de suâs dÌstâncias â dois pontos fìxos F1 e F2 é constãnte (2a < 2c), com F,F, = 2c.

Na fìguÍa, temos:

. Fr e Fr, os focos da hipérbole, sendo FrF, : 2c a distâncja focal;

.4, e A2, os vértices da hipérbole, sendo ArA, = ArF, AiFr = 2a (constânte da
definição);

.  O, o (  enFo da hiperbole tponro nèdio de E e de A 4) j

. o número e = 
;, 

que é a excenÍicidade da hipérbole (note quê e > t, pois c > a).

Observação: Considerando umâ hipérbole de focos F1 e F: e védces A1 e A2, vimos
que FrF: = 2ce ArA, :  2a. Então, OF: :  c e OA, = a.

de I br a eÌcentricidade,

panÌelas [perp€nd'cuhres
ao eixo rêaÌ]. E se a

âo ÌnÍìnÌto, à hÍpérbole

semtsEras oposrãs tcom

Seja 81 um ponto da mediatriz de ÃE tal que o triângulo BrOA, seja retángulo

em O, com o cateto õÃ medindo a e a hipotenusa ú- mêdindo G. Assim, chamando

de b a medidâ do cateto õEì, temos à: + b, = c, ou b2 = c2 - â2.

Equação da hipérbole
ConsÍderemos inic ialmêntea hipérboledaÍ igura, naquâl 05focos

penencem ao eixo x e o centro éa origêm O(0,0),
Um ponto P(x, y) qualquer dã curva deve sãtisfazer, de acordo

com â defìnição, a seguinte condição:

lPF, - PF,l :2a

Como PF, :

Elevando âmbos os membros ao quadÍâdo, vem:

(x+c)r+y'z:(x ct+y,+4aJ(x-c)2+y')+4a,.r(x+c),+y,  lx-  c| ,  y,  -  4^,  = touf  ,  -  4,  + I  =

L{t2cx ( t l  {  2<x-1 y '  -4a,  - -4a,, l t \  <t-y-

. Nas mesmas condlçõ€s
d€ Br existe Br, sobre a

mediatriz de Ãô,taÌ

qu€ qB, = 2b.
. aôe cnamaao

eixo Eat e \\, eixa
i n a g í n érl o da hipërbole.

(x+cf +(y oF (x - c)'z + (y o)': , temos:

(x c) 'z+y' : l=2a+

(x c)r+y'?t2a

(x-c) 'z+y')

+ ccx - qa' = t+aü;õt+7=." u, : t"14-ã, + I
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Elevando, novamente, os dois membíos ao quadíado, obtemo5:
crx, 2alcx + aa = azf(x c), + t'l) crx, _ 2arcx + aa: ar[x, 2cx + c, + yr]r

+crx, aa+r+ â4 = arxz _bkr+ a2a2 + a2y11Cxz _ a2x2 - a2y2: a2a2 a4:-

:+ (c, - ar)x, - aryz : ar{c, a1

cr:ar+br=cr,âr=b,

Substituindo (c'? - a'?) na equação anterior, temos b1\'1 - a'1yz : a'zb'1.
Como ab *0,vem:

b'r' à-y' a'b'l ,l' ,'
;br  ;br-a,b--  J-br- i

em que a: oAr :  oÁ2, c:  oFr = oF, e bé talque b2:.2 a2.
Essa íórmula é denominadã equoção rcduzida da hipéóole, quando os focos estáo sobre o eixo x e são eqüidis

tãntes da origem.
Veja agora:

Caso osfocos estejâm sobíeo eixoy, a equação reduzida dâ hipérbole será:

Anâlogâmente, podemos general ìzaressaequaçáopaÍâ um centfoqualquer,
Considerãndo o cenÍo da hipérboleO(xdyo)eoseixos (reâle imaginário)paraleÌos aos eixosxey,temos:

1-') Eixo reai paralelo ao eixoxl 2-') Eixo real paralelo ao eìxoy:

67

A rccÍprocâ é veÌdadeira:

ÌEpÌEsent m hipérbolet

satlsfâ?em esla êquação,



18. Detennine urna equação da hipérbole de íocos Fr[b, 0)
e F2f -5 0)ederér l ie34,(3.01eA,í  3.01.
Rè9oluçãor
Pelos dados do proberna, t€Ínos

a:3
c,  =a, + br325 = 9 + br=b, = 16
CoÍno os focos estão sobre o exo x, vem

,_ 
j_=t3_ 

-=t+

+ l6x '?-  gy '? :  144

Logo. ura eo-ação oé hoáooe é + "^ -  '  o-
l6x 'z _ gy'z = 144

19. Deteffnine um€ equação da hipétuote defocos Fr[6 0]

e F.[-6 0l e de e^centÍic dade oua a9
?

Rêsolução:

Peos dados do prcblema, temos:
c=ô

3 c 3 2c 2.6e:- :+-=-=a=-=-=4
2a2

c? = a,  + br336 = t6 + br+br:  20
Cqmo os focos estão sobre o eixo xe O[0, 0), vem

:.  J-- t - . "  Y- - t r rÀ.  /v/-80
a'  b '  t6 20

I oqo, Ln; eq-a(ão da hioé ooh e I - I - .u'162A
5x'?-4y'?=80.

2O.Um€ hpérbole têm tocos nos pontos F,[0,4) e
Ír[0, -4]. O segrnento Ã8, châÍÌìado eixo trarìsver
sâl[o! real),tem coÍnpdmefto 6. Det€rm]ne urna eqra
ção dessa hipéúole.
Rôsolução:
Pelos dâdos do pÍoberna, temos

2â:6.+a=3,

r > compírmeito dÒ êlxo nansvêGô

C:â,+b,+16=9+ br=

Como os focos estão sobre o eixo ye O[0, 0), venì]

ã 'b '97

Logo, J-rê poLaçào d" lperooe e '- - 0.,

7y, 9x2 = 63.

21. Uma h pérbo e tern locos nos pontos Fr(3, 0) e

F,[-3,0] e passâ peo ponto Ph6,2)
qualé a eqLragão dessa h pérboe?

Resolução:
CoÍÍo os focos estão sobÍe o exo x e o cerruo eÍrì
(0,01, ternos:

: -  l==t

Como a hipérbote passa pelo ponto p[16,2), vern:

r-Ãr,
"- ,  - l :1=ì3 4 _:=r fò

a' b'| a' b,

Cornoc, = a,  + b,  ec :  3,obternos:
9=s'+br=ar=g b,  (D
Substtuindo (D em O, temos:

-  
- -  l -5b) 36 1/o-goi-o-

+h'+ú+A!í-9{ 26=o=è

+b4-36=0+b{=36.+br:6

[\4âs

a'z=9-br=9-6=3

SubsÌitu ndo €sse valof na equação feduzidâ da hipéf.
bole, vern:

x': v'z
;  t r - ,=:  

- .e - , -2\1 -r1 _a

Logo, a equação dâ hipéÈole é: -1- = 1 ou
2x2 - y2 :6.

22, Determ ne o centro, os locos e osvértices da h percoe
de equação 3x, - y, + t8x + 8y + 38 - 0.

r
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Resolução:
TÉnsíoÍmando nlciâlmente a equação, tenìos:
3x, y,  + l8x + 8y + 38 = 0.ì

= 3[x'z + 6x] - 6/'z - 8yl = -38 +

=3[x,+ôx+9]-  [ j l -8y+ ]6) = -38 + 27 -  16+
=3[x+3) '?- ]0-4) 'z:-27+

+ ] [y 4) 'z- 3[x + 3] 'z= 27 +

ty al' [i + 3]'?
279

Da equação obtida, vern:
centro:o[ 3,4)

a '=27=a='Eì:3\E

b'z=e+b=Jt=3
c, = a, + b, = 27 + I = 36.+ c = 6

Logo, a hpérboe tem centro O(-3,4), vénices

i - : . .  : "6ìeí  3.c 3"6ìeroLos, 3.ror.

t -3,  -  21.

23. Em urna hipérboe de centro O[5,5], a disúnca íocalé
2c=6eoeixofea 2a = 2 é paÊ elo ao e xo x.  Delef-
rnine a equação dessa hipérbole.

Resoluçãor
Do enunciado, vern:
CenlrciO[5, 5]

2a=2=a=1

br=cr_a2=3r_tr=8

Se o eixo reaì é paralelo ao €ixo x, a equação é do tlpo:

(x 
^"1'  ly -  y,) '

ooo, a eouacão e ' '  " '  \ t  ' )  -  1
t8

24" Uma h pábo e tern equ€ção gx'? I6y'z = 144 Deter-
nì ne as cooÍd€nadas dos íocos, as cooÍdenâdâs dos
vértjces e a excentdcdade da h péÍbo e

Resolução:
gx'z l6v: = 144 + ::_ - lil = lll +'  144 144 144

x2 \'
t6 I

Aeqmção ndic€ qlre os íocos estão sobre o eixo x com
centro t0. 01, daí:
a ' := 16=a = 4

cr=ar+br- t6+9=25âc=5
c5

a4
Logo, Fj(5, 0l e F,[ 5, 0], 4[4, 0] e A,[-4, 0] e a ex-

.5

25, DeteÍninea equação ds hipéÍboe de ceftro [3,5], com
um dos véft ces em [], 5l e um dos íocos eÍn [- 1, 5).
Resolução:
pelos dados do prcblenla, o exo rcal da h pérbo e é
para e o ao exo Í clja equação é da Íorma:

tx - x.l, ty y"l,
dr i=

Fazendo Lrm esboço dâ hpérboe, ternos:

a=3-1-2
c:3-[  ] l=4
b,:c,  ar=16_4:12

Slbsütuìndo os d€dos na fóÍnúla, obteÍnos:

i r  x,) ,  (y y" l ,
t  r , .  

= ' -

t^ 3Ì [y s]'
412

Logo, a equ€ção prccurcda é

(x 3l' (v - sl'
4W=

t
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Deteffnine a equação da hipéúole, dados:
al os locos F1 [8, 0] e F,(- 8 0l e os véd ces A, [5, 0] e

4i 5, ol
bl os vátces 4(3, 0) e A,[ 3, 0] e a d stánciâ entr€

os íocos iguàla 8;.
cl os véllces At[3, 0) e 4[ 3, 0] e a excentricidâde

Quat a 2

Determ ne as coordenadas dos focos, âs coofdenadas
dosvértices ea excentctdêd€ das hipéúolesdaseqLra
çÕes
a) 4x' - 25y' = 100

hì:  l  = l- ' t6 25

f\ cr:x':- ayz = 36
l \
\ \D€t€mì nea equação da hipéfboleque passa peo pon-

"Jo 
P(qr,ã, sl e tem ós focos nos ponros F1[5. 0) e

F,t  5,01.

Cacu e o compriÍìento do s€gmento 4,4 los pontos
AÍ e A, são üs védcesl numa hlpéúole de equaçao
4x'-25y'1=100.

\ ,o cLle o \ê lo demodda "êhto-oo"d-eq-aç;o

,  " + = l  passep€oponro p(í]5, 41.
_ârnda que iF, ó pãÍâielo ao eixo x.

Assíntotas da hipérbole
Vamos consideraía hipérbole ".  l .  .  de cenLro na or igem e eixo reàlhorizontà|.b '
lsolando y nessâ equação, obtemosì

,  y)  x -  h À-'  

- - ,  

t -y =:rx -  à ' : ) ry=-"Jxr-à-
D- A_

Vamos observar agora o termo x, - a2 que está na raiz quadrada. Nelê, a é constante, pois é um valorfixo nâ
hipérbolê, mas x é variável, ou seja, para cada ponto peatencente a hipérbole, xassumirá um valor realdiferente,

Então, vamos imaginârxassumindo valores muito aíastados do centro da hipérbole. Esses valores correspon-
deriam ã pontos das cuívâs mais e mais distantes de A. e 4..

À medida que x assume valores cada ver mdiores rno;ent ido posir ìvo do eiro das abscisiasl  ou cada vez me-
nores (no sentido negativo), a diferença x, a? vaise aproximando cada vez mais do próprio x2,já quê â2, sendo
constante,fica quase desprezível perto dexr.

Por exemplo, se â = l, teremos:

2 4 3
20 400 399

2 000 4000000 3 999 999

:lÍ.J. NuÍna hpérboe deexcenÍicidade gud â a6, osveftrces
são os pontos 4[2, 0] e Ar(-2, 01. Deteffnine as coor
oenadês de seus focos.

:;S Considercnros a hipéfbole de eqlação 4y, - x, = 16.
qualé € equação de urna cifcunfeÉnca cujo centro coin
cde corn o centrc dâ hpérboe e qlr€ passa pelos focos
dâ hipéÍbo e?

::' I Calcu e a exc€nÍic dade e = 9. esboce o oráf co de mdaãa
urna das hipérboles e reacone o vaÌof de e com a Íes
pectiva Ígura:

aJ r  - r=r

t5

DFle-Íri'ì- d equdç o ad hp. oop cLjo. rocos sao
Frt3,6l€F,t3,  6 l  eoexo magináfoé2b = 6

Quel e a o,s la ' ìcé ocdl  "  hoeooe c a eqra áo e
4x'? 251 32x -  t00y 136 = 0?

:'3,0 centro de urna hÌpérboe é o ponto [4, -3), seu exo
rcâl é 2a = 6 e o etxo irnag nárlo é 2b = 4. Deternìine â
equação dessa hipérboÌe € seus focos Fr e F2, sab€ndo

t

cl : - l= l
t3

e assim pordiante.

Então, podemos consideraí que, para valores muito grandes, ou muito pequenos (se xfor negativo, ao quadra_

do f icd poskivoeà di ferença eè mesmd),a equaçáo dà hipérbole y - .  b , , ,ç J , .uproxima dey - -  
b 

Vx, e,
h

portânto, de y: Aax que são retas qu€ passam pela origem e têm, respectivamente, declividades:q e lq.
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A essas Íetâs dâmos o nomê dê asJírfotat que são as retas para âs quais tende a curva, emboÍa nunca as to-
quem (pois o pêqueno â2 sempreestârá presente).

No gráfico de5sa h ipérbole, podemos facilmente determinâ r pontos d essa reta, constÍu indo o rêtâ ng u lo IM N PQ
que passa pelos pontosAl'42' 91 e Br:

observe queas diagonais desse retángulo são retas de declividades I e 9, respectiuamente.

Deagora em diante, para traçarmos ográfìcode uma t'iperfote poaenios coï'eça r trãça ndo as assíntota s (bâs-
ta ter os valores de a, b e as coordenadas do centro) e depois, à mão livre, conduziÍmos as duas curuas que coÍn-
põem a hipérbole, sem chegara tocaressas retas, mas aproximando as cada vez mâisdelas.

Generalizando, as equaçoes das assrntotas seráo:

h
y -  yc = r :(x -  xc) Ge oeixo realfor hor izontal)

" .1.

- xc) (se o eixo rea I for vertical)

26. De.err re a. eo açdes oas p-r asïnrorês da h oeroo e de eor,aÇao -' 
0,5

Resolução:

Da equação,vem

fcentro 
ots,zl

]a '=64=a=8
b'=36+b=ô

Lexo Íea horzontal

Equações das assíntòks:

A / 
4y - 8 = 3x - I 5 + 3x - 4y - 7 = 0

v ,=+-: f r  5ì'  -8 -  \ .y r-  , , .  b-3r r4)-z i -o

Logo, as equações das retas assíntotas são 3x - 4y - 7 = 0 € 3x + 4y - 23 = 0.
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Exer<ícios propostos

D€tem ne as equações das assíntotâs da h púbo€ d€
equaç40:

al  gx'z -  l6y'?= 144

_. tr - 31. ty - 2),
"  16 ,  

=

As eqlaçÕes das âssíntotas de uma hipérbole sãoy = 2x
e y = -2x. Se a hipéúo e Ìern véftices4(3,01 eAr[-3,0],
deteÍnì Íìe a eqlação da h péúole

Obseruemos a figura:

Quando temos b = a, o retângulo IvìNPQ se transforma num quâdrado. Nesse
peÍpendiculares e a hipérboJe édenominada hlpé rbole eqüilátera.

A equação dessa hipérbole eqü ilátera de centro O(xo, yo)él

(x x,) ' :  ty y) '  "
J J 

= '

ObseÌvaçãor Uma das hipérboles eqúiláteras mais famosas é a que descreve â relação entre a pressão e o volume
de um gás perfeito a temperatura constante, conhecidâ como lei de Boylê,5egundo a qual o produto da pÍessão
pelo volumeé sempre constante em condições isotéÍmicas: PV: k.
Entretanto, a equação xy = k não se paÍece nada com as hipérboles estudadas até âqui. O detalhe é que todas as
hipérboles estudadastêm os eixos reale imaginário paralelos aos eixos x e y. Se os eixos reale imaginário nãoíorem
pâÍalelos aos eixosxey,apâÍeceÍá otermo xy na equação da hÌpérbole e, mais pârticularmente, se as assíntotas de
umahipérboleeqüi láteraforemoseixosxey(eportantooseixosrealeimagìnárioestáosobreasretasy:xey:-x),

então ã equação da hipérbole se reduzàforma xy = ! .

Dessa foíma, o gráfìco da lei de Boyle é reaÌmente umâ hipéÍbole eqüiláteÍà tãl como as estudadâs nêste capítulo,
com â difer€nça deterum sistemâ de coord€nadas rotacionôdo de 45" em relação âo sistema decoordenadas mais
adequado, que é o paralelo aos eixos reale imaginário e adotado neste capítulo.

caso, ãs assíntotas tornam-se

Se o centro dessa hipérbôle
é o(0,01, sua equaéo é:

r : t



27, Os íocos de uma hipéúo€
eqüiáte|a são Fr(1, 8l
e F2[1,0]. DeteÍnìln€ a equa-
ção dessa h péúole

Resolução:
Pe os dados do prcblema de
duzmos:
centro:o[],41, o porìto rné
dodeiF,

pos çao da h pérboe:€ xo rcalé paÉ e o ao eixo y va or
da dlstânciafocal:  2c = 8+c = 4

tipo de eqLaqão. i+ - 
t" \r - I

Como a h péÍboe é eqüláteÉ, temos

c2 = a2 + a2.:t 2a2 = j 6 = a2 = I

Loqo. a eouacào e 4 -  r"  ! : l
88 i

Exer<ícios propostos
Detemine a equâção da hipébo€ eqülátera:
al  defocos Fr(6,0l  e F,[-6,0];
bl de centro (2, 4l e unì dos vénices enr [2, 2].

Determine âs coord€rìadas dos focos e as coofdena-
das dos véÍces da hipérbo e eqüi láteÍa d€ equâção
)<,-y,=2s

Nurna hpébole eqü át€m com centro €rn [0,0], a d sÌan
cia entre osvénces é L Sabendo que os locos estão sobre
0 exo y, delefin ne a equação dessa hpérbole.

Consderc unra hipérboe eqü látera, conì cenrc em (0,0),
cujos focos Fr € F2 estão no exo x € qu€ passa pelo pon
to Pf 3.  2r . \es:d-co-d(Õe..cel . |ê"dÍeadoÌ âr
gulo PF,F,.

t iÍtii.:Ì lqgçilïjqjfi ìi; *,* ÍÌr3qÌiDi,i.,:

Nocapítulo2,vimosque,paÍâaequaçãogeralAxr+Byr+Cxy+Dx+Ey+F=0repÍesentarumacircunfe-
rência, píêcisâmos atendera três condiçóes:
ls)A=8t0

3e)D'+E'  4AF>0
Agora, vamos ver quâis condÍções precisamos ter pa Ía que ô equação geral

Ax'z + B)t + Cxy + Dx + Ey + F : 0 representê uma paráboÍa, uma elipse ou uma
hipérbole.

., i;irr'r1.r-Ì:1
1.) A = 0 e B * 0 ou A + 0 e B = 0 (ou sejã, entre Â e B, apenas um pode exhtir)
2s)BD l0 ou AE + 0 (a equação geÍal precisa ter d uas variáveis,x êy)
Observeçâo:5e a equação geral tiver ape na s uma variável(ou x ou y), então ela representará um par de retâs ou o
conjunto vazio,

1e)AB > 0eA * B (ou sejà,4 e g precisam serdi ferentes eteÍo mesmo sinal)
,D)F'

2s)BD'z AE'? - 4ABF > 0 [ou, ahernàrivàmente, 
; ;  -*]

ì 'i') t í{:1"J I s
1t)AB < 0 (ou seja, Aê B prêcisam tersinais dìÍerentes)

,Tì)F
2ïBD'] - AE'z aABF , 0 

[ou, 
àlternativamente, 

- 
+ - 

-IF)
Observaç5o:5e BD, + AE, - 4ABF = O, a equação geral representâ rá um pâr de retas.
Umã manêiË alternativa de se reconhecera cônica é escrever âs êquaçôes nâ forma reduzidâ usando completamento
dequadrad05.

EmboraC:0nãosêja
condlção n€cesúria paÌa
termos paráboÌas, €Ììpses
ou hipérbohr aqui estâmos
s€mpre conídenndo que

condiçõ€s valem se C : 0.
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28. N o sÌstema de coordenadas cades anês o qle é r€prcsentado em cada equação abâixo?
al 4x, + 9y, t6x 54y + 6l = 0
b)3x'z 2y'z+4y 2=0

Resolução:
a) CorÌroÁ = 4 e B = I são difercntes etêrn o mesmo sina, temos uma provável elipse,

Se-doD Ib, l -  -  -5.e- -  6 l  rcros
Ín,
l" ' - l----:l - l,-j:1 -í,4 ' 324,38A

lAf -  241

Como 388 > 244, temos uma eipse.
Logo, a €quação dada representa uma elpse.
Outra rcsaluÇãa
Vamos obter â equação rcduzida:
4x,-r6x+_+ql 54y+_=-61 + + +4(f  -4x+ J+gtf  -6y+J=-61 + +_=

=)4(x ' : -  4x+4) + S(y '? 6y+91 = 6l  + 16+ 8l  =4[x -2] ,  +9[y-  3),= 36+

92
Logo, a equação fepresenta uma elpse

bl Como os sinâ s de A = 3 e B = -2 são d ferentes, temos urna prcvável hipérbo e.
Sendo D = 0, E :  4e F = -2,temos:
Ín,
l :+:=a+1=n Â= R
lA B 3 2 - '

l4T -  -8
Corno -8 = -8, então rãoé !mâ hpéÍboe.
Logo, a eqlação dada representa um parde Íetas.
Outra resolução:

3x'-2y 'z+ 4y + =2 + _=3x, 2(J,  -  2y + ) :2 + _à 3x,  -  2ú2 2y + 1) =2+ (-D..
.+3x'z - 2ly - ])'z = 0 (rão é lma eqLração rcdlzida de h pérbo el
Enlão:

lv3^J - lv2ív- ì l  -0-  Lr3 '  I  vz(v r j . l lv3^ v: ty t l l=o-

=(f,s* + f,zv 'lz)(Jz" Jív. ̂ líJ =o'J's* 
* 

'fzv - uã = o

'Jg*- . fzv+ú=o
Logo, € equação ÍepÍesefta um pârde Íetês

I

ExeÌcícios propostos '

4C, Reconheça o que representa câda equeçêo no p€no

a)3x'z+ 2y, 12x+ 4y + 2: A
b) gx'z I6y2 36x 32y - 124 = A
c)x 'z 2x y+4=0
d)x 'z+y,+2x-4y- l l  =0
e) 4x, 9y, + 8x + l8y - 5 = 0

4ì,No sisterna de cooÍdenadas cartesianas, a €quação
4x'z - 9l - 8x + 4 = 0 ércpres€ntada pof um[a]:
al  elpse.
bl hiÈérbole.
cl c rcunferênôia.
dl paÉbolâ.
el paf de rctas.

li



ffi Outras aplicações

29. Dada a íunção quadÉtica y = x, + 6x + 5, obtenha
as coordenâdas do íoco da parébola que representâ o
gÍáílco dessá íunção.
Rêsolução:
Completando quadrâdos:
)- \ , '6.-5-)  c-  _\ .  6._
=y 5+9=x,+6x+9i
=y+ 4 = (x+ 31,+[x + 3),-y+ 4
Cornpamndo coÍìr [x x!), = i4c[y yv], reÍnos que
ascoodenadasdovédc€são [-3, 4J eopâÉmetro

c é igua â . Então as coofdenadas do Íoco são

-3 € 4 + -:, ou sele. Fl -3, j I
4 \  4)

30. Unì aqutelo pfojetou no saão centralde uÍn espaço
cJrJ?ldJa. oareoes oêt"oot.ds opostès Lr€: oL
tm, de forma qle duas pessoas, corn sLtas cabeças
posicorìadâs cada !ma no respectivo íoco da parábola
de sla parcde, podeíam convemar noffnalrnente, sem
prccrsaf gritaf Sua obÉ vrou urn sucesso, com todos
os visitarìtes do espaço cu tuÉ qlr€Íendo €xpeÍimentar
o ta teeíone de par€de . Entrctanto, algufs visitant€s
têm dfculdad€ de encontÉf o ponÌo coffeto onde a
conveBação é peíeita (no foco da paÉbola) e Ícam
mexendo a cab€çê até consegu f.

O pé direito do sâlão ldstância enrre o châo e o teru.]
Len 3.2 - Í .  ao sd- d doLr at--" \Fl , .dtpetospol
tos no cfìão € no teto onde a pârede parabó câ corneça
eacaba o ponto da parede m€is afastado d€ssa vetlrca
está a 64 cm. Aérn disso, âs dLrâs pafedes paÍabóicas
são iguêis e têm eixo de s metda hofzontal pâssando
a 1,60 m do chão Quâl é o mehor lugâr paÍa se po
sconar € cabeça paru urna convemâção p€deta em
rclação à vefticêlctada acirna?
Resolução:
Prccisamos obteÍ a eqLra
Elo dâ parábo a. Escoihe,
remos urn s st€rna de cooÈ
d€nadas ad€quado qu€ s m-
p if, que o processo analírico.
Poftânlo. o eixo y co jìcid É
corn a vertcal ctada no
enuncrado e o eixoxcoinci-
drÉ com o eixo d€ simetÍia
A escâa será em centÍme
lf0s
Assm as coord€nadas do véftice serão V[ 64, 0], e
dos ponÌos, A[0, ]60) e A[0, - ]60).  A equação da
paÉbola é, emão:
tY - 01'? = actx + 64) =y'? = 4c[x + 64]
Substituindo o ponto A na equâçâo, temos:

t6o :4cfo + 64ì = 4c:  160 160 r .  = Ìnf
64

PoÍânto ês coodenadas do foco nest€ s sterna de cour
d€nâdas são [-64 + ]00,01 = [36, 0] .
O melhor lgar paÉ poscionaf a cab€ça é a 1,60 rn do
chão [ond€ passa o € xo de s metra da parábo a) e a
36 crn da ìnha vertcal do pé da pêrcde, que é o ponto
do foco da paráboa

I Exercícios propostos

42. A tabe a abaixo rnostra a excentf cÌdade da órbitã er pr ca
âo rcdor do Soldos oito p anetas do s sterna solâr Qual
dos oènerês eìdd brèrê$pd -cidacor Lrê. i , .  r -
íeÉncia? PâÍa esse planeta, cacul€ a djferença percen-
Lele t€ o |jÍì-e.ì o oo seTt e \o Ìeno e do Tnarot.

0,206
0007
0017
0 093
0048
0.056

Urâno q,a4
0,009

ti:-1 Dada a função quadrátca y = -4x, + 8x + 12, obtenha
as coofdenâdâs do foco da paÉbola que repÍesentr o
gÍáÍìco dessa funÉo.

,:;: Sabendo que a ófbta d€ l,4efcúfio ern tomo do So tern
excentricdade 0,206i qre o so é sempÍe um dos focos
da eìpse das óúitas panetáÍras: que a undade astronô
rnica []Al val€ I paÉ a dstáncia méda entrc o So € a
TeÍa; que o ponto da óÍbta ern qLre o paneta está rìrais
aíastadodoSo charna s€ aíéio e, noafélo, l/ì€fcúrio está
a 0,47 UA do So I e que o ponto da órbrâ em qle o pla
neta esú ma s póx mo do Sol chanra se p€ é io, oDrenna,
em unrdades astfonôrnicas, a d stánciâ de [\4€fcúro ao Sol
no perélo. Llse sua ca culadora se desejaÍ.
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' DeteÍnine a equâção dê parábolâ quetem:
al foco no ponto F[ 5, 0] e d rctfz de equação x = 5i
bl foco no ponto F[0, 4] € véftjce V[0, 0]i
cl foco no ponto Ft3,5l € dÍeÍiz de eqlaçãoy = ll
dl foco no ponto F[2, 2] evéíceV[2, 4].

?. Deterrnineas coordenadas do foco ea equação da reta
dlÍeÍlz das parábolas q!e têrn porequação:

lS0oesl€o Lernbre se. ooÍ eÀeTnoo. de oue
! '

c) v'1 = 2ú,.

au=|*

, = /lìì
\2)  )

al  v 'z= -6x

b)x'z= 8y

,3. Encontre as cooÍdenadâs do védice as coordenâdês
do ioco, a equação da reta drrctiz € a equação do exo
d€ sinì€tr a das peÍáboas de equações:
alx '?+4x+8y+12=0;
bly 'z+2y 5x+l l  =0.

l!,0svaloÉs d€ b para os q ais a parábolay = x'z + bx tem
Ln j ' ì  c0 p0nt0 eÌ con.r c0Í a Íela )  -  

_sèc:

al- le3 c) 3e I  e)0e2
b) 1e2. dlOe L

5.Os gráfcosdef(x) = x _ I  e0(x) = 2x'? -  3x + mse
interceptam em um ponto apenas. 0 gÉfco dê g[x]
corta o eixo y no ponto de odenada:
al  I ,5.

ibl0,5.

c)o
dl r,0.

e) I ,0.

S. Seja V[h, k) o vért ce da parábola de eqlação
x'? - 4x - 4y + l2 = 0. A retâ de equação y = 3 intef
cepta a paÉbolâ nos pontos ,l e B. Deterrnine a área
do triángulo VAB.

r. Erìcontfe as equações das parábolas:

L Detemine a equação da €lpse conhecendo:
aJ os focos F1[0 4] e Fr[0, 4] e as exÍernldades do

eixo nìa oÍ 4[0, 6] e A2[0, -6]l
bl0s focos Fr[0, 4) € Fr[0 -4] e a excentÍicidêde

3
$. Deterrnine as coordenadas dos focos, as coordenadas

das extrernidades do exo maior e â excentrc dade das
e rps€s d€ equaçao

èl4i ,+9v,:36 cì  + L=l
bl . ,+2yi :50 3 6

1(ì. Considere a elipse 9x, + 4y, l8x l6y I I = 0.
EncontÍe os valofes do centrc, eixo rnaiof, exo menoÍ,
d stánc a íoca e excenÍicidad€, assm coTno os íocos e
extrernidades de cada eixo.

'  .5ejêT F. e F.  o)  o.o.oaepse::- f  QLa)2\9
as equações das ciÍcunleréncias que passarn pea of
g€Íì elêm centros Fr e Fz?

'N2. DeÌerrnine a equação da hpérbole, dados os focos

Ftt0,5) e F,tO, I  eaexcentrcldade guala].
3

'! iì. Deterrn ne as cooÍdenadas dos focos, as coofdenadas dos
véÍÌ ces e â excentr c dad€ das h péúo es d€ equaçôes:

al"? -L: l  cì  |  l= l
a '94

b) 4x'? gy'z = 36

l4.Ache o certrc, os focos, os vértc€s e as equações das
assíÍìtotas da h péúoe gx'z - l6f - 36x -34? - 124: 0

'lS,Considefe uma hipéfbole eqü áterâ que passa peo
ponto P[]3, -l2l e cujo eixo rcalestá contÌdo no exo
das abscssas. Sendo Fl e F2 os focos da hipéfbole,
deternì ne a áfea dotriângulo PFÌF:.

'16, Os ponros Ar. Ar. Br e 82 são, iespectivament€, as ex-
trem dades do exo rea e imag náÍio da hipérbole de

.qLa(ão "  - -  Nes)e(a.order-3664
do quad látefo 4,4,, B, e 82 é:
al 96.
bJ 48.

t

c) 24
dl 64

Ì,/. Encontrc as equações das hipérboles:





S_Esrt qlrrqt!tr!3l
l, 0Jn fofco Seja a paÍábola de equação y = -x'z - 4x + 1.

A equação da fek que passa pelo vértce dessa paÉ
boa e oea oÍioeÍn do sstemâ cartesâno él

cl5x_2Y=0

2. IUFC-CD Cacule a árca do quadf átero que tem dois
vénÌces coincidindo com osfocos da elpse

:- | - | e oJtros dois com as e\uemidades oo
25 16

eixo Ínenor da e ipse.

3. IUFPA) DeteÍnine â disÌânc]a entre os focos da eipse
sx'z+ gy'?- 10x -  31 = 0.

4. [UFC-CE] O núrnero de pontosde inleÍsecção das cur-

vásx,  +v,  = 4e: + |  = I  é ioua a- l5 2 -

a)2x+5y-0
b)5x+2y=o

a)0

dl l3x+2y=0
el l3x 2y=0

cl 4.
d5.

eJ6

5. [Unifof-CE] Na ÍguÍa abaxotem-se uma elips€.

Se OB - 2 crn e 0C = 4 cm, a eq!âção dessâ eipse é:

, t  * ' *  Y'  : ,- '  12 4

r ' )  ï+t  
:1.

"r  
4+4 -r .

6, íJeceì A rteseÉo oos g"ê icos oa e açào \' - y - 0
edafunçãoy+x=3ocoÍe:

al ern nenhum p0nt0.

bl ern âDenâs uÍn Donlo Pl : : I
\2 2)

"l "r "o"nr" 
rr 'oomo pÍ 9. 1ì.

'  \  2 2)

dl ern exatament€ dois pontos.

7, [Uece] Aequaçào x'z - y2 - 2x + 4y - 3 = o Íeprc-
sentâ urn[a]:
al crcunfeÉnciâ. c) padbola.
L'pl  , . -  . l ì  nÌ  r"  

'ê 
, "  ^- . .^"enÌes

24

el 1+ L=l
4 t6

8. (UFC-CE) 0 lugar geoméïico dos pontos do plano
cartesiano cujas cooÍdenadâs sâtislâzern a equâção
Y'-2y=3-x 'é! Ín[ê] :
âl paf de rctas concoffentes.
bl cÍcunfeÉncia.
c) paÉbola.
dl e lpse.
el hipétuole.

9. [UEL-PR] Em uÍna praça dispõe-se de !mâ região Íe
tangular de 20 Ín de cornprmento pof l6 m de aruu€
paÍâ construir uÍn jâÍd m. Â exemplo de outÍos cântei-
ros, esle deverá ter a íorma e Íot ca e estaf nscrto nes-
sa Íegião retangular. PaÍa âguá o, seÍão colocados as
persofes nos pontos quê coÍespondern áos focos da
elipse, qua será a dsténciâ entrc Òs êspercofes?

clsrn
dlr0m

âJ4m
bJ6m

e) 12.rl

10. [V!nesp) A fgura rcpresenta umâ elpse

A partf dos dádos disponíves, a equação dessâ elip'

aÌ-+4=l

hì  Lx+ÒI !Ly / r  _r
g 16

c)tx-s) '?+0 , ,=1

,, t '  -  5) '  ly +1)'
t  

,  '  16 
=

-.  ( \  |  3J L\ ._,
_57

ì Ì .  L 'u\es,-ST A elpse \  +l=:  eè €tav-2r + l ,'24
do plano cartesiâno, se intercepiârn nos pontos A e B.
Pode-se, pois, âÍfinârque o ponto médo do segmento
AB éi

"(++l "l.á+J



'[+ +J
,[++J ' l+ |

I2. [VLrn€sp) 0 conju'ìto detodosos pontos P[x, y] do pla-
no, corn y + 0, pam os quaisxeysâtislazemâ equação

senl-- | l=0èumè:

al íamíi6 de parábo as
blíamíia de crcLrnferêncas centÍadas nâ origem.
cl família de reks.
dl parábola passando peo ponto O[0, ]1.
el cÍcunfefênciâ centrâdê na odgem.

13. [Uníof-CD Seja ] a rcta pepend cular à bisseÍiz dos
quadrantes pêfes e que contém a intersecção dâs pa
úbolas de equaçôes x = (y 3)'ze x = ty + 71, A
equação de Ìé:
alx+y+23=0 d)x y+27=0.
b)x+y+2t=a elx y 23=0.
c)v,-y-21=A

ì4. IUFPB] Urna rcta tem coefciefrte anglrar rn = le
passa pe o véftc€ da paÉbola 4x - y'z + 6y 5 = 0.
Sua equação caftesana é:
a)x+y-2=A dJ2x+y r=0.
blx-y+3=0 elx+y l=0.
c lx-y- l=0 l3x+y 3=0.

I5. r l -CV-SD \o olano canes;no. d cL^d oe eo. d\òps
paÉÍnétrcas x = 2 cos te y = 5 sen t coÍn t € lR é:

d) Lrma crrcunf€Íênc a
bl uÍna cossenóide el lma elipse.
cl uÍna.hìpérbole.

16. IUFC CD A eipse F do pano cairesano xy obrda da
eipse E:x'?+ 2y'? 6x + 4y 25 = 0 por Lrmaüansa-
çâo qLre eva os locos de E €m pontos eqüdistanÌes da
origem esobreo elxo Oxêdmite urn6 €quação gua a:

â) uÍna senóide.

a) - :  +y,=18. d)x '+2y' .=25

bl  +L=6 el2Ár+3vr=49.
2a

cì _:+-L=t6
32

17. (uFMcl
al UÍÍa €lpse é o cohjunto de pontos no pano cujâ

soÍrr  dd) d ) .á c asados ooltoslÀoqFr.F2 é ìd
constante iguala k. DeterÍnine a eqLração da eips€

em que fr  I  -v c.u/ ,È, \v 5,u/eK=b

b) Seja C - la or-r'e-èrca d. cerúo .1. 0J F ?o Í.
Dere ì re os \alores de Í pèÍè os oua s a ller\eLç;o
de C co ì'a elpse do úer a1.êr or "ejd r io.vEr a.

18. IUFPB) A planta baxa de urn projeto paisagísrco en-
contm-se ìlust%da na ÍguÉ abaixo. A Íegião coorda
coffesponde à parte gÉrnada e está mtâda: nteÍna-
mente, pea circunferênca qle pêssa pelo ponto [2, 0],
COnCerl loraOÍigPÌ.ô.p. e tu r f l .e OeA e pseCe -
trada na oagem, com dols de seus vért ces nos pontos
(Á. 0l e to J)

A região coofda pode seÍ descfta peo conju|tol
al {tx, y) e R'
b) {tx, yl e R'?
cl {tx, vl e lR'
dl {(x, yl e lR'
el (x, vl € lR'
D (x, yl € lR'?

gxr+16yr>1441.
x, + y,  > 4 e9x, + 16y, < t44).
x, + y, > 4 ou 9x, + t6V, < 144).
x '? + y,  < 4 e9x, + l6y, < 144)

19- [Vurìesp] Fxado Lrrn s sterna de coofdenadas onogo,
nas ern um p ano, considefe os pontosO(0,0),4(0,2)
e a reta rde equação y = ]
â) Sea d süncia do ponto q[xo,2] ao pontoAé igualà

dstâncÌa de Qà ÍeÌa Ì, obtenha o va oÍ de xo, sr.tpon

bl Obten ha a €quação do ugaf geoméÍ co dos pontos
P[x, y) desse plano cuja d stánciâ até o ponto A é
lgualà dislánca até a reta r

20. IUFBA] Consdere urna eips€ e Lrma h péÍboe no plâno
caÍesiano, aÍnbas com centro na origem e e xos de s
metdâ concidindo com os e xos coordenados. Sabendo

qJe oc polro\ ÍJ or 
"  |  , j | .  

r  I  pete cer a er,pse e
\ \  t  l

que (V2,0Je t2, ll p€nencem à hipéfbole, deterrìrinê
os pontos de ntersecção dessas côn câs

21. iUníespl A pâráboa y : x, - tx + 2 tem vénce no
ponto t\, yJ.0 Lrgaf g€ornéÍico dos véftices da pará
boa qio dot\"  "  o.onj-  .odo:nJreos.eas.e:
al unrâ paÉbolâ.
bl uÍìa e pse.
cJ uÍn mmo de !m6 h púboe.
dl uÍna rcta.
€l duas rctas concoffentes.

22, (UFBAI Determ ne a Í€a do quadrláÌerc ABCD, no
qua Â e C são os védces da cônica 9x, 4y, = 36, e
B e D são os pontos de inteGecção dessa cónca corn
é eta q-e contéT è b;"sprr / do p ìeio quêd"1te
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Númçrascernplws

s descoberta.s matemâ.tícas muítas ve-
zes parecem ser, a pri1Lípío, total-
me te d.íssocíáves de qualquer corres-

pondente fia Natureza, fazentlo-nos pensar
que fiã.o possueh,Ì hplica.çâo pftitíca. Por
eremplo, o Ìnovímento apare temefite de-
sordenado de partículas flo a\ cotl1o o que se
vê quando a luz íncicle eu lugares tnuito se-
cos rcvelando míÜop.nÍículas que Íutuam
em movimealos alealònos. parecendo poei-
16, constituì objeto da Teofia do Caos, que
etplica o funcíoname to de sístemas com-

. pleros e dí âmicos. O primeíro a obsewar
essefenômenofoi o biólogo efísico escocês Ro-
bert Brown (1773-1858), a quem é atribu[d,a
a. teoría do movíme to brow11irlfio. Maís futr-
de, em 1905, Albeft Eihstein propôs que a
matéríafosse constítuíc1a de moléculas. O es'

tudo dessefenômeno deu orígem a uma ova
concepção de movimelTto, desordenado e
aleatófio, d,enomínado por Benoít Makdel-
brot (tncttemático polo ês, ascido em 1924)
de ftactal A Ceonetria eüc[idiana já nòo
?ra sufciente para explicà-lo e cada vez mais
se fazía presente e necessá.río oatrc típo de
Geomehía, a não- euc lídíqna,

O primeíro destes íractais é chamado
conjunto de Mândelbrote as outras são ré-
plícas dele contid,as nele. Por defniçã.o, o
conjunto de Mandelbrot é o conjúnto dos
polltos c do pla o complelo que satisfazem
uma seqüêÌtcía iteratfua, ísto é, que se íor-
ma por repctiçào de uma ou mai' açoes.

Os nutueros I omplexor apaíe(ew no se
culo XVI motivados pelas resoluções de equa-
ções de terceiro e quarto graus. Em 1545, o
matemátíco itu íano Gírolamo Catuano
(1501-1576) pablka seu famoso lívro Ars
MagÍâ, no qual trata da resolução da equa-
çâo de terceíro gfttu do típo f + ax + b : 0.
O problema: "Qual e a medidâ x, comum à



u.".tu d".,- "ubo "\Jhúú
de um pa-

ralelepípedo com base 15 unidades de
área, sabendo que â diíerença entre
seus volurnes é de 4 unidades?" corres-
ponderia ax3 - lsx - q e, aplícando-
se umafórmula deduzída por ele, apa-
receria a soluçã.o 4, obtida da eipressão

42- 'l- r21 + :12 + -.1-127 !caftla'
no se pefgu tava corlo um número real
poderia se orígínar de uma expressão
que contínha raízes de números negati-
vos se estas ã,o eristíam. O maís curio-
so é que era possível operar com esses

úmeros "esquisitosi mesmo que ão tí'
vessem sentido, pois matematicamente
os problemas davam certo.

Mak tarde, o matemático ítaliano
Raíael Bombe í (1526-1572) estudou o
nabalha de Cardano e veri,ficou que
rea[úente esses úmercs funcionavam'l
Sua representaÇão soíreu raríaçoes 11o
deconer do tempo, até queforam esctí-
tos díoma de produto por fi , como,
por etemplo,.Frzr : ttJ-r.lro sa-
culo XVIII, Euler inttoduz o símbolo i
paw represefitar a raíz quadrada de I
Assim, .F11í passa a ser erpresso por
11í. Finalmerlte, a represefitação geo-
métríca dos úmeros compleros elabo'
Mda pelo matemátíco, astrônomo efí-
siêo alemão Gauss (1777-1855), nofnal
do s^ulo XVIII, tomou mais sígnirtcaü'
fi seu estado e ílplícabilídade.

Neste capítulo estudítre Tos a cô11s-
trução do conjül1to dos t4úmeros com'
pletos, defnindo suas operações e re'
prese tações,

I . Em Ar Mdgnd, Ca rd ano a presenta u nìa das Íaíz€s da eqLração de
,rq. ,  a.-b 0dd.po

Essa fónÌì! a ío sugêf da â € e porTartaqla, ollrofêmolo m.te
rnãÌico tallano de5sa época.
a) Moír€ comocardanô se aeparou com o nLlmero nf tzl ao

lentèÍefcontrar.s raizet da ÊqLração qLre Íelolvja o problemi

do.ubo e do parale epipedo rnencionado
b)Ver l Íque que4 é raÌzda equaçao.

2.  Em 1545, Cardano propôs em !nì  c le seus vrosos€gunÌÊ
prob emâ Div da l0 eÌn dLrds paftes de modo qu€ seu proou

a) Req stre unìã equâção que Íâduza esse prcblema.
b)R€solva a equação obi ida,  manÌ€ndo as propr iedades q!e

sãoválldâs para os núnìeÍos reaiç.

'  perêo o -  .b^,p,oDo.oor.€

3. Eìì 197s, lúand€ brot e5tudo! a equ.ção X, . : (X,.): + Z, nà
quâ Z=a+b, l : :  len= 1,2,1,  .  Al favés de Lrm pÍogr.ma

rec!rsjvo de côÌÌpltadof (Lrnì progrâm, Ênì ioop), zvârlo! Ê o

corìputadoÍ imprjm u na t," a os ponlôs X, r. aônsÌaÌou q!e,

para cadir  va ordeZ, Lrmêfìqura€ra mpÍessa nat€ a.Amp irndo

ã5 f lg!ras descobr lu que cont inh.m copês aproxrrnâdâ! oe 5

rnesmas liruto{ef.e nançal.
ErcmP o erÌÍaidone

hft p//blqeô.1Ì.5.om/s !aidabÍ/.omp E!o.hrm

. 
A.e*. tsn 13/5/2007

Você pode, ,:om os rec!Ísos maternái cos qu€ conhe.e ató

aqora, deeenvo ver pe o meno5 Lr nì pou.o e5sâ seqúència ao

nìe.e cons deÍdndo XN = 0, depo s, façâ X = (Xr)r + Z e ii5slÍì

poo".o."oo"o,-- i ,o Ldo 
' f  "  *

S rnp e5mente ânote os resu Ìados Ê observe â seqúén. a en

conÍãda. Ela dá origern ao conjunlo de \4and€ brot e ês5e

será se! pr me ro contirto coÍì a maternálica sobre a quã essê

teoÍla fo .onírLrída.

f



Entre os conjuntos numéricosjá conhecidos tínhamos iniciâlmente o conjunto dos números naturais:

\  = {0,  r ,2,3,  . . . ,  n,  _. . }

Para que â subtraçãofosse semprê possíver, erefoiestendido e obtivemos oconjunto dos números inteiros:

Z :  Í . . . ,  -n, . . . ,  2,  -1,0,  1,2, . . . ,n, . . . t

Para quetambém a divisãoÍos5e possiver, estendemos este úrtio'o e obtivemoso conjunto dos números racio-
nais, que podem serescritos na forma defração, com numeradore dênominâdor inteiros:

Ìã
Q: Jx = : ,coma eZ,b€Z e b-Ol

Lol

Em Q,a equaçãox, = 2 não pode ser resolvida, ou seja, as soluções x = 1â e x = _1ã não podem ser repre-
sentadasporumafraçáoa,comb+oeaebpenencentesaz.nãe-rãsãoexemplosdosnúmeroschamados

b
de iÍâcionais (íI4.

Da união dos racionaiscom os irracjonais surgem os números rêais (R):

IR:QUII Í

Portanto, podemos identificar N como uma parte deZ,Z <omo uma pafte de e, e e como uma pârte de lR e

INCZCQCIR

Sabemos que, sex € R, então x, > 0. Assim, a equâçãox, + j  :0 náotem solução em R, pois:

x ' :+1=03xr=-t+x: : taf ì

e náo exìste um número rearx que elevado ao quadrado Íesulte -r. por isso, temos de estender o conjunto dos
números reais parà obter um novo conjunto chamado de conjunto dos ,1úm eros complexos,

o conjunto c é um conjunto cujos eremêntos - os números comprexos - devem ser tais que oossam ser
somados e multiplicados, e também possibilitem â éxtraçâo da raizquadrada de um número neqatrvo. Looicàmên
te, os númêros reais precisam ser erementos desse conjunto o, e as operaçôes de adìção e riurtipticaçio íeitas
sobre os números reais nô conjunto o devem ser âs mesmasjá conhecidas. Note que, se isso não fosse obseívâdo,
o (onjunto lR náo seria um sub(onjunto de O.

Ao longo do tempo, os erementos do conjunto o, os númêros comprexos, foram deíinidos dê várias formas.
cau5s, por exemplo, defìniu os complexos como Éàres oÍdenados de números redis.

Hoje em dja, a notâção preferida para defìn ir os elementoa do conjunto complêxo é a forma algébrÌcâ.

A forma algébrica
Todo número complexoz pode ser escrito de maneìra única naformâ:

t

Em Q,a únicâ divisão

por 0.

:Ìz !ãg'bi (a e lR, b e tR e i, : -t)



Essa é a farma atgébrica ou foma binomial de escíever um númêro complexo. Obseruemos que um número ,
complexo escrito nêssa formatêm dua5 Pârtes:

z= o
padê rcãl

dê,

I
Re(z) : a

i é â unidade imâginária, tâ | que i'z: -1

Aexìstênciâ do iéque permiteque no conju nto lD existâ raizde índice pardê números negãtivos, não defìnida

noconjunto lR.
Porexemplo, 5ex È O e x1 :  -25, entãox :  a5i ,  pois:

- 2s : ú1)' 25 : i?s'1 : (si)'1

5e o número complexo possui a unidãde imagináíia (ou sejâ, se b + 0) ele é chamâdo de imaginário'

Devemosobservârtambémque,seb:0, temosz=a(númeroreal) ;esea:Oeb+0,temosz=bi ,queéum
número imâginário Puro.

Ëxemplos:
1'1 Em z : 2 + 3ì.temos Re(, = 2 e ìm(z) : 3.

2e) Em z - 3. temos Re(z) 3 ê lm(z' - 0 Ponanto, ze íeal

3e) Em z = -2i, temos Re(z) - 0 e lm(z) : -2 Ponanto, z é um númeÍo imaginário puÍo

lJsando a forma algébíca, as operaçóes de adição, subtração e multiplicaçáo sáo ìntuitivas Ná multìplicaçào,

porêxemplo, bastaaplicara mesma propriedade distributivâ usada na multiplicaçáode binômios, porém observa n

do que i lé um número reale vãle -1, Não há necessidâde alguma de decorarfórmulâs

ÊxêmDlol:
r9(2+30+(-3+40:(2-3)t(3+4) i : -1 +7Ì '  r '

2e) (1 + 2i)(2 3i)=1.2+1(-3D+(2i)2+(2D(-30:2-3i+4i  6 i2:2+i-61 l )=2+i+6-8+i
3e)(r  + D (3 + 2D: (1 -  3)+ ( l  2) i= 2 1i :  2-  i

+8J

Í

Como l'z: -1, é comum
encontÍar q{Ìem defina
i : J r. u"!t" riu.
pÌEFrinrgs continunr

Ì''l. rados os númeÍos complexos z, : l + 3l e
- zz= -2+ i, calct-) e',

2. Calc! e zr - z! dâdos os números comp exos zr = 2 + 3l

Resoluçãor
z\-1:Q+3) (  I  + 4I  = t2 + 3D + t l  -  4 i ]  =
=(2+r)+i3 4Jì=3-

3. Determlne o va of rcâlde x paÍâ que o númerc complexo:
al z = [] - 2x) + 3 s€ja urn núrnero magináÍio pufo
o)z [8- \  2\-3ì i  5êd.n , reo nao

nár o pufo
cl z = 6 - [3x 5) seja urn núrnerc fea].
dlz = tl - xl + tx - 1l seja o número rc410.

Resolução:

a)z=(1 2x)+3
pêra que z selâ !m nú merc mâglnáno puro ê neces
sáfo qle Re[z] = 0, pols lÍn[zJ = 3 + 0
Então:

I
Re[z]  = I  2x=0=x=-

a)zt + 22

b)zh

Resoluçqo:
a) z\+2,:11,+30+ l -2+ )=

=(1 -21+(3+r l i= 1+41

b) zrz, = [] + 3i)t-2 + l) :
= l ( -2)+l  i+3i [  2]+3j  =
= -2 + i -  6 i+ 3i ' := 2 -  s i+ 3(-1) =

c) 21- | + 3t) '2= 1'1+ 2. 1 .3i + t3D'? =
= I  + 6l+91'z= I  +6i+S(- l l  = 8+ 6i

üzt+. t r=l  +30+[ 2+D'?=
=(l  +3D+{4-4 +'?1 ='
=0+31+14-4i+t  r ) l  =
= 0 + 3 )  + (3 -  4D = I  + 3i  + 3 4=4 r



+3i=

rneÍo fnag naft0

Looo.,  = -1.-2
blz = i8 xl + i2x 3)

Re[z]-0-8-.-0-À-8
P€Éx=8,temos:
rn[z)=[2.8-3)=1310

VefÍcando,pamx=8:
z=[8 8]+[2.8-3) =0+]3 = t3 i [núme
fo maginádo purol
Logo, x = 8

c)z=6 i3x-5) i
Para que z seja rcal é necessário que rn(zl = !.

lm(z) = [3x- 5) =0+-3x+5 =0=x= I

VerÍicando. oara x = 1: 
3

'3

í . ìz=6 13.;  5 l=6 ts-str=
\ .J

=6 0 =6[númercrea)

.5
-3

d)z=( l  x l+ix r l
tuÍè oLezser 0 e .pcpsd, oquF R"r,,r- 0et"1vl - 0
Então:
Re[z]=0+l-x=0ìx=l
rn[z]-0=x-t=0+x=l

Veriícando, para x = l:
l . i  n- í '  r i - '  ,  r  -1.  0 0-0
Logo, x = L

4. Eíelue as opefaçôes indicadas:
al t6+5D+t3-40
blo- l  t3-2D
cl tr + ltr t l
dl Ìì. i,, i3, i!, i5, 16. ' 

3

e)t3-D3
Í) (2 3) '  -  13 i )2ì
Resolu.ção:
aJ t6+si l+(3 4l l=6+5 +3-4 =

=(6+31 +[5 4] Ì=9+i
bl i r  I  t3-2D=1 i  3+2-

=[]  3 l+(2 l )= 2+i

z=[]  2x)+3 =Ír-z. l l
\  2)

=[ ]  t l+3=0+3=3i[nú
PUÍoJ

o

cJ | | Ì ! | |_U=' | - l+|1-.=
=t i ,=1-[  ] )=t+t=2

r= I

'= i ' i= t - t l i=
t ,=tÉ1,=t_r l ,= j
i5= 4 = I  =

6-Éi,=tr- t l -_ l

t=43=tt_l= i
i3=lara=l ' l  l
obsetue que as potências dei começarn a se rcp€trÍ
depois de ia. De modo geml, temos:
É"=t l "=l

I  . t - l l  = - l
. i , . i= r . t_ l l  . i=_

0u seja:

el  t3-D3=i3 l (3-D=
- !  2.3 ,at l - , - fg 6,  ,  j .  J=i8 6)t3 )=2a 8Ì- t8+6'=
=24 26i-6=18 26

Í l  (2 -  31, (3 l2i=
=2'  _ 2.2.3i+ (3D' -  16 _2i1=
=4-12 +9, 6Ì+2,=4-t8i  | :

5.Cac!eovaorde:
al ia'g bl rm

Resolução:
€l  N = r43. i= útr : .  =

O!, de out|a rnaneiÍa:
=t  ry4i= r i= i

b l rú=(1,150=( r lso = l
OLr de outm rnanerÍa:
i , ! i=(r4)4.0=0=r

cl  3 r5 i r6
= i  l l i  :  I  :  - i

Entã0, ternosl
3r5_i ,6=3(- l  t :  3 i  l
Porranto,  3Ìr5 16 = _t  3.

i roo: iô = t \  Ì00 4
[ 20 25\o

J4= jL: i \  49 4
\  noo
\- t  '

is :F= i \  rS l4
\_3 ï

r?í : i r= t \  74 [
134 18
\2

6.Resolvaâ eqlaçãox, + 4x + b = O.
Resolução:

4+./5;r

2

[nìpossíve ern iR]

-4 ! \'i

I

.l



Em 0 podernos resolvé l€, Assm, ternos:

-4! \F.4
2

2

\ '= : -2
-2
Vedfcando, vemi
S=x'+x'=(-2+D+t 2- l= a
P=x'x ' - l2+i)(-2 )-4+2i  21 (=
= 4 -  t - t l :5
Satisfazendo enuiox'z- Sx + P = 0, oLt s€ja,
x2+4x+5=0

7. EncontÍe o número complexo z tâl que
al42=z (-9+60;
blz i33 = i13 - z
cl iz=z 1+5

Resolução:
al  42=z (-9+6Dã

=42 z=-[-9+6D+32=9 6â

Logo,z:3-2i .

b) z- i36 = ia3 -zez+ z- a3 + ì36ì

t i

-22= 
-  + 1,+z= --

22

r i
L000.2:---'22

cl lz=z- l+51
Comoz:a+b,temos:
[a+bi ]=a+bi  l+5ì=

= b+a=te l l
[ -n=a t

+[b+5] i=l
tê=o+!

b=b+5 t=-2b=4=b=-2
a= 2+5=3
Logo,z=3 21.

8- caclle o va or de:
a)( l  + ) ' ;  b)0 +Dn; c l t l  + 1".
Resolução:
â) ( l  + i l 'z-  l '?+ 2i+i 'z= 1+2i+l-1)=2i
b) 0 +t t ,o= t0+ ï Ì '  = t2 i l '  -

=210. tD:1024. i '= 1024
cl  0 + Ì '=t l  +L]a. t r  +D=

= 1024 ( l+D= 1a24 1024

=-2+ e

Í

'I tDados os númeDs comp"*o" r, : t + zi t, = -l + :l
e/  -  /  2,cac-e
a) 21+ z2

. Ô)zt  -  22
c),zt z,

.'d) (z\ + z)23
e) l \+z)+1

2. Determine o número z em cada casol
a)32+4 -z 6 'z1
b)32:z+

(3. Efetuel
a)P

bl ,.

o i"'

4.Sendoz = 2 -  2i ,  calcue:
a) z'

5. Resolva o ssterna ] : - '  : '  -  .  ^ .
154-tz 

=t+31

de varláveLs z, e 22.

6. Detemine o valofdex, rcâ, para que o núm€ro complexo
at(J - ,  -  t  sejaLì l l r ìeo nag à,ooJo.
bl [x'z - 1] + seja um número magináfo puro;
cl x + (x'z - 4)iseja urn núÍn€ro Íea;
dlx + xìsela o númeÍo reâL0l
ql"  4,  . r  -  í \  -  ^r  5pjo Jr 1u' ìero inàgrnà-

í) x + lx'z 7x + ]2liselâ um númeÍo reali
g) (l xD[x + ]) seja um número rcal.

7, VefÍìque as segu ntes igualdades:
a)(2 3i)(  2+)= r+8i

í l  I  Ì
bl i3+ l i3-  ) l -  + - .  l=2+l

\Ò tu )

o(ú , )  ( r - i 'ã)=
d)0 D"= 4

8. Ivlostrc que os núÍneros cornpexos zr = I + e 2, = I i
são as souçÕes da equsção I 2z+ 2 = o.

9. Encontre a expfessão geral da ad ção e mu t plicâção
de númeÍos coÍìrp €xos na foma aìgébÍìca, supondo
quezÌ = ar + bì  ez2= a2+ h, .

l0- PÍove que. se zé unì númeÍo comp€xo, então
(1 + z) '= 1+ 2z+ z '

s) z: + z,

)a+11+z)
) )2,  zr  '

n)1+zâ-z:

I t  1,"

h) 165 + 5i,o - t3lr
i) t l  2D'
D i6m r,ú

ExeÍdcios propostos



@ Conjugado de um número complexo

A propÍ iedadedo inveÍso mukipl icat ivo pode serescr i ta da seguinte maneira: sez 10, existe um único núme-

ro compiexo taique z, :  1,

Comopodemosdeterminaro número 1 nalormâalgébrica?

Pàra isso, precisàmos det ini Í  oque vem a sero conjugàdode um número complexo.
O conjugadode um número complexoz - (a,  b) = a + bié o númerocomplexo Z = (a, _b) _ a bi .

Exemplo5:
1q) Se z:2 + 3i ,entâoZ:2 3ì .
2e) 5e z = -3 4i, entáo Z : -3 + 4i.
3e)Se z = 2, entãoZ = 2.
4e)Sez = 5i ,  entãoZ - 5i .

i
5e)Sez: i ,  entãoZ -  - i .
6- ' )  5e z:  (2,3),  entãoZ = (2, 3).
7e) 5e z = (-1, -1) então Z :  (-1,  1).
8e)Se z = 0, entãoZ :  0.

Propriedades do conjugado
le)Sez=â+bi,então:

72 - à) b:  (que e Íeal ,  posir ivo ou nulo)

l?=ã+hi
Dados ou hipoteses ]: 

_ -
lz:a_ol

Tese{zz-az+b,

Demonstração:
Efetuando o prod uto zZ, temos:
zz = (â + bi)(a -  b i ) :a:-  (bD,-a,  ( -1)b, :a,+ b,

2!)Para o número complexo z,temosque:
z -  ZÕz é número íeal
Demonstrâção:
Sez:a+bi , temos:
z=Zêâ + bi  = a -  b i (>bi  = -bi<. ]b = 0<ìzéreal

39i Se zr e 22 são n umeros (om plexos, entào:

4i1 -Zj + Zr(o cortjugado dâ soma é iguâlà soma dos conjugados)

Demonstração: ,

sezr = a + biez2 - c + dì, lêmos:
z,  + z, :  (a + br)+ (c + di) :  (a + c)+ (b+ d) i  = (a+ c) (b+d) i= a +c _ bi  d i= (a bi)+ (c _ di)_

4e) Se z1e z, são números complexos, então:
Zi1 =Z 1.Zr(o .onjugado de um produto indicado é igual ao produto dos conjugados)

9. Detemine o núrnero cornp e,\o z tal que 2z - I =Z+ .
Resolução:

Considercmosz=a+b.
ErtÁa 2z -  1= 7+ië2la +bi l  -  I  =[a bD +r.+
è2a+2h 1=a b+ <r

r+[2a - ] )  + 2bi = a + [-b + ] l
lgualando as panesrcas e irnagJìáfas, temos:
2a 1=a=>a=1
2b:-b+l+3b- l3b=
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Demonstrãção:
Sez, :  u 16'  e22=c+d,temos'
zr4:  (ac bd) +(bc+ ad) iàzã:G. bd)-(bc+ad) i

Sabemos também que:

21- a-bi  eZ2=. di

z,z: = (a bi)(c - di) : (ac bd) - (bc + ad)i O
Comparando O e O, concluímos quel

o

G} Divisão de números complexos

o quociente A entre dois números compìexos, co 
-.r+ 

o,e a^a" o", jt, = 
lfi

lO. Dado z + 0. delemìne nâfoÍma a + bidek modo

qle z. - I (questão pfoposta na página €nterioD.

Resolução:
B"st" n.  prcaÍ ur"raoor e oeno'ì  inddor po'  tor
)ea peo conj gaoo oe z qJe è dlíe enLe de 0. oois

ta + blta br) â: + b:

tâbz
z à-+b, a,+b: è,+b,

l l .Dadoz - I  + 2i ,  encontreo nv€rso mutp calvode

í lzt-0uz L

Resoluçãol

I 2. EscÍ€va nâ forÍna a + b' o not"ro 
"oto ",,o ;|

Resolução:

l í3Ìr ì  i l  3 '
3 i  (3- i ) [3+j ]  9+r l0 l0

13.Fl" lLe ,obenoo qle /  2te7 -? |  x i .

Resoluçãol

z,  1+ 2t (1+ 2i)(2 5)
z,  2+5 [2+5i ] [2 5L]

12i  12 1
29 29 292'+5'

z12 l
-- ' -  

4 29 29
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I lxeÍcrdos propostos J
t ; - - -__--
I r r. ueÌenn ne z paÍa

<ajz=l+si i

b)z = 2l
c)z:  A:

15, Deteffnine o inverco muttiptcatÌvo de z, sabendo que
e)z = 5:
l lz=3+3i
gjz= I  { l
fiz - \lt 2i.

cl  z:  - l

a)z=2+4Ì
b)z= 1-2

c)z= 1 3)
Ê)z= 2+3

d)z = -4 + 2i l
'í?. Calcule z nos casos:
--a)z=3 4i

D)z=7

16" Eíetue ês dÌvÌsões ndimclas

]3s-^zr = 2 3i  e z,  = 315,6"t"rrn"
,F'-i-t-ft_È:.

b) zt + zz

c) z,z,

tt)zÌt + z,

e)7ì,e 11
í) 7,zt

g)a + 12,

1+2i

bl_
3+2

'! 7, Escrcva na lo[ì]a z = a + bios núrnercs cornpexos:

3-2

2+l
2+i  i

",=(+)"

^\  
t+3i  - .  I  i

"  r  i  t  r r

i

! 4. Encontfe z tal que Z+ 2zi - I = 2.

Representaão geométrica dos números complexos
Conforme foi dito anteriormente, os números complexos po-

dem ser representados de várias formâs, Até agora vimos a forma
algébrica ã + bi, Outra maneira de repÍesentar um complexo z é
âtÍàvés de um parordenado de números reais, Assih, se z: a + bi,
podemos escrever quez = (a, b). (Gauss só usava essa notação.)

Poroutro lâdo, sabemos quê a cada parde números reais (a, b)
está associado um único ponto do plano. Logo, podemos associar â
cada número complexoz: a + bio ponto P do plânode coordena
das a e b, isto é, P(a, b).

O plâno cartesiano no qual estáo representados os números
complexos é denominado plano complexo ou plano de Argand-Gauss.
Dizemos que o ponto P(a, b)é o dÍlxo do número complexo a + bi.

ExêmploiVamos íepresentàr geometrica mente os números complexos
21=3 2|2,= 5,4= -2i ,za-2 +i  e zs:  2 +i .
21= 3 2i)(3,2)
zr:5=(5,0)

4= 2i .3 lo,2)
za:2+ i , -  (2,1)
z5: -2+ i .+(-2,1)

Observâçóes:
1?) os números complexos reais peitencem ao eixox, mantendo ô correspondência segundoa quarpara cada nú-

mero reàlexiste um ponto da Íeta,
2t) Os numeros imaginários puros pertencem ao eixo y.
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3a) Osdemâisnumeroscomplexosla+bi,comâ+0eb+0)perterìaemâosváf iosquadíantes,dea(ordocomos
sinâisdeaeb,

4q) PaÍa câda númerocomplexo existe um único ponto do plano e vÌce-veísa,
5?) Podemos associãr â cada complexo z : a + bi um único vetor com

extremÌdades no ponto o, origem do sistema de coordenâdâs carte
sianâs, e no ponto P(a, b),
Nesse plâno complexo, além do número complexo z = a + bi, estão
representados outros dois números complexos, z1 e 22' e a soma de-
les, zr + z,  (diagonaldoparalelograÍno formâdo porzl  ezz).

69) Aassociaçãodos númeíoscomplexosz: a + bi aos vetores perm ite o usodos n úmeros com plexos em d iversos
campos nos quais a5 grandezâs são vetoriais, Um exemplo dìsso é o estudo da eletricidade em nívelsupeÍìor; o
aluno que optãr por um cuÍso superior na área deexatâs descobrirá que corrente eléÍica, voltãgem, impedân-
cia, etc. sãotodos números complexos,

i

14. Dados os númercs cornpexas a = 4+2,2,= -3i
e4 = 4, ocalze, no planocornpexo, os pontos coÍes
poncenÌes a caoa nurì€ro.
Resolução:
zr= 4 + 21,è(-4.2)
z, = 3i= (0, 3l
23=43i4,01

15. Detefm ne os números corìrpexos coffespondentes
aos pontosA. B, C, D € E na ÍìguÍa abaxo

Resolução:
A[3 0)=z=3
8rc,2) ' )z=2
C12,1)=z=2+1
Dl 2,  1)=z=-2- i
E[ ] ,  l l=z=l-

I6. Dados os pontos coÍespondentes aos númercs corn
plexos zr ez. desculrÍa os poftos corÍespond€nÌes âos
nLrmercs -z! e -22,

Resolução:
P[] , l l ìzr  = I  + i+-zr :  - l  - i+
.ì P',[-r, -])
Qt 2.- l )=z?= 2 = z,=2+1)Q'12 1)

I  7.  I  o '  d I  e os porÌos oo pê o colespo' ìde .pc do. -L
rnercs cornpexos z = a + b, nos seg!1ntes casos
âJa=s
bla>0eb<0

Resolução:
aJ a=3

cla<0eb=0

Pontosz = a + b, coma = 3 eb qualquef.



l\,talemátka . contexto & Apt o(ões

Í .

ì 8. Num mesmo plano cornpexo, ocalize os pontos cor
respondenies aos segu nles núÍneros complexosl
z1= -3+3i  22=1+ 4i t4=2i tzÃ= -4
zi= 2 -  3l t1= 3:27 = 4.

'15- Escreva os númercs complexos coffespondentes aos
ooltosA. B. C. D. E e F do os o

20- Dados os pontos correspondentes aos númeÍos corn
pexos zj, 22 e 23,oescub|a 0s pontos coÍespond€ntes
ã0s nuÍnercs coÍIpexos -zr -z"e \.

21, Loca ize os pontos do plano coÍespondentes aos núme-
rcs cornpexosz = a + bi, nos segutntes casos:
a)b=-2

bla= I  eb>0
cJa=0eb>0

dla<3eb>-3

ela>0
f)a>2eh>3

?2- DeteÍnine os possíve s va oÍes reaisde a e b para que os
pomos coÍrespondentes aos números z = a + tì estejaÍÌì
na regão colo da.

InterpÍetação geométÌica do conjugado
Geometricamente, o conjugado t de z é representado pelo

simétricode zem relacão âo eixo x.

bla>oeb<o 18. Efetue algébrica e georneÍicamente a adção dos nú-
meros complexos z,  = I  +2ie22= 4+i .

Resoluçào:
A gebricamente, ternos:
z1+2,=11 +2i)+ (4+ l :5 +3:23
Geornetr câmenle, veTn:
ObseÍve qLr€ 23 coffesponde ao ponto [5, 3], ou seja
ao númerocomplexoz3 = 5 + 3i.

Pontosz=a+b,comâ>0€

a<0eb=0c)

Pontosz = a + bi, corn a < 0 e b = 0.
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íÏ,,eÍcíc''os proútoì

E a"-t" 
"" 

t-." *,t exo os números coÍnp€xos da
I dos abaixo € seus íespectivos conjugados
ì alz=l+3i

oca ize nelâ os números complexos:tr i .  Dada a foLrfa,
-z,Z e -2.

b)z=- l - i
c)z=3i
dlz=3
e)z= 3 -  2 l
l )z=-5+4i
Oz= -2
l ì lz= -5 f

lã Módulo de um número.complexo

Geometricamente, o módulo de um número complexo é â distância da
origem do sìstema de coordenadas O ao afixo de z,

Aplicandoo teorema de Pitágoras notriângulo OAP,temos:

lz l2:d2+b'1+ A= tE **

Observemos quê essa igua ldade vale também paÍa os pontos situados nos eixos e nos demais quadrantês.
Então podemos dizeÍ que, dado um número complexo z = a + bi, chama'se módulo de z e indica-se por lzl o

número realDosit ivo ou nulodado oor:

FI

ObseÌvação: LJma conexáo interes5ãnte com a Geometria ânâlíticâ é que, pensando nos complexos z e w como
pontos no plano,o módulo da diferença é ô distância entre osdois pontos: lz - wL = d(4 w).

19. Determlne o módulo dos seguntes númeÍos compexos: , t l
'22

el Se z = -3, então:
z = 3 =3

Íl Sez = 0, então:
zl= 0 =0

20. Descubfa a dstância do ponto 40, 2l  ao ponlo
Bt5,  - r l .
Resolução:

z= I  +2i  ew=5-i
z w=-4+3

d[A,B]= z-w = 1-, ,  + : i |  =.úo+s =s

a)z=2+3

c)z= -1 2i
Resolução:
alSez=2+3i,então:

z -  2+si l :  ú+, = { ' iã
b)Sêz = 3i ,  então:

zl : l3 i l : is  =3

c) Se z = -1 - 2i, então:

lz  =l- t  -21=rÇ1Y 114 =! ' i+ 4 =!6

dìSez=l .então:-2

dtA, B) = J0 5)' + (2 + D'



112 ruaÌemátka . ComexÌ0 & AplÌc!ôes

Propriedades envolvendo módulo
1a) Se zé um riúmero complexo, então:

à: lzl'
Demonstraçãol
Sdbemos que:
zZ: (a + bixâ bi)  :  a,  + b,

H:.,6 '+b'
Logo:

l,l' : (J^, + b, ), : a2 + b2 = Ìz
Porranro, zz - zl,.

2:) Se zé um número complêxo, então:

4=l2l
Demonstração:
Dadoz-a-bi , temos:
2=a-bi

'1  
="6'+d

la=16'+(br: !ã '+bt
Portanto,lz = lzl.

3c) Se 21e22 são números complêxos, êntáo:
z,z.l = )z,llz,l
Demonstração:
Usandoa primeira propriedade,temos:

lzé,|'z = (2.2,)(aÒ A
Mas sabêmos que:
zi1 : z 1z) w
Então, substituindo O emO vem:
lzhl' : ztz,z F, = {zF t) (z )2,) : lzl, z,l, : lzllz,lf
Comoo módulo é um número positivoou nulo, podemosextraira raizquadrada em ambosos membros e che-
gamos ao quê queríamos demonstràrl
z,zJ : lz,llz,l

25. D€t€mne o módulo de cada uÍn dos segu ntes núrne * ,,1

i

a)z=t+l
b)z= -3 -  2

dlz=í3 -J2i

26. DeteÍmine o Ínódu o de
plexos:

al (3 lt2 + 2il

e)z=3+4i
f lz=3

dz=3+aJ,
Dz= .1, - "1,

cadâ urn dos núÍnercs com

,3+4i
'  2 +i

,. tr + r)(2 + 3D
-  i i

b) zÍ,

ôlz, + z,

,)+ D z,l,

28. Localize gÍaÍcamente os núrnercs cornpexos z talquei

bl  ' -  " '

a) lz = 4
bl  lz  >a
cJ z é um maginário puro e zi > 4
dlz l<2
eJ z é uÍn maginário puro e zl < 3

29. Prove que, se zl e 22 são dos números complexos qua s
t ,  bqLr€Í com z, + 0, enÌào l:! = !1.
lzz lz '

Exercícios propostos

27,se z,  = t
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LL Forma tÍisonollglflgggggl!Ínglgr colplglg!
Sabemos que um número complexoz = a + bié representado por um ponto do plano, de coordenãdâs (â, b),

Essas são as coordenadas cartesianâ s do po nto z, Veremos agora que esse mesmo ponto pode ser representado por
suas coordenodas polarcs, que sã)o:
1?) o módulodovetord, indicado por z ou p, representandoa distância do ponto P à or igem do plâno (supondo

lzl + 0)i
2e) oângulo0,emqueO<0<2r! ,queovetordformacomoeixox.Esseângulo0échâmãdoo/gumentodez

íou arqumento principal de z)e indicado por arg(z).

113

t

Já vimos em Trigonometria que:

z:a+bi ,z+o

4:p: . , f , '+*
aryQ) :0

t4
cos0=

Essas igualdades levam a:

.o16=-a 
-6= 1z1,cos0

lz

sene: ]  =u: lz l .senr l
tz l

Substituindo esses valoÍes em z - a
z : a + bi = lzl.  cos0 + lzl.  sen 0i
PortaÍìto:

sen0: 
fr  {como<0<zn)

+ bi, temos:
: lz l (cos0+i .sen0)

z=l : l (cos0+ì.sen0i

que é chamada formd tf&onométrìco ou forma polot dez.

?1, Determin€ â representação geornétÍica e a forma tdgo
- nornétÍim do núrnero complexo dado:

a)z=1+l

b)z=r+16

clz-  I  + i
d)z = 2ì

Resolução:
a)z=l+l

0<0<2' l



Assim, a loma trigonornétrica de z é dada por:

z= z[c060+r.sen0] = Jtl cosl + . sena I
\  4 4)

VeriÍcaçãoi

^,r"E"rEL0Tn0 cos = esen_=- Ìemos
42 42

,( ..rE vãì
12 2)

.,tÇ .lE . '15 'tE
22

22
22

b)z=r+i Ìã

b=v6
Enião:

l^ '
z  =lr+,J3 : ! r ,+(J3) =, l t  =z

z2

0<0<2ri

Podanto, â íoma t gonométrica é dada pof:

z-, / [coso r i .*nor -r fcosï  .* .* j
\ó

a=- l

- -  _ 
3

zi =1 r + i; = .,(- r1r + r' = 
"ã

ar. l5cosu=-=..Ê= _
)z .12 2

t;

2,122

0<0<2r!

Logo, a forma tr gonométr ca é dada pof:
z=lz(cos0+i.sen0l=

t-l 3,I 3,! ì=vl tms +.sen- l
\  4 4)

d)z = 2i

b=2
Entãol

2l= 2i  = v0'+2'  =la =2

ç656=-a=9=6
lz1 2

-b2senb= 
E 

=7=t

0<e<2,!

Logo, a forrna tÍgonométdca é dada por:

z = lzícos 0 + i .  sen 6ì  =zí"o"4 + i . . "naì
\  2 2)

2

elz= 3
a= 3
b=0

!14_ Màtêmáti(a , (omeno & Aptkô6et

t

I
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Então:
z= -3 =3

cos0=-:=_:=- l
lz3

^b0_
zl  3

0<0<2n

=0-âÍg(zl=n

Logo, a foma tgonométfca é dada por:
z=3[cosrÌ+i .senÍ]

22. tscreva na íomìa algébdca os seguintes núÍneros

-  - (  n r ì
\  4 4)

ol,  = 
'6Ícos 

a +,  .sena I
\  2 2)

-  t  7Í  l Í )
ocjz=31 ms ^ +l  sen  ̂  I

\  o a/

Rêso||'|ção:

.  I  1 l  1t ìaJz=r lcos-+r 'sen- l=
\  4 4)

^( J, lí \ zlì 2\6
f 2 2 ) 2 2

= 
"E 

+ t"lz

to1o. z: ",E + t"lí.

o;z:  Jãl  cos]  +r.  sen] l  = '610 * .  U =
\  z 2)

=n6.0+'6.r=iJã

Logo z : ir6.

.  í  7Í  7Í \cJ z = dlcos-:-  + .s€n--  l=
\  o o)

, r  r
=el-"o"4+i  

"-* I ì l=BlL 6 \  6/ l  I
: -IJí +

Logo,z= +16 zr.

9,(';)]

Í

íd;ú,ir;pnprõ;ì
E;. ;;;"';;;;Ínérrica e a ronnâ trsonomeÍ
I ca dos seguintes números complexosi
t -

I  a l t3 +
t -
I  bl -\ i3 +i
t -
| "' ut-

I 
dr -n3 -i

| 3 l. LcÍe\a rè 'oÍna r'qo oneÌ ca os segui tes ìJ ne os

I compexos:

I  a l6

I  atz*zi
t -

i  
c l  8.J3+8

. l  o 'o
I  e)2 2i
I
i  o. '
lsJ
] 32- ta"ru," na forma aloeorica os )ea- nleò nune os

I comole"os

. - Í  , I  1t ìêl zl cos + | .sen:- |
\  o a)

bls[cos0+ì.sen0]

-3nYrc.J cos -  + 1. sen-

dl4[cosr!+.sen,r ]

e; z lç65I1;  ss. I I
\  4 4)

33, Determin€ o valor do aÍg[z] dos números cornplexos:

t+iJ3

"r. - ---;---;

J4. lJadoò os' ì - Ì ìeos co-npe\os z 1- V3iez - l :
êl coloqle-os na foÍma trigonornéÍicã;
bJ efelue o produto zrz, e cooque o na forrna trlgono-

c) constare qle lzjz,l = lzj z,l e que
arcQÍ,) = arclzì + atglz,).

I
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Multiplicação de números complexos na forma trigonométrica
Consideíemos os núm€ros complexosz, ez? dados naíorma tÍ9onométrica:

zÌ = lzÌ (cos 0r + i . sen 0r)
z, = lz, (cos 0, + i sên 0r)

zrz? = Ìzr (cosgr + i .sen 0r)Ì2,  (cos0, + i .sen 0,)  :  lzr  z, ì(cos0r + i .sen (]rxcos0, + í .  sen 0,)  -
= lz, l lz?l l (cos 0, .  cos 0, -  sen 0, .  sen 0,)  + i (5en 0] .cos 0, + 5en 0r.cos 0,) l  = lz j l lzzl lcos (01 + 0,)+ i .sen (( ] j  + 0z) l

Portànto:
zrz, : lzj zrllcos (0r + er) + i . sen (0r + 0r)l 

Í
Assim, o produto de dois números complexos escritos na íorma trigonométricâ é o número complexo cujo

módulo é igualao produto dos módulos dosfatores e cujo argumento é ìgualà soma dos argumentos dosfatores,
Íeduzida à le voka (0 < aryQÍ,) < 21Í).

ObsêÍv.ção:A Íórmulã da multiplicação de dois números complexos, segundoa qual bosto mulíiplicar os módulos
e somar seus orgumentos, éválida para um número qualguer finito d€ vãloÍes, lsso nos levará à potenciação de nú
meÍos complexos.

Divisão de números complexos na Íorma trigonométrica
óadosos núme,os comp** o " u * r.j,Tü]ii., 

ilï,ì:";* r,,
2, - lz,l(cos o, + i' sen o,)

z1
podemos obter o quociente 

z- 
, para z) - 0, àsqim:

z, lz, )
4 

: 
llJ 

tcos 10, - o,t + i' sen {0r - 0,)l

- Í  n , r ì

Resolução:

Substt !ndo osdados do probema naíórmua temos:

zz^ z z lcosl  ^ " ì , . """ Í"  ' ì l -'  |  \4 2) 14 2l l

- l  3Í  3r!  ì:b l  cos +r.sen |  '
\  4 4)

Fazendo a nteÍpretâÇão geoméidca desse proberna.

Em zrz, houv€ Lrma rotsção postiva a zr d€ um âÍìgulo

igualao ânguo de 22. Or.r seja nesse caso, holrve Lrma

Íoré(;o de j :  èz, .Coroodrg-ìenrooer,ed 
_ 

e

z. re.ebêu J n" oloÇ;o de :, o o od 10 z. e z- oêssà'2

a e a o, n-r.o oLo a l" ' "" Jd o rnool-lo
424

zrz,  ó 6 quecoÍrcspofdea 2 3aú 4122.

ÂdemonstÍâção de5sa relação pode serfeita mostrando queo produto de fl lcos (er er) + i. sen (0i 0r)l
por z, é iguôlâ 21.



Assim,o quocientè de dois nú meros com plexos na forma trigonométrica, com o segundo nÚmerodiferênte de

O,éo númeÍo complexo cujo módulo é o quocientedos módulos e cujo arïmento é â diferen(a dos argumentos

dos doir númeíos na ordem dàda, reduzidà à ìÉ volta 
l0' 

argl - 
.J 

riÌJ

i:;. Dados os núrnefos cornpexos

/ 5,r 5,! ì
7=6t .ns-+.s€n te

\  6 6)

í  -  - \w = 3l cos : + . s€n 1 L ca cule zw, w2,
\  4 4)

zw
wz

36. DprFrr  ine o rur pro oTDÊ.oz,.rabe'dooLp

z- = l0lcos r :  + .  s€n r l  l  e
'  \  9 s. l

,.- = 2oJtÍ"o, Llr + .s"n 1lrì
'  \  18 18./

Potenciação de números complexos na Íorma trigonométrica -
a primeira fórmula de De Moivre*

A poténcia 2", n F 'N_, é dada poÍ1" - z z - 'z.

Assim, se um número complexozestá escrito na foÍma trigonométrica z: ]zl(cos 0 + i sen0),temos:

z '  2.2. . . . .2-  z| . |z | . . . .  |z I . lcos(e F0-. . .  0 i  i .sen{0 ru-.1.  0) l -

^,^- ; i "  "  
!o1.de

dên íàro è. ;;;;,*

+ z" = lzl"Ìcos (n0) + i . sen (no)l (fórmulã de De Ìúoivre)

Para n 0,temos:

zo = lz,olcos (0.  e)  -  i  sen{0.0r1 -  l {cotO I  i  senO)- l {1 -Oì-  I

Assìm, podemos dizer que a potência de ordem n de um número complexo escrito na forma trigonométrica è

o número complexo cujo módulo é igualâo módulodo númeroelevado a n e cujo ârgumento é i9uâlao argumen-

to do número muhiplicado poí n, reduzido à primeira volta (0 < arg(2") < 2t[)

-' ebçta. ae uorvre (tooz I rs4), úãtêmárco francês.

24. Calcu e o quocente

- - \j |  oara 7 = 2lcosl :  + L,  sen::  le
z,  \  4 4l

, -=gÍ"or l+.r"nI ì
'  \  2 2)

Resolução:
Substt! ndo zr e z2 na fómlla dada, ternos:

; - i l . " . ( { ; )  - ( ï  ; l l 4 é o ârguto côngruo de

! at cue a < fL < 2,1t.

Exercídos pÍopostos

Os núm€ros obtidos devem ter seus àrgumentos tal que



25. Dado o n-rre o u -z(cr ls"  , . ' " . I ì ,a" ."- '

Resolução:
Na foÍmâ tÍigonoÍnétrca, temosi

,  = fr Í* . . l  r  
' .  

*n l ì l '  =
L\ 4 4.) l

/ -
= Z' lcosZ. l l+ .senz.1l=

\  4 4)

í1-
Logo. 27 = l28lcos - :  + .s€n 1|

\  4 4)

Na foÍma a gébrca, ;em
- ,trì

, -  z l ' .o,r  t  .56n n l -  2 l ! l  a .  v2 l -
I  '  4)  12 ? )

= ntí + 
',1í

-  - - (  7Ì  t Í \z = 2õl  cos +r.sen l=
\  4 4)

\-  -  )

Laso.zl = 6a\1, 64^lt .

26. Calcu e a potênca [] )ro.
Rêsoluçáo:
Uma das maneirâs é Ínultiplicâr [] D pof ee mesmo,
u$ndo dez íatores. Outm é des€nvolver a expressão
[1 ]r0 usando o b nônì o de Newton. Uma terceiÍâ
rnan€im é escrevef o núrnero comp/exo [] - l) nâ foÍ-
rna tfgonométrica e usâf a fórmu a de De ÍVlowe. As-

z=1- l

b = -1
EnÌão:

lz  =Jtr l '+t  D'=J2

cosu: 
E 

= 1 .1,
F.

-b)aEsen o:  

^=g= 
z

0<0<2n

z= 1 = Jtí"o. Zt + ..un Ztì
\  4 4)

Logo:

zrc=0 l tu=:(4'["*[,' ?).'*"(,' +)]

35ír

(,+)'
70rl

lvlasi

("ã1"-

sen- =0 ç65 !a ;' 6
3

442

35Ì
2 

colleòpordF a o .o vo lal Ías. ::: Ero e

r !1-  :31 tn -  ron J l  -  a.  zo r  3n
/  2 2 ' "  )  ' ' '  2

0u sea. i:1 é cónonro dê ::
2 '2

Portânto:

z" = tr  i l , ,  = 2' Ícos j l*  .  *"  ! l ì
\  2 2)

Na foma a gébfca, te{ìosi,
z ' !  = ( l  ) ,0 = 32to + t i - t l l  =
=32,0 32i  = 32i
Logo, zro = -32i.

27.Detemhe,a rnenof vaof de n Ê lN., pam o qual

l2í3i+ 2J érea eposit ivo.
Resolüção:

Passando o núrnero z = 2 + Z16i pam a forma trigo
nornétric€:

.  f  , - . , ,
lz=íz+l2v3] =J4+12=4

^a211 I
z42l

-  - |+0=1T60"ì

""no= 
L=!!1=!11 3
zl  4 2 )

lls€ndo € íórmula de De N,4oivÍe, ternosl
z" = lzn[cos n0 + i . sen n0) =

=cÍ"0" l1 l+, .""nt l ì
\  3 3)

Parâ quezn seja feal e pos tvo, devernostef
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Como n e N', Íaz€rnosl

r r \6^

' t:
- l i r l j^

n = 3=sen q = s€nn = o ecos !a
33

- t  <0

Logo, o menof valor de n e N*é6.
Nesse caso, Ìemos:

(:n6i+ z)" = +,f"o" z" + .sen 2írl = 4 0e6 [fea
posrtvol

@---___.,
I Verifique para n = 4e n : s.,

- 67t
3

=cos2Í=l>0
-5gnzi=6""o"!a=

3?. DeteÍm ne

a)2,=r[

. ,=3[

t , ,  = . (

t"=' l

Ixercídos pÌopostos

JB De.e rr ' re o p-od i lo / ,4 e dè a s!  r  êrpreBção apo'
Ínetr ca, nos casos:

|  .  . \
a lz,  = 2l  cos++ 'sen; le

\J

z,=slco"1+' .sen*ì
-  \  z z)

-3f l3Íb)zr =cos-+ 'sen- e

39" Calcule os valores das potôncias z'?, f e f sabendo que

2=21ç6s3a1,ssnal
\  3 3)

40. Usando a Íóffnula de De Movre, cacule as potêncas:
al0 -D3
bt t3 - 305
cl i i2 + i í2l

d l l l  í31

e) (r + J3iJ

0lv3+J

- (  2 2 )

h) (  3l ' '

l Ï - Sabendo qlre I = 2(cos 30' + . serì 30'l e
z, = 3(cos 150'+ sen 150"J, delefiì] ne

"np 
3r puru,

2n 2n
zr=cos e +L sen

Radiciação - Íaízes enésimas de números complexos
Dado um númeÍo complexo z e um númeÍo natural n, n > 1, defìnimos em C:

Raizênesima de zé ú'rn núinero comptexo rotal:Qrlè ón = z. l

Exêmplos:
1e) 2, 2,2ie -2i sáo as raízes quartas do número complexo 16

2, Pois 2a = 16
2, Pois (-2)a =,16

2i,  pois (2ì)a: 16
-2i, pois l-2i)a : 16
Há, portanto, em O,quatro raízes quartasde 16

29) i e -i sãoas raizes quôdrâdas do númêro complexo -1.
i ,  pois i ' ] :  -1
-1, pois (- Ì) '? = 1
Há, portânto,em O, duâs Ëízes quadrâdas de ì.



39) 3 e -3 são as raízesquadradas do número complexo 9,
3, pois 3'z : 9
-3, pois (  3),  = 9
Há, portanto, em O, duas raízes quadradas de 9.

4e) 1, 1, i e -i são as raízes quartas do númeÍo complexo l.
1,  pois 1":  1
-1,  pois (  ì )4:  1
i, pois ia : 1
- i ,  pois (  i )a:  1
Há, portanto, em O,quatro raízes quârtas de 1.

5e) A única raizquintâ de O é 0, poh Oé o único númeÍo complexotalque 05: 0.
A pergunta entáo é: Quàntas são as raízes enésimas de um número complexoz + 0 e como podemos determi_

ná-las?Veremos i5so com a segundo fórmula de De lúoivre,

A segunda fórmula de De Moivre
consideremosonúmerocomplexoz+otalquez=lz l (cose+i .sen0).Encontrarâsraízesenésimasdez

signif ica determinãÍtodos os números complexos dist intos do t ipol

o: lo l(cos d + i .  sen (r)

de modo que o" = z para n > 1, ou seja, procurar números o tàl que:

lo (coso + i .  senc)1" = lz l(cos0 + i .  sen 0)

Apl icando a pí imeÍraíórmulâ de De Moivre,temosl

o n(cosna + ì .  sen no.) :  ]z l (cos0 + i .  sen 0)

Da igualdade:
on :  Io[(cos nd + i .  sen nd) = z :  lz l (cos(]  + i .  sen e)

vem o n: lz l ,  cos nd = cos 0 e sen n&: sen 0.

Dê iof = z,temosl(ül=!4tl (sempre reâte posirivo).
De cos nC[ = cosB e sen na = sen 0,temosl

e=o+zkr+a= o +?kr (com k e z)

Mas, para que 0 < a < 27r, é necessário que O < k < n - 1.
Assim, concluímos que:

f

- (  
0+2k,r  e+2kn\or = Vlz l l  cos . : : : -  : -  + i .sen -  -  ' l  (segundafórmuladeDeMoivre)parak=0,1,2, . . . , (n_t)' rnn)

Apósk:n- l ,osvalorescomeçamàserêpet i r ,Então,de0an- l , temosnraízesdist intas.
Obseruemos queessa fórmula também pode serescírâ asstml

-  
- ï ' , l l .o, Í -9 k.2*. ì , i . *"1-0,  k.  -2Í  ì ì

|  \n rn n))

Assim, qualquer número complexo z, não-nulo, âdmite n raLes enésimas dis_

tintas. Todas êlas têm módulo iguai a ifif e seus argumentos formam uma pro-

gressão aritméticâ de primeiroter.o 9 e razão 4.

Geometrica mente, as n Íaízes sãovértices de um polígono regulârde n lados.
Logo, sâbendo uma delas e sabendo quantas são no total, é Éossível obter às

n I raÍzes desconl_ìecidas.
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28. Deterrnineas Íaízes cúbcâs de -i e nterprete as geo-

Resolução:
Escrcvendo z na for-
ma ÌÍgonometnca,le-

a=0

'  
=n6 +1 r f  -" t i= r

66s6-!=6
l

.  |  ^  - .  3r
."ns =l= -r l= o= ètgtz)  = 

2

0<0<2Í

. = ,í"o" !t *, . ."n !1ì
\  2 2)

llsândo a segunda fórmula de De Moivre, vem:

I jl: + 2kJr jll + zbT I
= ì / i l  * .  2 +, .sen-Ll

133l
\ , /

i , / i=t(reapostvo)

Còrno n = 3, entâo k podeÉ sef 0, 1 o! 2 Âssm,

.paÍak=0:

3r - 3,r
2" '23r l

3362

3,I  3n 7n
222/1Í

3336
.paÉk=2:

3n -, 3Jr I l,r
2 l ln

3 
-  

3 
-3 

6

- r !  3n 7,!  l lJr  ,  ^.UD:evec.P 
2 h ô 6 

ê r ìA PA Ce Í47:o

Núm€Ìos compleÌos & fi3nìa

z = ai têm arcumento 1

naraa>oef naraa<0.

Ass rn, as raÍzes cúbicâs de -i são:

Í  l r  , ! ìu"= lcos + .sen l=" \  2 2)

=eesA1;.ssna=61;.1=
22

(  t r  ur ìo.= tcos +r.sen t='  \  6 6, ]

t Í  zn J i  /  r ì= +t t=
6 6 2 \  2)

.iã l
22

( t t r  t t ' r  \o"= l t  cos +.sen t='  \  6 6, ,

l ln I  l Í
66

vã /  r ì  vE l
2 \  2)  2 2

ntercretando geomeÍcamente, âs très ÍaÍzes cúbicas
estão sobre Lrma crcLrníeÍênca d€ Íaio lo = I e dv
d""m a cÌcunleféncia em três €fcos congÍuentes de
Att  "
6 

_èo. r0_-àn00 u-r lÍèTguto eolta€rc 0e veï.ês

Po, Pj e P2. Se ca c1r ássernos @3, encontrarÊrnos @j = oo
e P3 coinc d ria com Po. Ê assiÍn poÍ d ânte: P! = Pl

29. Encontfe as |aÊ€s quaftas do número complexo l

Resoluçãol

z l=\11'+1'  =J2

+i .
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-1.v5coslJ= 
Jr= 2

senn= 
nr= 2

- (  
n\z=!t tcos*+ sen I

\  4 4)

Âprcando a segundaíóÍmuâ de De IVlo vrc, temos:

r , l  0+2kn 0+2f,nìr 'sen 
J-

/ -
I l: 

- 
z^" " ,,r.n I

- -  -J, t l * .1 
^ ' *"r"  I

t )
{J2 = ii2
Coíno n = 4, então k pod€Íá s€r 0, 1,2 e 3. AssiÍn:

.l_ =
1l

17í l

9n
4i+2í l

t6

4 4 t6

.  pank:2

L+"n

.  parak=3:

'! 
- 25,r

4 4 2brE

4 4 
-  

16

on .Jr 25fi
uoseaõ queos aÍaLrìe_Ìos 0r-

t6 t6 t6 16

ra1.- ' ìdpAd- a/ ;o: : .  As a/es oud-r"s dez são
t6

t6

, * ,i o,re,r"nto {; -a + ai e arcuÌÌìefto +,

. * o,,ru,n"n,o f;,. .' *u,*'*. f;

. "=vt f"" .a* ' . . ""aì
"  \  16 t6/

"E( 9n g,Ì  ìo,= r /ztcos-+t .sen-'  \  t6 16,

. "=,ãÍ* , r l+, .*" !a l'  \  16 t6. l

. t:.1 25tt 25r ì@. = v l  tcos +.sen- l
-  \  16 t6/

Geornetricarn€nte, as qua$o raies quartas €stão sobre
Lrma cifcunfercncia de Éio V2 edvdema circunfe-

éncia ern quatro arcos conoruentes a !1 rad.forma'-  t6
do Lrm quadÍado devénces Po, Pj, P, e P3

30. Determine as raízes enésirnas do númeÍo comp e\o t.
Resoluçâo:

çe56=1=1
l

seno=9=o

0<0<2n

z=l[cos0+.sen0]

Pela segundã fóÍm! a de De N4oivre, temos:

.r /  O+zkÍ 0+2kn \or=\ / r lcos-+l
\nn)

enì qu€ k = 0,  t ,2,3, . .  [n ]1.

Portanto, as raízes enésirnas da undade são dadâs
pofi
. í rLr

\7 - l l  cos- i i :+.sen ' - - l . l . -0 t2 l
\  n Í \ )

n l

=0=afg[z]=0
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Pof exempo, as Éízes quanês da undâde são obtidas
por[n = 4,k= 0,k= 1 k:  2,k= 3]

oo=l lcos0+ì sen0)=1

-  
= l l  ms::  + t .  sen j l l  l

\  4 4)
=l[0+ì]=

.  patak=21

! .cên |  !T- .0ì-  l
a 4)

ú -  l lcos+ . .e - '  -110 í-- Ì  - i

Geometrcamente, as n Íaízes €nés mâs da un dade es-
tão sobre a circunÍerência de mo I e dvdem a cÍcun-

feÉncia ern n oartes conqruentes a 
-. 

Nest€ ex€rn

plo, â crclrnferèncla íco|J dividida em quâtro aÍcos

conaruentes a a.

ObseÍvação:Se o é !rna das raízes erìésirnas de um
númeÍo cornp €xo z e pr pr, ..., pi são râízes enésimas
da un dade, €ntão ôp|dp, . ,dpisãoas mízesenésÈ
rnas d€ z Pof€xernpo, pam detemrìinarâs Íaízes q!af-
tas de 8l :

31 = 8l = o = 3 (é Lrma râiz quarta de 8ll

Como as mÍzes quaftas da !ÍìÌdade são pr = l, p, = ,
F3 = _l e pa = , então as quatÍo rakes quaftas de
8l são:
opj=3.1 =3

oP,=3 :3

op3 = 3t- l l :  -3
op4=3i-D= 3

Í

42. Detemin€ as €ízes quadmdas dos seguintes núrnefos
comp exos e dê sLra rcprcs€ntação geoÍnétrcá. _

r -  ,ã
43, Determne as mkes qLrâÌtês dos seguintes números

cofnplexos € dê sua repfesentação geoméÍ ca

blr  !6

44. Cscu e ss raízes sexks de 729

.r) I s.v6j

elJã+t

45. EnconÍe as Íâ2es cúbicas dos segunt€s íìúm€ros
compl€xos € dê sua fepfesentação geoméÍca:
a)125 b) 27 cl8 dl l -

46, Ca cule e reprcsent€ geometricârììente as É2es:
al cúbìcas da un dade;
b) q! ntas da undêde
cl sextas da unidade.

47. UÍìr hexágono rcg! aÍ está fscfto Fa cifcunJerência d€
equaçãox'?+ y'z= 4 e urn de seusvértices é o aÍìxo de
z = 2i. DeteÍnine os outfos c nco vénces.

ffi! Equações binômias e trinômias
Qualquerequação que pos5a ser reduzida à forma:

"*.-6-6 
icom a e O e b C O. a ,  0 e n F N)

é chamada equ ação bi n ôm ia.
Pãra rêsolvê-lâ, isolamosxn no primeiro membro eaplicamos a segunda fórmula de De Í\4oivrel

-hãxn+b=0<ìxn: :

Essa equação admite n raÍzesenesimas oe i.

ExeÍcí(ior propostos
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Outro tipo muito comum de equaçáo que envolve números complexos é o que se pode rêduzir à chamada
equação tìnômial

ax,n + bxn + c = 0 (com a € O, b € O e c € O, a + 0, b + O e n € lN)

Pâra resolvê-la, fazemos umâ mudança devariável, xn: y, obtendo uma equâção do 2e grau:

ay?+by+c:o
cujas soluções são y' e y".

Recaímosentão nas equações anteriores, poisy' = xi e y' = xn.
Resolvendo-as, temos as raízesda equação inicial,

t

3l.Resolva as equâçôes em 0:
al2x3-16i :0

Resolução:

b)f + 26x3 27 = A

a) 2x3 l6 i= 0=2x3= 16r+x3:8
Vamos procurafas râízes cúbÌcas de 8:
z-A
a-0
lr=8
4=!3+d

çss6=9=g
I

s6n6=9=1
8

0<0<2r

z=8i=8lcos

r, l  0+2kÍ 0+2kJrìI  .sen 
J

Comon=3,k=o,k=t,k= z.  Ja =zeg=L
2

. "=zÍcosI+.senaì="6+
'  \  6 6)

.. = 2( *, lL + . 
""" 

!"ì : _"ã r
'  \  6 6)

lo-
u-:2lcos: l :+,sen:11=,

'  \  6 6, /

Logo, o conjunto soução da equsção 2x3 - 16i = 0

es:{"6+l  
'ãr ,  

, }

-8=asiz l :
!
2

-+l .Sen; l

blx6+26x3-27=o
Fazendo a rnudançâ de vafávelf = y, temos
y' /+ 26y 2-7 =A)

-26 !

zetrtw
2

26!28
2

n=3,k=0,k=t,k=2e0:0
oo=l icos0+i .sen0l=l

, .  = , f "o.4 * , . . -"n 4ì= _l  *  6
\  3 3) 2 2

." =,í"0" 4 * . 
""" 

o^ ì: - l 'ã'  \  3 3) 2 2

=>y=1ey' : -27

Âgo|a. precisarnos resolver as equâçôes binôrni€s
xr = I ex3 = 27, ou sejs, pfecsamos encontraÍas
mÍzes cúbicas de I e d€ 27.

e=arclz)=0

r, í  u+2f,n o+2krì0Ì=\tz tcos
\nn)

z= 27 . . t  z l= 27
0=ârg[z]=r i

+Eì =z
t .

o-=31 cos_:+ .  qên r l  l= :  +:_h i
"  \  3 3) 2 2

or=3lcosn+i senn)= 3

-Í  5n 5n\ 3 3 i :U=J|cos-+.sen]=_._í3
'  \  3 3) 2 2

Logo, o conj!nio so!ção da eqlação
x6 + 26x3 27=0é:

^ r  
"6 r  uE g s-.=1,- t"  ,  -  -+-, !3 -3,

22)

- 4.11 27)
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48. Resolva as equações em C:
alx3-8=0
b)x 'z-  =o
clx4+l=0
dl  xa i= 0
elx6+72s:0
Í1 2x5-64:0
glx4-( l+D=0

hlr?- r \ ,  s-0
i lx4_lOx?+9=0
j lx!-r7x4+16=0
l lx 'z 2x+3=0

rnlx6+7x3-8:0
n)x6 26x3 - 27 = 0

49. Constate qLr€ I + jJt é urna dâs seis souções da eqLra
çãoxb+9x3+8:0

I

OutÍas aplica

32, Aplicaúa à ceonetria
Llrna aplcação mpoftarìte da mutiplicação de núrn€-
ros coÍnplexos na forrna trgonornéüca é poss bi tar a
rotação de coordenadas no pÌano. No vo!me 2 desta
coleçâo vnos algLrìas ap rcaçòes dp n " riles ; co n-
putação gráÍca. sendo uma delas â roÌação de pontos
em re ação à orgem. Esse mesmo pâpel anÌefiomente
exefcido por uma maldz de Íotaçâo pode ser desern-
penhado pelos números cornpexos, pois na mutiplica-
ção de do s complexos nâ forÍìra trgonornétrca rn! -
tplcarn-se os módulos e soÍnarn se os arcumentos.
Podanto se unì ponto [a, b] deve ser rotacionado, em
Íelâção à origeín, em d gÍâus no sentdo ant horáro.
bâstâ rnulïp car o núíneÍo complexo a + bi pelo com-
pexo I  lcos o + i .  sen d].

D€ acordo com o texto acima:
a) Encontre as novâs coodenadas do ponto A[3, 4J

após uma rotação de 90' no sentdo anti horáÍio em
relaçâo à ofgem.

Rêsolução:
3l O pontoA[3 4] reprcs€nta geoÍneÍicamente ocom

plexo z - 3 + 4 PaÉ havef uÍna rcÌêção de 90'no
sentdo antr-hoÍáro, pÍecsarnos ÍnultipiicaÍ z p0Í
I  [cos g0'+ i .  s€n gO'J. Como
I [cos 90'+ i .  s€n 90'J = i ,
então bâsta mutiplicar z poÍ i.
t3+40. i= 4+3i=[  4,3]
Então, as novas coordenadas do ponto A são 4 e
3, ou seja. A t-4.31.

b) 0 ponto A[]. 1) e o ponto B[3. 4) representarn geo-
Íneir icamente os compa\os w: I  +iez=3+4i.
Como a rctâção é em tomo do ponto Â, devemos rota-
cionaÍ apenas o númerc complexo I que equivale à
difer€fça z - w (no caso, t = z - w = 2 + 3l e de-
pois somá lo no!€mente com w Assim, como v sto no
iÌeÍn a, para haver uma rotação de 90' no senïdo ant
hoÉro pÍecsâmos multip caf pof i € depos sornar

- w PoÈ a 'oldlio ê F_lro1 o de w

t=t2+31.= 3+2
t +w= 3+2i+l+ì= 2+3i
Alsrr ês novas coora"ndoas ao ponro B s;o 2 e
3, ou s€ja, B't 2 3) e A{1, l).

33. Fncontre as novas coodenadâs do segmento Â8, corn
At-1, 0l  eBt5, 4l ,apósumarotaçãoê€ 60'nosen
ldo ant honár o ern re ação ao ponto A.bl Encontrc as novas coofd€nâdâs do segÍn€nto AB,

com A[] ll e B[3, 4] após urna rotagão de 90" no
sentdo anlihorédo €Ín relação ao ponto A.
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Resolução:
O complexo rcsponsáve p€la fotaçâo ped da è

. t ;
l ícos 60'  + .  sen 601 =I+l Ì

22

A[- l  0]=w=-l
B[5 -4)=z=5 4

O cornplexotque Épreserìta AB é

t5 4l- i  r l=6 4i .

/ ,  F\
6 -  |  '  u '  l - r . r"6 z '  , ,6 -'  ' l t  t  I

= l2a/3 + 3l + L3a/3 2li

Enrão
w+r '= r  +12v3 +31+13J3 2l=

= l2\ i  3 + zl + l3v3 2l

o! seja B'12J3 + 2 3./3 - 2].0 ponto Ase mãntém

A[ ],01, após a Íotação

34, lplicaçãa à Engenhana elétìca
F ' l  f lcLúo) de co-|e ' ì te d re êdd,po e\e' ìplo.êsIo
talações eétÍicas resdenciais, as gÍândezas elétrcas
são anaisâdas com o aLrxíìo dos núrneros complexos,
o qLrelaci tâ muito os các! os A reação U = Ri, estu
dâdê na Fis ca do ensno rnédo e que s€ Lti za dos nú
mercs reais, toma se U = Zi, em que U é atensão, Z é
a impedânca e i é a coÍ€nte elétrica, sendo que essâs
grandezas passarn a seÍ rcprcsentadas aÍavés de nú
meros cornpexos. PaÍa qlr€ não hala conlusão entre i,
. -lbolo dd -ori"nre -le d -i r-dade r.dSi'ìd ia. o.
pngFr'rêio.  qe r i 'o i  rdn i  cono Lf loaoe "rdgndr 'd

na feprcs€ntação a gébfca a + bi. Além disso. usam a
notação w Z 0 pâm a íorma Vgonoméïca

lw [cos 0 + i - s€n 0] do númerc complexo w.
Baseado no teÌ1o ac ma feso va o problema a segu r:
Urnalonte d€ tensão de \aar el caz22D zo',ainenlÀ
,nê ua aa de ìpedánoà Z - t l0 

_oj j  o-ì .  0b e
nlra â coffentefoÍnecda pea fonte.
Resolução:

U
Z

Parael€tuaressadivisão,éprefetueltef  UèZnafoma
tÍ gonornètrca
)áleÍtos |  = 220 Z0'  = 220(cos 0'  +i .  sen 0),  e
aoo-a o eci.dr os obÌe-a íoma r,go'oretncà deZ

Z= l0+ l0 l -  Z:Jro '+r0 '=t0J2

cos0= t0

t0{2

l0
14.J2

.tE l=; l

- lé0:a5"=.t2 | , , /
2l

Então:

r0 |  0 .  rovt tm"4'"  I  i . :p rs ' ì ,  i0! t .  . "

-=- :  co",0 '  /5 ' l - .s€n(0'-4511-
z 1a.12

= I r'â lcos t 45) + . sen i-4511 =

=,, ,4Í ,É-4' ì=, ,  
' ' '12 2 )

@u11J, t 4s1

t

5Í]. Qual númefo compjexo, na forma algébrica, deve sef
lsado pam se corìseguir urna rotação de
a) 45" anti horáro; c) 90" horáÍio.
bl 180" anti horáÍio;

i' Cons demndo as lnÍomìaçôes da e\erctd a resolvìda 34.
rcsova o prcoremâl

Uma fonte de tensão de vaor efrcaz 110 z 0', fornece
uma coffente de i = I I z 60' pa|a almeftar uma cafga.
Qualé a irnpedânca Z dessâ mÍga?

5íi. Dâdo Ã8, hdo de urn Íângu o eqúiáterc ABC, coÍn À[2, ]l
e 8[6, 3], obi€nhâ o védce C sabendo que ele peftenc€

"o 
equèod' te



Atividades adicionais

l Efetue as ope€ções ndcadas, escrevendo o fesLrtado
natoÍnaalgébdcaz:a+b
a)C] -31 + (2 +5)
b)c 3+D+t 2 sD

( )  \  (1 ì
cì l - :+ i l+ l - : -  l+

\2 , /  \3 )
dlo 5l  t2 7l
eìf l  ì  I  i ì  i2- ,

0 +(3-)-2
s)t-2 i ) - ( -3 D t2+D
nlr+l  l - lz-- l ' ì+ l r+l  I

\  3 ' /  \  4. /  l '  6)

r  Í r* ] ì*c-r  -at

D(-2+3D+(r -2l l+(3 5l
)(2+41 0+20

l t  r  l t  \
mì l - : - r l - l  +2r l

\3 )  \2 )
nl  i3 D t  2 )+i  I  l
o l3+t a l

nr l  + |  l  , l+ l  + |- \2 /  \3 . /  \s - ,
q l2 t l  )  3

2, Efêtue as op€Íaçôes indicadas, €scrcvendo o res!tado
naforÍnaalgébÍìcâz= a+ bi .
a) (3 + 2)(2 4)
b) 0 2D(2 5l
cl  0 + 3Dt2 2l t l  2ì l
dl t2 + 3Di3D

erÍ l+zl l l  e l
\2 , / (3 )

I ( 'ã i)( 'ã + zr)
s) ta 2D3
hlt6+3Dt3 4) + t5-Dtr  +3D
D 0-D'0+D-0.- l t l  +r
t  t2-5D0 +3)
D (1 -D.

ml t l  +D'
nl3t1 +i) t2-D
ol t-l - l 'zt2 - )
_. /^ Ãì.^.  

- ,pr t. - ar ltz' - J
oì f2 -  r ' ì  + r-  f4 + 3ì l
r )  ( r  +D(l  +D3(r + )  ì
s)3(7+2D [(5+40+ ] l

€ì Qla o valof de.m para que o prcduto (2 + m)í3 + I
seja uTn tTnag naÍo puro7

4, Det€rrn ne os núrnercs reas a € btas que

[9-a)+b. =[b+] l+â.1

S.DeternìnexÊlR€y€ R paÍa que

lx+y. i ) t r  3.0= 13-

6, Detefiì]ne o númeÍo cornplexo z = x + y. ta que
z'1=8.

7. O vaofde rses$7ds,rô é
al0.  b)  r .  c)  ]  d l

l r ì idad€ irnag nára, ó g!a a:
al0.  b l -1.  c)1.  d l i .

8. Se i repfesenta o númeao cornp€xo cllo q!âdÉdo
é igua a -1, d€term n€ o va oÍ nlmér co da soma
1+ i+ i r  + F +. . .  + i r7.

9. O valor dâ sonìa I  + +,+ Ì3 + . . .  + i rs i  onde ié a

el i.

e)

alL
lrl l
c l i - t .

Ì  l_- S mplfcândo

10. Ca culando o valof da expressâo

+f+5+f+. + rr+l '
:+t+i+!+ +f .+i4,  "" ' -  - '

dJ + r .
el l+L

t2 + D'0' j  . i2 l5o

a)L
b)2 + .
c)2- 1

l2- Ca cl le [1
a) 32
b) 32
c) 64

ì 3, Escrev€ nâ íonÌa z: â + b os núrneDs comp exos:

^t ;

' ,=(* Ì

'14, Prove q!€:

dz /  - /  .  
-  t  

,  o ;  o Lor i  gddo d" di ÍeíFrca
ndicada é igualà df€Íença dos conlLrgadosl

bJz +z = 2Re[z) ( isroé,sez = a + b, €ntão
z+Z=2a).

cJ z -z = 2lmtz) ( istoé,sez = a + b, €ntão
z-z=zbi) .

d)ã = z isto é, o conjlgado do conllgado de !m nú
rnerc complexo é igwlao pfópro núrnercl.

t_2_Drm.(_2Ì3

dl5.

+ l ro 0 )ro
dl64
e)32 + 32

a)5
bt6
c)7

dt8
e) l0

I

Í



Ì  5, calcue:

- . .  r -  ,  l+ 
" .2+ 

(1- 2) '
' r ,  - -  " l  l

16. D€temjne o núÍn€ro cornpexo zta qu€:
al .z+Jlz -  l=b+ I

b)t l  + i lz  -  t l  + 2i lz= -g + 5.

1 7. Reso va a equaçãa 32 + 2 = 2z - 3.

18. Eletue algébÍica e geometÍicarnente â âdção dos nú
meros comptexos z, e22' quanÕo:
â)4=2+2 ezr= 4+3
b)21=1e2,=4
c)21=4-2 e 2r= 1-
d)2,  = -2 *  e22= -1 +4

19, Dé exemplo de op€Íação q!€ selal
al inìpossíve ern lN e possíve ern Z
bl inìpossíve ern Z e possíve €rn 0;
cl jÍnpossíve ern Q e possívelem lR;
dl iÍnpossíve ern R e possíve ern 0.

20, Ca cr.r e a distânca de t- l. -41 at0 31, usando do$
processos d iefentes

2I.  Encontre o núÍÌ ìeÍo ztâlq!€ z ' := l5 8

22. Detefinine zta que:
a)z 1 '1 =22+i 'zr  ú22+a=z 6l 'R

23. Câlcue os valores reêls de a e b pêra que

24. í\Tlarque no p ano cornp exo os núrneros complexos
z=a+bi la qlre:
ala=2eb<3 b)2a+b=5

25. EÍr qu. quao é-re ícê o po Ìo coÍÍesporoelÌe èo L
.  2 f ' -

meÍo ConìPexo Z = -?

26. Calcule os valofes de:

altzl bl i  D' c) '  dl

27. Deternr ne ovaorde (l  i l 'z

28. Usando o resultado do exercíc o anterioÍ, deteÍmine
(l  l ro e i l  i ) rr .

29,ResovaenìCaequaçãox'  6x + l0 = 0.

30, Determ ne urna equaçâo do 2q gra! que, erìr 0, tenha
como EÍzes 5+2€-5-2.

3 1. Prcencha as tabelas das opemções de adiÇão e rnulÌÈ
'  p cação no conjuntoA = {-1, l ,  - i .  i ,  c) .

32,0 conlunroAda qlestão anterioré Íechado pam a adÈ
çã0, sto é, a adção d€ dos números de A dá sempÍ€
urn núrn€ro de A? E pam a rnllÌlpl cação? I ust Íque.

33, Escíeva as exprcssôes na forma a + bi.
a)r  5 +t2+3i)  b)(2+4D(4-2i)

34.Trace o v€tof corrcspondente a cadâ urn dos númercs
compexos abaxo e deteÍnine seu módulo:

a)4= 1+ 4

b) z, = 5 - 3

3ã, PÍove que o ponïo rnédio do segmefto de reta que lga

z. e z^ è reD es€ntado 00 
-. 2

3íì . \ -  ìqLe .ol  ètqJrs " ,er pos. qJô pd d qLêFq, e
cos numeÍos compexos z1 e 22 temos setnpÉ
z1+ z2 < z1 + z', Depois' t€nte provar

/  r r  \ ' :
3T.OTodJodon,meÍocomoleìor- l  I  e.( r  2. /

ô1

38. Escfeva nâ lorma trigonornétÍca os segLrnt€s núÍÌìeÍos

at ,E + t"E

b)

"r+
39. Escrevâ naíoma algébrica os seglintes números coÍì-

- . (  3n 3nìdl vz cos + sen l
\  c 4/

. - - (  n nìoì Jt  cos + s€n I
| .  2 2)

cl bl cos + r€n l

40, N o p âno cartesiano aba xo ÍepÍesenkrnos urn re óg o
marcando l0 horas.

- 
.tE 1Ç

d)0 +D0 D

e)- + f l  + l

Í ì - : - - - - - :+f i+I-  l+

t

, .3

-_2qi

- ì6

b)L



Se o ponïerc das horas rn€de 5 cm e o ponte ro dos
rninutos med€ 8 crn, então os núrneros complexos q|]e
nd cam o ponteÍo das horas e o pontero dos m nutos
são, Íespectivârn€nte, gua s a
al s[cos 30" + . sen 30"] e 8
bls(cos 30'  -  .  sen 30"1 e 8
c)s[cos]50'+ .sen t50Je8[cos90'  .sen901.
dl5[cos ]50'  + .sen l50J e8[cos90' + .sen901.
el  5(sen 150' + .  cos 150"1 e 81.

4I. Consdefe o seguÌnte gÉíco que fepresenta o númerc
complexoZ=a+b

Sabendo que o s€gm€nto OZ med€ duas undades de
compÍirìì€nto, âssnale a alÌemâÌjvâ corrcta

dz= nE +i

üz= \E +i
c)Z= 1+ a?j

42,4 fepresenlação de todos os númeÍos compexos que
têrn o móduo gua a uma constânte, corno, por €xern
pa. z =2,é glra a:
al urn quadÉdo. dl unrâ elpse.
b) urn sernicífcuo €) uma reta.
cl urna circunÍerênoa.

43. Repf""sente no plano de Argênd GaLrss, todos os com
p exos las que:
a)12+ 1 = l ; bìz+l  <1.

47. Ca cue o valof das segLr nles potências:

_,t  ì '  "  '  i '  , Í , / l  i " "
' l t ' , , , ,1 . l

48. Escrcva na íoma a + b o núrnerc complexo
f  r ,  , ls

z=l2r lcosa+,. .enaì
L \  12 12))

49.CJ. ea<" -rqLdo?dd.apl  5-  2 9-ge.
tão: Obtenhaw = a + b d€ rnodoqu€
w'?= 5 + l2l . l

SO,Sendo u = I  + uíra das Éiz€sqLrartasde Lrm currrpe
xo z det€rm ne âs outÍas três raízes.

51. As mies quadÍadas do númerc 3 + 4 oncl€ =J r ,

a)12+ -2 I .  c l {3+,3 }
bl{r  + -r  - i l .  d l {4+,4 j

52. Uma das Íaízes qlaÍas de um núrìrero complexoz é 3
Âs outras Ìrês ÍaÍzes são:

o"6 +,6, ,6, '6 
'ã.

bl,6 + 3i, nã 3, 3

dr''ã .,ã, ./ã.
53. Dados os íìúmeros complexos z = I 3i e w =

b)z
cl arsM
dl o qladmnte do afxo d-"w
elz+w
t)w z
gi z!!

11) z'

1!.

lJ  -w

- ll -

m) J na torma trgonometca

54, Enconúe o número comp exo ztal qL)e 2z + , =2. 3s.

55. Resova âs segu ntes equações em C:
ê) 2x,  6x+5=0 bJx,+2x 5=0

56. Det€nn ne equaçô€s do segundo gfaLr com €íz€s:

"13 -2r e,  / :  br  iê '

57. Dâdo o númerc conìplexo z = I + !6 , calcul€:
a) z,t b)as mízes quaftâs de z.

58.Osoo o.  A B"CsàoosdI o do:

xosz, = [ ]  i l , ,z"=- €2.: [ l+D[]  - ) .

€spectvamente. Aárea do triânguo ABC é iguâ a:

at2.  b 'L . l  d l  ,8

üz= \E + \E
dz=1 aE

44. Dos núrnefos complexos z que satsfâzern ê condição
z 2 - 2i : 2. deletnirc
al o de maof argurnento princpali
b) o de ma or módu o

45. R€prcsentando no pano de Arcand Gauss os compe
xos 2, ta que z - I + < I, obtemos .
âJ uma circunÍerénca de Ía o I
bl  um cÍcuo d€ centfo [ ì ,  ] l  e Éo l
cl uma reÌa hoizonta
dl a bisseÌdz dos quadÉntes paÍes.
el Lrm sern chc! o.

46. No pano complexo o conlunto dos pontos z = x + yi
tâ lquelz<ley>0é:
âl Lrmâ cifcuníerénc a
bl !m cífc! o.
cl Lrm quadfado centÉdo na ofgem.
dl Lrm sern cíc! o.
el !m segTnenrc 0e rcm.

Í



i:.ì è$cq4q!srq@4q
I . [Fuvest-SP) Det€m ne os núrnercs conì p €xos z ta q !e

z + Z = 4 e ã :  13. en q!€U é conjugado de z.

2. [ ] \ ,4ack SPI Â souçâo da equação z +z=2 + éurn
núrnero cornpexo cujo móduo él

ul 9

ar. lvunesp) Seja L o aÍxo do núrnero complexo
, = 16 + i sm um s stema .le coofdenadas caftesa
nas xoy Det€flÌì ne o númeÍo comp€xo b de módulo
gla a I. cujo aÍxo M pedence ao qlarto qladrante e
éta qle o ánguo LOM é reto

4. lV!nesp) Considefe o rìúrnefo cornpexo
l : .

J ' '  r  ,ór  o,e J L[-ro "eonr leo
22

corìrp exo v cujo rnódulo é jgual a 2 e cllo arcurnenlo
pfncipa é o trpo do ârgurnento pÍlncipa de u.

5, (Fuv€sÈSPl
a) Sez, = 665 6,  1.s€nerezr-cos0:+.sen0r,

cos (er + 0,1 + i  .sen [0r + 0,] .
bJ Mostrc que o númeÍo conìpexo

z = cos 48' + . sen 48" é É z da equação

5, IPUC-SP] Dado o núrnerc complexo

I '  {0)

de modo que z'sejâ urn núrnerc rca?

'7. (Uncarnp SP) Achetodasas Íaies lrease complexas]
. dê equação x6 7x3 8 = 0.

Ja.  \  -e$rqê1oonJ"rn.  rpo a."  po\eq.ForJ-

r  í . ,ãì  .rÊÍ0c0-0e\0,-  - l ; I  e J d.êoloç;ooop
'  \ '_/

bfca xr i  +,  + x + t :0.

. ì .  . .  crnp rD cdJp, ioo Se -
complexo, o núrnerc rcalx é chamado part€ fea d€ z e
é indicado pof Re[z), ou sela. Re[x + y] = x. tulostfe
q. e o con. _o dos po ros q re r  .  lâ le r  dpa'al io

q"l  t  2" -  -L "o o. "r""  "  
p- p 

"  o oo o./ .0J' -1 , - .  )  ,

é uma c rcunfefèrìcia

,+
" l ;

'i::..
l

iO. ÚTA SPI Sejamw = a + bicorn b + 0ea, b, c É R. 0
conlunto dos nÚrneros cornpexos z que veriÍcarn a
€qLraçâowz + wz + c = 0 descÍeve:
aJ urn paf Õe felâs pam e as.

bl uÍÌìâ crc!ní€rência.

dl uma feta corn coeíoente anqular m : 9
- r r

I l. tlTÂ SP) Considerc, no plano caÍesiano, Lm poligono
regu af cujos vé|! ces são as sol!çôes dâ equação zb = ]
ô é pd dFi\ê polgo o êr un.ddde. de i -o 

ó g a r.

^1-

"  " [ .  J, Ì .  dt  'v '  e)) Í'2

12- tLlFpB) S€janì x e y €lementos q!a squer do conl!nto
c={S=rn+ni  m,n€Z},onde =í  L Consi
deÍe as s€guintes proposçôes e assinae com V a[s]
veÍdadeira[s] e corn F, a[s] Íasa[s].

[  ]  Sey+o oqlocientea€c.
v

[ ] O prcduÌo Ìy € G

[ ]  Ásomax+y€c.

A seqüência corÍeta é:
âl  VFF d)WF.
bl FVF. el VFV
cl FFV fl FW

Ì3, tvunespl S€ a. b. c são númercs inÌeros positvos tas
quec = [â + b] ,  -  l4 i .  ernque, = - l ,ovâlordecé:
a) 48.
bl36

d) r4
e) t.

r4. LU'--rò (_]Uè_rc a0 rurero cono'eYo 7 - - 
| 

. a

all€mativa incorÍetâ é:
â) ËscÍito na lorma a gébfca é z = 6
bl0nród!od€zé6

c) O aÍqlmentodezé a Íad.-2
d) Escrto na forma trigonornétflca tern-se

z = 6[cos,Ì  + i .  sen n]
e z7êLn - , leoteal

15. IUFBAI S€ndo a" a pad€ r€al do númeÍo complexo

| 
- 

| , paÍâ cada número n.tu âln. d€terÍnlne

S=ao+âr+ar+.. .

I6. (lecel O vê oÍ de a, no nteruâ o f0,
I

o núnìero complexo x = cos a + i.

: Darc o ouâl
2)



. l :
x '= + r ,  salsÌazl

22

uìI<a<I.  oaca<I
6 3 t0 5

17. [FGV-SP] Ádrnita que o centro do plano complexo Af-
gand Gâuss concida com o centro de !m relógio,de
ponleros como ndca aÍguÍa:

Se o pontero dos rninutos tern 2 unidades de compf
m€nto, às llh55 sìra ponta estará sobre o número

al r + a6i.

blr+G.
cl t - r,6.

18. [UEL-PR) Na figura abaxo, o ponto P Íepfesenra lrn
'ì- ne o conple\o z 10 plè-o d" A gend-Cdus!

c);<è<l l
32

d) .*ã -

el '6+.

Qla dos números abaixo é z, s€b€ndo-se que
oP = \,iiã?
al  s+4 dJã
b) 2 + 3i e) -a4ãi
c l2-3i

19. [Fatec SD Na fgurá âbâixo, os pontos A, B e Csâo as
irnagens dos númeÍos coÍnp€xos zl, 12 e 23, no pano
de Argând Gâuss.

Se 4 = z, l= 4 =!6 e0=60' ,então
zt+22+4éigrata:

") 
(t - 

"6) 
dl3 + !6i.

r;: í:i. e) 3i Jã.
cl l3 + {3 l i

20. [UFqCs) O á 9Jo o rêdo o^ldsreo esêrld(õ-s geo-
métricas dos númerus complexos z = J3 + i€ z. é:

âr+b)+

plexo 26Cr - z,].

cr+ ô+el rÌ.

21. lUfscarsP) Se]am i a un dade irnag nár a e an o n és
m0tefino de urna prcgressão geométrica coÍn â, - 2€r.
SealéumnúÍnefohpar,então q + E + f3 +. + 3-

e gua â:
âJgi  ou 9.  .d)8+iou8
bl-9+ ou I  e)7+iou7-.
c l9+ioug

22. [uefl João desenhou um mapa do qu nü de sua msa,
onde enteffo! urn cofre Parâ isso, usou Lrm sistemâ d€
coofdenâdas retangLraÍes, colocando a ofgeÍn O n€
base de urna mangue |a, e os exos Ox e 0y com sentì
dosoeste leste € sll-none, respectvamente. Câda pon
to [x, y], nesse sistema, é a repfesentação de urn núrne
rocompexoz =x + y.xe lR y€ Re r= ]
Para ndcafa posição (x,, yrl € a distância d do coíre à
oígem, João escrcveu â segu nte obseÍvação no canlo
do Ínapa xr + yì = (t + l,
Cacule:
al  as coordenadas (xr.  y,) ;  blovaofded.

23, lvunesp) Considerc os números compexos w = 2 e
z=[1 +D.
Determ ne

al22e [w'zz + w),ondezindicaoconjugadodez.
bl z è w . ÍVlostre que â sequenc a [t , z, w, ar,lw,J

ê uÍìa pfogressão geornétÍica, deÌeffninando todos
os seus teÍìtos € a sua Íâzã0.

24. lFuvest SD Determ ne os números compleÌos z que

sâtsíazem smll taneamente.,  =r"n( t ' )  = t  
.

\1+i  )  2

lLembrctesl, = -l; sew = a + bi, corn a e b reâis,
emaolq : ú' +f etmtwl = r.l

25. [UFN4G] Seja S o conjunto de númercs corrpexus z
t€rs qLr€ lz [2 + 4) = 2
al No plano cornplexo, lâça o;sboço de S, sendo

z=x+ y,  com x e y núrneros f€a s.
b) Deiemne o ponto de S rna s pfóxÌmo da orgern.

26. [UFN,IS) Considefeâs seguntes informações sobÍe nú-
rnercs coÍnp exos:
. Um núÍnero complexo z pode seÍ escÍito sob a íoÍrÌìa

z = x + y,  ondexe lRéa padeÍea y€ Réa
paftemagináÍ iâei=J l .

. O conjugado d€ !m número coÍnpexo z = x + yÌé
ìndicado e defnido por 2 = x -yi .

Sejanì zr e 22 númercs complexoa Ìais qLre

z:  z i=2+16i  e \+ 22= 5 + .  calcule a soma

d€ parte Íeal coÍn a pafte irnagnáÍia do núÍìreÍo Òom



i

": ,Y o,e 'abetia dìzet p,t1 qup momcnto dp
':: ,  iua Jatü.t\ào (ame'oú a u\ar lPt 'a.

'ott outros 'tmbolos na Lu!í\Ì dc 4ü-
meros para rctolvet problemas fiatefiáticosl
Certamente, fio início ale seus estudos de Mate-
mátíca, você Íaziã contas e resolvh problemas
que ti hãm bLlsta te ligaç,1a.om o seú cotidid-
t1o, até que chegau um po ta em que os proble-
mds eram mais compleuos; esse momento ío-
fttm i troduzidos artiÍícíos que Írci.lih:twlm a
reprcsentaçãa dos componentes do problema,
,omú o u udr14 'que5ub\t ' tuLamat4'ò8n -

td-édaíquercma
erpressoo "a x da

Etestão"! Pois vid Hís-
tória também Íaí as-
sint. Voltando aas .é-
lebres papiros egíp-
ctos, rtmos que na
início os problemas
trataram de sítuít-

ções dD cotidiana e
eram resolridos de
um modo simples,
quase par tentati-
14. Mas cofi a
tempo surgiram

os simbolos, e a Aritmética se trdnsfomoú em
Álgebra. Na wtdada Aútmétícd e Álgebw coe-
r.ístem e estd últimd é, hoje, bem soJìsticatla.

O termo á\gebra wm do título do livo
Hisab aÌ-jabr whl-muqab alah, escríto em Bagdá
por wlta da aúo 825, pelo mdtemátíco /irãbe
Múho m med ú n Mu,a al. l(hob a 4 -n ì (Me one.

Jílho de Moisés, de Khowarizm). Ueja na Íoto
uma págína dessa obra.

O matemático Al-Khowarízmi foi quem
prapÔs a feofg,rnizaçã.a dos termos que apãre-
cem 44 equdção p1.fa se chegdr à soluçao. A
Algebru surgitia com essaf.nalicìad.e rcsolver
equações , por isso paderia até ser chamadã
h ciêncía das equações': següúdo Baumgart em
Tópìcos de história da Mâtemáticâ.

Dizemos bquações dlgébrícas" qua da stta
campastas de temos qLte cottêm potências de x
(ou de outra letra qualquer que indique a wriaveLl;
a c\píe\ao qu? a \a4lrm echomatla polfuómrc.
O maior expoente de x intÌica a "gau" do polínô-
mio e. coú.eqü, qtmenLr. a gtnu da quaeìa.
Ass|fi, dìzemas "equaúa do seguncìo grau" qtnndo
o mdíof ex.paente de x é 2 e qssim por diante.

Desde o século XVI são .a hecídas íórmu-
las para a detetmifiaçãa de saluções cle equa-
1òe. de 6tp qupt16 91íru. 4 do 'egundo g'au p'4w

i,Ì-

.tì l.
È&

. 'È à'

jl/

l;tÉ>E



esistía há basta te tempo e nós a cotlhe-
cemos.omo 'Íórmula cle Bhaskara, embo-
ra ela já fosse aplícada bem a tes de sua
epoca (Bhaskara era híndu e viveu o sé-
culo XII), atíbuíndo-se a Al-Khowa.rizmí
sua d,eduçã.o; a de terceiro graufoi desen'
volvída pelo natemático Nicola Fontana
de Brescía, conhecido por Tdúaglia (que
signfi.ca 'gago') sand,o depoís publicada
por Cardano, (ver capítulo anteríor); e a
d.e quarto gra.Lt por Frufiçoís Wète (no sé-
culÍ, XVI).

A procura cle uua fórmula que dc-
teminasse as raízes de uma. equação po-
linomial de grau maior que quãtro e que
clependesse apenas cle seus coertcíentes e
envolvesse ãs seis opewções (adição, sub-
tftzção, multíplica.ção, divisao, potencia-

çao e fttdícía.ção) só terminou em 1799,
quando Paolo Rufiì,ni publicou úma obra
sobre a teoria das equações, na qual
mostra qae a solução a@búca (isto é,
por meio de fórmula) de equãçoes de
grau maior que quatro é impossível,

O estudo dos polinômios (com suas
qpl,icaçõe, íoí tão a.mpla.me te explo-
rado pelos ma.temáticos que se segui-
ram aos jti cìtudos que seria intetmi á-
vel ettpor seu percurso 6qui. Os desen'
volvimentos algébricos possíbilítLram o
aparecimekto de áreas muíto avança-
d.as de cálculo, entre elas a chamada Aná-
lise matemátíca, prcparando a cam-
po para grantles avanços n6 pesqaísa
cíe tííica.

Este capítulo é deelicado ao estudo
d.os polínômíos e à resolução de equações
algebrícas de qualquer grau, Veremos
como a alisar as pbssibilidades de solu-

ções, chamad.as raízes tla equaçã.o, Ic-
va.ndo em co ta que n'ão d.íspomos d.e

fó r mul a que for n e ç a ím e d i atam en te s eus
valores, sabetldo, e trctanto, que no ul1i-
verso dos úmeros complexos nenhuma
delas fica sem so[uçã0.

l. Um peq ueno .onìÊrclâ ntê d-. g Lr oselma s ã proveitou a oÌ-.rta do
ATACADÂO € comproìr 300 pacotes de âmendoim toÍado
5abe se q]re na suâ compÍa hâvia três tamanhos d ferentes de
pacote (pequeno, nìédlo e grande) e q!e o número de pacotes
pequenosÍo otrip o do númÊro de pacotes grandes
a) nd cândo por x o númefo de pacotes grandes comprados,

€xpresse, êm Tunção de x:
. a quant dade de pacotes pequenosl
. a quantidade de pa.otes grandes.

b)Consu t€ a tab€ a aba xo -" represente, em fLrnçãod€ r a des'

AIACADAO
OFERTA!

AMENDOIMTORRADO
EM PACOTE

Pequeno - R$ 2,00
Médio - R$ 3,00

a) Dê a expressão algébr ca que representa o vô ume dessa
caixa, ndlcando o porV(h)

b) Escrev. a eq!.ção alqébr ca q!e pernì t€ calclrar a aLt!ra da
caixa quando ovo unì€ é de 6 272 ur.

c) Espe.ialnìente nÊÍe €xercício, p€. parliclraÍldade das me
dldas apresentadas, você é capaz de det€rÍì nâr â âltura da
ca xa nas cond çòes do lÌem b, Exper mente.

Ao onqo deí€ câpítulo vorê descobr rá como resov€r equa

çóes desseupo (quândo não holver part icu ardadet.

c) Se; despesa loÍ de RS 860,00, qLrantos pacotet de .acla tipo

obe. éq èoó.p.è <oq,p èp.èè. o- 
" lL\ ;o- .  ""

pressão a gébricir e qLre .o lgra é a a zero vo.ê obteve rrma

eq!ação a gébÍi.t

2. \ .  
"  "d 

dm-dd"do omp,rè, !o e ^ìo ' Ì rd o óo

.rqLrrâ.
a) Expresse a área dessa saLa em funç;od€ urna dâs dirìensóes,

lndicando a por A(r) .
D, o 

. . -" . ' - .  
dô.è A pè o .no a q.  o d-.

c) Calcu e as dlnìensôe5dê 5a a para unìa áred de 35 m'

3. As dlmensôes de Lrma cd xa dependem dÊ sua â tura,.onlorrne

Í
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Na resolução de problemas, é muíto comum ocorrerem situaçóes em que a leitura e â compreensão do enun-
ciado nos levam a formular expressões que permitem depois a resoluçáo do problemâ por meio de uma equação
oriunda das éxpressóes obtidas.lmagine porexemplo que, em determinados problemas, os enunciâdos nos levem
às seguintesfÌguras e suâs dimensôes:

Í

A primeira figuíâ é uma regiâo retangular de dimensões x e x + 3, cujo perímetro é indicado pelâ êxpressão:

2x+2(x+3) ou 4x+6

e cuja área é indicâda po. 

"(x 
+ 3) ou x, + 3x

A segunda fÌgura é um cubo com arestasde medidâ x, cuja áreâ rotalé indicâda por:

e cujovolume é expresso por:

Aterceira figura é outro cubo com arestãsx + 2, cuja área totâlé:

6(x + 2), ou 6(x, + 4x + 4) ou 6x2 + 24x + 24
e cujo volumêé expresso por:

. 
(x + 2)i ou x3 + 6x, + 12x + 8

Todâs essãs expressóes são chamadas exprcssões polinomiois ou polinômìoJ e serão objeto de estudo
neste CaPitulo.

Chamâmos expressâo polinomialou polinômio na variável complexâ xtoda expressão da forma:

ânxn+an, lxn I  +an rxn 
2+.. .+a2x2+atx+ao

. an, ai_ r, an 2, -"a2, ar, aosão números complexos denominados coeficientês;

. n é um número inteiÍo positivo ou nulo;

. o maior expoente de x, com coeficiente não-nulo, é o grau da expressão.

Veja, porexdmplo, as expre5sôes polinomiais:
1e)4x + 6: expressão pol inomial  do 1e grau (gÍâu 1).
2Ê)x'z + 3x:expressão pol inomialdo 2e grau (grau 2).
3q)xr iexpressão pol inomialdo 3e grau (grâu 3).
44)6x'? + ( l  -  i )x + 5:expressão pol inomialdo 2e grau (grau 2).

Que nom€ se Eá às

al óxs
+óx,+6x+8
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PeladefìniçãonáosãoexpÍessõespol inomìâìs:
. x 'z 

_b 3x:! + 1, pois o expoente da variávelx não pode ser negâtìvo.

.  x '+ + -  ,  pois à vàí iávelx náo pode àpàíecerem denominador.

. xf + 5xã + 6, pois o expoente da variávelx não pode 5eÍ fracionário.

.1Ç + o"Ç + 2, poìsa variávelx não pode âparecersob radicâ|.

As íunçôes complexas Í O -t C dêíìnidas por expressões polinomiais são denominadas funçóes polinomiais. '

.  f (x) = 2x -  1 é uma função pol inomialde grâu 1.

. g(x) : 3x, 2x 1 é uma função polinomìalde grau 2

. h(x) : x3 6x'? + x - I é uma função polinomìaìde grau 3.

. p(x) = xa - ix: é uma função poiinomialde grau 4.

Então, toda função definidâ por:

í(x) = aJtd + a" -  1x" '  + +a,x, +a1x+q

para todo x com plexo, é denominada funçáo polinomialdê grau n,em quê n é um número inteiro positivoou nulo

ea. ediferente de O.
Se o grau de uma funçáo polinomialfor 0, então a função é definida por f(x) - ao, com ao + 0.

Exemplos:
19(x):s
2e)p(x) :  2

Polinômio
A cada íunção polinomial associa se um.único polinômio (ou expressão polìnomial)e vice_versa, de forma que

não há conÍusãoem nos refê rmos ìndistintamente àsfunções polinomiais ou aos polinômìos

Exemplosl
le) p(x) : 5 é um poìinômio de grâu 0 ou polinômioconstante.

2e)p(x):  2x + 1 é um pol inômiodo lq grau

3e) p(x) : x') - 5x + 6 é um polinômio do 2e grau

Polinômio ìdenticamente nulo
DeÍine-se o polìnômio identicamente nulo (Pin)como o polinômio cujos coeficien

tes são todos nulos. Assìm, p(x) :4"x" + 4" rxn-ì+ . .  + arx + aoépol inômio nulo

se, e Somente serai  = an r=. , , :ar :âo=0.

t
Função polinomial

coefi cient€ não-nulo, não
s€ d€fìne grâu paÌã ele.

l. Dadoo polinômo p[x) =[m'z- 1)x3+ lrn + ])x'1- x + 4,
com rn € lR, discuta o graìr de p(xl.

Resolução:
Fazendo os coefcientes de rC e x2 iguâ s a 0, temos:
rnr_l=0=m?=1=rn=+l
Ín+1=0+m= l

.  sem+l em+ l ,opolnômoseÉdo3egÉt

.  se m = t ,  o pot inômo será do 2e gÉu.

.  sem = t ,opoinômiosetãdo te gmu..



2. Calcu e os va orcs de â, b e c para os qua s o po inòrnio
p[x]  = [a + b]x,+ (a b 4lx+[b+2c-6]

Resoluçào:

ReLrn ndo Oe(D, temos:
[a+b=0
j
la -  D = 4
Resovendo o s isterna, obtemosa= 2 eb= 2
S!bsttuindo b enì @, vern:
b+2c- 6=0ã 2+ 2c- 6= 012c= 8=

Logo,a=2,b= 2ec=4.

la+b=oO
s€pi, l=0=1a b 4:0 O^

lb+2c 6=0 0,

Matemárkã . contexÌ0 & Ápt c!ôes

Ì. V€riÍique se são polinômos
alptx l=2x3+x+4

blsr:r:."F + 2!Ç r
cl  [x]  :  x '?+ 3xr + 4
dlhtx)=x5- l
el q[x) = 4x5 ]
rl ptx) - 2

sls(x)=+ 3x
hlq[x]=x3-x ' :+2x-2

ffiValor numérico de um polinômio
ConsìdeÍe um pol inômio p(x)e um número realo.
O valoí numéÍìco do polinômio p{x) pâra x: o é o número que se obtém substituindo x por o e efetuando os

cálculos neces5ários. Indica-se por p(a).
Então, p(o)é ovalor numérìco de p(x)para x = d.

Êxemolos:
1e) O valor numérico dê p(x) : 2i(a 3x + 5 para x : 4 é:

p(4) = 2(4) '1 3(4)+5:32-12+s:2s
Logo, p(4) = 25.

2-o) Dado p(x) :4xr -  3x' :+ 5x 10,o valorde p(x)pâra x -  3 é:
p(3) = a(3)3 3(3) '1+ 5(3) -  10 = 108 - 27 + ]s 10 = 86
Logo, p(3) = 86.

3q) Se p(x) :  3x: 7,  então;pâra x :  i ,  ovalor numérico de p(x) ép( i)  = -3'  7 :  tO.

Assim, de modo geral,dâdo o polinômiol

p(x):  a"x" + a" rx '_ 
ì  + aô ,xn 

,  + . . .  + arx + ao

ovalor numérico de p(x)para x:  cÌ  é:

' p(o) = aícr" + a" Jan 
I + an 2dn-2 +... +.arcr + ao

Observaçóes:
le) Seo :  l ,ovalornuméricodep(x)éâ somadeseuscoefìcientes:

p(1) = a^ .  1 i  + a" _ r  .  1 "  I  +ân 2.1" ' :+. . .+a1 .  1 + ao- p(1) = an + ai  I  +ai_2+.. .  +ar +ao

2ã)Se o:0, ovalor numérico de p(x) é otêrmo independente:
p(0) = a" .  0" + a" r  '  0" I  + a" ,  .  0" - ,  + . . .  + ar .  0 + ao r p(0) = a0

2. Em que condçôes o gfau do poinómìo
ptxl = ia + 2lx, + tb 3lx + tc- t l  é0?

3. Dscutr, pâÉ m c R. o gruu dos poinômios:
al p[x] = [rn 4]x3 + [m + 2)x, + x + ].
b) pixl = trìì, 4lx4 + (rn 2)x + Ín
cl ptx) = trn, - l)xa + lrn + ]Jx3 + x, + 3

@
I o *ro' nun'*i.o ao I
I polinómio nulo é 0 para I
I 

quàrquer v"ìoÍ de x .,

Exercícios pÍopostos
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3. Dado o polinômio p(x) = 2x3 - x'z + x + 5, cacule
pt2l - pt-11.

Resolução:
Cac. a-do pí2ì F o[ 5eodÍêda-Íe e pros

p(2) = 212)3 -  (2) '1+ 2+ 5 = 16 - 4 + 2 + 5 = 19
p(-r)  =2i- l )3-  i  r ) '?+[  ] l+5=-2-1 l+5=l
ASS|Tn:
p(21 -pi- l l=rs r=18

4. Dado o po nônì o, na loÍnraíatorada
p(x) = (x, + 2),tx3 215, deteÍnine:
a) a sorna dos seus coefcientes;
b) o termo nd€pendente.

Resolução:
al PaÍa obter a soma dos coeÍÒientes, bâsta fazer:

.  p0) = 0,  + 2t ,0.  2)5:3 '  .  t  t l5 = I
o) Dara ootê o er_lo -depelde re bdsla ;/e .

p[o) = to'z + 2]'zt03 2)s = 2'1 ' (-2)5 =
= 4l-32) = 128

5- Unì poinôÍnio p[x] é do 2e gmu. Sabendoque p[2] = 0,
p[-]) : l2 e p[0J = 6, escreva o po ]nòrnio e d€terrnì
ne ptsl.

Resolução:
S€ p[x] é urn polinôrnio do 2e gmu, suê lorÍÍa é:
p[x]=af+bx+c

Então:
p(21 = 0 = a[2] '? + b[2J + c= 0+
=4a+2b+c=0O
pi- l ) -12+at rJ '?+b( r)  + c:  12. ì
=a b+c=l2O
ptOl = 6+a(01? + bt0l + c = o= c = 60
Substtu ndo0 em O e (D, temos:

f+a+zr.= a [2a+b= 3

la b:6 Ìa-b=6
Resolvendo o s stema, obtemosa = I e b = 5.
Sabendo qle a = I ,b = 5ec=6,vainoses

p[x] = ax'? + bx + c = x 'z 5x+6

Agora, varnos ca culaf p[5]:
pt5l = isl'?- 5t5l + 6 = 25 25 + 6 = 6
ogo.pí \ ì - .  -s\  oep[. ì  6.

Í

4, Dado ptx) = x4 - x 3, calc! e p[-2)

5. Dados p(x):  -3x3 +x'?+x 2eg8l:É x 'z+x l ,
cê cLle of- l ì  gí ' .

6. Caclrle ovaor de p[x] 
- 

xa .3x'z+ 5 paÉ x = 1ã.

7. Cohsderemos o poinórnio p(xl = 2x3 6x'z+ mx + n.
Se pf2l = 0 e p( l) = -6, caclle osvaoresde m e n

8. Sabendo que pt l )  = 0 cacule ovaoÍ de a ern
p[x] = 2x3 4x'?- 3x + 2a

9. Detem ne o polinôm o p[x] do lr'g|au tal que ptsj = l3
ePt3ì  =7

I0, Calcue â sonìâ dos coeÍcientes do polinômio
ptxl=tx 2l ts ix6 x+2f

ì l Cacule o temro independ€nte do polnômo p[x] obtido
desenvolvendo se a expr€ssão
lx': 3x + 2]t8x! - 8x'z ll3.

12. Cons deÍe o polinômio ptxl = aÍ3 + bxs + cx'? + d
Se pi l l  = 7€ pt0l  = 2, qla ovaloÍdea + b + c?

Fl lgualdade de polinômios

Dìzemos que dois polinômios são i9uais ou ìdênticos se/ e somente se, seusvaloÍes numéÍicos são iguais para

todo d e O. Assim:

P(x) : q(x) ie P (lt) = q(o') (v d €ol

Pà ra q ue isso aconteça, sua diferença p(x) - q (x) deve ser o Pin A5sim, dois polinômios
p(x) e q{x)sáo iguars se, e somente se, tem coefi( ienLes respectivamente iguais (os coefi(ien
tes dostermosde mesmo grau sáotodos iguais).

Exêmplor
Dâdos os polinômios p(x): ax3 + bx'?+ cx + d e q(x) :2xr + 5x2 4x + 3,temos:

p(x) :  q(x) ( ìa :  2,b :  5,c :  -4ed = 3

ExeÍcí(ios propostos



6. Determine os valofes de a, b, c, d e e de modo que os
Po nÔnr os P[x] = ax4 + sx'z + dx b e
g[x) =2xr+ tb -3]x3+ t2c l lx2+x+ese-
jam iguais.
Resolução:
Pâm que p(x) - g[x], deverÌìosteÍ:

0=b 3=b=3
5=2c-t+2c:6=c=3

e: -b:  -3
Logo a = 2,b:3,c = 3,d:  I  € = 3

r1Ìêr Í i 
'ddôd" 

rnrvÀd

Exercícios propostos r
'13. Detem ne os va ores de ae b paÍa que selam gLras os

pol inômiosp(x)=3x+2e
qtxl = ta + b)x? + ta + 3lx + i2 b)

Ì 4. Dados p[x] = [mx, + nx + p]txl t) e
g[x) = 2x3 + 3X, - 2x 3, deterÍnine os va ores de m, n
e p parâ que setenhà p[x) = g(x).

4:-R
[r..fl Raiz de um polinômio

Já sabemos que p{o)é ovâloÍ numérico do pol inômio p(x)parâ x:  a.
Se um número complexo o é tal que p(e) = 0, então esse número a é chamado de roD do polinômio p(x).

Exemplos:
I e) Dado o polinômio p{x) = x, - 7x + 10, temos:

p(5) :0i  5 é Íaizde p(x)
p(3) : -2 3 3 não é raiz de p(x)

2e)Dado o polinômio p(x) = x3 3x, + 2,temos:
p(1)=0ã1éraizdep(x)
p(3) = 2=3 nãoé íâizdep(x)

3e) O número i é raìz do polinômio p(x) : x, + t, pois p(i) = -t + I = 0.

1 5- VerÍque se o núÊnerc 3.é raiz do polnôÍn o
p[x]=f  3x,+2x-6.

16. Delermine o valofde k no polinômio
al p[x] = x3 + 7x'? kx + 3, sâbendo qle x = -t é

Íaz do pol inôm o;
bl pixl = 4x4 - Bx3 [k + 5)x'1+ (3k 2]x + 5 - k

sab€ndo que x = 2 é mz do po inôrnio.

-l7. Calcu e os valores de a e b no potinômo:
al p(xl = x3 + ta 2)x, + (t, 4)x 3, sabendo que

I e I sào raízes do poinôrnio;
bl  p[x) = x3 + ax, + [b ]8lx + I  s€bendoqueté|az

do polinômio e p[2] = 25

I B" DêterÍnine ovaorde a pâra qle o númerc I  rsejuraz
do poinômio p[x] = x, 2x + a.

7. Sabendo qLre -3 é raz de p[x]  = x3 -  4x, âx+4s,
calcul€ o vâlor de a.

Resoluçâo:
Se -3 é Íaiz de p[x], então p[ 3] = 0.
DaÍl
pt  3 l  = C-313 4[-3] '?-a[  3]+48=0=
= -27 -  36 + 3a + 48 :  0+3a -  t5=a :  5
L090, a - 5

8.0 polnôm o p[x] = x3 + ax'z + bx sdrnite as EÍzes 6 e l
Cacu e os coefcentes a e b.

Resolução:
Se p[x] admte a raz 6, então p[6] = 0.
p(6) = 63 + at6l, + b(6) = 0ã
ì216 +36a + 6b: 0+36 + 6a + b = 0
Se p[x] adrnite â Éiz l, entâo p[]J = 0
pt l )  = 13 + ai l ) 'z  + bt l l  = O3 r  +â + b = 0
Varnos foÍmar, então, o sstema:
loa+b= ro(
[a+b=-]
Resolvendo o sisteÍÌra. obtemosê = -7 e b = 6.
Logo,a=-7eb=6.

!ry-fgo'frypo:,!gt_r
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Operações com polinômios

Por meio de exemplos, vamos retomar operaçôes conhecidas no estudo de expressões algébÍicas, como adi-

ção, subtração e multiplicação de polinômìos,além da multìplicação de um número realpor um polinômio. Em se
guída, estudaremos mais detalhadamente a divisão de polinômios.

1 )Sep(x)=3x'z+2x l  eq(x):  -x3+4x'? 2x-5, temos:
p(x)+ q(x)= -x3+ (3 + 4)x7+(2-2)x+l  1 -s)= -x3 + 7x'z-6

2r) Se p(x) = 3x, -  4x + I  eq(x):5x' :  3x + 4,temos:
p(x)-  q{x)  = 3x' :  -  4x + 1 5x'?+3x 4:2x'z-x-3

3e) Dado p(x) - 2x1 - 4x2 5x 3.lemos:
7 . p(x) :712x3 4x7 + 5x - 3) : 14x3 - 28x'] + 35x 21

4q) Dados p(x) : 3x 4 ê q(x) = -2x + s,temos:
p(x) 'q(x) = (3x - 4X 2x + 5) = -6xz + I5x + 8x - 20 : 6x'+ 23x 20

t

sejarnl
s{pl = grâu d€ p[x],
s{ql = sÌ?u de qtxl.
Então:
. grtp l ql < maior wlor

€nÍ€ sr{pl € grtql,
. sÍ{p . ql = gítpl + crtq}

9. DeÌeftnine os valoÍes de a, b e c pâÉ qlle se ve fqu€
a i0ualdad€
la\  - r2d o\  2bl  -c '  f '  2cl ' -6 l  -
:2x ' -4.

Resolução:
O polinômo Íax'z+ [2a + b]x + 2bl +
+ [cx, + [3 - 2c)x - 6] pode ser escÍito na forma:
[a + c]x, + (2a + b + 3 - 2c)x + 2b - 6
Logo, temos:
[a + c]x'? + [2a + b + 3 - 2c)x + 2b 6 = 2x''4
Vamos fomaf, então, o slstema:

Resoluçâo:
Como{x +'2)[x - 1] = x, + x 2, temos:
alx-r ]+b(x+21 7x+8

( i+2l i \ -D \ '+x 2

ax a+bx+2b 7x+8
tx+2l fx- l l  x '+x 2

tã+bl i+t  a+2bl  7x+8
-  r -+rx^ r l  

="+*,

PaÉ que a igualdade se vefÍque, devemos tef

fa+t=z
l -a+2b=8
qesorve doosslFr d, obenosa - '  p b r .

I l. Se os po inôm os p, q e rtêm, Íespectvâmente, graus 3,
5 e l, delerm ne o gmu del
alp+q: b)p.q; cJp Í  q.2b-e,= 4=2b=2)b=1

Substituindo na equâção (D, obt€Ínos o novo sstemâ:

la+c=Z la+c=2

l2a 2c= 4 la-c= 2

Resovendo o s ist€rna temosa=0,b= I  ec=2.

Io.Sabenoo oue " .  +_i . -  '  : ; .oer" .
\  2 r- l  r  +r  :

Ínlne os vâLorcs de a e b.

[a+c=2 aD

]z+n*:-2"=o O
l2b-6= 4 @

Da eqlação @, vern:

Rêsolução:
a) NasoÍna deurn polnônìio degra! 3 coÍÍ urn de g|a! 5

prerdlp For"o gêL Logo ooaude'o I  q l"5
b) No produto de unì polnómo de grau 3 com um de
i grau Sorcsultadoterá grau 3 + 5 = L

clOgÍËudoprcdutop.ré3+l  = 4.  Na subtração
p.f q pÍev€lece o maior grau enffe o g|au 4 de p r
eog|au 5 deq. Asslrn, ogrâu de @.f ql  é 5.

(ios propostos

. l9.  Dâdos ospo nômìos p[x) = x '? 4x+3,q[x]= 2x+4
e (xl - 2x3 - 4x + 5, calcule:
a) ptxl + (xl
bl qixl ptxl.
cl 4. r[xJ.
dl ptxl .qtxl.
e) Iqtx)l'.

20. Dados os polnômos p[x) = ax'-  8x + b e
q[x] =3x'? - bx + a c, deteÍnine a, b e c para os
quais p[x] + q[x] é !m polnÒm o nuo

at.  ouao 3 + 9j9 = 
-L.cornx+oexr3,x x-3 x ' -3x

calcue osvaoÍes de a, b e c,
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22. Delenn ne osvalores Íeas de a e b pam q!e o binôrnio
2x, + l7 sejâ igualà expressão
tx'z + b)'? - (x'? + a,ltx,- aa

abcÌ
23,üo" aoq-ep,.-  \  0 egr\ t  

- . ,  
3J. .  t .

0 lx

delemin€ osvalores de a e b pâra q!€ ptx) = gtÌ)

2\ À7
-32

1

24, Se os polinômios p, q e Í têm graus 2,3 e 4, rcspecÍva
ment€, então o gÍâu do poiinômio p. q + ré
al iguaÌa l0
b) igua a 9.
cl  gua a5.
dJ rnenor ou iguala 5.
eJ rnenoÍ ou iguala 4.

t

z") Àt
-32

17

Divisào de polinômios
Dados dois polinômios p(x) e h(x), com h(x) não-nulo, dìvidií p(x) por h(x) signifÌca encontrar dois potinómios

q(x)e r{x) que satisfaçam as seg u intes cond içóes:
1?) p(x) - h(x) .q(x) + (x)
21)o grâu de (x)não pode ser igualnem maiorque o grau de h(x)oìr  entâo (x) = 0.

Assìm, dizemos que:
.  p(x)é odividendo;
.  h(x)é o divisor;
.  q(x)é o quociente,
. (x)éoresto.

Parâ efetuar a divisão de pol inômios usaremos o método da chave, semelhante ao empregaoo paÍa nume-
ro5Interros,

Método da chave
Consideremos a seguinte divisão de númeíos inteiros:

337
32
' t7

1
2 8 =16

17-16:1

observemos que:

]e) x,5x+6lx 3
l r ,

4 a=32
Subtraindo (ou soman-
do com o sinal t Íocado):
33 32=1

337

17:8->2

: 4.42 + 1

."{",ï,".".F*"

1r) 337 |  8
l-r

33:8+4

Vamos utilizara mesma técnica para a divìsão de polinômios:

2x:x:  2

x 'z 5x+6
x'+3x

Trocando osinal: x, + 3x

'- '  x ' -5x+6
-x2 + 3x

2(x-3)=-2x+6
Trocando o sinâl:2x 6

-2x+6
2x-6

I
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p(x) = h(x) q(x) +(x)
x,-sx+6: ix 3)(x-2)+0

' l t { {
dlvidendo

Podemos verificar q ue:
'  xa+x3_1xr+9x I = (x'? + 3x - 2)(x'z - 2x+ 1) + (2x + 1)

Veiamos outra divisão de oolinômios:

]s)  x4 +xr 7x 'z+9x 1 x4+ xr 7x 'z+9x 1
x4 3x3 + 2x':

-2xr-5x'?+9x-1
2x'+6x'-4x

xr(x, + 3x 2) :1+ 3x3 - 2x'

Trocândoo sinal: -xa - 3x3 + 2x2

x4+ x3 -7x2 +9x 1
x4 3x3 + 2x':

-2x' - 5x': + 9x 1

-2x3 , x2 : 2x

x4 + x3 -7x7 +9x 1
x1 3x3 + 2x':

1(xt+3x-2):x,+3x-2
Trocando o sìnal: x2 - 3x + 2

+ x1 txz +9x 1

x':+ 5x 1

-2x(x'z+ 3x - 2) : 2x3 6x2 + 4x
Trocândo o sinal:2xr + 6x': 4x

x4+ xr 7x 'z+9x 1
x4 3x3 + 2x'z

2x3-5x'z+9x- l
2xr + 6x'z 4x

12, Eíeiu€ a divisão de p[x) : 2xa - 2x3 ]3x'z+ lox - l
por h[x) = 2x'? + 4x - 3 efaça a ver]Íìcâção.

Resolução:

qtxl .hixl + (xl = tx, 3x + rl[2x'+ 4x - 3] +
+ l 3x + 2) : (2x4 - 2x3 l3x'z+ l3x - 31 +
+[ 3x+2):2x4 2x3 ]3x,+lox-I :p[x)

13. Usando o método dâ chave, efetle a divÌsão do polnô
nopr\r  - \  r \  b^ 8po1, l - \ .  \  L.

2x' 2x a
2x'+2x+a

Lero e-sedeque' oìo r.r, 0. pt'J ê dMstud oor hhJ.

2x' - 2x3 13x'
2x' 4x' + 3x'?

2x'z+4x 3

6x'-  l ,ox '+tox l
6x' + l2x' 9x

2x'+ x 1
2x'z-4x+3

-3x+2

Fazendo a verÍìcação, v€rn:
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I4-0 poinómio ptxl = x3 + ax + b é, divisíve por
. h[xl = xz 1 t" * r. *""sas condições, ca]culeosvao

Resolução:
O po nôÍnio p[x] : xr + ax + b deve seresffto corno:
P[x)=x3+0x]+ax+b
Llsando o rnétodo da chave temos:

Eíetlada a d vìsão, obiemos: f(x) = ta llx+[b+]01
Coroo " .oa-," .e opo noronro Lêrìos.
a l -0=a=l
b+10=0+b= l0
Logo,a=leb=-10.

I5.0 polinômo ptxl = x3 - 4x, - x + 4 é divsÍvel poÍ
htxl = x? 3x 4. Nessas cond ções, rcsolva a equa
çãox3 4x'? x+4=0
Resoluçâo:

x3 4x2 x+4

Então:
xi  4x,  x+4=[x,-3x 4)(x ] )
Comox3 4x, -  x + 4 = 0,vern:
tx l  3x-4l tx-  l l :0
Poftnto, a feso ução da equação dada reca na rcsolução
de ealações de g êL( ìelo, e". q. e ji vbp ro" àre.
[x:  3x-4)[x-  ] l=0 = x '? 3x 4=0o!
x I  =0

Resoivendo a prirne É eqlação, temos:
xu 3x-4:0+x=4ex: l
R€solvendo a segunda, vem:

Logo,S={-1, l ,4J

iâ-r lx+(b+lo)

lo.Calcule os vâlores d€ m e n de rnodo que o Íesro dâ
dvlsão d€ p[x) = xa + rnx3 x, + nx + ] pof
htxl  = x ' :  + x + I  sejaiguâlâ(xJ = x+ 2.

Resolução:
Indcândo o qlocente pofq[x), temos:
p(xl=htx).qtx l+(xl

Corno o grau de p[x] é 4 e o grau de h(x) é 2, então o
graL dF qhì e 2. Poldnro. q, \ '  -  a\)  + b\ + c.

Daí

x"+mxr-x ' :+nx+t-

PIXJ

b+clx '+[b+c]x+
blx3+(a+b+c)x,+

Pea iguâldade de polinôÍnìos, teÍnos:
a= ro
a+b=íì(D
â+b+c= tO
b+c+t=n@
c+2= I  = c=- lO
Conhecdos a = I  ec=- l , ternos:

l+t- í  = r  =b=- l

Substitu ndo ern 0, ternos:
I  l=Í Ì ì+rn=0

SubsttLr ndo ern 0, temos:
t- , í+, /=n+n= I

Logo,m=0en=-1

lT.Consldere â divisão de p[x] por d[x), coÍn quociente
orì  e 'esto r l \ .1 rão-nJo se o grèu de p{\ '  e /  e o
g|au de d[x) é 2. o que podemos deduzif sobfe o gmu
d€ q[x) e o gÍau de (x]?

Resolução:
0 grau d€ q[x) é a dferença entrc o gËu de p[x] é de
d[x]. AssiÍn, ograu deq(x) é7 2 = 5.
O grau de (xl é Ínenof que o gÍâu de d[x], podanto

: [x '? + x + ])(ax': + bx + c] +[x + 2] =
htxl qixl (xl

=ax4+[a+b]x3+[a+
+c+x+2=ax4+[a+
+[b+c+])x+c+2
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23.SabendoqueopolnôÍnop[x)=f-6x'z+3x+]0édvsíveporh[x]=x-2,resovaâeqlação
x3_6xr+3x+10=0

3x3 - sx':  + x-2
3x3 + 6x':

f  + x-2

Divisão por x - 
-a 

- dispositivo prático de ry+8lIig
Usandoométododachave,vâmoseíetuaradiv isãodep(x):3x3-5x'?+i-2poíh(x):x-2.

q(x)=3x'z+x+3
(x):4

Há,porém,umdisposit ivoquepermiteefetuarasdivisóespoÍpol inômiosdot ipox.adeumamaneirâmâìs
simples e rápidaré o chamado dispositivo ptático ou algo tmo de Briot-Ruffini.

s inâl trocado

tetmo conStante
do dividendo

p(xJ
coeÍìcientes dexdo dividendo p(x)

coefìcientês do quociente

Vejamoso roteirodesse dispositÌvo prático, efetuândo a divisão de p(x) :3xr 5x'z+ x 2 por h(x) : x - 2.

Pelo quadro, temosi

o mesmo resultado obtido pelo métododa châve.
LOgO:

q(x)=3x'z+x+3
(x):4

[.

r  l - t

Repetimos(ou "abaixamos")o pÍìmeiío
coefìciente do dividendo

Multiplìcâmos o termo repqtido peìo divisor e somâ
mos o produto com o próximo termo do dÌvidendo.

3,2:6€6 + (-5)=

3x3 sxr+x 2 = (x - 2)(3x3 + x + 3) + 4
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18. Dvda ptxl = 2xr + 7x3 - 4x + 5 pof h[x) = x + 3.
Resolução:

3+0 9+( 4J*- i - - - -
I

35

t5 + 5

I

-10

Quociente:q[x] = 2x3 + x'z 3x + 5
Resto:(xl = lo
Logo,2xr + 7x3 4x+5:
= (x + 3l[2x3 + x, 3x + 5) - ]0.

19. Determ ne o quoc ente € o fesÌo .la d vsão cle
p[x] : 2x'? - 5x + 2 por h[x] = 2x l
Resoluçâo:
Obseve que, neste caso, o coeÍciente de x no bìnôrno
não é iguâ a l; para obÌer o qlociente e o Ésto ped
dos dev€rnos d v dir todos os coeíc entes de p[x] e de
h[x] por 2. Ass m obtemos o quocente procurado q(x),

enquanto o festo tambem Íc€O OrO 
- 

p", , Í9 ì.
\2 )

nlão, -n o"

49=",  9*11
22

lìíxl l
22

Apimndo o dispostvo pfático, vern:

I  r  sì
T-\ t )

2 0

Qlrociente:q[x] = x 2

q.e. , ry -o+ftx)=o
L0g0,2x: -  5x+ 2 = [x 2][2x -  l )

Cêlcu€ o valof de m de modo que o polinôrnio
p[x) = 2x3 + 5x'z+ mx+ ]2 seja d v síveÌ por h[x): x
Resolução:

Loso, p(x) : qtx) = x, ax + i

PaÉ que p[x) seja dvsív€l pof h[x] dev€Íìros ter festo

-3Í ì+3:0=3m=3=m=l
Logo, m = l

Eíet leadvsãodep[x] por q(x) parâ
p[x]=x3 [4 + 2 ]x'z + I x + 2 e q[x] = x 2i
Resolução:

l
{ t
2l

20.
+3.

21.

1

2

htxl
ptxl = {ax bl qtxl + r[x] dividido por à + 0:

ptxl tax blqíxl rtxì

!14

bíÌ ì  í  bì . .  f lx ì
a \  à)  à

t

ilxe!?idgeÌii.stos-)
ji?.Ap cando o disposìtvo pútco de Bfot-RuÍín. carcuÌe

o quociente e o resto da dvsão de:
al p[x] = sx'? - 3x + 2 porh[x] = x + 3.
bl ptxl : 2x, - rox, + 8x 3 por h[x] = x 5
cl  p[x]  = 2x3:3x'+x+ 2 porhtxl  = 2x l
dl p[x] =x'? 2x + I porhlx] = 3x + l

iì8. Nos esquemas segu ntes fo ap cado o dspositivo prá
tico de BÍiot Ruffni;cacule, então, o dvidendo p[x], o
d vsor h[x], o quocienre q[x) e o festo (x).

3l ,  Calcl l€ ovalorde a, sabendo que
p[x) = 2x3 + 4x, 5x+ aédvisíve pof
hix)=x- l
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Teorema de DAlembert
E5teteorema dizqueo restoda divisãode um pol inômio p(x)poÍx a é p(a).
Antesdeíazer a demonstração, vamos verificar oteorema poÍ meiode um exercício,
Vamos determinar o resto da divisão de p(x) = x3 - x2 - 2x + 3 porx + 2 e comparálo com p( 2),

. Usandoo método da chave:

32. Efetue a d visão do po inóÍnio p(x)
por [x + i].

DeteÍnine o resto dã divisão do polinômo
p(x) = 6x3 - 2x'z+x+ I  pofqtx):3x 6

x'-3x+4

5+resto

x' + 2x'

3x2 + 6x

4t+3
-4x 8

resto ---> -5

. Utilizando o disposìtivo prático de Briot-Ruffrni:

. Verificândo oteorema de D'Alembert:

p(  2)=( 2)3\(  2) '  2(  2)+3: 8-Á+/ +3: s

AgoÍa, fârêmos a demon5tÍaçáo,
Considerandoquê a divisão de p(x) porx a resulta um quociente q(x)e um resto Ì,temos:

Fazêndo x: a,vem:
p(a) :  (a -  a)q(a) + r  = 0. q(à)

p(x) = (x a)q(x) + r

22. calcue o Íesto dá dvisão d€ p[x] = 2x3 x, + 5x 3
PoÍh[x]=x 4

Resoluçâo:
De acofdo com o teorcnìa dê DAlembeft, o resto é
€uala:

pial = 2(a)3 - (a)'? + sta) - 3 =
=128-16+20-3=129

Logo, o resto de'sta dÌvisão é 129.

23. Detemine o vaor d€ â de modo que'o poinôrnio
p(xl = 2x3 + 5x'z âx + 2 sej€ divisíve por
htx) = x 2.

Resolução:
Se p[x) é dv]síve porh(x) o festo da divisão é 0. EnÌão,
peo t€oremâ de D A embefi, temos:
pl2) -  A L 2è3 |  512Ì ae) -2 -  0 :
= l6 + 20 -  2a + 2 = 0=2a =38+a = 19
Logo, a = 19.

24. UÍn polinôrnio p[x] édo 2q gra! Quândo dìvidìnros p(x)
porx, porx - I e p0Íx + 2, obtemos Íestos l, 0 e 4,
respectvarnente DeteÍm ne o po nôÍnio p[xJ

Rêsolução:
De acordo com o prob emâ, p[x] é unì po inôrn o do
2e g|au. Então, ele é da forma p[x] = ax'? + bx + c.
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Seg!ndo oteoÍernâ de D Aernbei| temos:

P(0) = I  + a(o) 'z + b(01 +c= I=c= l
p[ ] l  = 0 ea[]) 'z + b[1] + c = 0 +
=a+b+r =0 (D
pt-2) = 4ì at-21'z + bi-2) + c = 4 )
+4a-2b+l =4 ú)

Reun ndo 0 ê (j), obtemos;
Ía+b-- l
{
l4a-2b=3
Resolvendo o s stema, temos â: - e b: 

-
Loqo. orxl = lr. - Zx + I 

-
-66

O

Exercícios propostos J Í

34, Calcue o resto da dvsão de:
a)ptx l=2x3 ax'?+x rpoÍhtx l=x l
b lptx l  =xa+zx'? x sporhlx]  =x+3

35, Vefíque se o polinômio p[x] = x'? - 3x + 2 é divisíve

i  pofx+3

36. Calcüle o valor de a a Ím de que o polnôÍiì o
p(x) = x'z - ax + 2sejâ divisíve pof h[x] = x - 2.

37. Dete nine b e c de modo que o polinôÍnio
p(xl = x' + x' + bx + csejâdvistuel pof h[x] = x - 2,
mas, quando diüdido por g(x) = x + 2, de xe resto ìgual a 4.

Teorema do fator
Se<é uma raizde um polinômio p(x), de grau n > 0,entáox - c é umfatorde p{x).
Peloteorema de D'Alemben, a divisãode p(x)porx c resulta um quociente q(x)e um resto p(c)talque:

p(x) = (x c)q(x) + p(c)

5ecé uma raizde p(x), então p(c) 0 e temos:

p(x):(x-c)q(x)

Portânto, x - c é um Íâtor de p(x).
Como conseqüêncìà, podemos dizêrquê p(x)é divisívelpor (x - a)e por(x - b), com ã * b, se, ê somentê se,

p(x)for divisível por (x a)(x b).

25.lvlostrc quex - 6 é unì fatorde p[x] = \ts - 6x'z+ x - 6
e calcule o quociente de p[x] pofx 6.

Rêsolução:
Âpicando o dispostvo pÉtico de Br otRuff ni, leÍnosl

Como p(2) = 0, então x 2 é um iator de p[x].

Logo, p(61 = 0,q(xl = x, + I €ptxl = tx- 6)tx, + l).

26. Dado ptx) = x3 + x'? lOx + 8, determine p(xJ para
x = 3, x = 2 e x ! 0. Aseg!ìr, escrevê p[x] como pÍo-
duto de dois íatorcs

Resolução:

ptr  - f l ' - f ì  -  A(3)-8-?1 c-30-8-14
p(2 -(A'-(? ' , -  0f2l-8-8.4-2A 8-o
pto) = (0)3 + io)'z - l0(0) + 8 = I

Logo, q(x) = x'z+ 3x - 4
p(x) = ix - 2)[x, + 3x 4]

27. VeriÍque se é €y€tê a dvsãodepE) = x3 + 2x, - x - 2
por [x + 2][x + ]).

Resolução:
5e oí-2) - 0pp( J - 0. a d,v.sáo seru eÌ€ra.
p( 2)=l-2)3 +21 2),  |  2)-2=
=-8+8+2-2=0
pt- l l  = (- l )3+2t lF- i -1)  -2=
=-1 +2+1-2=A
Logo,âdivisãoéexata.

Então, vaÍnos apl caf BÍiot-Ruff ni:



Gpítulo5 . Polinônìios 147

28. DeÌefinine os vâlofes de a e b paÍa que o polnômo
p[x] = x3 + ax'z+ bx + 20 seja dÌvistuel por (x + ]l(x - 41.
Resolução:
Pam que p(x) seja divisÍve poÍ (x + t)(x - 4), eledeve
ser divisÍvel por (x + t) e por (x 4).
Se p(x) é divisfvelpoÍx + I, temos:
p(- l )=0 + (  l )3+â( l ) ,+b( l )+20:0=
+-1 +a-b+20=0=a b= 19

Se p[x) é divisír'e pofx - 4, vern:
p[4) -- 0 + [4]3 + a[4)'? + b(4) + 20 = 0 =
+64+ l6a+4b+20=0 + 4â+b= 2l
Então, teÍnosi

[à b=-]s
[4a+b=-21
Resolvendo o ssterna, obtemos â = 8 e b = ll

Í

38. À,4ostrc que x +
P[x]=x3-x 'z-

4 é fator do polinômio
18x+ 8 ecacu e o qlocientêde p[x]

39" Dado p[x) = 2x3 + x, 5x
x= 2,x=-t ,x=0,x=
va os íatofes de p(x).

+ 2, d€teÍrn ne p[x) para
I ex = 2 AsegUìr escfe-

ffii Equações polinomiais ou algébricas
Denomina-se equoçdo polinomìalou alqéb catodâ êquação que pode seresc tâ nãforma:

anxn+àn rx i  
r+, . .  + a2x2+alx+ ao= 0(coma"+0)

em que os at(an, an r , . , , ,  a2, ar,  aJ são elementos do conjunto dos números complexos, n € lN* e n é o gÍâu
da equação.

Exêmplos:
' ì -ô)  3x+1 =Oéumâêquaçãoalgébr icadolegrau. '

2e) x'? - 3x - 4 : 0 é umã equação ôlgébÍca do 2e grâu,

3e) x3 - 2x'z+x - 2 = 0 é uma equação algébrica do 3e grau.

4e) 1-.2x3 + x,  + 2x 2=0éumaequàçãoalg 'br 'cado4egráu.

5e) 3x'z 2ix + 'ì = 0 é uma equação algébr'ca do 2q grau.

Raiz ou zero de uma equaçâo polinomial ou âlgébrica
Denomina-se rcizouzerc da equaçáo a lgébrìca

anxn + an rxn 
I  +. , .  + a2x2 + a1x + ao = 0

o valor c[ de x que satisfaza igualdade, ou sêja, ovãlortalque:

ancln + an 1( |n +, . .+alcr+ao:0

Exêmplosr
le) x '? 7x + 10 = 0 admitex:5 como raiz:

(5)' 7(s) + r0: 25 - 3s + 10 = 0
2e) x3 -  3x, + 2 = óadmitêx :  1 comorôiz:

( ] t -3(r f+2-1-3 2-0
3e) x4+xl-  x)  4-0ãdmitex 2 como raiz:

(-2)1+( 2)3 (  2) 'z 4:16 I  4 4=0
4e) x,  + 1 -  0admitex :  i  comoraiz:

iz+1:-1 +' ì  =0
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Conjunto solução de uma equação algébrica

Exêmplos:
]e)x ' :  7x+10=0

s: i2,sÌ
2r)3x-5=0

t3l

Denomína-se conjunto solução de uma equação algébrica oconjuntodas raízes da equação:

40, VerÍque se o x ndcado é raz da equação dâda:
al x = 2t equaçãox3 - 2x'z - x + 2 = 0
b)x = -3i€qLraçãox3 + 6x, + I  lx + 6 = 0
clx= l ;eqlaçãox! x3+2x, 1=0
dJx= 2 + 3iequaçãor,  4x+ 13 = 0

Determinação das raízes de uma equaçâo algébrica
Nossoobjêtivoé determ inar o conjunto soluçáo foímado pelas raízes deuma equação algébrica, ou seja, resof

ver eqìrâçõesdâ foÍma p(x) :0, em que p(x)é um polinômio.
Já sabemos resolverequàçóês do 1e e do 2e grau por meio de fórmulas simples, além de algumas de grau maior

do que 2 por meio defatoraçáo ou outro artifício:

. ax + b = 0 (com a + 0) +x :, :  (raiz da equação de te qrau);

-n-.Ã. ãxr + bx + c = 0 (com a + 0) J x : :  :1 (Íãizesdaequaçãodo2egrau),emque^:b2-4ac.

Durântê.muito tempo, êsforço, for". Í"i,o, p"r" 
"ncontràr 

lórmulas que permitissem resorveÍ quarqueÍ equa-
çáoalgébrica degrau maiordoque 2, como, por êxemplo:
.x3 6l ' ]  7x+60:o
. x4 _ 8x3 _ 25x' + 44x + 60 = 0

VerifÌcou-se, porfìm, que o melhor meio de resolvèr essas equações polinomiais seria fazer estimativas de pos-
sÍveÌs soluções.

Nestetópico, nosso objetivo é exam inar a lgu ns métodos que nos pêrmitam estimar uma ou mais raízesde uma
equaçáo polinomial e, assìm, determinar todas elas,

42, Caìcue as ÍaÍzes das seguintes eqLraçôes algébÍicas:
a)3x-12=0 d) lOx+5=0.
b) J2x r=0. elx,  4x s=0.
cl  xr  6x+10-0

43. Ut izando a íatôÉção, c€cu e as mizes dâs equações
âlgébrcas:
alx3 4x'?+3x=0.
blx3+2x'z+x+2=o
cJxs+2x'?+9x+18=0.
dlx3 2x'z+ 2x = 0.

3e)x3+x:-4x-4:0

4e)xr+t :0
s : {- i ,  i}

4I. EnÕonlre o conjunto sol!ção da equação
x3 7x'?+ l4x I  = 0, sabendo que e€ é !m subcon
j lnto deA = (0,  1,2,3,4).

[Srgesllies: No tem a, x[x'z - 4x + 3] = 0 no teÍn b,
x 'z[x+ 2] + l [x+ 2] = 0 .+ [x+ 2][x,  + ] l  = 0.1

Reso va as eqLraçôes algébricas em lR:
ãì \ ' - . \7 ú-0 b.) '6 Jr '  / -0
[SugesÍõês: No itern e, chârne x2 de p; no item b, charne
x3 de p.)

Exer<ícios propostos

Exercícios propostos

Se o prodú; é nulo, p€lo menos um dos íator€s é nulo.
Exerôplo:lx + 2Ix, - I] : 0+x + 2 : Ooux, - I = 0.
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Decomposição em fatores de primeiro grau
Em 1792 Gauss demonst rcu o teorcma fundomentaldo Álgebrc, que admitÍemos sem demonstraçãol
Toda equação algébrica p(x) : O de grau n (n > 1) possui pelo menos uma raiz complexa (reaì ou náo).
lJtilizândo esse teorema podemos mostrar quê os polinômios de grau n > 1 podem ser decompostos nüm

produto de fatores do 1e grau,

Exemplosr
1.?) 2 áraiz de p(x) - x'z + 3x - 10, pois p(2) : 0.

Então, pelo teordôâ de D'Alemben, p(x) é dívisível porx - 2 e temosi

149

qr(x) :x+5

Daívem:

P(x) : (x 2)q,(x) = (x 2)(x + s)

2e) Iérâizdep(x):x3 2xz x+2,poisp( 1):0.

Então, pelotêorema de D'Alembert, p(x) é divisível por x + 1 e temos:

r) i

1-320

q(x) = x'z- 3x + 2

Daí vem:

P(x) - (x + ])q(x) = (x + l)(x'z 3x + 2)

Resolvendox'?- 3x + 2 - 0, usando a fórmulâ de Bhaskara, obtemos as raízes l e 2,ou seja:

q(x):x 'z 3x+2:(x lxx-2)

Desse modo, podemos escrever:

P(x)=(x+1Xx-2)(x-1)

Vamos demonstrãr que todo polinômio:

'  p(x)= anxn + an rxnr+ +arx 'z+ârx+ao(comn>1)

pode seí decomposto num produto de fatores do 1e grau,

ConsideÍemos, então, o polinômio p(x), de grau n > 1.
Pelo teoÍema íundamentâ | da Álgebra, p(x)admite uma raiz x1.

Peloteorema de D'Alembert, p(x) é divisívelporx - xr. Assim, temos:

p(x) : (x - x,)qr(x)

em queqr(x) é um pol inômio de grau n -  1.
Pelo teorema fundamentalda Álgebra, qr(x)admite uma raiz x2

Pelo teorêmâ de D'Alembert, q1(x) é dìvìsível por x - x2 Assim,temos:

q,(x)=(x-x,)q,(x)

em queqr(x) é um pql inômio de grau n 2.
Logo, p(x) = (x - xr)(x xr)q,(xl
Pelo teorema fúndâmenta I da Algêbrâ, qr(x)admite uma raizL

?eloteorema de D'Alembert, qr(x) é dlvisÍvel por x - \'Assim,temos:

q,(x)=(x-x3)qr(x)

em queq3(x) é um pol inômiodegrau n 3.
Logo, p(x) = (x - xr)(x x,Xx - x3)q3(x)



Seguindoesse processo n vezes, chegamosa:

p(x) : (x - xrxx - x,Xx x3)... (x - x").q"(x),com q" = a"

Então, tem05:

em quêxrsão as raízes de p(x) e a" é ocoeficiente dex'.

45. Sabendo que 2 é raz da eqlaÉo x3 + 2tr  5x+c=0,
' calcue o valor de c € o conjunto solução dâ equaçâo.

bl x3 - /x'?+ 36 = 0,sab€ndo que 2 é uma de suas rãÍzes.

&Ê. Rèsolva as equações âbaixo:
. a) x\ 2x3 + x, + 2x 2 = 0, sabendo que duâs de

suas raÍz€s são -1 e 1i

417" Det€mìine o conjunto sotução das equâções:
ê) ' "  -  8\r  -  25\ 44\ |  60 -  0.  sêoe ao qLe - e

2 são duas d€ suas raízes.
b) x3 ix, + 4x - 4i = 0, sabefdo que ié uma de suâs

29. flma das raizes da eqúçãa 2x3 - 4x, - 2x + 4 : 0
é] R€solvâaequação.

Resolução:
Se I é Éz de p[x) = 0, temos
ptxl  = tx l lqr tx l .=0ìx I  =0ouq,(xJ =0
Obsetuândo que o grcu deqr[x] é 2 esabendo reso veÍ
urna eqLração do 2e gÉu, podemos dizefqueqr(x) :0
Ìomece âs outÍâs Eizes
Determ nando qj[x] remos:

qr(xl = 2x'z - 2x - 4
Delenninando as raízes de qr [x) = 0, vem:
2x'  2x-4=A
Ã-4+32=36

2!6 =2e)\  = 1

Logo âs oltras raízes são 2 e -1 e o conjLlnto solução
daequaçãoéS={ I1,2}

30. Reso va a eqLração xa x3 - 7x, +x + 6 = 0,saDenoo
que 2 e 1 são raízes da equação
Resoluçâo:
S€ 2 e 1 são râíz€s de p[x). temos:
pixl = tx + 2)tx llqltxl = 0.
Dividindo p(xl poÍ x + 2 e, eÍìr segudâ, o qlociefte
dessa dvsâo pofx 1, v€rn:

q,(x)=x'? 2x 3
D-eterminando as ÍaÍzes de qr[x] = 0, obtemos:

À=16

,= 
,  

_ r_3er '= l

Logo, S = {  2 - t ,1,3).

3l, Detefinine osva ofes de a, b e c, sabendo qLte as ÉÍzes
da equaçâo 3x3 +ax, + bx + c= 0sâo t ,  I  e5.
Resolução:
Se l, -l e 5 são Íaízes da equação p(xl = O, €nÌão
p[x]  é dvsÁ/elpoÍ x I ,x+ lex 5.

[3+a+b+c=0
13+b=0ãb= 3

l l5+a=0+a= t5
Substituindo os valores de a € b ra pfmeira equaç]to,

ã+( r5l+( / l  +c=o=c=15
Logo,a= 15,b= 3ec=15.

l l  3 3+a 3+a+b i  3+a+b+c

Corno os restos devern ser igu€is a zeÍo, vem:
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Mult ip l ic idade da raiz
Na decomposiçãode um polinômio p(x) de grau n > 0em um produtode n fâtores

do 19 gmu, podemos encontrardois ou maisfatores idênticos,
Então em uma equação algébricã de grau n, obtemos n raÍzes, dãs quais algumâs

podem ser i9uai5,ou seja, toda equação algébrica degrau n > 0tem, no máxìmo, n raÊ
zes distintas.

O númeÍode vezes quê umâ mesma raizaparece indica a multiplicidade da íaí2,

ExemDlos:
le) No polinômio p(x) - x'? - 6x + 9 : (x 3)'z = (x - 3Xx - 3), há dois fâtores idênticos a x 3. Nessecâso, dìze-

mos que 3 é raiz duplo ou dê multiplìcidode 2.
2- ' )  No pol inômio p(x) = x3 -  3x 2=(x+1)(x+1)(x 2) =(x+1) 'z(x 2),  há doìs fâtores idêntìcos a (x + 1) e

umíator(x 2). Nêssecaso, dizemosquê -1 é rotz duplo ou de multiplicidade 2,e2é raizsìmplesoude multipli

3e) Nopol inômiop(x):x5-7x4+10x3+18x'? 27x-27=lx 3)3(x+lF=(x-3Xx 3Xx 3)(x+1)(x+1),
há três fatores idênticos ã (x - 3)e dois íatores idênticos a (x + 1). Nesse câso, dizemos que 3 e rrà Íiplo ou de

multipficidade3e 1ê toizduplo ou de multiplicidade 2.

32. Qua é a Ínultiplicdade d€ miz 2 do polnòmio

P(x) = x4 - 5x3 + 6x':+ 4x - 8?

Resolução;
Varnos eliminaf a Íâiz 2 do po inôrnlo sucess vas vezes,
até que sso não seja Ínajs possíve.

S4.Dada a equação x3 + ax'z -  8x + b = 0, calc!€ os
valores de a e b de foÍmâ qu€ 2 s€ja Íâz dLrpla da
equaçao.
Resolução:
E m nando a Éz 2 duasvezes sucessvas, ternos

Fazendo os f€stos igla s a z€ro, v€rn:

l4a+4-o ( l )
{  -^
laa-8+b=0 ( ! )

Da equação O, v€rn:
4a+4-0=4a- 4=a=-l
Substitu ndo a = -l na equação@, temos:
-4-8+b=0+b:12
Logo,a= leb=12.

35. Determine Lrma equaçâo a gébdca do 4q gÍau que
tenha I  como raiz de mutp cdâde 3 e 2 como
outra raiz.
Resoluçâol

[x+ ] l [x+ ] l (x+ l l [x  2]  = 0=
=[x+]13[x-2]=0=ì
+ [x3 + 3x' :  + 3x + 1 ]  tx 2l=o =
+x4+x3_3xr_5x 2=0
Logo, € equa€o pmcumdaé x4+ x3 3x'? - 5x 2 = 0
ou quâqueroutm eqLrvaente a elâ, como por exemplo
2x4+2x3_6x'  lox 4_0.

Então:
pixl = tx 2F(x + r)
Logo, 2 é Éiz tÍipla ou de mutp lcidade 3.

33- Resolva a equação * 3x3 3x'? + 7x + 6 = 0, sa
bendo que -1 é Eiz dupla.

Resolução:
Se -l é Íaz dupa da equação, esta pode ser escrta
nâ forma (x + l)zq[x] = 0.
Pam dereÍn"aÍ qf\ì, oerenos.[']]i]à da eq-ação a
€Lz I duas vezes sucess vas:

q(xJ=x'-5x+6
Caímos na equação x'z 5x + 6 = 0.
Resolvendo-a, ternos x' = 3 e x'= 2.
Logo, S = {-  l ,  2,  3}.

2a 4 ' ,4a 8+l)
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Ixercícios propostos

Relações de Girard
Consideremoaaequaçãoalgébr icado2- 'grauaxr+bx+c=O(a+0)esejamxlex2agsuasraízes,
A decomposição do primeìro mêmbro em fatores do lq grâu é:

axz + bx + c: a(x _ \)(x x,)
Desenvolvendo o pÍoduto, temos:

ax, + bx + c: alx, _ (xi + xr)x + xrxrl

Dividindo todo5 os termos por a, vêm:
.bc

a
Pela ìgualdade de polinômios, temos:

- (x,+x,) :q=x,+x, :  !

x'xr : !

Conhecidas de estudos a nteriores, essas relaçóes se estabelecem entrê os coefìcientes e â5 ra ízes de u ma equa-
ção algébrìca do 2e grau.Veremos em seguida para equaçóes algébricas degrau maiordoque 2.

Considerêmosaequaçãoalgébr icado3-ograuax3+bxr+cx+d=0(a+O)esejamxl,x2ex3assuasraizes.
A suà dêcomposiçãoem fatoÍes do l9 grau é:

,. âxj + bx, + cy + d = a(x _ xrxx _ x,)(x = \)
Desenvolvêndo o produto, temos:

.  ax3+ bx, + cx+ d:ã[x3 (xr +x, +xj)xr+ (x1x, + x]xr + xrx3)x -  \xrxj l
Dividìndo todos os termos por a, vem:

"' 
1 9"' 1 Í" .. 9 : xr (xr + x, + x3)x, + {xrx2 + \xr + x2xr)x - \x2À3aaa

52- Cons derando a equaçâo
(x 2y(x ll{x, + 3x 4l = 0, qua é a rnu t plci

53. Sabendo que I é raizduptâ dâ equação
x3 + ax': 2x + b = 0, deteffnine o valor de a + b

54. Determine uma equação po inoÍnial  do 3e grcu com
S = {3,5),  sendo 3 raÌz de mutpicidade 2.

48. Na eqJaÉo t \  i ]  I '  F al  f \  -  t )  -  0.  q ias são a:
multiplicdades de suas raÍz€s?

49. Qua é a Ínultiplicdade da raiz 1 na equação
x3+x? 3x 3=0?

50, Reso va a equação po inomia
x5 + 5x4 + 6xs 2x, 7x - 3 = O, sabendo que -l é
taztrpla da eqLração.

51. O númerc 3 é Íâz dupla da equaÉo
* - 7xr + l3x'z+ 3x 18 = 0. Detemine as outms
duas raízes da equação.

Obaervação: Quando re5olvemos a equaçãoaxz + bx + c:0 (a l0):
.em R, istoe, com vârìáveis e coeficientes reàis, podemos ter:

^ 
> 0 + duas raÍzes reais distintas;

A:0 + duãs raízes reais iguais,  ou sêja, uma raiz realde mu l t ip l ìc idade 2;
À < 0+ nenhuma raiz real.

. em O, isto é, com variávêlê coeficientes complexos, podêmoster:

Â = 0 = uma raizcomplexa de m u l t ip l ic idade 2;
Á + 0 = duas raízes complêxãs distintas,

: x'z - (xr + xr)x + xrx,

ì

Qúqndo dizêmos nk
complexa signìfìca núm€ro
reãl ou não, poh lR c,C.

xr € x2 pódem sêr dlstlntâs
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Pela igualdade de polinômios, temos:

1x, +x,+xr1 = 9+ x,  +x,  +x,  = -9

x.x"+x,x,+x.x,-S

*," .* . :1

Consideremos,agorô,aêquaçãoalgébr icado4egrâuat '+bx3+cx')+dx+e=0(a*0)esejam\,xr ,x!ê
xa as suas raizes,

A sua decomposiçáoem fatores do 19 grau è:

ax4 + bx3 + cx, + dx + e - a(x - xr)8 - xrxx xrxx xa)

Usandoo mesmo raciocínlo pârâ o desenvolvimento, obtemos:

\+xr+x3+xa- !

xtxz + xrx3 + \x4 + x2x3 + xrxo + xrx. = !

xrx2x3 + xrx2xr +\xrx4 + t \\: -+

xrxrx3xa = :

De forma ânáloga, considerando a equaçáo âlgébrica degrau n:

aôxi  + an rxnr+an 2xn-2+.. .+42x2+alx+ao:0

de raízês x1, xr, \, x4, ..., \, são válidas ô5 seguintes relações entre a5 raízes e os coeficientesi
1ã)A soma das raÍzes él

2e) O produtodas n raízes é:

3q)AsomadosprodutosdasrôÍzes,quandotomadas:

Í

a) duas a duas,é:

c) quaÍo a quatro,.é:

Essas refações entre âs raízes e os coeflciêntês de uma eq uação ; lgebrica sã o denominadas rclaçóes de Gitdtd,

a
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Partindo de -l : l, ãlternaÍìos os sinais

.  bcdef
o€-€+para

asslm por dlânte,de acodo com o grau
da equa€o.

Logo, os outrcs coefcientes são b = 4, c = 2 e
d = 4 e â equação ped da é 2x3 4x, 2x+4=0.

38. Escreva as Íe açôes de c |ard para a eqLração âtgébric€
3xr 2x3 - 5x, + 3x + 7 = 0, sendoxl, xi, rB ex4as

Resolução:
I  - t \  t

' (  +x"+,("+r = l j l :_'  \3.1 3

) \ ,  , \ " r  \ r \  , \  - \À,- \+--  l^ ' l -
\ó_,

5
3

í1\r .9 '  f^ \ \ "+, . , . . , . r , , . -  
l :  l - - '
\J/

t7\  l\ jx-x3x4=+l; l=;
\  ) - /  

'
39, Sendo xl x2 e x3 as raÍz€s da equâção

x3 -  2x,  4x+1= 0,  catcutexÍ  +4 +x: .
Resolução:
Peas relações de G rard, sabenros que:

x,+xr+x3=2o
xÌx, + xr\ + xrx3 = -4 O
xjxr3 = -r (i)

ConsideÊndo a Íeação O, vamos eevâÍ âmbos os
fnembTos â0 qu30€d0:

(x,+x,+xJ,=2,=)
+ x1 + xt + xi+ 2\x, + 2xrx3 + 2x,x3 = 4 +
+ x1 + x; + x:+ 2(xrx, + xrx3 + x,x3l = 4
Como xjx, + xrxs + xr\ = 4, teÍnos:
xj+ x l+ x:+ 2(-41 =4 ã

- 
+x1 +x,+xi  8=4=

-x: 
+ xr+ x1= 12

Loso, xi + x3 + x1 = t2.

40,4s râ2esda equaçãox3 : 9x, + 23x - t5 : 0 estão
€Ín PA, Nessq condçâ0, resolva a equação.
Resolução:
Sendo xl x2 e \ as é zes oa eo .sçâo lanos reore-

I
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q[x]=x'z 6x+5:0
Resolvendo a eqLação, obtemos x' = 5 e x" = 1,
Logo, S = {1,3,5}.

4l .Resovaaequaçãoxs 5x' :  + 7x -  3 = o sabendo
que uÍna |az é dupla.

Resolução:
Como unì€ raiz é dupla vamos indicar as raízes por

Usando as rclâções de GirâÍd, temos:
xr +xr +xr:5ã2xj  +xr-5 (D
YX, + X,X) + xx, = t  )x i+ 2x1x'= |  w
xrxrx,=3+xlxr=3 ( i )

Da rel€ção O, temos:
2\+x2=5+ x2= 5 -  2xi

SubsutLr ndo em (iD, vem:
)<1+ 2xj \= 7 = x1+ 2xj(5 -  2x) = 7.)
=x1+10xr.-4xï  7=o=
.ì  -3x1+ loxr 7 = o=3xí- lox, + 7 = 0
Â=16

Vamos ver ícar qual dos va oÍes de x1é Í€iz dÊ equáção
inicia:
(7\  32 7,-pl  |  

- -L_ãoea 
az oa equaçao)' \3, ,  21 3-

p(1) = o+ I [é a ra z dup a da equaçãoJ

Assirn, s€ xr = I, vem

!=5 20)=3
Logo S = {1,31.

42-As raÍzes da equsção 8x3 kx, + 7x I = 0, corn
k e lR, são tÉs números r€ais em PG. D€terrnìne essas
TAIZêS.

Resolução:
Se as íâízes estão ern PG, podem sef rcprcsentadas pof

,rerqtq+uJ.

Ljsando |Jma das rclaçôes de Gimrd,temos:
r  t ' - r ì  ,  I
q \8. /  8

+ r = ]t'uma das raízesì
2 '

Substtr.tindo a Íalz -: na equação, vem

/Ì i  / rL '
8t  - t  kt  _: t+7.:  l=0=
\2) \2)  2

Pea rclação de Gimrd, temos:
xr+xr+x3=9=

+"- /+"+"+/ =s=

Como x, = d = 3 é Lrmá das raÍzes, teTnos:
ptx)=tx-3lqix l=o

! rZ , -o +!=Z=k=ra
4242

Se k = I  4,  a eqlação é 8x3 -  14x'? + 7x I  =0e
l

€ ,Ínã d.s ÍâDes Podernoq emào obref as o,tr"s
2

ÍaÍzes:

l
2

8x'? 10x+2=0+4x'z 5x+l=0

^=9

a4

- 42

Í

i ExeÍcí(ios propostos l
I 55" A equação 3x3 + 2x, - x - 3 : 0 adrnite raízes xl x2
Ì. ex, Escreva as relaçôes de GiÍard par€ essâ equâção.

Ín ne a terceÌa râizda equação e osvaoÍes de m e n.

57. Cons dercrnos a eçuâÉo polìnorn a f- 2x'z+ax +b = 0.
Sabendo que ps números I e -3 são EÍzes da equâ-
ção, cacule a terc€im Íeiz e escreva a equaçâo

5S As|a, ,esdêeqÈ@opo.oìal \  - l5\ '7 - l '  105-0
estão em PA. Ca cule €ssas Êkes.

59. Resolva a equação âlgébÍim x3 3x'1 - 6x + 8 = 0
sabendo que a soma d€ duas desuâs raízes é gua a 5

60. Sendo a, b e c as raízes da eqlação 2f + I3x'? - 5x + I = 0,
deteÍm ne ovâÌofde a'?+ b'?+ c 'z ,

6l, Os núrneros a, b e c são as Íaízes da eqlaçãa
' 2x3 - 4x2 + 3x - I = 0. Nessas condçôes, quel é o

!alo-daê,PrF".ão |  |  |  
i

62. qualé o valor de k nã eqlação agébrica
x3 - 3x'z 6x + k - 0 para que as rakes da eqlação
estejam em pÂ? 

[a a _cl

63 C€lcLe o oôrerr_rnÌe dè . ' .u,  lo U 
" 

.  
-I

L'  o r l
bendo qlre a, b e c são âs Íâízes da equação
x3_sxr+4:0.

,



Peseluisa de raízes racionais de unra equação algébrica de
rocÍicicntes inteiros

Vimos que as eqüaçóes polinomiais de grau maior do que 2 não têm um processo determìnado dê resolução
poÍ meio defórmulas. Devemos procuíãr, então, uma ou mais rãízes pâra com elas encontrartodas âs Ía|zes,

E poss Ível demon strar umâ propriedadequeauxiliâ na pesquisa das
raÍzes Íâcionais de uma eq uaçáo algébrica de coeÍicientes jnteiros.

se o número râcional q, com p e q primos entre si, e íaiz de umâq
equãção âlgébÍica de coefìcientes inteiros:

anxi  + an rxn +a" 2xn-2+,. ,+a:x2+ârx+ao=0

então pé divisor de a;e q é divisordea".

Dker que o número racional ! tem p e q

inteiìos e primos entre si equivale a diz€r

que q é uma fmção ìn€duível.

ì

43. p€scl! se as Íaízes EcÌonais da equâção
3x3 + 2x,  7x+2=0.

Resolução:
Nâ eqlação dada, teÍìos ao = 2 e an= 3.
p é divisoÍ de 2 + p e {  I  ,  I  ,  2,21
qédiv isorde3+q€{ l , l ,  3,31
P"ld orop eddde, èq p o\d\e s d,zei raconats 5ão:

"  I  r  r l
q t  3 3 3 3l

Fazefdo a verÍcaçã0, temosl
Pi  l )=8 + - l [nãoémz]
pt l l  = 0 = I  étaiz

A panir dê Íalz descobertâ, veÍJr:

.#
3520

3x'?+5x 2=0
Á=25+24=49

-\---  
ê\  - - - ì6636

Í r l
Logo, S = l -2, ; ,1f .

tJ l

ObseÍvação: Como as olrtms duas faízes, aérn de t,
laÍìbérn são núÍìreros racionaìs, elas seriarn descober-
l€s s- ê oF,o- s€ das €..s d.o ã s p o.òegus\F
P(-2) -o+ 2étê12

Pl2)=2a=2nàoéÂiz
Í  I ì  40 I

0 l  -  l=-=--náoeraz
\  3, /  I  3

oÍ -Lì=o= 1", '
\3/  3

(  z\  za 2 -pl -  l=
\  3, /  3 3

í2ì  a 2 -
\3. /  s 3

44. q"sohd e eqJaçáo \" \' - 7\' \ 6 ' 0.

Resoluçâo:

P€lâ eqlraçâo dada, t€rnos ao = 6 e â" - ]
pédvsof de6=p € (- t ,  t ,  2,2,  -3,3,  -6,  6 l
qédvsofdel=qe{ t , t l

oê o p oo iecéd" ". po.s\e s -ar,,e, racroirdis :ào:

9e1r,r . -2,2,  : :  -o.olq

Fâzendo a p€sq! sa. temos:
P[ ] )  = o. ì  - l  é raz
pt l l=0+léEz

Obsevando qle -l e I são m2es da equação, vâmos
obtef as out|as duâs raízes:

Dai ternos:
ptxl = tx + lltx llqtxl = 0 € qtxl =x, +x - 6

tazendox, + x 6 = 0 e resolvendo a €quâção, obte-
mosx =2ex =-3.

Logo, S = {  l , -3,1,2}.

tiqu€ ú€nto:
. n€m rodo fum€Ío Ì obtido € Er dà eouacãoiq

. essâ pesquisa dê Ëíz€s racìonais só pode ser feira
em equaçõ€s com todos os co€fìcienrês intejrot

I



(apÍiulo5 . Polinômior

45. Deterrnine as râízes inieìÍâs da eq!âção a gébr ca
2x3+5xr_x_6:0.

Resolução:
Pea equâção dada, temos ao = -6 e a" = 2.
p é dìv isorde 6áp€{ 1,1,  2,2,  3,3,  6,6}
q 6 divisoÍ de 2 )  q e l -1,1, -2,21

oeJ p-opneddde as poss\e$ -aÍzes'd. o dr- s:o:

Cono o dr ped das apenasas Íàzes nler€s. eros
P( l )=-2= I  nãoéÍâiz
p[ ] l=0=léÉiz
Vamos deteffninar, ago|a, as outÍas duas raízes

f . i-',,. -r, r, -,, ,' - , , -+ + -+ +]
ptxl : tx- llq(x) e q(x) = 2x'z + 7x+ 6
Fazendo 2x, + 7x + 6 : 0 e rcsolvendo a equâção,
obr"ro.* = 1" 

"" 
= 2.z

Logo, as ÍaÍzes nteÍás dã equação são I € 2.

64. Pesqu se as raÊes rcconals das eqlaçôes algébicas:
a)2x3-x,-2x+1=0
bl4x4-4x3-3x,+4x- l=0
cl4x3-5x+1=0
d) 2x3 - 1x'1 + 7x- 2 = 0

65. Det€Ím ne as raízes dâ equação
x{+2x3_2xr+2x 3=0.

Raízes complexas não reais numa equação algébrica de coeficientes reais
Consideremos â equâção algébrica x'? - 2x + 2 = 0, que tem todos os coefjcientes reais e pode ser resolvida

pela châmadafórmula de Bhaskara:

z:, -+ 2-2i
x -  =x-r-rex - t - l

22
5={1 +i1 ry

Observemos que a raiz 1 + ié um número complêxo não Íealea outra raiz,l - i, é o seu conjugado,
Podemos demonstrar que, se uma equação polinomiâl de coeficientes reais admite como íâiz o número

complexoa + bi ,com b + 0, entáo o (om plexo conj ugado a bi também é râizda equaçáo.
Parâ fazer a demonstrâção, vamos lembrar antes as propriedades do conjugado de um número complexo

vistas no capítulo anterior.
Dados os nú meros com plexos z, e z, e sendo 4 e 22 os seus respectivos conjugâdos, temos:

\-2.-4 4

zr = zr ê21é númeÍo real

'i : (ar
Consideremos, âgorâ, a equação algébrica de grau n > 1, com todos os coefìcientes reais:

anxn+an rx" 
I  +, , .+alx+ao=0

Vâmos supor que o número complexo não realz seja raìz dessa equaçãde demonstrar que; também é. Pro-
cure justifi car cada passagem,

-t t  
; ; , r -  f t .z % o-a. t  t "z-- . . . -az ao-o=

âanz +an jz +, . ,+ajz +ao:uã

+ a"( t )"  + a" i ( t ) ' - '+. . .+art+ao=0.>iétdiz

t

Em uma equação algébricâ de
coeÍìclentes reak, sê Ì é raiz de
multipllcldade m,Z tãmbém é
raÍz de multiplicidade m.
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Uma diferença ìmportante entre equação ôlgébdcâ de coefìcientes reais de graus par ê ímpar é que â degrau
ímpartem no mínimo uma raiz real, Obserye os gráfico5 ôbaixo, quê mostram trêsfunçóes polinomiais do 3q grau,
Note que haverá no mínimo uma raizreal.

p(x)=x'-3x+1

p(r=3x4+4x3-t2x'?+36
Nenhuma rai2 feà

p(xJ= 31+ 4x3 - t2x' + 5

p(x):x3-3x+2 p(x):x3-3x+3

Í

As próximas fìguras mostram o gráfìco de seisfunçóes polinomiais do 4e grau. Note quê não há necêssìdade de
haver raiz real;quando há, existem duas ou quatro, pois as imaginárias vêm aos pares.

3x4+4x3+,ì2xr+32

p(x)= 3)c + 4x3 - 12x'z+ 4

:3f+4x3-12x2+24

3t' + 4x3 - 12x'z+ 36

p(xl

46. Reso va as equaçôes aba xol
ar \ '  -  9Í  -  30" -  z2r -  20 -  0.sao€ndoque3 - |

é urna raiz da equação;

bl x5 3x4 + 5x3 - lsx, + 4x - 12 = 0, sabendo que
i e 2isão Eízes

Rasolução:
alx4 -  9x3 + 30x'? -  42x+ 20 = 0

Se 3 + é €z da equação dada, enÌão seu conjugado
3 - iétambém raizda equação. Logoi

ptxl : lÌ - t3 + illlx - t3 - llq(xl =

= ttx - 3) - lltx - 3l + ilqtx) = ltx - 31'z - i'?lqtxl =
= [x, - 6x + ]olq[x]

Então, q[x) = x'? - 3x + 2
Fazendox, - 3x + 2 = 0 e resovendoa equação,
obtemosx'= 2ex" = 1
LoCo, S = {3 + ,3 - ,2,  1) .

x ' -gx3+30x'z-42x+20

-3x3 + 2ax'z -42x+20
+3x'- t8x '+3ox

2x'1-12x+20
-2x' .+12x-20

x'z-6x+lo
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blx5 3x4 + 5x3 - t5x, + 4x - 12 = 0

Se i € 2 são mies, corno todos os coeÍcientes são
números reas, podemos ga|antif que seus conjuga-
dos - i  e -2i também sào íaÈes Resta descobffa
quinta raiz, que 6 urn núrnero fea:

t -35-154 -12

1-3+i  4-3i  -12+4 0
2i l -34 -12 0
2i 1 3+2i 6i 0

l-3 0

Logo,S={,  ,2,  2,3}.

'fl=::ït .Í_ 
-t_I  :11. . ì  l , / l - - -1

ì  i l l ' ' - l  t -?:=/
' Í  

_____-_Í t  
Ì  l -

Resolução:
O volLrme da caxa é dado poÍ:
AB.h=[]4-2x), ,x=200+
ì (196 56x + 4x1x - 200 = 0 +
ì 4x3 56x, + 196x - 200 = 0
Dvd ndo pof 4, ternos a equação eqLr va ente
x3-t4xr+49x-50=0

Do enuncado, sabemos quex = 2 é LrÍnâ Íê z dessa êq!a-
ção,enÌãoÉ - l4x'z + 49x s0édvsívelportx 21.
l-isando o dispostvo prátco de Brot Rufiìn, têmos

49 50

Daí temos que x3 - lAx, + 4gx - 50 = (x - 2)
(x ' ]  -  12x + 25).AsraÍzesdex'? l2x + 25 = 0são

o+JiJ"o n/ i l
Como o lado x do qusdmdo recortado deve ser Ín€nof
que mekde do âdo do quadÍado rnaiof, então
6 + !4T não é aceitáve Assm, apenaso Jt I iapro-
x madanrente 2,68 cml é solução do pfob ema.

Logo, esse valor exlste; é Í6 r,4 t lcm iaproxlmada-
mente 2,68 crnl.

47. Cortrndo-se quadrados de 2 crn de lado nos cantos de
uÍnâlolha qu€dmda de papelèo de l4 cm de lado e do-
bíê_do.os co ìÍom^ ê ig-ra oblén-sp JTa mir€ sen
tamÉa cljo vo lme é iguâ a 200 cms. EX ste alguÍn oLrtrc
vâlofdolado do qLradmdo a ser recortado eÍn cada mn-
to para o qualo volurne da ca xa resu Ìante também seja
igua a 200 cm3? Qual é esse \€ oÍ, caso ele ex sta?

Í

Exercícios propostos ì
Ë1i, Detefinine as rafzes dâs equâçóes:

a)xa-x3-l lx? x l  2 = 0, sabendo que i  é uÍna
das ra2es;

b)x4 - 4x3 + 6x, -  4x + 5 = 0,sabendoqueiéuÍna
oas m zes.

'17 qual deve sef o va of d€ a pa|a que 2i seja uma das
Íaízes da equado xa - 3x3 + 6x'? + ax + I = 0?

6€. Os núrneros 1 e 2 + são râízes dâ eqlrãção algébrca
x3 + €x'z+ bx -  c = 0, em que â, b ec são coeÍcenles
rcais. Cacule o valoÍ do coeÍc ent€ c.

69" O númêro 2 + é urnâ dss |aÊ€s da €quação
3x3 - l4x, + mx - I0 = 0, N€ssas condiçôes, ca cule o
vaofde m e â raiz rea da êquação.

Métodos numéricos para resolução de equaçôes
A resolução algébrica da5 equaçóes polinomiais (ou seja, por meio de fómulât nem 5empre é po5sível. Está

provôdo que não é possível resolvertodas as equações com gtau màìor do quê 4 por meio de fórmula5 gerôis. Na
prática, nem mesmo as de grau 3 e 4 são resolvidas por métodos algébrìcos. É muito comum, quando se deseja
obteruma raiz real,Íazê-lo por meio de métodos numéricos.

Os métodos numéricos nosfornecem uma seqüência de valores que se aproximam, com a precisão desejada,
da Ëiz procu radà. Vêjâmos um desses métodos, apenâs para ilustração. Ê o método da bissecçàol
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Se, paía d e Ê númêros rêais,tivermos p(o)e p(Ê)com sinais contrá-
rios, isto é, p(o) . p(F) < 0, entáo existe uma raiz real no interualo lo, Bl.
Esse teorema, conhecido como teorema de Bolzano, éfácilde ser pêrce-
bidoobservando a figura ao lado.

Podemos melhorar a qualidade da estimativâ, câlculando p(m) tal
que m seja ponto médio do intêruâlola, Bl.Assim, p(m) = 0 (e m é a raiz
procuràda) ou p(m)10, dê tôlforma que p(m). p(cr) < 0 ou p(m).p(B)< 0.
Entáo, podemos grãdativãmente reduzir o intervalo até obter a precisão
desejada. O uso de uma calculadora é imponante, pois o fundâmental
aquinão éfazercálculos, mas sabercomo usaros resultâdos obtidos.

t-!-*t@)

t

l'riì, Descub|a urna râiz rc6lpelo método da btssecção, usan I
L do uma ca cu âdorâ ou planilha eetónca. I b)x5-x3+

p(o) 'p(P)<o

48. D€scubÉ !Ína raz feal de xa + x - 7 = 0 usaroo u
método dâ biss€cção.

Resoluçãoi
Terosp( )  -  cêp[zj  .  l  .pola-op\ isÌeurê-aiz
no ntervalol l t2[ .
0 ponto méd o do ntervaol l ;21éonúÍn€Íonì = 1,5.
p[],5) = -0,44, portánto exìste urìra Íaiz no rnteÍvalo
11,5t 21.
0 ponto méd o do ìnteÍvalo ll,5;21é o núÍnero
rn :  I ,75.
p[],751 = 4.13, portanto existe urna Íâiz no nteÍva o
l l ,5;1,7s1.
0 ponto médio do intervalo ll,5; 1,751é o núrnero
rn = I 625.
p[],6251 = I 60, portanto exste uTna Tâz no nt€Íva o
11,5i1,625[
0 ponto médio do intervelo l l ,5 I  6251é o númerc
m = 1,5625.
p[]156251 = 0,52, poftanto ex ste uma miz no intefr'alo
11,51 1,625[.
O ponto Ínédio do nteÍvalol l .5;  1,5625[éonúmêro
m = 1,5313.

p0 \J I 3) - 0.03. ponanto \ - .53 Ja e . -la êp o^i
mação Íazoáve 0 processo pode ser cont nuado até
qle se obtenha â precisão desejada, Só como elemento
de cornpaÉção, a mz da equação proposta com pÍec
são de qlatfo casas declnìâs é I,5293..

ObseÍvação: Com a ajuda de uma panlha e etónica
corno o Excel@ da N,4icrosoft, otÊbaho de c€cuaÍ Íaí
zes fcâ mLito slÍnples. üistern outros métodos numéri
cos âté mais jnteressantes que o apresentado corno por

exemp o o rnétodo de Newton, que pem te cheg€f à ra z
deselada mas mpldaÍnentet no entânto, Ínétodos corno
€sse exgern a glns conhec ÍÌìentos Ínu to especíícos de
l/ìâternát cê, o quefog€ ao objetvo deste câpítu o.

49. Det€Írn ne uma raz rea dex3 + 2x + t0 = 0 usa'ruo o
método d€ btssecção.

R€solução:
Temos p( 2l = -2 e p[-]) = 7, poriânto ex ste uma
ruz no ntêrvao l-2;-1[
O ponto rnédio do ntervaol-2; - l [é o número
m = -1,5
pi-1,5) = 3,6, portanto exste Lrma raiz no intervalo

0 ponto médo do ntetuâol 2 -1,5[éonúmerc
Ín = -1,75.
p[-],75J = 1,14, po(ânto ex ste uTna miz no ntetva o
)-2: -1,751.
0 ponto méd o do niervalol-2t -1,751é o núÍneÍo
rn = 1,875.
p[ ],8751 = 0,34, poftanto existe uÍna raiz no nter
valol-1,875; I  75[.
O ponÌo médo do inÌervalo I -l ,875; -1,751é o núnre
ro rn :  - ì ,8t25.
p( I81251 :0,42, portanto exisÌe urna Êz no nler
vâlo I  1,875; 1,81251.
O ponÌo médo do nteÍva o l -1,875; - t ,8t25[ é o
número m = 1,8438.
pt 1.84381 = 0,04, poftanto x = 1,84 já é Lrma
apfoximação €zoáve. 0 processo pode sercontinuado
até que se obtenha a precisâo desejada Só conro ele .
ínento de cornpa€ção, a Eiz da €quação proposta corn
prccisão de quatrc casas decirnas é -t,8474.

.a
}|



Q_ttiyqalrlqrsrry
1, Para que valores de a € lR o polnôm o

p(x) = [a'z 9]x, + [a + 3]x + 5 é do le g|a!?

2, Se ptxl = 2x3 kr'?+ 3x - 2k, pa|a que vaorcs de k
ternos pt2) = 4?

3, Um pol inòmio p[x) é do 2q gra!.  Sendo pt] l  = 0,
pi2l = 7 e p(-ll = 4, escfeva o polinômio p[x] e
ca cule p[0]

4. Ca cu e a soma dos co€Íìc entes e o temo independen
te de cada polrìôm o abaxo:
âl ptxl : 3(x - 2)5
b)q[x) -  (x '+x 3]4tx+ l l ,

5.  Cacule a e b para que os polnônì os
p(x) = ax, 3x+ beqixl  = [2 + ]x,  -  3x + a -  b
setam gLrars.

6" Sao"noo oLe a f-ncâofr"ì  -  -"  -"  in-
2\  d\ ' -1À-5

depende de x e que f [n]  = 3, detefm n€ o valor de

7 Sejanì Í e g dos po nômìos não nulos de coefcentes
rcais. Assinae a altemativâ cofieÌa.
âl srau [ís] = g|au [D .gÊu [g)
bl gra! (D > gÍau (fg)
c) grau (íg) = gru! it + sÍâu tsl
d) srau [í + s] = g|au [D + g|a! [g)
el graLr [f + g] = max {grau [D, grau (g)]

8.  S" ia ' r  osool ' ìônosí- t .  _r .g- . ,  
'

h =xÁ - 2x3 + x'? - 2x- L Câlcu e o pol nôrnio íg h

L DeterÍn ne o valor de k sâbendo que o polnômo
4xt l2x + ké urn quadÊdo pedeto

10.ljsando o nìétodo da chave, efetue a divisão de p(xl
por hixl quando:
al  p[x)  =x3 + x,-  x+ ]  e h(x) =x+ 4
bl ptx) = x" - 10xr + 24x'z+ lox 24 e

h[x]=x'z-6x+5

I l. Calcue os valores reas de x paÍâ que
x3 + 2x, + 8x + 7 = 0, sabendo qle o po nômio
p[x] -  x3 + 2x'?+ 8x + 7 édvsívelporx + 1.

12. Apicando o dsposiUvo pÍátco de BfoÈRuffnr, calcule
o quociente e o Íesto da dvsão de:
a) p[x) -x!  + 3x'?+ x 5 por h[x]  =x+ 2.
bl p[x] = 2x3 - 7,x'z + 2x + l porh[x) =x 4.

13. Ca cu e o va of de a. sabendo que
. p[x]  = 2x'  + ax'  + [2a + ] lx + a + 3 édvsÍve

14. Determ n€ o po nôrn o p[x] do 3e gÉu que se ânula
pâÍax = I  e que, dvddo porx + 1,x -  2 ex + 2,
apÍesenta resto gua a 6

t

Ì 5. Cacule os va ores Íeas de m sabendo que o resto da
d v são de:
aJp[x):x3+ 3x'z+ 5x+ m por h(x) =x méigual

bìor\ ì - r  ' )  . r ,  6po l - .  - ,  ë-e o.
do que 2.

'! 5, Calcu € âs raízes das seglrintes equações € gébfcasl
al x,+9=0
bl-3x+2:0.

al ptxl + qtx)
bl ptxl qtxl
cl3ptxl.

clx,+4x+4=0.
d)x '1 2x+2=a.

dl pt qixl.
el lqtxll':.
0 ptxl : qtx)

Í

'17, Um po inórnio nteiro em x quando dividido por x + 2
0â resto 5 e quando divddo pof x - 2 dá festo 13.
Qualé o resto da dvsão desse po inórnio por x, - 4?

ï8, Dada ê equação 2x3 rnx, 2x + 4 = 0, mcLr e o
valorde m para que Lrma das mízes da equação seja 2.
A segu' , cêlcJ e as ouL,ês drlês ap.ço êo-ã\:o

19, Encontfe os va ofes de a, b ec sâb€ndo que 2,4 e 3
.io dr,/e) da eo êção ' d o' - 0.

20.VeÍifque quals das expressões abaixo são poinômios
na vafáve x e nd que o grau:

a)\ ' )+ .r /3 \  -  I  el  "
2

ol*+ 
' f  

r  t

cl  .  - -1+ sl3i5

dl4x3 2x, + 4x h) 7

21. Dados os polinômios
ptxl=(a t lx , - ta-b)x+[2a b+c)e
q[x] = 4x'? -  5x + 1 determinea, b€ cpaÍaqu€:
al seterìha p(x) = q(x);
bJ p[x) seja urn poinômio nLr]o;
cJ p(x) s€ja urn poinômio do le gÍâu.

22. Dados os polnômos p(x) -  9x3 l8x, + l lx 6 e
q[x)=3x'?-4x+ ]  cacLle

L-L

23. Considefe o polnônìo p[x] = 3x3 - 2x, - l2x + k e

al Se 2 é raz de p(x),  qla éovâofdek?
b'Se. - '  q la eo esooaaiv;ooep. ' lpo \  31
clSek= I  -  i ,  então 2 é oLr não é m z de p[x]?

24, R€solva as equações agébrcãs:
a) x3 x,(5 + i) + x(6 + sD 6i = 0 sabendo que i

e urna cas razesi
bl4x" + 16xi + l5x, 4x 4 = 0, sabendo que -2

é miz de mutiplc idâde 2;
c \ '  6,  -  _ _\)  -  6,  0 0. rabFroo que 3

e urna 0e suas Ézes;
d)2x3 \ '1-4x+2=0.



A-Est q4lslElt
1- tvlack-SD Detemine m e lR pa€ qle o polinômio

p(xl = (m - 4lx3 + [m'z - 16)x'z + [Ín + 4)x + 4seja
de g|au 2.

2. (\,4€c\-SPl calcJ e os valo€s oe m. n e { p€€ os qJais
opoÌinômop[x): [2m - ]lx3 - [5n - 2]x'?+ [3 - 24
e nu o.

3. IFEI-SPJ Sendo p[x] = ax4 + bx3 + c e
qtx) = âx3 bx c, deteím ne os coeÍcientes a, b €
c, sabendo que p[0] = 0, ptll = 0 e qtll = 2.

4. GUC-SPI Deteffnine os va ores de m, n e p de modo
que se tenha (m + n + plx4 [p + ]lx3 + mx, +
+ [n .- p]x + n : 2rnxs + [2p + Ux, + 

'mx 
+ 2m.

5. (Faap SPJ Caclle os valoÍes de a, b e c paÍa que o
polnômio pj(x) = a(x + c)3 + b(x + d) seja idêntco a
p,[x) = xs + 6x'z+ ]5x + 14.

6. (FElSPl DeteÍnine osvalorcs de a, b e csabendo que

-=:=----+--:j:-l---
x ' - l  x- l  x '+x+1

7. (FuvestsD O polinõmio p(xJ é tal que
p(x) + xpc2 xl = x'? + 3 pâÍa todo x real.
DeteÍm ne piOl, ptrl e pt2l.

8. [Fuvest-SD Considerc urn polnÕÍnio não-nulo p(x) ta
que tpixlls : x'zpixl = xptx'?) pârâ todo x reale deter

âJ o gmL de p[x]; b) p(xl.

g. (UFRGS) Se P(x) é um polnómo de gÍau 5, então o
gpu de lPtxlls + lP(x)]'?+ 2Ptx) é:
al 3. bl 8. cl r 5. d) 20. el 30.

lO. IUFPR) Detemjne m e n de Ínodo que o resto da divi
são do po inômio p[x) = x5 mxs + n por h(x) : x3 + 3x'?
seja (xl = 5

I l. (Furnec MG) Calcule m e n para que o poinÒrnio
p(r) - 2\' . x' - 1rx7 - n\ - 2 seja di\isÍlel por
h(x) =x'? x 2

12. 0TA SP) Sabendo que p(x) = xs + px + q é divisÍvel
poÍ h(x) : x'? + ax + b e por g(x) = x'z + rx + s, de-
Ínonstre que b: -(a + r).

13. (Uece) ColoqueV (verdadeka) ou F [ialsa] nassegun-
tes prcposiÉes: '

l )  (  )0 quocente da dvsão de um polnômo de
grâ! n + 2 poÍum polnômode grau n -  I  é

' um polinômio de grãu 4.
ll) ( ) 0 resto da dvisão de lrn polnôrnio de grau

n + 1 por um polfômo de g|au n é um polÈ
nôrnio de gÍau menor que n ou é o polinômio
identicarnente nulo.

lllJ [ ) O resto da divisão de !m poinôÍnio de gra!
25 por uÍn poinôrnio de gmu 17 pode seÍ um
pol inômio de g€u 19.

l\, ( ) A sornâ dos coefìcentes do polinômio
x5(x5 + t  x, t l0x l l+8éguââ5.

Aseqüènciâ coÍreta, de cirnâ pâÉ báixo é:
âl VFFV. bl FVFV. cl VFVF. d) FWF.

14. (FCÌúSCSP) Nurna dlúsão de polinôrn o ern que o dvden-
do é de grau n e o quodente é de grau n - 4, mrn n € lN
e n > 4, o grau do lesio pode sff no máÌimo igua a:
â13. b)4.  c l5.  d ln 4.  e)n-5.

15. (PUC-SD Calorle osvaores deâ e b para que o polinô-
rn o p[x] = )C + ax + b seja diüsn/el por g[x) = [x - ]1,.

16. (PUC-SPI Cacu e o vâlordea para que o Íesto d€ divi-
são do pol inôm o p(x) = ax3 - 2x + Iporh(xl  =x-3
selê iguala 4.

17. (lTA-SPl Determine os va ores de a e b pa|a que os
polinômos p[x] = x3 - 2ax, + [3a + b]x e
g(x) = f - [a + 2b)x + 2â sejam divisíve s pof
h[x]=x+l

I8. [FuÍnec-N/ìG] Deiefinine m e n d€ modo que
pcx) = 2xa - x3 + mx'z - nx + 2 seja dvsÍr'el pof
(x-2l [x+ ]1.

19. TUFPB) O polnômioptxl = * - 4f + mx': + 4x + né
divstuelpor[x ])[x 2]. C€lcule o\€lorde 5m + 2n.

20, tFGV-Sn Dercrmine o pÍodlrto mn sabendo que o
polnôÍnio p[x) = x3 6x, + mx + n é divsíle poÍ
ix - r)(x 21.

21, iFE -SP) Dâdo o poinômio p(xl = axa sx'? 3bx + a,
cacue os ìorcs de a e b de modo qÌre p[x] seja divi
sive por g(x) : x'? I lsugestáo: Fâçâ
x,-r  =(x+r)(x r) .1

22, (Uncamp SD DeterÍnine o quociente e o resto da divi-
sãodexrDo+x+lpofx,  I

23. [UF|\/]GJ Os polinômos P(x) = px, + qx - 4 e
Q[x] = x, + px + qsãotâìsque P(x + l) = Q(2x) para
todo x ÍeaL Os lalo-es de p e q sâo:
a)p=l  eq=-4 d)p=4eq=0.
b)p=2eq=4 e)p= 4eq=0.
cip=4eq=-4

24. tunfoÍ  CD P:x 3,Q=x'?+3x+ I  e
R = (a + bJx3 + (a - b)x, + c\ + d. Sabendo que o
polnômio P. Q é idéntco a R, mncui se que
a+b+c+déiguaa:

a) 28. bl 13. cl el -26.
253
2



25- (Uece) Se Ptxl = (x - 1)[x3 + x, + x + ]3) + 5 e
PTrì  Pr l ì

A( i= -s "pêrê\  /  enËoo!ato.de

Q[0] é igua a:
al l3. b) 12. c) r r. o 10.

37. (ÍVlackSD As ra2es da equâção x3 - 6Ì, + kx + 64 = O
estão ern PG. Nessas condições, mlcu e o coefc ente k,

38, tEElVl-SPl Dada a equação xs 9x, + 26x + € : 0,
dete riìe o valo- do coeiciên,F a oa e qle ãr a,,Fs
dessa equação sejam núrnercs naturais slcessvos

39. [Unicãrnp-SD Sabendo que a eqlreção
xr - 2x, + 7x - 4 = 0 tem ruízes a, b ec, escrevâ,
com seus coefc entes numércos, Lrmâ equação cÚbim
quetênhe como Êzesa + l ,  b + I  ec + ]

40, (UFlVll Det€mì ne a para qle a eqlaçãò
xs + 3x, + ax - 15 = 0 apresente suas ÍaÍzes eÍÍ PA.

41. IPUC-SD Quâis são as mízes dâ equação
3x3 - 13x, + t3x 3 = 0?

42. (FEl.sPl R€soN€ a equaÉo cúbca tr 2x, 3x + 6 = 0.

43.0ÌA SPJ Quais são as |aÊes inte râs dâ equâção
x3+4x2+2x-4=0?

44. [EÊN,4SPJ D€iemì ne as ÉÊes da equaçâo

_ ,  + 4x= A.+ 2) '+ 7.

45. lFuvesfsP] ConsdeÍernos a equação
xj + mx, + 2x + n = 0, ern qle m e nsão núÍnercs
rcals. O número I + ié uma ralz dessâ equâção. Calcue,
então, m € n.

46. CFuvesr SP) â) Qu€is são as raízes intelÍas do polinômo
P[x] = x3 x'? 4?
al Decomponha o poinôrnio p(x) em um prodltto de

dois polnômÌos, um de gÍau I e outrc de grâu 2
bl Resolvâ € ineqLração p[x) < 4(x - 2].

47- (Fuvest-SP) Reso va a eq!âção
r '  5C - _3\)  -  19\ l0 -  0 5aoenoo qLe o r  L '
meÍo compexo z = I + 2ié uÍì€ das sLras Éízes.

48- (Unic€ínp-SPl Ache todas as râízes Inclusive âs corn
plexasl da equação x5 x4 + x3 x, + x - I = 0.

49. (Unicarnp-SD lvlostÍe que as râÍzes de
x5 +x4 +xe +x, + I  = 0sàotambém ÍaÍzes de
x6 - 1 = 0. Celcule essas Íakes,

50. (FuvestsP) Consderc o poinórnio não nuio
p[x) = ao + ârx + af +.. .  + aixn,emquea0,a,,ar, . . ,  ai
estão em PG de razão q I 0.

l t \
a) Ca cule pl : I

\q, /
b) l\4osÍe que, pa|a n par, o polinômo p(x) não tem

@z rcal,

26. [Uece) Se os númercs 2 e -3 são ÉÍzes dâ equ€ção
x3 - 4x, + px + q = 0, então o resultado dâ djvsão do
po nômiox3 - 4x'? + px + q porx'? + x - 6é
alx-1.  b)x+1. c)x-5.  d)x+5.

27. (lTA-SPl A dlüsão de uÍn polinórnio P[x] poÍx, - x fe
sLrltâ no quociente 6x, + 5x + 3 e festo -7x. 0 Íesto
da divisão de P[x] por 2x + I é gla a:
aJL b)2.  c)3.  d)4.  e l5.

28. eUGRSI Se os números -3,ae bsãoas raÍzes da equa
ção x3 + 5x, - 2x - 24 = 0, calcule o \€lor de a + b.

l -
29. íPUC-SPì Daoo o oolnóÍnro r - l\ r 2 ,

r t '
.  i *  0 l

peoem se:

al as Íaízes de Í;
b) o quocente e o resto da divisão de Í poÍ x, L.

30. [PUC-SP) Sabendo que -2 é |az do poinôrnio

lx  - r  r l
(9- l l  \  o l .p- ìque\€Ce<€lRdeÉlì i re

lo t  " l
alovaordek;
bl as demais €Ízes do poinômio.

31. [V!nesp] Se m ó ÉÌz do poinôrnio rea
p[, = x6 - (rn + 1Jx5 + 32, deterrnineo Íesto da divi
são de p(xl porx - L

32. (Fuvest-SPl O número 2 é raizdupia da equação
âx3 + bx + l6 = 0, Cacule os va ores de â e lr.

33- (lTA SP) 0s 1 iÌê os a. b e c $o âueò da eqLaçâo
x3 - 2x, + 3x 4 = 0 Nessas condlções, calcule o

y616p6g11111
â0

34. IEEN]ì-SPI Determ ne as €Ízes da equação
x3 3x - 2 = 0, sabendo que urna delas é dupa.

35. (LFIVC) 0s nure osa. b e còào as aEes da eqLação
x3+x- I  = 0. Nessas condçôes, calcue o valof de

ogl  +-+- l
-  \â o cJ

36. [EE]\4SP) Dada a equação a gébrca
3x3 - 16x'?+ 23x - 6:0 esâbendoqueo prcdltode
duas de sLras raÍzes é ìguêl â I, câclle as €izes da
equaçâo.



51. (UFG G0) Considere o polinómio
p(x) = (x - 1)(x - 3F(x - 5)3(x - 7la(x- 9l5tx- lll3.
O grau de p[x) é gua a:
a) 6. b) 21. c) 36. d) 720.

(x'? + 3x - 3)50 é

al 0. bl l. cJ 5. d) 25. €l 50.

53. IUFC-CD Se â expressão
2x+5 a b
a" r  -  z" _r 

*  
z,  _ r  

.  cnc€ a c o sâc c.1s-

tantes, é verdadeira para todo núÍneÍo feal x + l+,
2

entãoovaoÍdea+bé:

a) 2.  b l  L c l l .  d)2.  e l3.

54, (V!nesp) Se a, b, csão númercs reastas que
ax, + b(x + l), + c[x + 2), = [x + 3], pata todo x
Íea, entâo ovalordea - b + cé:
a) -5. b) -1.  c) L d) 3. e)7.

55- (UFPR) A respeÌto do polnômo
p(\ ' ì  -  ai  -br -  c\  -  d se_do a b. c.  d rúreros
reais, considefe as seglintes aÍrÍnatvas:

l )  Se I  éraizde p[x] ,  entãoa + b + c + d = 0.
l) O rcsto da divisão de p(xl pof tx - kl é ptkl.
lì Se a - 0 então p(\'ì ten duas ra2es.e€ s
U Se d = 0, então p(x) possuipelo menos uma raiz rcal.

Assinâle a alternativa coÍretâ
al Somente âs âÍÍmâtivâs l, I e Vsão verdade |as.
b) Somente âs aÍìÍmativas le lVsão verdadeÌas
cl Somente as âÍìÍmativas I e Vsão verdade |as.
d) Sone'.e as êÍr Ínàl ivas . l le l lsâo ve-dadeÍas
el Somente as âíiÍmativas e lsão verdade ras.

56. tÉGV-SPl Dividindo o polinômo P(x) poÍ x'? + x - l
obtérn-se quocienie gu€l â x 5 e rcsto Ouâl â l3x + 5.
O valor de P(ll é:
a) 12 b) 13. c l  15. dJ 16. el  14.

52, (UFRGS) Asorna dos coefic €ntes do polinômio

. t ip lcdadê da raizx = 2 é:
al L b) 6. c) 12. d)24.

60. flVlack-SPl ail + 5x, - ax + Alt, - a

(, FiD

57- (PUC PR) Dado o polnôrnio xa + x3 - rnx'z - nx + 2,
deterÍn ne m e n para que o mesmo seja divsível por
x,  x 2.Asomam+néiguala:
al  6.  b)7. c l  10. d) g.  e) L

58. (un Íespl A dvsão de um po nômlo p(x) pof!m po inôrn o
k[x) tem q(x) = xs + 3x'z + 5 corno quocente e (x) =
= x2 + x + 7 como resto. Sabendo que o resto da dvi-
são de 16) por x é 2. o resro da dvsào de pírì po. x é:
a) r0.  b) 12 c) 17. d) 25. e)70.

59. (UFBA) Nâ equação (x3 2x? - 4x + 8)r'z = 0, a rnul-

el I 080.

el 36.

Cons demndo o Íesto r[x] e o quoc ente Q(x) da divsão
acima, se Í(4) = 0, Q(l) vae
al 1. b) 3. c) 5. d 4. e)2.

61. IUFRGS] Na ígura abaxo esü rcpresentado o gráÍco
de urn polinômio de g|au 3

A sorna dos coeÍcentes desse po lnôrnio é:
al  0,5. bl  0,75. c) l .  d l  1,25. el  I ,5.

62. [UFIV]G) As d mensôes a, h e c, eÍn cm, de um pâÍale
epípedo felângulo são as m2es do poinórnio
p(x) = 6x3 - 44x'z+ lo3x - 77.
a) Calcule o volurne desse paraÌelepÍpedo.
bl Calcule a sorna das áreas dasfacesdesse pâralelepÊ

c) Ca cule o compriÍnento da diagonaÌdesse pamlelepÊ

63. (UEL-PR) A eqlaçãox3 - lox'z+ ax + b:0têm uma
ralziguala 3 + 2i, Nela, aebsão núrnefos rcais. SobÍe
ess€ eqüação. é coÍÍ€to aÍÍr'a-:
a) -3 + 2 também é raz da equação.
blA equação não possuiraízes reais.
cJ A equaçào possui uÍna Éz irÍaciona.
O0valordeâé-37.
el0 valoÍ de b é -52.

64. [UFPB) Considerando as pÍoposç6es sobre polnómos,
ass na e com V â(s) verdade râ!s) e coÍn F, a(s) fa sa[s].
i ) Seiam ítxl e g[x] polinômios não nulos tais que

f(2) = gt2l = 0. se ttxl é o resto da dvsâo de
f(x) porg[xJ, então Í[2) = 0.

r ì 0 pof_ôno Í(ì - {r l 3( 2 ten -Ììa ra z "-
teira.

[ ) Se f(x) e g(x] são poinórnios de grau 3, então o
grâu do prodlto f[x] g[x] é 9.

A seqüéncia correta éi
a)VFF dlVVF.
bIFVF elVFV.
c) TcV. r j  FVV.

65, [Unifap] Sêja o poinôrnio p:lR-r lR deÍnido por
p(xJ = 2X3 + 3x, 8x + 3. Se os coniuntos A e B
são deÍn dos porA = {x € lR:p(xl = 0l e
B={xetR:ptx l>01.
a) DeÌeÍnine o conj! nto de todos os pontos x que per

b) Detefinine o conjunto detodos os pontos x que peÍ-
tencem a B.

c) Esboce uÍn grálco do poìnôÍnio p.



A história das equaçôes algébricas+

A história recente das equâçóes cúbìcâs e quárti-

cas começa com 05 matemáticos italianos, um pouco

antes da traiçâo de Cardano (GÍolamo Cardano, 1501-

1576),  que publ icou, em 1545, na sua obraÁrsMagno,

o método de resoìuçáoda5 êquaçóes cúbicas revelâdo

a êle por Tartaglìâ (Niccolò Fontana Tartaglìa, 1499-

I557), sobjuramento de segredo total. Cardânojustifi_

cou a traição com o pretêxto de que, ao tomar conhe-

cimento do trabâlho de Del Ferro (Scipione del Ferro,

I465-ì526),  Tartagl ia nào havià sido o único nem o pÍÊ

meiro â descobrir a fórmula pârâ íesolveras cúbicas

Realmente, DelFeío estudou as cúbicâs antes de

Tartaglia, em total segrêdo, Um pouco anteg de sua

morte, revelou-o a um aluno, que depois ousou desa-

fìarTãrtâglia para um duelo mãtêmático sobre resolu_

cáo de cúbicas e pêrdeu, caindo na obscuridade Há

susDeiìas de que o método de Del Ferro náo eÍa sufi

cìente Darâ resolver todâs as cúbicas, pois Del Ferro

náo conhecia os números negativos (até então, so-

mente â Matemática hìndujá l idava bem com asquan-

tidades negatìvat.
Junto com o método de resolução das cúbicas, o

Ars l\\ogna, deCa'dano,trâzia toda a discussão âcerca

da resolucáo das quánicas, resultado de um profundo

estudo de Ferrari {Ludovico Ferrari, 'ì 522- 1 565), aluno

de Cardano, em cima dos resuhados de TartãgìÌa para

as cúbìcas. TaÍtag l ia í icou muitofur ioso(om a publìca-

çâo do Ats Magno,act sando Cardano de traidor' Ferrâ-

ri, por sua vez, escreveu aTartâglia pedindo desculpas

e desâfÌando-o a uma disputã pública. Tartaglia não

estavaconvencidodêquederrotâr ia Ferrar ieadiouao

máximo a disputa, que só ocorreu em ÍVlilâo, três anos

dêpois.  Em uma disputa que toda a cidade acompâ-

nhou, Fêrraricomeçou levando a melhor, demonstran-

do uma compreensáo mais profunda da resolução da5

equaçóes quártìcas e cúbicas. Tartâglia, antevendo a

derrota, fugiu de Ìvlilão e abandonou a disputa No5

ànos que se seguiíam á publ icàcáodoÁruMogr,d, mui-

tos matemáticos publicaram contrìbuiçóes para a rê-

soluçã.o dâs equaçôes cúbicas e quáíticas.

Soluçôês de equâções algébÍicas até o quarto

gràu (as quáfticas) são solúveie poÍ fóÍmulas que en-

volvem os coeficientes, as quatro opeíaçóes aritmétì-

cas e a extração de raízes. Entretanto, a resoluçáo das

quínt icas (equaçóes pol inomiaìs de grau 5) cont inuou

sendo um quebra-câbeça porquâse 300 anos, pois to-

dos acreditãvam quê elastambém poderiam ser resol-

vidas por fórmulas;assim, muitos matemáticos tenta-

ram, em vão, obter a Íórmula,
Em 1799, Ruffini (Paolo Ruffìni, 1765-1822) pubìì-

cou um trabalho em que, excêto por um pequêno en-

gano, provava a impossibilidadê de resolução das

quínticas por fórmula5. Entíetanto, esse engano não

lhê deverìa tirar o mérito de ter sido o primeìro a per-

ceberessefato. Como nes5a época era um contra_sên-

so acreditar que alguma equâçáo algébrica não pu-

desse sê. resolvidô por meio dê fórmulas, Rufíini moÊ

rêu sem poder corrigir suâ prova e sem ser reconheci-

do poí ela.
A pr imeìra prova correta da impossibi l idade de

resolveí as quÍnt icas por fórmuìas foi  publ icada pelo

norueguês Abel (Nieìs Henrik Abel,  1802-1829) em

1824. O curioso é quê, três anos antes, Abelchegou a

acredìtar ter obt ido a fórmula de resoluçáo da5 quÍn-

t icas, porém, ao produzir  um exemplo de ut i l izôção

da íórmulã, percebeu que se engânara. Além delê,

Galois (Évãriste Gãlois,  18' ì1-1832) também provou

essa impo5sibi l idadê usando a sua própriâ teorÌa,

mais tarde chamada teoria de Galois,  Com isso, esse

gênioÍrancês, que morreu num duelo ôos 21 anosde

idàde, no5 permit iu hoje saber quâis equações são ou

não passíveìs de iesoìução por fórmulas que envol-

vem os coeficientes,

Bibliogralia

D^v s, Harcld Í . Tópicot de histótìo da MatemátÌca porc

uso em sala de aula.SâoPaulo, Atuâ1, 1992.

http://www-history.mcs.stand.ac.uk/history/Biogl n-

dex.html
http: / /www-hìstory.mcs.st-ànd.ac.uk/hìstory/HistTo:

pics/Quâdratic_etc equations.html
http://mêmbers.fortunecity.com/kokhuitan/polyneqn

html

;Eãituoãão pelo rror ery Fêíaz J\4achado NeÌo.

?

a



t

oletar d.ados é um procedimento fun-
damental em qualquer área de i teres-
se da nossa víd,a, Fazêmos ísso tt todn

momento. Bq6ta. querermos qdqui r um beflt
que lá vartos nós pesquísar preços e qualida,
de. Para conhecer o perfl dos alunos de deter-
mínatla escola, elaboramos um questionáno
e saímos à cdletuí .le respostqs e, depok de
cumprída essa etapa. pod,emos sofuticar nos-
sa pesqui.sa, analísando a concmtraúo de
respostnsfavoráveis a ce1Íos l ibitos ou gostos,
e assímíazemos, na prática, wna ânáJ$e esta-
t3üca. Os noi.iario. no< Ìníormam diaia-
mente d.ados nuuérícos reprcsefitados em
grcífrcos e abelas,formasJàceí: de comunica-
çào por sercm direlas, esquemàlicas, própria.s
da.linguagem matemlitica. Por ísso da é coq-
sideratla um ramo da Matenkitíêa aplicada

A palavra estatjstica sígfitflca, jasta.nen-
te. hnàlise de dados. Como ciència,.urgiu mi.
Ìêníos a.ntes de Crísto, se do, no ínícín, um6
simples compilaçao de números. Acredíta-se

que seu desenvolvímento oconea devíd,o a ne-
cessíd.ade dos goveftMntes de anhecerem
aomo os recursos e bens estalctm d,ístribaíd,os
pela população e d.o qae díspunha o Estutdo.
Até os dias d.e hoje sã.o anheciàas suas aplí-
cações em fel6úo aos assantos públícos, O
censo, por eaemplo, acontece peúod,icamente
e Íomece elemektos ímportantes para o pla-
,tejamento do país, De orígem latín6, 6 pttla-
vra ceÍso sígnirt.a bonjunto dos dad,os esta-
tístícos dos ha.bítafites de uma cídade, utado
ou naúo: O maís arrtígo de que se tern notícía
é o da China - diz-se que em 2238 a.C. o im-
perador Yao mand.ou realízar um censo d,a
população e das lavowas cultívad,as. Por vol-
ta de 400 a.C,, os romafios jáfa.zíam regular-
mente um levantamento d,a populagio e d.o
grau de pobreza, com o objetívo de estabelecer
tatqs de ímpostos. O prímeíro censo no Brasil
íoi realízado em 1872 e, desde 1936, quando
íoi criado o IBGE (ln.tituto Bqjleírcde Geo-
gwfra. e Esta.tística), aíontece a cad.a. d.ez ano8
totuando-se a opevçào estatíslica mais im-
portante para adelerminaçào do petfl socio-
demogni,fco do país, dand.o subsídías para a1180
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análíse d.e d.ísúíbuição de tecursos do
Fundo de Paftícípação dos Munícípíos,
O gáf,co d,6 pttginít ao lado, ertraído
do síte ofcíal do IBGE, mostra a. popu-
la,çAo do BM\íL, em milhões de habi-
tantes, nos últímü censos,

Apesar de as prímeims noções e8-
tatísticas terem aparccído maíto tem-
po.t rtes de Cfisto, íoí somelúe no sécu-
lo XVIII que o temo "esta.tktíca" se
instituíu, por sugestão do alemã.o Gott-

íried Achenwall (1719-1772), jurbta e
hístofiadoti que atfibuíu à Estatísti.a
um cará,ter científ,co, consíderando'a
"um conjunto de elementos socíoecorlô-
mícos e pol[ticos nos qua.is se asse ta o
Estado",

No século XIX destaca'se Karl
Pearson (1857- 1936) fundador do prí'
meíro departa.mento aniversítário de-
dícado à Estatktíca aplicada, tona -
do-a uma disciplína cíentíf,ca indepen-
d.ente, integrando'a com várias árcas
do conhecímento. Com especiaL interes-
se ,10 estud,o da "bioestatktíca': contrí-
baíu, ho campo da Psicología, com a
pesquísa estat[stictt da evolução do
comportamento hurttano.

Por fornecer dados que embasam
tod,o típo de pesqaíslr, é uma dísciplína
prcsente em quase todos os carsos supe-
riores. Neste capítulo damos contíïlui-
dade ao estudo da Estútktica que você
já deve ter iniciado em séries 6.hterio-
res, aprofundando-nos um pouco mais
ao abordarmos problemns que envol-
vem conceítos e temos maís específicos.
Apesor da íreqüência com qae aparece
no nosso día'a-d,ía. uma vez que gráfi-
cos e tabelqs povoam jorna.is e revísta.s,
a. Estat^tíca pode nos levar a detalhes
bastante soflstícados, que envolvem
maior conhecimento técriíêo.

I. Segundo dados de 2003, para r€duzÌr o consumo de agÍotóxico,
alguns pâíses dâ Europa cobÍam dos produtores desse mãterlal
Lrrna taxa sobÍe as vendas Tea lzadês. O gráfÌco segt] nte mostra
essa taxa eÍn tÍês países Pafte da aÍrecadação é destlnada para â
fìscalizaçãoe paneé direclonada paía a pesquisã, com o objetvo
de promovertécn casalternêtlvas de plantio.

Í

a) Qua desses pâíses cobra rÍìaloÍtaxa sobre as vendas de agro_
tóxÌco de seLrs prodLrtores?

b)Estabeleça unìa reâçãoenÍea maioT e a menorÌaxa corrTada
por esses pakes.

c) Seem um senìestÍe um pÍodLrÌoÍda D namarcavende Lrra to-
ta de l2500euÍosdasua píoduçâo de a9 rotóxicg q uanto ele'
deve paqarao governo nesse peÍíodo?

2. Vela o que o professor de N,,ìater.áÌica afìrmou a respeto das
nìédias do 2s bimesÍe obtidas por seus a unos do 3e B:'No
29 b mestÍe, de todos os meus a unos da 39 séÍie B, 3 fÌcaram
com nìédia 5,5, enquanto 12 fcaram con'ìó,0;poÍ ouÍo ado,6
obt veÍarn média 7,0, ouÍos9, média 8,5, e os6 Íestantesticaram
com Ínéd a 9,5i
a) Arr!me os dados decârâdos poresse professoÍnurÍìa tabea.
b) Responda: Quâ ntos â unos havla na 3q 5érle B?
c) Nunìa folha de pape quâdrÌcuado,façaumgráícodebaÍat

plnte uma quâdÍícLra para cada 3 alunos e considere que o
elxo hoÍlzontal (x) repÍesenta as notas e o elxo vertical (y) o
nLrmero oe aLunoS.

1
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O usoda pesquisa é bastantecomum nas vá rìas ãtividades humanas.
Exemplosa
le) As indústrias costuma m realízâr pesq uisas entre os consum idorês antês do lânçamentode um novo produto no

29) As pesquisas eleitora is fornecem elementos para que os candjdatôs dirêcionem a câmpanha,
39) A pesquisa do desempenho dos atletas, ou das equipes êm uma partidâr ou em um campeonato interfere no

planejâmento dos treinamentos,
4e) Emissoras de tevê utilizam pesquisâs que mostram a preferêncìa dos espedadores pân organizar suâ programação.

A realização de uma pesquìsa envolve muitas etapas, como a êscolhâ da amostra, a coletã ê org;nização dos
dados (iníormâções), o resumo desses dados (em ta belas, g ráficos, etc,) ê a interpretação dos resuEados,

A parte da Matemáticâ que trata dessês assuntos é a EJÍdtÁficd, Nêste capítulo,vamos estudar noçõês de Esta-
tística, como â construção e ã interpretação de 9ráfìcos como os que seguem:

Intenção de voto por escolaridade do eleitor [em 0,6]
An.lfãb€to!tun.i.nrii:zr$ Fundam.ntàt(.mpt.to:11cb

4r
4> J,,

Ábr Mâió Jun, lut.

-.àndidatoB

W \32

r

É comum aparecer na publicação das pesquisas quantos eleitoresforam con5ultados,
(quantosequaiselei tores)éfundamental  paraoresuttado.

Chamandode U o universo estatístico ede Â uma ãmostra, temos:

ACU

lndivíduo ou objeto
Câda elemento que compõe a amostra é um indlyíduo ou objefo. No exemplo da intenção de voto, os indivi

duosdapesquisasáopessoas.Quandoseconsideramalgumasmârcasdelámpadaparatestarâdurabi l idade,câdâ
marcâ é um objeto da pesquisa,

pois a escolhadâ amostra

t

a

Termos de uma pesquisa estatística

População e amostra
5e quisermos saber, por exemplo, qual a matérìa íavoritã entre os alunos de uma classe, pooemos consuEar

todo5 osalunosda classe.
No entanto, isso não é possível quândo queremos pesquisar sobre a intenção de voto dos eleitoÍes do estado

de são Pãu lo, pois náo podemos consultar todos os eleitores que constituem a populoçâo ou o unìverso esíatístico,
Recorremos, então, ao que se chamã de dmostld, ou sejã, um grupo de elêitores que, consultados, permitem

quê5e chegue ao resultado mais próximo possívelda realidâde.
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Variável
Uma indústria automobilística que pretende lançâÍ um novo modelo de caíÍoíaz uma pesquisa para sondara

preferênciâ dos consumidores sobÍe tipo de combustívêI, número de poÊas, potêncìa do motor, preço, cot tama-
nho,etc. Câdã uma dessas característicâs é uma vdri{ível dâ pesquisa.

NavaÍiável'tipo de combustível", ã escolha pode ser, porexemplo, entre álcoole gãsolinâ. Dizemos que esses

sâo valores ou realizacóes da variável"tipo de combustível".

Variável qualitativa
Em uma pesquisâ que envolve pessoãs, poÍ exemplo, asvariáveis consideradas podem ser sexo, cor de cabelo,

esporte favorito e grâu de instrução, Nesse câso dizemos que as vâriáveis sâo qualitotìvas, pois dpresenta m c9r4q
po$fueiçvalorerllma qualiCadelouattib!t9).-dog ìndìvíduqs pgsquisados.

Além disso, dizemos que ãsvariáveis qualitatìvas podem ser orditdls, q uando exÌste uma ordem nosseusvalo

t

res, ou nomina6, quando isso não o(oíe,

Exêmplol
"crau de instru!ão'é uma vaìovet quolilo vaoídinolja que seus vàloÍes Èodem ser
ordenador ífundàmental, médio. 5uperior. etc.ì.

VaÍiável quaìrtitativa
Quando asvariáveh de uma pesquisa 5áo, poíexemplo, alturâ, peso, idade em anos e númeÍode irmãos,dize-

mos que elas são qúldrtitaÍivos, pois seu5 possíveis valores são númêros,
As variáveis quantìtâtivas podem ser dlscretds, quando 5e trãta de contagem {números inteiros), ou continuas,'

quando setrata de medida (números reais).

Exemplos:
1e) "Número de irmáos" é umava ável quantitotivo dÀcletd, pois podemos contar (0,1,2,etc.).

2e) 'Altuft' é uma va ável quontitotìvo contínua, uma vez que pode ser medida {1,55 m, 1,80 m, 1,73 m, etc.)

Quãdro resumodos t ipos de vàr iávelde uma pesquisd:

Exercício pÍoposto

Inomrnal
Iqual i tat iva L.
I  lorornàl
I

Variável{
I
| | dìscreta
Lquant i tat iva l

Iconunuà

1, Uma concessionáÍia de autoÍnóveis tern cadastEdos
3500 clientes e fez uma pesquisa sobr€ a prêieÍêrìcia de
compra em reaçao a "cóf {bmnco, v€Fnellìo ou ê4rD
'pf€ço', "número de pofiasi lduas ou quatfoj e esÌêdo
de conseft€ção [novo o! usad!]. FoÉm consultâdos

. 21 0 c ientes. D anÌe dessas iníofinações, rcsponda:

â) Qualé o unverco estÊtístico e qualé a arnostra dessa

b) Qlais são as vâr áve s e qìra é o t po de cada uma?
c) Quas os possíveis vaoÍes da vafável 'cor' nessa

"Esporte fàvorito" é uma
wiável qulitalva nÕninàL
justifique.

A idad." €m anos exàtos

discrera t8, 10, 17, etc.l.

Freqüência absoluta e Íreqiiência relativa
Suponha que entre um grupo cletunstas, participântes de uma excursão,tenha sidofeitâ uma pesquisa sobre

a nacionalidade de cada um e que o resu ltado dela ten ha sido o seguinte:
Pedro: brasileiro; Âna: brasileirâ; Ramón: espanhol; Laura: espanhola; Cláudia: brasileira; Sérgio: bràsileiro; Râúl: ar
gentìno; Néìson: brasileiro; S ílviã: brasileira; Pa blo: espan hol.

,
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O númerode vezes que um valor da variávelé citado representa a freqüénard obsolutd daquele valor.
Nesse exemplo, a variável é "nacionalidâde" e ã freqüência absoluta de cadâ um de seus valoíes é: brasileira,

6; espanholâ, 3;  e argent jna, 1.
Existe também a ffeqüéncd relativo, que rcgis.Úa aírcqüêncìa absolutâ êm relação ao totâl de citações.
Nesseexemplo, temos:

. fíeqüência relativa da nacionalidade brasÌleira:6 em to ou A ou I ou 0,6 ou eo%;

. freqüência Íelativa da nacionalidâde espanhola:3 em 10 ou a ou 0,3 ou 3O%;

. freqüência relativâ dâ nacionalidade argentìna: I em 1O ou 1 ou 0,1 ou tOoÁ.

Podemos associâra freqüência relativa de um evento à probabilidade de que ele ocorra. Se o númerototaldê
citaçóes fo r suÍiciêntêmente g ra nde, aíreqüêncià relativa se estabilizâ em torno de um nú mero que expÍes5a a pro-
babilìdade de ocorrência desse evento.

ïabela de íreqúências
A tabelâ quê mostra a variável e suas Íealizaçóes (valores), com as freqüências absoluta (FAJ e íetârivâ (FR), é

.hamada de tobela defreqüências.
Assim, usandoo mesmo exemplo, temos:

!liqe@!d!CL FR
6 60%

30%
lOYD

t0 t00%

i ExeÍcí(io oÍoDosto ,
I  . . - - - I  r  . -

r

'  2. l l Ín grupo de a unos íoi cons! tado sobfe otrnepa! stâ de sla pr€íefênc a e os votos íorarn fegÌstÉdos assm:
Santos [; Patme ras !; Cortnth ans f f_] São Pâr.r o Z. Construa a tab€ta de ífeqüéncas correspondente

L 
a essa pesquisa

A feqiiência r€ÌatiYa pode
ser expressà em lmção,

fabelas cJe Íreqüências das variáveis quantitâtivas
Já sâbemos que a variávelquantitativa tem seus possíveh vâlores indicados por números.Veremos agora que,

na elaboração de suas tabelâs defreqüências, podemos deparar com duâs situaçôes.
Para isso, vamos tomar como exemplo um grupo de alunos dos quais íoram Íegistrados a ìdade (em anos), o

"peso" (em quilogramad e a altura (em metÍos).

Albeno: 14 ã,49,0 kg e 1,73 m;

Alexandre: 14 a,46,5 kg e 1,66 m;

Carlos: 16 à,53,0 kg e 1,78 m;

Cláudio: 15 a,50,0 kg ê 1,75 m;

Eduardo:14a,51,0 kg à 1,68 m;

Flávio: 15 a,49,0 kg e 1,70 m;

GeÍaldo:14 a,440 kg e 1,62 m;
Gi lberto: 15 â,51,0 kg e 1,76 m;

Hél io:  14 â,48,3 kg e 1,68 m;

José Cârlos:16 a,52,0 kg e 1,79 m;

José Luís: 14 a,49,0 kg e 1,74 m;
Lúcio: 14 a,46,5 k9 e 1,65 m;
Íúarcos:15 a,48,0 kg e 1,63 m;

Í\,4ário:14 â,48,5 kg e 1,69 mi
MauÍcio: 16 a,50,0 kg e 1,70 m;
Míl ton: 14a,52,0 kg e 1,75 m,

Renato: l4 a,46,0 k9 e 1,72 m;
Roberto: 15 a,47,0 kg e 1,69 m;
Sâul:  l4 a,51,0 k9 e 1,73 m;

sérgio: 14 a,49,0 kg e 1,66 m.

a

I
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PrimeiÌa situação:
Ao elaborar ã tâbela de freqüências da variável "idade", notamos quê âpârecem como possíveis valores 14 anos,

15 anos e 16 anos;

ldâde(ânot Contâgêm FR (fração) FR (%)

14 ZZI 12
12 ,3
205

ì5 z 51

204

16

S€9unda situaçáo:
Pàra a variável "âltura" aparecem muitos valores diferentes, o que toÍna inviável colocar na tabelã uma Ìinha

para cada valor, Em casos como esse, agrupamos os valores em ìntêrvalos (ou classês), comoveíemos a sêguir:

19) Câlculamosa di ferença entre a maior e a menorâl tura registrada, obtendo a amplì tudetotâl

l l ,79n- 1,62m = 0,17 m).

2e) Escoìhemos o número de intervalos (geralm€nte superior a quatro), consideramos um número conveniente
(um poucoacima da amplitude total) e determinamosa amplitude de cada intervãlo (clâsse) Noexemplo, pâra

6 intervalos, fazemos 0,18 m r6 = 0,03 m.

3e) Elaboramos ã tâbela defreqúências:

obseÍvâçóes:
13) As clâssês (intervalos) fora m obtÌdas, a partir de 1,62 m, fazendo a adição de 0,03

(1,62 + 0,03 : 1,65; 1,65 + 0,03 = 1,ó8; e assim por clÍante).

2c) Osímbolof ìndica intervãlo íechado à e5q ueída e aberto à dìreita. Assim, aaltura 1,68 m não foi reg istracla

em'ì ,65 f-  1,68 m, mas no interuâlo 1,68f- l ,71 m

,--  , .  "  ' .

| Èxerocro pr0p0st0

- . . -- '  

-  "" . .  -

] i{" Usando os dâdos da rnesma pesqulsâ lpágìna anteror], eâbofe a tabea de freqüéncas da vafáve peso coÍn seLrs

\ - ' :911' i1 l ! "9"t : l : ' * : "" . .

,

FR(d€cimal)

I ,65 f- 1,64 ín

1,ó8r-  1,71 m

1,77 t  1,80m



' Vamos agora íetomaros termos de Estâtística vistos atéaquì, pormeioda seguinte situaçào:
Em uma escolâ com 5classes de 1e série do ensino méd io, cadâ umacom45 alunos, foìfeita uma pesquisa para

traçaro perfildâ l4 série. Para tanto,forâm selecionados 5 alunosde cada classe, que responderam a um questÍoná-
rio, a partirdo q ual foi ela boradâ a seguinte tabeta:

ldâde

le!g!
(ks)

.i!'!!91

I
I

417\\
!a2T.
ta!m
19I !',
! ! ! !r

166 4a
165 66
17-5
165

63
57 2

64502
."--- .

cor dê

castanho pãtinêçào 19..
3!.
36q4ç9

3ó
39
36

34
34
38

r

. !!it"

rr,r"r. Àl Tr+"ìr.

14a8m

Domingos lú
16q
1-r5

163

l5alm rs8

ó0
65 e!p94ç
l8 1

Geraldo M 15 a 1l  m
José M 14atom
Laurâ F 14âom

146 0
'I

2
F 14a8m ?

3]1,4èí io À,1 ì5à4m

38
38
42

'165

l5â2 m

14a l1 ín 163

61
94
1l
53

OrlarOo rrl

Renara F 14ã3ín
Roberto lv l  l4a2m

41 ç$!3!!9 i r!!i!a 34

38
38
38
40

162
167

-.- 93!çl 36
36
3ó

35

qe!ça
É!çq

q?!çL

152

A partìrda tâbela dada, podemos âfiÍmar:
1e) O universo estatGtico é constituído de225 alunos.
2e) A amostra dessa pesquisa é constituída de 25 aluno5.
3-Ô) "Corde cabelo"é umâ variável qua litatìva nominal.
4s) "Número de irmãos" é uma variável quantitativa discreta.
5e) "Desempenho em Matemática"é uma vaíiávelqualitativa ordinal.
6e) "AltuÍa" é uma va.iável q ua ntÌtativa contínua.
7") Ddnça é um vdloÍ da varlavel hobby, cuja Íreqüèncta àbsolurà e 7 e cujà lreq üèncià íela tiva e ^1ou0,28ou28%.
8e) Atabelâ defreqüências da vâr iável"número de i ímãoí 'é a s€guinte:

- lq!'elo qq'r!'39!

a

castânho di!!L
câíanho música

111
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9-') A tabela de frêqüênciâsda vâríável"peso" (em quilograma), com os valores em classes:
Amplitude total:66 38 - 28
Número de intervalos:5
Ampli tude relatÌva:30:5 = 6

i

Exer<ícios propostos
PaÍa os exercÍcios 4, 5 e ô !t ize o quadÍo da pág na

antefot.

al Das vêfáveis do quadrc quais são qua itat vas no-

bl qua s são osvâorcs davafiáve 'sexo ?
cl Qua é a ffeqüência abso Lrtâ do valof 38 da varáv€

ìdnêq il " leqJ'r.la elal,va el raç:o de
cma € poÍcentâgeml?

dl Qua é o valor da vafável "cor de cab€ o , cuja lÍ€
qÜéncìâ re at va é 720,t?

. ElâboÍe a tabea de frcqüéncas da va áve "d€sernp€
nho em Matemática".

. . Construa a tabela de ÍfeqÜêncas da varáve âltuÉ' lern
centÍrnetrosl, com os va orcs eÍì 6 nteÍvalos (c asses)

A iabela a seguif é rcs! tânte de urna pesqu sa sobrc os
''gêrìefos mLrscas rnaìsv€ndidos em !rna ojadeCDs
dq€nte !m diâ. Cornp€te os espãços.

Foi Íeito o levantam€nto dos sâlários dosfuncionáfosde
uÍna ernprcsa €, em seguda, fo eêboÉda a ïabela de
íteqüêncìas, com osvaoÍes da variávelern classes. Corn-

FA FR FR FR
;:;.:.7 íoq

t;["j
:r17

. . . . / .

I\,4P8 tt 6
25

t ..../,.'..'
,',/./ ,/

50

Nâ Copa do lvlundo daÁlemanha [2006], o B|asldisputou
os s€gu ntesjogos:Bras1 lx 0Crorica;Brasl2 x 0Àrstrála;
Bms 4xlJâpão;BÉsl3x0Gana;Brasi  0 x I  FËnça.
al Construa a tabela de frcqúêncas da varável 'ïesulia

dos , consÌderando como valoÍes as viÌórias, os empa
tes e as derÍotas.

bl E abor€ a tabela de írcqüêncas da varáv€l gos rnaÍ
cados por partida", lsando comovaorcs I gol,2 Oos
3gose5gols.

50 r-- s6

l5

30

960r-  t050

ffi&rtesergssectrles
A íepÍesentação g ráíica fornece uma visão de conjunto mais

rápidâ que ã obseÍvação diretà dos dados numérìcos. Por isso, os
meios de comu nicãção comíreqúêncìa oferecem a informãção es-
tatística por meio de gráficos.

Consideremos uma situação em que, na votaçâo para repre-
sentante evicê{epresentânteda 1a série do ensino médio, um alu-

Adrianoxxxxxxx
Let ic ia xxxxxxx

MaÍ ino xxxxxx

noanota os votos com um'x'ao lado do nome do candidato, enquanto seus colegas votam. Aoterminar â votaçáo,
podemos observar o "desenho"ao lado,

t
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Não precisamos contar os votos parâ sabêÍ quem foi eleito. Pelos 'xis", notamos que Adriano Íoi o escolhido
paíâ representantee Lucjana para vice,

Com uma simples olhâda, obtemos a informação de que necessitamos, Essâ é uma característjca importante
dos gráfìcos estatísticos,

Gráfico de segmentos
Atabela que segue mostra a venda de livÍos em uma livraria no segundo semestÍe dêdeterminado ano.

A situação do exemplo estabelece uma coíespon-
dência que pode ser expressa por paíes ordenados úulho,
350), (agosto,3O0),etc. Usândoe;xosèartesianos, localiza-
mos os seis pâres ordenados e construímos um gráfìco de
segmentos,

Os gráficos de segmentos são utilizados pÍincipal-
mente para mostÍar a evolução das freqüências dos vãlo
res de uma variáveldurante um certo período.

i

sd. Out, Noú Oez

Já a inclinâçáo do segmento si-A posição de cada segmento índìca crescimento, decréscimo ou êstabilidade.
nal i rà a inienrdade docrescimento ou dodecÍe,( imo.

Pelo gráfico anterior, vemos que:
. dejulho para agosto âs vendas caíram;
. de setèmbro parã outubro asvendas permaneceÍam estáveis;
. o crescimento de agosto para setembro foi mâ ior que ode outubro para novembro;
. o mês com rnaior número de vendas foì dezêm bro;
.  no mês de oulubro foíam vendidos 400 l ivÍos.

Exêmplos:

r-r Crescimento da populàçáo brasil€ira d€ l94Oa 2O0O 2'q) satao da latança comêrdâl brâsllêirâ êm 2006
En US$ nithó6

a

O gráfìco de segmento!

sráfìco de linhas.

O qu€ ìndica o saldo da

E

I
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' ,l . Ut ize o S áí co d€ segnìentos do exernplo dado (venda de livrosl na pág na anref or e fesponda:
a) Eín qle peÍodos do segundo sefiestrc asvendas sub Ém?
bl EÍn qua destes dos meses as vendâs forâÍìr mâiorcs:ju iro ou outubrc?
cl ËÍn que Ínês do sem€strc asvendas foÉrìr menoÍes?
O Em que Ínêsíoram vend dos 450livÍos?

Um allno aprcsentou du|ante o €no etvo o seguinte aproveLtamento PÍirneirc bimestre: nota 7;segundo b m€stre: nota 6;
terceÍo bimesÍe:nota 8;€ quarto birnestre: nota 8. Construa urn gúÍco de segÍn€ntos coffespondenÌe a ess6 stuação e,
a parlfdele trc alg|Jmas conc Lrsôes

: An6lise os gÉfcos da introdução do capilu o Cpágina I681e fesponda:

;  ; . -  -Èxercrcros pÍ0p0sr0s ,

Intenção dê voto poÍ *colaridade do eleitor (em ooì

Anàrab€tos ftin.lonak25%

4

ÍF

AbÍ, Maio lun.

v

â) Eml!nho, quâlo candidato preferido entfe os eeiÌores corn ensino íundamenta completo?
bl Em abÍ I, qual â poÍcentagern do cand dato A entr€ os e e torcs de níve s! peÍ oÍ?
cl Em que més a porcenkgem dos que não sab€Ín ern q!€rn votar atngiu I60,t entre os anafabetos?

i

GráÍico de barras
A panir do "desempenho em Química" demonstrado pelos

alunos de uma classe, um professor elâborou a seguinte tabela:

Com os dàdos da tàbela é possivel construir o 9íáÍico de ba[as:

a

DesemDenho em Químicâ FR
6 t5%

t0 25%
35%

t0 25%
40 100%

O gráfico de banas
poderia ter rcÌacionado
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GráÍico de setores
Em um rl,oppng center há três salas

nado dia da semanô foide 300 na sala A,
Veja essa situação representâdâ êm

decinemâ, eo númeÍo de espectadores em cada umâ delas num determi
200 nâ B ê 500 na C.
uma tabela defreqüências e depois em gÍáficos de setores:

Sala FA ' '  fR

300
300 3

1000 10
30%

B 200
21

t0 5
20%

c 500
5l
'to 2

50%

Em cada gráfìcode setores o círculotodo indica o tota l {l 000 espectadores ou I00%)e cada setor indica a ocu-
pàção de uma saìa. Na construçáo do gráíico de setores, determÍnâ-se o ângulo correspondente a cada setor por
Íegra de três. vejâ como exemplo o da sala Al

Usando â freqüência absoluta,vem:

!91 - --L 
- 

1s6s* - rosooo. rx- r08.
I OOO 3600

relôtiva (em %),temos:

l l - - -L 
-  

1s9" -  tosoo 
-x- .  

ì08
t00 3600

avaliam a manchete dodiâ anterior:

2e) N úmero de cheques compensados e de caftões de crédito (Í 991 2006):

i

Usando â frêqüência

Exemplos:
1-') Leitores de umjornal

/- 

\ ' . \v
3-')

Fonlet O E tado de S. Pdulo, 10 jun. 2OO7

Remunera(ão média êm maio de 2007 por ramode âtìvidade:

:

a

ângulos dos s€tores das
salasBec.Useum

na ÍÌsura os ángulos de
A,Bec.

Fo Ìe.OE todo de S, Paulo,10 jun.2047.



178 i.latemát G' contexto & apLiGçóèj

Exer<ícios propostos

16, Em uma eeição concorferam os card datos A, B e C€,
apurada â prmeìÍa uma, os votos foÉÍìr os s€guintes:
A: 50 votos; B: 80 votos;C: 60 votost brancos e nulos
(BN): l0votos.

A partir desses dados constÍua:
aJ â tâbe â de lÍeqúênc as dessa vaÍiáve:
b) o gráíco de baÍras, rclaconando os valofes da vará-

vel coÍn as rcspêct vas freqüèncias abso !tas;

17, LuÍsa é nì! to organìzâda ê paÍâ ínostraÍ quanto tempo
gasÌa coÍn suâs aUvìdâdes constÍuiu Lrm gráfco de seto
res. Observe o gráf co e responda:
al quantas horâs poÍ dia Luísa estuda erÍ casâ?
b) que porcentagem do dis eâ gastâ paÉ doÍm ?

cl o gÍáfco desetores, Íea
conanoo 0s vâ ores ca
vanave corn sLrâs por

ExemDlo:
Consideremos a "altura" (em centímetros)dos alunos de umâ classe,

agrupâda em interualos, e a seguiros histogramas correspondentes às fre-
qüênciâs absolutâs e íelatìvâs:

ouÍ* àr vrdàdêr 
----l%"eíud' 

êm G5à

1,*ffi..-",
í---Ë9
\ ' I "* /dom,r\rrràë@,a

ConsÍus também o gráÍco de baÍras coffespondente

f

Histograma
Quando uma variáveltem seusvâlores indicâdos porclàsses (interualos),é comum o uso de um tipo de gráfico

conhecido Dor h,5rodrdmo.

Alturâ (cnì) FA FR
140 r- 150 6 15%
150 r-  I60 10 25%
160 r-  I70 l2 30%
170 r-  180 8 20%
180 r-  190 10%

. histograma com as clâsses (interua los) relacionadas às freq üências absolutaS:

. histograma com as(lasses relaciondddsàs Íreqüênciàs Ìelativas (em porcentageml:

a
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Às vezes usamos como representante de cada clâsse o vãlor médío coÍrespondente (por exemplo, j55 repre-
senta a classe 150Ê- 160).

Os s€gmentos que ligam em seqüência os pontos médios das
bases superiores formam um gráfico desegmentos conhecido como
polígono do histogramo, qu e seÍá usado em assuntos posteriores. r

\

/
\

ì40 rso 160 r70 130 Íso

Exemplo:
Gol5 mãrcad os em vários momentos de uma panida, nas quatro primeiras íodadasdeum campeonato brasileÈ

ío defutebol.

Èxercrqo pr0p0Í0 l

'  I  FâzendoolevantamentodossaláÍ iosdosvint€funconãfosde!mescftófo,ÍoramobtidososseguntesvalorcsemÍeêis 650.
aAO, 720. 624. 7AA, 750,78A 680, 72 0, 600, 846 770. 630, 740. 680, 640, 7I 0, 250, 680 e 690 A panif de es. construê:
al a tabea de freqüèncias coÍn 5 cassesi
bl q histogÉrna coÍf€spond€nte feacionando Ía xa salaÍia e freqüència absouta

Vimos os váriostìpos de gráficos utilizados para representare interpretãr dados estãtísticos, É importante que
sê escolha sempÍe qudl deÍe, ê o mars adequàdoá si tuaçãoanal isàda.

É comum, em publicações como revistas ejornais, ilustraÍ os vários tipos de gráficos com fìgurâs íelacìonãdas
ao assunto, toÍnando os mais atraentes, Esses são os gráficos pictótìcoslou pìctogramas).

Exemplos:
1ï 2e) 3ï o cusÌo DÀ cpMF

BÍãs leìÍolÌabalhâ,êm médiâ,ieiediàsútê s poÍãno
só pàk pâgâr à .onr burção.
Dils útêlslrâbalhâdoe póÌ rno9

Clà$êhâin Clr$€médla Cl*rêálh
(rendafamiliaÌ (Íêndâfamiià,enÍe (rêndaíàmiÌia,

nieÌ ioÍaR$3000) RS1.000eÂ$l0mi l  acimâdêR$r0mi)

úÌíõido de: FolhÒ de S.Paula, tT )r.,2007 ,

o
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l. Construâ a tabela de lÍeqüências e os gúÍcos de baf-
ms e de setofes para a vaf ável h'.bby darÂbe a da pá-
gna 172.

Resolução:

CoÍtâg€m FA FR

espoÍte [B ZL-) I

25
= 032 32qn

mús ca tlúl Z 6
6

25

pat nêção [P]
3
25

12qi

dança tDl ZI 7

25
28lh

l :  004
25

25 r00qt

1= L31ss1= 1440.ãx= j4,4.
100 360'

A cada 40ó coÍresponde urn setor de 14,4'.

E: 32sb (8.  4%)- 8.  14,4" = 115,2"

M:24% (6.40,t)  *  6 14,4" = 86,4"

P:120k13.4q0) +3.14,44 = 43,2o

Ú 2A% (7 ' 4%) -7 ' 14,4' = 1AA,8'

2. Nâ realização de urna prova foi anotado o tenìpo qle
cada a lJno gastou pam conc uÊ a [eÍn m nutos]:56t51'
57; 49i  5l  |  5l ;  46; 50; 50; 47; 44:57:53t sat 4t  551
48i 561 49r 5t;  47; 46; 54t 52; 55; 45; 49r 50: 48i  5l .  Â
padr desses dados construal
al a tabela de freqüéncias corn os valores em 5 classesi
blo histogranìa Íeacionando as classes e suâs fre

qüéncìas abso utas.
Resoluçâo:
âl Subtra ndo o menorva or do rnaiorva or. a ampliÌude

totalseÉ:
57 43=14
Sabendo que são 5 câsses e escolhendo o núÍnerc
15, a ârnplitud€ de câda clâsse será:
l5:5:3

Então:
l15 2 + 86.4 + 43,2 + 100,8 + 14,4 = 360,0'

Tempo im nl Contaqem FA FR

43r 46 r 0q6

Z 20q,!

49t 52 ZZI 12

52f 55

55 f- 58 ZI 2Aqr

30 r 000,6

i

a
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/:-a;------- -:---\
I rxeÍcrcros proporÌos J

I 
'l $. A tenìpeÍEtura rnáxima do d a em Lrma c dade ío anotáda

; durant€ vnte dias e apresentou os segu ntes dados:
30'Ct 32'C; 3l  'C;  3 l  "Cr 33 "Ci  28,5 'Cì 33 5 'C;
27 "Cì 30'C;34'C;30,5 "C; 28'C;30,5'C; 29,5 'C;
26 "C; 3l 'C; 3l  "C; 29'C: 32 "Cr 31.5'C.
Construa o hislogÉrìra coÍespondente com osvaorcs
da vaÍiáve ern 5 intevalos.

:'J" 0s qlarentá al!nos de unìâ casse optararn pelo estLrdo
de uma íngua estrange |a, entÍ€ espanho , fÍancês, in
glès ou ta ano. Veja o gÉfco d€ baÍas ao lado, qle
feg stÍa a escoha e. a patf dele construa a tabea de
Íreqüéncias e o gráÍco de setoÍes.

Dizemos, então, que a médìâ aÍitmética ou simplesmente a média de idade do gÍupo é 21,4 anos.
Se, ao medir de hoÍa em hora â temperatura em determinado locã|,  regisúaram se l4"C às6h, 15'C às 7h,

15 "C às 8h,18'C às th,20 "c às 10h e 23 "C às 11h, observamos que:

Assim, genera lìzá ndo, podemos afirmar que, dados os n valores x| x:, x3,..., x" de uma variável, a médìa aritmé-
t ica e o numero obt ido da segLrintefoímal

| "j Medidas de tendência central

A pârt i Í  da.ìdade das pessoas de um grupo, podemos estabelecer uma única idade que caracter iza o
grupo todo.

Considerândo a tempeíatura de várÌos momentos em um mês quâlquer, podemos determinar uma sótempe-
ratura quefornec€ uma idéia âproximada detodo o peÍíodo.

Avaliando âs notas dos váriostrabalhos de um aluno no bimestre, podeÍnos Íegistrarcom âpenas uma nota seu

aproveitamento no bimestÍe.
Em situaçóes como essas, o número obtido é a medida do tendência central dos

vários números usados. A médio oftmética é à mais conhecida entfe as medidas de
tendêncÌà central. Além delâ, vamos estudar também à mediona ea moda.

Média aritmética (MA)

Considerando um grupo de pessoas com 22,20,21,24 e 20 anos, observamos que:

22 20-21 2a )O tO/ ^, .
' " - -  5 

-  
5

14+15+15+18+20+23

Dizemos, então, que no peÍíodo das 6h às 11h a tempeíatura média Íoi 17,5 "c.
No caso de urn aluno que realizou diversos trabalhos durante o bimestre e obteve ãs notãs 7,5;8,5; 10,0 e 7,0,

MA _ 7.5 8.> '  I0,0 -  7.0 t t  .U,r ,
44

Dìzemos, então, que nesse bimestre o alunoteve médiâ 8,25.

s,

a

O uso da média,da modâ

u s mDoro Àx rsnÌÍKà r

somatória dos nümeros x,,
sabendo que I varia de I a n.

xr+xr+xr+,. ,+xn
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Média aritmética pondeÍada
Vejamos, agora, o caso de um âluno que realiza vários trabâlhos com pesos diferentes, isto é, com graus de

importância diÍerentes. Se nodecoÍerdo bimestre ele obteve 6,5 na provà (peso2),7,0 na pesquisa (peso 3),6,0 no
debâte (peso 1) e 7,0 no trabalho de equipe (peso 2), a sua média, que neste <àso é chàmadà médja aitmético pon

Quândo calculamosa médiâ aritmética de númerosquese repetem, podemos simplifìcar. Dessa maneira, para
obter a média ar i tmética de7,7,7,9,9,9,9,9,11 e 11, observamos ouei

^^^ 2.6,5+3 7,O+1 6,0+2.7.O
2+3+t+2

bl sofridos.

13+21+6+t4 54 -_-- -  I  
: t : ""

r37 59 211 21-45 22 88
3+5+2 t0 10

8,8

Dizemos, então, que 8,8 é a média aritmética dos números 7,9 e 1], com freqüêncìâs 3,5 e 2, respectivamente.
Observe que esse tâmbém é um exemplo de média ponderada, com os pesos sendo asfreqüências 3,5 e2.
Á média aritméticâ é usàda como medida de tendência central, ou seja, comoforma de, poÍ meio de um único

número, dar umâ ìdéia das características de determinado grupo de números, No entanto, é ìmportante ressaltar
que em algumas situaçóes a presença de um valor bem maiorou bem menor que os demais faz com que a média
aritmética não consiga traçar o peífilcoíeto do grupo.

Considerernos, por exemplo, um grupo de pessoas com idâdes de 2, 3, 2, 1,2 e 50 ânos. A média de idade, que
è de l0 anos, não demonstÍã a5 característìcas desse grupo êm termos de idade, Em casos como esse são usâdas
outras medidas detendência central,comoa modo e âmediano.

21. Um t me de futebol rca zou alglrnas partidâs e os fe-
sul tadosíoÉrn3al ,4a2. la t ,0 â 0,3 â 2,2 â I  e
I a 0. Sab€ndo que o tme não perde! nenhuÍna pa{i-
da, calcue â média afÌtÍnética dos gos

24, CacLrle â rnédia a Ìmética pondeÍada de Lrm âluno qle
ooLe!" o b nedre 8 0 â pro\a (poso 2). ,  0 -€ pesqu'sd
[peso 3],9.0 no debate [peso 1) e 5,0 no t%b€tlìo de
€quipe lpeso 2].

25, A méd a das ida.l€s dos I I funcionáfos de unìa e0prcsa
eÉ d€ 40 anos. L,Ín dos funcionários se aposenÌou coÍìl
60 anos, sa ndo dâ €rnpfesa. Â rnéda de idâde dos t0
Íunconários Íestantes passou a ser:

dl38 ânos.
el37,8 anos

22. Se um auno já lez dos traba hos e obteve 8,5 e 5,0,
qual deve s€r a notâ do t€rceÌrc tÉbalho pam que a
rnédia aritméUca dos Íês seja 7,0?

23, Qual é a méd â de idade de um grupo ern que há
6 pessoas d€ l4 ânos,I pessoas de 20 € 5 pessoas de
l6 anos?

al40 anos.
bl39,8 ânos.
cl38,9 anos.

Moda (Mo)
Em Estatística, moda é a medida de tendência central deíinida como o vãloÍ mais íreqúente de um grupo de

valores observados.
No exemplo do grupo de pessoâs com idades de 2,3,2, 1,2 e 50 anos, a moda é 2 anos (Ìúo : 2) e demonstra

mais efìciênciâ parâ caÍacterizarogrupo que â média aritmética.
5e â temperatura medidâ de hora em hora, das 6h às 11h, apresenrou os resultados 14.C, I5.C, j  5 "C, 18.C,

20'C e 25'C, entáo dizemos que nesse período a moda foi 15'C, ou seja, Mo = ì5 "C.
Nocasodeumalunoqueanotou,durantedezdias,otempogâ5toeú minutos para i r  de suâ câsa à escola e

cujos registros forâm 15 min, 14 min, 18 min, 15 min, 14 min,25 min, I6 min, t  5 min, j5 min e I6 min, a moda é
15 min, ou seja, À4o :  15 min.

Se as notas obtidas porum alunofoÍam 6,0, 7,5; 7,5; 5,0; e 6,0, d;zemos que a moda
é6,0 e 7,5 equea distr ibuição é bimodat.
ObsêÌvaçáo: Quando não há repêtição de números, como, por exemplo, para os nú-

. ,  r íetos7,9,4,5 e 8, náo há moda.

Como é uma distÍbuição

a
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26. Considefe os núÍneros 126, I30, I26 e 102 e calcule:
al â Ínédia aritmética [N4A)l
bla Ínédia aritmóïjca pondetada 0VlPl, corn pesos 2,3. I e 2, rcspectvamente;
cJ a Írodâ (À4o)

Mediana (Me)
A mediana é ouüa medida detendência central.
AssÌm, dâdos n números em ordem cíescenteou decrescente,â mediana será:

.  o número que ocupaía posiçáo cenúâlse n foí  impar;

. a média âritmética dos dois números queestìverem no centro sê n for par.

Numâ clâsse, foram anotadas as fal tas durânte um período de 15 dias:3,5,2,o,2,1,3,4,5,7,0,2,3,4 e7.
Em ordem crescente, temos:

i

o,o,1,2,2,2,3,3, 3,4,4,5,5,7,7

28. De segundaJeifa a sábado,
ção d€ uma pessoa íomrn l5
DeteÍrnine:
al a nìédia diáia de gasros [À/]Âll
bl a moda (lvlol;
cl â medìana (Me).

os gastos com aiÍìrenta-
13,I2,  10,  t4 e l4 reâis.

FÂ

0 8
l 15
2 12
3 5

totàl 40

Como 15 é Ìmpar, otermo médio é o 8e.
Logo, a medìana é 3. simbolica mente, Me = 3.
As idades dos alunos de uma equipe são I2, 16, 14 12, 13, 16, 16 e 17 anos.
Pârâ determinara mediana dessês vâlores, coloca mos inìciâlmente na ordem crescente (ou dêcrescente)l

12, 12, 13, 14, 16, 16, 16, 17

;ì;
pos4õ6 .êôtãis

Comotemos um número pardêvalores (8),íazemos ã média aritmética enüeos doiscêntrâis, que são o 49 eo
59termos,

Logo, â mediana é dada por:

" .^_ ' ì4+16 _ 30
22

Simbolìcamente, Me: 15 anos.

27. Durante os sete pflrneÌoslogos de LrÍÌr carnpeonato,
um t ime maÍcou, fespecÌvarnente,3,2, l ,  1.4,3 e
2 go s. Determin€:
êJ á Ínédia de gos por partida [MA)i
bl â moda [tulo);
c) a medj€n€ tMel

Média aritmética, moda e mediana a paÍtir das tabelas de Íreqüências
Utilizando os valores (números ou intervalos) e âs freqúências absolutas dâs tâbelas de freqüências das variá-

veìs quantitativas, podemos calculara MA, a ívìo e a lvle de seusvaloÍes,

ExeÌnplor:

19) Pesquisa sobre'númêro de irmãos"de cada alunode uma classe:
Média aftmétìco:

8.0+ì5. ì  12-2 5 '3 O+15t24'15 54
MA 

40 40 40 
- l ' l l rmao

a

ExeÍcí(ios propostos
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Observaçâo: Embora 1,7 irmão aparentemente seja um absurdo, é correto um valor desse tipo, assim como
3,5 gols por partìda,7,2 medalhas porOlimpíada, etc., poÌs a média aritmética é uma medida detendência.

A mâiorfreqüência é 15, que corresponde âo valor 1 irmão. Logo, Mo : 1 irmão.

Como o total de freqüências é40 (número par), os valores centrais são o 20e e o 21-.
l4o \
I r :=20e20+1=21 |
\2 )
Secolocados na ordem crescente,vi ÍãoosgvaÍoÍescorrespondentesa0irmão,seguidosdos 15 valoresde

I ìrmão e assim por diante. Então, o 20e e o 21e valoíesserão, âmbos,1 irmão. Logo, Me = 111 : I irm;o

2e) Pesquisa sobre'peso'(em quilograma)de um grupo de pessoâs.

P€5o (kq)

44t_ 4A l

44t 52
52t 56 6

56f 60 3
20

r

A pârtirda tabelô em que os pesos estão agrupâdos em clâsses, consideramos,em cada classe, o sêu vâlor mé-
dio (VM) e ànexamos uma nova coluna à tabelâ. As$m, temos:

44 40-4a-44 -52-4A-56 52-60 56 4

:=2
2

40+2=42(freqúêncial)
44+2=46(f íeqüência3)
48 + 2: 50 ( f Íeqüência 7)
52 + 2: 54 ( freqüênciã 6)
56 + 2 :58 ( freqüência 3)

42
46

44r 52 50
52f 56 6 54
56 f_- 60 3 58

2A

Agora, podemoscalcular MA, Mo e lúe usando valores médios e suas freqüências,

t  42 3 46+7.50 |6.54 3.58 42 138.350 t  324-174 1028: _ = 51,4 kg
20 20 20

Afreqüência mãiot 7, indica o intervalo 48r 52, representado poÍ 50, queéo ponto médio.
Logo, Mo : 50 kg.

Como o totaldas freqüências é 20 (númeÍo par), os dois valores centrais são o 10e e o 1 1-.. Colocados os valo
res médios em ordem crescente e de acordo com suas Íreqüências, o 10e é 50 kg e o 11-' também. Logo,

Ìúe= - '  - -  =sotd
2'

a

O cálculo da media d€

uma divisão que pode não
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Exercícios propostos ]
Detemine a ívlA, a N,4o e a Me a partf das tabeas de
Íreqüèncias.
âl ldade' [ern anos] ern urn grupo de l0 pessoas:

ldade tem €nosl
t3

?
t5

b Al lLÍE (eÌrô o.êr ' ìgÍ  podê2 pÊ<soês

Âltun tml FA

tqt . - . r ,9q.
1,65 f  1,69

?
6

1,69 f  1.73

1,11t 117
1,77 t  1,41

O hlstograma mostÉ a distrbu ção salarial (em reaisl dos
funcioná os de uma emprcsa Usando os va ores médos
dos interva os, constma o poígono do histograrna e, de
pos, cac! e a lVlA, a À,40 e a Me.

i !. Uma pÍova corn 5 testes folaplcada ern uÍìra classe. O Le-
' a Ì€r p .o ecrdr' .o do5 d. erto,íor'eg sÌ"do no "eg. n-
le gÉfcol

Deterrnine a paftir do gÉfco:
al o número de alunos da classe;
blâ pofcentagem da casse que acedou os 5 testes
cJ a porcentagem dâ clâsse qu€ acertou 3 ou mâ s testes;
dla í\44. a Mo e a [,4e de acedos por pessoa

Llnneqide!_q9_qEp9Ee9
Já estudamos as medidas detendênciã cenüalmais usadas, como a médiâ âr i tméticã, a moda ê ã mediâna, Elas

têm como objetivo concentrar em um único número os diversosvalores de uma variável q uantitãtìva.
Neste item estudaremos casos em que elas são insuficientes-
Vejamos a seguinte situação:
O cíitério de apíovação em um concurso estabelece que o candidâto deve realizar 3 provas e obter, com suâs

notas, média igualou maiorque 6,0. Nesse câso, ã informação de que o candidato obteve médìa 7,5 é suficiente para
concluir oue ele está aorovado,

Consideremos agora outra sìtuação:
Uma pessoa é encarregada de orga nizar atividades de lazer para um grupode6 pessoas e recebe a informação

de que a médía de idade do gíupo é 20 anos. Nesse caso, apenas a informação da média náo é suficìente pâra pla-
nejaras atividades, pois podemos ter grupos com média de idadede20anose caracteÍísticas totalmente difeíentes,

Obseruemos alguns gíupos possíveis:
.  GÍupo A:20anos;20 ano5;20 anosi20 anos;20 anos;20 ânos.

20 20-20+20-20-20 t20 --

.  Gíupo B:22 anos;23 anos; l8 ânos; l9 anosj 20 anosj 18 anos,
. .  22 + 23 + 18 + r  9 + 20 + r  8 120
MA- --  -20anos

)
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.  Grupo C:6 anos;62 anos;39 anos;4 anos;8 anos; 1 ano,
6 62 39-a-a I  t20

66

Como a m€dida detendência centralnão ésuÍciente pãra caracteÍizãro
grupo C, é conveniente utilÌzar medidas que expressem o grau de dispersão
de um conjunto de dados, As mais usadas são a vdrid ncia eo desvía podrAo.

Variância (V)
A idéia básica de vaíiância é tomãr os desvios dos valores xr em relação à média aritmética (x. MA). ÍV1as a

soma desses desvios é iguãla 0 (poruma pÍopriedade da média)- Uma opção possível, então, é consideraro totaldos
.-

quadíados dos desvios )(x lúA) 'e expÌessaÍa vaÍ iância (V)como a média dos quadÍãdos dos desvìos, ou sejal

>(x, MA)'

Exemplo:
Vamos descobriÍ a vaÍiâncíã nos grupos A, B e C citados ânteÍÍormente:

. Grupo A (20; 20; 20; 20; 20; 20)

IMA = 20

Desvios:20 20 - 0i todos iguais a 0.

Quandotodos os valores sáo iguais,  dizemos que não houve dispeísão e, por isso,a

" GÍupo B (22; 23; 1 8; 19; 20; 18)
À44 : 20

i

vaÍ iáncia é 0.

Desvios,22 -  20:123 -  20:3;18 20= 2j19 20= 1t20 20:O:1A 20= 2
2'1+3'+( 2:) '  +(  r ) '+o'+( 2F 4+g+4+1+o+4 22 

- ,
6- '

'  Grupo C (6;62;39;4;8; 1)

l\44 : 20

Desvios:6 20= 1462 20 = 42;39 20:19i4 20= l6 j8 20: 12;1-20= -19

,,  _ (  14) '  + 42'  +i9 '  +(- i6F +( i2F +(- tgF 196+1764+ 361+2s6+144+361
66

3082 -"^ -
6

A variância é suficiente paÍa diferenciar a dispersão dos grupos: o grupo A não tem dispersão (V : 0) ê o
grupo Ctem uma dispeÍsão maiorque a do gÍupo B (513,6 > 3,6).

Poíém, não é possíve I expressâr â vaÍiânciâ na mêsmã unidãde dos valoresda variável, uma vez queosdesvios
são elevâd os ao q uad rado. Então, dêfìn iu se à med idã de d ispersão chãma da desvia padrão.

Desvio padÍão (DP)
O desvio padrão (DP) é a raiz quadrada da variâncìa. Ele facilitâ a interpretâção dos dados, pois é expresso nâ

mesma unidade dos vâloíes obseÍvados (do conjunto dedados).
No exeÍnplo que estamos anal isãndo,têmos:

. 6rup6 4; pp : .r'6 : 6.r.

.6nrp6 g;9P: !5É :  t ,S ano

. Grupo Cì DP = JS|ZS = 22,6anos

a

. No crupo Â não houv€ dispenão.

. A dispersão no crupo B é m€nor que
no grupo C.

. Dizemos que o crupo B é maig
homogêneo qu€ o C ou que o grupo
C é mais hêteÌogêneo que o B.

Porque tr [x MA] = 02
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Resumindo, sè xr, xr,xj,,.., xn são os n valoÍes de uma varìávelquantitativâ x, temos:

È"
. A médìâ âritmética dos valores de x: MA : i =r

S í ,  MÁP
.avar iânciadex:V:r=l

n

. o oesvro padraooe x: uP = {v

ObsêÍvâçõesi
1a) Quandotodos os valores da variávelsão iguais, o desvio padrão é0.
2-') Quanto mais próximo de Oé o desvio padrão, mais homogêneâ é a disïibuiçãodosvalores da vanável.
3q) O desvio padrão é expresso nâ mesmâ unidâde davâriável.

187

r

3. Em um tre namento de salto em alt!fâ. os atletas realizaram 4 saltos cada urn. Veja ês Ínârcas obtdas poÍ tÍês auetas

. at lela A:.148 cm, 170crn, 155 cm e l3l  cm;

. at leÏa B: 145 cm l5l  cm, 150 cm e 152 crn;

.  at letâ c: i46 cm,l5l  crn, 143 cm e 160 cm.
al Qla deles obteve melhor méda?
bl Qua delesíoio rnais ÍeguaP

Resolução:
al Caculando a rnédia de cada ateta, obtemos

Atleta A:
t48 + 170 + t55 + t3t  604\/A_- _ _15 rr

AÌIETA B:

^.^ 145 + t5 l  + 150 + 152 598
N4A= '  '  - '  '_ =: : :  =149.5= 149,5 cÍn

Atlera c:
146 + t5t  + 143 + 160 600N/A _ = = 150 crn

Logo o ateta A obteve a mâiof rnédia, t5t cm.
bl A rnaiof fegu afdade será veriÍcada a paftÌ do desvio pêdË0. Ass m, temos:

( r48 rsD'? + [ ]70 -  t5D'  + 055 -  t5| '  + i l3 l  tsì '? 9+16l+16+400 786 --^_=4=

Dp = 14so"l - rr cm
Atleta B:

.  L r t , "J '  Lt ," l  .0, f l r  |  
-?,c j  20,2.  2,2\  0,2\  625 29

" 

-  
1 , -

gp = 1Ç,m - z,z cn

Atleta C:

. .  L4l  ' r [ - ] 'o '  6,rr4a roo 66
4 4 -  o 

-o '"

DP = \,fiã = 6.4 crn

Logo, o ât €tâ B foi o rnâis regulaf, pois seu desvio padÍão é o menor, aprcxirnâdamente 2,7 cm.

t:
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4. O histogrâma mostÉ o resu tado de urna pesquisa sobre altu|a (em cen
tÍmeÍosl ente os a unos de uÍÍa cêsse. Câ cule o desv o padÉo dessa

Rêsolução:
No hsrog "-1d. o. \êlores dd vdr idvF ÇoirrelJose.po ; .so rdTo.
lsar os s€us pontos médosl

YVVVY

(rrcqúènca 2) (lieqüênca5l (]ie!üênca sl trrcqiiènca 6) (lieqüênci€ a)

IVIéd a artmétca 159 1ó5 t7t 177 1Sa

2.156 + 5.162 + 8.168 + 6.174 + 4.180 312 + 810 + 1 344 + 1 044 + 72A
2+5+8+6+4 z5

= 1!!9 = 16e 2 ç,1
25

Desvios tx lvlAl:
l56 l69,2 = 13.21162 169,2= 7,21168 169.2 =

+ 6[4.8]'7 + 4[]0,81'

I .21174 169,2 = 4,8 18A - 169.2 :  r0.8

2[ ]3,21'+ {  7,2) '  +8( 1.2) '
25

348,48 + 259,2 + |52 + 138,24 + 46656 1224:4896
25

Desvio pâdÉol

oc = n[iso = o,ss cm

25

t

32.Em um concurso o crtéfio d€ apÍovação eva em conta a méda € o desvìo padÉo após a fealização d€ 3 pÍovas.
Calc!le a méd a e o desv o pâdrão de Lrrn cândidato qLre nas pÍovas obteve, rcspectivamente, 63 pontos, 56 pontos
e 64 pontos.

33. úr'lma casse as notas obtdas pe os a unos loÍam âgÍupadas da segLrinte mane ra
0 f 2,0 [] a unol; 2,0 f 4,0 [6 a unos]i
4,0 f  6,0 [9 a unos] i6,0 f  8,0[8a!nos];
8,0 f 10,0 (6 a unosl. A p8dr dess€s dados:
al constrLra o histogÉÍna;
bì co'ìsr a o polrgono do hslogrérìa.
c) calcue a rnédia, a rnodâ, a medana e o desvio pâdrão.

|. ..J Estatística e probabilidade

Aestatística também é usada para estimara píobâbilidadede o€oÍrêncìa de um evento, pÍìncipa lmente q uan-

do ela náo Dode ser cãlculada teoricamente Dela razão P :
espaço amostral

.  Quando se diz que a píobabi l idade

de um avião cairé de uma em um milhâo, é porque a íreqüência relativâ de ocorrência de acidentes é de um aciden-
te a cada um milhão dedecolagens. Ao longo dos anos, ocorrerão mais dêcolagens e essa probabilìdade pode mu-
dar. Dos anos 1960 para cá, a freqúêncìa relativa de acidentes aéreos no mundo diminuiu cerca de l5 vezes, lsso
significa que a probabilìdade de o(orrer um acidente nos anos 1960 era 15 vezes maior do que agora.

Quanto maior for a quantidade de experimentos, melhor será a estimativa da probabilidade usando-se a íre-
qüência relativa. Aojogãr umâ moeda duas vezes, é possívelque ocorra duas vezes cara, Seriâ absurdo aÍrmar que

l .

Exercícios propostos
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a probabilidade de ocorrer carã é de 100%, pois a quantidade de experimentos é muito pequena e não pode ser
utilizada para talafìrmação, Entretanto, aojogar uma moeda 200vezes,é possível observâ r algo como 94 caras e 106
coroas;jogando 2000 vezes, 1 034 câras e 966 coroas;20000 vezes, I0091 caras ê 9909 coroas,

Pela tabelã ao lado, portanto, percebe-se que a freqüência relâtiva tende âo valorteórico de 5oyo para a píoba-
bilidadede ocorrer cara e coroa.lssoé chamado de leidos qrcndes númerc'

r89

Previsóes do tempo, resultados eleitorâis, mortalidãde cau-
sada por doenças, entre outrâs, são probabilidades calculadas
usando-se freqúêncìâs relativas de pesquisas estatísticas. Nesses
casos, quanto mâiorfoÍ o histórico de dados a ser analisado, me-
lhor será a previsão.

ìúneÌô d.Joqâdâ3 FA{(in) ft (can)

2 2 100%
200 94

2 000 I 034 51,7
20000 10 091 so,45%

i

5.0 gÉfco ao lado moslra a distfbução da popLrlação
braslera pof rcgôes de âcordo coÍÍ o Pnad 2007.

b)Aparcnternente há lma tendéncia maof em saìf as
Íaces " l"  e 2 doqueasouÍasíâces.ComoI200é
!Tn núrnefo razoave mefte g Énde, affeqüência re a-
Ìiva d€vefia ser aprcximadâmente igualâo vaorÌeó-
ico da probabìldade (q!e é de l6,6iltl. Corn I200
logadas o resultado teófco esperado s€Íiâ o de sarÍ
cerca de 200 Vezes cada face. Assim, podemos aÍÍ-
rnaÍ que o dado aparcnta não serhonesto.

7. 0 núrnerc de ac dentes aéfeos no Brasil, entre l g79 e
1998, caiu rnuito. FoÍam rcg stmdos 403 acidentes ern
1979 contru 7l em 1998. No rnesrnopeÍíodo, onúmeÍo
de vÕos a!meniou cinco vezes." Segundo essa aíma
(ã0. sê " probab ioaoF dp ocor er . 'ì ac,oente ae eo
em 1998 erc P, qla eÉ essa pfobab idade em I979?
Resoluçãol
Suponha que o núÍnerc devôos em 1979 seja x. EnÌãoi

P=1=-=4
Em 1979, a probabl idade em:

^ 403 403
xPr

Logol
71 443 ^ 403.5P _- . -
5P P, 71 --

lc€fca de 28 vezes Ínaior]

8. Em uÍna gaÍaía opaca í€chada existem 20 bor|Íìas,
d stÍibuídas entre tÍês cor€sj preta, vermelhâ e amaÍe a
Não é possíve v€Í âs boinhas dentro da ganafa, ex-
ceto se vÉrÍnos a gaffaía de pontâ cabeça, qltando
uma das bolnhas vai pâ|a o gafgalo e é possíve ver
sua cof. Ao longo de vádos d as, repetiu-se 2000 vezes
a segulnte operação: chacoaihâva-se e tombava-se a
gaffala pa€ então anotar a cof da bolnhâ que apaÍeca
no gârgao. Os Íesuhados obtidos lomÍn os seg! nies:

Cons derando que a popu a
ção tota do Bmsi rcg stÍâda
to de apÍoxirnadârnente 184
mihôes de hâbitant€s e que
no gáfco oéngulo da reg ão
Centro Oest€ é de 25' ca-
cu e â população da feg ão
Centro Oest€ enì porcentâ-
gem e em núrnerc de hâbtantes.

Rêsolução:
360' -  100% x: l t t í
25'-  x 7o,t  de 184000000 = 13000000

Logo, a popuação da regão Centfo-Oeste pa|a 2007
coÍesponde a apÍoxmadaÍnente 7ir,t da populaçao do
Brasì|, ou seF, 13000000 habitantes

6- Jì oêdo lo lànçdoo I200 vêles. ob proo-se o )eçui'ì

248

355
75

80
26
t6

248 2D,1qh

355 29,6l]t

75
80 t5,oqt
26 t0,5%
t6

al Faça uÍna tabea de fr€qüêncas Íe atvas express€n-
do os íesukdos em porcentagern

bl Na sua op nião, o dâdo logado é hon€sÌo?JusÌifique.
Resolução:

a)
co. dá holinha

396
910
694

Quâldeve serâ quântid€de de cada boinha dentrc da
gaffaíâ?

a
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Resolução:
-o -o o qudnrdod" d- -  pe r-  oJ ;  I  a dô pod,
rnos espeÉf que a freqÜência fe at va seja apÍox nìada
rnente glalà probab ldadeleófca A tabela d€ freqüèn

Corno as quantidadesx, y e z de bolnhas são núrnercs
nteros. entãox = 4,y = 9 ez = 7.

9.Obseve a pesquisa l€nquete] abaxo encontTada ern
urìr slle de espodes eÍÍ 12 de llrnho de 2007 sobre a
expectativa dos ìnt€mautas a respeto da ausênciâ de
algunsjogadorcs na Copa Arnéfca

l.io ii (oP. 
^h.Ìkr/

Wffi'"o""'
r*r','ao,a.r,* n 

-r"r" @ r:s,3s%)

I no.'s*r
/ssiÍìr setveÍmos x boinhas pfetâs, y boinhas veÍne
has e z bo lnhas aÍìrafelas. as prcbab ldades teófcas

2A

lguaando-se as prcbabildades teóÍicas com as Íes

r=0198=x:3.96
2A

2A

-=o3a7)7-6942a

'Atênçáôi o resuhado deíã enqLeÌ€ prcmovidà poí UOI Frpoí€
rêtêr€-se a freqüenÌãdor€s do r,te e nãoÌem valorcienÌífico.

Pof qLre exste o êvso de qle o fesulÌado da enqu€te
não tem valof cientirìco?

Resoluçãol
Porque a pesqu sa não fo feita com um univerco estâ-
tístco [popLr ação) qLre possa ser geneEizado, de
modo qle seLr ÍesuLtâdo é mLrto especÍílco. Ea só se
ÍefeÍ€ à popu ação d€ usuáras da nternet, frcqüerla-
dorcs do s/te Sera inadequado diz€r que âpÍox mada
mente 61ryo da poplração brasi€iÉ acÍ€diia que Kaká
Íaft: m! ta lalta nâ Copa Arnéfca, sabendo qlr€ o perf
daoopLldçiobaò e â "dèe .pdoDp do. L.L;

Númêro de

I Exercícios propostos

I :; : Llrn dado foiÌânçado I 000 vezes, obtendo se o segLrin- A E|rcpa (0,51 € a oceân a [0 2] têrn os menofes pefcen-
tuais" Bâseado no t€xto cac! e a prcbabi dade de ocor
fênca de urn acìd€nte aéÍeo no Brcsi

Érn umagaffafa opacafechada ex stem l0 boinhas, drstr
buídas entfe as coÍes az! e branca Não é possÍve vefas
bor ' l  "s cerÌ  o ca ga afd. e .FÌò s" \r  drno. "  aa dtd
d€ ponÌa cabeça, quândo urna das bo nhas va pa|a o
gafgalo e é possivelv€r s!â coÍ Ao longo de váÍios d as.
repeti! se 2 000 v€zes a s€glrinte operação: chacoalha
va se e torÌìbava-se a gaffâla paÍa então anotaf a cof dâ
bo nha q!€ apafeca no gaÍgao Os resltados obtdos
ÌoErn 0s segu ntes

" l  
E", ,"  .  rd 

"b-"deÍ"oiF "sr-ê 
\d.F\pÊssé

bl Na sua opinão o dado logado é honesto? JusuÍ Número de vezes i

É24

I 376

Nd p o\ i r  d \e, ,  "  r  q e 'oÍ  ep" idd e:sc ooFr"ção
o d "orobdbrhdèdÊdequÊèrorddbo' ìhâdoo" od

::l o BÍas Ìem Lrm dos nìenoÍ€s índ c€s de acìdentes aé
feos. Aqu a ffeqüència é de 0,85 acidente por m hão

i de decoLag€ns Essa médìa é rnas baixa qle a de ou

i aos países laiinos i5,71, as át cos [3,8] e afrlcanos 0 31

a
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l .  Entre !m grupo d€ funconáfos de uma €mpfesa fo

Íeita !mâ p€squ sa sobre saáfos, tomando como feÍe
Éncia o sa áÍ o min mo. Vela os dados obtdos:5.r 2.5:
7;4,3;31:6t3315,5;4 6,5i5 2,8i5.7 4.5:2;5:5.5;
2,9i  5i  1.7; 7 3t 5.6; 4,2; 3,9.
ElaboÍ€ a tabela de fieqüêncas consd€mndo a vêráve
' 'saáfo" corìr  seusvaorcs em ses casses Intevâos].

2. ljma prcfessom anotou o núm€fo de ía tâs dos a !nos
durunte um semesÍq de acordo com os das da sema
, ld.  Ob)ea" ês ê.o 

"  
o".  ,  on.  dog,.r .ooF,pq

rêato:  ê,  ô 01. .ò". : "ês r  dd e o- o o êl

galera:32;quana ÍeÍa:321 q! ntê íeira: 48 sexta fe
É:60.

3. Du|ânÌe urna horu loram anotados os !Ìpos de veicutos
qle passaÍam p€a rua onde está st!êda uma escoa €
Íoram obtidos os s€guinÌes dados:T. T Ì lvl. A,T, Ì,l\4,
T, B. B, T, Ì , .A, Ì .  T, C, T, [ I  T.T,Ì  C B,T,ÌT,TÌ,A,
T, Ì, T, À4, C Ì, T, Ì, Ì. B. T, T,lvl, B, A tM motoccreú
C câmnhão B: bccletai  Ar arnb!ânciai  T: carroJ
Consttura !m gÉÍco de barras q!€ corÍ€spofcla a essâ

4. obseÍv€ os gÉícos comparatvos da taxa d€ úÍban za
ção do BËsl [ ]991/2005) € a populâção apÍaxmâda
do Bms fesses dois anos.

7. Â méd a êrtnìét ca das rdades de !m grupo de pfoíes-
sores e nspetofes é 40 Se a méd a das idades dos pfo
lessorcs é 35 ea nédra das dadesdos nspetorcsób0
a mzão enÌre o núm€ro de nspeÌofes e o núrnerc de
píoÌessofes e gLra a:

aJ 6 b) 6.5. cl 7

c) 213 e) 112.
d)2 |  1.

t8. Amédia artmétca dos áng! os nternos de Lr m hexãgo,

al  r00'  c l  140".  €l  180'
bl  r20'  dl  160"

9, Antôiio cone 5 knì a urna v€ oc dade de l0 krì/Íì e eÍn
segLr da l0 knì ê 5 km/h Aveocdade rnédia, em knr/h,

ÌO. Consdefe !rna pÍog€ssão êftrnéticâ em que o pÍ m€i
rc e o úl1fiot€mosâo glas a t0 e 50 rcspecrivarnen-
t€. Podernos afrmâfquea méd a aítmétca detodos os

dl7,5 €l  8.

e) 40
t€r'nos é iguala:
d2a bl25 cl30. dì35

I l - Ern !m grlrpo de pessoas ío p€sqlrisadã a vaf ável dé
cada de násci0ìento . Os dados obtidos foÍam: 60. 70,
70 70. 60. 80, 70, 70. 60, 70 8A 7A.7A,8A,7A.
al  QLra é o tpo da varável?
bl Q!â é o núm€ro de ndvíduos na pesquisâ?
cl QLrântos e qla s são os va ofes [rea zações] da va

d) ConstrLrê a tabe a deJfeqü"Àncias. o gÍáfco de baÍas
e 0 de seiores coffespond€ntes à pesquisa.

12.Áa\ o. '  dodo Jd,o oe ìoêr pórdóoooa a

6.

dehabÌânìêr

IRuhl  t ruÍbãno
Fontê: http://tabnêr.datasus.qoybrkqt/

idb2006/a04uíhtm. Ace$o êm l617/2007.

De I991 â 2005 a pop! ação rufaldo Bíâs aurì ìenrou
ou d m Íìui!? De qlanto por cento?

O i tro de ete do t ipo A clsta R$ 3,60 e do r ipo B
R$ 2,00 N,4islururn.se 5 Ìtros do tpo A com 3 lÌfos do
Ìlpo B. Qlanto deve c!sÌaÍ, em fea s. o preço do ltro da
mistura?

Ern !mâ c ass€ de 35 âlLrnos há 22 homens e l3 rnlrllre
fes. Na prova de rnat€máica a nola média dos hom€ns
Ío 4.8 e a das mu hefesíoi4.0 Se ê méd a dê class€ o
gla a M, d€t€m ne o vaor de 10N,4.

êl Qua éa méd a € qlra é ê mediânê dossalários d€ssa

bl Suponha q!e selanì conlÍâtados dos novos lunco
náfos com saáfos d€ Rg 2000.00 cada !rn. Â !a
rânc a da nova dstÍblrção de sê áfos ícaé rnenor,
gLra ou rna oÍ qLre a antefoÉ

1,.

I  . .
l./

,

Número de íuncionórios

r  000.00



I O. tUFG-Gol A rnédia das notas dos a Lr nos d€ urn professor é g Lra a 5,5. E e observou que 60l]t oos atunos ootveÍaÍn nora
de 5,5 a l0 e qu€ a méda dâs nÕtas desse grupo de aunos folde 6,5, Nesse caso, considerândo o gfupo d€ alunos que
ÌiveErn notas nferorcs â 5.5. a méd a de suas notas fo de:
al 2,5. b) 3,0. c) 3,5. dl4,0. el 4.5.

Ì ì " [FLrvest-SP] Para que foss€ íe to urn levantamento sobÍe o número de nfÍâQô€s de tÉnsito, ioÍam esco hidos b0 motoris-
tas. O núÍneÍo de nÍÉções cometdas por esses motoTstas nos útmos cnco anos, pÍoduziLl a segu|!e laoeta:

úmêÌo dê iníÌáçòes l{úmem dê motorlstãs

l0

ì5
del0al2 l3
det3atb 5

0

Pode sê então aÍÍmaf que a Ínédia do n ú merc de nírações, pof motor sta, nos ú tirnos cinco 3nos, para esse gru po, está
emrc:
al  6,9 ê 9,0 b)7,2 e 93. c l7,5 € 9,6. dl7,8 e 9,s.  e) 8,1 e t0,2.

1 2, [U FPB) A ïabe a aba xo aprcsenta o percentl]a de candidâtos por íaixa de pontuação, na prova d scurs va de N4ateÍnática
do mS 2005/llFPB.

0 r0, l
36.3

5a8
9a12 13,2
13a16 5,6
17 ê24 2,6
21a24 0,9

FonteCopepe/UFP8

Corn bãs€ nesses dados. é coTÍeto aíTÍnâr:
a) [,4âis de ]00Á obtveranì nomÍnlmo,13 pontos. d) lvlais de 39ó obtvêranì de t7a, nomáxÌmo,20 pontos.
bl No máximo,40% obtive|arn até 4 pontos e) Mas de 4% obtiveÉm de t7 a 24 pontos.
cl Mais de 70% obtiveraÍn, no máxirno, I pontos.

I3- (UEL-PRI De acofdo corn os dâdos aprcsenÌados pela Ìabela, é correto afrmaÍ:

Rêndlmonto/horâ êm reàb, sègundo nívetdê iístruçÕo ê sêxo
Reglões MetÍopoliranas - l9go

FonteConvênlô D ÊEsVSEADL MÌB/FAÌ e convênlos Íêgionais, PED - Pesquisa de Emp.egoe Dese6prê9o
ElaboÍação: DIEESE / jâneiÍo de 2000

Eísiro Emino
Enlino médio
incomplelo

En3lno médio Total

Dlúdlo Fed€ral
t98

0l
2,47
l5l

357
2,44

3,49
219

6,68 t664
12 52

6,56
4,47

1,69
1,27

242
t.60

3,01
2,02 2,04

9,09
6,90

375
2,96

SslvadoÌ
1,09
0,71

t.53
087

2,18
1,26

2,17
t,80

3,94
2,61

10.12
7.14

3l0
2,31

Sáo Paulo
2,42
1,69

2,94
r,96

3,74
2.58

3,38
2,48

5,71
3.90

14,33
10,03

5,28
4,03



â)O rìgfesso de mu h€res no ensfo supef lof  pfopor
conoLr a equpafaçâo dos r€ndirnentos saafas en-
tfe os sexos nas fegôes m€tfopo tênas

b) Nas fegiÕes apresentadâs. os hornens são rna s bem
femLrnercdos do que as mu hefes, pôfqLr€ poss!em
nÍvelde nstrução rna s e€vado

cl A re ação enÍe ês varáve s sexo e esco af dade peÊ
rìr te iníerrqLre a diÍer€nÇâ d€ gênerc detemina fen'
d m€ntos Ínenofes às mLr hefes

dlA dí€rença enÍe a rcnrunemção de horn€ns e flìL]
lhefes é menof na coluna Ensno sLrpenol.  se cot -
parcda à das demals co !nas

el A diÌerença âbsouta dos fend fnentos entfe hom€ns
€ mLrhercs na coluna Ensno ÍLrndarì€ntaì ìnconr
p eto' é rna of na cidad€ da feg ão No|deste.

tUtBAl Urna erìrpfesa fabfca apenas dos rnodeos de
sapato, sendo Lrrnlemin no e o ol t fo fnascu no.0smo
deLos Íem n nos são íabrcados nos númefos 35 36,37
e 38. e cada paf é vend do pof R$ 80 00 0s nìodeos
mâscul nos são Íabr cados nos númefos 38, 39, 40 € 4l
e o p-e(o ce .e d" a" "o" D" õ o$ 00 00 0< o cì
cos abaìxo rnostrâm as qlantdades lem nìihares de
paÍ€sl prod!zdâs e vendLdas pof rnês pea fábfica.

. tlbnìec-SPl Chânìa-se med ana d€ um conjunto de 50
dados oÍdenados eÍì ofdeTn cfescenÌe o núrneTo x
dado p€a méd a aftrnética €ntr€ o 25e e o 26e dado.
obseve no gÉÍcc a s€gulr Lrrna fepfesenÌação paÍa as
notês de 50 alunos do pÍlnì€ ro semestre de Clèncas
EconÒrnicas nLr'Ìra determ nada prova

r234s

Arnedlana das notas dos 50 ê Lrnos de Cièncas Êconô-
m cas ne$a provê e guâ a

d

a) 3.

tvunespl Nunìa ceda empÍ€sa, os fLrnconáÍos d€sen-
,oL,e .  'ó .o èdd de .  êb. l -0.  er ó _o- dp ro és
d áÍias Íabalhadas de acordo com o gráÍìcoi

i1 I 
Númso de hoE h.b'rh.d*

r ;L ----  - -

cl5 e)7
dl6

081

32)

t6J

deo rnascu no é guala -

=

P

E

g 2+

c L, i .  l

Com base nessas níormaçÕes é coífeto aÍmaf
0ll 0 pÍeço de venda rnédo dos sapatos é gua a

R$ 88,00.
021 0 pfeço de venda med ano dos sapatos é iglalâ

R$ 80,00.
041 A fecetâ obtda conì a venda de sapatos rnascLr -

nos represenk menos que 82q0 da recetâ coÍes
pondent€ ao rÌìode o f€rì n no

a) Em Ìrédiâ, quantas horas ees Íâbalharn pof d a du-
Énte uma seTnana?

bl Numa dada serÌranâ ocoÍeú lrn í€Ílado de I dia.
Qla a probab idade de eles l|abâ haÍ€rn âo menos
30 flofas nessã semana?

ít l  . r r  p Sd 0 g i fco dbc\o ìon, d o oial  dô éc
dentes de trânsto na cdade de Camp nês e o total de
acd€nt€s sern vítinìas pof 10000 veícu os no peíodo
enÌfe 1997 e 2003. Sabe se que a ífora da cdêde de
Canìplnês €rc compostâ poÍ 500000 veÍcu os em 2003
e era 4q! rn€nof ern 2002.

Se â venda do modelo Íenì n no for rcdlzida eÍì
20qô os dols rììod€os pâssafão a conÍiburfcom o
nìesmo montante pam a receta da ernpresa
Esco hendo se ao acaso urìr paf de sapatos, entre
Ìodos os prcduzdos €m uÍi mès a pfobab ldade
de que ee seja de núrnefo 38 o! do modeo íerni

.  t6

Esco hendo seaoacaso urìr  pard€ sapatosde nú
mero 38 a pÍobab idade de qle ee sela do nìo

40440r_\._Rr%

' ìãì.

+ toÈtdea. denres
-Ê âcldente5$mvítimãs

Adaptado de:'unóio Enaisri.a do cn.uldçdo
en Conpinas 2A02 2aü. Canpinas, EMDEC,

*



a) Calcueo númerctoia descidentes detrânsho ocor-
ddos em Carnpnas eÍn 2003,

b) Ca cLre o núÍneÍo de ac dentes corn vÍtmas ocorri-
dos em Cãrnpnas em 2003.

T 8.IFGV sP)
a) Consdere n números reais não fulos xt, 12, \, ..,

xn. Em que cond ção a vafânc a desses números é
rìula? JustiÍÌque.

bl Dados tÍès númercs reaisxl, x2 € xs, qualo vatofde

m que minimiza a exprcssão >(x - rn)'??

19. IUFPR) Dado um conjunto X = {xr, x2 x3, ..., xn) coÍn n
e ementos, deÍn mos € Ínédia Xe o desvio padÉo d de
X por:

r= ' r  Ì  _ ^n
n

r*  =f t
!_ l rxì-xJ +!x,  xJ +.  +txn-xJ

Yn

Uma informaçâo útllpara querÍ analisa um conjunro oe
dâdos como X é que a Ínâiôria desses dados pertence
âo inteNa o C = [X 2d, r + 2d]. Sendo X =

{: .  4. : .  3 }  Lrm conuntô dê dâ.1ôs:
12 2 l

1) calcue a médiâ Í e o desvio padrão d.
2) veríque quâis dados do conjunto X ãcima perten-

cêm ao intervaio C

20. (Fuvest-SP) LJma prova continha cinco questôes, cada
uma vaÌendo 2 pontos. EÍn sua correção, foram âl buÊ
das a câda questão apenas as notas 0 oLl 2, caso a
respostâ estivesse, fespectvamenle, effada ou ceda. A
solÌìê dos pontos obtdos ern cadâ qlestão forneceu a
nota da pÍova de cada aluno. AoÍna da coÍreção, pro-
duz u-se a seguintetabe â, conlendo a porcentagern de
âcertos eÍn cada questão:

PorcentagêrÍ

l 30%

2 t0%

3 60%

80%

5 40%

Logo, a rnédia das notas ds prcva fo:
al 3,8.
bl4,0.
c) 4,2.
d)4,4.
e) 4,6.

2'1. (Vunespl O gráfco rcprcsenta, em mihaÍes de roneâ-
das a pÍodução no estado deSâo Pauode Ltm detêÍm
nado prcduto agrícola enÍe os anos de t990 e t998.

AnaÌsêndo o gráíco, observa-se que a pÍoduçâol
al foi crescente entre 1992 e 1995,
bl teve rnédia de 40 mltoneadasao ano.
cl ern 1993 Ìeve acÍéscirno de 30% eÍn re ação ao

ano ânteriof.
dl a pâftif de 1995 foidecrcscente.
el teve méd a de 50 rniltoneladas ao ano

22. [PUC-SP) o histogÉrna seguinte representa a distfbu-
ção das estatLlrâs de 100 pessoas e as Íespectivasfrc-
oiêìces. DoÍ 

" \e-npo, s te-ceÍè casse .  qq- ló0j
estão sltuados ll0Á das pessoas com estatu€s de
1,55 rn a 1,59 m. A quinta classe []65 t70l châmê-s€
classe medisna. Pelo ponto M stlado na c asse Ínedia-
nã, traçà se - Ììa Íeta oa-alela èo e\o das Í eq:è-c as
de modo a dividir a área dâ fgu€ foffnada pe os nove
retángLr os dasfÍeqüênciâs em duas Íegiões de mesma
áfea. DeteÍm ne a abscssâ do ponto M (rnediana das
obseryâçõesl,
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I gou vamos falar dos paradrnos, gan-
lldes desa,fros lógicos, às ve2es apenas jo-

Ãgos de pdLatns. Muitas vezes recone-
mos a raciocíníos a.pdrehtemehte coerenteE
mas que escond,em contradições dbsurdas, para.
convencetmos alguém de que aQo è verdadeiro.
Na Filosofra é a dialétíca (a arte d.o diá.logo)
que possibi[ita essa argumektação, Paraà.otn,
do grego puâdoksos, kohtrário à opiníãa co-
mum", signífrca. eaposiçãa contraditóría, uma
argurflentaçào que leva a alguma contradigìo.

Nd Geometuia, fgwas impossívek padem
nos levar a resultados absurdos e awiliar nas
argumentações. Sãoídrkosos os desekhos da ar-
tista grártco hola dês FÁchet (1898-1972), que
co ntrad.izerlt os princípios matemátícos.

Se doís lddos de um tuiâtÌgulo detemínatu
um plano, como pod.efiamos ter os parcs de Id-
dos de um mumo triâtlgulo kã.o'coplanares?
Essafgura é um paradotco!

Zm,ão de Elêa (século V a.C.) era um fih-
sofo que reconia, aos paradaxo| pard cottstruír
seus Mcíocít1ios. Uth d.e seus argumentos, que

sempre dcsafiou mentes especulativa.s, foí o
"ParadorNo de Aquiles'. Conta que Aquiles, um
dos heróis da guerra de Ttóía, decidíu aposta.r
uma coffid.tl cotu uma taftaruga e qao pof ser
mais rápido, pemitiu que ela iniciasse a corri-
da 80 m à sualrenta Ao ser dada a largada no
mesmo ínterualo d,e tempo em que Aquiles per-
coneu os 80 m, a tartaruga se deslocou 8 m e
enquahto Aquiles os pefcoftia, a tartaruga. ah-
dava fiaís 0,8 m, e d.ssím sucessívamente, E
Zenào concluiu que Aquiles nunca alançaria
a t"z.l'taruga, poís sempre havería um pereurso a
cumpúr, por menor quefosse

Esse paradoxo levou os matemátícos ao
conceito delir te Os lalores acima podem ser
representadas poï uma Eeqüênci.a"
(80: 8; 0,8: 0,08; 0,008...), já estudada por vocè.
E uma PG de primeiro teruo 80 e raaio 0,1.
Obsewe que o compime to do percurso d.e
Aquíles corresponde à soma dcsses terrnos e,
como a PG é Wfiita' o ,11átimo que podemos
fazer é calcular para qual valor "tende' essa
soma, E a esse valor damos o \ome de limite
Você pode veúfcáJo com o a.u.tílio de ulka caL-
culaáora ou aplicar a fótmula que você apreh-
dct Experitnekte, De qualquer forma, a con-
clusã.o dÊ Zenão é apekas teórica, não corres-
pohde à iealidnde"

O êokceíto de limite esteve presente ao
longo de toda a história da Matemática e Íoi
fundamental paru o desenvolvímento do Cál-
culo Diferchcial e I tegal assunto que hoie se
apliú ern ínúmeras árcis cie tífcas,

,



l. Os fractaÌs são bons exemplos deap icação do conceto de llnì
Ì€. Há urn chamado fsponl? de l\4en7et, obtda a pattt de \rt)
cLrbo deste modoidlvdlndo-o em 27 cubinhos de afestas com
1

Jdo tamanrìo das arestas org nais, removem se a p€ça centra

do cubo e cada uÍn dos 6 cubos centrals decadaface (ou seja,7
do )- .Lbot do.-mo.oo9 À oaíI  .  oesse estag ô -o-- , -o
pÍocesso cora cada uÍrì dos 20 cubos restantes, € ass m pord an
te, ÌndeÍinidamente. Acompanheostrês prlmeirosesláq os, cujo
pÍocesso é repetdo infinitamente, gerando todos os estágios

Segundoestágio ÌeÌceiroe5tágio

Isaac Newton e Gottíried Wí[helm
Leíb4í2, o primeiro inglês e o segundo
alemão, Íora.m' contemporâneos (sécuh
XWI) e mesmo sem um saber do outro
descobfiram simulta eamente os princí-
píos do Cálculo. Nele, as íu ções ocupam
um lugar central e seu comportame to é
estudado e interpretado. A íut1ção pode
ter porÌtos de desconti uidade e ínteressa
determina.r se eríste um va.[or pa.ra o
qual ela texde que será o seu limite. Para
D'Alembert, matefiá.tico íratlc^ do sé'
culo XWII, a idéia de límíte era a "verda.-
deíra metafsica do Cálculo', referind.o-
se à acejta4o, por pa.rte de alguns mate-
máticos, de que havia. um estágio inter-
rhediá,rio entre útua quahtidade ser e
não ser alguma coka, deúdo à idéia de
que uma quantídaãe "tendia" a ufi ralor,
mas não chegava a atingí-lo. Ma.is taúe,
aind.a no século XVIII, Augustín:Louís
Cauchy viria a dar a.o conceito de limite
utu carâter arittfiético aíkda mais preci'
so, apoiando-se na idéí.a d.e vizifihakça, e
é d.elc a dcf,níçao dc limite que tuaís se
aprotcima da que se considera hoje.

Este capítulo propõe uma introd -
çíío ao assunto, indugurando nossa jor-
ada no carhikho de ama Matemática

maís abstrata, tratada de íoma mais
axalítica.

,l

..+- -*" ,7
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O paÍadoxo assoclãdo a e e é o sequ f te: observe qu€ a cada
estégio perde se volume com a ret l rada dos cubos, mas ga
nham-se áreas, po s vão aparecendo cada vez nìais ' túneisi
Vamos comprová- o.
Chamando deà a med da da aíe5Ìa in cÌa i
a) ca cule a área tota docubo in ca,
b)cã cule a área tota após o prìÍrìeÍoestág oì
c) coÍnpaÍe-as (qualé â maior?);
d) ca cule ovo uÍne da esponja após o pr meÌro eÍágio em fun

ção do vo ume lnic ialdo cubo;
e) compare'os (qualéo mãÌor?).
Agorâ, reí ta Quando o número de estág os tende â infln Ìo, o
que acontece cofiì a área e com ovo um€ da €sponja?
Ass m, poderÍìos definÌr a Esponja de lúenger como um obl?ro
geamétrìco que ten volume zerc e átea infÌnital

2.  . ra dò) oroco"poró e Lode - .na r 'çào qLad' i -  "
magine que uma doceiía qane RS 2,00 com cada pud nì que
produza (então, esse é o preço de cuÍo de um pld nr). É lãc
imdgÌnar que a qLrantdâde de plrdlnsvendidos por dÌa vare de
acordo com o preço decada Lrn Então, seja.xo píeçode venda
de um pudiÍÍì e suponharnos que 05 consìJrn dores comprem
dÌar iamente (20 - x) pudÌns€qLreessa s€jataÍìbéma quantda
de produzlda dlarlamente.
d ' . .  e.óae p.  do qLe 'ep'e.er râ d q .o "9" .pa d.

para pÍoduz rtodos os pudÌns que serãovendÌdos.
b)Escreva a expressão q ue Íepresenta ê quãntlaãrrecadada conì

a venda dlára dos pudins produzidos.
c) Expresse o lucro L obudo com a venda d ára dos pLrdÌns enì

função do pÊçode venda de cada pud nì
d) A doc€lra terá ucío se vender cada pld rn por R$ 3,00? E por

Ri 21,00? lust f ìque
e) Esbocê o qréfco dafunção lcro obtida no tem. no lnteJva

o em que o lucroé post ivo.
f) Observe, no gráfìco, o que ocoÍe co.n o ucro q!ando o pre

ço unÌtário de venda dos pldlns s€ aproxlma de RS 20,00, e
quando seaproxima de R$ 11,00.

a
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ÍlA idéia intuiriva de timire
Vejamos âlguns caso5 êm que aparecêa idéia informôle intLritiva de limite.

ExemDlos:
1e) Consideremos uma região quadrada de área iguala 1. Num primêiro êstágio, colorimos metade dêla:

â,rÁr^l^r iÀr.

--
No estágio seguinte, colorimos metade da região e mais metadê doque restou:

I
lj 

oane cororida:

-- ' -= i^: Í ,^" ' .-
No próximo, colorÌmos o que havia sido coloddoe mâis metadêdo que restoui

panê coloíidai

111a1=26"1or,"
2488

E assim, sucessivâ e indêfìnidamênte, a área da região colorida resultantê vaitenden-
117

do a 1, Observemos como os valores -, :, - váo se âproximando de l. Dizemos,

então, que o ,mite desse desenvolvimento, quando o número de estágios tende a

infÌni to,écolo rafìguratoda,ouseja,obterumaárea<olor ida igual a 1.

2e) Consideremos à seqüêncìà ân de númêros com a, = f, n c lN*, explicitàdà por:

111 111
Z' t '  n'  '  õ '  '  ee' roo'1,

i

Observemos que, à medidâ que n cresce Indêfìnìdamêntê, o vôlorde -: vãi 5e aproximando, vaitendendo,vai

convergindo para 0. Dizemos, então, que, quando n tende a infinito, o limite da seqüência é igual a O.

3J) Consideremos a lunçáo exponencialt lR .. f i ,  t-f  - í l  ì ' .

r

I t l
'  999'  loOO' '  ; '

t

nun<a será compì€tâda,

xtendendo a um valor<adavêz maior+f(x) tendea 0

a
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Ob5eruemos qoê, à medida que xtende a 0, Í(x)tende ô 1. Notêmos também que, à medida que x cresce inde-
flnldômente, f(x)tênde a 0. Podemosentão dizerqueo limite dêssafunção exponencial, para xÍendendo a infi-
nito, é zero.

Observação: Em todos oi êxemplos ôcima, quando dizemos "se n tendê a ìnfìnito,,." ou "xtende a zêro,..", queremos

mostrar q ue essas variávek estão se aptoximândo desses "valores" (atênção, infìnito náo é um númerol)sem, entre-
tanto,serem iguaisaeles, lssoé especialmente út i len detêrminadas 5i tuações matemáticas emquesedesejaoblêr
um rêsuìtâdo quê só ocoffe quando uma determinada variável aprêsenta um vàlor que muitas vezes ela não pode
têr (como dissemos, inÍìnito não é número), Por isso a variávêl "tênde a esse valo/', ou seja, a variável se aproxima
gradativamentê dês5ê valor, chêgandotão perto dele quanto desejamos. E os resultâdos decoÍentes dessas apro-
ximações sáo os limites.

4e) Nocapítulo 3 deste livro vimosas hipélboles e, dentre elas, vimos umâ hipéÊ
boìe eqüilátera ìmportante, que reprêsentâ o gráfìco que exprime â relação
entre pressão e volume de um gás perfeito, êm condìçóes isotérmicas.
Anâlisando â siÍuação, podemos pensar:Ê possívelo volume serzero?
Orô, é uma situação imposível. O que é algo de volume zero? Essa é uma
situação interêssante, que náo ocorre na prática, mas que podemos imâgi-
nar teoricamente, Obsêrvando o gráíìco, vemos que quando a pressão âü-
menta tendendo a infìnìto o volumê diminui, tendendo a zero, Ponanto,
para a pressãotendendo a iní inito,o l imite dovolume ézero,

{

I " Considefe a rcg ão do plâno lmtada pe o tràngLro re-
tánguo d€ base Íxa e gLra â 4 cm. Faça a altLrÉ | se
aprcxirnando de 3, Ínas s€Ín nuncâ ãtingir3, isto é, íaça
a altuÍa tendef a 3. CoÍnpete a tâbela dada e vefÍque
para que va of está tendendo € árca dessâ rcg ão.

2" 0 queocoÍre, no lirnite, corn a rnedid€ dâ h potenusade
um trângulo retángu o se mantiverÍnos € med dâ de urn
cateto constante e a do oúro cateto for dirninundo
tendendo a 0 [mas nlnca iguala 0]?

3. Cons dere a seoüenca a = L.nE 61-
n+l

a) Exp icite essa seqüéncia, escfev€ndo os vâ ofês para
n = l ,  2,3,4,5,  . . ,  10, . . . ,  100,. . . ,  I  000,

b) Escrcv€ na foma de íìúmero decirna osteÍnos dâ se
qÜência do item antefof,

c) Pam queva of está tendendo essa seqüência quândo n
tende pa|a nÍìn to?

4. Co_s dere o or;  co d. -  ìçêo og€r r ì icà l l 'J -  og- \

al à rnedida que xtende a l, f[x] tende p€Ía que vâloÌ?
blà Tedda que x Ìe'ìde pa-a .r'ì v€lor c"d8 uel 1.èio-.

f[x] iende para quanto?

ExeKídos pÍopostos

xtendendo a Lrm valor cada vez ma or
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Fã Limites de seqüências

Vejamosalguns exemplos de seqüência e sêus respectivos limites (quando existirem),

le) Rêtomemos a seqüéncia.., deíinida poíà, = -L, com n e lN*, ê explicitadâ por:

1r ì ì r  11111 1 1 1' '  2 '3 '  4 's '6 '7 'A'g '  rO" '1oO" 1oO0" 'n '  '

ou, â inda, em representaçáo decima ll
1;0,5; 0,333...ì 0,25; 0,2i 0,16...j O,142; 0,125ì O,11 ...; O,1 ; ..r 0,01 ; ...; 0,001 ; ...

Obsêrvemos que, à medida quen cresce ìndeÍìnidamente (tendendoa inf inito),otermoa": -L tendea O.Indi-
camosassiml

ou, então, assim:

t i ,n l=o

que lemos: limite de f quando n tende a ÍnlinÍto è igual a 0. Nesse caso dizemos que ô seqüëncia converge

para 0, ou queo limite da seqüênciã é 0.

Observaçâo:O número I = 3,1?2857... ê uma o,ol -àpÍoxrmdçáo do numero iíacional ,r - l ,  út sgz...,  isto'7
é, é umô aproximação de n com erro àbsoluto menordoque0,0l.Jáont^.ro!:Z;I\ASZ...naoéu^u

V7
0,001-aproximâção de n - 3,141592...
De modo geral,5eeé um número realposit ivo, dizemos quexé uma €-aproximaçáode tr sê e só se lx y] < €,
ou seja, uma a-a proximaçáo de y é umâ aproximâção de y com erro (absohito) menor do que €,
As5im, no exemplo acìma, quando dizemos:

l im f  =o

êstamos dizendo que, parà qualquer número íeal positivo Ê dado, sempre é po5sível encontrar um teÍmo da
/ ! \

seqüência I I a panir do qual todos ostermos dessa seqüêncìa sáo s-a píoximaçóes dêzero (O). porexemplo,
\n, /

se tomarmos e = 0,1, têremo,i

]  o <eqr"ndon>1
nÊ

ou seja,

ou, ainda:

1- 6 ç6qr6n4qn;1
n 0,1

l f .o, tou"naon' ' 'o
1

Logo, para n > 'ì0, -: é umà 0,1-àpíoximàção dê zero (0), isto é, uma aproximãção de zero (0)com eío (absolu-

to)menor do que0,1. Para constataíìsso, basta verosvâlorês da seqüência:

,11111.I111111'  2 '  3 '  4 '  5 '  6 '  7 '  8 '  9 '  10'  11'  12'  t3" '
JJ J 

'  
J  J J i 'J  T. I  1

lr 0,5; 0,333,.; 0,25j 0,125i Oirrl..; 0,1; O,O9O9O9; 0,03333,.;0,076923,..
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2el sejã a seqúèncià (4, )1 F N', definidà por a. - --L e explicitadd por:

1234567 99 999
1' t '+ ' i  E 7 'e" roo'  ' - rooo"
ou, em representação dêcimal, por:
0,5; 0,666...; 0,75; 0,8; 0,83 3.; 0,a57 ...; O,A7 5; ...; 0,99; ...j 0,999; ,..

Obsetuemosque, à medida queo valorde n a umenta, ten dendo a infìnìto, ovalorde I tende a l .  pormais
n+1

que, observando a seqüência de valores decimais, peÍcebâmos um crescimento nos vàl6rs5 6s --L, q1s3
n+1

nunca 5erão maiores que 1, pois o numêrador é sempre menor que o denominador. Assim, o valor de I
n+l

cresce sêm nunca ultra pâssar '1 . Indìca mos âssiml

n-+ó=-J1

ou, atnoâ:

que lêmot: l imhe de -- l l ,  quando ntendea inÍnìto,  é ìguâla L Nesse caso,o l imite da seqüência é.ì .n+l
Vejamos,agora, alguns casosem que o limite não exisfe,

1P (aso

Asêqúência(aJi€lN*,coma"=(-1)" ,expl ic i tadapor-1,1,-1,1,  j , . . . ,  ( - l )n, . . . ,  osci ta entre te j ,não
convêÍgindo para númêro algum,O índice n pode crescer indefìnjdamente quê o termo an não5eaproxima de ne_
nhum número. Dizemos, entâo, que nõo existe o limite,

seqúênciâs como essa são châmèdas diveryentes.

29 aâso
A seqüência 2,4 8, I 6, 32, 64, .,., 2", .,, não converge para nenhum número, Nesse caso, em particular, dizêmo5

que ela diverge para +-.

^ l im 
2":  +-

De modo gerâ|,é possívelprovarque, para à > l , temos:

" l im 
a":  +6

39<âso

Aseqüéncia(a")^€lN_talquea-- -L,  
exol;c iLàdâpor 

- ] .  -4-.  9 -19
n, l  2 3 4 5

nenhum número, Nessê câso em panicular, dizemos queela diverge parâ @. Assiml

---, -, nao converge Para

n+l

Um sÌrórrno de "ÌÌmite
da s€qüência é 0" é dizer
que â "s€qüência conveÌge

l .  Câlcuei

bl nlirn. tn' - 2n + 5l
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Resoluçâo:

A seqüêncê an corn a" = 5 é chanada seqúêncÌa constanle e pode ser escrta assirn: 5, 5, 5, 5, ...
Ela convefge para 5, ou seja:

, , ry_5=5
Obsewação: Deroooqeê ' ì  " -k[o ì  te oe Lna concra .e é rgual  à

b) lirn [n3 2n + 5]

Para o cálculo desse irnite, usamos ! m ad íício co ocamos n3 em evidénc a

| , ì
l - t  ( ' -2 '  -5)-  i r  n l r -  "  l -  r  r  -"

-  n)

-0 ' ;
Logo, m ( f3-2n+51 = l rn n3=-

ObsewaçãoiPode se pfovar q!e:
t  n a 'a d.7-. . . -an.-  l " r  ar . rcora,0 '

Conìo cons€qüênc a tenìos

a. ér o,.  ì  ' -  n t .or"  +0eb.0ì
' '^b Lb- l r '  . . .  b

cJ hT ' -  "  -  l_ - i+ -  m r-n) --(
n-,3n'2+2n n-r  3nr

,_ l
6 ; '  -d= lm n:-L

n-"3n+5 n, ,  
"  

5 j

m tn l

3n3

.2quanoonrendea&,-

tende a zerc. O mesmo
5

,2-3nr=n3l+

1t + 2n = n211

,(,

í :-rì3n+5 3+-

I lxeÍ(iqos propostos .l
t - - -_

i !1. Exp cite os termos das seqüénciss na fo|rna dec mal €
c0n$aÌe que:

-3

l
bl m =0

cj a (eqrencrd rc"ì  € \ '  co-r ,^ -  ] l  - .  q".
'  2n- l

l
converce pam .

dJA .êoüè L" ;J.  Ê N' .  coT a^ : - - : : . .  qLe

converce para 4.

{i- Entre as seqüénclas abaixo, diga quais são convergentes
e q!a s são d veruentes e justfqLte:
a1 1,01,0,  1,0,

oâ"=l ; l

dlr  3 l .3. l .3.  |  3. . . .
23a

")",= l-r)
f l  r ,  2 3,4,5,  6, .

g) 2,  3.  5,  7,  11, 13, 17,. . .

hì t  ] t  I  I  l
2 4 b 810" 2n

I



7- Qlando umâ seqüéncia an dveÍg€ pam +ó, escÍeve-
nos r lin 

- 
an - -ó. e qJaldo dive-ge oa-a -d. es

crcvernos n {n* a" = 
-

Nos exercÍcios abaxo, dê os "va ores" dâs êxprcssões

8. Ca cule os va orcs dos segLtntes lirnitesr

al lrn n

bl lm n'z

c) nlm_ 
( n5 + 5l

dl im 2"

e) im [-n]

l+4n
2+7n

8n
2n+3

n+5
3n+2

lm

0l m

hlm

5-n
2+3n

(n' - 2)

[  2n5+n+]ì

al lim 6

cl lim

dJ lm

-  n+l

i

Númercs reais como limites de seqüências
Já estudâmos â ãmplìãção dos conjuntos numéricos desde os naturais (lN)ãté os reaÈ (lR).Vimos que existem

ceftos númêros racìonais, como 0,333..., quê sáo ch amados dízìmos peiódìcos. Números desse tipo não são decimais
exâtos, ma5 podem ser vistos como "de(imais infìnitos", ou seja, um número com infinitas casas decimais, Vimos

tàmbém quea gerãtr iz dê 0,333.. .é _ ,  poisi

N = 0,333.. .ê 10N = 3,333.. .ê 10N = 3 + 0,333.. .<â 10N = 3 + N ê9N:3 (3 N: I  <+N: -

Essa dízìma periódica, ou'decimalinfìnito', é obtìda a partìrde uma seqúência infinita S^ dê decimais exatos:

S.:0.3
S,:0,33
53:0,333
5,r 0,3333

1
que tende para -. lsso ocorre porque, à medida que n cresce, a quantidãde de "3" do termo Sn também cresce,

tendendo a infìnito (â quântidôdê dê'3'). Então 5.tendeà dízimâ perìódica 0,333... quando n tende a infinito. Como
tÌ

a geratriz de 0,333... é ;,s, tendê a ; quandô n tendê â infìnito.

Assìm, à medida q-ue o índice n ciesce indefÌnidamente, otermo S" vaise tornando cada vez mais píóxamo de
'ì

Jr 
ou selâ:

n-.=s"- ]

",T.s"=;
Dizemos, então, quea seqüência 0,3; 0,3 3; 0,3 33; 0,3 333; ... converge para -L, ôu rem lirnite ìguâla ].

De modogeral, todo número râcionalpode servisto como limitede seqüências dedecimais exatos,

Èxemplos:

1 e) O nú mero racional ] pode ser visto como lÍmìte da seq ü êncÌa con stànte 0,5; 0,5; 0,5; ...
2

O nú mero racional 
; 

pode ser vìsto como limite da seq üência 0,6; 0,66; 0 ,666; 0,6666; ...

O númêro racìonal 

-  

pode ser visto como l imite dâ seqüência 0,41;0,4141ìO,414141ì0,41414141ì. , ,

O número racional : i  podê ser visto como l imite da seqüência constante -1; - t ;  - t ;  -1;  -1, . . .
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Um número irracional e um limite importante
Ao estudar os logaritmos naturais no volume 1, vimos que a base desses logaritmos era o número irracìonal

e : 2,7182818294...

A seqüência (a")" € lN*,t"f o*"" = (t * 1)", *tá explicìtada abaixo:

/  1 \o r  t  tot

f - iJ , l ' - r l , f . ;J , l ' . ;J '  f - , ;J, l ' . *J
JJJJ

2,0000 2,2500 2,3703 2,4414 2,5937 2,7048

r r  r"o /  r  io '  ,  r  ì " '  Í ,  r  _ì ' ' " " '' ' ' ' l ' ' rooJ '  ' l ' '  
'o*J 

' [ ' '  
'ooooJ 

"  l '  sooooJ

i

J
2,7156 2,7169 2,7141

J
2,7142

Essa seqüência é importantq pois seu limite é um dos chamados limites fundamenraii, e seu valor é o número e,
Atsim: 

. r i .  ír ,  - '  ì" - 
"n+F\ n1

Obseftâçáo: Limiteda seqüência da soma dostermosde uma PG inÍìnita
Novolume 1 desta co leção estuda mos as seqüências e, entre elas, as progressões geométricas, Vimos também que
é possívelobteÍ um valor para a soma de inÍ ìni tos teímos de uma PG quando a Íazão q fortalque O < ql< 1. Esse
valoré o limitêda seqüênciâ foÍmâdã pelâs somas dâ PG, Nâ ocâ siáo, obtivemos umâ Íórmula que nos dava o'vâlor
da soma infinita". Esse valor é o limitê da soma dos termos dã PG para o número de teÍmos tendendo ao infìnito.

como estudado anteriormente, a soma dos n primeiros termos da PG é dada por s- = 3í.91-a oara qualquer
qì

razãoexcêtoq=l .Quando0<lq <l ,o l imi tedeq"parantendendoãinf ìn i toézero.ÉpossÍvelperceber isso
relembrando o gráÍico dà função exponencìalf(x) = at para 0 < a < 1, assunto também estudado no volume 1:

Se liÍn qô = 0 para 0 < lql < ì, entào:

,_ à(q" - l )  à(0- l Ì  a(  l )  _ à
n-_ Ç_t q, t  q 1 l_q

que é a fórmula estudeda anteriormente,

9" Determ ne os números racionas que são lirnites das seguintes seqüêncies elustiíque os:
al0,6;0,66;0,666;0,6666;. . .  c)0,24;0,2424tA.242424t. . .
bl0,9; 0,99i 0,999; 0,9999; . . .  dl3,  3,  3,  3,  3,  .  .
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Ël Limites de Íunções
No tópico ânterior vimos os limites de seq ü ên cias; agoía êstudaremos o que vema ser o lìmite de uma função.

Com essê conceito podemos descobriÍo que ocoÍe com afunçáo num determinado ponto, conhêcendo apenas o
queestá acontecendo com ela nos pontos"bêm próximoí' daquele determinado, Afunção nem precisa estardefi-
nida naquele ponto.Oconcêito de limite de uma função é de grande utilidade no cálculo diíerencial, assunto a ser
estudado em nÍvel supêrior.

ldéia intuitiva de limite de uma Íunção
VâmosveÍessa idéia com alguns exemplo9

lq) Consideremos o gráíico da função Í lR + lR definida porf(x) = x - 1.

Observemos que, à medida que os valores dex se aproximam dê 4 (sem atìngi-lo), porvalores menores que 4
(pela esquerdâ) ou por valores maiores que 4 (pela direita), os valores de f(x) corÍespondentes se aproximam
cada vez mais de 3. A tabela a segujr mostra os valores de Í(, para alguns valores dex:

Assim, podemos escrêvêr q uei
.  o l imitê de f(x)quando xtende a 4 pela esquerda é iguala 3, ê indicamos

_l im. f(x) = 3

. o l ìmite de f(x)quando xtende a 4 pela direi ta é igualà 3, e indicamos:

l im f(x) = 3

Esses limites são châmad o, ti^it", tot"roi, 
", 

roiosão iguais, as duas indicaçóes ânteriores podem se resumir
numa únicâ;

l im f(x) = 3

e lêmos l imitedeí{x) quandoxtende a 4é iquala 3.

Considêremos a função Í lR - {l} -t lR deÍinida por f(x) =

Vamos estudar o limite de Í(x) quâ ndo x tende a 1 , ou seja,

(2x+l)(x-1)

l im f(x).
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Obseruemos quê, nêstê cãso, â função nem está definida no ponto x : 'ì,

ou seja, não existe f(1).
Comox+ l ,entãox 1 + 0 e podemos dividìr  numerôdor e denominâ-
dor por (x -  1)obtendo:

f(x)=2"*t t** t '

cujo g ráfìco está ao lado (a retadá "um salto"parax: ì, pois a função não
está definida nesse ponto). Obserue nà tabela abaixo valores de x e f(x)
próximo5 de I e 3, respectivamente

i
0,9 0,99 0,999 0,9999 1,00011.001L0l t ,1

f {x)=2x+r 2,4 2,94 2,994 2,9994 3,00023,002 3.02 3,2

l imlf(x) :3

embora f(l )ìão exìsta.

Definição

Considêremos o gráfìco da função f.

A medidô quê os vâlores dê x se âproximãm mais de um númêro ã,
pêla direita e pela esquerda, e, em consêqüêncìã, o5 valores deí(x)se àpro-
ximam cada vez mais d€ um número L, dizemos que o lìmite def(x)quan-
do xtende a a é igual a L e escrevemos:

Éìmportanteobservarquequandosê câlculâ xlimaf(x) 
não esta mos interessados em f(a), mesmo queeleexis-

ta, e sim no comportamento de f(x) quando x se aproxima de a, Nesse sentido, não há necessidade de o valorx : a

pêrtencer ôo dom ín io de f e, portãnto, náo é nêcessá rio que 
*lim" f(x) seja igualaf(a). Na maìorìa dos limites impor-

Quando x se aproxìma gradativam€nte de 1, quer pela esquerda, quer pelà diÍeita, porém sem atingi-lo, o5 va-
lores correspondentes de f(x) se aproximarn cada vez mais de 3. Dizemos entáo que limite de f(x) quôndo x
tendea 1 é iguâì a 3 e escrevemos:

tantes, o pontoã não penence ao dom ín io,

Exemplos:
1q) Consideremos â funçãof: lR + ìR definida por

. . .  lx '  A,parax+2
Ìtxl = {

l l ,sex:2
Observemos que, conformex se aproxìma de 2, quet pelô êsquer-
da, quer pela dirëita, porém sem atingi-lo, os valores de f(x) se
aproxìmam cadâ vez mais de 0, Então, temos:

l im f(x)= 0

NoÌemos que f(2) = 1.

Logo, l im f(x) + f(2).

l ìm f(x) :  L



(.pítulo7 . lnÍôduçáoãosllmtes

Consideremos a função f: lB r R,defìnidaporf(x)= 
1, + 2, r",,  t ,  

.ujo gráfico e à u nião de duas semj-retas. "

Obseruemos que,quandoxse aproxima de I  pelâ êsquerdô,f(x)se aproxÈ
ma dê 1.As5im:

_lìnÌ f(x) = 1 (limite laterâl à esquerda)

E, qlandox se aproxima de 1 pela direitâ,f(x)se aproximô de 2. Assim:

r l im,f(x) 
= 2 ( l ìmite lateralà di Íei ta)

Nessê caso, dizemos que o limite de f(x) não existe quãndo xtende â 1, pois
05l imites à direi ta e à esquêrda sáo di ferêntes.

ObsêÍvâçáo: Para que exista um limite ("lim"f(x)),
tsÌo e:

t im f(x) =

Exercícios propostos
'l L Determ ne,'quando existif,o r mâ f[x] nos seg! ntes

al

1 L Dadâ a função f:,R + lR, def nida por f[x] = 3x - l,
construa !ma tabela atíibuindo axvalofes pfóxirnos de
2, íaça o géfco e calcue x im, f(xl.

'12. Dada a função f :  R { l l - ) lR,deÍnidapor

f[xJ = j--+, consÌrua uma tabe a atrìbuindo â xvalo-

Íes póx mos de I, façâ o gfáÍco e calcule r mÌ f(xl.

devem existire ser iguais os limites lâterais à esquerdà eà direità,

l im í(x): l im f(x)

'13. Considefe a íunção ii R ì R deÍnida poÍ

[ ]
. - -  |  x,sex+3(xl=j2

[2,sex=3
â) Esboce o Oráí co d€ í[x].
b) Detemì !ìe f[3]
c) DeÌerrn ne inì- ftrl e hrn (f\).

d) Se exstir, deteffn ne ovaor de xlirn3 fcx).

14. Consd€re a Ílnção í lR -ì lR deín da pof

.--  h-  oarar<:

I2x,paftx>2
al Esboce o gráftco de f(x).
bl Detefnìine m, ít\l e lrn ítx)

c) S€ existI deieffnine o valor de x rn? f[x).

I 5. Considefe a função l: R + R defnida pof

. , -  Í3\+t .psa\+2t" '=]opr, . r=,

6l Esboce o gÉÍco de f(x)
bl Verifque que 

x m, f(xl + f(2).

I6. Considere a funÉo f: R --,lR deÍnda por

fx+l ,parax<2
ftx l=1a,paËx=2

13,paÊx>2
a) Esboce o gráf co de f[x].
b) D€teÍn ne m" fGl e rm^ ftx)

cl Se ex sfif, deterÍnìne o vaoÍ xlirn, f[x].

"""'.:, i
/
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ffi$ Propriedades dos limites
O cálculo de um l imiteí jca mais simple5 a part i rde suâs propriedades operatór ias.

Primeira propriedade
O limitê dâ somâ é igualà soma dos lìmites (quando existirem). Ou seja, seexistirem os limites 

xlima 
f(x) : Lr e

xlrlìa 9(x) - 1,, então:

* l im" I f (x) + gk) l :  l im f  (x) + 
" l ima 

g(x) = L1 +1, 
i

Exemplo:
Im(x+J,=

lr

Segunda propriedade
O limite do produto é iguâl ao pÍoduto dos limites (quando existiÍem). Ou seja, se existirem os limites

_lim" f(x): Lr e l imà g(x) = L,,então:

, l im [f(x).s(x)l  :  
" l im. 

f(x) ' lr j ìà s(x) = L, .1,

Exenploil
le) xl im- 

(5x) : 
xl im3 5' xl im3 x:5' xl im3 x = 5 3 : 15

2q) , l im, 
(3x)= 

J,1",3 J '1", , :3 x| ,1",x=3'2:6
como conseqüência,5e umô delâs é a função constante, temos:

_l im" fk): L+ *l im" k (x)= k _lr l Ì ,  f(x): kL(k€ lR)

Outrà conseqüência:

_l im" tf lx) - s(x)l  :  , l im" If(x) + ( l)s(x)l= xl imà 
(x) + l ima (- l)s(x): 

r l imaf(x)+( 1)' , l im"9(x)-

= l ima íG) -, l im" g(x)

Ou seja, o limiÍe dà diferença é igualà difêrençâ dos limites (quândo existirem).
Ëxêmplos:
]s)  l imr k 'z 2x): l imrx '?-  l ìml 2x= l imr (x.x)  2. l imrx- l imrx. l imìx-2.  l ìmrx=

2e) x l im3 (4x,  -  2x + 1) :  , l ìm 4x,-  l im3 2x+ l imr l  =4.3.3-2.3+l  =3ì

Generalizândo, sel lR + lR é aíunçâo polinomial defi nìda por

í(x) :  a"x" + a"-rxn-ì + . + â2x': + arx + ao

temos lim f(x) = f{a). Eastâ ca lcular o valor n u mérico dâ fu nção no ponto a.

3e) l imr (2x3 + 3x,  - ,  x + 3) :  2 .  13 + 3 .  l ,  1+3 =2+3- 1+3=7

Terceira propriedade
O l imite do quociente é igualâoquociente dos l imites (quando exist ìrem ê quôndoo l imite do divisorfordi íe-

rente de 0). Ou seja, se existirem xlimâ 
f(x) : Lr ê 

xlimu 
g(x) = Lr, com L, * 0, então:

. .  f (x) L,
xJa 9(x) L,

I



Exemplos:

ì  l lm I
le)  l im 1:  r -4 =: :

l im x 4 2

v.-1 l im-{x7.1ì  . ) .  r ì  52- ' l  l im.^xi2 x _ I  * t ;m-A t)  2_t  l

3e) l im ^ - :?

Como l im(x 2) = 0, istoé,ol imitedodivkorénulo,não podemosâpl icara propriedâde âcimã. Neste caso,

devemos usar um artifício e fazer:

x'  q v+2)te4
x 2 Lx,-2)

Então:

l ìm- :  l im lx+2\:2+2=4,-2 x 2

i

Ixercí<ios propostos

I7- Ca c! e os segu ntes lirnites: el m l^" x, - 3ìro

fl lirn í^+ 2ì5

oJ trn 
-

al lirn x

r l_9," '

o* ' 'h

d)" ! ,x '

oì rnì Bx + xì

-xJr 3x -1

n.l

D

m

Ì8. DeteÍnine osvaores dos segLrintes lmites
al r l rnr [3x, -  2x -  1)

b)r  mo [4x3+2x,+x+2)

cl 
" 

mì [x4 x3 + x, + x + 1)

dlr l i Ín 
I  [2x 'z-x+2]

. .3
rJr  2X+l

xJox3+x,+x+1

. .  3x '+x+l
2

x3 + 2x2 +3x+2t l  
"19o2x"+x'+2x+4

Intuitivamente dizemos que uma função é confínud num ponto a do seu domínio se nesse ponto elâ não dá
"saltos'nêm apresenta "furo', Vejamos âlguns exemplosl

A função Í é cortínuo no ponto x: a.

ões contínuas
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A lunçào g é descontínua no ponto x = a.
Seu gráfico dá um "sâlto" nêsse ponto.

A funça)o h é des.ont[nuo no ponto x = â.
seu grafìco apresentè um "furo" nesse ponto,
istoé,ela não está deÍinida nesse ponto.

,

Observemos que a íunção Íestá defìnida no ponto x: a e, portanto, existe í(a). Vemos também que 
rlima Í(x)

eque 
xlimã 

f(x) = í(â).

A função g está definida no ponto x = a e, portanto, existe g(â). lúas náo existe ,limu 
g(x), poìs, quãndo x se

aproxima de â pela esquerda, o limiteé L1 e, quando x seaproximã dea pela direita, o limite é Lz com Lj + Lr.
AÍunçáoh nào estó defin da no pontox: a, ou seja, nAo exi5te h(a),embora exista lim h(x).

DeÍinição de Íunção contínua
Umafunçãoíécontínua num pontox = a se, e somente se/as seguintes condiçóes êStiverêm satisfeitas:

1e) existe f{â);
2s)existe lim f(x);

3s) lim f{x) = íâ).

Quando uma (ou mãis)dessâs condições não é satisfeita parax: a, dizemosque a função édescontínua em ô.
Dizemostambém que umaÍunçáo é contínua num aorjunÍo se íor contínua em todos os elementos desse con-

junto. üzemos simplesmenteque u ma funçáo é contínuâ quando o for em todos os pontos do seu domínio.

Exemplo5 de Íunçôes <ontínuas:
a) Afunçãopol inomial í (x)=anxn+an rxnr+.. .+arx2+ârx+ãoécontínuanoconjuntolR.Recordàmosque,

nessê caso, lim f(x) : f(a).

Éstão incluídâs aí a função aÍim f(x) : ax + b e a funçáo quâdrática f(x) = ax': + bx + c (a +.0).
b) A função exponencial f: R + Rl,f(, = a* (a > 0):

c) A função logaÍítmìta I lRÌ J LR, f(x) : log, x (a > 0 e a + 1):

A pÍmein condição

pertence âo domÍnio de I
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d) As funçóes trigonométricâa seno e co!5eno, ft lFì --t lR, f(x) = senxeÍ(x): cos x:

e) A tunção módulo

ft lR -ì lR, f(x) = lxl

f) Afunção raiz enésima

f: lB+ - lR, (x) = ú, comn natural pogitivo

g) Afunção

í lB - {ol + lR, defìnidê por (x) = 1

t

Observemos que 0 não peítence âo domínio. A função é contínua
lR - {0}. Ponanto,Íé contínua.

h) A função

Í rR. -+ rR. derinida norírx) = ]4 = .11 se x > o
'  x l - l ,sex<o

- i -
I  I ' i___-.  1

: 
-T.Éi 

;  ig:
: l  ' ! l

Afunçãofdáum'salto"nopontox=0.Ma5oponto0nãopertenceaodomíniodafunção,queélR*=lR-{0}.
Ponanto,lé contlnua,

A função tangente

tn- 
{f 

+ r.'r} 
- 

rn, .om k e z, f{x|= te x

F
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Afunçãotgxécontínuaem todos os pontos doseu domínio.Adúvida poderia surgirnos pontos
mas esses não pertencem ao domínio dafunçáo. Logo, Í é contínuâ.

ExemDlos de descontinu idades:
a) Consideremos a funcão

flxl é continua €nì

f r Ì l

t ' t

Í

Essa fu nção não está defi nidâ para x = I . Portanto, não existe f(1 ). Assìm, a pÍìmeira condição da defin ição não
está satisfeita, Logo, f não é contínuâ em x = 1, embora seja contínua para todos os pontos do domínio.

b)consideremos a funçáo definidâ por

[ ( "* l ) ("  
] ) , r"*+l

Ì lx l :< x- ì
l : , r ""=t

Nesse caso, f(1) : 3. Portanto, a primeira condição da definição está satisfeita.
Além disso, liml í(x): 2j logo, a segunda condiçãotambém está satisfeita.

l \4as l imìf lx):2ef l1):3; logo, l imr íx)* f ( l )e,  portânto, â teÍceira condição não está sat isfei tã.

Logo,Í  não é contínua em x = l .

c) consideíen os a funçáoÍdef inida poríx) 

"  

l  
,  

descont inua no ponto x -  l :

Não exist€ f(1 ), pois a Íu nção não está definida pa ra x = 1 . Logo, a pÍimêira condição não está satisfeitâ. E, de fato,
Í é descontínua no ponto x : l.

d) consideremos a fu nção ao lado, dêrinidâ porf(x) = {: 
*" 

-: 1
l l ,parax>2

Obseruamos queí(2) : 2j assim,a primeira condição está sâtìsfêita.
Vejamos quanto valem os limites laterais à esquerda e à direita de f(x) quando
x tende a 2.

l im- íx) :2 e l in íx) :  I

Como 
"l\ 

f(x) + 
"lin1 

f(x), então não existe o xlim, f(x), Poúãnto, a segunda condição não é satisfeita € con-

cluímos oue íé descontínua no Donto x : 2.

parà todos os pontos do



Qpítulo 7 . lntmduçãoaos limiÌer 213

Algumas propriedades das funçôes contínuas
Como conseqüência das propriedadesdos limites (l;mite da soma,limitedo produto, etc.)temosas proprìedâ-

des das funções contínuas. Assim, se í e g são funções contínuâs em um ponto x = a, também sêrão contínuas

nes5êponÌoarÍuncóesÍ-g, Í -g,kí(k€lB). f9,  
1 (se9(a).  o1e9of19çompostacomÍ).

AtercêiÍâ condiçáoda deíinição de função contínua num pontox = a é xlimâ 
f{x) = f(a). Então, para determinar

o valor do limite de uma funçáo contínuâ quando xtende a a, basta determinar f(â).

'| 9.Asíunçôes â segu rsão contÍnuas ern sels dornínios
DeteÍrn ne os va ores dos seus limiles nos pontos

al im x3

bì m oo--^

cl lrn cos x

0l lTn -'.-'x)2 x '+2x+1

" el lm xl

al lm t2\ + cos xl dl
. - :

bl"9, i "  - : t  e l

" l , r i . , .uF 
*,  *  u

2 I . Exo ìcile ouando ex st reÍìr. os Dontos d€ d€scont nuidade
das seguntesíunções:

a)(x)=l dl ftxl = s€c x

l

'  f !4*r"  ì

liÍn t2- . og, xlfl lm 2'

aì  hm fxr+x2+2ì l ì

hl  lm sen x
,-14

lm

20,4s funções â segLri f  são contÍnuas ern seus domÍ
nios. Determ ne os valores dos seus lrntes nos
pontos ndicados:

2.Dete[ì]ne os vâlofes dos se0lntes irnites sabeÍìdo
qle asfunções são contínlras em seus domÍnos

n m {,f

sl" lrnri2'\ f)

d hl x mì [log, [x3 + 7]l

. I  m isenx+2xl
' -+

al hrìì Ì'z= fí3ì = 3') : 9

bì  [nì  ]=f f3) :  l

c l " ima3'=f [4]=34=81

dl r  ims os,x=l(8)=log,8:3

rì  m iç=í16ì={, i iã=2

-.  ' . - . - r ì  dÃ "

hl" l i rnr loS, (x3 + 7) l  :  log, [ ]3 + 7] = los,8 = 3

rì  r_ ts"n,  2 ' j  .Fr  -  |  , l  |  - -  
", - ;

3.  t rê- l r  F:e a r ,  Çdo oe,ì  oo 0o , . ,  ] '  
t "  ^ '

l?:e\  2
adrniÌe agLrm ponto de descontinudâde.
Resolução:
Se essa função adrnitir alglm ponto de descontnu
dade, ele seÍáx = 2.
[,44s lirn i(x) = 2 ê lirn l(x] = 2, o que acaffeta

l i rn Ía\ ì :2=ff2ì .

Logo, a funçãoÍé contínua no ponto x = 2. É contínua
também em todo o domíinio R.

bl ftx)
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22. Esboce o gÍáÍco de mdâ função. Observe onde exis-
tem "saltos" no gÉÍco e mostre qual condição da deÍ-
nição não está sstisíeita, apontãndo os pontos de des-
contnuidade:

- . . -  ^ ,  
-x-2
x2

-,--  Í (+t ,parax<2
--  l l  paÍ .x>2

t"?_,_Â
..--  l "  ^  " .se,r+g

cj Ì r !=1 x-3
5,sex=3

23. Determ ne os va ores d€ a para os qlais as funções
aba xo são contÍnlas:

tx + 2)tx 2l
,paÊx+2

Um limite muito importante:
o limite Íundamental trÍgonométrico

Consideremos a funçáóf: lB* --t lRdeÍinidà poÍ flx): I e verifiquemos qualéo valorde:

;161 !9!J!

À medida quexseàproxima nosdoissent idos de 0, a funçào f(x):  sen x 
seaproxima de l .

A tabela âbaixofoifeita com o auxÍliodê uma calculadora, É importante perceber que x está em radiânos, pois

x c lB. Se x náo estiver em radianos, o 1;r JSII = 1 656 6 yi;1;6e;
, -0 X

a) í(xl =

bl (xl =

(x 2l
a,PaÉX-2

x,_9

a,pârãx=3

xt 6x '+1lx-6

i

0,1 o,o2 0,01
0,99833 0,19998 0,00999

0,9983 0,99993 o,99994

lsso significa que:

Geometricamente, temos:

0,parax=0
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observando a figu ra, vemos que:
l /  

- \senx\x<toxl0\x/ j : ì-  \  2J
Tomando o inverso, obtemosi

L>f >l-__L>1>19!1
Senx x tgx Senx x senx

Como sen x > 0, pois 0 < x < +, multiplicamos porsen x, obtendo:'2

, - t  
t "n* taou

De mãneiÍa análogâ, obtemos essa expressàoquando -{ < x < o.

Assim,oara - Í  <x< tr  x/  o, temos: 
2

'  2 

' '
' ì  > 

t"n* 
>aos*

Como l im cosx:1e ì im

quando x tende â 0, ou seja:

_ cos x < i!!r <.ì lv^v
l im cosx: I l im 1 :1

I - l, então à Íunção :::j-j:, que está entre cos x e l, tem também limite iguala ì

. ,  senx _

4. Deteminê o valoÍ de: lgla
í  

' I ì
\  2)

c l  lm

"-
âl lim

bl"9o

"l , lTo

2

l91r

senx í t  sen^ì
' i -o 3x \ -0\3 

^ 
)

. .  ì  senÌ I  l
xro3 xeo x 3 3

-  , r  í Í - '  ì -  r ""  ' .  i r  -  r
xJ0\ x cosx/  r+o x x iocosx

dl NesÌe caso, Íazernos u : x - a então
2

x=u+a,evemosoue:
2

x+a<=u+o
2

lm

--+
el 

^ÌunÇêo 
Ìlxl = e comnla n0 ponÌo

2

\ 2)
1l

2

- sen4x , .  í  sen4^ 4ì
x-a 2x r-0\  4x 2)

,. sen 4x
xeo 4X r+0

sen x
3x

sen 4x
2x

tgx

dl lim. -+

el liÍn. -+

Resolução:

sen\ - ínì  I  2

r_r r  \21
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LqqÍr:ryrytt
24, Detefinine osvaoÍes dos limites:

-  . .  sen 2x
al Tn

'-a 2^

0J tTn

- sen 5x

- ,. sen 3x

f l  l inì  j : r r :  ta-0eb-0)

. . .  to2x

hl lrìì í2^ . cossec rì

u l lm -

- sen fx nl
l l  m-

l l  lm, .+ 6\-3n

-  . .  [cosx-] ìml rn _

(^ . . . . . .  cos^+r ì
| òlrqevro vlu trplrque po - |\  cosx+ /

I sen :x
25. ConsdeÍe a funÇão f1x) = ]  r  0arax+o

la,parax=o
e dete[ì] ne a de rnodo que a função sejâ contínuâ no
ponto x : 0.

\  2)

ã

Wlr-rtes-tlllttse
Ëstudaremos agora os chamados ,mites /rtnitos de Íunçôes Í(x)quando x + a ou quando x -+ :t:-.

Limites infinitos de Í(x) quando x - a, a € lR
Vejamos algunsexemplos.

. Consideremos a funçãof: lR" -+ lR definida por í{x)

Observemos que, quandoxtende â 0 pela esquerda ou pela direita, f(x)assume vâ-
lores â rbitraria mente grandes, Assim:

* l imo fk) = +*

de ÍLÌl tão grandes
quanto d€sejarmos tmaior

suÍìcient€mente proximo
de 0.
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.  Consideíemos, àgord, d fun(ãoÍ lF { l }+lRdef inidaporf{x)

Observemos que, quando x tende a 1 pelâ d ireitâ, f(x) âssu me valores positivos arbitrariamente g randes, Assim:

1;r  L=1-

Quandoxtende a'ì pela esquerda, f(x) assu me valores negativosde módulos â rbitrâ ria mente grandes, Assim:

t i ,n _L=__

Nêssecaso, l im (x)+ l im f(x).

ObsêÌvaçáo: Quâ ndo limá f{x): L, entãoeste L é um número real(L € R). Portanto, quandodizemosqueexisteo

limite,é porqueexiste um número íeâlLtâlque xl im, f(x) = L. Nos exemplosque esta mos estudando, ió não é um

número Íeal e, portanto, náo exìste o lìmhe; enïetanto, o símbolo ió indica o que ocoíê com f(x) quândo x se
aproxima cada vez mais de a.

Exercícios propostos

26. Considere a funç3oÍ lF+- lR deÍnrda pof fkJ 27, Esboce o gÉfico da flnção
Í"  ì

f  R { :+knl- tR
12)

[k e Z] deÍnida por f(x) = tg x e deterÍnine:

'ì

l

28, Esboce o gÍáÍco da funçãoi: R {4} + lRdennda pof

f[x] - L e detefmine

lal lÌm -

29, Esboce o gúÍco da
Ìm ln x.

bì im tox
' -+ '

l

flnção f(x) = f,n x e deteÍmlne

al lirn rq x
, . ï

Detemine:

at r l lor '9 ' ;

Limites de funções Í(x) quando x -* too
Vejamosalguns exemplos.

. consideremos a funçãoÍ R* + lR definida poÍ f(x) = I



21E

observeínosque, quandoxtende a +ú,ovarorda função f(x)5e aproxÍma cada vez maisde0,Âssim:

l im ]=6

Da mesma foha, quôndox tende a -@, f(x)também se aproxima cadâ vez mais de O. Assim:

t i Í r  +:o

. Consideremot agora, a função Í lR* J lR definida por f(x) =

Observemos que:

l im I :o

el

t im f  :o

. Consideremos, âgora, â função Í lR* J lR definida porf(x) = x3i

t

Obseruemos q-ue:
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. Consideremot ainda, a função Í lR + lR definida por f(x) : ex

observemosque:

30, Esboce os gáícos dasfunções abâ xo e deteftnine, em

cadacaso, r lÍì - 
f[x] e x lm * f[x]

al f[x] = x'z .rtr,,r: (;J"
blf tx l=2x+3 e)(x l  -  xs
cl ítxl = x'z 0(")=2'

3Ì. Esboce o gÉíco da tunção ír R'r R deínida pof

f(x) = :l e d€tefÍn ne:

al _ qÌ-_ Ítxl

b l" !m"(D

Limite da Íunção polinomial quando x -* t6

. ConsidereÌnos a funçáo polinomial defi nida por:

í(x) = anx" + a" rxn ' + ... + arx, + arx + ao (an + 0)

NesSe ca5o, temos:

lim fÍ{ - lim (a^x")

De fâtp,
l im. f (x)  -  l im {a,x ' -à.  .x"  r -  . . .  arx I  ao)

colocàndoâ.x emevidên.ia

|  ï  ,  \ Ì
= r im la^x' l ì  

a '  
'+ 

a 
l, - - -L ' l  ànX a.x '  ax ax l l  .

\ t / /
êÍâ5 pafcêlâs têndêfr ã 0 quàndo x i 1e

Logo, o l imiteda funçáo pol inomialquandox 
- : l : -e igualao l imire do seu termo de maiorgrau.

Exenplos:
.  r  ,  I  I  ì  ì ìle)  l im (x '  x)  x l ì l -  l im x ' |1----r  -  -  Im x

'  ' t  \  x  x '  x-  1)  '  "
\* r

l ìm (x3+x'z-x+1):  l im x3=--

l im (-x3 + x 'z+ 2):  l im (  x3)= +*
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4e) l im (4xÌ 2x, I  x 1) l im 4x.

5- ' )  l im ( 2xa + x3 + x 'z + 2x + 1 )  :  l im (-2xa)=--

.  De modo análogo, se g(x) =aixn+a^ rxn 
r+. . .+â1x+ao e h(x):b.x '+b. rxm 

I  + . . .  + brx + bo, en-
tão defìnìmos a íunção racionalf{x) como sendo:

S(x) a"x" + a.  ,x"-r+. .+ajx+aof(x) =

Exemplos:

((om h(x)+ 0)
h(x) b,x' + b, rx'  '  + .. .  + brx + bo

lim f(x) = l im +- t

" ' í r*1- l* l ì\  x x x)19 l im

2e)

:  l im l im x:+*l im

l im

l im

l im

x'+x- l

x ' :+x+1
3x' :+x 1

2x'z+x+1

- ' í r+1 
aì

\  x x ' )

:  l i t  1=1
x) -3 3

2x' , .2^

-= 
l lm

x3+2xt+x-1
l tm

32. Cacl le i  m. f tx l  e x lm.

al í [x]  = 3x3+2x'? x+l

bl l[x] - 2x3 + x'z+ 4

cì f ix ì=lx5-x3+l
2

dl f (x)=-x 'z+x+2

e) í[x) = -2x" + x' + x

Í l f (x)=I2x'+x+2

f(rl dasfunções: 33.Calcule os lmftes âbaixo:

al rm

0l

cì  lm

3x'+x+2
2x'z-x+1

dl  lm
x'+x+l

x+2

x'+2x'+x+l Íl liÍn
x '+3x 2

Con sideremos a função definida por f(x) :

porx < - l  oux>0,

I['. +l,  cujo domínioédado por 1 + > 0 com x 10, ou seja,

Exercícios propostos

Outro limite muito importante: o limite
fundamental exponencial
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l im l ì+- : l :e

E possívelprovar que:

. .  !  1ì .
l im l1+ - :  |  -e e

'  - - \  x)

em queeéo númeroir Íacionaldadopore = 2,7182818284.. .
Podemos deduzirtâmbém que:

Í

1

I
l im { l+ x)"  :  e

notamos que,quando u -ì a*,x -r0, e assim:

/  rJ
l im( l -x)  l im l ì  - i l.  o ,_, \  u)

t ,  ,  ' ' l '= l im l l l+ l  l  =e', - r"L\  
"  /  I

f /  ì , ' t .  l ,  r , r ;:  l im l l l+- l  |  :  l im l l1+- l l,_r"L\  3x/  l
' ^L Fazendo3x = u,temos: l

[,. +Ì"
( ' . * )

(,- +)

'ì
pois,  fazendo x:

+)'.
+)

Exêmplos:

r1 t im ír+

2r) tim fr +

!

1t^

dl lm

eìm

0 iÍn

34. Calcue os seguintes irniÌes:

a) l im l t  + 1l '
x)

I t  tm l r+al-n++€( x)

/  , \ '
c l  m l l+- : l

' -  * l  3x)

I
5, AplìcaÇãô à Geonetria

ConsÌderc um coÍìe rcto de mo da base r e geÍâtÍiz g.
0 que acontece com a árca atem desse cone q!ândo
o |ao Ítende ao valoÍ g?
Rêsolução:
AáÍeâ aiemldo cone éAr = rrrc, de forrna qlre

,h'nn nrg ro':. ou sela é a âÍea do cÍ c ' o o" raio g

6" Aplcação à Físìca
Uma pãúcula se mov menta sobrc uma trajetóÍia qua
querobedecendo à função hoÉriaS(t) = 2t, + 5t 3,
com S ern rnetros e I ern segundos. LeÍnbrando que ê
velocdade rnédia para peÍcoreÍ um

intervalo de tempo 
^t 

é dsdo porv =



7r, llatenát G' Conlexlo & Ap]kãçõs

a) qualâ velocdade rnéda da partícula no nteNa o de
2sê3s?

bl Qla a velocd6de rÌìédia da pâdícula no intervalo de
2a2 +xsegundos,cornxl  0?

c) Qla avelocidâde da paftícula no instantet = 2 s (ou
seja, corn xtendendo a zefol?

Resolução:

êlS[2]=8+10-3=15

s[3]=18+15 3=30

AS=30 15-15

At=3 2=l

^s 
t5

^t l
b)s(2) = I + r0 - 3 = r5

St2 +xl = 2i2 + xl 'z+ 5i2 +x) - 3 =

-8+8x+ 2x,+ l0+ 5x 3=2x,+ l3x+ 15

ÀS - 2x '?+ t3x + 15 -  15:2x:  + l3x

^i=[2+x] 
2=x

Y+ r tx+ul-

év=[2x+]31m/s

cl PaÉ obtef a velocdade no instânÌe t = 2 s, podemos
cacuaro mlte da velocdade pâ|a xtendendo a zeÍo:

xlinìo [2x + ]31 = 13 rnls

Aveloc dade no instânte t = 2 s é I 3 Ínls.

7, Urna expefência corn urn novotpo de bactéf a moslroll
que a população de bactérias, após t das de injciada a

cJ,turê pra oao. peld ldnÇ;o d t - 0
[Ì - l]'

em que B(tJ é a quantidade de bactérias em miharcs e
t é a duração da exp€ ência em dias.
a) Quâ seú a população de bactéras !m da depos de

niciada a cultuÍa?
b) Qua será a populaçao de bactérlas Ìrês dias depois

de nicadâ â cultura?
cì O qre àconrecê'" cor è popLlaçào de baftéras ão

lo_9o do leìpo? Qr a é " oooula!;o iÍrre?

Resolução:

al Btl) = l0 + 

- 

- 12 ml bâctéÍias

bl  Bt3l  = l0 + 
4,  

: r l5m bactéras

"r  
.  Í ro+--9-ì  =ro+ m 9=

-" \  i r+D"/  L ." t '

-  0t  hr  I  to o- oTr oacténas, out+* t
sela, com o passafdosdias [d astendendoa infnÍto]
â população de bactérias lende a 10 m L

ExercÍcios pÍopostos

35.LJmâ padícula se mov menta sobre uma tmjetófa
q!aq!€r obedecendo à Íunção hoÉda
S[t] = t'z 4t + 3, corn S em melrcs e t ern segun
dos. LerìbÉndo qlre a ve oc dade Ínédiâ pam percoÊ
rcÍ urn €spaço 

^S 
num intervalo de tempo Àt é dâda

r\s

a) Qua a veocdade média da partículâ no nierva o
de4 a 4 + xseglr ìdos,comx + 0?

b-O.é a," lo ddd-ddpani  aroirs lêr .e.  -  4s
[o! seja, corn xtendendo a zero]?

36. Um estac ona merito no cenÍo da cdade permite que
)e-. c re .e) e"ldcio'ì-r I p-lo .enoo qJe desejaÍ
desde qle paglern pofess€ sef,?iço. o prcçopâra ufir
clienl€ estacionaf pofx hoÉs é p[x] = 2 + x.
al qual é o preço da pf mei|a hoÍa de €slacionamento?
bìQJa e o p eço dd searrdd ho " d" "s.ècio1ê

cl Qualé o preço médo porhora se um clente eskclo
nar por 4 horâs?

dl Qual é o custo médio por hom se um cllente esïac o-
naÍ por x Ììoms?

el Qual serê o cLrsto médjo por hoÍa quando x tende a
lnfnìto? O que sgnìÍÌca esse resultado?

37" Uma ernpfesa de crlps eletfón cos tem !m custo
C[x) = ] 000 + 2x pam fabt cação de x chlps, C[xJ em dé
laÍes, e d€cidiu ter um lucrc de 20q1r na venda dos chlirs
al DeteÍm n€ o preço de venda de câdâ crli, se forem

íabÍicadas 100 unidad€s.
bl Determin€ o prcço de venda de cada úrj: se forem

fabÍìcadas I000 !n dades.
cl0 que fazef paÍâ bâráteâr gÉdativamente o custo de

cada crlp sem rnudaralunção custo?
dl Qual sera o menor preço de venda de cada crlp, e

€Ín que situaçâo sso pode a ocoffeP

I



S-4lryuglsl-eaqs!Ë
t l Quando uma seqüênc â ân d v€Íge pam +-, escre

v€mosnlLm-an = +-, equando diverue para --, es

crev€mos n lirn_ an = --. Nos exeÍcícios abaixo. dê os
"valorcs" das expÍessões:
a) 

"ry- 
t-ì'ìl'

b) liÍÌì i n'zl

cl lm 2n,

d) inr (n5 5)

el liÍn l l,n- . | \2/

P. Cac! e os valores dos segu ntes imttes:

a) lim (4n3+ 3n, + n - l)

bl rm í.f2n'' n' + 2ì

cJ m-nran-+4

- 2n:+n' :  n
0l  lm-

nJ- n- +n,

3+ns
eJ[m-

n+! I  n.

ì+rn n!
0 lm +

^-"  2+n + 2r"

3. Cons dere â função f lR J lR deÍnlda por
' 

[x', para x < o
fÍr.l : l z. oara r = o .

I
l2\ .pêrax>0

a) Esboc€ o gÍáÍco de f[x].

bl Determrne m- ltxl e m- ftrl

c) Se ex st r, determine i mo f[x].

4" Delern i'ìe se e\$Í, o lÌ ll\ sdoêroo q-e " '. ç;o

l: lR + lR é defnida pof

..", [*, - q. p"r, * . z

13, pam x,> 2

5- Esboce o grátco de cada umâ das fLrnçôes abaixo e
detennine o m f(xl.

al ' .  lR lR def, ìrda po t f  '  -  \ .  qJdrquer qJe "ejr
xe R.

bì '  lR -  lR dêrrnrod po L'  -  \ .  q-dlqJe- qJe sejà
xC R.

6. Esboce o gnáíco da funçao í: lR -r R definida porf[x) = tr,
qualquefquesejaxelR.
al D€ternì ne lrn fGl e m Íirl

bl Se e^stir. d€terÍnrne hÍn íixl.

7. Esboce o gráÍico da llrnção f: R 'ì lR deÍìrì da por
f(x) = lx,  qua qlref que seja x e I-2,2).
a) Dete rnrne rm ítxl € lirn Ífxì.

bl Se €xist i determ n€ m fíxì.

8. ConsÌdercmos a ílnçâo f: lR {0J -r lR deíjnids poÍ

f[x] = r:r. Se x > 0, ent-o xi = x e, portanto,

Se x< 0 então x = -x e, portanto,

f f \ )=! : - r= I
XX

a) Esboce o gÍáÍco de f[x].
b) lvlosÍe que nâo eÀiste m ff^1.

p, Deteffnine os vâ orcs dos seguntes lmites:

DJ m-

cl liÍn " "

i '+2\+lo.l rrÍì1 - x+l

€l Ím-

^ x '+x 2Ì l  m-
xl

Sl,  I Ín ,  Vx'  + 5

rrr^ Ín4L\/  x \+zJ

lO. As íunçôes abaxo são corìtínuas em seus domínios.
DetermÌne os vâ orcs dos sels limites nos pontos indi

a) l i rn" I log, isen xl l  c l  . [m sen(n[ - ]oS, xJ
t+;

bl l rn 2" -x

Í

I

ì

I



11, Explcite, quando exisrircÍn, os porìtos de desconünui-
dade das seguintes funçôes:

alÍtD=- c) Í(x) :  mtg r

[ - lparax<0
l2,csooce o g,áico dè lJ-ção'r Í ì  -  10.  se t  -  0

I
lx ,sex>0

ObseÍve onde existem "satos" no gráfco e mostre qual
condiçãoda deÍnição não está satisíeita, apontândoos
pontos de desconlinu dade.

I 3. [sboce os g Éf cos e ver Íque se a. | _çôes aba|Ào sào

----  lsenx,pèÍar<o

lx.parar>0
Ícos r<. oara r < o

bì frxl : {" '  
l2 ' ,para,>o

..--  Í toç,  *  pâÍa0<x<l
ct Ì txt  = <

ì0.pâíax>l

Í loo^r.Dara0<x<l
.ll Íi'xl = { -'_ -_ l l ,paÍ€\>l

l4.Saoendo oJe l i rn - :"  - ,nostÍeoue

. I  cosx l
l lm 

-=-,x,2

í suoes riào: t\lu tiotiou e fíÌì oo, 
It*t" 

ì
{ . -  l+cosx /

15. DeteÍnine os va ores dos liÍnitesl

-  . .  tqx-senx -  , .  sen3x
a|! |m-c| | | rn-_,-0 l -cos,{  ! -0 s€n5X

- x+senxoJ m-

16, Dada a tunçào f: lR - i2Ì ) lR defnidâ por

.--  x-3
' '  x-2

Detemineì

x3bl im
x-2

17. Esboce o gÉfico da função í: lR'-+ lR definida por

í [x)=-, ,  e deterrnine:

al lim ffxl

bl linì ftx)

18. Calclle os Ìmtes abaxol

.  x3+x'z+x+1al  m-n- '  3^ '+2^.-^+2

bì hrn il

2x"+x'+x
n+ @ xr+x+l

-  xt+x+l0lm-n)+6 x" +2x+2

3xt+x'+8
el l lTn 

-- , rd_rr  
^t l

11;6L

19. Dada a funçâo f: lR -ì lR deÍnÌda por

[ , t ,quandox>3
'tt -i , esboce o qÍàÍco dF Í e

I  x,  quanao r s 3

calculê, quândo exist r:
a) x lm3 f(xl

bl im Í(x)

cl xtm r í[x)

3l 
' l. rnuo o

x'  x- l l
2O,SeJa Í a Íunção têl que f[x] =

lim fíxl è iouala:

- -+

br-;

dr+d+

")+
-. 1
"t -i



Qlgl$gglerE:rtuq
I . (Fuvest-SPJ U m comerc ante des€ja rcal zâr uma gran

de lqudação anunciando x0ó d€ desconto em todos os
produtos, Pa€ evitarpÍeluízo o coÍnerciante remaÍcaos
produtos ântes da qu dâção
al Ern qle porc€ntagenr p devem sef auTnentãdos os

prcdutos para que, depos do desconto, o comeÈ
crante receba o valor niciâ das meÍcâdofas?

bl O que acontece corn a porcentâgem p quando ova
or do desconto dâ lqLridêção se aproxima de t00qó?

2. IUFS/PSS-SO Analse as s€ntenças seguintes:
al Calculando-se 

xlinì, [x3[2x ]ll, obrém-se 24.

bl  hnì  (cosx+sent:-, -+ 2
cl Se fé umaílnção rcaldâda pof

t(r t -  "^ '  ' ,  odtdtodo,/  2 enúo
x2

r,m, í tx l  :  s.

3. TUFPA) Dado o gÍáÍco da funçâo y = l(x), podemos

â) m f tx l=b.

bl ìm ftxl = c

cJ lim f[x] = 0

4. tcefet PR) Se f t i l  = 
x r . , l i Ín, f [x)êrgualâ.

al I bl 0. c) +*. dl --. e) Não existe.

5. IPUCC-SP] 0 vaoÍ de hrn e

a) -2. d) L
bl -l e) impossÍvelde sefcacllado.
cl o.

. t :  _.
6. iFUA-Al\ l )  O m' : 'e:

x+4 x 4

l l
a)t .  b l0.  dr .  d l r .  e l

d) ìm í[x] : c.

e) lim ftxl = b.

lm ,r l -  - .ovalordeL€:

c) 0. dl  I  e)2.

l

ã

7. tPUC-l\,4G) Se L -

a) 2. bl -1.

8. (PUC À/G) Consdefe o número

V -oq 13 . J? . Vi .  V3 . . .  .  .  í3 J. O vEtor oe M.
quando n s€ toÍna arbtraÍianrente gÍand€, él
a) 2.
bl2 .  log,3.
c) 3.

9. toeleÌ-PRl Se ltxl =

dl3. log3 2.
el-

3x'-2x '  x+4
, então

2x'+4x+2
lm .  f l t  é gua a.

a) 12. bl 0. cl L cD InexsÌenre. e) 2.

10, íLIFJ Para cada r nêro rè1. i l t r  > I  seid F" ã igL-
t para co-rposla de qlêd-adinhos de "doq g-ã s a

:, d spostos da seou nteíoÍma:

Fn é Íormâda por uma Íla de Í qusdÍâd nhos, Ínajs urna
Íìla de (n ll quadmdinhos, mais uÍna Íìa de [n - 2)
qLradradinhos e ass m sucessivamente, sendo a útÌma
Íìla composta de um só quâdmdinho [a igura ilustra o
cason- l
C€lcule o irnite da área de F" quando n tende a inÍn to.

I l . tFcí\itscsn o riÍn Ír "o"4* ì",
^ .o\ ì ,cos2x.,

aJ L bl 4. c) 2. dl 0. el Não ex sre.

Ì2- LLTU lVCl Sabenoo ou. 'in - "' I. com
3

x É rn, então podeÍnos afrmaÍ qlre:

.  x+3m 4

13. IPUC-SPl Sendo e â base dos logãriÍnos nepefanos,

al 0.

c lL
hr.

- .L

a)nì>4.
bl Ín< 4.
cl rn e l l ,41.
dJrnc[4, ]1.
e) não exist€ m ta que

=(na,



estudo do comportamento de uma

funçõo contínua sendo o Íoco cen-
tral nesta abord,agem e o cálculo de

límite é sua p ncípalferramenta, Uma reta
que corta ama cutua torfia-se sua tangette
à medída que aproximartos seus pontos de
intersecçã,o com a. curva, fazendo com que
os valores assumídos pela função, nos
pontos por onde passa a seaante, aprc\i
mem-se cada vez maís um d.o outro. Esse
"deslízar' d,a reta ao longo da curva for-
nece dados que d,escrevem seu comporta-
mento. E isso se consegue através do cál-

' culo de límítes.
O estudo d,as funçõu que aquí é íntrodu-

zído dííerencía-se das etapas aÌúeriores da es-
tado d,a, Matemritica pot tratar de qaa tidd-
des contínua.s e fião tuais díscreta.s, Foi a. te -

Introduçãa

tativa de encofituat algoritmos semelhohtes
aos exisLentes pan problemas que envolviam
quantídades díscretas (aquelns que cofipre-
errdem os númercs ínteíros), como o ailculo do
mdc ou mmq que levou os matemáticos a des-
cobür os processos do ailcwlo díferencíal, derí-
vall.a e i tegal" para lídar com variávek con-
tínuas (aquelas que envolvem qu.tntídades
luito peqaenas, os ítíivitesimais, oa muito

gra.ndes, a.s que tÊndem ao infníto).
Se, pot um lado, nos Jaltam exemplos

palpáveis de sua aplicaçào na erperiência
rc!idiana. por se traLar de prcresso que au.xi-
lia. teoríctímeúte a elaboração de um projeto,
por ouffo nos pet"Ìnite ressaltar que não há
limites para a e.xploraçã.o do racíocí io atra-
vés da Matemátíca. Nas palavras de doís
grahdes mLtemátí.os da atualídade,



"Na Matemática, se â experiência
não intervém depois que se deu o pri-
meiro passo, é porque não é mais pre-
cisol' oontes de Mi.anda)

"Não é paradoxo dizer que em
nossos momentos mais teóricos po-
demos estar mais próximos de nossas
aplicações maisprátic as: A.N. whitehead)
conJërimos a ídéía de que esta cíêncíc!
tem em sí seu próprio objeto de estudo.

O coaceíto de derívada aparece no
sécula XVII descoberto por Leíbníz e
Newton, quanclo o cálculo já estava sen-
do desenvolvído em vfutude da pleo-
cupação de matemritícos, como Galileu
e Keple\ com o conceíto de quantidades
indívísíveis. Ma.k taftle, o uso de coorcle-
nadas a.dotado por Fermat e Descartes
cotltribuíu para o aranço da análíse in-
rtnitusímaL Í.cilítuda pela conjunção
álgebra/geometría.

Este tópico pode ser consíd.erado
um elo e tre a conclasao dafonnaçAo
matemátíca d,o enshlo médío e o írlícío
daformação do ensino superior, Neste
aryítalo serão íntrodazidas as iqter-
prctações algebríca e geotuétrica d,o
co ceito de de vada de wmafunçã.o e
s uas pr im eíras ap lícações.

l. Já pref!ncâfdoo a pa r€clnrenro dos concetros próprto5 do cátc! o
nunlt€sima, Kep er corÌì ã lntenção de calcLr ar nâ prÉuca a éÌea do
circ! o, propÕe !ma so !ção 'nruiÌivai bâseadâ no 'prtfcípio dê
cont n! dêde': Ìmèq nava uma nÍn dêde de Íiâig! os Éóscetes
com vért ces no centÍodo cÍc! o,.om. turas de med dâ âproxÌma
dâmente iguà ao raio, tendo conìo bates cordas inínÌres mi s do
circu o.Sendoas5 rn,.on. Lrtlr que a áÍea do cír.Lrto, conìo soma aas
áreas dos lnfinitos trlângulos, resLr tava igua à merède do produio
dorciooóooê -ò.ooo I .  o é

I  d do oç aodpo rôpê
Àd;oooroo oaé oo€,dqro órda. o
póxirna da r.edida do ra o, o5 ados de.âda Íâng! o rêm de se
aproxmêrbastânte deâ,oqlefazcom qle hâja'nf nroírránquos

b) Cà.! e a área do circLr o sê9! ndo a propoÍa de Keper ConrÈ

À )À -rb 
I

22t"
AqLr, as bases dos Íâng! 05 são as cordas do cír.! o EnËo, d
q!antotendei !a soma?

.) Compêre o teslltado en.ontÌado corn a fórn-ru a da áÌ€a do.ír-
c! o que você conhece

dl Você écàpèzdedes€nvolver rãcÌocínio ané oqo para Lrma esfera
no cãso do cálcLro dô se! vo Lrme? 5u9€Íao: maqine a eíeÍa
con-rpoía de pirãmlde5 coÍì vérlices nocenÍo dè estera € ba
ses nunites mais próximas dâ sLrpeífíce.
Neste câpí1! o você traba hará com o.on.eÌro det.xa de vêria
çãol Então,vèmo! dar os prtrneiros passos aqui.

2.  A ètuÍa do nive deá!!ade!mreseruatóroconìaformadeum
parè e epipedo varlo! d uíânte o periodo em qLre ío abaÍecido, como

Alturâ daá9uâ (em meirôt ob"-"çã. í"ir";;í;;i;â;

1,5 2q hora
2,5 3c hora

a) Qla ÍoÌocresc mênro do nívelda água detie reser/atóro enÍe
oina dá is horâ eof ina da4ehora?

b) OLranÌo o nírelda ág!à cresceu por hoÊ, en'r médiè, nesse período?
c) tulostÍe qle o cresc mento riédio hoÍáÍÌo dà a tlrè dè ágla no

r€seÍvâtóro enire â 1ê e a 73 hora não fo ÌSUè ao cÍe5cimenro
médio hoér io€nÍeofnalda la e4Ê hora

d) l\,1ostre qle entÍe a 5s e 7? hora, o nire da ágLrâ âumento! em
médi:  horára ma 5do qle entr€ è tê e4q hora.

3. Est rna se qle daqui a t anos, a população d€ !ma ceria comunlda

d€.e;  d.d.  oo Dt. .0-

a) Qlalé a pôpLr âção atlaldessa corÌrLrn dãde?
bl Qualseíá a popu âção de5sè cornLrn dâdedaq! a I ànol
c) Quanto essâ popu açãô cres.erá, eÌn médiâ, nessÊ leano?
d)Qla será a pop! ação desra.om!n dêdedâqu a 2 ânos?
e) QLranto essa popLrlação crÊscerá, em méd a, dLrrante esseç 2

i  lJ : ' r ,o,u ]
2,5 3c hora
zr +. Áóii
j s.noã l

i rt 6sho. I
J '.f."
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Explorando a idéia de derivada

Vamos iniciar a explorâçáo intuitiva da idéia de delivddo por meio da idéia de votioçAo deumafunção.
Consideremos o gráfìco:

Ì
t

Obseruemos que, quando a variável independente x "passa por\evaiatéx1", o conjunto devalores daÍunçâo

'passa por f{xJ e chega até f(x,)". chamâmos de voiação média ddÍunçáo nesse trecho o quociente:

f(x,)  -  f (xo)

Exemplor
Sea variável indepêndênte é o tempote S é o espãço percorrido por um ponto móvel nê55êtempo,temos que

Séfunção dete escrevemos5 - S(t), que éa equação horáriâ do ponto materialem movimento.

Entre os instantes to e tl, o ponto material se desloca de s(to) até S(\). A variação média da função S nesse
1Úecho oú avelocidade média com que o ponto mâterial se desloca entre to e tt é dada por:

v _ s(t , )-  s(to)

observemos que, fìxa ndo x./ a vâíiação média da Íu nção, rêlôtiva mente à variaçáo da variável, náo é constante
e dêpende dê xr, Assim, tomando vários x1 câdâ vez mais próximos de \, é possível (mas nem sempre) que essa
variação média têndâ a um determinado valor. Ocorrêndo isso, no limite, quando x1 tende a xd a variaçáo média

tende a u m valor quê será chàmado de taxa de vaiação instantânea no ponto \. À tãxa dê variâção instantâneã dâ
íunção no ponto xo cham aúos de deivada daÍunçáo Í em Íêlação à variávelx no ponto xo e Íeprêsentamos por:

. í{xJ

Vamos escrevêìà numa lìnguãgem mais convenìênte.
'  FazendoÀx: xj xoêÀy: f(xr) - f(\),  temos:

Avariaçáo média dê umaÍunçãoédada pela razão:

^y 
_ f (x J-  f {xo) _ f (xo + Áx)-  í (xol

Ax Xr Xo ax



Como consideramos xl variâôdo para se aproximâr de\, vamos châmá-lo apenas de x, e a variação média da

função passâ, entâo, a serdada poí:

Ày f(x) f (xo) _ f(xo + Àx) f(x0) ( taxa de var iação média da
Áx X xo função no intervalo [xo, x])

Assim, a variação instantânea da função Í no ponto xoou a derivada do íunção í em rclação àva ávelx no ponto

xoé dada por:

f ' (xo):  Âl imo^yÀx

,. í(x) f(x^)
r  lx^ l  = l lm

x+xo x xo

ou, ainda:

Í{xo) .limo 
lq!-érl jqll

Exemplo:
No caso do ponto materialem movimento, quandotr tendea to, a velocidade média pode tender a um valoÊ

limite que dará a velocidade instantânea no instanteto.
And logd menre ao exemplo ânr er ior.  tazendo Át t  toeÀS--S(tr)  sko),  Lemos:

Avelocidade média édada pela Íâzão:

^s 
_ 5(t,) s(to) _ s{to + 

^t) 
s(t")

Àt t, ro

Como fìzemos t1 tender ã to, podemos chamá-lo apenas det, e a velocidade média no intervalo detoa t1 édadâ,

então, Dor:

^s 
5(t)- s(to) S o + À0 S(t")

Àt t - to

Logo, a velocidâde instantânea no instânte to é obtida quândo fazemos t tender â to ou, equivalentêmente,
quandofazemos Àt tender â O, Ponanto, representando por \,,ìa velocìdade instantânea no ihstanteto, temos:

v-,= l rm v-= rrm -
' i  r ' -D r Ì -à Àt

.. s(t)- 5(t")
v,, ,  = l lm - t - to

. .  s(t^ + Ât) - 5(t.)
v,. = l tm - At

Concluímos, então,que a primeira idéia de derivada de umã funçãoínum ponto xo do seu domínio é avâriação

instantânea que a funçãoÍsofÍe em relação à vaíiávelx num pontoxo. Quando essa variávelé o tempo, a derivada

é â velocidade ìnstantánea de um ponto materialem movimento num deteÍminado instante t^

ou, âinda:

Dizer que Ax -ì o é o
mesmo que drzêr x r xo



l. Qua éa dervadâ da tunção f[D = x3 no ponto \ = 2,
Resolução:
Estamos pÍocuÍando t'(21 e teÍnos xo : 2, f[x] = x3.
Então:
f(xì=r l2)=23=8 

- '(xo + Àxl = ft2 + 
^xl 

: (2 + Lx)3 =,
= i2 + Àx)[4 + 4^x + iÂx],] =
= I + 12^x + 6[^x]'+ [Àx)3
Portanto:

fr2ì  = l im r_o _'r  t^or -

^x
ft2 + 

^xl 
ft2l: lrÍn

= ltÍn
(2+Lx)3-23

=,-  l+r2^x+6tÁÀ) ' :+t^xlr  /
AX

:  _ Âín2+6^{+t^r) 'z1
; : t  o Â1

= l i Ín l2+ hÍn 6^x+ tm fò(1 ' :=t2
' í * - ' í ! .__---

Logo,f'Q) = 12.
Podenros taÍnbéÍn resoiver esse pfobema de ouÍâ
maneira:

í ' txJ = hm 'r"r  ' r^or
-  x ixo x-xí

Í ' f2 l :  m 
!r  ' ! - r= tm " "=

,-2 
^ 

2 , -2 
^ 

2

(x-2)(x '+2x+A)
- lrÍn

(x 2)
=x mr[ f+]+4)=

r'[3] = liÍn Íi3 + Àx) fi3)

_ ln ' ,  l in 2\ '  n L-4-q-1-12

Loso, f'(21 - l2

2. Dererminef'[3), sâbendo que f[x] = x, + 2x.
Rêsolução:
\=3
i [xJ=ít3]=s'z+2.3=15
f(xo + Âxl = f[3 + 

^x] 
= t3 + ÂxÍ + 2[3 + ÂxJ :

= I + 6Áx + (Âx)'z + 6 + 2Áx : 15 + 8^x + [^x),

= liÍn l ls + 8Âx + (^xl ' : l  l5

= 8Àx + r^xl' 
^Ìf8 

+ Àxì
ax Âr+0 

^x:  hm 8+ m 
^\=8+0=8

Podernos Íesolvefesse prob eÍna de outra mâneiÍa:

f f3ì = trm ta t"i m
xr3 x-3

.  x '+2x 15=| l rn-=| | ín
x-3

[x': + 2x) ]5

tx 3ltx + 5l
tx 3l

:  m fx+5ì=8

Logo, f'[3] = I

3.  Ca,cJ e a d"r iv€da aê. rç;o., j  \ lmportoxo 0.
Resolução:
Esboçándo o gúÍco da iunção í[x) = x , vern

Í -  n

ìs"r-rn "r-"
Í \ ì  -  Í rnì  Yl  -  n. ,  ' . ' ,  _ |  ' : I l

x 0 x-0

lâ vrmos que nâo exisle o mte da íunçào g(x) = IL

quando xtende a 0, pois qLrando xtende â 0 pelâ d rcÈ
ta esse limite é igual â l; quando x tende a 0 pela es
qu€Ída, ele é gua a -t.

Í

I
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Como o I m te à d reita e o imte à esqueÍda são difercn-

les,  conc-hos que ;o p\ i ( Ìe o |T--r .OJsela,

í r1ì  -  í fnì
nào e,i).p o rif -i-:- e, poÍú-,o. -ão ê\ste

í't01.
Logo, não ex ste a dedvâdâ da lunção f[x] = x no

4- UÍn ponto Ínaleral s€ move sobfe lma traletóÍia qLra
quer segundo a equâção hoúra S(t) = t'? - 2t + 5, eÍn
qLre S é dado ern meÍos [rn] et é dado em segundos
[s]. DeterÍnine a veocidâde do ponto rnaterial no Ìns
tante to = 2 s.

Resolução:

Pfecrsamos deterrninar v =S' . TeÍnos

siÇ=si2l=2, 2.2+5=5

st\ + À0 =s(2 +^0 = t2 + Át), - 2[2 + 
^t] 

+ 5 :

: / + 4Lr+ (Lt), - / - 2Àr+s : lÀr)'z + 2Át+ s
Portanto:

v. . ,  = im
si t ,+À0-st t l l

Àt

(Ào'z+2a+d-l= tÍn
Át

Àír^,  + r ì
= m -"-" :1 :  m 

^l+ 
l i rn 2=

=A+2:2

Logo, vr!,r = 2 m/s. Assim, a velocdade no instant€

\=2séde2m/s.

DetenÌ ne a defvada da íunçãol:lR J Rdefrìidapor:
ãJl [x]  = 2x + I  no Pontox = l ;
b)f(x) = x'z - I no pontox - 2.

DeterÍnine f'[2]. sabendo que l: R > R é defnida poÍ
l tx l -x3-1.

,r. DeteÍmnef'[]), se existìÍ, sâbendo que í:lR ) lR é de
Ínida porf[x] = x L

: UÍn ponto maÌefa se move sobr€ uma ú4etóÍia segun
do a equação hoÍára S[t] = 2t'z + I [em que S é dado
em metros€t é dado em seoLrndosl. Detem Íìe avelo
cidâdeno ÍìstanteÌ = 3 s.

rj, llma paÍtÍcula se rnove €m Inhâ Íeta segundo â equação
hoÍária S[t] = 3t + 2 [S enì metros e t ern segundosj.
Detem ne a ve ocidade da partícu a no nsÌante t = 2 s

Exercícios propostos
Uma patícu a se move sobre uma tmjetófia segundo a
equaÉo hoÉria dada aba xo [eÍn qu€ S é dado em Ín€'
trcs e t é dado ern seglndosl Deteftnine, em cada caso,
avelocdade dâ pârtÍc!1a no instante indcado.
a)S = 2t,  + l0Ì  I  no instantet= 3 s.
blS -  t? + 3tno instantêt:  2s.
c) S = ts + t, + 2t + I noìnstantet = I s.

A aceeÍação a é a varlaçâo inslanlânea dâ veocidad€ v
em relação ao têmpo t nlm lnstante L, ou seja, é a deÉ
vada da veocidadev no nsknte tb:arq) = vi,,). Saben-

do que um ponto matedal tem velocidade varlável dada
peia expressâov = 3t'? + I, deÌeftnine sua acelemção, eÍn

âJt= ls;
bl Ì=4s

@À

[;C A interpretação geométrica da derivada

Já estudamos em Geometria analítica a inclinaçáo da reta.Vimos que,dada uma rêta r, seu coefìciente angular

6= Y:-Y'

em que Pl(xÌ,yr) e Pr(xr, yr) sâo dois pontos quaisquerda reta Í.Châmando deoo
ângulo que rforma com oeixo x, o coeficiente m é a tangentede cq ou seja:

m=tga

. Considerâmos d à paÍìr do eixo x, em diÌEção
a r no sentido anti-horário.

. Não exìst€ m quando r é paràleh ao €Ìxo y.



232 MatemátÌo . (onrexro & Aptk.çõ6

Vejamos, agorã, o que vem a set a ìnc\nação de funçóes (ou de curvas
que as repíesentam) em um deteíminado ponto.Intuitivamente, a inclina-
ção de y = Í(x) em (xo, f(xJ) é à inclinaçãoda rcta tangenre em (xo, f(xo)) ou
simplesmente em \.

Consideremos, porexemplo, ã inclinação da funçãof(x) : x,, ou da curva quea repíes€nta, no pontoxo

A incl inaçãoda secânteAB édada por:

f (xo I  h)  - t (Ç _ txo I  hrr  xá 2xoh h
{xo rh) xo h 

-  - r '  -2xo_h

À medida que B vai se apÍoximando de Â, ou seja, quando h vaitendendo a 0, a reta AB vai se ãproximando
cadavez mais da reta tangentetem xo.lsso signifÌca que â inclinação de f(x) : x, em \vaitendendo a 2x0.

Numa linguagem mais precisa, escrevemos:

, .  f (x"  + h)-  f (x.)

queé exâta mente f'(\), a deíÍvadada função f no ponto xo (com â diferença dequeaqui(hâmamos oacréscimode
h em lugarde Àx). Portanto, existindo f'(xo), existÍrá a íeta tãngente e:

f (xJ: tgd

que é o coeficiente angular da Íetâ t, tangente ao gráfìco de y = f{x) no ponto {xo, f(xo)). Assint â equação da reta
tangent€ ao gráfìco dey: f(x)no ponto (\, f(xJ)édada por:

, , , . - , -  Y f (xo) ou: y - Í{\): f'(xo)(x xJ

:  
h l imo 

(2xo + h) :2xo

Obsêrvação: Para ôdmitir reta tângente em um determinado ponto, o gráfico da função não pode dar"salto" (não
pode ser descontínuo nele) nem mudâr bruscamente de dìreção (formar"bíco,,) nesse ponto, Não âdmitem tangen,
teem \osseguintes gïáfìcos de funções:
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Retas paralelas ao eixo y nãotêm coefìciente angular, pois m : tg 90o não está deÍìnido.Assim, se a tangen-
te ao gráíi(o de uma função num ponto é paralela ao eixo y, ã funçãotambém não admite derivada nesse ponto
e dizemos que náo exìste a tangente ao gráfico por esse ponto. São exemplos disso as sêguintes funções, nos
pont05 xo indicados:

r

5- Deterrììine â equâção dâ Íeta tângente ao gráÍco da
lunção:
â) f(x) - x'? no ponto xo = l;
b) f(x) = x3 no ponto xo = 2.

Resolução:
al ítxl = x'? no ponto \ = l

A equação da rcia tangente ao gráfco de f(x) = x'z
noPonto\=1édâdaPol
y ltrl = f 'o)tx rl
Como ftll = l'? = l, basta calcular f'(11:

Í , r .  ì  t ,m \40 ' ,  !  t^rr  _'"y h_:o h

+ f0l  :  
hl imo

( r+h)- f tD

( í  +2h+h" l ) le+r)

=hlìmo[2+h]=2

y ft l l  -  f ' t l l tx lJ {-y - I  = 2tx - 1l <ì

Logo, y = 2x I é a eqLrâção dâ rcta kngente ao
gúÍco de f[x] = x'z no ponlo xD = ]

b) f[x] = x3 no ponto xo = 2

l l2) = 23 :8

f't2l = 
hrqo

f t2+hl- í t2 l

Í r r+hìe-Áì

= l im [r2h+6h'?+hr]

=Ím

h

í t l2+6h+h' l

Poftanto:
y- l (21 = í i2 l ix 2)ëy 8-121x 2) <)
<JY = l2x 16

Logo, y = 121- 166. 
"Ouaçâoda 

feta tangente ao
gÍáÍco de Í[x] = xr no Ponto xo = 2.

I L Dada a íunção f: R + R deínidâ por f(x) = x'? + 1,

a) í'12)l

b)a equaçâo da reta tangente ao gúnco de f[x] n0
Ponto \ = 2

9, Dada a fLrnção i :  lR J lR deínlda por f(x) = 4, 6s-
temlne:
a) l ' (  2) l

bl a equação da rcta iangente ao gÍáÍìco de f(x) no poflo
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10" Dada a tunção f : lR r  R

Ì ì" Dado o gÉncoì

deÍnida pof f[x] : x'? - 2x + I, deteÍm ne a equação da rera rângenÌe ao gráfco de f(x) no pon

al det€Ímne a eqLração dâ feta tangente ao gÍáÍìco da iunção ftxl = af no ponto

bl veÍifÌque que no ponto xo = 0 não existe í'[0], ou selâ. nesse ponto não existe a
derivada; portanto não exist€ a Íeta tang€nte.

ffi Funçâo derlvada
ConsÌderêmos uma funçáoÍcom domínio E e l(l C E)o conjunto de todos osx pãra os quais existe a derivada

f'(x). A função que â câda x € lassocia a derivadaí'(x)é chamada de funçião defivodd. Aexpressão de Í'é dada por:

fO=n,'t.!IjjL:l!9.

6. Sabendo que f(xl = x'z, obtenha a íunção derivada, ou sjnì p esmente a der vacla, f'[x].
Resoluçâo:

l i " t=nrt ! . ,9aÏA=ng,

=hmo[2x+h]=2x

Logo, f'(x) : 2x
Sequiséssemosf ' [ ] l , teÍ íarnosí ' [ ] l=2.1=2E.sequiséssernosf ' [x i ] , reríanìosÍ ' (xJ=2x0.

7. Detefinine a defvada da função cosseno, ou sela, deÌemine í'[x], sabendo que í[x] = cos x. Em s€guida, deteÍmine a

equação da reta tângente a f[x) no ponto x, = a

Resol$ção:

f(x + h) ftxl cos tx + hl cos x [ [cos |  .cos h -  sen { .sen h) cos x]

I l \ 'z + 2Nh + h' : ]  
^: l

f'..x): liÍÌì -
= lrTn

=rg,Imsx.[cosh ] l senhl
rì I [:a-

= cosx. 0 sen x.  I  :  -sen x
Logo, f'[x] = sen x

Equação da Íet€ taìgente ao gúÍco de f[x] no ponto x,: a:

. . /xì  ^  Jt
\4 '  4 2

. í , t  ì  
"  "E

\4, /  4 2

h

cosh- l  . .  . .  senh
lrrn senr.  l r rn

h l ì+o h+o h--- ; í i - t -

h 
limo ì:ï r = 0 ê uma àplici4o

do limite fundamênhl trigonométrìco

h 
ÌIto i9!Ix : I veia o capÍtuto anterioÍ
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Logo. a Íeta tangente ao gÉfco d€ í(xl = cos x no pon-

tox^=aédadapol

y rtxJ = í'txoltx - \l <-

*"- Í f r ì=f í r Í^  aì-
'  (4 ' /  \4. ' \  4J

"E 
.tE ( nì

l<+'  2 2\  4)

l ,  ( l r"  !ãì
<3V= X+l'  2 l .  I  2)

Porcnro, f[xJ = s€n x e a rcta procurada é

J, ( - tE" . ' rEìr
x+l-+- l'  2 | |  I  2)

Veja o gÉfco:

Resolução:

" l  Lerbrâ 10, que. veo.rdad";  ddda o"" d r i . .d
de Sttl, o! seja:

vf t ì :Sf t ì= hrn

Como
str + h) s(rl =

stt + h) - stÌl

= [2(t + h]3 + [r+ h] + l l  [2É + t+ ] l :
= 2[t3 + 3t '?h + 3th':+ h]l  +t+ h + I 2rl
-t I = 6rrh + 6th, + 2h3 + h

6fh+6rh'+2h'+hvftl = lirn

8. llma padícua s€ Ínove sobrc uÍna trajetór a obedecen
do à equação horária S(t) = 2t3 + t + I [S dâdo €fir
mçtros e t dado eÍn seglrndosl. Determ ne:
a) afunçâo veocldade em lunção do ternpo;
bl a velocdade da p2ÍícLrlâ no instante t = 2 s;
c) a Íunção aceleração em íunção do ternpo;
dlâ âceleração da panícu a no instant€ t = 3 s.

:  l lm
h(6t '+6rh+2h'+t l

= liÍn f6f + 6Ìh + 2h'?+ 1l = 6t? + l

Logo. v[t] = 6t'? + l.
bl PfocuÉrnos a veocidade no instante I : 2 s rsto é

procurcmos S'[2] ou v[2] Podânto:
v l2)=6 2'1+1=25
Logo.d\êocaãd"orpd .Lldno' ,d1|ê ;

de 25 m/s.
cl Â ace eração é dada p€la dervadâ dâ velocdBde, olr

s€jâ, a[t] = v'[t] Âss ÍÌr

airl = v'ttl : hm r::ri:

.- I6tr + hÌ + rl [6r + ]l
h

t2th + 6h': f í tr 2r + 6hl
m-=

Ì ì  h+0 r ,
= 

h mo [ ]2t+ 6hJ = l2t

Logo, a[i) : ] 2t.
dlA aceleÍação no instante t = 3 s é dad, po v'[3]

ou at3l :
at3l=12.3=36
Logo, a aceeração da paftícula no insiante t : 3 s
é de 36 m/s,.

{

Exercícios propostos

.. DeteÍm ne as íunçôes deÍivadas dasfunções:

dl rnixl = !ç

elhtx l :x '?+l

íl ntxl = I

ì .1, Usando o exefcíco ante of, deterrìrine:

15" Usando o ex€rcício anteÍoÍ, determ ne

r Determ ne as funçôes derivadas dasfunções:

cl s'tol

, "(+)
Ì E, Mostrc que a dervada da função:

alf:lR ì lR defnida por f[x] : ax + b [em que a e b são
númercs reas, a I  0) é iguala a;

bl constantefllR ì lR deÍ nida pof f[x] = k para qLrâlquef
x€ R.ólgua a0;

cJ identdadeÍ:  RJ Rdefrndâ pofí [x]  = xéigua a l

al (xl = x3

bl ?txl = -2x'?

c) g(x) = xr + x1

a) Í 'Cl)
b) {'(-r)

"[+),)h'l+.J
cl s't2l
dl m'ta)

el h'tol
Íl n'(3)

a) f[x) : sen x
blh[x) :2.cosx

clg[xJ=1+senx
dl {[x] = I - cosx

I
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[' JDerivadas de algumas funçôes elementares

Vejamos, agora,como sáo as derivâdâs de âlgumas funçõês elementares.

Derivada da função aÍim: f(x) : ax * b, a e lR, b € lR
Considerando f(x) = ax + b, temos:

f(x h) f (x)  à{x+h)-b-(ax- b) _aí ,
hhí-

Entáo:
f ' (x)  -  l im a-a

Logo, podemos escrever que:

se f(x) = âx + b, entãof'(x) : a

Exemplos:
l'q) Se f(x) = 2x + 3,entãof'(x) = 2.

2q) Se f(x) = :-x + 5, entãof'(x) :- ^ .

Derivada a. funçao iUentiOaOe: f(x) - x
Senafunçãoaf imdadaanteí ioímentef izeÍmosâ:1eb:0,teremosafunçãoìdent idade(x)=xepodere

se f(x) : x' êntão f'(x) : l

Derivada da função constante: Í(x) : k, k C lR
Se nafunção aÍimf(x): ax + b fìzermos a :0e b: kteremosf'(x) :  a = 0. Assim,

se f(x) : k entâo f'(x) : 0
Exemplos:
le) Se f(x) :  8, entãof'(x):0.
2q) se(x) : 1ã, entãof'(x) = o.

Derivada da função potência com expoente natural: f(x) : x', n C lN
ConsìdeÍemosafunçãoÍ lR+lRdef inidapor(x):x i ,n€lN.Aderivadadeíédadapor:

,. f(x I h) f(x) , (x I h)" x
' -  hJo h h)o h

Usa ndo o desenvolvimento do binômiode Newlon,temos:

u'r , , '  ínì"  í " ì* '  - í " ìu.  - - . . .* í  n ìu "  í " ìn-
\0/  \ r /  \2/  \n r /  \n,

"  nr ,""  ' - ínìr , , " .  
, - . . . , í  "  Ì "  o n

\2/ \" r,
Logo:

Í

[ ' " . "*" ' . [ l )*o ' . . . . . [ " i , ) " '  " .n]-"
h

/n\  /  ô \  I' '  l  l t rx ' - . . . - l  lh 'x .h" ' l -nx '\21 \n lJ l

ri*l = l'9"'

= ,,,' L".

I



Portanto, f'(x) = nxn ì. Assim,

sef(x) = x",n € lN,entãoÍ'(x) = nx" 1

Exernplos:
1q) 5e f(x) = t', entãoí'(x) = óx5
2r) Se f(x) : x'z, então f (x) : 2x.

No exerc[cio rcsolvido 7 Ítostramos q ue:

se Í(x) = cos & entáo f'(x) = sen x

Derivada da função seno: Í(x) : sen x

Se Í(x) = sen x, então:

f l * l :  r i .  t "n("  + 
l )  

t "n 
"  = r i . -

h-o h n-u

Íhì

-  t i .  , l  
2 /  .  t i ,n .orÍ  ' *- j  l -  t  .o.  

"  
- .ot  t

h-o n h-0 \ .  2 )

t
Logo:

sef(x) - sen x, êntão f'(x) = cos x

Derivada do produto de uma constanté por uma função: g(x) : c'Í(x)

comog(x)= c.  f (x),  temos:

s,G)=.L'1,,eg+4:I'T"

=.. 
n1;,' 

I[ÌIL-J.Í4 =.. 1'1*y

c . Í(x hì - c f(x) .  ctf(x + h) í(x)l
-- 

h i'T" h

se 9(x) = c ' f(x), então g'(x) - c Í'(x)

Exemplos:
1e) Se í(x) - 2 senx,entãof'(x):2 cosx.
2e) sef(x): 3. cos x, então f '(x) :  (-3x-sen x): 3 senx,

Derivada da função cosseno: f(x) : 6s. x

Derivada da Íunção logarítmica
natural (base e): f(x) = 1n x

Ê possívêl demonstrar quê:

l
se f(x) = ?nx, êntãof'(x) = 

;

Veja oquadro-resumo das deíivadas obtidas âté aqui:

:  l lm

Funçã DêÌiv.dâ

í(r) :  ax + b(a,b € R) f'(x) = a

íx)=x r '(x): l
(x) :k(keR) f'(x) = 0

f({ = x" ln e lN)

9!t =lt!x)

(x)={nx

q-EI'= !li4-
í(") = +

rhìsent-J í2x+hì.  -  . .os t_ |  =
h\2. /

t
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9, ÉnconÍ€ a equação da reta tangente à c!Na:
al  y = xt  no ponto xo = l ;
bly = ín x no ponto xo = 2

Resoluçâo:
al y = x5 no ponto x! = l

I tx l  =x5=ftxJ = r(r)  = 15 = I
f ' tx l  = 5x4=f ' t r l  =5 la=5
No ponto [ ] ,  l l ,  t€rnos:

I  l ì^  ì - j  i .  ì -

+y:5x 4
Lago a equâção da retâ tângente à curva y = x5 no
ponio [ ] ,  l l  é y = 5x 4

bly=lnxnopontoxo=2
í[x] = {n x

r ' l 'x ì=I=írzì=l
, '  . '  2

Âssm, no PonÌo xo = 2, temos:

\  - í í2 ' -1.2)r \  ?)- \  t  ? \  2 'L

+v=lx+fínz l ì'2

ogo. a eq d!ào da e.d l " rgpnle:  L,1d v fn \

noPontoxo=2éY= x+(?n2 1l

lO.Qualé a derivada da função í[x] : x3 no pontox0 = 2?

Resolução:
Í ' (x)  = 3\ ' - Í ' (2)  = 3.2,  = 12

(

ijP_te[figqgqgoperatórias ae! gqlyqse:

Vejãmos, ãgora, ãlgumas píopriedades operatór ias das derivadas, que admìt i remos veÍdãdeiíâs sem de-

Derívãda de uma soma (Õu diÍerençâ) de Íunções
Aderivada da soma (ou diferença)de duãsfunçóes é iguâlà somô {ou diferença)dàs derivadas dessas funções.

Ou seja, seíe g sãofunções deriváveis no pontox, entãoÍ + 9 (ou f  g)também é derivávelnesse pontoe:

(f + s)'(x) =f'(x)+s'(x)
(f - s)'(x) :f '{x)- 9'(x)

11. DeteÍnine f'[x), sabendo que
. l rL l  7- \ - r  d) ' t l  l  ? ' '
b l Í [x]  =lnx cosx el f [x) :ax' :+ bx+ c

cl í[x] = 3xó

Resoluçâo:
aJf [x]=x'?+x+l

Í ' [x] = [x, +x + ] l '  = [x,] '  +xr + l '  =
:2x+l+0:2x+l
Logo, f'[x] : 2x + l

b l f [x] : {nx-cosx
l'[x] = [{n x - cos x]' : [fn x]' - [cos x]' =

Porbnto, f't\l = + s€n À

cl f(xl = 3x5
Nestecaso, k = 3 e g(x) = x5. Então,f[x) = 3. g[x]

Logo:
I ' ix l  = 3,s ' tx)  = 3.5x'= r5x'

Ou, ainda:

t3x5) '  = 3tx5l '  = 3.5x4 = r5xr

Logo, f'(xl - I 5xr

dl í[x) = 3x'? + 2x + ]
í'txl = t3x'? + 2x + ll' = t3xl' + tzx)' + l' =
=3(x1'  + 2x'  + 1 '  -  3.  2x+ 2.  I  + 0 = 6x+ 2

Logo. f'(x) = 6x + 2

e)í [x]=ax'z+bx+c
f'txl = tâx? + bx + cl' = tax,l' + tbx)' + c' =
= am' + bx'  + c '  = â.2x + b. l  +0=2ax+b

Ponanto,l'[x] = 2ax + b.

ObseÍvaÉo O I opj, pnlF a o . 
"r 

oa ,pld ldnqe-

Ìe à turnção qladrática f[x] = ax? + bx + c no pofto
xo é dâdo porí'[xJ = 2axo + b



D rtr l=Ì  rn"+z.cos,

ru*r=[ ] .2"-rz.* . , ) '=

=[* *- ; ' * , ' ' - " , , '

Logo,r ' ( )J=- 2.sen\

I 2. Determine o co€ÍÌc €nte angulaf da reta tang€nte à cLr f-
vay = x3 + x,  + x + I  nopontoxo = l
Resolução:
0 coef c ente angular é dado pof í,(x0). Ass m:
f tx) = tx3 +x, + x + l l ,= tx),+ ix1,+ (x),+ 01,=
=3x,+2x+t+0=3x,+2x+l

Logo
Í ' txJ =Í ' f l )  =3.  l ,+ 2.  I  + I  =3 +Z+ I  = 6
Poriânto, o co€ÍcÌ€nte angu af procurado é iguala 6

- 
J 

&,,  2, ,o. ' r  
:  "  

*

= L 2. ."n"
3x

t

Derivada de uÍn produto de Íunçôes
A deíivãda do produto de duasfunções é;9ualà derivada dã pdmeira função vezes a segunda mais a primeira

função vezes a derívada da segunda. Ou seja, se Í e g são funções derìváveis no pontox, então fg também é derivá

(fS)'(x): f'(x)s{x) + f(,s'(x)

Exèmplo:

Sef(x) : 2x + 1 e g(x) = xs,temos:
. (fs)(x) = 2x4 + x3 + (fs)'(x) = 8x3 + 3x: O
. f '(x) :2 e s'(x) :3x2

. f'(x)S(x) = 2xr e (x)S'(x) : (2x + 1)3x2 = 6x3 + 3x,

. f'(x)g(x) + f(x)g'(x) : 2x3 + 6x3 + 3x2: 8x3 + 3x, O
Comparando Q e @, ver;ficamos que (fg)'(x) : f'(x)g(x) + flx)g'(x).

bl ítxl = tx, + 3x + tlifn x)
' [ ' ]  tJ 3, I  rr\  |  í \  3, t j  í . ì .1

= [2r + 3] fnr  + [x,  + 3(+ l ì - :=

=2x.{nx+3.{nx+x+3+-

Loqo Í tx l  = 2{ ín1+ 3.  (nx+ì+3+ -

üerivacla de um quociente de funções
A deíivâda do quociente de duas funções é igualà derivada do numeÍadorvezes o denomtnaoor menos o nu_

merador vezes a derivada do denomìnador, e tudo jsso sobre o dênominâdor elevado ao quadrado. Ou seja, se fe 9
sãofunçóes deriváveis no ponto x, com g(r 10, então I também é derìvávelnesse ponto e

í r Y,.., f lx)s(x) - íx)91x)
l t l '" '- G("t--
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Exemploi

Sef(x) = 3x'z - x - 10 e g{x) = x - 2, para x + 2,teúos:

.  í1ìt ' .r=\s. /
10

,
_1

;
: : "+s*{ ! ) '1, ,1

\s, /
(x-2)(3x+5)

. f ' (x) :6x leg'(x)=1

. f'(x)g(x) : (6x - lxx - 2) : 6x': - 13x + 2 ef(x)g'(x) : (3x'z - x - l0)l : 3x'z x l0

. ts(x)1': : (x - 2)'z: x2 4x + 4

Logo:

f ' (x)g(x) -  f (x)g ' (x)  _ (6x 'z-13x+2) (3x ' :  x 10) _3x2-12x+12 3(x' 4x + 4) :3 @

:3O
x-2

t

Is(x)]': x'-4x+4

f'(x)s(x)- f(x)s'(x)
ls(x)l'

compãrando (D e (iD, veriticamos aue 
llJ'rxt 

=

14. Determine f'[x], sâbendo que:

a) ftxl - 

-
b) (x) = IIa

c) f[x] = tg x
d) f[x) = cotg x

Rosolução:

ã)(x):  

-
f 'G)=t--- : : t= tx 'zÌ ix+ì  x ' tx+l l

[x + ]1'?

Logo, í,txl =
l - {nx

sen x
cl ÌL*J=tgr=-

, , r . . \  [sen x] 'cos x sen r '  [cos x] '
' . , .  . "" \

cos x.cos x -  sen x.  I  senx)

= l .  =secrx

Portanto, se f[x] = tg x, então f'tx) - seC x

cos xol ÌLxj=corgx=-

[cos x]'sen x cos x . [ser x)'

I sen x)sen x - cos x . cos x

-sen' ,x -  cost x sen'x +cos'x

= __: = -cossec, x

Logo, se f[x] = cotg x, então f'[x] = cossec'? x.

2xCx+t)-x '?[ ]+01
[x + ])'z

x'z+2x x(x + 2)
[x + ]l' tx + llz

rooo.rr^t = *t^+1)
(x+D.

.,.- t{n x) 'x {n x . (x) '
' " ,_ *

l .x-{nx. t
l - {nx

tx + rl':
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Derivada da Íunção composta

5eÍéderjvávelnopontoxegdêrivávelemf(x),entâoaíunçãocompostagoféderivávelnopontoxe:

h'(x) : (s of)'{x): s,((x))f(x)

Exêmplo:
Dadasasfunçõesf(x)=x'z1eg(,:y,,vamoscalcular(gof) '(r,depoìsg'(f(x))í,(x)econíìrmârquesãoiguãis.

. (g o fxx) : g(flx) = g(x, - 1) - (x2 l)2: x4 - 2x, + I + (g oD,(x):4x3 4x
f'(x) - 2x

9'íy) :2y

g'((x)) : s'(x'?- 1) = 2(x'? l) : 2x? 2
. s'(íx))í'{x) = (2x'z 2)2x:4x1 - 4x

Portanto, temos (9 ô 0'(x) = S'(flx))í'(x).

15. Detem ne h'(x), sabendo que:
a) h[x] : sen (2x + rl b) h[x] = sen [dn x]
Resolução:
al h(x) = sen (2x + lJ

Nestecaso,y = f[xl = 2x + I e g(yl = seny
e h(x) = (g o D txl. Âsslm:
Í ' (x) = l2x+ 1) '=2
g'(Y) = cosy = cos [2x + 1]
Portânto:
h'tx) : s'o/lf ixl = cos (2x + 1) .2 =

-2.cos[2x+] l

bl htx) : sef iín x)
Nestecaso,y=l[xJ -{nx e g(y] =seny.

í'íxì = l

S'[Y) = cos Y = çes 64n *1

h'txl = s'tylí ' txl  = cos tfnx). L= L.cost{nxl

l

I
I

\

Derivada da função inversa

Seíé umaíunção queadmite inversa eé derivávelno pontot com f(x)10, então:

(f )'(f(x)) = -fr ' IxÌ

Ou sejâ, sêâfunçáoé representada pory = y(x), ã suã invêrsa será dada porx = x(y). E,assimi

' I
sex: x(y), entãox'(y) = 

tGt
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Exemplo:
Afunçãof(x):3x - 6é btetiva. Logo, existeí !, inversa deÍ, Podemos dêteíminâr f-'(x) fazendo:

x=3y-6+3y:x+6+y:+x +2
3

1
Temos, entáo, f-r(x) : 

ãx 
+ 2.

Agora, vamos calculãr ê compãrarf'(x)e (f r)'(x):

.  Í (x) = 3x 6+ f ' (x) :3

.( f  j ) (x)= x +2r( Í r ) ' (x)=:
33

l
Então, (f ì) íx) - f,(x) 

.

&\

hifl Derivadas de outras funções

Função logarítmica: Í(x) : |sg. 1
Recordamos que, se f(x) : {n x (bâse e), êntãof'(x) = 1. Âgora procuramosf'{x)quandoÍx) - lo9"x.
Fazendo a mudança de base,tem05l

.  loq- x
loo x- -"  J log_ x -  log, ê .  log" x'"  loô ê

, t '

Então:

Usando a derivada do produto, temos:

f (x) :  log" e. log"x

Í'(x) = (log" e)1

16. Sef(x) = 2x +1, det€Ímne (f r) '(yl.

Rêsolüçâo:
y = í.a\) = 2x + I =y'(xl = f'(x) = (2x + ll' = 2

6- 1 ru1 =l=l
- - ' '  Í ' (xl 2
De out|a Tnane m, temos:
y = 2x + I +y'(x) = 2
A inversa da função y = 2x + I é dada pof

vl
2

l l
-- v' i ' l  2

observe q!e, se deÍivarmos a função x = l]-1 em
2

íelacão a v. obteÍemosr'fvì = ].
-2

17. Sey = v2,6"1"-1n" 
" 

derivada da sua nversa,

Rêsolução:
y = x, .ì y,(x) = 2x

- -  I  I  Iy_\,+\_Vy 
-r tyt_ vt_t  

-  
2r-  Z, l ;

Ou seja:



qtilqq8 . Ìnrrcdução às deÍivadó 243

Função exponencial: f(x) : 6r
Sabemos que:

f(x) = ar <r x = lo9ã f(x)

Vamos derivaÍambos os membros da iglaldadê x - loga Í(x), observando que o segundo membro é uma fun-
çãocomposta:

r : - f . tog"e. f ' tx)

ou seja:

f ' (*) :  ,  
f {")

como f(x) = a'e 
-L 

-  loq- a,temos: 
lo9" e

log. e
f'(x) = ar ' logê a : at ln a

''seflrdl-= al, ëntãof'(x) = a&, logê a = ax'ln a .

Obs€rvação: Se considerarmos o côso particularf(x) : €È,teremos:

Í ' (x)=er. lne:ex.1=ex

f'(x) : e'

seÍ(x) = êx, então í{x) = er

Ou sejal

\

Função potência com expoente real
Já estudamos a função potência com expoente natural e vimos que, se f(x) : x^, n ë lN, entáo f'(x) : nx" '

Vamos generaliza r esse resultado paral

h(x):x"(x>0ecr€lR)
Sabemos quel

er"" = x ( lembremos que a'q b =b)

18, DeterÍn ne h'[x], sabendo que:
âl htxl = os" tx, + rl b) htxl = e'

Resolução:
al htxl = oga tx, + ll

Ìmta-se de uma função composta. Assm:
f [x]=x'z+1
sty) = os"Y
f'txl = 2x

l l
g'01 = - : .  og"e =::-- : ,  og.ey' ÌLrJ
Então, vem:

' t \ ì  -  . . . loq e.  Í ' r i  -  _- . log.  e.2À
ÌtYl  -  r '+ l

2x
x' :+l  - r"-

2xL0g0,nuJ=- ogae.

bl h[x) = e"
T dta se ranoe n oe - nâ 'dnFo corposta. Assr:
v=Ítx l=x'z
sol = eY
í'(x) = 2Y

s'tyl = eY
Entào, vern:
h'ixl = g'tylí'txl = e!. 2x = e;' . 2x = 2xe"
Logo, h'[x] = 2xer
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Então:
h(x):X"=(eh9":e" s '

Ìêmos aí uma função composta. Considèrandoy = f(x) : e.{n xe9(y) = ev,vem'

f  (x)-o lg ' tY;  =s'

Portanto:
1l

h(x) -gív) f ' (x)-e" o 
" t -o" 

" ' ; -x"  ; -o 'x 'x 
-dx ' I

Logo, h'(x) = ox" r ,0elR.

A5sìm:

se f(x) = r, d e lR, x > 0, entâo f'(x) : o,c ' (a € LR, x > 0)

Vamosveragora em dois q uadros-resu mo asderivadas e suâs propriedades:

Í

19. Determine a derivada da função:

a) f(x) = Jx (x>O cf (xf =+

d) hGl = ./6-

t^

Então:

l ' l t )  = 2x,  1=-2x1=-:-

2LogoÌ lx l= I

Obseve que ,âo exlsÍe a derlvada no ponto x = 0.

dl htxl = r6os x
TÍata-se de uma Ílnção cornposta. AssiÍn:
Y=f[x)=cosx

sor =.t
Então:
f'[x) = -sen x

I

bl ítx) : {f

RêsoÌrção:

- !a) í(x) = ./x = x'
Entâo:

f/rxl = -:x2 = -:x ?
22

Logo, f'(xl = !
2lx

Obse've qre ro porÌo \ - 0 nio er,r,ed dFr[3a".

bl j tx l=iÇ=xr
Então:

l
Logo.ÌLxJ=-.

Observe que no ponto x = 0 nã,a exÌsteaderyada.

l l

3içt
f ix l= . , ( r

-_ 3 3 I
3x3

Portanto: lh'ixl = s'(y)í'txl = 
ut-t 

sen xl =

= I  , - . . " , ,  =

sen x
z!COS X

2160s x

(x)=k(kelR)

(a,bcelR,a*0) f ' (x)=2ax+b

=ax+b(a,belB)

f ' (x) = -senx
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f ' (x)  = a ' . {n a

Derlvadà Indl<!d! Dêrlvada (alaulâda

ExeÍcícios propostos

i : . Delermrne ss deÍivadas das seguintes íunções:

li) (f + s), (x)

6à) (fi), (, ou x : x(,

al í[x] = 100 d)(x):  xÁ

al l[x] = 3xa c)í [x]  = l0x3+2x'?

. Detemine as dervadas das seguntesíunções:

a)ftxl:--L cl f[x] = cotg x

b) (x) = I

r, :r DeterminJ as derivadas
postas:
a) h(x) = s€n x'g
bl htxl = logro tx':+ ll

c) hS) = .,ç' + x.

'l' Detemine as derìvadas d€s funçõ€s inversas das se-
gu ntes funções:

aly=f(x)-  i [  c ]y=l [x]  =x3+ 1

b)y = f[x] = -x, + 2 dly = ítx): a"
' ' DeÌeÍn ne as defivadas dâs seguinies f!nçôes

altul: {i
b) (xl - iF

I
cl fixl = x5

f ' (x) + S'(x)
rl(rl s 14

k.f ' (x)

b) (t = vç +x, el í [x] =x,,+x 4

clr tx l -x;+x 0(xl=xt  x3
'18. DeteÍm ne as derivadas das seguintes funçôes:

2x
das seg!intes íLrnções com-

dl hixl = {n ivx J
el hixl - e'""bl ltxl = {2x' - 2x dl ítxl = x" 1

i g, Deterrnineas derivadâs dâs segLrntes funçôesi
a) f(x) = e'+ ín x + k cl í[x] = senx + !-
b) f(xl = cos x + a' dl f[x) = log, x - rg x

':i DeLernre ã. de Naoês das segur'ìtes l. !òFs:
a) f[x] = x3 ln x
b)f(x) = [x'? + x + ]l[cosx]

cJrLxJ=vx.senx

d) f[x] = [ax, + bx + c)(ax + b]
' - Dere n ne as de tàdès das segJ e" ÍLrçõe'

a) l [x) :2 lnx+5 cosx
bl í(x) =x'? cosx k tgx

l  _.  I
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Estudo do comportamento de funcões

Por meio das derivadas podemos estudaro componamento de umâ função: se é crêscente ou decrescente e
quaisseusvaloresmáxìmosou mínimos,quandoêxistìrem,

Funções cÍescentes ou decrescentes
Recordemos quel

. íécres(êntêem um conjunto A C D(f) se, parô quaisquerxr € A ex2 € 
^ntemosi

x, < xr+f(x,)< f(4) t

í{x) é crescentê êm [â, b]

. f é dêcrêicente em um conjunto A C D(f) se, para quaisquer\ e A e x2 C À temos:

x,<xr=f(x,)>f{x,)

Observemos os seguintes gráficos:

r rxr : ts">oIo<"<])  r ' (x] : toc<o(+."=')
Íê crescente em [a, b] fé decrescente em [â, b]

f ' (x)=tgd:0

pois em lâ, blÍé constante
De modo geral, vale a seguintê propriedade:
Dada umaíunçáoÍcontínua no intervalo [a, b] edêrivávelno interuàlo (a, b), temos:

5ef'(x)> 0em (a, b), êntão íé crescenteem [a, b].
5ef'(x)< 0em (â, b), êntão Í é decrescenteem [ô. b].
5ef'(x) = 0 em (a, b), entãoÍé constante êm [a, b].

I

x:b

f(x) é decrescente em [â, b]
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20, Dâdá â função aím f[x) = 2x + 3, veÍinque em que
conjunto êlá é crescente.
Resolução:
f'(x) = 2 ãi'(xl > o Parã qualquef x e lR

Logo, f[x) = 2x + 3 é crescente em lR.

21. EÍn que conlunto f(x) = -2x + 2 é decrcscente?
Resolução:
f ' [x]: -2 =l '(x) < o para qualquef xe R

Logo, f[x] = -2x + 2 é decrcscenie em R.

EÍn qLra conjunto a função quadÍátca deÍnida por
f(x) : xz - * - U U 

"r"r"unte 
ou decrcscente?

Rosolução:
i[x] = x, - x - 6 + f'(xl = 2x l
Sinaìdêf 'Cx):

f fx l>0<+2x- l>o<+x>l- '  2

. f ì ì
LoSo, Í é cÍesceme no intervalo 

LZ. 
*J.

í ' (x)  < 0 <+ 2x -  I  <0èx<t

(  1 l
Logo, Íé dêcrescente no intervalo 

l-ó,7 I

22.

Já eblamos !€rificãr quando a fündo do le sÌãu €
a quadráti(a eram crEscentes oü decr€scentes p€los
s€us coeficientes. Agorà estamos v€rificando Por
meio de süa! deriwdas,
CompaÍE as duas maneiras,

Confìrmê anàlisando o sráfìco de f:

23. Dadâ aí lnção f [x) = x3 6x'?+ 9x + ] :
al deiem n€ o conjlnto ern que Í é cÍescenle ou de-

bl ache os pontos nos quas ê tangente ao gráfco de
f(x) é páÍalela ao elxox;

c) esboce o gúÍìco de i(x)

Resolução:
aJ i (x l  = f  6x'z+ 9x + I  =f ' [x]  = 3x' : -  l2x + I

S nal de f'[x]

f'(x) = 3xz tr* 
' 

n
sâole3.
f'(xl > o <i
<+3x, l2x+9>0,

Logo, Í é crcscente ern [ ü, ]l U t3 d).
f'[x] < 0 <i 3x'z l2x + I < 0, qüe ocorrc quando

bl0s pontos nos quais a Ìânsente ao gráíco de í[x) é
pa|aea ao eixo x são tais q!€ f'[x] = 0.lsto é
í/ [x]  = 3x'z -  12x+ I  = 0<ìx'  = I  ex"= 3
Por outro ado:
f0l :  13- 6. l ,  + 9. I  + I  = I  6+9 + I  =5
f[3]=33-6.3r+9.3+l  =27 54 + 27 + 1 = 1
Poldnto ala gênrF oo q dr '  o ae Í( \ 'e pa'EFa ao
eìxo x nos pontos de cooÍdenadâs (1, 5) € [3, ]1.

cJ Esboço do gÉico

f'(x) postva zeÍo negativa z€ro positiva

Í(x) cfescente tí decrescente \ cÍescente y'
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íçeÌrírios pÍoportoÜ
f;;;;;;;;ì;;;íunçôes abaixo sào crescenres

ou decrescentes?
alf [x)=3x+6
bl f[x) = x, 6x + I
c) f (x) :x3-x 'z-8x+l
d)f(x) :  3x+1

:17 DeterÍnine o conjunto em que as funçôes ab€ixo são
crescentes ou decrcscentes:
al (xJ = e'
b)(x l=senx,0<x<2tr
c) fcxl = {n x

?8. Cons dêre â fLrnçãoÍ[x] = (x-313 3x:
al determinêo conjunto no qua f(x) é crcscente ou de-

2€1. Um ponto matedalse desloca segundo o gúico abaixo:

â) Em que instantes S é uma função cresceíìte do tempo?
blEÍn que instântes S é uma função dècrescente do

teÍnpo?

3S, Se unr ponto mâtefiãl se move de acordo com a funÉo
honáÍia S[t] : 2ts 24t, + 72t + 3 [S dãdo em metros e
t dado emsegundos), detefmine em que instantes o pon-
to rnateÍial tem veÌocidade:
al crescente;
bl decrcscentê.

t

blache os pontos nos quais a tangênte âo gráflco de
f(D é pamlela ao eixox;

cl esboce o gníico de f(x).

Máximos e mínimos
Vêjamos âgom oqueé máximoe mínìmo local(ou relativo)de uma funcão.
Consideremos âs Íunções:

le) f(x) = -x, + 6x - 5

Dizemos que x = 3 é um ponto de máximo locolde f(x): -l + 6x - 5ê que Í{3) :4 éum máximo local de f(x).
2Ê) Í (x) :x,-  5x+4

\2 '  4)

Dizemosquex=iéum pontodemlnìmolocaldef(x):*-sr*l"c*f[I) :  -2 é um nínimo locot def(x).

3B) f(, defìnida em [a, b]
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Pontos de máximo locais:xr,xr ex6.
Máximos locâis de f(x): f(x,t f(xa) e f(xó).
Pontos de mínimo locais:x1,x!ex5.
lvlínimos locais de f(x): f(xr ), íx3) e íxs).
Vizinha nça de xo: intervalo aberto q ue contém xo.

De modo gerâ|, dizemos que um ponto \ do domínio de uma Íunçâo f é um ponto de máximo local de Í
se existir uma vizinhânça de xo de modo que, pârâ todo x pertencente a essa vizinhança, tênhâmos (x) < (\),
Nesse câso, f(xo) é dênominado máximolocoldeÍ.

Anâlogamente, dizêmos que um pontoxo do domínio de umâ funçãofé um ponto de mínimo local del se exis-
tir u ma vizin hança de xo de modo que, para todo x pertencente a essa vizinhança, tenhô mos f(x) > f(xo). Nêssecaso,
f{xJ é denominàdo m/nimo /ocdl de í

Chamamos também de m áximo absoluto de Ílx) ou somente mdximo de f(x) o maior valor que a íunção atinge
no seu domínìo, e mínimo dó5oluto dê Í(x) ou somente mírimo de f(x)o menor valoratingido poÍ f(x). Na função f
definida em Ia, bl, do gÍáÍìco anterior, Í(\)é o máximo absoluto de f(x) no intervalo [a, b]ef(\)é o mÍnimo absoluto
dê f{x) no intervalo la, bl.

observemos estes gráfìcos:

Ne5ses dois caso5 a reta tangente no ponto xo é horizontal, isto é, seu coeficiente angulaÍ é igual a 0, ou seja,
f'(xô) = 0. Observemos também que \ é ponto de máximo local num exemplo e ponto de mínimo local no outro.
Podemos enunciar entáo umâ DroDriedade.

5e uma função Ídefìnida numa vizinhônça do po.to xofor derivávelem \e\for ponto de máximo local
ou de mínimo lo(al de í entáo f'íxJ - 0.

Observemos que a recíproca não é verdâdeiÊ, ou seja, f'(xo) = 0 não acarreta que xo seja ponto de máximo
localou de mínimo local.

Exemolo:

249

(x) :  x3 +f ' (x) :3x, âÍ ' (0):  3 .0,  = 0

Mas x^:0 não é oonto de máximo localnem dê mínimo local.
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Determinação de máximos e rnínimos iocais
Um ponto xo talque f'(\) = 0 é chamado de ponto.rÍtico de í
Vejamos agora uma propriedade que pêrmitirá indicarse um pontoé dê máximo localou de mínimo local.
Considêremos uma função f defìnida numa vizinhança de \, admitindo até a derivada de segunda ordem

(f"(x)) e tal que f'(xo) :0. Assim

. sêf"(xJ > 0,então xo é ponto de mínimo localde Í ;

.  sef"(xJ < 0,então xo é ponto de máximo localde í

Vamos ânâlisâr essa propriedade, considerando como exemplo â funcão Í do exercício rcsolviclo 23:

f (x) :x:  Ur '*n**t

f ' (x) :3*u tr*  u t
f"(x) :6x -  12
f'(x) : 0 e 3x'? - 1 2x + 9 = 0 <+ x' = 1 e x' : 3 (pontos críticos de 0
(11):6.1 12: 6 < 0 (1 é ponto de máxìmo local)
f ' (3) = 6.3 l2 = 6 > 0 (3 é ponto de mínimo local)

24, Considefe a íunção i: ÌR r R deínida por

fÍxl : x' Ex' + t8x e determÌn€:"2

al os pontos cfft cos de Íl
b)os pontos de máxirno loca e Tnín mo oca i
cl os rnáx mos oca s e os rnínirnos locais.

Rebolução:

al Í r r ) - r  - l r '+t8À+r ' ,^r  -3À/ tb^ u
2"

f ' [x]  = 0 <+ 3x, -  l5x + 18 = 0 <+x'  :  2 ex" -  3
Assm, x' = 2 e x" = 3 são os pontos crfticos de í

bl f [x) = 3x'1- 15x + ]8 = í" [x) -  6x ]5

Vejamos qual é o s nâ de í"[x] nos ponlos crítcos
2 e3.

l " [2]=6.2 15= 3<0
CorÌro f"(2) < 0, xo = 2 é ponto de máxirno loca.

í" [3]  -  6.3 -  15 :3 > 0
Conìo l"[3] > 0, xô : 3 é ponto de mÍnimo local.

c) À4áxirno loca :

í (2)  = 2 ' ,  
; .2 '1+18.2=14

l\,4ín Íìro local:

i131 = j ,  -  J!  .3,1 ts.3 = Z = 131
222

Pílntôs de iní{exão
Considerem05 os gráÍcos das funções:

le) f(x) : ;1u 1 6, 1 .1u 
'' 

O,
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2e) f (x) :ax,+ bx+ c(â<0)

39 (x) : x3

4-o) f(x) -  (x -  â)3 + b(a >0eb > 0)

{

Observemosque,nocasodef(x)=ax'?+bx+çcoma>0,ográÍìcoestátotalmenteacimadaÍetâtangente,
No caso a < 0, o gráfìco êstá totalmente abaixo da retâ tângente. Nos outros dois exemplos, parte da curva está acimâ

da reta tangente e parte dacurua está abaixoda retatângente, o pontoem queocoíeessa mudança (o noterceÌío

exemplo e I no quarto exemplo)é chamado de ponto de inflexdo. Em pafticular, quândo â reta tangente é paÍalela ao

eixo x (ou coìncide com ele), o ponto de inflexão e di\o ponto de inflexàohotizontol. E o câso do ponto O.
Pâra identifìcar pontos de inflexão verÌÍìcamos que, sendof"(xo) :0 e f/(xo)+ 0,então

.5ef'(xo) :0, xo é a abscissa do ponto de inflexão horizontal;

. sef'(xo)+ 0,xoé â abscissa do ponto de inflêxáo com tangenÌe oblíqua em Íelaçãoaoeixo x.

I

I

25. Determine as coordenadas do ponto de iníìexão da
funçãoi
a) f(x) = x3 bl í[x] = x3 - 3x'z+ 4x - 12
Resolução:
a) Pam l[x] = x3, tenìos:

í'txl = 3x'?
f'txl = 6x
f" txl = ô

Então:
f ' (o l=6..0-o
l" Í01 =6+ 0

i0ì-0 r  \o -  0 e a ab.Li ì"a de JT po Ìo d'  n
íexão hofzontal.
f ix l=x3ìf to l=0
Logo, ss coordensdas do ponto de infexão hoÍizon
talsão [0,0].



Càpítulo8 . lllÍodu!ã0àsdeívadàr

Varnos rnost|âfqLre4 > 4,, partindo de urna afiffnação
verdadeim e usando urn aftício
lx.  y) '1>o+\ '1-2xy+y'>0
Somando 4xy ern ambos os rneÍnbros, t€ÍÍos
x'z + 2xy + y' > Axy ) lx + y)2 > 4xy
Dvrd ndo arnbos os rnenìbfos poÍ 4, ternos

\2 )

Segunda rêsolução lusaJìdo derv€das]:
Sendo R irnr reiángulo de dimensôes xey, seu peírne
ltoéP = 2x+ 2y e afueada sua região éA = xy

P-t!
P:2x+2v=v= _'

2
fP 2x\  PÌ  2x '

'  \2 )  2
2x,  +Px "  P

22
A dervada da íunção Á[x], em x é dada por:

p
A'[x]=-211-

DD
A'fxì=0+_2x+ =0=x-

24
Calculando a defvada de seg!ndâ ordem, t€Ínos
A"(\) : -2

Ássirn, Â"(xl < 0 parâ todo x. fogo, 
" 

= *, = I 6

ponto de máxiÍno de A[x] O! seja. a área será rnáxima
quandotv€mos:

P 2x+2y _x+y
4. 4 2
que é o lado do quadÉdo de rnesÍno peÍírnetÍo qLr€ o
retângulo R, pois:

4l  ' l=2\+2r
\2 )

28. Qras devem seras dlmensôes de umâ lalâ cilírìorrca oe
volìrme tÌxo V, de forìlra qu€ a quantidade de rnaÌefal a
ser util zado para a suâ lâbÍicação seja â menor possír'e ?
Resoluçâo:
Sejâ h a altl|a da ata ciín
dfca e r o Íaio da sua bês€.
Qìreremos m nlm zaÍ a sua
àr€a tota :

= 2ne + 2nth A
CoÍno o volurne do ci ndrc é
dado pofV = ÍÉh, vem:

h=;@

| ---"i

I

- ' - . . ' - . -

SubsttLr ndo O em (D temos:

7=2n1"a?!

Adefvada dessa íunção em reiação a ré:

2V qnl  .  Vì
^út=Anr 

=-tr ' -  |r  r \  2Í)

ì - /  \ /  \
n' t r l=oer; l r ' - - l=o-

r_ \  21rJ

- 
. l

IV i  V \ I

ìl 2Ã \ 2tÍ )

Cac!ando ê d€rivada de segunda oÍdem, obternos:

A't Í l=ar++

r iV\ l
N0pontoÍ=l . : l , temos:

,"n" ^.k+|ll, o * *F =íll '
1," ,1 

\zf t l

Cornoh= , , temosl

n= V = V =

"fr'r=l' ^írrì:" f t  z^t l  \2í '  )

uítr'ì;
_ \2Í t )  Ví  _r  _r,

/v\ : /vìr  " í / ì  1 -

" f ;J l ; l  
" \2")  2

Logo, h : 2r.

Porlanto, as d mensôes da latâ c líndfca são

/V \ I  Vr- l  - l  eh- oqieacê?16'  -  2- .
\2x )

As9Ír, d au ctl_d rcè oê vo Lne Íxo e atea ma^tTna
tem âtura gua âo dobrc do raio,

29. O custo tota de fabricação de x Lr nidades de um produ-
to é dado pof c[x) : (3x, + 5x + ]921 reais. Quanrâs
unidades deverão serfabÍicadâs pam qle o custo mé-
dio seiâ o menor possfuel?

t  . r l

^ ' l í  
v- ì  l - ""  4v -an-!È 12n . .

\2n I  v V
t l2"

e uTn

Í
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Resoluçâo:
3x'+5x+192=3x+5+l9l+ cm[x] =

comx>0 pos se trâtâ de núrnero de Lrnidades fabdc€das.
A deÍvada dessa Írnção é:

c ' - tx l=3 r ;

c^( . ) -0F3-.19i-0-3 
11'- '  

-+ 61è\-eoL\-  I
3

Comox>0,entãox=8.
Cêlculando a defvada de segunda ofdern teÍnos:

c: t ' l=+tcornx>01

PolanÌo. c;")  0 "  \  -  8 ó JT po_Ìoderì i i í ro
Logo, pa|a que o custo médlo s€ja o ÍÍenor possfvel, deveËo sefíabfc€das 8 unidades. O custo méd o seÍá de R$ 53,00
e o custo totalde R$ 424,00.

3o.Detemine o ponto da h péúolex'? y'?= I nìas próxiÍno do ponto [0 ]).

Resolução:
quefemos rnin mizar a distânci€ d do ponto (x, y) da curva ao ponto [0, ]1. Assirn:

"-" t '  
t , '  r ,  I  - \ , l : -0-r Ì -d- ' '  U-)O

N4in mizafd ou d2 é a mesma cosa,
D€ x, y, = I, obteínosl
x,= I  +y,  O
Subsrru ndo(D em O€ charnândo d2 de D, temos:
D6/l= I  +Y'z+ tY l l '?
A dedvada d€ssa turnção é dâda por:
D'(9=2y+2(r  1)=4y 2

D'tv l=C.?4v 2=gov=1'2

Calçuando a defvadâ de segLrndã ordem, vern:
D'O/)=4>0

"q"oí=ì  
o"v -"  oporroo",rn ' ro.

\z)

SLrbsttLr ndov = ] em fi). obtemos:'2

Jí
^ 

l - \  èx- l  |  |  ì  - 'Éx-:- i - :
'  \ , )  -  t !  2

/  . \  /  F , \
oso. e-los duês so . ções: Pl * 

- 
ì" 

" ' l  
Y - l*"

\ " t \ " ' )

h perboe x'z- y 'z = l

são cs pontos Ínais pfóx mos d€ [0, ]l dâ hlpéúole

número de unidades fabricadas

Í

Exercícios propostos '

SS.DetemnedoisnúrnercsxeycujâsornasejaumnúrnercfxoSposiuvoecujoprodutoPsejaomaiofpossível .

3 6. Prctend€-se íabdcâr urn copo de fofrna ci índ I ca com vo ume Íxo V. Qua deve sef o ra o da base do copo pâm se gasÌaf
o rnínimo oossíve de materal?
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37. F rrerooosos eú_gJ os oe ired igLa a36cÍr ' .q.€ "
o de neror pe i'ì etÍo)

38. Entre todos os fetângulos de peÍrnetÍo igual a t6 cm,
quâlé o quetem áfea máxirna?

39, NuÍnâ indústfa, o custo de montageÍn é diÍetamenle
prcporcjonal ao nú merc de máquinas utìl zâdas e o cus-
to de oper€ção é inveBamente prcporciona ao núrnero
de máquinas Lrtiiz€das. Quando é que o custo tota é
mírìimo?

I Sugesião: O custo tota c(x) é dado pe â soÍne do cusro

_ /k" ì ì
de montâgem [\ x] com o clsto de operação I r l. I'  \x  ) )

40. 0 custo total de fabr cação de x Lrn dâdes de urn prcduÌo
édâdo pot c[x) : 3x'z + x + 4S. quanhs un]dades devê
Íão ser fabÍ mdas parâ que o custo médlo s€ja mínimo?

41. Mostreque [2,2) éopontoda cuÍva y = x3 - 3x qle está
Ína s próxirno do ponto (11, t).

42. Deteminê âs d mensôes de uma ca xâ Íetangular de b€se
quadÊda, seÍn tâmpa, sabendo que suâ árca totaléfixada
Ae seu voume é o maÌof possível.

43. UÍnajanela tern â fofrna de Ltm se,
rnicÍcuo sobre um feünguo. De-
tefinine as diÍn€nsões de rnodo
que o peflmetro seja 3,6 rn e a
área a marof possív€|.

f

44, Detemì ne âs dirnensôes do cilndrc reto de vo ume rnax -
m0 que pode ser inscrito numa esfera de raio R.

Gl Outras aplicações da derivada

31. (UNA 1,,40) Sâbe-se que metade dos produtos expoÍ
tados pelo Bmsi veÍn dos fecurcos natums
A dedvada pdrneira da íunção E(x) = 41: - ,rz * U* - ll,
pãÍa x : 2, equivale à porcentagem dos pÍodutos pr
máÍios [caíé, rninér]o de feÍÍo, etcJ, que é der

Uma íábrica de sâpâtos teÍn um custo para produzifx
saodlo: dado po, Crrl - 3000 + 25r. cor C erì ?ais.
Qual é o custo marginalque essa fábr ca terá parã pro
duzf ÍnaB um sapâto?
Resolução:
rn[x] = Cr[x] = 25 reas
O custo rnafg nal dessa fábrcâ é constânte e iguâ á
R$ 25,00.

34. UÍÌìa íábr ca d€ componentes e etrônicos tem um custo
paÍa pfoduzfx componentes dado poÍ

ct i - ---: - 160\ - 200. com c eÍn reas.
3000 2

Qualé o custo marglnalque essa íáb catem parâ prc-
duzf mas um componenle quando x = 0, x = 100,
x = 400 ex = 800?
Resolução:
0 custo rnarcinalé a derivada do custo:

mtxl=C'fr l= I  
^+260I00n

m[0] = 260 rea s
m[]00) = 170 rcas
m[400] = 20 rea s
m[800) = ]00 feas

aJ 36qÓ. bJ 38%. c) 41q0. dl49%.
Resolução:
E'(x) = 12x'? - 6x + 5 = E'[2] = 4l
Resposta: alteÍnatlva c.

32. tFÇC-SPl Um rnóve efetuá urn rnovrÍn€nto rctlín€o
uniforÍneÍnente vaÍiado obedecendo à equação hoÉds
S=6- I  0t  + 4,0t '?,  em que o espâço S é medido em
metrcs e o fstante t €m segundos. A velocidade do
móvd no nstânte t = 4,0 s, em m/s, vale:
aJ l0 m/s.
bl0 rn/s.
Resolução:

cl  l0 m/s. €l32 Ín/s
d) 22 n/s

Avelocid€de é â d€rivâda do espaçoi
v( t )  = s 'Gl  = l0+8tãv(4)=-10+32=22n/s
Respoatâ: alternâtiva d.

33, ChaÍna-se custo nìafgina de pÍodução de um adgo
o custo adiciona pam se pÍoduziÍ Lrm arlgo além da
quantdade já previsra. Na prática, a função custo rnaÈ
gin€lé a derivadada função custo.

45. Corn os dados do exercício Íesolvido 34, determine:
âl o níve de produção no qua o clsto rnârginâ é rnín mo; b) o cr.rsto mafginalmÍn mo,
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l,Urna panícula se desloc€ de acordo coÍn a lei

S(t) = t'? + t (S dado em metros et em seglndosl.
Detenìine:
al a sua velocidade em função do tempo;
b)a suâ velocidade no insknte t = I s;
cl a acdemgão da partícu a eÍn função dot€Ínpo;
d)a acelerâção no nstante t = 4 s.

2. Um ponto material se Ínove de scordo corn a ei
S[t] = sen t + t (S dado em Ín€tros eteÍn segundosl.
Caìcule:
al â sla velocdâde em tunção do tempo;

bì â sua velocidade no lnstante r = a s;_3

cl a sua acelemção em fLrnção doiêmpo;

dla sua acele acão no nstante r = I s'4

3. Detemine âs dervâdâs das seguntesíunções:

â) f[x] = 3!ç x3 senx

b) f (x)  =x3.?nx- !ç.senx

4. DeteÍm ne as dedvadas das seguintes funçôes:
Êr +l

o if*l = 
i." *

bl fixl = sec x

5. Deterrnine as defvadas dâs segu ntes funções coÍr
postas:
a) h[x] = cos (x2 + 1l

b) lì(x) : ts t!ç)

c)  h.a) = e 'sen l l  + *  l
\z )

6. Detemineas deÍivadas das seguintes íunçõesl
al ítxl = x'
b) fixl = x 5

cl f tx l=dç+2

7. DeterÍnìne âs defvadas das segu nles flnçôes:
âJ f[x) - ?n (x3 + 2x]

DlÌ lxJ = -

cl t t " l=s"nr+.nF+z

8. Em quas intervalos as íunções abâixo são cÍescentes

a)f [x]=-x '?+3x-2
bl i(x) = x3 - 3x'z+ 8x - 2

9. Sabendo que urn ponto malerial se move de âcofdo
corn a função horária S[t] = f + 2t + 3 [S dado em
rnetros e t dâdo ern segundosl, deterÍnine em que n-
tervâlo detempo sua velocdade é:
a) crescent€;
bl decrcscente.

10. N4ostrc que, paÉ quaquerfunçâo quadÉtìcâ

h' t . j  -  a"7 -  or  -  c ra -  0t ,  r  -  ^-  ê, l lponto

de Ìa. i r  o ocalou oe r In, Ìo loLâ|" v -  --  é -T
Íìáxlmo lÕcâl ôLr mín mo ..âl 4a

I l lvlostre que o Íetângulo de árca máxmâ nscdto nLrma
cifcunÍ€Íénca de mro ré urn qLradrado.

12. Moslre que, entÍe todos os trângLros isósceles de OLra
peÍíÍnetÍo, o de áÍea máxìrna é o trângulo eqü lát€rc.

13. Dei€mjne o ponto da cuÍva y'? = 4x rnais próximo do
ponto [2, ]1.

14, Um pedaço de baòante de comprimento Lé coftado
em duâs pa|tes, uma delâs sendo dobrada na foflna
de um tdângulo eqüilétefo e a outra na íoÍma de uma
cìrcuníeÉncla. Corno deve sef corbdo o baÍbante
paÍa qle a soma das áfeas i ÍnÌadas seja â maor

1 5. Dere rinê o num"ro po.itr\o cujd sorè cor seL | \ er-
so sqa a rnenof possNeL.

16. Dada a fLrnção fdeÍn da poÍ f[x] = 3xr 2x detemÈ
ne, usando a deÍn ção:
aì a dprivadd deÍ ' ìo po roque.êr"b.. i \sa5
bl aíunção de V3da deÍ.

17. Usando as regras de derivação, determine

aJ r'(xl quando l[x] = 5xr + 2./( - 3
blf'(xl, quando í(xl = x. cosx;
c) f ixl, quandoítxl = 3'+ €"i

dì íí rl rrì or,ìndíì ií\l : i:----l
2

e)tço f . r  q-d ' ìdor, ' r - \7eaur -y :
D í"[x], quando Í[x) = x5 4x3 + 7

lB. Um móve se desloca de acodo corn a função
S[t] = 2t3 - t'z + 2 (corn S dado eÍn rnetrcs etdado
ern segundos) Det€mne:
â) a função veloc dade e a velocidade no nstante

t=3s.
bl â íunção ace e|ação e a aceleÍãção no instante

otco=r"n[r ,s i -* lJ

f



GI-q-s@sl:rsqqsiq
ï. [UEL-PR] A defvada da lunção Í, d€ R em R. deÍìn da

pof f[x] = 2x5 + 4x3 + 3x 6. no ponto de abscssâ
x=-1,éiguala:
a) 25.
bl  19.
c) s.
dJ 5.
eJ 3.

2. IPUC SP) Uma padíc! a rnov]rnenta-se sobrc umâ reta,
e a l€ honára do movrnento é dada porS = 2t, 5t 2
[Sl].AacdeÉção escaaf do rnovimento é
a) 2 n/s'z.
bl4 m/s'z
cl -5 m/s,.

eJ zeÍo.

3, IFCC SPI Uma partícula esrá ern movÌmento, obede
cendo à função horáÍia x = 5 2t + t,, em ufidadês
do ssÌerna nlernacionalde unidad€s. A padícula sofre
É revercão da veÌocdade Íìa pos ção € no fstante:
aJ13me-2s.
bJSme ls.
c l5me2s.
dl5me0s.

4- (UEL PRI A€qLraFo honíra cle um móve éy = 1 1 21

s€ndo y süã altuÍa em reação ao solo, medida ern rne
tfos, e t o núm€Ío d€ segundos transcorfdos após sLra
paftida. Sabe-s€ que a veocidade do rnóve no nstante
t = 3 s é dada pory'[3], ou seja, é ê deÍivada de y câl-
culâda ern 3. Essa velocÌdade é iguala:
a) 6 m/s.
bl r r m/s.
cl 15 m/s.
d) 27 n/s
el 29 m/s

5, tlvack SPJ Se ftxl

a) 2.
bl  r .
cl o.

então f'[â) va e:

dl a.
e) 2a.

6" lMack SP] Â d€ vada da função Ídada pof

2x 3x' 4
5 6x 2x':

bJ Não existe.
cl 4x3 4.
dl r 5x4.

'-?- [UPE] Sea defvadâ de segLrnda oÍdem de urna íunção
-a eoosi l r \ "Fr Lr Ìenaoaoeno.d,bì  d.o.a\ i -

dade 0a curva que rcprcsenta geometrcarnente a Jun-
ção é votâda parâ cma ern [a b]; se fof negativa, a
concavdade é voltada para bâxo ern [a, b].
s€ja g(xl = x3 - 2x'z _ x + 2, x € lR, a derivada de
s€gunda ofdem de urna lunção rcalÍ Então, a concavi ..
dade da curva que ÍepresentaÍé:
aJ votada parâ cirna, ern todo R.
bJvotada pa€ baixo, em todo R.
cJ v0 tada pafa c rna, nos inteÍva os I < x < I ou

x> 2.
dJ votada paÊ baixo, som€nte no ntervalo I < x < 2.
el votada pam c ma, só no ntervaox > 2.

IU10sP 5" ia ' .L JJ J3 l -  c a 'LrÇèo d-Í1dd

por f[x] = x3 3x. 0 valor mÍn mo absolLrto de f e o
vaor máxirno abso Lrto deÍsão, respectivârnente
al  2e0.
bl-2e18
c)0e21.
d)-2e2
el0e18.

9. [PUC-PR) Ern um pa nel retangu ar de coÍnprmenÌo
[60 + x] cm e de arg!É 80 crn, desejâ se Íeservsr no
canto supefiof esquerdo urn quadrado de lado x. Quai
ovaord€ x pam que a difer€nçâ entr€ a árca do painel
e a do quadrado sejâ â rnaoÍ possível?
aJ 30 cnì
bJ 70 cm
cl 50 cÍn
dJ 60 crn
eJ 40 crn

i ' i

'i;' :
.f,.

:,,

:,i..'
i r '
. : .
.:,,.1
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Questões do Enem
Exame Nacionaldo Ensino Médio
2000

0 BÍasil, ern I 997 com ceÍca de 1 60 I 06 hab tantes, apresenÌou
um cons!Íno de energiâ da o|dem de 250000 ÌEP [ton€lâda
equivalente de petróleol, pÍoveniente de diversas fontes prl
máflas.
0 grupo corn €nda íarnilaf de ínais de v íìte saládos mínirnos
representa sqt da população bmslera e ufliza cerca de l0%
da eneÍgiâ iotâ conslmida no país.
0 grupo com Íenda familarde aÌé Íês saláÍios mínimos reprc-
s€nta 50% da populaçâo e consome 30% do tota de enercia.
Corn base nessas infoÍmações, pode se concluÍ que o consu
mo médio de enercia paË um ndMduo do grupo de rcnda slr
perioÍ é x vezes Ínaior do que paÍa um indvíduo do gtupo de
r€nda iníeÍior 0 va or aproxmado de x é:
a) 2,1.
bl 3,3.

cl 6,3.
dl r0,5.

e) 12,7.

2001

l. Boa pane da água Lrïlizada nas rnais div€fsâs atìvidades
humanas não rctoÍna aoârnbientecom qua idade paÍâ ser
novamente consr,rm da. 0 gÍéfco ÍnostÍa a gum dados so
bre esse íâto, em teÍÍnos dos setoÍEs de consumo,

conrumoe B5tilüiíâôdêáquà nomundo
{em bilhóes de m'/ano)

Consumo Renitúlçáosêmquãlidade

I  co"ouaua" Zr.o* ' ; . "*oa l&,cun:a I  r . rat

-on.À:ÂdàÊàôodel ÀcLÁ'.JedlFd\oiì.aáorããÌedçldcpeLá)

driv'ddde\l-Lm"nài nW[oúr,N (Coo'd).

C:Pnta? ptaalÕq d ho)". 'do PdJto Er'Àia 9.4

Corn bâse nesses dados, é possívelafrmaÍ que:
al rnais dâ nìetade da água usada não é devolvida ao

cic o hidÍo óg co.
bl as atvdades ndLrstÍiais são as maiores poludoras de

ág!a.

cl mais da Ínetade da água resttuÍda s€m qlrâ idade para o
consumo contém a gum Ìeor de agÍotóÍco ou adubo.

dl ceÍca de urn terço do total da água resttuÍda sern
qualdade é provenient€ das âtividades enetgétims.

e) o consumo domésÌico, dentrc as atividades humânss,
é o que rnais consome e rcpõe água corn quaidade.

2. 0 gÉfcocomparao númerode homÌcÍdlos porgrupo de
100000 habiÌantes entr€ 1995 € l9g8 nos EUA, em es-
tados corn e sem pena de morte.

'E ro

I eraaos com pena ae mone I Eíados Ém penà de mônê

cod, copÍo, 6 de d*mbÍo de zooo

Corn base no gnáf co, pode se alìÍÍnar que:
al a taxa de hom cídlos cresceu apenas nos eslados seín

pena de mofte.
bl nos estados com pena de mode â tâxa de homicídos

é menor que nos estados sem pena de morte,
cl no perÍodo consideÉdo, os estados com pena de

ìoie apÍesenta€rì ta\as raioÍ"s d" horicídios.
dl entre 1996 e 1997 a taxa de homcídios pefinaneceu

estável nos estados com pena de morte.
el a taxa de hoÍnicÍdios nos estados com penâ de Ínorte

caiu pela mekde no peíodo considerádo.

3" Atabela apresenta a taxa de desernprego dosjovens en-
tre 15 e 24 ânos estratícada com base ern dÍÍerentes
categoÍias.

'Rériáo ,Mulhcrar
15,3 23Ê
10,7 t8,8

t3,3 20,6
Su I  t ,6 19,4

25,7

l6 l

8,9 16,4

l5, l 22.8
rz8 27,8
12,6
I  t .0 7,3

FONTE PNAD/IBGE, 1998.

ConsideEndo apenas os dados acirna e anaiisando €s
camcterÍst cas de candidatos a emprcgo, é possívelcon-
c uÍ que tefam rnenor chance de consegu lo:

I

Màtêmátia . (ontexto & APlkâçôes
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Queí6es do Enem ' txameNadona doEniinoÀlédio

al mulheres, conc llntes do ensino Ínédio, mo|âdo|as da
c dade de São Paulo.

bl mu heres, concluntes de cuÍso supeÍiof, moradoms
da cÌdade do Ro de-laneÍo.

cl homens, corn cLrrso de pós-gÍâd!âção, morâdo€sde
N,4afaus.

dl homêns, com dois ânos do ensino íufdamentâ|, rno
radorcs de Rec íe

el muheres, coÍn ensino nìédio ncompleto, moradoras
de Belo HoÍìzonte.

2002

AÌabela refere se a um estldo rea izado entr€ 1994 e 1999 so-
bÍe volência sexua com pessoâs do sexo fem nino no Bras L

Lcvantamento dos câsos de violência rexual

' ï

. ; . r i !il,ÌÌ ' -.
lua i- Quanti.

13 ),7 21 t3,9 6 6

l0 16,7 l6 10,6 0 0

0 0 0
I1,6

6 0,0 0

0 7 0 0

0 0 5

l0 16,7 42 27.8 t9 279

l3 7,5 17

I 5,3 5

l3 11,7 25 r6,5 t8 26,5

Ì()TAL GO t00 t5l r00 68 100
(--) Não aplicável Fonle:)dndl da Unkonp.n,162.naio2001,

A padr dos dados da tabela e para o grupo íem nino estuda-
do, são íetas as seguintes affinações:

. A rnulhefnão é poupada da vioência sexua domésticâ em
nenhurna das hixâs eúras nd cadas.

| . A maiof parte das ÍnLrher€s €dutas é agred da por paren
tes consângüíneos

ll.As adoescentes são vftimas de quase todos os tipos de
agrcsso€s.

lV Os pais, b ológicos, adotvos e padrastos, são aúores de

mas de ] do" casos de vioência sexual envoNenoo
3

É vedade r0 apenas o que se aíÍma eml
âl  le L
b) le V
cJ l le lV
dJ, l le lV

l ,  l l€ lV

2003

I . A eÍciénciã de anúnc os nurn painel e etrônico locat za-
do eÍÌì uma cêrla avenidâ Ìnovimentada foi avâÌadâ por
urna €rnpÉsa. Os rcsutados mostràrarn que, em ÍÌrédia:
. odssaT po da. 30000 noro-isÌès e1] Í-ênrê éo pêi

neleletfôncoi
. 40% dos Ínotoristâs qLr€ passam obseryam o pa neli
. Lm TnesÍno motonsta passâ três vezes pof semânâ

Segundo os dados ecirna, se um anúnclo de um prodLrto
fcar exposto durante sete dias nesse palne, é esperado
que o núrnero Ínínirno de rnotofstâs diferentes que terão
obserwdo o patne sejal
al  15000.
bl  28000.
c) 42000.
dl 71 000.
el  84000.

2.0 tabagsmo [vício de fumoJ é r€sponsávelpor uma gran-
de quantdede de do€nças e mortes prematurEs na atlal-
dade. 0 nsUtuto Nacional do Cáncer divugou que 90gÓ
das casos diagnasticadas de câncÊr de pulnãa e SAqh das
co.as d dgnostiado d- enÍ\Pmd pulnona'e'Èo 

"ssaarèdcs aa consuno de tabaca. PaÍale amente, foram mosÌm
dos os rcsutadosde uma p€squ sa rea izada em uÍÌì grupo
de 2000 oessoès con doerçd. de prn Jo, das qLais
I q00 são cd)os dtag_o(icâdos d. c;.ì, e . e 500 são ca-
sos d agnosticados de eníìseÍna.
Com base nessâs infomaçôes, pode se estmar que o
número de flmantes desse grupo de 2000 pessoas é,

a) 740.
b) I  r00.
cJ I  310.
dl I 620.
el  I750.

3. Para o rcg stro de prÒcessosnâtlm s€ socaisdevem ser
uUlizadâs dfe€ntes escâ âs d€ tempo. Pof exemplo, parâ
a datação do slstema solâr é necessáfa uma escala cle
bllhôesde ânos, enquânto paÍa a h stóda do Btasilbasta
uma esca a de cerìtenas de anos. Assim, p€ra os estLrdos
rcêtvos ao suÍgiÍnento da vida no plânetâ e para os es
tudos rclativos ao surg mento da escfta, seria adequado
uül zâr, rcspectvamente, escalas dei

Vida no planetã EscÍita

"l
I
9
9
el

miharcs de anos

mlh""a d" aa*

m lhaÍes de ânos

m lhões de anos



4. Documento I

Considerando os dos docuÍnentos, podernos aÍrmat
quea nat!rcza do pensamênto que pem t€ a dâtação da
TeÍÍa é de naturezal
a) cientÍfca no pr meirc e rnág ca no segundo.
b) socâ no priÍneiro e po ítca no segundo.
cl rel g osa no pÍiÍne rc e c entff ca no segundo.
d) religiosa no pÍiÍneiro e económica no segundo.
el matemáÌim no pÍimeiro e a gébf ca no segllndo.

2oíJ4

DocLrmento I

Ava ia se em cerc6 de quatfo
e Íneio bi lhões de anos â ida
de da Terrà, pea compa€ção
entre a abundância felativa de
diíêrentes isótopos de urãnio
com suãs d feÍenles meas-
vidas rad at vas.

L Ao longo do século XX, âs câracterhticas da populâção
bÍas leìrá mudaÍam rnuito. Os gúfÌcos mostÍaÍn as a tem-

çóesnâ dstÍibuiÉo da populaçãod3 cìdâdee docarnpo
e nâ laxa deíecLrnddade (númerc deflhos por rnulher)
no pedodo entrc 1940 e 2000.

' Populàção urbar. è Íürâl no Brà5il (%)

Te dê fêcundld.de no Bhsil

1970 1930 1990 2000
0BcE)

Comparando-se os dados dos gráÍìcos, pode-seconclu I
que:
al o aumento rc âtvo da populado rural é acompanha-

do pelâ Íedução da tâxa deíecunddade.
b) quando predom na\€ a população Íural, âs rnu heÍes

ü-hdr eÍ" red a très ve.,es -rêrosÍro: do q.F l'oe.
c) a dirninução rclâiiva da popLl âção ÍuÍalcoincide coÍn

o aurnento do núrnero deÍLhos por Ínulhet
dl qlanto mâs âuÍnenta o núm€ro de pessoas morando

em cdêdes, maiofpassa âsera taxa delecunddade.
e) .oÍ"r a inte.ìòil c€ção ao p_oces<o de uÍba'ì/ação. o

número de f hos por mu heÍt€nde a ser menor

2. O joma de uma pequenâ cdade pub cou a seguinte

ABASÍECII\4ENTO COI\4PROMFfl DO

O novo póo agrcindustda eÍn nossa cidade t€m atraÍdo
urn enorme e constante íuxo Ínrgrãtóro, resutando em
urn auÍnento da popuação em tomo de 2000 habLiântes
pq!3!9 conforrne dados do nosso censo:

CORREIO DA CIDADE

t995 11965
1997 15 970
ì999 19985

2001 23980
2003 27990

Esse cÍesclmento teÍn aÍneaçado nosso forn€cirÍento de
água, pois os manancais que abastecem a cid€de térn
capacidade parafomec€Í âté 6 mlhões de litros de ágla
poÍ d è. Â pF'piluld, pleocLpéda coÍì' esò€ s.Jação. vai
incìaÍ !mâ campanhâ visando estab€lecef uÍn consLrm0
médio de.Éqltlaslollb,lalbahta!Ìç.

A anáìse da notícia permte concuif que a medids é
oportLrnâ. Msntìdo êsse íuxo migÍatório e bern sucedida
a campanha, os Ínânânciais seÍão suÍcientes pâÍa abas-
tecer e cidade até oínâlde:

2005.
2006.
2447.

dl  2008.
e) 2009.

a)
bl
CJ

Matefiìálio . contexto & Aplictôes
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3, O exc€sso de \€ícu os e os congestionaÍneÍìtos êrn grandes
cidddes são e rd. oe r_eq:e- Fs rêpoíagenl Os -neEs
de tÍanspones utlllzados e a fofina como são ocupâdos
téÍn ÍeÍls{os nesses congestÌonarnentos, além de proble.
nds aÍrbenldc ê p.o-óÍri o". No grélco a segui. po
deÍr se obseÍvaÍ \aoÍe" nëdios do r onsu no dF F-F! d
pof passageiío e por qu lômetÍo rcdado, eÍn dfercntes
rneios deúanspode, pam v€iculos em duas condiçôes de
oclpação tnÚm€ro de pássageÍos): ocupaÉo típ ca e
ocup3ção máxjrna.

É5çtsoo

'áË 
-*Ët

,E É ,ooo

- Âuìomóvel lìÁetô

Esse dados nd cam que po ítrcâs d€ tÍansporte urbano
devem taÍnbéÍn levar em conÌa qìre € ÍnaioÍ efciênc a no
uso de eneE a ocoffe pata os:

b) automóves, com poucos passagercs.
cl Íanspotes co etivos, corn ocupação máxiÍna.
dl €utomóve s, corn ocupação máxirna.
el trens, corn poucos passagercs.

2005

l. Anâlse o qladro acerca da d stribuição da miséra no
mundo, nos anos de 1987 a 1998.

. *PreÌminar
(Fonte: Banco Mundial,)

l{dapÌado, Gozetq Mercontil,lJ de ourubro de 2001, p, A-ó,)

A letura dos dados aprcsentados permiÌe aírmâÍ que,
no peÍodo cons deÍ€do:
a) no s! da As a e na Africa Subsaarana eslá, proDoÍ

ciono 'ìe te, a ndior co e-1.ëção da oopJlàÇão
msedvel.

: MaDe da mi6éÌia
População qre vlve com Íìenos de US$ I por d€ (em qól

Rêsião t0a7 1990 t99:l t996 1998*

26,6 27,6 25,2 14,9 15,3

4,2 1,6 4,0 5.1 5,1

t5,3 16,8 r53 15,6 156

2.4 t9 t8 ls

423 400

46,6 485 46,3

24,3 29,O 28,1 24,â 24,O

bl reg stÍâ se !m aumento gen€mizâdo da população
pobre e misenáv€ .

c) na Áf ca Subsaafana, o percentualde popu ação po
bre foi crescente.

dl enì números abso utos a situação dâ Êuropa e da
Áss Centml é a rne hor dentre todas as regiôes

e) o 0riente l\,4éd o e o NoÍte dâ África mantiveÍaÍn o
mesmo percentuâl de populâção Íniserávei.

2. Podemos estirÍâro consLrmo de energa elétrica de uma
casa considemndo as princpais fontes desse consurno.
Pense na sltuação em que apenas os ãparehos que
constam dâ tabelâ abaxo fossem Lrt izâdos diariamente

Tabela: A tabe a Íornece a potência e otempo efetivo de
uso d áro de cada aparelho dornéstico,

1,5

3,3

02 t0

0,35 l0

0 t0 6

3.

Supondo que o mês tenha 30 das e que o custo de
I kwh é de R$ 0,40, o coÌìsumo deenergla elétdca men-
saldessa case é de âproxiÍnadarnente:
a) R$ 135.
bl R$ r 65.
cJ R$ 190.
dl  R$ 210
e) R.$ 230.

A esco afdade dos jogadores de fltebo nos grandes
centrcs é rnaioÍ do que se lmagina, como Ínostra a pes-
ouisa èo lddo, reêli/âda coì oò .ogêdoíes p olssionars
dos qJalrc p cpã . i ' bes de rJtebo do qro de la1ei-
Ío. Dê acodo com ess€s dâdos, o percentuâl dosjoga-
dores dos quatro clubes q!€ concuÍ|am o Ens no Médio
é de aprcximadaÍnente:

Ìôt l:1r2Jog.dorcs

o5

""*F

aJ 14qó.
bl  48.
c) 54%.
o 60l}b.
€l 68qó.

oueÍõer do Énem ' kameNadona d0En5imÀlédio



2006

I- A populaçâo ambÌentaltomou se gÍave prob€Ína a s€f
enírentado pe o mundo conternporáneo. No gÉfco se-
guinte. alguns paÍses estão âgrupâdos de acodo coÍn as
rcspecÌ vas ern ssões méd a s arú s de CO2 per capita,

BBsi, Índiã, ndonés ê, paker dã
I

china, MéxÌo, ChileÂEêntinà,
I

Jãpáô, Cànàdá, Rú$ ã, U.Íânia, T I

I

ton.l.d$ d. CO: p€r.dpll,

A Eidd. de S. Paulô,217 DaM l.ôn àdàpràçóe\),

ConsideEndo as caÍacteístic€s dos pâíses c tâdos, beÍn
como as emissões médias ânuais de C0, pel caplta nd -
cadas no gráÍco, âssnale a opção coff€tâ.
al 0 Índice de ernissão de CO, per cáp,ta dos paÍses da

União EuÍopéa se equipâm âo de alguns países
emeÍgemes.

b) A Ch na lança, em méd â, mas CA2 per capìta na al-
mosíera que os EuA.

cl a iorìa das pÌrsoes de CO o-l /áplãde Braòil. ir-
da e lndonésia é maiofque o tolalpelos EUA.

dl A em ssão de CO, é tanto maor quanto merìos de
senvolvdo é o pâís.

el A rnédiâ de lançamenio de CO, em rcgiôes e paÍses
desenvovrdos é supeÍiof a 15 toneladas por pessoa

Fpo.a 3/5/2006 kom adaptaçóet.

3.

A pâ(if desses dâdos, fo|am fe tas as aíìrrnações abaxo.
lJ Âs famllias bÍâsleiras, eÍn 30 anos, aumerìtaEm mLtto

o consumo de pÍoteínas € gÍãos, que, por seu ato va
of ca óÍico, não são rccornendáves.

l l lO au're-.o ao -u sLno oe èlr ìenlos Tr.o cèoncos
deve sefcons demdo indicadorde aleda para a saúde,
lá que a obesìdade pode reduzÍ a expectatva de vidê

llllDoenças cârd ovascularcs podem seÍ desencadea
das pelâ obesidâde decorrente das novâs d etás âli

É correto apenas o que se aírma em:
al .
bl r.
cl ll.
d l le l .
€ l  l le l l

Nâ âvala€o da eícêncÌâ de usÌnas quarìto à prcdLrção e
âos rnpactos âÍnbienÌais utiizam se váÍios crtérios, tas
como: Íâzão ente prcdução efeïva anual de eneru a elétÍ -
c€ e potênca nstalada oLr Íêzão entre poténc s instalada e
área inundada pe o Eservatóro. No quadÍo seguinte, es-
.espaÍáTelrossàoaplcadosàòdJ"srêior.s r io peuiLa.
do mundo: lta pu, no Bms l. e Três Gargantas na China.

12600lvlw 182001\ lw

93 bi hões de

I 000 kÍìr'

Internet <www.itaipu,gov,bD,

Com base nessas nfoffnações, avaÌe as aiÍmâtivas que
se seguern.
ll A eneÍg a eládca geradâ ânua nìeÍìÌe e a capâcidade

nonìin€ máxima de geração da hidrc étricâ de raipu são
ma ores qle as da hidEléÍica d€ Três Garuantas

lll taipu é ma s eÍic ente qLre Três Gsruêntas no uso da
potência r'ìstalada na prcdução d€ enercia elétfca.

Ìll)A|azão entre potênca nstalaóa e árca inundada peo
Íeseryatório é Ínais tuvoráve na hidre ótrica Três Gar
gantas d0 que eÍn ltaìpu.

É coÍÍeto apenas o que s€ aÍìftnâ ern:
Q]1,
blt .
c l l l .
d) le l l .
e l le l l .

l\ìaÌemátÌ.a . Contsto & Aplkaçóes
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Revisão geral
Revisão do Ensino
Potenciaçâo

PÌopÍiedades
le) ao: l (paraâ+0)

2!)  â ô: l - l  (pàraa+0)

3ê) an. âm = ân+m 
'

t9a-

Fundamental

5ï (a9'  = a" ' :  (a ')"

6c) (a .  b)" = â".  b^

\b/  b '

Potência de expoente racionat: a* : i,6;
Notação <ientíÍica: x está em notação científica se
x=d. l0n,com1<a<10.

Produtos notáveis
(a + b)(a b) : â'z- b'?
(a + b)'z: a'? + 2ab + b'z
(a b)'?: ã2 - 2ab + b'z
(a+b+cf =a'7-b 'z < 'z 2ab 2àc+ 2h<
(a + b)3 = a3 + 3a')b + 3ab'z + b3

{a - b)3 : a3 3a'?b + 3âb'z- b3

Fatoraçào de expressôes algébricas
FatoÍcomumêm evidência:ax+ ay + az: â(x + y + z)
Agrupamento: ax + ay+ bx+ by- a(x+y)+ b(x + y):
=(x+yxa+b)
DíeÌeriçadequadÌador'â'z - b'z = (a + bxa b)
TÌinômio quadredo pêÍelto a'z + 2ab + b':: (a + b)'z

a,  2âb+br=(a_b),
TÌinômiodo2e grau:ax'z+ bx + c = a(x \Xx xr),
em que xr exr sáo as raÍzes do trinômio
Cubos ar + b3 = (a + b)(a'z- ab + b'z)

a3 - br = (a - bxa, + ab +b,)
a3 + 3a,b + 3abz + br : (a + b)3
a3 _ 3a'b + 3ab, b3 = (ã , b)3

Trigonomelria no triângulo retângulo
ïêoÌemadê PitágoÌas:a2: b2 + c2
Râzôês tÍlgonométÌi<as:

b
a

b
c

Àngulos notáveis:

30" 45' 6oo

1

2 "E2
.rã
2

.rT
2

't5
2

I

2

./5
3

ObseÌvâção: Se or + P:90'(ou seja, complementa res),
entãosen d = cos B e sen B = (os a.
Relaçôêsfundâmêntàls: sen2 o + cosz c! : 1

t, (Vunespl A exprcssão !625 + 16- 4 equivale a:
al  r ,65. c) 0,825. eJ 0,525.
b) r065. dl0,625.

2. (Fuv€st-SPl Se 416.5,5 = d. l0i ,  com I < d < 10,
entãoné gua a
a) 24. bl25. c)26. t)27 e)28.

3. [Unifor Cü A expÍessão (x - ])'z + [x - ]13 é equva

a)x3+x2 2.  c l  x3 2xr+x.  e)x3+x2 2x
b) x3 + 2x, + 1. dl tx rl5.

of
or4

5

c) 2".

d) 2n.

-  í2" \ t
el |  |

\  r0 J

4.tu.ccRseaA--eB- 
-  .

J3 +J2 V3 -V2

entãoA+Béguala:

d -zrã.

al:n5

d -z',8.
ul :nã.

5, [Unêb BA] O v€ oÍ dâ expressão

a) 12. b) 48. cl 6.

I;M
6. t'Fuvest SPì :l' - ' =

ì /  r0

"l 
z"E.

2ú .3ú + 6" .3

2" .3n + 6" .2

dl  l  e l36



7. GqVSD Sirnp iÍÌcândo-se a ímção
sm'z+ 10m + 5

r ì  I  , ì -T
rr  i t rn -  M

, -  Ín . -  m+l
5[m+] l  _ 5m

8. [Flvest SP] A díercnça enrre o clbo da soma de doìs
núrneros nteiros e e soma de seus cubos pode sef:

9. [fuvest SP] A d íerença enÍe os quadrados de dois nú
meros natura s é 21. ljm dos possíveÌs valorcs da soma
dos quadÍados desses dois números é:

bJ 5.

al 29.
bl s7

a) 2.
bl 4.

a) 32.
bl 33.

cl 6.
d) 7.

c) 132.
dl  r84.

c)L
d)12.

cJ 34.
dJ 35.

elL

el 16.

'lO. (UfscaÊSPJ Selam m e n dos núrnercs reas. A desi
guâdâde rn, + n, > 2Ínn vale:
a) soment€pâmm>0,n<0.
bl para todos os m e n rea s.
cl somente para Ín > 0, n > 0.
dlsomentepâÍãm=n=0.
e) soment€ pâÉ m e n interos.

I Ì. (Fátec SPI Sabe se que a2 - 2bc - b, - c, : 40 e
a - b c = I0 com a, b e c números €ais. Então, o
Vaordea + b + cé gua a:
al I  b)2.  c l4.  d l l0.  e)2A.

12, [Fuvest-SP) Os vértces de uÍn tÍiângulo ÂBC, no plano
canesano, são A[], 01, Bt0, rl e C(0, 

'6). 
Então, o

ángulo BAC mede:
âl 60".
b) 45".

13. IUFC CEI Sejârn d e p os ângulos agudos de uÍn trãn
gulo Íetángu o Se sen d = sen p esea Ínedida da hipo-
tenLrsa é 4 cm, a árca desse tfángu o [ern cm,] ó:

cl30' .  e) l5 ' .
d l8 '

Ì4. IFGV SPI ÂÍSUÍa reprcsenÌa lmaÍleim de n ivros dèn
ticos, em uÍna estante de 2 rnetros e 20 cenÍÍnetros d€
compr mento.

ÁB: DC:20cm e AO = BC = 6cm

Nas cond ções dâdas, n é gua a:
el36.

F-,12 m ,- l

15- (UFGCEI Sejam d, B e O osánguios de um Íângu o. Se âs
med das desses êngu os são diEÌãrnente proporciona s a I ,
2 e 3, respect vâm€nte, e a b ssetiz do ângllo Íl mêde duas
Lrn dades de coÍnpriÍlìemo [u. c), a med dâ do peímetro
d€ssetránguo é:

al s["6 + zJ u. c.

rl ['6 + r] u. c.
cJ :."6 u. c.

d :(16 + rl u. c.

el [e,6 r] u. c.

16. tFuvesfsD
êl Qua a medda de 2"? b) CalcuLe eã + 901

17. (Unic€rnp SP) Dados os dois números posìrvos, i6 e

Vf. determ ne o maior.

Ìü. [V i"esp) Se \ L - À cacLlê pÍr unçáo oF ]

ul,"* \ t  r t ' . * ]

'l9. [tuvesfsPJ

al Se x + -: = b, calcule x, + -- .

bl R€solvâ a equaÇâox'z- 5x+ 8 : ++ = 0.

20, tuncamp SPI Um ciclisra pedala urna bciclek com ro
dàs de nes-no d âne _o e com d stánc as entÍe os exos
de 1,20 m. NLrm detefininado instante ele vm o glldão
em30'e o mânÌém nesta posiçâo paraãndarem cíÍcu o.
Calcule os ÍaÌos dos cÍrc!]os descritos pelas rcdâs dan-
teim e tras€iE da bicìceta.

Conjuntos, conjuntos numéricos
e funçôes
Conjuntos
Número desubconjuntos de um conjuntoAcom n ele-
mentos: p(A) = 2"
OpeÌaçóes

uniáo (u) Diferença (-)
B

Matemátic . Conrexro & Ápllo!ões



Rêvisão gêËl

Complementarem
relação ao universolntersecção (n)

-u'----'v B-_\

r í ) )\_x_-/

Número de elêmentos da
n(AUB)-n(A)+n(B)

união:
n(A n B).

Coniuntos numéricos

Funções
Dadosdoh conjuntos nãovaziosA e B, umô função

dê Aem B é uma regra quedizcomo associarcada ele-
mento x € Aa um únicoelementoy € B,

Usamos à seguinte notação:

ÍA*B ou A I-B

quese lê: fé uma função de Aem B.

^ 
'=(')

. A: domínio de Í D(f)

. Bi contradom ínio de í CD(f)

. O conju nto dos y obtidos é a ìmagem deÍ lm(f)

D(f)  : {x € lRl2<x<4}= 12,41
lm(í)  -  {y€ lRl  1 <y<s} = 11,51

Ã., aC., C;

ïpos de Íunçôes
.  Função injet ivâ:ÍA. -  B talquexr + xzem Aã

+ f(xr) + f(x,) em B
. Funçáo sobrejet iva:ÍA.* B talque lm(f)  = B
. Funçáo bi jet iva: f  A* B tal  quef é injet ìva e

sobrêjetiva sÍmultâneamente
. Funcão composta

Dâdâs ãsfunçõês fi A - B e g: B*C, denominamos
função composta de g e f a Íunção g o f: A * C,
que é definida por(g of)(x) = g(flx)), x e A.

Funçáo ìnversa
Dada uma funçáo í: A * B, bijetiva, denomina-se
função inveÍsâ de fa funçáo g: B - A talque, se
f(a) :  b,entáo g(b) = a,comà ÊÂ e b € B.

A3

Só existeÍunção inversa de uma função büetiva.

ffi
21. tU FBA) A representaÉo do coÍnplemenÍff de [M N]n P,

em Íelação,b P, eslá indicada pela região colodda del

@

|l



OJ

CJ

el

22, [PUC-PR) Em uma pesqusa feita coÍn 120 empregados
de uÍna Írma, veriÍÌco!-se o seguÌnte:
. têrn casa própda 38
. têrn curso supenor 42 @sa
. têÍn pano de saúde:70
. têm c€sa própra e pla

no de saúde:34
. tém câsa própÍia e cuÈ

sosuper0r:17
. tém cLrfso supefore plano de saúde:24
. têrn casa púpria, p ano de saúde e curso supef ori 1 5
quala porcentagem dos €mpregados que não se enqua-
d|aÍn ern nenhuma das situaçôes anteriores? [Sugeslãoi
Ljtilze o diagrama de Venn para facilitaÍ os cálculos.)
a) 25ak
bl 30%

23. [U FN/ìG] Em uÍÌra pesquisa de opinião, ioÉÍn obtjdos estes

. 40% dos entrcvistados êem ojornalA.

. 55% dos entrcvlsÌados lêem ojorna B.

. 35% dos entrcvistados lêem o joma C.

. 1 2% dos entrevistados lêem os jornals A e g.

. 15% dos entrevistados léem osjornais A e C.

. 19% dos entrevistados éem os jornals B e C,

. 70Á dos entrevistados léern ostfêsjoríìais.

. I 35 pessoas entrev stadas não lêeÍn nenhuÍn dos três

c) 350,1]
dJ 40%

e) 45%

Considerando-se esses dados, é coffeto €fÌnnar que o
númerc totalde entrevistâdos foi:
âJ r 200. bl I500. cJ 1250. dl  I350.

24. (PUC-SPl São dados os conjuntos
A= {xe N lx é par} ,8 -  {xÊzl  I  <x<6)e
C: {xelN x < 4}.0 conlunto X, ta quex € B e

25. (UEL-PRI Obseve os seguintes númêÍosl

B-X=AnC,é:
a) {0,  r ,3,5).
bl  { - r ,  r ,3,5,61.
cl  { r ,3,5).

dl {0, 3, 5}.
e)  {  r ,  1,3,5}.

c)20. e) L
dl  17

t)2,212121... lu3,r4r6
r)3,212223... Vl \F

D;

Ass nale a a tem€tÌv€ qlre idenÌrfica os númems iÍâc onais-
al  le l l .
b l le lV

cl l l  e l l .  e l  l l  eV
d) l l  eV

26, TUFPB) Selam os reais yr = 0,333.... y, : 5,0131313... e
y3 = 0,202002000... Aém disso, consdeÍam-se âs so-
rnas SÌ = y j  +y/S, =yr +y3e53=yr +yr+y3.
Então, pod€rnos aÍmaf qLrel
âl Íé Íraciona. cl Sr é iÍrEconal. el 53 éÍãconâ|.
b) yz é irÍâciona. dl 52 é imciona.

27- rUTC Cn \een MeI{ onLntos q-e oossJer uìr  dì i .
co elemento eÍn cornum, Se o númerc de subconluntos de
M é igua ao dobro do núÍnero de subconjuntos de N, o
número de eìem€ntos do conjunÌo N/ì U N é:
aJ o triplo do númerc de elementos de M.
b) o triplo do número de elementos de I{.
cl o quádrupo do núÍnerc de eementos de M.
dl o dobro do núrnerc de elementos de M,
el o dobro do núrnerc de elemenlos de I{.

28- tìTA SP) SelâÍn A uÍn conjunto com I elementos e B um
conjlnto tal que A U B conÌenhâ 12 eleÍnentos. Enião, o
núm€ro de e ementos de P(B/A) U P(O) é igua ai
a)L
bl 16.
Observaçâo:Se X é urn conlLrìto, P[! denota o con-
junto de todos os subconjuntos de X.
Á"/B=(xeAixÉB).

29. (Epcar-[,4c] Dados os conjuntos A = {-1, 0, l, 2} e
B = {0,l,2,3,4}, ass nale dentre as Íelaçôes seguintes a
a ternatva qLre repÍesenta umaíun@o deAem B.
a) { t - r ,0) , . t0,  r ) ,  (1,2),0,3),  (2,4,
b) { t -1,  r ) ,  (0,  r ) ,  0,0),  0,2l}
cl {(0, 11, tr,01, t2, r l ,  t2,4l}
dl {t-r,  r),  (0,0), (r,  r),  t2,4l}

30- (Faap-SD Durante um mês, o número y de undades
produzdas de urn deteÍmÌnado bern em função do nú-
rnero x de funcionádos empregados de acoÍdo com a lei

lúatemáte. contexro & Aplila{óer
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é y = 50!ç. Sabendo que l2l íuncionáfos estão ern-
pÍegâdos, o âcréscmo de prcdução com a admissão d€
48 novos fLrnconiÍios é:
âl  550.
h) 250.

c) r00.
dl650.

e) 200.

3I. [FLrvest-SP) 0s gráÍcos deduasfunções polnomais Pe
Q estão rcprcsenÌados nafigura a seguir

Então. no intervalo [-4,8], P(x) .Q[x] < 0 pam:

b) 2<x< I  ou5<x<8.
c) 4<x< 2or2<x<4
d) 4<x<-2o!5<x<8.
el  -1 <x<5.

32. tun'fespl Seja i: Z - Z uma íunção crescente e sob|e-
jeÌora, ondeZ é o conlunto dos números inteiros. Sabendo
que f[2] = 4, umâ das possibilidades pata f[n] é:

dJ ftnl = n.
el ítnl = n'?.

33, [UfRN) Sejam E o conjunto iorÍnado portodas as esco
l€s de ensino médio de Natal e P o conjlfto formado
pelosnúÍneros que representam a quantidade de profes
sores de cada escoa do conjunto E.
Sef:E - P é a íun@o quea cada esco a de E assoca seu
número de professoÍes, então:
a) Ínão pode ser uma íunçâo bijetota.
bJ Ínão pode ser uma iunFo njetorâ.
c) Íé uma função sobrejetora.
dl í é necessaramente urnâ íünção injetoÍa.

34, [Unfesp) Há funções y = f[x) que possuern a seguinte
propr edade: a va orcs distinÌos de x corr€spondem va-
lores distintos de yl Tais fun@es são charnadas injeto|as.
Quâ , dentre as fuhçôes cujos gníf cos aparccern aba xo,
é nletoÍa?

al ftnl = 2tn 41.
bl f in)=n 6.
c) f[n] = -n - 2.

a) b)

35. ttuvest SP) Afg!Ë aba xo r€pÍes€ntâ o SÉfco de uma

fJlcão dâ Íor rd ÍfÀì ' -1 mÉ I . I * 5-  hx+.

Pode se concuiÍ que o vaoÍ de b è:

bl  t .
c l  0.  e)2.
d) 1.

36. tMack SD S€ t 1,2léocorìjunto Ínagern cle lrnâ tunção
f[x]. então o conjunÌo irnageíf de g[x) = 2 .í[x] + I é:

cl  l - r ,51.
d) to,41.

37. [Vunesp] Seja Tc a ternpe€tuÍa em graus Cesus eT.a
Ínesrììa ternperatLiE em gmus ?hEnheit Essas duas es-
calas de lFl  pprdturd e).ão Íeaoo ada) pea eq-d\ào
9Ì. = sTF I 60. Considerc agora TK a mesma Ì€mpeÍanJE
na escâ a Kelvin. As escalâs Kevn e Celsius estão rcla-
cionadâs pelâ eqlação TK = Tc + 273. A equação que
reiaciona as esca as Fahrenhet e Kevr é:

al l-r 21.
b) | 2, rl.

-  
, -  5

9L 2 457
DJ-=-

gtf[x]l é isuala:
a) ftxl. c) 2(x).
bl stx). d) 2s(x).

el Í-4, -r l

9I, 2657

'5

9I,  2617

'5

e) f(x) + g(xl.

9r,  -  2297cl  r r= 
5

38- (Utucaf-SPl As funções fe g âssociârn, a cada número
natuml, o rcsto da divisão do nÚmero por3 e por 6, rcs-
pectivamente. sendo assm, pafã todo nÚmerc nat!€lx,



está melhor representada no gróÍco:

39. (UFPB) Considere a função f: 10, 2l . * t0, 31. deÍnida
[,r10<x<tpor t.l - {' - " A _unção rve sa de Í
l2x-1,1<x<2

40, [AFA-SP) Seja fr [1, @J ..* [-3,6] a função definida
porf [x) :3x'? -  6x Se g [-3,ó)*[ ] ,óléafunção
nveBa deí, entâo [9[6) - g[3]1'zé:

al  5. i  c)5-2r6.

b) 2.i6. : - -, d) -5 + 2.,/6.

4t - (ESPí\I-SPI Se Í e g são funçõês Íeâis defnìdas pof

[ l+z^+a.se*=rÌt! - j_ e g(t] - ! - 3. e !ão
lrx+4.s€x<r

.-  f  o oí5ìpêra Á =:--:= ÌeÍnos
Ì  0 gLJl

al K= 0
b) K= l .

42. [Fâtec-S P] Seja f a função de R em lR repÍesentada no
gráfìco aba xo.

0 grálìco da íunção g, de R ern R. defrn da por
g[x) = f[í[x]1, intercepta o eixo d€s:
al ordenâdas no ponio [0, 3J.

/  1^ \

blabscssasnooonlol  - : :  o I
\3 /

cJ odenadas no ponto [0, 4J

a1 atscissas no ponto [ -{, o ]
\e. /

el orden€das no ponto [0,6).

43. tunit€D Seja Í€ íunção deA em lR deÍnida por
í[x) = ] 2x. Se o conjunto imagern deÍéo nteNalo
[-3, ] t l ,oconjuntoAé:
âl l  5,21. c) l -5,11. e) l l ,5 i .
bl t-2,51. d) tr, 51.

(,ffi-ffi
44. (FGV S Pl Numa cidade do Íìterior do estado de São tàìrlo,

uma pÉvla e eitoÍal enüe 2 000 fi iados revelou as s€guintes
nforÍnações a rcspeito de três candidatos A, B e C, do
l%Ítido da Esperança (PD, que concoÍÍeÍ€ìm a três c€fgos
diferentes:
l) Todos os Íl ados votâram e não houve regìstro de voto

err b?_co. tdn poLco dF vol0 nJo.
ll280 íÌliâdos votârâÍn a íavor de A e de B.
I ll) 980 frliados vota€m a tuvor de A ou de B, Ínâs não de C.
l\4 420 fliados votâÍam â tuvof de B, Ínas não de A ou de C.
\41220 Íìiados votaÍâÍn â íavof de B olrde C, mas nào

deA.
VD 640 fil ados \olamm a favor de C, mas não de A ou de B.
VID I40 fi iados votaram a tu\oÍ de A e de C, mâs não de B.
DeterÍnine o número defilados ao PEque:
al votaÍaÍn â fâvor dos três cândidâtosl
bl votaÍâÍn â íâvor de âpenâs um dos cânddâtos.

c)K=2. e)K:a.
oK=3.

Malemálkã . tuntexto & Àplkâçoer
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45. [U FR.J) UÍna amostm de ]00 ca xas de pÍluias antcon-
cepcionais fabricadâs pea Nascebern S,A. foienviada
pâ|a a fscalização sanitár a. No teste de qualidade, 60
loÊm aprcvâdâs e 40 rcprovadas, por conterem píìu
las de ladnha. No teste de quantidade,74 forâÍn apro-
vâdas e 26 reprovadas poÍ conterem um número Tne-
nof de pílulas que o especiícado. O rcsltado dos
dois lestes moslÍou que 14 caxas íomÍn rcprovadas
ern aÍnbos os testes. Quantas caixas fomm apmvadas
ern ambos os testes?

(Unicarnp-SPl0 índice I de massa coÍpordld€ unìa pes-

soa àol lta e ddoo Dela foÍrnLla | - '1 . onde M e a | "s-h'
sa do corpo, dadâ ern qLrilogmrnas, e h é a atura da
pessoa, em TneÍos. o índice I permle classÍcaÍ uma
pessoa adulta de acordo com â seguinÌelabea:

46.

44.

47.

49. [Ulscar-SP] Uma pesquisa ecoóg câ determnou que a
populaçâo (S) de sâpos de uma detem nada regiào,
rnedida em centenas, depende da popuiaçâo (m) de in-
setos, medidâ em Ínilhares, de acordo com â equação

l t  'stÍr r - b) - {-. 
A poou'açao ce r-seroò por s_a vez.

vaÍia com a pr€cipiÌação hJ de chuva em cenúmetoq
de acordo com a equação m(p) = 43p + 25.
al kpr€sse a popülação de sapos como função da prc-

cipibção.
bl Calcue a população de sapos quando a precipitação

é de 1,5 cm.

50. (UFMI Selam ftx) =x'z+ 3x+ 4eg(x) = âx+ bduas
; Determine as constanles reais a e b oara oue

al Caclle o Índice I paÍa uÍna rnulher cuja massa é de
64,0 kg e cujâ âltura é de I,60 Íì. CassifÌque'a segundo
a tar,e a acrma.

b) Quâl é â a tura rnhirna para que um homem cujs Ínassa
é de 922 l(g não seja considerado obeso?

[Vunesp] LJÍna função de vaÍ ável reâlsatisfaz a cond -
Çã0 -[\ 2ì - 2Í[r) + fflì: qJalq e q .e se_a a \,â a-
velx. Sabendo que f[3) = 6, deterÍn ne o valor de:
â) ítr l;
bl it5l.

[EÊ|\/]-SP) UÍna função f: lRi * lR satisfaz a seguÌnte
propf edade: fla, b) - f[a] + f[b).
a) Determine f(ll.
b) Sabendo quef(2) = I, determinef[8]

(f o g) tx)- tg o D (x) pa€ todo x rea.

20<l<25

25< < 30

l> 30 >29

Função afim
Uma íunção fi lR - lR chama'se funçãa afim

quando existem dois números reais a e b tal que
f(x) : ax + b, para todo x e lR.

Se â : 0,(x) : b éfunção constante.
Se b: 0,  f (x) -  axéíunçáo l inêâr.
Gêometricamente, b é a ordenada do ponto onde

a retâ, que é gráfìco da função f(x) : ax + b, intersecta
o eixo Oy, poìs para x = 0temos f(0) :  a.0 + b = b.

P,(\,y,) ê P,(x,, y,)

^v 
v. v,

Âx xr Xr

O número â chama-se inrrn oçAo ou coefìciente angu-
/drdessa fêta em relação ôo eixo horizontalOx,

Função afim crescente, decrescente
e zero da funçâo
a > 0 *função crescente

x=r+f(x) :0
x>r+f(x)>0
x<r+f(x)<0

a < 0 - funçáo dê<rescente



[Faap SP) Considerc o seglint€ €nuncâdo para as questÕes
51 e 52:
Â var âção de temperatuE y = f[x] nuÍn nteÍvâ o de tempo x
é dada pea íunção
f[xl: [m, 9)x, + [m + 3)x + m - 3.

51. Larcul" m de r odo quê o g olLo od l. _ção seja J'ì a
ÉÌâ paÉleâ a0 exo x
a)3 blg c lO O 3 el-g

52.Cãc! e m de rnodo q!€ o gÍáÍco da função seja lma
reta e l[x] seja crcscenÌe
êl 3 b)s cl3 dl  e e)0

:É1. tÀ4acksD A Ín€lhor representação gtáÍca dâ íunção

írxì = :-----:: é"  2x-6

54. LAFA'SPl Sejâ Í urna lunção real do prlme rc g|au corn
f(0) :  1 +í t l leí I  l l  =2 Í (0J.Então,ovaof de
r[3] é:
â) 3. bl -2,5. c) 2. dl  -1,5.

(Faap SPJ Consdere o segLr nt€ enuncâdo paÍa as quesÌões
55 e 56:
A taxa de inscrlção nuÍì club€ d€ natâção é de R$ 150,00
pê a o c )o dê 2 ,er rnd". S" Lnd Dessoa re in)c ê!p

0lal

o cufsoide l2 seÍnanâs. S€ uma pessoa se inscrcve
o nÍcio do..errso,.a taxa é rcdlrz da linearment€.

55, Ca cuie quanto uma pessoa pâgou ao se inscÍevef 5 sema-
nas apÓs o iníc o do cuÍso
al R$ 62,50 d) R$ 78,50
b) R$ 50,50 e) R$ 8250
c) R$ 74,s0

56. Expresse a taxa de inscÍição eÍn íunção do núÍnero de s€-
Ínanas trânscorridâs d€sde o início do clrso.
a)T=12,50[12 x]  d lT=12,50(x+121
bl T = 12,50x
clT=12,50x 12

5r, (FGVsn Umaíunção(réta quef(2) = 0,4 er[3] = 06.
Admitindo que pa€ x entre 2 e 3 o géÍco seja uÍì seg-
mento de relâ, podemos afrmaÍ que o valor de k, ta que
ftk) = o, é:
a) 2,4A. b)2,35.

€)T=12,50x+12

c) 2,45 d)2,54. d2,55.

58. IPUC-Sn Urn gÍupo de am gos "crou lma nov€ undade
de medidâ pára ternperaturas: o gÍau l%totr Estabelece
ram, enüio, LrÍna corr€spondênciâ eÍìÍe as medldas de teÍÍ
pe atuÍas em grEus Celsius CCl, já conhecida, € em gÌ€Lrs
Patotâ CP), mostrEda na Ìabela abaixo:

LernbEndo que a áOLrâ Íerve a 100'C, então, na Lrnidade
Patota elâ ÍerveÉ â
al s6'. b) 88'. cl 78'. O 64'. el56'.

59. [Epcar MG) Urn botijão degás contérn ]3 kg degás. Enr
Ínédia, é consumido, pordia,0,5 kg do se! conteúdo. O
esboço do gÍáÍìco qlre melhof expÍessa a Ínassa y de
gás no boÌilão, ern íunção de x [dâs de conslmo] é:

d) R$ r 850,00.
el R$ r s00,00.

60. (FGV SP) Arualmente, ovaoÍ de urn coÍnpuÌadofnovo é
R$3000,00. S€bendo que selr valor decresce Inearrnen
te com o teÍnpo, de modo que daqur a I anos seL valor
será zero, podemos aÍìmar que dâqui a 3 anos [conta
dos d pdn de l_oje' o \alor oo.onpJtèdo se.à
a) R.$ r 875,00.
b) R$ r 8oo,oo.
c) RN I825,00.

M.temáuo. Conrexro & ApllGçÕè!
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À,làtÊmàrka. Contsto & AplkaçÒes

64. IUEL PR] Enquânto a camada de ozônio protege a vida
na Terra, o gás ozÔnìo na baixa atmosfera pode coÍnpro
Íreler a quaidaoe do aÍ o g ilco â segur €Íe€-se ao
número de vlolaçôes da qualidade do aÍ na Regão l\,4e
tropolitana deSão Paulo, no peíodo rnmpÍeend do entre
1995 e 1999. Percebe-se (]m momento em que a quanti-
dade de vlolaçôes da concentração de ozôn o Íoiidèntica
à qu€ntidâde de violaÉes de monóxido de caÍbono

r995

Assinaleã alternaii\,ã quefornece o valofmas aprcxiÍna
do dessa quantidade de violações.
al 83 b) 87 c) 9l dl97 el 99

65. tlLv"sl SP) Sea Í a tunçéo qLe associa. a cada rÚ nerc
reâlt o menoÍ dos númems x + 3 e x + 5. AssLm, o
v€lor Ínáximo de í[x] é:

a_l L b)2. c l4.  d) 6.  e)7.

66. IUEL PR) 0s gÍáÍcos âbaixo reprcsentâm a posrção s,
eÍn metros.de dos móveis, em função dÒtempot, dado
em segundos.

Númr. d. vlohç64 p.r.nô

Supondo que o últmo segmento r€presentado em
cada gÍáíìco se prclongue indefìn dârnente, é coffeto
aímar que:
aJ nos l0 segundos niciais, o espaço percoÍido peo

ÍnóvelA é maiofdo que o peÍcoffido peo móvelB.
bl depoisdos 5 segundos nìciais, avelocdadedo mó\€l

AéodobrcdadeB.
cl nos pfmeircs 2 segundos, a velocidade do Ínóve Aé

o tÍiplo da de B.
dl depois dos 5 segundos ìnicias, os dois móveis têm a

mesma velocdade.
el os do s móveis estão em constanle mov mento,

67. (UFtulGl O conlunto solução da inequâção
-3) d ' - { rCR \-21 F ão.ovèloÍdeaé:
a) L b)2. c)7. dl10. e) 13.

68- tUFV-[,4c] Duês empÍesas dispõem de ônibus com 60
lugaÍes Pârâ uÍna excu|são, aÁguiâ DouÍada cobm lma
taxa Íxâ de R$ 400,00 rnais R$ 25,00 por passâgeirc, en_
quanto a Cisne Bmnco cobra umã taxa Íxa de R$ 250,00
mais F$ 29,00 pof passageiÍo. O núrnercnínimo de ex-
cuEionlstas para que o contrâto corn a Aguia Dourêda
lìque Íìas baraÌo que o contrato com a Cisne Branco é:
a) 37. bl41. c) 38. d)39. el40.

69. 0bmec-SP) Um pãcote de 4 pilhas rccâÍÍegáveis custa
R$ 25,00 Urn recaffegador de pihas, coÍì capacdade
pâra recaregaf 4 pìlhãs de uma vez, custâ RJ 95,00 e
geÍâ R$ 0,20 de cusio de energia elétf câ câda vez que é
Lrt lizâdo paÍE rcmÍregar 4 pihas. UÍna pilha comum cus
ta R$ 0,80 e tern duração gLal€o t€Ínpo que uma pLha
rccaÍegável pode ser úiizâdâ num aparclho âté prec-
saf de uÍna nova caÍga. Se urÌì fotógrElo que uülza 4 pi
lhâs coÍnuns por seÍnana decidir compÍar as 4 pihas r€
carr€gávels e o ÍecaÍregador, então ele teÍá Íecuperado
o dnheiÍo investido nesta compra:
â) em Ínenos de 3 meses
bl eÍn mâs de 3 e mefos de 6 ÍÍeses.
cl ern mais de 6 e menos de I meses.
dl em mâis de 9 meses e Ínenos de um âno.
el em rnâis de uÍn âno.

70. 0\/acksD A fgum mosüs os esboços dos gúÍcos das
fundes A(x) e B[x), quefomecem os prcços queâs copâ-
doras A e B cobrãm pa|a ibzer x ópiâs de r]m€ fo ha.

t



nevisão geÌd

Pam íazer360 cópiâs, a copiâdora A cobÍa:
a) R$ 200 ê menos q!€ B.
bJ R$ 5,00 â nìas que B
cl R$ 10,00 a menos que B.

dl 9 do oue cobra L
2

el o mesrno preço cob€do por B.

71. (À71âck SPI Uma eÍnpr€sa de telefon a ceulaÍ oíeÍec€
planos rnensais, de 60 e 100 rninuÌos. a preços íxos e
propoÍconais. paË cada rn nuto em excesso, é cobmda
uma kría d€ R$ 3 00. LlÍn us!áfo opÌou peo ptâno de
60 m nutos â!mcustomensa deR$105,00.Nop rne-
rc més, ele utlÌzou lt0 minltos. Se ee tivesse opÌado
p€lo plano de ì00 mfutos, Ìefa econornizãdo:
al R$ a0,00
bl R$ 45,00.
c) R$ 50,00.

72. [fuvesfsP] Urn estaconanì€nto cob|a Rg 6,00 peia pr!
mdÉ hom de uso, Rl3 00 porhora adicÌonaiercrn uÍn€
despesa drária de R$ 320,00. Considere se um d a ern
qLr€ selam cobÍadas, nototal,80 horas de €stac ofamen
to O núÍnero mín mo de usuários necessário para qu€ o
estacionarnento obtenha ucro nesse d a é
a) 25. bl 26. c) 27. dl 28. e) 29.

73, [unicamp-SPJ ìrãtransfomafgraus ?hÍenhe Lerf gEUs

cen. grddos usa se a Íorr Jrd C - :íf - 32) o.ìop F- q_

éo número degÉus Fahrenheite C é o núÍnero de graus
ceftigrad0s.
al ÌmnsfoÍrne 35 graus centÍgÍádos eÍn graus Fahrenheit.
bl Quâl a ternpe€tu a (em graus centígradosl em que o

númem de gt€ìrs lãhÍenheit é o dobro do número de
gÍaus cenÍgrados?

74. [Unicamp SP] O preço a ser pago poÍ urna corrda de
iiáx inclu uma parce € Íxa, denominad€ bande€da, e
urna parcela que depende da distânci€ percoffida. Se a
bandeirada custâ R$ 3,44 ecada quiômetm rodado clrs
ta R$ 0,86, ca cule:
al o preço de uma corrida de I I km;
bl a dsrâncê percoÍrlda pof Lrm passageiro que pagou

R$ 21,50 pela corrida.

75. tFcV SPJ Urìr vendedof rccebe rnensalmenre um saaro
Íxo de R$ 800,00 mais uma coÍnissão de 5% sobre âs
vendas do Ínês. Fm ge|al, a cada duâs horas e meâ de
traba ho e e vende o equivalente a R$ 500,00.
a) Qua se! saáro mensal eÍn função do número x de

hoÍâs trEba hadas por mês?
bl Seele costurna trabaÌhâr 220 ho|as pormês, o que é

preíeÍve: !m aumento de 200á no sâlário fìxo, ou
um aumento de 20qt lde 5qó para 6%) na taxâ de

76. (FGV SPJ Quando umaíarníiatem urnâ renda mensa oe
R$ 5 000,00, e â consorne Rg 4800,00 por rnês. euarìdo
a renda é de Rg I000,00, e a consome Rg 7200 00.
a) Chãrnando de x a rcnda mensal e de C o consurno,

obtenha C enì função d€ x, sabendo que o gÍáÍco de
C em função de x é uma Íeta.

bl Chama se polpança mensal da íanrÍia [p] à Íenda
mensa menos o coffespondente consuÍno. Obtenha
Pem Í!nçãodexe encontre os va ores da renda parâ
os quais â po!pançã é rnaorque Rg I 000,00.

77. [Uíes) Urn fubricante de boíìés opem a uÍn clsto fxo de
R$ I 200,00 por mès (coÍespondente a àuglel, s€guro
e prestações de máquinasl. O custo vaÍiáve pof boné é
de R$ 2,00.Âtlamente são comercia izadas I000 un da-
des mensâlmente, â urn prcço unitáÍio de Rg b,00. Devi-
do à concorrêncâ no rnercado, seÉ necessaro naver
lma rcduÇão de 30% no preço unúio de vendâ. parE
mânter se! ucÍo nì€nsal, de quanto deverá ser o aumen
to na qlanidade vendida?

78. 0tunespl Corno resutado de uÍna pesqu sa sobÍe a r€a-
Èio enlre o coÍnpÍimento do pé de lrna pessoa, enr cerìtí
rneúos, e o rìúmero (tâmanho) do caÌç€do brâs te ro, CaÍia
obleve umâ fórmula que dá, ern Ínédia, o núÍnerc inteiro n
Ltamanho do câlçado) eÍn fLrnÉo do comprìmerìto c, do
pé, eÍn centíÍnetros Pela fórmula, tem se n = lxl, onde

[. ]  -  -c 7 rrdtcâ o re oÍ Inrero -nâior oL 'gJd,

a x.  Por exempo, se c = I  cÍn, então x = t8,25 e
n = []8,251 = 19. Corn base nessa fórmula:
al determneo número docaçado coffespondenlea um

pè culo comprm€nto é 22 cm.
bl se o comprinrento do pé de uma pessm éc = 24 cÍn,

então ela caça 37 Se c > 24 cm, essa pessoã calça
38 ou rnais. Detemin€ o rnaioÍ compÍimento possÍr'e|,
em cerìlímetros, que pode ter o pé de umã pessoa
que calça 38.

79. tunicãmp-SP) O cusro de uma coÍÍidâ de táx e cofsl|-
tuido poÍ JT valo i , ìoalqo, ' t \o.  1]ais LnvaloÍqde!à- iá
oro00 onalÍrente; d stánc'a D percon,dã nes!ê cor-i-
da. Sabe se oLe. er . Ìà co idâ ,ìa qLalÍoÍãÍr pe-cor"
dos 3 6 kÍn, a quantê cobrada ío de R.g 8,25, e que em
outm cofflda, de 2,8 krn, â quânÌia cobËda foide R_g Z2s.
aJ Cacule ovaor nica qo.
b) Se ern um da de ü.aba ho, uÍn raxista affecadou

R$75,00 ern l0 corrdas, quantos quiómetros seu
câffo percoÍreLr naqlele dìa?

80. (fuvests Pl Uma função Í sar sbz a identdade
Í[ax) = aÍ(x) pâÍa todos os números Íeais a e x. Além
dlsso, sabe se que f(4) = 2. Consldere anda a função
g(rl - tx tì + 1 pam odo o rnero Íeatr.
a) CaÌc!1e g(3).
bJ DetermiÌìe f[x), parâ todo x real.
cl Resova a equãção g[x] = L

dl R$ 55,00.
el R$ 60,00.



ção quadnática
Uma função Í R* lB chama-se quodr.iica quan

do existem números íeais a, b e c, com a + 0, tâl que

f(x) = ax'z + bx + c parâtodox€ R.
Í tR- lB

x - ax': + bx + c

Forma canônica
h

f lx)= a(x mì ' :+k,emquem: ie)à

k=r(m)=

Zems da função quadÉtica

;* .1* a*
x ---: j j: (ÍoÌmì'lla que Íornece ãs 'âizes

2a
da equãção do 2e gÍau ax'? + bx + c = 0)

ObseÌvãções:
le) OnúmeroÀ=b: 4ac é.hàmado disciminante da

funçáo quadÍátìcâf(x) = ax'?+ bx + c-
2e) QuandoÀ > o,afunçãof(x)= âx' :+ bx + ctemdois

zero5 reais diferentes.

Quando À = 0, âfunçãof(x) :  âx' ]+ bx + ctem um

zero Íealduplo.
QuandoÁ < 0,afunçãoíx)= ax'z + bx + c nãotem

zeros reai5.

Relações entre coeÍicientes
e raízes da equação quadrática
ax2+bx+c=0(a*0J

Exjitindo zeros reai5 tal

h ./a
x":  - :  '_,  obtemoç:

h
S=xi+x":  :

^"c

FoÍma fatorâda
ax'1+ bx + c: a(x x'Xx - x") = a(x'z sx + P)

.  b+"[q're x = --;

GráÍico da função quadrática

osr da função quadíátìca é uma parábola.

ã>0

Concavidade da parábola

VéÍtice
Ovérticede uma parábolâ dada por

f(x) : ax: + bx + c, a + 0, pode ser calcu lado assiml

- , /  b 
^ì

b

^' "  4â

Máximos e mínimos
Valor máxìmo:a < 0

Màtemáli.a ' Comdto & ApLi(açõer



meÍo de zems e concavidâde

8I. [FGV'SP] Seja a lunção l[x] = x: O va or de
í[rn + n] flm n] é:
a) 2m, + 2r,. c) 4nìn elO

85, (UEL-PRl O Paneron, constÍuí.lo em Atenas, na cféca
Ântgâ, exempifca o est o € as pfoporções oLre se en
comram enì quase todos os templos gr€gos Do ponÌo
de v sta da geo met a sua fachada é rctang|Jìêr [vef Ígu
m abâxol e possu meddas especais. obtdas da s€
guinte Íìan€im toma se Lrm segrnento de cornp rnento
L e d vde-se erìr duas paftes. de tat torrna que â mão
€nÍe o segrìrento rodo ILJ e a pârte rnaiof [x] seja guâ
à mzão entre a parte rnaor e a paÍe merìor A pafle
maio sefa â base do fetánguo earnenof,aatum As
snale a alïernatva qle indicâ essa râzão

^ì2")  Ê--

'2

^1:

-2
J5 +3

86, lFlrvest SP] Sejarìr xl € L as mÍzes da eqlação
l0x: + 33x - 7 - 0. O núrìrefo nteÌo rÍa s próx Íno do
nlmeÍo 5xrx, + 2[x + xr] é:
a) 33 bl  t0 c l  z dl tO e)33

nr.  L !  qêq o\ ;o, / -  0pos d.asÍai , ,
feas r  e s tas qLr€ f :  2s Os va oÍes de Í  e s sã0, rcs

"ì :  ê-

bl  2€l  d]-2e I

b) 2r, d) 2rn'?

82. [Faap SP] ljm rcseryatófo esÌá senrlo esvazado paÉ
rmpeza. A quantidad€ de água no ÍeseNatório, €rn trcs,
t ho€s após o €scaamefio ter começado, é dado pof
V = 50[80 t ] , .Aquant idâde deÉgua quesa dorcseÈ
vatóao nas c nco pf me |as horâs d€ escoamento é:
a) Z8l250 it os.
bJ 32 350 itÍos.
cl 42 500 tros

83. tU FBAI S€ndo ftxl
pode-se afrmaf:

dl 38 750 iÍos.
el 320 000 itms

= tx 3)[x + 2] unra flnção rcal,

0l l  0 conjunto magem da f lnção é I  õ 3[
021 O gúÍco da flnção nterc€pta o eixo das abscrssas

nos pontos | 2. 0l e (3, 01.
041 Afunção é crescente no nte|Va o [ 3,2].
081 O gúfco da funçãotem vénice no ponro

16l PaË rodo x < 2, t(xl > 0
3 Oeod".r  p odog-è.ooo ur.do-,  

-J\,4aÍque como resposta a somâ dos ltens corÍetos.

l.r ?sì

44. ryunespl O núrl]eo de cliagonais de

conv€xo de x ados é dâdo por Ntxl =

Lirn po gono

2
o p0 igono possu I d agona s, seu núrìrefo de lados é:
aJ r0.  b l cl8 d)7 el6

- 
^:0

lu lv-
^i -- n

/ \

/ \

lP.



88. iUFPB) Se í: lR - lR é uÍna função quâdtátca cLrjo
gÍáíco esú d€senhado €bâixo, eflão:
â) f[x) = -x'z 2x + 3
bl l(x) : -x': + 2x + 3.
cl í[x] = -x'? + 2x - 3.
d) Ítxl = x'?- 2x 3.
e)f [x) :x 'z+2x+3.

89, (tJFÌúGl observe a Íìgura,
Y=ax'z+bx+c

Assjnâle a única âfÍrnattva falsa em r€ ação a esse grár co:
c) b é pos trvo.

que Íeprcsentâ o gúfco de

o0<k<12.
e) 4a6<k<4\6.

a) âc é negativo.
bl b'? - Aac é Positivo. dJ c é negalÚo.

90. IUEL PRI Sejâm as íunções quadráticas deÍÌnldas poÍ

l[x] = 3x'z - kx + 12. Serls gúícos não cortâÍn o eLXo
das âbscissas se, e somente se, k satisÍz€r à condição:
al  k<0.

bl  k< 12.

cl-12<k<12.

91. [Uíac) Dadâ â equação 2x'? - 6x + 3m : 0 assinãe a
a ternativa coÍêta:

a) As Eízes serâo rea s e iguais, se Tn :

bl As ÍâÍzesse|ão Íeais e deslguals se m < I
, '

cl As rakes não setão rea s, se m > 
-.

d) A equação nunca terá mÍzes rcâ6
el As mkes seÍão nulas, se Ín : 0

92. iuEL-PRl A função Íeâl I de vaÍiável rea dada p0Í

f(xJ : x'?+ l2x + 20, tern umvâlofi
a) Ínínirno, iguala 16, para x = 6.
b) mínimo, iguala I6, Para x = 12.
c) máximo, ìguala.56, PâÍa x = 6
d) Ínáximo, iguaLa 72, Para x = 12
e) máxirno, iguâla 240, PâÍa x = 20

93" IFGV-SPJ Sabe-se queocusto por un]dade de mercado

'a pÍodJ/oa de uns enoÍesa é dado pea ÍLrçÈo

crÀl-x-- : - : : -  160, o_de C(\)  é o cuslo pol

x é o total de unidades Produzidas.

Nâs condçôes dadas, o custo totâl mlnlmo eÍn qÌre ã
empresa pode operaf, ern R$, é guâ a:
aJ 3600,00.
bl3800,00.

94- [fuveslsP] 0 va of, eÍìr Íea s, de urìra pedra sem prcc osa
é sernpre nurneÍicamente igual ao quadÍado de sua massã
eÍn gÍâÍnas. Infelìzment€ uÍna dessâs pedras, de I g|Ërnas
caiu e se pâÍtiu em dos pedaços. 0 prcjuízo fo o maioÍ
possí!€1. EÍn re ação so valoÍ orig na, o prelu2o foi de:
al S2qó bl80%. c) 50ft. dl 20%. el 18%

95, (UFPBI O gráÍco da lunção

v - Í r \  -  -- \  L '  ep-ese ado_aÍìguzabai-
200 5

xo, descrcve â trajetó a de (rm prcléti, ançado a paÍiÍ
da ongem.

Sab€ndo se qLrexeysão dados em qulôÍneÍos, a ênF
ra rnáxiÍna H e o âlmnce A do prcjéti são, respectivâ

d) l0 kÍn e 2 krn.
€l 2 krn e 20 km.

96. [UFSC) Âssinae a única propos ção coÍÌeta.
A fìgu|a € seguiÍ reprcsentâ o gnáfco de uma parábolâ
cLrjo védice é o ponto V. A equação da relâ ré:

cl4000,00. el4400,00
d) 4200,00.

âl 2 krn e 40 krn.
bJ40kme2km.
c) 2 krn e l0 kfil.

01) y = 2x+ 2.
02)y=x+2.
04)Y:2x+l
08)Y=2t1,
16) y:  -2x 2.

97, (Fuvest SD Suponha que um iìó suspenso enlrc duas
colunâs de mesma diuâ h, sjiuâdas à distância d [veÍ
f glrral, assurna a íoffnâ de uma parábola

d

Suponha também que:
D a âltut€ Ínínirna do Ío âo solo seja igual a 2

ll) a ahu€ do Íìo sobrc um ponto no solo que dista 
?

de Lrma das counas seja EU€lâ .

Se h = :d entâo dvae:

a) 14. bl16. c)18. d120. e)22

Màtemátic . conlexlo & ApliGióès
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98. 0JFPBI 0 domíno dafunçãof[, =
al rR - {0}.
b l  {x€ Rlx > 01.
cl{xeRlx>l i .
d l  {xclRl-5<x<0}.
e) lR.

99, (UFPE) Sendo x um númerc rea tal que x > 7 ou
x< 3, assina e â â teÍnat v€ coneia.
al  (x + 3)(x 7)<0
b) (x+3)(x 7l>0
cl (x + 3)(x 7)=0
d)x 'z>49
e)x?<9

lOO. (FGV SPI O custo d áfo de produção d€ uÍn aftiso é
C = 50 + 2x + 0,1x,,  ondexé a quanrdade dáfa
produzida. Cadâ undade do produto é vendds poÍ
R$ 6,50 Entre que valorcs devevafafx paÍa não haveÍ
Ve)uím?
al 19<x<24
bJ20<x<25
cJ 2l  <x <26
d)22<x<27
e)23<x<28

I O l . tun carnp'SD Unìa pisc na, cuja capacidade é de I 20 m3,
eva 20 ho€s para ser esvazada. 0 loume de água na
pisc na, I hoÍ€s apos o início do proc€sso de esr"azìaÍnento,
é dâdo pela íunção V(t) = a[b - t]'z para 0 < t < 20 e
V[Ì ]=0Pa|ãt>20
al Cacule as constantes a e b.
bl Faça o gráf co da flnção V[tJ pârâ t € I0, 30].

lO2. TUFGCD As razes da equaÉo x'? - px + q = 0, onde
p e q são constantes. são os cubos das Íahes dâ equâ€o
x, + x + 1 = 0. DeterÍnine os valores de p eq.

I 03. [Vunesp] Consid€€ um r€têngllo cujo peímerc é I 0 cm
e onde xé a med da de um dos ados. DeteÍmine:
al a árca do rctânguo ern função de x;
bl o vaof de x para o qua a área do Íetángu o sela

mãxÍna.

104, (Ufesl Urìra mcrcempr€sâ íabÍicâ e vende jaquerâs.
Todas âs jâqletas produzdas são comercalizadas e o
prêço de venda é R$ 75,00 por Lrnidade Se o custo
totaldiáro p€Ía íabfcaÍ x jaquetas é dado ern rca s pof
C[x] : x'? + 25x + 100, deteÍnine:
al o número dejaqletasa serem produzidas paÍã que

o lucrc totaldiário seja máxmo;
bl o lucrc ro9tdiá o máxiÍno.

105. (FGV SP) Nfm pâÍque de dveÍsô€sA, q!ândo o prcço

. de ingÍesso é.R$ 10,00, veÍiÍÌca-se qle 200 íreqüenÌa-

dores comparecem pordia; quândo o preço é R$ 15,00,
comparecem 180 frcqüentadoÍes poÍ diâ.
al Adrnitindo que o preço @l relaciona se com o nú

ÍneÍo d€ íreqüentadores por dia (x) atÍavés de uma
fungão do le grau, obtenha essaíunção.

b) Nlm outrc parque B, a reação entÍe p e x é dâdâ
poÍ p = 80 - 0,4x. Quâ o pf€ço que dev€Íá sef
cobÍËdo paÊ maxiÍn zaÍ a rec€ita d árâ?

106. 0-IFRJ) llfn avìão tem combustto€ paEì loãf dut"nte 4
horas. Na pÍesença de lrn !€nto com ve ocidade v kn/h
na d Íeção e seÍìt do do Ínovimento, a \€loc dade do av ão
é de [300 + v) kmrì. Se o avão se des oca em sentido
contnároao do\ento, sua\,€locidadeé de [300 v] knvh
Suponha que o aúão se abste â urnâ d stâncâ d do á€
roporto e retorìe a0 p0nt0 de pairjda, consurn ndo todo o
coÍnbusÌível, e que duEnte todo o traleto â veloc dâde do
vento é constante e tern a mesma dircÉo que a do movi
meÍìto do aüã0,
aJ Determine d como flnção dev.
bl Determine paÍa qle vâ of de v a d stância d é má

I 07. [Vunesp] Em um ac dente automobì tutico, lo so âda Lrma
região rciangulaf, corno rnostrado na ígura:

Se 17 rn de coda [esticada e sem sobEs] fo|am suÍ-
centes para ceÍmr tfés lados da reglão, a saber, os
dos lados menoÍes de rnedida x e uÍn ado rnaiof de
rned dâ y, dâdos eÍn mevos, determine:
al â área [em m'?] da região solada, eÍn função do

taoo men0r;
b) a rned da dos lados x e y da rcg ão Íetangular,

sabendo que a ár€a da região era de 36 Ín'z, e a
nedidd do lado 1]erorera um nLÍnerc ntetrc.

I08. tFuvest SPI Seja ítxl = ax'? +.[1 - a]x + 1. onde a é
um númerc rcaldíeÍ€nte de zeÍo. Determ ne os valo-
rcs de a para os quais as rakes da equaÉo f(D = 0
são reais e o número x = 3 pertence ao intervalo fe
clrado cornprcendido entÍe as raízes.

l09. iFGVSD A Íeceta Ín€nsa [eÍn rea s] de urna ernprc-
sa é R = 20000p 2000p,,  ondepé o prcço d€
venda de câda unidâde [0 < p < ]0).
al Qualo preço p que devesefcobmdo para dafuma

receitâ de R$ 50000,00?
b) fàrd qu€ valorcs de p a receita é nferjof a

P$37500,00?

1lO. (Ll-PEl Se à eqJâçlo 
'  

-  n6, '  " '  
w * l -"

Lrma função rea y = ftxl cujo dorníno é o conjunto
doo.ea|s. elcorlre o mã or vâororp p pode sssuífl|

[_l



ódulo, Íunçâo modular,
logaritmo, função logarítmica

Módulo de um númeÍo real
O módulo ou valat obsolufo de um número reãl r,

que representamos por l r ,  é igual  arseÍ>0eigual

l í  = Í ,ser>0

r = -r ,ser<0

ObseÌvaçáo: PâÍa todo x € R, temos .vçt : F .

Propriedades
1.)  Pârâtodor€lR,temos 4 =J-r .
2q) Para todo x € lR,temos x'zL = lx':= x'?.

Função modular
Denomina-se furçâo modulor à funçáo Í, de R em

lR, talqueí(x) = xl ,  ou sejãl

. . .  Ix,Pa'a "=o
' ' " '  

:  
] - " ,p","* .  o

Função exponencial
Dddo um número Íeal  â (à 0 e à 1),  denonina

mos função exponencial de ódse o uma função fde lR eÍn
Rï definida porf(x) = a"ou Y = a*.

Gráficos da função exponencial
O<a<l

Equação: at:  aY<+ x = y

l">v.sea>lInêquaçao:a >a"3l
. lx<y,se0<a<l

Logâritmo de um número
Dddo\ o\ números redis oo\ifvosae b. com a L se

b : a', então o expíénÌe a chama-se loga tmodeb na

log" b: c <+ a' \  b,  com a e b posit ivose a + 1

Nessâ eq uivãlência, temos:

Ic 
logaritmo

I 
a: base do logaritmo

lbì logãÍtmando

1.)  log" l  =0

2q) log.a:1

3e) â"q.^ = N

4c) log?aN: N

5q) lo9"x:  log" y<+x: y

Propriedades
Considerando as condições de existência, temos:

lq) lo9" (M .  N) :  los, íM + los, N

2E) log, l- = log- l\/l loq_ N
'N

3â) log. [4N = N . log" À4

4q) loqtr N : ::r- lmudança de base)
tog"n

Função Iogarítmica
Dado um nuÍrero Íêdlâ (d 0ed 1ìdenoÌrna se

lunçaa lagoì nka de bo'e a umâ Í,rn(áo f de R" eÌ Fì
deínìda poÍf(x) = log. x ou y = log" x.
Obsêrvaçáo: A função logarítmica é â inversa da função
exponencial .

Gráficos da Íunção logarítmica

condição deexistência: log. b existe quando e

[b>o
5omenteouando {'  la>0ea+1

Conseqüências da deÍinição de logaritmo
Considerando as condições de existêncÌa, lemos:

0<a<1

Equação: log.x = lo9"y<ax = y

[x>v.sea>]
InequàÉo:log,x > log_yê I

l \  y.se0 "  l

l{atemátki , Conleno & Apl ca(ões
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nevisão 9êÍâl

111, tESPlVl SPI Qla o sráÍÌco qu€ rne hor reprcsenta Ê
f lnçãoí: lR----+ lRtalqueí[x]  = x I  +3?
al

I13, [Unfesp] Consdere a í lnçãa

[]seo<x<2
ííxl = (' -  

l2.s€ 2<x<0

Âl lnçãog[x] = l [x]  I  teúoseg!f tegÉíco:
àl

I 12- tFLrvesr SPJ 0 mód! o x de urn númeÍo Íeâ x é deÍ-
ndopor x =x,sex>0,e x = x,sex<0 Das
alemativas abaixo, â qLr€ melhor r€prcsenta o gráÍco

I



I I 4. IFGV-SD [,4uh p cando os vzlores nteims de x que satis-
fazeÍn simuhaneamente as desigualdades lx - 2l < 3
e 3x 2 > 5, obtemos:
a) 12. bl 60. c) 12. dl 60. r0 0.

'| 15. IUFC-CEI A soma dos nte ros que satìsíâzem a desi
guadadex-7>x+2+x 2é:
a) 14. b) 0. c) 2. dl 15 e) 18.

I16. iFuvesÌ-SPl Seja ftxl = 2a+r Se a e b são tais que
íial = aítbl, pode-s€ aíÍnaÍ que:
a)a+h=2. c la b:3.  e la b=1.
b)a+b=l d) a-b=2.

'l 17. fUtL Pc, Se o nur erc ea K sa cb,/ d eq iã!ào
3'?*-4 3' + 3 = 0, enÌão lG é iSual al

a l  0oul  c l lo!r .  e l l  o!3.
22

bl  0oul .

I I 8. IAFA SPI 0 conjunÌo solução dâ in€quação
[0.oÌr ,r < [0,25] 1.5é:

a) {xelR x<1}.  c l {x€R l<x<31.
bl{xelR x>3}.  d l {x€ Rlx<l  oux>3J

t  19.  iuní€sp)ovaofde"n,( '  t  
ï ;

, zn)e:

al n'?. bl 2n. c) n. d) 2log, n e) log, n.

120, IUFMGI Seja n:8': "q i5 "&Á5 Enlão, o v€lor de n é:

al s'?. bl83. c) 25. dl53.

l2l. tU EL-PRI AdÍìritlndo-se que log5 2 = 0,43 e log5 3 = 0,68,
obtérn se para log5 l2 o\,€lofl
a) 1,6843.
bl  r ,68.

c) I ,54.
dJ r , r  r .

e) a,2924.

122. CUFC CD O valof da soma
12399og.o- |  0g.os,  09,T, - r0gro-e:

alO. bl- ] .  c)  2.  ü2.  e l3.

123. IUFC CÊl 0 núm€ro rcalx, posìtivo e diferente de 1,
quesâtsfâzà equaÉo ìogr[2x]. log, x:3 log,\çé
rguala:

at 1,0 ú 2. Ò 2tr8. ü4. e) 4{,.

lzz" = s'
124, toLJC-sD) Se 1r""  ,  _,  eì tao\-veiguald

125. (N4ack-SPl O doÍníno da função rca deÍìnda por
3x

^11 3' ,  2

-5 - t0 -8 -2 .5q 
^- 0j--  c)-- .  oJ; eJ-

al lo,r t
bl lr,2[.

cl 12,3t.
dl13,4t.

e) la,5t.

126, lUíscar SD Se a á|ea do tdângulo retângu o ABC, nd-
cado na fg!Ía, é igualâ 3n concluise quef(n) é gualal

a) 2. d1 z"E. cl 3. ü 3Jt. e) 4.

I27, tl,ilack-SB A Íìgura mostÍa o esboço do gúfco da
funçãoY = logs (x + b):

128. IFGV SPl.Daqui a t anos, o núÍnero de habitantes de
uÍna c dade seú N = 40 000[],02}. O va or de t paÍa
que a população dobrc €rn re ação à d€ hole é:

-  loo2 - Loo 2
- '  log r02 ' '  -  og I ,O2
b) 50. el2( log 2l [og ] ,02).

AáÍea do retãngulo assinalado é:

a) r. br + "r; ü2.

cl tlog 2l( og 1,02).

")+
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Revisào geÍal

129. iUfscâr-SPl Aat!m rnédia dotrcnco de certa espéce
de áÍvoÍ€, que se destna à prcd!ção de maderra, evo-
ui, desde qLre é plantada, seg!ndo o seguìnte modeo
rnat€nìátco: h[t] : 1.5 + log3 [t + ]1, com h(tl em
rnetfos elem anos.s€ uÍìra dessas árvorcs ío cortadâ
quando s€u trcnco aÌing Lr 3,5 rÍ de atura, o tempo
lem anos] lmnscordo do mornento dâ p antação âté
o do cofte foi de
al s bl e' cl 5 dl4. e)2.

130, (FGV SP) A e B são subconjuntos do conlunto dos
núfiìeÍos reais (1Rl deffidos pof

A={xelR 2x+l= x+l  -  x)e

B=lxelR 2< x+l -21] Deternì i r ìe o inreÍva o
eâ qle representa Ã n E, sendo Ã e B- os uorrpe
mentares d€ A € B, Íespectvârnente, erì É ação a lR.

I3l. tFuvest-SPl
al Esboce, paË x rca o gráfco da turnção

l(x)=x 2 +l2x+l l  x 6.0sínbolo a
ndica o valof absoluto de Lrm númerc íea a e é
d€fndopofa =a,sea>0e a = a,sea<0

bl PaÍa que vaorcs Íeais de x í[xJ > 2x + 2,

I32. tFuv€st-SPl Sela m > 0 um númerc rea e selam fe g
íunções rea s defnidas por í[x] = x'? 2 xl + I €
s[x]=mx+2rn
al Esboce, nurn plano cartesiâno, os gráÍcos de Í e de

. loou€nooTn: ern: l
4

bJ Lletermif e âs Íâ2€s d€ ÍLxJ = StxJ quanoo m -1.
cJ Deteffnine, emíunção de m, o núrnerc de râízes da

equação f[x] = g[x]

133. [V!nesp) Resolva as equaçôes exponenciais, deteÍnl
nando os coffespondent€s va oÍes de x
âl  7(r  3)+7(\  n+l t i  1)=57

bl l - l+ l  l  l  l  = zo7
\3i  \3. /  \3. /

I34. tUFC-CD Sendo ae b números eais posit vos tais que

log. è z-4etoq b 2r8 cJ .ho\"or oea.

135. 0lVlE-Rll Considerando og 2 = a e log 3 = b enì
ílnção de a € b detemne o logaÍitrno do número

Úìã no sstèma de base 15.

136. IFGV SD
â) Reso va a equação log [x - 2) + log (x + 2) = 2.
bl Quas as raízes dê equação x.s: = l00x?

lr^^ .  r  r^.
137. t l  nü T-sD Re.o\€ o' .  

" ," ,  
] 'oq 

\  -ros'  v -4

lxY =3

138" TFGVSP) O gerente de pÍodução de uma indúsïa
constru ! a kbea abaxo relaconando a prcd!ção
dos opeúrios com sua experiênca.

AcÍedtâ o geÍent€ que a prcd!ção qse rclacona à
experênca L atEvés da flnção q[t) = 500 A€ K,

'P do ê z7 2 ê k. r nJ"re-o eê pos,üvo
al Consde€ndo que as poeÉes do gerente de pro-

dLrção dessa ndúst a estelam coffetas, quantos me-
ses de experiÔnc a serão nec€ssános pam qLre os

' op€Éfos possarn prcduzf 425 lnidades pof hora?
bl Desse modo, qua s€rá a máxirna prcduçâo possíve

dos operárlos dessa empÍesa?

I39. ivunespl Uma escala logaítmrca foi construída pa|a
representafvalores rnuito peqlenos de uma vâÍ ávelx
lsando a fómula y = - logr0x. Alabea mostra dos
oesses vâ orcs:

1,9 4,9

èl Por o"" o d-.  e "ro. r  -  ,  p icdr x2oaraoble r ,1
b) Se x, = 0,9666991, tr. d€v€ sef o vaìor co.res

pondenle y3 nessa esca a?

Progressôes
ProgÍessâo aritmética (PA)

Razâo:r=an-an I
Termogeraì:an = âr + (n -  1Ì  ou á":  âp + (n -  p)r

Trêstermos consecutivos na PA (..., a, b,ç...):2b = a + c

Notaçâo especialde PA detrêstermos: PA (x r, &x + í)

Eqüidistáncia de termos:

ax+ay=ap+aq<>x+y:p+q

soma dos n Drimeiros terpgç 5 = (a' + anln
2

Observãçáo: Sr = ar e S" 5" r : a^

Progressâo geométrica (PG)

Razão: q =

6

200 350



ermo geral :  an :  arqn '  ou a" = aeq" p

Ìrês termos consecutivos na PG (..., a, b, c,,,,): b': : ac

Notação espe(:al de PG d"trur,orrnor, ,o I a. 
". 

*o ì
\c )

Eqúidistância deteímos: âx. ây: ap. ãq ê x + y:  p + q

q"- l
q1

Limite da soma íoarã o . 11 5 = 9r
,-  ]  q

soma dos n pí imeiros teÌmo9:Sn = ar

140. [Vunesp] ConsdeÍe âs seqüências [a") e [b"] deÍni
daspofa" I  r  = 2"e b"+ r  = 3' ,  n + 0. Então, ovaof

âl 2rr  .36

bl  02)5.

l4l, (Vunespl 0s coelhos se r€prcduzem ma s Ëp darnen
te que a maoÍia dos rnamíferos. Consd€re urna colò
nia de coelhos qle se nicia corn um únco casal de
co€lhos adultos e derote por a" o núTneo de câsas
adutos desta coônia ao fnalde n rneses Se ar = l
a,  = I  e,paran > 2,an+r = an +a^ r ,onúmercde
casais de coehosadultos na colôna ao f  naldo qu nto

a)13 bl8 c)6.  d)5.  e)4.

'142. 0Jnifespl A sorna dos temos que são núrnercs pfrnos
da seqüénca cljo reÍÍno gera é dado por a" = 3n + 2
paÍan naturË,varando de I a 5 é:
â)10 bl l6 c)28. d133. el36

'143. 0JEL-PRI Uma prcgrcssâo aftrnétc€ de n termos tem
m,,ão igLdla 3 Se relrarn os os e no, de orde 'ì 'ì pa
o:deod"npa b ndËo.n. pogf-""ão
aJ aÍitmét ca d€ Íazà o 2
bl aÍitméica de Ézão 6
cJ êÍitmét ca de Íazão L
dl geornét câ de €zão 3.
el geornéÍica de €zão 6

í44, (Ufsc€r SP) Uma tunção f é deínda rccu|Svam€nte

coìoÍ ln +l .  -  '  '  Sedo' [ )  5,0\èo'
5

dl6r5
el 60

€J 65.

defir011é:
a) 45.
bl50.

cl 55.
dl60.

145; [Un]rio R-Jl Dado umtriânguo retânguo cllos catetos
medeÍìr 2 cm, construÍrnos um segundo triángulo Íe
tânguÌo onde !m dos catelos está apoiado na h pote
nusd do p-|Tero, e o o. ko cêl"ro Ìêde 2 cí Cors

tftrÍmos urn Ìerceirc ÍângLr o com um dos catetos rne
dndo2 n F o o. ro oporaco né f  po Ê L<ê oo òêç |
do trânguo. Se conunuaÍmos a construir Íiánguos
.eÌo p d" r  e"na fo "rc.  è L tpo en cdoo a0rÍérguo

'146. [Fuv€st SD Em lnìa prcgrcssão aÍitmétca de temos
postvos, os t Íès pf meircs teÍmos são I  -  a.  -ê,

{ll a O qlatotemìo dessa PA é:
a)2 bl3.  c l  4.  d l5.  e l6.

147. [Uníesp] Se os pÍrne ros quatro teÍnos de uma prc

gessão aritmét ca são a. b 5a, d, então o quociente +

al 15 cm. cJ 14 cm

b) I5\A c'n d) I crn

e guarâl

a1

al R$ 280,00.
b) R$ 380,00.
cl  R$ I610,00.

el e"ã cm.

bl  ;  c)2 d) ;  e ls

l4g, tUFS SE) No mêsd€ maio. le rse6, uma pessoa coo
cou q$ 00 00 -r  lJd Loopr.  etd oe po-pd.ì !d -  to-
dos os Íneses, vem fazendo depóstos. cada mês colo-
cándo R$ 20,00 a rnas do que no mês antedor Dessâ
foma. ao ef€tlar o I 4e depósito, Ìeú depos Ìado a qlran-

@ a$ rrro.oo.
-el R$ 3240.00

149. tUFGCEI Asoma dos l5 prime Íos tenÌos d€ urru pro-
grp.ìàodi ìó '  aF r0.O8e p m dFcÌê oAê

aJ l0 bl15. c)2a. d)25. e130.

I 50. (U FPBI U rna escada Íoi feita corn ?Q b ocos cúbicos
€uas, que lorarn coocados uns sobÍe os oLtros,loÊ
rìrando pihas, de rnodo quea pimeÍa p ha Ì inha ap€
nas I bloco, a segunda,, biocos. a tefceim. 3 blocos,
eâssrm sucessvament€,atéâ útmâ p ha, confomeâ
ígLr€ abaixo.

ct

;
4l tl

ftlt , tt
Ao o ddde d- aporau. op.çd -ç,  add -
al 50. b) 40. cl 30. <D20. el 10.

l5l. tFLrvest-Spl A seqüênca a" é urna PA esÍita.nente
cÍesc€nte, de teÍnos postvos Então, a seqüência
b"=3E n+1,é!ma:
al PG crcscente
bl PA c|escente
c) PG decrcscente.
dl DA dêL|esce '.e.0J PA decfescente.
e) s€qüênca que não é uma PA € não é uma PG

Matemátie . Contexto & Âpl a!óes

f



lúâ1êmátlo . conler& & ApllcaÍões

164. iunicarnp SPJ A Anatel deteÍÍnina que as emissoras de
rádio FIM utilzeÍn as ireqüêncas de 879 a 1079 À,4H2, e
qre had LrÌê db€rçà oe 0.2lVHz ertÍe eÌìrsso€s
coÍn freqúências vizinhas A cada emissoÍa, identjfcada
por sua freqÜènciâ, é assocado uÍn cana, que é um nú
meÍo nstural que com€ça em 200. Destâ íoÍmâ, à emis
som cujaÍeqÜéncia é de 8Zg MHzcoÍesponde o cânel
200;à segu nte, cujâ fr€qüênciâ é de 88,1 f\4H2, coÍÍ€s
po de o c€ ìa|20 L p assrn por dr€ì.F. cerSu-i se:
€l Quanl€s emissoms FÌú podem funconar [na mes

mâ rcgiãol, rcspeitando-se o nteÍva o d€ ff€qüên
c as pemìitdo pela Anatel? QuaLo núÍneÍo do canâl
com maior lÍeqüência?

bl Os canals 200 e 285 são reserv€dos paÍa uso ex-
cLs\o dai âdro) coruntar ias QLald'reqiència
do ca a 285 sLpo do qLe lodas d- lpoüèncas
possiúels são úi izadas?

I 65. (Unifespl Em uma seqüência de I númercs, aì, â,, ... ,
a7, as, os cinco pfmeiÍos Ìermos form€Ín urnâ pmgres
são artmélica [PA] de pdmeirc teÍmo lt os três últi'
mos íomam urna progressão geornét ca [PG) de p -
meiro temo 2. Sabendo que a5 = a6 e a4: a7:
a) determine as mzóes da PA e da PGi
bl escrcva os oito tenÌos dessa seqüéncia.

I ô6. [Ufes] EÍn uÍn rebanho de 15 000 reses, uma ioiinfec
tada peo vifus "mcl : C€dâ animalinfectâdo vive dois
dãs, ao finaldos quais infecÌâ outros tés ânimais. Se
cada És é níeclada (rma únca vez, em quânto Ìempo
o "mcl o(erminará a Ínetade do rebanho?
[Dadorlog3 ]5001 :  8.75.1

167, ivln€sp) Váfiasrábuas iguas estão em umâ mâdeìre
ra. Â espessuÍ€ de cadatábua é 0,5 cm. Formâ se uÍna
piha de úbuas coloc€ndo-se uma tábua na p mem
vez e, em cada uma das vezes segurntes, lantas quan-
tasjá houveÍem sido colocadas anteriormente,

pihanâ l lwz pihanà2lve pirhãna3tvez

Detemine, aoÍna de s dessas opera$es:
al quantas tíbuas teú a plha;
bJ a a iura, eÍn metros, da pilha.

168. tUFC-CB Considere a tunção rcal de vafiável rcâl de-
Íìn da pof ftx) : 2 ". C€lcule ovaoÍ de
ltol  í t r l  +(2) í t3l  +(41 (5)+.. .

1 6 9. [U FR, Uínâ prcgressão geomárjcâ de o to lermos tem
pÍimeirc termo iguâl â I 0. 0 ogaÍitrìro decìÍnal do pÍodu
to de sels Ìemos \,€le 3 6. Ache a Íazão d€ pmgressão.

Geometria plana
Angulos

Figura plâna fomada por duâs semi-retas de mes-
ma ot igem,

Ângulo raso:ângulode medidâ 180'

ÂnEulo reto: ângulode medida 90"

Ânguloagudo:ângulo cuja medìda está entre O'e 90'

Ângulo obtuso: ângulo cujâ mêdida êstá entre 90'
e 180'

Ângulos congruentes: ángulos que têm a mesma
medidã (símbolo: =)

Ângulos complementares: par de ângulos cuja 5oma
dãs medidas é 90'

Ângulos suplementares: paÍ de ângulos cuja soma das
medidas é I 80"

Angulos adjacente5: ângulos que possuam um lâdo
comum e as regiões determinadas por eles náo tôm
mar5 pontoscomuns

Ãngulos formâdos por duas retas paralelas cortâdâs
por uma $ânsversal:

Íe a: retãs parâleÌas

t reta transversal

âe eângulosopostos pelo vértice

âe ê: ângulos corespondentes

â ê 0: ângulos âlteÍnos externos

ee e ângulos alternos internos

ôe A ângulos colaterais internos

âe Â: ângulos colaterais externos

ïriângulos
Polígono que tem três lados (conseqüêntemente

têm Íês vértices ê três ângulos internos).

Classificação de triângulos

. /4.utdr,guro: póssul tlès
ãngúlosagudos.

. Retdngulo: possui dols
Angulos agudos ê um rêto.

. Oóturánguror possui dois
ângulos agudos e um

. fqüildt€ro: tÍês lados de

. bós.ei?s: dols ìâdor de

. Ésca/enortrês lados de
medidas diferentes

t



Reúsão geÍâl

Propriedades dos triângulos
. lsóscêles: Os ângulos dâ basetêm a mêsma medida.
. Eqüilátêro: os três ángulos internos têm a mesma

medidâ, iguala 60' .

. Rêtângulo: teorema de Pitágoras {o quadrado da
hipotenusa é igual à soma dos quadndos dos catetos).

òoma oos anguìos Inlernos

Angulo externo

Congruência de triângulos

l!<aso: LAL

2! caso: ALA

3a€.so: LLL

tP <eso: [AÂo

Desigualdade triangular
. Ao màior ángulo opóe-se o maior làdo e, reciproca-

mente, ao maior lado opõe-seo maiorângulo,
. Amedida decada ladode umtrìângulodeveser menor

do quê a somadôs medidôsdos outros dois lôdos.

QuadÍilátetos
Polígono de quatro lados e, portanto, de quatro

vénices e quatro ângulos internos.

Quaisquer
. Soma dos ángulos internos:360'
. Duâs diagonais

Paralelogramos
Quadriláterosfomad05 pordois pares de lador pô-

Íàte|os.

PropÍied.dês
lè) Ém todo pâralêlogramo, dois ângulos opostos são

congruentes e dois ângulos nãoopostos são supls.
mentarês {soma das medidas: l8O').

2-d) Em todo paralelogíamo, os lâdos opostos são con-
gruenÌes,

39) Em todo paralelogramo, as diagonais cortam-se ao
mêto.

\

L_:
4
Y-7
\r/

A
1\
/ ì  |  \

:

It

Ii
I|

lr



rapézios
QuadrÌìáteros quetêm apenas um parde lados pa-

ralelos: base maioÍ e base menor,

Trapézio Íetângulo
Todo trapézio que tem doÌs ângulos retos. Nele,

um dos lados que não é base é perpendicular às duas
bases,

TÍapézio isósceles
Todo trapézio que teÍn doÌs lados não paralelos

congíuentes,

Polígonos convexos
_. n(n 5)
uraqonars:o:

)
Somâ dos ângulos internos-S :  (n 2).180'
Somâ dos ângulos externos:5e = 360"

Fo[ígonos regulares

Ânsulo interno: a = 
|  

= (n 2).r80'

Ânqulo externo: a : :! : ::L

ae+a =180"

Cevianas particulares e pontos notáveis
de um triângulo

BisseÍiz ângulo ao mêÌo e tem

no raoo opoÍo a esse

circunÍerência inscritã

cêviana Definiçáo

médlo do lado oposto
trlãngulo.

Teorema de Talês

Ieorema da bissetriz de um
ângulo intemo de um tÍiângulo

A5: bissetriz

Semelhança detÍiângulos

abc-
;  

= 
I  

= 
;  

:  k l razao oe semernànça)

Casos de semelhança

í  / /  s/ / t

acab
b d ' -  c d

L:!

Â=ôJ
^ ^ faABc-^DEF
B=EJ

29 caso: LLL

A,A

AA
49:! !=49fuec-rorr
DE EF DF]

Seqmento com uma
exõ€ínidade€m urn 0Í16úê1110: ponto de
vértlceea outra enconÍodas Íetas
exÍemìdãde no lado quecontêmas
opoÍoou no 5eu al tu,ès,  podendo
pÍo ongarnênto, pertencer ao exteíloí
formandocomele doÍ iângulo.

cÌcunscíft a ão tíiânErlo,

MaleÍÌìárka . aofteÍto&ap kãçôú



39 caso: IAL Posições relativas entre reta e
circunferência

AB:
DE

Teore

BC
-=

ma

AABC - ADEF

fundamental da

Tangêntes Sê<.ntês
(dois pontor

/:\v
semernança

Posições relativas entre duas
circunferências

São dadas em função do número de pontos co-
Ínuns às ciícunferências.

Chamando de 01 e O, os centros e Í1 e 12 os res-
pecÌivos raios, sendo rr > Í2, obteremos:

Relações métricas nos tÍiângulos
retângulos

Teoíema de Pitágoras: à? = b'? + c':

CircunÍerência
Figura geoméüica formadã portodos os pontosde

um planoeqúidistantesde um dado pontodesse plano,
chamado centro,

r// Ee i 
^ADE 

- 
^ABC



gulos em 0ma circunÍerência Segmento secante e segmento tangente a
panrr de um mesmo ponto

Angulo central

(PAF=PB.PC

Angulo inscrito

Polígonos regulares inscritos na
circunferência

Apótema é um segmento com uma extremidade
no centro da circu nferência ciÍcunscrita e outra no ponto
médio de um de seus lãdos.

5e desenharmos uma circunferência inscÍita ao po-
lígono regular, o apótema coincidirá com seu raio.

Qu ad rado

Angulo de segmento

ABCéângulo desegmento. Hexágono

Relações métricas na
circunÍerência

Cruzamento de duas cordas

-62

Triângulo eqüilátero

PA.PB:PC.PD

r  =,- t t

-1 2

Dois segmentos secantes
mesm0 p0nrc

a partir de um Comprimento da circunfeÍência

t,: r 
'E

'  ^  : 'J í
-4)

PA.PB: rc.PD

l\ìatemát .a . Conlèxlo & ApllciÕes

t



nevisão genl

l

Áreas Áreâ dê uÌna região tíangul.Ì <om oauxílio
da TÍigonon€tÌia

Area da região quadrada

A:fabseno
2

Area 0a regrao retangular

Area da região limitada por
um trapézio

Área da região limitada
um pararerogramo

B

; ,

^rea 
oa regtao ttmttada por

um losango

; t - -  7
l /  /

Area da regiâo triangular

2 \ r /  |
\ t /  |\ r /  |
v..-  I  i . , .

ld"  -

.  D.d
2

AÌ€a da_regláo triangular sendo conhe(idos 05 tÌês
lados (Fóínula dê HêÌon) Area da região

reg ula r
limitada por um hexágono

â+b+c
P : --- (semiperímetro)

ze'Jí

A = ./p(p a)(p - b)(p - c)

Área dâ Íêgião limitada poÍ u|n t.iângulo eqüilátêro
Area de uma região
polÍgono regular

l imitada por um

e.tE
,'--\

í .  ì
l i1 |\_v

n tados
p: semiperímêtro

2

l.' ̂=*-,*1' ,



Area do círculo 173. 0JnaeÍp SD As retas r e s são intercepbdâs pela trãns
versa t, conforrne a Ígura.

Area do setor circular

;Rt
_ 

dg*' _ o,.a _ {

360' 2n 2tt+
O !€lof de x para que Í e s sejam paralelas é:
â) 20'. b) 26'. c) 28'. d)30". e) 35'.

174. (l.Jn no-Rl) As Íetâs rr e Í2 sào para elas. 0 vâ oÍ do
ânguo a, apÍesentado naÍgura a seguir, é;

I7O- (Cesesp PE) Na Ígure abaixo as retas re s são parâ
lelas e âs Íetas le v são oeDendicua€s.

Assinale, enÌão, denÍe as alternattvas ab€ixo, a única
que complete correlamente a sentença: "os ángulos
disÌ jntosd€Êsã0..
al opostos pelo véftice'l O coÍnpeÍnentâres:

a) 40'. bl4s'. c) 50'. d) 65". el 130'.

175. (FGV-SPI NaÍguÉ, os pontosAe B estão no mêsmo
plano que contém as Íetas paÍalelas r e 5. Assinale 0

bl adjacent€s l
cJ suplementarcsl

el seÍnprc congÍuentes:

171, (U F.JF MGI Na íguÍâ âba xo as |etas r e s são paÍâlelas
€ coírdas pof Lrma retat.0 ângulo o nafigurâvaLe:
â) 60'.

cl 50".
d) 20'.

I72. [F!vest-SP) Na ÍguÍa, âs retas r e s são pa|aeas, c
ângulo I rnede 45'e o ángulo 2 rnede 55' A nredida

al30" b) 50" cl40" d)70'  el60'

176. IUFG-GOI Nâ Ígur€ sbâixo âs retas Ì e s são paÍãlelas.

ern g€us do ângulo 3 él
a) 50 b) 55. cl 60 d) 80. el 100.

A medidâ do ângulo b é:
aJ 100".
b) r20'.

c) 1 10'.
d) r40'.

Maremátka . coúexto & Adkàçõss
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177. [UFG-GO] Se dois lados de urn ldângulo rnedem res
pectivamente 3 dÍÌì e 4 drn, podemos aÍrmar que a
rnedida do terce ro lado é:
€l  lgua a5dm.
bl lguaaldm.
cl igual a 1F cìm.
dl menoÍ que 7 drn.
el ma or que 7 dm.

178. IUFC-CE) Na ígura, os segmentos de €ta AB, AC e
CD são cofgruentes, Ê é uÍì ánguo extemo, e o Lrm
âng! o interno dotriánguloABD

D

Assnale a opção qu€ contém a expressão coretâ de
P em termos de d.

at9=3" d)

blÊ=2o e)Ê=

2a
3
3d

2

cl  p=g

I79. tFuvest SD Na fgLrra abaxo tem-se qle AD = ÂE
CD = CFe BA = BC.

Aoc

Seoâng!Ìo EDFnìede 80', então o ângLtlo ABC med€:
a)20". b)30'. c) 50'. dl60'. e) 90'.

180. [UFI\,.4G1 Com base nos dados dessa Ígurâ, pode-se
alÍmâÍ que o m€iofsegrnento é:
a) AB
bl AE.
cl EC.
dl BC.
el ED.

I 81 . [Uerj) Se urn po Ígono terìì todos os lados igua s, então
todos os seus ângLtos nteÍnos são guas. Pa|a mos
t|af que essa prcposção é hlsa, pode-se lsaÍ como
exemplo a fgu|a denorn nada:

182. IPUC-RJ) Os â]ìgulos nteÍnosde urn quadÍiláterc me-
dem 3x - 45,2x + 10. 2x + t5 € x + 20 g|êus O
rnenor ângLl o med€:
al90' b) 65'. cl a5'. O 105'. e) 80'.

183. (Unifesp) Êm urn pa€leogramo, as rnedidas de dois
ângulos iniernos consecutivos estão na |azão I : 3. 0
êngulo rnenof desse pãÍâÌelograÍno rnede:
el 45' bl50'. c) 55'. d) 60". e) 65..

184. tfuvest-S0 ilm tmpézo retâfgu o teÍn bâses s e 2 e
a turê 4. 0 perÍmetÍo desse Ìrapéz o é:
a)13. bl14. c l  15 d)t6. e) 17.

185- [Faap SD A rnedidâ rnârs púxirna de cada ángulo ex
temo do heptágono regulaf da moeda de R$ 0,25 é:
al 60'.
bl 45'.
c) 36".
dl 83'.
el  5r '

186. [Unitau SP] 0 poÍgono regular convexo €Íì que o
1iÌìerc de ãdos é igLa ao 1JÌe o de oidgo,ìdi! e o

3l osân90.
bl trapéz o.

aJ dodecágono.
bl pentágono.

cl rctângulo.
dl qladrado.

dJ hexágono.
el heptágono.

c) 152. d190. el  104

c) decágono.

I87. ([,4ack-S D Os âng! os exlernos de urn po ígor ro egu-
lar Ínedern 20'. Então, o númêÍo de diagonâts desse
po rg0n0 ê:
a) r  19. b) r35.

188. TUFPB) 0 númerc de lados do.poligono que tem 90

dJ 9.
ei fenlìuma das Éspostâs.

diagonais él
d 24.
bl 5.
cJ 15.

189. 0bmec SP) llrn Íìstemático gostaria de rccobrif o
clrão de slra sala coÍn várias peçâs de mesma íoÍna €
mesmo tamânho, colocando as peças uma ao tado da
outrE, seÍn,.deixar espaços e sem sobÍeposiçôes. Não
seÍ\7úiaÍn pa|a este recobÍirnento as peças com o íoÊ
mato de
a) tÍiángulo eqü láÌero
b) quadmdq.
cl osango.
d) pentágono rcgular
e) hexágono reguar.



l90, (Fuvest-SPJ Na fgurâ abãixo, ABCDE é Lrm pentágono
€gular

CD

Â medda, em graus, do ânoìrlo 0 éi
âl32' .  bl34' .  c) 36'  d)38".  eJ 40' .

l9I. 0\,4âck SD Na ÍguÍâ, ABCDE é um pentágono regu-
âf, EFé parãlelo a AB e BFé pa|aeo a AE.

A

DC

Amedida do ângulo d é:
a)72".  b l54'  cJ 60' .  d l76". êJ 36'.

'192, (Uníespl PenÌágonos Íegllarcs congruentes podeÍn
sef conectados, lâdo a Lado, íormando uÍna esttela de
cinco pontas, confoÍme destacado nâ íguÍa. Nestas
condições, o ângulo 0 mede:

al  r08' .
b) 72'.
cl 54".
d) 36".
e) 18'.

'193. Ofscar-S Pl A Ígura I Íepresent€ um determinado en
ca xe no plano de 7ladrlhos polgonâ s regula|es [] he
xágono, 2 tdângulos, 4 qladrãdosJ, seÍn sobrepos ções

HguEr Fi9ur.2

Em relação aos 6ladrlhos tnângulares co ocados peÈ

'eitare_re nos êspa@s da ÍgLrâ L cono t_drcado na
lìgum 2, é coÍêto dzerque:

a) 2 são tÍiângulos eqÜiláteros e 4 são tf ângu os isós-
celes de ángulo dâ base med ndo l5'.

b) 2são trângu os eqüilátêros e 4 são tÍiângulos lsÓs-
celes de ângulo da base medindo 30".

c) 2 são Íiángllos sósceles de ângulo da base me-
dindo 50'e 4 sâotrlângllos isósceles deângulo dâ
base medindo 30'.

dl 2 são trânguas eqÚ áteros e 4 são trlângllos rc-
tânguos sósceles.

eJ 2 são trlànolrlos eqüilátercs e 4 são trângulos es-

194. [Fuvest SP) Dos ángulos nternos de uÍn polígono
convexo medem 130" cada !m e os demais ánguos
lnternos rnedern 128" cada uÍn. 0 núrnero de ados d0

'| 95. [Unitau SP) O segrnento da pemendcu aftÍaçada de
uÍn vértc€ de um triângulo à reta sLrporte do ado
oposto é denom nado:
a) nì€diana. dl atu|a
b) med atdz. el base.
cl b ssei z.

Ig6, (Ufesl llm dos ângu os inlemos de uÍÍ Íìángulo isósce_
les nìede 100'. QLralé a rnedida do ângulo agudo lof-
mâdo peas bisseÍizes dos outrcs ángulos internos?
a) 20". . bl40'. c) 60'. o 80'. e) 140'.

I97. TUFMG) NestaÍgura, o quadËdo ABCD esÌá inscÍito
no triângulo AN4 N, aljos ladosAÍvl e NA medem, res
pectìvamente, m e n,

po Ígono é
al 6. b)1. cl 13. dl rô. e) 17.

-  mn -  Í Ì ì+n
4C).

b)

198. (ti E L-PRI Dado o tÍapézlo da Í gum âba xo, considere
oÍiângulo CDX obtìdo pelo pÍoongâmento dos ados
DA e CB do tÍâpézio.

A 5.m B

2

D 7cm

Amedlda da âltuÍâ dessetÍiângulo é:

c

el 5,0 cm.cJ 6,0 cm.
dl5,5 cm.

À,laremáuc . comexro & Apllca!ôes
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199" tMack'SPl No teÍeno ABC da ÍgìiË, uÍna pessoa

aJ I 400.
bl  I600.

2OO. tFuvesr-SPl Dados: âJìsllo N16C = ânsulo BÂC;
AB = 3, BC = 2 eAC = 4 Então, N4Céiguala:

pretefde construÌf urììa Esidênca, preservandoa área
verde da r€g ão assÌralada. Se BC = 80 m.AC = 120 m
e f\4N = 40 m, a área lvÉ para a constÍuçâo, em me
tros qLradrados, é del

c)  I800
dl2000.

b) 2.

dl r.
el 0,5.

b)4
cl 5
dl 6
e) l

2O1- [Fuvest SP] Na fgum. as disÌânc as dos pontos A e B
à reta Í va ern 2 e 4. As prcjeçôes ortogonais de A e B
sobÍe essa reta são os Dontos C e D. Se a medda de
CD é g, a que djstánca de C deverá estar o ponto E,
do segrnenio cD, pâra que cÊA - DÊB?

202. tvlâck SD A ÍìguÍa â segur repÍesentâ umâ estÍutura
de consÍução chamada tesolrÉ deielhâdo. Suâ inc
nação étã que, a cada Ínetro desocado na horzontal,
há (]m deslocamento de 40 crn na venlcal. Se o corn
pnnenÌo dè \rga AB é 5 n. das alÌe-nàtNas a segurí a
que melhor âproxiÍna o vâlor do compÍiÍnento da viga
AC, ern rnetros, é:

a)5,4. c) 4,8.

203.

bl6,7 dl5,9 el6,5.

(lvac(-Sn \-Ír | à-gu o rcúngllo. ur cdlero éo dobrc
do oLl.o. fntão € ?ioe_up o ìrãior e o renor dos seg
mentos detêrm nâdos pe a âhurâ sobre â h potenusa é:

a) 2. b)3 c)4. d) 3
2

204, 6pUg 54 4ftrrm seguÌ mostÍa a r|ajetória p€rcor-
rida por urnâ pessoâ para ir do ponto X ao ponto Y,
camnhando em terreno plano e sern obsúcu os Se
ea tivesse usado o caminho rnais cufto para iÍ deX a
Y, teda percoffido:
aJ 15 m.
bl 16 nì.
cJ 17 m.
dl  18 m.
e) 19 Ín.

205. 0l EL-PR) ToÍne uma fo ha d€ papel em fonÌa de quâ
dmdo de lado gua â 2l cm e nomee os seusvértjces
A, B, C, D, confome a Ígurâ ] A seguif, dobre-a, de
maneira qle o védìce Díique sobrc o "l€do" AB 0gu-
m 21. Sêja D' esta nova pos ção do védice D e x a
d stáncia deA a D'.

0

A'_.J D, B

Â íunçâo que exp€ssâ â áÍea do tfângulo Íetângu o
soÍnbrcado ern fun@o dexé:

ala= 
n 

.

o,^= u 
ì ì00," .

84

,o:  
tot ;o

ela:---T

206. (PUC-SPI Na Ígura, AB é o diâmerro da circunferên-
cia. o Ínenor dos arcosAC rnede:
al 100".
b) r20".
c) 140".
dJ r50"
el 160".



207. (Ucsal BAI Nâ fgura âbaixo, o Íângu o ABC é sós
cees e BD é a bissetÍizdo ângulo devéÍtrce B. A Íne-
dlda xdo ângu o assinaado é:
al 55".
b) 50'.
c) 45'.
dl 40".
el 35".

2O8. tFuvest-S Pl 0 valor de x na f gu|a abaixo é:

209. iVunespl Ern uÍna residência, há uma área de lazer
corn uma piscna rcdondâ de 5 Ín de diárnetrc. Nessa
área há urn coqueirc, Íeprcsent€do na Íìgum por urn
ponto q. Se a dislância de q [coqueirc] ao ponto de
tangéncìa T (da piscina) é 6 m, a dstáncia d = QP, do
coque ro à pisclna, é:

-20

cJ l .
dl 4.

a) 4 nì.

Ì

b)  4,5 m. c)5m. d5,5m. e)6m.

210. (UFPBJ Enquânto conveÍsâvâm sobre rnêtemáticá, V-
cente perguntou ao Ronaldoi"Se Íìeu carro tem rodas
de 0,35 m de |aì0, qlantas vo tas daÉ uma d€las nuÍn
perclrso de 70r! m?l A rcsposta correta será:
a)100. b)101. c)112. d)125. e)1S8.

2l l, (UEL PR) A bandeira de um tme de futeboltem o foÊ
rnato de uÍn rctânguo MNPQ.0s pontos A, B e C
dividern o lado IVN em quâtro pârtes iguais. 0s tân
gulos PIMÂ e PCB são colofidos com Ìrma detem na-
da cor Cl o üângu o PAB com a cor C2 e o rcstante
da bandeiÍa coÍn a cor Ca. Sabe se que as cores Cl
C, e Ca são d lercntes entrc s. 0u€ poÍcentagem dâ
bandeira é ocup?da pela cor C1?
â) 12,5l]t
bJ l5%
c) 22,5%
q 25r/a
e) 28,5%

212. tUFC-CD Na fÌgura âbaixo, c€da quadmdinho da m€-
ha teÍn ìado L Aárêa do qLrad Láterc ABCD é:

c) 2A
d) 21

e) 22.a) 18.

273. rUTÌM-\,4C1 \d lìgLld J. B D E. G e I sáo po Ìos oe
langê1cd de dud: crcunÍeíê c asde € o Íen reldçào
aos lados do retânguLo ÁCFH. Sabendo que a d stân-
cia enl"e os , enuo) ddo crÍcü1fe èroas e Í, a rdzào
entre a árca da pan€ sombreada da Íigura e a á|ea do
rcUngLlo ACFH é:

24

24

12

8

".  
2r- l

12

214. [Fuvest SP) Nâ fguÉ, OAB é uÍn setof circuar com
centrc em O, ABCD é !m rctángulo e o segrnento CD
é tangente em X ao ãÍco de eÍrrerÌìos A e B d.' setoÍ
cifcllar, SeAB = 2í3 e AD - l. então â áÍea do se
toÍ OAB é ìguala:

ê) a. 
"l 

4n
31 3

t )2n.  d l i l
33
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215. IÌJFPB Na fgum a segu r, deÌennine o ângu o que é
oposto ao ado de menor compriÍnenÌo.

216. [UnÌcamp-SD Um fiBpózio retângulo é uÍn qladf áte-
rc convexo plano que possui dois ângulos rctos, um
ângulo agudo a e um ângulo obluso B. Suponha que,
em um taltmpézio, a m€dida de Ê selâ gua € cnco
vezes a medida de d.
al Calcule a medida de a, em g|a!s.
bl Mostrc que o ângulo formado peas bisseÍizes de

deÊéreto.

217. tUFC-CÊl Considerc a figum a segu I ns qu€l os
segmenios de rctâ AB e cD são pependicuâres âo
segmento de rctã Bc. se AB - 19 cm, BC = I2 crn e
CD = 14 cm, detefinine € rnedida, em centímetros, do
segmento de reta AD.

218. [Ufscar-SP) Umâ pâcâ de âço quadradava sertÍans
foÍmâde em uÍn octógono regular, recorkndo se os
quaro canÌos do qLad?do de foÍ1]a è obte o raio-
polfgono possÍvel, coÍno ÍnostÍa a ígu|a.

rl
Sendoà Tedda do ado do qLad?do rgLala L. calcu-
le, em função de L:
a) a medidâ de x;
bJ o peímetÍo do octógono obÌido.

219. íVu lesoì UTa eslatLa de 2 Ír de akLra e un po. - oe
5 r de a .-€ er;o ocaìizado) nuÍna .deird de 'cli-
nação iglaìa 45', corno mosl|a afgu|a.Adistância da
base do poste à base da esútua é 4 m, e o poste tem
urna ámpada acesa na exrrem dade su pef or

Adotando \A = l,4l e sabendo qle Ìanto o pusle
quânto â estáÌua esúo na Venica, c€ cLrle:
a) o compfmento aproxmado da sombm da esÌátua

pmjetada sob€ a ladelra;
b) â ér€a do trângulo XYZ indicãdo na ígura.

220. IPUC FJI Os caÌetos de !m trângLrlo rctânsu o rÌE
dem :oJIcm e zoJãcm. Ache o cornpfmento da
bisseÍiz do ângllo r€to desse Ìriângulo. [Srgesiâo l]se
serne hança de tângulos.)

221" (UFPB Sela ABC urn ïânguo talque
AB = BC = 5 cÍn e AC = 8 cm. quanto Ínede €rn
mm, a ahura deste Íiângulo em rcação ao âdoAC?

222- tU FFJ) NaÍìsuÍa, otânsu o AEC é €qüiláterc eABCD
é um quadrâdo de lado 2 cm. Cacule a dstância BE.

223. IUFSCI Na fgum, O é o c€nÌm da^ciÍcunfeÉncia, o
ângulo 0AB rnede 50', e o ângu o oBC mede l5'. De
teffnine â medda, em gÍaus, do ângulo oAC



224. [UFPB] Na fÌgura aba xo. o segmento AB é tangen-
te à c fcunferência de centro O, Se AB mede 30 cÍn
e BC mede 18 cm, deteÍmine a medida de CD eín

225.

Determine o menor núÍnero de volÌas complelas parâ
' a rcda percorrer urna d stânca maiof que l0 rn.

226. iEEM-SPI Calcule a áreâ construída de (rm aparta
menlo, cLrja plantâ bâxâ está Íepresentada pelo es
quema âbaixo [d€spreze â espessuÍâ das paredes).

tUER '  Urra roda dp 0 .n de diáTelro gi ,d eT
rrd ela,  seÍr  es o| |egor,  sobrp l  Ìd sJpe-( ie 'sà

227. (U FPB) Na ígura abaixo, o quadmdo ABCD Íepresen-
ta um pedaço de papelde áreâ 144 cmz do qualÍoi
recortada uÍna p pa, na formá do poÌígono AECFA. Sa
benoo que E e F são os oonlos Írèdios dos laoos B-C
e DC, rcspectÌvamente, quala áÍea, eÍn cm'z, do papel

228. TUFPD Natsl questao[ões] a seslir escreva ros pa-
rênteses [V] se foÍ vedade ro ou [F] se forÍâlso.
f  ì  Dois l r iá g- lo.  eqüiate os qua sqLe :ão se-

metnanles.
( I Dois Íiângulos retângulos sâo sernelhantes se

os c3tetos de um são prcpoÍcionas aos catelos

[ ]  \un trârg- 'o q-aq-eÍ cèdé lado é ìaro qLe a
soma 00s ollTos o0 s.

[ ] Se as dagonais de urn quadr áteÍo se intercep-
tarn nos sels pontos méd os, então esse quadri á-
lero é um retãngu o.

( I Se pelo ponto Ínédìo do lado AB de uÍn trángu
o ABCtraçaÍmos uma rcÌâ parâlela ao lado BC,
então estâ retá interceptaÍá o âdo AC no sêu
ponto méd o.

Trigonometria
Lei dos cossenos

x2: a2 + b2 - 2ab coso

Lei dos senos

=- 1:___::2R

GÌaus e radianos
1 80" = n rôd

Seno, cosseno e tangente
.  sen2x + cos2x: I

. rç lx=-

:.,:

:ì À,latemáta. Conrexto & Adi.aloer
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. 5imetria

.  Sinais

ooo
Outras relações tÍigonométÌicas

I  cosx.cotqx:
-  tqx sen x

,ì

'ì
. cossec x =

.sec:x=l+tgzx

.cosseczx= 1 + cotg2x

Adição e subtração de arcos
.sen(a.+b)=sena.cosb+ sen b.  cos a

. sen (a -  b) = sen a .  cos b -  sen b. cos a

. cos (a + b):  cosâ. cos b sen a, sen b

. cos (a -  b) :  cosâ, cos b + sen a,sen b

toa+tob.tg {a + b) -  _ '  -  {pdÍd os àÍcos em que à
r_rqa.rqo

tãngente for definida)

tga-tgb.tg(a b):

Arco duplo e arco metade
.sen2a=2.senâ.cosâ

. cos 2a : co52 ã sen2 a

. cos 2ã :  2.cosza 1

.  cos 2â: 1 2 .sen2a

- 2tq a

1+tga.tgb

TransÍormação em pÍoduto

.  sen x + sen y:2.  sen + 
. . " r  l?

.  sen x -  seny:2.sen 

-L 

'  r . t  

-L
. s65 x 1 ç65 r: 2..or IÌ I  . .or I  L

. cos x - cosy: z.sen ì!I . sen ìl-

Função seno

Gráfico

Características
]s) Função seno é a funçáo de lR em lR defÌnida por

f(x) : sen x
2e) Afunção seno tem D: lR e lm: I  1,  11.
3e) Aíunçáo seno nãoe injetivà nem sobrejetiva.
4q) Afunção seno éfunção ímpar, isto é,

senx= -sen( x) ,Vx€lR.
5e) Afunção seno é periódica de período p: 2Í.

Função cosseno
Gráfico

Características
1e) Odomínio é o mesmo:Í lR )  lRtal  que

f(x):  cosxtem D = lR.
2q) A ìmagem é a mesma: Í  lR ì  R tâlque

f(x)  =cosrtemlm = |  1,11.
3-') O período é o mesmo: a funçâo cosseno é periódi-

ca de período p : 2r.
4q) Afunção cossenotambém nãoé nem injetiva nem

sobrejetiva.
5q) A função cosseno é par, isto é, cos x = cos (-xl,

Vx Ê lR.



Senóides do tipo
y=a+b.sen(cx*d)
ouY=a+b'cos(cx-d)

O domínio dequalqueí senóide é sempíe D: R.O
quevàí ià éà imàgem e o período. Parà obLeÍà imagem,
basta lembraÍ que l<sêno<1e 1<cosd<1e
substituir na5 funçóes.

2rr
Parà obteío período, basta íàzeí p = -.

ILL

ObseÌvaçõê5:
lc) Se b < 0, o gráfìco Íìca sìmétrico ao gráfÌco com

b > 0 Gimetriâ em relâção âo eixox).
2q) Antes de desenhar o 9ráf ico, é importante deixar

o pdrámetro c posit ivo. Para is50, usamo5 a pari
dade de seno e cosseno:sen ( cx) = sen (cx) e
cos { cx) = cos (cx).

d
3q) Se d + 0, o gráfico translada : unidades.

c
d positivo:o gráfìco translada para a direita.
d negativo:o gráfico translada para a esquerda,

229. (Uni io-R IDesea-sp rFoi a a cldn. ia eí F oLas, -
dades B e C sobrc um nìâpa, sern escâ a. Sabe-se que
ÂB = 80 km e AC = 120 km, onde A é urna cdade
conhecida, como mostm a ÍguÉ abaxo

Logo, a d stâncÌa €nü.e B e C, em krn, é:
€J menor qle 90.
b) maiorque 90 e Ínenof que 100.
cl  maior que 100 e menor que 110.
dl maior que I l0 e menor qlie 120.
el  rnaiorque 120.

230, tMack-SPl Tfês has A, B e C aparecem nurn mapa.
ern €scala I : I0 000, corno na Ígura. Das alternat-
vas, a que me hor aprcx ma a distânca en!rc as iÌhas
Ae Bé:
aJ 2,3 km.
b) 2,1 km.
cJ 1,9 km.
dl 1,4 km

\r..
ï \

D-______\.

231" [Fuvest SP] No quadf átero a segu f,
BC = CD = 3cÍn,ÂB = 2cm,ADC = 60"e4Éìì = 9O'.

A rnedjda, em crn, do perírnetro do quadriátero é:
al  l l .  b)12. c l  13.  d)  l4 e) 15.

232. IUFPAI Qua a medida em Edianosdeurn arco de 135?
. 'ì,! 5Jr

dl -  Dt c dlJr' t !  2 4 4

233. [Fuvest-SP] 0 períÌetro deum setoÍcrculârde Ëio R
e ángu o centE med ndo o rad anos é ìg!a1 ao peÉ
metÍo de um quadmdo de lado R Então a é iguala:

a "  a)2 c l ]  dJ '"  e)  l :
332

234. IUFPB] Se sen x =

dÍante, então

z,lt a
7

ex esia no segunoo qua

\

1l
IJ

o'4 oaJtgx-

Dl rg x:

cJlgx=

dl tgx=

7

on4ã
49

z'Eí
3

s"4ã

el nenhuma das rc açôes anterloÍes é verdadeira.

235- (Fu\r'esÌ-SP) O menoÍ valor de 
I 

,comxrea,e:

236. (PUc-SPl A aÍiffnaçls 66s x = ?!j 5 y6y666sm
se. e .onerÌe se. a éË q-e:
al  l>âoua>1. d)-2<a<3.
bl  l>aoua>1. e) -4<a<6.
c) 2> a au a ' ,3

237. [AFA-SP] 0 vaorde

""nl  
I+a +. . .  + l+. .  ì  nen.e:

\2 4 z ' ,  )

aJ -1.

3-cosx

, r+ br+ d+ dr.  er3.

blo. Ò+ d) 1.

l\,lal'omárka . conteÍto & Aplkaçôês
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238, [Ufac) O rnenof valof positivo de x qlre satisfar a eL]ua

239. ttuvest-SP) O dobro do seno de urn ângulo 0,

0 < 0 < a. é oua aotriDlo do olrâd|ado desua Ìân-
2'

genie. Logo, ovaorde seu cosseno é:

240. IUFC CE) Cons derc a equação cos, x cos x - 2:0.
Pode se aíÍmar que a somâ de suâs soluçôes qL€ pef-
tencern ao intervâlo 10,4r!l é:
a] l .  bl  I  c lo.  d) aÍ .  e) 2n.

241. IPUC PRI Todo x do ntervalo [0, 2n] que sâtisfâz â

- t6" '  lpouaç€o ---!="- - :- oe1e'ìce a0 l'ìIe'Va|o

a) 0 <x<72' .  d)216'<x<288' .
b) 72'<x < 144'.  e) 288'<x < 360'
cl  144'< x < 216'.

242- iLEr, PRI se \ c Io, 2,r1, ê-rão cos r 
- 

I 
"., " ""2

mente se, x sâtsfzef à condição:

al l :<r<i l l .
33

bla<x<a
32

c)n<x<2n.

dì  j :<r<: :  ou:  <x<2r

el  0<x<l :  oL: :  <r<2n
33

243. [Udesc) A expressão mais sirnp es pâra

_l

aJI
bl I
c) 0.

oJ rg x.

çao2senx- l=0é:

, r+ D+ c)+ ü+ err

") i  ,9 ,* o'+ "+

244, IAFA SP] O va or da êxpressão
cos 35' [sen 25' + cos 55") +
+ sen 35". (cos 25' - sen 55"1 +

+ 
!YJ'  !v ' -  

é

1-1931' . tg l4 '

, 'E -s

^l :

[FuvestsP] No quadiáterc
ABCD onde os ánglrlos B €
Dsâo retos e os ladostêm as
rnedidas ndicadas, o valof de
senÀe:

-Ã

";  
. ì -  " ' ,

, .  : .6 . .2
v) __-_

246. [UeceJ Se x é um arco do prmeiro qLradranre ra que

to 1 = ,ã enão sen r. é cua a.-2

ê) u_ bì+ l-
r6

247. t\- espl sê co. 
", 

p"-", 
- 

(o ^ ì ",".".  """\  2)
qLrea+0 e a+ I ,ovaofdetg2xél

2a.11 a'

I . .

c) 2a.J1 - a'

248. t--ve.r Sn O( r re-oç Fdc
1'

sen !q fomam. nesta oÍdern. urna oÍoorcssilo âít
1 '  '

Ínétim. Ëntào o valor de sen a é

"r l

6

249. [iVâck-SP] A ngu€ rnostra o; esboços dos gÉÍcos

oas tuaçõps L\' -.e f 
t 

]eqirt cos lrrt endo
\x,

"r -;tr - -:

e) 2a'1 1.

"..rE ", 
./ã

e)4, '

,+

a)m=2k

bJ rn =k

. l
cJ rn =ãK

dl m = ,,/l.

e) 
'ì, 

= -+k



250, IUEL PR] O conjunto imagem da função y: lR ..* lR,
y=2lcos2x+1é:
al  10,21.
bl  I r ,3 l .
c)  I  1,31.
ü I-2,21.
el  t -2,01.

251. tFuvesÌ-SPl Afglm a s€guiÍ mostra parte do gráíco
da íunção:
al sen x.

q / sen

cJ 2 sen x.
dJ 2 sen 2x.
e) sen 2x.

252. [Flvest-S P) Na Ígurâ aba xo, O é o centro da c rcun
íerênca de ra o 1, a r€ta AB é sec€nte a €la, o ângu o

t;
0 ínede 60" e sen a = lÌ.
'4

a) DeteÍmÌne sen (OÂ g) em í{rnção de AB.
bl Ca clle AB.

253. (Un Íesp) Corn base naÍgura a seguir, que Íepresen-
k o cÍrculo trìgonométrico e os exos da tangente e
da cotangentei

al c€lcu e a árca do tfángllo ABC, pem d =
n.
3

bl do triângulo ABC, eÍn função de

a, <o< .

t  - ì254. IUFoBJsecos0 -  06e0c I  0 :  I .  calcu"ovdro
delosene L '  )

255- tVunespl Numa fábrlca de cefàrnca, pfoduzem se
lajotâs tÍang! arcs. Cada peça tern a forma de um
triângulo isósceles cujos lados igua s medem l0 c.ìr,
e o ángLrlo da base tem Íned da x, como rnostÍâ a
Íìgum.

âJ Determine a aturâ h(x), â base b(x) e a área A[x)
de cada peça, em fun@o de sen x e cos x.

bl Determiner, de modo queA(xl s€ja iguala 50 cm'?.

256, IUFIVG] DeteÍm fe todos os valores de x penencen-
les âo inrenalo (0. nl que sàr,qaà/er é eqLação
3tgx+2cosx=3secx.

257. (fuvest-SD DeterÍnine as souçôes da equação
[2 cos'zx + 3 sen x)[cos'? x sen'?x] = 0 que estão
no ntervalo [0, 2n].

258. [Vunesp) Areaçãoy = A + 0,6 sen lo(t - ,] expri-
Íne a proíundldadey do Ínar, em mêtTos, eÍn uma doca,
àst horas do dia,0 < t  < 24, na qualo a€umento é
expresso em |ad afìos.
al Dado que na maÍé alta a pÍofund dade do maf na

doca é 3,6 m, obtenha ovâorde A.
bl Cons derândo qlr€ o p€ríodo dâs maés é de l2 ho

ras, obtenha o v€lofde í0.

Geometria espacial
Geometria espacial de posição

lJma reta fìca determinadà pordois pontos distintos.
lJm plano íicâ determinado poí:

. tÍê5 pontos náo:colinêâíes;

. duas retâs paralelas distintas;

. duas retas coficoÍíentes;

. uma reta e um pontofotá dela.

l\,latemátka . onrexto & Apl caiÕer
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sições relativas de duas retas no espaço

Duàs retas no êspaço
distintas

I paíalelas

coplanares J PeÍpendicularesconcoíêntêt 1 , ,,
|  loottquas

I ortoqonais
reversas j 

- 
-

Inao-orrogonars
coincidentes (paralelas iguais)

Posições relativas de uma reta e um plano no espaço

Uma reta te um plano a no espaço

a reta é paralela ao plano (r//od

a retâ está contidã no plano (r C 0)

fa reta é perpendjcularao plano

a reta intersectà o plâno 
](f-La)
I a reta é oblíqua ão plano {rl d)

Posições relativas de dois planos no espaço

Dois plânos no espaço
lParalelos .

distintos J I pêÍpendiculares
secânÌes 1 . . ,

I  loottquos
coincidentes (paralelos iguais)

Poliedros
Relaçáode Euler:V- Â + F = 2

PÍismas

Paralelepípedo reto retangular

.  Oiagonal 'O = 1f , '+b'+ci
ÁIeatotal:AÍ= 2(ab+ac + bc)
Volume:V = abc

Cubo

lr



m
as rcgulares

AB: área da ba5e (polígono de
n lados)

AF: áreâ de uma face (retángulo)

Árealateral : \=n'AF

Area total,\ = 2As + Ar

Volume:V = As. h

Pirâmides
PtÍâmide íegt)lar

As:área da base (polígono dê n
lados)

4 Ar:área daface (tr iângulo)

Áreâlateral :AL=n'Ar

Area totãl:,\ = AB + Al

a^.h
Volume:V :  - ï

ïronco de pirâmide

v:ï lB+JBb +bl

Cilindro

Cone

AL : 2nRh

AÌ=2nR(R+h)

Cilindro eqüilátero: h = 2R

g'?=h'z+R'?

AL: TrRg

AÌ=nR(g+R)

.,  7rR'zh
3

Cone eqüi látero: h :2R

Ángulo do setor( i rcularque equivale a área lâteral :
2,rR (em rãolanos)

I

Tronco de cone

TH-, '
U---"-----\. \ - . '

Êsíera

| 
*\)

Fuso

ÂL: ngl(rr  + rr)

v: $(l'+,,'.,+r.)

3

Cunha

Aíuso_eq'&s_d,"d

4nR'z 3óo' 21r

V"*h" dÍ-, _ o"d

1nÉ 360' 2rç
3

í'ç.çi.-\
\:|:'E:_!

259. IUFPBI Ma|que C nas áÍrmâlivas coffetas e E n€s
er|adas.

1, ( )Três pontos co lneares . delerm nam somente
Lrm plâno.

2. ( lPoÍ urn ponto de uma reta Í dada passê so
menle um pano O, perpendculaÍ a r ,

3. ( ) Duâs retas concoÍrentes deterÍninarn urn pâno.

4 [ ]A projeção de uma reta r sobre um pláno o é
sernprc ouva T€Ia s.

5. [ )Se.uÍn p ano intercepta dois pianos para e os,
as ntersecções são rcïas paralelas.

6.[ ) Urn íexe de planos paraeos deÌefininâ sobre
duas transversa s segrnentos propoÍcionâis.

Aseqüência coffeta obtidâ é:
âl ECCCEC. cl ECËCCC. e) ECCECC.
bl ccEEcc. d) ccEccE.

Matemárka ' contexlo & aplkàçõs
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260. IUEL PRI A rcta ré a nte$ecção dos planos perp€n
diculares a e B Os pontos A e B são tais que A € o,
A e p, B € B, B É o.Âs ÉÌasAB er:
al são rcversas
b) são coincidentes.
c) podern ser concoffentes.
O podeÍn ser para elas.
el podeÍn ser peÍpend culâres

261. (UFRN) Na cadeiË rcprcsentada na Ígum abaixo, o
encosto é pefpend cuaf ao assento e este é paraeo
a0 cnão.

Sendo assim:
âl Os planos EFN e FGJ são pa€elos.
bl HG é um segmento de rcta comum aos plãnos EFN

E EFH,
cl Os planos H J e EGN são paralelos.
dl EF é um segÍn€nto de rcta cornum aos planos EFN

E EHG.

262. [UEL-PR) Para explcar a naturcza do mundo, Platão
"l..,lapresenta aleoriê segundo a qua os'quatro ele
Íìentos admitdos como constituìntes do mundo o
fogo, o ar, a água € 6 ter|a - [...] devern ter â fonna
de só dos reg! arcs. I...1 Para não deixaf de ío|a um
sólido regulaf, aÍbuiu ao dodecaedro â rcprcsenÌa-
do dâ forrna de todo o un verso l IDEVL N, Kerh.
Matenática: a ciência das padrdes. Portor Porto Ed -
tora, 2002. p.t  I9.1
As ÍguÍâs â segu | rcpresenïam esses sóidos geomé-
tricos, qLre são charnados de po edÍos ÍegLrarcs.

,ll.;>ffiSO@
Fogo Ìerc ÁS*

Un ooledÍo e JT so oo in 'Ìádo poÍ porgo_os. | êao
poledro teÍn urn cerlo númerc de polígonos em tomo
de c€da vértice. Uma das ígu|as anteriores repÍesent€
um octaedrc. A sorna das medldas dos ângulos eÍìl
torno de cada védce desse octaedrc é:

c) 270" .
d l300'

e) 324'a) 180' .
bl 240'.

263. (UFC CD Urn poiedro convexo sótem faces Ítângu-
âres e quadrdngulares. Se e e tem 20 arcsÌas e 10 véf
t c€s, então o númerc de laces trÌangu arcs ér
a)12. bl ] ]  c l r0.  d)L e)8.

264. IUEL PR) Aumentando se em I rn a atura oe um pa
ÉlelepÍp€do, seu voluÍìre aurnenta 35 m3 e suâ áÍea
tota auÍìenta 24 Ín,. Se a árc€ aterEldo parâleepípe
do origina é 96 nì,, então o volurne ofg na él
âl 133 m3.
bl 135 m3.

265. (U FIVIG) 0 vo |Jme de u ma câix€ cú b ca é 216 trrcs. A
medida de sLra dÌagona eÍì c€ntírnetros, éi

c) 140 m3. el 154 Íns.
d) 145 m3.

a) 0,8!6

bl 6

cl 60

at oo,6.
el 900 \6.

266, 0TA SPI Dado um prisma hexagonal Égutâr, sâoe-se
que sua atLr|a rnede 3 cm e que sua áÍeâ âterêl é o
dobÍo da á€a de suâ base. O vo uÍne deste pfsm€, ern

d 27 \8.

bl r 3.rã.

al 250 crn3
bl 5oo cm3
cl 750 cm3.

c) 12. el 17 16.

al sq 
'ã.

267, IFE SP) De lrna vga de rnêdei|a de seçâo quadrada
de lado I0 cm extm seumê cunha dealtuË h = t5 cm,
conforme a fg!|a. 0 volurne da cunha é:

dl I 000 cm3.
el I 250 cm3.

das pirámdes esÌão ocaizâdos nos pontos Ínédi

264. 'uecel A d.eABC ooÌelËedroVABCeLr r iá-gJo
eqÜ láteÍo de lâdo 3 cm e a reta passando peo véftice
V € pependicuar a esta íace ntercepta-ê em seu
centrc O. Se a arcstê VA do tetraedro é 5 cm, então a
rnedda, em cÍn do segrnento V0 é:

o "[ã. ol .,/iã. a "6. a ',tn.
269, (tlece) Nlma p ÉrnidequadÉngu aÍ regutaf uÍnaarcs,

ta cla bas€ rnede 2\A crn e uma arcsta atera Ínede
16ã cm o volume dessa piérn cle, em cm3, é:

ú7'E D8'E ds'lr. al roú.
270. IUEL PR] As superficies de um cubo e de um octae

dro feg Lrlar lnt€rpenetram se, dândo origern à Ígura F
rnostrada a segu r. Sobre câda íace do cubo e evam se
piÉÍìr des quetêm a base quâdmdâ e as íaces emíori
rna de tânguos eqüiláteros. 0s védces das bases



das aÍ€stâs do cubo e do ocÌâ€drc. Aaresla do cubo
mede 2 cm. Qual o volume do sólido limltado pela Í-
gLrm F?
a) 12 cm3.
b) 14 cm3.
cl 18 crn3
dl 16 crn3.
e) 20 cm3.

271. [UFlVlG] observe €sra f gLrË:

Nessa Íìgurâ, estão rcpfes€ntâdos um cubo, cljas
ârcsras rn€dern, cada uma 3 crn, e a piÍâm de N,4ABC
que possu très vénces em comLrrn corn o cubo. o
por o M s.Ja sê sobr" o p olo'lganento ca a pì d
BD do clrbo. 0s segmentos [/ìÂ e IVC nterceptam
o?-rds oFr\e.Lbo Íespen\dr F' l lF.  no( oo' ì to)  N p

P e o segrnento ND mede I crn. Considerando se es-
sa" n'o _ld!õ-s, é coÍÍerc. ' i rnd oue 0 \oLrÊ 0.
piÉÍìr de IVINPD é, ern cÍn3:

d*"r+b)4a)6

272. (úEL PR) /\ capacdade aprox mada de um at€ÍÍo sâ
_úa ocor aÍorn"dpres"nlêdà' ìaÍ9.  "  "  

ceo- lé:

âl I 135 rn3
bl I 8oo rn3

cl 2 187 m3.
d) 2742 tr,3.

el3 768 m".

273, tUFV-N/G) O inteÍiorde Lrmajaffa é uÍn cilndrc cÍcular
reto e contém V liÌÍos de áOLrâ. Se íosse ret Íado I tro
desta água, o mio, o dlârnetro e a âltuÍa da ág!a, nesta
eÍdern, formafam urna pÍogÍessão aritmética. Se, ao
contfláÍio, fosse âdicionado I ltrc de água na jaffa, €s-
sas g|êíìdeás, na rnesÍnâ odem, ÍoffnâriaÍn urna pro
gressão geornéÍica. OvaoÍ deV é:
a) 6. bl4. c) L d)z el5

274. (Udesc) Um cubo de ado h é nscrlio num clindro de
rnesrna altt]Iá. Aárea latem desse ci ndrc é

e) uÍh'z

". r*r"ã a):*r'zrã.

275. il-lEL PRI Urn cone c rcllaÍ reto tem atu|a d€ 8 crn e
Ëo da base medlndo 6 crn Qua é, ern centímetros
quadrados, sua área lat€Ía ?
a) 2aÍ bl 30r! cl 40ir dl 50,! €J 60r

276. [UFRGS] Uma paneâ cilíndfca de 20 crn de diâmetÍo
está cornp€tamente cheìa de massa para doce, sem
exceder sìra âltuÍa de 16 cm 0 númeÍo de doces em
lomato de bolinhas de 2 cm de râo que se podem

e) 100.

277. (UFPD Corìs deÍe umtanque com a Íoma d€ urn cone
invertido de rao da base 6 rìr e a tlrra I rn. Dexa se
ca fdentro do tanque uma esl€Í6 d€ rao 3 m.Ass na€
a alternatva coÍ€spondente à dstância do centro da

obtefcom toda a massa él
al300 b) 250. c l  200. O 150

€sÍera ao vértice do cone.
alaf l ì  b l2rn c l5m d) l0m el6m

274. [UFPD Unì poledÍo convexo poss]ri l0íacescomtfès
lados, l0 íaces corn quatÍo lados e I face com dez a
dos. Determine o número de vé.tices desÌe poledÍo

[Un campsP] ÂÍigutâ abaixo é a plânícação de Ìrma279-

2AO.

ï

d l  E'co' .  e o vao de x e' ì  . ' r 'ho os. de n odo
que a capacidâd€ dessa caixa seja de 50liÌÍos.

b) Se o Ínaterâl utilzado custa R$ 10,00 por rnetro
qLad€do, q. è e o (-slo d'  -nd dp'(a< ra \4.  dp
50 itfos considerando-se apenas o custo da lolha
reÌângLrlar p ana?

[VLrnesp] ConsdeÍe urn pÍisma hexagonal reglrlar, sen
oo é êllJ " gLêlê b crì e è d-ea ldrera gl alê 60 cni
al Encontre o comprmento de cada um deseuslados.
bl Calcu e o vo uÍne do pfsrna.

Màtemálkà . conrexro & Aplicçó6



Rêvldo geÍôl

281. [UF[,1G) ConsideE um tetraedro €gulafde védicêsA,
B, Ce D, cujas êre€tas medem r Considerc,êíìdâ, que
M e Í{ são porìtos médios das arestas BD ê CD, €s-
pectivamente. Câlcule a área do tdângllo Al\,4 N.

282. (UerD Observe ,s flg!És a seglh:

,.1
c 6m o atuo u

A ígurÊ | mostrâ a forma do toldo do ufiâ baÍÌãca, e a í-
glrâ ll, sua respectiv€ planifcaÉo, composta de dois tra-
pézios isósceles congÍuentes e dois tdângulos, Calculei
â) o distáncs h ds aresta AB 60 pÌÊno CDEF;
bl o volume do sólido de vértices A, B, C, D, E e D,

Ínostrâdo na fgura I, em fungão de h.

2g:ì. (UFPE) Na ÍÌgu€ a seguk o cubo rem arestâ iguat a
I cm ê ê prâmide teÍn urn vértice no cêntlo de ums
face e como base a face opostr. SêV cms é o volume

da orâmÌde, determ ne ] V'3

284. (Unifesp) Um rec p ente, contendo águs, tem â Íorma
de uÍr cl_d'o crculsÍ rcro de ahuÍâ h = 50 cÍn € €io
r = 15 cm. Este rccipiente contérn I ltro dê ág!â ã
menos que suâ cêpacidade tota,
a) Ca cllê o vo ume de água contido no clindro (use

,r :3,14),
bl Qua deve sef o mio R de uma esfeÍa de iêro quê,

introduzid€ no citndro e totâlmente submer6â,lâçâ
lransbordaÍem exâtamente 2 litrcs de água?

285. (V!nesp) LJm retángllo
!mâ rctaçâo coÍnpeta
conforme a lust|ação.
Adolando n = 3,14:
aJ encontÍe a áÍea totgl dâ figura geEda;
b) encontrc o\olume da fÌguÈ geÍEda,

dê med dâs 3 cm e 4 cm íaz
em tomo de seu lado maior,

246' [Ufes) O sêtor crcular sombreado, coín 6 cm de rao,
trênsfoÍma-se nâ supertÍc e ate]?l dê um cone, âpós "co-
aoem" de 6eus boÍdos pontilhados. como llusÍad'o nas
igums a soguirl

A B Á B Â=B

êl Quale mêdrda do ralo da bêse desse cone?
b) Qualo voumedo conetêndo essâ base e a super-

ficÌe lêteÉl descfitâ anter ormente?

287- (Uíscar.sPj Em urna anchonete, uÍn câsa de namoÍa-
dos rcso ve dlvÌdir uma taça de m,4k srake coÍn as di-
mensões most€das no desenho.
s) Sabendo-sê que â taçá estâvâ

totamente chea e que êles
bebe€ÍÌì todo a nilk shakê
cacue qualfoi o voluíne, ôrn
mL, inoeddo pelo cÊsê|. Ado-
ten:3,

bl Se um deles bebersozinho até
. a mêtgde da ahura do copo,

quânto do vollme tol6l, ôÍìì poÍEent€geÍn, teÍá be-
bid0?

288. (UFRI) Uma ampola de vidro tem o fomato de uÍn co-
ne cuja âltuE mede 5 cm. quando ã âmpoa é posta
sobre uma supeflde hodzontal, a a tura do lhuldo em
seu int6 oréde 2 cm (Íìgurâ tl.

Determine â âiturE h do lÍquido quando a âmpola é vi
rada de c€beç€ para bÊixo (ÍguÍE 2). Lembrete: volo-

. fáÍea da b66eì x falturaì
3

Matrizes, determinantes
e sistemas Iineares
Matrizes

lúãtriz é uma tabêla,

Matri ,  m x n]h,l i lh"t
ln aotunns

Elemento aur está na linha I e na colunâ,

oo

^^+l ' \  +, / l \

It



'Matriz quadrada
m=n(ordemn)

lqxl
Ic\d|-1 '

!d iagonal pr incipal

Matriz identidade (1")

rr  ot  [ r001
!=lo ,1,13=lo l  o l

L0 0 1l

Matriz nula [0'n, 
" 
ou 0J

fo o ol  [o ol
n =t t :  o =t  I- , r  L000l  1L00j

Niìatriz transposta
A matriz trânsposta de A é a màtrizar cujas ìinhas

são ordenadamentê ascolunas de A,

Multiplicação de matrizes
4,,  

" .S" 
xe = ABm x p

I  s*,1 1t--  l  -

Matriz inversa
A e A-1 são inversâs se A. A r=l=A r  '^ .

Determinantes
Det9rminante é um número associado ô uma ma-

trìzquadrada.

Determinante de ordem I
xt:x

Determinante de ordem 2
la bl

. l  =ad-bc
col

Determinante de ordem 3
la b c

ld 
e f l  =ôei+bfg+cdh ceg-bdi-ãfh

s h i l

Propriedades principais

2ï d"t A-' : -L

3e) det (AB) :  det A.det B

4ï dêt (kA) : kn . dêt A (k é um número rea!e n é a
ordêm de A)

Sistemas lineares

determinado (SPD: sistema
possÍvel e detêrmlnôdo)

indeterminado (SPl : sistema
possÍvel e indeterminado)

Sistema

im possÍvel (Sl I sistema impossível)

Iax+by=c
ldx+ey=f

a b lD+o-ìsPD
d el  lD = 0-ì  Sptou 5l

Sistema homogêneo (SHJ
Quandotodos os termos independentes são nulos:

lax+by=o
lcx+dy-0

ffi
289. IUFRGS) A matz A = (a J, de sêgunda ordern, é de-

fr'ìida Por ât = 2i - j Então,A - Aié

290. (uFs sE) são dada"..,",r* a = 
ll ,'1"

B= 
l l r  ; ] .4 

*r , '  x  = Ar+ 28, onde Aré a

rnatz transposta deA, é igualâ:

To 3ln L.  oI
r  [o - ' l

L3 0 l

^, I  o 3l
[ -3 0]

" f  
o - ' . ] .

L-5 I  I

r  | '  - '1.
-Lr r l

"ì 12 -31.
-10 -r l

" l-1, :l
") 

[o 
-2].

-  12 0l

I  a alt  L- ,  , l
Ta Álo l ,  r l
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Reviráog€nl

291. Ú.jEL-PRI Sejam as Ínatrizes Â e B, rcspecüvamerìte,
3 X 4 e p X q. Se a matrizAB é 3 X 5, eitão é verda-
de quel
alp=seq=5 dlp=geq=1.
blp=4€q=5 elp=3eq=3
clP=3€q=5

292. t\,irnesp) Se A B e C fo€m matr zes quadradas quals-
quefdeordem n, assinale â única alternatva verdad€ Ía:
al AB = BA.
b) SeAB = AC, então B = C.
c) SeA, = O" [rnatdz nula), então A = On.
dl ABc = AtBcl.
e)(A+Bl,=/J+2AB+8,.

293. (l.Jece) Selam âs rnatdzes Ml e M2 a segu I e consÈ
derc a operáção entre estas matrzes:

/ ,  nì  / "  " \[ ,4 =l  - l . lV-= .  ' le
\ r  0,  [ r  r . /

(  t  - t \
N,,ì"N4. ivr.l\l"= | - - L

'  \  3 -2)

Nessas condições p + q é igual ai
al  5 b) 6. c)7. dl8.

294, [FGv-Sn Serê s raÌ z A - l | ,q sor b,.r,," ee-
\u r , /

rnentos dê Íìatriz Aroo é
a)102. b)118. c) 150. d) l7s. e1300

295, [UFV-MG) sejarn ès m€rÍizes | ] : le
\z t t )

/ "  _1\

l \4- l  ' ,  ' lo_dexeysão jnercs€aEeM
\ - ,  v, /

é a ma$z invercâ deA. Então o produto xy é:

296, (V!nespl Cons derc a maÍzA = (al)r, r, defnida pof
al= I  +2 + l ,  para t  < i  < 2, 1 < j  < 2. 0 detef-
minânte d€ Aé:
a)22. b)2

297. (Uêcêl Se o deterrninante da rnâÍiz

/^  ! \

298. M-esp) sera a ìe /v - | "  " |o-o"u,o, .
\c d,

€ d e lR, Se os núrnercs a, b, c e d, nestâ oldêm,
consiÌtuem Lrmá PG de |azão q, o detefin nênt€ desta
mat z é igualâ:
a) 0. b) L cl q,a3. d) q3â,. el 2q3€,.

laaa299. U.ìitau ST 0 \s oÍ do oere-r ranr. la o o cono
prcduto de 3 iatores é: la b c

al abc. d) (a + c)ia - bl . c.
bl a[b + c) .c. e) [a + b][b + c][a + c).
cl a(a - bltb cl.

3OO, (PU C-PR) Para uma maï z quadÍâda ,\ x n, considerc
as segu ntes êÍÍmaçôes:

ll Se a rnâtdz Bi x n é obÌida a padr d€ A, p€rrnlran-
do-se duâs colunas, então det B = detA.

lll Se duas nhas da maÍz A são idêntcas, então
detA = 0.

lll det (kAl = k. detÂ, oÌìde k é (rm rcal.
Itl Senoo AÌ a raÌÍz r€'sposú oe A, erúo

det (Arl = -det A
Podernos âÍìÍmâr que:
al Ìodas âs €íÌmações sâo fasâs.
bl Sonìênt€ urna aÍrmação éverdadeim.
cl Sornente urna aÍrÍnação é lasa.
dl SoÍnente duâs aÍrÍnaçôes sãovedade |as,
el Todás as afrmaçôes são verdadeiras,

301. [FuvesfsP] Se A é urna mâtnz 2 x 2 fve|sÍr'""| que
satisfuz A, = 24, então o determinânre d€ Aseú:
âJ 0. bl  l .  c)2. dl3.  el4.

302, IUFC-CD SejarÌì A e B maïzes 3 x 3 tars que
detA = 3 e det B = 4. Então det [4. 28] é gua al
â)32. bl48. c) 64. dl80. el  96.

303, (UFPB) Sendo I a matrz Ìdeftdâde de ordem 2 e M
rma nalriz 2 x 2,la que N/43 = 8, então o detemÈ
nante de M é igu€ al
aJ 64. b) 8 c) 4. d)2 ê) L

304, (Fuvest-SP) Urn slp€Ímèrcado adqufu deteÍgentes
nos arcmas imão € coco Á cornpm foi entÍegLre, eÍn
baâd€ em l0 câixas, corn 24 f|ascos ern cada ceixê.
Sabendo que cêda caixa continha 2 frascos de deter
genles a mais no arorna mão do que no aroma coco,
0 número de frascos entrcgues, no aroma lmã0, foi:
a l  1 l0.  b)120. c)130. dl l40.  e)150.

305. tuFll\,4-t\4cl Três pacientes Lrsarn, em conjunto I B3O mg
pofmês de urn certo rnedmmento eÍn cápsuas.0 pâ
crenteA usa cápsu as de 5 mg, o pac erìte B, de 10 mg,
e o paciente c, de 12 rng. 0 pacente A toma rnetade
do númerc de cápsllâs d€ B e os lrês tomarn juntos
180 cápsu as por nìés. O pâciente C toma urn númerc
de cápsulas por rnês iguala:

d+ ,r+ d+ dr;  " r+

-7ì
. . lé iguala 34,

^[ i ;
cl 4. d) -2. e) -4.

-lJ ,'nr, . ro " o 0",",rn"*" o.

í  |  - r"
rnatnz B = |

\ -4 -3nì

êntão rìr - n, é glala:
al 4. b) 5. c) 6. a) /, a) 30. bì  60 c) / . .  oj  90. e) 2A

F
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3 0 6. [U n fesp) considerc o s stemâ de equaçôes

[x-v=z
I onde c é uma c0ns1â1te Íear, I-b€ qLe ê

solução do Sistêma seja uÍn par oldenado no Intenof
do pÍimero qLradÍante (x > 0, y > 0l do sstema d€
eixos caÍtêsionos oÍtogonaìs com orgeÍn ern (0, 0), é
necessá o e suiciente quel

álc+-1.

bl c> -1.

c lc<-1

e)

15À +v -z =0

307. [UEL-DR] 0 sisrena inearl- \  -y l2 - l  é:

l3,  Y+z=2

aJ homogèneo e indeteÍmlnado,
b) impossível e indeteffninado.
c) possÍvel e dêtem nado,
d) impossÍúe e deleminado.
el possfuelo ndêtem nado,

[âx +3v =2
308. [UEL-PR) 0 sisrena I  ^ 

'  
^époss'veedeLzx -v =u

terÍninadol
â) paÍa qualquet valof de a.
b) somente para â = 0.
cJ somente paÍa â = 6.
Osea+0.
ê) ses + -6.

309. IFGV-S D Uma pessoê Íâba ha no máxirno 1 6 0 horas
por mès, programando e consertando computadorês.
SuereÍnuneração pelotrábÊlho éde R$ 40,00 por hoË
de prcgramação e R$ 20,00 por hora de conserto de
computâdor, sabe-se tâÍnbém que ela trabêlhâ x h0
râs pormês com pÍog€msção € y hoÍas com conserto
de computâdores, ganhândo ao menos R$5000,00
por mès com esse tÍabalho. A rêgìào po igonaliorÍnâ-
dâ portodos os possÍveis par€s ordenados (x, yl él

dl
2

2

2

e)

3 I O. (VunespJ Cons dere as matrzes Teais 2 x 2 do tipo

fcos x senxl
AÍxì = | I.- '  I  sen r, cos x]

êl Calcu e o produto ACx) . A(xl.
b) DeterÍnine todos os vaLores de x e [0,2t!] para os

quals A(x) .A(a : A(x).

t



Eevlsão geral

311. (UFC-CEI A matfz quadEda M, de ordem n > I ,  sa-
lsfâz a equação l\4'z = IVI - l, onde | é a matriz denti-
dade de oÍdern n > L Deteffnine, em termos de M €
L a rnatriz N,4,003.

f  r  ,1
3I2- LLfscaFsol Seaì as ìaÍzes A - 1,^ - ,  .  :  I

Lroo 0 l  El

f loo o.or o I
€B=l - ,  

^  I .Câlcule:
L 1 _J]

al o deteÍninante da Ínatrz (B - A)i
b) a matriz nverca da rnatrz (B - A).

313, [Fuvest-SP] Calcu€ os deteffninantes:

11 a 0l
A= 0 1 l leB=

0 -r  r l : ; ' ; l
314. i1ç"ç501 Daoaa natr,zA =l - _ 

I.ura ratlz
\  3. /

B, [2 x 2), e sabendo que det (AB) = 26'
al expresse det B em teffnos dê a.

bì  S€ndoB=l "  "  I  cacreovaordea
\6 4, /

315. (Ufes) Durãnte osÍenos, lrm ploto notou dois pontos
pefgosos num c rcuito de Fórmu â l. Âpós ã feixâ de
argada, hava lma depressêo ná pistâ e, mâis âdiânte,
!má manchâ de óeo. Correndo semprc no mesmo
sêntdo consec!u ânotaf a d slâncÌa de 2310 m dê
ârgâda âté e rnenchâ de óleo e nas volas segu nles,
anotoLr 2420 rn dÒ ponto de deprcssão até a argada e
2820 r da ìancha €lé € depressão.0-€ o corp i -
mento d0 c rclito?

316. (UFPBI Detemì ne o valor de k pa|a que o s slema È

I x+2y +22 =1
I_ear1 ) - !  -62 -- 1ão te_La souÇão.

[5x + 2y +k2 =0

317. (Uncamp SD ConsdeÍe o sisternâ Ìneaf âbaxo no
quãla é urn paÉrneÍo rcál:

[ax+ y+ z= t
I  x+av+ z=z
I
lx+ y+az=-3

al Mostre que paraa = I osisternaé mpossÍve.
bì Enconr€ os \?o€s do paÍáTeÌÍo a oaÍa os q. èrs o

sistema tern solução únlca.

3I8. Uunesp) Um aboratório iarrnacêutco tern dois depó
sitos, Dr e D2. Pa|a atendeÍ a uma encomenda, deve
envar30 cãixas iguais contendo uÍn deterÍninado nre
dicamento à dÍogaÍia A e 40 caxas do rnesmo t po €
do mesríìo medÌcarnento à drogara B. 0s gastos corn
tÍanspofte, por caxa de rnedicarnento, de cada depó

sto paÍa cada Lra das d"ogê ãs, esltlo iadicâdos na
ÉDeê

Â B
D R$ r 0,00 R$ 14,00
D R$ 12,00 R$ 1s,00

Seja xa quantdade de ca x€s do med camento, do de-
pósto D1, que deverá seÍ enviada à drogana A e y a
quântdade de ca xas do mesmo depós to que deveú
ser envada à drogara B
a) Expfesse:

. eÍìr flnção de x, o gásio G^com ÍEnsporte pa€
enviaÍ os med camentos à droga o A;

. eÍìr função de y, o gâsto Gs com trânsponê pêr€ì
enviaÍ os med camentos à díogaíia Bi

. eÍn funçâo de xêy, o gâstoiotalG psm âtendef
as ouas oTogaTas.

bl Sabe-se que no depósiÌo Dr existeÍn exataÍnente
40 ca xas do rnedÌcarnenìo so icitâdo e qle o gasÌo
tota G pa|aseatendefa êncoÍnenda deveÉ serde
R$ 890,00, que é o gâsto mÍniÍno nas condiçôes
dadas, CoÍn base n sso, detefinine, sêpaËdáÍnente,
as quantdades de caix6s de medicaÍnentos que
salrão de cada depósito, Dr e O., paÍa cada drcga-
a, A e B, e os gastos G^e GE.

Análise combinatória
e probabilidade

Análise combinatória

Fatorial
(n inteiro positivo)
0!=0
1!:1
nl :  n(n -  1)(n 2) ' . . . .2.  ' l  (n>2)

Permulaçdo simples de r? elemenlos
Pn: nl

AÍanjo simples
Aranjos simplês dê n elementos tomados p a p

(p < n) são os âg rupamêntos ordênados difercntes quê
se podem fomârcolh p dos n elementos dados.

a=nlnP (n p)!

Combinação simples
Combinações simplês dê n elementos tomados

P a p (p < n)são os subconjuntos com exatamente p elê-
mentos q ue sê podem fotmar com os n elemêntos dados,

-nll lp=** pl(n - p)l



Permutação de n elementos
A permutação de n elementos dos quais cr são de

um tipo, p dê outro e.y dê olrtro, com d + P + 1 = n, é
oãda por:

p",p,1 -  n!
"  &lBl 'y!

Números binomiais
/nì  n l
I  l=C"" = --  (pàràn>p e n,p€ N)
\P, /  '  Pl(n-Pl l

/n\  ínì  [a:  b
l . "J- luJ- i "+u="

Triângulo de Pascal

' =l:l
11 :0( l

1 2 1 :t;)(r)(;)

13 3 1 =(;)( l ( l

14 6 41 :( ; ) ( f  
t f

1 s 1;  ro 
"  

:  
[ ; )  [ ; ) [ ; )

i :

1 n ( : ) ( f

Observaçôer:

í ' ì
\s/

l:l

tl
0tf
Btl

/nì  t 'n \  /n+l ì
Relàcáo de St i fe l : l  l+ l  l : Ì  |'  \p/  \p+u \p+1.1

i 'nt  ínt  /nr  tnì  f  n \  ínìI  l - l  r l  l .  I  l r  r l  l - l  l=2-
l0/ \1, \2/ \3i ln r./ \n,

Binômio de Newton

Temo geraldê (x + y)":Tk+ r : l l ]  . 'n

Probabilidade
número de resultados favoráveis

número total dêrêsultados po5síveis

o<p<1

Probabilidade do evento complementar
A e Ã: eventos complementares
p(Ã)=1-p(A)

Probabilidade da união de dois eventos
p(A U B) : p(A) + p(B) - p(A n B)

Probabilidade condicional

p(A,/B) - '"::: - '  É p(A n B) - p(tuB).p{B)
ptó)

Eventos independentes
Se Aê Bforem eventos independentes, então

P(A n B) = P(A) p(B).

ffi
nl3I9. fPUc-RJ) se

a)n=2.
bl  n = 12.

(n + 2)r  +(n+r)r
c ln=5
dln=7

_l
48

320. [Unifesp) O vatof de 
"r, [!1+

2Í1

a) n'?. c) n.
bl 2n. dl2 og, n.

32L (l,lecr<-sD se ll ì = 28, então n vale:
\2)

a)7. bl8 c)14. d126. e156.

322. [Faap-SP) 0s valorcs d€ xque satisfazem a g!âdâde

í  r2 ì  r '  r2 ì  -I  l= l  lsao:
\3\ r./ \r + r./
âl l  e4.  b)1e3. c l3e4. d)2e3.

323. (Untau-SD 0 terrno indepêndente dex no desenvo-
r '  r \6

vimentodelx+: lé:
\  x,

al  r0.  rb)30. cJ 40. d) 16. e)20.

324. IFGVSP) Sabendo q!e:

.ì u,
)

. x ê y são númeÍos postvos;

Matemárka . Cont,.xto & Ap kôçóe5

Í



n.vhão g.íal

. x4 + 4x3y + 6x'y' + 4V + 
'r' 

= t6l
p00em0s concrurf quel
.7arx=ã.

b)x= -

clx=-,  e lx=
4'2

325- (UEL-PR) Se um dosteÍmos do desenvotvimento do
binôÍìrio (x + aJ5, com a e lR, é 80x'z, então o vê of
oeae:
al 6. b) s. cl 4. dl3. e)2.

326. (V!Íìesp) Cons dere â identif câção das pl€cas de ve!
cu os, cornpostas de três leims segu das de 4 dígros.
Sendo o a fabeto constituído d€ 26leims, o número de
p acas possíVeìs de serern consltLrídas, pensando em
todas ãs cornbìnações possír'eis de 3 letras segudas

dJ r56000 000.
e) r75 760000.

327, (N4ack SP) Considere todos os númems de 3 agafs-
mosfoTmados coTn osâgâf ismos l ,2,3,5,7 e L Den-
l€ eles, a quantidade de números parcs com €xata-
mente 2 agarisÍnos gLraìs é:
a) 17. b) 18. c) 15. d)22 e)24.

328, tUEt-PRl Urn núÍìreÍo capÌcLra é urn núrnero qle se
pode er indistlntament€ ern arnbos os sênt dos, da es
queda paÍa a direita ou da d retã paÍa a esquedâ
[exemploi5335). EÍn urn hote de uma cldade, onde
osjogadoÍes de urn tjÍne se hospedã€m, o núrnerc de
qlaftos eta igual ao núrnero de capicuas paÍes de 3
algafsmos. ouantos êrãÍn os quâ(os do hote ?
ú2A b) 40 c) 80 dl90 €l  100

329, fUFC-CD 0 rúTero derarei_êssegJ_coêsqr eis po.
demos dispor 3 homens e 3 mllheres eÍn tÉs bâncos
fxos, de talfoÍma que ern c€dâ banco fque !m casa,
sem levar ern conta a posìç3o do casalno banco, é
al L bl18. c)24 d)32. e) 36.

330. [Unfor-CD Consder€ todos os anagran]as da pala
vrâ DIPLo[/ìATA qle começam e teÍmÌnan] pela letra
A. qua ntos desses anag Êrnas têm todas as consoan
teslunt€s?
ál l80 bl360 c) 72A dl I  080 e) I440

de 4 dígitos, é:
aJ 3 r20.
bl  78624000.
cJ 88586040

a) 1225. b)245A c)2'4.  d)aSr. eJh0:.

331, (UEL-PR) SejaÍn os conjuntosA = {1,2,3) e
B = {0, 1, 2,3,.4). O total de funções injetoÍas de A
pom Bé:
al 10. b) 15. c) 60. d) 120 e) 125.

332. (UFMG) Duas das cinqüenta cadeiras de urnâsâê se-
rão ocupadas por dos aunos. 0 númêÍo dê m€nerÍ€s
distintas possÍve s que esses alfos terão paÉ esco
her duas das cinqüenta caderas, para oclrpá las, é

(UËPBl As cafte as de um bingo são construídas, d s-
ÍbLr ndo-se os ÌnteiÍos de I a 75 sem repetição em
uÍì-a abea de c_co l i -L"s oor ci-  o ,  oLr"s A p i -
rF ? iegunda. le cêio. a-d la e qJ i  colJ-do sào
'or "radas poÍ.  i - lercs. -oc i  teldos l  .  r5l .  |  6.  30
13 .  151 Í .6 60 e lbl  -5 €specÌvare te \ao
\e á conside ddd " ordF'Ìr eÍn cdda coluna. Pof erer
plo, as canelas âba xo são considemdas idêntcas.

0 total d€ cârÌelas que se podem constru r dessa

a) 15 015. cl  755. tb e) 3 0035.
b)5.rsr .  d l5,5.75t.

334" IUFPB) Na íglta abaxo, esú repÉsentâda uma re
g ão do p âno lmtada pof um quadrado de lado 5 cm.
A egião loi toÌalrnente sLtbdividida em pequenos qua
dEdos de lâdo 0,5 cm, aguns dos quais hachumdos.
Se Lrrn dos p€quenos qLtadrados fof seleconado ao
acaso â probabldade de ele ser hachurâdo él

"r ;
o4

^,2

dr+
' lã

n1- '5

í--res,-SP) J'ì recen'eareìto íerelo. ès segJ _res

caÍâcteÍstcas sobÍe a Ìdade e a esco afdade da po
pulãção de umâ cidade.

PopulaÉo

l6 35 64

3 1J 45 59 70

20 3l 6ì

I 21 49 72

t0 23 57 75

l6 35 55 64

t0 2A 45 6l

23 59 75

I 21 40 49 72

3 17 ! l 57 70



Se fof sorteada, âo 6c€so, uma pessoa da cìdade, a
probabil dade de esta pêssoa teÍ curso slrpeioÍ (com_
pleto ou incompleto) é:

336. (UEL-PR) De urna uínâ contendo 8 bolâs bEncas e
l0 bolas prctas, idènlicas, sacam-se, âo 6caso, duas
bolss sucessvamentê, sem feposlção, A cof da pÍi_
mei|a bola não é Íeveladá. A segunda bola é prcta.
Sabendo-se disso, qual é 6 pÍobabilidadô de a pÍl-
meim bola ser branca?

âl 6, r 2qó
b)7,27.

escolaoos e:
al 0,06.
b) 0,r4.

cl 8,45qb.
dl 9,570ll.

e) 10,nqo.

-8 -56 - lcJ 
rB 

dJ 
ããã 

eJ 
7"17

- l
- ,2-2

-6

dì l^ì l' ,3b)+-. 
1qi

. -  80
_ 306

337. (VunespJ PaÍâ urÌìa pâftida de fL.Íebo , a probabilldade
de ojogadoÍ R não ser escÊlado é 0,2 e a probabillda-
de de o jogador S sef escalado é 0,7 Sabendo quê a
escalação de !m deles é independente da escal€ção
do ou$o, a prcb€bilidade de os dosjogadores serem

c) 0,24. e) 4,72.
o 0,56.

338, tUÊL-PRl Dois dados nãovciâdos sâo lançâdos.Aprc-
bab I dade de obleÍ-se a soma de seus pontos Ínaior ou
guala 5 éi

'  l8
, .5

- '12

339, TUFRND "Blocos lógico8 é lma coleção de peças uti-
lizsda no ensino de ÌúatemátìcÉ. São 48 peças cons-
truídas combnando-se 3 cores [azul, verúelh€ eaÍna-
Íela), 4 formas (ldangulaf, quâdfod8, Íeiangular e cf-
cllaf), 2 taÍnanhos [g[9nde e pequenoJ ê 2 espessurEs
(grcssa e lna). Cada peça tem âpenâs uma cof, uma
ÍoÍma. Ln tamanho e Lna espessuÍE, Se urÌe cÍiança
pegar uma peça, aleatoriâmenÌê, a pÍobabllidade de
essa peça serám6rela e grande é:

340. (wnesp) EÍn uÍn colégìo foi Éalzada uma pesquisa
sobrc as atividadês extracuÍÌcllarcs de seus alunos.
Dos 500 €lunos entrevlstados, 240 pÍatc€vaÍn um tipo
de esoorte. 180 freqüenta\€m um clrso de idiomâs e
120 rcdizav€m estas drJas atvidades, ou sêja, pÍatlc€-
v€m um lioo oe esoone e 'ÍeqüentrvaÍn Jm cuÍso de

idioÍnas. Se, nesse grupo de 500 esfudântes um é €sco-
lhìdo ao ac€so, a pÍobabllldade de que êle realze pelo
menos Lrma dessâs duas ativ dades, 3to é, pmtique um
tipo de esporte ou ÍreqÜente uÍn cuÍso de idioÍnas, é:

, )+ br: .  " :3 o9 oi

341, ltuvest-sP) LeÍnbran6o qr. {n ] = ----[
t o7 o't ' . - ì1

/Â\
â)calcúel ; l ;

/ ì2ì
t l
t4J

bl siÍnpiÍque € íraÇêo 
--;Í ' , ì
l5/

cl detemine os ìnte Ì!s n e p de modo que

ínì  ínì  ínì
{pr_(p+r/_lp+2./

123

342. [Ìbnìec-SP] Considele B psl€vra ìBN4EC
aJ Deteffnine qlantâs palawâs podern seÍ foínadâs

utilizândo, sem r€petiÉo, uma, duas. líês, quatrc
ou as cinco letÍas dessâ pâlâvm. [PoÍ exemplo, L BC,
MEC, CÊM, IMEC e a púpÍia pdavÉ ISMEC de-
veÍn ser incluídas nestâ contagem,J

b) Coocândo todas as palavras consideÉdas no tem
anterior em oÍdem âlfobé|c6, deterrnine a posigão
nesta list, da p€lavÍa IBMEC.

343, (UFRJI quantos númêrcs de 4 algâismos pod€mos
foÍmar nos quais o algarismo 2 âparcce ao rnenos
lma vez)

344. (UFBA) Dspondo-se de ab€caxi, aceÍola, goaba, la-
ranja, m€çâ, mamão e melão, cÊlculê de qlantos sâbo-
fes diferentes pode-se prepaÍai um suco, usando-se
'três frutas dist ntas,

345, (llVlE-R, É dado um tabueiro quad€do 4 x 4. Dese-
jâ-se atingir o quadrEdo infe of d reito a part r do qua-
dÍado slperior esquerdo, Os rnoviínentos permtÌdos
são os rcpresontados pelas setasl

De quantasìmane Ías isto é po6sÍvel?

346. CFGV-SP] Uma prov€ consta de 10 testes de mútipla
$colha, cada um coln 5 atematlvas e apênas u

F!ndamentsl incofi pleto

Mâtêmátia . (ontexto & ÂplloÍÕes

t



Rwkão seRl

coÍetâ. se um €lLrno 'chutaf todas as respostas:
a) Q!âlâ píobab ldâde de e e acertar todos os testes?
b) Qual â prcbabilidade de ee acertaf exatamente

2 testes?

347, [UFR]l Urn novo exerne pa|a detectaf cefta do€nçafo
testado èm trczentas p€ssoas, sendo duzentas sad as
ê cern porlador€s da la doença. Após o teste veÍf-
colr se qLre, dos Êudos rcíerentes a pessoas sadias,
cento e sêtenta resultaÍârn negatvos e dos Ìaudos rc-
fer€ntes a pessoas podadoms dâ doença, noventa re-
su tãÍâ.n pos tvos
al Sorteândo ao acaso urn dess€s trezenÌos laudos,

câcule a prcbabi dade de que ele seja positivo.
b) Softeâdo unì dos tÍezenÌos aLrdos, vedfco!-se que

ee eÍâ positivo. Det€rÍn ne € pmbab idade de que
a pessoa coffespondente ao alrdo soÍ1eaoo rcnrìa
rea mênte â doença.

348. tUnB DD A prcbab idade de que urna noite de no

veÍnbrcseia Íìubada é de 3. Em urna no te ruÍraoa, a'3
probabldade de q!€ urn coeho cara em urnê amad

I
hê é de - e, ern urna note não nublada, é de 

- 
lu -36

gue os lens seguintes como vefdadeiÍo 01] íalso.
0l A probabildade de que a íìoite de 1q de novernbrc

seja nubada e de que um coelho caa na arrnad ha

nesta rnêsmâ note é OLra a 2,
9

l) A pÍobabilldâde de que urn co€ ho caiâ ern ume
âmâdi lhâ, estelâ â note nubada o! não, é guâ

3
2) Sabe-se que, n€ noìte ern qle um coelho ca na

amadilha,a probabil dade de qìre uma raposa rnat€
..  1 l. um coelho é de . e nâs outÉs noites. é de . Â

5 t0
prcbab idadedeque o coeho caa naaTTnad ha oli
a |aposa mate um coeh0, ern urna notte de noveTn

7
tìro. é de .

2A

Estatística e Matemática
financeira
Noções básicas de Estâtística

N4édia aítméticê {N4AJ

xr+xr+x3+,, .+xi
nn

Moda (Mol
Em Estatística, moda éa medida detendêncìa cen-

Íãldef inida como o valor maisíÍeqúente de um grupo
devalores obseÍvados,

l\4ediana (lVlel
Dados n números em ordem cÍescente ou decres-

cente, a mediana seÉ:
.o número que ocupat a posição central se n for
ímpãr;
. â média aritmética dos dois números que estivêrem
no centro se n fot par,

Variância g,l
: -
),(x - MAf

V='=

Desvio padfão [DP]

op: w

Noções de Matemática financeira

xéa%deP:x= a.P
100

Fator de atualização (fJ

f> I iaumento----->f :  I  + taxa
f < l: desconto ----+ f = 1 - tâxa
f:  ' ì rnão variou

AúinentOs e descontos sucessivos

Jurcs simples
M: montante
C:capital
i:juros do período total
i: taxa dejuros
e número de períodos
j=CiteM:C+j

Juros compostos
rvr :c( l  +D, j=M c f  = ' ì  + i

Valor firturo

Valor presente

s,

(1 + i)"
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(ffi
349. IFGV-SPJ UÍn conjuntodedados n!m&cosleÍnvÊf ân-

ca lgla a zerc. Podemos conclu r que:
a) a méd a tarÍbém vale zeí!.
b) a med ana também vâle zêro.
c) a moda tarnbém vale zero,
d) o desvio padÍão tarnbéÍn vâ e zero.
eJ todos os valo€s desse conjlnto são guas a zeÍo,

350, [FGV-SP) SejaÍ uma iunção de lN emq, dada pof

Írr- t  t<"<s
Í ," t  =1'^ -^ -"  Sabendooue o [Lr-
- '  lx+12,5<)\<12

ção Í deÌern _ê o núÍre-o de lezes oue Ln eoLipâ-
mento foi ltlizâdo ern cada um dos 12 rneses de um
ano, é coneto êf rmáf quê a med aÍìa (estaiísi cal dos
12 regisÌros é gua â:

O 4. e) 5.5.a) 3. b13,5. 
") +

351, [Pucc-sP) Sabe-sê qle os númerosxeyfazem paÊ
te dê um conjunto de 100 númercs, culo médaadtmé-
tÌca é 9,83 RetiEndo-se x e y desse conjunto, a médiâ
â&Ínética dos rúmercs Íestanteg seré 8,5.
Se 3x - 2y = 125, entãol
alx=S5. clx=80.

dly = 55.
eJx=75.

352, (Fuv€$-sn Sabe-se quo a médio aftmética de 5 nú-
mêros nteifos distintos, estÍitamente posluvo6, é 16. o
ma or va or que um desses inteiros pode assum | é:
â) 16. b) 20. cJ 50. dl 70. eJ 100.

353, (PUC-S P) 0 hlstogÍáma á segliÍ aprcsentâ a distr kJLr -
9ão dê freqüênca das fuxas sâlârlais nLrms pequena
empÍesa,

0 500 1000 1s00 2000 2500

Cor osdados dispo_rteis. pode-se conclJ ' que Ê né
dia de$es sêáros é, aproximadamente:

d) RJ 640,00.
ê) RJ 708,00.

à) R$ 42o,oo.
b) R$ 536,00.
c) R$ 5€2,00.

354. [U E L-PR) 0 gÍáíco a seg].rir apTesentâ d€dos referen-
tes ao número de vlsltaftes em uma eâeÍâ de áne,
du€nte !mê exposiÇão de Cânddo PoÍtinaÍì.

De acoÍdo corn o gÉfico, visitaram a exposição:
al 3 pessoas poÍ dla.
bJ 100 pe$oas no sétiÍno d â.
cl /!u pessoas eTn zu oEs.
dl 1 050 pêssoâs êm 60 diás.
e) 9 850 pessoas ern 60 das.

355. tuFlvlc) A média das notas na pÍova de MâteÍnática
de uma trrmá com 30 âlunos lo de 70 pontos. Ne-
nhum dos aunos obteve nota lnie or â 60 pontos, 0
número máxirno de alunos que podem ter obÌido nota
gua â g0 pontos él
áJ 13. bl 10. c) 23. dl 16.

356. (UFC-CEI A rnédia aÍhmética das notas dos aunos de
urna tuíÍna fomâdâ pof 25 meninas e 5 rneninos é iglal
â 7 Se a Ínédia aÍitnrét ca das notrs dos meninos é igual
a 6, a méd o âdlmético das notas das rneninas é igua a i
a) 6,5. bj7,2. c)7,4. d)7,8. e) 8,0.

357, iuecel Aplcando R$ 10000,00 a juros smples de
1,2% ao mês (considere 1 mès corn 30 dasl, dlrsnte
18 dias obtém-se t]m rendiÍnento de:

358. tUFC-CD -osé enpÍesloJ Rs 500.00 Ê Joëo oo-5 Te-
ses, no s sterna deiuÍos slÍnples, a uma taxa dejumsfxa
e mensol Se noína dos 5 mesesJosé Í€cebeu um totâ
de R$ 600,00, então a taxa Íxa mensâ âpllc€dá foide:
a)

359. (FCV-SP) Urn capitol âplcâdo â luros sirnpes, à taxâ
de 2,5% ao mês,t íplca eml
a) 75 Íneses. c) 85 meses. eJ 95 Íneges.
b) 80 "ìes€s o) 90 neses.

300. (tJeD Um lojsta oferece 5qÓ de desconto ao clieÍìte
que pagaf suas compÍas à vlsta. Pam caculoÍ o vâloÍ
coÍn desionto, o vendedor !sê sLra Ínáqu na caÌcu â-
dord do seguinte modol

t*J ['I G'] G T
- L L----l

Um outmmodo de câlculaf o valoÍ com desconto se 3
multiplcâfo pfeço tota das meÍcadoÍias pofi
a) 0,05.

c) R$ 72,00.
dl R$ 68,00.

b) 0,5. c) 0,s5. dl 1,05.

al R.$ 120,00.
b) R$ 81 00
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361. (UrìiÍio-RJ) Íà|a compr€f uÍn tênis de R$ 70,00, Rená-
to deu Lrm cheque pfé-dâtado dê 30 diâs Íìo vaor de
RS 74.20. A taxa de iuros cobrada fo del

d) 42q6 ao mês
el 60% ao més.

362, (U EL-PRI EÍn uma liquidação os preços dos aÍt gos de
uma ola são rcdÌrzidos de 200/t de s€u valor Termina-
da€ iqudação e p eÌende_do vora-aos prcços o-rgF
naF, 0e que porcenlagem oevem sef acrcsooos os
preços dá lqu dação?
a) 27,5% b)25% c) 22,5qh d)21% e)20%

363. [Ufac) Urn terreno foivend do pof R$ ]6500,00 com
urrr LrcÍo de lOqót eÍn seguidá, foi íevendido por
R$ 20'00.00 0 luc o lo.al  das duas t€nsaçòes re-
prcsenta sobrc o custo n cÌal do teffeno um percen

al 0,60,t ao rnês.
b) 4,29ó ao mês.
cl 6% ao rnês,

t la lde:
âJ 38,00i]ó.
bl40,00%

nouve um:
a) ucro de l0%.
bl prcjuho de 10%

al R$ 18,00.
b) R$ 22,00.

á) io,r?v
bl (0,3)7v

cl 28,00%.
dJ 51,80%.

c) R$ 16,00.
d) R$ 20,00.

cl (o,r3v.
d) (0,3)€v.

cJ llcro de l€gô.
dl preju|o de ]8gt.

e) 25.454/a.

e) R$ 14,00.

e) [0,3]sv

364" (Uece) LJma p€ssoa nvestiu R$3000,00 ern açôes.
No píirnero nrès de âpicsção, elâ pedeu 30% do \,€-
lor investdo No segundo mês, ela recuperou 400Á do
que havia ped do Ern poÍcentagern, corn relaçâo ao
valor in ciálmentê investdo ao inâl do sêglndo mès

365. [U FV-lV]Gl A sorveteria Doce Sabor produz urn t po de
soÍvete ao custo de R$ 12,00 o qu lo, cada quio desse
soÍvete é vend do por!m preço de talfoma que, mes-
Ìo dando - Ìr des(o-to de ì00t para oÍeg-ès, o p o-
pdetáÍio âinda obtérn !m lucro de 200/0 sobre o pÍeço
de custo. 0 pr€ço de vende do q! lo do soívete é:

366. (fuvest SP) A c€da ano que passa, o\€orde urn car-
ro dimin!ì de 300ó ern rclação âo seu valof no âno ãn-
tefior Sev foÍ o valor do caÍÍo no primeìÍo ano, o seu
valoÍ no o tavo ano seÍá:

367. (UFNIG) A quantla de R$ 15 000,00 é ernprestada a
uÍra la\è dejuÍos de 20oo ao nès Aplicaldo-se jr"os
coÍnpostos, o vaor que deverá ser pÊgo paÍE a qì.rita-
cão da dÍvlda, tÍês Íneses deoos, é:
a) R$ 4000,00.
b) R$ 2s 920,00.
c) R$ 40920,00.

368. IUEL PRI UÍn dos traÇos caÍacteístÌcos dos acnaoos
âqueo óg cos dâ l/ìesÒpolâÍnia é â g€nde quênÌdade

d R$ 42000,00.
e) R$ 48 000,00.

de Ìeno!, elcttos eTn s.a Tna ora sobrc Ébu nhâs oe

aSla c,a. Er agJTas dessas taoJ_l^as ío?r e'
conÍados texlos maternétcos dâtêdos de cercâ de
2000 a.C. Ern uÍn desses textos, pergunkva-se "poÍ
quânÌotempo deve se ap icêf umâ determnáda quan-
t'€ de drherc a jJos coTpostos oe 20fo ao ano pèra
que e€ dobre?': (Adaptado de: EVES, Howâd. /riro-
duçãa à Históia da Matenláüba Campinas: Ed to|a da
Unicâmp, 1995. p.7D
Nos dias de hoje, qualêquâção s€ri€ uti zada pâm rc-
solvef tal pÍoblemã?
a) (1 ,2)1 = 2
b) 2t = 1.2

c)c1,2)r=2 e)r '=1,2
cJ2r= 1,2

369. IFGV-SD Numâ pequena lh€, há 100 pessoas que
traba hãÍn na única ernpresa alÌexst€nte. Seus sa á
ros [eÍn n]oeda ocal) têm â seguinte distribuição de
frcqüêncas:

Sâlárlot ' Freqúência

$ 50,00 30

I  t00,00 €0

$ r50,0! t0

al Qua a méd â dos sa áros das 100 pessoas?
b) Qua a vaÍiância dos saláÍios? Qualo desvo pâdrão

dos sâ áfos?

370. (UFRll A altuÍã média de urn grupo de qunhentos e
três recrutas é de l,8l Ín, Sabe-se taÍnbém que nern
todos os Íecrutas do gÍupo térn a mesma alura Dlga
se cada urna dâs âfrmâções a segLtir é vedade m, la -
sa ou se os dados são insuícentes para urna conc!-
sã0, EÍn cadâ ceso,juslÍque sua rcsposta.
al 'Há, no gÍupo eÍn questão, pelo rnenos uÍn Écruta

que mede mais de l,8l Ín € p€lo rnenos um que
mede menos de l,8l rnl

b) "Há, no grupo em questão, rnais de uÍn Íecruta que
mede ma s de 1,81 m ê ma s de !m que mede me
fos de 1,81 rnl

37I. rFGV-SPI 
-'Ì] co-runto oe l0 va ores _- ìe cosr.\r.

x3 . . . '  xro, tem médìa a tmétlco g!â á l00eváfâncâ
iguaÌ a 20 Se ad cionaÍmos 5 a cada valoÍ, isto é, se
obtlverrnos o conjunto [\ + 5], [x, + 5], [x3 + 5] ...,
(xìo + o:
ál Qua a méda do novo conjunto de va ores?

0usriflquel.
bJ Qua a vadânc a do novo conjlnto de va orcs?

0ustifquel.

372. (Vunesp) um capitalde R$ I000,00 é âplcâdo d!rân-

a) Encontre o rend Ínento dâáp ic€Éo, no peíodo, con
sideÍando ê taxê dejurcs simples de loq,b ao més.

bJ Determine o rend rnento da áplicaÉo, no peÍÍodo, con
siderando a taxa de iuros comDostos dê I 00ú ao rnês.
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373, irGV-SP)
a) LJrn capital C fo ap cado â juros siÍnples duÍante

I 0 meses geËndo uÍn rnontante de R$ ì 0 000,0 0
esse rnontante, poTsua vez, fo taÍnbérn 6plcado a
jurcs simples, durânte l5 meses, à ÍnesTnalaxa da
aplicação ante or, gerando um montânte de
R$ 13750,00. Quáloválor de C?

b) LJrn capital C é aplicado a juros coÍnpostos à taxa
de 2% ao Ínés. Tfês rneses depois, urn outÍo capital
igual a C é aplicado também € juros compostos,
poíérn à tãxa de 3% ao mês. Durante quantotempo
o le captal deve Ícar aplicado pá|a daf uÍn rnon-
tânte igualao do 2e c€pitâl? Você pode deixarindi-
caoo 0 Íesuu00.

374. (V!nesp) LJrn boeto de mensaldâde escolâr, com
vencirnento p€Ía l0/8/2006, possui valor nominal de
R$ 740,00.
ál Se o bo eto for pago até o dia 20/7/2006, o valat a

ser cobrado será R$ 703.00 Quál o percentual do
desconto concêdìdo?

b) Se o boleto fof pago depo s do diá 10/8/2006, ha
veíá cobEnça dejuros de 0,259b sobre o valof no-
minaldo boeto, pordia de st|áso. SeíoÍ pago com
20 dias de atÍaso, qual o valoÍ a s€r cobr€do?

375. tFuvest-SP) llm comerciante compra c€lças, câmisâs
e saias e as revende coÍn lucrc de 20qó, 40qó € 30qt
ÍEspectivsÍnente. o pÍeço x que o comeÍciante paga
por uÍna c€lça é três vezes o que ele paga por uma
cârnisâ e dussvezês o que ele paga pof uma saia,
ljrn cefto da, um cliente compíou duás calças, duas
carnisas e duas saias e obteve um desconto de l00ó
sobre o pÉç0 tota .
a) Quanto esse cliente pagou pof sua compTE eÍn

ílnção de Í)
bÌ Qualo ucro aprcxirnado, em porcentagem, obtdo

376. CUnB-DD EÍn uÍna cidade, há 10000 pessoes aptás
pâr€ o Íìefc€do de t|abaho. No momento, apenâs
7000 estão empre$da8. A cedâ âno, l0% das que
estão empÍegadas peÍdem o empÍego, enquanto 600ó
das desempregâdês conseguêÍn se eÍnprcgar Consl-
deÍando qle o número de pessoas aptas para o Ínercâ-
do detrabalho pemaneça o mesÍno, c€ cuÌe o peÍcen-
tua de pessoas empregadas daqu a 2 ânos, Desprcze
a pane íracionár a de seu rcsultádo, c€so exista,

377. (FGV-SPI 0 "N4agâzne Lúciâ" e a rede "CoÍcovado'
de. h permercadòs vendern umadeteminada mârcâde
apa|e ho de sorn do tìpo Home Cinema, pelo mesmo
prcço à vista. Navenda a pÍazo, aÍnbas as lojas cobram
a taxa dejuros coÍnpostosde l00ó ao mês, coÍn planos
dê pãgamêntos dlst nios.CompÍando a prdzo no "Ma-
gaz ne Lúcia , urn consum;dof deve pagar R$ 2000,00
no ato dâ compra e R$3025,00 depos de 2 rneses,
enquánto nÊ rcde "corco\€do" ele pode levar o apare-
lho sem desembolsaf dinheiro alglm, pagando uma

parcea de R$ 1980,00, 1 rnës após a compÍa e o sa-
do em 2 rneses após a compÍa.
ol Qua o \,€ or à v sta do apafelho de som?
bl Se um conslmdor cornpEf o apãÍelho de som a

pÍazo na rede "Corcov€do", qLrâlo valor da parcea
fnal, venciye 2 Ín€ses âpós â compÍa?

378. IUFRJJ A rede d€ lojas S strepa vende pof cr€diário
com urna taxa de juÍos mensal de 10% UÍìra certa
mercadofa, cujo preço à vstâ é P, seÉ vendida a pÉ-
20 de acordo com o segu nt€ plano de pagaÍÌrento:
R$ 100,00 de entrada, uma pÍesração de R$ 240,00 a
ser paga eÍn 30 dias e oLtrtÍa de R$ 220,00 a sef paga
em 60 dias. Detemine P, ovaoÍ devenda à vista des-
sa mercadoTa,

Geometria analítica
Ponto e reta
Ponto
Distância entre dois pontosl

a = ,, i{x, - x^ )' + (y, - y^ )'

/ -  ! -  
-  

! -  \
ponto médio Ml i!--l-jq ZA--:--U-L I

\22)

Condlçãode alinhamento de três pontos:

l"^ Y^ t
lxs YB l :o
l -
lxc Yc I

Reta
coeficiente anoular da retai m - to o - !:lq

(sê xÂ + xJ

Equaçóes da retal
.y - yo = m(x - xo) (fundamental)
.y=tnx+n(reduzida)
.ax+by+c=0(geral)

. I+-L:1(seomentár ia)
qn

Retas paralelas: mr : m2
Rêtas perpêndicularesi mt . m2 : 1

DÍstância entre ponto e reta
r_ lôxp+byp+c

Distância entÍe duas retas paralelas

a'+bt

t
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Angulo formado por duas

too= mr-m'
-  l1+mrm,

Área do triângulo

'=ir"r,",*",=]ï1 íi

Gircunferência
. (x - a)'? + (y - b)'z = P(reduzidà)
. x'? + y': - 2ax - 2by + (au + b, -

Secções cônicas
Equações da parábola com
origem

Equaçôes da elipse com
0ngem

r'z) = 0 (noÍmal)

ventce na

cen o na

Excentricidade: e = f

Equações da hipérbole com centro na
origem

6ra"n1 6;656s. g = :9

Assíntotâs:  bx -  ay:0 e bx+ôy=0

(Unifesp) tjr. ponto do paro câ1esãao é êpreserra-
do pelas coodensdas (x -l 3Í -x - y) et€mbém pol
[4 + y, 2x + y], em reláçào â urn mesmo dsteÍÌa de
coordenadêsiN$tas condições, xré rgLro aì
al  -8.  bl--6 c) 1.  d L elg.

380. (UEL-PR) Considere os pontos A[1, -2), B(2,0) ê

- Ct0, - l).  0 comprmento da medânâ do tfáng!o
ABC, re atvâ êo ado AC, él

cì q Jã. 
"1 

34'2

dl3 ú.

38Í . I TA-SP) Ìrês pontos de coodenadas, respectivarnen-
/  te,  t0,01, ib,2b) e (5b,0),  coÍn b > 0,6ã0 vértces de

um fêtângulo. As cooÍdenâdss do quado vérlce são
oaoâs porl

d) tsb, -2b1.
e) (2b, -zb).

c-b

375.

d 8\E

u] o nã.

382. (UPF-RSI0s pontos A(-r, r l ,  B(2, -2) e Ci3,4l:
al estão alinhados.
bì 'o-"rân JT trángLro Íerâ1gulo.
cl fomâm um trángulo isósce es.
dl forrân JT trángLlo esca eno de 42 u. a.
e) form6m t]m tr1ángulo escaeno de i0,5 u. a.

383. 0bmêc-SPltraraqueospontosdoplanocadesianode
coordenodas (1, l), (a, 2) ê (2, b) estejam sobre uma
nesnê Íeta é necessáro e suíc e-te qJe:
â)ab=6-b. d)ab=a,-b, .

al (-b, -bl.
b) (2b, -b).
c) (4b, - 2bl.

b)ab=s+b.
c)ab=b-a.

êJâb=4,+b,.

I



384, [FGV-SP) No pâno câftesafo, o ponto Pque perten-
ce à rets de eqLrâção y = x e é eqÜidistante dos pon
tos A[- ] ,3l  e a[5,7) tem abscssa igusla:
a) 3,1. bl3,3. c) 3,4. d) 3,5. e)3,2.

385. [VJlespì N- Ìì s Íe.1á oe cooroenaoos canesianaso -
togonas, o coeÍcie'rte ángulaf e a equação ge€l dá
reta que passa pelos pontos P e q, sendo P[2, ]) e o
o sirnétrco, em rcação âo eixo y, do ponto Q'[],2)
são, resp€ctrvamente:

al  - l :  x- :y r=0. a) l  ì -3y-s=0.
33

ol  2 2x-3!- t=0. el - - \  3V+o=0.

cl  - l :x+3Y 5=0.
3

386. [UFP) A feta r passa peos pontos (], 2) e [3, ]J e
interceptâ os êixos coofuenados nos pontos P e Q. 0
vaof numérco da distância entre P e q é:

vi . svt . sví
" j , "2eJ4

!5 10

387. tUflNn-NIG) AÍìgura representa um pentágono regu'
IaTABCDE no sìstema de coordenadas cêrtesìânas de
or gem o. 0 ponto A penence ao eixo y e o segÍnento
BC, de medidê l, está contido no eixo x. Aeqlação da
reÌa que contérn o segmento AB é:
alY=-tg72" x+sen72'
blY=tg72"x-sen36'
c)Y=tg36'x-cos36'
d) )7= -tg 72" x + cos 72'
e) Y = t9 36" 'x + cos 72'

388. [Fuvest-SPJ 0 conjunto dos pontos (x, y] do pl€no mr-
tesiano que sâtisÍázem t'? - t - 6 = 0, onde t = x - yl,

. al Lrma rctâ.
bl dubs rctâs.
cJ quatÍo rcús.

dJ uma paÍábolâ.
€) duas paúbolas.

389" tUFRcSl sâbe-se que a Íeta r, de equação
ax + by = 0, é pa€ela à reta t, de eqlação
3x- 6y+ 4 = 0,então, g váb:

Ìr
l l

e) 2.

390. IUEL PR) Considere os ponros A(1, -2), Bt2, 0) e
. C(0, -1) A equação da Íeta suporte da alturg do tr

ângulo ABC, relativa ao lado BC, é:
d)2x+y-2=0.
e)2x-y+2=0.

c)x+2Y=0.

391, (Faar-l\iÌG) Se P(a, b) é o ponto de intercecção dâs

lgx-3v-7=o
feÌás {  '  emãoa-béio-ãla:

l3x+6},-14=0

'3 3

392. (FGV-SD No plâno cârtesiano, exstem doisva ores de
m de modo que a distànca do ponto P[m, ]) à retá de
equãção 3x + 4y + 4 = 0 seja 6;a soma destesvâlo-
€s é:

-  l8 -  2A

aJ2x+y=0.
bl  2x-y= 0.

a)3 b)+ "r +

^.  t6

3

393. (UniÍo-FJ) Aequação x? + y'z - 4x + 6y - 3 = 0 é
de uÍna c rcunfeÍènc a cLrja somã do raio e das côofde-
nadas do centfo é iguala
a) -2 b)3. c) 5.

394. [uEL-PR) são dados:
/r  \

urna ciícLrnferência de centfo Cl :, I l:

uÍr po^ÌoTl ;. - I I qJe penence a cÍcunÍerê_ci8.
\z . /

A €quação da crcunfeÍênc a dada él
a) 4x'z+ 41- 12x -  gy -  3 = 0.
b)4x'+4y'z-12x-B}r-4=0
cl 3x'z+ y 'z- 6x 4y -  2 = 0.
d)3x,+y,-6x 4y-4=0

"1  ̂ r . .u, , lx-y=6'2

395, tUFc-cEl o segmento que une os pontos de nter-
secção da retâ 2x + y - 4 = 0 com os exos coorde-
nados deteÍmÌna um diâmetro de uÍna crcunfeÍênca.
A €quação dessa circuníeÉncia é:
al(x- ] ) '?+6/-2) '?=5. '
b)(x- ] ) '?+(y 2F=20
cl [x - ])'z+ (Y - 2)'z = 25
d)(x+]) '?+6/+2) 'z=5.
e)[x+])?+(y+2) 'z=20.

d) L el  ls.

Marêmát ca . (onrexro & Ápl !à!óe5
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396. (Vunesp) Â êqLração da elpse de focos F,[-2, 0),
F2(2 0) e eiÀo mãor g-ala 6 e daoè por.

ar ro +â=r.  O 6 +;=r

b) s +r=r ai+|1: t

'  I  t5

\

397, TUFPB) Uma fetâ tem coeÍciente afgLtar m = -t e
passa pelovértjce dâ p€dbolâ 4x - y, + 6y - 5:0.
Sua equação cártesián€ é:

-  a lx+y-2=0 o2x=y- l=0
blx-y+3=0. elx+y-t=0
clx-y- l=0. D 3x=y-3=0

398. [PUC-PR] Naíglr€ segu rìte, teÍìros Íepresentadas as
funções deflnidês pory = x e y = x':.

A feg ão pinbda é deÍnda pof:

a) ( (x,y)  € lR, |  0 < x<.vã ex<y<x,J.

bl  ((x,yl  e lR, 0 < x< rã ex, <y < x).

c)  { [x,y)  € lR, 0<x< ]  ex<y<x2).

dl  { tx,  y)  e lR, o<y<úer,ç<x<y)

el (x, y) e lR, 0 < x < I e x, < y < x).

3gg- (Ufscaf-SP) 0s pontosA(3,6), B[],3l e C[xc, ycJ são
véftices do tÍiângulo ABC, sendo M(xM, yM) e N(4, b)
pontos médios dos ados AB eAC, respectvarnente,
a) C6lcule a dislânc a entÍe os pontos M e I{.
bl Detemine a equaçâo geraldê reta suporte do lado

BC dotrlângulo ABC.

ClJnifespl Consider€ â regiào sombfeâda nê ÍguÍa, de-
limit€da pe o eixo 0x e pe as Íetas de eq!âçÕesy - 2x

Ne$as condições, expresse, ern função de k:
al a área A[k] da |€gião sornbreadê;
bl o p€ÍmeÍo do trÌângLr o que de miia a regiào

sombrcada,

4O1. CFaïec-SP) 0s pontos A(1, 2), B e C(5, -21 perten-
cem a umâ mesma reta, Detemine o poÍìto B, saben-
do qle ele é do exo Ox,

4O2. (UFN/ìG) Cons dêre â parábola de equação
y = 8x - 2x' e â Íeta que contérn os ponios (4, 0) e
[0, 8]. Sejam A e B os poiìtos dâ interceção entrc a
rêtê e a pâráboa Deterrnine â equâção da mediatrz
do segmento AB.

4O3. (Fuvest-Sq A rets s passa pela of gem O e pelo pon-
toAdo priÍneirc quadrante. A retá ré peÍpendicularà
retâ s, no ponto A, e intercepta o eixo x no ponto B e
0 exo y no pofio C, Deterrnine o coeÍìciente angulaf
desse a árca dotriângulo OBC íof o Íiplo da árca do
tíângulo 0AB.

404, (UFN4G) Observe â Ígura:

Nessa ígura, a circunfefència tângencia a rcta da
equaçãoy = 2Xno ponto Pde abscissax = 2 etân-
gencis, também, o eÌxo x. Determine o Íaio e as cooÍ-
denâdas dotcentro dâ circunÍeÉncia,

405. (UFGCD-Efcontre uma equa@o dâ rct! tâneênte à
cLrrya x'z _ 2x + I = 0 no ponto 0, 1).



Números complexos, polinômios
e equações algébricas
Ìtlúmeros complexos

Fonna algébrica
z:â+bi
Partê rêaldez: Re(z) = a
Partê imaginária dez: lm(z) = b
Unidade imâginárla: l ,  talque i '? = -1

Plrtência de I

i" = iR,onde Ré o resto da divisão dê n por 4:

n!- :
Rq

Conjugado {ZJ
Sez : a + bi,entãoz = a - bi.

Plano de Gauss

[,1ódulo [p]
r - r -^-  D--  " :

,Argumento {0)
b

sêne:-F

Forma trÌgonométrica
z:p(cos0+isen0)

NlulÌìplicêção e divisâo na ïorma
tÌ"igonornétrica

sêndoir = pr(cos 0r + isen er)e
z, = pr(cos0, + + i sen 0r),temos:
zrz, = prp,lcos (er + 0,) + isen (0r + 0r)]

+ = + Icos(e, - 0,) + i sen (0, - 0,)ì
zz Pz

b
toe:-

Potenciação (l e fórmula de Moivrel
Seja z - p(cos 0 + i sen 0), então:

zn: pnlcos (n0) + ìsen (no)l

Polinômios

l| 
expoente

âx"

.o"6ç;qnlq -JL u"r;5u"1

p(x)=à,Ì  a.  x"-  a" ) t '  
)  . . . -â,P-à,x-ao

êm quê:

' ãn, ân 1/ an - 2, ., a2, a| ao sâo número5 complexos
denominados coefi cientes;
. n é um número inteiro positivo ou nulo;
. o maior expoente dê)ç com coeficiente não nulo, é o
grau do pol inômio.

Polìnômio id€nt icamenle nulo [PlN]
p(x) = anx" + an-rxn-1 +.. .  + arx + aoéo pol inô-

mio nulo<,ran = an r  =. , , :  ar :  ao:0.
Obrervâção: Náo se defÌne grau para o PlN,

Valor numérìco de um pol inômio
Ovaloí numérìco de p(x)para x = oé p(or).
Se P(d) : 0, então d é râizde P(x).

Dìvisão de polìnômios
p(x) h(x)

-=ptxl :n(x j .q(x j+(xl
(x) q(x)

Grau de (x) < grau de h(x)
Grau de q(x) : grau dê p(x) - grau de h(x)

Teorema do resto
o rerto da divisãode um polinômio p(x)por(x a)

é p(â).

Teorem[ì do fatcr
Se c é uma raiz de p(x), entâo (x - c) é um fator

de p(x).

Equações algébricas
Teorema fundamental da Algebra OFAI

Toda equâçáo â|gébrica p(x) = 0 de grau n (n > 1)
possuipelo mênos umã raizcomplexa (realou náo),

Deconposiqão em fatores do primeiro
gra u

Todo polinômio pode ser decomposto em fâtores
do 1q grau:

p(x): a"(x - \)(x - xr)(x x3) ,, , ' (x-x")em
quêx] são as raízes de p(x)e a. é ocoefìcìênte de x".

MalAmárka . contexto & AdkiçÕes



Rêvirão g€Í.1

. r :xrxrxr : ;

Grau4

ultiplicidade das ra2es
Éo número de vezes que uma mesma raìzâparece,

1 vez: raiz simplê5
2 vezes:râizdupla ou mult ìpl ic idade 2
3 vêzesr raiz tripla ou multiplicidade3

n vezes: raiz de multiplicidade n

Relações de Girard
GÍâu 2
ãx,+bx+c=â(x xrxx-xr)

-h.s:xr+xr=;

Grâu 3
axr + bx, + cx + d : a(x - xlxx - xrxx - xr)

-h.5:x.+x-+x--  :

c. x.x^ + x.x^ + x-x- = -

a)C+bxr+o(,+dx+e=a(x-\Xx x,Xx \Xx-xa)
.S=xr+xr+x3+xa=;

. xrx, + \x3 + xlx4 + xrx3 + xrx4 + x3x4 - ;

. xtx2x3 + \x2x4 + xrx3x4 + xÃxa = 
;

. r.: xrxrx3xa = -

Raízes complexas não reaìs
Se â + bi Íor raiz de p(x), entáo a bi também

seíá,

406. (Vunesp) S€ a, b, c sâo números ntercs postivos
tais que c = [a + bi ] ,  -  l4 i ,  em que i ,  = I ,ovaiof
decé:
ala8. b136. c)24. dl  14. e)t .

4(I7 (UFPB) Selam reyelemenros quasquefdi conjunto
G = {g=m+ n lm, n e Z),  onde i= J: t .  Consl-
dere âs seguintes proposições e assinâÌ€ com V a[s]
verdadeirals] e coÍn F, a[s] fusa(s)

[  )sey+0, o quociente I  É c.
t

[  )0prodl loxyec.
[  ]Asomax+y€G.

p(z)=0<rp(Z):0

A seqüéncia corÍetâ é:
al  VFF
b] FVF.

a)3+2.
b)2+2.

aj I oLr -gi.
bJ-9+iou-9
cl  9+ oug

gz-2Jí .

b) 2 + 2ia6.

c)1+2i .  e)2+3.
d)2 + i .

d) r + iJt.
el 1 + i.rã.

c] FFV.
d] VVF.

e) VFV.
O FVV.

408. (Pazu-N/cl o quocen,u 
fl 

e cru u,

4O9. lUfscar SP] Sejanì i a unidâde magnária ean o n ési
motermo de urna progrcssão geornét c€ com a, = 2aj.
Se ar é urn núrneo ímp€f, então
1+ ÌE + a +. . .  + E,étgua a:

dl  8+ olr  8 i .
e) /+tot /  t .

410- lvunesp) Â f gu|a repÉsenta, no pÌano coÍnpexo, Lrm
senì cÍcúlo de centro nâ ofgem € ra o l. Indique por
ReCzl, rn[z] e zi a pârte rca, a pafte maginária e o
mÓduo de um núrneÍo complexo z = X + yl, respecti,
vamente, onde i indicâ a un dade imaginára

A única a ternat va qLr€ contém as condìções que des
cÉv€Ín totalrnente o slrbconlunlo do pano q!€ r€pre-
senta a regÌão sombreada, incLu ndo suaíroÍrre ra, e.
al  Re[z) > 0, rn[z]  > 0 e zl<1
b) Re[z) > 0, Inr[z] < 0 € lz < l
c)Re[z)>0e z>]
dl l rn[z]>0e z>1.
e)Re[z]>0€lz<1.

4ll. tunube-[,lc) Considerc os números comptexos
z = x + iy, em quex, ye lR e i, = I, que têrÌ módu-
o igual a !6 e culas rcp€sentâções geoméidcâs en-
cont|am se sobrc a paÉbola y = xz ,, 

"on 
Oa no

p ano complexo. Se w é a sornadesses núrnercs coÍn
pexos, então lw ó gua a:

a 
"6 

b) 3. cl 2. o) Jr.

412. IUEL PR] Seja z !m númerc cornpexo de rnódulo 2 e
drgJ.rer lo Drncipal 120' .  O "o juqãoo dez €:

c) r - lJt.

413. [Vunesp] Se â, b, c são númeÍos reaistas que
âx, + b[x + ]), + c[x + 2), = [x + 3], para todo x
rea, então ovalordea b + cé:
3l -5.  bl  -1.  c) L dl3. e)7.



414- [Uece] O rcsultado da divisão do polinôm o xb + I por
x+le:
a)x4+x3+xr+x+l  c)  x4+ ]
blxr  x3+x, x+1. dJx4-1.

415. tPUC-Rl) Se o poinórnio p[x) = x5 + 2axa + 2b ê
dvsÍve por [x +])'z, então â soma a + b vale:

al ]  b l  I  c)2.

aln=6
bln=9.
cl  0<n<6.

,  )  oz
416. lFuvestsP] 0 gra! dospol inômiosÍ g eh é3 0nú

rnerc nâtLrmln pode seÍ o grau do polnÓÍn o nâ0 nuo
f. [g + h] se e somente seì

dl  3 < n<9.
el  3<n < 6.

417. iFuvest-SP) Seja ptxl uÍn polinômio divisívelporx-3
Dr'drdo pl \ ì  oo- '  -  |  ob.erìos olocie"Ìe c6ì e Ês

to r  = 10.0 resto da dvsão de q[x) potx- 3 é
al -5 bl 3. c) 0. d)3 eJ 5

418. tPUc sP) Sabe-se que o polinômio
f =x4+3x3-3x'? I  lx -  6 admlte a râiz I  c0Íì
mLrtplcidâde 2 e qle olrta de slas râÍzes é iguala0
nooLlo oe J'ì Lnerc cor p"\o zcLja priP 'ìagin;-
dâ é gua a I Aíoma tdgonométÍica de z pode ser
rguals:

-  I  l ln l rnì
aJ 2lcos ^ + sen ^ |

\Ò
q"\

bl 2lcos + + sen+I.
\b

-  |  5, !  5nì
cJ z lcos-+rsen-1.

\ó

t  41Í qn\
dl2lcos-;-+rsen-1.

\ó

t  7n l I Í \
€J2lms-+rsen- l

419. CbmecsPl LJm polnônììo d€ 7s gÍâu p(xl, com coeÍ-
c €ntes Íeais, é divsÍvelpelos polinômios
q[x) -  2x'? Ier[x) = x 'z+ 3x+ 4 senéonúme
ro de râízes rcais do polinômo p(x), então:
a)n=3oun=5. c)2<n<4. eln>5

. 6;1:4eun=6. dl .n<3.

420. (-l-C CEì 0 prcoLÌo ddo Id7"1Íea s da eq ação
4x,-  l4x+6=0é gla a:

a-| a- i r35
c)t  d) t  d2

421. TUFIN/-['4G] Sâbendo qLe a unidad€ mâginária é raìz
da equaçâo xÁ + 3x'z + 2 : 0, o prcdÌrto dâs suas
oul|as irés raÍzes é igualâ:
a)2..  ú?i  cì2l .  d) /  i  e" .

[UF[,4G) Asoma de todas as râízes de
(x) : t2x, + 4x - 30lt3x -rl éi

423. IPUC-PRI Sendo r e y númercs .eais pos trvos tais que

]roqlvVyl-  
ogz F |  

.  o prod.r to vy e iguar a.

l " -ú=-.
â)r0. b) 30. c)50. d60 e)25.

oi urf  o- i  , - i

424. (L)FC CE) S€ i reprcsenta o número complexo cujo
quadrado é igual a -1, determine o valor nurnérico da

sorna I + i + i'? + i3 + ... + 'z7.
425. [Vunesp] Seja z = I + ium núÍnero complexo.

a) Escrcva z ez3 na forÍna trigonomarica,
b) DeteÍm ne o poLjnômìo de coeÍìcientes rcâis de

rnenof gra!, qle tem z e lz'?como rakes e coeÍ-
ciênte dom nanle iguâla 1,

426. [UFPA] Consjderc o polinômio

P(xJ = x3 + 2x, + mx + n, corn m, n e lR. Sâbendo
que P(x) + 2 é divisível por x + 2 ê P(xl-2édivisl
velpoí x 2, detenÌìine os valores de m e n.

r"r  y l
t "  

" l
427- "! -^e\p).onside€ a nãlr i , ,  A = 

l0 \ 
" l

'  
t l

12 0 x I
O determinante deAé um poinómio p[x).
a) VerlÍque se 2 é Lrma Íaz de p[x).
b) Determine todas âs Íakes de p[x).

Limites e derivadas
Limites
Limites importantes

l im 1=o

1;6 L=1

l iml l+ l -e

Propriedades dos ìimites

. ,  Senx .

l im l l+- :  |  =e

l im (1+ x)ï = e

1.) l!ì" tf(x) + s(x)l: _lim Í(x)+ l im s(x):q+1,

2ê) ,]'!ì" tÍ(x) .s(x)l : 
_l'Iì" í(x)'lim g(x) : L1 '12

3u) ri' lql = !!
, , .  g(x)  L,

MõteÍÌìíka. ComexÌo & Aplicloer

t



Revisão geÉl

nçÕes contÍnuas
Uma funçáo é contínua num ponto a do seu domÊ

nio se nesse ponto ela não dá "saltos" nem apresenta

. existe f(a);

. existe lim f(x);

. lim (x) = f(a).

Derivadas
. .  Àv f(x) - í(x^)

Ì  lx^J = l rm . :=
"  Á,  0 ax N- i !  x-x i

. .  f(x" + 
^x) 

í(x

Equação da reta
y-f(xó):f '(xoxx-xo)

Função derivada

f ' (x):  l im
Í(x + h) f( i)

Derivadas de algumas funções
elementares

tE) (f + 9),(x)
(f s)'(x)

f'(x) + S'(x)
f'(x) s'k)

2.) (kf)1x) k.f ' (x)

34) (fs)'(x) f'(x)ek) + r(x)s'(x)

eÊr | - kxr
\s. /

f'(x)s(x) f(x)s'(x)
tg(")l'

5ê) (s o f)'(x) q (yìr'(x)

6q) (f ÌXy) ou x = x(y) -I o, ^'(u): 
l

f ' (x)  y ' (x)

Propriedades operatórias das derivadas

Comportamento das funçôes
Dadâ uma funçáo Í contínua no intervãlo [ã, b] e

derivávelno ìntervãlo (a, b), temos:
1r) Sef'(x) > 0 em (a, b), então fé cÍescenteem Ia, bl.
2q) Se f'(x)< 0 em (a, b), então fé decrescente em [a, b].
3e) sef'(x)= 0 em (a, b), então f é constante em [a, b].

Máximos e mínimos
5e uma funçâoídefinídâ numa vizinhança do pon-

to \ for derivável em xo e xo for ponto de máximo tocal
ou de mínimo lôcâldeí então f(xo) = 0.
.5ef"(xo)> 0,entãox0 é pontode mínimo localdeÍ.
.  Sef ' (xo)< 0,entãoxo é pontode máxìmo localdeÍ

Pontos de inflexão
Para identificar pontos de inflexãoverificamos que,

5endof"(xJ = 0 e Í'l(xJ + 0, então:
. se f'(\) = 0, xo é a abscissa do ponto de ìnfìexâo ho-

rizontal;

. se f'{xd - 0. \ é a àbscisla do ponto de inflexáo com
tangente obliquâ em relação ao eixox,

428. 1t-e a 1,161s".'6e trm -i----il '1 e
" '3 a/3x -  6 - . /x

al 216. u1 +,6. cl o16. at enã.

429. [UEL-PR) Aeqlação honífa de uÍn móveté

y - 
; 2t serdo y sLê ê . m en reldçào ao .olo.

rned da em rnetros, e t o núrnerc de s€gundos t|ans
corrdos após sua pâftida. Sabe-se que a velocdade
do móvelÍìo instânte t - 3 s é dada poÍ y'[3], o! seja

(x) = k(k€ lR)

flx) : x^ (n € lN)

f ' (x)=2ax+b

(x):ai+ b(ã,be R)

s'(x):  c ' Í (x)

f'(x)=-+,

f ' (x)=secx.tgx

f ' (x)  = cossêcx.cotgx



é a deÍivada d€ y cacllada em 3. Essa veocldade é

430. [ceièt ÍvG] A dedvada da função
f(x) = sen x + cosx + 1g x. no ponto x = ,!, é:

a) -2. bl I c).P. dl l

431. [PUGN/ìG] O vâ or da der veda da tunção í[x] = ú-:;
no ponto [-2,3] é:

iguala:
aJ 6 Ín/s.
bl I I m/s.

"f 
-;

br+

d) 27 n/s.
el 29 m/s.

432, IUEL-PRI0vaordo iÍnite , rT,

,2
- ,5

c) -1.

433, [UEL-PR) A equãção da Íeta tangente à cuÍva de
equaçâoy =_x3 + 2x I, no ponto em quex = l, é:
a)y=5x+1. dly=-3x+1.
b)y=+x+l  e)Y=-4x+1.
c)v-3.  .

434, [CeíerPR) Nurna PG d€cÍescente de 5termos

i ' -4x ' :+3x p a- e Eua a a0scl55a oo
3x-g

ponto rnáxiÍno da função l(x) = 2x'z + 72x - I Des-
sa forma, a Íazão desta PG é guâ a:

")*

d) 2.

x-3 -
, , t ]

2

ü1d+
b);

o+
a) 3.

blã

"r+
435. fUF.JF IVGì Sabendo oue rm

I COS 1

al j  b lo cì  r .'2

I

dt -1.

436. tPUc-MGì o vEtoÍ d
B-2 d 2

al -. bl +-. cl 8. dl 0.

437- (UFPhl o vatof de im +a é:
' -4 {x 2

a) 2. c) 8.

bl  0.  dl4

438. tFc[,4scsP] ca clrândo o

sen 2r - cos 2x l

d .r5

obtemos:

"-L 
CoSX SenX

Al 
-12. 2

ü Jr. €) nda.

439. fFEt-sPl ca cute
h

440, (UtRll Considerc o Íiângulo T, de vértrces A, B e C,
ta que os ánguìos Â e Ê são âgudos. Seja H a atlrã
reatva ao ado AB. PsÍa cada númerc natu|a n, selâ
F" a Ígu|a ÍoÍmada p€la un ão d€ n retângu os justa
postos conüdos em T [veja na ÍguÍa o caso n = 4].
Cada retãngulo tern dois lados perpendcLrares a AB

Ínedindo --l- e Lrm lâdo ligando ÂC a BC [o rnâioÍ
n+l

dos retângulos teÍn urn ado cont do eÍn ABI

Saoêloo q e d à ea ce T é a, calcL F. er.  lunÇao oe
a ede n. a dleÍenÇa e_tÍe a areaT e€ " ea de Fn
QuaLo l i Ínte da áÍeá de F. quando ntende ã ní into?
J!stiÍque.

")+

Mãtemíio . contexro & Aplì.aióes
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42. k-  1:3x 2y 4 = A

43. Reta supone da daoona AC 4x 5y + l
d iagona BD:2x + 3y 16: 0

44, àra e a 4ía=-4oua=l

46.alv= 4x+6 bìv-  
q+s

*.u "l ,,;J
b) P(-2.5l

"r Pf 1.ì

/  â\
4s.  {  s.g:(rz O e 

[4 
a]

d) P(2 4)

e) Todos os ponÌos são comlns.

Se ô pôntô P é coúum às tés rctas, erìtàa P petence â lnrers€cçáo
dêre.€tânbém â! po.exemplô
PaÉ rcso v€r o pmblêma, obteremos â intêrccção dê r e s € vedfca
r€mos se o ponto obt do p€n€nce à reta L
. nieBecção deduasdas reias, pofexempo,2x + 3y I :0 e

y l=0+y=ì
Súbsrundoy = I nâ p neiÉ equação t€môs:
2x+3.ì  ì=032x+3 l=0+2x= 2+x= I
0 pontoPde nt€Becçáodas dLâs rctas €sco hidas é P[ ì, ì].

. Vamós veÍÍffse P( I l) p€rtenc€ à terceira reÌa substitundo
as coodenadas de P na equaqao da eÌa:
x+Y=0+ I  +l=0
Como o pomo P pertencê às Íês €tâs, en1ãô êlas ôonórrem neste

. ponÌo.

5r.Mlr ,3

Sela M o ponto médio de fu e B-D.
O ponto médo de fu é:

í"^*, .  y^ny. ì  l r+6 r+sì  í7 " ì|  ,  ,  )  l ,  ,  )  l t  " )
O ponto méd o d€ B-D é

í \Â+\h , .+y"ì  -  (s+2 2+a\ ( i  
^ \f  --- - ì- l  : | .  ,  ,  )=lì")

Logo, M épontômédiô d€AC e BD

- "(i +) ".3.v=
55. a1 4x 3y+ì3=0 clx+y 5=0

à., * [;;J

so. r=-1 57. Í2.31 5S.N00 4l

59. Pa€ môstrar qle as rctas supon€ dâs d ãgôiáC m e 8-D sâo p€r
pendcLares basta que s€ls coeicientes ân9ú âres mr em?res
pecÌvãmente, selam tarque mrmj = l
TemosA(â bl ;A(a+4 b+31 CG+Zb+1) eDtê+3.b+41

. Cákuo oo.oê' ì (F.Fa-9.  t  m,ca er"- . .ooreoeÀe

L-I
' '- x,-x^ 7ti1

. ãl! u o do coê'ir Ér F d o t. m,c. e.-'.ooreoeBD

íq í t
'  xo-xs a+3_[a+4) Á+32/a a

=l= I

Comomrm,: ì então as eias $ponê dê fu e B-D são pepen

uo. 
"l.,-1. 

o-Lì

61. a) 2

62. i  63.3

66, al ;

o;;

c) ,\6

6a.D=aouÒ- 
q

- 
r oúd

t2,

b)ï d)2

65. ì2

67-k=qouk=a
3

.7o íeas peÍpêna(uraes e Ì9 rJ : 
;

r l  lg0=r aJ too=:

os.u=- i r*r"u=q l
'2

70,4 7t .84,5 72.k= Ì6 0L k= ì6 73,4

74,12 75- 33 76, e

77. Vâmos âdoÌaf !m s stema de ê[ôs ôoôrdenâdos ondê úm dos véÍti
ces do lrângu o coincde com a ofgem, € um dos lados esÌii sobÍe

Os vénices do Í ângulo são Â[0 0];Btb ol € Ctx, yl

Marêmáftâ . Conr-Âxro & Aplio(ões
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oporrou rôdiodeAc êMí I  :  ìêopó.r , iN r"dodeB( e
\2 2 |

xíllr -Lì
|  2 2)

aì A retd supoÍiê do se€nênio lVN re Ì .oF .ie.tê 6 gL â - = 0,
pois as ordenadas de M e N são âs mesmas. Porbnto a retá s!
poÍte de MN é hof zontal e. €nrão, paml€ a à rcta supone do sêg
mento AB, @mo queríìrmoB mosÌGr

bl O compl nrenÌo deAB é guâla b.
o compr mento de ÌMN é gu6lâ:

lo+'  
" t ' tv  

v\ '
\  2 2) \2 2)

Ponântô. metâde do comprimenÌo

1.b 2, t5,5l

ta.2x+ 3y+ k:0 kelR

79.3x 2y+k=0,k€lR

80, â) ax + by -  (a\  + byJ = 0 bl  bx-ay+{ayo bÇ=0

Atividades adicionais

3. É po$íwl escolhef quaìqler sstêma de eixos coorden€dos ênre
Ìanto é @reniente que a orgem colncda com !m dG vért És do
retángulo paEtuc tar a demonstEção.

PaE elculaf as medida8 das diasonab OB e AC dwmos ier as @oÊ
denâdâs de suas exúeíì dads. ObseMndo a Ísum t€nìos O(0. 0)l
Ata,0l:B(â. b) e c{0. bl.

dto.  Bl  = V(â 0l '+ ib 0l '=Vã'+b'

d(A cl  í (0-a) ' -  (b-0) '  , ia '+b
Logo a O, BJ = oÍÁ Cì.

,t Se ABCD é um quadEdo, então sels ados são congruenÌ€s € os

Vdmc 6lcular âs medidas de seús âdos l

al,q. e' = 
"ii 

, "Ì r, r. = J;- )r" = .r'a. = '

dtB. c) = .vh 3 + 2y + ü o - 2I : "Ezs 
+ u = 

"Ess 
: tz

dlL.Dl= Vt r ' '  ,  \  '0.  =Gq zu.=,4.='

oO.a V;o-.2 ' - r -  l - r  v22;-64 J2s9 _

Logo, os ádos são mngruenies.
tum pmvm que os ânsubs Â Ê, ôeôsao retos Oasta mostmrque
o 

^ABC 
é etârìgu o Gp cando o t€orema de Ptigomsl

a^c .  
" t i l r  "o-  3Ì  \ re-52e \5-o

= 1718

EnÌão, m, = AB, + m, Assim. oânsuoÊé rcro.
Da mesna foma os outrcs ángu os sãô retos.

5.x?+y,-4x 6y+4=0

6. Ìriàngulo €scâ enô eobru!ànguo.

7,  c a.â 0.d 10.b

rz.a=!eo=!

14. SeÁ[2 + 4â 3-5a];B[2 3]eC{2+4b,3 sbl  estão alnhados,
eniao a d€iêm nânte deve seriguâla 0 Logo:

=6+r2a+6 ì0b+[3 sa] [2+4b]

-3

3(2 + 4bl t3 5b)(2 + 4âl 2(3 - 5a) =

:a+ pá + a - :6 + a+ Á ní  -  zoú -  a

tú -a :zá + y6 + zsa6 -6+ yú =o

Lógo A S€Cestãoâ nhados

15. 12,2)

!a.alx+2y+4:0

b) y:  1

19.y= I+4

22.ò y:  ++2
blx 2y+16=0

23. A,A

25.êly=-x

,6.y=-ï+!q

21.x y 4*A

16. PÍ1. qì i .  _z
\2 2) 5

ã

20, A(2. q

c) i+i=l

dJx+y-5=0

6u=?!+11 cìv=2
'55"

zz.v=L+E

28,y= 1+r 29.4^+5v ìo=o

30.2x-3y+38=0 11.22

32-x Y+2=A e\+y=0

33. 60, 3ó. m' aâ" J]lL
17

. rqí0. !ì oorc,e e ocnLo mea o ae Àõ.

I



a" 6\
' rlt 

tJ Poq," 
" 

Ponto ..aio a. ec

vamos orcwrcue vr = 
f. 

sendoÂ(0. o) e BG.0)

d(AB)=úa-o) '+(o olÉ =a

d(Í \4.  N):

38. Ìemos os sesu rÍs pontos:A(0. 0). B(b 01. C(0.

,*",ea"a"m, *,a" rul| iJ.
rO.os most,u, que all = 99

d(A Ml =

"C'+ 
c v6' 

- 
c=_=.

d(B c) = J(0 bI+ (c 0), = íb,+ c.

Lôoô daA Mt = :::::f Entào AM = ::
-22

questões.de ve6tibular

r .s v=11_.19 r  v: f I_!  2.  lL

1."6 L2 5.y=3x-2

6. al CoN deEndo os inÍnitos va ores posíreis pam a. as inf. tas r€
lâedâdaspof G + r)?x+ G:-aly 4â:+â I  -orerám
qúese cruzâr nlm únicô poÍì1o pârâ qúe exstâ !m ponto inde
pendenl€nrente d€ a, por onde eìas pâss€m.
Asslm,supondo do s valorcs quasqu€fdêa [aqu cudadosamen
t€ *co hidos paEtuc taf os cálculosl t€m6:
a=0:r :x- l=0+x: l
a= 1:r .2Y 6:A)Y=3
Sê o pôntô ún co exisl r, e € 1€ú qle ser []. 3l po s é a nlercec
çao Õbt da das duas retas ac ma
Verf€ndo o ponto 0,3l na equação de r temos:
G+ l ) ,  t  +G,-a). ! -4a?+a- I  =0-a,+2a+ I  +
+3a'-3a-4a'+a- I  =0+0=0
(verdâde ol. 0ú sejâ. a retâ passã por [] . 3) independent-"mênlê

r.  b a.d 9;â 10.b r l .c r2-h

l3,a t4.b 15.c l6.d 17.ò t9.36

19. a 2O,e 2t .b 22,e

2í3,à)y- 2x+3 b)3

24. b

d 3lt b) c(3, 4)

,-f'.[;-f': !
2

-2

ti i'.t;-i'

26' a)

27,b 2A,d

sr.  a l  m =,t2 'ã

blx-4y+l l=0

29.0ì ,04,03, lô,32 30.c

bl ì

.{

\
1 \ ,,""

õl--ÀL---l

]n
2

32, e

33. â) FEEquea r€ia rpassepofum pôilo cújâs coordenâdas não de
pendân do parâmeÌro a dftmos ier:
G + ìyx + (a, - aly - 4a, + a - I = 0 paE qualquef \€Lorde

(a'+24+r)x+G'z âl) ,  4a'?+a- l  =0ì
+ a,x + 2ax + x + a,y E -  4a,  + a- 1=n.à
+tx+y 4lâ,  + (2x y+Da+0 D=0
quê é rerdade m pam iodÕ a dsde que

lx+v-4=o
jzx y+l :0

l \  r=0=.=l

Subítuindo x = I nâs duás prmeiBs equaçôes, enmntEmos
y=3.Portanto rpasap€oponto(ì ,31 ndepend€nt€mentedo

Para reïletir

l ï  Â( l  l l  e B(3. l )

oin.  et  = ú3 r I+(r  r I :ut .+d =z

3ï Á0, a e B(1. -41

d(4. Bl = v6- rÌ + G4 - 2tÉ =\ '3+(-61 6

59 Ã(4, rl e B0 3l

614 s]= úr -  aÌ+ (3 -  rY =tE+r '=. t í3

Basta bansfornìar a €quaçáo g€ El em redund a iso an do y:

o by- =o-ó,  , ,  . - r  l "  t  
- , ,  

-

Em ax + by + c:0,  se y = 0,  temos

ax+c=o+x=f

a

À,latemátka . contexro & Apl açÕes
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/ -  \
Lógo a Eta n(eEecra o e ú r em | 

:.ol
\Ó)

Emax+ by+ ô= 0,sex= 0 lemos

bv+c=o=v=-!

/  . ì
Logo, a Íeta ntereecta o eúo y em | 0, -; .

. s,ã

súbsttundo(6,r0)emtobremos2.ô r0 2 = 0, porque (6, r 0) € r

As retas sào paÉ ê as {co nc d€ntes ou d st ntasl.

.  sen {o,  + 90' l  _ sen aì  .  cos 90'+ sen 90'  .  cos qr _
cos (d,  + 90' l  cos ar .  cos 90" -  sen a,  .sen 90"

senaì.0+l .cosar 0+cosaÌ cosal
ôôsa,.0 sên0,.1 0 sen0l

l -â1a'

b

q,4ã
l3

Capítulo 2
Abertura

l .

Por construção, determin6mos os cênìros dãs crcunferências
lenónlro das mediatrìzes de dois segmenÌos deteÍÍìÌnâdos pof

, duas cordad. Un mos os centros â um dos poÍÍos de irteNcÉo,
obtendo o lr ángu o Etàngu o.

2. a) C(4, s)
b) I  u,2 u.3 u,4 u,5 u,6 u,7u 8 u,9 ue 10u
cl À 9! cncunreÉncia,; de m o I u.
d) t4, r8l
el a!6

3. ãl (4 2s;rz5) [2s; 4,2O; {45,75; ì7,s]; [25; 45,75)
bl (25 rz5l
cl 3,7s
d A(33 75ìlZ5)

t .  â)  c(5.4l  e f= Ì
b)  Ct2,0) e r :  2

2,a) l r , -2) ,+g-A,-9
blk+D,+6/+41=2

3.alc(2.-3ler=4

4. a) Ct2,4) 
-ê 

r - 2
bl C(-6 2) e r= 7

c) c(  3, l ler=a
dlctoole '=!40

c)x,+(!+2),=16
ülx-q '1+f=25

blC(3r)êr=4

c)Ct-aoler=\6

5. al Sm O Não €l Não
bl Não dl Sim

, .x '1+ú+4) 'z:2

e.G 2),+y,=3

lT.secantes 1s.m = aa
4

0.AeA

3. (x 3l' + Õ/+ ì)' = 2

t0,  {ke R k< 2)

12. P peÍiene à circunlerência.

13. (x + ll, + (y 4), = 17

14 al NCo há ponto comum e a ëta é extêrior à drcunÍeènc a.
bl os poilos (2 2) e {-1. -l) são comlns à €1a e à circunterénca.

ou seja, 6 rcta é secante à circunferêncÉ.
cl t-2, 0l é ô úiicô poÍìio mm!m. Logo, a reÌâ é rângentê à cÍ

15. tô.  - ì t  ê (3,2) 16.4

19.x+2y-8:0

20.y:3e3y 4x-9=0

2l . tx Ì ) ,+0/-D,=32

22,( ! . -4) '+ú+4) '=16

2s. lx-2) '1+y'1=4

zt. ,li

25. ã) A clÍcunterênca I, é nternaa\.
bl Po.ìo comum: (2, - ì I as ci@ nÍeénclas são ta ngentes extemas.

2A.a 27,4 28.(x 3) '+Cv 4lz = 49ít  29.rcm

30.0 nasconren,ele e @loc. cddul  ooqr 'ès,en6oo. à gJlò
sobrc €lguÍn exo coordenado.

cômo o lado dot ânsuro ere 2"t . , . ,r"""", 
[ t  

= 
+]

Ass m. os véÍtes do rrángu o são A(0, 3l B[ ì6, o] ec(!6. ol.
O énì'o da c rcunfeéncia é o ba enlo do lrlángu o, poÍtanto está

â I  da d lur :  O(0,  l '  e Ò r-  € io é Ì  As(Í .âeq-.çãodaLim n-

íeéncaéx, + (y r l ,  = 1.



PaÉ todo ponlo PG, y) p€nencenÌe à c rclnierêncÌâ, têmos:
x?+{y l lz=ì3x' :+y '  2y=0
ls trés dlstânc as de P aos vért fts são:

dlq Al :  \ l f \  -  01'+ rv -  31 = í \ '+y '  6Y+e

ôPB Jl  J l  )  l r  , / ,  ' ,JJ,
oPcl  ! r l ,  J3ì  ,  a l  , l t  -213,-3

Somafdo o quad@do das lÉs dstâncâs, tênos:
x:+y,  6y+9+x:+y,+ 2a-3x +3+xr+,t  2J3x +r=
=3x,+3y, 6y+r5=3(x2+l  2y)+ì5
Comox: +yr ry = 0 ênÌãÕasmadNquadÉdosé3.0 + ì5:15,
portanto. consta.ie, mmo queíamos mostml

Atividades adicionais

r .á)c(  2.  6 lêr-G blc(0,4)er=r

2.al  ct3.  a lef=út c lc{r , r le '=14
blcto.2l€r=2

3. a) Não bl Sim cl Não

4. SúiC{ l ,  l )er=2

e.m:r,n=oao<f,

5.xr+Yr=25

a. âl Crcuôtu.ênciâs seéntes e se ctuam.os pontos t3 5J € tì,31.
bl C rcu nferên cia s langentês inìernas e s€ locam no pont., [0 - 4]

9. d 10. a l.!, nterno

Queslôes de Ìreslibular

5, x -  y -  I  :  O e x + y -  5 = O S.$

, .^(a+ l í  s ,6)  
" io 

,6 s+úl
|  2 2 ) \ .2 2 )

0. k: -20 g. S!ã t0,x + y 5:0

l l .4y + 3x + I  + 51t =l ]  e 4y+3x+ I  s,ã -0
t2.3y 1f3x + 2\6 = o e 3y + . f :x r '6=o

13.2y+3x-5=0

rnal  [x ì ] ,+ l l+21,=25

bl ix-61,+(y-2a6Ì=12e

,  -" í  rq"6 \ '  rso
tY 4l '+ ly l=

\  " , /

3.ct ì ,  ì lêr=a6

6i

2. [x .ai+ 6i ì]? = ì

,,-T-\
/o

-\*E /

luàremát ca . Coniexro & Ad G!óes

I
2 " f t=;

21,aia.r=3 19,d

22. l5 5)t 14, 2) e | 2.6)

20,a

25..

24. x - 2y + 25 = 0 e x - 2tJ - 26 = A

29.0r)v 02lv 04)v 03lv r6l t

3e.61 J1l1 y-3=q

bl a +, : l

31.20

32.P|3+i t t1 I  + l . l l
\  r0 loJ

33.âl t , -4 lz+(y 3lr=2s cly- ; r+6
bl t0,0ì e f0. 6ì

34. a) o,to, s) e fr : \4t; q(-lo. ol e 
', 

= .,64
b) A(-3.6t e B( r 2)

35. al {0,0l b) a = -4

30, â - -25

37. al  x r :0ìy+ ì  = 0;x-y-  r  = 0
bl  tx r l ,  + (y + l ï :2 C(t .  - ì l  e r  = i2

38. c 39. â 40.ó

Para reÍletir

Não exlstem pônlos em @mum

Oe Í* poÍìtos devenì ser dÌstlntos e não col nercs.

Gapítulo 3
Abertüra
l .  6 l  AP = I  cmi BP = r  cm; RP: Ì0m;Alú + lúB = 10cm

bl Seu fornrâü. se apmximará de uma crcunlerênca.
2. O SoL é um dos 'pregos" e o outrc é o que estí ÌÍìtemo à elipsê, em

A'linha'éjustâmenteocontornod€e pse.
O'odóâ te- corespor de oc,eqrelos que L-em. oo rhare -
melha (p€ielal aos doF pes@'.

t. al y'= 36Ì c) x, = 28y
b)x '1:24y d) y '  = -20\

ë

2. aJ FO O;V0 0l ;d:x = 7
b) F(0.  -11;V0 0l ;d:y = ì

"t 
rÍo lì vio.o; r v= -l

\  t )

dlF(-4.01;v(0,0ldx=4



4.à)y,=12t OO a'=oÍ-* l ì
\  z)

b) x,: Ì2y dl 0 + 3l = l2[x + ])

5.  a)  F(0. l )  ed y:  - l  d)Ft-1.0)ed:x=l
/ i  ì  i  a , ìb) Fl  0.Jêd .  = ê) Flo 

.Je 
d:y =

c) F(-2.0) e d:x:2

3. A concavldade de x, = 12y é mâor qu€ a con@Ldade de x, = 2y
x'1= 12y x"= 4

6. âl  vÚ,3l i f (4,3l id r  = 2iy=3

blvt ì .31 Fl ì , ; l :d y=i :  r=ì

3. al [x + ]), = -46/ - 4) b) {x - 4} d26/ 2)

s.  (y ì ] '? = 8tx ì l ; ts  s l  e t ì ,  ì l

rr."t r,(. fa ol;r. [  . , /ãã, 0J;4(r2,0]i4i ì2,01;e=q

bl F-r4 Ol:F-í-4.  Ol .Â.í5.  Oì Àí-5.  Oì e:  I

c) F1(0. r)rtr(o. -r)rA,[0...6): t" lo, .E):"=I
2

, r . l i  *  I  =,
349

14. l6t3,  ì2

15. "  ' r  +!  1=l
ì  l0

i6. q(2 2liB2(2 0l rT.Asegundaellpse.

ta.  a l9.d

259

b) F,(,6ì,01 F,( . f4ì,01;4t4,0);&t 4,O;"=g

.ì F,(J2 o). F,(-J2 . ol:  e,[2Je oJ:e.[-2,6 0).

26-:  -  L:1
16. -0

ìo . zz-^ = 
"E

2s. F,[2Jaq o] e F,[-2a6. o]

r ; . - '6

sz. zn6i

33 s" '  ' " "  
'  ' 'C ' -  "n 

1) r , l  -  t  "  t

rq, al v: f^ e" = 9r
'4

.22p,Y=-xeY=-=x

cl  3x 4y r=0€3x+4y-17=0

35. r ,  L=l

30.a 
Ì ;  's  -  0,  

o

sz. r,[s'6, o): F.[ b.f2. o] 4t5 oli4i b ol

"" . / - {=tì6 Ì6

ge. oo,ã

40. al E pse .) thrábo â e) t%r de etãs
bl H péúo e O Circuirerênc5

41. e 42.Vênuei0 00249t

*. í' i9ì 44- o.3r rrA
t 3.1



Matemíka. ConlexÌo & Aplkàçóe5

*



bl2

dJl0+10
êl)  2 +3
t3-s

2, a) z= 3 2i

e)-

5,zr=1-5i2,=2 l4 i

l0+10
2+3

2+i
5+10

5 ì3

3l
l0 l0

3 ì92 3 ì92i

D
ll
D

D

6
il
I

i
s)

,+- t i4 
"+. t r ;

22

,* . ta )+,_t  i

Assin zì € z2 sáo EÉes da equaçáodada.

Vamosvêi f icârsê2r -  I  + éíàzlez,  2z+2=a

Subsftuindo zr na êqua9ãô temôs

0 + D, -  2tr  + I  + 2 = r  + Z +'  2 /+1=1 1=a
Loga, zr é Ez da equação.
0 mesmo Íárcmós pâÉ z,

11 i l  2(1 )+2=1 1+1 1+Á+l:1 1=a
LoOo, z2 é Éz da eqúação.

s. zr + z: = tar + aJ + tbL + brr;zrzr =
= târá, brb, + Grb? + bÌaJ

Í  - -  . l - '  i '  l  r r '  . \  , r l -
= r  + 0+yD + (x+yl  + (x+yD,= r  + 2tx+yl  + tx+yl ,=

t l .a)Z=l  5
b)z=-2i
ôlz=0
úZ= 4-2

12. a) 25

elt=s
I  Z=3 3
! lz:  Ì+

bl49 c)2

r3.  á)  a = 2 + 3:2,  = 3--5 rZr +21= 5 2:7rE=5 2
b)s 3i
cJ S rgi
ó Ì6+5i
e) zP2 = 21 \1-21 i
t  -9+ì9i
g)3ô-3

14,2= 12i

'r5. al

55

_'  
Ì3 l3

t7.âì  I -1
'2  2

.50 75

l+l i
ì0 l0

23
ì3 Ì3

r ì
r0 5

)2
55

or

55

_t

14.

2í,.

21. a)

Ì9. zr=4+ :2,=1 2 1=2tza= 4 z5=3:

z = l -3 2):  z,= (2 1):  -4= ta.2)



23. a) +y

29. Usando a prcpdedãdê demonst€da tz = z ,1.

l ,  l ,  t  ì '
Cômo 11 > o.  z.  > 0 e lz-  > o.enrãode la =l-+l

Podêmú ucr L:! 
: 

Lï, como z' + 0

30,a1 +y

.=í*"a*.""n1ì
\  6 6)

- (  51 5rì
\  6 6)

25. d \6

bl !/iã

26. a) a!6

bJ t3

27..dJ1a+J2s

b). ,6s0

, 
"tro

03

.) 
'6

dt aiit

OJã
€r.,âro

^ úro

s) JAr
h)2

-!5

.-l

gJ ì00

hl24389

I rofi

z=2cosi- :+,senr l
!  6 6)

'25

Matemárka ' contexlo & adkaçõês

*



sr.ãr z=6[m+ +r.senaJ

b)z=rvã(ms++i.sena)

.
o '= 

relc"s l  +r.*" :1.)

dlz=4[@so+.seno]

sz. a) z: u6 +
bJz=5

s3. aì 4
3

97,

12)

L - zk^

o'=zjã[c"" f ;  +, .senz)

0 z:3t6r+i .senr)

Òz- \E + \E
d)z= 4

sr a z, = z(cos a + i. *n a 
J,.. 

= o["* -rl. i .."" I I

bl ?,ã: -s!6 + 3 =,("""* 
- '. '""T )

c) lzl = 2,121 -3 e zrz,l = 6
cÒmo6 = 2.3.  e ão z,z,  :  zr l lz , .

^  r -  Í  -  5Í

632

tnÌão.dErz,/) = ã€(7 ì 3€(7,

ss,*='e(*f* .*"r9r) '

-'=*[""'+.'-. ï) i =,(*#. ""#)
w 1( 17r ì7r  ì

e., . , :2"6(.*+-.*+)

12

12

12

ra. o z,z, = ro(cos !1

39,2 : -2 + 2\Ei,t = stz| = 512

4í, .  a)  2-21

bl -972 + 972i

Ò 64\6 - 64.!ti

41. al -6

42, a) wo = 2irwr = -2i

"22

€l -8 sJã

D -5r2Ì

h) -3"

..16 .15
22

,r
)

ç

r



"-,=f[*.+. """+) ,( v srì

I  11 7Eì
l |  3 A)

I  l ] I  ì ì r i

\  I  8)

= llcós .::: + . sen j l
(  3 A)

-=ú["-+. ,',+J

2 22

zlcosl+r.senIì :
\  3 3)

I  str  5tr ì
|  6 6)

-(  
qt  l r ì

' l - 'T- *" Tl '
I  t ] I  t ] I ì

\  6 6)

43. al
2

.t, 
"E,.- ,  

-  2,

,5 .t2
22

br w. = tãlcos + + i. *" +J; ",,=s("""*. 
.,""*,)

- ,=oí- .T. . .*Tì ,\  o . )

w = v2l .ô.  j :+ i , .ên: : I .
\  24 24 1

*^=rãí"" '?Í  *  . . " .?! I ì ,
'  |  24 24)*,=u[*"f;. '*"f;J'

'.="("-+. *+) -,=f[*,*.' .*ïiJ

í

*



2222

3,3!6 
^3 

3!ã.
i -  2 -" t -  ,

l . -
br wo= I  wi  = 

tcosï+ 
.*nï ]

-,='(""'+. "'+)
*=í* ,q* .*" ! ! ì ,

-  \  5 5l

',=(""'+. ""+)

ct. ,6+i-ó+, :
o' ,=r,* ,=]+€i

t -E
w"= ]+. : : |  w.= ] '

2" t  2 2

dJ w,:*("-#* .'.#)
=f("""+. -"+)

*=ú["""#..-.#J a7. to.2l;(-\6, t;(-!6, -r):ro. -ztr['6, r]r ['6, r)

ls .os={r , - r+ '6.  - r  - ,6 }

"r=JÉ*4,-{- fJ.12 2 2 2)

o'={9=+ -+.++
í -

d)  s= 1co3: + .sen 1. .ôs = +r.  sên=
[3338

9,t  9I  ì  3Í  l3r l. r "6r '6

1r

í
\

,''.

ú: ,/

16. . )  
r ,  =, ' "  :  - :  + 

; t  
w,= --  -  : : l

F



n'-{ , . - , .$. ; ,
s6 sl
, - ì'l

n .= I r , r Í "o,3!* ,'  L\  5

ío '  9 *r '  *"  I
\c

sn6 s g'6 s,
2 - ì ' -  ,  - i '

*"+ì,í..+. *.+Ì
r . /  \  .  . )

ì , í - '4.r .*"qì ì
,  \  5 5/ j

bl -5-4i

.5
6

d) r+2

2,âl  l4-8
bl-8-9i
c l  16 -  rz i
O 9+6i

-37 5.

i  c+ú
gl -9 - 46i
h)38- i
0 -4i

! lb 4.3=b=4

^ 5.

ì2-4

Dl+2

o)-1-2

pl  

-  

+3

d-4+3iml - : -3

017+i

,m) -2 + 2i
nl  9+3i

a)2+4

Q) !-9 - 4\/3 J + t-12 + 3n3J
ql-s - 4
t)  -2+2
âl 25

D]

gl l  i

, -  3
oï '

o[.* f  * ' f )  v, t " -+-,""1T] l

cl -i

hls={-2+,-2-D
D S= {1,  -1,3 -3)
I  S = l -2,2,  - i  i ,  -2,2,  1,1)
D S={3i . - }

' ts=Jr ' . ,6 2:  - ' /3:  . - : - { : -  - !3 i l2222

^,  "  
1".  _9.  0"6,  r  : "6,  1_ Jg, _ '6.  ,1

' '  l '  2 2 2 2 '2 z '2 2 1

rs.z.= (r  + r6i)= r"+ g.  r , '6 +s.  r .  ("6i )  + (G)=
= r  +3!6i  -s-3Jãi  =-8

Então:
z3+923+8=64 72+8=0
LogÒ réEÈdaequaÉo.

so, â) ï+: !  
bt  l

sr. s - s.6 (ou ro z eo1

ó2. c[a - \,6, 2,6 + 2)

Alividades adicionais

l .a l  3+2i  e)2+

a.z=2+2iouz=-2-2 7.c t .0

10. b l l .e

13.a);+ï l

ur 1+l
'2  2

. 0,,6 g3,6
126 126

14.âl  zì=â+b z,=c+d

?. ,,- = (a - drì - (c - oi) = o . Di c ai-

=G{)+(b d)=tâ c l - (b-d) =

=a-c b+di=(a bi l  (c-dD=Zì-rZ,

z+z = ta + bi)  + (ã- b) = ã + /  + a- f r  =za
Logo,z+Z=2Retzl

c) z -: = ta + b) - (a - bD :í + h - í + bi = zbt. = 2tn(z)

ó Z = G + b )  :  fa -  b I  :  â + b =z

Loso t: z.

t5, €) o

1a,a)z=2-3i

17.2 = -5

lA. al  6+5i

blz=l+3

1

o -3+5i

- l

19.ãl  4 60! l  -90u3-4,etc.
b) 2 :3 ou (-5) : (-s) ou (-21 :5 etc

o. iã-{Fouíã,a.
ot J:l o, { r e ou .i:ã, "t".

ar 3)

zo, aE . 2t,zj = -4 + iouz,= 4 - i

22,â)z=-1+i b) z:  -7

Màtemário ' Contêxto & Âplkações

Í



20. al 16 bl i

27. 2

29.S={3+,3 }

31.

cl -i dl -r

2A. 32i e 32 32

90.x:+lox+29=0

- l o
-2 - l

- i l - -2 i - j

I l+ 2
0 - i

0
I

l

l

- i
0

32. O conjunÌo A rìão é fechado em r€ açào à àd Éo porq!€, por exem'
po.-r€4.-  €A€-r-  tsA
O côijuÍìto A é f€chado €m rcação à muhp ÉÉo poque qua quef
poduto de eementos deÁ rcsu ta em um e emento deÁ

33. â1 3-8 b) 2a

94,2,=a+bi  o por oÍ i€nado associado a t ,  é G, b).
z:  = c+di :op6rord€nâdo6ssociadoâ+étc,d).

/ " r .  tsr / ì
0pomomêd,odeG.b)e(c.dlél  + :  01.

Entào

22

ã+c íb+dì. , .
2 \2 )

Compmndo lcom ll. t€m$ a demonÊtEção da pmposiçâo.

3G.Sez,=3+4 ez,= ì  +2i  então

' ,1=Jì  
+7 =s

q1= rF + z" =,E=z.ze

, ,+, ,= t+al= Jql l í j  =rEi  =t ,zt

como rGã < s + 
'6. 

&mos. n€sÌe csso. zì + z, < z,i + lz,l

(a+cl+(b+dÌ-

tbmos demonstEr que paEquasqlefcompexos'1 z:
\€ le a +r,  < ,r i+ lz,
Considêrando que zj + z, equ v6le a uÍìa somá de wtorcs e que ra
soma pode ser Íe la peo máodo do pamelogÉmo lemos:

az,3

ABCD é paElelog€mo PaE âist I o lnónguloABC, tèmos

m<i-B +6õ Loso, zì  +2, < z j  + ãl
como 1 oLr :r podem seÍ nulos entâo zr + ãl< lzrl+ lz,.

37. e

sa.o'=zl- . I+ *nal
\  c 4)

bìz=Ì lcosa+ senaI
\  2 2)

cr z: laí-. l I  + . *" ]a I
2\ 4 4)

ò z= 3.1, - 3Jr\

dlz=2(cos0+

iJ z=ì(cG0+

39.alz=- l+

blz=3

4t. al ìô

44. 2 = -16

50.1+;- l+;- l - ì1- i

53.a)1+3i

b)f i

e)2-4

Í) 2l

33

üz=12+. l r )+(2+. l r )

cl -2!!+ 2!ra6i

49.w = 3 + 2 ew = -3 - ,2 i

5 l .a d, .c

-2-4

-36

2-

g)

)

))

nr)

l+ !
22

"ãÍ* ,  
r I  * , .  , "n a ì

\  4 c)



55, al

58. a)

a7, a)

',={ã["*+. *"+J
58. a

questóes de vestibular
t -E

1,2+3te2-3 2,a g.  b=: 
- i  

4. \  =2
33

5. al  zr  = cos0r + 3en0Ì ez,  = cos0r + ì .s€n 0,
2rã = (cos 0r + sen or)(cos 0, + . s€n 0,1 =
= 6s€r.cos0,+ .cos0r.sen0,+i .sen0j .cose,+

+ i '? .  sen 0j .Ben 0,  = (cos 0ì .s 0? -  sen 0ì .sen 0,  +
+ i(coe0r 'sen 0, + sen 0Ì. cos 0, =
= c0s(0r + 0.1 + .r€rì (0r + 0,

VamossLbsiturrpor(cos 43! + . s€n 481
(@s48'+ i .sen48' lú + t643" + i .sen48'15 +

- 
cG 480'+ i .sen 480'+ @s 240" + i .sn 240" +

+ coB 120'+ i .s€n 120'+ @s 240" + i .s€n 240'  +

'={ ; . ' ; ; - ; }  
b)s={2- -2-}

x,-6x+ì3=0 blx,+x+2=0

-ro - r an6i

*=s("" '+. ' .*+)
'=út*+* *"+J
*=s(""'+.' ,""+j

r '6r '6
2222

=-r+1ar-Ja +ì :o=o=oM
22

Logolcos4S'+ son48'érazdêzr0+t+ I  = 0.

1;
7.s=12. r , - r  + J3r -r  - , /3.  

-++i

s. \&mG ôbtef â turnã ôô ãr d€ z = --l + l:

-22

l

2-

ì -  2 i

=l.  í "ãÌ
- t ; l

As m, z = ì l cos :1 + , sen :1 L
|  3 3l

A equação x3i +, + x + I = 0 pod€ s€r escrra da seguinte iormal
x$x, +x+ I  :0+(xel \ ,+x+ I  = o
vamos substituir o númom comp exo z:

(x3)\,+*+ Ì = 
tlrlcos ï - ""ï] I

. [ ' í - "4 - , .*" '7nì ' l ,  r Í .o.  2t  + .*n. i ' ì  r  r=
L\ 3 3L) \  3 3)

rtcoszr, .ssrÃ-" t l - .+. *+)l-
2n 2r

= nru+-t í r  l - -L- j1 ' ì - -1 *  j t ' * '=
_ 

1.2 2 )  2 2

=; +-;+f i+r=o
Logo.2é È 2 do equaÉo xb +, + x + 1 = 0

9. Sez = x + iy entÈo z + 2i= x+ ly + 2) e z - 2 = Íx - 2) + y.

\ t '  
-  

2 l  .  y6 -  2)  + i ( '  -  2)  (y .  2ì  
'y  epn"1€!ee

(^ - 2)'z + t'z

x ix + 2l  +y{y+21
lx-2)"+y,

Fazendo xii + 
'z1 

+J{v 
f2) = 1. un***ro,

l3-2) '+y '  2

\, + 0 + 2),:8 paÊ x + 2ey + o. Note qle x, + (y + 21, = I

sef 6 6 eqLrsgão dâ c rcunreÉnca de cenúo (0, -2) e m o 2\6 se
nào u!éss€mos x + 2 ey + 0. Assm, aoe!.ent€ndo-se o ponto {2,01,
temos e cifcunfêrêncìa.

10. d l r .d 12.Í  13.â

l í  
*  

l6.d t7.a ta.c tg.a

20. d 21. e

zt. al (ì6,16) U) to.,â

2A.aJ2e-4+6i
br 4=!6

wl=2
N - 2..1i
w? :4
Po10.(o.  .17.  wl  zú.úl)=lr  . /2.22V2.4Je

,Ezz"64r
' i= i  = 

2Jz 
=a= '1 '  Lo€o aseo:èncaé

uma PG e s!â râzão é ú.

""(*P.+)
24,2=2iez=-2

Maremátio. (onrexto & Apliaçóes
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ra reÍletiÍ àm.Ìì = 4, o polinômio será do2, gEUrpaE m + 4,opo nôm

bl PbE m + 12, ogGudo po nômoserá4 p6É m = 2,  ogEú do
polinômio será 0;para m = -2, o gEL do poinóm ô s€ró

cl  Prm m + i l ,  o gmu do po nômoseú4 paD m = ì ,  o !m! do
polirìômio será 3;para m = -1, o gEU do poinóm Õ s€rá 2.

4.  Ì5 í l

2
lo. 32

la.alk--9

1A,a=2

r0.a)2x,+x,-8x+a tr)  -2x.  + 12x1-22x+ 12
b) -xu +2x+ I  e)  4x,-  l6x+ 16
c) -8x3 + t6x - 20

20. a = -  3,  b = -  I  e c = -  I  I  '  2t .a= 1b=0êc= L
3!

0"5 7,n=2en=4

9. p[x] = 3x 2

11. ì6 12,5

14.m=2,n=ìep= 3 15.Sm

blk=rg

z,  = z,  (cos 0r + i .3ôn0r)

z,= z, t60:+i  *ne,

Então:

:r  _ zr  l t@s 0r + i .  sen 0r l
z:  z, l (cos 0,  + i .  ,en 0,)

4 (cos €,  + i .sen 0,)  .  cos 0,  -  '  sen 0i  _
?, (cos 0? + i.sen 0,1 cos 0, - . sen 0,

'''l!jil!:-!.---:9:Ir]-9.--ji!l9rg'9'--lsi 
0 *.0 i

z"  t@í o" ' .sen'0,)

osi0,-0,  sn (01 0,
z,?(@0..o.0 -s0 :n0ì -  rsr0.  60 -ser0.  rè10..

z, (@!':0, + sn':o,

Comocos'? 0, + sef,0: = l.tems

;=1, l l6s(o -  0,  +, .sen {0 -oJI

n=4 sênla-_11 +o
32

Glq= t<o
32

m::=_>0

Capítulo 5
AbeÌtuÍa
l. al P(, = 3xr GCd = x

b) Dtxl = 900 - x
c) 120 pãcot€s pequenos, 140

2. al A(E = x(x + 2)
bl 24 m,
c) 5 m de a€um por 7 m de compdmenlo

30. al  p(x l : t r+x,-8x+5 l ì (x)  = x-  2;qtx l  =f  + 3x -  2 i (x l  = l
b) p(il :2x4 7xr + 4x, - 5x + TrlrG) = x - 3:

q(xl=2x3-x '?+x 2 {r=r

3t .a=- l

3 i l ,q(x)=3x?+[ 2 3Dx+( 3+3] (r)=3

33. (x) = a3

34. ã) r(x) = 2

:16. NãÒ

36.a=3

25. al  qtx l=x+3ì(x l=0
b) q(xl = 2Ì, + )x + 3i.iX] = 2.
c) q(xl = 7x - 5;(x) = 27x 15

2ÈS={ ì ,2,S}

29.dqGl:sx-t8i{x)=56
bl q(xl :2,r2 + 3;(r) = 37
c) q(xl -x, -xi(xl = 2

dlorr ì=:--  r ra =:'  3 9 _- q

3.e=le6=l
42

27. h{xl = x'- 3x + 2

bl (xl = 97

6.â)V(hl=N+40h,+400h
bl h(20 + hl(2oi h) = 6272
cl I !.c.

l. a) Snr
b) Não
cl Não
dl  sm

2.a=-2,b=3ec+1

e) Sim
0 sim
gl Nào
hl sim

3a. Apli@ndo odispositvopúucode B ot Ruflnl temos:

q(x)

Loso, p[-4] = 0eptx) = ix + 4l(x? 5x+ 21. Portmto oquo
c6nte de p(x) porx + 4éq{x) = x,  sx+2.



Marênátka . (ontexto & Adloçõe5

p(-2) = 0;  pt- l )  :  6t  pO) -  2 ip( l l  = 0;p(2) = r2

Fatoresrx+2;x- l ;2x l

40.â)Sm

ar. s = {1.2.41

a, l .  a l  x:4

o)x= 
2

bl Sim cl Não dl Sim

qx= 
,

elx ' :5ex"=- l

c)xr=3+lex'=3- l

4{ t .aJx=00ux=loux=3
blx=-200x=l i
c lx= 2oLr=:3
dlx=0oux=Ì+ioux=r-

44, a) s = {1, -1.2. -2) b) S = {r, {6)

46.c= 6;S={ 3, ì ,2)

48,Ê) S= (- l , l , l  +,1 - i l  b)  S={-2,3,61

at.  a)  s = {-r ,2,  r0,  -3)  b ls={,2,-2)

40, 3 tem Ínultpl c dade 3; 4 rèm mlltip icidad€ 2 € I r€m mutipl -

49. I  50.S = {-1,  ì ,  3}  Ër,x '=2e{=-1

42.4 ò3.ì  54.x3- l lx 'z+39x-45=0

5tr , - ! - r -  - :  \* , -xx,-x, \= :  \ , (1"=

6G.x-= I  m=,tsen=-6

õ7. 4 = 4rx3- à,  -  ì lx+ ì2 = 0

ô6.Ráízes:3,5e7 50.S={1,-2,4i

so. l lg or.4 .a,k=s ôs.o

6\-1 4

ü1,2e+

64.a1 Ì ,  le-

ô6.r ,  3, ie i

66.â),- , - . .3€4 b)1- i ,2+1e2 l

Í t7,  a= -12 0&c = 5 0l .m = 23iEizEa:

,O, a) 0.7244.. bl -1,8634.,.

Allvldades adicionais
l .o=3 2.k=3

1
3

3. p(x) = 3x, - 2x - l;p[0] = -1

4. á) Som d$ co€Uc ent€sr -3r termo ndepende.te:_96
bl Sonra dos coeJicentffr 4;termo ndependente: 81

0.3 7,c 8.  x1s,â=2+ eb=21:
2

l.k=9

10. âl qtxl = x, - 3x + ll;{x) = -43
blq(x)=x,-4x 5(xl=l

l1.x= l

12. al q[x) = !r - 2x: + 7x - ]3;r{x) = 2l
b) q(xl = 2x, + x + ôt (x) = 25

rg.a=€
3

14. p[r) :  r '3+ k '7-  4\  + 2

r ! "a)m:0oum=-2 blmêR l<m<4

fô.alx=t3 c)x, : {=-2
.2orx=ã

17.(x)=2x+9

lô.  m = 4;Raízes 2.1€ -1,

t9,€=-3,b=,10ec=24

20. al Simigmu 2.
bl Não
cl Não
d) S mtgmu 3.

2l .a lk=8 bl (x) = 28

24.a) S={ l  231

',,={-,+-+}

2l,ala-5,b=0ec=-S
b)a=t,b=tec:- l
c) a = ì, b + I e c qualqu€r nftì€ro comp exo

t2, al 9x3 - 15x, + 7x 5
bl 9x3 - 2lx, + l5x - 7
cl 27x3 - 54x, + 33x 18
O 27xb - 90xr + ll4tr - 80x, + 35x - 6
e)Sf-24tr+22x,-8x+l
fJ q(x) = 3x - 2i{xl : -4

dlx '=l+ ex'=r-

e) Sm;gmu l .
D NãO
g) Simrgmu 5.
lì) Simigmu o

c) Não

clS={3+13-,- i l
I i  

-  - lo s= 
l t  

r r .  ! r Ì

2.^=!.n=!"g=1
252

qu6stôe6 de vestibular

3.ê=ì,b=-t€c-0 4.m-. t ,n=2€p= 3

112
ta,  .b=3ëc=2 6.a=;,b=__ec __

3

t.  p,o) = 3 p( l )  2.p(2) |

b) ptx) = x ou p(xl = -x

I t . Í Í=-6ên=ì

8. âl 1

0.c lcm=€en=5

t2.  x3+ox, +px+ q
x3-âx,  .  -bx

- (p= +€l;+ (q + abr_____,il

(x)  = o =ÍP -b+ a'  :o= b = P +o'

[q+ab=0=q=-ab

r



xs+ox,+ px+q

fx, + rrx+ rs
(p-s+r lx+(q+Í3)
------(,-

, -  Ío s+l=0+s=o+l
| tx l=u+(

lq+fs=0+q=Js

[b = D +a'( ì

lo=-,0 ó
ls=p+r (!)
lq=_' '  0

e quàrsmos pmvâ' que u = -r(a + O.
lhmos solar p na equado Ol

€ subsütuÍ na eq!ãçào 0D

u equsc€o ty, r€Ìos aue s -i ê 0a êquâç30 !, Érì0â qL6

, -[-ab) ab

Subsitr ndo em s = b - a, + l. temos

ab: =b a,  -  r  
-  

ao = rb -  a.r  -  f  = ao, ro=d-a)r+

+b(a - 
') 

= (d - az) = (r+ aX' a)+

_o=,t,.8#o=t:ffff:t= -( f+âl

la.b . iÁ.a l l .a=-3eb=2

r r .a= I  er= 9

lA. f i=-6en=l

2l.o=reb=o

e2. q(x) =*r + xíô +r +.. .  +x, + I  súl  = x + 2

zt.d 2a,e 2!.a 2&c 2r.ê aa,-2

e€.0)r=ooL\ r !6 b)qÍr ì - re (r)  -2k

30. ãl k= l0 b) -2, ì

t I .30 32.â: têb=-12

14. -l(muhip cdad€ 2) e 2(miz simp es) qa.0

ro.  x,-  gex,  = 
i  3r .k=-24

30.x3_5x'+t4x_14=0

rr. r,s" J ar.s= {z Jã,-\6}

16.a=- l

19.7 20. 6€

+2e1-2

!3. !

AA. a = -24

40. â = -13

8. -2

11,2-1+2e-1-2

46.4)x=2

47.S=0+2,1-2i ,2, t1

4s. |  - i*-€ L--€
2222

b)p(x)=(x-2Xx,+r+2)
c)S={xER x<-20!t<x<2}

r '6
2222

40. Nolaque.ô - I (r - ì qÍrì oL seF Ì êrctde\6
Diüdindo (x0 - ll por (x - l), en@ntEmG q(x):

1 I  I  1 I  t i0

q(x)=x5+xr+x3+x,+x+l

x6- ì :  (x D(t6 +x1+x3 +x,+x+ l )  = oi

[x-r=o

[ ( '+ ia+r,+x,+ \+ì= o

Enlão, âs EÊ* d€ q(rl : 0 são rêmbáÌì de x3 - r = g.
\âmos resols a equaÉo x. + x4+ x3 + x, + x + I :0
Pesquisa dâs É'zs Ecionois:
p é dvsorde l :p € i+ì ,  t l
q é dlvsor de rrq € 1+1. -1)

essim. !e{+r.  r } .

P( l )=6+0+lnãoéEiz

*.= *-  - :  €
2

Coro s oeÍclemes de r' - \'- = O sâo ?ais, enúoccoqL-

lsdos de 
t 

+ l: âd€ -, -ïi tâmbêmsão ÉÍzs.

Á3sim, as mÍzê6 de x5 + t' + rs + r, + x + 1 = 0 são os e€mer6

122

y' l+y+ I  =o= Y= :=9 ey"= --ru

Como y = x,. dêlEmos ca cu ar 6s Eíze6 quadmdes d€ y' e / \&mos

,.8
v=-z*t=lcosï+ sen-3.J

- [  !+zr"  {*zul
w =./ l les '  + i .son J I" t  ,  , )
r, = 0,"- = rLo.l*,. ,"" lì: -L * f

'  \  3 3) 2 2

r ,6r ,6r ,6,1
'  ' l

L



l\tratemát .a . conlslo & Apllo(ões

i



Fn (tu)

Z' 23

zt) 36

Z 5 2A

n l6

25 100

FR fR 0crl

2 ?
5

a 2A

1
5

2A

1
5

2A

5 I
5

100

6.

10. al D€ âgoslo a setembó € de oúubro a dezêmbro

t t .

. rìôlve uma qu€dâ de end menro do ì! pâÉ o 2, binì€stÍe

. rìôuve uma me hóÈ deendmentodo 2! pâm o3s bimesÌre,

. Ììouw úmaconseryaçãô nôrendmento do 3p paÉ o 4! b mestre.

a.

15. al
bl
c)

40 â Lrnos. sendo ì9 homense2l m! hem.

FR [qr]
ì  46 f -  l5 l

l5 l  f -  156

l56 r__ t6 Ì n
l6ì Ì66 zzl l l

I66 f__ l7ì n
111 L

25 ì00

FR FR FR 0rl

ì5 1 0,30 30

MPB a
25

a
25

4,32 32

5o

50 !q
50

ì,00 ì00

Salá.io FR tqb)

600f-690 6 l0

690 t- 730 l5 25

780 r__ 870 30 50

370f-960 ì0

960 f  ì050 3

ì00

FR FR (ft1

I
5

30

s
5

5
20

5
q
5

ì00



17. al 3h 36nrn
bl 30qó

21. €J 2 gors

22.7,5

26, a) 121

bl I gol

25,17,2atros 24.7,4 26.d

cl 126

cl Ì3,5

r'* bl121,5

bl  r .2€3

bl ì4I 'ox 24. al  13Eas

I,* 29. â) Í\44 = 14,3iÀ,4o: r5rl\4e = ì4,5
bl  MA: l ,7 l ì lúo = l ,67iMe = 1,71

I,*
t8. al

MA = 745i lúo = 850: 
^4e 

= 7so

bl ì z,sq,b
c) 72,5rh
d lúA:3,r5r lúo = 3:  4e=3

32. MA: ôl ;DP = 3,56 3s.5)ebl

0,0 2! 4,0 6,0 q0 10,0

cl lvlA = 5,3;Mo = s,0; Me : 5.0i DP - 2,4

râtl È ïh;
600t-  650 2A

650 F- 700 5 25

700t-750 5 2a

750 r- 300 20

300t-  850 2 l0

2a 100

600 ó50 700 750 300 350

Mõtenìáric . conrèxlo & Aplioções



157 15,7

17.)
3 r60 I6,0

166 166
5 11,1
6 175 17,5

l r ,  â)

cl
dJ

b) Sm

35.0,000085qô

Atividades adicionais
Ì .

lÂ FR fR r'!ól

1,1 t-- 2,6 I
25

)2

a
25

2A

25
l6

4,4t-53 a
25

2A

5,3f-6,2 a
25

20

3 a
25 12

25
p
25

100

12- â) llA = R$2 000.00rNte = R$ l

questões de vestibular

1, b 2.d 3,c

500.00

. Na seSundaje ra é o maiôr ind @ de laltas rcgist€do.

. Nâ tefça-feim e na quâna é ô úenof índice de tulras registr€do

. Na qu nta e na sex1a. o índ e de tu lae voha a subir

5.d G.c 7,d

f l .  â l2.c 13. c

a.e 9.d io.d

14.01.02, Ì6 r5.  d

16. al sho€spordia bl 
;

4, Dimlnui! êm âpilximadament€ ì3ft

5-  R13.00 6.45 7.e A.b 9.a

14. al  Av€nânca é nula seÌodos GvâorestoÍem guas,pos nesrê
Gsô, os vaio6 indlvlduais são todos tguais à nréd a; entâo as di
teÉiçâs xi - MÁ são iulas.

b) O va or é a média aritméüca enÍe \, x, e \.

19.Dx =3.25;d=-r :

2l Ìodos

2íJ- d 2t.e 22,167

1960 3
3
r5 2A

1970 a
l5

60

1930 a
l5

2A

l5
l5
l5 ì00

À,]  c B ÂÌ

10. c



Para reÍletir

Quandotodos os eeúêntos do univeBo são pesqursados

'EsponetuvoÍto é vadávê qua itaÌva. pois seus %lores úo qua dads
dos individuos. gosÌrr ôu não de um êspone. É nominal. pos nãô existe
gEduação en seuôva oÍes

A dilíençá enÍe o montante obüdo com âs exPortaço* e o montante

72'  salaC 180"

ë

Saa B

r30l  l90

t r35

E uma dìsÍibuição em que â moda se repet€ lrès vezes.

Pof seruma pmpredad€ das médiâs ârinét €s

Gapítulo 7
AbeltüÌa

c) A,, > Ábd, e)Vr, <Y"""

bl Ar:8a')  d) \Jr :  
;a

A á16â crcsc€ e o volume d4rcscê

2. a) C(x) = 2{20 - x)
b) R(xl = xt20 - xl
c) L[x) = x'? + 22x - Á0

el

1,5 3.0
2.4
25

5,3

2.999 5993
29999S9 5999998

A árca tende a 6 quando a a tlrâ tende a 3

Elâ lende à n€didâ dô eteto constantê.

- l t  2 3 4 5 ì0 r00 1000ì_' i2 1a 5 6 l r  ror '  rooì ,
bl  (0.5; 066..r  0,751 0,8 0,333. i  09090.. ì  .  ;  0,ss0099.;

099S00099 l

5.aJ n=2:a.=3rn=4 âi= Ì  n*ì0ai=0333.. '
n = t00 an = 0,0303.. . rn = ì000:a" = 0,003003..
Quãndo n tende a inínilo,." tende a 0.

bln=l :4"=0,5 n=ì0 a" = 0,000976:
n = loo.  a.  = ZaB. ì0 3ì

Quando í rende a n1ìnlo ..tende a 0.
c)--  d" 2 -  5 a"=o.obo..  '0a 0 ' f t4. :

n = r00: ai  = 0507s.. ;  n = 1000:a,  = 0,50075..

se n 
-  - .enooa - l

dl n = l:a" = ì,6 n = r0 a" = 3,478 ; n = 50 a, : 3,8334...'
n:100 a.  = 3,94088..  n = 1000 âi=3S94008
Se n +* entáoâ"ì  4.

6. a) E diveruente, pois seus vâ or* se alt€Eú ê nào conv€rgem pâ€

b) E conversente poìs pam n tendendo ã nÍnto ai= 
ItJ 

Ìende

cl É!mâseqüéncâcônsiánte e, portanto, conver!ênte pam 3.

d) oivêrgefÌê, pos ì. 3, 
ã. 

3. 
ã 

3. 
t 

3, . é Íormadâ por duas

s.qúén.Ls Ì 
2 -. eJ.3 3 Lôgo, áo 01\ôgepâ? n

el Coiwgent€, pois a seqúêncÉ -t. ã... 
tende a 0 e ã se

oüenca l.I... Ìend€ â o;mbém.

t Drercente, pois 
n im_ â" = +-

€ì Di\egerle oo(, l_r_ ã. - | 
-

n r CoMúênÌê. oo . ,e n tende a irl nrô êúo -l te dê â 0

t .a)-  b l -  c)  -

sl-

h)-

dl3

a. al 6

o. a) b)r

'2

n-1

c)" .

d) 
s_

I

1
3

Maremáti(â . tuftex1o & Ap kações
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v

1.99
ì,999

2,001 5,003
201 5,03
2l 5,3

Ì rir? r(xl = 5

t0. âl 2

cl  ì5 l2

!4. al

l l .

c)

r7. a)

bl

r3. áJ

bl

rs. âJ

20. a)

21. a)

c)

o

22. a)

r(x) = 3

n1

a9

rìl 5

l r

hJ -r
t0
t l3

2

3

0

2

3
2

l

L

| 243

l l
Sl  ì5

. I" ,9

gj  l0

hl ;

12.
,0

r ;

^)z

J,g! Í í ì=2
dì7 e) 32

l

Não há ponto de desmnÌ nu dade

*= L + a v.çz
2

b)2

dr l

Ì1^ l=:  rm ÍL^l=:

Como não d ste f(21ì, enlão n*te ponto a lunção é descorÍínua.

15. al

l im fk l=4 lm f í i -4 \opor.o,=, ." ìô(  n , -  n .Gl  Loqo..ô.o

não q ere im fíxl a Íuncào não écontínúaemr = 2

Cono r  l . !  -  IJ,"r_ào r  l r rÈ!Ê r  -

i 
im, t[x] = 7if[2] = 0;

1,05 2,45
l ,0 l 2A)

_ l.i0!
1.001

?!!!
2041

0.95 r,95
0,99
0999 ì.999

r im, itxl + ii2l Logo a tunção é contínua.



02 )o D2

h)2 Dl r l - ;hì1

zs.a=l
5 , !1. i{*) : or lm rixl : +@

el

27,

Ítxl = 
- lm itxl = +-

bl +- D

lim rixì: +*r im

alo bl0

fl'6) * !11- i(, = --:

bl : lm. r(xl = +-ì

c) m rtx l=+-

dl  lm f t0 = 
- i

e)  r lm-Í tx) :  - ;

I lim it : +-; l im

Itxl = +6

Í(xl = --

Í(x) : --

ri, - +-

rixl = +-

i(ì = --

Í(xl = +-i lm Í(xl = +*

44,

arI'2

bl ì

â)G

a) Rt 3,00

b) Rl Ì,oo

dl +-

!

elo

t -

bl

Í(x): +-; jim r(4 = -- 35.

86. c) F$ 1.50 €) R$ 1.00

.2+x

im rtxl = 
-; lm Ítrl = *

Evidenremente, nehhum cl ente mnsêcuié aling r $se custo Íìédio,
posnscamente é impossÍve deixaf o caÍo estacionâdo por inÍ nit6s
hous. Além di$o o dsto toG tnão o cusÌo médio) teiderá 

'iô 
ni

nito, de lornrâ qle nâo ser a pagáve .

Màtemárì(a . ComeÍo & Aplkaçõêr
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c) Aumentar a qmnÜdade lâbricáda cadã w ma s.
dl 2,40 dólares

lsso nunca ocoíe a na pÍátc€, já qoe é mpossíve tubr@r ntu'
Ìos chirs, Enlretanto, é possível chegáf bem prÓximo d*sê vâlÕr

s.alo bl l  c l6

ro.  a lo b) ì4 c l0

rr .  a l  x:2 ex:  2

d0 sl3 hl3

blx=3 c)t-kr ,kez

12.

Atividades adicionais
r .6 l*  b l -*  c l -  d)*

2.a)-  b)-  c l -  d jo

3. al
13. a)

bl L,m- rtxl :0 lim- rGl = 0

cl 0

5. 0l

i[x] é d&orìtinuâ no ponto x : I

- .  I  -  @s'  
^ 

. .  { Ì  .os })( l  + cos t
{'Lr + cos \l

.  I  cos'x
.-D i ' ( r+ côs t  0 Í t l  + cos rJ

. l

ì . ì
l+coso 2

ãl rm Í(d = o. ,m- (xl = 0 bt0
15. sl 0 b) Não existe.

16.61 -  b)  +-
"r9

al 0
bl0

Lal

x \mo i tx l :0ìr  lmo r tx l=0 bt0

* 
" ,

r8i âJ

t9.

dJ0 el  0 i lo

ã1 3
bl5
cl  -1

b) x imo Í(x) = ì

,rgo ftxl : _r

Como _lim-. Í(x) + 
"lg, 

(x). então ião exste Ìlmr0 i(xl

r qìk iixl = k

t-
t t_
tl
TÍ'

|l



Ouestõês dê vestibular

r .a,  p: :99!q6

2.a)v blÉ

4.e 5.b 6.c

ro.  1 l i .b 12.d
2

13.d

PaÍa refletir

,m, [ao+arn+a?n' :+ +â,Ín=

= tú,r í3"+ lL+-1=+ +1ì
"  .  \n '  n '  n '  I  /

Como cada íEção teide a 0 sênr-.entãoo mr€ é 
" 
m_a,n'.

a"+a.n'+a.nr+.+an'

" ' "  b"+ b,n + b,n '+ + b"n'

hm a-+a.n+a-n'+ +àn
,: :  - -

lm,b!+bn+b,n'+ +b"n -  b,n '

1= _9.1 ! ! !a 
-  s,ses3..

r= o,o2 !911 = 0 99993..

1= -6 61. ! ! !a = s,sggss.

Capítulo I

dl V"6 = 
ãÍr'

2,  â l  r ,8 m
b) 0,6m por hoÉ

o 
s 

a 
r  

-  {=ooo..  
m(mâiôÌqueaanteror)

dì:  1=ImDorho€

1,a)2 b)4

2.12 3.  Não exsre 4.12mls 5.3m/s

6. â) 22 m/s b) 7 Íi^ cl7 m/s

7. al 6 m/s, bl 24 m/s?

8. a]  4 bly=4x-3

e. á) I  b ly= x l

!0.y=0

It .aìv- I+l

13. a) 3

f5.alo q n6

tô. a) Í(x) = ax + b

Í ì l

o *L. 
" 
>o

elì 0

- l

c l l  d l l

r'{xl = imatx+lr)+b (âx+b)

ì \+àh+í 4- l
I

bl ftxt = k

cl Í tx l=x=l  x+0
ftxl = r

b). :+2x

ta. al Ì2x3

ò 3,Ex' z

19. al  e '+

bl  senx+ar.{na

tn 9=o

l :
5

dl 
'6x6

f i  + -3r

cl  osx+ 
-

20. al xr{3 lnx + rl
b l  i2x+ r lcosx tx:  +x+ Dsenx

. l
c l  

-  
.senx + !x ,cosx

dl 3a'?x: + 4âbx + b, + âô

{



2r.al? 5 senx

b) 2x.cosx -  x '?.s€n x k.s&'?x

22.at!911 1]l!!1

bì1

bl ,-,,- l-. 2x
[x '+ ]1.  fn r0

-ì  2x+l

2a, a) 3í7

hL

25. al --ì-

dr+

dr*

cj 
3f

d- i -

^ì l

b) Em[ 22] ê [4,5i6l

-2

26- a) Crcscente paE todo dômín ô R.
b) Crêscente pái€ x € [3, +-) ê dêcrscente para x e [ * 3]

cl cr€scente nos ntefra os | @. ; e Í2. +é) € decrcscente no

tÁ I
t3 |

dl DeôreMeme em todo domínio R.

f- l l r - l
orcÉve 

'  "  e1 10.+ ee1 |  ; '  d .@cA.ên?"n

I t  r l
cl cresceÍìte em lB1.

24. â) Cresce,ìte nos inteNâ os i -, 2l € t4, +-). e decEsGnt€ no

20. al Em 12 4 51.

3l .a l leã

b) Ìvláxmô o6l: i mÍn mo local: ì

cl Máx mo ôôá r 1: nírimô rôcâ 0

.  N4áximo loca:4 mínmo o@l:0

.  {0.4

33. f(xl = ax3 + bx, + d + d â'. 0
PE@ \ ser ponto d€ nnexão, d*mct€f
r'(xJ = 0. r, txJ + 0
Í ' tx l=3ax:+2bx+c
r r^r=0."+zt=o-^ = ?!= !

Comô f"(x) = 6a + 0, pois a I 0 eftáo x! =

único ponto de nfl€xão d€ i[x]

Não * sreÍn porìtos dê máxúo nêm de mín mo o6is

tì 6)

Nãó há poÍìÌos de mh mo nem de mtu mo oéis

t2,  ì l



34. âì Pontos crÍ @s. 
^ 

: .: + 2Lr o!r:: + Ar

Ponto de mâimo o€l: a: DoÍìto de mínimo o@l: 
g

44

3tr -. 7Ì -.

b) Porì1o cúicorx - -r
Ponto de mín mo lo6lrx = ì
PoÍÍo de i.nqão x = 2

cl PoÍÍo cÍiri@:x = -

Ponto de mÍn mo o€l r =

Não hó pomo de rìíexão.

dl PoÍÍos crfricN x: a + 2l,s
2

PoÍìio de móximo tocá x=a+2kt
2

Nâo tem ponto de nne/éo.

tv

37. É o quadrado de 6 m de lado.

33. É o quadmdo de 4 o'Ìì de lâdo.

3s. O clsto tot6l eerá mín mo q!ândo o custo de montàgem tôr igua aô

ar. Sêjâ o poÍìto P da cúM y = tr 3x máis pÌóximo de Q(l ì, ì1. Entêo,
P tem óoÍdenadas P(Á f - 3x). Â$ m:
Dtx):d '= {x-  ìD,+ t r i -3x 1),  emqued=dGoJ.
D(xl  :x,-  22x+ l2 l  + ( t r+9x?+ r  -  6xr -  2tr+ 6x) =
= x6 - 6xr - 2x3 + lox' - l6x + 122
D'(x) = 6xs - 24x3 - 6x'z + 20x - 16

Qleemos prcw que o poíìto pocuudo é [2, 2]. Nolê que:

D'Q) :  8,  25 _ 24, 23 _ 6.  21 + 2A. 2 _ 16 = 0
D'tc<) - 30x1 - 72\' - 1u + 2A
Se \ = 2 tor mÍnimo local, enlão DÉ(21 > 0;
DrQ) =3A.2\  12 2 '  12 2+20=1AA>O
Então, xú = 2 é mínimo. Logo:
yr-22-3,2=2

Asm, {2,2l é o ponio dey = x3 - 3x mâis póx mo de []1,ll.

-- iA ,F v5Ã

43. D mênsò* do eÈnauio h = '- :mse /'= - e rcio dâ- 4+a 4+r

a.unt,en"", , = -!À
4+r

.. n'6 2R.44. '=- ieh=ã

6) s00 componenles b) r0 lêâis

Atividades adicionais

r. ál v{rl = -2t + Ì cl 6[t] = 2
bl -l m^ dl 2 m/s,

2. al v{tl = cosÌ + I cl attl= snt
a .6

bl ;mÀ d - ;m^:

s.a)- f  -3x, .senx x, .  cos x

b) 3x, . {nx+x?,!+ J; .  cos x
2{x

- .  
^e 

f Í ìx- Íe +r lr. ar - 
l 

',tì- 

Dr rs r 'sêc \

6.  â l  2 ' .sen tr ,+ ì l  c l : .msl ]+. ]
\z I

. - sec'çotF

c. al 2x{ 
"f -:6Vx"

bl5x6

, ". iIl?

- .  
e * ' tà.  côs 1+ sen. l

" . " . , "

c)osx++

dJ --+*cl .++l
2\ \  / )

o.at  crese r .o menaoí--  
t I .o. ." ,*n,"no 

n,"nr,o
\  2 l

L2)

b) CÉscente em 1odo o domÍnio lR.

s. 3l Em nenhum ponto dê lR.

ro. Mâ"1Íìro lÍi{l 
= 0 

M,",." Ifl",l 
= 0

l Í  t \o l  < 0 r ' ( " ,1-  0

r [x]=âx'z+bx+cta+0)
Í ' ix l=2ax+b
Í ' (x) :0 = %x + b = 0ìx= -- :

fl(,) 2d
áì Sê3 .0 enÌ:o /ã 0 e " ') 0 t.--erosn ,nô oe
bl se a < 0 entao 2a < 0 ê r'(x) < 0 (teemos máximo loca I.

í  oì=. í -oì ' *oí  oì*"=
\  2è) \  2a) \  2a. /

lo ' ì  o '  b 2or-4d- b-4ác A

\La ) 2a La 4a

Logo, se a > 0 temos mín mo loel

f -+ o ì  * .  0," ." , . , ' ' " r " . . Í -9-aì
\  za 4ô) \  )à 4á)

luarem&ìe . Contexto & Âdieções



I

t

I
I

tl

I

x,+' f=4,-y=J4Í ' -x '

Áreaaodonsuo:a = xy: xr4l  I

vamos obte' A'(x) e A'(xl:

A'Cl: G)',[" - f + drG-]

u'o.a"'u", úl 
''

at"l = 
'6'' 

f

u(x l=af-x ' :+u'(x)=-2x

hful :  \ iu +h' tul  = 
-2.1ú

s Gl - h túl . ú'txl = 
-t 

,l = 
-::....2VU . /4r-  

^.

A frl = rr4Í_- . = - 

-_ 

=
v4 r '  {4r ' ,  i '

=o+aÉ=2{ +xi  = zc =4= nE

eam ts x, = 11ã poÍìto de máximo ou mín mo loca , de@mas obter

Â'ixl:

A"(x) =
(4t' - 2xr'J4Í'' x' - tlt' 2n(Jq' x'j

- ' " - , tL - ,  ,^. :  ' . , ì  
x

= 
" ' -  ' -  - ' ' "ç '  Í  =

[4É x':]

, 2\[At'? x'1) + (\t'z 2x'z)x _- aa i@'
Bxl + 2x'+ 4xl- 2x"

6í - \')1

At\ '= i

tl|, _ 2t)t í2í)i

Logo. \ = ÍaE é pomo de máximo. Entáo:

yr= 14( !  = 1A( 2( = t . l2

Loso. oErânsuoéw quadmdode âdo r\ã.

2P=2x+2y+y=P x

2^n
, 

=\n=Al i l  = {Jy '  . '  = 
'v tP ' Ì  r '  =

= 
-"F - "" -7i)7 

= ,1,, ",
.q,r i t  = n6,-  :p" +".é =o-

\]P' _ 2PX

iP,-2Px ry= 0= 3à= P,exo=ã

tum sâbeÍse x| é máximo ou mínimo roca . deveÍiôs ôbÌer Â'(xl

At ! ) : iP:  2P\ 
-= - : :  

=
JP' 2Pi !P' 2P\

A'(xl = I 3P[JP' 2Px I

tPr-3Px).+ì : ( t r  2Pxl  =
lP' 2Px )

t 3P(P' - 2Px) - iP: - 3Px)Pl

lP" - 2Pl.1

3P3+ 6P1x P3 + 3P1x -4P3+ 9P1

{p' ztxli lp, 2plJ1

4P'+ 9P'  IAlr l= _+ =_-<o
'"' G' ,' !ì' fi-f

\  3/  13/
Se {tÇ < 0, €ntãó r0 é pônio d€ máxmo loca.

i4. A á@ máxmâ ócoÍê auândô rodo o bârbântê é usado DaE hz€f a

bl6x 2

^?
e) 2x

18. al v(tl = 6t'? 21iv(s) = 4a m/s
b) a(1) = 1h 2t312) = 22n/s,

v=P x=P r=1

Logo, os lados do trânguo são

tfângu o é €qÜ étêm.

13. 0,21

15. ì

16. al 2s

t7. a) l6x':+ 
-



Ouestões de vestibutar

l .d 2,h t .e 4.b 5.a 6.c

, . .  a.d 9.e

Para reÍletir

ítxl = x'
sol = y'
{s o D0) = e(rtxll = G'l' = x'
to o l'[x] = 6xi
í'{xl = 3x':

s0l=2y
s'[íG)]. Í'Gl = 2y.3x'z = 6y]2 = 6x3. x2 = 6xs
Loso, (s Õ Í)'(xl = s'titxll.ítrl

Seja a lunção afm l[x):y = ax + b
Sabemos que Í(x) écee@nl€ pâÉ â > 0 e dêôresôente paÉ a < 0.
Í (x. ì=tar+b) '=a
Enlâo, f'[x) > 0 e f[x] é césenl€ + a > 0
Ítxl ódecrescentes€Í ixl < o ìa < 0
rqa a runç€o l|Íl = ar + DY Ì c

r ' (x l=2ax+b=or\= 
ã tponto cr f to l

"/E) = 2a
f'txl > 0 + 2a > 0 ì a > 0 + \ é ponto min mo o! sejá r(x) lem
concavdade voltada para c ma.

f(x) < ! +2a < 0 +a < 0 +\é ponto máxmô óu sejâ. ttxl tem
concavidade vo lada paÉ baixo

Questões do Enem
2000

2001

2002

2003

2004

2005

200G

Revisâo geral

16. al 2':r

17..vã

ta.  a l  I ' :_ 2

15.d

^ L- -  r )
bl s = lr !_Ì_la l:_!f I

20. Róda d antei€ 240 m;rcdaÍaseim r20rA m

21. e 22.a 23. b 24.e 25.c

27.e 2A,h 2s.d 3o.c 3l ,c

33. c 34.e 35,d 36.c 37.c

39. e 40.c 41.d &.b 43.a

46. al I = 25 ela é evenênie óbesâ
bl l80m

4r. â) 2 bl l4

Aa.al  0 bl3

ag.ats=or+-/qrp+/ '
\t 3

50.a=leb=O

5f.  d 52,.  53.d

57. a 5S.e 59. b

63. b 64. c 65.c

69. d 70. € 7l .c

73. al 95 "F

t4. al R$ 12,90

75. al S[x] = 300 + lox

b.ì r 60.c

bl 2ì kn

55. ê 56. a

bl Âumemo nâ taxa deconesão

76. al C[x] = 0,3x + 800
bl P[x] = 0,2x 900 Íendâ Ínaorque R$ 9000,00.

7s. al 35 b) 2i I cm

79. a) Rl3 75 bl 30 km

ao.â1 2 c lS={ l5 l

l\ìatemáÌka . Contsto & Apli.açóer



r0r.  âJâ=0.3 e b:20

aa. b

t00.b

43,26

40. d

95, a 96.08

45.ã

9r.  b 52, c

93. a

s9. b

r02.p=2eq=Ì

b) RJ 525 oo

106. â) p(x) = -0,25x + 60
bl FJ 40,00

'roo. uì  d = 9oooo u'  
b l  v:  o

!07. al Á[x] = -2x, + r7x
blx=4mey=9m

tos. -3 <ã < o
3

ro9. a) R$ 5,00
bj  0<p<2,50 oL Zso< p< r000

110. l8 l t r .b 112,e

l !5.  € l lc ,e l t7.  b

12O. d l2 l .c 122.c

12í a 126.ô 127.b

l3o. { t  e Rl-5 <x < ì  ou0<x<31

I  t3.  d

118. d

123.c

12a.a

110. c

124,b

' l29.b

l3t ,  a l

. bl ". -+
r32.0J

,+=I

D ;ae;

c)m=o 2 Elzs dst imâst O<m<l:  + mrres Oistntas;

. = -1, s *i 
". 

ot$im"r;r r li 4 raízee d sr nras.

133. als -  {3)

r34, 27

135. 
l -3a+2b
5-5a+5b

r35.á)s={r !5ã}

Ì3?.S=Ií3 ' .  1ì Ì
l \  4.)

139. al I 000

bls={ 3l

f40. b rAt.d 142.t1 l4|.b r44.a

f45. d t46.b 147,d t4a.d t4S.a

150. d l5r .â 152,e 153.a r54c

155. d r56.d 157.b 158.e i5S.a

160. ò 'tí,616.2\8,12J;, 
a,6. zq,E e"!,.$,6

b) a3? = !ã.2, ' ;as!  = 6!ã .2s

16l.  
q

162.95múüplos

163. 2420 canás

!6{" al ì 01 em somst €nal 300 bl104,9 Mllz

165.u1,=1"o=1

,-( .s s 7 -  - t  ' tgt
\  4 2 4 4 32)

3

160. lO ou r0

l to.  â l8 l .a

r05. e rao. b

190. c 1S1.;

t95. d 106.b

200. d 2íJ1.a

205. c 20ô. â

2 f0.  a 211. d

1A2, h

1S2.d

202.a

212.a

ft3.b 171.a

175.a l7S. a

183,a lA4. d

lA8. c l8o,d

t93.d is4.  b

lga.a 199.c

2O3,c 2O4,c

294.b 200. a

213,d 214, c

F



5.58'

216.âld=30'
bl D4enhando as b sseÍ zes ôblemos !m Íìângu o dla eoma dos

ânOu os lnternos é:

e +: :+ L =lg0o=0+ ja+::--- : j :  =1800+
22

â 0 + l5' + 750 = ì30' = 0 = 90', ou seja. oáng!o êntrc
as bissetrizes é rêro.

.^ 1;1
zls.  a l  r :  ' t '  

-  u ' r br s[,ã - r)t

.  J iã+r

.. (ts o l)'
"  , .g"

2rs- âì :  m bì  l l75 m'?
3

22o.42.m 221.30 nfr 222..1r(h -1)cn

223.25' 224,32.m 225.32 vo1ás

226.72,85 n1 227.72 cn'  223.VVF,ÊV

229.. 230.e 23t.b 232.c 233.ó

2s4, . 235. b 236,d 2a7,b 234.a

23S. b 240,d 24r,b 242,e 2&.c

244 c 24a.c 246'. 247,d 244-d

245, h 250. b 251. b

t " . " ,L
4{ABl

zss. a if
2â4, I

255. ál  h[x]  = l0senx b{xl  = 20cosxrA(xl  = 100 sênx.cosx
blx=45"

256.r= 
^= -êr=j :

zsz.s=1M4la.ur |
14 4 6 4 6l

261, d 262,h 263. e

266. d 2Ê7,c 264, d

27r.t' 27L d 2r3,d

bl F$8.40

230. al 2 cm de compfmenÌo e 5 cm d€ âltum

bl 3016 cm'

25a.alA=30

259. e 2íjí,.a

264, c 26í d

269, b 270,a

2Al. 
- l6

2a2. ál 0,3 m

2Aí âl l3l 88 cm':

286. al5 cm

247, âJ 500 mL

2ss. Vgs cnr

2AS. b 290. d

254. à 29í a

299. c 300. d

30Á. c 305. d

309. a
f  ì  sen2x

310. at l

311. I  M

3t2. a) 50

bl th

fq

.  zs./r_." .

bl 825q6

2St.b

206. d

306. e

292,d 253.c

297,a 2sa.a

302.e 303. c

307. e 304.ê

3r3.  dê14 = 2 e d€! B: -6

314 alglã +11 hì  a=5
3a-2 |  3)

3t5.  3775 m

316. k = 42

a1r-  à)  1r,  + y +z:2

Ìx+y+z=-3

Ou seiá, x + y + 2 * I = 2 = 3. Portãnto. o s stema é ÍnposÍ\€1.
b)a+1oúa+ 2

31A. ãl  Ga- 360 -  2x:  GB = 600 -  yrG -  960 2x y
bl Do depósito D, saiÉo 30 ca xas de medìcâmentos pam a dm

gariâ Âé l0 caÌxâs parâ a drogada B. Do d€pós to D2 ea rãô 30
Éx6 pâm â dmgffa Benenhumâ pama drosaÍia A.0s 9âs
tos são Ga = F$300,00€ GB = R$590.00.

3r9.  ô 320.c 32t.b 322,b 32s.e

324, e 325.ê A26. e 327,c 324,b

325, Ê 33o.c 33i .c 332,b 333.e

3s4, d 335.b 336,a 3ar.d 334.a

34t.aJl5 c ln=l4ep=4

r', 9

I  a r l
b l l r5 , . "  I

l -õ úl

Iilàtemílca . contsto & Aplioçóès
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344. 35 sábôres diÍerent*

s4È al ; ;  b)  45.1: l .J: l
J \o/  \ : l

347. al: hì :
54

34s. 0) V€rdade o rl Fá sô 2) V€dadeio

34S. d 350.b 35t.b 352. d 353.ê

354. e 355. b 356. b 357. c 35A. d

359. b 360. c 30Í.c 362. b 303,a

364. d 305.c 466.â 367. b 36&a

369, âl $ S0,00 b)V=900;DP=Í30,00

349. b 300.á 30t.a tt2. a 393.b

994 ã 395. a 3S5.b 357.a 30A.e

s99. âì lll

400. al A(kl = kr

40r. 46. o

.6
2

404. r= 5 - 16r c [2J2. b - !6]

40í) /=l

406. a 4t .Í 40a. a

Arf .  c 412,.  4t3.e

4f6, e 4rr.a 4r8.a

421. b 422,d 4;r3..

- t  -  " \428 âl  z = V2l .os 1+ ,  sen j :  I
\  4 4)

b) peímét'o = (3 + !6J

424.0bl Os dados sâo ins!Íc entes pau uma conclusão.

37!. al los

:r2- a) B$400,00

373. a) F$ 3 000,00

375. à) 4,17x

a1G, 84c/Í)

3r7. €) R$4500.00

374. R$s00,00

b) 20

b) B$464,10

or 
hq to3 holo,  

Êrss

b) R5 77700

b) R.t 3 26200

r = r,6f*. -q + .."" qì
\  4 4)

blPtxl=x3_4x' :+ü-4

420..m:-3en:-8

427. a) Sim b) 2, I € -l

a2a. d 42S. b 430. c 4sr. b Áít2. ê

433, a 434. e á36. a (tA. e a37.Íl

440. asdFT, -  á %deF- -  -Lr  I ,T á-a oeF = a

3at.c 3a2. e

386.c 3a7.a

343, b

saa. b
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