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MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer
|. Dominar linguagens (DL) uso das linguagens matematica, artistica e cientifica e
das linguas espanhola e inglesa.

A construir e aplicar conceitos das varias areas do conhe-

Il. Compreender fenébmenos cimento para a compreensao de fendmenos naturais, de

(C F) processos histdrico-geograficos, da producao tecnoldgica
e das manifestacoes artisticas.

selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
informacdes representados de diferentes formas, para
prOblema (SP) tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema.

IIl. Enfrentar situacoes-

relacionar informacgodes, representadas em diferentes

AA @IS VI [Blag Il - TN (@Y  formas, e conhecimentos disponiveis em situacées con-
cretas, para construir argumentagao consistente.

recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola

para elaboracdo de propostas de intervencao solidaria

na realidade, respeitando os valores humanos e consi-
derando a diversidade sociocultural.

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Competéncia de area 1

V. Elaborar propostas (EP)

Construir significados para os nUmeros naturais, inteiros, racionais e reais.

Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa¢des dos nimeros e opera-

H1 ~ S . . .
¢oOes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 | Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 | Resolver situagdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgao de argumentos sobre afirmagoes

R quantitativas.

H5 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2

Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua

H6 ~ g )
representacdo no espago bidimensional.

H7 | Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 | Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selecdo de argumentos propostos

H9 como solugado de problemas do cotidiano.




Competéncia de area 3

Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a solu¢ao de problemas
do cotidiano.

H10 | Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 | Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.

H12 | Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 | Avaliar o resultado de uma medi¢cao na construgao de um argumento consistente.

H14 Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relaciona-
dos a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4

Construir nogdes de variagao de grandezas para a compreensao da realidade e a solugdo de problemas
do cotidiano.

H15 | Identificar a relacao de dependéncia entre grandezas.

H16 Resolver situagcao-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou inversamente propor-
cionais.

H17 Analisar informac¢des envolvendo a variagcdo de grandezas como recurso para a construcao de
argumentagao.

H18 | Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variagao de grandezas.

Competéncia de area 5

Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando
representagoes algébricas.

H19 | Identificar representagdes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 | Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 | Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 | Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacéo.

H23 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6

Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizan-
do previsao de tendéncia, extrapolacao, interpolagao e interpretacao.

H24 | Utilizar informacgodes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 | Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

Analisar informagodes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgao de argu-

mentos.

H26




MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

Competéncia de area 7

Compreender o carater aleatdrio e ndo-deterministico dos fendbmenos naturais e sociais e utilizar
instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade para
interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em
H27 N ~ o
uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 | Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

H29 Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcdo de argu-
mentacao.

H30 Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e pro-
babilidade.

OBJETOS DE CONHECIMENTO ASSOCIADOS A MATRIZ DE REFERENCIA

operacdes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,

racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatora-

Conhecimentos numeéricos cdo, razdes e proporcdes, porcentagem e juros, relacdes

de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progres-
soes, principios de contagem.

caracteristicas das figuras geométricas planas e espa-
ciais; grandezas, unidades de medida e escalas; com-
primentos, areas e volumes; angulos; posi¢des de retas;
Conhecimentos geométricos simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e
semelhanga de triangulos; teorema de Tales; relagdes
métricas nos triangulos; circunferéncias; trigonometria
do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e representacao e analise de dados; medidas de tendén-
o cia central (médias, moda e mediana); desvios e varian-
probabilidade

cia; nogoes de probabilidade.

graficos e fungoes; funcdes algébricas do 1° e do 2°
graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmi-
cas; equagoes e inequagodes; relagdes no ciclo trigono-
métrico e fungdes trigonométricas.

Conhecimentos algébricos

Conhecimentos algébricos/ plano cartesiano; retas; circunferéncias; paralelismo e
geométricos perpendicularidade, sistemas de equagdes.

Disponivel em: http://portal.mec.gov.br. Acesso em : 28 jul. 2014.




ANALISE COMBINATORIA 2 / PROBABILIDADE

ESTATISTICA

COMBINAGCAO SIMPLES

Em uma sorveteria, hd sorvetes nos sabores morango, chocolate, creme e flocos. De quantas maneiras podemos
montar uma casquinha, com dois sabores diferentes, nessa sorveteria?

Para determinarmos de quantas maneiras podemos montar uma casquinha, com dois sabores diferentes, utili-
zaremos um principio de contagem denominado combinagdo simples. O termo "simples" indica que ndo ha repe-
ticdo entre os elementos.

Note que as possiveis casquinhas se diferem entre si:
= Pelos elementos componentes. Por exemplo: (creme, flocos) e (morango, flocos).

= As casquinhas (chocolate, creme) e (creme, chocolate) sdo iguais. Logo, a ordem dos elementos ndo altera a
combinagdo.

Os grupos assim obtidos sdo chamados de combinagdes simples dos 4 elementos (sabores do sorvete), tomados
2 a2esdoindicados por C,,.

De maneira geral, combinagdes simples de n elementos tomados k a k, indicados por C , com n = k,
sdo todos os subconjuntos de k elementos que é possivel formar a partir de um conjunto com n elementos.

A partir do principio fundamental da contagem, é possivel demonstrar que o nimero de combinag¢des simples
é dado por:

n!
C = —"40
T K (n —k)!
Portanto, o nimero de casquinhas, com dois sabores diferentes é dada por:

a4
C42 = oia—2)n " 2120 T8

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| De um grupo de 10 pessoas, deseja-se escolher uma co- Resolugao:
missdo com 4 componentes. Quantas comissdes podem

? 3 __ 8
ser formadas? Hd Cs 2= 5 B—2)1 " 28 modos de preencher as va-

Resolugao: . .
gas para servigos de limpeza.
Devemos formar comissdes com 4 componentes:
_ 7! _
10! ~10.9.8.7 G5 = SI(7—5)1 21 modos de preencher as

Clo4=Z710—4)T = 43.2.1

=210
vagas para balconista.

02| UEG Na cantina “Canto Feliz”, surgiram as seguintes 6l

vagas de trabalho: duas para servicos de limpeza, cin- Co4 = m = 15 modos de selecionar 4 entrega-
co para servigos de balcdo, quatro para servigos de

entregador e uma para servigos gerais. Para preen- dores e 2 maneiras de escolher um candidato para a vaga
cher essas vagas, candidataram-se 23 pessoas: oito de servicos gerais.

para a fungdo de limpeza, sete para a de balconista,

seis para a de entregador e duas para servigos gerais. Portanto, existem:

Considerando todas as possibilidades de selegdo des- - '
ses candidatos, determine o nimero total dessas pos- 28.21.15.2 = 17.640 possibilidades de preenchimento

sibilidades. das 12 vagas.
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03. (UFC) Uma comiss3o de 5 membros serd formada escolhen-
do-se parlamentares de um conjunto com 5 senadores e
3 deputados. Determine o nimero de comissGes distintas
gue podem ser formadas obedecendo a regra: a presidén-
cia da comissdo deve ser ocupada por um senador, e a vi-
ce-presidéncia, por um deputado (duas comissGes com as
mesmas pessoas, mas que a presidéncia ou a vice-presidén-
cia sejam ocupadas por pessoas diferentes, sdo considera-
das distintas).

Resolugao:

Hd 5 escolhas para a presidéncia e 3 para a vice-pre-
sidéncia. Os outros membros da comissdo podem ser
6!
31.(6-3)!

Portanto, podemos formar uma comissdo de 5 . 3. 20 = 300

escolhidos de Cs 3 = = 20 modos.

maneiras distintas.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Quantos subconjuntos tem um conjunto de 5 elementos?

02| Quantos times de futebol de saldo podemos formar com
8 jogadores capazes de jogar em qualquer posi¢cdo?

03| Dados 10 pontos do espaco, dos quais 6 sdo coplanares.
Quantos planos ficam definidos?

04| Dadas duas retas r e s paralelas. Sobre a reta r marcam-se
4 pontos distintos e sobre a reta s marcam-se 6 pontos
distintos. Quantos tridngulos com vértices nesses pontos
podem ser formados? Quantos quadrildteros?

05| UFPE As pedras de um domind usual sdo compostas por
dois quadrados, com 7 possiveis marcas (de zero pontos
até 6 pontos). Quantas pedras terd um domind se cada
quadrado puder ter até 9 pontos? Veja no desenho abai-
xo um exemplo de uma nova pedra do dominé.

06| UFPE De um grupo de 10 pessoas, entre as quais, Maria,
Marta e Mércia, deseja-se escolher uma comissdo com 4
componentes. Quantas comissdes podem ser formadas,
das quais participem Maria e Marta, mas Mércia ndo
participe?

07| Numa escola existem 5 professores de Matemdtica e 4
de Quimica. Responda:

) Quantas comissdes de 5 professores podemos formar?

(® Quantas comissdes de 5 professores podemos for-
mar, de modo que sejam constituidas por 3 mate-
maticos e 2 quimicos?

® Quantas comissdes de 5 professores podemos for-
mar, de modo que sejam constituidas por pelo me-
nos 2 matematicos?

08| A malha quadriculada abaixo é formada por 3 linhas e 6
colunas. De quantas maneiras distintas podemos pintar
6 desses quadrados, sendo pintados exatamente 1 em
cada coluna e apenas 2 em cada linha?

09| UERJ Para montar um sanduiche, os clientes de uma
lanchonete podem escolher:

= Um dentre os tipos de pdo: calabresa, orégano e
queijo.
= Um dentre os tamanhos: pequeno e grande.

= Deum até cinco dentre os tipos de recheio: sardinha,
atum, queijo, presunto e salame, sem possibilidade
de repeticdo de recheio num mesmo sanduiche.

Calcule:

) Quantos sanduiches distintos podem ser montados.

() O numero de sanduiches distintos que um cliente
pode montar, se ele ndo gosta de orégano, s6 come
sanduiches pequenos e deseja dois recheios em
cada sanduiche.

10| UFPE Um escritério tem 7 copiadoras e 8 funcionarios
gue podem opera-las.

Calcule o nimero m de maneiras de se copiar simulta-
neamente (em maquinas distintas, sendo operadas por
funcionarios diferentes) 5 trabalhos idénticos neste es-
critério. Indique a soma dos digitos de m.

11| UNESP De uma certa doenca sdo conhecidos n sintomas.
Se, num paciente, forem detectados k ou mais desses
possiveis sintomas, 0 < k < n, a doenca é diagnostica-
da. Seja S(n, k) o nimero de combinagdes diferentes
dos sintomas possiveis para que o diagndstico possa ser
completado de maneira segura.

) Determine S (6, 4).

() Dé uma expressido geral para S(n, k), onde n e k s3o
inteiros positivos, com 0 <k < n.




MATEMATICA e suas Tecnologias

. ENEM E VESTIBULARES

01| UERN Numa lanchonete sdo vendidos sucos de 8 sabo- 13800
res diferentes, sendo que 3 sdo de frutas citricas e os de-

mais de frutas silvestres. De quantas maneiras pode-se © 1028160

escolher 3 sucos de sabores diferentes, sendo que pelo O 5106

menos 2 deles sejam de frutas silvestres?

O 0 05| UCS Um professor apresenta 10 questdes, das quais os
seus alunos poderao escolher 8 para serem respondidas.

O 55 De quantas maneiras diferentes um aluno pode escolher

® 72 as 8 questdes?

® 85 0O 99
O 80

02| PUCRJ Em uma sorveteria, hd sorvetes nos sabores mo-

rango, chocolate, creme e flocos. ® 45

De quantas maneiras podemos montar uma casquinha, ® 40

com dois sabores diferentes, nessa sorveteria? @ 8

() 6 maneiras
06| IFSUL Sendo 15 pontos distintos pertencentes a uma cir-

() 7 maneiras . . . .
cunferéncia, o nimero de retas, distintas, determinadas

® 8 maneiras por esses pontos, é
(® 9 maneiras 0 14
3 10 maneiras O 91
03| UFSM As doengas cardiovasculares aparecem em pri- © 105
meiro lugar entre as causas de morte no Brasil. As ci- ® 210
rurgias cardiacas sdo alternativas bastante eficazes no
tratamento dessas doencas. 07| ENEM Considere que um professor de arqueologia te-

nha obtido recursos para visitar 5 museus, sendo 3 deles
no Brasil e 2 fora do pais. Ele decidiu restringir sua esco-
Iha aos museus nacionais e internacionais relacionados
na tabela a seguir.

Supde-se que um hospital dispGe de 5 médicos cardiolo-
gistas, 2 médicos anestesistas e 6 instrumentadores que
fazem parte do grupo de profissionais habilitados para
realizar cirurgias cardiacas.

Quantas equipes diferentes podem ser formadas com 3 Museus nacionais | Museus internacionais

cardiologistas, 1 anestesista e 4 instrumentadores? . )

o Masp — S3o Paulo Louvre — Paris

200

® 300 MAM — S3o Paulo Prado — Madri

® 600 Ipiranga — S3o Paulo | British Museum — Londres

® 720 Imperial — Petrépolis | Metropolitan — Nova York

O 1.200 De acordo com os recursos obtidos, de quantas manei-
ras diferentes esse professor pode escolher os 5 museus

04| UDESC Uma turma de 25 alunos precisa escolher 6 re- para visitar?

presentantes. Sabe-se que 28% dos alunos desta turma 0O 6

sdao mulheres, e que os representantes escolhidos de-

vem ser 3 homens e 3 mulheres. Assim, o numero de O 8

possibilidades para esta escolha é: ® 20

O 28560 ® 2

0O 851 G 36
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08| INSPER Um dirigente sugeriu a criagdo de um torneio de
futebol chamado Copa dos Campedes, disputado ape-
nas pelos oito paises que ja foram campedes mundiais:
os trés sul-americanos (Uruguai, Brasil e Argentina) e
os cinco europeus (Itdlia, Alemanha, Inglaterra, Franga
e Espanha). As oito selegdes seriam divididas em dois
grupos de quatro, sendo os jogos do grupo A disputa-
dos no Rio de Janeiro e os do grupo B em Sao Paulo.
Considerando os integrantes de cada grupo e as cidades
onde serdo realizados os jogos, o nimero de maneiras
diferentes de dividir as oito selecdes de modo que as
trés sul-americanas ndo fiqguem no mesmo grupo é

140
120
70
60
G 40

© @@

09| UNESP Um professor, ao elaborar uma prova composta
de 10 questBes de multipla escolha, com 5 alternativas
cada e apenas uma correta, deseja que haja um equilibrio
no nimero de alternativas corretas, a serem assinaladas
com X na folha de respostas. Isto é, ele deseja que duas
questées sejam assinaladas com a alternativa A, duas
com a B, e assim por diante, como mostra o modelo.

Modelo de folha de resposta (gabarito)

A el c)o) el

X

Nessas condicdes, a quantidade de folha de respostas
diferentes, com a letra X disposta nas alternativas corre-
tas, sera

@ 302400
® 113400
® 226800

® 181440
® 604800

10| UEMG Na Copa das ConfederagGes de 2013, no Brasil,
onde a selegdo brasileira foi campesd, o técnico Luiz Felipe
Scolari tinha a sua disposi¢do 23 jogadores de varias po-
sicGes, sendo: 3 goleiros, 8 defensores, 6 meio-campistas
e 6 atacantes. Para formar seu time, com 11 jogadores, o
técnico utiliza 1 goleiro , 4 defensores , 3 meio-campistas
e 3 atacantes. Tendo sempre Julio César como goleiro e
Fred como atacante, o nimero de times distintos que o
técnico podera formar é

O 14000
O 480

® 8!+4!
® 72000

11| UEMG O jogo da Mega Sena consiste no sorteio de 6
numeros distintos de 1 a 60. Um apostador, depois de
varios anos de analise, deduziu que, no proximo sorteio,
0s 6 niumeros sorteados estariam entre os 10 niumeros
que tinha escolhido.

Sendo assim, com a intengdo de garantir seu prémio na
Sena, ele resolveu fazer todos os possiveis jogos com 6
numeros entre os 10 numeros escolhidos.

Quantos reais ele gastara para fazé-los, sabendo que
cada jogo com 6 numeros custa RS 2,00?

© RS 540,00
(O RS 302.400,00
® R$ 420,00
® RS$5.040,00

12| UDESC As frutas sdo alimentos que ndo podem faltar na
nossa alimentacgdo, pelas suas vitaminas e pela energia
que nos fornecem. Vera consultou um nutricionista que
Ihe sugeriu uma dieta que incluisse a ingestdao de trés
frutas diariamente, dentre as seguintes opgdes: abacaxi,
banana, caqui, laranja, maga, pera e uva. Suponha que
Vera siga rigorosamente a sugestdao do nutricionista, in-
gerindo trés frutas por dia, sendo pelo menos duas dife-
rentes. Entdo, ela pode montar sua dieta didria, com as
opg¢oes diferentes de frutas recomendadas, de:

) 57 maneiras
50 maneiras
56 maneiras

77 maneiras

@ © @ @

98 maneiras
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13| UERN Uma familia do interior, composta por 10 pesso-
as, necessita fazer uma viagem de retorno a cidade de
origem apds passar férias no litoral. A viagem sera feita
de 6nibus, no domingo, e apenas dois horarios estdo dis-
poniveis. De quantas maneiras poderao viajar essas pes-
soas de forma que a metade da familia viaje num 6nibus
e a outra metade no outro?

0 45
0 252
® 136
® 9

14| UERN Régis esta em uma loja de roupas e deseja sele-
cionar 4 camisas dentre 14 modelos diferentes, sendo
essas 8 brancas e 6 azuis. De quantas maneiras ele pode-
ra escolher as 4 camisas de forma que pelo menos uma
delas tenha cor distinta das demais?
0O 748
B 916
® 812
® 636

15| FGV As saladas de frutas de um restaurante sdo feitas
misturando pelo menos duas frutas escolhidas entre:
banana, laranja, macd, abacaxi e melao.

Quantos tipos diferentes de saladas de frutas podem ser
feitos considerando apenas os tipos de frutas e ndo as
quantidades?

26

24

22

30

28

WO

16| UFU Uma fabrica de tintas necessita contratar uma equi-
pe para desenvolver e produzir um novo tipo de produto.
A equipe deve ser formada por 4 quimicos, 1 engenheiro
ambiental e 2 engenheiros de produgdo. Se no processo
final de sele¢do compareceram 6 quimicos, 3 engenhei-
ros ambientais e 4 engenheiros de producdo, o nimero
de maneiras que a equipe podera ser formada é igual a
(nos itens abaixo, x denota multiplicagdo numérica):

0O 6.3
® 6!.18
3
@ 6.3
3
© 6.7

17| UFU Para participar de um campeonato de Futsal, um
técnico dispOe de 3 goleiros, 3 defensores, 6 alas e 4 ata-
cantes. Sabendo-se que sua equipe sempre jogard com

1 goleiro, 1 defensor, 2 alas e 1 atacante, quantos times
diferentes o técnico podera montar?

0 216
O 432
® 480
® 540

18| UFU Considere nove barras de metal que medem, res-
pectivamente: 1,2,3,4,5,6,7,8 e 9 metros. Quantas com-
binagdes de cinco barras, ordenadas em ordem crescen-

te de comprimento, podem ser feitas de tal forma que a
barra de 5 metros ocupe sempre a quarta posi¢ao?

0 32
O 16
® 20
® 18
O 120

19| ENEM Estima-se que haja, no Acre, 209 espécies de ma-
miferos, distribuidas conforme a tabela a seguir.

grupos taxonémicos | numero de espécies
Artiodactilos 4
Carnivoros 18
Cetaceos 2
Quirdpteros 103
Lagomorfos 1
Marsupiais 16
Perissodactilos 1
Primatas 20
Roedores 33
Sirénios 1
Edentados 10
Total 209
T & C Amazdnia, ano 1, n.2 3, dez./2003.

Deseja-se realizar um estudo comparativo entre trés des-
sas espécies de mamiferos — uma do grupo Cetaceos,
outra do grupo Primatas e a terceira do grupo Roedores.

O numero de conjuntos distintos que podem ser forma-
dos com essas espécies para esse estudo é igual a

1.320
2.090
5.845
6.600
7.245

@ 0O @00
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20| UFRGS Considere o padrdo de construgdo representado menor da etapa 2, formando trés triangulos equilateros.
pelos desenhos abaixo. Na etapa 4 e nas etapas seguintes, 0 mesmo processo é

repetido em cada um dos triangulos menores da etapa
/A\ /A\ anterior.

O numero de trapézios na 62 etapa de construgdo é

0 14
etapa l etapa 2 etapa 3 etapa 4
O 15
Na etapa 1, hd um unico triangulo equilatero. Na etapa
2, é tracado um segmento a partir dos pontos médios de © 16
dois lados do triangulo da etapa 1, formando dois trian- ® 17
gulos equildteros. Na etapa 3, é tracado um segmento @ 18

a partir dos pontos médios de dois lados do triangulo

TEXTO COMPLEMENTAR
O PRINCIPIO DAS CASAS DOS POMBOS

Também conhecido como teorema de Dirichlet ou principio das gavetas de Dirichlet, pois supde-se que o primei-
ro relato deste principio foi feito por Dirichlet em 1.834, com o nome de Schubfachprinzip ("principio das gavetas").

Um possivel enunciado para este principio é o seguinte:

Se n objetos forem colocados em, no maximo, n — 1 gavetas, entdo, pelo menos uma delas conterd pelo
menos dois objetos.

Sendo um pouco mais formal:

Se o numero de elementos de um conjunto finito A é maior do que o nimero de elementos de um outro
conjunto B, entdo uma fung¢do de A em B ndo pode ser injetora.

Apesar de ser um fato extremamente elementar, ele é util para resolver problemas que, pelo menos a
primeira vista, ndo sdo imediatos. Para aplica-lo, devemos identificar, na situacdo dada, quem faz o papel dos
objetos e quem faz o papel das gavetas. Veja alguns exemplos de problemas com
resolucdo a partir do principio:

Problema 1: Quantos langcamentos de dado (um dado de 6 faces) sdo
necessarios para se garantir gue um mesmo numero vai cair duas vezes?

Solucdo: Na “pior” das hipdteses, se jogarmos o dado 6 vezes, teremaos os
ndmeros (ndo necessariamente nesta ordem): 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Se jogarmos
o dado mais uma vez, o resultado sera um nimero igual a outro ja obtido.

Conclusd@o: Como temos 6 possibilidades de resultados (caixas), se jo-
garmos o dado 6 + 1 = 7 vezes (pombos), teremos um ndmero que se
repete mais do que uma vez. (Principio das Casas dos Pombos)

Problema 2: Uma urna contém 3 tipos de bolas (azul, vermelha,
amarela). Quantas bolas no minimo devemos retirar da sacola para ga-
rantirmos que temos duas bolas da mesma cor?

Solugao: Na “pior” das hipéteses, ao retirarmos 3 bolas, teremos as
cores (ndo necessariamente nesta ordem): azul, vermelho e amarela. Se re-
tirarmos mais uma bola, a cor sera uma das obtidas anteriormente.

Conclusao: Como temos 3 possibilidades de cores (caixas), se retirarmos
3 + 1 = 4 bolas (pombos), teremos uma cor que se repete mais do que
uma vez. (Principio das Casas dos Pombos)
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PROBABILIDADE
EXPERIMENTOS ALEATORIOS

Ha certos experimentos que embora sejam repetidos muitas vezes e sob condi¢des idénticas, ndo apresentam
0s mesmos resultados. Por exemplo, no langamento de um dado honesto, o resultado é imprevisivel; ndo se pode
determina-lo antes de ser realizado. Aos experimentos desse tipo damos o nome de experimentos aleatdrios (ou
casuais).

Por Exemplo:

= Langamento de uma moeda perfeita.
= Retirada de uma carta de um baralho.
= Resultado de um jogo da sena.

Pelo fato de ndo sabermos o resultado exato de um fendbmeno aleatério é que buscamos os resultados prova-
veis, as chances, as probabilidades de um determinado resultado ocorrer. A teoria das probabilidades cria, elabora
e pesquisa modelos para estudar os experimentos aleatérios.

ESPACO AMOSTRAL

Em um experimento aleatdrio, o conjunto formado por todos os resultados possiveis € chamado espaco amos-
tral e é indicado pela letra U.

Por Exemplo:

= No lancamento de uma moeda, temos o seguinte espago amostral:
U = {cara, coroa}.

= No lancamento de um dado comum, temos o seguinte espa¢o amostral:
Uu={1,23,4,5,6}

= No langamento simultaneo de uma moeda e dado comum, temos o seguinte espago amostral:

U ={(cara, 1), (cara, 2), (cara, 3), (cara, 4), (cara, 5), (cara, 6), (coroa, 1), (coroa, 2), (coroa, 3), (coroa, 4), (co-
roa, 5), (coroa, 6)}.

= No langamento simultaneo de um dado azul e um dado laranja, temos o seguinte espago amostral:
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EVENTO
Qualquer subconjunto do espago amostral é chamado de evento.
Por Exemplo:
= No langamento de um dado comum, podemos ter os seguintes eventos:
Evento A: Obter um namero par: A = {2, 4, 6}.

Evento B: Obter um nimero maior que 2: B= {3, 4, 5, 6}.

= No langamento simultaneo de uma moeda e um dado comum, podemos ter os seguintes eventos:
Evento A: Obter cara na moeda e um nimero par no dado: A = {(cara, 2), (cara, 4), (cara, 6)}.

Evento B: Obter 1 ou 5 no dado: B ={(cara, 1), (cara, 5), (coroa, 1), (coroa, 5)}.

= No langcamento simultaneo de dois dados, podemos ter os seguintes eventos:
Evento A: Obter numeros iguais: A = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)}.
Evento B: Obter niUmeros cuja soma é 4: B ={(1, 3), (2, 2), (3, 1)}.

PROBABILIDADE

Quando num experimento aleatdério com espaco amostral finito, consideramos que todo evento elementar tem
a mesma chance de ocorrer (espago equiprovavel), a probabilidade de ocorrer um evento A, indicada por p(A), é
dada pela razdo entre o nimero de casos favoraveis e o nimero de casos possiveis. Assim, temos que:

(A) = n(A) _ numero de elementos de A
P n(U) nudmerodeelementosdeU

Pela definicdo,temos:
= 0=<pA) =1
= Se p(A) =0, entdo A é chamado evento impossivel, ou seja, necessariamente nao ocorrera.

= Sep(A)=1, entdo A é chamado evento certo, ou seja, necessariamente ocorrera.

OBSERVACOES:
= Sejam A e A dois eventos de um espaco amostral U; sendo A o evento complementar de A, tem-se que:

P(A) + P(A) =1.

= Experimentos ndo equiprovaveis sdo aqueles em que seus eventos elementares do espago amostral ndo
apresentam a mesma probabilidade de ocorréncia. Para resolver problemas desta natureza temos que lem-
brar que a soma das probabilidades de todos os eventos elementares é igual a 1.

Por Exemplo:

= No lancamento simultaneo de um dado e de uma moeda, vamos obter a probabilidade de obtermos cara na
moeda e um numero par no dado.

Espag¢o amostral:

U ={(cara, 1), (cara, 2), (cara, 3), (cara, 4), (cara, 5), (cara, 6), (coroa, 1), (coroa, 2), (coroa, 3), (coroa, 4), (coroa,
5), (coroa, 6)}, logo n(U) = 12.
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Evento:
A ={(cara,2),(cara,4),(cara,6)}, logo: n(A) = 3.

Portanto, a probabilidade de obtermos cara na moeda e um nimero par no dado, é:

_n(A)_ 3
n(U)

p(A)

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

12— 4

1

=0,25=25%

01| No langamento de uma moeda, qual a probabilidade de
obter a face coroa?

Resolugao:
= Espago amostral: U = {cara, coroa}, logo n(U) = 2.
= Evento: A = {coroa}, logo n(A) = 1.
Portanto, a probabilidade é dada por:
1

n(A) 1
n(U) 2

p(A)= 0,5 = 50%

02| Uma urna contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. Uma
bola é retirada ao acaso da urna. Qual a probabilidade
de ser uma bola com nimero maior ou igual a 7?

Resolugao:
= Espago amostral: U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, logo
n(U) = 10.

=  Evento: A={7,8, 9, 10}, logo n(A) = 4.

Portanto, a probabilidade é dada por:

(A)
p<A): Z(U) =10

_ 4

0,4 = 40%

03| No langamento simultaneo de dois dados comuns, determi-
ne a probabilidade de se obter faces voltadas para cima cuja
soma seja igual a 9?

Resolugao:

=  Espago amostral: No langamento simultdneo de dois da-
dos, temos o seguinte espago amostral, com n(U) = 36.

=  Qevento (A) consiste em obter soma 9 nas faces que
estdo voltadas para cima. Assim, temos que A = {(3,
6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)}. Logo: n(A) = 4.

Portanto, a probabilidade é dada por:

_n(A)_ 4 _1_ B
P(A)=" ) = 36 = 9 = 01111 = 11,11%

04| Uma urna contém 4 bolas azuis e 3 bolas verdes. Ao
retiramos de uma sé vez duas bolas dessa urna, qual
a probabilidade das bolas retiradas serem de cores di-
ferentes?

Resolugao:

= O Espago amostral (U) é o conjunto formado por to-
dos os subconjuntos com 2 elementos obtidos a par-
tir do conjunto de 7 bolas. Assim, temos que:
7! 7!
7—2)121 ~ 5121

n(U)=C7,2=( =21

= QOevento (A) é um conjunto formado por todos os pares
ordenados formados exatamente por uma bola azul e
uma verde. Assim, temos que n(A) = 4.3 = 12.

Portanto, a probabilidade é dada por:

),n(A),12,4

= = — ~ — 9
n(U) 0,571 =57,1%

p(A =21~ 7%

05| Considere um dado viciado de modo que a probabilida-
de de se obter uma face com um nimero impar é dobro
da probabilidade de se obter um nimero par. Assim,
determine a probabilidade de se obter o nimero 1 no
langamento desse dado.

Resolugao:

De acordo com o enunciado, temos que:

= P(2)=P(4)=P(6) =x.

= P(1)=P(3)=P(5) = 2x.

= P(1)+ P(2)+ P(3)+ P(4) + P(5) + P(6) = 1.

Assim, temos que:

2x+x+2x+x+2x+x=1=>9x=1=>x=%

Portanto, a probabilidade de se obter o numero 1 é %
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E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Em uma pesquisa de opinido feita com 200 pessoas so-
bre o consumo dos produtos A, B e C constatou-se que:
60 entrevistados consomem A, 86 consomem B, 92 con-
somem C, 24 consomem A e B, 22 consomem A e C, 26
consomem B e C, 10 consomem A, B e C. Se escolhermos
ao acaso um dentre os entrevistados, qual a probabilida-
de dele ndo consumir nenhum dos trés produtos?

02| UNICAMP Um dado é jogado trés vezes, uma ap0s a ou-
tra. Pergunta-se:

() Quantos sdo os resultados possiveis em que os trés
numeros obtidos sdo diferentes?

® Qual a probabilidade da soma dos resultados ser
maior ou igual a 16?

03| Uma urna contém 20 bolas numeradas de 1 a 20. Uma
bola é retirada ao acaso da urna, determine:

() Aprobabilidade de ser uma bola com um ndmero par.

(® A probabilidade de ser uma bola com um ndmero
menor que 9.

® Aprobabilidade de ser uma bola com um niimero primo.

04| Considere um casal planeja ter 2 filhos.
Determine a probabilidade dos eventos:

() Os 2 serem do sexo feminino.
() Pelo menos 1 ser do sexo masculino.

® O0Os 2 serem do mesmo sexo.

05| UNICAMP Em uma festa para calouros estdo presentes
250 calouros e 350 calouras. Para dangar, cada calouro es-
colhe uma caloura ao acaso formando um par. Pergunta-se:

) Quantos pares podem ser formados?

® Qual a probabilidade de que uma determinada ca-
loura ndo esteja dangando no momento em que to-
dos os 250 calouros estdao dangando?

06| PUC Qual a probabilidade de um nimero escolhido de 1

07| FUVEST Uma urna contém trés bolas pretas e cinco bo-

08

09| UFLA Em um programa de auditério, utiliza-se uma role-

a 100 ser um quadrado perfeito?

las brancas. Quantas bolas azuis devem ser colocadas
nessa urna de modo que, retirando-se uma bola ao aca-

so, a probabilidade de ela ser azul seja igual a %?

UNESP Duas maquinas A e B produzem juntas 5.000 pecas
em um dia. A maquina A produz 2.000 pegas, das quais 2%
sdo defeituosas. A maquina B produz as restantes 3.000 pe-
¢as, das quais 3% sdo defeituosas. Da producdo total de um
dia, uma peca é escolhida ao acaso e, examinando-a, cons-
tatou-se que ela é defeituosa. Qual é a probabilidade de que
essa peca escolhida tenha sido produzida pela maquina A?

ta, como na figura.

P Marcador
7 1 e
2
[o]
6 B
5 4

@ A roleta é girada trés vezes. Calcule a probabili-
dade de os numeros obtidos no primeiro giro, no
segundo giro e no terceiro giro, serem, respectiva-
mente, 1, 2 e 3.

() Aroleta é girada duas vezes. Calcule a probabilidade
de a soma do numero obtido no primeiro giro mais
0 numero obtido no segundo giro ser menor que 13.

10| Uma moeda ¢ viciada de tal forma que os resultados
possiveis, cara e coroa sdo tais, que a probabilidade de
sair cara num langamento é o quadruplo da de sair co-
roa. Lancando-se uma vez a moeda qual a probabilidade
de sair coroa?

ENEM E VESTIBULARES

01| UEMG Em uma empresa, foi feita uma pré-selecdo
para sorteio de uma viagem. Esta pré-selecdo se ini-
ciou com a distribuicdo, entre os funcionarios, de fi-
chas numeradas de 1 a 23. Em seguida, foram selecio-
nados os funcionarios com as fichas numeradas, com
as seguintes regras:

=  Fichas com um algarismo: o algarismo tem que ser
primo;
=  Fichas com dois algarismos: a soma dos algarismos

ApOs essa pré-selecdo, Glorinha foi classificada para o
sorteio.

A probabilidade de Glorinha ganhar essa viagem no sor-
teio é de, aproximadamente,

7%
8%
9%
10%

© @ @O

devera ser um numero primo.
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02| FUVEST O gamdo é um jogo de tabuleiro muito antigo,

para dois oponentes, que combina a sorte, em lances de
dados, com estratégia, no movimento das pecas. Pelas
regras adotadas, atualmente, no Brasil, o nimero total
de casas que as pecas de um jogador podem avangar,
numa dada jogada, é determinado pelo resultado do
lancamento de dois dados. Esse nUmero é igual a soma
dos valores obtidos nos dois dados, se esses valores fo-
rem diferentes entre si; e é igual ao dobro da soma, se
os valores obtidos nos dois dados forem iguais. Supon-
do que os dados ndo sejam viciados, a probabilidade de
um jogador poder fazer suas pegas andarem pelo menos
oito casas em uma jogada é

01
° %
o 4
0 1
o 3

03| PUC Jogamos uma moeda comum e um dado comum.

A probabilidade de sair um niimero par e a face coroa é:
0 o1

0 0.2

® 0,25

® 033

O 05

04| UERJ Trés modelos de aparelhos de ar-condicionado, |, Il

e lll, de diferentes poténcias, sdo produzidos por um de-
terminado fabricante. Uma consulta sobre inten¢do de
troca de modelo foi realizada com 1000 usudrios desses
produtos. Observe a matriz A, na qual cada elemento a,
representa o nimero daqueles que pretendem trocar do
modelo i para o modelo j.

50 150 200
A=|0 100 300
0 O 200

Escolhendo-se aleatoriamente um dos usuarios consul-
tados, a probabilidade de que ele ndo pretenda trocar
seu modelo de ar-condicionado é igual a:

0O 20%
35%
40%

©@ ®@ @

65%

05| ENEM José, Paulo e Anténio estdo jogando dados ndo
viciados, nos quais, em cada uma das seis faces, hd um
numero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados simul-
taneamente. José acredita que, apds jogar seus dados,
os numeros das faces voltadas para cima Ilhe dardo uma
soma igual a 7. Ja Paulo acredita que sua soma sera igual
a 4 e Antonio acredita que sua soma sera igual a 8.

Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de
acertar sua respectiva soma é

() Antbdnio, j4 que sua soma é a maior de todas as es-
colhidas.

(® José e Antédnio, ja que ha 6 possibilidades tanto para
a escolha de José quanto para a escolha de Anténio,
e ha apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.

® José e Antdnio, ja que ha 3 possibilidades tanto para
a escolha de José quanto para a escolha de Antoénio,
e ha apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.

® José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua
soma, 5 possibilidades para formar a soma de Ant6-
nio e apenas 3 possibilidades para formar a soma de
Paulo.

3 Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.

06| UFPR André, Beatriz e Jodo resolveram usar duas mo-
edas comuns, ndo viciadas, para decidir quem ird lavar
a louca do jantar, langando as duas moedas simultane-
amente, uma Unica vez. Se aparecerem duas coroas,
André lavard a louca; se aparecerem duas caras, Beatriz
lavard a louga; e se aparecerem uma cara e uma coroa,
Jodo lavara a loucga. A probabilidade de que Jodo venha
a ser sorteado para lavar a louga é de:

0O 25%.
0 27,5%.
® 30%.
® 33,3%.
0O 50%.

07| UFPR Em uma cidade de 250.000 habitantes, aproxima-
damente 10.000 foram vacinados contra o virus HIN1,
numero muito menor do que as autoridades de saude
previam. Se tomarmos aleatoriamente 50 habitantes

dessa cidade, quantos deles se espera que tenham sido
vacinados contra o virus HIN1?

) 2 habitantes.
6 habitantes.
8 habitantes.

12 habitantes.

@ 0@ 0

15 habitantes.
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08| IFAL Um casal planeja ter 4 criangas. A probabilidade de parte do terminal a cada 30 minutos, nos hordérios indi-
que o casal tenha exatamente 3 meninos, dado que a cados na tabela.

primeira crianca que nasceu é menina é:
ANDABEM BOMPASSEIO

1
A
o % 6h00min 6h10min
1 6h30min 6h40min
Iy
1 7h00min 7h10min
© 2 7h30min 7h40min
A
{E] 5

Carlos mora préximo ao terminal de 6nibus e trabalha na
cidade. Como ndo tem hora certa para chegar ao trabalho
e nem preferéncia por qualquer das empresas, toma sem-
pre o primeiro 6nibus que sai do terminal. Nessa situagdo,
pode-se afirmar que a probabilidade de Carlos viajar num

09| ENEM Em uma reserva florestal existem 263 espécies de
peixes, 122 espécies de mamiferos, 93 espécies de rép-
teis, 1 132 espécies de borboletas e 656 espécies de aves.

Disponivel em: http:www.wwf.org.br. Acesso em: 23 abr. 2010 (adaptado).

Se uma espécie animal for capturada ao acaso, qual a 6nibus da empresa ANDABEM é:

probabilidade de ser uma borboleta? . o .
0 0 @ um quarto da probabilidade de ele viajar num 6ni-

63,31% bus da empresa BOMPASSEIO.

© 60,18% um tergo da probabilidade de ele viajar num 6nibus
® 56,52% da empresa BOMPASSEIO.

® 49,96% metade da probabilidade de ele viajar num 6nibus
0O 4327% da empresa BOMPASSEIO.

duas vezes maior do que a probabilidade de ele via-

10| ENEM Num determinado bairro hd duas empresas de jar num 6nibus da empresa BOMPASSEIO.

O6nibus, ANDABEM e BOMPASSEIO, que fazem o trajeto
levando e trazendo passageiros do suburbio ao centro trés vezes maior do que a probabilidade de ele viajar
da cidade. Um 0Onibus de cada uma dessas empresas num Onibus da empresa BOMPASSEIO.

@ 0 @® ©

PROBABILIDADE DA UNIAO DE DOIS EVENTOS

Sendo A e B eventos do mesmo espag¢o amostral, a probabilidade da ocorréncia do evento A U B, sera dada por:

= 12caso: Se AN B = . Nesse caso, os eventos sdo = 2%9caso:Se ANB=J
chamados de mutuamente exclusivos.
U U
B
B
ANB
P(AUB) =p(A) +p(B) P(AUB) =p(A)+p(B) —p(ANB)

Exemplo:

= Num grupo de 40 alunos, 20 jogam futebol, 15 jogam volei e 10 jogam futebol e vdlei. Escolhendo ao acaso
um dos alunos, vamos determinar a probabilidade dele jogar futebol ou volei. Assim, temos que:
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O espago amostral (U) é um conjunto formado pelos 40 alunos. Logo, n(U) = 40.

O evento (A) é um conjunto formado pelos alunos que jogam futebol. Logo n(A) = 20.

O evento (B) é um conjunto formado pelos alunos que jogam vélei. Logo n(A) = 15.

O evento (A N B) é o conjunto formado pelos alunos que jogam futebol e vélei. Logo, (A N B) = 10.

Assim, temos que:

20 | 15 10 25 _ 5
P(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)=25+20-20 =40 - 8

PROBABILIDADE CONDICIONAL

A probabilidade condicional se caracteriza pelo conhecimento parcial do resultado do experimento, reduzindo
o espaco amostral inicial. Veja o exemplo a seguir:

No langamento de um dado comum, sabe-se que o resultado da face voltada para cima é par. Vamos calcular a
probabilidade de ser a face com o nimero 2.

= O espago amostral (U) do lancamento de um dado comum é: U ={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

= O evento (A) consiste em sair face com o numero 2, logo n(A) = 1.

= O evento (B) consiste em sair face com o nimero par, logo n(B) = 3.

Como sabemos que o a face obtida no dado é um nimero par, a probabilidade pedida é dada por:

1
p(A) =73
Assim, de modo geral, a probabilidade condicional do evento A, sabendo que ocorreu B, indicada por p(A/B), é
dada por:
_n(ANB)
p(A/B) = n(B)

Dividindo o numerador e o denominador dessa fra¢cdo por n(U), temos:

n(ANB)

p(A/B) ::E:;

n(u)

Portanto, a expressao da probabilidade condicional também pode ser escrita na forma:

_P(ANB)
p(A/B) = p(B)

MULTIPLICACAO DE PROBABILIDADES
(ANB)

Da probabilidade condicional, sabemos que p(A/B) = ppT Dai, temos que:

p(ANB)=p(B).p(A/B)

Assim, a probabilidade de ocorrer simultaneamente os eventos A e B, indicada por p(A N B), é dada pelo pro-
duto da probabilidade de ocorrer um deles, por exemplo: p(B), pela probabilidade de ocorrer o outro (A) sabendo

que B ja ocorreu, ou seja p(A/B).
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Exemplo:

= Numa caixa A, temos uma bola preta e outra branca e, numa caixa B, duas bolas brancas e uma preta. Es-
colhida uma caixa ao acaso, se dela retirarmos, também ao acaso, uma bola, entdo qual a probabilidade de
termos uma bola branca da caixa B?

Para facilitar a visualizacdo, vamos montar o seguinte esquema chamado de arvore de possibilidades. Em cada
um de seus “galhos” estdo associadas as probabilidades de escolha de cada um de seus componentes:

% Bola branca
Caixa A
1
2 1
v Bola preta
% Bola branca
1
2 . /
Caixa B
1 Bol
3 ola preta

Sendo:
= O evento (A) que consiste em escolher aleatoriamente uma caixa.

= O evento (B) que consiste em escolher aleatoriamente uma bola.

Note que:

A segunda escolha depende da primeira, ou seja, o evento B depende do evento A. Logo, para os dois eventos
simultaneamente, temos que:

12_1
p(ANB)=p(B).p(A/B)=5.3 =73
OBSERVACAO:

= Se AeBsdoeventos independentes, ou seja, a ocorréncia de um deles ndo influencia na ocorréncia do outro,
temos que:

p(ANB)=p(A).p(B)

LEI BINOMIAL DA PROBABILIDADE

Cristiano pratica o jogo de dardos ha alguns dias. De acordo com os resultados obtidos em seu ultimo treino, seu

instrutor estima que a probabilidade de Cristiano acertar o alvo com um tiro é T . Assim, qual a probabilidade dele
acertar o alvo duas vezes em cinco tentativas?

Observe que, para cada tiro, a probabilidade de acertar o alvo é % = 0,4, e probabilidade de errar o alvo é

% = 0,6 (eventos complementares). Logo, a probabilidade dele acertar o alvo duas vezes, em uma determinada

ordem é dada por:
0,4%.0,6°

No entanto, o nimero de ordens possiveis é dada por:
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Portanto, a probabilidade pedida é:

5
p= <2>.0,42.0,63 =10.0,16.0,216 = 0,3456 = 34,56%

De maneira geral, se um experimento aleatorio é repetido n vezes, em condigdes idénticas, com repeti¢bes in-

dependentes entre si, a probabilidade do evento A ocorrer k vezes é dada por:

p<A>=(’k‘).pk.<1—p>"-k

Sendo p a probabilidade do evento A ocorrer em qualquer repeticao.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| No langamento de um dado, qual a probabilidade de
que o numero obtido na face superior seja o nimero 3
ou um numero par?

Resolugao:

Evento A: Ocorréncia do numero 3. Logo, A = {3} e
n(A) = 1.

Evento B: Ocorréncia de um numero par. Logo, B= {2, 4,
6}en(B) = 3.

Como, ANB = g, temos que:

1,3 _ 4 _ 2
p(AUB)=p(A)+p(B)=g+tg=¢ =73

02

No langamento de um dado, qual a probabilidade de
que o numero obtido na face superior seja o nimero 2
ou um numero par?

Resolugao:

Evento A: Ocorréncia do numero 2. Logo, A = {2} e
n(A) = 1.

Evento B: Ocorréncia de um numero par. Logo, B= {2, 4, 6}.
ANB={2}N {2 4, 6}=1{2)}

Como, A N B #* @, temos:

p(AUB)=p(A)+p(B)—p(ANB)
p(AUB):%Jr%—%:%:%

03| No langamento de um dado, qual a probabilidade de
que o numero obtido na face superior seja o niumero 2
sabendo-se que o numero obtido é primo?

Resolugao:
Evento A: Ocorréncia do numero 2. Logo, A = {2}.

Evento B: Ocorréncia de um numero primo. Logo,
B ={2, 3, 5}.
Portanto, a probabilidade é dada por:

n(ANB) 1
p(A/B) = “nB) 3

OBSERVACAO:

p(A/B) indica a probabilidade de ocorrer um evento A
sabendo-se que jd ocorreu o evento B.

04| No langamento simultaneo de um dado e de uma moe-
da, determine a probabilidade de obtermos cara na
moeda e um nimero par no dado.
Resolugao:

Evento A: Ocorréncia de cara na moeda. Logo, p(A) = %

Evento B: Ocorréncia de um numero par no dado. Logo,

3 _ 1
P(B) = 5= e

Como os eventos A e B sdo eventos independentes, ou
seja, a ocorréncia de um deles ndo influi na ocorréncia
do outro, temos que:
11 1
p(ANB)=p(A).p(B)=5.5 =7

05| Uma moeda é langada sete vezes. Qual a probabilidade
de ocorrerem 2 caras e 5 coroas?
Resolugao:

Sabemos que: se um experimento aleatdrio é repetido n
vezes, em condigdes idénticas, com repeti¢ées indepen-
dentes entre si, a probabilidade do evento A ocorrer k
vezes é dada por:

p(A)= (Z).pk.u —py ¢

Sendo p a probabilidade do evento A ocorrer em qual-
quer repeti¢éo. Como p = %, temos:

— 51 1 _ 21
p(A)=21.7.357 =938
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E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| UNICAMP Uma urna contém 50 bolas que se distin-
guem apenas pelas seguintes caracteristicas:

= x delas sdo brancas e numeradas sequencialmente
com os numeros naturais de 1 a x.

= x+ 1 delas sdo azuis e numeradas sequencialmente
com os nimeros naturais de 1 a x + 1.

= x + 2 delas sdo amarelas e numeradas sequencial-
mente com os nimeros naturaisde 1 a x + 2.

= x+ 3 delas sdo verdes e numeradas sequencialmente
delax+3.
@ Qual é o valor numérico de x?

() Qual a probabilidade de ser retirada, ao acaso, uma
bola azul ou uma bola com o nimero 12?

02| UNICAMP Num grupo de 400 homens e 600 mulheres,
a probabilidade de um homem estar com tuberculose é
de 0,05 e de uma mulher estar com tuberculose é 0,10.

@ Qual a probabilidade de uma pessoa do grupo estar
com tuberculose?

() Seuma pessoa é retirada ao acaso e estd com tuber-
culose, qual a probabilidade de que seja homem?

03| UNB
Idade ‘ Prob;l:!ﬁa;e de
0—-10 3,23
10—-20 0,65
20—30 1,21
30—-140 1,84
40 - 50 4,31
50 - 60 9,69
60— 70 18,21
70— 80 27,28
80 em diante 33,58
Total 100,00

(Adaptada de UNITED STATES LIFE TABLES BY CAUSES OF DEATH, vol.1.)

Com base na tabela anterior, em que estdo represen-
tadas as probabilidades de morte nas diferentes faixas
etarias, nos Estados Unidos da América, calcule, em
porcentagem, a probabilidade de um individuo que
tem, hoje, 60 anos morrer antes de atingir o seu sep-
tuagésimo aniversario. Despreze a parte fracionaria de
seu resultado, caso exista.

04| PUC Em uma amostra de vinte pecas, existem exata-
mente 4 defeituosas.

@ Calcule o nimero de maneiras diferentes de esco-
Iher, sem reposicdo, uma peca perfeita e uma defei-
tuosa.

() Calcule o niumero de maneiras diferentes de esco-
Iher, sem reposicdo, duas pegas perfeitas.

(® Retirando-se, ao acaso, sem reposi¢io, trés pecas,
calcule a probabilidade de exatamente duas serem
perfeitas. Escreva a resposta em forma de fragdo.

05| UERJ Uma pesquisa realizada em um hospital indicou
que a probabilidade de um paciente morrer no prazo de
um més, apds determinada operagdo de cancer, é igual a
20%. Se trés pacientes sdo submetidos a essa operagdo,
calcule a probabilidade de, nesse prazo:

() Todos sobreviverem.

® Apenas dois sobreviverem.

06| UNIFESP Sendo A e B eventos de um mesmo espaco

amostral, sabe-se que a probabilidade de A ocorrer é
p(A) = %, e que a probabilidade de B ocorrer é p(B) = %

.Seja p =p(A N B) a probabilidade de ocorrerem A e B.

() Obtenha os valores minimo e maximo possiveis para p.

O Sep= %, e dado que A tenha ocorrido, qual é a

probabilidade de ter ocorrido B?

07| FGV Num certo pais, 10% das declara¢Bes de imposto de
renda sdo suspeitas e submetidas a uma andlise detalha-
da; entre estas verificou-se que 20% sao fraudulentas.
Entre as ndo suspeitas, 2% sao fraudulentas.

) Se uma declaragdo é escolhida ao acaso, qual a pro-
babilidade de ela ser suspeita e fraudulenta?

(® Se uma declaragdo é fraudulenta, qual a probabili-
dade de ela ter sido suspeita?

08| FUVEST Considere uma urna que contém uma bola pre-
ta, quatro bolas brancas e x bolas azuis. Uma bola é reti-
rada ao acaso dessa urna, a sua cor € observada e a bola
é devolvida a urna. Em seguida, retira-se novamente, ao
acaso, uma bola dessa urna. Para que valores de x a pro-
babilidade de que as duas bolas sejam da mesma cor

1
vale 5 ?
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09| FGV Uma moeda é viciada de tal forma que os resulta-
dos possiveis, cara e coroa sdo tais, que a probabilidade
de sair cara num langamento é o triplo da de sair coroa.

@ Lancando-se uma vez a moeda qual a probabilidade
de sair cara?

() Langando-se trés vezes a moeda, qual a probabilida-
de de sair exatamente uma cara?

10| UFF Em um jogo de dardos, a probabilidade de um joga-

dor acertar o alvo é % Determine a probabilidade de,

ao lancar o dardo trés vezes, o jogador acertar o alvo
pelo menos duas vezes.

ENEM E VESTIBULARES

01| UNESP Uma loja de departamentos fez uma pesquisa
de opinido com 1.000 consumidores, para monitorar
a qualidade de atendimento de seus servigos. Um dos
consumidores que opinaram foi sorteado para receber
um prémio pela participagdo na pesquisa.

A tabela mostra os resultados percentuais registrados
na pesquisa, de acordo com as diferentes categorias

tabuladas.
categorias | percentuais
étimo 25
regular 43
péssimo 17
ndo opinaram 15

Se cada consumidor votou uma Unica vez, a probabilida-
de de o consumidor sorteado estar entre os que opina-
ram e ter votado na categoria péssimo é, aproximada-
mente,

02| ESPM A distribuigdo dos alunos nas 3 turmas de um cur-
so é mostrada na tabela abaixo.

B - e |

Homens 42 36 26

Mulheres 28 24 32

Escolhendo-se uma aluna desse curso, a probabilidade
de ela ser da turma A é:

o3

B
®
®

NN VN B wEe

(EJ

03| FGV Dois eventos A e B de um espago amostral sdo inde-
pendentes. A probabilidade do evento A é P(A)=0,4 e a
probabilidade da unido de Acom B é P(A U B) =0,8

Pode-se concluir que a probabilidade do evento B é:

© @ ©@ ©
N= WIN Aw U|h o|n

(EJ

04| ENEM Para analisar o desempenho de um método diag-
nostico, realizam-se estudos em populagdes contendo
pacientes sadios e doentes. Quatro situagdes distintas
podem acontecer nesse contexto de teste:

1. Paciente TEM a doenga e o resultado do teste é PO-
SITIVO.

2. Paciente TEM a doenga e o resultado do teste é NE-
GATIVO.

3. Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é
POSITIVO.

4. Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste é
NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliagdo de um teste
diagnéstico é a sensibilidade, definida como a probabili-
dade de o resultado do teste ser POSITIVO se o paciente
estiver com a doenca.

O quadro refere-se a um teste diagnédstico para a doen-
¢a A, aplicado em uma amostra composta por duzentos

individuos.
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=

Resultado do Doenca A AN

7
Teste Presente | Ausente 0 15
Positivo 95 15 C %
Negativo 5 85 (D] %

BENSENOR, I. M.; LOTUFO, P. A. Epidemiologia: abordagem prética. S&o Paulo: Sarvier, 2011 G ;

3

(adaptado).

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade
dele é de

0O 47,5%

O 85,0%

® 86,3% /\
© 94,4%
@ 95,0%

05| UPE Dois atiradores, André e Bruno, disparam simulta- A O Q

neamente sobre um alvo.

07| INSPER Em um curso de computagdo, uma das ativida-
des consiste em criar um jogo da memdria com as seis
cartas mostradas a seguir.

Inicialmente, o programa embaralha as cartas e apre-
senta-as viradas para baixo. Em seguida, o primeiro jo-
gador vira duas cartas e tenta formar um par.

= A probabilidade de André acertar no alvo é de 80%.
= A probabilidade de Bruno acertar no alvo é de 60%.

Se os eventos “André acerta no alvo” e “Bruno acerta no
alvo”, sdo independentes, qual é a probabilidade de o
alvo nao ser atingido?

A probabilidade de que o primeiro jogador forme um
par em sua primeira tentativa é

8% A
16% (B)
18%

30% C/
92% ®

WO

06| UEPB Urna academia de danga de saldo é formada por (E)
jovens com idade entre 14 e 26 anos, distribuidos por

faixa etdria conforme a tabela de distribuicdo de frequ- | pg| IBMEC Uma prova de Matematica contém oito ques-

ol Uk B Wk N

éncia que se segue. Um participante foi sorteado pela
academia para receber uma passagem aérea em viagem
internacional. A probabilidade de o sorteado ter idade
igual ou superior a 18 anos e inferior a 24 anos é:

Faixa de idade em anos | Frequéncia

14 — 16 20
16 — 18 60
18 » 20 40
20 — 22 24
22 — 24 20
24 — 26 16

Total 180

tOes, das quais quatro sdo consideradas dificeis. Cada
questdo tem quatro opgbes de resposta, das quais so-
mente uma é correta. Se uma pessoa marcar aleatoria-
mente uma opgdo em cada uma das questdes dificeis, é
correto afirmar que

() a probabilidade de errar todas as questdes dificeis
€ maior do que a probabilidade de acertar pelo me-
nos uma questao dificil.

a probabilidade de errar todas as questdes dificeis é
maior que 0,5.

a probabilidade de errar todas as questdes dificeis
esta entre 0,4 e 0,5.

a probabilidade de errar todas as questdes dificeis
estd entre 0,3 e 0,4.

@ 0 @® O

a probabilidade de errar todas as quest&es dificeis é
menor do que 0,3.
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09| ENEM Uma fabrica possui duas maquinas que produ- 1
zem o mesmo tipo de peca. Diariamente a maquina M A 5
produz 2.000 pegas e a maquina N produz 3.000 pegas. 1
Segundo o controle de qualidade da fabrica, sabe-se que (B} 4
60 pecas, das 2.000 produzidas pela maquina M, apre- )
sentam algum tipo de defeito, enquanto que 120 pegas, (C) 3
das 3.000 produzidas pela maquina N, também apresen-
tam defeitos. Um trabalhador da fabrica escolhe ao aca- D) 3
SO uma peca, e esta é defeituosa. >
Nessas condig¢Ges, qual a probabilidade de que a pega de- (E) &
feituosa escolhida tenha sido produzida pela maquina M? 4
0 3 12| INSPER Um pais possui 1.000.000 de eleitores, divididos
100 igualmente entre 10 estados. A tabela a seguir mostra o
(B) % resultado final da votacdo para a escolha do novo presi-
® 1 dente, quando todos os eleitores votaram.
3
® 3 Candidato | Percentual dos eleitores
; X 52%
® =
3 Y 25%
10| UFSJ Em uma gaveta, ha cinco pares distintos de meias, VA 20%
mas os dois pés de um dos pares estdo rasgados. Tiran-
do-se da gaveta um pé de meia por vez, ao acaso, a pro- Votos brancos e nulos 3%

babilidade de se retirarem dois pés de meia do mesmo

- q i Durante a votagdo, uma pessoa entrevistou 10 eleitores,
par, ndo rasgados, é

escolhidos aleatoriamente, para tentar prever o resul-

0 56 tado da eleicdo. A probabilidade de que o percentual
90 de eleitores dessa amostra que votaram no candidato Z

(B) % seja igual ao percentual de votos obtidos por esse candi-
31 dato na eleicdo é aproximadamente igual a

© 90 O (0,2)%.(0,8)% (ou seja, aproximadamente 1%)

9
© 10 ® (0,2)2+ (0,8)% (ou seja, aproximadamente 20%)

ENEM Rafael mora no Centro de uma cidade e decidiu se ® 45.(0,2)*.(0,8)° (ou seja, aproximadamente 30%)
mudar, por recomendac¢des médicas, para uma das regides: ® 90.(0,2)2.(0,8) (ou seja, aproximadamente 60%)
Rural, Comercial, Residencial Urbano ou Residencial Subur- 2.(0,2) +8.(0,8)

bano. A principal recomenda¢do médica foi com as tempe- (E} # (ou seja, aproximadamente 68%)
raturas das “ilhas de calor” da regidao, que deveriam ser infe-
riores a 31°C. Tais temperaturas sdo apresentadas no grafico: | 13| UFG Segundo uma pesquisa realizada no Brasil sobre a

11

PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA preferéncia de cor de carros, a cor prata domina a frota
°F oC de carros brasileiros, representando 31%, seguida pela
92 /Q\ Lo cor preta, com 25%, depois a cinza, com 16% e a bran-
gg) 7 AN ca, com 12%. Com base nestas informagdes, tomando
89 ‘_0// \\ [ um carro ao acaso, dentre todos os carros brasileiros de
gg' 7 \ 7\ 31 uma dessas quatro cores citadas, qual a probabilidade
86 / Ao N\ 30 de ele nio ser cinza?

85 -*()—j SO 4
M © 5
llI—llH ila ala aps alam 4
Rural Comercial CENTRO Residencial Residencial @ 17
Urbano Suburbano

® 17

Fonte: EPA 25
Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regides ® %
para morar, a probabilidade de ele escolher uma regido 17
que seja adequada as recomendagdes médicas é: (E 1
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14| ENEM Um experimento foi conduzido com o objetivo de
avaliar o poder germinativo de duas culturas de cebola,

15| UFMG Dois jovens partiram do acampamento em que
estavam em direcdo a Cachoeira Grande e a Cachoeira

conforme a tabela. Pequena, localizadas na regido, seguindo a trilha indica-

Germinagao de sementes de duas da neste esquema:

culturas de cebola Cachoeira Grande

Germinagao
Culturas ] N&o TOTAL
Germinaram '
cerminaram Cachoeira Pequena
A 392 8 400
B 381 19 400
TOTAL 773 27 800 Acampamento

BUSSAB, W. O; MORETIN, L. G. Estatistica para as ciéncias agrarias e biolégicas (adaptado). Em cada beU rcagéo encontrada na trllha eleS ESCOIhiam
’ ’

com igual probabilidade, qualquer um dos caminhos e
seguiam adiante.

Desejando-se fazer uma avaliagdo do poder germinativo
de uma das culturas de cebola, uma amostra foi retirada
ao acaso. Sabendo-se que a amostra escolhida germi-
nou, a probabilidade de essa amostra pertencer a Cultu-
raAéde

Entdo, é correto afirmar que a probabilidade de eles
chegarem a Cachoeira Pequena é:

8
AN ()
19
27
381
773

392
773

392
800

D Aw W N[

(B)
®
®

@ © @ ©

ESTATISTICA

A Estatistica € um ramo da Matematica estruturada a partir de um conjunto de métodos que visam coletar, organizar, apre-
sentar, analisar e interpretar dados relacionados a algum fato (ou acontecimento), com objetivo de compreender a realidade
especifica desses dados para uma futura tomada da decisao.

VARIAVEIS ESTATISTICAS

Quando o IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica) realiza os chamados censos, busca obter informagdes a
respeito do perfil da populagdo brasileira. S3o analisados dados como: idade, sexo, grau de instrugdo, faixa de renda, etc. Na
Estatistica, esses itens sdo chamados de varidveis. Essas varidveis podem ser qualitativas ou quantitativas.

Variaveis qualitativas sdo aquelas que ndo sdo expressas por nimeros, ou seja, sdo expressas por seus atributos (ou qua-
lidades).

Varidveis quantitativas: sdo aquelas que sdo expressas por numeros.

Variaveis discretas sdo aquelas que normalmente sdo resultado de contagens. Portanto, podem assumir somente valores
inteiros ndo negativos.

Variaveis continuas sdo aquelas que normalmente sdo resultado da medicdo com auxilio de algum tipo de aparelho. Por-
tanto, podem assumir qualquer valor real.

POPULACAO E AMOSTRA

A populagdo (ou universo estatistico) é o conjunto formado por todos os elementos que podem oferecer dados importan-
tes ao assunto (ou pesquisa) em questdo. Cada elemento da populagdo estudada é chamado unidade estatistica.
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AMPLITUDE DE UMA AMOSTRA

A amplitude de uma amostra é dada pela diferenga entre o maior e menor nimero dessa amostra.

DADOS BRUTOS E ROL

Dados brutos se caracterizam por uma sequéncia numérica de dados obtida a partir de um levantamento estatistico sem
qualquer preocupac¢do quanto a sua ordenac¢do. Ordenando os dados brutos, ou seja, expressando-os em ordem crescente ou
decrescente obtemos um rol.

TABELAS DE DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS

Apds obtermos os dados de um levantamento estatistico convém organiza-los para facilitar a visualizacdo e os calculos
das medidas estatisticas. Para isso podemos utilizar as chamadas tabelas de distribui¢cdo de frequéncias em que os elementos
dessas tabelas sdo separados em classes. Suas colunas sdo constituidas pelas frequéncias absolutas e frequéncias relativas de
cada um os valores observados na populagdo (ou amostra).

=  Frequéncia absoluta (F); A frequéncia absoluta (F) de um valor é a quantidade de vezes que se observa esse valor em
determinada populagdo (ou amostra).

=  Frequéncia relativa (f): A frequéncia relativa (f) de um valor é dada pela razdo entre sua frequéncia absoluta e a
frequéncia absoluta total. Normalmente a frequéncia relativa é dada em porcentagem.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
MEDIA ARITMETICA

A média aritmética dos n nimeros x,, X,,X,, ... X, indicada por X, é dada por:

X1+ X2t x3+...+ Xn
n

;:

Utilizando o somatdrio, a média aritmética dos n nimeros x,, X,, ... X, € dada por:

™M=

;:

Xi
i=1N

MEDIANA
A mediana dos n nimeros ordenados (rol) x,, X,, X,, ..., X, indicada por M, temos que:

= Se o numero n de termos for impar, a mediana é o termo central dos nimeros ordenados.

= Se o numero n de termos for par, a mediana é a média aritmética dos dois termos centrais dos nimeros ordenados.

MODA

A moda dos n nimeros x,, X,,X,, ... X, indicada por Mo, é o termo (ou os termos) com a maior frequéncia absoluta.

MEDIDAS DE DISPERSAO
VARIANCIA

A variancia é uma medida que indica a dispersdo (ou afastamento) dos elementos de um conjunto de dados em relagdo a
média. E definida como sendo a média aritmética dos quadrados dos desvios (diferengas) de cada um dos elementos em rela-
¢do a média. Assim, a variancia dos n numeros x,, X,,X,, ... X, indicada por 0?2, é dada por:

2 0= XP+ (= X+ (xa = XP + o (xa = %)
o n
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DESVIO PADRAO

O desvio padrdo, indicado por O, € a raiz quadrada da variancia.

OBSERVACAO:

Outra medida de dispersdo é o desvio médio que é definido pela média aritmética dos médulos dos desvios (diferencas) de
cada um dos elementos em relagdo a média. Assim, o desvio médio dos n nimeros x, X,,X,, ... X, indicada por d_, € dada

por:

[ X1 =X |+ x2— x|+ x3—x|+... +| % — X

dm =

n

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Os dados seguintes se referem a 20 observagées dos in-
dices pluviométricos, em mm, de uma cidade do estado.

144 | 147 | 142 | 144 | 142 | 147 | 142 | 141 | 146 | 147

141 | 141 | 142 | 146 | 142 | 145 | 141 | 144 | 143 | 144

Construa uma tabela de classes unitdrias com a distribuigdo
das frequéncias absolutas e relativas (em porcentagem).

Resolugao:

e 17 anos. Se uma pessoa de 12 anos se juntar ao grupo,
0 que acontecera com a média de idade do grupo?

Resolugao:

=  Média entre as idades 10, 13, 15 e 17 anos:

—_10+13+15+17 _ 55
L= 4 4

=13,75

Meédia entre as idades 10, 12, 13, 15 e 17 anos:

- 10+12+13+15+17 _ 67
N 5

Portanto, a média diminui de 13, 75 para 13,40.

= 13,40

03| Atabela a seguir mostra os saldrios dos funcionarios, em
ddlares, de uma empresa:

Quantidade de
funcionarios

Salarios em

dolares

indices Frequéncias Frequéncias 1.000,00 15
Pluviométricos absolutas (F) relativas (f)
1.200,00 10
4 _ 50
s = 20 — 20% 1.500,00 11
142 5 % =25% 1.800,00 8
143 1 % ~ 5y 2.000,00 6
2 Determine:
55 = 20%
144 4 20 ° O 0 salario médio.
145 1 % = 5% ( 0 salario mediano.
2 ® 0 salario modal.
146 2 20 — 10%
Resolugao:
147 3 % = 15% O 0 saldrio médio é dado pela média ponderada dos
valores da tabela, ou seja:
Total YF=120 Zf =100% —_ 151000+ 10-1200+ 11 - 1500 + 8 - 1800 + 6 - 2000
15+10+11+8+6
<= 69.900 _ 500
02| Um grupo de pessoas apresenta as idades de 10, 13, 15 x 50 ‘

® O saldrio mediano é dado pelo termo central dos sa-

Idrios dispostos em ordem crescente ou decrescente.
Assim, temos que:

A quantidade total de funciondrios é dada por 15 +
10+ 11+ 8+ 6 =50. Como a quantidade de termos
é par, o saldrio mediano é a média dos dois termos
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®

centrais do rol dos saldrios, ou seja, entre o 25° e o
26°9 saldrios. Colocando os saldrios em ordem cres-
cente, temos:

1.000, ...,1.000,1.200, ...,1.200,1.500, ..., 1.500,
15 10 11

1.800,...,1.800, 2.000, ...,2.000
8 6

Logo, o saldrio mediano é dada por:

_ 1.200 + 1.500

Md 2 = 1.350

O saldrio modal é aquele que se apresenta com a
maior frequéncia. Logo o saldrio modal é Mo = 1.000.

04| As alunas Ana e Bia se candidataram para fazer parte da
comissdo de formatura do 32 ano da escola que estudam.
A tabela a seguir mostra o nimero de votos que elas rece-
beram em cada uma das seis turmas de 32 ano.

Ana 12 15 12 16 14 15

Bia 12 11 18 9 19 15

Nessas condicdes, calcule:

(A

(B)

A variancia e o desvio padrdo do numero de votos
de cada uma das alunas.

Qual das duas alunas é mais regular quanto ao nu-
mero de votos recebidos?

Resolugao:

A

Calculando a média dos votos de cada uma delas,
temos:

Para Ana:

—_12+15+12+16+14+15 _ 84 _
o 6 6 1
Para Bia:

—_ 12+11+18+9+19+15 _ 84 _
= 6 =% - 14

Calculando a varidncia do numero de votos de cada
uma delas, temos:

Para Ana:

2 (12-14Y +(15- 147 +(12- 14) +(16 - 14) +(14- 14) +(15- 147

K= 6
2 _14_7
0= 6 _3
Para Bia:

2 (12-14Y +(11- 147 +(18- 14 +(9- 147 +(19- 14) +(15- 147
a 6
2 _80_40
0F=%6 =3
Calculando o desvio padréo do numero de votos de
cada uma delas, temos:

Para Ana:

Ok = \/% ~ 1,53
Para Bia:

OF = % == 5,65

Analisando os resultados obtidos, observa-se que o
desvio padrdo das quantidades de votos recebidos por
Ana é menor que o desvio padrdo das quantidades
de votos recebidos por Bia. Logo, Ana é mais regular
quanto ao numero de votos recebidos.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| UFJF A editora de uma revista de moda resolveu fazer
uma pesquisa sobre a idade de suas leitoras. Para isso
selecionou, aleatoriamente, uma amostra de 25 leitoras.
As idades que constaram da amostra foram:

19,
22,

20, 21, 20, 19, 20, 19, 20, 21, 21, 21, 22, 20, 21, 22,
23,19, 20, 21, 21, 23, 20, 21, 19

Considerando as informacGes dadas, faca o que se pede:

A

Foi escrita uma reportagem dirigida a leitoras
de 21 anos. Considerando que a pesquisa admi-
te uma margem de erro de 2% para mais e para
menos, determine quantas leitoras dessa idade
leram a matéria, sabendo-se que foram vendidas
3.500 revistas?

(® Complete a tabela de frequéncias absoluta (F) e re-

lativa (f) a partir dos dados acima:

ET [ ‘ F ‘ (%)

Total
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02| UFG Um estudante encontrou um fragmento de jornal
que apresentava o resultado da votagdo na UNESCO so-
bre a admissdo da Palestina como Estado-membro. Po-
rém, as quantidades de abstencdes e de votos contrarios
estavam ilegiveis, como indica a figura abaixo.

A favor Abstencgdo

Total de votantes

173

Contra

FOLHA DE S. PAULO, Sdo Paulo, 12 nov. 2.011. [Adaptado].

Curioso para saber quantos paises votaram contra e
observando que se trata de um grafico de setores, o es-
tudante mediu com um transferidor o angulo do setor
circular correspondente aos votos contrarios e obteve,
aproximadamente, 29°. Com base nesta informacgado,
determine o nimero de paises que votaram contra a
admissao da Palestina na UNESCO.

03| UNICAMP O grafico a seguir mostra o total de acidentes
de transito na cidade de Campinas e o total de aciden-
tes sem vitimas, por 10.000 veiculos, no periodo entre
1.997 e 2.003. Sabe-se que a frota da cidade de Campi-
nas era composta por 500.000 veiculos em 2.003 e era
4% menor em 2.002.

600

g 2y

3 500l — 486

‘S 426

> 4004

S 404 401 334

g 300 350 296
S R S
> 274

$ 200 245
2

c

U

T

Q

<

1004 —e— Total de acidentes
—e— Acidentes sem vitimas

0

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 Ano

Adaptado de: Sumario Estatistico da Circulagdo em Campinas 2.002-2.003. Campinas,
EMDEC, 2.004, p. 12.

() Calcule o nimero total de acidentes de transito
ocorridos em Campinas em 2.003.

() Calcule o nimero de acidentes com vitimas ocorri-
dos em Campinas em 2.002.

04| Um jogador de futebol controlou a bola com os pés sem
derruba-la, conseguindo os seguintes numeros de vezes:

1234316 26|49 |15 |58 |68 |71 71|

Assim, para esses dados, determine:
@ Aamplitude

(O A média aritmética

® A mediana

® Amoda

05| UEG As notas dos alunos de um curso de inglés estdo
registradas na seguinte tabela de frequéncias:

Notas | Numeros de Alunos
7 7
8 5
9 9
10 11

Apresentando os calculos, determine:

0O amédia.
® amediana.

06| UFF Cada um dos 60 alunos da turma A obteve, na ava-
liacdo de um trabalho, nota 5 ou nota 10. A média arit-
mética dessas notas foi 6. Determine quantos alunos
obtiveram nota 5 e quantos obtiveram nota 10.

07| FUVEST O ndamero de gols marcados nos 6 jogos da pri-
meira rodada de um campeonato de futebol foi 5, 3, 1,
4,0 e 2. Na segunda rodada, serdo realizados mais 5 jo-
gos. Qual deve ser o niumero total de gols marcados nes-
sa rodada para que a média de gols, nas duas rodadas,
seja 20% superior a média obtida na primeira rodada?

08| As alturas de cinco jogadores de um time de voélei sdo,
em centimetros, dadas por 195, 198, 201, 192 e 204.
Nessas condigdes, determine:

0 A altura média.

(® Avariancia e o desvio padrio das alturas.

09| UNICAMP Para um conjunto X = {x,, X,, X3, X,} a média

e — - — + X2 + x3+
aritmética de X é definida por x = w

eava-
ridncia de X é definida por V = %[(Xl =Xl + ...+ (xa—x%)].
Dado o conjunto X=1{2, 5, 8, 9}, pede-se:

() Calcular a média aritmética de X.
® Calcular a variancia de X.

® Quais elementos de X pertencem ao intervalo

[x—VV;x+y/V].
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Existem hoje, no Brasil, cerca de 2 milhGes de Utilizando um novo critério, essa banca avaliadora re-
pessoas que sofrem de epilepsia. Ha diversos meios de solveu descartar a maior e a menor notas atribuidas ao
tratamento para a doenga, como indicado no grafico: professor.
A doenga em niimeros A nova média, em relagdo 8 média anterior, é:

2 milhGes de brasileiros sofrem de epilepsia .
@ 0,25 ponto maior

S6 encontram
remissdo com a
implantagdo de

eletrodos no

cérebro, de modo a
normalizar os

impulsos elétricos

entre os neurdnios

6%

Ndo conseguem se .
livrar das crises ‘3 ]_,00 ponto maior
os tratamentos

disponiveis apenas

minimizam os (C 1,00 ponto menor
sintomas da

dcgen;ga (D) 1,25 ponto maior
(]

® 2,00 pontos menor

Conseguem se
recuperar como

© H 3 uso de . A q ;.
ucrﬁrrgsizrpg;?gaasa medicamentos 03| ENEM Cinco empresas de géneros alimenticios encon-
retirada da porgdo 70% N 2§ q q
doente do cérebra ° tram-se a venda. Um empresdrio, almejando ampliar
5% 0s seus investimentos, deseja comprar uma dessas em-
presas. Para escolher qual delas ird comprar, analisa o
Considere um estado do Brasil, onde 400.000 pessoas lucro (em milhdes de reais) de cada uma delas, em fun-
sofrem de epilepsia. Nesse caso, o numero de pessoas cdo de seus tempos (em anos) de existéncia, decidindo
que conseguem se recuperar com o uso de medicamen- comprar a empresa que apresente o maior lucro médio
tos, ou se curar a partir da cirurgia para retirada da por- anual. O quadro apresenta o lucro (em milhdes de reais)
¢do doente do cérebro, & aproximadamente: acumulado ao longo do tempo (em anos) de existéncia
O 42.000 de cada empresa.
® 60.000 Lucro
Empresa (em milhGes de Tempo
® 220.000 ‘ : (em anos)
reais)
® 280.000 . 2 30
( 340.000
G 24 2,0
02| ENEM As notas de um professor que participou de um H 25 25
- . ’
processo seletivo, em que a banca avaliadora era com-
posta por cinco membros, sdo apresentadas no grafico. M 15 1,5
Sabe-se que cada membro da banca atribui duas notas b 9 15
ao professor, uma relativa aos conhecimentos especi- !

ficos da area de atuagdo e outra, aos conhecimentos O empresario decidiu comprar a empresa:
pedagdgicos, e que a média final do professor foi dada

pela média aritmética de todas as notas atribuidas pela o
banca avaliadora. O G
Notas (em pontos) ® H

20
18 ® ™M
16 Qr
14
12 m Conhecimentos 04| ENEM Nos ultimos anos, a frota de veiculos no Brasil
4y especificos tem crescido de forma acentuada. Observando o grafi-
8 W Sophecimentos co, é possivel verificar a variagdo do nimero de veiculos
Z (carros, motocicletas e caminhdes), no periodo de 2.000
5 a 2.010. Projeta-se que a taxa de crescimento relativo
0 no periodo de 2.000 a 2.010 mantenha-se para década

Avaliador A Avaliador B Avaliador C  Avaliador D Avaliador E Seguinte.
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Evolugdo do total da frota na década @ 17°C,17°Ce 13,5°C
L - O 17°C, 18°Ce 13,5°C
60 T S A A RO g
s 3 ¢ b of 3 3 Ley 3 g ® 17°C,13,5°Ce 18°C
40 R TR I e S S
T T T T T ® 17°C,18°Ce 21,5°C
0mithBes | 14 b1 b
zof SOMBest f 4 bbb O 17°C, 13,5°Ce 21,5°C
A
v S : &: &: &: 3 : @: Qb: S : Q‘b: @: Q: 06| ENEM O indice de eficiéncia utilizado por um produtor
>
S R de leite para qualificar suas vacas é dado pelo produto

do tempo de lactagdo (em dias) pela producdo média
didria de leite (em kg), dividido pelo intervalo entre
79,2 milhdes partos (em meses). Para esse produtor, a vaca é qua-
102,0 milhdes lificada como eficiente quando esse indice é, no mini-
mo, 281 quilogramas por més, mantendo sempre as
mesmas condi¢des de manejo (alimentag¢do, vacinagdo
138,0 milhdes e outros). Na comparagdo de duas ou mais vacas, a
mais eficiente é a que tem maior indice.

Qual serd o numero de veiculos no ano de 2.020?

132,0 milhoes

@ 0@ QO

145,2 milhoes
A tabela apresenta os dados coletados de cinco vacas:

05| ENEM Uma equipe de especialistas do centro meteoro-
l6gico de uma cidade mediu a temperatura do ambien- DADOS RELATIVOS A PRODUCAO DE VACAS
te, sempre no mesmo horario, durante 15 dias interca-
lados, a partir do primeiro dia de um més. Esse tipo de Tempo Producio Intervalo
procedimento é frequente, uma vez que os dados cole- de Gt e e entre
tados servem de referéncia para estudos e verificagdo lactacio de leite partos
de tendéncias climaticas ao longo dos meses e anos. As (em dias) (em kg) (em
medi¢des ocorridas nesse periodo estdo indicadas no meses)
quadro: Malhada | 360 12,0 15
Dia do més | Temperatura (em °C) Mamona 310 11,0 12
1 15,5 Maravilha | 260 14,0 12
3 14
Mateira 310 13,0 13
5 13,5
Mimosa 270 12,0 11
7 18
9 19,5 Apds a andlise dos dados, o produtor avaliou que a vaca
11 20 mais eficiente é a:
13 13,5 ) Malhada
15 13,5 ® Mamona
17 18
® Maravilha
19 20
Mateira
21 18,5 ©
23 13,5 @ Mimosa
25 21,5 07| ENEM Uma dona de casa vai ao supermercado fazer a
27 20 compra mensal. Ao concluir a compra, observa que ain-
da lhe restaram RS 88,00. Seus gastos foram distribuidos
29 16 .
conforme mostra o grafico. As porcentagens apresen-
Em relagdo a temperatura, os valores da média, media- tadas no grafico sdo referentes ao valor total, em reais,
na e moda s3o, respectivamente, iguais a: reservado para a compra mensal.
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85 09| ENEM O grafico apresenta o comportamento de empre-
go formal surgido, segundo o CAGED, no periodo de ja-
neiro de 2.010 a outubro de 2.010.

BRASIL - Comportamento do Emprego Formal
no periodo de janeiro a outubro de 2010 - CAGED

400.000 2m
o 298.041 290.415
300.000 255.415 3 246.875

12.95;
200.000 181.419

"4
200.425 04.804
100.000 / LD

Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Out
2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010 2010

% gasta em cada tipo de produto

Carnese Produtode Frutase Massase
embutidos limpeza  verduras enlatados

) Com base no grafico, o valor da parte inteira da mediana
Tipo de produto

dos empregos formais surgidos no periodo é:

Qual o valor total, em reais, reservado por essa dona de 0O 212952
casa para a compra mensal? ® 229913
O 106,30 ® 240621
® 170,40 (® 255.496
® 412,00 3 298.041

(® 500,00 10| FGV Um conjunto de dados numéricos tem variancia
igual a zero. Podemos concluir que:

3 588,00 . .
0 amédia também vale zero.

08| ENEM Foi realizado um levantamento nos 200 hotéis de (® amediana também vale zero.

uma C|da.dief no qual foram anotadcis os valores, em re- T Atk i R s,

ais, das didrias para um quarto padrao de casal e a quan- _

tidade de hotéis para cada valor da diaria. Os valores das ® o desvio padrédo também vale zero.

didrias foram: A = R$ 200,00; B = R$ 300,00; C = R$ (@ todos os valores desse conjunto s3o iguais a zero.

400,00 e D = RS 600,00. No grafico, as areas represen-
tam as quantidades de hotéis pesquisados, em porcen- | 11| UFRGS Os resultados de uma pesquisa de opinido foram
tagem, para cada valor da didria. divulgados utilizando um grafico de setores circulares,
como o representado na figura a seguir.

25%

40% A

10%

25%

O valor mediano da diaria, em reais, para o quarto pa-

o ) ) Ao setor a estao associadas 35% das respostas, ao setor
drdo de casal nessa cidade, é:

b, 270 respostas e, aos setores ¢ e d, um mesmo numero

@ 300,00 de respostas. Esse nimero é:
45
® 345,00 A/
® 9%
® 350,00
® 180
® 375,00 ® 150
3 400,00 @ 900
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12|

13

14|

ENEM Uma enquete, realizada em margo de 2.010, per-
guntava aos internautas se eles acreditavam que as ati-
vidades humanas provocam o aquecimento global. Eram
trés alternativas possiveis e 279 internautas responde-
ram a enquete, como mostra o grafico.

80%

67%
60%

40%
25%

NAO

20%

8%
.
NAO SEI AVALIAR

0%

SIM

Analisando os dados do gréfico, quantos internautas res-
ponderam ““Ndo’’ a enquete?
Menos de 23.

Mais de 23 e menos de 25.

Mais de 50 e menos de 75.

© @O

Mais de 100 e menos de 190.

® Mais de 200.

ENEM O grafico apresenta a quantidade de gols marca-
dos pelos artilheiros das Copas do Mundo desde a Copa
de 1.930 até a de 2.006.

Quantidade de Gols dos Artilheiros

das Copas do Mundo
Gols 14
*
12
*
10 -
* *

8 X

* *
al— 2 s

* *

4 .
2
0
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Ano

A partir dos dados apresentados, qual a mediana das
qguantidades de gols marcados pelos artilheiros das Co-
pas do Mundo?

6 gols
6,5 gols
7gols

© @ ©@ ©

7,3 gols

O 8,5gols

ENEM O quadro seguinte mostra o desempenho de um
time de futebol no ultimo campeonato. A coluna da es-
querda mostra o numero de gols marcados e a coluna da

15

direita informa em quantos jogos o time marcou aquele
numero de gols.

Gols marcados | Quantidade de partidas

0 5
1 3
2 4
3 8
4 2
5 2
7 1

Se X, Y e Z sdo, respectivamente, a média, a mediana e a
moda desta distribuicdo, entdo:

X=Y<Z
Z<X=Y
Y<Z<X
Z<X<Y

@ O@ QO

Z<Y<X

ENEM Em uma corrida de regularidade, a equipe cam-
pead é aquela em que o tempo dos participantes mais se
aproxima do tempo fornecido pelos organizadores em
cada etapa. Um campeonato foi organizado em 5 eta-
pas, e o tempo médio de prova indicado pelos organi-
zadores foi de 45 minutos por prova. No quadro, estdo
representados os dados estatisticos das cinco equipes
mais bem classificadas

Dados estatisticos das equipes mais bem classificadas
(em minutos)

Equipes | Média | Moda | Desvio Padrao

Equipe | 45 40 5
Equipe Il 45 41 4
Equipe Il 45 44 1
Equipe IV 45 44 3
Equipe V 45 47 2

Utilizando os dados estatisticos do quadro, a campea foi
a equipe:

(A I
(B I
® 1
(DI
(E IV
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16| UFU Uma pesquisa com 27 criangas, realizada por psico-
logos em um ambiente hospitalar, avalia a redugdo dos
custos hospitalares mensais individuais em fung¢do do
bem-estar emocional promovido pela vivéncia de ativi-
dades artisticas.

Redugao do Custo Mensal Numero de
(por crianga) em reais criangas

700,00 8

900,00 5
1.400,00 1
2.000,00 7
2.400,00 5
3.000,00 1

Com base nos dados descritos na tabela, a soma da mé-
dia aritmética e da mediana correspondente a distribui-
¢do de reducdo dos custos mencionada é igual a:

O 2.900
O 3.400
® 3.200
® 3.700

17

FUVEST Num determinado pais a populagdo feminina
representa 51% da populagdo total. Sabendo-se que a
idade média (média aritmética das idades) da populacdo
feminina é de 38 anos e a da masculina é de 36 anos.
Qual a idade média da populagdo?

37,02 anos
37,00 anos
37,20 anos
36,60 anos
37,05 anos

@00

18| ENEM Na tabela, sdo apresentados dados da cotagdo
mensal do ovo extra branco vendido no atacado, em
Brasilia, em reais, por caixa de 30 duzias de ovos, em
alguns meses dos anos 2.007 e 2.008.

Més | Cotagdo | Ano
Outubro RS 83,00 | 2.007
Novembro RS 73,10 | 2.007
Dezembro R$ 81,60 | 2.007
Janeiro RS 82,00 | 2.008
Fevereiro RS 85,30 | 2.008
Margo RS 84,00 | 2.008
Abril RS 84,60 | 2.008

De acordo com esses dados, o valor da mediana das co-

tagGes mensais do ovo extra branco nesse periodo era
igual a:

@ R$73,10
® R$81,50
® RS 82,00
® R$ 83,00
® RS$85,30

19| ENEM Cinco equipes A, B, C, D e E disputaram uma pro-
va de gincana na qual as pontuacgdes recebidas podiam
ser 0, 1, 2 ou 3. A média das cinco equipes foi de 2 pon-
tos. As notas das equipes foram colocadas no grafico a

seguir, entretanto, esqueceram de representar as notas
da equipe D e da equipe E.

Pontuagdo da gincana

3
2
1 E Mo N
n n
0 T T T T 1
A B C D E

Mesmo sem aparecer as notas das equipes D e E, pode-se
concluir que os valores da moda e da mediana sdo, res-
pectivamente:

1,5e2,0

2,0e1,5

2,0e2,0

2,0e3,0

3,0e2,0

QOO

20

ENEM Suponha que a etapa final de uma gincana escolar
consista em um desafio de conhecimentos. Cada equipe
escolheria 10 alunos para realizar uma prova objetiva, e
a pontuacado da equipe seria dada pela mediana das no-
tas obtidas pelos alunos. As provas valiam, no maximo,
10 pontos cada. Ao final, a vencedora foi a equipe Ome-
ga, com 7,8 pontos, seguida pela equipe Delta, com 7,6
pontos. Um dos alunos da equipe Gama, a qual ficou na
terceira e ultima colocagdo, ndo pode comparecer, ten-
do recebido nota zero na prova. As notas obtidas pelos
10 alunos da equipe Gama foram 10; 6,5; 8; 10; 7; 6,5;
7; 8; 6; 0. Se o aluno da equipe Gama que faltou tivesse
comparecido, essa equipe:

teria a pontuacdo igual a 6,5 se ele obtivesse nota 0.
seria a vencedora se ele obtivesse nota 10.
seria a segunda colocada se ele obtivesse nota 8.

permaneceria na terceira posi¢cdo, independente-
mente da nota obtida pelo aluno.

@ 0@

empataria com a equipe Omega na primeira coloca-

¢do se o aluno obtivesse nota 9.
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21| ENEM A tabela apresenta os registros de ocorréncia
de acidentes de trabalho por categorias econémicas no
Brasil, no més de julho de 2001:

Afastamentos por acidentes de trabalho por

atividades econ6mica — julho de 2001

(em valores aproximados)

. Afastamentos
Atividades | Quanidade por
Econdmicas s Acidente de
Trabalho
Agropecuariae | 4 41, 609 8.000
extrativismo
Industria leve 2.031.000 24.000
IndUstria pesada 2.455.000 33.000
Construcdo civil 1.105.000 14.000
Comércio 4.,097.000 24.000
Servigos 6.241.000 34.000
Transportes 1.278.000 13.000
Crédito 524.000 6.000
Administragdo 1.138.000 2.000
publica
N3o classificado 33.000 30
Total 20.316.000 158.030
Fonte: MINISTERIO DA EDUCAGAOQ. Caderno de teoria e pratica 2 — TP2: matematica na
alimentagdo e nos impostos. Brasilia, 2008 (adaptado).

Considerando os dados dispostos na tabela, uma pessoa
qgue pretende ingressar no mercado de trabalho decide
pela ocupagdo de menor grau de risco de acidente de
trabalho. Sabendo que o grau de risco é a probabilidade
de ocorréncia de acidentes de trabalho em categorias de
atividade econdmica, sua opg¢do é se empregar na ativi-
dade econ6mica

() crédito, pois representa risco aproximado de aci-
dente de trabalho igual a 1,15%.

crédito, pois representa risco aproximado de aci-
dente de trabalho igual a 2,58%.

crédito, pois apresenta o menor registro de quanti-
dade de empregados.

administragdo publica, pois representa risco aproxi-
mado de acidente de trabalho igual a 0,18%.

@ © @© o

administragdo publica, pois apresenta o menor re-
gistro de afastamento por acidente de trabalho.

22| ENEM
Quando a propaganda é decisiva na troca de marcas

Todo supermercadista sabe que, quando um produto estd
na midia, a procura pelos consumidores aumenta. Mas, em
algumas categorias, a influéncia da propaganda é maior, de
acordo com pesquisa feita com 400 pessoas pela consulto-
ria YYY e com exclusividade para o supermercado XXX.

O levantamento mostrou que, mesmo nao sendo a razao
o fator mais apontado para trocar de marca, ndo se pode
ignorar a forca das campanhas publicitdrias. Em algumas
categorias, um tergo dos respondentes atribuem a mu-
danga a publicidade. Para Nicanor Guerreiro, a propagan-
da estabelece uma relagdo mais “emocional” da marca
com o publico. “Todos sentimos necessidade de consumir
produtos que sejam ‘aceitos’ pelas outras pessoas. Por
isso, a comunicag¢do faz o papel de endosso das marcas”,
afirma. O executivo ressalta, no entanto, que nada disso
adianta se o produto ndo cumprir as promessas transmiti-
das nas agGes de comunicagdo. Um dos objetivos da pro-
paganda é tornar o produto aspiracional, despertando o
desejo de experimenta-lo. O que o consumidor deseja é o
que a loja vende. E é isso o que o supermercadista precisa
ter sempre em mente. Veja o gréfico:

Categorias em que a influéncia da propaganda na troca
de marcas atinge mais de 20% dos consumidores
Creme dental I 31%
Biscoito I 29%
Margarina [ 29%
Bebida energética I 27%
Condicionador [ 26%
Shampoo [ 26%
Sabonete I 26%
Prato congelado [ 21%
Achocolatado liquido T 21%

Disponivel em: www.riovermelho.net. Acesso em: 3 mar. 2012 (adaptado)

De acordo com o texto e com as informacgdes fornecidas
pelo grafico, para aumentar as vendas de produtos, é
necessario que

() a campanha seja centrada em produtos alimenti-
cios, a fim de aumentar o percentual de troca atual
gue se apresenta como o mais baixo.

(® a preferéncia de um produto ocorra por influéncia
da propaganda devido a necessidade emocional das
marcas.

(® a propaganda influencie na troca de marca e que o
consumidor valorize a qualidade do produto.

(® os produtos mais vendidos pelo comércio ndo sejam
divulgados para o publico como tal.

® as marcas de qualidade inferior constituam o foco
da publicidade por serem mais econémicas.




PORCENTAGEM

Desde 1955 a industria brasileira ndo tinha uma participagdo tdo baixa no PIB (Produto Interno Bruto) do pais. S6 entre
2004 e 2012, a porcentagem foi de 19,2% para 13,3% — uma perda total de 30,8%. As conclusdes sdo parte do estudo “Por que
reindustrializar o Brasil?”, divulgado pela Fiesp (Federagdo das Industrias do Estado de Sdo Paulo).

http://exame.abril.com.br/economia/noticias/importancia-da-industria-para-o-pib-cai-a-niveis-dos-anos-50 (Adaptado).

Acesso em 01.02.2015

E extremamente frequente o uso de expressdes como as apresentadas no texto acima. O uso das porcentagens esta nas
revistas, nos jornais, na bolsa de valores, nas vitrines das lojas e em qualquer negociagao, seja nas relagées de mercados inter-
nacionais ou na feira mais préxima de onde moramos. As porcentagens sdo aplicadas em acréscimos ou decréscimos de precos,
numeros ou quantidades, sempre tomando por base 100 unidades. Vejamos o seu significado:

Informacgao | Significado

Para cada RS 100,00 houve um aumento de

. o o
0O aumento dos combustiveis foi de 8%. RS 8,00.

Algumas mercadorias importadas da China | Para cada RS 100,00 foi dado um desconto de
receberam desconto de 15%. RS 15,00.

DEFINICAO

A palavra porcentagem (ou percentagem) deriva do latim per centum, que significa “por cento”, “a cada centena”. Da-se o
nome de porcentagem a toda fracdo cujo denominador é 100.

RAZAO CENTESIMAL

Toda razdo que tem para o consequente (denominador) o nimero 100 denomina-se razao centesimal. Exemplos:

6 21 345
100’ 100’ 100

Podemos representar uma razao centesimal de outras formas:

% = 0,03 = 3% (Lé-se 3 por cento)

21?)'05 =0,275 = 27,5 % (Lé-se 27,5 por cento)

% =1,23 =123% (Lé-se 123 por cento)

As expressdes 3%, 27,5% e 123% sdo chamadas de taxas centesimais ou taxas percentuais.

Observagoes:

Uma razdo % (b # 0) pode também ser escrita na forma %. Sdo exemplos:

3 =050= 7% =50%

T =025= 25 =25%

§=0125= 1120'05 =12,5%

oy =0225= 28 = 285 _ 5

Quando a taxa de porcentagem é muito pequena, podemos adotar uma taxa por mil. A expressdo de um nimero por mil é
uma maneira de o expressar como uma fragdo de denominador 1.000, ou como a décima parte de 1%. Utilizamos o simbolo %.o.
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CONCEITOS E ESCLARECIMENTOS IMPORTANTES

=  Principal
E o niimero sobre o qual se deve calcular a porcentagem.

= Taxa
E 0 nimero que mostra quantas unidades se tém de tomar em cada 100 (denominador da razdo).
Exemplo:
Calcule 20% de 150 kg.
150 kg — Principal
20% — Taxa

30 kg — Resultado — Porcentagem

=  Taxa unitdria # Taxa percentual
Taxa unitaria: € um numero real (fracdo irredutivel);

Taxa percentual: pode ser centesimal (%) ou milesimal (%.o).

OPERACOES COM PORCENTAGENS

As porcentagens podem ser submetidas a todas as operagGes aritméticas basicas. Dentre elas convém comentarmos sobre
a potenciagdo e a radiciagao, operagdes que necessitam de cuidados. Vejamos:

o2 _(10V (12 1

(10%) = (105) =(15) = 100 = 1%
V25% = /35 = 5 = 0,50 = 50%

FORMULA DE PORCENTAGEM

Podemos obter uma maneira de se calcular qualquer porcentagem através de uma regra de trés simples. Vejamos:

Imagine que uma determinada unidade monetdria estd aplicada a uma taxa de i%. Determine o rendimento de “P” unida-
des monetarias.

Unidades Monetarias | Taxa
1 i
P X

Note que as grandezas sdo diretamente proporcionais. Assim, teremos:

1

P~ x
X=1i%.P
Exemplo de aplicagao:
Calcular 15% de RS 420,00.

11050‘ X R$ 420,00 = 0,15 x RS 420 = RS 63,00.

PORCENTAGEM DE UM NUMERO EM RELACAO A OUTRO

~_a
Sendo a < b podemos encontrar a razdo - Observe o exemplo:

Dos 30 alunos de uma sala, 24 estdo presentes. Qual é o porcentual de ausentes?

Se 24 estdo presentes, entdo 6 estdo ausentes. Assim a porcentagem de ausentes é de % = % =0,20 = 20%.
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AUMENTO E DESCONTO PORCENTUAL (FATORES DE ATUALIZACAO)

= No caso de haver um acréscimo, o fator de multiplicagdo sera:

Fator de Multiplicagdo = 1 + taxa de acréscimo (na forma decimal)

Veja a tabela abaixo:

Acréscimo ou Lucro Fator de Multiplicacdo
10% 1,10
15% 1,15
47% 1,47
67% 1,67

Exemplo:
Aumentando 10% no valor de RS 10,00 temos: 10 . 1,10 = RS 11,00

=  No caso de haver um decréscimo, o fator de multiplicagdo sera:
Fator de Multiplicacdo = 1 — taxa de desconto (na forma decimal).

Veja a tabela abaixo:

Desconto | Fator de Multiplicagao
10% 0,90
25% 0,75
34% 0,66
90% 0,10

Exemplo:

Descontando 10% no valor de RS 10,00 temos: 10 . 0,90 = RS 9,00

AUMENTOS E DESCONTOS SUCESSIVOS

Suponhamos que o preco de uma mercadoria é de RS 50,00. Apds dois aumentos sucessivos de 10% e 20%, qual serd o
novo valor?

i, =10% = 0,1 (Fator de acréscimo = 1,1)

i, =20% = 0,2 (Fator de acréscimo = 1,2)

Valor Atual (VA) =50

Novo Valor (NV) =?

NV=50x1,1x1,2=RS 66,00

Note que dois aumentos sucessivos de 10% e 20% nao correspondem a um sé aumento de 30%.

Observando o modelo pratico anterior, podemos de maneira geral escrever:

Férmula para aumentos sucessivos NV=VAx(1+i ) . (1+i,) . (1+i;) . ..

Formula para descontos sucessivos NV=VAx(1—i) . (1—i) . (1-i) . ..

Onde,
NV = Novo Valor
VA = Valor atual

i iy, i = Taxas sucessivas

30 e
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OPERACOES SOBRE MERCADORIAS

Nas operagdes realizadas com mercadorias podemos obter os seguintes resultados:

Lucro (L) Prejuizo (P) | Nem lucro e nem prejuizo
PV > PC PV < PC PV =PC

Onde,
PV = Preco de venda

PC = Prego de compra

OPERACOES DE VENDA QUE UTILIZAM PORCENTAGENS

As palavras lucro, abatimento (desconto), comissdo, vém sempre acompanhadas de taxa porcentual, sem a qual perderiam
o sentido. Podemos resolver problemas que envolvem essas expressdes com relativa facilidade, utilizando-se das formulas
praticas abaixo:

Lucro sobre a compra PV = (1 + taxa sobre a compra) . PC

Prejuizo sobre a compra PV = (1 — taxa sobre a compra) . PC

Lucro sobre a venda PV = PC/(1 — taxa sobre a venda)

Prejuizo sobre a venda PV = PC/(1 + taxa sobre a venda)

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Em uma eleigdo para sindico, a qual concorriam trés | 03| Por quanto devo vender uma mercadoria comprada por
candidatos, votaram 1.500 condéminos; o candidato A RS 1900,00 para lucrar 5% sobre a venda?
obteve 376 votos, o candidato B, 645 votos e o candida-

. Resolugao:
to C obteve 299 votos. Qual foi a porcentagem de votos
brancos ou nulos? Podemos resolver por regra de trés ou através da formula:
Resolugdo: I. Por regra de trés

95%...ccunn. 1900
Somando-se os votos dos candidatos A, B e C, temos:
376 + 645 + 299 = 1320. O numero de votos brancos 100%........... %
ou nulos serd: 1500 — 1320 = 180. A porcentagem serd x=(100. 1900)/95
dada por: % x100=12% x = 2000.00
02| Thiago compromete 20% do seu salario com o aluguel. II. Pela férmula

Se este aluguel subir 40% e o saldrio do trabalhador ti- Preco de Venda = 1900/(1 - 0,05) = 1900/0,95 = 2000,00.

ver um reajuste de 12%, que porcentagem do saldrio ele

passara a comprometer com o aluguel? O prego de venda serd de R$ 2.000,00.

Resolugao: . . .,
N o o 04| Determine o prejuizo e o prego de venda de um imovel

Vamos admitir que o saldrio do trabalhador seja igual a comprado por R$ 8000,00 tendo perdido 25% do preco
RS 100,00. de venda.
Desse modo, o aluguel é igual a 20% desse valor, ou seja: Resolucgio:
RS 20,00. ’
0 novo saldrio serd de 100 x 1,20 = RS 112,00. Precisamos calcular 25% de uma qu,ann'a descprzheci-

, da. O prego de compra foi de 125%, ja que o prejuizo foi
O novo aluguel serd de 20 x 1,40 = RS 28,00. de 25%
O novo percentual “x” comprometido com o aluguel )
serd de: 125%.......... 8.000

_ 100 x 28 100%.......... X

X= =25%

112
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x=(8.000. 100)/125 = 6400.
Podemos calcular o prego de venda usando da formula:
PV = 8000/(1 + 0,25) = 6.400.

Portanto o prego de venda (com prejuizo de 25%), serd
de RS 6.400,00, implicando em um prejuizo financeiro de
RS 1600,00.

05| Uma fatura no valor de RS 5.000,00 sofrera dois descontos
sucessivos de 5% e mais 8%. Por quanto sera liquidada?

Resolugao:

Valor liquido = 5000 x (1 —0,05) x ( 1 —0,08)
Valor liquido = 5000 x (0,95) x (0,92)

Valor liquido = 4.370,00.

A fatura serd liquidada por RS 4.370,00.

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Osalario de Augusto é de RS 1430,00. Se ele receber um au-
mento de 30% sobre este saldrio, quanto passara a receber?

ALDO BRASIL Ly
BANCO cENTR " e

02| Everaldo queria comprar uma televisdo. Na primeira
loja que visitou, a televisdo de seus sonhos custava RS
430,00. Foi pesquisar o pre¢o em outra loja e conseguiu
um prego 10% menor. Na terceira loja, conseguiu um
preco 15% menor que o da 22 loja. Qual é o preco da
televisdo na terceira loja?

03| Aumentando-se os lados a e b de um retangulo de 15%
e 20% respectivamente, em quantos por cento a drea do
retdngulo é aumentada?

04

Um cliente pediu a um vendedor um desconto de 40% so-
bre o prego de tabela. O vendedor disse que poderia dar
um desconto de 30% e ainda daria um desconto de 10%
incidindo sobre o prego ja com o desconto de 30%. Estas
duas propostas, do cliente e do vendedor, apresentam uma
diferenca de quantos por cento sobre o preco da tabela?

05

Um comerciante aumenta o prego de um produto que cus-
tava RS 300,00 em 20%. Um més depois arrepende-se e faz
um desconto de 20%. Qual sera o novo preco do produto?

06| Sénia recebia RS 1580,00, por més, de saldrio. Ela teve
um reajuste salarial de 24% sobre este salario e depois
outro aumento de 10% sobre o novo salédrio. Qual é o
salario de Sonia depois desses dois reajustes?

07| UNESP Misturam-se dois tipos de leite, um com 3% de
gordura outro com 4% de gordura para obter, ao todo,
80 litros de leite com 3,25% de gordura. Quantos litros
de leite de cada tipo foram misturados?

08| UNESP No inicio de um més, Jodo poderia comprar M
kg de feijdo, se gastasse todo seu saldrio nessa compra.
Durante o més o precgo do feijdo aumentou 30% e o sala-
rio de Jodo aumentou 10%. No inicio do més seguinte, se
gastasse todo seu salario nesta compra, Jodo sé poderia
comprar X% dos M kg de feijdo. Calcule X.

09| Um comerciante compra 60 kg de arroz e quer vendé-los
de modo a poder comprar, com o dinheiro da venda, 80
kg do mesmo arroz. Qual é a taxa de lucro do comercian-
te sobre a compra?

10| FUVEST Um comerciante deseja realizar uma grande
liguidagdo anunciando x% de desconto em todos os
produtos. Para evitar prejuizo o comerciante remarca os
produtos antes da liquidagdo.

) De que porcentagem p devem ser aumentados os
produtos para que, depois do desconto, o comer-
ciante receba o valor inicial das mercadorias?

(® 0 que acontece com a porcentagem p quando o va-
lor do desconto da liquidagao se aproxima de 100%?
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Uma lata de tinta, com a forma de um paralelepi- | 03| ENEM Uma ponte precisa ser dimensionada de forma

pedo retangular reto, tem as dimensdes, em centime-
tros, mostradas na figura.

>

40

24

24

Serd produzida uma nova lata, com os mesmos formato
e volume, de tal modo que as dimensdes de sua base
sejam maiores que as da lata atual.

Para obter a altura da nova lata, a altura da lata atual
deve ser reduzida em

0O 14,4%
0 20%
® 32,0%
® 36,0%
O 64,0%

02| ENEM Uma pessoa compra semanalmente, numa mes-

ma loja, sempre a mesma quantidade de um produto
que custa RS 10,00 a unidade. Como ja sabe quanto
deve gastar, leva sempre RS 6,00 a mais do que a quan-
tia necessaria para comprar tal quantidade, para o caso
de eventuais despesas extras. Entretanto, um dia, ao
chegar a loja, foi informada de que o prego daquele
produto havia aumentado 20%. Devido a esse reajuste,
concluiu que o dinheiro levado era a quantia exata para
comprar duas unidades a menos em relagdo a quanti-
dade habitualmente comprada.

A quantia que essa pessoa levava semanalmente para
fazer a compra era

O R$ 166,00
RS 156,00
RS 84,00
RS 46,00
RS 24,00

@ O @0

gue possa ter trés pontos de sustentacdo. Sabe-se que
a carga maxima suportada pela ponte sera de 12t. O
ponto de sustentagdo central recebera 60% da carga da
ponte, e o restante da carga sera distribuido igualmente
entre os outros dois pontos de sustentagao.

No caso de carga maxima, as cargas recebidas pelos trés
pontos de sustentagdo serdo, respectivamente,

1,8t; 8,4t; 1,8t.
3,0t; 6,0t; 3,0t.
2,4t; 7,2t; 2,4t.
3,6t; 4,8t; 3,6t.
O 4,2t; 3,6t; 4,2t.

© @ @O

04| ENEM O Brasil € um pais com uma vantagem econdémica
clara no terreno dos recursos naturais, dispondo de uma
das maiores dreas com vocagdo agricola do mundo. Es-
pecialistas calculam que, dos 853 milhdes de hectares do
pais, as cidades, as reservas indigenas e as areas de pre-
servagao, incluindo florestas e mananciais, cubram por
volta de 470 milhdes de hectares. Aproximadamente 280
milhdes se destinam a agropecuaria, 200 milhdes para
pastagens e 80 milhdes para a agricultura, somadas as la-
vouras anuais e as perenes, como o café e a fruticultura.
FORTES, G. “Recuperagdo de pastagens € alternativa para ampliar cultivos”.

Folha de S. Paulo, 30 out. 2011.

De acordo com os dados apresentados, o percentual
correspondente a area utilizada para agricultura em re-
lagdo a area do territério brasileiro é mais préoximo de

0O 32,8%
28,6%
10,7%
9,4%
8,0%

@ O @0

05

ENEM De acordo com a ONU, da agua utilizada diariamente,
25% sdo para tomar banho, lavar as maos e escovar os dentes.
33% sao utilizados em descarga de banheiro.

27% sao para cozinhar e beber.

15% sao para demais atividades.

No Brasil, o consumo de agua por pessoa chega, em mé-
dia, a 200 litros por dia.

O quadro mostra sugestées de consumo moderado de
agua por pessoa, por dia, em algumas atividades.
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sem nenhum tratamento sdo langados todos os dias nas
aguas. Uma campanha para melhorar o saneamento ba-

Consumo total de agua na

Atividade

atividade (em litros)

sico nessas cidades tem como meta a reducdo da quanti-
Tomar banho ol dade de esgoto langado nas dguas diariamente, sem tra-
Dar descarga 18,0 tamento, para 4 bilhdes de litros nos proximos meses.
~ Se o volume de esgoto gerado permanecer o mesmo e
Lavar as maos 3,2 .
a meta dessa campanha se concretizar, o percentual de
Escovar os dentes 2,4 esgoto tratado passara a ser
Beber e cozinhar 22,0 O 72%
- o O 68%
Se cada brasileiro adotar o consumo de agua indicado
no quadro, mantendo o mesmo consumo nas demais ® 64%
atividades, entdo economizara diariamente, em média, ® 54%
em litros de agua,
O 18%
O 30,0
08| ENEM Para aumentar as vendas no inicio do ano, uma
O 696 loja de departamentos remarcou os precos de seus
® 1004 produtos 20% abaixo do prego original. Quando che-
gam ao caixa, os clientes que possuem o cartao fide-
© 1304 lidade da loja tém direito a um desconto adicional de
@ 1700 10% sobre o valor total de suas compras. Um cliente

deseja comprar um produto que custava R$50,00 antes

06| ENEM Os vidros para veiculos produzidos por certo da remarcagdo de pregos. Ele ndo possui o cartdo fide-

fabricante tém transparéncias entre e dependendo do
lote fabricado. Isso significa que, quando um feixe lu-
minoso incide no vidro, uma parte entre 70% e 90% da
luz consegue atravessa-lo. Os veiculos equipados com

lidade da loja.

Caso esse cliente possuisse o cartdo fidelidade da loja, a
economia adicional que obteria ao efetuar a compra, em
reais, seria de

vidros desse fabricante terdo instaladas, nos vidros das O 15,00.
portas, peliculas protetoras cuja transparéncia, depen- O 14,00.
dendo do lote fabricado, estara entre 50% e 70%. Con- ® 10,00.
sidere que uma porcentagem P da intensidade da luz,

proveniente de uma fonte externa, atravessa o vidro e ® 5,00.
a pelicula. @ 4,00.

De acordo com as informacgdes, o intervalo das por-
centagens que representam a variacdo total possivel
dePé

09|

ENEM O contribuinte que vende mais de RS 20 mil de
acdes em Bolsa de Valores em um més deverd pagar Im-
posto de Renda. O pagamento para a Receita Federal con-

O [35;63] sistird em 15% do lucro obtido com a venda das ac¢es.
‘3 [40 63] Disponivel em: www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).
® [50;70] Um contribuinte que vende por RS 34 mil um lote de
® [50; 90] acBes que custou RS 26 mil terad de pagar de Imposto de
Renda a Receita Federal o valor de
@ [70;90]
© R$900,00.
07| ENEM Uma organizagdo ndo governamental divulgou um ® RS 1200,00.
Ievar_1ta.)mento de dados realizaf:lt? em algumas cid?de.s ® RS 2100,00.
brasileiras sobre saneamento basico. Os resultados indi-
cam que somente 36% do esgoto gerado nessas cidades ©® R$3900,00.
é tratado, o que mostra que 8 bilhdes de litros de esgoto (3@ R$5100,00.
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10| ENEM O losango representado na Figura 1 foi formado

pela unido dos centros das quatro circunferéncias tan-
gentes, de raios de mesma medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centra-
das em vértices opostos do losango e ainda mantendo-se
a configuracdo das tangéncias, obtém-se uma situagdo
conforme ilustrada pela Figura 2.

Figura 2

O perimetro do losango da Figura 2, quando comparado
ao perimetro do losango da Figura 1, teve um aumento
de

300%.
200%.
150%.
100%.
O 50%.

© @ @ &

11| ENEM A ceramica possui a propriedade da contragéo,

que consiste na evaporagdao da agua existente em um
conjunto ou bloco ceramico submetido a uma determi-
nada temperatura elevada: em seu lugar aparecendo
“espacos vazios” que tendem a se aproximar. No lugar
antes ocupado pela dgua vao ficando lacunas e, conse-
guentemente, o conjunto tende a retrair-se. Considere
que no processo de cozimento a ceramica de argila sofra
uma contragdo, em dimensdes lineares, de 20%.

Disponivel em: www.arq.ufsc.br. Acesso em: 30 mar. 2012 (adaptado).

Levando em consideragdo o processo de cozimento e a
contragado sofrida, o volume V de uma travessa de argila,
de forma cubica de aresta a, diminui para um valor que é

@ 20% menor que V, uma vez que o volume do cubo é di-
retamente proporcional ao comprimento de seu lado.

() 36% menor que V, porque a area da base diminui de
a% para ((1-0,2)a)%

® 48,8% menor que V, porque o volume diminui de a3
para (0,8a)3.

® 51,2% menor que V, porque cada lado diminui para
80% do comprimento original.

® 60% menor que V, porque cada lado diminui 20%.

12| ENEM Um grupo de pacientes com Hepatite C foi
submetido a um tratamento tradicional em que 40%
desses pacientes foram completamente curados. Os
pacientes que ndo obtiveram cura foram distribuidos
em dois grupos de mesma quantidade e submetidos a
dois tratamentos inovadores. No primeiro tratamento
inovador, 35% dos pacientes foram curados e, no se-
gundo, 45%.

Em relagdo aos pacientes submetidos inicialmente, os
tratamentos inovadores proporcionaram cura de

0O 16%.
O 24%.
® 32%.
© 48%.
0O 64%.
13| UERJ Considere uma mercadoria que teve seu preco ele-
vado de x reais para y reais. Para saber o percentual de
aumento, um cliente dividiu y por x obtendo quociente

igual a 2,08 e resto igual a zero. Em relagdo ao valor de
X, 0 aumento percentual é equivalente a:

0O 10,8%
0 20,8%
® 108,0
® 208,0%

14| ACAFE Uma pequena fabrica de tubos de plastico
calcula a sua receita em milhares de reais, através da
fungdo R(x) = 3,8x, onde x representa o nimero de
tubos vendidos. Sabendo que o custo para a produ-
¢do do mesmo numero de tubos é 40% da receita mais
RS 570,00. Nessas condicbes, para evitar prejuizo, o
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nimero minimo de tubos de plastico que devem ser | 18| CESGRANRIO A pressdo P e o volume V de um gas per-
produzidos e vendidos pertence ao intervalo: feito mantido a uma temperatura constante satisfazem a
Lei de Boyle PV = constante. Se aumentarmos a pressao

O [240;248). em 25%, o volume do gas diminuira de:

O [248;260]. 0O 20%
® [252;258]. 0 25%
® [255;260]. ® 33%

® 45%

15| FUVEST Um apostador ganhou um prémio de
R$1.000.000,00 na loteria e decidiu investir parte do 0O 50%
valor em caderneta de poupanga, que rende 6% ao
ano, e o restante em um fundo de investimentos, que
rende 7,5% ao ano. Apesar do rendimento mais baixo,
a caderneta de poupancga oferece algumas vantagens
e ele precisa decidir como ira dividir o seu dinheiro en-

19| UECE Um comerciante comprou um automovel por
RS 18.000,00, pagou RS 1.000,00 de imposto e, em se-
guida, vendeu-o com um lucro de 20% sobre o preco de
venda. O lucro do comerciante foi

tre as duas aplicagbes. Para garantir, apds um ano, um ® R$3.750,00.
rendimento total de pelo menos R$72.000,00 a parte ® RS 4.050,00.
da quantia a ser aplicada na poupanca deve ser de, no
maximo ® RS 4.350,00.
© RS 200.000,00 © R54.750,00.
(® RS 175.000,00 20| UFRGS Na compra de trés unidades idénticas de uma
® RS 150.000,00 mesma mercadoria, o vendedor oferece um desconto
’ de 10% no prego da segunda unidade e um descon-
® R$125.000,00 to de 20% no preco da terceira unidade. A primeira
@ RS 100.000,00 unidade ndo tem desconto. Comprando trés unidades
dessa mercadoria, o desconto total é
16| CFTRJ Na Meia Maratona do Rio de Janeiro de 2013, os 0O 8%
corredores Robson e Hudson largaram juntos, com velo-
. O 10%
cidades constantes. Sabendo que Robson chegou 411 m
na frente de Hudson e que a velocidade de Robson é ©® 22%
30% superior a velocidade de Hudson, qual a distancia 0® 30%
percorrida por Hudson até o momento em que Robson
. 0 32%
cruzou a linha de chegada?
O 1200m 21| UFJF Uma lanchonete vende cada copo de suco de la-

ranja por RS 1,50, obtendo um lucro de 50% sobre o
custo do suco. Devido a uma queda na safra, o preco da
® 1300m laranja subiu, o que acarretou um aumento de 20% no
custo do suco. O dono da lanchonete, para ndo diminuir
as vendas de suco de laranja, decidiu manter o preco de
cada copo de suco em RS 1,50 e reduzir o tamanho do
copo de modo a conservar a margem de lucro de 50%

® 1256m

® 1370 m

17| PUCRJ Em uma loja, uma pega de roupa que custa-

va R$ 200,00 passou a custar R$ 300,00. O reajuste sobre o custo do suco. Originalmente, a capacidade do
foi de: copo era 300 m{. O novo copo deve ter capacidade de:
O 200% O 150 m¢

® 100% ® 200m¢

® 50% ® 250 m(

® 20% ® 275ml

0O 10% G 280m¢




JUROS

Em nosso cotidiano, é muito importante sabermos lidar com certas situagdes que envolvem juros. Todos nds, de um jeito
ou de outro, temos a necessidade de compreender um pouco de matematica financeira. Ao fazermos, por exemplo, compras
a crédito, nos é requisitado um minimo de conhecimento sobre o assunto. Em muitas circunstancias do nosso dia a dia veri-
ficamos o conceito de juros: financiamento de automaéveis, empréstimos bancdrios e as corregdes de aplicagdes bancdrias.

DEFINICAO DE JUROS

Juros sdo uma compensagdo em dinheiro que se recebe ou que se paga pelo empréstimo de determinada quantia, ao final
de um periodo.

JUROS SIMPLES

E aquele calculado apenas sobre o capital inicial. Esta modalidade de Regime de Capitalizacdo n3o existe no Mercado Fi-
nanceiro, uma vez que os juros dos periodos anteriores nao sdo capitalizados. Ha, portanto, nesse regime, pagamento de juros
constantes por periodos iguais.

O rendimento de uma aplicagdo financeira, aplicada pelo prazo de um Unico periodo de tempo, no que se refere a taxa de
juros, pode ser calculado da seguinte forma:
J=Ci
Onde,

J: Juros
C: Capital (Dinheiro que se empresta ou toma emprestado)
i: Taxa (Porcentagem que representa os juros que se recebe ou se paga, ao final de um periodo)

Devido ao comportamento linear no regime de juros simples, se aplicarmos um capital durante o tempo a que se refere a
taxa de juros, o rendimento sera calculado da maneira seguinte:

J=C.it
Onde,
t: tempo (Periodo utilizado na transagdo).
O total a ser pago ao final do empréstimo denomina-se montante (M) e corresponde ao capital mais o total de juros.
M=C+1l.

Observagoes importantes

= Nadeterminacdo de juros, a taxa e o tempo devem estar relacionados na mesma unidade;
=  Ataxa normalmente é dada ao ano, ao més ou ao dia;

= Por convengdo, o més comercial tem 30 dias e o ano comercial tem 360 dias.

Exemplo de um grafico de Capitalizacdo Simples

Considere um capital de RS 1.000,00 remunerado a taxa de juros simples de 2% a.m., durante o periodo de 2 meses.

RSA

1.040f - ------+ 20=1000.0,02

1.020 20=1000.0,02
I

I
1.000 I
I

4

1 2 "n (meses)
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Calcule os juros simples obtidos nas seguintes condicdes:

() Um capital de R$220,00 é aplicado por trés meses, a
taxa de 4% a.m.

Resolugao:

Aplicando a formula para juros simples em cada
caso, com a unidade de tempo de aplicacdo igual a
unidade de tempo da taxa, temos:

Jt = 3 meses
1/ =0,04
C =220

J=C.i.t=(220).(0,04).(3) = RS 26,40

() Um capital de RS 540,00 é aplicado por um ano, a
taxa de 5% a.m.

Resolugao:
t =1ano = 12 meses
i=0,05
C =540
J=C.i.t=(540). (0,05). (12) = RS 324,00

02| Obtenha o montante de uma divida, contraida a juros
simples, nas seguintes condigdes:

() capital: RS 400,00; taxa: 48% ao ano; prazo: 5 meses;
Resolugao:

Aplicando a formula para montante a juros simples,
em cada caso, com a unidade de tempo da divida
igual a unidade de tempo da taxa, temos:

_ -5
t =5 meses = 12 ano

i=0,48
C =400
M=C+J
M=C+Cit.
M=C(1+it)

M= (400). (1+0,48.55)
M = (400) . (1 +0,04.5)
M = (400) . (1 + 0,20)
M= (400). (1,2)

M = RS 480,00

() capital: R$180,00; taxa: 72% ao semestre; prazo: 8 meses;
Resolugao:

8
t = 8 meses = 6 semestre

i=0,72
Cc =180
M=C+/J
M=C+C.i.t.
M=((1+i.t)

M=(180). (1+0,72 2)
M= (180).(1+0,12.8)
M= (180). (1 + 0,96)
M = (180) . (1,96)
M = RS 352,80
03| Um capital é aplicado, a juros simples, a taxa de 5% a.m.

Quanto tempo, no minimo, ele devera ficar aplicado, a fim
de que seja possivel resgatar dez vezes a quantia aplicada?

Resolugao:
Considerando C o capital a ser aplicado, temos:

Jt:?
i=0,05

l/w =10C
M=C(1+it)
10C = C.(140,05.t)

1+0,05t=10

9
0,05

t = 180 meses

=

04| Gedson fez compras em uma loja no valor total de
RS 2400,00. Ha duas opgbes para pagamento:

=  avista, com 3% de desconto;

= entrada de RS 1200,00 mais uma parcela de
R$1200,00 um més apds a compra.

@ Que valor Gedson pagara se optar pelo pagamento
a vista?
Resolugao:
Com o pagamento a vista hd o desconto de 3%.

Vf=>
Vi = 2400
i=0,03
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V,= 2400.(1-0,03)
V,= 2400.(0,97)
V,= RS 2328,00

(® Que taxa mensal de juros simples a loja embute no
pagamento parcelado?

Resolugao:

O valor a vista é de RS 2328,00. Com a entrada
de RS 1200,00 faltaria ser pago RS 1128,00. Mas
serd pago outra parcela de RS 1200,00. Ou seja,
o valor que faltava sofre um juro no tempo igual
a 1 més.

lVf = 1200
lVi =1128

=7

1200 = 1128.(1+i.1)

. 1200
1+i=7728
i~1,063-1
i~ 0,063
i~ 6,3%

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Mércio emprestou RS 500,00 a Jodo por 5 meses, no
sistema de juros simples, a uma taxa de juros fixa e
mensal. Se no final dos 5 meses José recebeu um total
de RS 600,00, entdo qual foi a taxa fixa mensal aplicada?

02| Um capital aplicado a juros simples, a taxa de 2,5% ao
més, triplica em quanto tempo?

03| FGV Um aparelho de TV é vendido por RS 1.000,00 em
dois pagamentos iguais, sem acréscimo, sendo o 12
como entrada e 0 22 um més apds a compra. Se o pa-
gamento for feito a vista, hd um desconto de 4% sobre
o preco de RS 1.000,00. Qual é a taxa mensal de juros
simples do financiamento?

04| Arnaldo aplicou a quantia de RS 500,00 a juros simples
durante 6 meses. A taxa de aplicagdo foi de 5% ao més.
Qual foi o montante obtido?

05| FGV A rede Corcovado de hipermercados promove a
venda de uma maquina fotografica digital pela seguin-
te oferta: "Leve agora e pague daqui a 3 meses". Caso
0 pagamento seja feito a vista, Corcovado oferece ao
consumidor um desconto de 20%. Caso um consumidor
prefira aproveitar a oferta, pagando no final do 32 més
apods a compra, qual é a taxa anual de juros simples que
estara sendo aplicada no financiamento?

06| PUCRJ Denise comprou um apartamento a vista por
RS$ 50.000,00. Se tivesse comprado o apartamento a pra-
z0, teria pagado uma entrada de 30% e uma parcela de
RS 47.600,00 ap6s 6 meses. Qual a taxa mensal de juros
simples deste financiamento? Um ano depois, Denise
vendeu o apartamento. O lucro foi de 20% do precgo
de venda. Isto equivale a qual porcentagem do preco
(RS 50.000,00) que pagou a vista?

07| UFSM Para custear seus estudos em um curso de culi-
naria, um aluno conseguiu um empréstimo no valor
de RS 1.000,00 pelo qual pagard, apds 4 meses, uma
Unica parcela de RS 1.280,00. Portanto, qual é a taxa
anual de juros simples desse empréstimo?

08| CFTMG A quantia de R$17.000,00 investida a juros
simples de 0,01% ao dia, gera, apds 60 dias, um mon-
tante de quanto?

09| Amanda aplicou a quantia de RS 3 600,00 durante um
periodo de 8 meses no regime de juros simples, obtendo
no final um montante de RS 3 960,00. Qual foi a taxa de
juros anual dessa aplicagdo?

ENEM E VESTIBULARES

01| CPCAR Gabriel aplicou RS 6500,00 a juros simples em
dois bancos.

No banco A, ele aplicou uma parte a 3% ao més durante

% de um ano; no banco B, aplicou o restante a 3,5% ao
. 3 .

més, durante 2 de um ano. O total de juros que rece-

beu nas duas aplicagbes foi de RS 2002,50. Com base

nessas informacgdes, é correto afirmar que

é possivel comprar um televisor de RS 3100,00 com
a quantia aplicada no banco A

o0 juro recebido com a aplicagdo no banco A foi me-
nor que RS 850,00

é possivel comprar uma moto de RS 4600,00 com a
guantia recebida pela aplicagdo no banco B

o juro recebido com a aplicagdo no banco B foi maior
que R$ 1110,00

© @ @ ©
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02| UFSJ Para adquirir uma certa mercadoria, sdo ofereci-
dos ao consumidor trés planos de pagamento possiveis:

I.  Pagamento no ato da compra, com 15% de desconto
a vista.
Il. Trés parcelas mensais fixas iguais, com pagamento

da primeira no ato da compra.

Ill. Seis parcelas mensais fixas iguais, com juros simples
de 2% ao més, com pagamento da primeira 30 dias
apds a compra.

Se cada uma das parcelas do plano Il é de x reais, é
CORRETO afirmar que

@ no plano Ill, cada prestac3o é de 0,5x reais.

® no plano |, o valor pago pela mercadoria é de 2,75x
reais.

(® a diferenca entre o valor pago pela mercadoria nos
planos | e lll é de 0,81x reais.

(® a diferenca entre o valor pago pela mercadoria nos
planos Il e Il foi de 0,3x reais.

03| CPCAR Sr. José tinha uma quantia x em dinheiro e apli-
cou tudo a juros simples de 5% ao ano.
Terminado o primeiro ano, reuniu o capital aplicado e os
juros e gastou % na compra de material para construgdo
de sua casa.
O restante do dinheiro ele investiu em duas aplicagées:

5 . .
colocou = ajuros simples de 6% ao ano e o que sobrou
a juros simples de 5% ao ano, recebendo assim, 700 re-
ais de juros relativos a esse segundo ano.

Pode-se afirmar, entdo, que a quantia x que o Sr. José
tinha é um numero cuja soma dos algarismos é

0O 10
01
® 12
® 13

04| CPCAR Lucas e Mateus ganharam de presente de ani-
versdrio as quantias x e y reais, respectivamente, e apli-
caram, a juros simples, todo o dinheiro que ganharam,
da seguinte forma:
1. Mateus aplicou a quantia y durante um tempo que

foi metade do que esteve aplicado a quantia x de
Lucas.

2. Mateus aplicou seu dinheiro a uma taxa igual ao tri-
plo da taxa da quantia aplicada por Lucas.

05

06

3. No resgate de cada quantia aplicada, Lucas e Ma-
teus receberam o mesmo valor de juros.

Se juntos os dois ganharam de presente 516 reais, entdo
x—y éigual a

0 R$103,20
( RS 106,40
® R$108,30
(® R$ 109,60

UEPG Marcelo tinha um capital de RS 5.000,00. Parte
desse capital ele aplicou no banco A, por um ano, a taxa
de juros simples de 2% ao més, obtendo RS 360,00 de
juros. O restante aplicou no banco B, também pelo pe-
riodo de 1 ano, a taxa de juros simples de 20% ao ano.
Com base nesses dados, assinale o que for correto.

@ No banco B ele aplicou menos de RS 3.000,00.

() Marcelo obteve um montante de RS 6.060,00 refe-
rente as duas aplicagGes.

® A aplicagdo no banco B rendeu RS 70,00 de juros.

(® Ele aplicou no banco A 20% de seu capital.

PUC Vidal fez um empréstimo de certo valor, para ser
quitado ao final de quatro meses, em parcela Unica. A
taxa de juros negociada com o gerente do banco foi de
5% ao més. Exatamente um més depois, sua namorada
Madalena emprestou, do mesmo banco, um valor para
ser pago ao final de trés meses, também em parcela uni-
ca, ou seja, ambos empréstimos vencem no mesmo dia.
Sabe-se que o valor emprestado por Vidal é superior a
dois salarios minimos. (Considerar juros simples).

) Se o casal emprestou valores iguais, ainda que Ma-
dalena pague uma taxa de juros 30% maior do que a
taxa devida por Vidal, seu saldo devedor serd menor
do que o do seu namorado.

() Se Madalena emprestou um valor 10% superior aque-
le emprestado por Vidal, a uma taxa de 3% ao més, seu
saldo devedor no vencimento serd igual ao de Vidal.

® Suponha que eles emprestaram valores iguais. Para
que o saldo devedor de ambos coincida, a taxa de
juros paga por Madalena devera ser 40% superior a
taxa paga por Vidal.

(® Se Madalena emprestou 10% a menos que Vidal, a
uma taxa de juros equivalente ao dobro daquela de-
vida por ele, eles terdo saldos devedores iguais na
data de vencimento.

(@ Sem conhecer o valor absoluto de cada empréstimo,
ou o valor exato de um salario minimo, é impossivel
fazer qualquer avaliagédo.
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07| CFT Um capital c foi aplicado a juros simples com taxa
mensal i por um tempo de n meses. Para se obter um
montante igual ao triplo do capital aplicado, a relagao
matematica necessaria é

0O in=2
O in=3c
® 1+n=3c
® c+n=10

08| UFPR Luiz Carlos investiu RS 10.000,00 no mercado fi-
nanceiro da seguinte forma: parte no fundo de agdes,
parte no fundo de renda fixa e parte na poupanca. Apds
um ano ele recebeu RS 1.018,00 em juros simples dos
trés investimentos. Nesse periodo de um ano, o fundo
de agdes rendeu 15%, o fundo de renda fixa rendeu
10% e a poupanca rendeu 8%. Sabendo que Luiz Carlos
investiu no fundo de agGes apenas metade do que ele
investiu na poupanca, os juros que ele obteve em cada
um dos investimentos foram:

@ RS 270,00 no fundo de agdes, RS 460,00 no fundo
de renda fixa e RS 288,00 na poupanca.

@

RS 300,00 no fundo de ag¢des, RS 460,00 no fundo
de renda fixa e R$ 258,00 na poupanca.

RS 260,00 no fundo de ag¢des, RS 470,00 no fundo
de renda fixa e RS 288,00 na poupanga.

© @

RS 260,00 no fundo de ac¢des, RS 480,00 no fundo
de renda fixa e RS 278,00 na poupanga.

(3 RS 270,00 no fundo de agdes, RS 430,00 no fundo
de renda fixa e RS 318,00 na poupanca.

09| PUC Em 05 de agosto de 2004, aproveitando a possibi-
lidade de desconto no beneficio, certo aposentado con-
traiu um empréstimo de RS 12.000,00 a taxa de juros
simples de 2% ao més. Se nenhuma parcela desse em-
préstimo foi descontada, o saldo devedor em 5 de de-
zembro de 2005 era de, aproximadamente:

® R$15.250,00
( RS$15.840,00
® R$16.160,00
® RS 16.720,00

10| FGV Um fabricante vende determinado produto pelo
preco p, para pagamento n meses apds a compra. Se
o pagamento for feito a vista, ha um desconto igual a

5% de p. A taxa mensal de juros simples do financia-
mento é:

100/ (19n)%
100 / (20n)%
100 / (21n)%

© ®@ ©@ ©

100/ (22n)%
O 100/ (23n)%

11| ENEM Jodo deve 12 parcelas de RS 150,00 referentes

ao cheque especial de seu banco e cinco parcelas de
RS 80,00 referentes ao cartdo de crédito. O gerente
do banco lhe ofereceu duas parcelas de desconto no
cheque especial, caso Jodo quitasse esta divida imedia-
tamente ou, na mesma condigdo, isto é, quitagdo ime-
diata, com 25% de desconto na divida do cartdo. Jodo
também poderia renegociar suas dividas em 18 parce-
las mensais de RS 125,00. Sabendo desses termos, José,
amigo de Jodo, ofereceu-lhe emprestar o dinheiro que
julgasse necessario pelo tempo de 18 meses, com juros
de 25% sobre o total emprestado.

A opcdo que dd a Jodo o menor gasto seria
) renegociar suas dividas com o banco.

(® pegar emprestado de José o dinheiro referente a
quitacdo das duas dividas.

® recusar o empréstimo de José e pagar todas as par-
celas pendentes nos devidos prazos.

(® pegar emprestado de José o dinheiro referente 3
quitacdao do cheque especial e pagar as parcelas do
cartdo de crédito.

@ pegar emprestado de José o dinheiro referente 3
quitacdo do cartdo de crédito e pagar as parcelas do
cheque especial.

12| FGV Jodo divide suas economias e as aplica em dois fun-

dos: A e B. No primeiro més, o fundo A rendeu 50% e o
fundo B, 30%. No segundo més, ambos renderam 20%.
Se a rentabilidade que Jodo obteve no bimestre foi de
63,2%, que porcentagem de sua economia foi aplicada
no fundo B?

0O 50%
60%
40%
70%

@ © @ @

30%
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JUROS COMPOSTOS

“Os juros compostos sdo a forca mais poderosa do universo”

Albert Einstein

J4 estudamos os juros simples: sdo aqueles calculados a uma taxa fixa, sempre a partir de uma mesma quantia inicial.
Iremos agora para o estudo dos juros compostos, os famosos juros sobre juros, em que o cdlculo é feito de maneira um pouco
diferente do calculo dos juros simples, porém, seus resultados sdo enormemente diferentes.

Exemplo pratico

A diferenga entre o regime de juros simples e o de juros compostos, pode ser mais naturalmente comprovada através de
um exemplo pratico.

Seja um principal de RS 1.000,00 aplicado a taxa de 20% ao ano, durante um periodo de 4 anos.

Vamos montar uma tabela comparativa, confrontando os resultados da aplicagdo em juros simples e da aplicagdo em juros
compostos. Vamos utilizar a seguinte legenda:

Capital inicial: C = 1.000,00
Taxa:i=20% a. a.

Tempo: t =4 anos

TABELA COMPARATIVA

JUROS SIMPLES JUROS COMPOSTOS
" JUROS MONTANTE JUROS MONTANTE
1 1.000. 0,20 =200 1.200 1.000. 0,20 = 200 1.200
2 1.000. 0,20 = 200 1.400 1.200.0,20 = 240 1.440
3 1.000. 0,20 = 200 1.600 1.440.0,20 = 288 1.728
4 1.000. 0,20 = 200 1.800 1.728 . 0,20 = 345,60 2.073,60

Para calcularmos os juros compostos, devemos aplicar a taxa sobre o montante do més imediatamente anterior.

Note que no caso dos juros simples, a formacdo é linear. Ja no caso dos juros compostos, a formagdo é exponencial (juros
sobre juros).

2500
2000 /
1500 d —y
1000 e —B

500 /

A: Juros simples
B: Juros Compostos
Montante

Podemos encontrar uma equagdo que nos permita calcular de maneira direta o montante, a partir de uma taxa constante

i e um capital inicial C.
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Vamos deduzir a férmula principal do regime composto. Seja uma aplicagdo de RS 1.000,00 a juros compostos de 10% a.m.
durante 3 meses. Observe que o montante de cada més serd o montante do més anterior mais os juros:

Més | Montante

1 1000 + 10% . 1000 = 1000 . (1 + 10%)
1000 . (1+10%) + 10% [1000 . (1 + 10%)] =
2 1000 . (1 + 10%) . (1+10%) =

1000 . (1 + 10%)?
1000 . (1 + 10%)? + 10% [1000 . (1 + 10%)?] =
3 1000 . (1 + 10%)? . (1 + 10%) =
1000 (1 + 10%)3

Observe que estas manipulagdes numéricas levaram em consideragdo a aplicagdo do principio de calculo dos juros com-
postos e também a aplicagdo de regras de fatoragdo. Na tabela abaixo esta evidenciada um padrdo que nos permitira escrever

uma generalizagdo:
Més | Montante

1 1000. (1 + 10%)
2 1000 . (1 + 10%)?
3 1000. (1 + 10%)*

Observe ques os expoentes que aparece acima sdo relativos aos meses em questdo. Isso nos permite com que que possa-
mos prever os montantes para os demais meses. Generalizando, temos:

M=C.(1+i)

onde:
M: montante
C: capital
i: taxa de juros
t: tempo de aplicagdo
Também é frequente encontramos a formula escrita com seguinte forma e notacdo:
i\
v =pv.(1+155)
onde:

FV = futuro valor (montante)

PV = presente valor (principal)

i = taxa percentual de juros

n = prazo

A partir de agora, ficara implicito que o regime utilizado no célculo dos juros serd o composto. Isso se dd porque é o sistema

mais justo, apesar de nem sempre ser o mais usado. Em contrapartida, quando o regime de juros simples for o utilizado, deixa-
remos bem claro no enunciado dos problemas.

Observagoes
O Célculo do montante podera ser feito de trés maneiras:

=  Usando logaritmos decimais;
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=  Recorrendo a tabela que determina (1 + i)t.
=  Com o uso de dados fornecidos no enunciado;
=  Usando calculadora financeira (tecla exponencial).

TABELA PARA USO EM JUROS COMPOSTOS — VALORES DE (1 + i)t

n 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8% 9% 10%

1 1,0100 1,0200 1,0300 1,0400 1,0500 1,0600 1,0700 1,0800 1,0900 1,1000
2 1,0201 1,0404 1,0609 1,0816 1,1025 1,1236 1,1449 1,1664 1,1881 1,2100
3 1,0303 1,0612 1,0927 1,1249 1,1576 1,1910 1,2250 1,2597 1,2950 1,3310
4 1,0406 1,0824 1,1255 1,1699 1,2155 1,2625 1,3108 1,3605 1,4116 1,4641
5 1,0510 1,1041 1,1593 1,2167 1,2763 1,3382 1,4026 1,4693 1,5386 1,6105
6 1,0615 1,1262 1,1941 1,2653 1,3401 1,4185 1,5007 1,5869 1,6771 1,7716
7 1,0721 1,1487 1,2299 1,3159 1,4071 1,5036 1,6058 1,7138 1,8280 1,9487
8 1,0829 1,1717 1,2668 1,3686 1,4775 1,5938 1,7182 1,8509 1,9926 2,1436
9 1,0937 1,1951 1,3048 1,4233 1,5513 1,6895 1,8385 1,9990 2,1719 2,3579
10| 1,1046 1,2190 1,3439 1,4802 1,6289 1,7908 1,9672 2,1589 2,3674 2,5937
11| 1,1157 1,2434 1,3842 1,5395 1,7103 1,8983 2,1049 2,3316 2,5804 2,8531
12| 1,1268 1,2682 1,4258 1,6010 1,7959 2,0122 2,2522 2,5182 2,8127 3,1384
13| 1,1381 1,2936 1,4685 1,6651 1,8856 2,1329 2,4098 2,7196 3,0658 3,4523
14| 1,1495 1,3195 1,5126 1,7317 1,9799 2,2609 2,5785 2,9372 3,3417 3,7975
15| 1,1610 1,3459 1,5580 1,8009 2,0789 2,3966 2,7590 3,1722 3,6425 4,1772
16| 1,1726 1,3728 1,6047 1,8730 2,1829 2,5404 2,9522 3,4259 3,9703 4,5950
17| 1,1843 1,4002 1,6528 1,9479 2,2920 2,6928 3,1588 3,7000 4,3276 5,0545
18| 1,1961 1,4282 1,7024 2,0258 2,4066 2,8543 3,3799 3,9960 4,7171 5,5599
19| 1,2081 1,4568 1,7535 2,1068 2,5270 3,0256 3,6165 4,3157 5,1417 6,1159
20| 1,2202 1,4859 1,8061 2,1911 2,6533 3,2071 3,8697 4,6610 5,6044 6,7275

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Calcule os juros e o montante de uma aplicagdo financei-
ra a juros compostos, nas seguintes condigdes:

(A) capital: RS 300,00; taxa: 2% a.m.; prazo: 4 meses;
() capital: RS 2500,00; taxa: 5% a.m.; prazo: 1 ano.
Resolugao:

Use: (1,02)* = 1,0824; (1,05)*? = 1,7957. Valores colhi-
dos da tabela dada em nossa abordagem tedrica.

Vamos aplicar a formula de juros compostos em cada
caso, tomando o cuidado de deixar a unidade de tempo
de aplicagdo igual a unidade de tempo da taxa. Vejamos:

t = 4 meses
0O i=o002
C =300

M = C.(1+i)!

M = (300).(1+0,02)*
M = (300).(1,02)*
M = (300).(1,0824)

M = RS5324,72

J=M-C

J=RS324,72 — RS300,00
J=RS$24,72

(t = 1ano = 12 meses
® =005

lC = 2500
(2500).(1+0,05)*?
(2500).(1,05)*?
(2500).(1,7959)
RS4.489,75
M—C
RS54.489,75 — RS2.500,00
R51989,75

M
M
M
M

J
J f—
J p—
02| Flavia pegou emprestado “x” reais de uma amiga, pro-
metendo devolver a quantia emprestada, acrescida de
juros, apos oito meses. O regime combinado foi de juros

compostos, e a taxa, de 2,5% a.m. Se apds o prazo com-
binado Flavia quitou a divida com RS 500,00, determine:

@ O numero inteiro mais préximo de “x”;
Dado: 1,0258 ~ 1,2184

(® 0 valor que Flavia deveria devolver a amiga, caso
tivesse estabelecido regime de juros simples.

Resolugao:

Vamos aplicar as formulas de juros compostos (letra a) e

juros simples (letra b):
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t = 8 meses
[A) [i—0,025

C=x

WM_EOO

500 = x.(1+0,025)
(500) = x.(1,025)

500
X="712184

Xx=RS 410,37

Inteiro mais proximo — x = 410.

t = 8 meses
® 1i=0025

C=410,37

M = (410,37).(1+0,025.8)

M = (410,37).(1+0,2)

M = (410,37).(1,2)

M = RS 492,44

03| Uma divida, contraida a juros compostos, aumentou de
RS 200,00 para RS 242,00 em dois meses. Admitindo
que a taxa mensal de juros é fixa, determine:

() O valor da taxa.

(® 0 montante dessa divida meio ano apds a data em
que foi contraida.

Resolugao:
Aplicando as formulas de juros compostos, temos:

O 242 =200.(1+i)?

o 121
(1+i)? = 700

/121
1+i=v/ 700

11
1+i= 10

i=1,1—-1

i=01 — 10% a.m.
® meio ano = 6 meses

M = 200. (1+0,1)°

M= (200) . (1,1)°

M = (200) . (1,7716)

M = RS 354,32

04| O Sr. Paulo investiu RS 5000,00 em um fundo de a¢des. No
12 ano as ac¢des do fundo valorizaram-se 35%; no 22 ano,
valorizaram-se 20% (em relagdo ao 12 ano) e no 32 ano
desvalorizaram-se 30% (em relagdo ao 22 ano).

) Que valor o Sr. Paulo terd ao final dos trés anos?

® Qual foi o rendimento percentual da aplicagdo nes-
ses trés anos?

Resolugao:

Observe que as taxas ndo sdo fixas e ocorrem de forma
sucessiva.

© M =5000.(1+0,35).(1+0,2).(1-0,3)
M = 5000.(1,35).(1,2).(0,7)
M = RS$5670,00

® 5670 = 5000(1+i)

5670
5000

1+i=1,134

1+i=

i=1,134-1
i=0,134 — 13,4%

Repare que a taxa acumulada apareceu no produto:
(1,35).(1,2).(0,7) = 1,134 = (1 + 0,134).

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Uma carteira de investimento rende 2% ao més. Depois
de trés meses, RS 1500,00 aplicados cumulativamente
nesta carteira valem aproximadamente:

02| Durante os trés primeiros meses de 2014, uma determi-
nada aplicagdo apresentou os nimeros do quadro abaixo.
Quanto recebeu de juros compostos um aplicador que
investiu RS 100.000,00 nesse trimestre e nessa aplicacdo?

Julho | Agosto |Setembro

Aplicagao
plicag 5,55 2,64

Financeira (%)

2,95 ‘

03| Pretendendo guardar uma certa quantia para as fes-
tas de fim de ano, uma pessoa depositou RS 2.000,00
em 05/06/2012 e RS 3.000,00 em 05/09/2012. Se o
banco pagou juros compostos a taxa de 10% ao tri-
mestre, em 05/12/2012 essa pessoa tinha um total de

guanto?

04| A quantia de RS 15.000.000,00 é emprestada a
uma taxa de juros de 20% ao més. Aplicando-se
JUROS COMPOSTOS, qual serd o valor que deve-
rd ser pago para a quitacdo da divida, trés meses
depois?
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05| FGV O Sr. Alfredo costuma aplicar seu dinheiro num fun-
do de investimento que rende juros compostos.

@ AQuanto deverd aplicar hoje, para ter um montante
de RS 13310,00 daqui a 3 anos, se a taxa de juros for
de 10% ao ano?

(® Seele aplicar hoje R$ 8000,00, qual a taxa anual de ju-
ros (constante) que o fundo devera render para que
ele possa sacar RS 6000,00 daqui a 1 ano e RS 9000,00
daqui a 2 anos, esgotando seu saldo?

06| Uma quantia de dinheiro Q, aplicada a juros compostos
a taxa de i% ao més, cresce més a més em progressao
geométrica, sendo a, = Q no inicio do primeiro més,
a, = Q(100 + i)/100 no inicio do segundo més e assim
por diante. Nessas condic¢des, aplicando-se RS 1.000,00
a juros compostos, a taxa de 5% ao més, tem-se no inicio
do terceiro més um total de quanto?

07| Em um pais irreal, o governante costuma fazer emprésti-
mos para viabilizar sua administragdo. Existem dois em-
préstimos possiveis: pode-se tomar emprestado de pai-

ses ricos com juros de 4,2% ao ano (aqui incluida a taxa
de risco) ou toma-se emprestado dos banqueiros do
pais irreal que cobram juros compostos de 3% ao més.
Pressdes politicas da oposi¢do obrigam o governante
a contrair empréstimo com os banqueiros do seu pais.
Quantas vezes maior que 0s juros anuais cobrados pelos
paises ricos sdo os juros anuais cobrados pelos banquei-
ros do pais irreal?

Dado: use a aproximagdo 1,0312=42

08| FGV Uma maquina de lavar roupa é vendida a vista por
RS 1200,00 ou, entdo, a prazo com RS 300,00 de entra-
da mais uma parcela de RS 1089,00, dois meses apds
a compra. Qual é a taxa mensal de juros compostos do
financiamento?

09| FGV Fabio recebeu um empréstimo bancério de
RS 10.000,00, para ser pago em duas parcelas anuais, a
serem pagas respectivamente no final do primeiro ano
e do segundo ano, sendo cobrados juros compostos a
taxa de 20% ao ano. Sabendo que o valor da 12 parcela
foi RS 4.000,00, qual foi o valor da 22 parcela?

ENEM E VESTIBULARES

01| UFSM Uma empresa de cartdo de crédito opera com ju-
ros compostos de 6% ao més. Um usuario dessa empresa
contraiu uma divida de R$2.000,00 e, durante 6 meses,
ndo pode efetuar o pagamento. Ao procurar a empresa
para renegociar a divida, a empresa prop0s que seja qui-
tada em uma Unica parcela, com juros simples de 5% ao
més, referente aos 6 meses de atraso. Aceita a proposta,
o total de juros pagos e o desconto obtido, em reais, sao,
respectivamente, iguais a

Dado: (1,06)¢ = 1,4185
600,00 e 117,00.
600,00 e 120,00.
600,00 e 237,00.
720,00 e 117,00.
(3 720,00 e 120,00.

© @ @O

02| UFRN Maria pretende comprar um computador cujo
preco é RS 900,00. O vendedor da loja ofereceu dois pla-
nos de pagamento: parcelar o valor em quatro parcelas
iguais de RS 225,00, sem entrada, ou pagar a vista, com
5% de desconto. Sabendo que o preco do computador
sera o mesmo no decorrer dos proximos quatro meses, e
que dispde de RS 855,00, ela analisou as seguintes pos-
sibilidades de compra:

Comprar a vista, com desconto.

Colocar o dinheiro em uma apli-
cacdo que rende 1% de juros
compostos ao més e comprar,
no final dos quatro meses, por
RS 900,00.

Colocar o dinheiro em uma apli-
cacdo que rende 1% de juros
compostos ao més e comprar
a prazo, retirando, todo més, o
valor da prestacgao.

Colocar o dinheiro em uma apli-
cacdo que rende 2,0% de juros
compostos ao més e comprar,
trés meses depois, pelos RS
900,00.

Entre as opgdes analisadas por Maria, a que oferece
maior vantagem financeira no momento é a

O opcio 2.
® opgio 1.
® opcio 4.
(® opcio 3.
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03| FGV César aplicou RS 10.000,00 num fundo de investi-
mentos que rende juros compostos a uma certa taxa de
juro anual positiva i . Apds um ano, ele saca desse fun-
do RS 7.000,00 e deixa o restante aplicado por mais um
ano, quando verifica que o saldo é RS 6.000,00. O valor
de (4i — 1)% é:

O 0,01
6 0,02
® 0,03
® 0,04
® 0,05
04| FGV Aplicando 1 real a juros compostos durante 12

anos, obtém-se um montante de 64 reais. Usando a ta-
bela abaixo, pode-se dizer que a taxa anual de juros é:

| x| 1 | 14142 | 1,7321 | 2 | 2,2361 | 2,4495 |
0O 41,42%

0 73,21%

® 100%

® 123,61%

O 144,95%

05| CFTMG O capital de R$2.000,00, aplicado a taxa de
3% a.m. por 60 dias, gerou um montante M1 e o de
R$1.200,00, aplicado a 2% a.m. por 30 dias, resultou um
montante M2. Se as aplicagdes foram a juros compos-
tos, entao,

() asoma dos montantes foi de R$3.308,48.
(® asoma dos montantes foi de R$3.361,92.

® a diferenca em modulo entre os montantes foi de
R$897,80.

(® a diferenca em modulo entre os montantes foi de
R$935,86.

06| PUCMG Certa pessoa tomou um empréstimo de
RS$ 12.000,00 a juros compostos de 5% ao més. Dois me-
ses depois, pagou RS 7.230,00 desse empréstimo e, dois
meses apos esse primeiro pagamento, liquidou todo seu
débito. O valor desse segundo pagamento, em reais, foi:

® 5.000,40
( 5.200,00
® 6.208,80
® 6.615,00

07| UFES Um produto, cujo preco a vista é RS 61,00, foi
comprado com uma entrada a vista de RS 25,00 e mais
duas presta¢bes mensais iguais de RS 25,00 cada uma. A
taxa percentual mensal de juros compostos praticada na
venda do produto é

1400
0 o
® 25
1600
® 51
o 27
1800
O 51

08| ENEM Jodo deseja comprar um carro cujo prego a vista,
com todos os pontos possiveis, € de R$ 21.000,00 e esse
valor ndo sera reajustado nos préximos meses.

Ele tem RS 20.000,00, que podem ser aplicados a uma
taxa de juros compostos de 2% ao més, e escolhe deixar
todo o seu dinheiro aplicado até que o montante atinja
o valor do carro.

Para ter o carro, Jodo devera esperar:
dois meses, e tera a quantia exata.
trés meses, e tera a quantia exata.

trés meses, e ainda sobrardo, aproximadamente,
R$225,00.

quatro meses, e tera a quantia exata.

QO ©0o

guatro meses, e ainda sobrardo, aproximadamente,
R$430,00.

09| FGV O capital de RS 12.000,00 foi dividido em duas par-
tes (x e y), sendo que a maior delas (x) foi aplicada a taxa
de juros de 12% ao ano, e a menor (y), a taxa de 8% ao
ano, ambas aplicac¢des feitas em regime de capitalizacdo
anual. Se, ao final de um ano, o montante total resgata-
do foi de RS 13.300,00, ent3o y estd para x assim como 7
esta para

15
16
17

© @ ©@ ©

18
O 19

10| FGV O Conselho Monetério Nacional (CMN) determinou
novas regras sobre o pagamento minimo da fatura do
cartdo de crédito, a partir do més de agosto de 2011.
A partir de entdo, o pagamento mensal ndo podera ser
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inferior a 15% do valor total da fatura. Em dezembro
daquele ano, outra alteragdo foi efetuada: dai em dian-
te, o valor minimo a ser pago seria de 20% da fatura.

Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 29 fev. 2012.

Um determinado consumidor possuia no dia do venci-
mento, 01/03/2012, uma divida de R$1.000,00 na fatu-
ra de seu cartao de crédito. Se ndo houver pagamento
do valor total da fatura, sdo cobrados juros de 10% so-
bre o saldo devedor para a proxima fatura. Para quitar
sua divida, optou por pagar sempre o minimo da fatura
a cada més e ndo efetuar mais nenhuma compra.

A divida desse consumidor em 01/05/2012 serda de
O R$600,00.
O RS 640,00.
® RS$722,50.
® RS 774,40.
(@ RS 874,22.

11| ESPM No dia 12 de abril, Paulo fez uma aplicagdo fi-
nanceira, com capitalizacgdo mensal, no valor de RS
1 000,00. No dia 12 de maio, depositou outros RS 1
000,00 na mesma aplicagdo. No dia 12 de junho, ele
resgatou toda a aplica¢do e, com mais RS 690,00, com-

prou a t3o sonhada TV digital que custava RS 3 000,00.
A taxa mensal de juros dessa aplicagdo era de:

0O 8%
0O 6%
® 10%
® 9%
O 7%

12| UECE Renato contratou um empréstimo de RS 1.400,00,
para pagar um més depois, com juros de 15% ao més.
Ao final do més, ndo podendo pagar o total, deu por
conta apenas RS 750,00 e, para o restante, firmou um
novo contrato nas mesmas bases do anterior, o qual foi

pago integralmente um més depois. O valor do ultimo
pagamento foi

O RS 889,00.
RS 939,00.
RS 989,00.

© @ @

RS 1.009,00.

13| UFPR Ana investiu RS 1 000,00 em uma financeira, a

juro composto de 1% ao més. O grafico que representa
o montante M em fungdo do tempo t (em meses) de in-
vestimento é uma

@ exponencial passando pelos pontos (0; 1000) e (1;
1010).

() reta passando pelos pontos (0; 1000) e (1; 1010).

(® pardbola passando pelos pontos (1; 1010) e (2;
1020).

® hipérbole passando pelos pontos (1; 1030) e (2;
1010).

(@ senoide passando pelos pontos (0; 1000) e (2; 1020).

14| ENEM Considere que uma pessoa decida investir uma

determinada quantia e que Ihe sejam apresentadas trés
possibilidades de investimento, com rentabilidades li-
quidas garantidas pelo periodo de um ano, conforme
descritas:

= |nvestimento A 3% ao més
= |nvestimento B: 36% ao ano
= |nvestimento C: 18% ao semestre

As rentabilidades, para esses investimentos, inci-
dem sobre o valor do periodo anterior. O quadro
fornece algumas aproximagdes para a anadlise das
rentabilidades:

n | 1,03"
3 (1,093
6 |1,194
9 | 1,305
12 | 1,426

Para escolher o investimento com a maior rentabili-
dade anual, essa pessoa devera

@ escolher qualquer um dos investimentos A, B ou C,
pois as suas rentabilidades anuas sdo iguais a 36%.

() escolher os investimentos A ou C, pois suas rentabi-
lidades anuais sdo iguais a 39%.

® escolher o investimento A, pois a sua rentabilidade
anual é maior que as rentabilidades anuais dos in-
vestimentos B e C.

(® escolher o investimento B, pois sua rentabilidade de
36% é maior que as rentabilidades de 3% do investi-
mento A e de 18% do investimento C.

(3 escolher o investimento C, pois sua rentabilidade de
39% ao ano é maior que a rentabilidade de 36% ao

ano dos investimentos A e B.




TRIGONOMETRIA NO CICLO

INTRODUCAO

Primeiramente definimos as razdes trigonométricas em que o angulo o era superior a 0° e inferior a 90°. Assim, no triangulo
retangulo, o dominio estava restringido a 0° < a < 90°, ou se usarmos radianos (unidade de medida que iremos estudar neste
capitulo), 0 < o < 7/2.

A extensdo dos dominios das fungdes trigonométricas a toda a reta real faz-se recorrendo ao ciclo trigonométrico. Ele é
definido por uma circunferéncia de raio unitario (isto €, igual a um) centrada na origem dos eixos coordenados.

Portanto, a trigonometria ndo é usada apenas para os triangulos. Quando os angulos extrapolam a amplitude de 90°, iremos
fazer uso das circunferéncias. A compreensdo da trigonometria no ciclo € muito importante para os calculos que envolvem fe-
noémenos periddicos, tais como nos estudos da eletricidade, da termodinamica, da dptica, dos eletrocardiogramas, entre outros.

Um exemplo de relagdo que pode ser modelada por uma fungdo trigonométrica circular é a variagdo da pressao nas pare-
des dos vasos sanguineos de um certo individuo em fungao do momento de coleta dessa medida. O grafico abaixo representa
a situagdo clinica de um paciente, sendo P a pressdo nas paredes dos vasos sanguineos (em milimetros de mercurio: mmHg) e
t o tempo (em segundos).

120

100

80

»

I
I
I
I
|
0,375 0,75 1,125 1,5 1,875 2,25 t

De uma forma geral, a pressdo apresentada no grafico obedece a um determinado ciclo, sendo que a cada ciclo completo
temos um batimento cardiaco. Observe que o grafico nos mostra um periodo completo a cada 0,75 segundos. Isso nos permite
concluir que a frequéncia cardiaca do individuo avaliado é de 80 batimentos por minuto.

Este capitulo nos servird de base para uma compreensdo aprofundada das fungdes circulares.

GRAUS E RADIANOS

Todo angulo central tem a amplitude do arco que ele define e vice-versa. A relacdo entre eles é direta.

Portanto, se oo = 70°, entdo a medida do arco /A—I?: =70°.

A unidade de medida de arcos é o radiano, que corresponde a um arco com a mesma medida do raio da circunferéncia.
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B .
Arco de comprimento

/ igual ao raior

AE = 1 radiano.

Para sabermos quantos radianos possui uma circunferéncia, basta dividir o seu comprimento pela medida do seu raio. Em
termos gerais temos:

, . ) N 2nr _ 2mf
Numero de radianos em uma circunferéncia = e =2n=2.3,14=6,28.

E importante nos lembramos que © = 3,14.

Imagine uma circunferéncia girando, no sentido horario, por sobre uma reta dividida em segmentos congruentes de medi-
das iguais ao seu raio. Graficamente, podemos assim representar:

e

0 1 2 3n 4 5 62

T 7
r
r r r r r \r<

I ! |
1

6 radianos 0,28 radianos

~
/

Vejamos outra representacao didatica:

rad

-
\_
"~/

N
NN
O L)
AN

Em suma, qualquer circunferéncia tem 27 radianos de comprimento, ou, ainda, um angulo de 360° que delimita toda a

-
\

circunferéncia com sua medida de 27 radianos.
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Para convertermos em radianos a medida de um angulo dado em graus, basta que fagamos uma regra de trés. Note que,
se 2w equivale a 360°, entdo 7 equivale a 180°.

Veja algumas importantes rela¢des entre arcos e angulos:

~ Medida Medida
Representacdo .
em graus em radianos
Arco completo 'S 360° 21
Arco de meia volta BQA 180° e
\\ ,
B
, - I
, 1
1
Arco de 1/4 de volta / 5_3 A 90° %
\ /,
I,/ \\
1 ‘B o
Arco nulo ‘ 5" 0 0

MEDIDA DE UM ARCO EM RADIANQOS

A razdo entre o comprimento do arco e o raio da circunferéncia sobre a qual este arco esta determinado, nos da a medida
de um arco em radianos. Vejamos:

com I’RE
o= pr( )

A medida de um arco em radianos € um numero real e, assim, é de costume ndo escrevermos o simbolo rad. Quando
escrevemos que um certo arco mede 4, por exemplo, fica implicito que sua medida é de 4 radianos. Em outras palavras, o com-
primento do arco é o quadruplo da medida do raio.

Sendo G a medida do arco em graus e r a medida em radianos, podemos converter graus em radianos (ou vice-versa) atra-
vés de uma regra de trés simples. Usamos a correspondéncia 180° = 7. Assim:

360° _ 2m 180° _ T
=2 -

G oo, r O G T r TG T r
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Determine a medida, em radianos, dos arcos correspon-
dentes aos angulos dados em graus:

0O 30°
Resolugao:
Ztrad — 180°

x = 30°

_ (30°)(7rad) _ rzrad
- 180° 6

0 120°
Resolugao:
Ztrad — 180°

x — 120°

_ (120°)(7rad) _ 27rad
x= 180° 3

® 315°
Resolugao:
Ztrad — 180°
x — 315°
_ (315°)(mrad) _ 35;rad _ 77trad

180° 20 =~ 4

02| Expresse em graus:

(A) 10anad

Resolugao:

Podemos aqui substituir 7Trad pelo seu correspon-

dente em graus, 180°. Depois é sé simplificar a fra-

¢do.

101t
9

(B) 11anad

Resolugao:

_11(180°) _ 11(45°)
- 8 -2

_ 10(180°) _ 1800°
9 9

rad = 200°

117
g

(C) 4anad

ad = 247°30'

Resolugao:

47

am . _ 4(1807 _ 720°
3 3

3 = 240

03| Um automével ao percorrer 78,5 m de uma curva, des-
creve um arco de 45°. Calcule o raio da curva.

Resolugao:

Como estamos lidando com uma curva de 78,5 metros
representando o comprimento do arco, precisamos ex-
pressar o dngulo central em radianos.

Graus | Radianos
180° b4
45° X
_ 45 .7 _ @ ,_ 314 _
X="1g0° 4rad— y = 0,785 rad

Dizemos que o arco mede um radiano se o comprimento
do arco for igual a medida do raio da circunferéncia. Por-
tanto, para encontrarmos a medida de um arco (0) em
radianos, devemos calcular quantos raios (r) da circunfe-
réncia "cabem" no comprimento (s) do arco. Portanto:

O(:i
r

s=a.r

Podemos agora efetuar as substituigoes:
78,5=0,785.r
r=785+0,785
r=100 m.

04| Calcule o menor e o maior angulo formado pelos pontei-
ros de um relégio que marca 16h44min.

Resolugao:

O relégio nada mais é do que uma circunferéncia dividida
em 12 partes iguais. Assim, os numeros estdo distantes en-
tre si de arcos de 30°, pois 360° dividido por 12 resulta em
30°. E importante lembrar que o tinico momento em que
os ponteiros do reldgio estio exatamente sobre os nume-
ros é na hora exata. Por exemplo, os ponteiros estiveram
apontando exatamente para os numeros as 16h00. A par-
tir desse momento, apenas o ponteiro grande estd nessa
situagdo. Podemos utilizar de regra de trés para resolver-
mos problemas que envolvem dngulos compreendidos en-
tre os ponteiros de um reldgio analdgico. Vejamos:

O ponteiro pequeno (horas) leva 60 minutos para per-
correr os 30°. Enquanto isso, o grande (minutos) da uma
volta completa, ou seja 360°:

Graus
percorridos

Minutos
percorridos

Ponteiro das
horas

Ponteiro dos
minutos
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. (44; gao) L

Vamos visualizar a situagdo:

O ponteiro dos minutos, a cada minuto, percorre 6°.

% = 6°(A circunferéncia estd dividida em 60 partes

iguais, relativas aos minutos)

E por isso que entre os ntimeros 8 e 9 o ponteiro dos mi-
nutos desloca 24°, afinal entre esses numeros, temos 4 x
6°= 24"

Portanto, o menor dngulo formado entre os ponteiros do
reldgio serd de 8° + 30° + 30° + 30° + 24° = 122°.

Para calcularmos o maior dngulo basta fazermos
360°—122°= 238",

Importante!

Nos problemas envolvendo dngulos compreendidos en-
tre os ponteiros de um reldgio, para evitarmos cdlculos
e ganharmos agilidade, podemos utilizar a seguinte for-
mula:

a=/30h-5,5m|

Onde:
o = dngulo entre o ponteiros
h = horas dadas (para 12 horas usar 0)
m = minutos dados
Vamos testar para 16h44:
o= [30h — 5,5m|
o= [30.4-5,5.44]
o= [120— 242|
oa=[—122|=122°
oL = 122° — menor dngulo.
05| Expresse em graus e radianos a medida do arco que cor-
responde a % da medida da circunferéncia.
Resolugao:

360° é a medida da circunferéncia em graus. Isso corres-
ponde 27 radianos. Portanto, o valor pedido correspon-
dea:

Em graus:
2 (3609 = (2)(72°) = 144°
Em radianos:

é (27rad) = %rad

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Transforme os angulos abaixo para radianos.
O 270°
B 45°
® 160°

02| Disponha em ordem crescente as seguintes medidas de
angulos: Z—g rad, 40°, w rad, 4775 rad, 89°

03| UNICAMP Um relégio foi acertado exatamente ao meio
dia. Determine as horas e minutos que estard marcando
esse relégio apds o ponteiro menor ter percorrido um
angulo de 42°.

04| Dada uma circunferéncia de raio 30 centimetros, en-
contre a medida do comprimento de um arco de 150°.
(Use = 3,14).

05| Uma pista para competi¢des de ciclismo tem a forma
de uma circunferéncia de raio 120 metros. Um ciclista
dd uma volta na pista em 4 minutos. Calcule o compri-
mento da pista em metros e a velocidade do ciclista
em metros por minuto.
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O CICLO TRIGONOMETRICO

Ciclo trigonométrico é a denominagao dada a toda circunferéncia orientada, de raio unitario cujo centro estd na origem do
sistema de coordenadas cartesianas. O ponto P (1,0) é a origem da orientagdo. O sentido positivo é o sentido anti-horério e, o
negativo, o horario. Observe a representacgao.

Sentido Anti-horario Sentido Horario

(0,1) (0,1)

A A
(-1,0) (0,0) (1,0) (-1,0) (0,0) (1,0)
|

(0,-1) (0,-1)

Elementos

Considere os ciclos trigonométrico abaixo:

A
(0,1)

A
20 19
Quadrante | Quadrante
(_110) (110)
> 180~
30 40
Quadrante | Quadrante

(07_1)

270°

Os eixos cartesianos limitam a circunferéncia trigonométrica em quatro partes denominadas quadrantes que sdo numera-
dos de 1 a 4, no sentido anti-horario.

12 quadrante: arcos entre 0° e 90° (O e %) medidos a partir da origem.

22 quadrante: arcos entre 90° e 180° (% e n), medidos a partir da origem.

32 Quadrante: arcos entre 180° e 270° (TE e 3T1I)' medidos a partir da origem.

42 Quadrante: arcos entre 270° e 360° (3775 e 21T), medidos a partir da origem.

Note que a marcagdo positiva (ponto P no sentido anti-horario) do angulo de 60° cai no 12 quadrante.

O angulo negativo é marcado no ciclo trigonométrico a partir do ponto de origem A e no sentido hordrio. O ponto P marca
a extremidade do arco descrito pelo angulo. Vejamos um exemplo, onde 0 a marcagdo negativa do angulo de 120° estd repre-

sentada:
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A
-270°

-180°
» 0° =-360°

e )
120°

SIMETRIAS

No ciclo trigonométrico, trés tipos de simetrias sdo muito importantes: a simetria em relagdo ao eixo vertical, em relagdo
ao eixo horizontal e em relagcdo ao centro. Essas simetrias serdo bastante Uteis no estudo das fungGes circulares. Para a andlise
de cada uma dessas simetrias, tomaremos um arco de medida a, situado no 12 quadrante e da 12 volta, ou seja, compreendido
entre 0° e 90°.

Simetria em relagdo

Simetria em relagao

Simetria em relagao

ao eixo vertical

P » 0° =360°
180 A

270°

ao eixo horizontal

180°

270°

ao centro

180° 0° =360°

270°

Seja P a extremidade do angulo de
amplitude a. O simétrico de P em
relacdo ao eixo vertical é o ponto P/,
extremidade do angulo de amplitude
n—o.. Os angulos o e m—a sdo *suple-
mentares (somam 180°). Note na fi-
gura acima que os pontos P e P’ tém
a mesma projegao no eixo vertical e
também terdo projecgdes idénticas no
eixo horizontal, contudo, invertidas
(sinais contrarios).

Seja P a extremidade do angulo de
amplitude a.. O simétrico de P em re-
lagdo ao eixo horizontal é o ponto P/,
extremidade do angulo de amplitude
2n—o.. Os angulos a e 2n—a sdo *re-
plementares (somam 360°). Note na
figura acima que os pontos P e P’ tém
a mesma proje¢ao no eixo horizontal
e também terdo projegdes idénticas
no eixo vertical, mas com sinais con-
trarios.

Seja P a extremidade do angulo de
amplitude a. O simétrico de P em
relagdo ao centro do ciclo trigono-
métrico é o ponto P’, extremidade do
angulo de amplitude o+m. Os angulos
o e o+7 sdo *explementares (somam
270°). Verifique que na figura acima os
pontos P e P’ possuem a mesma pro-
jecdo no eixo horizontal e também no
eixo vertical, mas essas projegGes sao,
ambas, invertidas.

* OBSERVACAO

Um processo mnemdnico interessante para nos lembrarmos destes termos:

Com o Senhor Estou a Rezar

C = Complemento (90°), S = Suplemento (180°), E = Explemento (270°) e R = Replemento (360°).

Reunindo os valores e os seus simétricos numa Unica circunferéncia, temos:
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22Q:180° -«
T— o

32Q:180° + o
T+ o

Lembrando que:

Mais adiante aprofundaremos no estudo da figura acima. No momento, o importante é nos atermos as simetrias dos an-

gulos no ciclo trigonométrico.

ARCOS CONGRUOS

o — U
90" = 7
1202 V3 60°
2 0
1352 /2 45 12Q:a
il /
150 1 30°
2
\ /
| 360° = 21
W3 Y2 1 14243
2 7 2 2% 2
/ 1 \
210° 2 330°
VAN :
. o . 49 QI 360° — o
225 315
V3 2n—a
240° ) 300
3
270" =]
o T o ITU
30" = ¢ 210° =74
o U o _ ST
45" =7 225" =]
o _ T o _ AT
60" = 5 240" =
LT ._3m
90" = 3 270° =]
120° = 2% 300° =2
135° = 3L 3150 = I
150° = 2T 330" = 18
180° =17 360° = 21

Um angulo (em valor modular) maior que 360° (ou 27) percorre mais de uma volta no ciclo trigonométrico. Portanto, ele

possui um angulo congruente (céngruo) a ele que é menor que 360°. Dois angulos sdo ditos congruos quando eles possuem o
mesmo ponto inicial (A) e o mesmo ponto final (B).

A
/’—_\\
s N
7 N
B \
// \\\
/ \\
I \\
|
| li‘
A >
l\ !
/
\ /
\ ’
N s,
N b
~ -~
~_ J_ -
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Alguns exemplos:
o o oy __ Tc ~ N
a) 30°e(30°+360°) = 6 © <€+2ﬂ:) sdao cOngruos
b) 45°e (45°+ 2.360°) = % e <% + 2.21I> sdo congruos
c) 60°e(60°-3.360°) = % e (% - 3.27I> sdo congruos
Se quisermos encontrar arcos congruos de angulos maiores que 360°, devemos dividir o angulo dado por 360°. O quociente
indicard o nimero de voltas dadas no ciclo e, o resto, nos dara o angulo congruente procurado (12 determinagdo positiva).
12 Exemplo:
Qual é a primeira determinacdo positiva do angulo de 1590°?

1590° = 4 x 360° + 150° — S&o 4 voltas inteiras + 150° (22 quadrante) que é a 12 determinagdo positiva.

12 determinagao positiva

510° (150° + 360°) Arco congruo a 150°
870° (510° + 360°) Arco congruo a 150°
1230° (870° + 360°) Arco congruo a 150°
1590°(1230° + 360°) Arco congruo a 150°
1950° (1590° + 360°) Arco congruo a 150°

22 Exemplo:
Encontre a primeira determinacdo positiva de — 2165°.
Aqui procedemos da mesma maneira. No entanto, é preciso que ao final somemos 360° ao resultado. Afinal, estamos a

procura de um valor positivo.
—2165° +360° =-6.360° + (—5°) — sdo 6 voltas completas no sentido horério + 5°. Como ja sabemos, o sinal de () indica

o sentido da volta.
A 12 determinagdo positiva é 355° (—5° + 360° = 355°). Fica, portanto, no 42 quadrante.

32 Exemplo:

A
270°=630°=-90°=-450°= ...

Colocando em ordem crescente as extremidades dos arcos congruos com vértices em A, tem-se:
o

|

(..., —450°,-90°, 270°, 630°, ...)
N AN AN
r=360°
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Note que na sequéncia acima temos uma P.A. de razdo 360°. Isso nos permite escrever a expressao geral dos arcos congru-

os em A. Nesse caso, ela sera dada em graus por:

x=270°+k.360°, comke Z

Para um arco a qualquer, seus congruentes sdo da forma a+2kr ou a+k.360°, onde k € um numero inteiro que repre-

senta a quantidade de voltas que se da partindo do valor a..

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Quantas voltas completas um mével da e em que qua-
drante ele para, partindo da origem dos arcos, na circun-
feréncia trigonométrica, percorrendo um arco de:

0O 1812
O 2350°?
® -1200°?
Resolugao:

Sabemos que voltas completas em graus sGo multiplos
de 360° e, em radianos, multiplos de 27t. Portanto, pre-
cisamos, em cada um dos exercicios, dividir os valores
pelas respectivas voltas completas. E importante obser-
var os restos para sabermos onde o maovel ird parar. Ve-
jamos:

O 1812°+ 360°=5 e resto: 12°

Logo sdo 5 voltas completas + 12° que faz com que
o movel pare no 12 quadrante.

® 2360°+ 360°=6 e resto: 200°

Logo sdo 6 voltas completas + 200° que faz com que
o movel pare no 32 quadrante.

® -1230°+360°=-3 e resto: 150°

Logo sdo 3 voltas completas no sentido hordrio +
150° que faz com que o maovel pare no 32 quadrante.

02| Determine o quadrante onde estad a 12 determinagdo
positiva dos seguintes arcos:

0O -1640°
(B) —24i7ﬁ rad

Resolugao:

Precisamos saber que a 12 determinagdo positiva é um
arco o tal que 0° < & < 360° com orientagdo anti-hordria.
Significa encontrar os restos nas divisées por 360° ou 271.

0O -1640°-360°=—4 e resto: —200° (-200° + 360° = 160°)
A 12 determinagdo positiva é 160°. Estd situada no
29 quadrante.

24871 _ 2480m | 77 _ 7
@ —, =, t=eont

A 12 determinagdo positiva é 777[ Esta situada no
4° quadrante.

03| Dé as expressdes gerais dos arcos congruos de cada um
dos arcos abaixo:

0O 1710°

331
(B) g rad

Resolugao:

Sabemos que a expressdo geral serd determinada pela
19 determinagdo dos dngulos adicionadas por multiplos
de 360° ou 2 Tt positivos ou negativos, a depender do
sentido da volta.

0O 1710°+ 360° = 4 voltas — resto = 270°
Expressdo geral = 270° + k . (360°), k € 7..

(B) —ﬂTﬂrad == 3§ﬂ rad — %rad = 2 voltas — %rad
A 19determinagdo serd 27t rad — %rad = lgﬂ rad
Expressdo geral = ﬁTﬂrad + 2k, ke Z.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Encontre a menor determinagdo positiva dos arcos:

3181
o 5
O 1227x

02| Encontre os cOngruos na primeira volta positiva, dos an-
gulos:

0O s518°
0O 1327°
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03| Encontre a forma geral dos congruos aos arcos ou angulos:

0 1550°
® -2165°
237

C

04| Considere os arcos com extremidade final no intervalo de —2n

a 2m. Encontre todos os congruos a % dentro deste intervalo.

05| A figura MNPQ é um retangulo inscrito em um circulo. Se
a medida do arco AM é %, quais sdo, em radianos, as

medidas dos arcos AN e AP?

\

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o skatista
brasileiro Sandro Dias, apelidado "Mineirinho", conse-
guiu realizar a manobra denominada "900", na moda-
lidade skate vertical, tornando-se o segundo atleta no
mundo a conseguir esse feito. A denominagdo "900" re-
fere-se ao nimero de graus que o atleta gira no ar em
torno de seu préprio corpo, que, no caso, corresponde a

0 uma volta completa.
® uma volta e meia.

® duas voltas completas.
(® duas voltas e meia.

® cinco voltas completas.

02| IFCE Considere um relégio analégico de doze horas. O
angulo obtuso formado entre os ponteiros que indicam
a hora e o minuto, quando o relégio marca exatamente
5 horas e 20 minutos, é

0O 330°.
0 320
® 310°.
® 300°.
G 290°.

03| UNESP A figura mostra um relégio de parede, com
40 cm de didmetro externo, marcando 1 hora e 54 minutos.

Usando a aproximagdo © = 3, a medida, em cm, do arco
externo do relégio determinado pelo angulo central
agudo formado pelos ponteiros das horas e dos minu-
tos, no horario mostrado, vale aproximadamente

0O 22.
0O 31
® 34
® 29.
G 20.

04| CFTMG Se o reldgio da figura marca 8 h e 25 min, entdo
o angulo x formado pelos ponteiros é

0O 12°30.
0 90°.
® 102°30.
® 120°.

05| UFG As cidades de Goiania e Curitiba tém, aproximada-
mente, a mesma longitude. Goiania fica a uma latitude
de 16°40', enquanto a latitude de Curitiba é de 25°25'.
Considerando-se que a Terra seja aproximadamente es-
férica, com a linha do equador medindo, aproximada-
mente, 40000 km, a distancia entre as duas cidades, em
quilémetros, ao longo de um meridiano,
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é menor que 700.
fica entre 700 e 800.
fica entre 800 e 900.
fica entre 900 e 1000.
@ é maior que 1000.

© @@ o

06| IFSP Considere uma circunferéncia de centro O e raio
Sendo A e B pontos distintos dessa circunferéncia, sabe-
-se que o comprimento de um arco AB é 5t cm. A me-

dida do angulo AOB central correspondente ao arco AB
considerado, é

0O 120°.
0 150°.
® 180°.
® 210°.
G 240°.
07| UDESC O relégio Tower Clock, localizado em Londres,
Inglaterra, é muito conhecido pela sua precisdo e tama-
nho. O angulo interno formado entre os ponteiros das

horas e dos minutos deste relégio, desprezando suas lar-
guras, as 15 horas e 20 minutos é:

T
12

© @ © ©

ofa Ra o g

(EJ

08| UEG Considerando 12 como a distadncia média entre dois
meridianos, e que na linha do equador corresponde a
uma distancia média de 111,322 km, e tomando-se es-
ses valores como referéncia, pode-se inferir que o com-
primento do circulo da Terra, na linha do equador, é de,
aproximadamente,

© 52.035km
( 48.028 km
® 44.195km
® 40.076 km
09| ITA Entre duas superposi¢des consecutivas dos pontei-
ros das horas e dos minutos de um reldgio, o ponteiro

dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos,
éigual a

B
1,
2n
5,
(E) %n

© @ ©@ ©

10| CFTMG Na circunferéncia abaixo, o ponto M representa
a imagem de um arco de medida, em radianos, igual a

A

v

o 56T
n

©

®

® 2t

11| CPS A roda-gigante de um parque de diversGes tem de-
zoito cadeiras, igualmente espacgadas ao longo do seu
perimetro e move-se no sentido anti-horario, isto é, no
sentido contrario ao dos ponteiros do reldgio.
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Na figura, as letras A, B, C, ... e R indicam as posi¢oes em
que as cadeiras ficam cada vez que a roda gigante para.
Com a roda gigante parada, Bruna senta-se na cadeira
que estd na posigcdo A, posicdo mais baixa da roda gi-
gante. A roda gigante move-se % de uma volta e para. R Q
Nesse momento, a letra relativa a posi¢do da cadeira

) FIGURA 1
ocupada por Bruna é

O D
(BN
e
(D)
(E)

o
o

=

Q

FIGURA 2

» © =

12

UEL Os primeiros reldgios baseavam-se no aparente
movimento do Sol na abdboda celeste e no desloca- P
mento da sombra projetada sobre a superficie de um
corpo iluminado pelo astro. Considere que: a Terra é es-
férica e seu periodo de rotacdo é de 24 horas no sentido
oeste-leste; o tempo gasto a cada 15° de rotagdo é de 1
hora; o tridngulo Brasilia/Centro da Terra/Luzaka (Zam-
bia) forma, em seu vértice central, um angulo de 75°. FIGURA 3

R Q

Além do que indicam as figuras, sabe-se que o raio da
roda mede 3 cm, e que ela gira sobre a rampa sem des-
lizar em falso. Sendo assim, o comprimento RQ + QP da
rampa, em cm, é igual a

0O 57+243.
® 4n+345.
(C) 6n+\/§.
LUSAKA ® 7n-y3.
@ 8n—345.

BRASILIA

14| UERJ

A hora marcada em Luzaka, num relégio solar, quando o
sol estd a pino em Brasilia é:

0 5 horas.
® 9horas.
® 12 horas.
(® 17 horas.

No esquema acima estdo representadas as trajetorias
3 21 horas. de dois atletas que, partindo do ponto X, passam si-
multaneamente pelo ponto A e rumam para o ponto
B por caminhos diferentes, com velocidades iguais e
constantes. Um deles segue a trajetdria de uma semi-
circunferéncia de centro O e raio 2R. O outro percorre
RQe QP duas semicircunferéncias cujos centros sdao P e Q.

13| UFSCAR A sequéncia de figuras mostra um Unico giro
do ponto A, marcado em uma roda circular, quando ela
rola, no plano, sobre a rampa formada pelos segmentos




MATEMATICA e suas Tecnologias

Considerando \/E = 1,4, quando um dos atletas tiver (AN
percorrido 3/4 do seu trajeto de A para B, a distancia 0 12
entre eles serd igual a:
& ® 15
0O 04R
® 18
® 0,6R
® 0,8R 17| UFRGS Dentre os desenhos abaixo, aquele que repre-
’ senta o angulo que tem medida mais préxima de 1 ra-
® 1,0R diano é

15| UNESP Em um jogo eletrénico, o "monstro" tem a for-
ma de um setor circular de raio 1 cm, como mostra a
figura. o

1rad

A parte que falta no circulo é a boca do "monstro", e
o angulo de abertura mede 1 radiano. O perimetro do
"monstro", em cm, é:

O -1
O o+l
® 2n-1
® 2

G 2n+1. (D)

16| CFTMG Na figura, tem-se duas circunferéncias copla-
nares e concéntricas. Sendo OA =4 cm, CD =6 cm e
o comprimento do arco AC = 6 cm, o comprimento do
arco BD, em cm, é

OGCOO

18| FUVEST Considere um arco AB de 110° numa circunfe-
réncia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco A'B' de
60° numa circunferéncia de raio 5 cm.

Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do arco

A'B' (ambos medidos em cm), obtém-se:
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fatia 2

© @ © ©

fatia 1
0 11

fatia N+1

19| FUVEST O perimetro de um setor circular de raio R e

angulo central medindo & radianos é igual ao perimetro fatia N
de um quadrado de lado R. Entdo 4 é igual a

T Considerando ©t = 3,14, o arco da fatia N+1, em radiano, é
Q 2o
o 3 0 0,74

2

O 0,72

®1

- ® 0,68.
© 5 ® 0,56.

1Y
(E B @ 0,34.

20| UFSCAR Uma pizza circular sera fatiada, a partir do seu
centro, em setores circulares. Se o arco de cada setor
medir 0,8 radiano, obtém-se um nimero maximo N de
fatias idénticas, sobrando, no final, uma fatia menor, que
é indicada na figura por fatia N+1.

SENO, COSSENO E TANGENTE DE UM ARCO

O seno de um arco trigonométrico AP, de extremidade P, é a ordenada do ponto P. Vejamos:

sen ol

Q
- Ao
4

_ cateto oposto

_MP _ON _
sen ol = hipotenusa ssenQ = oP < sen 1 € sen 0 = ON
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O cosseno de um arco trigonométrico AP, de extremidade P, é a abscissa do ponto P. Vejamos:

A

_ cateto adjacente

oM _
cos B = hipotenusa 1 ° cos B=OM

@cosﬁ=%©cos[3=

Vamos considerar, no ciclo trigonométrico de origem A, um eixo t perpendicular ao eixo x e de origem também A. Ele serd
denominado eixo das tangentes. A interseccdo da reta OP com o eixo das tangentes serd o ponto T. Sabemos que a tangente é
a razdo do cateto oposto pelo cateto adjacente (raio = 1). Vejamos:

t, Eixo das
A tangentes
T
A
tg AP = AT
A T
y k
P/
/ tge

cateto oposto @tge:%c}tge:%@ tg 0 =AT

tg®= cateto adjacente
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VARIACOES DAS FUNCOES SENO, COSSENO E TANGENTE

FUNCAO SENO

Enquanto o ponto P percorre a primeira volta positiva (sentido anti-horario), o nimero real o varia de 0° a 360° e o seno de O esta
sempre compreendido de —1 a 1 (eixo das ordenadas). Vejamos os graficos abaixo ilustrando as varias situagdes possiveis:

o=0° 0° <o <90° o =90° 90° < o < 180° o =180°
N:P A

A=P A A
sen =0 O<sena <1 sen 0L = 1 (maximo) O0<sena <1 sena =0
180° < o < 270° o =270° 270° < o < 360° o =360°

P=N
—1<seno<0 sen o.=—1 (minimo) -1<seno <0 seno=0

FUNCAO COSSENO

Enguanto o ponto P percorre a primeira volta positiva (sentido anti-horario), o nimero real 3, assim como na fungdo seno,
varia de 0° a 360° e o cosseno de B também estd sempre compreendido de — 1 a 1 (eixo das abscissas). Vejamos os graficos
abaixo ilustrando as vdrias situagdes possiveis:

B=0° 0" <p <90 p =P90° 90° < < 180° p= 180°

/-E\ ! P PI !
! AZP N A L A A

cos B =1 (maximo) 0<cosP<1 cos =0 ~1<cosP<0

cos B =—1 (minimo)

180° < B < 270° B =270 270° < B < 360° B =360°

P
-1<cosP<0 cosPp=0 0<cosP<1 cos B =1 (maximo)

FUNCAO TANGENTE

Nesse caso, enquanto o ponto P percorre a primeira volta positiva (sentido anti-horario), o nimero real 8, assim como na fung¢do
seno e na func¢do cosseno, varia de 0° a 360°. No entanto, a variagdo da tangente vai de menos infinito (— =) a mais infinito (+ o).
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0=0° 0°<0<90° 0=90° 90° < B < 180° 0=180°
p
PAT P
A=P=T A A A A=T
T
tgb6=0 tg0>0 Atg O tg0<0 tg6=0
180° < O < 270° 0=1270° 270° < 0 < 360° 0 =1360°
A A=P=T
5 P YT
Atg O tgB <0 tg®=0
VALORES IMPORTANTES DE sen x, cos x e tg x
SENO E COSSENO
ASen
Sen90°=1 . T
\1 90 =5
Cos0°=1
180°=1 =
- "Cos
360°= 21
Cos 180°=-1
-1
270° = 3775 Sen 270°=-1
TANGENTE
_ _T _ _ 3 _
0=0 0= 0=m 0= ) 0=m
tg
t t t t
AY & AY g AY & 4y AY &
R 1 RARYaR
A=M A A 5 A=M
!/ ' !/ ' KO/ ' !)/ X O/ ’
M
tg 0° = tg 90° = 7 tg 180° = tg270° = A tg 360° =
yIY = 3T =
te(5)=72 Ero () =2 w0
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ATa ngente

®

cosseno

®

Importante!

Processos mnemaonicos:

19)
SE TA
12 13

= O seno é positivo no 12 e 22 quadrantes;
= O cosseno é positivo no 12 e 42 quadrantes;
=  Atangente é positiva no 12 e 32 quadrantes.

co*
14

29)
A TU
2
Use Sempre a Tua Cabega
S U U = Todas as fun¢es tem valor positivo.
0 , S=Afuncdo seno tem valor positivo.
T 2n T = A fungdo tangente tem valor positivo.
T C C = A func3o cosseno tem valor positivo.
3n
2
PARIDADES
A
seno
3 YA A
. —.B
senOy -~~~ A E
o E X cosseno
—OL)E e os = cos (I-B)
senad
(o) )

A fungdo seno é impar, ou seja, ele-
mentos simétricos possuem imagens
simétricas.
Exemplo:

1
2
sen (—30°) = —

sen (30°) =

1
2

A fungdo cosseno é par, ou seja, ele-
mentos simétricos possuem a mesma
imagem.

Exemplo:
cos (60°) = %

cos (—60°) = %

A funcdo tangente é uma fung¢do im-
par, pois: tg(—0) = — tg(0), para todo
05 +kn k€ Z.

Exemplo:
tg (45°) =1
tg (—45°)=-1
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REDUCOES AO 1° QUADRANTE

Reducdo do segundo para o primeiro quadrante:

sen 1

sen(180°—-0a)=sen® ou sen(m—0)=senq

CoS cos(180°—a) =—cos 0 ou cos(m— Q) =—cos 0.

Arcos suplementares

Senos idénticos Cossenos simétricos

sen(180° + o) =—-sen . ou sen(m+ O) =—-sen Q

v ' cos | cos(180°+ ) =—-cos® ou cos(m+ o) =—cos

180° + Q¥ === -
T+

Arcos de medidas ot e (180° + ot) ou ot e (7 + Q)

Senos simétricos Cossenos simétricos

Reducdo do quarto para o primeiro quadrante:

sen(360°— Q) =-sen . ou sen(2w—0)=-senq.

cos(360°—0) =cos O ou cos(2m— Q) =cos A

Arcos de medidas o e (360° + t) ou Ot e (21 + L)

Senos simétricos Cossenos idénticos
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Importante!

(360° — ) e — o sdo medidas de arcos congruos.
sen (360° — ) = sen (—0) = —sen Q.

cos (360° — 0l) = cos (—0t) = cos A

Ha relagdes de grande utilidade entre angulos da forma o e % to+km ke Z

yﬂ
B
T
------- A
a : >
6} X

O pontos A e B sdo simétricos em relagao a bissetriz dos quadrantes impares. Repara que a abcissa de um é igual a orde-
nada do outro e vice-versa. Assim, temos que:

sen( —0t>= cos o

MR

COS( _(1)= sen o

A /I
Analogamente, se trabalharmos com um angulo da forma 5 +ao:

Ya
B — -
|
1
Y
: T+0L
Y R A
1 1
! o ! »
(0] X
Concluimos que:
sen(% + Ot) = cos O
cos(% + 0() =—senQ
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Valores do seno e do cosseno de arcos recorrentes no estudo da trigonometria

yﬂ

(0,1)

Também podemos relacionar a tangente de um arco de qualquer quadrante com valores da tangente de um arco do
1° quadrante. Basta que continuemos a utilizar das simetrias, efetuando redugdes ao 1° quadrante. Vejamos:

Reducgdo do 22 quadrante para o 12 quadrante:

Grau Radiano

tg (180° — 0)=—tg O tg(n —0)=—tg O

Redugdo do 32 quadrante para o 12 quadrante:

Grau Radiano

tg (180° + 0)=1tg O tg(n+0)=1tgO

Redugdo do 42 quadrante para o 12 quadrante:

Grau Radiano

tg (360°—-0)=—tg O tg(2n —0)=—-tg O
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GRAFICOS DAS FUNCOES SENO, COSSENO E TANGENTE

Alguns fen6menos naturais sdo ciclicos ou periddicos, isto é, acontecem da mesma maneira de tempos em tempos, apre-
sentando uma periodicidade. SGo exemplos as marés alta e baixa, a alternancia das correntes elétricas e a oscilagdo do péndulo
de um reldgio.

A descricdo matematica destes fendmenos passa por algumas consideracGes importantes: num certo instante, o que esta
se observando atinge seu maximo e, em outros, chega a seu menor valor, como por exemplo, a maré alta e a maré baixa. Estes
valores maximo e minimo sdo os mesmos a cada periodo de tempo.

Para estudar a fungdo seno (y = sen ) e a fungdo cosseno (y = cos @) vamos variar  no intervalo [-2m, 27].
= y=senq
Lembrando que sen 0L = sen (0. £ 27), pois 0L e O + 27t sdo as medidas de arcos de mesma extremidade (congruos).

Jy=sena

Imagemdef:{y e R/-1<y<1}
Dominio de f: D(f) = IR
Contradominio de f: CD(f) = IR
Conjunto imagem: Im(f) = [-1; 1]
Gréfico: senoide

O grafico da fungdo seno é chamado de senoide e ele continua a direita de 27 e a esquerda de O (zero). Note que a fungado
é periddica de periodo 2.

Quando adicionamos 2 krt, com k € IR, ao arco @, obtemos sempre o mesmo valor para o seno, pois a fungdo seno é peri-
ddica:

sen oL =sen (o + 2kn), k € Z
De modo geral, o periodo de uma funcdo do tipoy=a+bsen(cx+d),coma e IR, b € IR e c € IR, é dado por:
_ 2n
P= el
= y=cosQ

Lembrando que cos 0. = cos (O £ 27t), pois O e O + 27t sdo as medidas de arcos de mesma extremidade (congruos).
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AY =COSO

Imagemdef:{y € R/-1<y<1}
Dominio de f: D(f) = IR
Contradominio de f: CD(f) = IR
Conjunto imagem: Im(f) = [-1; 1]
Grafico: senoide

O gréfico da fungdo cosseno é também chamado de senoide. Note que a curva é a mesma do grafico que estudamos

anteriormente, com uma defasagem de % Ele continua a direita de 2w e a esquerda de O (zero). Note que a fungdo é

periddica de periodo 27.

Quando adicionamos 2 krt, com k € IR, ao arco 0., obtemos sempre o mesmo valor para o cosseno, pois a fungdo cosseno
é periddica:

cos 0. = cos (o + 2kn), k € Z

De modo geral, o periodo de uma fungdo do tipoy=a+ b cos (cx+d),coma IR, b € IR e c € IR, é dado por:

_om
P= el
[ ] y= tg e
Lembrando que tg © = tg (0 + x).
0 i AY = tg 0 1 /I IR
AI ; 1 1 ’ll
F | 4 | | A
i i | | ik
0 : /T | : //A/ : ‘
o, T A ! LT AT
, [ T .
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0 dominio da fungdoy = tg 0 é: D(f) = {GER | 6 ;é%-i- kn,kEZ}

Os "ramos" do grafico nunca tocam as retas perpendiculares ao eixo x pelos pontos em que 6 = % +kn, ke R.
A imagem da fun¢do y = tg O é o intervalo (—o0, +0).

O periodo da funcdoy =tg 0 é P =m.

O gréfico da fungdo tangente é chamado de tangentoide. Ele continua a direita de 27 e a esquerda de 0 (zero), repetindo
sempre o mesmo padrdo.

TRANSFORMACOES NOS GRAFICOS

Dadas as fungdes f(x) =a x b .sen (cx +d) e f(x) =a £ b. cos (cx +d) é muito importante sabermos qual o papel de cada
um dos coeficientes a, b, c e d da fungdo. Vejamos:

Eixo central ]
Altera ou define a flutuagao

f(x) = El£]g. ou (¢.x*d)
cos L—— Desloca o gréfico horizontalmente
Amplitude Altera ou define o periodo
= O parametro a é o responsavel pelo deslocamento vertical da curva;

= QO parametro b é a amplitude da curva, ou seja, a altura da curva;

= O parametro c influencia no periodo da func¢do que é calculado por p= ZTT[;

= O parametro d provoca translagdo no sentido horizontal;
= Aimagem é ointervalo [a — b, a + b];

= Sed=0, entdo o grafico da fun¢do seno passa pelo ponto (0, a), enquanto que a fungado cosseno passa pelo ponto (0,
a+b)ou (0, a—Db), adepender do sinal do parametro b.

IE! EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Calcule o valor das expressGes abaixo: 02| Sabendo que sen x = % e cos x — _5 el
_ c0s120° +sen330°
O E= 05 180° sen (21 + x) + cos (7 + x)
_cos 810° + cos 900° S
© E= 630" T sen 1080° gl
s 377 191t Observe que, adicionando uma volta completa, encon-
® E=cos1500° + sen g tTcos—3 tramos um arco céngruo. No entanto, se adicionarmos
meia volta, a extremidade do arco serd simétrica em re-
Resolugao: lagdo ao centro do ciclo trigonométrico.
Calculando os valores das primeiras determinagées (re- sen(27 + x) =sen x e cos(7T+x) = —cosx
dugdes ao 12 quadrante), temos: Portanto, temos que:
. . 3 4
@ 5120 +sen330 _ 2 2 _-1_, sen(27r+x) + cos(7 + x) = senx — cosx = f_(_f):
cos 180° -1 -1 _3,4_7
o o o o B 5 5 B 5
O E= €os 810" + cos 900" _ cos 90" + cos 180" _
sen 630" + sen 1080 sen 270"+ sen 0 03| Qual é o valor de (cos165° + sen155° + cos145° — sen25°
- 0-1 _, + c0s35° + cos15°)?
—1+0
77 19 Resolugao:

® E = cos 1500° + sen 36 + cos Tﬂ = cos 60° +
(cos165°+ sen155° + cos145° — sen25°+ cos35°+ cos15°) =

T T _1
sen g +cos 3 =5+

No|w

+ —c0s15°+ sen25° — cos35° — sen25° + cos35° + cos15°=0

N[
N[~
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04| Na figura abaixo, temos o quadrado PQRS que estd ins-
crito na circunferéncia trigonométrica. Os arcos AP e

AQ tém medidas iguais a & e  respectivamente, com
0<0L<B<7t.SecosOt=0,8quaIéovalordecos B?

A

\ 4

Resolugao:

Seja O a origem do plano cartesiano.

Como POQ = B — o = 90°, segue-se que 3= o + 90°
Sabendo que cos(ct + 90°) = —sen ¢,

sen ot +cos’ot=1 e cost=0,8,
cos 0< 0 <3< 180°, temos
cos 3 = cos(ct + 90°)

=—senc

=—06.

05| UECE Sef: IR — IR éafungdo definida por f(x) = 2%"* 41, en-
tdo o produto do maior valor pelo menor valor que f assume
éigual a:

0O 45

® 3,0

® 15

® o

Resolugao:

Se sen x = 1 entdo f(x) = 21 + 1 = 3 (maior valor).
Sesenx=—1,entdoflx)=2"+1= % (menor valor).
Logo, o produto pedido serd 3. (%) = % =45

Alternativa ).

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Calcule o valor das expressées abaixo:

o tg 2205°
sen 2460° . cos 1110°

(® E=sen 240° — cos 150° + tg 330°

cos 1380° + sen 1260°
sen 765° + cos 3T

® E=
02| Simplifique as expressdes seguintes, usando como refe-

réncia o arco x.

sen (180° — x) — sen (180° + x)
cos (180° + x)

A

€os (27 — x) . cos (T + x)
cos (Tt — x) . cos x

(B

cos (T + x) + cos (— x) + cos (T — x)
sen (— x) +sen (1T — x) + cos x

®

03| Se A=sen430° e B=sen 700°, entdo podemos afirmar
que A<B?

04| Qual é o valor minimo da fungdo f(x) = 2 + 5 sen (4x)?

05| UFSM Em muitas cidades, os poluentes emitidos em
excesso pelos veiculos causam graves problemas a toda
populagdo. Durante o inverno, a poluicdo demora mais
para se dissipar na atmosfera, favorecendo o surgimento
de doengas respiratérias. Suponha que a fungao

N (x) = 180 — 54 cos (%(x - 1))

represente o numero de pessoas com doengas respira-
torias registrado num Centro de Saude, com x = 1 cor-
respondendo ao més de janeiro, x = 2 ao més de feverei-
ro e assim por diante.

Qual é a soma do nimero de pessoas com doengas res-
piratérias registrado nos meses de janeiro, margo, maio
e julho?

06| UCS Nossa respiracdo é um fendmeno ciclico, com pe-

riodos alternados de inspiracdo e expiracdo. Em um

determinado adulto, a velocidade do ar nos pulmdes

em funcdo do tempo, em segundos, decorrido a par-

tir do inicio de uma inspiracdo é dada pela equacdo
27t

v(t)=0,5.sen <T> Qual é o ciclo respiratério com-

pleto desse adulto?
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Um satélite de telecomunicages, t minutos apds
ter atingido sua 6rbita, esta a r quildmetros de distancia
do centro da Terra. Quando r assume seus valores ma-
ximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu
e o perigeu, respectivamente. Suponha que, para esse
satélite, o valor de r em fungdo de t seja dado por

5865
1+0,15. cos (0,06t)

r(t)=

Um cientista monitora o movimento desse satélite para
controlar o seu afastamento do centro da Terra. Para
isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apo-
geu e no perigeu, representada por S. O cientista deveria
concluir que, periodicamente, S atinge o valor de

O 12765km.
( 12000 km.
® 11730 km.
® 10965 km.

@ 5865km.

02| ESPCEX (AMAN) A populagdo de peixes em uma la-
goa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela
cresce no periodo chuvoso e decresce no periodo de
estiagem. Esta populagdo é descrita pela expressdo
P(t)= 103 (cos((gﬁr) + 5) em que o tempo t é me-
6
dido em meses. E correto afirmar que

) o periodo chuvoso corresponde a dois trimestres do
ano.

a populagdo atinge seu maximo em t = 6.
o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.

a populagdo média anual é de 6.000 animais.

@0 @ O

a populagdo atinge seu minimo em t = 4 com 6.000
animais.

03| MACKENZIE Seja g(x) = x?> + x cos P + sen 3. Se g(x) =0
_3n ..

e p= =, entdoxvale

@ somente 1

® somente-1
® -1ou0
® -1oul
(E

louO

04| PUCRJ Assinale a alternativa correta
@ sen(1000°) <0
® sen(1000°) >0
® sen(1000°) = cos(1000°)
® sen(1000°) = —sen(1000°)
3 sen(1000°) = —cos(1000°)

05| PUCRIJ Assinale a alternativa correta:
0 co0s(2000°) <0
(® sen(2000°) >0
® sen(2000°) = cos(2000°)
(® sen(2000°) =-sen(2000°)
3 sen(2000°) = —cos(2000°)
06| UCS Suponha que, em determinado lugar, a temperatu-

ra média didria T em °C, possa ser expressa, em fungdo
do tempo t em dias decorridos desde o inicio do ano,
2m(t — 105))
364 :

Segundo esse modelo matematico, a temperatura mé-
dia maxima nesse lugar, ocorre, no més de

0 julho.
® setembro.

® junho.

por T(t) =14 + 12 sen (

® dezembro.

® marco.

07| PUCRS A figura a seguir representa um esbogo do gra-

fico de uma fungdoy = A + B sen (%) que é muito util

quando se estudam fenémenos periddicos, como, por
exemplo, o movimento de uma mola vibrante. Entdo, o
produto das constantes Ae B é

Y
5)

4
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06
6O 10
® 12
® 18

08| UEPB Sendo f(x) = —4cos<%— x) + 2 cos x, ovalor de f
5
4
o /2
0 2
@ -2
0 1
2
o 2

09| UPE Na figura a seguir, estdo representados o ciclo trigo-
nométrico e um triangulo isésceles OAB.

AY

A
<

Qual das expressdes abaixo corresponde a area do trian-
gulo OAB em fung¢do do angulo a?

O tgo.sena

(B) %.tga.cosoc

® sena.cosa

(D) %.tga.sena
O tga.cosa

10| UEPA Os desfiles de moda parecem impor implicitamen-
te tanto o “vestir-se bem” quanto o “ser bela” definindo
desse modo padrdes de perfeicdo. Nesses desfiles de
moda, a rotacdo pélvica do andar feminino é exagerada
quando comparada ao marchar masculino, em passos
de igual amplitude. Esse movimento oscilatério do an-
dar feminino pode ser avaliado a partir da variagao do
angulo © conforme ilustrado na figura abaixo, ao cami-
nhar uniformemente no decorrer do tempo (t).

(Fonte: http://www.google.com.br/search?hl=PT —
Acesso em 9 de setembro de 2011 — Texto adaptado)

Um modelo matematico que pode representar esse
movimento oscilatério do andar feminino é dado por:

o(t) = % cos <4Tnt) Nestas condi¢des, o valor de ©
3) .
(2) :

A

© ® ©
a &R KR Ba xR e

G 5

11| UFRGS O numero de intersegdes da fungdo f(x) = sen 5x
com o eixo das abscissas no intervalo [-27, 27] é

0O 10
O 14
® 21
® 24
o 27

12| UFRGS A previsdo mensal da venda de sorvetes para
2012, em uma sorveteria, é dada por P = 6000 + 50x +

2000 cos(%), em que P é o numero de unidades ven-

didas no més x; x = 0 representa janeiro de 2012, x =1
representa fevereiro de 2012, x = 2 representa margo de
2012 e assim por diante. Se essas previsoes se verifica-
rem, em julho haverd uma queda na quantidade vendi-
da, em relagdao a margo, de aproximadamente:

39,5%
38,5%
37,5%
36,5%
35,5%

WO
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13| MACKENZIE O maior valor que o numero real AF (newtons)
10 . T
—cenx Pode assumir é 40
A==
301
20
© > 20
7 4
B/ 3
10
® 10
X (metros)
| | | | .
® 6 (D) T T T >
/2 b 3n/2 27
20
£ 7
14| UCS Para colocar um objeto em movimento e deslocé-lo AF (newtons)
sobre uma trajetoria retilinea por x metros, é necessario 40T
aplicar uma forca de 20 + 10 sen(x) newtons sobre ele.
301
Em qual dos graficos abaixo, no intervalo [0,3] estd re-
presentada a relagdo entre a forga aplicada e a distancia, 20
quando o objeto é deslocado até 3 metros?
Af (newtons) 10 +
40 T X (metros)
(E ) I I I >
30+ /2 n 3n/2 2n
20 15| CFTMG A figura abaixo representa uma circunferéncia
trigonométrica em que MN é didmetro e o angulo o
10 + mede 5% radianos.
X (metros) y
(A} ' I ' > A

T T
/2 s 31/2 27

[ (newtons)

A M
40 T
30
20+ X
10 +
X (metros) N
(B) I I I >
/2 b 371t/2 27
AF (newtons) . ) )
40+ A razdo entre as medidas dos segmentos AB e AC é
30 0 263
20+ ® 3
X (metros)
® : : : > ® V3
/2 b 3n/2 27T 3
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16| INSPER O professor de Matemdtica de Artur e Bia pediu sen a.: ordenada do ponto P
aos alunos que colocassem suas calculadoras ci%ntl'ﬁcas no
modo “radianos” e calculassem o valor de sen --. Toman-
do um valor aproximado, Artur digitou em sua calcula- sen P: ordenada do ponto Q
dora o numero 1,6 e, em seguida, calculou o seu seno,
encontrando o valor A. Ja Bia calculou o seno de 1,5 ob-
tendo o valor B. Considerando que % vale aproximada-
mente 1,5708 assinale a alternativa que traz a correta

cos a.: abscissa do ponto P

cos P: abscissa do ponto Q

O valor de o + 3 em radianos, é

ordenacdo dos valores A, B e sen % O 2rn
117t
0O sen % <A<B 0
137
® A<sen % <B e ¢
fi 257
(9A<B<sen2 @—12
¥
® B<seny <A 20| UFSM Uma gréfica que confeccionou material de cam-
@ B<A<sen yis panha determina o custo unitdrio de um de seus produ-
2 tos, em reais, de acordo com a lei C(t) =200 + 120 . sen
17| UFRGS O periodo da fungdo definida por f(x) =sen (3x — E) é (n.1)/2, go.m i med@lg em horas de trabaINho. Assim; os
2 custos maximos e minimo desse produto sdao
¥
Al 0 320e200
2T
0 5 ® 200e 120
® 5?75 ® 200e80
(DIE3 ® 320e80
G 2n @ 120e80

18| INSPER Considere dois angulos agudos cujas medidas a 21| U,FMG Aflgl,!ra abaixo mostra., no plano f:artesmno, uma
e b, em graus, s3o tais que a + b = 90° e 4 sen a— 10sen circunferéncia centrada na orlgem,'de raioigual a 1, pas-
b = 0. Nessas condigdes é correto concluir que sando pelos pontos B e C. Nessa figura, os pontos O, C
e D sdo colineares, os segmentos de retas AC e BD sdo
paralelos ao eixo y e 6 é o angulo que o segmento de
reta OD faz com o eixo x.

0O tga=1etgb=1.

O tga=4etgh= 1
4 . . , .

Com respeito a essa figura, é correto afirmar que:

1

® tga=- etgh=4

4 y

2 _5 D
® tgag etgh=7 C
_ 2 _5
@ tga=¢ etgh=7
19| CFTMG Na figura, P e Q sdo pontos da circunferéncia 0 [ s
trigonométrica de centro O e raio unitario. 0 A B
AY
1 P -
2 ® OA=senb
D\ . ® O0OC=cosh
NONEE _ a
2 ==
L © B0=0n
: . o A _00
BD OB
@ O0B’+BD’=1




TEORIA DOS CONJUNTOS

FUNGCOES POLINOMIAIS DO 1° E 2° GRAUS

A LINGUAGEM SIMBOLICA DA MATEMATICA

Através dos tempos, no desenvolvimento da matematica, varios simbolos foram criados com o intuito de simplificar e uni-
versalizar a linguagem matematica, tornando-a mais agil e facil de ser compreendida.

Na teoria dos conjuntos, utilizaremos alguns desses simbolos em determinadas definicGes. Assim, antes de iniciarmos o
nosso estudo, tais simbolos serdo apresentados no quadro abaixo.

Simbolo | Significado

| tal que

3 existe pelo menos um
3 existe um Unico

\Y4 qualquer que seja ou para todo
= implica
PN equivalente
portanto

DEFINICOES

Frequentemente, usamos a ideia de conjunto quando agrupamos objetos ou pessoas que possuem caracteristicas comuns.
Assim, ao elaborar uma lista de convidados para uma festa, ou ao colocar todos os lapis de cor em um estojo, estamos fazendo
agrupamentos chamados conjuntos. Cada um dos componentes dos conjuntos sdo chamados de elementos.

REPRESENTACOES

Podemos representar os conjuntos de trés maneiras. Por enumeracao, por propriedade ou por diagramas.

=  Por enumeragdo: o conjunto é expresso através da citagdo dos seus elementos separados por virgula e entre chaves.
Exemplo: O conjunto dos dias da semana que comegcam com a letra S é A = {segunda-feira, sexta-feira, sdbado}.

=  Por propriedade: o conjunto é expresso através de uma propriedade que caracteriza seus elementos.
Exemplo: B = {x | x é uma letra da palavra comer}.

=  Por diagrama de Venn: o conjunto é expresso através de uma linha fechada de modo que seus elementos estejam
localizados no seu interior. Essa representagdo foi criada pelo matematico inglés John Venn com o objetivo de facilitar
a visualizagdo dos conjuntos e suas relagdes.

Exemplo: O conjunto dos primeiros cinco meses do ano é dado por:

janeiro
fevereiro
margo
abril

maio

Observe que, para nomear os conjuntos, utilizamos letras maiusculas do nosso alfabeto.
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CLASSIFICACAO

Os conjuntos podem ser classificados em:

= Conjunto vazio: é aquele que ndo possui elemento algum. Os simbolos utilizados para indicar conjunto vazio sdo @ ou { }.

Exemplo: D = {x | x € um estado brasileiro que comeca com a letra Q}

=  Conjunto unitario: é aquele que possui exatamente um elemento.

Exemplo: E = {x \ X é um estado brasileiro que comega com a letra G}.

= Conjunto universo: é aquele que possui todos os elementos necessarios para a realizagdo de um determinado estudo.

Exemplo: Ao questionar os alunos do 12 ano sobre suas preferéncias em relagdo as disciplinas estudadas, o conjunto uni-
verso é aquele formado exclusivamente pelos alunos do 12 ano. Utilizaremos a letra U para indicar o conjunto universo.

= Conjunto finito: é aquele que é possivel contar todos os seus elementos um a um.

Exemplo: F ={1, 2, 3, ..., 40} é um conjunto finito com 40 elementos. Simbolicamente, temos que n(F) = 40.

=  Conjunto infinito: é aquele que nao é possivel contar todos os seus elementos um a um.

Exemplo: G =1{2, 4, 6, 8, ...} € um conjunto infinito, ou seja, possui infinitos elementos.

IGUALDADE

Conjuntos iguais sdo aqueles que possuem os mesmos elementos.

Exemplo: H={a, e, i,0,ule J={j, e, a, 0, e, i, u} sdo iguais, pois possuem os mesmos elementos.

Observe que a n(H) =5 e n(J) = 5. Assim, a repeticdo dos elementos no conjunto J ndo o alteram, portanto, ] ={i, e, a, o,
e i,u}={i,e a o, ul

RELACOES DE PERTINENCIA

De maneira geral, dizemos que x & M (x pertence a M) quando x é um elemento do conjunto M. Por outro lado, dizemos
que X & M (x ndo pertence a M) quando x ndo é um elemento do conjunto M.

Exemplo: No conjunto M ={1, 2, 3, 4, 5}, temos que:

= 0¢M.
= 5EM
OBSERVACAO:

= Ossimbolos € e ¢ sdo utilizados para relacionar elemento com conjunto.

RELACOES DE INCLUSAO

De maneira geral, dizemos que A C B (A esta contido em B) ou B D A (B contém A) quando todo elemento do conjunto A
também for elemento do conjunto B.

Por outro lado, dizemos que A ¢ B (A no esta contido em B) ou B 2 A (B ndo contém A) quando algum elemento do con-
junto A ndo for elemento do conjunto B.

OBSERVACAO:

= Ossimbolos C, & , D, e 2 relacionam conjunto com conjunto.
PROPRIEDADES:

=  Dois conjuntos A e B sdo iguais se, e somente, se AC Be B C A.

. Dados os conjuntos A, B e C, temos que: se AC BeB C C,entdo A C C.

CONJUNTO DAS PARTES
O conjunto das partes do conjunto A, que é indicado por P(A), é o conjunto de todos os possiveis subconjuntos de A.

Exemplo:
O conjunto das partes de A = {a, b, c} é dado por: P(A) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}, T}.
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OPERACOES
UNIAO

A unido entre os conjuntos A e B é definida por: A U B={x | x € A ou x € B}. Assim, para que um elemento x seja elemento
da unido de A e B, x deve ser elemento de A ou de B.

Exemplo:

Dados os conjuntos A=1{a, b,c,d}eB={c, d, e, f}, temos que AU B={a, b, c, d, e, f}.
Podemos representar essa operagao por meio do diagrama a seguir:

A B

AUB
INTERSECCAO

A intersecgdo entre os conjuntos A e B é definida por: AN B ={x | x € A e x € B}. Assim, para que um elemento x seja ele-
mento da intersecgdo de A e B, x deve ser elemento de A e B.

Exemplo:
Dados os conjuntos A={a, b, ¢, d}e B={c, d, e, f}, temos que A N B = {c, d}.
Podemos representar essa operagcdao por meio do diagrama a seguir:

A B

ANB
DIFERENCA

A diferenca entre os conjuntos A e B é definida por: A—B={x | x€ Aex & B}. Assim, para que um elemento x seja elemento
da diferenca A — B, x deve ser elemento de A e ndo de B.

Exemplo:
Dados os conjuntos A={a, b,c,d}eB={c, d, e, f}, temosque A—B ={a, b}e B—A={e, f}.

Podemos representar essa operagao por meio dos diagramas a seguir:
A B
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COMPLEMENTAR

. . - B .
O complementar entre os conjuntos A e B é definido por: CA = A — B se, e somente se, A C B. Assim, para que um ele-
mento x seja elemento do complementar de B em relagdo a A, x deve ser elemento A e ndo de B.

Exemplo:

Dados os conjuntos A ={a, b, ¢, d, e, f e B={a, b, c}, temos que: CBA =A—-B={d,ef}.

Podemos representar essa operac¢do por meio do diagrama a seguir:

TEXTO COMPLEMENTAR

NOCOES DE LOGICA
CONCEITOS INICIAIS

O conceito mais elementar no estudo da logica é o de Proposigdo.

Proposicdo “vem de propor” que significa submeter a apreciacdo; requerer um juizo. Trata-se de uma sentenga declarativa—algo
que sera declarado por meio de termos, palavras ou simbolos — e cujo conteldo podera ser considerado verdadeiro ou falso.

|II

Entdo, se eu afirmar “a Terra é maior que a Sol”, estarei diante de uma proposi¢ao cujo valor légico é falso.

Quando falamos em valor légico estamos nos referindo a um dos dois possiveis juizos que atribuimos a uma proposi¢ao:
verdadeiro (V) ou falso (F).

As proposicdes sao representadas por letras minusculas (p, g, r, s, etc). Sdo exemplos de proposigoes:
p: André é médico.
q: 3>5

r: Bia foi ao teatro ontem a noite.

PRINCIPIO DO TERCEIRO EXCLUIDO

Uma proposicdo ou sera verdadeira, ou sera falsa: ndo ha outra possibilidade.

PROPOSICOES SIMPLES E PROPOSICOES COMPOSTAS

Proposi¢ées podem ser ditas simples ou compostas. Serdo proposi¢des simples aquelas sozinhas, desacompanhadas
de outras proposi¢des, Exemplo:

=  Todo homem é imortal.

= O novo papa é argentino.
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Se duas (ou mais) proposi¢des vém conectadas entre si, formando uma so6 sentenga, estaremos diante de uma pro-
posi¢do composta, Exemplo:

= André é médico e Bia é enfermeira.
. Caio vai ao cinema ou Dani vai ao teatro.

=  Se ndo chover amanhg, entao irei a praia.

Nas sentencgas acima, vimos em destaque alguns tipos de conectivos — ditos conectivos légicos — que poderdo estar
presentes em uma proposicdo composta.

CONECTIVOS LOGICOS

Conectivos Logicos sdo expressdes que servem para unir duas ou mais proposicdes. Veremos alguns deles a seguir,
uma vez que é de nosso interesse conhecer o valor légico das proposicdes compostas.

CONJUNCAO “e”

Proposicdes compostas em que estd presente o conectivo “e” s3o ditas CONJUNGCOES.

Uma conjuncdo so sera verdadeira, se ambas as proposices componentes forem também verdadeiras.

Se as proposicdes p e q forem representadas como conjuntos, por meio de um diagrama, a conjungao “p e q” corres-
pondera a interse¢do do conjunto p com o conjunto q, Exemplo:

o
jo)

DISJUNCAO “ou”

Proposicdes compostas em que estd presente o conectivo “ou” s3o ditas DISIJUNCOES.

Uma disjuncao so sera falsa quando as duas partes que a compdem forem ambas falsas. Nos demais
casos, a disjuncdo sera verdadeira.

Se as proposicoes p e q forem representadas como conjuntos por meio de um diagrama, a disjuncdo “p ou q” corres-
pondera a unido do conjunto p com o conjunto q, Exemplo:

o
jo)

CONDICIONAL “Se ... entdo ...”

ProposicGes compostas em que estd presente o conectivo “Se ... entdo ...” sdo ditas CONDICIONAIS.

Uma condicional so sera falsa quando a primeira parte for verdadeira, e a segunda for falsa. Nos de-
mais casos, a condicional serd verdadeira.
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Se as proposicdes p e g forem representadas como conjuntos, por meio de um diagrama, a proposicao condicional “Se
p entdo q” correspondera a inclusdo do conjunto p no conjunto q (p estd contido em q), Exemplo:

Q
E EXERCICIOS RESOLVIDOS
01| Julgue os itens a seguir em certo (C) ou errado (E) sendo Resolugdo:
A=1{1,23,4teB={1,2,3,5,7}. A=1{0,2468 ..}
6 1ca B=1{0,1,2,3,4, 5}
O {4}< 8. C=1{4,5,6,7 8 9}
© 231CB a)BUC=1{0,1,2,34,5,6, 7,8, 9}
® {1,2,5} ¢ A b)ANC={4, 6,8}
G BD{1,3 7). c)C—A={57 9}
D AE d)(ANC)—B=1{4,6,8/—{0,1,2,3,4,5]={6, 8)
Resolugao
) ) ) ) 03| Numa pequena fabrica 65 funcionarios praticam fute-
O £ pois C relaciona conjunto com conjunto. bol, 31 funcionarios praticam voleibol, 17 praticam fute-
® E, pois {4} néo é elemento do conjunto B. bol e voleibol e 9 funciondrios ndo praticam nem futebol
. . L e nem voleibol. Assim, calcule:
® G, pois todo elemento do conjunto {2, 3} também é
elemento do conjunto B. ) A quantidade total de funcionarios dessa fabrica.
® G pois existe elemento do conjunto {1, 2, 5} que néo () A quantidade de funciondrios que praticam apenas
é elemento do conjunto A. futebol.
@ ¢ pois todo elemento do conjunto {1, 3, 7} também ® IA.%uTntldade de funcionarios que ndo praticam vo-
é elemento do conjunto B. etbol.
Resolugao:

@ C pois @ estd contido em todos os conjuntos.
Vamos distribuir essas quantidades nas respectivas regi-

02| Dados os conjuntos: des do diagrama a seguir. Comegando essa distribuicéo
= U={0,1,273,4,56,7,8,9, ..}, pela intersecg¢éo dos conjuntos, temos que:
= A={xeU]|xépar}
= B={xeU | xémenorque 6}. F v
= C={x&€U | xémaior que 3 e menor que 10}.
Determine:
O BUC 9
® Anc Sendo:
® Cc-A : B .
= F o conjunto dos funciondrios que praticam futebol,
® (ANnC)—B temos que n(F) = 65.
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= Vo conjunto dos funciondrios que praticam voleibol,
temos que n(V) = 31.

= F N Vo conjunto dos funciondrios que praticam
futebol e voleibol, temos que n(FN V) = 17.

A quantidade total de funciondrios dessa fabrica é
dada por48 + 17 + 14 + 9 = 88.

A quantidade de funciondrios que praticam apenas
futebol é dada por 65 — 17 = 48.

®

A quantidade de funciondrios que ndo praticam vo-
leibol é dada por 48 + 9 = 57.

04| Uma pesquisa de mercado foi realizada para verificar a
preferéncia de trés produtos de limpeza A, B e C.

Os resultados obtidos nessa pesquisa estdo na tabela a

seguir.
A 150
B 200
C 180
AeB 40
AeC 25
BeC 45
A BeC 15
Nenhuma dos trés 50

Assim, calcule:

) 0 nuamero total de pessoas consultadas.

(® O nimero de pessoas que preferem apenas ao pro-
duto A.

® O numero de pessoas que n3o preferem o produto B.

Resolugao:

Vamos distribuir essas quantidades nas respectivas
regides do diagrama a seguir. Comegando essa dis-
tribuicdo pela interseccdo dos trés conjuntos, temos

A
v/

>
w

50

Sendo:

e Ao conjunto das pessoas que preferem o produto A,
assim temos que n(A) = 150.

e B o conjunto das pessoas que preferem o produto B,
assim temos que n(B) = 200.

e (o conjunto das pessoas que preferem o produto C,
assim temos que n(C) = 180.

O numero total de pessoas consultadas é dado por:
100+ 130+ 125+ 25+ 10+ 30 + 15 + 50 = 485.

O numero de pessoas que preferem apenas o produ-
to A é 100.

O numero de pessoas que ndo preferem o produto B é
dado por 100+ 10+ 125 + 50 = 285.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Sendo M = {{a}, {b}, {a, b}}, com a # b, julgue os itens a
seguir em certo (C) ou errado (E).
O {&atE M.
O {b}cMm.
®ag M.
® {a,bleM.
0O {{a}, by M.

02| O dono de uma lanchonete, a partir de 5 ingredientes,
montou um cardapio com vdrias vitaminas. Sabendo-se
que tais vitaminas podem ser obtidas a partir da mistura
de dois a cinco desses ingredientes, calcule o numero de
vitaminas que podem ser assim obtidas.

03| UFAL No universo IN (naturais), sejam A o conjunto
dos numeros pares, B o conjunto dos niumeros multi-
plos de 3 e C o conjunto dos nimeros multiplos de 5.
Determine os 10 menores nimeros que pertencem ao
conjunto B — (AU C).

04|IFRJ Uma das grandes paixdes dos cariocas é o desfile
de escolas de samba.

Foram entrevistados alguns foliGes com a seguinte
pergunta: “Em qual ou quais escolas vocé ird desfilar
em 2012?”, e os entrevistadores chegaram a algumas
conclusdes, de acordo com a tabela:
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Escola de samba Numero de folides

Mangueira 1500

Portela 1200

Salgueiro 800
Mangueira e Portela 600
Portela e Salgueiro 400
Mangueira e Salgueiro 200
Mangueira, Portela e Salgueiro 150
Nenhuma das trés 700

® Quantos folides foram entrevistados?

() Quantos, dentre os entrevistados, ndo pretendem
desfilar na Salgueiro?

05| UERJ Em uma escola circulam dois jornais: Correio do
Grémio e O Estudante. Em relacdo a leitura desses jor-
nais, por parte dos 840 alunos da escola, sabe-se que:

= 10% ndo leem esses jornais;

= 520leem o jornal O Estudante;

= 440 leem o jornal Correio do Grémio.

Calcule o numero total de alunos do colégio que leem os

dois jornais.

06| UFPE Os alunos de uma turma cursam alguma(s) den-
tre as disciplinas Matematica, Fisica e Quimica. Sabendo
que:

= onumero de alunos que cursam Matematica e Fisica
excede em 5 o numero de alunos que cursam as trés
disciplinas;

= existem 7 alunos que cursam Matematica e Quimi-
ca, mas ndo cursam Fisica;

=  existem 6 alunos que cursam Fisica e Quimica, mas
ndo cursam Matematica;

= 0 numero de alunos que cursam exatamente uma
das disciplinas e 150;

= o numero de alunos que cursam pelo menos uma
das trés disciplinas e 190.

Quantos alunos cursam as trés disciplinas?

07| PUC Um trem viajava com 242 passageiros, dos quais:
= 96 eram brasileiros,

= 64 eram homens,

= 47 eram fumantes,

= 51 eram homens brasileiros,

= 25 eram homens fumantes,

= 36 eram brasileiros fumantes,

= 20 eram homens brasileiros fumantes.

Calcule:

@ o numero de mulheres brasileiras ndo fumantes;

( o nldmero de homens fumantes nio brasileiros;

® o numero de mulheres n3o brasileiras, ndo fumantes.
08| UFMG Uma pesquisa foi feita com um grupo de pessoas

que frequentam, pelo menos, uma das trés livrarias, A,
B e C. Foram obtidos os seguintes dados:

= das 90 pessoas que frequentam a Livraria A, 28 nao
frequentam as demais;

= das 84 pessoas que frequentam a Livraria B, 26 nao
frequentam as demais;

= das 86 pessoas que frequentam a Livraria C, 24 nao
frequentam as demais;

= oito pessoas frequentam as trés livrarias.

) Determine o nimero de pessoas que frequentam
apenas uma das livrarias.

() Determine o nimero de pessoas que frequentam,
pelo menos, duas livrarias.

® Determine o nimero total de pessoas ouvidas nessa
pesquisa.

09| UFF Dos 135 funcionarios de uma empresa localizada
em Niterdi, 2/3 moram na cidade do Rio de Janeiro.
Dos funcionarios que moram na cidade do Rio de Ja-
neiro, 3/5 usam Onibus até a estacdo das barcas e, em
seguida, pegam uma barca para chegar ao trabalho.
Sabe-se que 24 funcionarios da empresa usam exclusi-
vamente seus proprios automaoveis para chegar ao tra-
balho, sendo que 1/3 destes ndo mora na cidade do Rio
de Janeiro. Os demais funciondarios da empresa usam
somente Onibus para chegar ao trabalho.

Determine:

@ o numero de funcionarios da empresa que usam so-
mente Onibus para chegar ao trabalho;

® o numero de funciondrios da empresa que usam
somente 6nibus para chegar ao trabalho e que nao

moram na cidade do Rio de Janeiro.
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10| UNESP Um estudo de grupos sanguineos humanos re-

alizado com 1000 pessoas (sendo 600 homens e 400
mulheres) constatou que 470 pessoas tinham o antige-
no A, 230 pessoas tinham o antigeno B e 450 pessoas
ndo tinham nenhum dos dois. Determine:

@ o nimero de pessoas que tém os antigenos A e B
simultaneamente;

() supondo independéncia entre sexo e grupo sangui-
neo, a probabilidade de que uma pessoa do grupo,
escolhida ao acaso, seja homem e tenha os antige-
nos A e B simultaneamente.

ENEM E VESTIBULARES

01

02|

03

PUC Considere o conjunto A = {3, 5}. Sabendo que BN
A={3}eBUA={1, 2, 3, 4,5}, determine o conjunto B.

0O B={1,23}
B=1{1,2, 4}
B={1,2,3,4}

© @ @

B={1,2,3,5}

® B={1,23,4,5}

UECE Os subconjuntos P, X e Y do conjunto IN dos nume-
ros naturais sdo dados por:

= P ={nUmeros primos},

= X ={multiplos de 2}

= Y ={multiplos de 3}.

Podemos afirmar corretamente que
O PUXUY=N

O PNXNY#£D

® XUYCN-P

® XNYCN-P

EFOA Em uma cidade com 40.000 habitantes ha trés clu-
bes recreativos: Colina, Silvestre e Campestre. Feita uma
pesquisa, foram obtidos os seguintes resultados: 20%
da populagdo frequenta o Colina; 16% o Silvestre; 14%
o Campestre; 8% o Colina e o Silvestre; 5% o Colina e o
Campestre; e 4% o Silvestre e o Campestre. Somente 2%
frequentam os trés clubes. O nimero de habitantes que
ndo frequentam nenhum destes trés clubes é:

26.000
30.000
28.000
32.000
34.000

WO @OO

04| ENEM Uma pesquisa foi realizada para tentar descobrir,
do ponto de vista das mulheres, qual é o perfil da par-
ceira ideal procurada pelo homem do séc. XXI. Alguns
resultados estdo apresentados no quadro abaixo.

O QUE AS MULHERES PENSAM QUE OS
HOMENS PREFEREM

72% 65%
das mulheres tém pensam que os homens
certeza de que os preferem mulheres que
homens odeiam ir ao | facam todas as tarefas da
shopping casa
No entanto, apenas No entanto,
39% 84%
dos homens disseram | deles disseram acreditar
achar a atividade que as tarefas devem ser
insuportavel divididas entre o casal

Correio Braziliense, 29 jun. 2.008 (adaptado).

Se a pesquisa foi realizada com 300 mulheres, entdo a
guantidade delas que acredita que os homens odeiam ir
ao shopping e pensa que eles preferem que elas fagam
todas as tarefas da casa é:

O \Inferior a 80.

(® Superior a 80 e inferior a 100.

® Superior a 100 e inferior a 120.

(® Superior a 120 e inferior a 140.

3 Superior a 140.

05| UEG Na escola do professor Golias, sdo praticadas duas
modalidades de esportes: o futebol e a natacdo. Exata-
mente 80% dos alunos praticam futebol e 60%, natacdo.
Se a escola tem 300 alunos e todo aluno pratica pelo
menos um esporte, entdo o numero de alunos que pra-
ticam os dois esportes é:

240
204
180
139
120

@O0 @0
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06| ITA Considere as seguintes afirmacgdes sobre o conjunto
Uu={0,1,2,3,4,56,7,8, 9}

() oeUen(U)=10

() @cUen(U)=10

(myseve{s}cuU

(V) {0,1,2,5}n{5}=5

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s):
Apenas |l e lll

Apenas Il e IV

Apenas Il e lll

© @ @ &

Apenas IV

O Todas as afirmagdes

07| CEFET Dados os conjuntos A ={1, 2, 3, 4, 5};
B=1{4,56,7};, C-A={7,8,9}; C—B={3, 8,9}
e ANBNC={4}, onumero de elementos do
conjunto C é:

A

@ 0 @ @

6
7
3
4
5

08

UEPI Seja o conjunto A = {0, {0}, 1, {1}, {0, 1}}, é correto
afirmar que:

0O 0gA
® {01}eA
® {01} ZA
(® Oselementosde AsdoOel
(® O nuamero de subconjuntos de A é 22 =4
09| UFCE Sejam M e N conjuntos que possuem um Unico
elemento em comum. Se o nimero de subconjuntos de

M é igual ao dobro do nimero de subconjuntos de N, o
numero de elementos do conjunto MU N é:

@ O triplo do numero de elementos de M.
O triplo do numero de elementos de N.
O quadruplo do nimero de elementos de M.

O dobro do numero de elementos de M.

@ © ® ©

O dobro do numero de elementos de N.

10| UFMG Em uma pesquisa de opinido, foram obtidos es-
tes dados:
=  40% dos entrevistados leem o jornal A.
= 55% dos entrevistados leem o jornal B.
= 35% dos entrevistados leem o jornal C.
= 12% dos entrevistados leem os jornais A e B.
= 15% dos entrevistados leem os jornais A e C.
= 19% dos entrevistados leem os jornais B e C.
= 7% dos entrevistados leem os trés jornais.

= 135 pessoas entrevistadas ndo leem nenhum dos trés
jornais.

Considerando-se esses dados, é correto afirmar que o
numero total de entrevistados foi:

® 1.200

G 1.500

® 1.250

® 1350

11| CEFET Considere os conjuntos:

A={a,b,c,d};B={a, b,d, e}eC={b, d,f, g}. O conjunto
Y, talque YCAeA—Y=BNCé:

O {b,c}

O {3 d}

® {b,d}

® {cd}

O f{ac}

12

UFTO Uma Instituicdo de Ensino Superior oferece os
cursos A e B. Em seu processo seletivo o candidato pode
optar por inscrever-se nos dois cursos ou apenas em um
curso. Ao final, o nimero de inscrigdes por curso e o nu-
mero total de candidatos inscritos pode ser observado no
quadro que segue:

Numero de Numero de Ndmero total

inscrigoes no | inscrigoes no | de candidatos
Curso A Curso B inscritos

480 392 560

Com base nas informagdes acima e nas possibilidades de
inscricoes, pode se afirmar que o nimero de candidatos
gue optaram por inscrever-se somente no curso A foi:

0O 80
O 168
® 312
® 480
O 560
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13| UFTO Foi aplicado um teste contendo trés questdes para
um grupo de 80 alunos. O grafico abaixo representa a
porcentagem de acerto dos alunos por questdo.

70%

60%

Acertos

40%

12 29 3¢ Questdes

Suponha que 52 alunos acertaram pelo menos duas
questdes e 8 alunos ndo acertaram nenhuma. O nimero
de alunos que acertaram as trés questdes é:

0O 44
O 40
® 12
® 20
G 30

14

UDESC Em uma turma de Engenharia, dentre os alunos
matriculados nas disciplinas A, B e C, apenas 40 alunos
as cursaram até o final do semestre. O indice de aprova-
¢do destes alunos nas disciplinas A, B e C foi de 50%, 70%
e 65%, respectivamente. Dentre os aprovados, somente
10% passaram nas trés disciplinas; 30% somente foram
aprovados na disciplina A; 50% somente na disciplina C,
e 5% somente nas disciplinas A e C. Entdo o nimero de
aprovados somente na disciplina B é igual a:

0O 26
O 10
® 28
0 12
0 22

15| UFOP Trés frutas sdo consumidas por um grupo de 400
pessoas: laranja, banana e maca. Dessas pessoas, 185
consomem laranja, 125 consomem laranja e banana,
130 consomem banana e magd, 120 consomem laran-
ja e macad e 100 consomem laranja, banana e maga. O
numero de pessoas que consomem banana é igual ao
numero de pessoas que consomem macga. O numero
de pessoas que consomem magc¢a e ndo consomem la-
ranja é de:

O 95
125
195

© ®@ @

245

16| ENEM Um fabricante de cosméticos decide produzir trés
diferentes catalogos de seus produtos, visando a publi-
cos distintos. Como alguns produtos estardo presentes
em mais de um catalogo e ocupam uma pagina inteira,
ele resolve fazer uma contagem para diminuir os gastos
com originais de impressdo. Os catdlogos C,, C, e C, te-
rdo, respectivamente, 50, 45 e 40 paginas. Comparando
os projetos de cada catalogo, ele verifica que C, e C, te-
rdo 10 paginas em comum; C, e C, terdo 6 paginas em
comum; C, e C, terdo 5 paginas em comum, das quais
4 também estardo em C,. Efetuando os célculos corres-
pondentes, o fabricante concluiu que, para a montagem
dos trés catalogos, necessitara de um total de originais
de impressdo igual a:

135
126
118
114
110

QOO

17| UEL Um grupo de estudantes resolveu fazer uma pes-
quisa sobre as preferéncias dos alunos quanto ao carda-
pio do Restaurante Universitario. Nove alunos optaram
somente por carne de frango, 3 somente por peixes, 7
por carne bovina e frango, 9 por peixe e carne bovina e
4 pelos trés tipos de carne. Considerando que 20 alunos
manifestaram-se vegetarianos, 36 ndo optaram por car-
ne bovina e 42 ndo optaram por peixe, assinale a alter-
nativa que apresenta o nimero de alunos entrevistados.

38
42
58
62
78

QOO

18| INSPER Dentro de um grupo de tradutores de livros, to-

dos os que falam alemado também falam inglés, mas ne-

nhum que fala inglés fala japonés. Além disso, os dois uni-

cos que falam russo também falam coreano. Sabendo que

todo integrante desse grupo que fala coreano também

fala japonés, pode-se concluir que, necessariamente,

) todos os tradutores que falam japonés também fa-
lam russo.

(® todos os tradutores que falam alem3o também fa-
lam coreano.

® pelo menos um tradutor que fala inglés também fala
coreano.

(® nenhum dos tradutores fala japonés e também russo.

(@ nenhum dos tradutores fala russo e também
alemao.
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19| INSPER As trés afirmacgdes abaixo, todas verdadeiras, | 20| UERJ Rafael comprou quatro passagens aéreas para dar
foram feitas por Luis para descrever o que pretendia fa- uma de presente para cada um de seus quatro netos.
zer em relagdo s suas economias e planos de viagem. Para definir a época em que irdo viajar, Rafael pediu para
cada um dizer uma frase. Se a frase fosse verdadeira, o

" Se o preco do dolar cair no final do ano, entdo eu neto viajaria imediatamente; se fosse falsa, o neto sé

vou investir em poupanga e viajar para o exterior. viajaria no final do ano.
=  Se eu viajar para o exterior, ent3o vou comprar um O quadro a seguir apresenta as frases que cada neto falou:
equipamento de esqui.
NETO FRASE
= Se eu alugar ou comprar um equipamento de esqui,
entdo vou esquiar em Bariloche. ! Viajarei para a Europa
A partir das trés afirmacgdes e da informagdo de que Luis I Meu voo sera noturno

ndo esquiou em Bariloche, pode-se tirar algumas con-

clusdes que sdo, necessariamente, verdadeiras. Dentre

as conclusdes abaixo, a tinica que n3o é, necessariamen- Y, O Flamento € o melhor
L time do Brasil

te, verdadeira é

11 Viajarei no final do Ano

A partir das frases ditas, Rafael ndo pode definir a época

® o prego do délar n3o caiu no final do ano. da viagem do neto representado pelo seguinte nimero:

(® Luis n3o investiu em poupanca. AN

® Luis n3o viajou para o exterior. 0O I
(® Luis ndo comprou um equipamento de esqui. ® Il
® Luis n3o alugou um equipamento de esqui. o v

FUNGAO POLINOMIAL DO 1° GRAU

Uma fungdo f: IR = IR é chamada de fungdo polinomial do 12 grau ou fungdo afim se, e somente se, for expressa pela se-
guinte lei de formagdo.

f(x) =ax+b,coma € IR*eb € IR
Assim, sdo exemplos de fungGes polinomiais do 12 grau ou fungdo afim:
= f(x)=3x—8,coma=3eb=-8
=  f(x)=—2x+5,coma=—-2eb=5
OBSERVACOES:
= Qs coeficientes a e b sdo chamados de coeficiente angular e coeficiente linear, respectivamente.

= Seb=0emf(x)=ax+ b, temos que f(x) = ax. Nesse caso, a fun¢do afim recebe o nome particular de funcao linear.

= Seb=0ea=1emf(x) =ax + b, temos que f(x) = x. Nesse caso, a fun¢do afim recebe o nome particular de funcdo
identidade.

RAIZ OU ZERO

De maneira geral, raiz ou zero de uma fungdo f(x) é o valor x que torna f(x) = 0. Assim, para uma fungdo expressa por
f(x) = ax + b, temos que:
b

f(x)=ax+b=O:>x=—§

. ~ . . , b
Portanto, a raiz ou zero de uma fungdo polinomial do 12 grau é x = 3
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TAXA DE VARIAGAO

O parametro a (coeficiente angular) da fungdo polinomial do 12 grau f(x) = ax + b é uma constante, também chamada de
taxa de variagao.

GRAFICO NO PLANO CARTESIANO

O grafico cartesiano de uma fung¢do polinomial do 12 grau, com a # 0, é uma reta obliqua em relagdo aos eixos coordenados.

A principio, para esbogar esse grafico, podemos montar uma tabela numérica escolhendo valores arbitrarios para x e cal-
culando os correspondentes valores de y = f(x). Contudo, ja sabemos da geometria, que uma reta fica determinada por apenas
dois pontos distintos.

Portanto, para esbocar o grafico de uma funcéo polinomial do 12 grau, basta atribuir dois valores arbitrarios para x, calcular seus
correspondentes valores y = f(x) e tragar uma reta passando por esses dois pontos.

Geralmente, os pontos utilizados sdo os de intersec¢do da reta com os eixos coordenados. Assim:
=  Para obter a intersec¢do com o eixo das abscissas basta fazer y = f(x) = 0.

=  Para obter a intersec¢do com o eixo das ordenadas basta fazer x = 0.

FUNCAO CONSTANTE

De maneira geral, uma funcdo f: IR — IR é chamada de func¢do constante se, e somente se, for expressa pela seguinte lei de
formacao.

f(x) = k, sendo k uma constante real

Assim, a fungdo f associa todo nimero real x a uma mesma imagem k. Portanto, seu grafico é uma reta paralela ao eixo das
abscissas passando pelos pontos de ordenada y = k.

Exemplo: f(x) =6

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
—14

24

ESTUDO DO SINAL

Estudar o sinal de uma fungdo f(x) significa determinar os valores de x para os quais f(x) é positivo, negativo ou zero.
Assim, para estudar o sinal de uma funcdo do tipo f(x) = ax + b, devemos inicialmente determinar sua raiz ou zero, que é

x=—7¢eem seguida, esbogar o seu grafico verificando, através do coeficiente angular, se 0 mesmo é uma reta é crescente

ou decrescente.

= Sea >0, o grafico de f(x) = ax + b é uma reta crescente. Observe a figura a seguir.

f(x) >0

Y
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Assim, temos que:

Para x < —%, temos f(x) < 0.
Para x > —%, temos f(x) > 0.

Para x =—%, temos f(x) = 0.

= Sea <0, o grafico de f(x) = ax + b é uma reta decrescente. Observe a figura a seguir.

w0

(x)>0~_ @

b

Assim, temos que:

Para x < —%, temos f(x) > 0.
Para x > —%, temos f(x) < 0.

Para x =—%, temos f(x) = 0.

Y

X

wKo

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Dada a fungdo afim f(x) = 2x — 13, determine:
@ 0 valor de f(5).
(® Aexpressdo de f(x + 3).
® O valor de x para que f(x) = 7.
Resolugao:
O f(5)=25-13=10—13." f(5)=—3

O fix+3)=2(x+3)—13=f(x+3)=2x+6—13
+3)=2x—7

@ flx)=2x—13=2x—13=7=2x=20." x=10

02| O drgdo responsavel pela conservagado dos rios e lagos de
uma cidade detectou que certa companhia estava poluin-
do o Rio das Almas. Logo, multou-a em RS 15.000,00, mais
RS 200,00 por dia até que a companhia se ajustasse as nor-
mas que regulamentam os indices de polui¢do.

Nessas condigdes, determine:

@ A lei matematica que fornece o valor P, em reais,
pago pela companhia em fungdo do nimero x de
dias que a mesma esteve fora das referidas normas.

( 0 valor da multa paga por um periodo de 20 dias.

® O numero de dias correspondente a uma multa de
RS 30.000,00.

Resolugao:
O Aleié dada por P(x) = 15.000 + 200x.

® P(20) = 15.000 + 200.20 = 15.000 + 4.000
P(20) = 19.000 reais.

® P(x) = 15.000 + 200x = 30.000
200x = 15.000 .". x = 75 dias.

03

Determine os valores numéricos de a e b na funcdo afim
f(x) = ax + b, sabendo-se que f(—1) = —12 e f(2) = 3.

Resolugao:

Na fungdo f(x) = ax + b, temos que:

» f(-1)=a.(-1)+b=-12=—-a+b=-12.
" f(2)=a2+b=3=>2a+b=3.

Assim, obtemos o seguinte sistema:

{ a+b=-12
2a+b =3

Subtraindo as equagbes membro a membro, temos:
2a+b—(—a+b)=3—(—12) = 3a=15=>a=>5.
Substituindo a = 5 na 19 equagdo, temos:

—5+b=-12=>b=-7.

Portanto,a=5e b =—7.
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04| Determine as coordenadas do ponto de intersec¢do do
grafico da fungdo f(x) = —2x + 18 com o eixo das abscissas.

Resolugao:
Para obter as coordenadas desse ponto, basta fazer f(x) = 0.
—2x+18=0=>x=9

Portanto, as coordenadas sGox =9 ey = 0.

05| Uma loja de materiais escolares vende 31 mochilas da
marca KB por més a RS 80,00. Seu proprietario notou
que, para cada RS 2,00 de desconto, eram vendidas 5
mochilas a mais. Nessas condi¢Ges, determine a lei de
formacgao que relaciona a quantidade y de mochilas ven-
didas em fungdo do seu preco x.

Resolugao:

Se a cada desconto de RS 2,00 a quantidade de mochilas
vendidas aumenta em 5, entdo a razdo entre variagdo da
quantidade vendida y e a variagdo do prego de venda x
é constante. Logo, a lei de formacdo é da forma y = ax +
b. Dai, temos que:

Para x = 80, temos que y = 31.

Logo, 80a + b = 31.
Para x = 78, temos que y = 36.
Logo, 78a + b = 36.
Assim, obtemos seguinte sistema:

[80a+b = 31

|78a+b = 36
Subtraindo as equagées membro a membro, temos:
78a+b—(80a+b)=36—-31=—-2a=5=a=-25
Substituindo a = —2,5 na 19 equag¢do, temos:
80.(—2,5) +b=31 = b=231
Portanto, a lei de formagdo é y = —2,5x + 231.
OBSERVACAO:

= Poderiamos ter obtido o coeficiente angular (taxa
de variagdo) através da razdo entre a variagdo da
quantidade vendida e a variagdo do prego de venda
das mochilas. Observe a sequir:

_36—31 _

9=78—80 ~

—-2,5

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Considerando a fungdo afim f(x) = ax + b, tal que:
= f(1)—f(0)=1
= f0)+f(—1)=2
Determine:
() Os valores numéricos de a e b.
O Araiz de f(x).
02| Determine o valor de m para que o grafico da fungdo
f(x) = (3m — 4)x + 6 seja:
() Uma reta decrescente.
( Uma reta constante.
03| Determine os valores numéricos de a e b para que os

graficos das fungGes f(x) = ax + 1 e g(x) = bx + 4 se inter-
ceptem no ponto P(1, 6).

04| FGV Uma locadora A de automéveis cobra R$ 90,00 por
dia de aluguel de certo carro. Outra locadora B cobra
pelo mesmo modelo de carro um valor fixo de RS 210,00
mais RS 80,00 por dia de aluguel. Seja n o nimero de
dias que um cliente pretende alugar este carro.

() Para que valores de n é preferivel a empresa A?

® Qual deveria ser o valor fixo cobrado pela locadora
B, para que B fosse preferivel para n > 27 dias?

05| UEL ViajeBem é uma empresa de aluguel de veiculos de
passeio que cobra uma tarifa didria de RS 160,00 mais
RS 1,50 por quildmetro percorrido, em carros de catego-
ria A. AluCar é uma outra empresa que cobra uma tarifa
diaria de RS 146,00 mais RS 2,00 por quilémetro percor-
rido, para a mesma categoria de carros.

() Represente graficamente, em um mesmo plano
cartesiano, as fungdes que determinam as tarifas
didrias cobradas pelas duas empresas de carros
da categoria A que percorrem, no maximo, 70 qui-
|6metros.

() Determine a quantidade de quilémetros percorridos
para a qual o valor cobrado é o mesmo. Justifique
sua resposta apresentando os calculos realizados.

06| FGV A quantidade de cdpias vendidas de cada edigdo
de uma revista juridica é fungdo linear do numero de
matérias que abordam julgamentos de casos com ampla
repercussao publica. Uma edigdo com quatro matérias
desse tipo vendeu 33 mil exemplares, enquanto que
outra contendo sete matérias que abordavam aqueles
julgamentos vendeu 57 mil exemplares.
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) Quantos exemplares da revista seriam vendidos,
caso fosse publicada uma edi¢do sem matéria algu-
ma que abordasse julgamento de casos com ampla
repercussdo publica?

(® Represente graficamente, no plano cartesiano, a
funcdo da quantidade (Y) de exemplares vendidos
por edicdo, pelo nimero (X) de matérias que abor-
dem julgamentos de casos com ampla repercussdo
publica.

® Suponha que cada exemplar da revista seja vendi-
do a RS 20,00. Determine qual serd o faturamento,
por edigdo, em fung¢do do nimero de matérias que
abordem julgamentos de casos com ampla reper-

cussao publica.

07| UERJ O reservatério A perde dgua a uma taxa cons-
tante de 10 litros por hora, enquanto o reservatério
B ganha agua a uma taxa constante de 12 litros por
hora. No grafico, estdo representados, no eixo y, os
volumes, em litros, da agua contida em cada um dos
reservatérios, em fun¢do do tempo, em horas, repre-
sentado no eixo Xx.

A

Y
720+

60

\ 4

X, X

Determine o tempo x,, em horas, indicado no gréfico.

08| UNICAMP A numeragdo dos calgados obedece a pa-
droes distintos, conforme o pais. No Brasil, essa nume-
ragdo varia de um em um, e vai de 33 a 45, para adul-
tos. Nos Estados Unidos a numeragdo varia de meio em
meio, e vai de 3,5 a 14 para homens e de 5 a 15,5 para
mulheres.

() Considere a tabela abaixo.

Numeragdo brasileira Comprimento do calgado

(t) (x)
35 23,8 cm
42 27,3 cm

Suponha que as grandezas estdo relacionadas
por fungdes afins t(x) = ax + b para a numeragao
brasileira e x(t) = ct + d para o comprimento do
calgado. Encontre os valores dos parametros a e
b da expressdo que permite obter a numeragao
dos calgados brasileiros em termos do compri-
mento, ou os valores dos parametros c e d da ex-
pressdo que fornece o comprimento em termos
da numeracao.

(® A numeragdo dos calgados femininos nos Estados
Unidos pode ser estabelecida de maneira aproxima-
da pela fungdo real f definida por f(x) = 5(x — 20) / 3,
em que x é o comprimento do calgado em cm. Sa-
bendo que a numeragdo dos calgados n, forma uma
progressao aritmética de razdo 0,5 e primeiro termo
n, =5, em que n, = f (c,), com k natural, calcule o
comprimento c..

09| UEG Uma estudante oferece servicos de tradugdo de
textos em lingua inglesa. O preco a ser pago pela tradu-
¢do inclui uma parcela fixa de R$ 20,00 mais RS 3,00 por
pagina traduzida. Em determinado dia, ela traduziu um
texto e recebeu RS 80,00 pelo servico Calcule a quanti-

dade de paginas que foi traduzida.

10| UFJF Uma construtora, para construir o novo prédio
da biblioteca de uma universidade, cobra um valor fixo
para iniciar as obras e mais um valor, que aumenta de
acordo com o passar dos meses da obra. O gréfico abai-
xo descreve o custo da obra, em milhdes de reais, em
funcdo do nimero de meses utilizados para a constru-
¢do da obra.

A Y (milhGes de reais)

»

12 X (meges)

() Obtenha a lei y = f(x), para x > 0 que determina o
grafico.

() Determine o valor inicial cobrado pela construtora
para a construgdo do prédio da biblioteca.

® Qual serd o custo total da obra, sabendo que a cons-
trucdo demorou 10 meses para ser finalizada?

107
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ENEM E VESTIBULARES

nia celular.

01| ENEM No Brasil ha varias operadoras e planos de telefo-

Uma pessoa recebeu 5 propostas (A, B, C, D e E) de planos
telefénicos. O valor mensal de cada plano estd em fungdo
do tempo mensal das chamadas, conforme o grafico.

o A E
[]
)
£ 70
S
T D
£ 60
IS5 ©
S 50 /B
>
A
40
30
20
10
0 A -
0 10 20 30 40 50 60

Tempo mensal (em minutos)

Essa pessoa pretende gastar exatamente RS 30,00 por
més com telefone.

Dos planos telefonicos apresentados, qual é o mais van-
tajoso, em tempo de chamada, para o gasto previsto
para essa pessoa?

© ®@ @ ©
m O O W >

(EJ

02| ENEM As curvas de oferta e de demanda de um produto

representam, respectivamente, as quantidades que ven-
dedores e consumidores estdo dispostos a comercializar
em fungdo do preco do produto. Em alguns casos, essas
curvas podem ser representadas por retas. Suponha que
as quantidades de oferta e de demanda de um produto
sejam, respectivamente, representadas pelas equagdes:

QO =-20 + 4P
QD = 46 - 2P

em que QO é quantidade de oferta, QD é a quantidade
de demanda e P é o prego do produto.

A partir dessas equagoes, de oferta e de demanda, os
economistas encontram o preco de equilibrio de merca-
do, ou seja, quando QO e QD se igualam.

Para a situagdo descrita, qual o valor do preco de equilibrio?
(AN}

0 1

® 13

® 23

O 33

03| ENEM As frutas que antes se compravam por duzias, hoje

em dia, podem ser compradas por quilogramas, existindo
também a variagdo dos pregos de acordo com a época de
produgdo. Considere que, independente da época ou va-
riacdo de preco, certa fruta custa RS 1,75 o quilograma.
Dos graficos a seguir, 0 que representa o prego m pago em
reais pela compra de n quilogramas desse produto é

A

1,75

3

1,75

1,75

3

1,75
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04| ENEM O prefeito de uma cidade deseja construir
uma rodovia para dar acesso a outro municipio. Para
isso, foi aberta uma licitagdo na qual concorreram
duas empresas. A primeira cobrou RS 100.000,00
por km construido (n), acrescidos de um valor fixo
de RS 350.000,00, enquanto a segunda cobrou RS
120.000,00 por km construido (n), acrescidos de um va-
lor fixo de RS 150.000,00. As duas empresas apresen-
tam o mesmo padrdao de qualidade dos servigcos pres-
tados, mas apenas uma delas poderd ser contratada.
Do ponto de vista econdmico, qual equagdo possibili-
taria encontrar a extensdo da rodovia que tornaria in-
diferente para a prefeitura escolher qualquer uma das
propostas apresentadas?

100n + 350 = 120n + 150
100n + 150 = 120n + 350
100(n+350) = 120(n+150)

© @ @ O

100(n + 350.000) = 120(n + 150.000)
@ 350(n+100.000) = 150(n + 120.000)

05| ENEM O saldo de contratagdes no mercado formal no
setor varejista da regido metropolitana de Sdo Paulo
registrou alta. Comparando as contratagGes deste setor
no més de fevereiro com as de janeiro deste ano, houve
incremento de 4.300 vagas no setor, totalizando 880.605
trabalhadores com carteira assinada.

Disponivel em: http://www.folha.uol.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Suponha que o incremento de trabalhadores no setor
varejista seja sempre 0 mesmo nos seis primeiros meses
do ano. Considerando-se que y e x representam, respec-
tivamente, as quantidades de trabalhadores no setor va-
rejista e os meses, janeiro sendo o primeiro, fevereiro, o
segundo, e assim por diante, a expressao algébrica que
relaciona essas quantidades nesses meses é

y = 4300x

y = 884 905x

y = 872 005 + 4300 x
y = 876 305 + 4300x

@ ©O® 0

y = 880 605 + 4300x

06| ENEM O grafico mostra o nimero de favelas no munici-
pio do Rio de Janeiro entre 1980 e 2004, considerando
que a variagdo nesse nimero entre os anos considera-
dos é linear.

Favela Tem Meméria. Epoca. N2 621, 12 abr. 2010 (adaptado)

Se o0 padrdo na variacdo do periodo 2004/2010 se man-
tiver nos préximos 6 anos, e sabendo que o nimero de
favelas em 2010 e 968, entdo o numero de favelas em
2016 sera

@ menor que 1150.
(® 218 unidades maior que em 2004.
® maior que 1150 e menor que 1200.
(® 177 unidades maior que em 2010.
® maior que 1200.

07| ENEM Um experimento consiste em colocar certa quan-
tidade de bolas de vidro idénticas em um copo com agua
até certo nivel e medir o nivel da dgua, conforme ilustra-
do na figura a seguir. Como resultado do experimento,

concluiu-se que o nivel da agua é fungao do niumero de
bolas de vidro que sdo colocadas dentro do copo.

O quadro a seguir mostra alguns resultados do experi-
mento realizado.

numero de bolas (x) | nivel da agua (y)

5 6,35 cm
10 6,70 cm
15 7,05 cm

Disponivel em: www.penta.ufrgs.br. Acesso em: 13 jan. 2009 (adaptado).

Qual a expressao algébrica que permite calcular o nivel
da dgua (y) em fungdo do nimero de bolas (x)?

O y=730x

O y=25x+20,2.
® y=1,27x

® y=0,7x.

@ y=0,07x+6.
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08| FGV Uma fabrica de panelas opera com um custo fixo
mensal de RS 9 800,00 e um custo variavel por panela
de RS 45,00. Cada panela é vendida por RS 65,00. Seja
x a quantidade que deve ser produzida e vendida men-
salmente para que o lucro mensal seja igual a 20% da
receita. A soma dos algarismos de x é:

(A I}
(B)
®
(D)
()

o u b~ W

09| ESPCEX Na figura abaixo esta representado o grafico de
uma fungdo real do 12 grau f(x).

Ay
f(x)
/ 1
> X
2
A expressdo algébrica que define a fungdo inversa de f(x) é
—- X
0O y= > +1
— iyl
O y=x+ 5
® y=2x—2
® y=2x+2
@ y=2x+2

10| UEPA O treinamento fisico, na dependéncia da quali-
dade e da quantidade de esforgo realizado, provoca,
ao longo do tempo, aumento do peso do figado e do
volume do coragdo. De acordo com especialistas, o
figado de uma pessoa treinada tem maior capacida-
de de armazenar glicogénio, substancia utilizada no
metabolismo energético durante esforcos de longa
duragdo. De acordo com dados experimentais realiza-
dos por Thorner e Dummler (1996), existe uma rela-
¢do linear entre a massa hepatica e o volume cardiaco
de um individuo fisicamente treinado. Nesse sentido,
essa relagdo linear pode ser expressa pory = ax + b,
onde “y” representa o volume cardiaco em mililitros
(ml) e “x” representa a massa do figado em gramas
(g). A partir da leitura do grafico abaixo, afirma-se que
a lei de formacdo linear que descreve a relacdo entre
o volume cardiaco e a massa do figado de uma pessoa
treinada é:

Volume cardiaco (ml)
A
1315

745

>

1400 2000
Massa do figado (g)

(fonte: Célculo Ciéncias Médicas e Bioldgicas, Editora Harbra Itda, Sdo Paulo, 1988 —
Texto Adaptado)

0 y=0,91x— 585
® y=0,92x+ 585
® y=-0,93x —585
(® y=-0,94x + 585
® y=0,95x— 585

11| FGV O grafico de uma fungdo polinomial do primeiro

grau passa pelos pontos de coordenadas (x, y) dados
abaixo.

X 0 m 6 7
y 5 8 14

Podemos concluir que o valor de k + m é:
0O 155
O 165
® 17,5
® 185
O 195

12| ENEM Em fevereiro, o governo da Cidade do México,

metrépole com uma das maiores frotas de automoveis
do mundo, passou a oferecer a populagdo bicicletas
como opgao de transporte. Por uma anuidade de 24 do6-
lares, os usuarios tém direito a 30 minutos de uso livre
por dia. O ciclista pode retirar em uma estagao e devol-
ver em qualquer outra e, se quiser estender a pedalada,
paga 3 dodlares por hora extra.

Revista Exame. 21 abr. 2010.

A expressao que relaciona o valor f pago pela utilizagdao
da bicicleta por um ano, quando se utilizam x horas ex-
tras nesse periodo é

O f(x)=3x
O fx)=24
® f(x)=27
® f(x)=3x+24
O f(x)=24x+3
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FUNGCAO POLINOMIAL DO 2° GRAU

Uma funcdo f: IR — IR é chamada de fungdo polinomial do 22 grau ou fungdo quadratica se, e somente se, for expressa pela

seguinte lei de formacao.
f(x) =ax>+ bx+c,coma € IR*,b € IRec € IR
Assim, sdo exemplos de fungGes polinomiais do 22 grau ou fungdo quadratica:
= f(x)=2x*—9x+6,coma=2,b=-9ec=6
= f(x)=—x*+5,coma=—-1leb=0ec=5
OBSERVACAO:

=  Os coeficientes a e ¢ sdo chamados de coeficiente dominante e termo independente, respectivamente.

RAIZES OU ZEROS

De maneira geral, raizes ou zeros de uma funcdo f(x) sdo os valores de x que tornam f(x) = 0. Assim, para uma fungdo ex-

pressa por f(x) = ax? + bx + ¢, temos:
= f(x)=ax’+bx+c=0=ax*+bx=—c
Dividindo todos os termos por a # 0, temos:

2

.. b
Adicionando 4—a2 em ambos os lados, temos:

- 2. b LZ__L biz
x+ax+4a2— a—i-4a2

Como o0 12 membro da equacgdo é um trinébmio quadrado perfeito, temos:

. b P _ —dactb® b __ /—dactb®

Isolando a varidvel x, temos:

b \/b2—4ac$X:—bi\/b2—4ac

"ox=T® 2a 2a

Fazendo A = b? — 4ac, temos:

_—bxyA
X= 2a

Essa formula é conhecida como férmula de Bhaskara em homenagem ao matematico indiano Bhaskara Akaria.
OBSERVAGAO:

Sendo A o discriminante da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, temos que:

= Para A >0, a equagdo ax? + bx + ¢ = 0 possui duas raizes reais e distintas.

= Para A =0, a equagdo ax®> + bx + c = 0 possui duas raizes reais e iguais.

= Para A <0, aequacdo ax? + bx + ¢ = 0 ndo possui raizes reais.

SOMA E PRODUTO DAS RAIZES

Chamando de x’ e x” as raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0, temos que:

o b
A soma dessas raizes é dada por S =3 observe:




_—b+¢Z+—b—«/K _ =2 _ b
2a 2a a

O produto dessas raizes é dado por P = %, observe:

= —b;ﬂ_(—b—ﬂ)z (-b)}—(JAY

TP 2a (2a)y

. pob’ A _ b?—(b>—4ac) _ 4ac _ ¢
43° 43? 432 a

FORMA FATORADA

A func3o f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0 também pode ser expressa na forma fatorada (forma de produto). Assim, sendo
x’ e x” suas raizes ou zeros, temos que:

Colocando a # 0 em evidéncia em f(x) = ax? + bx + ¢, temos:
= f(x)= a(x2 +%x +§> = a[x2 —(—%) + %]
Utilizando a soma e o produto das raizes, temos:
= f(x) = a[x*— (X + x")x +x'X']
Desenvolvendo, temos:
= fx)=a(x®—x'x—x'x+xxX)
Fatorando por agrupamento, temos:
= f(x) = a[x(x—x)—x"(x—x)]

Finalizando, temos:

f(x) = a(x —x).(x = x")
Essa é a forma fatorada de uma fungdo polinomial do 22 grau ou fun¢do quadratica.

GRAFICO CARTESIANO

O gréfico cartesiano de uma fungdo polinomial do 22 grau é uma parabola cujo eixo de simetria (reta que divide a
parabola em duas partes que se coincidem ao serem sobrepostas) é paralelo ou coincidente com o eixo das ordenadas.

Assim, para esbogar esse grafico, pode-se montar uma tabela numérica escolhendo alguns valores arbitrarios para x
(no minimo trés) e calculando os correspondentes valores de y.

Para a fungdo f(x) = x2 — 2x — 3, temos que:

Eixo de simetria

Ay
X Y
ENEE o
-2 5 54
|
-1 1] 0 M !
0o | -3 o
2 |
1 —4 i
L L L ' A -
2 | -3 5 -4 -3 —2 - 1 4 5 X
l,,
3 0 A
|
4 5 -3 :
74,,,,
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A partir desse grafico, podemos concluir que:
= Otermo independente (c = —3) é a ordenada do ponto de intersec¢do do grafico de f com o eixo das ordenadas.
= Asraizes (X' = —1 e x” = 3) sdo abscissas dos pontos de intersecgdo do grafico de f com o eixo das abscissas.
= O coeficiente dominante (a = 1) é positivo. Assim, o grafico de f € uma parabola com a concavidade voltada para cima.
= Aimagemdafuncdoféim={y € IR|y = —4}.

Para a funcdo f(x) = —x? + 2x, temos que:

Eixo de simetria

Ay
of |
o
|
-1 | -3 Nl
0| o 1
2f
1 1 1l
L L L L i A -
2 0 =5 4321 1 4 5 X
3 | -3 |
20
3 |
|
—41 :

A partir desse grafico, podemos concluir que:

= O termo independente (c = 0) é a ordenada do ponto de intersec¢do do grafico de f com o eixo das ordenadas.

= Asraizes (X’ =0 e x” = 2) sdo abscissas dos pontos de intersec¢do do grafico de f com o eixo das abscissas.

= O coeficiente dominante (a = —1) é negativo. Assim, o grafico de f é uma parabola com a concavidade voltada para baixo.

= Aimagemdafungiofélm={y € IR |y = 1}.

COORDENADAS DO VERTICE

Sabe-se que o grafico de uma fungdo quadratica é uma parabola cujo eixo de simetria é paralelo ou coincidente com o eixo
das ordenadas.

Assim, para determinar as coordenadas do vértice da pardbola que representa graficamente a funcdo f(x) = ax? + bx + ¢,
deve-se tomar dois pontos A e B simétricos em relagdo a seu eixo de simetria.

A Eixo de simetria

=~
=~

yV

Y

<

—— e e s
<

De acordo com a ilustragdo, temos que:
= x,=X,~kex;=x, +Kk, para todo k real positivo.

= f(x,) = Flxg) = f(x, — k) = f(x, + k).
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Substituindo em f(x) = ax? + bx + ¢, temos que:

= a(x,— k)2 +b(x, — k) +c=a(x, +k)* + b(x, + k) + c

Desenvolvendo os quadrados e, em seguida, reduzindo os termos semelhantes, temos que:

. _ __b
4abxy = 2bk = xy = 23

Para se obtery,, basta substituir x, na fungdo f. Assim, temos que:

_ _(_bYV _b
. yv—f(xv)—a< 2a)+b( 2a)Jrc
_ _b* B _ —b%+4ac
" YV—f(Xv)—E_E‘FC—T
—(b? — 4ac) A
= ow= )= e wE gy

Portanto, o vértice da parabola é o ponto V dado por:

V(_ 2ba ' %)

OBSERVACAO:

= Também pode-se esbogar o gréfico de uma fungdo quadratica analisando sua concavidade e escolhendo alguns pontos
convenientes. As intersec¢Bes da pardbola com o eixo das abscissas (raizes reais quando houver), com o eixo das ordenadas
(termo independente) e as coordenadas do vértice (ponto de ordenada maxima ou minima).

Por exemplo:
*  Paraa fungdo f(x) = x> — 4x — 5, temos que:
=  Termo independente: c = —5.

- Raizes: x'=5ex”"=-1

R Y S I I

= Assim, V(2,-9).

Y
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IMAGEM, CRESCIMENTO E DECRESCIMENTO

Sabe-se que o gréafico da funcio quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0 é uma parabola com a concavidade voltada para
cima (a > 0) ou com a concavidade voltada para baixo (a < 0). Assim, deve-se considerar dois casos.

Analisando tal grafico, temos que:

Analisando tal grafico, temos que:

OBSERVACOES:

Para a > 0, temos que:

- Ay

Im <

Y

A fungdo tem um valor minimo dado pory,, para x = x,.

A fungdo € crescente para todo x = x,,.

A fungdo €é decrescente para todo x = x,,.

Aimagem de f é dada porIm={y € IR | y =y, }, pois y,, € 0o menor elemento do conjunto imagem.

Para a < 0, temos que:

Ay

~Yv

Y

~ 0

A fungdo tem um valor maximo dado pory,, para x = X,.
A fungdo € crescente para todo x = x,,.
A fungdo €é decrescente para todo x = x,,.

Aimagem de f é dada poriIm={y € IR | y =<y, }, pois y,, € o maior elemento do conjunto imagem.

Quando a paradbola tem a concavidade voltada para cima, dizemos que a ordenada do vértice, dado pory,, € o valor
minimo de f.

Quando a pardbola tem a concavidade voltada para baixo, dizemos que a ordenada do vértice, dado pory,, é o
valor maximo de f.

A abscissa do vértice, dado por x,, também pode ser determinado através da média aritmética das raizes, ou

seja, Xy = 3

X'+ x"
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ESTUDO DO SINAL

Estudar o sinal de uma funcdo f(x) significa determinar os valores de x para os quais f(x) é positivo, negativo ou zero.

Assim, para estudar o sinal de uma func3o do tipo f(x) = ax? + bx + ¢, deve-se inicialmente determinar suas raizes ou zeros
e, em seguida, esbocar o seu gréfico levando-se em conta os sinais do discriminante (A) e do coeficiente dominante (a).

Para melhor compreensao, divide-se esse estudo em seis possiveis casos.

= 12Caso:A >0ea>0

Assim, temos que:
Parax=x"oux=x" = f(x) =0.
Parax < x’ oux > x” = f(x) > 0.
Parax’ < x < x” = f(x) <O0.

= 22Caso:A >0ea<0

Assim, temos que:
Parax=x"oux=x" = f(x) =0.
Parax < x" oux > x” = f(x) <O0.
Para x’ < x < x” = f(x) > 0.

= 32Caso:A=0ea>0

+
+

Y

Assim, temos que:
Parax=x'=x" = f(x) =0.

Para x #x" = f(x) > 0.

= 42Caso:A=0ea<0.

Y
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Assim, temos que:
Parax =x"=x" = f(x) =0.

Parax + x’ = f(x) < 0.

= 52Caso:A<0ea>0.

+ — -
X’
Assim, temos que:
Para V x € IR, f(x) > 0.
= 62Caso:A<0ea<o. -
X

Assim, temos que:

Para V x € IR, f(x) < 0.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Uma companhia aluga um énibus de 40 lugares para que | 02| Para quais valores reais de m a fung¢do quadratica
um grupo de alunos faca uma excursdo ao Nordeste se- f(x) = x2— 3x — 2m tem duas raizes reais distintas?

undo as seguintes condicoes: -
g & s Resolugao:

= (Cada passageiro paga RS 8,00 se todos os 40 lugares

Para que uma fungdo quadrdtica tenha duas raizes reais
forem ocupados.

e distintas, seu discriminante deve ser maior que zero,
= Cada passageiro paga um adicional de RS 2,00 por ou seja, A > 0. Assim, temos que:

lugar ndo ocupado. 9

A>0@(—3)2—4.1.(—2m)>0:>9+8m>0:>m>78

Nessas condigdes, determine:

0 A lei matematica que fornece o valor P, em reais, 03| Determine o valor de m na equagdo polinomial dada por
. . a. - 2 _ 99 — .

recebido pela companhia de énibus em fungdo do x° + mx — 28 = 0 para que a soma dos inversos de suas

nimero x de lugares ndo ocupados. raizes seja igual a %

(® 0 valor pago a companhia se 10 lugares n3o forem Resolug3o:
ocupados. L, , 5
Sendo x’ e x” as raizes de x° + mx — 28 = 0, temos as
Resolugao: seguintes relagées:
@ Sendo x o numero de lugares ndo ocupados, cada , , b _ m , .
U - N X +x =g "1 =X +x"=—m
um dos (40 — x) alunos que vdo a excurséo pagaréo a
(é% + 2x) reais. Assim, olva/orFi em fungdo de x, rece- X X' = % _ %28 X X =— 28
bido pela companhia é dado por:
1,1_8 X +x" _ 8
P(x)= (40— x).(8 + 2x) .". P(x) = —2x*+ 72x + 320 Al i
@ P(10) = —2.10%+ 72.10 + 320 = 840 reais. _—579 - g m=32

117
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04| O lucro mensal, em reais, de uma confeccdo é dado pela fun-
¢d0 quadratica L(x) =— 10x* 4+ 800x — 200, sendo x o ni-
mero de unidades produzidas e vendidas mensalmente de
um produto P. Nessas condi¢Ges, determine.

@ 0 numero de unidades produzidas e vendidas do
produto P para se obter o maior lucro possivel

(® 0 maior lucro mensal possivel na produgdo e venda
do produto P.

Resolugao:

Observe através do esbogo do grdfico de L(x) que o valor
de x que produz o lucro madximo € o x, e que o lucro md-

ximoéoy,.

Yv

Y

Assim, temos que:

___ 800 _

Portanto, para se obter o lucro mdaximo, devem ser
fabricadas e vendidas 40 unidades do produto P.

_ 800° — 4.(—10).(—200)
4.(-10)

0O y= = 15.800

Portanto, o lucro mdximo na fabricag¢éo e venda do
produto P é RS 15.800,00.

05| Estude o sinal das seguintes fun¢des quadraticas.
0O f(x)=x*—3x—10
O f(x)=—x2+6x—9
® f(x)=x2—2x+3
Resolugao:
O f(x)=x>—3x+10

XX—3x—10=0=>x"=5ex”"=-2

Como a > 0, a pardbola tem concavidade voltada
para cima. Logo, temos que:

Portanto, temos que:
" Parax=-2oux=5= f(x)=0.
" Parax<—-2oux>5= f(x) > 0.

= Para—2<x<5=f(x)<o0.

O fix)=—x2+6x—9
X +6x—9=0=x"=x"=-3

Como a < 0, a pardbola tem concavidade voltada
para baixo. Logo, temos que:

-3

Y

Portanto, temos que:
"  Parax=-3= f(x)=0.

=  Paraxz—3 = f(x) <O0.

® fix)=x>—2x+3

X°—2x+3=0=> A= (-2)?—4.1.3=-8 <0, logo
ndio existem raizes reais.

Como a > 0, a pardbola tem concavidade voltada
para cima. Logo, temos que:

Y

Portanto, temos que:

=  Para YV x € IR, f(x) > 0.
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E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| O prego P, em reais, do ingresso de uma sessdo do filme
Brasileiros & Brasileiras relaciona-se com a quantidade x
de pagantes através da lei P = —0,3x + 90. Nessas condi-
¢Oes, responda os itens a seguir.

@ Qual a receita, em reais, para 40 pagantes?

() Qualaleimatemética que define a receita R de uma ses-
sdo, em reais, em funcdo da quantidade x de pagantes?

02| Um objeto é abandonado do topo de um prédio caindo
na vertical até alcangar o chdo. Sua altura H, em me-
tros, em relacdo ao chdo, apds t segundos de queda, é
dada pela funcdo H(t) = —4t2 + 500. Nessas condigdes,
determine:

@ A altura do prédio.
() A altura que o objeto se encontra apds 3 segundos.

® O tempo necessario para o objeto alcancar o cho.

03| UNICAMP Durante um torneio paralimpico de arremes-
so de peso, um atleta teve seu arremesso filmado. Com
base na gravacao, descobriu-se a altura (y) do peso em
fungdo de sua distancia horizontal (x), medida em rela-
¢do ao ponto de langamento. Alguns valores da distancia
e da altura sdo fornecidos na tabela abaixo. Seja y(x) =
ax? + bx + c a funcdo que descreve a trajetdria do peso.

DINELTEN (1) | Altura (m)
1 2,0
2 2,7
3 3,2

() Determine os valoresdea, bec.
(® Calcule a distancia total alcangada pelo peso nesse

arremesso.

04| Na figura a seguir, temos um quadrado ABCD de lado 6
cm. Desse quadrado sdo retirados os triangulos retangu-

los AEG e BEF.
A E B
G F
D C

Sendo AE = x cm, AG = 2x cm e BF =4 cm, esboce o gra-
fico da drea A do poligono CDGEF, em cm?, em funcio da
medida x,emcm, para0 < x < 6.

05| UFG Um homeme-bala é langado de um canh3o e sua traje-
tdria descreve uma parabola. Considerando que no instante
do lancamento (t = 0) ele esta a 2 metros do solo, 1 segundo
apos ele atinge a altura de 5 metros, e 2 segundos apos o lan-
camento ele atinge o solo, pede-se:

@ Aequacdo h(t) da altura em relagdo ao tempo, des-
crita pela sua trajetoria.

® 0 esbogo do grafico de h(t).

. . , . 9
® Quais os instantes, apds o lancamento, ele atinge 5
metros?

06| UFMA Os cabos da ponte pénsil, indicada na figura abai-
x0, tomam a forma de arcos de parabola do segundo grau.
As torres de suporte tém 24 m de altura e hd um intervalo
entre elas de 200 m. O ponto mais baixo de cada cabo fica
a 4 m do leito da estrada. Considerando o plano horizon-
tal do tabuleiro da ponte contendo o eixo dos x e o eixo de
simetria da pardbola como sendo o eixo dos y, perpendi-
cular a x, determine o comprimento do elemento de sus-
tentacdo BA, que liga verticalmente o cabo parabdlico ao

tabuleiro da ponte, situado a 50 m do eixo y.

vA
50m
torre BN torre
% frrrr
. . 24 m
torre el 3
X I 4m
< ¢ I'\'\
B __0 >
—_— — ~°\$ _— — —
3
estrada | Y estrada
AL 200 m AL

07| UNB A trajetdria de um projétil é dada pela funcgdo
f(x) = 10x — x%. Se a é a altura maxima atingida pelo

o " ab
projétil e b seu alcance maximo, encontre 5 -

08| UFJF Um pesticida foi ministrado a uma populagdo de
insetos para testar sua eficiéncia. Ao proceder ao con-
trole da variagdo em fungdao do tempo, em semanas,
concluiu-se que o tamanho da populagao é dado por:

f(t) = —10t2 + 20t + 100

) Determine o intervalo de tempo em que a popula-
¢do de insetos ainda cresce.

(® Na acdo do pesticida, existe algum momento em
que a populagdo de insetos é igual a populagdo ini-
cial? Quando?

® Entre quais semanas a populacio de insetos seria

exterminada?
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09| UFG Para a construgdo de uma pousada, deseja-se cer-
car trés lados de um terreno situado as margens de um
rio, de modo que ele fique com a forma retangular, con-

forme a figura abaixo.
Y

Sabe-se que o metro linear da cerca paralela ao rio custa
RS 12,00, das cercas perpendiculares ao rio custam RS 8,00
e que o proprietario ird gastar RS 3.840,00 com a constru-
¢do total da cerca. Nessas condigGes, construa o grafico da

mensao x, e determine as dimensGes do terreno para que
a sua area seja maxima.

10

FGV Uma loja de departamentos compra cartuchos para
uma determinada impressora jato de tinta a RS 28,00 a uni-
dade e prevé que, se cada cartucho for vendido a x reais,
serdo vendidos 200 — 2x cartuchos por més.

@ Encontre uma férmula que fornece o lucro mensal
em fungdo do preco de venda x de cada cartucho.

Estabeleca matematicamente o intervalo dos valo-
res de x para os quais existe efetivamente lucro.

® Para que o lucro seja maximo, qual deve ser o prego
de venda x de cada cartucho?

Qual sera o lucro maximo e quantos cartuchos serdo
vendidos mensalmente ao prego que maximiza esse

5
fungdo que representa a area do terreno, em fungdo da di- lucro?

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Um professor, depois de corrigir as provas de sua O 19,0

turma, percebeu que varias questdes estavam muito di- ® 198
ficeis. Para compensar, decidiu utilizar uma fungao poli- ’
nomial f, de grau menor que 3, para alterar as notas x da ® 200
prova para notas y = f(x), da seguinte maneira: ® 38,0
= A nota zero permanece zero. O 39,0

= A nota 10 permanece 10.
= Anota5 passa aser6.

A expressao da funcdo y = f(x) a ser utilizada pelo profes-
sor é:

(B) y=—%x2+2x
_1 2,7

(C} Y= o4 X% +12x

® y=%x+2

@ y=x

02| ENEM A temperatura T de um forno (em graus centigra-
dos) é reduzida por um sistema a partir do instante de

seu desligamento (t = 0) e varia de acordo com a expres-
2
sdo T(t) :—%4— 400 com t em minutos. Por motivos

de segurancga, a trava do forno sé é liberada para abertu-
ra quando o forno atinge a temperatura de 39°.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apds se
desligar o forno, para que a porta possa ser aberta?

03| ENEM A parte interior de uma taga foi gerada pela rota-
¢do de uma parabola em torno de um eixo z, conforme
mostra a figura.

Eixo de rotagéo (z)

A fungdo real que expressa a parabola, no plano car-

tesiano da figura, é dada pela lei f(x)= %xz— 6x +C

onde C é a medida da altura do liquido contido na taga,
em centimetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, repre-
senta o vértice da parabola, localizado sobre o eixo x.
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04|

Nessas condicGes, a altura do liquido contido na taga,
em centimetros, é

1

QOO
o U BN

ENEM Existem no mercado chuveiros elétricos de dife-
rentes poténcias, que representam consumos e custos
diversos. A poténcia (P) de um chuveiro elétrico é dada
pelo produto entre sua resisténcia elétrica (R) e o qua-
drado da corrente elétrica (i) que por ele circula. O con-
sumo de energia elétrica (E), por sua vez, é diretamente
proporcional a poténcia do aparelho.

Considerando as caracteristicas apresentadas, qual dos
graficos a seguir representa a relagdo entre a energia
consumida (E) por um chuveiro elétrico e a corrente elé-
trica (i) que circula por ele?

(A)

E A

0 g
(B)

E A

0 g
®

E A

0 g
(D)

EA

0 %

(EJ

-y

0

05| ENEM Um posto de combustivel vende 10.000 litros

de alcool por dia a RS 1,50 cada litro. Seu proprieta-
rio percebeu que, para cada centavo de desconto que
concedia por litro, eram vendidos 100 litros a mais
por dia. Por exemplo, no dia em que o preco do alcool
foi RS 1,48, foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado
no preco de cada litro, e V o valor, em RS, arrecadado
por dia com a venda do alcool, entdo a expressdo que
relacionaVexé

@ V=10.000 + 50x — x2.
® V=10.000 + 50x + x%
® V=15.000-50x-x2.

® V=15.000 + 50x — x2.
(@ V=15.000-50x + x2.

06| ENEM Um boato tem um publico-alvo e alastra-se

com determinada rapidez. Em geral, essa rapidez é
diretamente proporcional ao nimero de pessoas des-
se publico que conhecem o boato e diretamente pro-
porcional também ao nimero de pessoas que nao o
conhecem. Em outras palavras, sendo R a rapidez de
propagacao, P o publico-alvo e x o nUmero de pessoas
que conhecem o boato, tem-se:

R(x) =k .x. (P —x), onde k é uma constante positiva
caracteristica do boato.

Considerando o modelo acima descrito, se o publico-al-
vo é de 44.000 pessoas, entdo a maxima rapidez de pro-
pagacdo ocorrera quando o boato for conhecido por um
numero de pessoas igual a:

0 11.000
O 22.000
® 33.000
® 38.000

® 44.000
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07| UEA A figura mostra um quadrado de lado igual a
10 m. A regido assinalada é constituida de dois qua-
drados que ndo se intersecionam e cujos lados me-
dem x metros. A drea da regido ndo assinalada pode
ser obtida pela lei A = 100 — 2x2.

X

10

X 10

Desse modo, quando x assumir o maior valor inteiro per-
mitido, a area da regido nao assinalada sera igual, em
metros quadrados, a

84
36
48
68
64

@00

08| PUC Sejam f e g func¢des reais dadas por f(x) =2 + x% e
g(x) =2 +x.

Os valores de x tais que f(x) = g(x) sdo:
x=0oux=-1
Xx=0oux=2
x=0oux=1

OO NN

Xx=2oux=-1
(E) XZOOUX:%

09| UERN Uma artesa produz diversas pegas de artesanato
e as vende em uma feira no centro da cidade. Para um
vaso, especialmente confeccionado em madeira, o lucro
obtido em fungdo da quantidade produzida e vendida
x é representado por f(x)=— x>+ 50x. Existe, porém,
uma determinada quantidade em que o lucro obtido é o
maximo possivel e quantidades superiores produzidas e
vendidas ndo geram mais lucro; ao contrario, comegam
a diminui-lo, em fungdo dos crescentes custos de produ-
¢do. Para esse vaso, a quantidade maxima recomendada
para sua produgdo e o lucro maximo que pode ser obti-
do sdo, respectivamente,

O 24 e R$480,00.
25 e R$625,00.
25 e R$650,00.
35 e R$735,00.

© @ ©

10| ULBRA Preocupados com o lucro da empresa VXY,
os gestores contrataram um matematico para mo-
delar o custo de produgdo de um dos seus produtos.
O modelo criado pelo matematico segue a seguinte
lei: C = 15000 — 250n + n?, onde C representa o
custo, em reais, para se produzirem n unidades do
determinado produto. Quantas unidades deverdo
ser produzidas para se obter o custo minimo?

0O -625
O 125
® 1245
® 625
6@ 315

11| UCS Uma dose de um medicamento foi administrada a
um paciente por via intravenosa. Enquanto a dose esta-
va sendo administrada, a quantidade do medicamento
na corrente sanguinea crescia. Imediatamente apds ces-
sar essa administracdo, a quantidade do medicamento
comegou a decrescer.

Um modelo matemadtico simplificado para avaliar a
quantidade q, em mg, do medicamento, na corren-
te sanguinea, t horas apds iniciada a administracdo, é
q(t)=—t>+ 7t +60.

Considerando esse modelo, a quantidade, em mg, do
medicamento que havia na corrente sanguinea, ao ser
iniciada a administragdo da dose e o tempo que durou a
administracdo dessa dose, em horas, foram, respectiva-
mente,

12| ESPCEX Um fabricante de poltronas pode produzir cada
peca ao custo de RS 300,00. Se cada uma for vendida
por x reais, este fabricante vendera por més (600 — x)
unidades, em que 0 < x < 600.

Assinale a alternativa que representa o numero de uni-
dades vendidas mensalmente que corresponde ao lucro
maximo.

0O 150
250
350
450
550

@ 0@ O
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13| FUVEST A trajetéria de um projétil, lancado da beira
de um penhasco sobre um terreno plano e horizontal,
é parte de uma parabola com eixo de simetria verti-
cal, como ilustrado na figura abaixo. O ponto P sobre o
terreno, pé da perpendicular tragcada a partir do ponto
ocupado pelo projétil, percorre 30 m desde o instante
do langamento até o instante em que o projétil atinge
o solo. A altura maxima do projétil, de 200 m acima do
terreno, é atingida no instante em que a distancia per-
corrida por P, a partir do instante do langcamento, é de
10 m. Quantos metros acima do terreno estava o projétil
quando foi lancado?

0O 60
O 92
® 120
® 150
O 180

14| UFSM A agua é essencial para a vida e esta presente na
constituicdo de todos os alimentos. Em regiGes com es-
cassez de agua, € comum a utilizagdo de cisternas para a
captagdo e armazenamento da dgua da chuva.

Ao esvaziar um tanque contendo agua da chuva, a ex-
pressao
_ 1
V(t) ==Z3300t
representa o volume (em m3) de dgua presente no tan-
gue no instante t (em minutos).

2+3

Qual é o tempo, em horas, necessdrio para que o tanque
seja esvaziado?

O 360
O 180
® 120
® 6
G 3

15| ESPCEX Uma industria produz mensalmente x lotes de
um produto. O valor mensal resultante da venda deste

produto é V(x) = 3x* — 12x e o custo mensal da produ-

¢do é dado por C(x) = 5x* — 40x — 40. Sabendo que o
lucro é obtido pela diferenga entre o valor resultante das
vendas e o custo da produgdo, entdo o numero de lotes
mensais que essa industria deve vender para obter lucro
maximo é igual a

0 4lotes.
® 5lotes.
® 6 lotes.
® 7lotes.
A 8lotes.

16| UPE Num terreno, na forma de triangulo retangulo, com
catetos de medidas 60 metros e 80 metros, Sr. Pedro

construiu uma casa retangular com a maior area possi-
vel, como na figura a seguir:

Casa

80 m

60 m
Qual é a medida da area do terreno destinado a constru-
¢do da casa em metros quadrados?
® 600
® 800
® 1000
® 1200
(@ 1400

17| ACAFE O vazamento ocorrido em funcdo de uma racha-
dura na estrutura da barragem de Campos Novos precisa
ser estancado. Para conserta-la, os técnicos verificaram
que o lago da barragem precisa ser esvaziado e estima-
ram que, quando da constatacdo da rachadura, a capa-
cidade C de agua no lago, em milhdes de metros cubi-
cos, poderia ser calculada por C(t)=—2t>— 12t + 110
onde t é o tempo em horas.

Com base no texto, analise as afirmagdes:
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I. A quantidade de dgua restante no lago, 4 horas
depois de iniciado o vazamento, é de 30 milhdes
de metros cubicos.

Il. A capacidade desse lago, sabendo que estava
completamente cheio no momento em que co-
mecou o vazamento, é de 110 milhGes de metros
cubicos.

IIl. Os técnicos sé poderdo iniciar o conserto da ra-
chadura quando o lago estiver vazio, isto é, 5 ho-
ras depois do inicio do vazamento.

IV. Depois de 3 horas de vazamento, o lago estd com
50% de sua capacidade inicial.

Todas as afirmacGes corretas estdo em:
O 1—n-n

G 1-l-1v

® -

O I=l=1-=1v

18| ENEM O proprietario de uma casa de espetdculos ob-
servou que, colocando o valor da entrada a R$10,00,
sempre contava com 1.000 pessoas a cada apresenta-
¢do, faturando R$10.000,00 com a venda dos ingres-
sos. Entretanto, percebeu também que, a partir de
R$10,00, a cada RS$S2,00 que ele aumentava no valor
da entrada, recebia para os espetaculos 40 pessoas a
menos.

Nessas condig¢Oes, considerando P o niumero de pes-
soas presentes em um determinado dia e F o fatura-
mento com a venda dos ingressos, a expressdo que
relaciona o faturamento em fun¢do do nuimero de
pessoas é dada por:

_ P
O F=—5 +60P
p2
® F=55—60P
® F=-P>+1200P
il
® F=—5 +60

@ F=-P"—1220P

19| FGV Uma Unica linha aérea oferece apenas um voo dia-
rio da cidade A para a cidade B. O nimero de passagei-
ros y que comparecem diariamente para esse voo rela-
ciona-se com o prego da passagem x, por meio de uma
fungao polinomial do primeiro grau.

Quando o preco da passagem é RS 200,00, comparecem
120 passageiros e, para cada aumento de RS 10,00 no
preco da passagem, ha uma reducdo de 4 passageiros.
Qual é o preco da passagem que maximiza a receita em
cada voo?

RS 220,00
RS 230,00
RS 240,00
RS 250,00
RS 260,00

[ I O O R oo >

20| ENEM Uma pequena fabrica vende seus bonés em pa-

21

cotes com quantidades de unidades variaveis. O lucro
obtido é dado pela expressdo L(x) = -x? + 12x - 20,
onde x representa a quantidade de bonés contidos no
pacote. A empresa pretende fazer um Unico tipo de em-
pacotamento, obtendo um lucro maximo. Para obter o
lucro maximo nas vendas, os pacotes devem conter uma
quantidade de bonés igual a

0 4
O 6
® 9
® 10
G 14

UNIFESP A figura representa, na escala 1:50, os trechos
de dois rios: um descrito pela pardbola y = x? e o outro
pelaretay =2x — 5.

y(m)4

; x(m)

canal

De todos os possiveis canais retilineos ligando os dois
rios e construidos paralelamente ao eixo Oy, o de me-
nor comprimento real, considerando a escala da figura,
mede:

O 200m
250 m
300 m
350 m

@ © @ @

400 m




01]
02|
03]
04|
05|
06|
07]

08|
09|

10]
11|

01]
02|
03]
04|
05|
06|
07|

01]
02|

03]

04|

05|

06|
07|

08|

09|

10|

FRENTE A

ANALISE COMBINATORIA
EXERCICIOS DE FIXACAO

a) 126
b) 60
c) 121
90

a) 186
b) 20
9

a) 22

) 50

ENEM E VESTIBULARES

A 08]D
A 09|B
B 10] A
A 11]C
c 12| D
C 13| B
D 14|8B

FRENTE A

15] A
16| C
17| D
18| B
19] A
20| B

PROBABILIDADE
EXERCICIOS DE FIXACAO (P. 20)

3
25

a) 120

a) > b) &
1 3

A% b3

a) 87.500
2

b) 7

10%

16

A
13

L
wul
(=
N

z
0|~

Ul

b) T5

11 N)

c)

N[

<

ENEM E VESTIBULARES (P. 20)

o1 C 05| D 09| D
02| C 06| E 10| D
03| C 07| A
04| B 08| B

FRENTE A

PROBABILIDADE
EXERCICIOS DE FIXACAO (P. 26)

01] -
a) 11 b) 5
02|
a) 8% b) 25%
03| 23
04|
a) 64
b) 120
c) 8
19
05|
a) 51,2%
b) 38,4%
ol )52
a12¢3
7
b) 3
07|
a) 2%
b) 52%
08| 10u9
09| ) 3
4
9
b) a
7
10| 37

ENEM E VESTIBULARES (P. 27)

01| A 06| B 11| E
02| B 07| D 12| C
03| D 08| D 13| E
04| E 09| C 14| D
05| A 10| B 15| C
FRENTE A
ESTATISTICA
EXERCICIOS DE FIXACAO
01|
a) Entre 1.050 e 1.190 eleitores
b)
19 5 20
20 7 28
21 8 32
22 3 12
23 2 8
Total 25 100

GABARITOS

02| Aproximadamente 14 paises
03]

a) 14.800

b) 2.880
04|

a) 56 c) 46

b) 44 d) 71
05|

a) 8,75

b) 9
06| 48 alunos obtiveram nota 5 e

12 alunos obtiveram nota 10.
07| 18gols
08|

a) 198 cm

b) 18 cm?e 342 cm
09|

a)6

b) 7,5

b)5e8

ENEM E VESTIBULARES
01] E 09| B 17| A
02| B 10| D 18| D
03| B 11| D 19| C
04| E 12| C 20| D
05| B 13| B 21| D
06| D 14| E 22| C
07| D 15| C
08| C 16| A

FRENTE B
PORCENTAGEM

EXERCICIOS DE FIXAGCAO
01| R$1859,00
02| R$ 328,95
03| 38%
04| 3%
05| RS 288,00.
06| R$2155,12
07| Devemos adicionar 60 Litros de

leite com 3% de gordura e 20
Litros de leite com 4% de gor-
dura.

08| 84,62

09|

10|
a) p = 100x/(100 - x)
b) A porcentagem p tende a
um valor infinito.

Aproximadamente 33,3%.

ENEM E VESTIBULARES

01| D 08| E 15] A
02| B 09| B 16| D
03| C 10| E 17| €
04| D 1] C 18] A
05| C 12| B 19| D
06] A 13| C 20| B
07| B 14| B 21| C

01| 4%
02| 80 meses
03| Aproximadamente 8,7%.
04| RS 650,00
05| 100%
06| i=6%a.mep=25%
07| 84%
08| R$17.102,00
09| 15%
ENEM E VESTIBULARES
01| C 05| B 09| B
02| C 06| A 10| A
03| D 07| A 11| E
04| A 08| A 12| D
FRENTE B
JUROS COMPOSTOS
EXERCICIOS DE FIXACAO
01| R$1590,00
02| R$11.532,44
03| R$5720,00
04| 25.920.000,00
05| a)R$10000,00  b)50%
06| R$1.102,50
07| 10
08| 10%
09| R$9.600,00
ENEM E VESTIBULARES
01| C 05| C 09| C
02| C 06| D 10| D
03| D 07| B 11| C
04| A 08| C 12| C
FRENTE C

01]

02]

03]
04|
05|

01]

02|

TRIGONOMETRIA NO CICLO

O CICLO TRIGONOMETRICO

FRENTE B
JUROS SIMPLES
EXERCICIOS DE FIXACAO

EXERCICIOS DE FIXACAO

a)

b)

h‘:\w‘g

8

c) 5
. AT . IT
40° < 9 rad < 89° < o rad <

T rad
1h24min
78,5cm

O comprimento da pista é de
2407 m. A velocidade é de 60
T metros por minuto.

FRENTE C

EXERCICIOS DE FIXAGCAO
) 8

a 5

b) T

a) 158°

b) 247°




GABARITOS

03| a)a=110°+k.360° ke Z
b) a0 =355° + k.360°, k € Z

7T
ca="—" +2km, keZ

4
no_ 17
04l o
05| AN=3—n;AP=5—n
4 4

ENEM E VESTIBULARES

01| D 08| D 15| E
02| B 09| C 16| C
03| B 10| A 17| B
04| C 11| D 18| C
05| D 12| D 19| B
06| B 13| A 20| C
07| E 14| B
FRENTE C
SENO, COSSENO E TANGENTE
DE UM ARCO
EXERCICIOS DE FIXACAO
4
01| a) 3
e
b) =73
2 t2
c) p
02| a)-2tgx
b)1
c)-1
03] N&o.A>B

04| O valor minimo é -3
05| 720
06| 5 segundos

ENEM E VESTIBULARES

0o1|B  o08|C 15| B
02]A 09]C  16|E
03D 10|B 17| B
oalA  11]C  18|E
05|A  12|A 19| A
06]A  13]D  20|D
07]A  14]A  21|C
FRENTE D

TEORIA DOS CONJUNTOS

EXERCICIOS DE FIXACAO
01|
a)E
b) E
c)C
d)c
e)C
02| 26
03| {3,9,21,27,33,39,51,57,63,69}
04|
a) 3.150
b) 2.350
05| 204

06| 22
07|

a) 29

b) 5

c) 127
08|

a) 78

b) 87

c) 165
09|

a) 57

b) 37
10|

a) 150

b) 9%

ENEM E VESTIBULARES
o1 C 08| B 15| B
02| D 09| E 16| C
03] A 10| B 17| C
04| C 11 E 18| E
05| E 12| B 19| B
06| C 13| C 20| C
07| E 14| E

FRENTE D

FUNGAO POLINOMIAL DO 12 GRAU
EXERCICIOS DE FIXACAO

o1] 3
a)a=1eb=7
3
b) =5
02|
a) m<%
bym=7%

03] a=5eb=2

04
a) S={x€IN|0=<n <21}
b) RS 270,00
05]
a)
y
g(x) =2x + 146
1 f(x) = 1,5x + 160
160
146 '
0 ;0 X

b) Queremos calcular o va-
lor de x para o qual se tem
f(x) =g(x) Logo, segue que
1,5x + 160 = 2x + 146
x = 28 km

06|
a) 1.000

b)
y
41000

33000t-—-—-— -
250004 - - -9
170001 — ¢
9000 -T i
I

1000/
Ol 12345 x

c) g(x) = 20. (8000x+1000) =

160000x + 20000
07| 30 horas
08|
a) x(t) =0,5t +6,3
(Portantoc=0,5et=6,3)
b) C;=24,2cm
09| 20 péginas
10| )
a) f(x) = 5Xx+2, comx >0
b) 2 milhGes
c) R$ 7.000.000,00
ENEM E VESTIBULARES
01| C 05| C 09| C
02| B 06| C 10| E
03| E 07| E 11| C
04| A 08| D 12| D
FRENTE D

FUNCAO POLINOMIAL DO 22 GRAU

01]

02]

03]

04]

05]

EXERCICIOS DE FIXAGCAO

a) R$ 3.120,00

b) R(x) = —0,3x? + 90x

a) 500 m
b) 464 m

c) 5«/§s

a)a=-0,1,b=1ec=1,1
b) 11 m

A y
24

Y

—4 6 X

a) h(t)-4t2+ 7t + 2

b)

2!»

c)0,5s e1,25s
06] 9m

07| 50
08|
a) Durante a 12 semana

b) Sim, apds 2 semanas

c) Entre a 42 e a 52 semanas
09|

AA

19200

x=120mey=160m

10|

a) L =-2x%+200x

b) ]0, 100[

¢) R$ 50,00

d) RS 5.000,00 e 100 cartuchos

ENEM E VESTIBULARES
01| A 08| C 15| D
02| D 09| B 16| D
03| E 10| B 17| A
04| D 1] E 18] A
05| D 12| A 19| D
06| B 13| D 20| B
07| D 14| D 21| A
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