Exponencial e logaritmo

1. Funcao exponencial

1.1 Definicao

Na apostila de Algebra Bésica, foram definidas poténcias de expoentes
naturais, inteiros e racionais. Além disso, também foi vista uma maneira
natural de se definir uma poténcia de expoente irracional (aproximando
cada irracional por uma sequéncia de racionais). Sendo assim, para cada
a =1 positivo, fica bem definida uma fungao /: R — R* (R* € 0 conjunto
dos reais positivos) dada por f(x) = a* (consideramosa = 1, poissea = 1,
teriamos uma fungao bastante trivial). Tal fungao herda propriedades vistas
na apostila de Algebra Basica. Temos parax, y € R:

X
. a-@=ate a—y:a”
Il @y=av a

Veremos agora dois exemplos de fungbes exponenciais e seus
gréficos:

I f(x) =2
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1.2 Crescimento e decrescimento

Nos exemplos vistos acima, pudemos ter alguma ideia de como as
fungbes exponenciais se comportam com relagdo ao crescimento. De
fato, a intui¢ao prevalece.

Teorema 1 (Crescimento e decrescimento)
I. Sea > 1,afungao f(x) = a* é crescente, ou seja, f(x) > f(y) = x > y.
Il. Sea < 1,afungdo f(x) = a é decrescente, ou seja, f(x) > f(y) =x <y.

Demonstracao:
Faremos | e entdo Il seguira de forma analoga.

Veja que 7(x) > f(y) < a* > & < @~ > 1. Provaremos entao que
a>1<r>0eissoimplicarafix) > f(y) @x-y>0<x>y.

Para demonstrar que &’ > 1 < r > 0, faremos isso para r inteiro,
racional e 0 caso r irracional seguira pela teoria de limites de sequéncias
(que esta fora do nosso escopo).

Caso 1:
r=nel:

Queremos provar que a" > 1 < n > 0. Temos duas partes a
demonstrar:

Parte1:n >0=a" > 1:

Como @" =a-a...-a é o produto de n termos maiores que 1, segue
| — |

n vezes

que @” > 1 (poderiamos usar indugdo para sermos mais formais, mas
n&o é necessario).

Parte2:a">1=n>0:
Faremos aqui a contrapositiva, ou seja, provaremos que se n < 0,

) ) ) 1
entdo a” < 1. Para isso, veja que @" = = e que, como —n < 0, temos

_ 1 )
que a">1=> —- <1, como queriamos.
Caso 2:
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Teorema 2 (Igualdade dos expoentes)

P
r==eQ,p,q, e i
qEQ p.Q, Sea=1ea =&, entdo temos que x = y.

Mais uma vez, temos duas partes a demonstrar: Demonstragao:
p g A demonstragdo é imediata a partir do fato de que a fungéo exponencial
Parte 1: 7 >0=a’ >1 € monatona (crescente ou decrescente) e, portanto, injetiva.

I . Para vermos algumas técnicas, vejamos exemplos de equacges
Podemos supor que p, g sao inteiros positivos. exponenciais: g ) p quag

1\¢ 1
Como g é inteiro positivo e {aq} =a>1,segue que @’ >1.Logo, Ex.1:Resolva aequagdo 32 +1. 27+~ 1 = Q2+5,

Solucao: A ideia é escrever todas as poténcias em uma mesma
base. Como 9 = 32 ¢ 27 = 3%, escreveremos tudo na base 3:
32x+1 . (33))(—1 — (33)2x+5 = 32x+1 . 33)(—3 - 34x+10. ASSim, temos que
do caso 1). -2 = Ju0 o By -2 =4y + 10 > x = 12.

P Logo, o conjunto solugéo é {12}.
Parte 2: a’ >1:>§>0:

1)\P p
[a”] =a% >1, como queriamos. (Usamos algumas vezes o resultado

. ) p _ Ex. 2: Resolva a equagdo 52 + 5+ ' = 505.
Provaremos a contrapositiva, ou seja, provaremos que se £ » o , entdo
q

P

a? " 1_Podemos supor quep <0 e g > 0. Assim, pelo mesmo argumento Solucao: Aqui podemos colocar no lado esquerdo 54-2 em evidéncia e obter

52(1 - 52 + 5% = 505 <> 52. 101 = 505 < 52 = 5' e x =2 = 1

» Logo, o conjunto solugéo é {3}.

p <0, seque que a7 " 1.
Isso conclui a prova nos dois casos. Ex. 3: Sendo x real ndo negativo resolva a equagao x*~#+3 =1,

1 1\P p
q - - ox=3.
da parte 1, segue que a’ >1 e, usando o0 caso 1, como {aq] =a% ¢

1.3 Grafico Solucao: Inicialmente, devemos verificar se x = 0 e x = 1 s&o solugdes da

equacao dada. Testando tais valores, vemos que x = 1 satisfaz a equacao,

pois 19 = 1. Supondo agorax = 0, x = 1, temos que x**~%+3 = x0 < ¥’ — 4x

+ 3 = 0. Daqui, concluimos que x = 3, ja que estamos supondo x = 1.
Logo, o conjunto solucdo é S = {1,3}.

Vimos dois exemplos de graficos em 1.1 e a partir de 1.2, podemos
concluir as seguintes propriedades:
I. 0 grafico esta sempre acima do eixo x, pois a* > 0 para todo x real.
Il. O gréfico corta o eixo y no ponto (0,1).

lll. O grafico é de uma das formas a seguir: ;
Ex. 4: Resolva a equagdo 4 -6 -2+ 8 = 0.

Solucao: Aqui podemos fazer uma troca de varidveis bastante (til:
2¢ = t. Assim, a equagao dada se torna uma equagdo do segundo grau:
2 _6t+8 < t=2vt=4.Daitemos que 2* = 2' ou 2 = 22 e entdo 0
conjunto solugdo é S = {1,2}.

1.5 Inequacoes exponenciais

_/ Muitas inequacGes exponenciais se reduzem a seguinte inequagao mais
simples (via técnicas algébricas adquiridas na apostila de algebra basica):

(a>1) Teorema 3 (Desigualdade entre os expoentes)
. Sea>1ea >a&,entdox >y.
Il. Sea<1lea*>a,entdox <y.

Demonstracao: A demonstragdo é imediata a partir do fato de que a
fungao exponencial é crescente sea > 1 e decrescente sea < 1.

Para vermos algumas técnicas, vejamos exemplos de inequagoes
exponenciais:

. . x\2X-7 1
Ex. 1: Resolva a inequagéao (3 ) >
27
(a<1)
1.4 E - .. Solucao: Cologuemos tudo na base 3: 3@ -7 > 33 Como 3 > 1
-2 Lquagoes exponenciails (sempre tenha muito cuidado nesta passagem!), temos que x(2x—7) > -3
Muitas equagdes exponenciais se reduzem a seguinte equagao mais

< . . 1
simples (via técnicas algébricas adquiridas na apostila de 4lgebra bésica): < 2X*=7x + 3> 0 e entao o conjunto solugao € S = (“’ngj U (34+0).
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Ex. 2: Resolva a inequagado x**~%+* < 1 nos reais nao negativos.

Solugao: Primeiramente, devemos verificar se x = 0 e x = 1 s&0 solugoes.
Apo6s uma simples verificagdo, vemos que apenas x = 0 é solugéo. Agora,
dividiremos o problema em dois casos:

Caso 1:

O<x<1:

Podemos reescrever ainequagao como x2¢-%+4 < x°, Agora, devemos
ficar MUITO atentos, pois 0 < x < 1. Dessaforma, temos que 2 -9 + 4 > 0

< A < 1
(MUITA atencéo aqui mais uma vez!) e entdo x < 3 oux > 4. Fazendo a
. < < . 1
intersecdo com 0 < x < 1, temos que a solugao deste caso é 0 < x < 7
Caso 2:

x> 1:

Mais uma vez, podemos reescrever a inequagao x2*-%+4 < x°.
Entretanto, neste caso, a base da poténcia é maior do que 1 e entao

podemos concluir que 2x°—9x + 4 < 0, 0 que nos da % < X <4 .Fazendo

a intersecdo com x > 1, temos que a solugao deste caso é 1 < x < 4.
Juntando a solugdo x = 0 e os casos 1 e 2, temos que o conjunto

1
solugao é S = [O,EJ u(14).

2. Funcao logaritmica

2.1 Contexto histdrico

0Os logaritmos foram introduzidos no comego do século XVII por
John Napier basicamente para simplificar contas de multiplicagao
(as contas de multiplicagao eram transformadas em contas de adigao,
substancialmente mais simples). Com o passar do tempo, os logaritmos
foram rapidamente usados por navegadores, cientistas, engenheiros e
varios outros para simplificar suas contas.

2.2 Definicao

A ideia dos logaritmos € ser a operago reversa da potenciagao.
Por exemplo, como 2 elevado a poténcia 3 é 8, segue que o logaritmo de
8 na base 2 ¢ 3, e escrevemos log, 8= 3.

Formalmente, a fungao logaritmica g: R* — R, definida por
g(x) = logx(@ > 0,a=1), é ainversa da fungao exponencial f. R — R*,
dada por f(x) = & O real a é chamado de base do logaritmo e x é dito
logaritmando.

Em palavras mais simples, temos o seguinte: logx = y < a = x.

Exs.:
. log, 3125 = 5, pois 3125 = 5°.

1 -3
Il. 10g;8=-3 pois 8=(7J .
2 2

1 Iog3%: 4, pois 1 =34

81
Veremos dois exemplos de fungoes logaritmicas e seus graficos:
. f,(x) = log,x:
1 1
X 4 2 1 E Z

Exponencial e logaritmo

f) =logx 2 1 0 -1 -2
3,5

3_
2,5

A

2_

1,54
B

fi(x)=logix 1 0 1 2

CUIDADO!

Lembre-se sempre de que a base do logaritmo é um real positivo
diferente de 1 e o logaritmando é sempre positivo.

2.2 Crescimento e decrescimento

Nos exemplos vistos, pudemos ter alguma ideia de como as fungoes
logaritmicas se comportam com relagdo ao crescimento. De fato, a intuigao
mais uma vez prevalece.

Teorema 4 (Crescimento e decrescimento)
I. Sea>1,afuncdo g(x) = log,x é crescente, ou seja, g(x) > g(y) <
X>y.
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Il. Sea <1, afungao g(x) = logx é decrescente, ou seja, g(x) > g(y)
SX<Y.
Demonstracao:

Segue do fato de o logaritmo ser a inversa da fungéo exponencial. Fica
como exercicio demonstrar o seguinte resultado:

“Sejam £, g duas fungoes tais que g é ainversa de . Entao, f é crescente
(decrescente) se, e somente se, g é crescente (decrescente).”

2.3 Grafico

Vimos dois exemplos de graficos em 2.1 e, a partir de 2.2, podemos

concluir as seguintes propriedades:

. 0 grafico estd todo a direita do eixo y, pois a fungéo logaritmica sé
esta definida nos reais positivos.

Il. O gréfico corta o eixo x no ponto (1,0)

lll. E simétrico ao grafico da fungéo f(x) = & com relagdo a retay = x
(ia que o logaritmo € a inversa da exponencial).

IV. 0 grafico é de uma das formas a seguir:

@>1)

(a<1)

2.4 Propriedades
. (Definigdo) % = b
Demonstracao:
Fazendo log,b = k, temos que & = b = a°%" = b.

IIl. (Logaritmo do produto) log,bc = log,b + log,c

Demonstracao:

Fazendo log,bc = k, log,b =/elog,c =m,temosqueb = a'ec = a".
Logo, bc = & *™. Por outro lado, bc = a“eentio @ = a+" =
k =1+ m=logbc = logb + log,c.
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lIl. (Logaritmo da divisao) log, b_ log, b—log, ¢
Demonstracao: ¢
Andlogo a ll.

IV. (“Regra do peteleco” — este é apenas um nome para facilitar a
memorizagao) log x" = rlog x, parar € R.

Demonstracao:

Fazendo logx" = k e logx =/, temos que x = @ = x' = (@) = a".
Como a* = x', segue que a* = a" = k =Ir e entdo log x = rlog x.

V. (“Regra do peteleco invertido” — este é apenas um nome para facilitar
1
amemorizagao) 109, X = ;Ioga X, sereR*

Demonstracao:
Analogo a IV.

VI. (“Mudanca de base”) Em muitos problemas, queremos mudar as bases
dos logaritmos para uma base mais conveniente. Para isso, usamos

log, x

log,a

0 seguinte: log, x =

Demonstragao:

Sejam logx = k, logx =/, log,a = m. Entdo x = &, x = b, a = b™.
Dai, x = a" = (b™* = b™ e entdo b™ = b' = mk = |. Com isso, segue
log, x

ue log, x = .
que 108, log, a

Obs.: Uma maneira muito util de se usar a mudanca de base é
1
log, a
Comentario: Essa é uma das propriedades mais Uteis de logaritmos.

log, b =

2.5 Equacoes logaritmicas

Muitas equagoes logaritmicas se reduzem & seguinte equagdo mais
simples (usando as propriedades vistas e as técnicas adquiridas na apostila
de algebra basica). Devemos sempre nos lembrar das restricées sobre o
logaritmando e a base e testar as solugoes encontradas no fim.

Teorema 5 (Igualdade dos expoentes)
Se logx = log,y, entao x = y.

Demonstragao:
A demonstracéo é imediata a partir do fato de que a fungdo logaritmica
€ monotona (crescente ou decrescente) e, portanto, injetiva.

Para vermos algumas técnicas, vejamos exemplos de equagoes
logaritmicas.

Ex. 1: Resolva a equagéo (logx)® - log.x = 2.

Solucao: Fazendo t = log,x, temos que 2 —f -2 = 0 e, portanto,
1
t=2o0ut=-1. Assim, x = 4 ou X=§ e 0 conjunto solugéo &



Ex. 2: Resolva a equagao log, (2x + 3) = 2.

Solugao: Verificaremos as restrigoes no fim. Temos quex? = 2x + 3 e

entdox = 3 oux = —1. Veja que x = —1 ndo pode ser solucao. pois a base
deve ser positiva. Assim, 0 conjunto solugao é S = {3}.

2.6 Inequacoes logaritmicas

Muitas inequacgdes logaritmicas se reduzem a seguinte inequagao
mais simples (usando as propriedades vistas e as técnicas adquiridas na
apostila de algebra basica). Devemos sempre nos lembrar das restrigoes
sobre o logaritmando e a base.

Teorema 6 (Desigualdade entre os expoentes)

l. Sea>1elogx > logy, entaox > y.
Il. Sea<1elogx>logy, entaox <y.

Demonstracao:

A demonstracao ¢ imediata a partir do fato de que a fungéo logaritmica
é crescente sea > 1 e decrescente sea < 1.

Para vermos algumas técnicas, vejamos exemplos de inequagoes
exponenciais:

Ex. 1: Resolva a inequagéo logx? - 3log,x + 2 > 0.

Solugao: A restricao dos logaritmos é x > 0. Fazendo log,x = t, temos
que -3t+2>0eentdot <1ouf> 2. Logo, logx <1 =log,3 =
x < 3oulogx > 2 = log,9 = x > 9. Intersectando com a restrigao,
temos que o conjunto solugao é S = (0,3) U (9, +o).

Ex. 2: Resolva a inequagéo log,(2x2 - 5x + 2) > 1.

Solucao: Fazendo a restricao, temosx > 0, x=1e2x*-5x + 2 > 0,0
1
que nos da X < 5 oux> 2. Juntando as restrigoes, temos: 0 < x <%

ou x > 2. Temos agora que dividir o problema em dois casos, de acordo
com a base ser ou ndo maior que 1:

Caso 1:

0<x<1:

Aqui temos log (2x* = 5x + 2) > 1 = logx e como a base é
menor que 1, temos que 22 —5x + 2 < x < x2-3 + 1 < 0 e entdo

3-5 3+5
5 <X < 5 .

Intersectando com a restricdo e com 0 < x < 1, temos que

3-5 1

<X<=
2 2

Caso 2:
x>1:
Temos mais uma vez log,(2x2 — 5x + 2) > 1 = logx e como a base
¢ maior que 1, segue que 2x>—5x + 2 > x < x>-3x + 1 > 0 e entdo
< 3-5 ou X > 3++5
2 2
- 3
Intersectando com a restricdo e com x > 1, segue que X >

X

ux

5
5
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Juntando os casos, temos que o conjunto solugdo é

32[3_\/5,1JU[3+\/5,+00}

2 2 2

2.7 Outras definicoes
. Antilogaritmo: antilog, x = a*

Ex.: antilog,3 =23 =8

Il.  Cologaritmo:
colog, x = —log x

Ex.: colog, 8 = -l0g,8 = -3

Il Logaritmo decimal: E o logaritmo cuja base é 10. Para representé-lo,
simplesmente omitimos a base: logx. Assim, log100 = 2, por exemplo,
pois 100 = 102

IV. Logaritmo natural: E o logaritmo cuja base é e = 2,7182717284...,
um numero irracional chamado ndmero de Euler ou constante de
Napier. Tal nimero pode ser definido de algumas maneiras, que serao
vistas mais a fundo na apostila de Limites. Uma maneira de defini-lo é

<1 1 1 1 1 1 < .
e= ;ﬂ =5 + 1 + o +a + 2 +... Arepresentacao do logaritmo

natural é Inx.

V. Caracteristica (parte inteira) e mantissa (parte fraciondria): Dado um
numero x > 0, consideremos seu logaritmo decimal logx. Definimos
a caracteristica (parte inteira) de logx, representada por UOQXJ,
como sendo o maior inteiro que ndo ultrapassa logx. A mantissa
(parte fracionaria) de logx, representada por {logx}, é definida como

sendo {logx} =logx —|logx |.

Ex.:log15 = 1,176... e entdo | log15 | =1e {log15} = 0,176...

Comentario: A caracteristica e a mantissa montam as famosas
tabuas de logaritmos, usadas para efetuar as complicadas multiplicagoes
mencionadas no inicio do texto.

2.8 Nimero de algarismos de um inteiro

Teorema 7 (Nimero de algarismos em funcéo do log)
0 nimero de algarismos de um inteiro x é dado por LIong +1.

Demonstracao:

Seja n 0 namero de algarismos de x. Assim, podemos escrever que
10"-"<x < 10"< n -1 <logx < n e isto quer dizer precisamente que
|logx |=n—1< n=[logx |+1, como queriamos.

Comentario: Essa formula é (til para saber o nimero de algarismos
de poténcias, quando conhecemos o0s logaritmos das bases.

Ex.: Sabendo que log2 = 0,301, calcule o nimero de algarismos de 22°.
Solugdo: Calculemos log2%: usando a “regra do peteleco”, temos que

log2® = 20l0g2 = 6,02. Logo Llogzmj =6 e 0 nimero de algarismos
buscadoé6 + 1 =7.
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\, EXERCICIOS RESOLVIDOS N

50 Resolva a equagdo 234 = 4<+1.

Solucao: A ideia nesse tipo de problema é ‘igualar’ as bases: 2%-4 =
= (22p+1 = 2>+2 Dai, temos 3x — 4 = 2x + 2, logo x = 6.

[FA Resolva a inequagao 25* - 23 - 5 — 50 < 0.

Solucao: Fazendo 5 = t (t > 0), temos 2 — 23t — 50 < 0. As raizes da
expressao quadratica sao 25 e —2 e, como a concavidade é voltada para
cima, tem-se que -2 < t < 25. No entanto, repare que ¢ é positivo (pois
é poténcia de positivo), logo, 0 < ¢ < 25. Voltando a variavel original,
temos 0 < 5 < 25,0 que nos dax < 2.

[E] Dado que log2 ~ 0,3010, dé aproximagdes para log5 e l0g6,25.

Solucao: A base dos logaritmos é 10 (pois ndo aparece). Logo,

Iog5=|og%=log10—logZ: log5 = 1 log2 =>log5 ~ 1 - 0,3010
= 0,6990.

Para o outro log, veja que l0g6,25 = Ioggsﬁ log625 —10g100 =
l0g6,25 = log5* — 2 = l0g6,25 = 4log5 - 2.

Substituindo a aproximagao anterior, segue que 1096,25 = 0,796.
m Prove que % = plodt sempre que as expressoes estao bem definidas.

Solucao: Basta ‘tirar log’ na base ¢ dos dois lados, escreva vocé mesmo.

[ Resolva a equagao 2 = 3+

Solucao: Como as bases nao sdo poténcias de um mesmo inteiro, nao
podemos seguir amesma ideia do exercicio resolvido 1. Com variavel no
expoente em uma situagao dessas, a ideia é ‘tirar log’ dos dois lados. Isso
pode ser feito em qualquer base, mas é conveniente escolher uma das
bases que ja aparece no problema: log,2* = log,3**'=x-log,2 = x + 1

|0932 1 9
E possivel simplificar a resposta, pois log;2—1=l0g;2—log; 3 = Iogag

. Dai, seque que x=Ilog,3 (repare que foi utilizada a formula de

3
mudanga de base no formato 109, b = L)

log, a

[[[3 Resolva a equagao log,(x + 1) + log,(x — 1) = log,3 .
Solucao: Usando a regra do produto, temos log,(x2 — 1) = log,3.
Igualando os logaritmandos, temos x? = 4, ou seja, x = +2. No entanto,
veja que ndo podemos ter valores de x menores do que 1 (pois aparece
X — 1 dentro de um logaritmo).

S ={2}.

Obs.: Neste problema, as bases ja eram originalmente todas iguais. Em
algumas outras situagoes, teremos logaritmos em bases diferentes.
A 12 coisa a ser feita, em geral, é utilizar a formula de mudanca de base
para ‘igualar’ as bases de todos os logaritmos.

\_EXERCICIOS NiVEL 2 X\

[7] Resolva as equagdes e inequagdes exponenciais abaixo:
a =9

b. 3'+3-*=10-3"

¢ g ]

d 3">9

B. 2784201 4 2041 + 28 =425

1
X2*7 81

[FA Resolva as equagdes exponenciais abaixo:

a. 2%-2x = 9%-6

02)(—0,5 o
NG =5-0,04

g 2xr1-24=0

6-3%-13.6¢+6-2%=0

F=5

X 3=1kx >0

- o a o

[(E] Para que valores de m a equagéo: 81*—m - % + 2m — 3 = 0 admite
solugdo unica?
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[ (ITA) A soma de todos os valores de x que satisfazem a identidade

[E (1TA) Seja f(x)= gr>-4 ,em que x  R. Um subconjunto de R tal
que f: D — R é uma fungdo injetora é:

AD={xeR|x>2ex<-2}
B)D={xeR|x=20ux<-2}
CDb=R

D)D={xeR|-2<x<2}
EyD={xeR|x>2}

[ (ITA) Dada a equagdo 3> + 5% — 15* = 0, podemos afirmar que:
(A) nao existe x real que a satisfaca.

(B) x = log,5 & uma solugdo desta equagao.
(C) x = log.3 & uma solugdo desta equagao.
(D) x = log,15 é uma solugao desta equagao.
(E) x = 3log,15 é uma solucdo desta equacao.



(ITA) Seja a um numero real com 0 < a < 1. Entao, os valores reais
de x para 0s quais a* — (a + a?)a* + a° < 0 sdo:

(A)a><x<a. D) a<x<+a.
B)yx<1oux>2. (E) 0<x<4.
C1<x<2
X
(ITA) Dadas as fungoes f(x e R - {0}, e
eX

g(x) = xsenx, x e R, podemos afirmar que:

A) ambas séo pares.

B) fépareg éimpar.

C) féimpare g é par.

D) fndo & par nem impar e g é par.
E) ambas sdo impares.

(
(
(
(
(

[ (EN) O dominio da fungdo y=1_?;zx 6
(A) (o0, - 5) (ﬁj B
(B) (—o0, 5)

(C) (-5, +20)

(D) (5, +) d)

(E) (-5,5

EE] (AFA) Determine as solugdes da equagdo 3 - 9 + 7 - 3= 10 = 0.
EF Resolva a equagao: log,(x2 - 8x) = 2.

KE] Resolva a equagao log, log, (x + 1) = 2.

. 1
K Ache os valores de x para que exista log, [x - Ej .
m Resolva as equagdes logaritmicas abaixo:

a. log,( - 3x—5) = log,(7 - 2)
b. log(x + 4) + log(2x + 3) = log(1 — 2x)
c. Iogz(x2—1):logl(x—1)
2
d. log,, ,®-1)=log,,,(5-X)
e. Iog2x+logx+1_ix

log—
90

f. l0ggsy X* —1410gsq, X* +40l0g,, x =0
g. x'-lw=0,01
h. log (3 - x*%" + 4) = 2logx

1

. - 1
. logs(5* +125) =l0g: 6 +1+—
i 05(5* +125) =logs 6 + +2X

K[ Resolva a equagao: 2log,(x - 1) = log,x + 1) = 3.
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Exponencial e logaritmo

Resolva a inequagéo: log,(x + 2) —log, x > 1.
Resolva a inequagao: log, , (2-3x) < 0.
Resolva a inequagao: log,x — log, x > 1.
X Resolva as equagdes:

a 34 =5
b 5'*2 + 6'+x = 30 + 150+

2] Resolva a equagdo: 4 + 6* = 9~
2 Sejam a e b dois nimeros reais positivos e diferentes de 1. Qual a
relagao entre a e b para que a equagao x? - x(log,a) + 2log,b = 0 tenha

duas raizes reais e iguais?

EZ] Simplifique log,, x, - log, x, ... log, X, .

EZ Calcule -log, [log, §/4/%/n 1.
[E5] Determine os valores reais de x que satisfazem:

a. log,loglog X > 0.
b. log,x - 10g,2x + log,x - log,3x > 0.

EZ] Resolva a equagao =2 (x> 0).
Resolva (logx)° = logx.

[EZ] Determine os valores de k para os quais a equagdo 2 + 2+ = 2k
admite solugdo real.

EE] Para quais valores reais de x vale a relagéo log(x?) = 2 logx?

EI (EN) Se log x = nelog y = 5n, entao log,, \4/)(3}/ éigual a:

(A) n/a. (D) 3n.
% §H)4 (E) 5n/4.
/4.

’
(EN) Sejax a solugdo da equago 10g; VX +1+10g; VX 1= §I097 3,

0 valor de z =log, ; % +log, 128 ¢:

(A) 4. (D) 1.
(B) 3. (E) .
C) 2

log2+log4 +1log8
EF1 (EFOMM) Sendo log2 = p e log3 = g, 0 valor de 229~ + 00%

é igual a: log6 +1og9
3p p+q
A . D) 7.
A q+2p © 2q
6p 6p+q
B) ———- ) 22*9,
© p+3q € 2p
3
©) =2 .
p+q
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2

a+b
EE] (EFOMM) Sendo a? + b? = 70ab, o valor de |095( +b ) em fungao
dem = log2en = log3 € a
(A) n +m. (D) 2n + 2m.
(B) 2n + m. (E) 2n + 3m.
(C) 3n + m.

EZ (AFA) Qual o valor da soma dos 7 primeiros termos da progressio
geométrica log, , 1/4, log, ,, 1/16, ...7

(A) 1/4.
(B) 1/2.
(C) 128.
(D) 254.
E5 (AFA) Uma das solugdes da equagao

L (=17
et e

—%Iog(x+1) =log

— =
Hwnrno —

A
B
C
D

Py

EJ (ITA) Determine o conjunto solugao da inequagao

2 -
Iog% [Iog4 (x 5)} >0

(ITA) Com respeito afungéo g(x) =I (senx+\/1+sen x) podemos
afirmar que:

(A) esta definida apenas para x > 0.

(B) € uma fungdo que ndo é par nem impar.
(C) é uma fungdo par.

(D) é uma fungéo impar.

(E) n.d.a.

2
EL (ITA) As raizes reais da equagao 2[1+I0g 2 (10)} 1 ;
Sd0: Iog(x’ )

1 1
A) 10 V10 (D)ﬁeﬁ'
1
) 106 . ) nda
0) - ¢ 0.
10

EE] (ITA) Seja a, a, ..a (a>0//=12 .,n) uma progressao
geomeétrica de razao r. Seja também f: R* — R uma fungao definida por
f(x) = log(gx), em que p e g sao reais positivos. Nessas condigdes, f(a,),
f@a,), ..., f(a,) é:

(A) uma progressao geomeétrica de razéo log(qr?)

(B) uma progressao geomeétrica de razéo plogr

(C) uma progressao aritmética de razao logg + ploga,
(D) uma progressao aritmética de razéo logqg + plogr
(E) uma progressao aritmética de razao plogr
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1] (ITA-82) O conjunto verdade da desigualdade

Iogz(log1 (x®-2x+ 1)] <0 6
1

(B) (—2,0)U(%,ZJ (E) o conjunto vazio.

© (33)

E51 (1TA) Os valores de a e k reais que tornam verdadeira a expresséo
logy,

|6a

2

A) a= - e qualquer valor de k, k > 0.

log, 2a + —=2— Ioga 2a = (log, 2a)(log, 3) sao:

2 e qualquer valorde k, k > 0, k= 1.
a :% e qualquer valorde k, k > 0, k= 1.
D) quaisquer valores de a e k com k = 6a.

E) qualquer valor de a positivo coma =1 e @ T
positivo de k.

, & qualquer valor

EF1 (ITA) Sejam os nimeros reais x > 0,a > b > 1. Os trés nimeros

reais X,/xl0g, b,log, (bx) séo, nesta ordem, os trés primeiros termos
de uma progressao geomeétrica infinita. A soma S desta progressao vale:

2x
1-log, b

A) S=

X+1

1_log,b
2

1
1—,/Iogab'

(D) n.d.a.

(B) S=

€)S=

[EE] (ITA) Acrescentando 16 unidades a um nimero, seu logaritmo na base
3 aumenta de 2 unidades. Esse nimero é:

(A) 5. D) 4.
(B) 8. (E) 3.
©) 2

73 (ITA) Se x e y sdo numeros reais tais que

In[(y2+1)-ex}—ln(y2 +1)4 =x-3,

entao:
y=1+Je-1. D) y=2Je-1.
y=10-ve—1. € y= ’32‘1.
C) y=+Je-1.



E5 (ITA) Sejam £, g fungdes reais de variavel real definidas por

f(x)=In(x*-x) e g(x):; Entao o dominio de fog ¢:

Ji=x
(A) 10, e (D) -1
(8) 10,1 E) 1, +eof
(C)le e+ 1]

5 (1TA) Considere A(x) =log; (2x” + 4x +3),x € R. Entao, temos:
2

(A) Ax) > 1, paraalgumx e R, x > 1.

(B) Ax) = 1, paraalgumx € R.

(C) Ax) < 1, apenas parax € Rtalque 0 < x < 1.
(D) Ax) > 1,paracadax € Rtalque 0 <x < 1.
(E) Ax) < 1, paracadax € R.

74 (ITA) Sejaf = log,(x*—1), Vx € R, x < —1. Alei que define a inversa
efé:

(A) V1+2' vy eR.
(B) —\V1+2 Wy eR,
(C) 1-V1+2 vy eR.

m (ITA) Em uma progressao geométrica de razao g, sabe-se que:

(=

(D) V1-2" vy eR,y<0.
(E) 1+¥1-2" vy eR,y<0,

. o produto do logaritmo natural do primeiro termo a, pelo logaritmo
natural da razéo é 24.

Il. asoma do logaritmo natural do segundo termo com o logaritmo natural
do terceiro termo é 26.

Se Ing é um ndmero inteiro entdo o termo geral a, vale:

(A) eGn—Z_ (D) een+2_
(B) e+, (E) n.d.a.
(C) g¥n,

IE] (ITA) O conjunto dos ndmeros reais que verificam a inequagdo
3logx + log(2x + 3)* < 3 log2 é dado por:

(A) (0, +o0)
(B) [1,3]
1
(©) (OE}
EI] (ITA) 0 dominio da fungéo f(x) = 10g,,0_g, . 1,(3X° = 5x + 2) &
1 3 3

(A) (—o0,0)u [OEJ v (1§j U (5,4-00)
®) (—w,lju[1,§ju[§,+wj

2 2 2
(€) (—w,lj U [1gj U (1§j U (§,+ooj

2 2'3 2 2

(D) (o0, 0) U (1, + o)
(E) n.d.a.
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] Calcule: log,log,antilog,log, ;2,25.

X2 +y?=20

7 Resolva o sistema .
logx + cology =log2

[EE] Determine as caracteristicas de:

a. log,16.
b. log,5.
3

A Determine, sabendo que 0,3010 < log2 < 0,3011, quantos digitos
tem 2300,

———\\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

[[7] Determine as solugdes positivas dos sistemas abaixo (x e y séo as
variaveis):

XV =y*
a. { _yq(p¢q),(p,q>0)

[F (ITA) Considere as fungdes f: R* >R, g: R >Reh:R* >R
1

definidas por: f(x)=3x+;, g) = x2e h(x):%. 0 conjunto dos

valores de x em R* tais que (f o ¢)(x) =(h=f)(x) é um subconjunto de:

(A) [0,3] (D) (-2, 2]
(B) [3, 7] (E) n.d.a.
(©) [-6, 1]

[E] (ITA) Um acidente de carro foi presenciado por 1/65 da populagao de
Votuporanga (SP). O nimero de pessoas que souberam do acontecimento

t horas apos é dado por f(t)= em que B é a populagdo da

_B
1+Ce
cidade. Sabe-se que 1/9 da populagédo soube do acidente 3 horas apos,

entdo o tempo que passou até que 1/5 da populagdo soubesse da noticia
foi de:

(A) 4 horas.

(B) 5 horas.

(C) 5 horas e 24 min.
(D)

(

5 horas e 30 min.
E) 6 horas.

[Z] Mostre que log,2 + log,3 > 2.

[ Determine a soma das raizes reais da equagéo 100~k - 10+ 0,1 = 0,
assumindo que esta tem 2 raizes distintas.
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[[J Resolva os sistemas abaixo:

25"V =55
{2*3/ =12

{25“ +25% =30

23" =18
{x“ =4
C.
X3 =64

P = x5/2
log, y -log, (y —3x) =1

Resolva as equagoes :

a. 310g;(VX? +1+x) +10g,(vx% +1-x) =log,s(4x +1) —1/2
3x2+11x +6

3+x
b, leogzﬁ—leog1(2+3x):x2—4+2Iogﬁ 0

2
c. Xx2logg(5x> —2x —3)—xlog,(5x> —2x —3) = x* + x
6
[T] (ITA) Sejaf : R — R uma fungéo que satisfaz a seguinte propriedade:

fix +y) = f(x) + f(y)Vx, y € R. Se g(x):f(logm(xzﬂ)z),
entdo podemos afirmar que:

(A) o dominiode g é R e g(0) = f(1).

(B) g nao esta definida para os reais negativos e g(x) = 2f(log,,(x* + 1)),
parax > 0.

(C) g(0) = 0e gx) = 2f(log,,(x* + 1)), ¥x € R.

(D) g(0) = f(0) e g é injetora.

(€) 9(0) =-1.

[E] (ITA) Supondo m uma constante real, 0 < m < 1, encontre
todos os nameros reais x que satisfazem a inequacgao

2
X
log,, (x*+m*)=2+log, {[Zn) + mz}

K[ (1TA) Sobre a expressdo M =

,emque2 < x < 3,
log, x

qual das afirmacgGes abaixo esta correta?

logs x

A)1<M<2
B)2<M<4.
(C) 4<M<5.
D)ybs<M<T.
(E) 7<M<10

EEJ (1ITA) Considere o desenvolvimento (x + y)"° = AXO+AXY + ...,
em que x e y sdo numeros reais. A oitava parcela do lado direito é igual

405 3 2log, k log, 2
a 7('°9k 2)" paraalgumk > 1, X = % g y= I . Neste
cass: Jlog, 2 2log, k
(A) k2 =2. D) k=7
% ﬁ = g E) k=5
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e*,sex<0
(ITA) Sejaf: R — R definida por: f(x)=1x2-1se 0<x <1
Inx,sex >1

Se D é um subconjunto ndo vazio de R tal que f: D — R € injetora, entdo
podemos ter:

D=Ref(D)=[-1, +x)

D = (o, 1] U (e, +] e f(D) = (-1, + )
D =10, +o0) e f(D) = (-1, + o)

D =1[0,e]efD) =[-1,1]

(E) n.d.a.

(ITA) Sejama € R, a > 1ef: R — R definida por f(x) =
A fungdo inversa de f é dada por:

A) |093(X—m),parax>1.
B) |09a(—X+m), parax e R.
C) Ioga(x+\/m

D) Ioga(—x+\/m),parax<—1.

(E) n.d.a.

(A)

(B)

©)

(D)

a*-a’*
2

~——

,parax € R.

(
(
(
(

(ITA) Considere uma progressao geomeétrica de razao inteira g > 1.
Sabe-se quea,a, = 243, log P = 20 e log.a, = 6,em que a, € 0 enésimo
termo da progresséo geométrica e P, é o produto dos n primeiros termos.
Entéo a soma dos n primeiros termos € igual a:

¥-1
6
31

(E) n.d.a.

(ITA) Sejam x e y reais positivos, ambos diferentes de 1, satisfazendo

y 1
X ==z
0 sistema: y . Entdo o conjunto {x, y} esta contido
logx +logy =log—
g gy =109 Ix
no intervalo:
(A) [2,5]
(B) (0,4)
©) [-1,2]
(D) [4,8)
(E) [5, +x)
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Exponencial e logaritmo

1 L] Resolva as inequagdes:
KT (ITA) Se x 6 um namero real positivo, comx=1e x T 3 satisfazendo

2+logsx log, (x +2)

a log ﬁ(z“2 —4)>-2
l0g(,.5x  1+logsx ’

=log, (x +2), entdo x pertence ao intervalo /,

| 2)>2
em que: 09, (x+2)>
1 3 (x2—8x +13)% 6 <1
A) I=|0,- D I=]1=
(*) [ 9) 0) ( 2) m Determine os valores de a reais, tais que: log, X er log, y <log, X ; y
®) /= [0 1) ) | = (Q gj para todos x e y reais positivos. (Interprete geometricamente.)
'3 >

1 X Resolva a inequagéo: log,(4x - x2) > 1.
o {3

2

2] Mostre que existem a e b irracionais, tais que a° é racional. (Sugestdo:
2

(ITA) Determine o conjunto solugao da inequagao Calcule (v2"*)"?)

log,[(1 —x)x] < log [(1 + x)x?] 2] As representagoes decimais de 220 e 520 s3o colocadas uma ao
lado da outra. Determine o0 nimero de algarismos que foram escritos.

\_EXERCICIOS NiVEL 3 X
[ Usando o exercicio anterior, mostre que para todo p natural :

[[1] Resolva as inequagdes:

1 1 1
a. % >11 —x. 1+§+§+...+B>|n(p+1)
X
b. (ﬁJ + ! > 2 . )
5) 9 [[[] Dado que 0,3010 < log2 < 0,3011, determine quantos digitos tem
2300 + 5300_
[ Resolva log(20 - x) = (logx)®. x

Determine todas as solugdes reais da equagdo 2* +3* +5* =160°
[E] Determine o nimero de solugdes reais da equagao

1 [[[] Determine o numero de solugdes reais positivas da solugao senx = logx.
I 3 6 [ 5
00 & [F] Quantas solugdes possui a equagdo x? = 2<?

[T Sabe-se que a drea determinada pelas curvasy = 1/x,x = 1,x =t [[ Sea, b, ¢ sao reais positivos maiores que 1, determine o valor minimo
ey = 0 é dada por H(t) = In(f), parat > 1. Mostre que:

X —7x2 +17x-9=

de 109, b°c” +log, a°c® +log, a’b®
21 3Jabc
2t '

t-1
a. parat>1,tem-se — <In(t)< z
t KR Para x, y e z positivos, determine o minimo de X* +y* —(Xy)4 .

b. paratodon>1,tem-se i<ln(1+1)<1;
n+1 n) n

1 n 1 n+1
c. conclua que [1 + f] <e< [1 + —j
n n

\,_RASCUNHO X
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1. Polinomio em x

1.1 Conceito
Chama-se polindmio em x, e denota-se por P(x), toda expressao
algébrica da forma P(x) = Ax™ + Ax"~" + Ax"2 + ... + A_, Ou sgja:
m

ALA

[V LA

P(x)=">" Ax™Kem que os coeficientes A
k=0

complexos e 0s expoentes da variavel x sao inteiros nao negativos. O

grau do polinébmio sera dado pelo maior expoente da variavel x em uma

parcela ndo nula.

-+ A, 880 niimeros

EX.: P(X) = x* + 5x2— (2 + /3 )X + 2 + 3i (grau 4)
Q) = 0x* + 52— (2 + V3 )x + 2 + 3 (grau 2)

Obs.: Se tivermos num polindmio mais de uma variavel, podemos pensa-lo
como de uma variavel, desde que se escolha uma como ordenatriz.

Ex.: P(x, y,2) = 10x%%Z - 5x%*22 + 2%z — 2xyz + 5

1.2 Propriedades do grau
Dados P(x) e Q(x), tem-se:

[ grau[P(x) - Q)] = grau[P(x)] + grau[Q(x)]
Il. grau[P(x) + Q(x)] = max{grau[P(x)], grau[Q(x)]}

1.3 Raiz
Dizemos que a é raiz do polinémio P, se P(a) = 0.

Ex.: Veja que 1 é raiz do polindmio P(x) = x3 + x2 + x — 3, pois P(1) = 0.

1.4 Operacoes

As operagoes de multiplicagdo, soma e diferenca séo feitas da maneira
habitual. A tnica operagéo diferente, de fato, é a divisdo de polinémios.

2. Polinomio identicamente nulo

2.1 Conceito
Um polindmio P(x) é identicamente nulo, quando P(x) = 0, WXx.

Pela definicdo de grau dada, o polindmio identicamente nulo néo
possuiria grau. No entanto, é comum dizer que seu grau € igual a — .
Veja que, fazendo isso, as propriedades de grau continuam validas inclusive
para o polinbmio identicamente nulo.

2.2 Teorema

"Um polinémio P(x) é identicamente nulo, se e somente se todos 0s
seus coeficientes sdo nulos."

Demonstracao: Esta demonstragao deve ser omitida numa 12 leitura,
por sua sofisticagao.

Faremos por contradigao. Considere um polindmio que seja sempre nulo,
mas que ndo possua todos os coeficientes nulos. Dai, existe um grau para
este polinémio, ou seja, um expoente maximo dentre os existentes. Assim,
escrevemos Ax" + Ax™ + .. + A _x + A =0, paratodo x(A, = 0).

Polinomios

ASSUNTO 3

Matematica II

Portanto, dividindo por x", temos que A, + ﬁ + A—g + ..+ A =0,
X X x"
para todo x = 0.

Como esta dltima equagao é vélida para todo x = 0, podemos fazer
X — + oo(ou seja, tomar x arbitrariamente grande) e teremos A, = 0,
uma contradicéo.

Por isso, todos os coeficientes devem ser nulos.

3. Identidade de polinomios

3.1 Conceito

Dois polindmios P(x) e Q(x) sao idénticos, quando P(x) = Q(x), para
todo x.

Utilizamos o simbolo P(x) = Q(x) neste caso.

3.2 Teorema

"Se P e Q sao polindmios, entdo P(x) = Q(x), se e somente se 0S
coeficientes correspondentes de P e Q sdo iguais. Em particular, 0s graus
de P e Q devem ser iguais."

Demonstracao: Considerando o polindmio U(x) = P(x) — Q(x),
aplicamos o teorema 2.2 e esta finalizado.

4. Divisao de polinomios

Dados polinémios P(x) e D(x), existem (e s&o Gnicos) polinémios Q(x)
P(x)=D(x)Q(x)+R(x
e R(x) tais que: () =D(x)a(x)+A(x)
grauR(x) < grau D(x)

Obs. 1: Existe um método para encontrar os polindmios @ e R, conhecidos
como quociente e resto, respectivamente. Isso sera feito em sala de aula,
ja que uma explicagdo por escrito mais confundiria do que elucidaria
qualquer coisa.

Obs. 2: Quando R(x) = 0, para todo x, dizemos que a divisdo é exata. Veja
que a condigdo grau R(x) < grau D(x) ainda é verdadeira, se considerarmos
0 grau do polindmio identicamente nulo como —o.

5. Teorema do resto
"0 resto da divisao de P(x) por (x —a) é igual a P(a)."
Demonstracao:Dividindo P(x) por (x — a), encontramos um quociente
Q(x) e um resto R. Veja que R é numero (ndo tem x), pois seu grau deve ser
menor que o grau de (x—a), que é 1. Dai, temos que P(x) = (x—a)Q(x) + R.
Fazendo x = a, temos o resultado: R = P(a).

6. Fatoracao

6.1 Teorema

"Se 0 nimero complexo a é raiz de um polindmio P, entdo P(x) é
divisivel por (x —a)."

Obs.: Isso é consequéncia imediata do teorema do resto.
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7. Algoritmo de Briot-Ruffini
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9. Grau X quantidade de raizes

m
Consideremos um polindmio P(x) do graum, ou seja, P(x) = Z Akx’"‘k
k=0
e fagamos a divisdo por x —a. Entao P(x) = Q(x) - (x—a) + R, em que Q(x)

m-1
= > Bx" . da identidade acima, obtemos as seguintes igualdades:
k=0

By=4

B1 = A1 + a.BO

BZ = A2 + 381

By 1=Ap-1+aBp o
R= A, +aB,

Essas igualdades nos permitem efetuar a divisao de P(x) por x —a
através do dispositivo denominado algoritmo de Briot-Ruffini, ou seja:

| 4, A A A

m-1 20

Qx) =2¢-x+1eR=-2
Ex:ox* -3 +5x-2+x+1

[+ o 3 5 -2
-1 [t a4 2 7

Qx)=x-x*+-2x+7eR=-9

8. Teorema fundamental
da algebra

Todo polinémio complexo de grau maior ou igual a 1 possui pelo
menos uma raiz complexa.

A demonstragdo desse teorema envolve conceitos muito mais
avangados e ndo a faremos.

A partir disso, veja que, se P & um polinébmio de grau n maior ou
igual a 1 tal que a, é uma raiz, pela fatoracao vista no item 6, temos que
P(x) = (x—a,)P, (x) e esse polindmio P, possui grau n— 1. Agora, repetimos
a mesma ideia. Se P, ainda tiver grau maior ou igual a 1, P, teria alguma
raiz a, e, por isso, poderiamos escrever P(x) = (x — a,)(x — a,)P,(x).
Prosseguindo desta forma, os polindmios assim construidos P,, P,, ... tém
graus decrescentes e, num certo momento, o grau de algum P desses serd
nulo. Portanto, podemos escrever P(x) = A(x—a,)(x—a,) - ... - (x—a,).

Veja que a,, a,, ..., @, S&0 as raizes e que A ¢ o coeficiente lider de
P, ou seja, o coeficiente do termo de maior grau do polindmio. Esta é a
chamada forma fatorada de P.
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I Se P éum polindmio de grau = 1, entdo #raizes (P) = grau (P);

Il SePéum polindmio tal que #raizes (P) > grau (P), entdo P =0 (mais
precisamente, se um polindmio se anula numa quantidade de valores
maior que 0 seu grau, entao este polindmio é identicamente nulo);

. se P(x) = Q(x) para uma quantidade de valores de x maior que 0S
graus de P e Q, entdo P e Q sao idénticos (P(x) = Q(x)).

Demonsiracoes: | decorre imediatamente do item anterior, a forma
fatorada. Por conta disso, veja que o Unico polinbmio que possui mais
raizes do que grau é o identicamente nulo, com infinitas raizes. Portanto, Il
é verdade. Para o item Ill, basta considerar o polindmio P(x) — Q(X).

10. Teorema das raizes conjugadas

Se um polinémio de coeficientes reais admite uma raiz complexa
da forma a + bi (a e b reais), entdo também admite a raiz complexa
conjugada a — bi.

Demonstracao:Basta ver que p(x) = p(x) para polindmios com
coeficientes reais.

0bs.: Ha um resultado similar para raizes irracionais daformaa + b /g, para
a, b, d'racionais e /d irracional, e a demonstragao é basicamente a mesma.
0 teorema é: "Se um polinémio de coeficientes racionais admite uma raiz
complexa daformaa + b+/d, coma, b, d racionais e /¢ irracional, entio
também possui a raiza —b+/g."

11. Relacoes de Girard
Considere um polindmio, de grau n maior ou igual a 1, P(x) = Ax"+
Ax + ...+ A, esuasnraizes x,, X,, ..., x, distintas ou nao.

Definamos as chamadas somas simétricas de x,, X,, ..., X:

e Soma=o, =X +X,+ .. +X
» Somados produtos 222 = o, = XX, + XX, + ... + X X,

» Soma dos produtos 3 a3 = o, = XXX, + XXX, + .. + X X X

* Soma dos produtos 1 an, ou sgja, produto = o, = X.X,...X,

As relagoes de Girard afirmam que: o1 = —%, Gy =—%, 03 =——2,
k Ak n An
v oy =(=1 e o =(=1)" L.
k ( ) AO n ( ) AO

Demonstracao:Parece dificil, porque a notagéo pode confundir um
pouco o aluno menos experiente. No entanto, a demonstragao é bastante
simples.

Dadas as raizes de P, temos sua forma fatorada P(x) = A (x - x,)
(x = x,)....x — x ). Agora, vejamos qual € o coeficiente de x"~*. Vendo a
forma fatorada como uma grande distributiva, note que, para gerarmos
X"~k precisamos em n — k paréntesis escolher x e, nos outros k, escolher
as raizes. Cada parcela dessas contém um produto de k raizes. Portanto,
se fizermos todas as possibilidades, teremos a soma dos produtos & a
Z das raizes, ou seja, o,. Além disso, na distributiva, ha um sinal que
esta sendo multiplicado k vezes. Por isso, também ha um (—1)* Entao,

0 coeficiente de x”~* por um lado ¢ A, = (-1)'s, e, por outro lado, € A,.
Entdo, o, = (-1) &

A




Ainda assim, a demonstragao pode ter parecido dificil para os nao
iniciados. Para termos uma situagao mais simples, consideremos o caso de
grau 3. Fazendo a distributiva em P(x) = A (x —X,) (x—X,) (x—x,), chegamos
aPE) = A0 = (6 + X, + X)X+ (XX, + XX + XX) X = XXX,).
Igualando os coeficientes aos de P(x) = A3+ Ax2 + Ax + A,, chegamos
as relagoes de Girard para o grau 3, as mais utilizadas:

A

X1+X2+X3 =——

A

A
X1X9 + X4X3 + XoX3 = %

A

X1X2X3 = *%

12. Teorema da raiz racional

Considere 0 polindmio P(x) = Ax" + Ax™" + ... + A", de coeficientes
inteiros. Se esse polindmio possui uma raiz racional P (0 e g inteiros, na
forma irredutivel), entao: 9

. pédivisordeA,;
Il. qédivisordeA.,.

Caso particular: Se A, = 1, entdo qualquer raiz racional da equagao
¢ inteira (e testamos divisores de A ).

Demonstracao: Exercicio 18, nivel 2.

13. Polinomios reciprocos

13.1 Definicao

Um polinémio de grau n é dito reciproco, se P(x) = £x"P (1} .Como
X

consequéncia disso, se a é raiz de um polinémio reciproco, 1 também é.
a

13.2 Classificacao

. SePkx) = xﬂP(l), temos um polindmio reciproco de primeira

X
espécie. Neste tipo de polindmio, os coeficientes das parcelas
equidistantes dos exiremos sao iguais, quando ordenados segundo
as poténcias decrescentes da variavel.

Ex.: P(x) = 12x* — 56x° + 89x% — 56x + 12

Il. SePx) = —X"P[lj, temos um polinémio reciproco de segunda
X

espécie. Neste tipo de polinémio, 0s coeficientes das parcelas
equidistantes dos extremos sdo simétricos, quando ordenados
segundo as poténcias decrescentes da variavel.

M. P(x) =-2x°-5x*—=113 + 11x® + bx + 2.
Obs.: Caso P possua grau par, seu termo central deve ser nulo.

13.3 Propriedades

Como 1 e -1 sd@o as Unicas raizes de uma equagao reciproca que nao
precisam vir acompanhadas de outra (em pares), ja que 1 é o inverso de 1
e—1éoinversode -1, € claro que uma equagdo reciproca de grau impar
precisa ter 1 ou —1 como raiz.
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Polinémios

Temos as seguintes propriedades:

13.3.1 Equacgao reciproca de primeira espécie

e grau impar: sempre terd 0 —1 como raiz;
e grau par: nada podemos afirmar.

13.3.2 Equacéo reciproca de segunda espécie

e grau impar: sempre tera 0 1 como raiz;
e grau par: sempre tera o 1 e 0 — 1 como raizes.

13.4 Resolucao de equacao reciproca
Para entender o método, veja o exercicio resolvido nimero 6.

14. Raizes multiplas

14.1 Definicao

Um nimero r é dito raiz de multiplicidade m de um polinémio P, se
existir um polinémio Q tal que P(x) = (x—r)™Q(x), em que r no é raiz de Q.
Se r néo é raiz de P, dizemos que r tem multiplicidade 0. Além disso,
raizes de multiplicidade 1, 2 e 3 séo chamadas de raizes simples, duplas
e triplas, respectivamente.

14.2 Teorema

Um ndmero r é raiz de multiplicidade m de um polinémio P se e
somente se P(r) = P'(r) = P’(r) = ... = P™-"(r) = 0, em que P’ denota
a primeira derivada do polinémio, P” denota a segunda derivada e, em
geral, P% denota a k-ésima derivada do polinémio.

15. Transformadas aditiva,
multiplicativa, simétrica e
reciproca

E possivel transformar uma equacdo polinomial P(x) = 0 (equagéo
primitiva) em uma outra equagao polinomial Q(y) = 0 (equagao
transformada) de modo que as raizes y relacionem-se com as raizes de x
através da fungéo y = ¢(x) (fungao transformatriz).

15.1 Transformada aditiva

As raizes da nova equagao sao obtidas somando & unidades as raizes
de uma equacao original. Se P é um polindmio, o polinémio Q(x) = P(x—k)
possui para raizes as raizes de P aumentadas de k unidades.

Ex.: Considere a equagdo polinomial x® + 5x* + 4x — 8 = 0. Determine a
equacao polinomial cujas raizes sejam obtidas somando duas unidades
as raizes da equagao dada.

Solucao: A ideia é trocar x por x — 2.

Q) = x—2P+5(x-22+4(x-2)-8=x-x-x-4

Seja Q(x) = P(x —2). Portanto, trocando x — x — 2, tem-se Q(x + 2) =
P(x). Dai, € facil ver que, se a é raiz de P, entédo a + 2 é raiz de Q.

Portanto, o polinémio procurado é:

Q) = (x-2P+5(x-22+4(x-2)-8=x3-x2-x-4.
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15.2 Transformada multiplicativa

As raizes da nova equacéo séo obtidas multiplicando por k unidades
as raizes de uma equacao original. Se P ¢ um polindmio, o polinémio

Q) = PGJ possui para raizes as raizes de P multiplicadas por k

unidades.
Ex.: Considere a equagao polinomial x°* + 5x*> + 4x— 8 = 0. Determine a

equacao polinomial cujas raizes sejam os dobros das raizes da equagao
dada.

- . X\ X\ X
Solugao: Estamos interessados em (§) + 5£§j + 4(5] -8=0<
X3+ 15x* + 36x-216 = 0.

Obs.: A transformada simétrica é um caso particular da transformada
multiplicativa, quando k = 1.

15.3. Transformada reciproca

As raizes da nova equagdo sdo 0s inversos das raizes da equagdo
original. Se P é um polinémio, o polindmio Q(x) = x"P(l) possui para
raizes os inversos das raizes de P. X

Ex.: Considere a equagao polinomial x>+ 5x? + 4x — 8 = 0. Determine a
equacao polinomial cujas raizes sejam os inversos das raizes da equagao
dada.

3 2
1 1 1
Solugao: Queremos encontrarx{[xj +5(;j + 4()(]—8] =0

B +4x2+5x+1=0.

16. Desenvolvimento em
poténcias de x- a

16.1 Utilizacao do algoritmo de
Briot-Ruffini

Consideremos o polindmio, de grau n, P(x). Dividindo esse polindmio
por x — a, encontramos um quociente @, (x) de grau n -1 e um resto R,
Dividindo Q, (x) por x —a, encontramos um quociente do grau 7 — 2 e um
resto R,, e assim sucessivamente. Temos:

L) = x-a)d X +R,_,
) =Kx-a)0+Ah
(observe que @, (x) é do grau 0)

Multiplicando-se a segunda igualdade por x —a, a terceira por (x —a)?,
etc., e somando membro a membro, resulta: P(x) = R, + R,(x —a) +
R,(x—a)* + .. + R (x —a)n, formula que permite desenvolver P(x) em
poténcias de x —a.

Ex.: Desenvolver P(x) = x* + bx® + x2— 2x + 1 em poténcias de x — 2.
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Logo: P(x) = 57 + 94 (x—2) + 55 (x—2)? + 13- (x—2)2 + (x—2)*

16.2 Utilizacao da formula de Taylor

Se na formula do item anterior:

P(x) =R, + R(x-a) + R,x-a)? + .. + R (x—a)"’

assumindo x = a, encontraremos P(a) = R, se derivarmos,
obteremos:
Px)=R +2-Rx-a)+3-Rkx-af+4-Rx-a3+..+n-
R (x-a)-!

assumindo x = a, encontraremos P’(a) = R,; derivando novamente,
resulta:

P’x)=2-R,+2-3-Rx-a)+3-4-R(x-a)’+4-5-R(x-a)
+.+@m=-1)-n-RKx-ay!

assumindo x = a, P”(a) = 2 - R,, analogamente:

P"@=2-3-R,,...,Pa)=2-3-4-..-n-R,ouseja:

W 4 n

RO - P(a)vR1 =P,(a),R2 = P (a)vRS = P( )(a): ---an = P( )(a)! |Ogo
2! 41 n

PU) = Pla) + P@)i-a) + T @p—ap + .+ P(n)(a)(x-a)n =

2! n!

(x—a)*, que é a formula de Taylor para polinémios.

Ex.: Desenvolver P(x) = x* + 5% + x2— 2x + 1 em poténcias de x — 2.
PX)=x+5¢+x-2+1->P(2) =57
PX)=4°+15%+ -2 > P (2) =94
P'x) =12x* + 30x + 2 > P"(2) = 110
P”(x) =24x+ 30 > P (2) =78
PA(X) = 24 > PO(2) = 24

Logo: P(x) = 57 + 94 (x—2) + 55 (x—2)2 + 13 (= 2)° + (x—2)".
17. Decomposicao de uma funcao

racional em uma soma de
fracoes parciais

17.1 Fracoes parciais

Da-se o0 nome de fragdes parciais a fragées do tipo i, A

X-a (x—a)"
,emqueA,B,ap,qgeR,neN,n=

Ax+B Ax+B
X2 rpx+q (x2+px+q)n

2 ex?+ px + g é um trindbmio irredutivel (A < 0).

)



17.2 Funcao racional

E toda fungéo f tal que f(x) = g(x)
X

, em que P e @ sao polinbmios

e 0 denominador néo é identicamente nulo.

17.3 Teorema

Toda fungdo racional com grau do numerador menor do que o grau
do denominador pode ser decomposta de maneira (nica numa soma de
fragOes parciais. Se o grau do numerador for maior do que o grau do
denominador, dividiremos o0s polinémios e, assim, obteremos um polinbmio
mais uma nova fungao racional que recai no caso anterior.

Ex.: X -2

X2 4 x+1 X

=x-1+ 1
2 x 41

17.4 Método para decomposicao de
uma fracao racional em uma
soma de fracoes parciais

Deve-se fatorar a0 maximo o denominador no conjunto dos nimeros
reais e, entdo, observar as seguintes regras:
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Polinémios

I Acadafator simples (x —a) no denominador corresponde uma fragao
A

parcial do tipo X —@;

Il. Acadafator repetido (x—a)” no denominador correspondem n fragoes
A A A

X=a (x-a)  (x-a)

lll. a cada fator irredutivel simples no denominador do tipo x> + px + q
Ax +B

X2+ px+q ’

IV. a cada fator irredutivel repetido do tipo (x2 + px + )" no

parciais do tipo
corresponde uma fragao parcial do tipo

denominador correspondem n frag0es parciais do tipo _Ax+By

Aox + B, Aux +B, X°+px+q
2
(x2 +px+q) (x2 +px+q)n
Ex.:
3ax*—x2+5 A B ¢ D
xz()(+1)3 (x2+1) X (x+1)
E +FX+G Hx +1

(e (2

N\, EXERCICIOS RESOLVIDOS Xy

Mostre que se um polindémio P é uma fungdo par, entdo, todos 0s
coeficientes de expoentes impares sao nulos. (Ha um resultado similar
para polinémios impares.)

Solugao: SejaP(x) =a, +ax +ax* +..+a _x' +ax" . SePé
fungao par, entao P(-x) = P(x). Dai, a, + ax+ ax* + ... + a_x"' +
ax'=a —ax+ax-.. + (-1y-'a_x"-"+ (-1)%ax". Igualando 0s
cogficientes correspondentes, temos que a, = -a,,a, = —a,,a, = -4, ..,
0 que nos da que todos os coeficientes de expoentes impares séo nulos.

7 Qual é o resto de P(x) = 4x° + 7x8 + 4x® + 3 porx + 1?

Solucao: Pelo teorema do resto, o resto por x — (—1) é igual a P(-1) = —
44 7-4+3=2.

[E] Determine todos os polinémios P tais que P(x + 1) — P(x) = x?
e P(0) = 0.

Solucao: Antes de qualquer coisa, determinaremos o grau de P
(esta ideia € muito dtil: olhar para o grau!). Para isso, observe que
se P tem grau n, entdo P(x+1) — P(x) possui grau n — 1 (tente
provar isso usando binémio de Newton!). Assim, o polindmio com
0 qual estamos trabalhando possui grau 3. Sabendo que P(0) =
0, podemos escrever P(x) = Ax® + Bx?2 + Cx. Entao, teremos
Ax + 1) + Bx + 1)2 + C(x + 1) — Ax* — Bx> = Cx = x?, ou Seja,
3Ax2 +(3A +2B)x + A + B + C = x2. Comparando os coeficientes,
teremos 34 =1,34+2B=0eA + B + C = 0. Ao resolver o sistema,

chegamos em A = % B = —% el = % Portanto, o polinémio é
3,2

P =X 4 X
3 2 6

Note que esse polindmio é util para encontrar a soma dos quadrados
dos n primeiros naturais.

[ Dado que x = 2 é uma raiz do polindmio x% — x2 — 4, determine as
outras.

Solugao:

Como x = 2 é raiz, entdo x — 2 é um fator. Portanto, basta dividir x3 — x
— 4 por x — 2. Isso pode ser feito utilizando o algoritmo de Briot-Ruffini
ou completando as parcelas: xX* —x2—=4 = x3 -2 + x> - 2x + 2x -4
=XX-2) +Xx(x—-2) +2x—-2) = x=2)(x* + x + 2).
Porisso, as outras raizes vém de x> + x + 2 e sdo iguais ax = —117\/7/
[ Considere o polindmio P(x) = x* —mx? + 4x + 1. Se P possui trés
raizes reais em PG., determine o valor de m.

Solugao:
Sejam a g, aq as raizes. Usando as relagoes de Girard, temos que o

q
produto das raizes é a® = —1 e, como a é real, temos que a = —1. Dai,
como -1 é raiz, seque que P(-1) = -1-m—-4 + 1 = 0, 0 que nos
dam = -4.

[[] Resolva a equagao reciproca 72x* — 6x3 — 181x2 — 6x + 72 = 0.
Solugao:

Esta é uma equacao reciproca de primeira espécie (0s coeficientes
equidistantes do termo médio sdo iguais). A ideia para resolver esse tipo
de equacao € primeiro verificar atraves das propriedades se 1 ou -1 sao
raizes para simplificar a equagéo. Neste caso, nao ha como fazer uso
destas propriedades. Feita esta etapa, a ideia é dividir a equagao dada

1
por x2, obtendo 72[x2 + 12) - G[X + ;j —181 = 0. Agora, fazendo
X
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X+ = t, temos que x> + lz = f2— 2, donde nossa equagao fica
X

722 — 144 - 6t —181 = 0 < 72> — 6t — 325 = 0, cujas raizes sao
é e E. Desta forma, os possiveis valores para x sao —i _§, §’ E_
12 6 3 423
Resolva o sistema abaixo:

8a+4b+2c+d=0
27a+9b+3c+d=0
729a+81b+9c+d =0
1000a+100b +10c +d =0

Solucao: Considere P(x) = ax® + bx?> + cx + d. 0 enunciado nos da
que P(2) = P(3) = P(9) = P(10), ou seja, 2, 3, 9 e 10 sdo raizes de P.
Como o polinémio P tem grau no maximo igual a 3, veja que #raizes(P)
> grau(P). Portanto, P é o polindmio identicamente nulo e (a, b, c, d)
=(0,0,0,0).

[T Se a, b e ¢ sao as raizes do polindmio x3 — 2x2 — 3x — 4, determine
a-b b -c® °-a°
+ + .
a-b b-c c-a

0 valor numeérico de

Solucao: A ideia é expressar a® em fungao de poténcias menores de a
(e 0 mesmo para b e c).

Como a é raiz do polindmio, temos que a® — 2a?— 3a — 4 = 0; logo, a°
= 2a*> + 3a + 4. Multiplicando por a, temos a* = 2a° + 3a° + 4a =
2(22> + 3a + 4) + 3a® + 4a = 7a%> + 10a + 8.

Novamente, multiplicando por a: @° = 7a® + 10a? + 8a = 7(2a*> + 3a
+ 4) + 10a® + 8a = 24a® + 29a + 28.

Usando os mesmos argumentos para b e ¢, chegamos a:

a® =243% 1 292+ 28

b° = 24b% +29h + 28
¢® =24¢? +29¢ + 28

a® - b°

Dai, a°~b° = 24(a° ~ %) + 29(a~b) & ©_—— = 24(a + b) + 29.

-0 p-c® d-a°
b A b_c A ca - [24(a + b) +
29] + [24(b+c) + 29] + [24(c +a) + 29] =48(a + b + ) + 87.
Podemos ver, pelas relagoes de Girard, quea + b + ¢ = 2. Entao,

a expressao pedida é igual a 48 - 2 + 87 = 183.

Portanto, temos que

\_EXERCICIOS NiVEL 1 X

[iE0 Escrever o trindmio 2x* — 2x2 + 25 sob a forma (x2 + m)?2 + (X2 + n?).
[F Determine a e b parax* — 3x2 — 2x + 1= (x*—ax + 1)(2=b)

[iE] Determine a e b, em 5x2— 19 + 18 = (x—2)(x=3) + a(x—1)(x—3)
+bx-1)(x-2)

[73 Dado o polinémio ax(x + 10) + bx(x + 1) + cx(x + 4) + 5a—b +
¢, determinar a, b e ¢ de modo que o polindmio seja identicamente nulo.

[5 Determine a relagéo entre a, b e ¢ na identidade: a(x + 5y — 32) +
b(2x -2y +62) + c(7x + 11y + 32) = 0.

[T3 Um polinémio P(x) = ax® + bx? + cx + d é tal que P(-2) = -2, P(1)
=-3,P(2) = 2, P(-1) = 3. Temos que:

(A) b =0.
(B) b=1.
©)b=2
(D) b = 3.
(E) nd.a.

[[Z4 Achar a condigéo necessaria e suficiente para que a fragao il +§
oX +

seja independente de x.

[[T] (1ITA-95) A diviséo de um polindmio P(x) por x2 —x resulta no quociente
6x2 4+ 5x + 3 e resto —7x. O resto da divisao de P(x) por 2x + 1 é:

(A) 1. (D) 4.
(B) 2. (E) 5.
() 3.
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[Z] (ITA-82) Os valores de o, ,y que tornam o polindmio P(x) = 4x® +
24 =2 + a® + Bx + vy divisivel por Q(x) = 2x° + x>—2x + 1 satisfazem
as desigualdades:

(ITA-91) Seja S o conjunto de todas as raizes da equagao 12x3 — 16x?
—3x + 4 = 0. Podemos afirmar que:

Sc]-1,0[ul]01[u]l2]
Sc]-2,-1u]01[u]34]
Sc[04]
Sc]-2,-1u1,2[u]34]
n.d.a.

(ITA-96) Considere o polindmio P(z) = 28 + 22° + 62* + 122° + 822
+ 16Ex.: .

(A) Apenas uma raiz € real.

(B) Apenas duas raizes sao reais e distintas.

(C) Apenas duas raizes sao reais e iguais.

(D) Quatro raizes sao reais, sendo duas a duas distintas.
(E) Quatro raizes sao reais, sendo apenas duas iguais.

0 polindmio P(x) = x*—4x® + ax® + bx + c é divisivel por (x + 1)3.
Qual o resto da divisao de P(x) por x — 27

(CN) Qual € o resto de 2x290 — 5x2— 13x + 7 porx2 + x + 1?



EZ Encontre o resto da divisdo de x2% + 2x + 87 por x* — 1.

EH (1ITA-97) Sejam P,(x), P,(x), P,(x) polindmios na variavel real x de
graus n,, n,, n,, respectivamente, com n, > n, > n,. Sabe-se que P, (x)
e P,(x) sao divisiveis por P,(x). Seja R(x) o resto da divisao de P, (x) por
P,(x). Considere as afirmagoes:

. R(x) & divisivel por P,(x);
II. P1(x)—%P2(x) é divisivel por P,(x);
. P,(x) - R(x) & divisivel por (P,(x))>.

Entéo:

Apenas | e Il séo verdadeiras.

Apenas Il é verdadeira.

Apenas | e lll sdo verdadeiras.

Todas as afirmagGes sdo verdadeiras.
E) Todas as afirmagGes sdo falsas.

(A)
(8)
(©)
D)
(

[ sendo 8 e 6 os restos das divisdes de P(x) por x — 5 e x — 3,
respectivamente, pede-se determinar o resto da divisao de P(x) por (x—5)
x=3).

(ITA-87) Considere Q(x) e R(x), respectivamente, o quociente e 0
resto da divisdo de um polindmio A(x) pelo trinémio B(x) = —x? + 5x - 6.
Admita que o grau de A(x) é quatro e que os restos da divisao de A(x) por
X + 1ex -2 sdo, respectivamente, 3 e —1. Supondo também que Q(x)
seja divisivel por x + 1, obtenha R(x).

EE] (1ITA-82) Sabendo-se que o polindmio P(x) = ax® + bx2 + 2x -2 é
divisivel por (x + 1) e por (x — 2), podemos afirmar que:

a e b tém sinais opostos e sao inteiros.

a e b ttm o mesmo sinal e sao inteiros.

a e b tém sinais opostos e sao racionais nao inteiros.
a e b ttm o mesmo sinal e sao racionais nao inteiros.
E) somente a € inteiro.

(A)
(B)
(C)
(D)
(

EE] (ITA-67) Um polinémio P(x) dividido por x — 1 da resto 3. O quociente

desta divisao é dividido por x — 2 dando resto 2. O resto da diviséo de P(x)
por (x —1)(x — 2) sera?

(A) 3x + 2. (D) 4-x
(B) 3x—1. (E) nda.
(C) 2+ 1.

X (ITA-88) Sejam A(x) e B(x) polinémios de grau maior que um e admita que
existam polindmios C(x) e D(x) tais que a igualdade a seguir se verifica: A(x)
-C(X) + B(x) -D(x) =1, V x € R. Prove que A(x) ndo é divisivel por B(x).

3] (ITA-86) Sejam a, b e ¢ nimeros reais que nesta ordem formam uma
progressao aritmética de soma 12. Sabendo-se que os restos das divisoes
dex™ + 8x® + ax® + bx® + cx porx—2 e x + 2 sdo iguais, entdo a razao
desta progressao aritmética é:
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|2 Determine o valor de k para que o polindmio P(x) seja divisivel por
D(x), nos casos abaixo:

(A) PX) =x*=2kx> + 3x—1;D(x) =x + 2
(B) PX) =x*=5x2 + 4x + k; D(x) = 2x + 1
(C) P(x) = 4x2—6x + 2k; D(x) = 2x—1

(D) Pix) = 2 —kx® + Tx—6; D(x) = 2x + 3

] Calcule m sabendo que o resto da divisao de 4x® — 3x2 + mx + p por
2&x-16ép.

2] Determine p e g para que x* + 22 + px + g seja divisivel por x2 — 1.
A (ITA-67) O polinémio P(x) dividido por x + 2 dé resto 1, porx + 1 da

resto —1 e por x — 1 da resto 1. Qual o resto da divisdo de P(x) por (x +
2)x + Hx=1)?

(A) X2—x + 1. (D) X2 —x-1.
(B) x-1. (E) nd.a.
C) x*+x+1.

EZ] (PUC) Determine p e g tais que x* + px + g seja divisivel por
X+ 2x + 5.

[zl Encontre todos os polindmios P(x) tais que P(2 — x) + 2P(x) =
X4+ 2+ 2.

EZ] Qual ¢ o maior valor de n para o qual o polinémio (x — 1)" divide o
polindmio x2006 — 17

EZ] 0 polinémio P(x), quando dividido por x2 + 1, deixa restox + 1, quando
dividido por x + 1 deixa resto 2 e é divisivel por x — 1. Qual é o resto da
divisao de P(x) por x* - 17

Ell] Para a e b distintos, prove que (a + b —x)™ + xm —am — b™ é divisivel
por (x —a)(x — b).

EX] Forme uma equagdo do 3¢ grau de coeficientes reais, sabendo que
umaraizé2,eaoutra2 + 3i.

EH 0 polinémio P(x) do 5° grau e de coeficientes reais admite 0, -1,
como raizes, sendo 0 raiz dupla. Determine P(x) sabendo que P(2) = 120.

EE] (ITA-00) Sendo 1 e 1 + 2/ raizes da equagéo x® + ax? + bx + ¢ =
0, em que a, b, ¢ Sdo nimeros reais, entao:

A b+c=4
B)b+c=23.
Cyb+c=2
Dyb+c=1.
Dyb+c=0.
EZ (ITA-84) Sabendo-se que z, =i, 2, Z, S0 as raizes da equacao

Z2 + az2 + bz + ¢ = 0, onde a, b, ¢ sao reais nao nulos, podemos
afirmar que:

) Z,, Z,, Z; $30 imaginarios puros.
) Z, € Z, 540 reais.
)
)
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E5 (1ITA-88) Se P(x) e Q(x) séo polindmios com coeficientes reais, de
graus 2 e 4 respectivamente, tais que P()) = 0 e Q()) = 0, entdo podemos
afirmar que:

(x) é divisivel por x + 1.

(x) é divisivel por x — 1.

() - Q(x) é divisivel por x* + 2x2 + 1.
(x) e Q(x) sdo primos entre si.

(x) nao é divisivel por P(x).

(A) P
(B) P
©) P
(D) P
() Q
EJ Achar as raizes da equagao x* — 9x? + 23x — 15 = 0, sabendo que
estdo em PA.

Resolver a equagéo x3 — 5x2 + 8x — 4 = 0, sabendo que uma das
raizes é o dobro da outra.

L] Dada a equagao x® — 2ax? + 8x + a— 6 = 0, determine o valor de a,
sabendo que a soma das raizes € igual ao seu produto.

EE] Calcule k e as raizes a, b, ¢ da equagdo x° — 7x + k = 0 de sorte que
araiz ¢ seja igual a metade de b.

5] (1ITA-91) Os valores de m, de modo que a equagéo x® — 6x2 — m +
30 = 0 tenha duas de suas raizes somando um, sao:

(A) 0. (D) 2e-2.
B) V3e3. (E) n.d.a.
(C)1e-1.

5] (ITA-94) As raizes da equagéo de coeficientes reais x3 + ax? + bx +
¢ = 0 sdo inteiros positivos consecutivos. A soma dos quadrados dessas
raizes € igual a 14. Entdo, a> + b? + ¢? é igual a:

(A) 190. (D) 193.
E(B;; 18; . (E) 194.

7] (ITA-81) Considere a equagdo x® + px? + gx + r = 0 de coeficientes
reais, cujas raizes estdo em progressao geométrica. Qual das relagoes é
verdadeira?

(A) p>=rq
B)Y2p+r=q
(C) 3p>=rq
D) p* =rg®
(E) ¢* =rmp?

IE] (ITA-78) Se a, b, ¢ séo raizes da equagdo x* —rx + 20 = 0, onde r é
um nimero real, podemos afirmar que o valor de a® + b® + ¢3 é:

73 (ITA-87) Multiplicando-se por 2 as raizes da equagao x3 — 2x? + 2x—1
= 0, vamos obter raizes da seguinte equacéo:

(A) 2°-6y2+ 6y—4=0. Dy y*-82+8 +8=0.
(B) y*-42+8-8=0. (E) 45-42-4y-8=0.
(C) 8y2-8y>+ 4y—1=0.
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5] Determine p e g na equagdo 20x3 — 8px? + 5px + 5 = 0, sabendo que
duas de suas raizes sao iguais e que a terceira raiz é a soma das duas primeiras.

IE1] Resolver a equagdo do terceiro grau x* — 6x2 + 11x -6 = 0, sabendo
que uma das raizes é igual a soma das duas outras.

Resolver a equagao x® — 4x? + x + 6 = 0, sabendo que possui duas
raizes cuja razao ¢ 3/2.

[[F] Dada a equagéo x3 — 7x + A = 0, determinar A de modo que uma das
raizes seja o dobro da outra. Resolver a equagao.

IEE] Calcule os coeficientes p e g da equagdo x2 + px + g = 0, sabendo-se
que suas raizes aumentadas de 1 sao as raizes de x2 — p% + pg = 0.

EJ1] Determine a e b tais que P(x) =
por (x> + 1).

(ax + b)(¢ + 1) — (5x + 1) & divisivel

] Resolva a equagao 2x* + 5x° + x% + 5x + 2 = 0.

3
A (ITA-94) A identidade ¥ +4 _¢, @ , bx+c
X3 +1 Xx+1 X2 _x+1

todo x real diferente de —1. Entdo, a + b + ¢ é igual a:

é valida para

(A) 5. D) 2.
% : E) 1
Emanse 0% _ A B . C ongean,csao

)(3_5x2+6)(=X—3 X-b x-c¢
raizes da equagdo x® — 5x> + 6x = 0, entao:
AA=-2,B=-1;C=0.
B)A=2,B=4,C=1.
CA=-2,B=-1;C=0.

73 Decompor as fragdes abaixo, numa soma de fragdes parciais:

A 2x+3 D 2x3 +x+3
2 ' 2. 92
x3 4 x2—2x (x“+1)
(B) x3 1 E 3x3—7x% +2x - 7
x(x =13 =020+ x+1)
4
€) ———.
X7 +4x

EF (ITA-91) Considere as afirmagdes abaixo:

I Aequagéo 3x* - 10x® + 10x — 3 = 0 SO possui raizes reais;
Il.  Toda equagao reciproca admite um nimero par de raizes;
. As raizes da equacao x® + 4x*>—4x - 16 = 0 séo exatamente o dobro

das raizes da equagdo x* + 22 —x -2 = 0.
Entéo:
(A) apenas | € verdadeira.
(B) apenas Il ¢ falsa.
(C) apenas Ill é verdadeira.
(D) todas sdo verdadeiras.
(E) n.d.a.
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P(1 -x).

[[5] (IME) Determine os polindmios do 4° grau tais que P(x) =

[ (1ITA-98 e AFA-01) Seja P(x) um polindmio de grau 4 com coeficientes
reais. Na divisao de P(x) por x — 2 obtém-se um quociente Q(x) e resto
igual a 26. Na divisao de P(x) por x> + x — 1 obtém-se um quociente H(x)
e resto 8x — 5. Sabe—se que Q(0) = 13 e Q(1) = 26. Entao, H(2) + H(3)
é igual a:

(A) 16. (D) -28.
(B) zero. (E) 1.
(C) -47.

[(E] (1ITA-99) Seja P(x) um polindmio de grau 3 tal que P(x) = P(x + 2) -
X2 —2 paratodo x real. Se -2 é uma raiz de P(x), entao o produto de todas
as raizes de P(x) é:

& 38 B
(C) —36.

[7] (1ITA-91) Na divisao de P(x) = ax® + 2x* + a® + 8x% — 32x + a,
por x — 1, obteve-se o quociente Q(x) = bx* + bx® + bx* + bx + b, e
0 resto —6. Sabe-se que (b,, b,, b,, b,) & uma progressao geométrica de
razao ¢ > 0 e g = 1. Podemos afirmar:

(A) b, +a—10 (D) b, + b, = 16.

(B) b, +a, (E) nd.a.

(©) b + b

[ (1ITA-77) Se P(x) & um polinémio do 5¢ grau que satisfaz as condigoes
1=P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) & P(6) = 0, entao temos:

(A) P(0) = 4. (D) P(0) = 2.

(B) P(0) = 3 (E) n.d.a.

(C) P(0) =

m m p0I|n0m|o P(x) do quarto grau é divisivel por sua derivada segunda
P'(x) = x2— 4. Determine P(x).

Dadas as equagoes:

I x*—16x% + 89x*>—206x + 168 = 0
. x*—16x® + 91x2-216x + 180 =0
M. x*—mx® + nx2—462x + 432 =0
determinar:

a. as raizes comuns das equagoes | e II;
b. os valores de m e n, sabendo que Ill admite as raizes determinadas
no item (a).

[Z (1TA-97) Sejam a,, a,, a,, a, numeros reais, formando, nesta ordem,
uma progressao geomeétrica crescente, com a, = 0. Sejam x,, X,, X, as
raizes da equagao a x* + ax® + ax + a, = 0. Sex, = 2i, entao:
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[Z] (ITA-95) Sabendo que 4 + iv/2 e /5 séo raizes do polindmio 2x5 —
22x* + 74x% + 2x% - 420x + 540, entao a soma dos quadrados de todas
as raizes reais é:

(A) 17. (D) 23.
(B) 19. (E) 35.
(C) 21

(ITA-94) Seja P(x) um polindmio de grau 5, com coeficientes reais,
admitindo 2 e i como raizes. Se P(1)P(-1) < 0, entao o ndmero de raizes
reais de P(x) pertencentes ao intervalo -1, 1[ é:

(A) 0. D) 3.
(B) 1. (E) 4.
() 2

Determine a e b tais que as equagoes x* + ax> + 11x + 6 =0ex®
+ bx? + 14x + 8 = 0 possuam duas raizes em comum.

(ITA-93) Considere a equagao de coeficientes reais x° + mx* + 2%x3

—316x2 + 688x + P = 0, m = 0, paraa qual 1 + 3/ é raiz. Sabendo-se
que a equagao admite mais de umaraiz real e que suas raizes reais formam
uma progressao geométrica de razao inteira q cujo produto é igual a 64,

podemos afirmar que P é:
m

(A) 20. (D) 120.
(B) 30. (E) 160.
(C) 40.

EE] (ITA-90) Seja P(x) = 16x° — 78x* + ... + ax — 5 um polindmio de
coeficientes reais tal que a equagao P(x) = 0 admite mais do que uma
raiz real e ainda, a + bi é uma raiz complexa desta equagao com ab =

1, < < -
0. Sabendo—se que — é a razdo da progressao geométrica formada pelas
a
. . . . 7
raizes reais de P(x) = 0 e que a soma destas raizes reais vale 3 enquanto

que o produto é % o0 valor de o é:

(A) 32. (D) 1.
(B) 56. () 0.
(C) 71

K Calcular as raizes da equagdo x* — 12x° + 47x2 —72x + 36 = 0,
sabendo que o produto de duas das suas raizes é igual ao produto das
outras duas raizes.

Determinar m de modo que a equacao x* — mx? 4+ 8x — 3 = 0 tenha
uma raiz tripla e calcular as raizes dessa equagdo.

Resolver a equagdo x* + 3x® + 3x?—2 = 0, sabendo que a soma de
duas de suas raizes é —1.

Mostre que toda equagéo polinomial de grau impar (de coeficientes
reais) possui uma raiz real.

Considere aequagdoa x" +a, x"~'+ .. +ax +a, = 0. Mostre que
Se eSsa equacao possui uma raiz racional p/g (na forma irredutivel), entao
p € divisor de a, e g é divisor de a, (Obs: Este € um método poderosissimo,
para achar possiveis raizes racionais de equagées algébricas). Conclua
que se a,=1, entao qualquer raiz racional da equagao ¢ inteira.
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KE] Param e n naturais, mostre que se &/m nao é inteiro, entao & irracional.
(Sugestao: Use o exercicio anterior.)

m Resolva nos reais as seguintes equagoes algébricas, com o auxilio do
exercicio 18, nivel 2:

a -5 +2¢+32%-16=0
b. 20-27x+4x+3=0

2] (1ITA-00) Sendo / um intervalo de nimeros reais com extremidades
aebcoma < b, ondmero real b —a é chamado de comprimento de /.
Considere ainequagdo 6x* — 5x° — 7x? + 4x < 0. A soma dos comprimentos
dos intervalos nos quais ela é verdadeira é igual a:

3 11
A 7 0 &
3 7
®) - € 5
7
© 3

FZ3 (ITA-77) Seja R o corpo dos nimeros reais. Em relagdo a equagio
5x3 —15x2 - 15x - 20 = 0, x € R, podemos afirmar que:

(A) néo tem solucdo inteira.

(B) tem somente uma solugéo.

(C) tem somente duas solugoes distintas.
(D) tem trés solugdes distintas.

(E) nd.a.

EZ] Sejam a e b constantes reais. Sobre a equagao x* — (@ + b)x® + (ab
+ 2)x*— (@ + b)x + 1 = 0, podemos afirmar que:

(A) ndo possuiraizrealsea < b < -3.

(B) ndo possuiraizreal sea > b > 3.

(C) todas as raizes sao reais se |a| = 2e |b| = 2.

(D) possui pelo menos umaraizrealse-1 <a<b < 1.
(E) nd.a.

EZ1 (IME)

a. Mostre que, se P(x) = a, + ax + a,x* + ax® + ay*, entao existe um
polindmio G(x) do 22 grau , tal que P(x) = x2- G(x + x ").

b. Determine todas as raizes do polinémio P(x) = 1 + 4x + 5x2 + 4x® + x*

F5 (1ITA 97) Seja S 0 conjunto de todas as raizes da equagao 2x8 — 4x5 +
4x — 2 = 0. Sobre os elementos de S, podemos afirmar que:

(A) todos séo nimeros reais.

(B) 4 sdo nimeros reais positivos.

(C) 4 nao sao nimeros reais.

(D) 3 séo nimeros reais positivos e 2 nao sdo reais.
(E) 3 sdo nimeros reais negativos.

FZ] (1ITA-99) A equacao polinomial P(x) = 0 de coeficientes reais e grau
105
-—e

6 é reciproca de 22 espécie e admite / como raiz. Se P(2) = 8

P(-2) = % entao a soma de todas as raizes de P(x) é igual a:

(A) 10. D) 2.
(B) 8. (E) 1.
(C) ®.
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(ITA-93) Sabendo-se que a equagao de coeficientes reais x®— (@ + b
+ C)x® + 6x* + (a—2b)x* — 3cx® + 6x—1 = 0 é reciproca de segunda
espécie, entdo o numero de raizes reais desta equacgao é:

(A) 0. (D) 4.
(B) 2. (E) .
) 3

EZ] (ITA-85) Como ax* + bx® + 5x + 3 = 0 & reciproca e tem 0 1 como
raiz, o produto das raizes reais desta equagao é:

(A) 2. (D) 3.
(B) -1. (E) 4.
(©) 1.

[EE] Determinar a relagéo que deve existir entre os coeficientes da equagéo
X3+ px + g = 0, para que tenha duas raizes iguais.

El Calcular m de modo que a equagéo x* + mx — 2 = 0 tenha uma raiz
dupla e calcular as raizes desta equagao.

EZ) A equagdo X — 11x2 + 29x — 7 = 0 possui uma raiz da forma u +
/3. Determine todas as suas raizes.

EH Pode um polinémio inteiro em x ser nulo para todo valor de x no
intervalo [a, b] exceto num ponto ¢ desse intervalo?

EE] Considere os polindmios P(x) = ax* + ax® + ax? + ax + a, tais
que P(2) = P(3) = P(4) = P(r) = 0, onder ¢ {2, 3, 4}. Se ndo ha outras
raizes, temos, necessariamente, que:

(A) a, > 4. (D) a, > 0.
Eg; a, < 8 (F) n.d.a.
a, = 0.

EZ Seja P um polindmio tal que P(x) = ax® + bx? + cx + d paratodo x
real, onde a, b, ¢, d séo reais. Se P(x) = 0 para todo x do conjunto {1, 2,
3, 4, 5}, temos que:

(A) P(6) =a + 1. (D) P(6) = d.
(B) P(6) = a + 2. (E) n.d.a.
(C) P(6) = a + 3.

EH (IME) Mostre que se a equagdo x* + px + g = 0 possui trés raizes
reais e distintas, entdo p < 0.

El] (IME) Dada a equagdo x* + 4x3 — 4cx +4d = 0, determine a, b, c,
d, sabendo que ela possui uma raiz dupla da formaa + b</3 (a, b, ¢, d
racionais).

Mostre que os polindmios P(x) = x*—=x3 + x> + 2x—6e Q(x) = x*
+ x% + 3x% + 4x + 6 possuem um par de raizes complexas comuns e
determine-as.

EL] Desenvolva P(x) = 2x5 — 13x? + 4 em poténcias de 1 - x.

EE] Prove que x* + x* + x2 + x + 1 divide x + X3 + x?2 + X' + 1.

] Resolva a equagao:

47 + 420 - 212 - 2128 + 17727 + 1728 + 1725 + 1774 - 212° - 2122
+4z+4=0.
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\_EXERCICIOS NiVEL 3 X\

[[5] (Putnam) Determine todos os polindmios P(x) tais que P(1)=1 e
P(x2+1) = (P(x))2 +1 para todo x real.

[[F Determinar um polindmio inteiro em x, que verifique a identidade:
Pix +2)-2Px + 1) + Px) =x.

[E] Considere que as raizes m, n e p da equagéo x* + ax + b = 0 sejam
racionais. Prove que as raizes de mx? + nx + p = 0 também séo racionais.

[73 Seja f um polindmio ménico (ou seja, de coeficiente lider igual a 1) e
de coeficientes inteiros tal que existem 4 inteiros distintos a, b, ¢ e d tais
que f(@) = f(b) = f(c) = f(d) = 12. Prove que néo existe k inteiro tal
que f(k) = 25.

a. Transforme, por uma substituic&o de variavel, uma equacao geral do
terceiro grau numa equagao do terceiro grau na qual o coeficiente em
X2 € igual a zero.

b. Resolva a equagao x® + px + g = 0. (Sugestao: Facax =a + b e
tente calculara e b.)

[[] (IME-adaptada) Seja P(x) = ax"+ .. +ax+ a,um polindmio de
coeficientes inteiros. Mostre que se a, e P(1) sao impares, entao P(x) nao
possui raizes inteiras.

Sejam A, B e C as raizes da equagao x(x — 2)(3x — 7) = 2, tais que
A<B=C.

a. MostrequeA e (0,1),Be (1,2)eC e (2,3).
b. Calcule arctan A + arctan B + arctan C.

[[F] Qual a condigao para que a equagao de coeficientes reais x3 + px +
g = 0 admita raizes complexas de modulo igual a o?

[[E] Existe algum polindmio P(x) com coeficientes inteiros tal que P(3) =
4eP(9) =97

KL (USAMO) Sejam a, b e ¢ inteiros distintos e P um polindmio com
coeficientes inteiros. Mostre que as condigoes P(a) = b, P(b) = c e P(c)
= a nado podem ser satisfeitas simultaneamente.

(ITA-98) Seja a um nimero real tal que o polindmio P(x) = x& + 2x°
+ ax* —ax? — 2x — 1 admite apenas raizes reais. Entao:

(A) @ e [2, +oo[. (D) a e [-2,-1[.
(B)ae[-1,1] (E) ael, 2.
(C) a € [- oo, -T].

2,3 X"

L4 (IME-CG) Mostre que o polindmio 1 + x + x +—+.+ =+
12] TR ,
... N0 possui raizes multiplas. : : n:

EE] (IME) Para que valores de p a equagdo x* + px + 3 = 0 tem raiz
dupla? Determine, em cada caso, as raizes da equagao.

K Determine o maior valor de k inteiro para o qual (x — 1)* divide
X —@2n+ 1)+ (20 4+ 10 —1.

k
Seja P um polindmio de grau n de maneira que P(k) = P para k
=0,1,...,n. Encontre P(n + 1). +

Se P é um polindmio reciproco de grau impar, prove que —1 € raiz de
P e, entédo, que P(x) = (x + 1)Q(x), onde Q é um polindmio reciproco de
grau par.

Para quais inteiros a o polinomio X2 — x + a & um fator de x' + x +
907

Determine todos 0s polindmios P nao identicamente nulos tais que
P(3x—2) = 81P(x) para todo x real. (Sugestéo: Primeiramente, determine
o0 grau de P)

(OMERJ) Encontre todos 0s possiveis polindmios nao constantes P tais
que, para todo x real, vale a relagao P(2x)P(—2x)P(x2) = P(—4x?)(x*> — 4).

X Sejam a e b inteiros distintos. Mostre que o polindmio (x —a)2(x—b)2+
1 néo pode ser escrito como produto de dois polindmios de coeficientes
inteiros e de grau menor que 4.

\,_RASCUNHO X\
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Matrizes e determinantes

1. Introducao

Diversos séo os exemplos do dia a dia nos quais temos que ler dados
em formato de tabela, onde as informagoes sao distribuidas através de
linhas e colunas. A primeira parte desse capitulo trata dessas tabelas, as
quais chamaremos de matrizes.

Uma vez definido o conjunto das matrizes, definiremos operagdes com
0s seus elementos. Estudaremos as operagoes de adigao, multiplicagéo por
escalar e multiplicagao entre matrizes. Além disso, trataremos o conceito de
matriz inversa, mostrando exemplos de matrizes inversiveis e ndo inversiveis.

A segunda parte do capitulo aborda os determinantes. Veremos que
toda matriz quadrada esta associada a um nimero escalar, & veremos como
calcular esse numero independente do tamanho da matriz.

Para isso, definiremos de forma algébrica o determinante de uma matriz
quadrada, mostrando como a definigéo se aplica a matrizes 2x 2 e 3x 3. Depois
veremos as principais propriedades que derivam da definicéo e os teoremas de
Jacobi e LaPlace, muito necessarios para o calculo de matrizes nxn.

E através do determinante que pode-se determinar se uma matriz A
é inversivel ou ndo.

2. Matrizes

2.1 Definicoes e conceitos iniciais

Uma matrizmxn (1é-se m por 1) € uma tabela de elementos distribuidos
emm linhas e n colunas. As dimensoes de uma matriz definem a sua ordem,
Oou Seja, nesse caso, podemos dizer que ela é de ordem m por n.

Normalmente representamos uma matriz por letra maitiscula, colocando
0 nimero de linhas e de colunas como indices (0 namero de linhas sempre
vem primeiro). Exemplo: A, ,  uma matriz com trés linhas e duas colunas.

Chamamos ainda de a, 0 elemento da linha /, e da coluna j da matriz.

Nesse caso, também podemos representar uma matriz mxn por (@,),,..,-
Ex.:
a11 a12
A3x2 =ldy @y |= (ai/)sxz
331 a32

0bs.: Os elementos de uma matriz podem estar entre parénteses ou colchetes.

De modo geral, uma matriz fica bem definida se soubermos determinar
cada a, em funcao de/ €/, seja por meio de uma expressao ou por meio
de uma sentenca.

Ex.:

l. - SejaA = (a),,coma, = (-1)y*-i-j. Como ficaria essa matriz?

a, = ()11 =1, a,=(-1)"2-1:2=-2

8, = ()7 2:1=-2 a,=()22-2=4

ASSUNTO 5

Matematica III

1sei>j
Il. Considerando A = (a,),,,, tal que & =<0,se /= teremos:
-1sei<j
a, a, a,| [0 -1 1
Aps=|8y ap ay|=|1 0 -1

8y dyp dy T 1.0

Dizemos ainda que duas matrizes de mesma ordem séo iguais se 0S
elementos correspondentes (elementos que ocupam a mesma posicao
nas matrizes) séo todos iguais.

Uma vez definida uma matriz de ordem m por n, chamaremos de
M__ (R) o conjunto de todas as matrizes com essa ordem e entradas

mxn
(elementos) reais e de M__ (C) as matrizes com entradas complexas.

mxn
2.2 Operacoes algébricas
Adicao

Dadas duas matrizes de mesma ordem, mxn, definimos a soma sendo

uma matriz mxn obtida através da soma dos termos correspondentes, ou
seja, seA,,, = @)eB,, , =) ttmos:A+B=(a, +b)

mxn*

2 3 4 4 0 2 6 36
Ex.: A= = =
A (—1 3 s]eB (3 1 4]_’/”3 [2 2 9]
Multiplicacéo por escalar

Dada uma matriz A e um escalar o, chamaremos de oA uma matriz
de mesma ordem que A obtida pelo produto de todos 0s elementos de A
por o, ou Seja, se A =(a tém-se oA =(ca

ij)mxn’ i/')mxn'

23 4 46 8
L A= A=
Ex [—1 3 5}92 (—2 6 10)

Obs.: Chamaremos o produto (1) - A de —A, uma vez que esta matriz é o
inverso aditivo de A. Assim, definimos a diferenca de matrizes de mesma
ordempor:A-B =A + (-B)

Propriedades
Sejam A, B e C matrizes de mesma ordem; a. € B escalares, tém-se:

I.  (Comutativa da adicdo) A + B = B + A;

Il. (Associativa da adi¢ao)(A + B) + C =A + (B + C);

lll. (Existe elemento neutro da adi¢do) Seja 0, , uma matriz com todas
as entradas nulas (chamada de matriz nula), tém-se:
VAO+A=A+0=A4;

IV. (Existe inverso aditivo) VA, 3(-A) |A + (-A) = (-A) + A= 0;

V. (Distributiva por escalar em relagao a matrizes):
oA + B) = oA + aB;

VI. (Distributiva por matriz em relacéo a escalares):
(o + B)A = oA + PA;
VII. (Associativa da multiplicagao por escalar): (aB)A = a(BA);

VIII. (Existe elemento neutro na multiplicagéo por escalar): 1-A = A.
Todas as propriedades sdo consequéncias diretas da definicao de
soma e multiplicagéo por escalar.
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2.3 Produto de matrizes

Definimos o produto escalar (ou produto interno) de dois vetores pela
soma dos produtos das coordenadas correspondentes, ou seja, se u, v
€ R" tem-se:

U= (U, Uy Uy i) V= (V, Vy Vypor, V) =

w=uv,+uy,+uyv,+..+uv.

Agora pense em uma matriz m xn sendo um conjunto de m vetores de A",
ou seja, considere que cada linha da matriz é um vetor de dimensao n. Nesse
caso, como ficaria o produto da matriz A por um vetor de dimenséo n?

Iremos considerar esse vetor como um vetor coluna, ou seja, uma
matriz de dimenséo nx 1, assim queremos calcular:

&y . @y || U
Gy dp e @y ||y,
a a 4 u

ml 'm2 mn

Uma vez que cada linha da matriz pode ser vista como um vetor de
dimensao n, podemos calcular o produto escalar de cada linha pelo vetor
u = (U, Uy U,...,u ), de modo que teremos /m produtos diferentes. Esses
resultados formarao um vetor de dimensédo m, assim:

a1 1 a1 2 am UW V1
a21 a22 aZn u2 _ VZ
am1 amZ arnn un Vm

em que:

n
V= @l =@l +all, +asl; +...+a,u, paratodo i e {1,2,...,m}.
k=1

A vantagem de definirmos o produto de matrizes por um vetor dessa
forma é poder tratar sistemas lineares como produto de matrizes por
vetores.

Finalmente, se quisermos multiplicar duas matrizes, podemos pensar
que ambas sao conjuntos de vetores, assim como fizemos no caso anterior.

Ao multiplicar a matriz A pela matriz B, multiplicaremos A por cada
um dos vetores que formam B; logo, temos a restricao que o numero de
colunas de A deve ser o mesmo numero de linhas de B (para existir 0s
produtos escalares).

Resumindo, para obter a primeira coluna do resultado, multiplica-se
A pela primeira coluna de B (como anteriormente); para obter a 22 coluna,
multiplica-se A pela 22 coluna de B, e assim sucessivamente. Deste modo,
a matriz AB terd o mesmo nimero de linhas de A e 0 mesmo numero de
colunas de B.

De modo geral, se A = (a,) € uma matrizmxn e B = (b,) € uma matriz

nx pentaoAB = CtalqueC = (c,) eumamatrizmxp ¢; = Za,k -b,; ,ouseja,
k=1

o termo da linha /, colunaj de C é obtido pelo produto escalar da linha /
de A com a coluna de B.

0bs.: Um dos motivos do produto das matrizes ser definido dessa forma
esta associado a resolugdo de sistemas lineares através de matrizes.
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Sejam o0s sistemas: {

c(ex, +1x,)+d(gx, +hx,) =z,

Logo: A-B =[

N0 NN

Vejamos 0 caso 2x2.

ex, +1x, =y, {zﬂy1 +by, =2,
o, +hx, =y, oy, +dy, =2,

que podem ser escritos como:
o sl el ol
g hjx, Y, c djly, Z,

Como representar z, e z, em fungéo de x, € x,?

(ce +dg)x, + (cf +dh)x, = z,

a(ex, +fx,) + b(gx, + hx,) = z, {(ae +bg)x, +(af + bh)x, = z,

que pode ser escrito na forma:

ae+bg af+bh| x, z,
= CX=Z
Le+dg cf+dh}{xj LJ( )

Porém, AX = Ye BY = Z, em que B - (AX) = Z. Seria interessante
entdo definir o produto BA de modo que B - (AX) = (BA) - X = Z = CX;
para isso devemos ter BA = C, ou seja,

a bj|e f| [ae+bg af+bh
c d||g h| |ce+dg cf+dh

0 que € coerente com a definicdo mostrada anteriormente.

N
=it
—”

AB:FX1+2X2 1x3+2x4}:{5 11}

3x1+4x2  3x3+4x4| |11 25
32 -3
2, 2-A:{i 31 ‘Zj eB=|2 3 1
2x3 0 5 23)(3
C,=2:3+3:2+5:0=12, ¢, =43+ (-1)-2+2:0=10,
C,=2:2+3-3+5:5=38, ¢,=4-2+(-1)-3+2:5=15

Ca=2(3)+3-1+5:2=7,0,=4(3)+ (1) 1+2:2=-9

LA

12 38 7
10 15 -9,

Propriedades
Sejam A, B e C matrizes; o e B escalares; tem-se:



. A
Il.

;B . — (A

mxp’ ~pxn

associativa)A

)(BB) = oA B)
:C._ > A(BC) = (4B)C

( mxp’ p><q’ qxn
. (distributiva pela esquerda)AmXp; B wCp,—>AB+C)=AB+AC
(

;C —>B+C):-A=B-A+C-A

p><n’ m><p’ mxp

IV. (distributiva pela direita)A
Atencao: Dadas duas matrizes quaisquer, pode-se ter AB = BA (ndo vale
a comutativa).

Podemos ter um produto existindo e 0 outro ndo; ambos existindo, porém,
com ordens diferentes; ou os dois com mesma dimensao, mas com
entradas diferentes.

A demonstracéo dessas propriedades foge ao escopo do assunto.

2.4 Matriz transposta

Dada uma matriz de ordem mxn, definimos sua transposta sendo
uma matriz de ordem nxm obtida pela inversao de papéis das linhas e
colunas, ou seja, as linhas passam a ser colunas, assim como as colunas
passam a ser linhas.

Assim, se A =

(@, tem- Se Al = @)

23 5 2 4
Ex.: A A={3 -1
: {4 -1 2)

3x2
Propriedades
Sejam A = (a,), B = (b,) matrizes e o um escalar, tem-se:

L Ay =A
Il (cA) = oA
M. A, .B,,—>A+B)=A+8B
V. A, B, A-B)=B"-A

Atencao: Na propriedade (V) € importante lembrar a ordem, uma vez
que, Bt At = At B!,
Dem (IV): Primeiro, veja que as dimensdes séo coerentes, ja que a ordem
de (AB) e de B' At é pxm.

Basta entdo provar que os elementos correspondentes sdo iguais.
Considere o elemento da linha /, coluna de (AB). Este elemento pertence
alinhaj, coluna/de AB; logo, é o produto da linha, de A pela coluna/ de B.

Porém, a colunaideB é alinhajde B, e alinhajdeA é acolunaj de
A!, donde estamos calculando o produto da linha i de B! com a colunaj de
Al que é o elemento da linha /, coluna j de B! A’

2.5 Matrizes notaveis e seus elementos

Matriz quadrada

Se uma matriz tem o mesmo numero de linhas e de colunas, ela
é denominada matriz quadrada (m = n). Dizemos que a matriz tem n?
elementos ou que é de ordem n. Nesse caso, é comum colocar apenas
uma dimensao da matriz como indice.

Em toda matriz quadrada de ordem n, tem-se:

. Diagonal Principal: diagonal formada pelos elementos a,, com / = .
Chamamos os elementos dessa diagonal de elementos principais.

II. - Diagonal Secundaria: diagonal formada pelos elementos a, com
i+ j=n+ 1. Chamamos os elementos dessa diagonal de
elementos secundarios.

Ill. Elementos Conjugados: sdo aqueles que apresentam posigoes
simétricas em relacéo a diagonal principal. Os elementos principais
sd0 autoconjugados.
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Matrizes e determinantes

Ex.:
N3, 2
A= 4
3\2
r's N
Diagonal secundaria ~ Diagonal principal
Matriz nula
Matriz em que todos os elementos sdo nulos.

Ex.:

Matriz triangular

Matriz quadrada cujos elementos de uma das bandas da diagonal
principal sao todos nulos.

Ex.:

w N =

o |
-

N o O

Obs.: Se os zeros estdo na banda superior, dizemos que a matriz é
triangular superior, se 0s zeros estdo na banda inferior, dizemos que a
matriz é triangular inferior.

Matriz diagonal

Matriz quadrada cujos elementos das duas bandas da diagonal principal
s&o todos nulos.

Ex.:

1 00
0 -10
00 2
Matriz identidade

Matriz diagonal na qual os elementos da diagonal principal sao iguais
a1. Se a matriz for de ordem n, escreve-se /.

Ex.:

o o o

Matriz simétrica

Uma matriz quadrada A € dita simétrica se a, = a, para todos / e /.
Isso é equivalente a A' = A.

Ex.:

w N -

(S
-

o o W
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Matriz hemissimétrica (ou antissimétrica)

Uma matriz A é dita hemissimétrica se a; = —-a,para todosiej. Isso
é equivalente a A =
= 0, ou seja, 0s elementos da diagonal principal devem ser nulos.

Ex.:
0 -2 -3
2 0 5
3 -5 0
2.6 Traco

Seja A uma matriz quadrada; chamamos de trago a soma dos

entdo rA=>Y"a,,.

k=1

elementos da diagonal principal, ou seja, seA, = (a,)

iffnxn’

Propriedades
Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, tem-se:

[ Ir(A) = tr(A)

Il. tr(k-A) = k- r(A), em que k € escalar.
I, r(A + B) = tr(A) + ir(B)

V. tr(AB) = tr(BA)

As trés primeiras propriedades séo consequéncias diretas da definigao
de trago. Analisemos a propriedade (IV):

Vejamos a diagonal principal de AB:

Cyy = y4byy + @1yl + 8130y + ..+ )
022 = a21b12 + aZZbZQ + a23b32 tot aannz
Cy = 331b13 + aazbzs + 333b33 Tt a3nbn3

c_ab+ab +ab+ +ab

nn=nn

A soma de todas as linhas € o trago de AB, porém, na direita podemos
somar por linhas ou por colunas. Repare que a soma dos elementos da
primeira coluna pode ser vista como o produto da primeira linha de B com
a primeira coluna de A, ou seja, 0 primeiro elemento da diagonal principal
de BA, assim como as demais colunas, logo, essa soma também é o
trago de BA.

Obs.: Na propriedade (IV), as matrizes ndo precisam ser quadradas, basta
que os produtos AB e BA 0 sejam.

2.7 Matriz inversa

Em qualquer conjunto definimos o inverso por uma operagao como
sendo o elemento que aplicado aquela operagéo é levado no elemento
neutro. Por exemplo, no conjunto dos numeros reais, o inverso multiplicativo

dexé %(x 10), uma vez que o produto x-% =1 (elemento neutro da

multiplicagao nos reais).

Considere M (C) o conjunto das matrizes quadradas de ordem 1 com
entradas complexas. Repare que esse conjunto possui elemento neutro
para operagdo de multiplicacdo, uma vez que Al = IA= A, em que | =
/, € a matriz identidade. Deste modo, / € considerado o elemento neutro
da multiplicagao.
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- A. Veja que, fazendo / —/em a=a, obtemos a,

N0 NN

Pelo que foi exposto acima, dizemos que B é a matriz inversa de A se
AB = BA = . Nesse caso, pode-se representar a matriz inversa por A,

E importante lembrar que nem toda matriz possui inversa. Por exemplo,

. 1 2
tentemos achar a matriz inversa de A { . Nesse caso, queremos

determinar uma matriz L d}’ tal que:

a bjj1 2 |1 0:>a+2b:1
c d||2 4] |0 1 2a+4b=0
Absurdo!
Mais a frente, quando for introduzido o conceito de determinantes,

sera visto um jeito de caracterizarmos as matrizes que possuem inversa.

Quando uma matriz possui inversa, dizemos que esta é inversivel,
regular, ou ndo singular. Caso ndo possua inversa, dizemos que ela é nao
inversivel ou singular.

Teorema: Seja A uma matriz quadrada de ordem n7; entédo a inversa de A,
caso exista, é tnica.

Dem.: sejam B e C inversas de A, tem-se:
B=B-/=B-A-C)=B-A-C=1-C=C

Propriedades

Sejam A e B matrizes quadradas nao singulares de ordem n, e
o # 0 um escalar, tem-se:

L A=A
I (4 = A&y

. (@A)t = L4

a

V. (AB)" =B - A"

Atencao: Na propriedade (IV) é importante lembrar a ordem, uma vez
que B - A" = A7 - B,

As propriedades (1), (II) e (IV) sdo consequéncias diretas da definicao
de matriz inversa. Vejamos a propriedade (Il):

Para termos (4)~" = (A™")" devemos ter A* - (A-")' = /. De fato isso
é verdade, pela propriedade (IV) da transposta ((XY)" = Y* - X"); assim:
A-AN)Y=A"A ==

3. Determinantes

3.1 Definicoes e conceitos iniciais
Motivagao
Tentemos resolver o seguinte sistema linear:
{311)(1 +a,X, = by
AyXy + X, = bz

Multiplicando a primeira equagao por a,,, a segunda por a,, e
subtraindo, tem-se: (a,,a,, — a,,a, )X, = b,a,,—b.a,,.

Usando a mesma ideia para obter x,, encontra-se (a,,a,,
b,a,, —b,a, de modo que se a,a,, —a,,d,

' _3,12321))(2__
= 0, 0 sistema tera SO|U§aO.

Vejamos agora um sistema 3x 3:



X+ 8Ky + 83Xy = by
Xyt dypXy + apX3 = b,
Xy + Xy + Ay Xy = by
Ao resolver o sistema encontram-se as seguintes equagoes:
(311322333 + @4p8p3dyy + 138y 85y — Q13858 — Ay1dyydyy — 312321333))(1 = k1
(aﬁazzasa + 81983831 + 38,83y — 813890831 — 11835y — 81281933 )Xz =k,
(anazzass + 81983831 + 13883y — 8138pday — yydndyy — A1pdndss )Xs =k,

em que k, k, e k, sao constantes.

172

DESte mOdO’ Se. aﬁa22833 + a12a2§331 + a13a21332 _a13a22a31 _a11a23a32
-a,,a,4, # 0, 0 sistema tera solugao.

Repare que em ambos 0s casos 0 denominador depende apenas dos
coeficientes do sistema, e uma vez que ja vimos que um sistema pode ser
escrito na forma AX = B, estamos dizendo que o sistema tem solugao de
acordo com uma relagdo que envolve as entradas da matriz A.

Devemos, entéo, tentar enxergar como essa relagdo aparece em
matrizes maiores, e para isso devemos conjecturar algo através dos
€as0s pequenos.

Nos casos 2x2 e 3x 3 temos a soma de todos os produtos possiveis
com os elementos da matriz (existindo, em cada parcela, exatamente um
termo de cada linha e de cada coluna), tendo metade deles sinal positivo
e metade deles sinal negativo.

0 sinal de cada uma das parcelas parece estar associado a posi¢ao
dos elementos que estd “pegando” na matriz, ou seja, a permutagao de
seus elementos.

Associaremos entdo cada matriz a um escalar, do mesmo modo que
ocorreu nos casos particulares, e veremos no proximo assunto que de fato
isso garante a existéncia de solugao para sistemas lineares.

A funcao que fard essa associagao € conhecida como determinante.

Permutacoes e inversoes

Uma permutagéo dos elementos de uma sequéncia é um rearranjo de
seus elementos em alguma ordem sem omissoes ou repeticoes. Deste
modo, um conjunto de n elementos possui n! permutagoes simples.

Consideremos uma delas como referéncia, a qual denominaremos
Permutagéo Fundamental (ou Principal). Neste caso, dizemos que dois
elementos de uma permutagdo formam uma inverséo quando estao dispostos
em ordem diferente daquela em que estao na Permutagdo Fundamental.

Ex.: Quantas inversoes apresenta a permutagao 312 em relagao a 123
tomada como principal?

312 - 132 — 123; 2 inversGes.

Ex.: Quantas inversoes apresenta a permutagao cadb em relagdo a
abcd tomada como principal?

cadb — acdb — acbd — abcd; 3 inversoes.
Obs.: A permutagdo fundamental néo apresenta inversées.

Chamamos ainda de Permutagdo Inversa aquela que possui todos 0s
elementos em ordem inversa da ordem em que figuram na Permutagao
Fundamental.

Nesse caso, 0 nimero de inversdes sera maximo, uma vez que
todos os pares de elementos formam uma inversao e sera dado por
n(n-1
=M=,
2
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Matrizes e determinantes

Classes de uma permutacao

Dizemos que uma permutagao é de classe par (impar) se o nimero
de inversoes em relagdo a principal for par (impar). Nesse caso, como a
Permutacao Principal apresenta zero inversdo ela é de classe par.

Teorema 1: Uma permutagéo muda de classe quando se troca a posigao
de dois elementos consecutivos.
Dem.: De fato, considere um conjunto A com n elementos, e uma
Permutagao Fundamental de seus elementos.

Seja p uma permutagéo simples com k inverses: p = (a,, a,,... @,
a, ..., a); troquemos os elementos a, e a, . Essa troca nao altera a
posicao desses dois elementos em relagéo aos demais.

Se 0s dois formavam uma inversao em p, com essa troca deixaram
de formar, tendo a nova permutagdo k — 1 inversoes. Se 0s dois nao
formavam uma inverséo em p, agora passaram a formar, donde temos k
+ 1 inversoes. Em ambos os casos mudamos a paridade das inversoes.

Teorema 2: O nimero de permutagoes de classe par de um conjunto de
n elementos, n > 1, é igual ao numero de permutagdes de classe impar.
Dem.: Considere P, o conjunto das permutagdes de classe par e P, 0
conjunto das permutagoes de classe impar.

Sejaf. P, — P, afungdo que leva uma permutacdo de classe par em
uma de classe impar através da inversdo das posigoes dos dois primeiros
elementos (essa troca muda a classe pelo Teorema 1).

Veja que f é uma bijecdo, uma vez que toda permutagao impar pode
ser obtida por uma par através dessa troca (sobrejetora) e permutagoes
pares diferentes irdo gerar permutagoes impares diferentes (injetora). Logo,
P, e P, tém a mesma quantidade de elementos.

Teorema 3: (Teorema de Bezout): Uma permutagdo muda de classe se
trocarmos dois quaisquer de seus elementos.
Dem.: De fato, considere um conjunto A com n elementos, e uma
Permutacao Fundamental de seus elementos.

Seja p uma permutagao simples com k inversoes: p = (a,, a,,... a,
a,,,...,a)troquemos os elementos a, e a. Essa troca nao altera a posigao
desses elementos em relagéo aos que ndo estdo entre eles.

Entre os elementos a, e a, temos j — i elementos. Se &, e k; sao,
respectivamente, 0s numeros de inversoes, antes da troca, que a, e g
fazem com esses elementos, entao existem j —/ — k; nao invertidos com
a,ej—i—k nao invertidos com a.

Apds a troca, os invertidos deixam de ser invertidos e vice-versa,
Ou seja, passamos a ter entre esses elementos: (j—7-k) + (- - k)

+ 1 inversoes (-1 se a, ou a, estiverem invertidos e +1 caso contrario).

Assim, a diferenca no namero de inversoes antes e depois da troca
desses elementos €: |2(/—/—k —k) + 1], que & impar.

Termo principal e deduzido

Chamamos de termo principal associado a uma matriz quadrada
de ordem n o produto dos elementos principais dessa matriz, ou seja,
Tp =878y dy et

Fixados no termo principal os indices representativos das linhas,
chamaremos termo deduzido da matriz qualquer dos produtos da
forma (-1)<a,, - a,, - ... - a,. em que (o, B, ..., &) indica uma das n!
permutacoes com os indices representativos das colunas e k é o nimero
de inversoes dessa permutagao em relagdo a fundamental considerada

como (1,2,3,...,n).
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Obs.:

. Incluindo o termo principal, teremos numa matriz de ordem n, n! termos
deduzidos.

II.  Como, pelo Teorema 2, n!/2 permutagoes sao de classe par e n!/2 sao
de classe impar, teremos uma quantidade igual de termos multiplicados
por (1) e por (+1).

lll. Todos os termos deduzidos séo produtos de (—1)* por n fatores.

IV. Cada termo tera um e somente um elemento de cada linha ou coluna.

3.2 Definicao de determinante

0 determinante associado a uma matriz quadrada de ordem nn é a soma
algébrica de seus n! termos deduzidos, ou seja,

(I [ 000G, G [, . emque |o| representaa classe da

permutacao c.
Representa-se por:

&y a ay,
A= 321 a22 a2n
am an? ann

Obs.: O determinante de uma matriz cujos elementos sao numeros inteiros
€ um nuamero inteiro, por ser a soma algébrica de produtos de numeros
inteiros.

Através da definigao, podem-se obter regras praticas para o célculo
de determinantes 2x2 e 3x3:

Determinante de 22 ordem
0 determinante de uma matriz de 22 ordem € a diferenga entre o
produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos
da diagonal secundaria.
Ou seja:
© ®
00 O O M0 M M0 O O

Determinante de 32 ordem (regra de Sarrus)

Repete-se, apos a 32 coluna, a 12 e a 22, respectivamente (0 mesmo
pode ser feito com as linhas).

Somam-se os produtos dos trés elementos da diagonal principal e
das diagonais paralelas a ela.

Subtraem-se 0s produtos dos trés elementos da diagonal secundaria
e das paralelas a ela.

Somam-se algebricamente os resultados obtidos.

-+ + +
= 8,8, + ,8,8y + 8,38y85 — 8,885 — 8, 8yd5 — 81,3,@

23%31 13%21 13922931 28%32 21933

Ex.:
Oooaooo

A=|0 0 0j00=000+0M0+0MOM-0M-0MMm-0Mmm=
Oooaooo

=0+M0-0-M=0M
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De fato, reparem que em ambos, estamos calculando a soma de todos
0s produtos possiveis, formados por um tnico elemento de cada linha e
um dnico elemento de cada coluna, com o sinal variando de acordo com
0 nimero de inversdes dos indices das colunas.

3.3 Propriedades

I. 0 determinante de uma matriz é igual ao determinante de sua matriz
transposta.
Basta ver que todos o0s produtos calculados no determinante de
uma matriz s&o 0s mesmos produtos calculados no determinante da
transposta.
Obs.: Decorre desse teorema que qualquer propriedade relativa as
linhas é valida para colunas e vice-versa.

IIl. E nulo todo determinante que contém uma fila nula.
Com efeito, cada termo do determinante contém um elemento dessa
fila, logo, tera um fator nulo.

lll. Multiplicando-se (dividindo-se) todos os elementos de uma fila por um
numero, o determinante fica multiplicado (dividido) por esse nimero.
Com efeito, como em cada termo do determinante aparece um,
e s0 um, elemento da fila considerada, todos os termos ficarao
multiplicados (divididos) pelo nidmero e, consequentemente, o
determinante fica multiplicado (dividido) por esse nimero.

IV. Sendo k um escalar e A uma matriz nxn, entao, det (k - A) = k" - det A.
Com efeito, em k - A, cada linha de A fica multiplicada por k. Pela
propriedade (Ill), segue que o determinante fica multiplicado por
0-0-me0=0-

oamn
Como consequéncia, toda matriz antissimétrica de ordem impar tem
determinante nulo. De fato, se A é uma matriz antissimétrica, entdo
A = -A. Aplicando det dos dois lados e usando as propriedades (1) e
(IV): det A = det (-A") = (-1)"det A' = —det A = det A = 0.

V. Um determinante muda de sinal quando se troca a posi¢ao de duas
filas paralelas.
Com efeito, uma troca no determinante A = |a,| da posicao de duas
filas paralelas implica que cada um dos termos do desenvolvimento
de A, supostos ordenados em relagao aos indices de linha, terd uma
troca de dois elementos na permutagdo dos indices das colunas, e pelo
teorema 3, cada um dos termos do desenvolvimento troca de sinal.

VI. Um determinante que possui duas filas paralelas iguais é nulo.
Com efeito, trocando a posigéo dessas duas filas, o determinante
nao se altera, e pela propriedade anterior muda de sinal, logo,
A=-A—->A=0.

Vil

Um determinante que possui duas filas paralelas proporcionais é nulo.

Com efeito, seja A= [a, |um determinante em que os elementos de
uma fila séo os produtos do fator k pelos elementos correspondentes de
outra fila paralela. Se k = 0, podemos dividir a fila considerada por & e
A =k- A, emaque A’ tem duas filas paralelas iguais e, portanto, é nulo.

VIIl.Um determinante em que sao nulos todos os elementos de uma das
bandas da diagonal principal reduz-se ao seu termo principal.

a, 0 0 - 0
8 ap 0 - 0
Com efeito, seja A =|a, a, a; 0
an1 anz anS ann



Como em cada termo deve figurar um e apenas um elemento de
cada linha e um e apenas um elemento de cada coluna e como na
primeira linha ha um tinico elemento n&o nulo a,,, s6 ndo se anularao
no desenvolvimento de A os termos em que figura o fator a,,. Na
segunda linha ha dois elementos nao nulos, a,, € a,,, mas como a,,
nao pode figurar em termo que contenha a,,, todos os termos nao
nulos do desenvolvimento de A contém o fator a,, - a,,. Prosseguindo,
obtemos: A =a,, - a,,"..."a,,.
IX. Um determinante em que sao nulos todos os elementos de uma das
bandas da diagonal secundaria reduz-se ao produto de (—1)- pelo
produto dos elementos secundarios.
Com efeito, com raciocinio analogo ao anterior, verifica-se que o
(nico termo nao nulo de A é o formado pelos elementos secundarios.
T=(-1)a,.a,,, ..-a, Nessecaso,kéonimerodeinversoes
da permutagao (n,n -1, ..., 2, 1) que €, com ja sabemos, C, ,.

3.4 Cofator e Teorema de LaPlace

Cofator

Definimos o cofator de um elemento a, de uma matriz A através do
seguinte modo:

Inicialmente, tracamos uma reta vertical e outra horizontal por a,,
riscando alguns elementos da matriz.

Calculamos o determinante A, da matriz constituida dos termos nao
riscados, matriz esta chamada de menor complementar de a;

0 cofator de a, € dado por A, = (-1)*/- A,

Ex.: O cofator do elemento da 22 linha e 32 coluna do determinante

125 12
A=|3 2 2 & A=) = () (14 -2 =2
143

Sabendo o conceito de cofator, vejamos, por exemplo, 0 que acontece
quando desenvolvemos um determinante 3 3:

aﬂ a12 a13

= 8y48yydyy + Ayp8yydyy + Aygdydyy — Aygdyyday — Ayydp3dyy — Aipdydyy =
= a1(@y85 — Ayyy) — A1 (Bya; — Bpgdyy) + A3 (@i, — Appyy) =

a22 aZS aZ1 a23 +
a32 a33 a31 a33

aZW a22

-

12 :a11A11+a12A12 +<9w3A13

13
a31 32

De fato, 0 que fizemos com os elementos da primeira linha, poderiamos
ter feito com os elementos de qualquer outra linha ou coluna, de modo
que, para calcular o determinante 3x 3 pode-se escolher qualquer linha ou
coluna e somar os produtos das entradas dessa fila pelos seus respectivos
cofatores.

Na verdade, esse resultado ndo vale apenas para determinantes 3 x 3;
seja A uma matriz n x n, vale o seguinte resultado:
Teorema de LaPlace

Um determinante sempre é igual a soma dos produtos dos elementos
de uma fila pelos seus respectivos cofatores:

n n
A= Z‘a,}..A,/. OUA= Za,, A,
/= I=
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Matrizes e determinantes

Dem.: De fato, assim como no caso 3x3, basta lembrarmos que na
definicao de determinantes aparecem todos 0s produtos possiveis com
0s elementos da matriz, tendo cada parcela exatamente um elemento de
cada linha e um elemento de cada coluna.

Assim fixada uma linha /, por exemplo, todas as parcelas terao algum
elemento a, dessa linha, j € {1, 2,3, ..., n}.

Se tivessemos / = j = 1, seria facil perceber que colocando a,, em
evidéncia, teriamos o a,, multiplicando o det sem a 12 linha e a 12 coluna.

No caso de um elemento a; qualquer, temos um problema com o
ndmero de inversoes, ja que 0s produtos sao 0S Mesmos que aparecem
no determinante tirando a linha / e a coluna j, mas os sinais podem ser
diferentes.

Como ¢é mais facil de visualizar o que ocorre quando se tira a 12 linha
e a 12 coluna, o que seria necessario para levar a linha j e a coluna j para
€ssas posigoes?

Se trocdssemos a linha / e a coluna j com cada uma das linhas
e colunas anteriores, levariamos essas filas para posigoes iniciais e
manteriamos as demais na mesma ordem da matriz original (que é o que
ocorre com o cofator); assim seriam necessarias (/—1) + (/— 1) trocas.

Em cada troca de filas alteramos o sinal, em que teremos (—1)'+/+2
= (-1)*
Assim, colocando a, em evidéncia, este ficara multiplicado por (-1)

+i g pelo determinante da matriz sem a linha /, coluna j, ou seja, pelo
cofator de a.

3.b Teorema das filas e Teorema de Jacobi

Teorema das filas

Um determinante em que os elementos de uma fila séo compostos
por somas de p parcelas é igual a uma soma de p determinantes, obtidos
do determinante dado, tomando-se no lugar da fila composta as primeiras,
segundas, etc., parcelas e conservando todas as outras filas.
Dem.: Seja A = det(a,),,em que os elementos da linha / sao da forma:

a, =a +b +.. +/

a,=a,+b,+.. +1/

a=a+b +. +/

Desenvolvendo A segundo os elementos da j-ésima linha, tem-se:
A=@ +b +..+1)A +@+b,+..+1)A
DA =

@A, +aA, +..+aA)+ bA, +bA, + .. +bA)+ .. +
(/1Ai1 + //‘1‘2 +..t ///‘/n)’

e pelo Teorema de LaPlace, temos:

,+ ..+ (@ +b +

dy ey, dy e @y, ay - @,

A=|a a,|+|b, b,|+...+|1, I,

am : ann am : ann am : ann

Ex.:
1 2 5/ 12 5] |0 2 5
2+4x2 1 =2[=2 1 =2/+[x* 1 -
5+x3 3 x| 5B 3 x*| [x* 3 x*
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Teorema de Jacobi

Um determinante nao se altera quando soma-se a uma fila,
combinagoes lineares de filas paralelas.
Dem.: Seja A = det (a,),,,, formemos o determinante A’ em que todas
as linhas sao iguais as de A, exceto a j-6sima, que é obtida através da
i-ésima linha somada com uma combinagao linear das demais, ou seja,

L= L+ Al + 2Ly + oot 2y by + 2
representa a linha j.

Pelo teorema das filas, podemos “quebrar” A’ em vérios determinantes
em que a linha / ficara com cada uma das parcelas da linha L. Nesse
caso, todos os determinantes terdo filas proporcionais, exceto um que
sera exatamente igual ao original, ou seja, teremos: A’ = A.

+..+ 4L, em que L,

3.6 Abaixamento de ordem de um
determinante (regra de Chid)

Como consequéncia do teorema de Jacobi, veremos agora um
processo bastante pratico para reduzirmos em uma unidade a ordem de um
determinante n = 2, sem altera-lo, e consequentemente facilitar seu calculo.

Consideremos uma matriz M de ordem n = 2, tal que a,,= 1, isto €:

1 a, a; .. a,

Gy dyp Gy 8y
U=|ay ap ay ... 8
am an? an’% """ ann

Adicionemos & 22 coluna, a 12 multiplicada por - a,,
Adicionemos & 32 coluna, a 12 multiplicada por - a,,

Adicionemos & n-ésima coluna, a 12 multiplicada por —a,,
Obteremos a matriz M’ tal que det M’ = det M.

1 0 0 0
Ay Gy —0y4, Gy =0y Qg5 e ay, — ay4,,
T —_ —
detM' =|a,, a,-a,a, a;—a,a,; ... a,, —aa,,
Ay Gy —ayd;y Q=005 e Ay — QG
Pelo teorema de LaPlace:
S R I I oy — 219,
a,—a,a, d,—d,0,; ... a, —a,a
37 — 3y Ay —dzdp 3 319
det M’ = " "
Ay =Gy Qs = pyQpz oo Don = D1 %1 (n_yyx(n-1)

Isso pode ser resumido através da regra conhecida como regra de Chio:

. Desde que M tenha a,, = 1, suprimimos a 12 linha e a 12 coluna de
M.

Il. De cada elemento restante na matriz subtraimos o produto dos
elementos que se encontram nas “extremidades das perpendiculares”
tragadas do elemento considerado a 12 linha e a 12 coluna.

Ill. Com as diferengas obtidas, construimos uma matriz de ordem (n-1)
cujo determinante é igual ao de M.
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Ex.:
;; ‘S‘é 7-6 5-12 6-6 [1 7 0
L o L I A
s g o o 186 2-12 3-8 2 10 -3
| 78#56 3-0) M8 31 L 1o 156
-10+14 -3-0] |4 -3

Obs.:

. Se na matriz M, a,, # 1 e existir algum outro elemento igual a 1,
podemos, através de troca de filas paralelas, transformar M em uma
outra matriz que tenha a,,= 1.

Il.  Senao existirem M nenhum elemento igual a 1, podemos, usando o teorema
de Jacobi, obter uma nova matriz M’ que tenha um elemento igual a 1.

3.7 Teorema de Binet

Se A e B sdo matrizes quadradas entdo det(AB) = det(A) - det(B).
Dem.: Faremos apenas 0 caso 2 X 2; 0 ¢aso n x n foge ao escopo do assunto.

b eB—e f nesse caso:
d g hl|’ '

ae+bg af +bh
AB =
Le+dg cf+dh}

a
Sejam Az{
c

Em que: det(AB) = (ae + bg)(cf + dh) —(af + bh)(ce + dg) =
= aecf + aedh + bgcf + bgdh — afce — afdg — bhce — bhdg =
=(ad(eh—fg)— bc(eh —fg)) = (ad — bc)(eh —fg) = det A - det B

Uma consequéncia direta do teorema de Binet € que se A é uma matriz
inversivel, entdo:

AA" == detA" - detA = 1, de modo que detA = 0 e:

dotA =
detA

3.8 Determinante de Vandermonde

Chama-se determinante de Vandermonde de base (a,, a,, ..., 4, ,, @,)
ao determinante:

1 1 1 1

a1 aZ an—1 an

2 2 2 2

V(av ey 8y gy an): a & a4, 4
a1n—1 ag—1 an 1 a;m

Um determinante de Vandermonde é igual ao produto de todas as
diferengas obtidas subtraindo cada elemento a,, a,, ...,a,,,ande todos 0s
que 0 seguem, ou seja,

11 1 A
a1 aZ aﬂ—1 an
2 2 2 2
V(a, a, .. a,.3a) =la a a, al=
el g

= (32 —a1)(a3 _31)---(an _an—1)

Dem.: A demonstragao foge do escopo do assunto.



4. Matriz inversa

Matriz inversa:

Como visto anteriormente dizemos que A é inversivel se, e somente
se, existe B tal que:

AB = BA = I. Nesse caso dizemos que B é a inversa de A, e a
representamos por A

Lema: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se somarmos 0s produtos
dos elementos de uma fila pelos cofatores dos elementos correspondentes
em outra fila o resultado sera nulo.

Dem.: Repare que os cofatores de uma fila de uma matriz nao dependem
dos elementos dessa fila, uma vez que, no célculo do cofator, so riscadas
sua linha e sua coluna.

SejaentioM = [C, ...C,... CJ ...C ],emque C,representa a coluna/. Repare
que os cofatores da colunai dessa matriz M séo os mesmos cofatores da
coluna / da matriz N obtida pela repeticéo da coluna no lugar da coluna
i, ouseja, N = [C, ... C, ... C, ... C]. Nesse caso, como N possui duas
colunas iguais, det N = 0, porém, pelo Teorema de LaPlace aplicado em
sua coluna /, a soma dos elementos da colunaj de M multiplicado pelos
cofatores da coluna / deve ser nula.

Teorema: Seja a matriz adjunta de A, a matriz obtida pela transposigao
da matriz dos cofatores, ou seja, adjA = (cofA)' entdo: (adjA) A = A -
(adjA) = (detA) -1

Dem.: Seja A, = cof a,, entao:

A|1 A21 A31 """ An1 aﬁ 312 a13 ..... a1ﬂ

A, A, Ay A, Ay 8y By .. a,,
ad/A A= 3 /423 A33 ..... An3 . 331 332 a33 ..... aSn
A1n A2n A3n ----- A,m a, Ay Ay e a,

Repare que na diagonal principal teremos o0s cofatores da coluna
k, multiplicando os elementos da coluna k, logo a diagonal sera o det A
pelo Teorema de LaPlace. Fora da diagonal temos cofatores da linha /,
multiplicando cofatores da coluna j, com i # j, donde pelo Lema, todos
os elementos fora da diagonal principal séo nulos.

E facil ver que o mesmo ocorre se fizer A- (adjA).

Logo:
dtA 0 .. 0
aih-A=hoaga=| O O 0L (deta)
0 0 . detA

Corolario: A é inversivel se, e somente se, detA = 0.

De fato, ja haviamos visto que se A é inversivel entdo det A = 0 (por
Binet). Para ver a volta, basta dividir a identidade do teorema anterior por
det A. Nesse caso:

41 .
=——(adjA
detA (ad/ )

Outra consequéncia desse resultado é que se BA = /, entdo
AB = . Basta verificar que BA = /,implica detA = 0, portanto A é inversivel
e existe C tal que AC = CA = I. Ja vimos anteriormente que isso implica
B = C, portanto AB = I.
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Matrizes semelhantes

Duas matrizes A e B sdo ditas semelhantes quando existe uma matriz
inversivel P tal que A = P-'BP.

Propriedades

I.  SeAe B sao semelhantes, entdo paratodo (VA € R), det (A—Al) =
det (B - ).

Dem.: Considerando A e B semelhantes, entdo existe P inversivel tal que

A = P BP, logo: (VA € R), det(A — AJ) = det(P" BP — AP P) =

det[P" (B— M) P] = det(B-A)

Na dltima igualdade foi usado o Teorema de Binet.

Il. Duas matrizes semelhantes sempre tém 0 mesmo trago.
Dem.: Basta lembrar que fr(XY) = tr(YX), assim se A e B sdo semelhantes:
trA = tr(P"' BP) = tr(PP' B) = tr(IB) = trB

lll. SeAeB sao semelhantes entdo A« é semelhante a B¥, para todo k natural.
Dem.: Considere A = P BP, entéo:
A=A-A..A= (P'BP)P'BP)..(P"'BP)=P'BP

——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \————————

[ Na 4rea de informética, as operagdes com matrizes aparecem
com grande frequéncia. Um programador, fazendo levantamento dos
dados de uma pesquisa, utilizou as matrizes:

1 3 2

A:5 21 ; B=12 1 2|;C = A x B. 0 elemento c,, da
31 4
111
matriz C é igual a:
(A) 18. (D) 12.
(B) 15. (E) 9.
(C) 14.

Solugao: Letra E.

Para determinar o elemento da linha 2, coluna 3 do produto AB,
basta tomar a 22 linha de A e multiplicar pela 32 coluna de B, assim:
Cp=3-1+1-2+4-1=9

[[F Indica-se por det A o determinante de uma matriz quadrada A. Seja
T /. q g .
sen[—(/ + /)} Sei=|

amatrizA = (@), de ordem 2, em que: &; = 4

' sen[x(i— )] sei]

Quantos nameros reais x, tais que —2n < x < 2mx, satisfazem a
sentenca det A = 1/4?

(A) 10. (D) 4.
(B) 8. (E) 2.
(C) 6.

Solucao: Letra B.

det A = &y | _ sen% sen(—x) _ 1 —sgnx —ser? :%
b Bl senx  senn Serx
Logo, senx = + 1 onde x irf;irs—”;ij—”;irm
2 6 6 6 6
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[E] Analise as afirmativas como V ou F, sendo A, B e C matrizes 3 x 3:

a. (AB)® = A%BS
b. A-(B+C)=AB+ CA

Solugao:

a. F Vejaque (AB)® = (AB)(AB)(AB) = ABABAB. Lembre que, no produto
de matrizes, ndo podemos trocar a ordem (o produto nao é comutativo!).
Portanto, ndo temos necessariamente AAABBB, que seria A°B°.

b. F Vale a propriedade distributiva. Portanto, A - (B + C) = AB + AC.
Como ndo necessariamente AC = CA, a equagao dada nao precisa
ser verdadeira.

a. SejaAumamatriz quadrada. Prove que A + A’ é uma matriz simétrica.

b. Seja A uma matriz quadrada. Prove que A — A’ é antissimétrica.

c. SejaAuma matriz quadrada. Prove que A - A' é uma matriz simétrica.

d. Seja A uma matriz quadrada. Prove que A pode ser escrita como
soma de uma matriz simétrica mais uma antissimétrica.

Solugao:

a. SejaX = A + AL Para provar que X é simétrica, devemos provar
que X' = X. Vejaque: X' = (A + A), entdo X' = A' + (A) = A' + A.
Portanto, X' = X e X é simétrica.

b. Seja X = A — Al Para provar que X é simétrica, devemos provar
que X' = X. Veja que: X' = (A - A, entao X' = A" - (A)' = AL - A.
Portanto, X' = — X e X é antissimétrica.

c. Seja X = AA" Para provar que X é simétrica, devemos provar que
Xt = X. Veja que: Xt = (AA), entdo X' = (A")'A* = AA' Portanto,
Xt = Xe X é simétrica.

A-A

d. Pelas letras a e b tm-se simétrica e antissimétrica,

A+ A
2

) A+ A A=A, e
emaque: A= 5 + 5 € a soma de uma matriz simétrica

com uma antissimétrica.
[ Sejam m e n nimeros reais tais que m = n e as matrizes
2 1 -1
A= e B=
3 5 0

para que a matriz nao seja inversivel?

1 - .
1l Qual a relagao necessaria entre m e n

Solugao: C_Fm_n m+"}.

3m  5m+n

Uma matriz ndo € inversivel se, e somente se, seu determinante é nulo.
Logo:
(2m—n)(5m+n)—(m+n)- (3m)=7m’ —6mn —n® =0, fatorando:

6m? —6mn +m?® —n? = 0= 6m(m—n)+(m+n)(m-n) =
=(m-n)(7m+n)=0
Como m = n, segue que 7m + n = 0.

EESejam A e P matrizes reais quadradas de ordem n tais que A é
simétrica (isto é, A = A’) e P é ortogonal (isto &, PP = | = PP), P
diferente da matriz identidade. Se B = P'AP, entao:

(A) AB é simétrica.
(B) BA é simétrica.
(C) detA = detB

(D) BA=AB
(e) B é ortogonal.

Solugao: Letra C.

Repare que pelo enunciado, podemos dizer que uma matriz é ortogonal,
quando sua transposta coincide com sua inversa, sendo assim:
B = P-'AP. Aplicando det dos dois lados e usando o teorema de Binet,
det B = det(P' AP) = det P" - det A - det P = det A.

Outro resultado que poderia ser visto na questao é que B é simétrica, de
fato: Bt = (P'AP)t = PLAt (P))! = PPAP = B

Vejamos o0 que deve ocorrer para AB ser simétrica:

(AB): — B'At = BA, em que AB é simétrica se, e somente se, AB =
BA. Deste modo as letras (a), (b) e (d) sao equivalentes. (é facil dar
contraexemplos para AB = BA).

Para ver que B nao precisa ser ortogonal, basta ver que toda matriz
ortogonal é inversivel, e como, det B = det A, a matriz B é inversivel
se, e somente se, A também o for. Como nao foi afirmado nada sobre
A nesse sentido, ndo podemos garantir isso.

Existe matriz X de ordem 2 tal que X? :{g ;J’7

2
Solugéo: Seja (Z z] X2 [a +bc ab+bd

acrcd botd ],emque:ac+cd=0

= c=0o0ud=-a.

12 Caso: ¢ = 0. Como a®*+ bc = bc + 0>=0,temosa = d = 0, em
que ab + bd = 0 = 1. Absurdo!

20 Caso: d = —a. Nesse caso, ab + bd = 0 = 1. Absurdo!

Logo ndo existe matriz X que satisfaz o sistema.

[[] Determine os valores de x (x  um escalar) tais que det(4 —x/) = 0,

1 -2
emque A= L A } e / representa a matriz identidade 2x2.

1 -2 x 0 1-x =2
Solucao: Vej A—xl = — = :
ga0: Veja que A— X {1 4} {o x} {1 4—x}

Comisso, (A—x/) = (1-x)(4 -x) =1 - (-2), ou seja, det (A —x/) =
X2 —5x + 6, que tem raizes 2 e 3.

a b c
[ESendo [x y z|=1, determine o valor de:
uvow

a+2x b+2y c+2z
A=| 3u 3v 3w
X y Z

a b c¢| |2x 2y 2z
Solucao: Pelo teorema dasfilas, A=[3u 3v 3w|+[3u 3v 3w|.0
X y z| |x y z

2° determinante é nulo, porque tem duas linhas proporcionais. No 12,

ab c
podemos colocar o fator 3 da 22linha parafora, etemos:A=3-lu v w|.
Xy z
a b c
Trocando as duas dltimas linhas de lugar, temos:A=-3-|x y z|=-3.
u v w
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Matrizes e determinantes

a X X x x
X a x x x

Kl Calcue A=|x x a x x|emfungdodexea.
X X x a x
X X X X a

Solugao: As somas dos elementos de cada linha sao todas iguais. Isso
nos da a ideia de fazer a operagéo C, —» C, + C, + C, + C, + C, (essa
ideia é muito (til, pois faz aparecer na 12 coluna as somas das linhas).

m 2 3
Para que valores de m possui inversaamatriz| m 3 4 (?
1 2 1

Solugao: Sabe-se que uma matriz possui inversa se; e somente se, seu
m 2 3
m 3 4(=0.
1 2 1

Utilizando a regra de Sarrus, temos —m —1 0, 0 que nos dam = 1.

determinante for ndo nulo. Portanto, precisamos ter

X z y

a+4dx X X X X IE Calcule o determinante |y x  z| de duas maneiras e obtenha um
a+dx a4 X X X resultado de fatoracao. Zy X
Dai,temos A=ja+4x x a x x|.Colocando o fatorcomumdai® o, c20- (jsando a regra de Sarrus, temos que o determinante 6 igual
a+4x x x a «x a
a+4x X x X a X% + y® + 22— 3xyz. Por outro lado, como as somas das linhas sao todas
iguais, podemos fazer C, — C, + C, + C, e temos que o0 determinante
Tx x x x X+y+z 7y
1 a x x x giguala: [x+y+z x 2z|.
coluna em evidéncia, temos que A=(a+4x)-1 x a x x X+y+z y X
1 x x a x ) )
R Colocando o fator comum da 12 coluna em evidéncia, temos que o0
1z y
» determinante é (X +y +2)-|1 x 2|
Agora, usando a regra de Chid, temos: 1y x
a-x 0 0 0 =X+y+2).%+y2+22-xy-yz—x2).
0 a-x 0 0 | _ 4 q
A=(a+4x)- 0 0 a-x 0 1090, A= @+ 4. @=X"  Pportanto, ¥+ y5 + 22— 3yz = (X +y +2) . (R + y2 + 22—xy—yz -
0 0 0 a—x XZ), que é uma conhecida identidade algébrica.
\_EXERCICIOS NIVEL 1 X
3 5 [7] Toda matriz de ordem 2 x 2, que é igual & sua transposta, possui:
4
[[1) Considere as matrizes: A=| 2 1 |,B= {3} eC=[2 1 3] () pelo menos dois elementos iguais.
0 - 0s elementos da diagonal principal iguais a zero.

A adicao da transposta de A com o produto de B por C é:

(A) impossivel de se efetuar, pois ndo existe o produto de B por C.

(B) impossivel de se efetuar, pois as matrizes sao todas de tipos diferentes.

(C) impossivel de se efetuar, uma vez que nao existe a soma da transposta
de A com o produto de B por C.

(D) possivel de se efetuar e 0 seu resultado ¢ do tipo 2 x 3.

(E) possivel de se efetuar e o seu resultado ¢ do tipo 3 x 2.

Eﬂ (AFA-2002) As matrizes A,Be C sdodotipomx3,nxpedxr,
respectivamente. Se a matriz transposta de (ABC) é do tipo 5 x 4, entéo:

C n+p=m+r

(A)m=np.
B (D) r=n.

(B) mp = nr.

m Sejam A e B matrizes. Prove que se AB e BA existem, entao AB e BA
sao quadradas.

)
B)
C) determinante nulo.
D) linhas proporcionais.
E) todos os elementos iguais a zero.

(
(
(
(

2 1 1 2
[ Sendo A = [ 34 %] e B= [g —13J determine o valor de 24 - B.

mSeAz(g _11),B=(_11 %)eC=(‘21 _11) entdo determine a

matriz X de ordem 2, tal que: % _B “3L X

; (1 2 (2
SejalmA—(1 4)eB_(X

A, entdo determine x + y.

mDadas A:(g _02), P:(g _g)e B:%(?S 12) determine o0s

valores de a e b, tais que B = PAP-".

+C.

_; ) duas matrizes. Se B é a inversa de
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[[E] Define-se distancia entre duas matrizes A = (a,) € B = (b,) quadradas
e de mesma ordem 11 pela formula: d(4, B) = max faij—bi,| , Vij|1. Assim,

o3 %)

KL Sejam A e B matrizes reais 3x3. Se r(4) denota a soma dos elementos
da diagonal principal de A, considere as afirmagoes:

determine a distancia entre as matrizes: A = [‘1‘

. tr(A) = tr(A)
Il. SeA éinversivel, entdo fr(A) = 0.
lll. tr(A + AB) = tr(A) + Mr(B), paratodo A € R.

Todas as afirmag0es sdo verdadeiras.
Todas as afirmagoes sao falsas.
Apenas a afirmagdo | é verdadeira.
Apenas a afirmagao Il é falsa.

E) Apenas a afirmagado Il é falsa.

(A)
(B)
©)
(D)
(

EEJ 0 produto das matrizes:

A:{a b} eB:{C
b a d

(A) AB= ac bd
| bd ac

d
¢ tal que:
Jea

[ad be
| bd ac

[ac + bd
| bd + ac

[abcd abcd

BA=
0 | abcd  abed }

(E) AB = BA, para quaisquer valores de a, b, ¢, d.

EH (UFRJ) Considere as matrizes:
119941994 19941994 1A
119941994 19941995 -1

Determine a matriz C = A2—-B2—- (A + B) (A-B).

}.SejaAzzA-AeBzzB-B.

010 a b
EE] Muttiplicando-se A={0 0 1 |porX =|b |,obtemosAX=| ¢ |,uma
100 c a

permutacao dos elementos de X. Existem cinco outras matrizes da mesma
ordem da matriz “A”, com apenas elementos 0 e 1, que, multiplicadas por
X, formam as outras permutag6es dos elementos de X. A soma dessas
cinco matrizes é:

2 2
B |2 12

B |1 2
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K3 (EN-1983) Se cada 6 real define a matriz: T, =

{cose
o produto 7_ - Tl3 éigual a:

send6  coso

I T
o+f -
" = 0) s
(B) TMB (E) Ta_ﬁ
(©) Tyuoy
(ITA-1983) Seja a matriz A = [i Z ,emaquea = 20195 h = 2000,9)
¢ =log ;81 d=log ; 27. Uma matriz real quadrada B, de ordem 2, tal

que AB é a matriz identidade de ordem 2 é:

[log ~ 27 2 2 -3/2
A B D
A 2 IogﬁBJ ) {—3/2 Iogﬁ}
@) [-3/2 2 log,5 3log ;81
L \/(7, -5 5 _2\09281
[-3/2 2
© | 2 —5/2}

(ITA-1991) Sejam m e n nimeros reais com m = n e as matrizes:

A 2 1 B -1 1
35 01
Para que a matriz mA + nB seja nao inversivel é necessario que:

) m e n sejam positivos.

) m e n sejam negativos.

) m e n tenham sinais contrarios.
) n?=7m2

E) n.d.a.

(A
(B
©
()
(

(ITA-1994) Seja a uma matriz real quadrada de ordemneB =/-A,
em que / denota a matriz identidade de ordem n. Supondo que A é inversivel
e idempotente (isto é, A> = A), considere as afirmagoes:

V. A2+B2=]
V. AB é simétrica.

|. B éidempotente.
Il. AB=BA
lIl. B é inversivel.



Com respeito a estas afirmagoes, temos:

(A) Todas sao verdadeiras.

(B) Apenas uma é verdadeira.

(C) Apenas duas sao verdadeiras.
(D) Apenas trés sao verdadeiras.
(E) Apenas quatro sao verdadeiras.

1 m
IE Sejax = (0 1 j uma matriz quadrada 2 x 2 em que m é um nimero
inteiro qualquer. Se P = (a,) € uma matriz definida por P = X" + X'+

X2+ ...+ Xemaquené um ndmero inteiro positivo (7> 1), entdo podemos
afirmar que:

(A) um elemento a, da matriz P € igual a m

n(n+1)
>

(B) um elemento a, da matriz P € igual a mM.

(C) um elemento a, da matriz P € igual a n m(”;—ﬁl

(D) P é uma matriz cujos elementos sdo todos inteiros, se, e somente se,
m é par.
(E) nra.

EE] Determine todas as matrizes X de ordem 2 e com elementos reais tais
que X2 =-1.

E] Dada 4 = (’ 0) em que 2 = —1, deduza a formula para as poténcias
inteiras positivas de A.

2] Sejam M e B matrizes quadradas de ordem n tais que M — M-' = B.
Sabendo que M' = M-, podemos afirmar que:

(A) B? é a matriz nula.
(B) B> =-2l.
(C) B é simétrica.

(D) B €& hemissimétrica.
(E) n.ra.

2] Se A e B sdo matrizes de ordem n, das afirmativas abaixo, quais sdo
verdadeiras? Justifique.

() (A+B)2=A>+24B +B?

() (A+B)A-B)=A-B

(I SeA.B=0,entdoA=00uB =0
(IV) Se A = P' BP, entao A* = P'B*P

EZ] Sejam A, B matrizes n x n tais que A2 = 0,82 =0 e (4 + B)> = 0.
Mostre que (AB)® = 0.

12 3
EZ] Determine a inversa da matriz A = [2 4 g]
3 5

E Séo dadas duas matrizes, A e B, quadradas de ordem p. A matriz Ip
e a matriz 0 sdo, respectivamente, a matriz identidade e a matriz nula,
quadradas, de ordem p. Nessas condigoes:

(A) AB = BA.

(B) SeAB =0, entao BA =0,
(C) SeAB =1, entao BA = "
(D) AB =BA Sees6seAB = .
(E) n.ra.
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Matrizes e determinantes

EX] Marlos Charada, o matemético espido, concebeu um cédigo para
transformar uma palavra P de trés letras em um vetor Y de R® como descrito
a sequir.

A partir da correspondéncia:
ABCDEFGHI J L M N O P QR ST UV X Z
rgsrrzCTICCTC T LT T TS 2200 0T
123 456 7 8 9 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23

A palavra P é transformada em um vetor X de R®. Em seguida, usando a

2 20
matriz codigo A={3 3 1], o vetorY é obtido pela equagéo Y = AX.
10 1
Por exemplo, a palavra MAR corresponde ao vetor X = (12,1, 17) e é
codificada como Y = A X = (26, 59, 29). Usando o processo acima,
decodifique Y = (64, 107, 29).
0 x+1 1
Resolva a equagdo: |1 -4  x-1|=0,
1 1-3x 1

[EZ] Sendo A uma matriz 3x3 tal que det A = 2, calcule o determinante
da matriz 4 A-'.

10 -1 2
01 2 1
Calcule o determinante A = .
B 35 0 2
01 -1 4
11 1 .1
11-x 1 - 1
Ell Resolva a equagdo: {1 1 2-x -~ 1 |=0.
111 n-x
111 ... 1
101 -1
3l Calcule o determinante [1 1 0 - 1
1110
EH Calcule o determinante:
1 X XZ n-2 an1
an1 1 X Xn73 Xn—2
Xn—Z an1 1 Xn—4 Xn—3
X x? x* X" 1
EE] (AFA-2001) Considere T(a)z[cos o -sen a] matriz quadrada
sen o COS o

definida para todo o real. Sendo cof (7(c.)) € det (T(c)), respectivamente,
a matriz cofatora e o determinante da matriz 7(«.), € correto afirmar que:

IME-ITA 125



Matematica Ill — Assunto 5

2" 8 0
EZ3 (AFA-2000) O produto das raizes da equagdo [log, x log,x* 0[=0
comx € RY, ¢ 1 2 3
(A) 1/2. (C) 4/3.
(B) 3/4. (D) 3/2.

E(AFA-ZUM) Sejam A uma matriz quadrada de ordem 3, det A = d,
det(24 - A) = 4k, em que A' é a matriz transposta de A, e d é a ordem da
matriz quadrada B. Se det B = 2 e det 3B = 162, entdo o valor de k + d é:
(A) 4.
(B) 8.

32.

C)
D) 36.

—_—

EJ (ITA-1981) Dizemos que uma matriz real quadrada A ¢ singular, se
detA = 0, ou seja, se o determinante de A é nulo, e ndo singular se det A
= 0. Mediante essa definicao qual das afirmagoes abaixo é verdadeira?

(A) Asoma de duas matrizes, A e B, € uma matriz singular, se detA = det 8.

(B) O produto de duas matrizes é uma matriz singular se, e somente se,
ambas forem singulares.

(C) 0 produto de duas matrizes ¢ uma matriz singular se pelo menos uma
delas for singular.

(D) Uma matriz singular possui inversa.

(E) Atransposta de uma matriz singular € nao singular.

(ITA-1995) Dizemos que duas matrizes nxn, A e B, sao semelhantes
se existe uma matriz nxn inversivel P tal que B = P-'AP. Se A e B séo
matrizes semelhantes quaisquer, entao:

(A) B é sempre inversivel.

(B) Se A é simétrica, entdo B também é simétrica.

(C) B2 é semelhante a A.

(D) Se C é semelhante a A, entdo BC é semelhante a A2.
(E) det(M —B) = det(M —A), em que A é um real qualquer.

EI] (1ITA-93) Sabendo-se que a soma das raizes da equagéo
-1

0
X =0 é-8/3equeS éo conjunto destas raizes, podemos
X
2

o O X —
x o o
o x O N

afirmar que:

(A) S < [-17, -1]
(B) Sc[1, 5]
€) Sc[-1,3]

(D) Sc[-10,0]
(E) S0, 3]

EE] (ITA-1992) Seja € = {X < M, ., X* + 2X = 0}. Dadas as afirmacées:
I. ParatodoX e C, (X + 2/) é inversivel.
Il. SeX e Cedet(X + 2/) = 0 entdo X ndo é inversivel.

lll. SeX e CedetX = 0entdo detX> 0.
Podemos dizer que:

) todas sao verdadeiras.

) todas sao falsas.

) apenas Il e Il séo verdadeiras.
) apenas | é verdadeira.

E) n.da.

(A
®
©
)
(
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1 1 1
2 5 4
A
1] Calcule o determinante: 49 25 16"
8 27 125 64

5] Determine, usando o método dos cofatores, a inversa da matriz
2 13
-2 1 2
0 23

————\\_EXERCICIOS NfVEL 2 \———

mA matriz B, de ordem 4, é tal que B* = 0. Mostre que a matriz inversa
de/-Bél+B+B>+B°.

m Uma matriz A é dita nilpotente, se existe n e N, tal que A” = 0. O menor
n com essa propriedade é dito indice de A.

(A) Dé um exemplo de matriz 3 x 3 de indice 3.

(B) Se A é matriz nilpotente de indice 2, calcule (/ — A)~" em fungéo de / e
A

(C) Se A é matriz nilpotente de indice n, determine (/- A)~' em fungao de
1A A, AT,

[E] Seja A uma matriz m x n de elementos reais. Mostre que se tr(4AY) = 0,
entdo a matriz A é, necessariamente, nula.

[iﬂ(UFC) A matriz quadrada M, de ordem n > 1, satisfaz a equacao
M? = M -1, em que / é a matriz identidade de ordem n > 1. Determine,
em termos de M e /, a matriz M20%,

111
[ Determine A" dado que A= 0 1 1.
0 01
11 x
[ Considere amatrizC=| 2 1 y |. Determine os valores de X, y & z
3 4 z

qara que os elementos da diagonal principal de C-' sejam todos iguais a

a. Prove que se A é matriz 2 x 2, entdo A2 — (ird) . A + (detA) ./ = 0.
b. Prove que se A é matriz 2 x 2 tal que A® = 0, entdo A> = 0.

_ax+b
Cox+d
Seja M, o conjunto das matrizes 2 x 2. Sendo P: F — M, que leva

ax+b a b
f(x)= d —bc=0emP(f) = :
) cx+d’a ¢+ 0 emP(f) (c d]

[[1 Seja F o conjunto das fungdes homogréficas (f(x) ,ad—bc0).

a. mostre que P(fog) = P(f) - P(9);
b. conclua que P(fofo...of) = [P(H)]".
c. Seiaf(x)= (cos6)x —sen6

, calcule fofo...of.
(sen®)x +coso

[Z] (EN-1983) Se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados opostos aos angulos
opostos aos angulos A, B e C do tridngulo ABC, entéo o determinante:



1 1 1
A=| a b ¢ |é nulo:
senA senB senC

(A) somentesea=b =c.

(B) somente se a®> = b? + ¢2
(C) somente sea > b > c.

(D) somente sea = b.

(E) quaisquer que sejama, b e c.

2 2 2
K[ Considere a equacdo: det| G(x) 2x  F(x)

(6T 4xt [FnT

=0,emque:

4 3 X2—1
F(X)ZLZXHG G(x) =
X X

reais dessa equagdo, temos:

comxe R, x=0. Sobre as raizes

(A) Duas delas séo negativas.

(B) Uma delas é um numero irracional.
(C) Uma delas é um nimero par.

(D) Uma delas é positiva e outra negativa.
(E) nd.a.

EED (ITA) Julgue: Sejam A, B e C matrizes quadradas n x n tais que A e
B sdo inversiveis e ABCA = A', entdo det C= det(AB)".

EE (EFOMM) Sejam A, B e C matrizes de ordem 3 x 3 inversiveis tais

que detA'=3e det[(AB)1 +%/] =4. Sabendo-se que / é a matriz

identidade de ordem 3, tal que / = -3C-' - (2B-' + A)‘, 0 determinante de

C éigual a:
(A) - 8/3. (D) -54.
(B) - 32/3. (E) - 288.
() - 9.
a b c¢| 1 & &
EEl Prove que: |a° b° c*|=[1 b* b?
bc ac ab| 1 ¢® ¢
a a a a
a b b b
Calcule o determinante: .
m abcc
ab c d
1+x 2 3 4
EE Resolva a equagao: 1 2+x 3 40 0
1 3+x 4
1 2 3 4+x
a-b-c 2a 2a
B Sea +b +c =2 qualovalornuméricode | 22 0-a-¢  2b g
2c 2c c-a-b

1 cosa cos2a
KEd Calcule o determinante: A = (1 cosb cos2b|-

1 cosc cos2c
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Matrizes e determinantes

L] sabendo que 11843, 13273, 26325, 70824 ¢ 92443 sao miiltiplos
de 13, prove que A também o é.

118 43
13273
A=2 6 3 2 5
708 2 4
9 2 4 43

Sejam p < m dois inteiros positivos. Calcule:
m m
0 1
m+1 m+1
0 1
m+p m+p
0 1

X Calcule o determinante:

30 31 a2 an—1 an

-1 X 0 0 0

0 -1 X 0 0

0 0 -1 0 0

0 0 0 X 0

0 0 0 -1 X
a0--0 b
&l 0a--b 0
Calcule o determinantg | «-««-eeeeeeeee-
0b ---a 0
b0 -0 a

21 Sendo A, o valor do determinante tridiagonal n x n

520 - 00
352 .00
(.) 3 ; 0 Q,determine:

1 1 0 0 0
-1 1 1 0 0
0 -1 1 0 0
0 0 -1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 -1
123 -~ n-1 n
2 3 4 . n 1
EZ Calcule o determinante {3 4 5 - 1 2
n 12 n-2 n-1
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5] (Romeénia) Determine a(s) matriz(es) A, sabendo que sua matriz adjunta é:

m’=1 1-m 1-m
agA=|1-m m*-1 1-m [{m=1-2
1-m 1-m m* -1

——\_EXERCICIOS NfVEL 3 \———

m Sejam M e N matrizes do tipo n x n distintas tais que:

. M3=M
. MN? = NV?

E possivel que x = M2 + N2 seja inversivel?

[[F Sejam A e B matrizes reais n x n invertiveis. Mostre que se vale a
condigao (AB)* = AB* para trés valores inteiros consecutivos de k, entao
AB = BA.

[[E] (UFC) Sejam A, Be A + B matrizes n x n (n = 1) invertiveis. Encontre
uma expressao para (A" + By em termos de A, (A + B)" e B.

[73 (Método da variagao de parametros) Seja A uma matriz de ordem n
e B a matriz obtida ao somarmos x a cada elemento da matriz A. Mostre
que:

det B = det A + x (soma dos cofatores de todos os elementos de A).

[ Calcule o determinante:

a X X X
X a X X
X X & X
X X X a

[ Calcule o determinante:

x+1 x X X
X Xx+a X X
X X x+a& - X
X X X x+a

N0 NN

0 x x - X
y 0 x - X
[l Calcule o determinante: |y y 0 --- x
y vy 0

[I] (IMC) A e B sdo matrizes de ordem n tais que AB + A + B = 0. Prove
que AB = BA.

[Z] (IMC) Sejam A, B e C matrizes quadradas de entradas reais de mesma
ordem, e supondo A inversivel. Prove que se (A — B)C = BA™, entao
CA-B) =A"B.

a b ¢ d

-b a d -c
1L1) Calcule .
il - -d a b

-d ¢ -b a
Calcule o determinante:
1 cosa, cos24, .- cos(n—1)4
1 cosi, cos2a, --- cos(n-1)4,
1 cosi, cos24,  --- cos(n-1)4,
1 cos4, €0s24, cos(n-14,

Determine todas as matrizes A e B n x n tais que AB —BA = I.

Sejam A e B matrizes reais quadradas de ordem n satisfazendo:
tr(AAt + BB') = tr(AB + A'BY)

Prove que A = Bt

Sejam A e B matrizes 3 x 3 com elementos reais tais que:
det A = det B = det(A + B) = det(A-B)

Prove que det(xA + yB) = 0, para todo x, y reais.

N\, RASCUNHO X\
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Introducao

Nesta segao, estudaremos as circunferéncias. Além de estar presente
na natureza (ex.: envoltoria do sol e da lua), a circunferéncia e o circulo
foram a base para duas invengées importantissimas da historia: a roda
(para uso em transportes) e a engrenagem (para criagdo de maquinas
apos a revolugdo industrial).

Em provas, os problemas de circunferéncia podem aparecer de forma
isolada — normalmente mais simples, envolvendo apenas a relagao entre
sua equacéo algébrica e seus elementos geométricos — ou combinados
com outras curvas — geralmente retas, que estudamos na segdo anterior,
ou conicas, que estudaremos na proxima.

Os seus objetivos nesta secgao incluem entender as diferentes
equacoes algébricas do circulo, conseguir encontrar uma reta tangente a
uma circunferéncia dada, relacionar o conceito geométrico de poténcia
com a interpretacéo algébrica e resolver problemas envolvendo familias
de circunferéncias.

1. Equacoes da circunferéncia

Circunferéncia é o conjunto dos pontos cuja distancia a um ponto fixo
(centro) é constante (raio). Exceto quando indicado em contrario, usaremos
0 = (a, b) para representar o centro e r para o raio da circunferéncia.

1.1 Equacao reduzida

Dados o centro O = (a, b) e 0 raio R de uma circunferéncia, podemos
escrever sua equagao como:

(X —a)%+(y —b)®> = R?

Demonstracéo: usando a formula de distancia ponto-ponto, a equagéo
acima equivale a dizer que o ponto P = (x, y) satisfaz PO = R.

1.2 Equacao geral

Expandindo os produtos notaveis na equagdo reduzida, vemos que
toda circunferéncia pode ser escrita como:

X +y? DX +Ey+F=0

Em que o centro da circunferéncia é 0=[_%_gj e 0 raio €
2., 2
R= /# .

Demonstragao: completando quadrados, podemos escrever a equagao
acima na forma reduzida:

2 2 2 g2
o+ ey DL E
4 4 4 4

Circunferéncia

ASSUNTO 3

Matematica IV

D2 EV D?+E%_4F
X+—| +y+=| =—>—
2 2 4

Obs.: Para que a equagdo geral represente uma circunferéncia real, é
necessario ter D? + E2 > 4F.

1.3 Equacao parametrizada

Em alguns problemas, € interessante Px,y)
escrever um ponto P = (x, y) da circunferéncia
em funcéo do angulo 6 entre o raio € 0 eixo x. H
/)
X = a+ Rcoso 0 (a, b)
y =b+ Rsend

Em que (a, b) representa o centro e R o raio da circunferéncia.

Demonstragao: completando o tridngulo retdngulo como na figura, temos:

c0sSO = E’ send = y__b
R R

——\\ EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

[1l Determine o centro e o raio da circunferéncia da equagao

X2+ y>-8+ 6y +10=0.

Solucao: Em vez de decorar formulas que relacionam os coeficientes
da equagdo com as coordenadas do centro e o raio, é mais eficaz
entender 0 processo de “completar os quadrados”. Veja:

o—8x) + (*+ 6y) =-10 —
-8+ 16) + (2 +6y +9)=-10+16+9 —
(x—4)2+ (y + 3)>=15.

Portanto, temos que o centro é o ponto (4,— 3) e 0 raio & v/15.

[[F Para quais valores de k a equagdo X2 + y> —2x — 4y + k = 0
representa uma circunferéncia?

Solucao: HA uma condicéo de existéncia desenvolvida na teoria.
A importéncia desse desenvolvimento é mostrar que é possivel,
completando os quadrados, verificar se a equagao representa de fato
uma circunferéncia.

Fazendo isso, temos:

=2+ (P-4y) =-k >
-2+ 1)+ (2-dy+4)=-k+1+4 >
=12+ (y-22=5-k

Para ser uma circunferéncia, como vale R? = 5 — k, devemos ter
5-k>0,ouseja, k <5.
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Matematica IV — Assunto 3

[E] Determine a equagéo da circunferéncia que passa pelos pontos
(7,2), (-5-12) e (10, - 3).

Solugao:

12 solugdo: Escreva a equagao da circunferéncia no formato x? + y?
+ Ax + By + C = 0. Substituindo os pontos na equagao, chegamos
7TA+2B +C=-53

—5A-12B+C=-169.

10A-3B+C=-109

Resolvendo o sistema, obtemos A = - 2,8 = 10 e C = - 59.
Com isso, a equagao é x> + y? — 2x + 10y — 59 = 0. Para garantir
que a equacao é realmente de uma circunferéncia (e ndo um caso
degenerado), precisamos leva-la a forma reduzida. Completando os
quadrados, chegamos a (x — 1) + (v + 5)? = 85, que representa

uma circunferéncia de centro (1, — 5) e raio +/85.

a0 sistema:

22 solucao: O centro da circunferéncia é a intersegao das mediatrizes
dos lados do tridngulo. Entéo, precisamos achar as equagoes dessas
mediatrizes. Sejam A = (7, 2),B = (-5,-12) e C = (10, - 3).

6
A equagao da mediatriz de AB ¢ ¥ +5 =~ (x—1);

3 17

1
A equagdo da mediatriz de AC é Y +§ = E(X —7).

Fazendo a intersecdo das retas, obtemos o centro 0 = (1,- 5).
Para achar o raio, basta calcular OA, por exemplo. Como OA =
62+ 72 = \/%, obtemos a resposta encontrada na 12 solugao.

32 solucao: A equagao da circunferéncia pode ser encontrada através

de um determinante. Esta solugao é mais trabalhosa. Veja o pentltimo
exercicio deste assunto.

2. Posicoes relativas

2.1 Posicao de um ponto em relagao a uma
circunferéncia

Para descobrir a posi¢ao de P = (x,, y,) em relagdo a uma
circunferéncia, olhamos para a fungdo poténcia f(x, y) = (x — a)® +
(v-b)2—R? (ou f(x,y) = x* + y* + Dx + Ey + F) aplicada a este ponto:

Ponto interior a circunferéncia: f(a, b) < 0
Ponto sobre a circunferéncia: f(a, b) = 0
Ponto exterior a circunferéncia: f(a, b) > 0

Demonstragao: veja que f(a, b) = OP>-R?, logo f(a, b) > 0 < OP > r

Obs.: E comum nos referirmos indistintamente a circunferéncia (x, y) =
0 e a sua fungao poténcia f.

2.2 Posicao de uma reta em relacao a uma
circunferéncia

Para descobrir a posigdo de umareta t: Ax + By + C = 0 em relagéo
auma circunferéncia de centro O(x,, y,) € raio R, olhamos para a distancia

d(O’t)=|A‘X0 +B'y0 +C|
JA? + B2

do centro a reta:
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Reta exterior a circunferéncia: d(0, f) > R
Reta tangente a circunferéncia: d(0, t) = R
Reta secante a circunferéncia: d(0, t) < R

Atencao: Existem diversas formas de se encontrar uma reta tangente
a uma circunferéncia, mas a condigao d(0, f) = R é, normalmente,
a maneira mais eficiente.

2.3 Posicao de uma circunferéncia em
relacao a outra

Para descobrir a posicao relativa de duas circunferéncias de centros
CeC eraios ReR’, olhamos para a distancia d(C, C’) entre os centros:

|. Exteriores

@@

Il. Tangentes exteriores

lIl. Secantes

(=

IV. Tangentes Interiores

V. Interiores

VI. Concéntricos

Atencao: A condicdo d(C,C’) =R + R’ (resp.d(C,C’) = |[R-R’|) é
necessaria e suficiente para caracterizar duas circunferéncias tangentes
exteriores (resp. interiores).

[IR-R'|<d(C,C) <R+R")

[dc.c) =IR-R| |

ldc.c)<|R-R |

Nota: Duas circunferéncias secantes sao ditas ortogonais quando
suas tangentes no ponto de interse¢do sao perpendiculares. Na notagéo
usual, esta condigdo é equivalente a 0,05 = R} + R
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Circunferéncia

N\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \g

[} Determine a posicéo relativa entre as circunferéncias Cixt+y -
6x + 8y =0eC, x2 + y>—4x + 6y = 10.

Solugao:

Inicialmente, escrevemos as equagoes reduzidas das circunferéncias.
Essas sao:

Co(x=3+(+432=25¢e C, (x—2°+ (y +3)*=23.

Temos que R, = 5,R, = /23,0, = (3,-4), 0, = (2~ 3).
Entdo, d = 0,0, = JE+1? =42

Para sabermos a posigdo relativa entre as circunferéncias, devemos
comparar d com |R, —R,| e R, + R,. Veja que vale |R, - R,| <d <

R, + R, (pois 5 — v/23 < /2 <5 + /23), entao, as circunferéncias sao
secantes (ver teoria).

[ Determine a equagéo da reta tangente & circunferéncia C: x2 + y2— 4x
+ 6y = 4 que passa pelo ponto P = (1, 1).

Solucao:

Inicialmente, veja que o ponto (1, 1) pertence a curva, pois satisfaz a
equacdo (1 + 1 -4 + 6 = 4). A equacao reduzida da circunferéncia
6 (x—2)2+ (v + 3)>2 =17, portanto, o centro é 0 ponto 0 = (2, - 3).
Agora, veja que o fato de P estar sobre a circunferéncia ajudara demais!
A reta tangente ¢ é perpendicular a reta OP, portanto m, - m,, = — 1.

-4 1
Como m,, = == segue que m, = T Como a reta f passa pc;r (1, 1),
X+

temos que ¢y —1 :Z(X —1). Entao, a resposta é t. y =7

[ Determine as equagdes das retas tangentes & circunferéncia de
equacao C: x> + y2—6x + 8y = 0 que passam pelo ponto A = (7, 0).

Solugao: Neste problema, o ponto ndo estd sobre a curva. A melhor
estratégia é usar a distancia do centro a reta. Essa distancia deve serigual
ao raio da circunferéncia. Ha outras abordagens, mas esta, normalmente,
gera menos esforgo .

Reduzindo a equagéo: C: (x - 3)? + (v + 4)?> = 25. Portanto, o centro
éoponto 0 = (3,—4)eoraio 5.

E facil ver que as tangentes ndo serdo retas ‘verticais’ (faga um desenho).
Portanto, podemos dizer que, por passarem por A, terdo o formato
y—-0=mx-7), ouseja, mx—y—7m = 0. Como a distancia do
centro a reta deve serigual ao raio, devemos ter |3m—(—24)1—7m| =5.

m? +

Essa equacdo ¢ equivalente a |4 — 4m|=5,/m’ +1. Como os dois

lados sdo nao negativos, podemos elevar ao quadrado e chegamos

a equacao do 2° grau em m: 9m? + 32m + 9 = 0, que tem raizes

324107
=—5
Portanto, as tangentes sdo y = % (x - 7) .

Obs.: Para verificar se o ponto realmente esta fora do circulo, basta
substituir suas coordenadas em C(x, y) = x> + y>—6x + 8y e verse o
resultado sera positivo (positivo é para pontos no exterior, negativo para
pontos no interior e zero para pontos sobre a curva). Neste caso, o ponto
realmente esta fora, pois C(7,0) = 72 + 0°-6-7+8-0=7 > 0.
No entanto, isso ndo é estritamente necessario na solugdo. Como
encontramos duas tangentes, isso ja garante que o ponto esta fora.

3. Poténcia e eixo radical

3.1 Poténcia de um ponto
em relacao a uma circunferéncia

A fungao poténcia f: R2 — R de uma circunferéncia é dada, como
visto anteriormente, por f(x, y) = (x—a)? + (y —b)>— R?, ou, expandindo
e agrupando, f(x,y) =x2 + y> + Dx + Ey + F.

Pela formula da distancia ponto-ponto, dado um ponto P(x, ), temos

que f(x, y) = OP? — R*.Essa quantidade recebe o nome de poténcia de P
em relagdo a circunferéncia.

Obs.: A fungéo poténcia sempre tem coeficiente de x> + y? igual a 1.
Por exemplo, afuncao poténciadex® + y2 + 2x =1ede 2%’ + 22 + 4x = 2
é amesma (f(x, y) = x> + y? + 2x—1), pois ambas equag0es representam
a mesma circunferéncia.

Teorema

Se PAB é uma reta secante a
circunferéncia, entdo PA - PB =
Pot.P, = constante

Demonsiracao: Dada uma
circunferéncia e uma secante
PAB como na figura, considere
um sistema de eixos com a origem no interior da circunferéncia, de
forma que o eio y passe pelo seu centro e o eixo x sobre a corda AB.

Podemaos escrever:
A=(@0),B=(-4a0),P=(p0),0=(0,-b)
PA-PB = (p + a)(p-a) = p*-a°

Dessa forma, temos: OP?>—r?> = OP?— 0A? = p? + b>*-a*-b>*=PA-PB

Como relacionamos a quantidade PA - PB com uma constante
(OP? = r? que nao depende dos eixos considerados nem dos pontos A e
B escolhidos, podemos escrever PA - PB = PX - PY = PT2.

3.2 Eixo radical

Dadas duas circunferéncias, o seu eixo radical é o lugar geométrico
dos pontos que tém igual poténcia em relagdo as duas circunferéncias.

Este lugar geométrico é sempre umareta, e quando as circunferéncias
S&0 secantes, essa reta € a extensdo da corda comum.

Demonstracao: sendo f,(x,y) = x* + y* + Dx + Ely + F, e
f,x,y) = x2 + y* + D,x + E,y + F, as respectivas fungbes poténcia,
um ponto terd mesma poténcia em relagao as duas se, e somente se,
L, y) =1, ).

Cancelando os termos quadrdticos, obtemos a equacéo de uma
reta. Nao é dificil ver que se existirem pontos de intersecao entre as duas
circunferéncias, esses pontos estdo no LG (pois tem poténcia zero em
relagdo a cada uma das duas).
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——\ EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

Determine o comprimento das tangentes tragadas a circunferéncia
22 + 2y% + 5y = 7 pelo ponto A(1, 1).

Solugao: Na notagdo anteriror, temos:

5 7
fxy)=x’+y>+2y—=
(xy)=x"+y 5/ =3

AT2=f(1,1)=12+12+%'1—%=1:AT=1

[[T] Determine a equagdo da reta que passa pelas intersegdes das
circunferéncias x> + )2 + dx + y-3=0ex* + > —-2x-y—-11 = 0.

Solugao: 0 enunciado ja indica que as circunferéncias sao secantes,
pois se intersectam (caso isso nao fosse dito, poderiamos utilizar 2.3.
para descobrir a posigdo relativa entre as circunferéncias).

Como areta que passa pelas intersegoes é o eixo radical, basta subtrair
as fungbes poténcias para obter a reta £, (x, y) —1£,(x, y) = 0, ou seja:
6x+2y+8=0< X+y+4=0.

4. Familia de circunferencias

4.1 Compartilhando as
interse¢oes de uma circunferéncia e uma
reta dada

Dada uma circunferéncia com fungao poténcia 7, e uma reta r(x, y),
comr(x,y) = Ax + By + C, as demais circunferéncias que passam pela
interse¢ao da reta com a circunferéncia dada sdo definidas por:

f=f +k rkeR*

Demonstragdo: como r serd o eixo radical das duas circunferéncias, o
resultado 3.2. mostra que a equagao de r é dada por f - f,. Como uma
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equagao nao muda se multiplicarmos todos os lados por uma constante
k,issoimplicaf—f, =k-r k e R.

4.2 Compartilhando as
intersecoes de duas circunferéncias dadas

Dadas duas circunferéncias secantes com fungdes poténcias
Ly =x+y+Dx+Ey+Fefy) =X+ +Dx+Ey+F,
uma circunferéncia pela intersegao das duas e dada por:

f=f +t-(f,~f)teR

Demonstragdo: como a corda comum r dos pares de circunferéncia
(f, f)e(f, ) eamesma,temosf,~f =k-ref-f =k -r Eliminando
refazendo t = k'k, temos f—f, =t - (f,~ 1))

——\ EXERCICIOS RESOLVIDOS \————————

m Determine a equacéo do circulo que passa pelo ponto (10, —2)
e pelas intersegoes do circulo x2 + y? + 2x -2y — 32 = 0 com a reta
xX-y+4=0.

Solugao:
A familia de circunferéncias compartilhando as intersecoes entre a
circunferéncia e a reta dadas é:

Xty +2-2y-32+k-(x-y+4)=0

Substituindo x = —10 e y = — 2, obtemos o valor de k:
(102 + (22 +2-(-10)-2-(-2)-32 + k- (-10~(-2) + 4) = 0=
k=14

Logo, a circunferéncia procurada é:
X+yr+2x-2y-32+14-x-y+4) =0
X+ +16x-16y +24 =0

(x+ 82+ (y—8)>=104

\_EXERCICIOS NfVEL 1 X

[[5] Ache a equagéo da circunferéncia de raio 13 que passa por (0,0),
sabendo que a abscissa do centro é — 12.

[ (AFA) Os pontos A(-5, 2) e B(1, 6) sdo extremos de um dos didmetros
das circunferéncias de equacao:

A x®+y2-2y-25=0
B)x+y2+4x-8+7=0
C)x2+y2—4x+4y-57=0
Dyx2+y>+8x-14y+39=0

[E] (AFA) De acordo com a figura abaixo, y
podemos afirmar que a area do tridngulo
isosceles ABC, em unidade de drea, é:
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MDetermine a equacéo da circunferéncia que passa pelos pontos
A(=1,15); B(1,3); C(-1, 2).

[ Ache a equagao do diametro do circulo x2 + y2 + 4x—6y —17 = 0
perpendicular a reta 5x + 2y - 13 = 0.

m (EFOMM) A intersecdo da retay + x — 1 = 0 com a circunferéncia
X2+ y> + 2x + 2y + -3 = 0 determina uma corda cujo comprimento é:

(A) 7. D) 5.
(B) V2. (E) .
(C) 3.

A equagdo de um circulo é x2 + y2 = 50. 0 ponto médio de uma corda
deste circulo é (- 2, 4). Ache a equagéo dessa corda.

[[F] Determine a equagao do circulo cujo centro é o ponto (7, -6) e que
passa pelo ponto (2, 2).



[E] (EFOMM) Sendo r a equagéo de uma reta que passa pelo centro da
circunferéncia x> + y2 + 10x + 20y + 121 = 0 e é perpendicular a reta
2 + 6y —5 =0, sua equagao é:

(A)-x+y-5=0. D) -3 +y-5=0.
(B) 2x+ 2y +5=0. (E) —2x-y+5=0.
C)-+y+5=0.

KL Determine as coordenadas dos pontos de intersegao da reta 7x —y +
12 = 0 com a circunferéncia (x - 2)2 + (y - 1) = 25.

EEJ (AFA) A equagdo da reta que passa pelo centro da circunferéncia
2 + 22 -8x—16y—-24 =0eéparalelaareta—8x + 2y-2=0¢:

Ay =2 ©)y
B)y=x+2 0)y

EFA (AFA) A interseccdo da retay + x + 1 = 0 com a circunferéncia
X+ 2 + 2x + 2y + 1 = 0 determina uma corda cujo comprimento é:

(A) V2.
(B) 242

EEJAche as equacdes dos circulos de raio r = /5, tangentes 2 reta
x—2y—-1=0no ponto M,(3,1).

4x - 8.
4(x-1).

—_

() 243.
(D) 3.2.

KD Ache sobre o circulo 16x2 +16y2 + 48x — 8y — 43 = 0 um ponto M,
0 mais proximo possivel da reta 8x — 4y + 73 = 0 e calcule a distancia
d do ponto M, a essa reta.

EE A circunferéncia da equagdo x2 + y2 — 8x — 8y + 16 = 0 e centro
C é tangente ao eixo das abscissas no ponto A e é tangente ao eixo das
ordenadas no ponto B. A area do triangulo ABC vale:

(A) 4. ©) 12.
(B) 8.

ETA(AFA) A circunferéncia, com centro em (2, 1) e tangente a reta
x-y + 3 =0, tem equacéo:

(A) X+ y2—4x -2y -
(B) X2+ y2—dy-2x -

0. C) X2 +y> —dy—-2x-7=0.
0. (D) x2+y*—4x-2y-7=0.

3
3

Determine a equagao da reta tangente ao circulo x> +y2 — 3y = 4
passando pelo ponto (2, 3).

EE] Ache as equagdes das tangentes ao circulo x2 + y2—2x + 4y = 0
perpendiculares aretax -2y + 9 = 0.

EE] Determine a equagdo de uma reta tangente ao circulo x2 + y2 - 3y = 4
que passa pelo ponto (5, -1).

X (AFA) A circunferéncia x2 + y2 = 5 possui duas retas tangentes, te
t,, que sdo paralelas aretar. y = —2x + 3. As equag0es gerais das retas
t, e t,, respectivamente, sao:

A 2xX+y-5=0ex+y+5=0
B) & +y-15=0e2x+y+15=0
C) 2x+y-5J5=0e2x+y+5J5=0
0) 45 45
5 5

D)2x+y—-——=0e2x+y+—=0
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[EA] Determine o valor de k sabendo que areta 2x + 3y + k = 0 é tangente
a circunferénciax® + y> + 6x + 4y = 0.

|21 Determine a equago cartesiana de uma reta, sabendo que esta passa
pelo ponto P(2, 9) e é tangente a figura determinada pelas equagoes

o X =2+ 8sena
paramétricas ,aE
y=1+8cosa
EZ] Se dois circulos (x—1)2 + (y—=3)2 =rPex + )2 -8x+ 2y + 8 =10
intersectam-se em dois pontos distintos, entao:

EZ] Mostre que as circunferéncias C,: x* + 2~ 3x -6y + 10 = 0 e C,;
X2 + y2 -5 = 0 sdo tangentes. Determine a equacao da circunferéncia
tangente a C, e a C, em seu ponto comum que passa pelo ponto (7, 2).

EA] (EFOMM) Dados os pontos A(2, 3), B(-1, 2) e C(0, 3). Determine
suas posigoes em relacao a circunferéncia (x — 2)? + (v - 3)? = 4.

(A) A, interior;
B e acircunferéncia;
C, exterior.

(D) A, exterior;
B e a circunferéncia;
C, interior.

(B) A, interior;
B, exterior;
C e acircunferéncia.

(E) A e acircunferéncia;
B, exterior;
C, interior.

(C) A e a circunferéncia;
B, interior;
C, exterior.

EZ] Desde o ponto A(-2, —1) é tragada uma reta tangente ao circulo
x> + y>—6x -4y —3 = 0. Sendo B o ponto de contato, determine o
comprimento do segmento AB.

Encontre a distancia do ponto & circunferéncia em cada um dos casos
a sequir:

a. (6,-8);x+y2=09;
b. (3,9);x + y>—26x + 30y + 313=0;
C. (-7,2);x+y2—10x—-14y—151=0.

mDetermine a equacao do circulo que passa pelo ponto (-10, -2) e
pelas intersecoes do circulo x> + y2 + 2x — 2y — 32 = 0 com a reta
x-y+4=0

m Determine o0 comprimento da corda e a equagao da secante comuns
aos circulosx? + y>-8y + 6 =0 e x> + y>—14x -6y + 38 = 0.

EI] () 0 ntimero de tangentes comuns as circunferéncias x2 + y2 = 4 e
X+ 2—6x—8y =246

IME-ITA 133



Matematica IV — Assunto 3

——\ EXERCICIOS NiVEL 2 \——

(AFA) Qual das equagoes abaixo representa a circunferéncia inscrita
no tridngulo de vértice A(3, 5), B(7, 5) e C(3, 8)?

(A) X +y>—12x-8/ + 70 = 0.
(B) X2 +y>—-8-12y + 51 = 0.
(C) x2 +y>—8x-10y + 68 = 0.
(D) x®+y2—10x—-14y + 72 = 0.

[[F Determine o lugar geométrico dos pontos do plano cuja distancia ao
ponto A(- 6,— 3) é o dobro de sua disténcia ao ponto B(3, 0).

[[E] Calcule o comprimento da corda do circulo X2 + y2 —2x + 2y —14 =0
que passa pelos pontos (1,-1) e (0,2).

m Sejam A e B dois pontos do plano. Mostre que o lugar geométrico dos
pontos P do plano tais que % =k éum circulo (Apol6nio) (para k # 1)

e determine o centro desse circulo.

[ Demonstre analiticamente que a mediatriz de uma corda em uma
circunferéncia é sempre reta suporte de um didmetro dessa circunferéncia.

[T (AFA) Dada a circunferéncia x2 + y2—=8x—4y -5 = 0 e os pontos
D(-1,2) e E(8, 5), pode-se afirmar que DE:

(A) é um didmetro de circunferéncia.

(B) ndo intercepta a circunferéncia.

(C) intercepta a circunferéncia em um Gnico ponto.

(D) é uma corda de circunferéncia, mas néo contém o centro.
Determine o angulo formado na intersegdo dareta 3x—y—-1=0coma
circunferéncia (x—2)? + y? = 5. (Este angulo, por definigao, é 0 angulo que
esta reta forma com a reta tangente a circunferéncia no ponto de intersegao.)

[T Considere um circulo C de raio 5 cm com centro 0 em (0,0) e um ponto
P sobﬁa circunferéncia deste circulo. Seja M a projegao do ponto P sobre o
eixo OX . Determine a equagao do lugar geométrico do centro de gravidade
do tridangulo OPM, quando P se desloca sobre a circunferéncia do circulo C.

[E] Em um sistema de eixos ortogonais, o vértice A do tridngulo ABC esta
na origem e 0 eixo dos x é o suporte do lado AB. O coeficiente angular do
lado AC €é 1. Sabendo que os pontos B, C e M, este ltimo de coordenadas
(0,—4), estdo alinhados € que as distancias BM e BC sao iguais, determine
a equacdo da circunferéncia circunscrita ao referido triangulo.

KL (1) As tangentes tragadas do ponto P(1, 8) & circunferéncia x2 + y2 —
6x—4y—11 = Ointersectam a circunferéncia nos pontos A e B. A equagao
do circuncirculo do tridngulo PAB é:

(A) X+ )2+ 4x-6y +19=0.
(B) X2+ y2-4x-10y +19=0.

C) ¥ +y2—-2+6y—-29=0.
(D) X +y2-6x-4y+19=0.

Fazem-se passar pelo ponto A(4, 2) as tangentes ao circulox? + y? = 10.
Calcule o angulo formado por essas tangentes.

EH Ache as equagdes dos circulos que, tendo seu centro sobre a reta
4x—-y-3 =0 sdotangentes asretasx-2y =5e2x+y + 3 =0.
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A reta g_% =1,a>0, intercepta os eixos coordenados x € y nos

pontos P e @, respectivamente. A equagao geral da circunferéncia tangente
a0 eixo x no ponto P e tangente ao eixo y no ponto Q é:

(A) 2+ y2—2ax + 2ay + a®> = 0.
(B) ¥+ y2 + 2ax—2ay + a®> = 0.
(C) ¥ + y2 + 2ax + 2ay + a®> = 0.
(D) X2 + y2—2ax—2ay + a> = 0.

K Fazem-se passar pelo ponto P(2, — 3) as tangentes ao circulo (x— 1) +
(v + 5)? = 4. Ache a equacdo da corda que passa pelos pontos de tangéncia.

Seja P o ponto da circunferéncia x> + y2 — 6x — 8y + 24 = 0 mais
proximo da origem. A soma das coordenadas de P é:

() 18/5. (D) 28/5.
% gg (E) 13/2.

Ache as equagGes dos circulos tangentes as trés retas 4x—3y—-10 =0,
x-4y-5=0¢e Ix-4-15=0.

(AFA) As equacoes das retas tangentes a circunferéncia (x - 2)% +
(v-1)% =4 eparalelas aretax + y — 2 = 0 sao:

(A) x+y-(3+2J/2)=0ex+y—(3-2/2)=0.
B) x+y+B+2J/2)=0ex+y+(3-2/2)=0.

C) x+y+(-3+2J2)=0ex+y+(-3-2/2)=0.
D) x+y—(-3+2J2)=0ex+y—(-3-22)=0.

EE] Considere a familia de retas dada pora(3x + 4y—10) + b(3x—y—5) =0,
a,b € R. Determine as retas dessa familia que sdo tangentes a
circunferéncia x* + y? + 2x—4y = 0.

Do ponto P = (-9, 3) séo tragadas as tangentes a circunferéncia de
equacao x? + y?—6x + 4y — 78 = 0. Determine a distancia do centro da
circunferéncia a corda que une 0s pontos de contato.

10 ponto C(3, —1) é o centro de uma circunferéncia que determina
sobre a reta 2x — 5y + 18 = 0 uma corda, de comprimento 6. Determine
a equacao desta circunferéncia.

E]Determine 0 angulo formado pela intersecao das circunferéncias
=32+ (y—-1)2=8¢e(x-22+ (y + 2)*> = 2. (Chama-se angulo
formado por duas circunferéncias o dngulo compreendido entre suas
tangentes no ponto de intersecao.)

m Encontre a equagéo do circulo que passa pelo ponto (- 8, 5) e pelas
intersecoes dos circulos x2 + y>—16x -4y + 3 =0ex® + y> - 18x -
4y + 67 = 0, caso eles sejam secantes.

m Determine a equagdo do circulo que passa pelas intersegoes dos dois
circulos x> + y>—6x +4=0 e x> + y>—2 = 0 e é tangente a reta
x+3y-14=0.

EZ) Mostre que a equagdo da reta tangente a circunferéncia x2 + y2 +
Dx + Ey + F = 0no ponto (x,, y,) € dada por:

XX b g YN0 4 pg

2 2

A Mostre que dadas trés circunferéncias cujos centros ndo estejam
alinhados, sempre existe um ponto com igual poténcia em relagao as trés
circunferéncias (centro radical).

X Xg+y-yo+D-
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\_EXERCICIOS NiVEL 3 X\

[[5] Dado o feixe de retas a(x— 8y + 30) + b(x + 5y —22) = 0, determine
as retas desse feixe que determinam na circunferéncia de equagao

X2+ y2—2x + 2y - 14 = 0 cordas de comprimento 24/3.

[[7 Prove que a corda comum as circunferéncias que tém por didmetros
as medianas BB’ e CC’ de um tridngulo é parte da reta que contém a altura
AA’ deste tridngulo. (Dados: A(0, 2a); B(2b, 0); C(2c, 0) e bc < 0.)

[[E] Prove, analiticamente, que dados trés circulos, a0 tomarmos os eixos
radicais de cada par destes circulos, as trés retas obtidas sdo concorrentes.
(Esse ponto é chamado de centro radical.)

ostre que os pontos | a,— |,| b,— |,| C,— |, | d,— | pertencemauma
o SIGIEI

c
mesma circunferéncia, entdo abed = 1.

[ Sejam dois pontos fixos A(a,0) e B(0,b) sobre os eixos Ox e Oy. Tomam-
-se, respectivamente, os pontos A’ e B’ tais que A4 = BB’ . Demonstre que
quando varia o comprimento dos segmentos iguais AA’ e BB’, a mediatriz
de A’B’ passa por um ponto fixo.

[[[J Demonstre que as duas circunferéncias x2 + y2 — 2mx + 21y —m? +
n? =0 e x2+y2-2nx-2my + m?>-n? = 0 se cortam formando um
angulo reto.

Determine a equagao e o raio do circulo de menor didmetro que possui
com o circulo x2 + y?>—8x — 25 = 0 eixo radical y —2x -5 = 0.

[[F] Determine a condicdo para que as circunferéncias (x —a)2 + (y—b)? =
e (x-A)?+ (y—B)?> = R? sejam ortogonais. (Duas circunferéncias
sdo ortogonais quando se cortam formando um angulo reto.)

[E] Mostre que a eguagép da circunferéncia que passa por (x,, y,), (X,, ¥,)
e (x,, ¥,) (pontos nao colineares) é dada por:
Xy XY XY XY
X X X, X,
y i Y, Vs
1 1 1 1

=0.

KT Sejam ABC e BCD triangulos equilateros, com A e D situados em
semiplanos distintos. Seja r uma reta variavel passando pelo ponto D.

Estaretaintersectaa reta A8 em X e areta AC emY. SejaTaintersecdo das
retas BY e CX. Determine o lugar geométrico de 7, quando a reta r varia.

\,_RASCUNHO X
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Conicas

ASSUNTO 4

Matematica IV

Introducao

Iniciaremos agora o estudo das conicas (elipses, hipérboles e
parabolas), que sdo as curvas obtidas a partir da interse¢do de um
plano com um cone circular reto. Na natureza, as conicas aparecem, por
exemplo, na descricao de orbita de planetas (normalmente, elipses), na
intersegao de ondas sonoras com a superficie (normalmente, hipérboles)
e em langamentos obliquos (parabola).

Os seus principais objetivos nesta sec¢édo sao internalizar as definicoes
geomeétricas, memorizar as relagoes entre 0s elementos de cada tipo de
conica e resolver problemas utilizando equacées algébricas para modelar
conicas com eixos paralelos aos eixos coordenados. Na proxima segao,
vocé estudard topicos mais avangados, como formulas para o raio vetor,
equagOes para retas tangentes, propriedades oticas e equagoes polares.

1. Definicoes

Existem algumas definigOes possiveis para conicas, todas elas
equivalentes. Mostraremos aqui trés dessas defini¢oes, mas o estudo inicial
serd feito a partir de 1.3. A equivaléncia entre as definigoes apresentadas
vird como exercicio quando estudarmos geometria espacial (1.1e1.3) e
na segunda secdo sobre conicas (1.2. e 1.3).

1.1 Definicao espacial

Parabola

Uma conica (ou secdo conica) é a intersegao de um plano com
um cone reto duplo infinito, como ilustrado na figura. Essa conica sera
definida como:

Elipse: se a intersecao for limitada (i.e., se 0 dngulo entre a secéo e a
base do cone for menor que o angulo entre a geratriz e a base do cone).

No caso em que a segao é paralela a base do cone, a elipse vira um circulo.
Parabola: se o plano for paralelo a geratriz do cone.

Hipérbole: nos demais casos (i.e., Se 0 angulo entre a se¢do e a hase
do cone for maior que o angulo entre a geratriz e a base do cone). No caso
em que a se¢ao é perpendicular a base do cone, a hipérbole é dita equilatera.

1.2 Definicao astronémica

Elipse: e < 1
Parabola: e = 1
Hipérbole: e > 1

E possivel provar que, no caso da
elipse e da hipérbole, sempre existirdo um
outro foco F' e uma outra diretriz ¢’ tais P’

PF
que ————
dist(P, o)

diretriz d

1.3 Definicao geomeétrica

Os trés tipos de conicas também podem ser definidos a partir de
propriedades geométricas bem especificas, como veremos agora:

Elipse: conjunto dos pontos cuja soma das distancias a dois pontos fixos
(focos) é constante: PF + PF = 2a. A distancia entre os dois pontos é denominada

distancia focal 2c e pode-se mostrar que a excentricidade de 1.2. satisfaz e = E.

. . . . a

Hipérbole: conjunto dos pontos cujo mddulo da diferenga das
distancias a dois pontos fixos (focos) € constante: |PF — PF'|= 2a. A
distancia entre os dois pontos é denominada distancia focal 2¢ e pode-se

mostrar que a excentricidade de 1.2. também satisfaz e = ¢ na hipérbole.

. e a. .
Parabola: conjunto dos pontos cuja distancia a um ponto fixo (foco)
é igual a sua distancia a uma reta dada (diretriz): PF = dist (P, diretriz) e
uma reta dada (diretriz) é constante.

——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

[ Dadas duas circunferéncias, C, € C,, com centros O, € 0, € raios
r, > r,, determine o lugar geométrico dos centros das circunferéncias
que sao simultaneamente tangentes a C, interiormente e a C,
exteriormente.

Solucao: Seja P um ponto do lugar
geométrico e R 0 raio da circunferéncia
associada a P. Pela teoria de
circunferéncias tangentes:

PO, =r,-R PO,=r,+R W

Somando as equag6es para eliminar o
pardmetro R:

PO, + PO, =r, +r,

Pela definicao 1.3, segue que P pertence a uma elipse de focos 0, e
0,. Reciprocamente, podemos ver que todo ponto desta elipse pertence
ao lugar geométrico.

2. Elipse

Uma conica é o conjunto dos pontos cuja razao a um ponto fixo
(denominado foco F) e a uma reta fixa (denominada diretriz d) é constante

. - . PF
(denominada excentricidade e), i.e.,

— =¢. Essa conica podera
ser: dist(P,d)
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2.1 Elementos

A definicdo PF + PF = 2a implica que a curva tem dois eixos de
simetria: a reta que une os focos e a mediatriz dos focos. Para esses eixos
e para seus pontos notaveis, a nomenclatura usual é:
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Focos: F, F; Para a elipse em pé (focos no eixo y), basta trocar x por y e y por —x
Centro: 0; P na equagao acima.
Vértices: A, A’, B, B’.

Eixo maior: AA’ = 2a (pois AA’ / % ——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

=AF+ AF =AF + AF =2a).

) , ) A 2 2
Eixo menor: BB’ = 2b. F b 0 F [A Considere a elipse de equacao ¢: X+ ¥ 1. Determine a 4rea
Distancia focal: FF" = 2c. X o 9 4 .
do retangulo, inscrito em ¢, de lados paralelos aos eixos, tal que 0s

B

Relagao fundamental:

a®=b% +¢?

Demonstragéo: como B’ estd na elipse e B’F = B'F’, temos B'F +
B'F = 2a = B’F = a. A relagdo fundamental, portanto, € o teorema de
Pitagoras aplicado ao tridangulo OB’F. 7Y

focos da elipse estdo nos lados do retangulo.

Solucao: Veja o desenho abaixo. Os focos da elipse estao sobre o eixo
X, ja que 0 maior denominador esta no x. Temos que a> = 9, b = 4;
portanto, como a*> = b? + ¢2, segue que ¢>= 5.

2.2 Equacao reduzida

A equagao de uma elipse com centro na origem e eixos paralelos aos / P\
eixos coordenados é dada por: E

v

N
c—|~<
no N

X
32

Elipse deitada (focos no eixo x):

Il
—

+

nN

2
. ) . Ay
Elipse em pé (focos no ixo y): 7z +—5 =1 Portanto, X, =~/5 , em que F é o ponto de abscissa positiva. Considere

0 ponto P como na figura. Como PF é vertical, temos que X, = NG

%3

Demonstragao: para a elipse deitada, tem-se o eixo x sobre os focos,

. e e ! Como P pertence a elipse, suas coordenadas devem satisfazer a
0 eixo y na mediatriz dos focos e as coordenadas indicadas na figura:

2 2 4
equagdo da curva: X2 ¥» _1 o quenos dd y, = 3 (A quePestd
N
B(0,b) no 1¢ quadrante). Vamos, entdo, ao célculo da érea do retangulo. A

Px.y) base ¢ igual a distancia focal 2c =2/ . A altura ¢ o dobro de PF,
0(0,0) . logo, € igual a 2y, =§ . Portanto, a area é igual a 2\/5.2 = %

A (=a, 0) F(=,0) Fc0) JA@D0) 7 unidades de area.

[E] Sejam F, e F, os pontos do plano cartesiano de coordenadas

B0, -b) k= (—\B,O) e h= (\/50) . Determine as coordenadas dos pontos
da reta r de equag@o x —y = 1 cujas somas das distancias a F, e F,
sejam iguais a 4 (isto é: determine as coordenadas dos pontos P sobre
Partindo da definicao: aretar que satisfazem PF, + PF, = 4).

PF +PF =2a &

% % Solucao: A 12 ideia é utilizar a formula de distancia entre pontos para
\/ (X+e)"+y” + \/ (x-c) +y" =22 calcular PF, e PF,. No entanto, isso nos leva a contas muito grandes e

" 2.2 o, 2, 2 desnecessarias. A melhor ideia é, iniciaimente, caracterizar os pontos P
\/(X 0 +y°=2a \/(X o)y tais que PF, + PF,= 4. Veja que esses pontos determinam uma elipse
centrada na origem com eixos sobre 0s eixos x e y tal que 2a = 4

Elevando os dois termos ao quadrado e simplificando, um ponto na (logo,a = 2) e 2c=FF, =233 (logo, ¢ =+/3). Usando que a? =

elipse precisa satisfazer: b? + ¢2, obtemos b = 1.
2 2
(x—cf? +y? =42’ —da(x +c)> +y2 +(x +cf +y% Portanto, temos que P pertence a elipse de equagao Xzﬂé =1.
Como queremos que P também esteja na reta x —y = 1, devemos
[ 2,2 _ 4.2
4a\(x+c)” +y° =4a” +4ox () achar a interseco entre essa reta e a elipse. Basta, entao, substituir

2 2
o y=x-1em * Y _4 Fazendoisso, temos a equagéo do 22 grau
Cancelando o 4, elevando (*) ao quadrado e substituindo @ — ¢? = b% 4 1

2
32(x2+20x+02+y2)=a4+20xa2+02X2© XTZJF(X_U _1, que tem raizes x = 0 X:%_Comoyzx_‘]‘
2 2
X
(32‘02)X2+a2y2232(32‘02)©T+y_2=1 temos os pontos (0, — 1) e g
a b ! 5’5 ’
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[ Identifique a direcdo do eixo principal de cada uma das elipses
abaixo (i.e., determine se elas estéo “deitadas” ou “em pé”):

a 22+ y2=1
b. x*+22=1

Solucao: Colocando as equagoes na forma reduzida (3.1.), obtemos
2 2
X—+y2=1 e x2+L =1,

A A

Na primeira equagdo, 0 eixo maior estd sob y?, 0 que significa,
comparando com as equagoes reduzidas, que a elipse estd em pé. Na

segunda equacao, o eixo maior estd sob x?, logo, esta elipse esta deitada.

3. Hipérbole

3.1 Elementos

A definicéo |PF - PF’| = 2a também implica que a curva tem como
eixos de simetria a reta que une os focos e a mediatriz dos focos. Para
£SSes eixos e para seus pontos notaveis, a nomenclatura usual é:

Focos: F, F’; Centro: O; Vértices: A, A’, B, B’.

Eixo principal: AA’ = 2a (pois AA’ = AF - A'F = AF’ - AF = 2a).
Distancia focal: FF' = 2c.

Eixo transverso: BB’ = 2b.

Relagao fundamental:

B
P
F 2 F
A b A
=

Explicagdo: na hipérbole, 0 b ndo tem uma interpretacéo geométrica
tao intuitiva quanto na elipse. Por ora, definiremos b? = ¢? —a? e, depois,
veremos que esse b tem relagéo com as assintotas da hipérbole.

3.2 Equacao reduzida

A equacgao de uma hipérbole com centro na origem e eixos paralelos
aos eixos coordenados é dada por:

NN

2
Hipérbole deitada (focos no eixo x): X_2 - y_z =1
a b

. ) 2 2
Hipérbole em pé (focos no eixo y): y_2 _Z_=

a

=
—
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Demonstragao: para a hipérbole deitada, tem-se o eixo x sobre os focos,
0 eixo y na mediatriz dos focos e as coordenadas indicadas na figura:

B,
F'(=C, 0)
Aw

Partindo da definigao:
|PF - PF| = 2a <

‘\/(x+c)2+y2 —\/(x—c)2+y2‘=23

Fazendo inicialmente a conta para o ramo direito da hipérbole (depois,
basta trocar x por —x), 0 argumento do modulo sera positivo e;

Jx+0)2 +y2 =2a++)(x—c)? +y?

Elevando os dois termos ao quadrado e simplificando, um ponto na
hipérbole precisa satisfazer:

(x+C)2+y2 =422 —daJ(x—c)2 +y2 +(x—c +y2 &
day(x -2 +y? = 4a% —dox (¥)
Cancelando 0 4, elevando (*) ao quadrado e substituindo c2 - a? = b
a (x2 —2ex +0% + yz) =a* - 2cxa® + %% &

2

2 2\,2 22 2,2 2 X J’2
(c-a)x"-ay*=a'(c"-a") o 5 -5 =1
a b
Para a hipérbole em pé (focos no eixo y), basta trocar x por y e y por

— X na equagao acima.

3.3 Assintotas

As assintotas de uma hipérbole com centro na origem e eixos paralelos
aos eixos coordenados sao:

Hipérbole deitada (focos no eixo x): y = igx
Hipérbole em pé (focos no eixo y): y = i%x
22
Demonstragédo: para a hipérbole deitada, tem-se —2——2=1.
a

No 1¢ quadrante, tem-se:

Dividindo a equacéo da hipérbole deitada por x*> e tomando limites:

lim Z=£. Dividindo a equagdo por x, tomando limite e substituindo
X—0 X a

0 resultando anterior: lim (y - %xj =0.

X—0

0 resultado nos outros quadrantes segue da simetria em relagao aos
eixos coordenados. Para a hipérbole em pé, basta trocarx e y.
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A\, EXERCICIOS RESOLVIDOS g

(i Considere os pontos A = (-1, 0) e B = (1, 0). Determine o lugar
geométrico dos pontos P tais que o produto dos coeficientes angulares
das retas AP e BP seja igual a 2.

Solucao: Seja P = (x,y). Sabemos que m,, :xL

y
M., =——
PR S

X_
. Queremos entdo que L.Lzz, ou seja, y> = 2(x*— 1), que é
x+1 x-1

X2 y2
equivalente a hipérbole de equagao R 1.

Ha um detalhe (muito comum, inclusive, em problemas de lugar
geomeétrico). Veja que os pontos A e B pertencem a essa hipérbole. No
entanto, quando P coincide com A ou B, o problema ndo faz sentido

(ndo faria sentido falar em coeficiente angular da reta AP quando A e P
2 2

coincidem, por exemplo). Portanto, a resposta é a hipérbole LS A 1
, excluindo-se seus ‘vértices’ A e B. LI

[T Anipérbolex2—2y2 = 1 intersecta aretay = 2x— 3 em dois pontos
distintos A e B. Determine o ponto médio M de AB.

Solucao: Substituindo uma equagao na outra:

-2 (-3 =1<-7x*+24x-18 =0

As duas raizes x, € x, dessa equagao nos dao as coordenadas de
A e B. Usando a formula para soma dsa raizes de um trinémio:
X +x, 24 12

A WA

Como M esta na reta dada: yy, = 2xy —3=2-$—3=;

Obs.: atente para a ideia de se utilizar as relagoes de Girard para evitar
contas com raizes quadradas em problemas deste tipo.

Identifique a diregéo do eixo principal de cada uma das hipérboles abaixo:

2 2
a. X _ YV 4
4 9
2 2
b. X _ YV _q
9 4
2 2
C. _X_+y_=1
4 9
2 2
d. _X_+y_=1
9 4

Solucao: Comparando com a equacao reduzida, vemos que a e b sao
deitadas (eixo principal sob o eixo x) e ¢ e d sdo em pé (eixo principal sob
0 eixo y). Na hipérbole deitada, o sinal de “menos” esta sempre na frente
do termo em y2 na equacao reduzida, independentemente do tamanho
dos eixos.

4. Parabola

4.1 Elementos

4.2 Equacao reduzida

A definicao PF = dist(P, diretriz) implica que a parabola tem um eixo
de simetria, que é a reta perpendicular a diretriz passando pelo foco. A
nomenclatura usual é:

d
P
4 N
F 7
—r—>
p/2 p/2
Foco: F
Vértice: V
Parametro: p (mede a distancia do foco a diretriz)
Eixo focal: VF

Relagao fundamental:

vP=2
2

Demonstragao: por definigao, VF + dist (V, diretriz) = p. E, como V
pertence a parabola, tem-se VF = dist (V, diretriz).

A equacdo de uma pardbola com vértice na origem e eixo focal em
um dos eixos coordenados é dada por:

Parabola deitada para a direita (foco no eixo x):
Parabola em pé para cima (foco no eixo y):

Demonstragao: para a parabola deitada com concavidade para a direita,
colocamos 0s eixos e as coordenadas dos pontos principais como na
figura:

Partindo da definicao: d_1Pey)
PF = dist(P, diretriz) <
pY p Foeo)
X——| +y*=C+x (v/2.0)
2 2
e
N p/2 p/2
Elevando ao quadrado e simplificando:
2 2
X —pX+pT+y2 =pT+px+x2 o

y? =2px

Para a parabola deitada com concavidade para a esquerda, basta trocar
p por —p. Para a parabola em pé, o raciocinio é analogo.
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———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \———————

[[I] Determine o vértice, o foco e o pardmetro da parabola y = 4x2.

Solugao: Comparandoaequagaodada x2 = % y comaequagaoreduzida

= 2py, tem-se que a parabola tem eixo focal no eixo y (esta em pé),

que 2p =% D =% e que o vertice esta na origem.

Como o foco fica a uma distancia p/2 do vértice e a parabola esta em
¢, tem-se F=| 0, p 0,—
g ( 2] ( 16]

[iL] Determine o vértice, o foco e 0 parametro da parébolay —2 = 4(x—1)2.

Solucao: Note que essa parabola & a mesma do exercicio anterior,
exceto por uma translagdo. Nesse caso seu vértice se encontra no
ponto (1, 2) e seu foco no ponto (1, 33/16).

——\ EXERCICIOS NiVEL 1 \———

[[1] (AFA) A equago da elipse que, em um sistema de eixos ortogonais,
tem focos £, (-3, 0) e , (3, 0) e passa pelo ponto P( 2\/—)

n XY 4 € XY _q

36 25 25 36
22 2 2

B X4V 4 D) X4V 4
16 25 25 16

[ (AFA) A distancia focal da elipse x2 + 16y2

(A) 1.

(8) 3.

(C) Vi5.

(D) V/20.

[E] (AFA) Se A(10, 0) e B(-5, y) sdo pontos de uma elipse cujos focos sdo

F,(=8, 0) e F,(8, 0), o perimetro do tridngulo BF.F, é:

(A) 24. (C) 40.

(B) 36. (D) 60.

[73 (AFA) A excentricidade da elipse que tem centro na origem, focos em
um dos eixos coordenados e que passa pelos pontos A(3,2) e B(1,4) é:

N 7
® 5 © 5
N N

) 5 0 =

[5] Uma conica tem equagdo 252x? + 9y2 = 28. Determine a area do
quadrilatero convexo com dois vértices sobre 0s focos e 0s outros dois
sobre as extremidades do menor dos eixos da conica.

[ Determine a excentricidade e a equagdo de uma elipse de centro na
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origem e de eixo maior igual a 18, sobre Ox, sabendo-se que P(c, b/3)
pertence a elipse, em que ¢ é a abscissa de um dos focos e b é 0 semigixo
menor.

[ A figura mostra a representagdo de algumas das ruas de nossas
cidades. Essas ruas possuem calgadas de 1,5 m de largura, separadas
por uma pista de 7 m de largura. Vamos admitir que:

I os postes de iluminagdo projetam sobre a rua uma area iluminada na
forma de uma elipse de excentricidade 0,943;

Il. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente abaixo da lampada,
no meio da rua;

lll. o eixo menor da elipse, perpendicular a calgada, tem exatamente a
largura da rua (calgadas e pista).

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem nas extremidades dos
eixos maiores, a distancia, em metros, entre dois postes consecutivos
devera ser de, aproximadamente:

(Dado: 0,943* ~0,889€+/0,111~0,333.)

(A) 35. (D) 20
(B) 30. (E) 15
(C) 25.
X2 y2
[T] (AFA) Na figura abaixo, F, e F, séo focos da elipse £+?=1

0 ponto C, de coordenadas (0, %) pertence ao segmento MN .

Os segmentos /TE, 55, MN sao, respectivamente, paralelos aos
segmentos

FP, PF2¢ FF, . Area da figura sombreada, em unidades de drea, é:

y
P

M/ IO\ N

)

2
[E A elipse x2 +y? :% earetay = 2x + 1, do plano cartesiano, se

interceptam nos pontos A e B. Determine o ponto médio do segmento AB .

0 cometa Halley tem uma 6rbita eliptica com eixo maior e eixo menor
iguais a 540 x 107 km e 140 x 107 km, respectivamente. Sabendo que

d
—, em que d
107 q
¢ a menor distancia entre 0 Sol e o cometa, medida em quildémetros.

0 Sol esta em um dos focos da elipse, calcule o valor

Desconsidere a parte fraciondria de seu resultado, caso exista.



Bl Uma elipse cuja distancia focal mede 1 cm esta inscrita em um
retangulo (de lados paralelos aos eixos principais da elipse) de area igual
a~/2 cm2. Determine as medidas dos lados do retangulo.

EH Assinale V (verdadeiro) ou F (falso). Em um sistema de eixos cartesianos
ortogonais, considere os pontos A(5; 0), B(0; 3), C(- 5; 0) e D(0; - 3).

() Aequacao da reta que contém os pontosAeB é3x + 5y + 15 = 0.

( )A area do quadrilatero ABCD, em unidades de area do sistema,
é igual a 60.

() A equacgdo da circunferéncia inscrita no quadrilatero ABCD é

225

34

() A equacéo da elipse que contém os pontos A, B, C e D é 9x* +
25y% = 225.

()0 ponto P(3;2) é interior a elipse que contém os pontos A, B, C e D,
e é exterior ao quadrilatero ABCD.

X+yt=

EE] (AFA) A equacéo reduzida da hipérbole, cujos focos sao os extremos do
eixo menor da elipse de equacao 16x2 + 25y2 = 625, e cuja excentricidade
é igual ao inverso da excentricidade da elipse dada, é:

(A) 16y2 — %2 = 144
(B) 92— 16x2 = 144

(C) M- 16y2 = 144
(D) 16x2— 92 = 144

m Determine a equagao de uma hipérbole que tem vértices em (0, 3) e
(0, =3) e focos em (0, 5) e (0, -5).

2 2
EE (1) Se a excentricidade da hipérbole X—2 —Z—z =16 0 reciproco da
a

excentricidade da elipse x2 + 4y%> = 4 e se a hiérbole passa por um dos
focos da elipse, entéo:

(A) @ =3, b2 =2.
(B) o ponto (2, 0) é um dos focos da hipérbole.

(C) a excentricidade da hipérbole é dada por \E .

(D) a equacao da hipérbole é x> — 3y? = 3.

IE Um ponto se move de modo que o produto dos coeficientes angulares
das retas que o ligam aos pontos (- 4, — 2) e (4, 2) da sempre — 4.
Determine seu lugar geomeétrico.

EEA Dada a hipérbole 4x2 — y2 = 32, determine uma reta paralela ao eixo
dos y tal que seus pontos de interse¢ao com a hipérbole formem com o
foco F (de abscissa positiva) um tridngulo retdngulo em F.

EEJ 0 vértice, o foco e a reta diretriz da pardbola de equagao y = x2 sdo
dados por:

(A) Vértice: (0, 0); Foco: (0, 1/4); Reta diretrizy = — 1/4.
(B) Vértice: (0, 0); Foco: (0, 1/2); Reta diretrizy = —1/2.
(C) Veértice: (0, 0); Foco: (0, 1); Reta diretrizy = —1.
(D) Vértice: (0, 0); Foco: (0, — 1); Reta diretrizy = 1.
(E) Vértice: (0, 0); Foco: (0, 2); Reta diretrizy = - 2.

EE] A equacéo da circunferéncia de centro C = (-
vértice da parabolay + 2 + 4x = 0 é:

3, —1), que contém o

+ 324+ (y+1)?

5 ©) =3+ (=1
+3P+(y+1)p2=1 2

3 () =3+ (-1
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EZ] (AFA) O pardmetro da parabola que passa pelo ponto P(6, 2) e cujo
vértice V/(3, 0) é o seu ponto de tangéncia com o eixo das abcissas é:

(A) 9/5. () 3.
(B) 9/4. (

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[[1] (AFA) Sobre o triangulo PF.F, em que P(2, 2) e F, e F, sao focos da

iose 24 V2 21 f
elipse — +===1, é correto afirmar que:
PS¢ 925 a

) éisosceles.

) é obtuséngulo.

) tem area igual a 16.
)

D) tem perimetro igual a 242 + 8.

(A
B
(o
(

[iFA (AFA) O lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano que, juntamente
com 0s pontos A(-3, 5) e B(3, 5), determina tridngulos com perimetro
2p =16 cm é uma:

(A) elipse.
(B) parabola.

(C) hipérbole.
(D) circunferéncia.

[[E] Dada uma elipse de semieixos a e b, calcule, em termos destes
parametros, a area do quadrado nela inscrito, com lados paralelos aos
eixos da elipse.

m Uma porta colonial é formada por um retangulo de 100 cm x 200 cm
e uma semielipse.
Observe as figuras:

224

EECN

Na semielipse, o eixo maior mede 100 cm e o semieixo menor, 30 cm.
Calcule a medida da corda PQ, paralela ao eixo maior, que representa a
largura da porta a 224 c¢m de altura.

[ Seja b um namero real. Encontre os valores de b, tais que no plano
2

. . . X )
cartesiano xy, a retay = x + b intercepta a elipse —+y“=1 emum
tnico ponto. A soma dos valores de b é: 4

(A) 0 (D) 5.
(B) 2. -2.5.
(C) 2+5.

[[] (AFA) Dada a equagao ax? + by? = ¢, em que a, b € ¢ S0 reais ndo
nulos, & correto afirmar que, necessariamente, sua representagao grafica
é uma:

A) circunferéncia, se a= b.

B) hipérbole, sea =-bec =b.

C) elipse de centro na origem, sea = bec = 1.
D) circunferéncia, sea=bec > 0.

—_— e~
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Matematica IV — Assunto 4

Determine as equagoes das retas do plano que passam pela origem
do sistema de coordenadas e que nao interceptam a curva do plano dada
X2 y2
ela equacdo ——-—=1.
pela equac 4 g
[[T] Considere o circulo x? + y2 = r2 de raio r e a hipérbole x2 —y? = 1.
Nesse caso, pode-se afirmar que:

(A) ser < 1, entdo as curvas se intersectam em quatro pontos.

(B) ser =1, entdo as curvas tém quatro pontos em comum.

(C) ser =1, as curvas se intersectam em (0, 1) e (0, -1).

(D) ser = VA7, entdo as curvas se intersectam apenas nos pontos
(3, 242) e (3, - 24/2).

(E) ser> V17, entdo as curvas se intersectam em quatro pontos.

[E] (AFA) Considere as afirmativas abaixo:

X1V _qes X=2t+1
3 y =23t

I. Asretas r: 5 sdo perpendiculares.

Il. A equacdo 4x = y? representa uma pardbola com eixo de simetria
horizontal.
2

E(sAo) correta(s) a(s) afirmativa(s):

(A) 1, e,
(B) 1, 1L

(C) i, somente.
(D) I, somente.

2 2
K[ (nT) Dada a familia de hipérboles _ X _ Y
cos’a  sen’a

alternativas abaixo é constante quando o angulo o varia?

=1, qual das

(A) Abscissa dos vértices.
(B) Abscissa dos focos.

(C) Excentricidade.
(D) Diretriz.

(IME) Calcule as coordenadas dos pontos de intersecao da elipse com
a hipérbole, representadas na figura abaixo, sabendo-se que:

a. os pontos C e C’ sdo os focos da elipse e 0s pontos A e A’ sdo 0S
focos da hipérbole;

b. BB’ é o eixo conjugado da hipérbole;

c. OB=0B=3me0C=0C =4m.

VA

IHA figuraa segwr mostra, no plano cartesiano, o grafico da parabola de
equacao y = 7 e uma circunferéncia com centro no eixo y e tangente ao
eixo x no ponto 0.
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Calcule o raio da maior circunferéncia, nas condig0es acima, que tem um
(nico ponto de intersegdo com a parabola.

EE] Sejam os pontos A(2, 0) e A'(- 2, 0). Por A’, traga-se uma reta
varidvel que intersecta o eixo das ordenadas em B. Por A, traga-se uma
perpendicular a reta AB que intersecta a reta A’'B em M. Determine o lugar
geométrico do ponto M.

K (IME) Considere uma elipse e uma hipérbole centradas na origem,
0, de um sistema cartesiano, com eixo focal coincidente com o eixo
0X. Os focos da elipse séo vértices da hipérbole e os focos da hipérbole
sdo vértices da elipse. Dados 0s eixos da elipse como 10 cm e 23—0 cm,
determine as equagoes das parabolas, que passam pelas intersecoes da
elipse e da hipérbole e sdo tangentes ao eixo OY na origem.

K £ dada uma circunferéncia (C) de centro na mesma origem e raio R. Nesta
circunferéncia, é tragada uma corda varidvel AB, paralela 2o eixo das abscissas.
Pelo ponto A, traga-se a reta (1), paralela a bissetriz dos quadrantes impares
e pelo ponto B, areta (s), perpendicular a reta 2y + x + 5 = 0. Determine e
identifique o lugar geométrico das intersecoes das retas (1) e (S).

———\_EXERCICIOS NiVEL 3 \———

[[5] Considere o conjunto das cordas de uma elipse formando um angulo
0 com o eixo maior. Determine o lugar geométrico dos pontos médios
dessas cordas.

[ Uma hipérbole tem seu centro na origem e seu eixo conjugado
coincidente com o eixo X. O comprimento de cada /atus rectum é 2/3 e a

hipérbole passa pelo ponto [—Zﬁ,f] . Determine sua equagao.

2 2

y

[E] () Seja P um ponto variavel na elipse X +b——1 O<b<a.
a

Considere que a reta paralela ao eixo y passando por P intersecta a
circunferéncia x> + y2 = a? em um ponto @, tal que P e Q tém ordenada
de mesmo sinal. Determine o lugar geométrico dos pontos R pertencentes

a0 segmento PQ tais que % _m

n

[ Determine o lugar geométrico dos focos de uma elipse da qual se
conhecem um ponto M(c, B) € o circulo principal x2 + y2 = a2

[F] Um segmento de reta OB encontra o circulo x? + y2 = ax no ponto B;
a partir deste ponto é tragada uma perpendicular BC ao eixo Ox. Traga-se
entao uma perpendicular CM a 0B (C e Ox, M < OB). Determine a equagao
do lugar geométrico do ponto M.

2 2
m Considere a elipse % + # =1,coma > b. SejaF e F seus focos,

sendo F o de abscissa positiva. Para um ponto M qualquer sobre a elipse,
determine MF e MF’ em fungéo da abscissa de M.



Conceitos basicos de geometria espacial AssunTo 1 1

Matematica V

1. Introducao Dois planos
No estudo de geometria euclidiana, comegamos vendo a parte associada a a o
geometria plana, em que toda a estrutura era contida no plano, um dos conceitos

primitivos. Agora, na continuagdo do estudo, veremos a estrutura da geometria

r
no espaco, que também & um conceito primitivo. Para tanto, temos que assumir B /
alguns axiomas relativos a ele e estabelecer algumas novas defini¢oes. ; 5 ; ,/ \ / 5
/
Acrescentem-se aos axiomas da geometria plana mais alguns: /
Ax. 1) Trés pontos néo colineares determinam um plano que os contém. a/lp (C;rZIQog) =9 ‘é g;a[ilt:s)r
Ax. 2) Se dois pontos estdo num plano, a reta determinada por eles P r: aresta dos planos
esta contida nesse plano. [Ax. de Incluséo] '
Ax. 3) Existem infinitos pontos dentro e fora de um plano.
S o - ST Reta e plano
Além disso, é importante adicionar uma modificagao a definigao de r

retas paralelas: dizemos que duas retas sdo paralelas se, e somente se,
nao se intersectam e sdo coplanares, ou seja, deve existir um plano que

contenha as duas retas. r 5/
Por meio dos axiomas anteriores, podemos concluir quatro maneiras / y .

de determinar um plano:

A A ; ; < rca roa = {P}
Det. 1) Trés pontos ndo colineares determinam um plano que os contém. (contido no plano) (secante)
Det. 2) Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano que os contém. , P:tracoderema
Det. 3) Duas retas concorrentes determinam um plano que as contém. /
Det. 4) O par de retas paralelas determina um plano que as contém.

; s &
° Hloorno=9g
o op I ¢ (paralela)
C)

pl{AB 3. Paralelismo

rl/s Como vimos na geometria plana, retas paralelas tém particularidades

muito interessantes na resolugdo de problemas. O mesmo vale para

;>.< Z ; / Z problemas em geometria espacial: além do aspecto métrico de manutengéo
de razoes e proporgOes [teorema de Tales, semelhanga de tridngulos,

= pl(r. s) paralelogramo, etc], retas paralelas servirdo ainda como argumento para

transporte de angulos.

Além das maneiras tradicionais de obter paralelas, vistas em geometria
plana, temos mais trés formas de fazé-lo no espago:

2. Geometria posicional
Estudemos as possiveis intersegdes entre 0s conjuntos primitivos.

Reta // Plano
Duas retas Como obter: uma reta é paralela a um plano se existir nele uma outra
r reta paralela a primeira.
5 Como usar: a segdo gerada num plano por outro que contém uma reta
S paralela ao plano é paralela a reta.

S r//s <1, s coplanares r /o

ros = {P} rns=9

(concorrentes) (paralelas) /

/ r e s nao coplanares ; s//r/j ; \/ 1\ §<
; 4 r 5 (reversas) Obtém-se r//a.

: Obtem-se 7
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Plano // Plano 6. Angulos entre reta e plano /

Como obter: dois planos sdo paralelos se duas retas concorrentes de = =
um sao paralelas ao outro. projecao ortogonal

Como usar: as Seg()es de dOiS p|anos para|e|os geradas por um p|ano Primeiro, deﬁne'se qUe uma reta é perpendicular aum plano quandO ela
transversal sao paralelas entre si. é perpendicular ou ortogonal a toda reta desse plano. Para provar que uma
reta é perpendicular a um plano, basta identificar duas retas concorrentes
do plano as quais a reta original é perpendicular ou ortogonal. Dizemos

também que, nesse caso, 0 dngulo entre a reta e o plano é de 90°.

1//B

S E 5?/ R

ﬁ j ;B//a \/\ C N o SerloentdorLt paratodatc o
Obtém-se o//B \J\J % t é r

Obtém-se r//t

Transitividade do paralelismo Serls,rit,

Se r//s e s//t, entdo r//t. com s e t concorrentes, ; XE
entao r L pl(s, t)
4. Angulos entre retas reversas

0 angulo entre duas retas reversas € igual ao angulo entre duas retas
paralelas a elas, concorrentes entre si.

Dessa maneira, conseguimos projetar perpendicularmente um ponto
num plano: a proje¢do de um ponto P num plano o é o ponto P’, tal que

r
PP’ é perpendicular a o.. Assim, prova-se que a projecdo de uma reta
e ndo perpendicular a o é uma outra reta.
- (S =rAS =x 0 angulo entre um plano o. uma reta nao perpendicular a ele é definido

como o dngulo entre a reta e a sua proje¢ao em o.
s’/ls

c

Sendo r’ a projecdo de r
) . i . no plano a,

Dizemos que duas retas séo ortogonais quando sdo reversas e o r = projs Ia=r~'=x

angulo entre elas é de 90°. £
5. Angulos diedros j//?é/@ 5

I
Definimos o angulo entre dois planos concorrentes como o angulo /
entre duas retas perpendiculares a aresta dos planos. Diedro € a regiao
espacial interna compreendida entre os planos. Teorema das trés perpendiculares

Sejaruma reta contida em um plano o, € P um ponto externo ao plano.

Se P’ ¢ a projecao de P em a, e Q é a projecao de P’sobre r, entao PQ é
perpendicular a r, ou seja, @ é a projecdo de P sobre aretar.
aof I

Na figura,
M‘ rlop
7 /\%I S sLlap
-
llustrando o teorema das trés perpendiculares

logo,a~"B=r"s=x
Dizemos que dois planos sao perpendiculares quando o diedro entre Pode-se entender da seguinte maneira: a projecao de P em r coincide
eles mede 90°. com projetar P no plano o, € entao projetar na retar.
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7. Distancia entre retas reversas

A distancia entre duas retas reversas é igual a medida do segmento
perpendicular comum aos dois.
r

Na figura, d é a distancia
d entre as retas reversasr e s.

S

Caso necessario, sendo r e s as retas reversas, Seja o um plano
paralelo a r contendo s. A distancia d(r,s) é igual a disténcia d(r, o).

: r’ = projr

oJIr dist(r, s) = d = dist(r, o)

8. Eixo / plano mediador / plano
bissetor

Eixo

Dados trés pontos nao colineares A, B e C, chama-se de eixo a reta
perpendicular ao plano (ABC) passando pelo circuncentro do tridngulo
ABC. 0 eixo de ABC é o lugar geométrico do ponto P que equidista de A,
BeC, ou seja, PA=PB=PC.

Se P’ = proj, R, entdo
PA=PB=PC<P¢
circuncentro do AABC

Plano mediador

Dados dois pontos A e B, chamamos de plano mediador do segmento
AB o plano perpendicular a AB pelo ponto médio de AB. O plano mediador
do segmento AB é o lugar geométrico dos pontos P que equidistam de A
e B, ou seja, PA = PB.

N\

A
1
Vi
7
1
1
1
o
V/. 20l | /
A M B

Conceitos basicos de geometria espacial

Plano bissetor

Dado um diedro formado por dois planos, o plano bissetor é o plano
que divide o diedro em dois diedros congruentes. O par de planos bissetores
perpendiculares entre si é o lugar geométrico dos pontos que equidistam
dos planos dados.

9. Outros teoremas importantes

Teorema da projetividade do angulo reto

A condigao necessaria e suficiente para que a projecao ortogonal de
um angulo reto seja outro angulo reto é que um de seus lados seja paralelo
a0 plano de projecéo, e que o outro lado ndo seja perpendicular ao plano.

c o

¥
r
o
o

Teorema da projecao de areas

A drea da projecdo ortogonal de uma figura plana € igual ao produto
da area da figura pelo cosseno do angulo entre os planos da figura e de
projecéo.

cos(a " B)= %
p
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i} (Lema importante) Se dois planos paralelos sdo cortados por um
plano transversal, entao as intersecoes séo retas paralelas.

Solugao:

Sejam o e B 0s planos paralelos e y o plano transversal. Além disso,
definlar=anyes=pgNy.

Por um lado, veja que r e S ndo se intersectam, pois estdo em planos
paralelos (o € B).

Por outro lado, veja que r e s sao coplanares, pois estao sobre o plano y.
Portanto, r//s.

[ (Projegao do angulo reto) Prove que um angulo reto se projeta como
reto se, e somente se, um dos lados é paralelo ao plano de projecao e
0 outro lado ndo é perpendicular ao plano.

Solugao: E uma proposicao com “se e somente se”. Nesse caso, vamos
dividir em duas partes: ida e volta.

12 parte (volta): Vamos comegar pela volta, que é mais fécil. Seja BAC = 90°
0 angulo reto. Sejam A’, B’ e C’ as projegoes ortogonais de A, B, C,

respectivamente, sobre um plano o.. Agora, suponha que AB/la e que

AC ndo é perpendicular a o (isso garante que os pontos A’, B’ e C’ sao
distintos).

Acompanhe o0s seguintes argumentos:

. AA'La=AA"LABY,

II. AB//aeA, B’ A, B coplanares = AB// A'B'

Juntando | e Il, temos que AB 1 AA' (*).

Seja B 0 plano definido pelas paralelas AA'e CC'. Por (*) e BAC = 90°, veja
que AB L B, pois é perpendicular a duas retas que passam por A. Como
AB /| A'B', seque que B. Comisso, A'B' ¢ perpendicular a qualquer reta
de B que passe por A. Em particular, A'B' L A'C', ou seja, BA’'C’ = 90°.

22 parte (ida): Vamos usar a mesma notagao da 12 parte. Inicialmente,
suponha que A’ = A.

Suponha agora que B’AC = 90° = BAC.

Suponha, por absurdo, que B e C ndo pertengam a o. Entao, existem pontos
Xe Y sobre as semirretas AB e AC, respectivamente, tais que XY// o.
Sejam X’ e Y’ as projecoes de X e Y em «, respectivamente. Com um
argumento andlogo ao dado em I, temos que XY// X'Y'. Entdo, 0
quadrildtero XX’Y’Y é um retangulo. Logo, XY = XY= x.

Definamos AX = b, AX’ = b’, AY = c e AY = ¢’. Os tridngulos AXY e
AX'Y’ sdo tridngulos em A, portanto, pelo teorema de Pitagoras, temos
queb? + ¢ =b% + % = x2(**).

No entanto, como b’ < be ¢’ < ¢, (**) é um absurdo. Portanto, um
dos pontos B ou C deve pertencer ao plano o.

No caso geral em que A’ = A, basta tragar um plano paralelo a o que
passe por A e utilizar o argumento acima. Com isso, provamos que B ou
C esta nesse plano paralelo, o que garante que AB ou AC é paraleloa .

\_EXERCICIOS NIVEL 1 X

No cubo ABCD-EFGH, determine quantos sdo os pares de arestas
reversas entre si.

[[FA Num plano o, é dado o quadrilatero ABCD, e fora do plano toma-se
um ponto P. Sendo £ a intersecdo de AB e CD, F a intersecéo de AD e BC,
e G aintersecao de AC e BD, determine a intersegao dos pares de planos:

a. PABePCD;

b. PAD e PBC;

c. PACePBD.

[E] Sendo M, N, P e Q os pontos médios dos lados do quadrilétero reverso
ABCD, prove que MNPQ é um paralelogramo.

[TAABCD-EFGH é um cubo. Determine os angulos entre 0s seguintes
pares de retas reversas:

AE e BG;
EF e BC;
AC e FH,
FH e BG.

2o oo

[5 0 segmento AB ¢ diametro de uma circunferéncia sobre a qual
marca-se o ponto C. A reta VA é perpendicular ao plano da circunferéncia.
0 namero de faces do tetraedro VABC que sao tridngulos retangulos é:
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[[[] Duas retas nao coplanares r e s séo separadas por um plano = que lhes
é paralelo. Aretar dista 12 cm de = e areta s dista 30 cm do mesmo plano.
Ache a disténcia entre re s.

[[A Pelo centro O de um triangulo equilatero de lado x, tragou-se um
segmento OP perpendicular ao plano do tridngulo com medida x. Calcule:

a. adistancia de P aos vértices do tridngulo;

b. adistancia de P aos lados do tridngulo;

¢. 0Ss angulos que as obliquas de P aos vértices do tridngulo formam
com o plano do tridngulo.

[F] Calcule a distancia de um ponto do espago ao plano de um triangulo
equilatero de 6 cm de lado, sabendo que o ponto equidista de 4 cm dos
vértices do triangulo.

] Em um plano = esté tragado um tridngulo, cujos lados medem 6 cm,
8cme 10 cm, respectivamente. O ponto A, exterior ao plano, é equidistante
dos trés vértices do tridngulo e a distancia comum é igual ao didmetro do
circulo circunscrito ao tridngulo. Calcule a distancia do ponto A ao plano .

Calcule a distancia de um ponto M a um circulo de raio 1 e que esta
situado num plano =, sabendo que a distancia de M a = € igual a 3 e que
a distancia de M ao centro do circulo é igual a 5.

Pelo circuncentro de um tridngulo equilatero ABC de 12 m de perimetro
traga-se a reta perpendicular ao plano do tridngulo, sobre a qual se aplica
0 segmento 0J = 4 m. Calcular JA, JB, JC e o valor do angulo que JA
forma com o plano do triangulo.

EH Séo dados um plano «, uma reta r pertencente a o. & um ponto A
exterior a o.. Sabendo que o ponto A dista5 cmde a.e 13 cm de r, calcule
a distancia de r a projegao ortogonal de A sobre a.
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Conceitos basicos de geometria espacial

\_EXERCICIOS NiVEL 2 X

EIUm plano paralelo as diagonais AC e BD do quadrilatero reverso
ABCD intersecta os lados AB, BC, CD e DA nos pontos P, Q, R e S,
respectivamente. Prove que PQRS é um paralelogramo.

[[F Séo dadas duas retas concorrentes a e b, e 0s planos o e f tais que
al o e bLp. Prove que a intersecao o, é perpendicular ao plano (a,b).

[iE] Calcule a distancia de um ponto do espaco ao plano de um tridngulo
retangulo, cuja hipotenusa é a, sabendo que as obliquas tragadas do ponto
ao0s vértices do tridngulo formam &ngulos de 60° com o0 mesmo plano.

[MABCD é um quadrado de lado a e M é o ponto da perpendicular ao plano
desse quadrado tragada pelo vértice A, tal que AM = a. Qual a medida do
diedro que tem por aresta MC e cujas faces sdo MBC e MDC?

[E ABCD é um quadrado cujo lado € a. Pelo vértice A levanta-se a
perpendicular ao plano do quadrado e sobre essa perpendicular toma-se
0 segmento AS = a. Calcule:

a. as distancias do ponto S aos vértices B, C e D do quadrado;
b. as distancias do ponto A aos planos SBC, SCD, SBD;
c. adistancia do ponto A a reta SC.

mAB =15cm, AC = 13 cm, BC = 4 cm sao os lados de um tridngulo
ABC ¢ 0 é o ponto exterior ao plano ABC. Sabendo que as distancias do
ponto O aos vértices do tridngulo ABC sdo iguais ao didametro do circulo
circunscrito a esse tridngulo, calcule a distancia de O ao plano ABC.

Pelo vértice A do triangulo equilatero ABC, traga-se o segmento AP,
perpendicular ao plano (ABC), de medida igual a BC. Calcule o angulo
entre os planos (PAB) e (PBC).

[iﬂ Sendo dados um circulo, um ponto qualquer S sobre seu €ixo e um
quadrilatero convexo ABCD circunscrito ao circulo, demonstre que no
angulo tetraédrico SABCD a soma das areas das duas faces opostas é
igual a soma das areas das duas outras.

[L]0s vértices A e B de um triangulo ABC distam 3 m e 5 m,
respectivamente, de um plano . Calcule a distancia do vértice C a esse
plano, sabendo que = contém o baricentro do tridngulo.

AB ¢ a perpendicular comum as retas ortogonais r e s. Sabendo que
AM =4m,BN =3 meAB = 5m, calcule MN.

1A M

Calcule o valor de um diedro, sabendo que um ponto A, a ele interior,
dista 4 m de sua aresta, 2 m de uma face e 2 V2. m da outra face.

As retas r e s séo reversas. Tomam-se os pontos A e M sobrer, Be N
sobre s, tais que AB é perpendicular comum ar e s. Prove que MN forma
angulos iguais com r e s se, e somente se, AM = BN.

EE] 0s triangulos ABC e DEF séo tais que se situam em planos distintos.
Sabe-se que as retas AB e DE se cortam em M, AC e DF se cortam em
N e BC e EF se cortam em P. Prove que M, N e P sdo pontos colineares.

\_EXERCICIOS NiVEL 3 X\

[EITrés semirretas de mesma origem sdo perpendiculares entre si.
Prove que a reta tragada da origem perpendicularmente a um plano
simultaneamente transversal a essas trés retas e que ndo contém a
origem intersecta este plano no ortocentro do tridngulo determinado pelas
intersecoes do plano com as semirretas.

[[FA Num paralelepipedo retangulo ABCD-EFGH, existe uma segéo que é
um hexagono regular. Prove que ABCD-EFGH é um cubo.

m V-ABC é um tetraedro em que o triedro de vértice I/ é trirretangulo.
SelVA =a,VB =b,VC = c, calcule a distancia de VV ao plano ABC.

[iﬂ (OMERJ) ABCD é um quadrilatero tal que:
ABC = BCD = CDA =DAB = 90° |

Prove que os vértices de tal quadrilatero sao coplanares.

\,_RASCUNHO X\
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Triedros e poliedros

ASSUNTO 1 2

Matematica V

1. Triedros

Define-se triedro, ou angulo triédrico, como a regiao gerada por trés
semirretas, nao coplanares, com mesma origem. Chamamos a origem de
vértice, as semirretas de arestas, e 0s angulos formados pelas semirretas
de faces do triedro.

Triedro V-ABC
vértice I/

faces a, b, ¢,

diedros A, B, C

Prova-se que vale a desigualdade triangular para as faces de um triedro:
se a, b e ¢ sdo os valores das faces, entdo a < b + ¢, com igualdade se
e somente se a aresta “oposta” a ¢ é interna ao angulo ¢ [as semirretas
seriam coplanares nesse caso]. Além do mais, tem-se quea + b + ¢
< 360°.

Em cada aresta, esta definido um angulo diedro. Para 0s angulos
diedros, tem-se que 180° < A + B + C < 540°.

Chamamos de triedro retangulo, birretdngulo e trirretangulo o
triedro que possua uma, duas e trés faces iguais a um angulo reto,
respectivamente. Chamamos de triedro isdsceles o triedro que possua
duas faces iguais.

2. Poliedros

Define-se como poliedro uma superficie poliédrica fechada, que é uma
superficie composta por um numero finito de poligonos nao coplanares
unidos pelos lados em comum. Chamamos de vértices do poliedro os
vértices dos poligonos da superficie, de faces os poligonos que formam
a superficie do poliedro, de arestas os segmentos de intersegao entre dois
poligonos consecutivos.

Vértices de ordem n sdo os vértices dos quais partem 1 arestas no poliedro.

S

No poliedro,
F,=2F=2F=4F=38,
V,=10,V,=1,V=11,A=17

Existem algumas importantes equagoes de contagem desses objetos,
a saber [indica-se por £, 0 nimero de faces de género n, e V, o nimero
de vértices de ordem n.
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F=F+F +F+F + ..
V=V, +V,+V,+V, + ..
2A=3F, + 4F, + 5F, + 6F, + ...
2A =3V, + 4V, + 5V, + 6V, + ...

Além dessas equacoes, existe a Relagao de Euler: para todo poliedro
convexo, vale a seguinte relagao: V + F = A + 2. Na verdade, essa
relaco vale nao apenas para os poliedros convexos. Todos os poliedros
que satisfazem a essa relagdo [que tem a ver com a topologia do solido]
sdo chamados de poliedros eulerianos.

Os poliedros que possuem todas as faces de mesmo género e todos 0s
vértices de mesma ordem sdo chamados de poliedros de Platdo. Prova-se

arestas VA, VB, VC  que sdo apenas 5 0s possiveis poliedros de Platdo:

Tetraedro: F = F, =4,V =V, = 4, A = 6 (dual de si mesmo)
Hexaedro: F=F, =6,V =V,=8A=12

Octaedro: F = F, =8,V =V, = 6,A = 12 (dual do hexaedro)
Dodecaedro: F =F, =12,V =V, =20,A =30

Icosaedro: F = F, = 20,V =V, =12, A = 30 (dual do dodecaedro)

A relacdo de dualidade acima descrita é a seguinte: tomando um
ponto sobre cada face de um dos solidos, e gerando convenientemente
um poliedro, obtém-se o dual. A relagao de dualidade é reciproca.

\,
\,
\,
\,
N,

4

Octaedro regular

@

Isocaedro regular

Tetraedro regular Hexaedro regular

2

Dodecaedro regular

Chama-se diagonal do poliedro a um segmento que une vértices que
ndo estejam numa face do poliedro. O ndmero de diagonais de um poliedro
pode ser obtido através de D = -1y _ A—d ,emquedéondmerode

n(n-3)
2

diagonais das faces do poliedro. Se d, =

€ 0 nimero de diagonais

numa face de género n, entdo tem-se d = d,fF, + d.f, + dF, + ...

Para calcular a soma de todos 0s angulos nas faces do poliedro, use
a sequinte formula: S = 360°(V - 2).



———\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \—————

[50 E possivel formar um poliedro regular de 6 faces, sendo todas
tridngulos?

Solucao: Suponha que F = F, = 6. Usando 3F, + 4F, + ... = 24,
temos que 3F = 2A. Como F = 6, segue que A = 9. Pela relacéo de
Euler, temos que V-9 + 6 = 2; logo V/ = 5.

Como o poliedro é regular, todos os vértices sao do mesmo tipo. Portanto,
de 3V, + 4V, + 5V, + ... = 2A, devemos ter k - V, = 18. Como V =
5, deveriamos ter k - 5 = 18, que nao nos daria um k inteiro. Entao, ndo
é possivel.

Comentario: Caso aceitdssemos poliedros nao regulares, seria
possivel. Basta “colar” dois tetraedros regulares ABCD e ABCE. Apesar
de ter todas as arestas de mesma medida, veja que os Vértices A, B,
C séo do tipo 4, enquanto D e E sao do tipo 3.

[[FA Demonstre que s6 existem 5 poliedros regulares. Além disso,
determine as quantidades de arestas, faces e vértices de cada um.

Solugao: Todas as faces devem ser do mesmo tipo, € 0 mesmo deve
acontecer para os vértices. Sejam, entao, n e k os tipos das faces e
dos vértices, respectivamente.

Temos quenfF = 24ekV/ = 24, quenosddo F = %e V= % Substituindo

na relagéo de Euler, temos que V-A + F=2 = %_A+ﬁ:2.
n

Isolando 0 4, temos A= e Precisamos, entdo, determinar

nk
2n+k)—n
as possiveis combinagoes de n e k que nos déo A inteiro.
Lembremos quen>3 ek > 3. Dai, vem a ideia de fazer as substituicoes
n=3+aek=3+ b. Substituindo na expresséo de A, temos que
4= 28+8)B+D) £ particular, temos que 3—a—b —ab > 0.
3-a-b-ab

E facil ver que as Gnicas opgdes para (a, b) sdo (0, 0), (1, 0), (0, 1),
(2, 0) e (0, 2). Se ha alguma das variaveis maior ou igual a 3, 0
denominador fica claramente menor ou igual a zero. Além disso, é
facil ver que todas as 5 solugdes geram valores admissiveis para A,
F, V. Essas 5 soluges dao os 5 poliedros regulares. Veja:

() (0,0):n=k=3,A=6,F=4,V = 4:tetraedro

(M (1,00:n=4k=3A=12,F=6,V = 8: cubo

(M (0,1):n=3,k=4,A=12,F = 8,V = 6: octaedro

(V) (2,0):n=5k=3A=30,F=12,V = 20: dodecaedro
(V) (0,2):n=3,k=5A=230,F =20,V = 12: icosaedro

———\ EXERCICIOS NIVEL 1 \———

[ElAchar o nimero de vértices de um poliedro convexo que possui
12 faces triangulares.

[FAchar o niumero de faces de um poliedro convexo que possui
16 angulos triedros

[E}Determinar o nimero de vértices de um poliedro que tem 3 faces
triangulares, 1 face quadrangular, 1 pentagonal e 2 hexagonais.

[J0 “cubo-octaedro” possui seis faces quadradas e oito triangulares.
Determinar o nimero de faces, arestas e vértices desse solido que é
euleriano.
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Triedros e poliedros

[ Quantas diagonais possui o dodecaedro convexo que tem 4 faces
quadrangulares e todas as demais triangulares.

[ calcular o nimero de diagonais do poliedro convexo de 7 faces e
7 vértices, sabendo que ele é constituido apenas por faces triangulares
e trapezoidais.

[izA Calcule a soma dos angulos internos de todas as faces do dodecaedro
convexo regular.

[EJA soma dos angulos de um poliedro é 7200°. Calcular o nimero de
faces, sabendo-se que é 2/3 do nimero de arestas.

[EJUm poliedro de 18 arestas s6 possui faces triangulares e hexagonais.
Determine quantas faces de cada tipo existem, sabendo que a soma dos
angulos das faces ¢é 2880°.

I um poliedro convexo & composto de 5 faces triangulares, 5 quadradas,
5 trapezoidais e uma pentagonal. Calcule o ndmero de arestas e de vértices
do poliedro.

EElDiga se existe ou ndo cada um dos triedros a seguir, dadas as suas
faces:

40°, 50° e 90°%;
90°, 90° e 90%;
200°, 100°, 80°;
150°, 140°, 130°.

oo

EFANum triedro, duas faces medem 100° e 140°. Diga entre que valores
pode variar a outra face.

——\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[EIUm poliedro convexo tem 7 faces. A soma dos angulos de todas as
faces é igual a 32 retos. Calcule o nimero de arestas desse poliedro.

[ Calcule o numero de diagonais de todo poliedro convexo de 13 faces
e 20 arestas.

[iE]Determine todos os poliedros de 10 arestas.

73 Um poliedro convexo possui, apenas, faces triangulares, quadrangulares
e pentagonais. 0 numero de faces triangulares excede o de faces
pentagonais de duas unidades. Calcular os nameros de faces de cada
tipo, sabendo que o poliedro tem 7 vértices.

[ Calcular o nimero de diagonais do poliedro convexo, cujas faces
sdo todas pentagonais, sabendo que todos os seus angulos sdlidos séo
triedros.

[[[ Um poliedro de 11 vértices tem o mesmo nimero de faces triangulares e
quadrangulares e uma face pentagonal. Calcule o nimero de faces desse poliedro.

[ZAEm um poliedro convexo de 18 arestas, o nimero de faces ¢ igual ao
namero de vértices, sendo triangulares 4 dessas faces. Calcule o nimero
de lados de cada uma das faces restantes, sabendo que sao poligonos de
mesmo numero de lados.
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[FJum poliedro convexo de 24 arestas é formado apenas por faces  [{[lJProve que, em qualquer poliedro euleriano, Fy+V,28.
triangulares e quadrangulares. Seccionado por um plano convenientemente
escolhido, dele se pode destacar um novo poliedro convexo, sem faces [l Quantas arestas no maximo pode ter um angulo poliédrico convexo
triangulares, com uma face quadrangular a mais e um vértice a menos  cujas faces medem todas 70°?
que o poliedro primitivo. Calcule o nimero de faces do poliedro primitivo.

EFAE possivel existir um triedro cujos diedros megam 40°, 50° e 60°?
[ElProve que, em todo poliedro euleriano, valem as seguintes relagdes:
AA+6<3F<24 EE)Dois diedros de um triedro medem 60° e 110°. D& o intervalo de
b)A+6<3V<24 variagao do terceiro diedro desse triedro.

N\, RASCUNHO N
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Prismas e piramides

ASSUNTO 1 3

Matematica V

1. Volumes

Essencialmente, queremos atribuir uma fungdo medida aos sélidos
do espago. Define-se volume como sendo essa fungdo medida, com as
seguintes propriedades:

Vol. 1. Se dois s6lidos sdo congruentes, entdo possuem volumes iguais.

Vol. 2. 0 volume da unido disjunta de dois ou mais solidos é a soma
dos volumes dos solidos.

Vol. 3. 0 volume do cubo de aresta unitaria é 1.

Vol. 4. Se dois sélidos sdo semelhantes numa razao K, entdo a razao
de seus volumes é K&.

Dizemos que dois sdlidos sdo equivalentes quando possuem volumes
iguais.

Além dessas propriedades, existe o principio de Cavalieri, que diz que
se segoes paralelas de dois solidos geram areas iguais, entao os solidos
possuem 0 mesmo volume. Precisamente, se existe uma reta tal que os
planos perpendiculares a ela geram sec0es de mesma drea nos solidos,
entao seus volumes sdo iguais. Esse principio é uma definigdo, dada de
forma que o volume funcione como a integral da area ao longo dessa reta.

FNE b 5

/

Se S,(x) = S,(x) paratodox er, entao V, = V,

=
—
\_/

A partir dessas propriedades, deduzem-se formulas e relagoes
de volumes entre os sdlidos notaveis que estudaremos a partir de ja.
E importante saber que volume também & uma maneira eficiente de ganhar
relagoes puramente métricas.

2. Prismas

Dado um poligono num plano, chama-se de superficie prismatica a
unido de todas as retas paralelas entre si que passam pelos pontos do
bordo do poligono, ndo coplanares com ele. O solido obtido entre duas
secoes paralelas de uma superficie prismatica é chamado de prisma.

E D’
A, CJ

Prisma ABCDE — AB’C’'D’E’

Bases: ABCDE e AB'C'D’E’

Arestas laterais: AA’, BB’, CC’, DD’, EE’
Altura: h

Ja que as segoes séo paralelas, prova-se que os poligonos gerados
assim, que chamamos de bases do prisma, sao congruentes. Da
mesma maneira, 0s poligonos gerados na superficie prismatica sdo
necessariamente paralelogramos, que formam o que chamamos de
superficie lateral do prisma. Sendo a altura do prisma a distancia entre os
planos das bases, tem-se a formula do volume: V = S, x h, 0 produto
da area da base pela altura do prisma.

Chamamos de segao reta de um prisma a se¢do de um plano
perpendicular as arestas laterais do prisma. Deduz-se a relagdo da area
lateral, como: S, ,; = &, % (20) ;0 e OU S€jA, 0 produto da aresta lateral
pelo perimetro da secdo reta. Também deduz-se a formula do volume
em funcao da secao reta: V = a,, x S, .., OU seja, 0 produto da aresta
lateral pela area da secao reta.

base

Podemos classificar um prisma segundo 0s seguintes critérios:

Prisma reto: as arestas laterais sao perpendiculares as bases. Dessa
maneira, as faces laterais sao todas retangulares.

Prisma obliquo: é o prisma que ndo é reto; logo, as arestas laterais
sao obliquas aos planos.

Prisma regular: é o prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

Também classificamos como triangular, quadrangular, pentagonal,
etc. de acordo com o poligono que define a base, a saber, tridngulo,
quadrilatero, pentagono, etc. Em particular, chamamaos de paralelepipedo
0 prisma cujas bases sao paralelogramos, de romboedro o prisma cujas
faces sao losangos, e de ortoedro o prisma cujas faces sdo retangulares.

Um tronco de prisma é o sdlido obtido pelo truncamento (corte) de um
prisma, ndo necessariamente paralelo a base. Em alguns casos, podemos
obter relagGes interessantes quanto ao volume de um tronco: se o tronco
for triangular ou se a base dele for um paralelogramo, entéo vale que o
volume € igual ao produto da area da secao reta pela média das arestas
laterais ou, equivalentemente, o produto da area da base do tronco pela
média das alturas dos outros vertices, relativas a base.

Na figura, o volume do tronco
ABC - AB’C’ é dado por

V'=Sype % (%j
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3. Piramides

Dado um poligono num plano e um ponto fora desse plano, define-se
superficie piramidal como sendo a unido de todas as retas tragadas a partir
do ponto e dos pontos do bordo do poligono. O sélido obtido através da segéo
de uma superficie piramidal por um plano qualquer é chamado de piramide,
cuja base é a secéo gerada e cujo vértice é o ponto fora do plano da se¢ao.

V

Piramide VV — ABCDE
vértice V

base ABCDE

altura h

A distancia do vértice a base de uma pirdmide é a altura da piramide.

Deduz-se a férmula do volume de uma piramide: V = %S,me x h, umtergo

do produto da area da base pela altura da piramide.

Chama-se de piramide regular aquela cuja base é um poligono regular
e a projecao ortogonal do vértice sobre a base é o centro da base, ou seja,
0 vértice estd no eixo do poligono da base.

Piramide VV — ABCDEF regular

0: centro da base

OM: ap6tema da base

V/O: altura da piramide

VM: ap6tema da piramide (apotema laterdl

De acordo com o poligono da base, classificamos a piramide como
triangular, quadrangular, pentagonal, etc., a saber, se a base for um
tridangulo, um quadrilatero, um pentagono, etc. Em particular, chama-se de
tetraedro a pirdmide triangular [n&o necessariamente regular]. Um tetraedro
¢ dito trirretangulo se existe um vértice cujo triedro € trirretangulo.

Um tronco de piramide é o solido obtido pelo truncamento de uma
pirdmide por um plano paralelo a base. Dessa maneira, prolongando
as arestas laterais temos duas pirdmides, uma maior € uma menor,
semelhantes entre si.

ABCD — AB’C’D’ ¢ tronco de piramide.
V-ABCD ~V-ABCD’

152

Vol. 3

N0 NN

——\, EXERCICIOS RESOLVIDOS \——

[[50 A figura a seguir mostra uma piramide reta de base quadrangular
ABCD de lado 1 e altura EF = 1. Sendo G o ponto médio da altura EF
e o 2 medida do angulo AGB, entdo cosa vale:

E

1 1
A) — D) —
(A) 5 (D) 5
1 1
B) = E) _
®) 5 ® <
1
c) L
(©) i
T : o 2
Solucao: Vejaque AF mede metade da diagonal AC, logo, AF :7 .
Usando o teorema de Pitdgoras no triangulo AGF, temos que
2 2
AG? :[\f] +(%j ,que nos daAG =§. Analogamente, BG :?.

Como ja sabemos que AB = 1, podemos utilizar a lei dos cossenos no

triangulo ABG: 12 = [\/gjz & (*BT = Q[ﬁ]{ﬁjws(x
2 2 2 )| 2

. 1
Dai, cosa = —.
*3

mUm triedro trirretangulo é cortado por um plano que intercepta
as trés arestas, formando um tridngulo com lados medindo 8 m,
10 m e 12 m. Determine o volume, em m’, do s6lido formado.

Solucao: Sejam x, y, z as medidas das arestas que concorrem
perpendicularmente duas a duas.
Utilizando o teorema de Pitagoras, temos o sistema de equagoes
X%+ y? =64
y?+ 272 =100. Somando todas as equacOes, temos que
7+ x2 =144
X2 + y? + 72 = 154. Subtraindo esta de cada uma das equagdes do
sistema, obtemos z =~/90, x =54 ¢ y =~/10.

1 )
Agora, vejaque o volume do solido éiguala V = 3 % -Z= % (considere

que a base é um triangulo retangulo de catetos x e y, por exemplo).
Logo, o volume € igual a |/ — V90154 /10 — V=156 m®. -
6




[ik] Uma piramide quadrangular regular tem todas as arestas iguais ax.
Quanto vale o volume dessa piramide?

Solugao: Ao tragar a altura da pirdmide, é possivel formar um triangulo

retdngulo de hipotenusa x e catetos h e # Pelo teorema de
2
Pitagoras, temos que x* =h? + % ,que gera h = %
3
Portanto, o volume é |/ :%,XZ ¥ _X g/i

I No cubo de aresta ‘a’ mostrado na figura adiante, X e Y séo pontos
médios das arestas AB e GH respectivamente. Considere a piramide de
vértice F e cuja base é o quadrilatero XCYE. Calcule, em funcdo de a,

H G
Y
E F
D c
A X B

a. o0 comprimento do segmento XY;
b. aarea da base da piramide;
c. 0 volume da piramide.

Solugao:

a. Basta ver que o quadrilatero AXYH é um paralelogramo, pois AX e YH
sao iguais e paralelos. Dai, temos que XY = AH = a2 (diagonal do
quadrado).

b. Cuidado para ndo achar que XCYE é um quadrado, porque nao
é. Os tridngulos AEX, EHY, CGY e BCX sdo congruentes (L.A.L.);
logo, EX = XC = CY = YE, ou seja, 0 quadrilatero XCYE é um losango.
Entéo, sua area é igual a metade do produto de suas diagonais.
No item a, ja calculamos uma delas. A outra é (diagonal do cubo).

a2 a3 2\
2 2

c. Como queremos o volume da pirdmide e no item anterior

Entéo, a drea procurada é iguala S =

calculamos a drea de sua base, ficamos tentados a tentar calcular
sua altura. No entanto, isso nao é tao simples. Vamos a uma outra
abordagem.

Veja, inicialmente, que o plano XCYE divide o cubo em duas partes
congruentes. Para o célculo do volume pedido, podemos retirar
de uma dessas metades do cubo as pirdmides YFGC e BCXF, que
S0 iguais.

a
1 BC-BX 125 PX
Temos Vscxp=§' -BF:VBCXF:?TZ.&:E_
a3 a3 a3
Portanto, 0 volume da pirdmide ¢ iguala V = 5 2 T =>V= 3
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Prismas e piramides

———\_EXERCICIOS NiVEL 1 \———

1] Um ortoedro tem dimensdes a, b e ¢, diagonal d e érea total S.
Proveque @+ b +¢)>=d? + S.

[[FA ABC ¢ um triangulo equilatero de lado 1 sobre um plano o. A4 = 1,
BB’ =2 e CC’ = 3 sdo perpendiculares a o.. Calcule a area do tridngulo
AB’C’. Galcule também o volume do sdlido ABCABC’.

[E] Dada uma piramide quadrangular regular de altura 4 e aresta da base 6,
calcule:

volume e area total;

raio da esfera circunscrita;

raio da esfera inscrita;

raio da esfera tangente as arestas;
volume de um tronco de altura 1;
area lateral do tronco.

~o oo o

[ Na figura ABC € um triangulo equilatero de 8 m de lado. AM, BN e
CP sao perpendiculares ao plano ABC, sendo BN = CP = 6 m. Sabendo
que os planos ABC e MNP formam angulo de 30°, calcule a area total e 0
volume do tronco de prisma.

A C

[ Um prisma hexagonal obliquo de 124/3 m? de drea da base e 5 m de
altura tem, por secao reta, um poligono regular de 2 m de lado. Calcular
a area lateral do sdlido.

m Um prisma hexagonal regular tem altura igual ao didmetro do circulo
circunscrito ao poligono da base. As diagonais menores da base medem
15 dm. Calcule a 4rea lateral do prisma, em m2.

(ITA-90) Seja V o vértice de uma piramide com base triangular ABC.
0 segmento AV, de comprimento unitario, é perpendicular a base.

Os angulos das faces laterais, no vértice V/, sdo todos de 45 graus.
Deste modo, o volume da pirdmide sera igual a:

W 2z -2
®) V22
© 12-2
0) 2221

(E) n.d.a.
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[[T] (1ITA-88) As arestas laterais de uma piramide regular de 12 faces
laterais tem comprimento /. O raio do circulo circunscrito ao poligono da

2

base desta piramide mede 76. Entdo, o volume desta piramide vale:

(A 3272, D) V2.
(B) 2 2. (E) ?ﬁ.
(€) %ﬁ.

[Z] (CBERJ-89) Na figura, temos uma piramide quadrangular regular de
altura 8 m e cuja base tem perimetro de 48 m. A distancia do vértice “D”
a face “AMB” é:

m (EN-92) Em uma piramide quadrangular regular a altura é 2 e a aresta da
base é 8. 0 cosseno do angulo diedro entre duas faces laterais adjacentes
vale:

m(EN-04) Em uma pirdmide regular cuja base é um quadrado, 0s
numeros /2, o apotema a da base e a altura h da pirdmide formam,

nesta ordem, uma progressao aritmética e a soma destes é 9v2. 0 valor
da area da superficie total desta pirdmide é:

(A) 24(1+2V17).
(B) 48(3++/34).
(C) 36(2+2V34).

0) 12(3+3V17).
(E) 24(3+34).

EF (AFA-06) O produto da maior diagonal pela menor diagonal de um
prisma hexagonal regular de érea lateral igual a 144 cm? e volume igual a

14443 cmd é:
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———\_EXERCICIOS NiVEL 2 \———

[i1] Prove que se um poliedro admite uma esfera inscrita, entao, seu volume

¢ dado por V = %Sr, em que S é a area total e r é o raio da esfera.

[i7 Prove que se um prisma é circunscrito a uma esfera de raio R, seu
} 1 s
volume €é dado por V = ES,r ,onde S, é a area lateral.

[E] As areas de duas faces de um tetraedro sdo iguaisaSe S’ eaéo
comprimento da aresta comum a essas faces. Sendo o 0 angulo diedro
entre essas faces, calcule o volume do tetraedro.

[ ABCD ¢ o paralelogramo contido no plano o. A4’ = a, BB’ = b, CC’ = ¢
e DD’ = d sdo perpendiculares a o.. Que relagao existe entre a, b, c e d
para que A, B’, C’ e D’ sejam coplanares? Considere que A, B’, C’ e D’
estao num mesmo semiespaco definido pelo plano de A, B, C e D.

[F ABCD ¢ um quadrado de lado 2, contido num plano o. A4’ = 2,88’ =1,
CC’ = 4eDD’ = xsao perpendiculares aa.e A, B’, C’ e D’ sdo coplanares.
Calcule:

a x
b. o volume do tronco de prisma ABCD-AB’C’D’
c. 0 angulo entre os planos (ABCD) e (AB’C'D’)

[[[ Dado um cubo ABCD-RSTU de 4 m de aresta, considere os pontos M
e NV, médios respectivamente das arestas AB e AD, bem como o ponto J,
pertencente a aresta BS, e distante 1 m do vértice B. Calcule o perimetro
e a area da secdo produzida no cubo pelo plano MNJ.

Determine o volume de um tronco de pirdmide de altura h, rea da
base maior S e area da base menor S’.

[[F Um tronco de piramide tem bases de areas S e S”. Calcule a area da
se¢do média (secdo equidistante das bases do tronco).

[Z] As bases de um tronco de pirdmide séo poligonos regulares de bases
de areasaeb (@ > b). Calcule o lado da secdo paralela as bases que
divide o tronco em dois outros de mesmo volume.

KL Trés esferas iguais de raio r sao tangente entre si duas a duas e
tangentes a um plano o. Calcule o raio da esfera tangente as trés esferas
€ a0 plano o.

———\_EXERCICIOS NfVEL 3 \———

m Um tetraedro ABCD ¢ tal que as arestas AB e CD séo ortogonais e
medem 3 e 6. Calcule a maior area da se¢ao gerada por um plano paralelo
aABeCD.

m Considere uma piramide quadrangular regular V-ABCD de lado da base
6 e altura da piramide 6. Tal pirdmide é seccionada por um plano que passa
pelo ponto médio de VA, e que intercepta o plano BCD segundo uma reta
externa a ABCD, paralela a BC, distando 6 de BC. Calcule a drea da se¢ao
determinada por tal plano.

[iE] Determine o raio da esfera circunscrita a um tronco de piramide
quadrangular regular de altura h sendo os lados das bases 2a e 2b.



