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MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

EIXOS COGNITIVOS (comuns a todas as areas de conhecimento)

dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer
|. Dominar linguagens (DL) uso das linguagens matematica, artistica e cientifica e
das linguas espanhola e inglesa.

construir e aplicar conceitos das varias areas do conhe-
cimento para a compreensao de fendbmenos naturais, de
processos historico-geograficos, da producao tecnoldgica
e das manifestacdes artisticas.

Il. Compreender fenémenos (CF)

selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
[l. Enfrentar situacdes-problema (SP) informacdes representados de diferentes formas, para
tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema.

relacionar informacgodes, representadas em diferentes
IV. Construir argumentacdo (CA) formas, e conhecimentos disponiveis em situacdes con-
cretas, para construir argumentagao consistente.

recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola

para elaboragao de propostas de intervengao solidaria

na realidade, respeitando os valores humanos e consi-
derando a diversidade sociocultural.

MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

Competéncia de area 1

V. Elaborar propostas (EP)

Construir significados para os numeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa¢des dos nimeros e opera-
¢Oes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 | Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 | Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

Ha Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgao de argumentos sobre afirmagoes
quantitativas.

H5 | Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2

Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

H6 Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espaco tridimensional e sua
representacdo no espago bidimensional.

H7 | Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8 | Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espago e forma.

HY Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selegao de argumentos propostos como solugdo de pro-

blemas do cotidiano.




Competéncia de area 3

Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a solu¢ao de problemas
do cotidiano.

H10 | Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 | Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.

H12 | Resolver situagdo-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 | Avaliar o resultado de uma medi¢cao na construcao de um argumento consistente.

H14 Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relaciona-
dos a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4

Construir nogdes de variagao de grandezas para a compreensao da realidade e a solugdo de problemas
do cotidiano.

H15 | Identificar a relagdo de dependéncia entre grandezas.

Resolver situacao-problema envolvendo a variagdo de grandezas, direta ou inversamente propor-

Hi6 | -~~~
cionais.

Analisar informac¢des envolvendo a variacdo de grandezas como recurso para a construcao de

H17 -
argumentacgao.

H18 | Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de area 5

Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando
representacoes algébricas.

H19 | Identificar representacdes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 | Interpretar grafico cartesiano que represente relagdes entre grandezas.

H21 | Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 | Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construcdo de argumentacao.

H23 | Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6

Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsao
de tendéncia, extrapolacao, interpola¢do e interpretacéo.

H24 | Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 | Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréaficos.

H26 | Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgao de argumentos.




MATRIZ DE REFERENCIA PARA O ENEM

Competéncia de area 7

Compreender o carater aleatdrio e ndo-deterministico dos fendbmenos naturais e sociais e utilizar
instrumentos adequados para medidas, determinacao de amostras e calculos de probabilidade para
interpretar informacdes de varidveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados expressos em

H27 uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 | Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construcdo de argu-

H29 -
mentacao.

Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e pro-

TEY babilidade.

OBJETOS DE CONHECIMENTO ASSOCIADOS A MATRIZ DE REFERENCIA

operagdes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros,

racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatora-

Conhecimentos numeéricos cdo, razdes e proporcdes, porcentagem e juros, relacdes

de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progres-
sdes, principios de contagem.

caracteristicas das figuras geométricas planas e espa-
ciais; grandezas, unidades de medida e escalas; com-
primentos, areas e volumes; angulos; posi¢des de retas;
Conhecimentos geométricos simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e
semelhanca de tridngulos; teorema de Tales; relagoes
métricas nos triangulos; circunferéncias; trigonometria
do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e representacdo e analise de dados; medidas de tendén-
- cia central (médias, moda e mediana); desvios e varian-
probabilidade cia; nocdes de probabilidade.

graficos e fungodes; funcdes algébricas do 1° e do 2°
graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmi-
cas; equagoes e inequagoes; relagdes no ciclo trigono-
métrico e fungdes trigonométricas.

Conhecimentos algébricos

Conhecimentos algébricos/ plano cartesiano; retas; circunferéncias; paralelismo e
geométricos perpendicularidade, sistemas de equagdes.

Disponivel em: http://portal.mec.gov.br. Acesso em : 28 jul. 2014.




SEQUENCIAS NUMERICAS

ANALISE COMBINATORIA 1

Em um patio fechado coloca-se um casal de coelhos. Supondo que em cada més, a partir do segundo més de vida, cada
casal dd origem a um novo casal de coelhos, ao fim de um ano, quantos casais de coelhos estdo no patio?

O problema matematico descrito acima foi elaborado por Leonardo Fibonacci. Ele origina uma sequéncia numérica co-
nhecida como Sequéncia de Fibonacci. Esta sequéncia é construida de forma que cada numero é igual a soma dos dois que o
antecedem.

SEQUENCIAS

Uma sequéncia ou sucessao é uma lista ordenada de objetos, nUmeros ou eventos, com dois aspectos importantes: o tipo
e a ordem dos elementos. Todos os elementos de uma sequéncia sdo do mesmo tipo e obedecem a uma mesma ordem.

SEQUENCIAS NUMERICAS

Na Matematica nos interessamos pelas sequéncias numéricas cujos termos se sucedem obedecendo a uma determinada
lei. A essa lei da-se o nome de lei de formagao da sequéncia, com a qual podemos determinar qualquer um de seus termos.

De maneira geral, pode-se representar as sequéncias numéricas por:
(a;, @y a5 ..., @)

Sendo:

® a, oprimeiro termo da sequéncia.
= a,0segundo termo da sequéncia.
* a, o terceiro termo da sequéncia.

* a_ o enésimo termo da sequéncia.

Exemplo:

= Na sequéncia numérica (3, 6, 9, 12, ...), de multiplos positivos de 3, temos que: a,=3,a
sucessivamente.

=6,a;,=9,a,=12, eassim

2 3

LEI DE FORMACAO DE UMA SEQUENCIA NUMERICA
POR RECORRENCIA

Caracteriza-se por duas regras: uma que identifica o primeiro termo a, e outra que relaciona cada termo a_ com seu ante-

cessora. ..

Exemplo:

Seja a sequéncia finita A cujos termos obedecem a seguinte lei de recorréncia:

a=3 todo n € IN*
, para todo n )
an+1:an+2p

= Paran=1,temosquea,=a +2=3+2=5
= Paran=2,temosquea;=a,+2=5+2=7
= Paran=3,temosquea,=a,+2=7+2=9
" Paran=4,temosquea,=a,+2=9+2=11

Portanto, A=(3,5, 7,9, 11)
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PELO TERMO EM FUNCAO DE SUA POSICAO

Caracteriza-se por uma férmula que expressa a, em fungdo de n.

Exemplo:
Seja a sequéncia infinita A cujos termos obedecem a seguinte lei: a, = 3", para todo n natural positivo.

= Paran=1,temosquea, =3'=3
= Paran=2,temosquea,=3>=9
= Paran=3, temos que a, =3*=27
= Paran=4,temos quea,=3"=81

Portanto, A= (3,9, 27, 81, ...)

POR UMA PROPRIEDADE DOS TERMOS
Caracteriza-se por uma propriedade comum aos termos da sequéncia.

Exemplo:
= Seja a sequéncia infinita A cujos termos sdo 0s nuUmeros primos positivos escritos em ordem crescente.

Portanto,A=(2, 3,5,7,11, 13, ...)

PROGRESSOES ARITMETICAS

Progressdo Aritmética é toda sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo, é o anterior somado a uma
constante chamada razdo da progressao.

Exemplo:

= Nasequéncia(2,5, 8,11, 14, ...) cada termo, a partir do segundo, é o anterior somado ao nimero 3, que é a razdo dessa
progressao.

Observe que, para obter a razdo de uma progressao aritmética, basta subtrair de qualquer termo, a partir do segundo, o
termo anterior.

Assim, na PA genérica (a,, a,, a,, a,, ..., a,) de razdo r, temos que:
a,—a, =a,—a, =a

—a,= ..="I

4 B]

CLASSIFICACAO
As progressdes aritméticas podem ser classificadas em crescentes, decrescentes ou constantes.
PROGRESSAO ARITMETICA CRESCENTE

E uma progressdo aritmética em que cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo imediatamente anterior. Para
que isso ocorra, basta que sua razdo seja positiva.

Exemplo:
(5,9,13,17, 21, ...) é uma PA crescente, poissuarazaioér=9—-5=4> 0.

PROGRESSAO ARITMETICA DECRESCENTE

E uma progressio aritmética em que cada termo, a partir do segundo, é menor que o termo imediatamente anterior. Para
que isso ocorra, basta que sua razdo seja negativa.

Exemplo:
(4,1,—2, -5, -8, ...) ¢ uma PA decrescente, pois suarazdio ér=1—4=-3 < 0.

PROGRESSAO ARITMETICA CONSTANTE
E uma progressio aritmética em que todos os termos sdo iguais. Para que isso ocorra, basta que sua razdo seja nula.

Exemplo:

(7,7,7,7,7,...) € uma PA constante, pois suarazao ér=7 —7=0.
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TERMO GERAL

O termo geral de uma progressdo aritmética é uma férmula que relaciona cada um dos seus termos a sua respectiva posigdo.
Assim, na PA genérica de razdo r a seguir, temos que:

(@, 3y 353, .., a,)

a,=a; tr

a;=a,tr=(a +r)+r=a+2r

a,=a;+r=(a +2r)+r=a+3r

a;=a,tr=(a +3r)+r=a+4r

Assim, analisando o padrdo das igualdades, pode-se concluir que o termo de ordem n é igual ao primeiro termo adicionado
a (n — 1) vezes a razdo, ou seja:

a,=a;+(n—-1).r
Sendo que:
= a,éol2termo,
= a, éoenésimotermo,

= n éaposicdo do enésimo termo,

= réarazdo.

PROPRIEDADE

=  Em qualquer progressdo aritmética, cada termo, a partir do segundo, é a média aritmética entre seus termos vizinhos.
Exemplo:
Na PA (2,7,12,17, 22), temos que:

2+12 _  7+17 _ 12+22 _
5 17 =12e ) =17

= Em qualquer progressdo aritmética, a soma de dois termos equidistantes dos termos extremos é constante e igual a
soma dos termos extremos.

Exemplo:
Na PA (2,7,12,17, 22), temos que:
2+22=7+17=12.2=24

= Qualquer progressao aritmética de trés termos e razao r pode ser expressa na forma:
(x—=rx,x+r)
= Qualquer progressdo aritmética de quatro termos e razao 2r pode ser expressa na forma:

(x—=3rx—rx+rx+3r)

INTERPOLACAO ARITMETICA

Interpolar, ou inserir n meios aritméticos entre dois nimeros reais a e b, significa obter uma progressao aritmética com
n + 2 termos e extremos a e b.

Exemplo:
Inserir 3 meios aritméticos entre 12 e 20 significa obter uma progressdo aritmética como a mostrada a seguir:
(12, _, _,_,20)

Para isso, basta determinar o valor da razao.
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SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS

Durante uma aula de aritmética em uma pequena cidade do interior da Alemanha, um professor pediu a seus alunos que
calculassem o valor da soma:
S=14+2+3+..4+98+99+ 100

Imediatamente apds o problema ter sido proposto, um aluno, chamado Johann Carl Friedrich Gauss, escreveu em sua
pequena lousa o numero 5.050 deixando o seu professor muito impressionado.

Observe a justificativa usada por Gauss para resolver tal questdo com tanta rapidez:
Escrevendo novamente a soma S, temos que:

S=1+2+3+..+98+99 + 100

(=T ]

A soma de 1 com 100, de 2 com 99, de 3 com 98, de 4 com 97, e assim por diante, é sempre igual ao nimero 101, ou seja:
(1+100)=(2+99)=(3+98)=..=101
Como na soma desejada este nimero aparece 50 vezes, temos que:
S=101.50 = 5050.

Intuitivamente, Gauss utilizou a ideia de que a soma de dois termos equidistantes dos termos extremos de uma PA é cons-
tante e igual a soma dos termos extremos.

Pode-se utilizar o mesmo procedimento para se obter a expressdo que fornece a soma dos n primeiros termos de uma
progressdo aritmética. Assim, considere a PA genérica de razdo r a seguir:

(a, a5 353, .., a,)
Asoma$S =a, +a,+a;+..+a dosseusntermos é dada por:

(a1 tan).n
Snh = 2
Sendo que:
=S, € a soma dos n primeiros termos.
= a, éol2termo.
= a, éo lltimo termo somado.

= néaquantidade de termos somados.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia numé- | 02| Escreva os quatro primeiros termos da sequéncia que
ricaa =3 — 5n, para todo n € IN*. {3124

, para todo n € IN*.
an+1—=ant+t6 P

Resolugao:
Resolugao:
Paran=1,temosa, =3 —51=-2
Paran=1,temosa,=a, +6=4+6=10
Paran=2,temosa,=3—-52=—7
Para n=2,temosa3=a2+6=10+6=16

PRI = 8 IEES ;= 8 = 88 =12 Paran=3,temosa,=a,+6 =16+ 6 =22

Paran=4,temosa,=3—54=-17 Paran=4,temosa,=a, +6=22+6=28

Portanto, a sequéncia numérica é (-2, —7, —12, —17) Portanto, sequéncia numérica é (10, 16, 22, 28)
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03| DadaaPA(x+1,3x+1,x+ 13, ...) determine o valor de
X e, em seguida, a sua razdo.

Resolugao:
Em uma PA, temos que a, —a, =a, — a,. Assim, temos que:
Bx+1)—(x+1)=(x+13)—(3x+1)=x=3.
Substituindo na PA, temos que:
(4, 10, 16, ...) e suarazdo ér=10 — 4 = 6.

Portanto, x =3 erazdor = 6.
04| Determine o 12 termo e a razdo da PA tal que:

a; tas =31
az t+tag =43
Resolugao:

Utilizando o termo geral para cada termo do sistema, te-
mos que:

* Nal?equagdo:a,=a,+rea;,=a, +4r

" Na2?equagdo:a,=a, +2reaz=a, +7r

Dai, obtém-se:

a1 +tr+ar+4r=31 2a;1 +5r=31
a1+2r+a1+7r:43$ 2a1 +9r =43

Resolvendo o sistema, obtém-se a,=8er=3.

05| Calcule a soma dos 60 primeiros termos da PA (2, 10, 18, ...).
Resolugao:

Primeiramente, deve-se determinar o ultimo termo a
ser somado, ou seja, a.

Fazendon=60ema_ =a, +(n— 1).r temos que:
agy=a, +59r&a,, =2+59.8&a,, =474

(a1 tan).n

Fazendon =60 em S, = 3 , temos:

(a1t ae0).60 (2+474).60
Sen = 2 - 2

= 14.280

Portanto, a soma dos 60 primeiros termos é 14.280.

H EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Determine a posi¢do do nimero 1875 na sequéncia de-
finida pora, = 3. 5n, para todo n € IN*.

02| A sequéncia numérica definida pela férmula de recor-
ar=ax=1

A = a1 tan para n = 3 é conhecida como
n — dn—1 n—2

réncia {
sequéncia de Fibonacci e construida de tal forma que
cada nimero é igual a soma dos dois que lhe antecedem.

Essa sequéncia foi originada a partir de um problema ma-
tematico elaborado por Leonardo Fibonacci (1170-1250),
descrito da seguinte forma:

Em um pdtio fechado coloca-se um casal de coelhos. Su-
pondo que em cada més, a partir do segundo més de vida,
cada casal dd origem a um novo casal de coelhos, ao fim
de um ano, quantos casais de coelhos estdo no pdtio?

@ Escreva os sete primeiros termos da sequéncia;

() Resolva o problema elaborado por Fibonacci.

03| UNESP Sabendo-se que (X, 3,Y, Z, 24), nesta ordem,
constituem uma PA derazdorr,

0 escrevaX, YeZemfuncioder;

® calcule araziordaPAeosvaloresde X, YeZ.

04| Na figura a seguir, temos trés quadrados construidos
com palitos de fésforo idénticos.

Nessas condigcGes, quantos palitos sdo necessarios para
construir 160 quadrados?

05| Responda os itens a seguir:
@ Quantos multiplos de 6 ha entre 1 e 800?
(® Quantos multiplos de 9 hd entre 100 e 1000?
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06| Responda os itens a seguir:

@ Qual é 032° termo da PA de raziio derazior=2e
a,,=49?

® Qual é 027° termo da PAderazdo derazdor =4 e
a;; = 227

® Qual é a razio de uma PA que temos ag=19e
a,;=—5?

07| Nos quildmetros 40 e 238 de uma rodovia da figura a se-
guir estdo instalados telefones de emergéncia. Ao longo da
mesma rodovia e entre estes quildbmetros, pretende-se ins-
talar 10 outros telefones de emergéncia. Se os pontos ad-
jacentes de instalagdo dos telefones estdo situados a uma
mesma distancia, qual é esta distancia, em quildometros?

08| Responda os itens a seguir:

© Qual é a soma dos 40 primeiros termos da progres-
sdo aritmética (5, 9, 15, ...).

® Qual é a dos 100 primeiros termos da progress3o
aritmética (3, 10, 17, 24, ...)?

09|
O Somatorio

Um somatério é um operador matematico que nos per-
mite representar facilmente somas de um grande nume-
ro de termos, até infinitos. E representado com a letra
grega mailscula sigma (X), e é definido por:

S 6(n) = F(0) £+ 1)+ o 1)+ ()

n=i

A variavel n é o indice do somatdrio que designa um va-
lor inicial chamado limite inferior, i.

A varidvel n percorre os valores inteiros até alcangar o li-
mite superior, k. Observe que:

Se quisermos expressar a soma dos quadrados dos cin-
co primeiros numeros naturais podemos representa-lo
assim:

5
D iP=12+22+32+42+52 =55
n=1
Calcule as seguintes somas:

) i(loo —3n)

n=1

(A) i(Zn +1)

n=1

10

UNB-DF No projeto urbanistico de uma cidade, o paisa-
gista previu a urbanizagdo do canteiro central de uma das
avenidas, com o plantio de 63 mudas de Flamboyant, to-
das dispostas em linha reta e distantes 5 m uma da outra.
No dia do plantio, o caminhdo descarregou as mudas no
inicio do canteiro central, no local onde seria plantada a
primeira muda. Um jardineiro foi designado para execu-
tar o servigo. Para isso, partindo do lugar onde as mudas
foram colocadas, ele pegou trés mudas de cada vez, plan-
tou-as nos locais designados, enfileirando-as uma apds a
outra. Calcule, em hectometros, a distancia total minima
percorrida pelo jardineiro apds finalizar o trabalho. Des-
preze a parte fracionaria de seu resultado, caso exista.

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Uma professora realizou uma atividade com seus
alunos utilizando canudos de refrigerante para montar
figuras, onde cada lado foi representado por um canu-
do. A quantidade de canudos (C) de cada figura depen-
de da quantidade de quadrados (Q) que formam cada
figura. A estrutura de formacgao das figuras esta repre-
sentada a seguir.

Figura | Figura Il Figura lll

Que expressdo fornece a quantidade de canudos em
funcdo da quantidade de quadrados de cada figura?

0O c=4Q

O c=30+1
® c=4Q-1
® c=Q+3
0O c=4Q-2

02| ENEM As projegdes para a produgdo de arroz no periodo
de 2012-2021, em uma determinada regido produtora,
apontam para uma perspectiva de crescimento constan-
te da produgdo anual. O quadro apresenta a quantidade
de arroz, em toneladas, que serd produzida nos primei-
ros anos desse periodo, de acordo com essa projegao.

Ano | Projec¢do da produgdo (t)
2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que devera
ser produzida no periodo de 2012 a 2021 sera de:
497,25

500,85

502,87

558,75

563,25

WOPOO
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03| ENEM Jogar baralho é uma atividade que estimula o ra-
ciocinio. Um jogo tradicional é a Paciéncia, que utiliza
52 cartas. Inicialmente sdo formadas sete colunas com
as cartas. A primeira coluna tem uma carta, a segun-
da tem duas cartas, a terceira tem trés cartas, a quarta
tem quatro cartas, e assim sucessivamente até a sétima
coluna, a qual tem sete cartas, e o que sobra forma o
monte, que sdo as cartas ndo utilizadas nas colunas. A
quantidade de cartas que forma o monte é:

21
24
26
28
31

QOO

04| ENEM O nuimero mensal de passagens de uma deter-
minada empresa aérea aumentou no ano passado nas
seguintes condigdes: em janeiro foram vendidas 33.000
passagens; em fevereiro, 34.500; em margo, 36.000.
Esse padrao de crescimento se mantém para os meses
subsequentes. Quantas passagens foram vendidas por
essa empresa em julho do ano passado?

38 000
40 500
41 000
42 000
48 000

WO

05| FGV Um anfiteatro tem 12 fileiras de cadeiras. Na 12 fileira

ha 10 lugares, na 22 ha 12, na 32 ha 14 e assim por diante
(isto &, cada fileira, a partir da segunda, tem duas cadeiras
a mais que a da frente). O nimero total de cadeiras é:

0O 250

0 252

® 254

® 256

@ 258

06| UNISC Numa progressdo aritmética, observa-se que a

“, n

soma (S,) dos seus “n” termos iniciais (“n” indica a posi-
¢do de cada termo na série) é fornecida pela expressao
S,=7n— n?. Assinale a alternativa que mostra o valor do
termo que ocupa a 52 posicdo da série.

0o -2
(B 1
® 4
® 7
G 10

07| PUCRJ A soma de todos os nimeros naturais pares de
trés algarismos é:

0O 244888
100000

@ @

247050

©

204040
® 204000

08| ESPM Dois irmdos comegaram juntos a guardar dinheiro
para uma viagem. Um deles guardou RS 50,00 por més e
o outro comecou com RS 5,00 no primeiro més, depois
RS 10,00 no segundo més, RS 15,00 no terceiro e assim
por diante, sempre aumentando RS 5,00 em relacdo ao
més anterior. Ao final de um certo nimero de meses,
os dois tinham guardado exatamente a mesma quantia.
Esse nimero de meses corresponde a:

pouco mais de um ano e meio.
pouco menos de um ano e meio.
pouco mais de dois anos.

pouco menos de um ano.

WO

exatamente um ano e dois meses.

09| ENEM Nos ultimos anos, a corrida de rua cresce no
Brasil. Nunca se falou tanto no assunto como hoje, e a
quantidade de adeptos aumenta progressivamente, afi-
nal, correr traz inumeros beneficios para a saude fisica e
mental, além de ser um esporte que nao exige um alto
investimento financeiro.

Disponivel em:http://www.webrun.com.br. Acesso em: 28 abr. 2010.

Um corredor estipulou um plano de treinamento diario,
correndo 3 quilometros no primeiro dia e aumentando
500 metros por dia, a partir do segundo. Contudo, seu
médico cardiologista autorizou essa atividade até que
o corredor atingisse, no maximo, 10 km de corrida em
um mesmo dia de treino. Se o atleta cumprir a reco-
mendacdo médica e praticar o treinamento estipulado
corretamente em dias consecutivos, pode-se afirmar
gue esse planejamento de treino s6 podera ser execu-
tado em, exatamente,

O 12 dias
13 dias
14 dias

15 dias

@ O @ ©

16 dias
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10| ENEM O trabalho em empresas de exige dos profissio- Funciondrio I: aproximadamente 200 estrelas.
nais conhecimentos de diferentes areas. Na semana Funcionario Il: aproximadamente 6.000 estrelas.
passada, todos os funcionarios de uma dessas empresas Funcionario Ill: aproximadamente 12.000 estrelas.
estavam envolvidos na tarefa de determinar a quanti- Funcionario IV: aproximadamente 22.500 estrelas.
dade de estrelas que seriam utilizadas na confecgao de Funcionario V: aproximadamente 22.800 estrelas.

um painel de Natal. Um dos funcionarios apresentou um
esbogo das primeiras cinco linhas do painel, que tera, no
total, 150 linhas.

Qual funcionario apresentou um resultado mais proxi-
mo da quantidade de estrelas necessaria?

(A I

PAGIRA A SR A A oA SERA o o o Gl % 0k o 0k o £ RN o I
12 22 32 42 52 1502 ® 1
Ap0s avaliar o esboco, cada um dos funcionarios esbo- ® v
GOu sua resposta: (E JAY;

PROGRESSOES GEOMETRICAS

Progressdao Geométrica é toda sequéncia numérica em que cada termo, a partir do segundo, é o anterior multiplicado por
uma constante chamada razao da progressao.

Exemplo:

= Nasequéncia (2, 6, 18, 54, 162, ...), cada termo, a partir do segundo, é o anterior multiplicado pelo nimero 3, que é a
razao dessa progressao.

Observe que, para obter a razdo de uma progressdao geométrica, basta dividir qualquer termo, a partir do segundo, pelo
termo imediatamente anterior.

Assim, na PG genérica (a,, a,, a,, 3,, ..., a,) de razdo g, temos que:

Q2 _ a3 _ a4 _ _
a1 a2 as -

CLASSIFICACAO
As progressdes geométricas podem ser classificadas em crescentes, decrescentes, constantes ou alternantes.
PROGRESSAO GEOMETRICA CRESCENTE

E uma progressdo geométrica em que cada termo, a partir do segundo, é maior que o termo imediatamente anterior. Para
que isso ocorra devemos ter:

Exemplos:

= (2,4,8,16,32,..) €um PG crescentecoma, >0eq> 1.

= (-32,—-16,—8,—4,...) ¢ uma PG crescentecoma, <0e0<qg<1
PROGRESSAO GEOMETRICA DECRESCENTE

= E uma progressdo geométrica em que cada termo, a partir do segundo, é menor que o termo imediatamente anterior.
Para que isso ocorra devemos ter:

Exemplos:

= (—2,—4,-16,—32,..) ¢ uma PG decrescentecoma, <Oeq> 1.
* (32,16,8,4,..) éuma PG decrescentecoma, >0e0<q<1.
PROGRESSAO GEOMETRICA CONSTANTE

= E uma progressdo geométrica em que todos os termos sdo iguais. Para que isso ocorra, basta que sua razdo deva ser
igual a 1.

Exemplo:

= (3,3,3,3,...) éuma PG constante pois sua razdo é q = 1.
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PROGRESSAO GEOMETRICA ALTERNANTE (OU OSCILANTE)

E uma progressdo geométrica em que todos os termos s3o, alternadamente, de sinais contrarios. Para que isso ocorra,
basta que sua razao seja negativa.

Exemplo:

= (3,—6,12,—24,...) é uma PG alternante pois suarazdoéq=—-2 < 0.

TERMO GERAL

O termo geral de uma progressao geométrica é uma férmula que relaciona cada um dos seus termos e a sua respectiva posicdo.

Assim, na PG genérica de razdo g a seguir, temos que:

(a, @, a5 2, .., a,)

= a,=a,.q = a,=a,.q=(a,.9%) .q=a,.¢*
* a,=a,.q=(3,.9) .q=a,.q’ = a,=3a,.q=(a,.0°) .q=a,.q"

Assim, analisando o padrdo das igualdades, pode-se concluir que o termo de ordem n é igual ao primeiro termo multipli-
cado por g" 1, ou seja:

Sendo que:
= a éol2termo, = n éaposi¢do do n-ésimo termo,
* a_ €on-ésimotermo, = géarazdo.

PROPRIEDADES

=  Emqualquer progressdo geométrica, cada termo, a partir do segundo, é a média geométrica entre seus termos vizinhos.

Exemplo:
Na PG (2, 4, 8, 16, 32), temos que:

42=2.8,82=4.16e16>=8.32

=  Em qualquer progressao geométrica, o produto de dois termos equidistantes dos termos extremos é constante e igual
ao produto dos termos extremos.

Exemplo:
Na PG (1, 3,9, 27, 81), temos que:

1.81=3.27=9>=381
= Qualquer progressao geométrica de trés termos e razdo g, pode ser expressa na forma:

(% x3a)

= Qualquer progressdo geométrica de quatro termos e razdo g2, pode ser expressa na forma:

X X 3
(g araa)
INTERPOLACAO GEOMETRICA

Interpolar ou inserir n meios geométricos entre dois nUmeros reais a e b, significa obter uma progressao geométrica com
n + 2 termos e extremos a e b.

Exemplo:

= Inserir 4 meios geométricos entre 2 e 32 significa obter uma progressao geométrica como a mostrada a seguir:
(2, R R —" — p— 32)

Para isso, basta determinar o valor da razdo.
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SOMA DOS N PRIMEIROS TERMOS

Conta uma antiga lenda, sobre a invencdo do jogo de xadrez, que o rei de certo pais ficou tdo impressionado ao conhecer o
jogo que quis recompensar seu inventor, dando-lhe qualquer coisa que ele pedisse.

O inventor, entdo, disse ao rei: Dé-me simplesmente 1 grdo de trigo pela primeira casa do tabuleiro, 2 graos pela segunda
casa, 4 grdos pela terceira casa, 8 grdo pela quarta e assim sucessivamente, até a 642 casa do tabuleiro.

O rei considerou o pedido bastante simples e ordenou que fosse cumprido. Seria possivel pagar tal recompensa? Observe:
A quantidade total de grdos de trigo da recompensa é dada pela soma:

= S=14+2+4+8+..

Observe que se trata da soma de 64 termos em progressao geométrica de razdo 2. Chamando essa soma de S

= S, =20+21+ 224 . +252 4283

4 t€mMos que:
Multiplicando toda equacao por 2 (razdo da PG), temos que:

= 25,=2'4+22+ 23+ .+ 208425

Subtraindo a 22 equacdo da 12 equagdo membro a membro, temos que:

= 25,—S,,=2%—-20&S,,=2%—1grédos de trigo.

E evidente que é impossivel pagar essa recompensa, pois 264 — 1 = 18.446.744.073.709.551.615.

Pode-se utilizar o mesmo procedimento para se obter a expressdo que fornece a soma dos n primeiros termos de uma
progressdao geométrica. Assim, considere a PG genérica de razdo q a seguir:

(ay, @y a5 8, ..., a,)
AsomaS =a +a,+a;+..+a, dosseusntermos é dada por:

_a(g"—1)

Sn q—1 ,paraq *+ 1

Sendo que:

® S ¢éasoma dos n primeiros termos. = néaquantidade de termos somados.

*= a, éol%termo.

SOMA DOS TERMOS DE UMA PG INFINITA

Considere a progressdao geométrica a seguir:
(4213,

Nessa PG, a soma de seus n primeiros termos é dada por:

1 n
_ a.[(3) 1] —a 1 (L)
2
Calculando, por exemplo, o valor da soma dos 8, 9 e 10 primeiros termos, com aproximagao até os milésimos, temos:
® Soma dos 8 primeiros termos é S, = 7,969. ® Soma dos 10 primeiros termos € S, = 7,992.

= Soma dos 9 primeiros termos é Sy =7,984.

Os resultados obtidos sugerem que quanto maior a quantidade de termos somados, mais proximo de 8 é o resultado da soma.
n

Tal fato ocorre pois, quanto maior o valor de n, mais o termo (%) se aproxima de zero.

Assim, quando n cresce indefinidamente, temos que:

si=8.[1-(3)]=8.1-0)=8.

De maneira geral, em uma PG com infinitos termos de razdo g, tal que —1 < q < 1, a soma desses infinitos termos conver-
gem para um valor finito.
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Na expressdo da soma dos n primeiros termos de uma PG, quando n cresce indefinidamente, ou seja, tende ao infinito
(n — ©°), 0o termo g" se aproxima cada vez mais de zero, ou seja, tende a zero (q" — 0).

Logo, temos que:

7a1.(q“f
Sni q_l
__a
Soo_l_q

1) _ a1(0—1)

= Soo q—1

,com—1<qg<1

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Dadaa PG (x+1,x+4,x+ 10, ...) determine o valor de
X €, em seguida, a sua razao.

Resolugao:

Em uma PG, temos que g—i g—i. Assim, temos que:
x+4 x+10

x+1  x+4

X2+ 4x + 4x + 16 = x2 + 10x + x + 10
8x+16=11x+10&x = 2.

Substituindo na PG, temos que:

3= 2

(3,6,12,...)esuarazdo é q =

Portanto, x =2 e razdao q = 2.

02| Dada a PG (5, 10, 20, ..., 1.280), determine.

0O O seu sétimo termo.
® A quantidade de termos.
Resolugao:

10

O A razido da PG é q=75 =2. Fazendo n =7 em

a =a. .q" ! temos que:

n al

a,=a,.q°=5.25=320.

Portanto, o sétimo termo é 320.

® Fazendoa =1.280ema_=a,.q" "} temos que:
1.280=5.2""1&256=2""1&28=2"""1
n =9 (posi¢do do ultimo termo)
Portanto, a PG tem 9 termos.
03| Determine uma PG crescente de trés termos cuja soma
dos termos é 26 e o produto é 216.
Resolugao:
Pode-se escrever termos em PG de razdo q na forma:
(X

a,x,x.q)

Dai, obtém-se:
+x+x.9=26

.X.X.q =216

o|x alx

Na 22 equacgdo, temos que:
x*=216&x=6
Substituindo na 12 equacgao, temos que:

%+6+6q:26&6q2—20q+6=0

q=3eq"=73.

Como a PG é crescente, temos que x = 6 e q = 3. Substi-

q’ X, xq) temos:

tuindo em (

(

Portanto a PG é (2, 6, 18)

6

2.,6,6.3)=(2,6,18)

04| Calcule a soma dos 20 primeiros termos da PG (4, 8, 16, ...).

Resolugao:
n
. -1
Fazendon =20em S, = %, temos:
4.2*°-1
=320 _m,

Portanto, a soma dos 20 primeiros termos é 222 — 4,

05| Calcule o valor da soma mostrada a seguir:

2242

S=2+t3tg9 157

Resolugao:

Trata-se da soma dos termos de uma PG infinita que

3 - Assim, seu valor é dado por:

a1=2eq=
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H EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Dadaa PG (6,2y +4,y>—4, ...)comy € IN, determine:

@ O valor numérico dey.
® Asuarazio.
® O seu quarto termo.

02| PUC-RJ Jodo tem trés filhas. A filha mais velha tem oito
anos a mais que a do meio que por sua vez tem sete anos
mais que a cagula. Jodo observou que as idades delas formam
uma progressao geométrica. Quais s3o as idades delas?

03| Responda os itens a seguir:

@ Qual é arazdo e o primeiro termo de PG em que
a;=32ea;=1.024?

® Qual é arazdo e o primeiro termo de PG em que
a,=8ea,=128?

04| Na sequéncia de quadrados das figuras a seguir, cada
novo quadrado tem seus vértices nos pontos médios do
guadrado anterior.

Sabendo-se que a drea do 12 quadrado é 40 m?, cal-
cule:

@ Aérea do quarto quadrado.

® A areado n-ésimo quadrado.

05| UFGO Ao observar problemas de transmissdo de dados
via linha telefénica, o matematico Benoit Mandelbrot
associou a distribuicdo dos erros de transmissdao com o
conjunto de Cantor. Para construir o conjunto de Cantor,
a partir de um segmento de comprimento m, utiliza-se o
seguinte processo:

No 19 passo, divide-se o segmento em trés partes iguais
e retira-se a parte central;

No 29 passo, cada segmento restante do 12 passo é
dividido em trés partes iguais, retirando-se a parte
central de cada um deles;

E assim sucessivamente, como mostra a figura abaixo.

Repetindo-se esse processo indefinidamente, obtém-se
o conjunto Cantor. Com base nesse processo, calcule a
soma dos tamanhos de todos os segmentos restantes no
202 passo.

06| PUC-RJ Trés numeros distintos podem estar simultane-
amente em progressdo aritmética e geométrica? Justifi-
que a sua resposta.

07| Entre 5 e 20 sdo inseridos trés meios geométricos. A res-
peito da PG resultante, determine:

@ Os possiveis valores da sua razdo.

® As possiveis PG assim obtidas.

08| UFBA Um jogador faz uma série de apostas e, na pri-
meira vez, perde RS 1,00; na segunda, duplica a aposta
e perde RS 2,00; na terceira, duplica a aposta anterior
e perde RS 4,00; e assim, sucessivamente, até ter per-
dido um total de RS 255,00. Calcule quantas vezes o
jogador apostou.

09

O filésofo Zendo de Eleia (século V a.C.) prop0s o para-
doxo de Aquiles e a tartaruga, um dos paradoxos mais
famosos do mundo matemadtico. Existem varios enuncia-
dos do paradoxo de Zendo. O escritor argentino Jorge
Luis Borges o apresenta da seguinte maneira:

Aquiles, simbolo de rapidez, tem de alcancar a tarta-
ruga, simbolo de morosidade. Aquiles corre dez vezes
mais rapido que a tartaruga e lhe d4 dez metros de van-
tagem. Aquiles corre esses dez metros, a tartaruga cor-
re um; Aquiles corre esse metro, a tartaruga corre um
decimetro; Aquiles corre esse decimetro, a tartaruga
corre um centimetro; Aquiles corre esse centimetro, a
tartaruga um milimetro; Aquiles corre esse milimetro, a
tartaruga um décimo de milimetro, e assim infinitamen-
te, de modo que Aquiles pode correr para sempre, sem
alcanca-la.

Fazendo a conversao para metros, a distancia percorrida
por Aquiles nessa fabula é igual a:

_ 1 .1
d=10+1+55+ 75+

Calcule o valor de d.
10| UFJF-MG Uma bola de borracha cai de uma altura de 30
m. Apds o choque com o solo, a bola sobe a uma altura

igual a % da altura anterior. Se deixarmos a bola subir e

descer sem interrupcdo, qual serd a distancia total, em
metros, percorrida por ela?
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Fractal (do latim fractus, fragdo, quebrado) —

objeto que pode ser dividido em partes que possuem
semelhanca com o objeto inicial. A geometria fractal,
criada no século XX, estuda as propriedades e o compor-
tamento dos fractais — objetos geométricos formados
por repeticGes de padrdes similares.

O triangulo de Sierpinski, uma das formas elementares
da geometria fractal, pode ser obtido por meio dos se-
guintes passos:

1. comece com um triangulo equilatero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a
metade do tamanho do lado do triangulo anterior e
faca trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangu-
lo tenha um vértice comum com um dos vértices de
cada um dos outros dois triangulos, conforme ilus-
tra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada co-
pia dos triangulos obtidos no passo 3 (figura 3).

Figura 1 Figura 2 Figura 3

De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da
sequéncia apresentada acima é:

A ®

A AA
v v v v
AAAZ v'v - v'v v'v

02| ENEM O abandono escolar no ensino médio é um dos
principais problemas da educag¢do no Brasil. Reduzir as
taxas de abandono tem sido uma tarefa que exige persis-
téncia e a¢des continuadas dos organismos responsaveis
pela educagdo no pais.

O grafico apresentado a seguir mostra as taxas percentu-
ais de abandono no ensino médio, para todo o pais, no
periodo de 2007 a 2010, em que se percebe uma queda
a partir de 2008. Com o objetivo de reduzir de forma
mais acentuada a evasao escolar sao investidos mais re-
cursos e intensificadas as agdes, para se chegar a uma
taxa em torno de 5,2% ao final do ano de 2013.

1324

12,8 11,5

. ——103

2007 2008 2009 2010

MEC/Inep, Censo Escolar (adaptado)

Qual a taxa de reduc¢do anual que deve ser obtida para
que se chegue ao patamar desejado para o final de

2013? Considere (0,8)3 = 0,51.
0O 10%
0 20%
® 41%
® 49%

O 51%

03| PUCRIJ A Copa do Mundo, dividida em cinco fases, é dis-
putada por 32 times. Em cada fase, s metade dos times
se mantém na disputa pelo titulo final. Com o mesmo
critério em vigor, uma competi¢do com 64 times iria ne-
cessitar de quantas fases?

(A N
O 6
e 7
® 8
(E 2]
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04| ENEM Uma maneira muito Util de se criar belas figuras

decorativas utilizando a matematica é pelo processo
de autossemelhanca, uma forma de se criar fractais.
Informalmente, dizemos que uma figura é autosseme-
Ihante se partes dessa figura sdo semelhantes a figura
vista como um todo. Um exemplo classico é o Carpete
de Sierpinski, criado por um processo recursivo, descrito
a seguir:

=  Passo 1: Considere um quadrado dividido em nove
quadrados idénticos (Figura 1). Inicia-se o processo
removendo o quadrado central, restando 8 quadra-
dos pretos (Figura 2).

= Passo 2: Repete-se o processo com cada um dos
qguadrados restantes, ou seja, divide-se cada um de-
les em 9 quadrados idénticos e remove-se o quadra-
do central de cada um, restando apenas os quadra-
dos pretos (Figura 3).

=  Passo 3: Repete-se 0 passo 2.

Figura 2

Admita que esse processo seja executado 3 vezes, ou
seja, divide-se cada um dos quadrados pretos da Figu-
ra 3 em 9 quadrados idénticos e remove-se o quadrado
central de cada um deles.

O numero de quadrados pretos restantes nesse momento é :
O 64

512

568

576

@ 0 @ ©

648

05| UEPA Os museus sdo uma das formas de comunicar as
producgdes cientificas entre as geracdes. Um exemplo
dessa dinamica é a comunicagdo da ideia de que “nada
qgue é humano é eterno”, sugerida por um sistema com-
posto por um motor e engrenagens exposto num museu
de Sao Francisco, nos EUA. Suponha que esse sistema é
composto por um motor elétrico que estd ligado a um
eixo que o faz girar a 120 rotag¢Ges por minuto (rpm), e
este, por meio de um parafuso sem fim, gira uma engre-
nagem a uma velocidade 20 vezes menor que a velocida-
de do préprio eixo e assim sucessivamente.

Texto Adaptado: Revista Cdlculo, Agosto 2013.

Um sistema similar ao sistema descrito acima contém
n engrenagens, todas ligadas umas as outras por meio
de eixos e parafusos sem fim, que fazem cada uma das
engrenagens girar 20 vezes mais lentamente do que a
engrenagem anterior. Nestas condi¢des, o nimero n de
engrenagens necessarias para que a velocidade da ulti-
ma engrenagem seja igual a 0,015 rpm é:

3
4

5

© @ ©@ ©

6
0o 7

06| ESPM Para que a sequéncia (—9, —5, 3) se transforme
numa progressao geomeétrica, devemos somar a cada

um dos seus termos um certo nimero. Esse nUmero é:
par

quadrado perfeito

primo

maior que 15

@O0 @ © ©

nao inteiro

07| UESPI Em outubro de 2011, o prego do ddlar aumentou
18%. Se admitirmos o mesmo aumento, mensal e cumu-
lativo, nos meses subsequentes, em quantos meses, a
partir de outubro, o preco do ddlar ficara multiplicado
por doze? Dado: use a aproximacio 12 = 1,18%°.

0 12
13
14

15

@ © @ ©

16
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08| ESPCEX Um fractal é um objeto geométrico que pode A soma dos perimetros dos triangulos dessa sequéncia
ser dividido em partes, cada uma das quais semelhantes infinita é:
ao objeto original. Em muitos casos, um fractal é gerado
pela repeticao indefinida de um padrao. A figura abaixo AN
segue esse principio. Para construi-la, inicia-se com uma 0 12
faixa de comprimento m na primeira linha. Para obter a
) . : o ® 15
segunda linha, uma faixa de comprimento m é dividida
em trés partes congruentes, suprimindo-se a parte do ® 18
meio. Procede-se de maneira analoga para a obtencdo QO 21
das demais linhas, conforme indicado na figura.
m 11| ESPCEX Na figura abaixo temos uma espiral formada
: i pela unido de infinitos semicirculos cujos centros per-
_ tencem ao eixo das abscissas. Se o raio do primeiro semi-
: : circulo (o maior) é igual a 1 e o raio de cada semicirculo é
[ | | igual a metade do semicirculo anterior, o comprimento
da espiral é igual a:
Il Il Ay
EE ENR Il ER
umm mnn umn nn
(U | Ian
Se, partindo de uma faixa de comprimento m, esse pro- 1@ "
cedimento for efetuado infinitas vezes, a soma das me- v

didas dos comprimentos de todas as faixas é:

desenho ilustrativo-fora de escala |

O 3m 0
®4m ‘327[
® 5m ® 37
® 6m ® 4w
@ 7m O s57n

T3 U0 (o8 pareelmm e, &0 el @ e e & 12| UFRGS Considere o padrdo de construgdo representado

. . . S pelos desenhos abaixo.
reservatorio de agua, por 5 minutos, o volume diminuia

para % da sua capacidade remanescente. Depois de 20
minutos com a torneira aberta, o volume do reservatorio
erade 0,12 m3. Qual é a capacidade total da caixa d’agua?
@ 15000 litros

® 50000 lit Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
ITros

® 30000 litros Na etapa 1, hd um Unico quadrado com lado 1. Na etapa
2, esse quadrado foi dividido em nove quadrados con-

® 75000 litros gruentes, sendo quatro deles retirados, como indica a

® 60000 litros figura. Na etapa 3 e nas seguintes, 0 mesmo processo é
repetido em cada um dos quadrados da etapa anterior.
10| UFRGS A sequéncia representada, na figura abaixo, é Nessas condigdes, a drea restante, na etapa 5, é:
formada por infinitos triangulos equilateros. O lado do 0 125
primeiro tridngulo mede 1, e a medida do lado de cada 729
um dos outros triangulos é % da medida do lado do tri- (B) 2112—857
angulo imediatamente anterior. 625
C) 729
625
© 2187
625
e 6561
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Vocé descobriu que um aplicativo de seu celular edita fotos, possibilitando diversas formas de composicdo, dentre elas,
aplicar texturas, aplicar molduras e mudar a cor da foto. Esse aplicativo dispde de 5 modelos de texturas, 6 tipos de molduras e
4 possibilidades de mudar a cor da foto. Qual o nimero de maneiras que vocé pode fazer uma composi¢dao com 4 fotos distin-
tas, utilizando apenas os recursos citados, para publica-las nas redes sociais?

Essa e muitas outras situagdes que nos desafiam, estudaremos agora na analise combinatdria, cujo objetivo principal é
estabelecer principios de contagem.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM

Considere o seguinte problema: lancando simultaneamente dois dados, quantos sdo os resultados possiveis?

Para efetuarmos a contagem, vamos apresentar os resultados possiveis de cada um dos dados: 1, 2, 3, 4, 5 e 6, dispostos
abaixo:

Construiremos agora a matriz formada por todos os pares ordenados (x,y), sendo x um resultado de um dos dados e y um
resultado do outro:

A matriz construida apresenta todos os resultados possiveis do experimento, assim o nimero de elementos da matriz é
igual ao numero de resultados possiveis do experimento. Como a matriz possui 6 linhas e 6 colunas, o nimero de elementos
que a constitui é dado pelo produto 6 . 6 = 36.

Alicercados no exemplo anterior, podemos enunciar um dos mais importantes principios da analise combinatéria, conheci-
do como Principio Fundamental de Contagem:

Se um experimento A apresenta n resultados distintos e um experimento B apresenta m resultados
distintos, entdo o experimento composto de A e B, apresenta n.m resultados distintos.

GENERALIZANDO O PRINCIPIO FUNDAMENTAL DE CONTAGEM

Se um experimento € € composto pelos experimentos A, A , A, ..., A, com numero de resultados distintos dados respec-
tivamente por: n,, n,, n,, ..., n,, entdo o experimento € apresenta n .n,.n,. .... n, resultados distintos.
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Quantos numeros de trés algarismos podemos formar
com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5?

Resolugao:

| centena dezena unidade

Ha 5 possibilidades para as centenas, 5 para as dezenas
e 5 para as unidades.

Portanto, pelo principio fundamental de contagem, te-
mos 5.5.5 = 125 numeros de trés algarismos, usando os
algarismos 1, 2, 3, 4, 5.

02| Quantos niumeros de trés algarismos distintos podemos
formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5?

Resolugao:

| centena | dezena | unidade |

03| Quantos nimeros pares de trés algarismos distintos po-

Ha 5 possibilidades para as centenas, 4 para as dezenas
e 3 para as unidades, ja que os algarismos usados devem
ser distintos.

Portanto, pelo principio fundamental de contagem, te-
mos 5.4.3 = 60 numeros de trés algarismos distintos,
usando os algarismos 1, 2, 3, 4, 5.

demos formar com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5?

Resolugao:

| centena dezena | unidade |

Ha 2 possibilidades para as unidades (2 ou 4) ja que os nime-
ros devem ser pares, 4 para as centenas e 3 para as dezenas.

Portanto, pelo principio fundamental de contagem, te-
mos 4.3.2 = 24 numeros pares de trés algarismos distin-
tos, usando os algarismos 1, 2, 3, 4, 5.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Um experimento consiste no langamento simultaneo de
um dado e uma moeda. Um resultado desse experimen-
to, por exemplo, é 2 no dado e cara na moeda, ou seja, 0
par (2, cara).

@ Escreva todos os resultados possiveis desse experi-
mento.

(® Quantos s3o os resultados possiveis desse experi-
mento? Use o principio fundamental de contagem.

02| Resolva as seguintes situagdes-problema:

@ Uma corrida é disputada por oito cavalos. Quantas
sdo as possibilidades de chegada para os trés pri-
meiros colocados?

(® Seis caminhos conduzem ao topo de uma torre. De
guantas maneiras distintas uma pessoa pode subir e
descer por caminhos diferentes?

03| FGV Preparando-se para a sua festa de aniversario de
sessenta anos, uma senhora quer usar trés anéis de co-
res diferentes nos dedos das mados, um anel em cada
dedo. De quantos modos diferentes pode coloca-los, se
nao vai por nenhum anel nos polegares?

04| UFPE De quantas maneiras podemos classificar os 4
empregados de uma micro-empresa nas categorias A
ou B, se um mesmo empregado pode pertencer as duas
categorias?

05| UERJ Observe o resultado de uma enquete do site brita-

06| UNICAMP Em Matematica, um nimero natural a é cha-

nico CentralNic.
<] —OK|
AS QUATRO CATEGORIAS
Entre 1.200 usudrios de computador,
as senhas escolhidas recaem sobre
quatro categorias - em %

[Criptografica

— ® =
Fanatica Familiar

@ Determine, dentre os usuarios de computador que
participaram da enquete, o nimero daqueles que
possuem senha na categoria familiar.

( Admita que, para criar uma senha da categoria crip-
tografica, o usuario deva utilizar duas vogais segui-
das de quatro algarismos distintos. Calcule o nume-
ro de senhas criptograficas diferentes que podem
ser formadas.

mado palindromo se seus algarismos, escritos em or-
dem inversa, produzem o mesmo numero. Por exemplo,
8, 22 e 373 sdo palindromos. Quantos nimeros naturais

palindromos existem entre 1 e 9.999?
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07| Responda:

@ Quantos nimeros impares de quatro algarismos dis-
tintos podem ser formados com os algarismos 0, 1,
2,3,4e5?

(® Quantos numeros pares de trés algarismos distintos
podem ser formados com os algarismos 0, 2, 3, 5, 6
e7?

08| UFRJ Quantos numeros de 4 algarismos podemos for-
mar nos quais o algarismo 2 aparece ao menos uma vez?

09| Uma corrida de kart é disputada por 12 corredores, sen-
do 4 brasileiros e 8 estrangeiros. De quantas maneiras
distintas pelo menos um brasileiro ficard entre os trés
primeiros colocados?

10| UFPE O mapa a seguir representa a divisdo do Brasil em
suas regides. O mapa deve ser colorido de maneira que

regiées com uma fronteira em comum sejam coloridas

com cores distintas. Determine o nimero (n) de manei-
) ) n

ras de se colorir o mapa, usando-se 5 cores. Indique 10"

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Um cliente de uma videolocadora tem o habito
de alugar dois filmes por vez. Quando os devolve, sem-
pre pega outros dois filmes e assim sucessivamente. Ele
soube que a videolocadora recebeu alguns langamen-
tos, sendo 8 filmes de agdo, 5 de comédia e 3 de drama
e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos
esses 16 lancamentos. Inicialmente alugara, em cada
vez, um filme de acdo e um de comédia. Quando se es-
gotarem as possibilidades de comédia, o cliente aluga-
ra um filme de acdo e um de drama, até que todos os
langamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja
repetido. De quantas formas distintas a estratégia desse
cliente podera ser posta em pratica?

20.8! + (3!)2
81.51.3!

81.51.3!
24
81.51.3!

© ® ©9©

e 1o

02

UECE Se X e Y sdo conjuntos que possuem 6 e 12 ele-
mentos respectivamente, entdo o numero de fungdes
injetivas f: X = Y que podem ser construidas é:

0 665.280
O 685.820
® 656.820
® 658.280

03| ENEM No Nordeste brasileiro, € comum encontrarmos
pecas de artesanato constituidas por garrafas preenchi-
das com areia de diferentes cores, formando desenhos.
Um artesdo deseja fazer pegas com areia de cores cin-
za, azul, verde e amarela, mantendo o mesmo desenho,
mas variando as cores da paisagem (casa, palmeira e
fundo), conforme a figura.

J1

FUNDO

~_

=Y

O fundo pode ser representado nas cores azul ou cinza;
a casa, nas cores azul, verde ou amarela; e a palmeira,
nas cores cinza ou verde. Se o fundo ndo pode ter a mes-
ma cor nem da casa nem da palmeira, por uma questdo
de contraste, entdo o numero de variagdes que podem
ser obtidas para a paisagem é:

(A I
7
8
9
10

@ O @0
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04| ENEM Um banco solicitou aos seus clientes a criagdo de
uma senha pessoal de seis digitos, formada somente por
algarismos de 0 a 9, para acesso a conta-corrente pela
internet. Entretanto, um especialista em sistemas de se-
guranga eletrénica recomendou a diregdo do banco reca-
dastrar seus usudrios, solicitando, para cada um deles, a
criagdo de uma nova senha com seis digitos, permitindo
agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos
de 0a9. Nesse novo sistema, cada letra maiuscula era con-
siderada distinta de sua versdo minuscula. Além disso, era
proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma
de avaliar uma alteragdo no sistema de senhas é a verifi-
cacdo do coeficiente de melhora, que é a razdo do novo
numero de possibilidades de senhas em relagédo ao antigo.
O coeficiente de melhora da alteragdo recomendada é :

62°
o 10°
62!
® Tor
62141
©® 1oise!
® 62!-10!
@ 626-106

05| UNESP Um certo tipo de cddigo usa apenas dois sim-
bolos, o nimero zero (0) e o nimero um (1) e, consi-
derando esses simbolos como letras, podem-se formar
palavras. Por exemplo: 0, 01, 00, 001 e 110 sao algumas
palavras de uma, duas e trés letras desse cédigo. O nu-
mero maximo de palavras, com cinco letras ou menos,
que podem ser formadas com esse codigo é:

120
62
60
20
10

(m I G I O oo )

06

UNESP Um turista, em viagem de férias pela Europa, ob-
servou pelo mapa que, para ir da cidade A a cidade B, havia
trés rodovias e duas ferrovias e que, para ir de B até uma
outra cidade, C, havia duas rodovias e duas ferrovias. O nu-
mero de percursos diferentes que o turista pode fazer para
ir de A até C, passando pela cidade B e utilizando rodovia e
trem obrigatoriamente, mas em qualquer ordem, é:

(A B
6O 10
® 12
® 15
G 20

07| ENEM A escrita Braile para cegos é um sistema de sim-

bolos no qual cada caractere é um conjunto de 6 pontos
dispostos em forma retangular, dos quais pelo menos
um se destaca em relagdo aos demais. Por exemplo, a
letra A é representada por:

O numero total de caracteres que podem ser represen-
tados no sistema Braile é:

0 12
6O 31
® 36
® 63
G 72

08| ENEM O cédigo de barras, contido na maior parte dos

produtos industrializados, consiste num conjunto de va-
rias barras que podem estar preenchidas com cor escura
ou ndo. Quando um leitor éptico passa sobre essas bar-
ras, a leitura de uma barra clara é convertida no nime-
ro 0 e a de uma barra escura, no nimero 1. Observe a
seguir um exemplo simplificado de um cddigo em um
sistema de cddigo com 20 barras.

Se o leitor éptico for passado da esquerda para a direita
ird ler: 01011010111010110001

Se o leitor éptico for passado da direita para a esquerda
ira ler: 10001101011101011010

No sistema de cddigo de barras, para se organizar o proces-
so de leitura Optica de cada cddigo, deve-se levar em consi-
deragdo que alguns cédigos podem ter leitura da esquerda
para a direita igual a da direita para a esquerda, como o co-
digo 00000000111100000000, no sistema descrito acima.
Em um sistema de cddigos que utilize apenas cinco barras,
a quantidade de cddigos com leitura da esquerda para a di-
reita igual a da direita para a esquerda, desconsiderando-se
todas as barras claras ou todas as escuras, é:

0 14
0 12
® 3
® 6
G 4
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09| UNESP Um grafo é uma figura constituida de um nu-
mero finito de arestas ou arcos, cujas extremidades sdo
chamadas vértices. Em um grafo, a “ordem de um vérti-
ce” é o numero de extremidades de arestas ou arcos que
se apoiam naquele vértice.

Afigura 1 é um grafo cujos vértices A e C possuem ordem
3 (o vértice A é o apoio de um arco cujas extremidades
coincidem) e os demais vértices possuem ordem 2.

E
F D
C
E
B
Figura 1

Além disso, dizemos que um grafo admite um “passeio
de Euler” se existir um caminho do qual fagam parte to-
das as arestas ou arcos desse grafo, sendo possivel dese-
nha-lo sem tirar o lapis do papel e passando-o uma Unica
vez em cada aresta ou arco. Na figura 1 é possivel fazer
um “passeio de Euler” partindo-se apenas dos vértices
“A” ou “C”. Por exemplo, um possivel “passeio” pode ser
representado pela sequéncia de vértices dada por: AAB-
CDEFC. Consideres os grafos:

F D F D F D
A C A cC A @
B B
V. V.

E E
F (DF D
A cC A C
B B

Os que admitem um “passeio de Euler” sdo apenas:
lelll

lelV

I,1leV

I, 1llelV

I,IVeV

@ 0O@0OO

10| ENEM O diretor de uma escola convidou os 280 alunos de
terceiro ano a participarem de uma brincadeira. Suponha
que existem 5 objetos e 6 personagens numa casa de 9
comodos; um dos personagens esconde um dos objetos
em um dos cémodos da casa. O objetivo da brincadeira é
adivinhar qual objeto foi escondido por qual personagem
e em qual comodo da casa o objeto foi escondido.

Todos os alunos decidiram participar. A cada vez um alu-
no é sorteado e da a sua resposta. As respostas devem
ser sempre distintas das anteriores, e um mesmo aluno
ndo pode ser sorteado mais de uma vez. Se a resposta
do aluno estiver correta, ele é declarado vencedor e a
brincadeira é encerrada.

O diretor sabe que algum aluno acertara a resposta por-

10 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

(A

® 20 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
® 119 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.
(D)

260 alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

® 270alunos a mais do que possiveis respostas distintas.

11| IFTMG Um grupo de amigos, ao planejar suas férias co-
letivas, listou 12 cidades brasileiras que pretendem co-
nhecer juntos, sendo que seis ficam no litoral e seis no
interior do pais. O critério estabelecido foi de alternar as
férias, em cada ano, ora em cidades litoraneas, ora, em
interioranas, definindo-se que, nos préximos 12 anos,
sera visitada uma cidade diferente por ano. Desse modo,
a quantidade de maneiras possiveis para atender a esse
critério é

2.3.11

22.3.11

2.32.11

© @ @ O

28.34.52
QO 29.34.52

12| UCS Em uma prova, as seis primeiras questdes eram do
tipo C/E, em que o candidato devia optar entre certo ou
errado para sua resposta. Nas outras quatro questdes, o
candidato devia escolher, entre trés alternativas, a ver-

dadeira. Quantas sequéncias de respostas sdo possiveis
na resolugdo da prova?

0O (627
(6.2)+(4.3)
62.43

102 +3
26.34

@ O @0
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13| UNICAMP Para acomodar a crescente quantidade de ve-

iculos, estuda-se mudar as placas, atualmente com trés
letras e quatro algarismos numéricos, para quatro letras
e trés algarismos numéricos, como esta ilustrado abaixo.

Se considerarmos o alfabeto como constituido por 23
letras, bem como que ndo ha diferenca para o uso de
maiusculas e minusculas, quantos cédigos dessa forma
é possivel compor?

0O 234
ABC 1234 ABCD 123
® 233.18

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de 0

a 9. 0 aumento obtido com essa modificagdo em relagdo ® 23372
ao numero maximo de placas em vigor seria ® 23454
@ inferior ao dobro. O 184+54

(® superior ao dobro e inferior ao triplo. 15| UNISINOS Num restaurante, sdo oferecidos 4 tipos de
carne, 5 tipos de massa, 8 tipos de salada e 6 tipos de
sobremesa. De quantas maneiras diferentes podemos
escolher uma refeicdo composta por 1 carne, 1 massa, 1

salada e 1 sobremesa?

® superior ao triplo e inferior ao quadruplo.
® mais que o quadruplo.

14| UPF Alice ndo se recorda da senha que definiu no com-

putador. Sabe apenas que é constituida por quatro letras 0O 23
seguidas, com pelo menos uma consoante.
& P 0 24
Usuario ® 401
Alice
Senha ® 572
ecoe @ 960

FATORIAL

A multiplicagdo de nimeros naturais consecutivos é muito frequente na Andlise Combinatdria. Para simplificar essas multipli-
cacdes, adotaremos o simbolo n! (Ié-se n fatorial), que indica o produto dos nimeros naturais consecutivosn,n—1,n—2, ..., 1,
ou seja:

nl=n.(n—1).(n—2).(..).1
Veja alguns exemplos:

= 51=54321=120

= 31=321=6

= 6!/=6.5.43.2.1=720

Paran < 2, ouseja, n =0 e n=1temos as seguintes defini¢bes:
= 0l=1

= 1l=1

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DOS FATORIAIS
Na igualdade 5! =5.4.3.2.1, o produto 4.3.2.1 pode ser substituido por 4!, logo:
51=54.3.2.1=54!
Generalizando esse resultado para qualquer n > 0, temos:

n!l=n.(n—1)!

ARRANJO SIMPLES

Uma melodia é uma sequéncia de notas musicais. Para compor um trecho de trés notas musicais sem repeti-las, vocé pode
utilizar as sete notas que existem na escala musical. Para determinarmos o nimero de melodias diferentes possiveis de serem

escritas, utilizaremos um principio de contagem denominado Arranjo Simples.
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Note que as melodias possiveis se diferem entre si ou pela natureza (D9, Ré, Mi) e (Fa, Sol, La), ou pela ordem (D9, Ré, Mi)
e (Ré, Mi, DO) de seus elementos e sdo chamados de arranjos simples dos 7 elementos (notas que existem na escala musical),
tomados 3 a 3.

O termo simples significa que ndo ha repeticdo de elementos em cada arranjo e o numero de arranjos simples (melodias
diferentes possiveis) € indicado por A, (n = k), pelo principio fundamental de contagem, assim definido:

. n
Ank = 0 — )1

Portanto, o numero de melodias diferentes serd igual ao A, ,

7 7 _

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

Resolvendo a equagdo do 22 grau, obtemos: n = —5 ou
n =2, como n! sé é definido paran = 0, temos n = 2.

01| Simplifique a fragdo 4,

Resolugao:

03| Quantos anagramas de 5 letras podemos formar com as

Pela definigao de fatorial, temos:
letras da palavra AVESTRUZ?

7.654! 765 _
a1 - 1 =210 Resolugdo:
8!
+2)! Ags = o —cy7 — 8.7.6.5.4 = 6.720
02| Resolva a equagdo ~— " _ 12. 85~ (8—75)!

Resolugao:

Pela definigao de fatorial, temos:

(n+2).(n+1).nl (n+2).(n+1)
n! e

n +3n—10=0

12

04| De quantas maneiras 7 criangas podem sentar-se num
banco que tem apenas 3 lugares?

Resolugao:

A73 7.6.5 =210

__ 7
(7-3)0

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Calcule:
0 7 e 7|—

(2k — 3)! = 1.
03| Determine o nimero k tal que k! =27.3%2.5. 7.

04| Resolva as equacges seguintes:

(n+5)!

® wrar

=10

(n+2)!
n!

(n+1)L.(n—2)!
nl.(n—1)!

(n—1)! 1

(n+1)l—n! 36

=42

=1,25

© @® ©

02| Determine a soma dos valores de k na igualdade:

05| Um torneio de futebol foi disputado por seis equipes
em turno Unico, isto é, cada equipe jogou uma Unica vez
com cada uma das outras. Quantas partidas foram dis-
putadas em todo o torneio?

06| Quantas “palavras” com ou sem sentido, de 4 letras dis-
tintas podemos formar com as 10 primeiras letras do
nosso alfabeto?

07| Quantos numeros de cinco algarismos distintos pode-
mos formar com os algarismos 1, 2, 3,4, 5,6 e 8?

08| Cinco atletas disputam uma corrida. Supondo que todos
terminem a prova, quantas sado as possibilidades de che-
gada para os trés primeiros lugares?

09| UFPE Seja A um conjunto com 3 elementos e B um con-
junto com 5 elementos. Quantas funcgGes injetoras de A
em B existem?

10| UFES Trés casais devem sentar-se em 8 poltronas de uma fi-
leira de um cinema. Calcule de quantas maneiras eles podem
sentar-se nas poltronas de modo arbitrario, sem restrigGes.
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ENEM E VESTIBULARES

01| FATEC Para mostrar aos seus clientes alguns dos produ-
tos que vende, um comerciante reservou um espago em
uma vitrine, para colocar exatamente 3 latas de refrige-
rante, lado a lado. Se ele vende 6 tipos diferentes de re-
frigerante, de quantas maneiras distintas pode exp6-los
na vitrine?

144

132

120

72

20

02| PUCMG Em um campeonato de dois turnos, do qual

participam dez equipes, que jogam entre si uma vez a
cada turno, o numero total de jogos previstos é igual a:

0O 45
O 9%
® 105
® 115
03| CFTMG Em um campeonato de ténis de mesa, com dez
participantes, em que todos jogam contra todos, um dos

participantes vence todas as partidas, as classificacGes
possiveis para os trés primeiros colocados é:

0 7
O 78
® 8
® 9%

04| UFMG Duas das cinquenta cadeiras de uma sala serdo
ocupadas por dois alunos. O nimero de maneiras distin-
tas possiveis que esses alunos terdo para escolher duas
das cinquenta cadeiras, para ocupa-las, é:

0O 1225
0O 2450
® 250
® 49!
G 50!

05| CESGRANRIO Um brinquedo comum em parques de
diversdes é o “bicho-da-seda”, que consiste em um car-
ro com cinco bancos para duas pessoas cada e que des-
creve sobre trilhos, em alta velocidade, uma trajetodria
circular. Suponha que haja cinco adultos, cada um deles
acompanhado de uma crianga, e que, em cada banco do
carro, devam acomodar-se uma crianga e o seu respon-
savel. De quantos modos podem as dez pessoas ocupar
0s cinco bancos?

14 400

3840

1680

240

120

OO

MO NN >)

06| MACK Uma prova de atletismo é disputada por 9 atletas,
dos quais apenas 4 sado brasileiros. Os resultados possiveis
para a prova, de modo que pelo menos um brasileiro fique
numa das trés primeiras colocag¢ées, séo em numero de:
0O 426
O 444
® 468
® 480
G 504
07| UEL Sejam os conjuntos A = {1,2,3} e B ={0,1,2,3,4}. O
total de fungdes injetoras de A para B é:
O 10
6O 15
® 60
® 120
0@ 125
08| CESGRANRIO Em um tabuleiro com 6 linhas e 9 colu-
nas, 32 casas estdo ocupadas. Podemos afirmar que:
todas as colunas tém pelo menos 3 casas ocupadas.
nenhuma coluna tem mais de 3 casas ocupadas.
alguma coluna ndo tem casas ocupadas.
alguma linha tem pelo menos 6 casas ocupadas.
todas as linhas tém pelo menos 4 casas ocupadas.

QOO

09

FUVEST Vinte times de futebol disputam a Série A do
Campeonato Brasileiro, sendo seis deles paulistas. Cada
time joga duas vezes contra cada um dos seus adversa-
rios. A porcentagem de jogos nos quais os dois oponen-
tes sdo paulistas é:

® menor que 7%.
® maior que 7%, mas menor que 10%.
® maior que 10%, mas menor que 13%.
® maior que 13%, mas menor que 16%.
@ maior que 16%.

10| UFSM Para efetuar suas compras, o usudrio que neces-
sita sacar dinheiro no caixa eletronico deve realizar duas
operagdes: digitar uma senha composta por 6 algaris-
mos distintos e outra composta por 3 letras, escolhidas
num alfabeto de 26 letras. Se essa pessoa esqueceu a
senha, mas lembra que 8, 6 e 4 fazem parte dos trés pri-
meiros algarismos e que as letras sdo todas vogais dis-
tintas, sendo E a primeira delas, o nimero maximo de
tentativas necessarias para acessar sua conta sera:

210

230

2.520

3.360

15.120

QOO




MATEMATICA BASICA 1

RAZAO

Razdo é a divisdo de um nimero por outro, desde que o divisor ndo seja zero. E escrita, preferencialmente, na forma de
fragdo mais simples.

Exemplo:
arazdoentrenedé %, comd #0.
n: numerador (antecedente)

d: denominador (consequente)

A razdo é o quociente entre dois nUmeros abstratos que significa a comparagao entre duas medidas da mesma espécie.

Se numa prova de 50 questdes vocé acertou 30, entdo a razdo entre o nimero de questdes erradas e certas é de % = % Isso
significa que para cada 3 questdes certas existe 1 questdo errada.

Sdo exemplos de razGes muito utilizadas:

distancia percorrida
tempo gasto

= Velocidade média =

comprimento no desenho
comprimento real

= Escala=

massa do corpo

n H -_——
Densidade de um corpo volume do corpo

numero de habitantes
area

= Densidade demografica =

Chamamos a atengao para o estudo de Escalas, contetido frequentemente cobrado nas provas do Enem.

A escala de um desenho é a razdo entre um comprimento no desenho e o correspondente comprimento real medidos
numa mesma unidade.

Exemplos:

= Aescalal:1000 significa que os comprimentos verdadeiros sdo 1.000 vezes maiores que os correspondentes compri-
mentos do desenho.

Portanto, 5 cm no desenho equivalem a 5.000 cm no terreno, ou seja, 50 metros.

= Num mapa a distancia entre duas cidades esta representada por 4,5 cm. Se a escala usada é 1 : 10.000.000 qual é, em
km, a distancia entre as duas cidades?

Resposta: 4,5 x 10.000.000 cm = 45.000.000 cm = 450 km.

PROPORCAO

A proporg¢do nada mais é do que a igualdade entre razdes.

Os numeros a, b, c e d, todos diferentes de zero, formam nesta ordem, uma proporgao se, e somente se, a razdo a : b for
igual a razdoc: d.

Indicamos esta proporg¢do por:

a_¢
b d
Extremos
l Meios l
a : b o c : d

Lé-se: a esta para b assim como c estd para d
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Quando temos uma série de razdes iguais, estamos diante de uma proporcdo multipla.

Exemplo:

. L1_4_20_ 40 _
3712 60 120 -

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DAS PROPORCOES

Se quatro numeros formam uma proporgao, entao, obrigatoriamente, o produto dos extremos é igual ao produto dos meios.

QUARTA PROPORCIONAL DE TRES NUMEROS

Se quatro numeros formam uma proporc¢do, como por exemplo: 5, 4, 10 e 8, entdo dizemos que o quarto niumero (8) é a

quarta proporcional dos trés primeiros nimeros: 5, 4 e 10.

PROPORCAO CONTINUA

Uma proporgdo que apresenta meios iguais é denominada continua.

Exemplo:

= 2:4::4:8

O meio comum (4, no exemplo) é chamado de média proporcional ou média geométrica dos extremos (2 e 8). O ultimo
termo (8) chama-se terceira proporcional dos outros dois (2 e 4)

Exemplos:

= (Calcular a terceira proporcional de 24 e 36.

g—g=%=>24.x=36.36:>x=%:x=54
= Calcular a média proporcional de 4 e 16.

=X xx=4165x=64-x=/645x=8

TRANSFORMACOES DE UMA PROPORCAO

E possivel escrever uma proporgio de 8 modos diferentes, com as seguintes transformacdes:

Vamos utilizar para o nosso estudo, a proporgdo inicial % = % (12)

2.6 =3.4 (produto dos meios € igual ao produto dos extremos)

o
w OB | n Nw iy Wo g BN
Il
D WwN N s | R N (P ow
N

223) Permutando os meios da 12

N
w

32) Permutando os extremos da 12

43) Invertendo as razbes da 12

w
(e)]

52) Transpondo as razées da 12

IS
N
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o2

62) Transpondo as razées da 22 6 4
3.4=6.2

4_6

72) Transpondo as razdes da 32 2 3
4.3=2.6

6_3

82) Transpondo as razdes da 42 4 2
6.2=4.3

PRINCIPAIS PROPRIEDADES DAS PROPORCOES

0o1] Se%Z%entﬁo a—;—b :Ctd ou agb :C-gd
02] Se%=%ent50 a;b :C;d ou agb :c;d

a_ ¢ ~. atc_a_c a—c_a_c
03] Sey =g ent8o p+ g~ b ~d%b—d b d

Essas propriedades também sdo validas se as razdes iguais forem mais de duas.

Exemplo:

a_c atcte _a_c_e
d f

. a_C_e atcte_ a
b~ d f~ b+td+tf b

DIVISOES PROPORCIONAIS

Quando a variacdo de uma grandeza ocasiona uma variacdo em outra grandeza, dizemos que essas grandezas se relacio-
nam. A relacdo entre essas grandezas pode ser classificada em diretamente ou inversamente proporcional. Os valores numéri-
cos associados a essas grandezas podem ser classificados como nimeros diretamente ou inversamente proporcionais.

NUMEROS DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

S _8 _10_1_, .5 ivalent
10 — 16 — 20 — 5 — k (razdes equivalentes)

Note que a razao entre os numeros dessas sucessdes é sempre a mesma.

, ~ ~ 1 . . ~ . 1 . , .
Os nimeros dessas sucessdes sdo diretamente proporcionais. A razdo igual a 5 entre dois nimeros correspondentes é
denominada de constante, fator ou coeficiente de proporcionalidade, cuja representacdo se da, geralmente, pela letra k.

Se duas grandezas sdo diretamente proporcionais, a razao entre dois valores de uma delas é igual a razdo entre os dois
valores correspondentes da outra.
Exemplos:
. ~ooa 3 . . . . . .
=  Sabendo-se que os nimeros das sucessdes g &g sdo diretamente proporcionais e que o fator de proporcionalidade

.1 .
€ determinar os valores de a e d.

= Vamos dividir o nimero 180 em trés partes diretamente proporcionaisa 2, 5 e 11.

Iremos chamar de x, y e z, respectivamente, cada uma das parcelas. Assim, de acordo com o enunciado, teremos:
X _Y _ z

25711
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Como x, y e z sdo as parcelas em que dividimos o nimero 180, devemos ter:
X+y+2z=180

Utilizando a propriedade da proporgao:
Xty+z X_Y_ .z

2+5+11 " 2 5 1
180 _x _ Y _ z

18 2 5 11

Como % =10, entdo:

%ZlO:XZZ.lozx:ZO
5 = =y=510=y =50

17 =10=2=1110=2=110

=

Concluimos que as partes procuradas sdo : 20, 50 e 110.

NUMEROS INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Dadas duas sucessdes de numeros, quando o produto de dois termos correspondentes for constante, temos nimeros ditos

inversamente proporcionais.
|4 6 8

Sejam as duas sucessdes de nimeros:
) [12 8 6

O produto do antecedente pelo seu consequente é sempre o mesmo.

4.12=6.8=8.6=48=k
Nestas condi¢cdes, dizemos que os niUmeros sdo inversamente proporcionais e que o produto comum (48) é a constante
de proporcionalidade (k).

Exemplos:

= Determinar a e b na sucessdo de numeros inversamente proporcionais:
| 52 a 13
|1 26 b

Como os numeros sao inversamente proporcionais, temos:

52.1=a.26=13.b 52.1=a.26=13.b

a.26=">52 b.13 =52
_52 b= 52
=26 ~13
a=2 b=4

Vamos dividir o numero 210 em partes inversamente proporcionais a 3,5 e 6.

n
Devemos dividir o nimero proporcionalmente aos inversos de 3, 5 e 6:
X Y _

X _ Y _z
11 1
3 5 6
3x =5y =6z =k

Vamos escrever x, y e z em funcdo de k:

u|=
N
|
o=
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Portanto temos:

x+y+z=210 300
k k , k X="3 =100
=+ +7=210
3 56

_ 300 _
10k + 6k + 5k = 210.30 Y=g =60
21k = 210.30 ;= 320 — 50
k =300

Logo as partes sao 100, 60 e 50.

DIVISAO PROPORCIONAL COMPOSTA
Veja:

Calcule o valor de a, b, x e y, sabendo que a sequéncia (12, 10, 20) é diretamente proporcional a série (a, b, 5) e inversa-
mente proporcional a (x, 2, y).

De acordo com as informagdes do enunciado, temos que:

12 10 20 12 10 _20
a b 5 €71 1 1

X 2 y

Olhando para a primeira proporgao, notamos facilmente que a constante de proporcionalidade é 4 (%) Podemos entdo

calcularaeb:

= - — _10 -5
5 —4=a=3 4b=10=b="p"=b=73
Ja na segunda proporgao, a constante de proporcionalidade é 20. Podemos entdo calcular x e y:

_ _ 20 _5
12x720=>x712:x73

20y=20y=23,y=1

Os valores procurados sdo:a=3,b = %, X = % ey=1.

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Um automovel percorreu 240 km em 3 horas. Qual a ve- Para o engenheiro fazer esse desenho em uma folha de
locidade média desse automovel? papel, deixando uma margem de 1 cm em relagdo as
bordas da folha, quais as dimensGes minimas, em centi-

Resolugao: )
Distanci 240k metros, que essa folha devera ter?
Vm:%r;)%aﬁvm:3horan;=>vm:80km/h 2,9cmx 3,4cm

3,9cmx4,4cm
02| ENEM A figura a seguir mostra as medidas reais de uma

aeronave que sera fabricada para utilizagdo por compa-
nhias de transporte aéreo. Um engenheiro precisa fazer
o desenho desse avido em escala de 1:150.

20 cm x 25 cm

21 cm x 26 cm

192 cm x 242 cm

Resolugao:

A escala significa que para cada 1 cm da medida do de-

senho, corresponde a 150 cm (1,5 m) da medida real.
Assim podemos efetuar os seguintes calculos:

WO

28,5 met
< metros Real (cm) | Desenho (cm)
150 1
3600 X

_ _ 3600 _
150x = 3600 = x = 150 — 24 cm

36 metros
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Real (cm) | Desenho (cm)
150 1
2850 X
— _ 2820 _
150x = 2850 = x = 150 19cm

Portanto, as dimensodes serdo: 21cm x 26¢cm.

03| Uma mae recorreu a bula para verificar a dosagem de
um remédio que precisava dar a seu filho. Na bula, re-
comendava-se a seguinte dosagem: 5 gotas para cada 2
kg de massa corporal a cada 8 horas. Se a mae ministrou

corretamente 30 gotas do remédio a seu filho a cada 8
horas, entdo qual é a massa corporal da crianga?

Resolugao:

Basta que resolvamos a seguinte proporgdo:

5gotas _ 30 gotas
2kg P
_ 30.2
P="3
P=6.2=12kg

E EXERCICIOS DE FIXAGAO

01| Qual é arazdoigual a 42 , Cujo antecedente é igual a 5?

02| Quem tem a maior razdo de acertos: Fabio, que em 40
exercicios acertou 32 ou Fabricia que em 36 exercicios
acertou 28?

03| Adistancia entre Sdo Paulo e Brasilia é de 1.150 km. Qual
a velocidade média de um veiculo que faz esse percurso

em doze horas e meia?

04| Na planta de uma casa cada 5 cm desenhados estdo re-
presentando 5 metros. Qual é a escala empregada?

05| Encontre x, y e z:
(A
(B}

*%,sendox+y+z=81

wlx  Nx
B< b<

=1z,sendo2y+3z=11

06| Faga o que se pede:

@ Divida o nimero 184 em partes diretamente pro-
3

o123
porcionaisa 5,3 e 7.

( Divida o niumero 340 em partes inversamente pro-
porcionais a 2, 4 e 10.

® Divida o nimero 2670 em trés partes que sejam di-
retamente proporcionais a 3, 4 e 5 e inversamente
proporcionaisa 8,9 e 12.

07| Resolva as seguintes situa¢des problemas abaixo:

@ Uma determinada substancia é composta de ouro e
prata, na proporgao de 5 partes de ouro para cada 1
de prata. Para fabricar 54 g dessa substancia, quan-
tos gramas de ouro e de prata serdo necessarios?

® Gilberto tem um retrato com as dimensdes de 10
cm de largura por 12 cm de altura. Ele quer ampliar
para 25 cm a largura. De que altura ficara retrato?

® Em dois tanques de combustivel hd 2200 | de diesel.
Calcule o volume dos dois tanques, sabendo que

suas capacidades estdo na proporg¢do de %

® Trés amigos associaram-se numa empresa. Paulo
entrou com um capital inicial de R$ 12.000,00, Ju-
lio entrou com RS 10.000,00 e Augusto com RS
6.000,00. No 12 ano obtiveram um lucro de RS
140.000,00. Quanto deve receber cada um dos
socios?

Obs.: Denominamos REGRA DE SOCIEDADE ao mé-
todo utilizado para dividir entre os sécios de

uma empresa seus lucros e prejuizos.

® Uma heranga de RS 300.000,00 deve ser repartida
entre Angelo, Breno e Caio. Cada um deve receber
partes diretamente proporcionais a 3, 4 e 6, res-
pectivamente, e inversamente proporcionais as
idades. Sabendo que Angelo tem 12 anos, Breno,
15 anos, e Caio tem 24 anos, qual sera a parte re-
cebida por Breno?

08| UNESP Segundo dados de um estudo, 100 g de soja
seca contém 35 g de proteinas e 100 g de lentilha
seca contém 26 g de proteinas. Suponhamos que
uma pessoa, objetivando ingerir 70 g de proteinas
por dia, se alimentasse apenas com esses dois produ-
tos. Se num certo dia sua alimentagdo incluisse 140
g de soja seca, calcular a quantidade de lentilha que
deveria incluir.

09| Suponha que um carro movido a gasolina consiga, em
média, percorrer 10 km por litro, e um carro movido a
alcool apenas 8 km por litro. Se o litro de gasolina custa
RS 0,50, quanto deve custar o litro de dlcool para que os

veiculos sejam igualmente econémicos?
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM O condominio de um edificio permite que cada
proprietario de apartamento construa um armario em
sua vaga de garagem. O projeto da garagem, na esca-
la 1:100, foi disponibilizado aos interessados ja com as
especificagdes das dimensGes do armario, que deveria
ter o formato de um paralelepipedo retangulo reto, com
dimensdes, no projeto, iguaisa3 cm, 1 cme 2 cm.

O volume real do armario, em centimetros cubicos, sera:
(A JN3

O 600

® 6.000

® 60.000

@ 6.000.000

02

ENEM Diariamente, uma residéncia consome 20.160 Wh.
Essa residéncia possui 100 células solares retangulares
(dispositivos capazes de converter a luz solar em energia
elétrica) de dimensdes 6 cm x 8 cm. Cada uma das tais
células produz, ao longo do dia, 24 Wh por centimetro de
diagonal. O proprietario dessa residéncia quer produzir,
por dia, exatamente a mesma quantidade de energia que
sua casa consome.

Qual deve ser a agdo desse proprietario para que ele
atinja o seu objetivo?

) Retirar 16 células.
Retirar 40 células.
Acrescentar 5 células.

Acrescentar 20 células.

@ 0@ O

Acrescentar 40 células.

03

ENEM Para se construir um contrapiso, € comum, na
constituicao do concreto, se utilizar cimento, areia e bri-
ta, na seguinte proporg¢do: 1 parte de cimento, 4 partes
de areia e 2 partes de brita. Para construir o contrapiso
de uma garagem, uma construtora encomendou um ca-
minh3o betoneira com 14m3 de concreto.

Qual é o volume de cimento, em m?, na carga de concre-
to trazido pela betoneira?

0O 1,75
2,00
2,33
4,00
8,00

@ 0@ 0O

04| ENEM Durante uma epidemia de uma gripe viral, o se-
cretario de saude de um municipio comprou 16 galGes
de dlcool em gel, com 4 litros de capacidade cada um,
para distribuir igualmente em recipientes para 10 esco-
las publicas do municipio. O fornecedor dispGe a venda
diversos tipos de recipientes, com suas respectivas capa-
cidades listadas:

= Recipiente I: 0,125 litro

=  Recipiente Il: 0,250 litro
= Recipiente Ill: 0,320 litro
= Recipiente IV: 0,500 litro
=  Recipiente V: 0,800 litro

O secretario de saude comprard recipientes de um
mesmo tipo, de modo a instalar 20 deles em cada es-
cola, abastecidos com alcool em gel na sua capacidade
maxima, de forma a utilizar todo o gel dos galGes de
uma so vez.

Que tipo de recipiente o secretdrio de saude deve

comprar?
(A I
(B
® 1
(DY
Gv

05| ENEM José, Carlos e Paulo devem transportar em suas
bicicletas uma certa quantidade de laranjas. Decidiram
dividir o trajeto a ser percorrido em duas partes, sen-
do que ao final da primeira parte eles redistribuiriam
a quantidade de laranjas que cada um carregava de-
pendendo do cansago de cada um. Na primeira parte
do trajeto, José, Carlos e Paulo dividiram as laranjas na
proporg¢do 6 : 5 : 4, respectivamente. Na segunda parte
do trajeto, José, Carlos e Paulo dividiram as laranjas na
proporgao 4 : 4 : 2, respectivamente.

Sabendo-se que um deles levou 50 laranjas a mais no
segundo trajeto, qual a quantidade de laranjas que José,
Carlos e Paulo, nessa ordem, transportaram na segunda
parte do trajeto?

O 600, 550, 350
300, 300, 150
300, 250, 200
200, 200, 100
100, 100, 50

@ O @0
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06| ENEM A Figura 1 representa uma gravura retangular
com 8 m de comprimento e 6 m de altura.

6 metros

8 metros
Figura 1

Deseja-se reproduzi-la numa folha de papel retangular
com 42 cm de comprimento e 30 cm de altura, deixando
livres 3 cm em cada margem, conforme a Figura 2.

Folha de papel
3cm 3cm
— L 4 —

3cm i i 3cm-
[ il

30cm

T W
& |
g ][
w
o

13

42 cm

|:| Regido disponivel para reproduzir a gravura

|:| Regido proibida para reproduzir a gravura

Figura 2

A reprodugdo da gravura deve ocupar o maximo possi-
vel da regido disponivel, mantendo-se as propor¢des da
Figura 1.

PRADO, A. C. Superinteressante, ed. 301, fev. 2012 (adaptado).
A escala da gravura reproduzida na folha de papel é:
0O 13
O 14
® 1:20
® 1:25
(E]

1:32

07| ENEM Boliche é um jogo em que se arremessa uma bola
sobre uma pista para atingir dez pinos, dispostos em
uma formacdo de base triangular, buscando derrubar o
maior numero de pinos. A razdo entre o total de vezes
em que o jogador derruba todos os pinos e o nimero de
jogadas determina seu desempenho.

Em uma disputa entre cinco jogadores, foram obtidos os
seguintes resultados:

Derrubou todos os pinos 50 vezes em 85
Jogador | .
jogadas.
Derrubou todos os pinos 40 vezes em 65
Jogador I .
jogadas.
Derrubou todos os pinos 20 vezes em 65
Jogador Il .
jogadas.
Jogador IV Derrubou todos.os pinos 30 vezes em 40
jogadas.
Derrubou todos os pinos 48 vezes em 90
Jogador V .
jogadas.

Qual desses jogadores apresentou maior desempenho?

(AN
(B
® 1
® v
Gv

08| MACK Dividindo 70 em partes proporcionaisa2,3e5, a
soma entre a menor e a maior parte é:

0 35
O 49
® 56
© 2
G 28
09| UNAERP A proporgdo entre as medalhas de ouro, prata
e bronze de um atleta é 3:4:7, respectivamente. Quan-
tas medalhas de ouro, prata e bronze espera-se que esse

atleta obtenha em 70 jogos, se essa propor¢do se manti-
ver e ele conquistar medalhas em todos os jogos?

0O 20;30; 40
30; 25; 15
24;17; 10
15; 20; 35

@ 9O @ Q@

10; 20; 40
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10| ENEM A Companhia de Engenharia de Trafego (CET) de
Sdo Paulo testou em 2013 novos radares que permitem
o cdlculo da velocidade média desenvolvida por um vei-
culo em um trecho da via.

O sistema mede o tempo
decorrido entre um radar
e outro e calcula a

velocidade média.

No teste feito pela CET,
os dois radares ficavam

a uma distancia de 2,1 km
um do outro.

As medigdes de velocidade deixariam de ocorrer de ma-
neira instantanea, ao se passar pelo radar, e seriam fei-
tas a partir da velocidade média no trecho, consideran-
do o tempo gasto no percurso entre um radar e outro.
Sabe-se que a velocidade média é calculada como sendo
arazdo entre a distancia percorrida e o tempo gasto para
percorré-la.

O teste realizado mostrou que o tempo que permite uma
conducgdo segura de deslocamento no percurso entre os
dois radares deveria ser de, no minimo, 1 minuto e 24 se-
gundos. Com isso, a CET precisa instalar uma placa antes
do primeiro radar informando a velocidade média maxi-
ma permitida nesse trecho da via. O valor a ser exibido na
placa deve ser o maior possivel, entre os que atendem as
condicGes de conducgdo segura observadas.

Disponivel em: www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 11 jan. 2014 (adaptado).

A placa de sinalizagdo que informa a velocidade que

atende a essas condigoes é:
@ ‘
G ‘

11| ENEM A Secretaria de Saude de um municipio avalia
um programa que disponibiliza, para cada aluno de uma
escola municipal, uma bicicleta, que deve ser usada no
trajeto de ida e volta, entre sua casa e a escola. Na fase
de implantagdo do programa, o aluno que morava mais
distante da escola realizou sempre o mesmo trajeto, re-
presentado na figura, na escala 1:25000, por um periodo
de cinco dias.

T
EeEl

Escola

5

ﬁ lcm

Casa

—

lcm

Quantos quilémetros esse aluno percorreu na fase de
implantagdao do programa?

(A I
B 38
® 16
® 20
G 40

12| ENEM Um show especial de Natal teve 45.000 ingres-
sos vendidos. Esse evento ocorrerd em um estadio de
futebol que disponibilizara 5 portGes de entrada, com 4
catracas eletrénicas por portdo. Em cada uma dessas ca-
tracas, passara uma Unica pessoa a cada 2 segundos. O
publico foi igualmente dividido pela quantidade de por-
tGes e catracas, indicados no ingresso para o show, para
a efetiva entrada no estadio. Suponha que todos aqueles
gue compraram ingressos irdo ao show e que todos pas-
sardo pelos portdes e catracas eletronicas indicados.

Qual é o tempo minimo para que todos passem pelas
catracas?

O 1 hora.

® 1 hora e 15 minutos.
® 5 horas.

® 6 horas.

@ 6 horas e 15 minutos.
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13| ENEM Em um certo teatro, as poltronas sdo divididas
em setores. A figura apresenta a vista do setor 3 desse
teatro, no qual as cadeiras escuras estdo reservadas e as
claras ndo foram vendidas.

= =l = =

L1L1IILL
10000
OO0 10
11111l

w

= = =
= = =
= =
= vl
el =l =l
= = =

H = =
H = =
= = =
H = =
H = =
= = =
H = =

H = = = = = H

A razdo que representa a quantidade de cadeiras reser-
vadas do setor 3 em relagdo ao total de cadeiras desse
mesmo setor é:

17
70

17
53

53
70

23
17

70
0 7

© @ ©

14| UNESP Para divulgar a venda de um galpdo retangular
de 5.000m? uma imobilidria elaborou um anudncio em
que constava a planta simplificada do galpdo, em escala,
conforme mostra a figura.

A

5cm

A
Y

10 cm
O maior lado do galpdo mede, em metros,

0O 200
25
50
80
100

@0 @ O

15| ENEM Muitos processos fisioldgicos e bioquimicos, tais
como batimentos cardiacos e taxa de respiragdo, apre-
sentam escalas construidas a partir da relagdo entre
superficie e massa (ou volume) do animal. Uma dessas
escalas, por exemplo, considera que "o cubo da drea S da
superficie de um mamifero é proporcional ao quadrado

de sua massa M“.
HUGHES-HALLETT, D. et al. Calculo e aplicagdes.
S&o Paulo: Edgard Bliicher, 1999 (adaptado).
Isso é equivalente a dizer que, para uma constante k > 0,
a area S pode ser escrita em fungao de M por meio da

expressao:

0O s=kM
O s=kMm3
®@ S=ki.m3
® s=kim3
@ s=ki.Mm?

16| UERJ Na imagem da etiqueta, informa-se o valor a ser
pago por 0,256 kg de peito de peru.

PEITO PERU

DEPTO.:
PESO : 0,256kg
2 1243000012804 RS/ks :
DATR @ 27/03/14
VALIDADE: 31/03/14 12’80

O valor, em reais, de um quilograma desse produto é igual a:
O 25,60
® 32,76
® 40,00
® 50,00

17| UFMG Uma firma é constituida por 2 sécios A e B cujos
capitais investidos sdo 200 e 359 mil reais respectiva-
mente. Todo lucro ou prejuizo é dividido entre os dois,

proporcionalmente ao capital investido. A firma acusou
um prejuizo de 121 mil reais.

As parcelas do prejuizo correspondentes a cada sécio
sdo respectivamente:

O 20 e 101 mil reais.
G 40 e 70 mil reais.
® 44 e 77 mil reais.
® 79 e 72 mil reais.
@ 100 e 21 mil reais.
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18| ENEM A figura apresenta dois mapas, em que o estado | 19| ENEM Para uma atividade realizada no laboratério de Ma-
do Rio de Janeiro é visto em diferentes escalas. tematica, um aluno precisa construir uma maquete da qua-
dra de esportes da escola que tem 28 m de comprimento
por 12 m de largura. A maquete devera ser construida na
escala de 1 : 250. Que medidas de comprimento e largura,
em c¢cm, o aluno utilizara na construgdo da maquete?
0O 48e11,2
® 7,0e3,0
® 11,2e48
® 28,0e12,0
@ 30,0e70,0

1:25 000 000

1:4 000000

20| FEI Certo produto de limpeza é obtido misturando-se 4
partes de substancia A com 3 partes de uma substancia
B. Sabe-se que A custa 15,00 por litro e B custa 8,00 por
litro. A e B sdo vendidos em garrafées de 5 litros cada
um. Dispondo de 900,00 para compra das substancias A
) i e B, quantos garrafdes (também de 5 litros) do produto
Esse nimero e: podem ser obtidos?

H4 interesse em estimar o numero de vezes que foi amplia-
da a area correspondente a esse estado no mapa do Brasil.

® menor que 10. 0 12
® maior que 10 e menor que 20. O 13
® maior que 20 e menor que 30. ® 16
® maior que 30 e menor que 40. ® 15
@ maior que 40. QO 14

Conta-se que, desde a Idade Média, os arabes ja dominavam o conteuddo que hoje denominamos de regra de trés. O ma-
tematico italiano Leonardo de Pisa, no século Xlll, escreveu o famoso livro Liber Abaci, difundindo a técnica que chamou de
“Regra de Trés Numeros Conhecidos”.

GRANDEZAS PROPORCIONAIS

As grandezas proporcionais podem ser diretas ou inversas.

GRANDEZAS DIRETAMENTE PROPORCIONAIS

Duas grandezas dizem-se diretamente proporcionais ou simplesmente proporcionais quando aumentando (ou diminuin-
do) uma delas, a outra também aumenta (ou diminui) na mesma proporc¢do. Por exemplo: Se 3 metros de um tecido custam
RS 18,00 ent3o 5 metros do mesmo tecido custardo RS 90,00.

Propriedade:

Em duas grandezas diretamente proporcionais a razao entre dois valores de uma delas é igual a razdo entre os dois valores
correspondentes da outra.

Grafico de duas grandezas (x e y) variando diretamente:

24
16

\/

0| 1 2 3 4 5 X

Note que estamos diante de uma variagdo linear.
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GRANDEZAS INVERSAMENTE PROPORCIONAIS

Duas grandezas, sdo consideradas inversamente proporcionais quando aumentando (ou diminuindo) uma delas, a outra
diminui (ou aumenta), na mesma proporgdo. Por exemplo: Se 5 operarios fazem certo trabalho em 12 dias entdo 10 operarios
fardo o mesmo trabalho em 6 dias.

Propriedade:

Em duas grandezas inversamente proporcionais o produto entre seus elementos é constante.

i}
30

y 30 15 10 7,5 6 15

X 1 2 3 4 5 10

7,5
6

Grafico de duas grandezas (x e y) variando inversamente:

\/

0| 1 2 3 4 5 X

Note que estamos diante de uma curva chamada hipérbole.

REGRA DE TRES

A regra de trés é uma técnica de célculo que permite a resolu¢do de problemas envolvendo grandezas diretamente e/ou
inversamente proporcionais.

REGRA DE TRES SIMPLES DIRETA

Se as grandezas sdo diretamente proporcionais, a regra de trés diz-se direta.

Exemplo:
Se 15 m de certo tecido custam RS 90,00, quanto custardo 32 m desse tecido?

Indicando por x o preco dos 32 m de tecido, temos a seguinte disposicdo pratica:

15 90
32 X
(d) Fixo

As grandezas comprimento e custo sdo diretamente proporcionais (d).
15 90 _32.90

39 = x X=715 =x =192

Obs.: Nos exercicios de regra de trés simples ou composta, sugerimos manter fixa a coluna que possui a varidvel e, de acor-
do com a necessidade, manter ou inverter as razbes das demais colunas. Use a “coluna do x” como referéncia.

REGRA DE TRES SIMPLES INVERSA

Se as grandezas sdo inversamente proporcionais, a regra de trés diz-se inversa.

Exemplo:

Se 6 operarios levam 10 dias para levantar um muro ao redor de um quarteirdao. Quantos operarios seriam necessarios para
levantar o muro em 3 dias?

Sabemos que o tempo necessario para efetuar uma obra é inversamente proporcional ao nimero de operdrios empregados.

6 operarios 10 dias
X operarios 3 dias
Fixo (i)
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Invertendo a razdo da coluna que ndo possui a variavel, teremos:

6_3
x 10
_6.10

X T:XZZO

Concluimos que sdo necessarios 20 operdrios para levantar o muro em 3 dias.

REGRA DE TRES COMPOSTA

E aquela que envolve mais de duas grandezas.

Exemplo:

Em 6 dias de trabalhos fabrica-se 720 uniformes escolares fazendo funcionar 16 maquinas de costura. Em quantos dias
pode-se fabricar 2.160 uniformes escolares, fazendo funcionar 12 maquinas iguais as primeiras?

Dias | Uniformes | Maquinas
6 720 16
X 2.160 12
(Fixo) (d) (i)

Invertendo os valores correspondentes a 32 grandeza (mdaquinas), teremos:

6 720.12

x _ 2160.16 = X~

6.2160.16

72012 = X= 24 dias

E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Dez operarios realizam um trabalho em 15 dias. Seis
operarios fariam o mesmo trabalho em quantos dias?

Resolugao:

Numero de pessoas | Numero de dias

10 15
6 X

(i) Fixo
%:%:x: 25 dias

02| Foram empregados 24 kg de fio para tecer 120 m de
brim de 0,82 m de largura. Quantos metros de brim
de 1,23 m de largura serdo tecidos com 30 kg do mes-

mo fio?
Resolugao:
Quilos | Comprimento | Largura
24 120 m 0,82 m
30 X 1,23
(d) Fixo (i)
120 _ 24.1,23 120.30.0, 82

x _ 30.0,82 X~ 241,23

x =100 m

03] Se % de uma obra foram realizados em 5 dias por 8 ope-
rarios trabalhando 6 horas por dia, o restante da obra
sera feito agora, com 6 operarios trabalhando 10 horas
por dia em quantos dias?

Resolugao:

Primeiramente precisamos observar que foram realiza-
2 . 2 .
dos 3 da obra, ou seja, 2 das trés partes existentes.

Partes
da obra Operarios | Horas/dia
(total = 3)
2 5 8 6
1 X 6 10
(d) Fixo (i) (i)
5 _2$.10
X 188
5_20
x 8
20x = 40
x = 2 dias
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H EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Coloque (D) para grandezas diretamente proporcionais e
() para grandezas inversamente proporcionais.

@ Se 20 maquinas produzem 600 pecas, quantas pe-
¢as serdo produzidas por 15 dessas mesmas maqui-
nas? ( )

® Um carro percorre 120 km com 15 litros de gasolina.
Quantos litros serdo necessarios para percorrer 200
km? ()

® Uma certa quantidade de azeite foi colocada em la-
tas de 2 litros cada uma, obtendo assim 60 latas. Se
fossem usadas latas de 3 litros, quantas latas seriam
necessdrias para colocar a mesma quantidade de
azeite? ( )

® Com velocidade de 9 km/h, Luis faz uma caminhada
em 40 minutos. Se sua velocidade fosse de 6 km/h,
guanto tempo ele gastaria nessa caminhada? ( )

® Num mapa, a distancia Rio-Bahia, que é de 1600
km, esta representada por 24 cm. A quantos centi-
metros corresponde, nesse mapa, a distancia Brasi-
lia-Salvador, que é de 1200 km? ( )

@ Se uma roldana tem raio de 12 cm e faz 100 rota-
¢Oes por minuto, entdo uma roldana de raio 8 cm
fara quantas rota¢des por minuto? ( )

02| Numa certa época, 22 | de gasolina estavam custando RS
12,10. Qual o prego de 271 ?

03] Gerson estd lendo um livro com 352 paginas. Em 3 ho-
ras ele ja leu 48 paginas. Quanto tempo Gerson vai levar
para ler o livro todo?

04| Em 25 ( de dgua, a temperatura ambiente, é possivel dis-
solver até 8.925 g de sal. Qual a quantidade maxima de
sal que pode ser dissolvida em 1.400 ( de agua?

05| Trés torneiras idénticas, abertas completamente, en-
chem um tanque com agua em 2h e 24 min. Se, em vez
de 3, fossem 5 dessas torneiras, quanto tempo levaria-
mos para encher o mesmo tanque?

06| Uma montadora de automdveis demora 8 dias para produ-
zir 200 veiculos, trabalhando 9 horas por dia. Quantos vei-
culos montara em 15 dias, funcionando 12 horas por dia?

07| Doze operdrios, trabalhando 8 horas por dia, fazem 36
metros de linho em 27 dias. Quantos dias, 15 operarios,
trabalhando 6 horas por dia, levardo para fazer 500 me-
tros do mesmo linho com o dobro da largura?

08| Se x maquinas fazem x copias em x minutos, quantas co-
pias fazem y maquinas em y minutos?

09| Duas estradas de iguais dimensdes comegam simulta-
neamente a ser construidas por 15 operdrios cada uma
delas. Mas, exclusivamente devido a dificuldade no ter-

2
reno, percebe-se que enquanto uma turma avangou 3

4 y
na sua obra, a outra avangou 3 da sua. Quantos opera-
rios deve-se retirar de uma para por na outra, para que
as duas obras fiqguem prontas no mesmo tempo?

ENEM E VESTIBULARES

01| FGV Um poco cilindrico circular reto, de profundidade
15 m e diametro 6 m, foi escavado por 18 trabalha-
dores em 25 dias. Admitindo-se sempre proporciona-
lidade direta ou inversa entre duas das trés grandezas
envolvidas no problema (volume escavado, nimero de
trabalhadores e dias necessarios para o servico), para
aumentar o didmetro do pogo ja escavado em mais 2
m, e com 4 trabalhadores a menos, serdo necessarios e
suficientes mais:

20 dias
21 dias
23 dias
24 dias
25 dias

[ IO I O oo I >>)

02| ENEM Uma industria tem um reservatorio de agua com ca-
pacidade para 900 m3. Quando ha necessidade de limpeza
do reservatorio, toda a agua precisa ser escoada. O escoa-
mento da 4dgua é feito por seis ralos, e dura 6 horas quando
o reservatorio esta cheio. Esta industria construira um novo
reservatdrio, com capacidade de 500 m?, cujo escoamento
da dgua devera ser realizado em 4 horas, quando o reserva-
tdrio estiver cheio. Os ralos utilizados no novo reservatério
deverdo ser idénticos aos do ja existente. A quantidade de
ralos do novo reservatorio devera ser igual a:

©WoOooe
© ® U~ N
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04|

05|

03| ENEM Nos ultimos cinco anos, 32 mil mulheres de 20

a 24 anos foram internadas nos hospitais do SUS por
causa de AVC. Entre os homens da mesma faixa etaria,
houve 28 mil interna¢des pelo mesmo motivo.

Epoca. 26 abr. 2010 (adaptado).

Suponha que, nos préximos cinco anos, haja um acrésci-
mo de 8 mil internagdes de mulheres e que o acréscimo
de internagdes de homens por AVC ocorra na mesma
proporc¢do. De acordo com as informagdes dadas, o nu-
mero de homens que seriam internados por AVC, nos
préximos cinco anos, corresponderia a:

4 mil

9 mil

21 mil

35 mil

39 mil

WO

ENEM Muitas medidas podem ser tomadas em nossas
casas visando a utilizagdo racional de energia elétrica.
Isso deve ser uma atitude didria de cidadania. Uma delas
pode ser a redugdo do tempo no banho. Um chuveiro
com poténcia de 4800 kWh consome 4,8 kW por hora.
Uma pessoa que toma dois banhos diariamente, de 10
minutos cada, consumira, em sete dias, quantos kW?

A
(B
e
o
(EJ

0,8
1,6
5,6
11,2
33,6

ENEM Um dos grandes problemas da poluigdo dos ma-
nanciais (rios, corregos e outros) ocorre pelo habito de
jogar dleo utilizado em frituras nos encanamentos que
estdo interligados com o sistema de esgoto. Se isso ocor-
rer, cada 10 litros de dleo poderdo contaminar 10 mi-
IhGes (107) de litros de agua potavel.
Manual de etiqueta. Parte integrante das revistas Veja (ed. 2055), Claudia (ed. 555),
National Geographic (ed. 93) e Nova Escola (ed. 208) (adaptado).
Suponha que todas as familias de uma cidade descartem
os Oleos de frituras através dos encanamentos e conso-
mem 1 000 litros de dleo em frituras por semana.

Qual seria, em litros, a quantidade de agua potavel con-
taminada por semana nessa cidade?

102

103

104

105

109

WO

06| ENEM A relacdo da resisténcia elétrica com as dimen-

07

sdes do condutor foi estudada por um grupo de cien-
tistas por meio de vérios experimentos de eletricidade.
Eles verificaram que existe proporcionalidade entre:

= resisténcia (R) e comprimento (), dada a mesma
secgdo transversal (A);

= resisténcia (R) e drea da secg¢do transversal (A), dado
0 mesmo comprimento ({) e

= comprimento ({) e drea da secgdo transversal (A),
dada a mesma resisténcia (R).

Considerando os resistores como fios, pode-se exempli-
ficar o estudo das grandezas que influem na resisténcia
elétrica utilizando as figuras seguintes.

fio condutor

resisténcia R

—
4

fios de mesmo material

° resisténcia R
—_

fios de mesmo material

@ resisténcia R)

fios de mesmo material

@ resisténcia R)
—_

—_
14 4 l
)| ) |
k 1
) —_ ——
20 ¢ 2(

Disponivel em: http://www.efeitojoule.com. Acesso em : abr. 2010 (adaptado)

As figuras mostram que as proporcionalidades existentes
entre resisténcia (R) e comprimento (£), resisténcia (R) e
area da seccgdo transversal (A), e entre comprimento (£) e
area da seccdo transversal (A) sdo, respectivamente,

0 direta, direta e direta.
direta, direta e inversa.
direta, inversa e direta.

inversa, direta e direta.

@ 0@ O

inversa, direta e inversa.

ENEM Ja sdo comercializados no Brasil veiculos com mo-
tores que podem funcionar com o chamado combusti-
vel flexivel, ou seja, com gasolina ou alcool em qualquer
propor¢do. Uma orientacdo pratica para o abastecimento
mais econdmico é que o motorista multiplique o preco do
litro da gasolina por 0,7 e compare o resultado com o pre-
¢o do litro de alcool. Se for maior, deve optar pelo alcool. A
razdo dessa orientacdo deve-se ao fato de que, em média,
se com um certo volume de alcool o veiculo roda dez qui-
I6metros, com igual volume de gasolina rodaria cerca de:

O 7km
O 10km
® 14km
® 17km
O 20km
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08| ENEM O mapa a seguir representa um bairro de deter-

minada cidade, no qual as flechas indicam o sentido das
maos do trafego.

Sabe-se que esse bairro foi planejado e que cada quadra
representada na figura é um terreno quadrado, de lado
igual a 200 metros.

Desconsiderando-se a largura das ruas, qual seria o tem-
po, em minutos, que um 6nibus, em velocidade cons-
tante e igual a 40 km/h, partindo do ponto X, demoraria
para chegar até o ponto Y?

1

NOOIC
ﬁlﬁTﬁlﬁ
ot

-« -« -« -«
25 min.
15 min.

2,5 min.

© @ @ &

1,5 min.

@ 0,15 min.

09| ENEM Uma escola langou uma campanha para seus alu-

nos arrecadarem, durante 30 dias, alimentos ndo pere-
civeis para doar a uma comunidade carente da regido.

Vinte alunos aceitaram a tarefa e nos primeiros 10 dias
trabalharam 3 horas didrias, arrecadando 12 kg de ali-
mentos por dia. Animados com os resultados, 30 novos
alunos somaram-se ao grupo, e passaram a trabalhar 4
horas por dia nos dias seguintes até o término da cam-
panha.

Admitindo-se que o ritmo de coleta tenha se mantido
constante, a quantidade de alimentos arrecadados ao
final do prazo estipulado seria de:

0O 920kg
800 kg
720 kg
600 kg

@ © @ @

570 kg

10| ENEM A suspeita de que haveria uma relagdo causal
entre tabagismo e cancer de pulmao foi levantada pela
primeira vez a partir de observacdes clinicas. Para testar
essa possivel associagdo, foram conduzidos inimeros
estudos epidemioldgicos. Dentre esses, houve o estudo
do nimero de casos de cancer em relagdo ao numero de
cigarros consumidos por dia, cujos resultados sdo mos-
trados no grafico a seguir.

Casos de cancer pulmonar dado o nimero de
5 cigarros consumidos diariamente
c
o
£ w0 —
2 s0 /’
@ 40
g /
& {
g 20 /
T 10
g
z 0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 1 1213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
o
Nameros de cigarros consumidos diariamente

Centers for Disease Control and Prevention CDC-EIS
Summer Course — 1992 (adaptado).

De acordo com as informagdes do grafico,

@ o consumo didrio de cigarros e o nimero de casos
de cancer de pulmdo sdo grandezas inversamente
proporcionais.

® o consumo didrio de cigarros e o nimero de casos
de cancer de pulmao sdo grandezas que ndo se re-
lacionam.

® o consumo diario de cigarros e o nimero de casos
de cancer de pulmdo sdo grandezas diretamente
proporcionais.

® uma pessoa ndo fumante certamente nunca serd
diagnosticada com cancer de pulmao.

® o consumo didrio de cigarros e o nlimero de casos
de cancer de pulmao sdo grandezas que estdo rela-
cionadas, mas sem proporcionalidade.

11

ENEM Segundo as regras da Férmula 1, o peso minimo do
carro, de tanque vazio, com o piloto, é de 605 kg, e gaso-
lina deve ter densidade entre 725 e 780 gramas por litro.
Entre os circuitos nos quais ocorrem competicées dessa
categoria, 0 mais longo é Spa-Francorchamps, na Bélgica,
cujo tragado tem 7 km de extensdo. O consumo médio de
um carro da Férmula 1 é de 75 litros para cada 100 km.

Suponha que um piloto de uma equipe especifica, que
utiliza um tipo de gasolina com densidade de 750 g/L,
esteja no circuito de Spa-Francorchamps, parado no box
para reabastecimento. Caso ele pretenda dar mais 16
voltas, ao ser liberado para retornar a pista, seu carro
devera pesar, no minimo,

617 kg

668 kg

680 kg

689 kg

717 kg

QOO
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12| ENEM Uma resolugdo do Conselho Nacional de Politica
Energética (CNPE) estabeleceu a obrigatoriedade de adi-
¢do de biodisel ao éleo disel comercializado nos postos.

A exigéncia é que, a partir de 1.2 de julho de 2009, 4% do
volume da mistura final seja formada por biodisel. Até
junho de 2009, esse percentual era de 3%. Essa medida
estimula a demanda de biodisel, bem como possibilita a
reducdo da importacdo de disel de petrdleo.

Disponivel em: http://www1.folha.uol.com.br. Acesso em: 12 jul. 2009 (adaptado).

Estimativas indicam que, com a adi¢do de 4% de biodi-
sel ao disel, serdo consumidos 925 milhdes de litros de
biodisel no segundo semestre de 2009. Considerando-se
essa estimativa, para o mesmo volume da mistura final
disel/biodisel consumida no segundo semestre de 2009,
qual seria o consumo de biodisel com a adi¢do de 3%?

27,75 milhdes de litros.
37,00 milh&es de litros.

231,25 milhdes de litros.

© @ ©@ ©

693,75 milhdes de litros.
3 388,00 milhdes de litros.

13| ENEM Um engenheiro, para calcular a area de uma cida-
de, copiou sua planta numa folha de papel de boa qua-
lidade, recortou e pesou numa balanga de precisdo, ob-
tendo 40 g. Em seguida, recortou, do mesmo desenho,
uma praga de dimensdes reais 100 m x 100 m, pesou o
recorte na mesma balanca e obteve 0,08 g. Com esses
dados foi possivel dizer que a area da cidade, em metros
quadrados, é de, aproximadamente,

Praga de drea
\/ conhecida

Planta

800

10 000
320000
400 000
5000 000

(m I G I O oo I >)

14| ENEM Em uma empresa, existe um galpdo que precisa

ser dividido em trés depdsitos e um hall de entrada de
20m?, conforme a figura abaixo. Os depdsitos |, Il e IlI
serdo construidos para o armazenamento de, respecti-
vamente, 90, 60 e 120 fardos de igual volume, e suas
areas devem ser proporcionais a essas capacidades.

10m I N | Il

<« 11m —»

A largura do depdsito Il dever ser, em metros, igual a:
1

2

© @ @ ©

0O s

15| ENEM Se compararmos a idade do planeta Terra, ava-

liada em quatro e meio bilhdes de anos (4,5 . 10° anos),
com a de uma pessoa de 45 anos, entdo quando come-
caram a florescer os primeiros vegetais, a Terra ja teria
42 anos. Ela sé conviveu com o homem moderno nas
ultimas quatro horas e, ha cerca de uma hora, viu-o
comegar a plantar e a colher. H4 menos de um minuto
percebeu o ruido de maquinas e de industrias e, como
denuncia uma ONG de defesa do meio ambiente, foi
nesses ultimos sessenta segundos que se produziu todo
o lixo do planeta!

Na teoria do Big Bang, o Universo surgiu ha cerca de 15
bilhdes de anos, a partir da explosao e expansao de uma
densissima gota. De acordo com a escala proposta no tex-
to, essa teoria situaria o inicio do Universo ha cerca de:

@ 100 anos
150 anos
1000 anos

1500 anos

@ © @ @

2000 anos
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16| CFTMG Seu Wagner, personagem do livro A mocinha
do Mercado Central, contratou uma equipe de arte-
sdos para fazer um lote de bijuterias num prazo de
10 horas. Entretanto, 4 integrantes dessa equipe nao
puderam comparecer e o servico demorou 5 horas
a mais. Nessa situagdo, o numero inicial de artesdos
contratados era igual a:

(A B}
6 12
® 16
® 20

17| ENEM A estimativa do nimero de individuos de uma
populagdo de animais frequentemente envolve a cap-
tura, a marcacdo e, entdo, a liberagdo de alguns desses
individuos. Depois de um periodo, apds os individuos
marcados se misturarem com os ndao marcados, rea-
liza-se outra amostragem. A proporg¢ao de individuos
desta segunda amostragem que ja estava marcada
pode ser utilizada para estimar o tamanho da popula-
¢do, aplicando-se a formula:

m2 _ N1

ny B W
Onde:

* n, = numero de individuos marcados na primeira
amostragem;

* n, = numero de individuos marcados na segunda
amostragem;

* m, = ndmero de individuos da segunda amostra-
gem que foram marcados na primeira amostragem;

= N =tamanho estimado da populagdo total.

SADAVA, D. et al. Vida: a ciéncia da biologia. Porto Alegre: Artmed, 2010 (adaptado).

Durante uma contagem de individuos de uma popula-
¢do, na primeira amostragem foram marcados 120; na
segunda amostragem foram marcados 150, dos quais
100 ja possuiam a marcagao.

O numero estimado de individuos dessa populagao é:
O 188

B 180

® 125

® 9%

G 80

18| UERJ Observe no grafico o nimero de médicos ativos
registrados no Conselho Federal de Medicina (CFM) e o
nimero de médicos atuantes no Sistema Unico de Sau-
de (SUS), para cada mil habitantes, nas cinco regides do
Brasil.

1,01
Norle S 0 66

—— 23
Nordeste  p— 0 63

Fonte: CFM, 2013

2,67
SUdeste e 1 35

sy N 2,09
I 1,2 1 B cFv

—— .
Centro- et 1,13 20 W sus

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

O SUS oferece 1,0 médico para cada grupo de x habitantes.
Na regido Norte, o valor de x é aproximadamente igual a:
O 660

G 1000

® 1334

® 1515

19| UEA A Agéncia Nacional de Energia Elétrica (Aneel)
aprovou o pedido de elevagdo da cota do reservatério
da Usina de Santo Ant6nio, no Rio Madeira (RO), de 70,5
metros para 71,3 metros. Na pratica, isso significa que
a usina tera direito de alagar uma area maior do que a
inicialmente prevista, de 350 km? para 430 km?.

(O Estado de S. Paulo, 03.07.2013)

Admita que a area alagada seja proporcional a altura da
cota. Nesse caso, se a cota desse reservatorio for ele-
vada para 71 metros, a area total alagada, em metros
quadrados, serd corretamente expressa por

4.10°
.108
.107
.10°
. 108

@0 @0

5
4
5
4




TRIGONOMETRIA 1

A trigonometria é um dos ramos da matematica cuja origem é impossivel precisar. Sabe-se que, no passado, esteve vincu-
lada a Astronomia, Agrimensura e Navegacdo e que povos como 0s egipcios e os babilonios deram importantes contribuices
para o seu desenvolvimento. Da antiguidade até os dias de hoje, o estudo da trigonometria permanece com fundamental
importancia.

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Se ABC é um triangulo retangulo em A, temos:

= aéamedida da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto);

= b e csdoas medidas dos catetos (lados que formam o dangulo reto);
» BeC sdo angulos agudos;

= AC é o cateto oposto ao angulo B;

= AB é o cateto adjacente ao angulo B.

C
a
b
[+]
B [ A

Consideremos agora um angulo AOB = 0,0° < 6 < 90° e tracemos, a partir dos pontos C, E, G, etc. da semirreta OA, as
perpendiculares CD, EF, GH, etc., a semirreta OB.

A

Os triangulos OCD, OEF, OGH, etc. sdo semelhantes por terem os angulos correspondentes congruentes. Podemos, portan-
to, escrever:

CD _EF _GH _
oC " OF - 0G = ...(constante)

Essa relagdo depende apenas do angulo 6 (e ndo do tamanho do triangulo retangulo do qual 6 é um dos angulos agudos).
Ela é chamada de seno de 0 e escrevemos:

_ CD _ medidado cateto oposto ao dngulo 6 .
sen = oC medida da hipotenusa (0" <6 <907)

(@

De modo analogo, da semelhanga de triangulos obtemos as relagdes:

% — % = % = ...(constante)
CD _EF _GH _
oD~ OF “OH — ...(constante)
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Tais raz6es também dependem apenas do dngulo 6 e as definimos, respectivamente, como cosseno do angulo 6 e tangente
do angulo 6:

_ 0D _ medidado cateto adjacente ao dngulo 0 .
cos® = 5¢ = medida da hipotenusa (0" <6 <907

(@

5
O

- _ medida do cateto oposto ao dngulo 6 . .
tg0= OD = medida do cateto adjacente ao angulo © (0" <8 <90%)

sao chamadas razdes trigonométricas em relagdo ao angulo 6.

(0]
&
@
I
S8
a|o

. _CD _
As razbes sen O = Oc €08 0=

RELACOES ENTRE AS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Dado um triangulo retangulo ABC, podemos chegar a algumas relagGes com base nas defini¢es das razGes trigonométricas:
B

sen o
cos o

12 relagdo: =tga

Veja:

_c_

senQ _

cos o

m|c'|m|n

22 relagdo: sen? o + cos® o = 1 (Relagdo Fundamental da Trigonometria)
Veja:
A A P [ 2 2
a“=b"+c =>1:?+?=>1=cos o +sen“a

ANGULOS COMPLEMENTARES E AS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Se a e B sdo angulos complementares, ou seja, admitem soma igual a 90°, entdo:

C

senazcosB:% cosa=senB=7 tga.tgp= c_%zl

b

ANGULOS NOTAVEIS E AS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Os angulos de 30°, 45° e 60° sdo chamados de angulos notaveis. As razées trigonométricas para esses angulos serdo obtidas

a partir de observacgdes feitas no tridangulo equilatero e no quadrado.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS A PARTIR DO TRIANGULO EQUILATERO

Em todo triangulo equildtero a mediana, a altura e a bissetriz sdo coincidentes. Na figura seguinte, se M é o ponto médio
do lado BC, o segmento AM é também altura e bissetriz do angulo A. Logo, os tridngulos ABM e ACM s3o retangulos.

30°
0
60°
B 7
0 M
2
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no AABM, vem:
2_(AV 2 20 2 30 _ o 0./3
P=(3) +no=F+h s =noh="3=
Assim, temos:
V3
sen 60° :%: % :ﬂ'Ts.%:@:senGW = \/23
£
c0560°:%:%.%=%=c0560°=%
0.4/3

tgso":%—%:&%.%:@ﬁtgso":ﬁ
2 2

Como sen 30° = cos 60°, cos 30° = sen 60° e tg 30° = ﬁ, pois 30° e 60° sdo angulos complementares, temos:
V3 _ V3

P = l o o
sen30® = 5 cos30° = —5—  1g30° =3~

RAZOES TRIGONOMETRICAS A PARTIR DO QUADRADO

Em todo quadrado a diagonal o divide em dois triangulos retangulos congruentes.
A ¢ B
L]

o
D 0 C

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo ADC, vem:
=0+ =20=10/2
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Assim, temos:

TABELA DE RAZOES TRIGONOMETRICAS PARA OS ANGULOS NOTAVEIS

EXERCICIOS RESOLVIDOS

/2

0 —ngzsen45°=7

© 0
45 ===
sen d ﬂﬁ ﬁ
V2

2
cos 45° = sen 45° = 4 = cos 45° = 5

_ sen45’ _ sen45’
cos 45"  sen 45’

tg 45° =1=>tgd5’ =1

Portanto:

01| UFRN A figura a seguir é formada por trés triangulos re-
tangulos. As medidas dos catetos do primeiro triangulo 1
sdo iguais a 1. Nos demais triangulos, um dos catetos é
igual a hipotenusa do triangulo anterior e o outro cateto
tem medida igual a 1. Considerando os angulos a, B e A
na figura abaixo, atenda as solicitagcdes seguintes. Calcu-
letga,tgBetgA. 1./3

- BA=T3 3T

02| Um pintor utiliza uma escada BC de 5 m de comprimento
para pintar a drea externa de uma casa. Ao apoiar a es-
cada, o pintor deixa uma das extremidades afastada y m
da parede e 6 = 60°. Nessas condicdes, determine y.

m O m > > T©

Resolugao:

Aplicando sucessivamente o Teorema de Pitdgoras nos

triangulos ABC e ACD, respectivamente, temos:
Resolugao:
(ACY=12+12= AC =42

(ADR =(y/2) +12=AD =43

y 1 5
cose=§=§:>y=7m:y=2,5m
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03| Um homem de 1,80 m de altura avista o topo de um
edificio sob um angulo de 30° em relagdo a horizontal.
Quando ele se aproxima 10 m do edificio, esse angulo
aumenta para 60°. Qual a altura do edificio?

Resolugao:
A

4
Edificio

>

307

120° /e
5 30° 60° 5

C D
1,8mi 10m v

A
Y.

O triangulo sombreado é isdceles, logo, a hipotenusa do
triangulo ACD mede 10 m (dois lados congruentes do tri-
angulo sombreado). Portanto, temos:

sen60° = 1% —h=10.5en60° =53 m

Entdo:

A altura do edificio H = (1,8 + 54/3)m

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Nas figuras seguintes, determine o valor de x:
(A
6v3
o] X
9
(B)
8
135°
(o]
X
e
2 24/3
®
60°
X
[o]
12

02| Um papagaio, ou pipa, é preso a um fio esticado que

forma um angulo de 45° com o solo. O comprimento
do fio é de 100 m. Determine a altura do papagaio em
relagdo ao solo.

03| IFCE Queremos encostar uma escada de 8m de compri-

mento numa parede, de modo que ela forme um dngulo
de 60° com o solo. A que distancia da parede devemos
apoiar a escada no solo?

04| UNESP Um prédio hospitalar esta sendo construido

em um terreno declivoso. Para otimizar a construcao,
o0 arquiteto responsavel idealizou o estacionamento no
subsolo do prédio, com entrada pela rua dos fundos do
terreno. A recepc¢do do hospital estd 5 metros acima do
nivel do estacionamento, sendo necessaria a constru-
¢do de uma rampa retilinea de acesso para os pacien-
tes com dificuldades de locomocgéo. A figura representa
esquematicamente esta rampa (r), ligando o ponto A,
no piso da recepgao, ao ponto B, no piso do estaciona-
mento, a qual deve ter uma inclinagdo minima de 30° e
maxima de 45°.

A Nivel da recepgdo

Nivel do estacionamento B

Nestas condi¢Ges e considerando V2 =1,4, quais de-
verdo ser os valores maximo e minimo, em metros, do
comprimento desta rampa de acesso?
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05| UEM Para obter a altura CD de uma torre, um matemati-
co, utilizando um aparelho, estabeleceu a horizontal AB
e determinou as medidas dos dngulos a = 30° e = 60°
e a medida do segmento BC = 5 m, conforme especifi-
cado na figura. Nessas condic¢des, determine a altura da

torre, em metros.
D

.
i

06| UFRJ Milena, diante da configuragdo representada a
seguir, pede ajuda aos vestibulandos para calcular o
comprimento da sombra x do poste, mas, para isso, ela
informa que o sen a = 0,6.

(.
0
> AN

A
x
\ 4

Calcule o comprimento da sombra x.

07| UFG Para dar sustentacdo a um poste telefénico, utili-
Zou-se um outro poste com 8 m de comprimento, fixado
ao solo a 4 m de distancia do poste telefénico, inclinado
sob um angulo de 60°, conforme a figura a seguir.

Cabo ——

60°

Considerando-se que foram utilizados 10 m de cabo
para ligar os dois postes, determine a altura do poste
telefénico em relagao ao solo.

08| UNICAMP Os pontos A e B estdo, ambos, localizados na
superficie terrestre a 60° de latitude norte; o ponto A
esta a 15°45’ de longitude leste e o ponto B a 56°15’ de
longitude oeste. Dado que o raio da Terra, considerada
perfeitamente esférica, mede 6.400 km qual é o raio do
paralelo de 60°?

09| UNICAMP Caminhando em linha reta ao longo de uma
praia, um banhista vai de um ponto A a um ponto B, co-
brindo a distancia AB = 1200 metros. Quando em A ele
avista um navio parado em N de tal maneira que o an-
gulo NAB é de 60°; e quando em B, verifica que o angulo
NBA é de 45°.

@ Faca uma figura ilustrativa da situacdo descrita.

(® Calcule a distancia a que se encontra o navio da praia.

ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Um baldo atmosférico, langado em Bauru (343 quilo-
metros a Noroeste de S3o Paulo), na noite do uUltimo domin-
g0, caiu nesta segunda-feira em Cuiabd Paulista, na regido de
Presidente Prudente, assustando agricultores da regido. O ar-
tefato faz parte do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido
por Brasil, Franca, Argentina, Inglaterra e Italia, para a medi-
¢do do comportamento da camada de 0zonio, e sua descida
se deu apds o cumprimento do tempo previsto de medicao.

Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br. Acesso em: 02 maio 2010.

Balao

60°
1,8 km A

30°
3,7 km

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o balao.
Uma estava a 1,8 km da posicao vertical do baldo e o
avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km
da posicdo vertical do baldo, alinhada com a primeira, e
no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?
O 1,8km.
1,9 km.
3,1 km.

3,7 km.

@ © @ @

5,5 km.
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02| UNICAMP Ao decolar, um avido deixa o solo com um | 04| ENEM Para determinar a distdncia de um barco até a

angulo constante de 15°. A 3,8 km da cabeceira da pista praia, um navegante utilizou o seguinte procedimento:
existe um morro ingreme. A figura abaixo ilustra a deco- a partir de um ponto A, mediu o dngulo visual a fazendo
lagem, fora de escala. mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no
Aeroporto = mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que
- _ *’E'IE;“% fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto
. \ sob um angulo visual 2a. A figura ilustra essa situagdo:
3,8 km
P
Podemos concluir que o avido ultrapassa o morro a uma
altura, a partir da sua base, de:
O 3,8tg(15°) km = 20, Trajetoéria do barco
® 3,8sen (15°) km A =
® 3,8 cos (15°) km Suponha que o navegante tenha medido o angulo a=30°

e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco havia per-
corrido a distancia AB = 2000 m. Com base nesses dados e
mantendo a mesma trajetdria, a menor distancia do barco
até o ponto fixo P sera:

® 3,8sec(15°) km

03

ENEM As torres Puerta de Europa sao duas torres incli-
nadas uma contra a outra, construidas numa avenida de

Madri, na Espanha. A inclinagdo das torres é de 15° com a ® 1000 m.
vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a al-
! ! 10003 m.
tura é indicada na figura como o segmento AB). Estas tor- 6 V3
res sdo um bom exemplo de um prisma obliquo de base ﬁ
) ® 20003 m.
quadrada e uma delas pode ser observada na imagem. B
; ® 2000m.
@ 200043 m.

05| UNEB A tirolesa é uma técnica utilizada para o transpor-
te de carga de um ponto a outro. Nessa técnica, a carga
é presa a uma roldana que desliza por um cabo, cujas
extremidades geralmente estdo em alturas diferentes. A
tirolesa também é utilizada como pratica esportiva, sen-
do considerado um esporte radical.

Em certo ecoparque, aproveitando a geografia do local,
a estrutura para a pratica da tirolesa foi montada de ma-
neira que as alturas das extremidades do cabo por onde
os participantes deslizam estdo a cerca de 52m e 8m,
cada uma, em relagdo ao nivel do solo, e o angulo de
descida formado com a vertical é de 80°.

Disponivel em: www.flickr.com. Acesso em: 27 mar. 2012.

Nessas condi¢Ges, considerando-se o cabo esticado e

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangen- que tg 10° = 0,176, pode-se afirmar que a distancia ho-
te de 15° e duas casas decimais nas operagdes, des-

cobre-se que a area da base desse prédio ocupa na
avenida um espaco:

rizontal percorrida, em metros, ao final do percurso, é
aproximadamente igual a:

® menor que 100 m2. O 250
@ entre 100 m? e 300 m?, ® 252
® entre 300 m? e 500 m?. ® 254
® entre 500 m? e 700 m?, ® 256
@ maior que 700 m2. O 258
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06| UFG Uma empresa de engenharia deseja construir uma
estrada ligando os pontos A e B, que estdo situados em
lados opostos de uma reserva florestal, como mostra a
figura a seguir.

> Reserva
>~ florestal

A empresa optou por construir dois trechos retilineos,
denotados pelos segmentos AC e CB, ambos com o mes-
mo comprimento. Considerando que a distancia de A
até B, em linha reta, é igual ao dobro da distancia de B a
D, o angulo a, formado pelos dois trechos retilineos da
estrada, mede:

110°
120°
130°
140°
Q@ 150°

© @@

07| UFRN A escadaria a seguir tem oito batentes no primei-
ro lance e seis, no segundo lance de escada.

A

Sabendo que cada batente tem 20 cm de altura e 30 cm de
comprimento (profundidade), a tangente do angulo mede:

9
AN )

14
0 g
29
® 3
01

08| UNESP A figura representa a vista superior do tampo
plano e horizontal de uma mesa de bilhar retangular
ABCD com cagapas em A, B, C, e D. O ponto P localizado
em AB representa a posi¢cdo de uma bola de bilhar, sen-
do PB=1,5me PA =1,2m. Ap6s uma tacada na bola,
ela se desloca em linha reta colidindo com BC no ponto
T, sendo a medida do angulo PTB igual 60°. Apds essa
colisdo, a bola segue, em trajetoria reta, diretamente até

a cagapa D.
C D—
largura do
T
tampo da mesa
B P A
| [l |
: 1,5m Yo1om !

Nas condigdes descritas e adotando @ =~ 1,73 alargu-
ra do tampo da mesa, em metros, é proxima de:

0 2,4
0 2,08
® 2,28
® 2,00
0O 2,56

09| ESPCEX Um tenente do Exército estd fazendo um levan-
tamento topografico da regido onde serd realizado um
exercicio de campo. Ele quer determinar a largura do rio
gue corta a regido e por isso adotou os seguintes proce-
dimentos: marcou dois pontos, A (uma arvore que ele
observou na outra margem) e B (uma estaca que ele fin-
cou no chdo na margem onde ele se encontra); marcou
um ponto C distante 9 metros de B, fixou um aparelho
de medir angulo (teodolito) de tal modo que o angulo no
ponto B seja reto e obteve uma medida de % rad para o
angulo ACB.

Qual foi a largura do rio que ele encontrou?

0O 9,3 metros

3/5 metros

(B}

(C) %metros
® /3 metros
(E

4,5 metros
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10| IFTMG Uma formiga sai do ponto A e segue por uma A distancia, em metros, percorrida pela formiga é:
trilha, representada pela linha continua, até chegar ao
ponto B, como mostra a figura. O 1+2/3
O 3+3/3
® 5+243
® 7+3/3

TRIGONOMETRIA EM UM TRIANGULO QUALQUER
LEI DOS SENOS

Em qualquer triangulo, a razdo entre a medida de um lado e o seno do angulo oposto a este lado é constante e o valor desta
constante é a medida do diametro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Demonstragao:

Consideremos um triangulo ABC qualquer, inscrito na circunferéncia de centro O e raio R.
A

Tracemos, a partir do vértice A, o didmetro AA’.

Sabemos que A’ = % eB= % (4ngulos inscritos), portanto, A’ =B e sen B = sen A".
O triangulo AA’C é retangulo, pois C = % = % =90°.

A b
Logo, sen A" = 7R -

A — conB entd a_ b b _
Como sen A" = senB, entao, sen B = 2R Ou ~ = 2R.

senB
. a c _
Analogamente, deduzimos que wonA 2Re senC — 2R.
Logo, podemos concluir:
a b c
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LEI DOS COSSENOS

O quadrado da medida de um lado de um triangulo é igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados menos

duas vezes o produto das medidas desses lados pelo cosseno do angulo formado por eles.

DEMONSTRACAO:

1° caso: A é agudo (0° < A < 90°)

C
b h a
oo
A X H c—x B

Seja h a altura em relag¢do ao lado AB.
Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulos retangulos AHC e BHC:

b>=h’+x’ea’=h’+(c—xF=a’=(h’+x*)+c*—2.c.x
Como h?+x?>=b? temosa?=b*+c>—2.c.x.

O AAHC é retangulo, logo, x =b . cos A.

Substituindo, temos: a*>=b?+c>—2.b.c.cosA .

2° caso: A é obtuso (90° < A < 180°)

Seja h a altura em relag¢do ao lado AB.
Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos retangulos AHC e BHC:

b2=h?+x’ea’=h’+(c+xF=a’=(h’+x*)+c?+2.c.x
Como h?+x?>=b? temosa’=b%>+c®>+2.c.x.
Como o0 AAHC é retangulo, x =b . cos (180° — A).
Porém, cos (180° — A) = — cos A, logo, x = — b . cos A.
Substituindo, temos: a*>=b?+c>—2.b.c.cosA .

3° caso: A éreto (A = 90°)

C
b a
°
A C B

No AABC,temoscos A =cos90° =0. Entdo, a igualdade a’=b>+c?—2.b.c.cosA pode ser escrita como

a?=b%2+c2—2.b.c.0, que equivale a a®> = b? + c? (teorema de Pitagoras). Dai concluimos: a lei dos cossenos é valida para

todo e qualquer tipo de triangulo.
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Nas figuras seguintes, determine: E
® A medida do segmento AC. A !
[ 3 1
A 1 :
{ /15m  {Riacho
3 i .:
C 1
/A 2
B
Resolugio: VISADA ‘ ANGULO
Pela Lei dos Cossenos, temos: ACB %
(ACP =32+42—2.3.4.cos60° -
BCD T
ARV — 1 3
= (ACY =9+16—-24.5 -
ABC T
= (ACP =25—-12
- AC=4/13 ® Calcule a distancia entre A e B.
- ® Calcule a distancia entre B e D.
(® A medida do segmento AB.
A Resolugao:
(A
45°
60°

B 3./6 C

Resolugao:

Pela Lei dos Senos, temos:

AB 3/6

sen60°  sen45°

AB.v2 _3V6.43
= 2 2

No triangulo ABC assinalado, temos:

_3./6.4/3

152 = x>+ x*—2.x.x.c05120°
= AB =09
225 = 2¢ - 22 (—3)
02| UNICAMP Um topdgrafo deseja calcular a distancia .
entre pontos situados a margem de um riacho, como 225 = 3x
mostra a figura a seguir. O topdgrafo determinou as dis- P
tancias mostradas na figura, bem como os angulos espe- X =
cificados na tabela abaixo, obtidos com a ajuda de um = Sﬁm
teodolito.
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C 10 m

No triangulo BDC, temos:

y? =15*+10%—2.15.10. cos 60°
y2 =225+ 100 — 150

y =175

y = Sﬁm

EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Nas figuras seguintes, determine:

O A medida do segmento AB.

A
>
60°
45° ‘
C
B 2\/5 m

® 0 seno do angulo B.

A
6cm
4 cm
C
B

A

12 cm

D

® 0 raio da circunferéncia que circunscreve o AABC.

® A medida do segmento AC.
A

/N 6m

B

02| UFPE Uma ponte deve ser construida sobre um rio, unin-
do os pontos A e B, como ilustrado na figura a seguir.
Para calcular o comprimento AB, escolhe-se um ponto
C, na mesma margem em que B estd, e medem-se os
angulos CBA = 57° e ACB = 59°. Sabendo que BC mede
30m, indique, em metros, a distancia AB. Dado: use as
aproximagoes sen59° = 0,87 e sen64° = 0,90.

59° C

57°

&,

03| UNICAMP Os lados de um tridngulo tém, como medidas,
numeros inteiros impares consecutivos cuja soma é 15.

@ Quais sdo esses numeros?
® Calcule a medida do maior angulo desse tridngulo.
04| UNICAMP Sejam A, B e C pontos de uma circunferéncia

tais que, AB = 2km, BC = 1km e a medida do angulo
ABC seja de 135°. Calcule o raio dessa circunferéncia.
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05| FGV

@ Determine o perimetro do tridngulo na forma deci-
mal aproximada, até os décimos. Se quiser, use algum
destes dados: 352 = 1225; 36 = 1296; 37% = 1369.

60°
6cm

(® Um aluno tinha de fazer um cartaz triangular, em
cartolina. Decidiu construir o triangulo com as se-
guintes medidas dos lados: 6 cm, 8 cm e 16 cm. Ele
conseguira fazer o cartaz? Por qué?

06| UFRJ Os ponteiros de um reldgio circular medem, do
centro as extremidades, 2 metros, o dos minutos, e 1
metro, o das horas. Determine a distancia entre as extre-
midades dos ponteiros quando o relégio marca 4 horas.
07| UNESP Os lados de
2«/3, «/g e3+ ﬁ Determine o angulo oposto ao lado

que mede V6.

um triangulo medem

08| IFCE Na figura a seguir, determine o valor de x e o peri-
metro do triangulo.

X+2

120°
x+1

09| UFG O mostrador do relégio de uma torre é dividido em
12 partes iguais (horas), cada uma das quais é subdivi-
dida em outras 5 partes iguais (minutos). Se o ponteiro

das horas (OB) mede 70 cm e o ponteiro dos minutos
(OA) mede 1 m, qual sera a distancia AB, em func¢do do
angulo entre os ponteiros, quando o relégio marcar 1
hora e 12 minutos?

10| UFG Uma empresa de vigilancia ird instalar um sistema
de seguranca em um condominio fechado, representado
pelo poligono da figura a seguir.

S R

P Q

A empresa pretende colocar uma torre de comunica-
¢do, localizada no ponto A, indicado na figura, que seja
equidistante dos vértices do poligono, indicados por P,
Q, R, S e T, onde serdo instalados os equipamentos de
seguranca. Sabe-se que o lado RQ desse poligono mede
3000 m e as medidas dos outros lados sdo todas iguais
a distancia do ponto A aos vértices do poligono. Calcule
a distancia do ponto A, onde serd instalada a torre, aos
vértices do poligono.

ENEM E VESTIBULARES

01| UFJF Uma praga circular de raio R foi construida a partir
da planta a seguir:

Os segmentos AB, BC e CA simbolizam ciclovias cons-
truidas no interior da praga, sendo que AB = 80 m. De

acordo com a planta e as informacgGes dadas, € CORRETO
afirmar que a medida de R é igual a:

o 160«/§m

@ 0 @® ©
o
@
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02| FUVEST Um tridngulo T tem lados iguaisa 4, 5e 6. O
cosseno do maior angulo de T é:

0%
0t
0 3
02
0}

03| IFMG Um grupo de escoteiros pretende escalar uma
montanha ate o topo, representado na figura abaixo
pelo ponto D, visto sob angulos de 40° do acampamento
B e de 60° do acampamento A.

Dado: sen 20° = 0,342

C

Considerando que o percurso de 160 m entre A e B e
realizado segundo um angulo de 30° em relacdo a base
da montanha, entdo, a distancia entre Be D, em m, e de,
aproximadamente:

0O 19
® 234
® 260

® 320
04| CESGRANRIO No tridngulo ABC, os lados AC e BC me-

dem 8 cm e 6 cm, respectivamente, e o angulo A vale 30°.
O seno do angulo B vale:

o §
o3
o §
o §

05| UFPA Considere as seguintes informacées:

=  De dois pontos A e B, localizados na mesma margem
de um rio, avista-se um ponto C, de dificil acesso,
localizado na margem oposta;

= Sabe-se que B esta distante 1000 metros de A;

=  Com o auxilio de um teodolito (aparelho usado para
medir angulos) foram obtidas as seguintes medidas:
BAC =30° e ABC = 80°.

Deseja-se construir uma ponte sobre o rio, unindo o
ponto C a um ponto D entre A e B, de modo que seu
comprimento seja minimo. Podemos afirmar que o com-
primento da ponte sera de aproximadamente.

Considere: sen 80° = 0,985, sen 70° = 0,940, cos 80° = 0,174
e cos 70°=0,340

0O 524 metros
® 532 metros
® 1048 metros
® 500 metros
@ 477 metros
06| UFSM Na instalagdo das [ampadas de uma praga de ali-
mentagdo, a equipe necessitou calcular corretamente a

distancia entre duas delas, colocadas nos vértices B e C
do triangulo, segundo a figura. Assim, a distancia “d” é:

C

50m

>)

50¢/2 m

(/6)

SOTm
504/3 m

254/ 6 m

@ 0 @ ©

504/ 6 m
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07| UFPI Em um tridngulo, um dos dngulos mede 60° e os
lados adjacentes a este angulo medem 1 cme 2 cm. O
valor do perimetro deste triangulo, em centimetros, é:

93+£
®5+ﬁ
@3+ﬁ
®3+ﬁ
@5+ﬁ

08| UNIRIO

[

A

Deseja-se medir a distancia entre duas cidades B e C
sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que AB = 80 km
e AC = 120 km, onde A é uma cidade conhecida, como
mostra a figura anterior. Logo, a distancia entre B e C,
em km, é:

® menor que 90

® maior que 90 e menor que 100
® maior que 100 e menor que 110
® maior que 110 e menor que 120
@ maior que 120

09| FUVEST No quadrilatero, BC = CD = 3 cm, AB = 2 cm,
ADC = 60° e ABC = 90°.

D
C
A B
A medida, em cm, do perimetro do quadrilatero é:
0O 11
0 12
® 13
® 14
6@ 15

10| CESGRANRIO Um navegador devia viajar durante duas
horas, no rumo nordeste, para chegar a certa ilha. Enga-
nou-se, e navegou duas horas no rumo norte. Tomando,
a partir dai, o rumo correto, em quanto tempo, aproxi-
madamente, chegara a ilha?

30 min
1h

1 h 30 min
2h

@ 2h15min

© @ ©@ ©

11| UFPB A prefeitura de certa cidade vai construir, sobre
um rio que corta essa cidade, uma ponte que deve ser
reta e ligar dois pontos, A e B, localizados nas margens
opostas do rio. Para medir a distancia entre esses pon-
tos, um topdgrafo localizou um terceiro ponto, C, distan-
te 200 m do ponto A e na mesma margem do rio onde se
encontra o ponto A. Usando um teodolito (instrumento
de precisdao para medir angulos horizontais e angulos
verticais, muito empregado em trabalhos topograficos),
o topégrafo observou que os angulos BCA e CAB me-
diam, respectivamente, 30° e 105°, conforme ilustrado
na figura a seguir.

Com base nessas informacgdes, é correto afirmar que a
distancia, em metros, do ponto A ao ponto B é de:

® 2002
® 18042
® 1502
® 1002
@ 502
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MULTIPLOS E DIVISORES

O estudo dos multiplos e divisores ndo esta limitado aos dispositivos praticos que nos ajudam a calcular o MMC e o MDC
entre numeros naturais.

E preciso compreender em que situacdes-problema esses conceitos podem ser empregados. Nos problemas contextualiza-
dos, devemos perceber padrdes e regularidades de sequéncias, para assim, buscarmos as generaliza¢gdes. Vejamos o exemplo
a seguir:

Queremos plantar 6000 arvores dispostas em linhas e colunas. As arvores deverdo ser numeradas segundo o seguinte
modelo:

Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3 Coluna 4 Coluna 5 Coluna 6

Arvore 5 Arvore 6

Linha 1 Arvore 1 Arvore 2 Arvore 3 Arvore 4

Linha 2 Arvore 7 Arvore 8 Arvore 9 Arvore 10 Arvore 11 Arvore 12

Pergunta-se: Qual é o numero da drvore plantada na 49 coluna e na 1359 coluna?

A solugdo para este problema vocé vera logo mais!

DEFINICOES

=  Multiplo de um nimero é todo nimero que se obtém multiplicando o nimero dado por um nimero inteiro qualquer.
Exemplo: Conjunto dos multiplos naturais de 3.
M(3)=1{0, 3,6,9, 12, 15, 18, ...}
=  Divisor de um numero é qualquer nimero inteiro que o divide um nimero exato de vezes.
Exemplo: Conjunto dos divisores positivos de 18.

D(18)={1, 2, 3, 6, 9, 18}.

PROPRIEDADES

O numero zero é multiplo de qualquer nimero;

O numero 1 é o divisor universal, ou seja, divide qualquer nimero;

Todo nuimero, a excegao do zero, é divisor e multiplo dele mesmo;

O numero zero ndo divide nenhum numero inteiro;

Se um numero é multiplo de outro, significa que ele também é divisor desse mesmo nimero;

O conjunto dos multiplos dos nimeros naturais ndo nulos é infinito;

O conjunto dos divisores de zero € infinito;

O conjunto dos divisores dos nUmeros naturais ndo nulos é finito;

Para que um numero seja multiplo de outro, é necessario que os dois possuam os mesmos fatores,
sendo que um deles pode possuir expoentes iguais ou maiores;

Para que um numero seja divisor de outro, é necessario que os dois possuam os mesmos fatores, sen-
do que o numero divisor devera possuir expoentes iguais ou menores do que o dividendo;

O produto de uma sequéncia de “x” numeros inteiros consecutivos é divisivel por “x”.
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDADE
DIVISIBILIDADE POR 2
Um ndmero natural é divisivel por 2 quando ele terminaem 0, 2, 4, 6 ou 8, ou seja, quando ele é par.
Exemplos:
= 8.040 é divisivel por 2, pois termina em 0.
= 2.175 ndo é divisivel por 2, pois ndo é um nimero par.
DIVISIBILIDADE POR 3
Um numero é divisivel por 3 quando a soma dos valores absolutos dos seus algarismos for divisivel por 3.
Exemplos:

= 2.367 é divisivel por 3, pois a soma de seus algarismos é iguala 2 + 3 + 6 + 7 = 18, e como 18 é divisivel por 3, entdo
2.367 é divisivel por 3.

= 617 ndo é divisivel por 3, pois 14 (6 + 1 + 7) ndo é divisivel por 3.
DIVISIBILIDADE POR 4

Um numero é divisivel por 4 quando termina em 00 ou quando o nimero formado pelos dois ultimos algarismos da direita
for divisivel por 4.

Exemplos:

= 2.500 é divisivel por 4, pois termina em 00.

= 5.316 é divisivel por 4, pois 16 é divisivel por 4.

= 6.124 é divisivel por 4, pois 24 é divisivel por 4.

= 9.227 ndo é divisivel por 4, pois ndo termina em 00 e 27 ndo é divisivel por 4.
DIVISIBILIDADE POR 5

Um numero natural é divisivel por 5 quando ele termina em 0 ou 5.
Exemplos:

= 85 é divisivel por 5, pois termina em 5.

= 200 é divisivel por 5, pois termina em 0.

= 57 ndo é divisivel por 5, pois ndo termina em 0 nem em 5.
DIVISIBILIDADE POR 6

Um numero é divisivel por 6 quando é divisivel por 2 e por 3.

Exemplos:

= 612 é divisivel por 6, porque é divisivel por 2 (par) e por 3 (soma: 9).

= 7.314 é divisivel por 6, porque é divisivel por 2 (par) e por 3 (soma: 15).
= 416 n3o é divisivel por 6, (é divisivel por 2, mas ndo é divisivel por 3).

=  6.405 n3o é divisivel por 6 (é divisivel por 3, mas ndo é divisivel por 2).
DIVISIBILIDADE POR 7

Um numero é divisivel por 7, quando dobramos o nimero da unidade e subtraimos do nimero restante. Se o resultado for
um numero multiplo de 7, entdo, o numero inicial sera divisivel por 7.

Exemplos:

= 245 é divisivel por 7.
Observe:

24 5 = dobra-se o algarismo das unidades.

J— 10 = subtrai-se do numero restante.

14 = é multiplo de 7, portanto, 245 é divisivel por 7.
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Vamos resolver para verificar:

245 |7
—211 35
35

—35

@ —> Divisdo exata

DIVISIBILIDADE POR 8

Um numero é divisivel por 8 quando termina em 000, ou quando o numero formado pelos trés ultimos algarismos da di-
reita for divisivel por 8.

Exemplos:

3.000 é divisivel por 8, pois termina em 000.

287.104 é divisivel por 8, pois 104 é divisivel por 8.
224.224 é divisivel por 8, pois 112 é divisivel por 8.
451.645 ndo é divisivel por 8, pois 645 ndo é divisivel por 8.

DIVISIBILIDADE POR 9

Um numero é divisivel por 9 quando a soma dos valores absolutos dos seus algarismos for divisivel por 9.

Exemplos:

20.871 é divisivel por 9, pois a soma de seus algarismos é iguala 2+ 0+ 8 + 7 + 1 = 18, e como 18 é divisivel por 9,
entdo 20.871 é divisivel por 9.

7.819 ndo é divisivel por 9, pois 25 (7 + 8 + 1 + 9) ndo é divisivel por 9.

DIVISIBILIDADE POR 10

Um numero natural é divisivel por 10 quando ele termina em 0.

Exemplos:

8.150 é divisivel por 10, pois termina em O.
67.806 ndo é divisivel por 10, pois ndo termina em 0.

DIVISIBILIDADE POR 11

Um numero é divisivel por 11 quando a diferenga entre as somas dos valores absolutos dos algarismos de ordem impar e a
dos de ordem par é divisivel por 11.

O algarismo das unidades é de 12 ordem, o das dezenas de 22 ordem, o das centenas de 32 ordem, e assim sucessivamente.

Exemplos:

62.579

Si (soma das ordens impares) =9+ 5+ 6 = 20

Sp (soma das ordens pares) =7 +2=9

Si—Sp=20—9=11

Como 11 é divisivel por 11, entdo o numero 62.579 é divisivel por 11.

35.411
Si=1+4+3=8
Sp=1+5=6

Si—Sp=8—-6=2
Como 2 ndo é divisivel por 11, entdo o nimero 35.411 ndo é divisivel por 11.

DIVISIBILIDADE POR 12

Um namero é divisivel por 12 quando é divisivel por 3 e por 4.

Exemplos:

1.008 é divisivel por 12, porque é divisivel por 3 (soma = 9) e por 4 (dois Ultimos algarismos é divisivel por 4).
570 ndo é divisivel por 12 (é divisivel por 3, mas ndo é divisivel por 4).
640 ndo é divisivel por 12 (é divisivel por 4, mas ndo é divisivel por 3).




A A SISTEMA DE ENSINO A360°

DIVISIBILIDADE POR 15

Um numero é divisivel por 15 quando é divisivel por 3 e por 5.

Exemplos:

= 405 é divisivel por 15, porque é divisivel por 3 (soma = 9) e por 5 (termina em 5).
=  1.824 ndo é divisivel por 15 (é divisivel por 3, mas ndo é divisivel por 5).

= 430 n3o é divisivel por 15 (é divisivel por 5, mas ndo é divisivel por 3).
DIVISIBILIDADE POR 25

Um numero é divisivel por 25 quando os dois algarismos finais forem 00, 25, 50 ou 75.
Exemplos:

= 9.000, 725, 34.650 e 67.975 sdo divisiveis por 25.

DECOMPOSICAO EM FATORES PRIMOS

Todo nimero que ndo é primo pode ser escrito como um produto de fatores primos (Exce¢do: os numeros “0” e “1”). Veja-
mos o seguinte dispositivo pratico que nos permite escrever um nimero natural na forma canénica:

Divisores primos

* 19) Dividimos o nimero pelo seu menor divisor primo;
630 | 2 N : : iy
. 29) A seguir, dividimos o quociente obtido pelo menor divi-
Quociente > 315 3 sor primo desse quociente e assim sucessivamente até
105 3 obter o quociente 1.
35 5
7 7
1

Entdo630=2.3.3.5.7
630=2.32.5.7 ——» Decomposi¢do candnica ou em fatores primos.

QUANTIDADES DE MULTIPLOS DE UM NUMERO EM UM INTERVALO

Exemplo: Quantos multiplos de 5 possuem 3 algarismos?

Resolugdo: Devemos primeiramente encontrar o primeiro e o Ultimo nimero de 3 algarismos que sdo divisiveis por 5.

Primeiro niimero: 100 (Repare que 100 dividido por 5 resulta em 20, ou seja, existem 20 niUmeros iguais ou menores a 100
que sdo divisiveis por 5).

Ultimo niimero: 995 (Repare que 999 dividido por 5 da quociente 199 e resto 4. Devemos entdo fazer 999 — 4 = 995. Exis-
tem 199 numeros compreendidos entre 0 e 999 que sdo divisiveis por 5).

Calculo final: 199 — 20 + 1 = 180 multiplos de 5 que possuem 3 algarismos.

QUANTIDADE DE DIVISORES NATURAIS

A quantidade (N) de divisores de um nimero natural é facilmente calculavel, bastando, primeiramente, escrevé-lo na forma
canonica, ou seja, decompd-lo em fatores primos. Vamos utilizar como exemplo o nimero 72:

72=12%.3?

O préximo passo é somar a cada expoente uma unidade e multiplicar os resultados obtidos. Assim teremos o nimero de
divisores naturais de 72.

N=(3+1).(2+1)=4.3=12divisores
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Qual é a quantidade de divisores do nimero 6007?

Resolugao:

Vamos escrever o numero 600 em sua forma canoénica:
23x3x52

Somando uma unidade a cada um dos expoentes e mul-
tiplicando o resultado, teremos:

(3+1)x(1+1)x(2+1)=4x2x3=24divisores.

02| ENEM Nosso calendario atual é embasado no antigo ca-
lenddrio romano, que, por sua vez, tinha como base as fa-
ses da lua. Os meses de janeiro, margo, maio, julho, agosto,
outubro e dezembro possuem 31 dias, e os demais, com
excegao de fevereiro, possuem 30 dias. O dia 31 de margo
de certo ano ocorreu em uma terga-feira. Nesse mesmo
ano, qual dia da semana sera o dia 12 de outubro?

® Quinta-feira
@ Sexta-feira

® Domingo

(® Segunda-feira
® Terca-feira
Resolugao:

O numero de dias decorridos entre 31 de margo e 12 de
outubro: 30 +31 +30+ 31+ 31+ 30+ 12 =195.

Numero de semanas compreendidas no intervalo:
195=17.27 + 6.

Sabemos que uma semana tem sete dias, assim, se 31
de margo ocorreu em uma terga-feira, temos que 12 de
outubro sera segunda-feira (letra B).

03| Lembra-se do exercicio introdutério deste capitulo? Va-
mos resolvé-lo agora!

Resolugao:

Retomando: Queremos plantar 6000 arvores dispostas
em linhas e colunas. As arvores deverdo ser numeradas
segundo o seguinte modelo:

Coluna
(3

Coluna
5

Coluna
4

Coluna | Coluna
2 3

Coluna

Arvore | Arvore | Arvore | Arvore | Arvore | Arvore
1 2 3 4 5 6
Arvore | Arvore | Arvore | Arvore | Arvore | Arvore
7 8 9 10 11 12

Pergunta-se: Qual é o numero da drvore plantada na 49
coluna e na 13592 coluna?

Se observarmos a ultima coluna, identificaremos uma
sequéncia numeérica com os multiplos de 6.

M(6) = {6, 12, 18, 24, 30, 36, ...}

Logo, na 1352 linha, 62 coluna, encontraremos o nimero
135 x 6 = 810. Entdo, na 42 coluna da mesma linha tere-
mos 810 — 2 = 808.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Qual é o numero de divisores naturais que possui o nu-
mero 18.9007?

02| Sabendo-se que 2*. 3%. 53 possui 60 divisores, qual é o
valor de x?

03| Seja a expressdo 1200 n onde n é um numero natural
ndo nulo. Qual é o menor valor de n, de modo que essa
expressao seja um cubo perfeito?

04| Calcule os dois menores nimeros naturais ndo nulos pe-
los quais devemos dividir os nimeros 150 e 180, respec-
tivamente, para obtermos quocientes iguais.

05| Seja a 0 maior numero inteiro de 4 algarismos que é di-
visivel por 13 e b o menor ndmero inteiro positivo de 4
algarismos que é divisivel por 17. Podemos afirmar que
a diferenga a — b resulta em um ndmero menor, maior
ou igual a 50007?

06| A distancia entre duas cidades A e B em Belo Horizonte
é de 265 quildmetros e o Unico posto de gasolina entre
elas encontra-se a % desta distancia, partindo de A. De-
termine o total de quildmetros a serem percorridos da
cidade B até este posto.

07| Uma rifa, em que apenas um numero sera sorteado,
contém todos os nimeros de 1 a 100. Os funciondrios de
um cartério compraram todos os numeros multiplos de
8 ou 10. Pergunta-se: Quantos bilhetes os funciondrios
ndo compraram?

08| Em um jogo de palitos onde disputam duas pessoas, a
regra é: os jogadores devem ftirar, alternadamente, 1,
2, 3 ou 4 palitos de uma pilha que possui, inicialmente,
1239 palitos. O vencedor é aquele que retira o(s) ulti-
mo(s) palito(s). Alexandre, um dos jogadores, percebe
que, se for ele o jogador a comegar, deve retirar, logo na
primeira jogada, uma quantidade x de palitos para, com
certeza, ganhar a partida . Qual é essa quantidade x?
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ENEM E VESTIBULARES

01| UTFPR Tenho 24 jogos de computador. Quantas sdo as | 05] ENEM Um maquinista de trem ganha RS 100,00 por via-

possibilidades existentes (nimero maximo) para se dividir
esses jogos em grupos com quantidades iguais de jogos?

(A J)
O 4
® 6
® 8
0 12

02| IFCE Se p e g sdo nimeros primos, tais que p — q = 41,
entdo o valorde p + q é:

91
79
73
45
43

(m I O R oo >

03| UPE Uma lavadeira costuma estender os lengéis no varal

utilizando os pegadores da seguinte forma:
1 1 ]

=

Se ela dispde de 10 varais que comportam 9 lencgdis
cada, quantos pegadores ela devera utilizar para esten-
der 84 lengdis?

O 253
O 262
® 274
® 256
G 280
04| ENEM O ciclo de atividade magnética do Sol tem um pe-
riodo de 11 anos. O inicio do primeiro ciclo registrado
se deu no comeco de 1755 e se estendeu até o final de

1765. Desde entdo, todos os ciclos de atividade magné-
tica do Sol tém sido registrados.

Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2013.

No ano de 2101, o Sol estara no ciclo de atividade mag-
nética de numero

32
34
33
35
31

@O0

gem e so pode viajar a cada 4 dias. Ele ganha somente se
fizer a viagem e sabe que estara de férias de 12 a 10 de
junho, quando ndo podera viajar. Sua primeira viagem
ocorreu no dia primeiro de janeiro. Considere que o ano
tem 365 dias. Se o maquinista quiser ganhar o maximo
possivel, quantas viagens precisara fazer?

37
51
88
89
6 9

© @O

06| ENEM Os numeros de identificagdo utilizados no coti-

diano (de contas bancarias, de CPF, de Carteira de Iden-
tidade etc) usualmente possuem um digito de verifica-
¢do, normalmente representado apds o hifen, como em
17326-9. Esse digito adicional tem a finalidade de evitar
erros no preenchimento ou digitagdo de documentos.
Um dos métodos usados para gerar esse digito utiliza os
seguintes passos:

=  multiplica-se o ultimo algarismo do ndmero por 1,
o penultimo por 2, o antepenultimo por 1, e assim
por diante, sempre alternando multiplicagdes por 1
e por 2

= soma-se 1acada um dos resultados dessas multipli-
cacgoes que for maior do que ou igual a 10.

=  somam-se os resultados obtidos.

= calcula-se o resto da divisdo dessa soma por 10, ob-
tendo-se assim o digito verificador.

O digito de verificagdo fornecido pelo processo acima
para o nimero 24685 é:

1

© @ @ &

2
4
6

0O 3

07| UFSJ Assinale a alternativa que indica quantos sdo os

numeros inteiros de 1 a 21.000, que nao sdo divisiveis
por 2, por 3 e nem por 5.

0O 6.300
5.600
7.000

© @ @
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08|

09|

10|

11|

EPCAR A quantidade de suco existente na cantina de
uma escola é suficiente para atender o consumo de
30 criangas durante 30 dias. Sabe-se que cada crianga
consome, por dia, a mesma quantidade de suco que
qualquer outra crianga desta escola. Passados 18 dias, 6
criangas tiveram que se ausentar desta escola por moti-
vo de salde. E correto afirmar que, se ndo houver mais
auséncias nem retornos, a quantidade de suco restan-
te atendera o grupo remanescente por um periodo de
tempo que somado aos 18 dias ja passados, ultrapassa
os 30 dias inicialmente previstos em:

0O 10%
0O 20%
® 5%
0 15%

CFTMG Se o nimero 23 . 32. 5* tem exatamente 24 divi-
sores positivos, entdo esse nimero é:

0O 180
0 270
® 360
® 420

ENEM Durante a Segunda Guerra Mundial, para deci-
frarem as mensagens secretas, foi utilizada a técnica de
decomposicao em fatores primos. Um nimero N é dado
pela expressdo 2% . 5Y . 7% na qual x, y e z sdo niumeros
inteiros ndo negativos. Sabe-se que N é multiplo de 10
e ndo é multiplo de 7. O numero de divisores de N, dife-
rentes de N, é:

O x.y.z
O (x+1).(y+1)
® x.y.z—1

® (x+1).(y+1).z
O (x+1).(y+1).(z+1)—1

FUVEST Na cidade de S3o Paulo, as tarifas de transpor-
te urbano podem ser pagas usando o bilhete Unico. A
tarifa é de RS 3,00 para uma viagem simples (6nibus ou
metrd/trem) e de RS 3,00 para uma viagem de integra-
¢do (6nibus e metrd/trem). Um usuario vai recarregar
seu bilhete Unico, que estd com um saldo de R$ 12,50. O
menor valor de recarga para o qual seria possivel zerar o
saldo do bilhete apds algumas utilizagGes é:

® RS$0,85
RS 1,15
RS 1,45
RS 2,50
RS 2,80

@ O @0

12|

13|

ESPM Os numeros naturais M e N sdo escritos, na base
10, com os mesmos dois algarismos, porém em posi¢ées
invertidas. A diferenca entre o maior e o menor é uma
unidade a menos que o menor deles. Podemos afirmar
que o valor de M + N é:

102

67

125

98

110

WO

UEL

e

0SCpoZOag

|l||L

Assim Caminha a Humanidade — Sociedade de Consumo.

(Disponivel em: <http://blogdopedronelito.blogspot.com.br/2012/02/assim-caminha-
humanidade.html>. Acesso em: 29 maio 2012.)
Uma das caracteristicas da sociedade moderna é a iden-
tificagdo cada vez mais precisa dos individuos. Um exem-
plo é o CPF (Cadastro de Pessoa Fisica), um registro na
Receita Federal composto por 11 digitos, sendo os dois
ultimos verificadores, para se evitar erros de digitagdo.
O numero do CPF tem a seguinte configuragao:

N,N_N.N,N_N_N_N;N

1NoN3N NgNGNoNGNg — N 0N

100 "11
N, a Ng sdo os nimeros-base e N, define a regido fiscal,
por exemplo, Ny =9 para Parana e Santa Catarina.

N,, e N, verificam os nimeros anteriores. O algoritmo
para obter o digito verificador N11 é calculado a partir
da soma:

S;o= 11N+ 10N, +9N,+8N,+ 7N+ 6N+ 5N, + 4N+ 3N+ 2N,
Dividindo S10 por 11, obtém-se o resto R desta divisdo. Se
R=0o0uR=1entdo N, =0; caso contrarioN,, =11 —R.
Considerando o numero de CPF 094.610.079-9X, assinale
a alternativa que apresenta, corretamente, o valor de X.
0

3

6

8

10

QOO




A A SISTEMA DE ENSINO A360°

MMC (Minimo Multiplo Comum) e MDC (Maximo Divisor Comum)

O estudo do maximo divisor comum e do minimo multiplo comum é de extrema importancia para a matematica do dia a
dia. Com ele podemos resolver inUmeras situagdes praticas aplicadas, por exemplo, a produgdo das empresas.

= O minimo multiplo comum (MMC) de dois ou mais niimeros naturais € o menor nimero (ndo-nulo) que é, concomi-
tantemente, multiplo de todos eles.

= O maximo divisor comum (MDC) de dois ou mais nimeros naturais € o maior nimero (ndo-nulo) que é, concomitan-
temente, divisor de todos eles.

METODOS PRATICOS PARA OBTENCAO DO MMC E DO MDC

Vamos encontrar, através do método da decomposi¢do simultanea, o MDC e o MMC dos numeros 360 e 84.

360,84 (2°
180,42 |2° MDC (360,84) =22.3 =12
90,212 , .. o
45213 (é o produto dos divisores comuns*®)
15,7 |3
575 MMC (360,84) =23.32.5.7=2520
1,77 (é o produto de todos os divisores)
1,1

Para o caso de decompormos os numeros separadamente, devemos considerar:

[\V1\/[el Produto dos fatores comuns e ndo comuns com o maior expoente

\"[>]ell Produto dos fatores comuns com o menor expoente

Exemplo:

Sendo A =600, B=140e C = 18.000, calcule o MMCe o MDCdeA,BeC.

A=23.3.52
B=22.5.7
Cc=2%.32.53

MDC (A, B,C)=22.5

MMC (A, B,C)=2%.32.53.7

Observagoes importantes!

Quando os numeros forem | O MDC sera | O MMC sera
CONSECUTIVOS 1 O produto deles:
Exemplo:5e 6 5.6=30
PRIMOS ENTRE SI 1 O produto deles
Exemplo:5e 8 5.8=140
e lsdaallite O menor deles: 16 O maior deles: 32
Exemplo: 32 e 16

RELACAO IMPORTANTE ENTRE MMC E MDC

Dados dois nimeros naturais ndo nulos (a e b), o produto do maximo divisor comum pelo minimo multiplo comum deles é
igual ao produto dos dois niUmeros, ou seja:

MMC(a,b) . MDC(a,b) = a.b
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E EXERCICIOS RESOLVIDOS

01| Uma empresa de logistica é composta de trés areas: ad-
ministrativa, operacional e vendas. A drea administrativa é
composta de 30 funcionarios, a operacional de 48 e a de
vendas por 36 vendedores. Ao final do ano, a empresa rea-
liza uma integracdo entre as trés areas, de modo que todos
os funcionarios participem ativamente. As equipes devem
conter o mesmo numero de funciondrios com o maior
numero possivel. Determine quantos funciondrios devem
participar de cada equipe e o nimero possivel de equipes.

Resolugao:

O primeiro passo é encontrar o MDC entre os numeros
48, 36 e 30. Vamos decompor cada um desses nimeros
isoladamente.

Temos, portanto, as seguintes decomposi¢cdes em fato-

res primos:
482 36|2 30(2
2412 18|2 15(3
12 |2 9 (3 5|5
6 (2 33 1
313 1
1

48 =24 .3

36 =22%.3?

30=2.3.5

MDC (30, 36, 48) = 2. 3 = 6 (NUumero de integrantes de
cada equipe)

O segundo passo é determinar o numero total de equipes:
48 + 36 + 30 = 114 (Total de pessoas)

114 : 6 = 19 (Total de equipes)

E importante observar que o nimero de equipes é 19.
Cada uma dessas equipes possui 6 participantes.

02| PUC-SP Numa linha de produgdo, certo tipo de manuten-

03| Dois numeros tém como MMC e MDC, 240 e 20 respec-

¢do é feita na maquina A a cada 3 dias, na maquina B, a cada
4 dias, e na maquina C, a cada 6 dias. Se no dia 2 de dezem-
bro foi feita a manutengdo nas trés maquinas, apds quantos
dias as maquinas receberdao manutengdo no mesmo dia.
Resolugao:
Primeiramente temos que calcular o MMC entre os nu-
meros 3,4 e 6.

346|2

323|2

313(3

111

MMC (3,4, 6) =22.3=12

Portanto, apds 12 dias a manutencdo sera feita nas trés
maquinas conjuntamente. Assim, a data procurada é
14 de dezembro, pois 2 + 12 = 14.

tivamente. Calcule a soma desses numeros, sabendo-se
que um deles é 60.

Resolugao:

Sabemos que o produto entre dois nimeros naturais é
igual ao produto entre o seu MMC e MDC. Vejamos:

a.b=MMC (a, b). MDC (a,b).
Assim, de acordo com o enunciado, temos:
60 .x = MMC (60,x) . MDC (60, x)

60.x=240.20
_ 4800

X="60

x = 80.

Portanto, a resposta do problema sera dada por:

80 + 60 = 140.

E EXERCICIOS DE FIXACAO

01| Calcule o MDC entre 420, 480 e 600.
02| Determine o MMC dos niimeros 48 e 72.

03| Em uma sala retangular de piso plano nas dimensdes
8,80 m por 7,60 m deseja-se colocar ladrilhos quadrados
iguais, sem necessidade de recortar nenhuma pega. Cal-
cule a medida maxima do lado de cada ladrilho.

04| Sendo 14 o MDC entre dois nimeros naturais x e y, qual
€ o niumero de divisores comunsaxey?

05| Considere dois rolos de barbante, um com 96 m e outro
com 150 m de comprimento. Pretende-se cortar todo

06| Uma abelha-rainha dividiu as abelhas de sua colmeia

o barbante dos dois rolos em pedagos de mesmo com-
primento. Determine o menor nimero de pedagos que
podera ser obtido.

nos seguintes grupos para exploragdao ambiental: um
composto de 288 batedoras e outro de 360 engenheiras.
Sendo vocé a abelha rainha e sabendo que cada grupo
deve ser dividido em equipes constituidas de um mesmo
e maior numero de abelhas possiveis, como vocé redis-
tribuiria suas abelhas?
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ENEM E VESTIBULARES

01| ENEM Em uma floresta, existem 4 espécies de insetos,
A, B, C e P, que tém um ciclo de vida semelhante. Essas
espécies passam por um periodo, em anos, de desenvol-
vimento dentro de seus casulos. Durante uma primave-
ra, elas saem, poem seus ovos para o desenvolvimento
da proxima geragdo e morrem.

Sabe-se que as espécies A, B e C se alimentam de vege-
tais e a espécie P é predadora das outras 3. Além disso, a
espécie P passa 4 anos em desenvolvimento dentro dos
casulos, ja a espécie A passa 8 anos, a espécie B passa 7
anos e a espécie C passa 6 anos.

As espécies A, B e C s6 serdo ameacadas de extingdo
durante uma primavera pela espécie P, se apenas uma
delas surgir na primavera junto com a espécie P.

Nessa primavera atual, todas as 4 espécies sairam dos
casulos juntas.

Qual serd a primeira e a segunda espécies a serem ame-
acadas de extingao por surgirem sozinhas com a espécie
predadora numa préxima primavera?

@ Aprimeira a ser ameacada é a espécie C e a segunda
é a espécie B.
A primeira a ser ameacgada é a espécie A e a segunda
é a espécie B.
A primeira a ser ameacada é a espécie C e a segunda
é a espécie A.

A primeira a ser ameacada é a espécie A e a segunda
é a espécie C.

@ © @ o

A primeira a ser ameacgada é a espécie B e a segunda
é a espécie C.

02

UERJ Na tabela abaixo, estdo indicadas trés possibilida-
des de arrumar n cadernos em pacotes:

N2 de cadernos | N2 de cadernos

N2 de pacotes

por pacotes que sobram
X 12 11
Y 20 19
VA 18 17

Se n é menor do que 1200, a soma dos algarismos do
maior valor de n é:

0 12
17
21
26

© @ @

03| ESPM As moedas de 10 e 25 centavos de real tem, pra-
ticamente, a mesma espessura. 162 moedas de 10 cen-
tavos e 90 moedas de 25 centavos serdo empilhadas de
modo que, em cada pilha, as moedas sejam do mesmo
tipo e todas as pilhas tenham a mesma altura. O menor
numero possivel de pilhas é:

0 12
0 13
® 14
® 15
G 16

04|CFTMG Em um campeonato esportivo, todos os jogos
iniciardo em 15 de marco de 2014. Os jogos de futebol
acontecerdo a cada 30 dias, os de basquete a cada 45
dias e os de volei, a cada 60 dias. Apds o inicio das com-

peticdes, o primeiro més em que os jogos das trés mo-
dalidades voltardo a coincidir é:

0O agosto
@ setembro
® novembro
® dezembro

05| UEPB Com relagdo ao movimento dos cometas no uni-
verso, sabemos que muitos deles passam pelo planeta
Terra em periodos de anos definidos. Os cometas A e B
passam de 20 em 20 anos e 35 em 35 anos respectiva-
mente, e suas Ultimas apari¢des na Terra ocorreram em

1930. A proxima passagem dos dois pela Terra ocorrera
no ano de:

2072
2.060
2.075
2.070
O 2.065

© @@ O

06

UDESC A quantidade de niUmeros naturais que sdo di-
visores do minimo multiplo comum entre os nimeros
a=540,b=720e c= 1800 é igual a:

75
18
30
24
60

(m O O o >
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07| IFSP Miro ganhou um prémio em dinheiro que é superior =  3s caixas, ao serem acomodadas, deverdo ter seus
a RS 2.000,00 e inferior a RS 2.500,00. Se ele conté-lo de “comprimento, largura e altura” coincidindo com os
30 em 30 reais, ou de 40 em 40 reais, ou ainda de 50 em mesmos sentidos dos “comprimento, largura e altura”
50 reais, sempre sobrardo 25 reais. O valor do prémio foi: da cagamba.
0O R$2.185,00 * paracada entrega, o volume da cacamba devera estar

5 ReRTEAT totalmente ocupado pelo tipo de caixa transportado.

Atendendo a essas condicOes, o proprietario optou pela
® R$2.305,00

compra de caminhdes com cagamba do tipo

(3 RS$2.425,00 B\
08| UNESP Uma empresa de ceramica utiliza trés tipos de ®
caixas para embalar seus produtos, conforme mostram (DX
as figuras. Qv
09| MACK
altura altura -
25 cm 10 cm L—_‘/:rgura sl
comprimento 20em | T e —
argura 25¢m 36
comprimento 109 e¢m
20cm O nimero minimo de cubos de mesmo volume e dimen-

soes inteiras, que preenchem completamente o parale-
lepipedo retangulo da figura, é:

altura largura 0O 64

4cm 25 cm @ 90
comprimento 50 cm ® 28
Essa empresa fornece seus produtos para grandes cida- ® 125
des, que, por sua vez, proibem o trafego de caminhdes
de grande porte em suas dreas centrais. Para garantir a G 100
entrega nessas regides, o proprietdrio da empresa deci- | 10| ESPM Uma parede retangular pode ser totalmente re-
diu adquirir caminh&es com cagambas menores. vestida com ladrilhos retangulares de 30 cm por 40 cm
A tabela apresenta as dimensdes de cinco tipos de ca- ou com Iadr.ilhos quadrados de 50_ cm de lado, inteiros,
cambas encontradas no mercado pelo proprietario. Sem que haja espaco ou S gl IeRIIEEID) Elida eles. A me-
nor area que essa parede pode ter é igual a:
m 0 4 5 m2
cagamba m m ’
: | 1,2 L 2
® 3,0m?
I 3,5 2,0 1,0 ® 40m?
i 3,0 2,2 1,0 O 35m?
\% 2 1 . . z
3,0 0 o 11| EPCAR Considere os algarismos zero e 4 e os nimeros
\ 3,0 2,0 10 formados apenas com os mesmos. O numero x repre-
Sabe-se que: senta o menor multiplo positivo de 15, dentre os des-
. . critos acima. Se = possui um numero O de divisores
= a3 empresa transporta somente um tipo de caixa por 30
entrega. positivos, entdo o é igual a:
* aempresa devera adquirir somente um tipo de ca- 04
camba. O 6
= a cagamba adquirida deverd transportar qualquer CIE:
tipo de caixa. ® 10




GABARITOS

FRENTE A
SEQUENCIAS NUMERICAS
(PROGRESSAO ARITMETICA)
EXERCICIOS DE FIXAGAO
01. 42 posicdo
02.
a) {1,1,2,3,5,8,13,..}
b) 144
03.
a) x=3—-ry=3+rez=3+2r
b) x=—-4,y=10,z=17er=7
04. 481

05.

a) 133 b) 100
06.

a) 79 b) 78 c) -3
07. 18km
08.

a) 4.100 b) 34.950
09.

a) 440 b) 1.175
10. 64

ENEM E VESTIBULARES

01.B 03.B 05.B 07.C 09.D
02.D 04.D 06.A 08.A 10.C

FRENTE A
SEQUENCIAS NUMERICAS
(PROGRESSAO GEOMETRICA)
EXERCICIOS DE FIXAGAO
01.
a) 10 b) 4 c) 384
02. 49 anos, 56 anos e 64 anos
03.
a) a,=8eq=2

_ 64 _5
b) =715 eqd=3
04.
-1
a) 5m? b) 40.<%>n m?
2 19
05 (3)

06. Sim, se os trés forem iguais.
07.
a) J_rﬁ
b) (5,5+2,10,1042,20) ou
(5,— 542,10, — 1042, 20)

08. 8vezes

00. 10
10. 60m

ENEM E VESTIBULARES

01.C 04.B 07.D 10. A
02.B 05. A 08. A 11.B
03.B 06.C 09.D 12.E

FRENTE A
ANALISE COMBINATORIA
EXERCICIOS DE FIXACAO
01.

a) (1, cara); (2, cara); (3, cara); (4,
cara); (5, cara); (6, cara); (1, co-
roa); (2, coroa); (3, coroa); (4,
coroa); (5, coroa); (6, coroa)

b) 12

02.
a) 336 b) 30
03. 336

04. 81

05.

a) 570 b) 126.000
06. 198

07.

a) 144 b) 52
08. 3.168

09. 984

10. 54

ENEM E VESTIBULARES

01.B 04.A 07.D 10.A 13.A
02.A 05.B 08.D 11.E 14.D
03.B 06.B 09.E 12.E 15.E

FRENTE A
FATORIAL E ARRANJO SIMPLES

EXERCICIOS DE FIXAGAO

o1
a) 5.040 0)5.034
b) 24 d)15

0. %

03. 8

04.
a)s = {5} 0)S=19)
b) s = {5} d)s={6)

05. 30

06. 5.040

07. 2520

08. 60

09. 60

10. 20.160

ENEM E VESTIBULARES

01.C 03.A 05.B 07.C 09.B
02.B 04.B 06.B 08.D 10.E

FRENTE B
MATEMATICA BASICA
(RAZAO, PROPORGAO E DIVISAO
PROPORCIONAL)

EXERCICIOS DE FIXAGAO

0. >

02. Fabio
03. 92km/h
04. 1:100
05.

a) x=18,y=36ez=27
b) x=3,y=4ez=1
06.
a) 48,64¢e72
b) 200, 100 e 40
c) 810, 960 e 900
07.
a) Ouro = 45g e prata = 9g
b) 30 cm de altura
c) 800 litros e 1400 litros

08.
09.

01.
02.
03.
04.

d) Paulo = R$ 60.000,00;
Julio = R$ 50.000,00 e
Augusto = R$ 30.000,00

e) RS 120.000,00
80,76 g de lentilha
RS 0,40

ENEM E VESTIBULARES

E 05.B 09.D 13.A 17.C
A 06.D 10.C 14.E 18.D
B 07.0 11.E 15.D 19.C
C 08B 12.B 16.D 20.D

FRENTE B
MATEMATICA BASICA
(REGRA DE TRES)
EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.
03.
04.
05.
06.
07.

08.
09.

01.

02.
03.

a) b o | e) D
b) D d) | f) 1

RS 8,45

22 horas

499,8 kg

1h26min24s

500 veiculos

80 dias

ENEM E VESTIBULARES

E 04.D 08.D 12.D 16.B
05.E 09.A 13.E 17.B
06.C 10.E 14.D 18.D
07.C 11.B 15.B 19.E

C
D

FRENTE C
TRIGONOMETRIA 1

(TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO
RETANGULO)

EXERCICIOS DE FIXACAO

01.

02.
03.

05.
06.
07.
08.

a) x=30°
b) x=8
5042 m

4m

c) x=60°

d) x:8x/§

Minimo de 7 m e madximo de 10 m
20m

13,33 m

6-+443m

3.200 km

09.

01.
02.

a)

N\ A o
B A
b) 600(y3 +3)m

ENEM E VESTIBULARES

A 03.E 05.A 07.B 09.A
C 04.B 06.B 08.A 10.D

FRENTE C
TRIGONOMETRIA 1

(TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO
QUALQUER)
EXERCICIOS DE FIXACAO

oL
2 443 ) R=2
3 d) 247
b) =4~
02. 29m
03.
a)35e7 b) 120°

04, R=

05.

a) 21,2

b) N&o, pois 16 >6 + 8
06. +Y7m

07. 30°

08. x:%eZP:ZScm

09. AB = /1,49 — 1,4. cos 36°
10. 10043 m
ENEM E VESTIBULARES

01.B 04.B 07.C 10.C
02.E 05.A 08.C 11.D
03.B 06.A 09.B

FRENTE D
MATEMATICA BASICA 2
(MULTIPLOS E DIVISORES)
EXERCICIOS DE FIXAGAO

01 72

02. 4

03. 180

04. 27E30

05. Menor que 5.000
06. 106

07. 78

08. 4

ENEM E VESTIBULARES

01.D 04.A 07.B 10.E 13.A
02. 05.C 08.A 11.B
03.B 06.E 09.C 12.E

o

FRENTE D
MATEMATICA BASICA 2
(MMC E MDC)
EXERCICIOS DE FIXACAO

01. 60
02. 144
03. 40cm
04. 8

05. 41

06. 9 grupos com 72 abelhas cada
ENEM E VESTIBULARES

01.D 04.B 07.E 10.C
02.B 05.D 08.E 11.B
03.C 06.E 09.B
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