MATEMATICA

FRENTE

A

Logaritmos
INTRODUCAO ﬁ@,

No ano de 1614, foi langada a obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio, que significa *Uma descricdo da maravilhosa
regra dos logaritmos”. Tal obra, escrita pelo nobre escocés
John Napier (1550-1617), provocou uma verdadeira revolugdo
na Matematica da época, bem como nas areas relacionadas
a astronomia e a navegacgdo, ao apresentar um meétodo
que diminuiu enormemente o tempo gasto na realizagdo
dos calculos que os estudiosos dessas areas efetuavam
frequentemente. Coube ao inglés Henry Briggs (1561-1630)
o aperfeicoamento desse método, por meio da elaboragdo da
chamada Tabua de logaritmos decimais, que permitia escrever
qualquer nimero positivo como uma poténcia de dez.

Com o surgimento das calculadoras cientificas, as tabuas
logaritmicas perderam a sua utilidade. Porém, o conceito
de logaritmo continua sendo um dos mais importantes da
Matematica, e o seu uso é fundamental na abordagem de
diversos problemas das mais variadas areas do conhecimento.

DEFINICAO DE LOGARITMO '@q

Imaginemos o seguinte problema:

A qual expoente devemos elevar o nimero 3 de modo a
obtermos 2437

Observe que o problema anterior pode ser descrito através
da seguinte equacgdo exponencial:

=243 =>3=3=2>x=5
A partir de agora, diremos que 5 é o logaritmo de 243 na

base 3. Com isso, promovemos uma mudanca na notagdo
utilizada. Assim, escrevemos:

log, 243 =5

Portanto, observamos que as expressdes descritas
anteriormente sdo equivalentes, ou seja:

log, 243 = 5 & 3°= 243

Podemos generalizar essa ideia do seguinte modo:

Sendo a e b nimeros reais e positivos, com a # 1, chama-se
logaritmo de b na base a o expoente real x que se deve

dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual a b.

logb=x<b=a,coma, b>0ea=l

Em que:

i) b é o logaritmando.
ii) aé abase.

iii) x é o logaritmo.
Exemplo:
Calcular o valor de cada logaritmo a seguir:
19) log,32 =x=2=32=2=2°=>x=5
X
20) log,, 625 = X = 0,2 = 625 = @) = 625 =
5*=5'=x=-4
OBSERVAGOES

i) As condigBes de existéncia do logaritmo log, b s&o:

b>0el0O<a=1

ii) Quando a base de um logaritmo €é igual a 10
(logaritmo decimal), esta pode ser omitida.

Exemplo: log,, 5 pode ser escrito como log 5.

iii) Quando a base do logaritmo é o numero e
(e = 2,71828...), esse logaritmo é chamado
logaritmo neperiano ou logaritmo natural e é
representado pela notagdo In.

Exemplo: log, 18 pode ser escrito como In 18.

Consequéncias da definicao

Considerando a definigdo de logaritmo e suas condiges
de existéncia, temos:

i) log,a=1, poisa=al;

iil) log, 1 =0, pois1=a°%
iii) log, ak = k, pois ak = a¥;

iv) a%%b = b,
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Méddulo 15

Frente A

Justificativa de iv:

Seja a'%b = x (I)

Chamando log, b = y em (I), temos que a¥ = x (II).

Da definicdo, sabemos que, se log, b = y = a¥ = b (III).

De (1II) e (III), deduzimos que x = b e, assim: @%b = x = b.

PROPRIEDADES |
DOS LOGARITMOS &M

Sendo a, b e c nimeros reais e positivos, e a # 1, temos:

i) log, (b.c) =log, b + log, c;

i b) _ _ .

ii) log, |Z| =log, b -log, c;
c

iii) log, b*=a.log, b, comaeR;

iv) log,b L log, b, com a e R".
o

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. sendolog,x =3, log,y =5 elog,z =7, calcular o valor

de log,

5[ 3 . . . o~

X, considerando satisfeitas as condicbes de
y’z
existéncia.

Resolugao:

3
log, %2(—3 =log, x5 - (log, y? + log, z) =

y’z

log, §/)2(—3 = glog2 x - 2log, y - log, z =

Yz

Iogzz/x—3 =33-2.5-7=-78
y’z 5 5

02. (UFMG) A intensidade de um terremoto na escala Richter

2 E
é definida por I = 3 log,, [?] , em que E é a energia
0

liberada pelo terremoto, em quilowatt-hora (kWh),
e E, = 102 kWh. A cada aumento de uma unidade

no valor de I, o valor de E fica multiplicado por:
1

A) 102

B) 10

3
C) 10?

4 Colecao 6V

Resolugao:

Sabemos que I = Zlog10 (%] Seja k o nimero pelo
3 o

qual o valor de E fica multiplicado a cada aumento de

uma unidade no valor de I. Assim, temos:

E);2
k|=1+1=2l0g [ ]+,.Iog k=
] 3 10 E 3 10

0

E

I+1=2log, [ =
3 glo[ EO

3
1”:1% .log,, k = log,, k = % =k =107

MUDANCA DE BASE Iﬁ@'

Considere o logaritmo log, b, em que b >0e 0 <a= 1.
Se desejarmos escrever esse logaritmo em uma base c,

em que 0 < c # 1, utilizaremos a seguinte propriedade:

log, b = log. b sendo log_a =0, ou seja, a = 1.
log. a

Exemplos:

19) Escrever log, 5 na base 2.

log, 5

log, 5 =
9 log, 7

209) Escrever log, 4 na base 4.

log,4 1

log, 4 = =
% log, 3 log, 3

Nesse ultimo exemplo, podemos observar que log, 4 é

igual ao inverso de log, 3. E, € claro que, se log, 4 = mg% '
4

entdo (log, 4).(log, 3) = 1.
GENERALIZANDO

Se forem satisfeitas todas as condicGes de existéncia dos
logaritmos, podemos escrever que:

1

log, b=——
% log, a

Uma outra forma de se escrever essa propriedade é:

(log, b).(log, a) = 1




COLOGARITMO 'ﬁgu

E definido como o valor oposto ao do logaritmo. Assim,

escrevemos:
colog, b = -log, b

Observe também que -log, b = log, b™* = log, (%)

Portanto, podemos escrever que:

colog, b = -log, b = log, (%)

EQUACOES LOGARITMICAS |@@,

Sado equagdes que envolvem logaritmos, em que as
varidveis podem aparecer no logaritmando ou na base.

Assim, para resolvé-las, aplicamos a definigao,
as condigOes de existéncia e as propriedades dos logaritmos.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

03. Resolver, em R, a seguinte equagao logaritmica:

log; (3x - 18) = log, 6
Resolucéao:

Inicialmente, devemos verificar as condigdes de existéncia
(C.E.) de cada logaritmo. Assim, temos:

3x-18>0=x>6

Em seguida, como as bases sdo iguais, devemos igualar
também os logaritmandos.

Logo: 3x - 18 =6=>3x=24=>x=8

Como esse valor satisfaz a condicdo de existéncia
(x > 6), entdo a solugdo da equacdo é S = {8}.

04. Resolver, em R, a equacdo log, (1 - 5x) = -3.
Resolugao:
Aplicando a condigdo de existéncia, temos:

1—5x>0:—5x>—1:5x<1:x<%

Aplicando a definigdo de logaritmo, temos:

1—5x=2‘3:1—5x=%:1—1 = 5x —
7 =5x:>x=l
8 40

7

Entdo, como - <
40

Ul

, satisfazendo a condigdo de

existéncia, a solugdo da equagdo é S = {%} .

05.

06.

R, agaritmos

Determinar o conjunto solugdo da equagao
log, (x? - 4x) = log, 21, em R.

Resolugao:

Inicialmente, verificamos a condigdo de existéncia:
x2-4x >0

Observacao: Nesse caso, ndo julgamos necessario resolver
a inequagdo de segundo grau, mas apenas indica-la.
Em seguida, resolvemos a equacao e verificamos se cada
uma das solucGes satisfaz a condicdo de existéncia.

Como as bases sédo iguais, temos:
X2 -4x=21>

x> -4x-21=0

<<
=2
<
=
i
-
<
=

A=(-4) -4.1.(-21) =16+ 84 =100

(-4)£J100 4+10
X = = =
2.1 2

X, =-30UX,=7

Verificando as condicGes de existéncia, temos:

Parax, = -3=(-3)2-4.(-3) =9 + 12 = 21 > 0 (convém)
Parax,=7=72-4.7 =49 - 28 = 21 > 0 (convém)

Portanto, a solugdo da equacgéo é S = {-3, 7}.

Resolver, em R, a equacdo log, (x + 7) - log, (x - 11) = 2.

Resolugao:

Inicialmente, devemos verificar as condigdes de existéncia
de cada logaritmo. Assim, temos:

X+ 7>0= x> -7 (condicdo I) e
x - 11 > 0 = x > 11 (condigdo II)

Como x deve atender simultaneamente as duas condicGes,
temos que a intersegdo dessas € dada por x > 11.

Manipulando a equagdo, obtemos:

log, (x +7) -log, (x-11) =2 =

log, (x+171) PN x+171 PN
X_

X474 4x-44=x+7>
x-11

3x = 51 =

x =17

Como 17 satisfaz a condigdo de existéncia (x > 11), entdo
a solugdo da equacdo é S = {17}.

Bernoulli Sistema de Ensino D
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.
9070

©

02.
IDLC

©

03.
OF7G

©

04.
Mcvs

()

05.

06.
FBPY

07.
HZY8

)

08

BXUL

)

(UECE-2018) Se x é o logaritmo de 16 na base 2,
entdo, o logaritmo (na base 2) de x2 - 5x + 5

éigual a
A) 2. B) 1. C) -1. D) 0.
(UFRGS-RS-2020) Se log 2 = x e log 3 = vy, entdo

log 288 é

A) 2x + 5y. C) 10xy. E) x2-y2
B) 5x + 2y. D) x? + y2.
(UFPR) Para se calcular a intensidade luminosa L, medida

em limens, a uma profundidade de x centimetros num
determinado lago, utiliza-se a Lei de Beer-Lambert, dada
pela seguinte féormula:

log (i>)= —0,08x
15

Qual a intensidade luminosa L a uma profundidade de
12,5 cm?
A) 150 lumens.

B) 15 lumens.

D) 1,5 lumens.
E) 1 lumen.

C) 10 lumens.

(Unicamp-SP) A solugdo da equagdo na variavel real x,

log, (x + 6) = 2, ¢ um nimero
A) primo. C) negativo.

B) par. D) irracional.

(UFRGS-RS-2018) Se log, x + log, x = 1, entdo o valor
de x é:
A) V2
B) V2

C) V3
D) /3

E) V9

(FGV-SP) Sendo p e q numeros reais, com p > q
e p + g > 0, definiremos a operagdo # entre p e q da
seguinte forma: p # q = p>- g>+ log (p + q), com
log (p + q) sendo o logaritmo na base 10 de (p + Qq).
Utilizando-se essa definicdo, o valor de 10 # (-5) é
igual a:

A) 176 - log 2 D) 74 + log 2
B) 174 - log 2 E) 74 -log 2
C) 76 - log 2

(Insper-SP) O numero de solugdes reais da equacgdo
log, (x +3) +log, (x-2)=2¢

A) 0. D) 3.
B) 1. E) 4.
c) 2.

(UFRGS-RS) Atribuindo para log 2 o valor 0,3, entdo os
valores de log 0,2 e log 20 sdo, respectivamente,

A) -0,7 e 3. D) 0,7 e 2,3.
B) -0,7 e 1,3. E) 0,7 e 3.
C) 0,3e1,3.

6 Colecao 6V

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

02.
310D

©

03.
V678

©

04.
AHR6

©

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(UERJ-2017) Uma calculadora tem duas teclas especiais,
A e B. Quando a tecla A é digitada, o nimero que esta
no visor é substituido pelo logaritmo decimal desse
numero. Quando a tecla B é digitada, o nimero do visor
é multiplicado por 5.

Considere que uma pessoa digitou as teclas BAB, nesta
ordem, e obteve no visor o nimero 10. Nesse caso, o visor
da calculadora mostrava inicialmente o seguinte nimero:

A) 20. B) 30. C) 40. D) 50.

(UFG-GO) Em um experimento hipotético com cinco
espécies de bactérias em meio de cultura, cada uma
com populagédo inicial de 10 células, registraram-se as
populagdes apresentadas na tabela a seguir, uma hora
apos o inicio do experimento.

A Numero de células
Bactéria z R
_ amalheE apos o Inicio

Chlamydia trachomatis 160
Escherichia coli 50
Leptospira interrogans 40
Streptococcus pneumoniae 100
Vibrio cholerae 80

Considerando-se que o numero de bactérias duplica a

cada geragdo, define-se o niUmero de geragdo, n, quando

a populagdo chega a N células, pela formula:
N=N,.2

em que N é o nimero inicial de células.

O tempo de geragao é definido como o tempo necessario

para a populagao dobrar de tamanho, e pode ser obtido

dividindo-se o tempo decorrido para a populagao passar

de N, a N pelo nimero de geragdo correspondente.

O bacilo, nesse experimento, causa diarreia e seu tempo

de geragao, em minutos, foi de:

Dado: log 2 = 0,3.

A) 30.

B) 26.

C) 20.
D) 18.

E) 15.

(PUC Rio) Seja x = log, 3 + log, 9 + log, 27. Entdo, é
correto afirmar que:

A) 6<x<7 D) 9 <x<10
B) 7<x<8 E) x =10
C) 8<x<9

(UFPR) Um importante estudo a respeito de como se
processa o esquecimento foi desenvolvido pelo alemao
Hermann Ebbinghaus no final do século XIX. Utilizando
métodos experimentais, Ebbinghaus determinou
que, dentro de certas condigdes, o percentual P do
conhecimento adquirido que uma pessoa retém apos t
semanas pode ser aproximado pela formula:
P = (100 - a).bt + a
sendo que a e b variam de uma pessoa para outra.
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05.
ZFYM

©

06.
KZRB

07.
AL60

08.

Se essa formula é valida para um certo estudante,
coma = 20eb = 0,5 o tempo necessario para que o
percentual se reduza a 28% sera

A) entre uma e duas semanas.

B) entre duas e trés semanas.

C) entre trés e quatro semanas.

D) entre quatro e cinco semanas.

E) entre cinco e seis semanas.

(UERJ) Um lago usado para abastecer uma cidade foi
contaminado apds um acidente industrial, atingindo o
nivel de toxidez T,, correspondente a dez vezes o nivel
inicial. Leia as informagdes a seguir:

e A vazdo natural do lago permite que 50% de seu
volume sejam renovados a cada dez dias.

e O nivel de toxidez T(x), apos x dias do acidente, pode
ser calculado por meio da seguinte equagdo:
T(x) = T,.(0,5)%*
Considere D o menor nimero de dias de suspensdo do
abastecimento de agua, necessario para que a toxidez
retorne ao nivel inicial.

Sendo log 2 = 0,3, o valor de D ¢é igual a:

A) 30. B) 32. C) 34. D) 36.

(Unicamp-SP) Uma barra cilindrica é aquecida a uma
temperatura de 740 °C. Em seguida, é exposta a uma
corrente de ar a 40 °C. Sabe-se que a temperatura no
centro do cilindro varia de acordo com a fungao:

2
T()=(Ty — Tpr) .10 2 + T o

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e
T, @ temperatura do ar. Com essa fungdo, concluimos
que o tempo requerido para que a temperatura no centro
atinja 140 °C é dado pela seguinte expressdo, com o log
na base 10:

A) 12.[log (7) - 1] minutos
B) 12.[1 - log (7)] minutos
C) 12.log (7) minutos

D) [1 - log (7)] minutos
12

(Unifor-CE) Em 1987, uma industria farmacéutica iniciou a
fabricacdo de certo tipo de medicamento e, desde entdo,
sua producdo tem crescido a taxa de 8% ao ano. Assim,
em que ano a produgao de tal medicamento quadruplicou
a quantidade fabricada em 19877

(Sao dadas as aproximagoes: log 2 = 0,30; log 3 =0,48.)
A) 2002 C) 2004 E) 2006

B) 2003 D) 2005

(Albert Einstein) Uma pesquisa foi desenvolvida a partir
de 250 bactérias de uma cultura. Estimou-se entdo, de
maneira aproximada, que, durante certo tempo, o aumento
percentual do nimero de bactérias na cultura poderia ser
obtido pela expressdo B(t) = -30.log, (t + 21) + 150, em
que t é o tempo decorrido, em minutos, apds o inicio da
pesquisa, Nessas condigGes, ao fim da primeira hora da
pesquisa, quantas bactérias havia em tal cultura?

A) 325 B) 400 C) 450 D) 525

09.
X3UQ

©

10.
$509

©

13.
RPQA

14,
CHBJ

(FGV-SP) Considere a fungdo f(x) = log, ,,, X%
Se n = f(10) + f(11) + f(12), entdo:
A) n<1 C) 1<n<2
B) n=1 D) n=2

E) n>2

(UPF-RS) Sendo log, x = 2, log, x = 3 e log. x = 5,

o valor de log_, x é:

31 1
A) 30 © o Bl
B) 31 D) %

(UFSM-RS) Suponha que um campo de futebol seja
colocado em um sistema cartesiano ortogonal, conforme
mostra a figura.

Y,

(0}
Para que o ponto A(log,, (x + 1) + 1; log,, (x* + 35)) tenha
abscissa e ordenada iguais, é necessario e suficiente que:
A) x> -1 C) x<-1 E) x>5
B) x=5 D) x=-5

(CMMG-2020) Um estudante acompanha duas
reagGes quimicas A e B que evoluem ao longo de
t segundos, com velocidades V,(t) e V,(t), dadas por
V,(t) = log, (t + 4) e Vi (t) = log, (t* + 3t + 31).
Segundo orientagdes recebidas, determinado catalisador
deve ser inserido no processo quando as velocidades das
reagdes se igualarem. Iniciado o processo, essa agao
sera efetivada em

A) 1s. B) 3s.

C) 4s. D) 7 s.

(UEL-PR) Considere A, B e C numeros reais positivos

comA=#1,B#1eC=1. Selog,B=2elog. A= 5
conclui-se que o valor de log, C é:

1 1 6
IR g = B ¢
5 5
B) 3 D) 6

(UFPR-2017) Suponha que a quantidade Q de um
determinado medicamento no organismo t horas apds
sua administragdo possa ser calculada pela formula:

1 2t
owin (3

sendo Q medido em miligramas, a expressao que fornece
o tempo t em fungdo da quantidade de medicamento Q é:

15 1 Q

= = t==.log <

A) t Iog\/g D) >1%97c
_log15 Q’

B) " 2logQ E) t=l0955%

c) t=10 /Iog (%]
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15.
POST

©

16.

SECAO ENEM

01.

02.
2664

©

(UFC-CE) O valor da soma

1 2 3 99 ) |
log,, 2 + log,, 3 + log,, 4 + ... + log,, 100, €

A) 0.
B) -1.

c) -2.
D) 2.

E) 3.

(UFSM) Quando um elemento radioativo, como o
Césio 137, entra em contato com o meio ambiente, pode
afetar o solo, os rios, as plantas e as pessoas. A radiagao
ndo torna o solo infértil, porém tudo que nele crescer
estara contaminado.

A expressdo Q(t) = Q,.e %% representa a quantidade, em
gramas, de atomos radioativos de Césio 137 presentes
no instante t, em dias, onde Q, é a quantidade inicial.

O tempo, em dias, para que a quantidade de Césio 137
seja a metade da quantidade inicial é igual a

Use: In 2 = 0,69.

A) 60. C) 15. E) 3.

B) 30. D) 5.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2020) A Lei de Zipf, batizada com o nome do
linguista americano George Zipf, € uma lei empirica que
relaciona a frequéncia (f) de uma palavra em um dado
texto com o seu ranking (r). Ela é dada por:

O ranking da palavra é a sua posicdo ao ordenar as

palavras por ordem de frequéncia. Ou seja, r = 1 para

a palavra mais frequente, r = 2 para a segunda palavra

mais frequéncia e assim sucessivamente. A e B sdo
constantes positivas.

Disponivel em: <http://klein.sbm.org.br.>

Acesso em: 12 ago. 2020 (Adaptagdo).

Com base nos valores de X = log(r) e Y = log(f), é possivel
estimar valores para A e B.

No caso hipotético em que a lei é verificada exatamente,
arelagdo entre Y e X é:

log(A)
A) Y = log(A) - BX E) Y=—u
log(A) R
B) Yot
X +log(B)
& v- log(A) X
B
D) Y- log(A)
B.X

(Enem-2017) Para realizar a viagem dos sonhos, uma
pessoa precisava fazer um empréstimo no valor de
R$ 5 000,00. Para pagar as prestagdes, dispde de,
no maximo, R$ 400,00 mensais. Para esse valor de
empréstimo, o valor da prestacdo (P) é calculado em
fungdo do numero de prestagdes (n) segundo a formula

8 Colecao 6V

03.

_5000.1,013".0,013

P
(1,013" - 1)

Se necessario, utilize 0,005 como aproximagdo para
log 1,013; 2,602 como aproximagdo para log 400; 2,525
como aproximagao para log 335.

De acordo com a féormula dada, o menor nimero de
parcelas cujos valores ndo comprometem o limite definido
pela pessoa é

A) 12. D) 16.
B) 14. E) 17.
C) 15.

(Enem-2017) Em 2011, a costa nordeste do Jap&o foi
sacudida por um terremoto com magnitude de 8,9 graus
na escala Richter. A energia liberada E por esse terremoto,

em kWh, pode ser calculada por Rzg Iog[ Ej, sendo

E,

E, = 7 . 107 kWh e R a magnitude desse terremoto na

escala Richter. Considere 0,84 como aproximagao para log 7.
Disponivel em: <http://oglobo.globo.com>.
Acesso em: 02 ago. 2012.

A energia liberada pelo terremoto que atingiu a costa
nordeste do Japao em 2011, em KWh, foi de:

A) 101083 D) 101551
B) 101119 E) 1017.19
C) 101419

SECAO FUVEST/UNICAMP /UNESP

GABARITO

Meu aproveitamento /\/\i‘l

Aprendizagem Acertei Errei
O 01.D O 03.D O 05. E O 07.B
O 02.B O 04. A O 06.C O 08.B
Propostos Acertei Errei
O 01. A O 05.C O 09. E O 13.D
O 02.B O 06.C O 10.D O 14. A
O 03.D O 07. A O 11.B O 15.C
O 04.C O 08. A O 12.B O 16.B
Segéo Enem Acertei Errei
O 01. A O 02.D O 03.B

/ Total dos meus acertos: de




MATEMATICA

Funcao Logaritmica
INTRODUCAO ﬁql

Chamamos de funcgdo logaritmica toda funcéao f,
de dominio R; e contradominio R, que associa a cada
numero real positivo x o logaritmo log, x, sendo a um
numero real positivo e diferente de 1.

fiR; >R | f(x) =log, x,emque0 <a=#*1

Exemplos:
19) f(x) = log, x 3%) y=Inx

29) f(x) = log, , x

GRAFICOS ﬁ@,

Vamos construir os graficos das fungbes f(x) = log, x

4°) y =log,, x

ef(x) = |091 X . Em cada caso, vamos atribuir alguns valores
2

para x e, em seguida, calcularemos os correspondentes
valores de y. Os pares ordenados obtidos serdo usados
para construir cada grafico.

19) Grafico da fungdo f(x) = log, x

1
§ -3
YA
&S -2 3t
4 |
R . :
L 5
2 2 [ N R
Ol/A 2 3 456 7 8 X
1 0 -1t
_2-
2 1
_3-
4 2
8 3

FRENTE = MODULO

A 16

29) Gréfico da fungdo f(x) = log, x

2
NN
8 =3

4 -2
2 -1
1 0

4 5678

R I
2 : :
r ol T l
4
i 3
8

OBSERVACOES

i) Ambos os graficos ndo interceptam o eixo das
ordenadas. Isso ocorre porque a funcdo logaritmica
ndo esta definida para x = 0.

i) Ambos os graficos interceptam o eixo das abscissas no
ponto (1, 0). Isso se deve ao fato de que log, 1 = 0,
para qualquer numero real a positivo e diferente de 1.

iii) O grafico da fungdo f(x) = log, x é crescente. Isso
ocorre porque a base do logaritmo € igual a 2, ou seja,
€ maior do que 1.

iv) O grafico da fungdo f(x) = log, x € decrescente. Isso
2
ocorre porque a base do logaritmo é igual a %, ou seja,

€ um numero maior que 0 e menor que 1.
De modo geral, ha dois casos a serem considerados no
esbogo do grafico da fungdo f(x) = log, x:

1°9caso: a>1
y

e Fungdo crescente

e Dominio D = R}

e ImagemIm =R

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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Frente A Modulo 16

20caso: 0 <a<1

e Fungado decrescente
e Dominio D = R}

¢ Imagem Im = R

OBSERVAGAO

A fungdo f: R} — R, definida por f(x) = log, X, € inversa
da fungdo g: R —» R}, definida por g(x) = a,com0 < a # 1.

Os graficos das fungdes f e g sdo simétricos em relagdo

a bissetriz dos quadrantes impares (y = x).

1°caso:a > 1

20caso: 0 <a<1

YA
y=a

Colecao 6V

x Y

log, x

EXERCiCIO RESOLVIDO

01.

(UFJF-MG) A figura a seguir é um esbogo, no plano
cartesiano, do gréfico da fungéo f(x) = log, x, com alguns
pontos destacados. Supondo que a abscissa do ponto A
é igual a 9, é incorreto afirmar que:

YA

A) abaseb éigual a 3.

B) a abscissa de C é igual a 1.
C) f(x) < 0 para todo x € (0, 1).
D) a abscissa de B é igual a 2.

E) f(x) é crescente.

Resolucgéo:
O ponto A possui abscissa 9 e ordenada 2. Substituindo,
na expressao da fungdo, temos:

log,9=2=b2=9=b=3

Portanto, a alternativa A esta correta.

Para f(x) = 0, temos log, x = 0 = x = 1. Logo, a abscissa
do ponto C é igual a 1. Portanto, a alternativa B esta correta.
Para 0 < x < 1, as correspondentes imagens sdo
negativas. Portanto, a alternativa C esta correta.

Para f(x) = 1, temos log, x = 1 = x = 3. Portanto,
a alternativa D esta incorreta.

O grafico representa uma fungdo crescente, pois a base
b = 3 > 1, ou seja, a alternativa E esta correta.

INEQUACAO LOGARITMICA 10

E toda desigualdade em que a varidvel aparece no

logaritmando ou na base do logaritmo. Ha dois casos basicos:

Consideremos a fungéo logaritmica f(x) = log, x.

19caso:a > 1

O grafico representa uma fungdo crescente. Assim,

observe que, para log, x, < log, x,, temos x, < Xx,.

f(X) A

log, X, fr---mmrmm

log, X, T------- >

X 4----
P
Xy

0]




Portanto:

Se a > 1, devemos conservar o sinal da
desigualdade ao comparar os logaritmandos.

X; < X, < log, x, < log, x,
20caso: 0 <a<1

O grafico representa uma funcdo decrescente. Assim,
observe que, para log, x, > log, x,, temos x, > Xx,.

f(x) A

log, x,+-

(0]

log, X,

Portanto:

Se 0 < a < 1, devemos inverter o sinal da
desigualdade ao comparar os logaritmandos.

X, < x, < log, x; > log, X,

OBSERVAGAO

Ao resolver uma inequacgdo logaritmica, devemos levar
em consideragdo as condicdes de existéncia dos logaritmos
envolvidos. Portanto, a solugdo consiste na intersecao dos
intervalos obtidos da condigcdo de existéncia dos logaritmos
e da inequagdo logaritmica.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

02. Resolver, em R, a inequagdo log, (x - 2) < log, 5.
Resolugao:
Verificamos, inicialmente, a condigdo de existéncia:
X-2>0=>x>2 (I)

Como 7 > 1, devemos conservar a desigualdade para os
logaritmandos, ou seja:

XxX-2<5=x=<7 (II)
A solugdo é dada pela intersegdo dos intervalos (I) e (1I).
Portanto, S={xeR |2 <x < 7}.
03. Resolver, em R, a inequagéo log, (2x - 8) > log, x.
3 B
Resolugao:

Verificamos, inicialmente, as condicGes de existéncia:

2x-8>0 X >4 (I)
e = e
x>0 x > 0 (II)

04.

i Funcio Logaritmica

Como 0 < % < 1, devemos inverter a desigualdade para
os logaritmandos, ou seja:

2x -8 <x=>x <8 (III)

A solucdo é dada pela intersecdo dos intervalos (I),
(I1) e (III).

Portanto, S ={x e R | 4 < x < 8}.

Resolver, em R, a inequacdo log, 7 + log, (x +1) 2 -3.
2
Resolugédo:

A condigdo de existéncia é dada por:
x+1>0=x>-1 (I)

log, 7 + log, x+1)2-3=>
2

log, 7 + Iong1 x+1)=2-3>

log, 7 - log, (x + 1) 2 -3log, 2 =

Iogz(ij > log, 273 = 7 1.
x+1 Xx+1 8
Fungdol
—_——
7 _12 356—x—12 :>—x+552
x+1 8 8(x +1) 8x +8

FuncdoIl
Estudo do sinal:
Fungdo I: y, = -x + 55
Raiz: 0 = -x + 55 = x =55

o~
Sw X

Fungdo II: y, = 8x + 8

Raizz:0=8x+8=>x= -1

AT

Quadro de sinais:

-1 55
+ 0+ -
2 s +
- 1 + 1 +
Y2 ? 1
L2 S S
Y, X

Logo, o intervalo obtido da inequacdo logaritmica é
-1 < x < 55 (II).

Com a intersecdo de (II) com a condicdo de existéncia (I),
temos como solugdo S = {x e R | -1 < x < 55}.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Médulo 16

APLICACOES DOS
LOGARITMOS

-

Ha equagbes exponenciais que ndo conseguimos reduzir
a poténcias de mesma base.

Assim, para resolver essas equagdes, devemos aplicar o
logaritmo, em uma base adequada, dos dois lados da igualdade.

Esse artificio é utilizado devido ao fato de a fungéo logaritmica
ser a inversa da exponencial.

EXERCIiCIOS RESOLVIDOS

05.

06.

Resolver a equagao exponencial 4 = 12.
(Considerar: log 2 = 0,30; log 3 = 0,48.)
Resolugéo:

4x =12 = log 4< = log 12 =

x.log4 =log (4. 3) =>

X.log 22 = log 22 + log 3 =

2x.log2 =2.log2 + log 3 =
2x.0,30=2.0,30+ 0,48 =>

0,60x = 1,08 =>x = 1,8

(UFOP-MG) A massa de certo material radioativo num
instante t é dada por m(t) = m;.10". Se t é dado em
anos, m; = m(0) = 500 g é a massa inicial, m(20) = 400 g,
adotando log 2 = 0,3 elog 5 = 0,7, encontrar:

A) o valor de k.

B) otempo necessario para que metade da massa inicial
se desintegre.

Resolugéo:
A) Calculo do valor de k:
Para t = 0, temos m(0) = 500.
Para t = 20, temos m(20) = 500 . 102% =

4

400 = 500 . 10-%% = T =102 =

log 10-2% = log (g] = -20k = log 4 - log 5 =
~20k = 2.log 2 - log 5 = -20k = 2. 0,3 - 0,7 =

~20k = 0,6 - 0,7 = -20k = -0,1 => k = _+_

200

t
B) Temos que m(t) = 500 . 10 200,

Queremos que m(t) = 250 g (metade da massa inicial).
_t 1 _t
250 = 500 . 10 200 :>§ = 10 200 =

Iogl=log(10’ﬁ) =logl-log2= __t oo
2 200

0-0,30=__t —t=60
200

O tempo necessario é igual a 60 anos.

12 Colecao 6V

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.
DN37

©

03.
CIHU

©

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

(UPF-RS-2018) Na figura, estad representada parte do
grafico da funcdo f definida por f(x) = log (ax + 2) - 1,
coma # 0 e o ponto A(1, -1) pertencente ao grafico da

funcao f.
y
1_
T T T T T T X
= -1 0 1 2 3
_1_ A
-2
_3-
O valor de a é:
A) 1 D) -2
B) 2 E) 8
C) -1

(PUC RS) Observando-se o céu apds uma chuva, avista-se
parte de um arco-iris atrds de uma construgdo. A parte
visivel poderia ser identificada como a representagdo grafica
da fungao f dada por f(x) = log x, a seguir.

Y

Ve ¢ x
-1

A soma dos valores a, b e ¢, indicados na figura, é:
A) 11,1 C) 14,9 E) 100,1
B) 14,5 D) 15,5

(CEFET-MG) Considere a fungao f: ]-2, o[ — R definida
por f(x) = log, (x + 2). Se f(a) = %f(b), entdo:

A) a=3b+1
B) a=3b+3
C) a=3b+2-2
D) a:e/erz



i Funcio Logaritmica

QV‘SI-R. (EsPCEx-SP-2017) A curva do grafico a seguir representa

@ a fungdo y = log, x.

A area do retangulo ABCD é:

A) 12 C) 3 E) log, 6
B) 6 D) 6Iogag
85??. (CEFET-MG) Os graficos das funcdes f e g estdo
representados geometricamente na figura que se segue.
© v
S~
-2 2 5 X

Se h é a fungdo definida h(x) = log (f(x).g(x)), o dominio

de h é:
A) 1-2,2[ U 15, +oof D) R-1-2, 5[
B) ]-o, -2[ v ]2, 5[ E) 1-2, 5[

C) ]-x, 2[ U 15, +oof

06. (UEG-GO) O gréfico da fungdo y = log (x + 1) é
representado por:

A) y
1

0 1 2 3 4 X
-1
B) y
1

0 1 2 E 4 x
_1.

07.
WRMW

08.
XUDT

C) Y

D) Y

(UDESC-SC) O conjunto de nimeros reais que representa
a intersegdo entre os dominios das fungoes

f(x) = J(-2x* —6x+8) e g(x) = log (x + 2)

€ um intervalo

A) aberto a direita e fechado a esquerda.
B) aberto nos dois extremos.

C) fechado nos dois extremos.

D) infinito.

E) aberto a esquerda e fechado a direita.

(ESPM-SP) Em 1997 iniciou-se a ocupagdo de uma
fazenda improdutiva no interior do pais, dando origem
a uma pequena cidade. Estima-se que a populagao
dessa cidade tenha crescido segundo a fungdo
P=0,1+log, (x - 1996), onde P é a populagdo no ano x,
em milhares de habitantes. Considerando /5 = 1,4,
podemos concluir que a populagdo dessa cidade atingiu
a marca dos 3 600 habitantes em meados do ano

A) 2005. C) 2011. E) 2004.
B) 2002. D) 2007.

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.
KAUF

©

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UECE) Se f: R - R é a funcgdo definida por
f(x) = 10!~ entdo, o valor de log(f(e)) é igual a
Atencgao!

e = base do logaritmo natural;

Log = logaritmo na base 10;

L = logaritmo natural.

1
A) <. B) 0. C)

> D) 1.

Wl
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medulo 16 [

02.
C6HU

©

03.

04.

05.
UEG)

06.
41K

©

(UERN) O produto entre o maior nimero inteiro negativo e
0 menor numero inteiro positivo que pertence ao dominio

da fungdo f(x) = log, (x2 - 2x - 15) é:
A) -24 C) -10
B) -15 D) -8

(UESB-BA-2018) E correto afirmar que o conjunto-
-solugdo da inequagdo em x e R, expressa por
log, (x* -x?+ 1) 20, é&:
A) ] —0o, _1] o [ll +°°[
B) [-1,1]
C) [0, +oo[

D) [1, +oof
E) [_1/ 0] Y [11 +°°[

(FGV-SP) A solugdo da inequagéo log, (x2 - 3) > 0 é:
A) {xeR|x<-/30ux>/3} :

B) {xeR|-2<x<2}

C) {xer|-/3<x</3}

D) {xeR|-2<x<-/30uy/3<x<2}

E) {xeR|x<-20ux>2}

(UNIFESP) Com base na figura, o comprimento da
diagonal AC do quadrildtero ABCD, de lados paralelos
aos eixos coordenados, é:
y y=2.3"

D ©
-]

B

1 [«
ol / X

A) 2/2 C) 8 E) 6/3

B) 4/2 D) 4/5

(UEL-PR-2020) No Brasil, a preservagao natural de um
cadaver é rara devido ao clima tropical e ao solo acido,
que aceleram a sua decomposicdo. Por isso, a mumia
encontrada em Goiana, Minas Gerais, no século XIX é
tdo incomum.

Disponivel em: <www.museunacional.ufrj.br> (Adaptagéo).

Uma mumia encontrada em territorio brasileiro.
Museu Nacional do Rio de Janeiro

14 Colecao 6V

07.

08.
NK2N

09.
CX61

©

Passados t anos ap6s a morte deste ser humano,
suponha que a massa m(t) de seu cadaver, medida
em quilogramas, seja dada por m(t) = 40e=°t, onde
e > 1 é uma constante e C & um parametro relacionado
as caracteristicas morfoclimaticas da regido onde
originalmente se encontrava. Admitindo que passados
t = 600 anos a mumia possuia exatos 4 kg, assinale
a alternativa que apresenta, corretamente, o valor do
parametro C.

A) C=—_log, 50 D) C=—~_log, 40
) 200 9. ) 500 9.

B) C=—1_log, 20 E) C=——1log, 10
) 300 % ) 600 %

C) C=—Llog, 30
D) 200 9.

(FUVEST-SP) O conjunto dos nimeros reais x que satisfazem
a inequagdo log, (2x + 5) - log, (3x - 1) > 1 é o intervalo:

| 5 17
A) _70017§|: D) :|§IZ|:

_7 1
B) _Z,OO|: E) :|0I3|:
Q) _—g,o[

(UECE) O dominio da fungdo real de variavel real definida
por f(x) = log, (x> - 4x).log, (5x - x?) é o intervalo aberto
cujos extremos sdo os nimeros
A) 3e4.
B) 4eb5.

C) 5e6.
D) 6e7.

(FUVEST-SP) Seja f uma fungdo a valores reais, com
dominio D c R, tal que f(x) = log,, ['091(X2 - X+ 1)} para

3
todo x € D.

y a>1 y O<ax<l1

o) /1 X o 1\ X
Graficos da fungdo logaritmica de base a.
O conjunto que pode ser o dominio D é:

A) {xeR|0<x<1}
B) {xeR|x<Ooux=2=1}

Q) {XER|1<X<10}

D){ §oux>10>
E) {x é x<?>
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10.
5510

12.
NX59

©

(UECE-2017) Se f é a fungdo real de variavel real definida
por entdo, f(x) =log (4 - x*) + \4x - x*, o maior dominio
possivel para f é:

log x = logaritmo de x na base 10

A) {numeros reais x tais que 0 < x < 4}.

B) {numeros reais x tais que 2 < x < 4}.

C) {numeros reais x tais que -2 < X < 4}.

D) {nUmeros reais x tais que 0 < x < 2}.

(UFPR) Considere o gréfico da fungdo f(x) = log, x e a
reta r que passa pelos pontos A e B, como indicado na
figura a seguir, sendo k a abscissa do ponto em que a
reta r intersecta o eixo Ox. Qual é o valor de k?

Y r
f(x) = log,x A
0,25 | X
Ol | k 2
B
17 11
A) 1o D) 9
14 7
B) 11 E) 2
12
o

(UEG-GO-2018) O grafico a seguir é a representagdo da

funcdo f(x) =log, (ﬁ} .

a1y

O valor de f1(-1) é
A) -1.
B) 0.
c) -2.
D) 2.
E) 1.

13.

14.
VM4X

©

16.
EC17

(UCS-RS) Um equipamento é depreciado de tal forma que,
t anos apos a compra, seu valor é dado por V(t) = C.e %2t
+ 31 000. Se 10 anos apds a compra o equipamento
estiver valendo R$ 112 000,00, entdo ele foi comprado
por um valor, em reais,

Dado: In 7,4 = 2.

A) maior que 700 000.

B) entre 600 000 e 700 000.
C) entre 500 000 e 600 000.
D) entre 400 000 e 500 000.
E) menor que 400 000.

(UCB-DF) Quando se administra uma medicagdo a um
paciente, a droga entra na corrente sanguinea e, apés a
metabolizacdo, é eliminada de tal forma que a quantidade
presente no organismo decresce exponencialmente.
Com base no exposto, suponha que, para o antibiotico
ampicilina, 40% da droga presente no organismo de uma
pessoa é eliminada a cada hora apds a aplicagdo. Se uma
dose tipica de ampicilina tem 250 mg, e considerando que
log 6 = 0,77, o tempo necesséario, em horas, para que o
organismo de uma pessoa elimine 235 mg dessa dose é

A) menor que 4.
B) entre 4 e 4,4.
C) entre 4,4 e 4,8.
D) entre 4,8 e 5,2.
E) maior que 5,2.

(ACAFE-SC) A figura a seguir representa o grafico da
fungdo y = log, x, comb > 1ex > 0.

Yy
y = log, x

Nessa representagdo, o poligono ABCDE possui area

igual a:

32
A) log, - C) log, 3 + log, 2
B) log, 3 D) 1,5.log, v2

(Unifor-CE) As populagdes de duas cidades A e B
sao dadas em milhares de habitantes pelas fungdes
A(t) = logg (1 + t)° e B(t) = log, (16t + 16) onde t é
dado em anos. Apds certo instante t, a populagdo de
uma dessas cidades é sempre maior que a outra. O valor
minimo desse instante t é de

A) 2 anos.
B) 3 anos.
C) 4 anos.
D) 5 anos.
E) 6 anos.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 5
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17.
CZRZ

©

(Unicamp-SP) A altura (em metros) de um arbusto em

uma dada fase de seu desenvolvimento pode ser expressa

pela fungdo h(t) = 0,5 + log,(t + 1), onde o tempo t > 0

é dado em anos.

A) Qual é o tempo necessario para que a altura aumente
de 0,5 m para 1,5 m?

B) Suponha que outro arbusto, nessa mesma fase de
desenvolvimento, tem sua altura expressa pela fungao
composta g(t) = h(3t + 2). Verifique que a diferenga
g(t) - h(t) é uma constante, isto €, ndo depende de t.

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem) Um engenheiro projetou um automovel cujos
vidros das portas dianteiras foram desenhados de forma
que suas bordas superiores fossem representadas pela
curva de equacgao y = log (x), conforme a figura.

y (m)

y = log(x)

A forma do vidro foi concebida de modo que o eixo x
sempre divida ao meio a altura h do vidro e a base
do vidro seja paralela ao eixo x. Obedecendo a essas
condigdes, o engenheiro determinou uma expressao que
fornece a altura h do vidro em fungdo da medida n de
sua base, em metros.

A expressao algébrica que determina a altura do vidro é:

2

A) log
B) log (1 + gj -log (1 - gj

Q) Iog[l + gj + Iog(l - gj

n++n? +4
D) '09[ 2 ]
E) Zlog[n+\/22+4j

(Enem) A Escala de Magnitude de Momento (abreviada
com MMS e denotada como M,), introduzida, em 1979,
por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a escala
de Richter para medir a magnitude dos terremotos
em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo
publico, a MMS &, no entanto, a escala usada para
estimar as magnitudes de todos os grandes terremotos
da atualidade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma
escala logaritmica. M,, e M, se relacionam pela férmula:

2
M, =-10,7 + §Iog10 M)

Onde M, é o momento sismico (usualmente estimado
a partir dos registros de movimento da superficie,
através dos sismogramas), cuja unidade é o dina.cm.

03.

O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro

de 1995, foi um dos terremotos que causaram

maior impacto no Japdo e na comunidade cientifica
internacional. Teve magnitude M,, = 7,3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. Historic Earthquakes.

Disponivel em: <http://earthquake.usgs.gov>.

Acesso em: 01 maio 2010 (Adaptagao).

U.S. GEOLOGICAL SURVEY. USGS Earthquake Magnitude Policy.

Disponivel em: <http://earthquake.usgs.gov>.
Acesso em: 01 maio 2010 (Adaptagéo).

Mostrando que é possivel determinar a medida por meio
de conhecimentos matematicos, qual foi o momento
sismico M, do terremoto de Kobe (em dina.cm)?

A) 10-5.10 C) 1012,00 E) 1027.00

B) 1070,73 D) 1021,65

Uma das grandezas relacionadas ao som é a sua altura A,
medida em decibéis (dB). A altura de um som esta
relacionada com a sua intensidade I, medida em watts
por metro quadrado, através da fungdo:

A(I) = 10.log [Il]

0
sendo I, uma constante que vale 102 5.

Sabe-se que as intensidades sonoras aproximadas de

i . . w
um carro e de um avido a jato sao iguais a 10~* m €

\

102 e respectivamente. Portanto, pode-se afirmar que
a razdo entre as alturas dos sons produzidos pelo avido
e pelo carro, nessa ordem, é igual a
A) 1,75. C) 1,95.

B) 1,85. D) 2,05.

E) 2,35.

SECAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

00O

000000

O

Meu aproveitamento //\7‘

Acertei Errei
01. C O 04.B O 07. E
02. A O 05.B O 08.D
03. C O 06. D

Acertei Errei
01. B
02. A O 07.D O 12. E
03. D O 08.B O 13.B
04. D O 09. A O 14. E
05. D O 10. D O 15. A
06. E O 11. A O 16. B
17.
O A) 2anos
(O B) Demonstragdo

Acertei Errei
01. E O 02. E O 03. A

/ Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

MODULO

A 17

FRENTE

Principio Fundamental
da Contagem e Arranjos

INTRODUCAO '%u

A Andlise Combinatdria é a parte da Matematica que se
preocupa em contar as possibilidades. Alguns problemas
bem simples podem ser resolvidos enumerando-se todas
as possibilidades. Por exemplo:

Quantos sdo os numeros impares entre 10 e 20?

Em outras situagdes, entretanto, a enumeragdo torna-se
muito trabalhosa. Nesses casos, é necessaria a utilizacdo de
algumas técnicas de contagem. Por exemplo:

Quantas sdo as placas de carros que podem ser formadas
com 3 letras e 4 algarismos?

O Principio Fundamental da Contagem nos da a resposta.

COMO CONTAR 4
-
SEM CONTAR?

Se dispomos de 3 bermudas e 2 camisas, todas distintas,
de quantas formas podemos vesti-las para ir a um churrasco?

Vamos, inicialmente, escolher a bermuda. Ha 3 possibilidades.
Para cada uma delas, independentemente de qual escolhemos,
teremos sempre 2 opgdes de camisa.

Vejamos:
Camisa 1
Bermuda 1 <: )
Camisa 2
Camisa 1
Bermuda 2 <:
Camisa 2
Camisa 1
Bermuda 3 <: .
Camisa 2

O numero de maneiras de vestir-se &, portanto, 3.2 = 6.

Nesse exemplo, aplicamos, de maneira intuitiva,
o Principio Fundamental da Contagem (P.F.C.), que podemos
enunciar assim:

Se um determinado evento pode ocorrer de x maneiras, e um
outro evento pode ocorrer de y maneiras (independentemente
do resultado do primeiro evento), entdo os dois juntos
podem ocorrer de x.y maneiras.

OBSERVAGAO

Esse principio multiplicativo pode ser estendido para trés

ou mais eventos independentes.
Exemplos:

19) Quantos sdo os resultados possiveis para o langamento

de uma moeda trés vezes?

Para cada vez que langarmos a moeda, temos duas

possibilidades: cara (K) ou coroa (C).

23 vez Resultado
(K, K, K)
K
(K, K, ©)
(K, C, K)
C
(K, C, Q)
(C, K, K)
K
(C, K O
(C, G, K)
C
(C, C QO

Pela arvore anterior, verificamos que s&o 8 resultados

possiveis. Pelo P.F.C., temos:

2 .2 .2 =8

—_—— e ——
12 vez 23 vez 32 vez

Bernoulli Sistema de Ensino
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29) Quantos sdo os numeros de trés algarismos distintos Isso cria um problema que pode ser resolvido
que podemos formar com os algarismos do sistema iniciando-se o preenchimento das posigBes pela casa
decimal? que possui a maior restricao. Assim, devemos separar

o problema em dois casos:

Temos trés posicbes para preencher: 13 22 32 .
posi¢ P P 12 22 32 19 caso: Pares terminados em zero.

Como n&o podemos comegar com zero e 0s algarismos

0
devem ser distintos, pelo P.F.C., temos: - T 1
3.5.8 =648 Possibilidade
Logo, pelo P.F.C., teremos:
Todos os nimeros menos
os dois ja utilizados _— — —
9.8 .1 =72
Todos os nimeros menos
0 ja utilizado Ndmero zero

Todos 0s nUmeros menos o zero Todos, menos os dois ja utilizados

Todos, menos zero

39) De quantas maneiras dois casais podem se sentar em

dois degraus de uma escada para tirar uma fotografia, 20 caso: Pares ndo terminados em zero.
se em cada degrau deve ficar um casal?
9  4{2,4,6,8)
Temos quatro posicdes a serem preenchidas na escada: 4
1a 2a Possibilidades
33 4a

Logo, pelo P.F.C., teremos:

Na 12 posicdo, podemos colocar qualquer pessoa 8.8 .4 =256
(4 possibilidades). Depois de preenchida a 12 posigao,

.. o NUmero 2, 4, 6 ou 8
para o 2° lugar, temos sempre uma unica possibilidade

. , - Todos, menos os
(pois o casal € definido). dois numeros ja utilizados

Todos, menos o zero

Para a 32 posicdo, temos duas possibilidades e, ; i
e o numero par utilizado

para a 42 posigao, temos uma possibilidade.
Assim, pelo P.F.C., temos, ento, 4.1.2.1 = 8 formas Somando-se as quantidades de nimeros pares com trés
diferentes de os dois casais se sentarem na escada. algarismos distintos, teremos o total:

72 + 256 = 328
4
2

1
B NOTACAO FATORIAL |@@,

49) Quantos sdo 0os numeros pares com trés algarismos
distintos que podemos formar com algarismos do No estudo de problemas de Analise Combinatoria,
sistema decimal? frequentemente nos deparamos com produtos em que os

. L termos s&o numeros naturais consecutivos. Para facilitar a
Temos trés posigdes para preencher: 18 223 3a

representacdo desses produtos, foi criada a notacgao fatorial.
Se escolhermos os algarismos 2 e 3, por exemplo, para

as duas primeiras posicdes, teremos 4 possibilidades Assim, define-se:
para o 39 algarismo, que deve ser par (0, 4, 6, 8).

n!
0!

nn-1)(n-2)...3.2.1,neN-{0, 1}

Porém, se escolhermos inicialmente os algarismos 2 e 6, T
I L=

teremos 3 possibilidades para o 3° algarismo (0, 4, 8).

18 Colecao 6V



Exemplos:

19) Simplificagdo de fragdes.

Ay 6 _ 6.5 _6_,
5.3 51.3.2.1 6

By 419! _ 41, 9! _ 1
101.7! 10.91.7.6.5.41 2100

€) 10.(n+10)! _10.(n+10).(n+9)! _(n+9)!

10.(n+10) 10.9!.(n+10) 9!
29) Calcular o valor de n na equagao (n+10)t_ 110 .
(n+8)!

(n+10).(n+9).(n+8)! _110 =N +19n + 90 = 110
(n+8)!

n?+19n-20=0=n=-20o0un=1
n = -20 (matematicamente inconsistente)

Portanto, n = 1.

ARRANJOS SIMPLES ﬁ@,

Considere o seguinte problema:

Quantos numeros de 3 algarismos distintos podem ser

formados com os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Observe que, em um numero de trés algarismos distintos,
a ordem ocupada por um determinado algarismo é
importante, pois, ao trocarmos esse algarismo de posigéo,
0 nimero como um todo se altera. Pelo Principio Fundamental

da Contagem, temos:

| Centena | Dezena | Unidade |

v ' '

6 . 5 . 4

= 120 nlimeros

|
Observe que 6 . 5.4 = 6.5.4.3.2.1_6!

3.2.1 T3

E interessante verificar que ha 6 elementos a disposicdo,
e que cada grupo formado terd 3 elementos cada.
Dizemos que cada grupo formado é um arranjo simples de

6 elementos, tomados 3 a 3.

N incipio Fundamental da Contagem e Arranjos

De maneira geral, seja um conjunto A = {a,, a,, a,, ..., a,}
com n elementos distintos. Queremos formar grupos com
p elementos cada (n > p), de modo que a ordem dos
elementos em cada grupo seja importante.

Assim, temos:

| Posigdo 1 | Posig&o 2 | Posicdo 3 |

| Posigdo p |

| ' ' ' '

n n-1 n-2 n-(p-1)
Observe que ha p posicoes a serem preenchidas. Temos que:

. a primeira posicdo pode ser preenchida de n modos.

. a segunda posicao pode ser preenchida de (n - 1) modos.

. a terceira posicdo pode ser preenchida de (n - 2) modos.

. a p-ésima posigdo pode ser preenchida de [n - (p - 1)]

modos.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos que o
total de grupos formados é igual a:

n(n-1).(n-2)....[n-(p-1)]=
n(in-1).(n-2). ... .[In-p+1] =

n(n-1).(n-2).....(n-p+1)(n-p)! _
(n-p)!

n!
(n-p)!

Esse resultado corresponde ao niumero de arranjos simples
de n elementos, tomados p a p, que indicamos por A,

- n!
(n-p)!

n,p

Exemplo:

Quantos numeros de 4 algarismos distintos podem
ser formados com os elementos do conjunto
A={2,3,5,6,7,8,9}?

7! 7!

=22 =7.6.5.4 =840 nimeros.
(7-4) 3!

Temos A, , =

OBSERVACAO
As permutagdes simples de n elementos de um conjunto
podem ser consideradas arranjos simples, nos quais n = p.
Assim, temos:

p=aA =_Nn _n_n!

= - _—=-_ =n!
" " (h-n)! 0! 1

Bernoulli Sistema de Ensino
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EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02,
RBFK

03.

04.
DMM7

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(CMMG-2020) Um hospital possui 5 salas de cirurgias
eletivas, utilizadas diariamente por 8 médicos-cirurgides.
Duas dessas salas destinam-se apenas aos procedimentos
ortopédicos, sendo ocupadas, em todos os momentos de
funcionamento do hospital, por 1 dos 2 ortopedistas que
compdem a equipe.

Em certo momento, o nimero de possibilidades de
organizagGes para a ocupacdo das salas é de

A) 120. C) 336.

B) 240. D) 6720.

(UEG-GO) Um aluno tera que escrever a palavra PAZ
utilizando sua caneta de quatro cores distintas, de tal
forma que nenhuma letra dessa palavra tenha a mesma
cor. O nimero de maneiras que esse aluno pode escrever
essa palavra é:

A) 64
B) 24

C) 12
D) 4

(IFPE) Um auditério em forma de um saldo circular dispde
de 6 portas, que podem ser utilizadas tanto como entrada
ou para saida do saldo. De quantos modos distintos uma
pessoa que se encontra fora do auditério pode entrar e
sair do mesmo, utilizando como porta de saida uma porta
diferente da que utilizou para entrar?

A) 6 C) 12
B) 5 D) 30

E) 36

(UEMG) “Genius era um brinquedo muito popular na
década de 1980 [...]. O brinquedo buscava estimular a
memorizagao de cores e sons. Com formato semelhante a
um OVNI, possuia 4 botGes de cores distintas que emitiam
sons harmonicos e se iluminavam em sequéncia. Cabia
aos jogadores repetir o processo sem errar”.
WIKIPEDIA, a enciclopédia livre (Adaptaco).

Considerando uma fase do jogo em que 3 luzes irdo
acender de forma aleatdria e em sequéncia, podendo
cada cor acender mais de uma vez.

O numero maximo de formas que essa sequéncia de
3 luzes podera acender é:
A) 12 B) 24

C) 36 D) 64

Colecao 6V

05.
790

©

06.
AMWS

©

07.
CPLN

©

08.
3wsz

©

(UEG-GO) Uma montadora de carros oferece a seus
clientes as seguintes opgdes na montagem de um carro:
2 tipos de motores (1.8 ou 2.0), 2 tipos de cambios
(manual ou automatico), 6 cores (branco, preto,
vermelho, azul, cinza ou prata) e 3 tipos de acabamento
(simples, intermediario ou sofisticado). De quantas
maneiras distintas pode-se montar esse carro?

A) 4 C) 24 E) 72
B) 13 D) 36

(PUC-SP) No vestiario de uma Academia de Ginastica ha
exatamente 30 armarios, cada qual para uso individual.
Se, no instante em que dois alunos dessa Academia
entram no vestidrio para mudar suas roupas, apenas 8
dos armarios estdo desocupados, quantas opgdes eles
terdo para escolher seus respectivos armarios?

A) 14 C) 48 E) 112
B) 28 D) 56

(Unicamp-SP) Para acomodar a crescente quantidade de
veiculos, estuda-se mudar as placas, atualmente com
trés letras e quatro algarismos numeéricos, para quatro
letras e trés algarismos numéricos, como esta ilustrado
a seguir.

ABC 1234 ABCD 123

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de 0 a 9.
O aumento obtido com essa modificagdo em relagao ao
nimero maximo de placas em vigor seria

A) inferior ao dobro.

B) superior ao dobro e inferior ao triplo.

C) superior ao triplo e inferior ao quadruplo.

D) mais que o quadruplo.

(UECE) Utilizando apenas os algarismos 2 e 3,
a quantidade de nimeros inteiros positivos e menores que
1 000 000 (incluindo aqueles com algarismos repetidos)
que podem ser escritos no sistema decimal é:

A) 125 B) 126 C) 127 D) 128

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.
40FB

©

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(UCS-RS) Em uma prova, as seis primeiras questdoes eram
do tipo C/ E, em que o candidato devia optar entre certo
ou errado para sua resposta. Nas outras quatro questoes,
o candidato devia escolher, entre trés alternativas,
a verdadeira.

Quantas sequéncias de respostas sdo possiveis na
resolugdo da prova?

A) (6.2) D) 102+
B) (6.2)+(4.3) E) 26. 3%
C) 62.43



N incipio Fundamental da Contagem e Arranjos

02. (UECE-2019) Quantos sdo os nimeros inteiros positivos Certo dia, sete pessoas foram convocadas para participar

com trés digitos distintos nos quais o algarismo 5 aparece? de uma reunido a ser realizada nessa sala: o presidente,
o vice-presidente, um secretario e quatro membros da

A) 136 ©) 176 diretoria. Sabe-se que: o presidente e o vice-presidente
B) 200 D) 194 deverdo ocupar exclusivamente as poltronas das
cabeceiras da mesa; o secretario devera ocupar uma
063. (UDESC-2020) As novas placas de carro no padrdo poltrona ao lado do presidente.
62 Mercosul comegaram a ser usadas, em alguns estados Considerando que essas poltronas sdo fixas no piso da
@ do Brasil, em dezembro de 2018, e a implementagéo sala, de quantos modos as sete pessoas podem nelas se
destas sera gradual. O modelo antigo e o novo (padrdo acomodar para participar de tal reunido?
Mercosul) tém sete caracteres alfanuméricos. Na placa A) 3360 C) 1680 E) 840
antiga, as letras e nimeros podiam ser repetidos, mas
B) 2480 D) 1240

tinham posicdo fixa em uma sequéncia: LLL NNNN (sendo

L letra e N nimero). Na nova placa, além de ter 4 letras e
) placa, 06. (FGV-SP) Uma pessoa vai retirar dinheiro num caixa

<<

3 nam dem ser embaralhad tid 2
E u eros_, es.ses podem ser e Bara-I af f)zef_re.;()jm 0s- L eletrénico de um banco, mas, na hora de digitar a ':(

m uAm .prlr.nelro mom.ento, no brastl, tol definida uma @ senha, esquece-se do niUmero. Ela lembra que o nimero >
sequencia fixa da seguinte forma: LLL NLNN. tem 5 algarismos, comega com 6, n&o tem algarismos |
Considerando a nova placa, no padrdao Mercosul, com a repetidos e tem o algarismo 7 em alguma posigao. <zf
sequéncia fixa LLL NLNN, a quantidade de placas a mais O numero maximo de tentativas para acertar a senha é:
que se passa a ter, em relagdo ao modelo antigo, é: A) 1680 C) 720 E) 136
A) 456 976 000 D) 17 576 000 B) 1 344 D) 224
B) 281 216 000 E) 2600
C) 158 171 000 07. (Fatec-SP) Dispondo de cinco cores distintas, uma pessoa

QQGX

pretende pintar as letras da palavra FAT[E@ de acordo
04. (UFRN) O quadro de avisos de uma escola de Ensino @ com os seguintes critérios:
KLES Médio foi dividido em quatro partes, como mostra a figura  Na palavra, letras que sdo equidistantes da letra T

(O] a sequir. terdo a mesma cor;

e Letras adjacentes serdo pintadas de cores distintas, e

e Cada letra sera pintada com uma Unica cor.

O nimero de modos distintos de se realizar essa pintura é:

A) 120 C) 80 E) 40
B) 90 D) 50
08. (Unisinos-RS) A bandeira a seguir estd dividida em
b 4 regides. Cada regido devera ser pintada com uma cor,
No retangulo a esquerda, s&o colocados os avisos da @ e regides que fazem fronteira devem ser pintadas com

diretoria, e, nos outros trés retangulos, serdo colocados, cores diferentes.
respectivamente, de cima para baixo, os avisos dos
10, 20 e 30 anos do ensino médio.

A escola resolveu que retangulos adjacentes (vizinhos)
fossem pintados, no quadro, com cores diferentes. Para
isso, disponibilizou cinco cores e solicitou aos servidores e
alunos sugestdes para a disposigdo das cores no quadro.

Determine o numero maximo de sugestdes diferentes

que podem ser apresentadas pelos servidores e alunos. Sabendo que dispomos de 6 cores, de quantas maneiras
distintas podemos pintar essa bandeira?
05. (PUC-SP) Na sala de reunides de certa empresa, ha uma A) 20 D) 600
mesa retangular com 10 poltronas dispostas da forma B) 24 E) 720
como é mostrado na figura a seguir.
. gi ig n ) 120
09. (UECE) Se os conjuntos X e Y possuem, respectivamente,
™ = LDCK cinco e oito elementos, quantas fungoes, f: X — Y, injetivas
@ e distintas, podem ser construidas?
A) 6 680 C) 6720

! ! ! ! B) 6 700 D) 6 740

Bernoulli Sistema de Ensino 21
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10.

11.

12,
HW40

13.
8IH8

(UER3J) Na ilustragdo a seguir, as 52 cartas de um baralho
estdo agrupadas em linhas com 13 cartas de mesmo naipe
e colunas com 4 cartas de mesmo valor.

Denomina-se quadra a reunido de quatro cartas de
mesmo valor. Observe, em um conjunto de cinco cartas,
um exemplo de quadra:

O numero total de conjuntos distintos de cinco cartas
desse baralho que contém uma quadra é igual a

A) 624. C) 715.
B) 676. D) 720.

(UPE) Um palindromo ou capicua é um nimero que
se |é da mesma maneira nos dois sentidos, ou seja,
da esquerda para a direita ou ao contrario, como 333,
1 661 e 28 482.

Assinale a alternativa correspondente a quantidade de
palindromos que sdo nimeros pares de cinco algarismos
do nosso sistema de numeragdo.

A) 300 D) 600
B) 400 E) 800
C) 500

(UFJF-MG) Quantos sdo os numeros de 7 algarismos
distintos divisiveis por 5, comecando com um nimero
impar, e tal que dois algarismos adjacentes ndo tenham
a mesma paridade, isto &, ndo sejam simultaneamente
pares ou simultaneamente impares?

A) 20 160 D) 1440
B) 3600 E) 1200
C) 2880

(FUVEST-SP)

A) Quantos sdo os numeros inteiros positivos de quatro
algarismos, escolhidos sem repeticdo, entre 1, 3, 5,
6, 8, 9?

B) Dentre os numeros inteiros positivos de quatro
algarismos citados no item A, quantos sdo divisiveis
por 5?

C) Dentre os numeros inteiros positivos de quatro
algarismos citados no item A, quantos sdo divisiveis
por 4?

Colecao 6V

14.
W98M

15.
556D

16.
YKEW

17.
UBGF

©

18.

(EPCAR-MG-2017) Um baralho é composto por 52 cartas
divididas em 4 naipes distintos (copas, paus, ouros e
espadas). Cada naipe é constituido por 13 cartas, das
quais 9 sdao numeradas de 2 a 10, e as outras 4 sao
1 valete (J), 1 dama (Q), 1 rei (K) e 1 as (A).

Ao serem retiradas desse baralho duas cartas, uma a
uma e sem reposicdo, a quantidade de sequéncias que
se pode obter em que a primeira carta seja de ouros e a
segunda ndo seja um as é igual a

A) 612. C) 614.
B) 613. D) 615.

(UECE) Paulo possui 709 livros e identificou cada um
destes livros com um cddigo formado por trés letras
do nosso alfabeto, seguindo a “ordem alfabética” assim
definida: AAA, AAB, ..., AAZ, ABA, ABB, ..., ABZ, ACA, ...
Entdo, o primeiro livro foi identificado com AAA, o segundo
com AAB, ... Nestas condigGes, considerando o alfabeto
com 26 letras, o cddigo associado ao ultimo livro foi:

A) BAG C) BBC
B) BAU D) BBG

(FUVEST-SP) Maria deve criar uma senha de
4 digitos para sua conta bancaria. Nessa senha, somente
os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 podem ser usados e um mesmo
algarismo pode aparecer mais de uma vez. Contudo,
supersticiosa, Maria ndo quer que sua senha contenha o
ndmero 13, isto &, o algarismo 1 seguido imediatamente
pelo algarismo 3. De quantas maneiras distintas Maria
pode escolher sua senha?

A) 551 D) 554
B) 552 E) 555
C) 553

(UECE) No sistema de numeragao decimal, quantos
numeros de trés digitos distintos podemos formar, de
modo que a soma dos digitos de cada um destes niimeros
seja um numero impar?
A) 420
B) 380

C) 360
D) 320

(UFU-MG) A senha de acesso ao cofre de um carro-forte
é formada por d algarismos, em que esses algarismos
pertencem ao conjunto de inteiros {0, 1, 2, ..., 9}.
Um dos guardas observa o colega digitar o ultimo
algarismo da senha, concluindo que esta corresponde
a um numero impar. Assuma que esse guarda demore
1,8 segundos para realizar cada tentativa de validagéo da
senha, sem realizar repetigdes, de maneira que, assim
procedendo, no maximo em duas horas e meia terd
sucesso na obtengdo da senha.

Segundo as condigdes apresentadas, conclui-se que o
valor de d é um ndimero

A) quadrado perfeito.
B) primo.

C) divisivel por 3.

D) multiplo de 5.
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SECAO ENEM ® Bernoutls play

01. (Enem-2020) Nos livros Harry Potter, um anagrama do nome do personagem “TOM MARVOLO RIDDLE” gerou a frase
"I AM LORD VOLDEMORT".

Suponha que Harry quisesse formar todos os anagramas da frase "I AM POTTER”, de tal forma que as vogais e consoantes
aparecessem sempre intercaladas, e sem considerar o espagamento entre as letras.

Nessas condigdes, o nimero de anagramas formado é dado por:
1 151
A) 9! B) 415! C) 2. 415! D) % E) %
02. (Enem-2017) O comité organizador da Copa do Mundo 2014 criou a logomarca da Copa, composta de uma figura plana e o
18Y0 slogan “Juntos num sé ritmo”, com maos que se unem formando a taca Fifa. Considere que o comité organizador resolvesse
@ utilizar todas as cores da bandeira nacional (verde, amarelo, azul e branco) para colorir a logomarca, de forma que regides

vizinhas tenham cores diferentes.

JUNTOS NUM SO RITMO
Disponivel em: <www.pt.fifa.com>. Acesso em: 19 nov. 2013 (Adaptacdo).
De quantas maneiras diferentes o comité organizador da Copa poderia pintar a logomarca com as cores citadas?

A) 15 B) 30 C) 108 D) 360 E) 972

03. (Enem-2017) O Cédigo de Enderecamento Postal (CEP) é um cédigo numérico constituido por oito algarismos. Seu objetivo
€ orientar e acelerar o encaminhamento, o tratamento e a distribuicdo de objetos postados nos Correios. Ele esta estruturado
segundo o sistema métrico decimal, sendo que cada um dos algarismos que o compde codifica regido, sub-regido, setor, subsetor,
divisor de subsetor e identificadores de distribuicdo conforme apresenta a ilustragao.

g Q g Identificadores de distribuigdo (sufixo)

Divisor de subsetor

Subsetor

Setor

Sub-regido

Regido

O Brasil encontra-se dividido em dez regides postais para fins de codificagdo. Cada regido foi dividida em dez sub-regides.
Cada uma dessas, por sua vez, foi dividida em dez setores. Cada setor, dividido em dez subsetores. Por fim, cada subsetor foi
dividido em dez divisores de subsetor. Além disso, sabe-se que os trés ultimos algarismos apods o hifen sdo denominados de
sufixos e destinam-se a identificacdo individual de localidades, logradouros, cédigos especiais e unidades dos Correios. A faixa
de sufixos utilizada para codificagdo dos logradouros brasileiros inicia em 000 e termina em 899.

Disponivel em: <www.correios.com.br>. Acesso em: 22 ago. 2017 (Adaptagéo).

Quantos CEPs podem ser formados para a codificagdo de logradouros no Brasil?
A) 5.0+9.10? C) 2.9.10 E) 9. 107
B) 10°+ 9. 102 D) 9. 102
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Frente A Modulo 17

04.

05.

(Enem) Numa cidade, cinco escolas de samba (I, II, III, IV e V) participaram do desfile de Carnaval. Quatro quesitos sdo
julgados, cada um por dois jurados, que podem atribuir somente uma dentre as notas 6, 7, 8, 9 ou 10. A camped sera a
escola que obtiver maior pontuagdo na soma de todas as notas emitidas. Em caso de empate, a campeé sera a que alcangar
a maior soma das notas atribuidas pelos jurados no quesito Enredo e Harmonia. A tabela mostra as notas do desfile desse
ano no momento em que faltava somente a divulgagdo das notas do jurado B no quesito Bateria.

W 1. Fantasia e Alegoria | 2. Evolugdo e Conjunto | 3. Enredo e Harmonia S
ota

| Escola1 | 6 7 8 8 9 9 8 55
| Escola1r | 9 8 10 9 10 10 10 66
| Escola 111 | 8 8 7 8 6 7 6 50
| Escola1v | 9 10 10 10 9 10 10 68
| Escolav | 8 7 9 8 6 8 8 54

Quantas configuragGes distintas das notas a serem atribuidas pelo jurado B no quesito Bateria tornariam campea a Escola II?
A) 21 B) 90 C) 750 D) 1250 E) 3125

(Enem) Um banco solicitou aos seus clientes a criagdo de uma senha pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de
0 a 9, para acesso a conta-corrente pela Internet.

Entretanto, um especialista em sistemas de seguranca eletrénica recomendou a diregdo do banco recadastrar seus usuarios,
solicitando, para cada um deles, a criacdo de uma nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto,
além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra mailscula era considerada distinta de sua versdo mindscula.
Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres.

Uma forma de avaliar uma alteragédo no sistema de senhas € a verificacdo do coeficiente de melhora, que é a razdo do novo
numero de possibilidades de senhas em relagdo ao antigo.

O coeficiente de melhora da alteragdo recomendada é:

6 1 1 1
A) 82 B) 2! C) o2l.4 D) 62! - 10! E) 62¢- 10¢
10° 10! 10!.56!

SECAO FUVEST / UNICAMP / UNESP
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MATEMATICA

Permutacoes
INTRODUCAO ﬁgl

Considere o seguinte problema:

Quantos numeros de trés algarismos distintos podemos
formar com os digitos 1, 3 e 7?

Observe que o total de digitos a disposicdo é igual a
quantidade de elementos (algarismos) de cada numero
formado. Os numeros formados sdo 137,173, 317, 371, 713
e 731. Tais niumeros diferem entre si somente pela ordem
na qual os elementos estdao dispostos.

Esses agrupamentos sdo chamados permutagodes
simples dos digitos 1, 3 e 7.

PERMUTACAO SIMPLES ﬁ@,

Considere um conjunto A = {a,, a,, a, ..., a,} com
n elementos distintos. Vamos considerar o problema de
formar grupos com n elementos distintos, de modo que
a ordem dos elementos dentro de cada um desses grupos
seja importante.

rosceo 2 [FaEcios] |
oo |

n n-1 n-2 1
Observe que had n posicdes a serem preenchidas.
Assim, temos:
A primeira posigao pode ser preenchida de n modos.
A segunda posigdo pode ser preenchida de (n - 1) modos.

A terceira posicao pode ser preenchida de (n - 2) modos.

A n-ésima posigdo pode ser preenchida de 1 modo.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, temos que o
numero de grupos ¢é igual a:

n.(n - 1).(n - 2).(n - 3). ... .1, ou seja, n!

Esses grupos formados sdo chamados permutagdées
simples dos n elementos, e sdo indicados por P,.

P =nl!

n

FRENTE = MODULO

A 18

Exemplo:
Determinar o nimero de anagramas obtidos a partir das
letras da palavra DOCE.

Cada anagrama é obtido mediante a troca da posigédo das
letras fornecidas. Portanto, trata-se de um problema de
permutagles simples. Assim, temos:

P,=4!=4.3.2.1 =24 anagramas

PERMUTACOES COM I%
ELEMENTOS REPETIDOS :

Considere o seguinte problema:
Quantos sdo os anagramas da palavra AMANHECE?
Devemos, inicialmente, distribuir as 8 letras em 8 posigoes.

i) A distribuicdo das letras A e A pode ser feita de

A

;’IZ modos. Observe que dividimos o resultado
por 2!, porque as permutacdes das letras A e A sdo
idénticas.

ii) ApOs definirmos as posicOes das letras A e A, restam
6 posicoes. A distribuicdo das letras E e E pode ser

. A6 2
feita de 7 modos.

iii) ApOs distribuirmos as letras A, A, E e E, restam
4 posigoes. As letras restantes podem ser distribuidas
de 4! modos.

O numero de anagramas é dado por:

A3,2 A6,2 | 8' 6' 1 8'
20721 T e 21041, 217 T 21,21

Generalizando, temos:

n!

pei B8 _
n ol. pl.... .0!

Em que q, B, ..., 8 indicam o nimero de repeticGes de cada

elemento do conjunto.

|
No exemplo, temos P3?* = 2'8'2| = 10 080 anagramas.
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PERMUTACAO CIRCULAR ﬁ@, EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play
Chamamos de permutages circulares as permutagdes de
elementos dispostos em torno de um circulo. Duas distribuicdes

sdo consideradas idénticas quando uma delas pode ser obtida 01. (PuC Rio) A quantidade de anagramas da palavra

a partir da outra, mediante uma rotagdo simples. Observe o GG R
. A) 2520 D) 20 160
problema a seguir:
B) 5 040 E) 40 320
De quantos modos podemos distribuir trés objetos C) 10080

a, b e c em torno de um circulo?
02. (IFPE-2018) Os alunos do curso de Computagdo Grafica

Considere as seguintes configuragoes: C191 ~ |
do campus Olinda estdo desenvolvendo um video com
abc bca cab @ todos os anagramas da palavra CARNAVAL. Se cada
a b c anagrama é mostrado durante 0,5 s na tela, a animagdo
completa dura
c b a c b a A) menos de 1 minuto.
B) menos de 1 hora.
agb clza bgc C) menos de meia hora.
D) menos de 10 minutos.
E) mais de 1 hora.
b c a b c a
?3?2. (UESPI) De quantas maneiras podemos enfileirar
A principio, podemos pensar que temos P, = 3! = 6 5 mulheres e 3 homens, de tal modo que os 3 homens
modos de distribuir a, b e ¢. No entanto, em cada uma das @ permanecam juntos?
linhas do esquema anterior ha trés configuragbes idénticas. A) 8! D) 7!
Cada uma das figuras de uma linha pode ser obtida a partir B) 6! E) 9!
das demais figuras da mesma linha com uma rotac&o simples. c) 6!.3!

Porém, cada configuragdo em uma linha ndo pode ser obtida ]
. . ) N 04. (IFSP) Um banco estd testando um novo produto
a partir de uma rotagao simples de uma configuragdo da QJME

e disponibilizou a alguns dos seus clientes acesso
outra linha. @ . .
via Internet para esse produto, por meio de senhas
Desse modo, temos apenas 2 — 3! _ & = 2 permutagdes compostas por cinco vogais distintas e dois ndmeros
3 3 3 pares distintos, de 2 a 8, nessa ordem, ou seja, primeiro
circulares. Observe que dividimos o total de permutagbes as vogais e depois os nimeros. O nlimero de clientes que
por 3, pois cada uma das permutagdes consideradas gera podem acessar esse novo produto, via Internet, é:
3 configuragdes idénticas, que devem contar como uma. A) 22
. . B) 3520
De maneira geral, podemos considerar que, ao permutar
circularmente n objetos distintos, cada uma das n! ) 1440
~ ) . A D) 180
permutagdes gera n configuragdes idénticas, que devem
ser “descontadas” do total. Fazemos isso dividindo n! 2) ki
por n. . -
05. (UFSM-RS) De quantas maneiras distintas podem-se
1 _ _ B4MO o
PC, = n_ n(n-1.(n-2....2.1 = alinhar cinco estacas azuis idénticas, uma vermelha e
n n
@ uma branca?
PCn=(n—1).(n—2). 2.1 A) 12
PC. = (n - 1)! B) 30
C) 42
Em que PC é o nUimero de permutagdes circulares D) 240
de n objetos distintos. E) 5040
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. permtases

06.
1A5C

©

07.
H2IN

©

08.

(UFES) De quantas maneiras 10 clientes de um banco
podem se posicionar na fila Unica dos caixas de modo

que as 4 mulheres do grupo figuem juntas?

A) 41,7 D) 10 . 6!
B) 5!. 6! E) 4! + 10!
C) 6.6!

(UERJ) Uma crianga ganhou seis picolés de trés
sabores diferentes: baunilha, morango e chocolate,
representados, respectivamente, pelas letras B, M e C.
De segunda a sabado, a crianga consome um Unico
picolé por dia, formando uma sequéncia de consumo dos
sabores. Observe estas sequéncias, que correspondem a
diferentes modos de consumo:

(B,B,M,C, M, C)ou (B, M, M,C,B,C)ou(C,M,M,B,B,C)
O numero total de modos distintos de consumir os
picolés equivale a:

A) 6

B) 90

C) 180

D) 720

(Mackenzie-SP-2018) Se somarmos todos os nimeros
obtidos permutando-se os algarismos em 1234, o
resultado obtido é igual a:

A) 54 320

B) 55990

C) 59 660

D) 66 660

E) 69 960

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

(PUC RS-2017) A capital dos gauchos, oficialmente
fundada em 26 de margo de 1772, ja foi chamada de Porto
de Viam&o. Atualmente, a também capital dos Pampas
recebe o nome de PORTO ALEGRE.

Adicionando o nimero de anagramas formados com as

letras da palavra ALEGRE ao de anagramas formados
com as letras da palavra PORTO em que as consoantes

aparecem juntas, obtemos anagramas.
A) 378 D) 756

B) 396 E) 840

C) 738

02.
W6GW

©

03.
WITT

©

04.

(PUC RS) Um fotdgrafo foi contratado para tirar fotos
de uma familia composta por pai, mae e quatro filhos.
Organizou as pessoas lado a lado e colocou os filhos entre
os pais. Mantida essa configuracdo, o nimero de formas
em que poderdo se posicionar para a foto é:

A) 4
B) 6
C) 24
D) 36

E) 48

(Mackenzie-SP) Cinco casais resolvem ir ao teatro
e compram oS ingressos para ocuparem todas as
10 poltronas de uma determinada fileira. O nimero de
maneiras que essas 10 pessoas podem se acomodar nas
10 poltronas, se um dos casais brigou, e eles ndo podem
se sentar lado a lado é:

A) 9(9")
B) 8(9!)
C) 9(8!)

101

D) 5

10!
4

E)
(UEPA) Um jovem descobriu que o aplicativo de seu
celular edita fotos, possibilitando diversas formas
de composigdo, dentre elas, aplicar texturas, aplicar
molduras e mudar a cor da foto. Considerando que esse
aplicativo dispée de 5 modelos de texturas, 6 tipos de
molduras e 4 possibilidades de mudar a cor da foto,
o numero de maneiras que esse jovem pode fazer uma
composicdo com 4 fotos distintas, utilizando apenas
0s recursos citados, para publica-las nas redes sociais,
conforme ilustragdo a seguir, é:

A) 24.120¢
B) 120°

C) 24.120
D) 4.120

E) 120
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medulo 16 [

05.
0976

©

06.
RF8G

©

28

07.
KY6X

(UPE) Oito amigos entraram em um restaurante para
jantar e sentaram-se numa mesa retangular, com oito
lugares, como mostra a figura a seguir:

O O O

O O

O O O

Dentre todas as configuragdes possiveis, quantas sao as
possibilidades de dois desses amigos, Amaro e Danilo,
ficarem sentados em frente um do outro?

A) 1440 D) 4032
B) 1920 E) 5760
C) 2016

(UEMA) Uma professora de educagdo infantil de uma
escola, durante a recreagdo de seus 6 alunos, organiza-
os em circulos para brincar. Considere a seguinte forma
de organizagdo dos alunos pela professora: sdo trés
meninas e trés meninos e cada menina ficard ao lado
de um menino, de modo alternado. As possibilidades de
organizagao dos seus alunos sdo

A) 4. D) 12.
B) 6. E) 16.
C) 9.

(Insper-SP) Em cada ingresso vendido para um show de
musica, é impresso o nimero da mesa onde o comprador
devera se sentar. Cada mesa possui seis lugares,
dispostos conforme o esquema a seguir.

MESA

O lugar da mesa em que cada comprador se sentara ndo
vem especificado no ingresso, devendo os seis ocupantes
entrar em acordo. Os ingressos para uma dessas mesas
foram adquiridos por um casal de namorados e quatro
membros de uma mesma familia. Eles acordaram que
os namorados poderiam sentar-se um ao lado do outro.

Colecao 6V

08.
WD2B

09.
OI1F

©

10.
8ZTA

©

Nessas condicdes, o nimero de maneiras distintas em que
as seis pessoas poderdo ocupar os lugares da mesa é:

A) 96 C) 192 E) 720
B) 120 D) 384

(UPF-RS) Na figura a seguir, as linhas horizontais e
verticais representam ruas e os quadrados representam
quarteirGes. A quantidade de trajetos de comprimento
minimo ligando A a B é:

B
A
A) 40 320 C) 256 E) 56
B) 6720 D) 120

(UERJ-2017) Uma crianga possui um cofre com
45 moedas: 15 de dez centavos, 15 de cinquenta centavos
e 15 de um real. Ela vai retirar do cofre um grupo de
12 moedas ao acaso. Ha varios modos de ocorrer essa
retirada. Admita que as retiradas sdo diferenciadas
apenas pela quantidade de moedas de cada valor.
Determine quantas retiradas distintas, desse grupo de
12 moedas, a crianca podera realizar.

(UFPB) A prefeitura de certo municipio solicitou ao
Governo Federal uma verba para a execugao das
seguintes obras:

e Saneamento bésico;

e Calgamento de ruas;

e Construgao de uma escola;

e Construgdo de uma creche;

e Construgdo de casas populares.

O Governo Federal aprovou a concessdo da verba
solicitada, na condigdo de que fosse estabelecida uma
ordem na execugdo das obras, de modo que, tendo
sido liberada a verba para a primeira obra, a verba
para a segunda so seria liberada apos a conclusdo da
primeira, e assim sucessivamente até a execugdo da
ultima obra. Nesse contexto, considere o planejamento
feito pela prefeitura:

e A primeira obra escolhida foi a construgdo das casas

populares;

e O calgamento das ruas sé podera ser executado com
0 saneamento basico concluido.



. permtases

11.

12,
m3

©

Atendendo as condigBes estabelecidas pelo Governo
Federal e ao planejamento da prefeitura, é correto afirmar
que o numero de maneiras possiveis e distintas para a
realizagdo dessas 5 obras é:

A) 8
B) 10
C) 12
D) 14
E) 16

(UNIFESP) As permutagdes das letras da palavra PROVA
foram listadas em ordem alfabética, como se fossem
palavras de cinco letras em um dicionario. A 732 palavra
nessa lista é

A) PROVA. D) ROVAP.
B) VAPOR. E) RAOPV.
C) RAPOV.

(AFA-SP-2020) Um pisca-pisca usado em arvores de
natal é formado por um fio com lampadas acopladas, que
acendem e apagam sequencialmente.

Uma pessoa comprou um pisca-pisca, formado por

varios blocos, com lampadas em formato de flores, com

0 seguinte padrao:

e Cada bloco é composto por 5 flores, cada uma com
5 lampadas circulares, de cores distintas (A, B, C, D, E),
como na figura:

e Em cada flor, apenas 3 lampadas quaisquer acendem
e apagam juntas, por vez, ficando as outras duas
apagadas.

e Todas as 5 flores do bloco acendem e apagam juntas.

e Em duas flores consecutivas, nunca acendem e
apagam as mesmas 3 cores da anterior. Assim,
considere que uma composigdo possivel para um bloco
acender e apagar corresponde a figura a seguir:

O numero de maneiras, distintas entre si, de contar
as possibilidades de composicdo para um bloco desse
pisca-pisca &

A) 105,
B) 9¢. 10.
c) 9.
D) 95. 10.

SECAO ENEM

01.

02.
FGO2

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2020) Trés amigos, André, Bernardo e Carlos
moram em um condominio fechado de uma cidade. O
quadriculado representa a localizagdo das ruas paralelas
e perpendiculares, delimitando quadras de mesmo
tamanho nesse condominio, em que nos pontos A, Be C
estdo localizadas as casas de André, Bernardo e Carlos,
respectivamente.

André deseja deslocar-se da sua casa até a casa do
Bernardo, sem passar pela casa de Carlos, seguindo
ao longo das ruas do condominio. Fazendo sempre
deslocamentos para a direita (—) ou para cima (1),
segundo o esquema da figura.

O numero de diferentes caminhos que André podera
utilizar para realizar o deslocamento nas condigdes
propostas é
A) 4.
B) 14.

c) 17.
D) 35.

E) 48.

(Enem) Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa
escolher uma senha composta por quatro caracteres, sendo
dois algarismos e duas letras (mailsculas ou mindsculas).
As letras e os algarismos podem estar em qualquer posigéo.
Essa pessoa sabe que o alfabeto é composto por vinte e
seis letras e que uma letra maiuscula difere da minuscula
em uma senha.

Disponivel em: <www.infowester.com>.
Acesso em: 14 dez. 2012.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento
nesse site é dado por:

A) 102. 262
B) 102. 522

52.ﬂ

C) 102. >

D) 102.262. =~

E) 102.522, =
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03. (Enem) Um cliente de uma videolocadora tem o habito de alugar dois filmes por vez. Quando os devolve, sempre pega outros
dois filmes e assim sucessivamente. Ele soube que a videolocadora recebeu alguns langamentos, sendo 8 filmes de agao,
5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu uma estratégia para ver todos esses 16 langamentos. Inicialmente alugara,
em cada vez, um filme de agédo e um de comédia. Quando se esgotarem as possibilidades de comédia, o cliente alugara um filme
de acdo e um de drama, até que todos os langamentos sejam vistos e sem que nenhum filme seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente podera ser posta em pratica?

8!.5!1.3! 16!
A) 20.8!+ (3!)? Q) — E) 55
8!.5!.3!
B) 8!.5!. 3! —

04. (Enem) O setor de recursos humanos de uma empresa vai realizar uma entrevista com 120 candidatos a uma vaga de contador.
Por sorteio, eles pretendem atribuir a cada candidato um nimero, colocar a lista de nimeros em ordem numérica crescente e
usa-la para convocar os interessados. Acontece que, por um defeito do computador, foram gerados nimeros com 5 algarismos

distintos e, em nenhum deles, apareceram digitos pares.

Em razdo disso, a ordem de chamada do candidato que tiver recebido o nimero 75 913 é

A) 24. C) 32. E) 89.
B) 31. D) 88.
SECAO FUVEST / UNICAMP / UNESP
[Of+ 0]

=
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Aprendizagem Acertei Errei
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O 04.C O 08.D
Propostos Acertei Errei
O 01. A
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O
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O

/ Total dos meus acertos: de . %
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FRENTE = MODULO

MATEMATICA B 15

Posicoes Relativas e Distancia
de Ponto a Reta

POSICOES RELATIVAS i Ou seja:
DE DUAS RETAS - A _a b

by S b,
b, b, a, b,

* ——= =

b, b,

oo

H
Kel |Hn

Duas retas r e s de um plano podem ser: Reunindo as duas condicbes, temos:

Distintasr ns = & a _b ¢ - -
* Paralelas {Coincidentes fhser—res a, E * a (r e s sdo paralelas distintas.)

e Concorrentes r ns = {P}

ii) Sem = m,en =n, as retas r e s sdo paralelas

Consideremos, entdo, no plano cartesiano, duas retas L
coincidentes.

rrax+by+c =0es:ax+b,y+c,=0, tais que nem
r nem s sejam paralelas aos eixos coordenados, isto &, Y
a,#0,b,#0,a,»0eb,=0.

Suas equacdes na forma reduzida s&o: r=s
. — = al cl
ernax+by+c,=0=>y= X ——L n =n
1 1 1 b b r s
1 1 —
0} X
. _ _ a C
e stax+tby+c,=0=y-= _b_zx_b_z
2 2 .
Ou seja
Na forma reduzida y = mx + n, m é o coeficiente angular,
e n é o coeficiente linear da reta. LA % _a b 6 6 _ b _¢
b, b, "a, b, b, b b, ¢
m, = -
a, [ ! b, Reunindo as duas condigbes, temos:
eriy=-1tx--—1to
1 bl cl
n =-— a b C ~ L
b, -1 =-1="1 (re s sdo paralelas coincidentes.)
aZ bZ 2
aZ . ~
a c m, = b, iii) Sem_=m, as retas r e s s&o concorrentes.
e siy=-—2x-2= 2
2 b, n _ S Y
, =
b, r s
Portanto:
i) Sem.=m_en =n,asretasres sdo paralelas distintas. _Retasr e s se
P interceptam em P
y r
r//s
. /! o) "
nr
/
ng Ou seja
/
o) X 3, 3% 3 b (ress80 concorrentes.)
bl b2 a2 2
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Em resumo:

al b1 Cl s

— = # — & Paralelas distintas

aZ bZ CZ

a, b, ¢ S

— =, == < Paralelas coincidentes
aZ bZ CZ

a # ﬁ < Concorrentes
az 2
OBSERVACOES

i) Se r é paralela a um dos eixos coordenados,
o problema da posicdo relativa depende da reta s.

ii) Ser e s sdo concorrentes no ponto P, obtém-se as
coordenadas de P resolvendo o sistema formado
pelas equagdes de r e s.

Exemplo:

Sejamr:3x+4y-5=0es:6x+ by +c=0.
Entdo:

-3 =>b=8ec=-10;
c

e r//s,se:b=8ec=*-10;

e r=sse:

alw
olh

e rns={P}, se:b#+8eceR.

RETAS PERPENDICULARESI%.

Duas retas r e s sdo perpendiculares uma a outra se,
e somente se, sdo concorrentes e formam um angulo reto.

S r

rlis

Condicao de perpendicularidade

No plano cartesiano, duas retas r e s de coeficientes
angulares m_e m_sdo perpendiculares entre si se, e somente
se, m.m_ = -1.

risemm =-lom = S

s

OBSERVAGAO

Se uma das retas é paralela a um dos eixos coordenados,
entdo a reta perpendicular a ela é paralela ao outro eixo
coordenado.

Exemplo:

Dar a equagao da mediatriz do segmento de extremos nos

pontos A(2, 5) e B(6, 7).

A mediatriz é perpendicular ao segmento AB pelo seu

ponto médio.

32 Colecao 6V
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Y Mediatriz
/A B
51 A s

(0] i é X

Sendo x,, e y,, as coordenadas do ponto médio M, temos:

:2+6:

Xy 5 4
= M(4, 6)
Yo = 5+7 6
" 2

- = 7-5 1

ficien ngul AB:m, = — ==
Coeficiente angular de = g 5"3
Sendo m o coeficiente angular da mediatriz, deve-se ter:

m.m,, = —13m.(l) =-1>m-=-2
2

Portanto, a equagdo da mediatriz é:
y-6=-2(x-4)=>y=-2x+ 14

DISTANCIA DE PONTO A RETAI@@|

A disténcia de um ponto P a uma reta r é o comprimento
do segmento, em que Q é a projecao ortogonal de P sobre
aretar.

Q
Calculo da distancia de pontos e retas

No plano cartesiano, a distancia d do ponto P(x,, Y,)
a reta r, de equagdo ax + by + ¢ = 0, é dada pela expresséo:

|ax, + by, +c|

d(P, r) =

OBSERVACAO

A formula da distancia continua valida se P pertence a r
(d = 0), ou, ainda, sea =0oub =0, caso em que r é
perpendicular ao eixo y ou x.

Exemplo:

SejamP(Z,—l)er:y=—%x+1:>3x+4y—4=0

Entdo: d(p, r) = |3:@+4.(1)-4] _[-2]_2
ntao: d(P ) (3) +(4) 25 5
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EXERCICIOS DE

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.
SBIQ

©

02.
6YUS

©

03.
GSBG

04.
NHQ4

©

05.

(Albert Einstein-2020) O esquema a seguir é uma
representagdo simplificada de um raio X usado em um
aparelho de tomografia computadorizada axial para
compor imagens de objetos.

Fonte

.— Raio x  Detector

Objeto/

d: distancia do centro do objeto

No plano cartesiano com origem no centro do objeto,
indicado na figura, a reta do raio X tem equagéo
3x + 4y - 12 = 0. A distancia d, entre o centro do objeto e
a reta do raio X, na unidade do plano cartesiano, € igual a:

12 11 5
A) = C) 5 E) >
21 9
B) 10 D) 4

(UFPR-2017) Considere a reta r de equagdo y = 2x + 1.
Qual das retas seguintes é perpendicular a reta r e passa
pelo ponto P = (4, 2)?

1
A) Y=§X D) y = -2x

1
B) y=-2x + 10 g Vo Xl

1
Q) y_—§x+5

(UFOP-MG) Sejam asretasr: x + 2y + 3 =0et L r
Se t passa pelo ponto P(2, 3), entdo sua equacdo é
dada por:

A) 2x+y-3=0
B) 2x+y+1=0

C) 2x-y-1=0
D) 2x-y+3=0

(EEAR) Dada aretar: 2x - 3y + 5 = 0 e o ponto P(5, 6),
a distancia de P a reta r é:

3V91
A) Vo1 (o)) §
3V13
B) 30v13 D) S

(FGV-RJ) A distancia entre duas retas paralelas é o
comprimento do segmento perpendicular as retas que
tem uma extremidade em uma reta e a outra extremidade
na outra reta. No plano cartesiano, a distancia entre as
retas de equagbes 3x + 4y = 0e 3x + 4y + 10 = 0 é:

A) 0,5 C) 1,5 E) 2,5
B) 1 D) 2

06.
8WHA

©

07.
OON5

©

08

9T4S

©

EXERCICIOS

(UFJF-MG-2018) Considereasretasy =5x + 8ey =-5x + 8.
E correto afirmar que:

A) As retas sdo paralelas.

B) As retas sao perpendiculares.

C) O ponto (4, 28) ndo pertence a nenhuma das duas retas.

D) O ponto (1, 10) pertence a pelo menos uma das duas
retas.

E) As retas possuem um ponto em comum.

(Unioeste-PR) Os valores de k para que as retas
2x + ky = 3 e x + y = 1 sejam paralelas ou perpendiculares
entre si, respectivamente, sdo

3
A) ) el. C) 1e-1. E) 2e-2.
B) —-1el. D) —2e?2.

(FGV-SP) Considere os pontos A = (1, -2),B=(-2,4) e
C = (3, 3). A altura do triangulo ABC pelo vértice C tem
equagao:

A) 2y -x-3=0
B) y-2x+3=0
C) 2y +x+3=0

D) y+2x+9=0
E) 2y +x-9=0

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
1EXZ

©

02.
9081

©

03.

(FEI-SP) A equacgao §:x+2 representa, no plano

cartesiano R?, uma reta que

A) é concorrente com a reta de equagdo y = 3x + 5.
B) é paralela a reta de equacdo y = x + 3.

C) é coincidente com a reta de equagdo y = x + 6.
D) intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 2).
E) intercepta o eixo das abscissas no ponto (-2, 0).

(FMU/FIAM-SP) A reta s passa pelo ponto P = (2,3) e é
perpendicular a reta 2x — 3y = 7. A equacgdo geral dessa
reta é:

A) 3x+2y-12=0
B) 2x-3y+5=0
C) 3x+2y-12=0

D) 3x -2y =0
E) -2x -3y +5=0

(UERJ-2018) No projeto de construgdo de uma estrada
retilinea entre duas vilas, foi escolhido um sistema referencial
cartesiano em que os centros das vilas estdo nos pontos A(1, 2)
eB(11, 7). O trecho AB é atravessado por um rio que tem seu
curso em linha reta, cuja equagdo, nesse sistema, é x + 3y = 17.
Observe a seguir o esbogo do projeto.

y (km)

@©

10 x (km)
Desprezando as larguras da estrada e do rio, determine
as coordenadas do ponto de intersegdo I.

Bernoulli Sistema de Ensino 33
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04

KFPL

©

05.

06

(UCDB-MS) A equagao da reta que passa pelo ponto
médio do segmento de extremos A(-1, 4) e B(5, -6) e é
perpendicular a reta 2x - 5y + 3 =0 é:

A) 5x +2y-8=0 D) 2x+5y+1=0
B) 5x+2y+8=0 E) 2x -5y +9=0
C) 2x-5y-9=0

(PUC-SP) Sejam A, B, C e D vértices consecutivos de
um quadrado, tais que A = (1, 3) e B e D pertencem a
reta de equagdo x — y - 4 = 0. A area desse quadrado,
em unidades de superficie, é igual a:

A) 36/2 C) 32/2
B) 36 D) 32

E) 24/2

. (UFJF-MG) Considere as retas r;: y = m,x + b, e
r,,y=m,+b,etaisquer, er, sdo paralelas, aretar, passa
pelo ponto A(Q, 2) e a reta r, passa pelo ponto B(1, 0).
Sabendo que a reta ¢, passando pelos pontos A e B, é
perpendicular a reta r,, qual é o valor do produto m,.b,?

1 1

A -5 Q) 3 E) 2

B) 0 D) 1
07. (EsPCEx-SP) Considere a reta t mediatriz do segmento cujos
TMH2

©

extremos sd@o os pontosem que aretas: 2x -3y +12=0
intercepta os eixos coordenados. Entdo, a disténcia do

ponto M(1, 1) areta t é:
3v3
1343 1311 E) %
A) 11 ) 13
10413 5 3V11
13 ) 13
08. (Insper-SP) No plano cartesiano da figura, feito fora de escala,
8NAD

09.

34

0 eixo X representa uma estrada ja existente, os pontos
A(8, 2) e B(3, 6) representam duas cidades e a reta r, de
inclinagdo 45°, representa uma estrada que sera construida.

Para que as disténcias da cidade A e da cidade B até a
nova estrada sejam iguais, o ponto C, onde a nova estrada
intercepta a existente, devera ter coordenadas:

1 3 5
o (5] o [39) o (3°)

B) (L0) D) (20)

(FGV-SP-2017) Os pontos de coordenadas cartesianas
(2, 3) e (-1, 2) pertencem a uma circunferéncia. Uma
reta que passa, necessariamente, pelo centro dessa
circunferéncia tem equagao:

A) 3x-y+9=0
B) 3x+y-9=0
C) 3x+y-4=0
D) x+3y-4=0
E) x+3y-9=0

Colecao 6V

10. (FUVEST-SP-2019)
CJVG
© ’
E
D
C B
(0] A X

Na figura, OABC é um quadrado e CDE é um triangulo
equilatero tal que OC = CE = 2.

A) Determine a equagdo da reta que passa por E e por A.

B) Determine a equagéoﬁda reta que passa por D e é
perpendicular a reta AE.

C) Determine um ponto P no segmento OA, de modo
que a reta que passa por E e por P divida o quadrado
em duas regides, de tal forma que a area da regido
que contém o segmento OC seja o dobro da area da
outra regido.

SECAO ENEM

01. Considere uma cidade em que as ruas sdo representadas
por retas e as casas, por pontos. Num mapa cartesiano
dessa cidade, com medidas em km, a padaria Pannetutti
se localiza no ponto P(-5, 0) e o agougue Quasar se
localiza no ponto Q(-1, -3).

Uma pessoa que estiver na origem desse mapa e quiser se
dirigir a Rua Pedro Quintdo, na qual se localizam a padaria e
0 agougue, tera de caminhar uma distancia de, no minimo,
A) 2 km. C) 3 km. E) 4 km.

B) 2,5 km. D) 3,5 km.

SECAQ FUVEST/UNICAMP/UNESP

Meu aproveitamento /\/\7‘

GABARITO

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01. A O 03.C O 05.D O 07.E
O 02. E O 04. D O 06. E O 08. A
Propostos Acertei Errei
O O01.E O 04. A O 07.8B
O 02.C O 05.B O 08.C
O 03. (5,4) O 06.D O 09. C
10. A) y=-2x+4
x 6 -3
O B) Y*E+ >
O C) O ponto O é dado por (%, 0)
Segéo Enem Acertei Errei
O 01. C
Total dos meus acertos: de . %




FRENTE

MODULO

MATEMATICA B 16

Areas e Teoria Angular

AREA DE UM TRIANGULO ﬁ@,

A area S de um tridngulo de vértices A(x,, y,), B(x,, ¥;) €
C(x.s Yc) € dada por:

s=1p|
2
Xy Ya 1
Nela, D = determinante da matriz |x, vy, 1|
Xe Ye 1

OBSERVACOES

i) Se D = 0, entdo os pontos A, B e C sdo colineares.

ii) Para se calcular a area de um poligono, podemos
dividi-lo em tridngulos e calcular a soma das areas de
cada um deles.

Exemplo:

Calcular a area do quadrilatero de vértices M(1, 1),
N(4, 2), P(3, 5) e Q(1, 4).

Observando o esbogo a seguir, obtemos a area do
quadrilatero somando as areas dos triangulos MNP e PQM.

5. ...............

24+ ---

1._....

M E

ol 1 2 3 4 «x

Sejam D,,, 0 determinante dos pontos M, N e P e D,,,
o determinante dos pontos P, Q e M.

Assim, temos, calculando pela regra de Sarrus:

Dypp=1.2.1+1.1.3+1.4.5-3.2.1-5.1.1-1.4.1=10
3 51

E, da mesma forma: D,,, = 1 4 1 =6.
111

Portanto, SMNPQ=SMNP+SPQM= %|10|+—|6|

RETAS CONCORRENTES

Se duas retas r e s sdo concorrentes e ndo perpendiculares,
elas determinam dois angulos agudos a opostos pelo vértice
e dois angulos obtusos b opostos pelo vértice, tais que
a+b=180°etga=-tgb.

ANGULO AGUDO ENTRE DUAS
'%I

Calculo do angulo formado por duas
retas

Sejam r: y = mx + n_es:y =mx + n,duas retas
concorrentes e ndo perpendiculares (m.m_ = -1).

O angulo agudo ¢ entre elas é tal que:

m, -m

t9¢ = 1+m.m,

Caso particular:
Sejamr:y=mx+n,m =0,es: x=k.
O angulo agudo ¢ entre elas é tal que:

1
wo-| 4
Exemplo:
Sejamr:y=2x+ 7es:y=-3x.
5 2| 2= 5. - -
Entao, tg ¢ = 1+2(-3) —‘_5 =|-1| = 1= ¢ = 45°.

POSICOES RELATIVAS i
ENTRE PONTO ERETA ™ G

Consideremos, por exemplo, a reta r de equacgdo reduzida
y = 2x + 2, cujo grafico é a figura a seguir, e o ponto A(1, 4).
Observe que o ponto A pertence ar, pois4 =2.1+ 2.

|
/O|i X

Bernoulli Sistema de Ensino 35
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Consideremos agora os pontos B(1, 5) e C(1, 3), que EXERCiClOS DE ®RBE::|L"|(§:ISlhi(i)Play

possuem abscissas iguais a de A. Como as ordenadas de

B e C sdo diferentes da ordenada de A, tais pontos ndo APREN DIZAGEM

pertencem a reta r. 031. (PUC Rio) A regido, na figura a seguir, é descrita pelo
K3A1
Y . sistema:
Assim: @
5_ .
e Sendoy,=5,temosy, >vY,; X+y<3 (1,2)
4T e, portanto, o ponto B esta y < 2x
37 acima de A. 2y > (2,1)
2 . Sendoy.=3,temosy.<y,; (0,0)
7 e, portanto, o ponto C esta
abaixo de A.
-1/ 0 X
Quanto vale a area da figura?
Dessa forma, se y = mx + n é a equagdo reduzida de uma 3
reta r, entdo temos que: A1 ©) 2 E) 3
y
B) V2 D) 2V2
i Os pontos que satisfazem a ) J
) in P ~ q> mx + h ests r 02. (UECE-2019) No plano, com o sistema de coordenadas
: (?quagao y X estao / cartesiano usual com origem no ponto O, as retas
acima da reta r.

representadas pelas equagbesy = xey + 4x - 20 =0

y > mx +n — 0 % se cortam no ponto X. Se Y é a intersecdo da reta
y + 4x - 20 = 0 com o eixo dos x (eixo horizontal), entdo,
a medida da area do triangulo YOX é igual a
y r - P
u.a. = unidade de area.

ii) Os pontos que satisfazem a / A) 12 u.a. C) 10 u.a.

inequacdo y < mx + n estdo > B) 14 u.a. D) 8 u.a.
abaixo da reta r. 0 X 03. (CEFET-PR)Um engenheiro cartografico fez o levantamento
y < mx +n EMOR topografico de um terreno com contorno poligonal,
<°J conforme a figura, e obteve as seguintes coordenadas,
Se a reta r é perpendicular ao eixo x e sua equagao é em metros, para seus vértices: A(0, 0), B(10, 0), C(12, 4),
x = k, de maneira analoga, concluimos que: D(6, 10) e E(-4, 8).
Yt r D

iii) Os pontos que satisfazem a
inequagdo x > k, ou seja, os E
pontos de abscissa maior que k,
estdo a direita da reta r.

A B
X > k O| k X
A area do terreno, em metros quadrados, é de
iv) Os pontos que satisfazem a Y+ r A Bz G A e
inequacdo x < k, ou seja, os B) 122. D) 144.

pontos de abscissa menor
04. (FGV-SP) Areta x + 3y - 3 = 0 divide o plano determinado

que k, estdo a esquerda da 1HVU A ] ] . ]
reta r. pelo sistema cartesiano de eixos em dois semiplanos opostos.
o & % @ Cada um dos pontos (-2, 2) e (5, b) esta situado em um
x<k desses dois semiplanos. Um possivel valor de b é:

: 1 3 1
Exemplo N 3 o3 £ -2
Esbogar a regido do plano delimitada por:

1 3

X-y=20=y<x (I) B) 2 D) ~2

x-220=x2>2 (II)
Y 05. (PUC Rio) Sejam r e s as retas de equagdes y = x — 2
X 5

,,,,,,,,, eY= ) + 27 respectivamente, representadas no grafico
a seguir. Seja A o ponto de intersegdo das retas r e s.
Sejam B e C os pontos de intersegdo de r e s com o eixo

X horizontal, respectivamente.
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06.
2XAN

©

07.
BRRB

08.
6K4K

©

EXERCICIOS

n <<

A area do triangulo ABC vale
A) 1,0. C) 3,0.
B) 1,5. D) 4,5.

E) 6,0.

(UFSJ-MG) Os graficos das fungbes f(x) = 2,
g(x) = 2x - 4 e h(x) = -x + 2 delimitam uma regido do
plano cartesiano, cuja area em unidades de area é:

A) 6 B) 2 C) 3 D) 4
(UERN) A area do triangulo retangulo formada pela

sobreposicdo das retas r e s, no grafico, é igual a 36
unidades. Logo, a equacgdo da reta r é:

y
.

K

4 S
f#‘ y

A) y=x+ 12
B) y=-x+ 16

C) y=-2x+ 16
D) y=-2x + 12

(UFMG) Neste plano cartesiano, esta representado o
quadrildtero ABCD.
C
y

D

A B x
Sabe-se que:

I A(1,0), C(11, 11) e E(3, 7).
II. o ponto B esta no eixo x e o ponto E, no lado CD.
I1I. os lados AD e BC s&o paralelos ao eixo vy.

Entdo, é correto afirmar que a area do quadrilatero ABCD é:
A) 87,5 B) 82,5 C) 85 D) 86

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.
QDL8

(UECE-2018) No plano, com o sistema de coordenadas
cartesianas usual, a medida da area da regido limitada pelas
retasx+y=5x+y=2;x-y=0ey=0¢igual a

25 21
2 “~ua
A) 7 ua. C) 7 u
23 19
B) —ua. D) —ua.
) o ua ) v

u.a. = unidade de area.

(FGV-SP) A regidao do plano cartesiano determinada
pelas inequagbes x + y <5,y <3, x=20ey =0 tem
uma area A. O valor de A é:
A) 10 C) 11
B) 10,5 D) 11,5

E) 12

03.
09LY

04.
1IR3

05.
MDC3

©

06.
AMYX

07.

Areas e Teoria Angular

(UFMG) Considere as retas cujas equagdées saoy = -x + 4
e y = mx, em que m é uma constante positiva. Nesse
caso, a area do triangulo determinado pelas duas retas
e o0 eixo das abscissas é:

4m? 8m

A) 2m-1 9] m+1
, 2m+10
B) 4m D) 2m+1

(FGV-SP) Considere a regidao do plano cartesiano cujos
pontos satisfazem simultaneamente as inequagdes.
X+2y <6
X+y<4
x>0
y>0
A area dessa regido é:
A) 6 C) 8
B) 7 D) 9

E) 10

(FUVEST-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano
cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A esta
localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se:

X X
A)y<§ey<—x+1 D) —x+1<y<§
X X
B) y< 5 ouy>-x+1 B) 3 <y<—x+1

X
C) §<yey>—x+1

(UPE) Qual é a medida da area do triangulo destacado
na figura a seguir?
Yy
4

A)

Wik N~
(@)
<

uld Alw
m
N

B) D)

(UECE) Em um sistema de coordenadas cartesiano
usual, os pontos P = (1, 2) e Q = (4, 6) sdo vértices do
triangulo PQM. Se o vértice M esta sobre a reta paralela
ao segmento PQ que contém o ponto (8, 6), entdo a
medida da area do tridngulo PQM é:

(u.a. = unidade de area)
A) 7u.a.

B) 8u.a.

C) Y9u.a.
D) 10u.a.
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08.
WLO1

©

09.
IWHF

©

10.
0941

©

(FGV) Dados os pontos A(0O, 0), B(5, 0), C(8, 5) e D(11, 8)
no plano cartesiano ortogonal, P é um ponto do
190 quadrante tal que as areas dos triangulos APB e CPD
~ . I 25 . -

sao, respectivamente, iguais a — e 6. Em tais condigdes,
o produto da abscissa pela ordenada de P pode ser igual a
A) 18. C) 21. E) 25.

B) 20. D) 24.

(UEMG-2017) No grafico representado a seguir, uma
das retas esbogadas tem inclinagdo igual a -3 e a outra

reta, inclinagdo igual a 7 Sabendo-se disso, a area
(em unidade de area) da regido hachurada é:
Y,

2

-

A) 6 u.a. g Z 4%
21 33
B) ? u.a. D) 7 u.a.

(UFMG) Observe a figura.
y

11 f---noy

C

(0] 5 X

B
/

A
2

Nessa figura, a reta AC intercepta o eixo das abscissas

\
no ponto (—%, 0)‘, e a area do triangulo de vértices
A, B e Cé 10. Entdo, a ordenada do ponto B é:

20

A T7 C) 4 E) 6
31
B) 11 D) 5

02.

Para construir tal imagem utilizando uma ferramenta
grafica, serd necessario escrever algebricamente o
conjunto que representa os pontos desse grafico.

Esse conjunto é dado pelos pares ordenados (x, y) e Nx N,
tais que:

A) 0<x=<y<10

B) 0<y=<x<10

C) 0=x=<10,0<y<10

D) 0<x+y<10
E) 0<x+y=<20

(Enem) Uma regido de uma fabrica deve ser isolada, pois
nela os empregados ficam expostos a riscos de acidentes.
Essa regido esta representada pela porgdo de cor cinza
(quadrilatero de area S) na figura.

Yy

<] —

0 4 8 x

Para que os funcionarios sejam orientados sobre a localizacdo
da area isolada, cartazes informativos serdo afixados por
toda a fabrica. Para confecciona-los, programador utilizara
um software que permite desenhar essa regido a partir de
um conjunto de desigualdades algébricas.

As desigualdades que devem ser utilizadas no referido
software, para o desenho da regido de isolamento, sdo:
A) 3y -x<0;2y-x>0;y<8; x<9

B) 3y -x<0;2y-x>0;y<9; x<8

C) 3y-x20;2y-x<0; y<9; x<8

D) 4y -9x<0; 8y -3x>0;y<8; x<9

E) 4y -9x<0;8y-3x>0;y<9;x<8

SECAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

GABARITO

Meu aproveitamento /,/\;T‘I

SECAO ENEM

01. (Enem-2018) Para criar um logotipo, um profissional ; . .
da area de design grafico deseja construi-lo utilizando o Aprend lzagem Acertei Errei
conjunto de pontos do plano na forma de um triangulo, O 01.C O 03. A O 05. B O 07.C
exatamente como mostra a imagem.
Ay O 02.C O 04.D O 06.C O 08.C
Propostos Acertei Errei
O o01.C O 04.B O 07.B O 10.D
O 02.B O 05.E O 08.B
O 03.C O 06.E O 09.C
Segéo Enem Acertei Errei
,,,,,,,,,,, o) [ S O 01.B O 02.E
,,,,,,,,,,, -15

/Totaldos meus acertos: de . % I
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Estudo Analitico da Circunferencia

INTRODUCAO ﬁgl

Uma circunferéncia A é o conjunto de todos os pontos
do plano cuja distancia a um ponto fixo C € uma constante
positiva r.

2 P

C: Centro da circunferéncia;

r: Raio da circunferéncia.

Em simbolos: Pe A< PC=r

EQUACAO REDUZIDA DA,
CIRCUNFERENCIA

Consideremos uma circunferéncia A de centro C(a, b) eraio r.

Obter uma equacéo da circunferéncia A é encontrar uma
relagdo entre as coordenadas x e y dos pontos do plano
que pertencem a A.

Yy

A P(XI Y)

[0 a X
Seja P(x, y) um ponto genérico da circunferéncia. Temos:
PeAsPC=r

Pero/(x-a)YX+(y-b2=r
Pele(x-a)y+(y-by=r?

Esta Ultima igualdade é chamada de equacao reduzida da
circunferéncia de centro (a, b) e raio r.

(x-a) +(y-by=r

Exemplos:

19°) Dar a equagdo reduzida da circunferéncia de centro C
e raio r nos seguintes casos:

A) C(1,2)er=4
(x-1)2+ (y-2)2=16
B) C(-1,2)er=5
(x+1)2+(y-2)2=25
C) C(0,-3)er=y3
X2+ (y+3)2=3
D) C(0,0)er=1
x2+y2=1

29) Dar o centro C e o raio r da circunferéncia nos
seguintes casos:

A) (x=3)2+ (y-4)*=100
C(3,4)er=10

B) (x+3)2+(y-1)2=1
C(-3,1)er=4

C) (x+4)2+y2=9
C(-4,0)er=3

D) y2_
Cc(0,0)er=7

OBSERVAGAO
Considerando-se a equacgdo (x — a)? + (y - b)? = k, temos:

i) Sek>0,entdo (x-a)?+ (y - b)? =k representa uma
circunferéncia de centro C = (a, b) e raio = /k.

ii) Sek =0, entdo (x - a)> + (y - b)? = k representa
o ponto P = (a, b), pois (x —a)?>+ (y-b)?)=0=
x-a=0ey-b=0.

iii) Sek < 0, entdo (x - a)? + (y - b)?2 = k representa o
conjunto vazio, pois a soma dos quadrados de dois
ndmeros reais ndo pode ser negativa.

EQUACAO NORMAL DA ,
CIRCUNFERENCIA

Seja a circunferéncia de centro C(a, b) e raio r.

Y

o +---
x

(0]

Sua equacdo reduzida é:

(x-ay+(y-b)y=r

Desenvolvendo-se a equagao reduzida, temos:
-2ax+a’+y?’-2by+b?=r

Bernoulli Sistema de Ensino 39
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Logo, obtemos:

X2+ y?-2ax-2by+at+b’-r2=0

Essa é a equagdo normal da circunferéncia de centro
C(a, b) eraior.

Se uma circunferéncia é dada pela sua equagdo normal,
pode-se determinar seu centro e raio por comparagao ou
completando-se a soma dos quadrados para obtermos a
equagdo reduzida, conforme o exemplo a seguir:

Exemplo:
Obter o centro e o raio da circunferéncia:

X2+y?-2x+4y-11=0

Reagrupando:

X2=-2X+ ... +y?+4y + ... =11

xX2-2x+ ..)+(y?+4y +...) =11

Adicionando 1 e 4 aos dois lados da equacao para que
a 12 e a 22 parcelas sejam quadrados perfeitos, temos:

(X=-2x+1)+(y2+4y +4)=11+1+4

Fatorando:
(x-12+(y+2)?=16
Essa é a equagdo reduzida da circunferéncia.

Portanto, a circunferéncia tem centro C(1, -2) e raio 4.

OBSERVACAO

Na equagdo normal da circunferéncia de centro C(a, b) e
raio r, tem-se:

i) Os coeficientes de x? e y? sdo iguais a 1.

i) Os coeficientes de x e de y sao, respectivamente,
o dobro com os sinais trocados, das coordenadas
a e b do centro.

ifi) N3&o existe termo da forma kxy, k # 0.

iv) a? + b? - r2 é chamado termo independente.

Exemplo:

Para que a equacdo mx? + y2 + 4x - 6y + nxy - p =0
represente uma circunferéncia, devemos ter:
m=1len=0=>x2+y?>+4x-6y=p=
X>+4x+4+y?-6y+9=p+4+9=>
x+22+(y-3?=p+13

p+13>0=p>-13

Colecao 6V

EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.
ESQM

©

02.

03

BVVP

04.
3SBA

©

05.
XUWO

S1JF

©

07.
182R

©

RESOLUGGES NO
@ Bernoulli Play

(ESPM-SP) As coordenadas do centro e a medida do
raio da circunferéncia de equacao x2-4x + (y + 1)2=0
sdo, respectivamente,

A) (-2, 1) e4. D) (-1, 2) e /2.
B) (2,-1)e?2. E) (2,2)e /2.
C) (4, -1)e?2.

(UECE-2019) Em um plano munido com o sistema de
coordenadas cartesianas usual, fixada uma unidade de
comprimento (u.c), aequagao x>+ y2 +2x-2y+1=0
representa uma circunferéncia com centro no ponto P(p, q)
cuja medida do raio é r u.c. Assim, é correto afirmar que
o valor da soma p + q + r é igual a

A) O. B) 3. C) 1. D) 2.

(FEI-SP) Num sistema cartesiano ortogonal Oxy, tem-se
uma circunferéncia centrada em C(3, -4) e de raio 5.
Os valores de m para que o ponto M(3m, -4m) pertenca
a circunferéncia dada sdo

A) Oe 2. C) -1e3. E) -3 e4.
B) 1e3. D) 2eb5.

(FMU/FIAM-SP) O centro da circunferéncia
X2+ y2+5x +4y - 25 =0 é:

w3 ocid) wcp
03y w3

(UFRGS-RS) Considere as circunferéncias definidas
por (x -3)2+ (y-2)2=16e(x - 102+ (y-2)? =09,
representadas no mesmo plano cartesiano.

As coordenadas dos pontos de intersegdao entre as
circunferéncias sdo:

A) (7, 2) Q) (10, 3) E) (4,3)
B) (2,7) D) (16, 9)

(Fatec-SP) A circunferéncia de centro (2, 1) e raio 3
intercepta o eixo das abscissas nos pontos de abscissas:

A) -2+2/2e-2-2/2 D) -1-/5e-1+/5
B) 2+2/2e2-2/2 E) 1+/5e1-/5
C) 2+/2e2-/2

(UEL-PR) Sejam A(-2, 1) e B(0, -3) as extremidades de
um diametro de uma circunferéncia A. A equagdo de A é:

A) (x+1)2+(y+1)2=5
B) (x+ 1)2+ (y+1)2=20
C) (x- 12+ (y-1)=

D) (x+ 1)+ (y-1)2=20
E) (x-1)2+(y+1)2=5
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EHIY

©

(UFRGS-RS-2020) A area do quadrilatero formado
pelos pontos de intersegdo da circunferéncia de equagdo
(x + 1)2 + y2 = 4 com os eixos coordenados é:

A) /3 C) 3/3 E) 12

B) 2/3 D) 4/3

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

02.
312B

03.

04.
PNBN

©

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

(FUVEST-SP) No plano cartesiano Oxy, a circunferéncia C
é tangente ao eixo Ox no ponto de abscissa 5 e contém o
ponto (1, 2). Nessas condigdes, o raio de C vale:

A) /5 C) 5 E) 10
B) 2/5 D) 3/5
(UFU-MG) Inumeras pinturas e desenhos em tela fazem

uso de sobreposigao de formas circulares, conforme
ilustra a figura a seguir:

DELAUNAY, Robert. Pinturas Circulares.
Disponivel em: <http://www.google.com.br>.
Acesso em: 01 jul. 2012.

Para a representacdo grafica desses trabalhos artisticos,
faz-se necessaria a determinacdo de elementos
geométricos associados. Suponha que, relativamente
a um sistema de coordenadas cartesianas xQOy, duas
circunferéncias, presentes no desenho, sejam dadas pelas
equagdes x> + y2 -6y + 5=0e x>+ y> - 6x — 2y = -6.
Assim sendo, a reta que passa pelos centros dessas
circunferéncias pode ser representada pela equagdo:

A) 2x +3y =9 C) x+2y=4

B) 2x + 3y = -9 D) x+2y=-4
(UFTM-MG) Sabe-se que M, ponto médio do segmento
AB, é centro de uma circunferéncia que passa pela origem
(0, 0). Sendo A(-1, 4) e B(5, 2), conclui-se que o raio
dessa circunferéncia é igual a:

A) 4/5 C) 3/2 E) /13
B) 3/5 D) /17

(FGV-SP) O ponto da circunferéncia x2 + y2 = 1 mais
préximo do ponto (5, 5) tem coordenadas cuja soma vale:

A) 2 c) 2/2 E) 3/2
V2
B) V2 D)

05.
CNZ3

©

06.
0060

07.
BOWG

©

08.

09

W6KU

10.
VITZ

©

(ULBRA-RS) Asretas 2x -y -4=0e2x+3y-12=0
interceptam-se no centro de uma circunferéncia de raio
igual a 3. Entdo podemos dizer que

A) a circunferéncia possui centro no ponto (2, 3).
B) a circunferéncia corta o eixo y em dois pontos.
C) a circunferéncia corta o eixo x em um ponto.
D) a circunferéncia é tangente ao eixo x.

E) a circunferéncia é tangente ao eixo y.

(UECE-2020) Em um plano, munido do sistema de
coordenadas cartesianas usual, os pontos M(10, 0) e
N(0, 10) sdo as extremidades de um diametro de uma
circunferéncia C. Se K(4, p) e L(4, q) sdo pontos distintos
de C, entdo, a medida do comprimento do segmento KL,
em u.c., é

u.c. = unidade de comprimento.
A) 10. B) 12.

C) 14. D) 16.

(EN-RJ) A equacgdo da circunferéncia tangente as retas
y = x ey = -x nos pontos (3, 3) e (-3, 3) é:

A) x2+y2-12x+ 18 =0

B) x2+y2-12y + 18 =0

C) xX2+y>?-6x+9=0

D) x>+ y?-6y+9=0

E) x>+ y?2-16x+20=0

(EsPCEx-SP) Considere a circunferéncia (L) x> + y> -4x =0
e o ponto P(1, /3). Se a reta t é tangente a A no ponto P,
entdo a abscissa do ponto de intersecgdo de t com o
eixo horizontal do sistema de coordenadas cartesianas é:

A) -2 C) 3 E) 3+3/3
B) 2+ /3 D) 3+/3

(EsPCEx-SP) Seja € a circunferéncia de equagdo x?
+ y? + 2x + 4y + 2 = 0. Considere em C a corda MN
cujo ponto médio é P(-1, -1). O comprimento de MN (em
unidade de comprimento) é igual a:

A) V2 C) 2/2
B) V3 D) 2/3

E) 2

(UFPE) Uma circunferéncia esta circunscrita ao triangulo
com lados sobre as retas com equagées x =0,y =0e
4x + 3y = 24, conforme a ilustragdo a seguir. Encontre
a equacgdo da circunferéncia e indique a soma das
coordenadas de seu centro e de seu raio.

\\\\\\___,,//’\\\ X
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SECAO ENEM

01. (Enem-2018) Um jogo pedagdgico utiliza-se de uma
interface algébrico-geométrica do seguinte modo: os
alunos devem eliminar os pontos do plano cartesiano
dando ‘“tiros”, seguindo trajetérias que devem passar
pelos pontos escolhidos. Para dar os tiros, o aluno
deve escrever em uma janela do programa a equagao
cartesiana de uma reta ou de uma circunferéncia
que passa pelos pontos e pela origem do sistema de
coordenadas. Se o tiro for dado por meio da equacgao da
circunferéncia, cada ponto diferente da origem que for
atingido vale 2 pontos. Se o tiro for dado por meio da
equacgao de uma reta, cada ponto diferente da origem
que for atingido vale 1 ponto. Em uma situagdo de jogo,
ainda restam os seguintes pontos para serem eliminados:
A(0, 4), B(4, 4), C(4, 0), D(2, 2) e E(O, 2).

4e------

Passando pelo ponto A, qual a equagao forneceria a maior

pontuagdo?

A) x=0

B) y=0

C) x2+y?>=16

D) x2+ (y-2)2?=4

E) (x-2)2+(y-2)2=8
02. (Enem-2018) Para apagar os focos A e B de um incéndio,
que estavam a uma disténcia de 30 m um do outro, os
bombeiros de um quartel decidiram se posicionar de modo
que a distancia de um bombeiro ao foco A, de temperatura
mais elevada, fosse sempre o dobro da distédncia desse
bombeiro ao foco B, de temperatura menos elevada.

Nestas condigGes, a maior distancia, em metro, que dois
bombeiros poderiam ter entre eles é

A) 30. C) 45.
B) 40. D) 60.

E) 68.

03. (Enem) A figura mostra uma crianga brincando em um
balango no parque. A corda que prende o assento do balango
ao topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado
para ndo sofrer um acidente, entdo se balanga de modo que

a corda ndo chegue a alcangar a posigao horizontal.

Colecao 6V

Chao do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a
trajetoria do assento do balanco, no qual a origem esta
localizada no topo do suporte do balango; o eixo x,
paralelo ao chdo do parque, e o eixo y tém orientacdo
positiva para cima.

A curva determinada pela trajetoria do assento do balango
é parte do grafico da fungdo:

A) f(x)=—2-x*
B) f(x)=v2-x*
C) f(x)=x*-2
D) f(x)=—4-x*
E) f(x)=v4-x2

SECAO FUVEST/UNICAMP/UNESP

% ©

[ON
Meu aproveitamento/\/\}

GABARITO

Aprendizagem Acertei Errei
O 01.B O 03. A O 05. A O 07.A
O 02.C O 04. A O 06.B O 08. D
PI'OPOStOS Acertei Errei
O 01.cC O 04.B O 07.B
O 02. A O 05. E O 08. A
O 03. E O 06.C O 09.C
O 10. x2-6x +y2-8y =0 e soma = 12
Segéo Enem Acertei Errei
O O01. E O 02.B O 03.D
/Total dos meus acertos: de . %




MATEMATICA

Posicoes Relativas a Circunferéencia

POSICOES RELATIVAS
ENTRE UMA RETA E UMA ﬁg.
CIRCUNFERENCIA

Considere, num plano, uma reta t e uma circunferéncia A
de centro C e raio r. Seja d a distancia de C até a reta t.
Em relagdo a A, a reta t ocupa uma das trés posigoes:

13) t é tangente a A se, e somente se, d = .

t

>
o

23) t é secante a A se, e somentese,d <.

32) t é exterior a A se, e somentese, d > r.

t

>

Caso a reta t seja tangente ou secante a circunferéncia 2,
obtemos os pontos de intersecdo resolvendo o sistema
formado pelas equagbes de t e A.

FRENTE = MODULO

B 18

Assim, sendo Ax + By + C = 0 a equacgdo de t e
(x —a)? + (y - b)?2 = r?2 a equacgao de A, temos o sistema:

{Ax+By+C=0 )
(x-ay’ +(y-by =r* (I)

Esse sistema pode ser resolvido facilmente pela substituicdo
de (I) em (II), chegando-se a uma equacao do 2° grau de uma
incognita. Sendo A o discriminante dessa equagdo, temos que:

i) Se A > 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais e
distintas (t é secante a A).

i) Se A = 0, entdo a equacdo possui duas raizes reais e
iguais (t é tangente a 1).

iili)Se A < 0, entdo a equagdo ndo possui raizes reais
(t é exterior a A).

A<O
A=0

A>0

Exemplos:

19) Qual é a posicdo relativa entreareta (t) y = x + 1
e a circunferéncia (1) x2 + y? = 2?
1° modo

Comparar o raio r com a distancia d do centro da
circunferéncia até a reta.

MX2+y2=2=C(0,0)er=2
t:x-y+1=0
Logo:

10041 g -l g -
(1)2+(_1)2:>(,) ﬁ:>(,)

I~

d(C, t) = 5

Assim, d < r. Portanto, t é secante a A.
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2° modo

Resolver o sistema formado pelas equacgdes de t e A.
y=x+1 0]

{xz +y2=2 (I

Substituindo (I) em (II), temos:

X2+ (X+1)2=2=22x2+2x-1=0=>

A=(2)2-4.(2).(-1)=12=A>0

Portanto, A > 0. Entdo, t é secante a A.

29) Obter a equagdo da circunferéncia do centro C(1, 2),
tangente a reta t: 3x + 4y + 4 = 0.

O raio da circunferéncia é igual a distancia do centro
até a reta.
[3.1+4.2+4| 15 _4

V34 5
Portanto, a equacgdo da circunferéncia é:
(x-1)+(y-2y=9

POSICOES RELATIVAS
ENTRE UM PONTO E UMA Iﬁ@'
CIRCUNFERENCIA

Consideremos, num plano cartesiano, uma circunferéncia
Li (x—a)?+ (y - b)2 =r% Em relagdo a A, um ponto P(x,, Y,)
do plano ocupa uma das trés posicoes:

r=d(C, t) =

i) P pertence a ) se, e somente se, PC = r.

y
A P

Q-

0} X

Logo, PC2 = 12 & (x, = @) + (y, = b = 12 =

(x,—a)y+(y,-b)2-rr=20

i) P éinterior a ) se, e somente se, PC <.
Y

>

(6] a X

Logo, P2 < rP e (x,-a) + (y,-b)y<r2 =

(Xx,—a)y+(y,-b)-rr<o0

L4 Colecao 6V

ili) P é exterior a . se, e somente se, PC > r.

Y P

>

o
Q4
X

Logo, PC? > rP < (x,-a) + (y,-b)?*>r2=

(xo—a)y+(y,-b)2-r2>0

Exemplos:

1°) Dada a circunferéncia A: X2+ y2+ 2x -2y -7 =0,

qual é a posigdo, em relagdo a A, do ponto A(3, 1)?

Substituindo-se as coordenadas de A no 1°© membro

da equacgdo de %, temos:
324+12+2.3-2.1-7=7>0
Portanto, C é exterior a A.

29) Dada a circunferéncia A: x2 + y2 = 1, qual é a posicdo,

em relagdo a A, do ponto A(0, -1)?

Substituindo as coordenadas de A no 1° membro da

equacgdo de A, temos:
02+ (-1)2-1=0

Portanto, A pertence a A.

LUGARES GEOMETRICOS |@@I
DE PONTOS

Considere uma circunferéncia A de centro C(a, b) e raior,
i) Os pontos que satisfazem a equacdo
(x —a)?+ (y - b)2 - r2 = 0 sdo os pontos de x.

Y

>




i) Os pontos que satisfazem a inequacdo

(x —a)? + (y - b)? < r2 sdo os pontos interiores a A.

AL
II N
[/ )
| ]
|
C
b--------.‘ ------- . |
\ ! ’
\ 0 4
i
' v
L
!
i
(0] a X

ili) Os pontos que satisfazem a inequac&o

(x —a)? + (y - b)?2 > r? sdo os pontos exteriores a A.

Exemplos:

19) Representar graficamente: x> + y2 - 8x -6y + 21 >0
xX2=-8x+ ..)+(y?-6y+..)=>2-21=
(x2-8x+16) + (y?-6y +9)>-21+16+9=>
(x-4)2+(y-3)2=4

Essa inequacgao representa os pontos da circunferéncia

de centro (4, 3) e raio 2 e os pontos exteriores a ela.

>

Posicoes Relativas a Circunferéncia

X2 +y? <4

y>1

X2 + y2 < 4 é representada pelos pontos da
circunferéncia de centro (0, 0) e raio 2 e pelos pontos
interiores a ela.

29) Representar graficamente: {

y > 1 é representada pelos pontos de ordenada 1 e
pelos pontos de ordenada maior que 1.

Y

1

o X

Portanto, o segmento circular A a seguir é a

representacao dos pontos que satisfazem x? + y2< 4
ey>1.

POSICOES RELATIVAS ENTRE
DUAS CIRCUNFERENCIAS C

Dadas duas circunferéncias de centros C, e C, e raios r, e
r, (r, = r,), sabemos, da geometria plana, que:

19 caso: Circunferéncias tangentes exteriormente

d(C,C)=r +r,
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Frente B Modulo 18

20 caso: Circunferéncias tangentes interiormente EXE RCiCl OS D E

RESOLUCOES NO
APRENDIZAGEM @ Bernoulli Play
d(cl’ Cz) = rl - rz
01. (UPF) Considere, num referencial xy, a circunferéncia de
equacdo (x + 1)2 + (y - 3)2 = 9. A equacdo que define

. . uma reta tangente a essa circunferéncia é:
3° caso: Circunferéncias secantes
A) x=3 D) y=5

B) x=-3 E) x=0
r-r<dC,GC)<r +r, C)y=0
02. (PUCRS) O raio da circunferéncia centrada na origem que
LK tangencia a reta de equacdoy = x - 1 é:

© &

40 caso: Circunferéncias exteriores A) 1 D) >

B) % E) V2-1
d(C,, C) >r +r,
C) V2

03. (UECE) No plano, com o sistema de coordenadas cartesianas
Caso especial: Circunferéncias concéntricas usual, se a circunferéncia X2 + y2 + 8x - 6y + 16 = 0

possui n intersecdes com os eixos coordenados, entdo,
o valor de n é:

d(c,C)=0 A) 2 C) 3
B) 1 D) 4

04. (UEG-GO) Observe a figura a seguir:
S2MR

Exemplos: @

C,(1,0)
n=2

\

y

® N &

10) klzx2+y2—2x—3=0:>{

G, (1, 1)
-2

o

Ayix2+y?-2x-2y=0 :{

= N

dC,C)=1=>r-r,<dC,C)<r +r,

=52-/2<1<2+ 2

(Circunferéncias secantes)
Sabendo-se que a circunferéncia de maior raio passa

pelo centro da circunferéncia de menor raio, a equagéo
da circunferéncia de maior raio é:

C,(1,0
20) A (x-1)p+y?=1 3{1(1) A) X*+y> +4x+4y +18=0
r, =
! B) X2+y?-4x-4y-14=0
C) x2+y2-8x-8y +14 =0
VR (1)
y(x-4Y +y?=4 = 5 D) xX2+y2+8x+8y+18=0
r =
05. (UECE) No plano cartesiano usual, a equagdo da
d(C,C)=3=d(C,C)=r+r,=1+2=3 A04Q  Gircunferéncia que contém os pontos (=4, 0), (4, 0) e (0, 8)
L4243 @ é x>+ y2+ my + n = 0. O valor da soma m? + n é:
+2+ '
= A) 30 C) 40
(Circunferéncias tangentes exteriormente) B) 10 D) 20
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06. (EEAR-2017) As posicdes dos pontos A(1, 7) e B(7, 1) em Se o raio da maior € 2 cm, a medida, em centimetros,
% relagdo a circunferéncia de equagdo (x — 6)2 + (y - 2)2= 16 do raio da menor é:
sdo, respectivamente, A E o 5ot 2
A) interna e interna. C) externa e interna. 2 B) 3
i 3
B) interna e externa. D) externa e externa. B) 22 D) :
g)ZR. (Fa_ltec-SPt) Coni_ldfere queRe i regido do glino cartzeszla<nz 04. (UNIFESP) Determine a &rea da regiso do plano cartesiano
cujos pontos satistazem as sentencas b=y +,(Y B ,) = 415U Gefinida pelo sistema de inequacdes:
e X < y. A area de R, em unidades de superficie, é: @
A) o) 2 E) 42 {(X—2)2+y234
y > X
B) 2n D) 4rn
A) 3n+2 C) 2n-1 E) n-2

086. (UDESC-2020) Se as circunferéncias (x —a)? + (y - 2)2= 5
FF5 ~ .
@ e(x-6)?+ (y-b)?= 11,25 sdo tangentes exteriores no

ponto (3, 3), entdo o valor de a + b é igual a:

B) 2n D) =

05. (UFOP-MG) A equagdo da circunferéncia de centro P(3, 1)
A) = D) g etangentearetar: 3x + 4y + 7 =0 é:

A) X2 +y>+6x-2y-6=0

<
=
-
<
=
51}
-
<
=

14
B) & E) % B) x2+y2-6x-2y-6=0
C)E C) xX2+y>+6x+2y+6=0
2 D) xX2+y>+2y-6x-6=0

E) x> +y?-6x-2y+6=0

EXERCICIOS

@ RBEZOI".:I?:.ISIE Play 06. (Umesp) Na figura a seguir, a circunferéncia &, com centro C,
PRO POSTOS e a reta r sdo tangentes no ponto A.
y4 r

01. (Mackenzie-SP-2018) Os valores de a para os quais as A
8J5B circunferéncias de equagbes (x — 3)> + (y — 22 =1¢e
@ (x —a)? + (y + 2)? = 16 sdo tangentes exteriormente sao

A) -2e8. D) O e 6. 5 2 z 5 >

X
B) 2e8. E) -6e0.
C) -8e?2.

02. (FGV) No plano cartesiano, uma circunferéncia tem centro As coordenadas do ponto A sdo, respectivamente,

WBBP

C(5, 3) e tangencia a reta de equagao 3x + 4y - 12 = 0. A) 3e4

@ A equacdo dessa circunferéncia é: '
A) x*2+y?-10x - 6y + 25 =

) X y 0x - 6y 5=0 B) 4e3.

B) X2+ y2-10x-6y +36=0

C) %2 +y? - 10x - 6y + 49 = 0 0 Belz,
5 5

D) x2+y2+ 10x + 6y + 16 =0

E) x2+y2+ 10X + 6y + 9 = 0 215
D) 2°78
03. (UNIFESP) Duas circunferéncias sio tangentes aos eixos 8
YZ0 . : A a2
coordenados: o centro da circunferéncia menor pertence E) 3
<°J a circunferéncia maior, como mostra a figura a seguir:
Y4 07. (UFPR) No sistema de coordenadas cartesianas

GXWM N L .
@ ortogonais, a equagao da tangente a circunferéncia

x2 + y2 - 25 = 0, no ponto P(3, 4), é:

A) -3x+4y-7=0 D) 4x +3y-24=0
B) 3x+4y +25=0 E) 3x+4y-25=0
C) 3x-4y+7=0

<Y
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08.
C3zZ

©

09.
U1zD

©

10.
291C

(UERN) Sejam duas circunferéncias C, e C,, cujas
equacodes sdo, respectivamente, iguais a

x> +y?+6y+5=0ex?+y?-12x = 0.

A distancia entre os pontos A e B dessas circunferéncias,
conforme indicada na figura, é

-
B

A) 13.
B) 14.
C) 17.
D) 19.

(UEG-G0-2020) Sejam P, e P, os pontos de interseccdo
entre a circunferéncia de raio r = /5 centrada na origem
earetax -y + 1 =0.Adistancia entre P, e P, é igual a:

A) V6
B) 2/3
c) 2/2
D) 3/2
E) 3/3

(UDESC) Considerando que as retas y = -x + 4,
y=-X,y=X-2ey=Xx+ 2etangenciam a circunferéncia C.
E correto afirmar que a equagdo de C é:

A) (x+ 12+ (y +1)2 =2
B) (x+ 12+ (y+1)2=2
O (x-1+(y-10=1
D) (x-1)2+ (y-1)2=2
E) (x-12+(y-1)2=/2

SECAO ENEM

01.

Um emblema de uma bandeira de uma escola de samba é
uma figura geométrica definida por x> + y2 - 6x -6y + 9 <0
quando projetada em um plano cartesiano com x e y
dados em metros. Esse emblema sera pintado em duas
cores separadas pela reta y = x. A regido acima da reta
sera pintada de verde, e a regido abaixo serd pintada
de rosa. Considerando que a escola de samba pretende
confeccionar 100 dessas bandeiras e que uma lata de tinta
cobre 4 m2 do emblema, determine a quantidade minima
de latas de tinta rosa a serem utilizadas. Adote & = 3,14.

A) 225 D) 450
B) 320 E) 500
C) 354

Colecao 6V

02. Um ex-marido foi proibido pela Justica de se aproximar
da ex-mulher, devendo manter uma distancia fixa minima
de sua residéncia, localizada na origem do sistema
cartesiano. A regidao que melhor representa os pontos

proibidos para o ex-marido se localizar é:

A) y D) y

/

B) % E) R v \/?
o) % é\o \x
0 y

.
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MODULO

MATEMATICA C 15

Cilindros

Anagoria / Creative Commons

DEFINICAOI@Q|

Considere dois circulos de mesmo raio r, situados em dois
planos paralelos, e a reta e, que passa pelos seus centros.
Chama-se de cilindro circular a reunido dos segmentos
paralelos a reta e que unem os dois circulos.

e

\\

Podemos identificar, em um cilindro circular, os seguintes
elementos:
i) Bases: circulos congruentes situados em planos
paralelos.

i) Eixo: a reta determinada pelos centros das bases.

ili) Geratrizes: os segmentos, paralelos ao eixo, com
extremidades nas circunferéncias das bases.

iv) Altura: distancia h entre os planos das bases.
Eixo

Geratriz

Base

NOMENCLATURAlﬁQI

Um cilindro circular pode ser obliquo ou reto, de acordo com
a posigdo relativa entre as geratrizes e os planos das bases.

Cilindro reto
(geratrizes perpendicular as bases)

Cilindro obliquo

O cilindro circular reto é também chamado de cilindro
de revolugdo, pois é gerado pela rotagdo de um retangulo
em torno de um eixo que contém um dos seus lados.

Eixo

Secdo meridiana é a intersegdo do cilindro com um plano
que contém a reta OO' determinada pelos centros das bases.
A secdo meridiana de um cilindro reto é um retangulo.

—2r—

Cilindro reto Segdo meridiana

Cilindro equilatero é um cilindro cuja secdo meridiana
€ um quadrado, ou seja, a geratriz e a altura tém medidas
iguais ao dobro da medida do raio da base do cilindro.
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Frente C

Méddulo 15

AREA LATERALI%.

Planificando a superficie lateral de um cilindro reto,
obtemos um retangulo de dimensées 2xnr e h. Logo,
a superficie lateral de um cilindro circular reto é equivalente
a um retangulo de dimensGes 2nr (comprimento da
circunferéncia da base) e h (altura do cilindro).

Portanto, a area lateral do cilindro é:

2nr

A, = 2nrh

AREA TOTAL 'ﬁgu

A drea total de um cilindro € a soma da area lateral (A)
com as areas das duas bases (A, = nr?); logo:

— > —

A=A +2A, = A, =2rrh + 212 =

A= 2nr(h +r)

Superficie lateral

2nr

VOLUME DO CILINDROI@Q|

Consideremos um cilindro e um prisma, ambos de altura h
e area da base A,. Suponhamos que os dois sélidos possuam
bases num mesmo plano o, como mostrado na figura a

seguir:

Colecao 6V

Qualquer plano p paralelo a o que seciona o prisma também
seciona o cilindro, determinando secSes de mesma area A,.
Podemos afirmar, entdo, que os dois solidos tém volumes iguais.

\Y =V =A

cilindro prisma

.h

B

O volume de um cilindro é o produto da area da base pela
medida da altura.

Como A, = nr?, temos:

V = nrzh

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (Unesp) Considerar um cilindro circular reto de altura
X cm e raio da base igual a y cm. Usando a aproximagao
n = 3, determinar X e y nos seguintes casos:
A) O volume do cilindro é 243 cm? e a altura é igual ao
triplo do raio.
B) A area da superficie lateral do cilindro é 450 cm? e a
altura tem 10 cm a mais que o raio.

Resolugao:

Como o volume do cilindro é 243 cm?3, temos:
V=A.Xx=243 = 1y2.3y = 243 = 9.y’ =
y}=27=y=3cm

Mas, x = 3y = x =9 cm.

Portanto, x =9 cmey =3 cm.

Como a area lateral do cilindro é 450 cm?, temos:
A, = 2ny.x = 450 = 6y.(y + 10) =

75=y>+ 10y =>y>+ 10y -75=0=>

y =5, poisy >0

Logo, x =y + 10 = x = 15 cm.



EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

APRENDIZAGEM

01.

02.
518K

©

03.

04.
XMEF

(UEG-GO-2020) A porta giratéoria de um banco é
composta por dois retangulos perpendiculares entre si,
que se interceptam no eixo do cilindro gerado pela rotagdo
desses retdngulos. O desenho a seguir ilustra a area do
piso ocupada pela porta giratoria.

Sabendo-se que o diametro dessa area é 1,60 m e que a
altura da porta é 2,30 m, o volume do cilindro ocupado
pela porta giratéria ao girar € igual a:

A) 3,687 m3 D) 3,3856n m?
B) 1,472n m? E) 4,232 m?
C) 1,84n m?

(UFPR) As duas latas na figura a seguir possuem
internamente o formato de cilindros circulares retos,
com as alturas e diametros da base indicados. Sabendo
que ambas as latas tém o mesmo volume, qual é o valor
aproximado da altura h?

16 cm

'
'
|
—_—

A) 5cm
B) 6 cm

C) 6,25 cm
D) 7,11 cm

E) 8,43 cm

(PUC Rio) O volume do sélido gerado pela rotagdo de um
quadrado de lado 3 cm em torno de um dos seus lados
é, em cm3:
A) 3=n
B) 6n

C) 9n
D) 18n

E) 27n

(UEG-GO) Em uma festa, um gargom, para servir
refrigerante, utilizou uma jarra no formato de um cilindro
circular reto. Durante o seu trabalho, percebeu que,
com a jarra completamente cheia, conseguia encher oito
copos de 300 mL cada. Considerando-se que a altura da
jarra é de 30 cm, entdo a area interna da base dessa jarra,
em cm?, é:
A) 10

B) 30

C) 60
D) 80

Cilindros

05. (IFSC-SC) A lata a seguir devera ser produzida a partir
QLA ge uma chapa de metal que possui 0,8 g por centimetro

(o quadrado de area.

Sabendo que essa lata ndo possui tampa, é correto
afirmar que a massa de cada lata desse tipo sera de

A) 2900xg. D) 13 000z g.
B) 5250ng. E) 8420ng.
C) 10 400ng.

06. (Unesp) A base metdlica de um dos tanques de
armazenamento de latex de uma fabrica de preservativos
cedeu, provocando um acidente ambiental. Nesse
acidente, vazaram 12 mil litros de latex. Considerando
a aproximagdo n = 3, e que 1 000 litros correspondem
a 1 m3, se utilizdssemos vasilhames na forma de um
cilindro circular reto, com 0,4 m de raio e 1 m de altura,
a quantidade de latex derramado daria para encher
exatamente quantos vasilhames?

A) 12 c) 22
B) 20 D) 25

E) 30

07.
ZK2X

(UEG-GO) Uma coluna de sustentagao de determinada ponte
é um cilindro circular reto. Sabendo-se que, na maquete
que representa essa ponte, construida na escala 1:100, a
base da coluna possui 2 cm de didmetro e 9 cm de altura,
o volume, em m? de concreto, utilizado na coluna é:

Use: n = 3,14.
A) 2,826 C) 282,6
B) 28,26 D) 2826
go§s' (IFSC-SC) Uma Metallrgica fabrica tanques em formato

de cilindros retos para armazenar combustiveis. Um
desses reservatorios tem area lateral de 5n metros
quadrados e o seu volume possui a capacidade de 10x
metros cubicos.

Nessas condigGes, é correto afirmar que a medida do raio
da base desse reservatorio é

A) 16 m. C) 8m.
B) 80 cm. D) 40 dm.

E) 4nm.

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.
L0zQ

)

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Unifor-CE-2018) Em virtude da grande escassez de
agua no estado do Ceara, foi decidida em reunido do
condominio do edificio Castel Gandolfo, a construgéo de
uma nova cisterna, a fim de aumentar o volume de agua
armazenada. A cisterna atual tem formato cilindrico, com
3 m de altura e 2 m de diametro. Ficou decidido que a
nova cisterna devera armazenar 81 m3.
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02.

03.

Mantendo-se o mesmo formato e a mesma altura da atual,
qual deve ser o aumento do raio da nova cisterna para
atingir o volume desejado? (Use = = 3,0.)

A) 0,5 metro D) 2,5 metros
B) 1,0 metro E) 3,0 metros.
C) 2,0 metros

(CMMG-2018) Em trabalhos de laboratério, € comum
acompanhar o comportamento de liquidos em
aquecimento. Os liquidos, da mesma forma que os sdlidos,
passam por uma dilatagdo quando sdo aquecidos. Por
ndo possuirem forma especifica, os liquidos assumem
o formato do recipiente em que foram alojados.
Ao analisar o comportamento térmico de um liquido,
percebe-se que sua dilatagdo ocorre ao mesmo tempo
em que ocorre a dilatagdo do recipiente, ou seja, quando
aquecido, o complexo (liquido + recipiente) se dilata. Na
pratica, quando somente se considera que a capacidade
do frasco aumentou, a dilatagdo observada para o liquido
sera uma dilatagdo aparente. A dilatagdo real sofrida pelo
liquido é superior a dilatagdo aparente e é idéntica a soma
da dilatag@o aparente com a dilatagdo do recipiente.

=F§;

Durante um experimento pratico de aquecimento de
determinado liquido, foi utilizado um tubo de ensaio
graduado que indicava, inicialmente, a marcagdao de um
volume de 30 cm3.

Apos 4 minutos de aquecimento, o volume no tubo
de ensaio indicava 32 cm? e também uma elevagdo
de, aproximadamente, 3 mm na altura do liquido
armazenado no tubo de ensaio.

Considerando-se as informagdes dadas, pode-se concluir
que o diametro do tubo de ensaio, apds o aquecimento,
era de, aproximadamente:
A) 4cm

B) 3 cm

C) 2cm
D) 1,5cm

(UFRGS-RS-2018) Um tanque no formato de um cilindro
circular reto, cujo raio da base mede 2 m, tem o nivel
da agua aumentado em 25 cm apds uma forte chuva.
Essa quantidade de &gua corresponde a 5% do volume
total de dgua que cabe no tanque.

Assinale a alternativa que melhor aproxima o volume
total de agua que cabe no tanque, em m3.

A) 57 D) 66
B) 60 E) 69
C) 63

Colecao 6V

04.
08T0

©

05.

06.
6A2P

07.
BP70

(UERJ-2017) Um cilindro circular reto possui diametro AB
de 4 cm e altura AA’ de 10 cm. O plano «, perpendicular
a secdo meridiana ABB'A’, que passa pelos pontos B e A’
das bases, divide o cilindro em duas partes, conforme
ilustra a imagem.

A B'
___ @ _—=

A B

O volume da parte do cilindro compreendida entre o plano a
e a base inferior, em cm?, é igual a:

A) 8rn C) 16xn
B) 12n D) 20=n

(IFCE) Dentre todos os retangulos de perimetro
P = 40 cm, iremos rotacionar o de area maxima em torno
de um de seus lados, gerando um cilindro. O volume deste
cilindro, em cm3, é:

A) 500x D) 100x
B) 25 E) 1000x
C) 50n

(UFPB) Sr. Ptolomeu construira em sua chacara um jardim
de formato circular com 16 m de didmetro. Contornando
o jardim, havera uma calgada, medindo 1 m de largura
por 0,1 m de altura, conforme figura a seguir:

a 16 m i m Y o1m

3t

Use: n = 3,14.
Supondo que o pregco médio do m? da calgada a ser
construida é de 100 reais, conclui-se que a despesa
do Sr. Ptolomeu com a construgdo da calgada sera,
aproximadamente, de
A) 685,30 reais.

B) 653,80 reais.

C) 583,30 reais.

D) 533,80 reais.
E) 835,30 reais.

(UECE) Um fabricante de latas de aluminio com a forma
de cilindro circular reto vai alterar as dimensdes das
latas fabricadas de forma que o volume seja preservado.
Se a medida do raio da base das novas latas é o dobro
da medida do raio da base das antigas, entdo a medida
da nova altura é

A) a metade da medida da altura das latas antigas.

B) um tergo da medida da altura das latas antigas.

C) um quarto da medida da altura das latas antigas.
D) dois tercos da medida da altura das latas antigas.
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08.
MSRY

©

09.
T77K

10.
DUSL

©

(UFTM-MG) Um paralelepipedo reto-reténgulo, de volume V,,
e um cilindro circular reto, de raioR = 0,5 m e volume V,,
tém a mesma altura h = 4 m.

VvV, 2
Se 71:;, entdo a medida x da aresta da base do
2

paralelepipedo é igual a:

2 J1o0

A) 52 C) g E) 2
52 2
B) > D) 4

(IFAL) Uma determinada empresa fabrica latas de dleo,
em formato cilindrico, com capacidade total de 1 litro e

recebe uma encomenda para fabricarllatas de mesmo
formato, com capacidade total de 3 litro, mas que
estas sejam da mesma altura das latas de 1 litro. Qual
éa razéc1> entre os diametros da lata de 1 litro e da nova

lata de 3 litro?

1
A) 2 D) n?

1 1
B) 22 E) 32
C) =

(Unesp-2018) Os menores lados de uma folha de papel
retangular de 20 cm por 27 cm foram unidos com uma
fita adesiva retangular de 20 cm por 5 cm, formando um
cilindro circular reto vazado. Na unido, as partes da fita
adesiva em contato com a folha correspondem a dois
retangulos de 20 cm por 0,5 cm, conforme indica a figura.

27 cm
20 cm
5cm
| ——
20 cm

/ N\
0,5cm 0,5cm

11.

12,
WoJB

©

Desprezando-se as espessuras da folha e da fita e
adotando n = 3,1, o volume desse cilindro € igual a

A) 1550 cm3. D) 4 805 cm?.
B) 2 540 cm?3. E) 1922 cm3.
C) 1652 cms.

(ACAFE-SC) As colunas de sustentagdo de uma determinada
ponte sdo formadas por cilindros retos, sem bases (sdo
cilindros vazados, que posteriormente serdo preenchidos
com concreto), de 8 metros de didmetro e com capacidade
de 314 000 litros. Para a confecgao desses cilindros, a
indlUstria usa chapas metalicas retangulares de 3,15 m
x 1,56 m. As chapas serdo unidas por fletes também
metalicos que serdo soldados ao longo das dimensdes da
chapa (despreze as dimensdes dos filetes).

Considere as afirmagdes a seguir, assinalando V para as
verdadeiras e F para as falsas.

Use n = 3,14.

() A altura do cilindro € um nimero entre 5 metros e
7 metros.

() Quando planificado, o cilindro torna-se um retangulo
cujo lado maior mede entre 7 metros e 10 metros.

() O nimero de chapas utilizadas na construgédo de um
cilindro pertence ao intervalo [28, 36].

A sequéncia correta, de cima para baixo, é:

A) F-F-V C) V-V-v

B) V-V-F D) V-F-V

(UFMG) Em um cilindro de 5 cm de altura, a area da base

€ igual a area de uma segdo por um plano que contém o
eixo do cilindro, tal como a segao ABCD na figura a seguir:

Eixo

O volume desse cilindro é de

A) &3y cm3. C) e cms3.
T ™

B) 50y cms. D) izs cm3,
T 4

(UDESC-2018) Uma coroa cilindrica é a regido espacial
situada entre dois cilindros concéntricos de mesma altura,
um com raio R e outro com raio r, sendo r < R. Se a altura,
o volume e a soma das medidas dos raios dessa coroa
cilindrica sdo, respectivamente, 4 cm, 4,25rcm3 e 4,25 cm,
entdo a area total de sua superficie é:

A) 34rn cm? D) 18,125r cm?
B) 18,0625n cm? E) 36,125n cm?
C) 20,125z cm?
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14.

15.
88P7

16.
U422

(PUC-SP) DispGe-se de N tubos cilindricos, todos iguais
entre si, cada qual com diametro interno de 4 cm. Se
esses tubos transportam a mesma quantidade de agua
que um Unico tubo cilindrico, cujo diametro interno
mede 12 cm e cujo comprimento € igual ao dobro do
comprimento dos primeiros, entdo:

A) N> 15 C) 6 <N<10
B) 10 <N < 15 D) N<6
(UFPR-2017)

h

Na modelagem matematica de um processo de fabricagéao,
é comum supor que ndo ha perda de material com
emendas, sobreposicao de partes, etc.

Deseja-se construir um reservatorio cilindrico com
didmetro de 120 cm e capacidade de 1,5 m3. Neste
problema, estamos nos referindo a um cilindro circular
reto perfeito. Para fazer a lateral desse cilindro, sera
usada uma chapa metdlica retangular de comprimento b
e altura h. Use n = 3,14 e dé suas respostas com duas
casas decimais.

A) Calcule o comprimento b que a chapa deve ter.

B) Calcule a altura h que a chapa deve ter.

(UFU-MG) Considere um tanque cilindrico de 6 metros de
comprimento e 2 metros de didmetro que esta inclinado
em relagao ao solo em 45°, conforme mostra a figura a
seguir. Sabendo-se que o tanque é fechado na base que
toca o solo e aberto na outra, qual € o volume maximo
de agua que o tanque pode conter antes de derramar?

SECAO ENEM

01.

(Enem-2020) Uma loja de materiais de construgao vende
dois tipos de caixas-d’agua: tipo A e tipo B. Ambas tém
o formato cilindrico e possuem o mesmo volume, e a
altura da caixa-d’agua do tipo B € igual a 25% da altura
da caixa-d’agua do tipo A.

Colecao 6V

02.

03.

Se R denota o raio da caixa-d’agua do tipo A, entdo o
raio da caixa-d’agua do tipo B é:

R
A) o
) 2

B) 2R

C) 4R E) 16R

D) 5R

(Enem-2018) Um artesdo possui potes cilindricos de tinta
cujas medidas externas sao 4 cm de diametro e 6 cm de
altura. Ele pretende adquirir caixas organizadoras para
armazenar seus potes de tinta, empilhados verticalmente
com tampas voltadas para cima, de forma que as caixas
possam ser fechadas.

No mercado, existem cinco opgOes de caixas organizadoras,
com tampa, em formato de paralelepipedo reto retdangulo,
vendidas pelo mesmo prego, possuindo as seguintes
dimensodes internas:

Comprimento
mm
I 8 8 40

I 9 20 14
II1 18 5] 35
v 20 12 12
\% 24 8 14

Qual desses modelos o artesdo deve adquirir para conseguir
armazenar o maior nimero de potes por caixa?

A) I C) III E) V

B) I D) IV

(Enem-2017) Com o objetivo de reformar os tambores
cilindricos de uma escola de samba, um alegorista decidiu
colar aderecgos plasticos na forma de losango, como
ilustrado na figura 1, nas faces laterais dos tambores.
Nesta colagem, os vértices opostos P e Q do adereco
deverdo pertencer as circunferéncias do topo e da base do
tambor cilindrico, respectivamente, e os vértices opostos
R e S deverdo coincidir apds a colagem do aderego no
tambor, conforme ilustra a figura 2. Considere que o
diametro do cilindro correspondente ao tambor mega
0,4 metro. Utilize 3,1 como aproximagao para .

P P
S I
5 €

Figura 1 Figura 2

A diagonal RS do adereco a ser confeccionado pelo
alegorista deve medir, em metro,

A) 0,124. C) 0,496.
B) 0,400. D) 1,240.

E) 2,480.
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04.

05.

06.

(Enem) Para resolver o problema de abastecimento
de agua foi decidida, numa reunido do condominio,
a construgdo de uma nova cisterna. A cisterna atual tem
formato cilindrico, com 3 m de altura e 2 m de didmetro, e
estimou-se que a nova cisterna devera comportar 81 m3 de
agua, mantendo o formato cilindrico e a altura da atual. Apos
a inauguracdo da nova cisterna a antiga sera desativada.

Utilize 3,0 como aproximagao para =.

Qual deve ser o aumento, em metros, no raio da cisterna
para atingir o volume desejado?

A) 0,5 C) 2,0
B) 1,0 D) 3,5

E) 8,0

(Enem) Uma fabrica brasileira de exportagdo de peixes
vende para o exterior atum em conserva, em dois tipos
de latas cilindricas: uma de altura igual a 4 cm e raio
6 cm, e outra de altura desconhecida e raio de 3 cm,
respectivamente, conforme figura. Sabe-se que a medida
do volume da lata que possui raio maior, V,, é 1,6 vezes
a medida do volume da lata que possui raio menor, V,.

A medida da altura desconhecida vale
A) 8 cm. C) 16 cm.
B) 10 cm. D) 20 cm.

E) 40 cm.

(Enem) Num parque aqudatico, existe uma piscina
infantil, na forma de um cilindro circular reto, de 1 m
de profundidade e volume igual a 12 m?3, cuja base tem
raio R e centro O. Deseja-se construir uma ilha de lazer
seca no interior dessa piscina, também na forma de um
cilindro circular reto, cuja base estara no fundo e com
centro da base coincidindo com o centro do fundo da
piscina, conforme a figura. O raio da ilha de lazer sera r.
Deseja-se que, apds a construgdo dessa ilha, o espago
destinado a agua na piscina tenha um volume de,
no minimo, 4 m3,

Ilha de lazer

Piscina

07.

08.

Considere 3 como o valor aproximado para =.
Para satisfazer as condigdes dadas, o raio maximo da ilha
de lazer r, em metros, estara mais proximo de:

A) 1,6. C) 2,0. E) 3,8.
B) 1,7. D) 3,0.

(Enem) E possivel usar &gua ou comida para atrair as
aves e observa-las. Muitas pessoas costumam usar agua
com agUcar, por exemplo, para atrair beija-flores. Mas é
importante saber que, na hora de fazer a mistura, vocé
deve sempre usar uma parte de aguUcar para cinco partes
de agua. Além disso, em dias quentes, precisa trocar a
agua de duas a trés vezes, pois, com o calor, ela pode
fermentar e, se for ingerida pela ave, pode deixa-la
doente. O excesso de agucar, ao cristalizar, também
pode manter o bico da ave fechado, impedindo-a de se
alimentar. Isso pode até mata-la.

CIENCIA HOJE DAS CRIANCAS. FNDE;
Instituto Ciéncia Hoje, ano 19, n. 166, mar. 1996.

Pretende-se encher completamente um copo com a
mistura para atrair beija-flores. O copo tem formato
cilindrico, e suas medidas sdo 10 cm de altura e 4 cm de
diametro. A quantidade de agua que deve ser utilizada
na mistura é cerca de

Utilize: = = 3.
A) 20 mL. C) 100 mL. E) 600 mL.
B) 24 mL. D) 120 mL.

(Enem) Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira,
precisa fazer café para servir as vinte pessoas que se
encontram numa reunido na sala. Para fazer o café,
Dona Maria dispde de uma leiteira cilindrica e copinhos
plasticos, também cilindricos.

Com o objetivo de ndo desperdigar café, a diarista deseja
colocar a quantidade minima de agua na leiteira para
encher os vinte copinhos pela metade. Para que isso
ocorra, Dona Maria devera:

A) encher a leiteira até a metade, pois ela tem um volume
20 vezes maior que o volume do copo.

B) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume
20 vezes maior que o volume do copo.

C) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.

D) encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.

E) encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um volume
10 vezes maior que o volume do copo.

515
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09. (Enem) Uma empresa vende tanques de combustiveis Tipo I Tipo II
P a «——20 cm—— «10 cm—»
de formato cilindrico, em trés tamanhos, com medidas ! ! o
indicadas nas figuras. O preco do tanque é diretamente 10 I:m
proporcional a medida da area da superficie lateral do l
tanque. O dono de um posto de combustivel deseja o « v AV

encomendar um tanque com menor custo por metro
cubico de capacidade de armazenamento. Qual dos

tanques devera ser escolhido pelo dono do posto? . ]
q P P Supondo-se que o custo da vela seja diretamente

Considere: n = 3. proporcional ao volume de parafina empregado, o custo da
vela do tipo I, em relagdo ao custo da vela do tipo II, sera

N e - A) o triplo. D) a metade.
777777 | | B) o dobro. E) aterca parte.
: | C) igual.

1
A) 1, relagdo area / capacidade de armazenamento de 3

B) I, relagdo area / capacidade de armazenamento de % GA BARITO Meu aproveitamento /\/\)]

. _ 3 Aprendizagem  Acertei Errei
C) 1II, relagdo area / capacidade de armazenamento de 2
O 01.B O 05. A
2 2.D 6. D
D) III, relagdo area / capacidade de armazenamento de 3. O o © o0
O 03.E O 07.B
2 O 04.D O 08.D
E) III, relagdo area / capacidade de armazenamento de -_.
Propostos Acertei Errei
10. (Enem) Para construir uma manilha de esgoto, um cilindro O o1 C O 10. A
com 2 m de diametro e 4 m de altura (de espessura O 02.B O 11.D
desprezivel) foi envolvido homogeneamente por uma O 03, C O 12.8
camada de concreto, contendo 20 cm de espessura. o 04' 5 o 13' .
Supondo que cada metro cibico de concreto custe ' '
R$ 10,00 e tomando 3,1 como valor aproximado de T, Ut @
entdo o preco dessa manilha é igual a ® gD s
A) R$ 230,40. O 07.C O A) b=3,768m
08. C B) h=1,33
B) R$ 124,00. O C B )
09. B 16. 57 m3
C) R$ 104,16. e e "
D) R$ 54,56. Se cao Enem Acertei Errei
E) R$ 49,60. O 01.B O 07.C
. O 02.D O 08. A
11. (Enem) Uma artesd confecciona dois diferentes tipos de O 03.D O 09.D
vela ornamental a partir de moldes feitos com cartdes de O 04. C O 10. D
papel retangulares de 20 cm x 10 cm (conforme ilustram O 05.B O 11. B
as figuras a seguir). Unindo dois lados opostos do cartao, O 06. A
de duas maneiras, a artesa forma cilindros e, em seguida,
os preenche completamente com parafina. / Total dos meus acertos: de . %
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MATEMATICA

Piramides
DEFINICAO |ﬁ@,

Piramide é todo poliedro convexo construido unindo-se os
vértices de um poligono qualquer (base da piramide) a um
mesmo ponto (vértice da piramide) situado fora do plano
desse poligono.

Na figura a seguir, temos uma piramide de base ABCDEF
e vértice V. Com excegdo da base, as demais faces sdo
formadas por um lado da base e pelo vértice da piramide.
Sdo sempre triangulos e denominadas faces laterais.

V/Vértice da piramide

Aresta lateral Face lateral

C

Aresta da base

A B
Podemos, entdo, identificar, na piramide mostrada,
0s seguintes elementos:

i) Base: face ABCDEF
i) Arestas da base: AB, BC, CD, DE, EF e FA

iil) Faces laterais: os triangulos BCV, CDV, DEV, EFV, FAV
e ABV

iv) Arestas laterais: CV, DV, EV, FV, AV e BV

A altura de uma piramide é a distancia h entre o vértice
e o plano (o) da base.

FRENTE = MODULO

C 16

NOMENCLATURAIC

Uma piramide sera triangular, quadrangular, pentagonal,
etc., conforme sua base seja um triangulo, um quadrilatero,
um pentagono, etc.

PIRAMIDE REGULAR ﬁg,

Piramide regular é uma piramide cuja base é um poligono
regular, e a projecdo ortogonal do vértice sobre o plano da
base é o centro da base. Numa piramide regular, as arestas
laterais sdo congruentes, e as faces laterais sdo triangulos
isdsceles congruentes.

Chama-se apdétema de uma piramide regular a altura
(relativa ao lado da base) de uma face lateral.

Apotema da piramide

Piramide regular hexagonal

TETRAEDRO ﬁgl

Tetraedro € uma piramide triangular.

Tetraedro regular é um tetraedro que possui as seis arestas
congruentes entre si.

Tetraedro

Bernoulli Sistema de Ensino
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RELACOES NUMA
PIRAMIDE REGULAR

Considere a piramide quadrangular regular VABCD:

Nela:

VM = a, é o0 apotema da piramide regular (altura da face
lateral);

OM = a, é o ap6tema da base;

OA = R é o raio da circunferéncia circunscrita a base;

VA = L é a aresta lateral da pirémide;

VO = h é a altura da piramide.

Dos tridangulos sombreados na figura anterior, tiramos
as seguintes relacGes, validas para toda piramide regular:

\ \
h a, L h
y  n
0 a M A R o)

L2 = h? + R?

2= K2 2
a,’=h?+ ag

AREAS LATERAL E TOTAL Iy

Para uma piramide qualquer, a area lateral corresponde a
soma das areas de todas as faces laterais.

Como as faces laterais de uma piramide regular sdo
tridngulos isdsceles congruentes, para calcularmos a area
lateral, fazemos a area de uma face lateral multiplicada pelo
nuimero de faces laterais.

A area total de uma piramide corresponde a soma da area
lateral com a area da base:

A=A +A,

Colecao 6V

VOLUME '%u

Sejam A, a area da base e h a altura de uma piramide
qualquer. O volume V dessa piramide é dado por:

'
Wl

EXERCICIO RESOLVIDO

01.

De um tetraedro regular de aresta a, calcular:
A) a érea total A ..
B) a medida h da altura.

C) o seu volume V.

Resolugao:

Tetraedro
A Base do tetraedro

A) Area total:

AT=4AB=4(%, a ?J =A, =ay3

B) Calculo da altura:

Do tridngulo AGB, temos:

2
h2=a2—(BG)2=a2—(L‘fj =
h2=67a23h_ﬂ

9 3
C) Volume:

2

V=1.AB.h,emqueAB=a‘/5 eh=ﬁ.Entéo:
3 4 3

vo 1 @3 al _ . a2
3 4 3 12



SECAO DE UMA PIRAMIDE
POR UM PLANO PARALELO 'ﬁgu
A BASE

Quando secionamos uma piramide por um plano paralelo
a base, separamos essa piramide em dois sdlidos.

O solido que contém o vértice € uma nova piramide,
e o sdlido que contém a base da piramide € um tronco de
piramide de bases paralelas.

A nova piramide e a piramide primitiva tém bases
semelhantes, e os elementos lineares homologos (arestas
das bases, arestas laterais, alturas, etc.) sdao proporcionais.
Assim, dizemos que elas sdo semelhantes.

Razao de semelhanca

Dadas duas piramides semelhantes, a razdo entre dois
elementos lineares homologos é denominada razdo de
semelhanca. Essa razdo sera representada por k.

Para razdes entre dreas homologas, temos:

2 2
Bt oes | A
B ag

Para razdes entre volumes das piramides semelhantes,
em que V e v sdo os volumes das piramides grande e
pequena, respectivamente, temos:

1
LaH
¥=3i ° :i.g=k2.k=k3:
v ~.a;.h %
3
V_ e
Vv

R, piramides

GENERALIZANDO

i) A razdo entre areas homodlogas de quaisquer dois
so6lidos semelhantes é igual ao quadrado da razdo
de semelhanga.

ii) Arazdo entre os volumes de dois sélidos semelhantes
é igual ao cubo da razdo de semelhanga.

VOLUME DO TRONCO
: ﬁ@.
DE PIRAMIDE

Dadas a area da base maior (A,), a area da base menor
(ag) e h a medida da altura do tronco, o volume do tronco
da pirdmide pode ser obtido por meio da férmula:

vV, = E[AB + JAg.a; + aB]

EXERCICIO RESOLVIDO

02. (UFSC) A base quadrada de uma pirdmide tem 144 m?
de area. A 4 m do vértice, traca-se um plano paralelo
a base, e a segdo assim feita tem 64 m? de area. Qual a

altura da piramide?

Resolugao:

>
Il

144 m?
= 64 m?

[\
|

Fazendo semelhanga entre as piréamides VABCD e
VA'B'C'D', temos:

2 2
) o (2] = 2t e
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Médulo 16

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01. (UFRGS-RS-2019) Considere o paralelepipedo de vértices

A,B,C,D, E, F, G, He apiramide de vértices B, F, G, H,

o inscrita no paralelepipedo, representados na figura a seguir.
E

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

B

A razdo entre o volume da pirdmide e o volume do
paralelepipedo é:

A) C) E)

Ul o~
Wik N
N~

B) D)

02. (UFPR) Um prisma possui 17 faces, incluindo as faces

WFEA ) ) A i PN -
laterais e as bases inferior e superior. Uma piramide cuja

base é idéntica a base do prisma, possui quantas arestas?

A) 26 C) 30 E) 34

B) 28 D) 32

03. (UTFPR-2017) Uma barraca de camping foi projetada
com a forma de uma piramide de altura 3 metros, cuja
base é um hexagono regular de lados medindo 2 metros.
Assim, a area da base e o volume desta barraca medem,
respectivamente,

A) 6/3 m?e 6/3 m3.
B) 3/3 m?e 3/3 ms.
C) 5/3m2e 2/3 md.

D) 2/3 m?e 5/3 m3.
E) 4/3 m?2e8/3 ms.

04. (UFRGS-RS) Considere ABCDEFGH um paralelepipedo
WISN reto-retangulo conforme representado na figura a seguir:

@ H G

A B

Se as arestas do paralelepipedo medem 3, 6 e 10,
o volume do sélido ACDH é:
A) 10 C) 30
B) 20 D) 60

E) 90

60 Colecao 6V

05.
H8WC

06

W95H

07.

(UFMG) Em uma industria de velas, a parafina é
armazenada em caixas cubicas, cujo lado mede a.
Depois de derretida, a parafina é derramada em moldes

em formato de piramides de base quadrada, cuja altura

- a
e cuja aresta da base medem, cada uma, 5

Considerando-se essas informagdes, € correto afirmar

que, com a parafina armazenada em apenas uma dessas
caixas, enche-se um total de

A) 6 moldes.
B) 8 moldes.
C) 24 moldes.
D) 32 moldes.

(EsPCEx-SP) Determine o volume (em cm?3) de uma
piramide retangular de altura “a” e lados da base
“b” e “c” (a, b e ¢ em centimetros), sabendo que
a+ b+ c=36e"a" "b” e "c” sdo, respectivamente,

numeros diretamente proporcionais a 6, 4 e 2.
A) 16

B) 36

C) 108

D) 432

E) 648

(UFMG) Corta-se uma piramide regular de base
quadrangular e altura 4 cm por um plano paralelo ao
plano da base, de maneira que os volumes dos dois sdlidos
obtidos sejam iguais. A altura do tronco de piramide

obtido ¢, em centimetros:

A) 1
B) 4-2%4
Q) 2

D) 4-/2
E) 4- 2
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EXERCICIOS

(UPE) Para a premiagao dos melhores administradores
de uma galeria comercial, um designer projetou um peso
de papel com a forma de um tetraedro regular reto, de
aresta 20 cm que sera entregue aos vencedores. Esse
peso de papel sera recoberto com placas de platina nas
faces laterais, e com uma placa de prata na base. Se o
preco da platina é de 30 reais por centimetro quadrado, e
o da prata é de 50 reais por centimetro quadrado, assinale
a alternativa que apresenta o valor mais proximo, em

reais, do custo desse recobrimento.
Considere: /3 = 1,7.

A) 24 000

B) 18 000

C) 16 000

D) 14 000

E) 12 000

RESOLUGOES NO
® Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.
MUJ4

©

02.

(UFSM-RS) Desde a descoberta do primeiro plastico sintético
da histdria, esse material vem sendo aperfeicoado e aplicado
na industria. Isso se deve ao fato de o plastico ser leve, ter
alta resisténcia e flexibilidade. Uma pega plastica usada na
fabricagdo de um brinquedo tem a forma de uma piramide
regular quadrangular em que o apétema mede 10 mm e a
aresta da base mede 12 mm. A pega possui para encaixe,
em seu interior, uma parte oca de volume igual a 78 mm?.

O volume, em mm?3, dessa peca € igual a
A) 1152,

B) 1 074.

C) 402.

D) 384.

E) 306.

(UECE-2018) Considere uma piramide regular hexagonal
reta, cuja medida da altura é 30 m e cuja base esta inscrita
em uma circunferéncia cuja medida do raio é igual a 10 m.
Desejando-se pintar todas as faces triangulares dessa
piramide, a medida da area a ser pintada, em m?, é:

A) 115/39

B) 150,39

C) 125/39

D) 140439

03.

04.
0054

05.
AQKH

(UECE-2020) O volume, em m?, de um poliedro convexo,
cujos vértices sdo os centros das faces de um cubo, cuja

medida da aresta é iguala 1 m, é:

A)

|~

B)

N| =

9

Wl

D)

wWiN

(Albert Einstein-2018) Uma pega tem a forma de uma
pirdmide reta, de base quadrada, com 15 cm de altura e
é feita de madeira macica. A partir da base dessa peca,
foi escavado um orificio na forma de um prisma de base
quadrada. A figura mostra a visdo inferior da base da
peca (base da piramide).

4 cm 4 cm 4 cm

4 cm

4 cm

4 cm

Esse orificio tem a maior profundidade possivel, isto &,
sem atravessar as faces laterais da piramide. O volume
de madeira, em cm3, que essa peca contém é

A) 560. C) 620.

B) 590. D) 640.

(UFPR) Temos, a seguir, a planificagdo de uma piramide
de base quadrada, cujas faces laterais sdo tridngulos
equilateros. Qual é o volume dessa piramide?

4 cm
A) %\/gcﬁ D) % 2cm?
B) 16V3cm’ E) 6?4 cm?

C) 32cm?
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medulo 16 [

06.
LNAF

)

07.
3T8R

08.
C9UJ

(ACAFE-SC) Uma peca de madeira tem a forma de uma
piramide hexagonal regular com 21 cm de altura. Essa

peca é seccionada por um plano a base, de forma que
o volume da pirdmide obtida seja 37 do volume da
piramide original.

A distancia (em cm) da base da piramide até essa secdo
é um numero

A) fracionario.

B) primo.

C) multiplo de 3.

D) quadrado perfeito.

(UNISC-RS) Em uma pirémide regular, a base é um
quadrado de lado q. Sabendo que as faces laterais dessa
piramide sdo tridngulos equilateros, pode-se afirmar que
0 seu volume é:

A) @2
B) qsf
o o2
D) q3g)/§
E) qsf

(UERJ-2017) Uma piréamide com exatamente seis arestas
congruentes é denominada tetraedro regular. Admite que
a aresta do tetraedro regular ilustrado a seguir, de vértices

ABCD, mede 6 cm e que o ponto médio da aresta BC é M.

D

C

O cosseno do angulo AQD equivale a:

62

A)

N[~

Wl

B)

Colecao 6V

0

D)

2
3

vl N

09.

10.
B6T6

©

11.

(UECE) Se a soma dos angulos de todas as faces de
uma piramide (incluindo a base) é 3 600°, entdo,
a base da pirémide é um poligono com

A) 9 lados.

B) 10 lados.

C) 11 lados.

D) 12 lados.

(FGV-SP) Um cubo de aresta 12 cm é secionado duas
vezes, formando trés prismas de bases triangulares,
sendo dois deles congruentes, como mostra a figura 1.
Em seguida, o cubo é novamente secionado, como
indicam as linhas tracejadas na figura 2, de modo que os
dois cortes feitos dividem o cubo original em trés prismas
de bases triangulares, sendo dois deles congruentes,
como no primeiro caso. Ao final de todas as segdes,

o cubo foi dividido em nove pegas.

Figura 1

Figura 2

O volume da pega final que contém o vértice P, em cm?3,
éigual a
A) 144,
B) 152.
C) 288.
D) 432.
E) 466.

(FUVEST-SP) Em um tetraedro regular de lado a,
a distancia entre os pontos médios de duas arestas ndo
adjacentes é igual a:

A) a3
B) a2

o =2

D) &<

E) 2



12,
KNNG

13.
QMSM

(FUVEST-SP) A figura a seguir representa uma piramide
de base triangular ABC e vértice V. Sabe-se que ABC e
ABV sdo triangulos equilateros de lado ¢, e que M é o
ponto médio do segmento AB. Se a medida do &ngulo
viic & 60°, entdo o volume da piramide é:

Vv

A) 3~
B) ?P
Q) EF
D) EZB
E) EF

(UERJ-2019) Observe na imagem uma piramide de base
quadrada, seccionada por dois planos paralelos a base,
um contendo o ponto A e o outro o ponto B. Esses planos
dividem cada aresta lateral em trés partes iguais.
Considere as seguintes medidas da piramide:

e altura =9 cm;

e aresta da base = 6 cm;

e« volume total = 108 cm3.

O volume da regido compreendida entre os planos
paralelos, em cm3, é:

A) 26
B) 24
C) 28
D) 30

14.
ZF99

)

15.
SJF4

©

SECAO ENEM

01.
IWHN

)

Piramides

(UFRGS-RS-2017) Considere ABCDEFGH paralelepipedo
reto-retangulo, indicado na figura a seguir, tal que
AB = 4, AE = 3 e BC= 2.

H

O volume do tetraedro AHFC é
A) 4. C) 12.
B) 8. D) 16.

E) 18.

(UFJF-MG) Na figura a seguir, ABCD é um tetraedro
regular de lado £e N é um ponto sobre a aresta AC tal que
2AN = NC.

A) Calcule DN.

B) Calcule a area do triangulo BDN.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem) E comum os artistas plasticos se apropriarem de

entes matematicos para produzirem, por exemplo, formas

e imagens por meio de manipulagdes. Um artista plastico,

em uma de suas obras, pretende retratar os diversos

poligonos obtidos pelas intersecgbes de um plano com

uma piramide regular de base quadrada.

Segundo a classificagdo dos poligonos, quais deles sdo

possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?

A) Quadrados, apenas.

B) Triangulos e quadrados, apenas.

C) Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

D) Tridangulos, quadrados, trapézios e quadrilateros
irregulares, apenas.

E) Triangulos, quadrados, trapézios, quadrilateros
irregulares e pentagonos, apenas.
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Frente C Modulo 16

02.

03.

(Enem) Maria quer inovar em sua loja de embalagens
e decidiu vender caixas com diferentes formatos.
Nas imagens apresentadas estdo as planificagbes dessas
caixas.

O
O

Quais serdo os solidos geométricos que Maria obtera a

partir dessas planificagdes?

A) Cilindro, prisma de base pentagonal e piramide.
B) Cone, prisma de base pentagonal e piramide.
C) Cone, tronco de piramide e piramide.

D) Cilindro, tronco de piramide e prisma.

E) Cilindro, prisma e tronco de cone.

(Enem) Uma indUstria fabrica brindes promocionais
em forma de piréamide. A piramide é obtida a partir de
quatro cortes em um sélido que tem a forma de um cubo.
No esquema, estdo indicados o sélido original (cubo) e a
piramide obtida a partir dele:

(¢}

Dig-—------ S Yo

A B

Os pontos A, B, C, D e O do cubo e da piramide sdo os
mesmos. O ponto O é central na face superior do cubo.
Os quatro cortes saem de O em diregdo as arestas ﬁ, E,
AB e CD, nessa ordem. Apds os cortes, sdo descartados
quatro solidos.

Os formatos dos sdlidos descartados sdo
A) todos iguais.

B) todos diferentes.

C) trés iguais e um diferente.

D) apenas dois iguais.

E) iguais dois a dois.

Colecao 6V
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MATEMATICA C 17

NOMENCLATURAI@@|

Se o eixo do cone é obliquo ao plano da base, temos um
o | cone circular obliquo.
Eixo

\Y

Istockphoto

Se o eixo do cone é perpendicular ao plano da base, temos
um cone circular reto.

DEFINICAO ﬁg.

Considere um circulo de centro O e raio r situado num
plano o e um ponto V fora de a. Chama-se cone circular a Eixo

reunido dos segmentos de reta com uma extremidade em V \%
e a outra no circulo.

O cone circular reto é também chamado cone de revolugéo,
pois é gerado pela rotacdo de um triangulo retangulo em

Podemos identificar, em um cone circular, os seguintes torno de um eixo que contém um de seus catetos.
elementos:

Base: o circulo de centro O e raio r.
Vértice: o ponto V.

Geratrizes: os segmentos com uma extremidade em V
e a outra na circunferéncia da base.

Altura: distancia entre o vértice do cone e o plano da base.
Eixo: a reta que contém o vértice e o centro da base.

Eixo

Eixo

Raio da base Base
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Segdo meridiana é a intersegdo do cone com um plano que
contém o seu eixo. A segdo meridiana de um cone circular

reto ou cone de revolugdo é um triangulo isdsceles.

Cone reto Segdo meridiana

Cone equildtero é um cone cuja segdo meridiana € um

tridngulo equilatero (g = 2re h = r/3).

g‘g g=2r i i g=2r

E<— 2r —>
AREA LATERAL '@@

Planificando a superficie lateral de um cone reto,

obtemos um setor circular de raio g (geratriz) e cujo arco
correspondente mede 2xr. Logo, a superficie lateral de um
cone reto de raio de base r e geratriz g é equivalente a um

setor circular de raio g e comprimento do arco 2xr.

2nr

66 colecaosv

A area lateral do cone reto pode, entdo, ser calculada por

uma simples proporgdo:

Comprimento Area
do arco do setor g
g ng? { ) 2nr
2nr A,
Dai, temos:
_ 2nrang?
A/Z = Zﬂ;g = Al =nrg
Para determinar o angulo 6, fazemos uma outra proporgdo:
Comprimento Angulo
do arco
2ng 2rn rad ou 360°
2nr 0
Assim, temos:
2nr
e:irad ezﬂgraus
g ou g

AREATOTALIY-,

A area total de um cone é a soma da area lateral (A,) com
a area da base (A,); logo:

A=A +A,=>A =nrg +nr’ =

A.=mnr(g +r)

VOLUME DO CONE ("

Consideremos um cone e um tetraedro, ambos de altura h
e area da base A,. Suponhamos que os dois sélidos possuam
bases em um mesmo plano o, como mostrado na figura a seguir:




Qualquer plano B paralelo a o que seciona o cone também
seciona o tetraedro. Sendo as areas das secgdes A e A,
respectivamente, temos:

wei) e -5
A; h Ag h

Logo, A, = A,, para todo plano p paralelo a a. Entdo, o cone
e o tetraedro tém volumes iguais.

Cone — VTetraedro -

Wl
@

O volume de um cone é um terco do produto da area da
base pela medida da altura.

Como A, = nr?, temos:

V=1 arh
3

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (PUCRS) O raio da base de um cone circular reto e a
aresta da base de uma piramide quadrangular regular
tém mesma medida. Sabendo que suas alturas medem
4 cm, entdo a razdo entre o volume do cone e o da

piramide é:

A) 1 Q) 1 E) 3n
T

B) 4 D) n

Resolucao:

Sejam a o raio da base do cone e a a aresta da base
da piramide.

Sejam V_e V_ o volume do cone e da piramide,
respectivamente. Logo:

e v=2Lna. lna24=§na2e

¢ 37 3

T
]

o
T
I

a4 =_a

[SSAI

1 1
P37 3

Assim, a razdo entre os volumes é:

4 o

Vc Eﬁa

\A N &az i
3

Cones

TRONCO DE CONElbQI

Secionando-se um cone por um plano paralelo a base,
obtemos um sélido denominado tronco de cone. Veja:

Tronco de
cone

O novo cone e o cone primitivo tém bases semelhantes,
e os elementos lineares homdlogos (raios das bases,
geratrizes, alturas, etc.) sdao proporcionais. Assim, dizemos
que eles sdo semelhantes.

Razao de semelhanca

Dados dois cones semelhantes, a razao entre dois
elementos lineares homologos é denominada razdo de
semelhanca. Essa razdo sera representada por k.

Para razdes entre volumes dos cones semelhantes,
em que V e v sdo os volumes dos cones grande e pequeno,
respectivamente, temos:

1
Vo ghet O A Hok=k
\%

%.aﬂ.h &

Podemos, entdo, generalizar da seguinte maneira:

i) A razdo entre areas homologas de quaisquer dois
solidos semelhantes é igual ao quadrado da razdo de
semelhanga.

ii) A razdo entre os volumes de dois solidos semelhantes
€ igual ao cubo da razédo de semelhanga.
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VOLUME DO :
TRONCO DE CONE !

Dados o raio R da base maior, o raio r da base menore h

a medida da altura do tronco, o volume do tronco de cone

pode ser obtido por meio da formula:

V.

= %h[R2+Rr+r2]

EXERCICIO RESOLVIDO

02.

68

(FUVEST-SP) Um copo tem a forma de um cone com
altura 8 cm e raio da base 3 cm. Queremos enché-lo com
quantidades iguais de suco e de agua. Para que isso seja

possivel, a altura x atingida pelo primeiro liquido colocado

deve ser:
T 8
X
A) % cm. C) 4cm. E) 4¥/4 cm.
B) 6 cm. D) 4/3 cm.
Resolugao:

Chamamos de V o volume de suco e de agua.
O volume do cone grande &, entdo, 2V.

Como os cones das figuras sdo semelhantes, entdo a razéo
entre os seus volumes é igual ao cubo da razdo entre as

alturas. Assim, temos:

3
%:(g] :V—:gzx:%:x:ﬁﬁcm

Colecao 6V

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.
TFFS

03.
KNMZ

04.
TH3M

©

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(FMP-RJ-2017) Um recipiente cilindrico possui raio da
base medindo 4 cm e altura medindo 20 cm. Um segundo
recipiente tem a forma de um cone, e as medidas do raio
de sua base e de sua altura sdo iguais as respectivas
medidas do recipiente cilindrico.

Qual é a razdo entre o volume do recipiente cilindrico e
o volume do recipiente conico?
A) C) 3 E) 5

B) D) 4

Ul N~

(PUC-RS) Uma casquinha de sorvete na forma de cone
foi colocada em um suporte com formato de um cilindro,
cujo raio da base e a altura medem a cm, conforme a
figura.

v

O volume da parte da casquinha que estd no interior
do cilindro, em cm3, é:

na’ na’ na’
A) — c) = E
) 2 ) 2 ) =2
2 3
B) ra D na
) 3 ) 5

(UEMG) Um reservatorio de agua, de formato conico, com
raio da tampa circular igual a 8 metros e altura igual a
9 metros, sera substituido por outro de forma cubica, de
aresta igual a 10 metros.

Estando o reservatorio conico completamente cheio, ao
se transferir a 4gua para o reservatério cubico, a altura
do nivel atingida pela agua sera de

Considere n = 3.
A) 5,76 m.
B) 4,43 m.

C) 6,38 m.
D) 8,74 m.

(Unicamp-SP) Depois de encher de areia um molde
cilindrico, uma crianga virou-o sobre uma superficie
horizontal. Apds a retirada do molde, a areia escorreu,
formando um cone cuja base tinha raio igual ao dobro
do raio da base do cilindro.

A altura do cone formado pela areia era igual a

A) da altura do cilindro. C) da altura do cilindro.

NI~ MW
Wl WIN

B) da altura do cilindro. D) da altura do cilindro.



05.
G6P5

06.

07.
L2B6

(UPE) Um torneiro mecéanico construiu uma peca
retirando, de um cilindro metalico macigo, uma forma
conica, de acordo com a figura 1 a seguir:

Considere n = 3.

6 cm

10 cm
Figura 1 Peca

Qual é o volume aproximado da peca em milimetros
cubicos?

A) 2,16.10° C) 2,8.10° E) 3,14.10°
B) 7,2.10* D) 8,32.104

(ESPM-SP-2020) A geratriz (g) do cone circular reto

mostrado na figura a seguir mede 4/3 cm. O volume
desse cone, em cm3, é igual a:

g=4/3cm

A) 24n C) 36n E) 6/3n
B) 18/3n D) 12x

(UFPB) A prefeitura de certo municipio realizou um
processo de licitagdo para a construgao de 100 cisternas
de placas de cimento para familias da zona rural. Esse
sistema de armazenamento de agua é muito simples,
de baixo custo e ndo poluente. A empreiteira vencedora
estipulou o prego de 40 reais por m? construido, tomando
por base a area externa da cisterna. O modelo de cisterna
pedido no processo tem a forma de um cilindro com uma
cobertura em forma de cone, conforme a figura a seguir:

«—4m—>

Considerando que a construgdo da base das cisternas
deve estar incluida nos custos, é correto afirmar que o
valor, em reais, a ser gasto pela prefeitura na construgdo
das 100 cisternas sera, no maximo, de

Dado: = = 3,14.

A) 100 960. C) 140 880. E) 213 520.
B) 125 600. D) 202 888.

Cones

08. (UPF) Um reservatério de dgua tem formato de um

L4WO  Gilindro circular reto de 3 m de altura e base com 1,2m
de raio, seguido de um tronco de cone reto cujas bases
sdo circulos paralelos, de raios medindo 1,2 m e 0,6 m
respectivamente, e altura 1 m, como representado na
figura a seguir:

tm| N/
- ==
0,6 m
. Ve . 1
Nesse reservatorio, ha um vazamento que desperdica 3
do seu volume por semana.

Considerando a aproximagdo n = 3 e sabendo que
1 dm3 =1 L, esse vazamento € de

A) 4 320 litros. D) 12 960 litros.
B) 15,48 litros. E) 5 160 litros.
C) 15 480 litros.

EXERCICIOS (® Bernoulli Play
PROPOSTOS

(UEL-PR-2020) Foram construidas cisternas em uma
comunidade localizada no sertdo nordestino, em pontos
@ estratégicos, para que os moradores daquela localidade
pudessem se abastecer de dgua, principalmente na época
das secas. As cisternas foram construidas com formato
de tronco de cone, com as seguintes medidas: o raio da
base inferior mede 1 m, o raio da base superior mede 2 m
e a altura mede 1,5 m, como mostra a figura a seguir.

01.
OHAM

Na época de secas, caminhGes-pipas abastecem essas
cisternas. Esse tipo de caminhdo possui um tanque
de armazenamento de agua em formato cilindrico, com
2 metros de didmetro e 8 metros de comprimento.

Despreze as espessuras dos materiais dos quais sdo feitos
as cisternas e o tanque do caminhdo-pipa e suponha que
as cisternas estejam completamente vazias de agua e o
tanque completamente cheio, considere ainda que ndo
ha desperdicio algum de agua.

Nessas condigdes, quantos tanques de caminhdes-
-pipas completamente cheios de agua sdo necessarios
para abastecer, no minimo, 17 cisternas?
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02.
FXW7

03.

04.

05.
O73E

06.

(UCS) Uma ampulheta tem a forma de dois cones circulares
retos idénticos (mesmo raio e mesma altura) no interior de
um cilindro circular reto, conforme mostra a figura.

R
==

A\

O volume da parte do cilindro sem os dois cones é igual
soma dos volumes desses cones. Assinale a

alternativa que preenche corretamente a lacuna.

A) a D) aum tergo da

B) ao dobro da E) a dois tergos da

C) a metade da

(UFC-CE) Ao secionarmos um cone circular reto por um
plano paralelo a sua base, cuja distancia ao vértice do
cone é igual a um tergo da sua altura, obtemos dois
sélidos: um cone circular reto S, e um tronco de cone S,.

. volume(S,) , .
A relagao Volume(S,) € igual a:
1

A) 33
B) 27

C) 26
D) 9

E) 3

(Unifor-CE) Parte do liquido de um cilindro circular reto
que esta cheio é transferido para dois cones circulares
retos idénticos de mesmo raio e mesma altura do cilindro.
Sabendo-se que os cones ficaram totalmente cheios e que
o nivel da agua que ficou no cilindro é de 3 m, a altura
do cilindro é de

A) 5m.
B) 6 m.

C) 8 m.
D) 9 m.

E) 12 m.

(UEFS-BA-2017) Se um cone circular reto tem altura
igual a 4 cm e base circunscrita a um hexagono regular
de lado medindo 2 cm, entdo a sua area lateral, em cm?,
mede, aproximadamente:
A) 4n/6 C) 4n E) ny/2
B) 4n/5 D) ny/3

(Mackenzie-SP) No sélido da figura, ABCD é um quadrado
de lado 2 e AE = BE = /10. O volume desse sélido é:

A) =

B) 3
C) 4rn
D) 5=x

E) 3=n

70 Colecao 6V

07.
9339

08.
IMAY

©

09.
83WJ

©

10.

1
91K1

(UEL-PR) Uma chapa com forma de um setor de raio
20 cm e angulo de x graus é manuseada para se
transformar num cone. Se o raio da base do cone obtido
ér =5cm, entdo o valor de x é:

20 cm
A) 60° C) 80° E) 90°
B) 75° D) 85°

(UFPR) A parte superior de uma taga tem o formato de
um cone, com as dimensdes indicadas na figura.

A) Qual o volume de liquido que essa taca comporta
quando esta completamente cheia?

B) Obtenha uma expresséo para o volume V de liquido
nessa taga, em fungdo da altura x indicada na figura.

(PUC-SP-2018) Considere um cilindro reto de area lateral
igual a 64r cm? e um cone reto, com volume igual a 128r cm?
cujo raio da base é o dobro do raio da base do cilindro.

Sabendo que a altura do cone é 2 cm menor do que a
altura do cilindro, e que a altura do cilindro € um niimero
inteiro, a drea lateral desse cone é

A) 100n cm?. C) 64n cm?2.
B) 80n cm?. D) 40r cm?.

(Mackenzie-SP) Em um tridngulo retédngulo, a medida
do menor cateto é 6 cm. Rotacionando esse triangulo ao
redor desse cateto, obtém-se um soélido de revolugdo,
cujo volume é 128z cm?. Nessas condigdes, a area total
da superficie do sdlido obtido na revolugdo, em cm?, é:
A) 144n C) 80n E) 64n

B) 120n D) 72n

(IFRS-2017) Um cone com altura igual a el dm eraio de
T

1 dm é colocado com o vértice para baixo a fim de coletar

a agua de uma torneira que pinga 1 litro de agua a cada
hora, sendo o intervalo entre um pingo e outro constante.

Qual é o tempo necessario para que a agua atinja a
metade da altura do cone?
A) 1 hora e 15 minutos
B) 1 hora e 25 minutos
C) 2 horas e 30 minutos

D) 3 horas e 30 minutos
E) 5 horas



12,
DXIC

13.
25Qw

©

14.
LL5M

©

15.
UIWR

©

(UCB-DF-2017)

6leo

agua

O desenho mostra a secgdo de um reservatério
subterrdneo em forma de cone reto. Sabendo que a altura
do reservatério é de 6 m, e que ele contém a mesma
quantidade de agua e 6leo, a altura da coluna de agua é
A) menor que 2 metros.

B) maior que 2 metros e menor que 3 metros.

C) maior que 3 metros e menor que 4 metros.

D) maior que 4 metros e menor que 5 metros.

E) maior que 5 metros.

(UERJ-2018) Um depdsito de d6leo tem a forma de um cone
circular reto cujo eixo vertical forma com suas geratrizes
o angulo de 45°. Foram retirados desse depdsito 19 m? de
6leo. Com isso, a altura do nivel de dleo foi reduzida em
1 m e passou a ter X metros de altura.

Considerando n = 3, calcule a altura X do nivel de dleo.

(UFG-GO) A terra retirada na escavagdo de uma piscina
semicircular de 6 m de raio e 1,25 m de profundidade
foi amontoada, na forma de um cone circular reto, sobre
uma superficie horizontal plana. Admita que a geratriz
do cone faga um angulo de 60° com a vertical e que a
terra retirada tenha volume 20% maior do que o volume
da piscina.

Nessas condigbes, a altura do cone, em metros, é de:
A) 2,0 C) 3,0 E) 4,0

B) 2,8 D) 3,8

(UFMG) Na figura a seguir, esta representada a regidao T,
do plano cartesiano, limitada pelo eixo y e pelas retas
y=x+1ley=3x:

Y ",

< DI

Seja S o sdlido obtido pela rotagdo da regido T em torno
do eixo y. Entdo, é correto afirmar que o volume de S é:

ENIE]

Y T g
A) 24 B) 13 Q) g D)

SECAO ENEM

01.

02.

Cones

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2020) No periodo de fim de ano, o sindico de
um condominio resolveu colocar, em um poste, uma
iluminagao natalina em formato de cone, lembrando uma
arvore de natal, conforme as figuras 1 e 2.

Poste

aa RS

Figura 1 Figura 2

A arvore devera ser feita colocando-se mangueiras de
iluminagdo, consideradas segmentos de reta de mesmo
comprimento, a partir de um ponto situado a 3 m de
altura no poste até um ponto de uma circunferéncia de
fixagdo no chédo, de tal forma que esta fique dividida em
20 arcos iguais. O poste esta fixado no ponto C (centro
da circunferéncia) perpendicularmente ao plano do chéo.

Para economizar, ele utilizard mangueiras de iluminagdo
aproveitadas de anos anteriores, que juntas totalizaram um
pouco mais de 100 m de comprimento, dos quais ele decide
usar exatamente 100 m e deixar o restante como reserva.
Para que ele atinja seu objetivo, o raio, em metro, da
circunferéncia devera ser de

A) 4,00. C) 5,00.
B) 4,87. D) 5,83.

E) 6,26

(Enem-2017) Para divulgar sua marca, uma empresa
produziu um porta-canetas de brinde, na forma do sélido
composto por um cilindro e um tronco de cone, como

na figura.
-

Para recobrir toda a superficie lateral do brinde, essa
empresa encomendara um adesivo na forma planificada
dessa superficie.

Que formato tera esse adesivo?

A) C) E)
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(Enem) Em regiGes agricolas, € comum a presenca de
silos para armazenamento e secagem da produgao de
graos, no formato de um cilindro reto, sobreposta por um
cone, e dimensdes indicadas na figura. O silo fica cheio
e o transporte dos grdos € feito em caminhdes de carga
cuja capacidade é de 20 m3. Uma regido possui um silo
cheio e apenas um caminhdo para transportar os graos
para a usina de beneficiamento.

12 m

Utilize 3 como aproximagdo para =.

O numero minimo de viagens que o caminhdo precisara
fazer para transportar todo o volume de gréaos
armazenados no silo é

A) 6. c) 17.
B) 16. D) 18.

E) 21.

(Enem) Ao se perfurar um pogo no chdo, na forma de um
cilindro circular reto, toda a terra retirada é amontoada
na forma de um cone circular reto, cujo raio da base é o
triplo do raio do pogo e a altura é 2,4 metros. Sabe-se
que o volume desse cone de terra é 20% maior do que
o volume do pogo cilindrico, pois a terra fica mais fofa
apos ser escavada.

Qual é a profundidade, em metros, desse pogo?
A) 1,44 C) 7,20 E) 36,00
B) 6,00 D) 8,64

(Enem) Um sinalizador de transito tem o formato de um
cone circular reto. O sinalizador precisa ser revestido
externamente com adesivo fluorescente, desde sua
base (base do cone) até a metade de sua altura, para
sinalizagdo noturna. O responsavel pela colocagdo do
adesivo precisa fazer o corte do material de maneira que
a forma do adesivo corresponda exatamente a parte da
superficie lateral a ser revestida.

Qual devera ser a forma do adesivo?
A) N\ D) i i

’ D ’ Q
(Enem) Nas empresas em geral, sdo utilizados dois tipos

de copos plasticos descartaveis, ambos com a forma de
troncos de cones circulares retos:

Colecao 6V

e COpos pequenos, para a ingestdo de café: raios das
bases iguaisa 2,4 cme 1,8 cm e altura igual a 3,6 cm;

e copos grandes, para a ingestdo de agua: raios das
bases iguais a 3,6 cm e 2,4 cm e altura igual a 8,0 cm.

Uma dessas empresas resolve substituir os dois modelos
de copos descartaveis, fornecendo para cada um de seus
funcionarios canecas com a forma de um cilindro circular
reto de altura igual a 6 cm e raio da base de comprimento
igual a y centimetros. Tais canecas serdo usadas tanto
para beber café como para beber agua.

Sabe-se que o volume de um tronco de cone circular reto,
cujos raios das bases sao respectivamente iguaisaRer
e a altura é h, é dado pela expressao:

_sh

VTroncodecone - 3

(R? +r? +Rr)

O raio y da base dessas canecas deve ser tal que y? seja,
no minimo, igual a:
A) 2,664 cm.

B) 7,412 cm.

C) 12,160cm.
D) 14,824cm.

E) 19,840 cm.
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MATEM

Esferas

a?dl‘dqs’
JABLLAN

Shawn Smith / Creative Commons

INTRODUCAQ ﬁg.

Considere um ponto O e um segmento de medida R.
Denomina-se esfera de centro O e raio R o conjunto dos
pontos P do espaco, tais que a medida OP seja menor ou
igual a R.

A esfera é um sdlido de revolugdo gerado pela rotagdo
de um semicirculo em torno de um eixo que contém
o diametro.

e
>

A

Secao
Toda secdo plana de uma esfera é um circulo.

Se o plano secante passa pelo centro da esfera, temos
como secdo um circulo maximo da esfera.

Sendo R o raio da esfera, d a distancia do plano secante
ao centro e r o raio da secgao, vale a relagao:

r2 = R2 - 2

FRENTE = MODULO

TICA C 18

AREA E VOLUME ﬁ@,

Area da esfera

Chama-se superficie da esfera de centro O e raio R ao
conjunto dos pontos P do espaco, tais que a medida OP
seja igual a R.

A area A da superficie de uma esfera de raio R é dada por:

A = 4nR?

Volume da esfera

O volume V de uma esfera de raio R é dado por:

V=2 gRs
3

FUSO E CUNHA |@@,

Fuso esférico

E a regido da superficie da esfera compreendida entre
duas semicircunferéncias com extremidades nos polos

da esfera.

O angulo o, medido na segdo equatorial, e o raio R da

esfera caracterizam o fuso.
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Frente C

Area do fuso
Sendo a o angulo do fuso, temos:

e Com a em graus:

o 2
360 4mR Ay = = anR?
Q@ — AFuso 360
e Com o em radianos:
2
2n AR | A = 02R?
o — AFLISO

Cunha esférica

E a regido da esfera compreendida entre dois semicirculos

que contém o seu didametro.

A cunha fica determinada pelo raio da esfera e pela medida

do angulo a.

Volume da cunha
Sendo a o angulo da cunha, temos:

e Com a em graus:

360° ———— —7R? o 4

= VCunha = 22002
u v 360° 3

Cunha

7R3

e Com a em radianos:

2n7§nR3 a2R3

= VCunha -

Perceba que a cunha equivale a fragdo
da esfera.

Colecao 6V

ao
3600 M
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EXERCiCIO RESOLVIDO

01.

(PUCPR) Tem-se um recipiente cilindrico, de raio 3 cm,
com agua. Se mergulharmos inteiramente uma bolinha
esférica nesse recipiente, o nivel da agua sobe cerca
de 1,2 cm. Sabe-se, entdo, que o raio da bolinha vale,
aproximadamente

A) 1cm.

B) 1,5cm.

C) 2cm.

D) 2,5cm.

E) 3 cm.

Resolugao:

Ao mergulharmos totalmente uma bolinha em um
recipiente cilindrico de raio 3 cm, o nivel da dgua sobe

1,2 cm. Veja a figura:

R
v
----- © — Novo nivel

— Nivel anterior

3 cm

O volume da esfera imersa no cilindro € igual ao volume
de &gua deslocada, que corresponde a um cilindro de raio

3 cm e altura 1,2 cm (em azul escuro). Assim:

V

Esfera VAgua deslocada —
4

—ar’=n32.12 =
3 4
r=81=

r=2cm
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02.
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03.
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©

RESOLUCOES NO
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(UFRGS-RS-2018) Fundindo trés esferas idénticas e
macigas de diametro 2 cm, obtém-se uma Unica esfera
maciga de raio

A) /3. D) 3.
B) /4. E) 6.
c) /6.

(UEA-AM) Determinado tipo de bola de vdlei € uma
esfera com 22 cm de diametro, confeccionada com
18 gomos de couro, agrupados em 6 conjuntos coloridos
com 3 gomos cada um, sendo 2 conjuntos na cor amarela,
2 conjuntos na cor azul e 2 conjuntos na cor branca,
conforme mostra a figura.

22 cm

Disponivel em: <http://uolesporte.blogosfera.uol.com.br>.

Utilizando = = 3 e sabendo que todos os conjuntos
coloridos tém a mesma area, é correto concluir que a
area aproximada de todos os gomos amarelos dessa
bola, em cm?, é:

A) 495

B) 484

C) 472

D) 446

E) 418

(UFU-MG) DispGe-se de um cilindro macigo circular reto,
feito de aluminio, cujo raio da base mede 4 cm e cuja a
altura mede 10 cm. Esse cilindro sera derretido e, com o
material fundido, serdo fabricadas esferas de ago de raio
2 cm. Supondo que nesse processo ndo ocorra perda de
material, entdo o nimero de esferas a serem fabricadas
a partir do cilindro dado é igual a:

A) 13
B) 15
C) 14
D) 16

04.
00

6

05.
21w3

Esferas

(UDESC-SC) Seja S uma segdo de uma esfera determinada
pela intersecdo com um plano, conforme a figura.

Se S estad a 3 cm do centro da esfera e tem area igual a
16n cm? entdo o volume desta esfera é

A) 36rn cm?.

2561 e
3 .

C) 100m cm?.

B)

D) 16n cm3.

500n cm?
- .

E)

(Unesp) Para confeccionar um porta-joias a partir
de um cubo macico e homogéneo de madeira com
10 cm de aresta, um marceneiro dividiu o cubo ao
meio, paralelamente as duas faces horizontais. De cada
paralelepipedo resultante extraiu uma semiesfera de 4 cm
de raio, de modo que seus centros ficassem localizados
no cruzamento das diagonais da face de corte, conforme
mostra a sequéncia de figuras.

10 cm
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07.

08.
3FCC

Sabendo que a densidade da madeira utilizada na
confecgao do porta-joias era de 0,85 g/cm? e admitindo
n = 3, a massa aproximada do porta-joias, em gramas, é:

A) 63

B) 634
C) 630
D) 632
E) 638

(UE-GO-2017) Ao triplicarmos o raio e tomarmos a terga
parte de uma esfera, ela possuira, em relagdo a esfera
original, um volume

A) 2 vezes maior.
B) 3 vezes maior.
C) 9 vezes maior.
D) 12 vezes maior.

E) 20 vezes maior.

(FUVEST-SP) Uma superficie esférica de raio 13 cm
é cortada por um plano situado a uma distancia de
12 cm do centro da superficie esférica, determinando uma
circunferéncia. O raio dessa circunferéncia é

A) 1cm.
B) 2cm.
C) 3 cm.
D) 4 cm.
E) 5cm.

(UFMG) Observe esta figura.

B
D E
A F C

Nela, ABC é um quadrante de circulo de raio 3 cm e
ADEF é um quadrado, cujo lado mede 1 cm. Considere o
solido gerado pela rotagdo de 360°, em torno da reta AB,
da regido hachurada na figura. Sabe-se que o volume

3
41" Dessa forma,

de uma esfera de raio r é igual a
esse solido tem um volume de

A) 14x cm?d.

B) 15n cm?3.

C) 16n cm3.

D) 17= cm3.

76 Colecao 6V
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(UPE-2018) Foram colocadas esferas de raio 5,0 cm dentro
de um aquario que tem o formato de um paralelepipedo
de 1,25 m de largura, 2,0 m de comprimento e 1,0 m
de altura, cheio de agua, ocupando sua capacidade
maxima. Aproximadamente, quantas esferas terdo que
ser colocadas nesse aquario para que 10% do volume
contido no seu interior seja derramado? Adote = = 3,0.

<
N

A) 250
B) 300
C) 325
D) 450
E) 500

(Unifor) Uma bola de basquete em forma esférica ndo
passa pelo aro da cesta cuja borda é circular. Se o raio do
aro mede 60 cm e a distancia entre o centro do aro e o

centro da bola é igual a 80 cm, o raio da bola é de
A) 90 cm.

B) 100 cm.

C) 120 cm.

D) 140 cm.

E) 160 cm.

(UERJ) Na fotografia a seguir, observam-se duas bolhas

de sabdo unidas.

Quando duas bolhas unidas possuem o mesmo tamanho,
a parede de contato entre elas é plana, conforme ilustra

0 esquema:



Esferas

Para seu funcionamento, o artesdo depositara na
ampulheta areia que corresponda a 25% de V. Portanto

o volume de areia, em cm?, é:

°B
A) 16x
64n
B) 3
Considere duas bolhas de sab&o esféricas, de mesmo raio R, C) 32n
unidas de tal modo que a disténcia entre seus centros A
e B é igual ao raio R. A parede de contato dessas bolhas D) 1238ﬂ
€ um circulo cuja area tem a seguinte medida:
s E) 64r §
2 <C
32 l(()ﬂ%. (EsPCEx-SP) Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem E
B) 2 medida R, contém agua até uma certa altura. Uma esfera <
3nR? @ de aco é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente =
€ 4 submersa, sem haver transbordamento de agua.
D) 47R? Se a altura da agua subiu %R, entdo o raio da esfera
3 mede:
2
04. (UEG-GO) Suponha que haja laranjas no formato de A) §R
uma esfera com 6 cm de didametro e que a quantidade 3
de suco que se obtém ao espremer cada laranja é B) ZR
% de seu volume, sendo o volume dado em litros. Nessas 4
condigbes, se quiser obter 1 litro de suco de laranja, © §R
deve-se espremer no minimo 1
(Use: n = 3,14.) P) ER
A) 13 laranjas. C) 15 laranjas. E) %R
B) 14 laranjas. D) 16 laranjas.
31'3(:' (UECE) Um circulo de raio R gira em torno de seu
939. (CEFET-MG) Um artes&o resolveu fabricar uma ampulheta @ didmetro, gerando uma esfera de volume V. Se o raio do
de volume total V constituida de uma semiesfera de circulo é aumentado em 50%, entdo o volume da esfera
@ raio 4 cm e de um cone reto, com raio e altura 4 cm, € aumentado em
comunicando-se pelo vértice do cone, de acordo com a A) 100,0%. C) 215,0%.
figura a seguir. B) 125,0%. D) 237,5%.

g;% (UFRGS-RS) Se um jarro com capacidade para
@ 2 litros esta completamente cheio de agua, a menor
medida inteira, em cm, que o raio de uma bacia com a

forma semiesférica deve ter para comportar toda a agua

do jarro é:
A) 8 D) 14
B) 10 E) 16

T e o) 12
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(UECE) Duas esferas que se tangenciam estao em repouso
sobre um plano horizontal. Os volumes das esferas sao
respectivamente 2 304r m3 e 36n m3. A distancia, em
metros, entre os pontos de contato das esferas com o
plano é igual a:

A) 9

B) 12

C) 15

D) 10

(PUC-SP-2017) O volume de um cilindro de 8 cm de altura
equivale a 75% do volume de uma esfera com 8 cm de
diametro. A area lateral do cilindro, em cm?, é:

A) 42/2n

B) 36/3n

C) 32/2n

D) 24/3n

(Unesp) Diferentes tipos de nanomateriais sao descobertos
a cada dia, viabilizando produtos mais eficientes, leves,
adequados e, principalmente, de baixo custo. Sao
considerados nanomateriais aqueles cujas dimensdes
variam entre 1 e 100 nandmetros (nm), sendo que
1 nm equivale a 102 m, ou seja, um bilionésimo de metro.
Uma das caracteristicas dos nanomateriais refere-se

a relagdo entre seu volume e sua area superficial total.
Por exemplo, em uma esfera macica de 1 cm de raio,
a area superficial e o volume valem 4n cm? e (gjn cm3,
respectivamente. O conjunto de nanoesferas de 1 nm de
raio, que possui o0 mesmo volume da esfera dada, tem a
soma de suas areas superficiais:

A) 10 vezes maior que a da esfera.

B) 103 vezes maior que a da esfera.

C) 10° vezes maior que a da esfera.

D) 107 vezes maior que a da esfera.

E) 10° vezes maior que a da esfera.

(UFPE) Um cilindro reto de ferro é derretido, e o
ferro obtido, que tem o mesmo volume do cilindro,
€ moldado em esferas com raio igual a metade do raio da
base do cilindro. Se a altura do cilindro é quatro vezes o

didametro de sua base, quantas sdo as esferas obtidas?

13.
3cT77

©

14.

(UEFS-BA) Uma bolha de sabdo, esférica, ndo
estouraria se sua area superficial fosse, no maximo,
44% maior.

Logo, ela poderia conter um volume de ar em seu interior,

sem estourar, até
A) 32,4% maior.
B) 44% maior.
C) 53,6% maior.
D) 66% maior.

E) 72,8% maior.

(Unesp) Uma quitanda vende fatias de melancia
embaladas em plastico transparente. Uma melancia
com forma esférica de raio de medida R cm foi cortada
em 12 fatias iguais, em que cada fatia tem a forma

de uma cunha esférica, como representado na figura.

Sabendo-se que a area de uma superficie esférica de raio

R cm é 4nR? cm?, determine, em fungdo de = e de R:

A) A area da casca de cada fatia da melancia (fuso
esférico).

B) Quantos cm? de plastico foram necessarios para
embalar cada fatia (sem nenhuma perda e sem
sobrepor camadas de plastico), ou seja, qual é a area

da superficie total de cada fatia.

SECAO ENEM

01.

(Enem) Uma industria de perfumes embala seus produtos,
atualmente, em frascos esféricos de raio R, com volume

dado por % n(R)’.



02.

03.

Observou-se que haverd redugdo de custos se forem

- e . R .
utilizados frascos cilindricos com raio da base 3 cujo

R 2
volume sera dado por n(§) .h, sendo h a altura da nova

embalagem.

Para que seja mantida a mesma capacidade do frasco
esférico, a altura do frasco cilindrico (em termos de R)

devera ser igual a:
A) 2R
B) 4R
C) 6R
D) 9R

E) 12R

(Enem) Uma empresa farmacéutica produz medicamentos
em pilulas, cada uma na forma de um cilindro com uma
semiesfera com o mesmo raio do cilindro em cada uma
de suas extremidades. Essas pilulas sdo moldadas por
uma maquina programada para que os cilindros tenham
sempre 10 mm de comprimento, adequando o raio de

acordo com o volume desejado.

Um medicamento é produzido em pilulas com 5 mm
de raio. Para facilitar a degluticdo, deseja-se produzir
esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm e, por
consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramagao

da maquina que produz essas pilulas.

(Use: n=3.)

A redugdo do volume da pilula, em milimetros cubicos,
apds a reprogramacdo da maquina, sera igual a

A) 168.

B) 304.

C) 306.

D) 378.

E) 514.

(Enem) O globo da morte é uma atracdo muito usada
em circos. Ele consiste em uma espécie de jaula em
forma de uma superficie esférica feita de ago, onde
motoqueiros andam com suas motos por dentro.
A seguir, tem-se, na figura 1, uma foto de um globo da
morte e, na figura 2, uma esfera que ilustra um globo

da morte.

Esferas

i
a
2
£

A

Figura 1 Figura 2

Na figura 2, o ponto A estad no plano do chdo onde
esta colocado o globo da morte e o segmento AB passa
pelo centro da esfera e é perpendicular ao plano do chéo.
Suponha que ha um foco de luz direcionado para o chdo
colocado no ponto B e que um motoqueiro faga um trajeto
dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que
passa pelos pontos A e B.

Disponivel em: <www.baixaki.com.br>.
Acesso em: 29 fev. 2012.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do

chdo é melhor representada por:
A) Q
B) <

Q) O
'@

E)
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Frente C

04.

05.

Méddulo 18

(Enem) Se pudéssemos reunir em esferas toda a agua
do planeta, os diametros delas seriam:

Q

Toda a agua do planeta
1,39 bilhdo de km?3

1 385 km
Agua doce do planeta
35,03 milhdes de km?3
406 km
g Agua doce subterranea
10,53 milhGes de km3
272 km

Agua doce superficial
104,59 mil de km3

~

58 km

Guia do Estudante: Atualidades e Vestibulares + ENEM.
Abril: Sdo Paulo, 2009.

A razdo entre o volume da esfera que corresponde a agua
doce superficial e o volume da esfera que corresponde a
agua doce do planeta é:

1 1 136
A) 343 Q) 7 B) 203
L 29
B) 29 D) 136

(Enem) Em um casamento, os donos da festa serviam
champanhe aos seus convidados em tagas com formato de
um hemisfério (figura 1), porém, um acidente na cozinha
culminou na quebra de grande parte desses recipientes.
Para substituir as tagas quebradas, utilizou-se um outro
tipo com formato de cone (figura 2). No entanto, os noivos
solicitaram que o volume de champanhe nos dois tipos
de tagas fosse igual.

R=3cm
T
—— \g =/
Figura 1 Figura 2

Colecao 6V

Considere: V, inR3 eV, larRZh .

Esfera — 3 Cone — 3

Sabendo que a taga com o formato de hemisfério é servida
completamente cheia, a altura do volume de champanhe
que deve ser colocado na outra taga, em centimetros, é de

A) 1,33. C) 12,00. E) 113,04.
B) 6,00. D) 56,52.
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MATEMATICA

Caderno Extra

MODULO 15

LOGARITMOS

01.

02.

03.

04.

(UFMG) Para todo x > 0 e todo y > 0, a afirmativa
correta é:

A) log (x +y) =log x + log y

B) Iongy = log x 06.

C) x log x = log x?
1 _

D) log = = -log x
X

E) (log x?)3 = log x®

(FGV-SP) Admitindo-se os valores: log 2 = 0,30 e 07.
log 3 = 0,48, a equagdo 4* = 12 terd uma raiz

A) negativa.

B) superior a 2.

C) inteira.

D) inferior a 3.

E) imaginaria.

08.

(Cesgranrio) A expressao |log (5.log 100)|? vale
A) 50.

B) 25.

C) 1e6.

D) 4.

E) 1.
) 09.

(UECE) Se k = log, (6 + y/35), entdo 5 + 5 & igual a
A) 6.

B) 8.

c) 12.

D) 16.

E) 11 + /35.

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 3

FRENTE

(Vunesp) Considere os seguintes nimeros reais:

V2

a= b=logs 2 c=log, -~

3
Entdo:

A) c<a<b

B) a<b<c

C) c<b<a

D) a<c<b

E) b<a<c
(Mackenzie-SP) Se log, X + log, 1 = -1, entdo
X

log, x é igual a

A) c) -1. E) -2.

B) D) 1.

NIk NP

log8

Iogl
8

(UFTM-MG) O valor de é igual a:
A) 6.log 2

B) log 2

)1

D) 0

E) -1

(Mackenzie-SP) Se 2™ = 3, entdo log, 54 € igual a:
A) 2m + 3

B) 3m + 1

C) 6m

D) m+ 6

E) m+3

(Fatec-SP) Se M é o menor numero inteiro solugdo da

2 , entdo log, M é igual a

=x+1
inequacgao | —
S

3
A) 0.
B) 1.
c) 2.
D) 3.
E) 4.

Bernoulli Sistema de Ensino 3
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Frente A

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(UFOP-MG) O conjunto solugcdo da equacéo
22.|og2\/§zx

A) {1, 2}
B) {-1}
C) {23
D) @

é:

(Unicamp-SP) Seja f: (2, +0) — R a fungado definida por

f(x) = log, x + log; (x - 2). Assinale a Unica alternativa
2 2

que corresponde a solugdo da equagéo f(x) = 1.

A)1+§ C)z+§ E) 3+/6
B)1—§ D) 1+ 2/6

(Unicamp-SP) Calcule o valor da expressdao a seguir,
em que n € um numero inteiro, n > 2. Ao fazer o calculo,
vocé vera que esse valor é um nimero que ndo depende de n.

E =log, (Iogn \/ﬁ)

(FUVEST-SP) Seja x = 2!°%°, Sabendo que log,,2 é
aproximadamente igual a 0,30103, pode-se afirmar que
0 numero de algarismos de x é

A) 300. C) 302.
B) 301. D) 1 000.

E) 2 000.

(FUVEST-SP) Sejam x e y nimeros positivos. A igualdade
log (x +y) =log x + log y é verdadeira se, e somente se:
A) x=2ey=2

5 5
B) x==>Z1=e = =
) x=Zey=>
C) x=y
D) xy=1
E) l+l=1
Xy

(UFV-MG) A altura, em metros, de um individuo de
uma determinada etnia pode ser modelada pela fungao

1,8
Hit)= ———°
(t) 1+(2,6).100% "

esse modelo e considerando log2 =0,3elog 13 =1,1,

em que t é dado em anos. Usando

em que log representa o logaritmo decimal, é correto
afirmar que o tempo minimo necessario, em anos,
para que um individuo dessa etnia atinja 1,2 metro é
A) 7.

B) 6,5.

C) 7,5.

D) 8.

Colecao 6V - Caderno Extra
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16.

17.

18.

(FUVEST-SP) Pressionando a tecla “Log” de uma calculadora,
aparece, no visor, o logaritmo decimal do nimero que
estava antes no visor. Digita-se inicialmente o nimero
88 888 888 (oito oitos). Quantas vezes a tecla “Log”
precisa ser pressionada para que aparega mensagem
de erro?

A) 2
B) 4
C) 6
D) 8
E) 10

(Mackenzie-SP) Se a, b e c sdo reais positivos tais que
a+b+c=1, entdo:

A) loga >0

B) log a.logb.logc< 0

C) loga+logb>0

D) loga+logb +logc=0

E) logb.logc <0

(UFMG) Em uma danceteria, hd um aparelho com varias

caixas de som iguais. Quando uma dessas caixas € ligada

no volume maximo, o nivel R de ruido continuo é de

95 dB. Sabe-se que:

I. R =120 + 10.log,;, I, em que I_ é a intensidade
sonora, dada em watt/m?;

II. a intensidade sonora I, é proporcional ao nimero
de caixas ligadas.

Seja N o maior nimero dessas caixas de som que podem
ser ligadas, simultaneamente, sem que se atinja o nivel de
115 dB, que é o maximo suportavel pelo ouvido humano.
Entdo, é correto afirmar que N é

A) menor ou igual a 25.
B) maior que 25 e menor ou igual a 50.
C) maior que 50 e menor ou igual a 75.

D) maior que 75 e menor ou igual a 100.

GABARITO

01. D 10. C
02. D 11. A
03. E 12. -2
04. E 13. C
05. A 14. E
06. D 15. A
07. E 16. B
08. B 17. B
09. C 18. D
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FUNCAO LOGARITMICA

01.

04.

05.

(UFSCar-SP) A altura média do tronco de certa espécie
de arvore, que se destina a produgdo de madeira, evolui,
desde que é plantada, segundo o seguinte modelo
matematico: h(t) = 1,5 + log, (t + 1), com h(t) em
metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi cortada
quando seu tronco atingiu 3,5 m de altura, o tempo
(em anos) transcorrido do momento da plantagdo até
o do corte foi de:
A) 9.

B) 8.

C) s.
D) 4.

E) 2.

(UFJF-MG) Considere a fungdo f: R — R, definida por
f(x) = log,, (x2 - 6x + 10). Ent&o, o valor de f(6) - f(-2) é:
A) 26 01 E) 1 + log,,

26

5
B) log,, 26 D) log,, 13

(Fatec-SP) Na figura a seguir, estad representada
a fungdo real f, dada por f(x) = log, x, para todo x > 0.

De acordo com os dados da figura, é correto concluir
que a area do trapézio ABCO, em unidades de
superficie, é:
A) 4.

B) 4,5.

C) 5.
D) 5,5.

E) 6.

(FGV-SP) O numero de solugGes da equacgédo
2x -4 =log, (x + 4) é:

A) 0. c) 2.
B) 1. D) 3.

E) 4.

(Mackenzie-SP) A figura mostra os esbogos dos graficos
das fungdes f(x) = 2% e g(x) = log, (x + 1).

B-/
_/A

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 5

06.

07.

08.

Caderno Extra

A area do tridngulo ABC é:

1 5 3
A B2 02 D3 E)

Wl

(PUC Minas) Na figura, os pontos A e B pertencem ao
grafico da fungdo y = log, x. A medida da area do trapézio
de vértices A, B, (4, 0) e (8, 0) é cinco vezes a medida
da area do tridngulo de vértices A, (4, 0) e (m, 0).
Entdo, o valor de m é:

y

A) O.
B) 1.

C) 2.
D) 3.

(UNIFESP) A figura representa os graficos das fungGes

f(x) = log,, x e g(x) = x> - 2x.
y 9(x)

f(x)

Pode-se afirmar que a equagdo x? - 2x = log,; X
A) ndo tem solugdo.

B) tem somente uma solugdo.

C) tem duas solugbes positivas.

D) tem duas solugdes cujo produto € negativo.

E) tem duas solugBes cujo produto é nulo.

(Unimontes-MG) O esbogo que melhor representa o

logx -y >0 &

conjunto solugdo do sistema de inequagdes
logx+y =0

A) y A v

<<
(&)
-
<T
=
Ll
-
<
=

(0] (0] X
B) vy D) vy
F X (0] X

Bernoulli Sistema de Ensino 5
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Frente A

09.

10.

11.

(UFSCar-SP) A curva a seguir indica a representagao
gréfica da fungdo f(x) = log, X, sendo D e E dois dos
seus pontos.

y D
/?(X) = log, x

Se os pontos A e B tém coordenadas respectivamente
iguais a (k, 0) e (4, 0), com k real e k > 1, a area
do triangulo CDE serd igual a 20% da area do trapézio
ABDE quando k for igual a:

A) 3h D) 242
B) V2 E) 342
Cc) 232

(Mackenzie-SP) A figura mostra o esbogo do grafico da fungdo
f(x) = log, (x + b). A &rea do reténgulo assinalado é:

Y

1

wlo

A) 1.

1
B) .

3
Q 7.
D) 2.
5

(UFU-MG) O conjunto solugdo da inequacgéao
log, (3 - x) - log, (2x + 1) = 1, no conjunto dos nimeros
reais, é:

A) {XER' —<x<1}
5
1
{X€R|X<—70UX> }
5
1
Q) {X€R|X<3OUX>—E}

D) XE]Rl——<x<3}

Colecao 6V - Caderno Extra
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12.

13.

14.

(FUVEST-SP) A curva da figura a seguir representa o
grafico da fungdo y = log,, x, para x > 0. Assim, a area
da regido sombreada, formada pelos dois retangulos, é:

Yy

A) log,, 2
B) log,, 3
C) log,, 4
D) log,, 5
E) log,, 6
(Mackenzie-SP) Na figura, temos o esbogo do

gréfico da fungdo definida por y = log,, ,, (x - b).

O valor de 2 é:
b

y
2]

A) 2.
B) 3.
C) 4.
D) 5.
E) 6.

(UFJF-MG) A seguir, encontra-se representado o grafico de
uma fungdo f: R —» R, f(x) = @, em que a > 0.

.

Yo

0 g  x

De acordo com as informagbes apresentadas, podemos
afirmar que:

A) a>1lelog, iy, =0
B) 0<a<1lelog, ¥y, =2
Q) 0<a<1e|oga%/§l;=g_
D) a>1elog, ¥y, = &

E) 0<a<1elog,y, =24

24/03/2021
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15. (UFIF-MG) Na figura a seguir, encontram-se representados
o grafico da fungdo f: ]0, «[ » R, definida por
f(x) = log, x, e o poligono ABCD. Os pontos A, C e D
estdo sobre o grafico de f. Os pontos A e B estdo
sobre o eixo das abscissas. O ponto C tem ordenada 2,
o ponto D tem abscissa 2 e BC é perpendicular ao eixo
das abscissas.

Sabendo que os eixos estdo graduados em centimetros,
a area do poligono ABCD é

A) 2,5 cm?2. C) 3,5 cm>2.
B) 3 cm?. D) 4 cm?.

E) 4,5 cm?.

16. (FGV-SP) O gréfico que representa uma fungdo logaritmica
do tipo f(x) = 2 + a log (bx), com a e b reais, passa

1)

Esse grafico cruza o eixo x em um ponto de abscissa:

pelos pontos de coordenadas (i 6]
50'

ay Y0 ) 14 ) V10 py 7 g IO
4 25 5 10 4

GABARITO

01. B 05. C 09. C 13. B
02. D 06. C 10. B 14. C
03. E 07. C 11. A 15. C
04. C 08. A 12. A 16. C

PRINCiPIO FUNDAMENTAL
DA CONTAGEM E ARRANJOS

01. (Mackenzie-SP) Os numeros pares com 4 algarismos
distintos, que podemos obter com os elementos do
conjunto {0; 3; 4; 5; 6; 7; 8}, sdo em numero de:

A) 6°

B) 420
C) 5.6?
D) 5. 43
E) 380

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 7

02.

03.

04.

05.

06.

Caderno Extra

(FUVEST-SP) Num programa transmitido diariamente,
uma emissora de radio toca sempre as mesmas
10 musicas, mas nunca na mesma ordem. Para esgotar
todas as possiveis sequéncias dessas musicas serdo
necessarios, aproximadamente:

A) 100 dias. D) 10 séculos.
B) 10 anos. E) 100 séculos.
C) 1 século.

(UFPE) Uma prova de Matematica é constituida de
16 questdes do tipo multipla escolha, tendo cada questdo
5 alternativas distintas. Se todas as 16 questdes forem
respondidas ao acaso, o nimero de maneiras distintas
de se preencher o cartdo de respostas sera:

A) 80 D) 161
B) 16° E) 5
C) 5%

7

<<
(&)
-
<<
=
Ll
-
<
=

(FUVEST-SP) Uma caixa eletronica de banco sé trabalha
com notas de 5 e 10 reais. Um usuario deseja fazer um
saque de R$ 100,00. De quantas maneiras diferentes a
caixa eletrOnica podera fazer esse pagamento?

A) 5 C) 11 E) 20
B) 6 D) 15

(UFPE) Na figura a seguir, temos um esbogo de parte
do centro da cidade do Recife com suas pontes.
As setas indicam o sentido do fluxo de trafego de veiculos.
De quantas maneiras, utilizando apenas o esbogo, podera
uma pessoa ir de carro do ponto A ao ponto B (marco zero)
e retornar ao ponto de partida passando exatamente por
trés pontes distintas?

A) 8 c) 17
B) 13 D) 18

(Mackenzie-SP) Cada um dos circulos da figura a seguir
devera ser pintado com uma cor, escolhida entre quatro
disponiveis. Sabendo que dois circulos consecutivos nunca
serdo pintados com a mesma cor, entdo, o nimero de
formas de se pintar os circulos é:

1000000 0N

A) 74 E) 2916

B) 7!.4!

c) 3.7
D) 4

Bernoulli Sistema de Ensino 7
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Frente A

07.

08.

09.

10.

11.

12,

(UECE) A quantidade de numeros inteiros positivos
menores que 400 que podemos formar, utilizando
somente os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, de modo que ndo
figurem algarismos repetidos, é

(UFU-MG) Com os algarismos do conjunto {2, 3,4, 6, 7, 8,9}
serdo formados nimeros pares de trés algarismos
distintos e maiores que 400. A quantidade de nimeros
assim formados é:

A) 15.
B) 60.

C) 8s.
D) 90.

E) 95.

(UFJF-MG) Uma empresa fornece a seus funcionarios
um cartdo de acesso ao seu escritorio e uma senha,
que é um numero com 4 algarismos, escolhidos entre os
elementos do conjunto {1, 2, 3, 4}. Nao sdo admitidas
senhas em que um mesmo algarismo aparega 3 vezes
ou mais. Qual é o nimero maximo de senhas desse tipo
que poderao ser oferecidas pela empresa?

C) 240
D) 252

A) 204 E) 256

B) 208

(UFU-MG) A prova de um concurso é composta somente
de 10 questdes de multipla escolha, com as alternativas
A, B, C e D por questdo. Sabendo-se que, no gabarito
da prova, ndo aparece a letra A e que a letra D
aparece apenas uma vez, quantos sdo os gabaritos
possiveis de ocorrer?

A) 410
B) 2t

c) 20
D) 10.2°

(UFU-MG) Considere nove barras de metal que medem,
respectivamente: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9 metros.
Quantas combinagdes de cinco barras, ordenadas em ordem
crescente de comprimento, podem ser feitas de tal forma
que a barra de 5 metros ocupe sempre a quarta posi¢do?

A) 32 C) 20 E) 120
B) 16 D) 18
No quadro a seguir:
L
L I
L I N
L I N E
L N E A
L I N E A R

De quantos modos é possivel formar a palavra LINEAR
partindo de um L e indo sempre para a direita ou para
baixo?

8 Colecao 6V - Caderno Extra
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13.

14.

15.

16.

17.

Formados e dispostos em ordem crescente todos os
nimeros que se obtém permutando os algarismos
3,5, 67,9, o niumero 7 953 ocupa a n-ésima posigéo.
O valor de n é:
A) 18.
B) 16.

C) 17.
D) 19.

E) 20.

(PUC Minas) Cada um dos participantes de uma corrida
de bicicleta é identificado por meio de um numero,
multiplo de cinco, formado por trés algarismos.
O algarismo das centenas é tirado do conjunto
A = {1, 2, 3, 4} e os demais pertencem ao conjunto
B ={0, 5,6, 7,8, 9}. O nilmero maximo de ciclistas
participantes dessa corrida é:

A) 40. C) 120.

B) 48. D) 144.

(UFMG) Nas filas compostas das n pessoas A, A,, ... | A,
nenhuma das pessoas A, ou A, ficard nas extremidades.
Determine o nimero de filas que poderdo ser formadas

com essa condigao.

(ITA-SP) Determine quantos numeros de 3 algarismos
podem ser formados com 1, 2, 3,4, 5, 6 e 7, satisfazendo
a seguinte regra: o niumero ndo pode ter algarismos
repetidos, exceto quando iniciar com 1 ou 2, caso em
que o 7 (e apenas 0 7) pode aparecer mais de uma vez.
Assinale o resultado obtido.

A) 204
B) 206

C) 208
D) 210

E) 212

(IME-RJ) O sistema de seguranga de uma casa utiliza
um teclado numérico, conforme ilustrado na figura.
Um ladrdo observa de longe e percebe que:

1. a senha utilizada possui 4 digitos;

II. o primeiro e o ultimo digitos encontram-se numa
mesma linha;

I11. o segundo e o terceiro digitos encontram-se na linha
imediatamente superior.

Calcule o nimero de senhas que deverdo ser
experimentadas pelo ladrdo para que, com certeza,
ele consiga entrar na casa.

elc)
UEE
@EE
O

Teclado numérico
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GABARITO

01. B 10. D
02. E 11. B

03. E 12. 32

04. C 13. A

05. C 14. B

06. E 15. (n2-5n + 6)(n - 2)!
07. 61 16. E

08. C 17. 171

09. A

MODULO 18

PERMUTACOES

01. (Unimontes-MG) Quantos dos anagramas da palavra
PINGA comegam com a letra G?

A) 120
B) 6
C) 5
D) 24

02. (PUC-Campinas-SP) O nimero de anagramas da palavra
EXPLODIR, nos quais as vogais aparecem juntas, é:

A) 360. D) 1 440.
B) 720. E) 4 320.
C) 2 160.

03. (UFU-MG) De quantas maneiras trés maes e seus respectivos
trés filhos podem ocupar uma fila com seis cadeiras,
de modo que cada mae se sente junto de seu filho?

A) 6 D) 36
B) 18 E) 48
C) 12

04. (UFF-RJ) Com as letras da palavra PROVA, podem
ser escritos x anagramas que comegam por vogal
ey anagramas que comegam e terminam por consoante.

Os valores de x e y sdo, respectivamente:
A) 48 e 36.
B) 48 e 72.
C) 72 e 36.
D) 24 e 36.
E) 72 e 24.

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 9

05.

06.

07.

08.

09.

Caderno Extra

(UEL-PR) Considere todos os nimeros inteiros positivos
que podem ser escritos permutando-se os algarismos
do numero 2 341. Quantos dos numeros considerados
sao menores que 2 341?

A) 9 D) 84
B) 15 E) 120
c) 27

(UFAL) Traipu é um municipio alagoano situado préximo as
margens do Rio Sdo Francisco com populacdo aproximada

de 24 000 habitantes. Considerando as letras da palavra <

(&)
TRAIPU, o nimero de anagramas em que as vogais nunca =
aparecem juntas é: ;

L
A) 696. D) 576. —

<
B) 684. E) 144, =
C) 600.

(UFJF-MG) Cinco amigos vao viajar utilizando um carro
com cinco lugares. Sabendo-se que apenas dois deles
podem dirigir, o nimero de maneiras que os cinco amigos

podem se acomodar para viagem é:

A) 12. C) 48.

B) 24. D) 120.

(UNIRIO-RJ) Uma familia formada por 3 adultos e
2 criangas vai viajar num automoével de 5 lugares, sendo
2 na frente e 3 atras. Sabendo-se que sé 2 pessoas
podem dirigir e que as criangas devem ir atras e na janela,
o numero total de maneiras diferentes através das quais
essas 5 pessoas podem ser posicionadas, ndo permitindo

criangas irem no colo de ninguém, é igual a:

A) 120. D) 24.
B) 96. E) 8.
C) 48.

(UFPR) Um grupo de 8 pessoas vai entrar em um
veiculo no qual existem 3 lugares voltados para tras e
5 lugares voltados para frente. No grupo, ha 2 pessoas
que preferem bancos voltados para tras, 3 pessoas
que preferem bancos voltados para frente, e as demais
ndo tém preferéncia. O nimero de possibilidades para
a ocupacao dos lugares pelas 8 pessoas é:

01. 2 160, se forem respeitadas as preferéncias.

02. 40 320, se ndo forem consideradas as preferéncias.
08. 720, se forem respeitadas as preferéncias.

16. 20 160, se ndo forem consideradas as preferéncias.
32. 180, se forem respeitadas as preferéncias.

Soma ()

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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Frente A

10.

11.

12,

13.

14.

(FUVEST-SP) A figura a seguir representa parte do mapa
de uma cidade, em que estdo assinalados as casas de
Jodo (A), de Maria (B), a escola (C) e um possivel caminho
que Jodo percorre para, passando pela casa de Maria,
chegar a escola. Qual é o nimero total de caminhos
distintos que Jodo podera percorrer, caminhando somente
para o norte ou para o leste, para ir de sua casa a escola,
passando pela casa de Maria?

L

\

\ 4
Y

Y

(UFF-RJ) Trés ingleses, quatro americanos e cinco
franceses serdao dispostos em fila (dispostos em linha
reta), de modo que as pessoas de mesma nacionalidade
estejam sempre juntas. De quantas maneiras distintas a
fila podera ser formada de modo que o primeiro da fila
seja um francés?

(ITA-SP) O numero de anagramas da palavra
VESTIBULANDO que ndo apresentam as cinco vogais

juntas é:

A) 12! D) 12! - 8!
B) 8!.5! E) 12! - 71.5!
C) 12! - 81.5!

(FGV-SP) José quer dispor 8 CDs numa disqueteira tipo
torre de 8 lugares. Sdo 5 CDs de diferentes bandas de
rock, além de 3 outros de jazz, de bandas distintas.
De quantos modos eles podem ser dispostos, de maneira
que tanto os CDs de rock quanto os de jazz estejam numa
determinada ordem, podendo estar misturados os CDs
dos dois tipos de musica?

A) 336 D) 6 720
B) 20 160 E) 40 320
C) 56

(FUVEST-SP) Com as 6 letras da palavra FUVEST, podem
ser formadas 6! = 720 “palavras” (anagramas) de
6 letras distintas cada uma. Se essas “palavras” forem
colocadas em ordem alfabética, como num dicionario,
a 2502 “palavra” comegara com:

A) EV D) SE
B) FU E) SF
C) FV

Colecao 6V - Caderno Extra
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15.

16.

17.

(Unioeste-PR) Para desafiar seus alunos, um professor
solicitou que efetuassem todas as permutagGes possiveis
sem repetigdes com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, para
formar nimeros de 5 algarismos. Colocando os niimeros
obtidos em ordem crescente, o lugar ocupado pelo
numero 34 512 é o

A) 740,
B) 580.
C) 830,
D) 65°.
E) 590.

(ITA-SP) Se colocarmos em ordem crescente todos os
numeros de 5 (cinco) algarismos distintos, obtidos com
1, 3,4, 6e7,aposicdo do nimero 61 473 sera:

A) 760,

B) 78°.

C) 80°.

D) 829,

E) N.d.a.

(FUVEST-SP) Um lotagdao possui trés bancos para
passageiros, cada um com trés lugares, e deve transportar
os trés membros da familia Sousa, o casal Lucia e Mauro
e mais quatro pessoas. Além disso:

1. A familia Sousa quer ocupar um mesmo banco.

2. Lucia e Mauro querem sentar-se lado a lado.
Nessas condicbes, o nimero de maneiras distintas de
dispor os nove passageiros no lotacdo ¢é igual a:

A) 928.

B) 1152.

C) 1828.

D) 2 412.

E) 3 456.

GABARITO

01. D 11. 34 560 maneiras
02. E 12, €

03. E 13. C

04. A 14. D

05. A 15. D

06. D 16. A

07. C 17. E

08. E

09. Soma = 03

10. 150
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MATEM

’

Caderno Extra

MODULO 15

POSICOES RELATIVAS E
DISTANCIA DE PONTO A RETA

01.

02.

(Vunesp) Duas plantas de mesma espécie, A e B, que
nasceram no mesmo dia, foram tratadas desde o inicio
com adubos diferentes. Um boténico mediu todos os
dias o crescimento, em centimetros, dessas plantas.
Apds 10 dias de observacdo, ele notou que o grafico que
representa o crescimento da planta A é uma reta passando
por (2, 3) e 0 que representa o crescimento da planta B
24x — x? .
12
Um esbogo desses gréficos estd apresentado na figura.

pode ser descrito pela lei matematica y =

~Y Planta A
[92]
(o]
ju.
© Planta B
£
=
c
Q
S
©
ENY Y4
< V.
o 2 X (dias)
Determine:

A) A equagdo da reta.

B) O dia em que as plantas A e B atingiram a mesma
altura e qual foi essa altura.

(ITA-SP) Dados os pontos A(0O, 8), B(-4, 0) e C(4, 0),
sejam r e s asretas taisque A, B e r, B, C € s. Considere P,
e P, os pés das retas perpendiculares tragadas de P(5, 3)
as retas r e s, respectivamente. Entdo, a equagdo da reta
que passa por P, e P, é:

A) y+x=5

B) y+2x=5

C) 3y-x=15

D) x+y=2

E) N.d.a.

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 11

03.

04.

FRENTE

TICA

(CEFET-PR) Considere as retas r: 4x —= 3y + 17 =0 e
s:4x - 3y - 8 = 0. Adistanciaentreres é

A) 17,

B) 2.

C) 50.
D) 25.
E) 5.

(Uneb-BA) Pretende-se construir uma estagdo em uma
via férrea que passa entre um vilarejo e uma praia.
Para evitar animosidades entre os habitantes das duas
localidades, a estacao deve ser localizada de modo que
esteja equidistante de ambas, conforme ilustra a figura.
Equacionando o problema, introduz-se um sistema
de coordenadas cartesianas xOy, em que o vilarejo
corresponde ao ponto V = (0, 7), a praia é aproximada
pela reta de equagdo x + y + 9 = 0 - tracejada na figura
-, a linha férrea corresponde ao eixo das abscissas e a
localizagdo da estagdo, a determinar, ao ponto E = (x,, 0).

Yy
Vilarej
Estagao
\\V|a férrea E = (x,, 0)

X+y+9=0"\
" Praia

N
N

Com base nessas suposigbes e sabendo que a distancia
do ponto E a praia é dada por 7.\x0 +9], julgue os
itens seguintes:

() Areta que passa pelo ponto E é perpendicular a praia
e tem declividade igual a 1.

() Ha duas localizagbes possiveis para a construgdo da
estacgdo.

( )Uma estrada em linha reta ligando a estagdo ao
vilarejo seria paralela a praia.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente B

12

05. (ITA-SP) Considere a reta r mediatriz do segmento cujos
extremos sdo os pontos em que areta2x -3y + 7 =0
intercepta os eixos coordenados. Entdo, a distancia do
ponto (%, %) aretaré:

A 5V3 Dy 243
2 7
4 2
B) 2 E) 2
Vi3 V3
C) 313

GABARITO

01. A) y=%x
B) x=6ey=9

02. A

03. E

04. VVF

05. B

AREAS E TEORIA ANGULAR

01. (FGV-SP) A representacdo grafica da sentenca

IX] + |y] <5 é:
A)

02. (Fuvest-SP) Seja S a regido do plano cartesiano
representada pelo tridangulo ABC e seu interior. Determine
um sistema de inequagdes que caracterize os pontos (X, y)

pertencentes a S.

Colecao 6V - Caderno Extra
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03.

04.

05.

(UFES) A regido triangular sombreada a seguir pode ser
descrita como o conjunto solugdo de:

y
44
3_
24
1_-
o] 1 2 3 4 «x
4y +3x <12 4y +3x > 12
A) jy+4x<4 D) {y+4x>4
y=>0 y=>0
4y +3x <12 4y +3x <12
B) {y+4x>4 E) jy+4x<4
y=0 y<O0
4y +3x 212
C) jy+4x<4
y>0

(UFPE) Considere os seguintes sistemas de inequagdes:

y<1
y>(1+\/§)x—2 e S, =
y>—(1+«/§)x—2

Assinale a alternativa cuja area sombreada do grafico
representa S, U S,.

A) y D) y

y>-1

S, = y<(1+\/§)x+2

y<—(1+«/§)x+2

E) y

X

(Unicamp-SP) Determine a area do triangulo formado
pelasretasy=1,y=2x-5ex-2y+5=0.

24/03/2021
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06.

GABARITO

01. C

02. (3x+2y+4 >0
3x-2y-4 > 0
y <1

03. B
04. A

05. 12 07.

MODULO 17

ESTUDO ANALITICO DA
CIRCUNFERENCIA

01.

02.

03.

04.

05.

A) sempre existe um ponto comum as trés circunferéncias.

08.

(UFES) Uma circunferéncia com centro no ponto
P = (a, b) passa pelo ponto Q = (-a, b). O raio dessa
circunferéncia é:

09.

A) Jal+ b2 D) 2|a|
B) |a| E) 2|b]
C) Ib]

(UFMG) Determine a equacdo da circunferéncia na qual
os pontos A = (2, -/3) e B = (0, y/3) sdo diametralmente
opostos.

(UEL-PR) Considere os pontos A(0, 0), B(2, 3) e C(4, 1).
O segmento BC é um didmetro da circunferéncia de
equagao:

A) x2+y?+6x+4y+11=0

B) x2+y?-6x-4y +11=0
C) x2+y?-4x+9y +11 =0
D) xX2+y?-6x-4y+9=0
E) *+y-4x-9y+9=0

(Fuvest-SP) Com relagdo a trés circunferéncias no plano,

com centros ndo colineares, podemos afirmar que:

10.

B) existe, no maximo, um ponto comum as trés
circunferéncias.

C) podem existir dois pontos comuns as trés
circunferéncias.

D) nunca existe ponto comum as trés circunferéncias.

E) existem exatamente trés pontos comuns as trés
circunferéncias.

(Udesc) Determine a equagao da circunferéncia que passa
pelos pontos A(5, 5), B(-3, 1) e C(2, -4).

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 13

Caderno Extra

(FUVEST-SP) Considere o triangulo ABC, em que
A = (0, 4), B = (2, 3) e Cé um ponto qualquer da
circunferéncia x2 + y2 = 5. A abscissa do ponto C que
torna a area do triangulo ABC a menor possivel é:

A) -1. C) 1. E)

Hlw

B) - D) 2.

3
>

(Unicamp-SP)

A) Identifique as circunferéncias de equagdes x2 + y2 = X
e x2 + y? =y, calculando o raio e o centro das mesmas.
Esboce seus graficos.

B) Determine os pontos de intersegdo dessas circunferéncias
e mostre que as retas a elas tangentes em cada um
desses pontos sdo perpendiculares entre si.

7

<<
O
fu
<<
=
Ll
-
<
=

(Vunesp) Considere o quadrado de lados paralelos aos eixos
coordenados e circunscrito a circunferéncia de equagao
x2 + y2 - 6x — 4y + 12 = 0. Determine as equagles das
retas que contém as diagonais desse quadrado.

(FUVEST-SP) Um pirata enterrou um tesouro numa ilha e
deixou um mapa com as seguintes indicagdes: o tesouro
estd enterrado num ponto da linha reta entre os dois
rochedos; estd a mais de 50 m do pogo e a menos de
20 m do rio (cujo leito é reto).

Y Rio
Pogo —

40 m

[ Rochedo 2 <

[€——>
Rochedo 177 | D
;4— 100 m —*:

20/m

A) Descreva, usando equagdes e inequagdes, as
indicagdes deixadas pelo pirata, utilizando para isto
o sistema de coordenadas mostrado na figura.

B) Determine o menor intervalo ao qual pertence a
coordenada x do ponto (x, 0), em que o tesouro esta
enterrado.

(Unicamp-SP) Os ciclistas A e B partem do ponto P(-1, 1) no
mesmo instante e com velocidades de mddulos constantes.
O ciclista A segue a trajetoria descrita pela equagdo
4y - 3x - 7 = 0 e o ciclista B, a trajetéria descrita pela
equacgdo x2 + y? - 6x — 8y = 0. As trajetodrias estdo no mesmo
plano e a unidade de medida de comprimento é o km.
Pergunta-se:

A) Quais as coordenadas do ponto Q, distinto de P,
em que haverd cruzamento das duas trajetérias?

B) Se a velocidade do ciclista A for de 20 km/h,
qual devera ser a velocidade do ciclista B para que
cheguem no mesmo instante ao ponto Q?

13
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Frente B

(x+1)

Y
_b
GABARITO =3
01. D (-1, 0)§><
02. (x-12+y>=4 o) >
03. B /\J
x2+y2=1

04. B

05. x2+y?2-4x-2y-20=0
06. C

07. A) Observe a figura:

02. (UFMG) Considere a circunferéncia C de centro (2, 0)
e raio 3, e o ponto M = (3, 2/2). Determine os pontos

Y de intersecdo da reta tangente a C em M com os eixos
2 coordenados.
5 P

1] 2

2 Ay 03. (UFMG) Uma reta contendo a origem é tangente as

circunferéncias (x + 2)2+ (y +2)2=1e(x-3)2+ (y-3)?=R2.

0 % X Determine o valor de R.
04. (UFMG) Sejam r e s as retas de equagbes y = 2x - 1
C (1 0] ey = 2x + 3, respectivamente.
1 ’
Lix2+y?=x 2 A) Determine a equagdo da reta que passa pelo ponto
r, :% (0, 3) e é perpendicular a r.
B) Determine a equagdo da circunferéncia que passa
e (0 lj pelo ponto (0, 3) e tangencia as retas r e s.
2 ’ 5

Ay X2+ y2=
2 T YR =X 05. (UERJ) Observe as regides sombreadas do plano

1
175 cartesiano, que correspondem aos pontos que satisfazem

o sistema de inequagdes a seguir:
B) Um dos pontos de intersegdo é (0, 0), e as

retas tangentes as respectivas circunferéncias
por esse ponto sdo x = 0 e y = O,
que sdo perpendiculares. O outro ponto

de intersegdo é (1, 1) , e as retas tangentes ysx+1
2°2 Y > X
as respectivas circunferéncias por esse ponto x> + y2 <4
= 1 1 = dicul Xy <0
sdoy = = e x = =, que sao perpendiculares. _
2 2 Unidades em cm
08. y=x-1ley=-x+5 Calcules

09. A) 0<x < 120;
y=0;
X2 + (y - 40)2 > 502;
|x -y - 20| < 20/2

B) 30 < x < 20(1 + /2) GABARITO

A) o angulo formado entre as retas r e s.
B) a area total das regides sombreadas.

10. A (7.7) a-b> 2ab
B) 10z km/h 01. P(-1, 0)ePz[Wrmj
MODULO 18 o o5
3
03. 2
04. A) y=-3+3

POSICOES RELATIVAS A o
CIRCUNFERENCIA o) (&) +(v-3) -1
05. A) 90°

01. (UFLA-MG) Obtenha, em fungdo de a e b, as coordenadas
dos pontos de intersecdo entre a reta e a circunferéncia B) A=

a seguir:

14 Colecao 6V - Caderno Extra
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MATEMATICA

Caderno Extra

MODULO 15

CILINDROS

01.

02.

(USP) As células da bactéria Escherichia coli tém formato
cilindrico, com 8 . 107 metros de diametro. O didmetro
de um fio de cabelo é de aproximadamente 1 . 10
metros. Dividindo-se o diametro de um fio de cabelo pelo
diametro de uma célula de Escherichia coli, obtém-se,
como resultado:
A) 125

B) 250

C) 500
D) 1000

E) 8000

(FGV-SP) O gréfico que melhor representa a dependéncia
entre o volume e o raio da base de todos os cilindros que

tém 5 cm de altura é:

A) V(cm?) i

0 r(cm)
B) V(cm?)

571\

o r(em)
C) V(em?)

J

0 r(cm)
D) V(cm?)

511:

0 r(cm)
E) V(cm?)

5

o rem)

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 15

03.

04.

05.

FRENTE

(UFJF-MG) A planificagdo de um cilindro circular reto
permite fazer seu molde, a fim de poder reproduzi-lo.
O molde do cilindro circular reto é composto de

A) dois retangulos.

B) dois circulos.

C) dois retangulos e dois circulos.

D) dois reténgulos e um circulo.

E) um retangulo e dois circulos.

(UFMA) Uma padaria produz bolos de casamento no
formato indicado na figura a seguir. O bolo é composto de
3 cilindros C,, C, e C, de mesma altura. O raio do cilindro
acima é metade do raio do cilindro imediatamente abaixo.
Se o volume total do bolo é 52 500 cm?, entdo, o volume
do cilindro C,, na figura, €

A) 3500 cm?. D) 5500 cm?3.
B) 2 500 cm?®. E) 6 500 cm3.
C) 4500 cm?.

(Enem) Jodo tem uma loja onde fabrica e vende moedas
de chocolate com didmetro de 4 cm e preco de R$ 1,50
a unidade. Pedro vai a essa loja e, ap6s comer varias
moedas de chocolate, sugere ao Jodo que ele facga moedas
com 8 cm de diametro e mesma espessura e cobre
R$ 3,00 a unidade. Considerando que o prego da moeda
depende apenas da quantidade de chocolate, Jodo

A) aceita a proposta de Pedro, pois, se dobra o didmetro,
o preco também deve dobrar.

B) rejeita a proposta de Pedro, pois o prego correto seria
R$ 12,00.

C) rejeita a proposta de Pedro, pois o prego correto seria
R$ 7,50.

D) rejeita a proposta de Pedro, pois o prego correto seria
R$ 6,00.

E) rejeita a proposta de Pedro, pois o prego correto seria
R$ 4,50.

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente C

06.

07.

08.

(Unimontes-MG) Pretende-se construir duas caixas:
uma, de forma cilindrica, e outra, de forma cubica, com
a mesma altura. Sabendo-se que o contorno da base de
cada caixa tem comprimento igual a 4r cm, é correto
afirmar que

A) as duas caixas tém o mesmo volume.

B) o volume da caixa cilindrica € um tergo do volume da
caixa cubica.

C) o volume da caixa cilindrica € maior que o volume da
caixa cubica.

D) o volume da caixa cilindrica é a metade do volume
da caixa cubica.

(UEL-PR) Um fabricante de latas com formato de um
cilindro possui chapas retangulares de aluminio com as
dimensdes: 25 cm de largura por 9 cm de comprimento,
conforme a figura que segue. Ele deseja saber como
utilizar essas chapas de forma a ter maior capacidade
para as latas oriundas de tais chapas. Ele pensou em duas
formas de confeccionar essas latas: unindo o lado AD da
chapa de aluminio ao lado BC formando uma lata que
tem o formato de um cilindro circular reto C, ou unindo
o lado AB ao lado DC formando uma lata cujo formato é
um cilindro circular reto C,.

A B

o iC

25 cm—»

Com base nessas informagdes, considere as afirmativas

a seguir:

I. Aarea da superficie lateral do cilindro C, é igual a area
da superficie lateral do cilindro C,.

II. A capacidade do cilindro C, € maior que a capacidade
do cilindro C,.

III. Se o fabricante dobrar as dimensdes da chapa,
a capacidade do cilindro C, dobra.

IV. Se o fabricante dobrar as dimensGes da chapa, a area
da superficie lateral do cilindro C, dobra.

Estdo corretas apenas as afirmativas

A) Tell D) I, Il e IV.
B) Ie IIL E) II, IIl e IV.
C) Ielv.

(Enem) Certa marca de suco é vendida no mercado em
embalagens tradicionais de forma cilindrica. Relangando
a marca, o fabricante p0s a venda embalagens menores,
reduzindo a embalagem tradicional a terga parte de
sua capacidade. Por questdes operacionais, a fabrica
que fornece as embalagens manteve a mesma forma,
porém reduziu a metade o valor do raio da base da
embalagem tradicional na construgdo da nova embalagem.

Colecao 6V - Caderno Extra
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09.

10.

Para atender a solicitagdo de reducdo da capacidade, apds
a reducdo no raio, foi necessario determinar a altura da
nova embalagem. Que expressao relaciona a medida da
altura da nova embalagem de suco a com a altura da
embalagem tradicional h?

h 4h

A) a=-L D) a=2n

) a=13 ) a=—
h 4h

B =2 E il

) a=g ) a=73
2h

C) a=="

)a3

(Enem) Em muitas regides do estado do Amazonas,

o volume de madeira de uma arvore cortada é avaliado

de acordo com uma pratica dessas regides:

1. Da-se uma volta completa em torno do tronco com
um barbante.

II. O barbante é dobrado duas vezes pela ponta e, em
seguida, seu comprimento é medido com fita métrica.

—

2@ dobra

I

e
12 dobra

II1. O valor obtido com essa medida é multiplicado por
ele mesmo e depois multiplicado pelo comprimento
do tronco. Esse é o volume estimado de madeira.

Outra estimativa pode ser obtida pelo calculo formal do
volume do tronco, considerando-o um cilindro perfeito.
A diferenca entre essas medidas é praticamente
equivalente as perdas de madeira no processo de corte
para comercializagdo. Pode-se afirmar que essas perdas
sao da ordem de

A) 30%.

B) 22%.

C) 15%.

D) 12%.

E) 5%.

(UFSJ-MG) Uma maneira como antigamente se
calculava o volume de um tronco de madeira em
forma de um cilindro circular reto era a seguinte:
media-se o comprimento da circunferéncia da base;
em seguida, calculava-se a area de um quadrado
que tivesse como perimetro esse comprimento; por
ultimo, obtinha-se o volume desejado multiplicando-se
o valor dessa é&rea pela altura do tronco.
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11.

12.

13.

Sabendo-se que um certo tronco de madeira tem

12 metros de altura e que o erro ao calcular seu volume,
como antigamente, é de 2,25 metros cubicos, é correto
afirmar que, admitindo-se o arredondamento para 3 do
valor de x (pi) o volume certo desse tronco, em metros
cubicos, é igual a
A) 11,25,

B) 6,75.

c) o.
D) 8.

(CEFET-MG) O sélido S é formado pela rotagdo completa
do retangulo ABCD em torno do eixo x.

y

C 8 B

D 2 i A

-2 0 8 X
O volume de S é:
A) 550x D) 720x
B) 600x E) 780x
C) 640n

(UFG-GO) A figura a seguir representa uma seringa no
formato de um cilindro circular reto, cujo émbolo tem 20
mm de didmetro. Essa seringa estd completamente cheia
de um medicamento e é usada para injetar doses de 6
mL desse medicamento. Com base nessas informagdes,
determine quantos milimetros o émbolo se desloca no
interior da seringa ao ser injetada uma dose.

/

Embolo

(UEG-GO) Um torneiro mecanico recebeu a encomenda
de uma peca a ser confeccionada pela jungdo de uma
chapa de metal retangular com uma chapa do mesmo
metal que tem forma de um semicirculo. Além disso,
na chapa retangular, deverdao ser feitos dois furos redondos
para que a peca possa ser fixada por parafusos. Se as
dimensdes da chapa retangular sdo de 10 cm e 8 cm,
o raio do semicirculo é de 4 cm e o diametro de cada furo
é de 4 cm, sendo que cada cm? da chapa de metal pesa
15 gramas, entdo o peso de 1 000 dessas pegas prontas é
A) 1 600 quilos. C) 1 200 quilos.

B) 1 400 quilos. D) 1 000 quilos.

2021_6V_V5_MAT_EX_BOOK.indb 17

14.

15.

16.

Caderno Extra

(FGV-SP) Inclinando-se em 45° um copo cilindrico reto
de altura 15 cm e raio da base 3,6 cm, derrama-se
parte do liquido que completava totalmente o copo,

NN

conforme indica a figura:

Admitindo-se que o copo tenha sido inclinado com
movimento suave em relagdo a situacdo inicial, a menor
quantidade de liquido derramada corresponde a um
percentual do liquido contido inicialmente no copo de

A) 48%. D) 24%.
B) 36%. E) 18%.
C) 28%.

(Unicamp-SP) Um pluviémetro é um aparelho utilizado
para medir a quantidade de chuva precipitada em
determinada regido. A figura de um pluviémetro padrédo
é exibida a seguir. Nesse pluviémetro, o diametro da
abertura circular existente no topo é de 20 cm. A agua
que cai sobre a parte superior do aparelho é recolhida
em um tubo cilindrico interno. Esse tubo cilindrico tem
60 cm de altura e sua base tem 1 da area da abertura
superior do pluviometro. 10

Observagdo: a figura ndo estd em escala.

=

A) Calcule o volume do tubo cilindrico interno.

B) Supondo que, durante uma chuva, o nivel da agua
no cilindro interno subiu 2 cm, calcule o volume de
agua precipitado por essa chuva sobre um terreno
retangular com 500 m de comprimento por 300 m
de largura.

(UFC-CE) Em um contéiner de 10 m de comprimento,
8 m de largura e 6 m de altura, podemos facilmente
empilhar 12 cilindros de 1 m de raio e 10 m de altura
cada, bastando disp6-los horizontalmente, em trés
camadas de quatro cilindros cada. Porém, ao fazé-lo, um
certo volume do contéiner sobrard como espago vazio.
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Frente C

17.

18.

19.

Adotando 3,14 como aproximacdo para wm, € correto
afirmar que a capacidade volumétrica desse espacgo
vazio é

A) inferior a capacidade de um cilindro.

B) maior que a capacidade de um cilindro, mas menor
que a capacidade de dois cilindros.

20.

C) maior que a capacidade de dois cilindros, mas menor
que a capacidade de trés cilindros.

D) maior que a capacidade de trés cilindros, mas menor
que a capacidade de quatro cilindros.

E) maior que a capacidade de quatro cilindros.

(UFSCar-SP) Retirando-se um semicilindro de um
paralelepipedo reto retdngulo, obtivemos um sélido
cujas fotografias, em vista frontal e vista superior, estdo
indicadas nas figuras:

Vista frontal

Se a escala das medidas indicadas na fotografia é 1 : 100,
o volume do solido fotografado, em m3, é igual a:

A) 2(14 + 2n) D) 2(21 - 1)
B) 2(14 + n) E) 2(21 - 2n)
C) 2(14 - n)

21.

(ITA-SP) Um cilindro circular reto é seccionado por um
plano paralelo ao seu eixo. A segao fica a 5 cm do eixo e
separa, na base, um arco de 120°. Sendo de 30/3 cm?
a area da segdo plana retangular, entdo o volume da parte
menor do cilindro seccionado mede, em cm3:

A) 30r - 10/3 D) 50n - 25/3
B) 30x - 20/3 E) 1007 - 75/3
C) 20n - 10/3

(Vunesp) As arestas do cubo ABCDEFGH da figura
medem 1 m. Seja S, a parte do cubo que a face AEHD
geraria se sofresse uma rotagao de 90° em torno do DH
até coincidir com DCGH, e seja S, a parte do cubo que
a face ABFE geraria se sofresse uma rotacdao de 90° em
torno de BF até coincidir com BCGF.

A B

Colecao 6V - Caderno Extra
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Nessas condigdes:
A) Determine o volume de S, e o de S,.

B) Determine o volume de S, n'S,.

(UFMG) Nesta figura, estdo representados um tanque
cilindrico e um cilindro sélido metalico, ambos circulares
retos.

O cilindro soélido encontra-se apoiado sobre o fundo e a

lateral do tanque, que est3d, inicialmente, vazio. Sabe-se

que:

I. aaltura e oraio do tanque medem, respectivamente,
2/3me3m.

II. o ponto A pertence ao diametro CD da base do tanque.

II1. 0 angulo a = BAD mede 60°.

A) Calcule o raio do cilindro sélido metalico.

B) Calcule o volume de dgua necessario para, na situagdo
descrita, se encher completamente o tanque.

(UEL-PR) Um designer deseja projetar um recipiente para
perfume no formato da figura 1 a seguir. O recipiente é
resultado da intersecgdo de 2 cilindros iguais com 10 cm
de altura cada um, cujas bases possuem raio igual a 6 cm.
Sabe-se que o segmento de reta AB, representado na
figura 2 a seguir, une a intersecdo das circunferéncias
das bases de centros C, e C,, e passa exatamente pelo
ponto médio do segmento E E correto afirmar que o
recipiente comportard um volume igual a:

Figura 1 Figura 2

| \

\ /T

c 0/
B

A) (240r - 360,/3) cm?.
B) (240x - 180/3) cm3.
C) (120n - 1804/3) cm3.
D) (120x - 90/3) cm3.
E) (60r- 270/3) cm3.
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GABARITO

01. A
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.

®™® O ® U r» O U W m O

11.
12. 19,1 mm
13. C
14. B
15. A)

B) 300 m?

600n cm?

16. D
17. E
18. E

19. A) V, =V, =

B) (3—1) m3

20. A) r=

B) V =(18n\/§—1298njm3

agua

21. B

MODULO 16

PIRAMIDES

01.

(UFPA) Uma piramide quadrangular regular tem todas
as arestas iguais. Se a diagonal da base mede 3 cm,

entdo o volume mede, em unidades cubicas:

n 22 o) 2743 B 33
8 2 2
B) 27 D) ENE]
4 2
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02.

03.

04.

Caderno Extra

(Cesgranrio) Uma piramide quadrangular regular tem
todas as arestas iguais a x. O volume dessa piramide é:
py XN2

3
B) x3\2

6
o) X3

2
py X3

6

E) x3

(Vunesp) Seja P, uma piramide regular, cuja base € um
quadrado. Cortamos P, por um plano paralelo a base e
que dista da base a metade da altura h de P,. Seja P, a
piramide menor resultante desse corte, V, o volume de

P, e V, o volume de P,. Entdo:

A) N&o da para comparar os volumes V, e V,.
B) V,= V1

C) V, éigual a 8 vezes V,.

D)

<V2<

o<
»|<

E) <V, <

o<
N <

(Vunesp) A figura representa uma piramide com vértice
num ponto E. A base é um retangulo ABCD, e a face EAB
é um tridngulo retangulo com o angulo reto no vértice A.
A pirdmide apresenta-se cortada por um plano paralelo a
base, na altura H. Esse plano divide a pirdmide em dois
solidos: uma piramide EA'B’C'D’ e um tronco de pirémide

de altura H.

Sabendo-se que H =4 cm, AB=6cm,BC=3cmea
altura h = AE = 6 cm, determine:

A) O volume da piréamide EA'B'C'D".

B) O volume do tronco de piramide.
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Frente C

05.

06.

07.

(Cesgranrio) A figura mostra a vista de cima de uma
piramide VABCD de base retangular ABCD. A projecdo
ortogonal do vértice V, sobre o plano da base, divide a
aresta CD ao meio. Se AB = 10, BC = 5 e a altura da
pirdmide é 5, entdo o comprimento da aresta VB é:

A B

A) 20
B) 13
c)ﬂ

D) 5/2
E) 5/3

(UFRJ) Em um tanque no formato de um cubo de aresta
25 cm, contendo liguido, foi posta uma piramide P,,
de altura igual a 6 cm, com a base apoiada no fundo
do tanque. Com isso, o nivel de liquido passou de
18 cm para 19 cm.

A) Calcule o volume em cm?da piramide P,.

B) A pirdmide P, foi retirada do tanque, e o nivel de
liquido voltou ao inicial. Uma piramide P, de 30 cm de
altura, foi entdo posta no tanque, com base apoiada
no fundo, o que elevou em 2 cm o nivel de liquido.

20 cm

Determine o volume da piramide P,.

(UFOP-MG) A area total da superficie de um tetraedro
regular, cuja altura da face vale ﬂ, é:
4

A 1
B) v2

o 33
2

py V3
3

E) V6

Colecao 6V - Caderno Extra
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08.

09.

10.

11.

(UEL-PR) Considere o tronco de uma piramide regular de
bases quadradas, representado na figura a seguir:

7 X

Se as diagonais das bases medem 10y/2 cm e 4/2 cm,
a area total desse tronco, em centimetros quadrados, é

A) 168. D) 266.
B) 186. E) 284.
C) 258.

(UFF-RJ) A grande piramide de Quéops, antiga construgdo
localizada no Egito, € uma piréamide regular de base
quadrada, com 137 metros de altura. Cada face dessa
piramide é um triangulo isosceles, cuja altura relativa a
base mede 179 metros. A area da base dessa piramide,
em m?, é

A) 13 272.

B) 26 544.

C) 39 816.

D) 53 088.

E) 7 943.

(Unifor-CE) Uma piramide regular tem 6,/3 cm de altura,
e a aresta da base mede 8 cm. Se os angulos internos da
base e de todas as faces laterais dessa piramide somam
1 800°, o seu volume, em centimetros cubicos, é:

A) 576

B) 57643
C) 1728
D) 1728/3
E) 3456

(Unimontes-MG) Para fazer uma barraca, a partir de
um quadrado de centro P e lado 12 m, foram tragados
quatro triangulos isosceles e determinados os lados:
AB =CD =EF=GH = 6/§, conforme a figura a seguir:

A B
c
HL \ / =
P )
6/3 m
G D
F E |

24/03/2021
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12,

13.

14.

Recortados os lados AP, BP, CP, DP, EP, FP, GP, HP,
foi montada a barraca (piramide quadrangular).

Qual é a altura da barraca?
A) 1,2m C) 3/7m

B) 3m D) 6/3m

(UFF-RJ) Considere o cubo de vértices A, B, C, D, E, F,
G e H, representado na figura a seguir:

F G
EE——4
B[4
// ----- N y C
A D
Sabendo que a area do tridangulo DEC é g m?, calcule

o volume da piramide, cujos vértices séo D, E, G e C.

(FUVEST-SP) No cubo de aresta a mostrado na figura
adiante, X e Y sdo pontos médios das arestas AB e GH,
respectivamente. Considere a piramide de vértice F e
cuja base é o quadrilatero XCYE.

H Y G
E : A

Djeen-- L---JC
A X B

Calcule, em fungdo de a,
A) o comprimento do segmento XY.
B) a area da base da piramide.

C) o volume da piramide.

(FUVEST-SP) O tridngulo ACD ¢ isésceles de base CD e
0 segmento OA é perpendicular ao plano que contém o
triangulo OCD, conforme a figura:

A

0]
C

Sabendo-se que OA = 3, AC = 5 e sen OeD = %, entdo
a area do triangulo OCD vale:

A 1612 o) 482 £) 802
9 9 9
B) 3242 D) 6442
9 9
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(UFMG) Considere um tetraedro regular de vértices A,

B, C e D, cujas arestas medem r. Considere, ainda,

que M e N sdo pontos médios das arestas BD e CD,

respectivamente. Calcule a area do triangulo AMN.

(Vunesp) Seciona-se o cubo ABCDEFGH, cuja aresta
mede 1 m, pelo plano BDE, passando por vértices do
cubo e pelo plano 1JK, passando por pontos médios de
lados do cubo, como na figura a seguir. Calcule o volume
do tronco de piramide IJKDBE, assim formado.

C

(CEFET-MG) Na figura, tem-se um cubo, em que M e N

sdo pontos médios das arestas BC e CD, respectivamente.

E H

Sendo V, o volume da pirdmide EAMN e V_o volume do

cubo, a relagdo i é
VC

A)

|

B)

|~

1
C) =.
) 5

D)

N

E)

Wl

(UFRJ) O sdlido representado na figura é formado por
um cubo e uma pirdmide quadrangular regular, cuja
base coincide com a face superior do cubo. O vértice O
do cubo é a origem do sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas Oxyz. Os vértices P, R e O’ pertencem
respectivamente aos semieixos positivos Ox, Oy e Oz.

O vértice S tem coordenadas (2, 2, 8).
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Frente C

X

Considere o plano z = k, que divide o sélido em duas
partes de volumes iguais. Determine o valor de k.

19. (FASEH-MG-2016) Na figura, ABCD & um tetraedro cuja
altura é o segmento DB e a base é o triangulo, retangulo
em B, ABC.

D

Ae® . » C
F

0O segmento EF, com 3 cm, é perpendicular ao lado AC da
base. Além disso, BE = 11 cm e EC = 5 cm.

Se DB = 6 cm, o volume do tetraedro ABCD, em cm3,

é igual a
A) 576. C) 192.
B) 360. D) 60.

20. (UFV-MG) Para medir a altura h de uma montanha,
um topografo se posiciona em um ponto A, ao sul da
torre, e mede o angulo a = 60°, que é a elevagdo da
montanha nesse ponto. Caminhando 240 m a leste de A
e posicionando-se em um ponto B, ele mede outro angulo
de elevagdo que é B = 30°, conforme ilustra a figura a
sequir:

240 m

Calcule:
A) O valor, em graus, do angulo CAB.

B) A altura h da montanha em metros.

Colecao 6V - Caderno Extra
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GABARITO

01. B
02. B
03. C
04. A) & cm3
3
B) 104 cm3
3

05. E
06. A) 625 cm?

By 16875 .
13
07. C
08. E
09. D
10. A
11. A
12. Lo
6
13. A) ay2
B) a6
2
c @
3
14. B
15. A= rVil
16
16. l m?3
48
17. A
18. k=8
3
19. C
20. A) 90°
B) 60y/6 m

MODULO 17
CONES

01. (UFJF-MG) Uma taga em forma de um cone circular reto
estava cheia de vinho até a borda. Depois de se ter
tomado metade do vinho, a figura que melhor representa
a quantidade de bebida que restou na taca é:
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02.

03.

04.

05.

(UFPE) Um cone circular reto, com altura igual a 60 cm,
é interceptado por um plano perpendicular ao seu eixo,
resultando numa circunferéncia de raio igual a 40 cm.
Se a distancia deste plano a base do cone é de 30 cm,
quanto mede o raio, em cm, da base do cone?

(UFLA-MG) Sobre um cilindro de raio r e de altura h,
sdo obtidos cones da forma descrita no desenho.
Calcule a razdo entre o volume do cone a esquerda
e a soma dos volumes dos dois cones a direita, definidos
por um ponto B sobre o eixo que une os dois centros dos
circulos da base do cilindro.

(ITA-SP) Sabendo-se que um cone circular reto tem 3 dm
de raio e 157 dm? de area lateral, o valor de seu volume,

em dm3, é:
A) 9rn C) 36n E) 12n
B) 15n D) 20=n

(Mackenzie-SP) Na rotagdo do tridngulo ABC da figura
a seguir, em torno da reta r, o lado AB descreve um
angulo de 270°. Desta forma, o sélido obtido tem volume:

r

[

c:

4

AE 6 B
A) 48=n D) 72n
B) 144rn E) 36n
C) 108=n
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06.

07.

08.

Caderno Extra

(PUC-SP) Considere o triangulo isdsceles ABC, tal que
AB =BC = 10cm e CA = 12 cm. A rotagdo desse triangulo
em torno de um eixo que contém o lado AB gera um sélido
cujo volume, em centimetros cubicos, é:
A) 256n
B) 298,6n
C) 307,2n
D) 316n
E) 328,4n
(CEFET-MG) Na figura a seguir, o quadrildtero ABCD é um
losango cujo lado mede 5 cm e a distancia do vértice D
ao lado AB mede 3 cm.
A
D
(N
B
C
O volume do sélido gerado pela rotagdo completa do
losango em torno do lado AB, em cm3, é:
A) 40n
B) 45n
C) 50=n
D) 55rn
E) 60n
(Cesgranrio) De um cone de centro da base O e de altura H
(Figura I), obtém-se um tronco de cone de altura ;
(Figura II). Nesse tronco, faz-se um furo conico com
vértice O, como indicado na figura III. Se o volume do
cone da figura I for V, entdo, o volume do sélido da
figura III sera:
s
o
Figura I Figura II Figura III
p 3V
4
By V
2
c) 2V
8
D) 2V
3

Bernoulli Sistema de Ensino
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Frente C

09. (UFSCar-SP) Em uma lanchonete, um casal de namorados Para fazer o reparo, esse reservatério foi invertido,
resolve dividir uma taga de milk shake com as dimensdes ficando com o vértice A voltado para cima.
mostradas no desenho. 2 : A

«—10 cm—»

A) Sabendo-se que a taga estava totalmente cheia e que
eles beberam todo o milk shake, calcule qual foi o Figura I Figura II

volume, em mL, ingerido pelo casal. (Adote: = = 3.)
A agua depositada no fundo do recipiente, com essa

movimentagdo, conforme figura II, formou um tronco de
cone, cuja altura é:

A) 25+ 337 C) 12-33¥7 E) 6 -3Y7
B) 12+ 3Y7 D) 6 + 37

B) Se um deles beber sozinho até a metade da altura
do copo, quanto do volume total, em porcentagem,
tera bebido?

10. (UERJ) Para revestir externamente chapéus em forma de

cones com 12 c¢cm de altura e didmetro da base medindo . 3 N
N 13. (UFRGS-RS) Um cone circular reto é tal que cada secdo
10 cm, serdo utilizados cortes retangulares de tecido, . . N
. . . N . obtida pela intersegdo de um plano que passa por seu
cujas dimensdes sdo 67 cm por 50 cm. Admita que todo i i R R
. , . , vértice e pelo centro da sua base é um triangulo retangulo
o tecido de cada corte podera ser aproveitado. O nimero
;L . . de catetos iguais. Se cortarmos esse cone ao longo de
minimo dos referidos cortes necessarios para forrar
R uma geratriz, abrindo e planificando sua superficie lateral,
50 chapéus é igual a

serd obtido um setor circular cujo angulo central tem

A) 3. B) 4. C) 5. D) 6. _ B
medida a. Entdo:
11. (UFMG) Um recipiente cilindrico, cujo raio da base mede A) o < 180°
J7 cm, contém &gua até a altura de 2 cm (figura I). B) 180° < a < 200°

Colocando-se um sélido em formato de cone circular reto
um sof r reutare C) 200° < « < 220°

dentro desse recipiente, de forma que a base do cone

., 0 < o
fique totalmente apoiada na base do recipiente, o nivel D) 220° < a < 240
da 4gua sobe até a altura de 3 cm, conforme mostrado E) o > 240°

na figura II.
14. (UFC-CE)Um ponto L dista 2r unidades de comprimento

do centro de uma circunferéncia cujo raio mede r unidades

de comprimento. A partir de L, conduza duas tangentes a

=

vE

v

circunferéncia e denote os pontos de tangéncia porP e T.

Entdo, a area lateral do cone circular reto gerado pela

rotagdo do triangulo LPT, tendo como eixo de rotagdo a

mediana que parte de L, medida em unidades de area, é:

Nivel da |—

Figura I Figura II A) nr?
Sabe-se que a medida da altura do cone é 6 cm. Assim B) 3nr?
sendo, calcule o raio desse cone. 2
c)
12. (CEFET-MG)Um reservatério em forma conica, totalmente 2
cheio, de altura 6 e raio da base 2, estd com o vértice A D) 2nr?
voltado para baixo. Devido a um vazamento nesse vértice,
a altura da agua passou a ser 3, como mostra a figura I. E) 5nr?
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15.

(UFRJ) Dois cones circulares retos tém bases tangentes e
situadas no mesmo plano, como mostra a figura. Sabe-se
que ambos tém o mesmo volume e que a reta que suporta
uma das geratrizes de um passa pelo vértice do outro.

Sendo r o menor entre os raios das bases, s 0 maior e

r .
X = — , determine x.
s

GABARITO

01. D

02. 80 cm

03. A razdo entre os volumes € 1.
04. E

05. E
06. C
07. B
08. A

09. A) 500 mL
B) 87,5%

10. B
11. R=2cm
12. E
13. E
14. B
15. -1++5

ESFERAS

01.

(UFPR) Um recipiente com agua tem, internamente,
o formato de um cilindro reto com base de raio R cm.
Mergulhando nesse recipiente uma esfera de metal de
raio r cm, o nivel da agua sobe % cm. Qual é o raio

dessa esfera?
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02.

03.

04.
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(Unimontes-MG) Numa oficina de Geometria,
os alunos estavam trabalhando com massa de modelar.
Com certa quantidade de massa, eles fizeram uma bola
de raio r. Com a mesma quantidade de massa,
e reduzindo o raio a metade, o nimero de bolas que eles
fizeram foi:

A) 8.

B) 2.

C) 4.

D) 6.

(UFPE) Derretendo uma pega maciga de ouro de forma

esférica, quantas pegas da mesma forma se pode
confeccionar com esse ouro, se o raio das novas pegas
é um terco do raio da anterior? (Admita que ndo houve
perda de ouro durante o derretimento.)

A) 3

B) 9

C) 18

D) 21

E) 27

(Unimes-SP) Duas esferas tangentes exteriormente e
tangentes a um plano a nos pontos A e B tém raios iguais
a9 cm e 4 cm. Calcule a disténcia entre os pontos A e B.

A) 11 cm.
B) 12 cm.
C) 13 cm.
D) 14 cm.
E) 15cm.
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Frente C

05.

06.

07.

(UEL-PR) A hidrosfera, ou “esfera de agua”, corresponde a
totalidade das aguas dos oceanos e mares, dos sistemas
fluviais e lacustres, e da agua subterrdnea. Costuma-se
dizer que a Terra é o Planeta Agua.Se essa totalidade de
agua fosse distribuida uniformemente sobre a superficie
terrestre, formaria uma camada com altura média de
3 000 m, considerando a Terra esférica com raio de
6 000 km.

Com base nas informagdes anteriores e em relagdo ao
tema, é correto afirmar:

I. Se a Terra fosse um modelo com 20 m de diametro,
a agua seria representada por uma camada de 3 mm
de espessura.

II. Se a Terra fosse um modelo com 20 m de diametro,
a agua seria representada por uma camada de 5 mm
de espessura.

I11. Se a Terra fosse um modelo com 12 m de diametro,
a agua seria representada por uma camada de 3 m.

IV. Se a Terra fosse um modelo com 12 m de diametro,
a agua seria representada por uma camada de 3 mm
de espessura.

Assinale a alternativa que contém todas as afirmativas
corretas.

A) Iell D) I, IIelV
B) Ielll E) II, Il e IV
C) lelv

(UFU-MG) Boias de sinalizagdo maritima sdo construidas
de acordo com a figura a seguir, em que um cone de raio
da base e altura r é sobreposto a um hemisfério de raio r.

&

Aumentando-se r em 50%, o volume da boia é
multiplicado por:

A) 8. c 9.
4

B) 27. D) 4.

(UNAERP-SP) Determine o volume de uma cunha
esférica, fabricada a partir de uma esfera de 6 m
de didmetro e um angulo diedro de 36°, representada
a seguir:

A) 4,0nm?®. D) 1,27 m>.
B) 0,4nm>. E) 3,2nm>.
C) 3,6nm.
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08.

09.

10.

(UFTM-MG) Sendo S a area da superficie de uma célula
esférica, V o volume da célula e k uma constante
numérica, pode-se escrever V em fungdo de S como
V(S) = kSy/S.

Dados: S = 4nR?

\% =iTER3
3

N

Nas condicGes dadas, o valor de k é igual a:

1 2 Jr
A) —— c) 2 E) V&
)3JE )3JE )6
B) 1! D) vr
)6\/5 )?

(Unesp) O raio da base de um cone é igual
ao raio de uma esfera de 256n cm? de area. A geratriz

5

do cone é 7 do raio. A razdo entre o volume do cone

e o volume da esfera é:

A) 2. c 6. E) 18,
32 32 32
B) 3. D) 12,
32 32

(PUC Rio) Uma esfera de raio R, um cilindro circular reto
com o raio da base igual a R, e com altura 2R,, e um cone
reto de base circular com o raio R, e altura 2R, tém todos
0 mesmo volume. Vale, entdo, que:

A) ¥2R, = ¥/3R, =R,
B) R, =#¥3R, =¥2R,
C) ¥2R, =R, = ¥/3R,
D) ¥/3R, = ¥2R, =R,
E) R, =%¥2R, = ¥3R,

GABARITO

01. A 06. B
02. A 07. C
03. E 08. B
04. B 09. C
05. C 10. A
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