Toda superficie plana ocupa uma extensao do
plano. Determinar a 4rea de uma superficie significa
medir tal extens3o.

Para isso, como para toda medicao que se faz, é
necessario definir uma unidade; no caso, vamaos es-
tabelecer um quadrado unitario, ou seja, um guadra-
do de lado 1, o qual possui, igualmente, area 1.

Area do retangulo

Se tivermos, por exemnplo, um retangulo de dimen-
sbes 2 cme 3 cm, para determinara area ocupada pela
sua superficie, poderemos decompor cada dimenséo
em unidades de comprimento (centimetros):

3cm

iem 1em 1cm

1em? | quadrado unitério

lados unitarios

Como em cada umna das duas fileiras horizontais
ha trés quadrados unitarios, a drea do retangulo
mede 2 cm x 3 ¢cm =6 cm?.

Na pratica, mesmo nos casos em que as medi-
das de comprimento ndo sdo nimeros inteiros, para
obter a 4rea A de um retangulo simplesmente multi-
plicamos as suas dimensdes b e h:

A érea de um retangulo é igual ao produto

da medida da base pela medida da altura.

#
)
[ kga’-ff-_.-:* €5

Adiagonaleabasedeum [
retangulo medem ch L '310 m
e 3 m, respectivamente. e
[
3m

Para determinar a area desse retangulo, ob-
temos inicialmente sua altura:

2

Dafi, a drea mede:

A:b'h=3'T:13m2

quadrado
Um quadrado de lado € nada mais é do que um
retangulo de base € e altura €.

[]

—_—




Na determinacao de sua area vale a formula usa-
da para a drea do retangulo (A= € - €), ou seja:

A area do quadrado € igual ao quadrado da
medida do lado.

Um quadrado ocupa a mesma extensao do
plano que um retangulo de base 6 cm e altura

38
—Ccm.

3
Para determinar o lado do quadrado, pode-
mos igualar as areas:

6-%:fz,onde{’:4cm

4 cm

[

cm . 4 cm
area: 16 cm?

wlco

Duas figuras planas — camo as do exemplo aci-

ma — que possuem a mesma area sao ditas -
figuras equivalentes.

0 paralelogramo ABCD da figura abaixo € equi-
valente ao retangulo ABEF, pois AADF = ABCE.

b

"l'l:.:['__’____?r_______ I=

Assim, a area do paralelogramo é obtida da mes-
ma maneira que a area do retangulo:

=
E

A area do paralelogramo é igual ao produto
da medida da base pela medida da altura.

Para determinar a area do paralelogramo
abaixo fazemos:

Como otrianguloéisdscelese A, =b-h, vem:

A=(5+h)-h=(5+3V2) 3V2
A=(15V2 + 18) m?

exercicios =

i._‘_.h Determine a drea de:

@) um reténgulo de diagonal 5V2 cm e altura
32 em.

b)) um quadrado de perimetro igual a 10 cm.

¢) um paralelogramo de base 122 ¢cm e altu-
ra 5 cm.

2! Um retangulo possui perimetro e drea medin-
do, respectivamente, 16V 5 cm e 55 cm?. Quais
sdo suas dimensoes?
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3. Determine a 4rea de cada um dos paralelo-
gramos:

4. Determine a 4rea de um quadrado de:

a) lado 4x;

b) perimetro 4x;
¢) diagonal 4x.

5. Determine a 4rea do quadrado inscrito:

a) em um circulo de raio 2 cm;
b) em um semicirculo de raio 2 cm.

6. (Unicamp-SP) Um fio de 48 cm de comprimen-
to é cortado em duas partes, para formar dois
quadrados, de modo que a drea de um deles seja
quatro vezes a drea do outro.

a) Qual deve ser o comprimento de cada uma
das partes do fio?

b) Qual serd a drea de cada um dos quadrados
formados?

‘. Pesquise a existéncia de figuras equivalentes
entre as mostradas a seguir:

a) retdngulo

3,6cm :
12cm
b) quadrado
6\f53_0 i

¢) paralelogramo

0,6x X

8. Um paralelogramo de lados medindo 8 cm e 6 cm
é equivalente a um retingulo de dimensdes
6 cm e 6,6 cm. Determine o seno do 4ngulo ob-
tuso o formado entre os lados do paralelogramo.

9. Uma placa retangular de vidro, de dimensdes
3 dm e 5 dm, deve cobrir uma gravura de modo
que, em torno dela, reste uma faixa uniforme
de 5 cm de largura. Monte, com esses dados,
uma matriz cujo determinante forneca, em dm?,
a drea da faixa.

10. Determine a 4rea de cada um dos paralelogra-

mos abaixo:

dado:cos ¢ = 2

[ ]

4 3x

23 cm

14. (UP-SC) Tem-se uma folha de cartolina com
forma retangular, cujos lados medem 56 cm e
32 cm e deseja-se cortar as quinas, conforme a

ilustragio abaixo.
X X

X X

Quanto deve medir x, em centimetros, para que
a 4rea da regido colorida seja a maior possivel?
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12. (U. F Pelotas-RS) Numa 4rea reservada para o Determine:

13

14

®

plantio de eucaliptos, o espacamento das mu- a) alei, f(x), que expressa a 4rea do retangulo
das — dispostas em fileiras — deve ser de da figura C e exiba os valores de x que for-
2,5 m e a plantagdo dever4 iniciar a uma dis- necem a drea do retdngulo da figura A;

tancia de 1 m das extremidades do terreno.

b) amaior 4rea possivel para um retangulo nas.

Baseado em seus conhecimentos e consideran- condi¢des da figura C.
do que as fileiras tenham o mesmo ndmero de

mudas tanto na horizontal quanto na vertical,

determine:

a) aquantidade mdxima que pode ser planta-

da num terreno retangular, cujas medidas ﬁ%@’ﬁa ﬁ O t E‘E é n giﬁ Eg

s30X + 3 ex + 5 e cuja 4rea é igual a 899 m2,
b) a menor drea e o menor perimetro do ter-

Seja o tridngulo ABC, de base b e altura h, abaixo.

reno para que haja o plantio de 289 mudas B

de eucalipto.

(Unicamp-SP) Supondo que a drea média ocu-
pada por uma pessoa em um comicio seja de

2500 cm?, pergunta-se:

a) Quantas pessoas poderdo se reunir em uma

praga retangular que mede 150 metros de

comprimento por 50 metros de largura?

b) Se % da populagio de uma cidade lota a

praga, qual é, entdo, a populacio da ci-

dade?

(Unifesp-SP) As figuras A e B representam dois
retangulos de perimetros iguais a 100 cm, porém

Yamos construir, sobre ele, o retangulo ACDE,
como na figura.

E

T

de dreas diferentes, iguais a 400 cm? e 600 cm?, e 7

respectivamente. A figura C exibe um retingulo

b

de dimensdes (50 —x) cm e x cm, de mesmo pe- Observe a congruéncia entre as triangulos ABE e

rimetro que os retangulos das figuras A e B.

figura A

figura B

| 50-x

figuraC

ABH (caso LAL).

Como o mesmo acorre entre os tridngulos BCD e
BCH, a area do tridangulo ABC mede a metade da &rea
do retangulo ACDE. :

De modo geral, para um tridngulo de base b e
altura h — seja ele de que tipo for — podemos es-
crever:

b-h

A=——
2

A rea de um tridngulo € igual & metade do
produto da medida da base pela medida da al-
tura respectiva.

Aarea de um tridngulo independe da base consi-
derada. Assim, para o tridngulo ABC a seguir, temos:

338



Casos particulares

» Tridngulo reténgulo

Como A:—é a- h,, pela relagao métrica ah, = bc,

. concluimos que a area do tridngulo retangulo
' vale metade do produto dos catetos:

Como a altura do tridangulo eqilatero mede

=
A , a area é dada por:
3 2
A:if‘L\—s—ﬁ .!‘-\:‘e‘\l§
s 2 4

Outras expressodes da area de
um triangulo

dido entre eles

» Em funcio de dois lados e do angulo compreen-

1

A:-é—a-ha e senﬁ:ﬂca—:?»

= h,=c-senf
) _ 1
ASSIm:A—?aC sen 3

De modo geral:

A:%acsenﬁzébcsena
A:%ah sen’y

A érea do tridngulo vale a metade do produto de
dois lados, multiplicada pelo seno do angulo com-
preendido entre esses lados.

Seja o triangulo MNP representado na figura.

N
5¢cm
M e P
4. cm
Temos:
i 1 V3
A=—=-4-5- 60%=—-4-5- —
> sen 5 >

A=5v3cm?

p Em funcio dos trés lados — férmula de Hieréo
Considerando o perimetro 2p do triangulo ABC a
seguir, temos: '




2p=a+b+c e gth+e o p (semiperimetro) 16. Em um trlangulo. retangulo um clo? catetos
2 mede 11 cm e a hipotenusa tem medida exce-
A dendo 4 cm a medida do outro cateto. Deter-

mine a drea do tridngulo.

b
! 17. Determine a 4rea de um tridngulo cujos lados
medem:

B c a) 6cm,9cme 12 cm

a
b) 8m,8mel0m
Demonstra-se, calculando uma das alturas do
¢) 4cm,4cmedcm

tridngulo, que a drea do tridngulo ABC é dada por: d): 12 dtw, 16 dnii e 20 dii

A=Vp(p-a)(p-b)(p—c) 18

Compare as 4reas de:

a) um triangulo de lado medindo 10 cm, 12 cm
e 16 cm e um quadrado de diagonal com

g, & medida 2V 30 cm.
0 tridngulo de lados de medidas 5 cm, 8 cm b) um tridngulo de lados medindo 10 cm,
e 11 cmtem perimetro 2p =5+ 8 + 11 =24 cm 14 cm e 16 cm e um retédngulo de base com
e semiperimetro p = 12 cm. Assim, sua &rea & % cm e diagonal medindo 2% ¢,

dada por:

19. A 4rea do AABC da figura vale 26 cm?. Deter-

=v12-(12-5)-(12-8)-(12-11) = i,
A=V ( o) e B ) mine a medida do lado AB.

V127 4 -1=A=4V21 cm?

2 T R T T L R T L i T T E T L L b e T e

88 exercicios &%

15. Determine a 4rea do tridngulo ABC de cada 20
€aso:

a)'

- Qual ¢ a medida do 4ngulo compreendido en-
tre o maior lado e o menor lado do tridngulo

A 5 B :
d) T ?m_ : cujos lados medem 5 cm, 8 cm e 7 cm?

21

(FEI-SP) O lado AB do tridngulo ABC ¢ dia-
metro de uma circunferéncia de raio 2 cm; o
vértice C ¢ ponto dessa circunferéncia. Nessas
condi¢Ses, determine o maior valor que a drea
do tridngulo ABC pode assumir.

6cm

b) 22. (U.E Vicosa-MG) Seja AB o didmetro de uma
A ; circunferéncia de raio r, e seja C um ponto per-
N Gt tencente a ela, distinto de A e B, conforme figu-
b\, Sihsssriare] ra abaixo.

o 5 c (A58 Tareseiein
A B

c) C
1
|
1
1
1
:
1

a) Sendo o angulo ABC = B, determine a drea
2 e Lk do tridngulo ABC, em funcio de B e r.
AB C 8dm B b) Essa drea é maxima para qual valor de 2




23. (UB-PA) A base e a altura de um triangulo me-
dem, respectivamente, 6x e X + l,eabaseea
altura de um retangulo medem, respectivamen-
te, 2x + 2 e x + 2, com x € R}. Encontre os
valores de x para que a 4rea do triangulo seja
maior que a 4rea do retingulo.

24. (U. F. Ouro Preto-MG) O triangulo eqildtero
ABC e o tridngulo retingulo BCD tém a mes-
ma altura h.

CIERSE. 3
B c

Se a 4rea do tridngulo ABC € 443, calcule:

a) aérea do tridngulo BCD.
b) a érea do tridngulo ACD.

25. (UF-GO) Dado o triangulo ABC, retingulo em
A, toma-se um ponto D sobre o lado BC. Sa-
bendo-se que AB mede 1 cm e o angulo oposto
a esse lado mede 30°, determine a medida do
segmento BD, de modo que a 4rea do tridngulo
ABC seja o triplo da drea do tridngulo ABD.

26. (UF-MS) Na figura abaixo, o retingulo ABCD
tem 4rea igual a 20 m?.

B - c

A D

Se M e N sio os pontos médios dos lados AB
e CD, respectivamente, entdo a drea da regido
colorida ¢ igual a x m?. Qual ¢ o valor de x?

2 7. (UF-SC) Considere um triangulo eqiiildtero cujo
lado mede 12 ¢cm de comprimento e um qua-
drado em que uma das diagonais coincida com
uma das alturas desse triangulo. Nessas condi-
¢Bes, determine a 4rea (em cm?) do quadrado.

28. (U. F. Juiz de Fora-MG) Um triéingulo is6sceles
tem perimetro de 32 cm e o cosseno de um dos

angulos congruentes é —§~ Calcule a 4rea do

tridngulo.

29. (UF-MG) Na figura abaixo, os comprimentos

dos segmentos AB e AC sdo iguais. O compri-
mento do segmento BC € 1.

A

\

45°\
B o

Considerando essas informagoes, calcule:

a) o comprimento do segmento CP;
b) a édrea do trifingulo ACP.

3 0. (Puvest-SP, adaptado) Calcule a 4rea do qua-

drilatero inscrito numa circunferéncia de raio
unitario, como indicado na figura.

31. (U. E Ouro Preto-MG) Dado um quadrado

ABCD, cujo lado mede 20 cm, marcam-se 0s
pontos M em AD e Pem AB, tais que PB=2AM.

D c

A P B
Calcule a distdncia AM para que a drea do trién-
gulo AMP seja mdxima.




Seja o trapézio MNPQ da figura, de bases Be b e
altura h.

Prolongando-se a base maior de um segmento de
medida b (medida da base menor), notamos que os
triangulos formados, MNX e YPX, sio congruentes
(caso ALA).

o

H____
l|r
I

i

Assim, a drea do trapézio pode ser dada como a
area do triangulo MQY:

A drea de um trapézio é igual & metade do
produto da soma das bases pela altura.

Adrea de um trapézio de bases 6 dm e 3 dm
e altura 2 dm é dada por:

AasoS s g i

i: i ._ ) % R el o
Area do losango
Seja o losango MNPQ da figura, de diagonais D e d.

Ol

Construido o reténgulo de dimensoes D e d, no-
tamos que, sendo congruentes os oito tridngulos
retangulos formados, a extensio ocupada pelo

losango vale a metade da ocupada pelo retangulo.
Assim:

A area do losango € igual & metade do pro-
duto das medidas das diagonais.

Um losango de lado € = 5 cm e diagonal
D = 8 cm possui a diagonal d dada pelo teorema
de Pitdgoras:

--------- - T T e R g s

Também pode ser encontrada, se necessario, a

area de um losango considerando-o como um parale-
logramo:

A= h




&

Area do poligono
regular

Apdtema de um poligono regular é o segmento
que une o centro do poligono ao ponto médio de um
lado.

Todo poligono regular de n lados de medida €
pode ser decomposto em n triangulos de base € e al-
tura a, sendo ¢ 0 apétema do poligano.

semiperimetro

A=p-a

A &rea de um poligono regular é igual ao
produto do semiperimetro pelo apétema.

Na determinacao da area de um hexagono re-
gular de lado 8 cm, devemos notar que ele pode
ser decomposto em seis tridngulos equilateros.

0 apétema do hexagono € a prépria altura de
cada triangulo:

L3
2
Assim:
Azp-az%g—-a:3-f-a:3'8'—~—8f

A=96+3 cm?

exercicios

2 - . 4556 rekh
32. Determine a drea de cada trapézio retingulo:

a) 7.5 ) Lem
2
[=]
8 cm 4 cm
11
11 cm 5 cm
b) 10 cm d) 5 cm
3cm
6 cm

A seguir, compare as respostas de a e ¢, bem
comodebed.

.

" ho u: " o o .
2.3, Considere em centimetros as medidas indicadas
e determine a drea de cada poligono:

a) trapézio d) losango

15 ZEEE

b) trapézio isésceles ) hexdgono regular

2 ©

c) losango

12




34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(UF-AL) Na figura, tem-se a planta de um ter-
reno com forma de trapézio e drea de 240 m?.

X

15 m

Lo

20m
Determine o perimetro do terreno.
O perimetro de um trapézio isésceles vale 22 cm.
Se uma das bases mede o dobro da outra e cada

lado obliquo mede 3,5 cm, quanto mede a 4rea
do trapézio?

Determine a drea de um losango de 13 dm de
lado sabendo que uma das diagonais mede 1 m.

Uma diagonal de um losango mede o dobro da
outra. Determine a 4drea do losango, sabendo
que o seu perimetro vale 30 cm.

(Unicamp-SP) Um tridngulo eqiiilitero tem o
mesmo perimetro de um hexdgono regular cujo
lado mede 1,5 cm. Calcule:

a) o comprimento de cada lado do tridngulo;
b) a razdo entre as dreas do hexdgono e do
tridngulo.

Determine a drea de um:

a) hexdgono regular de lado medindo 6 cm.

b). hexdgono regular de apétema medindo
1243 cm.

¢} pentigono regular de lado € e ap6tema a.

d) octégono regular de lado £ e apétema a.

E dado um hexdgono regular de lado €; um qua-
drado tem o mesmo perimetro desse hexago-
no. Mostre que a drea do quadrado é menor que
a area do hexdgono.

Seja um retingulo; diminuindo 1 ¢cm numa
base e aumentando 1 ¢cm na outra, obtém-se
um trapézio. Compare as dreas dos dois qua-
driléteros.

(U. E Pelotas-RS) O brasileiro, independente-
mente de classe econdmica, desde cedo tem fa-
miliaridade com a bola de futebol.

Nos célculos propostos a seguir, suporemos
uma bola de couro que possui sua superficie
coberta com pentigonos e hexdgonos regulares.
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Baseando-se em seus conhecimentos e consi-
derando que os hexdgonos que cobrem a bola
tém a distdncia do centro ao ponto médio de
cada um dos seus lados iguais a 3 cm, determine:

a) adrea de cada hexdgono.
b) o perimetro de cada pentigono.

43. (Fuvest-SP) No paralelogramo ABCD abaixo,

tem-se que AD = 3 e DAB = 30°. Além disso,
sabe-se que o ponto P pertence ao lado DC e &
bissetriz do 4ngulo DAB.

D P

o
/ e

A

a) Calcule AP.
b) Determine AB sabendo que a drea do qua-
drildtero ABCP é 21.

Area do circulo e de
suas partes

Um circulo de raio r tem a 4rea dada pelo

produto:

.

Intuitivamente, com auxilio da figura abaixo, po-

demos perceber que a area do circulo, assemelhada
a area de um triangulo, de fato, é dada pela expres-
sao acima.

1 2
Acfrculu = 'E Cemrer= A:irl:ulo =T
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Um circulo de comprimento 207 m possuli
didmetro de 20 m e, portanto, raio de 10 m.
Assim, sua &rea mede 7+ 10° = 100 T m?

e e e e e

Area do setor circular

Seja um setor de O0° e raio 1.

<

setor de «°

setor de 360°

A &rea do setor é diretamente proporcional & me-
dida do angulo central. Vamos calcular a drea pela re-
gra de trés:

angulo central

area (graus)
setor A ——mM8M8 o’
circulo: mwré ——  360°
2
A o A o

—_—= = =
e 360° 360°

No caso de ser dada em radianos a medida do
setor (lembrando que 27 rad equivalem a uma volta
completa no ciclo), basta trocar 360° por 27T. Assim:

2 2 2
o, _ T IO
360°  2n 2

A=

Determinar a area de um setor de 60° num
circula de raio de 5 cm significa também deter-

: : T
minar a area de um setor de? rad do mesmo

circulo:
T
2 ESE'_
e T-5°-60° -60° 251tcm PR 33@7_%”]2
360° 6 2fn b

Ainda podemos pensar nesse setor.ocupan-
do a sexta parte do circulo (360° : 60° = 6). Dai:

25T

1 e
Asetor: E Acirculo 6 25T = E Cm

AT T R T T S L e T S R T R TS

Area da coroa circular

A area de uma coroa circular de raios R e r, com
R > r, como abaixo, é dada pela diferenca entre as
areas dos circulos de raios R e r, nesta ordem:

[A:nRz—nrzzn(Rz—r"’)J ,

exercicios &

&4 . Determine a drea de um circulo:

a) deraio 6 dm.
b) de raio i dm.
T

¢) de didmetro 4 cm.
d) de 201 cm de perimetro.

45. Um circulo é equivalente a um quadrado de
6 cm de lado. Adote Tt = 3,14 e determine a me-
dida aproximada do raio do circulo.

46. (UF-GO) Um pivod central é usado para a irri-
gacio de um terreno circular de 500 m de raio.
Quantos metros cubicos de dgua sdo necessd-
rios para irrigar o terreno, espalhando em mé-
dia 5 litros por metro quadrado? (Adote
T=31.)

A 7. Determine a 4rea de um setor circular de raio
6 cm cujo angulo central mede:

a) 60° d) 120°
g X

b) 3 rad e) 5 rad

‘¥ Bo® f) mrad




48. Determine a érea da superficie colorida:

a) AB=mcm ¢) AB=2cm
AC=02A BC=3cm

C B

49. A regido colorida na figura abaixo tem S 2

=

%

Se o raio do arco maior mede 4 m, quanto mede
o raio do menor?

de drea.

50.Dado AO=0B= 22 cm, qual € a drea da regido

externa as semicircunferéncias menores e inter-
' na A maior?

A o] B

51. Dois tridngulos eqtiilateros, cada um com area
de 9V3 cm?, sdo dispostos de modo que um
angulo de um deles apareca como oposto pelo
vértice a um dos angulos do outro tridngulo.
Com centro nesse vértice, traca-se uma cir-
cunferéncia de 6 cm de raio. Determine a drea
da parte interna a circunferéncia, porém exter-
na aos triangulos.

52.Determine a érea da regiao colorida:

a)-

10 cm-

53. Com centros em cada um dos vértices de um
tridngulo eqiiilétero de altura medindo 23 cm,
sdo tracados trés arcos de didmetros com me-
didas iguais as dos lados do tridngulo. Deter-
mine a drea da superficie interna ao tridangulo
mas externa aos setores.

54, (Mackenzie-SP) Na coroa circular abaixo, a cor-
da AB tangencia a circunferéncia menor.

Dado AB = m, calcule a 4rea da coroa circular.

55.A circunferéncia de centro O tem didmetro de
8 cm e BC = AB - V3. Determine a rea da re-
gido colorida.

56.(UF-GO) A figura a seguir ¢ o esboco de uma
pista de atletismo, com cinco raias de 60 cm de
largura cada. As raias sdo delimitadas por retas
e semicircunferéncias concéntricas, sendo que -
a raia mais interna circunscreve um campo de
futebol de 70 m por 100 m.

100 m

wos

46



A pista serd revestida com material para amor-
tecimento de impactos que custa R$ 15,00 o
metro quadrado. Qual é, aproximadamente,
o valor a ser gasto com o material de revesti-
mento da pista?

57. (Unifesp-SP) Na figura sdo exibidas sete circun-
feréncias. As seis exteriores, cujos centros sdo
vértices de um hexdgono regular de lado 2, séo
tangentes & interna. Além disso, cada circunfe-
réncia externa é também tangente as outras duas
que lhe sdo contiguas.

Nessas condicoes, calcule:

a) a drea da regido colorida, apresentada em
destaque a direita;

b) o perimetro da figura que delimita a regido
colorida.

58. (UF-RJ) Um setor circular de 4ngulo 8 e raio 1
foi dividido em trés setores de mesmo angulo.
Cada um desses setores foi dividido em duas re-
gi(")eé por um arco de circulo concéntrico com o
setor e de raio , como ilustrado na figura.

v

Se A, é a soma das 4reas das regioes coloridas e
A, é a soma das dreas das regioes claras, deter-
mine o valor de r que torna verdadeira a igual-

dade Al = A2

59. (UF-R)) Na figura a seguir, o ponto O significa
o centro de uma regido circular de raior = 5m.
O arco BC ¢ igual ao arco CD e a medida do
segmento AB ¢é 8 m. O poligono ABCD repre-
senta uma piscina vista do alto.

L4

c

Determine a drea da regido circular que estd fora
da piscina. (Considere T = 3,14.)

o

Areas de figuras
semelhantes

Relembremos o que foi visto no capitulo 10.
Duas figuras sdo semelhantes, quando:

¢ possuem a mesma forma;

¢ todos 0s angulos de uma s3o congruentes aos res-
pectivos angulos da outra;

¢ todos oselementos lineares de umasao diretamente
proporcionais aos respectivos elementas da outra.

Assim, para duas figuras semelhantes, sendo K
arazao de semelhanga da segunda para a primeira e
A a drea da primeira delas, podemos assegurar que a
4rea da segunda figura serd K- A,

Se um triangulo eqiilatero possui area A; =
=9V3 cm2 e outro triangulo eqilatero tem area
2 ha = Aa V3 _,
A= 36V3cm?, significa que K°= A, g\[‘
portanto, K =2 é arazéa de semelhanga (do maior
para 0 menor). '
De fato:

Mz%ﬁ=gﬁ:

e
= = =
pn=93= 2 g L

= €1=ch J

e\l_

A,=36V3= 222 —36Y3=¢,=12cm
Temos: _
% 12 cm =
6cm

1 T R O T e e T

T e

.-.g e



exercicios e

60.Quanto mede a drea do ABCD? 63.Ache o percentual da su-
A perficie do tridngulo ABC o
ocupada pela superficie do
triangulo BDC. D
3cm 4
)
B 8 C
B [ 4 cm c

B4.Sendor// s, quanto mede AB, se a 4rea do trian-

gulo acutangulo CDE é igual a —l%S—\ﬁ?
D

61. A drea de um hexdgono regular mede o triplo
da drea de outro hexdgono regular. Qual é a ra-
zdo de semelhanga (do menor para o maior)
entre os dois hexdgonos?

62.530 dados dois pentdgonos semelhantes, cujas
dreas medem 12x cm? e 20x cm?. Se o menor
lado do menor pentdgono mede 2 cm, quanto
mede o menor lado do maior pentdgono?

A geometria dos fractais

A Geometria euclidiana que estudamos em toda a nossa vida escolar nio ¢ suficiente para
descrever determinadas formas geométricas, como uma nuvem, um cristal de neve, uma couve-
flor, uma folha de samambaia e muitas outras que vemos na natureza. Sua existéncia desafia a
ciéncia a estudar as formas que a Geometria tradicional ndo explica. A geometria dos fractais
nasceu dessa necessidade.

As raizes desse ramo da Matemdtica estdo no sé-
culo XIX, embora haja algumas indicagGes em épocas
bem mais remotas, como na Grécia homeérica, na In-
dia e na China. Porém, somente h4 poucos anos, com
o desenvolvimento e aperfeicoamento dos computa-
dores, a geometria dos fractais vem se consolidando.

O “pai’ dos fractais é o francés Benoit Mandelbrot
(1924-), que no inicio dos anos 1980 impulsionou os
estudos sobre essas formas geométricas. Esta frase
atribuida a ele sintetiza o espirito da Geometria de
e fﬂamos:“Nuvens néno sﬁuo esferas, montanl"las nilo Ca S petiena bar At laina 48
sdo cones, continentes nio sio circulos, um latido ndo samambaia se parece com a
¢ continuo e nem o raio viaja em linha reta”. folha inteira.

*

4
®
@
=
G
)
-
b
(C
O
aw

a

=
O
b
=
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Estruturas geométricas complexas, os fractais (do latim, fractus, “quebrado”, “fraturado”) carac-
terizam-se por repetir um determinado padrio com ligeiras e constantes variacdes. Como conse-
quéncia dessa auto-similaridade, as diferentes partes de um fractal se mostram similares ao todo.
Assim, os fractais tém cépias aproximadas de si em seu interior.

O estudo sistemdtico dos fractais ¢ devido principalmente ao russo Georg Cantor (1845-1918),
matemdtico criador de um tipo simples de fractal obtido pela divisdo de um segmento em trés
partesiguais e supressio da parte cen-
tral. Repetindo-se o processo virias
vezes, sobram linhas finas chamadas
de Cantor dust, a poeira de Cantor.

Outro exemplo conhecido de
fractal é o floco de neve proposto pelo
matemdtico sueco Helge von Koch
(1870-1924) em 1904. Nele procura-
se estudar geometricamente a forma . o _
de um floco de neve. Divide-secada | @ /' N\ &7 Y55 ¢ iR, |

5 ¢ B
lado de um tridngulo eqiiildtero em i %
trés partes iguais, e tracam-se retas de - [ ?ffr‘ g
mod e trés i3 1 o 4 i

odo que trés novos tridngulos N wg% @% e qgﬁq

eqtiildteros sejam acrescentados na
parte central de cada um dos lados do
tridngulo original. Repetem-se esses procedimentos, sempre acres-
centando um novo tridngulo eqiiilitero a cada lado.

Dessa forma, obtém-se uma figura cada vez mais complexa
que em teoria possui uma superficie finita, mas perimetro e
ntimero de vértices infinitos.

Os fractais possuem forte apelo estético, por isso muitas ima-
gens e figuras fractais s3o usadas em exposicoes de arte.

Floco de neve de chh

Gregory Sams/SPL

Para saber mais sobre esse assunto, vocé pode pesquisar em:
www.sbfisica.org.br/fne/Vol6/Num1/complexidade.pdf
math.rice.edu/~lanius/frac/ (em inglés)

= ER de vestibulares

1. (FMU/Fiam/Faam-SP) A figura abaixo representa 3. (ESPM-5P) Aumentando-se o comprimento de um

uma sala cuja drea, em metros quadrados, é: retingulo em 20% e dumnumdo se a sua largura em
a) 17 . 6m i 20%, a sua drea:
b) 18 ' | a) aumenta 20%. d) diminui 4%.
c) 20 - b) diminui 20%. e) nio se altera.
d) 30 3m ¢) aumenta 4%.
e} 36
4, (UF-MA) Na figura a seguir, o quadrado ABCD tem

18 cm de lado e R ¢ o ponto médio do lado AC.

5m
A P Q B

2. (UEF-PI) Se os lados de um tridingulo medem 1 cm,
1cm eV 3 cm, a drea desse triangulo, em centimetros
quadrados, é igual a:

c)

\3 R ; S
e) — :

a) 5

b) d)

o[& ~f@
| =]
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Sabendo-se que AB ¢ dividido em trés segmentos
congruentes AP, PQ e QB e que PQRS é um trapézio,
a drea da parte colorida, em centimetros quadrados,

vale:

a) 432 d) 108
b) 324 e) 98
c) 216

5_(Mackenzie—SP} Um retingulo, cujo lado menor

mede 3 m, foi totalmente dividido por retas parale-
las aos seus lados. Com a divisdo, foram obtidos
1200 quadrados congruentes, cada um com lado
de 15 cm. A medida do maior lado do retingulo,
em metros, é:

a) 5 ¢l 7 e) 9

b) 6 d) 8

B. (U. E. Londrina-PR) Um terreno retangular tem

84 m de perimetro. O grifico que descreve a drea y
do terreno como fungio de um lado x &
a) ¥

400

300

¥
® ¥ 10 20 30 40

X

-100
—200
-300
—400

c) ¥
‘40
30

20

20 40 60 80 X

010 20 30 40X
e) ¥
400
300
200
100

O] 10 20 30 40 X

rd {Unifesp-SP) Um comicio deverd ocorrer num gind-
sio de esportes cuja drea é delimitada por um retan-
gulo, como mostrado na figura a seguir.

LAk

i

ﬁm.-n‘

{12m 18 m

30m

Por seguranca, a coordenagdo do evento limitou a
concentragdo no local a 5 pessoas para cada 2 m? de
drea disponivel. Excluindo-se a drea ocupada pelo
palanque, com a forma de um trapézio (veja as di-
mensdes da parte colorida na figura), quantas pes-
s0as, no mdximo, poderdo participar do evento?

a) 2700 d) 1125
b) 1620 e) 1050
c) 1350

8. (Puccamp-SP) Considere o fragmento de texto se-

guinte,

Células solares convertem a energia da luz do
Sol em energia elétrica. Para cada centimetro qua-
drado de célula solar que recebe a luz direta do Sel,
cerca de 0,01 watt de poténcia elétrica é aproveitdvel.

Para que uma célula solar, na forma de um hex4-
gono regular, libere 18 watts de poténcia, o com-
primento do lado dessa célula devera ser, em centi-
metros:

a) 13,20 d) 37,20
b} 18,60 e} 52,80
c} 26,40

(Dado: V3 = 1,32.)

9. (Mackenzie-SP) Os quadrildteros ABCD e ADEF tém

dreas iguais.

F
B A
<]
o
C D E

Se BC=4cm, CE= % cm e EF = 6 ¢cm, a medida

de AF, em centimetros, é:

=T 7
a) \lj d) 3
b} vé el V5
5
¢} >



10. (UF-GO) Um terreno tem a planta representadanum 15. (UCDB-MS) Um cavalo se encontra preso num cer-

plano cartesiano, como mostra o gréfico abaixo. cado de pastagem, cuja forma é um trapézio retdn-
gulo, com bases medindo 70 m e 130 m, e altura de
80 m. Ele estd amarrado a uma corda de 70 m que
estd fixada em um dos cantos que apresenta 4ngulo
reto. Admitindo que o cavalo consuma toda a pasta-
gem a seu alcance, é correto afirmar que:

1 1 C
0| " 40 50 x(m) a) a drea de pastagem consumida pelo cavalo ¢

maior que 4 000 m*.
b) o cavalo consome mais de 50% da pastagem exis-
tente no cercado. Y
a drea da pastagem que sobra no cercado € o

11. (U.E. Vigosa-MG) Um terreno retangular foi dividido d dobr © da arez CDllSUI(Iilld?, pelo cavalo.
em quatro lotes retangulares, trés dos quais sio co- } o perimetro do cercado € 380 m.

; . : e) se, apds consumir t astage eu alcan-
nhecidas as 4reas, como ilustra a figura a seguir. L seyapo oda a pastagem a s
ce, a corda for fixada no outro canto que apre-

A 4rea do terreno, em metros quadrados, €:

a) 1400 c) 1000 e) 800
b) 1100 d} 900 )

'-1__: i1 mz Heie 5 : m2 o senta angulo reto, o cavalo terd a mesma drea de
e b pastagem & sua disposi¢do, comparada aquela
inicial.
Sl 16. (Vunesp-SP) Um salao de festas na forma de um he-
- : i xégono regular, com 10 m de lado, tem ao centro uma
A érea total do terreno, em metros quadrados, & pista de danca na forma de um circulo, com 5 m de
a) 55,6 ) 57,6 e) 59,6 raio.
b) 56,6 d) 58,6

12. (U. F. Juiz de Fora-MG) Considere um outdoor de
uma propaganda publicitéria, construido em for-
mato retangular, com 4rea de 104 m* e com um dos
lados 5 m maior do que o outro. Sobre a medida x
do maior lado desse outdoor, é correto afirmar que:

a) 9sxs=11 d) x=26

b) 6=x=<38 e) X<6

Q) 12=x<14 A drea, em metros quadrados, da regido do saldo de
13 festas que ndo é ocupada pela pista de danga &

» (Faap-SP) Cinco quadrados iguais sdo colocefdos]ado ) 25303 1) &) 1060V —m)

a lado, formando um retangulo cujo perimetro é

372 cm. A 4rea de cada quadrado, em centimetros b) 25(12V3 -m) e) 10(15¥3 - )

quadrados, é: ¢) 25(6¥3-m)

a) 72 c) 324 e) 961 ; . i

b) 124 d) 900 1?. (Puccamp-SP) Considerg que, na figura abaixo,

o tem-se a planificagio do quadro de uma bicicleta e
14. (UE-PI) Nailustracio abaixo, AB é um diémetro pa- as medidas estdo indicadas em centimetros. (Dado:
i S
ralelo 2 corda CD e o 4ngulo AED mede 60°. sen 532 =0,8.)
D C
E
A B

Se a drea do triangulo ABE é 24, qual a 4rea do trian- A érea do triangulo ABD, em centimetros quadra-

gulo CDE? dos, é:

a) 5 c) 7 e) 9 a) 480 c) 640 e) 824

b) 6 d) 8 b) 576 d) 768
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18. (ESPM-SP) A figura abaixo representa uma marca

19

20.

21

-

onde os arcos tém centros nos vértices do quadrado
de lado igual a 10 cm.

P N

Se as partes branca e colorida devem ter a mesma
drea, a medida do raio de cada arco, em centimetros,
deve ser:

a) 4,50 d) 4,15
b) 4,40 e) 4,00
c) 4,25

{Considere Var = 2,5.)

(FGV-SP} Em uma cidade do interior, a praga prin-
cipal, em forma de um setor circular de 180 m de
raio e 200 m de comprimento do arco, ficou lotada
no comicio politico de um candidato a prefeito. Ad-
mitindo uma ocupacio média de 4 pessoas por me-
tro quadrado, a melhor estimativa do nimero de
pessoas presentes no comicio &

a) 30mil ¢) 70mil ¢}
b} 40 mil d) 90mil

100 mil

(UF-PI} A drea do tridngulo ABC, na figura

abaixo, é igual a A. Temos também AD = % AC
¢EC=— BC
i :
B
/ E
A D c

Julgue as afirmag6es a seguir.
a) A drea do tridngulo DEC ¢ % da drea do tridn-

gulo ABC.
b) Adreado tridngulo DEC é 25% da drea do tridn-
gulo BCD.
c) A érea do tridngulo BDC é o dobro da drea do
triingulo ABD.
A drea do tridngulo DEC é 35% da drea do triin-
gulo BDE.

d)

(U. E Vigosa-MG) Uma das maneiras utilizadas pe-
los agrimensores para medir a drea de um terreno é
aproximar a regido por poligonos com dreas fdceis
de calcular (por exemplo, tridngulos, retdngulos,

W

trapézios, etc.). Suponha que um terreno tenha o
formato dado pela regido colorida no grafico abaixo,

onde a curva representa o grafico da fungio dada por
2

X
=1+—
¥ 5
¥ 2
=14+ X
c i
Ap o Teps Eng)
gl ¥ i 1 51
] ol 1
il R ke
i g i i
e e e
1 1 L
0 1 2 3 X

O valor aproximado da drea dessa regido, quando
substituimos os arcos AB, BC e CD por segmentos
de retas, &

a) 4,3 c) 4,9
b) 4,5 d) 5,1

e} 5,5

2 2 « (Mackenzie-SP) Na figura abaixo, ABCDEF é um he-

xdgono regular de lado 1 cm.

A drea do tridngulo BCE, em centimetros quadra-
dos, é

a) V3 d) 32
b) 2v3 e) g
e

23. (Unifesp-SP) Considere a malha quadriculada exi-

b

bida pela figura abaixo, composta por 6 quadriculas
de 1 cm de lado cada.

A soma das dreas de todos os possiveis retingulos
determinados por essa malha, em centimetros qua-
drados, é:

a) 6 c) 20 e)
b) 18 d) 34
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24. (Mackenzie-SP) Na figura abaixo, ABCD ¢ um
paralelogramo cujo lado BC é tangente, no ponto B,
a circunferéncia de didmetro AD = 6.

Se amedida do raio da circunferéncia inscrita no qua-
drado é 3 cm, a drea de toda a regido colorida, em
centimetros quadrados, é:

A

A drea da regido colorida é:

{
a) 8 d 11 a) 9-%"‘ d) 36M34_W
b) 9 e} 12 9t 9
Q) 10 b) 18--=% e) 36——'-255
9In
25. (UF-MS) Na figura abaixo, as circunferéncias C, e ¢ 18- SN

C, sdo tangentes entre si.

28

.

(Fuvest-SP) Na figura abaixo, OAB é um setor circu-
lar com centro em O, ABCD é um retangulo ¢ o
segmento CD é tangente em X ao arco de extremos
A e B do setor circular.

D ¥ c
A B
Se a distdncia entre os seus centros é ignalal cmea
drea da regido colorida é igual a 50% da 4rea de C,,
entdo as medidas dos raios C, e C,, em centimetros, g
sdo, respectivamente: Se AB =2V3 ¢ AD = 1, entdo a 4rea do setor OAB ¢
a) 1+vV2e2+42 igual a:
b) 1-V2e2-v2 a) L
3 3
o 3+2¥2e4+2V2 . o
d) 1+2¥2e2+2V2 b 5 e 3
e) 2+vV2e3+12 & An
3

26

(ESPM-SP) Na figura abaixo, os dois circulos de raios 29
unitdrios sdo tangentes aos semicirculos e aos lados

{Ibmec-R]) Na figura abaixo, temos AB = CD = 15 cm
e PC =5 cm. O segmento de reta AC € perpendi-

do quadrado.
cular a AB e mede 4 cm.
D
A. P B
A drea desse quadrado é
a) 42,25 : d) 64,00 oy
b) 49,00 e) 72,25
c) 56,25 Entdo, a 4rea do tridngulo PBD, em cm?, vale:
a) 24 d) 42
2°7. (Vunesp-SP) Uma empresa tem ¢ logotipo mostra- b) 30 e) 48
do a seguir. c) 36
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1. (UF-PA) A figura 3 ao lado é comumente reconhecida como um

AV

L)

“fractal” (em que pequenas partes sdo cOpias reduzidas do todo) e é
constituida por uma infinidade de circulos de raios cada vez meno-
res. Sua construgdo € dada a seguir.

A partir de um tringulo eqiiildtero ABC (veja a figura 1), cujo lado
tem comprimento L, considere a circunferéncia nele inscrita. A reta
paralela ao lado BC e tangente a circunferéncia inscrita intercepta o
lado AB no ponto D e o lado AC no ponto E, formando um novo
tridngulo eqiiildtero ADE. Fazendo constructes equivalentes para os
lados AC e AB, determinaremos dois novos tridngulos eqiildteros
BFG e CHL. Para cada um dos tridngulos, ADE, BFG e CHI, repetimos
esse processo, obtendo trés novas circunferéncias inscritas e nove

tridngulos menores, como na figura 2. Esse processo pode ser repetido indefinidamente, gerando circulos |

cada vez menores e formando a figura 3.

B G H C
figura 1

Lembre-se de que o raio do circulo inscrito é igual a um terco da altura do triangulo eqiiiltero.

a) Calcule a 4rea do primeiro circulo construido e a drea de um dos circulos menores da figura 2, em

fun¢do do lado L do tridingulo inicial.

b) As somas das dreas dos circulos congruentes {(de mesmo raio), em ordem decrescente, formam uma
progressdo geométrica, Calcule a soma dos infinitos termos dessa progressao.

. Aumenta-se um lado de um retingulo em 1 m e diminui-se, também de 1 m, outro lado do mesmo retangulo.
Com essas alteragdes, forma-se um quadrado. Em quantos metros quadrados a drea do quadrado excede a

do retangulo?

- (PUC-R]) Seja ABC um tridngulo eqiiildtero de drea 30 cm®. Seja PQR, com P no lédo BC,QnoladoCAe
R no lado AB, outro tridngulo eqiiilatero. Dado que o 4ngulo CPQ é reto, determine:

a) oséngulos AQR e BRP; b) adrea do tridangulo PQR.
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