
Toda superÍ icìe p âna ocupa uma extensão do
plâno. Determinar a área de uma superfície signiÍ icâ
medirtal extensã0.

Pâra isso, coro pard Ìoda ned çao q-e se re7, e
necessário defìnir umã unìdade; no caso, Vâmos es-
tabelecêr um qì.radrado uoitário, ou sejã, um quadra-
do de lado 1, o quâl possui, igualmente, área 1.

ÂrÊã f l  r ì  r t : t* i r ì { ì r  ! l r ì

Setivermos, por exemplo, um relângulo de dimen-
sões 2 cm e 3 cm, para deterÌninara área ocupada pela
sua sLroeríicie, ooderenos decompot cèoê o mensdo
em unidâdes de cornpfimento (cenlírÌìetros):

3cm

1cm 1cm 1cm

A área de um retânguÍo é iguelao produto
da medida da bâsê pêle medida da altura.

Adiagonaleabasedeum

retânsulo medem 5ft m-3
e 3 m, respectivamente.

3m
Para determinâr a área desse retângulo, ob-

temos inicialmente sua altura:

{ i l  re ì = 32 + h2 + h = + m
\J/3

Daí, a área mede:

11 -A=b h=3 j !=Ì3rnz
I

do que um

"-{ , " :

Como em cãdâ uma das duas f i leiras horizontais
há três quedrados unitários, a érea do retângu o
mede2cmx3cm=6cmz-

Nâ prática, mesmo nos casos em que as medi-
das de comprimento não são números inteiros, paÍa
obter a área Á de um retângulo simplesmente multì-
p icamos as s!as dimensões b e h:

Âns* d* qu:adr*dc
Um quâdrado de lado f, nãda mais é

retângu o de base { e aÌtura {.

[- l1
I  A lh
Lr I
* 

Ì+
nl
F _7+

: i , :



\e dele ninàçào de suè i 'eà vale â 'dr Ìulà -sâ-
dâ para ã áfeê do retângulo (A = { l) ,  ou seja'

Â árêa do quadÉdo é iguâl ao quâdrâdo da
medidâ do lado.

lJm quadÍado ocupa a mesma extensão do
plãno que um retângulo de bâse 6 cm e altura
B

Pâra determinar o lâdo do quedredo, pode-
mos iguâlar âs áreas:

Assim, â área do para elogrãmo é obtida da mes
rna mâneira que a área do retângulo:

: , . : t , ' : l
! r  r i .1ì i r i

;,:;:1,,:i

6 +={r ,  oncre{ =4 cm

ì :  Dudsfgu a"planàc. cono a.  do e^cnplo aci  i

A área do paralêlogrâmo é iguâl ao produto
dâ medidâ dâ bese Dela medida da elture.

Para determinar a área do paralelogramo
abaìxo fâzemos:

.Ex
sen 450= rr= 1+ h = 312 m

Como otriângulo é isósceles eAou,= b h,vem:

A=(s+h).h=(s+31f4 3\E
A = (1s\ã+ 18) m,

3

, ì  Íâ que poss-eÌ â nesmâ a'ea 5áo d _à'

" ì  t  Jn ,"s" ,  cá":' " "  ì  : ""  t .J l Ì1; f : ' -  { i ,CBl

0 pdrèlêlogrãno ÀBfD dâ'rgL'a abaixo e equ
vâlente ao retángulo ABEE pois 

^ADF 

= 

^BCE.
AbB

#Ë exerclctos *d*
l. Detelmine a área de:

a) uÌìl retâryuÌo de diagonaÌ 5üon e altura
:rãcm.

b) um quadrado de perínetro iguâl a Ì0 cnì.
c) um paralelogramo de base l2rEcm e altu-

ra 5 ctn,

2. Un retângulo possuì perímetro e área medin
do, respectivameÌlte, l6rFcn e 55 cm'?. Quais
são suâs dinensões?lF c I
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3. net.'*i".
gramosi

a)

a área de cada um dos paraleìo-

10 cm zcn

b) n '

16m

8Ín t

4. Determine a área de Ìrm quadrâdo de:

a) lado 4x;
b) perímetro 4x;
c) diagoÌ'ìal 4x.

5. Determine a área do qüadrado inscrito:

a) em um círcuÌo de raio 2 cm;
b) em um semicírculo de raio 2 cm.

g , (Unicamp-SP) Um fio de 48 cm de comprìmen
to é cortado em duas partes, parâ formaÌ dois
quadrado.. de modo qoe a irea de um deÌes.eia
quatlo vezes â áreâ do oütro.

a) Quâl deve ser o comprimento de cada uma
das partes do fio?

b) Quaì será a tueâ de cada um dos quadÍados
formados?

7, Pesquise a eústéncia de iguras equivalentes
entre as mostradas â seguiÌ:

a) rctângulo

0,6x

B. Um paralelogramo de lados medúdo I cm e 6 cm
e equivalente a um relanguÌo de dimer.oe'
6 cm e 6,6 cm. Determine o seno do ângulo ob-
tuso c( formado mÍe os lados do paÌaÌeÌogrâmo.

9. t  ma plo.u retangular de üdro. de dim<n'o<.
3 dm e 5 dm, deve cobrir uma gravura de modo
que, em torno deÌa, reste uma faixa uniforÌne
de 5 cm de laÍgura. Monte, com esses dados,
uma matriz cujo determinante foÌneçâ, em dmr,
a áÍea da faixa.

10. Determine a área de cada um dos paralercgra-

11. (ur-sc) Tèm-se uma folha de cartolìna com
forma retangular, cujos Ìados medem 56 cnÌ e
32 cm e deseja se (oítrr a5 quini5. coníor Ìe d
ilustração âbaixo.

Quanto deve medir ra, em cendmetros, para que
â área alâ rcgião colorida seja a maior possível?

!9-".

parâlelogrâmo

mos âbaixo:

2, cm

quadrado
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12, (U. F. PeÌotas-Rs) Numa área reservada para o
pÌantio de eucaliptos, o espaçamento das mu
das dispostas em fileiras deve ser de
2,5 m e a pÌantação deveú iniciar a uma dis-
túcia de I m das er(remidades do terreno.
Baseado em seus conìecimentos e considerân
do que âs fiÌeiras tenham o mesmo número de
mudas tanto na horizontal quanto na veÌtical,
determine:

a) a quantidade máxima que pode ser pÌanta-
da nÌrm terreno retanguÌar, cujas medidas
sãox+ 3 ex+ 5 e cuja área é iguala 899m2.

b) a menor área e o menor perímetro do ter-
reno para que haja o plantio de 289 mudâs
de euca.Ìipto.

13. (Unicamp-Sl) Supondo que a ríea média ocu-
pada por uma pessoa em um comício seja de
2 500 cm2, pergunta se:
a) Quantas pessoas poderão se reuniÌ em umâ

praça retanguÌâÌ que mede 150 metros de
comprimento por 50 metros de lar$rrâ?

,- ì
bì 5e 

5;  
da populaçào de umJ ciddde lo l i  a

praça, qual é, então, a popuÌação da ci-
dade?

14, (unifesp-Se) As figuras Á e B rcprcseniam dois
retângulos de peúmetros iguais a 100 cm, porém
de áreas diferentes, iguais a 400 cm'z e 600 cm2,
respectivamente. A figum C exibe um reiánguÌo
de dimensões (50 - x) cm e , cm, de mesmo pe-
rímetro que os ÌeúngüÌos dâs figuras A e B.

Determine:
a) a lei, f(x), que expressa â área do rctângÌrÌo

da frgura C e exiba os vaìorcs de Í que for-
necem a áreâ do retângulo da frgura Á;

b) a maior área possível para um retângulo nas
condiçôes da flgula C.

ffi
t

Area do tr iângulo

AHC
- t  - . - - - - - - - - - - -

Sêja o tr iângulo ABC, de base b ê altura h, ãbaixo.

B

Vamos construir, sobre ele,
como na f igura.

EB

o retângulo ACDE,

D

â_ t __ç
b

0bserve a congruência entre os tr iàngulos ABE e
ABH (caso LAL).

Como o rnesmo ocorre entre os tr iângulos BCD e
BCH, â área do tr iângulo ABC mede ã metâde da áreâ
do retângulo ACDE.

0e modo gêral,
altura /r seja ele
crever:

pera um tríânBulo dê bâsê b e
de que tipo for - podemos es-

flgurâ B

50-x

ligura C

A área de um trìángulo é iguaÌà metade do
produto da mêdide da base pelâ medidâ dâ â1.
ture respectiva.

Aárea de um tr iângulo Ìndepêndê dâ bâse consi,
derada. Assim, para o tr iângulo ABC e seguir, temos:

33ü



a= | ac.r,"= j-na r, .= |ac n,.

I

Casos particulares
> lr iânguJo retângLllo

c

> Ír iângulo eqüilátero

1,
tono A - j  a h", pela e âçao metÍ icâ ah. bc

concìuímos quê a área do tr iângulo retângulo

vale metade do produto dos catetos:

Temos:

n=]a r ' "  e

+ hâ=c senP

455;r ,4=-!ac."n p

0e modo geral:

r=]" ."unP=fu.""nc

1= 1ab sen f

A áreâ do tr iângulo vale a metade do pÍoduto de

dois lâdos, mult ipl icada pelo seno do ángulo com-

preendido entre esses lados.

Seja otr iângulo l ,4NP representado na f igura.
N

Temos:

4=! 4 5 ."n560 -L.4 5.
?z

A = SrEcm2

> Em função dos três lados - fórmula de Hiêrão

Considerândo o perímetro 2p do trìângulo ABC a

seguir, temos:

s"nP=\=

1ã

2

Como a al tura do t Í iãngLr lo eqüi látero mede
, ,11-

ï ,  
à areê e dada por.

*!t"$*ffi
0utras expressões da área de
um triângulo
> Ern fLrnÇão de dois lados e do ângulo cornpreen_

dido entfe eles

:l lt;



2p=a+b+c e a+b+c
2

=p (semiperímetro)

Dêmonstra-se, calculândo umâ das alturas oo
triângulo, que a árêâ do tr iângulo ABC é dadâ por:

A=1Fh-4(p-b1p-c)

0 tr iângulo de lados de medidas 5 cm, I c|n
e 11 cm tem perímetfo 2p = 5 + I + 11 = 24 cm
e ser,ì ipe imetro p , 12 cm. Assim, sue áíea é
oaoa por:

16. lm um triengulo retângulo um dos câtetos
mede 11 cm e â hipotenusa tem medida exce-
dendo 4 cm a medida do outrc cateto. Deter
mine a área do triângulo.

17. letermine a área de um triângdo crúos Ìados
medem:

a) 6 cm,9 cm e 12 cm
b) 8m,Bme10m
cl 4cm,4cme4cm
d) 12 dm, Ì6 dm e 20 dm

18. Compare as áreas de:
a) um tÌiânguÌo de lado medindo 10 cm, 12 cm

e 16 cm e um quadÌado de dìagonal com
medida 2iícm.

b) um triânguÌo de lados medindo 10 cm,
14 cm e 16 cm e um retânguÌo de base com
17 .. , .  ,  1,t545
2 

cm e aragoìai meolnoo 
/ 

rrì .

19. ,t area do Â,qBC da Êgura vaÌe 26 cn2. Derer-
mine a medida do Ìado À8.

20, Qual é a medi<la <1o ângu1o compreendido en-
tre o maior lado e o menor lado do triângulo
cujos lados medem 5 cm, 8 cm e 7 cm?

21. (ru,sp) o lado ÀB do tÍiângulo ÀBc é diâ
metro de uma circunferência de raio 2 ctn; o
vértice C é ponto dessa circunferência. Nessas
condiçoe,, determire o nj ior \  alo- que j j-ed
do triângúo ABC pode assumir

2 2. (U. E Viçosa MG) Seja ÀB o diâmetro de uma
circunferéncia de raio r, e seja C um ponto pet
tencente â eÌa, distinto deÁ e B, conforme Âgu-
ra abairo.

J

ffi exerctctos *frffi
15. O"r. ' . 'n.  a drei  do t r iàngulo ABc de,ddd

d)ascmB

f)

Sendo o ângdo AÊC = p, determiÌre a área
do triângulo ABC, em função de B e r.
Ëssa árca é máxima para quaÌ vaìor de B?B

34S
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23. (ur-p,t) -t bu". 
" 

u aìtura de umtÍiângulo me-
dem, respectivamente, 6x e x + 1, e a base e a

altura de um reúngulo medem, respectivamen-
te, 2x + 2 e x + 2, com x € Ri. Encontre os

vaÌores de x para que a área do Íiângulo sejâ

maior que a área do rctâÌlgüÌo.

24. (U. F. ouro Preto-MG) o triaÌgulo eqüilátero

ABC e o triângulo rctângülo BCD têm a mes-

ma aìtìrn h-

ânguÌos congruentes

triângulo.

29. (uf-Àlc) N" nsura abaixo, os comPrimentos
do' çegmenlo'  {-B e_4C sáo iguais.  O.ümpri

mento do segmento BC é l.

BC

Considemndo essas infofmações, caÌculer

a) o comprimeúto do segmento õF;
b) a área do tÍiânguÌo ÀCP

3 0. (Fuvest-Sp, adaptado) CaÌdrle a área do qua

drilátero inscrito nlrma circunferência de raio

unitâio, como indicado na 68ufa.

Calcule a árcâ do

31. (U- p. O".o Preto MG) Dado um quadrado

ABCD, cujo lado mede 20 cm, marcam-se os

pontos M em AD e P em AB, lâis que PB = 2 AM'

D-c

a1'5 '

t

B

Se a área do triânguÌo ABC é 4f:, calcule:

a) â área do triângulo BCD.
b) a árca do ffiân$ oACD.

25. (uf-co) luao o triângì.rlo ABc, rctângulo em

Á, toma-se um ponto D sobre o lado RC Sa

benilo se que ÃB mede I cm e o ângülo oposto

a esse lado mede 30o, determine a medidâ do

segmento Éb, de modo que a áÌea do triângüÌo

ABC sejâ o triplo da tuea do triângulo ÂBD'

2 6 . (up-us) N" ng".â abaiÌo, o retângulo ABCD

tem áreâ i8ua1a 20 mr.

Se M e N sáo os pontos médios cÌos lados AB

e C-b. re.pectiramente. enüo a area da regìao

coÌorida é igual a:r m2. Qual é o valor de :r?

27. 1UI--sC rCon' idere Lrm ìrüngì.Jo (qÜi lalero cuio

Ìado mede 12 cm de comprimento e um qua

drado em que qna das diagonais coinci'lâ com

uma das altuÌas desse tíâng]]lo. Nessas condi-

ções, determine a área (em cm2) do quadrado'

28.1u. n 1"ir d" ro.n-Mc) Um triângdo isósceles
tem peïimetro de 32 cm e o cosseno de um dos

CaÌcuÌe â distância AM Para que â áreâ do tÌiân-
gulo AMP seja mátdma.

r-P B

34â
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Seja o trapézio 14NP0 d
altura,,ì .

*'i!.1trj
ã Í igura, de bases B e b e

Prolongando-se a bâse maior de um segmento de
medida b (n'ìedìda da base menor), notamos que os
tr iângLrlos forrnados, Ì4NX e YpX, são congruentes
(cêso ALAJ.

lonstÍuído o retêng! o de cl imensões , e d, no-
Ìâm0s que, sendo congruentes os oito tr lângu os
retângulos formâdos, a extensão ocupaqa pero
losângo vale â rnetâde dâ oclrpacla pelo retângulo.

Á áree do losango é iguâlà metâde do pro-
duto dès medídas des diagonâis.

Um osângo de lêdo I  = 5 cm e diagonal
D = B cm possuiâ diêgonâld dada pelo teorema
de Pitágorasi

t

Assim, a área do trêpézÌo pode ser dêda
área do tr iânguÌo N4 0Y

c0m0 a

,  (B + b).  h
2

A áree de um rrapézio é ìgual à metade do
produto da soma das bâses pela altura.

Aárea de umtrapézio de bases 6 dm e 3 dm
e altura 2 dm é dada por:

Âr?
A=-:-  1 2 

-A- 
g dmz

Árma dm l*mam6.*
Seja o losango lvTN P0 da Ílgurâ, cle diagonâis D e d.

=3=+d=6cm

- s. '
2

Assim, a éreâ do losengo va e:

Â,q
A= : !1: :14=24cnz

z

Também pode ser eJìcont€da, se necessano, ê
éreâ de um losêngo considerando-o como um pard e
logramoi



Ar*a ciç
regular

Apótema de um polígono Íegular e o segmento

que une o centro do po €ono ao ponto médio de um

tâo0.

Todo polígono regular de n lados de medida {

podeserdecomposto emntrlângu os de bâse { e al_

tuÍâ o, sendo o o apótêma do polígon0.

0 apótema do hexágono é a própria alÌura de
cada tr iânguLo:

t^,tr
-2

c, o. Iã
A=p ê=j :  a=3.í  à=3 8 s

' /a

A= 96rEcm'z

p#lígmrÌ$

I

A área do polígono é dada pon

A=n A^=n ]  -1=n{ 9
/+ l

Peímeiro

Em gerel;

2".3.  
" . ,

semiperímelío

A áree dê um polígono reguler é ìgual eo

produto do semiperímetro pelo apótema.

Na determinação da área de um hexágono re_

gulâr de lado I crn, devemos notaf que ele pode

ser decomposto em seis tr iângulos eqüiláteros-

á) lrapézio

e) hexágono regular
2

cì ìosango

,\
/ \

t r /
V

r*nã exerclËlOs ffi
32.letennine a area de cada tÌapézio ÌetânguÌo:

a) 
all! \ c) +"
I \ Ef-\

\* \."
* 

11 *- +"m

À seguir, compare as respostas de ,l e ., bet1l
comodeüed.

33. Considere em centimetros as medidas indicadas
e determìne â área de cada polígono:

d) Ìosango

If-7 "l[ l
ro t#

b) trapézio isósceles

b) ro cm d),  5cm

\----_ l \ t.*
\ ' * \J

10

.l ri ì

12



J4. íUI-AL) Na f igura. rem-se a planta de um ler
Ìeno com forma de trapézio e ârea de 24e m2.

15m

20'r'
Determine o perímetro do teüeno.

3 5 , O perímeto de um rrâpézio isósceles vaÌe 22 cm.
Se uma dasbases mede o dobro daoutrae cada
Ìado obllquo mede 3,5 cm, quanto mede a área
do trapézio?

36.Determine a área de um Ìosango de t3 dm de
Ìado sabendo que uma das diagonais mede 1 m.

3 7. Uma diagonal <le um Ìosango mede o dobro da
outla. Determi[e a área do losango, sabendo
que o seu perimetro vale 30 cm.

38.(Unicamp-Sl) Um t ângulo eqüiÌáterc tem o
mesmo perímetro de um heúgono regular cujo
Ìâdo mede 1,5 cm. CalcuÌei
a) o comprimento de cadâ lado do triângulo;
b) a razão entre âs áreas do hexágono e do

triânguÌo.

3 9 . Determine a área de um;
a) heúgono regular de lado medindo o crn.
b). hexágono reguÌar de apótema medindo

Ì213 cm.
c) penligono reguÌar de lado ( e apittÊma a.
d) octógono regular de lado í e apótema d.

4 0 . É dado um hexagono regular de lado l; um qua
drado tem o mesmo perímeío desse hexágo-
no. Mostre que a área do quadÌado é menor que
a área do hexigono.

41. S.ju u- retângulo; diminuindo I cm numa
base e aumentando I cm na outra, obtém-se
um lrapè./ io. Compire à" areas do, doi, qua-
driláteros.

42.1U. E l.lot". Rs) O brâsiÌeiÌo, independente-
mente de cÌâsse econômica, desde cedo tem fa
miÌiaridade com a bola de furebol.
Nos cálcuÌos propostos a seguir, suporemos
uma bola de couro que possui sua superficie
cobertâ com pentágonos e heúgonos rcgulares.

Baseando-se em seus conhecimentos e consi-
derando que os hexágonos qÌre côbrem a bola
tém a disúncia do centro ao ponto médio de
cada um dos seus lados iguais a 3 cm, determine:
a) a fueâ de cadâ hexágono.
b) o peÌímetro de cada pentágono.

43. (Fuvest-SP) No paraÌeÌog.amo ABCD ar'alÌo,
tem-se que AD = 3 e DAB = 30o. Além disso,
sabe-\e que o ponlo P pertence ro lado DC e a
bissetriz do ânguÌo DÂ8.

DP c

a) CaÌcule AP
b) Determine AB sabendo que a área do quâ-

drilátero ABCP é 21.

Area do ede
suas

Um círculo de raio
produto:

r  tem â área dadâ pelo

Intuit;vamente, com âuxílio dâ Íìgura abaixo, po-
demos perceberque a área do círculo, assêmelhada
à área de um triângulo, de Éàto, é dadâ pela expres-
são acimâ.

!

círculs
Partes

Ar,"ur" = 
| Zrcr'r=+ 4,,."'o =nrz

344



l jm cíÍculo de comprimento 2ofi m possui

diâmetro de 20 m e, portanto, raìo de 10 m

Assìm, sua área mede tr 102=100nm2

Area do setor clrcular
Seja um setor de o.o e raior'

A área do setor é dìretamente Proporcionâlà me_

dicla do ângulo central. Vamos câlcular a área pela Íe_

gra de três:

ângulo centrãl
(grâus.)

(r .
360"

No Ëaso de ser dada em radianos a medida do

setor (lembrando que 2r rad equivãlern a uma volta

completâ no ciclo), basta troceÍ 3600 por 2E AssìÌn:

n_ nrzq nrzq 
-6=I lL^ 360" zr 2

Determinar a área de um setor de 60Õ num

círculo de raio de 5 cm signìÍlca tâmbém deter-

minar â áíeâ de um setor de 
3 

rê0 d0 mesmo

círculo:

-' 1l

í .q2.Âno 2çr .  ' - -  3 25l t
Â- '  -  -_ =-cm éA=- ^-cm

360" 6 ttr b

Ainda podemos pensãr nesse setor 0cupan_

do a sextê parte do crrLulo r360":60" 6) oai:

2\r
A."," , -  I  A, , , , , .  j -  zsn É1."  cm

b-Ero

!.
Area da coroe clrcular

A área de uma coroa circular de raios R e r, com

R > t como abaixo, é dade pela diferençâ entre as

áreas dos círculos de raios R e r, nesta oÍdem:

A= nR2 - nr2 = n(Rz - r2)

ffi exercícios ffi
44.Deterrnine a área de üm círculo:

a) de raio 6 dm.

bl de raio ! dn.
1l

c) de diàmetro 4 cm

d) de 20Í cm de PeÍimetro

45. Um círculo é equit'alente a um quadrado de

6 cmde lado.Adote,Ì = 3,14 e deteÌmine a me-

dida aproximada do raio do círculo.

45.1( l -  CO U'n p:vo 'enlrdl  e u'rdo par. ì  d i rr i -

gação de üm terreno circular de 500 m de raio

Qudnlo'  nrelro '  cubÌco. d< jgu r  v" necc"a

rìo. pird i rrrgrr  ̂  lerrcno <'p r lhando ern me

dia 5l i t ros por metro quâdrado? (Àdote

n = 3,1.)

47. Detennine a área de um setor circular de raio

6 c1n cujo ângúo centrâl mede:

a) 60'

, ,  ,x

c) 50'

d) 120'

of*a
f) Í rad

t

set0r:
círculo:

âtea

rtrZ

c{0

360"

Í:t?
;

I

I

I
I
I

L,
;14 i:i



43.Determine a área da superflcie colorida: '@'@

10 cm.

53.Co.."rltro. 
"-.âda 

um dos vértices de um
tÌianguÌo eqiiilátero de alrun medindo 2\6cm,
são traçados três arcos de diâmetros com me
didas iguais às dos Ìados do triângulo. Deter-
mine a área dâ supeúcie interna ao tÌiânguÌo
mas exteÌna aos setores.

54. (Mâckenzie-SP) Na coroa circuÌar abaixo, a cor-
da ÂB tangencia a circunferência menor

Dado AB = m, calqÍe a área da coroa circuÌar.

5 5 . A circunferência de cenrro O tem diâmetro de
8 cm e BC = AB . 1f3. Determine a área da re-
gião colorìda.

56.1U8-CO1 e ng".u u seguir é o esboço de uma
pista de adetismo, com cinco raias de 60 cm de
Ìaryura cada. As raias são delimitadas por retas
e semicircunferências concêntricas, sendo que
a râia mais interna circunscreve um campo de
tutebol de 70 m por 100 m.

a) G=ncm
.^  oA

)

c) AB=2cm
BC=3cm

t\
t

ì2Jr ,.+3- A regi;o coÌorida na figrra abair,o rem "r'!' m,

Se o raio do arco maior mede 4 m, quanto mede
o raio do menor?

50, ooa" ao - oe - ! cm. quat e a area da regrao
2'

eÉerna às semicircu[ferências menores e inter-
nâ à mâìor?

----------\7.\
, / \

IYì

51. Dois triangÌos eqüiláteros, câda um com área
de 9íJ cm2, são dispostos de moilo que um
ânguÌo d€ Ìrm deles apareçâ como oposto pelo
véÍice â um dos ângulos do outro triângulo.
Com centÌo nesse vértice, traça-se umâ cir-
cunÍerén. ia de o cm de rdio. Derermine a ;red
daparte interna à circunferência, porém er.ter-
na aos triânguÌos.

S2,Determine a área da região colorida:
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57.

A pi, td 5erd rere\t ida,om maler ial  para amoÊ
lecimento de impactos que custa R$ 15,00 o
rnetro quadrado. Qual e.  apror im;da'rente.
o ralor a ,er  gasto .orr  o mater ia l  de rere, t r -
mento dâ pisla?

'Unìfe,p SP\ \a f i  gura sdu ( j , ib idd' ,c le.  i rcu ì-
ie_cnL a..  { .  \ei .  eÍ lenoreì.  Lujos centro\ \ io

vértices de um hexágono reguÌâr de Ìado 2, sáo
tangentes à interna. Além disso, cada circunf€-
Ìência externa é tâmbém tangerìte às oútrâs duas
que Ìhe são contíguas.

Determine a área da região circular que está fora
dâ piscina. (Considere tt = 3,14.)

Âr*sq r''ip, licu rrsc

5eí"netnanïes
Rêlembrernos o que foivisto no capÍtulo 10.
Duas í iguras são semelhantes, quando:

. possuem a mesma forma;

. lodososângulosdeumasãocongruentesaosres-
pectivos ângulos da outrâ;

. todos oselemêntos linearesde umaSão dirêtamente
proporcionais aos respectivos elementos da outrâ.

Assim, parã dues f iguras semelhantes, sêndo K
â rêzão de semelhança da segundâ pere a primêirâ e
/ a área da primeira delâs, podemos assegurar quê â
área de segundâ Íigura será K2 A.

t

Nessas condições, calcuÌe:
a) a área da Ìe8ìão coÌorida, âpresentada em

destaque à direita;
br o penmetro da f igura que del imitJ ,r  re8ì:o

coloida.

Jõ'  t  I  Rl)  t  m tetor circulrr  de ânguÌo e e rdio I
foi dividido em tÉs setorcs de mesmo ânguÌo.
Cada um desses setores foi diúdido em düas re-
giõei por um arco de circulo conc.entrico com o
setor e de úio /, como ilustrado na figuÍa.

SeÁÌ é a soma das áíeas das regiões coloridas e
Áz é a soma das áreas dâs regiões claras, deter-
mine o valor de r que torna verdadeira a igual-

59. 1uf-nJ; Nu figo.u n seguir, o ponto o signiÊca
o centro de uma região circular de raio r = 5 m.
o arco íò é igual ao arco õD e a medidâ do
segmento ÀB é 8 m. O poÌígono ABCD repre-
senta uma piscina üsta do aÌto.

Se um trìângulo eqüilátero possui área A1 =
= 9! 3 cm' e outro !r:ângulo eq.i i látero tem áreà

^ 
. . - f ;

A, - 36V3 cm?, sip"ìií icâ que K'= += 
ro}j -4i'  Ai  9!3

ponanto, K:2 é a razào de semelhança (do meior
pa€ o menor).

Dê íato:

! ,ã tz,E
A =9!3=+.1 i , : .1-: - -:- j- j- :  =9!3 J

- t '24

+ 11= 6 cm

- !?, la
A,- 36!3 --+ "r' - = 36 J3 --+ í, - 12 cm

ïemos:

, ,  12cm 
-bcm

Y
H

>-<Í
l ( \

]X

( , /

34r



ffi exercrcros
60,Quanto mede a área do ABCD? 63,e.h. o percentual da su-

perfície do triângulo ÀBC
ocupâda pela supelfície do
tdângulo BDC.

O+.5endo r/ /s,  qudnlo mede AB, se a areà do I  r idn

sulo aculdnsulo CDL é isual a.+ l7?

bI.  {  i red de um hexágono regular mede o l r ip lo
da área de outro hexágono reguìar Qual é a ra-
zão de semeÌhança (do menor para o maior)
entre os dois hexágonos?

bZ. 5io dado, dors penl igonoç,ìemelhanles, cujàs
áreas medem Ì2x cm2 e 20x cm2, Se o menor
Ìado do menor pentágoÌ1o mede 2 cm, quanto
mede o menor lado do maior pentágono?

i

(u
N
E
t
,|J
(E
c
CJ
(I'
.9
'.co
E
c)
ío

E

A geometria dos fractais
Á Geometria euclidiana que estudamos em toda a nossa vida escolar não é sufrciente para

descrever determinadâs formas geométicas, como umâ nÌrvem, um cristal de neve, uma couve-
flor, uma folha de samambâia e muitas outras que vemos na naÍúeza. SÌra existência desaÂa a
ciência a estudar as formas qÌre a Geomeüia tradicional não explica. A geomeúia dos fractais
nasceu dessa necessidade.

Âs raízes desse ramo da Matemática estão no sé-
cuìo XIX, embora haja aÌguÍÌâs indicações em épocas
bem mais remotas, como na Grécia homérica, na Ín-
dia e na Chinâ. Porém, somente há poucos anos, com
o desenÌÌoÌvimento e apefeiçoamento dos computa-
dores, a geometria dos fractais vem se consoljdando.

O "pail'dos fractais é o francês Benoit Mandelbrot
(1924r, que no início dos anos 1980 impulsionoü os
estudos sobÌe essas formas geomét cas. Esta frase
âtribüída a ele sintetiza o espírito da Geometria de
que faÌamos: "Nuvens não são esferas, montanhas náo
são cones, continentes não são círcülos, um latido não
é contínuo e nem o raio úaja em linha raa ì

E

Ë

I

Cade pequena parte da folha de
samemoa|a se parocg @m e
Íolha inteira.
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Estruturas geométricas complexai, os ftactais (do Ìatim,tadrs, "quebrado'l "fraturado") carac
teÌizam-se por repetir um determinado padrão com ligeiras e constantes variações. Como conse-
qüência dessa auto-similaridade, as difercntes partes de um Íìactal se mostÌam simiÌares ao todo,
Àssim, os hactais têm cópias aproximadas de si em seu interior.

O estudo sistemático dos ftactâis é deüdo principaÌmente ao Ìnsso Georg Cantor ( 1845- 1918 ),
mateÌrìático criador de uú tipo simpÌes de íÌactâl obtido pela divisão de um segmento em três
pârtes i$lais e suprcssão dâ pârte cen-
traÌ, Repetindo-se o pÌocesso !áÌiâs
vezes, sobÌâm linhâs Ênas €hamadas
de Carltor ilust,a,poeira de CaÍ\tor,

Outro exemplo conhecido de
fmctal é o floco de neve proposto pelo
matemático sueco HeÌge von Koch
(1870-1924) em 1904. Nele procura-
se estudaÍ geometdcamente a íormâ
de um floco de neve. Diüde-se cada
lado de Ìrm triângulo eqüilátero em
três paÌtes iguais, e trâçam-se retas de
modo que três novos tÌiângulos
eqüiÌáteros sejam acrescentados na
paÍe central de caila um dos iados do
triângÌrlo originaÌ. Repetem-se esses procedimentos, sempre acres-
centando um novo triâÌÌguìo eqülátero a cada Ìado.

Dessa forma, obtém-se uma figura cada vez maìs complexa
qÌre em teo a possui uma supedlcie finita, mas perímetro e
númerc de vértices infinitos.

Os fractais possuem forte apelo estético, por isso muitas ima-
gens e figuÍâs fiactais são usadas em exposições de aÌie.

PaÌa sâbeÌ mais sobre esse assünto, você pode pesquisar em:
www.sbfu ica.org.br/f ne/Vo16/Num 1/complexidade.pdf
math.rice.edu/'Ìanius/ftac/ (em inglês)

Poêira de cantoí

t

Floco de nev6 d6 Koch

3.(ESPM-SP) Aunentando se o comprimento de unì
retângulo em 20yo e diminuindo se a sua largura en

d) dininui aoÁ.

(UF MA) Nâ figura a sesuir, o quãdrado ABCD tem
Ì8 cm de Ìâdo e R é o ponto Ìnédio do lado AC.

a) 17
b) 18
.) 2a
d) 30 3m
el 36 1,". 4

b) dinìnuj 20%.

2.(UF-PI) Se os lâdos de um trìângulo medem 1 cm,
I cm e { 3 cm, a área d€sse úiânguÌo, em cenlmetÌos
quadrados, é igual a:

15
2

15
3

a) ^ti

È*&ffitrffi*w de vestibulares w
1. (FMU/Fiarn/FaaÍn-sP) A ÂguÌa âbâixo representa

uma saÌa cuja áÌeâ, em metros quadrâdos, é:
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Sabendo-se que ÀB é dividido em três segmentos
consruenres AÌ. PQ e OB e quePQRS e u11 r.âperio.
a área da paÌte coÌorida, em centímetros quadrados,

5. (vu.t"n"i" sp) u* retângÌ o, cujo lado menor
mede 3 m, foi totalmente dividido poÌ retas paraie'
Ìas aos seus Ìados. Com a diúsão, loram obtidos
I 200 quadrados congruentes, cada um com lâdo
de 15 crn. A nedida do mâioi lâdo do retângúo,

a)s c)7 e)9
b)6 d)8

6. (u. r. ro"arinu pn) u- terÌeno retangulaÌ tem
sa m de pümerro. O Brrfi.o oue de.cre'e a area "

30 rn

Por segurança, a coordenação do evento Ìimitou a
concentração nolocal a 5 pessoas paracada2Ìnr de
área disponlvel. Exclündo se a área ocupada pelo
palanque, con a forma de um trapézio (veja ês di-
mensões da paÌte colorida na figurâ), quantâs pes-
soas, no náximo, poderão participâr do evento?

a) 432
b) 324
c) 216

d) 108
e) e8

18 m

d) 37,20
e) 52,80

i

do terreno como Âmçao de um lado r é:

d) I  125
e) r 0s0

Consìdere o Èagmento de te\1o se-

Céluhs solares converteú a ene.giâ da luz do
5ol em eneÌgia eléÍica. Pü. cada centlmetro qua
drâdo de célula solar que recebe a luz diÌeta do Sol.
cera de 0,01 MÍ! de potêlcia elétÌlca é lproÌeiiável.

?.) 2700
b) L 620
c) 1350

$. (ruccamp sr)
gurnte.

0

b) l

Para que uma céÌula soÌâr, na forma de um hexá-
gono regular, libere 18 watts de porência, o com-
p' iTeì,o do ìJdo de$J celula derera,e- em cen.r

,100

-200
-300
400

a) 13,20
b) 18,60
c) 26,40
(DadorïJ= 1,32.)

c)

ü+
. )  !57. .)+

40
30
20
10

(Unifesp-sP) Um conício deverá ocorrer num siná
sio de esportes cuia ár€a é deümiiadâ por um r€tân-
gdo, como mostrado na figura a seguiÌ.

! . 1lru.rcnri"-se1 o" q*driláteros ÂBCD e ADÊF têm

Se B( 4 crn,  CE .  .  r -  e Ll  o cm a nedidd

de AI, em centímetros, é:

")ú
b)\?

I

12 m

400
300
200

40
30
20
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10, Grr co) u-,.'.."o tem â pÌanta Ìepresentada nüm
plano caÍe(iano, como moÍra o Srjlìco àbaixo

(m)

A área do teÌÍeno, em metÌos quadrâdos, é:

1400 c) 1000 e) 800
1 100 d) 900

11. (U. F.Viçosa-MG) uÌn teÌreno retansdâr foi diüdido
em quatro lotes retangulâres, três dos quaìs são co-
nhecidd(a< üeas.como ilustrâ d Ê8ura â \eguir

A área totâl do ieÌreno, em metros quadÌados, é:

.) 57,6 e) 59,6
d) s8,6

a) 9<x<l l
b)  6<x<8
c) .12 <x< 14

15. (ucnn-l,,rs) u- 
"u""lo 

se encontra preso num cer-
cado de pastagem, cujã forma é um trâpézio retàr
guÌo, coÍn bâses medindo 70 m e 130 m, e âÌtura de
80 m. Ele está âmârrado a umâ corda de 70 m que
esú fi-\ada en um dos cantos que âpresenta âI1gulo
reto. Admitindo que o cavalo consumâ toda a pâsla-
gem a seu alcance, é correto afirmâÌ que:

a) a áreâ de pastagem consumida peÌo câvalo é
maioÌ que 4 000 m'?.
o ca!"lo consoÍne nìais de 50o/o da Pastagem e.rds
tente no cercado.
a tuea da pastagem que sobra Ío cercado é o

dobÌo da área consunida pelo câvâÌo.
o perimetro do ceÌcado é 380 m.
se, após coNumí toda a pastagem a seu alcan-

ce, a corda for Êrada no outso cânto que âpre-

senta ângulo reto, o cavalo terá â mesma áreâ de
pastagem à sua disposição, conparada âqueÌa
irÌiciaÌ.

b)

c)

r
a)

16. (vunesp'sp) Un stao de festas na foÌrrÌa de ÌÌm he'
xágono regulaÌ, com l0 m de Ìado, tem ao centro uma
pista de dança na foma de um círcuÌo, com s m de

12. (u. n l"i" a" po.u nG) consideÌe um oítdool de
uma propâganda publìcitária, constÌuído em foÍ-
mato retangüÌar, com áÌea de 104 n'? e com um dôs
Ìados 5 m maior do que o outro sobre a medida Í
do maior lâdo desse o"Ídror, é corÌeto âfiÌmar que:

d) x> 26
e) x<6

13. Gaap-sp) Cinm quadrados isuais são coÌocados lado
a Ìado, foÌnândo um r€tânguìo cuio peímetro é
372 cm. A área de cada quadrado, em c€ntímetÌos
qua&ados, é:

a) 72 c) 324 e) 961
hj r24 d) 900

14. (Us-pt) r't lt"rt'uçao abaixo, AB é um diâmetro pâ-
íaleÌo à corda CD e o ânsulo AID mede 60'.

Se a área do triâíguÌo ÀBE é 24, qual a áÌeâ do triân-
guÌo CDE?

A tueâ, em metros quadÌados, da região do saÌão dê
festâs que não é ocupada peÌâ pista de dânça é:

a) ss,6
b) s6,6

â) s
b) 6

a) 480

a) 2s(30iJ-Í)
b) 25(r2!J- Í)
c) 2s(ó\6-n)

d) 10(30\6-n)

e) 10(1siJ-tr)

l í ' .  rPu.,amp-tr ' .on\ ideíe que. nr fgurr  rbaìxo,

tem-se â pÌânificação do quadro de uma bicicletâ e

âs medidâs estão indicadasem centímetÌos (Dâdol

A área do tÌiânguÌo ABD, €Ín centímetÌos quadra-

c)7 e)e
d) 8

c) óa0 e) 824
d) 768
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Í8. lmru-sr1 ,r ngo.u abaiÌo representa uma marca
onde os arcostêm centros nosvértjces do quadrado
de lado ìguaÌ a 10 cm.

se âs partes branca e colorida devem ter a mesma
áreâ, â medidâ do raio de cada arco, em centímetros,

â) 4,s0
t ) 4,40
c) 4,2s

e) r00 n1il

trapézios, etc.). Suponha que um terretro tenhâ o
formato dado pela região colorida no gráÊco abaixo,
onde a curvâ representã o sráfico da Ânção dada por

O valor aproximado da tueâ dessa r€gião, quando
substituímos os arcos AB , BC e CD por segmentos

t

d) 4,r5
e) 4,00

(consideÌe \D; = 2,5.)

19, (rcv-sp) E- u-u.idade do interior a praça pr!Ì
cipâÌ, €n1 fo|n1à de üm setor circular de 180 m de
râio e 200 Íì de compdmenio do arco, ficou Ìotada
no comício político de um crndidato a preíeito. Ad
mitindo ümaocupação média de 4 pessoas por me
tro quadrado, a melhor estimativa do número de
pessoas presentes no comlcio é:

22.1l,ru.t 
""i. 

Srl Nu ngura abai{o, ABCDEF é um he
xágono Ìesular de Ìado 1 cm.

AB

A área do triângulo BCE, em centímetros quâdra-

f igura

a) 4,3 .)  4,9
b) 4,s d) s, l

") \5
b) 2\5

a)6
b) r8

c) 20
d) 34

e) 5,5

a) 30 nìil c) 70 nÌiÌ
b) a0 nìil d) 90mi1

20. (uE-pI) A áÌea do tÌìânguÌo ABC, nr

aDalÌo,  e Lguar d, ,1.

.u.=+ *

Julgue as atunâções â sesuil

" ì  A i re i  do l r idng-ìo DfC c dJl .cJdorr-n.

gxÌo ABC.
b) A áreâ do triângulo DEC é 2s% dâ áÌea do tdân-

grio BCD.
c) A âÌea do iríânsulo BDC ê o dobro da área do

triângulo ABD.
d) A área do triângulo DEC é 35qo da áreâ do triàn

guÌo BDË.

21. (U. L Viçosâ-MG) uÌìâ das maneiÌâs utiÌizâdâs pe-
los agrimensores para Íredn â área de um teneno é
aproximar â região por pollgonos com áreâs fãceis
de calcular (por exenplo, triángulos, Ìetângulos,

23. Qnifesp-sP) coÍsideÌe:i malha quâdriculada exi-
bida peÌa âgura abai{o, composta poÌ 6 quâdícuÌas
de I cm de Ìado cada.

i lcm

A soma das áreas de todos os possiveis r€tàngulos
deteÌÌinados por essa maÌha, €m centÍmetros qua

d) 31D

")+
.6

I
3Ë?

e) 40



24, tl,Iu.t.n'i"-sp) Nâ figüÌa âbâixo, ABCD é um
paraÌeÌograÌno cujo Ìâdo BC é tangente, no ponto 3,
à circuníerência de dìâmetro AD = 6.

AD

Aárea da região colorida é:

a) 8 d) 11
b)9 e) 12
c) 10

íf .  í l  I  -Vs) \d ngLrâ ibaüo. d( .  i " .u{erenciJ.
C, são tangentes entre si.

Se â distância entÌe os seus centros é iguaÌ a I cm e a
áÌea da região colorida é igual a s0o/o da área de C2,
então as medidas dos raios Cì e C,, em centÍmekos,
são, respectivamente:

a) t+rEe2+ü
b) I  úe2 r [
. )  3+2^' l te4+21,
d) l+2\De2+2\[
e) 2.+\Ee3 +"'[ ,

26. lmru-srl Nu ngo." abaixo, os dois círcúos de raios
unitáÌios são taìgentes aos seÌnicírcuÌos e aos Ìados

A área dess€ quadrado é:

Se â medida do raìo da circunferênciâ inscrita no qua"
d'ado e I  c-n.  a àrea oe rodi  

"  reBi ; ,J.olor id ' .  er
centímetros quadrados, é:

a) 42,25
b) 49,00

' d) 64,00

d) 36-;

e)36Ë

d) 42
e) 48

^) 
e_ï

b)18; l

Cre c)  18-;

t

Zõ. íFuv€(r  sP'  Na f iguÍrJbài{o.  OAB e r .c.o l :  rcu.
lâÌ com centro €m O, ABCD é rm retangulo e o
segmento CD é tdgenie em X ao aÌco de extremos
A e B do setoÌ circúaÌ.

!e AB 2íJe qD I  en,do d d-ed do .c,or O \h (
rgual a:
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2 9. Gt'n .-rD N, ng*u abako, remos ÂB = cD = Ì s d
e PC = 5 cm. O segmento de reta AC é perpenor-
culaÌaABemede4cm.

Entio. a área do triânguÌo PBD, em cm:.raÌe:

2 7. 1V.-"tp-Sr) U*" 
"-pÌesa 

tem o logotipo mostra-
a) 24
b) 30
c) 36
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1,. (UF PA) A figura 3 ao Ìâdo é comumente recoúecida como um
"fractaÌ" (em qüe pequenas petes sao cópias reduzidas do todo) e é
consrituiòã por uma hfinidade de círcúos de raios cada vez neno-
res. Sua constÌução é dada a seguiÌ.
A partir de um triângulo eqüiÌát€Ìo ABC (veja a figÌlra l), cujo lado
tem comprimento l, consideÌe â circunferência nele insüita. A reta
paraÌeÌa ao Ìado BC e tângente à cncÌÌnferência inscÌita intercepta o
lado AB no ponto D e o lado AC no ponto E, formando üm novo
tÌiânguÌo eqüiláteÌo ADE. Iazendo construções equivaÌentes para os
lados AC e AB, determinaremos dois novos triânguÌos eqüiláteros
BIG € CHI. Para cada !nÌ dos tÌiângÌrÌos, ADE, BFG e CHI, repetimos
esse pro€esso, obtendo três novas circunferências inscdtas e nove
tÌiângr os menoÌes, como na 6gura 2. Esse processo podeserrepetìdo iìdeônidamente, gerando circulos
cada vez menores e formando a 6sura 3.

flgurc 1 f lgura2

LeÌnbre-se de que o rajo do circulo inscdto é iguaÌ a um teÌço da aÌtÌÍa do triângulo eqüiÌáreÌ-.
a) Calcule a área do primeiro círculo construído e â áÌea de ìlm dos círcuÌos menores dâ Êsura 2, em

. fimçâo do lado r do tdângdo ìnicial.
b) As somas das áreas dos círailos congÌuentes (de mesmo râio), em ordem dedescenre, formam uma

prosressão geométÌica. CaÌcule â soma dos infinitos termos dessa progÌessão.

Í " Aumenta-le m iado de um retilrÌgüo em I m e dimìnui-se, também de I m, ourro lado do mesÍno r€rânguto.
Com essâs iÌteÌações, foÌma-se um quadÌado. Em qüantos merros quadÌados a área do quadíado exced€ a
do r€rangLio?

J. rPUc-Rl, ìe iã \Er umrr iànguloeqüi l . rerodedredJ0,m/.sejrPQR.(ornpnoladoBC.enolddoCAe
R no ladoAB, outro tdánguÌo eqüiÌátero. Dâdo que o ângúo CPQ é reto, d€t€rmine:
a) os angulos AQR e nÂP;

Í

ligura3

b) â área do triángulo PQR.
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