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Conjunto dos Numeros Naturais

Axiomas de Peano

I) Todo nimero natural tem um Unico sucessor.

II) Numeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

[Il) Existe um Unico numero natural, chamado “um” e representado pelo simbolo 1,
gue nao é sucessor de nenhum outro.

IV) Seja X um conjunto de numeros naturais, se 1 € X e o sucessor de todo elemento
de X pertence a X, entao X = N.
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Principio da Inducao Finita (PIF)

O PIF diz que:

Uma propriedade P(n) relativa aos numeros naturais n = n, € valida se, e somente se,
satisfazer as seguintes condicdes:

I} P(ny) € valida. Para algum n, € H.

Il) Para K € N, se P(K) € valida, entao P(K + 1) tambem é valida.

Prof. Victor So
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Principio da Inducao Finita (PIF)

HORADE
PRATICAR!

Demonstre14+2+ 3+ -+ n= n(nz+1),‘v’n € N*
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Operagoes Fundamentais

Adicao e Multiplicacao

a) Associativa:
(a+b)+c=a+(b+c)
(ab)c = a(bc)

b) Comutativa:
a+b=b+a
ab = ba

Prof. Victor So

;" Estratégia

c) Distributiva
a(b+c) =ab+ ac

d) Elemento neutro da adicao:
a+0=a

e) Elemento neutro da multiplicacao:

a-1=a
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Desigualdades

Prof. Victor So
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Propriedades da desigualdade

a) Transitividade:
a<beb<c—-a<c

b) Tricotomia

a<boua=boua>hb

c) Monotonicidade:sea < bec >0
at+c<b+c
ac < bc

Prof. Victor So
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Conjunto dos Numeros Inteiros

Propriedades da soma e multiplicacao

a) Comutativa d) Elemento neutro da soma
a+b=b+a a+0=a
ab = ba

b) Associativa
at+b+c)=(@+b)+c
a(bc) = (ab)c
c) Distributiva
a(b+c) =ab+ ac

e) Elemento neutro da multiplicacao

a-1=a

Prof. Victor So
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Propriedades da soma e multiplicacao

f) Elemento simétrico hya-0=0
x+ta=0=>x=—a
i) (—a)b = —ab
g)Sec # 0:

ac=bc=>a=»> ) (—a)(=b) = ab

klab=0—->a=0o0ub=0

Prof. Victor So
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Propriedades da desigualdade

a) Tricotomia dos Inteiros

a€Z->a>0oua=0o0ua<0

b) Translacao

Sea>bec€Z=>a+c=>b+c

c)Sea>bec>0
ac > bc

Prof. Victor So



Propriedades da desigualdade

d)Sea>beC<O
ac < bc

e) Transitividade

az=b
{CZd_)a+C2b+d

Prof. Victor So
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Divisibilidade
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Divisibilidade
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Divisibilidade

(OBMEP) Qual dos numeros abaixo é divisivel por 2 e 3?

Prof. Victor So

a) 334
b) 335
c) 336
d) 337
e) 338
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Divisibilidade

Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 6, Vn € N.

Prof. Victor So



Divisibilidade

Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 6, Vn € N.
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Divisibilidade

Prove que n(n + 1)(n + 2) é divisivel por 6, Vn € N.
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Numeros Primos
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Decomposicao em fatores primos
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Decomposicao em fatores primos
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Quantidade de divisores de um numero
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Maximo Divisor Comum
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Maximo Divisor Comum
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Maximo Divisor Comum

Propriedades
a)mdc(n,n) =n,vn € N*
b) mdc(m,n) = mdc(n,m), Vm,n € N ndo ambos nulos

c) mdc(n,0) = n,vn € N*

Prof. Victor So
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Algoritmo de Euclides
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Algoritmo de Euclides
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Questao

Calcule o MDC entre 11352 e 40.

Prof. Victor So
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Minimo Multiplo Comum
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Minimo Multiplo Comum
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Minimo Multiplo Comum
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Conjunto dos Numeros Reais

Conjunto dos Numeros Racionais Q
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Operagaes com numeros racionais

Sea,c€Zeb,d € Z* temos:

a) Igualdade c) Multiplicagao
c ac_ac
E=a<:>ad=bc b d_ bd
b) Adicao
a ¢ ad+ bc
— 4 — =
b d bd

Prof. Victor So
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Propriedades dos racionais

Sea,c,e€Zeb,d,f eEL":

a) Associativa c) Elemento neutro da adicao
a a
@ 6,8 0, (e =0 =
<b+d)+f b+<d+f> b™ " b
e

d) Elemento simétrico

c_c.a a a
NER

Prof. Victor So
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Propriedades dos racionais

e) Elemento neutro da multiplicacao
a a

b b

f) Distributiva

ac+e_ac+ae
b \d f/] bd bf

Prof. Victor So
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Conjunto dos Numeros Irracionais I

Definicao:

Se x € um numero irracional, entdo ele ndao podera ser escrito como uma fragao de
irredutivel.

Prof. Victor So
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Conjunto dos Numeros Irracionais I
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Reta dos Naturais

Prof. Victor So
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Reta dos Inteiros
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Reta dos Reais

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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Reta dos Reais
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Potenciacao e Radiciacao

aERenelN,a"=a-a-a-..-a

Y
n fatores

1
aERen €N, an=Ya

Prof. Victor So
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Operagoes usuais

a)vVavb = Vab

1 1
b) Vaa = azaz = a

1 Jab
va+Vvb  a-b

d)\/a+b2=a+b

1 _ya
E)\/—a— 7

c)
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Desigualdades para o Conjunto dos Reais

1) Tricotomia dos Reais 4) Inversa
a€ER->(a<0oua=0oua>0) 1
a=beab>0 —> E
2) Translagao 5) Transitividade
QZbQCERC}CI,+C2b+C azbebzc_)azc
3) Produto da desigualdade 6) Soma da desigualdade
a=>bec>0-ac=bc a=>bec=>2d—->a+c=2b+d

a=>bec<0-ac<bc
7) Potenciacao

a>beab>0-a?>b?

Prof. Victor So
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Produto notavel

'

(x4+ 1) =x*+2x+1

_/

Fatoracdo

Prof. Victor So
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a)a(x+vy) =ax + ay y’ Estratégia

b) (a + b)* = a® + 2ab + b?

c) (a — b)? = a® — 2ab + b?

d) a® —b% = (a+ b)(a —b)

e) (a+b)? = a® + 3a%b + 3ab? + b®

f) (a — b)® = a® — 3a?b + 3ab? — b3

g) a®+ b® = (a + b)(a? — ab + b?)

h)a® — b% = (a — b)(a? + ab + b?)

i)a® + b3+ c3—3abc = (a+b+c)(a?+b%+c?—ab —ac— bc)
jJa*—b*=(a—b)(a¥ '+ a" b+ -+ b" 2a+ b 1)

k) g2m+1 + p2m+1 _ (a n b)(aZm — g2m-1} 4o — p2m-1, 4+ me)

Prof. Victor So
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a)alx+y) =ax +ay

Y

a(x+y)=ax+ay
U/
b) (a + b)? = a? + 2ab + b?

(a+ b)? = (a+b)(a+b)

(a +b)(a+b) =a*+ab+ ba+ b* =a?+ 2ab + b?

\JJ

Prof. Victor So
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Demonstragoes V=

c) (a — b)? = a? — 2ab + b?

Situacdo andloga a (b), a unica diferenca é a presenca do sinal negativo em b.
Aplicando a distributiva:

(a —b)?>=a?—ab —ba+ b?=a?—2ab + b?
d) (a + b)(a — b) = a? — b?
Distributiva:

(a+b)(a—b) =a?—ab + ba— b?=a? — b?

Prof. Victor So
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Demonstragoes p =

e) (a +b)3 =a®+ b3+ 3ab(a+ b)
(a+b)®=(a+b)*(a+b)=(a%+2ab+b?)(a+b)
= a3+ a®b + 2a?b + 2ab? + b?a + b3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3

Colocando 3ab em evidéncia:

a’ + 3a’b + 3ab? + b3 =a® + 3ab(a + b) + b3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)

Prof. Victor So
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Demonstracoes W

f) (a — b)® = a3 — b3 — 3ab(a — b)

Situacio andloga 3 letra (e):

(a+b)% =a3+ b3+ 3ab(a+b)

(a+ (=)’ = a® + (=b)® + 3a(=b)(a + (—b))

(a—b)® =a3—b%—3ab(a—b)

Prof. Victor So
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Demonstracoes -

g) a®+b® = (a+b)(a? — ab + b?)

Vamos manipular a expressdo a3 + b3,

Somando e subtraindo os termos a?b e ab? da expressdo, temos:
a® + b3 + a?b — a®b + ab? — ab?

Fatorando a expressao:

a3 + a®b + ab? + b3 — ab — ab?

a’(a+ b) + b?*(a+ b) —ab(a + b)

(a + b)(a? + b? — ab)
(a + b)(a® — ab + b?)

Prof. Victor So
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Demonstragoes W

h) a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?)

a’> —b> = a3 — b3+ a?b — a?b + ab? — ab? = a® — a?b + ab? — b3 + a?b — ab?
=a’(a—b) + b*(a—b) + ab(a — b)

= (a — b)(a®+ b% + ab)

= (a — b)(a® + ab + b?)

Prof. Victor So
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Demonstragoes V=

i)a3+b3+C3—3abC=(a+b+C)(a2+b2+C2—ab—ac—bc)
(x +y)3 =x3+y3 + 3x%y + 3xy?

Somando e subtraindo os termos 3a?b e 3ab? da express3o:
a3 + b3 + ¢3 — 3abc + 3a?b — 3a®b + 3ab? — 3ab?

Organizando os termos:
a3 + b3 + 3a?b + 3ab? + ¢3 — 3abc — 3a?b — 3ab?

(a® + b + 3a?b + 3ab?) + c® — 3abc — 3a?b — 3ab?
Fazendo a3 + b3 + 3a?b + 3ab? = (a + b)3:

(a + b)3 + ¢ — 3abc — 3a?b — 3ab?
Fatorando os termos:
[(a + b)3+c3] — 3ab(c + a + b)

Prof. Victor So



Demonstracoes

Lembrando que x% + y® = (x + y)(x? — xy + y?), temos:
[(a + b)3+c3] —3ab(c +a+b)

(@a+b+c)|(a+b)2—(a+b)c+c?|—3abla+b+c)
(a+ b+ c)(a?+ 2ab + b? — ac — bc + ¢? — 3ab)
(a+b+c)(a?+b%+c?—ab—ac— bc)

Prof. Victor So
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Demonstragoes
j)a™ — b = (a — b)(an—l +a"2p 4 -4+ p"2g + bn—1)

A=a(av1+a"2b+ -+ b"2a+b" 1)
=a"+a" b+ +b"?a® +ab™?
B=b(a"'+a"2b+ -+ b"%a+b"1)
=a" 'h+a"?h* + -+ D" ra+ b
A-B=a"+a" " 'b+-+b"?a*+ab™ ' - (a" b +a"?bh* + -+ D" a + b")
A—B=a"—-b"

Prof. Victor So
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Demonstragoes £

Também podemos escrever:
A-B=a(a"*+a" b+ +b"2a+b")-b(a™ +a" b+ -+ b" 2a+ b"!)
A-B=(a-b)(a"+av b+ -+ b"2a+b"1)
sa*—b*=(a—-b)(a"1+a"2bh+ -+ b"2a+ b1

Prof. Victor So
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Demonstragoes At

k) q2m+l 4 p2m+1 _ (a + b)(aZm —qg2m-1p 4 ..._p2m=-1, bzm)

A= a(aZm —g?m=1p 4 g2m=2p2 _ .. 4 p2m=2,2 _ p2m-1, 4 me)

= gq2m+l _ 42m} + q?m-1p2 _ et p2m—2,3 _ p2m=1,2 + p2mg

B = b(aZm _ a2m—1 b + a2m—2b2 o4 me 2 2 me 1a + me)

— aZmb . a2m—1 b2 + a2m—2b3 .+ me 1 2 mea + b2m+1
A+ B
= q2m+1l _ a2mb + q’m-1p2 _ S pim=2,43 _ p2m-1,2 + p2mg + a’mp — g?2m-1}2
+a2m—2b3 . me 1 2 b2ma+b2m+1

A+ B = a2m+1 + b2m+1

Prof. Victor So
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Demonstragoes p =

Também podemos escrever:
A+ B = a(aZm _ a2m—1 b+ aZm—ZbZ . b2m 2 2 me 1a + me) +
b(aZm — qg2m-1p 4+ qlm-2p2 _ . b2m 202 — p2m-1,4 4+ me)
A+ B = (a+b)(a®™ —a*™ 1 b+ a?™ 2p% — ... + h2M 2% — pZM~1g 4 p2M)

q?mti + pim+l — (Cl + b)(a2m —qg?m-1p + q’m-2p2 — .+ pim=2,2 _ p2m-1,4 + me)

Prof. Victor So
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Fatorag¢do usando raizes
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Aplicagﬁo
Simplifique

(V2 +13) (V2= ¥3)

Prof. Victor So
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Aplicacao
Encontre o valor da expressao:

/59992 + 5999 + 6000

Prof. Victor So
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Aplicacao

Sabendoquea+ b + ¢ =0eabc =1, calcule a® + b3 + ¢3

Prof. Victor So
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(Exercicio de Fixac¢ao)
Fatore as seguintes expressoes:
a) x? + y? — 9y?% — 2xy

Prof. Victor So
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(Exercicio de Fixac¢ao)
Fatore as seguintes expressoes:
b) x6 — y®

Prof. Victor So
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(Exercicio de Fixac¢ao)
Fatore as seguintes expressoes:
f)x6 —1

Prof. Victor So
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(Exercicio de Fixac¢ao)
Fatore as seguintes expressoes:
m) a® + b°> — ab* — a*b

Prof. Victor So
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(Exercicio de Fixac¢ao)
Fatore as seguintes expressoes:
n(x=y)3°+@—-2)°-(x-2°

Prof. Victor So
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Reduc¢ao ao Absurdo

O método da Redugao ao Absurdo é usado para provar a veracidade de uma proposicao.

A Reducao ao Absurdo fundamenta-se no principio do terceiro excluido e no principio
da nao-contradicao.

Se queremos provar que uma proposi¢ao p é verdadeira usando o método da redugao
ao absurdo, devemos supor que —p é verdadeira e, utilizando as definicdes e teorias
envolvidas, tentamos chegar a um absurdo (ou contradicdo). Desse modo, se a negacao
da proposicao é falsa (sendo uma contradicao), entao a prépria proposicao é
verdadeira.

Prof. Victor So
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Questao

Prove que V2 éirracional.

Supondo que V2 seja racional, ent3o ele poderd ser escrito como um ndmero racional
. 7 b . . . .
da forma irredutivel —a, b primos entre si e positivos.

V2=2

a
V2a=b

Elevando ambos os lados ao quadrado e desenvolvendo:
2
(vV2a)? = b?
2
V2 a? = b?
2a? = b?

Prof. Victor So
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Questao

Prove que V2 éirracional.

2a® é um nUmero par, entdo pela igualdade b? deve ser um ndimero par.
b? é par = b é par
Logo, podemos escrever b = 2c.
Substituindo b = 2¢ na equacao:
2a® = b?
2a% = (2¢)? = 4c?
a’ = 2c?
a? pode ser escrito como multiplo de 2, logo ele é par.
a? é par = a é par
Absurdo! a e b nao podem ser pares ao mesmo tempo, pois ambos sdao primos entre
Si.
~ /2 é irracional

Prof. Victor So



Questao
Se a? é par, entdo a é par.

Vamos supor que a ndo seja par, ou seja, a é impar.

Se a é impar, podemos escrever:
a=2k+1,k€eZ
Elevando a ao quadrado, obtemos:
a’?=Qk+ 1) =4k*+4k +1
=2(2k% +2k) +1
2k? 4 2k é um inteiro, entdo vamos definir:

2k>+2k =B €EZ

Substituindo em a?:

a?=20+1

y Estrategia

Como f € Z, ent3o a? é impar. Mas da hipétese inicial, a® é par. Logo, chegamos

a um absurdo.
Prof. Victor So Q ’ 7
Disso, concluimos que a é par.
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Sistema decimal

Cada algarismo de um numero na base 10 deve pertencer ao conjunto
{0,1,2,3,...,8,9}.
Veja os exemplos:
357 =3-102+5-10 +7-10°
1048 =1-1034+0-10%2+4-10' +8-10°
15=1-10'+5-10°
1,15=1-10°+1-10"1+5-107?
—-52=—(5-10°+2-1071)

Prof. Victor So
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Sistema de numeracao na base b
Seja b a base de um sistema de numeracaoe b € N,com b > 1.

Podemos representar os numeros usando a seguinte sequéncia de simbolos:
(@nan-1 - a1a9a_1 ... )p
Onde a; representa o algarismo do numero. Esse algarismo deve pertencer ao conjunto
{0,1,2,...,b — 1}.

Um detalhe que devemos nos atentar é caso b > 10, os algarismos (a;) acima ou igual
a 10 devem ser substituidos por letras maiusculas do alfabeto:

A=10
B =11
C =12

Prof. Victor So
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Sistema de numeracao na base b

Como o sistema de numeracao usual é o decimal, representamos os nimeros nessa
base sem os parénteses e o subindice b.

ianan_l L A1Apad_q ... = i(anan_l .. A1ApgA_q ...)10

Para representar os negativos, basta inserir o sinal negativo na frente do maior
algarismo.

Vamos ver alguns sistemas de numeracao.

Prof. Victor So
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Sistemas de numeragﬁo

Sistema binario

Esse é o sistema de numeracao na base 2.

O sistema binario é usado na computacao para representar os bits.
Os numeros na base 2 sao conhecidos como numeros binarios.

Cada algarismo de um numero binario pode assumir os valores 0 ou 1.

Exemplo de numeros binarios:
(10101,101),
(111,111),

Prof. Victor So
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Sistemas de numeracao

Sistema octal

Sistema de numeracao na base 8. Os algarismos devem pertencer ao conjunto
{0,1,2,3,4,5,6,7}.

Exemplo:
(7103,25)4

Prof. Victor So
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Sistemas de numeragﬁo

Sistema hexadecimal

Sistema de numeracao na base 16. Perceba que nesse caso, os algarismos podem ser
maiores ou iguais a 10. Dessa forma, os algarismos devem pertencer ao conjunto:

{O)1)2)3)4)5)6)7)8)9)A)BIC)D)E’F}

Exemplos:
F5A4
100FFF
ABCDEF123

Lembrando que nesse caso: A = 10,B =11,C =12,D = 13,F = 14,F = 15.

Prof. Victor So
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Mudanca de base b para base decimal

Para converter um nimero na base b para a base decimal, basta expandir o niumero da
seguinte forma:

(anan—1..a100a-1 ...)p = apb™ + ay_1b" 1 4+ -+ a;b* + agh® + a_1b™1 + -
Exemplos:
(13,2),=1-4'+3-4%°4+2.471
=75
(ACF){, =10-16%+12-16' + 15- 16
= 2767

Prof. Victor So
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Mudanca de base decimal para base b

Seja (X)1, a representacdo de um nimero na base decimal. Ent3o:
(X)10 = (apan_q - a1a0a_1a_3a_3 ...)p
Queremos encontrar os algarismos a;. Vamos separar os digitos de X em parte inteira e

parte fracionaria.

Definindo X; como a parte inteira de X e Xr como a parte fracionaria, temos:

X;=a,b"+a,_b" 1+ -+ a;bt + aybh®
_ a_q a_- a_s;
Xp = pl +b2 +b3 T

Para encontrar X;, usamos o método conhecido como divisbes sucessivas e
encontramos a parte inteira de X. Veja:

X;=a,b"+a,_b" 1+ -+ a;bt + ayb®

Prof. Victor So
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Mudanca de base decimal para base b

Dividindo a equacao por b, encontramos:

Xi n-1 n-2 4o
?=anb +a,_1b +---+a1+?

a, é o resto da divisdo de X; por b e a,b™ '+ a,_{b™ %+ -+ a; é um nimero
inteiro.

Se dividirmos o ndmero a,b™ !+ a, b"?+--+a; por b novamente,
encontramos a, . E assim repetimos essa operac¢do até encontrarmos todos os digitos.

Na pratica, dividimos o numero X; por b sucessivamente até que o quociente das
divisOes sucessivas seja zero.

Para encontrar X, usamos o método multiplicagbes sucessivas. Veja:

a_q a_- a_s
Xr = + + + .-
Prof. Victor So f b 1 b 2 b 3
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Mudanca de base decimal para base b

Multiplicando a equacao por b:

a_- a_s
Xpb = a_y +—F+ -5+

. . ~ . a_z Cl_3 ’
Dessa forma, a_; torna-se a parte inteira da operagdao acima e Y + >z + --- é a parte
fracionaria.

Se multiplicarmos essa parte fracionaria por b, encontramos a._,.
Repetimos essa operacao até encontrar todos os digitos fracionarios.

Na pratica, multiplicamos Xy por b até que ndo haja mais parte fracionaria.

Prof. Victor So



Mudanca de base decimal para base b

Exemplo:

Vamos transformar o numero 745,4 na base decimal para a base 8.

Prof. Victor So
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Mudanc¢a de base decimal para base b

Prof. Victor So
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11111111

J

base b,




;" Estratégia
Mudanca de base de poténcias do mesmo primo

Quando as bases forem poténcias de um mesmo numero primo, podemos usar o
método do reagrupamento para mudar as bases.

Exemplo:

Converter (1010101111), para a base 16:

Nesse caso, devemos ver quantos algarismos binarios sao necessarios para representar
o0 maior algarismo hexadecimal.

OmaioréF=15=1-234+1-224+1-214+1-29=1111.

Vemos que precisamos de 4 algarismos binarios. Entao, devemos separar o nimero na
base 2 em blocos de 4 algarismos:
(1010101111), = (10.1010.1111),

Prof. Victor So = (0010.1010.1111)2



g Estratégia

Mudanc¢a de base de poténcias do mesmo primo

Perceba que completamos o bloco mais a esquerda com zeros, isso devera ser feito

guando faltar niumeros nesse bloco.

Os algarismos na base 16 serao a conversao de cada bloco em decimal.
0010=0-2340-2241-2'+0-2°=2
1010=1-2340-22+1-21+0-2°=10=4
1111 =1-23+1-22+1-2'+1-2°=15=F

Dessa forma:

(1010101111), = (2AF) ¢

Prof. Victor So
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Exemplo

Obtenha a representacdo na base 4 do nimero (10101,01),

Convertendo para decimal:
(10101,01), =1-2*+0-23+1-22+0-2'+1-29+0-271+1.272
= 21,25
21,25 é fraciondrio, entdao devemos dividir em parte inteira e parte fracionaria.

Convertendo 21,25 para a base 4:

?_1|4

Prof. Victor So
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Desigualdade de Cauchy

Parax,y € R%:

Demonstragao:
(a—b)?>0
a’?—2ab+b* =0
a’? + b? = 2ab
a? + b*

> ab
S, =4a

Prof. Victor So
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e Cauchy

Para x4, X5, ..., X, €E Ri en € N:

X1 X2 xXp=1=>x1+x2++x,2n

Demonstragao:

Vamos provar por PIF.

Verificando a veracidade da propriedade paran = 1:

x1=1$x1=121

Logo, é valido paran = 1.

Agora, vamos provar a tese através da hipdtese para k € N:

Prof. Victor So
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Hipotese: W

Sx +xy+ x>k

Tese:

> xX+ X+t Xt X1 =k+1

*
X1, X2, ey Xy X 41 € R+
xl.xz.....xk.xk_l_l — 1

Para todos os termos unitarios:
X =Xy = = Xg = Xppq = 1
=Xy Xy Xp  Xpaq = 1
X1 +x,++x, =2k
X1 +x,++x,+1=>2k+1
X1+ Xy + o+ X+ xp =2k+1

Prof. Victor So
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Para termos distintos:

Temos que ter necessariamente termos maiores que 1 e termos menores que 1.

Pela hipdtese, temos:
X1+ Xg o Xgeoq + (g - xpq1) = 1
=>x;+x;+ o+ xpoq + O X)) =k
Sem perda de generalidade, vamos supor x;, > 1 e x,,.1 < 1. Somando —xj - X; 41 nNoOs
dois lados da desigualdade:
X1+ Xy + o xpeq + ( Xpegr) = Xp g 2K — Xt Xpeqq
X1 +x2 +"'+xk_1 = k—Xk * Xk+1
Somando xj + x4 nos dois lados da desigualdade acima:

x1+x2+---+xk_1+xk+xk+1Zk—xk-xk+1+xk+xk+1

Prof. Victor So
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Agora, vamos somar (1 — 1) nos dois lados da desigualdade: |

X1 +x2+---+xk_1+xk+xk+1+1—1 Zk—xk-xk+1+xk+xk+1-|—1—1
Vamos fatorar o lado direito da desigualdade:
X1 +X2+'”+xk_1+xk+xk+1 2k+1—xk-xk+1+xk+1+xk—1
X1+ X+ o+ xpog FxpF X1 2k + 1 —xp (= 1)+ (x, — 1)
X1+ X+ d X Fxp X = k+H 14 (o — DA — x544)
Da suposicao inicial:
Xk >1=> Xk — 1>0

Portanto:

X1+ X%+ A xp g xg a1 2k+H1+ 0 —1D)A —xp50) =2k +1
>0 >0

Prof. Victor So
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Paraaq, a,,...,a, € Re by, by, ...,b, € R:

(a;by + azby + -+ + a,by)? < (af + a3 + -+ a2)(bf + b5 + -+ b2)

Demonstragao:

Paraaq, a,,...,a, € Re by, by, ...,b, € R:

f(alx +b)%? >0 rafx2 + 2a.byx + bZ =0
(azx + by)? =0 oy } a3x® + 2azbx + b3 >0

A

| (anx + b)? =0 |anx®+2a,bpx + by =0

Prof. Victor So
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Somando as desigualdades, temos:
(a? + aZ + -+ a2)x? 4+ 2(ayby + azby + -+ ayby)x + b2 + b3 + -+ b2 = 0
Para essa inequacao ser satisfeita Vx, devemos ter A < 0:
A = 4(ayby + azhy + -+ apby)? — 4(a? + a3 + -+ aZ)(b? + b3 + -+ + b2)
4(ayby + azby + -+ apbp)? —4(a? + a2 + -+ a2) (b2 + b7+ -+ b2) <0
w (aby + azhy + -+ apby)? < (a? + a3 + -+ a2)(b? + bZ + -+ b2)

Prof. Victor So



Desigualdade das Médias

Para xq, X5, ..., X, € R} :

Onde:

Prof. Victor So

My =M, > Mg > My

A~ n

MG=7Vx1.x2.....xn

M n

H=T1 1 1
o T,
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Demonstracao:
1) Mg = My
Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
(a1by + aghy + -+ aphy)? < (a? + a3 + -+ a2)(b? + b% + - + b?)
Fazendo by = b, = b3 = --- = b,, = 1, temos:
(@i +a;++a)?<(a?+a%++a2)n
Dividindo ambos os lados por n? > 0:
(a; +a, + -+ a,)? - (a? + aZ + - +a2)

n? n
a, +a, +--+ay a?+as+--+a?
n o n
M, < M,

Prof. Victor So
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2) M, = M,
Pela definicao de Mg;:
Mg = VX1 * %2 Xn
=> MF =x1 X, Xn
Dividindo a igualdade por M}:
N XA

Usando o teorema de Cauchy:

X1 X2 Xn 1
Mg Mg Mg

X1 . X2 Xn

> —+—++—2=2n
Mg Mg Mg
Logo:

X1 +Xy+ -+ X

1 2 n M,

Prof. Victor So



3) M; = My y Estratégia

Sabemos que M, = M, entao:
x1+x2 ++xn

an e Xt X
" VX1 * X3 n
Substituindo x; = i, 0 <i<n,temos:
l
1 1 1
Gtatta) L1 1
n - Jay a, a,
1 1 1
(a—1+a—2+"'+a—n)> 1
n _7{/a1.a2.....an
Yaq-a Ap = "
QA 2
__I_i_l_.._l_i
a a; n

Prof. Victor So oo MG 2 MH
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4
(ITA/2002) Mostre que (5 + 2+ %) > (g 4, para quaisquer x e y reais positivos.

Obs.: C,, , denota a combinagdo de n elementos tomados p a p.

O valor numeérico de Cg 4 é:

8!
68,4:m
8:7:-6-5
T 4.3-2
=70

Assim, temos que provar a seguinte desigualdade:
y 4
(— +2+ Z) > 70
y X

Prof. Victor So
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X |
Como MA = MG, usando os termos > e %, obtemos:

MA = MG

Somando-se 2 na desigualdade obtida e elevando a quarta poténcia, encontramos:
y 4
<—+2+X) > (2 +2)*
y X
y 4
<—+ 2 +X) > (4)*
y X

4
X
Prof. Victor So (_ + 2 + X) 2 256 > 70
YV X
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Definicao
Seja a,b € Z. a é congruente a b mdédulo n quando a dividido por n deixa o

mesmo resto da divisao de b por n.

A sua notacao usual é dada por:
a = b (modn)

Lé-se a é congruente a b mddulo n.

Exemplos:

Prof. Victor So
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Definicao
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Propriedades
Paraa,b,c,d € Z:
1) Adi¢do:

{aEb(mOd”):},aichid(TnOdn)

¢ =d (modn)

I1) Multiplicacdo:

= ac = bd (mod n)

a = b (mod n)
c =d (modn)

Prof. Victor So
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Propriedades

Para k € Z:
l1l) Adicdo de uma constante:
a=b(modn)=>a+k=>b+k (modn)

IV) Multiplicacao de uma constante:
a = b (mod n) = ak = bk (mod n)

V) Poténcia:

Sejan € N:

a=b (modn) = a™ = b" (mod n)

Prof. Victor So
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W Questao

Complete as lacunas abaixo:
a)21 = ( ) (;mod 5)
b)34=( ) (mod?7)

c) —64 = ( ) (mod 3)
d)—11=( ) (mod5)

e) 1021 = ( ) (mod 2)

f) 7589 = ( ) (mod 15)

Prof. Victor So
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Q.9 ~
& Questao

> 5
Calcular o resto da divisdo de (1006006 + 10041004)100 por 5.

Podemos usar a propriedade (V):
a=>b (modn) = a™ = b™ (mod n)
1005

(10061006 + 10041004)"%%° = ((1)1006 4 (=1)1004)'°% (54 5)
((1)1006 + (_1)1004)1005 = (1+ 1)1005 — 21005

= (10061096 4+ 10041004) %% = 21005 (1344 5)
21005 - 2. 21004
= 2. 24-251
—9. (24)251
21005 = 2. (24)
2-(24)*" = 2. (1)1°°5 (1mod 5)
2-(24)*" = 2 (mod 5)

Prof. Victor So 100 5
< (100&1006 3 141004 — 9 (v )

251
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(ITA/2020)

Dado a € R, definap = a + a? e q = a + a® e considere as seguintes afirmagdes:
l. se p ou g é irracional, entdo a é irracional.
Il. se p e g sao racionais, entao a é racional.
lll. se g é irracional, entdo p é irracional.
E(s30) VERDADEIRA(S)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas |l e Il.

d) apenas | e lll.

e) todas.

Prof. Victor So
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I. se p ou g é irracional, entdo a é irracional. )

Prof. Victor So
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Il. se p e g sao racionais, entdo a é racional. S

Prof. Victor So
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lll. se g é irracional, entdao p é irracional. )

Prof. Victor So
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(ITA/2020)

Dado a € R, definap = a + a® e ¢ = a + a® e considere as seguintes afirmacdes:
l. se p ou g é irracional, entao a é irracional.
Il. se p e g sao racionais, entdo a é racional.
lll. se g é irracional, entdo p é irracional.
E(sdo) VERDADEIRA(S)

a) apenas |.

b) apenas Il.

c) apenas |l e ll.

d) apenas | e lll.

e) todas.

Prof. Victor So
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(ITA/2019)
Um numero natural n, escrito na base 10, tem seis digitos, sendo 2 o primeiro. Se

movermos o digito 2 da extrema esquerda para a extrema direita, sem alterar a
ordem dos digitos intermediarios, o numero resultante é trés vezes o numero

original. Determine n.

Prof. Victor So
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(ITA/2019/Modificada)
Considere as seguintes afirmacodes:
|. A soma dos cubos de trés numeros inteiros consecutivos é divisivel por 9.

I f3+\/§_1+\/§
' 2 2

E(s3o) verdadeira(s)

Prof. Victor So
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(ITA/2018)
Se x é um numero real que satisfaz x3 = x + 2, entdo x'° é igual a
a)5x2 +7x+9
b) 3x% + 6x + 8
c) 13x% + 16x + 12
d) 7x?>+5x +9
e) 9x2 + 3x + 10

Prof. Victor So
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(ITA/2018)
Se x é um numero real que satisfaz x3 = x + 2, entdo x'° é igual a
a)5x2 +7x+9
b) 3x% + 6x + 8
c) 13x% + 16x + 12
d) 7x?>+5x +9
e) 9x2 + 3x + 10

Prof. Victor So
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(ITA/2003)
O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
a) 24
b) 36
c) 48
d) 54
e) 72

Prof. Victor So
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(ITA/2003)
O numero de divisores de 17640 que, por sua vez, sao divisiveis por 3 é:
a) 24
b) 36
c) 48
d) 54
e) 72

Prof. Victor So
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(IME/2020)
Seja U o conjunto dos 1000 primeiros numeros naturais maiores que zero. Considere
que zeros a esquerda sao omitidos. Seja A €U o conjunto de numeros cuja
representacao na base 10 tem o algarismo mais significativo igual a 1, e BS U o
conjunto de numeros cuja representacdao na base 4 tem o algarismo mais significativo
igual a 2. As cardinalidades de A — B e de B — A sao, respectivamente:
a)46 e 277
b) 45 e 275
c)44 e 275
d) 45 e 277
e) 46 e 275
Observacao:
cardinalidade de um conjunto finito € o numero de elementos distintos desse conjunto.

Prof. Victor So
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Para A, o algarismo mais significativo dos seus elementos na base decimal é 1:

1
10,...,19
100,..,199 = |4 = {1, 10,...,19 , 100, ---,199,1000}
1000 10 elementos 100 elementos

A cardinalidade do conjunto A é:

n(A)=1+10+100+1 =112

Os elementos de B na base 4 tem o algarismo mais significativo igual a 2:

( (2)4 )
(20)4,(21)4,(22)4,(23)4
B={ (200),..,(233),
(2000),, ..., (2333),

b ietrse L (20000),, ...,(23333), J

~"
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Os elementos de B na base 4 tem o algarismo mais significativo igual a 2: W i

(20000), = 2 - 4* = 512
(200000), = 2 - 45 = 2048 > 1000

( (2)4 )
(20)4, (21)4, (22)4,(23)4
(200),, ..., (233),
(2000),, ..., (2333),

L (20000),, ..., (23333),

™
|

Prof. Victor So
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Converter os numeros de B e escrevé-los na base decimal: y Estrategia

( (2)4 )
(20)4,(21)4,(22)4,(23)4
(200),, ..., (233),
(2000)y, ..., (2333),

( (20000),, ..., (23333), J

vo)
I

(2)4 = 2
(20),,(21),,(22),, (23), =38, ...,11
24=8 (30)4—1=3-4—1=11
(200),, ..., (233), = 32,...,47
2-42=32 (300)4=3-42—-1=47
(2000)y,, ..., (2333), = 128, ...,191
2-43=128 (3000),—1=3-43-1=191
(20000),, ..., (23333), = 512, ...,767

—_—————— N~——
2-44=512 (30000),—1=3-42-1=767

Prof. Victor So
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2, 8,..,11, 32,..,47 ,128,...,191, 512,...,767

4 elementos 16 elementos 64 elementos 256 elementos

j

n(B)=1+4+ 16+ 64 + 256 = 341

A= {1, 10,..,19 , 100,...,199, 1000}

10 elementos 100 elementos

Interseccao de A com B:

Prof. Victor So

ANB = {10, 11,128, ..., 191}

64 elementos

n(ANn B) = 66
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As cardinalidades das diferencas sao dadas por: |

n(A—B)=n(4) —n(ANB) =112 — 66 = 46

n(B—A) =341 -66 =275

Prof. Victor So
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(IME/2020)
Seja U o conjunto dos 1000 primeiros numeros naturais maiores que zero. Considere
que zeros a esquerda sao omitidos. Seja A €U o conjunto de numeros cuja
representacao na base 10 tem o algarismo mais significativo igual a 1, e BS U o
conjunto de numeros cuja representacdao na base 4 tem o algarismo mais significativo
igual a 2. As cardinalidades de A — B e de B — A sao, respectivamente:
a)46 e 277
b) 45 e 275
c)44 e 275
d) 45 e 277
e) 46 e 275
Observacao:
cardinalidade de um conjunto finito € o numero de elementos distintos desse conjunto.

Prof. Victor So
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(IME/2020)
O menor numero natural impar que possui o mesmo numero de divisores que 1800
esta no intervalo:
a) [1,16000]
b) [16001,17000]

c) [17001,18000]
d) [18001,19000]
e) [19001, o)

Prof. Victor So
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Inicialmente, vamos calcular o nimero de divisores de 1800:

Prof. Victor So

1800
900
450
225
75
25

5

1

i R A o e Y T T

1800 = 23 - 32 . 52

O numero de divisores de 1800 é dado pelo produto dos
expoentes dos seus fatores somado a 1:

np=0CB+1)2+1)(2+1)=36

Temos 36 divisores para o nimero 1800.
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O menor numero natural impar que possui 36 divisores é da forma: |

I=32.5b.7¢.114.

Ela deve satisfazer:
(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)..=36

Fatorando-se o numero 36, temos as seguintes possibilidades:

(36 -1
18 -2
9-4
3-12

3-4
+3-2-2
6
3

N O W W

Prof. Victor So L
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3-3.4=33.5%2.72
=32.52.7.
3-3-2-2=3%.5%2.71.111
=32.52.7.
2-3.-6=>3°.52.71
—=32.52.7.

Prof. Victor So
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(IME/2020)
O menor numero natural impar que possui o mesmo numero de divisores que 1800
esta no intervalo:
a) [1,16000]
b) [16001,17000]

c) [17001,18000]
d) [18001,19000]
e) [19001, o)

Prof. Victor So
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(IME/2018)
Se X e Y sdo nUmeros naturais tais que X% — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é:
a) 2008010
b) 2012061
c) 2034145
d) 2044145
e) 2052061

Prof. Victor So
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(IME/2018)
Se X e Y sdo nUmeros naturais tais que X% — Y? = 2017, o valor de X? + Y? é:
a) 2008010
b) 2012061
c) 2034145
d) 2044145
e) 2052061

Prof. Victor So
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(IME/2018)
Determine todos os numeros primos p, g e r tais que 35p + 11pqg + qr = pqr.
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(IME/2018)

Seja x um numero natural maior que 2. Se a representacao de um numeral N na base
x € 1041 e na base x — 1 é 1431, entao a sua representacao na base binaria é:

a) 10001111

b) 11011011
c) 11100111
d) 11011110
e) 11110001
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(IME/2018)

Seja x um numero natural maior que 2. Se a representacao de um numeral N na base
x € 1041 e na base x — 1 é 1431, entao a sua representacao na base binaria é:

a) 10001111

b) 11011011
c) 11100111
d) 11011110
e) 11110001

Prof. Victor So
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Milita

(AFA/2018)

Na reta dos numeros reais abaixo, estao representados os numeros m,n e p.

2 |9 Jo 1]

I 5 b
| ' | ' ' '

Analise as proposicoes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

Y

( ) - nao € um numero real.

( ) (p + m) pode ser um numero inteiro.
( )%é, necessariamente, um numero racional.

A sequéncia correta é

a)V-V-F  b) F-V-V ¢)F-F-F d) V-F-V

Prof. Victor So
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m-—-n ~ 7 7
T nao € um numero real.
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Il. (p + m) pode ser um nimero inteiro. |

1. % €, necessariamente, um numero racional.

Prof. Victor So
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Milita

(AFA/2018)

Na reta dos numeros reais abaixo, estao representados os numeros m,n e p.

2 |9 Jo 1]

I 5 b
| ' | ' ' '

Analise as proposicoes a seguir e classifique-as em V (VERDADEIRA) ou F (FALSA).

Y

( ) - nao € um numero real.

( ) (p + m) pode ser um numero inteiro.
( )%é, necessariamente, um numero racional.

A sequéncia correta é

a)V-V-F  b) F-V-V ¢)F-F-F d) V-F-V

Prof. Victor So



(AFA/2017)

Sejam os numeros reais

_J(=1?%-0,1222...
a (1,2)1

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1

c=vV12-v90-vV160-V147

Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numeéricos, assinale a alternativa FALSA.

a){a,c} cQ
b)c € (ZNN)
c) (R—Q) > 1{b,c}
d){a,c} c (RN Q)
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(AFA/2017)

Sejam os numeros reais

_J(=1?%-0,1222...
a (1,2)1

b = comprimento de uma circunferéncia de raio 1

c=vV12-v90-vV160-V147

Sendo N, Z, Q e R os conjuntos numeéricos, assinale a alternativa FALSA.

a){a,c} cQ
b)c € (ZNN)
c) (R—Q) > 1{b,c}
d){a,c} c (RN Q)

Prof. Victor So

a s e
p Estratégia



(AFA/2013) 9 Estratégia

Considere os seguintes conjuntos numeéricos N, Z, Q, R, = R — Q e considere também
0s seguintes conjuntos:

A=(Nul)—-(RnNZ
B=Q-(Z-N)
D=Nul)u((@Q-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos
A,B e D, nesta ordem, é

a) —3;0,5eE

2
b)\/Z_O;\/l_Oe\/E
c) —V/10; —5e?2

d)\/2—§;3e2,3_1
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(AFA/2013) 9 Estratégia

Considere os seguintes conjuntos numeéricos N, Z, Q, R, = R — Q e considere também
0s seguintes conjuntos:

A=(Nul)—-(RnNZ
B=Q-(Z-N)
D=Nul)u((@Q-N)

Das alternativas abaixo, a que apresenta elementos que pertencem aos conjuntos
A,B e D, nesta ordem, é

a) —3;0,5eE

2
b)\/Z_O;\/l_Oe\/E
c) —V/10; —5e?2

d)\/2—§;3e2,3_1
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(AFA/2011)
Sea=\/7-\/2+\/§-\/2+\/2+\/7-\/2—\/2+\/7,ent50
a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito naformaa = 2k, k € Z

Ja€el[(Q-7Z)U (R - Q)]
d[ZvQN(R-N)]>a
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(AFA/2011)
Sea=\/7-\/2+\/§-\/2+\/2+\/7-\/2—\/2+\/7,ent50
a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito naformaa = 2k, k € Z

Ja€el[(Q-7Z)U (R - Q)]
d[ZvQN(R-N)]>a
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(AFA/2011)
Sea=\/7-\/2+\/§-\/2+\/2+\/7-\/2—\/2+\/7,ent50
a)a € (R—N)

b) a pode ser escrito naformaa = 2k, k € Z

Ja€el[(Q-7Z)U (R - Q)]
d[ZvQN(R-N)]>a
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g Estratégia

(Escola Naval/2018)

Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por 3 ou por 7 ?
a) 47

b) 142

c) 289

d) 333

e) 428
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g Estratégia

(Escola Naval/2018)

Quantos numeros inteiros entre 1 e 1000 sao divisiveis por 3 ou por 7 ?
a) 47

b) 142

c) 289

d) 333

e) 428

Prof. Victor So
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(Escola Naval/2013)

Considere uma fracdo cuja soma de seus termos € 7. Somando-se trés unidades ao
seu numerador e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a
fracao inversa da primeira. Qual é o denominador da nova fracao?

a)1
b) 2
c)3
d) 4
e)5
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(Escola Naval/2013)

Considere uma fracdo cuja soma de seus termos € 7. Somando-se trés unidades ao
seu numerador e retirando-se trés unidades de seu denominador, obtém-se a
fracao inversa da primeira. Qual é o denominador da nova fracao?

a)1
b) 2
c)3
d) 4
e)5
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(Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:

12) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000,00 n3o é taxado;

29) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000,00
é taxado em 10%;

32) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000,00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$ 17.370,00 apds ser descontado o imposto, tem duas
possibilidades para o rendimento bruto. A diferenca entre esses rendimentos é

a) R$17.370,00 b) R$15.410,40 c) R$3.840,50 d) R$2.412,50 e)R$ 1.206,60
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(Escola Naval/2013)
Em um certo pais, o imposto de renda é taxado da maneira a seguir:

12) se a renda bruta anual é menor que R$ 10.000,00 n3o é taxado;

29) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 10.000,00 e menor que R$ 20.000,00
é taxado em 10%;

32) se a renda bruta anual é maior ou igual a R$ 20.000,00 é taxado em 20%.

A pessoa que ganhou no ano R$ 17.370,00 apds ser descontado o imposto, tem duas
possibilidades para o rendimento bruto. A diferenca entre esses rendimentos é

a) R$17.370,00 b) R$15.410,40 c) R$3.840,50 d) R$2.412,50 e)R$ 1.206,60

Prof. Victor So



p Estratégia

(EFOMM/2019)

Numa equacao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos
os quadrados de dois numeros pares, consecutivos e positivos. Determine o
quociente da divisao do maior pelo menor

a) 0,87.
b) 0,95.
c) 1,03.
d) 1,07.
e) 1,10.
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p Estratégia

(EFOMM/2019)

Numa equacao, encontramos o valor de 884. Para chegar a esse resultado, somamos
os quadrados de dois numeros pares, consecutivos e positivos. Determine o
quociente da divisao do maior pelo menor

a) 0,87.
b) 0,95.
c) 1,03.
d) 1,07.
e) 1,10.

Prof. Victor So



p Estratégia

(EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou
metade do que possuia e pagou, apds cada compra, R$ 2,00 de estacionamento.
Se, apds toda essa atividade, ainda ficou com R$ 20,00, a quantia que ele possuia
inicialmente era de

a) R$ 814,00.
b) R$ 804,00.
c) R$ 764,00.
d) R$ 714,00.
e) R$ 704,00.
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p Estratégia

(EFOMM/2018)

Um aluno do 12 ano da EFOMM fez compras em 5 lojas. Em cada loja, gastou
metade do que possuia e pagou, apds cada compra, R$ 2,00 de estacionamento.
Se, apds toda essa atividade, ainda ficou com R$ 20,00, a quantia que ele possuia
inicialmente era de

a) R$ 814,00.
b) R$ 804,00.
c) R$ 764,00.
d) R$ 714,00.
e) R$ 704,00.

Prof. Victor So



9 IME“i_i"c_e[atégia
(EFOMM/2018)
No “Baile dos FERAS”, os organizadores notaram que a razao entre o numero de
homens e o niumero de mulheres presentes, no inicio do evento, era de 1—70. Ao final do

show, os organizadores observaram no local o aumento de 255 homens e a reducao
de 150 mulheres, de modo que a razao entre o nimero de homens e o nimero de

. . 9 7 7
mulheres presentes depois disso passou a ser o Qual é o numero total de pessoas
que estiveram presentes em algum momento no show?

a) 3.954.
b) 3.570.
c) 3.315.
d) 1.950.
e) 1.365.
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9 IME“i_i"c_e[atégia
(EFOMM/2018)
No “Baile dos FERAS”, os organizadores notaram que a razao entre o numero de
homens e o niumero de mulheres presentes, no inicio do evento, era de 1—70. Ao final do

show, os organizadores observaram no local o aumento de 255 homens e a reducao
de 150 mulheres, de modo que a razao entre o nimero de homens e o nimero de

. . 9 7 7
mulheres presentes depois disso passou a ser o Qual é o numero total de pessoas
que estiveram presentes em algum momento no show?

a) 3.954.
b) 3.570.
c) 3.315.
d) 1.950.
e) 1.365.

Prof. Victor So



p Estratégia

(EFOMM/2009)

Qual é o numero inteiro cujo produto por 9 € um numero natural composto apenas
pelo algarismo 17

a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789
e) 123456789
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p Estratégia

(EFOMM/2009)

Qual é o numero inteiro cujo produto por 9 € um numero natural composto apenas
pelo algarismo 17

a) 123459

b) 1234569
c) 12345679
d) 12345789
e) 123456789

Prof. Victor So
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