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FRENTE 1

Logaritmos siio ferramentas mateméticas
 muito dteis para a simplificagdo de contas
e com diversas aplicages praticas. Um de
- seus principais usos é na microbiologia,

~ para caracterizacdo do crescimento de

~ bactérias.

Sob condicdes 6timas de crescimento,
muitas espécies bacterianas apresentam
um tempo de geracdo médio de 20

- minutos em uma das fases de seu
crescimento. Neste caso, em uma cultura
real, cada célula da populaco se divide
em algum momento dentro do tempo
de geracdio de 20 minutos, ou seja, 1/20
 das células da populagdo se divide a

Pder-l-l'pu..: Jmmsmmﬂmdn-mn&hwa ; '

" onckisiana s o m &dwh cada mimﬂmiﬁulmdeﬂescmmnhe
1000000 S ;' — -.'__'--;_-',ﬂelﬂnunndudﬂsegulnle maneira:
| g : Rl e e Lo b MH—M"‘;
.‘ %m | i : : h; e _Seem ummuculodelﬂgcelulus{ﬂo}
; 2 200000 . ol & _' 5 :mexponencmlmniemel 10°(N)
o e e ; T ; """ - & células em 13,3 horas, podemos calcular
m:::-; e | ' . % ataxade crescimento em 1,5 geragdes/h.
0 e 20 m 240 3‘13&“ 420 4R 540 €0 & lssonos permite determinar o crescimento
AT L b eneu e  da fase log e exponencial de uma

bacteria, além de determinar a eficiéncia
de antibioticos em testes.



Conceito de logaritmo

No capitulo 4 do livro 1, estudamos as equagdes e inequa-
¢oes exponenciais quando era possivel reduzir facilmente as
poténcias A mesma base. Observe: 28=256 .. 2*=2% logox =8.

E quando ndo for possivel reduzir a mesma base?

Por exemplo:

2%=5, sabemos que 2 < x < 3, pois 22 < 5 < 27

b e ===

Fig. 1 Grafico da funcdo y = 2%,

Entdo, x ¢ um numero real a, que na base 2 da 5, ou seja, 2* = 5.
Vamos chamar esse niumero a de logaritmo.
Percebemos que tecnicamente o logaritmo € um expoente.

Defini¢ao de logaritmo

Sejaae belR, coma # 1, chamamos logaritmo de b na
base a o expoente que se deve dar a base a, de modo que o re-
sultado obtido seja igual a b. Simbolicamente:

log,b=x < a" =b

a: base do logaritmo

b: logaritmando ou antilogaritmo

x: logaritmo

Exemplo 1

«  log,27=13, pois 37 =27
« log,16 =4, pois2*=16
1 1

. logy—=-2,pois 107 =—
9210 700 pois 100

-
+ log, .64 =—6, pois (0,5)™° = GJ =64

Esses exemplos sdo quase que feitos mentalmente, basta
ter o conceito de que logaritmo ¢ um expoente. Mas se o exer-
cicio tiver uma “aparéncia estranha”, basta aplicar a definicio.
Observe o exemplo 2 a seguir.

Exemplo 2

lngﬁ_ 2{@ =x pela definicio temos (w.u"E]"" =2@, 0
problema torna-se uma equacgio exponencial;

1 A X
[zz] 2.3 22=22
16

Portanto, o logaritmo vale —.

1+2

X X
L 22=2 i=22=2

e | Lt

Capitulo 5

ATENCAO

O logaritmando também & chamado de antilogaritmo. Ob-
serve: log,9 = 2 = 9 é o antilogaritmo. Podemos também
escrever que antilog,2 = 3?2 = 9.

Resultados importantes da defini¢ao
Considerando b e ae R: coma ¥ |, observe:

P1 log,1=0,poisa’=1
P2 loga=1,poisa'=a

Pz a'%’ =p, para justificar essa propriedade, observe: log b=
=X = a* = b, mas x= log b, substituindo, temos glogab —,

Observe os exemplos:

Exemplo 3
. Eﬁl + lﬂE_EE — 25.25113];52 — 25 52.|.IJE_SE —
2
25. (5“‘952} =(25).(2%)=25.4=100
+ antilog," = 21827 =3
Propriedade dos logaritmos

Observe agora as principais propriedades dos logaritmos,
que facilitaram muito os calculos laboriosos dos astronomos.

P1 Logaritmo do produto
Seaz=0ea#l:b=0:c>0=
log (b-c)=logb+logc

Demonstracdo:

log, (be)=x,logb=yelogc=z
a*=bc, a¥ =b e ¢ =a’ entdo:
a*=a¥a® L at=at =2 x=y+ L

P2 Logaritmo do quociente
Seaz=0eazl:b=0:c>=0=

log, (E] =log, b—log, c
C

Demonstracdo:

log, (EJ=K, log,.b=velog,c=z
C

b

a*=—,a’ =bea” =c;entio:
c

X ﬂ}r X =Z

at=—ra'=a’ =3 x=y-z
Fa

fﬂgn[é)= log, 1-log, b= —log, b

Por definicdo: colog b = —log b

colog b lé-se: cologaritmo de b na base a.

Frente




P3

Logaritmo da poténcia
Sea>0ecazxl:b>0cae R=logb®=0o-logh

Demonstracdo:

log b*=x ¢ log b=y entéo:
b*=a*eb=a¥

Substituindo, temos:

(a¥)*=a" . a¥*=3a' = x=qy

ATENCAO!

Mao se esquegal

gea2d - 3

Faga uma revisGo das propriedodes de potenciagao:
([a¥Y = (@ = a*Yea*a¥=a*+ ¥

Cuidado! |<::H;;_]5I[—3:Iir #2 - logg(-3)

Assim: logex? = 2log, |x|

log (o + b) #log_a + log b
log (o - b) #log_a- log b

Devemos primeiramente calculara + b e a - b para depois

aplicar o logaritmo.

Quando omitimos a base do logaritmo, admitimos que é

base dez, logx = log,x.

Observe os exemplos de simplificacdes de expressdes lo-

garitmicas;

Exemplo 4

P4

2
log a0 log(a’b)—logc = loga?+ logb — logc
c

=2 loga+logb-logc

b
14::-g1"||r_iE = log v'gh—lng ¢’
C

=5 lng«.."'g+lng b—-2 log ¢
|

= lng{a)E +log b—-2 log ¢
ﬂ%.lng a+log b-2 log c

Jab [JEI::]EI 1. +Jab
=Elng—

=3
i)

— =log

c C c

rlng Jab— lngc] =

Ll— == -

Flngu‘E+lng b—log c]=

%lng a+log b—log c]=

]

1 |
=—logca+—=locb—=log c
g 7 2 D) 2

Mudanca de base
Se tivermos um logaritmo da base a e queremos manda-lo

para abascc,ondea=0ca#1l;b>=0;c=0cc#l =
log b

log, b=

Demonstracdo:

Fazendo log b = x, log b=y e log.a = z, temos pela defi-

nigio: b=a“b=c'ea=c%entio: a*=c" . (cF)*=¢" .~
_ ¥

e VA LR
Z

Ps Trocando base e logaritmando

|

1Dghﬂ

SeO0<a:b#l = log b=

Demonstracdo:
Na propriedade 4, troque c por b, observe:
log, b
%2 . log b= :
log,a log,a

log b=

Ps Poténcia da base

Sca>0ca#l,be R*eb>0=log , b=—log, b

Demonstracdo:

l l l
lngﬂﬂ b= — = =—
log,a o. logpa o logya o
N ~_
P35 P3 P35

Observe os exemplos de aplicacio das propriedades:

Exemplo 5
« log , 5=log = llug - !
L Y -3~ T W50 T T
o (3) 3 3
log, 3
« log:3= 082 (mudanca de base 5 para base 2)
log,5
]
5 1
+ log 55 \3 =log 5 (3)2= ~log ;3
» W3 2 =
32
1 2 1
—.—log,3=—
23 9773

P7 Logaritmos ¢ progressdes

Considere a progressio geométrica (PG) (x; y; z) cujos ter-
mos sdo positivos. Os logaritmos desses termos na base a for-
mam uma progressio aritmética (PA). Simbolicamente, temos:
PG (x:y: z) «» PA(log, x: log, vy: log, z).

Demonstracdo:

Como (x; y; z) formam uma PG, temos que:
},2 =x.z— log, },2 =log, x.z

s 2log, v=log, x+log, z

log, x +log, z
2

~log, v = , ou seja, (log, x; log, vy; log, z)

formam uma PA.



Pg Propriecdade especial

Chamamos de propriedade especial, pois ¢ pouco conheci-
da e fornece um resultado interessante.

: * log.b log. a
Considerea, bece R, come# 1, temosquea ¢ =b""",

Demonstracdo:
Fazendo log_b=x¢ log a=y, temos que b=c"¢ca=c".

ElI-r:ng,;l:n — ax — (Cy}x — Cx].f
b0 d — Y = (c*) =¢¥

Portanto, a'°% P = plogea,

Funcdo logaritmica
Defini¢ao

Sejaae Rtalque a=0e¢a # 1, definimos a funcio loga-
ritmica como:

f:R, — R;f(x)=log,x

ATENCAO

As funcdes f e g s@o inversas se fog = gof = |, onde | é a
fungao identidade [l(x] = x].

As funcoes f e f! sao simétricas em relacdo as bissetrizes
dos quadrantes impares.

Se (0; 1) € a*entao (1; 0) € log.* pois o* e log_* sao fun-
gbes inversas entre si.

O dominio de uma fungao sado todos os valores de x que

satisfazem a condigdo de existéncia da fungao.

Propriedades

P1 As fungdes exponenciais e as logaritmicas sdo inversas
entre si.
Se f(x) = log x e g(x) = a*, entéo:
fog(x) = flg(x)) = log g(x) = log a* =x
gof(x) = g(f(x)) = a'") = a'*®a* =x
Observe que ambas as composicoes fornecem a funcio
identidade, logo, g~'(x) = fix).

P2 O grifico de log x e a* sdo simétricos em relagdo a y = x

(bissetrizes dos quadrantes impares).

Sabemos do capitulo 4 que a fungdo exponencial foi divi-
dida em duas partes, a = 1 fungio crescente ¢ 0 <a < | fungio
decrescente. Pelos graficos das exponenciais e a propriedade 2,
podemos obter os graficos logaritmicos. Observe:

Capitulo 5

a) a=1

L

Iu::gax

Fig. 2 Com base = 1, afungdo logaritmica e crescente.

b) 0O<a< |l

a" ¥

(0; 1)

-

(1: 0)

log,x

Fig. 3 Com 0 = base = 1, a funcéo logaritmica é decrescente.

P3 As fungdes logaritmicas f: R — Re fix) = logx;a=0e

a # | sdo funcdes injetoras.

Essa propriedade explica tecnicamente que f{x) = (x,) —
X; = X,

Na pratica, temos que log,(x,) = log (x,) — x, = x, > (0,
ou seja, logaritmos de mesma base, podemos igualar os loga-
ntmandos.

Observe os exemplos a seguir de como construir os grafi-
cos da fungdo logaritmica.

Frente




“ Construa o grafico da fungéo: fix)= 2 + log,x.

Resolvgdo:
Nessa fun¢do, vamos construir primeiramente log.x e depois
“subir” o grafico inteiro em duas unidades.

y 2+ log x

(1; 0) X

-h.l--l-

FPara encontrar a raiz da fungdo, ou seja, o valor de x guando
v =1, basta resolvermos a equagdo:

241logx=0:logx==2: x=27 = £

“ Construa o grafico da fungéo: f(x) = log,(x = 1).

Resolugdo:

Odominio da funcdoéx—-1>0=x> ] VxelR

Araiz da fungdo é log,(x=1) =10

x=1=2"x=1=1, .x=2

O grdfico da funcdo vai ser deslocado no sentido positivo do
€ixo x.

¥ I

log,x
L= assintota

log,c ~ 1)

(1:0)/ (2:0) X

B Construa o grafico da fungio: fix) = log, (2x = 1).

Resolugdo: ]
Odominio da funcdo é 2x—=1>0 . x> — Vxe R,
Araiz da fungdo é log, (2x = 1) = ) =
x—-1=3"2x-1=1:x=1

assintota

log,(2x - 1)

(1, 0) X

M |~

n Construa o grafico da funcio: fix) =1+ log,x
3

Resolugdo:
() grafico da fungdo log ;x vai “subir” I unidade.
3

Lembre-se de que a funcdo ¢ decrescente.
¥

A raiz da fungdo é:
-
log, x+1=0 . log,yx=-1 . x= (iJ =3
3 3
B Construa o grafico da fungdo: f(x) = |log,x|.

Resolugdo:
Construimos o grdfico da func¢do interna do modulo, e depois
rebatemos a parte negativa simetricamente em relagdo ao eixo x.

jﬂ'l

llogx!

r

H Viatematica



ﬂ Construa o grafico da fungéo: fix) = 2 log x.

Resolugdo:
Para compreender esse grdfico, vamos compard-lo com o grd-
fico basico log x. Observe:
2 .
2 log.x

log,x

Vocé deve comparar o valor do y para o mesmo x nos dois
grdficos para fer ideia de suas posigdes. No grdfico anterior,

/

comparamos o y para x = 2 e depois para x = —.

n Construgio do gréfico da fungdo: fix) = log,x".

Resolugdo:
Cuidado! Sabemos que logx” = 2 logx, entdo o grifico serd
icual ao anterior?

Ndo serd, observe os dominios das duas fungdes:

Fungdo 2 log sx: logaritmando deve ser positivo, x = ()

Fungdo log,x*: x* > () para qualquer x € R*,

Na primeira fungdo, ndo podemos calcular seu valor para x = -2,
Jjdnasegunda é possivel, pois log, (<2) = log,4 = 2. Além de toda
essa andlise, log,x” é uma fungdo par;, pois log,(~x)F = logx”. O

grdfico da funcdo ficara igual a:

(=1: 0)

Capitulo 5

ATENGAO

f(x} = log,x, as condicées de existéncia da funcéo
logaritmica sao:
x>0
a=0
Li]

* Quando resolver uma equacao logaritmica, verifique se a
solucdo satisfaz as condigdes de existéncia.

* Uma fungdo & par se, e somente se, para qualguer x do
dominio temos f{x) = f(-x). O grafico da funcao é simétri-
co em relagd@o ao eixo y.

Cuidado! log, a” # (log,a)”
Para simplificar a notag@o, escrevemos (log;5)? como
log,25.

n Obtenha o dominio da fungéo: f(x) = log, (2x = 1).

Resolugdo: /
dlog,(2x—-1)=22x-1>0= x> 3

D={st&bi}
2

n Obtenha o dominio da fungdo: f{x) = 1‘:'5.[3 _x) (x + 2).

Resolugdo:
x+2=1)
dlog,;_,(x+2) & (I-x=0
J—x = [
x==2
logo: yx =< 3
x % 2

Fazendo a intersegdo desses conjunios, temos:

N

AU MU R

:
&
3

ho © Mg G om-domoad--

D={xeR/-2<x<3exz2/

" || Obtenha o dominio da fungio: fix)= log o, _y (3 +2x=x7).

Resolugdo:

amgr,_?:_ﬂfﬂ 2x—x" ) &

34+ 2x—x" =0 -] =x=<3
2x—4 =1 = x> 2
-4 2 | x = 572

Frente n




Fazendo a intersecdo desses conjuntos, temos:

) E i i€
2 a a
E 5 E
i 2 i
o o o
2 5 3
2
5
D={x ERfE{_tﬂi3EIiE}
m Obtenha o dominio da fungio:
2 :
f(x)= lﬂg{le_ij}[EK —5x+2)é:
Resolu¢ao:
) X’ = Sx+
3 m‘grzr R (3x Sx+2) <
- x> loux < —
Jx-—Sx+2=1 3
2 =3x+1>0 = *:-s:}Im.':-s:{E
27 -3+ % | 3
x#E e x#—
2
Fazendo a intersecdo desses conjuntos, temos:
: T o L T
2 1]
D SR T G
I I
3 o
0 T3
E 2
O o O O
0 1 13
2 2

D =] —co: 0[ UJO: é{ujl; %{uj%; toof

Generalizacao do grafico da fun¢ao
f(x) = Ingjux + b

Observe os exemplos de construgio dos seguintes griaficos:

Exemplo 6
«  fix)=log,(3x=5)
a) Condicio de existéncia: 3x-5>=0 . x>

ATENCAO!

Vamos utilizar C.E. como abreviagfo de condigdode existéncia.

3

b) Equagio da assintota: 3x—-5=0..x= %

c) Raiz da fungio:
log,(3x=5)=0 .. 3x=5 =20 3x=6..x=2
Afuncdo “corta” o eixo x no ponto (2; 0).

d) Eixoy:
Pontos do eixo v possuem abscissa zero, como o dominio

e 5 - '
da fungio é x = 3 ndo ha cruzamento com o eixo v.

e) Grafico do logaritmando:
J"r .

Lol

Afuncio y =3x -5 ¢ crescente, como a funcgdo logaritmica

possui base 2, a funcio principal também ¢ crescente.
f) Esbogo do grifico:

Y

Ll

Exemplo 7

«  fix)=log,(-2x+3)
: 3
a) Condigdo de existéncia: =2x+3 >0 .. x < >

b) Equacdo da assintota: =2x+3=0 .. x =%

¢) Raiz da funcio:

0
log, (—2x+3)= 0. —2x+3 = GJ
3
S=2x=-2rx=1

Afuncdo “corta” o eixo x no ponto (1; 0).

d) Eixoy:
Para x =0, temos o ponto de cruzamento do grafico no eixo
das ordenadas (0: 3).

H Matematica



¢) Grafico do logaritmando:
¥
3
3\ x
2
A fungio v = =2x + 3 ¢ decrescente, a fungio logaritmica
tem base %,assim a funcdo principal é crescente.
f) Esbogo do grafico:
y |
1 3 X

Conclusdes e observacoes
Podemos citar as partes principais da construcdo do grafico

log, (ax +b): b

I.  Condigdo de existéncia: ax+b>=0..x> —,ia =0

II. Equacio da assintota: ax+b=0.,.x= _?h

III. Raiz da equacdo: b
log (ax + by=0..ax+b=c" " x = _ﬂ

IV, Eixoy: caso x = 0 ¢ pertenga ao dominio da funcio, o grafi-
colog_(ax+ b) “corta” o eixo y no ponto (0; log b).

V. Fungdo do logaritmando: seja fix) = logfax + b) ¢
g(x) = ax + b, temos entdo f(x) = log _g(x). Para obter uma
ideia do grafico de fix), analise:

1) g(x)crescente (a=0ec>1)— f(x) é crescente

2) g(x)decrescente (a<0e¢c>1)— f(x) ¢ decrescente

3) g(x)crescente (a=0e0<c<1)— f{x) ¢ decrescente

4) g(x) decrescente (a<0e 0<c=<1)— f{x) ¢ crescente

Para melhor entendimento, observe a demonstragio do

item 4;

X)X, gx)<gx)~ - loga(x))>log g(x,)
~

¢ ¢ decrescente
- log (g(x)) ¢ crescente.

D=c=1

Capitulo 5

Generulim%ﬁn do grafico da funcao

f(x) = Iﬂgd

ax? + bx + )

Observe os exemplos de construgio desses graficos, se-

cuindo as ideias obtidas na teoria do grafico f(x) =log, (ax + b).

Exemplo 8

a)

b)

d)

c)

fix) =log,(x*— 6x + 8)

Condigdo de existéncia: x*—6x + 8 =0

AW .
o _ 4 x X=4oux=<2

Equacdes das assintotas: x>’—6x+8=0—x=2oux=4
Raizes da equacdo:
log,(x* —6x+8)=0 . (x*—6x+8)=2" -, x*—6x+7=0
_ 68 _ 622

2 2
Xy = 3+42

X, = 3—\.@

Eixo y:

Para x =0, tcmnsy=lng2[ﬂ2-ﬁ -0+ 8)=log,8=3 — (0 3).
Fungdo do logaritmando:

Analisando os intervalos em que x*—6x + 8 ¢ crescente ou

decrescente ¢ observando a base do logaritmo, no caso 2 = 1,
podemos esbocgar a funcio f(x).

N

2
X" —B6x+8 ¢

\

8

2\/4 X
']

Xx=3 —-y=-1

X > 3 — crescente

X < 3 — decrescente

Esboco do grafico:

Esse item ¢€ a jungdo dos demais itens, mas com um cuida-
do especial para o item e, pois ele indica se f(x) € crescente
ou decrescente.

f(x) 4

N

32




Exemplo 9 b) Equagdes das assintotas:
X" +X+5=0— Ax € R — ndo possui assintotas

+ f(x)= IDEL{KE —-2x-13) c) Raizes da equacio:
: log,(x2+x+5)=0 ..
a) Condicdo de existéncia; x> =2x-=3>0 CHx+5=2"~?+x+4=0—-AxeR
d) Eixoy:
- + Para x =0, temos: y = log,(0*+ 0 + 5) = log,5
1 - 3 X x>3oux<-I Assim, 0 cruzamento do grafico no eixo y ocorre no ponto
(0; log,5).
b) Equagdes das assintotas: x>’ =2x-3=0—x=-l oux =3 e) Fungdo do logartmando:

c) Raizes da equagio:

¥+x+5

]
1ng,{f—zx—3)=ﬂs.f—zx—3=@ Xt —2x—4=0

3
x|=‘l+\,.'"§nu xz=1—\@

d) Emxoy:
Para x = 0, temos y = log, (0 —=2.0-3) = 3 M
3 2
log , (=3) — ndo existe.
3
A funcio ndo corta o eixo v. Para x = —%, temos X+ X+35 = ?; na funcdo loga-

e) Funcio do logaritmando: 19
ritmica, temos log, 20 ponto de minimo da fungdo ¢

Lo, B2
2 %27

1 1
X>—5 = crescente e X < — 5= decrescente

% f) Esbocgo do grifico:

w_ox-3 ¢

f(x)'

Xx=1—-y=-4 - -
x> | — crescente —
X < | — decrescente

f) Esboco do grafico:

» fix) :
3! Conclusdes e observacoes
E | Podemos citar as partes principais da construcio do grafico
E | log, (ax*+ bx +¢):
: : I. Acondicio de existéncia: ax* +bx+c¢c =10
=1 13 x II. Equacio da assintota:
1-45 ! i 1+4/5 A >0: 2 assintotas
' ax* +bx+c=04A=0: | assintota
' | A < 0: nenhuma assintota
Exemplo 10 [II. Raiz da equagdo: log, (ax"+bx +¢)=0 .. ax*+bx +¢c =
=d" ;. ax?+bx+{c=1)=0
«  filx)= 14::rg2|f}'rE + X+ 5) IV. Eixo y: para x =0, temos o ponto (0: logc).
a) Condigdo de existéneia: x> +x+ 5> 0 V. Fungdo do logaritmando: como o logaritmando ¢ uma fun-

¢io do 2° grau, devemos analisar em torno da abscissa do

vertice (xw = E) se a parabola esta crescendo ou decres-

cendo para podermos esbogar o grafico.




Equacoes logaritmicas
Quando iniciamos o capitulo, deparamo-nos com a seguinte
equacio de bases diferentes: 2*= 5. Com o conceito de logaritmo

podemos dar o valor de x, ou seja, x=log,5. Veja outro exemplo:
. 5% .
sl =4 . =4 57 =20

= (5°) =20 . (125)* =20 = x = log,,; 20

Poderiamos dividir as equagdes em varios tipos, mas vamos
resolver muitos exemplos e apresentar de forma natural as ideias.

Exercicios resolvidos

m Qual o valor de x nas expressoes:

a) 5% =2
Resolu¢ao: )
Jx = logs2 . x=(log:2) - 8 ={[!ﬂgj3}'}
h) Sx=-1 = 34-2x
Resolugdo:
x 4 x
) =3:_ .'.5 = fj SO =581 -
s 3 @y

(45)" =405 :. x =log;405.:. S = {log ;405

c) 45-5:2%+6=0

Resolugdo:

Fazendo 2% =y, a equagdo reduz-se a uma fungdo do 2° grauw:
() =5 (F)+6=0=1"=5v+6=0raizes 2 e 3. Assim, se
y=2.2=2=x=]esey=3. 2=3=x=log,3
S={1:1log,3} )

d) log (2x+3)=2

Resolugdo:

Nesse tipo de equagdo, basta aplicarmos a definicdo de loga-
Fitmo: x> =2x+3 x=-2x=-3=1

raizes: 3 e =1, mas cuidado!

Vamos verificar as condicdes de existéncia da fungdo: log (2x + 3)

x+3=0
dlog (2x +3) & qx =1
x % [
Condicdo de existéncia: x = Ve x # I, logo =1 ndo convém.

§=/3L
¢) log,(3x+2)=log,(2x +35)
Resolugdo:

Como a base dos logaritmos € a mesma, podemos fazer: 3x + 2 =
=2x + 5 . x =3, gue satisfaz a condicdo de existéncia.

No caso de equagdes logaritmicas, ndo € necessdario encontrar

a condigdo de existéncia propriamente dita, basta substituir a
raiz 3 e perceber gue ndo infringe as condigdes, como € o caso
do exemplo! Assim: § = {3}

Capitulo 5

f) 1+t:-g4E x—2. logyx-3=0

Resolugdo:
Observe que fazendo a substitui¢do log x =y, temos y*=2y—-3 =
={) raizes: =1 e 3.

: !
Assim: sey=—I . logx=-I . x= 7/ sey = 3. logx=3..
Lx =4 =64

!
s={4 6]
| 1
_|_ =

e 5 — logx 1+ logx :
Resolugdo:
Se fizermos log x = a (x = (), teremos a equagdo fracionaria:

I I

— + Tt a = [ cuja condicdo de existénciné a# Sea# -1

I+a+5-a _(3-a)(l+a)
(5—a)(l+a) (5-a)(l+a)’”’

6=5+S5a-a—-a - =da+1=10

4+ J16—4.1.1 412 4+2J3
a = = =
2 2 2
=2 +J§)m.r {.2—\1'?)

loliando a variavel x, temos:
Sea=2++3.. logx =2+ /3 x= 1073

Se a =.?—~J{§.'. logx = 3—ﬁ_-_ x= ;g—’-wﬁ
Assim: § = {m-’i‘ﬁ}

m Determine a solugdo da equagdo logaritmica:
x(log 3" + log.2l) + log, (;} =(

Resolugdo:
A aparéncia da gquestdo pode assustar, mas vamos aplicar
as propriedades para simplifica-la.

x.[x logs3+logs 3.7 ] +x. .:'f;-gj(g) =0

(log3)x" + (log.3 + log . 7)x + x(log 3 - log.7) =

=0 (log 3)x? + 2-(log 3)x = (.

Dividindo a equagdo por log 3, temos: +2x=0. . x(x+2)
={) raizes () e =2.

S=/~2;0}

Inequacoes logaritmicas

A técnica para resolver inequacgdes ¢ a mesma das equa-
goes. A unica diferenca € que temos de analisar a base, em vir-
tude do problema de a funcdo ser crescente ¢ decrescente, e
também obter a condigdo de existéncia para a solugio final.

Frente E




Base > 1 funcdo estritamente crescente Resolugdes:
a) Lembre-se! Se log_fix) = log g(x), entdo f(x) = g(x) > (.

¥ Ndo é passivel reduzir a mesma base, vamos enido recor-
[T 5 R rer aos logaritmos. Escolhendo a base 3 (maior do gue 1),
: ndo ha inversdo da desigualdade, portanto:
T E F=5 0 log 3= logy noxdlog, 3= log,d oo x> log,5 o
i : S=Jlog,5; + eof
S— :
(1: 0) x, X, X b) log,3" " < log? :. (2—3x) < log, o
2-3x<-2log,2 -.-3x<-2-2log2
Fig. 4 Base = 1, fungao crescente. x> %“ + fﬂgju?) .= ]%” + fﬂggi').‘ +m[
Condusdo c) lamos escolher a base %E, ao aplicarmos, a desigualdade
Pelo grdfico, temos: log x,> log x, < x,> x,. vai inverter:

!ﬂg;(g] = log,;6 5 x 2 !ﬂgj__;ﬁ
3 3

0 < Base < 1 funciio estritamente decrescente
xz2—log,6 r 8= ]-log;6; +oof

¥
d) Fazendo 3* = a, temos:
(FF=5(3)+6>0. a=5a+6>10 raizes: 2¢ 3.
lo - M
9% a 3 p
a= 3 oua <2 substituindo o valor de a, temos:
" F=Jou3 <2 x>1oux<logl
§=]1; + oofUj=eo; log,2].
log x, | . . . e
e) Como a base é maior do gue 1, aplicamos a definigdo e
log.x mantemos o sentido da desigualdade:
Fig. 5 0= Base <1, fungéo decrescente. gﬂgjﬁx + <2 3x+1<3 - 3x<8..x< ﬁ
Condusio Condicdo de existéncia: 3x +1 >0 x> —g
Pelo grifico, temos: log,x, > log x; < x, < x| Fazendo a intersegdo, temos a solugdo final:
Vamos agora aplicar esses dois resultados:
: o8
i 3
O
g
m Encontre os valores possiveis de x para as expressoes: 3
a) 3*=35,
! s=4: 4
h] 32-3.‘:{_ = 3 ' 3
4
.l X
c) (—J <6
3 f)  Invertendo a desigualdade para os logaritmandos, temos:
d) 9=-5-3+6=0 KAl =F o =2x+6>10

Mas A=(=2)"=4-1-6=4-24<10, temos:
¢) log,3x+1)=2

f) lﬂEu;[f +1) <logy,(2x =5) + L * vxelR
g) log,3x+4)-log,(2x-1)>1

h) log (2x-1)<2
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g)

h)

Ndo esquecendo as condicies de existéncia.

410 = ¥YxeR

2x—5=0 — _1:}%

Ro

ha | o

Antes de aplicarmos alguma propriedade na inequacdo,
vamos obter as condigdes de existéncia.

4
sx+4>0 7773
2x-1>0 i

xX= —

Fazendo a intersegdo, temos:

o r
—4 :
3 —
1
2
C.E x>—
Jx +4 Jx + 4
[ ! >3
”gs( 1:.:—3) -]
3_::+4_3}ﬂ:. Jx+4-6x+3 0
2x — 1 2x—1
x4+ 7 >0
2x — 1
Resolvendo a inequagdo quociente pelo varal, temos:
I 7
—< X<
2 3

Fazendo a intersecdo coma CE., temos:

i °7

3

2
CE o©
1
2

1

Temos uma sifuacdo nova neste exemplo, ndo sabemos a
natureza da base. Vamos obter as condi¢des de existéncia:

)
m—1>0 |73
I}ﬂ .'I}ﬂ
x = [

x = [

CE x= ég_‘cif

Capitulo 5

Temos duas analises a fazer:
£ " " j "
I hipotese: 3 < x < I(fun¢do decrescente)

log 2x—1)<2 » 2x=12x" " x*=2x+1<0
(x=1)0<0 . x=1

Chee ndo satisfaz a hipotese, portanto para esta primeira
condigdo: §, = @.

2 hipotese: x = I (fungdo crescenie)

log (2x—1)<2 5. 2x =1 <x Lxi=2x+1=0 -
(x=1)0=0%xeR

Fazendo a intersegdo com a hipditese, temos:

S,=; +eof

St =S IS, =1+ oof

-
8 » 8
l.ﬂglll'l"'ll'lﬂs decimais
Conceito
Vamos analisar a seguinte propriedade dos numeros reais
positivos:

*

Qualquer que seja x e R, x esta entre duas poténcias
de 10 com expoentes inteiros ¢ consecutivos. Observe os
exemplos:

Exemplo 11

« x=3=10"<3<10"

« x=572=101=<572=<10°
¢ x=0,12=10"1<0,12< 10"
« x=893 = 10F<893 < 10°

Caraderistica e mantissa dos logaritmos decimais
Vxe R}, 3Ce Ztal que 10° <x < 105" =

log10* < logx < log10“*!

C<log < C+ I, com esse resultado, podemos afirmar que:
obgx=C+m;Ce LZel=m=1

C: caracteristica m; mantissa

Calculo da caracteristica (parte infeira de um numero)

Existem duas regras para o calculo da caracteristica de um
logaritmo decimal, observe:

Regra 1

Se x = |, a caracteristica de logx ¢ igual ao numero de al-
garismos de sua parte inteira, menos 1.

Demonstragdo:

x> 1, e x possul n algarismos na sua parte inteira, entdo
temos: 10"~ T<x< 10" -,

loglOn-!<logx < logl(" =

(n— 1)< logx < n, isto &, a caracteristica de logxén— 1. (c.q.d.)

Hrente




Exemplo 12

I. log51=C=0
2. logll5=C=2
log 3492,6 = C =3

s

Regra 2

Se 0 <x <1, a caracteristica de logx ¢ o oposto da quanti-
dade de zeros que precedem o primeiro algarismo significativo.
Demonstracdo:

0<x < 1e x possui n algarismos zeros precedendo o pri-
meiro significativo, entdo:

10" < x < 10+ - logl0™ < logx < logl0™* ! -,
—n=logx <-n+ 1, isto ¢, a caracteristica de logx ¢ —n. (c.q.d.)

Exemplo 13

a) log03=C=-1
b) log 0,002 = C=-3
c) log 0,0301 =C=-2

Propriedade da mantissa

A mantissa ¢ um niimero irracional que vai ser tabelado. E
sempre compreendido entre 0 ¢ 1, podendo ser igual a 0 mas
ndo igual a 1. A palavra mantissa significa contrapeso. A sua
propriedade fundamental é:

A mantissa de logx ndo se altera se multiplicarmos x por
10%: e Z.

Isso, na pratica, significa que se movimentarmos a virgula
(esquerda ou direita) do numero x, a mantissa nio se altera.
Demaonstragdo:

Sejax = 0elogx=C+ m. Fazendo logx- 10" (ot e £), temos:
logx-10F = logx + log 10" = logx + .= (C + m) + 0= (C + 1) + m.
Observe que (C + o) éa nova caracteristica do numero logx- 10%
¢ m continua sendo a mantissa. (c.q.d.)

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 | ODDOD | 0043 | OOBE | 0128 | 0170 | 0212 | 0253 | 0294 | 0334 | 0374
11 | 0414 | 0453 | 0492 0531 | 0569 | 0BOT | OB45 | OBB2 | O719 | O755
12 | 0792 | 0OB28 | OBE4  0OBOO | 0934 | (0969 | 1004 | 1038 | 1072 | 1106
13 | 1139 | 1173 | 1206 | 1239 | 1271 | 1303 | 1335 | 1367 | 1399 | 1430
14 | 1461 | 1492 | 1523 1553 | 1584 | 1614 | 1644 | 1673 | 1703 | 1732

15 | 1761 | 1790 | 1818 1847 | 1875 | 1903 | 1931 | 1959 | 1987 | 2014
16 | 2041 | 2068 | 2095 | 2122 | 2148 | 2175 | 2201 | 2227 | 2253 | 2279
17 | 2304 | 2330 | 2355 | 2380 | 2405 | 2430 | 2455 | 2480 | 2504 | 2529
18 | 2553 | 2577 | 2601 | 2625 | 2648 | 2672 | 2695 | 2718 | 2742 | 2765
19 | 2788 | 2810 | 2B33 | 2856 | 2878 | 2000 | 2923 | 2845 | 2967 | 2989

20 | 3010 | 3032 | 3054 3075 | 3096 | 3118 | 3139 | 3160 | 3181 | 3201
21 | 3222 | 3243 | 3263 | 3284 | 3304 | 3324 | 3345 | 3365 3385 | 344
3424 | 3444 | 3464 | 3483 | 3502 | 3522 | 3541 | 3560 3579 | 3508
3617 | 3636 3655 3674 | 3692 | 3711 | 3729 | 3747 | 3766 | 3784
3802 | 3820 | 3838 | 3856 | 3874 | 3892 | 3909 | 3927 3945 | 3982

3979 | 3997 4014 4031 | 4048 | 4065 | 4082 | 4099 | 4116 | 4133
4150 | 4166 | 4183 | 4200 | 4216 | 4232 | 4249 | 4265 4281 | 42098
4314 | 4330 | 4346 | 4362 | 4378 | 43093 | 4409 | 4425 4440 | 4456
4472 | 4487 | 4502 | 4518 | 4533 | 4548 | 4564 | 4579 4554 | 4609
4624 | 4639 | 4654 | 4669 | 4683 | 4698 | 4713 | 4728 4742 | 4757

4771 | 4786 | 4800 | 4814 | 4820 | 4B43 | 4857 | 4871 4886 | 4900
4914 | 4928 | 4842 4955 | 4969 | 4083 | 4097 | 5011 | 5024 | 5038
5051 | 5065 | 5079 | 5092 | 5105 | 5119 | 5132 | 5145 5159 | 5172
5185 | 5198 | 5211 | 5224 | 5237 | 5250 | 5263 | 5276 5289 | 5302
5315 | 5328 | 5340 5353 | 5366 | 5378 | 5391 | 5403 | 5416 | 5428

PHRLE BEYBR | BER

a5
36
37
38
39

0

5441
5563
5682
5798
5911

1

5453
5575
5694
5809
5922

2

5465
5587
5705
5821
5833

3

5478
5599
5717
5832
5844

4

5480
5611
5729
5843
5955

5

5502
5623
5740
5855
5966

6

5514
5635
5752
SBE6
5977

7

5527
5647
5763
BBTT
5988

8

5539
5658
27Fid
GBEB
5999

9

5551
5670
5786
5899
6010

40
41
42
43
44

6021
6128
6232
6335
6435

6031
6138
6243
6345
6444

6042
6149
6253
6355
6454

6053
6160
6263
6365
6464

6064
6170
6274
6375
6474

6075
6180
6284
6385
6484

6085
6191
6294
6395
6493

6096
6201
6304
6405
6503

6107
6212
6314
6415
6513

6117
6222
6325
6425
6522

45
45
47
48
49

6532
6628
6721
6812
6902

6542
6637
6730
6821
6911

6551
6646
6739
6830
6920

6561
BE56
6749
6830
6928

6571
665
6758
6848
6937

6580
BETS
6767
BBLT
6946

6590
6664
6776
BEE6
6955

6599
6693
6785
BBTS
6964

6609
6702
6794
6884
6972

6618
6712
6803
6893
6981

50
a1
52
53
54

6990
7076
7160
7243
7324

6998
7084
7168
7251
7332

7007
7093
7177
7259
7340

7016
7101
7185
7267
7348

7024
7110
7193
7275
7356

7033
7118
7202
72684
7364

7042
7126
7210
7292
7372

7050
7135
7218
7300
7380

7059
7143
7226
7308
7388

7067
7152
7235
7316
7396

25
56
ar
58
59

60
61
62
63
64

7404
7482
7559
7634
7709

ira2
7853
7924
7993
BOB2

412
7490
7566
7642
Al

7789
7860
7931
BOOO
BOE9

7419
7497
7574
7649
7723

7796
7868
7938
BOO7
BO75

7427
7505
7582
7657
773

7803
7875
7945
BO14
Bos2

7435
7513
7589
7664

7738

7810
7882
7952
BO21
BOB9

7443
7520
7597
TET2
7745

7E18
7BE9
7959
8028
B09E6

7451
7528
7604
7679
7752

7825
7896
7966
8035
8102

7459
7536
7612
TEBE
7760

7832
7903
7973
BO4
B109

7466
7543
7619
7694
7767

7839
7910
7980
8048
B116

7474
7551
7827
7701
7774

7846
797
TOB7
BOSS
B122

65
66
67
68
69

B129
8195
8261
8325
8388

B136
B202
B267
B331
B395

8142
B209
B274
B338
8401

8149
B215
B280
8344
B407

B156
B222
B287
8351
8414

8162
8228
8293
8357
8420

8169
8235
8299
8363
B426

B176
B241
B306
B370
B432

8182
B248
B312
B376
8439

8189
B254
8319
8382
B445

70
i
72
73
74

B451
B513
B5T3
BE33
Be92

B457
B519
B579
BE39
BESE

B463
B525
BEBS
BB45
B704

B470
B531
8591
BE51
B710

B4ATE
B537
BS97
BEST
B716

Bag2
8543
BEOD3
BEE3
graz

B4BB
8549
BEOD
BEE9
8727

B494
B555
BE15
BETS
B733

B500
B561
BE21
8681
B739

B506
B5EY
BB27
BEBE
B745

7o
76
I
78
79

B751
BROB
BBES
B9
BOTE

B756
BE14
BB71
B927
B9g2

B762
BB20
BB76
8932
Bog7

BTGB
BB25
gag2
BO38
Bo93

B774
BE3
BBg7
B943
Bo9R

8779
BB3T
8893
8049
9004

8785
BB42
8899
8954
9009

B791
BB4E
BI04
BOG0
9015

B797
8854
8910
B9E5
9020

BBo2
BB5O
B915
Bo7
9025

80
B1
B2
B3
B84

9031
9085
9138
9191
9243

9036
9090
9143
9196
9248

op42
9096
9149
9201
9253

9047
9101
9154
9206
9258

9053
9106
9159
9212
9263

9058
9112
9165
9217
9269

9063
9117
9170
9222
9274

9069
9122
9175
9227
9279

9074
9128
9180
9232
9284

9079
9133
9186
9238
9289

B5
BE
87
B8
89

9294
9345
9395
9445
9404

9299
9350
9400
9450
9499

9304
9355
9405
9455
9504

9309
9360
9410
9460
9509

9315
9365
9415
89485
9513

9320
9370
9420
9469
9518

9325
Q375
9425
9474
9523

9330
9380
9430
8479
9528

9335
9385
9435
9484
9533

9340
9390
9440
9489
9538

20
91
92
93
94

9542
9590
9638
9685
9731

9547
9595
9643
9689
9736

9552
9600
9847
9894
9741

9557
9805
96852
9699
9745

9562
9609
9657
9703
9750

9566
9614
9661
9708
9754

9571
9619
Q666
9713
9759

9576
9624
9671
9717
9763

9581
9628
9675
9722
9768

9586
9833
9680
9727
9773

a5
96
a7
o8
99

9777
95823
o568
9912
9956

9782
9827
9872
9917
9961

9786
9832
9877
9921
9965

9791
9836
9881
9926
9969

9795
9841
9886
9930
9974

9800
9845
9890
9934
9978

9805
9850
9504
9939
9983

809
9854
9899
9943
9987

9814
9859
9903
95948
9991

9818
9863
9908
9952
9996

Tab

1 Mantissa.
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Exemplos de aplicacio:

m Calcule

a) log324

Resolu¢ao:
A caracteristica ¢ I e a mantissa de 32,4 ¢ a mesma de gque 324.

Pela tabela, temos 0 5105,
Assim, log32,4 =1+ 05105 =15105.

b) 1og0,0031

Resolvgdo:

A caracteristica é =3 e a mantissa de 0,031 ¢ a mesma de que
310 Pela tabela, temos (,4914.

Assim, log0003] = =3 + 4914 = 34914 que usualmente ¢
chamada de forma mista ou preparada, gue serve para indicar

explicitamente a caracteristica e a mantissa. Se fizermos as con-
tas =3 + 00,4914, temos =2, 5086.

m Calcule o valor aproximado de A7

Resolugdo:

Fazendo x = 7 . logx = log(7)'5

logy = 0,16902 é um nimero cuja caracteristica é zero e a
mantissa e (), 169().

Se C =) — parte inteira I algarismo.

Se m = 00,1690, pela tabela é o n® 1435.

Portanto %‘F = [ 445

m Calcule o valor aproximado de #[1, E]ﬁ. (I,TE)“.

Resolugdo:
Fazendo:

I
x=3(1.2)° . (173)" - logx = ~llog(1,2)° +

log(1,73)% ] . logx = %[ﬁ!ﬂg{f,3)+ log( 1,73 )]

Separadamente, temos:

logl,2 =0+ 0,0792=10,0792
logl, 73 =10+ 0,2380=10,2380
Assim:

log x = % [6(0,0792 ) +4(0,2380)] .

C=10

m=1{,4757

Para essa mantissa na tabela, temos aproximadamente o
n"299 Logox = 2,99,

logx=04757 {

"' Quantos algarismos tem o ntimero 357

Resolugdo:

Fazendo x = 37" . logx = log3”"

logx = 50Mog3 = 500,4771) = 23,855 = 23 + (), 833, temos que

a caracteristica vale 23 = o mimero 37" possui 24 algarismos.
,f

Capitulo 5

Interpolacdo linear

Para o calculo de um logaritmo que ndo consta na tabela
fornecida, podemos utilizar um método chamado interpolagdo
linear. Esse processo consiste em supor que entre dois logarit-
mos conhecidos o grafico de v = log x € uma reta. Obviamente
isso ndo ¢ verdade, mas o erro obtido serd bem menor que apro-
ximarmos de imediato o resultado. Observe o grafico vy = log x.

Fig. 6 Interpolagdo linear.

Na figura 6, podemos observar melhor a aproximacio, A ¢
o ponto exato ¢ B, a aproximacio. Pela semelhanca dos trian-
gulos retaingulos BDE e FDG, temos:

ot —loga _Xx-a . _ loga + (x—a). logh—loga
logb—loga b-a b—a
O nimero ¢ € a aproximacio de log x, assim:
lﬂgx:lﬂga+(x—a}.1ﬂgz_lﬂgﬂ
—a

Observe o exercicio resolvido a seguir.

Exercicio resolvido

m Calcule o valor aproximado de log 2,327.

Resolugdo:

Pela tabela 1, podemos calcular o log 2,32 e log 2,33, assim:
bg 2,32 =10+ 00,3655 =0,3655

log 2,33 =0+ 03674 =103674

0,3655

P
=+

2327 233 X

00,3655  2,327-2,32
0.3674—0,3655 2.33-2.32
(0,007)

o= (0,3655+(0,3674—-10,3635).

i

o= (L3668, que ¢ o valor aproximado de log 2,327,
v

Frente ﬂ




Revisando

n Calcule os seguintes logaritmos utilizando a definicao. n Esbocar o grafico da fungéo f: A — R e f(x) = log,(-5x + 2),
a) logg 3.3 determinando o dominio A

h] g1+lu-932

c) logg(log,16)

d) log,(log, (log,81))

“ Resolva a equacao:
log(x—1)+log(x+1)=3log 2 + log(x — 2).

n Resolva as equagdes logaritmicas a seguir
n Dado log, 2 = a, calcule log,, 72 em fungao de a. 1
a) Iug(x—E]—E.lug{Sx—ﬁ]ﬂugE

1

b) > {Iﬂgx+lﬂ92]+hg{¢{ﬂ+1] =log6

n Dados log, 4,3 = « e log, 4,2 = p, calcule log.6 em fungédo
de (L e p.

n Resolva as inequacgoes a sequir.
a) logx+log(x+1)<log(5-6x)-log2

b) 4-logx =3./logx

Bl Esbocar o grafico da funcdo f: A — R e f(x) = log,(5x + 2),
determinando o dominio A.

Matematica




Capitulo 5

Exercicios propostos

Definictio de logaritmos

BN UFRGS Dada a expresséo S = log 0,001 + log 100, o valor
de S e:

-3 1 1

-2 0

n Fuvest Sabendo-se que 5" = 2, podemos concluir que
log,,100 € igual a:

E 2+ 2
n

on (2 +2n)
24nf n

X
n Puccamp Se (2«.@) = 64, o valor do logaritmo a seguir e:
log, x
8

1 -2 2
3 3
-5 5
6 6
2

n FEl O valor numérico da expressao 1- ilffg’?ﬂﬂﬂ{;éﬂ .onde
log representa o logaritmo na base 10, e: '

2 0 -2

1 -1

BB Puccamp Sabe-seque 16X=9e log,2=y. Nessas condigoes,
& verdade que:

Xx=2y X—y=2
y=2.:: X+y=4
K'y’=§

6 | Unicamp Calcule o valor da expressao a seguir, onde n é
um numero inteiro, n = 2. Ao fazer o calculo, vocé vera que esse
valor & um nimero que nao depende de n.

logy, (lﬂgn Y¥n ]

. (Y:ﬂ +.y,—:h::]

B Mackenzie Se log,5=2x,0<y#1, entdo —— &
igual a: (15" Ty )

121 21

25 5

21 121

125 5

1

25

n O menor valor natural de n para o qual se tem

2.4.6.8.....2n - Iug1ﬂ1m Py

1.2.3.....n
2 4 100

3 10

Propriedades operatorias dos logaritmos

BN Cesgranrio O valor de log, (xvx ) é:

W W
PG R
Bl

m Vunesp Sejam x e y nimeros reais, com x > y.
Se log,(x —y) =me (x +y) =9, determine:

a) ovalorde log,(x +y);

b) log,(x®— y?), em fungdo de m.

BEN Cesgranrio Se log ,(a) =1,236, entao o valor de log ¥{a)é:
0,236 1,354 2,236
0,824 1,854

RPN Cesgranrio Se log,,123 = 2,09, o valor de log,,1,23 é:
0,0209 0,209 1,209
0,09 1,09

m FEl Considere a > 1 e a expresséo adiante:
X = h]+_:';|a2 a+ hgaaz. Entdo o valor de x é:
2

M| o
M|

m FEl Se log 2=ae log 3 = b, escrevendo hg%mfuméﬂ
27
de a e b, obtemos:

2a+ b %
2a-b 5a—3b
2ab

BED Fuvest se log,,8 = a, entdo log, ;5 vale:

a
a3 1+§
5a — 1 1-2

3
2a
3

B3 UEL Admitindo-se que log.2 = 0,43 e l0g.3=0,68, obtém-se
para log. 12 o valor:

1,6843

1,68

1,54

1,11

0,2924

Frente 1




BEB UEL se log,7 = a e log,3 = b, entao log,7 & igual a:

a+b a.b
a-b ab
a
b

m Temos a seguir trés afirmativas envolvendo operacoes

com nUmMeros reais.

X
l. F‘arax:é{],a—:l.
6" 2

Il. Selog60=1,78 e log4 = 0,60, entao log15=1,18.

ll. Afragao ———— é exatamente igual a 4.
O numero de afirmativas verdadeiras e:

0 2

1 3

m Fatec Se log 2 = 0,3, entdo o valor do quociente 1095 32

I 5
e igual a: 09
30 49 9
7 a0 49
7 90
30 49

b
m Unuerp Se log,b —log,a =5, o quociente —, vale:
a

10 64
32 128
25

WIN UFSC Se os nimeros reais positivos a e b sdo tais que
a-b=48
log,a-log,b=2"

W78 UFMG Seja v =4°%" +10g,(8"). Nesse caso, o valor

calcule ovalorde a + b

de vy e:
35 49 90
56 70

WEB UFC sendo a e b nimeros reais positivos tais que:
log ; a=224 e log ;b = 218. Calcule o valor de ~

m Vunesp Sejam x e y nimeros reais positivos.

Se log(xy) = 14 e log(x2/y) = 10, em que os logaritmos séo con-
siderados numa mesma base, calcule, ainda nessa base:

a) logxelogy;

b) log {\/xy )

Wl Cesgranrio Sendo a e b as raizes da equacéo

xZ+ 100x — 10 = 0, calcule o valor de log,, Ul)+ [%)‘
a

W18 UFV sabendo-se que log, 5 + log,4=1elog,y =20
valorde x + y e:

120

119

100

110

115

BB FElse A= log,xe B = lugzg entdo A — B é igual a:

1 —1 0
2 —2

FZN Mackenzie O valor de log, (log,2. log,3), sendo x = 2, é:
2
1
2

ra | o rwl.:-

il
2

BB Mackenzie Se a e b sdo os angulos agudos de um trién-
gulo retangulo, entao log.(tga) + log,(tgb) vale:

0 sen a
1 cos a
iga

2
B Mackenzie Considere a funggo f(x) = x'°¢%, onde 0 < x = 1,

entao -.;"_ e igual a:
malﬂg[f{ 3)-_| gual ;

2 1043
100

EIF Mackenzie se log 6 =melog 3=p, 0<i=1,entdoo

logaritmo de é na base i e igual a:

e6m — 3p m—-p+1
m—-—p-23 p—m+6
p—m+ 1

BB Mackenzie Supondo log 3980 = 3,6, entdo, dentre as alter-
DE.IE

3,98

nativas a seguir, a melhor aproximacao inteira de e
100
120
140
160

180

EEN Mackenzie Em log 1000 =2 log 10 € 0 <y # 1, x vale:
by Wy y
Jy y2

Graficos da funcdo logaritmica e condicoes de existéncia

m Unirio Na solucdo do sistema a seguir, o valor de x é:
{Iﬂg[x +1)-logy = 3. log2
X=4y =7
15
13
8
5
2



E UFMG Observe a figura a seguir
¥

0 / 16 x
Nessa figura, esta representado o grafico de f(x) = log x

O valor de f(128) é:

l 3 !
2 2

BETY UFRGS A expressao grafica da funcéo y = log(10x2), x > 0,
é dada por:

m Fuvest A figura a seguir mostra o grafico da fungéo loga-
ritmo na base b.
-.;’Irl

0,25 //

O valorde b é:

10

W MR a|—=

Capitulo 5

m Fuvest Qual das figuras a seguir & um esboco do gréfico
da funcao f(x) = log,2x?

2 e

E "7

E /11
. 2
2

1

1 " 2
1_1

2 -1 !
1

71 2

m Fuvest A curva da figura que se segue representa o grafico
da fungéo y = log,x, para x > 0. Assim sendo, a area da regiao
hachurada, formada pelos dois retangulos, e:

? [
0 4 x
log2
log3
log4
log5s
logB

I
|
[
I
I
|
|
:
[
C

e R ——

) ===

of/
Sabe-se que 0A = BC. Entao, pode-se afirmar que:
log.b=c
a+b=c
a="b
ab=c
102 + 100 = 10¢

m Os pontos D e E pertencem ao grafico da fungao
y=logx;coma > 1 (figura a seguir). Suponha que B = (x ; 0),
C=(x+1:;0)eA=(x—-1;0). Entdo o valor de x para o qual a
area do trapézio BCDE ¢ o triplo da area do AABE é:

Frente




¥
X
x-—y:lc:gﬂx
1+5 1,5 1_ &
2
1+§ 1+45

WV8 UFRJ Sejam x e y duas quantidades. O grafico a segquir
expressa a variacao de log y em fungao de log x, onde log e o
logaritmo na base decimal.

|ﬂg V4

6

2 log x

Determine uma relagcao entre x e y que nao envolva a fungao
logaritmo.

WEN Unitau O dominio da funcdo y = log,(2x — 1) é:

1 1 1
x> — x<—ex =1 X #E —
2 2 2
_I
x>0 x>=—ex =1
2

m Fuccump O mais amplo dominio real da fungao dada por

f(x) = log,_,(8—2%) é o intervalo:
12, 3[ 12, + o[
13, + == === 3

e 2]

K FGV O mais amplo dominio real da funcdo dada por
f(x) = flogy(2x -1) é:

JIJI:ER”:ilJl
2

xe Rlx =1}

JIJ{ER|1{R{1}
2
JIJIEERH:.‘:-lJl

2

xe RIx = 1)

I FEI A func@o f(x) = log(50 — 5x — x2) é definida para:
x=>=10 —5<x<10 5<x<10
—10<x <5 x<-5

Equacoes logaritmicas

58 Cesgranrio Se log,(2x — 5) = 0, entao x vale:
5
4
3

Pl o]~

m Fuvest O nimero real x que satisfaz a equacéo
log,(12 - 2*) = 2x é:

0g,5 l0g,/5

log,\/3 log,3

2

FTR UEL Os numeros reais que satisfazem a equacao
hgzlxﬂ— 7x) = 3 pertencem ao intervalo:

10, + = 17, 8]
[0, 7] =1, 8]

[-1. 0]

m Fatec Supondo-se que log, .2 = 0,30, a solugao da equa-
¢ao 1022 = 25, universo U = R, é igual a:

2 2,2 2,47

21 2,35

BB UEL se log,x + log,x + loggx + log,,x = —6,25, entdo x &

igual a: 1
° 6
° 1
7 8

B73 UEL A equacdo 2 - log x = log(3x — 5):
admite uma unica solucao real.
admite duas solugoes reais positivas.
nao admite solucgoes reais positivas.
admite duas solucdes reais de sinais contrarios.
nao admite solucoes reais.

m Resolva as equacgdes logaritmicas a seguir:
a) hg4[4xz+13:-: +2) =log, (2x + 5)
b) log(3+5x)=0
2
€) logs(log,x)=1
d) Iclgax =4logx
e) log,(4-3x)=2

100°8* -1 3
[II UFVY Resolva a equacdo: ——— = =
S o T 2

m Fuvest O nimero x > 1 tal que log,2 = log,x e:

V2 J2 42
4
2 '-..'5 2 \'I'E



m Fuvest O conjunto das raizes da equacao
10g,4(x2) = (logyex)? é:

i1} {1, 10}
(1,100} xe R/x>0)
(10, 100}

Inequacoes logaritmicas

V2 2' <2
m O sistema ¢ o =e = se verifica, para todo x per-
O<log(x+2)<1
tencente a:
1-1
79 Pt
5 2 0
—1 -2 2
I3+ 2 2]

BTN seja f(x) = log,(3x + 4) — log,(2x —1). Os valores de x,
para os quais f esta definida e satisfaz f(x)=1, sao:

7 4
X < — X > ==
3 3
1 4 1
X=— —— X< =
3
1 7
— < X <=
3

m Se xe Rialquex >2 e log,(x—2) - log,x =1, determine
o valor de x.

m O conjunto dos numeros reais x que satisfazem a inequa-
¢ao log,(2x + 5) —log.(3x — 1) > 1 e o intervalo:

Capitulo 5

._2 1.7

"2 3'4
4 | 3
5.4

2 |

W38 PUC-Rio Resolva as inequaces logaritmicas a seguir:
a) 5% >3%43* d) 2<log,(3x+1) <4

b) 2.9*+3**24+4>0 e) L 1

- <1
log, x log,x-1

c) log,(2x®-5)<log, 3

m O conjunto de todos os x para 0s quais x.log, (x-1) <0 é&:
ixeRIx>2} 2
{xeRM<x<?2}

{xeRIx>1}

{KERll-{}:{E}
2
@

m A solucao da inequacao logx — colog(x + 1) > logl2 e:

X>3 X>3o0ux>-—4
x=0 @
x =1

I8 PUC-SP Dados log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48, um nimero
real x e solugao da inequacao 161““2-: 12 se, somente se:
x=-3 e x=0,3 —F3=<x<3
X<-0,3 ou x=>0,3 —0,3<x<0,3
X<-=3 ou x>3

TEXTOS COMPLEMENTARES

Relacionando logaritmos e sequéncias

Observe a seguinte tabela:

qg" | .. | g® q

—-nr -2r  -r

qg o .. d
r 2r nr

Na primeira linha, temos uma progresséo geométrica de razdog > 0eq = 1.
Na segunda linha, temos um progresséo aritmética de razéo r; r e Q.
Por definicéio, coda termo da progresséo aritmética (PA) é o logaritme do termo correspondente da progresséo geométrica (PG, ﬂssir}w

0=log,l,r=loggenr=logq"abase desse sistema de logaritmos & x. Calculando x, temos: nr = nlog q .. r =logg .. x=q .

Exemplo:
I

257 57 7 7 " base 5

=2 =101 2; ...

x=q".




Os termos da PA sdo os logaritmos dos termos da PG na base que

iremos determinar,

"\ Determinar o logaritmo de 3125v/5 no sistema de logarit- 2=log, V5 - b2 =5 b=Y5
mo definido pelas progressées:

1:5:5 Assim: :
N R Y i ) ;1
{---r 0;2;4;.. fﬂgﬁ 31255 = jﬂgﬂi 5.5 =
11 1
= 2 o 5 _
Resolugdo: =4.logs 5% =4. 5 dog5> =22

Vomos determinar a base desse sistema de logaritmos:
PA possui razdo 2 e a PG rozdo /5.

Um pouco da histéria dos logaritmos

Os logaritmos foram criados para facilitar céleulos artméticos laboriosos. Mesmo com o advento da caleuladera eletrénica, a sua
importéncia néo diminuiu.

No século XVI, com o desenvolvimento da astrononima e da navegacéo, a importéncia de realizar céleulos aritiméticos aumentou. Para
resolver esse problema, dois personagens, de maneiras independentes, criaram teorias resultantes. Jost Birgi (1552-1632), relojoeiro suigo,
e John Napier (1550-1617), um nobre escocés, publicaram suas teorias em 1620 e 1414, respectivamente.

O trabalho de mais destaque foi o de Napier, que o batizou de maneira pouco modesta de Mirifi logarithmorum canomis descriptio ou Des-
cricio da maravilhosa lei dos logaritmos.

Modestamente, muitos fenémenos da natureza podem ser explicados por meio dos logarifimos. Como exemplo disso, leia atentamente
o texto a sequir

Escala de Richter

A escala de Richter quantifica a magnitude sismica de um ferremoto.

Essa escala foi desenvolvida em 1935 pelos sismdlogos Charles Francis Richter e Beno Gutemberg, ambos pesquisadores do California
Institute of Technology (Caltetch), que estudavam os tremores de terra do sul da Calitérnia (EUA).

O principio da escala fem como resultado a férmula: M = log A - log Ay, M: magnitude do terremoto, A: amplitude méxima medida
pelo sismografo e Ay: amplitude de referéncia.

Observe que matematicamente um sismo de grau & tem uma amplitude 10 vezes maior que um de grau 5, e liberta cerca de 31 vezes
mais energic.

Para calcular a energia liberada por um terremoto, utilizamos a seguinte térmula:
2 (m. E

M= 3 log —], M: magnitude do terremoto, E: energia liberada e E;: energia de referéncia.

Tambor giratorio

Mola

Massa inerte

Movimentos verticais

Exemplo basico do funcionamento de um sismagrafo.

Matematica




Capitulo 5

Micro =20 Microtremor de terra, nao se sente. ~8.000 por dia
Muito pequeno 20-2.9 Geralmente nao se sente, mas é detectado e registrado ~1.000 por dia
Pequeno 30-3,9 Fequentemente sentido, mas raramente causa danos. ~49.000 por ano
Ligeiro 4,0-4.9 Tremor notorio de objetos no interior de habitagoes, ruidos ~6.200 por ano

de choque entre objetos Danos importantes pouco comuns.

Pode causar danos maiores em edificios malconcebidos
Moderado 50-5,9 em zonas restritas Provoca danos ligeiros nos edificios 800 por ano
bem-construidos.

Forte 60-6.9 Fode ser destruidor em zonas num raio de até 180 km em

éreas habitadas. 120 por ano
Grande 7.0-7.9 Fode provocar danos graves em zonas mais vastas. 18 por ano
Importante 80-8.9 Pode causar danos sérios em zonas num raio de 1 porano

oentenas de quildmetros.

: Devasta zonas num raio de milhares de
Excepcional 9.0-9.9 quilmetros. 1 acada 20 anos
Extremo 10,0 Munca registrado. Desconhecido

Tabela de classificacéo dos sismos.

O terremoto mais intenso j& registrado atingiu 9,5 graus e ocorreu em 22 de maio de 1960 no sul do Chile. Nessa tragédia, 3.000
pessoas faleceram e mais de 2 milhées ficaram feridas. O Chile é suscetivel a grandes terremotos porque esté cortado pela divisGo de duas
placas tecténicas, a placa Nazca e a placa Sul-americana.

RESUMINDO

A fungdo logaritmica é dada por f: R, = R e f(x) = log xcoma > Oea# 1.
Podemos escrevery = log x> @' = x por definicgo.
As principais propriedades operatérias dos logaritimos decorrentes da sua definicéio sdo:

a) ﬂlagjé'. —b d] loghb®=alogb
| L
b) logb, +logc, =log,(bc) e) logb, = o 0% b
log. b
b | logyb=—
¢ logb, —logc, =log, | — log, @
C
A funco logaritmica fx) = log x é injetora e monotémica.
Observe os dois casos bdsicos:
logx;0=<2 <14 logx;0<a <14
(1.0 X (1,0) x
Estritamente crescente Estritamente decrescente

Hrente 1




B QUER SABER MAIS?
= :

® Funcdes logaritmicas - logaritmo natural
<http://ecalculo. if. usp. br/funcoes/logaritmice/flogaritmica. him >.

Exercicios complementares

Logaritmos

BB IME Considerando log2 = a ¢ log3 = b, encontre, em fungio
de a e b, o logaritmo do nimero Eg‘(l 1,2 5] no sistema de base 15.

n Fuvest Considere as equagdes:

I. logix+vy)=logx+logy

II. x+y=xy

a) Asequacoes I e 1l tém as mesmas solugdes? Justifique.
b) Esboce o grifico da curva formada pela solugio de L.

n Fuvest Sejam x e y niimeros reais positivos. A igualdade
log(x + y)=log x + log y ¢ verdadeira se, ¢ somente se:

x=y=2

N
3 Y 2

X=y¥

Xx-y=1

l+l=1

X ¥

log, x +lo =4
n Unicamp Resolva o sistema: { &2 q S4Y
Xy =

BB Mackenzie Se x>+ 8x + 8 log,k é um trinémio quadrado
perfeito, entdo k vale:

6 120 2

24 720

WY Mackenzie Se x2+4x +2 log.k* é um trinémio quadrado

perfeito, entdo o logaritmo de k na base 7k vale:
) 1
1 7

2

b b3 | —

ITA Dada a fungio quadratica

2 1 3
x)=x"In (—J+ X - In(6) = — ln(—}tcmns ue:
f{x) 3 (6) il & q

a equacdo fix) =0 nio possui raizes reais.

a equagdo f{x) = 0 possui raizes reais distintas ¢ o grafico de
possul concavidade para cima.

a equacdo f{x) = 0 possui raizes reais iguais e o grafico de
f possui concavidade para baixo.

In2.1n3

In3—In2°
In2.1In3
In3—In2

log . 18.1 =9
“ Resolva o sistema: { 08 ¥¥ Ogy X
X.y=128

ovalor maximo de f e

ovalor maximo de fé 2

n Considere a equagio a™ + a* =6 =0, com a > 1. Uma
das afirmagdes a seguir, relativamente a equagio proposta, esta

correta. Assinale-a.
a*=2ega*=-3

x=log, 2
x=log 2ex=-3
x=2ex=log 3

Nenhuma das opgoes anteriores ¢ verdadeira.

m Dada a equagio x* = 2x + logN = 0, para que ¢la tenha
duas raizes de sinais contrarios, ¢ preciso que:
N=1 2<N<3
| <N=2 D=N=1

J=<N<=4

m Simplificar as expressoes:
a) log lng\/ﬁ

b) —log,log,log,16

c) log,7-log,5-log4+1

d) \/lngba+ log, b+2.log, a. 1ll'lngi b

3
m Selog;,=ncache TF{: tal que ab #1, calcule log,, %
em funcio de n. b

m Calcule log,360 se log,20 =a e log,;15=b.
m Para cada n > 0, demonstre que: —log [lngn v 1“{'%] =3

m Para cada x = 1, demonstre que:

lng[ }H_m] = Elng[x+ Jﬁ)

x—yx” —1

B3 PUC-Rio Sabendo-se que log,,3=0,47712, podemos afir-
mar que o nimero de algarismos de 9 ¢:

21 23 25

22 24

ﬂ Matematica



m O niimero de algarismos da poténcia 50°° é:
Dado: log2=0,301
2.500 100 50
85 250

m Pressionando a tecla |log|de uma calculadora, aparece no
visor o logaritmo decimal do niimero que estava antes no visor.
Digita-se inicialmente o numero 88888888 (oito oitos). Quantas
vezes a tecla |log | precisa ser pressionada para que aparega men-

sagem de erro?
2 6 10
4 8

BIB Mackenzie A partir dos valores de A e B adiante, pode-

mos concluir que:

A = 39877 ¢ g = 5loe7d

A=2
3

A=B

A_B
503

B
A
3

B Mackenzie Se f de R, em R ¢ uma fungio definida por
fix) = log,x, entdo a igualdade Flx+1)-fx) =2 se verifica
para x igual a;

2 2

o | = b2 | —

m Mackenzie Se fix + 2) =12 - 2%, ¥x € R, entdo a solucio
real da equagdo f(x) - log, | x | = 0 pertence ao:

[-3,-2] [0, 1]
[-2.-1] [1.2]
[-1, 0]

E7B Simplifique a expressio {J,E[E. alo82b 4 3p' 8z v ]

Equacoes e inequacdes logaritmicas

m ITA Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equa-
¢io log, (x+1) =log, (x —1), entdo:
4

S ¢ um conjunto unitario e § < ]2, + =o.

S ¢ um conjunto unitarioe § 1, 2[.

S possul dois elementos distintos § — ]-2, 2[.

S possui dois elementos distintos S — |1, + =[.

S ¢ 0 conjunto vazio.

Seja a funcio f dada por: ,
fix) =[10g3 5]. {lngﬁ g ) +log, glax=x= _ log, 2443+ 1,
Determine todos os valores de x que tornam f ndo negativa.

Capitulo 5

m Determinando-se a condicdo sobre t para que a equagio
4% —(Int + 3) « 2* = Int = 0 admita duas raizes reais ¢ distintas,
obtemos:

e <t<] e l<t<l n.d.a.

t=0 I<t<e’

m Sendo a = 1, a solugio da inequacio log [lngﬂ x}i 0¢:

x> — x = 1 n.d.a.
a

l<x<-— X2 a
a

m Resolva a equagio log (x + 1) = lng{x Fpe X eR.
m ITA Calcule sen x sabendo que (Insenx)* —Insenx —6= 0.

m ITA A inequagdo: 4xlogs(x+3)= (x* +3)log, (x+3) ¢

satisfeita para todo x € 5. Entéo: 3
S=1-3,-2] U[—1,+ cqf

—oo, =3[ U[-1,+ 9

Qual o valor de v € R que satisfaz a ignaldade

log, 49 = 14::-gyE 7+log,, 77
1 3 7
2
! 1
3 8

m Ufes Resolva, em R, a equagio: 4% + 6% = 9%,
EYB ITAResolvaa inequacio: log [(1-x)-x]<log [(1+x) - x7].

m Resolva a inequacdo log [log,(4x = 6)] = 1.

m Os valores de x que satisfazem a equagdo log (ax +b)=2
si0 2 e 3.
Nessas condigdes, os respectivos valores de a e b séo:

4e—4 3el Sehb

le-3 5e—6

2x
LUEL A solucio real da equacio =1 = loe- ¢
B KL Asolusao es a ouasto-1 = loge| 22|

- -1

-5
- -9

m Resolva a inequagdo: log | [lng4[x2 —5)]} 0.
3




FRENTE 1

O conceito de valor absoluto de um ndmero real é utilizado para medir a
distdncia entre dois nimeros reais quaisquer. Se a e b sdo dois nUmeros reais,
a distancia entre eles é o valor absoluto da sua diferenca. Geometricamente,
se a e b sdo as coordenadas de dois pontos de uma reta, a comprimento do
segmento ab é a distancia entre eles. Além da determinagdo da distdncia
entre pontos, o conceito de valor absoluto é aplicado quando

estamos interessados na magnitude de um ndmero real,

independentemente do seu sinal.



Conceitos basicos
Defini¢éio de modulo

O modulo ou valor absoluto de um nimero real x ¢ indica-
do por |x| e possui os seguintes valores:

|x|=xsex = 0
ou
|| =—xsex<0
Ou seja:
» o modulo de um nimero real no negativo € o proprio numero.
» o modulo deum numero real negativo ¢ o oposto do nimero.

Observe: |-3|=3;|0|=0:|7|=Te ‘\E—E‘ =—J2+2

Conceito geomeétrico

Além da definicdo classica e formal do modulo de um mi-
mero real, o conceito geométrico nos auxiliara na compreensio
de algumas inequacdes modulares.

0O modulo de um numero real representa a distancia do
ponto (nimero) até a origem da reta real. Observe os exemplos:
« |3]=3
« |-5]=5

-3 =3 Elfﬁ

-
T T T i

-3 O 5 r

Fig. 1 Conceito geométrico de médulo.

ATENCAO

Existe uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de
uma reta e um ndmero real, ou sejo, cada ponto da reta
representa um Unico ndmero, e cada nimero representa
um Unico ponto.

Aplicacao do conceito de madulo
A definicdo de modulo de um nimero real refere-se a |x|, e

iss0 causa confusdes na resolucio de exercicios. Para que nio
ocorra 1sso, vamos analisar os seguintes exercicios.

Exercicios resolvidos

L Caleule [x - 1],

Capitulo 6
"1 Caleule |2 —x.

Resolugdo:
Faca a andlise do sinal da fun¢do interna ao modulo.

®

fix) = x*—x 5 0 ' .

Observe gue:
fixhz0parax=zloux=0efix)<0parall<x< L
Assim:

I —x| =x—xparax=loux<0e

i = x| =—=(x"=x) ==x"+xpara < x < |

ﬂ Calcule x-[x|.

Resolugdo:
Facga a analise do sinal da funcdo que esta dentro do modulo:

M X
Observe gque:

fix) =0 parax=0efix) < 0 parax <1
Assim:

x-x| =xx=x"parax=10

x-|x| = xf=x) = =x"para x < ()

fx)=x

" Caleule |x = 1]+ x =2|.

Resolugdo:
Analise das fungdes fix) =x -1 e gix) =x - 2.

T

Observe o guadro de sinais.

Resolu¢ao:
b= 11 =x + 1 x=1 x=1
Faca a andlise de sinal da fungdo interna ao maodulo.
fix)=x-1 b =21 x+2 | =x+2  x=2
k=1l+Ix=2/ =2x+3 1 Zx =3
® 1 2
O 1 X 2x-3; x=2
Assim: |x—1|+|x-2|= I 1=x<2
—2x—3; =x<l
Observe gque: fix) =0 para x =1 e fix) < 0 para x < 1.
Assim:
k=I|=x—-Iparax=1e
k=I|l==(x—-1)==x+1parax <1
Hrente 1




Proprledndes do modulo
PL |x|=20;VxeR

P2 |[x|z2x; VxelR

P3 \J{x_2=|x|

Pa x| = [x]|y]
Ps X = |K|?}r:ﬂ
vl |yl

P |x| +[y| =[x +y]|

Demonstracies:

P1 Pela definicdo de modulo, a propriedade ¢ obvia. O modu-
lo sempre é um niumero positivo ou nulo.

P2 Observe os exemplos, nio ¢ uma demonstragio:

~3|=3 — 3| =3 ou 3| =3 — 3| > 3.

P3 |x|=xou—x, logo [x? =x* = (=x)? .. [xP =x?logo [x| = Vx°.

P [x.y| =)= y? =V P =[xyl
(K]E ‘sz \"Ixz |%|
== =/~="=="y=0
v) Ny Jy2 M

P& Demonstracdo por reducéo ao absurdo (negacio da tese).
[ + [yl < e+ yl o (x]+ yD? < (x + )

S P 2]yl P < ()
X2yt < xP 4 2xy o

X

y

Qxy| = 2xy ..
- [xy| < xy, absurdo, pela P, logo [x| + |y| Z [x + y].

Constructo de graficos

A construgdio de qualquer grafico pode ser feita pela defini-
¢do de modulo, dividindo o grafico em varios intervalos ou por
meio de transformacdes geométricas, como podem ser observa-
dos nos exercicios resolvidos.

ATENCAO!

* Para discutir o |f{x)|, devemos fazer uma andlise de sinal
da fungao fix).

* Lembre-sel
Considere a funcocoma # 0,y = ax’ + bx + ¢,sea > 0
eA<0,y>0;Vxe R

9

" Caleule fix) = |x- 1.

Resolugdo:
Construa a fun¢do gue esta dentro do modulo. Trata-se da fungdo

do I° grau x— 1.
/1
7

Pela propriedade P, ndo podemos ter valores negativos para
lx — 1|, entdo todo o grafico com base em x < 1 tem gque ser mul-
tiplicado por 1. Isso equivale a rebater essa parte do grdfico
simetricamente em relacdo ao eixo x.

j,.r .

J

Observe:
¥

r

0 Caleule f(x) = [x2 = x|.

Resolugdo:
Ltilizando o mesmo raciocinio do exercicio resolvido 1, temos:
}u‘ 3
, / .
=1 > 1 i 1 X
g 2
Rebatendo a parte negativa:
_F 3
1
41
S0, 1T X
4 2




n Calcule fix)=|x - 1| + 1.

Resolugdo:

Repare que este exercicio estad relacionado com o exercicio 1.
Foi adicionada uma constante no grafico de |x = 1|, ou seja,
todos os valores de v sofreram o acréscimo de 1, observe a
translacdo do grafico:

y

T

ﬂ Calcule fix)=|x - 1| + x.

Resolvgdo:

A parte do grafico |x — 1| pode ser feita geomelricamente, mas
a translagdo no eixo v ndo é possivel, pois estamos adicionan-
do uma variavel x. O grafico deve ser feito pela definicdo de
modulo.

O
= 1 X

L J

Analise de sinal da fungdo x = 1: y=0parax>=1ey < para

x<1 {.1:—1+.1:;J:E 1

A analise toral de fix): fix) = logo,

Jx): fix) D txx<] g

") 2x—Ix =1
x)=

Irx= 1

Portanto, temos:

11 x
2
~1+

L Caleule fix) =[x — 1] + [x=2].

Resolvgdo:

(O grafico tem de ser feito pela definicdo de modulo e, possuin-
do mais de uma fungdo para a andlise, como € o caso, devemos
utilizar um guadro de sinais:

o
e/r x

®
[ 2 X

Capitulo 6

—2x+ 3 x </

Cueadro de sinais:
Ix =1/ —x + 1 x=1 x=1
k=2 X + 2 X + 2 x=2
x=1+x=21 2x+3 1 2% =3
1 2
2x—3 x=2
Portanto: fix)= Il<x<?

Observe o grdfico:

1

Equacoes modulares

A partir do momento em que o aluno compreender e trei-
nar a construgdo de graficos geometricamente e pela definigdo,
resolver equagdes serd um processo natural.

00 Caleule Px - 1| =4.

Resolugdo:
Temos duas opgdes para uma equagdo do tipolx| =k oux =k
o x ==k, pois |k| = |-k| =k, assim:

=I1=4doux-1=-4 .‘._‘-l:=£ﬂu_?l:=_—3 S8 = —E; E
2 2 2 2

" Caleule [x2-|x| - 6=0.

Resolugdo:

Aeguacdo modular apresentada é redutivel ao 2° grau, obser-
ve: fazendo |x| =1, obtemos: F=t=6=10 . (t=3)-{t+2)=10,
logo t = 3 ou t ==2. Voltando para a variavel original, temos:
x| =3 - |x| =3 ou |x| = =2 (impossivel) logo: §5={ £3].

U0 Caleule |x = 1]+ [x 2| = 4.

Resolugdo:
Seguindo o mesmo procedimento dos grdficos, construiremos

um guadro de sinais.
Frente 1 ﬂ




Ix =1/ =x + 1 x=1 x=1

x =2/ -x + 2 -x + 2 x=2

xk=1+Ix=21 -2x+3 1 2x =3
1 2

Obtivemos os valores possiveis de: |x = 1| + |x = 2|, observe:

7
parax>=2 2x-3=4 .-..::r=E
para 1 <x<2 1=4 absurdo

-1
parax <1 —Zx+3=4 '.x=?

Analisando as respostas, a 19 e a 3" satisfazem as suas respecti-
vas condigoes de contorno, a 2°¢é um absurdo.

i

Inequacoes modulares

Vamos seguir o mesmo procedimento das equagdes mo-
dulares e dos graficos, mas o conceito geométrico ¢ muito util.
Observe os dois exercicios a seguir.

050 Caleule [x] = 3.

Resolvgdo:
Como foi apresentado no inicio do capitulo, o modulo de um
mimero real representa a distdncia do nimero na reta real até
a origent.
le| representa a distancia do mimero x até a origem.
Com a inequacdo anterior, gueremos os valores de x cujas distan-
cias até a origem sdo maiores ou [guais a 3.
(s valores mais obvios sdo representados a seguir

t * -

o 3  x
|

Mas ndo podemos esquecer gque distdncias maiores ou {guais
a 3 podemos ter no “lado esquerdo”, nos nimeros negativos,
observe:

Solugdo final:
S={xeRAz23oux<-3loulS =]—oco;—3] U3 +eof.

"1 Calcule x| < 3.

Resolugdo:

Na inequagdo apresentada, gueremos os valores de x cuja dis-
tincia até a origem ¢ menor ou igual a 3. Comparando com o
exercicio resolvido 2, os valores de x estdo de — 3 a 3, observe:

- t - -
-3 0 3 X

Solugdo final:
S=fxeR/-3=x=3/oul= /-3 3]

Para k = 0, temos:
X|zk & x=zkoux=-k
=k & -k=x<k

Analise agora outros exercicios em que necessitamos utili-
zar a defini¢io de modulo.

_ - Calcule |2x - 1] > x.

Resolugao:
Analisando a fungdo dentro do modulo, temos:

®

e /1
2

Assim:
Se y>—,temos2x—=1=x .. x=1

Se x < g Jtemos =2x + 1 >x . =3x>=1 . y< i

As 1"e 2%solugdes satisfazem as condicdes de contorno, assim
a solugdo final é:

S=/xeRA>loux < %J’?”“S =J1;—oo [U] —oo; gf
00 Caleule [x = 1]+ [x = 2| = 3.

Resolugao:
Ouadro de sinais:

=11 —x+ 1 x=1 x=1

Ix =2 -+ 2

k=1+Ik=-21| 2x+3 1

1 2

Resolveremos agora trés inequacoes simples em trés intervalos
diferentes:

WViatematica




Sex=2 2x=3>3 S 2X>6 S x=3

Selex<?2 123 absurdo!

Sex<1 =Ex+3=>3 | =2x=>=0 | ~x=0
Solugdo final:

S={xeRAzJouxsWoul =[3; +oo [U] oo
_ | Caleule 2+ x+1]>1.
Resolugdo:

Analisando a fungdo interna do modulo, trata-se de uma fiungdo
do 2° grau cujo A < (), observe a analise do sinal:

[

X

A fungdo sempre é positiva, entdo o sinal de modulo é desne-
cessario-  +x+1=1 . x"+x =10

Solugdo final:
S=xeRAazloux=s-I1loul8 =[0; + oo [U]—0e;=]]

L Calcule X2 +x+ 1 <|x% +2x = 3|.
Resolvgdo:

A inequacdo vai ser dividida em trés intervalos. Temos a fungdo
x? 4 2x =3 “dentro” do modulo, cujo eshogo do grdfico é:

«  Parax =1, temos:
HHrx+ ISy +2x=—3 . x=—4 . x>=4

Capitulo 6

Fazendo a intersecdo com a condicdo de contorno, temos:
S;=[4; +oof

*  Para-=-3< x <1, temos:
YAy +ls—x=2x+3 27 +3x=-2<0

lemos entdo: -2 < x <

Fazendo a intersecdo com a condicdo de contorno, temos:

N
Rl

" R RN
—

&
hol

%

Assim: §, = {—.2; i]
- 2

*  PFParax <=3, temos:
HAx+l=x T+ 2x=3 s x<—4 s x =4
Fazendo a intersecdo com a condicdo de contorno, temos:
S, =0
A solucdo final é dada por: S, §, U §;

I
S finat =[_‘2; E]UH: toof

ATENCAO

A equagdo |x - 1| = -3 ndo possui solugdo, pois de acordo
com a propriedade P, o médulo & um nimero real nao
negativo.

O simbolo <« siginifica se, e somente se. Na pratica, isso
nos permite concluir o seguinte: A < B. O resultado A im-
plica o B, e o B implica o A.

Revisando

“ Calcule o valor de I1x®— 6x + 8l.

B cCaicule o valor de Ixl + Ix — 11.

Frente




n Construa o esbogo do grafico da funcao: f(x) = x* — Ixl.

“ Construa o esbogo do grafico da fungao: f(x) = Ixl —Ix — 11.

ﬂ Resolva as seguintes equacdes modulares.
a) B-Ixll=3

b} k—11=2x

c) k+21=2Ix-2I

“ Resolver as equactes modulares a seguir.
a) k-3l<7

b) k+2l+x<5

c) k-3l=1 —xl

Exercicios propostos

Definiciio de modulo

“ Determine:

a) I-3l
b) In-+5I
c) 1xZ+11

d 11-421

W'H PUC O valordel2-+/51+13-15 lé:
5=245 1+ 25
5+ 2.5 1
5

n SexeyeRelx+y—-17l+Ix—y—-51=0,entao x + 2y

e igual a:
21 24
22 25
23

n Para quaisquer reais nao nulos a, b e c o conjunto dos va-

. a b ¢ abc o
lores que 0 numero —+ —+ —+ ——, pode assumir € igual a:
lal [o le| |abc
{0} 4,-2,0; 2; 4}
4;-2; 2; 4} (-2;0; 2}

—4; 0; 4}

n Se x E[1;2],ant§m ~,|'[J-:+2u"x—1 +-.)'Ix—2~.|'x—1 € igual a:

o = N &

2
Propriedades basicas do madulo

I UEL Quaisquer que sejam os ntimeros reais x e y:
selxl<lylentaox <y

Ix.yl=Ixl.1yl
Ix+yl=Ixl+1lyl
I—1xll=—x

sex<0,entaol x| < x

BA Unirio Sejam a e b nimeros reais tais que a2 < b2, entao,
pode-se concluir que:

a<bh

lal < Ibl

—a? -p®
—E‘S—E,EEE#-"D
C C

b<a.
b2c? < a?c?, sec= 0

- ;
.-.--|_|: .--|_|._.--
i | Ll




n UFF Dados p, g eR tais que Ipl < g, considere as afirma-
tivas:

. ge R, . p=lIgl

. —g=p=qg V. lIpl = Igl

Sao verdadeiras:
somenteale ll
somente ale alll
somente alle a lll.

somenteal,allealll
todas as afirmativas.

n Assinale o item que contem a implicacao verdadeira.
X>y=|x/>y|
X>y = x>y
K>y =2 X=y>y=-X
x>y=a">a’,emquea>0ea=1.
|x +y| = x| +|y| = x e y possuem sinais opostos.

1
.. : 2]z
I} PUC ae b sdo nameros reais e x = l[a—h] JE. Sobre o
numero x, e correto afirmar:

. a-b,seazb
B b-a,sea<b

b-a,sea<b
x = lal - Ibl
Xx=a-—»b

X = 4[la-bl]

m Para quais valores reais de x, x # 0,
inteiro?
Somente para x < 0.
somente para x = 0.
Somente se x for par.

Jla—ti, sea<h
b —

|x _|x|| 2 um numero

X

Para todo x real, x = 0.
Para nenhum x real.

m Se x <0, entdo x —/(x —1]2 e igual a:
1

1—2x
—2x—1
1+ 2x
2x—1

m UFMT Julgue, quanto a (V) ou (F), os itens.

sendo a e b numeros reais, entao 1;‘{32+b2]=a+b.
x+1

Ix+2|-3
Se p e um numero real nao nulo, entaoc a equacao
2pxZ - 2(p — 1)x — 1 =0, tem duas raizes reais diferentes,
qualquer que seja o valor de p.

Se x e um numero real, -1 = x <1, entao -1.

BIN UFRJ Considere uma quantidade Q > 0 e seja M um va-
lor aproximado de Q, obtido atraves de uma certa medicao.

O erro relativo E desta medicao e definido por: E= @
Considere ainda um instrumento com uma precisao de medida
tal que o erro relativo de cada medicao e de, no maximo, 0,02.
Suponha que uma certa quantidade Q foi medida pelo instru-
mento e o valor M = 5,2 foi obtido.

Determine o menor valor possivel de Q.

Equacoes modulares
m Resolva a equacao Ix — 51 = 3.
m Resolva a equacao 2x - 1l=x-1.

m ‘U‘unesp Resolver a equagdo x2 — 3lxl + 2 = 0, tomando
como universo o conjunto X dos numeros reais.

HE

m Uece Se f(x) :[E]—E entdo as raizes irracionais da

equacao li(x) — 6l = 8 sao:

2J2e -2\2
W2 e -32
a2 e —a2
572 & - 542

BED Uece Seja W ={xe R;13x + 11=1x -2 1}, a soma dos

glementos de W e:
5

Bl B =

FTB UFMG Considere a equagdo (x2— 14x + 38)2 = 112
O ndmero de raizes reais distintas dessa equagao é:
1 3
2 4

m Seja p o produto das solugdes reais da equacao
[ +1]-2| = 2,entao p é tal que:

p<—4

—2=p=<0.

4 <p<16.

O=<p=<4

p=>16.

22 M O conjunto-solucédo da equacéo

VEE+2x+1=1+xé:

&
R
xeRlx<-1}
xeRlxz-1}

{0}

WEB UFRJ Durante o ano de 1997, uma empresa teve seu
lucro diario L dado pela funcao
Lix)=50(1x—1001+1x-2001),emquex=1,2,.., 365 cor-
responde a cada dia do ano e L e dado em reais.

Determine em que dias (x) do ano o lucro foi de R$ 10.000,00.



Inequacoes modulares

m A solucao da inequacao 13x — 4l =2 é:
X= 2 oux =2
3
=2

“x =2

-13
2

1 wipy =

SX=

M| =~d

m Fuvest Seja f(x) = 12x2 — 11, x € R. Determinar os valores
de x para os quais f(x) < 1.

T8 Unitau Se x é uma solugéo de I2x — 11 < 5 — x, entéo:
S5<x<7
2<x<7
S <x=<7
4 <x<7
4 <x<2

Wil PUC Considere os conjuntos: A={xe Z I Ix + 11 < 5} e
B={xe Z |Ixl>3).
O numero de elementos do conjunto A " B é:

2 8 i

4 9

28 IS 1-[(‘“;”]

=4; x e R, entao:

x=15 12 = x =20

S =x<11 —7T<x<6

x=-10

. .. . 1-|x-1 )

WIN Unitau O dominio da fungéo ”{KJZJ[M] é:

OD=x<2 x<0

Xx=2 x=0

x=0

m Adicionando-se os valores inteiros de x que satisfazem
simultaneamente as desigualdades Ix — 11 =2 e I2x - 11 = 1,
obtemos:

B 5
3 8
4

m Resolva a inequacéo: Ix? + x + 11 < Ix® + 2x — 3|
Graficos

7B UFSC Considere a funcéo f: R — R dada por f(x) = 12x + 5l.
f e injetora.
O valor minimo assumido porf é zero.
O grafico de f intercepta o eixo y no ponto de coordenadas
(0, 5).
O grafico de f € uma reta.
f e uma funcao par.

Soma =

XD Unirio Sejam as funcdes: i R — R;y=Ixle g R — R
talque y = x2 — 2x — 8.
Faca um esbogo grafico da fungao fog.

m Cesgranrio No grafico a seguir, esta representada a funcao
do 1° grau f(x). O grafico que melhor representa g(x) = If(x)l — 1 &:

'IJIII'J

f(x) \
5

y y
5\“ 4\\
E X o| 24 X
y yt
5‘&\ / 4‘\\
0 X /
0l.... X
y
N
6
1
ol 3 X

LR Unirio Determine os pontos de intersecéo dos graficos
das fungdes reais definidas por f(x) = Ixl e g(x) = —x* + x + 8
pelo metodo algebrico.

I x|
TS UFF Considere o sistema: ler o
y=2

A regiao do plano que melhor representa a solucao do sistema e:

X
% ? J_"" "\. F ’.r
" 2 . . 2 e
i o .
- \'\. .r!

0 X 0 X
Y

2

] X



B8 UFPE Na figura a seguir, temos o grafico de uma funcdo
f(x) definida no intervalo fechado [-4, 4].

W
21
/0 |

-4 -2 1 23“4 X
S ) I,

Com respeito a fungao g(x) =f(bd), e incorreto afirmar que:
o ponto (-4, —2) pertence ao grafico de g.
o grafico de g e simetrico com relacao ao eixo 0y das orde-
nadas.
g(x) se anula para x iguala-3,-1,1e 3.
g(—x) = g(x) para todo x no intervalo [-4, 4]
g(x) = 0 para todo x no intervalo [-4, 4]

ET] UFRGS Para —1<x< 51 o gréafico da fungao

y=Ix+ 11+ 12x — 1] coincide com o grafico da fungao y = ax + b.

Os valores de a e b sao, respectivamente:
-1 e-1
2e -1
-1e?2

l3—1
2

L
2

IR Cesgranrio O conjunto-imagem da funcéo
f(x) = Ix® — 4x + 81 + 1 é o intervalo:
[5, + e
4, 4 oo
|
1, + o9
0, + =2[

| |

'— w3

| |

TP FGV Relativamente & funcéo f, de R em R, dada por
f(x) = Ixl + Ix — 11, & correto afirmar que:

o grafico de f e a reuniao de duas semirretas.

o conjunto imagem de f e o intervalo [1, + =[.

e crescente para todo x e R

fe decrescente paratodoxeR e x =0.

o valor minimo de fé 0.

m Vunesp Sejam a e b dois nimeros reais positivos tais
a<bea+b=4 5eografico dafuncaoy = Ix —al + Ix — bl
coincide com a fungao y = 2 no intervalo a < x < b, calcule os
valores de a e b.

WT8 Mackenzie Dada a funcéo real definida a seguir, entao a
melhor representacao graficadey =f(l x 1) e:

2, =3
f(x) = Se X
-3,5ex # 3

¥ 'R
2p----- . 2
| L
o i3 X 31 0] i3 «x
5 D S S
-3 _3
'IHIJ lljl”
2 2
Y — 9T
3, 0| i3 x 31 0| 13 «x
— e SR Y. S
-3 -3
y
2
vTUTTTY
-3: 0 ;3 X
-3

WEN Mackenzie Sey=x-2+1x-2IxI1, xR, entdo o
menor valor que y pode assumir &:

—2

—1

0

1

2

T8 Mackenzie Sef: R - Ae g R — B sdo funcdes reais e

f(x)

sobrejetoras tais que 1 —f(x) -3 <0e g(x)=3+ - entdo

m Mackenzie Analisando graficamente as funcées (1), (1),
(Il e (IV) a seguir.

. f(x)=x+ (Elx” de R*em R
Il g(x) = 3x — x*de [—JE, Jﬁ] em [-2, 2]

Obs.: g (—1) & minimo.

X
. hix)= [%] de Rem R”..

IV t(x)=3,de R em {3}
O numero de solugoes reais da equacao h(x) = f(x) e:

B W = o



m Mackenzie O gréfico que melhor representa a funcgéo ¥l
f:[0,2n] — R definida por y =2+ senx + | senx| &:
a 27 . |
44 , | |
/\ + | | | -
27 : ¥ ! 0 i 2T X
| ;[ 1 Elﬂ: = 4— —————— i ——————
y |
E_ ______ -E- ______ | | |
2+ . o . 0 | 1|1: | El"ﬂt X
i : . i
0 ‘ ! ! ' i m Fuvest O conjunto dos pontos (x; y) do plano cartesiano
b8 27 X . 6
; que satisfazemt2 —t— 6 =0, onde t = Ix — yl, consiste em:
uma reta.
duas retas.
quatro retas.
.................... uma parabola.
/ duas parabolas.
2T X

TEXTO COMPLEMENTAR

A equacao do quadrado

Utilizando a definiciio e os conceitos de médulo, podemos

obter a equacgio de um quadrade no plano cartesiane. y
Vamos analisar a expressdo x| +|y| = 2 2

. No primeiro quadrante, temos x > 0 e y > 0, resultando em
uma equaciox +y =2 L y=—x+ 2.

Il.  No segundo quadrante, temos x < 0 e y > 0, resultando em
uma equaciio —x+y=2 L y=x+ 2 -

ll. No terceiro quadrante, temos x < 0 e y < 0, resultando em
uma equagiio —x—y =2 L y=—-x-2.

I No quaorto quadrante, temos x > O e y < 0, resultando em
uma equagiox —y =2 -y =x-2

Il IV

Podemos construir as quatro retas, cada uma no seu qua-

drante: Gréfico da expressdo Ixl + lyl = 2.

Matematica




Capitulo 6

Temos como resultado (observe a figura anterior) um que- Por meio de uma translac@o de eixos, temos:
drado com centro na origem do sistema e diagonais paralelas aos X=x-2eY=y-3
eixos coordenados. O lado do quadrado mede 2+/2. Aorigem do novo sistema é no ponto (2; 3) do sistema inicial.
Generalizando: |x| +|y| = o; a € R}, centro (0; 0) e lado a2 Generalizando: [x — o + |y —b| = ¢; c € R, é a equacdo de
Gréfico: um quadrado com centro (g; b) e lado cv/2.
y y v
a ) PR ——

X 0y: sistema inicial
Xo¥Y: novo sistema

X

-a

i

Grafico da expressao Ixl + Iyl = a.

Grafico da expressdo Ix — 2| +ly -3l = 2.
Vamos deslocar o centro do quadrado da origem para um

ponto qualquer Observe a equagdo:
pe=2f+]y—3]=2

RESUMINDO

A funciio modular é definida algebricamente por uma dupla sentenca:
x;x = 0
[xl=q
—x;x <0

Reforce os conhecimentos da andlise de sinal dos capitulos 2 e 3, principalmente o capftule 3 sobre funcées do 2° grau.
Estudar a fungio modular ndo é simplesmente “decorar” a definicdo, é fazer a andlise do sinal da fung@o interna co médulo. Assim,
generalizando:

- f(x); fx) = 0
] = {—f{x}; f) < O

A construcdo dos gréficos é uma parte importante do capitulo, e um dos pontos interessantes é a construgo geométrica do gréfico
y = |fl)] + k Observe:

() + k

““‘*‘\/ TW

/ X / X X
S

B QUER SABER MAIS?
ESJTE

= Médulo de um vetor
<http://pt.scribd. com/doc/89402396/aula-ga-vetor-p2-25-07 >.




Exercicios complementares

Equacoes ou inequacdes modulares

“ Fuvest Quaisquer que sejam os nimeros reais a, b e ¢, po-
demos afirmar que a equagio ax*+ bjx| + ¢ = 0:

tem, no maximo, duas mizes reais distintas.

tem, no maximo, quatro raizes reais distintas.

tem pelo menos uma raiz real.

nio possui raizes reais.

tem sempre raizes distintas.

n Resolver as equagdes e inequagdes a seguir.
a) [Bx+2/=|x-1

b) [x24+x—5|=lax—1|

¢) [3x-2/=3x-2

d) [x2-_x-4l>

e) |x—-1=3x-7

f) |42 _4/<3x

2 Ix+2+|2x-3[<10

n Determine a soma das raizes da equagio |2 -| 1 = [x||=1.
n Resolva a equacdo x|+ [x - 1| = 1.

n A soma dos inteiros que satisfazem a desigualdade
x=T|=|x+2|+|x-2| &

14

0

-2

—15

-18

n Considere as fungdes reais f e g, tais que:

. fix)=ax?+bx +c;a#0, tem apenas uma raiz ral, seu
grafico tem por eixo de simetria a reta x = | ¢ passa pela
ponta (2;1).

II. g(x)=mx+neg(f(x))==x>+2x

Analise as afirmacdes demonstrando-as:

a) g'x)=g(x)

b) A equacdo fi|x|) = 0 tem 4 raizes distintas

c) O conjunto-solucio da inequacdo fix) — |g(x)] = 0 &
J=e=:0] W [2:4eo]

d) A fungdo r{x)=1f(g(x)) ¢ crescente parax <0

n Fatec A igualdade —|—x | = —=(=x) ¢ verdadeira para todos
o0s elementos do conjunto:

R

ixe R|x=0}

ixe R|x=0;}

ixe R|0=x=10}

ixe R|-3<x=3)

BN ITA Sobre a equacdio na varidvel real x, | | |x =1|=3|-2| = 0,
podemos afirmar que:

ela ndo admite solucio real.

a soma de todas as suas solucdes ¢ 6.

cla admite apenas solugdes positivas.

a soma de todas as solugoes ¢ 4.

cla admite apenas duas solugdes mrais.

BB UFJF Sobre os elementos do conjunto-solugio da equa-
cdo |x*| =4 x| =5 = 0, podemos dizer que:

540 um nimero natural e um nimero inteiro.

540 NIMEros naturais.

0 unico elemento é um nimero natural.

um deles é um nimero racional, o outro ¢ um numero

rracional.

nio existem, isto €, o conjunto-solugdo ¢ vazio.

BID UFPI A soma das raizes da equagdio [x]> + 2 [x| = 15 =0 é:
0
-2
4
6
2

m UFV Se x ¢ vy sdo nimeros reais quaisquer, entdo ¢ correto
afirmar que:

se X7 < y2, entdo X < v.

se X <y, entdo x* < y7,

se x* = y* =10, entdo |x| = |v].

1,'{}{2 +y2] =x+vV

—x =

Matematica




FRENTE 1

Eratdstenes.

Trigonometria trata das relacdes entre os lados e os dngulos de fringulos, sendo dividida em
ramos como a trigonometria plana e a estérica. Ela comecou com as civilizacées babilénica e
egipcia e desenvolveu-se na Anfiguidade gracas aos gregos e indianos e um dos mais famosos
exemplos de sua utilizacdo foi @ medicdo do raio da Terra por Eratdstenes. A partir do século
VIl d.C., astrénomos islémicos aperfeicoaram as descobertas gregas e indianas, notadamente
em relag@o as fungoes trigonométricas.

A trigonometria moderna comecou com o trabalho de mateméticos no Ocidente a partir do
século XV. A trigonometria comecou como uma Matemdtica eminentemente prética, para
determinar disténcias que ndo podiom ser medidas diretamente. Também serviu & navegacéo,
& agrimensura e A astronomia. Ao lidar com a deferminacGo de pontos e distdncias em trés
dimensdes, a frigonometria estérica ampliou sua aplicacéo & Fisica, & Quimica e a quase
todos os ramos da Engenharia, em especial no estudo de fenémenos periédicos como a
vibracto do som e o fluxo de corrente alternada.




Medidas de arcos

No capitulo 2 de geometria vimos duas unidades de medi-
das de angulos: o grau (°) e o grado (gr). Vamos agora introdu-
Zir o conceito de arco.

Observe a figura 1.

Fig. 1 Arco AB.

Considere dois pontos sobre a circunferénecia e divida a
circunferéncia em duas partes denominadas arcos. Simbolica-
mente: AB.

Mas essa nomenclatura cria uma ambiguidade. Temos dois
arcos AB, um maior ¢ outro menor. A solucdo ¢ marcar outro
ponto para diferenciar os arcos, observe:

=

m

Fig. 2 Notagdo de arcos.

Na figura 2 observe os arcos AB ¢ ACB. Agora compare o
tamanho de dois arcos, na figura 3.

Arcos

ABeCD

med (CD) med AB
med (CD) = 6u
med (AB) = 2u

Fig. 3 Medida de arcos.

Definimos o arco unitario u como sendo a nossa unidade
de medida, vamos ver quantas vezes o arco u “cabe” dentro dos
arcos dados CD e AB

Radiano
O radiano (simbolicamente rad) ¢ um arco unitario criado
para ser a unidade basica dos arcos, juntamente com o grau.

Assim;
| u=raio da circunferéncia que contém o arco.
Observe:
A
R med (AB)=2R
. Resumindo:
(AB) = 2 rad
B

Fig. 4 A unidade radianc

Se “retificarmos™ o arco Jﬁ, obtemos um segmento AB
cuja medida ¢ 2R. Reforce a ideia com o exemplo a seguir.

A
AB=6cmeR=2cm
8 —
2.cm " med (AB)=2B -8 _3 ag
R 2
B

Fig. 5 Exemplo da unidade radiano.

ATENCAC!

Para medir um arco AB em radianos, divida a medida do
arco AB pelo raio da circunferéncia.

Circunferéncia e circulo sdo conjuntos diferentes. Circunfe-
réncia & so a linha e circulo é a linha e os pontos internos.
Medir uma grandeza significativa & comparar suas dimen-
sbes com uma outra definida como padrao (unidade).

A etimologio da palavra trigonometria vem do grego tri
(trés) gonos (Gngulos) metros (medida).

Relacionando o grav e o radiano
Sabemos da geometria plana que o comprimento de uma
circunferéncia de raio R é: C = 2rR; assim, a circunferéncia

toda mede:
2nR

Circunferéncia = = 21 rad, ou seja:

21 rad = 360°

Observe, a seguir, os exercicios de transformacoes de
unidades.

n Transforme 135" em radianos.

Resolugdo:
360721 . s60x = (135) - (2m)
359 —x
>
= 270w _ ﬂma'
3610 4

Matematica




n Transforme T?Erad em graus.

Resolugdo:
360° — 2n N
PR 2nx = {36!?).(—)
Y —
5
x=252°

B Calcule quantos graus tem 1 rad.

Resolugdo:
360° — 2n
S 2T =360
x— 1
x = 1807 _ 150 = 57,295°
m 3.1416

(o gue equivale a 57°17'44")

ATENCAO!

Vamos relembrar os problemas dos dngulos dos ponteiros
de um relogio.

Ponteiro pequenc

30° 60 min
Ponteire grande
360° 60 min

n Calcule o menor angulo formado pelos ponteiros de um
relogio as 12 h e 50 min.

angulo = 60° + x

Resolu¢ao:
«  Marcamos a 1*hora inteira antes (no caso 12 h).
«  Marcamos o hordrio desejado.
« () ponteiro pegueno percorre um angulo x.
O dngulo desejado mede 60° + x
«  Cdlewlo do x:

30° 60 min

X S min

60x = 30 - 50 . x = 25°
«  Angulo = 60° + 25° = §5°

Capitulo 7
Ciclo trigonomeétrico

Considere uma circunferéncia de raio | centrada na origem
de um sistema cartesiano. Na figura 6, o ciclo trigonométrico
fo1 dividido em quatro regides chamadas quadrantes.

ab)

Fig. 6 Ciclo trigonomeétrico.

O comprimento dessa circunferéncia vale 21, (sendo R = 1).

Vamos marcar um ponto B na circunferéncia e adotar o
ponto A como sendo a origem de todos os arcos. A medida do
arco AB sera associada a um numero real, o arco também tera
um sentido, indicado na figura 7.

— ——

AB = rrad AB=__§“ rad

Fig. 7 Representacdo dos arcos orientados.

No ciclo tigonométrico, temos a liberdade de dar quantas
voltas quisermos, tanto no sentido horario quanto no anti-horario.
Essa possibilidade permite o seguinte:

DD
NVARRNYA

AB = " rad AB = 2T rad
5 5 !

Fig. & Arcos com as mesmas extremidades.

Frente




Os dois arcos terminam no ponto B, mas o primeiro ¢ menor
do gque o segundo, e a diferenca entre eles ¢ de 2@ (uma volta).

Essa ideia sugere que um unico ponto B sob a circunferén-
cia trigonométrica pode representar infinitos arcos trigonome-
tricos, basta alterarmos o nimero de voltas ¢ o sentido. Observe
afigura 9,

o+ 2mo— 4.

/' ‘N\“ PA de razio 2n
0 A oo — 2mo — 4.
PA de razdo - 2n

Fig. 9 Arcos congruos.

Os arcos representados na figura 9 possuem extremidade
em B, mas numero de voltas e sentidos diversos.

Esses arcos sdo chamados de arcos congruos. Eles possuem
as mesmas propriedades trigonométricas. Podem, algebrica-
mente, ser representados pelo conjunto:

AB= {oeR|AB=0 +2Km: K € Z}
|K|: representar o niumero de voltas.
K = 0: voltas no sentido anti-horario.
K < 0: voltas no sentido horario.

Na divisio de niimeros inteiros: D | d . temos
D=d-q+Rec0<R<d R q

Vamos denominar “familia” de arcos todos os arcos que
possuem a mesma extremidade.

Dois arcos sdo chamados de semicongruos quando pos-
suem extremidades no mesmo diametro.

B Represente no ciclo trigonométrico os arcos:

a) 13m c) ?_“

3
b) 572° d) -17=n
Resolugao:

a)  Obviamente esse arco deu mais de uma volta, mas quantas?
Faca a divisdo: 137 2n
T ]
Temos 6 voltas no sentido anti-horario e mais T mdianos?
I3n=n+6(2n)

EK—/A X

131 e  sdo arcos congruos.

b) 5720 |360° _y s730= 212+ 1(360°)
212° |

j,l"JI.

4
e | )

c)  Vamos wilizar o seguinte artificio neste exemplo:

m|6m

3|3

n ]

3

om . N
Transformamos 2 em 7 para facilitar a divisdo:
I |
— = — +/{2n
T3 (<m)

¥t EE

R
\Jﬂx

d}  Vamos fazer a divisdo desprezando, a principio, o sinal.

17n |27

T g = I1/n=n+8&(2n)

Ajustando os sinais, lemos:
—17n =-n +(-8)2n

n Represente no ciclo trigonométrico as “familias™ de arcos
representadas por:

a) {@ETF{|;L_§=1:+K1I; KEE}

b) {ﬁem|@=Kg;Kez}

R

¢) {EER|AB=%+K;-:;KEZ}

Resolugao:

. i

a) AB=m+Km=0 = AB =1
K=1= AB =2n
K=2= 4B =3n (repeticdo)

K =-=1 = AB =0 (repeticdo)
para todos os demais K € £, teremos as mesmas extremi-

dades, logo:
j,l" 1
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b AB =K X
2 __
K=0 = AB =10
—_ i
K=1 = AB = —
2
K=2 = AB =n
K=3 = 4B = 3~
2
K =4 = AB =4n (repetigdo)

K=—] = AB = % (repeticdo)

para todos os demais K € £, leremos somente areos congruos,
logo:

j.l"l
X
—_— i
c¢) AR = — + Kn
6
—_ T
K =1 =,5AB=E
—_ n /M
K=1 =2 4B = —+n = —
i] i)
— n Iin
K=2 = AB = — + 21 = — (repeti¢do)
i] 6
Assim:

¥
T
1Y
j X
T

6

n Determine a equagio da familia dos arcos dada a sua re-
presentacio no ciclo trigonométrico.

'_ill" ! '_illl'u
a) m b) \
N )
y . y
4
X X
Resolugdo:

a) Os dois pontos dividem a circunferéncia em arcos iguais,
isso indica que eles fazem parte da mesma familia.
Os dois arcos medem T rad.
Para montar a equacdo da familia, escolha qualguer arco
congruo e some Kn. Observe:

Capitulo 7

AB = % + Kn,; K € £, mas também poderia ser;

:{TB = 37“+Kﬂ,‘KEEﬂH:{TB = —%+K:ﬂ:;

K e £, denire outras infinitas representacoes.
bh) AB=n+2KnKeZ

c) :{TB = %;KEE

(As extremidades dos arcos sdo vértices de um octogono
regular).

d)  Neste exemplo, os trés pontos ndo dividem a circunferéncia
em trés partes iguais, logo ndo pertencem a mesma familia.
Vamos dividir o problema.

3
> ’

AB=Kn-KeZ ou AB =

¥ ¥

A
-

+2Kkn Ked

T
2

Primeira determinagéo positiva

Também pode ser chamado de menor determinagio positi-
va 0 arco congruo de uma familia que possui a menor medida
positiva ou nula.

Exercicio resolvido

B Calcule a primeira determinacio positiva:
- L.000°

Resolugdo:
10007 |360% ) hogo= 280°+ (2). 360°
280° 2

2807 ¢ a determinag¢do positiva.
-  =2.350°

Resolugao:

2.350° |360°

2160° 6 =-=2350°=(=190" )+ (-6). 360"
190°

L

E claro que —190° ndo pode ser a primeira determina¢do

positiva. Observe:
¥i

NP

170° ¢ congruo de — 190°, logo 170° é a primeira determina-
¢cdo positiva.

"y
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Revisando

“ Transforme as medidas de graus para radianos na tabela
abaixa.

o° 210°
30° 225°
45° 240°
60° 270°
90° 300°
120° 315°
135° 330°
150° 360°
180° 540°

n Calcule o menor angulo formado pelos ponteiros de um
relogio as 16 h e 40 min.

n Calcule a primeira determinagao positiva dos arcos:

a) 1730°
by —1.000°
c) 23—]‘tr;_:u:i

Exercicios propostos

Conversto de medidas

l. Converter em graus as seguintes medidas em radianos:

a) C) e) 4mn

b) d)

oA m|_E_,""

an
3
L
20

n Converter em radianos as seguintes medidas dadas em

graus:
a) 450° c) 210° e) 252°
b) 225° d) 330°

ﬂ Assinale a alternativa falsa:

330° = 1™ o 15¢ = ~ rad
B 11
mrad = 180" -
50 gr = —rad
1rad =57 17"44" 2

Definictio de radiano

n Sobre uma circunferéncia de raio 1,6 cm marca-se um
arco de comprimento 6,4 cm. Calcular a medida do arco, em
radianos.

n Sobre uma circunferéncia de raio 10 cm marca-se um
arco AB tal que a corda AB mede 10 cm. Calcular a medida do

arco em radianos.

n Fuvest Um arco de circunferéncia mede 300°, 0 seu com-
primento & 2 km. Qual o nimero inteiro mais proximo da medida
do raio, em metros?

157 382 764

284 628

n Tomando para r a aproximacao 3,14, se um arco de cir-
cunferéncia mede 1,57 cm e seu diametro 8 cm, entdo o angulo
correspondente a esse arco mede:

22°5

22° 30°

11° 25’

11°15%’

39° 25’

n Fuvest Considere um arco AB de 110° numa circunferén-
cia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco A'B' de 60°
numa circunferéncia de raio 5 cm.

Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do arco A'B" (am-
bos medidos em cm), obtém-se:

1 22
6 3
2

11
T
3

n Fuvest O perimetro de um setor circular de raio R e an-
gulo central medindo « radianos é igual ao perimetro de um

quadrado de lado R. Entao o € igual a:
2n

- Mw|A
R )

m Em um circulo, um angulo central intercepta um arco de
0,1 m, e o raio mede 20 cm. Quantos radianos mede tal angulo?

BIN Fuvest (Adapt.) Considere um arco AB de 120° em uma
circunferéncia de raio 10 cm. Considere, a seguir, um arco A'B’

de 60° em uma circunferéncia de raio 10 cm.




Dividindo-se o comprimento do arco AB pelo do arco A'B
(ambos medidos em cm), obtem-se:

1 " 11
6 3
2 22

3

BFY Fuvest (Adapt.) O perimetro de um setor circular de raio R
e angulo central medindo «radianos e igual ao perimetro de um

triangulo equilatero de lado R. Entao, « e igual a:

T 1 E

2
2n
3

3
2

m Se o ponteiro dos minutos de um relogio mede 12 cen-
timetros, o nimero que melhor aproxima a distancia em cen-
timetros percorrida por sua extremidade em 20 minutos é:
(considere m=3,14)
37,7 cm
251 cm

20 cm
12 cm

3,14 cm

Arcos orientados

m Represente os arcos no ciclo trigonometrico, indicando o
quadrante em que se encontra sua extremidade.

a) —Erad c) inad e) Erad
3 12 3
b) 135° d) -240° fy - E?ﬂ:rad

m Quais dos seguintes pares de arcos sao congruos?

65° e 1.145° o e _3:“ rad
E—Erad e m—nrad E_n’ad e Erad
3 3

BIY UFGO O conijunto de todos os valores de x, para que o
X

X2 +1

tado por qual intervalo?

angulo n radianos pertenca ao 1° quadrante, e represen-

Primeira determinacdo positiva

m Encontre a primeira determinacao positiva dos seguintes
arcos:

—En rad

a) 2390° c) 3

26
—rrad
3 ©)

b) 5450° d) -60°

" 50m -,
Os arcos positivos, menores que ?rad, que sao con-
gruos de —18° sao:

342° @ 720° 9% 39r
10~ 10
302° e 702° 17x  37r
10 ~ 10

Capitulo 7

BEB UFPA Qual a menor determinacéo positiva de um arco
de 1.000°7

270° 300°
280° 310°
290°
m O menor arco positivo congruo de 284m rad e
5—Ttnad 14—ﬂ:nad
9 9
om
—rad nd.a.
9
15
—Erad
9

m Quais sao os arcos positivos menores que 1.000%, cdn-
gruos de —95°7

Representaciio dos arcos

m Determine a expressao geral de x, sabendo que:

T T o .
3 3x e 2x + 2 Sa0 congruos.

m Calcule x, sabendo que os arcos 6x + 36° e 3x — 24° séo
semicongruos.

m Sendo m e n ndmeros inteiros, provar a igualdade entre
as familias:

a) (4n+ 1].E = + 2 mn
2 2

b) n.120°+60° =m. 240° + 60°
Angulos dos ponteiros de um relogio

I3 FGV E uma hora da tarde; o ponteiro dos minutos coinci-
dira com o ponteiro das horas, pela primeira vez, aproximada-

mente, as:
13h5min23s 13h5min29s
13h5min25s 13h5min31s
13h5min27s

m Dois relogios foram acertados simultaneamente O
relogio A adianta 40 segundos por dia e o relogio B atrasa

80 segundos por dia. Qual a hora certa quando A marca 9h15 e
B marca 9h09?

9h10min. gh13min.
9h11min. Sh14min.
9h12min.

m Fuvest O angulo agudo formado pelos ponteiros de um
relogio a 1 hora e 12 minutos &:

27° 42°

30° 72°

36°




TEXTOS COMPLEMENTARES

Trigonometria esférica

Para determinarmos a posicdo de um ponto, basta o cruzo- Todo secéo plana de uma esfera é um circulo. Se o plano
mento de duas linhas. Essa ideia geral pode ser aplicada na super- passa pelo centro da estera, o circulo & méximo. Nesse caso, temos
ficie de uma esfera. Observe a figura a seguir o chamado plano do equador

Céleculos paralelos ao plano do equador determinam infinitos
pontos sobre sua circunferéncia.

A medida do arco AB em graus & a chamada latitude do
ponto B (o é a latitude). Mas a disténcia entre os pontos AB é dada
por AB = eR (o em radianos).

A medida do arco AC em graus é a chamada longitude do
ponto C (B é a longitude). A medida de AC = PR (B em radianos).

Temos entdio um sistema de coordenadas sobre a superficie
da estera feita de arcos com as suas respectivas medidas em graus
(o B).

Observando a figura, os pontos A, D e C, sobre a superficie
da esfera e seus méximos, determinam um “triGngulo esférico”.

Trigonometria esferica.

Eratostenes e o calculo do raio da Terra

Eratéstenes (284-192 a.C)) foi bibliotecério-chefe do museu de Alexandria e, por volta de 240 a.C., efetuou uma medicéo fameo-
sa da circunferéncio méxima da Terra. Por meio de observacées de alguns fatos didrios, notou que, ac meio-dia do solsticio de verdo,
uma vareta na vertical ndo projetava nenhuma sombra, e que a imagem do Sol podia ser vista refletida nos pogos mais fundos. Essas
observacdes foram feitas na cidade de Siena, ao passo que em Alexandria (que ele acreditava estar no mesmo mediano de Siena) os raios

do Sol inclinavam-se de _ de um circulo completo em relacéo & vertical. A distncia de Siena e Alexandria é de cerca de 800 km.

50
Com essas informacées, Eratdstenes imaginou o sequinte: Como os raios solares séo praticamente paralelos, temos que:
AOS =0 =_1 _ dirculo
Morte A A 50
- Raios S — 7, 2T o dianos
solares 180
el Assim),
S AS 7,2n 800k
P B (em rodianos) = s ™ - R = 6.266 km
R 180 R
A Alexandria
S: Siena
Terra

Sabemos que o valor atual e muite mais precise para o raio da Terra é de cerca de 6.378 km; portanto, um resultado excelente, tendo
em vista a simplicidade do célculo.

Calcule o comprimento da circunferéncia que um plano paralelo ao equador determina sobre a Terra, sabendo que o
plano possvi latitude de 15° e o raio da Terra é de aproximadamente 6.378 km.



RESUMINDO

Capitulo 7

*  Um dos conceitos bdsicos da tigonometria é a diferenga entre arco geoméfrico e arco frigonométrico. No arco geométrico, bastam os
pontos da circunferéncia e calcular sua medida. Para caracterizarmos o arco frigonométrico, utilizamos o ciclo trigonométrico, em que
o0s arcos terdo uma orientacéo e suas medidas podem ultrapassar 360° (2r radianos) e também podem ser negativas.

Por exemplo:

@®
L 3
0 A \
origem
dos arcos
B

Unidade de medida basica: Radiano

A
¢
B

Arcos céngruos

AB = 60° (arco geométrico)

AB = 60° (arco trigonométricol

Medida de AB em radianos = é

S@o arcos que possuem as mesmas extremidades no ciclo trigonométrico.

B
*
0 A

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITE

= Uma breve histéria da trigonometria
<www. mot. ufrgs. br/ ~portosil/trigapl. html >

Observe todas as medidas céngrues do arco AB

(o; OL—6T; 0L —4T; 00— 27; O O+ 27; oL+ 4T o+ 67)

Genericamente: AB = o + 2km;K e=

o > 0 é a primeira determinacéo positiva de AB




Exercicios complementares

Problemas gerais

“ Fuvest Quais os arcos congruos de ;35_“ compreendidos
4

entre =3me !

n Determine os arcos positivos, menores que 2.000°, con-
oruos de —95°7

BED  UFPE Trés coroas circulares dentadas C,.C, e C,de raios
r,=10cm, r,=2cme r,=35 cm, respectivamente, estdo perfei-
tamente acopladas como na figura a seguir. Girando-se a coroa

C, deumangulo de 41°no sentido horario, quantos graus girara
acoroa C,?

n Em que quadrantes estio as extremidades dos arcos

K.n+(—l)“.gscndn KeZ?

n A esfera representada na figura a seguir tem raio igual a
R e esta presa no ponto A e encostada na parede. A corda AB
mede R. Determine o valor do angulo entre a corda ¢ a parede
(em radianos).

n Provar que os arcos da familia (=1)* -a+ Km: K e Z ¢
o € 17 quadrante, sdo representados no ciclo trigonométrico
por pontos simétricos em relagio ao eixo v.

n A diferenca dos mversos das medidas de um arco em
graus ¢ em grados ¢ igual ao quociente de sua medida emradia-
nos por 2m. Determinar a medida desse arco em graus,

n Demonstrar que os arcos compreendidos nas expressoes:
+30°+ k- 120°¢ 30°+ 60° - h,k e h € Z sdo 05 mesmos.

n Calcule x em cada arco, sabendo que:
a) 207+ 3x e x sdo complementares;

b) 2x —g e 3x +g sdo complementares;

¢) xe 2m-— X sdo suplementares.

m Em um circulo, um dngulo central de 60° intercepta um
arco de 2m cm de comprimento. Calcular o raio desse circulo.

m O angulo sob o qual se vé a Lua ¢ aproximadamente 32°
¢ a distincia da Lua a Terra é de aproximadamente 60 raios
terrestres (raio da Terra 6.000 km). Calcule o diametro da Lua.

m Quantos radianos percorre o ponteiro das horas de um
relogiode 1 he 5 min até 2 h e 45 min?

m O radar ¢ umaparelho que usa o principio da reflexdo de
ondas para determinar a posi¢do de um objeto que se encontra
distante ou encoberto por nevoeiro ou nuvem. A posi¢io do
objeto ¢ indicada na forma de um ponto luminoso que aparece
na tela do radar, que apresenta dngulos e circulos concéntricos,
cujo centro representa a posigdo do radar, conforme ilustra a
figura a seguir.

Considere que os pontos A e B da figura sejam navios detec-
tados pelo radar, o navio A esta a 40 km do radar e o navio B,
a 30 km. Com base nessas informacdoes ¢ desconsiderando as
dimensdes dos navios, julgue os itens que se seguem.

A distincia entre os navios Ae B ¢ maior que 69 km.

Se, a partir das posi¢des detectadas pelo radar, os na-
vios A e B comecarem a se movimentar no mesmo ins-
tante, em linha reta, com velocidades contantes iguais,
onavio A para o leste e 0 navio B para o norte, entio

eles se chocario.

A partir da posigido detectada pelo radar, caso B se
movimente sobre um circulo de raio igual a 30 km,
no sentido anti-horario, com velocidade constante de
40 km/h, entio em 10 min, o navio B percorrera um
arco correspondente a (40/m)°.

m Se o ponteiro menor de um relogio percorre um arco de

L : :
—Eracl, 0 ponteiro maior percorre um arco de:

T rad T rad mrad
6 3

T rad T rad

4

m Determinar o hordrio, apos as 4 horas, em que pela pri-

. . . T
meira vez os ponteiros de um relogio formam 3 rad.
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Seno e cosseno no triangulo retédngulo

O capitulo de tridngulo retangulo, em geometria plana, apre-
senta as definicdes de seno ¢ cosseno como sendo razdes entre
lados do triangulo retangulo, observe:

£l o+ § = 90°
B seng = CAteto oposto _ b
a 2 " hipotenusa a
I cateto adjacente _ ¢
¥ c [ . hipotenusa a

Fig. 1 Triangulo retangulo

Mas existe uma grande limitacdo da trigonometria do tri-
angulo retangulo, o valor do angulo « ¢ tal que 0 < o < 907,
Essa limitagdo ndo condiz com o conceito de arco apresentado
no capitulo 7. No ciclo trigonométrico, podemos variar o K
(numero de voltas) indeterminadamente.

Precisamos entdo complementar o conceito de seno e cos-
scno para funcdes trigonométricas seno ¢ cosseno.

Fun¢ao seno
Defini¢dio

Considere o ciclo trigonométrico com origem dos arcos em
Ae,x € R, a medida do arco AB em radianos.

O -y

A x

Fig. 2 Sena.

O angulo A@Bix ¢ chamado angulo central, ¢ possui me-
dida 1gual ao arco AB. Logo AB= x. No ABOC, retiangulo em

C, podemos aplicar senx = %, como BC= 0D ¢ OB =1,

concluimos que o seno do arco de medida x € o segmento OD,
projecdo da extremidade B do arco no eixo y. Observe a cons-
trugio geométrica do senx;

¥ ¥

N
NIZE

D
C

Fig. 2 Construcdo geoméfrica do seno.

O eixo y € conhecido como eixo dos senos. o é o angulo
central, o= (AB)
A

ATENCAO

Para obtermos o seno de um arco de medida x, projetamos
a extremidade do arco no eixo y, o segmento formado até
a origem & o senx.

Concluimos entdo que, para cada arco x € R, teremos uma
unica proje¢do no eixo y. Assim temos a fungdo seno.

Dominio da fun¢éio seno
O dominio da fungio seno € o conjunto R.

Imagem da fun¢ao seno
Como o raio do ciclo trigonométrico vale 1, observe a figura 4.

Fig. 4 Imagem da funcio seno.

Qualquer que seja a extremidade do arco (B, B,, B;,B,...),
a projegdo vai estar no eixo y, tal que -1 =y = 1.

ATENCAO!

Para Wx € R, temos: -1 < senx < 1.

Sinais da fun¢ao seno
Pela construcdo geométrica do seno de um arco x, observe
0 quadro de sinais da fungio seno.

e
SEA

Fig. 5 Quadro de sinais.
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Capitulo 8

Arcos congruos

Sabemos que os arcos x e x + K - 2w, Ke Z possuem a mes-
ma extremidade no ciclo trigonométrico, logo a projegio sera a
mesma ¢ o valor do seno também.

ATENCAQ!

Qualquer que seja x e R, senx = sen(x + 2Kn); K e Z.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.

F sen1.470°= sen30°

Resolu¢ao:
Pois:
1.470° |360°
1.440° 4 = 1.470°=30°+ 4(360°)
30°

30%¢ a 1" determinacdo positiva e congruo de 1.470°"

E0 sen(=1.100°) = sen(—20°) = sen340°

Resolugdo:
Polis:
1.100° 360"
T 1080° 3 = —1.100°= -20°+ (-3). (360°)
20°
=20°¢ congruo de =1. 100" e a 1°determinagdo positiva ¢ 340"

—

Periodo da fun¢ao

Uma fungdo ¢ dita periodica quando encontrarmos um nu-
mero P > 0, tal que, dando acréscimos iguais a P no valor de x,
aimagem da fungdo ndo se altera.

Percebemos que essa funcdo € periodica quando P = 2m,
pois esse valor equivale a uma volta no ciclo trigonométrico.

ATENCAO!

O periodo da fung@o seno é 2m, pois

senx = senfx + 2m), Yx eR.

Se existe P e R} tal que ¥x, f(x) = f{x + P), entao P é o pe-
nodo da fungGo f. A fung@o seno & uma fungao periddica.

Grafico da fun¢ao f(x) = senx
f:R — R dada por fix) = senx, Im;= [-1:1] e P = 2n sdo
as principais caracteristicas da funcdo seno. Observe a figura

6, na qual temos o ciclo trigonométrico acoplado a um sistema
de coordenadas.

Fig. 6 Grafico da funcao sena

Fazendo o ponto B percorrer o ciclo trigonométrico, AB
¢um arco ¢ AB ¢ o seu seno, ¢ C ¢ a ordenada do grafico. Na

figura 6, temos um exemplo para x = % Repetindo esse proce-

dimento indefinidas vezes, teremos o grafico de senx, a senoide.

X Amplitude, A = 1

Periodo, P = 2r
i’y Imagem = [-1:1]
Dominio = R

Fig. 7 Senoide.

Na figura 7, temos o grafico basico da funcdo f{x) = senx.
Como a fungio seno é periodica, para representa-la, basta cons-
truir o grafico do seu periodo.

Mas nio se esquega de que esse desenho se repete de 2w em
21 para X — +oo g X — —oo,

Arcos simétricos

Vamos incentivar o aluno a ndo decorar certos procedimen-
tos. A intengdo ¢ fazer o aluno a raciocinar na fonte da teoria,
ou seja, no ciclo trigonométrico ¢ na definicdo do seno.

Vocé, com certeza, ja vem utilizando na Fisica ¢ na geo-
metria plana os valores notaveis do seno. Refresque a memoria
com a tabela seguinte.

seno 0 1 J2 J3 1 0 —1

Tab 1 Principais valores notaveis do sena

Frente 1




Com essa tabela, podemos calcular o seno de outros arcos
também.
Observe o exerciclo a seguir.

Exercicio resolvido

B Vamos encontrar os valores dos angulos siméfricos a
x = 30° para o seno.

Resolugdo:
FPela figura anterior, podemos concluir gue:
senl S0P = sen3() = EI
!
sen2 1P == sen3( = — 3
|

sen3I3P =—geni(t =~ E

Essa analise geoméirica do arco 3(F pode ser chamada de re-
dugdo ao 1° guadrante.

Vamos generaliza-la para um arco x. Observe a figura a seguir.

sen{mt —x ) =senx

sen{nt+ x) = —senx

(x em radianos) sen{2m — x ) =—senx

Analise do grafico f(x) = a + b - sen(x + d)

A construgdo de graficos dessa modalidade € o ponto alto
do nosso curso de trigonometria,

Vamos analisar o efeito de cada parametro separadamen-
te, com exemplos numéricos, ¢ depois generalizar o efeito do
parametro.

Mo final, vamos integrar todos os parametros na mesma
fungio.

Pardmetro a

A analise inicia com o grafico basico f{x) = senx.

Para construir o grafico g(x) =1 + senx, todas as ordenadas
de fi{x) vao “subir” 1 unidade, observe:

Fig. B Grafico g(x) =1 + senx.

ATENCAO!

O parédmetro a desloca o grafico no eixo y alternando a
imagem da fungao.

Na figura 8, a proje¢do do grafico no eixo y nos dara a
imagem da nova funcio, assim: ImE= [0, 2].

Pardmetro b

Por exemplo, queremos construir o grafico g(x) = 2senx.
Pelo grafico da funcio f(x) = senx, vamos multiplicar o valor
de todas as ordenadas por 2, observe:

Fig. O Grafico g(x) = 2senx.

O conjunto imagem da funcdo foi alterado e também sua
amplitude. Assim: Im, =[-2:2] e A= 2.

ATENCAO!

O pardmetro b modifica a amplitude do grafico.

Ainda no parametro b, vamos fazer uma analise para b < 0,

por exemplo g(x) = —%scnx.

Fig. 10 Grafico gl[x]:—%senx.
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Observe que ocorreu uma inversido do grafico (devido ao —)

¢ uma redugio da amplitude (dwidn ao %)

Pariimetro ¢
Vamos analisar as funcdes f{x) = senx e g(x) = sen2x, ob-

serve as tabelas:

0 0

b1

— 1

2

Tt 0

3

> -1

2n 0
periodo 2n

Tab. 2 Periodo da fungao senx.

0 0
ki 1
4

bl

E 0
3n

vy -1
pld 0

periodo n

Tab. 3 Periodo da funcao sen2x.

Observe que na fungiio g(x) = sen2x o novo periodo é T.
Percebemos que o paramefro ¢ afeta o periodo da fungdio.
Observe os resultados na figura do exercicio resolvido 4.

ATENCAO

O novo periedo da fungao .
T

fix) = a + b-sen(cx + d) é dado porP = m

Para construir um novo grafico, devemos nos basear no
grafico f(x) = senx. O procedimento para construir o grafico
da fung@o cosseno é o mesmo da fungéo seno. O |b| for-
nece a amplitude da fungao.

Demonstracdo:
SeP=0¢efix) =f(x + P), ¥ x €eR, entdo o menor valor
positivo de P é o periodo da funcgio f.

Utilizando essa defini¢do, temos:

fix)=a+ b-sen[cx + d]
fix+P)=a+b-senfc(x +P)+d]

fazendo f{x) = fix + P). temos:
a+b-sen[cx +d]=a+b-sen[c(x + P) +d]
= senfcx + d] = sen[cx + cP + d]

Se 0s senos sdo iguais, 0s arcos podem ser cOngruos, entio:
ex+cP+d=(cx+d)+2Kn: KeZ

cP=2Kr . P= 2Kr , como p ¢ o menor valor positivo,
C
fazemos K=1¢|c|.
n
Conclusio: P = ﬁ (cqd)
C

Observe agora mais alguns exercicios resolvidos.

“ Construa o grafico g(x) = scn%.

Resolugdo:
Sugerimos que a construgdo do grdfico seja feita calculando o

periodo da fun¢do e marcando no eixo x.

Novo periodo = ETT[ = 4.

2
Observe a figura:
¥
17 X
sen =
A
2
1+
senx

B Construa o grafico g(x)=1+ %scn(f—ix).

Resolugdo:
(ks pardmetros alteram a fungdo senx de forma independente,

sugerimos iniciar pelo periodo: P = 3—; =1

¥




Vamos agora alterar a amplitude: Observe a comparagdo entre as tabelas e perceba o acrésci-

mo de g nas abscissas do novo grafico sen (x — EJ

Bakl

Afigura 11 compara os dois graficos.

. 'n 5{ _

4 SEMX sen(x— =)

2 ; I ; v 2
—i4 1T 4 /

ol =

I
I
AEE,

-1+

Fig. 11 Grafico g(x) = sen[x— g]

2| .
_1__ 1I'[ T T X
B 4 3 -
-1
A TENCAQ!
Y, O paréametro d provoca o deslocamento do grafico no eixo
das abscissas.
Parimetro d Cuidado! O gréafico ndo se desloca de +d semprel Observe
n
Vamos analisar os graficos f(t) = sent e g(x) = sen (x — —} os exemplos.
2 Regra pratical q
Fazendo t=x — = ~ x =t + = Seja: f(x) = sen(cx + d). Facaex + d = 0 . x ===,
2 2 d ©

As abscissas sdo acrescidas de ——.
C

No exemplo 1, o grafico f(x) = Eﬂn(?x - g)é a composig@o
0 0
m de hx) = 2x -Le glx] = senx.
Z 1 2
2
. 0 Observe: g(h(x)) = sen(h(x)) = Een[?x - g)
3n
= 1
2 0

Tab 4 Translagao do grafico s:en[x—g] em funcao de x

n Construa o grafico da funcio: fix) = sen(lx — %]

Resolugdo:

. 2n
Periodo da funcdo: P= 5 =T
| 1
= 0
3 | p 4
. =
2 0 £ = ,
2
2mn -1 n o 3
T
5 6 7 0
2 3n —1
2 n -1
Tab 5 Translagao do grafico sen[x—g] em funcao de x. .
2n 0 = 0

Matematica
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" T ¥ T[ " e
O grafico “comega” em x = E e as outras abscissas sdo acres-

T
cidas de E

INEE

—14+

n Construa o grafico da funcio: fix) =-1 + 2sen (}{ - g)

Resolugdo:
Temos agora um exemplo completo:
a=—1
b=2
ije=1 —=P=2n
I
-2

Vamos alterar a amplitude do grafico:

fy =

|
ry
i
hal =T

. . I
Deslocando agora o grafico no eixo x, acrescentando S para

[FAY {IFJ:E'EEISS{?S, femos:

ATENCAO!

modifica a deslocamento

amplitude do grafico no eixo x
N\
fix) = a + b'sen(ex + d)
y/ N\
deslocamento modifica o
no eixo y periodo

Fun¢ao cosseno
Vocé deve ter percebido a nqueza de detalhes no estudo

da funcdo seno. O mesmo raciocinio vai ser utilizado para o
estudo da funcdo cosseno.

Definic¢iio
Considere o ciclo trigonométrico com origem dos arcos em
Ae,x e R, a medida do arco AB em radianos.

'!lI'JI.

Fig. 12 Cosseno.

No ABOC, retangulo em C, podemos aplicar cosx= %,

como OB = 1, temos que cosx = OC, concluimos que o cosseno
do arco de medida x ¢ a medida do segmento OC, projecio da
extremidade B do arco no eixo x. Observe a construgio geomé-

rica do cosx:

¥ ¥1 ¥

TN
N

Fig. 13 Construcdo geométrica do cosseno.

ATENCAO!

Para obtermos o cosseno de um arco de medida x, projeta-
mos a extremidade do arco no eixo x, o segmento formado

até a origem € o cosx.
O eixo x @ conhecido como eixo dos cossenos.

R
N

any
S

Frente




Concluindo entdo que, para cada arco x € R, teremos uma
unica projecio no eixo x. Assim temos a fing¢do cosseno.

Dominio da fun¢io cosseno
O dominio da funcio cosseno € o conjunto R.

Imagem da fun¢éio cosseno

O conjunto imagem da fungio cosseno ¢ o mesmo da fun-
¢io seno. A projecdo da extremidade do arco vai estar no eixo
x no intervalo [-1;1],

ATENCAO!

Para Vx e R, temos: -1 = cosx = 1

Sinais da fun¢@o cosseno

Fig. 14 Quadro de sinais.

Arcos congruos
Osarcosxex+ K - 2m K £ possuem a mesma extremi-
dade, portanto o cosseno € 0 mesmo.

ATENCAO!

Qualguer que seja x eR, cosx = cos(x + 2Kn); K e Z.

Periodo da func¢@io cosseno
A funcio cosseno ¢ periodica.

ATENCAO!

O periodo da fungao cosseno é 21, pois cosx = cosx + 2n);
x e R.

Grafico da fun¢ao f(x) = cosx

f:R — R dada por f{x)= cosx, Im.= [-1:1] ¢ P=2msdo as
principais caracteristicas da fungio cosseno.

A figura 15 € o seu grafico.

L
=

Ly
=

1-\
z
2

Fig. 15 Gréfico da fungéo cosseno.

na

O grafico da funcio cosseno ¢ a cossenoide.

Arcos simétricos
A tabela 6 contém os valores notaveis que devemos me-
MOrizar:

90° 180° 270°

Tab & Principais valores notaveis cosseno.

Vamos novamente exemplificar a simetria dos arcos, veja
0s exercicios resolvidos 8 e 9.

ﬂ Vamos encontrar os valores dos angulos simétricos para
%X =45 para o cosseno.

Resolugao:

Pela figura, podemos concluir:
cosl35% = — cos45°

c0s225% = - cos45°

cos31 5% = cos45®

Vamos generalizar essa redugdo ao 1° quadrante:

cos(m — x) =— cosx
cos(m + x) = — cosx
cos(2n — x) = cosx

WVatematica
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n Vamos agora reposicionar o retangulo formado pelos 4 ar- Deslocamento no eixo y:
cos do exemplo anterior. Observe o novo exemplo para x = 30°.
¥4 ¥

x
Resolvgdo: m Construa o grafico da fungio: f(x) =1 — cos2x.
Pela figura, percebemos que:
cos6lF = seni Resolucgdo: I
cosl 207 = —sen3 Alteragdo no periodo: P=—=—=n
cos240F = —sen3F el 12]

cos300F = sen3F
Vamos generalizar esta ideia para um arco x do 1° quadrante:

1

Inversdo do grdfico:

¥
14

Analise do grafico f(x) = a + b - cos(cx + d) X
A analise ¢ idéntica a fungdo seno, com uma unica altera-
¢io, ¢ claro: o grafico basico do cosseno ¢ diferente do seno.
Observe os exercicios a seguir.
¥
m Construa o grafico da funcgdo: 5.
1
fix)=1+ —cosx
(x) 5
Resolvgdo: -
Alteracdo na amplitude: X
¥
1+ »y
LN
2

Linal=

Frente 1




Relacio fundamental da trigonometria (RFT)

Na verdade, existem varias relagdes fundamentais, mas até
o momento conhecemos as fungdes senx e cosx e nos limita-
remos a elas. Observe o ciclo trigonométrico a seguir, no qual
vamos indicar o seno € o cosseno do arco x.

Fig. 16 Relagdo fundamental da trigonometria.

O ABOC ¢ retangulo e seus catetos sio as fungdes trigono-
métricas, entio:

Pelo Teorema de Pitagoras
(1)?= (senx)*+ (cosx)?, simplificando a notacfo:

senx +costx=1. YxelR

ATENCAO!

Cuidado!

senx = (senx)? z

sentx # senx

Exercicios resolvidos

m Calcule o cosx sabendo que senx = % CXE E;“]‘

Resolugdo:
Pela RFT, temos que: sen’x + cos’x = 1; Vx €R, logo,
! +cos x=1.. cos"x = I—i = g

3 9 9

22

,coma x pertence ao 2° guadrante, cosx < (),

22

portanto, cosx =-— T

cosxy = L

S50 Simplifique a expressio: senx — cos*x.

Resolugao:
Fatorando a expressdo, temos:
4 4 2 2 2 2
Sen X —cos X = (sen x —cos x).( sen x +cos x) =

i
= sen’x — cos’x = (1 = cos’x) —cos?’x = 1 = 2cos'x

Revisando

“ Determine o intervalo de variagao da equacao
E(x)=—2 + 3senx para x e R.

BB Calcule o valor de sen(2.5500).

n Construir o esbogo do grafico R - R e
f(x)=1+ 2sen(2x — n).

n Construir o esbogo do grafico R - R e
T

f(x)= —1+2ms(%—3).

Matematica
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n Considere x [g;ﬂ] e Senx= % Calcule o valor de cosx.

“ Faca o esbogo do grafico da fungao f: R — R, tal que:
f(x) = sen*x + cos*x + 2senx . cosZx.

Exercicios propostos

Conjunto-imagens de funcoes

BB PUC Determine todos os valores de x, de modo que a

_ 2x=-1
expressao senf = 5 exista.

-1 1] =1:2]

-+

BB PUC Oconjunto-imagem da funcdo f: R — R, definida por

f(x) = 2senx — 3, é o intervalo:
[-1;1] 5: 1]
[-5; 5] -1; 5]

1. 0]

511

BN PUC sexe ]% Eﬂ[ e senx = 3n — 1, entdo “n" varia no
intervalo:

1 1
ol ama o]
;1] 10; 1]

1 .
n Fuvest O menor valorde ————, com x real &:
1 1 3 —Ccosx
— - 3
6 2
1 1
4

n Ache os valores do parametro m para que a igualdade
senx = m + 1 seja possivel

m =0

m =-2

—-2=m=0

D=m=2

n.d.a.

Nociio geométrica do seno e cosseno no cdo trigonométrico

n Ueba Se a medida «de um arco é 8 radianos, entao:
senc =0 e cosa = 0 senc<0ecosa =0
senc >0 e cosa < 0 sence=0e cosa=0

senc < 0 e cosa < 0

BB sent.200° ¢ igual a:

cosBe0® —sen30®
—senb0® cos45°
cos30®

n Ma figura seguinte, calcule o valor do segmento MN

y
MmN
x
P o
0 1 x
]
2-2 -2 +1 V2 -1
1 J2
V2 4 — ==
J2 2

B PUCNa figura a seguir o raio OA = 6. O segmento OB vale

3 e osegmento CB L OA. Determine o angulo 6 em radianos.
c

oA

A

Frente 1




BI] UEL Dos numeros a seguir, 0 mais préximo de sen5 é:

1 0 1
1 1
2 2

m Ma figura seguinte, temos o ciclo trigonomeétrico e TBtem
medida igual a b. Calcule a area do triangulo destacado.
}I'J

T T B
tif =

Grafico da funco seno e cosseno

m Sabe-se que h & o menor nimero positivo para o qual o
grafico de y = sen(x — h) é:

"‘|||" L

ME
)
=

Entao GDE% € igual a:

-J3 1 J3
2
-2

2

M| =

m Fuvest A figura a seguir mostra parte do grafico da funcéo:

Vi
ol
ENLE
O e ———
SEenx 2senx S2NSx

2sen X 2sen2x

LW FGV O grafico seguinte representa a fungéo:
'_"Ir i

P

V= sen2x
V= 25enx
vy = lsen2xl
v = I2senxl
y = 2senlxl

m PUC O namero de pontos de interseccéo dos gréficos das
funcoes f e g dadas por: f(x) = —lcosxl e g(x) = cﬂs[x + g) com

—T<X<T,e:
0 3
1 maior que 3
2

Bl PUCEsboce o grafico da funcéo :[0; 2n] — R definida por
f(x) =2 + senx + Isenxl.

m Faca o esbogo do grafico correspondente a funcao

f{x]:1—2.cus%,paraﬂ =X =21

m Qual o valor de cos EEI—]‘tnad'i-"

4
E —1 n.d.a.
2 2
V2 V2
2 2
1 19 NN grafico da funcdo y = f(x) = senlxl no intervalo
[- 2r, 27 é:
¥
'I T
. , 0 | .
—2r R K 2n X
4
¥

5 A ;
.-.--|_|: .--|_|._.--
i | L |
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1_~'|’L
1____ ______ — -
—2n —m 0 : N X
: : | 2m X
]I"I.
1
/":‘\ 0 m 2n
_op ! SIN N\ ! X

IR Meckenzie O periodo da fungéo dada por y = sen[zx - E]é:
i

21

Ma &a
oA

Relaciio fundamental da trigonometria

52

m Simplifique a expressao 0 ,com senf # 1.

1-send

78 PUCSea>0,aexpresséo JJa%cosar.cos®p+ a? coso.sen?

eigual a:
a‘cosu a+/sena
acosao asenZo
a+/cosu

FED Mackenzie As raizes da equacdo 2x2 — px — 1 = 0 s&o
send e cosh, sendo 8 € R. O valorde p é:
ZEero 4
2 5

nd.a.

FIN FGVSe sena-= % e a € 2°quadrante, determine o valor

de 1-cosa .
1 + cosa
3 3 1
4 4 2
3 4
5 3

m Achar os valores de x que verifiguem, simultaneamente,
as igualdades:

+ 2 3x 4+ 2
cosa = e sena =
1 -
3e — 1eZV nd.a.
3 3 15
- l e E -3 g l
3 15 3
FT3 Mackenzie Para qualquer valor real de x,
(senx + cosx)? + (senx — cosx)? é igual a:
-1 1 2sen2x
0 2

m Calculando o valor da expressao:
E = sen*x + cos*x + 2senx . cosZx, encontramos:
1 cos2x Zero.

senzx Senx . COSX

TEXTOS COMPLEMENTARES

Origens da trigonometria

A origem da trigonometria é incerta, mas podemos afirmar
que o seu desenvolvimento foi influenciodo por causa dos pro-
blemas de Astronomia, Agrimensura e Navegacdes, por volta de
V a.C., com os egipcios e os babilénios. A palavra trigonometria
é de origem grega e significa medidas do triéngulo. O astrénomo
grego Hiparco de Niceia (180-125 a.C.) é considerade o fundader
da trigonometria. Foi ele quem introduziu as medidas sexagesimais
em Astronomia e elaborou a primeira tabela trigonemétrica. Para
Hiparco, a trigonometria era uma ferramenta para fazer medicdes,
prever eclipses, fazer calendérios e muitas outras coisas.

Hiparco tinha construido uma tabela de cordas, precursora
das modernas tabelas trigonométricas.

A construcio das tabelas de cordas era feita da seguinte ma-
neira:

Media-se a corda AB de uma unidade v, tal que u = rao

60
Assim, utilizava-se o simbolo crd o para representar o comprimento
da corda do éngulo central o

Da figura, podemos perceber que uma tabela de cordas é
uma tabela dos senos dos Gngulos.
o« AB  cdra

sen— = =
2  20A didgmetro




Hiparco e o raio da Lua

Hiparco, considerado o inventor da trigonometria, foi também o criador do astroldbio, um instrumento naval antigo utilizado para
medir a altura dos astros acima do horizonte e determinar a posicéo deles no céu.

Hiparco adotava para raio da Terra o valor obtido por Eratéstenes, ou seja, aproximadamente 6.366 km.

O seu grande inferesse pela astronomia fez com que observasse vérios eclipses lunares e desse uma especial atencéo aos eclipses totais
e de grande duracdo.

Hiparco concluiu que a Lua demora cerca de 1 hora para ocultar-se e mantém-se oculta cerca de Th40.

Com base nestas informacées, observe as figuras:

B

Inicio do eclipse lunar Ry: raio da Terra, R;: raio da Lua

Apés 1 hora, a Lua estava totalmente oculta. Observe que o centro da Lua 0, percorre a distincia de 2R,.

A Lua mantém-se oculta durante Th e 40 min. E o centro 0, da Lua percorre a disténcia de 2(R; - R)).
Considerando a velocidade da ponta 0, constante, temos:

R
R = T
L 2,67

Com o resultado de Eratdstenes, temos entéio raio da Lua = 2.384 km.
Subemos hoje que o raio da Lua é cerca de 1.737 km. O raciocinio de Hiparco é brilhante, mas neste método faltou-lhe preciséo para
calcular a duracéo dos eclipses.
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RESUMINDO

As funcbes bdsicas da trigonometria séo: b) cosx,

t: R = R e fx) = senx (fungdo seno) L > .

g: R — R e glx) = cosx (fungdo cosseno) —\ , ,/.:
EWE’E o1 X

A relactio fundamental da trigonometria (RFT) relaciona as duas -2 °

funcoes tal que sen?x + cos?x = 1, Vxe R

Propriedades bésicas das funcées: -1 <cosx =1

a) senx | Periodo: 2n

TP S Amplitude: 1
/—\ L Dominio: R
%' n \i?ﬁ X Funcéio par (cos(—) = cosx)
AT S !

~1 <senx < 1

Periodo: 2n

Amplitude: 1

Dominio: R

Fungdo impar (senf—x) = — senx)

B QUER SABER MAIS?

E SITE

= Trigonometria - histéria e funcdes
<http://ecaleule. it usp. br/funcoes/trigonometricas/ftrigonometricas. htrm >.

Exercicios complementares

5T
Problemas geruis n PUC Sendo 6 um dngulo agudo, entdo ?—H pertence a

. qual quadrante?
n Sendo x = E,calculc: o valor da expressdo SCOR T OO 1
2 senx 70
ﬂ 31:!
1 4°
9 n.d.a.
1 X, ... ,
3 n Afungdo f(x) = cos ?c periodica de periodo:
oo 16
8m
n Determine o periodo ¢ a imagem da fungdo real { definida n
por f(x) = 3sen2x. 9
T
n Classifique as fungdes senx e cosx quanto a sua paridade. 4

[
=]




I FGV Encontre o conjunto solugio da equacio na varidvel
X X” — (cos?a)x — sen’a = 0.

7 Vunesp A expressdo: 1 — 2-sen’x + sen*x + sen*x'cos“x
¢ equivalente a:

cos*x

2cos’x

cos X

cosx + 1

COS™X

n Fuvest Ache m de modo que o sistema:

cosx +m.senx =0 . , .
na incognita x, tenha solugio.

cosx —m.senx = |

“ Fuvest Qual dos niimeros é o maior? Justifique.
a) sen(830°) ou sen(1.195%)
b) cos(=535%) ou cos(190%)

m Classifique as funcdes fix) = xsenx ¢ g(x) = Xcosx
quanto a paridade.

m Escreva em ordem crescente: cos32°% cos205%¢e cos353".
m Escreva em ordem descrescente: senl08%; sen10”; senl 73",
m Demonstrar que a expressio:

yi(x) = sen®x + cos® — 2sen*x — cos*x + sen
quE seja o arco x.

X ¢ nula qualquer

m Simplificar a expressio considerando cosa = (:

2

cosa \/1+ sen’a cos'a . 1+ sen~a
2 cosa 1 + sen’a cosa

m Seja a fungdo f:R — R, definida por:

X
— +senx; x #0

f(x)= {|x|
0:x=10
Esboce o grafico.

m Na figura a seguir, a reta s passa pelo ponto P e pelo
centro da circunferéneia de raio R, interceptando-a no ponto Q,
entre P e o centro. Além disso, a reta t passa por P, ¢ tangente a
circunferéncia e forma um angulo o com a reta s. Se PQ = 2R,
entdo, cosot vale:

A |2 Sl i el

m Uma maquina produz diariamente x dezenas de certo
tipo de pegas. Sabe-se que o custo de producio C(x) e o valor
de venda V(x) sio dados, aproximadamente, em milhares de
reais, respectivamente, pelas fungdes:

C{x)=2—cns(“—§) e V(x)= Eﬁ.scn(?—;} D=x<6

O lucro, em reais, obtido na producio de 3 dezenas de pegas ¢:

500 2.000
750 3.000
1.000

m No hemocentro de um certo hospital, o nimero de
doagdes de sangue tem variado periodicamente. Admita que,
neste hospital, no ano de 2006, este numero, de janeiro (t=0) a
dezembro (t= 11) seja dado, aproximadamente, pela expressio

S(ty=A— m:-s[ (t —ﬁl]’-"-'] com A uma constante positiva, S(t) em

milhares e t em meses, 0 <t < 11. Determine:

a) aconstante A,sabendo que no més de fevereiro houve 2 mil
doagdes de sangue.

b) em quais meses houve 3 mil doacdes de sangue.

m Dadas as curvas y = x* ¢ y = cosx, assinalar dentre as
afirmacdes a seguir a verdadeira.

Elas ndo interceptam-se.

Elas interceptam-se em uma infinidade de pontos.

Elas interceptam-se em dois pontos.

Elas interceptam-se em um unico ponto.

Elas interceptam-se em trés pontos.

m Facga o esbogo do grafico correspondente a funcio

f(x)=1+cos(x+n),para—w=<x = g

m Foram feitos os graficos das fungdes:
fix)=sendx e g(x) = %, para X no intervalo [0; 2x]. O nu-

mero de pontos comuns aos dois graficos ¢:
16 2
8 l
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Razdo ou proporgdo ¢ o divisio entre dois némeros, € 0 reauEmdn reflete uma refuguu
enire eles. Existem diversas oplicagoes para esse fipo de re!uguu ¢ uma das mais famosas dessas
aplicagoes € o homem vitruviano. Ele & um conceito apresentado no Trafado De Architectura,
estrito pelo arquiteto romano Marcus Vitruvius Pollio. Esse conceito leva em consideragdo a razéo
durea para apresentar o homem como modelo cldssicoideal de beleza, com proporgaes-perfeitas.

Segundo Vitruvius, o corpo humano, com 0s bragos e as pernas estendidos, se ajustava - -
perfeitamente o dirculo e ao quadrado. Muitos arfistas da Renoscenca tentaram tragar o ideal

'_ de ‘Jltrmrlus ¢ esse fem} foi ﬂtlﬂgl&o pnr Lenmrd-:r da ‘ﬁm em MB? Bse dezenho & um ﬁs




Propor¢oes
A divisdo entre dois numeros tambeém ¢ chamada de razio.

d .
Temos E ou a : b, com a = numerador ¢ b = denominador.

Proporgéo ¢ a igualdade entre duas ou mais razdes.

a ¢

—=—opua:b=c:d

b

ae d: extremos

be c: meios

Propriedade

O produto dos meios ¢ igual ao produto dos extremos. Assim:

a ¢
—=—<<ad=bc

Podemos fazer uma analogia das propor¢des com o teore-
ma de Tales, observe:

r

VA
o N\ |
o/ X
/ \

rifsift

o | W
[}
ol

Outras propricdades nas proporgdes podem ajudar-nos, ob-
Serve:

Py _a+h_c+d

a_¢
b d b d

Demonstracdo:
ad= bc .. ad+bd=bc+bd ..

a+b c+d
=|J{:+d S =
d(a+b)=blc+d) . r
pp & _C_a+tc
b d b+d
Demonstracio:

% —k-~a=kbe 5 =k . ¢ = kd. Vamos substituir

_ a+c . kb+kd k(b+d) .
na expressao , ASSIM: = =k, ou seja,
b+d b+d (b+d)

E_E_ﬂ-l—ﬂ
b d b+d
P3 E_E{:}ﬂﬂ_ﬂz_ﬂz
b d bc b d°
Demonstragio:
a_C_y E=E.E=kk=kui-(if=kz
b d bd b d h-

Capitulo 6

Observe alguns exemplos de aplicagdo a seguir;

Exercicios resolvidos

“ Calcule x e vy na proporcio X = ¥ sabendo que x +y=50.

2 3
Resolugdo:
£=£=I+'F_*_£=£=E.‘.I=3ﬂ£b’=3ﬂ
2 3 2+3 2 3 5 '

n Calculex eyna pmpnn;:ﬁa% = 2 sabendo que 3x+2y=34

4
Resolugdo:
_x:_rv_3_x:_2y_3_x:+3y_34=b
34 9 8  9+8 17
f:}_*,x:ﬁ{:£=2.'.l’=3

3 4 '

B Calcule x e ¥ na proporcio §= g sabendo que xy = 96.

Resolugdo:

x v ox xy 96
—_—— - =k === =
2 3 4 g 2.3 6

e S

= =6 =4.16=x=8
4 9

V=916 y=12

. X Yy Z
n Calcule %, v e z na proporgio — === —, sabendo que
Sx +3y—2z=18. 2 33

Resolugdo:

rl.’ —

X z_ Sx+3y-2z 18
2 3 5 5.2+433-2.5 9
U
Repete-se a “ideia”
no denominador

=2

Assim:

Y Z oo x=4 y=6ez=10
2 3 '

Ly | By

Grandezas proporcionais

Sc:h]am*xl,, X7, X35 -oes X € Yo Y2, ¥3s -.es ¥, UmMa colegdo de
mimero R . Vamos analisar duas hipoteses:

X, X, X X . -
V23 = =21 =k, dizemos que essas colegdes

i Y2 ¥ Y

de numeros, que representam as variagdes de duas gran-
dezas fisicas, quimicas ou de qualquer outra natureza, sdo
diretamente proporcionais. Teremos, se representarmos

com um grafico, a reta a seguir.
Frente 2




Fig. 1 Grandezas diretamente proporcionais.

A proporcionalidade tem aplicagdes praticas que surgiram
nas antigas regras de sociedade. Analise o texto a seguir:

Um grupo de 4 socios montou um comércio. O socio
A entrou com RS$ 5.000.00, o B com R 2.500.00, o C com
RS 7.500,00 ¢ 0 Decom RS 10.000,00. Apos um tempo, 0 nego-
cio deu um lucro de RS 40.000,00. Como deve ser dividido esse
lucro da forma mais justa?

O mais justo seria dividir o lucro em partes diretamente
proporcionais ao capital inicial investido, ou seja, recebe mais
aquele que investiu mais, e recebe menos aquele que investiu
menos. Representando pora, b, ¢ e d os lucros dos socios A, B,
Ce D, temos:

a b C d

= = = cat+tb+c+d=40.000.
5000 2500  7.500 10,000

Assim:
a b ¢ _d _a+b+tc+d _
5000 2500  7.500 10,000 25.000 ’
Assim:

a = RS 8.000,00, b = R$ 4.000,00, ¢ = R$ 12.000,00 ¢
d=RS$ 16.000,00.

2 N Y| =Xy V2= X3 V3= .. =X,. ¥, =k, dizemos que essas
colecdes de numeros representam duas grandezas inversa-
mente proporcionais. Teremos como grafico a hipérbole
equilatera.

¥

1‘|||r1.

Yzt

Fig. 2 Grandezas inversamente proporcionais.

Analise o seguinte texto: Devemos dividir uma colegio de
107 figurinhas entre 5 criancas com 3, 4, 8, 10 ¢ 12 anos. Para

nio termos nenhum problema com as criangas menores ¢ sa-
bendo que as criangas maiores nio gostam tanto de figurinhas,
como deve ser feita a divisao?

Temos um problema de ordem pratica e ndo queremos de-
cepcionar as criangas menores. Como as criangas maiores nio
se importam de receber menos figurinhas, iremos dividi-las em
partes inversamente proporcionais as suas idades, assim a crian-
¢a com menos idade recebe mais figurinhas e a crianca com mais
idade recebe menos figurinhas. Matematicamente, temos:

Sejam X, X, X3, X4 € X5 as quantidades de figurinhas rece-
bidas pelas criangas com 3, 4, 8, 10 e 12 anos, temos:

Xy =4, =8x,=10x, = [2x5=k ¢

XX, F Xy H Ny Hxs=107

Assim:

ko k. k. _k . _k
S R S R A T S T
fazendo a soma, temos:

k k k k k 107

—+—+—+—+—=107..—k=107T= k=120
3 4 8 10 12 120

Obtemos entdo: x;,=40; x,=30; ;=15 x,=12 e x;=10

Mos grandezas diretamente proporcionais, o rozéo
& constante. As grondezaos inversomente proporcionais possuem o
produto constante.

Teorema

Se as grandezas X ¢ Y sdo inversamente proporcionais, ou
sejd, X;. ¥, = X%;. ¥, = .. = X,. ¥, entdo a grandeza X ¢ direta-
mente proporcional ao inverso da grandeza Y.

Demonstragio:

Como x;. ¥y, =X;. ¥, = ... = X,,. ¥,, podemos reescrever:
X X, X

— — — I

GG

proporcional ao inverso da grandeza Y.

,ou seja, a grandeza X ¢ diretamente

Regra de trés (simples ou composta)

Sao processos utilizados para a resolucio de problemas
envolvendo grandezas diretamente proporcionais ou inversa-
mente proporcionais. Quando envolvem 2 grandezas, sdo cha-
madas de regra de trés simples; utilizando 3 ou mais grandezas,
sdo chamadas de regra de trés compostas. Observe os exemplos.

B Um automovel gasta 3 h para percorrer um percurso a
80 km/h. Quanto tempo levaria para fazer o0 mesmo percurso a
50 km/h?

Resolugdo:
As grandezas envolvidas sdo: velocidade (v) e tempo (1).

72 Matematica




Sabemos gue quanito maior a velocidade, menor o tempo gasto,
assim: vt =k, as grandezas sdo inversamente proporcionais.
Na 1 situacdo, temos: v, = 80 e {; = 3, na 29 situagdo, temos
v,=35et,=7

Vil = vl 803 =501 =48 h

n Um operario trabalhou 8 horas por dia durante 12 dias e
ganhou R$ 1.000,00. Quanto teria recebido se tivesse trabalha-
do 10 h por dia durante 15 dias?

Resolugdo:

Trata-se de um problema de regra de trés composta, pois en-
volve as grandezas: horas de trabalho didario (h); dias de tra-
balho (d) e remuneracdo (r).

Vamos montar a equacdo que relaciona as grandezas envolvidas:

Relagdo entre h e r: h e r sdo diretamente proporcionais

:-ﬂ=k;.
r

Relacdo entre h e d: h e d sdo inversamenie proporcionais
= hd = k,

Assim: hd =k = hud, = o,

¥ y F;
812 _p 812 1013 156250
1. 0i}) 1.000 rs B

Teria recebido RS 1.562,50).

n Trés pedreiros constroem 150 metros de muro com 3 me-
tros de altura, em 5 dias, trabalhando 10 horas por dia. Determi-
nar quantos dias serdo necessarios para que 5 pedreiros

construam 240 metros de muro, com 1,5 metro de altura, traba-
lhando 8 horas por dia?

Resolugdo:

Vamos identificar as grandezas:
« comprimento do muwro (c);
altura do muro (a);

dias de trabalho (d),

horas de trabalho diario (h).;
mimero de pedreiros (n).

L]

-

L]

-

Analisando a relagdo entre as grandezas duas a duas, como se
as outras fossem fixas, observe:
a) nec: Quanto mais pedreiros, maior serd o comprimento

"
do muro = — = k;.
Ie

b} nea: Quanto mais pedreiros tivermos na obra, maior serd

n
a altura do muro = — = k,.
a

c) ned: Quanto mais pedreiros tivermos, menos dias de ira-
balho serdo necessdrios = nd = k.

d) neh: Quanto mais pedreiros dispusermos na obra, menos
horas de trabalho serdo necessarias = nh = I,

Capitulo 6

lamos relacionar todas as grandezas em uma unica equagdo:
ndh ko n;.d; . hy _ ny.dy. hy
ca Cp.dy Cy.d>

3.5.10 d5.5.8
150.3  240.1.5°

g d‘? = 3 dias.

¥ ]
Medias

Considere uma colecdo de nimeros R, Xps Koy X3y eeny X0
Vamos definir os seguintes numeros M, Mg, My e M, cha-
mados respectivamente de meédia aritmética, média geométrica,
media harmonica e média quadratica.

I
X +X,+X:4+...+X Exi
MA= 1 2 3 == n= i=1
In In

Mg = .'U'x, KKy X,

|
M”= |""-l 1 l At
—_—t—q...+—
X1 % Xn
I
\ A

2 2 2 2
M oo X E XX X
¢ n

Exercicios resolvidos

“ Coloque em ordem crescente a média aritmética, geomé-
rica ¢ a harmdnica dos nimeros 6 ¢ 12,

Resolugdo:
MA=6J;”=;r;fuﬁ=\fﬁ.;.z=w§g
My = — =8 assim:
HETT TN = L assim:

6 12

2

9>632>8=M,>M.>M,

n Em uma empresa com 200 funcionarios, 45% sdo mulhe-
res ¢ a média de suas idades € 34 anos. A média de idade dos
homens ¢ 40 anos. Determine a média de idade dos funcionarios
da empresa.

Resolugdo:
Nitmero de mulheres = 45% . 200 = 90, logo o nimero de
homens ¢ 110.

Seja A a soma das idades das mulheres, assim:

34 = i s A=34.90= 3060 anos.

o)

Frente 2 IS




Seja B a soma das idades dos homens, assim:

i= 40 .. B=(110).40=4.400 anos.

110
A média na empresa serd.

A+ B _ 3.060+4.400
200 200

media = 37,3 anos.

m Em uma faculdade, a media para a aprovacio de uma
matéria ¢ 5,0. O professor que ministra essa matéria aplicou
duas provas e percebeu que a maioria dos alunos que tiraram
10,0 ndo fez a 2° prova. O professor querna evitar essas ausén-
cias ¢ resolveu alterar o processo de avaliagdo. D uma suges-
tdo para o professor.

Resolvgdo:

Geralmente, é utilizada a média aritmética para o calculo das
notas.

Caso um aluno tirasse 10, ele poderia ignorar a 2 prova, pois

Iﬂ+!‘3‘=i
2

Podemos sugerir a wtilizacdo da média geomeéirica, pois
média = \|P,. P, ,em que P, e P,sdo as notas das avaliagdes.
A média serd zero, pois \J10.0 =0. Para obter a média 5, o
aluno gue tirou 10 deverd comparecer para a 2°prova e tirar

a seguinte nota:

10.P,=5:10P,=25:P,=25

m Um movel percorre um trajeto As em duas partes. Na
1* parte com velocidade média v, e o trecho restante com
velocidade média v, Determine a velocidade média do
trecho total.

Resolugdo:

] ‘ﬁ‘?! ]
No 17 trecho, temos v, = —= e no 2° trecho (restante), temos:

I
I

As, :
vy = —= assim:

Ars

As As, + A5, As, + As,
v o= ., =29 2 2y 2
AL " ﬁf;+ﬁf2 ﬂﬁ';+ﬂ~‘5'_:-

Vi Vs

Considerando os trechos iguais, As; = As,, analise o resuliado
para a velocidade média do trecho total:

- As+As 2As N I
" As As oIy " (1
—+—  As| —+— —+—
Vi V2 P Vi Va2

2

A velocidade media do trecho total e a media harmonica das
velocidades.

Teorema

Considerando x ey € R, ,temos a seguinte ordem de desi-
cualdade para as médias:

M, = Mg = My, a igualdade ocorre para x = v.

Demonstracdo:
Como x ey € R_, podemos escrever:

(Vx—yy) 202 x-2Vx.\fy +y 20
x+yl‘_}2ﬁ.'. x;yl‘_‘f‘@

Vamos utilizar esse resultado para demonstrar que a média
geométrica ¢ maior ou igual a harmonica. Assim:

b 1 1
Como ar = +/ab, fazendo a = — ¢ b = —, temos:

X y
11
Sy 1. x'y_ 1 2
A SN LN > . < . Jxy =
T PR R R B

X ¥

1 1

Exercicio resolvido

m Prove que um nimero real positivo mais o seu reciproco
¢ sempre maior ou igual a 2.

Resolugio:
Sejam x e — o numero e o seu reciproco. Podemos wiilizar a
X
desigualdade das médias:
1 1
X+ — 7 X+ /
Lo x—n—X>] o x+-22
2 X 2 X

Problemas das torneiras

Vamos chamar de “problemas das torneiras™ a uma galeria
A

de problemas que envolvem uma razio B que pode representar
a produtividade de um pedreiro (trabalho pelo tempo) e a vazio
de uma torneira (volume pelo tempo).

Problema dassico

Uma torneira enche um tanque em duas horas e outra
torneira enche o mesmo tanque em trés horas. Determine o
tempo gasto para as duas torneiras juntas completarem o tan-
que todo.




Resolu¢ao:

i _ ] volume
Determine a vazdo de cada torneira, v =
tempo

V V : : :
SVpESevy = I Ouando juntamos as tomeiras, criamos

" V L3
wma tormewra imaginana com vazaao Vy + Va, S8 ?+ E e d

nova vazdo.
Como (vazdo) - (tempo) = (volume) =

S I 1 I+ 2
[—+—)_f=V_'.(—+—J.f= I'(L)I=E
2 3 2 3 i)

£=I,.?h
5

Exercicios resolvidos

m Uma torneira enche um tanque em 4 horas. Outra o enche
em 6 horas, ¢ um ralo o esvazia em 12 horas. Abrindo as duas
torneiras ¢ o ralo simultancamente ¢ estando o tanque inicial-
mente vazio, determine em quanto tempo o tanque ficara cheio.

I =

Resolu¢ao:
Famos inicialmente determinar a vazio dos elementos dados:

_ I
" torneira: v, = E :

) _ V V
2torneira: v; = ; eoralov; = 1T

b

Juntando os elementos, temos:

Revisando
X
5
2% —y + 3z = 36. Determine o valor de x

“ Na Iigualdade de razoes . Ssabe-se que

T o~ =
Lo | M

Y+ Z

n Divida R$ 3.800,00 em partes inversamente proporcio-
nais a 1, 3 e 4. Determine a menor parte.

Capitulo 6

L

—+———(vazdo) . (tempo) = volume =
75 ”!’ ). (lempo)
E+E—£ A=V oot =3 horas.

4 6 12

m Um operario ja tinha executado um ter¢o de um trabalho
em 6 dias. Foi contratado um segundo operirio para auxilia-lo, e,
juntos, concluiram o servigo em mais 4 dias de trabalho. Deter-
mine em quantos dias o segundo operario executaria sozinho o
servico todo.

Resolugdo:
Da mesma maneira gue o problema das torneiras se wtiliza da
wizdo, vamos wtilizar a razdo produtividade, assim:

r

1" operdrio: P, = 3 - % (significa gue o 1° gperdrio execula-

ra o trabalho todo em 18 dias)
r
2% operdrio: P, =—
X
L r .
Operdrios funtos: T + — (produtividade)
x

2
(s operdrios juntos ferminariam 3 do servico em 4 dias,

aAssim.:
2
(£+£}4= —TI'=x=9
I8 x 3

() 27 gperario executaria o servico fodo em 9 dias.

n Em uma reparticao publica, um grupo de 6 funcionarios
e capaz de despachar 120 processos em 8 horas de trabalho.
Com a falta de um funcionario, qual & o nimero de horas neces-
sarias para que esse grupo despache 50 processos?

n A média aritmética das idades de um grupo de professo-
res e inspetores & 40. Se a média das idades dos professores
e 35 e a média das idades dos inspetores & 50, qual & a razao
entre o numero de professores e o nimero de inspetores?




Exercicios propostos

Divisoes em partes proporcionais e manipulacoes de
proporcoes

“ Dividir 60 em partes diretamente proporcionais a 3, 4 e 5.

n Dividir 45 em partes inversamente proporcionais a

n Dividir um lucro de R$ 48.000,00 de uma sociedade en-
fre seus trés socios, sabendo que eles trabalharam 2, 3 e 7
meses, respectivamente.

“ Sa£=§eax—2y’=?{],cakjulexeg
y

a b
ﬂ SE’E:!—:

E;aa+b=13 e d—-c=1,calculeced.
0,5 d

W'Y Mackenzie Dividindo 70 em partes diretamente propor-
cionais a 2, 3 e 5, determine a soma entre a menor & a maior

parte.

n FEl Dividir 46 em duas partes inteiras tais que:

a) sejam inversamente proporcionaisa1e 1,3

b) divididas por dois numeros inteiros consecutivos, dao o
mesmo quociente 4 e 0 mesmo resto 1.

n Fuup Dividir um segmento de medida 144 em quatro par-
tes, tais que somando 5 a primeira parte, subtraindo 5 da se-
gunda, multiplicando a terceira por 5 e dividindo a quarta por 5,
as medidas resultantes em todas as partes sejam iguais.

n Determinar as medidas dos angulos internos de um qua-
drilatero que sao diretamente proporcionaisa 1, 2, 3 e 4.

m Uma grandeza x e diretamente proporcional as grande-
zas P e T e inversamente proporcional ao quadrado da gran-
deza W. Se aumentarmos P de 60% do seu valor, para que a
grandeza x nao se altere, o que devemos fazer com W?

m Ma constituicao de uma empresa comercial, Daniela e
Luiza entraram com os capitais de R$ 60.000,00 e R$ 90.000,00,
respectivamente. Apos 9 meses, admitiram Rafael na socieda-
de, com o capital de R$ 120.000,00. Se ao fim dos primeiros 12
meses a empresa apresentar um lucro de R% 13.200,00, qual a
parte de Rafael no lucro?

m As sequéncias (x;y; z) e (3;9; 15) sao formadas por gran-
dezas diretamente proporcionais e xyz = 960. Calcule x + v + z

m As grandezas x*+ 1 e y*+ 1 sdo inversamente propor-
cionais. Sey =20 quando x = 2, paray = — 2, determine o valor
de x = 0.

i --\.l' -\.|| L

m Se as grandezas A e B sao representadas numericamen-
te, por numeros naturais positivos, tais que a relagao matema-
tica entre elas é AB™' = 4, coloque (V) verdadeiro ou (F) falso
para as afirmacoes a seguir.

IAl € diretamente proporcional a B, porgue se aumentan-

do o valor de B, o de A tambem aumenta.

Al € inversamente proporcional a B, porgue o produto de

A pelo inverso de B € constante.

Al nao & diretamente proporcional a B.

Al nao e inversamente proporcional a B.

m O numero de gansos de uma criacao cresce de maneira
tal que a diferenca entre as populagdes nos anos n+ 2 e n
é diretamente proporcional & populagdo no ano n + 1. Se as
populacdes nos anos 2003; 2004 e 2006 eram 39; 60 e 123,
respectivamente, entao a populacao em 2005 era igual a:

81 87 102
84 90
Médias

m A media aritmética ponderada de varios numeros aos
quais se atribuem determinados pesos e igual a soma dos pro-
dutos desses numeros pelos pesos correspondentes, dividida
pela soma dos pesos. Determine a media aritmetica ponderada
dos numeros 7, 8 e 9 cujos pesos respectivos sao 1,2 e 3.

m Calcule a media aritmetica entre x, ye zse x + 6y + z=120
X Yy Z

E—===—,
4 5 B

18 Unicamp A média aritmética das idades de um grupo de
120 pessoas & 40 anos. Se a média aritmética das idades das
mulheres e de 35 anos e a dos homens e de 50 anos, qual o
numero de pessoas de cada sexo, no grupo?

m PUC Uma escola tem 18 professores. Um deles se apo-
senta e & substituido por um professor de 22 anos. Com isso
a media das idades dos professores diminuiu 2 anos. Qual e a
idade do professor que se aposentou?

m Em uma sequéncia de nove numeros a media aritmetica
dos cinco primeiros € igual a 7 e a media aritmeética dos 5 ulti-
mos € igual a 10. Sabendo que a media aritmetica de todos os
nove numeros & igual a 9, entao o quinto numero e:
1 3 5
4

m A soma da media geometrica com a media aritmeética de
dois inteiros & 200. Determine a soma das raizes quadradas
desses numeros.

m O numero a e a media aritmetica de trés numeros e b
e a media aritmetica de seus quadrados. Determine a media
aritmetica dos produtos dois a dois dos trés numeros dados.



m Sejam X, Y e Zconjuntos de pessoas, disjuntos dois a dois
As medias das idades das pessoas nos conjuntos X, Y, Z, X UY,
X Z Y v Zsao dadas a seguir:

Media das
idades das a7 23 41 29 39.5 33
pessoas

Determine a media das idades das pessoas no conjunto
XouYoul

Problemas envolvendo regra de trés

m Sabe-se que 4 maquinas, operando 4 horas por dia, du-
rante 4 dias, produzem 4 toneladas de certo produto. Quantas
toneladas do mesmo produto seriam produzidos por 6 maqui-

nas daquele tipo, operando 6 horas por dia, durante 6 dias?
6 10,5 15
8 13,5

2
m 24 operarios fazem 5 de determinado servico em 10 dias,

frabalhando 7 horas por dia. Em quantos dias a obra es-
tara terminada, sabendo-se que foram dispensados 4 operarios
e 0 regime de trabalho diminuido de uma hora por dia?

m Se 5 maquinas funcionando 16 horas por dia levam
3 dias para produzir 360 pecas, entao 4 maquinas iguais as
primeiras devem funcionar quantas horas por dia para produzir
432 pecas em 4 dias?

m Uma estrada vai ser construida em 36 dias, utilizando
21 operarios. Decorridos 24 dias, constatou-se que se tinham
construidas apenas 60% da obra. Nessas condigdes, o nimero
de novos operarios que devem ser contratados para terminar a
obra na data fixada sera de:

5 8
6 9
7

TEXTO COMPLEMENTAR

Desigualdade das médias

Capitulo 6

m Duas torneiras enchem um tanque em 4 horas. Uma de-
las, sozinha, enché-lo-ia em 7 horas. Em quantos minutos a
outra, sozinha, encheria o tanque?

m Uma torneira enche um tanque em 12 h e outraem 18 h.
Em quanto tempo as duas juntas encherao o tangue?

EI] Unicamp Uma torneira enche um tanque em 12 minutos,
enquanto uma segunda torneira gasta 18 minutos para encher
o mesmo tanque. Com o tanque inicialmente vazio, abre-se a
primeira torneira durante x minutos, ao fim desse tempo fecha-
-se essa torneira e abre-se a segunda, a qual termina de en-
cher o tanque em x + 3 minutos. Calcule o tempo gasto para
encher o tanque.

m Duas torneiras sao abertas juntas, a primeira enchendo
um tanque em 5 horas, a segunda enchendo outro tanque de
igual volume em 4 horas. No fim de quanto tempo, a partir do
momento em que as torneiras sao abertas, o volume que falta

para encher o segundo tanque e % do volume que falta para

encher o primeiro tanque?

m Uma torneira A jorra x litros de agua por hora e outra tor-
neira B jorra 3x litros por hora. Uma torneira C jorra por 4 horas
a mesma quantidade de agua que A e B juntas. Se a torneira
A enche um reservatorio em um tempo t, determine em quanto
tempo a torneira C e B enchem juntas o mesmo reservatorio.

m FCC Duas torneiras abertas ao mesmo tempo enchem
uma piscina em 6 horas. Separadamente, uma delas demora
5horas a mais do que a outra. Chamando de x o tempo em ho-
ras em que enche a piscina a torneira de maior vazao, tem-se:

1 1 1 [1 1) 1
—+ =6 —t| === ==
X xX+5 X X 5 b
X+(x+5)=6 1+ L =1
X X+5 6

X LX B

Demonstramos neste texto a desigualdade das médias para o
caso particular com dois termos, assim:

Xty 2xy
2 fxy 2
2 ! Xty

Utilizando um caso especial de fatoracéo, iremos demonstrar
a desigualdade pare o coso particular com trés termos.

comx;y e R,

Observe a expressio: a° + b® + ¢ - 3abc e sua fatoracdo:

a® +b? +3a’b + 3ab? +c* — 3abc— 3ab? —3a’b =
cubo ;arfeim

=(a+b)° +c® -3abla+b +c)=

samade cubos




=fa+b+c.[a+b’-(a+b).c+c)-3abla+b+c) =

={a+b+c. (0 +2ab+b*—ac—bec +¢*) -3abla +b +¢) =
—(a+b+d. (0% +2ab + b’ —ac—bec + c* —3ab) =

=(a + bt d. (a® + b? + ? —ab—ac-bd

Obtemos:
@ +b*+E-3abc=(a+b+c). [o® + b’ + ? —ab-ac-bd),

considerando a, b e ce R, temos:

2a” +2b? +2c? - 2ab - 2ac - 2bc
- =

_ (0% —2ab+b?) +(0® ~ 2ac +¢?)+(b? ~ 2bc +¢?) 0
2 —_— [

pois trata-se de uma soma de quadrados.
Podemos escrever o® + b’ + & - 3 abc = 0 .

a4k + ¢
3
fituicdo: @ = 3/x, b=§f‘;3c=«3.."'iiemas:

() +(%’§)3 +(¥2)

= abc, com essa desigualdade por meio da subs-

RESUMINDO

A igualdade entre razdes é uma proporcéo. Existem muitas
propriedades envolvendo proporcoes.

As grandezas podem ser diretamente proporcionais ou inver-
samente proporcionais.

n Ly Ry =
o =Y

10

A
E = constante

Reta

B
Diretamente proporcionais

H;“ > 3xyz (My = Mg)

11 ]

Conclusao:

Utilizando a desigualdade com os nimeros —; —e —:
X'y z
1 1 1 1 1 1
—+— - —+—+-
Xy I}glll*‘“ y 7. 1
i3 “\x y z 3 3wz
3
= 3
T 1 oV
— ==
X y z
Ixyz = ] (Mg =2 My)
1 1 1
X y z
3
Xx+y+z 1
>3z =
3 1 1.1
X Yy z
3
Propriedades importantes
a_c_at+b c+d
b d b d
a_c_ga+c
b d b+d
E:Eﬁﬂc:ﬂ?:f
b d bd p? d?
Para dois termos, temos:
X+y 2xy
M = = M —
A > Mg JE s
Relacionando as trés médias, temos:
2=M,.M
MG =My My
1 12
2 3]
3 4
5] 2

AB = constante

Matematica



Hipérbole equilatera

Inversamente proporcionais

B QUER SABER MAIS?

E SITE

" Grandezas fisicas - grdficos, proporgdes e variagGes proporcionais
<http://plato.if. usp.br/ ~fap0151d/dato/texto 1. pdf >.

Exercicios complementares

Capitulo 6

Médias importantes
x|+ Xy +... X

n

Média aritmética =

Média geométrica = Q‘.I’x] Xy e X

-1
] ] ]
—t— ... +—
X X9 Xq

Média harménica =

n

Problemas gerais

“ José fez % de um trabalho em 10 dias. No restante do traba-

lho, recebeu ajuda de Antdnio e, assim, terminaram em 3 dias. Em
quantos dias Antonio, trabalhando so, poderia fazer o trabalho?

n Dois operarios fazem, juntos, um trabalho em 12 dias.
Um deles sozinho faz esse trabalho em 20 dias. Em quantos
dias o outro fara, também so0, o mesmo trabalho?

g Na figura a seguir, O ¢ o centro da semicircunferéncia,
BD L ACe BF LOD

A O B C

Prove que DO, DB e DF sao, respectivamente, as médias arit-
mética, geométrica e harmonica de AB e BC.

n Fuvest Um comerciante deseja realizar uma grande
liquidagdo anunciando x% de desconto em todos os produtos.
Para evitar prejuizo, o comerciante remarca os produtos antes
da liquidacdo.

a) De que porcentagem p devem ser aumentados os produtos
para que, depois do desconto, 0 comerciante receba o valor
inicial das mercadorias?

b) O que acontece com a porcentagem p quando o valor do
desconto da liquidagio se aproxima de 100%?

ﬂ Um trecho de rodovia com 300 m de comprimento por
10 m de largura foi asfaltado em 4 dias, por 4 maquinas que
trabalham 6 horas por dia. Quantas horas por dia devem ser
empregadas se utilizarmos 6 maquinas iguais as mencionadas
para asfaltarem, em 8 dias, 900 m da mesma rodovia, com sua
largura aumentada para 12 m?

WY Fuvest Responda:
a) Em fevereiro de 1986, a Fuvest realizou um “pequeno ves-

tibular”, cuja taxa de inscricdo foi de RS 100,00. Como a
inflacdo acabou em fevereiro, essa mesma taxa fol cobrada
em setembro, para o vestibular de 1987. Qual deveria ter
sido a taxa do vestibular de 1987 se a taxa de inflacdo tivesse
sido de 10% ao més? Observe que de fevereiro a setembro
transcorreram 7 meses. Despreze os centavos.




b) A tarifa dos onibus da cidade de Sdo Paulo teve um “realinha-
mento”, aumentando de RS 1,50 para RS 3,50. Qual devera ser
o valor da taxa do vestibular Fuvest- 1988 se o aumento percen-
tual for igual ao da passagem de dnibus? Despreze os centavos.

BB Fuvest Responda:

a) Se os pregos aumentam 10% ao més, qual a porcentagem
de aumento em um trimestre?

b) Supondo a inflagdo constante, qual deve ser a taxa trimes-
tral de inflacdo para que a taxa anual seja 100%?

n Fuvest Antonio constréi 20 cadeiras em 3 dias com 4 horas
de trabalho por dia. Severino constroi 15 cadeiras do mesmo
tipo em 8 dias com 2 horas de trabalho por dia. Trabalhando
juntos, no ritmo de 6 horas por dia, produzirdo 250 cadeiras em:
15 dias. 18 dias. 24 dias.
16 dias. 20 dias.

BB PUC-Rio Em uma cela, hd uma passagem secreta que con-
duz a um porio de onde partem trés tineis. O primeiro tinel da
acesso 4 liberdade em 1 hora; o segundo, em 3 horas; o terceiro
leva ao ponto de partida, em 6 horas. Determine o tempo, em
média, que os prisioneiros descobrem os tineis e tentam escapar
da prisdo.

m Jodo ¢ 50% mais eficiente que Pedro. Se Pedro executa
uma tarefa em 12 horas, em quanto tempo essa mesma tarefa
devera ser executada por Jodo?

4 h 9h n.d.a.

8 h 10h

m Henrique leva exatamente 20 minutos para ir de sua casa
até a escola. Certa vez, durante o caminho, percebeu que esque-
cera em casa o seu lanche. Ele sabia que se continuasse a andar,
chegaria 8 minutos antes do sinal, mas se voltasse para pegar
o lanche, no mesmo passo, chegaria atrasado 10 minutos. Que
fracdio do caminho ja tinha percorrido nesse ponto?

BFB Uma liga metalica de 100 kg é constituida de 20% de
ouro ¢ 5% de prata. Quantos quilogramas de ouro e de prata
devem ser adicionados a essa liga para se obter uma outra, cuja
constituigdo seja 30% de ouro e 10% de prata?

m Hélio ¢ Marcos foram encarregados de um obra em um
prazo de 12 dias. No fim do 4" dia de trabalho, Marcos adoeceu
e Helio chamou seu sobrinho Ney para ajuda-lo. Os dois conclui-
ram o servico em & dias. Se Ney possui a metade da produtividade
de Hélio, entdo em quantos dias Marcos faria o trabalho sozinho?

36 20
30 18
24

m Sejam a, b e ¢ numeros reais ndo nulos. Sabendo que

a+b b+c a+c . - a+b
= = , determine o valor numérico de .

C a b C

m Trés planos de telefonia celular sdo apresentados na ta-
bela a seguir.

Plano Custo fixo mensal Custo adicional por minuto

A RS 35,00 R 0,50
B RS 20,00 RS 0,80
C 0 R% 1,20

a) Qual ¢ o plano mais vantajoso para alguém que utilize
25 minutos por més?

b) Apartir de quantos minutos de uso mensal o plano A ¢ mais
vantajoso que os outros dois?

m Supondo que x e y sdo inversamente proporcionais ¢ po-
sitivos, de quanto decresce y se aumentarmos x de p%?

P
pqr‘rﬂ m%"ﬂ
el 100p_,,
100 100+p
— %%
P

m Em um problema de regra de trés composta, entre as varid-
veis X, Y e Z, sabe-se que, quando o valor de Y aumenta, o de X
também aumenta; mas, quando Z aumenta, o valor de X diminui,
equepara X =1e Y =2, o valor de Z =4. Determine o valor de
X,paraY =18e Z=13.

m Marco escreveu um numero em cada um dos cinco qua-
dradinhos da figura a seguir, por¢m apagou o segundo, o ter-
ceiro € o quinto nimero. Sabendo que cada numero, exceto o
primeiro ¢ o ultimo, € igual a média aritmética de seus vizinhos,
determine o numero que ocupa o quinto quadradinho.

1 100

Viatemartica



NogOes basicas de estatistica

FRENTE 2

a antiguidade, operacoes de contfagem populacional eram utilizadas
para obtengdo de informagdes sobre os habitantes, riquezas
e poderio militar dos povos, sendo essas as primeiras

aplicacées conhecidas da estatistica, que é um conjunto de
técnicas e métodos de pesquisa que, entre outros tdpicos, envolve
o planejamento do experimento a ser realizado, a coleta
qualificada dos dados, a inferéncia, o processamento, a
andlise e a disseminacao das informacdes. Atualmente,
os dados estatisticos sdo obtidos, classificados e
armazenados em meio magnético
e disponibilizados em diversos
sistemas de informacao
acessiveis a pesquisadores,
cidada@os e organizacoes da
sociedade que, por sua vez,
podem utilizé-los para o
desenvolvimento de suas
atividades.



¥ ¥ ]
0 que é Estatistica
Estatistica ¢ o ramo da Matematica que esta interessado
nos métodos cientificos para obtengdo, organizacio, resumo,

apresentagio, andlise de dados e também conclusdes que po-
dem ser utilizadas para a tomada de decisoes.

Populaciio e amostra
Imagine uma fabrica de parafusos com uma grande quanti-
dade de unidades produzidas por dia. E impossivel ou inviavel
observar todo o grnipo de parafusos para refirar os defeituosos.
O calculo ou a retirada dos parafusos defeituosos nio sio
feitos no grupo todo, denominado populagio ou universo; para
iS50, examina-se uma pequena parte chamada amostra,
Quando a amostra ¢ representativa, as conclusoes sobre a

populacgdo sdo de grande importancia.

Distribuicoes de frequéncia
Considere uma populagio de 100 alunos de uma escola e
suas alturas de acordo com a tabela 1.

Altura({m) Numero de estudantes

1,51 — 1,58 5
1,59 — 1,66 18
1,67 — 1,74 42
1,75 — 1,82 27
1,83 — 1,90 8

Tab 1 Altura dos estudantes.

Apos a coleta de dados, estes sdo distribuidos em classes ou
categorias ¢ determina-se o numero de individuos pertencentes
a cada classe; este numero ¢ chamado frequéncia de classe.

Histograma e poligonos de frequéncia

Sd0 duas maneiras graficas de representar as distribuicoes
de frequéncia.
a) Histograma

Consiste em um conjunto de retangulos que possucm as
bases sobre um eixo horizontal (eixo x) com centro no ponto
meédio, as larguras iguais as amplitudes dos intervalos das clas-
scs € as arcas proporcionais as frequéncias das classes.

Vamos montar o histograma da distribuicio de frequéncia
da tabela 1.

As classes da populacio de alunos possuem amplitude de
7cm (por exemplo: 1,74 = 1,67).

Ponto médio de uma classe ¢ a média antmetica dos valo-
es no intervalo de cada classe.

1,67+1,74

Por exemplo: =1.705=171.

=
|

S
1

&
1

—
=
|

Mumero de estudantes(frequéncia)

Fig 1 Histograma da tabela 1.

b) Poligono de frequéncia

Eum grafico de linha em que as frequéncias sdo locadas
sobre perpendiculares levantadas nos pontos médios. Pode-se
também obté-lo ligando-se os pontos médios dos topos dos
retingulos de um histograma.

3

3

:

—
=
1

Mumero de estudantes(frequéncia)

|| ] ] |
1,47 155 163 171 178 187 1,95 Alturaim)

Fig. 2 Poligono de frequéncia da tabela 1.

Distribuicoes de frequéncia relativa

A frequéncia relativa de uma classe ¢ a porcentagem do
numero de elementos dessa classe com o total de elementos do
universo.

Por exemplo, a frequéncia relativa da classe 1,59 — 1,66 ¢
18/100 = 18%.

A soma das frequéncias relativas de todas as classes &,
logicamente, igual a 1% ou 100%.

Distribuicoes de frequéncia acumulada

A frequéncia total de todos os valores inferores ao
limite superior de um dado intervalo de classe ¢ denominada
frequéncia acumulada.

Por exemplo, a frequéncia acumulada até o intervalo de

classe 1,67 =174¢ 5+ 18 +42 =65,

WViatematica




n Cinco moedas foram langadas 1.000 vezes e, em cada
lance, fol anotado o nimero de caras. Os nimeros de lances nos
quais podemos obter 0, 1, 2, 3, 4 ¢ 5 caras estdo indicados na
tabela a seguir.

Numero de caras Frequéncia

38
144
342
287
164

mn | & (W = O

a) Represente graficamente os dados.

b) Construa uma tabela que apresente as percentagens dos
lances que resultaram em numeros de caras menores do
que0,1,2,3, 4, 5 ou 6.

c) Represente graficamente os dados da tabela referida em b.

Resolugdo:
a) O grdfico mais adequado para represeniar o numero de
caras, gue € um nimero inteiro, seria um grafico em bas-

tin. Observe:

Numero de lances
& B
il

s
3 o 8 B
5 T

504 I
)
a )

b)

Numero de lances Numero percentual de
(frequéncia lances(frequéncia acumulada
acumulada) percentual)

x=0 ) 0%
x=1 38 3,8%
x=2 182 18,2%
x=3 524 52,4%
x<4 811 81,1%
x=5 a5 897,5%
x=6 1000 100%

Capitulo 7 Nocoes basicas de estatistica

Percentagem de lances

-
1 I I J L] 1 o

|
0 1 2 3 4 5 &
Numero de caras

Média, Mediana e Moda
Notaciio de somatorio

0 simbolo Z X; ¢ utilizado para representar a soma de to-
i=1
dos o0s x;, desde 1 até n. Assim:

n
Z}{i=}{|+}{2 +}{3 +...+}{ﬂ_|+}{ﬂ

Exemplo 1

n
in}'i =XY XY FXYs e H XYy

=]
Exemplo 2

n
Y ax; =ax, +ax, +..+ax, +ax, =

1
=a(x;+X,+...+x,)=a. Z:{i
i=1

Propriedade:

1 1
Za. X;=a. in,a ¢ uma constante,

i= 1 i= 1
Exemplo 3
i{ﬂﬁi +by; +cz) =

i=1
= ax, + by, +cz; +ax, + by, +cz, +... +
+ax, +by, +cz, =
= (ax,;+ax, +...+ax, ) +(by, + by, +...+ by, )+
+(cz,+cz,+...+cz, )=

il 1

= azﬂ:xi + thi +c. Zzi
1=1

Frente 2




Propriedade:
1 1 n 1
Z{axl+hyi+czl)=a.2xi+h.Eyi+c.2?_“ a, bec

i=1 i=1 i=1 i=1
S0 constantes.

Médias

A média ¢ um valor representativo de um conjunto de da-
dos. Como esses valores representativos tendem a se localizar
em um ponto central do conjunto de dados, as medidas sdo tam-
bém denominadas medidas da tendéncia central.

As principais medias utilizadas sdo: média antmeética, me-
diana, moda, média gecométrica ¢ a média harmdnica.

a) Meédia aritmética
Por definicio, a media aritmética de um conjunto de n nu-

r

MEros X, X, X, ... X, €
Il
A
M =KI+K2+."+K|1 — |_I|
a
n n
Exemplo 4
A média aritmética dos numeros 4: 6: 5 ¢ 2 é:
44+64+54+2 17
M, = =—=425

n 4

Se 0s numeros X, X,, X, ...: X, ocorrem f, f,, f, ... f, vezes

(frequéncias), a média aritmética sera:

k
lefi

}{l.ﬂ+?{2.fz+}{3.f3+...+}{k.fk=1=|
f+f, +f,+...+f .
| 2 3 k Zf-l

1=l

M. =

a

Exemplo 5

Se os nimeros, 4; 3; 5 ¢ 2 ocorrem com frequéncias de 1; 2;
4 e 3, respectivamente, a média aritmética ¢:

4 1+3.2+5.4+2.3  4+6+20+6
[+2+4+3 10

3,6

M,

_36_
10

b) Média aritmética ponderada

Em certas condigdes e problemas, os numeros x,, X,, X;,
...» X, 580 associados a certos fatores de ponderagdo ou pesos
Pps Pas P3s ---» Py que dependem do significado ou da importan-
cia atribuida aos nimeros. Assim:

M = Xp-Pp+Xa. Py + X3Py o X Py
PrtpP:+ps .-+ Py

ap

Exemplo 6

Um vestibular é feito em trés fases com pesos 1; 2 e 3, res-
pectivamente. Um estudante teve as notas 6; 6 ¢ 4 nestas fases.
(Qual foi o seu desempenho médio?

L 6.146.243.4 6412412 30
P 1 +2+3 6 6

M 5

Propriedade da média aritmética
A soma algébrica dos “desvios” de um conjunto de nime-
ros em relacdo a média aritmética é zero.

Exemplo 7

(s desvios dos numeros 8: 7 5 ¢4 em relacdo a sua média
aritmética 6 so: 8 —6;7-6;5-6¢ 4 -6, 0useja, 2; 1; -1
e—2, com soma algébrica 2+ 1 -1 -2 = zero.

¢) Mediana

A mediana de um conjunto de nimeros, colocados em or-
dem de grandeza, ¢ o valor médio ou a média aritmética dos
dois valores centrais.

Exemplo 8

(O conjunto de numeros 3;4; 4; (5); 7; 8 ¢ 9 tem mediana 5.

Exemplo 9

O conjunto de nimeros 3; 4; 4; 6; 7; 8; 9 ¢ 10 tem mediana

07 _6.s.
2

i

Moda

A moda de um conjunto de nmimeros ¢ o valor que ocorre
com a maior frequéncia, isto ¢, o valor mais comum. A moda
pode ndo existir e, mesmo que exista, pode ndo ser unica.

Exemplo 10
Oconjunto 2; 2; 5; 7; 8 8; 8; 10 ¢ 11 tem moda 8.

Exemplo 11

O conjunto 2; 3: 4; 5; 6; 7 ¢ 8 ndo tem moda.

Exemplo 12

O conjunto 2; 3; 3;4: 4; 7: 8¢ 9 tem moda 3 ¢ 4 e ¢ deno-
minado bimodal.

Uma distribuigio que tem apenas uma unica moda ¢ deno-
minada unimodal.

d) Meédia geométrica

A média geométrica de um conjunto de n nimeros x, x,,

r

Xg ... X, €.

= 1
Mg—‘,j‘x,.xz.h Xy



Exemplo 13

A média geométrica dos numeros 2; 4 ¢ 8 ¢:

M, =32.4.8=364=4

e) Meédia harmonica

A média harménica de um conjunto de n nameros X, X,,
; -+ X, € 0 inverso da média aritmética dos inversos desses
NUIMEros.

X

1 n

1 1 1) &
—+— .+ — —
X X; Xy

Mh=

n

Observe os exemplos gerais de ideias apresentadas até este
ponto da matéria.

6 6
L Se Z:{i =—4e¢ Z:{Ei =10, calcule:

i=1 i=1

f
a) Z[Exi+3}

i=1

6
b) ) x;(x;-1)
i=1
(1]
c) D (x;—5)
i=1
Resolugdo:

f f i
a) 2{3:«:!. +3)= 23_1:,.+ Z.3=
=] =1 =1

f
Zx: +6.3=2.(-4)+18=10
=1

1] 1]

b) =Z_1:I. (x, —1)= Z[Ir' ]3 —x, =

i=/ =

] f

—Zr’ Zr,—m (-4) = 14

=/ =/

i i3
¢) M (x=5)=>(x"—10x+25)=
=1 =1
f i f
=¥ x,—10.) x;+> 25=
= =1 i={

i=1

=J0=1—=) + 625 =10+ 40+ 150 =200

Capitulo 7

ﬂ Os salarios mensais de quatro executivos sdo:
R% 15.000,00, RS 15.000,00, B$ 19.500,00 e RS 90.000.00.
Determine a média antmética dos salarios e comente esse
resultado.

Resolugdo:
M = 15.000+ 18.000+ 19.500+ 90.000
a 4 =

_ 142.500 = 35625

O valor R$ 35.625,00 ¢ um valor grosseiro do salario médio
dos evecutivos. Uma grande desvantagem da média é gue ela é

Jortemente alterada pelos valores extremos, gue em nosso caso

seria o salario de RS 90.000, 010,

n Com os dados do exercicio 3, obtenha a mediana dos
slarios dos executivos e comente o resultado.

Resolugdo:
15,000, 18.000; 19.500 e 90000 possui mediana

I&ﬂﬂﬂ+f§tjﬂﬂ=ja?jﬂ’m

O valor de R3 18.750,00) esta mais proximo da realidade dos
salarios, pois a mediana ndo € afetada por um valor extremo.

n Um homem viaja de A para B a velocidade média de
30 km/h e volta de B para A, pelo mesmo caminho, a velocida-
de média de 60 km/h. Determine a velocidade média para a

viagem completa.

Resolugdo:
Suponha a distancia de A para B como x, assim:

30=—— . A,
i

x x o,
6l = Y SAL = =3 ¢ o tempo gasto no 2° percurso.
¥

X,
= 70 ¢ o tempo gasto no 1° percurso.

A velocidade média no percurso iotal é de:

As _ 2x _ 2x _ I — 40 km/h
At A +AL XX i+i
30 60 | 30 60
2

Observe que esse resultado representa a média harmonica das

velocidades.
v

Medidas de dispersio

O grau pelo qual os dados numéricos tendem a dispersar-se
em torno de um valor médio chama-se variacio ou dispersio dos
dados. Vamos estudar algumas medidas da variagio, sendo as mais
comuns a amplitude total, o desvio médio ¢ o desvio padrio.

Hrente 2 ﬁ




A amplitude total

Aamplitude total de um conjunto de nimeros ¢ a diferenca
entre o mais alto e 0 mais baixo do conjunto.

Exemplo 14

A amplitude total do conjunto 2; 3; 3; 6; 8; 10; 11 e 12 &
12=2=11.

[ ] &+ -
0 desvio medio
O desvio médio de um conjunto de n nimeros X, X,, X; ...;
x, com média aritmética ¢ definido por:

1
> Ixi—x|

i=l

desvio meédio =
n

Exercicio resolvido

n Determine o desvio médio do conjunto de nimeros 2; 3;
h:8ell.

Resolvgdo:

3+3+6+8+IE_3H_
5 5

]

X =

Desvio medio =

|26+ [3-6|+|6-6|+[8-6|+]|11-6]_

5
_ #+3+!'}+.?+5= M:.?,H
5 5
—y
0 desvio padrio

O desvio padrio representado por s € definido por:

i[xl—if

i=l1

5=
n

Varidncda
A varidncia de um conjunto de dados é definida como o
quadrado do desvio padrio, sendo entdo representada por s,

Propriedade do desvio padréo

Considere o grafico que representa a distribuigdo de fre-
quéncia de um acontecimento, por exemplo a distribuigio de
pontos obtidos por estudantes em um vestibular.

¥ média aritmeética

MNumero de estudantes

L

Pontos obtidos

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
|

X

Fig. 3 Grafico da distribuicao de frequéncia.

Seja s o desvio padrio dos pontos obtidos, podemos obter
do grafico as seguintes porcentagens:

a) 68,27% das notas estdo incluidas entre X—se X +s

3

Numero de estudantes

TLE Pontos
obtidos

x|
03]
| -

b) 95,45% das notas estdo incluidas entre X—2se X+ 2s

Mumero de estudantes

=

X425 Pontos
obtidos

I R

c) 99.73% das notas estdo incluidas entre X—-3se¢ X+ 3s

4

Mumero de estudantes

P

® +35 Pontos
obtidos

i
|
|
I
I
I
|
i
|
I
I
|
|
I
|
|
X

Este capitulo tem como objetivo capacitar os alunos a re-
solver questdes que envolvam a analise de dados estatisticos,
meédias, taxas de variacoes, interpretacoes de graficos e a for-
macao de conclusdes.
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Observe atentamente a sequéncia de exemplos que apare-
ceram nas provas do Enem.

Exercicios resolvidos

/| Enem 1998 Um estudo sobre o problema do desemprego
na Grande Sio Paulo, no periodo 1985-1996, realizado pelo
SEADE-DIEESE, apresentou o seguinte grafico sobre taxa de
desemprego.

Medias anuais da taxa de desemprego total
Grande Sao Paulo
1985-1996

16.0% 1
14.0% 1
12.0%

10.0% 1
B.0% 1

6.0%

85 -EE E'.-" EE EEE 'E:EI 9:1 'E:E 9:3 9:4 9:5 'E:E
Fonte: SEP Convénio SEADE-DIEESE.

Pela analise do grafico, € correto afirmar que, no periodo con-
siderado:
a maior taxa de desemprego foi de 14%.
a taxa de desemprego no ano de 1995 foi a menor do pe-
riodo.
a partir de 1992, a taxa de desemprego foi decrescente.
no periodo 1985-1996, a taxa de desemprego esteve entre
8% e 16%.
a taxa de desemprego foi crescente no periodo compreen-
dido entre 1988 ¢ 1991.

Resolugdo:

A partir da analise do grafico, percebemos gque a taxa de desem-
prego oscilow entre 8,0% e 16,0% no periodo total da pesquisa.
Alternativa D

" Enem 1998 Uma pesquisa de opinido foi realizada para
avaliar os niveis de audiéncia de alguns canais de televisdo,
entre 20h e 21h, durante uma determinada noite.

Os resultados obtidos estdo representados no grafico de barras:

100
g 80
o
gg 60
W
2 40
@
-
2040 —
0
TvA TvB TvC TvD MNenhum
canal

O numero de residéncias atingidas nessa pesquisa foi aproxi-
madamente de:

100 150 220

135 200

Capitulo 7

Resolugdo:

Observando o grdfico, percebemos, aproximadamente, TvA e
vB: 30 residencias, TvC: 20 residéncias, TvD: 1) residén-
cias e nenhum canal: 20 residéncias. Total aproximado.: 200
residéncias.

Alternativa D

A percentagem de entrevistados que declararam estar assistin-
do a TvB ¢, aproximadamente, igual a:

15% 22% 30%
20% 27%
Resolugdo:

Na TvB, cerca de 30 residéncias em um total de 200 residéncias.

31
Assim, percentualmente, temos ﬁ = ] 5%.

Alternativa A

" Enem 1998 As figuras abaixo representam a variagdo
anual de temperatura ¢ a quantidade de chuvas mensais em
dado lugar, sendo chamados de climogramas. Neste tipo de
grafico, as temperaturas sdo representadas pelas linhas, e as
chuvas pelas colunas.

ce mm
28 400
27 375
26 350
25 325
24 300
23 275
22 250
21 225
20 200
19 175
18 1 150
17 125
16 100
15 75
14 — 50

13 25
12 gy — 0
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Leia e analise.

A distribuicdo das chuvas no decorrer do ano, conforme mos-
trado nos graficos, ¢ um parametro importante na caracteriza-
cio de um clima.




A esse respeito, podemos dizer que a afirmativa:
esta errada, pois o que importa € o total pluviométrico anual.
esta certa, pois, juntamente com o total pluviométrico
anual, sio importantes variaveis na definicdo das condicoes
de umidade.
esta errada, pois a distribuigdo das chuvas ndo tem nenhu-
ma relagdo com a temperatura.
esta certa, pois € o que vai definir as estagdes climaticas.
esta certa, pois este ¢ o parametro que define o clima de
uma dada area.

Resolugdo:

Essa afirmacgdo esta certa, pois a quantidade de chuvas, de
acordo com os grdficos, define se é um periodo guente e umido,
como os meses de margo e abril no grafico 1, ou frio e umido,
como funho e julho no grifico 2.

Alternativa B

" || Enem 1998 (Adapt.) Em uma prova de 100 m rasos, o de-
scmpenho tipico de um corredor padrio ¢é representado pelo
grafico a seguir.

12, | | | |
10 =]
) / -‘H\"H
E B )r -
3
g © S
= /
o 4
= /
alf
of .
0 2 4 6 B 10 12 14 16
Tempo(s)

De acordo com o grafico, em qual intervalo de tempo a veloci-
dade do corredor ¢ aproximadamente constante, e também em
qual intervalo a aceleragio ¢ maxima?

Resolvgdo:

Entre 5 s e 8 5, a velocidade é de cerca de 11 m - 5.

Entre (Vs e 1 5, a taxa de variagdo da velocidade (aceleragdo)
é mdxima, cerca de 6 m - 5.

"1 Enem1998A tabela a seguir registra a pressdo atmosférica
em diferentes altitudes, e o grafico relaciona a pressido de vapor
da agua em fungdo da temperatura.

Pressio atmosférica
(mmHg)

760
600
480
300
170
120
100

Altitude(km)

- e T < L I
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'.E 700 "'r’
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3 500
g 400 /
_ﬁ; 300 /
3 200 /
g 100 z__.__-——"///
ﬂ . .

0 20 40 60 80 100 120
Temparatura

Um liquido, num frasco aberto, entra em ebuligdo a partir do
momento em que a sua pressdo de vapor se iguala a pressio
atmosférica. Assinale a opgio correta, considerando a tabela,
o grafico e os dados apresentados, sobre as seguintes cidades:

nivel do mar
altitude 1.628 m
altitude 2014 m

Natal (RN)
Campos do Jorddo (SP)
Pico da Neblina (RR)

A temperatura de ebulicdo sera:
maior em Campos do Jordio.
menor em Natal.
menor no Pico da Neblina.
igual em Campos do Jordio e Natal.
ndo dependera da altitude.

Resolucdo:

Os dados da tabela indicam gue a pressdo atmosférica diminui
com o aumento da altitude.

Comparando a tabela e o grafico da pressdo de vapor da dgua,
observamos gue guanto maior a altitude menor serd a tempe-
ratura de ebulicdo da dgua.

A menor temperatura de ebuli¢do ocorrerd no Pico da Neblina,
e a maior ao nivel do mar em Natal.

Alternativa C

" /. Enem 1999 Para convencer a populagdo local da inefici-
éncia da Companhia Telefonica Vilatel na expansio da oferta
de linhas, um politico publicou no jomal local o grifico 1, abai-
xo representado. A Companhia Vilatel respondeu publicando
dias depois o grafico 11, onde pretende justificar um grande au-
mento na oferta de linhas. O fato ¢ que, no periodo considera-
do, foram instaladas, efetivamente, 200 novas linhas telefonicas.

Grafico 1

MN? total de
inhas telefénicas

22004 - -
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2100+
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Grafico 2
e tolal de

linhas lalefdnicas

2200

2150

2100

2050

2000
Jan Abr Ago Dez

Analisando os graficos, pode-se concluir que:
o grafico Il representa um crescimento real maior do que
o do grafico 1.
o grafico [ apresenta o crescimento real, sendo o Il incorreto.
o grafico 1l apresenta o crescimento real, sendo o grafico
| incorreto.
a aparente diferenga de crescimento nos dois graficos de-
corre da escolha das diferentes escalas.
os dois grificos sdo incomparaveis, pois usam escalas di-
ferentes.

Resolvgdo:

Os graficos representam situacdes idénticas, apesar de escalas
diferentes.

Alternativa D

[ = Enem 1999 Muitas usinas hidroelétricas estdio situadas em
barragens. As caracteristicas de algumas das grandes represas e
usinas brasileiras estio apresentadas no quadro abaixo.

Area alagada Poténcia

Usina (km?) (MW) Sistema hidrografico
Tucurui 2430 4 240 Rio Tocantins
Sobradinho 4.214 1.050 Rio Sao Francisco
ltaipu 1.350 12.600 Rio Parana
llha Solteira 1.077 4230 Rio Parana
Furnas 1.450 1.312 Rio Grande

Arazdo entre a area da regido alagada por uma represa ¢ a po-
téncia produzida pela usina nela instalada ¢ uma das formas de
estimar a relagdo entre o dano ¢ o beneficio trazidos por um
projeto hidroelétrico. A partir dos dados apresentados no qua-
dro, o projeto que mais onerou o ambiente em termos de area
alagada por poténcia foi:

Tucurui. Ilha Solteira.
Fumas. Sobradinho.
Itaipu.

Resolugdo:

A maior relacdo dano-beneficio ocorreu na Usina de Sobra-
dinho, pois foram necessdrios alagar 4.214/1.050 = 4 km- de
darea para produzir 1 megawatt de energia.

Alternativa E

Capitulo 7

"' Enem 1999 Um sistema de radar ¢ programado para regis-
rrar automaticamente a velocidade de todos os veiculos trafe-
gando por uma avenida, onde passam em media 300 veiculos
por hora, sendo 55 km/h a maxima velocidade permitida. Um
levantamento estatistico dos registros do radar permitiu a ela-
boragdo da distribuigdo percentual de veiculos de acordo com
sua velocidade aproximada.

45
40

35
30 30

25

20

15 15

10

b

5 5 3 1
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10 20 30 40 50 60 VO 8O 90 100

Velocidade (km/h)

Avelocidade média dos veiculos que trafegam nessa avenida ¢ de:

40

Veeiculos(%%)

35 km/h 76 km/h
44 km/h 85 km/h
55 km/h

Resolugdo:

Observe a tabela a seguir gue indica o numero de veiculos e
suas respectivas velocidades.

Nede veiculos |15 |45 |90 120 |18 |9 3
Velocidade 200 130 |40 |50 |60 |70 |80

lelocidade media:

I15. 2044530490 404120 50+ 1860+ 9. 70+ 3. 80
300

lelocidade media: 44 km/h
Alternativa B

m Enem 2009 A tabela mostra alguns dados da emisséo de
dioxido de carbono de uma fibrica, em funcio do nimero de

toneladas produzidas.

Emissdo de dioxido de carbono (em

Produgao (em toneladas) partes de milhdo - ppm)
1.1 2,14
1.2 2,30
1.3 2,46
1,4 2,64
1.5 2,83
1.6 3,03
1.7 3,25
1.8 3,48
1.9 3,73
2.0 4,00

Caderncs do Gestar ||, Matermatica TP3. Disponivel em: <www mec gov. br. =.
Acesso em: 14 jul. 2009,

Os dados na tabela indicam que a taxa média de variacdo entre
a emissdo de dioxido de carbono (em ppm) e a produgido (em
toneladas) ¢:

Frente ¢




inferior a 0,18,
superior a 0,18 e inferior a 0,50.
superior a 0,50 e inferior a 1,50.
superior a 1,50 ¢ inferior a 2,80,
superior a 2,80,

Resolugdo:

Da tabela, observamos que:

1.1 al,2toneladas, temos o acréscimo de:

(.16 ppm/0.1 ton = 1,6 ppm/ton

1.4 a 2,0 toneladas, temos a oscilagdo de 1,9 a 2,7 ppm/iton
Sem efetuar o calculo completo, esta taxa média de variagdo
esta no intervalo J1,6; 2,7/

Alternativa D

" Enem 2000 O Brasil, em 1997, com cerca de 160-10°
habitantes, apresentou um consumo de energia da ordem de
250.000 TEP (tonelada equivalente de petroleo), proveniente
de diversas fontes primarias.

O grupo com renda familiar de mais de vinte salarios minimos
representa 3% da populagdo brasileira e utiliza cerca de 10% da
energia total consumida no pais.

O grupo com renda familiar de atc trés salarios minimos repre-
senta 50% da populagio e consome 30% do total de energia.

Com base nessas informacdes, pode-se concluir que o consumo
médio de energia para um individuo do grupo de renda superior
¢ X vezes maior do que para um individuo do grupo de renda
inferior. O valor aproximado de x é;

2,1. 6,3. 12,7.
3,3 10,5.
Resolugao:

*  Renda maior gue 20 saldarios minimos: 5%F, sendo
P =160 milhoes de habitantes.

«  Consumo 10% - 250.000 TEP = 25.000 TEP

»  Renda de até 3 salarios minimos: 50%FP e consumo de
30% - 250.000 TEP = 75.000 TEFP

«  Culculo dos consumos médios:

?
*  Renda superior: 220.000
0.05FP
*  Renda inferior: 73.000
‘ 0.05P
2
o Assim: M = y M x=33
(LO5P (05P

Alternativa B

Revisando

“ Em uma empresa, a quantidade de empregados do sexo masculino supera em 100 a quantidade de empregados do sexo
feminino. A media dos salarios dos homens e igual a R$ 2.000,00 e a das mulheres, R$ 1.800,00. Se a media dos salarios de todos
0s empregados € igual a R$ 1.920,00, determine a quantidade de empregados nesta empresa.

n Um avido tem lugares para 150 passageiros. Em um determinado voo, 60% dos lugares do aviao eram ocupados por homens,
viajavam 45 mulheres e o restante dos lugares eram ocupados por criancas.

a) Quantas criangas viajavam no aviao?
b) Faca uma tabela de frequéncias.
c) Represente os dados por um diagrama circular.




Capitulo 7

n Em uma prova de Matematica valendo 5 pontos, 0s alunos que realizaram este teste obtiveram: 4 alunos nota 2; 3 alunos nota

5: 9 alunos nota 4 e os 9 restantes nota 3.

Determine a média aritmeética, mediana e a moda das notas desses alunos.

Exercicios propostos

Médias

l. As notas das provas de um candidato em um concurso
foram:8,4;91;7.,2:6,8;:87e 7,2

A nota meédia, a nota mediana e a nota modal desse

aluno, sao, respectivamente:

79;78;72 7,2;79:7.8
72,7879 78,79: 7,2
78,7879

n Fuvest Num determinado pais, a populacdo feminina
representa 51% da populagao total. Sabendo-se que a idade
media (media aritmética das idades) da populagéo feminina é
de 38 anos e a da masculina é de 36 anos. Qual a idade média

da populacao?
37,02 anos 36,60 anos
37,00 anos 37,05 anos
37,20 anos

n O Departamento de Comércio Exterior do Banco Central
possui 30 funcionarios com a seguinte distribuicao salarial em

reais.
10 2000,00
12 A600,00
5 4.000,00
6.000,00

Quantos funcionarios que recebem R$ 3.600,00 devem ser
demitidos para que a mediana desta distribuicao de salarios
seja de R$ 2.800,007

8 9 7

11 10

n Determinar a media aritmética, a mediana e a moda do
conjunto de numeros (7;4; 10;9; 15; 12; 7; 9; 7), respectivamente.

Interpretacoes de graficos

B UFSCar Num curso de iniciagdo a informatica, a distri-
buicdo das idades dos alunos, segundo o sexo, & dada pelo
grafico seguinte.

4 =

I | meninas
| | meninos
E —
wm
e
=3
W 2+
5
e
=z
0 14 15 16 17 18

ldade dos alunos emanos

Com base nos dados do grafico, pode-se afirmar que:
0 numero de meninas com, no maximo, 16 anos € maior
que o numero de meninos nesse mesmo intervalo de
idades.
o nimero total de alunos & 19.
a média de idade das meninas & 15 anos.
o nimero de meninos € igual ao nimero de meninas.
o0 numero de meninos com idade maior que 15 anos é
maior que o nimero de meninas nesse mesmo intervalo de
idades.
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B2 UnB Um novo “boom” desponta nas estatisticas dos
ultimos vestibulares. Desde o surgimento de Dolly, a polémica
ovelha clonada a partir da celula de um animal adulto, a carreira
de ciéncias biologicas recebe cada vez mais candidatos e esta
area firma-se como a ciéncia do proximo milénio.

QO grafico a sequir ilustra o numero de inscritos nos ultimos
quatro vestibulares que disputaram as vagas oferecidas pela
Universidade de 5Sao Paulo (USP) e pelas universidades
federais do Rio de Janeiro (UFRJ), de Minas Gerais (UFM@G) e
do Rio Grande do Sul (UFRGS).

O namero de inscritos em Ciéncias ..‘:}E_T‘lj
Biologicas nos ultimos quatro O !
vestibulares | 2.574 |
UspP . : ~1.996
:E‘.ﬂ-iﬂ | 1.497 .":FT:|I
1.768 C : ¥ 5
\ “31.3?4
:1.3E‘|IE‘| !
O ) 515
945 :
98 1999

Epoca, 26 abr 1995, (Adapt.).

Com base nessas informacgoes, julgue os itens seguintes.

De 1997 a 1998, o crescimento percentual do numero

de inscritos na USP foi maior que o da UFRGS.

Todos os segmentos de reta apresentados no grafico

tém inclinacao positiva.

Durante todo periodo analisado, a UFMG foi a universi-
dade que apresentou o maior crescimento percentual,
mas nao o maior crescimento absoluto.

Os crescimentos percentuais anuais na UFRJ diminui-
ram a cada ano.

Considerando, para cada universidade representada
no grafico, a serie numerica formada pelos numeros
de inscritos em Ciéncias Biologicas nos ultimos quatro
vestibulares, a serie da USP e a que apresenta a maior
mediana, tendo desvio padrao maior que o da UFRJ.

Texto para as questoes 7 e 8.

Mos ultimos anos, ocorreu reducao gradativa da taxa de cres-
cimento populacional em quase todos os continentes. A seqguir,
sdo apresentados dados relativos aos paises mais populosos
em 2000 e tambem as projecdes para 2050.

Paises mais populosos em 2000
(em milhdes de habitantes)
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Paises mais populosos - previsao para 2050
(em milhoes de habitantes)

180071 1572
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Indonésia |:|

Disponivel em: <wwwibge. govbr=.

B2 Enem 2006 Com base nas informacgdes acima, & correto
afirmar que, no periodo de 2000 a 2050:
ataxa de crescimento populacional da China sera negativa.
apopulacao do Brasil duplicara.
ataxa de crescimento da populagao da Indonesia sera me-
nor que a dos EUA.
apopulagao do Paquistao crescera mais de 100%.
a China sera o pais com a maior taxa de crescimento po-
pulacional do mundo.

BB Enem 2006 Com base nas informacdes dos graficos mos-
trados, suponha gque, no periodo 2050-2100, a taxa de cresci-
mento populacional da india seja a mesma projetada para o
periodo 2000-2050. Sendo assim, no inicio do século XXIl, a
populacao da india, em bilndes de habitantes, sera:

inferior a 2,0.

superior a 2,0 e inferior a 2,1.

superior a 2,1 e inferior a 2,2.

superior a 2,2 e inferiora 2,3.

superior a 2,3.



“ O grafico a seguir, em forma de pizza, representa as
notas obtidas em uma questao pelos 32.000 candidatos pre-
sentes a primeira fase de uma prova de vestibular. Ele mostra,

por exemplo, que 32% desses candidatos tiveram nota 2 nessa
questao.

5 (10%) 0 (10%)

4 (12%)

3 (16%)

2 (32%)

TEXTO COMPLEMENTAR

0 salario médio dos professores de Matematica

Capitulo 7

FPergunta-se:

a) Quantos candidatos tiveram nota 37

b) E possivel afirmar que a nota média, nessa questao, foi
= 27 Justifigue sua resposta.

Neste texto complementar, utilizaremos os conceitos apresentados no capitulo por meio de um exemplo.
Considere os salérios de 10 professores calculados na unidade de salérios minimos.

A={1;2;2;3;3; 3;4;7; 15e 25}.

_ 142424+343+3+4+7+15+25 65

A média aritmética é dada por X =

10

'1[:'&"5

Esse valor expressa um centro de gravidade da sequéncia, mas certamente nos informa muito pouco sobre como a sequéncia é forma-
da, pois percebemos que 7 dos 10 professores ganham bem menos que a média de 6,5 salérios minimos.

- 3+3

Poderiomos calcular a mediana des valores que é

pois 60% dos professores ganham 3 saldrios minimos ou menos.

= 3 saldrios minimos, resultade mais condizente com a realidade dos fatos,

Vamos obter agora o desvio padréo, que é um nimero que tenta expressar a disperséo dos valores em torno da média. Assim:

s = desvio padrdo = \)

6,5-11 +2]6,5-2[" +3.16,5-3 +|6,5-4|" +]6,5-7 " +]6,5-15" +|6,5-25|" _,

10 3

Considere que, no intervalo (X —s; X+5)=(6,5-7,3; 6,5+7,3)=(-0,8; 13,8), temos por volta de 80% dos professores.
Nointervalo (X —2s; X+ 2s)=(6,5-14,6; 6,5+14,3)=(-8,1; 20, 8), temos por volta de 90% dos professores.

No intervalo (X —3s; X+ 3s)=(6,5-21,9; 6,5+21,9)=(-15,4; 28,4), temos 100% dos professores.

Como foi apresentado na feoria, os valores para uma populacéo mais representativa e moderadamente desviada seriam:

3

&
5]
a2

X q----=-- =T - -

X+2s

Hrente 2




O desvio padréo indica a concentraciio dos dodos em torno da média. Quando os jornais afirmam que a distribuicéo de renda dos
trabalhadores brasileiros & injusta, no fundo, afirmam que o desvio padréio é grande.

RESUMINDO

A estatistica descritiva resume ou descreve as caracteristicas importantes de um subconjunto de uma populagéo.
A inferéncia estatistica generaliza as caracteristicas de uma populagéo a partir da utilizagéo de dados amostrais.
Para entendermos melhor as caracteristicas de um conjunto, podemos analisar:

a) Volores representativos do conjunto: média, mediana e moda.

b) Uma medida de disperséo: desvio padréo.

¢) Anatureza ou a forma da distribuigéo dos dados: distribuigdo em torma de sino.

B QUER SABER MAIS?
ﬁ SITE

® Andlise de variéncia - Anova
<www.est ufpr br/ce003/material/cap?. pdf=>.
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Exercicios complementares

Capitulo 7

Problemas gerais

“ Fuvest A distribuicio dos saldrios de uma empresa é dada
na tabela a seguir.

Salario (em RS) N° de funcionarios

500.000,00 10
1.000.000,00 5
1.500.000,00
2000.000,00 10
5.000.000,00 4

10.500.000,00
Total 31

a) Qual ¢ a média e qual ¢ a mediana dos salarios dessa em-
presa?

b) Suponha que sejam contratados dois novos funcionarios
com salanos de R$ 2.000.000,00 cada. Avaridncia danova
distribuigio de salarios ficara menor, igual ou maior que a

anterior?
n Unicamp Para um conjunto X = 1Xps X5, X5, X, ), @ média

}{I-l"}{z +}{3+14
4

aritmética de X ¢ definida por: X =

e a variancia de X ¢ definida por:

v= %[(x, —X)" +.. +(x,— X))

Dado o conjunto X = {2,5,8,9}:

a) calcular a média aritmética de X.

b) calcular a variancia de X.

c) quais elementos de X pertencem ao intervalo [(média arit-

mética de x) — (+/V); (média aritmética de x) + (\v/V)]?

“ FGV Em um conjunto de 100 observagdes numéricas,
podemos afirmar que:

a média aritmética ¢ maior que a mediana.

a mediana ¢ maior que a moda.

50% dos valores estdo acima da média aritmética.

50% dos valores estdo abaixo da mediana.

25% dos valores estio entre a moda e a mediana.

n UnB A tabela a seguir apresenta o levantamento das
quantidades de pecas defeituosas para cada lote de 100 unida-
des fabricadas em uma linha de producio de autopecas, durante
um periodo de 30 dias uteis.

Dia  goreitiosas  D® ceteituosas D defeituoeas
1 6 11 1 21 2
2 4 12 5 22 6
3 3 13 4 23 3
4 4 14 1 24 5
5 2 15 3 25 2
6 4 16 7 26 1
7 3 17 5 27 3
8 5 18 6 28 2
9 1 19 4 29 5
10 2 20 3 30 7

Considerando S a série numeérica de distribuigio de frequéncias de
pecas defeituosas por lote de 100 unidades, julgue os itens abaixo.

A moda da série S ¢ 5.

Durante o periodo de levantamento desses dados, o
percentual de pecas defeituosas ficou, em meédia, abaixo
de 3,7%.

Os dados obtidos nos 10 primeiros dias do levanta-
mento geram uma séric numérica de distribuigdo de

frequéncias com a mesma mediana da série S.

B Unirio Um dado foi langado 50 vezes. A tabela a seguir

mostra os seis resultados possiveis e as suas respectivas frequén-
cias de ocorréncias.

Resultado 1 2 3 4 5 5]
Frequéncia 7 9 8 7 9 10

Afrequéncia de aparecimento de um resultado impar foi de:

2 12 13
5 25 25
11 1
25 2

4 4 4
n Dados: in = T,Zyi =-3 e inyi =35, determinar:
4

i=1 i=1 i=l
a) 2[311 +35Y;)
i=1

4

B Y (x-3)(2y, +1)

=1

Trabalho: Lancar 4 moedas cinquenta vezes e registrar o
mimero de caras em cada lance. Construir uma distribuigdo de
frequéncia que mostre o numero de lances em que aparecem 0,
1,2, 3 e 4 caras. Construir uma distribuigdo percentual e com-
parar com os resultados previstos pelas leis da probabilidade

6,25%: 25%: 37,5%: 25% ¢ 6,25%.
Frente 2 ﬁ




n Os salarios-hora de 5 consultores sdo: R$ 126,00,
RS 195,00, RS 164,00, RS 460,00 ¢ RS 188,00. Determinar a
mediana ¢ a média aritmética dos valores.

BB Enem 2005 A escolaridade dos jogadores de futebol nos
grandes centros ¢ maior do que se imagina, como mostra a pes-
quisa abaixo, realizada com os jogadores profissionais dos qua-

tro principais clubes de futebol do Rio de Janeiro.
Total: 112 jogadores

24

14 16 14 14

o B & 8

Fundamantal Fundameantal Madio Méadio Supariar
ncomplata incomplato incamplata

O Globeo, 24 jul. 2005.

De acordo com esses dados, o percentual dos jogadores dos quatro
clubes que concluiram o Ensino Médio ¢ de aproximadamente:
a0 14% o) 54% o 68%

b 48% ) 60%

m Em uma pesquisa realizada com 300 familias, levanta-
ram-se as seguintes informacgdes.

Numero
de filhos

Proporgao
de familias

17% | 20% | 24% | 15% | 10% | 10% | 4%

Determine, com base nessas afirmacdes, a média e a mediana
do nimero de filhos.

IR Fuvest Sabe-se que a média aritmética de S nimeros in-
teiros distintos, estritamente positivos, ¢ 16. O maior valor que
um desses inteiros pode assumir é:

16 o) 50 (o) 100

by 20 )y 70

m Em uma classe com vinte alunos, as notas do exame

final podiam variar de 0 a 100 e a nota minima para aprovagio

era 70. Realizado o exame, verificou-se que oito alunos foram

reprovados. A média aritmetica das notas desses oito alunos foi

65, enquanto a média dos aprovados foi 77,

Apos a divulgagio dos resultados, o professor verificou que

uma questio havia sido malformulada e decidiu atribuir 5 pon-

tos a mais para todos os alunos. Com essa decisdo, a média dos

aprovados passou a ser 80 ¢ a dos reprovados 68.8.

a) Calcule a média aritmética das notas da classe toda antes
da atribuicdo dos cinco pontos extras.

b) Com a atribui¢iio dos cinco pontos extras, quantos alunos,
inicialmente reprovados, atingiram a nota para a aprovacio

BED Enem 2007 As figuras apresentam dados referentes aos
consumos de energia elétrica e de agua relativos a cinco ma-
quinas industriais de lavar roupa comercializadas no Brasil.
A maquina ideal, quanto a rendimento econdomico e ambiental,
¢ aquela que gasta, simultancamente, menos energia e agua.

Figura |

mnsumo de energia (em kWh)

183
153
124
I 0,94 0,94
[l I I\ W

Figura |1
consumo de agua (em L)
25,80
215 80
89 35 108,31
N I I
I I I I W

Associocdo Brasileira de Defesa do Consumidor (Adapt.).

Com base nessas informacdes, conclui-se que, no conjunto pes-

quisado:

(1) quanto mais uma maquina de lavar roupa economiza agua,
mais e¢la consome energia elétrica.

') aquantidade de energia elétrica consumida por uma ma-
quina de lavar roupa ¢ inversamente proporcional a quanti-
dade de agua consumida por ela.

) amaquina | é ideal, de acordo com a definicdo apresentada.

/) amaquina que menos consome energia elétrica ndo € a que

CONSOME MEnos agua.
©) amaguina que mais consome energia elétrica nio ¢ a que
CONSOmME mais agua.

B8 Enem 2008 No grifico a seguir, estio especificados a
produgdo brasileira de café, em toneladas; a area plantada, em
hectares (ha); e o rendimento médio do plantio, em kg/ha, no
periodo de 2001 a 2008,

Cafeé (em grao) — Brasil

200.000

% 3.000.000

4 2.500.000 @

4 =

o 2000.000 =
=

g 1.500.000 8
3

[1n]

2 1.000.000 g

g

={T]

0

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 208
[0 producdo (toneladas) = drea plantada (ha) egferend. médio (kgha)
Fonte: IBGE.

Se a tendéncia de rendimento observada no grafico, no
periodo de 2001 a 2008, for mantida nos proximos anos,
entdo o rendimento médio do plantio do café, em 2012, sera
aproximadamente de:
o) 500 kg/ha.
01 750 kg/ha.

) 850 kg/ha.
1) 950 kg/ha.

1.250 kg/ha.
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Sirius
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Conceito de sequéncia

Na teoria dos conjuntos, a representagiio dos elementos de
um conjunto, como A = {2, 3, 5 7, 11}, ndo se importa com a
“ordem” em que eles estariam: {2, 3,5,7, 11} = {7, 11, 2, 5, 3}.

Ja no conceito de par ordenado, deve ser respeitada uma
ordem, ou seja, (2; 3) #(3: 2).

Neste capitulo, vamos estudar conjuntos (sequéncias) nos
quais em cada posig¢do existe um unico elemento.

Com essa lei, podemos definir que sequéncia ¢ uma fungio
f: N* — R que relaciona cada numero natural com um unico
real, por meio de uma lei ou aleatoriamente.

fr W* ey [R
"';"'x:_ —~ va,
2 — T a,
_—r—-———_—“
3] 2,
P A 4

fin) =a,

Fig. 1 Conceito de sequéncia.

Na figura 1, temos a representagio de uma sequéncia
gencrica f, que também pode ser representada por pares
ordenados: f = {(1: ap), (2: a,), (3: ay) ..., (n, a) ...} ou

simplesmente pelas suas imagens: f= [al; a;ag .., a; ..

Exemplo 1
A=(2:3;1 I;«JE) é uma sequéncia finita em que a, = 2;
a,=3;a;=11 E’ﬂ4=ﬂ}'r§.

Representacoes de uma sequéncia

Podemos dizer que existem pelo menos cinco maneiras de
representar uma sequéncia ¢ para cada x € A existe um unico
y € B. Temos, entdo, f: A — B.

Método da listagem

Método que consiste em enumerar os clementos da sequén-
cia, geralmente por eles serem de natureza aleatoria.

Imagine um guarda de transito contando o nimero de auto-
MOVELS que passam por um cruzamento a cada minuto.

O resultado da contagem nos cinco primeiros minutos po-
deria ser:

Niamero de automoveis = (12; 18; 4; 31; 43)

Fizemos a listagem dos resultados da sequéncia que apa-
rentemente ndo possuem relagdes entre eles.

Método do termo geral

Os elementos da sequéncia podem ser apresentados por
uma lei, por exemplo, a =3n+ I;n € N*. Assim:

a,=3.1+41=4
a,=3.2+1=7
a,=3.3+1=10

ap, =3(P+1)+1=3P+4

Método da Lei de Recorréncia

Uma sequéncia ¢ apresentada na forma da Lei de Recorréncia
setivermos o 1°termo (a,) ¢ uma lei que, para calcular um termo,
temos de “recorrer” a outro.

Exemplo 2

a; =
a=2a;, +1=3

a;=2a,+1=2.5+1=11
ag=2az+1=2.11+1=23

n Fibonacci, um grande matematico italiano do século
X1, propos o calculo do numero de coelhos que descenderio
(durante um ano) de um par de coelhos adultos.

No problema, admite-se que cada par de coelhos adultos gera
um par de coelhos por més e que um coelho atinge a maturida-
de (para se reproduzir) apos um meés.

Resolugdo:
Podemos escrever o nimero de pares de coelhos assim:
a;=1 Lei da recorréncia
d,=1
dy=2
E'd. =3 al_ =1
a.=8 )
a,=13 a=a_ +a ,.nz3
Numeros de Fibonacci

Comecamos com 1 par de coelhos adulios. No final do 17 més,
eles geraram um par de coelhos, ndo maduros, por isso a, = 1.
Somente no final do 2° més (ou inicio do 3°) € gue esse par de
coelhos vai gerar outro par de coelhos, por isso a, = 2.

No gquadro anterior, temos os resultados do problema de
Fibonacci: uma sequéncia numérica determinada pela Lei de
Recorréncia.




Capitulo 8
Método do somatorio

E uma maneira mais sofisticada de representar os nimeros
de uma sequéncia.

Vamos representar a “soma dos n primeiros termos da se-
quéncia”. Observe, a seguir, a ideia aplicada.

SI = HI

S, =a +a,

S, =a +a, +a,

S,=a +a,+a,+a,
S =a+a,+a,+..+a,

Exemplo 3

Seja uma sequéncia definida pelo somatdrio Sn = n"+1; n = 1.

S=(l1y+1=2=a,

S,=(2f+l=5=a,+a,=a,=3
S,=(3)+I=10=a,+a,+a,=a,=3
S,=(4)y+il=17=a,+a,+a,+a,=a,=7

Formamos, assim, o inicio da listagem dessa sequéncia:

(2;3:5;7..)

Nesse mesmo exemplo, gueremos o termo a mr;l-';
Seria impraticavel fazer o cdalculo até n = 100. Existe,

entretanto, uma maneira inferessante. Observe:

800 =dptay .. tagy tay,

Sog
=> 8100 = Sgg + gy
g0 = Sign — Sgg =~ 199 =(100)° +1-(99)" — 1

“oay, =199

Exercicios resolvidos

| Sejauma sequéncia definida pelo somatorio S =n"+nmn=l.
Obtenha o termo geral dessa sequéncia.

Resolugdo:
Famos wtilizar a ideia do exercicio resolvido 1, observe:

S =a+a, +a,+...+a_ +a,

Sp=1

=S5 =5_,+a,

Soa =585 -8,
=a ={ﬂ"+ﬂ)—[{ﬂ—fﬁ+{ﬂ—f}]

a,=n+n—(n =2n+l+n—-1)=2n
a =2n

n Considere a sequéncia definida pelo termo geral

1

2
n +n

Sm-u =a, +a, +a;+...+85 +8,09-

. Calcule o valor da soma

ﬂn=

Resolugdo:
Esse problema é muito tradicional nos vestibulares e deve ser
hem analisado e mentalizada a ideia.

Observe gue a, = :,I =£— !

n4+n N n+ i
no ealewlo da soma dos termos.

. Esse fato nos ajuda muito

Assim:

! I 1 I 1 1
Sipp=l1-—=|+| ==+ ="+ | —"=—|+
(=3 (55 (5-3) 5 39)

+; i . 1 _, I 1011 100
99 100 w0 1i1) T 101 100 101

Método do produtorio

Esse método de representagio ¢ semelhante ao somatorio.

Vamos representar o “produto dos n primeiros termos da
scquéncia’.

Observe a seguir a ideia aplicada:

B =aq

P£'= I'H.E
P=a.a,. a,

P =a,.a, a,.a,
P=a . a, a . a,. a4

Exercicio resolvido

“ Dada a sequéncia definida pelo produtorio:
P = n'; n = 1, faga a listagem dos termos iniciais, calcule o
termo da posigdo 1.000 e depois o termo geral.

Resolugdo:
P=(1)=a =a =I
P,=(2f=8=a,,a,=a,=8§

27

64
P=(4)=64=a,.a,.0,.a,= a, =

27
Assim: (;..gi-ﬁ;ﬁ,,}
& 27

FPara calcular a femos:

1000
Plopp=a;-ay. a3 ... dggg- @y gon =

(1.000 F _(E.ﬂﬂﬂT

= P = P . a = = — | ——
1.000 299 L0000 1000 {9’9’9’)3 999

Para obtermos o termo geral, observe:

P n 3
P =P ,a =a =—"a, = .
n—1

i)




Progressédo aritmética (PA)

Vamos agora estudar uma sequéncia numeérica, ou sgja,
aquela fungdo f: N* — R, na qual existe uma lei de formacio
entre seus termos.

Uma sequéncia ¢ definida como progressio aritmética (PA)
quando cada termo, a partir do segundo, ¢ a soma do anterior mais
uma constante que denominamos de r (razio da PA). Assim:

a, =a; +r
N a,=a
a, =a, +r
e a,=a,  +r:n=2
a, =a; +r

a,=d,_;+r Lei de Recorréncia

Observe que para obtermos a razio de uma PA, basta sub-
trairmos termos consecutivos da recorréncia;

az _ﬂl =ﬂj _ﬂz =ﬂ4_ﬂj . HII _EIII—] - ]

Cassificacao de uma PA
Quanto ao nimero de termos, as PAs podem ser:

=2

' . r =
Limitadas : (1: 3; 5; 7: 9; 1 ”{n —6

llimitadas: (-3; 0; 3; 6; g;m){l:.fi

(Quanto ao crescimento dos seus termos, as PAs podem ser:
Estacionarias: r=10

Crescentes: r = 0

Decrescentes: r< ()

Termo geral da PA
Observe as (n— 1) equagdes que vamos escrever conforme
a definigio da PA:

ﬂz =ﬂ|+r
ﬂj=ﬂz+r
A, =a.4+T
4 3 Somando todas
ﬂS=ﬂ4+r

as equacgoes e
cancelando os
termos

a, =a,+r

a, =a, +r+r+...+r

(n=1) termos

Assim, chegamos a formula do termo geral da PA:
a =a;+(n—-ljrnzl

Exercicios resolvidos

“ Dada uma PAem que a;= 5 er=2, determine o termo da
307 posigdo.

Resolugdo:

lamos inicialmente obter a formula do termo geral:
a, =3+(n=1).2 :.a =5+2n-2

Soa, =2n+3, assimay, =2(30)+3=063

“ Obter a razdo da PA, em que o 1° termo ¢ — 8 ¢ 0 vigésimo
¢ 30.

Resolucdo:
Pelo termo geral, temos:
g =a,+(20-1)r

30=-8+19 .38=19 . .r=2

n Qual ¢ a PAemque o 6"termo ¢ 7e o 10 termo € 157

Resolugdo:

Pela formula do termo geral

a =a,+ (n=1)r temos:

a; +ir=7
a, +9r=15
= U —Sr=15-7 . 4r=8r=2
a;+5.2=7.a,=-3

a,=a;+{n—1J)r, temos:

ag =a;+3r ¢ am=a‘,+§’r=‘w§

a,+ir=7
a; +9r=15
= 9 —Sr=15-7 . dr=48.r=2
a;+5.2=7..a,=-3

Logo: PA(=3; =1:1:3:5..)

dy =a;+5r e am=a;+§‘r:r{

n Determine quantos multiplos de 6 existem entre 10 ¢ 1.000,

Resolugdo:

Existem muitos exercicios baseados nessa ideia. Os naturais
multiplos de 6 sdo termos da PA em que a, = (e r = 6, observe:
(0; 6; 12; 18; 24 ...).

Para calcular o numero de mitltiplos de 6 do intervalo dado,
precisamos obter a posi¢cdo do ultimo multiplo de 6 menor do
gue 1.000. Entdo:

1000 |

6
— 1.000 = 4+6(166)
4 166

Essa expressdo indica que 1000 ¢ um nuiltiplo de 6 mais 4.
Logo, (1.000 = 4) = 996 ¢ o ultimo muiltiplo de 6, e 12 € o pri-
meiro multiplo.

r=6 O valor de n indicara o
a=12 numero de multiplos de 6
a, = 996 1O e ITHpIos ¢e 6.

o6 = [2 + (n = 1)6 . 996 = [2 + 6n - 6
on =990 :.n=163
Ha 165 multiplos de 6.

“ Determinar x de modo que (x; 3x + 1; 4x + 5) seja uma PA.

Resolugdo:

femos PA fa @5 @), entdo devemos ter
a,—a,=a;—a,=razdo (3x + 1) —(x)=(dx +35)-(3x + 1)
Llx+l=x+4

x = 3. Substituindo na expressdo para confirmarmos, temos:
(3, 10:17)...r=7

W WViatematica



Capitulo 8

Interpolac¢ao aritmética

Interpolar, inserir ou intercalar n meios aritméticos entre
dois numeros ot e [3 ¢ obter uma PA finita em que et é o 1" termo
¢ o termo de ordem n + 2. Observe o esquema a seguir.

n+ 2 termos

Y

=

Al

a, B

w

n termos
Aplicando o termo geral, temos:
a,,,=a,+[(n+2)-1]r
B—o

n+l

=pPB=c+n+r=r=

ATENCAQ!

A razdo da PA formada pela interpolacdo de n meios entre
B—o
n+1

m Inserir 6 meios aritméticos entre 2 ¢ 23,

aefér=

f termos

Resolvgdo:

O termo 23 ocupa a 8° posigdo, assim 23 =2 + (8 = 1) r
2= r=3

A sequéncia é: (2; 5; 8, 11, 14; 17; 20, 23).

m (Quantos meios aritméticos devem ser interpolados entre

12 e 34 para que a razdo da interpolacio seja %‘?

Resolugdo:
12 34

i, A
R

k meios aritmeéticos

i 1
34=12+[(k+2)=1]7 . 22=(k+1)3
44=k+1.=43

Propriedade da média aritmética
(a; b; ¢) sdo termos consecutivos de uma PA se, e somente

a+c
s¢, b= ——.
2
Demonstragio:

Se PA (a:b:c) = b =27

Pela definicdo de PA,b—a=c-b=r, entio:

2h=a+cnh=a;c
5eh=ﬂ;“=¢PA{mhm}
b=2%C . 2b=a+c . b+tb=a+c

2
b—a=c - b =constante, logo, formam uma PA.

m Sabendo-se que a sequéncia
(1 =3x;x—=2:;2x+ 1) ¢éuma PA, determine o valor de x.

Resolugdo:
Liilizando a propriedade, temos:
(1-3x)+{2x+1)

2
S2x—4d=2—x - 3x=6.x=2

(x—-2)=

Notacoes especiais
Algumas notagdes podem facilitar a resolugio de proble-
mas. Observe a tabela a seguir.

N° de termos Representacéo dos termos

3 K—T XX +T

4 ¥x=3a,x—a;x+a x+3ar=~2a

5 K—PrX—rxXXx+rni+2r

6 ¥x—-hax-3ax—a;x+a;x+3a;x+5a
7 K—3NX—=2rx—rnix+nix+2rnx+ar

Tab. 1 Representacdo dos termos de uma PA.

(Quando n ¢ impar, fixamos o termo central e, de maneira
simétrica, vamos acrescentando e depois diminuindo r.

(Quando n ¢ par, ndo existe termo central, utilizamos o ar-
tificio r = 2a.

m A soma de quatro termos consecutivos de uma PA ¢ -6, 0
produto do primeiro deles pelo quarto ¢ —54. Determinar esses
fermos.

Resolugdo:
Liilizando as notagdes especiais, temos:
yx=3a;x=—a;x+ax+3a=r=2a

Assim:
(x=3a) +{x—a)+{x+a)+{x+3a)=-6
g =— .. x=—£

2

(x—3a).(x+3a)=—54. . x" —9a” =54

X +54=9q" :.E+54= 9’ .*.£+ﬁ=a2
4 4

a = E = a = i£

4 2

Obtemos assim: (=9 =4 1:6) ou (6 1;—4;=9).

Propriedade dos termos equidistantes dos
extremos
Considere a sequéncia finita:

(aj:a,5...8,0...0800..08,38,)




Os termos a ea sdo ditos equidistantes dos extremos se
a quantidade de termos que anteceder a, for igual a quantidade
de termos que sucede a.

Assim, se a, ¢ a, sio equidistantes, p - 1 =n - q =
ptgq=n+1.

Vamos comparar a,ca;

a,=a,+(p-1)r

a,=a;+(q-1)r

a,+a, =2a;+(p+q-2)r

P
Mas:

ptq=n+1 =:-ap+aq=2::1|+[n-l)
rp+q=n+l =:~ap+aq=}.‘al+[n-l)r

a,+a, =ﬂ|+ﬂ|+[“_”":"'ﬂp+ﬂq=ﬂ|+ﬂn

"

apy

ATENCAO!

A soma de dois termos equidistantes de uma PA & constante,
e a soma dos indices dos termos én + 1.

Exemplo 4

Para fixar melhor o conceito, observe a seguinte PA.

31 a‘.'._’ 33 ad- 35 EE a’i" EE 39 aiﬂ

-2 |1 4 7 10 |13 |16 |19 |22 |25

a;+a;y=—2+25=23
a,ta,=1+22=23
ay+ag=4+19=23
ag+a,=7+16=23
as+a, =10+13=23

Observe gue a soma desses termos é constante e vale 23, e a
soma de seus indicesen+ 1 =10+ 1= 11

Exemplo 5

A propriedade dos indices mostra-se mais wil guando a PA
possui muitos termos, observe:

- T JE— @ ............. Ay
t |

lermos equidistantes

Seja g o indice do termo equidistante de a

n=350=>42+q=350+1.q=2309

4

Portanto, a,, e a

42 € Ugpg
Qg Tlgpe=a, T dys,

sdo equidisiantes e

ne

Soma dos n primeiros fermos de uma PA
Vamos nos basear na propriedade:

ap+a,+a;+...... +a, ,+a,+a, =5,
a, +a,_;+a,_,+...... +a;+a, +a, =8,
(a, +a,)+(a,+a,)+...... +(a,y+a,)+(a, +a,)=25,

Como nos invertemos os termos da PA, colocamos termos
equidistantes juntos, formando n pares todos iguais a (a, +a_ ).

Assim:

. (a; +a, )n
n(a, +a, )=28 ..5, ='T

m Calcule a soma de todos os nimeros naturais de 1 a 100,
sem a aplicacio direta da formula, como fez o pequeno Gauss
aos 9 anos.

Resolugdo:

Sigo =1+2+3 4.+ 98+ 99+ 100
Sipp =1004+99 498+ . 4+3+24+1]
28,00 =101 )+ i H(101)

fan J'-;rm i

28,00 =(100)(101) = S,y = 5.050

m Calcule a soma dos 30 termos iniciais da PA(1; 7; 13...).
Resolucdo:

Pela formula, temos:

Sz =(a;+ay, )?

a,=a;+(n=»1)rra,=1+(n-1)6
Assim:
=1+ (30=-1)6=175e8,,=(1+173) - (15) = 2.640

m (Qual ¢ a soma dos 120 primeiros nimeros pares positivos?

Resolugdo:

A PAéE (2, 4; 6 ..), precisamos encontrar o termo da posicdo
120, a,,,= 2+ (120-1)

2=24) 120

Assim: §,, = {.2+3c1!’})7= 14.520

m Qual ¢ a soma dos multiplos de 11 compreendidos entre
100 e 10.000?

Resolugdo:
APAé (110 121; 132....), precisamos encontrar o wltimo mul-
tiplo menor do gue 10.000.

10.000 |11
= 10.000=11{909 )+
100 909

!

e I_ S I. —
Vil L2l Tl llCel



Capitulo 8

Assim 10.000 = I = 9.999 ¢ o ultimo nuiltiplo.
Mas qual a sua posigdo?

Q999 =10+ (n—=1)11 ».n =900
(110+9.999 )¢ 900 )

3 o8 = 45409050

Assim: § =

Progressdo geomeétrica (PG)
Uma sequéncia ¢ definida como progressio geométrica
(P() quando cada termo, a partir do segundo, ¢ igual ao produ-

to do termo anterior por uma constante que denominamos de g
(razdo da PQG).

Assim;
d; =a;-49
a,=a
= 1
a;=4a,.q {an=an| gn=2
4, =4,5.9
a,=4a,.1-9 Lei de Recorréncia

Observe que para obtermos a razdo de uma PG, basta divi-
dirmos termos consecutivos da sequéncia:

4, a8 a4 _
al —az _33 = L. _;_1“_| =q
C(assificacao da PG

Quanto ao nimero de termos, as progressoes geomeétricas

podem ser:

2, =2

Limitadas: (2; 4; 8; 16; 32)sq =2
n=>5

a, =1

I 11 1

llimitadas: (I; —; —; —:...)yg=—
( 2 4 & Nd 2

In= oo

(Quanto a convergéncia:

11 1 1
Convergentes: (l; — e — .}q = — ou também

379727 3
1 1 1
-2: -1 ——:—— ... |g=—, quando os termos tendem a zero.
2 4 2

Divergentes: (2; 6; 18; 54; ...) g= 3 ou também
(—2;: —4:=8; - 16) g= 2, quando os termos tendem a + oo
ol — oo,

Quanto ao crescimento de seus termos, as PGs podem ser;

»  (Crescentes:

a,=0eq=>1
=:'ﬂn+l}ﬂn
a,<lelb=<g<xl

» (Constantes ou estacionarias:
q=1
ou =>a,,=a4a
ﬂl - ﬂ

i

»  Decrescentes:

a,>0el<g<«<l
=:'ﬂn+lﬂ:ﬂn
a,<leqg=1

«  Altemantes:
a, #0eq<l0=a, ,>a, <0

« Singulares:
a, #l0legq=0=a, =0;Yn=>1

Formula do termo geral da PG

Observe as (n— 1) equagdes que vamos escrever conforme
a definigio da PG:

a4, =4;.q

a; =4a,.q

ay=4a;.q Multiplicando todas

s =4a4.q *  as equacdes ¢ cancelando
............ 05 termos

dp =ay-9

a, =a;.(q.q.. q)
e ——

fi—1 terimos

Assim, chegamos a formula do termo geral da PG:

. . fn—1,
a, =a;,.q .nzl

" 1] Obtenhao10°¢ 0 16° termo da PG (1; 2; 4; 8...).

Resolugdo:
Percebemos que a, = 1 e ¢ = 2, assim:

ap=da;.q =2"=512
a;;=1.(2)° =32.768

m Emuma PG de razéo positiva, temos a, = 10 ¢ a, = 16.
Calcule o 6" termo dessa PG.

Resolugdo:

ds = I!’JP=J:;|-;.-:;-":ir
;= dividindo as equagdes
a-=16=a,.q

6 ¢ 8

_——*—=1[ilI = == = T

10 45 155G s

Queremos ag =d;.q = Iﬂ{g] =410

m Calcule o valor de x, tal que (x=3;x + 1; 2x + 3) formam
uma PG.

Resolugdo: a0 a
. . L B I .
lemos PG (a, a, ay)entdo: — =—=g, assim.

) Z

x+1 3-‘:+3:.{_1:+H3=!'3-":+3)'“:_”

x—3 B x+1
A 2x+1=2x" —6x+3x-9

_5+4J65

Xt =5x—10=0..x=
2

Hrente 2 ﬁ




m Sdo dados trés numeros em PA crescente cuja soma € 18,
Se multiplicarmos o 1%por2 e 0 2% por 3 e 0 3° por 6, os produ-
tos formardo uma PG. Determinar esses numeros:

Resolvgdo:
Blix=mxx+r,masix-r) +x+@x+r)=18 . x=6
P4 (6 — r; 6; 6 + r), que se transformarda em uma PG
(12=2r; 18 36 + 6r).
. I& _ I0+6r Y _ O+ r 27 36—

12-2r 1& 6—r 3
=9 r=%3 Como a PAé crescente (r = ), assim os nii-
meros sdo (37 6 9).

Interpolacao geomeétrica

Interpolar, inserir ou intercalar n meios geométricos entre
dois numeros o ¢ [ é obter uma PG finita em que oé o 1°termo
¢ fotermo de ordemn + 2.

Observe o esquema a seguir:
n+ 2 termos

A
i Ll

o, B

N

n termos

Aplicando o termo geral, temos:

_ (n+2j=1 , — i1+1
a,,2 =4,.q S P=o.q
—

re(E)ose{]
ATENCAO!

A razéo da PG formada pela interpolag@o de n meios entre

ueﬂézq=n+l1fi %J

Exercicios resolvidos

Interpolar entre os nimeros 1 ¢ 10 nove meios geométricos.
Calcule a razdo da PG.

Resolugao:

A

w
9 termos

Otermo 10 ocupa a 11° posicdo, assim:
10=(1).¢"" s 10=¢"" ~.q="Y10

Interpole trés meios geométricos entre 4 ¢ 324,

Resolvgdo:

3 termos

324=4¢g" " 81=q¢" r.qg=%3
g=3 (4:;12:36;108;324)
qg=—3(4;-12;36,-108;324)

Propriedade da média geométrica
(a; b; c) sdo termos consecutivos de uma progressio geo-
métrica se, e somente se, b> = ac.

Demonstracdo:

Se PG (a; b;c) = b’ =ac.

Pela definicio de PG, b =
a

b

a

C
o= q, entdo: b* = ac.

C
Se b = ac = bb=ac . — = — = constante, logo, formam

uma PG.

Exercicios resolvidos

m (Que numero devemos subtrair de 3, 5 ¢ 11 para que os
resultados fiquem em PG?

Resolugio:
PG(3-x:5—-x:11-x)=(5-x)"=(3-x).(11-x)

25— M0x+x"=33-3x—1x+x ~d4x=8. .x=2
Assim: (1;3;9) =g = 3.

m Considere a figura a seguir.
Demonstre que os raios dos circulos estio em PG.

Resolugdo:
Vamaos unir os ceniros e marcar os pontos de tangéncia:

o

r

Tracando retas paralelas a r pelos centros dos circulos, obte-
mos dois tridngulos retdangulos semelhantes:

(a+b)
@-b)|

(b +c)

{b-ﬂJTl

a—h_ a+b
h—¢ a h+c
ab+ac—b" —bec=ab—ac+b” —be 2 2ac = 2b°

b = ac = (c;b;a)formam uma PG.

sAa=b)b+c)=fa+b)ib-c)

W WViatematica
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Notacoes especiais
Para reduzir os calculos em alguns problemas, podemos
utilizar as seguintes notacoes da tabela 2.

N° de termos Representagao dos termos

3 Z:x:xq
q! ]

X X e o

—i—xaixa® g =a
4 5 q
5 5= XXX

X X X e &
E —;—,—,IE;IE '

a®’'a’’a @
7 22 xc;xqz'xqa

q3 :qg :lq: ) s

Tab 2 Representacgao dos termos de uma PG.

Quando n ¢ impar, fixamos o termo central e, de maneira
simétrica, vamos multiplicando e dividindo os termos por q.

Quando n ¢ par, ndo existe termo central, utilizamos o
artificio q = a”.

Exercicios resolvidos

m Obter a PG de 4 elementos em que a soma dos dois pri-
meiros ¢ 12 e a soma dos dois ultimos ¢ 300.

Resolugdo:
Vale salientar que as notacdes especiais sdo interessanies para
Jacilitar o problema quando temos o produto dos termos, pois:

X 3
—. X.Xg=Xx
q
X X
—3- - Xda. Iﬂ3 = _‘-l:‘f
&1 ol

Observe gue ficamos com uma unica incognita!
No exemplo dado ndo temos o produto dos termos. Entdo
vamos utilizar uma notagdo simples:

PG (x; xq; xq°; xq°)

{ x+xg=12
2 3_
xg© +xg” =300
+
_x;"} 9 _ 12 }2= P
xg’(1+q) 300 ¢* 23
Vamos considerar ¢ = 3, (g = — 3) vai inverter a ordem dos
termos.
x(l+3)=12 r.x=2
Assim: (2 10; 50; 250).

dividindo as egquacdes, temos:

m Determinar cinco niumeros racionais em PG sabendo que

sua soma & %c seu produto 243,

Resolugdo:
Como foi explicado no exercicio anterior, vamos agora wtilizar
a notagdo especial:

XXl
PG [_.:: E,x,xq,xq }

'—z.i_‘-u:._tq.xqz=243.‘._1:5=.243.*._1:=3
g 9q
Assim: (i; 3.3 3q: 3.:;3} éa PG

g 4
é+é+3+3q+3qz=£.ﬁ.(qz%}(wi]:ﬁ
g9 4q 3 q q) 9

Vamos utilizar um novo artificio para facilitar o problema:

1 I 1 1
Jazendo g+ —= o= g° +2g. —+—S=o0= [q2+—2J= o’ -2
g qg q q

Aeguacdo ¢ redutivel ao 2° grau!

ftmz—2)+m=£ m2+m—(2+£J=f}
9 9
m2+m—%= 0. 90" + 90— 130=10
.10 -39
rmizes:— ¢ —
9
loliando para a variavel original:
q+i=ﬂf. 3g° —10g+3 =0 raizes 3 e 1
g 3 3
1 39 ] - ,
g +—=—— — raizes ndo convem!
q
x=3(1 ¥=4 i
Assim — 13927 | e se 1279 3: 1, —
g = 3\3 q= E 3

m Determine trés numeros em PG, sabendo que o produto
vale 27 e a soma 2!

2
Resolugao:
- . X
Notagdo especial = (—;x;xq]
o

i.x xg =27 .. =27 x=3
q
E+3+3.|:g=—j '.£+3q=£
] i
1 5
—tg== 3g2—5g+.¢?=ﬂ
o

raizes: 2e —=g=2 ou q:E

se g=2.... (%, 3; ﬁ]

1 3
se g = E ...... (ﬁ; 3; EJ

No exercicio 27, resolvemos uma equacdo chamada reciprocal Se achou complicado, va para o exercicio resolvido 28, porgue a ideia € a mesmal

Frente ¢ ﬁ




Propriedade dos termos equidistantes dos

exiremos
Como foi visto na PA, os termos a,_ ¢ a, séo equidistantes
dos extremos, se a quantidade de termos que antecede a, ¢ igual

a quantidade de termos que sucedem a,. Assim:
(Ay...... T - a

k-l=n-¢. . k+f=n+l
Vamos comparar a,

k=1
d =4p.4

F=
a,=a,.q X

a .a, =ap.q e o
k+£)=2 +1=2
a .a,=a,;.a.q""* =a.a,.q"

-1
Sag.ap=ap.a.q  =ag.a, =a.a,

c El.l.'

"

dp

ATENCAO!

O produto de dois termos equidistantes dos extremos de uma
PG é constante, e a soma dos indices dos fermos é n + 1.

m Para fixar bem a propriedade, observe a tabela a seguir.

4, |8 |33 (3, |& |8 |8 |85 |3

8 4 2 1 1 L L L
2 | 4|8 |16 |32
Resolugdo:
I 1
dy iy =8 —=—
SRR > R
y I 1
iy ayg =4, —=—
6 4
1 1
ay.a;=2.—=—
S R
1 1
a;.a, =1 —=—
45 4 4
11 1 o
aj.aj=3.3=; (as; & eguidistante dele mesmo )

Observe gue o produto dos termos equidistantes € constante e

mx’gé, e a soma de seus indicesen + 1 =9+ 1 = [

Soma dos n primeiros termos de uma PG

S,=a,+a,+.........+a,_,+a, (I)

Multiplicando a equagdo (1) por g, em ambos 0s membros,
femos:

SqQ.5,=as+a;+..... +a,+a,y ()

Fazendo (1) = (1I), temos:
S,—q.5,=a;—a,,..5,(l-q)=a,—a,.q

S,(1-q)=a,.(1-q") .

1—qg" n_
1-q )nuS”=a|.{q }
l-qg q-—1

m Calcular a soma dos 10 termos iniciais da PG (1: 2; 4; 8...).

n

S =ﬂ|.

n

Resolugdo:
i i
g—1 2—1

m Quantos termos da PG (1:3:9; 27...) devem ser somados
para que a soma dé 3.2807

Resolugdo:

(3"=1) 3" -1

- 3.280 = W 3"=6561.3"=3" "n=8

S =1

m Os extremos de uma progressdo geométrica crescente
sao 1 e 243,

Se a soma dos termos dessa progressio ¢ 364, determine a ra-
zao ¢ o numero de termos da PG.

Resolugdo:
(1 . :243)
a,=1.¢g"" g™ =243 . 4" =243¢
n_j n_j
§ =a, "1 . 3641
q—1 q-
364 =891 . 3640 364=243¢-1

S A2lg=363g=3
Substituindo na equacdo:
g"'=243g . (3) =(243).3
3 =729=n=06

Limite da soma dos termos de uma PG infinita

Observe a sequéncia infinita;
(2; 6; 18: 54...), os termos vio aumentando ¢ a sequéncia

val divergindo. Nio conseguimos calcular o limite dessa soma.

. 1 11

No caso da sequéncia | 1; —; —: —..
2 48

do e a sequéncia vai convergindo a zero. Nesse caso, consegui-

J , 08 termos vao diminuin-

mos calcular o limite dessa soma.
a;.(1-q")

1-q
Fazemosn — e e (q)” —0se —1<qg<l

Entdo: S_ = a,.[::;q)”] ~S =

Sabemos que S, =

W Vatematica
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Exercicios resolvidos

m Calcule o limite da soma em cada sequéncia a seguir,

1.1, 1
a]1+3+9+2?+...

b)2+4+8+ 16+ ..

Resolugdo:

; .. 1 3
Na 1" seguéncia, temos 5§ = —— = —
1 2

]—=

3

L 2

Na 2% sequéncia, temos 5, = 73 = -2

Esse resultado é um absurdo!
Ndao podemos aplicar a formula para uma sequéncia divergente!

m Calcule x na equacdo seguinte:

x+i+£+i+......=lﬂ{l
2 4 8
Resolugao:
x.(f+i+i+i+....)=mf}
2 4 &
A
Ji
. X. F =100 x.(2)=100. x=50
==
2

m Calcule a fragdo geratriz da dizima periodica 0,2222 .

Resolugao:
Observe que 02222 =02+ 0,02+ 0,002 + _..
Trata-se de uma PG infinita, assim:

1
0,2 5 2
S B
10 10

Produto dos n primeiros termos de uma PG
Sabemos que em uma PG o produto dos termos equidistan-
tes ¢ constante, entdo:

P =a;.a,.a5.....a,_,.a__.a, (I)
F]'.I =an'ﬂn-|'an—2'"" ﬂ.z.ﬂ.z.al {II}

Na equacdo 11, invertemos a ordem dos termos, ¢ 0s corres-
pondentes estio na equacio 1. Fazendo (1) - (11), temos:

(P, ) = !:al .a,Nay.a, _y)....(a,_, -ﬂz)[ﬂn-ﬂﬂ

n E_t{l]jﬂﬁ

(P.)" =(a,.a, )nou P |=(a,.a,)"

Podemos continuar os calculos:

(P )y =a".a" . (P) =a"(a,;.q"™)"

n
i n=1})

. 2 2 -

(P =a".q""V=P =a". q 2

m Calcule o produto dos 10 primeiros termos da PG (1; 2;
4: 8...).

Resolugdo:
107 10-1)

Po=(1)".(2) 2 =2%

m Emuma PG, o 1"termo ¢ 1, e 0 6" termo ¢ 32. Calcule o
produto dos seis primeiros termos dessa progressio.
Resolugdo:

a,=lea, =32 a,=a,.q ~32=q" -.q=2

i =1 )

Assim: P, =(1)°.2 2 =2"=32768

m Para encerrarmos este capitulo, observe este belo problema.
Considere a sequéncia (2; 3; 4; 6; 8; 9; 10; ...), que sdo os mul-
tiplos de 3 ou 2. Qual o termo da posigio 1497

Resolugdo:

Observe a sequéncia:

(2;3:4,6;8;9; 10,12, 14, 15; 16; 18; 20; 21, 22;: 24; ...}
(6; 12; 18; 24; 30, ... ) € a sequéncia formada pelos multiplos
de 2 e 3, que sdo os multiplos de 6.

Na sequéncia inicial, os miltiplos de 6 aparecem a cada quatro
termos (periodo igual a 4).

Para saber gquantos nuiltiplos de 6 “cabem dentro™ de 149,
gletuamos a divisdo:

149 | 4
29 37

1
Temos 37 multiplos de 6. Como os multiplos de 6 formam uma

— [49=37 4+1]

PAdeaI=6£r=ﬁ, remos
a,=6+(n=1)-6.: a, = 6bn
O 37" mudtiplo de 6 € 6 - 37 = 282

Mas na divisdo efetuada, temos resto 1, assimo 149" termo vem
logo apos 282, ou seja, 284.

Frente 2




Revisando

: A~ 1
l. Considerando uma sequéncia de termo geral a,= ———,
n°+n

calcule o valor de sua somatdria S geral para todo n natural néo

nulo.

n Quantos numeros inteiros existem de 1 ate 10.000, que
nao sejam divisiveis nem por 5 e nem por 77?

n A soma de trés numeros em PG & 19. Subtraindo-se 1 ao
primeiro, eles passam a formar uma PA. Calcule-os

n Os lados de um triangulo retangulo formam uma PG
crescente. Determine a razao dessa progressao.

ﬂ Mo triangulo equilatero de lado a, constroi-se outro
triangulo equilatero nos pontos medios de seus lados. Esse
processo € feito indefinidamente gerando infinitos outros trian-
gulos equilateros. Determine o limite da soma dos perimetros
desses triangulos.

Exercicios propostos

Definiciio de PA e o termo geral

“ Se 11x e (13x + 1) sao os dois primeiros termos de uma
PA de razao R = 5, calcule:

a) ovalorde x
b) odécimo termo.

BN UFBA Sabendo que a sequéncia (1 — 3x; x —2;2x + 1) &
uma PA, determinar o valor de x.

2 4
0 6
3

BN DadaaPA (-17;-11,-5; 1, ...), pedem-se:
a) otermo da posigcao 56.
b) o n-esimo termo, em funcgéo de n.

n Na PA (4;x;10;y), calcule xe y

n Em uma PA, sabe-se que a,, =10 e a,, = 22. O décimo
terceiro termo e:

34 30
24 44
28

n Em uma PA de quatro termos, a soma de seus termos &
42. Sabendo-se que o 1° termo é 3, calcule a razao.
8 15 10

3 5

n Sendo o terceiro termo de uma PA igual a 21 e o oitavo

termo igual a 6, 0 seu vigesimo termo sera:
10 30 -15
—10 —-30

“ Determine o centésimo numero impar, e depois, em fun-
¢ao de n, o n-ésimo termo.

n Determine trés numeros em uma PA, crescente, sabendo
que sua soma & 21 e o produto 231.

m Emuma PA a razao e 4, o 1° termo €& igual ao numero de
termos e a soma dos termos e 133. Forme a progressao.

m O ndmero -593 e o —125 pertencem a progressao
aritmeética (123; 115;...)7

m Quantos multiplos de 7 existem entre 100 e 2.0007?




m Fuvest Em uma progresséo aritmética de termos positi-
vOS, 05 trés primeiros termos sao: 1 —a; —a; 411-a. 0O gquarto
termo dessa PA é:

2 4 6

3 5

m As medidas dos lados de um triangulo retangulo estao
em PA de razao 2. Calcule as medidas dos lados do triangulo.

m UFRGS Sendo a; b e c uma PA, a sequénciaa + k, b + k,
c + k € R pode tambem ser uma PA? Justifique.

BT® UFRJ Determine cinco niimeros em PA, conhecendo sua
soma 20 e seu produto 3.024.

m Mostrar que se a, b e ¢ estdo em PA, entdo abc, ab®c e
abc? também séao.

m Obtenha x de modo que (xZ; (x + 1)%;(x + 3)%) seja uma PA.
m Interpolar 6 meios aritmeticos entre 10 e 45 nessa ordem.
Soma dos termos de uma PA

m Calcule a soma dos 30 primeiros termos da PA
(3;8;13;18;...).

m FGV Quantos termos devemos tomarna PA (-7:-3;...) a
fim de que a soma valha 2.8407

40

39

43

41

42

UFG Resolva a equacéo:
(x=—1)+(2x—-3)+(3x-5)+...+(50x—-99) =25

m Calcule x na equacao: 1 +4 +7+...+x=117.

WI¥ FMABC-SP Em uma PA, onde S,=10e S, =28, 0
1°termo & x2e a razao é x. Ache o valor de x.

P M
|
en

m Em um baile, ha o rapazes e p mocgas. Um rapaz danca
com 5 mogas, um segundo rapaz danga com 6 mogas e assim
sucessivamente.

O ultimo rapaz danga com todas as mogas. Téem-se entao:

ﬂ=% a=p—4 nda
w=p—->5 =P

m De 100 a 1.000, quantos sao os multiplos de 2 ou 37

W¥IB FGV Um automével percorre no 1° dia de viagem uma
certa distancia x; no 2° dia percorre uma distancia 2x; no 3° dia
3¢, e assim por diante. Ao final de 20 dias, percorreu uma dis-

tancia de 6.300 km. A distancia percorrida no primeiro dia foi de:
15 km 20 km 35 km
30 km 25 km

m Fuvest Determine a soma das fragcdes irredutiveis,
positivas, menores do gue 10, de denominador 4.

200 80 220

100 120

m Cesesp Dois andarilhos iniciam juntos uma caminhada.
Um deles caminha uniformemente 10 km por dia, e o outro
caminha 8 km no 1° dia e acelera o passo de modo que cami-

1 . . .
nhe mais 5 km a cada dia que se segue. Assinale a alternativa

correspondente ao numero de dias caminhados para que o se-
gundo andarilho alcance o primeiro.

10 3 21

9 5

m FGV O terceiro termo de uma progresséo aritmética é 11
e arazao e 4. A soma dos 20 primeiros termos e:

790 810 830

800 820

1P FGV A soma dos 50 primeiros termos da PA, na qual
8, +8,:. =160, e:

3.480 4200 4.500

4.000 4.320
m Considere a PA (-73; —69; ...). Determine o ndmero
minimo de termos que devemos somar para que a soma seja
positiva.

m Achar a soma dos quadrados dos n primeiros numeros
naturais.

m Dois moveis partem ao mesmo tempo de A e de B, e
andam no mesmo sentido sobre a reta AB, A perseguindo B.
O 1° percorre 1 m no 1° minuto, 3 m no 2°, 5 m no 3°, e assim
por diante, de modo que sua velocidade cresce em PA O 2°
percorre 3 m no 1° minuto, 4 mno 2°, 5 m no 3° e assim por
diante. Sabendo que a distadncia AB é de 75 m, calcular depois

de quanto tempo o movel A alcanga o movel B.

Problemas gerais envolvendo PA

m Fuvest Os nimeros inteiros positivos s@o dispostos em

“guadrados” da seguinte maneira:
1 2 3 10 11 12 19

4 5 6 13 14 15
7 8 9 16 17 18

O numero 500 encontra-se em um desses “quadrados”. Deter-
mine em gual quadrado esta, linha e coluna.



m Interpolando-se m termos, meN e m > 1, entre 0s nu-
meros 1 e m?, obtém-se uma PA de raz&o igual a:

m+1 m—1 m” +1
m-2
m 4 2 m* + 1
m-2

m Calcular o 1° termo e a razao de uma PA cuja soma dos
n primeiros termos & nZ + 4n, Yne N*

m Demonstre que se 0s numeros a, b e ¢ estao em PA nes-
sa ordem, tambem estarao em PA, nesta ordem, 0s numeros
B2+bc+cc2+ac+aa2+ab + b2

BEIB UFPR Seja f uma fungéo tal que f(1) = 2 e f(x + 1) = f(x) — 1.
Entao f(100) & igual a:

- 99 98
- 97 100
96

EIJ Qual é o 1° termo negativo da PA (271; 268;...)?

m Se a soma dos 6 primeiros termos de uma PAe21 e o
setimo termo e o triplo da soma do terceiro com o quarto termo,
entao o primeiro termo dessa progressao e:

-7 -10

-8 -11

m Se a soma dos n primeiros termos de uma PA e dada

. 3n° +n .
pela formula S, = > entdo a soma do quarto com o sexto
termo dessa PA e:
25 34
28 36

31

m Quantos sao os termos comuns as PAs {2; 5; 8; ...; 332}
e{7;12;17;...; 157}?

m Se a sequencia (x; X, Xy ...; X ) @ uma PA de termos
positivos, prove que:

i i i n=1
+ +...+ =
u";"*v'rx_z u'rxz"h.l'rxa an_1+£ \E"W'E

m FPodem os numeros -.E; -..@ e JE pertencer a uma mes-
ma progressao aritmetica?

m Um jardineiro quer dispor triangularmente as 1.830 ar-
vores de um parque em filas, de sorte que a primeira fila tenha
uma arvore, a segunda duas, a terceira 3 etc. Quantas filas tera
a disposicao?

m Determine a condigdo para que as raizes da equagao
ax*+ bx? + c = 0 formem uma PA Observacido:a equacdo dada
e chamada de biquadrada.

m Emuma PA com (2n + 1) termos, a soma dos n primeiros
e igual a 50 e a soma dos n ultimos e 140. Sabendo-se que a
razao dessa progressao e um inteiro entre 2 e 13, entao seu
ultimo termo sera igual a:

34
40
42
48
56

Definiciio de PG e o termo geral

m Escreva para a sequéncia a seqguir sua lei de recorréncia.
1111 1
3°9° 27 81 243

] Udesc Se o primeiro termo vale 2 e a razao é 3, entdo

os termos gerais da progressao aritmetica e da progressao
geometrica correspondentes sao:

2+3n52.% 3+2ne 3. 2"
-1
2+3ne = — In-1e[2].3n
2 3
n-1e2.3"

| 51 Cesgranrio Um artigo custa hoje R$ 100,00 e seu preco
e aumentado, mensalmente, em 12% sobre o prego anterior.
Se fizermos uma tabela do preco desse artigo més a meés,
obteremos uma progressaon:

aritmetica de razao 12.

aritmetica de razao 0,12.

geometrica de razao 12.

geometrica de razao 1,12.

geometrica de razao 0,12

B73 Cesgranrio A populacéo de certa cidade é, hoje, igual a
P, e cresce 2% ao ano. A populagao dessa cidade dagui a n
anos sera:

(n
P, 1+ —]
. 50

Il-. —
P, 1+ n_1)
\ 50

F’ﬂ+[1+n—_1]
50

P,. 1,021
P,. 1,020

53 MR relacdo & sequéncia:
log(1), log(5), log(25), ... log (5™) & correto afirmar:
todos os seus termos sao maiores que Zero.
e uma progressao geometrica crescente.
e uma progressao geometrica decrescente.
e uma progressao aritmetica crescente.
e uma progressao aritmetica decrescente.



BI8 Mackenzie Numa progressdo geométrica de termos
positivos, cada termo e igual a soma dos dois termos seguintes.
Entao a razao da progressao vale:

(5-1)

J5 (1++/5)
5 2

-1+ 5 S

2

m Mackenzie A sequéncia de nimeros reais (loga, logb, logc) &
uma progressao aritmetica Entao e sempre verdadeiro que:
(a, b, c) @ uma progressao aritmetica.
a=bs=c
(a, b, c) nao e uma progressaoc aritmetica nem geometrica.
(a, b, c) @ uma progressao geometrica.
a=b=c

m Mackenzie Na sequéncia geométrica (x2, x, logx), de
razao q, x e um numero real e positivo. Entao, logg vale:
1 -2 1

—1 2 2

B8 PUC-SP O terceiro e o sétimo termos de uma progressao
geometrica valem, respectivamente, 10 e 18. O guinto termo
dessa progressao e:

14 2.7 30

J30 65

m UEL A sequéncia (2x+5,x+1, *,..),comxe IR, & uma

2
progressao geometrica de termos positivos. O decimo terceiro

termo dessa seguéncia e:
3 12

3-10 3113

BB UFRGS A sequéncia (x, xy, 2x), x = 0 é uma progressao
geometrica. Entao, necessariamente:

X @ um numero irracional.

X e um numero racional

y & um numero irracional.

Yy & um numero racional

¥y e um numero irracional.

m Vunesp Considere as sequéncias (g ) e (b ) definidas por

a ., ,=2"eb, ,,=3,nz0 Entao, ovalorde a,,. b, e:
211 . 36 515 ﬁﬂ-ﬂ
“2]5 515

m Uece Seja (by, b, by, b,) uma progressao geometrica de

razao l Se b, + b, + b, +b,=20, entdo b, e igual a:
3

1 3 5 7
2 2 2 2
W78 PUC-PR se log.,a, log,b e log,5 formam uma progressao

i .1 _ : .
aritmetica de razao E entao, conclui-se que a sequéncia
(a, b, 5):

[ = . e - 1
e uma progressao aritmetica de razao E

5
tema=—.

. - . 1
& uma progressao geomeétrica de razao —.

— W3

e uma progressao geometrica de razao —

L

tfema=4.

m Resolva a equacao ax?+ bx +c¢ =0, sabendoquea,be c
e uma PG, cuja soma dos termos & —31 e o produto 216.

m Divida o numero 7 em trés partes formando uma PG, tal
que 0 3° termo exceda o 1° de 3 unidades.

m Calcule asabendoque 7 —a; (vW23-a);2+aé PG

m Arazao da PG cujos termos satisfazem as relagoes:
a,+a,+a.=5ea,+a,+a;=10e:
1

1 3
2 2
1 2

m Determine trés numeros em PG conhecendo sua soma
19 e a soma de seus quadrados 133.

m Os comprimentos dos lados de um triangulo retangulo
estdo em PA de razdo 10. Determine os raios dos circulos ins-
crito (r) e circunscrito (R) ao triangulo.

NI Unirio O nimero que deve ser subtraido de 1, de Me

8
de a1 para que os resultados formem uma PG, nessa mesma
ordem, &:

2 1 1
4 16
1 1
2 8
PA e PG

W] PUC-SP Sabe-se que a sequéncia [%, a, 2?], na qual

a = 0, e uma progressao geometrica e a sequencia (x, y, ), na
qual x + v + z = 15, € uma progressao aritmetica. Se as duas
progressoes tém razoes iguais, entao:

Xx=—4 X =2y
y=6 Y = 3x
zZ=12

WD FGV Os numeros x, y, z formam, nesta ordem, uma PA
de soma 15 Por outro lado, os numeros x, y + 1 e z + 5 formam,
nesta ordem, uma PG de soma 21. Sendo 0 < x < 10, o valor
de 3z e:

36 48

9 21

-6



m Em uma PG de trés termos, o primeiro termo, a razao, o

ultimo termo e a soma dos termos formam, nessa ordem, uma
PA. Calcule os termos da PG.

m Se a sequéencia de inteiros positivos (2; x; y) e uma PG e
(x+1;v;11) uma PA, entao o valorde x + y e:

11 14

12 15

13

m Seja (X; y; Z; W) uma progressao aritmetica crescente
cuja soma e 10 e (a; b; ¢; d) uma progressaoc geometrica com
a+b=1ec+d=9 Se ambas as sequéncias tém a mesma
razao, entao o produto yw e:

-8 9

-2 11

7

m Fuvest Uma PA e uma PG tém, ambas, o 1° termo
igual a 4, sendo que 0s seus terceiros termos sao positivos e
coincidentes. Sabe-se ainda que o 2° termo da PA excede o 2°
termo da PG em 2. Entao, o 3° termo das progressoes e:

10

12

14

16

18

m Fuvest Trés numeros positivos, cuja soma & 30, estao em
progressao aritmetica. Somando-se, respectivamente, 4, — 4 e
—9 aos primeiro, segundo e terceiro termos dessa progressao
aritmetica, obtemos trés numeros em progressao geometrica.
Entao, um dos termos da progressao aritmetica e:

9

11

12

13

15

m Os numeros a, b e c (a, b, c#0) formam uma PA Calcu-
le-0s, sabendo que se aumentarmos a de 1 ou aumentarmos c
de 2, eles passam a constituir uma PG.

Soma dos termos de uma PG

m ITA Seja (a,, a, a, ..) uma progressdo geométrica
infinita de razao a,,0 <a, <1, e soma igual a 3a,. A soma dos
frés primeiros termos dessa progressao geometrica e:

8

8 26 38
27 27 27
20 30
27 27
: . . (112 4 ,
m Unitau A soma dos termos da sequéncia (—;—; —; —,J e:
239 27
15.10"1 5.10-1
~3.10"" 3
5

15.10-2

K] UEL A dizima periédica 0,303030... pode ser escrita na
forma 0,30 + 0,0030 + 0,000030 + ... e sua fracao geratriz pode
ser determinada pela expressao:

) A ) R
(-5, () (o)
(=) (%)

I UEL Os divisores positivos do nimero 310 sdo 39, 31, 32
etc. A soma de todos esses divisores e:

(3” B 1] (3‘9 _1} 3113 -1
2 2

(Sm '1] 710
2

K73 Mackenzie Para n inteiro positivo, quanto vale a soma:
(10 =1) + (102=1) + (10°= 1) + ... + (10" = 1)

m Uma bola e langada verticalmente ao solo de uma altura h
Cada vez que ela bate no solo, ela sobe a metade da altura que
caiu Calcule o comprimento total percorrido pela bola em sua
trajetoria ate atingir o repouso.

m Calcule a soma da série: 1,2, 3 4

—_— — = m—

3 9 27 81

m A soma dos termos de ordem impar de uma PG infinita
e 81, e a soma dos termos de ordem par e 27. O 1° termo da
progressao e:

9 72
18 81
54

FT8 Mackenzie Sendo S=1 + 2x+ 3x2+ ... (0 <x < 1), pode-se
afirmar que:

g _ 2 S X

C (1-x)? (2-x)* (2-x)?
1

_ X §=

5—“_}{]2 {2—3{]2

m Calcule o valor da soma de n parcelas
T+ +111 +.04+ 1111 .

+
n “uns”

e . 3 4 9 8 27 16
—_— - - + -
érm UEL O valorda soma |r'|I‘|r|rt;a4 TR AT

5 7

5 7
6 6 3 3

2
3

m Sabendo que a soma dos n primeiros termos da PG {a,,
a,, ...}, de razao q, e S. Calcule a soma dos n primeiros termos
da seguéncia {l d. 1. }

! _!II
a, a, a,



Capitulo 8

1

1 1
ﬁl Seja S.=—+—+...+—, n numero natural diferente de
2 Sn o o2 on

m Asoma 5:1+§+1+E+...+2‘&__:+... e
4 16 64 2

zero. O menor numero n, tal que S > 0,99, &: 2
2
5 7 9 <
3
6 8 4
m Sabendo-se que o limite da soma x s 2202, 6 %
100, determine o valor de x: 248 8
25 1 2 3
10 50
TEXTO COMPLEMENTAR
Algebra Geométrica

No capitulo 1 da Frente 3 mostramos métodos tradicionais
para as demonstracdes dos teoremas. Para complementar e relo-
donar os assuntos, observe a demonstragiio da soma dos termos
de uma progresséo geométrica (PG) convergente.

Considere a PG infinita convergente

l+a+a’+c®+....emquea < 1.

a 1
Sabemos que S., = ——, assim S, = ——.
I-qg l-a

Observe o quadrado ABCD de lado 1 e o segmento DE = a.

B 1 C
L

A 1 D
Soma dos termos de uma PG.

RESUMINDO

Prolongando BE, encontramos F na reta AD. Construimos um
novo quadrado EDHG de lado a e LH = a?. Os trapézios ABED e
DELH sdo semelhantes.

Esse processo vai-se repetindo até o ponto F ou seja,
AF=1+a+a?+..

Os triéingulos BCE e FAB sdo semelhantes, entéo:

AF= 1 o AF = 1
1 1-a

mas AF = 1 +a + o® + ..., logo:

1-a

]
l+a+a +a° +... = —

I-a
Calculames assim geometricamente a soma dos termos da PG.

a+c

PAlg; by c) <= b =

ﬂ]+ﬂ“=ﬂ:+ﬂ“_]= ......

PG lo;b;cjeb?=a.c

g, =a,+n=1}.r

5 — |:_E|'|+E|“}.I'I
L

B QUER SABER MAIS?

ﬁ SITES

® Sequéncios de Fibonacci
<www.sbfisica. org br/fne/Nol5/Num2/von1a02. pdf>.

® Malthus e as progressdes
<www.ciencialivre. pro.br/11922/143581. html=>.
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Exercicios complementares

Problemas gerais

“ Qual ¢ a razdo de uma PG de 3 termos, na qual a soma
dos termos ¢ 14 ¢ o produto 647

n Prove que, se (x, v, ) ¢ uma PG, entio
(x+y+tz)ix-ytz)=xr+y+z

n Os senos dos angulos de um triangulo estdo em PG. Nes-
sas condicoes:

o tndngulo ¢ necessariamente equilatero.

o triangulo € necessariamente retingulo.

o tridngulo ¢ necessariamente acutangulo.

o triangulo € necessariamente obtusangulo.

o0s lados do tndngulo estio em PG.

n Se (senx; sen2x; cosx) ¢ uma progressio geomeétrica es-
tritamente crescente, com ) < x < 27, entdo o valor de x ¢:

T T 1
12 g 3
I LU
10 6

n Fuvest A sequéncia a_¢é uma PA estritamente crescen-

te, de termos positivos. Determine a natureza da sequéncia
hn= Jan=1.

“ Seja (a,) uma PG de 1° termo a, = l erazio g, qe Z ¢
q=> 1. Seja (b, ) uma PG cuja razéo ¢ q. Sabe-se que a;, =b..
Nesse caso:

a) determine b, em fungéo de q.

b) existe algum valor de n para o qual a =b_?

¢) que condigdo n ¢ m devem satisfazer para que a, =b_?

n ITA Determine o conjunto de todos os valores reais q tal
que q > 1, para os quais a, a, ¢ a, formam, nessa ordem, uma
PG de razdo q e representam as medidas dos lados de um tri-
angulo.

“ Em uma PA com um numero impar de termos, a soma
dos termos de ordem impar ¢ A e a soma dos termos de ordem
par ¢ B. Determine o nimero de termos da sequéncia.

n Os comprimentos dos lados de um triangulo sdo trés nu-
meros consecutivos. Determine-os sabendo que o nimero que
mede sua darea € 0 dobro do numero que mede seu perimetro.

m Se a, a5, a5 ... a, ¢ uma PA de termos ndo nulos, mostre

.1 1 1 n-1
g Lo + +o =

a .8,  ay.d, a, .4, a.a

n

m Considere uma progressio geométrica, na qual o primei-
ro termo ¢ a;a > 1, arazdo ¢ q,q > 1, e o produto dos seus ter-
mos € ¢. Se log b=4, lngqh =2 ¢ log b= 0,01, quantos termos
tem esta progressio geométrica’

12 18
14 20
16

m ITA Considere as seguintes afirmacgdes sobre a expressio:
[

S= Z log, {4k. -JE}

S ¢ a soma dos termos de uma progressdo geomeétrica finita.
II. S¢éasoma dos termos de uma progressio aritmética finita

de razdo E
3

[l S$=3.451.
V. S<3.434+logg /2.

Entdo pode-se afirmar que é(sdo) verdadeira(s) apenas:

lellL I1.
Il e III. 111,
IelV.

m Seja (a, b, c, d, e) uma progressio geométrica de razio a,
coma=>=0ea#]l. Seasomade seustermos ¢ iguala 13a +12
e X ¢ um numero real positivo diferente de 1 tal que:

1 1 1 1 1
+

- - -
log, x log,x log.x log;x log,x

5
2

Calcule x.

m Determine cinco numeros inteiros de uma PG, sabendo
que a soma dos termos de ordem impar € 42 ¢ a dos de ordem
par, 20.

m Demonstre que, sendo
lim

ft—3ea

(1+a+al+....+a”)= A(a<l)e

=B (b<1), teremos
¥
. (1+ab+a’p* +a' b’ +..+d"b" )= 4.5

A+B-1

F—poa

m Sendo x e vy positivos, ache o limite das seguintes ex-
pressoes:
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Conceito

Estamos iniciando um estudo preparatorio para resolucio
dos sistemas lineares.

A teoria das matrizes ¢ a teoria dos determinantes sdo
pré-requisitos para resolucdo e discussio de um sistema linear.

Observe um sistema linear a seguir.

ax+by=P
cx+dv=0Q

(Quais sdo os elementos importantes nesse sistema’’

E claro que sdo os numeros a, b, ¢ e d (coeficientes), x e v
(incognitas) e finalmente P e () (termos independentes).

Nesse exemplo, temos um sistema “pequeno ¢ simples”,
mas aumentando o numero de incognitas o problema comecga
a complicar.

Para facilitar a notacio dos sistemas, foram criadas as ma-
trizes, que nada mais sdo do que um conjunto de nimeros colo-
cados em uma tabela. Observe como ficaria o sistema anterior
com a nova notacdo das matrizes:

a bix| |P
c dffy] [Q
Vamos formalizar essa nova notacao.

8 8 -
Definicdo

Chama-se matriz um conjunto de numeros dispostos em
uma tabela e distribuidos em m linhas e n colunas (m; n € N#),
Simbolicamente, temos:

A, A uma matriz que possui m linhas ¢ n colunas.

! ¢ um elemento genérico da matriz A, que esta na linha 1
ecoluna j. Lembrandoque 1 <i<mel <j<n.

Exemplo 1
) (2 3 5
. sf= 7
ﬂzatnu.,_rh?:hﬂ ~ 8]
(2 4
. jz 2 x 2 -1
matriz 2 x 2 = 0 =

. mmrf:!_r:?::-:ﬂ -/ 2 3 5]

o matriz4dx | =

(assificacao das matrizes
Algumas matrizes possuem nomes especials, principal-
mente em virtude do seu formato.

Matriz linha

E toda matriz da forma A, . ou seja, possui uma unica

linha.
A=[1 2 3 4 5]

Matriz coluna
E toda matriz da forma B, _,, ou seja, possui uma unica coluna.

— —

= b3

Matriz quadrada
E toda matriz que possui o numero de linhas 1gual ao nu-
mero de colunas. Simbolicamente, temos:

A matriz quadrada de ordem n

ﬂ“ HIE HIE ----- E‘ll'l
azl azz 5.23 lllll a:.n.
ajl 332 333 ----- ajll
| Elnl anz anj """ El|m

Na matriz quadrada, temos elementos especiais:

»  Diagonal principal: sdo os elementos da matriz quadrada
cujos indices sdo iguais.

Dp = {ﬂu fi= J} = {ﬂll; dyas d33: dyg oo ﬂnn]‘

« Diagonal secundiria: sio os eclementos de uma matriz
quadrada cujos indices tém soma igual a n + 1.

D, = {au fi4 = n+1}= {am; Ay - au,}

Exemplo 2
(6 & 4]
A= i? 2 —1|€ uma matriz quadrada de ordem 3.
02 3

A diagonal principal € [6; 2; 3], e a diagonal secunddria
efo; 24}

Matriz nula
E toda matriz que possui os elementos iguais a zero.

[0 0] .x_[0 00 0
A‘[ﬂ H]EB_[H 0 0 :]]

Matriz identidade

E toda matriz quadrada cujos elementos da diagonal prin-
cipal sdo iguais a um ¢ os demais sdo todos zero. Observe o0s
exemplos e a notagdo especial:

I 0 0
S CRU R



Lei de formacao de uma matriz
Podemos definir 0s elementos de uma matriz por meio de
uma lei que relaciona seus indices.

Exercicios resolvidos

n Construa a matriz A= [HU)EH* tal que a; = ij.

Resolugdo:

“Isso quer dizer que temos uma matriz A com elementos a dis-
postos em 2 linhas e 3 colunas, onde o valor de cada elemento
¢ o produto de suas coordenadas ™.

" il £l il
Para formar a matriz, temos:| ' 12 3
dz1 d; dx

" -? " j 2 3
utilizando a regra, temos. [ 2 4 6 ]

o bj=i+jisei=]
n Construa a matriz B_(hu)z.ﬂ*tﬂlquc{hu =it sei#]

Resolugdo:

: a,, a 2 2
Montando a matriz, temos: | 11 712 |=
dyp  dy ¢ 4

Igualdade entre matrizes

Duas matrizes serdo iguais quando elas tiverem o mesmo
formato (numero de linhas e colunas) e apresentarem todos os
elementos correspondentes iguais (elementos com os indices

iguais). Assim;
2 4] [2 4
S FR
2] L 2
i
-5

R L

-5 3
Operacoes entre matrizes
Adictio e subtracdo
Para somar ou subtrair matrizes iguais, basta somar ou sub-
trair os elementos correspondentes entre as matrizes.

Exercicios resolvidos

Dados para os exemplos 3 e 4 a seguir.
Considere as matrizes:

210 62 5 210
‘”‘=[4 2 5]*B=[—1 0 ﬂ]“c=[ﬂ I 1]‘

n Encontre o valor da matriz X, sabendo que:
X=A+B+C

Capitulo 9

Resolugdo:

Y= 2+406-2 I1+241 0+5+0|_|6 4 5
Tl g—I+0 24041 540411713 3 6

n Encontre o valor da matriz Y, sabendo que:
Y=A-B+C

Resolugdo:

Y=[z —6 -2 1-2+1 :‘}'—5+ﬂ]

-6 0 -5
d—(=1)+0 2-0+1 5-0+1 5 3 6

Produto de um nimero por matriz
Multiplicar uma matriz por um nimero significa obter uma
nova matriz com todos os elementos da matriz anterior multi-

plicados por esse numero. Simbolicamente, podemos escrever:
Seiake R,A= [au)mnc B= [I:lu]mm. Se kA, entdo, para
todo i e j, temos que hl.i = kﬂu'

Exemplo 3

o7t e s w0
-5 2 0|TI- 4 0

Exemplo 4

2 -
3[!,} g}ﬂf[g _;]+.H_;,=
3

6 -3 I 0 6 =3 (2 0 8§ -3
[ﬂ 3]”'[:} 1]‘[:} 3]*[& 3]‘ [f} 4]
Produto de matrizes
O aluno ndo pode esquecer que toda a teoria das matrizes foi
motivada para um fim: o de resolver sistemas lineares. Vamos

voltar ao sistema:

ox +dy = Q ¢ a notacdo matricial;

: Y-

mas P=ax + by e () = cx + dy, entdo:

B Mg keed
i

A X B

{ax+hy=P

Observe que temos o produto:
AX=BouA, "X, =B,




Vamos esquematizar o produto:
y
a b| |ax+by
c df |cx+dy
Para efetuar o produto, o numero de colunas da 1% matriz
deve ser igual ao numero de linhas da 2* matriz.

Exemplo 5
Considere o novo produto: C = AB

0 2 2

2
.4=[;; |l g]fﬁ= I 1 -4
13 5

A,z e B, ; podem ser nultiplicadas, pois o mimero de co-
lunas de A € igual ao mimero de linhas de B. Assim:

0 2 2
11 4
-1 3 5
2 10 CH CII CJ'j
1 -1 3] |c, C, C,

C,y=ay,. by, +ay,. by +ay;.by=2.0+1.1+0.-1=1

(linha 1 da matriz A multiplicada pelos respectivos ele-
mentos da coluna 1 da matriz B)
Ci.=a,,.b,ta,.b,,+a;;. b, ,=2.24+1.1+3.0=35
2

2
2+ 1.(—4)+0.5=0
LO+(=1).1+3.(-1)=—4
Cy=a,,.b,+a,,. b, +ay. b5, =1 24(—1). 1+(3). 3=10

Cis=ap. byy+ap; by +a;; by =

C,y=ay. by +ay,. by +ay. by,

Cos =y bys+ sy bos+aarg. byy=1.2+(=]). (—4)+3. 5=21

A matriz produto C,_; estd montada:
I 5 0
Cm [—4 10 5.-;]

ATENCAO!

Para multiplicarmos as matrizes A___ e B o devemos fer
n = p. A matriz produto A:B é a matriz qu.

Exemplo 6
* Ag,eB,;

Ay B, =05
PR L
Jrrowd Lifey
+ AgneBg,
. -
Arir_'-" Bj’.r_'-" ‘
I

Hder existe
& prrod fer

ATENCAO!

A~ Bog = Crruq
L]
3AB
sen=p

Mais exemplos de produto de matrizes.

Exemplo 7

«  Lfewar os produtos:

N EEAY zs]=
3 a4 =3
Fi 2 3]
4 -5 1
I ol 1 2 3]
2 20l -6 &
3 4|19 -14 13]

6]
: H.; -1 0]=
HE
I =1 0]
616 -6 0
{3]. i -3 ﬂ]
2112 =2 1
Exemplo 8

Considere a matriz A = [_{, é]; caleule A-.

Vamos calcular A, e depois multiplicar por A.
A A

L]
- _ [~

;1]
-1 0] |-1 0

1o 1] _[-1 0
—1 0] |-1 -1 0 -1

3

A A
Dos exemplos que vimos, podemos tirar uma conclusido
importante: se existe a matriz AB, ndo concluimos que existe a
matriz BA, ou sgja, o produto entre matrizes ndo ¢ comutativo!
Observe os exemplos a seguir da ndo comutatividade do

produto entre matrizes.

Exemplo 9

aoa |2 = |12 -1 0
E‘mmdemﬂ—[ﬂ 3] EB—[!.} ; _3]
Vamaos fazer inicialmente AB.

Ayt By3=0Ch;

=] |
JAB
Caleulando o produto:
2 -1 0]
0 1 3
2 1[4 -3 -3
0 31|10 3 9




Vamos calcular agora BA. Primeiramente, analisando a
condigdo de existéncia do produio, temos:

B, ; A, = ndo ha produto!
¢

ABA

E claro que nesse exemplo AB # BA, jé que BA nem existe!

Exemplo 10

PR Y | _| =1 0
S.E'jfﬂ'.&'—[ﬂ 3] EB—[}’, 2]
Nesse exemplo, diferentemente do 1°, existe AB e BA, pois
ambas as matrizes sdo gquadradas de ordem 2, assim:

-1 0]
ol
2 Il [-4 -2]
[r} 3][5 6
s

AB

Invertendo-se a ordem, temos:
2 -1
0 3 |

—1 0)[-2 I
2 2114 4
[

B4

Portanto: AB + BA.

Agora que ja sabemos verificar a existéncia do produto en-
tre matrizes ¢ calcula-lo, vamos sofisticar o produto, apresen-
tando-o na forma de somatorio.

Considere A = (a B = [hj
C= (cm]mpnndc

e AB = C, tal que

1) ) mxn® k]nxp

c,=a,. hlk-l- a, . h2k+ .. ta . hnk
1 I1€<1<m

C, =»%a..b, para

. J.Z,u j P 1<k<p

Para finalizar o item de produto de matrizes, estude atenta-
mente 0 exercicio a seguir como exemplo.

U1 Fuvest Considere as matrizes:
A= (au]‘iﬂ, tal que a; = 1=

B= [I:-.lj)?ﬂ,tal que hu =ie C=AB.
Calcule os elementos Cg; e Cy,.

Resolvgdo:
Percebemos que a Fuvest definiu matrizes grandes para assus-

tar o candidato e até para forcar alguns a jazer esse produto,
o gue € impraticavel!

Capitulo 9

Vamos descobrir o formato da mairiz C:

Az Bro=Chyg

I
JAR

O elemento C; pedido ndo existe pois a matriz C tem somente
4 linhas!

Ja o elemento C,y existe. Para calculd-lo, precisamos da
3*linha de A com a 8° coluna de B, assim.

E-'ﬂﬂfuﬂ&—;
i 1
2
3
4
5
3+ linha 6
\-‘310—1—2-3-4 Cy

Cpy=2.1+1.240.3+(=1).4+2).5+~3). 6 +(=). 7=-36
_—

Propriedades da multiplicaciio de matrizes
As principais propriedades da multiplicacio de matrizes sio:

P1 Associativa:
Considere as matrizes A,

.. -as matr \ anp e Crmq, assim:;
ABC = A(BC) =(AB)C
P2 Distributiva:
Considere as matrizes A
(A+B)C=AC+ BC

B eC

mxn® T mxn g

P3 Nio comutativa:
AB £ BA

Resolugdo:

Como ndo sabemos se as matrizes comutam (AB = BA), vamos
efetuar
(A+B(A+B)=(A+BA+(A+B)JB=A"+BA+AB + B

« (A+BIA-B)

Resolugdo:
(A+B)(A=B)=(A +B)A= (A + B)B =42+ BA - AB - B?

Hrente 2 W




n Encontre todas as matrizes que comutam com A = [‘% é]

Resolugdo:
Seja B a matriz gue comuta com A(AB = BA), representada por

=t
-t
+
o |
.1
-—
Il
]

Ee
+
by =

AB=B8BA = <"

n o+

= by o= by
11: i
+ by
=
-

I
|

Fazendo y e w=0p, temos x =20 + B = o matriz

A= FEJB g]ﬁmfﬁe R.

I
ki
I

A matriz identidade (In]

A matnz identidade, como sabemos, ¢ uma matriz quadra-
da na qual os elementos da diagonal principal sio todos iguais
a 1, ¢ os demais todos iguais a zero.

Aimportancia da matriz identidade ¢ que ela funciona como
edemento neutro da multiplicagdo, ou seja, qualquer que se¢ja a
matriz quadrada A de ordem n, temosque: AL [ =1 . A=A,

Vamos verificar o fato com um exemplo.

Exemplo 11

ATENCAO!

A matriz identidade é o elemento neutro da multiplicagao,
ou seja, VA, temosque A- I =1-A = A,
Sabemos que AB # BA, mas existem casos em gue duas
matrizes comutam, por exemplo, A el .

n

Z{Ji & a representogdo de uma soma que vai do 1° ao
=1
n-ésimo termo, ou sejo,a, +a, + ... +a_, +a_

Matriz transposta

Dada uma matriz A= {a.u.}lm_n, denominamos matriz trans-
posta de A a matriz Al, tal que A'= {atj ) € atj.l =a,.

Isso significa que, para obtermos a transposta de uma ma-

triz, basta transformar a linha em coluna, ou vice-versa.

Exemplo 12
Encontrar a transposia de A:

- - [2 1]

)
4= 3 Tlsasls 2
- - |4 1]
- . (2 1]

)
. :‘i'=;h:jj=:~.&"=3.?
-7 - |4 1]
R
« A=[l -1 3 2]=4'= -
3
k,

Ao obtermos a transposta de uma matriz quadrada, os ele-
mentos da diagonal principal ndo mudam.

Propriedades da matriz transposta

P1 (A=A

P2 (A+B)'=A'+ B

P3 (AB)' =B'- A

P4 ke R;(kA)'=k- A
Demonstragdo da P:

Seja AB=C=(c,)
(AB)'=C'=(c!

X[
k.i}p:ﬁm

I n
i i 1 1 i
Ek’.i.=ci.k'.=EHU'hjkl:thj'ajl:B'A
= !

Matematica




Matriz simétrica

Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada A, de or-
dem n, tal que Al = A.

Dessa definicio, podemos tirar a seguinte conclusio:

Sendo A = {au]m_m = Al = {atjk]nm como A = Al =
{au) = {a‘jl); i,je{l:2:3;...:n}.

Tudo isso quer dizer que os elementos simétricos em rela-
¢do a diagonal principal sdo iguais.

As matrizes seguintes sio simétricas:

[3 1].12 % 41
EIE -
4 21 3

Matriz antissimétrica
Chama-se matriz antissimétrica toda matriz quadrada A, de
ordem n, tal que A'==A.
Dessa defini¢io, podemos tirar a seguinte conclusio:
Sendo A= {au) = Al= {atj.l) g—-A=— {au), temos que atjl =-a;.
Tudo 1sso quer dizer que os elementos dispostos simetrica-
mente da diagonal principal sdo opostos, e também que a dia-
gonal principal so ¢ formada por zeros, pois 0 zero € o unico
numero que ¢ igual ao seu simétrico.

As matrizes seguintes sio antissimétricas:

o o1 [0 2 -
S ooll2 0 4
1 4 0

Vamos dar uma pausa na teoria e analisar atentamente os
exemplos a seguir.

Exemplo 13

Determine a matriz incognita:

(2 41 [+ 20
3X J{j —f]_:f 5
c_ |4 -1 [2 4
X 2 5] |5 1]
y |4-2 —1-4] [2 -5
X |2-3 5—{—1)]'{—3 ﬁ']
2

3l-3 6 1
Podemos agora “aplicar a ransposta” dos dois lados.
250 2
f.:][” )I =1 3 3 SX = 35
-1 2 —= 2
| 3
Exemplo 14

Provar gue se A e B sdo matrizes simétricas, entdo (4 + B)
também é simétrica.
Vamos calcular (A + B)',

Capitulo 9

(A + B)t = A J_rff =(A+B) (cqd)

A e B ado
siméiricos

Provamos que (4 + B)' =(4 + B).

Exemplo 15

Sed = (ay),,,. tal que a, = 2i - j, calcule A - 4"
assim:

4=l a;_,]=[.?.f—f 3.3—3‘{3 ﬂ]

Exemplo 16
Calcule x para que o produto das matrizes A = [_32 }{] e

_E X N " " Fooom
A= [ 3 1 Sefa umda matriz simetrca.

s ]
E s

Para wma matriz ser siméirica, os elementos oposios da
diagonal principal tém de ser iguais, assim:
2+x=3 . x=1

Matriz inversa

| Quando perguntamos qual é o inverso de 2, respondemos
E, nao &’

1
Pois 2. > = > 2=1¢e 1 ¢ o elemento neutro da multipli-

cacgdo. Seguindo exatamente essa mesma ideia, o que seria a
mafriz inversa de A?

Seria aquela matriz B, tal que AB = B A =elemento neutro.

Sabemos que o elemento neutro do produto de matrizes ¢
a identidade (1), observe também que A ¢ B comutam. Vamos
chamar B de matriz inversa de A e representi-la por AL,

Compreendendo a comparagdo (poderiamos estender a
comparacdo com a funcio inversa também), podemos definir
formalmente:

“Dada uma matriz inversivel A, chama-se inversa de A a
matriz A~ tal que A. A=A A=] "

ATENCAO!

Qual o inverso de zero? Nao existe, isso pressupde que pos-
sam existir matrizes ndo inversiveis.

Uma matriz que admite inversa é chamada de inversivel ou
ndo singular.




@) AX =B = 4. AX=A1B . I . X =478 -

X=a4"' B
" | Determine a matriz inversa de A = 2 3 b) ABX = I = (ABf' . (AB)X = (AB)~ . I
1 4 o n
X = (4B)
Resolugdo: ¢) (AX) =B= [(AX}]' =B . AX=B' . A" AX=4"" B
. - 4= . - A=
SejaA“':I ¥ al que A - A~ = I A X=AT B X =4 B
z w d B+X=Ad=[B+X)) =4 B+ X=4 .
Yy X=A'-B.
_E W

i S A e B sdo matrizes inversiveis de ordem n, entdo
[3 3] 2x+3z 2y+ 31.1:] (AB) = B! 41

I 4| x+4z  y+4w
2x+3z 2y+3w]_[1 0 Demonstraclo: , -
x+4z  y+4w | |0 Chamado B-'A~" = C, vamos provar que C é a matriz in-
versa de AB, ou seja, C{AB) = (AB)C =1
{3_:.: +3z=1 {.2y+ 3w=0 B'AAB) = B~ (A"A)B =B IB=B"'B =1
x+4z=1 ¥+ gw=1 {AB}B‘IA‘; =A(BB“")A‘I =4]. AT =4 . 4-F =jn (c.q.d.)
U U A
, y TENCAO!
Z= —E W= E
Observe a simetria das propriedades (AB)' = B'A! e
4 3 _ A
y=_ p=-= (ABJ-! = B-1A.
J J Demonstre como exercicio que (ABC)™! = C-'B'A-! e também
[ 4 3] generalize para varias matrizes.
mA = 55
Assim: A = R
n Determine a matriz inversa de A = [2 E‘]_ ||| Determine o elemento da segunda linha e terceira coluna
b3 1 2 3
Resolugdo: da matriz inversade A=4 2 1|
Sefa A7 = [: :}] a matriz inversa de A, entdo: 0 3 2
[: :,] Resolugdo:
Utilizando a definicdo de inversa, temos:
2 6||2x+6z 2y+6w -1 I
[; 3][_-..:+3z v+3w:| A 4, :
' I 2 3f|a; a, x I 0 o
2x+6z 2yv+o6w|_|1 0 4 2 I|lay a» yi=(0 1 0
x+3z  y+3w | |0 ] 0 3 2||ay ayp = 0 0 1
v+ fhz=] 2y+6w=10 Oueremos determinar v, para §so, iremos moniar wm sistema:
{:«:+33=ﬂ {y+3w= I *oE oy
E V
x+3z=1/2 y+3w=l0 £ %
x+3z=10 v+3w=l .
I 2 3 0 x+2y+3z=10
Absurdo! Absurdo! 4 2 | 0l =ddx+t2v+2=0
ndo existem x ez ndo existem y e w 0 3 2 ] v+ 2'3 = |

—dx—8y—-12z=10)

Logo, nio existe A=, e a matriz A nio é inversivel,
& ~qdx+2y+z=10

g 3y+2z=1
Exemplo 17 12y—-22z=0
6y—1lz=0 |33yp+222=11"
Nas equacdes matriciais a seguir, isolar x, admitindo gue s { 6y—1lz=0_ '
as matrizes A e B sdo inversiveis. Jy+2z=1 2v=11r v= 1
: : ;
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Capitulo 9

Revisando

. = F: r: i
“ Construa a matriz A = (ail':]:na’ tal que JlZI ) i+r5.95; i:& . n Determine a matriz inversa de A = (; g]
i - ]: ]
B -1 1 3 19
“ Dadas as matrizes F“=|;:I 5 ],ﬂ= 1 EH:[EI
X 5 !

calcule x, tal que PQ — R & a matriz nula.

Exercicios propostos

Operacoes entre matrizes 1 2 1
WP UFVDadaamatrizzA=|0 1 2 |determine:
“ FEl Se as matrizes A= (a,) e B= (b,) estao assim definidas: -1 1 -
2
a,=1sei=j [b,=1sei+j=4 8 A
T o b) A. Al
a;=0sei = ] by=0sei +j # 4 X
c) 2A+ 3A
onde 1 <1, j<3, entdo a matriz A + B é:
100 (1 0 1 BEN Puccamp Os niimeros reais x, y e z que satisfazem a
0 10 020 equacao matricial mostrada a seguir sdo tais que sua soma &
0 0 1] 1.0 1 igual a:
g‘i‘; (1 1 0 x=1 y+2 i -1 [3 0
011 z x+y+z||0 1| |-2 5
100 010
) : ) -3
1 0 1
010 =2
1 0 1 —1
2

Hrente 2




N FGV Observe que:
o 1 4 5 _ . .

Se A= {2 3‘ e B= {ﬁ ?‘, entao A. B & matriz:

0 5

12

6

1

7

2
31
26
31|
2
1
2
1

26
6
7
0
5
0
5

1
2 -
1

2 -
ﬂ Vunesp Seja A = [aij] a matriz 2x2 real definida por a; = 1
sei<jea;=-1seix>] Calcule AZ,

W Unirio Considere as matrizes:

A:E i‘ B:E‘ C=[2 1 3]

A adicao da transposta de A com o produto de B por C e:
impossivel de se efetuar, pois ndo existe o produto de B
por C.
impossivel de se efetuar, pois as matrizes sdo todas de
tipos diferentes.
impossivel de se efetuar, pois ndo existe a soma da trans-
posta de A com o produto de B por C.
possivel de se efetuar e 0 seu resultado é do tipo 2x3.
possivel de se efetuar e o seu resultado € do tipo 3x2.

B UFRGS A matriz C fornece, em reais, o custo das porcdes
de arroz, carne e salada usados num restaurante: A matriz P
fornece o numero de porgoes de arroz, carne e salada usados
na composicao dos pratos tipo P,, P,, P, desse restaurante. A
matriz que fornece o custo de produgao, em reais, dos pratos

Py, P, Pyé:
1\arroz 2 1 1)\prato PR,
C=|3|carne P=|1 2 1 |pratoF

2 |salada 2 2 0)prato P,

BB UEL Considere as matrizes M e M2 representadas a sequir

[a o0 » [8 0
o AL b

Conclui-se que o numero real a pode ser:
2.3
22
2
-2
-3

PUN UEL Sobre as sentengas:

|.  oproduto de matrizes A, .. B, , € uma matriz 3x1.
Il oproduto de matrizes A, , B: . € uma matriz 4x2.
lll. o produto de matrizes A, ..B, ., € uma matriz quadrada 2x2.
e verdade que:
somente | & falsa.
somente |l e falsa.
somente |l & falsa.
somente | e lll sao falsas.
todas sao falsas.

BI'N Uece Sejam as matrizes:

considere a operagao entre estas matrizes:

Mz.m-m.wg:[_za :g]

Messas condicoes, p + g € igual a:
5

6
7
8

BIN Mackenzie Sejam as matrizes a seguir:
A = (@) 4xa,85 =1

B= {hij}ﬂ-xa!’hij = ji

Se C=A. B, entao c,, vale:
3
14
39

84
258

BFY UEL Sejam as matrizes A e B, respectivamente, 3x4 e
pxg. Se a matriz A. B e 3x5, entao e verdade que:
p=5eq=>5.

p=4eq=>5.
p=3eq=5.
p=3eq=4.
p=3eq=3.



m Dadas as matrizes:
2 =1 3 4 . _
A= L:' 3] e B = {5 _El,calcule a matriz x tal que:

5x — 3A = 2B + 7x — (A + B).

D8 (5] )3 e

x=bey=-7
x=—7ey=-5
x=-bhey=-7
x=—7ey=5
x=7ey=-5

Determinacdo da matriz inversa

m Vunesp Seja A= [2;] a matriz real 2x2 definida por a; = 1

sei<jea;=-1seix>] Calcule A

B3 Unirio Dada a matriz:

A= {_35 _;],datarmine o valorde A1 + A'— 1,

BIA Mackenzie Dada a matriz M, mostrada na figura adiante:

k-
p

-k =
2

m FEl Considere as matrizes A e B.

2 2b -2b
Ao a 2a oB <
0 2a 0 b
Se a inversa da matriz A & a matriz B, entao:

a=0o0u b=0
ab =

1
;at:-=l
2
a=0e b=0

451+t:||=l
2

Capitulo 9
LN ITA Seja a matriz: A=E E], em que a=2{1+m25-],

I 8
b=2"%" ¢ =log ; 81e d=log ; 27.

Determine uma matriz real, quadrada B, de ordem 2, tal que AB
e a matriz identidade de ordem 2.

m O elemento a,, da matriz inversa de:

1 0 1
2 1 0f,e
o1 1

0
2
3

2

Matrizes simétricas e propriedades operatdrias gerais

m Demonstre as afirmacodes seguintes relativas a matriz A _:

a) Se A é simétrica, entdo AA' é simétrica.

b) Se A é simétrica, entdo A + Altambém é simétrica.

c) Se A é simétrica, entdo (Al + A2) & simétrica.

d) Se A é simétrica, entdo A — Al @ antissimétrica.

e) Toda matriz quadrada € a soma de uma matriz simetrica e
uma antissimetrica

fy Se A:E E], mostre que a sua inversa, se existir, e:

d -b
A-1_ -c a

ad-bc

m Sendo A e B matrizes inversiveis de mesma ordem e X
uma matriz, tal que (XA)! = B, entao:

X =A"1. Bt
X =Bt A
X = (BA)!
X = (AB)!
nd.a.

XD FGV A, B e Csdo matrizes quadradas de ordem 3e 0é a
matriz nula de ordem 3. Assinale a afirmacao falsa.
(A+B)C=AC+BC
AB=0=A=00uB=0
(A+C)I=A+C
(BC) =C'B'
AC=CA=1=C=A""




TEXTO COMPLEMENTAR

Caracteristica de uma matriz

A caracteristica de uma matriz A_ € o nimero de linhas néo nulas apés o escalonamento da matriz A (Para mais detalhes sobre o
escalonamento, leia o capitulo 6).

| Determine a caracteristica da matriz: _“l Sejoae R,a>0ea# | econsidere a matriz A:
— i 2]
b= log, (3a) log,e(3a)
2 2 1 1
2 -4 6 A = log, (ﬂ —log,a
log, 1 log;, 1
Para que a caracteristica de A seja méxima, o valor de a deve
ser fal que:
n Determine a caracteristica da matriz: (a) a#10ea% 1
1 -1 1 0 3 ]
2 3 -11 (b) a#v10 ea#—
0 2 4 2 3

(c) ax5ea=10

(d a22ea=+3

(e) az2eaz+10

RESUMINDO

O capitulo das matrizes é basico para o estudo dos deferminantes e sistemas lineares. As matrizes séo conjuntos cujos elementos
estdo dispostos em uma tabela. Fiqguem atentos & definigo dos produtos entre matrizes.

O produto A, por B existe somente se n = p, e o resultado é a matriz C - O produto entre matrizes néo é comutativo, ou seja,
AB = BA

*  Matriz inversa:
AB = BA = |
Entéio B & a matriz inversa de A, simbolicamente, B = A-1.

* Principais propriedades:
(AB)' = B'. A (AB)!' = B - A°! (A + B)' = A' + B!

= O =k
i A |
- O =
i

=

]

=

=y

]

|

=
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Capitulo 9

Exercicios complementares

Problemas gerais

BB Uece Scjam as matrizes:

(0 &)= )

Se M - M'= P, sendo M' a matriz transposta de M, entdo
n’+ nq ¢ igual a:

6

9

12

18

M=

BB UEL A soma de todos os clementos da inversa da matriz
M mostrada a seguir € igual a:
1 -1
(1
-2
~1
0

1
2

n Vunesp Se A, B e C forem matrizes quadradas quaisquer
de ordem n, assinale a inica alternativa verdadeira.

AB= BA.

Se AB=AC,entio B=C,

Se A*= O, (matriz nula), entdo A= O .

(AB)C = A(BC).

(A+B)P=A2+2AB + B2,

n FEl Dadas as matrizes A ¢ B, a matriz de x de 2* ordem
que ¢ solucdo da equagdo matricial Ax + B =0, onde 0 repre-
senta a matriz nula de ordem 2 é:

aeft st

n Calcular todas as matrizes X, quadradas de ordem 2, tais
que X* = L.

“ Se J-f'!k=(dlI _i} uma matriz coluna X=(;}_ tal que
AX=3X,¢&

BB ITA Scjam M ¢ B matrizes quadradas de ordem n tais que
M — M-1= B. Sabendo que M'= M-! podemos afirmar que:

B? ¢ a matriz nula.

B-=-2lL

B ¢ simétrica.

B ¢ antissimétrica.

n.d.a.

BB FGV Scja Auma “matriz diagonal” de ordem 2; isto ¢, A ¢
do tipo: [; 3]}nnd{: X € y sdo numeros quaisquer.

Nestas condigdes, o numero de matrizes que satisfazem a equa-
¢ido matricial: A= A=0¢:

0 3
1 4
2

Hrente 2




“ Vunesp Determine os valores de x, v ¢ z na igualdade a
scguir, envolvendo matrizes reais 2x2:

0 0p{0 x| |x—y 0O N z—4 0
x 0110 o) | x vy| |y-z 0O
m O produto A - B das matrizes

1 2 1 31, -
Jf-"!k—[3 4]23—{2 4]cumamatr1z.

simeétrica.
antissimetrica.
niao inversivel.
nula.
identidade.

m Se B= [h-l-} ¢ a matriz inversa da matriz A =| 2 \
¥ /2x2

entdo o elemento b, ¢ igual a:
2

3
1
3

1

3
2

3
-1

m Dada a equagdo matricial X°-2X =0, onde X ¢ uma ma-
triz quadrada, n x n, ndo singular. Podemos afirmar que essa
equacao:

tem uma infinidade de solucoes.

ndo tem solucio.

tem duas solucoes distintas.

tem uma unica solucdo.

admite a solucdo X =|......... |.

BER UFBA Sendo as matrizes:
M= {m-lj )23.N= {ﬂi_i Jap P = {Pl_i Jeq e Q= {q-l_i).m

¢ possivel determinar: M+ N, NPe P-Q), se:
b-a=c-d
a=b=c=d=¢-1
b=a+1l,c=d=e¢=4
ab=6,a+1=b=c=d=e¢-1

b=c=d=2"C
2

m FGV Scja A uma matriz quadrada de ordem n ¢ | a matriz
identidade de ordem n. Se A*=1, podemos afirmar que:
A=A

All=A
AP =]

A nio admite inversa.

B3 Fuvest Dadas as matrizes

a 0 1 b
a6 2)er=(o 7).

determine a ¢ b de modo que AB = I, onde I, ¢ a matriz iden-
tidade de ordem 2.

n
16 B E ﬂ],cntﬁn: A = {K {L]
¥ 0 vy

Com base no resultado anterior, provar que:

Fl_ f+1
- 11 0
ZAL = 1 n-+1
i=0 0 —Y
! l-y |
sen X 2

m Considere a matriz A =( Jnndn: X ¢ real.

10
logy”  2senX
Determine as condigdes para que ela seja inversivel.

m Sejam A e B matrizes reais 3x3. Se tr{ A) derrota a soma dos
elementos da diagonal principal de A, considere as afirmacoes.

[. tr(AY=tr(A);

II. Se Aé inversivel, entio tr(A) #0;

1. tr{ A+ AB)=tr(A) + Atr(B), Vie R.

Demeonstre a veracidade das afirmacoes.

m Sendo x um numero real positivo, considere as matrizes:

rr14::-g|:n: lnglx‘? 1 (0 lnglx‘?
3 3 3
A e B= 1 0
0 —log,x 1 —3log, x —4
\ \ 3

Determine a soma de todos os valores de x para os quais
(AB)=(AB).

m Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 ¢ considere as

definicoes:

I.  Uma matriz quadrada A ¢ ortogonal se e s6 se A for inver-
sivel e AT = AL,

II. Uma matriz quadrada A ¢ diagonal se e so se a; = 0, ¥i;
1=1;2;..;n,comi#],

Determine todas as matrizes quadradas A de ordem 2 que sio,

simultaneamente, diagonais e ortogonais.
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O poligono regular mais famoso

Pitdgoras de Samos fundou em Crotona (Itélia) um
grupo de cardter cientifico, ético e politico. Esse grupo
ganhou muitos adeptos e formou-se mais tarde a cha-
mada escola Pitagdrica. O pentagrama transformou-se
no simbolo desta linha filoséfica.

Para obtermos o pentagrama, basta construirmos o
pentdgono regular ABCDE e tragar as suas diagonais.

Uma das construcdes mais famosas do mundo, o Pentd-
gono ¢ sede do Departamento de Defesa e do Estado-maior
norte-americanos. Foi inaugurado em 15 de janeiro de 1943
no estado da Virginia.

Ele tem o formato de um pentagono regular e é o
maior edificio de escritérios do mundo reservado @ inte-
ligéncia estratégica e espionagem.

Toda essa imponéncia foi ofuscada pelo atentado
de 11 de setembro de 2001, quando um Boeing 757
atingiv algumas alas da sua estrutura.

~EE R,
e

i
L
e I

LR

T ey T

o i
- R S T - —

Pitdgoras de Samos B =



Definicdo e classificacdo dos poligonos

Vamos iniciar nossos estudos com poligonos com a cha-
mada inha poligonal. Considere uma sequéncia de segmentos
consecutivos conforme a figura 1.

A F

Fig. 1 Linha poligonal aberta.

A linha poligonal ¢ aberta, pois o segmento inicial com
a extremidade A esta “livre”. Se fizermos coincidir a ultima
extremidade com o ponto inicial A, teremos agora uma linha
poligonal fechada ou simplesmente poligono.

Capitulo 7

Para classificar os poligonos em convexos ¢ concavos,
considere dois pontos X e Y quaisquer pertencentes ao interior
do poligono, se:

vV XY c poligono < convexo;

IXY @ poligono < cdncavo.

Eementos basicos do poligono convexo
Considere o poligono convexo qualquer ABCDE...

A, B, C,D,E .. vértices
AB, BC, CD... lados

AC, AD, BD, BE ... diagonais

a_ ...angulo interno

-

A, ... angulo externo

Fig. 2 Poligono entrelagado.

Afigura estranha 2 é um poligono entrelagado, pois os seg-
mentos (seus lados) interceptam outros (por exemplo CD e EF)
de maneira aleatoria.

Caso o entrelagado seja regular, teremos o poligono estre-
lado. Observe a figura 3.

Fig. 3 Poligono estrelado.

Para os poligonos nio entrelagados, podemos dividi-los em
dois grandes grupos: convexos ¢ concavos. Observe a figura 4.

Convexo Concavo

Fig. 4 Poligonos convexo e cincavo.

Fig. 5 Elementos basicos.

ATENCAO!

Para um mesmo vértice n, temos a_ + A = 1807 ou seja,
sdo dngulos adjocentes suplementares.
Se um poligono possui n vértices, entdo ele possui n lados.

Podemos classificar os poligonos em fungio do seu nime-
m de lados; observe a tabela 1 a seguir com alguns exemplos.

Numero de lados Denominagao

3 Triangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono

8 Octdgono

9 Eneagono
10 Decagono

11 Undecagono
12 Dodecagono
13 Tridecagono
14 Tetradecagono
15 Pentadecagono
16 Hexadecagono
17 Heptadecagono
18 Cctodecagono
19 Eneadecagono
20 lcosagono

Tab. 1 Nomenclatura de poligonos.

Hrente 3




Soma dos dngulos internos de um poligono
convexo qualquer

Vamos fazer uma inducdo vulgar para obtermos uma for-
mula para o S..

Numero de lados Soma dos angulos internos

4

1 tridngulo 5;=1. 180°

\Z

2triangulos 5, =2 . 1807

</

3triangulos 5;,=3 . 180°

(n— 2) triangulos

n
S,=180° (n - 2)

Tab 2 Soma dos angulos intemos.

Pela observagio dos numeros, induzimos vulgarmente
gque um poligono convexo de n lados possui (n —2) triangulos
encaixados no seu interior. Como em cada triangulo a soma dos
angulos internos ¢ 1807 temos 5, = 180" (n—2).

Vamos demonstrar o resultado pelo PIE

1* parte: paran =3, o poligono ¢ um tridngulo, entio temos:
S, = 180°%3 = 2) = 180° (correto).

2" parte: Se S, = 180°(k — 2) para um poligono de k lados,
entdo deveremos ter S, = 180° [(k + 1) = 2] para um poligono
de k + 1 lados.

s S+180°(k-2)

£

-

p o e et I

Fig. 6 Demonstracan.

Ao adicionarmos 1 vértice no poligono de k lados, adicio-
namos | lado e 1 tridngulo interno.

§'=8, +180°=180°(k-2)+ 180°= 180" [(k=2) + 1] =
=180°[(k + 1)2] (c.q.d.)

ATENCAO!

Inducdo vulgar é a generalizagdo de uma propriedade
através de alguns casos particulares. As indugdes vulgares
podem ser corrigidas pelo principio da indugéo finita (PIF).
S, € a soma dos angulos internos do poligono convexo
(5,=a, + 4, + ... +4a).

n Calcule a soma dos angulos internos de um decagono
CONVEXO.

Resolugdo:
Sabemos gue n = 1), assim temos:
S:' =[80°¢(10=2) = 1807 8= [.440"

Soma dos dngulos externos de um poligono
convexo qualquer
Lembrando que em um poligono, o numero de lados ¢ igual
ao numero de vertices, e, ¢ claro, igual também ao nimero de an-
gulos intemos e externos; observe as equagdes ¢ a figura 7 a seguir.
a,+A, =180°

a,+A, =I180°
1;—"-;“"'!"1
AN ﬁﬁ,ﬂ 51
n ‘én
"
5

Fig. 7 Soma dos angulos externos.

Somamos todos os membros das n equagdes, temos 0 se-
guinte resultado:
(@, +a, ... +a )+ (A +A+ . +A)=180"+..+180°

w
1 termos

Que representa §.+ 5§ = 180°n
Mas como S, = 180" (n - 2)

= 180°(n=2)+S_=180°n

= 180°n - 360°+ S _=180"n
= S, = 360°

ﬁ WMatematica



ATENCAO

* Em um poligono convexe qualquer de n lados, S, é
constante e vale 360°.

* Poligono convexo qualquer de n lados:
S,= 180° (n - 2
S, = 360°

* 5_é&asoma dos éngulos externos de um poligone con-
vexo qualquer (S, = fh] + fh? + ...+ ﬁn]

Poligonos regulares

Um poligono convexo ¢ definido como regular se ele for
equilatero (lados iguais) ¢ também equidngulo (angulos iguais).
Observe o diagrama de Venn.

Equildtero

Regular Equianguio

Fig. & Classificacdo dos poligonos convexos.

Vamos construir um poligono equidngulo. Seja ABC um
triangulo equilatero. Tragar paralelas aos lados do triangulo,
obtendo assim um hexagono equiangulo.

Fig. 9 Hexagono equiangulo.

Os AADE, ACIH e ABGF sio equilateros, por isso todos os
angulos do hexagono DEFGHI valem 120°,

Podemos também construir um hexagono equilatero, mas
ndo equiangulo. Observe a figura 10.

B | F
] ! =]
60° 60°
A <) B0° 60°( >E
607 60°
+] |I [=]
C D

Fig 10 Hexagono equilatero.

Capitulo 7

Temos dois tridngulos equilateros AABC e ADEF coloca-
dos no quadrado BCDF. Os seis lados sdo iguais, e os angulos
mternos valem: 60°, 60°, 150°, 150%, 150%¢ 150°,

O poligono regular ¢ aquele em que os lados sio iguais
¢ 0s dngulos internos iguais (consequentemente os extemos).
Para designa-los, acrescentemos a palavra regular. Observe o
hexagono regular.

Fig. 11 Hexagono regular.

Os poligonos regulares possuem os angulos intemos iguais;
podemos escrever que S,=n - a. e S_=n - a_ Substituindo os

valores obtidos para S, ¢ S_, obtemos para um poligono regular
de n lados:

180%(n — 2) ) 360"

n n

n Calcule o dngulo interno do decagono regular.

d;

Resolugdo:
Temos entdo um poligono regular com n = [0, assim:
o -2
a, = 180°(10-2) = [44°.
10

ﬂ Determine o poligono regular cujo angulo interno ¢ igual
a trés vezes o angulo externo.

Resolugdo:
Em um mesmo vértice do poligono, o dngulo interno e externo
sdo adfjacentes e suplementares.

Ix+x=180° . 4dx = 180° . x = 45°
a;=3(45°)=135° ¢ a, = 45°
36(0)° 360F

45 =
n n

. n=4, ou sefa, trata-se do octogono regular.

s 45n =360

Como a, =

Frente 3




n Considere um hexagono regular ABCDEF e um quadra-
do externo ABGH. Calcule os angulos AFH, FAH e AEC

Resolvgdo:
De acordo com o enunciado, temos o desenho abaixo.

i :
i G

Como o gquadrado foi construido no lado do hexdgono, temos
AF = AH = AFAH ¢ isosceles. No vertice A, temos:

Angulo interno do hexdgono
mmﬁ

-]
[T Angulo interno do quadrado

v+ 1207+ 90%= 3607 . y= 150" no AFH
temos: x + 1507 +x= 180" . x=15"
AEFA=AEDC (LAL), os tridngulos sdo isosceles.

No vertice E, temos:

I+ z+30°=120"=z = 60"
_,f

Calculo do numero de diagonais de um poligono
CONvexo

Considere um poligono convexo de n lados:

1

Fig. 12 Calculo do nimero de diagonais.

Para tragarmos, por exemplo, as diagonais do vértice 2, ndo
utilizamos os vértices adjacentes, no caso 1 e 3.

Unimos o vértice 2 com outros (n — 3) vértices: desse modo,
de cada vértice, teremos (n — 3) diagonais no total de n vérti-
ces, serdo n{n — 3), mas como cada diagonal tem extremidade
em dois vértices, a contagem considerou cada diagonal duas

nin-—3)

vezes, assim: d =

ATEN@A{S!

Em um poligono convexo de n lados, de cada vértice

n[n - 3)
2

partem (n — 3)diagonais, perfazendo um total de d =

diogonais.

Exercicios resolvidos

ﬂ Determine o poligono cujo nimero de lados ¢ igual ao
numero de diagonais.

Resolugdo:

d=n.. H{H}_h”:ﬂ.*. n-3

=» n =3 (penidgono)

n Dé o mimero de lados de um poligono que possui 44
diagonais.

Resolucdo:

_n(n—3)

d =44 .0 —3n=88

—n” —3In—88=0:(n—1)n+8)=0

=» n = —4& (ndo convém) e n = 1l {undecagono)

n Em um poligono regular, o dngulo interno excede o exter-
no de 108° calcule o numero de diagonais distintas do poligono.

Resolugao:
a,=a,+108° mas a, +a, = 180°

= a, +108°+a, = 180° ». 24, =72°

360°
=d,=36°=aqa, =
n
0o
= 36° = 650 =» 360 = 360 .. n =10 (decdgono)
n
= d= 10710=3) = 335 diagonais.

B Se aumentarmos de 3 o numero de lados de um poligono
¢ de 21 o numero de suas diagonais, determine o numero de

diagonais do poligono.
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Resolu¢ao:

Sejam d e n os valores iniciais, tal que d = nn—3)

Para outra situagdo, temos n + 3ed + 21, assim:

(n+3)}f(n+3)-3]

d+21=

2
=2d+42=m+3) - n=2d+42=(n+ 3)n
= 2_!1{!1—3) +42=nm+3)=n"=-3n+42=n"+3n

= On =42 . n =7 (heptagono)
7(7—-3)

d = = 14 diagonais.

n O nimero de lados de dois poligonos ¢ dado por{x-1)
e por (x + 1). Sabendo-se que o nimero total de suas diagonais
¢ 55, determine o nimero que expressa a diferenca entre elas.

Resolugdo:
g _(x=Df(x=1)=3] _(x=1)(x~4)
! 2 2

(x+1)[i{x+1)-3] (x+1)fx-2)
dz = =

2 2

d, +d, =55 :'{_r—}){_r—4)+{_t+f,g’x—3)=55
= (x=Sx+4)+(¥=x=2)=10
XX =6x—-108=10
M=3x=54=0, (x=9(x+6) =10
x=49
Poligonos: 8 e 10) lados.
dy = 8{3—3,}:303{#“ _ Il’}{j‘;}—j'):ﬁ
dyg—dy =15

Calculo do numero de diagonais que passam
pelo centro de um poligono

Vamos considerar um poligono regular; podemos construi-lo
inscrito a uma circunferéncia.

Dividindo a circunferéncia em n arcos iguais, temos um
poligono regular de n lados.

Onde:

a_= angulo central

O = centro do poligono e
cenfro da circunferéncia

Fig 13 Poligono regular.

Capitulo 7

No poligono regular, temos o chamado angulo central do
vertice dos triangulos isosceles formadores do poligono. Que-
remos avaliar o nimero de diagonais do poligono regular que
passam pelo seu centro O, que nada mais ¢ do que o didmetro
da circunferéncia.

O diametro funciona como um eixo de simetria do poligo-
no, ¢ esta vai ocorrer quando o seu numero de lados for par. Se
o numero de lados for impar, nunca ocorrera simetria.

ATENCAO!

Em um poligono regular de n lados, se n for:

* por: o poligono possui diagonais que passam pelo
cenfro;

* impar: o poligono ndo possui nenhuma diagonal que
passa pelo centro,

Vamos avaliar agora a quantidade de diagonais que passam
pelo centro.

Como a diagonal ¢ o didmetro que une dois vértices opos-

r T L) n r r
tos, o numero de didmetros sera > que ¢ o total do numero

de diagonais que passam pelo centro,
Podemos resumir os resultados no poligono regular na ta-
bela 3 a seguir.

Numero de Passam pelo  Nao passam Total de
lados centro pelo centro diagonais
2k n nin— 4) n(n — 3)
(par) 2 o 2
2k + 1 0 nin— 3) n(n —3)
(impar) 2 2

Tab. 3 Resultados no poligono reqular.

*n(n-3) n _n(n-3)-n _ n(n-4)

2 2 2 2

m Um poligono regular possui 2n lados. Determine o nu-
mero de diagonais que ndo passam pelo centro.

Resolugdo:

Como o poligono é regular e seu numero de lados é 2n (niime-
o par), entdo ele possui diagonais gue passam pelo centro.
Assim:

_ 31:{211—3)_2}1 —n(2n=3)—n
2 2

= 20" —3n—n=2n" —4n = 2nfn—2)

d

FHente 3 ﬁ




Revisando

n Determine o numero de lados de um poligono regular n ABCDE e um pentagono regular, e ﬁéﬂpfﬂlﬂl‘lgﬂ[ﬂﬂntﬂ
convexo, cujo angulo interno & o quintuplo do externo. do lado BC. Se AF = AE, calcule o valor do angulo oo

A F

n As mediatrizes de dois lados consecutivos de um poligo- n ABCDE é um pentagono regular e CDFG € um quadra-

no regular formam um angulo de 24°. Determine o nimero de do. Calcule o valor dos angulos assinalados «, p e y na figura
diagonais desse poligono. abaixo.
A
Eqy a 7 B
b
o
D C

n Dados dois poligonos com n e n + 6 lados, respectiva-
mente, calcule n, sabendo que um dos poligonos possui 39 dia-
gonais a mais que o outro.

- ;
-.-|_|: .-|_|._.-
i L |
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Exercicios propostos

Angulos de um poligono regular

“ Foap A medida mais proxima de cada angulo externo do
heptagono regular da moeda de R$ 0,25 e:

\|'|:l:.'.-l.y':
60° 36° 51°
45° 83°

BB USF O poligono regular cujo angulo interno mede o triplo
do angulo externo & o:

pentagono. decagono.
hexagono. dodecagono.
octégono.

n Fuvest Na figura adiante, ABCDE & um pentagono regular.

/\
B E
C D
A medida, em graus, do angulo a e:
32° 36° 40°
34° 38°

n Em um poligono regular ABCD..., as mediatrizes dos la-
dos AB e BC formam um angulo de 9°. Determine o nimero de
lados do poligono.

B FEl AB e BC s&o dois lados consecutivos de um poligono
regular Se ABC = 3. ACB, achar o nimero de lados do poligono.

“ AB, BC, CD e DE sao 4 lados consecutivos de um ico-
sagono regular Os prolongamentos AB e DE cortam-se em 1.
Calcule BID.

Numero de diagonais dos poligonos regulares

BB Unitau O poligono regular convexo em que o n° de lados
e igual ao numero de diagonais e o:
dodecagono. decagono.
pentagono. hexagono.

heptagono.

n FEl O angulo interno de um poligono regular em que o
numero de diagonais excede de 3 o nimero de lados é:

60° 108° 120°

72° 1500

n A razdo entre o nimero de diagonais de dois poligonos
regulares & % Um deles possui o dobro do nimero de lados

do outro. Determine os poligonos.

= F.l r r [ 2 =
m Arazao entre os géneros de dois poligonos & EE arazao

L r r [ 1 " F
entre o numero de diagonais e 3 Determine os poligonos.

Poligonos ndo regulares

m Determine x:

m Qual € o poligono convexo em que a soma dos angulos
internos & 1.080°7?

BED Mackenzie As medidas dos angulos assinalados na figu-
ra a seguir formam uma progressao aritmetica.

Entao, necessariamente, um deles sempre mede:

108° 86°
104° 72°
100°

m Fuvest Dois &ngulos internos de um poligono convexo
medem 130° cada um e os demais angulos internos medem
128° cada um. O numero de lados do poligono é:

6 16
7 17
13

m Em um poligono, a soma dos angulos internos adicionada
a soma dos angulos externos é igual a 1.440° Determine o

nimero de diagonais do poligono

m A soma dos angulos externos de um pentagono e de 4
dos seus angulos internos € igual a 850°. Calcule o 5° angulo
do pentagono.

Frente 3




TEXTOS COMPLEMENTARES

0 que fazemos com os poligonos ¢éncavos?

Muitos livros e apostilas que tratam do assunte dizem que as fér- Assim, a soma dos dngules intemos também vale 180° (n - 2).
mulas apresentadas valem somente para os poligonos convexos e pro- Vamos analisar agora os éngulos externos dos poligonos.
ticamente desconversam o que acontece com os poligonos concavos.

O mais interessante é que em um poligono cdncavo a soma
dos &ngulos infernos também é 180°. (n - 2) e a soma dos éngulos
externos também vale 360° (mas com alguns ajustes).

Observe que um poligono céncavo de n lados também pode ser
decomposto em (n — 2) triéingulos adjocentes. Analise os exemplos.

A B

7 lados
5 triangulos adjacentes

No poligone convexo, os éngulos infernos sdo “salientes” e
todos menores que 180° No vértice E, temos &, +a, = 180°

No poligone céneavo, alguns éngules internos sdo “reentran-
tes”, e estes séo maiores do que 180°

Para que &, + &, = 180°, vamos considerar &, < 0. Observe
£ 8 lados os dngulos no vértice D.

6 triangulos adjacentes Com a definicio do éngulo externo negativo, a soma dos

éingulos externos de um poligono céncavo também vale 360°.

Pentagono regular

Fd

Devido as suas diversas peculiaridades, o pentdgono regular  a) & o Unico poligono que o nimero de lodos coincide com o
é um poligono muito explorado nos vestibulares. Vames observar nimero de diagonais:
algumas propriedades:

ol
2
n(n—3) n—J3

d=n..———=n..——=1..n=5

n 5 n:.— n
b) s diogonais dividem os éngulos internos em partes iguais.
1807 (5=2
Como o seu dngulo interno é igual a: & = E:? ) =108°

e existem vdrios triingulos isésceles congruentes ao AABE
(108°; 36°% e 36°), as diagenais dividem os éngulos internos
em 3 dngulos de 36°

¢) as diagonais formam um novo pentdgono regular semelhante
ao inicial.
O pentdgono FGHIJ é semelhante ao pentdgono ABCDE.
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d) o pentdgono regular é formado por 5 triéingulos isdsceles

congruentes especiais, chamados de tridngulos de ouro.
Observe o AAFB.

AAFG, AAGB e AAFB séo isdsceles. AAEF ~AADE
AFAG ~AABF 0 b e beb?0=b2tab_o?
e] o cruzamento de duas diagonais forma segmentos que estéo a+b o N
na rozéio durec. b=_ai 502 pota 5*E=E
2 2 «a 2

b é o segmento dureo de a.

RESUMINDO

Os principais elementos de um poligono convexo sdo:

* @, 0,..4_: angulos internos;
* Ay Ay A Bingulos externos;
+ diagonais.

S =180°(-2), S, =360° e d="n=3

2
Para poligonos regulares:
180°(n—2) 360°
Q= e aq,=
n n

B QUER SABER MAISY?

8 s

= Pavimentagdo com poligones regulares
<www. uff. br/cdme/ ppr/ ppr-html/ppr-br htm| >




Exercicios complementares

Problemas gerais

“ ITA Considere as afirmagdes sobre poligonos convexos.

. Existe apenas um poligono cujo nimero de diagonais coin-
cide com o nimero de lados.

II. Nio existe poligono cujo numero de diagonais sgja o qua-
druplo do nimero de lados.

III. Se a razio entre o numero de diagonais ¢ o de lados de um
poligono ¢ um numero natural, entdo o numero de lados do
poligono ¢ impar.

Todas as afirmacoes sdo verdadeiras.
Apenas | e 11l sdo verdadeiras.
Apenas | ¢ verdadeira.

Apenas 11l € verdadeira.

Apenas 1l e Il sdo verdadeiras.

n Um poligono possui, a partir de um de seus vértices, tan-
tas diagonais quantas sdo as diagonais de um hexagono. Deter-
mine o poligono ¢ o total de suas diagonais.

n Determine o total de poligonos cujo niumero de lados n
¢ expresso por dois algarismos iguais ¢ que seu numero d de
diagonais ¢ tal que d = 26 n.

4 6 8

5 7

n Se aumentarmos de 3 o niumero de lados de um poligono
ede 21 o nimero de suas diagonais, entdo o numero de diago-

nais do novo poligono sera igual a:
5 35 27

9 20

n O numero de lados de dois poligonos ¢ dado por (x = 1)

e (x + 1). Sabendo-se que o numero total de diagonais ¢ 35,
indique o nimero que expressa a diferenca entre elas.

5 11 17
6 15

n Determine o namero de diagonais de um poligono con-
vexo sabendo que de um dos seus veértices partem 12 diagonais.

n Determine o angulo interno de um poligono regular
ABCDE..., sabendo que as bissetrizes AP e CP dos angulos

- s 2
A e C formam um angulo que vale 9 do scu angulo interno.

n Trés poligonos possuem o nimero de lados expressos
por numeros inteiros consecutivos, sabendo que o nimero total
de diagonais dos trés poligonos ¢ igual a 43, Determine o po-
ligono com menor nimero de lados.

B ITA A soma das medidas dos angulos internos de um
poligono regular ¢ 2.160° Entdo, o numero de diagonais desse
poligono que ndo passava pelo centro da circunferéncia que o
circunscreve ¢:

50

60

70

80

90

m ITA O comprimento da diagonal do pentigono regular de
lado medindo 1 unidade ¢ igual a raiz positiva de:
+x=2=0
X —-x=-2=0
x> =2x+1=0
+x—-1=0
¥=x=1=0

m A medida sexagesimal do menor dngulo de um poligono
convexo ¢ 139° e as medidas sexagesimais dos outros angulos
formam com a do primeiro, tomadas na ordem crescente, uma
progressio aritmética cuja razdo ¢ 2° Calcular o nimero de
lados do poligono.

m Demonstrar que um poligono convexo ndo pode ter mais
de trés angulos intemos agudos.

m Determine o dngulo formado pelas bissetrizes de dois
angulos adjacentes de um poligono equidngulo.

m Trés poligonos regulares com nimero de lados m, ne p

“preenchem o plano™ em um mesmo vértice. Demonstre que

1 1 :
— 4+ —+ — ¢ constante.

m n p
m Descrever um processo geométrico que nos possibilite
construir um hexdagono e depois um pentagono que sejam ape-
nas equiangulos.



Relacdo de inclusdo entre os quadrildteros notaveis

A geometria que estudamos atualmente teve sua origem,
aproximadamente, hd 300 o.C. A grande obra geométrica da
Antiguidade, como & sabemos, sdo os 13 livros de Os elementos,
de Euclides. Na definicdo 19 do livro |, Euclides define uma “figura
quadrilétera” como sendo aquela contida por quatro linhas. Na

definicio 22 do mesmo livro, ele define alguns quadriléteros
notaveis como: quadrado, oblongo, rombo e romboide.

A conceituacdo utilizada atualmente deve-se ao matemdtico

francés Jacques Saloman Hadamard (1865-1963). Em 1898,
Hadamard resumiu os quadrilateros notaveis através de um

diagrama de Venn, muito conhecido.

: Quadrilateros
Trapézio

Paralelogramos

Retdngulos




Classificacio e elementos basicos dos
quadrilateros

Neste capitulo, vamos estudar somente os poligonos com 4
lados, que podemos dividir em 2 grupos.

A A

Concavos Convexos

Fig. 1 Tipos de quadrilateros.

Ambos os quadriliteros da figura 1 possuem 5, = 360°,
2 diagonais e S, = 360°.

Daremos énfase aos quadrilateros convexos. Algumas pro-
priedades desses quadrilateros serfio estendidas aos concavos.

ATENCAO!

Mo quadrilatero cdncavo, temos éngulos internos maiores
do que 180°

g = 180°

Poderiamos considerar o éngulo externo negativo, a fim de
que a soma com o inferno dé 1807,

Trapézio
Definicdo: trapézio ¢ o quadrilatero notavel que possui
2 lados paralelos chamados de bases.

A B
- e
e Y
D C
AB/CD e AC e BD : diagonais

Fig. 2 Trapezia.

Classificacdo dos trapézios

A B A B A B
-] \ B
D C D C D C
AD 2 BC= AB = CD ﬁ & altura AD = BC
Escaleno Retangulo Isosceles

Fig. 3 Classificacao dos trapeézios.

Propriedades dos trapézios

P1 Na figura 2, como AB//CD, temos retas paralelas e as
transversais AD e BC assim os dngulos AeD,Be C
s10 colaterais internos, portanto: A+ D=B+C=180°

P2 Em um ftrapcézio qualquer, as bissetrizes dos angulos
A e D, B e C sio perpendiculares.

D
Fig. 4 Demonstracao.

BE ¢ CE sio bissetrizes.
Como B+ C =180°= 20+ 2B =180° .
o+ Pp=90° mas o ¢ P sdo dngulos internos do ABCE,

entdo BEC = 90°.
Observe a figura 5.

Fig. 5 Propriedades das bissetrizes.

ABCD é um trapézio qualquer,
BE 1 CE e AF L DF

P3 Em um trapczio isosceles, os angulos da base sio 1guais e
as diagonais sdo congruentes.

A B
F 4
al []
D E F C

Fig. 6 Demonstracao



Como AB//CD = AE =BF
Os ADEA = ACFB (caso especial) = D=C

Fig. 7 AABD = AABC (LAL) = AC = BD.

P4 Base média do trapézio

Observe a figura 8, tal que AM=MDe¢
BN = NC, o segmento MN ¢ a base média do trapczio e
vale a média aritmética das bases ¢ é paralela as bases.

A B

D C
AM =MD e EN=NC

Fio. & Base media do trapezio

MN //AB//CD. temos: MN = 22 +ED

B
‘»5\
E
?‘ ;ELP | ‘i] :i
-

D C

Fig. 9 Demonstracao

O ADME ~ ADAB (razio 1) = Mg = 2B
2 2

¢ 0 ABNE ~ ABCD (razio 1) = NE = 2€
2 2
Assim:
AB DC AB+CD

ME+NE="—+-"==MN=
2 2 2

Paralelogramo
Defini¢do: um quadrilatero convexo ¢ um paralelogramo

quando possui os lados opostos paralelos.

AB/CD e ADJIBC

Fig. 10 Paralelogramo.

O paralelogramo ¢ um trapézio. Todas as propriedades
basicas do trapézio também servem para o paralelogramo.

Lembre-se da regra do paralelogramo de adicio e subtragio
de vetores.
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Propriedade dos paralelogramos

P1 Os lados opostos de um paralelogramo sio iguais.
Demonstracdo:
Na figura 10, temos AABD = ACBD (LAL)= AD=BCe
AB=CD.

P2 (s angulos opostos de um paralelogramo sdo congruentes.
Demonstracdo:
Observando a figura 10, torna-se obvio.

P3 As diagonais de um paralelogramo cruzam-se no ponto
médio.
Demonstracdo:
Da figura 10, podemos retirar a figura 11,

A B

M
=]

[
D C

Fig. 11 AAMD e ACMB, provenientes do paralelogramo ABCD.

Pela figura 11, podemos ver que AAMD = ACMB (LAA,)
= MD =MB ¢ AM = MC.

ATENCAO!

Em um paralelogrameo ABCD:
A B

D Cc

temos: AD = BCe AB = CD
A=CeB=D
AM = MC e BM = MD

Propriedade interessante!

Em um quadrilatero qualquer, concavo ou convexo, a unido
dos pontos médios dos lados sempre forma um paralelogramo
cujo perimetro ¢ a soma das diagonais do poligono inicial.
Observe as figuras 12 ¢ 13,

MMNPQ & um paralelogramo

Fig. 12 Propriedade dos guadrilateros.




Fig. 13 Demonstragao

MEE sao  bases medias AABD e ACBD =
MN//DB//QP e MN+ PO = BD.

Mesmo procedimento para os lados MO e NP, obtendo
também MQ//AC//NP e MQ+ NP=AC.

Assim: MN + QP + MQ+ NP=AC+ BD

Para o quadrilatero convexo, temos:

ATENCAO!

A B A B A B
——ap ——pp- —p
D
C D CcC D C

Quadrilatero
CONVEeXo

-] L]
Retangulo| (Angulosiguais)
g! ]
—p ou

Trapéezio Paralelogramo

Losango/ (ladosiguais)

No quadro anterior, percebemos que, apos a definicio de pa-
ralelogramo, podemos definir dois outros quadrilateros notaveis.

Fig. 14 Extrapolacao da propriedade para uma quadrilatero concavo.

QP ¢ MN sdo bases médias dos tridngulos ACDB e
AADB = QP//MN//BD e MN+ PQ= BD.

Retdangulo
Definicdo: retangulo ¢ o paralelogramo que possui angu-
los iguais.
A B
-] L]
A=B=C=D=90°
o [
D C

A

B

Fig. 16 Retangulo.

Propriedades do retingulo

P1 Lados opostos congruentes, pois ¢ um paralelogramo.

P2 Diagonais que se cruzam no ponto médio, pois é um para-
lelogramo.

P3 Diagonais congruentes.

Fig. 15 Continuacgao da extrapolagao da propriedade para um quadrila-
tero concavo.

m ¢ NP sio bases médias dos triangulos ADAC e ABAC
= MQ//AC//NP e MQ+ NP=AC.
Assim, MN + PQ) + MQ + NP= BD + AC.

A ) B
;' 1N |_

1 1 AABD = ABAC (LAL) = AC = BD
] # [

D C

Fig. 17 Demonstragéc.

Losango ou rombo
Definicio: losango ¢ o paralelogramo que possui os lados
iguais. Observe a figura 18.

A

AB=BC =CD=AD

Fig. 18 Losanga.



Propriedades do losango

P1 Angulos opostos iguais, pois o losango é paralelogramo.

P2 As diagonais cruzam-se no ponto meédio, pois ¢ paralelo-
gramo.

P3 As diagonais sdo bissetrizes.

Fig 19 Demonstragéo.

O ABCD ¢ is6sceles ¢ BDC = ABD (alternos internos)
P4 As diagonais sdo perpendiculares.

A
s

Fig 20 Demonstragéa.

A+D=180° = 2B +20t=180° . ot + B=90° ot e B sdo
angulos intemos do AAMD e AMD = 90°.

ATENCAO

O guadrilatero notavel mais simples & o quadrado.

a L

7

Losango Quadrado

1] []
Retangulo

Quadrado

Definicio: o quadrado ¢ o quadrilatero que ¢ retangulo e
losango ao mesmo tempo.

Propriedade dos quadrados

P1 Todos os lados iguais, pois ¢ losango.

P2 Todos os dngulos iguais, pois ¢é retangulo.

P3 Diagonais bissetrizes, pois ¢ losango.

P4 Diagonais cruzam-se no ponto médio, pois é paralelogramo.
Ps Diagonais perpendiculares, pois € losango.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.
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n A diferenca entre o maior e 0 menor angulo de um tra-

pézio retangulo ¢ 18°. Qual o valor do angulo agudo formado
pelas bissetrizes dos angulos de sua base menor?

Resolugdo:

Pro=180°
P-a=18

B=195 =p="2%

No AABE, temos 45° + x + = 180°
= 45°+ 49°30"+ x = 180° = x = 85°30)".

=49"30

B Calcule o valor de x na figura, sabendo-se que at+ p=190°
¢ DE e CE sdo bissetrizes.

A

Resolugdo:

L7 m

(> C

s
D
No quadrildatero ABCD, temos:
o+ P+ 2a+2h=360° = 190° +
=]70°"=a + b =485°
No ADEC, x +(a + b) = 180°

2a+b)=360°=2a+b)=
sx 4 859 = 180° = x = 95°

B Determinar a medida do menor angulo interno do qua-
drilatero abaixo:




Resolugao:

A+B+C+D =36(°

Sofx +30°) + (120°) + (80°) + (x = 10°) = 360°
S 2x+220°=360° 1 2x = 140° s x =70°

O menor dngulo é A =x = 10° = 70° = 10° = 60°

n Em um losango ABCD, o dngulo A mede 120°. Os pon-
tos médios de AB e AD sdo, respectivamente, P ¢ Q. Calcular

os dngulos internos do APAQ).

Resolugdo:

AAPQ ~ AABD. Assim, os dngulos do AAPQ sdo: 120°;
30° e 30°.

01 No trapézio PQRS da figura, a medida do angulo QRS ¢

o dobro da medida de QPS. QR mede a ¢ RS mede b. Calcule a
medida de PQ).

R b S
20
a
o
Q P

Resolugao:

A b S
'L
[
LY
L1
1.'4
a .
&
'ﬁ'\
LS
&
L]
cr,l.rhh [y}
- =
Q a T ‘E P

TR // PS — RSPT é um paralelogramo — PT=RS=b
AQRT ¢ isosceles — OT= R0 =a
PO=a+b

n O trapézio ABCD tem as duas bases {L_B ¢ CD medindo
2a ¢ a, respectivamente. Se DAB =43 ¢ ABC=47", determi-
ne a distancia entre os pontos medios das duas bases.

Resolugdo:
i a r.
a
D N 2 |c
43° A 43° | 47°
A a M P B

a a
2 2

DCMA é um paralelogramo
DN =NC=MP=PB= E? — NCPM é um paralelogramo cP

¢ mediana relativa a hipotenusa do ABCM. MN = PC = E?

- vy

Revisando

“ Mo trapézio ABCD da figura, temos AB =a e CD = b
Sejam M e N os pontos medios de AD e BC. As diagonais

AC e BD interceptam a base média MN nos pontos P e Q. De-

termine as medidas dos segmentos: MP, PQ e QN.

n Em um trapézio isésceles ABCD, a base menor AB é
congruente aos lados nao paralelos. Prove que as diagonais
sao0 bissetrizes dos angulos C e D do trapézio.
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n Ma figura a seguir, 0 AXYZ possuilados XZ=aeZY=h ﬂ No trapézio da figura, temos AB=a, BC=b,CD =c e

WPQZ e um losango. Determine a medida do lado desse losan- DA = d. As bissetrizes dos angulos A, B, C e D foram tragadas
goemfuncdodeae b e formaram os triangulos retangulos APD e BQC. Determine a
X medida de PQ.

A B
Z Q Y D C

n No paralelogramo da figura, temos em M o ponto medio

de AB e DM a bissetriz do angulo ADC. Se o perimetro do pa-

ralelogramo vale 36 cm, determine as medidas dos seus lados.
A M B

Frente 3 REX




Exercicios propostos

Definicdes dos quadrilateros notaveis

“ Classifique como verdadeiro (V) ou falso (F).

a)
b)
c)
d)
€)

f)
g)

h)

)

k)

)

1)

Todo retangulo € paralelogramo.
Todo paralelogramo e retangulo.
Todo quadrado e retangulo.
Todo retangulo e quadrado.
Todo paralelogramo e losango.
Todo quadrado e losango.

Todo retangulo que tem dois lados congruentes e
quadrado.

Todo paralelogramo que tem dois lados adjacentes
congruentes e losango.

Se um paralelogramo tem dois angulos de vertices
consecutivos congruentes entao ele e um retangulo.

Se dois angulos opostos de um quadrilatero sao con-
gruentes, entao ele e um paralelogramo.

Se dois lados de um quadrilatero sdo congruentes,
entao ele € um paralelogramo.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sao con-
gruentes, entao ele e um paralelogramao.

Se dois lados opostos de um quadrilatero sao con-
gruentes e paralelos, entao ele e um paralelogramo.

As diagonais de um losango sao congruentes.
As diagonais de um retangulo sao perpendiculares.

As diagonais de um retangulo sao bissetrizes dos
seus angulos.

As diagonais de um paralelogramo sao bissetrizes
dos seus angulos.

As diagonais de um quadrado sao bissetrizes de seus
angulos e sao perpendiculares.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes
de seus angulos, entao ele & um losango.

Se as diagonais de um quadrilatero sao perpendicu-
lares, entao elas sao bissetrizes dos angulos dele.

Se as diagonais de um quadrilatero sdo congruentes
e perpendiculares, entao ele & um quadrado.

Se as diagonais de um quadrilatero sao bissetrizes e
congruentes, entao ele e um quadrado.

Se uma diagonal de um quadrilatero & bissetriz dos dois
angulos, entao ela e perpendicular a outra diagonal

N ITA Dadas as afirmacdes:

I.  Quaisquer dois angulos opostos de um quadrilatero sao
suplementares.

Il Quaisquer dois angulos consecutivos de um paralelogramo
sa0 suplementares.

lll. Se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares
entre si e cruzam-se em seu ponto medio, entao esse pa-
ralelogramo & um losango.

Podemos garantir que:
todas sao verdadeiras.
apenas | e ll sao verdadeiras.
apenas ll e lll sao verdadeiras.
apenas |l & verdadeira.
apenas lll e verdadeira.

ﬂ Vunesp Considere as seguintes proposicées:
— todo quadrado e um losango;
— todo quadrado e um retangulo;
— todo retangulo e um paralelogramo;
— todo triangulo equilatero e isosceles.
Pode-se afirmar que:
s0 uma e verdadeira.
todas sao verdadeiras.
s0 uma e falsa.
duas sao verdadeiras e duas sao falsas.
todas sao falsas.

Paralelogramos

“ A razao entre dois lados de um paralelogramo € % Se o

perimetro desse paralelogramo & 150 m, determine a medida
dos lados.

ﬂ No paralelogramo a seqguir, calcule y.
A B

% + 50 2x - 150
D C

n Sabendo que ABCD e um paralelogramo, calcule x e v

D /

C

A
[a0r



BB PUC-Rio ABCD ¢ um paralelogramo, M é o ponto médio
do lado CD, e T & o ponto de intersecgao de AM com BD. O
valor da razao DT/BD e:

2

7

Bl = M

n Em um paralelogramo de perimetro 30 cm, A = 120°, a
bissetriz do angulo D passa pelo ponto medio M do lado AB.
Calcule os lados do paralelogramo e os angulos do ACMD.

Irapezios
9 | Unicamp Um trapézio retdngulo é um quadrilatero con-
vexo plano que possui dois angulos retos, um angulo agudo

¢« € um angulo obtuso P. Suponha que, em um tal trapezio, a
medida de P seja igual a cinco vezes a medida de o

TEXTO COMPLEMENTAR

Unindo os pontos médios de um quadrilatero qualquer

Capitulo 8

a) Calcule a medida de o, em graus.

b) Mostre que o angulo formado pelas bissetrizes de e f e
reto

m Abase media de um trapezio vale 20 cm e a base maior

. 3 :
g — da base menor. Determine as bases.
2

m Em um trapezio retangulo em que o angulo agudo mede
457, demonstre que a altura e igual a diferenca entre as bases.

m Em um trapezio retangulo, a bissetriz de um angulo reto
forma com a bissetriz de um angulo agudo do trapezio um an-
gulo de 110" Determine o maior angulo do trapézio.

m Um trapézio ABCD de base maior AB = 10 cm e tal que
A =B =60° sendo a diagonal AC perpendicular ao lado CB
Determine o perimetro do trapézio.

Sabemos que em um quadrilatero qualquer (convexo ou cén-
cavo), unindo os pontos médios dos lados, sempre teremos um
paralelogramo.

Observe as figuras:

=

M,M,M,M, & um paralelogramo.

Queremos transformar esse paralelograme em quadriléteros
mais particulares.

Perguntamos:

Qual é a condicfio que devemos impor ao quadrilatero ABCD
para que M,M,M,M, seja:
a) reténgulo? O quadrilatero j& é paralelogramo, basta um én-

gulo reto entre os lados para transformar-se em um reténgulo.

A
M, M,
D g B
M, ",
C

b) losango? O quadrilatero ABCD precisa ter diagonais iguais.

Diagonais iguais = losango
c) quadrade? O quadrilatero ABCD precisa ter as qualidades

dos itens a e b. Diagonais iguais e perpendiculares = qua-
drado.




RESUMINDO

Em um quadrilétero convexo qualquer, temos duas diagonais e S, = S, = 360°.
Os quadrilateros notdveis possuem particularidades a cada definicio. Observe a sequéncia a seguir que mostra o refinamento das
particularidades oté chegarmos no quadrilétero mais simples que é o quadrado.

Retangulo
: D

ﬂuaugrlét:m Trapézio Paralelogramo ol : Quadrado
qualquer angulos retos T
.__/// B H\\:__/ff C !f/ I ngo —_ - 1

: . O

2 lados paralelos lados opostos paralelos d
P ® par E angulos retos
lados iguais lados iguais

Pela teoria dos conjuntos, podemos escrever:
DNE=F D,EcC C,BcA

B QUER SABER MAIS?
£ sire

m Classificagdo de quadrildteros
<www. uff. br/cdme/jca/jca-html/jcg-brhtm| >.

Exercicios complementares

Problemas gerais

“ No losango, calcule x.

A
150°

X

D C

n Sendo ABCD um retangulo, calcule x e v.

n Puccamp Na figura a seguir, tem-se representado o losango
ABCD, cuja diagonal menor mede 4 cm.

A

20

Bt 0O D

C

A medida do lado desse losango, em centimetros, ¢:

63 43 243
6 4

n Em um losango, a medida do angulo obtuso ¢ igual ao
triplo da medida do angulo agudo. Calcule as medidas dos an-
gulos desse losango.

ﬂ WViatematica



n A medida de cada angulo obtuso de um losango € expres-
sa por 2x + 5° ¢ a medida de cada angulo agudo, por x + 40°.
Determine as medidas dos 4 angulos internos desse losango.

BB No trapézio da figura, AD = DC = CB ¢ BD = BA. Cal-
cule o angulo A.

B A

n Um trapézio ABCD de bases AB e CD ¢ tal que

A=B= 60°, AD=8 cme DC=7 cm. Determine a base média
do trapczio.

n Calcule o perimetro de um trapczio isosceles cujas bases
medem 12 e 8 cm, sabendo que as diagonais sio bissefrizes dos

angulos adjacentes a base maior.

n UFMG Sejam ABCD um quadrado, ABP um triingulo
equilatero interior ¢ BCQ um triangulo equilatero exterior.
Calcule o dngulo DPQ).

m ABCD ¢ um quadrado ¢ CMN ¢ uma reta que intercepta
adiagonal BD emM ¢ o lado ABem N. Se CMD = 80°, calcule
ANC.

m ABCD ¢ um losango no qual B =108° ¢ CAPQ ¢ um outro
losango cujo vértice P estd no prolongamento de AB. Achar os
angulos formados por AQ ¢ BC.

m ABCD ¢ um retangulo cujas diagonais se cortam em O
¢ AOM ¢ um triangulo equilatero construido no semiplano dos
determinados por unc contém B. Se ACD = 25° calcule os
angulos do AABM.

Capitulo 8

m ABCDE ¢ um pentagono regular e EDCM ¢ um paralelo-
gramo interno ao pentagono. Calcular os dngulos do triangulo
AME.

m Na figura abaixo, ABCDE ¢é um pentagono regular e
DCF ¢ um triangulo equilatero. Calcule os angulos x, y e z.

m Considere um trapézio qualquer de basesa e b (b = a).
Determine os segmentos formados pelas diagonais na base meé-
dia do trapézio.

m Adiferenca entre a medida de dois angulos consecutivos
de um paralelogramo ¢ 40°, Calcular a medida dos angulos in-
ternos desse paralelogramo.

m Na figura, temos que ABCD ¢um trapézio e AP, PD, QB
¢ QC séo bissetrizes dos angulos externos do trapézio. Qual ¢
a medida PQ?

m No trapézio ABCD, de bases ABeCD (AB = CD), e
lados ndo paralelos AD e BC, a bissetriz do angulo BAD inter-

cepta o prolongamento do lado DC no ponto P de maneira que
2PBC + ABC = 180" -
Se AD=37 e BC= 26, calcule a medida da base CD.




Triangulo retangulo

FRENTE 3

A “cadeira de noiva”

Na figura ao lado, temos o desenho de um trigngulo

retdngulo ABC e quadrados construidos sobre os
seus lados. Esta figura foi utilizada por Euclides para

demonstrar o Teorema de Pitdgoras. Os antigos gregos
conheciam o resultado na seguinte forma: |

‘A Grea do quadrado sobre a hipotenusa de um -
tridngulo retdngulo é igual & soma das dreas dos

quadrados sobre os catetos.”

Essa figura ficou conhecida como cauda de pavdo ou
moinho de vento.

Um jornalista brincalh@o adaptou a figura de Euclides

no corpo de um soldado, mostrando-o carregando sua
noiva, cachorro e todos os seus pertences para

a guerra. Esse desenho foi publicado no The

mathematical gazette, grande jornal inglés

de publicacdes matematicas, em uma

edicdo do inicio do século XX.

THE MATHEMATIC AL GATETTE

N




Rela¢oes métricas no triangulo retangulo

Em um triangulo retingulo em A, temos a seguinte nomen-
clatura para os lados do triangulo e outros elementos.

= a:hipotenusa
=  b;c:catetos
- E +'|i =a0°

=  h:altura relativa a hipotenusa
= m:projecdo do cateto b em relagdo a BC
= n:projecdo do cateto c emrelacdo a BC

Fig. 1 Elementos no friangulo retangulo

Vamos agora relacionar os elementos de um triangulo re-

tangulo através de semelhancas de triangulos que podemos ob-
ter apos a sua decomposigio.

C m D D n B

A A@)~~Aa@)

Fig. 2 Triangulos semelhantes.

Capitulo 9

h y
AD-AQ@ = —= E h® = mn
n h
b 3
ﬁ@~ﬂ@=}i=—.'. b =ma
b m
ﬁ@mﬁ@:«i=i.'.c3:na
c n
ﬁ@wﬁ@:«i=i.'.ah:l}c
b h

Teorema de Pitagoras

Através das relagdes b® =ma e ¢? =na deduzidas, podemos
obter o famoso Teorema de Pitagoras.

Somando as equacdes, temos:

b> + ¢ = ma + na = b> + ¢ = a(lm + n)

-

= hi+cl=az3 = h’+ =3’

Em um tridngulo retingulo de catetos b e ¢ e altura h re-
lativa a hipotenusa, temos a seguinte relagio métrica menos

1 1 1

famosa: —+ —=—
b= ¢ h°
Demonstracdo:
1 + l =h2+c2= a’ =(a]E como ah = bc
b* ¢ b2c? bc* be) ’
.'.i=l'a~:5im 1 + 1 = 1
bc h’ 'y 2 K2

n Determine x no tridngulo abaixo.

®x+1

Resolugdo:
e+ 1F = ¥ + (5)7° -~
k=24 nx=12

¥+ 2x + 1 =xT+ 25 -

ﬂ Determine x no tridngulo abaixo.

A
E X
B~ C
3 4

Resolugdo:

No ABCD, temos: BC” = 47 + §

No AABC, temos: x* = 6 + BC?

Assim, x> = 6"+ (# + &) . x* =36+ 16 + 64

x=.?@

Frente 3




“ Calcule x na figura abaixo. As temas da tabela sdo pitagoricas, e seus multiplos também,

observe:
(3:4:5), (62 8: 10),(9: 12: 15) ...

ATENCAO!

Triangulos pitagdricos sao da forma: fx; y € N

X2 +
Resolugdo: x -y .
ACT =22+ P - AC° =5 o
AD? = 1P+ AC? -~ AD’=1+5=6 2xy

E=PHAD? P =1+6 . x=7

Aplicacoes do Teorema de Pitagoras

Diagonal do quadrado

n O perimetro de um triangulo retingulo isosceles ¢ 2p.
Calcule a altura relativa a hipotenusa.

= a
Resolugdo: .
d® =a®+a°
a a ~d =248
d =a.2
c X2 ° o
a
BC2=x2+32 :* BC2=232 . BC=xy/2 Fig. 3 Diagonal do quadrada.
Sabemos gue:
ol = s = o = x\2 Altura do tricngulo equilatero
J2 2
. _ 2
Mas, xﬂ+x+x=2p..x[2+sﬁ}—3p aE=[a§] R
d d 2 2
o () ) : ot
.2+'\.I'§ [E—ﬁ) 2 - g h a+/3
—l -
2
V2_p (2v2-2) .

Fig. 4 Altura do triangulo equilatero

h= p[ﬁ - I}
- Relacoes trigonomeétricas no trigngulo
retdngulo

As relagdes trigonométricas envolvem os lados do tridangu-
lo retingulo ¢ os seus dngulos. Observe as definigdes abaixo.

Tridngulos pitagoricos
Sao triangulos cujos lados sdo nimeros inteiros da forma:

) g a g
a=x"+y b=x"—y" c=2xy
Verificando o Teorema de Pitagoras, temos:
(k2 + yv)? = (x* = ¥y + (2xy)? o oxP+ 2+ oyt = R t
" 2,2 2 4 2 4_ 4 2.2 seno B = CAteto oposto
x*= 2%y oyt Axy = A 20y v s G 2yt 4y Hpotenusa
(confere). ) -
oh bela | cossena B = mt#n adjacente
serve a tabela 1. hipotenusa
tangente B = cateto D.pnstn
W EIH ETE Catetos Hipotenusa i cateto adjacente
X y | xE—y2 | 2xy xE + ye B [
B c A
2 1 3 4 5 , : ,
Fig. 5 Relagoes trigonomeétricas.
3 2 5 12 13
4 3 7 24 25

ﬁ WViatematica
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Simplificando as defini¢des da figura 5, temos:

~ ~ ~ b
senB=—; cosB=—; tgB=—
a a C

Com essas trés definigdes, temos 4 consequéncias impor-
tantes:

1. ﬁmgulus complementares
Da figura 5, temos:

o - h - -
senB = — e cosC = — = senB = cosC = seny = cos(90)" —x)
a a
2. Tangente
i h‘\
senB E b ~
Calculando a razdo —— = :; Z=—=1gB
cosB [€) ¢
- \d
~ senbB -~
tgB = = cosB # 0
cosB

3. Relacio fundamental da trigonometria
Do Teorema de Pitigoras, temos:

b ¢’ b c)
.=+ =1 =] ]| =1
a’ a’ (ﬂ) (ﬂ)

sen“B + cos’B = 1

b’ +c=a’

senfx +cosx=1:vxe R

4. Valores notaveis (30°, 45° e 60°)
Considere o tridngulo equilatero ABC a seguir ¢ a sua altura;

Fig. 6 THangulo ABC.

Pela definicdo das fungdes, temos:

a
. 54::[‘.||3*lfl“'=g=l
a 2
a3
o Ccos30° = 2 =,ﬁ
a 2
. tE3‘.'f|"'-’=3AJ§="Illli
a3 3
2

Capitulo 9
J3

s sen6b0® =cos30’ = —

* cos 60°=sen30"= %
a3
. tg60° = % -3
2

No quadrado ABCD a seguir e sua diagonal, temos:

Fig. 7 Quadrado ABCD.

«  sends' = - 1 =,ﬁ
a2 V2 2
«  cosdi = 4 = 1 =\IIIE
a2 \E 2
.« tgd5e ==
da
ATENCAO!
Angulo sen cOS tg
400 1 V3 3
2 2 3
450 V2 N2 1
2 2
: /3 1
60 ) > J3

Vamos mostrar agora, um artificio geométrico para calcu-
lar as relagdes trigonométricas dos dngulos de 15%e 229 30°.

D 2 A J3 B

Fig. 8 Relagbes trigonométricas para 15°.

Construimos o triangulo ABC retingulo de lados 1; 2 ¢ V3.
Marcamos AD = AC ¢ obtemos o tndngulo isosceles

Hrente 3 ﬁ




ADC.ADC = ACD =15° “ Determine x na figura abaixo.

2
(DC)? =12 +(24+3) . DC=2.42+3 i
Assim:
senl3®= 1 = 'E_ﬁ' ”
242443 2 30e 60° o
coel50m 2443 243 A 4 B C
T T2
2 12+ V3 Resolugdo: R
etgl = ——F==2- J3 O AABD ¢ isasceles, pois DBC ¢ dngulo externo:
2443 b
4
4
30° 60° -
A B B C
: :;'Eﬂm’}“=i.'.£=i.'.x=2\ﬁ
D 2 A 1 B 4 2 4

Fig. 9 Relagoes trigonometricas para 22° 30"
n No trapézio isosceles ABCD, calcularx e v.
Construimos o tridngulo retingulo ABCdelados 1; 1 ¢ V2.

Marcamos AD = AC ¢ obtemos o triangulo isosceles A y B

ADC.ADC = ACD = 22°3( -

2

(DC)" =17 +(1++2) . DC=v4+22 X

Assim:

en22°30'= —— =1 2-42;

0522030 = V2L N2+ pTE

V4+242 2 Resolugdo:
1
etg22°30° = =+2-1
€ V2+1 A y B
o
.
X
NE *
“ Calcule x na figura a seguir.
[ ol
D - W d 2=y
4 E
g30°=22"Y . V3_2-y
2643 3 1243
Resolugdo: cos30° = 6J3 V3 _6V3 fx=12
No AABC: x 2 x
sends’=28 . 4p=¢ V2 32
i 2
No AABD:
sen3 ()= A8 ! = ﬂ x=6+2
x 2 X

ﬁ WVatematica



n Determine o valor de x na figura abaixo.

A a B

t/fs ¢ BC ¢ tangente

Resolu¢ao:

Capitulo 9

AB=BT e DC=CT

(a+b) =(b—a) +x°

a +2ab+b’ =b" =2ab+a +x°
x> =dab .. x=2Jab

n Em um tridgngulo ABC, retingulo em JEL, temos B = 60°,
As bissetrizes desses angulos se encontram em um ponto D. Se
o segmento de reta BC mede 1 cm, determine a medida da hi-

potenusa desse triangulo,

s Resolugdo:

B o
2

cos 307 = T S BD =

HA:HD:%%BA: ?
AABC sen 30° = V3+1 %

2x
3:=[~.E+I)cm

Revisando

l. Determine o valor de x na figura abaixo.

A

n Determine a altura do trapézio da figura a seguir.

5
/ \
10

Frente 3




n Calcular o raio do circulo inscrito no triangulo isdsceles ﬂ ABC & um triangulo no qual o Angulo A =45°e 0 angulo
cujos lados sdo AB=AC=5e BC=6. B=60° Demonstrar a relagdo: 2c = a(1+ 1.@)

C

n Calcular o raio do circulo circunscrito a um triangulo isos-

celes no qual a base e a altura correspondente tém o mesmo
comprimento, 8 cm. B c A

60" 45¢

Exercicios propostos

ﬂ Na figura a seguir, 0 seno do angulo o g Entao, o valor

Relacoes trigonométricas do tridngulo retingulo

de x é:
BB UFMG Observe a figura. ]
D C
X
6 9 10
mﬂ
A B 8 7

Messa figura, o trapézio ABCD tem altura 273 e bases AB = 4 n Fatec Na figura a seguir, os dngulos assinalados tém as

e DC = 1. A medida do lado BC é: medidas indicadas. Se XY = 5 m, entdo a medida de AB, em
|"{1 5) metros, € igual a:
A
(14) |
4
(13)

W UFMG Observe a figura.

g
-
-

; N A
5 ) :\uﬁsﬂﬂ 60° (nb,r'v
i 30° @ (5710 i
C D E 2 4
Se aErSedida de CE e 80, 0 cﬂmprimzntﬂ de BC é: (Exfﬁ)

10 5 2




ﬂ Calcule o valor de x.
D

A B C

n Na figura a seguir, ABCD & um quadrado e M & o ponto
médio de BC. Calcule o valor de sen o
D C

A B

n Determine o valor de sen « na figura a seqguir.

A

c X B

n Um observador vé um edificio, construido em terreno
plano sob um angulo de 60° Se ele se afastar do edificio mais
30 m passara a vé-lo sob um angulo de 45° Calcule a altura do
edificio.

Relacoes métricas do triiingulo retingulo

BEB Cesgranrio Os catetos b e ¢ de um triangulo retangulo
ABC medem 6 e 8, respectivamente. A menor altura desse
triangulo mede:

4.0 4.6 5,0

4.5 4.8

m Vunesp A drea de um tridngulo retdngulo é 12 dm? Se

um dos catetos e E do outro, calcule a medida da hipotenusa
desse triangulo.

BN Cesgranrio As rodas de uma bicicleta, de modelo antigo, tém
diametros de 110 cm e de 30 cm e seus centros distam 202 cm A
distancia entre os pontos de contato das rodas com o chao e igual a:
198 cm 172 cm 145 cm
184 cm 160 cm

Capitulo 9

m Se nos tridngulos retangulos da figura m[ﬁ]=1,
m(ﬁ}) =2 em(A_DJ = 3, entdo CD mede:

A

14
16

BIY UFRGS As medidas dos trés lados de um triangulo retan-
gulo sao numeros em progressao aritmetica. Qual o valor da

area do triangulo, sabendo-se que © menor lado mede 67
122 2042 30
18 24

BFEJ PUC-SP A figura a sequir mostra a trajetéria percorrida
por uma pessoa para ir do ponto X ao ponto Y, caminhando em
um terreno plano e sem obstaculos.

5m
Y
& m
a 17m
-]
tam
Xe - -]
20 m
Se ela tivesse usado o caminho mais curto para irde X a, teria
percorrido:
15m 17 m 19 m
16 m 18 m

RIS UFF A figura a seguir representa o quadrado MNPQ de

lado =4 cm.
N X P

7 Y
2cm 1Gm

L |#F=4cm




Sabendo que os retangulos NXYZ e JKLQ sao congruentes, o
valor da medida do segmento YK e:

E1‘!]FT'I "JIE cm

21.-'5 cm

m UFC Considere a figura a sequir, na qual os segmentos
de reta AB e CD sao perpendiculares ao segmento de reta BC.
Se AB=19cm, BC=12cm e CD =14 cm, determine a me-

dida, em centimetros, do segmento de reta AD.

A

o] [

B

]
hos

R UFRJ Na figura, o triangulo AEC é equilatero e ABCD &
um quadrado de lado 2 cm.

D C

Calcule a distancia BE.

BB UFPE A figura a seguir ilustra a planificacé@o da superficie
de um cubo com arestas medindo 10 cm. O ponto B e o centro
de uma de suas faces e o ponto A esta em outra face distando
das arestasde 3cm,5cm,5cme 7 cm.

’_F" AP = 7 em

Me

Seja C acurva de menor comprimento ligando A e B etotalmente
contida nas faces do cubo. Qual o comprimento, em cm, de C?

] Unirio Na figura a seguir, determine o perimetro do trian-

gulo ABC.
A B B
N
9
X+ 2
1 [
G F E

m Fuup O galpao da figura a seguir esta no prumo e a cu-
meeira esta “bem no meio” da parede.

cumeelira .

J 4 m

A altura da cumeeira desse grafico (em metros) &:
3 3+243 3+44/2
3+/8 3++/2

Fuvest Num tridangulo retangulo ABC, seja D um ponto
da hipotenusa AC tal que os angulos DAB e ABD tenham a

mesma medida. Entao, o valor de % e:

1
2
1

v G-

m Na figura a seguir, determine a bissetriz interna relativa a
hipotenusa de um triangulo retangulo de catetos b e c.

C

—™ 45°
A c B

m Calcule o lado e a altura do losango cujas diagonais me-
demi2cme 16 cm.

m Calcular a mediana CM de um triangulo retangulo ABC,
sabendo que a hipotenusa BC =8 cm e o cateto AC=3 cm.



TEXTO COMPLEMENTAR

Desigualdade das médias

Capitulo 9

Considere a; b € R, e definimos o média aritmética:

M, = ﬂ+h, média geométrica: Mg = vab e a médio harménica:
2

_ Zab
MH_n+b

Vamos demonstrar o desigualdade entre as médias através de
um método geométrico.

AB é o didmetro de uma circunferéncia.
AD =aeDB =bh

C}Céarﬂiceﬂc=%:.ﬂ¢=%

c

O AACB é retéingulo em C; CD é altura relativa e CD? = ab.

logo, CD=+Jab
Mo ACDO, temos:

RESUMINDO

Em um tridngulo retngulo, temos dois caminhos mostrados:

A hipotenusa é maior que o cateto. Assim:
a+b
- > vab

Tracando @ altura relativa & hipotenusa, temos:

C

D O

Podemos utilizar a relagéio métrica CD? = (CE){OC); substituin-
do os valores, temos:

(Vab)" = (CE). (?} = ob = (CE)(” i "’)

2
Zab
S CE=—
¢ a+b
No ACDE, temos CD=CE . ab > %
a+b
Assim, Ml‘: Vab l‘_}'& (o igualdade ocorre quando
. 7 a+b
a = b).

Relacbes trigonométricas
B
C
sentt = —
Lo
b
G coso= —
a
C
IgoL = —
b

Relagoes métricas

o’ =b? + ¢’
b? = ma
¢? =na
ah=bc
h? = mn




B QUER SABER MAIS?

E SITES

= Tecrema de Pitdgoras
<www.ime. usp. br/ ~leo/imatica/historio/teopitagoras himl=>.

= A drvore de Pitdgoras
<www.dn. ufscar br/hp/hp0/hp0. html >,

Exercicilos complementares

BB Mackenzie A folha de papel retangular na figura 1 ¢ do-
brada como mostra a figura I

D c D C
20
A
A 16 B P B
" Figural Figura I
Entdo, o segmento DP mede:
1245 21
1045 20
85

n Fuvest Em um tridingulo retingulo OAB, retingulo em O,
com OA =ae OB = b, sio dados os pontos P em OA e ) em
OB de tal maneira que AP=PQ =0QB =x.

P
Q
A B
Nessas condigoes, o valor de x é:
J(ab)—a—b (a2 +b?) J(ab)+a+b
a+b—./(2ab) a+b+./(2ab)

BED  UFMG Obsecrve a figura.

D R C
Q

S

A P B

Nessa figura, ABCD representa um quadrado de lado 11 e
AP=AS =CR =CQ. O perimetro do quadrilatero PQRS ¢:

1143
23
1142
22

| 4 Cesgranrio Uma folha quadrada de papel ABCD ¢ dobrada
de modo que o vértice C coincide com o ponto M médio de AB.

D C
D P
A M B A~ M=C B
Se o lado de ABCD ¢ 1, o comprimento BP ¢:
0,300 0,450
0,325 0,500
0,375

B ITA Unm dispositivo colocado no solo a uma distincia d de
uma torre dispara dois projéteis em trajetorias retilineas. O pri-

: . Lt :
meiro, langado sob um angulo 6 € ({I,, E}, atinge a torre a uma

altura h. Se o segundo, disparado sob um angulo 28, atinge-a a
uma altura H, a relacio entre as duas alturas sera:

2hd?




n Os trés lados de um triangulo retangulo estio em pro-
gressdo geometrica. Determinar a razdo da progressio.

n M € um ponto intemo a um angulo de 60° e cujas distan-
cias aos lados desse angulo sdo a e b. Determinar a distincia do
ponto M ao vértice do angulo.

“ P ¢ um ponto interno a um retangulo ABCD que dista 3 cm
do vértice A, 5 cm do vértice C e 4 cm do vértice D. Calcular a

distancia do ponto P ao vértice B.

n Calcular o lado AB de um triangulo ABC, cujas medianas
AD ¢ BE se cortam em angulo reto, sabendo que AC=beBC=a.

m As raizes da equacdo de 2" grau

2%+ 2K =3)X =3K(5K=-6)=0
representam as medidas dos catetos de um triangulo retangulo.
Determinar o parametro K de modo que a hipotenusa do mesmo
triangulo seja igual a 5.

m No trapézio ABCD da figura, a diagonal AC ¢ perpen-
dicular ao lado AD. Sendo CD =a e AD = b, calcular a altura
do trapczio.

D a Cc

m ABCD ¢ um guadrado cujo lado mede 15m e P é um ponto
externo a esse quadrado que dista 9 m do vértice C e 12 m do vér-
tice B. A reta AP intercepta o lado BC em E. Calcular o segmento
AE.

m_Naigura, temos o trapeézio retangulo ABCD e MA =MD
e MN//AB Calcule a altura do trapézio em funcio de ae b,
sabendo-se que ND ¢ bissetriz do dngulo ADC.

A d B
L]

[-]
D b C

Em alguns exercicios, vocé pode precisar dos formulas: tg{2A) =

sen(A + B)= senA cosB + senBl cosd; sen(A - B)= send cos B — senfl cosA

Capitulo 9

m Em um triagngulo retingulo ABC, a razio entre a altura

¢ a mediana relativas a hipotenusa BC & igual a % Calcular a

razao entre os catetos A_B e A_C'.

m Sabendo que a, b e h sdo respectivamente as medidas dos
catetos da altura relativa a hipotenusa de um tridngulo retan-

oulo, demonstrar que sdo sempre reais as raizes da equagdo de

E"grauExz—gx+l=ﬂ.
a h b

m Na figura a seguir, temos AD=h, BE=p,BC=ae(CF=q.

Demonstrar que p* + q° + 3h% = a’.

m Na figura a seguir, temos um circulo de raio R.
B

Demonstrar que (AC)* + (BC)> = 2R-.

m Os trés lados de um triangulo retingulo estio em pro-
oressdo geometrica. Demonstre que as razdes possiveis sdo:

J5+1 NEE
V2 W2

m Determinar a medida do 3° lado de um triangulo conhecendo
as medidas a e b dos outros dois lados, e sabendo que as medianas
correspondentes a esses lados se cruzam formando angulo reto.

2tgA
1—ig A’
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FRENTE 3

A trigonometria tem como objetivo “resolver” um
tridngulo, ou seja, obter as medidas bdsicas como os
lados, os Gngulos e a drea. A topografia tem como base
a resolucdo de um triingulo. Observe as possiveis situa-
cOes nas quais precisamos resolver um tridngulo:

B é um ponto ndo acessivel, mas visivel.
Podemos calcular AB sabendo o, ye b.
AB — bseny

sen(oL+ )

A e B sdo dois pontos néo visiveis de um terreno,

mas acessiveis a um terceiro ponto C. Podemos calcular
. ABsabendo-se g, bey.

-__ .

e
e T

e 208 5 Cdlculo da altura de uma torre visivel, mas ndo
‘-1"""--.._ AB — JU +b — 2ub+cc}5'}f

T, acessivel devido a uma depressdo entre H e P,
- R dsenaisena

h =
sen(o. —0l)




Resolucdio de triangulos quaisquer

Resolver um triangulo qualquer significa calcular seus la-
dos e angulos incognitos. Com o Teorema de Pitagoras seria
muito dificil e trabalhoso.

Para estes casos, temos dois teoremas importantissimos
que facilitardo os calculos.

Teorema dos cossenos _
Considere o triangulo ABC qualquer da figura 1, e AD ¢
sua altura.

Fig. 1 Teorema dos cossenos.

AACD b* = h? + x? (Teorema de Pitdgoras)
AABD ¢* = h* + (a — x)* (Teorema de Pitdgoras)
c’=h*+a’=-2ax+x* . ¢’=(h+ x*)+a’-2ax
c¢?=h?+a?-2ax (i)

~ X ~ . .
AACD cosC = E *. % = bcosC substituindo em (1), temos:
cz = l}z - a: — 2abcos C

No AABC, podemos aplicar o teorema dos cossenos em

qualquer lado:
¢ =a +b" —2abcosC

-

b "=a " +c¢ —2accosB

a =b " +¢ —2bccos A

Soma de vetores

Nos deparamos na Fisica com o seguinte resultado:
R=F+F e [R|=E+F +2RFcosau.

Percebemos grande semelhanga com o teorema dos cosse-
nos, a menos do sinal + do termo +2FF, cosat .

Serda que temos dois teoremas? Um para a Fisica ¢ outro
para a Matematica’

Fig. 2 Regra do paralelograma.

Pela regra do paralelogramo, a diagonal AC ¢é o vetor
resultante.

Capitulo 10

(O angulo entre E e E ¢ ole, no vértice D, temos o dngulo
1t — ot Pelo teorema dos cossenos no AACD, temos:

Fig. 3 Teorema dos cossenos no AACD

R*=F +F; —2.F.F,.cos(n—a)
= R* =K +F -2.KF.(~cos )
=R =K +F +2. KF,. cosat

No calculo do vetor resultante, utilizamos o angulo (7t — «)
para o calculo do cos(m — ) que equivale a — cosoL

Desigualdade triangular

Sabemos desde o capitulo 3 que, para existir um triangulo,
qualquer lado ¢ menor que a soma e maior que a diferenca dos
outros dois lados.

Podemos ratificar esse resultado através do teorema dos
COSSENOS.

Na figura 1, sabemos que:

~1<cosC<1 [pnisﬂ <C< lﬂﬂ")

2 2 2
~ a"+bh —¢ .
e cosC= ASSIM
2ab

a”+b” —c’
1< <ls-2ab<a’+b”—c” <2ab
2ab

— —a- —b* —2ab< —¢* < —a” —b” +2ab

—a°+2ab+b’>>c” >a° —2ab+b’

(@a+b)>c’>(—-b)" a+b>c>la—b

Natureza dos tridingulos
Atraves das medidas dos trés lados de um triangulo, po-
demos concluir se ele € retangulo, acutingulo ou obtusangulo.
Considere 0 AABC ¢ a a medida de seu maior lado. Sabe-
mos que o maior lado esta oposto ao maior angulo, ¢ este ¢ de-
terminante para a classificacio do triangulo. Observe a figura 4.

Fig. 4 Triangulo ABC.

Frente 3




Assim:
b2 12 g2
a’ =b +¢* —2bccos .. cos oL = ;I:- 4
C
1°caso
o = 90°
b2 12— a2
cos90=0= i nas=b+c’
2bc
2" caso
0<o<90°
b2 + o2 — g2
cosoL=0.. S >0 a° <b” +¢°
2bc
3°caso
00° < @ < 180°
b’ +c¢” -
cosoL< 0. © T8 pnalsbltcl
2bc
Conclusio:

Seja a a medida do maior lado de um tridngulo
a’ = b* + ¢ & tridngulo retingulo
a’ = b + ¢? < tridngulo obtusangulo
7 w2 7 r .
a- < b- + ¢~ < triangulo acutingulo

Exercicios resolvidos

n Calcule x no tridngulo a seguir.

Resolvgdo:
2= (10F + (16)° =2 - 10 - 16c0s60°

¥ = Iﬂﬂ+25:‘5—32!’}.§= 336 — 160

X =196 =x=14

B Calcule o angulo o no triangulo a seguir.

Resolvgdo:

F=54+8=-2-5 8costt

co 49 =25+ 64 = Slcosot

s 49 =89 = Slcosa . Slcosa = 41)

m:mt=§=bm=ﬁﬂ"

B Na figura abaixo, ABC e BDE séo tridngulos equilateros

de lados 20 e 10 cm. Calcule AD.
A

cC B E

Resolugao:
No AADRB, temos:

A
D
20
so°/ 10
\/
B

XX=(10)+ (2007 =210 - 20cos60°
= 7 =100+ 400 - 2. m.zr}GJ

= = =500 =200 .. x* =300
e X = Eﬂxj‘r} om

" | No quadrado ABCD de lado 12, temos AE= 13 ¢ CF = 3.

O dngulo AEF ¢ agudo, reto ou obtuso? Justifique.

A 12 B

Resolugdo:

No AAED:

AE? = 122 + DE-

= 169 =144+ DF° = DE=5=FEC=7
No ACEF = EF? =7+ 37 - EF* =58
No AABF = AF> = 122 + & - AF* =225
Verificando a natureza do AAFE, temos:

(15) < {f3f+[ﬁ}2 — Aacutdngulo

Teorema importante

Em um paralelogramo de lados a e b ¢ diagonais d, ¢ d,,

temos: ¢ +d3 =2(a +b%) -

di =a-+b” —2abcosae (D)

Fig. 5 Demonstracao.

ﬁ WViatematica



d, a
m—r
b
d3 =a’ +b* —2abcos(n - o)
d; =a” +b” +2abcosa (11)

Fig. 6 Demonstragao.

Somando (1) e (1), temos:
df +d3 =2(a’ +b*) - 2abcos o+ 2abcosct
=dj+d3=2(a’+b*) (cqd)

Teorema dos senos

Vamos considerar o triangulo ABC qualquer da figura 7,
inscrito em uma circunferéncia de raio R.

-
C

Fig. 7 Triangulo inscrito ABC.

Forcando o lado AC passar pelo centro do circulo, ganha-
remos um triangulo retingulo ¢ ndo modificamos o angulo C

Fig. 8 Demonstracao do teorema dos senos.

No AABC, temos senC = < = GA =2R

No AABC inscrito em uma circunferéncia de raio R, pode-
mos aplicar o teorema dos senos:

a b C

senA senB o senC

Lembrete:
Angulo inscrito em uma circunferéncio
&

2

Capitulo 10

Exercicios resolvidos

“ Calcule x no triangulo seguinte.

A
X 12
G 45 30° B
Resolugdo:
Pelo teorema dos senos: __ Y _ _ I2
sen3(f  send43”
x 12 12
S= s x=——x=642
12 2
2 2

“ Calcule o valor do angulo o na figura a seguir.

Resolugdo:

62

Pelo teorema dos senos: =2.6

Senct

62

2
——— = SeHl C. sentl=s — = L =453"
I2

n A diagonal menor de um paralelogramo divide um dos
angulos intemos em dois outros, um ¢ ¢ outro 2¢t. A razdo entre
0 lado menor e o maior do paralelogramo é?

Resolugdo:
Pelo enunciado, temos:

20

2o

Como 200> o = b = q (desigualdade triangular)
Pelo teorema dos senos:
a b a b

o a !
senol  senlo sendt  2sencicosol b 2cosd

Trigngulo retdngulo

BC = 2R




Calcwlo das cevianas notaveis de um trigngulo
No capitulo 3, vimos a definicio de cevianas. Trata-se de
scgmentos que unem um veértice a um ponto do lado oposto do

triangulo.
Vamos agora calcular suas dimensdes:
Altura
A
c
h,
¢ [
C D B
k., .
bl
a

Fig. 9 Altura de um triangulo (h).

No AACD, temos seno = h_l: . h, = bsenc .

Vamos calcular entdo o valor de senct.
Pelo teorema dos cossenos, podemos inicialmente calcular
COSCL, assim:

a®+b?—¢?

2ab
Pela RFT, temos: seno =+ 1—cos” ¢ , assim:

2
a’+bh” —¢”
senct =, 1 — =
2ab

diferenca de quadrados

a+b°—¢° a+b’—¢’
senot= || 1+ 1—
2ab 2ab
2ab+a’ +b” ¢’ 2ab—a’ —h® +¢°
SENOL = )
2ab 2ab

o \/[[a+ I:1}‘E —cz][cz —(a —h}z]

4a°b*
J[a +b-c)(a+b+c)(c+a—b)(c—a+b)
2ab

c’=a"+ b’ - 2abcostt = cos =

send =

fazendo a + b + ¢ = 2p, temos:
a+b—-c=a+b+c-2c=2p-2c
a-b+c=a+b+c-2b=2p-2b
—-a+b+c=a+b+c-2a=2p-2a

Assim;
sengt = “/[Ep_Ec}[zp}[zp_zh}[‘?ﬂ—zﬂ}
| 2ab
— seneL = 4\{p[p_ﬂ}[P— b)(p—c)
2ab

2

= seno=—-.\[p(p—a)(p-b)(p—c)

Substituindo na equagdo inicial, temos:
h, = bsenot

= b, =b. = Jp(p=a)(p-b)(p o)

= b, =2 Jp(p-2)(p-b)(p-c)

As alturas de um triangulo qualquer, em fungdo dos lados,
s30:

h, ==.\/p(p—a)(p-b)(p-c)

x-"IF’ (p—a)(p—b)(p—c)

,\‘."Ip (p—a)lp—b)(p—c)

Ceviana qualquer - relacio de Stewart

Acrelacio de Stewart ¢ uma formula que pode ser emprega-
da para calcular qualquer ceviana.

I um teorema auxiliar derivado do teorema dos cossenos.
Observe a figura 10.

A
b c —
X AD: ceviana
m+n=a
m n
C D B
b, A
W
a
Fig 10 Triangulo ABC.
No AACD, temos:
A
b X
L1
C D

Fig. 11 Triangulo ADC, proveniente do tiangulo ABC.

Pelo teorema dos cossenos:
b*=m?+ x? = 2mx cosct (1)

Mo AADB, temos:

A

AL
D B

Fig. 12 Triangulo ADB, proveniente do trangulo ABC.



Pelo teorema dos cossenos:

¢’ =n"+ x? - 2xncos(m — o) (I11)
Observando as equagoes (1) e (11), temos:
{hz =m® + x* —2mx cos &t (1)

¢t =n’ +x° + 2nxcos o (11)

ATENCAO

Lembre-se cos(t - o) = —cosa

Multiplicando (I) por n e (11) por m, temos:

5 +

nb® = nm” + nx° — 2mnx cos ¢
2 2
mce- =mm- +mx- + 2mnx cos o

mc” +nb” =mn” +nm” +x”(m+n)
mc> +nb” = mn(m+n)+ x° (m+n)=

mc” +nb® = mna +x°a ..

2 2 2
mc- +nb” —x"a=mna

L
me” N nb®  x‘a | |+ (mma)
mna mna mna

. | | |

c” b~ X
+ — =]
na ma mn

Mediana

Capitulo 10

Bissetrizes internas

Fig. 13 Mediana de um trangulo (m,).

Pela relacio de Stewart, temos:

b* ¢ mi 2b* 2¢? 4mi
- —aa=l.'. T t———5 =1
—.a —.a —.— a a a
2 2 22

2(b* +¢’|-a’
2b* + 2¢° —4mf=a‘? { ) =m§

4
Jz{h2+cz)—az
m, =
2

Em um triangulo ABC qualquer, as medianas sio:

\.I"El'lh: +c? }— a’

m, =

-
)
i

\"I.'E[\a:+c: _}—l*.::

my, =

.
|I. ! = - -
e | Z . .
.;I'la +hb }—.:

' J

m, =

-
}
i

Fig. 14 Bissetriz interna de um triangulo (b,).

Pelo teorema da bissetriz intema, temos:
b ¢ b m b+c_ _m+n

m n ¢ n b m
b+c a ab ac
=— m= en=
b m b+c b+c

Pela relacio de Stewart, temos:

b? N ¢z b,

ma na Imin
hz {:E hE
+ — x =1

ab . ac a ab ab
b+c b+c b+c) \b+c

b*(b+c) c*(b+c) bi(b+c)

1.

a’b ’ a’c a“be =
Hh+ﬂ+pﬂﬂﬂﬂ_l=hﬂb+ﬂf
a2 a2 a“be
b*+be+be+c’ —a® _b(b+c)

a’ a“be

be[b2+2be + ¢ — a2] = b2 (b+c)

hc[[h +a::}‘E —az]

=h>

(b+c)’ ’
be(b+c+a)(b+c—a) b2
(b+c)’ ’

Fazendoa+b+c=2pe
—a+b+c=a+b+c-2a=2p-2a
2 - be2p)(2p-2a)

(b+c)’

2
h —
hﬂxf cp(p—a)

“b, =

Em um trdngulo ABC qualquer, as bissetrizes intemas

medem:
b, = — /bep(p—a)
s T o N pP\p—a,
b, = . Jacp(p—b)
a+c ) '
b =——.  Jabp(p—c
“ a+b V P(p=c)
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Bissetrizes externas

A

K N

o uFa

a N

B B D

b, A
W
m

Fig. 15 Bissetriz externa de um friangulo (b',).

Pelo teorema da bissetriz externa, temos:

b m b—-c¢c m-n b—c a ab
—_—=— = — =—,.Mm=

C n b m b m b—-c
b ab ac

—= n=

¢ (b—c)n b-c¢

Aplicando a relagio de Stewart, no AADC, temos:
b> by

aim nm an

=1

. 2
ﬁhz[h—c}+h§[h—c} _{:E[h—c}=1
aab a‘bc aac

b(b—c) (b—c)’b? c¢(b-c)
+ - =1
a’ a’be a”

bic(b—c)+(b—c)’.b'2 —be? (b—c)=a’be
(b—c)(b%e~be?)+(b—c)’. b2 = a’be
I:u::.[I:ln—a:::IE +[h—c}2 bl =a’be

(b—c) .b2 =a’be—be(b—c)’

[1:1—4::]‘E b= I:v::[;a.E —[h—c}z]

(b—c).b2 =be(a+b—c).(a—b+c)
(b—c)’ . b =be(2p—2c)(2p—2b)

2_ 2

hn=|h_ - )[p—ﬂ}

Em um triangulo ABC qualquer, as bissetrizes extemas
medem:

,_,.

b’, = \ hL[p b)(p—c)
b—d

-
E

b, = ——. Jac(p—a)(p—c)
a—c|

[

dl‘.ll:p a)(p—b)

a—b

No caso de um triangulo isosceles, a bissetriz externa re-
lativa aos lados iguais sio paralelas a base, como mostrado na
figura 16,

Cc B

Fig. 16 Bissetriz externa no triangulo iscsceles.

Exercicios resolvidos

" Emum tridngulo ABC, 0 lado AB=6m, 0 lado AC =8 m
¢ a sua mediana AM = 5 m. Calcular o lado BC.

Resolucdo:

Pela relacdo de Stewart, temos.:

S S
+ — =]
©»2x x2x xx
64 36 25 100 25
= —t——-—=1. =1
2x0 2x x 2 X7
5—?—£—I .2—f=f.'.t—5m
x5 x X
logo, BC = 10 m.

“ Determine o valor de x no tridngulo a seguir.,

Resolugdo:
Pela relacdo de Stewart, temos.:
4 52 e
+ —_ =
2.8 6.8 2.6
“5 E—J:—=.:’'£=£:.J|:E=§‘
1' 6 4 12 12 4
x=3

m Os lados de um tridngulo medem 4 m, 13 m e 15 m.
Calcular a altura relativa ao maior lado.

Resolugdo:

Vamos inicialmente verificar a natureza do tridngulo.

Pelo enunciado, temos:

(15F = (13)° + (4)° = 225 = 169 + 16 = iriangulo obtusdngulo
Podemos construir o tridngulo corretamente:

Matematica



Capitulo 10

(h F+(x)y =(4f Vamos calcular a mediana AM pela relacdo de Stewart:
(h, P +(15-x) =(13) i N 13’ _[AM}"_I
8.6 816 8.8
Subtraindo as equacdes: 2 2
? ?

_1:3-{.!5-_1:)3=E6-569 . .!I...-.!]I-I_.Irﬁg_[!{fu} _ .T.ugﬂ_[ﬂM} =1]'
_‘4:3-{.?.?5—3!'1‘4: +_¥3)=—fj3 128 128 64 128 64
L30x=72 x=24m 145 (AMY
{4}3={3,4)3+ma)3 ch,=32m 61 64 =1 45 = (AM)- =64 ;. AM=9m

A
m Os lados de um tridngulo sio: AB=13m, AC=1l me (
BC =16 m. A mediana AM e a bissetriz intema BD cortam-se gx N3
em I. Calcular IM. gﬁ

!

Resolugdo: \x//g

\ 8

A M
D 13 Aplicando o teorema da bissetriz no AABM, temos:
11 Imx 3 o se=13
X & 7
8 8 - ==
E . 5 ?.?—.?E_x::%_x:—jjm

Revisando

“ Calcule o perimetro do triangulo ABC da figura abaixo. n Demonstrar que a soma dos quadrados dos lados de um

A paralelogramo € igual & soma dos quadrados das diagonais.
X+ 2
X
20 ﬂ No trapézio ABCD de bases ABe CD, sdo dados:
B x+1 ¢ AB = a\2, AD = a, A = 45° e C = 120° Calcular a diagonal BD
e 0s lados BC e CD.
D Cc
B3 Determine a diagonal maior de um paralelogramo, em 120°
que dois de seus lados consecutivos formam um angulo de 45° a
e medem, respectivamente, 5& cm e 10 cm.
45°
A a2 B

n Se 4 cm, 5 cm e 6 cm sdo as medidas dos lados de um
triangulo, entdo quanto vale cosseno do seu menor angulo?

Frente 3 AL




Exercicios propostos

Teorema dos cossenos

“ Fuvest Um triangulo T tem lados iguais a 4, 5 e 6. O cos-
seno do maior &ngulo de T e:

1
8

| |
WM &

W PUC-MG Na figura, ABCD é um quadrado cuja 4rea mede
4m?, e C é o ponto médio do segmento AE. O comprimento de

BE, em metros, é:
E

A B

J5 5.2 4.2
2\5 3.5

BED Unirio Deseja-se medir a distancia entre duas cidades B
e C sobre um mapa, sem escala. Sabe-se que AB = 80 km e
AC =120 km e A & uma cidade conhecida, como mostra a
figura abaixo. Logo, a distancia entre Be C, em km, é:

B

)
A

menor que 90.

maior que 90 e menor que 100.
maior que 100 e menor que 110.
maior que 110 e menor que 120.
maior que 120.

BN Cesgranrio Um navegador devia viajar durante duas
horas, no rumo nordeste, para chegar a certa ilha. Enganou-se,
e navegou duas horas no rumo norte. Tomando, a partir dai, o
rumo correto, em quanto tempo, aproximadamente, chegara a
ilha?

30 min

1h

1h 30 min

2h

2h 15 min

B Cesgranrio Na figura esta representado o retangulo
ABCD. Sobre o lado DC foi marcado o ponto P, de modo que
a medida de DP corresponde ao triplo do lado AD, enquanto a
medida de CP vale o dobro de BC. O angulo APB mede, em
radianos:

A B
D i C
n () (8m)
2 4 9
(2) (5m)
3

I Unicamp Na figura seguinte, AB=AC =/ é o lado do
decagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio 1 e
centro Q.

A

a) Calcule o valorde 1.

(1+ JE)

b) Mostre que cos36° = a

n Os lados de um triangulo sdo: AB=12m, AC=15me
BC = 18 m. Calcular a bissetriz interna relativa ao angulo A

“ Calcular a diagonal BD de um paralelogramo ABCD, saben-
do que o lado AB = 4 cm, o lado BC = 5¢cm e 0 dngulo B = 60°

n Os lados de um triangulo sdo: AB =4 m, AC =8 me
BC =5 m. Prolonga-se o lado BC de um segmento CD = BC.
Calcular AD.

m Na figura abaixo, os triangulos ABC e BED sao equila-
teros de lados 2a e a, respectivamente. Calcule a medida do
segmento AE

A

2a 2a




Teorema dos senos

m Vunesp Para calcular a distancia entre duas &rvores
situadas nas margens opostas de um rio, nos pontos A e B, um
observador que se encontra com A afasta-se 20 m da margem,
na direcao da reta AB, até o ponto C e depois caminha em
linha reta até o ponto D, a 40 m de C, do qual ainda pode ver
as arvores.

Tendo verificado que os angulos DCB e BDC medem, respec-
tivamente, cerca de 15° e 120°, que valor ele encontrou para a
distancia entre as arvores, se Usou a aproximacao JB = 2,47

TEXTO COMPLEMENTAR

Teorema de Menelaus

Capitulo 10

BF] ITA A diagonal menor de um paralelogramo divide um
dos angulos internos em dois outros, um o e o outro 2c. Arazao
entre o lado menor e o maiuri:iD paralelogramo e:

1 tgoe
cos2o 2sena

1 1
seno 2Cc0s o

Determinacto da natureza do trigngulo

m Determinar a natureza, quanto aos angulos, de um trian-
gulo, cujos lados medem:

a) 68ell. b) 10;14e17.

m Os lados de um triangulo sao: AB =3 cm, BC =5 cm,
AC = 7 cm. Calcular a projecéo do lado AB sobre a reta que
ocontém o lado BC.

m Dois lados de um triangulo sdo: AB=7 cm, AC =8 cm.
Calcular o lado BC, sabendo que a sua projecao sobre a reta
que contem o lado AB mede 11 cm.

Menelaus de Alexandria viveu cerca de 100 d.C. e foi autor de obras de Matemdética e Astronomia. Podemos inserir neste capitulo o
célebre feorema de Menelaus para um tringulo qualquer Observe o seu enunciado:

Seja r uma reta que intercepta dois lados e o prolongamento do terceiro ou os prolongamentos dos trés lados, nos pontos X, Y e Z,

Xa ZC YB _,
XC 7B YA

podemos afirmar que:




r//BC Pelo teorema de Menelaus, temas:

ADAX ~ AZCX MA DC EB_, 516 10-x _.

DA XA XA MC DB EA 5 6 «x

ZC XC xC =2 . 80-8x=3x.x=—

ADAY ~ A7BY x 8 I

N A s -

ZB YB YB .| Cadlevle o medido do segmento ZB sabendo-se que:
lgualando os valores de DA, temos: AB=6AC=8BC=10,A=6eYA =2
ZC.E=ZB.YA*H C YB_] X

XC YB XC 7B YA

Observe os exemplos. >

Exercicios resolvidos A

L1 O AMBC é equildtero com AM = MC = 5 e BD = 6.

Calcule AE.
A z B C
Resolucdo:
M
E
C B D
Resolugdo:

Z x B 10 C

A reta XYZ intercepta os prolongomentos dos lodos do AABC.

Assim:
XA ZB YC_. 6 _x 10_, 20
X8"Z2C'YA 12 x+1002 T 3
"y
C
Quando estamos diante de um problema de triGngulos Para o célculo das cevianas, utilizamos a relacdo de

ndo retngulos, para calcular seus lados ou @ngulos utilizamos Stewart.
dois feoremas:

COSs5enos FEnos
. 2 ] b* ¢ _AD_
2 __2R =
_ sa ma na mn

a?=Dpb?+ c? - 2bc cosw

&b

Matematica
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® Clossificagdo de trigngulos
<www. uff. br/cdme/jct/jct. himl/jct-br. html>.

Capitulo 10

Exerciclos complementares

Problemas gerais

BB Cesgranrio No tridngulo ABC, os lados AC ¢ BC medem
& cm e 6 cm, respectivamente, ¢ o angulo A vale 30°.

O seno do dngulo B vale:
5

Wil b3 b3 | —
h| b 5w

n FEl Se em um tridngulo ABC o lado AB mede 3 cm, o
lado BC mede 4 cm e 0 angulo interno formado entre os lados

AB e BC mede 60°, entdo o lado AC mede:

Jﬁcm Eﬁ cm
ﬂ cm Ev'E cm

E-.,@ cm

n Os lados de um triangulo medem 7 cm, 15 cm e 20 cm.
Calcular a projecdo do menor lado sobre o maior.

Il £ um trisngulo ABC, o lado AB= 6 m, 0 lado AC = 8 m
¢ a mediana AM = 5 m. Calcular o lado BC.

n Os lados de um tridngulo sio: AB=13 m AC=1l me
BC =16 m. A mediana AM ¢ a bissetriz intema BD cortam-se
em I. Calcular IM.

n Dois lados consecutivos de um paralelogramo tém por
medidas a ¢ b e uma das diagonais tem por medida c.
Determine a medida da outra diagonal.

n Em um paralelogramo de lados a e b, calcule a soma dos
quadrados das diagonais.

n ITA Um tridngulo ABC est4 inscrito num cwculn dc ram
243. Sejam a, b e ¢ os lados opostos aos angulc-'-: A Be C
respectivamente. Sabendo que a= 243 ¢ (A, B CC) ¢ uma

progressido aritmética, calcule os lados e os angulns do trian-
culo ABC.

n Calcular o angulo A de um tridngulo ABC, sabendo que os

lados AC e BC sio respectivamente iguais aos %c % do lado AB.

m Os lados de um tridngulo sdo: AB=6 cm, AC =7 cm
¢ BC = 5 cm. Calcular a distincia do ponto de concurso das
medianas (baricentro) ao lado AC,

m Sobre os catetos AB ¢ AC de um triangulo retingulo
ABC constroem-se externamente tridngulos equilateros, cujos

centros sdo X e Y. Demonstrar: X_YE = %[az + hcﬁ}

m Os lados de um tridngulo sdo: AB=21cm, AC=17 cm
¢ BC =26 cm. Calcular a distancia do vértice B ao ponto médio

da mediana AM.

m ABCD ¢ um paralelogramo no qual AB = 5 cm ¢
AD = 3 cm. Calcular a diagonal AC, sabendo que a sua
projecdo sobre a reta que contém o lado AB mede 6 cm,

m M ¢ um ponto qualquer da base BC de um triangulo isos-
celes ABC. Demonstrar que é: AB — AM? = (MC)(MB).

m Calcular o lado de um tridngulo equilatero cujos vértices
cstio situados, respectivamente, sobre trés retas paralelas,
sabendo que sdo a e b as distincias da paralela intermediaria
as outras duas.

m De um ponto fora de uma reta tracam-sc a esta reta a
perpendicular e duas obliquas que medem 7 m e 5 m, respec-
tivamente. Calcular a distancia entre o pé da perpendicular e o
da menor obliqua, sabendo que os pés das obliquas distam 4 m.

m O raio do circulo circunscrito a um triangulo ABC ¢
R, o circuncentro ¢ O ¢ o baricentro ¢ G. Demonstrar que a

distancia do circuncentro ao baricentro ¢ dada pela formula:
—2

1
0G =R2—a{az+h2+c2}
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Diferenca entre circunferéncia e circulo
Circunferencia

Eo lugar geométrico dos pontos do plano o, tal que a distan-
cia desses pontos a um ponto dado € constante. Observe a figura 1.

R}

Capitulo 11

ATENCAO!

Uma circunferéncia de centro O e raio R pode ser represen-
tada por & (O; R).

O circulo também é conhecido como disco.

dF.;D significa a disténcia do ponto P ao ponto O.

Um circulo de centro O e raio R pode ser representado por

C(O; R).

Corda

E o segmento que une dois pontos quaisquer da circunfe-
rencia. A maior corda de um circulo ¢ o diametro. Observe a
demonstracdo que ¢ simples e instrutiva.

Fig. 1 Circunferéncia.

O ponto dado ¢ o centro da circunferéncia, e a distincia
constante & o raio (R). Assim:

SePe A(O:R),entdod,, =R

Se P, ¢ interior, entdo dp, o <R

Se P, ¢ exterior, entdo d o > R

Circulo

E o lugar geométrico dos pontos do plano o, tal que a
distincia desses pontos a um ponto dado ¢ menor ou igual a
uma constante. Observe a figura 2.

C(O; R)

C={Pe o/d, <R}

Fig. 4 Corda em uma circunferéncia.

No AABO isosceles, temos por desigualdade triangular
AB< R+ R = AB < 2R. Como o diametro vale 2R, ele ¢ a
maior corda.

Arco

E uma parte da circunferéncia delimitada por dois pontos. Para
ndo confundirmos arcos com mesma extremidade, acrescentamos
um ponto; de acordo com a figura 3, temos dois arcos: AB ¢ BAC
(o maior). Na figura 5, observe novos elementos do circulo,

Fig. 2 Circulo.
P, e P, pertencem ao circulo, pois: dpz-,{:u <Re 1::|P].,{:I =R

Elementos do circulo

Analisando elementos do circulo, estaremos também defi-
nindo elementos da circunferéncia.

Observe a figura 3:

=~ ™ Segmento circular

Setor circular
com angulo
central

Trapézio circular

R : raio

DE : diametro (2R)
BT:I dnzO

Eﬁ: drco

BC: corda

Fig. 3 Elementos basicos do circulo

Fig. 5 Outros elementos do circulo

A
O
w, C
il
B
Segmento circular D
Setor circular de
angulo central o

Fig. 6 Segmento e setor circular.




Posicoes relativas entre uma reta e uma
arcunferéncia

Uma reta r ¢ uma circunferéncia A podem estar em trés
posigdes relativas:

Exterior
Uma reta r & exterior a uma circunferéncia A (ou vice-versa)
ser M A=,
A r
d.r'
d.:.; =R

Fig. 7 Reta exterior.

Secantes
Uma reta r é secante a uma circunferéncia A (ou vice-versa)
serm A= {A; B}

d. <R

Fig. & Reta secante

Dessa posigio relativa, podemos tirar uma propriedade im-
portante:

ATENCAO!

Uma reta r secante a uma circunferéncia A forma uma corda
AB. A perpendicular trogada de O encontra o ponio médio
M de AB.

Mao esquega! No triangulo isosceles (AB = AC), angulos da
base sdo iguais. A altura & mediana e bissetriz.

AM = MB

Fig. 9 Ponto medio de uma corda.

Ademonstragdo dessa propriedade ¢ bem simples! O AAOB

¢ isosceles, e se OM ¢ altura, sabemos também que ¢ mediana;
logo, AM = MB.

Tangentes
Uma reta r € tangente a uma circunferéncia A (ou vice-versa)
sermA=1{T}.

Fig. 10 Reta tangente.

Dessa posigdo relativa, podemos tirar uma propriedade im-
portante:

O raio OT de uma circunferéncia tangente a uma reta r
no ponto T é perpendicular i reta.

Té o ponto de
tangéncia

T

OTLr

Fig. 11 Ponto de tangéncia.

A demonstracio baseia-se no conceito de distancia entre
ponto ¢ reta.

A T
Fig. 12 Distancia do ponto a reta.

A menor distincia entre O e r ¢ OT. (OB = OA = OT), pois
0 cateto € sempre menor que a hipotenusa. Voltando ao circulo,
femos:

Fig. 13 Distancia entreO e .



T € A: entdo, OT = R. Quaisquer outros pontos de r(A:; B...)
sdo exteriores de A; logo, OA=>R, 0B = R...
Assim, OT ¢ a menor distancia, por isso € perpendicular.

Capitulo 11

Tangentes internos

O
mediana
OT & { bissetriz
altura
ol
A T B

Fig 14 Segmento OT.

Posicoes relativas entre circulos
Considere dois circulos C(O: R)) e C,(O5: R,), tal que
R, = R,. Os circulos podem ter as seguintes posigdes.

Exteriores

T

bre)

T é o ponto de tangéncia
d=R, - R,

d=R, +R,

Fig. 18 Circulos tangentes intermamente.

Interiores

d<R -R,

Fig 15 Circulos exteriores.

Tan gentes externos

T e o ponto de tangéncia
d=R, +HR,

Fig 16 Circulos tangentes externamente.

Secantes

A e B sao os cruzamentos
R,-R,<d<R, +R,

Fig 17 Circulos secantes.

Fig. 19 Circulos interiores.

Concéntricos

Fig. 20 Circulos concéntricos.

Podemos resumir esses seis casos de uma maneira pratica
¢ eficiente. Considere a reta real representando a distancia d
entre os circulos de raios R, e R, (R, = R,).

B —
e
|
o
ha

R,+R., d

d
d=R, ¢ tangentes extermamente

de JR, = R,: R, + R,[ < circulos secantes
d =R, = R, ¢ tangentes intemamente

d e ]0: R, = R,[ < circulos interiores

d= 0 <« circulos concéntricos




“ Considere dois circulos de raios 15 cm e 7 cm. Monte

uma tabela indicando todas as posigdes possivels entre eles, em
funcdo da distincia d entre seus centros.

Resolvgdo:
Fazendo R = I15eme Rz =7 em, lemos.

1 -
1

0 8 22 d

ds=22
d=22

S<d<22 EEELES

circulos extenores

tangentes externos

d=8 tangentes internos
O0<d<8
d=0 concéntricos

circulos interiores

Tangentes comuns a dois circulos
Vamos agora tragar retas tangentes simultaneamente a dois
circulos.

Grculos exteriores

t, e t,: tangentes externas
t, e t,: tangentes internas

Fig. 21 Retas tangentes comuns externas.

Grculos tangentes externamente

L=t

t e i tangentes externas
t, e t,: tangentes internas

Fig. 22 Retas tangentes comuns internas.

Circulos secantes

t1 e tn: tangentes externas

Fig. 23 Retas tangentes emcirculos secantes.

Circulos tangentes internamente

11 :tangente externa

Fig. 24 Reta tangente em circulos tangentes internamente.

Segmentos tangentes a um circulo

Considere um ponto P exterior a um circulo e t; e t, as
tangentes tracadas por P;

t, e t,;tangentes externas

Fig. 25 Segmentos tangentes.

Propriedade! R
PT,=PT, e T,PO=T,PO

A demonstragio dessas propriedades importantissimas

¢ bem simples. Os APOT, = APOT, (caso especial); assim,
PT,=PT, e T,PO =T, PO.

WViatematica
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Exercicios resolvidos n Na figura abaixo, temos circulos tangentes internamente

e externamente, de raios r; = 10 em, r, =3 cme r; = 2 cm.
n Na figura, temos 3 retas tangentes ao circulo e PA= 10 cm. Calcule o perimetro do AO,0,0,.
Calcule o perimetro do APCD.

Resolugdo:
Unindo os centros, temos:

=3+ 2=5¢cm, II‘J‘,I_':'2=I!’Z-‘-j'=?cmfﬂjﬂs=fﬂ-3=ﬁcmf
p=5+7+8=20cm

ﬂ Na figura abaixo, as circunferéncias sio tangentes. De-
Resolugdo: termine a soma dos didmetros das circunferéncias.

Pela propriedade, temos PA = PB e também
DA=DE=xe(CE=CB=y

Assim, PD=10-x, PC=10-yveCD=x+y.

O perimetro do APCD é a soma de seus lados, assim; Resolugdo:

p=PD+PC+CD . 2p=l0-x)+{10-yv)+{x+y)=20cm Os procedimentos para a resolugdo de um problema de iangén-
cia € unir os centros e tracar os raios perpendiculares a t, e,

n Calcular o raio do circulo inscrito em um tridngulo re-

tingulo de catetos b e ¢ hipotenusa a. t

2

Resolu¢ao:

G+ X

[ I'm Iw

sen3r=2"2 L 07X oy ayix=2
6+x 2 OH+x

Pela propriedade dos segmentos tangentes, temos: x—v I 2—v 2
CE=CF=b-reBD=BF =¢—r entio: sen3f = — T E V=

, x+y 2 24y 3

+c—a

b-—rl+fc-rl=a=b+c—a=2r -.r= 4 52
G=n*(=n 2 Soma dos didmetros ¢ 12+ 2x+2y=12+4+—=—

Hrente 3 ﬂ




“ As circunferéncias da figura a seguir possuem raios iguais Lembrando que no tridangulo equilatero O, é o baricentro, temos que:
a2 cm e 8 cm. Determine a medida do segmento tangente AB.

8
Fy =T
2 -] o,
t
A B I a3 a3
r=—(alura)=—. —— -.r, =——
3 3 2
) o i~ 1 n-n ! a3
Resolugdo: sen3()’ = — S == E;} S = TR
FPara resolvermos a guestdo, observe o trapézio retdangulo nEnoc nth
AQ 0,8, apas utilizarmos todas as propriedades de tangéncia. -

(10F = (6)° + (ABF . AB =8 cm
Quadrilatero circunscritivel

Um quadrilatero esta circunscritivel a um circulo, quando
seus quatro lados séo tangentes ao circulo.

ﬂ O ridngulo ABC da figura é equildtero de lado a. Deter-
mine, em fungio de a, o valor dos raios dos circulos ?n.l e ?n.z.

A

Fig. 26 Quadrilatero circunscritivel.

Teorema
Acondicdo necessaria ¢ suficiente para que um quadrilate-
ro segja circunscritivel ¢é:

AB+ CD=AD+BC

l. {Condicdo necessaria)
Pela propriedade dos segmentos tangentes, temos:

Resolugdo:
Efetuando as construgdes basicas de tangéncia, temos:

A

Fig. 27 Quadrilatero circunscritivel ABCD.

AB+CD=x+w+y+zeBC+AD=x+y+z+w=AB+
+CD=BC+AD




2. (Condigdo suficiente)
Se AB + CD =BC+ AD, entio ABCD ¢ circunscritivel.
Considerando ABCD ndo circunscrtivel, temos:

C

Fig. 28 Demonstraco.

Contudo, podemos tragar AX tal que AXCD seja circuns-
critivel, assim: AX + CD=AD+ XC = AX+CD=AD +
+ BC — BX, mas por hipotese AD + BC=AB+ (CD = AX +
+CD=AB+ CD-BX ... AX + BX=AB esse resultado ¢ um
absurdo, pois pela desigualdade triangular: AX + BX > AB

Exercicios resolvidos

n Determine o perimetro do quadrilatero ABCD, circuns-
critivel, da figura.

X+ 1

cC I+ 3

Resolugio:

Pelo teorema do gquadrilatero circunscritivel, temos:
(Gx+3)+ix+1)=(3x)+2x) . dx+4=5x=x=4

O perimetro ¢ 2p = (3x) + (3x +3) +(x + 1) + (2x) = 2p =
=0x+4=09-4+4 =4

n Determine a medida de um dos lados ndo paralelos de
um frapézio isosceles, circunscrito a um circulo, sabendo que
suas bases medem 40 cm e 20 cm.

Resolugdo:
As bases do trapézio sdo opostas e os lados ndo pa-
ralelos sdo iguais a x. Assim: x + x = 20 + 40 ..

S 2 =060 .x=30cm
Calculando o perimeiro, temos:
2p=20+40+30+30=120cm

Capitulo 11

Angulos no circulo
Angulo central

Vamos coincidir o vértice de um angulo com o centro de
um circulo. Os lados do angulo vdo formar um arco na circun-
feréncia.

B
o angulo central
‘ AB:arco
o =AB
A

Fig. 29 Angulo central.

Por definicdo: oo = AB

Angulo inscrito

O vértice do angulo inscrito pertence a circunferéncia.

v

>

Fig. 30 Angulo inscrito.

Fig. 31 Demonstracéo.

Construimos dois triangulos isosceles, AVOA e AVOB. Temos
dois dngulos externos AOC =2x e BOC =2y e AOB=2x+2y

AOB = ;L_ﬁ[ﬁnguln central)
E[x+y]=lﬁ.'.x+y=%ﬂﬁm=%ﬂ

Uma consequéncia importante do dngulo inscrito ¢ quando
temos um arco de 180°. Observe:

Frente 3 ﬁ




C
F\
A B
Fig. 32 Triangulo retangulo inscrito.
e o
Como AB=180" = ACB= ‘ZB = 18; = 90"

Emum tridngulo retangulo inscrito em uma circunferéncia,
ahipotenusa ¢ o didmetro do circulo; a mediana relativa a hipo-
tenusa ¢ a metade da mesma.

Angulo de segmento

O angulo de segmento ¢ formado por uma reta tangente a
um circulo em um ponto T, e por uma secante ao circulo pas-
sando por T. Observe a figura 33.

5 A t

Fig. 33 Angulo de segmento.

Pelo observado na figura 33, percebemos que o angulo de
scgmento funciona também como um dngulo inscrito.

Fig. 24 Demonstracao.

Tragcamos o diametro ﬁ, 0 AABT é retangulo em A.
c+B=90%¢cy+ f=90°=y=q

e

- . . AT
Mas y¢ dngulo inscrito; logo, y=a= ?

Arco capaz
Considere os dngulos inscritos de vértices Py: P, P, ... P
no circulo a seguir:

Fig. 35 Arco capaz.

Da figura 35, temos:

AP B= AP,B=AP;B=..= AP,B=0t = —

Observe também que nos pontos A ¢ B temos retas tan-
gentes ¢ 0s angulos de segmentos de medida o. APB ¢ o arco
capaz do angulo . A seguir, temos um exemplo numérico.

m Determine o lugar geométrico dos pontos do plano que
“enxergam” um segmento AB dado sob dngulo de 30°.

Resolucdo:
Esse lugar geométrico, como sabemos, € o arco capaz de 300"
Leia atentamente a sequéncia para a construg¢do do arco.

a) Marcar um dngulo de 30" na extremidade A (esse dngulo
sera o angulo de segmento).

b) Tracar r perpendicular ao lado do dngulo de 30"

c)  Tracar mediatriz de AB.

d Rrnm={0,.

e) Qarcocapaz possui centro O, e passa por A e B.

f Marca-se OM= 0O M.

g) Ok dois arcos formados sdo o lugar geométrico completo.
A




Quadrilatero inscritivel
Um quadrilatero esta inscrito em uma circunferéncia se os
seus 4 vertices estido sobre a circunferéncia.

X

Fig 36 Quadrilatero inscritivel.

Teorema

Acondicio necessaria e suficiente para que um quadrilatero
esteja inscrito em uma circunferéncia é que os angulos opostos
sejam suplementares.
Demonstracio:
1. {Condigdo necessaria)

C

Fig 27 Quadrilatero inscritivel ABCD.

Pelo teorema do dangulo inscrito, temos:
BAD BCD
—=Ye
2 2
Assim, BCD =2x ¢ BCD = 2x mas BAD+ BCD =360° ..
S+ 2y =360°=x+y=180°

=X

2. (Condigdo suficiente)
Suponha que o quadrilatero ABCD ndo ¢ inscritivel.

Observe a figura,

Fig. 38 Demonstracao

Construimos o quadnlatero CDEB inscritivel; logo,
y + C = 180° (condicio necessdria). Mas por hipotese
y+ {E=13ﬂ“=ﬁy+ C=x+C ~x = vy absurdo! Pois o angulo
externo ¢ sempre maior que os internos ndo adjacentes.

Capitulo 11

Exercicios resolvidos

m Se o arco AMB =130°, calcule o

C
Al
N
M

Resolugdo:
D AABC é retangulo:

A ‘E
ACB = AMB _ 130r = 65°

2 2

o +65° =90 - =25

m Na ﬁgura,é_f} mede 100° Calcule x.

Resolugdo:
ABC = x é dngulo inscrito e x =

ADC

Mas ADC =AD +DC = 120°+100° = ADC =220° = x=110"

m Calcule x na figura a seguir.

120° B
A

Resolugdo:
O quadrilatero ABCD é inscritivel; logo, 120°+ C = 180" ..

Mas x é o suplemento de C, assim x = 120"

sC =60
Frente 3 ﬁ




"1 Calcule x na figura a seguir. Angulo excéntrico interior

O vértice do dngulo ndo esta no centro nem na circunferéncia.
B

110° D

Resolugdo:
EBC = EDC = 30°
No AAED, temos x + 1107+ 30%= [80° . x = 4{)°

m Na figura, temos BAO = 30°. Calcule x.

Fig. 40 Angulo excéntrico interior com segmento BC.

Tracando E, temos o ABCP, assim BCP = - ¢
. CD AB CD AB+CD
CBD = — o é angulo externo, 0t = —+— .. 0l = ——
2 2 2 2
Resolugdo: Angulo excéntrico exterior
No AOB, temos AQ = OB assim, AOB + 30°+ 30°= 180° . O veértice P esta fora do circulo.
.. AOB = 120" .
AOB = AB = 120°, mas x = ‘ZB = !E;‘ = 60"

m Calcule o valor de x na figura seguinte.

_A

Resolvgdo:
s dngulos 2x e 60° “olham™ para o mesmo arco BC, assim,
2x =60"=sx = 30"

Fig. 42 Demonstracéo.

Tracando ﬁ,tcmns DBC = % ¢ BCA = %B
No ABPC, temos pelo teorema do dngulo externo:
AB CD AB-CD
— =t =

2 2 2

- ;
.-.--|_|: .--|_|._.--
DL LS L |



Relacoes métricas no circulo
Considere um ponto P interior ao circulo e duas cordas pas-
sando por P.

Capitulo 11

APAC ~APDB

(PA) . (PB)=(PC) . (PD)

Fig 43 Ponto P interior ao circulo.

Fig 44 Triangulo APC e DPB.

AAPC ~ ADPB

PA PC

— =— . (PA). (PB) = (PC).(PD
pp -~ pp  (FA)- (PB)=(PC).(PD)

Considere um ponto P exterior ao circulo, e o prolonga-
mento de duas cordas passando por P.

Fig. 47 Triangulo APC e BPC.

PA  PC

—=—_2r.(PA).(PB)=(PC).(PD

pp — pp -+ FA)-(PB)=(PC).(PD)

Novamente com o ponto P exterior ao circulo, mas agora
uma secante ¢ uma tangente.

/r\ﬁ i
A

PT2= (PA) . (PB)

Fig. 48 Ponto P exterior ao circulo

D
(PA) . (PB) = (PC). (PD)

Fig 45 Ponto P exterior ao circulo

Fig. 49 Demonstracao.

BTP ¢ Angulo de segmento ¢ BTP = BAT.

Fig 46 Demonstragao

APBT ~ APTA
FI-
A P B.:-{
T
T
PA_PT .5
sr=ng-PT = (PA).(PB)

Fig. 50 Demonstracéo da relacéo.

Frente 3




ATENCAO!

m Calcule o valor de x. Observe duas circunferéncias secantes. Traga-se a reta r se-

a) cante as duas e que contém a corda comum AB. Qualquer
ponto P de r é equipotente as duas circunferéncias.
r
QN F
Resolugdo:
x=3-4x=06
b)
4
P Fig. 51 Secante comum.
2
Observando a figura 51, temos: PA - PB = PC - PD e
PA-PB = PE - PF
Resolugdo: Assim, PC - PD = PE - PF, ou sejo, P é equipotente em rela-
4 (4+5)=2(x+2) gdo as circunferéncias.
S4d-9=2x+2) O produto (PA) - (PB) é conhecido também como poténcia
Lx+2=18x=16 do ponto P.
c)
X
P m Na figura a seguir, sabemos que PE =2 ¢ ED = 6. Calcule
& o valor da tangente PT.
Resolugdo:

GF =x(x+9) -~ x"+0x=36 . x"+W-36=1(
G412 - 6-3)=0. x=3

m Calcule o raio do circulo a seguir.

Resolugdo: Resolugdo:
PE.PD=PT . 2(PE+ED)=PT" :.2(2+6)=PTF

PFF=16 . PT=4

818y =44+ 2R) . 36 =4+ 2R
32=2R - R=16

Matematica
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Revisando

n Calcule o valor de x nas figuras:

ACB = 240°

b)

v

%

d)

AMEB =130°

A C

’ B
‘ A
D
60°
C
A
8o° B
B
M

n Em cada figura, calcule o valor de x.

b)

n O pentagono ABCDE da figura esta inscrito em um circulo
de centro O O &ngulo central COD mede 60°. Calcule x + y.




Exercicios propostos

Tnllgﬁlltin e I‘.':'III!:]II|I‘.l reto n Na figura, MNPQ & um retangulo, o ponto E & o centro da
circunferéncia tangente aos lados NP, PQ e MQ. Se MN =4 cm
“ Ma figura a seguir, AT € tangente a circunferéncia de raio r. e NP =8 cm, determine a distancia do ponto E a diagonal MP.

T M P
I'
A E
c /
M Q

n Ma figura a seguir, temos duas circunferéncias concéntri-
cas, com raios medindo 4 cm e 5 cm. Por um ponto P da circunfe-

Sabendo-se que AT = 2r, entdo o valor de AC é: réncia menor, traga-se a reta tangente a mesma, a qual determina
(-JE+ 1) r pontos A e B na circunferéncia maior. Determine o valor de AB.
1+2r

A
2 :
rv5

(E—ﬂr

n Ma figura, o retangulo OACE esta inscrito em um setor

circularde 90° e raio R OA = gﬂ. Calcule a medida de AC.

“ Na figura, o segmento tangente PA mede 15 cm e PR
mede 12 cm.

O A

n No circulo a sequir, O é o centro, AB =2 e AC = /3.

.C
a) Determine a medida RS.
b) Qualé o perimetro do triangulo PRT?
BB Mackenzie Na figura a seguir, M e N s&o pontos médios
dos lados do quadrado ABCD e T € o ponto de tangéncia. Se
CT mede k, entdo a area do quadrado vale:
Entao, o vale: A N L
?ﬂﬂ- T
60° 21
45° N
Sn':‘ M "11
15°

- ;
-.-|_|: .-|_|._.-
i L




2 K2 k2 4K*
5
3¢ i
4 4

“ Duas circunferéncias de centros A e B sao tangentes ex-
ternamente e tangenciam internamente uma circunferéncia de
centro C. Sendo AB=12 m, AC =17 me BC = 13 m, determine
0s raios dessas circunferéncias.

n Seja P o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita
no triangulo ABC, com o lado AB. Se AB=7, BC =6 e AC =8,
quanto vale AP?

m Considere um triangulo ABC de lados AB = ¢, AC = b,
BC =a, e sejam P, Q e R os pontos em que os lados BC, AC e

AB tangénciam a circunferéncia inscrita. Calcule os segmentos
AR=x,BP=yeCQ=2=z

m Determine a medida do diametro de um circulo inscrito
em um triangulo retangulo cujos lados medem 9 cm, 12 cm e
15 cm.

m Determine o raio de um circulo inscrito em um triangulo
retangulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a.

Angulos no circulo

m Fuvest A medida do angulo ADC inscrito na circunferén-
cia de centro O e:

D
AgE13s" B
0
125" 120° 135°
110° 100°

BIS UFMG Observe a figura.

A

Nessa figura, BD e um diametro da circunferéncia que envolve
o triangulo ABC, e os angulos ABD e AED medem, respectiva-
mente, 20° e 85°. Assim sendo, o angulo CED mede:

25° 30°

35° 40°

Capitulo 11

B3 PUC O angulo x, na figura a sequir, mede:

—

",

() x

35°
-

60° 80" 90° 100° 120°

BI'S UFMG Observe afigura.

N

Messa figura, AB & um diametro do circulo de centro O e raio 2
e 0 angulo PAB mede 15°.
MNesse caso, a distancia do ponto P a reta AB e de:

%)

@I

m Fuvest Um arco de circunferéncia mede 300°, e seu com-
primento e 2 km. Qual o numero inteiro mais proximo da medida

do raio em metros?
157 284 382 628 764

BEP Mackenzie Na figura a sequir, os arcos QMP e MTQ me-
dem, respectivamente, 170° e 130°. Entdo, o arco MSN mede:

=

60° 70° 80° 100° 110°

m Calcule o valor de x na figura abaixo.




m Calcule o valor de x na figura a seguir.

20

m Calcule o valor de x em cada caso:

al( ; )
70°

100
d)
"),
N
165°
L
e)
5° m Ma figura seguinte, TA e TBsao tangentes ao circulo e
& AC // TB Calcule os angulos do AABC.

A T
54!'.1
C
B

- '
-.--|_|: .--|_|._.--
i L L |




TEXTO COMPLEMENTAR

TriGngulo ortico

Capitulo 11

No capitulo 6, quando estudamos os pontos notdveis no
tridngulo, analisamos as propriedades de todos os pontos notéveis
(baricentro, circuncentro e incentro). A propriedade do ortocentro
foi estudada no Texto Complementar do Livro 1. Agora iremos ana-
lisar sua propriedade por outro aspecto, através da circunferéncia.

HH
C H, B
Triangulo ortica

H é o ortocentro do AABC
AH,H H- & o triingulo értico

RESUMINDO

Propriedade: o ortocentro do AABC € incentro do AH,H H.
Demonstragdo: HgH-C = HyBC (éngulos inscritos na circun-
feréncia 1).

AAH,C e ABHZC possuem o éngulo b em comum e logo
CAH, = CBH, = «
CHH, = CAH, = a (tngulos inscritos na circunferéncia 2)

Analogamente para os outros éngulos:

A Circunferéncia 2

Circunferéncia 1

*  Neste capitulo de circunferéncia e circulo, dividimos o teoria em uma parte angular e outra linear.

C
A A W A C
@ ! ;
B
B B
o= AB AB AB AB + CD AB - CD
i = [ = = £ = =
2 2 2 2
e P
= D
A
B B
PA=FPB FPA.PD=PB. PC PA.PBE=PC. PD

B QUER SABER MAIS?
ESJTE

= Constantes materndticas — o caso do Pi
<www. mot. ufrgs. br/~portosil/oplcom1a. html =




Exercicios complementares

Problemas de tangéncias

B Mackenzie No tringulo da figura a seguir, a circunferén-
cia inscrita temraio 1 e T € o ponto de tangéncia.
Entdo, o menor lado do tridngulo mede:

b | WS b2 | =3
]

n Determine a medida de um dos lados nio paralelos de

um trapezio isosceles, circunscrito a um circulo, sabendo que
suas bases medem 30 cm e 10 cm, respectivamente. Calcule
também o raio do circulo inscrito.

n Calcular os raios das circunferéncias tangentes a duas
circunferéncias concéntricas de raios 6cme 10 cm.

n Sdo dados 2 circulos tangentes exteriormente de mesmo
raio R. Calcule o raio do circulo tangente aos 2 primeiros ¢ a
fangente comum externa.

n Calcule o raio do circulo inscrito em um tridngulo cujos
lados medem 5: 5 e 6 cm.

“ A circunferéncia de raio a € tangente as duas semicircunfe-
réncias menores ¢ a semicircunferéncia maior. Se MN =NP =R,
calcule a um funcio de R.

n Calcular o raio do circulo inscrito em um quadrante de
outro circulo de raio R.

Fonto de
tangéncia

n Uma circunferéncia de raio R ¢ tangente a duas retas per-
pendiculares. Calcular os raios das duas circunferéncias tan-
gentes a essa circunferéncia e as duas retas.

Problemas gerais

BB Cesgranrio Na figura a scguir, AB = 8 cm, BC = 10 cm,
AD=4 cme o ponto O ¢ o centro da circunferéncia. O peri-

metro do triangulo AOC mede, em cm;

36 48 54
45 50

m A distincia entre os centros de duas circunferéncias tan-

gentes exteriormente ¢ de 33 cm. Determine seus didmetros,

- .4
sabendo que a razdo entre seus raios ¢ —

m A distiancia entre os centros de duas circunferéncias tan-
gentes internamente ¢ 5 cm. Se a soma dos raios ¢ 11 cm, de-
termine os raios.

m Duas circunferéncias so secantes, sendo 20 cm a distancia
entre seus centros. Sabendo que o raio da menor circunferéncia
mede 11 cm, determine o raio da maior, que ¢ multiplo de 6.

m Na figura abaixo, calcule o valor de x:




m Calcule R, raio da circunferéncia circunscrita ao triangu-
lo ABC da figura, sendo: AB=8 AC=12e AH=06.

m As retas t e r sdo perpendiculares entre si e tangentes as

circunferéncias em A,
Determine AB em funcio de BC=ae BD=h.

m Os catetos de um tridngulo retangulo sdo AB=9 cm ¢
AC = 15 cm. Determinar o raio da circunferéncia que passa

pelo vértice B e ¢ tangente ao cateto AC em C.

m AB=AC=10cm ¢ BC = 16 cm sido os lados de

um triangulo isosceles ABC. O prolongamento da altura AH
intercepta a circunferéncia circunscrita ao tridngulo em K.
Calcular HK.

m M, N ¢ P sdo os pontos médios dos lados de um triangulo
ABC. Achar a razio entre os raios dos circulos circunscritos
aos triangulos MNP e ABC.

m ABCD ¢ um paralelogramo cujas diagonais sio AC=8m
e BD = 10 m. A circunferéncia que passa pelos pontos B; Ce D
intercepta o prolongamento da diagonal CA em E. Calcular AE.

m AB ¢ uma corda de uma circunferéncia de centro O, tal
que o dngulo OAB=21° ¢ BC ¢ uma corda paralela ao raio
AQ. Calcular o angulo agudo que BC forma com a tangente a
circunferéncia em B.

m ABCD ¢ um retiangulo cujas diagonais se cortam em um
ponto 1, tal que Al = AB. A circunferéncia de centro A ¢ raio Al
intercepta o prolongamento do lado AB em E. Sabendo que o an-
gulo AlBéo quadruplo do dngulo BIE, calcular o angulo BAC.

Capitulo 11

m Duas circunferéncias tangenciam-se externamente em M;
TP e TQ séo retas tangentes a essas circunferéncias tragadas _por
um ponto externo T, tal que PTQ = 70°. Calcule o angulo PMQ.

m Uma circunferéncia de centro C, inscrita em um angulo
reto XOY, tangencia o lado OX em D. Uma semirreta de ori-
gem O, interna ao dngulo XOY, intercepta a circunferéncia C

nos pontos A ¢ B, tais que o arco AD é a metade do arco BD.
Calcule o angulo BOD.

m Na figura, as semirretas PA e PB sdo tangentes & circun-
feréncia. Se as distancias entre Q e as tangentes sdo a e b. Ache
a distincia entre Q ¢ a corda AB

m Em um circulo de centro O e raio R, temos um quadrante
AOB. Com centro em A ¢ mesmo raio, tracamos outro circulo
que forma com o primeiro triagngulo mistilineo OBC. Calcule o
raio da circunferéncia inscrita nesse tridngulo em funcio de R.
Observe a figura:

0 A

m Na figura a seguir, temos r//s. A reta r é tangente as cir-
cunferéncias C,; e C,, a reta s € tangente as circunferéncias C,
¢ C; e as circunferéncias tangénciam-se como mostra a figura.
As circunferéncias C, e C, tém raios b e a, respectivamente.
Calcule o raio da circunferéncia C;.




FRENTE 3

O célculo de dreas é uma grande ferramenta para Segunda Lei de Kepler (lei das dreas).
a Fisica.

A darea de uma figura plana é um conceito muito
utilizado na Fisica para a compreensdo de diversos
fenébmenos.

Na Cinemdtica, no gréfico tempo x velocidade.

.

: A linha que liga o planeta ao Sol varre dreas iguais
i : em tempos iguais. Assim, no mesmo intervalo de tempo,
' um planeta girando em torno do Sol percorre dreas
iguais. (Grea 1 = drea 2).

Velocidade

t tIa Tempo

.}

A area colorida representa o deslocamento do
mével no intervalo de tempo entre os instantes t, e ;. Céleulo da pressao exercida por F.

Céleulo do trabalho realizado por um gés. ;

4 Pressao

Para calcular a pressao exercida pela forca sobre o
corpo, devemos calcular a razdo:

componente normal de F
drea A

Volume

\ drea hachurada representa o trabalho realizado

; _— bl
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Conceitos basicos
Até o capitulo 11 de Geometria Plana, estaivamos o tempo
todo preocupados em calcular o tamanho de um segmento ou
medir angulos. Agora, vamos definir um niumero e associa-lo a
superficie de uma figura plana. Observe:

Area de S = a,

]
EIEH+

Superficie S

Fig 1 Definicdo de area.

Devemos, entfio, associar areas (A) a todas as figuras pla-
nas conhecidas. Por simplificagdo, vamos definir a area de um
retingulo, e demonstrar todas as outras em fungio desse resul-
tado. Assim:

| b

Capitulo 12

Remontando a figura, temos:

"

Fig. 5 Paralelogramo.

Retangulo ¢ equivalente a um paralelogramo com as mes-

mas dimensoes:
A=bh

Tridngulo
Um tridangulo de base b ¢ altura relativa h ¢ equivalente

a um paralelogramo de mesma base b e altura —. Observe a
figura 6. -

Cj b |E

I ==k L

Fig. 2 Retangula
Area do retdngulo = bh.

Areas das principais figuras
Quadrado

O gquadrado ¢ um retangulo de dimensdes iguais, assim:

L]

Fig. 3 Quadrado.

Paralelogramo

Podemos decompor qualquer paralelogramo em 3 figuras ¢
constituir um retangulo equivalente.

Observe a figura 4.

®

@

b
| .

L J
—_—

Fig. 4 A1 = A3 = sdo equivalentes.

Fig. 6 Triangulo.

AMNA = ADNB (LAL) = triangulos equivalentes
AABC ¢ equivalente ao paralelogramo MDBC.

h bh
Ar= h(E} >

A formula apresentada na figura 6 ¢ basica para a demons-
tracio de outras formulas do triangulo. Observe:

Triangulo equilatero

Fig. 7 O AABC € um triangulo equilatera

A altura de um tridngulo equilatero ¢:

3
L a3
2
ah a\ﬁl az-..'"?_:
A=—=3. —. . —=
% _ 2 2 4
A=r.'l_~..-'l..;‘l'
4

Frente 3




Tridngulo retdngulo

ol
A b C

Fig. 8 O AABC & um triangulo retangulo

O cateto € altura em relacdo ao outro cateto:

bc

A= -

Superficie € um conceito primitive. Figuras equi-
valentes possuem a mesma drea (fig. 6).

Formula trigonométrica

C b A

Fig. 9 O AABC e um triangulo retangulo

bh h
A= —» mas sentt=—=h = a.senq
2 a
b. a.sencx
A=—"""—
2
a.b.senct
A= —

=

Greunferéncia inscrita

Fig. 10 Gircunferéncia inscrita a um triangulo.

r: raio do circulo inscrito
p: semiperimetro

Ligando o 1 (incentro) até os vértices A, B e C, temos trés
triangulos com bases a, be ¢ ¢ altura r:

b
B oA S(atb+c)=A
7 2 9
I
=j _ T =
A .,p.z. A=

C

Fig. 12 Circunferéncia circunscrita a um triangulo

R: raio do circulo circunscrito

Observe o AABC.
A L B
(i 8
b d
C
Fig. 13 Determinacao da area em fungao de um angulo interno.
b. c.senct
A= —m8—
2
a a
Pelo teorema dos senos: = 2R .. senot= —
SeNCL 2R
Assim: A = l:m_i_ l A= abe
2R 2 4R

Gircunferéncia ex-inscrita
A circunferéncia ex-inscrita ¢ uma circunféncia tangente

a um lado e aos prolongamentos dos outros dois. Observe a
figura:

l.:" ex-1ncentro
I raio da circunferéncia ex-inscrita

C a B

Fig 11 Incentra.

Fig. 14 Circunferéncia ex-inscrita ao triangulo




Para calcular a area do tridngulo ABC, observe a seguinte
expressdo que relaciona a area do quadrilatero CAI-B.
Area (CAIB) = area (AABC) + area (AAIB) =
area (AAI-C) + area(ACI-B)
area(AABC) = area (AAIC) + area (ACIB) — area (AAI.B) =

= I:|Irc+M':—m;C =r£.[h+a—c:}
2 2 2 2

area (AABC) = %.[m b+c—2c)
drea(AABC) = % (2p-2c)
- area(AABC)=1-.(p—c)

Analogamente para as outras circunferéncias ex-inscritas:
Area (AABC) = r(p—a)=r-(p- b)= r.o(p— C)

Formula de Heriio

Permite o calculo da area de um triangulo em fungio dos
lados.

Capitulo 12

Losango
Vamos dividir o losango em 4 triangulos retingulos. Ob-
scrve a figura 17.

cl—LI1 B

Fig 15 Tridngulo ABC.

No capitulo 10, calculamos os valores das principais cevia-
nas do tridngulo. Assim;

h, =2 \p(p=2)(p—b)(p—0)

A==t 2 =) (p-0)p—o)

A= w-"p (p—a)(p-b)(p—c)

Trapézio
Vamos decompor o trapézio em dois triangulos. Observe
afigura 16,

= D P
I
Fig 17 Losanga.
A= (E_EJL_._; _Dd
2 2)2 2

Quadrlatero qualquer

Existe um resultado interessante para o calculo da area de
um quadrilatero cujas diagonais medem d; e d, ¢ formam um
angulo de medida «. Observe a sequéncia de figuras.

A

b
%\]h

- L8

Fig. 16 Trapézio.
.&1=Ec52=&

E "
b+ B)h

Ay, =Al+A2 A= -

Fig. 19 Paralelogramo.

AC e BDsdo as diagonais transladadas paralelamente,
formando assim um paralelogramo.

A drea do quadrilatero ABCD é a metade da area do para-
lelogramo EFGH devido as congruéncias dos triangulos 1, 2,

g4,

Entdo, a drea do quadrildtero ¢ d1-92-5¢n0

]
E
—




Poligonos regulares Quadrado inscrito

Vamos calcular os principais elementos dos poligonos

regulares para depois calcular suas areas.
Podemos construir poligonos regulares inscritos ou circuns-
critos em uma circunferéncia. Observe os principais elementos:

g, angulo central Fig 23 Quadrado inscrito.
| -lado do poligono inscrito
a,:ap6tema ly=R2
L :lado do poligono circunscrito
“ RV2
3 ﬂ4 — E
area = . area = 2R~

Fig 20 Elementos dos poligonos regulares.

Tridngulo equilatero inscrito Quadrado circunscrito

)
)

Fig. 24 Quadrado circunscrito

Fig 21 Triangulo equilatera.
L,=2R
a1 a R area = 4R?
'.-".4.:t'1|3»:fl""=EE.*.E=E3 =5, =E
} Hexagono regular inscrito
'3
cos 30°= %. (,=R:3
3 W3,
area = P‘§£ drea= —— R’
4 4

Triéngulo equilatero circunscrito

Fig 25 Hexagono.

No hexagono regular, temos 6 triangulos equilateros, assim:

fe =R
RA3
Fig 22 Triangulo equilatera. a, = T
. 'ﬂi\ﬁ 3R*3
area =6, ———= .

tg30°= — . L; = 24/3R ;

2

I'_
coarea = 34 3R

R
L,
2
, 23
arca=LsT

WVatematica




Capitulo 12

Ocdogono regular inscrito Dodecagono inscrito

12

11

10

Em 7
Fig. 26 Cctogono regular. Fig 28 Dodecagono regular.
2 2, n2 .
2 2
L =R (2-42). f=R*(2-+3)
"5-15=‘*I'|2_"-‘ER 1‘.’|2=u2—\.fR
2 o ) R- . sen3(®
droq =8 R sends area=12.
2 i
srea = 2/2R> area = 3R
Decagono inscrito Area do circulo
O decagono regular inscrito ¢ formado por dez triangulos O circulo ¢ um poligono regular de infinitos lados. Pode-
isosceles com angulo do vértice de 36°. Observe a figura 27: mos montar uma tabela e mostrar os diversos valores para as

areas dos poligonos inscritos e circunscritos:

3 1,29R2 519R2

4 2R 4Rz

6 2,59R? 3,46R2

8 2,82R? 3,31R?

10 2,93R2 3,24R2

12 3R? 3,21R?

n nhR2 nhR2
Tah. 1 Area de poligones inscritos e circunscritos se aproximando da
drea do circulo.

Setor circular
hy _R
R—Fyp fig
2 2 4
: : —RiJR ~4.1(-R?)
P +R. A —R> =001, = 5
—R+R+5 , | - |
£10 = convém a raiz positiva, assim: Fig 29 Circulo

R(V5-1)

0 2 2
iy =——— 360° —— 7R \ _ TR
o — A 360°

Frente 3




Coroa circular

Fig 30 Coroa circular.

Segmento circular

Fig. 31 Segmento circular.

Exercicios resolvidos

“ Calcule a area do paralelogramo:

10

G0e

18

Resolugdo:
Tracando a aliura do paralelogramo, temos:

h J3 NG

sentl)' = — . h=10—=35
0 h Sen 10 5

arga=f;3;.[5ﬁ)=9ﬂﬁ

B Calcule a drea do trapézio;

B

_60°
10

Resolvgdo:
Tragcando a aliura do trapézio, temos:

h
1g60° =~ . h = 3

3

(e =

[ﬁ+fj}4ﬁ=ﬂ(

60F

B Determine a area do quadrado inscrito no triangulo ABC,
sendo BC= 15 m e a altura relativa a base BC ¢ igual a 10 m.

A
G F
10
"B D E C
- — g
Resolugdo:
AAGF ~ AABC
A
A
10-x§ A — 10
1 F
B 15 C
vy [—x 1) —x

; X
15 0 3 2
2=30=3x ~5x=30 . x=6 m= area =36 m*

n Sendo 6 m o raio do circulo, calcule a area colorida.

1207
6
Resolugdo:
Para calcular a area do segmento circular:
) 6
4 — {1200
6 6

wl6Y . 120°  62seni20°
- 6] _ 8 seni20 =;zn—;3n£=-[un—9ﬁ)mf
360° 2 2

“ Calcule a area colorida sendo ABC um triangulo equila-

tero de lado 6 cm.
A

ﬁ L: I-L n4a |_| Ca



Resolu¢ao:
Vamos monitar uma expressdo para calcular a area colorida.

A=\-0O
3

Precisamos calcular o raio do circulo.

J3

X X
t030° =2 N2 _X .
& 373 377

-n(\3)

3

S}

=
&

A=

= [3\'@—1:) cm”

| Calcule a area do trapézio da figura:

¥
-]
X z
a
\

Resolu¢ao:

2 2 2 2 2 2
I =X +a 5.z —x =a .;.da

S22
drea = [}-‘+ (v+ a}]. % = [.2}-‘+ Nz© —x7 } X

2

n O retangulo ABCD representa um terreno retangular

. 3 . .
cuja largura ¢ 3 do comprimento. A parte colorida representa

um jardim retangular cuja largura ¢ também — do comprimento.

(Qual a razdo enfre a arca do jardim ¢ a area total do terreno?

A B
3x
5
D~ - G
X
Resolugdo:
L-i(ix) =
AR 25
Et 1_!'
%=5_3'=l=i=35%
I'EI x 25

Capitulo 12

“ Na figura abaixo, ABC ¢ um triangulo equilatero de lado
igual a 2 m. r}ﬁﬁ, NP ¢ PM sio arcos de circunferéncias com
centros nos vertices A, B e C, respectivamente, e de raios todos
iguais a 1 m. Calcule a area da regido preenchida.

A

C P B
Resolugdo:
Primeiro, precisamos tomar o tridngulo equildtero.

A=A_3.=(z);ﬁ_n(;}f=((_%) Iy

Depois, encontrar os pontos médios e iragar 0s arcos.

n Na figura, AB ¢ um arco de circunferéncia de raio 1 m.
Determine a area do trapézio retangulo BCDE.

y]
A
C
D
30° o
o E B x

Resolugdo:

z
30°
O 1 B
2 J3
(g30° ==z ="
£ 3
(DE+BC)EB (1 3 J3) 1
area = =|—=-4+—||]——] =
2 203 2 )2

=% Ared = 3— m-




m O quadrilatero ABCD ¢ um quadrado de lado a. Calcule
a area colorida.

A B

Resolvgdo:
Tracando a diagonal AC, temos o seguimento circular:
A
a
=1
D d C

. ta- a° ma -2a’ 2(11‘—2)
area = y ——= =aq | ——

r r 2 ﬂ: - -2
=% drédy,,, = Jdrea =a 5

Rela¢oes métricas entre areas
Trigngulos de mesma altura

Tridngulos de mesma altura possuem areas proporcionais
as bases. Observe a figura 32.

Exercicio resolvido

m Se a area do triangulo ABC ¢ S, calcule a area preenchida

em funcio de §.
A
MC = MB
a)
c M B
Resolvgdo:
AABC e AAMC possuem a mesma altura e a base MC = E’
2
S
=S e =—
AMC =

b)
Resolugdo: <
AACM possui area — e possui a mesma altura do AMCD ¢
pc="1ac
3
5 S
S = —, — = —
MeD =3 5T
c)
Resolugdo: g
AACM possui drea 5 € possui a mesma altura do AAGC e
2
AG=—AM
3
28 §
Sir=2222
323
- MC = MB
d)
C M B
Resolucdo:
AACM possui drea R O AAGN possui mesma altura gue o
ACNe NG= L N
3
Assim, 8, .. = s O AGDN possui mesma altura gue o0 AAGN
4]
! s 8
* ND =—AN, logo §,..,, == —=—
RT3 T 1

Triingulos semelhantes

Dois triangulos semelhantes possuem elementos corres-
pondentes proporcionais.

Tridngulos semelhantes de razio de semelhanca K
possuem Areas proporcionais a K%

m Determine a relagfio entre as areas de um tridangulo ABC
e do triangulo formado pelos pontos médios dos lados do ABC.

ﬁ WViatematica



Resolu¢ao:
A
MB MC
C MB B

L™ A

-
d

AABC ~ AM MM, (K = 2)

S.inc 2
— ABC =K~ =4
S.‘H AMpM

Triéingulos equivalentes

Triangulos equivalentes possuem a mesma arca. Nio mo-
dificando a base e a altura de um tridngulo, a drea ¢ a mesma.
Observe a figura 33.

2 Gﬂ

e emmmm e ccccmmmmemem—aa PPy

o

Fig. 33 Triangulos equivalentes.

ATENCAO

Podemos transformar um poligono de n laodos em um po-
ligono equivalente com n - 1 lados

L S

r//n2 e o Al12n é equivalente ao A1'2n, reduzindo assim o
nimero de lados para (n-1).

Exercicios resolvidos

m Na figura a seguir, a reta r € paralela ao segmento AC sen-
do E o ponto de interse¢do de r com a reta determinada por D e C.

r

——=4M

Capitulo 12

Se as areas dos triangulos ACE ¢ ADC sdo 4 e 10, respectiva-
mente, ¢ a area do quadrilatero ABED ¢ 21, entio a area do
riangulo BCE ¢:

6 8 10
7 )
Resolugdo:

Os AACE e AABC sdo equivalentes, S =4, masx+4 + 10 =21
sox =7 (alternativa B).

m Considere o triangulo ABC de area A. E € o ponto médio
diﬁi[} esta no lado BC, tal que BD = 2CD. As cevianas
AD e BE formam o quadrilatero CDFE. Calcule a area desse
quadrilatero em funcio de A.

A

Resolugdo:

e B
c y D 2y
Liilizando as relagdes métricas entre dreas, femos gue drea

NAEF) = area (NCEF) e area (ABDF) = 2 - area (ACDF)
OABCE possui area igual a metade da area do AABC, assim

o+ 3= i
2 A A
OACDA possui area igual a 3 assim2a + fi = 3
Resolvendo o sistema:
A
o+3p=— 4 44
TR )
2o0+Pp=—
* " . 7A
Area do quadrildatero CDFE é igual a o+ = 0

Frente 3




EED 0 tisngulo ABC da figura possui srea A. Nos lados
AC e BC, temos os pontos E e D, tais que CE=3EA e DB=4CD.
Determine a porcentagem da area do triangulo preenchido, em
relacio a area total.

A

i
m

Cc

Resolugdo:

c ¥ D 4y

Area(ACEF )= 3. drea( AEFA)
drea(ABDF ) = 4. drea (ACDF)
A

|
drea(AACD) = g,»i sdo+B= S

drea(ABCE) = %.»1 ~3a+5p= % A

Atraveés do sistema:

' A

4o+ = 3 y

1 3 4 temos: (L = pr =0,015
3o+ 5B = vy

A drea do tridngulo é, aproximadamente, 1,5% da area do AABC.
A

Revisando

“ Calcule a area de um quadrado inscrito em um triangulo
de base 12 e altura 6.

n O perimetro de um triangulo retangulo isdsceles é igual a
2p. Calcule a area desse triangulo em funcéo de p.

n A figura representa um triangulo equilatero de lado 6 e
seu circulo circunscrito. Calcule o valor da area colorida.
A

n Um triangulo de altura h e dividido por uma reta paralela
abase em 2 partes equivalentes. Calcule a distancia dessa reta
ao vertice.

n Um triangulo ABC de area A possui as medianas
AA’, BB e CC'. Calcule as areas coloridas em funcao de A
para as diversas situactes a seguir.

l. A

- ;
-.--|_|: .--|_|._.--
L L |
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Capitulo 12

n Calcule a area colorida da figura considerando ABC um
quadrante de raio Re AB e AC diametros de semicircunferén-

cias de diametro R.
B

Exercicios propostos

Areas

“ Fuup As bases de um trapézio sdo 80 cm e 60 cm e sua
altura 40 cm. A 10 cm da base maior, traga-se uma paralela as
bases, que determina dois trapézios Qual é a area de cada um?

n Um azulejo retangular vai ser usado em uma parede de
uma cozinha, que tem 5 m de comprimento e 3 m de altura. Se
as dimensodes do azulejo sao 10 cm e 30 cm, quantas pecas
desse azulejo vao ser usadas?

n O perimetro de um quadrado e igual a 36 cm. Qual é a
drea desse quadrado?

n Calcule a area do losango que tem diagonal maior igual
a 8 m e diagonal menor igual a 70 dm.

BB UFPE Na figura a seguir o retangulo ABCD tem area igual
a 153 cm? Quanto mede o lado, em cm, do quadrado AB'C'D'?

A B' B
. 12 cm .
D C'
4cm
D C

Y UFPE Na figura a sequir P é o ponto médio do segmento
AD do paralelogramo ABCD. Calcule a area, em m?, do trian-
gulo AAPB sabendo-se que a area do paralelogramo & 136 m?.

D C

BB UFSC A base de um triangulo mede 132 m e sua altura,
em metros & h. Se a base for aumentada em 22 me a altura, em

55 m, obtem-se um novo tridngulo cuja area e o dobro da area
do primeiro. Calcule o valor de h.

“ Vunesp A area de um tridngulo retangulo é 12 dm2 Se

um dos catetos e E do outro, calcule a medida da hipotenusa
desse triangulo. 3

BB Cesgranrio Se, no trapézio retangulo ABCD da figura

adiante, AB=BC =3eua= k ,entdo a sua area vale:

B 3
. C
x
A D
4 3 ; 3
3 2 2
3|3+— 3[4+, = 5[3- —]
', 2) ', 3) 3
i p i 3
afs5- 2 3|5- |2
2 3

m Fatec Na figura a seguir, tem-se um quadrado inscrito
num triangulo retangulo ABC, reto em A.

B

Frente 3 AU




=e 0s catetos do triangulo medem 3 cm e 4 cm, entao a area do
quadrado, em centimetros quadrados, & igual a:

169 100 25
49 49 49
144 81
49 49

m Fuvest Os lados de um retangulo de drea 12 m? estdo na
razao 1:3. Qual o perimetro do retangulo?

8 m 16 m 24 m

12 m 20m

m Fuvest Os pontos A, B, e C sdo vértices consecutivos de um
hexagono regular de area igual a 6. Qual a area do triangulo ABC?

A B

| 3 J2
2 J2

BER ESPM O retangulo ABCD tem &rea igual a 60 cm2 Saben-
do-se que E € um ponto do lado CD, podemos afirmar que a
area do triangulo ABE e:

30 50 50./3

40 4043

m Mackenzie Na figura a seguir, o perimetro do tridngulo
equilatero ABC e 12 e o ponto P & medio do lado BC.

C
P
E
B Af--=-"2---1D
Entao, a area do triangulo AED é:
3 4 V2
2 2

J3 2

] UEL No retangulo da figura abaixo, aumentando-se de 6 cm
o lado maior e de 3 cm o lado menor, a area aumenta 102 cm=2.

x+1
¥+ 5 medidas em centimetros
O valor de x, em centimetros, é:
55 7,0
6,0 7.5

6,5

BIY Mackenzie Na figura a seguir, AC e BD medem, respec-
tivamente, Eh.-'ﬁ e 5.

680°
C
Entao, a area do quadrilatero ABCD e:
30 60
35 80
40

m Fuvest Na figura sequinte, estdo representados um quadra-
do de lado 4, uma de suas diagonais & uma semicircunferéncia
de raio 2.

Entao, a area da regiao hachurada e:
m
(_] Lo T+ 3
2 T+ 4
T+ 2 21+ 1

BIY Mackenzie No hexagono reqular da figura a sequir, a dis-
tancia do vertice E a diagonal AC e 3.

B C

F E

Entédo, a area do poligono assinalado é:
6 6+/3
43 8.3
513

m Fuvest Dois irmaos herdaram um terreno com a seguinte
forma e medidas:




Para dividir o terreno em duas partes de mesma area, eles
usaram uma reta perpendicular a AB Para que a divisao seja
feita corretamente, a distancia dessa reta ao ponto A, em metros,
devera ser:

31 33 35

32 34

WIN FOC Um triangulo tem lados 3x, 4x e 5x e sua area é 48.
O valor de x e:

J2 2
242 V2

2

WIB Mackenzie Na figura a seguir AD//BC.

A D
B0 | 6 -
J73 8
B C
Entao, a area do quadrilatero ABCD e:
243 283 32./3

26./3 30./3

m Pu::ump MNa figura a seguir tem-se um terreno retangular
no qual se pretende construir um galpao cujo lado deve medir
X metros.

X

Se a area da parte sombreada & 684 m?, o lado do galpdo
mede, em metros:

8,5 7,5 4.5

8 6

XD UFF Considere o triangulo PMN, retangulo em M, repre-
sentado na figura a seguir.

M

Bcm

P 10cm N

A area, em cm?, do tridngulo obtido, unindo-se os pontos me-
dios de PM, MN e NP e:

4 12 24

6 20

BIN UFMG Observe a figura.

E D

A B C

MNessa figura, o segmento AC e paralelo ao segmento ED,
AB=BC=3cme E:a
ED

A area do triangulo ABE é igual a 3 cm? A area do trapézio
BCDE, em cm?, é:

9 9 12

2

6 il
2

I3 UFMG Observe a figura.

D C
el F
A B

MNessa figura, ABCD é um quadrado de lado 1, EF=FC=FBe
DE = % A area do triangulo BCF e:
3

1
16 5
1 (v3)
5 4
Areas de circulos

W13 UFBA O triangulo ABC esta inscrito num circulo de area
igual a 16r cm?, sendo A=30°, AB=8cme AC.BC=x cm?.
Determine o valor de x»ﬁ.

m Fatec Na figura a seguir, tem-se uma circunferéncia C de
centro O e raio de medida 3 cm. Os pontos A e B pertencem a
C, e a medida do angulo AOB & 45°.

& |

A area da regiao sombreada, em centimetros gquadrados, é
igual a:

B



P B
| =

[

%)
o
P W@
.,

| =

I

)
o T—

m Fuvest O triangulo ABC esté inscrito numa circunferéncia
de raio 5 cm. Sabe-se que A e B sdo extremidades de um dia-
metro e que a corda BC mede 6 cm. Entao, a area do triangulo
ABC, em cmZ, vale:

24 ﬂ 243
2
12 62

m UEL Na figura a seguir, tem-se a reta r tangente & circun-
feréncia de centro C e o triangulo equilatero ABC, cujo lado
mede 8.3 cm.

A area da regido sombreada e, em centimetros quadrados:

R2 1 36 24
48 n 30 m

BIB UFF Determine a 4rea da regido limitada do plano que
esta compreendida entre as retas y=x e y = 0 e e exterior ao
circulo de centro em (1, 1) e raio 1.

1N UEL um rolo de tela com 28 m de comprimento ser4 total-
mente aproveitado para cercar um jardim com formato de setor
circular como mostra a figura a seguir.

Se a area do setor é 40 m? e x & maior que y, entdo o raio do
setor @ um numero:

divisor de 35. quadrado perfeito.
menor que 8. impar.
multiplo de 5.

VR UFRGS Se o raio de um circulo cresce 20%, sua rea cresce:

14% 44%
14,4% 144%
40%

EXJ UFMG Observe a figura a sequir. Nessa figura OA = 443,
OB=2/3e ABe A_Ctangenciam a circunferéncia de centro O
emBeC.

-3 4 -2./3

4:1:—»15

Nela a circunferéncia de centro O tem raio r e arcos AB, BC,
CD, DE, EF, FG, GH e HA congruentes.
O valor da area sombreada, em fungao der, e:

rZ(n—2) 2r2

2r (m—1) rim—1)

E PUC-MG O comprimento de uma circunferéncia é o qué-
druplo do perimetro de um quadrado. A razdo entre a area do
quadrado e a area do circulo é:

T L T
64 80 128
L] T
72 120

E™S Mackenzie Na figura a sequir, A, B e C séo centros de
circunferéncias iguais.

Se a area do trapezio assinalado e 3, entao a area do retangulo
vale:
4+43 4+8/3
8+44/3 8++/3
8+843
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m Calcule a area colorida sabendo que os circulos pos- m ABCD & um quadrado de lado a Calcule a area preenchida.
suem raio R. A B
E
D C

TEXTOS COMPLEMENTARES

Teorema de Pitagoras através de areas

Observe a seguinte propriedade:

O retangulo ABCD e o triangulo CDE possuem a mesma base e altura, mas a drea do triangulo CDE é a metade da drea
do retangulo.

O AADE possui drea igual a metade do reténgulo

AMLE A, = ’ﬂ‘ﬂ;ﬂE

A
O ACDG possui Grea igual @ metade do quadrado ABCD. Aqpg = ““;ED
ACDG = AADE (LAL) =
Agep = Agye = ¢ analogamente
Ay = Aygr = b? assimb? + ¢ = o?
H
A
_ B_______ E D A b G
Iﬂll\/ c d
- ; o
D b C c 5 F
Area ADIE = % . Area AABCD. 2
L
E

Teorema de Pitagoras através de dreas.

Pentdagono regular

Observe a demonstracéo do seguinte resultado:

Em uma circunferéncia de raio R, ¢, {, e {,, séo as medidas dos lados
do pentdgono, hexdgono e decdgono, todos regulares e inscritos nessa
drcunferéncia.

B
Relagdo entre /,, f el ,




Na figura anferior, femos um setor circular de 36°.

O AOAB é is6sceles com éngulos de 36°%; 72° e 72°. Marca-
se BC =R e temos um novo triéingulo isésceles OBC cujo angulo
do vértice & 72°. Assim, OC = /.. -

Pelo ponto C, tracamos uma tangente CT e, através da po-
téncia de ponto, podemos escrever:

CT? = (CA)CB) » CT?= R- £, . R . CT? = RZ-R. {,,

Com essa relacéio, volte até a teoria no item “decd-
gono inscrifo” e observe a relagio i, +R.f,, —R* =0
o #y = +R? —Rf,,, assim:

CTE = E‘]Eﬂ. o CT = flﬂ"

Concluséio: No ACOT, temos:

¢z =R*+CT? -;.f§=f§+f£

10

RESUMINDO

*  Formulério bésico para o calculo de dreas.

Tangente

Construcdo da relagéo
() = (te)" +(t10) -

(7

\
TI
b

4§r.e-,.f.|=E drea=pr &rea:ﬂ—hc
2 a+b+c¢ 4R
(p=—"7F)
paralelogramo frapezio circulo setor circular
H
b a
h h
] R
c b b .
- nR® drea=O
drea=,[Plp-a).p-b).(p-¢) drea = bh £rea _ (2D)h drea = TR Lk

*  Lodos dos principais poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia de raio R.

A

WViatematica
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B QUER SABER MAIS?

E SITES

= Demonstracéo de teoremas com Greas
<www. uft. br/cdme/dsp/dsp-html/dsp-tp-brhtml >.

® Calculo de dreas com integrais
<http://ecalculo.fusp.br=>.

Exercicios complementares

Problemas gerais Entdo, a area do triangulo assinalado AMN ¢:

4 12
B Fuvest Calcule: 6 16
a) senl5” 8
b) A area do poligono regular de 24 lados inscrito no circulo
de raio 1. n Puccamp Considere o trapézio representado na figura a

scguir, cujas medidas dos lados sio dadas em centimetros.
BB ITA Em um tridngulo ABC, sabe-se que o segmento AC
mede 2 cm. Sejam o e [, respectivamente, os dngulos opostos
aos segmentos BC e AC. A drea do tridingulo é (em cm?) igual a:

2 sen‘a -

2 sen‘a

cotgfp + sen 2a

- tg —sen 2o
2 cosa -

cotgfp + sen 2a

2 cos'a - tgP + sen 2a
2 sena - tgPf —cos 2a

D Mackenzie Na figura, tgp=2-+3 e a+ p=60°. Entio, a
area do triangulo assinalado ¢:

4443

—
L

E+~.E

[

1+~J§

—
=

1++/3
(244

2

BB Mackenzie O retangulo inscrito no tridngulo isésceles
ABC da figura a seguir tem area maxima.

A

A

Aarea desse trapczio, em centimetros quadrados, ¢:

18 32
24 36
30

I UEL Considere todos os tridngulos que tém dois lados de
medida 2 cm, formando um dngulo de medida x graus. O menor
valor de x para o qual a area do tnangulo ¢ igual a J3 em? é:

30 75
45 90
60

BB Mackenzie Na figura, a circunferéncia de centro O tem

raio 6, o= arctg 1 e C ¢ ponto de tangéncia.
2

Entdo, a area do mangulo ABC ¢ igual a:

36 40,5
38,4 42
40




M Mackenzie Na figura, ABC ¢ um tridngulo equilitero de
perimetro 24. Se r e s sdo bissetrizes, entio a area do triangulo
assinalado ¢:

A

BEB Fuvest Na figura, BC ¢ paralelaa DE.AB=4 ¢ BD =5
A

Determine a razio entre as areas do tridangulo ABC e do tra-
pézio BCDE.

D E

BB Cesgranrio Scja D o ponto médio do lado AB do tridn-
oulo ABC. Sejam E ¢ F os pontos médios dos segmentos DB ¢
BC, respectivamente, conforme se vé na figura.

C
Z | ; e
.
A D E B

Se a area do triangulo ABC vale 96, entdo a area do triangulo
AEF vale:

42 32 28

36 30

BEB Cesgranrio O tridngulo ABC esta inscrito em circulo cujo
didmetro BC mede 1 e cujos dngulos satisfazem a condigio
B = 2C conforme se vé na figura.

A drea desse tridngulo ABC vale:

33) (3) 3)

b 5 8
(2v3) (3)
5 6

BF3 Unirio Adrca da figura hachurada é:

yiem mj) 4
14
10
6
2 - !
5 8 1417 x@emm)
100 m? 140 m? 156 m?
132 m? 144 m?

BED UFF Determine a drea do retangulo MNPQ, representado

na figura abaixo, sabendo que a diagonal MP ¢ o didmetro da
circunferéncia C cujo raio mede 10 cm.

BIB UFF Descja-se construir uma janela com a forma de um
retingulo em cima formado por uma semicircunferéncia de
raio X como indica a figura.

%

Sabendo que o perimetro da janela deve ser igual a 4 m:

a) expressec a arca da janela em funcdo de x.

b) encontre o valor de x para o qual a area da janela é a maior
possivel.

Bl UFMG Scja P o ponto de intersegdio das diagonais do tra-
pézio de altura h de bases AB=aeCD=b,coma=b,
Expresse a diferenca entre as areas dos triangulos ABP e CDP,
nessa ordem, em funcio de a, b e h.

BIJ PUC-MG Na figura, M é o ponto médio de AB, ¢ MN &
paralelo a AC. S, ¢ a medida da area do triangulo MBN, ¢ S,

a do triangulo ABC.
C




O valor da razdo 5_| ¢
S,
1

| = | =
Lh | —

1
2

BEB Uerj O paralelogramo ABCD teve o lado (AB) ¢ a sua
diagonal (BD) divididos, cada um, em trés partes iguais,
respectivamente, pelos pontos {E, F} e {G, H}. A area do
triangulo FBG é uma fragio da area do paralelogramo (ABCD).

D C

I L

A E F B

A sequéncia de operagdes que representa essa fracio esta indi-
cada na seguinte alternativa:

m ITA Duas circunferéncias de raios iguais a 9 me 3 msio
tangentes externamente num ponto C. Uma reta tangencia essas
duas circunferéncias nos pontos distintos A ¢ B. A drea, em m”,
do triangulo ABC é:

(2742)

2743 943 T
[2753) 272

2

m Uerji Um arquiteto projetou um salio quadrangular
10 mx 10 m. Ele dividiu o saldo em dois ambientes [ e 11 através
de um segmento de reta passando pelo ponto B e paralelo a uma

das diagonais do saldo, conforme mostra a figura a seguir.
A B

A drea do ambiente | € a sétima parte da area do ambiente 1.
Calcule a distancia entre os pontos Ae B.

BIB Unicamp Os lados de um tridngulo medem 5, 12 ¢ 13 cm.
a) Calcule a area desse triangulo.

b) Encontre o raio da circunferéncia inscrita nesse triangulo.

m Fuvest Os quadrados da figura tém lados medindo 10 cm
e 20 cm, respectivamente.

10cm

G
i,:ﬁ 20 cm

Se C ¢ o centro do quadrado de menor lado, o valor da area
hachurada, em cm?, é:

25 35
27 40
30

m Considere as circunferéncias inscrita e circunscrita a um
triangulo equilatero de lado . Determine a area da coroa circu-
lar formada por essas circunferéncias.

m (s centros de quatro circunferéncias iguais de raio R,
tangentes, duas a duas, sdo os vértices de um losango cujo lado
¢igual a uma das suas diagonais. Calcular, em fungio de R, a
area da superficie compreendida entre as quatro circunferéncias.

m ABCD ¢ um quadrado cujo lado ¢ a. De cada um dos
vertices desse quadrado como centro e com raio a descreve-se
nternamente um arco. Calcular a area do quadrilatero curvi-
lineo cujos vertices sio os pontos de intersecdo desses arcos.

m AM e NA sfo as tangentes a uma circunferéncia de raio
R tracadas por um ponto externo A. Sabendo que o dngulo
MAN = 60°, calcular a area do tridngulo mistilineo AMN.

m Uma semicircunferéncia tem para didmetro um segmen-
to AB =4 m, uma outra semicircunferéncia tem para diametro
uma corda da primeira semicircunferéncia e ¢ tangente ao dia-
metro AB no seu ponto médio O. Calcular a area da superficie
limitada pelas duas semicircunferéncias ¢ o diametro AB.

m Fuvest A, B ¢ C sdo pontos de uma circunferéncia de raio
Jem, AB=BCeoangulo ABC mede 30°.

a) Calcule, em cm, o comprimento do segmento AC

b) Calcule, em cm?, a drea do tridngulo ABC.,

m Fuvest Na figura a seguir, os AABC e ADCE sdo equildte-
s de lado ¢, com B, C ¢ E colineares. Seja F a intersegio de
BD com AC. Calcule a area do ABCEF.

A D




m Fuvest As retas r ¢ s sdo paralelas ¢ A é um ponto entre
elas que dista | de r e 2 de s. Considere um angulo reto de
wveértice em A, cujos lados interceptam r e s nos pontos B e C
respectivamente. O dngulo agudo entre o segmento AB ¢ a
reta r mede o.

a) Calcule a area do AABC em funcéo de .

b) Para que valor de o a area do triangulo ABC ¢ minima?

m Fuvest Considere na figura a seguir a drea A(x) da regido
interma a figura formada pelos 3 quadrados e compreendida en-
tre 0 eixo Ox e a reta vertical passando pelo ponto (x, O).

4

1 x 3 4

Determine o grafico da funcio vy = A(x) para 0 =x = 4.

m Fuvest Um agricultor irriga uma de suas plantacdes uti-
lizando duas maquinas de irrigagdo. A 1" irriga uma regido re-
tangular de base 100 m e altura 20 m, e a 2" irriga uma regido
compreendida entre duas circunferéncias de centro O, ¢ de
raios 10 m e 30 m. A posigio relativa dessas duas regides ¢
dada pela figura a seguir

onde os pontos A ¢ B sdo médios do retangulo. Sabe-se ainda
que A, B e O estio alinhados e que BO = 20 m, determine:
a) adarea da intersegdo das regides irrigadas pelas maquinas.

b) aarea total irrigada.

Utilize as seguintes aproximacoes: J2 = 1,41, ;= 3,14 ¢

::1r4::1-:|::r1l =1,34.

m Em um tridgngulo equilatero ABC de centro O ¢ de

. . . a .,
lado a, a circunferéncia de centro O e de raio 3 intercepta os

lados AB e AC nos pontos D e E. Calcular a area do triangulo
mistilineo ADE. Observe a figura;

C

m Em um triangulo ABC retangulo em A, seja D a projecéo
de A sobre BC. Sabendo-se que o segmento BD mede # cm e
que o angulo DAC mede 6 graus, calcule a area do AABC.

m No tridngulo ABC da figura, a mediana AM, relativa
ao lado BC, ¢ perpendicular ao lado AB. Sabe-se também que
BC=4e¢AM=1.

B
M
Cc
A

Se o ¢ a medida do ﬁngulnﬂﬁﬂ',dctcrminc:

a) send.

b) AC.

c) aaltura do triangulo ABC relativa ao lado AB.
d) aarea de AMC,

m Na figura, estdo representadas a circunferéncia C, de
centro O ¢ raio 2, e 0s pontos A, B, P ¢ Q, de tal modo que:

I. oponto Dpcrtcncc ao scgmento PQ).
II. OP=1e0Q=

III. Ae B sio pontos da circunferéncia, AP1PQLBQ1PQ).

Assim scndn,dctcrmmc:

a) aareado triangulo APO.

b) o©s comprimentos dos arcos determinados por Ae Bem C.
c) aareada regifo colorida.

m O tridngulo ABC da figura a seguir € equilatero de lado 1.
Os pontos E, F ¢ G pertencem, respectivamente, aos lados AB,
ACe BC do tridngulo. Além disso, os dngulos AFEe CGF sio
retos ¢ a medida do segmento AF é x. Assim, determine:

a) adreado tnangulo AFE em funcio de x.

b) owvalor de x para o qual o dngulo FEG também ¢ reto.

G
F
X
A E B




O circulo C, de raio R, esta inscrito no tridngulo equi-
latero DEF. Um circulo de raio r esta no interior do triangulo
DEF e ¢ tangente externamente a C e a dois lados do triangulo,

conforme a figura.
D

E F
Assim, determine:

a) arazioentre Rer
b) aadarea do triangulo DEF em fungio de r.

E A figura representa um trapézio ABCD de bases, AB e

CD mscrito em uma circunferéncia cujo centro O esta no inte-

rior do trapézio. Sabe-se que AB=4,CD=2¢ AC= 2.
D_,.--"'"'"_—_""“"--.,_G

Assim, determine:

a) altura do trapézio.

b) raio da circunferéncia na qual ele esta inscrito.

c¢) Calcule a area da regido exterior ao trapczio e delimitada
pela circunferéncia.

m Em um tridngulo de vértices A, B e C, inscrevemos um

circulo de raio r. Sabe-se que o dngulo A tem 90° e que o circulo

inscrito tangencia o lado BC no ponto P, dividindo esse lado em

dois trechos com comprimentos PB=10¢ PC=3.

a) Determine r.

b) Determine as medidas de ABe AC.

c) Determine a area da regido que €, ao mesmo tempo, interna
ao tridngulo e externa ao circulo,

Capitulo 12

m O tridngulo retingulo ABC, cujos catetos AC ¢ AB
medem 1 e V3, respectivamente é dobrado de tal forma que
o vértice C coincide com o ponto D do lado AB. Seja Wn
scgmento ao longo do qual ocorreu a dobra. Sabendo que NDB
¢ reto, determine:

c

A

a) ocomprimento dos segmentos CN ¢ CM.
b) aarea do triangulo CMN.

m Na figura a seguir, ABCD é um quadrado e CEF & um
riangulo equilatero de mesmos lados medindo a. D, C e F estdo
alinhados. Calcule o valor da area colonda em funcéo de a.

A B
F
G
H
D C F

Frente 3 [4NK4
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A criacdio da geometria analifica
René Descartes, foi um fildsofo e matemdtico francés

(1596-1650). Sua grande contribuicio ao mundo foi o trabalho

intitulado de “Discurso do método”, no qual o filésofo expde todo o
seu racionalismo para a compreensao dos problemas. Segundo Descartes, um i

problema sempre serd mais bem compreendido se o dividirmos em uma série de

pequenos problemas que serao analisados isoladamente do todo.
Parailustrar o alcance filoséfico do seu trabalho, Descartes utilizou o terceiro

apéndice do sua obra para descrever a atual geometria analitica. A geometria analitica

=
"

€ uma traducao das operagoes algébricas em linguagem geométrica.

1
s e = S



Introducdo

A Geometria, como ciéncia dedutiva, foi desenvolvida pe-
los gregos. Entretanto, a Algchra nio era muito estudada por
eles, principalmente se nio conseguissem estabelecer uma re-
lacdo com a Geometria.

Somente no século XVII ocorreu o primeiro grande pas-
so na Geometria apos os gregos. De maneira independente,
os franceses Pierre De Fermat (1601-1665) ¢ René Descartes
(1596-1650) descobriram um novo método que unificou defini-
tivamente a Geometria ¢ a Algchra. Esse método ¢ conhecido,
atualmente, como geometria analitica.

Fermat e Descartes, além de traduzirem por equacdes ¢
letras 0 que os gregos ja tinham escrito por palavras ¢ propor-
coes, introduziram o método das coordenadas na Geometria. A
introducdo das coordenadas teve como imediata consequéncia
o tratamento algébrico de muitas questdes geométricas e, re-
ciprocamente, a interpretagdo de forma geométrica de muitos
aspectos algébricos.

ATENCAO

Mo geometria analitica, os pontos da reta sGo representa-
dos pelos nimeros reais, e os pontos do plano por pares

ordenados de nimeros reais.
Lembre-se de que duas retas concorrentes determinam um

Unico plano.

Coordenadas na reta

Para representar pontos em uma reta, devemos primeira-
mente definir um eixo. Considere uma reta orientada ¢ um pon-
to O chamado de origem.

Capitulo 13

Da figura 2, podemos calcular:
dO:A)=|0-2]=2
dB:O)=|-4-0|=4
dA:C)=|2-3|=1

Coordenadas no plano

Vamos agora considerar dois eixos, E, e E,, perpendicu-
lares ¢ com origem comum O. Essas duas retas determinam o
plano c.. Observe a figura 3.

E. i o
P
y * r,
-
0 x E 1
rE

Fig. 1 Eixo E.

Todos os pontos do eixo E estabelecem uma correspon-
déncia biunivoca com os nimeros reais, ou seja, cada ponto do
cixo E € representado por um numero real, e cada nimero real
¢ representado por um unico ponto.

Vamos associar o ponto O ao numero zero. Pontos a direita
de O comrespondem a um numero x € TFL:,, ¢ pontos a esquerda
de O a um nimero x € R_. Esse nimero x é a coordenada do
ponto. Observe a figura 2.

Y

= N

el
2 3

Fig. 2 Hepresentacao dos pontos B, O, Ae Cno eixo E

Dados os pontos A e B sobre o eixo E, suas coordenadas
s30 X ¢ v, respectivamente. Temos entdo que a distincia do pon-
to Aao ponto B ¢ d{A:B) =[x - v|.

Fig. 3 Sistema de eixos ortogonais.

Nesse sistema de eixos, podemos determinar um ponto P
qualquer do plano o, por meiode r) // E; e r, // E,.

Assim:

r, N r,={P}

Este ponto P ¢ identificado pela coordenada x do eixo E| e
pela coordenada y do eixo E,.

Temos, entdo, que o ponto P é representado de maneira
unica pelo par ordenado (x; v), tal que x ¢ abscissade Pevy éa
ordenada de P.

De maneira pratica, o eixo E, ¢ chamado de eixo x (eixo
das abscissas) ¢ o cixo E, ¢ o eixo y (eixo das ordenadas).
Na figura 4, chamada agora de sistema cartesiano ortogonal,
temos a representagio de alguns pontos por meio de suas
coordenadas.

A(4: 1) B(-2; 2) C(0:=3)
D(5:-2) E(=3:-4) F(2:0)
v
B 2
: : : ENE-— I: 'r : b -
-3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 x
| -1t 5
; D
i -34C
E -4

Fig. 4 Sistema cartesiano ortogonal,




Os cixos ortogonais dividem o plano cartesiano em quatro
regides chamadas de quadrantes. Assim, na figura anterior,
podemos afirmar que:

A e 1" quadrante

B € 2" quadrante

E € 3 quadrante
D e 4° quadrante

Temos na figura 4 pontos localizados nos eixos, F € eixos
das abscissas e C € eixo das ordenadas.

Podemos afirmar que o eixo Ox das abscissas tém coor-
denadas (x; 0) e no eixo Oy das ordenadas os pontos sio da
forma (0; y). O ponto O, origem dos eixos, tem coordenadas

(0; 0).

Distancia entre dois pontos

Considere os pontos A(x,: v, ) € B(xg: yg) queremos obter
a medida do segmento AB, ou seja, a distincia de A at¢ B.
Vamos analisar trés casos possiveis para esse problema.

1" Caso

AB ¢ paralelo ao eixo das abscissas.

Vi
A B
Ya=Y¥as - ® *
0 X, X, %

Fig. 5 AB/OX

Nesse caso, temos que d ;= | Xg =X, |.

2* Caso
AB ¢ paralelo ao eixo das ordenadas.

'}I"J
Yy oB
y.a. """"" :-A
; -
X, = Xg X

Fig. 6 AB//OY .

De raciocinio analogo ao caso anterior, temos que
Ay =Yg =Yal

3o Caso
AB ¢ inclinado em relacdo aos eixos.

L

¥e

Fig. 7 ABinclinada.

Nesse caso, podemos perceber o triangulo retingulo ABC,
tal que:

AC=|xp-x, |
BC=|yg—-Vyal

(1° caso)
(2° caso)

Pelo Teorema de Pitagoras, temos:

(ABY2 = (ACY + (BC)? . AB=/(AC) +(BC)’

AB= \/|K|3 - KA|2 +|F|3 _Fﬁllz

Percebemos que sdo indiferentes as expressoes:
|K|3-K,.1|=|K,.1-K|3| c |}'?|3-}'?,.1|=|F,.1-}'?|3|

Assim, temos:

2

AB = /(Ax)” +(Ay)

ATENCAO!

Dados dois pontos A(x,; y,) e B(xy; yp) quaisquer do plano
cartesiano, a distdncia entre A e B & dada por:

AB = |(ax) + ()’

Na férmula da distdncia entre dois pontos, o termo (Ax)? é

indiferente (x, - x3)? ou (x5 - x,)%

Exercicios resolvidos

" || Determine a natureza do tridngulo A(2; =3), B(=5; 1) e C(4; 3).

Resolugdo:
Vamos inicialmente calcular os lados do tridngulo. Assim:

AB = \/[3—[—5}]-’ +(-3-1) =J149=16 = J65

AC = \(2-4) +(=3-3)° =4+36 =40

BC = (=5 —4) +(1-3) =J8I+4 =135

L: I-L Ta |_| Ca



Para verificar a natureza de um triangulo de lados a, b, e ¢,
¥ ¥ ) 3 ]
compare a- e b- + ¢, em gque a ¢ o maior lado.

(V85) < (V63) +(40) - 85< 105=
= (ridngulo acutdngulo.

n Determine o ponto do eixo das abscissas equidistante
dos pontos A(6; 5) ¢ B(-2, 3).

Resolugdo:
Um ponto do eixo das abscissas possui coordenadas
Pra; 0). Assim, P4 = PB.

Pa=\[(6-a) +(5) ¢ PB=\(a+2) +3 =

= \(6-a)f +25 = \(a+2F +9 2. 36~ 12a+a’ +25 =

=a’+4a+4+9

a=12a+6l=a"+4a+13:48=16a ~.a=3
P(3: 0)

Vamos analisar o problema geometricamente.

Yok
) A
5 - —
B 34 '
1l"P
L ol
-2 a1 B X

M é ponto médio de AB, e r ¢ a mediatriz do segmento AB, ou
sefa, o lugar geométrico dos pontos equidistantes de A e B.
Como o nosso ponto pertence ao eixo OX |, temos r M OX =[P/

B Considere a figura a seguir. Calcule o comprimento do
scgmento MN,

Vi

Y

Resolugdo:
Ndo seria necessaria uma solugdo por meio da geometria analiti-
ca, mas vamos enfatizar a distdncia entre ponios.

Capitulo 13

N(1: 1)

o~ 1
X
Vv 2
Temos gue x =y e sendi" == . y= %

As coordenadas dos pontos sdo:

M[£;£] e N(I; 1)
272

‘j[ﬁ—.;'f +[J3—.;-)3 =\I[3—~E}

4 4

-1

2-J2 2f2-2
- V2

3 -

n Dados os pontos A{a — 3b; 5) ¢ B(4:; 2b), determine a
distancia entre A e B sabendo que eles pertencem, respectiva-
mente, as bissetrizes dos quadrantes impares e pares.

Resolugdo:
Se A pertence as bissetrizes dos guadrantes impares, temos
x, =y, a=23b=235 Se B pertence as bissetrizes dos quadran-

les pares, temos X, ==y, S 4 ==2b . bh==2
a—3b=35
=a=—leb=-2
bh=-2

(s pontos sdo Af5; 5) e B(4, —4)
dy =\(5-4) +(5+4)° =J1+81 =52
|| Dados os pontos A(8; 11), B(=4: =5) ¢ C(=6; 9), obter 0

circuncentro e o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo
ABC.

Resolugdo:
Observe a figura a seguir

\

A ‘ —
( O é o circuncentro do

triangulo ABC, e devemos

ter OA = 0B = OC = raio
¥a: b).




OA=\(a-8) +(b- 11}

OB = \|(a+4) +(b+5)

ﬂC‘:J[a+6}3+[b—§*}3

Podemos escrever:

OAd=0B .. a’—16a+64+b =226+ 12] =
=g +8a+16+b°+10b+25 . =240 -32h =
=144 . 3a+4b =18

OB=0C ~.g°+8a+16+b +10b+25=
=a +12a+36+b"=18b+ 81 . =da +28b =
=76 ~a-7bh==19

Montamos agora um sistema para encontrar o ponto 0.

3a+4b=18 =2
ax = 9T 5002:3)
a—7b=—19 b=3

raio = 0C =\[(2+6) +(3-9) =/64+36 =10

Coordenadas do ponto meédio

Dados dois pontos distintos A(x ;v ,) e B(x; y), deseja-
mos encontrar o ponto M de AB, tal que AM = MB. Esse ponto
M ¢ denominado ponto médio de AB. Observe a figura §.

¥a

Fig. & M{x,; y,,) & ponto médio de AB.

Pelo teorema de Tales, temos:

i * i i

A M’ B’

(feixe de 3 retas paralelas e 2 transversais)

AM _ A'M o XM Xa
MB M'B

-'- KM_KJ!'I.=
Xp — Xm

XatXp

,}

F

= KE _KM .'.EKM = K‘q +KE . ?‘:1_[ =

Utilizando © mesmo raciocinio para obter a ordenada de

M, temos que:
 _YatY¥m
:"I:"-'[ o -

ATENCAO!

Dados os pontos Alx,; y,] e Blx;; y,). as coordenadas do

ponto médio M de AB séo:

M[“A"'“B Ya "".*"B)
2 2

Para a resolug@o de varios exercicios, ndo se esquega da
principal propriedade do paralelogramo:

A B

D C

As diagonais AC e BD cruzam-se no ponto médio M
(AM = MC e DM = MB).

Exercicios resolvidos

“ Os pontos (0; 0),(1; 3) e (10; 0) sdo vértices de um retan-
gulo. Determine o 4° vértice do retangulo.

Resolugdo:
B(1: 3)
K(10; 0)
A0; 0)

Dix; v)
M é ponto médio de AC =
oy =0 sy 200 M(50)
M ¢ ponto medio de:
D= Xt 1 y+3

=5.x=9 ¢ - =) ..
2
Syv==3.D79 -3)
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n Considere que A(2; 1) e B(4; 0) sdo dois pontos no plano
coordenado. Determine as coordenadas do ponto C, simétrico
do ponto A, em relagdo ao ponto B.

Resolugdo:
l 7 ; 77~ =
A2; 1) B(4:0) Clxe: vel

AB = BC = B ¢ ponto médio de AC
X~ +2
tl{: = 4 . IC‘ = ﬁ

2
Ve +1

=0 ye=-1
2 Ry

O ponto Cé (6, -1)

n Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0; 0),
(b: 2b) e (5b; 0), com b = 0, sdo vértices de um retingulo. De-
termine as coordenadas do 4° vértice.

Resolugdo:
A(0;: 0) B(b; 2b)
M
Dix; y) C(5b; 0)
AM = MC . x,, = 0+3b = b € Yy = M=ﬂ.‘.M(E; J
' 2 2 ' 2
M ¢ ponto médio de E assim:
S L AP A L W 71
2 2 '
Didb,; =2b)

{1 Dado o tridngulo ABC de vértices A(2; 2), B(-4; —6) ¢
C(4; —-12), prove que o triangulo ¢ retaingulo. Calcule o raio da
sua circunferéncia circunscrita e o circuncentro.

Capitulo 13

Divisao de um segmento em uma razdao dada

Vamos dividir um segmento AB em uma razio Ke R," por
meio de dois teoremas de Tales, um em cada eixo coordenado.
Observe o exemplo a seguir.

Divida o segmento AB com extremidades A(2; 3)

AC 2
B(4: 6 to C, tal e
¢ B(4; 6) por um ponto ,aqucEC 3

0 2 Ke

Fia. 9 Segmento AB

Pelo teorema de Tales, em que AB ¢ OX sfio retas trans-
versais, temos:
AC Xc—-2 2 xp-2
CB 4-x. '3 4-x
_ 14
]

Pelo teorema de Tales, em que AB e OY sdo retas trans-
versais, temos:

AC_}'C—3 ,E_}'c_3

.*. E_Exc = 3?{,,: - ﬁ

Xe

53y —9=12-2y,-

CB 6-y. 3 6-y,
21
5}'{: =21.*. }'C = ?
ﬂpnnméC(E; EJ
5 5

Determinacdo do baricentro (G) de um tridngulo

Resolugdo: ABC de vertices A(x,; y,), B(xy yp) e C(x; y,)
AB=(2+4) +(2+6) =10 A(x, Y,)
AC = \/(z— 9 +(2+12) =10\2
BC = \|(4+4F +(=6+12] =10
|Gixg vo) Al
lemos, entdo, gue ACC = AB° + BC- logo, 0 AABC é retdngulo v (X5 Yg)
em B. A sug hipotenusa € o didmetro da circunferéncia circuns- Clxz: ve)
crita, assim 2R = I!NE cR = 5-4"'3. Fig. 10 Baricentro do AABC.
O circuncentro é o ponto médio da hipotenusa AC, assim, _
M é ponto medio de BC, temos:

2+4 3 2-12 5

Xy =—F—=3eyy= =- X+ X VetV
2 2 Xyp = LEBE},M_ {_EE
M(3:=5) ¢ o circuncentro do AABC.
)
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G divide AM narazio 2:1, assim:

GM _ Xg Xy

_ ,l=1ci_ﬁm

Xp + X~
— . B C|= .

+ Vg + Ve
Analogamente, temos: y = YA FEB Ye

O baricentro de um triangulo qualquer ABC é:

lfi( XaTXg X YatTV¥pT¥e ]
3 ' 3

ATENCAO!

O baricentro de um tringule gualguer & o ponto de en-
contro das medianas. O baricentro divide as medianas na
razdo 2:1.

Calcwlo da area de um triangulo
Vamos calcular a area do triangulo ABC de vértices A(x,;y, ),

B(xg: vp) € C(x ¥). Observe a figura.

Yi
F A D
7% Al il Sl bl
10, ® |
i +B
i @
L Y E
Xe X5 %

Fig. 11 Area do tridngulo

Para obter a area do AABC, subtraimos do retingulo DFCE
as areas dos triangulos (1), (2) e (3).
S‘_q_ﬂ(:: (KB_Kc) ) (}r_q_}rc)_ [(1)-'— (E:l + [3)]

(0= (ea=xc) (520 3]
()= (xa -x0)-(2 - 30). 3
()= (xa=xc) (v -30) 5

Substituindo os valores e simplificando os resultados, temos:

) I
Sasc =75 [ X A Y5 + X4 +XpYe— XeYp —XaYe ~XpYa ]

i

Esta expressdo pode ser simplificada por um determinante,
assim;

1 1 1
|
SAEC:E. X\ Xp Xpe

Ya ¥B Ycl| | .
Como S, ndo pode ser negativo, precisamos inserir um

modulo.

Adarea de um AABC qualquer ¢é dada por:
1 1 1
Xa Xp X(C
Ya ¥p Y

Sapc =

bl | =

m As coordenadas dos vértices de um triangulo sdao A(0; 0),
B(2: v) e C(—4; 2y). Sabendo que a area desse triangulo é 8§,
calcule y.

Resolugdo:
; 111
A= 7 0 2 —4|..24=|8y|16=|8y|..
0 y 2y

S8y =216, assimy =12,

m Determine a area da figura colornda.

YA

4 -‘--————---————---TA

 E— e

1--D i
B .
3 4 X

Resolugdo:

Vamaos dividir a figura em dois tridngulos (BCA e DCA), temos:
111 111

area=14 4 3|+L ]340 =f+§
042 241

area = 4.5 unidades de area.

Condicao de alinhamento entre frés pontos

Trés pontos alinhados determinam um triangulo de area
nula, entdo a formula da area do triangulo transforma-se em
uma condigdo de alinhamento dos trés pontos, assim:

Matematica



Os pontos A, B e C estio alinhados se, ¢ somente se;
11 1

Xp Xg Xc[=0

Ya ¥ Yo

ATENCAO

Sejam os pontos A(x,; y,), Blxg; yp) € Clxc; yc), entdo:
1 T 1
Xp X XC

Ya ¥ Yc
C

/ determinando uma reta
A
1 1 1

=0, teremos:

X, Xg Xc|#0, teremos:
Yo ¥ Yc
A
determinando um trigngulo.
B C

Exercicio resolvido

m Determine a, ponto do eixo das abscissas, que esta na mes-
ma reta, formado pelos pontos (—2; 3) e (5: 1).

Resolugdo:
Se o ponto pertence ao eixo das abscissas, entdo ¢ da forma

(a; (). Sendo que, os trés pontos estdo na mesma reta: (a,; 1),
(=2; 3)ei5; 1)

I 1 1
a =2 5|=0
a 3 1

Calculando o determinante, temos:

(Ba-2)—-(l15+a)=0.,2a-17=1

17 17
a=—._0 ponto é | — ()
2 P (3 J

Exemplos de aplicagdo da geometria analitica na geome-
tria plana.

Capitulo 13

m Calcule a base média do tridngulo ABC.
Y

Afa; b)

M M

(0; 0) / (c; 0)

C B X

Resolugdo: L
M e N sdo os pontos médios dos lados AC e AB do AABC.
Pelas coordenadas do ponto médio, temos:

a+ll a b b

AM=MC ox, =209 o =220

Xas 5 EE}M 575
AN=NB .. xy, =225 ¢ _pﬁ_#=%

(ks pontos M e N possuem as mesmas ordenadas, logo, MN é
paralelo a BC.

a+c  a a+c—a C
M=y —xw === =5 =3

Esse resultado equivale a metade da base BC.

m Considere que o quadrado ABCD tem lado a, e os trian-
oulos CDE e BFC sdo equilateros. Prove que os pontos AEF
estdo alinhados.

¥

Resolugdo:

Colocamos o sistema cartesiano com a origem no ponto A e os
eixos x e v contémos lados AB e AD. Vamos obter geometrica-
mente as coordenadas dos pontos A, E e F

Assim, A(0; 0), E E;a—ﬁ e IF a+u;£.
2 2 2 2
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lamos calcular o determinante:

_ o,
b
+
ul&l
R —
by
I

=
o
[
I
P

R
&
b |

4

i—(f—ﬁ](uﬁ]{r’ =£—£= 0

(s pontos A, E e F sdo colineares.

m Prove que as diagonais de um paralelogramo se cruzam
no ponto meédio.

1erI.

Ci{a + b; c)

¥

A(0: 0) B(a; 0) X

Resolugao:

Ponto médio de AC : M(ﬂ+a+ b ,‘H+C)E M(a-l_ b ;EJ

2 2 2 2

Ponto médio de BD - N(b-l;a ;C-:ﬂJ = N(a-l; b %)

Assim, M e Nsdo coincidentes, demonstrando gue as diagonais
de um paralelogramo sdo coincidentes.

m Sejam P(a; b), ((1; 3) e R(-1; —1) pontos do plano. Se
a+b=7, determine Pde modo que P, Qe R estejam colineares.

Resolucdo:
a [ =1
b 3 —1|=10 b 3
1 1

(3a—1-b)—(-3—a+b)=0
3a—1-b+3+a—b=0
da—2b=-2:2a-b=-1

a+bh=7
da—b=—-1
a7h= a=2eb=>5
3a =06
a=2

Assim, as coordenadas de P sdo (2:5).

Revisando

“ O ponto A pode ser representado de duas formas,
x +2; 2y — 4) e (8x; 3y — 10). Determine o valor de x e y e das
coordenadas de A

BB scja ACuma diagonal do quadrado ABCD. Se A = (~2; 3)

e C=(0; 5), determine a area de ABCD, em unidades de area.

n Sejam A(1; 0) e B(5; 4./3) dois vértices de um triangulo
equilatero ABC. O vértice C esta no 2° quadrante. Determine
suas coordenadas.




n Determine o valor de x para que os pontos (1; 3), (—2; 4)
e (x; 0) do plano sejam colineares.

Capitulo 13

ﬂ Determine os valores de a, tal que o ponto (a; 2) diste
5 unidades do ponto (0; =2).

Exercicios propostos

Distincia entre pontos

“ Fasp A distancia entre os pontos (2; —1) e (—1; 3) é igual a:

ZEero 5
-JE n.d.a.
J7

n FEl Para que valores de x o tridngulo de vértices (—6; 0),
(0; 6) e (x;—x) & equilatero?

n Dado um ponto P(x; y) do plano cartesiano, o namero
a distancia de P ao eixo de x.
a distancia de P a origem do sistema.
a distancia de P ao eixo de y.
a soma das coordenadas de P

BN PUC O triangulo de vértices A(4; 3), B(6;-2) e C(—11; -3) é:

equilatero. obtusangulo.
isosceles. retangulo.
acutangulo.

n 0O ponto (x; 2x) é equidistante dos pontos (3; 0) e (—7; 0)

para:
x=-2 x="
2 2
X =2

n Sabe-se que A(1; 2) e B(2; 1). A distancia do centro do
quadrado ABCD a origem e:

0Ooui &ﬂuz
1ou2 JE{JUE\.-'E
E4::|u2

2

B2 Mackenzie Determinar o ponto P distante 10 unidades do
ponto A(=3; 6) com abscissa igual a 3.

n Calcule o comprimento da mediana AM do triangulo de
vertices A(0; 0), B(3; 7) e C(5; —1).

BB URJF-MG Se (2: 1), (3: 3) e (6: 2) sdo os pontos médios
dos lados de um tridngulo, quais sao os seus vertices?
(=1:2),(5;0), (7; 4) (3:1),(1;1),(3:5)
(2;2), (2:0), (4; 4) nd.a.
(1:1),(3: 1), (5; 5)

BB UFSC Dados os pontos A(—1; —1), B(5; —7) e C(x; 2), deter-
mine x, sabendo que o ponto C é equidistante dos pontos A e B.

x=8 x=12
x=6 XxX=7
x=15

m Ufal Sejam os pontos A(1; 2) e B(3: 1). A area de um
triangulo equilatero de lado AB é:

ﬂ 2./3 ﬂ

4 4
3.3 5.3
2 2

m Sendo dados os vertices consecutivos de um quadrado
A(3; -7) e B(—1; 4), calcular a sua area.

BER Sendo A(3; 1), B(4;—4) e C(-2; 2) vértices de um triangu-
lo, classifique-o quanto ao seus lados.

m Prove que o triangulo cujos vertices sao A(2; 2), B(—4; —6)
e C(4;—12) é retangulo.

m Determine x de modo que o triangulo de vertices A(-2; 5),
B(2; —1) e C(3; x) seja retangulo em A

I8 Dados A(x; 3), B(-1; 4) e C(5; 2), obtenha x de modo que
A seja equidistante de B e C.
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Quadrilateros notaveis

m Dados os pontos M(2; 2) e N(5; —2), determinar um ponto
P do eixo das abscissas cujo angulo MPN seja reto.

BN Cesgranrio Os pontos M, N, P e Q do R2 s&o os vértices de
um paralelogramo situado no 1* quadrante. Se M(3; 5), N(1; 2) e
P(5; 1), entao o vertice Q &:

(7: 4) (9; 8) (6: 3)

(6; 5) (8:6)

m ITA Trés pontos de coordenadas, respectivamente, (0; 0),
(b; 2b) e (5b; 0), com b = 0, sao vertices de um retangulo. As
coordenadas do quarto vertice sao dadas por:

(~b; —b) (3b; —2b)
(2b; —b) (2b; —2b)
(4b; —2b)

WIB PUC-SP Os pontos (0; 0), (1; 3) e (10; 0) séo vértices de
um retangulo. O quarto vertice do retangulo e o ponto:

(9; -3) (8;—2)

(9; —2) (8;—1)

9:-1)

m Dados dois vertices opostos de um quadrado A(3; 5) e
B(1; -3), calcular a sua area.

Dados dois vertices consecutivos de um paralelogramo,
A(—3; 5) e B(1;7), determinar os outros vertices, sabendo que
as diagonais interceptam-se em M(1; 1).

m Prove que os pontos medios dos lados de um quadrilate-
ro qualquer sao vertices de um paralelogramao.

m Fuvest No plano cartesiano, os pontos (1; 0) e (—1;0) sdo
vertices de um quadrado, cujo centro e a origem. Qual a area

do quadrado?
1 3 5
2 4

Wl Mackenzie Conhecidos os vértices A(0; 0), B(3; 0) e C(4; 2),
podemos afirmar que a area do paralelogramo ABCD vale:

3 8 12

6 9

Areas e colinearidade de pontos

m Se 0s trés pontos
A(l; t], B(E; {]] e C(-1; 6)
2 3

sao colineares, entao o valor de t e igual a:

Lo = M| =
| M| Lo
|

m O ponto do eixo das abscissas alinhado aos pontos medios
dos segmentos AB e CD, A(2; 4); B(4; 2); C(1;-1) e D(3;-3) e:

fﬂ; E] (3;0) (D; E]
5 2
2 5

FIB FMU As coordenadas do ponto médio do segmento de
extremidades (5; —2) e (—1;—4) sao:

(3: 1) (=3;2) (3: 3)

(1:3) (2; -3)

m UFMG Sejam P(a; b) e Q(c; —2) dois pontos no plano car-
tesiano, taisquea.c<0,b <0 e c < 0. Pode-se afirmar que:
P& um ponto do 1% quadrante.
P& um ponto do 2?2 quadrante.
F e um ponto do 32 quadrante.
P e um ponto do 4° quadrante.
F pode estar no 1° ou 4° guadrante.

m A area de um triangulo e 3, dois de seus vertices 530 0s
pontos A(3; 1) e B(1; —3). O terceiro vertice C esta situado no
eix0 das ordenadas. Determinar as coordenadas do vertice C.

m Determine v de modo que o triangulo de vertices A(1; 4),
B(4; 1) e C(0; y) tenha area 6.

m A area de umtriangulo e 3, dois de seus vertices sao 0s pon-
tos A(3; 1) e B(1; =3). O centro de gravidade desse triangulo esta si-
tuado no eixo Ox Determinar as coordenadas do terceiro vertice C.

EEI A area de um triangulo € 4, e dois de seus vertices sao
os pontos A(2; 1) e B(3;-2). O terceiro vertice C esta situado no
eixo Ox. Determinar as coordenadas do vertice C.

Y8 UFP-RS Determine a area do triangulo cujas coordenadas
sao A(3: 11), B(-9; -5) e C(6: —10).

180 120 80

150 100

B8 UEPG-PR Sabendo-se que os vértices de um triangulo séo
os pontos A(O; 0), B(—m; —m), C(—m; m), a area deste triangulo
vale:

m? m?

2 4
2m?2 4m?2
m2

BT PUC-SP Os pontos A(-1: 2), B(2: 1) e C(a; b) sao colinea-
res. Para que C esteja sobre 0 eixo das abscissas, a e b devem
ser, respectivamente, iguais a:

Oed fel

Oe7 De0

4e0



m Cefet-PR Determine o valor inteiro de y para que a area do
triangulo de vertices A(—2; 0), B(1;y) e C(5; 1) sejaiguala 12,5 ua
—4 2 22
-2 4

m FGV A area da figura colorida no diagrama a seguir vale:

v b

4 - . S

3 4 5

P IR

1 - '

0 1 2 3 4 X
4.0 3,0 45
35 5.0

TEXTO COMPLEMENTAR

Porque os eixos cartesianos sio ortogonais?

Capitulo 13

LD 0sec-SP Na figura a seguir, o tridngulo ABC é isésceles,
com AB = AC. Calcule a area do triangulo ABC.

Yi
B(0;18) -
A(D:B) -
-] : -
0 Clx:0) X
54
50
30
e
nd.a.

Para determinarmos um ponto no plano, ndo existe a necessidade de os eixos serem ortogonais. Escolhendo um éngulo 8 (0 < g < 90°),
continuaremos a estabelecer a correspondéncia biunivoca entre pontos do plano e pares ordenados de nimeros reais. Tal modificacéo iria

atetar as férmulas de distncia.
Observe como seria a férmula da distncia entre dois pontos.

Pelo teorema dos cossenos no AABC, temos:

d* = (x5 — xa }? +( v —M}E ~ 2(xg —xa )y —ya Jcos(n - 8) ..

nd= \j[ﬂa ~ ’{A}? +(ys — ?A}E +2(xg — x4 ). (v — ya)- cos®

Percebemos o incremento algébrico no resultado. Na maioria dos casos, é melhor a utilizacéo do sistema ortogenal.
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RESUMINDO

A geometria analitica resolve os problemas da geometria
plana através de equagdes algébricas. O ponto fica perfeitamente
determinado pelas suas coordenadas (x; y).

Disténcia entre dois pontos

B QUER SABER MAIS?
ﬁ SITE

" Projegtes orfogonais de pontos
<www. uff. br/cdme/pro/ pro. html/pro. br html>.

Condicéio de alinhamento entre A, B e C

A[}{AE Yﬁ-.)
B(Xy Yy) <
C(Cei Ye)

estdo alinhados

| | 1
Xa Xg X
Yo Y& Yo

Area de um trigngulo ABC

————————y }

Yo f---k--
Ye |---t
x.ﬂ
,1
drea = —.
rea 3 ‘

Ys

=1
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Exercicios complementares

Problemas gerais

“ Fuvest Sejam A= (1; 2) e B=(3; 2) dois pontos do plano
cartesiano. Nesse plano, o segmento AC ¢ obtido do segmento
AB por uma rotagio de 60° no sentido anti-horario, em torno
do ponto A. As coordenadas do ponto C séo:

2:2+4/3)
( 5
1+45:3)
'z;nﬁ)
'z;l—ﬁ)
H+Ji2+iﬂ

BB UFMG Considere A(2; 1) e B(4; 0) dois pontos no plano

coordenado. As coordenadas do ponto C, simétrico do ponto A
em relagdo ao ponto B, sdo:

(6:-1) (2; =1) (1; 0)
1

3: 1 3 —

a: 1) [ 2)

BEN Dados B(2; 3) ¢ C(4; 1), determine o vértice A do tridn-
gulo ABC, sabendo que € o ponto do eixo v do qual se vé BC sob
angulo reto.

n Sejam O = (0; 0), A= (a; b) e C = (c; d). Prove que 0
tridingulo OAC é equilitero se, e somente se, a” + b*=c*+d* =
=2(ac + bd).

n Do tridangulo ABC, sio dados: o vértice A(2; 4), o ponto
médio M(1; 2) do lado AB e o ponto médio N{-1: 1) do lado
BC. Calcule o perimetro do tridngulo ABC.

n Se M(1; 1), N(0; 3) e P(-2: 2) sdo os pontos médios dos
lados AB, BC e CA, respectivamente, de um triangulo ABC,
determine as coordenadas de A, Be C.

O baricentro de um tridangulo é G(5; 1) e dois de seus
vertices sdo A(9; =3) e B(1: 2). Determine o terceiro vértice.

n () baricentro de um triangulo é G (%, %}n ponto médio

do lado BC ¢ N(ﬂ; %]l: o ponto médio do lado AB ¢ M(%; E}
Determine os vértices A, B e C.

n Oponto M de intersecdo das medianas de umtriangulo esta
situado no eixo das abscissas; dois de seus vértices sdo os pontos

A(2: =3) e B(-5: 1): o terceiro vértice C esta situado no eixo
das ordenadas. Determinar as coordenadas dos pontos M e C.

m Determine os vértices B e C de um triangulo equilatero
I
ABC, sabendo que o ponto médio do lado AB é M(32;1)e A é

a origem do sistema.

m Em um tridngulo ABC, sdo dados que A(—4; 3), M(—4; 6)
¢ o ponto médio de AB, d = 8 ¢ dy-= 10. Determine o vértice
Cdo tridngulo.

m Os vértices de um triangulo sdo A(3; =5), B(-3; 3) e
C(=1; =2). Determine o comprimento da bissetriz do angulo
interno do vértice A.

m Escolhendo um sistema de coordenadas adequado, mos-
tre que, em um tridngulo retingulo ABC retingulo em A, o
comprimento da mediana AM ¢ metade do comprimento da
hipotenusa.

m Uema Uma reta passa pelos pontos A(=12; =13) e B(=2; =5).
Determine, nesta reta, um ponto cuja abscissa ¢ 3.

(3:-2)

(3:1)

(3:-1)

(3:3)

(3: 0)

BFJ FURRN A reta r é determinada pelos pontos (3; 3) ¢ (=5; 1).
O ponto (=3; m) também pertencera a r para um certo valor m, tal
que:
m=-2
—2<m=10
1
0<m=—
2
1
—<m<2

m=> 2

m Determine os pontos que dividem em trés partes iguais
0 segmento que tem por extremos os pontos (8; 10) e (—6; 4).

m Determine os pontos que dividem intema ¢ externamen-
te, na razdo 2, o segmento que une os pontos (—7; 7) e (=1; =2).

m Determine o valor de m para que os pontos A(0; 8),
B(m; —4) e C(2; m) estejam alinhados.

m Encontre um ponto do grafico da funcio f:R—R dada
pory = x>+ 1, que equidista de A(0; 0) e B(1; 1).

m Determine o conjunto de pontos do plano equidistantes

dos pontos A(D; 0) e B (b; 0).
Hrente 3 ﬂ




Gabarito

Frente 1

Funcoes logaritmicas

Revisando
1 a) j‘, b) 36 ¢) % d 2
a+2
2 1+2a
3 ofp
1
3-
4
X
5 i
1
]
1
]
b2
| 5
i X
]
1
]
6 S={35)
7. a) 5={14)
b) §={2)
& a) S=]ﬂ;-2+§[
b) S=[1:10]
Exercicios propostos
1. ©€ 8. O 16. C
2 E 10. a) 2 17. D
3 C b) m+2 18. C
4 D 1. B 19. D
5 C 12. B 20. B
6 -2 13. © 2. a
7 D 14, E 2. D
8 C 15. E 23. 27
24. a) bgx=Belogy=6
by 7
25. 1 35. C 45. B
26. D 36. A 4. B
27. A 37. D 47. C
28 D 38 D 48. E
29. A 39. A 49. D
30. B 40. O 50. C
3. C a1. A 51. E
32. A 42. Y=100x2 52. A
33 C 43. D
34. A a4. A
1 1
53. a) EE d) {1,1nn,ﬁ}
- e &
b) =
c) 8
54. 2 56. B 58. C 60. D
55. B 57. B 59, x=4+23
61. a) ]h:g5 4-;+-au[
3
b R
¢) [-&-ho/2p-0/2 9
d) J:5[
e) 010w ]2+ e
B2. A 63. A 64. E

+b =80

Exercicios complementares

1.

-© ®

12.

13.

14.
15.
16.
22,
23.

24,

25.
26.

27.

28.
29.

30.
31.
32.
33.

34.
35.
36.

H Funcao modular

1 |2b+1-3a
5| b+1-a

a) x+y =xy,sex=0ey>0
b) ¥

5= {{2;54},[2?'4;22 14]}

B 10. D

.a) -1

bl zero
c) log,yl2
dl a»l1eb=1oul<ca<liel<h <1, temos
como resposta log,b
5n-3
6
3a-b+5
a-b+1
Demonstracao
Demonstracao
0D 17. B 18. B
pgza
B

15:{51

1. B 20D 21. B

S=U{I{\"§-1

b = ?'+
4r

D
A

1-3; - JB[UIVE; 3]

Revisando

1.

2.

Analisando o sinal de »® — 6x + 8

A /s
—

2 - 4 X

Assim:

|JICE 6 +E| e -G +B €2 ouxz=4
—GOx =1
—x% +Bx-BP<x<d

Andlise das fungbes fix) = xe g(x)=x-1

Cuadro de sinais
=l - » »
[x—11 % +1 —x+ 1 x=1
]+ 1 —11 —2x +1 1 2x—-1
0 1
—-2x+1x =0
Assim: |x|+[x-1={10<x <1
2x-1x =1
3 x=20[x"—x
X< 0% +x
fix) 4
-1 1 b

4 Construindo o quadro de sinais:

x| —x x x
[x — 1] —x+1 —x+ 1 x—1
flx) -1 2% -1 1

f(x) 4

i I/
VY x

-1

-

5 a B-lk=3,.5-Ix=30ub-1Ixl=-3

s2=xlouB =xl

S = {2, 18}
b lx—1l=2x
=zl —1=2% . x=-1
x-:1:—x+1=2::.1=:3x:.x=%
1
S=1{—
i3
c) x + 2] =2Ix— 2|
% + 2] —x—2 X+ 2 X+ 2
[x — 2 —xX+2 —xA+2 x—2
_n .
xs-2 —x—E=E?—x+E] by
S—mX—2=2x+d
sLx=6
—2ausy X+2=2(—x+2)
LA +2=—2x+4
2
.'.3 =2 A
x x 3
i 2 X+2=2(x—-2)

LE+2=Px—4 L x=86

ol

6 a |x-3|-f_?a:::--?-r;x-3-f_?

A= T +3<x=<T+3 . —4=<x=<10
s=]-4;1n[
b) x+2+x<5

-2 X422 +u=h P23

3 3
LXES =22
3¢ 3]

—x—2+x=5. .-2=5
N |
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c)

=3 | —x+3 —-x+3 =3
11— xl 1-x x—1 x—1
1 3 x
x=1: —Xx+3=21-x
s 30
1<x=3: - x+3=x-1-
sLAdE2x 22
2=x=3
x= 3 X—3=x—-1.-3=-1
x=>3
3=[E;+W[
Exercicios propostos
1. a)3
b) n- 5
c) x4+ 1
d) -1++/2
2. E 5 B 8. E 1. D
3. C 6. B 9. C 12. B
4 C 7. B 10. A 13. F, RV
14. O =5,098
15. S={B; 2}
16. S=E
17. V={-2,-1;1;2}
18. C 20. C 22. D
19. A 21. C
23. x=50e x=250
24. A
25. {xeR"|-1<x<1}
26. E 28. B 30. D
27. A 29. A
31. S = [-2; %] U [4; o]
32. 06
33. og: R — R
x — |32 — 2x — 8
34.
35.
36. 40. B
37.
1.
42. 46. A
43. 47. B

Exercicios complementares

1.
2.

o ;W

B

3 1
. 5={'§r'z}

b) S={-6-114]}
—_ 2-
c) S-[5,+m[

d) S={xeR/x<-20u —1<x<20u x>3}

g) S=[3i+=|
fi §=]t4

= -3 1
o ofal

Zero.
S5=[0;1]

E

Grafico de f(x)

fix) =a. (x—1)°

fi2)=1 ~1=a.2-12 - a=1

flx) =% —2x + 1

gifix))=m. fix)+n

=m. (¥ =2x+1)+n

=mx° —2mx +m+n =— % +2x
m=-=1

Sm=2 - {m='1 Logx)=-x+
n=1
m+n=0
a) g"M:xEy:—x+1=-g'1lﬁ,r‘j=—y+1
g"l,’x‘,l:—x+1 (V)
by f{lxhh=0 - I = 2lxl+1 =0 -
Al =12 =0 skl =1 o x=41(F)
c)
Wo2x+1—l-x+1120 .~
slx=1P =k =1120: x=1l =@
ol —az0
o<0ouoc=1 ~Ix-1l<0oulk-1121
x=lou(x—1z=21oux—1<-1) .
Lixzlou(xz2o0ux=0)
S =[2; +ee [U] —=; O] U {1} (F)
d) fix) ¢
decrescente | crescente x
r(x) = flg(x)) = gix) —1)* = [(—x+1)F =
7. C 9 A 11. C

8 D
Trigonometria — conceitos basicos

10. A

Revisando
1.
n
o 0 210° —
B
a E a ﬂ
30 B 225 2
45° L sage | 2F
4 3
. b R 3n
&0 5 270 5
R m o En
an > 300 3
. 2n . T
120 P 35 T
R .| 1l
135 4 330 P
150° %“ |0° | on
180° I 540* an

AB=120°-x
®x & 0 angulo que o ponteiro pequenc percorre
durante 40 minutos.
30* 60 min
* 40 min
X =20°
Assim: AB =120 -20°=100°
3.
a)
1.7307 |360°7 —1.730°% = -4{-35{]"] + 2007 = 200°
290° 4
b)
1.000° [360° — (=1.000°) =(=2). 360° + (-280°) — BO"
280 2

— 280~ = 80~
A
c)
%Eﬂzi—ﬂ 3 Eﬁ—ﬂ=2{2ﬂ}+? 3 _L—ﬂrad
16mn 2
4
in
4

Exercicios propostos
1. a)300°

b) 22° 30°

c) 240°

d) o¢

e) 720"

L

5
a) —mrad
‘JEH

b) 2rrad
4

cl E?I rad
6

d) %n rad

e) ln rad
5

De E
4 rad

o oew

O AQAB & equilatera
— ADB=60° = E:Eﬂ*:%r&i

6. C 9. B 12. C
7. B 10. 05rad 13. B
8 C 11. B

WViatematica
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W

N

o - \3
N

dh:
RN

W,

=

-
NN

~

v

f

m|

15. AeC
16. = ]0; 1] +o

17. a) 230° & a 1" determinacao positiva.

b} 50° é a 1* determinagio positiva.

€ % & a 1" determinacéo positiva.

d) 300°é a 1% determinagio positiva.

e) % & a 1" determinagio positiva.
18. C
19. B
20. D
21. 265", 625" e 9B5"°
22 X = %I + I{.[%]; KeZ
23, x=40°+ K.(120°%); KeZ
24. a) Demaostragao

b) Demostracao
25. C
26. D
27. C
Textos complementares
1.

Mo AQAB, temos:

cos15% = % .. X =R.cos15%

%= (6.378). (cos15") = 6.160,7 km

C=21. %= 21 (6.160,7) = 38.708,6 km

Exercicios complementares
m im

4" 4

265% 625% 085°, 1.345% ¢ 1.705°

82° ou M1 rad
a0

1.

2,

3.

4. lellguadrantes
5. grad

6.

g°

Demonstracao
a) —35°30 +k.00% ke

(2k +1)
o

o |~

m ke X

b) —=+
] 3
clvxelR

10. 6 cm
11. 3352,32 km

12. 2% rad
18
13. EE C

14. E

15. Ofato ocorrerd as: 4 h 10 min 5415—13

Funges trigonométricas basicas -
Seno e cosseno

Revisando
1. E(x) €[-5;1]

2, senf.";iﬂ“]:%

3.
fix)
3
E_
1k : }
L A £
4 3 4 z
-1k
-] .
4 )

2.2

E CoSM=——o

f(x)

Exercicios propostos

1. C 4 B 7. C
2 5 C 8 E
32 E 6. B
oB 3 1
a hhﬁEDCmsH_E_E_E
:H:Eﬂ“:%mﬂ
10. E
11.
érEE=|:I.{1—3-EI'IEr.}
2
12. C
13. B
14. D
15. C

16. Para0=x=m, senx=0, logo:
fix) = 2 + senx + senx =2 + 2 senx
Paranm=x =2m, senx =0, logo:
fix) =2 +senx —senx =2

f(x) = 2+2senx; 0=x=Em
S l2:m=x=2n

&

=
= |
[y
o t+--—=-
=

17.
'rn
%
18. B
18. C
20. A
cos’®  1-serfd
21 i—send  1-send
T [1=ser®). (1 +send)
— T = 1 +senb
22. C 24. D 26. D
23. A 25. C 27. A

WViatematica




Exercicios complementares

1. C 2n 2m

2. Operiodo é dado por P ===

—1=sen2x <1 - -3=3sen2x =3
Imy = [-3; 3]
3. Pela simetria dos arcos, temos:

sen(—x) = —senx

Funcéo impar

Fela simetria dos arcos, temos:

008(x) = cos(—x)

Fungao par
4. A
5 A
6. S={1;-sen’c}
7. E ,,-"E

= +—

B m= * 3
9. a) senl.195%<sen 8307

b) cos190%= cos(—535%

10. f& par; g & impar

11. c0s205% < c0s32% <« c08353°

12. sen72% = sen10” > sen?” -
sen108? = sen10® = sen173°

13. —serfx. cos’x + sen’x . cos™x = zero

COsa 2
14, —.—— =

2 ©osa

x
®=0..—+senxt=1+s5enx

x
15. = +senx = *

| x| x
X L. —+58nx =—1+ 521X
-x

|
(b ]
E
—

m|§_;f'
H'|

16. D
17. C
18. a) A =3.000
b) Houve 3 mil doagdes de sangue em maio
(t=4)e emnovembro (t=10).

19. C
20.
.,'JI.
4o
\"/
- s "
2
21. B

Frente 2

H Razdes, proporgdes e regra de trés

Revisando
1. 45

2 Amenor parte € de R$ 600,00.
3 4h

2
43
Exercicios propostos
15,20 & 25
18 e 27
R$ 8.000,00; R% 12.000,00 e R% 28.000,00

40 e 25

|:=-EvEllﬂ=-1

9 9
49

a) 26e 20

b) 21e25

8 15,25 4e100

9  36° 72° 10B* e 144°

10. Aumentar W de = 26,5% do seu valor
11. Apartecorrespondente a Rafaelé de RS 2200,00.
12. 36

13. 20

14. ViF F

15. B

25

3

15

SUIE- ST T X R

16.

-
™

B0 mulheres e 40 homens.
58 anos.
D
20
3a°-b
2
34
D
21 dias.
18 horas.
C
560 minutos.
Thel2 min
15 minutos.
3he 45 min

88>

8 B 288BNEBREE R

m =il —

Exercicios complementares
1. 10 dias, 19 horas & 12 minutos.
2 30 dias.
3 Demonstragao
100x
% ho—x
b) Tende para o infinita
7he 12 min
a) R% 194,00
b) R$ 233,00
7. a) =33%
b) =19%
8 B
9 4h
10. B
9
11. ET
12. 17,5 kg de ouro e 7.5 kg de prata.
13. A
14. 2Zou-1.
15. a) Oplano Cé omais vantajoso nessa situacaa
b) O plano A & mais vantajoso a partir de
50 minutos.
17. 12

@ o

16. E 18. 133

Gabarito

Mocgoes basicas de estatistica

Revisando
1. MN%de homens: x + 100
M%de mulheres: x
Total de empregados: 2x + 100

Esalarios dos homens

=+100
Fsalarios das mulheres

X
Zsalarios dos empregados
2x+100

= 2.000

=1.800

=1.920

Assim:
2000(x+100)+1.800x=1.920(2x+100)=x=200
N® de empregados: 2x + 100 = 2.200 + 100 = 500
2. a) N%de homens=0,6.150= 90
M® de mulheres = 45
N de criangas = 150 — (50 + 45) = 15

b)

Homens a0 0.6

Mulheres 45 03

Criangas 15 0,1
Tatal 150 1

c)

M Criangas
B Mulheres
M Homens
3. Media aritmeética:
4.2+35+24+49.3 @_3 44

44+43+9+9 25
Mediana: EE;E;E;E;E;3;3;3;3;3;3;3;@4;4;
44,4, 4;4,4,4,5; 5, 5)
Colocando as notas em ordem crescente, temos
ovalor central (mediana) igual a 3.
A distribuigao de notas é bimodal, 3 e 4.

xercicios propostos
A
A

8

r r

D
D
FiF F; W
D
E

CENIOE LN

a) O nimero de candidatos que tiveram nota 3 foi
16% de 32.000, ou seja, 0,16 . 32.000 =5.120.

b} A media nessa questdao foi01 .0+ 02 .1 +
+032.2+0,16.3+012.4+01.5=23.
Portanto, a nota meédia foi maior que 2.

Exercicios complementares
1. a) media: R$ 2.000.000,00
mediana: RS 1.500.000,00

b) Avarigncia diminui.

2 a) 6

b) 7.5

c)5e8

D

FVV

Cc

a)-1

b) 23

Trabalho experimental

R$ 227,20 e R 188,00

o wmew

@ N
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a D
10. A meédia é de 2,27 & a mediana 2.
1. D
12. a) 722
b) 3alunos.
13. D
14. E

Sequéncias: Progresséo Aritmética
e Progressao Geométrica

Revisando
.
n+1

2 B.B57
2 PG :{x; =#; xqz}

F‘A:{x—t xq; xqz}
Parax=9eq =§, temos (9:6;4)

Parax=4eq =§, temos (4;6;9)

4 2
Xq
X
Xq
15 +1
9=\
8 6Ba

Exercicios propostos
1. a) x=2
b) a, =67
A
a) a“=31.'3
b) a =-23+6n
PA (4;7:10;13)
C
D
D
a,.=199;8 =2n-1
R=4(3;7:11)
(7 11:15;19: 23; 27; 31)
. —583 nao perlence & sequéncia.
—125 pertence & PA
12. Ha 271 multiplos.
13. B
14. (6,8 e10)
15. b—a=¢c-b=R

b+k)-la+k)=b-a
le+k)-(b+k)=e-b
ou seja, a razao e R. A nova sequéncia tambem
& uma PA, com a mesma razao

16. R=5(-6;-1;4;,9;:14) ou
R=-5(14:9;4;-1,-6)

17. Lembrando do teorema:

PA (% y;2) = ¥=

g o

S SO@EN® O

X+z
2

Assim: h=?; (a®be, abfe, abe®)

a’be+abc®  abecla+c)

E 3 = abe(b) = ab?,
assim esta nova sequéncia e uma PA

-7
18. I=E
19. APAe (10,15, 20,25, 30, 35, 40, 45)
20. a, =148;5,,=2.265
21. A
22, m:E

a
23. x=3.9-2=25
24. E 27. B 30. D
25. C 28. B 31. B
26. 601 29. B 32. 38

33. DOica: utlize a deia:

£ =f
23=|:1+T,|3=13+3.1E+3.1+1

n+17*=r +3n% +3n+1

n.in+1).(2n+1)
6

Resposta:

34. 15 minutos
35. 565" quadrado, 27linha e 2% coluna.
36. C
a7. a,=a,r= 2
a+c

38. Sabemosqueb ==

-[I:l2 +be +|‘_22].+{-E|2 +£|I:|+I:|2]. 1
> o

2x=a’+ ¢+ 2 +be+ab
Zx=at+ 2+ 2F +bhla+ )

=g+t +4bF L 2x=a"+ 2+ (2h)F L 2x =
=a*+c2+(a+c)?
L2x=g + 2+ &+ 280+ 7

2x=2a’+2¢" +2ac . x=a+ac+cf = queé o
lEermo média Logo, os termos também est&o em
P

X =

39. B 41. C 43. 10
40. -2 42. B
44. Demonstragao
45. Mao podem.
46. 60 filas
47. 952 =100 ac
48. A
49, 1
%73
—1{"_1]- 2en<h
Hm-a r =3NS
50. E 55. D 60. B
51. D 56. B 61. A
52. E 57. D 62. B
53. D 58. B
54. E 59. C
63. Mao possui raizes reais.
64, |:1,E,4f|c|u[E, -2 E]
3 3 3
65 a=3
66. D
67. s numeros sdo 4, 6e 9.
68. r=10e R =25
69. C
70. A
71. E
72 [E,E, 27 ) ou (-1, 1,-1)
5 5 b5
73. B 7. C 7. D 76. C
77. a=8,b=12ec=16
78. E
79. A
80. C
81. A
82. %:10“—1}—n
83. 3h
3
B4. 7
85. D
86. A
87. D
g8. D
8. >
a..4a,
90. C
91. D
92. E

Exercicios complementares
(2,4,8)ou (B, 4,2).
Demonstracao

E

Adica: sen2x = 2senx. 00sx)
PG crescente.
alb,=g%bln=5¢c)2n=m+5

qe ]1; J5_2+1[

A+B
A-B

9 Osnumerossao 13,14 e 15.
10. 1 1 &y -8 T
2 o 8.8
1 01 1
Portanto: =-[___]
Ei"ﬂi-ﬂ I"Hi 'HI-H
Desse modo:
1 1 1
== Tem T =
8 8; dp 8 81 8y

11 1 1 1 1 1 1 1
=-|—=-—|+-|—=—|+..+~- -—|=
ria, &, ria, &5 ria,, 4,

_1[1_1]_1_a“—a1_:n—1:r
“rla, a,) r aa, ra a,
Partanto:

1 1 1

+ Tt
31 EE EE E.‘.i-

1. E
2. B

13. 27

14. (2,4, 8,16, 32)
5.

SR ST, R T

_n-=1

8,48, &4,

_ AB
TA+B-1
16. a) 1"solugéo

b}

\flulem =a. 11,||1,r1,||11,|'1,r Xy =a?.
xﬂyﬁfx\fyﬁm =a’

x*y.a=a’nat =xfya=Yxfy
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-acx -bez=-¢ _
T S g
{cx+dz 0 (.a) = (ad-bec)z=-c 3 d _n{n=-3]
. L
It«eul.»‘l*.'a.«\‘:ln«\;.lqu:lna ) addhc dz={H+E}.[{H+E}—3]={I"|+E}.{n+3}
1 = = -
A f: : 25? ¥ ad-be ﬂ2=d1+ag-;{”+6£”+3}="{”2 3 139-5n=5
/ —-acy —bew =0
2 x=2 ay+bw=0{.~¢c) acy+adw=a 4
-2 3 cy+dw=1 {.a) ~ (ad-bclw=a
3 a_|13 13
s - 2 8 e
13 13/ 3. B
Texto complementar
Exercicios propostos 1. 2 2 3 3. B
1. D
2 7 4 Exercicios complementares
2. a A2-|-2 3 0 i1 A 2. C 3 D 4, A 180° (5 =2 .
0 -2 0 5 1= o & =——F—=108
-l oelk 1 0 . .
14 8§ -2 P Bl e [n ﬂ] AABF é um tridngulo isdsceles
b aal=l8 5 -1 f o —+ ABF = AFB = 72° e BAF = 36°
o -1 3 AAEF é isésceles: 20+ 144° = 180°
6 B 200=36" - a=18"
5 4 3 7. D B8 E 5. A
Cl 2A+3A'=|6 5 7 9 x=2:y=4ez=§
2 8 -5 10. A 12. D 14. A
1. A 13. D - 3
3. E 15. Ovalordeaéleodebédl. Era- ] B
4. B 16. Demonstracao B e
5 A2=|: 0 E] 17. Amatriz e inversivel pama qualquer x e R, 1
) -2 0 18. |. Verdadeira. "
6. D 10. C Il. Falsa. 457
7. A 1. D lll. Verdadeira. a0
8 B 12. B 19 g4+l_28 D — ¢
9. B ’ 3 3
- &, —
13. x=1.[_? -2 20. [1 U] [_1 ﬂ][_1 ﬂ][1 ﬂ] zs:ga::;;;;;* TTE*+E|3=1EG*
2 |-5 -4 o 1)io a)to 1Mo -1 N
f=81¢
14. B 8L MAS L v OO° - B1® 4w =80 - v =
;g 45% +36% +y=90" . B1* +y=90. . vy= @
5 ato|2 2 Frente 3 Exercicios propostos
] 11 i 1. E 2. C 3. C
5 9 4. 40 |lados
16. {—E ﬂ] 6. 126° 7. B 8. E
0 6 9. Octdgono; hexadecagona
7. E Revisando 10. n,=6en,=9
18. C 1. 11. x=110°
12. Cetdgona 15. 20 diagonais
8 5 & & 13. A 16. 50°
19. B=| 2 14. B
2 -2
2 Exercicios complementares
20. D i. B
21, &) (A AY = (AN A =A . A & +4, =180" - 64, =180° . &, = 307 2. Dodecdgono; 54 diagonais.
by (A+AY=A'+ A=A+ A & =54, 3 A 4 C 5 D
e) (A' + AT = (AY 4+ (AR = A + (AD) = 360° 6. 90 diagonais
=A+(A.A)"'= A+A. AL como A= A 30° = an=12 7. 1e2°
temos A' + AL A = A+ A 8. Poligonos: 6, 7 e 8 o menor poligono é o
d) (A-AY=A- (A=A —A=— (A—AY 2 hexagona.
A+AN) [A-A 3 C
€] ﬂ=[ ]+[ 10. E
E E 11. 12; o poligono é o dodecagona
e 12. Demonstragéo
13. x=EEﬂ¢
f) n
[1 ‘.-’] 14. Demonstragao
zZ W 15. Hexagono equidngulo
a b 10 Tragando paralelas aos lados do AABC que é
[c d] [ﬂ 1] equilatera
Os triangulos AADE, ABFG, ACHI s30 equilate-
-acx -hez =—¢ s, o que implica que os angulos internos do
|3+2.4“ =1807 o =156 — o = 247 hexagono sao todos iguais a 120°.
Pentagono equidgngula
ﬁ&=¥=24°:.n=15 (Pentadecagono regular) 1aone equing
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Gabarito

Construindo o AABC istsceles com &ngulo do 3. D 19. 8om
vértice 108, 4. 45° 45° 135° ¢ 135° 2p. 100
MNos vertices C e B, construimos triangulos isos- 5. B5"e95” 7
celes, assim os dngulos externos valem 108" 6. 72° g E
7. 11cm ) J3.be
B. 36cm 23. x=
9. 180° be
DT
11. AC & bissetriz do BAD (losango ABCD) Ja1
AQ & bissetriz do BAC (losango CAPQ) 25. CM=—5—cm
Revisando 108° + 4a = 180° \da=72\a=18"
x=108%+a'\x=108" + 18° = 126° e o suple- | Exercicios complementares
1. MP=aN=2epo=-2=2 mento 54° 1. B 3 D 5 A
2 2 12. No AABM: 35°, 115° e 30° 2 B 4 c
2 A o B 13. 3°, 72° e 72 (5 +1
o 14. x=66%y=12"ez=84° a 6 4= 5
o 15. MP € base media do AABD = MF':E
i 2 2
D c @Né base média do AABC = QN =2 7 2N& tabih
AABD ¢ isésceles — ADB = ABD = o 2 V3
AB//CD — ABD = o= BDC PQ é o chamado segmento de Euler e 8 3J2cm
Assim, BD & bissetriz de D o MP+PA+QN= 210 o2 1 b2
Usamos raciocinio analogo para AC. 2 9, o
3 AXPW ~ AXYZ 8 . posd_atb_ pq_b-a 1
v a—x 2 2 2 2 10. K=20uK=—
E= a soax =ab-bx 16. 110% & 70° b 2
e ab 17. Semiperimetro do trapézia 11. = a2 —p2
- a+h 18. 11
AB=CD=12 cme AD =BC =6 cm 12. AE=16.342m
13. 2./ab
a+tc d b (a+c)-(b+d)
PA=—5=-3-3—73 Triéngulo reténgul 9. 2
NJQuio retangulo B
15. 2 . 21_4 8
Exercicios propostos A= 'F] b
1. aV:b)Fe)V:d)Fe)F Vg F; Revisando ‘1 11 8 1o
RV OV R KR DDE m) W, =4| —-+— -—=4[—+—-—]—
n) F: o) F: p) F: q) F: 1) V: 8) V: ) F, . x=2_1 \a® b*) ab la® b® ab
observe o contraexemplo: 16 4 _4 1 1 Ezﬂ
5 2 he2f3 -4(575)
/ 3 x=15
B L 0 ; R=5¢em 16.
© ©=acos60° +bcos45”

c=§+¥:.2¢=a+bu‘§

€ cosa0e = 22 . V3 b2 ~by2 = a3
u) F, deveriam cruzar-se no ponta médio; 2a 2 Za
V)V Assim: : -
2 C 2c=a+ay3.2c=a(1+3) Ay E P 3
2 B 2 2 2 a2
c a4 = +x) Hip+ LA =
4 30m: 45 m AABC {qz }E{pzv}
5 y=36°40" = +p*+x* +y* +2(qx +py)
6 x=50%y=130° ADAE  »® +y? =h?
7 B
8 AAMD & isésceles ACDA ‘-":'q‘
ABMC €& equilétero AADB  x"=yp
ACMD = 30°, 60" & 90° Assim:
AD +BC + AB + DC =30 52 =|32 +q2 +{12 +H2}+2{12 _leﬂ}:l a? =
s B6a=30 ~a=5cm B T b A
AD =BC =5em b cas 45 =|:12+|t12+:3{.v.2+1_.-2]|.-.EF=|:1ﬂ+-:12+:3k'|2
AB=DC =10 cm
9 a) f=50 maso+fi=180° Exercicios propostos 17.
S8+ 5S5m=180° 1. D 2. B 3. B 4 B
o=230"e f=150° 5. x=ay2
o o+
b +—+==180" . x+——=180°
) XAgts T2 6 seno=5
X+80° = 180° - x = 80° EE \
10. 16 cm; 24 ¢m 7. seno=—==
11. ABDE & um retangulo = DE = b 10 5
CE=a—-beo ABEC & isésceles h = CE 8. h=15(3+3)m
~h=a-b
12. 130° @ D
13. 25em 10. 2413 dm
. 11. A 13. A 15. C
Exercicios complementares 12. B 14. D 6. O
1. x=75" 17. 13 ecm 1. &DBEiSﬁBﬂEIEﬂDB:Dﬂ:H
2 x=25"y=65" 18. {JE-JE} om OM é altura e mediana AC+x=BC —x

2x=BC - AC
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2 ABOM R ="+ (BC-x?
3 AAOM R = % + (AC+x)?
4.  Somando as equacbes de 2 e 3, temos:
2R% = 4%% + (BC)® + (AC)? — 2x (BC — AC)
Como BC AC = 2x, temos:
2R% =4 4 (BC)P+ (AC) —42® - (AC)? +(BC)® =
=2R%

18.
(> 1)
X
X
-] D=g=<1)
xq

{xqz}z = %2 + (wf)® - x%g® = %% + xgP

1+45 V5 +1
.'.g‘-q2-1=ﬂ:.qz= 5 .'.q2= 5

{1}2 = {xq}z +{.'-'.lt:|2 }E - x% = w%g? + x%g?
-12+/5

~gt+gt-1=0od =

J5 =1 Y5 =
- 2__' - —
nq == 5

=+ [ "3

19. C

Triangulos quaisquer

Revisando
1. 18
2
2 x=5/10 cm
3
3. -
4

a. (dF +(dy) =2{aﬂ+b2}
5. cn=g{3¢'§-4§}

Exercicios propostos

i. E 3. C 5 C
2 B 4. C

6. a)f =[%] b) Demonstragao
7. 10m

8. +/61cm

9. 942 m

10. a3

11. Adisténcia entre as duas drvores & de 28 metros.
12. D
13. a) Obtusdngula b) Acutdngulo
3
14. — em
2
15. 13 ¢m

Exercicios complementares

B 2. B
28

— cm
5

10m

24

>

JE{&E +I:F]|-u|:-E

242 + 2h?

Lados: 24/3; 43 e 6; &ngulos:
30°, BO° e 90°.

9 A=60"

10. ﬂ em

e
11. Demonstragao

13. 211 em
14. Demonstracao

2 2
15. o f%

16. 1m
17. Demonstragao

Circunferéncia e circulo

Revisando
1. a) 60°
by 50*°
¢) 110°
d) 25*°
2 a5
b) 10
e) 2410
3 2100

- JENT - ST R S .

12. 16 cm

Exercicios propostos
E

RS

AC=—
3

B

2,5
5

6 cm

a) 3 cm
b} 30 cm
C

2Zim4me8m

g
9 AP=-
2

=T B S C -

@~

10. I=a+2-c;y=a+c-h

11. 6 cm
12. =I:| +c—-a

o Jll_I:l+u:-£1
2 T2

13. A 15. B

14. A 16. B 18. A

19. x=20° 20. x=75"

21. &) 35% b) 100%; ¢) 60% d) 25%; &) 50°; f) 20%;
g 80°: ) 30% 1)

i7. C

22. &) 10° b) 65" ¢) 507 d) 70°; e) 987, f) 150"
23. B63°,63" e 54°

Exercicios complementares
1 B

2 20emeR=5/3em

Gabarito

2cm e 8em

~ @ oo B W
| D= |3
1= |

R(vZ 1)

8. R[3:2.2)
9. E

10. 42 eme 24 em
11. Becme 3 cm
12. 12,18,.24 e 30
13. 25°

14. B

15. Jab

16. 17 cm

17. HK = 1—Ecm

B D R —

48°
&7 30°

Revisando
1. 16
2. area= {:3 -2y2 } '

3. area=4n-343

hy2

4, d=2=
2

5 I. A
2

I A

4

A

&

N A

12

HE
6. drea=(m-2) ry

Exercicios propostos

1. 2.025em®e 775 em?
2. 500 azulejos
3. Blem?
4. 28m° ou2.800dm?
5 5cm 14. A 23. B
6. 34m? 15. D 24. A
7. 7fm 16. A 25. A
8. 2/13dm 17. B 26. 48 cm®
9. A 18. C 27. C
10. B 18. D 28. A
11. C 20. B 29. E
12. A 21. D
13. A 22. D

1 =
®. (5-5)
31. C 33. C 35. A
32. D 34. A 3d6. B

on 3

37 Hﬂ[?-?]
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38.

ME

1

_ﬂ]
4

Exercicios complementares

1.

10.
13.

14.

15.

Sa

o~ ]
ey

N8 kB BB

29 g 2 ndo se esqueca: sen 2a = 25en a.00s a)

.

(¥6-+2)

a)
2
b) E{u'IE - q'ﬁ} unidades de 4rea.

A B 6 C 8 A
E A 7 B

16

65

B 11. E 12. B
10043 em?

a) Alx) =—[g +2 ]ﬁ +4x

b)) -2 m
’.'I+l:1-
(a-b)3
D 17. A 18. B 19. 5m
a) 30 em?
b) 2 em

4.
5

. A

e

4
R? {Eﬁ—n}

#(5e-5)  m R[5
| 3

2 m?

a) 3cm

b) w em?

#2J3
8

seno
hy &
4
w0=x=1
Alx)=42x-1 1=x<3
X+2, 3=2x=4

a) 188 m°
b 4.324 m?

3J3-1 2
[ e ].a

2

f
. drea= 'E.secz f. tgh

1

a) sen{r.:E

b AC =47

c) 2

d) aream=§
. a) éreaﬂ_,,,pﬂ:%

5n
drco menar =F

. 191

Eﬁ+ﬁ +5n

C) dreas=
) (5]

x2./3
2

b}

| =

a) =3

by 2743.r2

38. a) ABCD & um trapézio istsceles.
AACC (3v2) =h2 +(3f . h =
h a3 42
sen|BC)= = =— . BC=45"
o=z~ 3z 2
b acC'B (BC) =h?+(1)° . (BC)* = (3)° +
+{1P .BC =410

J10
sends”

c) A areadesignada € a area de circulo menos
aarea do trapezio.

AABC =PR.-.R=.5

2+4)3
g = E5 =0

Area = ﬂ{\l'g}z -9=5r-9

39. a) r=2
by AB=12e AC=5
c) drea =30-4n

40. a) GM:CM=§

by &rea= g
s (2B-1)
44
Revisando

1. 1+E=Ex—}x=§

2y =4 =3y-10-y=6
Al8x; 3y—10) = [15 ]

2. AC=A2=\(-2-07 +(3-5) =

=E~,‘§.‘.F=
Area do quadrado G = i* = 4
3. v
Cia; b) -_-_'_'_‘4‘—-—-—-—-_
Y '5{5; 4.3
443
6P
0 ] N
Al1;0) 5 x
tgb = 4“"— 3. 6=60°

AB = J{E ~1P +(4/3 -0 =8

'!Irﬂ

c - .Cll

8

B0%MA
(1: 0) x

Y

=< o ™=
Il
e
L
P

[4+0+3x)-(4x+0-6)=0
I +4-4x+6=0, . x=10

|
5 Ja-0f +[2-(-2)] =5.Va®+16 =5
a’ +16=25 a°=9 .. a=43

xercicios propostos

D

x=-3+3/3

B 4 E 5 A 6. E
Os pontos sao (3; 14) ou (3; -2).

5 10. A 12. 137

A 11. A 13. Isdsceles.
Demonstragao

25

3
2

(1;0) e (6;0)

A 19. C 20. A 21. 34
(5;-3) e (1;-5)
Demonstracao

B 26. D
B 2r. D
(0;—8) ou (0; -2)
y=8ouy=1
(5:2) ou (2;2)

1
-0 —=:0
i ”‘“[ 3’ ]
B 36. D 38. E
C 37. D 39. C

0P NW N = m

—_—t =k
o B

]
@ N>:

GE 8 BRSREBR
3 &
-

xercicios complementares

A
A
(0;—1) ou (0; 5)
Demonstracao

1 1
2(2.52 4+22)
Al—1;0),B(3;2)e C(-3; 4)
C(5: 4)
A(2;0),B(-1;4)e C(1;-3)
Mi—1;0) e C(0; 2)

B(243;2) e C(0;4) ou C(243;-2)

. Ci4:3) ou Ci-12: 3)

14
. 22
[ 3 ]
13. Demonstragao

14. C
15. D

16. [“j E] [—ﬂ;ﬁ]

3 3
17. 3:1) e (5:11)
18. Ame R

19. (0:1) e (-1:2)
20. (x;y)e ®2 tal que x= g b= 0.

Bow N o= m

@~ @

= =k
= =

=
%]
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