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Conceitos fundamentais da Algebra

Neste tema, faremos um estudo de conceitos fundamentais da Algebra.

Potenciacao e radiciacao

Poténcia de expoente inteiro

Sendo a um numero real e n um nimero inteiro, definimaos:

s )
a®=1sea#0
a=a
d"=a-a-a-.-a,sen>1
Nl
n fatores
n 1
a"=—sea#0
a

. J

Na poténcia a”, o nimero a € chamado de base da poténcia
e 0 numero n € chamado de expoente.

Propriedades

) Dados os nUmeros reais a e b e os numeras inteiros m e n,
obedecidas as condicdes para que existam as poténcias,
temos:

PL g"-d"=qa"""
P2. d":d"=a" "
P3. (@")" = a™

P4. (ab)"=a"- b"

ayn_a’
P5'(b) Bk

) Um numero real n&o nulo esta representado em notagao
cientifica se esta na forma k - 10™, em que m € um nimero
inteiro e k € um numero real tal que 1 < |k| < 10.

Radiciacdo em R

» Sendon € IN*, comn par, e a € R,, definimos:

[’i/ﬁ=b (:)b”=a,combER+}

) Sendon €N, com n impar, e a € R*, definimos:

[“«/H=b<:>b"=a}

» Sendo a um numero real qualquer e n um nimero natural
impar, temos a propriedade:

y=a =@

No radical Ya, o niumero n é chamado de indice do radical
e o niumero a é chamado de radicando.
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)» Sendo {n, k, p} C IN* e {a, b} C R,, valem as seguintes
propriedades:

PL va-Yb =a-b

va "E,combqﬁo

P2. =
b b

P3. "o* = o*
P4, (va)? = Yo’ comg € R

p5. Ya = g

Poténcia de expoente racional

) Sendo n e k nimeros inteiros, comn = 1, e a um nimero
real positivo, definimos:

k
an = \g*

O%=n\/0_k,parak>0

) As propriedades das poténcias para expoente inteiro con-
tinuam vélidas para expoentes racionais.

Fatoracao

Fatorar um polinémio significa representa-lo na forma
de uma multiplicacdo de fatores. Os principais casos de
fatoracéo sao:

» Fator comum:
ax + bx = x (a + b)
) Agrupamento:
ax + bx + ay + by = (a + b)lx + y)
) Diferenca de quadradaos:
a® — b= (a + b)la — b)
) Quadrado perfeito:
a® + 2ab + b® = (a + b)?
a® — 2ab + b® = (a — b)®
» Cubo perfeito:
a® + 3a®b + 3ab® + b = (a + b)®
a® — 3a®0 + 3ab® — b° = (a — b)®
?» Soma e diferenca de cubos:
a® + b® = (a + b)la® — ab + b?)
a® — b* = (a — b)la® + ab + b?)
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Razao e proporcao

) Seja {a, b, ¢, d} C IR* e consideremos que as razoes % e d

L , ) a_c. .
sejam iguais. Assim, a |gua|dadeE = d € uma proporgao.

o

Q

) Na proporgédo— = g b e c sédo chamados de meioseaed

sdo chamados de extremos.

o

) Na proporgéo% =g ,0 produto dos meios é igual ao produto

dos extremos; ou seja:
a_ ¢

E:E:>U‘d=b‘c

Grandezas diretamente e
inversamente proporcionais

) Dadas as sucessfes de numeros reais (a, b, ¢, ..) e x,v, 2, ..},
dizemos que os elementos de uma s&o diretamente
proporcionais (ou apenas proporcionais) aos elementos
correspondentes da outra se:

C_ —
==k

) Dadas as sucessfes de numeros reais (a, b, ¢, .) e [x, , z, ..,
dizemos gue os elementos de uma sao inversamente pro-
porcionais aos elementos correspondentes da outra se:

=.=k &S ax=by=cz=..=k

Porcentagem

) Asfragtes comdenominadores 100 sdo chamadas fragoes
centesimais e podem ser representadas pela porcenta-
gem (%) do seguinte modo:

X B .
ﬁ = x%, em gue x & um namero real

Meédias
)» Amédia aritmética dos n nimeros x;, Xz, Xg, ..., X, FEpresen-
tada por x, & dada por:

X; T Xo + X3 +.. + X,
n

X =

}» Amédia aritmética ponderada dos n nUmeros X;, Xa, Xg, s Xy
COm pesos Py, Pa. P, - Pp rESPECtivamente, € dada por:

PreXi+ P Xgt P Xgt o+ 0,0 X,
pyr+ptpgt..t+p,

X =

Divisao e divisibilidade em Z
Algoritmo da divisdo em Z

Dados os numeros inteiros a e b, com b # 0, existe uma
Unica maneira de expressar a em fungé&o de b na forma
a=b-qg+r,com{gr}CZe0<r<lbl.Osnimerosger
sdo chamados, respectivamente, de quociente e resto da
divisdo de a por b. Quando r = 0, dizemos que a diviséo é
exata e que a é divisivel por b.

Multiplos e divisores em Z

) Dados os numeros inteiros a e b, se, na diviséo de a por
b, o resto é zero, ou seja, se existe um inteiro k tal que
a = kb, dizemos que a é multiplo de b. Também dizemos
gue b é divisor de a.

» Um numero inteiro n é primo se, e somente se, possui
exatamente quatro divisores distintos, que sao:

1,-1,ne—n

) Osnumeros inteiros ndo nulos que possuem mais de quatro

divisores sdo chamados de nimeros compostos.

Teorema Fundamental da Aritmeética

Todo numero inteiro composto ¢ pode ser expresso na
forma:

C=%p P P3Py
em que py, Pa, P, - P, S80 NUMeros primos positivos.

Mmec e mdc

)» 0 maximo divisor comum (mdc) entre os nimeros inteiros a,,
s, 4, .., 0, NA0 todos nulos, que indicamos por mdcla,, a,, as,
.. 0,), € 0 maior divisor que esses numeros tém em comum.

)» 0 minimo multiplo comum (mmc) entre os numeros inteiros
nao nulos ay, a,, dg, ..., a,, que indicamos por mmcla,, a,, as,
.., a,), € 0 menor multiplo positivo que esses numeros tém
em comum.
Se pelo menos um dos numeros inteiros a;, a,, as,
igual a zero, definimos: mmcla,, as, ag, .., a,) = 0

. O, 8

?» Dois ou mais nimeros inteiros séo primos entre si se, e so-
mente se, 0 maximo divisor comum entre eles é o numero 1.

Numero par e naimero impar

) Umnumeroa € Z é par se, e somente se, existe um nimero
k € Z tal que a = 2k.

» Um numero a € Z é impar se, e somente se, existe um
numero k € Z tal que a = 2k + 1.

Equacotes do 1° grau

Uma equacao na variavel x é do 1° grau se pode ser repre-
sentada como:

[ ax +b=0,com{a,b}CRea+#0 }
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) Resolver essa equagdo em um universo U significa deter-
minar o nimero «, com a € U, tal que aa + b = 0.

)» Dizemos que o nUmero « é raiz da equagéo ou que « &
solucdo da equacéo ou, ainda, que « satisfaz a equacgao.

» O conjunto S = {a} € o conjunto solug&o da equagéo.

Resolucéao de uma equacéo do 1° grau

Pararesolver uma equagéo do1°grauax + b = 0, isolamos
avariavel x, usando uma ou mais das seguintes propriedades
da igualdade de numeraos reais:

P1. Propriedade reflexiva:
a=a
P2. Propriedade simétrica:
a=hb = b=a

P3. Propriedade transitiva:

a=beb=c=a=c
P4. Propriedade aditiva:

a=hbhoat+tc=b+c
P5. Propriedade multiplicativa

a=b o a-c=b-c,parac#0
PB. Propriedade do produto nulo
ab=0< a=00ub=0

Equacdes do 2° grau

Uma equacao na variavel x & do 2° grau se pode ser repre-
sentada como:

[ ax®* +bx +c¢=0,com{a,b,c} CRea # 0 }

Resolucao de uma equacéo do 2° grau

Para resolver uma equagéo do 2° grau, empregamos a
seguinte férmula:

—b+
x:bE;a\/K,emqueA:be—Llao

Note que:

- quando A < 0, a equagado nao possui raizes reais;

- quando A = 0, a equagao possui duas raizes reais iguais;
- quando A > 0, a equagao possui duas raizes reais distintas.

Soma e produto das raizes

Sendo x; e x, as raizes de uma equacdo do 2° grau,
ax® + bx + ¢, temos:

Fatoracao do trindmio do 2° grau

Se r, e r, séo as raizes da equagéo do 2° grau

ax® + bx + ¢ = 0, podemos escrever:

[ ax® + bx + ¢ = alx — r)x — ry) }
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Inequacoes do 1° grau

Sejam a e b numeros reais, com a # 0. Inequacgdes do
1° grau s&o aquelas que podem ser representadas na forma:

ax +b>0
ax +b=0
ax +b <0
ax +b=<0
ax +b#0

Resolucéao de uma inequacéo do 1° grau
Asinequagdes com as relagfes >, =, < ou < séo resolvidas
aplicando-se uma ou mais das seguintes propriedades:
P1. Vale a propriedade transitiva para as desigualdades:
a<beb<c =a<c

P2. Adicionando-se ou subtraindo-se um mesmo nimero de
ambos 0s membros de uma desigualdade, o sentido da
desigualdade se mantém.

a<b=>a+c<b+c

P3. Multiplicando-se ou dividindo-se ambos os membros de
uma desigualdade por um namero positivo, o sentido da
desigualdade se mantém.

a<b =a-c<b-c,comc>0

P4. Multiplicando-se ou dividindo-se ambos os membros de
uma desigualdade por um nimero negativo, o sentido da
desigualdade fica invertido.

a<b =a-c>b-c,comec<0

Equacébes irracionais

Equactes que apresentam a incdgnita sob um radical séo
chamadas de equagdes irracionais.

Resolucao de equacdes irracionais

A resolugéo desse tipo de equacéo fundamenta-se nas
propriedades:

‘a=hb = a" = b", para quaisquer numeros reais a, b e n,
desde que existam as poténcias a" e b".

(Ya)"=a,Yaencoma€R, en € IN*

Propriedade do produto nulo
na resolucao de equacoes

0 produto de dois ou mais nimeraos reais € igual a zero se,
e somente se, pelo menos um dos fatores é igual a zero.

Essa propriedade & muito Gtil na resolugcédo de equagdes
gue podem ser representadas na forma de uma expresséo
fatorada igualada a zero.
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. (Udesc) Resolva a equagao: 5 2 " =1+
X2 —

)) Conceitos fundamentais da Algebra

No Vestibular

1. (Unifal) No conjunto dos nimeros reais, em que estéo

definidas as operacdes usuais de adicao, subtracao, mul-
tiplicacdo, divisdo e potenciagao, definem-se as operagoes
V e ®, como segue:

xVy=x+y
X®y=y2—x2
Nessas condicgdes, o valorde (3V 4)®5 é:
a) 24 c) 35 e 0
b) —24 d) -35

. (Unifesp) Dia 20 de julho de 2008 caiu num domingo. Trés

mil dias apds essa data, caira:
a) numa quinta-feira.

b) numa sexta-feira.

c) num sébado.

d) num domingo.

e) numa segunda-feira.

. (Unifesp) O 2.007° digito da sequéncia 123454321234543... é:

a) 1 c 3 e) 5
b) 2 d 4

17 _ql6
. (UPF-RS) Simplificando a expresséo } 3T3’ obtém-se

o valor:
a) 27 C) \f e) 3
2
3 3 5 —3 5
2
)i d 3
2.009° — 4 -
. (Insper) O valorde —=——=———éigual a:
(insper) 2.009% + 2.009 — 2 g1
2.007 2.007 2.009
a) S 0g ) 500 &) S0y
2.008 2.009 2.007
b) 2.008 d) 2.009
2.009 2.008
n+1l gn+l _ n 1
. (UFV-MG)SejaR = 2 > 2:5 ".Ap6s simplificar
2%.5" 4+ 5"
a expressdo, o valor de R é:
a) 3 b) 5 c) 2 d) 4

. (Unioeste-PR) O nuimero 4° pode ser escrito como uma

soma de quatro numeros impares consecutivos repre-
sentados por x, y, z e w, nesta ordem. A respeito desses
nuameros é correto afirmar que:

a)—f—
b)x+y+z=54
c) xy =221

dz+tw=x+y
e) x+w =32

X
x—1

. (UFV-MG) Seja A o conjunto de nimeros reais que sdo

solugdes da equagdo Vx — 1 = x — 3. O numero total de
subconjuntos de A é:

a) 2 b) 1 Q8 d) 4

Exercicio 3 Exercicio 2 Exercicio 1

Exercicio 4

Exercicio 6 Exercicio 5

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

gegundo as defini¢des, temos:
BVAH®5=B+4)Q®5=705=5—-7"=—-24

| Alternativa b.

[ Dividindo 3.000 por 7, obtemos quociente 428 e resto 4.
Ou seja, o dia caird em uma quinta-feira.

| Alternativa a.

'Na sequéncia, 0s numeros se repetem de 8 em 8 algarismos.
Efetuando a divisao de 2.007 por 8, encontramos quociente
250 e resto 7, ou seja, o digito pedido é igual a 3.

| Alternativa c.

17 316 16 3 _ 1 _s 315
ﬁlternatlva a.
geja X = 2.009. Assim, a expressao é equivalente a:
X¥—4 _+2)x—2) x—2_ 2007
X+x—2 K+2)x—=1) x—1 2008

| Alternativa a.

B il T
o nt1, g+l *zn_5n1|n_ 5".2"(2-5—=1) "

2% 5" 45" 5 (2% +1)
1
2" 91 e
=22 =[2""=2
5 [2]

| Alternativa c.
Sejamx=2p—-3,y=2p—1,z=2p+1lew=2p+ 3,com
p € Z . Assim:
2p=3)+2p—-1N+@2p+1)+@2p+3)=4 = p=38
Logo, os nimerossaox = 13,y = 15,z=17ew = 19.

| Alternativa e.

7Parax¢ 1ex#-1,temos:

2 | —1+xx+1)
X =1 x—1
=3
’ 2
3
s={-3]
-3

P A oA [x—1=0
Condicao de existéncia: {x _3=0 D X= 3
JX—T=x-3 = (Jx—=1)=(x—3)?

Xx—1=xX=—6x+9 = X —7x+10=0
SX=20ux=5

Como somente x = 5 satisfaz a condicao de existéncia,
concluimos que A = {1} e, portanto, A tem 2
subconjuntos.

| Alternativa a.

Conceitos fundamentais da Algebra )) NO VESTIBULAR
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10. (Unifesp) Se 0 < a < b, racionalizando o denominador,

11.

12.

13.

14.

1 _{b-va

Ja+Jib b-a
L + L + L +..t E 5
1+42 J2+4J3 J3+44 7 J999 + J1.000

a) 10J10 - 1
b) 10410

tem-se que . Assim, o valor da soma

c) 99
d) 100

e) 101

122 X

7 —4x* 1+x

(UFV-MG) A equacéo possui:

a) duas raizes racionais.
b) trés raizes racionais.

c) duas raizes irracionais.
d) trés raizes irracionais.

(Unifesp) Se ———— = ==, entdo éigual a:
X

X+ x+2
27 27

a) == c) =~
)84 )

27 28
b) 7 d) ==

e) o4
27

(UFTM-MG) A histéria do nimero n tem mais de 2.000
anos, ja a histéria do niimero e cobre apenas 4 séculos.
O namero © originou-se de um problema de Geometria:
como encontrar a circunferéncia e a area de um circulo.
As origens do numero e, porém, ndo sao tdo claras, elas
parecem recuar ao século XVI, quando se percebeu que

n
a expressao (1 + %) , que aparecia na férmula dos ju-

ros compostos, tendia para um certo limite — cerca de
2,71828 - a medida que n aumentava. [...] Apesar disso, foi
aproximadamente na mesma época que os matematicos
desvendavam a natureza dos dois niimeros, com pequena
vantagem para o e: Euler, em 1737, provou que tanto e
quanto e? eram irracionais; e Johann Lambert, em 1768,
provou que o mesmo acontecia com 7.

(Eli Maor. e: a histéria de um ntimero, 2003. Adaptado)

A partir das informagdes sobre a natureza dos nimeros
n e e contidas no texto, é correto afirmar que:

1 . . . .
a) (n 2+ 2|+ eéum numero irracional.

b) n’ é um nimero racional.

¢) (m+ e)(n + e) ' é um numero irracional.

d) n - e € um numero racional.

e) [(e +2)? — (2 — e)’| é um nimero racional.

(Unifesp) Certo dia um professor de Matematica desafiou
seus alunos a descobrirem as idades %, y, z, em ano, de
seus trés filhos, dizendo ser o produto delas igual a 40.

De pronto, os alunos protestaram: a informacao
“x -y -z = 40" era insuficiente para uma resposta cor-
reta, em vista de terem encontrado 6 ternas de fatores
do ntmero 40 cujo produto é 40. O professor concordou
e disse, apontando para um dos alunos, que a soma
X +y + z das idades (em ano) era igual ao numero que se
podia ver estampado na camisa que ele estava usando.
Minutos depois os alunos disseram continuar impossivel
responder com seguranga, mesmo sabendo que a soma
era um nuamero conhecido, o que levou o professor a
perceber que eles raciocinavam corretamente (chegando
a um impasse, provocado por duas ternas).

12 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

15.

16.

17.

Satisfeito, o professor acrescentou entao duas infor-
macdes definitivas: seus trés filhos haviam nascido no
mesmo més e, naquele exato dia, o cagula estava fazendo
aniversario. Neste caso, a resposta correta é:

a) 1,5,8

b) 1,2,20

¢ 1,4,10

d) 1,1, 40

e) 2,4,5

(Unir-RO) Segundo o Instituto Akatu pelo Consumo Cons-
ciente: “uma torneira pingando uma gota de dgua a cada
segundo desperdica 16.500 litros de dgua por ano.[...] O uso
da vassoura hidrdulica gasta, em 15 minutos, 36 litros de
agualimpa”. Admita que a Organizacdo das Nagdes Unidas
(ONU) recomende um consumo médio didrio per capita de
110 litros de 4gua. A partir dessas informagoes, marque V
para as afirmativas verdadeiras e F para as falsas.

() Ovolume de agua desperdicada por uma torneira pin-
gando durante um ano daria para atender o consumo,
segundo a ONU, de 150 pessoas durante um dia.

() Ovolume de dgua utilizada por uma vassoura hidrauli-
ca para lavar uma cal¢ada, em 15 minutos, 4 vezes por
meés, durante um ano, seria suficiente para atender o
consumo, segundo a ONU, de 1 pessoa por 15 dias.

() O volume de dgua desperdicada por uma torneira
pingando durante 1 més seria suficiente para atender
o consumo, segundo a ONU, de 20 pessoas durante
um dia.

Assinale a sequéncia correta.

a) EFV

b) V,EV

Q ,\V,V

d) V,V,F

e) FEF

(Fuvest-SP) Um automoével, modelo flex, consome 34
litros de gasolina para percorrer 374 km. Quando se opta
pelo uso do alcool, o automoével consome 37 litros deste
combustivel para percorrer 259 km. Suponha que o litro
de gasolina custe R$ 2,20. Qual deve ser o preco do litro
de élcool para que o custo do quildometro rodado por esse
automével, usando somente gasolina ou somente alcool
como combustivel, seja 0 mesmo?

a) R$ 1,00
b) R$ 1,10
c) R$1,20
d) R$ 1,30
e) R$ 1,40

(Unioeste-PR) Trés sécios (aqui denominados A, B
e C) montaram um negdécio, sendo que A inves-
tiu R$ 8.000,00, B investiu R$ 6.000,00 e C investiu
R$ 4.000,00. Eles combinaram que o lucro obtido se-
ria dividido proporcionalmente aos capitais inves-
tidos. Apés algum tempo, verificou-se um lucro de
R$ 7.200,00 a ser distribuido. Pode-se afirmar que os va-
lores a serem atribuidos a A, B e C sdo, respectivamente:

a) R$ 3.500,00, R$ 2.600,00 e R$ 1.100,00
b) R$ 3.300,00, R$ 2.100,00 e R$ 1.900,00
¢) R$2.900,00, R$ 2.500,00 e R$ 1.800,00
d) R$ 3.200,00, R$ 2.400,00 e R$ 1.600,00
e) R$3.100,00, R$ 2.300,00 e R$ 1.800,00
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Exercicio 10

Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

Como =
Ja+b
1 1

1 Jb —Ja
b—a
Lo

, 0 valor da soma é equivalente a:

1

+ + .t
1+4J2 J2+J3 J3+J4

4999 + J1.000
J1.000 — J999 _

2—1 3—-2 4—-3
=J1.000 — 1 =10J10 — 1
Alternativa a.

77

2

712);2X2:1)(2Tx = x=0()ou 12

Resolvendo a equacao (Il), temos:

2
_Alternativa b.

;:£3f+x+1:£
XH+x+1 37 27
37
X EXFTIH T =041
x 27
. 1 _27
X+x+1 64

_Alternativa b.
(n-%+2)-e:(1 +2)-e=3e

Pelo texto, 3e € um numero irracional.
Alternativa a.

=232 Ao

7 — 4x*

1.000 — 999

Parax # — 1,x#7ex# —Q,temos:

1
1+x

(In

120+x)=7—4x = 4*+12x+5=0
A=(12°—4-4-5=144—80 = 64
_ —12+J64 —12+8
2.4 8
.'.x:—éoux:—l

2 2 z
De(l)e(ll), temos:x =0,x = ——oux = —

1
2

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

As ternas possiveis para o produto 40 sdo:
(1,1,40);(1,2,20);(1,4,10);(1,5,8); (2,2, 10) e (2,4, 5).

As somas dos nlimeros dessas ternas sao, respectivamente:
42,23,15,14,14e11.

Mesmo sabendo a soma das idades, os alunos ainda nao
conseguiram responder. Isso significa que a soma era 14

(a Unica soma repetida); portanto, eles ficaram com as ternas:
(1,5,8)e(2,2,10)

Porém, como existe um filho cacula, a Gnica
possibilidade é (1,5, 8).

Alternativa a.

LV

v

lll. F, pois o volume, em litro, de dgua desperdicada
por uma torneira pingando durante um més é
% = 1.375, enquanto o consumo diario, em litro,
de 20 pessoas é:

110 - 20 = 2.200
| Alternativa d.

O automovel percorre 11 quildmetros por litro de

gasolina, pois % = 11, e gasta 0,2 real por quilometro,

pois 1 3 = 0,2. Assim, para que o custo por quilémetro
rodado, em real, seja 0 mesmo, o valor do litro do alcool é:
439 | 0,20 = 1,40
37

Alternativa e.

O total, em real, investido pelos sécios é:
8.000 + 6.000 + 4.000 = 18.000
Assim, o lucro, em real, a ser distribuido
proporcionalmente para A, Be C é:

A: 8.000 |, 7.200 = 3.200
18.000

B: 6.000 |, 7.200 = 2.400
18.000

C 50007 4.000 = 1.600
18.000

Alternativa d.

Conceitos fundamentais da Algebra )) NO VESTIBULAR

13 ))



18.

19.

Paraguagu

(Unioeste-PR) Uma maquina de fabricar suco possui trés
torneiras que despejam 5 litros de suco por minuto cada
uma. As trés torneiras (A, B e C) estdo sendo utilizadas para
encher embalagens com capacidades de 30 litros, 40 litros
e 90 litros, respectivamente. O processo de enchimento
é feito de forma automadtica e sem interrupgdes. Num
dado instante, as trés torneiras terminam de encher as
embalagens simultaneamente.

Com base nestas informacoes, é correto afirmar que as
trés torneiras vdo outra vez completar as embalagens
simultaneamente, apds:

a) 1,2 hora d) 1,4 hora
b) 2 horas e) 50 minutos
c) 40 minutos

(Unicamp-SP) A figura a seguir mostra um fragmento de
mapa, em que se vé o trecho reto da estrada que liga as
cidades de Paraguacu e Piripiri. Os nimeros apresenta-
dos no mapa representam as distancias, em quilémetro,
entre cada cidade e o ponto de inicio da estrada (que ndo
aparece na figura). Os tragos perpendiculares a estrada
estdo uniformemente espacados de 1 cm.

posto Piripiri

13

20.

21.

47

a) Para representar a escala de um mapa, usamos a no-
tagdo 1: x, onde x ¢é a distancia real correspondente a
distancia de 1 unidade do mapa. Usando essa notacao,
indique a escala do mapa dado acima.

b) Repare que ha um posto exatamente sobre um trago
perpendicular a estrada. Em que quilometro (medido
a partir do ponto de inicio da estrada) encontra-se tal
posto?

c) Imagine que vocé tenha que reproduzir o mapa dado
usando a escala 1: 500.000. Se vocé fizer a figura em
uma folha de papel, qual sera a distdncia, em centi-
metro, entre as cidades de Paraguacu e Piripiri?

(Unicamp-SP) Dois atletas largaram lado a lado em uma
corrida disputada em uma pista de atletismo com 400 m
de comprimento.

Os dois atletas correram a velocidades constantes, porém
diferentes. O atleta mais rapido completou cada volta em
exatos 66 segundos. Depois de correr 17 voltas e meia, o
atleta mais rapido ultrapassou o atleta mais lento pela
primeira vez. Com base nesses dados, pergunta-se:

a) Quanto tempo gastou o atleta mais lento para percorrer
cada volta?

b) Em quanto tempo o atleta mais rdpido completou a
prova, que era de 10.000 metros? No momento em que
o atleta mais rapido cruzou a linha de chegada, que
distancia o atleta mais lento havia percorrido?

(Fuvest-SP) O Sr. Reginaldo tem dois filhos, nascidos res-
pectivamente em 1/1/2000 e 1/1/2004. Em testamento, ele
estipulou que sua fortuna deve ser dividida entre os dois
filhos, de tal forma que:

(I) os valores sejam proporcionais as idades;
(I1) o filho mais novo receba, pelo menos, 75% do valor que
o mais velho receber.
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22.

23.

24.

25.

O primeiro dia no qual o testamento poderd ser cum-
prido é:

a) 1/1/2013

b) 1/1/2014

) 1/1/2015

d) 1/1/2016

e) 1/1/2017

(UFSCar-SP) Em uma pesquisa, foram consultados 600
consumidores sobre a satisfagdo em relagdo a uma certa
marca de sabdo em pé. Cada consumidor deu uma nota
de 0 a 10 para o produto, e a média final das notas foi
8,5. O numero minimo de consumidores que devem ser
consultados, além dos que ja foram, para que essa média
passe para 9, é igual a:

a) 250 d) 400
b) 300 e) 450
c) 350

(Fuvest-SP) Os estudantes de uma classe organizaram sua
festa de final de ano, devendo cada um contribuir com
R$ 135,00 para as despesas. Como 7 alunos deixaram a
escola antes da arrecadacao e as despesas permaneceram
as mesmas, cada um dos estudantes restantes teria de
pagar R$ 27,00 a mais. No entanto, o diretor, para ajudar,
colaborou com R$ 630,00. Quanto pagou cada aluno par-
ticipante da festa?

a) R$ 136,00
b) R$ 138,00
) R$ 140,00
d) R$ 142,00
€) R$ 144,00

(UFTM-MG) A tabela mostra os precos praticados por duas
empresas de telefonia celular, A e B, para um plano mensal
de 150 minutos. Nesse plano, o cliente tem direito a falar
por até 150 minutos no més, pagando um valor fixo. Se
esse tempo for ultrapassado, é acrescido ao valor fixo uma
taxa por minuto adicional.

TR Valor fixo Valor do tempo excedente
P (reais) (reais por minuto)
y
i * 60
X
° Y 90

Sabe-se que, se uma pessoa usar o celular por 180 mi-
nutos no més, o valor total de sua conta serd o mesmo,
independente de essa pessoa ser cliente da operadora
A ou da operadora B. Nessas condicdes, conclui-se que,
necessariamente,

c) x

Il
WIN

a)x=%y y e)x=§y

b)x=§y d) x =

NI

(UFSCar-SP) Uma familia é composta de xirmé&os e y irmas.
Cada irmao tem o nimero de irméos igual ao numero de
irmas. Cada irma tem o dobro do numero de irmas igual
ao numero de irmaos. O valor de x + y é:
a) 5 c 7
b) 6 d) 8

e 9

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

O tempo, em minuto, gasto pelas torneiras para encher as
embalagens é:

A0 g
5

B:@:S
5

C:@=18
5

Assim, o tempo, em minuto, para que as trés torneiras
voltem a completar simultaneamente as embalagens é
ommcentre 6,8 e 18, ou seja:

mmc(6,8,18) = 72
Logo, o tempo é 72 minutos ou 1,2 hora.
Alternativa a.

a) Seja x a escala do mapa. Assim, temos:
_ 8am _ 8cm _ 1
" 34km  340.000cm  425.000
b) Seja y a distancia entre o posto e a cidade de
Paraguacu. Assim, temos:
1 5

———=— = y=2.125.000
425.000 Y

2.125.000 cm = 21,25 km
Logo, o posto esta no quilémetro 13 + 21,25 = 34,25.
c) Sejazadistancia, em centimetro, no mapa, entre as

cidades. Temos:
z 1 z 1

34 500000  3.400.000 500.000
.Z2=6,8

—

a) Sejam A e B os atletas mais rapido e mais lento,
respectivamente. O atleta mais rapido, A, em 17 voltas
e meia gastou:

17,5:665=1.155s
Nesse mesmo intervalo de tempo, o atleta mais lento
percorreu 16,5 voltas. Assim, para percorrer cada

volta, o atleta B gastou:

1155 0
16,5
b) Seja x 0 tempo, em segundo, gasto pelo atleta A para
completar 10.000 metros. Assim:
1.000 - 66
X =—F———=1.650
400

Seja y a distancia, em metro, percorrida pelo atleta B
no instante em que o atleta A passou pela linha de
chegada. Assim:
_ 1.650-400
y =222 R

= 9.428,57
70

Seja x a idade do filho mais velho e, portanto, x — 4
a idade do filho mais novo. Como os valores sao
proporcionais as idades e o filho mais novo deve receber
pelo menos 75% do valor que o mais velho ira receber,
temos:
XTho X L x=16

75 100
Logo, como o filho mais velho nasceu em 1/1/2000, o
primeiro dia no qual o testamento podera ser cumprido
é1/1/2016.
Alternativa d.

Exercicio 22

Exercicio 23

Exercicio 24

Exercicio 25

Seja x o nUmero minimo de consumidores que devem
ser consultados, devendo cada um atribuir a nota
maxima. Assim, temos:

X; + X, + oo+ Xeoo

=85
600 _
Xy T Xy oo F Xgoo + 10x_9
600 + x a

X; 7+ Xy F e+ Xg90 = 5.100 (1)
X, + Xy e+ Xgg0 + X = 5.400 (I1)

Substituindo (I) em (Il), obtemos: x = 300
_Alternativa b.

Seja x o numero total de alunos que iriam participar
inicialmente da festa de fim de ano. Assim, como cada
aluno deveria contribuir com R$ 135,00, o total D, em
real, de despesas é:
D =135x(l)

Posteriormente, como 7 alunos desistiram da festa, o
numero de alunos que efetivamente participaram é
x — 7,e,como o valor para cada um aumentou R$ 27,00
para cobrir as mesmas despesas, temos:

D=(x—=7)(135+27) = D=162x — 1.134(ll)
De (1) e (Il), obtemos:

162x — 1.134 = 135x = x =42

..D=5.670
Com a colaboracao de R$ 630,00 do diretor, o valor
efetivamente gasto, em real, por aluno participante da

festa foi:
5.670 — 630 _ 144
35

Alternativa e.

_Na empresa A, o total pago por 180 minutos é:

X+ (180 — 150)- L= x + 2
60 2

Na empresa B, o total pago por 180 minutos é:
y X
+ (180 —150) - —=y + =
y+( ) 90 VT3
Como os valores sao iguais para 180 minutos, temos:
y X 3
+ — = + = = 1
X+3=y 3 =X 4

| Alternativa d.

Sejam x e y as quantidades de irméos e irmas,

respectivamente. Temos:

x—1=y x=4
2 —1)=x = y=3
Logo:x +y=7

_Alternativa C.

15 ))

Conceitos fundamentais da Algebra )) NO VESTIBULAR



26. (UFTM-MG) Um instituto oferece um curso de 80 horas de

27.

28.

29.

durac¢ao em dois modelos, dependendo da disponibilidade

dos participantes.

¢ Modelo I: sdo ministradas x aulas, cada uma com y horas
de duracao.

e Modelo II: sdo ministradas (x — 24) aulas, cada uma com
(y + 3) horas de duragao.

Nessas condicoes, se for criado um modelo especial desse

curso em que cada aula tenha (y + 6) horas de duracéo,

deverdo ser dadas, no total:

a) 5aulas

b) 8 aulas

c) 10 aulas
d) 16 aulas

e) 20 aulas

(Unioeste-PR) Um produtor rural possui dois agudes, A
e B, de igual capacidade, utilizados para armazenagem
de 4gua para irrigagdo. Durante o periodo de estiagem, o

acude A estava com% de sua capacidade e o agude B com
apenas % Para reduzir custos de manutencao, o produtor

resolveu passar % da agua do agude B para o agude A e

trabalhar apenas com este Ultimo. Apds essa operacéo,
sendo V litros as capacidades destes agudes quando es-
tdo cheios, entdo, para que o acude A ficasse completo,
faltam:

a) %V litros c) %V litros e) %V litros

b) %v litros d) gv litros

(Unir-TO) Uma industria fabrica quatro tipos de 6leo (I, 11,
Il e IV). Os dois ultimos tipos s@o obtidos da mistura dos
dois primeiros da seguinte forma:

e 5Ldotipolll =2Ldotipol + 3Ldo tipo Il

e 5LdotipoIV=3LdotipoI+ 2Ldo tipoII

O preco do litro do tipo III é R$ 2,00 e do litro tipo IV é
R$ 2,20. Com base nessas informagdes, qual o preco do
litro do 6leo tipo I?

a) R$ 1,60

b) R$ 3,20

¢) R$2,60

d) R$ 2,20

€) R$ 2,00

(Unioeste-PR) Trés retdngulos de dimensdes a por b, b por ¢
eaporc,sendo a,b e c medidas em centimetros, possuem
areas de 96 cm?, 48 cm? e 72 cm?, respectivamente.

b

‘ 26 cm ‘

Sabendo-se que a + b + ¢ = 26 cm, pode-se concluir que
a2 + b2 + ¢ (soma das areas de trés quadrados de lados
a,bec)éigual a:

a) 226 cm?

b) 244 cm?

c) 172 cm?

d) 148 cm?

e) 232 cm?
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30. (Fuvest-SP) Um niimero natural N tem trés algarismos.

31.

32.

33.

Quando dele subtraimos 396 resulta o niimero que é ob-
tido invertendo-se a ordem dos algarismos de N. Se, além
disso, a soma do algarismo das centenas e do algarismo
das unidades de N é igual a 8, entdo o algarismo das cen-
tenas de N é:
a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8
(Unicamp-SP) O transporte de carga ao porto de Santos
é feito por meio de rodovias, ferrovias e dutovias. A ta-
bela abaixo fornece alguns dados relativos ao transporte
ao porto no primeiro semestre de 2007 e no primeiro
semestre de 2008, indicando claramente o aumento da
participagdo percentual do transporte ferrovidrio nesse
periodo. Com base nos dados da tabela, responda as
questoes abaixo.

Participagdo no total | Carga transportada
Meio de transportado ao (em m;ll:iao de
transporte porto toneladas)
2007 2008 2007 2008
Ferroviario 18% 24% 6.8 8.8
Rodoviéario 7% 29,1
Dutoviério

a) Determine a carga total (em milhdo de toneladas)
transportada ao porto no primeiro semestre de 2007.
Calcule também quantas toneladas foram transporta-
das por dutos no primeiro semestre de 2007.

b) Sabendo que, no primeiro semestre de 2008, foram
transportadas por rodovias 2,7 milhoes de toneladas
a menos do que o valor registrado pelo mesmo meio
de transporte no primeiro semestre de 2007, calcule a
participacdo percentual do transporte rodovidrio no
primeiro semestre de 2008.

(Fuvest-SP) Um comerciante compra calgas, camisas e
saias e as revende com lucro de 20%, 40% e 30%, respec-
tivamente.

O prego x que o comerciante paga por uma calca é trés
vezes o que ele paga por uma camisa e duas vezes o que
ele paga por uma saia.

Um certo dia, um cliente comprou duas calgas, duas ca-
misas e duas saias e obteve um desconto de 10% sobre o
preco total.

a) Quanto esse cliente pagou por sua compra, em fungao
de x?

b) Qual o lucro aproximado, em porcentagem, obtido pelo
comerciante nessa venda?

(Insper) Uma loja fez uma grande liquidacdo de fim de
semana, dando um determinado percentual de desconto
em todos os seus produtos no sabado e o dobro desse
percentual no domingo. No domingo, os cartazes que
foram colocados na loja continham a seguinte frase:

“Mais vantagem para vocé, hoje tudo estd pela metade
do preco de ontem.”

Em relacdo ao preco dos produtos antes da liquidacao, o
preco praticado no domingo era igual a:

a) um décimo
b) um oitavo

¢) um quinto e) um terco

d) um quarto

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 26

Exercicio 27

Exercicio 28

Exercicio 29

Exercicio 30

_Como a duracao total do curso é 80 horas, temos:
xy = 80 - [x=40
(x —24)(y +3) =80 y=2

Assim, com 2 + 6 = 8 horas de duragao deverdo ser

dadas % = 10 aulas no total.

Alternativa c.

_Seja V o volume total em litro dos dois agudes.
O total, em litro, ap6s a operacao indicada no acude A é:
Y32y
4 4 5 5
Logo, para que o acude A fique completo, falta:
v—2y=3y
5 5
Alternativa d.

Sejam x e y, respectivamente, os pre¢os, em real, por litro
do 6leo tipo | e do tipo II. Assim:

2x + 3y
=2
5 :>x=2,6
3x + 2 =16
- y:2,2 y

Alternativa c.

at+b+c=26 = (a+b+c)?=26
L@+ b+ =676 — 2(96 + 48 + 72) = 244
_Alternativa b.

Seja x o algarismo das centenas, y o das dezenas e zo das
unidades do numero natural N, ou seja: N = 100x + 10y + z
Ao fazer N — 396, obtemos um numero que é formado
pelos algarismos de N com a ordem invertida. Entdo:
100x + 10y + z— 396 = 100z + 10y + x =
= x—z=4()

Como a soma do algarismo das centenas e do algarismo
das unidades de N é igual a 8, temos:
X—z=4__[x=6
xX+z=8 "1z=8

Alternativa c.

Exercicio 31

Exercicio 32

Exercicio 33

a) Seja x a carga total em milhdo de toneladas. Temos:
0,18x =68 = x =378
A porcentagem do transporte por dutos é

1—0,18 — 0,77 = 0,05, ou seja, o total em milhdo de
toneladas transportado por dutos € 0,05 - 37,8 = 1,9.
b) O total, em milhdo de toneladas, € 29,1 — 2,7 = 26,4.
Assim, a participacdo percentual do transporte
rodoviario é:
264024 _ 675 = 720
8,8

a

-

Seja x o0 preco de custo de uma calca. Assim, o preco
X X
de custo de uma camisa eg eodeumasaiaé=.
Os precos de venda de uma calca, uma camisa e uma
saia sdo, respectivamente:
X X
12x,14--e13-=
3 2
Assim, com um desconto de 10% na compra de 2
calcas, 2 camisas e 2 saias, o cliente pagou:
09 2-1,2-x+2-1,4-§+2-1,3-§ =417x

b) O prego de custo foi:

2:x+2- 5425 Hx

2 3
Assim, o percentual de lucro é dado por:
417x — Hx
=~ 0,137
11x

3
Ou seja, aproximadamente 13,7%.

Sejam P, P e Py, os pregos, respectivamente, dos produtos
antes dos descontos, no sdbado e no domingo. Assim, temos:
P.=P(1 —x)

Py = P(1 = 2x)
Como Py = 2 - Py, temos:
P(1 —x)=2P(1 — 2x) = XT3
.'.PD=P(1 —2-l)=f
3/ 3

| Alternativa e.
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Conjuntos

A teoria dos conjuntos unificou a linguagem em todos os ramos da Matematica.

Representacao de um conjunto

) Na representacéo tabular, os elementos séo apresenta-
dos entre chaves e separados por virgula ou por ponto e
virgula.

A=1{0,2,4,6}

) Narepresentagéo por um diagrama de Venn os elementos
s8o simbolizados por pontos interiores a uma regido plana,
delimitada por uma linha fechada que nao se entrelaca.

A

) Oselementos de um conjunto também podem ser descritos
por meio de uma propriedade que os determina.

A = {x | x € um nimero par menor que 8}

Alguns conjuntos fundamentais

» Conjunto unitario é aquele formado por um Unico elemento.

)» Conjunto vazio é aquele que nédo possui elemento algum.
Representa-se o conjunto vazio por & ou { }.

» Um conjunto é finito se for vazio ou se, ao contar seus
elementos um a um, chega-se ao fim da contagem.

» Conjunto infinito é todo conjunto que nao é finito.

) Conjunto universo de um estudo, representado por U, é
aquele ao qual pertencem todos os elementos relacionados
a esse estudo.

Conceitos fundamentais

Subconjunto

Um conjunto B é subconjunto
de um conjunto A se todos os
elementos de B também séo ele- B A
mentos de A. Indicamos esse fato
por: B C A (lemos: “B esta contido
em A”). BCA

Conjunto das partes

» 0 conjunto das partes de um conjunto A, que indicamos
por P(A), é o conjunto cujos elementos s&o todos os sub-
conjuntos de A.

) Se um conjunto A possui n elementos, entdo P(A) possui
2" elementos.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos, A e B, sao iguais se, e somente se, A C B
eBCA.

Operacdes com conjuntos

) A uniao de dois conjuntos A e B, que indicamos por
A U B, é o conjunto cujos elementos séo todos aqueles que
pertencemaAouab.

[AUB={X|XEAOUXEB}}

Toda a regido hachurada

Toda a regido hachurada
representa C U D.

representaA U B. 3

Toda a regido hachurada
representa E U F

) Aintersecgao de dois conjuntos, A e B, que indicamos por
AN B, & o conjunto cujos elementos sédo todos aqueles que
pertencemaAealb.

ANB={xIx€EAex€EB}

|

Toda a regi@o hachurada
representa A N B. F

Os conjuntos C e D séo
disjuntos, isto , C N D = .

Toda a regi@o hachurada
representa E N F

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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) A diferenca de dois conjuntos, A e B, nessa ordem, que
indicamos por A — B, € o conjunto cujos elementos sédo
todos aqueles que pertencem a A e ndo pertencem a B.

[A—B-{xleAex&B}}

A A

Toda a regi@o hachurada

Toda a regigdo hachurada
representa A — B.

representa B — A.

C Cc

Toda a regidao hachurada

representa C — D. Toda a regiao hachurada

representa D — C.

E E

Toda a regi@o hachurada
representa E — F

Como F C E, entdo F — E = J, pois
todo elemento de F pertence a E.

) Sendo A e B dois conjuntos tais que A C B, o comple-

mentar de A em relac&o a B, que indicamos por (4 é o

. . " B
conjunto cujos elementos sdo todos aqueles que per-
tencem a B e ndo pertencem a A, ou seja, € 0 conjunto
B —A.

Toda a regido hachurada
representa CA.
B

Classificacdo dos nimeros

Conjunto dos numeros naturais
N =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8, ..}

Conjunto dos numeros inteiros
Z=A{.,—4,-3-2-10,123,4,.}

Conjunto dos numeros racionais

Numero racional é todo aquele que pode ser representado
por uma razéo entre dois nimeros inteiros, sendo o segundo
ndo nulo.

Q= %laEZebEZ*

Conjunto dos numeros irracionais

Numero irracional é todo numero que, em sua forma deci-
mal, & uma dizima néo periddica, assim:

Q = {x|x & dizima nao periodica}

Conjunto dos numeros reais

?» Qualguer numero racional ou irracional € chamado nimero
real.

R = {x | x € nimero racional ou irracional}

ou
R=QUQ
) Relagéo de incluséo entre os conjuntos numeéricos
R

o — o3

o 2
T
o5
Q Q'

Intervalos reais

Representacdo algébrica Representagio no eixo real

xER|a<x<b}oula bl a b
{xER|a<x<b}oula, bl _W_'
{xER|a=<x<b}oula, bl W_»
{xER|a<x=<b}oula, bl _wd*’b_»
X ER|x=a}oula, + ol a7 g
{x ER|x>a}oula, + ol a

{x ER|x<a}oul—c,al a

{x ER|x < a} oul—co, al W

R ou ]—eo, +oof
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Conjuntos

No Vestibular

. (Udesc) Uma editora estuda a possibilidade de relangar a

publicacdo das obras Helena e Iracema, de Machado de Assis
e de José de Alencar, respectivamente. Para isso, efetuou
uma pesquisa de mercado e concluiu que, em cada 1.000
pessoas consultadas, 395 leram Helena, 379 leram Iracema
e 321 nao tinham lido nenhuma dessas obras. Calcule o
numero de pessoas que leu as duas obras.

(Udesc) Se A = {x| x é nimero par e 3 < x < 10}, B = {x|x
é divisor natural de 15} e C = {x|x é multiplo natural de
5 e x < 20}, determine (A U B) N C.

(UFSCar-SP) Nas eleicoes do dia 1° de outubro passado,
dos eleitores que compareceram as urnas em uma de-
terminada cidade, 29% deles votaram, para prefeito, no
candidato U, 36% no candidatoV, 25% no candidato W e os
20.000 eleitores restantes votaram em branco ou anularam
seus votos. Com base nesses dados, pode-se afirmar que
o numero de eleitores que votou no candidato V foi:

a) 50.000 d) 180.000
b) 58.000 €) 200.000
¢) 72.000

(Udesc) O que os brasileiros andam lendo?

O brasileiro 1&, em média, 4,7 livros por ano. Este é um
dos principais resultados da pesquisa Retratos da Leitura
no Brasil, encomendada pelo Instituto Pré-Livro ao Ibope
Inteligéncia, que também pesquisou o comportamento do
leitor brasileiro, as preferéncias e as motivagoes dos leito-
res, bem como os canais e a forma de acesso aos livros.

(Fonte: Associagdo Brasileira de Encadernagéo e Restauro, adapt.)

Supoe-se que, em uma pesquisa envolvendo 660 pes-
soas, cujo objetivo era verificar o que elas estao lendo,
obtiveram-se os seguintes resultados: 100 pessoas leem
somente revistas, 300 pessoas leem somente livros e 150
pessoas leem somente jornais. Supoe-se ainda que, dessas
660 pessoas, 80 leem livros e revistas, 50 leem jornais e
revistas, 60 leem livros e jornais e 40 leem revistas, jornais
e livros.

) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Em relagdo ao resultado dessa pesquisa, sdo feitas as
seguintes afirmacoes:

I. Apenas 40 pessoas leem pelo menos um dos trés

meios de comunicagdo citados.

II. Quarenta pessoas leem somente revistas e livros, e
nao leem jornais.

III. Apenas 440 pessoas leem revistas ou livros.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente as afirmativas I e IIl sdo verdadeiras.

b) Somente as afirmativas I e I sdo verdadeiras.

c) Somente as afirmativas I, I e III sdo verdadeiras.

d) Somente a afirmativa II é verdadeira.

e) Somente a afirmativa I é verdadeira.

. (UFF-RJ) Os mugulmanos sequer se limitam aos paises de

etnia arabe, como muitos imaginam. Por exemplo, a maior
concentracdo de muculmanos do mundo encontra-se na
Indonésia, que ndo é um pais de etnia arabe.

=
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e e OO 3
Adaptado da Superinteressante,
ed. 169, out. 2001.

Considere T o conjunto de todas as pessoas do mundo;
M o conjunto de todas aquelas que sdo mugulmanas e
A o conjunto de todas aquelas que sdo arabes. Sabendo
que nem toda pessoa que é mugulmana é drabe, pode-se
representar o conjunto de pessoas do mundo que nao sao
mugculmanas nem arabes por:

a) T— (ANM) d) (A-M)N (M- A)
b) T-A e M-A
J T-(AUM)

. (Udesc) No final do primeiro semestre deste ano, 40 aca-

démicos participaram de uma pesquisa que objetivou
analisar a frequéncia com que estes utilizaram o atendi-
mento extraclasse do professor e/ou do monitor de uma
determinada disciplina. Obteve-se o seguinte resultado:
20% dos académicos procuraram atendimento tanto do
professor quanto do monitor; 30% dos académicos pro-
curaram somente o atendimento do monitor; 15% dos
académicos ndo opinaram e 4 académicos nao procura-
ram atendimento do professor nem do monitor. Entao,
o numero de académicos que procurou o atendimento
somente do professor é igual a:

a) 24 c) 8
b) 18 d) 10

e) 20
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Seja x o nimero de pessoas que leram as duas

obras. Representando em um diagrama de Venn

as informacdes do enunciado, em que H e / séo,
respectivamente, os conjuntos das pessoas que leram
Helena e Iracema e U o conjunto formado pelas pessoas
consultadas, temos:

321

1395 —x+x+379 —x + 321 =1.000 = x =95

Representando os conjuntos A, B e C na forma tabular,

temos:

A =1{4,6,8}
B=1{1,3,5,15}
C=1{0,5,10,15}

_Assim: (AUB NC=1{5,15}

Is) percentual de votos nulos ou brancos é:
100% — 29% — 36% — 25% = 10%
Sendo x o total de eleitores, temos:

10% - x = 20.000 = x = 200.000
Logo, o nimero de eleitores que votaram no candidato
Ué:
36 . 200.000 = 72.000
100

Alternativa c.

Sendo R, L e J, respectivamente, os conjuntos das
pessoas que leem, nessa ordem, revistas, livros e jornais e

Logo:

I. F, pois o numero de pessoas que leem pelo menos
um dos trés meios de comunicacao citados é dado
por:

100 + 10 + 40 + 40 + 300 + 20 + 150 = 660
1.V, pelo diagrama.
lll. F, pois o nimero de pessoas que leem revistas ou
livros é dado por:
100 + 10 + 40 + 40 + 300 + 20 =510

Alternativa d.

representando as informagées no diagrama de Venn, temos:

Exercicio 5

Exercicio 6

O conjunto das pessoas que sdo muculmanas ou arabes
é A U M. Assim, o conjunto das pessoas que nao sao
mugculmanas nem arabes é T — (A U M).

| Alternativa c.

Do total, % - 40 = 6, ou seja, 6 alunos nao opinaram,
20

160 40 = 8, ou seja, 8 alunos procuraram atendimento

tanto do professor quanto do monitor, 13700 +40 =12

procuraram somente o atendimento do monitor e 4
académicos nao procuraram atendimento do professor
nem do monitor.

Sendo P e M, respectivamente, os conjuntos dos
académicos que procuraram o atendimento do professor
e do monitor, U o conjunto dos académicos que
opinaram e x o numero de académicos que procuraram
o atendimento somente do professor, temos:

U.

40—-6=x+8+12+4 = x=10
Alternativa d.
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7. (Unifor-CE) Considerando o universo das pessoas que

responderam a uma pesquisa, sejam: V o conjunto das
pessoas que tém mais de 20 anos, A o conjunto das pes-
soas que tém automoveis e M o conjunto das pessoas que
tém motos. Admitindo que ACV,MCVeANM#J,é
correto afirmar que:

a) Todas as pessoas que nao tém automével tém menos
de 20 anos.

b) Toda pessoa que nao tem moto ndo tem mais de 20
anos.

c) As pessoas que ndo tém mais de 20 anos ndo podem
ter automoveis.

d) As pessoas que ndo tém automoveis ndo podem ter
motos.

e) Algumas pessoas que tém menos de 20 anos podem
ter automoveis.

. (Unir-RO) O regulamento das inscri¢des para a partici-
pacdo nas olimpiadas internas de determinada escola
permitia que cada aluno se inscrevesse em uma ou duas
modalidades esportivas. Caso o aluno optasse por duas
modalidades, uma deveria ser de esporte coletivo (ou volei
ou basquete) e a outra de esporte individual (ou atletismo
ou natag¢ao). Apés o encerramento das inscrigoes, foram
obtidos os seguintes resultados:

Modalidade Nuimero de inscritos
Vélei 65
Basquete 80
Atletismo 130
Natagéo 40
Vélei e atletismo 50
Vélei e natagéo 5
Basquete e atletismo 60
Basquete e natagéo 10

Admitindo-se que a escola tem 500 alunos e que nem
todos participaram das olimpiadas, marque V para as
afirmativas verdadeiras e F para as falsas.

() 300 alunos se inscreveram nas olimpiadas.

() 75 alunos se inscreveram em somente uma das mo-
dalidades.

() 20 alunos se inscreveram somente em basquete.
() 20 alunos se inscreveram somente em volei.
Assinale a sequéncia correta.

a) V;F;V,F

b) F;V;F;V

c) F;,V; \ F

d) V,v;v;v

e) F;F;F;F

. (UFPel-RS) Um levantamento epidemiolégico foi realiza-
do em cinco praias paulistas frequentadas por grande
numero de familias com crian¢as menores de 10 anos.
Os principais aspectos do estudo foram relacionar a inci-
déncia de doencgas gastrintestinais em banhistas com os
indices de contaminacdo fecal das praias do litoral paulis-
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10.

11.

ta. A pesquisa, feita com 2.100 pessoas, teve por objetivo
detectar o nimero de pessoas com sintomas de vomitos
(V), diarreia (D) e febre (F), conforme o quadro abaixo.

Revista Discutindo Ciéncia, ano 1, n. 1 [adapt.].

D F A% DeV | DeF | FeV | D,VeF

127 136 137 4ue 52 51 22

Com base nos textos e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que o numero de pessoas entrevistadas que nao
apresentaram nenhum dos sintomas pesquisados é:

a) 1.529 d) 1.951
b) 2.078 e) 1.929
c) 1.827 f) LR.

(UFT-TO) Em uma populacéo de 400 pessoas foram realiza-

dos exames para detectar a anemia e exames para detectar

a verminose. Dos resultados obtidos observou-se que:

¢ 80% das pessoas que possuem anemia possuem tam-
bém verminose.

* 50% das pessoas que possuem verminose possuem
também anemia.

e 220 pessoas ndo possuem nem verminose nem anemia.

Das 400 pessoas, a porcentagem correspondente ao nu-

mero de pessoas que possuem anemia é:

a) 30% d) 32%
b) 27% e) 35%
c) 25%

(Insper) No diagrama abaixo, U representa o conjunto de
todos os alunos de uma escola. Estdo também represen-
tados os seguintes subconjuntos de U:

Q: alunos da escola que gostam de quiabo;

D: alunos da escola com mais de dezesseis anos de
idade;

P: alunos da escola que gostam do professor Pedro;
M: alunos da escola que gostam de Matemadtica.

Em todas as regides do diagrama, identificadas com um

numero de 1 a 8, ha pelo menos um aluno representado.

Entdo, é correto concluir que:

a) Se um aluno gosta de quiabo, entdo ele ndo tem mais
do que dezesseis anos.

b) Pelo menos um aluno que gosta de Matematica tem
mais do que dezesseis anos e gosta de quiabo.

c) Se um aluno gosta do professor Pedro, entdo ele gosta

de Matematica.

Todo aluno que gosta de Matematica e tem mais do

que dezesseis anos gosta do professor Pedro.

e) Seum aluno com mais de dezesseis anos nao gosta do
professor Pedro, entdo ele ndo gosta de quiabo.

d

=
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Exercicio 7

Exercicio 8

Considere o diagrama de Venn a seguir,em que U, V, A
e M representam, respectivamente, o conjunto universo
das pessoas que responderam a pesquisa, o conjunto
das pessoas que tém mais de 20 anos, o conjunto das
pessoas que tém automoveis e o conjunto das pessoas
que tém motos.

U.

Como A C V, as pessoas que nao tém mais de 20 anos
ndo podem ter automoveis.
Alternativa c.

Sejam V, B, A e N, respectivamente, os conjuntos dos
alunos que praticam volei, basquete, atletismo e
natagdo, U o conjunto universo de todos os alunos da
escola e xo numero de alunos que nédo participaram das
olimpiadas. Representando as informacdes da tabela
num diagrama de Venn, temos:

Assim:
10+50+5+20+60+20+ 10+ 25+ x=500 =
= x =300
Portanto:

I. F, pois 200 alunos se inscreveram nas olimpiadas.
Il. V, conforme mostra o diagrama.
llI. V, conforme mostra o diagrama.
IV. F, pois apenas 10 alunos se inscreveram em voélei.

Alternativa c.

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

Sejam V, D e F, respectivamente, os conjuntos das
pessoas com sintomas de vomitos, diarreia e febre e U
0 conjunto das pessoas pesquisadas. Representando
em um diagrama as informacdes obtidas pela tabela,
temos:

127 — 30 - 22
- 24 =51

137 — 24 -22 - 29
=62

Assim, 0 numero x de pessoas que nao apresentam
nenhum dos sintomas é:
X=2100=51=30—22—24—-62—29 —55=1.827
Alternativa c.

Sejam x e y, respectivamente, o nimero de pessoas que
tém verminose e anemia.
Do total de 400 pessoas, apenas 400 — 220 = 180 estao
infectadas.
Por outro lado, como 80% das pessoas que tém anemia
também tém verminose, concluimos que 20% tém
apenas anemia, enquanto 50% das pessoas tém apenas
verminose. Assim:
x+ 0,2y =180
y+0,5=180

Logo, a porcentagem de pessoas que tém anemia em
relacdo ao total de pessoas é:

m = 25%

400

= x=160ey =100

_Alternativa C.

Considerando as afirmacdes, temos:

a) F, pois Q e D ndo sao disjuntos e, portanto, Q N D # (.
b) F, pois(QND)N M=

¢) F, pois (M # &

d)Vv g

e) Fpois(D—-P)NQ+T

Alternativa d.
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12. (UPF-RS) No diagrama abaixo, a parte colorida represen-

13.

14.

15.

16.

17.

ta:
B
A
C
a) BNC ¢ BNC—-A e) AnC
b) (AUB)-C d (AuC)—-B

(Insper) Considere as duas afirmagdes seguintes, feitas a
respeito de trés conjuntos de nimeros inteiros A, B e C:
(1) Se x é elemento de A, entdo x é elemento de B.

(2) x € um numero par pertencente a B se, e somente se,
x é elemento de C.

Para que as duas afirmacoes sejam verdadeiras para todo
x inteiro, os conjuntos A, B e C podem ser dados por:

a) A ={3,4,510},B ={3,4,5,10}e C = {3,4, 5, 10}

b) A ={3,4,5,10},B = {3,4, 10} e C = {4, 10}

¢) A={3,10},B = {3,4,5, 10} e C = {4, 10}

d) A ={3,10},B = {4,10} e C = {4, 10}

€) A={3,10},B ={3,4,10} e C = {4, 5, 10}

(UFBA) Assinale as proposicOes verdadeiras e some os
numeros a elas associados. Sobre niimeros reais, é correto
afirmar:

(01) O produto de dois nimeros racionais quaisquer é um
numero racional.

(02) O produto de qualquer nimero inteiro ndo nulo por um
numero irracional qualquer é um numero irracional.

(04) O quadrado de qualquer nimero irracional é um
numero irracional.

(08) Se o quadrado de um numero natural é par, entdo
esse numero também é par.

(16) Todo multiplo de 17 é um numero impar ou multiplo
de 34.

(32) A soma de dois nimeros primos quaisquer é um
ndmero primo.

(64) Se o méximo divisor comum de dois nimeros inteiros
positivos é igual a 1, entdo esses nimeros sdo primos.
® Qual é a soma obtida?

(UFF-R]) Considere {p, q} C Z tal que p e q sdo nimeros
pares. Pode-se afirmar que:
a) (pq + 1) é maltiplo de 4
b) p — q é impar

c) p + q é primo

d) p* — q* é par
e) p(q + 1) é impar

(PUC-SP) O valor de |/0,444... é:
a) 0,222... c) 0,444...
b) 0,333... d) 0,555...

€) 0,666...

(Unir-RO) Sejam A = [2,9] e B = | 7, + «[. Se um numero
real x ndo pertence ao conjunto A U B, entdo pode-se
afirmar que x pertence ao conjunto:
a) ]7°°1 2] C) [2r +°°]
b) J—, 2| d) ]2, + o

e) 17,9]
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Exercicio 12

Exercicio 16 Exercicio 15 Exercicio 14 Exercicio 13

Exercicio 17

A parte colorida no diagrama de Venn corresponde aos
elementos que pertencem aos conjuntos B e C, mas nao
pertencem ao conjunto A, ou seja, (B N C) — A.
Alternativa c.

As duas afirmacdes podem ser representadas da
seguinte maneira:
(MACBI(I)
(2)xéparex € B x € C ou seja:
xéparexeB = xe& C(l)
x€C = xéparex & B(lll)
Assim, os conjuntos que satisfazem as afirmacées (1), (1l)
e (Ill) sao:
A=1{3,10},B=1{3,4,510te C={4,10}
Alternativa c.

Considerando as afirmacoes, temos:

(01)V

(02)V

(04) F, pois, por exemplo,N2 EQ'e2 ¢ Q'

(08) Vv

(16) V

(32) F, pois, por exemplo,5 + 7 = 12

(64) F, pois, por exemplo, mdc(4,9) = 1, e 4 e 9 nao sao
primos.

[*Asomaé:1+2+8+ 16 =27

Os numeros p e g sao pares; logo, podemos representa-
-los sob as formas:p = 2ne g = 2m, com {m, n} C Z.
Assim, temos:

p’—q = (2n)’ — (2m)’ = 4n’ — 4m’ =
=2(2n* — 2m’)
-
numero inteiro

Como (2n* — 2m? é um numero inteiro, concluimos
que 2(2n* — 2m? é um nlimero par.
Alternativa d.

Indicando por g a dizima periédica 0,444..., temos:

g = 0,444...
10g = 4,444...
Logo:10g —g=4 = g:g

Assim, concluimos:
! 4_2
0,444.. = Jj === 0,666...
{ 9 3

ﬁlternativa e.

Representando no eixo real o conjunto A U B, temos:

A

Logo: A U B = [2, +eo]
Como x é um nuimero real que ndo pertence a [2, +oof,
concluimos que x pertence ao conjunto ]—es, 2[.

Alternativa b.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Introducao ao estudo das funcdes

A importancia do estudo de funcées ndo é especifica da Matematica, fazendo parte
também do universo de outras ciéncias, como a Fisica e a Quimica. Quando lemos um
jornal ou uma revista, muitas vezes nos deparamaos com um gréfico, que nada mais &

gue uma relacdo entre duas grandezas representada geometricamente.

Sistema de coordenadas

0 sistema cartesiano ortogonal de coordenadas é formado
por dois eixos, Ox (eixo das abscissas) e Oy (eixo das ordena-
das), perpendiculares entre si no ponto O (origem).

y (eixo das
ordenadas)
[-1
(origem) O X (eixo das
abscissas)

Para localizar um ponto P no plano, tragamos por P as per-
pendiculares a Ox e Oy, obtendo nos eixos as coordenadas de
P, que séo dois numeros chamados de abscissa e ordenada
do ponto P, respectivamente.

y
yfl *P(x)
] |
o X X

Sexéaabscissade Peyéaordenadade P, o par ordenado
(x, y) representa P. Indicamos:

P(x, y)

abscissa J L ordenada

0 conceito de funcao

)» Dados dois conjuntos n&o vazios, A e B, chama-se rela-
cao de A em B qualquer conjunto de pares ordenados
(x, Jcomx € AeyEB.

) Sejam A e B conjuntos n&o vazios. Uma relacdo fde Aem B
é funcao se, e somente se, qualquer elemento de A estiver
associado, através de f, a um Unico elemento de B. Para in-
dicar que f € uma fungéo de A em B, adotamos a notacgéao:

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Dominio, contradominio
e conjunto imagem

Dada uma fungédo f: A — B:
) 0 dominio da fungéo é o conjunto O(f) = A.
)» 0 contradominio da funcéo € o conjunto CO(f) = B.

) O conjuntoimagem da fungéo é o conjunto formado pelos
elementos de B que tém correspondente em A, ou seja:
ImAl={yeBlkxy) efh

Imagem de x pela funcao f
Se (x, y) pertence a uma fungao f, dizemos que y € a imagem

de x pela fungéo f. Indicamos esse fato por: y = f(x]

Grafico de uma funcéao

0 grafico de uma funcéo é a reunido de todos os pontos
(x, y) do plano cartesiano gue pertencem a fungao.

Raiz de uma funcao

)» Chama-se raiz (ou zero) de uma fungao real de variavel real,
y = flx), todo namero r do dominio de f tal que f(r) = 0.

) Graficamente, a raiz de uma fungao é a abscissa do ponto
em que o grafico cruza o eixo Ox.

y

\ S ]
AN / x

raiz raiz raiz

Estudo do sinal de uma funcéao

) Umafungéo f é positiva para um elemento x de seu dominio
se, e somente se, f(x] > 0.

) Umafuncao f é negativa para um elemento x de seu dominio
se, e somente se, f(x) < 0.

Y Uma fungéo f se anula para um elemento x de seu dominio
se, e somente se, f(x) = 0. Nesse caso, x & raiz da fungao.

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.




Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Variacdo de uma funcao

» Uma funcgaof é crescente em um subconjunto A do dominio
de f se, e somente se, para quaisquer nUmeros X, e x, de A,
tivermos:

[ X2 > x; = flx,) > flx)) }

yA

?» Uma funcéo f é decrescente em um subconjunto A do
dominio de f se, e somente se, para quaisquer nUmeros x;
e X, de A, tivermos:

[ Xa > x; = flxa) < flx)) }

Y Umafuncaofé constante em um subconjunto A do dominio de
f se, e somente se, para qualquer nimero x de A, tivermos:

[ f(x) = k, sendo k uma constante real }

x

Funcao par e funcao impar

) Uma funcao f de dominio O & par se, e somente se:

[ flx) = f(—x), para qualquer x € D }

Assim, as partes do graficode fparax = 0eparax <0
sd@o simeétricas em relagao ao eixo Oy.
» Uma fungéo f de dominio O é impar se, e somente se:

[ fl—x) =—flx), para qualquer x € D }

Assim, as partes do grafico de f parax = 0 e parax < 0 séo
simétricas em relacéo a origem 0 do sistema de eixos.

Funcao injetora,
sobrejetora e bijetora

) Umafuncaof:A — B éinjetora se, e somente se, para guais-

guer x, e X, do dominio de f, for obedecida a condigéo:

X1 # Xp = flx) # flxo)
Ou seja, f é injetora se nao existirem elementos distintos
do dominio de f com a mesma imagem.

» Uma fungao f: A — B é sobrejetora se, e somente se, para
todo elemento y do conjunto B existir x no conjunto A tal
gue flx) = y. Ou seja, f € sobrejetora se o seu contradominio
coincidir com o seu conjunto imagem.

) Umafuncaof: A — B é bijetora se, e somente se, f & injetora
e sobrejetora.

Funcao composta

Sejam A, B e C conjuntos néo vazios e sejam as fungdes
f:A— Beg:B— C.Afungcdo composta de gcom f é a fungéo
s: A — C tal que:

[ slx) = (g ofllx) = glflx)) }

s=gof

Funcéao inversa

) Ainversa de uma funcéo bijetora f: A — B é a fungao
f% B — Atal que:

[ fixl=yef iy =x }

para quaisquer xey,comx €EAey € B.

D(f) = Im(f™")
D(f~") = Im(f)

Se uma fungéo admite inversa, dizemos gue ela é invertivel.

Obtencéao da funcéao inversa
Se uma fungao real de variavel real y = f(x] é invertivel, sua
inversa é obtida do seguinte modo:

I. Trocamos x por y e y por x, obtendo x = fly).

II. Isolamos a variavel y, apés a mudanga de variaveis efe-
tuada em (I), obtendo y = £ *(x).

INTRODUGAO AO ESTUDO DAS FUNGOES




)) Introducéo ao estudo das funcées

No Vestibular

1. (Mackenzie-SP) Considere as sentencas abaixo, relativas Entéo, o valor de f(a) é:

a funcdo y = f(x), definida no intervalo | —3, %} e repre-
sentada, graficamente, na figura.

I. Se x < 0, entdo f(x) < 0.
IL f(1) + f3) = f(4)
III. A imagem de f é o intervalo [—4, 3].
E correto afirmar que:
a) Apenas III é verdadeira.
b) Apenas I e Il sdo verdadeiras.
c) Apenas I e Il sdo verdadeiras.
d) Apenas II e IIl sdo verdadeiras.
e) Todas as sentencas sdo verdadeiras.

. (Vunesp) Numa fazenda havia 20% de area de floresta.
Para aumentar essa area, o dono da fazenda decidiu ini-
ciar um processo de reflorestamento. No planejamento
do reflorestamento, foi elaborado um grafico fornecendo
a previsao da porcentagem de drea de floresta na fazenda
a cada ano, num periodo de dez anos.

Area de floresta (em %)
60
50

20

0 6 10 x (em ano)

(gréfico fora de escala)

_ax+200

bx +c
fornece a porcentagem de area de floresta na fazenda a
cada ano x, onde a, b e ¢ sdo constantes reais. Com base
no grafico, determine as constantes a, b e ¢ e reescreva a
funcdo f(x) com as constantes determinadas.

Esse grafico foi modelado pela funcéo f(x) ,que

. (Ufal) O triangulo retdngulo ABC, regido colorida na figura
abaixo, tem 4rea igual a 3a.

28 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

a) 2 c) 6
b) 4 d) 8

. (UFSCar-SP) A figura representa, em sistemas coordenados

com a mesma escala, os graficos das fungdes reais f e g,
com f(x) = X’ e g(x) = x.

f(x) gk

Sabendo que a regido poligonal T demarca um trapézio
de érea igual a 120, o numero real k é:

a) 0,5 Q) V2 e) 2

b) 1 d) 1,5

. (Unifor-CE) O conjunto imagem da fungdo real de variavel

real dada por f(x) = 3x—2+, —(x’—4x+4) é:
a) R,
b) R

c) [yEIR|y>%I
d) [yEIR§<yS4}
e) {4}

. (Unifesp) Uma forma experimental de insulina esta sendo

injetada a cada 6 horas em um paciente com diabetes. O
organismo usa ou elimina a cada 6 horas 50% da droga
presente no corpo. O grafico que melhor representa a
quantidade y da droga no organismo como funcao do
tempo t, em um periodo de 24 horas, é:

a) y d) y

b) y e)y
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 4 Exercicio 3

Exercicio 5

Exercicio 6

Com base na andlise do grafico, temos:
I. F, pois para =1 < x <0 temos f(x) >0
Il. V, pois (1) = 2,f(3) = —2ef(4) =0
. V, pois f(—3) = —4
| Alternativa d.

[Da anslise do gréfico, podemos concluir que f(0) = 20,
f(6) = 50 e f(10) = 60. Assim, substituindo esses valores
na funcéo, temos:

[0s pontos A e B tém, respectivamente, coordenadas
(2a, f(2a)) = (2a, 2ka) e (a, f(a)) = (a, ka). Assim, como

a drea do triangulo retangulo ABC é igual a 3a, temos:
(2ka — ka)a 6
3a="——"—>=>a=—
2 k
- fla)=6

_AIternativa C.

Como os sistemas coordenados estdo na mesma escala,
as imagens dos elementos k e 2k, respectivamente, pela

funcao f(x) sdo k> e 4k>. Sendo a area do trapézio T igual
a 120, temos:
120 = w k=2

_Alternativa e.

Como fé uma funcdo real de variavel real, o dominio de
f é tal que:

——4x+4)=0= x—2°<0

SX=2

Logo, D(f) = {2} e 0 conjunto imagem de f é formado
apenas pela imagem do elemento 2, ou seja, f(2) = 4.
Alternativa e.

De 6 em 6 horas, a funcdo é decrescente, pois o
organismo usa ou elimina a insulina injetada. Além
disso, na 6 hora apos a insulina ser injetada, ainda resta
50% da droga no corpo. Sabemos também que de 6
em 6 horas a insulina é injetada novamente. Logo, o
grafico que melhor representa a quantidade da droga no

organismo é o da alternativa e.

_a-0+200 _ 200
20="F 0+c 20==
_a-6+ 200 _ 6a + 200
b= b-6+c =130 6b + ¢
_a-10+ 200 _ 10a + 200
60 = 5 0 tc 60 =067 c
Resolvendo esse sistema, obtemosa = 100,b = 1ec = 10.
Logo: fix)— 100X *+ 200
' x + 10
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7. (Insper) Sendo a e b nimeros reais positivos, sabe-se que

10.

11.

a funcao f(x) = ax + g, definida para x > 0, assume seu

valor minimo quando x = %.

Um grupo de amigos alugou por R$ 6.000,00 um saldo para
fazer uma festa. Este valor sera dividido por todos que
estiverem presentes na festa. Como o dia do aniversario
de José Carlos, um dos integrantes deste grupo, coincide
com o dia da festa, ele decidiu que a comida sera por conta
dele. A empresa que prestara este servigo ird lhe cobrar
R$ 15,00 por pessoa presente na festa. Entdo, o nimero
de integrantes do grupo de amigos que minimiza o gasto
de José Carlos somando o custo total da comida com a
parte dele no aluguel do saléo é de:

a) 5 pessoas
b) 10 pessoas

c) 15 pessoas
d) 20 pessoas

e) 25 pessoas

. (FGV) Sejam f e g duas fungdes de R em R tais que

f(x) = 2x e g(x) = 2 — x. Entdo, o grafico cartesiano da
funcao f(g(x)) + g (f(x)):

a) Passa pela origem.

b) Corta o eixo x no ponto (—4, 0).
c) Corta o eixo y no ponto (6, 0).
d) Tem declividade positiva.

e) Passa pelo ponto (1, 2).

. (Insper) Suponha que os trés graficos abaixo estejam na

mesma escala, em que a distdncia entre duas marcas
consecutivas sobre os eixos seja igual a 1. Se f, g e h sdo
as fungoes nestes trés graficos, respectivamente, entdo
n(g(f(1))) é igual a:

y f y

a) 4
b) 2

1
d) -2

e) 4

(Mackenzie-SP) Dada a fungéo f(x) = X + 2, X € R, se

f@=fof,fP=fofof,f =fofofofeassimpor

diante, entdo o valor de f*?(1) é:
a) 103 ¢) 307
b) 205 d) 199

e) 249

(UFMA) Sendo f uma fungdo par e g uma funcdo impar, e
sabendo-se que f(r) = V2 e g(—J2) = =, pode-se concluir
que (fo g)(V2) é igual a:

a) V2 ) —2
b) —=n d)n

e) w2

30 ) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

12. (FGV) A figura indica o grafico da fungéo f, de dominio

13.

14.

15.

[=7, 5], no plano cartesiano ortogonal.

Y
6

O numero de solugdes da equagao f(f(x)) = 6 é:

a)2 c)5 e)7
b) 4 d)6
(Mackenzie-SP) As funcdes f e g, ambas de dominio [0, 4],
estdo representadas graficamente abaixo. O numero de
elementos do conjunto solugdo da equagao g(f(x)) = 1 é:

y y

4 ,,,,,,,,,,,

3 ,,,,,,,,,,

f
1

(0] 4 X (0] X
a) 6 c) 4
b) 7 d) 2
(UFU-MG,) Seja f: [-3, 3] = IR uma fungdo cujo grafico esta

esbogado abaixo.

YA

Se g:R — [0, 3] é tal que (fo g)(—2) = 1, entdo g(—2) éigual a:
a) 2 b) -2 c 1 d) -1

(Unifesp) Seja f: Z — Z uma funcéo crescente e sobrejeto-
ra, onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros. Sabendo-se
que f(2) = —4, uma das possibilidades para f(n) é:

a) fin) = 2(n — 4)

b) fn) =n-6
¢ fn) = —n-2
d) f(n) =n

e) f(n) = —n’
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Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 10 Exercicio 9

Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

_Seja fafuncdo que representa o gasto total de José
Carlos e x o nUmero de pessoas.
~ . 6.000
O total gasto por pessoa para o aluguel do saléo é P
e o total gasto com a refeicao é 15x.
6.000
X

Assim, f(x) = 15x +

, para x > 0, em que, pelo

| Alternativa d.

figx) =f2 —x) =22 —x) =4 — 2x

g(flx)) = g(2x) = 2 — 2x

Assim:f(g(x)) + g(fx)) =4 —2x+2 —2x= —4x + 6
O grafico dessa fungdo passa pelo ponto (1, 2).
Alternativa e.

Como os trés graficos estdo na mesma escala e as
distancias entre duas marcas consecutivas é iguala 1,
podemos afirmar, pela analise dos graficos, que:

f(1) = 2;g(f(1)) = g(2) = 4 e h(g(f(1)) = h(4) = 2

Alternativa b.

Do enunciado, temos:
fP=fof=x+2+2=x+2-2=x+4
fO=fofof=x+2+4=x+2-3=x+6
f9=fofofof=x+2+6=x+2:4=x+8
Assim, o estudo de casos particulares leva-nos a concluir
que, para todo n natural, f™ = x + 2n.

Portanto: f'*(x) = x + 2-102 = x + 204
Logo: f"%%(1) = 1 + 204 = 205
| Alternativa b.

Como g é uma fungao impar, temos g(—x) = —g(x).
Assim:g(—J2)=—g(N2)=-n

Por outro lado, como f é uma fungao par, temos

fix) = f(—x)

Assim: f(—m) = f(m) =2

Alternativa a.

Temos, pelo grafico: fla) =6 = a=1oua= —2
Assim: f(f(x)) =6 = fix) =Touflx) = —2

Pela analise do gréfico, f(x) = 1 tem 4 solucdes e

flx) = —2 tem 2 solugoes.

Logo, concluimos que o niumero de solucbes da equacgao
dada é 6.

| Alternativa d.

Seja f(x) = a. Assim,g(a) =1 = a=0oua =3oua=4.
Logo, pela analise do grafico, as equagdes fix) = 0, f(x) = 3
e f(x) = 4 tém, respectivamente, 3, 3 e 1 solugdes,
totalizando, portanto, 7 solugdes.

| Alternativa b.

enunciado, seu valor minimo é obtido para x = 6'10500 = 20.

Exercicio 14

Exercicio 15

Sejag(—2) = a,emque g:R — [0, 3]. Assim:
(fog)(—=2)=1 =fla) =1

sa=1

| Alternativa c.

a) F, pois fé sobrejetora e, nesse caso, f teria apenas
como imagens o conjunto dos inteiros pares.

b) V

c) F, poisfé crescente.

d) F, poisf(2) = —4

e) F, pois fé sobrejetora.

Alternativa b.

Introdugao ao estudo das funcdes )) NO VESTIBULAR
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16. (UFPA) O custo c de produgdo de uma peca em funcgédo do

17.

1

numero n de produtos é dado pela férmula c(n) = T
+n

A funcdo inversa desta férmula é:

a)n= d)n=1+C
1+¢ ¢
_ 1 _1+c

b)n717c2 e)n= c
_|1-c

c) n= c

(UFU-MG,) Considere f a fungdo impar real de variavel real
definida no intervalo [—1, 1], cujo grafico estd desenhado
na figura abaixo.

yA

<Y

Assinale a alternativa que corresponde ao grafico da
fungéo y = f (-x), em que f ' é a inversa da fungéo f.

b) y

d) y

3e ) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

18.

19.

20.

21.

(UFT-TO) Cada um dos graficos abaixo representa uma
funcédo y = f(x) tal que f: Dy — [-3, 4]; D; C [-3, 4]. Qual
deles representa uma funcéo bijetora no seu dominio?

a) y

b) y

<) y

d)

(ITA-SP) Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das
seguintes afirmacoes:
I. f+- g é impar.
II. fog é par.
é (sdo) verdadeira(s):

III. goféimpar.

a) Apenas 1.
b) Apenas II.

c) Apenas IIL e) Todas.

d) ApenasIell
(UFT-TO) Seja f: ]—, 2] - [—1, +[ definida por
f(x) = x* — 4x + 3. Entdo a funcéo inversa f ' é:

a)f'®=2—-Jx+1 Q) f'x)=—-x+1

b i = (XL

(Unifor-CE) Sejam f e g funcdes de R em R tais que
fx) = —2x + 3 e g(f(x)) = 4x. Nessas condigoes, a fungao
inversa de g é dada por:

df'x=2+Jx+1

2) g9 =% 4 970 = 25
DERCEEE &) 970 = 25
9 g7 = S

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

1.V, pois f(x) - g(x) = f(—x) - (

‘Paran= 0, e supondo a funcgao bijetora, temos:

1+n2:%:>n2:1_c

1—c
c

Son=

| Alternativa c.

[Como fé uma funcao impar, temos —f(x) = f(—x), ou

seja, o gréfico de f(—x) é obtido a partir de f(x), por meio
de uma reflexdo em relagéo ao eixo Oy.

Por outro lado, os graficos de (—x) e f 7'(—x) sdo
simétricos em relacao a reta y = x (bissetriz dos
quadrantes impares).

Alternativa c.

_a) A funcao ndo é bijetora, pois ndo é sobrejetora.

b) Afuncdo nao é bijetora, pois ndo é sobrejetora.
¢) Afuncdo nao é bijetora, pois ndo é injetora.
d) Afuncao é bijetora.

Alternativa d.

*9(* x)) = —fx) - gx)
1.V, pois fo g(—x) = fig(—x)) = i—gx)) = figix)) = fogx)
Ill. F, pois g © f{—x) = g(f(—x)) = g(fix)) = g0 fix) e,
portanto, par

Alternativa d.

[Como fé bijetora, substituindo x por y temos:

x=y —4y+3 = y=2+Ix+T
Porém, como Im(f ~') = ]—oo, 2], temos: f ' = 2 — Jx+1

| Alternativa a.

Como fe g sao fungdes reais de varidveis reais, temos:

g(flx)) = 4x = g(—=2x + 3) = 4x

,',g(—Z-%X+3): —2x = glx—3+3)=—2(x—3)
S.gx)=—2x+6

6—x
Assim: g~ '(x) = )

Alternativa b.
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Funcao afim

Algumas funcdes relacionam duas grandezas em que a variacdo de uma é
proporcional a variacdo da outra. Quando isso ocorre, dizemos que a funcéo é afim.

A funcao afim

) Funcéao afim ou funcéo polinomial do 1° grau ¢ toda fungao
do tipo:

[y=ax+b,emque{a.b}CRea¢O}

)» O grafico de toda funcao afim é uma reta. Para construi-lo,
basta representar dois pontos distintos da funcéo no plano
cartesiano e tracar a reta que passa por eles.

Pontos de interseccéo do grafico da
funcao afim com os eixos coordenados

) O grafico da funcéao afim intercepta o eixo Ox no ponto

e

) O grafico da fung&o afim intercepta o eixo Oy no ponto (0, b).

a>0 a<0

y y
\b\

’b X _b x
b a a

Funcao linear

) Toda fungéo da forma y = ax, com a € IR*, é chamada
funcao linear.

) Ograficode uma fungéo lineary = ax é uma reta que passa
pela origem do sistema de coordenadas.

a>0 a<0
y y
(0] X (0] X

) Em toda funcao linear y = ax, os valores correspondentes
das varidveis x e y sédo diretamente proporcionais.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Analise da funcao afim

Taxa de variacgao

) Ataxadevariagao dafuncao afimy= ax + b é a constante
a, ndo nula, obtida da seguinte maneira:

) Seduas fungdes afins tém a mesma taxa de variag&o, entdo
as retas que as representam sao paralelas.

Crescimento e decrescimento

Dada a fungao f(x) = ax + b, temos:

« fécrescente & a>0
- f é decrescente © a <0

Estudo do sinal da fungao afim

a>0 a<0

@ kﬁ&

Inequacao-produto e
Inequacéao-quociente

Para resolver inequagdes-produto ou inequacdes-quo-
ciente, estudamos o sinal de cada fungéo e construimos um
guadro de sinais, no qual os sinais da ultima linha séo obtidos
pela regra de sinais da multiplicagéo ou da divisao.
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)) Funcéao afim

No Vestibular

1. (Mackenzie-SP) Os gréficos das fungdes y = x + 2 e
y = —x+ 6 definem, com os eixos, no primeiro quadrante,
um quadrilatero de area:
a) 12 c) 10
b) 16 d) 8

e) 14

2. (Udesc) Sabemos que a receita total R de certo produto
produzido por uma familia de agricultores é dada pela
funcdo R(q) = q + 2, em que q é a quantidade de unida-
des do produto. Determine a fungdo do primeiro grau,
custo total Cy(q) deste produto; sabendo que, quando a
quantidade do produto é de 3 unidades, o custo total é
de R$ 4,00; e que, quando a quantidade do produto é de
4 unidades, a receita total é igual ao custo total. Faca o
esboco do grafico das funcdes R(q) e C(q)-

3. (UFPel-RS)Muitos brasileiros sonham com empregos formais.
Na falta destes, cada vez mais as pessoas precisam buscar
formas alternativas de conseguir uma renda. Para isso, uma
familia decidiu montar uma malharia. O grafico abaixo
mostra o custo mensal de produgao dessa empresa.

Custo em real

4681 -

4411~

49 52 Nede pecas

Sabendo que as pegas sdo vendidas por R$ 19,50 e que a
familia almeja um lucro mensal de R$ 4.200,00, o nimero
de pecas produzidas e vendidas, para atingir esse fim,
devera ser:

a) 215 c) 467 e) 494
b) 400 d) 525 f) LR

(Nota: Admita que o custo C para x pecas produzidas é
uma fungao afim.)

4. (Mackenzie-SP) A figura mostra os esbogos dos graficos
das fungoes A(x) e B(x), que fornecem os precos que as
copiadoras, A e B, cobram para fazer x cdpias de uma
folha. Para fazer 360 copias, a copiadora A cobra:

R$

T2t A
30 f-----------o-

124

200 540 1.400 X

a) R$ 7,00 a menos que B.
b) R$ 5,00 a mais que B.

c) R$ 10,00 a menos que B.
d) % do que cobra B.

e) O mesmo preco cobrado por B.

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Inicialmente, vamos determinar o ponto de intersec¢ao
dos graficos que representam as duas funcdes dadas.
Para isso, resolvemos o sistema:

= y
}};:X_jf6:x:2ey:4 8 y=x+2
Assim, obtemos o grafico ao 41
lado. N
A drea do quadrilatero em / 1
destaque é igual a soma da drea 5 6 x
de um trapézio de base maior y=-x+6

4, base menor 2 e altura 2 com
a area de um triangulo retangulo isésceles cujos catetos
medem 4. Ou seja, a drea é dada por:
+2)- .
“+2-2 4-4_
2 2

14

Alternativa e.

Como a receita total é igual ao custo
total, para 4 unidades temos que: Y
R4 =G4 =4+2=6 !
Assim, o grafico da funcao custo total,
G(q) = aqg + b, passa pelos pontos
A3, 4) e B4, 6). Substituindo, temos:

4=a:3+b

6=a-4+b
Assim, a funcéo custo total é &
Glg) =29 — 2. ;

=ag=2eb=-2 -2,

Admitindo que a fungao custo C seja afim, temos:
C(x) = ax + b, com C(x) em real e x representando o
numero de pegas. Como o grafico de C passa pelos
pontos (49, 441) e (52, 468), temos:

441 =qa-49+b
468 =a-52+b
Logo, C(x) = 9x, C(1) = 9 e, portanto, o lucro em real por
cada camiseta é 19,5-9 = 10,5.
Para que a familia tenha um lucro de R$ 4.200,00, o
numero de camisetas produzidas e vendidas devera

:%:400

=a=9eb=0

ser
'

Alternativa b.

Sejam A(x) e B(x), respectivamente, as funcdes que
fornecem os precos, em real, das copiadoras A e Bem
funcdo do nimero x de cdpias.

Para x € [0, 540] a funcdo A(x) é representada por uma
funcao linear com taxa de variacéo igual a

— =_——— = —Assim, para esse dominio, temos
Ax 540—0 18 P

X 360
Alx) = 18 e, portanto, A(360) = ETYE 20.
Para x € [200, 1.400], a funcdo B(x) = ax + b é
representada por uma funcao afim cujo gréfico passa
pelos pontos P(200, 12) e Q(1.400, 72). Assim, temos:
12=a-200+b
72 =a-1.400 + b
Logo, para esse dominio, temos B(x) = X 12
portanto, B(360) = 20. 20

=1 eap=
ﬁa—zoeb 2

ﬁlternativa e.

Fungio afim )) NOVESTIBULAR = 39 )



5. (Unir-RO) Duas empresas (A e B), locadoras de veiculos de
passeio, apresentaram o valor da locacdo de um mesmo
carro pelos graficos abaixo.

y (real) A Empresa A y (real) Empresa B

(500, 250

(300, 165

50

)
30

| 300 x(km) | 500  x(km)

Considere y o valor pago, em real, pela locacao desse
veiculo e x a quantidade de quilémetros rodados. A partir
dessas informacoes, é correto afirmar:

a) AempresaA cobra 0,50 centavos por quildmetro rodado
acrescido de uma taxa fixa de 50 reais.

b) A empresa B cobra somente a quilometragem rodada.

c) Para rodar 400 km, o valor cobrado pela empresa A é
igual ao cobrado pela B.

d) Para rodar uma distancia de 300 km é mais vantajoso
alugar o carro da empresa B.

e) Para rodar uma distancia de 500 km é mais vantajoso
alugar o carro da empresa A.

. (UFSCar-SP) O grafico esbocado representa a massa média,
em quilograma, de um animal de determinada espécie
em funcdo do tempo t de vida, em més.

Massa média (kg)

101 ‘

0 10 Tempo (més)

Para 0 =< t < 10 o gréfico é um segmento de reta.

a) Determine a expressdo da funcdo cujo grafico é esse
segmento de reta e calcule a massa média do animal
com 6 meses de vida.

b) Para t = 10 meses, a expressdo da fungdo que repre-
senta a massa média do animal, em quilogramas, é
) = 120t — 1.000

P(t
t+ 10
para o qual 10 < P(t) < 70.

. Determine o intervalo de tempo t

. (PUC-SP) Quantos numeros inteiros e estritamente posi-
< 1 ?

x—20 12-x

c) quatorze

d) treze

tivos satisfazem a sentenca

a) dezesseis e) menos de treze

b) quinze

. (Unesp) Um laboratério farmacéutico tem dois depésitos,
D, e D,. Para atender a uma encomenda, deve enviar 30
caixas iguais contendo um determinado medicamento a
drogaria A e 40 caixas do mesmo tipo e do mesmo medi-
camento a drogaria B. Os gastos com transporte, por cada
caixa de medicamento, de cada depbésito para cada uma
das drogarias, estdo indicados na tabela.

A B
D1 R$ 10, 00 RS 14,00
D2 RS 12, 00 RS 15, 00

36 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Seja x a quantidade de caixas do medicamento, do depédsi-
to D,, que devera ser enviada a drogaria A ey a quantidade
de caixas do mesmo depédsito que devera ser enviada a
drogaria B.

a) Expressar:

e em funcao de x, 0 gasto G, com transporte para enviar
os medicamentos a drogaria A;

e em funcao dey, o gasto G com transporte para enviar
os medicamentos a drogaria B;

e em funcao de x e y, o gasto total G para atender as
duas drogarias.

b) Sabe-se que no depésito D, existem exatamente 40
caixas do medicamento solicitado e que o gasto total G
para se atender a encomenda deveré ser de R$ 890,00,
que é o gasto minimo nas condic¢des dadas. Com base
nisso, determine, separadamente, as quantidades de
caixas de medicamentos que sairdo de cada depdsito,
D, e D,, para cada drogaria, A e B, e os gastos G, e G;.

. (Unicamp-SP) Na década de 1960, com a redugao do nimero

de baleias de grande porte, como a baleia-azul, as baleias
minke antarticas passaram a ser o alvo preferencial dos
navios baleeiros que navegam no hemisfério sul. O grafico
abaixo mostra o nimero acumulado aproximado de baleias
minke antarticas capturadas por barcos japoneses, soviéticos/
russos e brasileiros, entre o final de 1965 e o final de 2005.

» 45000
S 41.840
] 40.000 HPZq
& A
o %l
@ 35000 34.200
2 30.000
Ke)
3 25.000
[e]
& 20.000
g
g 15.000 13.500
o  10.000 -
@ —— Japao
E 5000 —— URSS/Russia
z —— Brasil

0 0 |

65 75 85 95 05

Ano

a) A seguir, trace a curva que fornece o nimero apro-
ximado de baleias cagadas anualmente por barcos
soviéticos/russos entre o final de 1965 e o final de 2005.
Indique também os valores numéricos associados as
letras A e B para que seja possivel identificar a escala
adotada para o eixo vertical.

B

Numero de baleias cagadas
>

0
65 75 85 95 05
Ano

b) Calcule o nimero aproximado de baleias cacadas pelo
grupo de paises indicado no grafico entre o final de
1965 e o final de 1990.
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Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

A taxa de variacdo da funcdo na empresa A é
ﬂ: 16530 _ 0,45, e seu coeficiente linear é 30.
Ax 300—-0

Assim, a funcdo A(x), que representa o valor pago, em
real, em funcao da quilometragem x, é A(x) = 30 + 0,45x.
A taxa de variacdo da funcdo na empresa B é

Ay 250 -50

Ax 500—0
Assim, a funcdo B(x), que representa o valor pago, em
real, em funcao da quilometragem x, é B(x) = 50 + 0,4x.
Logo, para rodar 400 km, a empresa A cobra, em real,
A(400) = 30 + 180 = 210, e a empresa B cobra, em real,
B(400) = 50 + 160 = 210.

| Alternativa c.

= 0,4, e seu coeficiente linear é 50.

a) Como para 0 < t < 10 o gréfico é um segmento de
reta, o gréfico da fungao P(t) = at + b passa pelos
pontos A(0, 5) e B(10, 10). Substituindo, temos:

5=a:0+b 1
10=a-10+b973%075
Assim, a expressao da fungao para esse intervalo de
tempo t é:
P(D) =%-r+ 5eP(6) = 8kg
b) Comot > 0,temos que t + 10 > 0. Assim:
10< 120t — 1.000 <70

t+10
= 10t + 100 < 120t — 1.000 =< 70t + 700
. 100 < 110t — 1.000 e 50t < 1.700 =
=>t>10et=34
S10<t<34

11 1
x—20 12—x
) —2x + 32
e —20)(12 — x)

— =<0
xX—20 12—x

12 16 20
—2x+32  + + - -
x—20 — - - +
12=x + 1 - : - : N

12 16 20

Portanto: x < 12 ou 16 =< x < 20

Alternativa b.

Exercicio 8

Exercicio 9

a) Para a drogaria A, serdo enviadas x caixas do depdsito
D, e, portanto, 30 — x caixas do depésito D,. Assim, o
gasto G, com transporte sera:

G,=10x + 12(30 — x) = —2x + 360

Para a drogaria B, serdo enviadas y caixas do deposito D,
e, portanto, 40 — y caixas do depdsito D,. Assim, o gasto
Gy com transporte sera:

Gg = 14y + 15(40 — y) = —y + 600

Assim, o gasto total é:

G, + Gy = —2x — y + 960

b) Para o gasto ser minimo, devemos encomendar todas as
caixas possiveis do deposito D,, ou seja, x + y = 40 (1).
Por outro lado, como o gasto total é 890 reais, temos
2x — y + 960 = 890 (II).

Resolvendo o sistema formado pelas equacdes | e I,

temos:
x+y=40 . .
_2X_y=_70:>x—30ey—10

Logo, serao enviadas 30 caixas de D, e 0 caixa de D, para
adrogaria A; 10 caixas de D, e 30 caixas de D, paraa
drogaria B; e os gastos serdo, respectivamente, G, = 300
reais e Gz = 590 reais.

a) Podemos admitir que, entre os anos de 1965 e 1972
e entre 1987 e 2005, o nimero de baleias cagcadas
anualmente é nulo.

Entre 1972 e 1987, o grafico representa um
segmento de reta; assim, sua taxa de variacdo é:
34.200 — 0

————|= 2.280
1.987 — 1.972
B =4.000

(2]

«

©

©

O

8 o1 lle

(2]

g A = 2.000

[

o

L]

©

Q

[}

€

S

Z
Oo—o o—_
65 75 85 95 05

Ano

b) Entre o final de 1987 e o final de 2005, o numero de

baleias cagadas por ano pelos barcos japoneses foi:
(41.840 — 35.000)  6.840
(2.005 — 1.987) 18

Desse modo, entre o final de 1987 e o final de 1990, o
numero de baleias capturadas foi aproximadamente:
380-(90 — 87) =380-3 = 1.140
Somando esse valor ao que o Japao cagou entre 1965
e 1987, obtemos:
35.000 + 1.140 = 36.140
Entre 1965 e 2005, os barcos brasileiros cacaram
13.500 baleias, enquanto os barcos soviéticos
abateram 34.200 baleias.
Assim, concluimos que, entre 1965 e 2005, o numero
de baleias cacadas foi aproximadamente:

=380

13.500 + 34.200 + 36.140 = 83.840

Funcio afim )) NOVESTIBULAR = 3 (. ))



Funcao quadratica

Diversos fenémenos na natureza podem ser modelados por uma
funcdo quadratica, cujo grafico € uma parabola.

A funcao quadratica

)» Funcao quadratica ou fungéo polinomial do 2° grau & toda
fungéo do tipo:

[y=ax2+bx+c, emque{a, b,c}CRea#0 }

» Afuncgéo quadraticay = ax® + bx + ¢, cujas raizes sdor, e
ro, pode ser escrita na forma fatorada:

[y—a[x—rlllx—rel }

Grafico da funcao quadratica

0 grafico de toda fungao quadratica é uma parabola com
eixo de simetria vertical.

Concavidade da parabola

a>0 a<0

concavidade voltada concavidade voltada
para cima para baixo

Interseccéao com o eixo Ox

Os pontos de intersecgéo da parabola com o eixo Ox, quando
existirem, séo os pontos cujas abscissas séo as raizes da fun-
¢éo. Para encontréa-los, basta atribuir o valor zero a variavel y
na equacao y = ax® + bx + c. Assim:

+ existem 2 pontos de interseccdo < A >0
» existe 1 ponto de intersecgdo < A =0

* ndo existe ponto de interseccdo < A <O

Interseccéao com o eixo Oy

Para obter o ponto de interseccéo da parabola com o eixo Oy,
atribuimos o valor zero a variavel x da funcéo y = ax® + bx + c.
Assim, o ponto de intersecgao com o eixo Oy é (0, c).

y

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Vértice da parabola

?» O vértice V da parabola de equacéo y = ax® + bx + ¢, é:

A abscissa do vértice & a média aritmética entre as duas
raizes da funcéo, caso existam.

) O vértice V de uma funcéo quadratica, fix) = ax® + bx + ¢,
€ ponto minimo ou ponto maximo.

a>0

valor —, |

minimo v minimo

X

Nesse caso, V é ponto minimo e a ordenada de V é o valor
minimo de f.
a<0

y
ponto
maximo
valor — V.
maximo

\ X

Nesse caso, V é ponto maximo e a ordenada de V é o valor
maximo de f.

Estudo do sinal da funcéao quadratica

a>0 a<O0
\__b |52
N R VO @/ \ X
X|=X2
X
A=0 @ @ Q ©
X1=X2 X
S X
A<O
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)) Funcéo quadratica
No Vestibular

1. (Insper) O grafico da funcdo dada pela lei y = ax2 + bx + c, B
com a # 0, é a pardbola esbogada abaixo, que tem vértice no A pardbola possui concavidade voltada para cima; assim,
ponto V. a > 0. Além disso, o termo independente ¢ é negativo,

pois a pardbola corta o eixo Oy abaixo do ponto O.

Como x, = —%<Oea>0,temos:b>0

<
Exercicio 1

| Alternativa b.

geja f(x) = alx — r)(x — r,) a fungdo quadratica em que
r,; € r,sao as raizes. Assim:
f(x) = a(x + 4)(x — 3). Como (0, —2) pertence a f, temos:

o~
8| -2=a0+40-3) = a=¢
1)
¢ Logo, f(x) :6l(x + 4)(x — 3). Assim, o gréfico de f possui
wl
concavidade voltada para cima, e seu vértice é ( — % —g )

ﬁlternativa a.

A partir do esbogo, pode-se concluir que:

a) a>0b>0ec>0 [a) Da tabela, podemos afirmar que os pontos (1; 2), (2; 2,7)
e (3;3,2) pertencem a funcéo y(x) = ax* + bx + c.
Assim, temos:
2=a-1"+b-1+c a=-0,1
27=a-2"+b-2+c = {b=1
32=a-3+b-3+c c=1,1

b) Afuncdo que representa a trajetdria parabdlica é

2. (Unifor-CE) Seja f uma fungdo quadrética cujas raizes sdo y) == O,?xz +x+ 1,1, cujasraizes sao x = —1 ou
—4 e 3. Se o grafico de f intercepta o eixo das ordenadas X3 11. Assim, a distancia total alcangada pelo peso
no ponto (0, —2), entdo: L eltm.

a) O conjunto imagem de f é o intervalo {—% , +oo},

b)a>0,b>0ec<0
c)a>0,b<0ec>0
d)a>0,b<0ec<0
e) a<0,b<0ec<O

Exercicio 3

b) f é crescente para todo x > —2.
c) fé decrescente para todo x < 0.
d) f é positiva para todo x > 0.

e) O valor maximo de f é é

3. (Unicamp-SP) Durante um torneio paraolimpico de ar-
remesso de peso, um atleta teve seu arremesso filmado.
Com base na gravagao, descobriu-se a altura (y) do peso
em funcdo de sua distancia horizontal (x), medida em
relagdo ao ponto de lancamento. Alguns valores da
distancia e da altura sdo fornecidos na tabela a seguir.
Seja y(x) = ax2 + bx + c a fungdo que descreve a trajetéria
(parabdlica) do peso.

Distancia (m) Altura (m)
1 2,0
2 2.7
3 3.2

a) Determine os valores de a,bec.

b) Calcule a distancia total alcancada pelo peso nesse
arremesso.

Funcéo quadratica )) NOVESTIBULAR = 39 )



4. (Vunesp) O grafico representa uma funcéo f que descreve,
aproximadamente, o movimento (em fungao do tempo t
em segundo), por um certo periodo, de um golfinho que
salta e retorna a agua, tendo o eixo das abscissas coinci-
dente com a superficie da agua.

Altura
(metro)
1 A
o | Tempo
5 o (segundo)
—4 4

a) Sabendo que a parte negativa do grafico de f é constituida
por segmentos de retas, determine a expressao mate-
matica de fnos instantes anteriores a saida do golfinho
da dgua. Em que instante o golfinho saiu da agua?

b) A parte positiva do gréfico de f é formada por parte de
uma parabola, dada por f(t) = —% t* + 6t — 9. Determine
quantos segundos o golfinho ficou fora da 4gua e a
altura méaxima, em metro, atingida no salto.

5. (Unifesp) A figura mostra um arco parabélico ACB de altura
CM = 16 cm, sobre uma base AB de 40 cm. M é o ponto
médio de AB.

A altura do arco em centimetro, em um ponto da base
que dista 5 cm de M, é:

a) 15 c) 13
b) 14 d) 12

e) 10

6. (Fuvest-SP) Suponha que um fio suspenso entre duas colu-
nas de mesma altura h, situadas a distancia d (ver figura),
assuma a forma de uma pardbola. Suponha também que:

i) a altura minima do fio ao solo seja igual a 2;

ii) a altura do fio sobre um ponto no solo que dista % de

uma das colunas seja igual a g

Seh= 34, entao d vale:
a) 14 c) 18
b) 16 d) 20

e) 22

40 )) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

7. (UFPel-RS) Na gravura abaixo, é possivel observar trajeto-

rias parabdlicas descritas pela dgua jogada por meio de
duas bombas.
Considere que as bombas e os pontos de alcance atingidos
pela dgua sejam colineares, que a primeira bomba esteja
localizada na origem de um sistema cartesiano e que o
ponto mais alto da curva formada pelo jato dessa bomba
tenha coordenadas (1, 2).

Com base nos textos e em seus conhecimentos, € correto
afirmar que a funcao que determina a parabola represen-
tada no jato-d’agua e o ponto no qual esse jato chega ao
solo sdo, respectivamente:

a) f(x) = 2x2 — 4x; P(2, 0)

b) f(x) = —2x2 — 4x; P(2, 0)

c) f(x) = +2x2 + 4x; P(—2,0)
d) f(x) = —2x2 — 4x; P(—2,0)
e) f(x) = —2x2 + 4x; P(2,0)
f) LR

8. (UFT-TO) Uma empresa do ramo de confec¢des produz e
comercializa calcas jeans. Se x representa a quantidade
produzida e comercializada (em milhares de unidades) e
L(x) = —x2 + 48x — 10 representa o lucro (em milhares de
reais) da empresa para x unidades, entdo o lucro maximo
que a empresa podera obter é:

a) R$ 566.000,00
b) R$ 423.000,00
¢) R$653.000,00
d) R$ 745.000,00
€) R$ 358.000,00

9. (UFBA)Em um terreno plano e horizontal, esta fixado um
mastro vertical com 13,5 metros de altura. Do topo do
mastro, é langado um projétil, descrevendo uma trajetéria
de modo que sua altura, em relagdo ao terreno, é uma
funcdo quadratica de sua disténcia a reta que contém o
mastro. O projétil alcanca a altura de 16 metros, quando
essa distancia é de 3 metros, e atinge o solo, quando a
distancia é de 27 metros. Determine, em metro, a altura
maxima alcancgada pelo projétil.

10. (Mackenzie-SP) Sef(%) vy é o maximo de uma funcao
quadratica f e se (—1, 0) é um ponto do grafico de f, entdo
f(0) éigual a:
a) 5
b) 4

c 3
d) -1

e) -2

MARCOS HIRAKAWA/TURBORF/IMAGEPLUS
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Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

a) Areta de equacao f(x) = ax + b passa pelos pontos
(0, —4) e (1, —2). Substituindo, temos:
—4=a-0=0b_,la=2
—2=a-1+b _lb=—-4
Assim, a expressao matematica que representa os
instantes anteriores a saida do golfinho é f(x) = 2x — 4.
O golfinho sai da dagua no instante em que f(x) = 0:
2X—4=0=>x=2
Ou seja, o golfinho sai da dgua no instante 2
segundos.
b) O tempo, em segundo, que o golfinho ficou fora da
agua é dado pelo médulo da diferenca entre as raizes

da funcao f(t) = f%tl + 6t — 9. Assim:
f(t)=0:>—%t2+6t—9=0

st=6out=2
Portanto, o golfinho ficou 6 — 2 = 4, ou seja,
4 segundos fora d’agua.

f(4)=—%-42+6~4—9=3

Associando o arco parabélico com um sistema
cartesiano ortogonal, em que M seja a origem desse
sistema, a funcdo quadratica que representa tal curva é
fx) =alx —r)x—r,),emquer, =20er,= —20.
Como o ponto C(0,16) pertence ao gréfico de f, temos:

fix) = alx — 20)(x + 20) ——1

f(0) = 16 = 9= 75

Logo: f(x) = —21—5 (x — 20)(x + 20) e f(5) = 15
| Alternativa a.

Vamos associar um sistema de eixos cartesianos
ortogonais, em que o eixo y coincida com o eixo de
simetria da parabola. Assim, os pontos de coordenadas

d d h 3 <
(0,2), > h) e ( 7 E) pertencem a funcao
f(x) = ax® + bx + c. Substituindo, temos:
2=q-0'+b-0+c¢ heg 94
(d), d 4
h:a-(—) +b-(—)+c -
2 2 = |h=2a-—+4
g=a-(%)2+b-(%)+c b=0
c=2

Comoh=3-g,temosh=6ed= 16.

| Alternativa b.

Por outro lado, a altura maxima, em metro, atingida é:

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Como o esboco do grafico representa uma parabola
com concavidade para baixo, temos a < 0. Além disso,
0 ponto maximo é (1, 2) e a outra raiz é (2, 0). Assim, a
funcao que representa a funcao descrita pela dgua é
flx) = —2x* + 4x.

| Alternativa e.

A abscissa do ponto maximo da funcéo L é:
MR

2a —2
Assim, o lucro maximo, em milhar de reais, é:
L(24) = —(24)* + 48+ 24 — 10 = 566
Alternativa a.

[ Associando um par de eixos cartesianos ortogonais,
podemos afirmar que os pontos (0; 13,5), (3; 16) e (27; 0)
pertencem a funcao f(x) = ax* + bx + c. Temos, entéo:
135=a-0°+b-0+c a= —
16=a-3"+b-3+c = 18

b=1
0=a-27°+b-27 +¢ c=135

Logo: f(x) = —11—8x2 +x+13,5x,=9ef(9) =18

Assim, a altura méxima, em relagcdo ao solo, é 18 m.

b 3 , ,
Como x, = Tal 3 e —1 é uma de suas raizes, a outra

raizé§+—=4.
2 2

Assim, pela forma fatorada, temos:
25 3 3
X)=ax—nr)x—r) = I a 3 5

sa= -l
Logo: f(x) = —1(x +1)(x —4) = f(0) =4

| Alternativa b.
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11.

12.

13.

(Unifal) Na figura abaixo, tém-se os esbogos dos graficos
def(x) =x2+x—-2eg(x) =ax + b.

y

2 X

E correto afirmar que as constantes a e b sdo niimeros
inteiros tais que:

a) a e b sdo pares.

b) a e b sdo impares.

c) aéimpareb é par.

d) a é pareb éimpar.

(Udesc) A taxa de evaporagdo de 4gua em um reservatério

depende da condicdo climatica. Em um modelo simplifi-

cado, essa taxa, E, pode ser descrita por:

E =v(2 - (U(x)? + v(U(x))-

Sendo v a velocidade constante do vento, e para este pro-

blema vale 10 m/s; e U(x) a umidade relativa do ar sendo

dependente da diferenca entre concentragéo de ar e vapor

de dgua por volume (variavel x) definida por U(x) = x + 1.

Determine:

a) Para que valor de x a taxa de evaporacéo é zero?

b) Qual o valor de x em que a taxa de evaporagdo é ma-
xima?

c) Qual o valor maximo da taxa de evaporagdo?

d) Se x = 0, qual a taxa de evaporagao?

(UFG-GO) Para a construc¢ao de uma pousada, deseja-se
cercar trés lados de um terreno situado as margens de
um rio, de modo que ele fique com a forma retangular,
conforme a figura abaixo.

y

rio

Sabe-se que o metro linear da cerca paralela ao rio custa
R$ 12,00, das cercas perpendiculares ao rio custam
R$ 8,00 e que o proprietario ira gastar R$ 3.840,00 com a
construcao total da cerca.

Nessas condicdes, construa o grafico da funcdo que re-
presenta a area do terreno, em funcéo da dimensao x, e
determine as dimensodes do terreno para que a sua area
seja maxima.

4g ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

14. (Mackenzie-SP) O retangulo assinalado na figura possui

15.

16.

17.

area maxima.

B
6
y_[el
Al C
8
Essa area é igual a:
a) 12 b) 10 c) 15 d) 8 e) 14

(Unioeste-PR) Uma fabrica de calgados vende 200 pares
por semana se o preco for mantido em R$ 20,00 o par. Ela
constatou que, em média, para cada real de aumento no
preco de venda dos sapatos ha uma redugio semanal
de quatro pares no total das vendas. Com base nestas
informacodes pode-se concluir que, para que a empresa
tenha a maior receita semanal possivel, ela devera elevar
o preco dos cal¢ados para:

a) R$ 25,00

b) R$ 31,00

c) R$ 30,00

d) R$ 28,00

e) R$ 35,00

(Unesp) Em um acidente automobilistico, foi isolada uma
regido retangular, como mostrado na figura.

y

Se 17 m de corda (esticada e sem sobras) foram suficientes
para cercar 3 lados da regido, a saber, os dois lados me-
nores de medida x e um lado maior de medida y, dados
em metro, determine:

a) A area (em m?) da regido isolada, em funcdo do lado
menor.

b) Amedida doslados x ey daregido retangular, sabendo
que a area da regido era de 36 m? e a medida do lado
menor era um numero inteiro.

(Mackenzie-SP) Na figura, temos os esbogos dos graficos
das funcodes f(x) = 4 — x> e g(x) = x2 — 4x + m, que se in-
terceptam em um unico ponto de abscissa k.

y

Ovalordek + mé:
a) 8
b) 6,5

c) 5,5
d) 7

e) 6
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Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

Como o ponto de abscissa 2 pertence aos graficos de fe
g, temos: f(2) =g(2) =2+ 2 —2=4.

Por outro lado, a menor raiz de f é raiz também de g.
Assim:

f)=0=>x>+x—2=0

Sx=—2oux=1

Logo:g(—2) =0

Substituindo os valores em g(x) = ax + b, temos:
4=a-2+0b a=1

O=a-(-2+b " lb=2

Portanto: g(x) = x + 2
Alternativa c.

Ex) =102 = (x+ 1)) + 10(x + 1) = =10x* =10x + 20

a) Para E(x) = 0,temosx = —2oux=1.
__b_ 1

b) Xy =~ 5g 2

) f(x)=—10(—1)2—10(—l)+20=225
V. 2 2 7

| d) E(0) = 20

[0 custo C,emreal,édadoporC=2x-8+y-12.
Como o custo é R$ 3.840,00, temos:

16x + 12y = 3.840 = y = —gx +320
Assim, a fungdo area é:

AX)=y-x= (—gx + 320)x = —gxz + 320x,
cujo gréfico estd esbocado abaixo.

y
160 +----

Para a drea ser maxima, temos:

__b_ 320_ _
Xy = 2 8 120 ey, = 160
3

Logo, o terreno medird 160 m paralelamente ao rio e

120 m perpendicularmente ao rio.

[Parav=10m/se U(x) = x + 1, a taxa E de evaporacao é:

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

Sejam x e y as dimensdes do retangulo.

B
B
6
y
A x A ;C
8
Como AABC ~ AA’B’C (caso AA), temos:
6 y 3
== =—x+6
8 8-x VT 4"

Logo, a drea A(x) do retangulo assinalado é:
AX)=x-y= —%x2+6x

e, assim, possui area maxima:
_ A _ 36 _
4 4a -3

Alternativa a.

12

Seja x o valor numérico em real do aumento no preco
do par de sapatos. Assim, cada par custara (20 + x) e,
consequentemente, a fabrica venderd, por semana,

(200 — 4x). Logo, a funcéo receita semanal R(x) é:

R(X) = (200 — 4x)(20 + x) = —4x> + 120x + 4.000,

cujo valor maximo é obtido quando x assume o valor
__.b_ 120

Xy a8 25

Alternativa a.

a) O comprimento C de corda necessario para isolar a
regiao é C = 2x + y,com x e y em metro.
ComoC=17temos:2x +y =17 = y =17 — 2x.
Sendo A(x) a area, em metro quadrado, da regido em
funcado do menor lado, temos:

AX)=x-y = AX) =x(17 — 2x) = — 2x> + 17x
b) Para A(x) = 36, temos:
—2x*+17x—36=0 = x=40ux=45.
Porém, como x é inteiro, x = 4 m e, consequentemente,
y=9m.

Como os graficos de fe g tém um Unico ponto de
interseccao, o sistema formado por

fix) =4 — x* e gx) = x> — 4x + m deveré ter apenas
uma solucdo. Assim, temos:

fix) =4—x
gx¥)=x"=4x+m
Para que o sistema tenha uma unica solucéo, a equacéo
(1) deverd ter uma Unica raiz, ou seja:

A=0= 16—-8m+32=0

L m=6
Substituindo em (I), temos x = k = 1.

Portanto:k+ m=1+6=7

= 2x*—4x+m—4=0()

Alternativa d.

Funcéo quadratica )) NOVESTIBULAR |~ 443 ))



Funcao modular

Em pesquisas de opinido, € comum informar a margem de erro; por exemplo,
dois pontos percentuais, para mais ou para menos. Essa informac&o pode
ser associada ao conceito de madulo de um numerao real.

Modédulo de um nimero real

» Considere, no eixo real de origem 0, um ponto P de abscissa x.

o P
0 X

Chama-se maodulo ou valor absoluto de x, que indicamos
por |x|, a distancia entre os pontos P e O.

) Para qualquer numero real x, temos:

x,sex=0
—x,5ex <0

x| =

A funcao modular

» Sejaf:IR — IR uma funcéo que associa cada nimero real x
ao seu modulo. Assim:

x,sex=0

00 = Ixl & = {*22% =2

) Paraesbocar o grafico da fungdo modular, estudamos cada
uma das sentengas separadamente. A reunido dos graficos
obtidos é o gréfico da fungéo modular.

Esboco do grafico por reflexao
Outro recurso para a construgéo de gréaficos de fungtes
modulares é utilizar a ideia de reflexao.

Seja uma fungéao f representada pelo grafico abaixo. Vamos
construir o grafico de glx) = |f(x)| a partir do gréafico de f.
Y» Quando flx) = 0, o grafico de g & o proprio grafico de f.
» Quando f(x) <0, o grafico de g é o grafico de f refletido em

relacdo ao eixo Ox, ou seja, glx) = —f(x).
Assim:
y y
f g
/ =

Esboco do grafico por translacéao

) Para construir o gréfico de uma fungéo do tipo

fix) = k + |g(x)|, em que k # O é uma constante real e
h(x) = |g(x)|, procedemos da seguinte maneira:

- se k > 0, transladamos verticalmente para cima, em k
unidades, o grafico de h.

+ se k < 0, transladamas verticalmente para baixo, em k
unidades, o grafico de h.

) Para construir o grafico de uma fungéo do tipo

f(x) =|glx + k)|, em que k # 0 & uma constante real e
h(x) = |g(x)|, procedemos da seguinte maneira:

+ se k> 0, transladamos harizontalmente para a esquerda,
em k unidades, o grafico de h.

- se k < 0, transladamos horizontalmente para a direita,
em k unidades, o gréfico de h.

Esboco do grafico pelo estudo do sinal
da funcao

Para esbogar o grafico de uma fungéo do tipo

fx) = g, = |g.0] = |gsx)| = ... = |g,(x)], podemos elimi-
nar os madulos por meio do estudo de sinal das fungdes g,
Gas 9s - € G, Obtendo, assim, uma fungado definida por mais
de uma sentenca.

Propriedades do moédulo

Para quaisquer nimeros reais x e y e para uma constante
real positiva d, temos:

‘x| =0

‘x| =d & x==d
X = |x|

X [ X

|| =——comy#0
7] v ey
‘Ix] =0 @ x=0
xl =1yl & x==y
‘Ix|<d & —d=x=<d

‘x| =d & x<—-doux=d

“Ixeyl = Ixl -1yl
Usando essas propriedades resolvemos equacdes e ine-
guacdes modulares.
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)) Funcédo modular

No Vestibular

1. (Unifal) Na resolucdo da equagdo modular [2x — 3| = 5

obtém-se dois nimeros reais cuja média aritmética é:

a) % )

Nlw N

b) % d)

. (Mackenzie-SP) O nimero de solugdes reais da equagéo

xX=1-|x| é

a) 2 d) 4
b) 0 e) 3
c 1

. (Unir-RO) A figura abaixo apresenta a rota percorrida por

um representante comercial durante uma viagem de ne-
goécios no trecho Ji-Parand-Porto Velho. Ao ser indagado
sobre a posicdo em que se encontrava num determinado
momento da viagem, respondeu: “Estou num ponto da
rodovia que liga Ji-Parand a Porto Velho, cuja distancia em
relagdo a cidade de Jaru é maior que a metade da distancia
de Ji-Parana a Ariquemes.”

km km km km
0 87 170 373
g 2 3 2
IS < G
5 > 5 <
x g g

Sendo x a posigdo em que se encontrava o representante
comercial, qual a sentenga matematica que representa
essa situacao?

a) [2x — 174| > 170

b) |x — 174] < 170

c) 2x — 174 > 170

d) |174 — x| > 170

e) x — 174 < 170

. (FGV) A soma dos valores inteiros de x que satisfa-

zem simultaneamente as desigualdades: |[x — 5| <3 e
|x — 4| =16é:

a) 25 d) 18
b) 13 e) 21
c) 16

. (Mackenzie-SP) A soma dos valores de x que satisfaz a

igualdade [x* — x — 2| =2x + 2 &:

a) 1 d) 2
b) 3 e) -3
c) -2

. (UFCE) O valor minimo da fungéo

fR=Ix—1+x-2|+|x—-3| &

a)% d) 2
b) 1 e) 3
c) =

Exercicio 2 Exercicio 1

Exercicio 3

Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

[2x —3| =5 & 2x—3=50u2x— 3= —5
S X=4oux=—1
44 (=1
Assim:)?:#:g
2 2
ﬁlternativa d.

[Comox? = |x?|, a equacio proposta é equivalente a:
[x|*=1— |x|,ouseja, [x|*+ [x| —1=0
Fazendo a mudanca de variavel |x| =y, obtemos:

Y+y—1=0 :>y:*1;\/50uy:_1;\/5
Retornando a variavel original, temos:
=1+ 45 _ —1+45 _1-45
Lix|=——F" = x=——""oux=
2 2 2
_—-1-J5 )
1. |x] —f(nao convém)

Assim, concluimos que a equagao proposta tem duas
solucdes reais.
Alternativa a.

Seja x o quildmetro em que o representante esta. Assim,
sua distancia até a cidade de Jaru é |x — 87].
Como a metade da distancia de Ji-Parana a Arquimedes
éde 85 km, temos: |x = 87| > 85 < |2x = 174 > 170
Alternativa a.

No universo Z, sejam S, e S, 0s conjuntos solugdes,
respectivamente, das inequacées modulares |x — 5| < 3
e |x — 4| = 1. Assim, temos:
x—5|<3 & —3<x—-5<3
S2<x<8
Logo: S, =1{3,4,5,6,7}

Ix—4|=1 o x—4<-1Toux—4=1
Sx=3o0ux=5
Logo: S, = X EIN | x < 3 oux = 5}

Portanto, S, N S, = {3, 5, 6, 7}, cuja soma dos elementos
é21.

Alternativa e.

Eondigéo de existéncia: 2x + 2 = 0, ou seja, x = —1
Temos:
x> —x—-2|=2x+2&

SxX—x—2=2x+20ux’—x—2=-2x—2
0 )

Da equacao (l), obtemos:

xX*—3x—4=0 = x=4oux=—1

Da equacao (ll), obtemos:

X +x=0 = x=0o0ux=—1

Logo, o conjunto solucao da equacao proposta é:
S=1{4,-1,0
| Alternativa b.

[Como |x| =0, Vx, com x € R, temos que o menor valor
da funcdo ocorre para x = 2. Assim:
f)=12—-1+12-2|+]2-3]=1+0+1=2

Alternativa d.

Funcao modular )) NOVESTIBULAR = U5 )



7. (UFU-MG) Na figura abaixo, tem-se um esbogo do grafico
da funcéo f(x) = x|x — 2|.

y

Dentre as sentencas abaixo, a Gnica incorreta é:
a) A funcdo f é crescente no intervalo [-1, 1].
b) Asraizes def(x) =0sdoOe 2.

c) f(x + 1) = 0 para todo x no intervalo [-1, 1].

d) f(=1) = -f(1)

8. (Unifesp) Considere a fungao
_[1,se0=x=2
flx) = -2,se —2<x<0
A fungdo g(x) = |f(x)| — 1 tera o seguinte gréfico:

b) y
16—
-2 |
| 2 X
‘o—]) -2
9 y
.—1—.
-2 2 X
d) y
—o1
-2 0 2 X

e) .—yI 2

4B ) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

9. (Udesc) A alternativa que representa o grafico da funcéo

10.

fX)=Ilx+1 +2é
a) y

b)
X
V] y
-3 -2 -1 0] 14 X
d) y
4
3
2
1
—4/43-2-10 1 2 3 x
e)

SN 8

(Mackenzie-SP)

y f
0 X
g
Observando, na figura, os esbo¢os dos graficos das fungoes
+ . . -
fx) = x| + x e g(x) = —|x| + 1, considere as afirmagdes:

I. Nao existe x < 0 tal que g(x) > f(x).

II. As solugdes de f(x) = g(x) sdo todas positivas.
III. A soma das raizes da equacdo f(x) = g(x) é %
Entao:

a) todas sao falsas.

b) todas sdo verdadeiras.
c) somente I e II sdo verdadeiras.

d) somente I e III sdo verdadeiras.
e) somente II e III sdo verdadeiras.
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Exercicio 7

Exercicio 8

=) =(=n-l(=1)—-2[=-3
—f(1) =M1 —2]=-1
Portanto, f(—1) # —f(1).

| Alternativa d.

o graficode f é:

2 1e—oe

: 2 X
O—T—Q
O grafico de h(x) = |f(x)| é obtido refletindo-se a parte

negativa do grafico de f em torno do eixo Ox, ou seja, o
gréficode h é:

O gréfico de g(x) = |f(x)| — 1 é obtido deslocando-se
verticalmente uma unidade para baixo o gréfico de
h, ou seja, o gréfico de g é:

y

Alternativa d.

Exercicio 9

Exercicio 10

o graficodeg(x) = x + 1 é:

y

/]
/4 X

O gréfico de h(x) = |x + 1] é obtido refletindo-se a parte
negativa do grafico de g em torno do eixo Ox, ou seja, 0
gréfico h é:

O gréfico de f(x) = |x + 1| + 2 é obtido deslocando-se
verticalmente 2 unidades para cima o grafico de h, ou
seja, o grafico de f é:

y f
\/3
X712
A
31 X

Alternativa a.

1. F, pois g(x) > f(x) para =1 <x < %

Il. F, pois f(x) = g(x) parax < —1 oux =

N =

lll. F, pois as raizes da equacao f(x) = g(x) sdo —1 e %

Alternativa a.

Fungio modular )) NO VESTIBULAR |~ L7 ))



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(Udesc) Determine o conjunto solucdo da equagao:
|x +1] +3|x—2] =8.

(ESPM-SP) A soma das raizes reais da equacao

x—|x—2|=x-|x— 1] éigual g,

a) -1 c 3 e 1
b) 0 d) 2
(EGV)

a) Esboce o gréfico da funcéo f(x) = x* — 3[x| + 2.
b) Represente os pontos (x, y) do plano cartesiano que
satisfazem a relagdo [3x — 2y| = 6.

(ITA-SP) Os valores de x € IR, para os quais a fungéo real
dada por f(x) = J5 —||2x — 1| — 6| esté definida, formam
o conjunto:

a) [0, 1]

b) [-5,6]

Q) [-501U[1,)

d) (==,0] U [1,6]

e) [-5,0] U [1,6]

(FGV) Resolva a inequacdo |(x + 1)> + yx* < x + 2.

(Fuvest) O médulo |x| de um nimero real x é definido por
|x| = x,se x =0, e |[x| = —x, se x < 0. Das alternativas
abaixo, a que melhor representa o grafico da fungédo

fx) =xIx| —2x + 2 &
a) d v

b) y e) y

(Vunesp) Sejam a e b dois nimeros reais positivos tais
quea<bea + b= 4. Se o grafico da funcédo
y = |x — al + |x — b| coincide com a fungéo y = 2 no in-
tervalo a < x < b, calcule os valores de a e b.

48 ) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 11

Exercicio 12

—X—1—-3x+6=8,sex=—1
x+1] +3]x—-2| =8

X+1+3x—6=8,sex=2

3
= -3 < —1
X 4,sex
1 113
x=——se —1<x < Logo:S ={ —— —
X 2,se 1<x<2 0go { 3 4]

X:E,SQXBZ

x—|x=2l=x-|x-1e
X+tx—2=x(—x+1),sex<1
X+x—2=x(x—1),seTs<x<2
X—x+2=x(x—1),sex>2
x=2oux=—1,sex<1
x=2o0ux=1sels=x=<2
X=20ux=—1,sex>2

=4

Sx=Toux=2
S={1,2}
| Alternativa c.

x2—3x+2,5ex=0

a) f)=x"—3|x| +2 & fix) =
Lty al il x>+ 3x+2,5ex<0

O dominio de f é o conjunto solu¢do da inequacao:
5—||2x—1|-6]=0

Resolvendo essa inequacao, temos:
5—|[2x—=1]-6] =0 < [|2x—1|-6] <5
L5 |2x—1]-6<5 o 1< |2x—1| <11
[2x — 1] <11
[2x — 1] =1
.[—11S2X—1<11
2x=1=1lou2x—=1=-=1
SL5S5sxs0ouls=sx<6

—5=x<6
x=loux=<=0

| Alternativa e.

X+1—=3x+6=8se—-1<x<2
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Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

Jx+ 12+ <x+2o |x+1]+Ixl<x+2
—x—1—-—x=x+2,sex<—1
X+T—-—Xxs=sx+2se-1s=sx=s=0
X+1+xsx+255ex>0

x> —1,sex<—1;

x=—1,se —1=x=<0

x=1,sex>0

Lelsxs1

V=[-11]

(=4

X2 —2x+2,5ex=0
—x?—=2x+2,5ex<0

L) =x>—2x+2,sex=0
Como A < 0, a funcdo nado apresenta raizes reais,
possui concavidade voltada para cima, intercepta
0 eixo y no ponto (0, 2) e possui vértice com

fx) =xjx|—2x + 2 &

I fx) = —x*—2x+2,5ex<0
A funcdo apresenta uma unica raiz para x < 0, seu
gréfico tem a concavidade voltada para baixo,
intercepta o eixo y no ponto (0, 2) e possui vértice
com coordenadas V = (—1, 3). Assim, o esboco do
gréfico é:

A reunido dos graficos obtidos em | e Il é o gréfico da
funcao f.
Alternativa e.

y=|x—al+|x-blo
—x+a—x+bsex<a
S Yy=ix—a—x+bseasx=b()
Xx—a+x—bsex>b
Como o grafico dessa funcao coincide com a funcao
y =2,paraa=x=b,temosde (l):
at+b=4 ., [b=3

l—a+b=2 a=1

coordenadas V = (1,1). Assim, o esboco do grafico é:
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Funcao exponencial e funcao logaritmica

A variac8o de inUmeras grandezas pode ser representada por uma sequéncia numerica
em que o produto de um termo por uma taxa constante & o termo seguinte; por exemplo:
crescimento populacional, decaimento radioativo e os montantes acumulados em uma
aplicacéo financeira. Essas variac6es podem ser estudadas pela funcédo exponencial.

A inversa da funcdo exponencial & a func&o logaritmica.

A funcao exponencial

) Chama-se funcéo exponencial toda fungéo f: R — [R¥, tal
que:

[f[x]—ax,comaeRfeail }

) Afuncao exponencial fx) = a* & injetora, isto &, para quais-
guer x; e X, do dominio de f, temos a equivaléncia:
dl'=0% © x; =X
Note que essa fungdo também é sobrejetora, pois para
gualguer y, comy € R*,, existe x, com x € R, tal quey = o".
) A fungéo exponencial flx) = a*, com a > 1, é crescente.
Isso significa que, para quaisquer x; e x, do dominio de f,
temos a equivaléncia:
ae>dl & x> X

a*e

) A fungéo exponencial f{x)] = a*, com 0 < a < 1, é decres-
cente. Isso significa que, para quaisquer x; e X, do dominio
de f, temos a equivaléncia:

ae>alex, <X

Equacao exponencial

) Equacéao exponencial é toda equagdo que apresenta a
incégnita no expoente de uma ou mais poténcias de base
positiva e diferente de 1.

) A resolugdo de uma equagado exponencial baseia-se na
equivaléncia:

d1=0% & X, =X,

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Inequacao exponencial

) Inequacao exponencial é toda inequacao que apresenta
a variavel no expoente de uma ou mais poténcias de base
positiva e diferente de 1.

) Asresolugtes de uma inequagao exponencial baseiam-se
nas equivaléncias:

* Paraag>1la®>ad% © x,>x
cPara0<a<lad®>d" o x,<x

Logaritmo

) Sendo a e b numeros reais positivos, com b # 1, chama-se
logaritmo de a na base b o expoente x tal que b* = a.

[Iogb=a=x<:>bx=a}

» Na sentenca log,a = x:
- 0 é o logaritmando;
+ b é a base do logaritmo;
+ x € o logaritmo de a na base b.

» Chama-se logaritmo decimal aquele cuja base € 10. Indica-
-se o logaritmo decimal de um nimero a simplesmente por
log a (a base 10 fica subentendida).

) Dado um numero real a positivo, chama-se logaritmo natu-
ral do numero a aguele cuja base & o nimero de Neper (e).
Indicamos esse logaritmo natural simplesmente por In a:

Ina = log,a

Também chamamos o logaritmo natural de logaritmo ne-
periano.

Propriedades dos logaritmos

Para quaisquer numeros reais positivos a, b e ¢, com
b # 1, temaos:

Pl.log,b=1

P2.log, 1= 0

P3.log, o’ =y -log,a

P4. log, b* = x

P5. bP%" = g

P6. log, ac = log, a + log, ¢
P7. Iogb% = log, a — log,c

log,a
log,b

P8.log,a = (comke R* ek # 1)

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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A funcao logaritmica

) Chama-se fungéao logaritmica toda fungao f: IR* — IR, tal
gue:

[ flx) = log, x,comb ER¥eb # 1 }

)» A funcao logaritmica f(x) = log, x € injetora, isto &, para
guaisquer x; e x, do dominio de f, temos a equivaléncia:

log, X, = log, Xo & X1 = Xp

Note gue essa fungdo também é sobrejetora, pois para qual-
guery,comy € R, existe x, com x € [R* tal que y = log,x.

)» Afuncgéao logaritmica f(x) = log, x, com b > 1, é crescente.
Isso significa que, para quaisquer x; e X, do dominio de f,
temos a equivaléncia:

log,x; > log,x; & X > X,

Iogbx2

log,x,

)» Afungéo logaritmica f(x) = log,x,com 0 < b <1, € decres-
cente. Isso significa que, para quaisquer x; e x, do dominio
de f, temaos a equivaléncia:

log,x, < logyx, & Xp > X,

Iogbx‘

Iogbx2

A inversa da funcéao logaritmica

A inversa da fung&o logaritmica f(x) = log, x & a fungéo
exponencial f '(x) = b~

Note, em cada figura, que os graficos de f e de f ! sdo
simétricos em relagdo a reta r, bissetriz dos quadrantes
impares.

Equacéao logaritmica
) Equacao logaritmica é toda equacdo que apresenta a
incognita no logaritmando ou na base de um logaritmo.
?» A resoclugédo de uma equagao logaritmica baseia-se na
equivaléncia:
log, ;= 100, X, © X; = Xp

Inequacao logaritmica
) Inequacao logaritmica é toda inequacgado que apresenta a

variavel no logaritmando ou na base de um logaritmo.

) As resolugdes de uma inequagéo logaritmica baseiam-se
nas equivaléncias:

+ Parab > l:log,x,> log, x; & X, > X,
- Para0 <b <1lilog,x,<log, X, & x> > X,
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)) Funcéao exponencial e funcao logaritmica

No Vestibular

1. (Unifesp) Sob determinadas condigdes, o antibidtico

gentamicina, quando ingerido, é eliminado pelo orga-
nismo a razdo de metade do volume acumulado a cada
hora. Dai, se K é o volume da substéncia no organismo,
t
. ~ 1\2 .
pode-se utilizar a funcédo f(t) = K - (E para estimar a sua

eliminacao depois de um tempo t, em horas. Neste caso, o
tempo minimo necessario para que uma pessoa conserve
no maximo 2 mg desse antibiético no organismo, tendo
ingerido 128 mg numa Unica dose, é de:

a) 12 horas e meia

b) 12 horas

c) 10 horas e meia

d) 8 horas

e) 6 horas

. (Unioeste-PR) Sendo a funcdo c expressa pela lei

c(t) = —2* + 2" + 32, e sendo t um numero real, é correto

afirmar que:

a) c(t)y >0set=0

b) ¢ é uma funcéo crescente.

c) c possui uma Unica raiz real.

d) o dominio de c é o conjunto dos nimeros reais positivos.

e) afuncéo c pode ser escrita como c(t) = —4'+ 2(2' 1) + 32,
que pode ser simplificada para c(t) = —2"+ 2" + 16,
representando a mesma funcao.

. (Insper) Se a > 1, entdo a equagéo a* + ax”> — a = 0 tem:
a) nenhuma solugao.

b) nenhuma ou apenas uma solugao, dependendo do
valor de a.

c) nenhuma, apenas uma ou apenas duas solugdes, de-
pendendo do valor de a.

d) apenas uma solugao, independente do valor de a.
e) apenas duas solugoes, independente do valor de a.

. (Unioeste-PR) Uma coldnia A de bactérias cresce segundo
a funcdo A(t) = 2 - (4') e uma coldnia B cresce segundo a
funcdo B(t) = 32 - (2), sendo t o tempo em hora. De acordo
com estas funcdes, imediatamente apds o instante t’, o
nuamero de bactérias da colonia A é maior que o niimero
de bactérias da coldnia B. Pode-se afirmar que:

a) t' é um numero impar.

b) t’ é divisivel por 3.

c) o dobro de t’ é maior que 7.

d) t’ é maior que 15.

e) t’ é multiplo de 5.

. (Udesc) O conjunto solugao da inequaga"lo(ilm)X+3 > (4)* é:
a) S={xeER|-1<x<6}

b) S={xER[x<-60ux>1}

) S={x€ER|x<-1oux>6}

d s={xeR|-6<x<1}

e) S={xeR|x< —J6oux>J6}
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6. (Ufac) Se a e b sdo numeros reais e a func¢éo f definida por

10.

11.

f(x) = a- 2"+ b, para todo x real, satisfaz f(0) = 0 e f(1) = 1,
entdo a imagem de f é o intervalo:
a) |1, +eef Q) =1
b) O, +ee[ d) [-1,1]

e) |1, +o

. (UFSCar-SP) Para estimar a area da figura ABDO (colorida

no desenho), onde a curva AB é parte da representagdo
grafica da funcdo f(x) = 2% Jodo demarcou o retdngulo
OCBD e, em seguida, usou um programa de computador
que “plota” pontos aleatoriamente no interior desse retan-
gulo. Sabendo-se que dos 1.000 pontos “plotados”, apenas
540 ficaram no interior da figura ABDO, a area estimada
dessa figura, em unidades de area, é igual a:

y

a) 4,32
b) 4,26

€) 3,92
d) 3,84

€) 3,52

. (Unioeste-PR) Sejam X, y e z nimeros reais positivos. A

expressao 5log x + %log y —2log z é igual a:

1 51 3 5 + /
2 EXIBY o X (s Y )
log z 7 ‘ 3
5xy X3y
b) logg d) log .

. (UFPel-RS) Considerando o sistema de equacgdes

log, x + log,y = 1, o produto xy é:

-1=128
a) 32 <) % e) 3
b) % d) % f IR

(Insper) Quando aumentamos em 60% um numero real
positivo b, seu logaritmo decimal aumenta em 20%. Con-
siderando log 2 = 0,30, podemos concluir que:

a)b=1 c)b=4 e) b=10
b) b=2 db=38

(UFSCar-SP) Um paciente de um hospital esta recebendo
soro por via intravenosa. O equipamento foi regulado para
gotejar x gotas a cada 30 segundos. Sabendo-se que esse
numero x é solucao da equagao log, x = log, 3, e que cada
gota tem volume de 0,3 mL, pode-se afirmar que o volume
de soro que este paciente recebe em uma hora é de:

a) 800 mL c) 724 mL e) 324 mL
b) 750 mL d) 500 mL

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

Como a massa é diretamente proporcional ao volume,
paraf(t)=2 e K=128, temos:

1 t 1 t
fit =K-(—)2 2=128-(—)2
(1) 5[ 1= >
St=12
| Alternativa b.

_Fazendo c(t) = 0, temos:
—2% 422 432=0=> —(29+2-2)+32=0
—2*6 2N=4
==
2 T lar=2
St=2
_Alternativa C.

Paraa > 1, temos:
a+ax’—a=0= —ax’+a

na ==X+
Assim, o numero de solugdes da equacdo acima é
determinado pelo numero de interseccdes dos graficos
defix) =a*'edeg(x) = —x>+ 1.

Logo, representando os dois graficos num mesmo
sistema cartesiano ortogonal, temos:

y
f(x)

-1 1 X
/7] New

Alternativa e.

Sendo t’ o instante procurado, devemos ter:
2:4">32:2" = 2">16

St >4

| Alternativa c.

X (x—2)(x+3)
(3 2()(—2)) +3>(4)x - 2 3 >22x
X =5x—6>0=x<—-1oux>6
Alternativa c.

lf(O)zO N 1a-2°+b:0
1) =1 a-2'+b=1
La=leb=-1

Assim, temos: f(x) = 2 — 1

O gréfico da fungao g(x) = 2" é:

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11
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O gréfico de f é uma translacao vertical do gréfico de g em
uma unidade para baixo; isto é:

y

f
1 =
1 X
,,,,,,,, 5 20 N R

Logo, o conjunto imagem de f é o intervalo ]—1, +col.

| Alternativa e.

A srea do retangulo é dada por 2 - f(2) = 8. Assim,
admitindo-se uma “plotagem” equiprovavel, a drea
estimada serd proporcional ao nimero de pontos

_ 8-540 _
plotados. Logo: A = T000 4,32
| Alternativa a.
— 5
1 AWy
5logx + —logy — 2logz = lo
g X 3 gy gz 9 7
| Alternativa d.
[Parax >0 ey >0, temos:
log,x + log,y =1 log, X’y =1
47'=128 =7
2J2
x =2
3
9
Yy=5
Xy =342
| Alternativa a.
_Iog (1,6b) = (1,2)log b = log 1,6 + log b = 1,2log b
0,2
-.02logb=1log16 =1=logb= el
b=10
| Alternativa e.
Para x > 0, temos:
log,x

log,x =1log,3 = =log, 3

log,4
log,x

5= log,3 = log, x = 2log, 3
~.log, x = log, 3’ = log,x = log, 9
SX=9
Assim, o volume, em mililitro, que o paciente recebe em

9-0,3-3.600

uma hora é: —————— =324

30

| Alternativa e.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(UFPel-RS) A natureza dotou a espécie humana de uma
sensibilidade auditiva que diminui com o aumento do
nivel da pressdo sonora.

O nivel de pressdo sonora (NPS) pode ser definido

pela expressdo: NPS = 20log ), em que P é o valor

P
P,
da pressdo medida e P, é a pressdo de referéncia, isto
é, a menor pressdo percebida pelo ouvido humano
(P, = 2+ 107°), medidas em Pascal.

Com base no texto e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que, considerando log 2 = 0,3, a expressdao NPS
pode ser escrita como:

a) 20-logP + 1,5

b) 20-logP - 1,5

c) 20-logP + 94

d) logP + 9,4

e) 5-logP + 20

f) LR

(UFSCar-SP) Em notagdo cientifica, um nimero é es-
crito na forma p - 10% sendo p um numero real tal que
1 <p <10, e q é um numero inteiro. Considerando
log 2 = 0,3, 0 nimero 2**, escrito em notagéo cientifica,
tera p igual a:

a) J10 d) 1,2
b) V3 e) 1,1
c) V2

(Udesc) Resolva a equagao:
log,[ 15 + log, (3x?—4x +3)] =2

(Unifesp) Uma das raizes da equagdo 2 -8 -2* +12 =0 é
x = 1. A outra raiz é:

‘ log,,6
a) 1+ logy, (%) d) 8210
logy,3 (3
+ i
b1 logyy2 ) 10g1°(2)
c) logy, 3

(UFV-MG) Seja x a solugdo da equacao:

log, x® 7log2§ + log, 4x = —16. Entdo x é igual a:
a) 0,5 c) 0,125

b) 0,25 d) 0,0625

(Udesc) Devido a degradacdo microbiana, o valor Y, de
um composto organico é reduzido a um valor Y em n
anos. Os dois volumes estdo relacionados pela férmula
n
250°
posto serao reduzidos a 2 m3?

log; Y = log; Y, — Em quantos anos 18 m3 do com-

(UFSCar) A altura média do tronco de certa espécie de ar-
vore, que se destina a produga@o de madeira, evolui, desde
que é plantada, segundo o seguinte modelo matematico:
h(t) = 1,5 + logs(t+1), com h(t) em metro e t em ano. Seuma
dessas arvores foi cortada quando seu tronco atingiu 3,5 m
de altura, o tempo (em ano) transcorrido do momento da
plantacdo até o do corte foi de:
a) 9 c 5

b) 8 d) 4

e) 2
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19.

20.

21.

22.

(Uepa) Um produtor do interior do estado do Para decidiu
investir no plantio de uma nova variedade de banana, a
BRS Conquista, em fun¢do das vantagens apresentadas,
entre elas, a resisténcia as doengas como mal-do-panamd,
sigatoka amarela e negra. No primeiro ano do plantio, esse
produtor plantou x mudas de bananas. Em seu planeja-
mento, o produtor previu que seu plantio dobraria a cada
ano. Apds quanto tempo o numero de mudas passara a
ser 20 vezes a quantidade inicial? (log 2 = 0,3)

a) 4 anos e 8 meses

b) 4 anos e 4 meses

c) 4 anos e 3 meses

d) 4 anos e 2 meses

e) 4 anos e 1 més

(Unifesp) A relagdo P(t) = Py(1 + r)',onde r > 0 é constante,
representa a quantidade P que cresce exponencialmente
em funcdo do tempo t > 0. P, é a quantidade inicial e r é
a taxa de crescimento num dado periodo de tempo. Neste
caso, o tempo de dobra da quantidade é o periodo necessério
para ela dobrar. O tempo de dobra T pode ser calculado
pela férmula:

a) T =logy ., 2
b) T = log, 2
c)T=1log,r

d) T = log, (1+1)
e) T =log, . (2r)

(Unifesp) A tabela representa valores de uma escala lo-
garitmica decimal das populacdes de grupos A, B, C, ... de
pessoas.

Grupo Populagao 1ogup
)
A 5 0,69897
B 35 1,54407
C 1.800 3,25527
D 60.000 477815
E - 5,54407
F 10.009.000 7,00039

Por algum motivo, a populagdo do grupo E esta ilegivel.
A partir dos valores da tabela, pode-se deduzir que a
populagdo do grupo E é:

a) 170.000

b) 180.000

¢) 250.000

d) 300.000

€) 350.000

(Unifor-CE) Em 1987, uma industria farmacéutica iniciou
a fabricacdo de certo medicamento e, desde entao, sua
producdo tem crescido a taxa de 8% ao ano. Assim sendo,
em que ano a producao de tal medicamento quadruplicou
a quantidade fabricada em 19877

Sao dadas as aproximacoes: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48
a) 2002 c) 2004 e) 2006

b) 2003 d) 2005

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 16 Exercicio 15 Exercicio 14 Exercicio 13 Exercicio 12

Exercicio 17

[ParaP, =210 temos:

NPS = 20 log

2-10
.NPS =20logP + 94
_Alternativa C.

[Para x = 2%, temos:
x=2" = logx = 255 log 2
S x=10% = x=102-10"
1
Como 102 =10 e 1 <10 < 10, concluimos que:
p=+10

| Alternativa a.

Como 3x? — 4x + 3 > 0 para Vx, com x € IR, temos:
log, [15 + log, 3x> —4x +3)| =2 =

= 15+ log, 3x> —4x +3)=16

23 —4x+1=0

o 1
S x=Tloux=—
3

(2% _g.24+12=0

Efetuando a mudanca de variavel 2" = t, temos:
t?—8t+12=0 = t=20ut=6
S2=20u2"=6

log;,3
sx=1oux=log,6 =1+1log,3 =1+

log,,2

_AIternativa b.

Para x > 0, temos:

5
log, X’ — Iogzg+ log,4x=—16 = Iogz%: -16
C xS =l
S.x=0,125

| Alternativa c.

[Sendo n, em ano, e substituindo Y, por 18 e Y por 2,

temos: n n
| Y=I Yo ——— | 2= 18 ———
0g; 093 1y 350 = 10093 0g; 550
n
S—=2
250
|- n=500

P _5) = NPS=20(logP—1log2-107)

Exercicio 20 Exercicio 19 Exercicio 18

Exercicio 21

Exercicio 22
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_Para h(t) = 3,5, temos:
35=15+log;(t+1) = t=8
_Alternativa b.

A funcéo f que representa o nimero de mudas no
tempo t, em ano, é f{t) = x - 2'. Assim, o tempo t para

o numero de mudas ser 20x é:
20x = x-2" = log 20 = tlog 2
log2 +1
t=———=14733
log 2

| Alternativa b.

[Pt =P, (1 + 1) = 2Py =Py (141
S T=log,.,2
_Alternativa a.

— 1055407

log,op =5,54407 = p
p= 101,54407 . 104
Pela tabela, log 35 = 1,54407, entdo: 10"°*" = 35
Assim:

p =35-10* = 350.000

Alternativa e.

A funcao que indica a quantidade fabricada é dada
por Q(n) = Q,(1+0,08)", em que n indica o periodo de

fabricacao, em ano, e Q, a fabricacéo inicial. Assim, temos:
Q(n) = Q,(1,08)" = 4Q, = Q, (1,08)"

108 2log 2
.'.nlog(— ) =2log2 = n=

100 2log2 + 3log3 — 2
son=15

_Alternativa a.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

(Unifor-CE) Em 1995, em uma cooperativa de artesana-
to, os artefatos manufaturados geraram um lucro de
R$ 16.000,00 e, a partir de entdo, observou-se que o lucro
cresceu a uma taxa de 20% ao ano. Nessas condicoes, o
lucro anual dessa cooperativa chegou a R$ 81.000,00 no
ano de:

a) 2002 c) 2004
b) 2003 d) 2005
Sdo dadas as aproximagoes: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48

€) 2006

(Udesc) Determine o conjunto solugao do sistema de
. 2y -9’ +4=0

equagdes: | i _ 2
(Unifor-CE) Considere que o nimero de bactérias de uma
cultura, t minutos apés o inicio de uma observacgao, pode
ser calculado pela expresséo N(t) = 900 - 3°°". Assim sendo,
decorrido quanto tempo do inicio da observagio o nimero
de bactérias serd com certeza superior a 36.000 unidades?
(Use: log 2 = 0,30 e log 3 = 0,48)

a) 5 horas e 40 minutos

b) 5 horas e 20 minutos

c) 5 horas e 15 minutos

d) 4 horas e 45 minutos

e) 4 horas e 14 minutos

(UFPel-RS) A lei que mede o ruido é definida pela expressao
R =120+ 10logl,em queIé aintensidade sonora, medida
em W/m?, e R é a medida do ruido, em decibel (dB).

O quadro abaixo mostra o ruido de algumas fontes de som:

Fonte de som Ruido
Proximidade de um jato 150 dB
Britadeira 130 dB
Limiar da dor 120 dB
Mosquito 40 dB
Limiar da audigao 0dB

Com base no texto e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que a intensidade sonora, percebida e suportada
sem dor pelo ser humano, varia entre:

a) 10 e 1 W/m?

b) 10 e 10 W/m?2

c) 10"” e 1 W/m?

d) 107° e 1W/m?

e) 101% e 10 W/m2

f) LR

(Unifor-CE) No universo |1, +e[ o conjunto solugdo da
inequacdo log, (— X* + 4x + 12) > 2 é:
a) ] 1,47

b) | 1,1 +7
) J1+47,2]
d) |1+47,6]
€) ]2,6]

(Udesc) Para quais valores reais de x a func¢ao logaritmica
f(x) = log,,_5(x* + x — 6) esta definida?
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29. (Unifor-CE) O gréfico abaixo representa uma fungao f, de

30.

31.

32.

IR em IR, dada por f(x) = a2, em que a é um niimero real
positivo.

0 1 X

Considere log 2 = 0,30, é correto afirmar que log f(—4) é
um numero compreendido entre:

a)—5e-2 c)0e2 e)5e10
b)-2e0 d)2e5
(Insper) Na figura abaixo, estd representada, fora de escala,
uma parte do grafico y = log; x.
y
25 T
2 ]
//
1,5
1
0,5
0| [12345678091011121314151617181920 X
-0,5
» //

A partir do gréfico, pode-se concluir que a solugdo da
equagao 9* = 15 vale, aproximadamente:
a) 2,50 c) 1,45
b) 1,65 d) 1,25

e) 1,10

(Udesc) Sabendo que os graficos das fungdes f(x) = ax + b
e g(x) = log,x se interceptam no ponto P(@, %), entdo o
produto a - b é igual a:

73 —sf 3
A5 95 93
by 3 )0

2 2
(Unifesp) Com base na figura:
y y=2.3

*Ip c
A, B

| y = logyx |
11 [

X

O comprimento da diagonal AC do quadrilédtero ABCD, de
lados paralelos aos eixos coordenados, é:
a) 242 c) 8

b) 42 d) 4J5

e) 63
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Exercicio 24 Exercicio 23

Exercicio 25

Exercicio 27

Exercicio 28

Exercicio 26

A funcao lucro é dada por L(n) = C,(1+0,2)", em que
nindica o periodo de aplicagdao, em ano, e C, o capital
inicial, em real. Assim, temos:

81.00 = 16.000 (1,2)" =>4Iog(%)—nlog( )
log3 —log 2

n=4——>"__2° =9
2log2 +1log3 —1

Alternativa c.

Paray > 0, temos:

Y= +4=0_[2y—=9 [y +4=0
210940 = 2 Jy=x’
x=J2ey=2
1 x=—J2ey=2
y=2o0uJjy =—
ARG L Y
Jy=x A
x=—§ey=z

Para t, em minuto, temos:

900 - 3°°" > 36,000 = 3°°"> 40
2log2 + 1

0,01 -t+log3 >log40 = t>100-
log 3

S t>333,333..

| Alternativa a.

A medida do ruido suportada sem dor pelo ser humano,
segundo a tabela, varia entre 0 dB e 120 dB. Assim, temos:

R=120+ 10log/ = 0<< 120 + 10log /< 120
5 —120<10log /<0 = —12<log/<0
107 <<

Alternativa a.

Para x> 1, temos:

log(—x>+4x+12)>2 = —x’+4x+12>x’
L1<x<1+J7

| Alternativa b.

X+x—6>0 [(x<-3o0ux>2
x—=5>0 ={x>5
X—5#1 X #* 6
_.'.x>5ex¢6

Exercicio 29

Exercicio 30

Exercicio 31

Exercicio 32

Funcao exponencial e funcéo logaritmica )) NO VESTIBULAR

[Comoo ponto de coordenadas (1, 2) pertence ao grafico
de f, temos:

1
2=az= qg=1
4

Assim: log [f( —4)] = =-12

| Alternativa b.

A partir da analise do grafico, temos:

9“=15 = x = Iogg15
x——Iog3(15) 2,5=1,25

Altematlva d.

Como o ponto P( ﬁ%) pertence ao grafico de g(x), temos:

%=Iogbﬁ:> b=3

Assim, substituindo b = 3 e P( ﬁ,%) emf:
%=a\/§+3 = a=%‘/§

~ —5J3 —5J3
Logo:a- bfT 3AT

| Alternativa c.

_A ordenada do ponto B é o ponto em que a fungao

y = 2 - 3"intercepta o eixo Oy, ou seja, y = 2. Assim, sua
abscissa x é dada por:

logsx=2 = x=9

Portanto, B(9, 2).

A abscissa do ponto D é o ponto em que a funcao
intercepta o eixo Ox, ou seja, x = 1. Assim, ordenada y é:
y=2-3'" = y=6e, portanto, D(1, 6).

Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
(BDY=(9—1’+(@2—-6) = BD=4J5

Alternativa d.

57 ))



33. (Unifesp) A figura refere-se a um sistema cartesiano
ortogonal em que os pontos de coordenadas (a, c) e

1
log,10’
y = 2% respectivamente.

(b,c),coma = pertencem aos graficos dey = 10% e

y

A abscissa b vale:
a) 1
b) &
log, 2
c) 2
1
logs 2

e) 3

34. (UFSCar-SP) A curva a seguir indica a representagéo grafica
da funcdo f(x) = log, x, sendo D e E dois dos seus pontos.

y
D '/f(x) = log,x

0 / A
Se os pontos A e B tém coordenadas respectivamente
iguais a (k, 0) e (4,0), com kreal e k > 1, a area do tridngulo
CDE serd igual a 20% da éarea do trapézio ABDE quando k
for igual a:

a) VY2

b) V2

c) 2¥2

d) 272

e) 3Y2

35. (Insper) Sejam a, b, K e R nimeros maiores do que 1, sendo
a# beK # R.O ponto de encontro dos graficos das fun¢oes
f(x) = K-a*eg(x) = R b*tem abscissa igual a:

a) log%(g)

b
a|K
b) =
)R

K

R

b

a|

<)
d)K—R
b-a
e) a-K+b-R
a+b

58 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

36. (UFBA)A temperatura Y(t) de um corpo —em funcao do tem-
pot=0,dado em minutos—varia de acordo com a expressao:
Y(t) = Y, + Be®, sendo Y, a temperatura do meio em que se
encontra o corpo e B e k constantes.

Suponha que no instante t = 0, um corpo, com tempe-
ratura de 75 °C, é imerso em agua, que é mantida a uma
temperatura de 25 °C. Sabendo que, depois de 1 minuto,
a temperatura do corpo é de 50 °C, calcule o tempo para
que, depois de imerso na agua, a temperatura do corpo
seja igual a 37,5 °C.

37. (Insper) Considere as fungoes f(x) = b* e g(x) = log, (x),
emque b > 0eb # 1. Sabendo que f(g(x)) = 4/x* para todo
x > 0, pode-se concluir que:

a)b=2J2
b)b =232
c) b=2%4
db=2
e)b=4

38. (Insper) A figura abaixo mostra uma parte do grafico da
funcéo y = log, (x) —x.

y

A partir do grafico, pode-se concluir que uma das solugoes

reais da equagdox -2 * = %vale aproximadamente:

a) 6,2
b) 5,4
c) 4,6
d) 3,8
e) 3,0

39. (UFBA) O gréfico representa a fungéo f: R — |1, +oo[,

f(x) = a + b-2" sendo a, b e k constantes reais.

N

A partir dessas informagdes, calcule f (x).
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Exercicio 34 Exercicio 33

Exercicio 35

Exercicio 36

Substituindo a = ! emy = 10% temos:
logs10

y = 10ogs10 . Assim, a abscissa b é dada pela funcéo

y=20useja:2’=5 < b=

logs2
| Alternativa d.

A ordenada do ponto E é log, k, e a ordenada do ponto
D élog, 4 = 2. Assim, o triangulo retangulo CDE tem
catetos medindo (4 — k) e (2 = log, k), enquanto o
trapézio retangulo ABDE tem base maior igual a 2, base
menor igual a log, k e altura (4 — k). Logo, temos:

(4— k@2 —log, k) (2 + log, k)(4 — k)
2 - 2

= 2 —log, k =04+ 0,2log, k

k=202

_AIternativa C.

A abscissa do ponto de encontro dos graficos de fe g é
solucdo da equacgao:

a R
R-b=K-d" ==
‘ :(b) K
L K
..x—Iogg(E)

Alternativa a.

substituindo os dados parat = 0, temos:
Y(t) =Y, + Be" = 75 =25+ 50¢""°
..B=50

Substituindo os dados para t = 1, temos:
Y(t) =Y, + Be" = 50 =25+ 50e""’

oonl}

Tl 1)
Assim, afuncio & () = 25 + 50¢" "2 .
Para Y(t) = 37,5, temos:

37,5 =25+ 50e

St=2

r-ln[

e
4 2

Exercicio 37

Exercicio 38

Exercicio 39

Fu

_Para x>0, temos:
3
f(g(x)) = bg(X) — blog4(x) _ ﬂ? - blog4(x) = xa
2 3
561 = 6 = logy(x) = log,(x)*

4
clogu(x) =log . (x) = b3=4
b=22 "

Alternativa a.

_Parax> 0, temos:
x:27"= é = log,(x) —x= -3

Da analise do grafico, concluimos que 0 < x < 1ou
5<x<6.
Alternativa b.

O grafico de f é assintotico em relacdo aretay = 1;
assim,a = 1.
Por outro lado, da analise grafica, temos f(0) = 3 e

f{(—1) = 5. Substituindo, temos:
3=1—p-2"° Ibzz
Assim:

_ o x=1_ (1Y
o) =1+2 31 %1 —(4)
-y =log, L)

2
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Progressao aritmetica e
progressao geometrica

Qualquer conjunto cujos elementos obedecem a uma ordem & uma sequéncia.
No cotidiano, encontramos varias sequéncias: a lista de chamada de uma turma,
as palavras em um dicionario, a classificacdo dos alunos aprovados no vestibular etc.

O conceito de sequéncia

) Sequéncia finita & toda funcdo de dominio A ={1,2, 3, ..., n}
com A C IN* e contradominio B, sendo B um conjunto
gualquer ndo vazio.

)» Sequéncia infinita & toda fung&o de dominio IN* ={1,2, 3,..}
e contradominio B, sendo B um conjunto qualquer néo
vazio.

) Cada elemento de uma sequéncia & também chamado
de termo da sequéncia. 0 termo que ocupa a posicéo de
numero n € indicado pelo simbolo a,.

)» Em uma sequéncia finita (a,, a,, a3, .. a,) , 0s termos g, e q,
séo os extremos da sequéncia.

(ay, a., ag, ... a,)

L]

extremos

) Dois termos, g, e g, s&o equidistantes dos extremos se,
e somente se, a quantidade de termos que precedem g, é
igual & quantidade de termos que sucedem a;.

» Umtermoa,, & chamado de termo médio de uma sequéncia
com numero impar de termos se, e somente se, a quanti-
dade de termos que antecedem a,, € igual a quantidade de
termos que o sucedem.

) Lei de formagao da sequéncia é um conjunto de informa-
¢des que determina todos os termos de uma sequéncia e
a ordem em gue sdo apresentadaos.

Progresséo aritmética (PA)

Progressao aritmética (PA) ¢ toda sequéncia numeérica
em que cada termo, a partir do segundo, & igual @ soma do
termo anterior com uma constante r. 0 nimero r € chamado
de razao da progressao aritmética.

(a,, ap, ag,..q,, ...)

NN
+ro+r
Classificacao
Cada termo, a partir do
Crescente segundo, &€ maior que o razéo positiva
anterior.
Cada termo, a partir do
Decrescente segundo, € menor que o razao negativa
anterior.
Todos os termos séo ~
Constante Lo razdo nula
iguais.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Representacao genérica

Dados x e r nUmeros reais, podemos usar as seguintes
representacoes:

Razao Representacgao
PA de 3 termos r x,x +r,x+2r
PA de 3 termos r x—rx,x+r)
PA de 4 termos r x+rx+2nx+3r
PA de 4 termos er (x—3rnx—rx+rx+3r

Férmula do termo geral

)» Numa PA (a,, a,, as, ... a,, ...) de razéo r, temaos:

[an=al+[n1]'r }

) De maneira geral, temos:

[an=ak+[n—k]-r}

Representacao grafica

Arepresentagéo grafica da PA (a,, a,, a, ... a,, ...) € formada
pelos pontos (n, a,) do plano cartesiano. Esses pontos per-
tencem a reta de equagéoy = a, + (x — 1)r.
Propriedades
) Em toda PA finita, a soma de dois termos equidistantes

dos extremos é igual a soma dos extremos.

(A, Ay eeey Qe 15 wees Oy — g ey Ay 1, Q)

L= ]

ajta,=at+ta, 1 =a8.t+a, ¢

) Uma sequéncia de trés termos é uma PA se, e somente se,
o termo médio é igual @ média aritmética entre os outros
dois:

a+c

(a,b,c)éPA & b= 5

» Em uma PA com nimero impar de termos, o termo médio
€ a média aritmética entre os extremaos.
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Soma dos n primeiros termos

A soma S, dos n primeiros termos da PA (a,, a, da, ..., O, ...)

é dada por:

_lay+al)-n
" 2

Progresséo geométrica (PG)

Progressao geométrica (PG) é toda sequéncia numérica
em que cada termo, a partir do segundo, é igual ao produto do
termo anterior com uma constante g. 0 numero g é chamado
de razao da progressao geométrica.

Classificacao

(ay, ap, g, .. ap )

N\,
g -q

Crescente

Cada termo, a partir do
segundo, & maior que o
anterior.

a,>0eqg>1
ou
0,<0el0<g<l1

Decrescente

Cada termo, a partir do
segundo, € menor que o
anterior.

a,>0e0<g<l1

Constante

Todos os termos sdo
iguais.

Oscilante

Todos os termos sdo
diferentes de zero e dois
termos consecutivos
quaisquer tém sinais
opostos.

a,#0eg<0

Quase nula

0 primeiro termo é
diferente de zero e os

demais sdo iguais a zero.

a,#0eg=0

Representacao genérica

Dados x e g numeros reais, podemos usar as seguintes

representacgdes:
Razao Representacao
PG de 3 termos q (x, xq, xq°)
X

PG de 3 termos g,.comg# 0 (E,X,XQ)
PG de 4 termos g (x, xq, xg°, xq°)

2 X X 3
PG de 4 termos g5, comg # 0 E’ E, X, Xq

Formula do termo geral

» Numa PG (a,, a,, ag, ...

_ n—1
a,=a,°gq

a,, ..) de razdo g, temos:

) De maneira geral, temaos:

— n—k
a, =q,*q

Representacao grafica

) Arepresentacao grafica da PG (ay, a,, a3, ... a,, ...) € formada
pelos pontos (n, a,) do plano cartesiano tais que:
+ searazaogdaPG é positiva e diferente de 1, essa represen-
tacéao grafica é formada por pontos do grafico da fungéo
a
exponencial y = 2. q.
q
- se a razdo da PG é negativa ou igual a 1, essa represen-
tacgao gréfica é formada por pontos que ndo pertencem
ao grafico de uma fungéo exponencial.

Propriedades

) Emtoda PG finita, o produto de dois termos equidistantes
dos extremos é igual ao produto dos extremaos.

(G Qo ooy Qs 4y eems Oy — o oo Oy — 3, Q)
(Lt 1]

A1*8, =@y 8,1 = @q "8

) Uma sequéncia de trés termas, em que o primeiro é dife-
rente de zero, € uma PG se, e somente se, 0 quadrado do
termo médio é igual ao produto dos outros dois. Assim,
sendo a # 0:

[[a.b.c]éPG @be=a-c}

) Em uma PG com numero impar de termos, o quadrado do
termo meédio é igual ao produto dos extremos.

Soma dos n primeiros termos

A soma S, dos n primeiros termos da PG ndo constante
(a, a,, ag, .., a,, ...) de razéo g € dada por:

a - (1-g"
e
l-g

Produto dos n primeiros termos

0 produto P, dos n primeiros termos da PG (a,, a,, 0g, .., Q,,, ...
de razéo q é dado por:

nln —1)

P,=la)"-q =

Soma dos infinitos termos

A soma dos infinitos termos de uma PG (a,, a,, as,
de razédo g,com —1 < g < 1, é dada por:

o T |

PROGRESSAO ARITMETICA E PROGRESSAO GEOMETRICA




)) Progresséao aritmética e progressao geométrica

No Vestibular

1. (Unioeste-PR) A figura F, é representada por 4 pontos
formando um quadrado. Para obtermos a figura F,, mar-
camos mais 6 pontos ao redor da figura F,, formando 4
quadrados. A figura F; foi obtida marcando mais 8 pontos
ao redor da figura F,, formando 9 quadrados e assim su-
cessivamente.

e o e o o o
e o o o e & o o o o
F| FZ FS

Continuando esse processo e considerando-se quadrados
formados por apenas 4 pontos, pode-se afirmar que a
figura Fyq tera:

a) 256 quadrados.

b) 428 quadrados.

c) 760 quadrados.

d) 248 quadrados.

e) 128 quadrados.

2. (FGV) Observe atentamente o padrdo indicado na tabela
a seguir:

COLUNAS

1|23 |4|5|6|7|8|9|10(11|1=2

) L I ISR (T A (V28 [P B B I 1 DN A

nwrITZH-Hr

a) Desenhe qual serd a seta localizada no cruzamento da
linha 975 com a coluna 1.238, justificando o raciocinio
usado.

b) Admitindo-se que a tabela tenha 23 linhas por 500
colunas, calcule o total de simbolos iguais a T nas trés
ultimas linhas dessa tabela.

3. (Unifor-CE) A sucessdo de figuras abaixo apresenta a
disposicdo das arvores frutiferas plantadas no pomar do
sitio de Dona Zefa, observada nos meses de dezembro dos
anos indicados.

S0 N0
SR8 HHELL
S8 88 HHEBH -
S5 S88 HHLL
S8 S8 HHELE
1989 1990 1991

Se foi mantido o padrio na disposi¢do do plantio das ar-
vores, entdo Dona Zefa atingiu a meta de ter 272 arvores
plantadas no seu pomar em dezembro de:
a) 2006 ) 2004
b) 2005 d) 2003

€) 2002

62 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

4. (Unifesp) Os tridngulos que aparecem na figura da es-
querda sdo retdngulos, e os catetos OA,, A,A,, AyAs AsA,,
ALA, ... AjA, tém comprimento igual a 1.

a) Calcule os comprimentos das hipotenusas OA,, OA,,
OA, e OAy,.

b) Denotando por 6, o angulo (A,0A, , ,), conforme a fi-
gura da direita, descreva os elementos a,, a,, d; € d, da
sequéncia (a,, a,, ds, ..., dg, dg), sendo a, = sen(0,).

5. (UFV-MG) Os lados, em cm, de um tridngulo retangulo
estdo em progressdo aritmética de razdo 2. A area do
tridangulo, em cm?, é igual a:

a) 20 b) 24 c) 28 d) 32

6. (Unir-RO) Foi distribuida entre trés pessoas (A, B e C) uma
certa quantia de dinheiro da seguinte forma: 1 real para
A, 2 reais para B, 3reais para C, 4 reais para A, 5 reais para
B, 6 reais para C e assim por diante até o dinheiro acabar.
Sabendo-se que o ultimo valor recebido por C foram 300
reais, é correto afirmar que o total, em reais, recebido por
A, B e C é, respectivamente:

a) 16.750, 14.750, 18.750
b) 17.500, 18.500, 19.500
¢) 14.950, 15.050, 15.150
d) 12.850, 13.850, 14.850
€) 14.950, 15.000, 15.050

7. (Udesc) Calcule a soma dos quarenta primeiros termos
de uma progressao aritmética em que:
{al + 3a, = —21
as — a, = 2a,

8. (Udesc) Determine a soma dos niimeros naturais multiplos

de 3 que estdo compreendidos entre 20 e 142.

9. (FGV)Sejaasequéncia (aj,a,,as, ..., a, ... talque a, = log 10" 7,

100
em que n € N*. O valor de > a, é:

n=1

a) 4.950
b) 4.850

) 5.050
d) 4.750

€) 4.650

10. (Udesc) Os termos (a, b, ¢) formam, nesta ordem, uma

progressdo aritmética crescente, cuja soma é igual a 21.

C, c¢—a,b + c|formam, nesta ordem,

Entao os termos at
2b

uma progressao geomeétrica de razdo igual a:
a) -2 c) 16 e) —4
b) 2 d) 4
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Com base no estudo de casos particulares, podemos
deduzir que a lei de formacéo é dada por F, = n”, em
que F, representa o niumero de quadrados na n-ésima
figura. Assim, temos: F,, = 16> = 256

Alternativa a.

a) Analisando a tabela, podemos verificar que o padrao
de repeticdo das linhas acontece a cada grupo de 4
linhas. Efetuando a divisao de 975 por 4, encontramos
quociente 243 e resto 3. Isso significa que a linha 975
terd o mesmo padrao que a linha 3. Analogamente,
as colunas se repetem a cada grupo de oito colunas.
Dessa forma, efetuando a divisao de 1.238 por 8,
encontramos quociente 154 e resto 6. Isso significa
que a coluna 1.238 terd o mesmo padrdo que a
coluna 6.
Logo, na posicdo pedida estara desenhada a seta da
linha 3 e coluna 6, ou seja, a seta 7.
Na linha 21, a seta T aparece nas seguintes colunas:
(1,9,17, ..., 497), ou seja, temos uma PA de primeiro
termo 1, ultimo termo 497 e razéo r = 8. Assim:
497=1+((Nn—-1)-8 = n=63
Portanto, temos 63 setas T na primeira linha.
Na linha 22, a seta T aparece nas seguintes colunas:
(7,15, 23, ..., 495), ou seja, temos uma PA de primeiro
termo 7, Ultimo termo 495 e razdo r = 8. Assim:
495=7+(n—-1):8 = n=62
Portanto, temos 62 setas T nessa linha.
Na linha 23, a seta T aparece nas seguintes colunas:
(5,13, 21, .., 493), ou seja, temos uma PA de primeiro
termo 5, ultimo termo 493 e razéo r = 8. Assim:
493 =5+NnN—-1):8 = n=62
Portanto, temos 62 setas T nessa linha.
Logo, o total de setas T nas trés ultimas linhas é:
63+2:62=187

b

-~

Pelo padréo apresentado, a lei de formagao é:
a,=Mn+1)-(n+2),paran=1
Assim, para a, = 272, temos:
272=(+1)+(n+2) = n=15
Portanto, a meta foi atingida no 15° termo dessa
sequéncia, ou seja, em 2003.
Alternativa d.

_a) Pelo teorema de Pitdgoras, temos:
0A, =17 +17 =2
0A,={(N2)P+12 =3

0A, =3P +12=J4=2

Assim, o estudo de casos particulares nos induz a
concluir que OA, = Jn.
Portanto: OA,, = <10
b) a, = sen (6,) = ALIATES R . Logo:
OA,v1 In+1
o= Vo=l lg 1
1 \/7! 2 3' 3 1 Y9 m

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Considere a PA de razdo 2, na qual as medidas dos lados
do tridngulo retangulo sdo: (x = 2, x, x + 2),em que x > 2.
Como a medida do maior lado é x + 2, pelo teorema de
Pitdgoras temos:
x+2P=xX+(x—2"=x=8

Logo, a area, em centimetro quadrado, do triangulo
68

2

retangulo de lados 6,8 e 10 é: =24

Alternativa b.

Os totais recebidos por C, B e A sdo representados,
respectivamente, pelas sequéncias (3, 6,9, ..., 297, 300),
(2,5,8,..,296,299) e (1,4,7, .., 295,298). Assim, cada
sequéncia é uma PA de razdo 3, cada uma com 100
termos. Logo, o total recebido por A,Be Cé:

+ .
_sﬁ\:i(1 298) 100 _ 14 950
2
2+299) -1
SBZMZB_%O
2
3+ 300) - 100
scz%ﬁs.wo

Alternativa c.

a;+3a,=—21 4a; + 9r=—21
aq— a, = 24d, 2a, +8r=0
Resolvendo esse sistema, obtemosr=3ea, = —12.

Assim, d,, = —12 + (40 — 1) - 3 = 105 e a soma pedida é:
(=12 + 105) - 40

S0 = 5

= 1.860

Os multiplos de 3 compreendidos entre 20 e 142 formam

uma PA de primeiro termo igual a 21, ultimo termo igual
a 141 e nimero n de termos dado por:
141=21+(M—-1-3 = n=41
21+ 141) - 41
Logo: S, = % =3.321
_100 100
>a,=log10" "=1log10' "+ 1log 10" + ... +
n=1 n=1
(0+99)-100

+10g10'*° " "=0+1+..+99 =

Alternativa a.

=4.950
2

Como (a, b, ¢) é uma PA de razdo r > 0, temos:
{a =b-—r
c=b+r
Assim:b—r+b+b+r=21 = b=7
Por outro lado, a sequéncia abaixo é uma PG:
(a +c
2b

,cfa,b+c)=

_ (7—r+ 7+r
2:7
=(1,2r,14 +r)
Assim:
@Y=1:(144+n =r=2
Logo, a PG é (1,4, 16) e sua razdo, 4.

T+ r—74+rn7+7+r|=

Alternativa d.
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11.

12.

13.

14.

15.

(UFSCar-SP) Observe o padrao de formagdo das figuras
numeradas.

figura 1 figura 2 figura 3

a) Sabendo que as figuras 1, 2 e 3 sdo formadas, respecti-
vamente, por 5,13, 25 quadrados de drea 1 cm?, calcule
a area da figura 10 da sequéncia indicada.

b) Seja x o numero da figura x, e f(x) o nimero de qua-
drados de 1 cm® que compdem essa mesma figura.
Em relacdo a funcao f, determine sua lei de formacao
e seus conjuntos dominio e imagem.

(Vunesp) Considere a figura onde estdo sobrepostos os
quadrados OX,Z,Y;, 0X,Z,Y,, 0X,Z;Y;, 0X,Z,Y,, ...,0X,Z,Y,, ...,
n = 1, formados por pequenos segmentos medindo 1 cm
cada um. Sejam A, e P, a drea e o perimetro, respectiva-
mente, do n-ésimo quadrado.

Yn Zn
Escala

Y, %
v z, 1cm
3
Y, 2 1cm
Y, Z,

o

X, X, X, X, X,

a) Mostre que a sequéncia (P, P,, ..., P,,...) € uma progres-
sdo aritmética, determinando seu termo geral, em
funcao de n, e sua razao.

b) Considere a sequéncia (B,, B,, ..., B,, ...), definida por

A .
B, = P—" Calcule B, B, e B,. Calcule, também, a soma

n
dos 40 primeiros termos dessa sequéncia, isto é,
B, + B, + ... + By,

(Udesc) Se os niimeros reais positivos x, y e z formarem,
nesta ordem, uma progressao geométrica de razdo 10%
pode-se afirmar que log (xyz) é igual a:

a) log (3x) + 3log (x) d) x> + log (x%)

b) 3x + log (3%) e) x* + log (3x)

c) 3x + 3log (x)

(Fuvest-SP) Uma sequéncia de numeros reais a,, a,, ds, ...
satisfaz a lei de formacao:
e a,,, = 6a, senéimpar;

. a,,H:%amsenépar.

Sabendo que a, = J2:
a) escreva os oito primeiros termos da sequéncia.
b) determine a; e a;.

(Fuvest-SP) Uma progressao geométrica tem primeiro termo
igual a 1 e razdo igual a ¥2. Se o produto dos termos dessa
progresséo é 2%, entdo o numero de termos é igual a:

a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) 16
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16. (Vunesp)Desejo ter para minha aposentadoria 1 milhao de

17.

18.

19.

reais. Para isso, fago uma aplicagdo financeira que rende
1% ao més, ja descontados o imposto de renda e as taxas
bancdrias recorrentes. Se desejo me aposentar apés 30
anos com aplica¢des mensais fixas e ininterruptas nesse
investimento, o valor aproximado, em reais, que devo
disponibilizar mensalmente é:

(Dado: 1,01 = 36)
a) 290 b) 286 ) 282 d) 278 e) 274
(Unifesp) No interior de uma sala, na forma de um parale-
lepipedo com altura h, empilham-se cubos com arestas de

medidas 1, %, %, %, e assim por diante, conforme mostra
a figura.
1 i
191 i
h 3

O menor valor para a altura h, se o empilhamento pudesse
ser feito indefinidamente, é:
5 7 3
a) 3 b) = c) = d) 2 e) =
) ) 2 ) ) ) 2
(FGV) A figura indica infinitos tridngulos isésceles cujas
bases medem, em centimetros, 8,4, 2, 1, ...

d

8 4 2 1

Sabendo que a soma da area dos infinitos triangulos
hachurados na figura é igual a 51, pode-se afirmar que a
area do retangulo de lados h e d é igual a:

a) 68 b) 102 o 136 d) 153 e) 192
(UFPel-RS) A figura abaixo mostra quadrados inscritos
em circunferéncias cuja medida dos lados sdo termos
de uma sequéncia infinita, em que a, = 4 cm, a, = 2 cm,
a;=1cm,a, =0,5cm,...

4cm

2cm

PN

0,5¢cm
1cm @/
~—

Com base nos textos, é correto afirmar que a soma de
todas as areas dos circulos delimitados por essas circun-
feréncias converge para:

a) % cm? ) % cm? e) 32n cm?
32n
b) Tcm2 d) 16n cm? f) LR
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Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 15

a) As quantidades de quadradinhos na coluna central
das figuras formam uma PA de primeiro termo 3
erazdor = 2. A esquerda e a direita da coluna central,
a quantidade de quadradinhoséasomal1 +3 +5 + ..,
ou seja, a soma dos niumeros impares. Assim, sendo
X o numero da figura x, a funcao que nos fornece a
quantidade de quadradinhos é:

(1T+@x—1)x

fx)=a,+2-5,=3+x—-1)-2+2- 3

= f(x) =2+ 2x + 1

Portanto, f(10) = 221.

Assim, concluimos que a figura 10 tem 221 cm”® de area.
Do item anterior, temos: f(x) = 2x* + 2x + 1

D(f)y = N* e Im(f) = {y € R|y = 2x’ + 2x + 1; x € IN*}

b

—

a) P,=4,P,=8,P,=12,..
Assim, P, =4ner=8 —4=4.

A,
b) Pela lei de formagao B, = P temos:

_Aa
TP 4
i)

2
&:é_izi
P, 12 4

Assim, a sequéncia (B,,) é uma PA de razéo: r = % —
Logo:

e

1
4

1,39

By=B,+n—1)-r=By,=—+===10e

40 1 ( ) 40 4 4
(%+10)40

Seol= . =205

Temos:y = x + 10" e z = x - 10*. Portanto:
log (xyz) = log (x * x = 10"+ x+ 10%) = 3log (x) + 3x
Alternativa c.

a) Pela lei de formacéo, temos:

a, =2 as=%a4=4\/7
a,=6a,=6J2 ag=6a; =242
032%02:2\5 a7:%06:8\/7
a,=6a,=12402  a,=6a,=48J2

b) Pelo item anterior, os termos de ordem impar formam
uma PG de primeiro termo igual aJ2 e razdo 2.

Assim:
a5, =2"%-J2ea;,=6:2"-J2

B n(n — 1) nn—1)
P,=(a)+-q 2 = 2"=(J2) 2

nn—1)

-1 -1
ANZPe(Z) T o 7=t D
n=13 ?

Alternativa b.
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Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Seja x a quantia depositada, em real, mensalmente. A
sequéncia que representa esses valores durante os 30
anos, ou seja, 360 meses, é:

(1,01x (1,01)%, ..., (1,01)** x)
Assim, para chegar a 1 milhdo de reais apds os 30 anos,
calculamos:

(1,01)*" =1

Sy = 1.000.000 =5 x-
1,01 —1

= 1.000.000

Sox =286
Alternativa b.

O valor da altura h é representado pela soma dos

infinitos termos da PG ( 1 % % ) na qualarazaoé

qg= 3 e o primeiro termo é 1, ou seja:
g = 4 _ v _3
FaZe gl 2

3

Alternativa e.

A base do retangulo, em centimetro, é dada pela soma
8+4+2+1+..,queéasoma dos infinitos termos de

uma PG de primeiro termo igual a 8 e razdo %,
ou seja:

2

Como o triangulo de base 8 cm é isosceles, a soma das
medidas das infinitas bases dos triangulos hachurados é
12 cm, pois 16 — 4 = 12. Logo, a altura h, em centimetro,
é:
s _12th 51

2 6
Portanto, a érea do retangulo, em centimetro quadrado, é:
16-21 =136

6

Alternativa c.

_O raio r da primeira circunferéncia é dado por:
=4 +4=4r"=32
Sr=48=2J2

A sequéncia formada pelas areas dos circulos é uma PG
= 1 Ll
de razéo 7y e primeiro termo dado por:

2
a=n-r’*=n-(242)=8n
Assim, sendo a, a drea do primeiro circulo, temos:

| Alternativa b.



Matematica financeira
e Estatistica

A Matematica financeira tem o objetivo de estabelecer métodos para quantificar a variacao de
capitais, calcular fluxos de caixa etc., em regime de juro simples ou composto. A Estatistica
trabalha com a coleta, classificacdo, analise, interpretacéo e representacéo de dados.

Porcentagem

A expressao x%, gue lemaos “x por cento”, € chamada de

taxa percentual e representa a fragéo ﬁ isto é:

X . .
X% = 100’ em que x & um numero real qualquer

Transacbes comerciais

) Precode custo C (ou prego de compral é o valor monetario
pago pelo comerciante ao fornecedor do objeto comercia-
lizado.

) Preco de venda V é o valor monetario pelo qual o objeto é
vendido.

- Se V> C, entéo a diferenga V — C é positiva e & chamada
de lucro.

-Se V/ < C, entdo a diferenca V — C é negativae |V — C| é
chamado de prejuizo.

) Receita é o valor obtido pela venda de determinado pro-
duto.

Juro simples

» Quando um capital C é aplicado durante t unidades de
tempo, e uma taxa i de juro, por unidade de tempo, inci-
de apenas sobre o capital inicial, o juro J € chamado de
juro simples. Esse juro, no fim da aplicagéo, é calculado
por:

) 0 montante M é a soma do capital inicial com o juro:

» Quando duas taxas percentuais i; e i, em unidades de
tempos diferentes, séo aplicadas ao mesmo capital ini-
cial, durante um mesmo periodo, e produzem juros iguais,
dizemos que essas taxas séo equivalentes. Por exemplo,
em um regime de juro simples:

+uma taxa i ao més é equivalente a taxa 12i ao ano;

. 3 . N i .
+uma taxa i ao ano é equivalente a taxa E ao mes;
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- uma taxa i ao dia & equivalente a taxa 30i ao més;

. I . . [ .
+uma taxa i ao més é equivalente a taxa —— ao dia.

30

Juro composto

?» O célculo do juro composto é efetuado do seguinte
modo:

*No fim da primeira unidade de tempo considerada na
aplicacéo, a taxa i de juro incide sobre o capital inicial.

+ A partir da segunda unidade de tempo, a taxa i de juro
incide sobre o montante acumulado na unidade de tempo
anterior.

) Se um capital inicial C é aplicado em regime de juro com-
posto, durante t unidades de tempo, a taxa constante i por
unidade de tempo, entdo o montante M acumulado nesse

periodo é:
M=C-0+

Nocoes de Estatistica

Universo estatistico

Na coleta de dados sobre determinado assunto, chama-se
universo estatistico ou populagéo estatistica o conjunto
formado por todos os elementos que possam oferecer dados
relativos ao assunto em questéao.

Amostra

) Quando o universo estatistico & muito vasto ou quando
nao é possivel coletar dados de todos os elementos
desse universo, seleciona-se um subconjunto dele, cha-
mado amostra, no qual os dados para a pesquisa sdo
coletados.

?» Sendo a e b, respectivamente, o0 menor e o maior elemento
de uma amostra de dados numéricos, chama-se amplitude
da amostra o numero b — a.

) Os dados coletados em uma amostra podem ser organi-
zados em tabelas ou graficos. Quando esses dados séo
numeéricos, podemos ainda organiza-los em uma sequéncia
chamada rol, de modo que cada elemento, a partir do se-
gundo:

+ € maior ou igual ao seu antecessor; ou
* & menor ou igual ao seu sucessor.
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Distribuicao de frequéncias

A andlise dos dados numéricos de uma amaostra é facilitada
pela organizagdo desses dados em uma tabela ou em um
gréafico. Para isso, os elementos da amostra séo separados
por classes.

Classes unitarias

» Quando uma classe é representada por um Unico nimero, é
chamada de classe unitéria.

) A distribuigdo de frequéncias em classes unitarias é feita
por uma tabela de distribuicao de frequéncias, construida
obedecendo-se aos seguintes critérios:

+ A amostra é separada em classes unitarias;

+ A quantidade total de elementos de uma mesma classe é
chamada de frequéncia (F) dessa classe;

+ Asoma das frequéncias de todas as classes & chamada de
frequéncia total (F,) da amostra;

+ Dividindo a frequéncia F de uma classe pela frequéncia
total F, obtém-se um ndmero chamado de frequéncia
relativa (F%) da classe.

» Quandoaamostra estadividida em classes unitéarias, a repre-
sentagdo da distribuicéo de frequéncias em um sistema de
eixos pode ser feita em um grafico de linhas, em um grafico
de barras verticais, em um grafico de barras horizontais ou
em um grafico de setores.

Classes representadas por intervalos
reais

) A distribuicdo de frequéncias em classes representadas
por intervalos reais é feita por uma tabela de distribuigao
de frequéncias, com classes nao unitarias, cbedecendo-se
aos seguintes procedimentos usuais:

+ Calcula-se a amplitude da amostra, que é a diferenca entre
0 maior e o menor elemento da amostra;

+ Escolhe-se um intervalo fechado, de comprimento maior
ou igual a amplitude da amostra, gue contenha a amostra
(isto &, todos os elementos da amostra devem pertencer
ao intervalo escolhidol;

+ Divide-se o intervalo escolhido no item anterior em subin-
tervalos de mesmo comprimento, fechados a esquerda
e abertos a direita, exceto o subintervalo de extremos
maiores, que deve ser fechado;

+ Agrupam-se os elementos da amostra de modo que cada
agrupamento seja formado por elementos que pertengam
a uma mesma classe.

) O total de elementos da amostra que pertencem a uma
mesma classe é a frequéncia F dessa classe.

)» Asoma das frequéncias de todas as classes é a frequéncia
total F, da amostra.

) Afrequéncia relativa F% de uma classe é dada porFE.
t

)» Quando as classes sao intervalos reais, a representagéo da
distribuicao de frequéncias em um sistema de eixas é feita
por um tipo de grafico chamado histograma.

Medidas de posicao

)» A meédia aritmética (x) dos n niUmeros x;, Xa, X3, .., X, &€ dada
por:

X;+ X+ Xg + .+ X,
n

X =

) Ameédiaaritmética ponderada dos n NUMEeras Xy, Xa, Xg, s X
Com pesos Py, Pa Pa, - Pp FESPECtivamente, & o nimero x
tal que:

X1P1 + Xoflo + XgPpg + .. + X0,
pr+petpst .. +p,

X =

) Para calcular a média aritmética de numeros que estéo
agrupados em intervalos reais, seguimos 0s passos:

+ calculamos o ponto médio x,, de cada classe;

+ calculamos a média aritmética ponderada entre os va-
lores x,, atribuindo a cada x,, peso igual a frequéncia da
respectiva classe.

)» Moda (Mo] é todo elemento de maior frequéncia de uma
amostra cujas frequéncias dos elementos ndo séo todas
iguais.

» Dados n ndmeros Xy, Xa, X3, .., X,,, dispostos em rol, a mediana
(Md) é:

- 0 termo central do rol, se n & impar; ou seja, a mediana é

n+1

5

- ameédia aritmética entre os termos centrais, se n é par; ou

seja, a mediana é a média aritmética entre os termos

o termo x,comi =

. n
X € Xy, COM I =7,

Medidas de dispersao

)» Sendo x a média aritmética de uma amaostra de nimeros
Xy, Xay X3, - X,, Chama-se desvio absoluto médio (Dam) o
numero:

Ix, = x| + |xa = X| + |xg = X| + .. + |x, — x|

Dam = n

) Variancia (o) € a média aritmética entre os quadrados dos
desvios dos elementos da amostra, isto é:

= XP+ o — XP+ g — XP + ..+ [x, — X)?
n

2
g =

) O desvio padrao (o) € a raiz quadrada da variancia.
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Matematica financeira e Estatistica

No Vestibular

. (Unifesp) Num determinado local, o litro de combustivel,

composto de 75% de gasolina e 25% de 4lcool, é comercia-
lizado ao preco de R$ 2,05, sendo o litro de alcool comer-
cializado ao preco de R$ 1,00. Se os precos sdo mantidos
proporcionais, o preco do litro de gasolina é:

a) R$ 2,15 d) R$ 2,40
b) R$ 2,20 €) R$ 3,05
©) R$2,30

(Unir-RO) Dois descontos sucessivos de 20% numa mer-
cadoria equivalem a um desconto Unico de:

a) 40% d) 30%
b) 36% e) 28%
c) 22%

(UFSCar-SP) Com o reajuste de 10% no preco da mercado-
ria A, seu novo preco ultrapassard o da mercadoria B em
R$9,99. Dando um desconto de 5% no preco da mercadoria
B, 0 novo preco dessa mercadoria se igualara ao preco da
mercadoria A antes do reajuste de 10%. Assim, o preco da
mercadoria B, sem o desconto de 5%, em real, é:

a) 222,00 c) 299,00 €) 466,00
b) 233,00 d) 333,00

(Unifesp) Um comerciante comprou um produto com 25%
de desconto sobre o preco de catdlogo. Ele deseja marcar o
preco de venda de modo que, dando um desconto de 25%
sobre esse preco, ainda consiga um lucro de 30% sobre o
custo. A porcentagem sobre o preco do catalogo que ele
deve usar para marcar o preco de venda é:

a) 110% c) 130%
b) 120% d) 135%

e) 140%

(Insper) Uma mercadoria sofreu um aumento de (2x)%,
sendo x um numero positivo. Algum tempo depois, em
uma promocao, ela foi vendida com desconto de x%. Se
o total pago pelo cliente nessa ocasido foi igual ao preco
da mercadoria antes do aumento, o valor de x é aproxi-
madamente:

a) 33,3
b) 41,4

c) 50,0
d) 66,7

€) 100,00

(Unifal) Duas lojas, Pague Menos e Lucre Mais, comer-
cializam o mesmo produto ao preco de p reais. A loja
Pague Menos decidiu aplicar um desconto de 20% sobre
o preco p, vendendo-o ao preco de p, reais, e, no mesmo
dia, a loja Lucre Mais aumentou o preco desse produto
em 30%, vendendo-o por p, reais. Sabendo desse fato,
a loja Pague Menos aumentou 25% sobre p, o preco do
produto, vendendo-o ao preco de q reais. Supondo que
as duas lojas tenham feito um acordo, em vender esse
produto por q reais, a loja Lucre Mais devera oferecer
um desconto sobre o preco p,. Nessas condigoes, de-
termine, aproximadamente, qual deve ser o desconto
percentual.
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7. (UFPel-RS) Depreciacdo é o processo de perda de valor

que um bem sofre devido ao desgaste, a obsolescéncia e
a outros fatores.

O grafico abaixo representa uma funcéo que descreve os
valores de uma méquina em func¢éo do tempo.

Preco
em reais

1.600

940 A

2000 2006 2010 Ano

Com base nos textos e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que, em 2010, o percentual de depreciacdo estara
entre:

a) 68% e 70% d) 58% e 62%
b) 65% e 68% e) 70% e 73%
€) 62% e 65% f) LR.

. (Unifesp) André aplicou parte de seus R$ 10.000,00 a 1,6%

ao més, e o restante a 2% ao més. No final de um més, re-
cebeu um total de R$ 194,00 de juros das duas aplicagoes.
O valor absoluto da diferenca entre os valores aplicados
a1,6%ea2%é:
a) R$ 4.000,00
b) R$ 5.000,00
¢) R$6.000,00

d) R$ 7.000,00
€) R$8.000,00

. (Unioeste-PR) Um investidor aplicou um capital C

em acoes de uma empresa durante trés periodos. Por
causa de uma crise na economia, ao final do primeiro
periodo, verificou-se uma perda de 20% sobre C (taxa
de —20%), gerando um montante C,. Este montante
continuou aplicado e, ao final do segundo periodo,
observou-se um ganho de 10% sobre C,, produzindo
outro montante C,. De modo similar, a aplicacao de
C, obteve um rendimento de 10% ao final do terceiro
periodo.

Com base nestas afirmacoes, pode-se afirmar que:

a) Ao final do segundo periodo, ainda havia um prejuizo
de 10% sobre o capital C.

b) Ao final do segundo periodo, o investidor verificou
ganho de 0,5% sobre C.

c) Ao final do terceiro periodo, o investidor recuperou
exatamente seu capital original C.

d) Ao final do terceiro periodo, o investidor ainda verifi-
cava um prejuizo superior a 1%.

e) Ao final do terceiro periodo, o capital inicial foi recu-
perado e com ganho de 1%.
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Exercicio 3 Exercicio 2 Exercicio 1

Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

Seja x o pre¢o do litro da gasolina, em real. Como o litro
do combustivel é composto de 75% de gasolina e 25%
de élcool, temos:
0,25-1,00 +0,75-x=2,05 = x=2,40

Alternativa d.

Seja x o valor inicial da mercadoria. O preco apds os
descontos é dado por:
x+(1—02)(1—-0,2)=0,64-x
Ou seja, os dois descontos equivalem a um desconto
unico de 36%.
Alternativa b.

Sendo x e y os valores, em real, das mercadorias A e B,
respectivamente, temos:

X+ (1+01)=y+999 x=210,9
{(1—0,05)-y=x :>{y=222

Alternativa a.

Sendo x, y e z 0s precos, respectivamente, de compra, de

catélogo e de venda, temos:

{x =(1-0.25)-y
z+(1—0,25)=(1+0,3)-x
Alternativa c.

=z=13'y

Seja y o valor original da mercadoria. Assim, temos:
2x X
1= = =50
Y ( 100) ( 00 =Y = X

Alternativa c.

Apds o desconto de 20% sobre o preco p aplicado pela

loja Pague Menos, o preco p, é:
py=(1-02)-p=08-p

Com o aumento de 25% sobre p,, 0 preco g

comercializado pela loja Pague Menos é:
g=08-p-(1+025=p

Por outro lado, com o0 aumento de 30% a loja Lucre

Mais comercializou o produto pelo preco p, igual a:

p,=(1+03)-p=13-p.

Logo, o desconto a ser aplicado em p, para que o preco

comercializado seja p é:

13—-1

~0,23 =23%
1,3

Exercicio 8 Exercicio 7

Exercicio 9

Pela analise do grafico, a depreciacdo é linear e em
6 anos houve depreciacdo de:

1.600 — 940
1.600
Logo, em 10 anos, ou seja, em 2010, a depreciacdo é:
41,25%

=0,4125 = 41,25%

+10 = 68,75%

Alternativa a.

Seja x, em real, a parte dos R$ 10.000,00 que foi aplicada
a 1,6 % ao més. Assim, temos:
x+(1+0,016) + (1.000 — x) - (1 + 0,02) = 10.194 =
= x = 1.500
Logo, o valor absoluto, em real, dos valores aplicados é:
8.500 — 1.500 = 7.000

Alternativa d.

Apés o primeiro periodo, o montante C, é:
¢G=C-(1-02=08-C

Apds o segundo periodo, o montante C, é:
¢,=08:-C-(1+0,1)=088-C

Ap0s o terceiro periodo, o montante final é:
0,88-C-(1+0,1)=0968-C

Assim, o montante final representa um prejuizo de 3,2%.

Alternativa d.
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10.

11.

12.

13.

14.

(Unifor-CE) Um capital de R$ 250.000,00 foi aplicado em um
regime de capitalizacdo composta e ao final de 2 anos foi
retirado o montante de R$ 518.400,00. A taxa anual dessa
aplicacao foi de:
a) 44%

b) 42,5%

c) 42%
d) 40,5%

e) 40%

(Unifor-CE) Uma pessoa aplicou um capital de R$ 2.400,00
por 2 meses, a taxa mensal de 3%. Se % do total foi aplicado

a juros compostos e o restante a juro simples, o juro total
arrecadado ao fim do prazo foi:

a) R$ 144,72 c) R$ 145,20
b) R$ 144,98 d) R$ 145,33

€) R$ 145,44

(Unifor-CE) A expressdo M = A(1 + i)" permite o calculo do
montante produzido por um capital A, aplicado a juros
compostos a taxa unitdria i, ao final de n periodos. Assim,
se o capital de R$ 1.370,00 for aplicado a taxa anual de
25%, ao final de quantos anos ele produzird o montante
de R$ 5.480,00? (Dado: log 2 = 0,30)

a) 6 c) 4 e) 2

b) 5 d) 3

(UFBA) Uma pessoa contraiu um empréstimo no valor de
R$ 1.000,00 para ser quitado, no prazo de dois meses, com
pagamento de R$ 1.300,00.

Com base nessa informacéo, é correto afirmar:

(01) A taxa bimestral de juros é de 30%.

(02) A taxa mensal de juros simples é de 13%.

(04) A taxa mensal de juros compostos é de 15%.

(08) Em caso de atraso do pagamento, considerando-se
a taxa mensal de juros simples de 16,2% incidin-
do sobre o valor da divida na data de vencimento,
o valor da divida, no 10° dia de atraso, serd igual a
R$ 1.370,20.

(16) Em caso de a divida ser quitada 15 dias antes do ven-
cimento, aplicando-se a taxa de desconto simples de
7% ao més, o valor pago serd de R$ 1.209,00.

¢ Qual é a soma dos valores correspondentes as afirma-

tivas corretas?

(UFBA) Uma pessoa tomou um empréstimo de R$ 6.000,00

a uma taxa de juros compostos de 10% ao ano e saldou a

divida da seguinte maneira:

e 2 anos apds ter contraido a divida, pagou R$ 2.260,00;

e 2 anos apés o primeiro pagamento, pagou mais

R$ 3.050,00;

¢ 1 ano apds o segundo pagamento, quitou a divida.

Nessas condigoes, pode-se afirmar:

(01) Depois do primeiro pagamento, a pessoa ficou de-
vendo R$ 4.340,00.

(02) Apés o segundo pagamento, a divida correspondia a
50% do valor do empréstimo.

(04) No momento em que a pessoa quitou o empréstimo,
a divida correspondia a R$ 3.300,00.

(08) O montante pago pelo empréstimo foi igual a
R$ 9.000,00.

(16) O valor pago pelos juros da divida correspondeu a
43,5% do valor do empréstimo.

e Qual é a soma dos valores correspondentes as afirma-

tivas corretas?

70 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

15. (Insper) O grafico abaixo representa as notas de um grupo

de alunos em uma prova de matematica. A altura de cada
barra corresponde a quantidade de alunos que obteve a
nota indicada na base da respectiva barra.

50

40

30

20 H

10
E=n =

3 4 5 6 7 8 9 10

Numa prova de portugués, a média dos mesmos alunos

foi um ponto maior do que a média nessa prova de mate-

maética. Dos graficos a seguir, aquele que pode representar

as notas de portugués é:

a) 50
40

30

20

|
0

b) 50
40

30

20

40

30

20

d) 50
40

30

20

]
I
o

40

30

20
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Exercicio 11 Exercicio 10

Exercicio 12

Exercicio 13

Sendo i a taxa anual dessa aplicacdo no regime de
capitalizacdo composta, temos:

518.400 = 250.000 - (1 +i)> = i = 0,44 = 44%
Alternativa a.

O valor inicial, em real, aplicado no regime de juro

composto é:2.400 - % = 1.600. Assim, o montante
acumulado por essa aplicacao é:
M = 1.600- (1 + 0,03)* = 1.697,44
Assim, o juro arrecadado, em real, foi:
1.697,44 — 1.600 = 97,44
O valor inicial, em real, aplicado no regime de
juro simples é:2.400 — 1.600 = 800. Assim, 0 juro
arrecadado, em real, foi:
0,03-2-800 = 48
Logo, o total, em real, ao fim do prazo foi:
97,44 + 48 = 145,44
Alternativa e.

Seja n o tempo de aplicagdo em anos. Assim, temos:
5.480 = 1.370- (1 + 0,25)" = 4 =1,25"
_ log4 ~
log 10 — log 8
Alternativa a.

o1V
(02) F, pois a taxa mensal de juro simples é:

1.300 — 1.000
2
1.000

(04) F, pois 15% ¢é a taxa de juro simples.
(08) vV
(16) F, pois, para antecipar 15 dias da data do

vencimento, a taxa de desconto simples é 3,5%, ou

seja, o valor a ser pago, em real, é:

1.300 - (1 — 0,035) = 1.254,5

=0,15=15%

« Asomaé:01 +08=9

Exercicio 14

Exercicio 15

(01) F, pois, depois do primeiro pagamento, o saldo

devedor é:
6.000 + (1 + 0,1)> — 2.260 = 7.260 — 2.260 = 5.000
(02) v
(04) v
(16) v
. Asomae 02+04+16=22

A média na prova de matematica é:
5:4+10:-5+40:6+25:7+15-8+5-9
100
Logo, a média na prova de portugués serd 7,5.
Os gréficos dos itens a e b ndo podem representar as
notas desses 100 alunos, pois ambos representam as
notas de 130 alunos. No item ¢, temos:
5:5+10:6+40-7+25:8+15-9+5-10

100
Nos itens d e e as médias sdo 5,8 e 5,5, respectivamente;
logo, esses gréficos ndo podem representar as notas de
portugués.

X=

=65

=75

Alternativa c.
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16. (UFPel-RS) Na busca de solucdo para o problema da

17.

gravidez na adolescéncia, uma equipe de orientadores
educacionais de uma instituicdo de ensino pesquisou
um grupo de adolescentes de uma comunidade préxima
a essa escola e obteve os seguintes dados:

Frequéncia absoluta de
Idade (em anos) g
adolescentes gravidas
13 4
14 3
15 2
16 5
17 6

Com base nos textos e em seus conhecimentos, é correto
afirmar, em relacao as idades das adolescentes gravidas,
que:

a) a média é 15 anos.

b) a mediana é 15,3 anos.
c) amediana é 16,1 anos.

d) a moda é 16 anos.
e) a média é 15,3 anos.
f) LR

(UFBA) De acordo com o Boletim do Servigo de Meteorologia
de 07 de junho de 2000, o quadro abaixo apresenta a tem-
peratura maxima, em grau Celsius, registrada em Fernando
de Noronha e nas capitais da Regido Nordeste do Brasil.

. Fernando Joao ..
Aracaju de Noronha Fortaleza P, Maceio
27°C 30°C 31°C 30°C 27°C
Natal Recife Salvador | Sdo Luis | Teresina

30°C 30°C 26 °C 32°C 32°C

Com base nessas informacgoes, pode-se afirmar:

(01) O grafico abaixo representa a distribuiggo de frequén-
cia das temperaturas.

IN

]

Frequéncia

+++++++ I

30 31 32

=

(02) A frequéncia relativa da temperatura de 31 °C é igual
a 10%.

(04) Representando-se a frequéncia relativa por meio
de um grafico de setores, a regido correspondente a
temperatura de 27 °C tem angulo de 36°.

(08) A média aritmética das temperaturas indicadas no
quadro corresponde a 29,5 °C.

(16) A mediana das temperaturas registradas é igual a
temperatura modal.

(32) A amplitude das temperaturas é de 32 °C.

¢ Qual é a soma dos valores correspondentes as afirma-

tivas corretas?

e ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

18. (Unir-RO) A tabela abaixo apresenta a distribuicdo de

19.

20.

frequéncia relativa dos saldrios de uma empresa com 40
funcionarios.

Salérios (em reais) Frequéncia relativa (%)
500 35
1.000 20
1500 5
2.000 25
4.000 15

A partir dessas informacdes, é correto afirmar:

a) A mediana dos saldrios é igual a R$ 1.650,00.

b) A moda dos saldrios é igual a R$ 4.000,00.

c) Um quinto dos trabalhadores dessa empresa recebe
salario de R$ 500,00.

d) A média salarial é igual a R$ 1.550,00.

e) Mais da metade dos trabalhadores dessa empresa
recebem salério superior a R$ 1.500,00.

(UFPel-RS) Em um concurso, as notas finais dos candidatos
foram as seguintes:

Numero de candidatos Nota final
7 6,0
2 7,0
1 9,0

Com base na tabela acima, é correto afirmar que a vari-
ancia das notas finais dos candidatos foi de:

a) 0,75 c) 0,65 e) 0,85
b) 0,65 d) 0,85 f) LR.

(Unifor-CE) A tabela abaixo apresenta a distribuigdo de
frequéncia do nimero de microcomputadores vendidos
em uma promocao feita por certa loja e o nimero de
prestacoes do parcelamento do preco desses micros.

S Frequéncia
(nimero de prestagdes) 1
086 10
612 25
12 18 20
18 —e24 20

Satisfeito com o sucesso da promogao, o proprietdrio
da loja resolveu sortear um brinde entre as pessoas que
adquiriram tais micros. Considerando que foi vendido
um Unico micro para cada pessoa, a probabilidade de
que o sorteado tenha optado por um parcelamento cujo
numero de prestagdes era menor que o numero médio
de prestacoes é:

2

a) =

= b) 2 o L a2

e) 1
15

Nota: O simbolo a - b representa o intervalo ]a, b].
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Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

A média das idades é:
)_(:13'4+14-3+15'2+16'5+17'6
44+3+2+5+6

=153

Alternativa e.

(onv
(02) vV

(04) F, pois a frequéncia relativa é de % = 20%, que,

no grafico de setores, tem angulo central de
20% + 360° = 72°.
(08) V
(16) V
(32) F, pois a amplitude da amostra de temperaturas é:
32°C-26°C=6°C
+Asomaé:01 + 02+ 08+ 16 = 27

A média salarial, em real, é:
x=0,35-500+ 0,2-1.000 + 0,15 - 1.500 + 0,25 - 2.000 + 0,15 - 4.000 = 1.550
Alternativa d.

A média das notas finais é:
5o 7:642:741-9_ (o
10
Assim, a variancia das notas finais é:
o 7-(6—65)+2-(7—6,57+(9—6,5)
10

=0,85

Alternativa e.

A média do nimero de prestacoes é:

10-[246] 4 5. (6412
2L 2 2

+2o-(

L0 18;—24)

(‘12+18)
2

75
" X=13
10+25_ 7

Assi i ida &
ssim, a probabilidade pedida é T 15

Alternativa c.
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Geometria plana

A Geometria estuda as figuras quanto as formas e medidas. Neste tema, estudaremos a
Geometria plana, formalizada no século lll a.C. pelo matematico grego Euclides de Alexandria.

Angulos

Duas semirretas de mesma origem separam em duas re-
gides o plano gue as contém. Areunido dessas duas semirre-
tas com uma dessas regides é chamada de angulo.

ou

L4

Um angulo de uma volta completa mede 360°.

Um angulo reto & um angulo de medida 90°.

?» Um angulo agudo & um angulo de medida maior que 0° e
menor que 30°.

» Um angulo obtuso & um angulo de medida maior que 80° e
menor que 180°.

) Dois angulos s&o congruentes quando tém a mesma me-
dida.

) Dois dngulos sdo complementares quando a soma de suas
medidas & 90°.

Y Dois angulos séo suplementares quando a soma de suas

medidas & 180°.

L4

Angulos opostos pelo vértice

Duas retas concorrentes, r e s, determinam pares de angu-
los congruentes chamados de opostos pelo vértice.

C A r

AOB = COD
AOC = BOD

el

D B S

Retas paralelas cortadas por uma
transversal

Considere duas retas paralelas, r e s, cortadas por uma

transversal t:

d ril's

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Dois angulos alternos ou correspondentes tém medidas
iguais.

internos: b = h;c =e

externos:a =g;d =f

a=eh=f

c=g;d=nh

angulos alternos:{

angulos correspondentes:{

Y Dois angulos colaterais s&o suplementares.

internos: b + e = 180% ¢ + h = 180°

angulos colaterais: {externos: a+f=180%d + g = 180°

Teorema de Tales

Se trés ou mais retas paralelas concorrem com duas
retas transversais, entdo a razao entre dois segmentos de
uma mesma transversal é igual a razéo entre os segmentos
correspondentes da outra transversal.

S t

o A \D
B E

q
C F

' \
AB _ DE AB _ DE CB _ FE
BC EF AC DF CA FD

Poligonos

Considere, em um planog, uma linha L formada por segmen-
tos de retas tais que:
- cada extremidade de qualquer um deles é extremidade
de dois e apenas dois deles;
- dois segmentos consecutivos quaisquer, entre eles, néo
séo colineares;
- dois segmentos ndo consecutivos quaisquer, entre eles,
nao tém ponto comum.
Essa linha L separa o plano em duas regites, das quais
uma é limitada. A reunido da linha L com essa regido limitada
é chamada de poligono.

Elementos de um poligono

lado

diagonal vértice
angulo
externo
__/\ interno
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Nomenclatura

) Os poligonos séo nomeados de acordo com o numero de
lados (ou &ngulos).

I\fﬁmero de l,ad'os Nome do poligono
(nimero de vértices)

3 tridngulo ou trilatero
4 quadrilatero

5 pentagono

6 hexagono

7 heptagono

8 octégono ou octagono
9 eneagono

10 decagono

11 undecagono

12 dodecéagono

Um poligono é convexo se, e somente se, a reta r que
contém qualquer um de seus lados deixa os demais lados
contidos em um mesmo semiplano de origemr.

?» Um poligono convexo que possui todos os lados congruen-
tes entre si e todos os dngulos internos congruentes entre
si € chamado de poligono regular.

Tridngulos
Em todo tridngulo, a soma das medidas de dois lados é

maior que a medida do terceiro lado.

Classificacao dos tridngulos

) Quanto aos lados, um triangulo pode ser classificado
como:

AA o

Triangulo Triangulo Triangulo escaleno:
equilatero: isésceles: tem os trés lados com medidas
tem os trés tem dois lados diferentes entre si.
lados congruentes congruentes
entre si. entre si.

) Quanto aos angulos, um tridngulo pode ser classificado
como:

D A W

Triangulo Triangulo Tridngulo

retangulo: acutangulo: obtusangulo:
tem um angulo tem os trés angulos tem um angulo

interno reto. internos agudos. interno obtuso.

No tridngulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto é
chamado de hipotenusa e os outros, de catetos.

Elementos de um tridngulo

) Altura de um tridngulo & o segmento de reta que liga
perpendicularmente um vértice a reta que contém o lado
oposto a esse vértice. 0 ponto de encontro das alturas de
um tridangulo é chamado de ortocentro.

) Bissetriz interna de um tridngulo & o segmento de reta
contido na bissetriz de um angulo interno, ligando um vér-
tice ao lado oposto. 0 ponto de encontro das bissetrizes
internas de um triangulo é chamado de incentro.

) Mediana de um triangulo é um segmento de reta que liga
um vértice ao ponto médio do lado oposto. 0O ponto de
encontro das medianas de um tridngulo é chamado de
baricentro.

) Mediatrizem um tridngulo € a reta perpendicular a um dos
lados que passa pelo ponto médio desse lado. O ponto de
encontro das mediatrizes de um triangulo & chamado de
circuncentro.

A

AH: altura relativa

mediatriz relativa a0 vértice A

ao lado BC

—

BI: bissetriz interna
relativa ao vértice B

AM: mediana relativa
o ao lado BC
- - (BM = MC)

H M (ponto médio)

Angulos nos triangulos

) Asoma das medidas dos angulos internos de um tridngulo
gualguer & 180°.

?» Amedida de um angulo externo de um triangulo é igual a soma
das medidas dos angulos internos ndo adjacentes a ele.

a+b+c=180°
e=b+c

Congruéncia de tridngulos

) Dois tridngulos séo congruentes se, e somente se, existe
uma correspondéncia biunivoca que associa os trés vértices
de um triangulo aos trés vértices do outro, de modo gue:

+ angulos com vértices correspondentes sdo congruentes;
- lados opostos a vértices correspondentes séo congruentes.
) Casos de congruéncia:

LAL (lado-angulo-lado)

A D
AABC = ADEF
o o
B c E F
ALA (angulo-lado-angulo)
A D
AABC = ADEF
N i B/ N i B/
B c E F

GEOMETRIA PLANA




LLL (lado-lado-lado)

A D
/\ /\AAgcz ADEF
B C E F

LAA, (lado-angulo-angulo oposto)

A D
a o
AABC = ADEF
p p
B C E F

RHC (angulo reto-hipotenusa-cateto)

A D
L\ L\ AABC = ADEF
B c E F

Propriedades dos tridngulos is6sceles

P1l. Dois lados de um tridngulo sdo congruentes se, e so-
mente se, os angulos internos opostos a esses lados
s&o congruentes.

P2. Um tridngulo é isésceles se, e somente se, uma hissetriz
interna coincide com uma mediana ou uma altura do
triangulo.

P3. Um triangulo é isésceles se, e somente se, a mediatriz
relativa a um lado contém a mediana, a bissetriz interna
ou a altura relativa a esse lado.

Propriedades dos tridangulos retangulos

P1. Os angulos agudos de um triangulo retangulo sdo com-
plementares.

P2. Em todo triangulo retangulo, a mediana relativa a hipote-
nusa mede metade da medida da hipotenusa.

Semelhanca de tridngulos

) Dois tridngulos s&o semelhantes se, e somente se, existe
uma correspondéncia biunivoca que associa os trés vér-
tices de um dos triangulos aos trés vértices do outro, de
modo que:

-Angulos com vértices correspondentes sdo congru-
entes;

- Lados opostos a vértices correspondentes sdo propor-
cionais.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Casos de semelhanca:
AA (angulo-angulo)

A
D
B c E/X\F
B=E\ _ naBC ~ ADEF
C=F

LAL (lado-angulo-lado)

A
D
BA c EA F
AB _BC
DE ~ EF % « AABC ~ ADEF
B=E

LLL (lado-lado-lado)
A

D

B Cc E/\F

25 _ 22 - 2Y < AABC ~ ADEF

DE ~ EF ~ DF
. AB_BCL _AC_, . "
» Onumerok,tal que DE_EF DF - k, € chamado de razao

de semelhanga do triangulo ABC para o tridngulo DEF.

Nota: O conceito de semelhanga de tridngulos pode ser
estendido para quaisquer figuras geométricas.

Relacdes meétricas no tridngulo
retangulo

Considere o tridngulo retangulo ABC abaixo.

*b e ¢ séo as medidas dos catetos;
+a € a medida da hipotenusa;
+h é a medida da altura relativa a hipotenusa;

-m é a medida da projecéo ortogonal do cateto AB sobre
a hipotenusa;

- n é a medida da projecéo ortogonal do cateto AC sobre a
hipotenusa.

Temos as seguintes relagdes:

a®=b*>+c® a-h=b-c
h®=m-n b-h=c¢-n
c®=a-m c-h=b-m
bP=a-n
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Quadrilateros

)

Trapézio é todo quadrilatero que possui pelo menos um
par de lados paralelos.

Paralelogramo é todo trapézio que apresenta dois pares
de lados paralelos.

Retangulo é todo paralelogramo que possui 0s quatro
angulos internos retos.

Losango é todo paralelogramo que possui os lados con-
gruentes entre si.

Quadrado é todo paralelogramo que possui os quatro
angulos internos retos e os quatro lados congruentes
entre si.

quadrilateros
trapézios

paralelogramos

retangulos quadrados losangos

Propriedades dos quadrilateros notaveis

P1l. Em todo paralelogramo, dois lados opostos quaisquer

s&o congruentes.

V. 4

P2. 0 ponto de interseccéo das diagonais de um paralelogra-

mo é o ponto médio de cada uma delas.

L7

P3. Emtodo paralelogramo, dois angulos consecutivos quais-

qguer séo suplementares.

a+b=180°
b +c=180°
c+d=180°
d+a=180°

P4. Em todo paralelogramo, os angulos opostos s&o con-

gruentes.

s

\ O

4 K\

P5. As diagonais de um retangulo sdo congruentes.

PB. As diagonais de um losango s&o perpendiculares entre
si e estdo contidas nas bissetrizes dos angulos internos
do losango.

Circunferéncia e circulo

Y Sendo C um ponto do plano e r uma medida positiva, chama-
-se circunferéncia de centro C e raio r o conjunto dos
pontos desse plano que distam de C a medida r.

) A reunido de uma circunferéncia com o conjunto de seus
pontos interiores é chamada de circulo.

circunferéncia circulo

) Dois pontos, A e B, de uma circunferéncia dividem-na em
duas partes chamadas de arcos. O segmento de reta AB
@ chamado de corda. Uma corda que passa pelo centro C
da circunferéncia € chamada de didmetro.

D

arco /?B\

corda AB

ia DE
didmetro £

Propriedade das cordas

Em uma circunferéncia de centro C, sejam dois pontos
distintos, A e B, e M um ponto da corda AB . 0 segmento CM
¢ perpendicular a corda AB se, e somente se, M & ponto médio
dessa corda.

Angulos em uma circunferéncia

) Todo angulo cujo vértice é o centro de uma circunferéncia
& chamado de angulo central dessa circunferéncia. A me-
dida, em grau, de um arco de circunferéncia é a medida do
angulo central que o determina.

?» Todo angulo cujo vértice pertence a uma circunferéncia e
os lados sdo secantes a ela € chamado de angulo inscrito
nessa circunferéncia. A medida de um angulo inscrito é a
metade da medida do angulo central correspondente.

A Cf: o centro da circunferéncia
ACB é angulo central

VETB oo mSACB)=0z
AVB é angulo inscrito
572
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GEOMETRIA PLANA




Reta tangente a uma circunferéncia

Uma reta r e uma circunferéncia de um mesmo plano séo

tangentes entre si quando tém um Unico ponto T em comum.

Propriedades das retas tangentes

P1. Toda retatangente a uma circunferéncia é perpendicular

ao raio no ponto de tangéncia.

P2. Se P éum ponto exterior a uma circunferéncia e os pontos
Ae B pertencem a ela, de modo que PA e PB sdo tangentes

a circunferéncia, entéo PA = PB.

A

B

0 comprimento da circunferéncia

)» Emqualguer circunferéncia, a razao entre seu comprimento
c e a medida 2r de seu didmetro é constante. Indicamos
essa constante por 7.

) O comprimento ¢ de uma circunferéncia de raio r é dado

por:

Calculo da area de alguns
poligonos e do circulo

) Retangulo
" A=b-h
b
Y Quadrado
a A=d°
a
) Paralelogramo
b
h A=b-h

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Triangulo

b

) Hexagono regular

) Trapézio
b
h
o
B
?» Losango

» Circulo

) Setor circular

Areas de figuras semelhantes

Arazéao entre as areas de duas figuras semelhantes é igual
ao quadrado da razéo de semelhanca entre elas.
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)) Geometria plana

No Vestibular

1. (UPF-RS) No tridngulo abaixo, x é um angulo interno e
a e b sdo angulos externos. Sabendo que a + b = 210° e
3a — 2b = 130°, sobre o angulo x pode-se afirmar que:

a) seu suplemento é 110°.

b) seu complemento é 60°.

c) seu complemento é 20°.

d) seu suplemento é 100°.

e) seu suplemento mais seu complemento é 180°.

2. (Udesc) O perimetro do tridangulo equilatero ABC é 12 cm,

onde A, B e C sdo os centros das circunferéncias ilustradas
na figura. Calcule a drea da regido hachurada, delimitada
pelas circunferéncias.

3. (UPF-RS) Na figura, composta por 4 semicircunferéncias,

as duas menores sdo iguais e o raio mede 1,5 cm, a se-
micircunferéncia intermediaria tem didmetro igual ao
raio da circunferéncia maior. O perimetro em n cm e a
area em n cm? da figura séo,
respectivamente:

a) 24e27

b) 12 €225

) 24e225

d) 12e27

e) 24e12

4. (UFT-TO) Considere o quadrado ABCD de lado 12 cm e as

semicircunferéncias de arcos AB e BC, conforme figura
abaixo:

D C

A B
O valor da érea da regido hachurada é:
a) 12(r — 3) cm® c) 18(r — 2) cm®
b) 10(r + 2) cm? d) (r + 36) cm’

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

o Ja+b=210°
Temos: {30 —2b=130°

Resolvendo esse sistema, obtemos:
a=68eb=142°

Assim:

x+(180° — 68°) + (180° — 142°) = 180° = x = 30°
Logo, o complemento de x é 60°.

Alternativa b.

Temos a figura ao lado.

A érea do triangulo /\
equiladtero ABC, de lado
de medida 4 cm, é:

£ AL
h =4J3 A Y A

A drea dos setores

circulares interiores

ao triangulo é

equivalente a drea de um setor circular de raio 2 cm e
angulo central de: 3 - 60° = 180°. Ou seja, € equivalente
a drea de um semicirculo de raio 2 cm:

e 22=0n
2

Assim, a area procurada é:
A=4J3 —2n=2(2J3 — 1)

O perimetro C da figura é igual a soma dos perimetros
das semicircunferéncias:

2mw-1,5 . .

C=2.28 12 2003, 206 _ qpp
2 2 2
A area A da figura é igual a drea do semicirculo de raio 6
somada a érea do semicirculo de raio 3, ou seja:
2 2
A=T 6 T3 5rse
2 2

Alternativa b.
Considere a seguinte figura: D C

T

Para calcular a drea A da regiao
hachurada, basta subtrair a
area do tridngulo BEF da area
do setor circular BEF:

1 > 6°6
A= 2 n:6
A area pedida no enunciado é o dobro da é4rea A:
2A =18(m — 2)

mbp-eoos

=9(n —2)

Alternativa c.

Geometria plana )) NOVESTIBULAR |~ (9 )



5. (UFPel-RS)A geometria métrica, através de suas relagoes, pro-

porciona que possamos descobrir medidas desconhecidas.
Usando as relagoes convenientes, é correto afirmar que
o perimetro do tridngulo ABC, abaixo, equivale a:

B
4cm |
T [«
9cm
c [*1 [ v
; A
' 16 cm '
a) 24 cm c) 35cm e) 45 cm
b) 34 cm d) 48 cm f) LR

. (Unifor-CE) Se M é o ponto médio do segmento ABe P é o
ponto médio do segmento OM, determine o comprimento
da circunferéncia de centro P e raio OP, mostrado na figura
abaixo:

6lA
M
P
B
(0] 6
a) 2nJ2 ) 5mJ2 e) 4nl2
b) 3nJ2 d) 3n3

. (Unifor-CE) A figura abaixo apresenta uma malha quadri-
culada na qual esta destacada uma superficie colorida.

Se o lado de cada quadradinho da malha mede 1 cm, a
area da superficie da regido colorida, em centimetros
quadrados, é:

a) 9 b) 12,5 ) 15,5 d) 16,75 € 1825
. (UFBA) Na figura abaixo, todos os tridangulos sdo retangu-

los isésceles, e ABCD é um quadrado. Nessas condigoes,

determine o quociente %

E
D ¢ H
F
A B
G

80 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

o.

10.

11.

12.

(Unifesp) Pentadgonos regulares congruentes podem ser
conectados, lado a lado, formando uma estrela de cinco
pontas, conforme destacado na figura.

Nestas condigbes, o angulo § mede:
a) 108° c) 54°
b) 72° d) 36°

e) 18°

(Unifesp) A figura mostra duas roldanas circulares ligadas
por uma correia. A roldana maior, com raio 12 cm, gira
fazendo 100 rotagdes por minuto, e a fungao da correia
é fazer a roldana menor girar. Admita que a correia nao

escorregue.

Para que a roldana menor faca 150 rotagdes por minuto,
o seu raio, em centimetros, deve ser:
a) 8 c) 6
b) 7 d) 5

e) 4

(Unioeste-PR) A figura a seguir representa um trapézio
is6sceles em que a base DC mede 20 cm, a base AB mede
60 cm e a altura mede 12 cm. O segmento EF é perpendi-
cular a base AB e é bissetriz do &ngulo AEB.

%
A B
F
A partir destas informacoes, pode-se concluir que a me-
dida do segmento EF é de:

a) 10 cm
b) 6,8 cm

c) 7,5cm
d) 9cm

e) 9,3cm

(UFSCar-SP) A hipotenusa do tridngulo retangulo ABC esta
localizada sobre a reta real, conforme indica a figura.

B

D
-4 X 7
Se x > 0 e a medida da altura BD relativa ao lado AC do
tridngulo ABC é 2J6, entdo x é o numero real:

a) 2J3 c) 3J2 e) 3J3
b) 4 d s
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Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Considere a figura a seguir.

B
X
E _A4cm[] y_
[« tD
9+ x
€
5]
o
c [-1 ] .
i A

16 cm

Os triangulos ABC e DBE sao semelhantes pelo caso AA;
assim, sendo BD = x, em centimetro, temos:

4 _ X
16 9+x
Pelo teorema de Pitdgoras no triangulo BAC, temos:
(BO*=16"+ 12> = BC=20

Logo, o perimetro é dado por: (20 + 16 + 12) cm = 48 cm
Alternativa d.

= x=3

Considere a figura a seguir.

61A

o 6

Como os triangulos BMO e AMO sao congruentes pelo
caso LAL, OM = BM = AM.
Assim, temos:

6=2r2 = r= %
Portanto, o comprimento C da circunferéncia é:
342

C=2nr= 27:7 =3nd2
| Alternativa b.

A area A da regiado colorida, em centimetro quadrado, é
igual a area de um retangulo de lados 3 cm e
5 ¢cm menos a area de dois triangulos, um de base 3 cm

e altura 1 cm e o outro de catetos 2 cm e 1 cm, ou seja:
A::3.5__§Ll__£;l:125
2 2

Alternativa b.

Exercicio 8

Exercicio 11 Exercicio 10 Exercicio 9

Exercicio 12

Considere a figura a seguir.

X\ C 4x

2x X

3x

G

Sendo x a medida do lado do quadrado menor e
sabendo que todos os triangulos acima sao retangulos
isdsceles, temos:

AB=BC=CD=DA=x

Assim, AE = 2x, BF = 3x,CG = 4x e GH = 4J2x.

GH 4J2x
Logo: — = =4
CE  xJ2

A medida, em grau, do angulo interno de um pentdgono

(5—2)-180°

regular é: =108°

Assim: 6 = 360° — 3 - 108° = 36°
Alternativa e.

Supondo que a correia nao escorregue e sendo r, em
centimetro, o raio da roldana menor, temos:
2n-r-150=2mx-12-100 = r=28

Alternativa a.

Os triangulos AEB e CED sao semelhantes pelo caso AA,
de razdo de semelhanca k = 3. Assim, sendo h a altura
do triangulo CDE, temos:

h+3h=12 = h=3

Logo:EF=3h =9

Alternativa d.

Sendo x > 0 a abscissa procurada, temos, pelas relagcbes
métricas nos triangulos retangulos:
(206)=(x+4)(7—x = x=4

Alternativa b.

Geometria plana )) NO VESTIBULAR
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13. (UFG-GO) Uma empresa de vigildncia ird instalar um
sistema de seguranca em um condominio fechado, re-
presentado pelo poligono da figura abaixo.

S R

P Q

A empresa pretende colocar uma torre de comunica-
¢do, localizada no ponto A, indicado na figura, que seja
equidistante dos vértices do poligono, indicados por P,
Q, R, S e T, onde serdo instalados os equipamentos de
seguranga.

Sabe-se que o lado RQ desse poligono mede 3.000 m e as
medidas dos outros lados sdo iguais a distancia do ponto
A aos vértices do poligono.

Calcule a distancia do ponto A, onde sera instalada a torre,
aos vértices do poligono.

14. (UFSCar-SP) A sequéncia de figuras mostra um tnico giro
do ponto A, marcado em uma roda circular, quando ela
roda, no plano, sobre a rampa formada pelos segmentos

RQe QP.

120°
R Q R Q R Q
figura 1

figura 2 figura 3

Além do que indicam as figuras, sabe-se que o raio daroda
mede 3 cm, e que ela gira sobre a rampa sem deslizar em
falso. Sendo assim, o comprimento RQ + QP da rampa,
em cm, é igual a:

a) 51+ 23 d) 7n +43
b) 4n + 3J5 e) 8n + 3J5
c) 6m+ 3

15. (Fuvest-SP) Na figura, ABCD é um quadrado de lado 1, DEB
e CEA sao arcos de circunferéncias de raio 1.

D C
E
A B
Logo, a area da regido hachurada é:
a)1—£+£ d)1+5—£
6 4 3 2
b)1—£+§ e)l—E—B
3 2 3 4
<) 1—£—£
6 4
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16. (UFV-MG) Considere o tridangulo ABC, sendo BH a altura
do tridngulo ABC e BM a mediana relativa ao lado AC.

B

\//0.
ke

o X[
A H M c

Com base na figura acima, a medida, em grau, do angulo

x é:

a) 60 b) 20 c) 45 d) 30

17. (UFV-MG) José deseja dividir igualmente entre seus dois
filhos um terreno com um formato de um quadrilatero

ABCD, conforme indica a figura abaixo.

C

Para dividir o terreno em dois lotes de mesma area, ele
ird construir uma cerca reta que ficard perpendicular ao
lado AB e paralela ao segmento EC. O perimetro do lote
que estd a direita é:
a) 2 — 42
b) 4 — 4J2

c) 2+4J2
d) 4+4J2

18. (Unioeste-PR) Sobre cada um dos lados de um tridngulo
retdngulo ABC sdo construidos semicirculos tais que, para
cadaum deles, seu didmetro tem a mesma medida dolado
do tridngulo sobre o qual estd construido (ver figura 1).
Sabe-se que AB mede 2 cm, BC mede 4 cm e AC mede
J20 cm. Rebatendo-se o semicirculo sobre a hipotenusa,
AC, obtém-se a figura 2, que é formada por cinco regides
distintas, cujas areas, em cm? sdo representadas por
X,Y,T,Z e W. Levando-se em conta estas afirmacoes,
é correto afirmar que a area do tridngulo, denominada
T, é dada por:

A w
o T
V20 cm
2cm
X
(]
B 4cm
a) T=X+Y

b)T=W-X+Z-Y
) T=X+Y+Z+W
d T=W+X
e T=2Z+W
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Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 15

Considere a figura abaixo.

S R
T A |3.000m
P Q

Seja x a distancia, em metro, do ponto A aos vértices do
pentagono.

Como os triangulos PAT, TAS, SAR e PAQ sao equilateros,
temos que os angulos RAQ, ARQ e AQR medem 120°, 30°
e 30°, respectivamente; assim, a medida RQ é o dobro da
altura de um triangulo equilatero de lado x, ou seja:

3.000 = 2-? = x=1.000J3

Considere a figura a seguir.

R

A soma das medidas dos segmentos RM e NQ, em
centimetro, € igual ao comprimento da circunferéncia de

RM+NQ:2n-3—§-3:5n

Como cada um dos segmentos MQ e QN mede metade
da medida de um lado de um tridangulo equildtero de
altura 3 cm, temos:
MQ = QN = J3 cm. Logo:

RQ+ QP =(5m+ 2J3)cm
Alternativa a.

Considere a figura a seguir.

D c
60° g0
60" XE
605802
A B

Os setores circulares CDE e BAE, com centros
respectivamente em D e A, sdo congruentes com angulo
central de 30°. Assim, a area destacada é igual a area do
quadrado ABCD de lado unitario menos a soma das areas
do setor de angulo central 2 - 30° = 60° e raio unitario
com o triangulo equilatero de lado unitario, ou seja:

1%J3 _ .. n 43
—_1 = = '| _ L T

4 6 4

A=1—Lg.p2 A
6

Alternativa c.

raio 3 menos o arco MN da mesma circunferéncia, ou seja:

Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

Os triangulos BHA e BHM séo congruentes pelo caso
ALA. Assim, o triangulo AMB é isésceles de base AB e,
portanto, m(BAM) = 2a.

Logo, no triangulo AHB, temos:

2a +a =90° = «a = 30°

Logo, x = 30°.

Alternativa d.

Considere a figura a seguir.

+5)-3 2 ,
7=7eaareado

A area do trapézio FGCB é

terreno é igual a drea do trapézio FGCB menos a drea
de dois tridangulos retangulos isdsceles de catetos 2 e 1.
Assim, temos:

4_21_2-2 1.1 o

2 2 2
Logo, a 4rea da regido onde serd construida a cerca
forma um triangulo retangulo isdsceles de drea igual a 4.
Sendo x a medida de um dos catetos, temos:

g =4 = x=2J2
Logo, seu perimetro é: 242 + 242 + 4 =4 + 4J2

Alternativa d.
. . N20 | .
O semicirculo de raio 0 é equivalente a soma das

areas dos semicirculos de raios 1 e 2. Assim, pela figura
2, temos:
THY+X=W+Y+X+Z = T=W+Z

Alternativa e.

Geometria plana )) NOVESTIBULAR = 83 ))



19. (Unifesp) De um cartdo retangular de base 14 cm e altura
12 cm, deseja-se recortar um quadrado de lado x e um
trapézio isésceles, conforme a figura, onde a parte ha-
churada serd retirada.

12 cm

14 cm

O valor de x, em centimetro, para que a area total remo-
vida seja minima, é:

a) 3

b) 2

c 1,5

d) 1

e) 0,5

20. (Unifesp) Em um tridngulo com lados de comprimentos
a,b,c, tem-se (a+ b +c)(a+ b — c)=3ab. A medida do
angulo oposto ao lado de comprimento c é:

a) 30°
b) 45°
c) 60°
d) 90°
€) 120°

21. (Unifesp) A figura mostra uma circunferéncia, de raio 4 e
centro C;, que tangencia internamente a circunferéncia
maior, de raio R e centro C,. Sabe-se que A e B sdo pontos
da circunferéncia maior, ABmede 8 e tangencia a circunfe-
réncia menor em T, sendo perpendicular a reta que passa

por C, e C,.
A
R
4
C7 CZ
B

A area da regido hachurada é:
a) 9n
b) 12n
c) 15n
d) 18n
e) 2in

84 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

22. (Unifesp) A primeira figura representa um retangulo de
100 cm por 50 cm, com uma escada E, contendo 50 degraus
de 1 cm de largura por 1 cm de altura. O ponto A indica
a extremidade inferior da escada E,. Pretende-se ampliar
a largura dos degraus de E,, de forma a obter uma nova
escada, E,, contendo também 50 degraus, todos de mes-
ma largura e tendo como extremidade inferior o ponto B,
conforme figura. Na nova escada, E,, a altura dos degraus
serd mantida, igual a 1 cm.

1cm
<
Tomf I_‘ 1
E
1 o oo 2 50 cm
E, o {
‘ 50 cm /‘\ 50 cm é
tem}. t
E
[ 50 cm
[-1 Al

100 cm

A area da regido sombreada, sob a escada E,, conforme a
segunda figura, sera:

a) 2.050 cm?

b) 2.500 cm?

¢) 2.550 cm’

d) 2.750 cm’®

€) 5.000 cm?

23. (Fuvest-SP) No retangulo ABCD da figura, tem-se
CD = ¢ e AD = 2 {. Além disso, o ponto E pertence a diago-
nal BD, o ponto F pertence ao lado BC, e EF é perpendicular
a BD. Sabendo que a area do retdngulo ABCD é cinco vezes
a area do tridngulo BEF, entdo BF mede:

B F c
3 ¢
E
A 20 D
b) ? e) (2
c) @
2
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Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

Considere a figura a seguir.

i X I
r ]

X X
12 KB
12 -x
14 ‘
A drea a ser removida é equivalente a drea de um
quadrado de lado x somada com a area de um trapézio
isdsceles de base maior 14, base menor x e altura 12 = x,
ou seja:
14+ x)(12 — x
Alx) :xz-i-% = AKX) :XEZ—x+84
Portanto, a drea sera minima para:
—(=1
X, = ( ] ) =1
2. -
2

Alternativa d.

(@a+b+d@a+b—c=3ab = =a>+b>—ab
Sendo « 0 angulo oposto ao lado de medida ¢, temos,
pela lei dos cossenos:

C=a + b — 2abcosa = Cosa =+

o= 60° 2

| Alternativa c.

Considere a figura a seguir:

8

Pelo teorema de Pitagoras no triangulo TAG,, temos:
R?=4+(@8—-R’>= R=5

Assim, a drea hachurada é equivalente a coroa circular
de raio maior 5 e raio menor 4, ou seja:
A=n(5"—4)=9n

Alternativa a.

Exercicio 22

Exercicio 23

Considere a figura a seguir.

e
C~
1em TITS -
i II-Z 1 50 cm
p i~ I
B
100 cm '
Seja €, em centimetro, a largura de cada um dos 50
degraus. Assim:
100
{=—-=2
50

Portanto, a drea sombreada, em centimetro quadrado, é

equivalente a drea de um triangulo retangulo de catetos
100 cm e 50 cm mais 50 triangulos retangulos de catetos
1cme2cm, ou seja:

_100-50 1-2

Alternativa c.

Considere a figura a seguir.

| 2¢

BD =46+ € = (5
Seja A a area do triangulo retangulo BEF.
A diagonal divide o retangulo
NN 1 5A L
em dois tridngulos congruentes de area X Assim, os

triangulos BEF e BCD séo semelhantes, pelo caso AA,
com razao de semelhanca k tal que:

e=A o =210
5A 5
2
Logo, temos:
BF _ K BF _J10
—_— :> —_— e ——
BD ¢J5 5
S BF =42

Alternativa e.

Geometria plana )) NOVESTIBULAR = 8D ))



24. (Unifesp) Vocé tem dois pedacos de arame de mesmo
comprimento e pequena espessura. Um deles vocé usa —
para formar o circulo da figura I, e o outro vocé corta em S'eja Xxp c’omprimento do arame. O raio R do circulo da
3 partes iguais para formar os trés circulos da figura II. figura1é:

X=2n-R = R=2

2n
< | Portanto, suadreaé: S =m - X
2
~N 4
Q Q O -8 O raio r de cada circulo da figura 2 é dado por:
9]
G>.<) 5 =2 r = r= L
w3 6mn 5
Figura | Figura ll Portanto, sua drea é:s = 1+ ——
36w
Se S é a area do circulo maior e s é a drea de um dos cir- Logo: S_ 9 — S=09s
culos menores, a relacdo entre S e s é dada por: s
a) S =3s | Alternativa e.
b) S=4s B
€) S=6s Considere a figura a seguir.
d) S=38s
e) S=0s
25. (Unifesp) Na figura, o segmento AC é perpendicular a reta 4o A
r. Sabe-se que o dngulo AOB, com O sendo um ponto da o’ : ) 118 s
retar, serd maximo quando O for o ponto onde r tangencia - D 118
uma circunferéncia que passa por A e B. " 43 B}
o H
° 6,4
A § ol r
L% (0] C
B O centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo

AOB é determinado pela reta s, mediatriz de AB e pela
perpendicular tracada pelo ponto O em relacdo a retar.
Assim, o quadrildtero DO’OC é retangulo. Pelo teorema
de Pitagoras, temos:

(82> = (1,8 + (0'D)* = (0C)’ =64

0 c ..0C=38

Alternativa c.

Se AB representa uma estatua de 3,6 m sobre um pedestal

BC de 6,4 m, a distancia OC, para que o angulo AOB de Considere a figura a seguir. Seja AB = a e BC = b. Do
visdo da estdtua seja méaximo, é: enunciado, temos:
a) 10m A B c
b) 82m : : .
C) Sm 1 a 1 b 1
%) 78 AB_,BC _ a _2b
€) 46m ©|BC “AB a+b ad
26. (Fuvest-SP) No segmento AC, toma-se um ponto B de :8 % =4a J(; b = % . % =1+ g
v
forma que AB _ ZE. Entao, o valor de BC é: % b
AC “AB AB df 2=t b_
a t ()
1 ™
a) L T=1+t (28+2t—1=0 ()
2 2t

b) J3-1 Da equacdo ll, obtemos: t = il ;Bou i —;B

2
g J5-1 Substituindo t na equacdo I:g = B; !

| Alternativa b.

d) J5 -1

2
o) J5-1

3

86 )) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA
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Trigonometria no tridngulo retangulo
e na circunferéncia trigonometrica

A Trigonometria (do grego trigonon, “triangulo”, e metron, “medida”) estuda as relacées entre
as medidas dos lados e dos dngulos internos de tridngulos, particularmente tridngulos retangulos.
Sua origem é incerta, porém sua sistematizacao iniciou-se na antiga Grécia, com o estudo
das relacdes entre dngulo central, arco e corda de uma circunferéncia.

Trigonometria no tridngulo
retangulo

) Sendo a a medida de um angulo agudo em um tridngulo
retangulo qualquer, temos:

)@ o
c

medida do cateto oposto a « b
‘sena = : : =—
medida da hipotenusa a

medida do cateto adjacente a « c

‘cosa = - - ==

medida da hipotenusa a

‘tga = =

medida do cateto oposto a o b
medida do cateto adjacente a « c

» Dado um angulo agudo de medida «, temos:

o sena
9% = Cosa

) Sedois &ngulos agudos sdo complementares, entdo o seno
de um deles é igual ao cosseno do outro, ou seja, se a é a
medida em grau de um angulo agudo, entéo:

*sena = cos(90° — a)
‘cosa = sen(90° — o)

0 radiano B

)» Um radiano é a medida
de um arco cujo compri-
mento é igual ao do raio /)
da circunferéncia que o
contém.

m (AB) = m (A0B) = 1 rad

r (1 rad)

) A medida de uma circunferéncia é 2r rad.
) Temos a seguinte equivaléncia:

nrad = 180°

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Circunferéncia trigonomeétrica

» Emum plano, considere uma circunferéncia de raio r unita-
rio (r = 1), cujo centro coincide com a origem de um sistema
cartesiano ortogonal. Essa estrutura, com as convencgées
a seguir, € chamada de circunferéncia trigopnomeétrica.

- 0 ponto A(1, 0) é a origem dos arcos a serem medidos na
circunferéncia.

+Seum arco for medido no sentido horario, entdo ao valor
absoluto dessa medida serd atribuido o sinal nega-
tivo (—).

+Se um arco for medido no sentido anti-horario, entéo ao
valor absoluto dessa medida sera atribuido o sinal posi-
tivo (+].

+ Os eixos coordenados dividem o plano cartesiano em qua-
tro regides, chamadas quadrantes (Q); esses quadrantes
s8o numerados no sentido anti-horario, a partir do ponto
A, conforme a figura.

- 0s pontos dos eixos coordenados ndo pertencem a ne-
nhum quadrante.

Q Q

)

1

>

X

na IvVaQ origem

dos arcos

|
-
| /
- o

) Aos pontos da circunferéncia trigpnométrica associamos
medidas em grau ou em radiano. Cada medida associada
a um ponto M indica a medida do arco AM.

90° ou £ rad

W

A\ 0°ou0rad
360° ou 2r rad

180° ou & rad

Iy
N

270° ou % rad

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.




Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

—270° ou— —5-rad

—180° ou —x rad A| —360° ou —2r rad
0° ou O rad

—90° ou —% rad

) Arcos trigonométricos que tém a mesma extremidade sao
chamados de arcos congruos.

) Acadanumero real o associamos a extremidade M de um
arco trigonométrico de medida « rad. Isto é:

Medidas em radiano associadas a pontos
da circunferéncia trigonométrica

T
- rad

2
1 rad
A\ Orad
J 2n rad
3n

T rad

l

Numeros reais associados a pontos
da circunferéncia trigonométrica

r
2

1
\0

2n

n rad

O

N

3n
2

Simetrias

?» Sendo a uma medida em grau:

18000(// a

L]

-1

180° + «

/ o

» Sendo o uma medida em radiano:

[ ]

T+a /

Seno e cosseno de um arco
trigonomeétrico

)» Dado um arco trigopnométrico AM, chamam-se cosseno e
seno de a a abscissa e a ordenada do ponto M, respecti-
vamente.

sen a j\ M ()

- |A cosa = abscissa de M
sena = ordenada de M

» Como qualquer coordenada de um ponto da circunferéncia
trigonométrica & no maximo 1 e no minimo —1, concluimos
que:

) Variagéo de sinal do seno:

) Variacgéo de sinal do cosseno:
/ \
cosseno

- +

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO E NA CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA




Redugao ao primeiro quadrante ) Variagé&o de sinal da tangente:

Se a € uma medida em grau: '9
sen
180° — « B *
cos + _

180° + a 360° —
sen(180° — o) = sena
cos(180° — o) = —cosa ) Se um arco trigonométrico tem medida a, com cosa # 0,
sen(180° + a) = —sena entéo:
cos(180° + a)] = —cosa
sen[BBOO —a) = —sena t €N
cos(360° — o) = cosa 9% = Cosa

Essas relagfes também valem quando o € uma medida fora

do primeiro guadrante, em grau ou radiano. . nr R L
) Tabela trigopnométrica dos angulos notaveis:

Relagao fundamental da trigonometria - . -
30° ougrad 45° ouzrad 60° ougrad
Para qualquer arco trigonométrico de medida «, temaos:

sen 1 V2 ¥3

[ sena + costa =1 } 2 2 e

cos Rk J2 1

2 2 2

J3
Tangente de um arco tg =2 1 3

trigonomeétrico

» Dadoum arco trigonométricom de medida o, com M néo Redugén ao1l® quadrante
pertencente ao eixo das ordenadas, chama-se tangente
de a a ordenada do ponto T, que & a intersecgao da reta Se o & uma medida, em grau, do primeiro quadrante:
OM com o eixo das tangentes.

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

tg
eixo das tangentes ¢
180° — a a9
T tgo
B
180° +
M “ —tg o
360° — o
o
0 A tg(180° — a) = —tga
tg(180° + o) = tga
tg(360° — o) = —tga
B’ Essas relagfes também valem quando o € uma medida fora
do primeiro quadrante, em grau ou radiano.
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)) Trigonometria no tridngulo retangulo e na circunferéncia trigonométrica

No Vestibular

1. (UEMS) Define-se radiano como a medida de um angulo

com vértice no centro de uma circunferéncia e que en-
xerga um arco de comprimento igual a medida do raio da
circunferéncia. Na figura a seguir, o angulo « = 1 rad.

Se o perimetro da circunferéncia vale 2xr, entdo 1 radiano
corresponde a:

I. Um angulo maior que 60°.
II. Um angulo entre 50° e 60°.

III. % radianos.

E verdadeiro o que se afirma apenas em:
a) I c) lelll
b) el d) 11

e) III

. (Fuvest-SP) Para se calcular a altura de uma torre, utilizou-

-se o seguinte procedimento ilustrado na figura: um apa-
relho (de altura desprezivel) foi colocado no solo, a uma
certa distancia da torre, e emitiu um raio em dire¢ao ao
ponto mais alto da torre. O dngulo determinado entre o

. . T . .
raio e o solo foi de = radianos. A seguir, o aparelho

foi deslocado 4 metros em direcdo a torre e o dngulo entdo
obtido foi de B radianos, com tg g = 3J3.

o B
E correto afirmar que a altura da torre, em metro, é:
a) 4J3 c) 6J3 e) 83
b) 53 d) 743

. (UFPel-RS) Considerando a circunferéncia trigonométrica,

identifique as sentencgas abaixo como verdadeiras ou
falsas.

I. No quadrante onde se localiza o arco (—4.330°), a fun-
¢do seno é crescente.

II. No quadrante onde se localiza o arco%rad, afuncao

cosseno é decrescente.

III. O valor da tangente do arco de 1.000° é positivo.
Estd(do) correta(s) a(s) afirmativa(s):

a) I el tdo somente.

b) II e III tdo somente.

¢) LlellL

d) III tao somente.

e) II tdo somente.

f) IR

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Montando uma regra de trés, temos:

comprimento medida do
do arco arco (em grau)

2mr 360
X =

3601 360
r = e

2nr 21
Como wt = 3,14, temos: x = 57°

Logo, 1 rad = 57°.

Alternativa d.

Considere a figura abaixo, em que x representa a altura
da torre.

) AP [
4 y
thz% 3ﬁ:§
i _x_ 7 _ X
93 4+y 4+y
L x=63ey=6

| Alternativa c.

..V, pois —4.330° = —10°, ou seja, pertence ao 4°

quadrante.
II. V, pois MTE = 4?7[ ou seja, pertence ao 2° quadrante.
Ill. F, pois 1.000° = 280°, ou seja, pertence ao 4°
quadrante.

Alternativa a.

Trigonometria no triangulo retangulo e na circunferéncia trigonométrica )) NO VESTIBULAR



4. (UFSCar-SP) O conjunto das solugdes em r e 6 do sistema

de equagées[; z(e)gg - Fpara r>0e0<6<2mné:
n
n n

b) {1.3] CRES

o {2,1}

. (Insper) A figura abaixo representa a circunferéncia tri-
gonométrica (cujo raio mede 1). As medidas dos arcos

menores AB, CD e EF sdo todas iguais a g Se x,yezsao
numeros reais positivos e representam, respectivamente,

as medidas dos arcos trigonométricos //{73, ACe .7\7—", entao
senx + seny + senz + cosx + cosy + cosz é igual a:

C B
D A
E F
C) é_ﬁ
2 2

. (Fuvest-SP)Asomadasraizesdaequagdosen’ x —2cos* x=0
que estdo no intervalo [0, 2n] é:

a) 2n d) 6n
b) 3n e) 7n
c) 4n

. (Insper) No triangulo ABC da figura, retdngulo em A,
ABC=a,AC=3eAB=tga.
C

A tg o B

Entdo, o perimetro do tridngulo vale:
a) 3 + 4

b) 23 + 4

c) 33 +3

d) 22 +3

e) 3J2 + 4

. (ESPM-SP) O valor da soma:
S =log (tg 1°) + log (tg 2°) + log (tg 3°) + ... + log (tg 89°) é:

a) -1 d) V3
b) 0 e) logy3
1

g2 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

10.

11.

12.

13.

14.

. (Mackenzie-SP) Sejam f(x) = 2 — cos x,com0<x =< 2x,Mo

valor maximo de f e m o seu valor minimo. O valor de —é:
m

a) % <) % e 3
2 1
b) £ d) =
) 3 ) 6
(Mackenzie-SP) Sejam as fungoes f(x) = log, x e g(x) = sen x,
com 0 < x < n. Um possivel valor de x tal que f(g(x)) = — % é
a) % c) %‘ e 1
2n b
b) = d) =
) 3 ) 4
(Insper) Considere o conjunto A = {O, 1,42, , 4}. Uma
expressdo que define uma funcdo de Aem A é:
a) (x* — 2) - cos(x) - sen (nx)
b) (x> — 4) - sen(x) - cos(nx)
c) (x> —2)-sen(x) - cos(nx)
d) (x* — 4) - cos(x) - sen (nx)
e) (x* —2) - sen(x) - sen (nx)
(Mackenzie-SP) Na figura, quaisquer que sejam « e 3, sen
é sempre igual a:
a) cosp d) cosa
b) sen2a e) cos2B
c) sen2p
(Mackenzie-SP) Se, no triangulo retangulo da figura, tem-se
cos a = %, entdo o valor de sen (2o + 3B) é:
4
p
o @
2
a) = d 3
3 1
b) y e) 2
c =
(Fuvest-SP) Se « estd no intervalo [0, %] e satisfaz

sen‘a — cos*a = %, entdo o valor da tangente de « é:
3 7
3 d |Z
a2 ) |2
5 5
b 2 o 2
3
c) \E
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Exercicio 4

Exercicio 5
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Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

r-senf =3 () Como —1 < cosx =<1, temos:
r-cos6=1(l o] €osx =1 = fx)=2—-(-1)=3
Dividindo (1) por (II), obtemos: ofcosx=1= fx)=2—(1) =1
sen® S| Logo, M = 3 e n = 1. Portanto:
{cosezﬁ = [0 =3 g M_3 3
r-cosf =1 rcosf =1 2m  2-1 2
Logo, parar>0e 0 < 0 < 2m, temos: | Alternativa a.
0="er=2 — 1 1
3 ©| fisenx) = log, (senx) = T = senx =g
Alternativa e. o
L S 51
O | Assim, um possivel valor de x é &
D —_— e~ o~ ()
Como os arcos AB, CD e EF medem g rad, as & | Alternativa c.
extremidades dos arcos;@ AC e AF séo, —
101 Das alternativas apresentadas, a Unica que define uma
respectivamente, % rad, ? radel— === - rad. Assim, % funcéo é a alternativa e. De fato:
temos: G|+ fl0)=0 < flm)=0
: Of . = . =
senx + seny + senz + cosx + cosy + cosz = 9] AN =0 f4)
o s Sl fN2)=0
= sen( ) =+ sen( ) + sen( n) + cos(E) + Alternativa e.
6 6 3 6 —
57 5m) N
teos| ==t cos| =)= ola+90°=2a+0 = 0=90°—a
2| ..senf = sen(90° — o) = cosa
(9]
1.1 _3+£__3 1.3-43 g | Alternativa d.
22 2 2 2 2 2 =
Alternativa c. —
- Temos: o + B =90° = 2a + 2B = 180°
_ @1 Assim:
sen’x —2cos'x =0 = 1 —cos’x — 2 cos’x =0 2| sen(2a + 3B) = sen (2o + 2B + B) = sen(180° + B) =
Fazendo cos’x = t, temos: 'S 3
1 g| = —senf = —cosa = 2
—2t2—t+1=0:>t=—1out=z W T
ernativa b.
cosngou CosX = L2 -
2 2 B
Resolvendo essas equacdes para x € [0, 2], obtemos: Paraa € [0, il ]’ temos:
b Iz _3m 51 2
X==0UX=—"—0UX=="-0UX==—"+ 1
4 4 4 4 sen‘a — costa =~ =
Logo, a soma das solugdes é: 4 1
n.3n. 5t 7n_l6m_ = (sen2a+coszu)-(senza—cosza)=Z
4 4 4 4 4 , , 1
Alternativa c. Telsen o= T sen o) =
L 4 } s
—|.c.sen‘a ==
B 3 3 2 8
tga=— = tga =43 Y]
ga= tga 9e T L Assim:cosza:1—senza:1—§=§
Pelo teorema de Pitdgoras, temos: 3
BO?=3+ ({3 = BC=2J3 Logo: 5
Portanto, o perimetro mede: 343 + 3 . sen‘a 2 L 8
| Alternativa c. 9o = cosa = g o= 3
8
5= I:)g (tg 19 + log (;cg 2°) N log (tg 3°3 ot log (tg 89°) tga = 5. tgo = \E
=log(tg1°-tg2°-tg3°-..-1tg 89°) = 3 3
5=0 Alternativa b.

Alternativa b.
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15. (Insper) Na figura a seguir, estdo representadas partes dos

16.

17.

18.

19.

a4

graficos das fungoes f(x) = senx e g(x) = cosx.

y

10
09 =r
08 -
07 NS
06 o
05
04
03
02
01—

-04 001020304050607080910111213141516 X

A partir dos graficos, é correto concluir que a menor

solucdo positiva da equacgao cos (2 senx) = % vale apro-

ximadamente:
a) 0,2 c) 0,4 e) 0,6
b) 0,3 d) 0,5

(Insper) Se a sequéncia (3, x, cos §) é uma progressao arit-
mética, sendo x e § nimeros reais, entao:

a) -15=<x=<0

b) -1sxs<1

€ 05<x<15

dlsxs2

) 2sx<4

(Udesc) Calcule os valores de x no intervalo [0, 21) que
satisfazem a equagdo 2 sen’x — cos’x = 2 senx.

(Nota: A notagdo [0, 2n) é outra forma de representar o
intervalo [0, 2x[.)

(UFSCar-SP) O conjunto solucdo da equagao

sen(s—n 48, 8 ) = cosx, com x € [0, 2x[, é:
9 27 81
a) E,@ C) E’E e) E’E
3°'3 4 4 3'3
b) (2% /% g) | % 1in
6 6 6 6

(Fuvest-SP) Sabe-se que x = 1 é raiz da equacao
(cos®a)x® — (4 cosa - senB)x + %sen B=0,sendoaep

os angulos agudos indicados no tridngulo retangulo da
figura abaixo.

p

Pode-se entdo afirmar que as medidas de « e B sdo, res-
pectivamente:

&L
|a
[0}
|w
a
ek

e) 3n.n
8 8

o

A
»a

Q.
R
wla
[0}
ola

T
6
) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

20. (UFSCar-SP) Uma pizza circular serd fatiada, a partir do

21.

22.

23.

seu centro, em setores circulares. Se o arco de cada setor
medir 0,8 radiano, obtém-se um numero maximo N de
fatias idénticas, sobrando no final uma fatia menor, que
é indicada na figura por fatia N + 1.

fatia 2

fatia 1

fatia N + 1
fatia N

Considerando & = 3,14, o arco da fatia N + 1, em radiano, é:
a) 0,74  b) 0,72 ) 0,68 d) 056 ) 0,34

(Unioeste-PR) Na figura a seguir, ACDG é um retangulo,
sendo F o ponto médio do segmento DG e DE é perpen-
dicular a BF. O segmento DE mede 43 cm, BC mede
2J3 cm e o Angulo EFD mede 60°.

G F D

A B C
Com base nestas informagoes, pode-se afirmar que o
perimetro do retangulo ACDG vale:
a) 22 +J3 cm d) 33y3 cm
b) 32cm e) 40 cm
c) 20 + 16J3 cm

(Unifesp) Considere as fun¢oes dadas por f(x) = sen % e

g(x) = ax + b, sendo o grafico de g fornecido na figura.

"1 /g
1
L o
/1 0 X
2
O valor de f(g '(2)) é:
a) 12 b) L g 12 a3 e) 1
4 2 2 2

(Insper) Dados dois nimeros reais positivos a e b, sejam

A(a,b)=a+b

e G(a, b) = Jab suas médias aritmética e

geométrica, respectivamente. Nessas condicoes, sendo x
um numero real tal que A(sen x, cos x) = G(sen x, cos x) e

0<x< g, podemos concluir que:

e) x=
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Exercicio 16 Exercicio 15

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Seja a = 2 senx. Assim, a equacao dada é equivalente a:

_ N2 _T
osa=-— = a=-—
2 4

Logo, temos:

b T
2senx =— = senx=—
4 8

Adotando &t = 3,14, temos:

senx = 0,3925 =04

Portanto, pela analise do gréfico: x = 0,4
Alternativa c.

Se (3, x, cosB) é PA, entao:
3+ cosH
yx =2 oY
2
Lols2x—-3s1o1sxs2
Alternativa d.

& cosh=2x—3

Para [0, 27), temos:
2sen’x — cos’x = 2 senx =
= 2sen’x — 1 + sen’x = 2 senx

S 2sen’x +sen’x —2senx —1=0 =

= sen’x-(2senx+1)—(2senx+1) =0

. (2senx+ 1)(sen’x — 1) =0

Sosenx = —%ousenx: lTousenx = —1

Log:;0'x:7—1toux:”—nouxzﬁoux:B'—Tt
’ 6 6 2 2

Para [0, 2r[, temos:

8
sen(8—n+8—n+8—n...):cosx = sen = COSX

9 27 81 11

3

4n)_
c.sen|— | = cosx

3
'cosx:—ﬁ
. 5

51 Vi

Logo:x = —oux=-—
9 6 6

_Alternativa b.

_Como x = 1 éraiz da equacéo, temos:

(cos’a)1” — (4 cosa - senPB)1 + %senB =0 o
& cos’a —4cosa - senf + %senB =0()
Com00<a<§,0< B<§ e a e B sdo angulos

complementares, temos: cosa = sen 3
Substituindo cos« = sen 3 em (I), obtemos:

senZB—4senB-senB+%senB=O =
= —3senZB+%senB=0
.’.—3senB-(senB—%) =0 = sen[3=%
B

T

. T
Assimia+B == = a==
Py =Ty

Alternativa d.
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Exercicio 20

Exercicio 21

Exercicio 22

Exercicio 23

Seja n € IN o numero de fatias de medida 0,8 radiano.
Como 27 rad é a medida da circunferéncia, temos:
08-n<2:-314 = n<7.85
n=7
Logo, sendo x a medida, em radiano, da fatia de nimero
n + 1, temos:
08-7+x=2-3,14 = x=0,68

Alternativa c.

Considere a figura a seguir.

G F D
60°

EX

43

=607 23
A H B C

Seja x, em centimetro, a medida do segmento FD. Assim,

no triangulo FED, temos:
o 43 343
sen60° = —— = —=——
X 2 X
SX=8

Portanto: GD = AC= 16 cm
Por outro lado, m(FBH) = m(DFE) = 60° (alternos internos).
Assim, sendo y = FH = GA = DC, temos, no triangulo FHB:
Y
8—2J3
Logo, o perimetro, em centimetro, do retangulo é:
2-16+2(8y3—6)=20+16J3
Alternativa c.

tg60° = = y=8J3-6

Pelo grafico, temos:

{0 = —%a +b
1=0a+b = a=2eb=1
Assim, g(x) = 2x + 1.
Portanto, g '(x) =X; 1
Logo, temos:
3]
2

flg '(2) = f(%) = sen

Alternativa c.

V2
2 2

Para0 <x < g, temos:

A(senx, cosx) = G(senx, cosx) =

senx + cosx
f =Jsenx- cosx

_sen’x + 2senx - cosx + Cos’x

-l .

= sen’x — 2senx - cosx + cos’x = 0

s (senx — cosx)’ =0 = senx = cosx
T

SX==
4

=senx-Ccosx =

Alternativa d.



Razdes trigonomeétricas inversas, adicao
de arcos e resolucao de tridngulos

As razbes trigonometricas
inversas de um angulo agudo

) Arazao trigonométrica inversa do cosseno é chamada de

secante (sec):| seca =

Cosa

) A raz&o trigonométrica inversa do seno é chamada de

cossecante (cossec):| cosseca =

Sena

) Arazéo trigonométrica inversa da tangente é chamada de

cotangente (cotg):| cotga =

tga

» Sendo a a medida de um an- a
gulo agudo em um triangulo
retangulo qualquer, temos:

B medida da hipotenusa _a
seca = medida do cateto adjacenteaa ¢

B medida da hipotenusa _a
cosseca = medida do cateto opostoaa b

medida do cateto adjacenteaa ¢
cotga = - =—
medida do cateto opostoa a b

Secante de um arco
trigonomeétrico

» Dado um arco trigopnométrico AM de medida «, com M nao
pertencente ao eixo das ordenadas, define-se a secante

de a por:| seca =

cosa

) Geometricamente, a secante de « & a abscissa do ponto P,
obtido pela interseccéo do eixo das abscissas com a reta
tangente a circunferéncia em M.

SEC & = Xp

) A secante tem o mesmo sinal gue o cosseno e assume
qualguer valor no conjunto A = J—eo, —1] U [1, +oo[.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Cossecante de um arco
trigonomeétrico

» Dado um arco trigopnométrico AM de medida «, com M nao
pertencente ao eixo das abscissas, define-se a cossecante
de o por:

cosseca = sena

) Geometricamente, a cossecante de o & a ordenada do
ponto P, obtido pela intersecgdo do eixo das ordenadas
com a reta tangente a circunferéncia em M.

c

cossec o = VYp

) Asecante temomesmo sinal que o seno e assume qualquer
valor no conjunto A = ]—eo, —1] U [1, +ool.

Cotangente de um arco
trigonomeétrico

» Dadoum arco trigonométricom de medida o, com M n&o
pertencente ao eixo das abscissas, define-se a cotangente
de o por:

) Geometricamente, a cotangente de a & a abscissa do
ponto P, obtido pela intersecgéo da reta OM com o eixo g
das cotangentes.

cotga = xp

) A cotangente assume gualquer valor real e tem o mesmo
sinal que a tangente.
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Identidades trigonomeétricas

)» Sendofegduas funcgdes navariavel x, dizemos que a igual-
dade f(x) = glx]) € uma identidade num conjunto universo U
se, e somente se, f(a) = gla) para qualquer a pertencente
aU.

» Para demonstrar uma identidade em um universo U, pode-
mos usar uma das técnicas:

1% técnica: primeiro, provamos gue f e g estdo definidas
em U. Depois, escolhemos um dos membros da igualdade
e, por meio de simplificagdes algébricas e de identidades
ja conhecidas, obtemos o outro membro.

22 técnica: transformamos a igualdade f (x) = g(x]) naigual-
dade f(x] — g(x) = 0 e, a seguir, aplicamos a 1* técnica.
32 técnica: consideramos outra identidade valida em U e,
por meio de simplificacdes algébricas e de identidades ja
conhecidas, transformamos essa identidade na identidade
inicial.

Adicéao de arcos

Para calcular o seno, o cosseno ou a tangente da soma ou
da subtracéo de dois arcos, podemos aplicar as seguintes
férmulas:

( R
senla + b) = sena - cosb + senb - cosa
sen(a — b) = sena - cosb — senb - cosa
cosla + b) = cosa - cosh — sena - senb
cosla — b) = cosa - cosb + sena - senh
tga + tgb

1—tga-tghb’

de existéncia

tga — tgb
1+ tga-tgh’
de existéncia

. J

tgla + b) = obedecidas as condigtes

tgla — b) = obedecidas as condigdes

Arco duplo

) Para calcular o seno, o cosseno ou a tangente de um arco
duplo, podemos aplicar as seguintes férmulas:

sen(2a) = 2 sena - cosa
cos(Pa) = cos®a — sen®a

2tga

tg(2a) = ————, obedecidas as condictes
1—-tg"a

de existéncia

) Observeque,usandoarelagdofundamentalsen®a + cos®a=1,
podemos substituir cos®a por 1 — sen® a na segunda for-
mula, cos (2a) = cos® a — sen® a, obtendo:

[ cos(Pa) =1 — 2 sena }

) Substituindo sen®a por 1 — cos®a na segunda farmula,
cos (2a) = cos®a — sena, obtemos:

[ cos(Pa) = 2 cos®a — 1 }

Lei dos cossenos

Sendo a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo qual-
quer e a a medida do angulo oposto ao lado de medida a,
temos a lei dos cossenos:

[ae=ba+ce—8-b-c-cosa}

Cc C
a
b
b a
a
A B
c «
A c B

a < 90°
o > 90°

(o

a
b

o

A B

c

a = 90°

Lei dos senos

Sendo AB = ¢, AC = b e BC = a as medidas dos lados de
um triangulo ABC e R o raio da circunferéncia circunscrita a
esse triangulo, temos a lei dos senos:

a b ¢C

~ = ~ = ~=2R
senA senB senC

Area de um triangulo

Se dois lados de um tridngulo tém medidasa e b e 0 angulo
determinado por esses lados tem medida «, entéo a area A
do triangulo é dada por:

—

A=§~ b-sena

a
[
b
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)) Razoes trigonométricas inversas, adicdo de arcos e resolucéao de tridngulos

No Vestibular

1. (Udesc) O angulo x é tal que senx = ? € Ccosx = m; 2,

Obtenha o valor de m e, a partir deste, obtenha os valo-
res numeéricos de tg x, sec x, cossec x e cotg x.

2. (Unifor-CE) Sejam x e y nimeros reais tais que 0 < x < g
e0<y< T Se cosx = > e seny = —1—,ovalorde
2 4 4

sen 2x + cos 2y é:

a)1+ﬁ c)8+3ﬁ e)59+6ﬁ
8 8 16
b)12571 d)7+3ﬁ
16 8

3. (Unifesp) Se x é a medida de um arco do primeiro qua-
drante e se senx = 3 cosx, entdo sen (2x) é igual a:

a2 g 1B o2
5 5 2
3 4

b)g d)g

4. (UFSCar-SP) Se os lados de um tridngulo medem x,
x + 1ex + 2, entao, para qualquer x real e maior que 1, o
cosseno do maior dngulo interno desse tridngulo é igual a:

a) X C)x+1 e)x—3
x+1 X+ 2 2x
b) X d)x—2
X+ 2 3x

1-sen’® 1-—cos’6
tg?0+1 cotg’6+1

5. (Insper) Se § = & entdo éigual a:
(nsper) 3 cos’6 — sen’f &1
a) 0 b) \E] ) i3 d) i3 e 1
8 4 2

6. (Fuvest-SP) As paginas de um livro medem 1 dm de base

e N1 + J3 dm de altura. Se este livro for parcialmente
aberto, de tal forma que o angulo entre duas paginas seja
60°, a medida do angulo «, formado pelas diagonais das

péginas, sera:
‘\ 1dm

/\

60°
a) 15° b) 30° ¢) 45° d) 60° e) 75°
7. (UFSCar-SP) Ovalorde x,0 = x < %, tal que
4-(1—-sen’x)-(sec®x— 1) =3¢é
T T T T
a) - b) = = d) = 0
) )I 9= ) e
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

sen’x+ cosix =1 = M4+ MT2_ 4
4 4
s.m=3
Logo:
_3
senx = —
2 i
1 = X = g
cosx=—
2
tgx =3
secx = 2
243
cossecx = ——
_3
cotgx = —
L 3
Para0<x<§e0<y<§,temos:
3 _ 3)2
== senx =1 —1|=
CosX 3 X \/ (4
sen =1 = 1)
y 2 cosy =,1— (Z)
J7
senx = —
4
J15
cosy = ——
4
Logo:
sen2x + cos2y = 2 senx -+ Cosx + cos’y — sen’y =
:2.£.§+(_m‘)2_(1)2:3ﬁ_+7
4 4 4 4 8
| Alternativa d.
[ b
ParaxE]O;E [ temos:
senx =3 cosx = tgx =3
Logo, existe um triangulo retangulo de catetos de
medidas 3 e 1, conforme a figura:
1" 2
- a@=17+3"=a=4J10
3
. _ 3
Assim:senx = ——
J10
Logo: i
sen(2x) = 2senx-cosx = 2senx - SENX
_2 2o 2 3 12_3
=Z.sen‘x==-|—| ==
3 3 ( 10) 5
Alternativa b.
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Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

€ossenos:

X —
Scosa =

Alternativa e.

1T—sen’® 1 —cos’

O maior lado do triangulo é o lado de medida x + 2.
Sendo « 0 angulo oposto a esse lado, temos, pela lei dos

X+2°=0°+Kx+1)7>—2-() -+ 1) cosa
3

Simplificando a expressao, temos:
cos’0 _ sen’f
2 2
g o+1  cotgT 4T sec’d cossec’d _

cos’* — sen’0

cos’H — sen’0

~cos’0 —sen*® _ (cos’0 + sen’6) - (cos’ & — sen® )

cos’H — sen’6
Alternativa e.

Considere a figura a seg

=1

cos’§ — sen’9

Cc

temos:

3+2J3
S.cos = —mmmmm

2(2+43)
) 3
J.Cosoe = —

2
cooo=30°

Alternativa b.

b
Para0 =x < EY temos:

= (cos’x) - (tg”x) =%
2 3
ssen’x =" = senx=
4
n
X= =
3

Alternativa b.

uir.

A

1dm

(04

B>

60°
1dm 1dm

1dm D

= Cosa =

™[

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo ABD,

temos: (AD) = 1>+ (N1 +J3 ) = (ADP =2+3
Como AD = AC, pela lei dos cossenos, no triangulo ACD,

12=2+J3+2+3-2(2+J3)cosa =
= 1=4+2J3 -2(2+J3)-cosa

3+2y3 (2-13)

202+43) (2—43)

4.1 —sen*x)-(sec’x—1)=3 =
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10.

11.

12.

13.

tgx
. (Mackenzie-SP) Se a sequéncia |sen 2x, —CosX, gx ,

6

T<x< %, é uma progressao geométrica, entdo x é igual a:
a) ﬁ b) E c g
4 6

2n 5n
d) -=* on
3 )3 e

4

. (Fuvest-SP) Sejam x e y dois nimeros reais, com

0<x <g e §<y < m, satisfazendo seny = %e

11 senx + 5 cos(y — x) = 3. Nessas condigoes,
determine:
a) cosy b) sen2x

(Fuvest-SP) No quadrilatero ABCD onde os angulos B e D
sdo retos e os lados tém as medidas indicadas, o valor de
sen A é:

B
2x X
A C
X
2x
D
a) I5 b) 215 2 d) 2 e L
5 5 5 5 2

(Unifesp) A expressdo sen (x — y) - cosy + cos(x — y) - seny
é equivalente a:

a) sen(2x +y) d) sen(2x)
b) cos(2x) e) cos(2x + 2y)
c) sen(x)

(Fuvest-SP) Na figura abaixo, o quadrildtero ABCD estd
inscrito numa semicircunferéncia de centro A e raio
AB = AC = AD = R. A diagonal AC forma com os lados
BC e AD angulos « e B, respectivamente. Logo, a area do
quadrilatero ABCD é:

R? R?
a) — (sen2a + senp) d) o (sena + cosp)
2 2

b) % (sena + sen2p) e) % (sen2a + cosp)

RZ
c) ) (cos2a + sen2p)

(UFSCar-SP) Na figura, ADB é reto, BAC = o, CAD = ,

AC = 4 dm e BC = 1 dm. Sabendo que cos(a + B) = %, o
valor de sen (a) é:
B
1
C
4
p
A D
2 3 2 1 1
a) 3 b) 3 ) 3 d) 3 e) €
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Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

3n Al tgx!
Param <x < > e sendo a sequéncia | sen 2x, —cos x,?

uma PG, temos:
tgx sen’x
(=cosx)* = sen2x - - = cos’x ==

Stgx=—-J3 = x= 4%

Alternativa c.

a) Parag <y <m, temos:

[ [ap_ 3
o[t

b) Para 0 <x<§e§<y<n,temos:

11senx +5cos(y —x) =3 =
= T1senx + 5(cosy-cosx + seny-senx) =3
S 11senx—3cosx+4senx=3 = cosx=5senx — 1
. (5senx)’ +sen’x =1

5
C.senx = —

13

Logo:

[ 2
sen2X:25enx-cosx:2-i- 1—(i) =120
13 \/ 13 169

[ Considere a figura abaixo.

B
2x
X
A c
X
2x
D
Pelo caso LAA,: ACAB = ACAD
Assim: m(CAB) = m(CAD) = g,- 0<A<90°
Pelo teorema de Pitdgoras, obtemos AC = x4/5. Assim:
A x 1
senT=——=—
2 xJ5 J5
A 2x 2
oS- = ——=—
2 xJ5 5

Concluimos, entéo, que:
.
J5

A,
2

senA = sen(Z A) —2sen?. cos
2 2

Gl
(S0

Alternativa c.

sen(x —y)-cosy + cos(x —y)-seny =
=sen(x —y+y) =senx

Alternativa c.
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Exercicio 12

Exercicio 13

Considere a figura a seguir.

Os triangulos ADC e ACB sdo isésceles de lados congruos
iguais a R.

Pela figura, a drea do quadrilatero ABCD é equivalente a
soma das dreas dos triangulos ADC e ACB.
Lembrando que a drea A de um triangulo é A =
e que sen (180° — a) = sen «, temos:

Ansco = Anoc T Ancs

R+-Rsen R-Rsen(180° — 2)
Apsep = 5 + >

ab - sena
2

R*-senB R’ sen2a
Apscp = 5 + 5

2
Ansco = % (sen2a + sen3)

| Alternativa a.

Temos: sen B = cos(a + B) = %

Aplicando a lei dos senos no triangulo ABC:
¥ L =sena = T

senf sena 5

Alternativa d.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(Unifesp) Um observador, em P, enxerga uma circunferén-
cia de centro O e raio 1 sob um angulo 6, conforme mostra
a figura.

S P

a) Prove que o ponto O se encontra na bissetriz do
angulo 6.

b) Calcule tg 6, dado que a distancia de P a O vale
3 metros.

(Mackenzie-SP) A soma das solugbes da equacao
2cos’x —2cos2x —1=0,para0 <x < 2x,é:
a)n b) 2n c) 3n d) 4n e) 5n

(Mackenzie-SP) Se 4 cos’ x — 2 = i, entdo um possivel
valor para tg 2x é: 2
a) V3 b) V6 o) V2

d) J7 e) J5

(UPF-RS) Considerando que sen x = % e x pertence ao

tg x + cotgx

segundo quadrante, o valorde ————————
sec X + cossec X

a) —senx d) -3(2+5)
b Y5

)? e) —6+5
c) cos? x

(Mackenzie-SP) A soma das solugdes da equagdo

n 3n

sec’ 2x — 2tg” 2x — 1 = 0, no intervalo | 7, | é:

a) n b) 37" q) 3n d) 57" e) 2n

(Mackenzie-SP) Em [0, 2x], as solucdes da equagao

2senx _ 1 sdo em numero de:
cos2x—1 1+senx
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5
(UFT-TO) Dado sen 6 = % 0° < § < 90°. O valor de sen (40) é:
J7 3J7 J7 3J7
3 ¢ b 3 Ay 4 =3

(Fuvest-SP) Seja x no intervalo} O;g [ satisfazendo a equa-
caotgx + 2 secx=23. Assim, calcule o valor de:

5 2
a) secx

b) sen (x + %)

(Fuvest-SP) A medida x, em radiano, de um angulo satisfaz
g < x<meverificaaequagdo senx + sen 2x + sen 3x = 0.

Assim:
a) Determine x.
b) Calcule cos x + cos 2x + cos 3x.
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Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

;) Considere a figura abaixo.

b) (PS)?=3"—1> = PS=J9—1=2J2
Logo:

Temos PT = PS, pois a hipotenusa PO é comum aos
dois triangulos e o raio é unitario. Assim, os triangulos
PTO e PSO séo congruentes pelo caso RHC e, portanto,

a=p= 9. Assim, O pertence a bissetriz do angulo 6.
2

2l 2 RIRERE
912 22 242
1—tgz(9) 1*(71 )2 LAY
2 242/ 8
Para 0 < x < 2m, temos:
2cos’x—2cos2x—1=0 =
= 2cos’x —2(2cos’x—1)—1=0
_J2 42
. COSX = — 0UCOSX = ——
2 2
T _3n _5n _m
Logo:x = —oux==—"—-0uXx==—"-0uUX=—
4 4 4 4
Alternativa d.
4cos’x —2=— = 2(2 cos’x — 1) =1L
: J2 J2
S.C0S2X = —— = sec2x = 242
22
Por outro lado, temos:
tg’2x=sec’2x — 1 = tg2x =+J7
| Alternativa d.
Simplificando a expressao, temos:
tg®x + 1
tgx +cotgx tgx —
secx + cossecx  senx + cosx
Senx:- cosx
_ seczx. senx-cosx _ 1  COSX  Senx-cosx _
tgx senx + Ccosx cos’x SENX senx + cosx
T
senx + cosx
Como x pertence ao segundo quadrante:
senng = cosx=—|1— (g)z = —E
3 3 3
Portanto:
L - 1 = 32+5)
senx + cosx o ( J5
_+ ——
3 3

Alternativa d.
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Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

Exercicio 18

n 3
"2
sec’2x —2tg°2x—1=0 =

Parax €

}, temos:

1 . sen’2x
cos? 2x cos® 2x

=

| 2
. w— 1=0 = 1— 2sen’2x = cos*2x
Cos” 2x

o1 —2sen’2x =1 — sen®2x
©sen’2x =0 = x:k-g,kEZ
31

Assim, para k = 1 ek=2,temosx=§ex=7.

| Alternativa e.
Para x € [0, 2x], temos:
2senx  _ 1
cos2x — 1 T+ senx
= 2senx+2sen’x=1—2sen’x — 1

| —

.2sen’x +senx =0 =>senx =0ousenx = —

B RIN

11

_ d _ _7n _
.’.x—Ooux—noux—Znoux—goux—?

Alternativa e.

Para 0% < 6 < 90° temos:

2
sen6=é = cosO = |1 —(2) ZQ.Assim,temos:
4 4 4
sen (460) = 2 sen(20) - cos(20) =
=2-2sen0 - cosf (cos’d — sen’0) =
:4.§.ﬂ(1 725en26)=£(1 kz.g): 7£
4 4 4 16 32

Alternativa d.

a) Parax € } 0, g [ temos:
6

9 4
tg’x==>——secx+—sec’x =
g 4 75 z
2 9 6 4
= sec’x—1==——secx +—=sec x
4 (5 5
5
C.secx = —
2
_ 5 2
b) secx =— = cosx=—
2 J5
Portanto:senx = 1 — (i)z =1
J5 J5
Assim:
Sen(x+£):£(senx+c05x):3—‘10
4 2 10
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Exercicio 22

T
a) Para 3 < x < T, temos:

senx +sen2x +sen3x =0 =
= 2sen2x-cosx +sen2x =0

ssen2x(2cosx+1)=0 =
= sen2x =0oucosx = —%
_2n
3

b) cos x + cos2x + cos3x =

=c0523—n+cos‘g—n+c052n=0



Funcoes trigonomeétricas

Todos os fenémenos periddicos podem ser modelados com auxilio de funcdes
trigonomeétricas. Dai a extensa aplicacdo do estudo desse conteddo em campos
da ciéncia como acuUstica, astronomia, economia, engenharia e medicina.

A funcao seno

) Afungéao seno é afungado que
associa a cada numero real
X um unico numero real y tal
guey = senx.

) Considerando os infinitos pontos das infinitas voltas da
circunferéncia trigonométrica, obtemaos o grafico da funcéo

Seno:
y =senx

» Dominio: D =R

) Imagem:Im={yeR|-1<y<1}

) O periodo de uma fungéo periédica é o menor nimero
positivo p que satisfaz a igualdade f(x + p) = f(x), para
gualquer numero real x. Por isso, o periodo da fungéo seno
é em.

)» Afuncgéo f(x) = sen x & impar, pois seu grafico é simétrico
em relagdo a origem, isto &, sen(—x) = —sen (x) para qual-
guer numero real x.

A funcao cosseno

) A funcao cosseno é a fungdo que associa a cada numero
real x um Unico numero real y tal que y = cosx.

) Gréafico da funcdo cosseno:

y = cos x
y
1
3n —n T 0 ™ T 3n x
2 ! 2 2 ! 2
dree e e S
Dominio: 0 = R

Imagem:Im={yER|-1<y<1}

Periodo: p = 2n

A funcao flx) = cos x & par, pois seu grafico & simétrico
em relagéo ao eixo das ordenadas, isto &, cos (—x) = cos (x]
para qualquer nimero real x.

LB

A funcao tangente

) Afuncéao tangente é a fungdo que associa a cada nimero
L i .
real x,com x # 5 + kn e k € Z, um Unico numero real y tal

quey = tg x.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Gréfico da funcéao tangente:
y=1tgx
y

INER S

n
[SE]
ASIE]
N

Dominio: D = XE|R|x¢g+kn, comk€E Z

Imagem: Im = R

Periodo:p =1

A funcéo y = tg x & impar, pois seu grafico é simétrico em
relagdo a origem, isto &, tg(—x) = —tg x para qualquer x
do dominio 0.

v Y v

) As retas verticais que passam pelos pontos de abscissa

L=

moepe e’
gréfico.

.. 880 chamadas de assintotas verticais do

A funcao cotangente

) Afuncéao cotangente é a fungéo gue associa a cada nimero
real x, com x # krn e k € Z, um Unico numero real y tal que
y = cotg x.

) Gréfico da funcéo cotangente:

y = cotg x

B -bl‘;‘"

T 3n 2n X

N
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Dominio: D = {x € R |x # kn, com k € Z}

Imagem: Im = R

Periodo:p=m

Afungdoy = cotgx é impar, pois seu gréafico é simétrico em
relagéo a origem, isto &, cotg (—x) = —cotg x para qualquer
x do dominio 0.

LB

) As retas verticais que passam pelos pontos de abscissa
.. —T, 0, m, ... s8o as assintotas verticais do gréfico.

A funcao cossecante

) Afuncao cossecante é a fungéo que associa a cada numero
real x, com x # kn e k € Z, um Unico numero real y tal que
Y = COSSEC X.

Dominio: 0 = x€|R|x¢g+kn, comk e Z

Imagem:Im={y€R|y<-louy=1}
Periodo: p = 2rn

VY v

A fungédo y = sec x é par, pois seu grafico é simétrico em
relag&o ao eixo das ordenadas, isto &, sec (—x) = sec x para
gualquer x do dominio [.

) As retas verticais que passam pelos pontos de abscissa

., —7, 0, &, ... s80 as assintotas verticais do grafico.

Tabelas comparativas das

funcdes trigonomeétricas

) Grafico da fungédo cossecante: Funggo y = senx y =cosx y=1tgx
y = cosSec x -
Vi Dominio R R X # 3 + knt
Imagem [-11] [-11l R
Periodo 2n 2n n
Paridade impar par impar
X ~
Funcao y = cossec X y =secx y = cotgx
Dominio X # knt X # g + kn X # km
Imagem R —-1-1,1[ R —1-1,1[ R
Periodo 2n 2n n
Dominio: D = {x € R | x # kr, com k € Z} o
pari ) )
Imagem:Im= [y ER|y<-louy=1) andace mpar par mear

Periodo: p = 2n

Afungdoy = cossec x é impar, pois seu gréfico é simétrico
em relagéo a origem, isto &, cossec (—x) = —cossec x para
gualquer x do dominio 0.

) As retas verticais que passam pelos pontos de abscissa
.. —m, 0, m, .. s80 as assintotas verticais do grafico.

LB

A funcao secante

) Afuncéao secante é a fungdo que associa a cada nimero
b1 - .
real x, com x # 5 + kn e k € Z, um Unico numero real y

tal que y = sec x.
) Gréfico da fungao secante:
y = secx

y

As funcées trigonomeétricas
inversas

As funcdes seno, cosseno e tangente ndo admitem inver-
sas, pois nenhuma delas, como definidas anteriormente, é
bijetora. Porém, restringindo convenientemente o dominio e
o contradominio de cada uma, podemos obter novas fungdes
gue sejam bijetoras e, por isso, admitem inversas.

A funcao arco-seno

?» Consideremos a restricéo da fungéo y = senx, de dominio

D= [—g g] e contradominio CO = [—1, 1], cujo grafico é:

y

1 ,,,,,,,

EENIE!

NlE -
x

) A inversa dessa restricdo da fungdo seno sera indicada

por:
y = arcsen X

FUNGOES TRIGONOMETRICAS




Aigualdade y = arcsen x deve ser entendida da seguinte
maneira: y € o arco cujo seno vale x.

) Como funcoes inversas entre si tém graficos simétricos
em relacéo a bissetriz dos quadrantes impares, o grafico
dey = arcsen x é:

A funcao arco-cosseno

) Consideremos a restrigéo da fungéo y = cosx, de dominio
D = [0, n] e contradominio CO = [—1, 1], cujo gréfico é:

y
1\
0 k2 E: X
2 |
TS .

) Ainversadessa restricdo da fungdo cosseno sera indicada

por:
Yy = arccos x

A igualdade y = arccos x deve ser entendida da seguinte
maneira: y € 0 arco cujo cosseno vale x.
) Gréfico de y = arccos x:

D=[-11]
Im = [0,

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

A funcao arco-tangente

) Consideremos a restrigéo da fungédo y = tg x, de dominio

D= ] ,g, g[ e contradominio CO = IR, cujo grafico é:
y
_r s X
2 2

) Ainversadessa restrigdo da fungdo tangente seraindicada

por:

A igualdade y = arctg x deve ser entendida da seguinte
maneira: y é o arco cuja tangente vale x.

) Grafico dey = arctg x:

y
n
2
0 X
_r
2
D =R
Im = _E!E[
m } 2’2
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)) Funcdes trigonomeétricas

No Vestibular

1. (Unifesp) Seja a funcao f: R — R, dada por f(x) = senx.
Considere as afirmacodes seguintes. —
1. A funcio f(x) é uma funcéo par, isto é, f(x) = f(—x), para ~| 1. F.Afuncdo fé impar, ou seja, f(—x) = —f(x).
todo x real. 2|2 V.
2. A funcéo f(x) é periddica de periodo 2m, isto &, g 3. F, pois o conjunto imagem de fé [—1, 1].
f(x + 2n) = f(x), para todo x real. 34V )
3. A fungéo f(x) é sobrejetora. | Alternativa c.
4.0 = 0.f(3) = 2 ef(Z) -1 .
3 2 2 Temos: —1<cosx<1 = 0=<cos*x=<1
Séo verdadeiras as afirmagdes: Logo, os valores maximo e minimo ocorrem,
a) 1e 3, apenas. c) 2e4,apenas. e) 1,2,3e4. f; respectivamente, quando cosx = 0 e cosx = *=1:
= 4
b) 3 e 4, apenas. d) 1,2 e 3, apenas. § cosX =0 = f(x):2—3 c:s X_ 5 _0=2
()
. cos? 5 Tendt
2. (FGV) Considere a fungéo f(x) = 2 — %. Os valores Hlcosx = +1 = fx) =2 — % =2 % = %
maximo e minimo de f sdo, respectivamente: Alternativa e.
_ _3 E} B
a)le-1 c) 2e 2 e)2e4 —
b) 1e0 d) 2e0 Como o periodo de fé 4, temos:
3. (Unifor-CE) Na figura abaixo, tem-se o grafico de uma At = 2n = |t| = 1
funcéo f, de R em IR, definida por f(x) = k - cos tx, em que |T| 2
k e t sdo constantes reais. % | Como aimagem de fé [~2, 2], temos: |k| = 2.
y Zg O ponto (0, —2) pertence a f. Assim:
2 A § —2=k:cos0 = k=-2
”””””” ~N |/ uil Portanto:
f(x):fz-cos(i) = f(@)=72c058—ﬁ:1
| o /s X 2 13
| | Alternativa b.
T ) - 3
161\ . . O periodo, em segundo, de oscilagbes completas é:
Se o periodo de f é 4w, entdo f(——| é igual a:
2t _ 3
<t | T==—==
1 © 8n 4
a) V3 b) 1 c) ~5 d) -1 e) —J3 2 3
9] . 6 0l o
4. (Vunesp) Podemos supor que um atleta, enquanto corre, 25 | Assim; em 6 segundos, teremos 3 8 oscilacdes
balanca cada um de seus bragos ritmicamente (para a 4
frente e para tras) segundo a equagao: | completas.
y =f(t) = g - sen 8—; t— %) ,onde y é o angulo compre- —
. Lo . . a) Parat =0, aaltura em metro é:
endido entre a posi¢do do brago e o eixo vertical
n T . h(0) = 11,5+ 10 sen | —22T | =
—— <y<-—|etéotempo medido em segundos, t = 0. !
9 9 ‘
Com base nessa equacdo, determine quantas oscilagcoes =11,5+ 10 sen( —E) =6,5
completas (para a frente e para tras) o atleta faz com o ) 6/
braco em 6 segundos. ©[b) Os valores médximos e minimos ocorrem,
N
R . % respectivamente, quando sen {1 (t— 26)} =1le
5. (Vunesp) Do solo, vocé observa um amigo numa X 12
roda-gigante. A altura h, em metro, de seu amigo sen[l(t— 26)] £ 1.
em relacdo ao solo é dada pela expressdo
. 3 Logo, o valor maximo é 21,5 metros e o minimo é
h(t) = 11,5 + 10 - sen[E (t - 26)], onde o tempo t é dado
1,5 metro.
em segundo e a medida angular em radiano.
. . O periodo é dado por: T = iy 24
a) Determine a altura em que seu amigo estava quando 1 T
a roda comegou a girar (t = 0). ‘ﬁ ‘
b) Determine as alturas minima e méxima que seu ami- Portanto, 0 tempo para uma volta é 24 segundos.
go alcanca e o tempo gasto em uma volta completa =
(periodo).

Funcées trigonométricas )) NO VESTIBULAR 107 )



6. (PUC-SP) Na figura a seguir tem-se o grafico da fungéo f,

de R em R, definida por f(x) = k - sen(mx), em que ke m

~ . . . . 8
Sao reais, € Cujo perlodo e ?TC

-2
O valor def(z?)ﬁ) é:
a) —J3 b) —J2 9]

-1 d) J2 e) V3

7. (UEMS) Seja f a fungdo dada pelo grafico a seguir e seja a

funcdo g(x) = %

y
\””’T””’T””’T”’Z ”””” T T T T T To
TR N IR TN | WL N
N | NG o
N R N
B e e B

Define-se a fungdo composta f(g(x)) como aquela que

associa a cada numero real
que representa f(g(x)) é:

b o valor y = f(g(b)). O grafico

a) Y.
[ T w””T”Z"”T””T””f’”’w
A N | N A SR
NN
- N | N T L2
SIS SO S NS NS SR N

y
b) o ?
—2n | | | | | | |
SIS SO S NS NSRS S N

y
C) N R f’777”2‘"”7””7””\””7
L oA
P e N
“om | m~———f0 | A~ X
[ [ s i
[ L,,,l,:z,,,,J,,,,l,,,,L,,,J
9 o
JUE O Y A
721d‘ *ns 0 Tr 2m x
IS SO SRS NS SO SN N
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10.

o

. (PUC-SP) Estando as determinagoes dos arcos compreen-

didas entre 0 e g, entdo o valor da expressao

y = senjarcsen

5 +arccos P
+a 1+a

a) % b) 1 0 3 d)% e) 0

. (UFJF-MQG) Considere as fungoes f, g e h definidas a seguir

e os 3 graficos apresentados.
L fiR - R, f(x) = sen(2x)
II. g R - R, g(x) = sen(|x])

III. h: R - R, h(x) = sen(—x)

b) 1%

A associacao que melhor corresponde cada funcao ao seu
respectivo grafico é:
a)I-all-belll-c
b) I-a,II-celll-b.
c)I-bIl-aelll-c.

d)I-bII-cell-a.
e)I-c/ll-aelll-b.

(Vunesp) Considere a representacao grafica da fungéo

3nx

definida por f(x) = sen -1+ dx—1).

\PQR

1_0\/\/

y

N
\/vx

gréafico da funcéo f, sem escala

Os pontos P, Q, R e S denotam os quatro primeiros pon-
tos de interseccdo do grafico da fungéo f com o eixo das
abscissas. Determine as coordenadas dos pontos P, Q, R
e S, nessa ordem.
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Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Como o conjunto imagem de fé o intervalo [—2, 2],
temos | k| = 2.

Por outro lado, como o periodo é S?n’ temos:
8w 2m;

o 2% Im| ==

m
3 |m| 4
Assim, como a fungao seno é impar, observando o

grafico concluimos que f(x) = 2 sen (% . x) =

=-2 sen( f% . x) e, portanto:

297 3 29m) ST
f| 3= 2sen = -2

|-

| Alternativa b.

_Admitindo—se que a funcao dada pelo grafico é
f(x) = sen x, temos:

flg(x)) = sen % Logo:

« periodo: T = 21—n =4n

2
« imagem:[—1, 1]
Alternativa d.

1

1+a
Logo:

T
arcsen = — — arccos
22

1T+ad

arcsen

y =sen

2+arccos 5
+a 1+a

sen + arccos

— arccos B v
1+a 1+a

NI}

sen — =1

Na

Alternativa b.

Exercicio 9

Exercicio 10

I. O gréfico de f(x) = sen (2x) tem periodo T = 27n =T,
ou seja, estd representado pelo grafico do item b.

Il. O gréfico de g(x) = sen (|x|) é simétrico ao gréfico
de y = sen (x) em relagao ao eixo y, ou seja, esta
representado pelo gréfico doitem c.

lIl. O gréfico de h(x) = sen (—x) é simétrico ao gréfico
dey = sen(x) em relagdo ao eixo x, ou seja, esta
representado pelo gréfico do item a.

Alternativa d.

Observando graficamente que as abscissas dos pontos P,
Q, R e S sao maiores que 1, temos:

X (14 dx=T) =

0=sen|—
:%=kﬂ,ou\/ﬁ=1

.'.x=2?k,kEZoux= 2
Assim, parak = 2,k = 3,k =4 e k=5, as coordenadas

dos pontos P, Q, R e S sdo, respectivamente, (g, 0 ), (2;0),

3’ 3

ol 25
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11.

12.

13.

14.

15.

(Unifesp) Considere a funcaoy = f(x) = 1 + sen(an -

|

N A

definida para todo x real.
a) Dé o periodo e o conjunto imagem da funcéo f.

b) Obtenha todos os valores de x no intervalo [0, 1] tais
quey = 1.

(Unifesp) Com base na figura que representa o circulo
trigonométrico e os eixos da tangente e da cotangente,

y

c
A/B

e

a) calcule a area do tridngulo ABC, para a = g
b) determine a 4rea do tridngulo ABC, em funcéo de «,

E<OL<E.
4 2

(Mackenzie-SP) O grafico que melhor representa a fungao
f:10,2n] = R, definida pory = 2 + sen x + |sen x|, é:

a) y d) y
4 PR
2 I I 2 I I
0 n 2n x 0 n 2;T X
b) v e vy
4,,, ,,,,,,,
217 I I 297 T I
_Ol T 2;: X 0 T 2;'( b%
) y’
2| ””””” N ‘
0| n 2% x

(ITA-SP) Considerando as fungoes

arcsen: [—1, +1] — {*E, I ]e arccos: [—1, +1] — [0, 7],

2°2
assinale o valor de cos(arcsen% + arccos% .
6 1 5
a) — c = e) —
) 25 ) 3 ) 12
7 2
b) d) £
) 25 ) 5

(UFBA) Dadas as fungoes f(x) = sen 2x e g(x) = sen x, de-
termine para quais valores de x, x € [0, 2], f(x) = g(x).

110 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(PUC-SP) Seja a funcdo f, de R em R definida por
f(x) = cos g -+ COS2x — sen g - sen 2x. Determine:
a) O periodo de f.

b) As solugdes da equacao f(x) = 0, no intervalo [0, 2x].

(Unitau-SP) Indique a funcdo trigonométrica f(x) de
dominio R; Im = [-1, 1] e periodo & que é representada,
aproximadamente, pelo grafico a seguir:

a) y=1+cosx
b) y=1-senx

c) y =sen(—2x)
d) y = cos(—2x)

€) y = —cosx

(Vunesp) A temperatura, em grau Celsius (°C), de uma
camara frigorifica, durante um dia completo, da 0 hora
as 24 horas, é dada aproximadamente pela funcéo:
flt) = cos(l—n2 . t) - cos(g . t), 0 <t =< 24,comtem horas.
Determine:

a) A temperatura da camara frigorifica as 2 horas e as
9 horas (use as aproximacoes V2 = 1,4 e 3 = 1,7).
b) Em quais horéarios do dia a temperatura atingiu 0 °C.

(Vunesp) Ha familias que sobrevivem trabalhando na
coleta de material para reciclagem, principalmente em
cidades turisticas. Numa tal cidade, uma familia trabalha
diariamente na coleta de latas de aluminio. A quantidade
(em quilogramas) que essa familia coleta por dia varia,
aumentando em finais de semana e feriados. Um mate-
matico observou a quantidade de aluminio coletada por
essa familia durante dez dias consecutivos e modelou
essa situacdo através da seguinte funcao:

2n

Tox- 3 ) onde findica a quanti-

f(x) =10 + (x + 1) - cos 3

dade de aluminio em quilogramas, coletada pela fami-
lia no dia x, com 1 < x =< 10, x inteiro positivo. Sabendo
que f, nesse periodo, atinge seu valor méximo em um

dos valores de x no qual a funcéo cos g x-2

atinge

seu maximo, determine o valor de x, para o qual a quanti-
dade coletada nesse periodo foi maxima, e quantos quilos
de aluminio foram coletados pela familia nesse dia.

(Unifesp) Sabe-se que, se b > 1, o valor méximo da ex-
pressdo y — y’, para y no conjunto R dos nimeros reais,

1

1
ocorre quando y = B)” ~1. 0 valor maximo que a funcéo

f(x) = sen x - sen 2x assume, para x variando em R, é:
g 3 ol g3 P ER]
3 3 4 9

(Mackenzie-SP) O conjunto solucdo da equagdo
arcsen 2x — 3 arcsen x = 0 tem:
a) 0 elemento.

b) 1 elemento.
c) 2 elementos.

d) 3 elementos.
e) 4 elementos.
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Exercicio 12

Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 11

2

a) O periodo dafuncdo é: T = o =1

b) Para x € [0, 1], temos:

1:1+sen(2nx—g) = an:kn—i-g
.'.X=K+l,kEZ
2 4

Assim,parak=0ek = 1,temosx=%ex=%

a) A ordenada do ponto C é igual a tangente de o = g
A ordenada do ponto A é igual a cotangente de o = g
Assim, a drea do triangulo retangulo ABC, para o = g
(tg§—1)(1 —coth
é:

3):25—3
2 3

b) Para % <a< g a area do triangulo ABC é:

(tga — 1)(1 — cotga) _ (tga — 1)°
2 T 2tga

_Para x € [0, 2r], temos:

| _J2+2senx,sesenx=0
y=2+senx+ [senx| = y= 2 sk seh x = 0
Assim, o grafico que melhor representa a funcéo fé o
grafico da letra a.

Alternativa a.

cos ( arcsen 3 + arccos ﬂ) =
5 5

3
= cos ( arcsen 5

9]
(8]
[NV, |
(521
N
%, ]

Alternativa b.

Para x € [0, 2x], temos:
fix) = g(x) = 2senx-cosx=senx

senx=0 senx =
ssenx-(2cosx—1H =0 = 1 ou

COSXBE COSX =

N|[—=O

.’.5={E;2it
3 3

} U [m; 27]

a) fix) = cosg- Ccos 2x — seng- sen 2x =

= fix) = cos(g + 2x)

Logo, o periodo de fix) é: T = 27“

i
b) Para x € [0, 27t], temos:

) =0 = cos(g+2x) =0

i I T I
L e e L L
6 FT T E XTI

Assim, parak =0,k =1,k =2 e k = 3, temos:
n 51

g 2 1 |
X=—-0UX="—"—0UX=—O0ux="—7
6 3 6 3

Como —1=senx= 1,0 conjuntoimagem é ointervalo [0, 2].

4 3 4y
* COS arccosg)—sen arcseng - sen arccosg =

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

O grafico do enunciado representa uma funcdo impar.
Lembrando que a funcao y = senx é impar, temos
sen(—2x) = —sen(2x), ou seja, o grafico de y = sen (—2x)
é simétrico ao grafico de y = sen (2x) em relagdo a origem.
| Alternativa c.

a)Parat=2et=9, temos:

f2) = cos(E) = cos(ﬁ) 17 0,5=0,35
6 3 2

f(9) = COS(E) — COS(E) = Q4 0=-0,7
4 2 2

Logo, a temperatura da camara frigorifica as 2 horas

era 0,35°Ce,as 9 horas, —0,7 °C.
b) Paraf(t) = 0, temos:
0=cos(£'t)fcos(5't) = cos(l-t)=cos(5-t)
12 6 12 6
=+t v ko
12 6
t=8kkeZ

Assim, fazendo k = 0,k = 1,k = 2 e k = 3, obtemos:
t=0h,t=8h,t=16het=24h

Logo, a temperatura atingiu 0 °C nos seguintes
horarios:0h, 8h,16 he 24 h.

Para 1 < x =10, com x € Z%, o valor mdximo atingido

b b8 21,
pelafungaocos(—-x—— é:
3 3
i 27 T 21
Zox=221=1 Sx =22 =k2
cos(3 x—3 ) =3X"3 T =

x=6k+2keZ

Parak=0ek=1,temosx =2ex = 8.

Logo, a quantidade coletada, em quilograma, é méxima
para x = 8 e, portanto:

f(8)=10+(8+1)'cos(§~87 =19

B
3

fix) = sen x+sen 2x = f(x) = 2 -sen’x - cos x
) )
LS. = COSX — COS" X
2

fix)

Assim, a funcdo g(x) = B3 = C0s X — COS> x assume seu

valor maximo quando:

1
cosx = (1)3“ B

3 73

Ou seja, o valor madximo de fé:

EE 1)_45

3 343

Alternativa d.

9

arcsen2x — 3 arcsenx = 0 = arcsen2x = 3 arcsenx
Sendo a = arcsen2x e 3 = arcsenx, temos:

a =3B = sena =sen3p

ssena=3senf —4sen’f = 2x=3x—4x
LA —x=0

'x:00ux:loux:—l
. 2 2

Alternativa d.
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Matrizes, determinantes e sistemas lineares

No estudo de fendmenos que relacionam valores desconhecidos, representados por incognitas,
necessitamos de equacdes, organizadas em um sistema, para determinar essas incognitas, caso
isso seja possivel. Neste tema, estudaremos os sistemas de equacées do 1° grau e as tabelas,
chamadas de matrizes, que representam seus coeficientes e/ou termos independentes.

Matrizes

) Matriz do tipo m X n (lemos “m por n”) é toda tabela de
numeros dispostos em m linhas e n colunas. Essa tabela
deve ser representada entre parénteses ou entre col-
chetes.

) Indicamos por a; o elemento posicionado na linha i e na
colunaj de uma matriz A. Assim, uma matrizA do tipom X n
é representada genericamente da seguinte maneira:

ap O O . 0,

_ | G2 Qa2 Oz - Oy
Amxn_[a[j]mxn_ H : : : :

aml amE ama amn

» Matriz quadrada é toda matriz cujo numero de linhas é
igual ao numero de colunas. Toda matriz quadrada tem
uma diagonal principal e uma diagonal secundaria:

diagonal secundaria

diagonal principal

) Matriz identidade é a matriz unitaria [1] e qualquer matriz
guadrada cujos elementos da diagonal principal sdo iguais
a1l e todos os demais elementos sdo iguais a zero.

) Matriz nula é toda matriz cujos elementos s&o iguais a
zero.

) Transposta de uma matrizA é a matriz A tal que os nume-
ros que formam cada coluna i da matriz A s&o, ordenada-
mente, iguais aos niumeros que formam a linha i de A.

ap  Q0py o O

ay O O - Q4
O Qg o Omp

o1 Opp Upg - Qpp

A= = A'=| 013 Ogs

aml amE amB amn
a1, Oep o Omp

) Duas matrizes do mesmo tipo s&o iguais quando todos os
seus elementos correspondentes séo iguais.

Operacdes entre matrizes

) A soma de duas matrizes do mesmo tipo, A e B, é a matriz
em que cada elemento é a soma de seus correspondentes
emAeemB.

) Adiferenga de duas matrizes do mesmo tipo, A e B, nessa
ordem, é a soma de A com a oposta de B.
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) O produto de um numero real k por uma matriz A é a matriz
em gue cada elemento é o produto de seu correspondente
em A pelo nimero k.

ka kb kc
kd ke kf
kg kh ki

- Q Q

b c
e f
h i

) Dadas as matrizes A = (q;),, «, € B = (b, « . considere a
linhaide A e acolunajde B, isto é:

by

by

(Qp Qp Qg .. Oy)E€ by,

by

)

0 produto da linha i pela colunaj é definido por:

[a,l-b1j+a,.a-baj+a,-a-b3j+...+a,k-bkj}

ou seja, multiplicamos, ordenadamente, os elementos da
linha i pelos elementos da colunaj e somamaos os resulta-
dos obtidos.

) O produto da matrizA = (q,),, « , pela matrizB = (b, , &
a matriz C = (c;),, «, tal que cada elemento c; é o produto
da linha i de A pela colunaj de B.

» Uma matriz quadrada A de ordem n é invertivel se, e so-
mente se, existe uma matriz B tal que:

[A-B=B-A=I,,}

em que I, & a matriz identidade de ordem n.

As matrizes A e B sdo chamadas de inversas entre si e sdo
indicadas por: B=A"'ouA =B"%

Determinantes

Determinante € um numero associado a uma matriz
guadrada, obtido por operactes entre seus elementos, que
definiremos a seguir.

Representamos o determinante de uma matriz A por det A.

Se a matriz quadrada tiver ordem n, o determinante dessa
matriz também tera ordem n.

) Determinante de ordem 1: & o proprio elemento da matriz.
A=[m] = detA=m
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) Determinante de ordem 2: & a diferenca entre o produto dos
elementos da diagonal principal e o produto dos elementos
da diagonal secundaria de uma matriz de ordem 2.

detm=ad—cb

Também podemaos indicar o determinante por barras:

a b

D:cd

‘—ad—cb

) Determinante de ordem 3:

Q 9 Q
> 0T

c
f | = aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb
i

) Para calcular o determinante de ordem 3, usamos a regra
pratica apresentada a seguir, conhecida como regra de
Sarrus.

+ Repetimos, a direita do determinante, as duas primeiras
colunas e desenhamos as seguintes setas:

* Multiplicamos os trés niumeros alinhados em cada seta,
conservando o sinal de cada produto obtido na diregéo
da diagonal principal e invertendo o sinal de cada produto
obtido na diregao da diagonal secundéria.

aei bfg cdh
+ Adicionamos os seis resultados calculados, ou seja:

D = aei + bfg + cdh — gec — hfa — idb

Determinante de ordem n

) Seja a matriz A, representada abaixo:

O O Oyz o O e Oy

Considere a submatriz obtida com a eliminagéo da linha e da
coluna que contém o elemento gy, isto &, a linhai e a colunaj.
Indicamos por 0, o determinante dessa submatriz.
Chama-se cofator do elemento g;; 0 nimero que indicare-
maos por A;;, definido por:

[ A= (=10, J

j2

) Teorema de Laplace: O determinante de uma matriz qua-
drada de ordem n, com n = 2, é obtido multiplicando-se
cada elemento de uma fila qualquer por seu cofator e
adicionando-se os resultados.

Propriedades dos determinantes

) 0 determinante de uma matriz quadrada A é igual ao de-
terminante de sua transposta, ou seja: det A = det A

) Seoselementos de uma fila de uma matriz quadrada A sao
todos nulos, entdo: det A =0

)» Permutando entre si duas filas paralelas de uma ma-
triz quadrada A, obtemos uma nova matriz B tal que:
det B = —det A

» Multiplicando uma fila de uma matriz quadrada A por
um numero real k, obtemos uma nova matriz B tal que:
det B =k-detA

) Se uma matriz quadrada A tem duas filas paralelas iguais
ou se uma fila @ multipla de outra fila paralela, entéo:
detA=0

) Seuma fila de uma matriz quadrada A & combinagéo linear
de outras duas ou mais filas paralelas, entdo: det A = 0

) Teorema de Jacobi: Se a uma fila de uma matriz quadrada A
for adicionada uma multipla de outra fila paralela, obtemos
uma matriz B tal que: det A = det B

) Teorema de Binet: Se A e B s&o matrizes quadradas de
mesma ordem, entéo:

[ det (AB) = det A - det B }

A inversa de uma matriz

) Dada a matriz quadrada de ordem n, A = (a;), « .. considere
a matriz cof A = (A]), ., . em que cada A; é o cofator do
elemento a;. A transposta da matriz cof A é chamada de
matriz adjunta de A, que indicamos por A:

A = (cof A)!

Em resumo, a matriz adjunta de A é a transposta da matriz
dos cofatores de A.

) Se A é uma matriz quadrada de ordem n, temaos:

£A~Z—[detA]-In }

) Se A é uma matriz quadrada com det A # 0, entéo

4ot A = I, e, portanto:

) Existe a inversa de uma matriz quadrada A se, e somente

se,det A # 0.
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Sistemas lineares

)» Equacao linear nas incagnitas xi, X, Xg, .., X, € toda equagao
gue pode ser representada na forma:

[ o)X, + QpXo + QgXg + ..+ aX, = b }

em que a,, a,, ds, ..., A, S840 constantes reais chamadas
de coeficientes das incdgnitas e b € uma constante real
chamada de termo independente da equacéao.

) Solugéao de uma equacéao linear
ax; + QaXe + agxg + ... + a,x, = b é toda énupla (sequéncia
de n elementos) de numeros (o, o, g, ..., ) tal que a sen-
tenca o,y + apa, + 055 + ... + a0, = b seja verdadeira.
Caso ndo exista énupla nessas condigfes, dizemos que a
eguacéo é impossivel.

) Toda equagéo linear cujo termo independente é zero é
chamada de equagéo linear homogénea e admite como
solugdo a énupla (0, 0, 0, ..., 0), denominada solugao trivial
da equacédo homogénea.

) Sistema linear é todo sistema de equactes formado ex-
clusivamente por equagdes lineares.

) Solucéao de um sistema linear é qualquer solug&o comum
a todas as equactes do sistema. O conjunto S formado
por todas as solugdes de um sistema linear € chamado de
conjunto solugao do sistema.

) Dois sistemas lineares, A e A’, sdo equivalentes se, e so-
mente se, tém 0 mesmo conjunto solugdo.

Classificacao de um sistema linear

) Um sistema linear & classificado de acordo com o numero
de solugdes que tem:

( R
* Sistema possivel e determinado (SPD) é todo sis-
tema linear gue admite uma Unica solugéao.
- Sistema possivel e indeterminado (SPI) é todo
sistema linear gue admite mais de uma solucéo.
- Sistema impossivel (SI) € todo sistema linear que

nao admite solugdo alguma.
. J

Se um sistema linear admite mais de uma solugéao, entao
admite infinitas solugoes.

) Todo sistema linear homogéneo é possivel, pois admite
pelo menos a solugéo trivial.

Interpretacdo geomeétrica

Um sistema linear com duas equacgées e duas incégnitas é:

) SPD se, e somente se, as retas representadas por suas
equaclOes s&o concorrentes.
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) SPI se, e somente se, as retas representadas por suas
equactes sao coincidentes.

) SI se, e somente se, as retas representadas por suas
equacdes sao paralelas distintas.

Sistema linear escalonado

Um sistema linear é escalonado se, e somente se:

- todas as equagfes apresentam as incdgnitas em uma
mesma ordem;

- em cada equagao existe pelo menos um coeficiente, de
alguma incagnita, nédo nulo;

- existe uma ordem para as equagdes tal que, de uma equa-
cao para a outra,aumenta o niumero de coeficientes nulos
gue antecedem o primeiro coeficiente ndo nulo.

Resolucao de um sistema linear

Aresolucdo de um sistema linear escalonado é muito sim-
ples. Porisso, para resolver um sistema linear A ndo escalona-
do, usaremos o0 método do escalonamento, que permite obter
um sistema escalonado A’, equivalente ao sistema inicial, por
meio das seguintes operagdes elementares:

« permutar entre si duas ou mais equagdes de A;

* multiplicar (ou dividir) ambos os membros de uma equacao
de A por uma constante k, com k # 0O;

+ substituir uma equacéo de A pela soma, membro a mem-
bro, dessa equagéo com outra desse sistema.

Discusséo de um sistema linear

) Sendo D o determinante da matriz dos coeficientes de um
sistema linear com numero de equacgdes igual ao nimero
de incognitas, demonstra-se que:

D+#0 < SPD
D=0 < SPIouSI

Se obtivermos 0 = 0, deveremos escalonar o sistema para
descobrir se ele & SPI ou SI.

) Sendo 0 o determinante da matriz dos coeficientes de um
sistema linear homogéneo com nimero de equagdes igual
ao numero de incognitas, demonstra-se que:

D # 0 < SPD (apenas a solugao trivial)
D =0 < SPI (solugéo trivial e solugdes proprias)

) Se o sistema apresenta nimero de equacgdes diferente do
numero de incagnitas, ndo existe o determinante da matriz
dos coeficientes; logo, sua discussao devera ser feita com
o auxilio do escalonamento.
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)) Matrizes, determinantes e sistemas lineares

No Vestibular

1. (UPF-RS) A empresa Brinque Muito realizou uma grande

doacdo de brinquedos para um orfanato. Essa doagdo
compreendeu 535 brinquedos, entre bolas e bonecas,
370 brinquedos, entre bonecas e carrinhos, e o total da
doagdo entre bolas e carrinhos foi de 455 brinquedos. £
possivel afirmar que, para realizar a doacdo, a empresa
produziu:

a) 320 bolas.

b) 145 carrinhos

c) 235 bonecas.

d) 780 brinquedos.

e) 1.350 brinquedos.

. (Unir-RO) Considere o sistema de equacoes lineares

abaixo.

4x -6y —2z=0
-3x+2y+z=0
—2x+3y—az=0

Qual deve ser o valor de a para que o sistema tenha infi-
nitas solugdes?

a) -2 1 e) 2

b) 0 d) -1

. (Unir-RO) Para codificar palavras de 4 letras, por meio de

matrizes, pode-se utilizar o seguinte método:

I. Associa-se cada letra da palavra a um numero da
tabela:

A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L

1 2|3 |45 |6 |7 |8|9 10|11 |12

M|N(O|P|Q|R|S|T|U|V|X|Z

13 (14|15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 | 23 | 24

II. Escreve-se, com 0s numeros obtidos, uma matriz M
de ordem 2 X 2.

Exemplo: A matriz correspondente a palavra BOTA é

_[2 15
M_[zo 1}'

III. Multiplica-se M pela matriz-codificadora (C), inversivel
de ordem 2, obtendo-se, assim, a matriz-codificada
N=C-M;

IV. Para obter a matriz M, calcula-se o produto C " - N.

Uma palavra com quatro letras fora codificada pelo méto-

. . 27 42
do acima, obtendo-se a matriz N = [ 9 6 Sabendo-se
. . s . 1
que a matriz-codificadora utilizada foi C = [ 11 , pode-

-se afirmar que essa palavra é:
a) AMOR

b) VIDA

¢) UNIR

d) ROSA

e) FLOR

Sejam X, y e zos numeros, respectivamente, de bolas,
_ | bonecas e carrinhos. Do enunciado, temos o seguinte
o[ sistema linear:
§ x+y =535 x =310
L% y+z=370 = < y=225
X +z=455 z=145
Alternativa b.
O sistema linear dado é homogéneo e, portanto, sera
SPI'se, e somente se, o determinante da matriz dos
‘; coeficientes do sistema for nulo:
S
g 4 -6 -2
i D=|-3 2 11=0 = a=—1
=2 3 —=a
Alternativa d.
. Xy .
SejaM=| | |amatrizque representa a palavra
procurada. Temos:
27 42 2 1] [x y
m — . = .
,QN_CM:>[9 6} [71 1z w
S
()
ol | 2x+z=27 X=6
S| ) —x+z=9 y=12
2y +w=42 z=15
—yt+w=6 w=18
Logo, pela tabela, a palavra procurada é FLOR.
Alternativa e.
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10.

. (IME-RJ) Uma matriz quadrada é denominada ortogonal

quando sua transposta é igual a sua inversa. Considerando
essa definicdo, determine se a matriz [R | a seguir é uma
matriz ortogonal, sabendo-se que n é um niimero inteiro
e a é um angulo qualquer. Justifique sua resposta.

cos(na) —sen(na) O
[R] =|sen(na) cos(na) O
0 0 1

. (Fuvest-SP) Diz-se que a matriz quadrada A tem posto 1 se

uma de suas linhas é ndo nula e as outras sdo multiplas
dessa linha. Determine os valores de a, b e ¢ para os quais
a matriz 3 X 3 abaixo tem posto 1.

2 1 3
2
A=|3a—b+2c 1 6
b+c—3a % c—2a+b

(UFBA) Determine os valores de k para que o sistema de
2x+2y—2z=2
equagdes § 3x + 4y + (k — 1)z = 4 seja:
x+ky+3z=2
a) possivel e determinado.
b) possivel e indeterminado.

c) impossivel.

(UFV-MG) Considere as matrizes quadradas de ordem 2:

acl3 2ee-(0 2]

Seja M = A - B, onde B' é a matriz transposta de B. O de-
terminante da matriz inversa de M é:

1 1 1 1
a)§ b)g ) 1 d)a

(Unicamp-SP) Resolva o sistema abaixo:

x+y+z+w=11
X+2y+z+w=12
xX+y+2z+w=13
X+ty+z+2w=14

cosx senx 1
(Udesc) Considere a equacdo det| senx senx 1 |= —

N [

1 cosx 1

Determine o valor de cos x, para x € [0; n].

(UFG-GO) Um poligono pode ser representado por uma
matriz F,, ,, onde n é o nimero de vértices e as coordena-
das dos seus vértices s3o as colunas dessa matriz. Assim,

026 6 4 .
representa o poligo-
264 -2 -4 -2

no da figura abaixo.

amatrizF,,, =
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Em computacdo grafica, utilizam-se transformacoes geo-
métricas para realizar movimentos de figuras e objetos na
tela do computador. Essas transformacgdes geométricas
podem ser representadas por uma matriz T, ,. Fazendo-
-se o produto das matrizes T, , , X F,, ,, obtém-se uma
matriz que representa a figura transformada, que pode
ser uma simetria, translacdo, rotagdo ou dilatacdo da
figura original. Considerando a transformagao geométrica

0
3

2

transformada do poligono representado pela matriz
F, . dada anteriormente?

a) y

representada pela matriz T, , = ,qual é a figura

o N|w

b)
c) y
X
d)
e v
6 ,,,,,,,,,
L
0 3 6 9 X
—3) |
—6'*”% ,,,,,,,,
-9 AN
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Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

De fato:
cos(na) —sen(na) O cos(na) sen(na) O
sen(na) cos(na) O —sen(na) cos(na) O |=
0 0 1 0 0 1
cos® (na) + sen? (na) 0 0
0 sen’ (na) + cos*(na) 0 |=
0 0 1
100
010
[0 01

Logo, a matriz R é ortogonal.

A matriz dada tem posto 1 se, e somente se:
3a=b+2c=4 a=1
b+c—3a=2 =b=3
c—2a+b=3 c=2

2 2 =2
D=1{3 4 k—1{|=—=2k*—=2k+12
1 k 3

a) O sistema serd SPD se, e somente se:

D#0 = =2k —2k+12+#0

Sk#F —3ek#2
Para responder aos itens b e ¢, devemos substituir k
pelos valores que anulam o determinante D e escalonar
o sistema assim obtido.
» Parak = 2,temos:

2Xx+2y—2z=2 {X+y~z=1

gy 74 Ox+y+4z=1

x+2y+3z=2

(SP1)

+ Para k = —3, temos:
2x+2y—2z=2
3x+4y—4z=4 ~
xX—3y+3z=2

Assim, concluimos:

b) O sistema é possivel e indeterminado para k = 2.

c) O sistema é impossivel para k = —3.

x+y—=z=1
ox+y—z=1 (S
Ox+0y+0z=5

Temos:
M:A.Bt:10_20=20
21 12 52

Logo, det M = 4 e, portanto, det M ™' =

R

Alternativa c.

Para que [ R] seja ortogonal, devemos ter [R] - [R]" = I,.

O determinante da matriz dos coeficientes do sistema é:

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

X+yt+tz+w=11
X+2y+z+w=12
X+y+2z+w=13
X+y+z+2w=14

Adicionando as equacdes, membro a membro, obtemos:

5x+y+z+w) =50
SXty+z+w=10

Subtraindo essa equacdo, membro a membro, de cada

equacao do sistema, concluimos:

Para x € [0; ], temos:

cosx senx 1
det| senx senx 1
1 cosx 1

Multiplicando a matriz

3 0

TixatFaxe= 2 3

N

“|1-3 -9 -6

x=1y=2z=3ew=4

T, x> Por F, 6 temos:

o266 6 4 2
264 -2 -4 -2

0 3 9963
363

Alternativa e.

=t = 2$enx~cosx:l
2 2

Matrizes, determinantes e sistemas lineares )) NO VESTIBULAR 117 ))



11. (Fuvest-SP) A tabela a seguir fornece os valores unitarios

12.

13.

do peso, volume e preco de trés tipos de produtos A, B
e C.

A B C

Peso (kg) 2 3 5
Volume (L) 2 5 4
Preco (US$) 4 8 10

a) Calcule o valor total do peso, volume e prego do se-
guinte pedido de mercadorias:
A - 100 unidades
B - 200 unidades
C - 50 unidades
b) Calcule o nimero de unidades de cada um dos produ-

tos A, B e C num despacho com os seguintes valores
totais:

Peso 4.500 kg
Volume 5300 L
Prego 10.000 USS

(Unifor-CE) Seja A uma matriz 2 X 2 tal que 3+ A = A’
Se A é inversivel, entdo o determinante de A € igual a:

a) 12

b) 9

c) 6

d) 3

1
e —
) 3

(Unioeste-PR) Considere o sistema de equagoes lineares
com trés equagodes e trés incognitas a seguir.

Podemos afirmar que tal sistema:
a) Nao possui solugao.
b) Possui uma tnica solugao.
c) Tem como solugdo geral o conjunto
{(a, b, a — b) com a e b pertencentes a R}.
d) E possivel, mas possui niimero infinito de solugdes.
e) Possui um numero finito n de solugdes, onde n > 2.
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14. (Unifesp) Se |A| denota o determinante da matriz A, e se

15.

16.

A =(|’;\| 1 ),entéo:

Al
a)A:(Ol).

20
b)A=(§;),se|A|<0.
c)A=(_; 1,se|A|>0.
da=(21 ouA=(_1 1).

22 2 -1
e) A= 2 Tlogya=(11

2 =2 21

(Unicamp-SP) Seja dado o sistema linear:

X, + 2%, =2
2%, — X, =2
X+ X, =2

a) Mostre graficamente que esse sistema ndo tem solucao.
Justifique.

b) Para determinar uma solucdao aproximada de um
sistema linear Ax = b impossivel, utiliza-se o método
dos quadrados minimos, que consiste em resolver o
sistema A'Ax = A'b. Usando esse método, encontre
uma solucgdo aproximada para o sistema dado anterior-
mente. Lembre-se de que as linhas de M" (a transposta
da matriz M) sdo iguais as colunas de M.

(Unicamp-SP) Uma matriz real quadrada P é dita orto-
gonal se P" = P™', ou seja, se sua transposta é igual a sua
inversa.

a) Considere a matriz P a seguir. Determine os valores de
a e b para que P seja ortogonal. (Dica: vocé pode usar o
fato de que P - P = I, em que I é a matriz identidade.)

1.2 2
3 3 3
2 1
p=|_% _1
3 %73
2 2
3 b 3

b) Certa matriz A pode ser escrita na forma A = QR,
sendo Q e R as matrizes a seguir. Sabendo-se que Q é
ortogonal, determine a solugado do sistema Ax = b, para
o vetor b dado, sem obter explicitamente a matriz A.
(Dica: Lembre-se de que x = A™'b.)

1 1.2
22f2 2 0 0 6
1 1 42 _ _
=| L 1 Y2 Rr-|g-2 o}b=|-
Q=| 3 5 5 ozfo 2
0 042 0

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.



Reprodugao proibida. Art.184 do Cédigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.

Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

Exercicio 14

a) Associando uma matriz 3 X 3 a primeira tabela e uma
matriz 3 X 1 aos pedidos feitos, temos:

235 100 1.050
2 5 4 || 200 =] 1.400
4.8 10 50 2.500

Assim, os valores totais sdo: 1.050 kg, 1.400 L e
US$ 2.500.

b) Sendo x, y e z, respectivamente, os nimeros de
unidades de cada um dos produtos A, B e C, temos:

23 5| [x 4,050 X = 1.000
25 4 |*|y|=| 5300 | =< y=500
4810]| |z 10.000 z=200

Como A é invertivel, temos que det A # 0; logo:
det(3:A) = det (A’ = 3°-detA=det’A
c.detA=9

Alternativa b.

Permutando as duas primeiras equacdes e reduzindo os
membros ao mesmo denominador, obtemos:

1246y =32=2 =10 18y +97= —6
12x + 6y —3z=2

Logo, o sistema é possivel e indeterminado.
Alternativa d.

Bx % 6y|= 37 =2 {3x+6y73z=2

A:(|A| 1 ):> detA:det(|A| 1 )
2 |A| 2 |Al
~ Al =1AIP -2

Al =20ulAl = -1

Alternativa d.

a) Representando graficamente as trés retas num
mesmo plano cartesiano, temos:

X,

|
N

o
=

2 X,
t

Assim, ndo existe ponto comum as trés retas; logo, o
sistema ndo tem solucéo.

b) Como a solucdo aproximada desse sistema
impossivel é dada por A/Ax = A’b, temos:

Exercicio 15

=1 2], |2
2 =1 =2 =
X,
101 2
-1 2 2
1 X —
S NEH S AR R
1oL 2
6 —=3|.|% 4 4
g = = X=X ==
[—3 6] % [4} 3

a) A matriz P é ortogonal se, e somente se, P+ P' =/, ou

seja:
12 2001 2 2
3 3 3 3 3 3
3 : 100
2 _
-~ a-—Z|'|l-3 a b[=|010
3 3 3 b d 1
2y 2021 2
3 3 3 3 3
2 2
° 1-3a—3b=0 a=3
g SR 4+907 +90P=9 = 1
3 4—3a+6b=0 b=—§
X
wl

b) Como Q é ortogonal e
x=A"b=(QR)'b=R'Q'b=R'Q'b, temos:

1 1142
5 00 3 b )
X:O—lo . _l_lg-_zz 1
2 2 2 ol |z
0 0[] 22
J2 2 2 O
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Analise combinatoria e Binomio de Newton

A Analise combinatdria estuda métodos de contagem. Embora n&o se possa precisar a
época em que surgiu nem seus idealizadores, é certo que a primeira obra impressa que
apresenta problemas de Anélise combinatoria foi a Summa de Arithmetica, geometria,
proportione et proportionalita, de Luca Pacioli, publicada em Veneza, no ano de 1494.

Principio fundamental
da contagem

Se os experimentos A e B podem apresentar m e n

resultados distintos, respectivamente, entdo o nimero

de resultados distintos que o experimento composto de

A e B pode apresentar, nessa ordem, é dado pelo produto:
m-n

Esse principio pode ser generalizado para qualquer nimero
finito de experimentos.

Principio aditivo da contagem

) Sendo A e B conjuntos finitos, o numero de elementos da
unido de A e B é dado por:

[n[AUB]=n[A]+n[B]n[AﬂB]}

) Se A e B s3o conjuntos disjuntos, ou seja, se n(A N B) = 0,

temos:[ n(A U B) = n(A) + n(B) }

Fatorial de n

)» Seja n um numero natural, com n = 2. Fatorial de n, que
& representado por n!, é o produto dos numeros naturais
consecutivos:n,n —1,n — 2, .., 1. Isto é:

[n!=n'[n—1]-[n—2]-...-l}

) Define-se:0l=1ell=1
) Propriedade fundamental dos fatoriais:

[ nl'=n-(n—1), Vn,comn € IN* }

Arranjo simples

) Dados os n elementos distintos do conjunto
I =A{ay, a,,as, .., a,}, chama-se arranjo simples de p elemen-
tos de I toda sequéncia formada por p elementos distintos
del,comp €N*ep=<n.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Permutacao simples

) Dados os n elementos distintos do conjunto
I ={a, a, ag, .., a,}, chama-se permutagao simples dos n
elementos de I todo arranjo simples desses n elementos,

tomados n an.
P,=A,,=n!

)» Considere n elementos, entre os quais o elemento ag,
comparece n, vezes, o elemento a, comparece n, vezes,
.., 0 elemento a, comparece n, vezes. 0 numero de per-
mutacdes com elementos repetidos, que indicamos por
p (mnene-nd & dado por:

n!

P (ny, na Ngy ey )
n
mnlengl-ngl-..-nl

Combinacao simples

Dados os n elementos distintos do conjunto
I =A{a, a,, as, .., .}, chama-se combinagao simples de p ele-
mentos de I todo subconjunto de I formado por p elementos,
com{n,p}CINep=<n.

Anp n!

Cor =01 = itn - plt

np

Bindmio de Newton

) Para quaisquer numeros reais x e a e qualquer nimero
natural n, temos:

n

[x+a]”=2(g)x”’”a"=

p=0

= (g)x”ao + (r{)x"’lal + (g)x"’eaE + .+ (g)x”’”a” +

) O termo geral do bindmio de Newton é dado por:
«T= (g)xpa“_”, segundo a ordem crescente dos expoentes
de x;
- T= (g)x“"’ap, segundo a ordem decrescente dos expoen-

tes de x.
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)) Analise combinatdria e Bindmio de Newton

No Vestibular

1. (Unioeste-PR) Na intencdo de formar nimeros naturais

compostos de trés algarismos nos deparamos com a possi-
bilidade de que os algarismos que compdem esse nimero
podem ser ou nao distintos. Se optarmos pela alternativa
de compor esses numeros com algarismos que podem
ser repetidos, teremos uma quantidade de nimeros que
chamaremos de A. Se optarmos pela formacao de nimero
de trés algarismos, porém sem repeti-los, teremos uma
quantidade de nimeros que chamaremos de B. Com base
nessas informagoes, é correto afirmar que:

a) A +B=1.500
b) A =1.000eB = 504

¢) A—B=252
d) A é superior a B em 250 numeros.
e) A=B

. (PUC-SP) Com a palavra ALUNO:

a) quantos anagramas podemos formar apresentando as
consoantes em ordem alfabética, ndo necessariamente
juntas?

b) quantos anagramas podemos formar apresentando
as vogais em ordem alfabética, ndo necessariamente
juntas?

. (UFV-MG) O nimero de combinagdes de n objetos tomados

3 a 3 é igual ao nimero de arranjos dos mesmos objetos
tomados 2 a 2. O valor de n* — n é:

a) 30 b) 42 0) 56 d) 70

. (IME-RJ) O coeficiente de x> no desenvolvimento de

+3x+3x+ D&

a) 1.260 d) 230
b) 630 e) 115
¢) 315

. (Vunesp) Um certo tipo de cédigo usa apenas dois sim-

bolos, o nimero zero (0) e o nimero (1), e, considerando
esses simbolos como letras, podem-se formar palavras.
Por exemplo: 0, 01, 00, 001, 110 sao algumas palavras de
uma, duas e trés letras desse cddigo. O nimero maximo
de palavras, com cinco letras ou menos, que podem ser
formadas com esse cddigo é:

a) 120 d) 20
b) 62 e) 10
c) 78

. (Unifesp) O corpo clinico de pediatria de certo hospital é

composto por 12 profissionais, dos quais 3 sdo capacitados
para atuagao junto a criangas que apresentam necessida-
des educacionais especiais. Para fins de assessoria, devera
ser criada uma comissao de 3 profissionais, de tal maneira
que 1 deles, pelo menos, tenha a capacitacdo referida.
Quantas comissoes distintas podem ser formadas nestas
condigoes?

a) 792 d) 136
b) 494 €) 108
c) 369

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

O total de numeros com trés algarismos é:

9-10-10 =900

O total de numeros com trés algarismos distintos é:

9:9-8=0648

Alternativa c.

a) O numero de anagramas que apresentam o L
antes do N é igual ao numero de anagramas que
apresentam o N antes do L; assim, o total t de
anagramas que apresentam as consoantes em ordem

I
alfabética é dado por: t = % =60

b

-

Ha seis ordens possiveis para as vogais: AUO, AOU,
OAU, OUA, UAO e UOA, ndo necessariamente juntas.
O total de anagramas da palavra ALUNO se distribui
igualmente entre essas 6 ordens. Logo, o numero k de
anagramas que apresentam as vogais em ordem

|
alfabética é dado por: k = % =20

Para n € IN, temos:

n! n!
(n—=33 (n—2)!
6 N—3)N=nNn—-2):(n—3)! =>n=28
n*—n=56
Alternativa c.

Cn,3 = An,z =

[Observando que:
0+ 3¢+ 3x+ 1) =[x + 1) = (x + 1), temos:

T= ( 3k6 )Xzs—k

Assim:36 — k=2 = k=134

Logo, o coeficiente de x> é: T = @2) =630

_Alternativa b.

O total de palavras formadas por uma letra é 2.

O total de palavras formadas por duas letras é:2 -2 = 4
O total de palavras formadas por trés letras é:2-2-2 = 8
O total de palavras formadas por quatro letras é:
2:2:2-2=16

O total de palavras formadas por cinco letras é:
2:2:2+2-2=32

Logo, o nimero maximo de palavras com cinco letras ou
menos é:2 +4 +8 + 16 + 32 = 62

Alternativa b.

O total de comissoes formadas por trés profissionais
12!
31(12 = 3)!

O total de comissoes formadas por trés profissionais
NAO QUALIFICADOS, entre os nove restantes, é:
=

319 —3)!
Assim, o total de comissdes distintas que podem ser
formadas de tal maneira que pelo menos um deles seja
qualificado é:220 — 84 = 136

escolhidos entre 12é: C,, ; = =220

C9, 3

Alternativa d.
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10.

11.

12.

. (Vunesp) Uma rede de supermercados fornece a seus

clientes um cartao de crédito cuja identificacdo é formada
por 3 letras distintas (dentre 26), seguidas de 4 algarismos
distintos. Uma determinada cidade recebera os cartdes que
tém L como a terceira letra, o dltimo algarismo zero e o
penultimo é 1. A quantidade de cartdes distintos oferecidos
por tal rede de supermercados para essa cidade é:

a) 33.600

b) 37.800

c) 43.200

d) 58.500

€) 67.600

(Fuvest-SP) Em uma classe de 9 alunos, todos se ddo bem,
com excec¢do de Andreia, que vive brigando com Manoel
e Alberto.

Nessa classe, serd constituida uma comissdo de cinco
alunos, com exigéncia de que cada membro se relacione
bem com todos os outros.

Quantas comissdes podem ser formadas?

a) 71

b) 75

c) 80

d) 83

e) 87

(Fuvest-SP) Uma lotagdo possui trés bancos para passa-
geiros, cada um com trés lugares, e deve transportar os
trés membros da familia Souza, o casal Lucia e Mauro e
mais quatro pessoas. Além disso,

¢ A familia Souza quer ocupar um mesmo banco;

e Licia e Mauro querem sentar-se lado a lado.

Nessas condi¢Oes, o nimero de maneiras distintas de
dispor os nove passageiros na lotagdo é igual a:

a) 928

b) 1.152

) 1.828

d) 2.412

e) 3.456

(Mackenzie-SP) O termo independente de x em

e -2

é:
a) 20
b) —15
c) —20
d) 15
€) 200

(UFRRJ) Deseja-se formar comissoes de 5 pessoas de um
grupo de 5 homens e 6 mulheres. Quantas comissoes po-
derdo ser formadas se em cada uma havera, no maximo,
uma mulher?

(Mackenzie-SP) No desenvolvimento de (2x — y)® (2x + y)°,
a soma dos coeficientes numéricos vale:

a) 3

b) 9

c) 27

d) 81

€) 243
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13.

14.

15.

16.

17.

(Vunesp) Quatro amigos, Pedro, Luisa, Jodo e Rita, vao ao
cinema, sentando-se em lugares consecutivos na mesma
fila. O nimero de maneiras que os quatro podem ficar
dispostos de forma que Pedro e Luisa fiquem sempre
juntos e Jodo e Rita fiquem sempre juntos é:

a) 2 d) 16

b) 4 e) 24

c) 8

k-2 —(k—1)!(k—1)

1)!

(Fatec-SP) A expressao ,REN,é

igual a:

a) k-1
k-1

b) R= =2

) k
1

c) .

d) k

e) 2k

(Unir-RO) Uma solugdo da equagdo x + y + z + t = 10
é uma quadrupla de nimeros (Xq, Yo, Zo, to) tal que
Xo + Yo + Zo + t, = 10. Por exemplo, (2, 3, 1, 4) € uma solu-
¢ao. Considerando apenas as solugdes em que X, Yo, Zo, to
sdo inteiros ndo negativos, o nimero de solugdes dessa
equagao é:

a) 628

b) 286

c) 420

d) 144

€) 980

(Fuvest-SP) Participam de um torneio de voleibol 20 times
distribuidos em 4 chaves, de 5 times cada. Na 1° fase do
torneio, os times jogam entre si uma Gnica vez (um Uni-
co turno), todos contra todos em cada chave, sendo que
os 2 melhores de cada chave passam para a 2* fase. Na
2 fase, os jogos sdo eliminatérios; depois de cada par-
tida, apenas o vencedor permanece no torneio. Logo, o
numero de jogos necessarios até que se apure o campeao
do torneio é:

a) 39 d) 45
b) 41 e) 47
c) 43

(Ufla-MG) Um problema classico em combinatéria é cal-
cular o nimero de maneiras de se colocar bolas iguais
em caixas diferentes. Calcule o nimero de maneiras de
se colocar 7 bolas iguais em 3 caixas diferentes, sem que
nenhuma caixa fique vazia.

Sugestao:
AN J U J U J
Y Y Y
caixa 1 caixa 2 caixa 3

Cada possibilidade das duas barras na figura determina
uma distribuicao das bolas nas caixas. No desenho, caixa
1 com duas bolas, caixa 2 com trés bolas e caixa 3 com
duas bolas.
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Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

O total de trincas formadas por trés letras distintas sendo
aultima fixa eigualal é:25-24+:1 = 600

O total de ternas formadas por quatro algarismos
distintos sendo os dois Ultimos fixos e iguaisa 1 e 0 é:
8:7-1+-1=56

Assim, o total de cartdes distintos oferecidos é:

600 - 56 = 33.600

Alternativa a.

O total de comissoes formadas com a participagao de
Andreia, respeitando-se as exigéncias do exercicio, ou
seja, sem a presenca de Manoel e Alberto, é dado por:

1-Cou= o =15
o4 416 — 4)
O total de comissoes formadas sem a participacéo de
I, 8!
Andreja é:Cg s = ————— =156
¥% 51(8 —5)!

Logo, o total de comissdes, respeitando-se a exigéncia
de que cada membro se relacione bem com todos os
outros, é: 15 + 56 = 71

Alternativa a.

Para acomodar a familia Sousa, temos (3 - 3!)
possibilidades. E nos dois bancos restantes temos

(2 - 2 - 2!) modos de colocar Lucia e Mauro.

Podemos dispor as quatro pessoas restantes de 4!
maneiras. Assim, pelo principio fundamental da
contagem, temos que o nimero de maneiras distintas é
dado por:

3.31-2-2-21-41=3456

Alternativa e.

e gle=3]
X X
{6 6—k (k[ 6\ q\k, 12—4k
e A I 4 S
Assim:12 —4k=0 = k=3
Logo, o termo independente é: T = (
Alternativa c.

6
Como , temos:

P

w o

yﬁf:—m

As comissoes deverao ser formadas por cinco homens
ou por quatro homens e uma mulher; assim temos:
Cs+tCuCr=1+5-6=31
Portanto, poderao ser formadas 31 comissoes.

Para obter a soma dos coeficientes, substituimos x e y
por 1:

2-1-17-Q2-1+1)°=3"=243

Alternativa e.

Identificando Pedro e Luisa como um tnico bloco e Jodo
e Rita também, temos P, = 2! = 2. Dentro de cada um
dos blocos, Pedro e Luisa podem permutar-se entre si e
Jodo e Rita também. Assim, o numero de maneiras que
0s quatro podem ficar dispostos seqgundo as condicdes
doenunciado é:P,*P,+P,=2+2-2=28

Alternativa c.

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

Para k € IN, temos:

Ke2—(k—Dik—1) 2k-(k—1—(k—Dk-1)

k+ 1) B k+ Dk (k—1)! B
_2k—k+1_1
k+1k k

Alternativa c.

Cada sequéncia formada pelos simbolos ||[||||[l| + + +
—

dez trés

barras sinais +
representa uma solucdo da equacdox +y +z+t = 10;
por exemplo:
- Asequéncia ||| +||||+||+]| representa a solucéo (3, 4, 2, 1)
« A sequéncia |||+ +||||||+] representa a solugéo (3,0, 6, 1)
+ Asequéncia ++||||||||+]| representa a solucéo (0, 0, 8, 2)
Assim, o numero de solu¢des da equacdo, nas condicdes
enunciadas, é dado pelo nimero de permutagdes dos

elementos |||[||||||+ + +. ou seja:
o3 _ 130
R TRo

Alternativa b.

Como temos quatro chaves, o nimero total de jogos na
1§faseé:4-C52=4-i:4O
' 31.21

Na 22 fase do torneio, no estilo “mata-mata’, temos
apenas 8 times participantes (2 em cada chave).

Para definir os primeiros colocados de cada chave,
precisamos, portanto, de quatro jogos, restando, assim,
quatro times para a semifinal. Na semifinal, realizam-se
dois jogos definindo os finalistas, e em um Unico jogo
determina-se o campedo. Logo, o total de jogos no
torneio é:40 +4 +2 + 1 =47

Alternativa e.

O resultado pedido é igual ao nimero de solucoes
inteiras e positivas da equacaox +y + z=7,em quex, y
e zrepresentam o numero de bolas em cada caixa.
Comox=1,y=1,z=1,facamosx=a+1,y=b+1e
z=c+ 1.Desse modo,a + b + c = 4.

O numero de solucbes dessa equacao é igual ao nimero
de permutacdes dos simbolos ||||++, ou seja:

pwd 6 _ 4o
LTI
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18.

19.

20.

21.

(Uerj) Para montar um sanduiche, os clientes de uma
lanchonete podem escolher:

e um dentre os tipos de pao: calabresa, orégano e queijo;

¢ um dentre os tamanhos: pequeno e grande;

e de um até cinco dentre os tipos de recheio: sardinha,
atum, queijo, presunto e salame, sem possibilidade de
repeticdo de recheio num mesmo sanduiche.

Calcule:

a) quantos sanduiches distintos podem ser montados;

b) o nimero de sanduiches distintos que um cliente
pode montar, se ele ndo gosta de orégano, sé6 come
sanduiches pequenos e deseja dois recheios em cada
sanduiche.

(UFC-CE) Considere o conjunto de digitos C = {1, 2, 3,4, 5, 6}.

a) Dentre todos os nimeros naturais com quatro digitos
que se pode formar utilizando somente elementos de
C, calcule quantos sdo multiplos de 4.

b) Dentre todos os numeros naturais com trés digitos
distintos que se pode formar utilizando somente ele-
mentos de C, calcule quantos sdo multiplos de 3.

(Fuvest-SP) Em uma certa comunidade, dois homens
sempre se cumprimentam (na chegada) com um aperto
de mao e se despedem (na saida) com outro aperto de
mao. Um homem e uma mulher se cumprimentam com
um aperto de mao, mas se despedem com um aceno.
Duas mulheres sé trocam acenos, tanto para se cumpri-
mentarem quanto para se despedirem. Em uma come-
moracao, na qual 37 pessoas almocaram juntas, todos
se cumprimentaram e se despediram na forma descrita
acima. Quantos dos presentes eram mulheres, sabendo
que foram trocados 720 apertos de mao?
a) 16 b) 17 q 18 d) 19 e) 20
(UFBA) Numa disputa entre trés times, estabeleceu-se
que:
¢ cada time jogaria duas vezes contra cada um dos outros
dois, sendo uma partida no seu préprio estédio e outra
no estadio do adversario;
¢ cada time ganharia dois pontos por vitéria e um ponto
por empate, ndo marcando ponto em caso de derrota;
¢ ao final das seis partidas, em que estard em disputa
um total de 12 pontos, o campedo seria o time que
acumulasse o maior nimero de pontos.
Um dos times somou trés pontos nas partidas realizadas
no préprio estadio, e outro empatou todas as partidas que
disputou.

Sabendo que, ao final de todas as partidas, os times fi-
caram com pontuagoes distintas e que a pontuacao do
campedo foi um numero par, determine o produto das
pontuacdes finais dos trés times.
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22. (Ufes) Um avido possui 120 poltronas de passageiros dis-

23.

24.

tribuidas em 20 filas. Cada fila tem 3 poltronas do lado
esquerdo (denotadas por A, B, C) e 3 do lado direito (de-
notadas por D, E, F), separadas pelo corredor do avido.

ABC DEF

(11 (1] 12 fila
10 01J 2% fila
m DI’ 32fila
Dj] [lIl 202 fila

Considere que duas poltronas sao vizinhas quando elas
estdo numa mesma fila e ndo ha poltronas entre elas,
exceto as de letras C e D, que nao sao consideradas vizi-
nhas.

a) De quantas maneiras distintas dois passageiros podem
sentar-se nesse avido, numa mesma fila?

b) De quantas maneiras distintas um casal pode sentar-se
em poltronas vizinhas?

c) De quantas maneiras distintas dois casais podem
sentar-se nesse avido, de modo que cada casal fique
em poltronas vizinhas?

Obs.: A inversao de posicdo de um casal em poltronas

vizinhas caracteriza maneiras disitintas.

(UFRJ) Seja P o conjunto de todos os pontos (x, y, z) € R?

taisquex€{0,1,2},y€{0,1,2}ez€{0, 1, 2}.

a) Quantos pontos possui o conjunto P?

b) Considere os subconjuntos de P formados por exata-
mente trés pontos colineares. Determine, entre esses
subconjuntos, quantos sdo formados apenas por
pontos em que z = 1. Justifique sua resposta (faca um
desenho, se preferir).

(Unifesp) As permutagoes das letras da palavra PROVA
foram listadas em ordem alfabética, como se fossem
palavras de cinco letras em um dicionario. A 73® palavra
nessa lista é:

a) PROVA.

b) VAPOR.

) RAPOV.

d) ROVAP.

€) RAOPV.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

a)3:2-(C + G+ G+ Gt Gy)=
=6:-5+10+10+5+1)=6-31=186
Podem ser montados 186 sanduiches distintos.
b)2:1:C,=2:10=20
Podem ser montados 20 sanduiches distintos nas
condi¢des do enunciado.

De acordo com as regras de divisibilidade, um nimero é
divisivel por 4 se os dois ultimos algarismos configuram
um numero divisivel por 4: é divisivel por 3 se a soma
dos valores absolutos de seus algarismos resulta em um
numero divisivel por 3.

a) Com os algarismos de C formamos 9 pares, que sao
divisiveis por 4: 12,16, 24,32, 36,44, 52,56, 64.0s
numeros que procuramos sao da forma abcd, em que
os algarismos a e b sdo elementos de C e cd é um dos
nove pares acima. Agora: 6+ 6 + 9 = 324
Portanto, nas condicdes impostas, existem 324
naturais multiplos de 4.

b) Calculando as combinacbes desses 6 elementos que
formam numeros de 3 digitos, temos: G, ; = 20
Listando essas combinacdes e a soma de seus
algarismos, obtemos:

123:soma = 6 236:soma = 11
135:soma =9 346:soma = 13
234:soma =9 126: soma = 9
256:soma = 13 146:soma = 11
124:soma =7 245:soma = 11
136:soma = 10 356:soma = 14
235:soma =10 134:soma = 8

345:soma = 12

156:soma = 12

125:soma =8

246:soma = 12

145:soma = 10

456: soma = 15

Exercicio 21

Exercicio 22

Sejam A, B e C os times em questao. Assim, o time A

somou 3 pontos em duas partidas realizadas no préprio

estadio; logo, ganhou uma e empatou outra. O time C

empatou todas as partidas que disputou (duas com A

e duas com B); logo, somou 4 pontos. O time B perdeu

para A a partida que disputou no estadio deste. Nao

ganhou nem empatou a outra, pois nesses casos haveria

empates de pontuacao; logo, perdeu e somou apenas 2

pontos nos empates com C.

Portanto: 6+ 4 -2 = 48

a) 20 (6+5) =600

b) Cada fileira possui 8 maneiras de um casal sentar-se
em poltronas vizinhas (4 do lado esquerdo e 4 do lado
direito); portanto, o nimero de maneiras distintas é:
208 =160

c) Designando por“bloco” cada grupo de trés poltronas
juntas, por A um dos casais; por B o outro casal; e por m
o numero de maneiras de os casais se sentarem de modo
que cada um fique em duas poltronas vizinhas, temos:

par de poltronas | maneiras possiveis
vizinhasno  |de o casal A ocupar

bloco escolhido as poltronas
pelo casal A escolhidas

bloco
escolhido
pelo casal A

40 2 2

par de poltronas | maneiras possiveis

vizinhas no bloco|de o casal B ocupar

escolhido pelo as poltronas
casal B escolhidas

bloco
escolhido
pelo casal B

39 2 2
m=40-2-2-39-2-2 = 24960

a) O numero de pontos do conjuntoPé:3 -3 -3 =27

b) Fixando-se z = 1, temos 9 pontos . Esses pontos
pertencem a um quadrado de lado 2 paralelo ao plano
xOy, de acordo com a figura 1. Na figura 2 temos as oito

Portanto, nas 8 combinacdes destacadas, a soma dos
valores absolutos dos algarismos é um multiplo de 3.
Assim, calculando a permutagao entre os algarismos
de cada uma dessas 8 combinacdes, obtemos o
numero total de multiplos de 3:

8-31=8:6=148

Seja h o numero de homens e, portanto, 37 — h

o nimero de mulheres. Como cada homem se

cumprimenta e se despede de outro homem com

apertos de mao, o numero total de apertos de mao entre

homens é:

2 fhf=ge i
2 (h—2):2!

Cada homem cumprimenta cada mulher com um aperto

de mao; assim, o total de apertos de mao entre homens

e mulheres é:

h-(37 —h)

Logo, sendo 720 o total de apertos de mao, temos:

h(h—1)+ h(37 —h) =720 = h=20

Ou seja, havia 20 homens e 17 mulheres.

=hth—1)

Alternativa b.

z

Exercicio 23

retas que passam exatamente por trés desses pontos.

Exercicio 24

Alternativa e.

Analise combinatéria e Binémio de Newton )) NO VESTIBULAR .~ 125 ))

.
.

Figura 1

41 =24

41 =24

Figura 2

Assim, sdo 8 os subconjuntos procurados.

O total de anagramas da palavra PROVA que comega
comaletraAé:1-
O total de anagramas da palavra PROVA que comeca
comaletraOé: 1 -
O total de anagramas da palavra PROVA que comega
comaletraPé:1-4l=24
Até agora, temos um total de 72 anagramas. Ou seja, a
73% palavra inicia-se com a letra R e é o anagrama RAOPV.



Probabilidade

A probabilidade € um nimero relacionado a possibilidade de ocorréncia de determinado evento.

Conceitos fundamentais

) Todo experimento cujo resultado depende exclusivamente
de acaso é chamado de experimento aleatorio.

» 0 conjunto de todos os resultados possiveis de um expe-
rimento aleatdrio é chamado de espago amostral desse
experimento. Qualquer subconjunto do espago amostral é
chamado de evento desse espaco.

) Umespacgo amostral & equiprovavel se as frequéncias rela-
tivas de seus elementos tendem a um mesmo valor, quando
o0 numero de experimentos aumenta indefinidamente.

) Sejam E um espago amostral equiprovavel, finito e nao
vazio, e Aum evento de E. A probabilidade de ocorrer algum
elemento de A é indicada por P(A) e definida por:

_nta)
P(A) = (B

em que n(A) e n(E) indicam, respectivamente, o numero de
elementos de A e de E.

Eventos complementares

Seja E o espaco amostral de um experimento aleatoério e
seja A um evento de E. Chama-se evento complementar de
A, que se indica por A, 0 evento formado pelos elementos que
pertencem a E e ndo pertencem a A.

E

O circulo representa o evento A, e a regido pintada
representa o complementar de A.

Propriedades

Sendo E um espaco amaostral finito e ndo vazio e sendo A
um evento de E, temos as seguintes propriedades:

cPE@) =0
* PE)=1

c0=PAI=1_
+ PA) = 1 - P(A)

Teorema da adicao de
probabilidades

) Considere dois eventos, A
e B, de um espago amos-
tral equiprovavel E, finito
e néo vazio.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

A probabilidade de ocorréncia de A ou B é dada por:

[P[AUB]=P[A]+P[B]—P[AOB]}

OC

) Doiseventos,Ae B, sdo mu-
tuamente exclusivos se,
e somentese,ANB={.
Nesse caso, temos:

[ P(A U B) = P(A) + P(B) }

Probabilidade condicional

) Considere um espaco amostral equiprovavel E, finito e nao
vazio, A um evento néo vazio de E e B um evento de E.

E -

A probabilidade de ocorrer o evento B, dado que ocorreu o
evento A, que indicamos por P(B/A), é calculada por:

nANB) PANB)

PBIA == = )

) Sejam um espago amostral E, finito e néo vazio, e dois
eventos A e B de E. Dizemos que A e B sdo eventos inde-
pendentes se, e somente se:

P(B/A) = P(B) ou P(A/B) = P(A)

Teorema da multiplicacao
de probabilidades

Seja E um espago amostral equiprovavel, finito e nao vazio.
Se A e B s3o eventos de E, com A # J, a probabilidade de
ocorrer A e B é dada por:

[ P(A N B) = P(A) - P(B/A) }

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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)) Probabilidade

No Vestibular

1. (UFPE) Em uma pesquisa de opinido sobre o consu-

mo dos produtos A, B e C constatou-se que: 30% dos
entrevistados consomem A, 43% consomem B, 46%
consomem C, 12% consomem A e B, 11% consomem A
e C, 13% consomem B e C, 5% consomem A, B e C. Se
escolhermos ao acaso um dentre os entrevistados, qual
a probabilidade percentual de ele ndo consumir nenhum
dos trés produtos?

. (Ufla-MG) Em um programa de auditério, utiliza-se uma

roleta, como na figura.

marcador

a) Aroleta é girada trés vezes. Calcule a probabilidade
de os nimeros obtidos no primeiro giro, no segundo
giro e no terceiro giro serem, respectivamente, 1, 2
e 3.

b) A roleta é girada duas vezes. Calcule a probabilidade
de a soma do nimero obtido no primeiro giro mais o
numero obtido no segundo giro ser menor que 13.

. (Unioeste-PR) Uma universidade ird participar dos jogos

Olimpicos Universitarios com 140 académicos distintos
dos seguintes cursos: 80 de Matematica, 40 de Engenharia
elétrica e 20 de Ciéncias da computacdo. Sorteando-se um
académico ao acaso, para representar a Universidade na
solenidade de abertura destes jogos, qual a probabilidade
de que ele pertenca ao curso de Matematica ou de Enge-
nharia elétrica?

a)
b)
)
d)

e)

N[V N[Oy N[00 N[Ww N

. (UFG-GO) Segundo uma reportagem do jornal O Popular

[Goiania, 24 out. 2008, p. 19], no més de setembro de 2008,
7,6% dos trabalhadores brasileiros estavam desemprega-
dos. Por faixa etaria, 49,8% dos desempregados tinham
entre 25 e 49 anos. Dentre os trabalhadores considerados
na reportagem, escolhendo-se ao acaso, a probabilidade
de ele estar desempregado e ter entre 25 e 49 anos §é,
aproximadamente, igual a:

a) 0,038

b) 0,065

) 0,153

d) 0,385

€) 0,655

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Portanto, a probabilidade de um entrevistado nao
consumir nenhum dos trés produtos é 12%.

Os numeros de 1 a 6, compreendidos sob um angulo de
45°, possuem a mesma probabilidade (%) e onumero 7,
compreendido sob um dngulo de 90°, possui o dobro da

probabilidade (%)

de cada um dos nimeros de 1 a 6.

Logo:

b) Os casos em que a soma de dois resultados é maior
ouiguala 13sdo (6 +7),(7 + 6) ou (7 + 7). Logo, a
probabilidade procurada serd igual a:
1—[P6e7)+P7e6)+P7e7)]=

SB[ BERIE IS

80+40 _ 6

A probabilidade pedida é: ———
140 7

Alternativa d.

Pelo teorema da multiplicacdo de probabilidade, temos:
76 498
100 100
Alternativa a.

~0,0378
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5. (UFPel-RS) As corridas de cavalos comecaram nas chama-

das canchas retas e se constituem em grande atrativo para
seus apreciadores, reunindo bom nimero de pessoas e
sendo motivo de festa nos lugares em que se realizam.

Existem diferentes modalidades de apostas, entre elas
a trifeta, que pode ser simples, combinada ou parcial.
Se vocé pedir, no guiché, por exemplo, “trifeta simples
2-6-5”, para acertar, é necessario que o cavalo de nimero
2 (dois) chegue em primeiro, o de nimero 6 (seis), em
segundo e, é claro, o de numero 5 (cinco), em terceiro.

Disponivel em: <http://www.jcb.com.br>.
Acesso em: 18/7/2005.

Com base no texto e em seus conhecimentos, é correto
afirmar que a probabilidade de um apostador acertar a
“trifeta simples”, num pareo de que participam 7 cavalos,
é de:

a) 210

b)

N w

1

C [ —
) 210

1
d)%

e) 70
f) LR.

. (Unir-RO) Lancando-se um dado com a forma de um
dodecaedro regular, cujas faces sao numeradas de 1 a 12,
qual a probabilidade de um nimero primo “sair” na face
superior?
1
a =
) 2
b) =
c) A
1
d) =
) 3
1
e =
) 4
5n

. (Unifor-CE) Seja a matriz A = (a;); «; tal que a; = sen T
1+]

Escolhendo-se ao acaso um elemento de A, a probabili-
dade de que ele seja um numero racional é:

2)
b)
)
d)

e)

WIN OVl Ol Wk VN

. (Fuvest-SP) Ao lancar um dado muitas vezes, uma pessoa
percebeu que a face 6 saia com o dobro de frequéncia
da face 1 e que as outras faces saiam com a mesma
frequéncia esperada em um dado néo viciado.
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10.

11.

12.

Qual a frequéncia da face 1?

1 2
1 Q) 2

3 3 )5
2 1

b 2 oL
1

c)9

. (PUC-RJ) Em uma amostra de vinte pecas, existem exata-

mente quatro defeituosas.

a) Calcule o numero de maneiras diferentes de esco-
lher, sem reposicao, uma peca perfeita e uma defei-
tuosa.

b) Calcule o nimero de maneiras diferentes de escolher,
sem reposicao, duas pecgas perfeitas.

c) Retirando-se, ao acaso, sem reposicao, trés pecas,
calcule a probabilidade de exatamente duas serem
perfeitas. Escreva a resposta em forma de fracao.

(Fuvest-SP) Dois dados cuibicos, ndo viciados, com faces
numeradas de 1 a 6, serdo lancados simultaneamente.
A probabilidade de que sejam sorteados dois nime-
ros consecutivos, cuja soma seja um numero primo,
é de:

2 5
a) 5 d)§
1 2
b) 3 e) 3
4
<) 5

(UFV-MG) Considere o conjunto X = {x €N |15 < n < 64}.
Escolhendo-se ao acaso um elemento de X, a probabili-
dade de ele ser multiplo de 3 ou de 5 é:

a) 48% c) 44%

b) 46% d) 42%

(Unicamp-SP) Trés candidatos, A, B e C, concorrem a
presidéncia de um clube. Uma pesquisa apontou que,
dos sécios entrevistados, 150 ndo pretendem votar.
Dentre os entrevistados que estdo dispostos a participar
da eleigdo, 40 sécios votariam apenas no candidato A,
70 votariam apenas em B, e 100 votariam apenas em C.
Além disso, 190 disseram que ndo votariam em A, 110
disseram que nao votariam em C, e 10 socios estdo em
duvida e podem votar tanto em A como em C, mas nao
em B. Finalmente, a pesquisa revelou que 10 entrevista-
dos votariam em qualquer candidato. Com base nesses
dados, pergunta-se:

a) Quantos sécios entrevistados estdo em duvida entre
votar em B ou em C, mas nao votariam em A? Dentre
os sbcios consultados que pretendem participar da
eleicdo, quantos nao votariam em B?

b) Quantos sécios participaram da pesquisa? Suponha
que a pesquisa represente fielmente as intencoes de
voto de todos os sécios do clube. Escolhendo um sécio
ao acaso, qual a probabilidade de que ele va participar
da elei¢do mas ainda ndo tenha se decidido por um
Unico candidato?

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Nas condicOes do problema, a probabilidade de o

apostador acertar a trifeta simples é: |1

765 210
Alternativa c.

Os ntimeros primos de 1 a 12 pertencem ao conjunto
{2,3,5,7, 11}, Assim, a probabilidade pedida é %

Alternativa b.

Pela lei de formacdo, a matriz A é:

‘ 51 51 57 | 1 J3 2
sen=—— sen— sen — —_— ==
2 3 4 2 2
L 57 571 | 3 2
A= | sen== sen=- sen =| — X2
3 4 x 519
sen>~ sen T sen = 2 0 1
4 6 2 2

Logo, a probabilidade pedida é g

Alternativa c.

Seja x a probabilidade de sair a face 1. Assim, temos:

x+l+l-|-l+l+2x=1:>x=l
6 6 6 6 9
Alternativa c.

Na amostra existem 4 pecas defeituosas e 16 pecas

perfeitas, logo:

a) G- Cei=4-16=064

b) C,,, =120

9 Cis2'Cin 120-4 _ 480 _ 8
Caos 1,140  1.140 19

Apresentamos o espaco amostral S do lancamento de
dois dados com os casos favoraveis em destaque.

(1, 1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3, 1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3, 6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5, 1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Logo, a probabilidade pedida é: % =

O [N

Alternativa a.

Exercicio 11

Exercicio 12

Os multiplos de 3 pertencentes ao conjunto x
constituem uma PA de primeiro termo igual a 15, tltimo
termo igual a 63, razdo igual a 3 e nimero de termos n
dado por:

63=15+MNn—-1)3 = n=17

Os multiplos de 5 pertencentes ao conjunto x
constituem uma PA de primeiro termo igual a 15, Ultimo
termo igual a 60, razdo igual a 5 e nimero de termos k
dado por:

60=15+(k—1)+5= k=10

Os multiplos de 15 pertencentes ao conjunto x
constituem uma PA de primeiro termo igual a 15, ultimo
termo igual a 60, razdo igual a 15 e nimero de termos m
dado por:

60=15+(mM—1)-15 > m=4

Assim, a probabilidade pedida é;

17+10—4

P(AUB) = P(A) + P(B) — PAN B) = =3

= 46%
Alternativa b.

a) Do enunciado, temos:

110-40-70=0

190 -100-70 = 20

150

Existem 20 sécios que estdo na duvida entre os
candidatos B e C, mas nao estao em duvida quanto ao
candidato A. Na notacdo de conjunto, representamos
o conjunto dessas pessoas por (BN C) — A.
O total de sécios que nao votariam em B é:
100 + 10 + 40 = 150

b) O total de sécios que participaram da pesquisa é:
100 +20+ 10+ 10+ 70 + 40 + 150 = 400
O total de sécios que ainda néo se decidiram por um
Unico candidato é: 10 + 10 + 20 = 40

4

Assim, a probabilidade pedida é: % = 10%
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13.

14.

15.

(Uerj) Um pesquisador possui em seu laboratério um re-
cipiente contendo 100 exemplares de Aedes aegypti, cada
um deles contaminado com apenas um dos tipos de virus,
de acordo com a seguinte tabela:

Tipo Quantidade de mosquitos
DEN1 30
DEN 2 60
DEN 3 10

Retirando-se simultaneamente e ao acaso dois mosquitos
desse recipiente, a probabilidade de que pelo menos um
esteja contaminado com o tipo DEN 3 equivale a:

9 & 10 q 11 21
81 99 100 110
(UFSCar-SP) A probabilidade de que um componente

eletrénico ndo quebre é chamada de confiabilidade. Para
aumentar a confiabilidade de um sistema, é comum que
se instalem dois componentes eletronicos de mesma
confiabilidade em paralelo. Nesse caso, o sistema s6 ird
falhar se ambos os componentes instalados falharem
simultaneamente.

sistema com 2 componentes
sistema com 1 componente

—

a) Calcule a probabilidade de que um sistema com dois
componentes, cada um de confiabilidade 90%, nao
falhe.

b) Admita que um sistema com n componentes em
paralelo s6 falhara se os n componentes falharem
simultaneamente. Calcule o nimero de componentes
em paralelo que devem ser instalados em um sistema
para que ele tenha confiabilidade de 99,9%, sabendo-se
que cada componente tem confiabilidade de 50%.
(Adote log2 =0,3))

(Unicamp-SP) Dois prémios iguais serdo sorteados entre
dez pessoas, sendo sete mulheres e trés homens. Admi-
tindo que uma pessoa nao possa ganhar os dois prémios,
responda as perguntas abaixo.

a) De quantas maneiras diferentes os prémios podem ser
distribuidos entre as dez pessoas?

b) Qual é a probabilidade de que dois homens sejam
premiados?

c) Qual é a probabilidade de que ao menos uma mulher
receba um prémio?
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16. (Unifesp) Uma urna contém todas as cartelas, do tipo da

17.

18.

figura I, totalmente preenchidas com os algarismos 1, 2,3
e 4, de forma que cada linha (horizontal) contempla todos
os quatro algarismos.

figura | figura Il

A probabilidade de se retirar dessa urna, aleatoriamente,
uma cartela contemplando a configuragado da figura II,
com a exigéncia adicional de que cada coluna (vertical) e
cada um dos subquadrados destacados contenham todos
os algarismos (1, 2, 3 e 4), é:

) JE |
12-41- 41 4l 20 - 41 -4l - 4

) P — e L
16 - 41 - 41 - 4! 41-4l. 4l

) 1
18- 41- 4! - 4l

(Vunesp) Através de fotografia de satélites de certa re-
gido da floresta Amazdnica, pesquisadores fizeram um
levantamento das areas de floresta (F) e néo floresta (D)
dessa regido, nos anos de 2004 e de 2006. Com base nos
dados levantados, os pesquisadores elaboraram a seguinte
matriz de probabilidade:

Para

F D

F [0,95 0,05
De b 10,02 0098

Por exemplo, a probabilidade de uma area de nao floresta
no ano de 2004 continuar a ser area de nao floresta no ano
de 2006 era 0,98. Supondo que a matriz de probabilidades
se manteve a mesma do ano de 2006 para o ano de 2008,
determine a probabilidade de uma area de floresta dessa
regido em 2004 passar a ser de nao floresta em 2008.

(Fuvest-SP) Uma urna contém 5 bolas brancas e 3 bolas

pretas. Trés bolas sdo retiradas ao acaso, sucessivamente,

sem reposi¢ao. Determine:

a) A probabilidade de que tenham sido retiradas 2 bolas
pretas e 1 bola branca.

b) A probabilidade de que tenham sido retiradas 2 bolas
pretas e 1 bola branca, sabendo-se que as trés bolas
retiradas ndo sdo da mesma cor.
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Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

P(1 mosquito estar contaminado com DEN 3 e outro
nao) =
_10 .90 20

100 99 10-11

P(2 mosquitos estarem contaminados com DEN 3) =
10,9 __ 1

100 99 10-11

Portanto, a probabilidade procurada é igual a:
20 1 _ 21
1011 1011 110

a) Se 90% é a confiabilidade de um componente, entao
10% é a probabilidade de que ele falhe (ou 0,1). Logo,
a probabilidade de que os dois falhem é (0,1) - (0,1) =
= 0,01 = 1%, entado a probabilidade de que o sistema
nao falhe é 100% — 1% = 99%.

b) Sistema com confiabilidade de 99,9% é o sistema com
0,1% de probabilidade de falha (ou 0,001). Como cada

componente tem 50% ou % de probabilidade de

falha, para que o sistema falhe devemos ter:

(%) = 0,001 = 2"=10° = log 2" =log 10° =

= n-log2=3-log10 = n=i = n=10
log 2

|
a) Do enunciado, temos: C,, , = % =45
b) Os dois homens podem ser escolhidos de C; ,
maneiras.
. e T G, 3 1
Assim, a probabilidade pedida é: P = =—=—
Coo 45 15

c) A probabilidade de que ao menos uma mulher
receba um prémio é igual a 1 menos a probabilidade
de que dois homens sejam premiados. Assim:

1_14

P=1-— =
1515

Temos 4! modos de dispor esses algarismos na primeira
linha, 4! na segunda, 4! na terceira e 4! na quarta.
Assim, 0 numero de casos possiveis é 4! - 41 - 41 - 41,
Temos exatamente duas maneiras de atender a
exigéncia adicional:

figura | figura Il
114132 114132
3|2 4 3|2 4

ou
413|121 213|411
21|43 411123
2 1

Logo, a probabilidade é: P = =
g 2P A-A-A-4 12444

Exercicio 17

Exercicio 18

Dividiremos em dois casos esse problema:

1% caso: de 2004 a 2006, a probabilidade de continuar
a ser de floresta era de 0,95; de 2006 a 2008, a
probabilidade de passar de floresta para nao floresta
era de 0,05. Assim, teremos para esse 1°caso a
probabilidade de: 0,95 - 0,05 = 0,0475

2° caso: de 2004 para 2006, a probabilidade de passar de
floresta para nao floresta era de 0,05; de 2006 a 2008, a
probabilidade de continuar a ser de nao floresta era de
0,98. Assim, teremos para esse 2% caso a probabilidade
de: 0,05 - 0,98 = 0,049

Logo, a probabilidade pedida é:

0,0475 + 0,049 = 0,0965

a) A probabilidade de que tenham sido retiradas duas
bolas pretas e uma branca é:

L3.5.2,

8 7 6
b) Sejam os eventos:

A = {retirar duas bolas pretas e uma branca}

B = {retirar trés bolas que ndo sdo da mesma cor}

Queremos calcular P(A/B). Como A C B, temos:

P(A/B) = m = M

P(B) P(B)

-1

56
A probabilidade de as bolas retiradas nao serem da
mesma cor é a soma da probabilidade de retirar duas
pretas e uma branca com a de retirar duas brancas e
uma preta.
A probabilidade de uma bola ser preta e duas serem

8 7 6 56

Pelo item anterior, P(A)

.3.5.4.53_15
brancas é: 3 7% 3 28
Portanto, a probabilidade de as bolas retiradas ndo
serem da mesma cor é: P(B) = LE] + IENEE
56 28 56
Logo, a probabilidade pedida é:
15
P(A/B)=@=&=l
PB) 45 3
56
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Geometria de posicao

A Geometria de posicdo estuda as figuras geomeétricas quanto

a sua forma e posicéo, nao

Conceitos fundamentais

Ponto, reta e plano

) Ponto, reta e plano sdo conceitos primitivos da Geometria.
Existem trés postulados que garantem a existéncia desses
conceitos, chamados de postulados de existéncia:

+ Existem infinitos pontos.

- Existe reta: umareta é um conjunto r de infinitos pontos,
e ha infinitos pontos que n&o pertencem ar.

+ Existe plano: um plano é um conjunto « de infinitos pon-
tos, e ha infinitos pontos que ndo pertencem a a.

) Eusual nomear os pontos por letras maitsculas: A, B, C, 0, ...
as retas por letras minusculas: a, b, ¢, d, ...; e 0s planos por
letras gregas minusculas: « (alfa), B (beta), y (gama), ...

) Existem dois postulados que garantem a determinagé&o da
reta e do plano, chamados postulados de determinagéo:
+ Dois pontos distintos determinam uma reta.

- Trés pontos néao colineares determinam um plano.

) Espaco é o conjunto de todos os pontos.

Segmentos de reta
) Dois pontos, A e B, de uma reta determinam um segmento

de reta, indicado por AB, de modo que:

* Se A # B, o segmento é formado por A e B e por todos
0s pontos que estdo entre Ae B.

N

A segmento de reta AB

+ Se A = B, temos o segmento formado apenas por um
ponto, chamado de segmento nulo.

) Segmentos consecutivos sado agueles gue tém um extre-
mo em comum.

/B—é

) Aretasuporte de um segmento é a reta que contém esse
segmento.

\/j\?\

r

AB e BC sao segmentos

consecutivos.
A

r € a reta suporte
do segmento AB.

Figuras geométricas

) Figura geométrica é gualguer conjunto nao vazio de pontos.

» Uma figura geométrica é plana quando todos os seus
pontos s&o coplanares, isto &, pertencem a um mesmo
plano.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

importando suas medidas.

» Uma figura geométrica é reversa quando seus pontos ndo
sdo coplanares.

) Uma figura geométrica formada por conjunto U de pontos
€ convexa se, e somente se, dois pontos quaisquer de U
sdo extremos de um segmento de reta contido em U.

N/

figura convexa figura ndo convexa

Semirreta, semiplano e semiespaco

?» Todo ponto A de uma reta r separa essa reta em dois con-
juntos convexos distintos, r’ e r”. Areunido do ponto A com
cada um dos conjuntos r’ ou r’ € chamada semirreta de
origem A. Se essa semirreta passa por um ponto B, distinto
de A, podemos indica-la por/ﬁ

—

) Toda retar de um plano «a separa esse plano em dois con-
juntos convexos e disjuntos, o’ e &”. Areunido daretar com
cada um dos conjuntos o’ ou &” € chamada semiplano de
origem r. Representamos por spl(r, A) um semiplano que
tem origem r e passa por um ponto A,com A & r.

semirreta AB’

oA spl (r, A):
semiplano
de origem r

) Todo plano a divide o espago E em dois conjuntos convexos
e distintos, £’ e £”. A reunido do plano o com cada um dos
conjuntos £’ ou E” & chamada de semiespaco de origem a.

semiespaco de origem o
E
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Posicdes relativas

Posictes relativas entre duas retas

) Duas retas coplanares sédo paralelas se, e somente se,
ndo tém ponto em comum ou tém todos os seus pontos
em comum.

1%}

r e s sao retas paralelas
distintas (r /s er # s).

r e s sao retas paralelas
coincidentes (r/s er=s).

» Duas retas s&o concorrentes se, e somente se, tém um
Unico ponto em comum.

S

r e s sao concorrentes.

)» Duas retas s&o reversas se, e somente se, ndo séo copla-
nares.

As retas AB e CD séao reversas, pois ndo existe
um plano que contenha ambas ao mesmo tempo.

Posicdes relativas entre reta e plano

» Umaretar é paralela a um plano « se, e somente se,re a
nao tém nenhum ponto em comum.

) Uma retar & secante (ou concorrente] a um plano « se, e
somente se, r e a tém um Unico ponto em comum.

) Uma reta r esta contida em um plano « se, e somente se,
todos os pontos de r pertencem ao plano a.

Posicoes relativas entre dois planos

) Dois planos sao paralelos se, e somente se, ndo tém ponto
em comum ou tém todos os seus pontos em comum.

) Dois planos sdo secantes se, e somente se, tém uma Unica
reta em comum.

Determinacao de um plano

Um plano pode ser determinado por meio de um dos quatro
casos fundamentais:

- Trés pontos nao colineares determinam um plano.

+ Uma reta e um ponto que néo pertence a ela determinam
um plano.

+ Duas retas concorrentes determinam um planao.

+ Duas retas paralelas distintas determinam um plano.

Perpendicularidade

) Duasretasres sao perpendiculares se, e somente se, séo
concorrentes e determinam um angulo reto entre si. Se r
e s sdo perpendiculares, indicamos:r Lsous Lr
) Duas retas r e s sédo ortogonais se, e somente se, séo
reversas e 0s angulos formados por elas séo retos. Ser e
s s&o ortogonais, indicamos: r L sous Lr
S

\

ressaoreversas, t/ret s < res sio ortogonais.

) Uma reta r secante a um plano « & perpendicular a « se,
e somente se, todas as retas do plano a que concorrem
com r séo perpendiculares ar.

r

rloa

) Dois planos sao perpendiculares se, e somente se, um
deles contém uma reta perpendicular ao outro.

alfP

Projecao ortogonal

» Aprojecéo ortogonal de um ponto P sobre um plano « € o
ponto P’ talque P’ Ea e PP’ 1 a.

P
.

) Aprojecao ortogonal de uma figura geométrica sobre um
plano é o conjunto das projegdes ortogonais de todos os
pontos da figura sobre esse plano.
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Geometria de posicao

No Vestibular

. (Unicamp-SP) £ comum encontrarmos mesas com 4 per-

nas que, mesmo apoiadas em um piso plano, balan¢cam
e nos obrigam a colocar um calgo em uma das pernas
se a quisermos firme. Explique, usando argumentos de
Geometria, por que isso ndo acontece com uma mesa
de 3 pernas.

. (Fuvest-SP) Os segmentos VA, VB e VC sdo arestas de um

cubo. Um plano «, paralelo ao plano ABC, divide esse cubo
em duas partes iguais. A intersec¢do do plano a com o
cubo é um:

a) tridngulo.

b) quadrado.

c) retangulo.

d) pentdgono.

e) hexagono.

(Fuvest-SP) Sdo dados cinco pontos ndo coplanares A,
B, C, D, E. Sabe-se que ABCD é um retangulo, AE L AE e
AE L AD. Pode-se concluir que sdo perpendiculares as
retas:

a) EA e EB

b) ECe CA

c) EEeBA

d) EAeAC

e) ACeBE

(Fuvest-SP) Dados um plano « e uma reta r, podemos

afirmar que:

a) Existe um plano g que contém r e é perpendicular
a .

b) Existe um Ginico plano g que contém r e é perpendicular
aa.

c) Existe um plano g que contém r e é paralelo a a.

d) Existe um tunico plano B que contém r e é paralelo
aa.

e) Qualquer plano B que contém r intercepta o plano a.

(Fuvest-SP) Sejam r e s duas retas distintas. Pode-se afir-
mar que sempre:

a) Existe uma reta perpendicularareas.

b) r e s determinam um Unico plano.

c) Existe um plano que contém s e ndo intercepta r.

d) Existe uma reta que é paralelaareas.

e) Existe um plano que contém r e um Unico ponto
des.
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6. (Fuvest-SP) Sejam n’ e n” as faces de um angulo diedro de
45° e P um ponto interior a esse diedro. Sejam P’ e P” as
projecOes ortogonais de P sobre 1’ e ", respectivamente.
Entdo, a medida, em graus, do dngulo P'PP” é:

a) 30
b) 45

c) 60
d) 90

e) 135

7. (Fuvest-SP) O quadrado ABCD é a face de um cubo el éo
centro da face oposta. Sendo « 0 dngulo entre os planos

ABI e CDI, calcule tg %.
a)
b)
<)
d)
e)

Dl D WL, N N

8. (UFSCar-SP) Considere um plano a e um ponto P qualquer
do espaco. Se por P tracarmos a reta perpendicular a a, a
interseccao dessa reta com a é um ponto chamado proje-
¢ao ortogonal do ponto P sobre a. No caso de uma figura
F do espaco, a projecdo ortogonal de F sobre a é definida
pelo conjunto das projecoes ortogonais de seus pontos.
Com relacdo a um plano a qualquer fixado, pode-se dizer
que:

a) A projecao ortogonal de um segmento de reta pode
resultar numa semirreta.

b) A projecdo ortogonal de uma reta sempre resulta numa
reta.

c) A projecdo ortogonal de uma parabola pode resultar
num segmento de reta.

d) A projecdo ortogonal de um tridngulo pode resultar
num quadrilatero.

e) A projecdo ortogonal de uma circunferéncia pode
resultar num segmento de reta.
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Trés pontos ndo colineares determinam um plano
(postulado de determinacao); ja com 4 pontos distintos,
podemos determinar C, ; planos distintos, ou seja, 4 planos.

Considere a figura ao lado.
Como « é paralelo ao plano
que contém o triangulo ABC e
divide o cubo em duas partes
iguais, « intercepta o cubo nos
pontos médios das suas arestas,
determinando, assim, um
hexagono.

Alternativa e.

Considere o paralelepipedo reto-retangulo abaixo.
E

C B

Dentre as alternativas, a Unica correta é a que apresenta
EA e AC como retas perpendiculares.
Alternativa d.

Areta r pode ser concorrente com o plano « (r), estar
contida nele (r') ou ser paralela a ele (), conforme a
figura abaixo.

r

Vamos analisar cada uma das alternativas.
a) Verdadeira, pois:

 searetar é perpendicular ao plano, entao qualquer
plano que contém r é perpendicular a a.

« searetarnao é perpendicular ao plano, entdore
uma reta s, concorrente com r e perpendicular a «,
determinam um plano perpendicular a a.

b) Falsa, pois se a reta r for perpendicular a « existirdo

infinitos planos que contém r e sdo perpendiculares a a.

c) Falsa, pois se r tiver ponto em comum com a ndo

existe um plano que contenha r e seja paralelo a a.

d) Falsa, de acordo com o item anterior.
e) Falsa, pois se r é paralela a «, existe um plano B que

contém r e é paralelo a «, ou seja, ndo intercepta c.

Alternativa a.

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Sere s sdo duas retas distintas, elas podem ser paralelas,

concorrentes ou reversas. Vamos analisar cada uma das

alternativas:

a) Verdadeira.

b) Falsa, pois se r e s forem reversas elas nao
determinardo um unico plano.

c) Falsa, pois se r e s sdo concorrentes nao existe um
plano que contenha s e nao intercepte r.

d) Falsa, pois se r e s sdo concorrentes nao existe uma
reta que seja paralelaareas.

e) Falsa, pois se r e s sdo concorrentes nao existe um
plano que contenha r e um Unico ponto des.

Alternativa a.

_Considere afigura ao lado.

O plano determinado secao PP'QP"
por P’'PP" intercepta Q Q :
o diedro formando o N ol
quadrilatero PP’QP”. Como P
P" e P"sao projecoes o
ortogonais sobre t’ e ”, P’

respectivamente, temos:
m(QP'P) = m(QP"P) = 90°
Assim, no quadrilatero PP'QP":
m(P'PP") + 90° + 45° + 90° = 360°
~.m(P'PP’) = 135°

Alternativa e.

Considere a figura abaixo. secgao transversal

A que contém / e passa pelos
pontos médios de ABe CD

B ‘ E M 2a Q
1 o
| I P &
: ppL— 22 I
C, =~ | -
D F N P
Sendo 2a a medida da aresta do cubo, no triangulo MH/
oa_ a 1
temos:tg - = —=—
92 724 2

Alternativa a.

Analisando cada uma das alternativas, temos:

a) Falsa, pois a projecdo ortogonal de um segmento de
reta pode resultar somente em um segmento de reta
ou em um ponto.

b) Falsa, pois a projecao ortogonal de uma reta pode
resultar somente em uma reta ou em um ponto.

¢) Falsa, pois a projecdo ortogonal de uma parabola
pode resultar somente em uma parabola, em uma
parabola“deformada’, em uma reta ou em uma
semirreta.

d) Falsa, pois a projecdo ortogonal de um triangulo
pode resultar somente em um triangulo ou em um
segmento de reta.

e) Verdadeira.

Alternativa e.
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Geometria meétrica: poliedros

Os poliedros sdo blocos macicos com a superficie formada
por poligonos; por exemplo, cubos e piramides.

Angulos e distancias

) Sejaruma reta secante a um plano «, e n&o perpendicular
aa, er' aprojecéo ortogonal de r sobre a. Os angulos for-
mados pela reta r e pelo plano « sdo os angulos formados
porrer'.

» Sejam « e B dois planos secantes e t a reta comum a es-
ses planos. Os angulos formados por o € 3 séo os angulos
formados por duas retas r e s, perpendiculares a t, com
rCoaesCp.

r e s concorrentes

re s reversas

» Um angulo formado por dois semiplanos a e B de mesma
origem r & chamado de angulo diedro (ou simplesmente
diedro) de arestas r e faces a e .

r

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

)» A distancia entre duas figuras geométricas F, e F, € a
medida do menor segmento de reta que tem um extremo
em F, e o outro extremo em F.

Poliedro

) Seja uma superficie S formada por n poligonos, comn = 4,

tal que:

* ndo ha dois poligonos adjacentes contidos em um mesmo
plano;

- cada lado de qualquer poligono é lado de dois e apenas
dois deles.

A superficie S separa o espago em duas regides gue nao

tém ponto em comum: a regiéo I, limitada por S, e a regido

E,ilimitada. Areunido da superficie S com a regiéo limitada

I & chamada de poliedro. A superficie S é a superficie do

poliedro, e as regides I e E sdo o interior e o exterior do

poliedro, respectivamente.

) Cada poligono que compde a superficie do poliedro é cha-

mado de face do poliedro.

) Cadalado de uma face qualquer do poliedro é chamado de

aresta do poliedro.

» Cada vértice de uma face qualquer do poliedro é chamado

de vértice do poliedro.

aresta

face

vértice
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) Os poliedros sdo nomeados conforme o nimero de faces.
Por exemplo:

Niimero Nome do Numero Nome do

de faces poliedro de faces poliedro
4 tetraedro 13 tridecaedro
5 pentaedro 14 tetradecaedro
6 hexaedro 15 pentadecaedro
7 heptaedro 16 hexadecaedro
8 octaedro 17 heptadecaedro
9 eneaedro 18 octadecaedro
10 decaedro 19 eneadecaedro
11 undecaedro 20 icosaedro
12 dodecaedro

Poliedro convexo

» Um poliedro é convexo guando o plano que contém qual-
guer uma de suas faces deixa as outras faces contidas em
um mesmo semiespaco.

) Em todo poliedro convexo vale a relacéo de Euler:

em que V,A e Frepresentam os nimeros de vértices, ares-
tas e faces do poliedro, respectivamente.

Poliedro regular

» Considere um poligono convexo contido em um plano a e um
ponto 0 que nédo pertence a a. Chama-se angulo poliédrico
convexo a reunido das semirretas de origem 0 que passam
por gualquer ponto desse poligono.

» Um poliedro convexo é regular se, e somente se, sdo obe-
decidas as condigfes:

+ todas as suas faces sao poligonos regulares congruentes
entre si;

- todos os seus angulos poliédricos sdo congruentes
entre si.

) Existem exatamente cinco classes de poliedros regu-
lares:

tetraedro regular cubo octaedro regular

dodecaedro regular icosaedro regular

Prisma

) Sejam dois planos paralelos e distintos, a e B, uma reta r
secante a esses planos e um poligono convexo AAAs..A,
contido em «. Consideremos todos os segmentos de
retas paralelos a r, de modo que cada um deles tenha
um extremo pertencente ao poligono e o outro extremo
pertencente a 3.

A reunido de todos esses segmentos de reta & um polie-
dro chamado prisma convexo limitado ou, simplesmente,
prisma.

) Observando o prisma acima, temos:

Os poligonos AAzAs.. A, e B,B.B...B,, contidos nos planos
o e 3, sdo as bases do prisma;

As demais faces, exceto as bases, séo as faces laterais
do prisma;

Os vértices das faces séo os vértices do prisma;

Os lados das bases sdo as arestas das bases do
prisma;

As demais arestas, exceto as das bases, séo as arestas
laterais do prisma;

A distancia entre os planos das bases é a altura do
prisma;

Todo segmento de reta cujos extremos sdo vértices que
ndo pertencem a uma mesma face do prisma é a diagonal
do prisma; por exemplo, B,A,.
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» Um prisma ¢é classificado de acordo com o nimero de
arestas de sua base.

prisma triangular prisma quadrangular

prisma pentagonal )
prisma hexagonal

Prisma reto e prisma obliquo

?» Um prisma é reto se, e somente se, suas arestas laterais
séo perpendiculares aos planos das bases.

) Um prisma né&o reto é chamado de prisma obliquo.

(H,,,,

prisma pentagonal reto prisma triangular obliquo

Prisma regular

Um prisma é regular se, e somente se, é reto e suas bases
sao poligonos regulares.

A

Volume de um prisma

0 volume V de um prisma é o produto da area B de sua
base por sua altura h:

Paralelepipedo

) Paralelepipedo é todo prisma cujas bases séo paralelo-
gramos.

) Um paralelepipedo é reto se suas arestas laterais séo
perpendiculares as bases. Se um paralelepipedo néo é reto,
ele é obliquo.

) Todo prisma reto cujas bases sao retangulos é chamado
de paralelepipedo reto-retangulo.

) Um paralelepipedo reto-retangulo cujas faces s&o todas
guadradas é chamado de cubo.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Sejaum paralelepipedo reto-retangulo de dimensdesa, b e
c.Sua diagonal de medida [, sua area total A; e seu volume
V séo dados por:

: © D =A+d®+ b* + ¢
| D A; = 2lab + ac + bc)
ST N — V=a-b-c

//,'/ b

Piramide

) Sejam um poligono convexo AA-A,..A, contido em um plano
a e um ponto V, ndo pertencente a a. Consideremos todos
os segmentos de reta que possuem um extremo perten-
cente ao poligono e o outro extremo em V.
Areunido de todos esses segmentos de reta é um poliedro

chamado piramide convexa limitada ou, simplesmente,
piramide.

Ve

?» Observando a piramide acima, temos:

+ O ponto V é o vértice da piramide;

+ 0 poligono AA:A4..A, € a base da piramide;

+ Os pontos A, A,, .., A, séo os vertices da base;

+ Os lados da base sao as arestas da base;

- As demais arestas, exceto as da base, sdo as arestas
laterais;

+ Adistancia entre o vértice V e o plano da base é a altura
da piramide.

) Uma piramide ¢ classificada de acordo com o numero de

arestas da base.

piramide pentagonal

piramide hexagonal

piramide triangular pirdmide quadrangular
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) Uma piramide é regular se, e somente se, sua base & um
poligono regular e a projecdo ortogonal de seu vértice
sobre o plano da base é o centro dessa base.

Apotemas em uma piramide

Considere uma piradmide regular e o ponto médio M de
gualquer um dos lados de sua base.
) Osegmento dereta que tem um extremo em M e o outro no
vértice da piramide é chamado de apétema da piramide.
)» 0 segmento de reta que tem um extremo em M e o outro
no centro 0 da base é chamado de apétema da base.

3 v

K] ap6tema da

< piramide

&

3

3 0 »Y__ponto médio

z M

<

g apoétema da base

g 0O teorema de Pitagoras e a piramide regular
g* Em uma pirémide regular, sejam: H a altura; n a medida

do apotema da piramide; r a medida do apétema da base; b
a medida de uma aresta da base; L a medida de uma aresta
lateral; R o raio da circunferéncia circunscrita a base.

Volume de uma piramide

) Ovolume Vde uma piramide é igual a % do produto da area B

de sua base por sua altura H:

) Duas piramides de mesma altura e bases equivalentes (de
mesma area) tém volumes iguais.

Semelhanca de piramides

) Considere uma piramide P seccionada por um plano paralelo
a sua base. Esse plano separa a pirdmide em dois sélidos:
um tronco de piramide e uma piramide P’, semelhante a
pirdmide inicial P.

piramide P

'

piramide P’

base menor
,,,,,,,,,,,,,, / do tronco
altura do
tronco tronco de
piramide
base maior
""" do tronco

» Se um plano secciona uma pirdmide P, de altura D e éarea
da base B, a uma distancia d do vértice tal que a seccéao
transversal tenha éarea b, entéo:

)» Além disso, arazao entre os volumes V. e V, das piramides
semelhantes P’ e P, respectivamente, € igual ao cubo da
razao de semelhanca:

GEOMETRIA METRICA: POLIEDROS
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No Vestibular

1. (UFPel-RS) No México, hd mais de mil anos, o povo Asteca

resolveu o problema da armazenagem da pés-colheita de
graos com um tipo de silo em forma de uma bola colocado
sobre uma base circular de alvenaria.

4. (Fuvest-SP) A figura a seguir mostra uma pirdmide reta

de base quadrada ABCD de lado 1 e altura EF = 1. Sendo G
o ponto médio da altura EF e « a medida do angulo AGB,
entdo cos a vale:

E

A forma desse silo é obtida juntando 20 placas hexagonais
e mais 12 placas pentagonais.

5. (Uerj) Leia os quadrinhos:

HAGAR CHRIS BROWNE

BEM, LEVET 20 ANOS , MAS, FINALMENTE,
ECONOMIZET O BASTANTE PARA

COMPRAR AQUELE PEDACINHO DE TERRA

QUE QUERTAI

E PRA COLOCAR

Com base no texto, é correto afirmar que esse silo tem:

2010 KING FEATURES
SYNDICATE/IPRESS

a) 90 arestas e 60 vértices.
b) 86 arestas e 56 vértices.
c) 90 arestas e 56 vértices.
d) 86 arestas e 60 vértices.

04 by KingFexhres Symlot, o Word s oo
&

(O Globo, margo 2000)

e) 110 arestas e 60 vértices.

f) LR
2. (UFSCar-SP) O tridngulo ABE e o quadrado ABCD estdo em o 70 cm
planos perpendiculares, conforme indica a figura. figura 1
cm ‘
- »(/6(; cm
! 100 cm v
c D Suponha que o volume de terra acumulada no carrinho de
mao do personagem seja igual ao do sélido esquematizado
B A na figura 1, formado por uma piradmide reta sobreposta a
4 um paralelepipedo reto-retangulo.
Assim, o volume médio de terra que Hagar acumulou em
cada ano de trabalho é, em dm’, igual a:
Se EA = 3 e AB = 5, entdo ED é igual a: a) 12 b) 13 Q) 14 d) 15
a) V24 c) 3J3 e) V34
b) 5 d) 4J2 6. (Unifor-CE) A peca de ferro abaixo foi obtida de um pa-
ralelepipedo reto-retdngulo de dimensdes 20 cm, 30 cm
3. (Fuvest-SP) Uma formiga resolveu e 40 cm, com a retirada de quatro cubos iguais de aresta
andar de um vértice a outro do G 10 cm.
prisma reto de bases triangulares i I e R
ABC e DEG, seguindo um trajeto b 0 £
especial. Ela partiu do vértice G, i 20em
percorreu toda a aresta perpendi- i | | 1
cular a base ABC, para em seguida i
caminhar toda a diagonal da face i 30 cm
ADCG, e finalmente completou N ‘ 20om ‘
seu passeio percorrendo a aresta A
reversa a CG. A formiga chegouao A B Se a densidade do ferro é 7,8 g/cm’, entdo a massa dessa
vértice: pega, em quilograma, é:
a) A c C e) E a) 187,2 c) 171,6 e) 156
b) B d)yD b) 179,4 d) 163,8
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

O total de faces do silo é:20 + 12 = 32
O total A de arestas do silo é dado por:
2A=20-6+12-5 = A=90
Assim, pela relacdo de Euler, temos:
V-A+F=2=V-90+32=2
V=60

Alternativa a.

Como os planos sdo perpendiculares, o triangulo EAB é
retangulo em A. Assim, temos:

ED=43"+5 =34

Alternativa e.

Considere a figura a seguir.
G

AL =B

O primeiro trajeto da formiga é do vértice G para o
vértice C, em seguida do vértice C para o vértice D e,
finalmente, do vértice D para o vértice E, pois DEéuma
reta reversa a CG.

| Alternativa e.

Seja F o ponto médio das diagonais do quadrado ABCD
de lado unitdrio. Aplicando o teorema de Pitdgoras no
2

ST
triangulo retangulo AFG, temos: AG> = (%) + (% = %
Pela lei dos cossenos, no triangulo is6sceles AGB, temos:
1P=343_2.3 cosa = cosa=1

4 4 4 3

Alternativa b.

Exercicio 5

Exercicio 6

O volume de terra é igual a soma do volume do
paralelepipedo reto-retangulo com o volume da
piramide. Assim, convertendo as unidades de medida
para decimetro, temos que o volume V é dado por:

V= 4-10-6+%-10-6-3 dm? = 300 dm?

Como a terra foi acumulada em 20 anos, o volume

médio anual é:ﬂ =15
20

Alternativa d.

Subtraindo do volume do paralelepipedo reto-retangulo
os volumes dos cubinhos de aresta 10 cm, obtemos o
volume V da peca:

V=20:30:40—4-10°cm’ = 20.000 cm*

Assim, sendo a densidade do ferro 7,8 g/cm’, a massa da
pega é:

7,8+20.000 g = 156.000 g = 156 kg

Alternativa e.
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7. (Unifesp) Quando se diz que numa determinada regido a
precipitacao pluviométrica foi de 10 mm, significa que a
precipitacao naquela regido foi de 10 litros de dgua por
metro quadrado, em média.

Volume: 10 litros

Se numa regido de 10 km? de area ocorreu uma precipita-
cdo de 5 cm, quantos litros de dgua foram precipitados?
a) 5x 10
b) 5 x 10°
c) 5x10°
d) 5 x 10%°
e) 5x 10"

8. (UFSCar-SP) Na figura, os pontos ACFH sdo vértices de
um tetraedro inscrito em um cubo de aresta 3. O volume
do tetraedro é:

10m

A figura acima representa uma cagamba com agua, na
qual as laterais obliquas e o piso sdo retangulares e as
laterais paralelas tém o formato de trapézios isésceles.
Se d = J2, a razdo entre o volume de 4dgua e o volume
total da cagamba é:

a) 22 d) e
25 28
b) 2L g 2
32 32
c) 2
28

142 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

10. (Unicamp-SP) Suponha que um livro de 20 cm de lar-
gura esteja aberto conforme a figura a seguir, sendo
DAC = 120° e DBC = 60°.

4 20 cm
/ B

1

60°

A

4 120°
D C

a) Calcule a altura AB do livro.
b) Calcule o volume do tetraedro de vértices A, B, C e D.

11. (FGV) Considere uma piramide regular de altura
% cuja base é um quadrado de lado 3. Calcule:
a) o volume da piramide.
b) o raio da esfera circunscrita a pirdmide.

12. (UFG-GO) A figura abaixo representa um prisma reto, cuja
base ABCD é um trapézio isésceles, sendo que suas arestas
medem AB = 10,DC = 6, AD = 4 e AE = 10.

booocoooooocoooc | NN

______________

O plano determinado pelos pontos A, H e G secciona o
prisma determinando um quadrilatero. A 4rea desse
quadrilatero é:
a) 8J7
b) 10J7

c) 16J7
d) 3247

e) 64J7

13. (UFSCar-SP) A figura indica um paralelepipedo reto-
-retdngulo de dimensdes V2 X J2 X J7,sendo A, B,Ce D
quatro de seus vértices.

A
N7
b B
V2
vz C
A disténcia de B até o plano que contém A, D e C é igual a:
a) E C) @ e) ﬂ
4 2 2
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Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Uma precipitacdo de 5 cm, ou seja, de 50 mm,
representa 50 litros por m’. Assim, numa regido de
10 km?, isto é, de 10« 10° m? teremos:
50-10-10°L=5-10°L

Alternativa b.

Subtraindo o volume dos 4 tetraedros do volume do

cubo de aresta 3, obtemos o volume procurado:
33_4.1.1.3.3 3=
3.2

_Alternativa C.

Representando uma seccao, temos:

No ADFG:
FG=DF-sen45°=\/7-?=1

Logo, DG = FG = 1. Além disso, DH = AH = 6.

Assim, as dimensdes do trapézio ABCD sao: AB = 10m,
C(D=22meAH=6m

E do trapézio ABEF:AB=10m,EF=20meAJ=5m

Assim, sendo h a altura do prisma, temos que a razéo
pedida é:

5.(10+20)'h
2 25
6-(10+22)_h 32
2

Alternativa e.

a) O ADBC é equilatero. Sendo BD = BC = DC = |, temos:
DC*=AD*+ AC* =2 +AD +AC+cos 120° =

= /2:202+202—2-20-20-(—%)

o 1=20J3
Pelo teorema de Pitdgoras no ABAD, temos:
AB’ +20° = = AB*=3:(20%) — 20’
- AB=20J2
Logo, a altura do livro é 20J2 cm.
b) Seja DAC a base e AB sua altura. Assim, o volume é
dado por:

1120420 sen 120° - 2042 em® = 299046 (s

32 3

Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

a) Adrea da base da piramide é: 3> = 9. Portanto, seu
volume V é:

36 96
c——Uuv. = ——Uu.

V=_-3 v.

b)

Da figura, OV = OA = OB = 0C= OD = R,emqueR é
o raio da esfera.
Aplicando o teorema de Pitdgoras no AOEC:

36 _

2 2
R = R +(—3ﬁ) =
2 2
= =2 _3pf6+R+2
2 2
S R=4J6uc

O plano que contém os pontos A, H e G determina
no prisma um trapézio isbsceles de base maior AB de
medida 10, base menor HG de medida 6 e lados ndo
paralelos de medidas: BG = AH = V4> + 10> =116
Assim, a altura h desse trapézio é:
h=116 — 2> = {112
E sua area é dada por:

10+ 6)-~112
{0 H6) V172 6; =32J7
| Alternativa d.

O triangulo ADC é isésceles. Temos:
AC=AD={[J2) + (7)) =3

DC={({2) +(J2) =2

Pelo teorema de Pitagoras, calculamos a medida h
da altura do triangulo ADC em relacdo a base DC:

P+1=3 = h=2J2
Logo, a drea desse triangulo é: # =2J2

Temos ainda que o volume do tetraedro trirretangulo
ABCD é:

11 7
E.E.ﬁ.ﬁ.ﬁ_?

Portanto, a distancia d pedida é dada por:
N7 1 J14

X =1.2J2- =3

13 J2-d = d 7

| Alternativa b.

143 )

Geometria métrica: poliedros )) NO VESTIBULAR



14. (Unicamp-SP) Dado um cubo de aresta ¢, qual é o volume

15.

16.

17.

18.

do octaedro cujos vértices sdo os centros das faces do
cubo?

(FEI-SP) Num paralelepipedo reto-retangulo a area total
mede 28 cm’ e a diagonal, v21 cm. A soma das dimensdes
mede:

a) 7cm
b) 8cm

c) 9cm
d) 10 cm

e) 12cm

(Unifesp) Um poliedro é construido a partir de um cubo
de aresta a > 0, cortando-se em cada um de seus cantos
uma piramide regular de base triangular equilateral (os
trés lados da base da pirdmide sdo iguais). Denote por x,

0<xs= %, a aresta lateral das pirdmides cortadas.

face lateral das
pirdmides cortadas

a) Dé o numero de faces do poliedro construido.
b) Obtenha o valorde x,0 <x < %, para o qual o volume

do poliedro construido fique igual a cinco sextos do
volume do cubo original. A altura de cada piramide

cortada, relativa a base equilateral, é %

(UFU-MG) Na figura ao
lado, temos um cubo
ABCDEFGH de aresta
a = 6 cm. Os pontos [, J,
K, L, M e N sao pontos
médios das arestas a que
pertencem.

Determine o volume da B
piramide de base hexago-
nal JKLMN e vértice H.

(Fuvest-SP) Pedrinho, brincando
com seu cubo mégico, colocou-o
sobre um copo, de maneira que:

e apenas um vértice do cubo
ficasse no interior do copo,
conforme ilustra a foto;

e 0s pontos comuns ao cubo e
ao copo determinassem um
tridngulo equilatero.

Sabendo-se que o bordo do copo

é uma circunferéncia de raio

2J3 cm, determine o volume da

parte do cubo que ficou no interior
do copo.
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Beto Celli

Exercicio 14

Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

O volume do octaedro regular é o dobro do volume de
uma piramide reta quadrangular regular com diagonal

da base igual a ¢ e alturaigual a g ou seja:

dee e
3722 6

2

Sendo S a soma das dimensdes a, b e cdo
paralelepipedo reto-retangulo, em centimetro, temos:
S=a+b+c= SP=a*+b>++ 2ab+ bc+ ac)
¥ =21+28 = S=7

Alternativa a.

a) O total de faces do poliedro formado é
numericamente igual @ soma do numero de faces
com o numero de vértices do cubo: 6 + 8 = 14

b) O volume dos 8 tetraedros trirretangulos é dado por:

s 5@ _a

a —_——. = —

6 6
Assim, sendo x a medida de cada aresta que forma o

angulo triédrico trirretangulo, temos:

No AEHM: (MH)* = (EM)* + (EH)® = MH = 3J5
Sendo O o centro da base hexagonal da piramide, temos
que o segmento OM e os lados da base da piramide
possuem medida igual a 342 cm. No AMHO, temos:
(3J5)*=(342)" + (OH? = OH =343
Portanto, o volume, em cm?, é dado por:
1 6-(3J2)43

V=—-

. =38
3 ) 3J3 =V=8

Sejam A, B e C os pontos de interseccao entre os lados do
tetraedro trirretangulo e o bordo do copo. Esses pontos
sdo vértices de um triangulo equilatero.

Assim, como o raio da circunferéncia circunscrita a esse
triangulo é igual a 243 cm, seu lado a mede:
§=3J§cm = a=6cm

Sendo x a medida das arestas que formam o angulo
triédrico trirretangulo, temos: xJ2 =6cm = x=3J2cm
Portanto, o volume da parte do cubo que esta no interior
do copo é:

307 30T 3T em’ = 9T em?®

2

MW=
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Geometria metrica: corpos redondos

Ao cortar uma laranja com uma faca, vocé observard uma seccéo circular. O mesmo ocorre
ao cortar um salame ou uma casquinha de sorvete. Esses objetos servem como maodelo
dos trés soélidos geométricos que estudaremos neste capitulo: a esfera, o cilindro e o cone.
Por possuirem seccdes circulares, esses solidos sdo chamados de corpos redondos.

Cilindro circular

» Sejam a e B dois planos paralelos distintos, uma reta s
secante a esses planos e um circulo C de centro 0 contido
em «. Consideremos todos os segmentos de reta, parale-
los a s, de modo que cada um deles tenha um extremo no
circulo C e o outro extremo em (3.

A reuniao de todos esses segmentos de reta é um sélido
chamado cilindro circular limitado ou, simplesmente,
cilindro.

» Observando o cilindro acima, temos:
+ Os circulos C e C” séo as bases do cilindro;

- Areta 00', que passa pelos centros das bases, é o eixo
do cilindro;

+ O raio do circulo C (ou C')é o raio da base do cilindro;
- A distancia entre as bases é a altura do cilindro;

- Todo segmento de reta, paralelo ao eixo 00', que tem
extremidades pertencentes as circunferéncias das ba-
ses, € chamado de geratriz do cilindro.

altura
eixo

raio
da base

base

) Uma seccao meridiana de um cilindro circular é a inter-
seccédo do cilindro com um plano gue passa pelos centros
das bases desse cilindro.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

r 4

' secgdo meridiana
Cilindro circular reto e cilindro circular
obliquo

) Cilindro circular reto é todo cilindro circular cujas geratrizes
sao perpendiculares as bases. Um cilindro circular ndo reto
é chamado de cilindro circular ebliquo.

geratriz

cilindro circular reto

cilindro circular obliquo

) Ocilindro circular reto também é conhecido como cilindro
de revolugéo, pois pode ser obtido por uma revolugéo (ro-
tacao) de 360° de um retangulo em torno de um eixo que
contém um de seus lados.

o
Oy !:_/
2 E
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Cilindro equilatero

Todo cilindro circular reto cujas secgdes meridianas séo
guadradas é chamado de cilindro equilatero.

2r

cilindro equilatero secgao meridiana

Area lateral e area total de um cilindro
circular

Observe a planificagdo de um cilindro de raio r e altura h:

superficie lateral h

2nr

A area lateral A, e a area total A; desse cilindro sdo dadas
por:

A, = 2rrh
A; = 2nrh + 2nr® = 2nrlh + 1)

Volume de um cilindro circular

0 volume V de um cilindro é o produto da area B de sua
base por sua altura h. Se a base do cilindro tem raio r,
temos:

[V—Bh = V—nrah}

Cone circular

» Sejam um circulo C de centro 0, contido em um plano a,
e um ponto V ndo pertencente a «. Considere todos os
segmentos de reta que possuem um extremo no circulo C
e o outro no ponto V.

A reunido de todos esses segmentos de reta € um solido
chamado cone circular limitado ou simplesmente cone
circular.

?» Observando o cone acima, temos:
+ O circulo C é a base do cone;
+ O ponto V é o vértice do cone;
Areta OVé o eixo do cone;
0 raio do circulo C é o raio da base do cone;

A distancia entre o vértice e o plano da base é a altura
do cone;
Todo segmento de reta cujos extremos sdo o ponto Ve um
ponto da circunferéncia da base é chamado de geratriz
do cone.

altura

o

) Uma seccgao meridiana de um cone é a interseccao do
cone com um plano que passa pelo vértice e pelo centro
da base desse cone.

secgao meridiana

Cone circular reto e cone circular obliquo

) Cone circular reto é todo cone circular cujo eixo é per-
pendicular ao plano da base. Um cone circular nédo reto é
chamado de cone circular obliquo.

v

cone circular reto cone circular obliquo
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)» O cone circular reto também é conhecido como cone de
revolugao, pois pode ser obtido por uma revolucéo (rota-
¢ao) de 360° de um tridngulo retangulo em torno de um
dos catetos.

o

» Em um cone circular reto de altura h, raio da base r e ge-
ratriz de medida g, temos:

Cone equilatero
Todo cone circular reto cujas secgctes meridianas séo trian-

gulos equilateros é chamado de cone equilatero.

triangulo
equilatero

secgao meridiana
cone equilatero

Area lateral, area total e angulo central
de um cone circular

Observe a planificagdo de um cone de raio r e geratriz g:

!

geratriz

superficie

g e lateral
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A érea lateral A, a area total A;, 0 angulo central 6 do setor
e o volume V desse cilindro sédo dados por:

A, =mrg 2nr 360°-r

9=7rad0u6= g

Ar=7rlg + 1)

Volume de um cone circular

0O volume Vde um cone éigual a % do produto da area B de

sua base por sua altura h:

Cones semelhantes

?» Considere um cone C seccionado por um plano paralelo
a sua base. Esse plano separa o cone em dois solidos:
um tronco de cone e um cone (', semelhante ao cone
inicial C.

) Seesse planoseccionaocone C, de altura D e area da base
B, auma distancia d do vértice tal que a seccéo transversal
tenha area b, entéo:

) Além disso, a razéo entre os volumes V. e V;dos cones
semelhantes C’'e C, respectivamente, & igual ao cubo da
razao de semelhanca:

Esfera

)» Considere um ponto 0 e uma medida
R, com R > 0. Chama-se esfera de
centro 0 e raio R o conjunto dos
pontos do espaco cujas distancias
ao ponto U sejam menores ou iguais
aR.
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) Uma secgéo plana que passa pelo centro de uma esfera tem
o mesmo centro e o mesmo raio dessa esfera e é chamada
de circulo maximo da esfera. Esse circulo méaximo separa
a esfera em dois sdlidos chamados hemisférios.

Volume de uma esfera

0 volume V de uma esfera de raio R é dado por:

Area da superficie esférica

A éarea A da superficie de uma esfera de raio R & dada

por:

Fuso esférico e cunha esférica

Considere um angulo diedro de medida «, cuja aresta s
passa pelo centro 0 de uma esfera de raio R:

) Aparte daesfera contida nesse diedro é chamada de cunha
esférica de raio R e dngulo diedro de medida a.

) A parte da superficie esférica contida nesse diedro &
chamada de fuso esférico de raio R e angulo diedro de
medida a.

Inscricao e circunscricao de
uma esfera

Esfera e poliedros

» Uma esfera esta inscrita em um poliedro se, e somente se,
tangencia todas as faces do poliedro. Nesse caso se diz,
também, gue o poliedro esté circunscrito a esfera.

)» Uma esfera esta circunscrita a um poliedro se, e somente
se, todos os vértices do poliedro pertencem a superficie
da esfera. Nesse caso se diz, também, que o poliedro estéa
inscrito na esfera.

) Esferainscrita em um cubo

secgao
:\\R .
1 \\ a 2R
! ¥‘ - a
// R“\ ¥ a\/2_
secgao
v Vo
a2’ ;
. 2 ;
a a2’
¢ 2
Qr\\ e
0 = N s T
| a 1
‘ 2 i
secgao

A

D B == 2R
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Esfera e corpos redondos ) Esferainscrita em um cone circular reto

) Uma esfera esta inscrita em um cilindro (ou em um cone)
se, e somente se, tangencia todas as geratrizes e as bases
do cilindro (ou a base do cone). Nesse caso se diz, também,
que o cilindro (ou o cone) esté circunscrito a esfera.

» Uma esfera estéa circunscrita a um cilindro circular reto
se, e somente se, as circunferéncias das bases do cilindro
estéo contidas na superficie da esfera. Nesse caso se diz,
também, gue o cilindro esté inscrito na esfera.

) Uma esfera esta circunscrita a um cone se, e somente se,
o vértice e todos os pontos da circunferéncia da base do
cone pertencem a superficie da esfera. Nesse caso se diz,
também, que o cone est4 inscrito na esfera.

) Esfera inscrita em um cilindro circular reto -

h—r ”:g—R

) Esfera circunscrita em um cone circular reto

1%
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)) Geometria métrica: corpos redondos

No Vestibular

1. (Fuvest-SP) No jogo de bocha, disputado num terreno

plano, o objetivo é conseguir lancar uma bola de raio 8
o mais préximo possivel de uma bola menor, de raio 4.
Num lancamento, um jogador conseguiu fazer com que
as duas bolas ficassem encostadas, conforme ilustra a
figura abaixo. A distancia entre os pontos A e B, em que
as bolas tocam o chao, é:

a) 8 c) 8J2
b) 642 d) 43

. (UFPel-RS) Todo soélido obtido

através do movimento de rotacao

. r
completa de uma regido plana em ’/—D
torno de uma reta, sendo ambas no
mesmo plano, é chamado sélido de
revolugao.
5cm

Um giro completo naregido destacada,
em torno daretar, determina um sé-
lido de revolucio. E correto afirmar
que o volume desse sélido é: 3cm

3
a) 75t cm 3em
b) 81r cm?

3
c) 57mcm 3em
d) 991 cm3
e) 72n cm?
f) LR.

. (Udesc) Um cilindro circular reto e um cone reto possuem a

mesma altura h e o mesmo raio r da base. Uma semiesfera
é retirada do interior do cilindro e é acrescentada no topo
do cone, gerando os sélidos S, e S,, conforme a figura a
seguir.

[}

Se os volumes desses sé6lidos sdo representados, respec-
tivamente, por Vol(S,) e Vol(S,), é correto afirmar que:

a) Vol(S,) = Vol(S,) se, e somente se, h = 2r

b) Vol(S,) = Vol(S,) se, e somente se, r = 2h

c) Vol(S,) = Vol(S,) para quaisquer valores dere h
d) Vol(S,) > Vol(S,) para quaisquer valores dereh
e) Vol(S,) < Vol(S,) para quaisquer valores dereh

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Considere a figura abaixo, que representa uma secgao
meridiana das esferas:

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo em
destaque, temos:

AB*+ 4 =(8+4) = AB=8J2

Alternativa c.

O volume, em centimetro ctbico, do sélido obtido
com a rotacao de 360° da regido hachurada é igual ao
volume de um cone de raio da base 3 cm e altura 4 cm
adicionado ao volume de um cilindro circular reto de
raio da base 3 cm e altura 3 cm, adicionado ao volume

de uma semiesfera de raio 3 cm, ou seja:
ln34+n-323+ 1.2 0.8 =571
3 2 3

Alternativa c.

P 1 L. ,
O volume do cone é 3 -7+ r’- h, e ovolume do cilindro é

n - r* - h. Com a retirada da semiesfera do cilindro, o

vqumeSZé:Tc-rz-h—l-ﬂ-n-r3
2 3
Com a sobreposicdo da semiesfera no cone, o volume S,
z 1 2 1 4 3
é—m-r-h+----mn-R
3 2 3

Logo, temos Vol(S,) = Vol(S,) se, e somente se:
l.n ,2.h+l.ﬂ n-R=
3 2 3
—nerh—L A oo p=2r

2 3

Alternativa a.
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4. (Unifesp) A figura indica algumas das dimensdes de

um bloco de concreto formado a partir de um cilindro
circular obliquo, com uma base no solo, e de um semi-
cilindro.

1,2m
1,0m

Dado que o raio da circunferéncia da base do cilindro
obliquo mede 10 cm, o volume do bloco de concreto, em
cms3, é:

a) 11.000x

b) 10.000n

¢) 5.500n

d) 5.000%

e) 1.100%

. (Unesp) Uma quitanda vende fatias de melancia embala-
das em pléstico transparente. Uma melancia com forma
esférica de raio de medida R cm foi cortada em 12 fatias
iguais. Cada fatia tem a forma de uma cunha esférica,
como representado na figura.

y/

Sabendo-se que a area de uma superficie esférica de raio
R cm é 4nR? cm?, determine, em funcéo de n e de R:

a) a area da casca de cada fatia da melancia (fuso esfé-
rico);

b) quantos cm’ de plastico foram necessérios para em-
balar cada fatia (sem nenhuma perda e sem sobrepor
camadas de plastico), ou seja, qual é a area da super-
ficie total de cada fatia.

. (UFU-MQG) O cone maior da figura a seguir tem raio da base
e altura iguais a 10 cm.

Determine a altura h de forma que o volume do tronco de
cone de altura h seja igual a metade do volume do cone
maior.

152 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

7. (UFJF-MG) Uma taga em forma de um cone circular reto

10.

estava cheia de vinho até a borda. Depois de se ter toma-
do metade do vinho, a figura que melhor representa a
quantidade de bebida que restou na taga é:

. (Unifor-CE) Um funil tem a forma de um cone reto cuja

planificagdo da superficie lateral corresponde a um setor
circular de 216° e 9 cm de raio. O volume desse funil, em
centimetros cubicos, é:

a) 65,384n

b) 67,256

¢) 69,984n

d) 72,586n

e) 74,254n

. (UFV-MG) Um circulo estd inscrito em um quadrado e

ambos sdo submetidos a uma rotagao de 180°, em torno
de uma das diagonais do quadrado. Sejam V. e V, os vo-

lumes dos sélidos gerados pelo circulo e pelo quadrado,
2

3

'V
e

respectivamente. O valor da expressao

a) 2
b) 3
c) 4
d) 5

(UFBA) Considere um recipiente de vidro com a forma
de dois cones congruentes de altura H, raio da base R e
vértice comum.

Sabe-se que, inicialmente, um dos cones estd comple-
tamente cheio de areia, e o outro, totalmente vazio. A
areia é entdo redistribuida, de modo a formar, na parte

superior do recipiente, um cone de altura 5 e, na parte

inferior, outro cone, de altura h e raio da base R, conforme
a figura.

. ~ . ~ h
Com base nessas informacoes, determine a razado o
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Exercicio 4

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

O volume V, em centimetro cubico, do bloco de concreto
é igual ao volume de um cilindro obliquo de raio da base
10 cm e altura 100 cm adicionado ao volume de um
semicilindro de raio da base 10 cm e altura dada por:
1.2m—1m=20cm.

Assim:

V=n~r2-hAn-(10)2-100+%-n-(10)2-0,2=11.00011:

Alternativa a.

a) Como a melancia, de forma esférica, foi cortada em
12 fatias iguais, a drea da casca de cada fatia é:

Ak e L R
12 3
b) A superficie total tem area:
2 2 2
(ﬂ+2.ﬂ szz 4TER sz
3 2 3

0 angulo formado pela geratriz e pelo raio do cone
10 _
0
Para que o volume do tronco de cone sejaigual a
metade do volume do cone maior, o volume do cone
menor deve ter volume igual a metade do volume do
cone maior:

vy _m-10°-10 _ 1.000m
cone maior 3 3

maior é igual a 45°, pois: tg 45° = 1

5007

V -
cone menor
3

Sendo x a altura do cone menor, temos:
500m _ X’ - x
3 3
~x=54
Portanto:h = (10 —x)cm = h = (10 — 534 ) cm

= x* =500

Sendo h e v, respectivamente, a altura e o volume do

4 . _2V_ 8 3 43
cone final de vinho, temos: - = P’ = h=4%4

Alternativa d.

O comprimento, em centimetro, do arco de angulo

central 216° e raio 9 cm é:% c2n-9= S;ﬂ
Assim, o raio R da base do cone é dado por:
p.R_5AT _ p 27
5 5
Logo, a altura do cone é:
2
92=(21) +H s H=2
5 5
Portanto, o volume V do cone, em centimetro cubico, é:
1 27\* 36
V==-m-|%L| -2 = 69,984
3" ( 5 ) 5 &

Alternativa c.

Exercicio 9

Exercicio 10

A rotacdo de 180° do circulo em torno de uma das
diagonais do quadrado circunscrito de lado € gera uma

esfera de raio £ e, portanto, de volume V_ igual a:
2

= — . Tc . — : f— Tc . €3
<3 2 6
A rotacao de 180° do quadrado em torno de uma das
suas diagonais gera dois cones congruentes com raio

4((5

da base e altura iguais a ? e, portanto, de volume V,
igual a:
NN eﬁ)z W2 w622
V=2t s ————
3 2 2 6
- 2-42\°
v
Assim: | —| = p =2
Vc / T €3
6

Alternativa a.

O volume total de areia inicial em um dos cones é

% -1+ R*« H. Apds a redistribuicéo, o total de areia no

o1 (R)2 H . |
cone superioré —-m+|=| + = eno cone inferior é
3 2 2
% -7+ R*+ h. Assim, temos:
2
l.n.(ﬁ) -ﬂ.{-l.n.Rz.h:l.n-Rz.Hiﬁ:Z
3 2 2 3 3 H 8
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11. (Fuvest-SP) Uma garrafa de vidro tem a forma de dois

12.

13.

cilindros sobrepostos. Os cilindros tém a mesma altura,
4 cm, e raios das bases R e r, respectivamente.

Se o volume V(x) de um liquido que atinge a altura x da
garrafa se expressa segundo o grafico a seguir, quais sdo
os valores deR e r?

V(x) (cm?3)

U 1o

18 +----

é x(cm)

(Fuvest-SP) Um torneiro mecénico dispde de uma pega
de metal macica na forma de um cone circular reto de
15 cm de altura e cuja base B tem raio 8 cm (figura 1).
Ele devera furar o cone, a partir de sua base, usando uma
broca, cujo eixo central coincide com o eixo do cone. A
broca perfurard a peca até atravessa-la completamente,
abrindo uma cavidade cilindrica, de modo a obter-se o
sélido da figura 2.

Antes Depois
I
Figura 1 Figura 2

. Jon , 2 .
Se a area da base desse novo sélido é 3 da area de B,
determine seu volume.

(UFTM-MG) Um designer projetou uma vela decorativa
com a forma de cone circular reto, de altura 8 cm e raio
da base 6 cm. Uma parte da vela sera feita com parafina
transparente, e a outra com parafina vermelha. A parte
vermelha serd uma esfera inscrita no cone, como indicado
na figura, feita fora de escala.

(

AN

=

Sabe-se que o preco de 1 cm® de parafina transparen-
te é o dobro do preco de 1 cm® de parafina vermelha.
Sejam T o custo com parafina transparente e V o custo
com parafina vermelha para fabricar uma dessas velas.
Assim, é correto afirmar que:

01 0 -1
s o1
c) I:g

v 2
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Exercicio 11

Exercicio 12

Exercicio 13

O volume do cilindro circular reto de raio maior é
n-R*-x,com0<x<4.

Pela analise do grafico, para aaltura 2 cm, o volume do
cilindro circular reto de raio maior é 18w cm?. Logo:
n-R+2=18n1 = R=3

Para 4 < x < 8, o volume de liquido na garrafa é igual
ao volume de um cilindro circular reto de raio da base
3 ¢m e altura 4 cm somado com o volume de um cilindro
circular reto de raio da base r e altura (x — 4) cm. Pela
analise do grafico, para a altura 6 cm, o volume de
liquido é 44m cm®. Logo:
n-344n-r-6-4)=44-1 = r=2

[PEE—
8cm

Sendo B" a base do cilindro retirado; h a altura do cone
menor; A, a rea de B, e A, a drea da base do cilindro,
temos:

2 1
Ay =Ap— §Ab = gAb
Sendo k a razao de semelhanca entre os cones menor
%A" 1
e maior, temos: k> = >— = k=—
Ay J3

A altura do cilindro é dada por:
15—h=15—15k=5(3 —3)

Assim, os volumes, em centimetro cubico, sdo:

Vconemaior i lAb <15 = ln ° 82 +15=3201
3 3

640431

Vcone maior Vcone menor Vcilindro — 9

Por semelhanca, temos: 10l _[& R=3
8—R R
. . 3
Votora = %cm3 =36mcm’
. 2 .
Ve = % cm® = 96w cm’

Logo, o volume da vela feita com parafina transparente
é dado por:

(961 — 36m) cm® = 601 cm’

Assim, sendo x o preco da parafina vermelha, temos:

T_60m-2x_ 120 _ 10
V.  36m-x 36 3

Alternativa e.
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Geometria analitica: ponto e reta

A Geometria analitica plana estuda as figuras geométricas associadas a um sistema
de dois eixos coordenados. Dessa forma, as figuras s8o representadas por pares
ordenados de nimeros reais ou por equac@es ou inequacoes.

Sistema cartesiano ortogonal
de coordenadas

) Dois eixos reais, Ox e Oy, perpendiculares entre si na origem
0, formam o sistema cartesiano ortogonal de coorde-
nadas.

nQ
(22 quadrante)

Q
(12 quadrante)

- N W~ O

S50 12845
ol

naQ -3t vQ
(8% quadrante) _4 | (42 quadrante)

-5

)» O plano gue contém esse sistema é chamado plano carte-
siano.

) Os eixos Ox e Oy, denominados eixos coordenados, séo,
respectivamente, o eixo das abscissas e o eixo das orde-
nadas.

) O ponto O é a origem do sistema de eixos.

) Oseixos coordenados separam o plano cartesianoc em qua-
tro regides denominadas quadrantes, que sdo enumerados
conforme a figura acima.

) Ospontos dos eixos coordenados nao pertencem a nenhum
dos quadrantes.

Coordenadas de um ponto

) Paradeterminar as coordenadas do ponto P no plano carte-
siano abaixo, tragamos por P as perpendiculares aos eixos
Ox e Oy, obtendo nesses eixos dois nimeros, chamados de
abscissa e ordenada do ponto P, respectivamente. Se a é
a abscissa de P e b ¢ a ordenada de P, indicamos: Pla, b)

y
[o Y +P
1
o a X

) Todo ponto P pertencente ao eixo das abscissas é da forma
P(x, 0).

) Todo ponto § pertencente ao eixo das ordenadas é da
forma Q(0, y).

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Retas bissetrizes dos quadrantes

)» Aretab, que contém as hissetrizes dos quadrantes I e IT],
é chamada de bissetriz dos quadrantes impares.

o A X

) Todo ponto P da bissetriz b, dos quadrantes impares é da
forma P(x, x).

) Areta b, que contém as bissetrizes dos quadrantes I e
IV, é chamada de bissetriz dos quadrantes pares.

| 45°
A o X

) Todo ponto @ da bissetriz b, dos quadrantes pares & da
forma Q(x, —x) ou Q(—x, x).

Distancia entre pontos

Em um plano cartesiano, em que u é a unidade adotada nos
eixas coordenados, a distancia entre dois pontos, Alx,, y,)
e Blxs, vg), que se indica por AB ou d,g & 0 comprimento do
segmento AB na unidade u.

y
Vg B
o
Va A
6} XA Xg X

[ AB = \/[XB — X+ g — v = \][AX]E + (Ay)? }
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Coordenadas do ponto médio

Se Alxy, y4) e Blxg, y,) séo pontos distintos, entéo o ponto
médio M(x,, y,,) do segmento AB é tal que:

Xp t Xg Vat Vs
Xy =" =

e
2 Yu 2

Coordenadas do baricentro de um
tridngulo

Se Alx,, v, Blxg, vg) e Clx., yc) s@o vértices de um triangulo,
entdo o baricentro Glx;, y;) desse triangulo é tal que:

X4 T Xg T X¢

VatVetVe
Xg = =

e
3 Vs 3

Area de um triangulo

A area A de um triangulo qualquer de vértices Elxg, v,
Flxg vy e Glxg, y;) € dada por:

D Xg Ve 1
A= o emque J é o determinante|x, y, 1
Xg Y 1

Condicao de alinhamento de trés pontos

Pelo teorema acima, concluimos que
trés pontos, Elx., e, Flxe v e Glxg, vgl,
sdo colineares se, e somente se:

0 estudo da reta

Inclinacao e coeficiente angular de uma
reta

) No plano cartesiano x0y, seja r uma reta que intercepta o
eixo das abscissas em um ponto P e forma com esse eixo um
angulo de medida «, com 0° < o < 180° medido no sentido
anti-horario a partir de um ponto do eixo Ox a direita de P.
A medida o € chamada de inclinagdo da retar.

y y

) As retas horizontais, ou seja, paralelas ao eixo Ox, tém 0°
de inclinacgao.
) Chama-se coeficiente angular de uma retar de inclinagao

a, com a # 90° o niumero m tal que:

) Consideremos dois pontos distintos, Alx,, v,) e Blxg, v,), de
uma reta r ndo vertical, de inclinagao a.

y

Vs

Ya

(0]

Condicao de alinhamento de trés pontos

Trés pontos, Alx,, ., Blxg, yg) e Clx., ), séo colineares se,
e somente se, myz = Mp; 0OU Se ndo existem m,z e Mg

Equacao fundamental da reta

Se r é a reta n&o vertical que passa pelo ponto Plxg, o) e
tem coeficiente angular m, entéo a equacéo fundamental da

retaré:[ Y — Vo = mlx — xg) }

Equacao reduzida da reta

) Isolando a variavel y na equagéo fundamental
y — Yo = mlx — x,) e indicando por g a constante y; — mxq,
obtemos a equacgéo reduzida da reta r:

y=mx+gq

coeficiente angular J L coeficiente linear
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) O coeficiente m de x na equagéo reduzida é o coeficiente ) Duas retas de equagdes ax + by + ¢, = 0 e
angular da reta. 0 termo g, independente de x ey, é a a.x + b,y + c, = 0 s8o concorrentes se, e somente se,
ordenada do ponto de intersecg&o da reta com o eixo das a, b,

ordenadas e é chamado de coeficiente linear da reta r. # 0.

g, by

) Duas retas de equagdes a;x + by + ¢, = 0 e

Equagao geral dareta a.x + b,y + ¢, = 0 s&o paralelas (distintas ou coincidentes)

) Toda reta do plano cartesiano é grafico de uma equagéo a, by
inO- se, e somente se =
do tipo: : lap by
) Duas retas, r e s, ndo verticais, sdo perpendiculares se,
ax + by +c=0 e somente se, o coeficiente angular de uma delas é igual

ao oposto do inverso do coeficiente angular da outra. Ou
seja, sendo m, e m, os coeficientes angulares das retas

em gue X e y sao variavelis e q, b e c s&o constantes reais, perpendiculares res, respectivamente, temos:

com a e b ndo simultaneamente nulas. Essa equacéo é
chamada de equacéo geral da reta.

) Dados dois pontos distintos, Elx, v e Flx, y£), uma equagao m, = “m. = m,-mg=—1
da reta EF é dada por:

Angulos entre duas retas

) Se duas retas, r e s, néo verticais, de coeficientes angula-

res respectivamente iguais a m, e m,, formam entre si um g

angulo agudo de medida 6, entéo: 3

y

Posicbes relativas entre retas
» Duas retas nao verticais, r e s, de equacdes reduzidas 0 §
y=mx+qg,ey=myx + g, respectivamente, sdo: 2

+ Paralelas distintas se, e somente se, m, = m; e q, # q.. 2

o X 8

y k=

T s S r 8

m,—m z

o o tg o = _r s <

0 1+ mm, 2

X 3

Aq, =

S

A ) Seréumaretavertical e s @ uma reta obliqua de coeficiente g

° angular m,, entdo a medida 6 de um &ngulo agudo formado ©

porres étal que:
* Paralelas coincidentes se, e somente se, m, = m, e

ql’ = QS'
y
T=s
a Distancia entre ponto e reta
0
X A distancia d entre um ponto Plxg, yo) e uma reta r de
equacéao geral ax + by + ¢ = 0 é dada por:
.= a, y
Yo

» Concorrentes se, e somente se, m, # m,.

y
, N d:|aXD+byD+c|
Na? + b?
« p ©
0 X
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)) Geometria analitica: ponto e reta

No Vestibular

1. (UEMS) Na figura, os segmentos AB e AC sdo dois lados
de um triangulo. O terceiro lado BC tem como suporte a
reta cuja equacao é:

a)y=-x-4
b)y=-x-6

c)y=x—-6
dy=x+4

e y=-x+6

2. (UFRJ) Esboce graficamente asretasy = x — 1,y = x — 3,

y = —x+ ley=1edetermine a drea da regido delimitada
por essas retas.

3. (UFRJ) Determine a drea da regido R definida pela inter-

seccao de Ry, R, e R;, sendo:

* R, ={(x,y) € R* 4x + 5y — 16 < 0}
e R, ={(x,y) €R* 4x — 3y = 0}

* R, ={(x,y) €ER:y =0}

4. (Fuvest-SP) Na figura a seguir, A é um ponto do plano

cartesiano, com coordenadas (x, y). Sabendo que A estd
localizado abaixo da reta r e acima da reta s, tem-se:

y

a)y<§ey<fx+1
b)y<§ouy>fx+1
) %<yey>fx+1

d) fx+1<y<§

e)%<y<fx+1

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Uma equacéo da reta determinada pelos pontos Be C é:

4 21
151=0=20+2x+y—5x—4y—2=0
x y1

S.o—=3x—3y+18=0
Sy=-—xt6
| Alternativa e.

A area A do quadrilatero EFG/ é a soma das areas do
paralelogramo EFGH e do tridngulo EHI, isto é:
3—1-1

A=@B=1:1+""—=3
i ( ) 3
Representando a y
intersecgao dos - % N
conjuntos R;, Ry e R, T ;
temos: 18 |
5 |
3 4 x
Obtemos as coordenadas do ponto de interseccdo entre as
4x 4x 16 .
retasy = —ey = ——— + — pelo sistema:
Y=g er= g gk
y = ﬂ
3 3=
a6 = x—zey—z
= -4 —
5 5

Assim, a area da regido R é um triangulo de base 4 e altura

2. Portanto, a drea é igual a: 42—2 =4

Aequacdodaretaséy = % eaequacdodaretaré

y=—x+1
Como o ponto A(x, y) estd acima da reta s e abaixo da
reta r, sua ordenada y deve satisfazer o sistema:

y>>
2 = Xcy<—x+1
y<—x+1 2

Alternativa e.

Geometria analitica: ponto e reta )) NO VESTIBULAR



5. (UEL-PR) A trajetéria de um mébvel no plano cartesiano

pode ser descrita, em funcdo do tempo t, pelas equagoes

XxX=2+t

parametricas y= 3t

. Essa trajetéria determina uma

reta:

a) que contém os pontos (3, 9) e (-2, 6).

b) paralela a reta de equagdo 6x — 2y — 1 = 0.

c) perpendicular a reta de equagdo 3x —y + 1 = 0.
d) que contém os pontos (1, 3) e (7, 3).

e) perpendicular a reta de equagéo 5x — y = 0.

. (Unifesp) Considere a reta de equacao 4x — 3y + 15 =0, a

senoide de equagdo y = senxe o ponto P = (g, 3), con-
forme a figura.

A soma das distancias de P a reta e de P a senoide é:

a) 12 + 2¢ 0 14 + 2% e) 16 + 2x
5 5 5
b) 13;—27: d) 15;—2n

. (Unifesp) Num sistema cartesiano ortogonal, considerados
os pontos e a reta exibidos na figura,

y
y=2x+1
E
B
Cc
] A D
o 1t X

o valor de t para o qual a drea do poligono OABC é igual a
quatro vezes a area do poligono ADEB é:

a) —1+430 ¢ J10
b) 1+5 d) 3

-1 +4J11
e) —

. (UFPel-RS) O grafico abaixo representa a funcgéo
y =log, (x — 2).

y

R EEEEEEE A
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10.

11.

12.

Com base nos textos, é correto afirmar que a equagio
geral da reta que passa pelos pontos A e B é:
a)8x—3y—24=0 d) 6x—-2y+6=0

b) 2x+6y-6=0 e) 3x—8y+24=0

c) 2x+6y—24=0 f) LR.

. (Unifor-CE) Duas retas, r e s, perpendiculares entre si,

interceptam os eixos cartesianos nos pontos A e B, como
é mostrado na figura abaixo.

y
r

V3

A
/1 2 X

N

Se o ponto C é a intersecgdo de r e s, a area do tridngulo
ABC, em unidade de superficie, é:

(Fuvest-SP) O conjunto dos pontos (x, y) do plano carte-
siano, cujas coordenadas satisfazem a equacgao:

®+y +1)-(2x+3y—1)(3x — 2y + 3) = 0, pode ser
representado, graficamente, por:

a) y d) Y.

¥

b) y e) y

S

(Fuvest-SP) O conjunto dos pontos (x, y) do plano car-
tesiano que satisfazem t* — t — 6 = 0, onde t = |x — y|,
consiste de:

a) uma reta.

b) duas retas.
c) quatro retas.

d) uma parabola.
e) duas parabolas.

(Fuvest-SP) Os pontos M(2, 2), N(—4, 0) e P(—2, 4) sao, res-
pectivamente, os pontos médios dos lados AB, BC e CA
do tridngulo ABC. A reta mediatriz do segmento AB tem
a equagio:
a)x+2y-6=0
b)x-2y+2=0
c) 2x—2y—-2=0

d 2x+y—-6=0
e) x+2y+6=0

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Para t real, temos:

X=2+1t x=2+t ()
{y=% =2 m

Substituindo (I1) em (1), obtemos:
x=2+§ = y=3x—6

Essa equacao representa uma reta paralela a reta de
equacao 6x — 2y — 1 =0, que também tem coeficiente
angular 3.

Alternativa b.

[ A distancia do ponto P a reta é dada por:

‘4-5—3-3+15‘
2 _6+2n

oy

E a distancia do ponto P a senoide é:

3—sen(£):3—1=2
2

Calculando a soma das distancias, temos:
6+2m , ,_16+2n
5 5

Alternativa e.

Pela analise do gréfico: B(3, 1) e E(t, 2t + 1).

Como a area do trapézio retangulo OABC é igual a 4

vezes a area do trapézio ABED, temos:

3+1)-1 (2t +1+3)(t—1) —14+J11
A 2 TTT o

Alternativa e.

Sendo x, a abscissa do ponto A, temos:
—2=log,(x, —2) = XA:%

Sendo x; a abscissa do ponto B, temos:
0=log,(x;—2) = x;=3

Alternativa a.

Umaequacdodaretaré:

0 431
10 1/1=0=>0+3x—y—-0-0+J3=0
x y 1
~y=3x+43
Como areta s é perpendicular a reta r, seu coeficiente
angular m, é dado por: m, = i —E
3 3
Portanto, uma equacdo da reta s é:
y—0= —?(x—z) = y= —?x+§

Logo, uma equacéo da reta que passa pelos pontos A e B é:

9

* -2 1 9y
=0=0-2x+3y—-0——+6=0

301 4

x y 1

S8 —3y—24=0

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

Exercicio 12

As coordenadas do ponto C sao dadas pela solu¢ao do
sistema formado pelas equacdes das retas r e s. Assim,
temos:

y=\/§x+\/§ 1 73\/§
V3 23 = XT ey =
y:——x+— 4
3 3
3.303
Logo, a drea do triangulo ABC é: 24 = %

Alternativa d.

C+y +1)-(2x+3y—1):3Bx—2y+3)=0 =
= X+yY+1=00u2x+3y—1=00u3x—2y+3=0

() (In (I

2x 1 3,3

X4y — = £ 4 =224 2
X +y lTouy 3 3ouy 5> 5

0] (In (Im

Assim, a equacao (I) tem conjunto solucdo S = (J, e as
equacoes (1) e (Ill) representam retas perpendiculares.
Alternativa d.

?—t—6=0=t=—2out=3

Como |x — y| = 0, temos:

x—yl=3 = x—y=3oux—y=-3

Essas equacdes representam duas retas distintas.
Alternativa b.

Como PN é base média do triangulo ABC, temos que
ﬂ.// AB; logo, a mediatriz r de AB é perpendicular a reta
PN.
O coeficiente angular de PNé:
e 4=0
"2 (-4
1

Portanto, o coeficiente angularde ré: m, = Fm= T
PN

1
2
Assim, a equacao de r é dada por:

y—2=—%(x—2) = x+2y—6=0

Alternativa a.

Geometria analitica: ponto e reta )) NO VESTIBULAR
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13.

14.

15.

16.

(Fuvest-SP) A inequacgdo x> + 2xy + y*> < 1 representa o
interior de:

a) uma circunferéncia.
b) uma hipérbole.

c) uma parabola.

d) uma faixa.
e) um angulo.

(UFTM-MG) Na figura, tem-se o grafico da funcéo
f(x) = cos(2x), ao qual pertencem os pontos A e B assi-
nalados.

f(x) T

A\ |
A T X
L
F é\
Se A pertence ao eixo das abscissas e B tem ordenada —1,
entdo o coeficiente angular da reta AB vale:

5
b) “3r

L

g L 3
6 9 10

4
a) —%
(Unifesp) A figura representa, em um sistema ortogonal
de coordenadas, duas retas, r e s, simétricas em relacdo
ao eixo Oy, uma circunferéncia com centro na origem
do sistema, e os pontos A = (1, 2), B, C, D, E e F corres-
pondentes as intersecc¢des das retas e do eixo Ox com a
circunferéncia.

by

Nessas condicOes, determine:

a) as coordenadas dos vértices B, C, D, E e F e a 4rea do
hexagono ABCDEF.

b) o valor do cosseno do dngulo AOB.

(Fuvest-SP) Na figura a seguir, a reta r tem equagao carte-
siana y = 2J2x + 1 no plano cartesiano Oxy. Além disso,
os pontos B, B, B,, B; estdo na reta r, sendo By(0, 1). Os
pontos Ay, Ay, A,, A; estdo no eixo Ox, com A, = 0(0, 0). O
ponto D; pertence ao segmento AB;, paral <i=< 3.

y

Os segmentos A,B,, A,B,, A;B; sdo paralelos ao eixo Oy, os
segmentos B,D,, B,D,, B,D; sdo paralelos ao eixo Ox, e a
distancia entre B;e B, ,; éiguala 9, para0 < i< 2.

162 ) Suplemento de revisao )) MATEMATICA

17.

18.

19.

Nessas condigoes:

a) Determine as abscissas de A,, A,, As.

b) Sendo R; o retangulo de base AA, . ; e altura A; , 1D; , 4,
para 0 <i= 2, calcule a soma das areas dos retangulos
Ry, Ry eR,.

(UFRS) O conjunto dos pontos P cujas coordenadas car-
+1
tesianas (x, y) satisfazem i—l < 1 estd representado na

regido hachurada da figura:
a) vy

F

b vy

<) y

O/y'Z X
5

(Fuvest-SP) Duas irmas receberam como heranga um
terreno na forma do quadrilatero ABCD, representado
abaixo em um sistema de coordenadas. Elas pretendem
dividi-lo, construindo uma cerca reta perpendicular ao
lado AB e passando pelo ponto P(a, 0). O valor de a para
que se obtenham dois lotes de mesma area é:

a) V5 -1 y
b) 5 - 2J2 C=(273)
¢ 5-42
d) 2+45
e) 5+2J2
14D
A B
1 5 X

(Ibmec) Considere, no plano cartesiano da figura, o trian-
gulo de vértices A,Be C.

Se r é a reta suporte da bissetriz do angulo ABC, entdo o
coeficiente angular de r é igual a:

r

<Y

d) —% &) -3
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Exercicio 13

Exercicio 14
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Exercicio 15

Exercicio 16

— Pelo teorema de Pitdgoras:
X+2y+y <1l = Kx+y’<1

ol (24280, )+ (B,D)’ =9 = B,D, =3
LeT<x+y<i e Assim, como os triangulos B,D;B,, B,D,B, e B,D,B;
X+y<i y<-x+1 () S sdo congruentes, as abscissas de A;, A, e A, sdo,
- {x +y> = {y> —x—1 (I b g respectivamente, 3,6 e 9. )
R W b) As ordenadas y,, y, e y; dos pontos B, B, e B, sdo:
Representando a interseccao Yy =1
das regides representadas . . y,=202+3+1=6J2+1
pelas desigualdades (I) V=226 +1=12J2 +1
e (Il) no plano cartesiano, X Logo, a soma das areas dos retangulos pedidos é dada por:
obtemos: By = x 1 L 301 +6J2+1+1242+1) =9+ 5442
. N _y +1 y+1
Alternativa d. y=—x—1 <1 = -1=<0
- x—1 x—1
O gréfico da funcédo f(x) = cos (2x) tem ~ X +2 <0
p 2n o x =1
periodoT="-=m K9] y—x+2=<0 y—x+2=0
2 Ol .
b x—1>0 x—1<0
x
i
Representando a unido das solucdes desses sistemas,
obtemos o grafico da alternativa d.
Alternativa d.
Considere a figura a seguir. y
Assim, as coordenadas dos pontos A e B séo, A érea total A;do
) . 3n quadrilatero ABCD é igual
respectivamente, ( -7 0) e (7, =1 ), portanto o 3 4rea do paralelogramo
- T=0 4 ABED de base 4 e altura 1
coeficiente angular da reta AB é: =|—-r somada a drea do triangulo 1
T T < —
—+= retangulo isésceles CDE de
Alternativa a. 2,4 hipotenusa 4 e altura 2, ou X
— seja: ,
a) Pelas simetrias das retas r e s em relacao aos eixos Ox Ar=Augep + Ace =
e Oy, temos:x, =X, = — Xz = —Xp=1e ©
VA= Ye= Vo= —Ye=2 gl= A=4-1+22=3
Se A(1,2), entao B(—1,2), D(—1, —2), S 2
E(1, =2). I S SO S — E Assim, a reta perpendicular E
Os segmentos OA, OB, OC, OD, OE e OF tém com- ao lado AB tem abscissa a tal B
primento igual ao raio da circunferéncia dado por: que2<a<S5s. . >
OA=H1"+2°=J5
Assim: Como a area do triangulo retangulo isésceles em destaque
x;=O0F=J5ey,=0, deve ser a metade da area do quadrilatero, temos:
xc=—0C=—J5ey.=0 A=(5—a)(5—a):>4=(5—a)2
Portanto: F(/5,0) e C( —/5,0) 2 2
Como os trapézios CBAF e CDEF sao congruentes, S (5—a*=8
a area do hexdgono ABCDEF é o dobro da érea do 5 —a=2J2 oy5—TaF—1242
trapézio CBAF, ou seja, é igual a: -.a=542J2 (ndo convém)oua =5 — 242
CF + AB) - Alternativa b.
2-%=(2£+2)-2=4£+4 —
b) No triangulo OAB, pela lei dos cossenos, temos: Sejam os pontos D(0, 1), E( :g 1, « a medida do angulo
AB* = OA> + OB* — 2+ OA - OB - cos (AOB) g
. o (5P +(5)P=27 3 formado pelo segmento AB com a horizontal no sentido
..cos (AOB) = > 5.5 5 anti-horério e B a medida do angulo determinado pela
— o | reta r no vértice B. Entao:
Considereaﬁgqrg a sequir. 17 ltga = AD _ 2 _ Q = o =30°
a) Como o coeficiente Ba/r S BD 242 3
angular daretaré B, > < CE 3
tg o = 2J2, no triangulo 5 S D, wltg (o + 2B) = BE I3 =43
retangulo B,D;B,, temos: y D . b ] A e .
9 2 Assim, B = 15°. Se y é o dngulo de inclinacéo da reta,
B1D1 Bo O]
=22 = D, temos:
ByD; v =180°— (o + B) = 180° — (30° + 15° = 135°
= B,D, = 2J2B,D, 4 Logo, seu coeficiente angular é: tg 135° = —1
O /1 /2 "3 X Alternativa b.
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Geometria analitica: conicas

lluminando uma parede plana com uma lanterna, a interseccéo da superficie do cone
de luz com o plano da parede representa uma figura cénica. Dependendo da inclinacdo
do eixo do cone em relacdo ao plano da parede, essa figura pode ser uma
circunferéncia, uma elipse, uma parabola ou um ramo de hipérbole.

Circunferéncia

Consideremos no plano cartesiano uma circunferéncia \ de
centro Cla, b) e raio R. Sendo G(x, y) um ponto genérico, temos
gue G pertence a \ se, e somente se, CG = R, ou seja:

y

[\/[x—a]“r ly — b)? —R}

Equacao reduzida da circunferéncia

) Elevando ao quadrado ambos os membros da equagéo
acima, obtemos a equacao reduzida da circunferéncia de
centro Cla, b) e raio R:

[[x—a]e+[y—b]‘?:Re}

) Aequagado (x — a)® + [y — b)® = k, nas variaveis x e y, com
{a, b, k} C R, representa:
+ uma circunferéncia se, e somente se, k > 0;
+ um ponto se, e somente se, k = 0;
+ 0 conjunto vazio se, e somente se, k < 0.

Equacao geral da circunferéncia

Eliminando os parénteses da equagéao reduzida da circun-
feréncia de centro Cla, b) e raio R, obtemos a equacao geral
(ou normal) da circunferéncia:

[x9+y2—2ax—8by+aa+bE—RE—O}

Posicoes relativas entre
ponto e circunferéncia

No plano cartesiano, as posigdes relativas entre um ponto
P e uma circunferéncia N\ podem ser observadas a partir da
comparagao entre o raio R de \ e a distancia d entre o ponto
e o centro C da circunferéncia.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

P é interior a A P pertence a A P é exterior a A
d<R d=R d>R
P
‘ }
N \ N

Posicoes relativas entre
reta e circunferéncia

)» No plano cartesiano, as posigdes relativas entre uma
reta s e uma circunferéncia A podem ser observadas a
partir da comparacédo entre o raio r de A e a distancia d
entre a reta e o centro C da circunferéncia.

s é secante a A s é tangente a A s é exterior a A

d<R d=R d>R

S

ZaVa =N N

)» Dadas as equacdes da reta s:ax + by + ¢ = 0 e da circun-
feréncia A: (x — x)° + [y — yp)? = R%, temos que s N A é o
conjunto solugao do sistema:

ax + by +c =0
x —xg)? + ly — y)? = R?

Por substituig&o, obtemos uma equacgao do 2° grau em uma
Unica variavel. Sendo A o discriminante dessa equacgao,
temos:

Se A < 0, o sistema é impossivel, o que significa que s
€ exterior a \.

Se A = 0, o sistema tem uma Unica solugéo, o que sig-
nifica que s é tangente a \.

Se A > 0, o sistema tem exatamente duas solucdes, o
que significa que s é secante a \.

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Posicoes relativas entre
duas circunferéncias

» No plano cartesiano, sendo \, e N\, duas circunferéncias
de centros C, e C;, e raios R, e R,, respectivamente, temos
uma dentre as seis posicdes possiveis:

A, €\, sd0
exteriores

A, €\, sdo
tangentes
exteriormente |

A €\, sdo
tangentes
interiormente

A\ €\, sd0
secantes

|R1 - Rzl <d

<R, +AR,

C.C,

\, é interior a \,

~
4Gy

Ry >R;ed,, < IR, — Ryl

A=A,

A\ €\, sdo
coincidentes

d,, =0eR, =R,

)» Dadas as equacgtes das circunferéncias
M — P+ vy — b)) =Rie N [x — a,)® + [y — bo)? = RS,
temos que \; N \; & 0 conjunto solugdo do sistema:
x—a)f+ly—b)F=R
x — a.)? + [y — b,)° = RS

Esse sistema:

- Eimpossivel se, e somente se, \, e \, 540 exteriores ou
uma delas for interior a outra.

+ Tem uma Unica solugdo se, e somente se, A; e \; s80

tangentes interiormente ou exteriormente.

Tem exatamente duas solugfes se, e somente se, A\, e \p

s80 secantes.

+ Tem mais de duas solugdes se, e somente se, A\, € A\, 580
coincidentes.

Elipse

) Fixados dois pontos, F, e F,, de um plano « tais que
F,F, = 2¢, com ¢ > 0, chama-se elipse o conjunto dos pon-
tos P do plano « cuja soma das distancias PF, e PF, € uma
constante 2a, com 2a > 2c, ou seja:

-P
PF, + PF, = 2a

?» Considere a elipse abaixo.

81
ﬁ
F
Ad 1 c Cl:
a
b

B

2

» Focos da elipse: sdo os pontos F, e F..

» Distancia focal: é a distancia 2c entre os focos, sendo ¢
a semidistancia focal.

» Corda da elipse: é qualguer segmento de reta cujos
extremos séo pontos da elipse.

» Eixo maior da elipse: & a corda AA,, que passa pelos
focos. Temos: A/A, = 2a

« Centro da elipse: é 0 ponto médio C da corda AA,

« Eixo menor da elipse: & a corda B,B., perpendicular a AA,,
gue passa por C. Temos: B,B, =2be B, =CB, = b

) Pelo teorema de Pitagoras, temos do triangulo B,CF:

a® =b? + ¢?

GEOMETRIA ANALITICA: CONICAS




» Onumeroe = % & chamado de excentricidade da elipse.

Observando que esse numero é o cosseno do angulo agudo
BF.C, temos: 0 <e <1

Equacéo reduzida da elipse

) Seuma elipse tem o eixo maior paralelo ao das abscissas,
entdo sua equacéo reduzida é:

y

Yo

x — xp)?

) Seuma elipse tem o eixo maior paralelo ao das ordenadas,
entdo sua equacgéo reduzida é:

y

Yo

(x — xo)?

b® a®

Hipérbole

) Fixados dois pontos, F, e F,, de um plano « tais que
F,F, = 2c, com ¢ > 0, chama-se hipérbole o conjunto dos
pontos P do plano «a cujas diferengas, em madulo, das
distancias PF, e PF, s&o iguais a uma constante 2a, com
0 < 2a < 2c, ou seja:

P

[ |PF, — PF,| = 2a }
F2

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Considere a hipérbole abaixo.

+ Focos da hipérbole: sdo os pontos F, e F..

+ Distancia focal: é a distancia 2c = F,F, entre os focos,
sendo ¢ a semidistancia focal.

* Veértices da hipérbole: séo os pontos A, e A, que séo a
interseccao da hipérbole com o segmento Ff,.

« Eixo real da hipérbole: € 0 segmento A,A,. Temos:
AA, = 2a

» Centro da hipérbole: é o ponto médio C do eixo real m

+ Eixo imaginario da hipéerbole: € o segmento E perpen-
dicular a A/A,, que passa por C tal que:
BA, = BA, = B,A, = B,A, = c. Temaos:
BB, =2belCB,=CB,=hb

) Pelo teorema de Pitagoras, temos do tridngulo B,CA.:

c® =g +h°

» Onumeroe =< & chamado de excentricidade da hipérbole.

a
Observando que esse nimero é a secante do angulo agudo

BlﬁEC, temos:e >1

?» Chama-se retangulo referéncia da hipérbole o retangulo

MNPQ, cujos pontos médios dos lados séo A, B,, A; e B,.
As retas MP e W gue contém as diagonais do retangulo,
sdo denominadas assintotas da hipérbole. A hipérbole ndo
tem ponto em comum com nenhuma das assintotas € a
distancia entre a hipérbole e cada assintota se aproxima
indefinidamente de zero.

Quando o retangulo referéncia € um quadrado (2a = 2c),
a hipérbole é chamada de equilatera.
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Equacéo reduzida da hipérbole

) Seuma hipérbole tem o eixo real paralelo ao das abscissas,
entdo sua equacéao reduzida é:

y

x —x)?  ly—y)?
@ b

Yo =1

) Seuma hipérbole tem o eixo real paralelo ao das ordenadas,
entéo sua equacdao reduzida é:

iz

=y —xd
@ b !

Parabola

) Fixados um ponto F e uma reta r de um plano, com F & r,
chama-se parabola o conjunto dos pontos P desse plano
equidistantes der e F, ou seja:

F

P r
PF = PP’
(P’ é a projegao ortogonal de P sobre r)

) Considere a parabola abaixo.
F (foco)

V (vértice)

ol

r (diretriz)

e (eixo de simetria)

Foco da parébola: é o ponto F.

Diretriz da parabola: é aretar.

Eixo de simetria da parébola: é a reta e que passa por F
e é perpendicular a diretriz.

Vértice da parabola: & o ponto V, interseccéo da parabola
com o eixo e.

Parametro da parébola: é a distancia p do foco a diretriz.

) A razéo entre as distancias de um ponto P ao foco e a
diretriz € chamada de excentricidade da parabola. Como
essas distancias sdo iguais, a excentricidade da parabola
éigualal

Equacao reduzida da parabola

) Seuma parabolatem adiretriz paralela ao eixo Ox e a conca-
vidade voltada para cima, ent&do sua equacgéo reduzida é:

y

Yo

[ x — xo)? = 2ply — vp) }

(0] X X

) Seuma parabolatem a diretriz paralela ao eixo Ox e a conca-
vidade voltada para baixo, entédo sua equacéao reduzida é:

y

[ x — xo)* = —2ply — y) }

) Se uma parabola tem a diretriz paralela ao eixo Oy e a
concavidade voltada para a direita, entdo sua equacéo
reduzida é:

y

Yot ------=1 [ v — yo® = 2plx — xy) }

) Se uma parabola tem a diretriz paralela ao eixo Oy e a
concavidade voltada para a esquerda, entdo sua equacao
reduzida é:

Yo [ vy — yo? = —2plx — x.) }
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) Geometria analitica: cénicas

No Vestibular

1. (Unicamp-SP) A circunferéncia de centro em (2, 0) e 4. (Unesp)Dentre as regides coloridas, aquela que representa
tangente ao eixo y é interceptada pela circunferéncia C, no plano cartesiano o conjunto
s L, 2 .
definida pel’a equagao x +Ay =4, e pele}) semlrretg que U={xy)ER|y=2x+1lex+y’ <4)é
parte da origem e faz um angulo de 30° com o eixo x, d
conforme a figura a seguir. 3) ) y

A
y

m ©, 1)7\
(2)o) x 1, -1 (4/0) x
,1)

30°

>, A,

> b) e) Y
©,1) \ f ©,1)
4.J0
>70) x \4(4’_1)( ) x
1, -1)

a) Determine as coordenadas do ponto P.

b) Calcule a 4rea da regido sombreada. 9] Y
2. (Udesc) A figura abaixo apresenta o tridngulo ABC inscrito (0, 1)

em uma circunferéncia de centro O.

(1. )

yA

1
2 c

! 5. (Unifor-CE) Considere que, num sistema de eixos carte-
sianos ortogonais, as intersec¢oes das curvas de equacoes
3 X’ +y —3x—19=0ey” =x + 4 sdo vértices de um po-
_ ‘ B, ligono convexo cujos lados correspondem ao perimetro
Alo 1 2 3 4 X de um terreno. Se para desenhar esse terreno no sistema
de eixos considerado foi usada uma escala de 1: 6, a sua
area real, em metros quadrados, é:

a) 288 ) 960 €) 2.304
-2 b) 540 d) 1.152

6. (Fuvest-SP) No plano cartesiano Oxy, a circunferéncia

Analise as afirmativas abaixo de acordo com a figura. C tem centro no ponto A(-5, 1) e é tangente a reta de

I. A érea do tridngulo ABC é igual a 2J3 unidades de equacéo 4x — 3y — 2 = 0 em um ponto P. Seja, ainda, Q o
area. ponto de interseccdo da reta t com o eixo Ox. Assim:
II. A equagdo da circunferéncia é dada por a) Determine as coordenadas do ponto P.

x> +y*+4x=0. b) Escreva uma equagédo para a circunferéncia C.

I1I. A equacgdo dareta que passa pelos pontos A e C é dada c) Calcule a area do tridngulo APQ.
pory = 3x.

IV. A medida do angulo ABC é igual a 60°. 7. (UFG-GO) Na figura abaixo, as circunferéncias C; e C, sdo
. . tangentes entre si e ambas tangentes as retas de equacoes

Assinale a alternativa correta. 5 3

a) Somente as afirmativas I e III sdo verdadeiras. yT g xey= -3 X

b) Somente as afirmativas III e IV sdo verdadeiras. y

c) Somente as afirmativas I e IV sdo verdadeiras.

d) Somente as afirmativas I, Il e IV sdo verdadeiras. g o

e) Somente a afirmativa I é verdadeira. F r2

1 X, X
3. (UFG-GO) Dadas as circunferéncias de equagdes ¢

X*+y’—4y=0ex’+y’—4x— 2y +4=0emum

sistema de coordenadas cartesianas:

a) esboce os seus graficos;

b) determine as coordenadas do ponto de interseccgio das Calcule a equacdo da circunferéncia C,, sabendo que o

retas tangentes comuns as circunferéncias. ponto (1, 0) é o centro da circunferéncia C;.
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Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

_ P

Considere a figura ao lado: c

a) Otriangulo OAPé 3072
isdsceles de base PO. 30° o [

Assim,
o = 30° + 30° = 60°.
No triangulo retangulo

PAB, temos:

sen60° =18 PB =13
PA

cos 60° _ 48 = AB=1
PA

Logo, as coordenadas do ponto P sao P(3,3 ).

b) Sendo E e F os pontos de interseccdo das duas
circunferéncias, os triangulos OAE e OAF séo
equilateros e, portanto, o angulo EOF mede 120°.
Assim, a area da regido sombreada é igual a drea de um
circulo de raio 2 menos duas vezes a drea de um segmento

circular de raio 2 e angulo central de 120° ou seja:
1 > 1 4T

2|z m-2°—-+2:2-5en120°| = — + 2J3
3 2 3

w22 —
I. Verdadeira.
O triangulo ABC é retangulo em C, pois esté inscrito
em uma semicircunferéncia de diametro AB; logo, a
altura h desse triangulo, relativa a AB, é dada por:
h’=3-1 = h=43
Assim, a area S do triangulo é: S = # =23
. Falsa, pois a circunferéncia tem centro no ponto (2, 0)
€ raio 2, ou seja, sua equacao é:
Xx=27+y*=2" = x*+y’ —4x=0___
. Falsa, pois o coeficiente angular da reta AC é;
tg (CAB) = ?
IV. Verdadeira, pois tg (CAB) = ? e CAB é angulo agudo.
Alternativa c.

a) X +y —4y=0=
=>xX+y—2°"=4
Xty —4x—-2y+4=0 =
= -2+ —17=1 2
Representando essas
circunferéncias no plano | > X
cartesiano, temos:

b) Uma reta tangente as circunferéncias é a reta de
equacgaoy = 0.
Sabemos que as retas tangentes as circunferéncias
e areta r que passa pelos centros (0, 2) e (2, 1) das
circunferéncias tém um mesmo ponto P em comum.
Essa reta r tem equacao:

=0=>x+2y—4=0

N O X
=N
—_

L . L . fy=
Assim, o ponto P é a solucdo do sistema: X+2y—4=0
Portanto, P(4, 0).

A regido do plano determinada pela relagdoy = 2x + 1

é o semiplano de origem y = 2x + 1 e que ndo contém o
ponto (0, 0).

A regido do plano determinada pela relacio x* + y* < 4
é o circulo de raio 2 e centro (0, 0).

Assim, a figura da alternativa a representa a interseccao
dessas regides.

Alternativa a.

Exercicio 5

Exercicio 6

Exercicio 7

As coordenadas dos pontos de interseccao entre as

x> +y?=3x—19=0
yr=x+4

Resolvendo esse sistema, obtemos: P,(5, 3), P,(5, —3),
Py(=3,1)eP,(=3,=1)

Assim, os pontos de interseccdo determinam um trapézio
isésceles de base maior 6, base menor 2 e altura 8. Logo,
adotando a escala 1: 6, concluimos que a area do terreno é:
(36 + 12)48

2
| Alternativa d.

curvas sao solucdes do sistema:

m?=1.152 m?

A figura ao lado ilustra parte

do problema. ¢
Sendo m, e m, os coeficientes

angulares dasretastes,

respectivamente, temos

T - AP

que m; = “my pois t e s sao s
perpendiculares. Assim:

4 —3y—2=0 :>y=ﬂ~§

D

3
m=tem="1=23
Sk S 4 4

3
Logo, como s passa pelo ponto A(1, —5), uma equacgao
daretasé:

w

y—1=—%(x+5) = 3Xx+4+11=0

As coordenadas do ponto P sdo dadas pela solucdo do

sistema formado pelas equacdes das retas t e s, ou seja:
4x—3y—2=0 x=—1
3x+4y+11=0 y=-2

S P(=1,-2)
b) O raio r da circunferéncia C é igual a distancia entre o
ponto A e aretat, ou seja:

=D, - [4(=5) —3+1] 2
4+ (-3)

Assim, uma equagao da circunferéncia C é:

x+57+(y—17=25

Substituindo y por 0 na equacao de t, temos:

4« —2=0 = x=<

5

~

C

Logo, o ponto Q tem coordenadas Q( % 0) eadrea$
do triangulo APQ é dada por:
-5 1 1

D 1 -
S=|2|,emqueD: =2 =§
5 0 1
25
Logo, S ==
0go 2

Sendo a ainclinacdo da reta de equagdo y = ?x, temos:
tga = ? = a=30°

r

sen 30° = —
— 1 1.3
Assim: r =>n=—-ern==-

sen30°= ———— 2 2
1+r+r,

Logo, o centro e o raio de G, sdo, respectivamente, (3,0) e %

Concluimos, entdo, que uma equacdo de G, é:

(x—3)2+y2=2

4

Geometria analitica: cénicas )) NO VESTIBULAR .~ 169 ))



10.

11.

12.

13.

14.

. (Fuvest-SP) Sendo P = (a, b) um ponto qualquer da circun-

feréncia de centro na origem e raio 1, que satisfaca b > a,

L . .

a#bea# —b, pode-se afirmar que log | — b 2 % -1 )
a’—b" |

vale:

a) 0 c) —logh e) 2loghb

b) 1 d) logb

. (Fuvest-SP) Uma reta de coeficiente angular m > 0 passa

pelo ponto (2, 0) e é tangente a circunferéncia inscrita no
quadrado de vértices (1, 1), (5, 1), (5, 5) e (1, 5). Entdo:

B
o

|
12 3 4 5 X

- N w b~ O

a)0<m<1
3

1
b)m==
) m=3

c)1<m<1 e)1<m<E
3 3

dm=1

(Fuvest-SP) Considere o tridangulo ABC, onde A = (0, 4),
B = (2, 3) e C é um ponto qualquer da circunferéncia
X’ + y> = 5. A abscissa do ponto C que torna a area do
triangulo ABC a menor possivel é:
3 3
a) -1 b) 2 c 1 d) 7 e) 2
(ITA-SP) Dadas a circunferéncia C: (x — 3)> + (y — 1) = 20
earetar:3x —y + 5 = 0, considere areta t que tangencia C,
forma um angulo de 45° com 1 e cuja distancia a origem

ézﬁ

T Determine uma equacgao da reta t.

(Fuvest-SP) Considere, no plano cartesiano Oxy, a cir-
cunferéncia C de equacgéo (x — 2)> + (y — 2)> = 4 e sejam
P e Q os pontos nos quais C tangencia os eixos Ox e Oy,
respectivamente. Seja PQR o tridngulo isésceles inscrito
em C, de base PQ, e com o maior perimetro possivel. Entao,
a area de PQR é igual a:

a) 202 -2 c) 242
b) 202 -1 d) 2J2 +2

e) 22 +4

(Fuvest-SP) Para cada numero real m seja P,, = (X, ¥i) O
ponto de interseccdo dasretasmx +y =lex — my = 1.
Sabendo-se que todos os pontos P,, pertencem a uma mes-
ma circunferéncia, qual é o centro dessa circunferéncia?

a (1.3 9 (—%%) ¢ (1,1)
T

2

(Fuvest-SP) A elipse X* + y? = % earetay = 2x + 1,do plano

cartesiano, se interceptam nos pontos A e B. Pode-se, pois,
afirmar que o ponto médio do segmento AB é:

a5l ezl el
LIS TS
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Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

A circunferéncia de centro na origem e raio 1 possui
equacao reduzida X’ +y* = 1.
Como P(a, b) pertence a essa circunferéncia, temos:

a+b=1()
Além disso:

b’ a' ‘ b’ a* —b*
o9 at=b’ E¥1) Tlog a’*=b>\ b H_

(a* + b’)(a* - b?) a’ + b’
= log = log (1

b(a®> — b?) b
2 2

De (I) e (Il), temos: log arbr_ Iog%: logb™"' = —logb

Portanto: log % =log1—logb= —logb

Alternativa c.

Considere a figura a seguir.

5 | _
\_
1 [

T S
|

| ad
1 2

|

5y

Seja r a reta tangente a circunferénciacomm, >0 e
consideremos as retas s e t auxiliares. O coeficiente

angulardaretasém, = %e o coeficiente angular da
retatém, = % = 1.Assim:

m,<m,<m, & %<m,<1
| Alternativa c.

Para que o triangulo ABC tenha a menor area possivel,
sua altura em relacdo ao lado AB devera ser a menor
possivel. Assim, o ponto C é determinado pela
interseccdo da circunferéncia de centro (0, 0) e raio /5
com a reta r que passa por O(0, 0) e é perpendicular a s.

Ns

N+ -- -
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Exercicio 10

Exercicio 11

Ay 3-4 1
0 coeficient lardaretasé:m,=—+=2>""=
coeticiente angulardaretas e:m;g Ax 5-0 )

Comor L s, seu coeficiente angularderé:m, = _mi =2
Assim, a equacdo daretaré:y = 2x i
Resolvendo o sistema a seguir, obtemos os dois pontos
de intersec¢ao da reta com a circunferéncia. O ponto C é
aquele que estiver mais proximo da reta s:

y=2x

X +y’=5

T x=ley=2oux=—-1ey=—-2)

As solucdes desse sistema sdo (1,2) e (—1, —2). Dentre
esses pontos, 0 mais proximo da reta s é C(1, 2).
Alternativa c.

(Nota: A solucdo C'(—1, —2) determina o ponto que
torna a drea do triangulo ABC' maxima.)

A circunferéncia de equacdo (x — 3)> + (y — 1)> = 20
tem centro C'(3,1) e raio < 20.

0(0, 0) mx-y+q=20
Devemos ter: m=3 ‘=tg45° = m= 420um=l
1+3m 2

Assim, t;: =2x—y + g=0o0ut, %—y+q=0

Da condicdo de tangéncia para t;:

—2-3—1+
72-3-1+al =J20 = g=170ug= -3
(=2 + (=1
St =2x—y+17=00ut;:—2x—y—3=0
Da condicao de tangéncia para t;:
i—1+q‘
2 L _9 _ .1
=J20 = g=Zoug=——
(l)2+(—1)2 2 2
2
X 9 X 1
Lt —y+==0o0utyiz—y—-—=0
O R R
Das quatro retas obtidas, sé areta t;: —2x — y — 3 = 0 dis-
ta %@ da origem, pois:
I=2-0-0-3] 3 35
=27+ (=1 5

Assim, uma equacdodaretaté —2x —y — 3 =10,que é

equivalentea2x +y +3 =0.

Exercicio 12

Exercicio 13

Exercicio 14

Considere a figura a seguir.
y

DQ=DP=DR=2

o X

PQ é diagonal de um quadrado de lado 2 e, portanto,
PQ = 2J2.Como H é ponto médio de PQ, temos:
pH=22-1

Assim, a altura do tridngulo PQR é:42 + 2

22(42 +2)
2

Logo, sua area é: =2+2J2

| Alternativa d.

O lugar geométrico dos pontos P,, é determinado pela
solucao do sistema abaixo:
T—y
% 0
x=my=1 ()
Substituindo (1) em (Il), obtemos: x* + y* — x — y =0,

2 2
ouseja:(xf%) +(yfl) -1

mx+y=1
x—my=1

m =

2 2
Assim, o lugar geométrico é a circunferéncia de centro

C(l,l) eraior = Q
22 2
| Alternativa a.

+ Xz

X, —
Seja x,, = a a abscissa do ponto médio de AB.

Os pontos A e B sao determinados pelo sistema formado
pelas equagdes da elipse e da reta:

yz 9 2
e — = +
T o i

y=2x+1 2 4

128+ 8x—=7=0()
Observando a soma das raizes da equacao (I), temos:

x1+x2:—g:>xA+xB:—ﬁ
.XA+XB:_ﬁ:>X:_l
2 24773

Substituindo x por —% na equacdo da reta, obtemos:
1

T 3 = 11

Logo, o ponto médio do segmento AB é: (—g, 5)

Alternativa d.
(Nota: Observe que resolvemos o exercicio sem
determinar os pontos A e B.)
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15. (Unifesp) A area colorida na figura limitada pela elipse e

16.

17.

18.

pela reta indicadas, é:

y
y =2x

LS

9 4

X
a)n d) 4n
b) 2n e) 5t
c) 3n

(Nota: A area S de uma elipse cujos semieixos medem a
e b é dada por S = nab.)

(UFPB) O escudo de um
time de futebol é for-
mado por uma elipse

de excentricidade e = %,

cujo eixo menor mede
6 c¢m, e duas circunfe-
réncias concéntricas e
tangentes a essa elipse,
como mostra a figura.

Considere que a drea da regido limitada pela elipse é dada
por mab cm?, sendo, em centimetros, a o comprimento de
um semieixo maior e b, de um semieixo menor. Nesse
contexto, é correto afirmar que a area da regido hachurada
mede:

a) 19n cm? d) 18n cm?
b) 17n cm’ e) 24n cm’
¢) 15t cm’®

(Uerj) Uma porta colonial é formada por um retangulo de
100 cm X 200 cm e uma semielipse.

Observe as figuras:

30

224

any

Na semielipse o eixo maior mede 100 cm e o semieixo
menor, 30 cm. Calcule a medida da corda PQ, paralela ao
eixo maior, que representa a largura da porta a 224 cm
de altura.

100

(Udesc) Determine a equacéo da pardbola que passa pelos

L k=37 Y .
focos da hlperboleT 5 1 epelo ponto de inter-

seccao entre aretay — 2x + 7 = 0 e 0 eixo das ordenadas,
e tem diretriz horizontal.
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19. (UFPB) Uma quadra de futsal esta representada na figura

20.

21.

22.

pelo retdngulo ABCD, onde A = (—20, —10) e C = (20, 10).

A
D v c

Y

(o)
1/

A B

Cada uma das areas dos goleiros (regides hachuradas)
é delimitada por uma das linhas de fundo, AD ou BC,
e por um dos dois ramos de uma hipérbole de focos
F,=(6J5,0)eF,=(—6J5, 0).0circulo central e a hipérbole
sdo concéntricos, o raio do circulo mede 3 m e uma das
assintotas da hipérbole passa pelos pontos A e C.

Nesse contexto, identifique as proposicoes verdadeiras.
01. A distancia entre o centro do circulo e um vértice da

hipérbole é de 12 m.
02. A quadra tem 800 m” de area.

2

2
04. A equacdo da hipérbole é =X — Y _ 1
180 36
08. A excentricidade da hipérbole é igual a g
16. O eixo imaginario da hipérbole tem comprimento
igual a 4 vezes o raio do circulo.

e Qual é a soma dos valores atribuidos as proposicoes
verdadeiras?

(UFG-GO) A figura mostra, no plano cartesiano, o grafico
2
da pardbola de equagdoy = % e uma circunferéncia com

centro no eixo y e tangente ao eixo x no ponto O.

y

(@)

X

Determine o raio da maior circunferéncia, nas condicoes
acima, que tem um Unico ponto de interseccdo com a
parébola.

(Fuvest-SP) O lugar geométrico dos pontos equidistantes

daretay = 0 e da circunferéncia x> + (y — 2)*> = 1 é:
a) uma reta. d) uma elipse.
b) uma semirreta. €) uma parabola.

c) uma circunferéncia.

(UFC-CE) No plano cartesiano, x* — y* + 5x — 5y = 0 é uma
equacao de:

a) um conjunto vazio.

b) um conjunto unitario.

c) uma hipérbole.

d) duas retas paralelas.

e) duas retas concorrentes.

Reprodug&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 15

Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

A elipse possui semieixo maior a = 3 e semieixo menor
b = 2. Como areta de equacdo y = 2x divide a elipse em
duas regides equivalentes, concluimos que a area

I .. mab
da regido sombreada é: 5T 3n

Alternativa c.

Seja o centro das circunferéncias e da elipse a origem do
sistema de coordenadas cartesianas.
Equacéo da circunferéncia menor:

X+y=b0=x+y=9

wr=3

Equacéo da elipse:

e=C=t -4
a 5 5

2b=6 = b=3
a=b+c = az=32-i-(4?a)2
~a=5ec=4
Portanto:ﬁ +==1

25 9
Equacdo da circunferéncia maior:
+y=a = X +y =25
S R=5
Portanto, a drea hachurada (S) é igual a area do interior
da circunferéncia maior menos a area do interior da
elipse, somada a area do interior da circunferéncia
menor, ou seja:
S=m-5—m-5-3+7n-3)cm’ = S=19ncm’
| Alternativa a.

[ 2a=100 = a=50

Como b = 30, temos y
a equacao da elipse:
A z Q
24l =15 24 cm x
2 2
b 0
£ Y
:> —_— —_—
2.500 900
Além disso:y = 224 — 200 = 24
2 2 .
X +£=1:>x=i50 18
2.500 900 30
Sox==30

Portanto: P(—30, 24) e Q(30, 24).
Assim: dpy = (30 + 30) cm = 60 cm

x-3°_ ¥
4

A hipérbole de equacédo

~— = 1 possui centro
P

no ponto C(3, 0).

A medida a do semieixo real é dadapor:a®> =4 = a =2
A medida b do semieixo imaginario é dada por:

b*=12 = b=2J3

Assim,temos: =a’ + b = =4+ 12

=4

Logo, a distancia focal da hipérbole é 8 e, portanto, seus
focos sao os pontos de abscissas (—1,0) e (7, 0).

Além disso, a reta de equagdo y = 2x — 7 intercepta o eixo
das ordenadas no ponto (0, —7).

Logo, a equagao da parabola que passa pelos pontos
(—=1,0),(7,00e(0,—7) é:
y=alx—x)x—x,) = —7=al0+1)(0—7)

La=1

| Logo:y =1(x + Nx —7) =x* —6x — 7

Exercicio 19

Exercicio 20

Exercicio 21

Exercicio 22

A reta (assintota da hipérbole) que passa nos pontos

A(—20, —10) e C(20,10) éaretay = - x.

b_ 1 2
Logo:a=5 = a=2bec=6J5
Assim:
c=b+ada = (6J5)=b"+ (2b)
L b=6ea=12 )2
- o X 1
Portanto, a equacédo da hipérbole é:— — =— =1
144 36
01. Verdadeiro, poisa = 12.
02. Verdadeiro, pois a 4rea da quadra é: 40 - 20 m? = 800 m?
. . ! L XY
4. Falso, h leé:———==1
04. Falso, pois a equagao da hipérbole é 148 |36
) T C\ei 645 45
08. Falso, pois a excentricidade (5) éigual a: —5- T
16. Verdadeiro, pois o eixo imagindrio é iguala 2b = 12,

portanto, 4 vezes o raio do circulo.
[*rAsomaé:01 +02+16=19

Seja r a medida do raio da circunferéncia e considerando
a origem do sistema de coordenadas cartesianas como
o Unico ponto de interseccao entre a parabola e a
circunferéncia, temos a seguinte equacao:

XHy—rnt=r
7
4 S 4y+y-n=r

L+y—n'=r
LY+ @ —2ny=0
Como a equacio do 2°grau y* + (4 — 2r)y = 0 deve ter
apenas uma solucéo, entdo A = 0. Portanto:

A=@4—-21"-4-1-0=0 = r=2

Considere a figura ao lado.
Observando que os
pontos equidistantes da
circunferéncia e do eixo Ox
tém ordenadas positivas,
temos que a distancia do
ponto P(x, y) a esse eixo é:
Digi = lyl =y
Adistanciade P(x,y) a
circunferéncia \, de centro
(0,2) eraio 1, é:

Do = (x— 0%+ (y— 2?1

Como P é equidistante da reta y = 0 e da circunferéncia A,
temos:

Djgi =Dpy = y={C+y —4y+4—1
Lyt 1=ty Ay + 4

S y=-1 N
Tyt r=X Y Ayt 4

y=-1
X1
=2 4+
Y6 2
O que representa uma parabola com concavidade voltada

para cima, eixo de simetria x = 0 e ponto de minimo (O, %)
Alternativa e.

=SSy =0 = X+ 5= (P +5)=0

2 2 2 2
.'.(x+§) - y+§) zé—éﬁ(x-i-é) =(y+§)
2 2 4—4 2 2
5 5
+==x+=z
YTaTATS y=x
5 50 ly=-x-5
y+—=—(x+—)
2 2

Portanto, a equagao corresponde a duas retas concor-

Alternativa e.
— Geometria analitica: cénicas )) NO VESTIBULAR
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Conjunto dos numeros complexos

No século XVI, os mateméaticos Cardano e Bombelli admitiram, pela primeira vez, a existéncia de
raizes quadradas de nUmeros negativos. Isso deu origem a teoria dos numeros complexos,
gue mais tarde foi ampliada. Atualmente, essa teoria tem aplicacdes em varias areas do
conhecimento como Hidrodindmica, Mecanica dos fluidos, Eletricidade, Informatica etc.

Os numeros complexos

A unidade imaginaria

A insuficiéncia dos numeros reais se revela na radi-
ciagdo: ndo existem, em IR, raizes quadradas, quartas,
sextas, ... de niumeros negativos. Para que a radiciacéo
sempre seja possivel, os matematicos ampliaram o con-
ceito de numero, definindo o nimero i, ndo real, que cha-
maram de unidade imaginaria, e que satisfaz a seguinte
condigao:

Numero complexo

Numero complexo é todo nimero da forma
a + biemque {a, b} CIReié aunidade
imaginaria.

) A expressé&o a + bi, com {a, b} C R, &€ chamada de forma
algébrica do numero complexo, em que a é a parte real e
b & a parte imaginaria.

) Todo numero complexo cuja parte imaginaria é diferente
de zero é chamado de numero imaginario.

) Todo numero complexo cuja parte real é zero e a parte
imaginaria é diferente de zero é chamado de numero ima-
ginario puro.

) Todo nimero complexo cuja parte imaginaria & zero € um
numero real. Portanto, todo nimero real a é, também, um
numero complexo, pois pode ser representado por a + Oi.
Assim, temos: IR C C.

)» Dois numeros complexos sdo iguais se, e somente se, suas
partes reais sdo iguais e suas partes imaginarias também
sado iguais.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Conjugado de um nimero complexo

0 conjugado do nimero complexo z = a + bi,
com {a, b} C R, € o numero complexo:
Z=a— bi

Operacfes com
numeros complexos

) Paraaadicdo e multiplicagdo de nimeros complexos foram
conservadas as propriedades associativa, comutativa e
elemento neutro.

?» 0 elemento oposto de um numero complexo qualquer
z=a+ bi,com{a, b} CIR, & o niumero complexo —z = —a — bi.

) Oelementoinverso multiplicativo de um nimero complexo ndo
nuloz = a + bi,com{a, b} C IR, &€ o numero complexo indicado

O a1
porz “talque:z * = o+ bi

) Assim, para quaisquer niumeros complexos z, = a + bi e
7z, = ¢ + di,com {a, b, ¢, d} C IR, temos:

Lza+z=@+b)+k+d)=I(a+c)+ b+di
II. 2, -z, =z, + (—z,) = [a + bi) + (—c — di)
v —2z=la—-cl+b-di
III. 7, - z, = (a + bi) - (c + di) = ac + adi + bci + bdi?
. 2,2, = (ac — bd) + (ad + beli

1v. zlzzg=zl-z§1=zl'zl[congiU]
2

Forma algébrica de
numeros complexos inversos

Para representar o inverso de um nimero complexo nao
nulo z = a + bi, com {a, b} C IR, na forma algébrica, podemos

multiplicar o numerador e o denominador de a i_ bi pelo
conjugado do denominador, ou seja:
a__ 1 1 a—=hbi__a b
a+bi a+bi a—bi g +p® o+ b°

Poténcias de i

) Existem somente quatro valores para poténcias de i com
expoentes inteiros. Sao eles:

i£=-1

|
a .3
|

) Paraocalculo da poténciai®,comninteiro e n = 4, dividimos
n por 4, obtendo um resto inteiro r. Teremos, entéo: i" = i

vReprodug&o proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Representacao geomeétrica
de um nimero complexo

)» A cada numero complexo z = x + yi, com {x, y} C IR, asso-
ciamos o ponto (x, y) do plano cartesiano. Esse plano sera
chamado de plano complexo ou plano de Argand-Gauss.

?» Noplanode Argand-Gauss, o eixo das abscissas & chamado
de eixo real (Re), e o eixo das ordenadas é chamado de eixo
imaginario (Im). Cada ponto P(x, y) desse plano & chamado
de imagem ou afixo do nimero complexo x + yi.

Modulo de um numero complexo

0 moédulo p de um numero complexo z = x + yi, com
{x,y} C R, ¢ a distancia do ponto (x, y) a origem (0, 0) do plano
de Argand-Gauss.

Im
12 B > (%, )
: pe =3+ P
0 Lp=X Y
(0,0) X Re

Argumento de um nimero complexo

» Dado um numero complexo ndo nulo z = a + bi, com
{a,b} C R, 0 seu argumento é a medida ¢ do &ngulo formado
pelo semieixo positivo Ox e pela semirreta 0P, medido no
sentido anti-horario a partir do semieixo Ox.

Im

P(a, b)

o Re

) A medida ¢, com 0 < ¢ < 360°, é chamada de argumen-

to principal do numero complexo z. Valores da forma
¢ + k-3B0°0u ¢ + k-2, com k € Z*, sdo chamados de
argumentos secundarios de z.

Forma trigonomeétrica
de um numero complexo

Para todo numero complexo nédo nulo z = a + bi, com
{a, b} C IR, de modulo p e argumento ¢, temos:

Im a
b,,,,,,,,,,,ﬁ(?’b) CosS e =1
: sengp—g
0 | P
a=pcose
® b=psen¢
o a Re

Assim, podemaos representar o niumero complexoz na forma
trigonomeétrica (ou forma polar):

[ z = plcos ¢ + isen @) }

Multiplicacdo de nimeros complexos

Dados z = plcos a + isen a) e w = \cos B + isen B),
temos:

[Z-W=p)\[cos[a+B]+isen[a+B]] }

Divisdo de nimeros complexos

Dados z = plcos a + isen o) e w = Acos B + isen B), com
w # 0, temos:

Zz_ %[cos (@ — B) + isen (a — Bl

Potenciacao de nimeros complexos
(Teorema de De Moivre)

Se z = plcos ¢ + isen @) & um nimero complexo ndo nulo
e n € um numero inteiro qualquer, temaos:

[ 7" = p"lcos ng + isen ne) }

Raizes de um niimero complexo

) As raizes n-ésimas de um numero complexo n&o nulo
z = plcos ¢ + isen @) sdo n numeros complexaos distintos

1
W1, Wo, Wa, ..., W, de mesmo modulo pr, cujos argumentos for-
mam uma progressao aritmética crescente de primeiro

880°( gg)
n DUn.

¢ ~
termo 7 e razéo

) As imagens dessas raizes n-ésimas no plano complexo
sado vértices de um poligono regular de n vértices inscrito

1 .
em uma circunferéncia de raio pn e centro na origem 0 do
sistema.
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Conjunto dos numeros complexos

No Vestibular

. (UFPel-RS) O médulo de um nuimero complexo

z=a+ bi,a €R,b €R, é a distancia do ponto (a, b) ao
ponto (0, 0) do plano Argand-Gauss.

Com base no texto e em seus conhecimentos, é cor-
reto afirmar que o mdédulo do nimero complexo

1+ 3% + (1 — 1)® é, aproximadamente:
i

a) 7,07
b) 6,08

¢) 8,06
d) 6,63

€) 9,06
f) LR

. (Unifor-CE) Seja z um numero complexo dado por

(3 + 4) - (-1 + 1)

z= ———————— Considerando as aproximagoes
(3 - 31

log2 = 0,30 e log 3 = 0,48, o valor de log |z| é:

a) 0,02  b) 0,04 c) 0,06 d) 0,4 e) 06

(Unifor-CE) Seja o nimero complexo z = x + 3i, em que
x é um numero real negativo. Se |z| = 6, entdo a forma
trigonométrica de z é:

a)G-(cosz—n-s-i-senz—n) d)6-(cos@+i-sen@)

3 3 3 3

b)6-(c035—n+i~sen5—n) e)6'(cosm+i-sen&)
6 6 6 6

c) 6-(cosﬂ+i~sen4—n)
3 3

(Unifesp) Considere, no plano complexo, conforme a
figura, o tridngulo de vértices z;, = 2,z, = 5e z; = 6 + 2i.

y

x

0

A area do tridngulo de vértices w, = iz, w, = iz, e w, = 2iz; &
a) 8 b) 6 c) 4 d) 3 e) 2

(Vunesp) Considere os numeros complexos z;, = 2 + ie

z, = x + 2i,ondeié aunidade imaginaria e x é um nimero

real. Determine:

a) O nimero complexo z, - z, em funcao de x.

b) Os valores de x tais que Re(z, - z,) < Im(z, - z,), onde Re
denota a parte real e Im, a parte imaginaria do nimero
complexo.

(Vunesp) O numero
complexo z = a + bi z
é vértice de um trian- !
gulo equilatero,como |
mostra a figura. :
Sabendo que a area :
desse tridngulo é :
igual a 3643, deter- :
mine z°. !

(0] a
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7. (FCC) E dado o nimero complexo z = x + iy, com x, y € IR.

O lugar geométrico das imagens dos numeros z, tais
que |z] <1ex+y <0, érepresentado no plano Argand-
-Gauss pela regido pintada na figura:

a) Im(z) d) Im(z)
1 1

b7
/K / Re(2) k Re(2)

b) Im(z) e) |m(z)
1 1

Re(2) \ Re(z)

c) Im(z)

. (Fuvest-SP) Sabendo que a é um niimero real e que a parte

2+1i

imaginaria do nimero complexo é zero, entao o é:

a+
a) —4 1 e) 4
b) -2 d) 2

. (UFPel-RS) Na eletronica e na eletricidade, a andlise de

circuitos de corrente alternada é feita com a ajuda de
numeros complexos. Grandezas como a impedancia (em
ohms) e a poténcia aparente (em volt-ampeére) sdo exem-
plos de quantidades complexas.

Considerando Z; e Z, dois ndmeros complexos, Z, e Z,
seus respectivos conjugados e |Z,] e |Z,| seus respectivos
moédulos, analise as afirmativas.
I. Z, - Z, é sempre um ndimero real.
II. |Z,] - |Z,| é sempre um ntimero irracional.
n.z,-72,=2,-7,
v. |Zl : Zz| * |Z1| ‘ |Zz|
A respeito dessas afirmativas, é correto afirmar que:
a) Somente I e Il sdo verdadeiras.
b) Somente II e IV sdo verdadeiras.
c) Somente I e Il sdo verdadeiras.
d) Todas as afirmativas sdo verdadeiras.
e) Todas as afirmativas sdo falsas.
f) LR

vReprodug&o proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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lz= S g e IESL A e g4
S 1—2i 1T—2i 1+2i
§ Assim, o par ordenado associadoazé (7, 1).
(]
35 | Portanto, ztem médulo: N 7% + 12 = J50 = 7,07
| Alternativa a.
B A4) (1) B4 LT
(3 = 3iy 9(1 — i)
~ =(3+4i)-(—2i)2=§_3i
3 9+ (~2i) 9 3
I~
@ | Assim:
(SN 2 2
log |z] = log (g) + (—%) = Iogg= 1T—2log3=
= 0,04
| Alternativa b.
m[X<0elxX’+3°=6 = x=—-3J3
:g Assim, temos:
- - 5t . 51
glz=-3J3+3i=6-|cos= +i-sen—
i 6 6
| Alternativa b.
[Considere a figura a seguir, em que os pontos A, Be C
representam, respectivamente, os afixos dos nimeros
w, = 2i,w, = 5iew; =2i(6 + 2i) = —4 + 12i.
Im
<«
Rel
S
I~
(]
&
-4 Re
Assim, a drea do triangulo ABC é:
5—-2)-4 —6
2
| Alternativa b.
wn —
ola) z;z, =R +i)x+2i)=2x—2) + (x + 4)i
§ b) Re(z,-z)<Im(z,-z) = 2x—2=x+4
Y TXS<6
S
Sendo ¢ a medida do lado do triangulo equildtero de
area 3643, temos:
e 2
8lse3 =3 -1
3 4
(]
&S| Assim, b = @ =6J3 ea=6.Logo:
Z=6+6V3i = 22=-72+72J3i

Exercicio 8 Exercicio 7

Exercicio 9

O conjunto dos pontos que satisfazem a desigualdade
|z <1 é ointerior do circulo de centro na origem e raio
1.

O conjunto dos pontos que satisfazem a desigualdade
x +y<0,0useja, y < —x éo semiplano aberto de
origem na bissetriz dos quadrantes pares e que contém
o ponto (0, —1). Assim, o lugar geométrico pedido é o
representado na alternativa d.
| Alternativa d.

2+

— 2+ a—2_20+2, a—4,
a2 a+2 a—2i ot+4 oP+4
Como a parte imaginaria é nula, temos:
a4 0 a=4
o +4

Alternativa e.

1.V, pois, sendo z, = x + yi, com {x, y} C IR, temos:

Z o Z, =X+ y?

II.F, pois, se considerarmos Z, = 1 e Z, = 2, teremos:
|Z1| : |Zzl =2

1.V, de acordo com a propriedade do produto de
numeros complexos conjugados.

IV.F, de acordo com a propriedade do médulo do
produto de nimeros complexos.

| Alternativa c.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(Unifesp) Os ntimeros complexos z;,z, = 2i e z; = aJ3 + ai,
onde a é um nuimero real positivo, representam no plano
complexo vértices de um triangulo equildtero. Dado que
|z, — z;| =2, 0valor de a é:

a) 2 d)%

b) 1 e)%
c) J3

E+ﬁi’ as
/s

expressoes de z° e z° sdo dadas, respectivamente, por:

(UPF-MG) Sendo o nuimero complexo z =

a)ie-1
b)ie+1
c) —iel
d)-ie-1
e) lel

(Mackenzie-SP) Que nuimeros complexos representam
dois vértices de um tridngulo equilatero inscrito numa
circunferéncia de centro na origem, onde um dos trés
vértices do tridngulo é dado por V, = —2i?

a) J3+ied3 -1

b) —J3 —ieJ3 i

¢ J3+ie—J3+i

d) J3+ie—J3-i

e) 2ie2

(Unir-RO) Fixado um angulo 6, em radianos, a multipli-
cagdo complexa (cos6® + isen#) - (x + iy) representa a
rotacdo de 0 radianos, no sentido anti-horario, em torno
da origem, do nimero complexo x + iy. Rotacionando
30 graus, no sentido anti-horério e em torno da origem, o

ﬁ+1+J§—1
2 2

namero complexo i, obtém-se:

a) V3 +1
b) 1+ i3
c) 1+2i
d) 2 +4i
e) 1+1i

(Fuvest-SP) Dentre os nimeros complexos z = a + bi, ndo
nulos, que tém argumento igual a %’ aquele cuja repre-

sentagdo geométrica estd sobre a pardbolay = x* é:
a)1+i

b) 1-1i

c) —1+i

d) V2 +2i

e) —J2 +2i

(Unicamp-SP) Dado o nimero complexo z = x + iy, 0 seu

conjugado é o nimero complexo z = x — iy.

a) Resolva as equagbes z -z = 4 e (z2)’ = 2%

b) Ache os pontos de interseccao dos lugares geométricos
que representam as solugdes dessas equagoes.
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16. (UFSCar-SP) Sejam i a unidade imagindaria e a, o

17.

18.

19.

20.

21.

n-ésimo termo de uma progressdo geométrica com
a, = 2 - a,. Se a; é um numero impar, entdo
i +i%+i% 4+ .+ i éigual a:

a) 9iou —9i

b) -9+iou-9-i

c) 9+iou9—i

d) 8+iou8-i

e) 7+iou7 i

(UFBA) Na figura, tem-se uma circunferéncia de centro na

origem dos eixos coordenados e raio igual a 2 u.c. O com-
primento do menor arco de origem em A e extremidade

em P, éigual a g u.c.

—2

Considere os pontos P,, P, e P, vértices de um tridngulo
equildtero inscrito na circunferéncia e representado,
nessa ordem, no sentido anti-horario.

Sendo P,, P, e P,, respectivamente, afixos dos numeros
complexos z,, z, e z,, calcule |z, + 2, + 2.

(ITA-SP) O conjunto A, definido por

A= {z€C; (z - i)(z — 1) = 4}, representa no plano com-
plexo:

a) Uma elipse cujos focos se encontram nos pontosie — i.
b) Uma circunferéncia de centro no ponto (0, 1) e raio 2.
¢) Uma circunferéncia de centro no ponto (0, 0) e raio 4.
d) Um par de retas que se cortam no ponto (1, 1).

e) Nenhuma das anteriores.

(Unicamp-SP) Identifique o lugar geométrico dos pontos
z = x + iy do plano complexo tal que Re( %) = % Determine

a equacao cartesiana e faga o grafico desse lugar.

(Fuvest-SP)

a) Se z, = cos 0, + isen 0, e z, = cos 0, + isen 6,, mostre
que o produto z, - z, é igual a cos (6, + 6,) + isen (6, + 6,).

b) Mostre que o nimero complexo z = cos 48° + isen 48°
é raiz da equagdo z'® + z° + 1 = 0.

(Unicamp-SP) Se z = x + iy é um numero complexo, o
numero real x é chamado “parte real de z” e é indicado
por Re(z), ou seja, Re(x + iy) = x.
a) Mostre que o conjunto dos pontos (x, y) que satisfazem
z+ 21) = 1, ao qual se acrescenta o ponto
z—2 2
(2, 0), é uma circunferéncia.
b) Ache a equacdo da reta que passa pelo ponto (-2, 0) e
é tangente aquela circunferéncia.

aequacao Re(

vReprodug&o proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 11 Exercicio 10

Exercicio 13 Exercicio 12

Exercicio 14

Exercicio 15

Como os afixos associados aos nimeros complexos
z,,Z, € zy sdo vértices de um tridngulo equilatero e
|z, — z,| = 2 representa a medida do lado desse
triangulo, temos, paraa > 0:

lz,— 2] =2 = |aJ3 +ai —2i| =2

(a3 +@—2?=2=a=1
| Alternativa b.

L Y6 +32i _2({3 +i) 1.
V8 242 2 X

. . - . T .
Assim, a forma trigonométrica de z é: z = cos E + isen E

REIN
2

Pelo teorema de De Moivre, concluimos:
7= cos(3 -E) + isen(3-£) =

6 6
= cos(6 -E) + isen(6-£) =—1

6 6
_Alternativa a.

ComoV, = —2i= 2(C0537n + isen’?’), temos:

T T .
V,=2 =+ =43+
) (cos 6 isen 6) i
V,= 2(cos—567t + isen—sg) =—J3+i

| Alternativa c.

Como 30° = g rad, temos:

n,. o my (N34 5—1.)
=4 = 1 =
(cos6 isen = 5 S
= £+il)-(\/§+1+\/§_1|):1+i
2 2 2 2

_Alternativa e.

Sejab = %o argumento principal de z = x + yi. Como z

pertence a parabola de equacdo y = X% entdo z = x + X’i.
Y T_xX .
Além disso: tg 6 =X th_Y“ x=1

Assim,z=1 +i.
Alternativa a.

a) Sejaz = x + yi,comx, y € IR. Temos:

vz Z2=4 = xty)x—y)=4
Xy =4
Logo, as solugdes da equacdo sdo todos os
numeros complexos cujos afixos sdo pontos da
circunferéncia de centro O(0, 0) e raio 2.

@)= s =y =KX+
So4xyi=0 = x=0o0uy=20
Logo, as solugdes da equacdo sdo todos os nimeros
complexos cujos afixos pertencem ao eixo real ou
ao eixo imaginario.

b) Os pontos de interseccao dos lugares geométricos
representados pelas duas equacdes sao os
pontos onde a circunferéncia intercepta os eixos

coordenados, ou seja, (2, 0); (0, 2); (—2,0) e (0, —2).

Exercicio 16

Exercicio 17

Exercicio 18

Exercicio 19

Exercicio 20

_az=2-a1 = a,°'q=2-a,.. q=2,poisa, #0

Como a, é um numero impar, temos: i = iou i’ = —i.
Como i® + i% + (% + .. + i% = % + (i")? + (i) + ... + ()7,
analisaremos os dois casos:

« se " =i, temos:
R R SO L
=i+=D+1+1T+1+1T+14+1+1+1=7+i
. sei” = —i, temos:

I R L e e
=—i+(=D+1+1+1+1+1+1+1+1=7—i
Alternativa e.

O comprimento da circunferéncia da figura é C = 4.

A razdo entre o comprimento do arco e o da circunferéncia
T

éi = Le, portanto, a medida do angulo AOP, é, em
4t 12
. 2n W
radiano, == = —.
12 6

Considerando o sentido horério e o anti-horario como
negativo e positivo, respectivamente, temos que P, é

extremidade do arco de —g rad, P, é extremidade do arco
T ) . n

de 5 rad e P é extremidade doarco de ?rad.

Assim:

21 3o -

g)ﬂsen(—g)):E—i

m\ . 7n) ]
=2 — |+ 22 = —J3 —
Z3 COS( 6 ) |sen( s )) J3 —i
Logo, z, = V3 + i,z = 32i. Portanto:
|Z+Z+zl =[N3 +i+32i—43—il =32

Sendo z = x + iy, com {x, y} C R, temos:
Z-DNz=i=4 = x+yi—-d)x+yi—i)=4
LCxtyi—ix—yi+ti)=4 = W -(i—i)=4
X +yY —2y+3=0

Logo, a equacdo representa uma circunferéncia de
centro no ponto (0, 1) e raio 2.

| Alternativa b.

[Paraz=x + iy, com {x, y} C IR, temos:

Re(l)=l:>Re ! - =1
Zz 4 X+ yi 4
X —yi
- Re 1 . )/):l: /_\
x+tyi x—yi| 4
X —1
T ey 4 0 5 4
x4y —4x=0

Essa equacao representa a
circunferéncia de centro (2, 0) e raio 2.

[a) z,+Z, = (cos 6, + isen6,)(cos 0, + isenB,) =
= cos6, cos B, + isend, cosh, + isend, cosh, + senh, sen i’ =
= (cos0; cos6, — senB; senh,) + (sen6, cos 6, +
+ sen 6, cos6,)i = cos (0, + 0,) + isen (6, + 6,)

b) Paraz = cos48° + isen48°, temos:

7'° = cos480° + isen 480° = —% + gi
7> = €05 240° + isen 240° = —% - Ei
V3, 143

logo: 2°+Z +1==-+""i--=""i+1=0

A1
2 2 2 2

Assim, z = cos48° + isen 48° é raiz da equacao.
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22. (Unicamp-SP) Um niimero complexo z = x + iy, z # 0, pode

23.

24,

25.

26.

27.

ser escrito na forma trigonomeétrica: z = |z|(cos 6 + isen 6),
onde |z| = (X’ + y?, cos6 = ﬁ e senf = |y—| Essa forma
z z

de representar os numeros complexos nao nulos é muito
conveniente, especialmente para o cdlculo de poténcias
inteiras de numeros complexos, em virtude da férmula
de De Moivre:

[Iz|(cos® + isen®)]* = |z|* (cosk8 + isenkd), que é valida
para todo k € Z. Use essas informagoes para:

a) Calcular (V3 +1i)".

b) Sendo z = %-k i72, calcular o valor de

1+z+z2+2° + ... +2z%.

(Fuvest-SP) O numero complexo z # 0 e 0 seu inverso %
tém o mesmo modulo. Conclui-se que:
a)ze % sdo conjugados. d) ze % sao reais.

i_
z

b) z + i e) z2=1

c) Este médulo é 2.

(Fuvest-SP) Determine os nimeros complexos z que sa-

tisfazem, simultaneamente, |z| = 2 e Im[ 2= 1) -1
1+1 2
Lembretes: i’ = —1; w = a + bi, com a e b reais, entdo

|lw| =va* + b’ e Im(w) = b.

(Fuvest-SP)

a) Determine todas as solugdes, no campo complexo, da
equagdo z = iz’, onde i é a unidade imaginaria, isto &,
i’ = —1,ez é o conjugado de z.

b) Represente essas solugdes no plano complexo, usando
o sistema de coordenadas desenhado a seguir.

Im(z)

Re(z)

(Fuvest-SP) Nos itens a seguir, z denota um niimero com-
plexo e i a unidade imagindria (i* = —1). Suponha z # i.
a) Para quais valores de z tem-se % =2?

b) Determine o conjunto de todos os valores de z para os

zZ+1

quais 1 é um numero real.
+

(Fuvest-SP) Considere a equagéo z° = az + (a — 1)z, onde
a € um numero real e z indica o conjugado do niimero
complexo z.

a) Determinar os valores de « para os quais a equagao
tem quatro raizes distintas.

b) Representar, no plano complexo, as raizes dessa equa-
¢do quando a = 0.

180 ) Suplemento de revisdo )) MATEMATICA

Exercicio 21

Exercicio 22

Exercicio 24

Exercicio 23

—a) Sendo z = x + iy, com {x, y} C R, temos:

Parax # 2 ey # 0, essa equacdo é equivalente a:
X+yY+4y+4=0
Assim, a equacgao, juntamente com o ponto (2, 0),

Logo, uma equacdo dessa reta é:
y—-0=1x+2) = y=x+2

a) Escrevendo z =3 + inaforma trigonométrica,
temos:

z= 2(cosg + iseng). Assim:

=3 +i)?= 212( cos%+ isen%

= 4.096

b) Observandoque 1 + z+ 22 + 22 + .. + z"° representa
a soma dos termos da PG com 16 termos, de primeiro
termo 1 e razdo z, temos:

12 =1)
z—1

1T +z+2+2+..+2°=
J2 2 m

Comoz=—+i—— = cos — + isen E, obtemos:
2 2 4 4

76 = cos 19T | isen 10T _ 4
4 4

Logo, a soma pedida é:

12" =1
R AL ) 1): =0
—

Z

Z;

Lembrando quez+Z = |z|*e que

— |1 -
2l = 1] =l =1
||

zP=E1 = zez=0

s 1 .
Assim, z e — sao conjugados.

| Alternativa a.

Sendo z = x + iy, com {x, y} C IR, temos:

ezl =2 = (P +y =2

SxX+y =4 ()

| [z—i\ 1 (x+yi—i| 1

et B B e Lt
1T+i/ 2 1+ 2
x+y—10i 1-;!

'.Imi(y,)-1 !)=l$fx+yf1=1

1+i 1T—i/ 2
Soy=x+20 ()

Assim, os pontos que satisfazem simultaneamente as
equacoes (1) e (Il) acima sdo solugdes do sistema:
Xty =4

y=x+2 = (x=0ey=2oux=—-2ey=0)

Concluimos, entdo, quez = 2iouz = —2,

Re[2221) 1 ‘X:M‘):l

z—2 2 x+yi—2) 2
(x+ty+2i x—2—yi| 1 Xty +2
e . + 1 o et B R
(x=2)+yi k—2)—yi|] 2 (x — 2 + )

representa uma circunferéncia de centro (0, —2) e raio 24/2.

b) O ponto (—2, 0) pertence a circunferéncia dada. Assim, a reta
tangente a circunferéncia no ponto (—2, 0) tem coeficiente
angular 1, ja que o centro da circunferéncia é o ponto (0, —2).

vReprodug&o proibida. Art.184 do Codigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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Exercicio 25

Exercicio 26
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Exercicio 27

a) Sendo z = x + yi, com {x, y} C R, temos:
Z=i7 = x—yi=ix -y + 2xy)

1
X = —2xy x=Oouy=fE
o yie =
S K-y y
~x=0ey=0oux=0ey=T1ou :—lexzﬁo :—lex:—ﬁ
i y y y 2 5 y 5 5
Logo, o conjunto solugdo S da equacdo é:S =40, i, E — l, —E 1
2—2 2 2
b) Im(z)
1
IRER N3
2 2
o 4 o PRe@
1
2

a) Paraz # i, temos:
z+i
1+iz

_2—i _ 2= 1+2i
I=— 5 z="—" -
1—2i 1—2i 1+2i
L Z= 44 éi
5 5

b) Um nimero complexo é real se, e somente se, sua parte
imagindria é nula. Assim, sendo z = x + iy, com {x, y} C IR, temos:

z 4 ) B X+yi+i

1+iz |1+ ilx + yi)

x+(y+Di (1—y) —xi

T=-y+xi 01—y —xi

Xty =1

Ou seja, o conjunto pedido é formado pelos pontos da

circunferéncia de centro na origem e raio 1, exceto o ponto (0, 1).

=2 = 2+2z=z+i

.

=0= —X+1-y=0

_a) Sendo z = x + iy, com {x, y} C IR, temos:

Z=az+ (@—NZ = (x+yi)> = al+yi) + (o — 1)x — yi)
: =y E2ax=x
X =Y+ 2yi=20x—x+yi = 2Xy:yzy e ((I)I)

Da equacao (Il), obtemosy = 0 ou x = %

+ Paray = 0, obtemos de (I):
X¥=2ax—Xx = X~ Q2a—1)x=0

. Parax = % obtemos de (l):

R
Assim, para que essas equagoes do 2° grau admitam duas solucdes reais distintas
cada uma, devemos ter:
20 —1#0 Im(z)
1 3 IENE x@)
3L o8y '(ET
4 |
b) Para o = 0, temos: x=0ey= !
=0ey=0 :
x=—-ley=0 1.0 (0’0)3 Re(z)
1 3 1 V3 :
=0exX +x=00ux=—-ey’ =" = [y=_ey="2 (1 -
y=0ex tx=0oux=gey =7 = k=rpey=5 T [ETEJ
. O PP
2775
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Polinémios e equacoes polinomiais

Até o inicio do século XIX, os matematicos ja haviam deduzido férmulas resolutivas
para equacdes polinomiais do 1° ao 4° grau. Nessa época, os matematicos Niels Henrik
Abel e Evarist Galois provaram que equacées polinomiais de grau superior a 4 ndo podem
ser resolvidas por radicais e combinacées dos coeficientes, isto &, ndo existem férmulas
resolutivas de equacdes polinomiais de grau igual ou superior a 5.

Polindmios

Polindmio na variavel x é toda expresséao P(x)
gue pode ser representada na forma
axX"+a,_ X" '+a,_x""°+ .. +ax+a,emque
{ag, ay, apy ya,] CC,{n,n—1L,n—2,.,1,0lCIN,ea
variavel x pode assumir qualquer valor complexo.

+ Para indicar que P(x]) representa a expresséo
axX"+a,_ X" "' +a,_x""2+..+ ax + q, escrevemos:
Px)=ax"+a, X" "'+a,_x""2+..4+ ax + apou
PXl=ax"+a, X" '+a,_x""%+.. +ax+a

- Cada uma das parcelas a,x", a,_ X" "% a,_x" "% ..ax e q,
€& um termo ou mondmio do polinémio, sendo ay o termo
independente da variavel x.

- Os numeros complexos a,, a, 1, @, _ a -, Q; € 0y SA0 0S coe-
ficientes do polindmio. Se todos esses coeficientes séo
iguais a zero, o polindmio & chamado identicamente nulo.
Indica-se que um polindmio P(x]) € identicamente nulo por
P(x) = 0.

+ 0 grau de um polinémio ndo identicamente nulo & o maior
expoente da variavel dentre os termos de coeficientes nao
nulos. Indicamos o grau de um polinémio P pelo simbolo P ou
pelo simbolo gr(P). Nao se define grau de um polindmio identi-
camente nulo, pois todos os seus coeficientes séo nulos.

+ 0 coeficiente n&o nulo da variavel de maior expoente &
o coeficiente dominante do polindmio, ou seja, o coefi-
ciente dominante é o do termo que determina o grau do
polinémio.

Valor numérico de um polinémio
Atribuindo um valor complexo « a variavel x, obtemos a
expressao:
a0 +a, " tta, 0" F A+ L+ o+ oag,

cujo resultado & chamado de valor numeérico do polindmio P(x)
para x = a. Indicamos esse valor numérico por Plal.

Raiz de um polinémio

Chamamos de raiz do polindmio P(x) todo nimero com-
plexo « tal que Pla) = 0. A raiz também é chamada de zero
do polinémio.

Identidade de polinémios

) Dois polindmios sao idénticos se, e somente se, tém o
mesmo grau e termos semelhantes iguais ou se séo iden-
ticamente nulos.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Indicamos a identidade entre dois polindmios, P(x] e Q(x],
por P(x) = Q(x).

Operacdes com polinémios

Adicéao e subtracao de polinémios

) Asoma de dois polindmios, P(x) e Q(x), & o polindmio obtido
adicionando-se os termos de P(x) com os termos semelhan-
tes de Q(x).

) Se os polindmios P e § tém graus m e n, respectivamente,
comm =n,e P + [ é ndo nulo, entéo:

grlP+Ql<m

) Dois polinémios s&o opostos quando a soma deles é o
polinémio identicamente nulo. Assim, o oposto de
PX)=ax"+a, X" '+a,_x""2+. +ax+aq
é o polinémio que indicamos por —P(x), dado por:
—PX)=—ax"—a,_ X" '—a, X" ?—..—ax—ag

) Adiferenga entre os polindmios P(x]) e Q(x], nessa ordem,
gue indicamos por P(x) — Q(x), é definida como a soma de
P(x) com o oposto de Q(x], isto é:

P(x) — Q(x) = P(x) + [-Q(x)]

Multiplicacao de polinémios

) 0 produto dos monémios ax’ e bx®, de variavel x e coefi-
cientes a e b, € 0o mondmio abx" .

) Sendo P(x] e Q(x) polinémios quaisquer, definimos o pro-

duto de P(x) por Q(x) como a soma dos produtos de cada
mondmio de P(x) por todos os mondmios de Q(x).

?» Se os polinémios P e § tém graus m e n, respectivamente,
entao:

grlP-QJ=m+n

Divisédo de polinémios

) Dividir o polindmio E(x) pelo polinémio n&o nulo D(x) significa
obter os polindmios Q(x) e R(x] tais que:

[ Q) - DIx) + RIx) = E(x) }

de modo que gr(R) < gr(D) ou R(x) = 0.

+ Os polinémios E(x), O(x), Q(x) e R(x) s&o chamados, res-
pectivamente, de dividendo, divisor, quociente e resto
da divisao.

- Demonstra-se que existe um Unico quociente Q(x) e um
unico resto R(x] na divisao de E(x]) por D(x].

Reprodugé&o proibida. Art.184 do Cddigo Penal e Lei 9.610 de 19 de fevereiro de 1998.
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+ Quando R(x]) = 0, dizemos gue a diviséo de E(x]) por D(x]
¢ exata, ou ainda, que E(x) é divisivel por O(x).
) Se os polindmios E e D s&o tais que gr(E) =gr(DJeQéo
quociente de E por D, entdo: gr(Q) = gr(E) — gr(D)

Meétodo de Descartes
) Para dividir um polinémio E(x] por um polinémio D(x), com
gr(E) = gr(D), podemos adotar o seguinte algoritmo:
I. determinamos o grau do quociente Q(x) e o maior valor
possivel do grau do resto R(xJ;

II. escrevemos os polinémios J e R, com os respectivos
graus obtidos anteriormente, com coeficientes a
determinar;

III. obtemos os coeficientes desconhecidos dos poling-
mios pela identidade:

Qx) - D(x) + R(x) = EX)
) Por exemplo, vamos dividir x* — 2x por x* + 1:

I. o quociente dessa divisao teré grau 2 e o resto, grau
Ooul;
I1. assim, o quociente é da forma Qlx) = ax® + bx + ceo
resto, Rx) =dx + ¢g;
ITI. aplicando a igualdade Q(x] - D(x) + R(x) = E(x), obte-
mos:

QX)) - F+ 1 +Rx)=x"—2x =
= (ax®+bx+c) - 6+ 1+ (dx +e)=x"—2x
caxttaf b+ bx+tex+ect+dx+te=x'—2x=

S axt+bC+la+e)+b+dx+c+e)=x"—2x

o
Q

|

| =
o
®

I
—

noRoTo
+++ 101
©Ta0oH
(Il

O |

o

Logo, Qx)=x*—1eR(x) = —2x + 1.

Meétodo da chave

)» O gquociente Q(x) e o resto R(x) da divisdo de E(x]) por
D(x) também podem ser obtidos pelo seguinte método:
1. Dispomos E(x) e D(x), conforme as poténcias decres-
centes na variavel x, sob a forma:

Ex) | D)

II. Dividimos o mondmio de mais alto grau de E(x] pelo
monomio de mais alto grau de D(x).

III. Subtraimos do dividendo o produto do divisor O(x) pelo
guociente encontrado anteriormente, obtendo assim
o primeiro resto parcial.

IV. Dividimos o0 mondmio de mais alto grau do primeiro
resto parcial pelo mondmio de mais alto grau de
D(x]).

V. Subtraimos do primeiro resto parcial o produto do
divisor D(x] pelo quociente encontrado anteriormente,
obtendo assim o segundo resto parcial.

E assim sucessivamente, até obter o resto final R(x], que
deve obedecer a uma das condigdes:

gr(R) < gr(DJouRx)=0

) Por exemplo, vamos dividir x* — 2x por x® + 1:

X'+ 0x®+0x*—2x+ 0 2
x+1
(gx“ + X 21
({ﬂ(zf 2x + 0
—x* -1

—2x + 1

Dispositivo pratico de Briot-Ruffini

) Dividindo o polinémio de 4° grau
Elx) = eyxx" + eX* + ex° + ex + e, pelo binémio x — a,
obtemos o quociente Q(x) = gux® + gx° + gx + qq

e oresto R, em que 0s nUMeros gs, §o, §1, G € R s&o obtidos
pelo seguinte algoritmo:

QD
@

‘13 12 q, q, R
L
)
X

Essa técnica pode ser generalizada para a divisdo de
gualquer polinémio E(x) de grau maior ou igual a 1 por um
bindmio x — a.

) Por exemplo, vamos dividir x* + 5x% — 3x por x — 2.

Observando que x* + 5x? — 3x pode ser escrito na forma

x* 4+ 5x® + 0x® — 3x + 0, dispomos os coeficientes no esque-
ma:

2|1 5 o -3

0
‘ 1 |
Depois, efetuamos as seguintes operagdes:
+
+
: {
2 ‘ 1 5 0 -3 1 0
| | | | 1 |
Y inicio ¥ Y Y ! Y
1 7 14 25 ' 50
\ J
4®—
X
Nesse esquema, temos:
2 | 1 5 0 -3 0
‘ 1 7 14 25 | 50

coeficientes de Q(x)

L resto

Assim, obtemos o quociente Qlx) = x® + 7x° + 14x + 25 e
o resto R(x) = 50.
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Teoremas

)

Teorema do resto: Sendo a uma constante complexa
gualquer, o resto da divisdo de um polinémio P(x]) por
x — a éigual a Pla).

Teorema de D’Alembert: Sendo a uma constante comple-
xa qualquer, um polinémio P(x) & divisivel por x — a se, e
somente se, Pla) = 0.

Sendo a e b constantes complexas distintas quaisquer,um
polinémio P(x) é divisivel por x — a e por x — b se, e somente
se, P(x) é divisivel pelo produto (x — allx — b).

Equacbes polinomiais

r

Equacgao polinomial (ou equagéo algébrica) na
incégnita x é toda equagado que pode ser representada
na forma:

Pix)=0
emque P)=ax"+a,_ X" '+ a, X" 2+ .. +ax+ao,
€& um polindmio de graun,comn = 1.

J

0 grau de uma equacao polinomial P(x) = 0 & o grau do
polinémio P(x).

Em uma equagao polinomial P(x) = 0, as raizes do polindmio
P(x) também s&o chamadas de raizes da equac&o polino-
mial.

No universo dos nimeros complexos, o conjunto formado
por todas as raizes da equacgéo P(x) = 0 € chamado de con-
junto solugéo (S) ou conjunto verdade (V) da equagéo.

Teoremas

)

Teorema fundamental da Algebra (TFA): Toda equacao
polinomial admite pelo menos uma raiz complexa.
Teorema da decomposicéo: Todo polinémio de grau n,com
n=1LPX)=ax" +a,_ X" '+a,_.x""2+ . +ax+aq
pode ser fatorado na forma:

[ PXl=a,x —rx —rdx —rg) - .- x —r,) }

em qUe ry, s I4, - I, S80 todas as raizes de P(x).

Teorema das raizes complexas: Qualquer equacéo poli-
nomial de grau n, com n = 1, admite exatamente n raizes
complexas, ndo necessariamente distintas entre si.

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Teorema das raizes imagindrias: Se o nimero imaginario
z=a + bi,com{a,b} CIReb # 0, é raizde uma equacao po-
linomial P(x) = O com coeficientes reais, entdo o conjugado
de z, ou seja, z = a — bi, também é raiz dessa equacao.

) Teorema das raizes racionais: Seja o nimero racional

P , ) . .
representado por gpeompeq inteiros primos entre si e
g # 0, e seja a equacéo polinomial

axX"+a, X" '+a, .x""+..+ax+ a, =0, navariavel

- N P, . . .
x e coeficientes inteiros. Se g éraiz dessa equacgéo, entéo

p é divisor de ag e g é divisor de a,,.

Multiplicidade de uma raiz
Seja a equacao polinomial de grau n, na variavel x, de raizes
I, Fas I . Iy dada, na forma fatorada, por:
ax —r)ix—rdx—ry-..-x—r)J=0
Dizemos que uma raiz tem multiplicidade k se, e somente

se, ela aparece exatamente k vezes entre os fatores do pri-
meiro membro, com k = 1.

Relacoes de Girard
) Em toda equagéo polinomial de grau n:

axX"+ta,_ X" 'ta, X" f+..+ax+ta,=0

com {ag, a;, A, .., a,} C C,n =1 e raizes ry, rp, ra, oo F, te-
mos:

+ A soma das raizes é igual a:
anfl
n+rn+rrt+.trn=——7——
an

+ A soma do produto das raizes tomadas duas a duas é

igual a:

an—e

Nro+nrs+nry+ . +r,_r,= o
n

+ A soma do produto das raizes tomadas trés a trés é

igual a:
an—a
an

Mrofg + rfafy + Mrafg + oo + 1, ol 1 F, = —

+ 0 produto de todas as raizes é igual a:
_ [_1]na[]
Ry

Nrafg® ..*r,
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)) Polinémios e equacdes polinomiais

No Vestibular

1. (Unifesp) Se a figura representa o grafico de um polinémio
real, p(x), podemos afirmar que:

4

a) p(x) tem uma raiz real a, tal que 3 < a <5.
b) p(x) é divisivel por x — 1.

c) p(x) tem apenas 4 raizes reais.

d) p(x) ndo tem raiz real.

e) o grau de p(x) é maior ou igual a 5.

2. (Unir-RO) O polindmio p(x) = x* — 1 pode ser fatorado como
o produto p(x) = (x — 1) - q(x). Sobre q(x), pode-se afirmar
que possui:

a) quatro raizes imaginarias.

b) trés raizes reais.

c) trés raizes imaginarias.

d) uma raiz imaginéria e duas raizes reais.
e) duas raizes imaginarias e uma real.

x 1l x
3. (Vunesp) Considere amatrizA =0 x 1 - X |
20 x

O determinante de A é um polindmio P(x).
a) Verifique se 2 é uma raiz de P(x).
b) Determine todas as raizes de P(x).

4. (Fuvest-SP) O grafico:

pode representar a fungao f(x) =

a) x(x — 1) o xX*(x—1) e) X’(x— 1)

b) X*(x* — 1) d) x(x* — 1)

5. (Unicamp-SP) Seja
fx) = ax" + a,_ X" '+ .. + ax + a, um polindémio de
grauntal que a, # 0 e g; € R para qualquer j de 0 a n. Seja
g(x) =na,x" '+ (n—1)a, X" 2+ ... + 2a,x + a, o polind-
mio de grau n — 1 em que os coeficientes a,, a,, ..., a, S0
os mesmos empregados na definigdo de f(x).

ftx + 1) — fx)
N ,

h

a) Supondo n = 2, mostre que g/ x + E) =

para todox,h € R, h # 0.

b) Supondon = 3 e que a; = 1, determine a expressao do
polinémio f(x), sabendo que f(1) = g(1) = f(—1) = 0.

Exercicio 1

Exercicio 2

Exercicio 3

Exercicio 4

Exercicio 5

Pela analise do gréfico, concluimos que p(x) tem, pelo
menos, 5 raizes reais, a saber: —2,0,2,3 e 5.

Assim, o grau de p(x) é maior ou igual a 5.

Alternativa e.

p)=x"—1=0"—1)-"+1)=

=(x— Dix+ 1N+ 1]

Logo: g(x) = (x — 1)(¢ + 1)

Esse polindmio apresenta uma raiz real e duas raizes
imaginarias: 1,ie —i.

Alternativa e.

x 1 X
a) detA=|0 x 1—% =X —2¢—x+2
20 x

Assim, sendo P(x) = x> — 2x* — x + 2 temos:
PR)=2-2:2>-2+2=0
Logo, 2 é raiz.

b) Fatorando o polinémio P(x), obtemos:
PX)=x =2 =x+2=xXKX—2)— (x—2)
S PO = (x—2)(¢ = 1)

As raizes de P(x) sdo dadas por:
PX)=0 = (x—2)(*—1)=0
x—2=00ux*—1=0
Sx=2oux=Tloux=—1
Logo, as raizes de P(x) séo 2,1 e —1.

Pela analise do gréfico, percebemos que f possui 3 raizes
reais distintas: uma negativa, uma nula e outra positiva.
Assim, o gréfico pode representar a funcdo da alternativa
d, cujasraizes sao 0, 1e —1.

Alternativa d.

a) Paran = 2, temos:
fx) = ay* + axx + a, e gix) = 2a,x + a,
Assim:

.g(x+g) = 2ax + a,h + a,

. foc ) = f) _

h
_ax+h’+ak+h)+a,—ax —ax—a,
h
_aX’ +2axh + a,h’ + ax + ah + a, — ax’ — ax — a,
h
h(2a,x + a,h +
:M:M%"‘Gzh"‘m
h\ fix+ h) —f(x)
Logo: +7)=7
ogog(x 5 p

b) Paran =3 ea; = 1, temos:
fx) = x>+ ax* + ax + ageglx) = 3x* + 2ax + a,
Assim, como f(1) = g(1) = f(—1) = 0, temos:

a,+a,+a,=—1 g =a =—1
2a,+a,=—-3 = {01:12
a,—a,+a,=1 0

Logo: f(x) = x* — xX* — x + 1
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6. (Fuvest-SP) Dividindo-se o polindmio p(x) por 2x* — 3x + 1,

10.

obtém-se quociente 3x* + 1 e resto —x + 2. Nessas condi-
¢Oes, o resto da divisdo de p(x) por x — 1 é:

a) 2 d) -1
b) 1 e) -2
0

. (Fuvest-SP) Seja p(x) um polinémio divisivel por x — 3.

Dividindo p(x) por x — 1 obtemos quociente q(x) e resto
r = 10. O resto da divisdo de q(x) por x — 3 é:

a) -5 d) 3
b) -3 e 5
c 0

. (UFPel-RS) O polinémio p(x) estd representado no gra-

fico abaixo e o polindmio ¢(x) é dado pela expressao
a(x) =x + 5.

AL

-4

Com base nos textos, é correto afirmar que o resto da
divisdo de p(x) por q(x) é:

a) —136 d) -72
b) —197 ) —100
Q) —144 f) LR

(Unifor-CE) Na divisdo de um polinémio f por x* — 2 ob-
tém-se quociente kx + t e resto 2x + 1. Se f é divisivel por
x* — 1, entdo um outro divisor de f é o polinémio:

a) x> —x—1

b) 2x* +x— 1

¢ 2x*-3x—1

d) 2x -3

e) 2x -1

(Unifesp) Dividindo-se os polinémios p,(x) e p,(x) por
X — 2, obtém-se, respectivamente, r, e r, como restos.

Sabendo-se que r, e 1, s@o os zeros da fun¢do quadratica
y = ax’ + bx + ¢, conforme grafico,

y
y=ax?+bx+c

5

V (vértice)
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11.

12.

o resto da divisdo do polinémio produto p,(x) - p,(x) por
x—26é&

a) 3 d) 15
b) 5 e) 21
c) 8

(Fuvest-SP) Sejam R, e R, os restos das divisdes de um
polinémio p(x) por x — 1 e por x + 1, respectivamente.
Nessas condicdes, se R(x) é o resto da divisao de p(x) por
(x> — 1), entdo R(0) é igual a:

a) R, — R,

R, +R,

R;-R,

c) R, +R,

b)

d) RR,
9 R, +R,
2

(Fuvest-SP) Dado o polinémio P(x) = x’(x — 1)(x* — 4), 0
grafico da funcdo y = P(x — 2) é melhor representado
por:

a) y
of 1 2 a4 «x
b) y

<)

| yl/\

|
)

|
N

o
o
n
x
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Exercicio 6

Exercicio 7

Exercicio 8

Exercicio 9

Exercicio 10

Exercicio 11

pix) = (2% =3x+ DB+ 1)+ (—=x+2) = p(1) =1
_AIternativa b.

Pelo algoritmo da divisdo: p(x) = g(x) - (x — 1) + 10
Como p(x) é divisivel por x — 3, temos p(3) = 0; entéo:
p(3)=4qg@3):-3—1)+10 = g3) = -5

Alternativa a.

O grafico mostra que p(x) tem como raizes:

—2,—1e 1. Assim, o menor grau possivel de p(x) é 3.
Supondo que p(x) seja do 3° grau, temos pelo teorema

da decomposicao:

px) =alx — x;)x — x,)x — x;) = pXx) =alx+2)x+ NDx—1)
=4 =a0+2)0+1)O0—-1) = a=2

Logo: p(x) = 2(x + 2)(x + 1)(x — 1)

Assim, pelo teorema do resto, concluimos:

p(5) = 2(=5+2)(=5+1)(=5—=1)=—144

| Alternativa c.

Pelo algoritmo da divisao, temos:
) =dx) - qx) +r(x) = )= —2)- (kx + 1) + 2x + 1)
Por outro lado, como f é divisivel por x* — 1, fé divisivel
por x + 1 ex — 1. Assim, pelo teorema do resto, obtemos:

)=02—2) X+ 1) +2x+1=2x+1)-02—1)
L) =2x+ DHx— D+ 1)

Assim, outro fatorde fé 2x + N(x — 1) = 2x* — x — 1
_Alternativa a.

Pelo teorema do resto, p,(2) = r; e p,(2) = r,.

Pelo grafico, obtemos r; = 3 e, como a abscissa do
vértice da pardbola é 5, concluimos que r, = 7.
Assim, o resto da divisao de p,(x) - p,(x) porx — 2 é:
p:(2) - p,(2) =ryor,=3-7=21

| Alternativa e.

Pelo teorema do resto, se p(x) é divisivel por x — «, entdo
p(a) = 0.Logo, p(1) = R, e p(—1) = R, (I). Além disso,
pelo algoritmo da divisao:

px) x—Nx+1)
R(x) qx)
wp() = (x + 1)(x — 1) - g(x) + R (Il)

Como o grau do divisor é 2, 0 mais alto grau possivel
para o resto é 1, ou seja, R(x) é do tipo ax + b. Assim, de
(1)-e (1), temos:

p(1) =R, 5 Ri=a+b

p(—=1) =R, R,=—a+b

R, + R, R, —R,
b= ea=
2 2
; R, — R, R, +R, R, + R,

Entédo, R(x) = - X + 5 e R(0) = =

| Alternativa e.

{f(1)=0 :>{(12—2)-(k-1 +0+Q-1+1)=0
f=1)=0 (=12 =2)- (k- (-1)+D+Q2-(—-1)+1=0
s k=2et=1

Logo:

Exercicio 12

Determinemos as raizes de P(x):

PX) =0 = X(x—1(x*—4) =0

. x=10(raizdupla)oux=1oux=—2o0oux=2

Como o grafico de h(x) = P(x — 2) é obtido deslocando o
grafico de P(x) duas unidades para a direita, concluimos
que as raizes de h(x) sdo:

x = 2 (raizdupla)oux =3 oux=00ux =4

Além disso:

P(3)>0 = h(1)>0

P(7)>0 = h(5)>0

Alternativa a.
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13.

14.

15.

16.

17.

(Unifesp) Sejam p, g, r as raizes distintas da equagéo
x> — 2x* + x — 2 = 0. A soma dos quadrados dessas raizes
éigual a:

a) 1

b) 2

c) 4

d) 8

e 9

(UFSCar-SP) A figura mostra um prisma retangular reto de
base quadrada com um cilindro circular reto inscrito no
prisma. O lado da base do prisma mede 4 dm e a altura é
dada por h(x) = x> — 5x* + 8x dm, com x > 0.

TN

o

h(x)

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

r

4

a) Calcule o volume do prisma para x = 3 dm.

b) Para x = 1 dm o volume do cilindro inscrito é 16n dm”>.
Encontre os outros valores de x para os quais isto
acontece.

(Unicamp-SP) Para resolver equacgdes do tipo
x* + ax® + bx’ + ax + 1 = 0, podemos proceder do seguinte
modo: como x = 0 ndo é uma raiz, divide-se a equagéo por

x’ e, ap6s fazer a mudanca de varidveis u = x + :li'

resolve-se a equacdo obtida (na varidvel u). Observe que,
sex&€Rex>0,entdaou = 2.

a) Ache as 4 raizes da equagéo x* — 3x’ + 4x’ — 3x + 1 =0.
b) Encontre os valores de b € R para os quais a equagao

x* = 3%’ + bx* — 3x + 1 = 0 tem pelo menos uma raiz
real positiva.

(UFPel-RS) Encontre um polinémio p(x) de menor grau
- indicando-o na forma de produto -, com coeficientes
reais tais que 4 seja uma raiz de multiplicidade 3; —2
sejaraiz de multiplicidade 2 e que esse polinémio tenha
ainda 5 + 2i e 0 (zero) como raizes.

(UFPel-RS) O estudo e o desenvolvimento dos métodos de
resolucdo de equagdes de graus superiores a 2 tiveram
grande impulso nos séculos XV e XVI, com grupos ma-
tematicos italianos. O primeiro a encontrar um método
para determinar a resolugdo de equagdes do 3° grau foi
Scipione Del Ferro. Outro matematico italiano, conhecido
como Tartaglia, também desenvolveu um método de re-
solucgdo para equacdo do 3° grau. As férmulas de Tartaglia
sdo as mais célebres da Algebra, sendo conhecidas como
férmulas de Cardano.
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18.

19.

20.

Considerando o polinémio do 3° grau t® — 4t + t + 6, é
correto afirmar que a soma dos médulos das raizes desse
polinémio é:

a) 4

b) 5

c) 6

d) 3

e 1

f) LR.

(Unifesp) Considere o polinémio p(x) = x* + ax* + bx + ¢,
sabendo que a, b e ¢ sdo nlimeros reais e que o nimero 1
e o numero complexo 1 + 2i sdo raizes de p(x), isto é, que
p(1) = p(1 + 2i) = 0. Nestas condicdes, existe um polindmio
q(x) para o qual p(x) = (1 — x) - q(x). Uma possivel configu-
ragdo para o grafico de y = q(x) é:

a) vy d) ,
N
b) vy e) y
e
) y
e,
1 X

(Unicamp-SP) Dada a equacdo polinomial com coeficien-
tes reais x> — 5x* + 9x —a = 0.

a) Encontre o valor numérico de a de modo que o nimero
complexo 2 + i seja uma das raizes da referida equa-
cao.

b) Para o valor de a encontrado no item anterior, deter-
mine as outras duas raizes da mesma equagao.

(Udesc) Dividindo o polinémio p(x) por d(x) = x* + 1, encon-
tram-se o quociente q(x) = x + 3 e orestor(x) = —7x — 11.
Entdo, a soma de todas as solugdes da equacao p(x) = 0
éigual a:

a) -3

b) -1

c) 8

d) 16

e) 4
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Exercicio 13

Exercicio 14

Exercicio 15

Fatorando o primeiro membro da equacdo, obtemos:
X=2+x—2=0=x¥x—2+Kx—2=0

L Xx=2)0+1)=0=x—2=00ux+1=0
Logo, as raizes da equacao sdo: 2,i e —i
Portanto: 2> + i + (—i)> = 2
Alternativa b.

a) Parax = 3 dm, temos:
h3)=3"-5-32+8:3=6
Logo, o volume V é:
V=4-4-6dm’=96dm?
b) O raio da base do cilindro inscrito no prisma regular

de base quadrada é:r = % =2

Logo:m-2*- h(1) = 16 = h(1) = 4

Portanto:

X =5 +8x=4 = x -5 +8—4=0
Como 1 é raiz dessa equacgao, temos que h(x) é
divisivel por x — 1 e, portanto:

h) =x =5 +8x—4=(x—1)0"—4x+4) =
=(x=NKx—2)

Logo, para que o volume do cilindro seja 16w dm’
devemoster:x =1oux =2

a) X' =3 +4’—3x+1=0 =
3,1

=>X-3x+4-2+—-=0
X X
1o, .1
.'.x2+——3(x+— +4=0
e X

Sendou=x+l,temos:u2—2=x2—i-l
X X

Efetuando a mudanca de variavel:
W—2-3u+4=0= u"+3u+2=0
Su=louu=2

Logo:x+l=1oux+%=2
X
] 1-i3 1T+ i3
-.x =1 (raizdupla) ou x = oux=
2 2
x+l=u

b) X' =3x +bxX’ =3x+1=0 X
X T T v —=3u+(b-2=0

Sendou = x + 1, temos: 12 — 2 = X2 +
X

Fazendo a mudancga de varidvel:
w=3u+(b=-2=0
~3=417—4b 17
= o |

2 4
Do enunciado, para que a equacdo tenha pelo menos
uma raiz real positiva, devemos ter u = 2; logo:

Sou

,comb <

u:3+\/17—4b
2

w =2 = b=<4
Como # = % concluimos que b < 4.

Exercicio 19 Exercicio 18 Exercicio 17 Exercicio 16

Exercicio 20

Como p(x) tem coeficientes reais, pelo teorema das raizes
imagindrias, se 5 + 2i é raiz, entdo 5 — 2i também é.
Como 4 é raiz tripla, —2 é raiz dupla e zero também é
raiz, temos que o polindmio de menor grau possivel é
dado por:

plx) = alx — x;)(x — x)(x — X5)(x — X,)(x — x5) =

= pk) =alx — 4>+ 2)’(x — 5 — 2i)x — 5 + 2i)(x — 0)
Fazendo a = 1, temos:

pl) =1(x — 4°(x +2’x — 5 — 2i)x — 5+ 2i)x =

= px) = (x — 4°(x + 2)*(x* — 10x + 29)x

O conjunto de divisores do termo independente é

Dy = {£1, =2, £3, =6} e 0 conjunto dos divisores do
coeficiente dominante é D; = {=1}. Assim, as possiveis
raizes racionais pertencem ao conjunto {*1, £2, =3, =6}.
Testando, por Briot-Ruffini, essas candidatas a raizes
racionais da equacao, obtemos —1, 2 e —3 como raizes.
Como a equacao é do 3° grau, concluimos que essas sdo
as Unicas raizes. Assim:

|[=1] + 2| +|-3| =6

Alternativa c.

Como os coeficientes de p(x) sao nimeros reais, pelo
teorema das raizes imagindrias, se 1 + 2i é raiz, entdo
1 — 2itambém é. Assim, temos:
pX)=x—1)-x—=1=2i)-(x—1+2i)=
=(1-x-(—+2x—15)

Ouseja:q(x) = —x* +2x — 5

Alternativa e.

a) Como a equagao tem apenas coeficientes reais, pelo
teorema das raizes imagindrias, se 2 + i é raiz, entdo
2 — itambém é.
Assim, pelas relacdes de Girard, temos:
x1-x2-x3=—_T5 = xt+t2+i+2—-i=5
Sox =1
Como 1 é raiz, a soma dos coeficientes da equagao é
Zero, ou seja:
1-5+9—-a=0=a=5

b) Asraizessao: 1,2 +ie2 —i

Pelo algoritmo da divisao, temos:

pkx) =dx)+qx) +r(x) =

=pX) ="+ 1) (x+3)—(Zx+11)
Sp)=x+3x —6x—8

Assim, pelas relagdes de Girard, a soma das raizes da

equagao p(x) = 0 é: —% =-3

Alternativa a.

189 )
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21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

(Fuvest-SP) P(x) é um polinémio cujas raizes formam
uma progressdo geomeétrica de razdo 2 e primeiro termo
2. O coeficiente do termo de mais alto graude P(x) é 1 e o
termo independente é 2°'. O grau do polindmio é:

a) 4

b) 5

c) 6

d) 7

e) 8

(UFBA) Considerandoopolindmiop(x) = x* — 2x> + 4x* — 2x + 3,
mostre que z, = i é uma raiz de p(x), que, juntamen-
te com as demais raizes z,, z; e z, satisfaz a equacdo
z? + z2z2z2 = —10.

(Fuvest-SP) As raizes do polinémio p(x) = x> — 3x* + m,
onde m é um nimero real, estdo em progressado aritmética.
Determine:

a) O valor de m;
b) Asraizes desse polinémio.

(Fuvest-SP) O produto de duas das raizes do polinémio
P(x) = 2x’> — mx* + 4x + 3 é igual a —1. Determinar:

a) o valor de m.
b) asraizes de P.

(Unifor-CE) Os valores de a, b e c que satisfazem a equagao

11 —-1f|a -3
matricial| 1 =1 1 || b |=| 1 |s&o raizes do polindmio
11 1 c 3

flx) = x* — 8’ + 14x* + 8x + k, em que k é um ndmero
real.

Nessas condigdes, é correto afirmar que:
a) duas das raizes de f sdo negativas.

b) o produto das raizes de f é —15.

c) a menor das raizes de f é —5.

d) —3éraizdef.

e) k=15.

(Fuvest-SP) Sabe-se que o produto de duas raizes da
equagdo algébrica 2x*> — x* + kx + 4 = 0 é igual a 1. Entéo,
ovalor dek é:

a) -8

b) -4

c) 0

d) 4

e) 8

(Fuvest-SP) Seja f(x) = ax’> + (1 — a)x + 1, onde a é um
numero real diferente de zero. Determine os valores de
a para os quais as raizes da equacao f(x) = 0 sdo reais e o
nuimero x = 3 pertence ao intervalo fechado compreen-
dido entre as raizes.
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Exercicio 21

Exercicio 22

Exercicio 23

SejaP(x) = 1xX" + bx" '+ o~ + ... + 2°' o polinémio
de grau n nas condicdes dadas, com as raizes ry, r,, 15,
..., I, Como as raizes formam uma PG derazdog = 2 e
primeiro termo a, = 2, temos:
n=2rn=2rn=2..r=2"

Portanto, o produto das raizes é positivo. Assim, pelas
relacoes de Girard:

21
er, e, ZZT SNCTEERE RS g v ]
O expoente do primeiro membro dessa equagao
representa uma soma de PA finita igual a 21. Assim:
(a,+a,) n (1+n)-n
— =5 ——— =2]

2 2
n=6
Alternativa c.

Como a equacdo apresenta coeficientes reais, pelo
teorema das raizes imaginarias, se i é raiz, entdo —i
também é.

Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, temos:

i|1 -2 4 -2

| 1 —2+i 3-20 30 0

Assim, como o resto da divisao é zero, i é raiz.
Pelas relagdes de Girard, o produto das raizes da
equacao é:

z1-zz-z3-z4:T:3 = i+2,°2,°2,=3

. _3
o2y 72372, = —
|

Logo: Z2 + Z2Z5ze =i + (—9) = —10

= (2,°2,02) =9

a) Sejam x —r,x e x + ras raizes em PA do polindmio.
Assim, pelas relagdes de Girard, temos:
X, + X, + x5 = 7(%3) = x—r+x+x+r=3
. =1
Como 1 é raiz, a soma dos coeficientes de p(x) é zero,
ouseja:1 =3 +m=0= m=2
b) Pelas relagoes de Girard, temos:
(T=n-1-(1+n==-2=r=+J3
Logo, as raizes sdo: 1 —J3,1e1 + 3
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Exercicio 24

Exercicio 25

Exercicio 26

Exercicio 27

a) Sejam x;, X, e x; as raizes da equacao.

Como x, * x; = — 1, temos, pelas relacdes de Girard:
__3 L) = 3

Xy Xyt X3 = 2:>x1(1) >

=3

R

Assim:

=0 3 rm 3 red om0
om=7

b) Como x, = %é uma raiz de P(x), aplicando o
dispositivo pratico de Briot-Ruffini temos:

2 -7 4 3

N

[ 2 -4 -2 o

Logo, P(x) =

X — %)(sz — 4x — 2) e, portanto, suas
raizes sao dadas por:

(Xk%)(2X2*4X”2)=0 = x=%oux=1f\/7

| oux=1+42

Tr—ha -3 a+tb—c=-3

1-1 1 ]|b|=] 1 |={a-b+c=1

11 1 c 3 a+b+c=3
Resolvendo o sistema, obtemos:a = —1,b=1ec=3

1+ (-8 +14+8+k=0 = k=-15

Pelas relagdes de Girard, sendo x, a outra raiz de f, temos:
—11-3:x,=—15 = x,=5

| Alternativa b.

Sendo x;, X, € X5 as raizes da equacao, com x; + x, = 1,
temos, pelas relacées de Girard:

=1 —1
x1+x2+x3=—7 x1+x2+x3=—7
+
XXy + XX + XoX3 = Tk = )1+ XX+ XX = %k
XXXy =1—= 16=-2
14243 2
Assim, x; = —2, ou seja, —2 é raiz da equacéo e,

portanto: 2(—2)* — (—2)° + k(—-2) +4=0 = k= -8
Alternativa a.

Sendo x; e x, as raizes da equac¢ao, devemos ter:

X, —3=<0

3—-x,<0

S —=3)83—-x)=0

X sS3sX :>{

53061 X)) — x5, —9=0 (I)
Assim, pelas relagdes de Girard, temos:
a—1
+ x. =
Xp T X a
XX T g

Substituindo esses valores em (l), obtemos:

3(0_1)~17920 = 2420
a a 3

Como 1 é raiz, a soma dos coeficientes de f é zero, ou seja:
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Limite e derivada

Quando um estudo exige a taxa instanténea de variacdo de uma grandeza, como temperatura,
velocidade, juros etc., o conceito de derivada esta presente. A ideia central do Calculo diferencial
é a de taxa pontual de variacdo de uma funcéo. Essa taxa, chamada de derivada, & o coeficiente

angular da reta tangente ao grafico dessa funcdo, no ponto considerado.

Limite
Vizinhangas em [R

?» No conjunto dos numeros reais, chama-se vizinhancga
completa de um numero real a, indicada por V(a), qualquer
intervalo Ip, gl tal que a € 1p, gl.

P a q

)» No conjunto dos numeros reais, seja V(a) uma vizinhanga
completa qualquer de um numero real a. Chama-se vizi-
nhanca reduzida de a, que indicamos por V/(a), o conjunto
Vla) — {a}.

P a q

Definicao de limite

Seja f uma funcéao real de variadvel real e seja a € IR tal que
exista pelo menos uma vizinhanga reduzida de a contida no
dominio de f.

0 limite dos valores f(x), para x tendendo ao niumero a, &
igual aL se, e somente se, para qualquer vizinhanga completa
de L, VIL), existe alguma vizinhanca reduzida de a, V(a), de modo
gue todo elemento x de V(a) possui imagem fix) em V(L).

Indicamos que o limite de f(x), para x tendendo a g, & igual

al por:
lim f(x) = L

Limites laterais

Uma condigdo necessaria e suficiente para a existéncia
do limite L de uma fungao f(x), para x tendendo a um nimero
real a, & que existam e sejam iguais a L os limites laterais de
flx), a esquerda e a direita de g, isto é:

x—-a x—a'

L le fX)=L < lim fix) = lim f{x)J =L }

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

Propriedades dos limites

) Sek,a,L,el,s&oconstantes reais e as fungdes f e g sdo
tais que lim f(x) = L, e lim glx) = L,, valem as seguintes
propriedades:

L limk =k

IL lim [fix) + gx)] = lim fix) + lim g} =L, + L,
IIL. lim [fx) — glx)1 = lim fix) — lim gix) =L, — L,
IV. lim [fx) - g0A] = lim £ - lim g0 = L, - L,
lim fx)

= lim g0d = L_e desde que L, # 0

fic3
glx)

V. lim
X—=a

) Sea € Refegsaofungdes reais de variavel real tal que
existem fo g, lim glx) e lim flg(x)), ent&o:

lim flgx)) = f[xlm g[xl}

Limite trigonométrico fundamental

Funcao continua

Seja f uma funcéo real de variadvel real tal que existe
uma vizinhanga completa de um numero real a contida
no dominio de f. A fung&o f é continua em a se, e so-

mente se:
lim fix) = fla)

Teorema do confronto
Sejam:
f, g e h fungdes reais de variavel real;
um numero real a tal gue exista uma vizinhanga reduzida de
a, V{a), contida no dominio de cada uma dessas fungdes, e
existam lim g(x], lim h(x] e lim f(x).
Se limg(x) = lim h(x) = L e, para qualquer x pertencente a

V{a), temos glx) < f(x) < h(x), entdo lim fx) = L.

X—a
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Derivada

Seja f uma funcgao real de variavel real e seja a um namero
real tal que existe uma vizinhanga completa de a contida no

fix) — fla)

dominio de f. O limite lim ~—q 'Se existe, € chamado de

derivada da fungéo f no ponto de abscissa a. Indicamos essa
derivada por f'(al, isto é:

Fla) = im f[x)]( - Z[a]

FX) -
' (x) — f(a)

flayl - ~ I f(a)

As retas que passam por (a, fla)) e (x, f(x])) tendem a reta
tangente r quando x tende a a.

Derivadas laterais

Seja f uma funcgé&o real de variavel real e seja [a, bl, com
a < b, um intervalo fechado contido no dominio de f.

) A derivada de f para x tendendo a a pela direita, que se
indica por f', (a), é:
+ p—
£ (@) = lim fla + h) — fla)
h—0" h

se, e somente se, esse limite existe e é finito.

) Aderivada de f para x tendendo a b pela esquerda, gue se
indica por f'_ (b), é:
+ —
£ b) = lim flb + h) — flb)
h—0 h

se, e somente se, esse limite existe e é finito.

Funcao derivada

Seja a fungdo f: A —> IR, com A C IR, e seja E o subconjunto
de A cujos elementos sdo todos os valores de x tal que existe
f'(x). Chama-se fungao derivada de f a funcéo f": E — IR tal
gue:

F0d — tim O R) = 0

h—0 h

Derivadas fundamentais

fix) =k = f'(x) = 0, sendo k uma constante real.

fix) = x" = f(x) = nx" ", sendo n um numero real ndo
nulo.

fix) =senx = f'(x) = cosx
fix) =cosx = f(x) = —senx

Regras de derivacao

) Sejam u e v funcdes derivaveis em um intervalo aberto I.
Para todo x, com x € I, temos:
cfix) =ul) Fvix) = fix) = u'lx]+ v'X)
X =ulx) —vix) = i) =ul) — VX
i) =ulx)-vix) = i) =u'x) - vix) + ulx) - v'(X)
- flx) = % = i) = b V[?/[X];[X] Y [X], sendo
vix)]#0

) Regra da cadeia: Sejam g: A — B e f: B — C fungdes reais
de variavel real tais que glx) = u, flu) = y, g & derivavel no
ponto de abscissa x e f é derivavel no ponto de abscissa
u. Nessas condicdes, a derivada da fungdo composta é:

(fog)'(x) = flW) - g’x)

) Sefécontinuaemum intervalo aberto I, comy = f(x], para
x € 1, gly) # 0 e g derivavel em y, a derivada da fungéo
inversa é:

1

Flx) =
X %

Valor maximo relativo e valor minimo
relativo

Seja f uma funcgédo real de variavel real e sejam x,, e x,,
numeros do dominio de f. Dizemos que:

) flx,,) é valor maximo absoluto da fungéao f se, e somente
se:

flxy) = flx), V x, com x € D(f)

y
f(x,,)

Valor maximo
absoluto da
fungao f

Abscissa de ponto
maximo absoluto de f

) flx,) & valor minimo absoluto da fungao f se, e somente
se:

fix,) < flx), V x, com x € D(f)

Valor minimo
absoluto da
funcao f

Abscissa de ponto
minimo absoluto de f
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Valor maximo relativo e valor minimo
relativo

Seja f uma funcgéo real de variavel real e sejam xy, e x,,
numeros do dominio de f. Dizemos que:

» O numero flx,) € chamado de valor maximo relativo (ou
valor maximo local) da funcéo f se, e somente se, existe
uma vizinhanca completa V(x,,) tal que:

fixy) = fIx), V x, com x € Vlx,,) N O(f)

Valor maximo Y
relativo da
funcao f

X+ ----

M
™ Abscissa de ponto
maximo relativo de f

» 0 numero flx,) & chamado de valor minimo relativo (ou
valor minimo local) da funcéo f se, e somente se, existe
uma vizinhanca completa V(x,,) tal que:

fix,) < fix), V x, com x € VIx,,) N D(f)

y

fx,)

Valor minimo
relativo da
fungao f

Abscissa de ponto /
minimo relativo de f

Extremo e extremante

Se a é a abscissa de um ponto maximo ou minimo (local
ou absoluto) de uma funcgéo f, ent&o os numeros a e fla) séo
chamados de extremante e extremo da fungao f, respecti-
vamente.

y
fc)

f(d)
Extremos —

def if(a)

f(b)

0 a

Extremantes de f

Funcao crescente e funcao decrescente

Sendo f uma fungéao real de variavel real, derivavel em
la, bl, temos:

) Se f'(x] > 0 para todo x pertencente a la, bl, entéo f &
crescente em la, bl;

Suplemento de revisao )) MATEMATICA

) Se f'(x) < O para todo x pertencente a la, bl, entéo f &
decrescente em la, bl.

Teste da primeira derivada

Seja f uma funcéo real de variavel real, derivavel em uma
vizinhanga completa V(a) de um numero a.
) Sef'laJ=0c¢e

f'(x) > 0, para todo x,comx € V@l ex < a
f'(x) < 0, para todo x,comx € Vlal e x > a

entdo o nimero a é abscissa de um ponto méximo relativo
de f, e fla) & valor maximo relativo de f.

y

) Sef'laJ=0e

f'(x) <0, paratodox,comx € Vlalex < a
f'(x) > 0, para todo x, comx € V@ ex > a’

entdo o nimero a é abscissa de um ponto minimo relativo
de f, e fla) & valor minimo relativo de f.

y

) Sef'(a) = 0 e para alguma vizinhanca reduzida de a, V(a),
f'(x) nao mudar de sinal, Vx com x € V(a), entdo o ponto
P(a, fla)) € chamado ponto de inflexao horizontal de f.
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)) Limite e derivada

No Vestibular

x—=2

1. (UEL-PR) O valor do limite lim X~ i é:

X+ =

2
5
a) 5
3
b -3
1
2
d) 3
2
e) 5

. (Cesgranrio-R]) A tangente & curva y = x*> no ponto (1, 1)

tem coeficiente angular igual a:
a) 1
b) 2
c 3
d) 4
e 5

. (UEL-PR) A derivada da funcéo f, de R em R, definida por

f(x) = —2x° + 4x*> + 3x — 6, no ponto de abscissa x, = —1,
éigual a:

a) 25

b) 19

c) 9

d s

e) 3

. (PUC-MQG) O valor da derivada da funcéo f(x) = V7 — x, no

ponto (-2, 3), é:

3
. (UEL-PR) A equacédo horaria de um mével éy = % + 2t,

sendo y sua altura em relagdo ao solo, medida em metros,
e t o numero de segundos transcorridos apds sua partida.
Sabe-se que a velocidade do mével no instantet = 3 s é
dada por y’'(3), ou seja, a derivada calculada em 3. Essa
velocidade é igual a:

a) 6 m/s

b) 11 m/s

c) 15m/s

d) 27 m/s

e) 29 m/s

Exercicio 2 Exercicio 1

Exercicio 3

Exercicio 4

Exercicio 5

[ x—=3 _2-3_ 2

M= =1 5

TPx+o 24
2

Alternativa e.

Como a funcdo y = x° é derivavel no ponto (1, 1) e
y’ = 3x’, temos que o coeficiente angular da reta
tangente no ponto (1, 1) é:

ym=3-(1=3

Alternativa c.

Como afuncio fix) = —2x° + 4x’ + 3x — 6 é derivavel no
ponto de abscissax, = —Tef'(x) = —10x" + 12¢ + 3,
temos:

f'(—1)=—-10(—1)*+12(=1+3=5

Alternativa d.

Sejam u(x) = 7 — x e f(u) = Ju. Como u(x) é derivével
no ponto de abscissa —2 e f(u) é derivavel no ponto de
abscissa 3, temos, pela regra da cadeia:

1

iLipguLin 1
2 Ju

(fog)'(x) = f'(u) - u'(x) = PN =

.(_'I):_

—_

1
Portanto: (fog)'(—2) = —————= ——
J 27 —(—2) 6

Alternativa b.

3
Comoy = % + 2t é derivavel no ponto de abscissa 3 e

y’:¥+2:t2+2,temos:

y'(3)=3"+2=11

Alternativa b.
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