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Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
MATEMATICA

9 OBJETIVO

[ {S’/ /126%1)1 ‘es C{Ié@g‘(ld’/

MODULO 13

Fatoracao

1. Prove que se a e b s@o dois nimeros reais entdo
a +b? > 2ab

RESOLUCAO:
a,bER=(a-b)ER=(a-b)*z0<
< a2-2ab+b?2=0 < a%+b2=2ab

2. Prove que se {a; b} C R* entdo a® + b>> ab

RESOLUCAO:
1°Caso: ab >0

aZ +b?=2ab

2 2
2>1=>2ab> lab }”a +b">ab
2°Caso: ab<0

ab<0

2. h2
22+ b2> 0 }=>a +b“>ab

3. Se a, b, c e d sido nimeros reais, entdo a expressao
a* +b* + ¢* + d* é sempre:

a) equivalente a (a +b +c+d)*

b) igual a 3abcd

¢) menor que 5abcd

d) maior ou igual a 4 abcd

€) um ndmero primo

RESOLUCAO:

at + b4 = 2a2p?

Grddz202? [T

= a? + b? + ¢* + d4 = 2(a?b? + c2d?) = 2(2ab . cd) = 4abed
Resposta: D

4. Um possivel valor de a + % ,coma€& [Rf, é:

a) 0725 b) - 0,25 ¢) 1,75
d -1 e) 4,25
RESOLUCAO:

aERi:\/;EIR: Va- ! >0=
Va
1
=a+ = 2, podendo ser 4,25

1 1
Obs.: a + = = 2 oua+ - == 2, para qualquer a € R*,

5. Mostre que a* + 6a3 + 11a2 + 6a, com a inteiro, é
multiplo de 24.

RESOLUCAO:

at + 6ad + 11a% + 6a = a[a’ + 6a% + 1la + 6] =
=a[a’+a2+5a2+5a+6a+6]=

=a[a2a+ 1 +5a@@+ 1) +6(a+1]=a@a+D[a2+5a+6]=
=a(a+1[a?+2a+3a+6]=aa+ D[a(a+2)+3@+2)]=
=a(a+1)(a+2)(a+3)

Como a,a+ 1,a + 2 e a + 3 sdo nimeros inteiros e consecutivos, um
deles é multiplo de 2, outro de 4 e um também ¢ multiplo de 3.
Portanto, o produto é miltiplo de 2 . 4 .3 =24.

& OBJETIVO — 1



MODULO 14

Fatoracao

1. Os lados de um retangulo sdo nimeros naturais tais
que a soma do semiperimetro com a drea € numericamente
igual a 90. O perimetro desse retangulo é:

a) 12 b) 24 c) 36 d) 48 e) 60

RESOLUCAO:
semiperimetro =a+b
Area =ab
a+b+ab=90=a+b+ab+1=91=
=(@+1).b+1)=7.13
— —
1 91 =>a= 0eb=90
7 13 =a= 6eb=12
13 7 =>a=12eb= 6
91 1 =a=90eb= 0

Comoaz0 e bz 0,tem-se a+b =18 e o perimetro é 36.
Resposta: C

2. Mostre que se a, b e ¢ sdo trés nimeros inteiros
impares, entdo o ndmero N tal que
N = a?b — a%c + ac? + b2c — ab? — bc? é muiltiplo de 8.

RESOLUCAO:

N = a?b - a%c + ac? + b%c —ab? - bc? =

=a?b — a%c + ac? — abc + abc + b%c — ab2 - be? =
=a%b-c)-ac(b—c)—ab(b-c)+bec(b-c)=
=(b-c)a2-ac-ab+bc)=(b-c)a-c)a-b)

Se a, b e ¢ sdo impares, entdo (a—b), (a—c) e (b —c) s@o pares e tais
quea—-b=2p,a-c=2qeb-c=2r,comp, q er inteiros.
Assim, N =2p . 2q . 2r = 8pqr, com pqr € Z, portanto, N é multiplo
de 8.

2 — &) OBJETIVO

3. Prove que “se a+ b + ¢ =0, entdo
a3 + b3 +c3 = 3abc”.

RESOLUCAO:
a+b+c=0=a+b=-c=@+b>=-3=
=ad+b3+3aba+b)=-c3=
=a’+b3+3ab(-c)=-c3=a3+ b3+ c3=3abc

4. Resolver o sistema
{ x3-y3=98

X2 +xy +y2 =49
RESOLUCAO:
(X - y)(x2 +xy +y?) =98

(x-y).49=98
x-y)=2=y=x-2

X2+Xy+y2=49=>X2+X(X—2)+(X—2)2=49=>
=3x2-6x-45=0=>x*-2x-15=0=
=x=5ey=3oux=-3 ey=-5
Resposta: V ={(5;3); (- 3;—-5)}

5. Resolva o sistema em R3.
{ X+y+z=2
2xy —z2 =4

RESOLUCAO:

1) x+y+z=2<sz=2-x-Yy
Substituindo na seguinte equaciao, tem-se:
2xy—(2-x-y)?=4 < 2xy-4-x>—y2 +dx + 4y -2xy =4 <
SX—4Ax+4+y —dy+4=0< (x-2)2+(y-2)2=0.

2) Sexey sdo reais, entio (x —2)2 + (y-2)?=0 <
<x=2ey=2.
Substituindo na 1" equacio, resulta z = -2.

Resposta: (2; 2; -2)



MODULO 15

Fatoracao

1. (IME) — Seja x um niimero real ou complexo para o

1 1
qual x + — = 1.0 valor de x°® + — &

X
a) 1 b) 2 )3 d) 4 e) 5
RESOLUCAO:
1 1\
x+—=1=>(x+_)=12©
X X
1 1
exX24+2.x. — + — =lexlt — =-1=
X x2 x2

1 3
< (x2+ = ) =-1P<

= ('3 L . ) ( N )=1e

1
exbs— 43 (x2+ — )=—1=>
x0 X

¢ 1 1
=2x"+— +3.-D=-1<x+ — =2
X6 6

X

Resposta: B

2. Mostre que, se a ¢ um nimero inteiro par, entao

a az a3 2 , . .
N = 4+ — 4+ —— € um numero Inteiro.
12 8 24
RESOLUCAO:
a a? a’ 2a+3a%+ad
D Nsr gt =g =

a(@+3a+2) afa?+a+2a+2]

24 24

_ ala(@a+1)+2(@+1)] _ a(a+1)(a+2) [
- 24 - 24 @

2) Seaé par,a+ 2 também € par e entre dois pares consecutivos
um deles é miiltiplo de 4.

3) a,(a+1)e(a+2)sao trés inteiros consecutivos e, portanto, um
deles é miltiplo de 3.

4) De (2) e (3) tem-se que a, (a + 1) . (a + 2) é miiltiplo de
2.4 .3=24.Fazendo a (a+ 1) (a +2) = 24p, p € Z e, substi-
tuindo em (I), tem-se N=p € Z.

3. Fatore as expressoes:
a) x4 — y4

RESOLUCAO:
-y = (2 +yHxE-y) = (X + y)x +y)(x-y)

b) X — y5

RESOLUCAO:

Senhor professor, a intencéo desse exercicio é apresentar ao aluno
esse “tipo” de fatoracao.

XSy = (x— y)(x* + 3y + x2y2 + xy3 + y9)

c) X+y>

Resolucao:

Senhor professor, a intencéo desse exercicio é apresentar ao aluno
esse “tipo” de fatoracao.

S+ y5 = (x+y)(x* - Py + x%y2 —xy3 + ¥4

4. Fatore as expressdes 243x> — 32y,

RESOLUCAO:
243x5 - 32y° = (3x - 2y)(81x* + 54x3y + 36x2y? + 24xy> + 16y%)

& OBJETIVO — 3



MODULO 16

Fatoracao

1 1
1. Se x + — =3 qual o valor de x® + —
X x8

RESOLUCAO:
1 1\ 1
x+ —=3s(x+ — | =P exP+—=T
X X x2
1\ 1 1\
s (Xr— | =ext+—=4Te (x'+— | =47 =
x2 x4 x4

1
< x8+ —=2207
8

2. Desenvolva a expressio (x + y)°.

RESOLUCAO:

(x+y)?=x% +2xy + y?

(x+y)3 =x3+3x%y + 3xy? + y3

(x +y)7 = (x% + 2xy + y2)(x3 + 3x%y + 3xy? + y3) =

= x> + 5x%y + 10x3y2 + 10x2y3 + 5xy* + y°

4 — & OBJETIVO

3. (ITA) — A expressio (2V3 + V5)5 - 2V3 - V5)5¢

igual a

a) 2630V/5. b) 2690V'5. ¢) 2712Vs.
d) 1584V15. e) 1604V15.
RESOLUCAO:

y (2V3+V3 ) =(2vV3) +5.(2v3) V5
+10.2V3). (V3 +10.2v3) (V) +

) (2V3-V5)=(2V3) -5.v3) V5 +
+10.2V3). (V5 -10.(2v3) (V5 )+
+5.2v3).(V3)' - (V5 )

3 (V3 +V5) -(2V3-V5) =
=2[5.2v3) V5 +10.(2V3 ). (V5 )+
+ (V3)]=2.[120V5+600V5 + 25V5 |= 2690 V5

Resposta: B

4. Resolva a equacdo (x —2)° + (x —4)> + (6 -2x)3 =0

RESOLUCAO:

No exercicio 3 da aula 14 demonstramos que “Sea+b +c =0,
entdio a3 + b3 + ¢3 = 3abe”.

Como (x-2) + (x—4) + (6 —2x) = 0 temos que
x=2P+(x-43+(6-2x=3.(x-2).(x-4).(6-2x)=0 <
< (x-2)=0, x-4)=00u(6-2x)=0<=x=2,x=4o0ux=3
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EMopuLo 13

1. Se a, b, ¢, d s3o ndmeros reais positivos tais que
ab.c.d = 1 entdo, (ac — bd)? + (bc + ad)? pode ser:
a)l,7 b)23 c)34 d) 38 e)49

2. Prove que
km(k + m) + mn(m + n) + kn(k + n) = 6kmn . Vk, m,
n € R*.

a b b ¢ C a
3.5e x = —+— |+ —F+—= |+ —+— |,
b a c b a c

com a, b, ¢ € R}; entdo:
a)0<x<l1 b)yx=1
d)x=5 e)x=6

c)l<x<?2

4. Sendo X um numero inteiro, o valor numérico da
expressdo x* — 6x3 + 11x? — 6x é sempre:

a) impar b) um quadrado perfeito

¢) multiplo de 5 d) multiplo de 24

€) um nimero {mpar

EMopuLo 14

1. Fatore (b—c)3 + (c—a)’ + (a—b)3

2. Desenvolva:

a) (X +y)(y+2)(X +12) b) (x+y+12)>

3. Resolver o sistema

{x3+y3=91
x2—xy+y?=13

4. Dados dois nimeros naturais nao-nulos, determina-los,
sabendo-se que a soma do produto de um pelo outro com
a soma dos dois nimeros € igual a 142.

B MopuLo 15

1. (UCMG) - Simplifique
(a+b+cP—(a+b-cPXP—-(b+c-aP—-(c+a-b)

2. Fatore a expressdo 32x> — al0.

EMobpuLo 16

1) O valor da expressdo

5 5 5 5 5 5 5
V7-V2) . (V2401 + V686 + V196 + V56 + V16 é:
)2 b3 )4 d)5 e) 6

2. Para que valor de k a soma das raizes da equacio
(x —k)* + (x = 3k)? + (4k — 2x)? = 0 € igual a 30?

—resolugéo dos exercicios-tarefa eeeee—————

B MoburLo 13

1) (ac-bd)? + (bc + ad)? =

= a%c? + b2d? + b%c? + a’d? =

= (a% + b?)(c? + d?) = (2ab) . (2cd) = 4abced = 4
Resposta: E

1

Obs.: Veja um exemplo,a=V2 ,b=V5,c=— e

. V2
d= —

Vs

1 1 \? 1 \?
V2. — -V5.— | + ([VB.—+V2.— | =
(2555w )+ (E )

2) k?+m?z2km =nk? + m?n = 2kmn
k2 + n2 = 2kn = mk? + mn? = 2kmn

m2+n?2z22mn =km? + kn? = 2kmn

nk? + m?n + mk? + mn? + km? + kn? = 6kmn =
= km (k + m) + mn(m + n) + kn(k + n) = 6kmn

Resposta: E

4) x-6x3+11x2-6x=x(x3-6x2+ 11x - 6) =
=x(x>-x2-5x2+5x+ 6x—6) =
=x[x3(x-1)-5x(x=1) + 6(x = 1)] =
=x.x-1D(x2-5x+6)=x.(x-1).(x-2).(x-3) que

& OBJETIVO — 5



é o produto de quatro niimeros inteiros e consecutivos.
Desses, quatro nimeros, um e miliplo de 2, outro é
multiplo de quatro e pelo menos um deles é miiltiplo de
3, portanto o produto é multiplo de 2 .4 .3 =24
Resposta: D

H Moburo 14

1) Se

x=b-c

y=¢c-a ([ =>x+y+z=0=>
z=a-b

=>x3+y3+z3=3xyz=>
= (-cP+(c-a)Y+@-b>=3(b-c).(c-a).(a=bh)

2)

a) (x+y)(y+z)(x+z)=(xy+xz+y2+yz) (x+1z)=
= x2y +x27 + Xy2 + XyZ + XyZ + xz2 + yzz + yz2 =
= x%y + X%z + xy? + y?z + xz2 + yz? + 2xyz

b) x+y+zP=[x+y)+zP=
=xX+y)P+3x+y) 2 +3x+y)22+73 =
=x3 + 3x%y + 3xy? + y> + 3x%z + 6xyz + 3y%z +
+3xz? + 3yz> + 73 =
=x3 +y3 + 23 + 3x%y + 3xy? + 3x%z + 3xz% +
+ 3y%z + 3yz? + 6xyz

3)
D X3+y3=91=x+y)x2-xy+y?)=91=
=X+y).13=91=x+y=7T<sy=7-Xx

2) X2-xy+y?=13=x2-x(7-x)+(7-x2=13=
—x2_Tx+12= 0=>{X=3=>y=4
X=4=>y=3
V={3;4), 4;3)}
4) x.y+x+y=142
x(y+1)+y=142
x(y+D+(y+D=142+1

y+1D.x+1)=11.13

— —

11 13 - x=12ey=10
13 11 — x=10ey=12
y+1).x+1)=1.143

%/_J H_/

1 143 - x=142ey=0

143 1 — x=0ey=142
pois, x,y € N*
Respostas: 10 e 12

} impossivel

6 — & OBJETIVO

B MobuLo 15

1) a+b+cP-(@+b-c)-
—(b+c-a¥)-(c+a-b)3=
=(a+b+cP-(@+b-cP+
+(@a-b-cP-(a-b+c3=
=[a+b)+cP-[@+b)-cP+
+[a=b)=cP-[(a=b)+cP=

= (a+5)7 + 3@+ be + 3a ¥ bie+ -
_:—(3"":—”1;){3’+ 3(a+b)*c- 5(5‘#“]5))(;% +,,£3/:I-___,(a—-—“‘li')”3f:
—3(a—b)2 + 3@a=hy — ¢ — (a=b) —
-3(a-b)kc- 3(a—b)c% _ c3=

= 6(a + b)%c — 6(a — b)%c = 6¢[(a + b)? - (a—b)?] =
= 6¢[a? + 2ab + b2 — a2 + 2ab - b?] =

= 6¢ . 4ab = 24abc

2) 32x°-al’=(2x)°-(a?5=
= (2x - a2)[(2x)* + 2x)3(@®)! + 2x)*(a?)? +
+(2x)1 (@23 + (@) =

= (2x — a?)(16x* + 8x3a? + 4x%a* + 2xa® + a%)

B MobpuLro 16
1)

5 5 5 5 5 5 5
V7-V2). (V2401 + V686 + V196 + V56 + V16 =

-(\/_ \/_) ((\/_) +(\/_)3 (\/_)+
+(\/_)2 (\/_)2+(\/_) VZP+(VZyh =
—(\/_)5 (\/_)5—7 2=5

pOlSX —y =(X—y)(X + X y+X2y2+Xy3+y4)
Resposta: D

2) No exercicio 3 da aula 14 demonstramos que “Se
a+b+c=0,entdo a’ + b® + ¢ = 3abc”. Como
x-k) + (x - 3k) + ( 4k — 2x) = 0 temos que

(x-k)3 + (x-3k)3 + 4k - 2x)* =
=3.(x-Kk).(x-3k).dk-2x)=0 <«

< x-k)=0,(x-3k)=0ou (dk-2x)=0 <

< x=k,x=3k ou x =2k

A soma das raizes € k + 3k + 2k =6k =30 <> k= 5.
Resposta: 5



