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Apresentacao

Ola. Seja bem-vindo!

Sou Victor So, professor de Matematica do Estratégia Vestibulares! Fui aprovado em terceiro
lugar no ranking geral do IME no vestibular de 2012 e sou graduado em engenharia da computacgao
pelo ITA. Fago parte de uma equipe composta por professores de todo o pais, reunida com o objetivo
de ajudar estudantes como vocé, que buscam éxito no vestibular do ITA!

Diante de tantas opg¢des de cursos preparatdrios para vestibulares no mercado, o que faz do
nosso material uma boa op¢ao? Primeiramente, fazemos parte do Estratégia Concursos, que desde
2011 se tornou referéncia pela qualidade de seus cursos preparatoérios para concursos publicos, o
gue garantiu milhares de aprovados.

Para a elaboragcao de nosso material, partimos da mesma férmula de sucesso adotada no
ramo de concursos, da qual podemos destacar os seguintes pontos:

e Aulas exclusivas e voltadas para o seu edital. O nosso curso é cuidadosamente customizado
para o vestibular da sua instituicao.

e Valorizar o aluno. Como o nosso objetivo é garantir a sua aprova¢cdao em uma das melhores
instituicdes de ensino do pais, acreditamos que sao necessarias metodologias diversas de
aprendizado para que isso seja possivel.

e Valorizar o professor. Somos uma equipe composta por integrantes com vasta experiéncia
em ensino e pesquisa, totalmente voltada para a produgao de um curso completo e
atualizado.

Além disso, o Estratégia Vestibulares se dedicou a preparar um material completo e
atualizado. Nao se trata de disponibilizar pequenos resumos ou esquemas, mas verdadeiros livros
digitais para orientar seus estudos.

Um dos diferenciais do Estratégia Vestibulares é a disponibilizacao de comentarios de cada
uma das questdes, a fim de que ndo reste nenhuma dulvida sobre o gabarito ou sobre o conteudo.

Para entender melhor do que estamos falando, disponibilizo para vocé a Aula 00. Essa é uma
pequena amostra do nosso curso, sobre o qual vocé pode se informar melhor no site
https://www.estrategiavestibulares.com.br/.

00}
&

O Jvictorso @ /profvictorso o /profvictorso
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Metodologia do Curso

Este curso apresentara toda a base da matematica para que vocé consiga resolver a
integralidade das questdes do ITA. Nao sera necessario consultar outras fontes externas. Ao longo
do curso, resolveremos diversos exercicios e com isso vocé sera capaz de aprender como as questoes
do ITA s3o cobradas no vestibular. Vocé tera que se dedicar se quiser passar nesses vestibulares,
entdo estude bastante e treine a maior quantidade de exercicios possivel!

Para os alunos que ja possuem uma base sobre a matéria, vocés podem pular direto para a
lista de questdes. Surgindo alguma duvida, vocés poderdo ver a resolucdo do exercicio e/ou
consultar a teoria para sanar suas duvidas.

Ao longo da teoria resolveremos alguns exercicios para fixacao e veremos na pratica como o
assunto pode ser cobrado na prova.

Analise de Vestibulares Anteriores

O vestibular do ITA 2019 teve uma mudanca em relagdo as provas dos anos anteriores.
Antigamente, as provas ocorriam durante quatro dias seguidos divididos em Fisica, Portugués, Inglés,
Matematica e Quimica em apenas 1 fase. As provas de Fisica, Quimica e Matematica possuiam 20
guestdes objetivas e 10 questdes dissertativas cada uma e as provas de Portugués e Inglés possuiam
20 questdes objetivas e também uma redagao na prova de Portugués. Um detalhe, a prova de Inglés
nao contabilizava pontos na média, e até hoje essa regra se mantém. Outra novidade que ocorreu
no vestibular de 2019 foi a inclusdao do sistema de cotas em seu processo seletivo. Nesse ano, as
provas foram divididas em 2 fases. A primeira fase consistiu em 60 questdes objetivas envolvendo
todas as matérias, sendo classificatéria e eliminatdria para a proxima fase com duracao de 4 horas
(12 questdes de cada disciplina). A segunda fase ocorreu em 2 dias, o primeiro dia foi a prova de
Matematica e Quimica com 10 questdes dissertativas de cada matéria para serem realizadas em 4
horas. O segundo dia foi a prova de Fisica e Redacdao composta de 10 questdes de Fisica e 1 Redacao
para serem realizadas também em 4 horas.

Atualmente, o vestibular de 2020 sera parecido com o vestibular de 2019, mas tera uma
mudanca em relacdo a primeira fase. Ao invés de 60 questdes, teremos 70 no total (15 para
Matematica, Fisica, Quimica e Portugués e 10 para Inglés) para serem resolvidas em 5 horas.

Vejamos a composicao da média final das provas do ultimo vestibular:

Fase Matéria Percentual
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12 Fase | Prova Objetiva 20%
Matematica 20%
Quimica 20%

22 Fase
Fisica 20%
Redacgao 20%
Média Final 100%

A média de corte do vestibular desse ano foi acima de 7,00 para as vagas ordindrias e
privativas. Vagas ordinarias sao para os alunos que optaram pela carreira civil (serdo militares apenas
no primeiro ano) e as vagas privativas sao para os alunos que optaram pela carreira militar (serao
militares durante toda a graduacao).

Vamos analisar a estatistica dos vestibulares dos outros anos:

AR

‘ Relacdo candidato/vaga

L we
2018 2017 2016 2015 2014
Fisica 7,71 6,00 7,66 5,52 5,56
Portugués 7,66 7,63 7,31 6,76 6,26
Inglés 8,03 8,54 8,68 8,26 8,74
Matematica 7,71 8,29 7,45 8,02 7,82
Quimica 7,40 7,02 6,70 7,06 7,22
Média de corte 7,34 6,85 6,94 6,37 6,25

wo | onareoe |
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12 Fase 22 Fase
Privativa 6,04 7,03
Ordinaria 5,83 7,06

Privativa (cotistas) - 6,39
Ordinaria (cotistas) - 6,69

Perceba que a média para garantir a aprovacao é 7,00. Note também que os aprovados
normalmente possuem média em Matematica maior que em outras matérias de exatas. A prova de

Matematica do ITA é menos exigente do que a do IME, por isso, vamos garantir os pontos nessa
matéria para elevar a sua média!

Nao ha idade minima para o ingresso no ITA, desde que vocé tenha concluido ou esteja concluindo
o ensino médio no ano da inscricdo. A idade maxima para esse vestibular é 23 anos de idade até o
ultimo dia do ano do concurso.

Estatistica de Vestibulares Anteriores

O diagrama abaixo representa a distribuicdao de assuntos da prova de Matematica do ITA dos
ultimos 20 anos.
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QUESTOES DE MATEMATICA/ITA 2000-2019

Teoria Elementar dos
Conjuntos Geometria Plana

4% 9%

Geometria Espacial

9%

Fungoes
6%

Polindmios
9% Geometria Analitica
10945
Maitrizes.
Determinantes.
T4
Trigonometria

Sistemas Lineares

11%
3%

Outros
Sequéncias 304
6% “_ Aritmética

Anilise Combinatoria. . Equagdese 170}
Probabilidades. Logaritmospequacies

994 3% 305

Observando-se o diagrama, podemos notar que no vestibular do ITA ha uma alta taxa de
incidéncia nos seguintes assuntos:

e Trigonometria

e Geometria Analitica
e Geometria Espacial
e Geometria Plana

e Polindbmios

Podemos perceber também que os assuntos das questdes dessa prova, excluindo os temas
acima, é bem distribuido.

E muito provavel que na sua prova vocé encontre questdes sobre os temas citados acima,
entdo tente resolver o maximo de questdes possivel das aulas desses assuntos para garantir
preciosos pontos no vestibular!
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‘Qp CRONOGRAMA DE
&) / FAULAS

AULA ASSUNTO

Aula 00 Teoria Elementar dos Conjuntos

Teoria elementar dos conjuntos: subconjuntos, unido,
interseccao, diferenca, complementar.

Aula 01 Algebra Elementar
Conjuntos numéricos: naturais, inteiros, racionais e irracionais,
reais.

Aula 02 Sequéncias

Progressdes aritméticas e  progressdes geométricas:
propriedades, soma dos termos de uma progressao geométrica
infinita.

Aula 03 Introducéo as Funcdes

Funcles injetoras, sobrejetoras e bijetoras; funcdes pares,
impares e periddicas; funcdes composta e inversa.

Aula 04 Funcbes Quadraticas e Modulares
Fungdes quadraticas e modulares.
Aula 05 Funcbes Exponenciais, Logaritmicas, Piso e Teto,
Equacdes Funcionais
Funcdes logaritmo e exponencial: definicdes e propriedades.
Equacdes e inequacgdes logaritmicas e exponenciais.
Aula 06 Trigonometria |

Trigonometria: féormulas de adicdo, subtracdo e bisseccao de
arcos. FungOes trigonométricas: propriedades e relagdes
principais. Transformacdo de soma de fungdes trigonométricas
em produtos.

Aula 07 Trigonometria Il

Trigonometria: equacgdes e inequacgdes trigonométricas.
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Geometria Plana |

Congruéncia de figuras planas e relacbes métricas nos
triangulos.
Geometria Plana Il

Semelhanca de triangulos e relagdes métricas nos triangulos.

Geometria Plana lll

Rela¢cbGes métricas nos circulos, circunferéncias e quadrilateros.

Geometria Plana IV
Poligonos; relagdes métricas nos poligonos regulares; areas de
poligonos; areas de circulos, coroas e setores circulares.
Matrizes e Determinantes
Matrizes: operacdes, propriedades, inversa. Determinantes e
propriedades.
Sistemas Lineares

Matriz associada a um sistema de equacdes lineares. Resolugdo
e discussao de sistemas lineares.

Geometria Analitica |
Coordenadas cartesianas. Distancia entre pontos. Equagdes da
reta, paralelismo e perpendicularismo, angulo entre retas,
distancia de um ponto a uma reta. Equacao da circunferéncia,
tangentes a uma circunferéncia, intersec¢ao de uma reta a uma
circunferéncia.

Geometria Analitica Il
Elementos principais e equac¢des da elipse, hipérbole e pardbola.
Lugares geométricos e interpretacdes de equacdes de 2° grau.

Analise Combinatéria e Binédmio de Newton

Combinatoria: problemas de contagem, arranjos, permutagdes
e combinagdes simples. Bindbmio de Newton.

Probabilidades

Probabilidade e espagos amostrais. Probabilidade condicional e
eventos independentes.

Numeros Complexos
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Numeros complexos: representacdo e operagdes nas formas
algébrica e trigonométrica, raizes complexas, formula de
Moivre.

Aula 19 Polindmios

Polindbmios: conceito, grau e propriedades fundamentais;
operacdOes, fatoracdes e produtos notaveis; raizes; teorema
fundamental da algebra.

Aula 20 Equacdes Algébricas

Equacdes algébricas: definicdo, raiz, multiplicidade e nimero de
raizes; transformacdes aditiva e multiplicativa; equacdes
reciprocas; relacao entre coeficientes e raizes. Raizes reais e
complexas.

Geometria Espacial |

Aula 21 Retas, planos e suas posicOes relativas no espaco. Poliedros
regulares. Prismas, piramides e respectivos troncos. Calculo de
areas e volumes.

Aula 22 Geometria Espacial Il

Cilindros, cones e esferas. Calculo de areas e volumes.

Introducao

A primeira aula desse curso serd sobre Teoria dos Conjuntos. Precisamos aprender a ler as
notagdes usadas nas questdes antes de aprender a resolvé-las.

Antes de iniciar o estudo sobre a Teoria dos Conjuntos, vamos estudar Nogdes de Légica. Ela
€ um pré-requisito para uma boa base no estudo da Teoria dos Conjuntos.

Nesse curso, tentei deixar os comentarios das questdes bem detalhados, entdo, se vocé for
um aluno avanc¢ado ou intermediario, apenas confira o gabarito e tente resolver todas as questdes
dessa aula. Lembre-se! O importante é ganhar velocidade na hora da prova, entao, tente resolver a
maior quantidade de exercicios possivel e ndo perca tempo verificando questdes que vocé ja sabe!
Caso vocé seja um aluno iniciante, vocé pode conferir o passo a passo das resolu¢des e aprender
com elas. Sem mais delongas, vamos comecar!

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
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1. NogoOes de Ldgica

1.1. Proposi¢ao Simples

1.1.1. Definigao

Uma proposi¢do simples ou sentenga é uma oragdo declarativa que expressa um sentido
completo e pode ser classificada em apenas um dos dois valores légicos possiveis: verdadeiro ou
falso.

Vamos aos exemplos:

1) Essa maca é vermelha.

2) 10>5

3) 9=5

No exemplo 1, vemos que “Essa mac¢a é vermelha” é uma oracdo afirmativa. Podemos dizer
que ela é verdadeira, caso a macga seja vermelha, ou falsa, caso a maca seja verde. Repare que no
caso de uma oracdo, temos necessariamente a presenca de sujeito (essa maca) e de predicado (é
vermelha).

Por exemplo, a frase “O rei ledo” ndao é uma proposicao, pois nao possui sentido completo.

No exemplo 2, temos uma afirmacao, |é-se 10 é maior que 5, ela é uma proposicao pois possui
sentido completo e recebe valor légico verdadeiro.

No exemplo 3, temos outra afirmacdo, |é-se 9 é igual a 5, temos outra proposi¢cdo com sentido
completo. Ela afirma que 9 é igual a 5, logo é uma proposicao falsa.

Também temos frases que nao podem ser classificadas como proposicao, por exemplo:

4) 10 -5+ 3 (ndo possui sentido completo)

5) Isso é um absurdo! (frase exclamativa)

6) Essa pedra é dura? (frase interrogativa)

7) Faca 30 flexdes agora. (frase imperativa)

8) 5x + 2 = 0 (sentenca aberta)

No exemplo 5 6 e 7, temos uma frase exclamativa, interrogativa e imperativa,
respectivamente. Nao sao proposicdes, pois ndao sao classificdveis como verdadeiras ou falsas.

No exemplo 8 temos uma sentenga aberta, porque ndao sabemos o valor de x. Entao nao
sabemos se ela é verdadeira ou falsa. Observe que uma sentenca aberta pode se tornar uma
proposi¢cao mediante o uso de quantificadores! Exemplo:

9) Ax eR|5x+2=0
O simbolo 3 representa o quantificador existencial. Essa frase é lida como:

“Existe x pertencente ao conjunto dos reais, tal que 5x + 2 = 0.”

Essa é uma proposicao verdadeira, pois resolvendo essa equacao encontramos algum x que
satisfaz o problema.

Dois exemplos de quantificadores sao:

a) Universal: V significa “para todo”

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
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Exemplo:Vx ER,x+1=0
Essa proposicao significa:
“Para todo x pertencente ao conjunto dos reais, x + 1 = 0”

Essa proposicao possui valor légico falso, pois ela afirma que todo x real satisfaz a equacao.
Se tomarmos x = 0, a equagao fica 0 + 1 = 0, o que é errado.

b) Existencial: 3 significa “existe”
c) Nao existencial: A significa “ndo existe”
Exemplo: 4x € R|vV—-1 =x
Lé-se:
AN H . z . ”
N3o existe x pertencente aos reais tal que v—1 é igual a x.
Essa é uma proposicdo verdadeira. Um numero que satisfaz essa condicdo pertence ao
conjunto dos complexos. Veremos mais adiante o estudo desses numeros.

TOME

NOTA!

()

Assim, para termos uma proposi¢ao temos que satisfazer as seguintes condicdes:

l. A oracdo deve possuir sentido completo.

Il. Deve ser declarativa (ndo pode ser sentenga aberta, frase exclamativa, frase interrogativa e
frase imperativa).

Il Somente assume um dos valores légicos possiveis: verdadeiro (V) ou falso (F).

1.1.2. Principio da Nao-Contradicao

O Principio da Nao-Contradigao diz que uma proposi¢ao nao pode ser verdadeira e falsa ao
mesmo tempo. Por exemplo:

Suponha que a seguinte proposi¢ao seja verdadeira:

1) Choveu ontem.

Se “choveu ontem” é uma proposicao verdadeira, entdo ndo podemos afirmar que “nao
choveu ontem” (essa frase é equivalente a afirmar que “choveu ontem” é falsa). Pois assim,
estariamos nos contradizendo. Ou choveu ou nao choveu.

1.1.3. Principio do Terceiro-Excluido

O Principio do Terceiro-Excluido diz que uma proposi¢cao podera ser verdadeira ou falsa, ndao
existindo uma terceira possibilidade.

Veja o exemplo:

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
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1) Maria é brasileira.
Pelo Principio do Terceiro-Excluido:

Ou Maria é brasileira, ou Maria ndo é brasileira. Ndo existe um meio-termo!

HORADE

PRATICAR!

1. Indique quais as frases abaixo sao proposigoes.
a) Jack é maluco.

b) 5> 2.

c) 2x =09.

d) Qual a resposta dessa questao?

Resolugao:

a) E proposicdo. Pois é uma frase com sentido completo e pode ser classificada em verdadeira
ou falsa.

b) E proposicdo. Pois é uma frase com sentido completo e admite o valor légico verdadeiro.

c) Na&o é proposicdo. Pois é sentenca aberta.

d) N3&o é proposicdo. Pois é interrogativa.

2. Transforme as sentencgas abertas em proposic¢oes.
a) x+4>10
b) x4+1=5

Resolugao:

a) Vamos tornar a afirmacao verdadeira usando um quantificador.
Sem o quantificador, temos uma sentenca aberta:
X mais 4 é maior que 10.

Como nao sabemos o valor de x, nao conseguimos definir se essa frase é verdadeira ou
falsa.

Entdo, podemos escrever:
IxeR;x+4>10
Assim, transformamos na seguinte proposic¢ao:
Existe x pertencente ao conjunto dos reais, tal que x mais 4 é maior que 10.
Essa é uma proposicao verdadeira.
b) Podemos transformar essa frase em uma proposicao falsa. Veja:

VxeER;x+1=5

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
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Lé-se: |
Para todo x pertencente ao conjunto dos reais, temos x mais 1 igual a 5.

Essa é uma frase logicamente falsa.

1.2. Negacao

Toda proposicao pode ser negada. No estudo da légica, o simbolo que representa a negacao
de uma proposi¢ao é = ou ~. Vamos usar o simbolo —.

As proposigdes sao nomeadas com letras minudsculas. Usamos normalmente as letras p, g e
r. Quando encontramos —p, estamos negando a proposi¢ao p. Entdo se p for verdadeira, —p sera
falsa ou se p for falsa, —p sera verdadeira.

Por exemplo:

p: Essa banana é azul. (F)

—p: Essa banana ndo é azul. (V)
q:9 >3 (V)

—q:9 < 3 (F)

r:1=2(F)

—r:1#2(V)

FIQUE

ATENTO!

(2]

Observe que na proposicao g, a sua negagao foi escrita como < e ndo apenas <. Caso escrevéssemos
< no lugar de <, tornariamos a negagao incompleta, ja que 9 = 3 também é falsa. Entdo, toda vez
qgue vocé encontrar uma desigualdade, lembre-se de incluir todas as possibilidades da sua negacgao!

1.3. Proposicao Composta

Podemos criar novas proposi¢des a partir de proposi¢des simples. Para isso, usamos alguns
operadores légicos (conectivos) que serdo apresentados a seguir:

1.3.1. Conjuncgao (A)

O operador légico conjuncao é mais conhecido como “e” e pode ser representada pelo
simbolo “A”. Esse tipo de operador combina duas proposi¢cdes com o conectivo “e”. Por exemplo:

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
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p: Hoje é sexta-feira.

q: Amanha vai chover.

p A q: Hoje é sexta-feira e amanha vai chover.

E como vamos saber se a nova proposicao sera verdadeira ou falsa?

Veja: proposicoes com o conectivo “e” somente serdo verdadeiras se ambas as proposicées
simples forem verdadeiras.

Imagine que vocé queira dirigir um carro. Vocé sabe que sera necessario satisfazer duas
condigdes:

1) Ser maior de 18 anos.
2) Ter carteira de habilitagao.
Vamos nomear essas condicdes e criar proposicoes:

p: Ser maior de 18 anos.

q: Ter carteira de habilitagao.

Entdo para vocé dirigir um carro, vocé precisa ter essas qualidades:
Ser maior de 18 anos e ter carteira de habilitagao.

Isso também pode ser escrito como p A g.

Agora veja as seguintes situagdes:

a) Sou maior de 18 anos e tenho carteira de habilitagao. (p verdadeiro e g verdadeiro)
b) Sou maior de 18 anos e nao tenho carteira de habilitagdo. (p verdadeiro e g falso)
c) Sou menor de 18 anos e tenho carteira de habilitagdo. (p falso e q verdadeiro)

d) Sou menor de 18 anos e ndo tenho carteira de habilitagdo. (p falso e g falso)

Qual dessas situagdes vocé tera condi¢des de dirigir um carro?

Apenas a letra (a), pois as outras eu nao satisfaco uma das condi¢des. Logo, apenas na
situagdo (a) teremos como verdadeira a proposi¢ao p A g.

Vamos representar todas as possibilidades por meio da tabela-verdade. Observe:

EAREEY

Vv \ Vv
Vv F F
F \ F
F F F
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ESCLARECENDO!

O que é a tabela-verdade?

Ela é uma tabela matemadtica que mostra todos os resultados possiveis de todas as
combinacdes légicas de uma proposicdo composta.

Como montar a tabela-verdade?

Preliminarmente, devemos escrever todas as possiveis combinagdes das proposigdes simples
na tabela. E como vamos saber quantas linhas da tabela-verdade devemos escrever?

No caso de 2 proposi¢oes, teremos 4 linhas. As 4 linhas sao resultado de todas as combinagdes
possiveis: 2 possibilidades para p (V ou F) e 2 possibilidades para g (V ou F). Essas possibilidades sao
multiplicadas: 2 - 2 = 4.

Veja 0 passo-a-passo:

1) Escrevemos as proposi¢des simples (p e g) e também a proposicao composta logo a direita:

EREY

2) Completamos a coluna p da seguinte forma:

EAREEY

3) Completamos a coluna g da seguinte forma:
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\Y F
F Vv
F F

Agora, basta analisar os valores légicos de cada proposicdao e completar a tabela:

Sabemos que p A q sera verdadeiro somente se p e g forem verdadeiros. Se qualquer dessas
proposi¢des forem falsas, o resultado de p A g também sera falso! Entdo a presenga de apenas 1
falso ja torna o resultado falso! Vamos agora verificar cada linha e preencher o valor légico. Na
primeira linha, temosp éVeqéV,entdopAqgéV:

Vv v v
Vv F
F v
F F

Na segundalinha,péVeqéF,pAqéF:

EAREEY

v Vv Vv
Vv F F
F Vv
F F

Na terceiralinha,pé FeqéV,pAqéF:
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\Y F F
F Vv F
F F

Na ultimalinha,péFeqéF,pAqéF:

EAREEY

v Vv v
Vv F F
F Vv F
F F F

1.3.2. Disjungao Inclusiva (V)

O operador ldgico disjungao inclusiva é mais conhecido como “ou” e pode ser representado
pelo simbolo V. Quando usamos o operador légico “ou”, dizemos que a nossa proposi¢ao sera
verdadeira quando qualquer uma das proposi¢des simples forem verdadeiras. Vamos aos exemplos:

Imagine que sua mae pega que vocé va ao mercado e compre fruta. Vocé chega no mercado
e encontra 2 opgdes, banana ou morango. Entao, vamos criar nossas proposicoes:

p: Levar banana.

q: Levar morango.

Usando o conectivo “ou”:

p V q: Levar banana ou levar morango.

Vocé precisa levar alguma fruta para tornar essa proposi¢cdao verdadeira, assim, temos as
seguintes possibilidades:

a) Vou levar banana e vou levar morango. (p verdadeira e g verdadeira)
b) Vou levar banana e ndo vou levar morango. (p verdadeira e q falsa)
c) Nao vou levar banana e vou levar morango. (p falsa e g verdadeira)
d) Nao vou levar banana e ndo vou levar morango. (p falsa e g falsa)
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Qual delas vocé levara alguma fruta?

Nas letras (a), (b) e (c) vocé estara levando alguma fruta para casa e apenas a letra (d) vocé
ndo levard nada. Logo, apenas a letra (d) sera falsa, pois vocé ndo estara levando nenhuma fruta.

A tabela-verdade da disjuncdo é a seguinte:

EAREEn

v Vv A"
v F \Y
F Vv A"
F F F
1.3.3. Disjungdo Exclusiva (D)
;Q'IEENTO!

()

A disjungdo exclusiva é conhecida como “Ou p ou q” e pode ser representada por @. A
diferenca entre a disjuncao exclusiva da disjuncao inclusiva é que caso as duas proposicoes sejam
verdadeiras ao mesmo tempo, a proposi¢cao com disjun¢ao exclusiva torna-se falsa. Por exemplo:

p: Vou a escola.
q: Chove hoje.
p @ g: Ou vou a escola ou chove hoje.

Assim, se p: Vou a escola for verdadeira e g: Chove hoje também for verdadeira, a proposi¢ao
p @ q torna-se falsa. Pois a disjungao exclusiva apenas permite a escolha de uma opgdo (apenas
uma das proposicdes pode ser verdadeira).

Veja a tabela-verdade:
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v v F
v F v
F v v
F F F

1.3.4. Negacao (—)

A negagdo de uma proposi¢ao p pode ser escrita como —p. Ele é lido como “ndo p”. A negagao
de p sempre recebera o valor l6gico contrario ao de p. Por exemplo:

p:José é orfao.
—p: José ndo é orfao.

Veja a tabela-verdade:

1.3.5. Condicional (—)

O condicional é conhecido como “Se p, entdo q” e pode ser representado por —. Esse caso
so sera falso quando p for verdadeiro e g for falso. Porque ela afirma que se p acontecer, g deve
acontecer. Vamos exemplificar:

p: Choveu ontem.

q: Caio estudou.

p — q: Se choveu ontem, entdo Caio estudou.
Vamos analisar as possibilidades:

1) Choveu ontem e Caio estudou. (p verdadeiro e g verdadeiro)
2) Choveu ontem e Caio ndo estudou. (p verdadeiro e g falso)
3) N&o choveu ontem e Caio estudou. (p falso e g verdadeiro)
4) Nao choveu ontem e Caio nao estudou. (p falso e g falso)
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A nossa proposicao condicional diz que “se choveu ontem, entdo Caio estudou”, entdo na (1)
temos que “choveu ontem e Caio estudou”, logo ela é verdadeira porque ela afirma que os eventos
da condi¢dao aconteceram.

Na (2), temos que “choveu ontem e Caio ndo estudou”. A condicional diz que se chovesse,
Caio teria estudado, esse caso é falso, pois a condicional diz que se chovesse ontem, Caio teria
estudado.

Na (3) e na (4), temos que “ndo choveu ontem”. A condicional nada afirma sobre a primeira
proposicao ser falsa, entdo tanto faz se Caio estudou ou ndo estudou nesse caso. A proposi¢cao sera
verdadeira em ambos os casos.

Desse modo, podemos criar a tabela-verdade:

' Vv '
Vv F F
F Vv Vv
F F Vv

1.3.6. Bicondicional (<)

O bicondicional é conhecido como “se e somente se” e pode ser representado pelo simbolo
(«). Proposicdes com o conectivo bicondicional sdo verdadeiros quando ambos os eventos
acontecem ou nenhum deles acontecem. Por exemplo:

p: Maria foi passear.

q: Jéssica ligou para Maria.

p © q: Maria foi passear se e somente se Jéssica ligou para Maria.
Analisando as possibilidades:

1) Maria foi passear e Jéssica ligou para Maria. (p verdadeiro e g verdadeiro)
2) Maria foi passear e Jéssica ndo ligou para Maria (p verdadeiro e g falso)
3) Maria ndo foi passear e Jéssica ligou para Maria. (p falso e g verdadeiro)
4) Maria ndo foi passear e Jéssica ndo ligou para Maria. (p falso e g falso)
Qual delas torna a bicondicional verdadeira?

Apenas a (1) e a (4).

Na (1), Maria foi passear e Jéssica ligou para Maria, logo é verdadeira conforme estabelece a
proposicao.

Na (4), nenhum dos eventos aconteceram, isso ndo contradiz a proposicdo. Logo também é
verdadeira.

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021

Na (2), Maria foi passear e mesmo assim Jéssica ndo ligou para Maria. A proposi¢do foi
contradita! Assim, esse caso torna a proposicao falsa.

Na (3), Jéssica ligou para Maria e Maria ndo foi passear. Temos uma situacdo analoga a (2).
Entdo esse caso também é falso.

Vamos criar a tabela-verdade passo a passo:

1° passo: Preenchemos a terceira coluna com o conectivo (p = q) linha por linha e obtemos:

--
v v v

v F F
F v v
F F v

A ordem de preenchimento da tabela sempre serd das proposicdes simples para as
proposi¢cdes compostas!

2° passo: Preenchemos a quarta coluna com o conectivo (¢ — p) linha por linha e obtemos:

1K K SN
' Vv Vv Vv

' F F Vv
F Vv Vv F
F F Vv Vv

Perceba que a ordem das proposicdes foi trocada! Entdo, devemos analisar primeiro a coluna
q e depois a coluna p.

3° passo: Preenchemos a ultima coluna linha por linha e obtemos:
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v v v v v

v F F Vv F
F v v F F
F F v v v

Aqui, analisamos p - q e q > p e vemos as linhas que possuem F. Nessas linhas,
completamos com F na coluna p <> q. O restante completamos com V.

Dessa forma, concluimos que p < q é verdadeira somente quando p = q e g — p forem
verdadeiras.

*N3o seria necessdrio fazer uma tabela com p — g e g = p. Isso foi feito apenas para mostrar
didaticamente que p < q é verdadeira somente quando a ida (=) e a volta («) forem verdadeiras
ao mesmo tempo.

Basta gravar que a proposicdo p < q é verdadeira somente quandop,q =V oup,q = F.

1.4. Classificagao das Proposicoes Compostas

1.4.1. Tautologia

Uma proposicao composta é classificada como tautologia quando todos os valores logicos
qgue ela assume sao verdadeiros. Isto é, independente dos valores légicos das proposicdes simples,
ela serd verdadeira. Exemplo:

v F v
v F v
F v v
F v v

1.4.2. Contradigao

Uma proposi¢gao composta é classificada como contradicdao quando todos os seus valores
l6gicos sao falsos.

Exemplo:
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v F F
F v F
F v F

1.4.3. Contingéncia

Uma proposicdao composta € classificada como contingéncia quando ela n3ao puder ser
classificada como tautologia ou contradigao. Exemplo:

v v v
Vv F F
F v F
F F v

1.5. Relagao de Equivaléncia

Esse topico sera util para vocé desenvolver o raciocinio da demonstragao por argumentos
l6gicos e, também, a trabalhar com operadores ldgicos. Veremos mais a frente que operag¢des na
teoria dos conjuntos sao muito parecidos com opera¢des da ldgica proposicional.

Duas proposicOes serdao equivalentes quando possuirem tabela-verdades iguais. Vamos usar
o simbolo & para indicar equivaléncia. Exemplo:

Vamos construir a tabela-verdade parap - ge = p V q:
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v F v v v

v F F F F
F v v v v
F v F v v

Perceba que a tabela-verdade de p —» q e =p V q possuem os mesmos valores logicos, logo
eles sdo equivalentes! Entdao, podemos escrever:

p—2>qe pVq
Se elas sdo equivalentes, podemos escrever qualquer uma das formas para representar a
mesma proposicao!
1.5.1. Teorema Fundamental

Uma equivaléncia muito util no estudo da ldgica é a seguinte:

L (=29 e (pvae o (=g - -p)
L. ppeqpde@->q9A@G-Dp)
Ja sabemosquep = g © —p V q,vamos construir a tabela-verdade de —q — —p para provar
o teorema (l):

*0O passo-a-passo estd detalhado no exercicio abaixo.

-_

v F v F v v v
v F F v F F F
F v v F v v v
F v F v v v v

Essas proposicOes sdo todas equivalentes, portanto tanto faz escrever qualquer uma das
formas.

Agora, construindo a tabela-verdade (ll):

g Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021
v v v v v v

v F F F v F
F v F v F F
F F v v v v

Perceba que (p < q) possui a mesma tabela-verdade de (p —» q) A (¢ = p).

HORADE

PRATICAR!

3. Mostre que as seguintes proposi¢des sao equivalentes.
a)=(peq e (e q)
b)=(p~>q) = (pA-q)
Resolugao:
a)-(peoq) e (peq)

Vamos analisar quais proposi¢des precisamos escrever na nossa tabela-verdade. Para
saber quais, fazemos o seguinte:

Primeiro, identificamos as proposi¢des simples. No caso sera p e q.

Proximo passo sera identificar se ha alguma negag¢ao de uma proposi¢dao simples. Temos
(.

b) A seguir, identificamos as proposi¢des compostas. Temos —(p © q) e (p © —q).

Agora, identificamos as proposicdes compostas que estdo sendo negadas por inteiro.
Temos p < q.

Veja que encontramos p,q,—q,p < q,—(p © q),(p © —q). Construindo a tabela-
verdade para essas proposi¢oes:

1°) Escrever as tabela-verdade com todas as proposicdes que serdo necessarias.
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2°) Escrever os valores logicos das proposicdes simples.

BRI
v V F

v F v
] v F
F F v

3°) Encontrar o valor légico da proposicdo composta envolvendo proposi¢des simples.

ST o Ten s
v A" F v

v B v F
F v F F
F F v v

4°) Negar a proposi¢cdao composta.
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EEN
v A F v F

v B v F v
- v F - v
F B v Vv F

5°) Comparar a coluna de p e a coluna de —q para encontrar o valor légico de p & —gq.

ST e e
v A" F v F F

v F v F v v
F v F F v v
- - v v - F

b)=(p > q) © (pA-q)
Vamos construir a tabela-verdade:

Primeiro para —(p — q). Basta negar a tabela-verdade de p — g (a construgdo dessa
tabela esta explicada no tépico p — q):

v v V e F
v F F =i V
F v V =g T

- F Vo F
__|

Agora, construimos a tabela-verdade de p A =g, primeiro devemos negar q:
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v Y F
V 3 v
- v F
F 2 v

- F
p— \/
— |

_"F

Por fim, juntamos as duas tabelas-verdades e comparamos:

T e s e o
v W F F V F

v F v v - Y
i v I 3 v P
F F v r v r

Note que ambas sao iguais, logo, sao equivalentes.

*Poderiamos ter construido essa ultima tabela diretamente e estaria provada a
equivaléncia.
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1.6. Negacao das Proposi¢oes

Esse topico é util para fazer demonstracdes pelo método da reducao ao absurdo e pode te
ajudar a entender melhor as operacdes de complementar da teoria dos conjuntos.

Veremos agora como negar proposi¢cdes. Vamos apresentar as principais:

1.6.1. Negacao de uma proposi¢ao simples

Para negar uma proposicao simples, basta inserir o simbolo de negac¢ao e trocar o valor logico
da proposicao.

Negacao de p: —p

Sua tabela-verdade é:

1.6.2. Negacao de disjungao
—|(qu) < ap A q

Para negarmos proposi¢des da forma p ou g, basta negar p e q e trocar o “ou” por “e”. Por
exemplo:

p: Estudei hoje.

q: Jogarei futebol amanha.

p V q: Estudei hoje ou jogarei futebol amanha.

—p A —q: N3o estudei hoje e nao jogarei futebol amanha.

Podemos provar pela tabela-verdade que ambas as proposi¢des sao equivalentes:

RN I N N 7 B
v v F F v F F

v F F v v F F
F v v F v F F
F F v v F v v

1.6.3. Negacao de conjungao

-(pAQ) © —pV—q
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Para negarmos a proposi¢ao da forma p e g, trocamos o “e” por “ou” e negamos as
proposi¢des simples. Exemplo:

p: Estudei fisica.

q: Joguei futebol.

p A q: Estudei fisica e joguei futebol.

—p V —=q: Nao estudei fisica ou ndo joguei futebol.

Vamos representar na tabela-verdade sua equivaléncia:

I N N T T
v vV F F v F F

Vv F F Vv F A Vv
F Vv Vv F F Vv Vv
F F v Vv F Vv Vv

1.6.4. Negacao da condicional

-(p—-q) ©pAq
A negacado da condicional é mais bem compreendida quando representamos a condicional
pela sua equivalente.

p—2>q<S-pVgq
Vamos usar =p V g no lugarde p — gq.
Entdo a negacdo da condicional sera:
=(=pVaQ)
Ja sabemos como é a negac¢dao da disjungdo, vamos aplicar. Negamos as proposi¢oes e

au_ n

trocamos “ou” por “e”.
—|(—|p \ q) =" —|(—|p) N —q
O que serd a negacao da negagdo de p?

Quando negamos p, trocamos o seu valor légico. Entao, quando negamos —p, trocamos
novamente seu valor ldgico. Logo, a negac¢do da negagao de p sera o préprio p.

Veja:
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Continuando:

—|(—|p) AN—-q & pA-q

Assim, provamos que ~(p = q) © p A q.

Vejamos sua tabela-verdade:

oL L Lo o
v v F v F F

Vv F \' F \' Vv
F \Y F Vv F F
F B Vv Vv F F

1.6.5. Negacao da bicondicional
~(peq e @Aaq)V(gA-p)

Vamos desenvolver —(p < q), para isso vamos usar a equivaléncia (p & q) © (p = q) A

(g~ p).
D-peq ealp-q9Arlg-p]
Vamos usar a negac¢ao da conjuncao e aplicar na proposi¢dao acima:
*Negacdo da conjuncgdo possui a forma: =(p Aq) © —p V —q
i) -lp->gA(@->ple-~(->9V-(q-p)
Agora basta aplicar a negacao da condicional em cada proposigao:

*Negacdo da condicional é da forma: =(p - q) © p A ~q

ii)=(p->q)valg-p) © @PA-qV(qA-p)

1.6.6. Negacao do quantificador V
ﬁ(‘v’x,p(x)) S (3x, px))
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Para negar o quantificador “para todo”, trocamos o quantificador V pelo quantificador 3 e
negamos a proposi¢ao dada.

Por exemplo:
Vx € R, x + 1 € R (verdadeiro)
Negando essa proposicao:

dx e R,x + 1 & R (falso)

1.6.7. Negacao do quantificador 3
—|(Elx,p(x)) S (Vx, ap(x))

Analogamente a situacdao acima, basta trocar o quantificador 3 pelo quantificador V e
negarmos a proposi¢ao dada.

Exemplo:
dx € R,x + 1 = 0 (verdadeiro)
Vx € R,x + 1 # 0 (falso)

1.7. Propriedades Operatdrias

PRESTEMAIS

ATENGAO!

) '\“
*
Todas as seguintes propriedades podem ser provadas pela tabela-verdade. Escreva a tabela-

verdade para cada propriedade para praticar. Apenas demonstraremos algumas delas. E importante
gue vocé as conhega, pois elas serao usadas para entender a Teoria dos Conjuntos.

1.7.1. Idempoténcia

a) PApSDp
b) pVpep

1.7.2. Comutativa

) pPAqGeqAp
d pvgeqVp
Comentario: perceba que a ordem das proposicdes ndo altera o seu valor légico!

1.7.3. Associativa

e} pA@@AT)e (PAQ AT
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f)  pvivr)e @vevr
Comentario: quando temos o mesmo operador envolvido (A ou V), podemos trocar os
parénteses.

Veja que é parecido com a situagao:
1+2+3)=(1+2)+3

Vamos demonstrar a propriedade (e) usando a tabela-verdade. Repare que ela possui 3
variaveis, entdo devemos escrever uma tabela com 8 linhas (combinacdes de 2 possibilidades para
p, 2 possibilidades para q e 2 possibilidades para r).

TOME

NOTA!

A tabela-verdade para 2 varidveis é: Para 3 varidveis:
EE
Vv v Vv v v
v F v v F
F v v F Vv
F F v F F
F v Vv
F v F
F F Vv
F F F

Veja a tabela-verdade para a propriedade (e).
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v v Vv Vv v Vv Vv

v v F F v F F
v F v F F F F
v F F F F F F
F Vv Vv Vv F F F
F Vv F F F F F
F F Vv F F F F
F F F F F F F

1.7.4. Involugao

g ~(p)ep
Comentario: dupla negagao de uma proposi¢ao p € o proprio p.

1.7.5. Distributiva

hy  pvigar)e@EvgAalpvr)

)  pA(@vr)e @A V(AT

Comentario: quando encontramos 2 operadores légicos diferentes, nessas situagdes
podemos “distribuir” o operador entre as proposi¢des. Veja:

pvigrr) e (v rpVvr)
1.7.6. Absorgao
) pvlprgeprlpve ep
1.7.7. Complementares

k) -pVp © T (tautologia)
) -p Ap & C (contradigdo)

1.7.8. Identidades

m) pvTeT
n) pAT ©p
o) pvCep
p) pACsSC
T representa o conjunto tautologia e C representa o conjunto contradigao.
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1.7.9. Teorema de De Morgan

a —(pVvey e -pAr-g
r) -(pAq@) © —pVq

Comentario: o teorema de De Morgan é muito util no estudo da teoria dos conjuntos.
Perceba que a propriedade diz que podemos “distribuir” o operador — entre as proposicoes e
trocamos o operador légico envolvido (negacdo de “ou” é “e” e negacdo de “e” é “ou”).

Demonstragao de De Morgan usando tabela-verdade:

-(pVvq) © pA-q

ST oo o L] oo
v v F F v F F

v F F v v F F
F v Vv F ) F F
F F Vv Vv F v v

-(pAq) © —-pV—q

ST oo Lo Lo oo
Vv v F F v F F

Vv F F v F Vv v
F v v F F Vv v
F F v v F Vv v

Decore as propriedades das operagdes. Procure entender como elas atuam. Os exercicios

abaixo estao todos comentados passo a passo. Vocé pode e deve resolver diretamente quando
estiver acostumado a usar essas notagdes.

HORADE

PRATICAR!

4. Simplifique as seguintes expressoes:
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a) =(pVv-q)

b) —(=p = ~q)

c) (=p e q)

d) =[-pA(V-@]Ag

Resolugao:
a) =(pV-9q)
Aplicando De Morgan:
~(pV—q) © —p A=(=q)
Involugao:

—|pA—|(—|q) < apAq

b) —|(—|p - —|q)

Vamos escrever —p — —q pelo seu equivalente.

Lembrando:
p—>q<pVq

Entdo:

=(=p = =9) © a[=(=p) V =q]
Involugao:

—[=(=p) Vgl © =V g)
De Morgan:

~(pVq) & —pA-(aq)
Involucao:
“pA=(=g) © apAg
c) a(=peq)

Lembrando:

peadep@->9A(q@-Dp)
Vamos usar o equivalente para (=p < q):
—(=p o q) & al(=p > 9 A (g > —p)]

Usando:
p—>q<pVqg

=[(=p =@ A (g - —pleal(=(=p) Ve Al(=qgV-p)l]
Involugao:

=[(=(=p) V@) A(=qV =p)]l © =[(pV g A(=qgV —p)]
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De Morgan:
v A(mgV-ap)le =(pVva) V(g V-p)
De Morgan:
~(pVv @ ValaqV-p) e (2pAaq)VI-(=g) A=(=p)]
Involugao:

(p A=) VI[-(=g) A=(=p)]l © (=pA=q) V(g Ap)

d —[-pA(@V-@lArg

De Morgan:
[-(=p) vV =alpVv=g)lnag
Involucao:
[pV-(Vv-glag
De Morgan:
[pV(=pA=(=9)]Aq
Involucao:
[pVv(apAQIAg
Distributiva:
[(pv=p)A(pV@]rq
[TA(V@IAg
(pvaq) rnq
Absorg¢ao:
q

5. Demonstre as seguintes implicacdes e equivaléncias sem usar tabela-verdade:
a) p->@A-qg=-p

b) p=(q - p)

o) p~>q9e(@Vve —>q

d @->9AP->-q) < -p

Resolugao:

a) Osimbolo = representa “implica”. Para demonstrar essa implicacdo, devemos trocar = por
— e encontrar uma tautologia.

P->q@A=qg=>-p
P->q@A=qg->—p
Al > @) Aqlv—p
[-(p->q@)VvqlVv-p
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p

[-(=pVv@)VvqlV-p
[A=@)Vq]lV-p
(V@) A(=qV @]V -p
(V@ AT]V —p
(vq@V-p
(pVv-p)Vq
TVq

b) p=(q—~p)
p—(q-p)
-pV(q—-p)
-p V (2q Vp)
(=pVp)V-q
TV q

) e @Vvae-q
Nesse caso, temos uma equivaléncia. Podemos demonstrar a equivaléncia tomando uma
das proposi¢des e tentar chegar a outra igualdade.

(pvaq)—q
-(pVvq)Vvq
(=pA-q)Vq
(—pVva)A(=qVq)
(-pVQ@ AT
pVq
pP—q

~(p-q)

O simbolo .. é usado para representar a palavra “portanto”.

d - A{p~->-q e -p
-9 ANp~->-q

(-pVaq

[(pA(=pV=@]VI[(@@A(=pV-ag)]

Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos
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—pVI(gA-p)V(gA-q)]
—-pVI[(gA-p)VvC]
—p V(g A-p)
-p
~p-o AP - g e p

2. Teoria Elementar dos Conjuntos

Estudamos Noc¢Oes de Logica para prepara-los para o estudo da Teoria dos Conjuntos.

Preliminarmente, devemos entender o que é um conjunto, um elemento e como relaciona-los.

2.1. Conjunto, elemento e relagao de pertinéncia

2.1.1.

2.1.2.

Conjunto
O que é um conjunto?

Conjunto pode ser entendido como um grupo de elementos com uma mesma caracteristica.
Vejamos:

1) Conjunto dos mamiferos.

2) Conjunto das vogais.

3) Conjunto dos numeros pares positivos.

4) Conjunto de estudantes de Fisica.

Usualmente, os conjuntos sao representados por letras mailsculas (A, B, C, D...)

Elemento
E o que seria elemento?

Elemento é a parte que compde o conjunto. Cada membro do conjunto é classificado como

elemento. Por exemplo:

2.1.3.

(2):

9 Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos

1) Os elementos do conjunto dos mamiferos podem ser: cachorro, gato, coelho, baleia...

2) Conjunto das vogais: a, e, i, 0, u.

3) Conjunto dos niUmeros pares positivos: 2, 4, 6, 8...

4) Conjunto de estudantes de Fisica: (alunos matriculados em Fisica) Maria, Pedro, Lais,
Paulo...

Os elementos sdo representados por letras mindsculas (a, b, ¢, d...)

Relagdo de pertinéncia

Como relacionar um elemento a um conjunto?

Podemos relacionar um elemento a um conjunto usando o simbolo €. Vejamos no exemplo
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1) Chamando cachorro de ¢ e mamiferos de M. Temos: ¢ € M. Isso significa que cachorro (c) é
elemento do conjunto de mamiferos (M). (€ significa pertence ou é elemento de)
Também podemos usar o simbolo & para representar que um elemento ndo pertence a um
conjunto. No exemplo (1):

1) Chamando peixe de p e mamiferos de M. Temos: p & M. Isso é lido como: peixe (p) ndo é
elemento do conjunto de mamiferos (M). (& significa ndo pertence ou ndo é elemento de)

2.2. Representacao

2.2.1. Listagem ou enumeracao

Imagine que Jodo, Maria, Roberto e Luisa estejam matriculados em Matematica. Podemos
representar o conjunto de estudantes de Matematica colocando todos os elementos do conjunto
entre chaves (“{ }”), entdo ele sera escrito da seguinte forma:

{Jodo, Maria, Roberto, Luisa}
Esse caso serve para conjuntos finitos.

Para conjuntos infinitos, a Unica diferenca é incluir “...” no ultimo elemento do conjunto, isso
indicard que a sequéncia segue infinitamente, por exemplo:

Conjunto dos numeros pares positivos: {2, 4, 6, 8, ...}

Também podemos incluir “...” no meio do conjunto, isso indicara que o conjunto segue um
padrao. Exemplo:

Conjunto dos numeros inteiros de 0 a 100:
{0,1,2,3,...,98, 99, 100}

w.n

*Também estard correto se vocé colocar “;” separando os elementos do conjunto: {1; 2; 3; 4}.

TOME

NOTA!

()

) 4

Podemos também escrever um conjunto de outras maneiras. Veja:
A=1{1,2,3,4}=1{1,3,4,2}=1{1,1,2,3,3,4,4,4,4}

O fato de mudar a ordem dos elementos e repetir elementos dentro do conjunto ndo o torna
diferente!

Cuidado! {1, {1}} # {1, 1}, veremos mais adiante a explicagdo no tépico de subconjuntos!
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2.2.2. Diagrama de Venn-Euler

Os conjuntos também podem ser representados por diagramas. Esse diagrama ajuda
bastante na resolucdo de questdes. Ela sera util no estudo das operacdes com conjuntos. Veja um
exemplo do diagrama:

Temos um conjunto A e elementos a, b, ¢, d, e, f. Todos os elementos que estdao dentro do
circulo pertencem ao conjunto A = {a, b, ¢, d} e todos que estdo fora do circulo ndo pertencem ao
conjunto A. Podemos denotarquee € Ae f € A.

2.2.3. Compreensao

Durante a resolugdo de exercicios do vestibular, vocé encontrara questdes que envolvem a
descri¢ao de um conjunto sem a enumeragao de seus elementos. Veja a questao do ITA:

(2017/ITA) Sejam A ={1,2,3,4,5}e B ={-1,—-2,-3,—4,—-5}. Se C={xy:x € Adey€
B}, entdo o nimero de elementos de C é

Repare que ele descreve o conjunto C como C = {xy:x € Ae y € B}, isso é lido como:
“C é o conjunto dos elementos xy tal que x é elemento de A e y é elemento de B”.

Note que o ITA usa “:” para dizer “tal que”. Outra maneira de escrever “tal que” seria usando
“|”, ficaria da seguinte forma:

C={xy|lx€eAey€ B}

ESCLARECENDO!

()
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Quando encontrarmos algum exercicio com a defini¢do de um conjunto na forma A = {x|P(x)},
devemos entender que x representa os elementos de A e P(x) é a propriedade dos elementos de
A.

2.3. Conjunto unitdario, conjunto vazio e conjunto universo

2.3.1. Conjunto unitario
Um conjunto é chamado de unitdrio quando ele possuir apenas um elemento. Por exemplo:
Conjunto de solugdes da equagaox + 1 = 2

A solucdo dessa equacdo é x = 1, logo o conjunto solucdo é {1}.

2.3.2. Conjunto vazio

Um conjunto é chamado de vazio quando ele ndao possuir nenhum elemento. O simbolo do
vazio na Matemadtica é representado por @. O conjunto vazio também pode ser escrito como { }.
Usualmente, usamos o @ para mostrar que dado problema n3o possui solu¢do. Por exemplo:

{x:x é par e x impar}

Solucdo: @, pois ndo existe x que seja par e impar ao mesmo tempo.

2.3.3. Conjunto universo

O conjunto universo é representado pelo simbolo U. Ela pode ser vista como um conjunto

com todos os valores possiveis que uma varidvel pode assumir. Vejamos um exemplo de Diagrama
de Venn-Euler:

Veja que nesse caso o conjunto universo é U = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}.

E comum encontrar questdes que pedem solugdes reais em uma determinada equacao.
Nesse caso, as solucdes reais limitam as solu¢des ao conjunto dos reais (R), este serd o conjunto
universo do problema.
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2.4. Subconjunto

Um subconjunto pode ser visto como um conjunto dentro de um conjunto maior. A definicao
de subconjunto é:

Dados os conjuntos A e B, B é subconjunto de A se todos os elementos de B também sao
elementos de A.

Ela é representada desse modo:
BcAs (Vx,xEB=>x€A)
Isso significa:

B esta contido em A se, e somente se, para todo x, se x é elemento de B, entdo x é elemento
de A.

Traduzindo os termos:
C representa “esta contido”
& representa “se, e somente se”
V representa “para todo”
€ representa “é elemento de” ou “pertence”
= representa “se ... entdo ...”

Usando o Diagrama de Venn-Euler para representar que B C A:

*Se o conjunto B for diferente do conjunto A, dizemos que B é subconjunto prdprio de A.
Vamos a um exemplo de subconjunto:

Vamos considerar o conjunto de alunos em uma escola e chamar esse conjunto de E. A escola
é dividida em duas turmas: turma infantil e turma juvenil. Podemos dizer que a turma infantil é
subconjunto de E, e também podemos afirmar que a turma juvenil é subconjunto de E, pois os
alunos de ambas as turmas sao alunos da escola E.

Ha também o simbolo & que representa “ndo esta contido”. Veja:
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Ambas as figuras podem representar: B ¢ A.

A area em azul representa os elementos em comum entre 0s conjuntos, veremos mais
adiante.

TOME

NOTA!

E comum encontrarmos nas questdes o simbolo D no lugar de c. O simbolo D representa
“contém”.

Entdo, se A D B (A contém B) entdo vale B c A (B estd contidoem A). Uma forma de
memorizar é lembrar que o “c” sempre aponta para o conjunto maior!

2.4.1. Propriedades

l. Reflexiva (A € A)

1. Transitva(Ac BABc(C)= (Ac ()

. Antissimétrica(Ac BAB c A) & (A=B)
V. P cAVA

Demonstragao:

l. Todo conjunto é subconjunto dele préprio.
Basta usar a definicao:

AcAe (Vx,xeEA>x€A)

. Prova:
AcB o (Vx,xeEA=>x €B)
Bc(Ce (Vx,xeB=>x€()
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Juntando as duas, temos:
(ACB/\BcC)(:)((Vx,xEA=>xEB)A(Vx,xEB=>xEC))

Todo x elemento de A é elemento de B e todo x elemento de B é elemento de C, entdo todo
x elemento de A também é elemento de C. Logo A c C.

. Prova:
AcB & (Vx,x EA>xEB)
Bc A& (Vx,xEB=>x€A)

(ACB/\BcA)(:)((Vx,xEA=>xEB)A(Vx,xEB=>xEA))

Todo x elemento de A também é elemento de B e todo x elemento de B também é elemento
de A, logo o conjunto A é igual ao conjunto B.

V. Pela definicao:
PcAe (Vx,xEDQ>x€EA)

Perceba que x € @ sempre sera falso para qualquer valor de x, pois o conjunto vazio ndo
possui elementos.

Lembrando na parte de Nogdes de Ldgica, quando temos uma implicacdo (“se ... entdo ...”)
p — q e p for falsa, para qualquer valor de q a implicagao sera verdadeira.

Portanto, a implicacdo x € @ = x € A sera sempre verdadeira!

Por definicdo de subconjunto: @ c A

2.4.2. Familia de conjuntos
Seja o conjunto A = {1,{1},2,{1,2}, 8}

FIQUE

ATENTO!
Quais sdo os elementos de A?

00
Os elementos de A sdo: 1,{1},2,{1,2} e @.

Quando colocamos o numero 1 entre “{ }”, ele é considerado como um novo elemento e por isso
nao serd igual ao elemento 1. Assim, o elemento {1} # 1.

Veja que @ é elemento de A, pois esta enumerado no conjunto A = {1,{1}, 2,{1,2}, @}. Sabemos
que o conjunto @ sempre estard contido em qualquer conjunto pela propriedade do subconjunto.
Logo @ é elemento e subconjunto de A.

Agora, vamos analisar os subconjuntos de A.

{1, 2} é subconjunto de A?
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Sim. Pois, 1 e 2 estdo listados no conjunto A = {1,{1}, 2,{1,2}, @}.

Ndo confunda com o elemento {1, 2}! Se quiséssemos colocar esse elemento como subconjunto,
deveriamos lista-lo desse modo: {{1, 2}} c A. Note a presenca das duas chaves!

HORADE

PRATICAR!

6. Sejad = {1, {1}, 2, {3,5}}. Complete com V (verdadeiro) ou F (falso) as afirmacdes.
a) 1eA

b) {1} ¢ A

c) {31eA

d) {3,5}¢ A

e) pcA

f) 0ed

g) {{(Bjc4a

h) {{2}} c 4

Resolugao:

a) V.1estdlistadoem A = {1,{1},2,{3,5}}.

b) F.{1}esta listadoem A = {1,{1},2,{3,5}}.

c) F.{3}ndo estd listado em A.

d) F.{3,5}estdlistadoem A = {1,{1},2,{3,5}}.

e) V. O conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

f) F. @ ndo esta listado em A.

g) V. {1} é elemento do conjunto {{1}} e também é elemento do conjunto A =
{1,{1},2,{3,5}}.

h) F. {2} é elemento do conjunto {{2}} mas ndo é elemento do conjunto A = {1,{1},2,{3,5}}.

2.4.3. Conjunto poténcia ou conjunto das partes

O conjunto das partes é denotado por P(A). Ela contém todos os subconjuntos de A. A sua defini¢do
é dada por:

P(4) = {X|X c A}
Traduzindo:

P(A) é o conjunto formado pelo subconjunto X, tal que X estd contido em A. Isto é, X é todo
subconjunto que pode ser formado pelos elementos de A.

Exemplo:

a) A={1}
Quais os subconjuntos podem ser formados em A?
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Pela propriedade dos subconjuntos, ja sabemos que @ é subconjunto de A. (Lembre-se que @ sempre
serd subconjunto de qualquer conjunto)

O outro subconjunto possivel é: {1}.
Assim, P(4) = {@,{1}}

b) 4 =1{0,1}
Os subconjuntos em A s3o: @, {0}, {1} e {0, 1}.

Logo: P(4) = {9,{0},{1},{0, 1}}

c) A=1{0,1,2}
Os subconjuntos em A sdo: @,{0},{1},{2}, {0, 1},{0,2},{1,2} e {0, 1, 2}.

Logo: P(4) = {9,{0},{1},{2},{0, 1},{0,2},{1,2},{0, 1, 2}}.

HORADE
PRATICAR!

7. Escreva o conjunto das partes para o conjunto A:
a) A=1{2,-2,1}
b) A=1{9,1}

Resolugao:

a) Vamos identificar todos os subconjuntos de A. J4 podemos incluir o @, pois ele sempre sera
subconjunto de qualquer conjunto.

Agora, encontrando os subconjuntos unitérios: {2}, {—2}, {1}.

Subconjuntos com 2 elementos: {2, —2},{2,1} e {—2, 1}.

Subconjunto com 3 elementos: {2, -2, 1}.

Portanto: P(4) = {0,{2},{-2},{1},{2, —2},{2,1},{-2,1},{2, -2, 1}}
b) Encontrando os subconjuntos:

Subconjuntos unitarios: {@}, {1}.

Subconjuntos com 2 elementos: {@, 1}.

Portanto: P(4) = {0,{0},{13}, {9, 13}.

2.5. Operagoes entre conjuntos

2.5.1. Uniado (V)

Considere os conjuntos A e B, a definicao do operador unido é dado por:
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AUB ={x|x e AVx € B}

Na unido de dois conjuntos, juntamos todos os elementos de A com todos os elementos de
B e formamos um unico conjunto. Perceba que a definicdo x € AV x € B pode ser vista como p V
q. Chamando p de (x e A) e q de (x €E B). pV q serd (x €E(AuU B)). Vamos construir a tabela-

verdade:
v v Vv
v F v
F v v
F F F
Traduzindo:

Quando x € A, a tabela-verdade indicara V e caso x € A ela indicara F. Analogamente para
X €B.

Assim, x somente ndo serd elemento do conjunto unidoquandop é F (x € A)eqéF (x &
B).

Usando o Diagrama de Venn-Euler, vamos representar A U B:

u

FF

Repare que temos na figura os termos VV, VF, FV e FF. Elas representam os valores légicos de
p e q nessa ordem. Por exemplo, VF significaquep éVeqéF.

A regidao sombreada é a regiao dos elementos em comum entre os conjuntos.
Podemos ter trés situagdes para o conjunto uniao:

1) A e B possuem elementos em comum (representado pela regido mais escura).
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2) A e B ndo possuem elementos em comum (A e B sdo considerados disjuntos).

B

3) AcB.

Vamos a um exemplo:
A={1,2,3,4}
B=1{2,3,567}
Como fazemos a unido desses conjuntos?
Basta juntar todos os elementos de A com os de B desse modo:

AUB={1,23,4,56,7}

Propriedades da Uniao

a) AUA=A
b) AuUp=A
c) AuU=U

d AUB=BUA
e) AUB)UC=AU(BUO)
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f AUB=A© BCcA
*Todas essas propriedades podem ser provadas pela Logica das Proposicdoes.

2.5.2. Intersecgdo (N)
ANB={x|x € ANx € B}

O conjunto formado pela interseccdo é o conjunto dos elementos em comum entre os
conjuntos A e B. Assim, o elemento x devera estar presente tanto no conjunto A quanto no conjunto
B, isso acontece quando x € A for verdade e x € B for verdade. Vamos criar nossas proposi¢des:

p:x €A
q:x €B
pAqg:x €E(ANB)

Tabela-verdade:

v Vv v
v 3 3
F Vv F
F F F

Diagrama de Venn-Euler:
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U
N B
FF
Possiveis casos para o conjunto interseccao:
1) A e B possuem elementos em comum.
U
N B
2) A e B nao possuem elementos em comum.
U
A B

3) B cA.
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2.5.3.

*A area em laranja denota o conjunto dos elementos A N B.

Exemplo:
A=1{1,2,3}
B =1{3,5,6,7}
Quais os elementos de A N B?
Os elementos de A N B serao os elementos em comum, no caso apenas o 3:
ANB ={3}

Propriedades da Intersec¢ao

a) ANA=4A
b) ANU =4
c) ANO =20

d AnB=BNA

e) AhB=AS ACB

f) An(BNC)=MAnNnB)NC

g) ANB =0 © Ae B saodisjuntos

*Todas essas propriedades podem ser provadas pela Légica das Proposicoes.

Propriedades do inter-relacionamento da uniao e da intersec¢ao

a) AN(AUB) = A
b) AU(ANB)=A
c) AU(BNC)=(AUB) N (AU C) (distributiva da unido em relacg3o 3 interseccdo)
d An(BuUC)=(ANnB)U(AnC) (distributiva da interseccdo em relacdo a unido)
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TOME

NOTA!

As propriedades (c) e (d) sdo muito Uteis na hora de resolver questdes do ITA.

Um jeito de memorizar é raciocinar da seguinte maneira:

Vamos usar A U (B N C) como exemplo.

Primeiro, escolnemos o que queremos distribuir (no caso A U). Vemos qual o operador dentro
do conjunto entre parénteses (A U(Bn C)) e escrevemos:

N
Agora, fazemos a primeira distribuicdo (A U((Bn C)):
(AuB)n..
Por dltimo, fazemos a segunda distribuigdo (A U (B n C)):
(AUB)N (AU )

a %"

AU(BNC)

Resumindo:

Esefosse (ANB)U (ANC)?

Usamos a mesma ideia. Podemos escolher qualquer um dos dois conjuntos, ja que ambos
estao dentro de parénteses.

Observe, vamos distribuir o segundo conjunto (A N C):
(ANB)U(ANC)
1°)..n ..
29[AuAnO)]n..
39[AU(ANnC)In[BU(ANC(C)]
ANnB)u(AnC)=[AuAnC)]n[BU(AnC(C)]

N\

(ANBY)U(ANC)
2.5.4. Complementar

O complementar de um conjunto A é denotado por A. Ele representa todos os elementos que
n3o sdo elementos de A. Ele também pode ser representado por A°.
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Exemplo:

U=1{1,2345678,9,10}
A=1{1,234}
A=1{56,78,910}

A 4rea em laranja representa a regido de todos os elementos de A.
2.5.5. Teorema de De Morgan
1) AUB=ANB

2) ANB=AUB
O Teorema acima é andlogo ao Teorema de De Morgan visto na parte de Nog¢des de Ldgica.

Também poderiamos escrever:

1) (AUuB)¢ = A°n B¢
2) (ANB)¢ =A¢uUB*
O caso (1) é semelhante a: =(pV q) © =p A q

Paraocaso (2): =(pAq) © —pV q

2.5.6. Diferenga entre conjuntos
A—B=A\B={x|x e ANx & B}

Os elementos do conjunto formado pela diferenca entre A e B serdo os elementos que
pertencem a A e ndo pertencem a B. Veja o diagrama de Venn-Euler:

u
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Na diferenga, removemos do conjunto A todos os elementos em comum entre A e B.
Também podemos escrever A — B de outro modo.
Veja a definicao:
A—-B={x|x€eAANx¢&B}={xlx€eAANx€B}=ANB
A—B=ANB
Exemplos:
A=1{1,2,3,4,5}

B =1{2,3,4}
C=1{45,67)
A-B={1,5)
B—-C=1{273}

Possiveis casos:

1) Bc A

Se B esta contido em A, a operacdo A — B removerd todos os elementos do conjunto B.
Podemos ver o resultado no grafico abaixo, a regido em laranja representa os elementos de
A — B e aregido em branco representa os elementos que ndo pertencem ao conjunto:

U

. A—-B

TOME

NOTA!

Nesse Caso, podemos escrever:
A-B=CleBcA

CE chama-se complementar de B em relagdo a A.

2) AcB
Se A esta contido em B, todos os elementos de A serao removidos, entao, o conjunto A — B

é o conjunto vazio:
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3) Ae Bsaodisjuntos (AN B = 0)
Nesse caso, 0s conjuntos ndo possuem elementos em comum e, por isso, A — B = A:

u

4 ANB+#¢@
Aqui removemos os elementos de A que também pertencem ao conjunto B:
U
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HHHHHH

PRATICAR!

8. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5},B = {1,3,5,7},C = {2,5,6,7} e o conjunto universo
U ={1,2,3,4,5,6,7}. Determine os conjuntos:
a) AucC
b) BNA
c) C—B
d) B
e) A—B
C

Resolugao:
a) AuC=1{1,2,3,45}u{2,56,7}=1{1,2,3,4,5,6,7}

b) BnA=1{1,357}n{1,23,4,5}={1,3,5)}

) C—B=1{2,567—1{1,3,57}={2,6}

d) B

Para encontrar o complementar de B, devemos olhar para o conjunto universo U e verificar
quais elementos estao nesse conjunto e nao estao em B, ou seja, devemos fazer B = U — B.
Observe:

U={1,2,34,5,6,7}
B =1{1,3,57}
B=U-B={1,2,3,4,567}—{1,3,57} = {2,4,6}

e) A—B
Encontramos primeiro A:
A=1{1,2,3,4,5}
A=U-A4={1,2,3,4,56,71—{1,2,3,4,5} = {6,7}
A—B=1{6,7}—1{1,3,5,7} = {6}
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f) BUC=1{2,4,6}U{2,56,7} ={2,4,5,6,7}

g) A—C
Nesse caso, fazemos primeiro A — C e depois encontramos o seu complementar.
A—-C=1{1,2,3,4,5}-1{2,56,7} ={1,3,4}
A—C=1{1,3,4}
U={1,2,3,4,5,0,7}
A=C={,50"7

C={2,56,7}
C=U-C={1,2,3,4,567}—1{2,56,7} ={1,3,4}
A=1{6,7}
CNA={1,3,4n{67}=0
Veja que nao temos elementos em comum nesse caso.
) A—B

Primeiro devemos encontrar o complementar de B. Depois encontramos o valorde A — B. E
por ultimo, encontramos o complementar desse conjunto.

B=1{246}
A—B={1,2,34,5—{2,4,6} ={1,3,5}
_{11 ;3; ;51 ) }
={44073
i) AnA

A=1{1,2,3,4,5}

A={6,7}

ANA=0

ANA={1,2,34567=U

2.5.7. Diferenga Simétrica
AAB=(A—B)U(B—A)
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Chama-se diferenga simétrica a definicao acima.
Podemos escrever de outro modo:
AAB =(AUB) - (ANB)
Vamos demonstrar:
1°) Escrevendo a diferenga em sua forma de intersecgao:
(AUB)—(ANnB)=(AUB)Nn(ANnB)
2°) De Morgan:
(AUB)N(ANB)=(AUB)Nn(AUB)
3°) Distributiva:
(AUB)N(AuB)=[(AUuB)NA)]U[(AUB)NB]
4°) Distributiva:
[AUB)NA)JU[AUB)NB]l=[(ANnA)UuBnA]U[(AnB) U (BnB)
5°) Simplificando:

[(ANADUBNAJU[ANB)UMBNB)]=[@uBnA]Ul(AnB)uod]
=(BnAuAnB)=(B-A4A)uU(4A—-B)=AAB

VEJACOMO CAIEM

PROVA!

)

9. (IME/1987) Dados dois conjuntos A e B, define-se
AAB=(A—-B)U(B—-A)
Prove que dados trés conjuntos arbitrarios X,Y e Z
XNYAZ)=(XnY)A(XN2Z)

Resolugao:
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Para resolver questdes desse tipo, podemos escolher um dos lados da equacao e tentar
chegar a igualdade do outro lado.

Vamos escolher o lado direito, entdo, pela definicdo de diferenca simétrica, temos:
XNYVAXNZD)=[XnY)—Xn2DHJu[XNnZ)—(XNY)]

Escrevendo a diferen¢a dos conjuntos na forma de intersecgao:

(XN NnXnD]u[XnZ2)nXnY)]
Aplicando De Morgan:
[(XNnY)N(XUuZDJu[XNnZ)n(XuY)]
Distributiva:
{{(XnY)nX]u[XnY)nZBu{{XnZ2)nX]Ju[XnZ)nY]}

Associativa:
{ XnX)nz

uMn@nﬂ@
0

u[Xn(YnZ‘)]»u[

XnX)ny
)

[[@nY]U[Xn(YnZ_)]»U{[(sz]u[Xn(ZnY)]}

0] xXn(y-2) (0] Xn(Z-Y)

XN -2)Ju[Xn(Z-Y)]

Agora, como X N esta presente em ambos os conjuntos, podemos coloca-lo em evidéncia
para obter:
Xn[(Y-2)u(Z-Y)]
Essa expressao é a definicdo da seguinte diferenga simétrica:
Xn(YAZ)

Portanto:

XNnY)AXXnZ)=Xn(YAZ)

*Nesse tipo de questdo, eu acho mais facil simplificar o lado da maior expressdo. Se
escolhéssemos o lado mais simplificado, teriamos que fazer o caminho inverso da resolugao

acima.

2.6. Cardinalidade dos Conjuntos

A cardinalidade dos conjuntos é representada pela notagao n(A) para um conjunto A e
representa o nimero de elementos de A.

Veja o exemplo:
A=1{1,23,4,5,6}

Quantos elementos o conjunto A possui?
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n(A4) = 6, pois ha 6 diferentes elementos no conjunto.
Agora considere B = {5, 6, 7, 8,9}. Quantos elementos possui A U B?

Poderiamos fazer AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} e contar o numero de elementos desse
conjunto. Porém, se tivéssemos um conjunto muito grande isso ndo seria viavel.

2.6.1. Principio da Inclusdo e Exclusao

Vamos encontrar outro modo de calcular n(A U B). Veja o diagrama abaixo, considerando
um A e B genéricos:

B
A - - e
' - e b
& S
Fd y -
§ 4 'If
4
¥
.- /
| II
|
| 1= |I y z
I'|II. ,III
._..1 I"."‘
b
\\\ %,
N >
- e

As regioes estdao nomeadas.
A quantidade de elementosde Aén(4d) =x+yedeBén(B) =y + z.
Note que y = n(A N B).
Entdo, pelo diagrama temos:
n(AUB)=x+y+z
Vamos tentar generalizar essa equagao e substituir os termos x,y e z.
Somando n(4) e n(B):
nA)+nB)=+y)+y+z)=x+y+z+y=(x+y+z)+yv=n(AUB)+n(AnB)
Logo: n(A) + n(B) =n(AUB) +n(AnB).
Vamos isolar n(A U B) subtraindo n(4 N B) nos dois lados da equagdo:
n(4) + n(B) =n(AUB) + n(ANB)
n(A) +n(B) —n(AnB) =n(AUuB)+n(AnB) —n(ANB)
n(4) +n(B) —n(AnB) =n(AUB)
Portanto:
n(AUB) =n(A) + n(B) —n(ANB)
Esta é a formula do Principio da Inclusdo e Exclusao.

Para conjuntos disjuntos:
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Como ndo ha elementos em comum, n(4 N B) = 0. Assim, para conjuntos disjuntos:
n(A U B) = n(A) + n(B)

Essa formula serve para dois conjuntos, podemos usa-la para encontrar a féormula para trés
conjuntos.

Considere os conjuntos A,B e C.n(A U B U () serd dado por:
n(AuBuUC)=n((AUB)UC)
Aplicando a féormula para dois conjuntos:
n((AuB)uC)=n(AuB)+n(C)—n((AUuB)nC)
Expandindo n(A U B) usando a férmula e aplicando a distributiva em n((A UB) N C):
n(A) +n(B) —n(AnB)+n(C) —n((AnC)U(BNC))
Expandindo n((A NC)U (BN C)) usando a féormula:
n(A) +n(B) +n(C) —n(AnB) = [n(ANnC)+n(BnC)—n((AnC)n(Bn ()]
Vejaquen((AnC) n(BnC)) =n(AnCNBNC)=n(ANBnNC):
Substituindo na equacao:
n(4A) +n(B) +n(C) —n(AnB)—[nAnC)+n(BNC)—n(AnBnC(C)]
Desse modo:
n(A) +n(B) +n(C) —n(AnB)—[n(AnC)+n(BNnC)—n(AnBnC)]
=n(4)+nB)+n(C)—m(AnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n(AnBnNnC)
Portanto:
n(AuUBUC) =n(4) +nB)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n(AnBnC)
Para quatro conjuntos, a formula é dada por:

n(AUBUCUD)

= [n(4) + n(B) + n(C) + n(D)]
—MmANB)+n(AnC)+n(AnD)+n(BNnC)+n(BND)+n(CnD)]
+[nAnNnBNC)+nAnBnD)+nAncnD)+n(BNnCnD)]—[n(ANnBnCnD)]
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CURIOSIDADE

)

Essa é uma curiosidade. Ainda ndo vi questdes cobrando essa férmula genérica.

O Principio da Inclusdo e Exclusdo pode ser generalizado para n conjuntos (ndo se preocupe
se vocé ndo entender as denotacdes usadas aqui, todos os assuntos serdo abordados nas aulas
futuras desse curso).

Sejam os conjuntos A4, A,, A5, ..., A,, a férmula generalizada é dada por:
Tl(Al UA2 ..U An) - Sl - SZ + 53 - 54_ + o + (_1)n_1Sn
Onde S;,i = 1,2, ...,n é dado por:

n

S1= z n(4;)
i=1
n
Sz = Z n(Ai N A])
1<i<jsn
n
Sy = Z n(A; N 4; N Ay)
1<i<j<ksn

Y. é o simbolo usado para representar o somatorio.

INDO MAIS

FUNDO!

Qual o valor de n(A\B)?
Vamos analisar esse valor para cada caso possivel usando o Diagrama de Venn-Euler.

1) Bc A
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Nesse caso, como B esta contido em A, todos os elementos de B devem ser removidos do
conjunto A. Desse modo, podemos escrever:

n(A\B) = n(4) — n(B)
2) AcB

I |

Como A c B, todos os elementos de A serao removidos. Assim:
n(A\B) =0
3) Ae B saodisjuntos (AN B = Q)

u
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Nesse caso, como ndo temos elementos em comum:
n(A\B) = n(A)
4 ANB#Q

Nesse caso, devemos subtrair o nimero de elementos de A N B do conjunto A. Portanto:
n(A\B) = n(4) —n(AnB)

Cardinalidade do conjunto das partes

ATENCAO

DECORE!

g

Seja P(A), o conjunto das partes de A, sendo A um conjunto finito com n(A) elementos.
Sua cardinalidade é dada por:
n(P(4)) = 2"

A prova para essa formula podera ser feita pelo Principio Fundamental da Contagem que sera
aprendida na aula de Andlise Combinatoéria.

Vamos a alguns exemplos:

A={1}
B=1{1,2}
¢ =1{1,2,3}

Quantos elementos possui P(4)?

P(A) = {9, {1}}
Isso implica n(P(A)) =2
Quantos elementos possui P(B)?

P(B) ={9,{1},{2},{1,2}}

p Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021

Isso implica n(P(B)) = 4
Quantos elementos possui P(C)?

P(C) = {9,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2, 3}}
Isso implica n(P(C)) =8

HORADE

PRATICAR!

10.(EN/2008/Modificada) Os 36 melhores alunos do Colégio Naval submeteram-se a uma
prova de 3 questOes para estabelecer a antiguidade militar. Sabendo que dentre estes
alunos, 18 acertaram a primeira questao, 16 acertaram a segunda, 18 acertaram a terceira,
9 acertaram a primeira e a segunda, 10 acertaram a primeira e a terceira, 7 acertaram a
segunda e a terceira e, 4 erraram todas as questdes, podemos afirmar que o numero de
alunos que acertaram todas as 3 questdes é igual a:

a)6

b) 8

c) 26

d) 30

e) 32
Resolugao:

Analisando o enunciado da questdo, podemos ver que essa é uma questao envolvendo
conjuntos. Os melhores alunos foram submetidos a uma prova de 3 questdes e ele passa
informacgdes a respeito de quantos acertaram cada uma dessas questdes. Podemos deduzir
que se trata de uma questado envolvendo 3 conjuntos, sendo cada conjunto o nimero de alunos
que acertaram cada uma das questdes. Nomeando os conjuntos, temos:

36 melhores alunos = n(U) = 36
5 acertaram a primeira questdo = n(4) = 18
6 acertaram a segunda questdo = n(B) = 16
7 acertaram a terceira questdo = n(C) = 18
9 acertaram a primeira e a segunda questio=> n(ANB) =9
10 acertaram a primeira e a terceira questdo > n(AN C) = 10
7 acertaram a segunda e a terceira questdo > n(BNC) =7
4 erraram todas as questdes > n(AUB U C) = 4

x alunos acertaram todas as questdes > n(ANBNC) =x
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*Todos os alunos que acertaram alguma questdo sao representados por n(A U B U ().
Todos os alunos que erraram todas as questdes sera o complementar dessa unido.

Podemos inferir do Ultimodadoquen(AUBUC) =n(U) —n(AUBUC) ©n(AUBU
C)=n(U)—n(AUBUC)=36—4=32

Agora, podemos aplicar diretamente o Principio da Inclusdao e Exclusao para 3 conjuntos:
n(AUBUC) =n(A) +n(B) +n(C) —nm(ANB)—n(AnC)—n(BNC)+n(AnBnC)
32=18+16+18-9-10—-7 +x
32=52-26+x
32=26+x
x=6

Gabarito: “a”.

2.7. Conjuntos Numéricos

Antes de finalizarmos, vamos estudar um breve conceito sobre conjuntos numéricos e
como eles podem ser organizados.

Os numeros podem ser divididos em conjuntos. Vamos estudar o primeiro deles.
2.7.1 Conjunto dos Nimeros Naturais (N)
N={0,1,23,45,..}

O conjunto dos numeros naturais é definido por todos os nUmeros ndao-negativos e inteiros.
Esse conjunto é representado pelo simbolo N. Eles vao do intervalo de 0 até o infinito e foram criados
para contar e ordenar.

2.7.2. Conjunto dos Numeros Inteiros (Z)
Z=9{.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

O conjunto dos numeros inteiros é a uniao do conjunto dos numeros naturais com os numeros
inteiros negativos. Esse conjunto é representado pelo simbolo Z. Eles sdo a extensdao do conjunto
dos numeros naturais. Podemos afirmar N c Z.

2.7.3. Conjunto dos Numeros Racionais (Q)
a

0= {2feser)

O conjunto dos numeros racionais inclui os nimeros inteiros e os numeros fracionarios. Esse
conjunto é representado pelo simbolo Q. Numeros fraciondrios sdo nimeros que nao podem ser
escritos como um valor inteiro, por exemplo:

3—15
2_ )

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
y www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021

Esse nimero é considerado um numero fracionario.

Podemos afirmar Z c Q.

2.7.4. Conjunto dos Numeros Irracionais (1)

[=R-Q=R\Q
O conjunto dos numeros irracionais é definido pelos nimeros que nao podem ser definidos.
Esse conjunto é representado pelo simbolo 1. Exemplo:

V2 =1,414213562373 ...
V3 =1,732050807568 ...

Perceba que esses numeros nao possuem um padrao nos numeros apds a virgula, nao
sabemos quanto eles valem exatamente.

2.7.5. Conjunto dos Numeros Reais (R)
R=I1UQ

O conjunto dos nimeros reais é representado pelo simbolo R. Ele é a unido do conjunto dos
ndmeros racionais e o conjunto dos numeros irracionais.

2.7.6. Conjunto dos Nimeros Complexos (C)

O conjunto dos numeros complexos é formado pelos numeros reais e, também, pelos
numeros que nao podem ser representados pelo conjunto dos numeros reais. Estes sao
considerados como numeros imaginarios. Podemos entendé-lo como a extensao dos numeros
reais. Veremos mais adiante o estudo detalhado dos nimeros complexos.

Pelo que vimos até aqui, podemos representar os conjuntos numéricos pelo Diagrama de
Venn-Euler abaixo:

7 1Q
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2.7.7. Notagoes uteis

Podemos restringir um conjunto numérico usando alguns simbolos em sua nomenclatura.
Vamos tomar o conjunto dos numeros inteiros como exemplo.

7*=1{.,-3,-2,-1,1,2,3, ...}

“uxn

Quando colocamos o asterisco no conjunto dos nimeros inteiros, excluimos desse
conjunto o valor nulo ou nimero 0. Esse conjunto é chamado de inteiros nao-nulos.

Z,={0,1,2,3,..}
Conjunto dos numeros inteiros positivos.

O simbolo + escrito no simbolo Z indica que queremos apenas 0s niumeros nao negativos.

75 =1{1,2,3,..}

Conjunto dos numeros inteiros positivos ndao-nulos.

Z_={..,—3,-2,—1,0}

Conjunto dos numeros inteiros negativos.

7 ={..,—3,-2,—1}

Conjunto dos numeros inteiros negativos nao-nulos.

3. Lista de Questoes

a UESTORg
&

11. (Exercicio de Fixa¢ao)

Sobre o conjunto A = {(D, {a},a,b,{a, c}}, assinale a alternativa errada.
a)peA

b) {a, {a}} €A

c)pcA

da€eA

e){a,c}€A
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12. (Exercicio de Fixagdo)
Dados B = {0, a, b,{a}, {0, b}}, analise as afirmagdes abaixo.
a)p &B

b)a €B

c){a} ¢ B

d){@,a} c B

e) {{a, b}} €B

f){a} ¢ B

g){{a}}c B

h) {b,{a},{0,b}} c B
)0 ¢ B

13. (Exercicio de Fixa¢ao)

Dados os conjuntos U = {a,b,c,d,e},A ={c,d,e},B ={a,b,c,d} e C = {e}. Determine os
conjuntos:

a)A—B
b)AUB
c)ANB

d) A€

e)B¢ —C¢
f)cc—A
g) (ANnBO)°

14. (Exercicio de Fixa¢ao)
Dados A = {a,b,c,e,f,i,j} e B ={c,e, h,l,m}. Calcule AAB.

15. (Exercicio de Fixa¢ao)

Dados A ={a,b,c,e f},B=1{ab,d,g h},C=1{b,c,d k,1}eU=1{a,b,cde,f,g hk,l.
Calcule [A—B)—Clu[C—-(AUuB)]U(BNnA).

16. (Exercicio de Fixa¢ao)

Dados 4 = {a, b, {a}}, B = {a, b,{a, b}} eC = {a, {a}, {b}}. Julgue os itens a seguir.
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a)ANC = {a,{a}}
b)AnB = {a, b}
c)BnP(B) = {{a,b}}
d)A—C ={b,{a}}
e)AcC

17.(Exercicio de Fixa¢ao)
Simplifique as expressdes:
a)(ANB)U(ANB)
b)(A—B)UA

18. (Exercicio de Fixagdo)

Demonstre que as seguintes igualdades sao verdadeiras:
a)A—B=AnNnB¢

b)A-(A—B)=ANB

c)A-B=(AUB)—-B

dB—A“=BnA

e)(ANB)U(ANnB® =4

f)(AUB)=A4ANnB

g) AAB¢ = AAB
hY(A—-B)NC=ANC)—-BNC)=ANC)—B=((A-B)n(C—-B)

19. (Fuvest/2018)

Dentre os candidatos que fizeram provas de matematica, portugués e inglés num concurso, 20
obtiveram nota minima para aprovacao nas trés disciplinas. Além disso, sabe-se que:

[. 14 ndo obtiveram nota minima em matematica;

II. 16 ndo obtiveram nota minima em portugués;

[ll. 12 ndo obtiveram nota minima em inglés;

IV. 5 ndo obtiveram nota minima em matematica e em portugués;

V. 3 ndo obtiveram nota minima em matematica e em inglés;

VI. 7 ndo obtiveram nota minima em portugués e em inglés e

VII. 2 ndo obtiveram nota minima em portugués, matematica e inglés.

A quantidade de candidatos que participaram do concurso foi:
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a) 44
b) 46
c) 47
d) 48
e) 49

20.(ITA/2017)

Sejam A ={1,2,3,4,5} e B={-1,-2,-3,—4,—-5}. Se C ={xy:x € Aey € B}, entdo o
numero de elementos de C é

a) 10.
b) 11.
c)12.
d) 13.
e) 14.

21.(ITA/2013)

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmacodes:
I.LA\(BNnC)=(A\B) U (A\C),

N.LANC)\B=ANB‘NnC,

. (A\B) n (B\C) = (A\B)\C,

E (s30) verdadeira(s)

a) Apenas |.

b) Apenas Il

c) Apenasl el ll.

d) Apenas lellll.

e) Todas.

22.(ITA/2012)

Dos n alunos de um colégio, cada um estuda pelo menos uma das trés matérias: Matematica,
Fisica e Quimica. Sabe-se que 48% dos alunos estudam Matematica, 32% estudam Quimica e
36% estudam Fisica. Sabe-se, ainda, que 8% dos alunos estudam apenas Fisica e Matematica,
enquanto 4% estudam todas as trés matérias. Os alunos que estudam apenas Quimica e Fisica
mais aqueles que estudam apenas Matematica e Quimica totalizam 63 estudantes. Determine
n.
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23.(ITA/2012)

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, ambos finitos e ndo vazios, tais que n(P(A) U P(B)) +
1= n(P(A U B)). Ent3o, a diferenca n(A) — n(B) pode assumir

a) Um Unico valor.

b) Apenas dois valores distintos.

c) Apenas trés valores distintos.

d) Apenas quatro valores distintos.

e) Mais do que quatro valores distintos.

24.(1TA/2012)

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmagdes:
l. (A\B)\C¢ = An (B UC),

. (A\B)\C =AU (BnCO)E,

. B¢ U C¢ =(BnC),

E (s30) sempre verdadeira(s) apenas

a)l.

b) II.

c) .

d) lelll.

25.(ITA/2011)

Analise a existéncia de conjuntos A e B, ambos ndo-vazios, tais que (A\B) U (B\A4) = A.

26.(ITA/2011)

Sejam A e B conjuntos finitos e n3o vazios tais que A € B e n({C: C c B\A}) = 128. Entéo,
das afirmacgdes abaixo:

l. n(B) — n(A) é unico,

Il.n(B) + n(4) < 128,

Il. A dupla ordenada (n(A),n(B)) é Unica,
E (s30) verdadeira(s)

a) Apenas .

b) Apenas Il
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c) Apenas Il
d) Apenas l e ll.

e) Nenhuma.

27.(ITA/2010/Modificada)

Sejam A, B e C conjuntos taisque C € B,n(B\C) =3n(BnNnC) =6n(AnB),n(AUB) =22
e [n(4)]? = n(B).n(C).

a) Determine n(C).

b) Determine n(P(B\C)).

28.(ITA/2010)

Considere as afirmagdes abaixo relativas a conjuntos A, B e C quaisquer:
I.Anegacdodex E ANBé:x € Aoux & B.
NLAN(BUC)=((ANB)U(ANC).

. (A\B) U (B\A) = (AU B)\(A N B).

Destas, é (sdo) falsa(s)

a) Apenas |.

b) Apenas Il.

c) Apenas .

d) Apenas lellll.

e) Nenhuma.

29.(ITA/2009)

Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo U ={a,b,c,d,e, f, g, h}. Sabendo que
(BCU A ={f,g,h},B*n A ={a,b} e A°\B = {d, e}, entdo, n(P(A N B)) é igual a

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 4.
e) 8.

30.(ITA/2008)

Sejam X,Y,Z, W subconjuntosde Ntaisque (X —Y)NnZ ={1,2,3,4}, Y ={5,6},ZnY =0,
Wn(X—-2)={7,8, XnWnZ={24}.
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Entdo o conjunto [XN(ZUW)]—[W n (Y U Z)] éigual a
a){1,2,3,4,5}

b){1,2,3,4,7}

c){1,3,7,8}

d) {1, 3}

e) {7, 8}

31.(ITA/2007/Modificada)

Se A, B, C forem conjuntos tais que

n(AuB) =23,n(B—A) =12,n(C — A) = 10,
n(BNnC)=6en(ANBNC) =4,

Encontre os valores de n(4),n(Au C),n(AU B U C).

32.(ITA/2006)

Seja U um conjunto ndo vazio com n elementos, n = 1. Seja S um subconjunto de P(U) com a
seguinte propriedade:

SeA,B € S,entao A c BouB c A.

Entdo, o nUmero maximo de elementos que S pode ter é:
a) 2n-1

b)n/2, se n for par,e (n + 1)/2 se n for impar

cn+1

d2" -1

e)2™ 1 +1

33.1TA/2005/Modificada)

Considere os conjuntos S = {0,2,4,6},T = {1,3,5} e U = {0, 1} e as afirmagdes:
.{0}eSeSNU % @.

N.{2}cS\UeSnNnTnU={0,1}.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s) apenas

34.(ITA/2004)

Sejao conjunto S = {r € Q:r > 0 e r?> < 2}, sobre o qual so feitas as seguintes afirmacdes:

5 7
.- Se-€8.
4 5
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I{x eR:0<x <V2}nS=0.

. v2 €s.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s) apenas
a)lell

b) e lll

c)llelll

d) |

e)ll

35.(ITA/2004)

Considere as seguintes afirmacdes sobre o conjunto U = {0, 1, 2,3,4,5,6,7,8,9}:
. € Uen(U) = 10.

.o c Uen(U) = 10.

N.5€ Ue{5}cU.

Iv.{0,1,2,5}n {5} = 5.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdao) verdadeira(s)
a) Apenas | e lll.

b) Apenas |l e IV.

c) Apenas ll e lll.

d) Apenas IV.

e) Todas as afirmacdes.

36.(ITA/2003)

Sejam U um conjunto ndo-vazio e A € U, B c U. Usando apenas as defini¢cGes de igualdade,
reuniao, interseccao e complementar, prove que:

I.SeANB = @, entdo B c AC.
Il. B\A® = B n A.

37.(ITA/2002)

Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12 elementos.
Entdo, o nimero de elementos de P(B\A) U P(@) é igual a

a) 8.
b) 16.
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c) 20.
d) 17.
e) 9.

38.(ITA/2001)

Sejam X, Y e Z subconjuntos préprios de R, ndo-vazios. Com respeito as afirmacodes:
DXN{{yrnXuJuXuXenYS)}=X
N)SeZcXentdlo(ZUY)U[XU(Z NY)]=XUY

MSe(XuY) cZentioZ¢ cX

Temos que:

a) Apenas (l) é verdadeira.

b) Apenas (1) e (Il) sdo verdadeiras.

c) Apenas (1) e (Ill) sdo verdadeiras.

d) Apenas (ll) e (lll) sdo verdadeiras.

e) Todas sdo verdadeiras.

39.(ITA/2000)

Denotamos por n(x) o numero de elementos de um conjunto finito X. Sejam A,Be(C
conjuntos tais que n(AUB) =8,n(AuC) =9,n(BUC) =10,n(AUuBUC)=11en(An
B N C) = 2. Entdo, n(4) + n(B) + n(C) éigual a

a) 11.
b) 14.
c) 15.
d) 18.
e) 25.

40.(ITA/1996)

Analise as afirmacodes:
ND(A-B)XNBUA  =¢
) (A— B¢ =B — A¢

M [(A°—=B)Nn(B—-A4)] =4

41.(ITA/1987)
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Sejam F e G dois subconjuntos nao vazios de R. Assinale a alternativa correta.
a)Se F c G e G # F, entao necessariamente F = F U G.

b)Se F N G = @, entdo necessariamente G C F.

c)Se F NG = F, entdo necessariamente G C F.
dSeFcGeGcF,entaioFNG =FUGQG.
e)SeFcGeG+F,entio(FNG)UG =R

42.(ITA/1985/Modificada)

Sejam X um conjunto nao vazio e A e B dois subconjuntos. Analise as afirmacgdes:
LANB=0&AcB&BcA

NLA-@=AeA—B=A—-(ANB)

M.A-B+ANB

43. (IME/2016)

Dados trés conjuntos quaisquer F, G e H. O conjunto G — H é igual ao conjunto:
a)(GUF)—(F—H)

b)(GUH) — (H—F)

(GUMH-F)nH

dJGUHNF)

e)(HNG)N(G—F)

44.(IME/2010)

Sejam os conjuntos P;,P,,S;eS, tais que (P,NnS,)cP,(P,nS,)cP, e (§nS,)C
(P, U P,). Demonstre que (S; N S,) € (P, N P,).

45.(IME/2009)

Sejam dois conjuntos, X e Y, e a operacdo A, definidapor XAY = (X —=Y) U (Y — X). Pode-se
afirmar que

a) XAY)N(XnY)=0
b) XAY)N (X —-Y) =0
) XA N (Y —X)=0
d (XAY)U X -Y) =X
e) XAY)U (Y —X) =X
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46.(IME/2000)
Seja o conjunto:

Determine quantos subconjuntos L = {(x, x,), (v1,¥2), (21, 2,), (t4, t,), (ry,1,)}, L € D, que
existem com 5 (cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes
condigdes:

i)x; =y = 2.

i) xy #t,x #1,t, #7174

47.(IME/1991)

Dado o conjunto 4 ={1,2,3,...,102}, pede-se o nimero de subconjuntos de A, com trés
elementos, tais que a soma destes seja um multiplo de trés.

48.(IME/1976)

S3o dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F Cc E, tal que F = {a, b}. Denote por P(E) o
conjunto das partes de E e considere, em P(E), a relacdo R, tal que

XRYS FnNnX=FnY
a) Verifique se R é uma relacao de equivaléncia.
b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}.
c) W c P(E). Determine W, sabendo-se que F N W = @.

Obs.: P(E) tem 16 elementos. < significa “se e somente se”.

49.(IME/1972)

Seja A um conjunto tal que n(4) = p > 0. Determinar justificando:
a) O numero de relag¢des reflexivas distintas em A.

b) O nimero de relagdes simétricas distintas em A.

c) O numero de relagdes antissimétricas distintas em A.

50.(IME/1972)

Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relagao em A, reflexiva e transitiva. Definimos a relagao
S, em A, por:

xSy se e somente se xRy e yRx.

a) Mostre que S é uma relacdao de equivaléncia em A. Caracterize as classes de equivaléncia
determinadas por S em A, quando R é uma relagao de ordem.
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b) Determine explicitamente o conjunto quociente A/S, quando
R=[AnB)x(AnB)]U[(A—-B)x(A—B)],

onde B é um conjunto ndo vazio.

@z‘i GABARITO

11. b

12. a)F b)V c)F d)V e)F f)F g)V h)V i)F

13. a){e} b){a,b,c,d,e} c){c,d} d){a, b} e){e} f){a, b} g){a,b,c,d}
14. {a,b,f,i,j, h,[,m}

15. {d,e,f, g, h, k, 1}

16. a)V b)V c)V d)F e)F

17. a) BN A b)U

18. Demonstracao.

19. e

20. e

21. c

22. An que satisfaca as condi¢Ges do problema.
23. a

24. c

25. Ndo existem conjuntos ndo-vazios que satisfagam a relagao.
26. a

27. a)n(€) =4  b)n(P(B\C)) = 4096
28. e

29. c

30. c

31. n(A) =11,n(AuC) =21en(AuBuUC) = 31.
32. c

33. Ambas sdo falsas.

34. d

35. ¢

36. Demonstragao

37. b

38. b

39. d

40. )V I)F 1) F

41. d

42. )V I)V ) F
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43. c

44, Prova

45, a

46. 54912

47. 57256

48. a) Demonstracdo b)Z € {{b}, {b,c},{b,d},{b,c, d}} c)W e {(D, {c},{d}, {c, d}}

p(p+1) p(p+1)

49. a)2r@-1  p)2z —2P C)2P  +2P —2
50. a) [yl ={x €Alx =y}b)A/S={{ye(AnB)ly=x}xe AnB}u{{lye A-B)ly =
x}|x € (A—B)}

5. Lista de Questoes Comentadas

QUESTOES

COMENTADAS

11. (Exercicio de Fixagdo)
Sobre o conjunto A = {Q), {a},a,b,{a, c}}, assinale a alternativa errada.
a)peA
b) {a, {a}} €A
c)pcA
da€eA
e){a,c}€A
Comentarios
a) Certa. @ estd listado no conjunto A.

b) Errada. {a, {a}} ndo esta listado em A. Ela pode ser considerada subconjunto de 4, pois a e {a}
estdo listados em A.

c) Certa. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.
d) Certa. a estd listado em A.
e) Certa. {a, e} estd listado em A.

Gabarito: “b”.

12. (Exercicio de Fixa¢ao)

Dados B = {(D, a,b,{a}, {9, b}}, analise as afirmacdes abaixo.
a)0 &B

b)a €B
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c){a} ¢ B

d){0,a} c B

e){{a,b}} € B

fy{a} ¢ B

g){{a}} c B

h){b,{a},{0,b}} c B

)0 & B
Comentarios

a)F. B = {0,a,b,{a}, {0, b}}.

b) V. B = {@,a,b,{a}, {0, b}}.

¢)F.B ={0,a,b,{a}, (0, b}}.

d)V. B = {0,a,b,{a},{0,b}}.

e)F. {{a, b}} ndo esta listado em B.

f)F.{a} € B.B ={®,a,b,{a}, {0, b}}.

g)V. B ={0,a,b,{a},{0,b}}.

h)V. B = {0, a,b,{a}, {0,b}}.

i) F. O conjunto vazio esta contido em qualquer conjunto.
Gabarito: a)F b)V c)F d)V e)F f)F g)V h)V i)F

13. (Exercicio de Fixagao)

Dados os conjuntos U = {a, b,c,d,e},A ={c,d,e},B ={a,b,c,d} e C = {e}. Determine os
conjuntos:

a)A—B
b)AUB
c)ANB
d) A€
e)B¢ —C¢
f)ct — A
g) (An B¢
Comentdrios
a)A—B ={c,d,e} —{a,b,c,d} = {e}
b)AUuB ={c,d,e}u{a,b,c,d} ={a,b,c,d,e}
c)AnB ={cd,e}n{a,b,c,d} ={c d}
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d)A* =U—-A=1{ab,c,de}—{c,d e} =1{a b}
e)B¢ - C¢

B¢ =U-B ={a,b,c,d, e} —{a,b,c,d} = {e}

C¢=U-C={ab,cde}—{e}={ab,cd}

B¢ —C¢ ={e}—{a,b,c,d} = {e}
fy)c¢ —A={ab,c,d}—{cd e} ={a b}
g) (A n B¢
ANB¢ ={c,d e}n{e} = {e}
(ANBY=U-AnB"={ab,c,d,e}—{e}={ab,cd}
Gabarito: a){e} b){a,b,c,d, e} c){c,d} d){a.b} e){e} f){a, b} g){a,b,c, d}

14. (Exercicio de Fixa¢ao)
Dados A = {a,b,c,e, f,i,j} e B ={c,e, h,l,m}. Calcule AAB.
Comentarios
AMB=(A-—B)UB—-4)=(AUB)—(ANB)
AUB ={a,b,c,ef,i,ju{cehl,m}={a,b,c,ef,ijhl,m}
ANnB ={a,b,cef,i,j} n{c,e hlm}={ce}
(AUB)—(AnB)={a,b,cef,ijhlm}—{ce}=1{ab,f,ijhlm}
Gabarito: {a, b, f,i,j, h, |, m}

15. (Exercicio de Fixagao)

Dados A ={a,b,c,e f},B=1{ab,d,g h},C=1{b,c,d k,1}eU=1{a,b,cdef,ghk,l}.
Calcule [A—B)—Clu[C—-(AUuB)]U(BNnA).

Comentarios
Vamos resolver por partes.
(A-B)={a,b,c,e,f} —{a,b,d,g,h} ={cef}
(A-B)—-C={ce f}—1{bc,d k 1} ={e f}
(AuB) ={a,b,c,e,f}u{ab,d, g h}={a,b,cd,e,f,g, h}
C—(AUB) ={b,c,d, k, 1} —{ab,cdef,g h}=1{k 1}
A=U—-A={ab,cdef,g hkl1}—{abcef}=1{dghk,I}
BnA={ab,d g h}n{d, g hk1}=1{d g, h}
[A-B)-Clu[C—(AuB)luBNnA) ={efluikllu{dght=1{def,g hkl}

Gabarito: {d,e, f,g,h, k, 1}

16. (Exercicio de Fixagdo)

Dados 4 = {a, b, {a}},B = {a, b,{a, b}} eC = {a, {a}, {b}}. Julgue os itens a seguir.
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a)ANC = {a,{a}}
b)AN B = {a, b}
c)BnP(B) = {{a,b}}
d)A—C ={b,{a}}
e)AcC
Comentdrios
a)V. {a, b, {a}} N {a, {a}, {b}} = {a, {a}}
b) V. {a, b, {a}} N {a, b,{a, b}} = {a, b}
c)V.
P(B) = {(Z), {a}, {b}, {{a, b}}, {a, b}, {a, {qa, b}}, {b, {a, b}}, {a, b,{a, b}}}

B P(B) ={ab,{a,b}}n{0,{a} (b}, {{a b}, (e b}, {a {a b}, {b,{a, b}} {a, b, {a, b}}}
BnP(B) ={{a, b}
dFA-C = {a, b, {a}} - {a, {a}, {b}} = {b}
Q)FbECACLC
Gabarito:a)V b)V c)V d)F e)F

17.(Exercicio de Fixagdo)
Simplifique as expressoes:
a)(ANB)U(ANB)
b)(A—B)UA

Comentarios

— ———— De Morgan ——— De Morgan  _
a)ANB)UANB)——— (ANB)N(ANB)——— (AUB)N(ANB)
© (AUuB)N (BN A)

Podemos usar a propriedade da interseccido AN (BN C) = (AN B) N C e escrever:

(AUB)N(BNnA) < [(AUB)NB]NA

Agora, observe o conjunto (A U B) N B. Nesse caso, podemos usar a propriedade do inter-
relacionamento da unido e da intersec¢do A N (A U B) = A e escrever:

(AUB)NB =B

Note que a unido do conjunto A com o conjunto B gerard um conjunto que possui todos os
elementos do conjunto B, desse modo, B € (4 U B) e fazendo a interseccdo desse conjunto com o
préprio conjunto B, obtemos o conjunto B. Essa propriedade é conhecida como lei da absorcdo (4
é absorvido).

Assim, substituindo (A U B) N B = B na expressdo acima, obtemos:

[AUB)NBINAe BNA
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b)(A—B)UA
Usando a definicio A — B = A N B, obtemos:

De Morgan

(AnB)uUA
Gabarito:a) BN A b)U

(AUB)UA= (AUB)UA® (AUA)UBS UUB S U

18. (Exercicio de Fixa¢ao)

Demonstre que as seguintes igualdades sao verdadeiras:

a)A—B=AnNB¢

b)A-(A—B)=ANB

c)A-B=(AUB)—-B

dB—A“=BnA

e)(ANB)U(ANnB® =4

f)(AUB)=ANnB

g) A°AB¢ = AAB

hh(A-B)NC=ANC)—-BNC)=ANC)—B=A-B)n(C—-B)
Comentarios

a) Pela definicio: A— B ={Vx|x € Aex ¢ B} & {Vx|[x € Aex € B¢} = ANnB*

b)A—(A—B)=4—(ANB)=4An(ANB) =4n(A°U (B ) =4An (4°UB)
=(ANAYU(ANB)=pU(ANB)=ANB

c)(AUB)—-B=(AUB)NB*=(ANBYU(BNB) =(ANBYUP=ANB =A-B

dB—A°=Bn(4°)=BnA
Podemos resolver, também, usando argumentos légicos:
{(Vx|[xeBex g A} s {VxlxeBexe (A)‘}=BnA

Esse método pode ser util para resolver algumas questdes do ITA. Tente usa-lo nas
demonstragdes.

e)(ANB)UUAUNBY) =[(ANB)UAIN[ANB)UB‘]=4An[(AUB)Nn(BUB®)]=4n
[AUBNU]=4An(AUB®) =4

f)(ACUBS) =AY N(BY=ANnB
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g) A’AB¢ = (A —=B)U (B¢ —4°) =[A° N (B)TU[B N (Al = (A°NnB)U (B nA)

=BNAYUANBY)=(B-4A)U(A—-B)=AAB

h) ANC)— BN =UAUNCOONBNO =UAnNnCOONBUC)=AnCn(B‘uUCY) =
AN[(CNBHUCNCH]=AN[(CNBHYUPB]l=An(CNB)Y=AnB° NnC=(An
BOYNC=((A-B)nC

(ANC)—B=ANnCNB =AnB°NnC=AnNB)NC=A-B)nC

A-B)N(C-B)=AnB)N(CNB)=4AnB° NnCNB* =AnB°NnC
=(ANBY)NC=A-B)nC

19. (Fuvest/2018)

Dentre os candidatos que fizeram provas de matematica, portugués e inglés num concurso, 20
obtiveram nota minima para aprovacgao nas trés disciplinas. Além disso, sabe-se que:

[. 14 n3o obtiveram nota minima em matematica;
II. 16 ndo obtiveram nota minima em portugués;
[ll. 12 n3o obtiveram nota minima em inglés;
IV. 5 ndo obtiveram nota minima em matematica e em portugués;
V. 3 ndo obtiveram nota minima em matematica e em inglés;
VI. 7 ndo obtiveram nota minima em portugués e em inglés e
VII. 2 ndo obtiveram nota minima em portugués, matematica e inglés.
A quantidade de candidatos que participaram do concurso foi:
a) 44
b) 46
c) 47
d) 48
e) 49
Comentarios
Podemos aplicar diretamente a formula do Principio da Inclusdo e Exclusdo para 3 conjuntos.
Vamos considerar os conjuntos:
M- candidatos que ndo obtiveram nota minima em matematica
P- candidatos que n3ao obtiveram nota minima em portugués

I- candidatos que ndo obtiveram nota minima em inglés
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Do enunciado, temos:
n(M) = 14

n(P) = 16
n(l) =12

n(MNP)=5

nMnI)=3
nPnl)=7

nPNnMNI) =2

Podemos encontrar n(P UM U I):
n(PUMUl) =nP)+nM)+n(d)—n(Pnl) —n(Mnl)—n(MNP)+n(PNMnI)
nPUMUI)=16+14+12-7—-3-5+2=42-15+2=29

A questdo diz que apenas 20 obtiveram nota minima para as 3 disciplinas. Podemos dizer que
o conjunto Universo (numero total de candidatos) menos o conjunto dos candidatos que nao

obtiveram nota minima (n(P U M U I)) vale 20.
U-n(PUMUI)=20=2U=20+n(PUMUI)=>U=20+29 =49

Poderiamos também usar o Diagrama de Venn para resolver a questao, veja:

1°) Desenhamos os circulos do diagrama e nomeamos cada circulo.

I

2°) Completamos o valor dos conjuntos nessa ordem n(PNMNI) > (n(P NnI),n(Mn

D,n(M n P)) > (n(P),n(M),n(D)).
Primeiroparan(PNMnNI) = 2:
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3°) Paran(M N P) = 5, perceba que nesse valor estd incluso os candidatos que ndo passaram
nas trés disciplinas, entdo devemos subtrairn(P N M N I) = 2 desse valor.

nMnNnP)—n(PNMnNnI)=5—-2=3

4°) Paran(M N I) = 3, perceba que nesse valor estd incluso os candidatos que ndo passaram
nas trés disciplinas, entdo devemos subtrair n(P N M N 1) = 2 desse valor.

nMnl)—-n(PNnMNI)=3-2=1
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5°) Paran(P N I) = 7, perceba que nesse valor esta incluso os candidatos que n3o passaram
nas trés disciplinas, entdo devemos subtrair n(P N M N 1) = 2 desse valor.

nPNnl)—n(PNnMNI)=7-2=5

I

6°) Agora, basta completar com os valores de n(M),n(P) e n(I). Lembre-se de subtrair os
valores do diagrama.

Paran(M) = 14, a 4rea do circulo M que n3o possui valorsera: 14 —1—-2—-3 =8
Paran(P) = 16, a drea do circulo P que n3o possui valorserd: 16 —3—2—-5=6

Paran(l) = 12, a drea do circulo | que ndo possui valorserd: 12 —1—-2—-5 =4

M P

1¥5)

7°) Agora falta incluir os candidatos que obtiveram aprovacdo. Eles estardo fora da regidao
formada pela unido dos circulos.

p Aula 00 — Teoria Elementar dos Conjuntos
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021

20

I

8°) Basta somar os valores e encontraremos o total de candidatos do concurso:
nU)=8+3+6+1+2+5+4+20=49

Gabarito: “e”.

20.(ITA/2017)

Sejam A =1{1,2,3,4,5} e B={-1,-2,-3,—4,—-5}. Se C ={xy:x € Aey € B}, entdo o
numero de elementos de C é

a) 10.
b) 11.
c)12.
d) 13.
e) 14.
Comentdrios
A questdo pede o nimero de elementos de C que é definido por {xy:x € Ae y € B}.

Os elementos do conjunto C serao os elementos formados pela multiplicagao dos elementos
de A com os elementos de B. Entao, vamos encontrar os elementos de C que sao todos os diferentes
valores obtidos pela combinagao dos elementos de A com os elementos de B.

Parax = 1:
¢, ={-1,-2,-3,—4,-5}
Parax = 2:
C, ={-2,—4,—-6,-8,—-10}
Parax = 3:
C; ={-3,—6,—9,—12,—-15}
Para x = 4:
C, ={—4,—-8,—-12,-16,—-20}
Parax = 5:

C. = {-5,—10,—15,—20, —25}
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Agora, juntando todos os elementos diferentes para obter o conjunto C:
c={-1,-2,-3,—-4,-5,-6,—-8,-9,—10,—12,—-15,—16,—20, —25}
Portanto, n(C) = 14.

Gabarito: “e”.

21.(ITA/2013)
Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmagodes:
lLA\(BNnC)=(A\B) U (A\(),
N.LANC)\B=ANB‘NnC,
. (A\B) n (B\C) = (A\B)\C,
E (s30) verdadeira(s)
a) Apenas |.
b) Apenas Il
c) Apenasl el ll.
d) Apenas lellll.
e) Todas.
Comentarios
l. Verdadeira.
ABNC)=An(BnO)
Usando o Teorema de De Morgan:
AN(BNC) =4An(B°ucC")
Aplicando distributiva:
(AnBYu(AnCS =(A\B) U (A\0)

Il. Verdadeira.

(ANnC)\B=(AnNC)nB¢

M. Falsa.
(A\B)N(B\C)=(ANB)Yn(BNCY
Como o operador é igual entre cada conjunto, podemos usar a propriedade da associativa:
ANBOYNBNCH=ANnB NB)NC* =AndNnCcc =0

Gabarito: “c”.

22.(ITA/2012)

Dos n alunos de um colégio, cada um estuda pelo menos uma das trés matérias: Matematica,
Fisica e Quimica. Sabe-se que 48% dos alunos estudam Matematica, 32% estudam Quimica e
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36% estudam Fisica. Sabe-se, ainda, que 8% dos alunos estudam apenas Fisica e Matematica,
enquanto 4% estudam todas as trés matérias. Os alunos que estudam apenas Quimica e Fisica
mais aqueles que estudam apenas Matematica e Quimica totalizam 63 estudantes. Determine
n.

Comentarios

Das informag¢des do enunciado, podemos criar o seguinte Diagrama de Venn-Euler:

M (0,48n)

F(0,36n)

Q(0,32)

Legenda:
M — Matematica
F — Fisica
Q- Quimica
n é a quantidade de elementos no conjunto

0,04n representa os 4% dos alunos que estudam todas as trés matérias

ESCLARECENDO!

()

. 4 . ;.
Lembrando: 4% pode ser escrito como To0 (forma fracionaria).

Quando calculamos a porcentagem de um numero, multiplicamos o valor da porcentagem
pelo nimero. Por exemplo:

Pedro recebe R$1.000,00 de salario por més. Quanto vale 50% do seu salario?
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. . . ... 50 .
Primeiro transformamos o nimero 50% na forma fracionaria To0 & podemos ainda resolver

N 50 . . -
essa fracdo e encontrar Too = 0,5. Agora, multiplicamos esse numero pelo valor do salario: 0,5 -

1000 = 50-10 = 500. Esse é o valor que representa 50% do salario de Pedro.

. ~ . . . L. 4 .
Voltando a questao, 4% sera escrito na forma fracionaria o0 = 0,04. n é o valor que
representa a quantidade de todos os alunos do colégio. Assim, 4% dos alunos pode ser escrito como

0,08n representa os 8% dos alunos que estudam apenas Fisica e Matematica
0,48n representa o total de alunos que estudam Matematica

0,32n representa o total de alunos que estudam Quimica

0,36n representa o total de alunos que estudam Fisica

Usando os dados do diagrama, podemos criar as seguintes equagdes:

a+c+0,04n + 0,08n = 0,48n
{b +d+ 0,04n + 0,08n = 0,361
c+d+e+0,04n = 0,32n

Simplificando:

b+d+0,12n = 0,36n

{ a+c+0,12n = 0,48n
c+d+e+0,04n = 0,32n

b+d=0,24n

{ a+c=0,36n
c+d+e=028n

O enunciado afirma que os alunos que estudam apenas Quimica e Fisica (d) mais aqueles que
estudam apenas Matematica e Quimica (c) totalizam 63 estudantes. Assim:

c+d=263
Somando todas as equacgdes, obtemos:
(a+c)+(b+d)+(c+d+e)=0,36n+0,24n+ 0,28n
Reorganizando os termos e fazendo ¢ + d = 63:
a+b+e+2(c+d)=088n
a+b+e=088n—-2-63=0,88n—126
Na+b+e=0,88n—-126
Agora vamos somar os elementos usando os dados do diagrama de Venn-Euler:
at+b+c+d+e+0,04n+0,08n=n
Substituindo ¢ + d = 63:
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at+b+e+63+012n=n

IINa+b+e=088n—63
Veja que a equacao (1) e (Il) possuem as mesmas varidveis, porém diferentes resultados.
Portanto, ndo existe n que satisfaz o problema.

Gabarito: An que satisfaca as condigoes do problema.

23.(ITA/2012)

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, ambos finitos e ndo vazios, tais que n(P(A) U P(B)) +
1 =n(P(A U B)).Entio, a diferenga n(4) — n(B) pode assumir

a) Um Unico valor.
b) Apenas dois valores distintos.
c) Apenas trés valores distintos.
d) Apenas quatro valores distintos.
e) Mais do que quatro valores distintos.
Comentarios
A e B sdo conjuntos disjuntos, logo AN B = @.

Temos a seguinte situagao:

Considere que A tem x elementos e B tem y elementos.
Temos que calcular n(A) — n(B).

Vamos usar n(P(A) U P(B)) +1= n(P(A U B)) da quest3o.
Sabemos que n(P(A)) =2%e n(P(B)) =2V

Veja que P(A) U P(B) é a unido do conjunto das partes de 2 subconjuntos. Perceba que @ é
elemento de P(A) e de P(B) ao mesmo tempo. Entdo:

n(P(A)UP(B)) =2*+2Y -1
Subtraimos 1 da equagdo acima porque o elemento @ estd presente em P(A) e P(B).
O numero de elementosde A U B é x + y ja que eles sdo disjuntos. Logo:
n(P(A U B)) = 2**Y
n(P(A) UP(B))+1=n(P(AUB))
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2 42Y — 141 =2%"

*Nao se preocupe se vocé nao souber calcular essa equagao por enquanto, vamos aprender
a resolvé-la na aula de exponencial.

Vamos simplificar a equacgao:
2427V —141=2*"
1=2%"Y -2¥-2Y+1
1=2%"Y -2 -2Y+1
1=2*Q2Y-1)-(2Y-1)
1=02*-1)2Y-1)
Como x,y = 0, a Unica solugdo possivel para essaequagdoéx =1ley = 1.
Logo,n(A) —n(B) =1-1=0.

Gabarito: “a”.

24.(1TA/2012)

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto universo U. Das afirmacdes:
l. (A\B)\C¢ =An (BUC),

. (A\B)\C =AU (BnCO)E,

N.B¢uc =(BnlC)S,

E (s30) sempre verdadeira(s) apenas

a)l.
b) II.
c) .
d)lelll.
e)llelll.

Comentarios
l. Falsa.
Vamos simplificar (A\B¢)\C*:
(A\BONCE=UNBHYN(CHY)Y=UNBNC)+AN(BUCO)

II. Falsa.
Vamos aplicar o Teorema de De Morgan (B N C¢)¢:

AUBNCH =AU BCU(CH) =AUu(BCUC)=AUBtuUC

I1l. Verdadeira.
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Aplicando o Teorema de De Morgan:
(BnC)=BCuct
Gabarito: “c”.

25.(ITA/2011)

Analise a existéncia de conjuntos A e B, ambos ndo-vazios, tais que (A\B) U (B\4) = A.
Comentarios

(A\B) U (B\4)
© (AnBYY U (B nAc)m[(AnBC)uB] N[(ANB% uA‘]

Distributiva [(AuB)N (B UBIN[(AUA) N (BCUAD)] & [(AUB)NTIN[T N (B¢ UA®)]
©(AUB)N(BCUA) == (AUB)N(BNAF @ (AUB)—(BNA)

De Morgan

A questdo pede conjuntos ndo vazios 4, B tal que (AU B) — (AN B) = A.

Vamos usar o Diagrama de Venn para representar todos os casos possiveis para (AU B) —
(AnB).

1) A e B nao sdo disjuntos.

U

A regido em amarelo representa (AU B) — (A N B). Veja que ela n3o satisfaz a condigdo
(AuB) — (AN B) = A, ja que B é n3o vazio. Logo, nesse caso ndo temos solu¢io.

2) A e B sdo disjuntos.
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Esse caso também nao satisfaz a condi¢ao ja que B é um conjunto nao vazio. Logo, ndo tem
solugao.

3) AcB.

B é um conjunto ndo vazio=nao temos solugao.
4) B c A.

B é um conjunto ndo vazio=nao temos solugao.
Gabarito: Nao existem conjuntos nao vazios que satisfagam a relagao.

26.(ITA/2011)

Sejam A e B conjuntos finitos e n3o vazios tais que A € B e n({C: C c B\A}) = 128. Entéo,
das afirmacdes abaixo:

l. n(B) — n(A) é unico,

Il.n(B) + n(4) < 128,

Il. A dupla ordenada (n(A),n(B)) é Unica,
E (s30) verdadeira(s)

a) Apenas .

b) Apenas Il
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c) Apenas Il

d) Apenas l e ll.

e) Nenhuma.

Comentdrios

Para analisar as afirmacgdes precisamos traduzir o enunciado.
Vamos traduzir n({C: C ¢ B\A}) = 128
Ele diz que o nimero de elementos do conjunto {C: C c B\A} vale 128.
O que é o conjunto {C: C c B\A}?

Ele diz que os elementos desse conjunto sdao os subconjuntos C tal que C esta contido em
B\A. Ent3o, ele representa o conjunto das partes de B\A. Desse modo: {C:C c B\A} = P(B\A)

Logo, n[P(B\A)] = 128
Mas 128 pode ser escrito como 27.
n[P(B\A)] = 27 = 2"\ = n(B\4) = 7

O enunciado diz que A c B. Assim, quando fazemos B\A = B — A, devemos remover todos
os elementos de A presentes em B. Desse modo, podemos escrever:

n(B\A) =n(B) —n(4) =7
l. Verdadeira.
Conforme analisado acima, a afirmacdo é verdadeira ja que n(B) — n(4) possui um Unico valor.
II. Falsa.

A Unica condi¢do do enunciado é n(B) — n(A4) = 7. Entdo, se tomarmos n(B) = 87 e n(4) = 80,
encontramos n(B) + n(4) = 167 > 128.

Il. Falsa.

Podemos ter uma infinidade de duplas ordenadas que satisfazem as condicdes do problema
n(B) —n(4) = 7.

Gabarito: “a”.

27.(ITA/2010/Modificada)

Sejam A, B e C conjuntos taisque C € B,n(B\C) =3n(BnC) =6n(AnB),n(AUB) =22
e [n(4)]? = n(B) - n(0).

a) Determine n(C).
b) Determine n(P(B\C)).
Comentarios
a) Pelo enunciado, como C c B temos: n(B N C) = n(C).
Sabemos que n(B\C) = n(B) — n(B N C). Substituindo na equag¢do n(B N C) = n(C):
n(B\C) = n(B) — n(C)
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Mas n(B\C) =3n(BnC) =6n(AnB)=>n(B) —n(C) =3n(C) =6n(AnB)
= n(B) — n(C) = 3n(C) = n(B) = 4n(C)
n(C)

= 3n(C) =6n(AnB) =>n(ANnB) =

S6 falta descobrir o valor de n(4) usando [n(4)]? = n(B) - n(C).
Substituindo n(B) = 4n(C):
[n(A)]? = 4n(C) - n(C) = [n(A)]* = 4[n(C)]?
Aplicando a raiz quadrada nos dois lados:
= n(4) = 2n(C)

Vamos chamar n(C) de x e usar a férmula dos conjuntos n(A U B) = n(4) + n(B) —
n(4A N B).

Substituindo os valores de n(A U B) = 22,n(A) = 2n(C),n(B) = 4n(C),n(ANB) = @
n(C) = x na férmula:
n(AUB) =n(4A) + n(B) —n(ANnB)

X 11x
22=2x+4x—5=>22=7:x=4:n(C)=4

b) Usando a formula de cardinalidade para o conjunto das partes:
n(P(B\C)) = 2"E\O
n(B\C) =6n(AnB) =3n(C) =3-4=12
Portanto:
n(P(B\C)) = 2"E\O = 212 = 4096
Gabarito: a) n(€C) =4 b)n(P(B\()) = 4096.

28.(ITA/2010)

Considere as afirmagdes abaixo relativas a conjuntos A, B e C quaisquer:
I.Anegacdodex EANBé: x € Aoux & B.
NLAN(BUC)=(ANB)U(ANC).

. (A\B) U (B\A) = (AU B)\(A n B).

Destas, é (sdo) falsa(s)

a) Apenas .

b) Apenas Il

c) Apenas Il

d) Apenas | e lll.

e) Nenhuma.
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Comentarios

l. Verdadeira.

Anegacdo édadapor:x € ANB

Isso é equivalentea: x EANB

Podemos aplicar o Teorema de De Morgan no conjunto 4 N B.

ANB=AUB

Desse modo x € A U B. Isso significaquex E Aoux EB & x & Aoux & B.

Il. Verdadeira.

Basta aplicar a propriedade da distributiva dos conjuntos.
AN(BUC)=ANB)UANC)

[ll. Verdadeira.
(A\B) U (B\4) = (AUB)\(ANB)

Vamos desenvolver o conjunto (4 U B)\ (4 N B) e tentar chegar ao conjunto (A\B) U (B\A).

Lembrando que para o operador diferenca temos: A — B = A\B = AN B. Usando essa
igualdade para desenvolver o conjunto:

(AUBN\(ANB)=(AuB)n(ANnB)
Aplicando o Teorema de De Morgan:
(AUB)N(AnB)=(AUB)N(AUB)
Usando a distributiva:
(AUB)N(AUB)=[(AUB)NnA]JU[(AUB)nB]
Usando novamente a distributiva:

[AUB)NAJU[(AUB)NB]=[AnAUBNnA]U[ANnB)uU (BnB)]
=[puBNAJU[ANB)UDG]=(BNA)UMANB)=(A\B)U(B\A)

Gabarito: “e”.

29.(ITA/2009)

Sejam A e B subconjuntos do conjunto universo U ={a,b,c,d,e, f, g, h}. Sabendo que
(BCU A ={f,g,h},B°n A ={a,b} e A°\B = {d, e}, entdo, n(P(A N B)) é igual a

a) 0.

b) 1.

c) 2.

d) 4.

e) 8.
Comentdrios

Vamos usar as informacdes do enunciado para encontrar alguma relagao.
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Primeiro, usando (B¢ U A)¢ = {f, g, h}:
Simplificando (B¢ U A)¢ usando as propriedades dos conjuntos:
(BCU A =B NA* =BnAC
= (BnA°) ={f,g,h}
Agora para B N A = {qa, b}:
Sabemos pelas propriedades que B N4 = An B¢
= AN B¢ ={a,b}

Por ultimo, vamos analisar A°\B = {d, e}. Vamos simplificar A°\B usando as propriedades
dos conjuntos:

AC\B = A° n B¢ = (AU B)¢
= (AUuB) ={d, e}

Vamos usar o Diagrama de Venn-Euler para ilustrar a situacao:

u

(AuB)“

Perceba que nao sabemos quais os elementos de A N B. Porém, conhecemos os elementos
do conjunto universo U ={a,b,c,d,e, f,g,h}. Usando as informagdes do diagrama, temos a
seguinte relacao:

U=((ANBYuAnB)u(BnA“)U(AUB)*
Agora, usando as informagdes que encontramos:
= (BnA°) ={f,g,h}

= (AN B°) = {a, b}

= (AUB)¢ ={d, e}
Substituindo na relagdo, obtemos:

{a,b,c,d,e,f,g,h} ={a,b}U(ANnB)U{f,g h}u{d,e} =1{a,b,d,e f,g,h}U(ANB)

Veja:
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{a,b,c,d,e,f,g,h} ={a,b,d,e,f,g,h} U (ANB)
O unico elemento que faltaem {a, b,d, e, f, g, h} é c. Portanto (A N B) = {c}.

A questdo pede o niumero de elementos do conjunto das partes de A N B. Sabemos que esse
valor é dado por n(P(A N B)) — 7n(ANnB)

Portanto:
n(P(AnB)) =2t =2
Gabarito: “c”.
30.(ITA/2008)

Sejam X,Y,Z, W subconjuntosde Ntaisque (X —Y)NnZ ={1,2,3,4}, Y ={5,6},ZnY =0,
WnX-2)={7,8}, XnWnZ={24}.

Entdo o conjunto [XN(ZUW)] - [W n (Y U Z)] éigual a
a){1,2,3,4,5}

b){1,2,3,4,7}

c){1,3,7,8}

d){1,3}

e) {7, 8}

Comentarios

Primeiramente, vamos escrever as informacdes do exercicio:
DX-Y)nZ={1,23,4}
i)Y ={5,6}
izZny =9
mWwWnX-2)=1{7,8}
vVXNWnZ={24}

A questdo pede [X N (ZU W)] — [W n (Y U Z)], vamos encontrar o valor de cada conjunto
X,Y,Z,W usando os dados do problema.

Ja sabemos que de (ii) que Y = {5, 6}.
Vamos analisar o conjunto (i):
DX -Y)nZ={1,2,3,4}
O conjunto acima nos permite descobrir os elementos que pertencema X e Z.
Vamos separar em duas partes: (X —Y) e Z

Veja a intersecgdo N Z, isso nos permite afirmar que os elementos de (i) estdo no conjunto
{1,2,3,4}c Z

A primeira parte (X — Y) nos permite dizer que os elementos de X que ndo estdoem Y é:
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{1,2,3,4} c X
Agora, vamos analisar (iii) ZNY = @:
Ela diz que Z ndo possui elementos em comum com Y, assim {5, 6} ndo pertence a Z.
Usando (iv) W n (X — Z) = {7,8}:

Situagdo analoga a (i). Podemos separar em duas partes e encontrar os elementos de cada
um:

Assim, {7,8} c W
WnX—-2)={7,8cX={1,23478cX
Usando a ultima informagdo (1) X N W N Z = {2, 4}:
Isso nos permite afirmar {2,4} c X, Z, W
X=1{1,234,78}

Y = {5, 6}
Z =1{1,2,3,4}
W ={2,4,7,8}

Aquestiopede [ XN (ZuW)]—-[Wn (YuUZ):
(ZUW) ={1,2,3,4,7,8)
Xn(Zuw)=1{1,2,3,4,7,8}
(YUZ)=1{1,234,56)
wWn{uz)=1{24}
XN @EZuW)]—[Wn{u2]=1{123478}—{24} ={1,3,7,8)

Esse modo de resolver seria 0 modo como eu resolveria durante a prova. Ja que é uma questao
de multipla escolha, ndao devemos perder tempo com formalidades.

Gabarito: “c”.

31.(ITA/2007/Modificada)

Se A, B, C forem conjuntos tais que

n(AUB) =23,n(B—A) =12,n(C — A) = 10,

n(BNC)=6en(ANBNC) =4,

Encontre os valores de n(4),n(Au C),n(AuU B U C).
Comentdrios

Vamos resolver usando o Diagrama de Venn-Euler:
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&

Nomeamos cada regiao do circulo com letras minusculas.
Pelo enunciado, vamos descobrir os valores de cada regiao:
nANBNC)=4=e
nBNC)=6=e+f=>f=2

Agora nosso diagrama fica assim:

(N

Usando as outras informagdes, temos:
n(B—A4) =12

Veja que n(B — A) éigual a c + 2 que é a regido de elementos de B menos os elementos de

n(B—A)=c+2=12=>c=10
Agora para n(C — A) = 10 usando o mesmo raciocinio:
g+2=10=>9g=8

Atualizando nosso diagrama:
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Falta usar n(4 U B) = 23.
Pela figura:

n(AUB)=a+b+d+4+10+2=23
Devemos encontrar os valores de n(4),n(AuU C) en(AU B U C).

Note que a+ b+ d+ 4 =n(A). Assim, substituindo n(4) na equagdo, conseguimos
descobrir o valor de n(4).

n(A) + 10 + 2 =23
n(A) + 12 = 23
n(4) =11
Vamos encontrar n(A U ). Usando o diagrama:
nAuC)=a+b+d+4+2+8=(a+b+d+4)+10=n(A)+10=11+10=21
=>n(AucC) =21
Agora o ultimo termo:

nAUBUC)=a+b+d+4+10+2+8=(a+b+d+4)+10+2+8=n(4)+20
=31

>n(AuBuU(C) =31
Gabarito: n(4) =11,n(AuC) =21en(AUuBUC) = 31.

32.(ITA/2006)

Seja U um conjunto ndo vazio com n elementos, n = 1. Seja S um subconjunto de P(U) com a
seguinte propriedade:

SeA,B € S,entao A c BouB c A.
Ent3o, o nUmero maximo de elementos que S pode ter é:
a) 2n—1

b)n/2, se n for par,e (n + 1)/2 se n for impar
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con+1
d2"-1
e)2" 141
Comentarios
SejaU = {a4, a,, as, ..., a,}, um conjunto ndo vazio com n elementosen > 1.
Vamos escrever o conjunto das partes de U:
P(U) = {Q)» {a;}{a;}, ... {ay, ay, ..., an}}

S é subconjunto de P(U), isto é, S pode possuir quaisquer elementos de P(U) e deve
satisfazer a condigao:

Sendo A e B, elementos de S, entdo A esta contido em B ou B estd contido em A.
Isto é, se tomarmos, por exemplo:

A ={a,} e B ={a,,a,}, eles sdo subconjuntos de P(U) e A c B, pois {a,} c {a,, a,}, logo
satisfazem a condicao.

Mas, se tomarmos A = {a,} e B = {a,}, eles sdo elementos de P(U) e n3o satisfazem a
condicao!

Pois, {a,} ¢ {a,} e {a,} ¢ {a,}.

A condic¢do diz que tomando dois elementos de S, devemos ter que A é subconjunto de B ou
B é subconjunto de A.

Essa condicdao é satisfeita quando os elementos de S sempre possuirem elementos em
comum, desse modo:

S = {@; {al}! {a1; aZ}J {a1; a,, ag}; {al; a,, as, a4}, ey {al, a, ..., an}}

Veja que o elemento @ foi incluido para aumentar o nimero de elementos de S e maximizar
esse valor.

Assim, perceba que o numero de elementos sera n + 1 que é a quantidade de elementos de
nao vazios somado com o elemento vazio.

Portanton(S) = n + 1.

Gabarito: “c”.

33.(ITA/2005/Modificada)
Considere os conjuntos S = {0,2,4,6},T = {1,3,5} e U = {0, 1} e as afirmagdes:
.L{0}eSeSNU =+ 0.
N.{2} cS\UeSNnTnU=1{0,1}.
Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s) apenas
Comentdrios

|. Falsa.
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A afirmacgdo diz que {0} é elemento de S. Isso ndo é verdade. Quando colocamos 0 entre “{}’,
estamos dizendo que o subconjunto {0} é elemento de S, o que ndo é verdade.

A segunda parte pede os elementos em comum entre S e U. Vemos que o Unico elemento em
comum é o 0.

§=1{0,2,4,6}
U={01}
Portanto, SN U = {0} # @
II. Falsa.
{2} < S\U, isso quer dizer que {2} é subconjunto do conjunto formado por S\U.
Vamos encontrar S\U. Essa operagdo é a diferenga S\U = S — U.
O Unico elemento em comum entre S e U é 0, logo devemos remover esse elemento de S:
S\U ={2,4,6}
Portanto, {2} c {2,4,6} = S\U.
Agora, vamos verificar SN T N U = {0, 1}.

SNTnNU é ainterseccao entre os trés conjuntos, entdo devemos encontrar os elementos
presentes nos trés conjuntos. Nao temos nenhum elemento que satisfaz essa condicao, desse modo:

SNTNnU=290

Gabarito: Ambas s3o falsas.

34.(1ITA/2004)
Sejao conjunto S = {r € Q:r > 0 e r?> < 2}, sobre o qual s3o feitas as seguintes afirmacdes:
1ZeSeles.
Il.{x eR:0<x<V2}nS=0.
. V2 € S.
Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s) apenas
a)lell
b) lelll
c)llelll
d) |
e)ll
Comentdrios
Vamos decifrar o conjunto S = {r € Q:r > 0er? < 2}.

Ele diz que os elementos de S sdo representados por r e estes sdo numeros racionais (da
formap/q)

8 Aula 00 - Teoria Elementar dos Conjuntos
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 00: ITA 2021

A primeira parte da propriedade diz que r = 0, assim, r € um nimero positivo.
A segunda parte diz que r? < 2.

Ainda nao vimos radiciacdo, mas ndao se preocupe, veremos detalhadamente na aula de
radiciacao.

r2<2=-2<r<\2
Assim, juntando as duas condi¢des, obtemos:
0<r<v2
l. Verdadeiro.
Precisamos saber se esses elementos estdo no intervalo definido por S.

Vamos deixar esses niumeros dentro de uma raiz, pois assim sera mais facil analisa-lo.

o 5
Primeiro para "

. . . /25
Elevando esse numero ao quadrado e jogando dentro de uma raiz, encontramos: e

Agora, dividindo 25 por 16:

25
EN‘/LS <2

Lembre-se que ndo precisamos saber o valor exato do numero, basta encontrar um valor que
nos permita fazer a comparacgao. Entdo ndo perca tempo com isso!

. 7
Agora, fazendo a mesma coisa para e

7 49
== £~,/1,9 <2

Logo, os dois nimeros sao elementos de S.

Il. Falso.
(xeR0<x<V2}nS={xeR0<x<V2}n{reQ:0<sr<v2}=5s

A Unica diferenga entre o conjunto dessa afirmagdao e o conjunto da questdao é que os
elementos daquela sdo numeros reais e estas sao numeros racionais.

[1l. Falso.
v/2 é um nimero irracional, logo ele nJo pertence ao conjunto S.
Gabarito: “d”.
35.(ITA/2004)
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Considere as seguintes afirmacdes sobre o conjunto U = {0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9}:
.o e Uen(U) = 10.

.o cUen(U) = 10.

.5€ Ue{5}cU.

Iv.{0,1,2,5} n {5} = 5.

Pode-se dizer, entdo, que é (sdo) verdadeira(s)

a) Apenas | e lll.

b) Apenasll e IV.

c) Apenas ll e lll.

d) Apenas IV.

e) Todas as afirmacdes.

Comentarios

. Falsa.
O conjunto U possui 10 elementos, logo n(U) = 10.
Atencdo! @ ndo é elemento de U, pois ele ndo estd listado no conjunto!
Assim, @ ¢ U.
Il. Verdadeira.

Pelas propriedades vistas no topico de subconjuntos, sabemos que @ sempre sera
subconjunto de qualquer conjunto. Portanto: @ c U.

[ll. Verdadeira.
5 € U, pois 5 estd enumerado no conjunto U.

{5} é subconjunto de U, porque 5 é um dos elementos de U. (Lembre-se que quando
colocamos elementos entre chaves “{ }”, elas se tornam conjuntos)

IV. Falsa.

Pegadinha! Perceba que faltou colocar chaves “{}” no elemento 5 no outro lado da igualdade.
O correto seria:

{0,1,2,5} n {5} = {5}

Gabarito: “c”.

36.(ITA/2003)

Sejam U um conjunto n3do-vazio e A € U,B c U. Usando apenas as definicdes de igualdade,
reunido, interseccao e complementar, prove que:

I.SeANB = @, entdo B c AC.
. B\A¢ = B n A.

Comentarios
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l. Pela definicdode AN B = @:
ANB=Q0>Vx,x€EBex¢A

Podemos escrever x & A de outro modo:

x¢ Ao x €A
Isto é, se x ndo é elemento de 4, entdo x é elemento do complemento de A (A°).
Desse modo:

ANB =0 =>Vx,x €EBex € A° © B c A (definicdo de subconjunto)

I. Pela definigdo de B\A®:
B\A® ={x|x e BAx & A}
Usando a mesma ideia da (I):
xgA° o x€eA
Logo:
B\A* ={x|x eBAx€A}=BnA

Gabarito: Demonstragao

37.(ITA/2002)

Sejam A um conjunto com 8 elementos e B um conjunto tal que A U B contenha 12 elementos.
Entdo, o nimero de elementos de P(B\A) U P(®) é igual a

a) 8.

b) 16.

c) 20.

d) 17.

e) 9.
Comentarios

A questdo diz que n(A) = 8 en(4 U B) = 12. Vamos usar a formula do Principio da Inclusdo
e Exclusao:

n(AUB) =n(4A) +n(B) —n(ANnB)
Substituindo os valores na equagao:
12=8+4+n(B) —n(ANnB)
Passando o 8 para o outro lado:
12-8=n(B) —n(AnB)
n(B) —nm(ANB) =4
Perceba que n(B) —n(A N B) é n(B N A%):
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Mas (B N A%) = (B\A). Logo: n(B\A) = 4

Temos que achar n(P(B\A) U P(©)):

Aplicando a férmula da cardinalidade para dois conjuntos e substituindo B\A por B N A¢:
n(P(BNA) U P(@)) =n(P(BnA°)) +n(P(®) —n(P(B N AS)NP®))

Vamos simplificar P(B N A%) N P(®).

Isso pode ser feito analisando P(@). O Unico subconjunto do conjunto vazio é o préprio @.
Logo, a intersec¢do de P(B N A%) N P(®) = P(®), pois pelas propriedades do subconjunto o @ esta
presente em ambos conjuntos.

Desse modo:

n(P(BNA) U P(®)) =n(P(BnA°)) +n(P(®) —n(P(B N AS) nP(D))
=n(P(BNAY)) +n(P(®)) —n((P(®)) =n(P(Bn A°)) =n(P(B\A))

Substituindo n(B\A) = 4 e usando a férmula n(P(B\A)) = 2B\ ancontramos:
n(P(B\4)) =2* =16
Gabarito: “b”.
38.(ITA/2001)
Sejam X, Y e Z subconjuntos préprios de R, ndo-vazios. Com respeito as afirmacodes:
LXN{Yn(XuYJuXuX‘nYH )} =X
l.SeZc Xentio(ZUY)U[XUu(Z‘NY)]=XUY
N.Se (XUY) cZentdoZ¢ cX

Temos que:

a) Apenas (l) é verdadeira.

b) Apenas (I) e (ll) sdo verdadeiras.
c) Apenas (1) e (Ill) sdo verdadeiras.

d) Apenas (ll) e (lll) sdo verdadeiras.
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e) Todas sao verdadeiras.
Comentarios

I) Vamos simplificar a expressdo e ver se chegamos a igualdade.

XNn{YnXu)JulXuX-nvy9He)y
Xo{ly n(X“nYOJuXu (X9 u )

Xn{[Yn¥nx9OuxuXuml}
Xn{{(ynYHNnXJuXxuy)}
Xn{donX‘Ju(xuyY)}
Xn{pu(XuUY)}
Xn{Xuyv}
X

SXN{Yn(XuJuXuXenYSH ) =x

Verdadeiro.

1) Vamos simplificar (Z UY) U [X U (Z¢ N Y)], usando Z c X:
ZuY)ulXu(Z¢nyY)]
CZuY)u[XuZHnXuY)]
Vamos analisar as propriedades que surgem com Z c X.
Sabemos que Z U Z¢ = R.
ComoZcX=>XUZ‘=R.
ZUY)U[RN(XUY)]
(ZuY)u(XuY)
ZUYUXUY
ZUYUX
ZUXUY
ZCcX=>ZUXUuY=XUY
~(ZuY)ulXu(Zny)]=XuUY.

Verdadeiro.

)Se (X UY)¢ c Zentdo Z¢ c X?

Analisando (X UY)¢ c Z © X NnY¢ c Z. Veja que podemos negar essa afirmacido com
um exemplo:

Considere X = {a},Y = {b}eZ = R —{a, b}.
XuY) ={ab}*=R—-{ablcZ
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Encontrando Z¢:
Z¢ ={a, b}
{a,b} ¢ {a} =X
¢ X
~Falsa.

Gabarito: “b”.
39.(ITA/2000)

Denotamos por n(x) o numero de elementos de um conjunto finito X. Sejam A,BeC
conjuntos taisque n(AUB) =8,n(AuC)=9,n(BUC)=10,n(AUBUC) =11en(An
B N C) = 2. Entdo, n(4) + n(B) + n(C) éigual a

a) 11.
b) 14.
c) 15.
d) 18.
e) 25.
Comentarios
Pela formula do Principio da Inclusao e Exclusdo, temos para 3 conjuntos:
n(AUBUC) =n(4)+nB)+n(C)—n(AnB)—n(AnC)—n(BNnC)+n(AnBnC) (i)

O enunciado da questdo nos déd os valores de n(AUBUC) e n(ANBNC) e pede para
encontrar n(4) + n(B) + n(C).

Precisamos encontrar uma relagdo paran(A N B),n(AN C) en(B N C).
Vamos usar a formula para 2 conjuntos:
n(AuB) =n(4) +n(B) —n(ANnB)
Isolando n(4 N B):
n(AnB) =n(4) +n(B) —n(AUB)
Do enunciadon(4 U B) = 8:
n(A N B) = n(A) + n(B) — 8 (ii)
Usando a mesma ideia paran(A U C) en(B U C):
n(AucC) =n(4) +n(C) —n(ANnC)
n(AncC)=n(4) +n(C) —n(AuC)
n(Auc) =9
n(Anc) =n(A) +n(C) —9 (iii)
n(BuUC)=n(B)+n(C)—n(BNC)
n(BNnC)=n(B) +n(C) —n(BuC)
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n(BucC) =10
n(BnC)=n(B)+n(C)—10 (iv)

Juntando (ii), (iii), (iv) em (i) eusandon(AUBUC) =11en(ANBNnC) = 2:
n(AUBUC) =n(A) +n(B) +n(C) —m(ANB)—n(AnC)—n(BNC)+n(ANnBnNC)
11 =n(4) + n(B) + n(C) — [n(4) + n(B) — 8] — [n(4) + n(C) — 9] — [n(B) + n(C) — 10] + 2
11 =n(4) + n(B) +n(C) —n(4) —n(B) + 8 —n(4) —n(€C) + 9 —n(B) —n(C) + 10 + 2
11 =29 — n(4) — n(B) — n(C)
n(4A) +n(B) +n(€C) =29-11=18

Gabarito: “d”.

40.(ITA/1996)

Analise as afirmacodes:
.L(A=B)XNn(BUAS =9
.(A—B%)¢ =B — A¢
M. [(A“=B)n(B—-A)]“=4
Comentarios
I V.

A-B)XNBUAY =UNBY N(B NA) =UUB)N(B*NA) =[AUB)NB‘InA
=[A°NBYUBNB)NA=[A°NBYUDBINA=(A NB)YNA=A4An(4° nB°)
=(ANAYNB =0NnB =0

Il. F.
(A—=BHY=[(An(BH]I*=UAnB)¢
B-A=BnA=BnA=ANB
(A—BS =(ANB) +#ANB=B—AC
III. F.

[(A°-=B)N(B—-A4)]=U-B)uUB—-A4°=A°NnBSCU(BNAC
= [(A9) U (BHIU[B U (Al =(AUB)U(B*UA) =AUBUB‘UA=AUBURBC¢
=AU(BUB=AuU=U

Gabarito: 1) V II) F ) F

41.(ITA/1987)
Sejam F e G dois subconjuntos nao vazios de R. Assinale a alternativa correta.
a)SeF c GeG + F, entdo necessariamente F = F U G.

b)Se F N G = @, entdo necessariamente G C F.
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=

c)Se F NG = F, entdo necessariamente G C F.
dSeFcGeGcF,entaioFNG =FUQG.
e)SeFcGeG+F,entsio(FNG)UG =R

Comentarios

a) Errado. Veja o diagrama de Venn-Euler:

G

Afigurarepresenta F c Ge G # F.Noteque F=FNG#FUG

b) Errado.

F NG = @implica que F e G ndo possuem elementos em comum, logo é impossivel que G C F.

c) Errado.
FNG=F=FcgG

Veja o diagrama:
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FnG=F

d) Certo.

FcGANGCF=>F=G
Assm,FNG=FeFUG=F

e) Errado.

Afigurarepresenta F Cc Ge G # F.
Conforme o diagrama, temos:

FNG=F=>FNG)UG=FUG=G
Gabarito: “d”.

42.(ITA/1985/Modificada)
Sejam X um conjunto nao vazio e A e B dois subconjuntos. Analise as afirmacgdes:
LANB=@¢poAcBoBcA
lLA-—Qp=AeA—B=A—-(ANB)
M.A-—B+ANB
Comentarios

[. V.

ANB=Q0=>Vx,x€EAex¢BoVx,xEAexEB=>ACB
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*Se x € B, x ndo é elemento de B entdo x serd elemento de seu complementar B. Logo, x €

/

ANB=Q0=>Vx,xEBex¢AoVx,xEBex€EA=>BCA

II. V.
A-p=Ang =AnU=A
“A—Q=A

A—(ANB)=An(ANB)=4An(A°UB)=(ANAY U (ANB)=0u(ANnB®) =AnB°¢
=A-B

~A—B=A-(ANB)

. F.

Sabemos que podemos escrever A — B = AN B.
Gabarito: 1) V ) V 1II) F

43. (IME/2016)

Dados trés conjuntos quaisquer F, G e H. O conjunto G — H é igual ao conjunto:
a)(GUF)—(F—H)
b)(GUH) — (H —F)
(GUH-F)nH
d)GU(HNF)
e)(HNG)Nn (G —-F)
Comentarios

A questao pede para encontrar um conjunto que seja a identidade de G — H.

Vamos analisar cada alternativa.
a)(GUF)—(F—H)
(GUF)N(FNH) =
(GUF)N(FUH)

Procuramos G — H = G N H. Perceba a auséncia de H no conjunto acima. Logo, esse ndo é o
conjunto que procuramos.

b)(GUH)— (H—F)
(GUH)N(HNF) =
(GUH)N(HUF) =
[(GUH)NH]JU[(GUH)NF] =
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[(GNHUMHNHD]U[GUH)NF] =
[(GNH)UBJU[(GUH)NF] =
(GNH)U[(GUH)NF]

Encontramos G N H no conjunto acima, porém ela possui a unido do conjunto (G U H) N F.
Logo, ndo é o conjunto que procuramos.

(GUH-F)nH
(GUMHNE)NnH=
(GNH)U[(HNF)nH] =
(GNH)U[FNHNH] =
(GNH)U[FNQ] =
(GNHUG=GNnH=G-H
Essa é a resposta.
dGU(HNF)
Essa alternativa ndo possui H nem G.
e)(HNnG)N(G—-F)
GnHN(GNF) =
GNHNGNF =
GNHNF

Gabarito: “c”.

44.(IME/2010)

Sejam os conjuntos P;,P,,S;eS, tais que (P,nNS,)cP,(P,nS,)cP, e (§,nS,)cC
(P; U P,). Demonstre que (S; N S,) c (P, N P,).

Comentarios

Para demonstrar que (S; N S,) c (P, N P,), devemos mostrar que:

xe§; NnS,)=>x€e(P,NP,)
Vamos analisar x € (S; N S,). Pela defini¢do do conjunto interseccdo, temos:

xeE§ NS,)=>2x€ES; AxES,
Mas, do enunciado:

(51NnS) € (PLUP,)

Dessa forma, temos:

xe€§,NnS,)=>x€(PLUP,)
E pela defini¢do do conjunto unido, temos que x € (P; U P,) implicax € P, ou x € P,.

Devemos analisar cada caso.
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[) Suponha x € P,.

Nesse caso, temos:

X €S,
X €EP;

{x SV

Como o enunciado afirma que (P, N S,) c P,, ent3o:
XEPAxES,=>x€(P,NS,) =>xEP,

Assim, concluimos que x € P, e x € P,, logo x € (P; N P,).

I1) Suponha x € P,.

Nesse caso, temos:

X €S,
xX€ES,
x €P,

Como o enunciado afirma que (P, N S;) c P,, ent3o:
xXEP,Ax€ES =2x€(P,NS)=>x€EP
Assim, concluimos que x € P, e x € P,, logo x € (P, N P,).

Portanto, mostramos que, em qualquer um dos casos, x € (§; N S,) implica x € (P, N P,),
ouseja,x € (S;NS,) >x € (P, NP).

Ou, podemos escrever:
($1NS) c(PLNPy)
Gabarito: Prova
45. (IME/2009)

Sejam dois conjuntos, X e Y, e a operacdo A, definidapor XAY = (X —=Y) U (Y — X). Pode-se
afirmar que

a)( XAY)Nn(XnY)=0
b) XAY)N(X—-Y) =0
) XAY)N(Y —-X)=0
d XAY)UX -Y)=X
e) XAY)U(Y —X) =X

Comentdrios
a) Temos que:
XAY)YNXnY)=[X-Yu(l—-X)]nXnY)
XAY)NXnY)=[X-Y)NnXnY]JU[Y-X)Nn(XNY)]

Contudo, X —Y)N (X NnY) =@, pois (X — Y) é o conjunto X menos todos os elementos de
Y, entdo, ndo sao incluidos os elementos de X N Y. Dai:
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(X=X -X)nXnY)]=0U0=0
Portanto, o item é verdadeiro.
b) Temos:
XAY)NX-YV)=[X-YNu-X)]InX-Y) =
[(X—-Y)NX-VU[-X)NnX-VN]=X-YUd=X-Y)
Portanto, o item é falso.
c) Temos:
XAY)NY -X)=[X-YNu¥-X)]n-X) =
[(X—Y)Nn¥-X]U[Y-X)NnY -X)]=0u¥ -X)=(—-X)
d) Temos:
XA)UX -Y)=X-Y)uUF-XHuX-Y)=X-Y)u (Y —X) = (XAY)
Portanto, o item é falso.
e) Temos:
XAHYU(Y -X)=X-Y)uF-XHu -X)=X-Y)u (Y —X) = (XAY)
Portanto, o item é falso.

Gabarito: “a”

46.(IME/2000)
Seja o conjunto:
D - {(kl,kz)ll S k1 S 13; 1 S k2 S 4‘; kllkZ € N}

Determine quantos subconjuntos L = {(x, x;), (y1, V), (21, 2,), (t, t,), (;,15)}, L € D, que

existem com 5 (cinco) elementos distintos, que satisfazem simultaneamente as seguintes

condigdes:

i) Xy =y1 =71

ii)x, #t;,x; #1r,t; #174.
Comentarios

De “i)” temos 13 possibilidades em que x; = y; = z,;, pois existem 13 valores possiveis para

k. Nao somente, para cada uma das possibilidades de k,, existem (g) possibilidades para x,,y, e
z, distintos. Além disso, de “ii)” temos (122) possibilidades para t; e 1y, pois eles ndo podem ser iguais

aos valores de x;,y;,2; e 1, tem que ser diferente de t;. Para cada t;, temos 4 valores de ¢, e para
cada ry, temos 4 valores de r,. Logo, o numero de subconjuntos é:

3 (4): (1) 44 = sa012
3 2 B

Gabarito: 54912

47.(IME/1991)
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Dado o conjunto 4 ={1,2,3,...,102}, pede-se o nimero de subconjuntos de A, com trés
elementos, tais que a soma destes seja um multiplo de trés.

Comentdrios
Podemos dividir o conjunto A em trés partes:
i) Se os elementos forem da forma 3k + 1:
X={14,7,..,100}
k varia de 0 a 33, entdo, temos 34 elementos.
ii) Se os elementos forem da forma 3k + 2:
Y ={258,..,101}
k varia de 0 a 33, entdo, temos 34 elementos.
iii) Se os elementos forem da forma 3k + 3:
Z =1{3,6,9,..,102}
k varia de 0 a 33, entdo, temos 34 elementos.

Assim, para escolhermos um subconjunto de trés elementos em A, temos as seguintes
possibilidades:

1) Escolhendo trés elementos em qualquer conjunto isoladamente temos que sua soma é
multipla de 3, pois 3k; +3+ 3k, +3+3k;+3 =3(k; +k, +k3)+9, 3k +1+3k, +1+
3k;+1=3(ky+k,+k;)+3e3k; +2+ 3k, +2+ 3k;+ 2 =3(ky + k, +k3) + 6. Podemos
ver que, em todos os casos, os elementos sdo multiplos de 3. Entdo, temos:

34
3- ( 3 ) possibilidades

2) Também podemos escolher um elemento do subconjunto X, um elemento do subconjunto
Y e um elemento do subconjunto Z. Assim, teremos um subconjunto cuja soma de seus elementos
sera multipla de 3. Entdo, temos:

34 - 34 - 34 possibilidades

Por fim, somando todas as possibilidades:
34
3-(3)+34-34-34=57256

Gabarito: 57256

48.(IME/1976)

S30 dados os conjuntos E = {a,b,c,d} e F c E, tal que F = {a, b}. Denote por P(E) o
conjunto das partes de E e considere, em P(E), a relacdo R, tal que

XRYSFNX=FnY

a) Verifique se R é uma relacdo de equivaléncia.
b) Z c P(E). Determine Z, sabendo-se que Z N F = {b}.
c) W c P(E). Determine W, sabendo-seque F N W = @.
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Obs.: P(E) tem 16 elementos. < significa “se e somente se”.
Comentarios
a) Inicialmente, temos que:
XRXSFnNnX=FnX
Entdo, R é reflexiva.
Vamos usar a definicao de R dada no enunciado:
XRY ©FnNnX=FnY
YRXSFNY=FnX
~XRY=YRX
Desse modo, R é simétrica.
Por fim, vamos analisar X RY e Y R Z. Dado que R é simétrica, temos:

FNX=FnNnYeFNY=FnNnZ
XRY YRZ

Portanto, chegamos em:
FNX=FnZ

Entdo, R é transitiva. Logo, como R é reflexiva, simétrica e transitiva: R é uma relagao de
equivaléncia.

b) Paraque Z N {a, b} = {b} e Z c P(E), Z deve possuir os elementos de P(E) que possuem
N———
F
b mas ndo possuem a. Além disso, o conjunto P(E) é formado por todos os subconjuntos possiveis

de E.

P(E) = { ®; {a}; {b}; {c}; {d}; {a, b}; {a, c}; {a,d}; {b,c}; }
{b,d};{c,d};{a,b,c};{a,b,d};{a,c,d};{b,c,d};{a,b,c,d}

Entdo, as possiveis solugdes de Z sdo:
Z € {{b},{b, c},{b,d},{b,c,d}}

c) Paraque {a,b} N W = @, W n3o deve possuir os elementos a e b. Mas, W pode possuir os
elementos c e d. Entdo, as possiveis solu¢bes de W c P(E) s3o:

w e {9,{c},{d},{c, d}}
Gabarito: a) Demonstragdo b)Z € {{b}, {b,c},{b,d},{b,c, d}} )W e {(Z), {c},{d} {c, d}}
49.(IME/1972)

Seja A um conjunto tal que n(4) = p > 0. Determinar justificando:
a) O numero de relacGes reflexivas distintas em A.

b) O nimero de relagdes simétricas distintas em A.

c) O numero de relagdes antissimétricas distintas em A.

Comentarios
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a) Vejamos a definicao de relagao reflexiva.

Uma relagdo é dita reflexiva em A se ela apresentar todos os pares de todos os elementos
iguais que pertencem a A. Ou seja, a relagdo serd reflexiva se ela tiver todos os pares (a;, a;)
possiveis, com a; elemento de A.

Além disso, a relacdao pode ter qualquer outro par. Entdo, basta encontrarmos o niumero de
pares de elementos distintos de A. S3o p-(p — 1) pares possiveis de elementos distintos,
considerando que a ordem dos elementos é importante (ou seja (a, b) é diferente de (b, a)).

Para cada par encontrado acima, ela pode ou nao fazer parte da relagao, assim, para cada
relagdo temos duas opgdes e, portanto, temos:

2p(p—1)

b) Vejamos a definicdo de relacdo simétrica.

Uma relagdo é dita simétrica se os pares (ai,aj) e (a;,a;) pertencerem a relagdo, com qa; e
a; elementos de A. Além disso, a relagdo { } ndo é simétrica.

Vamos considerar entdo os pares com elementos distintos sem levar em conta a ordem deles.
p(p-1)

Temos pares possiveis (p maneiras de escolher o primeiro elemento e (p — 1) maneiras de

escolher o segundo elemento). Nao foi considerada a ordem, pois podemos pensar que os pares
(a;,a;) e (a;,a;) sdo os mesmos e se um deles fizer parte da relagdo, a outra automaticamente
também fara parte; e se um deles nao fizer parte da relagao, a outra também nao fara parte da
relacao.

Para cada par acima, ela pode ou nao fazer parte da relagao. Assim, para cada par temos duas
opgoes e, portanto:

p(p—1)
2 2

Como a relagdo { } ndo é simétrica devemos desconsiderar ela, assim:

p(p-1)
2 2 -1
Porém, os pares de elementos iguais podem fazer parte da relacdo também e uma relacao
somente com pares de elementos iguais ndo é considerada uma relacao simétrica. Desse modo,
como sao p pares de elementos iguais e cada uma pode ou nao fazer parte da relagao, teremos:

p(p-1) p(p+1)
[2 2 —1]-2P =2 2 2P

c) A definicdo de relagdo antissimétrica é o contrario de relagdo simétrica.

Assim, basta encontrarmos o total de relacdes possiveis e subtrair o nimero de relacdes
simétrica para encontrar o nimero de relagdes antissimétricas.

Dado que um par pode ou ndo fazer parte da relagdo, para cada de relagao temos duas
possibilidades. Como o nimero de pares possiveis é p? + 2 (p maneiras para escolher o primeiro
elemento e p maneiras de escolher o segundo elemento) entdo o nimero de relagdes possiveis é:
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2p?

Assim, o numero de rela¢Ges assimétricas é:

5 p(p+1) 2 p(p+1)
2P —[2 2 —2”]= 2P" +2P -2 "2

p(p+1) p(p+1)

Gabarito: a) 2P®~1 b)2 2z —2P c)2P  +2P —2 z

50.(IME/1972)

Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relacao em A, reflexiva e transitiva. Definimos a relagao
S,em A, por:

xSy se e somente se xRy e yRx.

a) Mostre que S é uma relagao de equivaléncia em A. Caracterize as classes de equivaléncia
determinadas por S em A, quando R é uma relacao de ordem.

b) Determine explicitamente o conjunto quociente A/S, quando
R=[(AnB)x(AnB)]U[(A—-B)x(A - B)],
onde B é um conjunto nao vazio.
Comentarios

a) Para mostrar que S é uma relacdo de equivaléncia, temos que analisar se ela é reflexiva,
simétrica e transitiva:

i) S é reflexiva:
Como R é reflexiva, temos xRx, entao, pela definicao dada no enunciado para S:
xSx & xRx e xRx & xS5x
Portanto, S é reflexiva.
ii) S é simétrica:
Temos que:
xSy < xRy e yRx & yRx e xRy © ySx

Portanto, S é simétrica.
iii) S é transitiva:

xSy & xRy e yRx

ySz & yRz e ZRy
Mas, como R é transitiva:

xRy e yRz — xRz

ZRy e yRx — zRx

Entao, temos:

{xSy © XRy e yRx - xRz e zRx & xSz

ySz < yRz e ZRy
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Logo:
xSy eySz - x5z
Portanto, S é transitiva.

Desse modo, S é uma relacao de equivaléncia. Além disso, se R € uma relagcao de ordem,
temos que se xRy, entdo x < y. Com isso, podemos analisar o seguinte exemplo, seja um conjunto
X ={a, b, c},se R éuma relac3do de equivaléncia nesse conjunto e R é uma relac3o de ordem, temos
que a relagao de equivalénciaem X é:

Y ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,c)}

Ou seja, a relagao segue se xRy, entdo x < y. Além disso, a definicdo de classe de
equivaléncia é: [a] = {b € X|a~b}. Com isso, nesse exemplo, as classes de equivaléncia devem ser:

[a] = {a,b,c}
[b] = {b,c}
[c] = {c}

Mas, como xSy se e somente se xRy e yRx, entdo, do conjunto Y, chegamos em um conjunto
Z,onde (x,y) EYe(y,x) €Y:

Z ={(a,a),(b,b),(c,c)}
Portanto, as classes de equivaléncia sao:

[yl = {x € Alx = y}

b) Esse conjunto serd o conjunto de todas as classes de equivaléncia possiveis de A com S.
Além disso, podemos observarque A — B = A — AN B,ouseja, A — B e A N Bsaodisjuntos, entdo,
temos:

R=[(AnB)x(AnB)]U[(A—-B)x(A—-B)]

Precisamos analisar o conjunto quociente em (A N B)x(A N B) e depois em (A — B)x(4 —
B), uma vez que, conforme observamos acima, os mesmos sdo disjuntos. Logo:

A/S = {[x]|x € A}
Mas, podemos dividirox € Aemx € (AN B) U (4 — B):
A/S = {[x]lx € (AnB)} U {[x]lx € (A - B)}
Conforme vimos anteriormente, temos [x] = {y € Aly = x}:
A/s={lye@nB)ly=xllxe AnB)}u{{y € (A-B)ly =x}|x € (4-B))

Gabarito: a) [y]={x€Alx=y} b) A/S= {{y EANB)|y= x}|x €E(ANB)}uU {{y €(A-
B)ly = x}|x € (A - B)}
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6. Consideracoes Finais das Aulas

Chegamos ao final da nossa primeira aula. Tentei resolver e comentar os exercicios da forma
mais clara possivel. Vocé deve consultar as resolugdes apenas se tiver duvidas ou se a sua resposta
nao conferir com o gabarito. Ao longo do tempo, iremos acumular diversas técnicas e métodos de
resolucao de questdes e, também, aumentaremos o nosso arsenal de conhecimento.

Conte comigo nessa jornada! Lembre-se, para aprender matematica vocé deve treinar o
maior numero de questdes para na hora da prova ndo haver duvidas! Qualquer divida, critica ou
sugestao nao hesitem em usar o férum do Estratégia ou se preferir:

010}
&

O Jvictorso @ /profvictorso o /profvictorso
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