MATEMATICA

Combinacoes ||
EXERCICIOS RESOLVIDOS

01.

02.

03.

(CEFET-MG) Num plano, existem vinte pontos dos quais
trés nunca sdo colineares, exceto seis, que estdo sobre
uma mesma reta. O nimero de retas determinadas pelos
vinte pontos é:

A) 150. C) 185. E) 212.
B) 176. D) 205.
Resolugao:

Inicialmente, consideremos o total de grupos de dois
pontos formado a partir dos vinte pontos. Depois,
verificamos que, desse total de grupos, devemos subtrair
os grupos formados a partir dos 6 pontos colineares.
Em seguida, acrescentamos a propria reta, que contém
os seis pontos. Assim, temos:
200 6!
18!.21 41,21

Cp,-Cst1l= +1 = 176 retas

(UFV-MG) Uma equipe de futebol de saldo de cinco
membros é formada escolhendo-se os jogadores de
um grupo V, com 7 jogadores, e de um grupo W, com
6 jogadores. O numero de equipes diferentes que é
possivel formar de modo que entre seus membros haja,
no minimo, um jogador do grupo W é:

A) 1266. C) 1 246.
B) 1 356. D) 1 376.
Resolugao:

Do total de equipes que podem ser formadas com os
13 jogadores (7 de V e 6 de W), subtraimos as equipes
formadas apenas com jogadores do grupo V. Com isso,
garantimos a presenga de pelo menos um jogador do
grupo W. Assim, temos:

13! 7!
C C . =

75 gr.51 21,5 1266

13,5
(UFVIM-MG) Considere a situagdo-problema em que,
dos 12 funcionarios de uma microempresa, 5 sdo
mulheres, os trabalhos séo realizados por comissdes de
trés funcionarios cada uma e, em nenhuma delas, os
3 componentes sdao do mesmo sexo. Com base nessas
informagdes, é correto afirmar que o nimero de maneiras
de se compor essas comissdes, com tais caracteristicas,
é igual a:

A) 125.
B) 155.
C) 175.
D) 165.

04.

05.
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Resolugéo:
Do total de comissdes possiveis, subtraimos as comissoes
formadas apenas por homens e apenas por mulheres.
Assim, temos:

12t 51 71
91.3! 21.3! 41.3!

C C =175

12,37 C53-GC 5=
(UFMG) Uma urna contém 12 bolas: 5 pretas, 4 brancas
e 3 vermelhas. O nimero de maneiras possiveis de se
retirar simultaneamente dessa urna um grupo de 6 bolas

que contém pelo menos uma de cada cor é:

A) 84. B) 252. C) 805. D) 924.

Resolugao:

Do total de grupos possiveis, retiramos os grupos
formados apenas por duas cores, ja que ndo é possivel
formar grupos com bolas de uma sé cor. Portanto, temos:

12!
Total de grupos: C,, = 561 =924
1
Apenas bolas pretas e brancas: C, ( = % =84
1
Apenas bolas pretas e vermelhas: G o= % =28
1

Apenas bolas brancas e vermelhas: C7,s = 1'7_6' =7

Logo, o nimero de grupos é 924 - 84 - 28 - 7 = 805.

(UFG-GO) Uma caixa contém doze presentes diferentes.
Quatro criangas, uma de cada vez, deverdo escolher
aleatoriamente trés presentes da caixa de uma sé vez.
Nessas condigdes, encontre a quantidade possivel de
maneiras diferentes que esses presentes poderdo ser
distribuidos para essas quatro criangas.

Resolugéo:

A caixa dispGe de 12 presentes diferentes, de modo que
a primeira crianga cria um subconjunto de 3 presentes
(C,, ;). a segunda crianga, com 12 - 3 = 9 presentes
disponiveis, também cria um subconjunto de 3 presentes
(C9,3); na sequéncia, a terceira crianga, com 9 - 3 = 6
presentes, pega 3 presentes (C, ,), e, por fim, a ultima
crianga, com 6 — 3 = 3 presentes na caixa, pega os ultimos
3 presentes (C, ;). Logo:
c =12!. 9! . 6! . 3! _
637733 31,91 31.6! 31.3! 31.0!

220.84.20.1 =369 600

Cc...C ..C

12,3°79,3°
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EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

04.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UESC-BA) A cobranga do pedagio na BR-116, principal
rodovia brasileira, foi iniciada na primeira semana de
dezembro 2010, com postos autorizados pela Agéncia
Nacional de Transportes Terrestres (ANTT).

Suponha que entre as cidades A e B existem cinco postos
de abastecimento, além de dois postos de pedagio -
o primeiro com quatro cabines e o segundo, com trés.
E possivel fazer o percurso de A até B, passando pelos
dois pedagios e parando trés vezes para abastecimento,
de n formas distintas (variando as cabines e os postos
de abastecimento). O valor de n é

A) 12. C) 31.
B) 22. D) 120.

E) 210.

(FIP-MG) O destacamento policial de uma pequena cidade
é composto de um tenente (comandante), trés sargentos,
trés cabos e doze soldados. O comandante precisa organizar
uma patrulha composta de um sargento, um cabo e quatro
soldados, escolhidos por sorteio. Os sargentos chamam-se
Antonio, Pedro e Jodo. O numero de patrulhas diferentes
que poderdo ser organizadas sem a participagdo do
sargento Jodo é

A) 1485,
B) 1 890.

C) 2 970.
D) 3 455.

(UFES) Uma cidade atravessada por um rio tem 8 bairros
situados em uma das margens do rio e 5 bairros
situados na outra margem. O numero de possiveis
escolhas de 1 bairro qualquer situado em qualquer uma
das margens do rio e 3 bairros quaisquer situados na
outra margem é

A) 280.
B) 360.

C) 480.
D) 1 680.

E) 2 160.

(PUC RS) Para a escolha de um juri popular formado
por 21 pessoas, o juiz-presidente de uma determinada
Comarca dispde de uma listagem com nomes de trinta
homens e de vinte mulheres. O nimero de possibilidades
de formar um juri popular composto por exatamente
15 homens é:
A) €y -G

B) AL.AL

C) CP+C

0

D) AL +AS

E) CZ

(UEMG-2015) Observe a tirinha a seguir. @
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06.

07.

08.

©

Passando por uma sorveteria, Magali resolve parar e pedir
uma casquinha. Na sorveteria, ha 6 sabores diferentes de
sorvete e 3 é o nimero maximo de bolas por casquinha,
sendo sempre uma de cada sabor.

O numero de formas diferentes com que Magali podera
pedir essa casquinha é igual a

A) 20. B) 41. C) 120. D) 35.

(UEG-GO) Uma comissdo de quatro pessoas sera escolhida

de um grupo composto de cinco homens e cinco mulheres.

A) De quantas maneiras pode ser escolhida essa
comissdo, sendo constituida de dois homens e duas
mulheres?

B) De quantas maneiras essa comissdo pode ser
formada, tendo pelo menos uma mulher?

(UFU-MG) Uma fabrica de tintas necessita contratar
uma equipe para desenvolver e produzir um novo tipo
de produto. A equipe deve ser formada por 4 quimicos,
1 engenheiro ambiental e 2 engenheiros de produgdo.
Se no processo final de selegdo compareceram 6 quimicos,
3 engenheiros ambientais e 4 engenheiros de produgdo,
o nimero de maneiras que a equipe podera ser formada
é igual a:

A) 6!.3 C) 6.

B) 6!.18 D) 6.

AlWw o0|w

(UERJ) A tabela a seguir apresenta os critérios adotados
por dois paises para a formagcdo de placas de automoveis.
Em ambos os casos, podem ser utilizados quaisquer dos
10 algarismos de 0 a 9 e das 26 letras do alfabeto romano.

EXERCICIOS

X

em qualquer ordem M3MK09
Um bloco de 3 letras,
em qualquer ordem,
Y  aesquerda de outro bloco de | ' YBW0299
4 algarismos, também em

3 letras e 3 algarismos,

qualquer ordem

Considere o niumero maximo de placas distintas que

podem ser confeccionadas no pais X igualan e, no pais Y,

igual a p. A razéo 1

p
B) 2.

corresponde a

A) 1. c) 3. D) 6.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

©

(UECE) Dentre um grupo de dez trabalhadores, deseja-se
formar comissbes, cada uma delas constituida de no
minimo duas pessoas e no maximo cinco pessoas.
O numero de comissdes que podem ser formadas é

A) 50. B) 120. C) 252. D) 627.


https://youtu.be/0ez5FZSPxig
https://youtu.be/C7Qdd9YoObM
https://youtu.be/9oIhSqFdQ1Y
https://youtu.be/PxjvD9CX0os
https://youtu.be/qhQyrPpz8Ps
https://youtu.be/iKaZ-dmqPNg
https://youtu.be/cOLio3xWBIg

02.

(UERJ)
O Menino Maluquinho
Ziraldo

03.

04.

05.

06.

O GLOBO. 18 mar. 2009.

Considere como um Unico conjunto as 8 criancas -
4 meninos e 4 meninas - personagens da tirinha.
A partir desse conjunto, podem-se formar n grupos,
ndo vazios, que apresentam um numero igual de meninos
e de meninas.

O maior valor de n é equivalente a

A) 45. B) 56. C) 69. D) 81.

(Poli-USP-2015) As merendas oferecidas em uma escola

sdo preparadas com dois itens diferentes de alimentos

em cada um dos trés grupos:

I. bolachas, sanduiche, barra de cereal, chocolate;

II. suco de laranja, suco de uva, suco de morango,
limonada, ch3;

III. banana, magd, tangerina, caqui, ameixa, néspera.

Como o chocolate é muito popular entre os alunos, e o cha

ndo €, a diretoria da escola resolveu que a merenda que

contiver chocolate deve ter também cha. Sendo assim,

quantos tipos de merenda diferentes sdo oferecidos

nessa escola?

A) 240

B) 320

C) 410
D) 560

E) 630

(UEL-PR) O jogo da Mega-Sena consiste no sorteio
de 6 numeros distintos entre 1 e 60. Um apostador
escolhe 20 numeros distintos e faz todos os C,, ¢ jogos
possiveis de serem realizados com os 20 numeros.
Se ele acertar os seis niUmeros sorteados, entre os vinte
escolhidos, além da aposta sorteada com a sena, quantas
apostas premiadas com a quina (cinco nimeros corretos)
ele conseguira?

A) 75 apostas.

B) 84 apostas.

C) C,, s apostas.

D) C, ; apostas.
E) 70 apostas.

(EsPCEx-SP-2018) Considere o conjunto de numeros
naturais {1, 2, ..., 15}. Formando grupos de trés nimeros
distintos desse conjunto, o nimero de grupos em que a
soma dos termos é impar é

A) 168. C) 224.
B) 196. D) 227.

E) 231.

(UEL-PR) Um grupo de 6 alunos decide escrever todos os
anagramas da palavra PERGUNTA. Esta tarefa sera feita
em varios turnos de trabalho. Em cada turno, 3 alunos
escrevem e o0s outros descansam. Para serem justos,
decidiram escrever o mesmo nimero de anagramas em
cada turno.

08.

09.

©

10.

)

11.

©

12,

Qual deve ser o nUmero minimo de anagramas, escrito por
turno, de modo que ndo se repitam grupos de trabalho?
A) 23 C) 2016 E) 35000
B) 720 D) 5040

(UFSCar-SP) Em seu trabalho, Jodo tem 5 amigos, sendo
3 homens e 2 mulheres. Ja sua esposa Maria tem, em
seu trabalho, 4 amigos (distintos dos de Jodo), sendo
2 homens e 2 mulheres. Para uma confraternizagdo,
Jodo e Maria pretendem convidar 6 dessas pessoas,
sendo exatamente 3 homens e 3 mulheres. Determine
de quantas maneiras eles podem convidar essas pessoas:
A) dentre todos os seus amigos no trabalho.

B) de forma que cada um deles convide exatamente

3 pessoas, dentre seus respectivos amigos.

(UERN-2015) Em uma sorveteria, ha x sabores de sorvete
e y sabores de cobertura. Combinando um sabor de
sorvete com dois ou trés sabores de cobertura tem-se,
respectivamente, 150 ou 200 diferentes opgdes de
escolha. Assim, conclui-se que o nimero de sabores de
cobertura disponivel é
A) 4. B) 5. C) 6. D) 7.
(UDESC) Um tanque de um pesque-pague contém
apenas 15 peixes, sendo 40% destes carpas. Um usuario
do pesque-pague langa uma rede no tanque e pesca
10 peixes. O nimero de formas distintas possiveis para
que o usuario pesque exatamente 4 carpas é

A) 151 200. C) 210. E) 1 260.

B) 720. D) 185.

(UNEB-BA-2016) A distribuigdo de cinco bolas de cores
distintas entre duas pessoas de modo que cada pessoa
receba, pelo menos, uma bola pode ser feito em um
numero maximo, de formas distintas, igual a

A) 25. C) 35. E) 50.

B) 30. D) 45.

(Poli-USP) Em um grupo de 10 pessoas, deseja-se
escolher 4 pessoas para compor uma comissdo. Entre
essas pessoas, José participa se e somente se Amanda
também participar. Além disso, Marcia e Sandro ndo
podem estar juntos na comissdo. Entdo, o niumero de
comissoes que podem ser formadas obedecendo a todas
essas condicles é
A) 76.

B) 78.

C) 80.
D) 82.

E) 84.

(EBMSP-2018) Os professores X e Y receberam ajuda
financeira para levarem trés alunos de cada um deles a um
encontro cientifico. Na relagdo de possiveis integrantes
desse grupo, foram selecionados, dos alunos de X,
4 homens e 3 mulheres e, dos alunos de Y, 3 homens e
4 mulheres. Sabendo-se que os professores ndo tém alunos
em comum, pode-se afirmar que o nimero maximo de
formas distintas de se compor um grupo com 3 estudantes
homens e 3 estudantes mulheres, para ir ao encontro, é
A) 144, C) 324. E) 485.

B) 161. D) 468.


https://youtu.be/efF26kcmGlE
https://youtu.be/8iyd4RC3PAo
https://youtu.be/4Y3dqeftFvE
https://youtu.be/7Fj-1BcCz8I
https://youtu.be/zU4otsSNqWk
https://youtu.be/Wz6HNN_P7_c
https://youtu.be/0ViFg9nht0M

13. (FUVEST-SP) Numa certa comunidade, dois homens

sempre se cumprimentam (na chegada) com um aperto
@ de mdo e se despedem (na saida) com outro aperto

de mao. Um homem e uma mulher se cumprimentam
com um aperto de mao, mas se despedem com um
aceno. Duas mulheres sé trocam acenos, tanto para se
cumprimentarem quanto para se despedirem. Numa
comemoragao, na qual 37 pessoas almogaram juntas, todos
se cumprimentaram e se despediram na forma descrita
anteriormente. Quantos dos presentes eram mulheres,
sabendo que foram trocados 720 apertos de mao?

A) 16 C) 18 E) 20
B) 17 D) 19

SECAO ENEM

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

01. (Enem-2016) O ténis é um esporte em que a estratégia
de jogo a ser adotada depende, entre outros fatores, de
@ o adversario ser canhoto ou destro.

Um clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4 sao
canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube deseja
realizar uma partida de exibicdo entre dois desses
jogadores, porém ndo poderdo ser ambos canhotos.

Qual o nimero de possibilidades de escolha dos tenistas
para a partida de exibigao?

10! 41 6!
A) —L - D) 8.4,
) 181" 2121 TR
gy 10!_4! g 2.5 4

8! 2! 41

1

oy L

218!

02. (Enem-2015) Uma familia composta por sete pessoas
adultas, apds decidir o itinerario de sua viagem, consultou
o site de uma empresa aérea e constatou que o voo
para a data escolhida estava quase lotado. Na figura,
disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estdo
marcadas com “X” e as Unicas poltronas disponiveis sdo
as mostradas em branco.

[

XXX &&&&D&&X&&H

XXX XICIXIXIXXIXILX]
RIXXKX DI IXIXIX]

2R I IXPXIL X
XXX DXIDIXIIX XXX
XXX XL IXIXXIXICIXIX

e

O numero de formas distintas de se acomodar a familia
nesse voo é calculado por:

91 51

A)f D)E-‘“

51 4l

9! A Sl

ET B) 213
c) 7!

Colecao 6V
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03. A fim de aumentar a competitividade, as empresas
necessitam aprimorar suas técnicas de gerenciamento
de recursos, equipamentos e informagdes. Tais técnicas
sdo chamadas de Logistica e sdo fundamentais para
operagdes de carga e descarga em larga escala, como
no porto ilustrado na figura a seguir.

Twice25 & Rinina25 / Creative Commons

Considere que a administragao do porto da figura pretende
alocar 5 contéineres contendo minério de ferro (tipo A),
3 contéineres contendo produtos eletronicos (tipo B)
e 4 contéineres contendo pecas automotivas (tipo C).
Cada contéiner possui um nimero de identificagdo diferente.
Um determinado setor do navio tem capacidade para
6 contéineres, e deve ser preenchido, obrigatoriamente,
com dois contéineres de cada tipo. O total de maneiras de
se colocar os contéineres nesse setor, em fila, de modo que
contéineres do mesmo tipo permanecam juntos, é igual a
A) 8 640. C) 6 280. E) 4 600.
B) 7 240. D) 5 320.

04. Uma equipe de 5 cientistas devera ser formada a partir
de um grupo constituido por 7 bidlogos, 8 fisicos e
5 gedlogos. Tal equipe devera conter pelo menos um
gedlogo e pelo menos um fisico. O total de maneiras
distintas de se formar tal equipe é

A) 15 504. C) 10 564. E) 8543.
B) 11 730. D) 9 868.
GABARITO Meu aproveitamento /\/\ﬂl
Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.D O 02.c O 03B O 04 A O 058B
06.
O A) 100 maneiras O B) 205 maneiras
O 07.C O 08.B
PI’OpOStOS Acertei Errei
O 01.D O 03.E O 05.C
O 02.C O 04.B O 06.C
07.
O A) 40 maneiras O B) 18 maneiras
O 08.C O 10.B O 12. E
O 09. E O 11.D O 13.B
Segéo Enem Acertei Errei
O 01. A O 02. A O 03.A O 04.B

/ Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/0Di05q57Rfw
https://youtu.be/cFmCotE24iQ
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Probabilidades |

INTRODUCAO ﬁg.

Ha dois tipos de fendmenos que sdo objeto de estudo
cientifico: os fen6menos deterministicos e os fenémenos
aleatérios.

Em um fendmeno deterministico, os resultados dos
experimentos correspondentes podem ser determinados de
antemdo. Conhecemos as leis que os governam a ponto de
afirmarmos que tais experimentos, repetidos nas mesmas
condicBes, vao produzir resultados idénticos. Podemos, por
exemplo, descrever o movimento de um corpo em queda
livre, determinando o tempo gasto para atingir o solo.

Ja em um fen6meno aleatoério, os experimentos
correspondentes, repetidos nas mesmas condigdes, nao
necessariamente produzem os mesmos resultados. Apesar
de ndo sabermos com exatiddo qual resultado sera obtido,
geralmente somos capazes de descrever o conjunto de
todos os resultados possiveis para esses experimentos.
A seguir, dizemos que um desses possiveis resultados
apresenta uma determinada “chance” de ocorrer. Essa
“chance” é denominada probabilidade de ocorréncia de
um evento. Como exemplo, temos o experimento “lancgar
uma moeda e observar a face superior”. A probabilidade de

obtermos “cara” na face superior é igual a l, ou seja, 50%.
2

EXPERIMENTO ALEATORIO ﬁgl

E todo experimento que pode ser feito nas mesmas
condicGes sem previsdo de resultado finalistico.

Exemplos:

19) Langar um dado e observar o nimero obtido na face
superior.

29) Sortear uma das bolas numeradas de uma urna.

39) Retirar duas cartas de um baralho e observar os seus
naipes.

ESPACO AMOSTRAL I%.

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatdrio, que serd indicado por E. Denotamos
por n(E) o numero de elementos do espaco amostral.

Exemplos:

1°)

20)

30)

40)

Experimento: langar uma moeda e observar a face
superior.

E = {cara, coroa} e n(E) = 2

Experimento: langar simultaneamente duas moedas
e observar as faces superiores obtidas.
Indicamos cara por C e coroa por K.

Assim, temos E = {(C, C), (C, K), (K, C),(K,K)} en(E) =4.

Podemos utilizar o Principio Fundamental da
Contagem na obtengdo de n(E), como segue:

Moeda 1 e Moeda 2
2 \)
n(E) = 2 possibilidades 2 possibilidades =
n(E) = 4 resultados possiveis

Experimento: langar simultaneamente dois dados e
observar as faces superiores obtidas.

Seja cada parénteses um experimento, no qual o
primeiro valor foi obtido no primeiro dado, e o segundo
valor, obtido no segundo dado. Assim, temos:

L1, 4,2, @3, L4, L5, 1,6)
2,1), 2,2), 2,3), 2,49, 2,5, (2,6)
G, 32, 33), B4 (B5) 36
4,1), 4,2), (43), (4,4, (45), 46
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5/5), (56)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6) |
n(E) = 36

Utilizando o Principio Fundamental da Contagem, temos:

Dado 1 e Dado 2
\ \
n(E) = 6 possibilidades 6 possibilidades =

n(E) = 36 resultados possiveis

Experimento: sortear uma comissao de 3 alunos entre
10 alunos de uma turma.
Descrever tal espaco amostral é trabalhoso. Portanto,
vamos determinar apenas n(E). Temos que o total de
comissdes de 3 alunos é dado por:

10!

7| 31 = 120 comissdes

n(E) = Cw'3 =

Bernoulli Sistema de Ensino 7
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EVENTO ﬁ@.

Chama-se de evento qualquer subconjunto do espago
amostral.

Exemplos:

1°) Evento A: No langamento de um dado, obter um
numero impar.
A={1;3;5}
n(A) = 3

29) Evento B: No langamento simultaneo de dois dados
distinguiveis, obter soma das faces igual a 7.
B ={(1,6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3)}
n(B) =6

EVENTO COMPLEMENTAR I@@|

Sejam E um espago amostral finito e ndo vazio e A um
evento de E. Chama-se de evento complementar do evento
A aquele formado pelos resultados que ndo fazem parte do
evento A (indicamos por A).

Como exemplo, sendo A = {1; 3; 5} o evento “sair um
ndimero impar no langamento de um dado”, temos:

A= {2; 4; 6}

Esquematicamente:

n(A) + n(A) = n(E)

A

ESPACO AMOSTRAL
EQUIPROVAVEL @@l

Chamamos de espago amostral equiprovavel aquele cujos
resultados apresentam a mesma chance de ocorrerem.
Em termos de frequéncias relativas, supomos que,
ao aumentarmos indefinidamente o nimero de experimentos,
os diferentes resultados tendem a aparecer na mesma
frequéncia.

PROBABILIDADE DE '%I
OCORRENCIA DE UM EVENTO

Consideremos um experimento aleatério com espacgo
amostral equiprovavel E, com n(E) elementos. Seja A
um determinado evento de E com n(A) elementos.

Colecao 6V

A probabilidade de ocorréncia do evento A é dada por:

_Nn(A)
P(A) = 5

Exemplo:

No langamento simultédneo de dois dados distinguiveis,
qual é a probabilidade de obtermos uma soma das faces
igual a 10?

Temos n(E) = 6. 6 = 36.

Seja A o evento de E “obter uma soma igual a 10".

A={(4,6),(6,4), (5 5)ren(A)=3

n(A) = 3 = 1 ou, aproximadamente, 8,3%.
n(E) 36 12

P(A) =

Propriedades

i) PU)=1
i) P(@)=0
iii) 0<P(A) <1

iv) P(A) + P(A) = 1

ADICAO DE PROBABILIDADES 'ﬁgu

Sejam A e B dois eventos de um espago amostral E,
conforme o esquema a seguir:

E
A

Sabemos que o numero de elementos da unido de dois
conjuntos A e B é dado por:

n(A U B) =n(A) + n(B) - n(AnB)
Dividindo os dois membros por n(E), temos:
n(A UB) :er@_ n(A NB)
n(E) n() n(E) n(E)

Ou seja:

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

OBSERVACAO

Se A n B = J, dizemos que A e B sdo mutuamente
exclusivos.

Assim, P(An B) = 0.

Logo, para eventos mutuamente exclusivos, temos:

P(A U B) = P(A) + P(B)
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EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

04.

05.

06.

RESOLUCOES NO

Bernoulli Play

(Unicamp-SP-2017) Um dado ndo tendencioso de seis
faces sera langado duas vezes. A probabilidade de que o
maior valor obtido nos langamentos seja menor do que 3
é igual a:

A) B) L.

0 D)

O |+

1
5

NI+

(PUC RS) Dois dados sao jogados simultaneamente.
A probabilidade de se obter soma igual a 10 nas faces
de cima é

(FMP-RJ-2017) Um grupo é formado por trés homens e
duas mulheres. Foram escolhidas, ao acaso, trés pessoas
desse grupo. Qual é a probabilidade de as duas mulheres
do grupo estarem entre as trés pessoas escolhidas?

A 3 o 2 g 1
10 5 3
By 1 D) 2
10 3

(UNISC-RS-2016) Dentre um grupo formado por
2 engenheiros e 4 matematicos, trés pessoas sdo
escolhidas ao acaso. A probabilidade de que sejam
escolhidos um engenheiro e dois matematicos é de

A) 25%. C) 39%. E) 60%.
B) 35%. D) 50%.

(PUC Rio-2016) Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3, 4} e
B = {8, 9, 10}. Escolhendo-se ao acaso um elemento de
A e um elemento de B, a probabilidade de que a soma
dos dois nimeros escolhidos seja um nimero impar é

A 1. o 12, E)y .
2 25 10
B) 3. D) &,
5 25

(UEPA) Uma empresa realizou uma pesquisa com 300
candidatos sobre os fatores de risco de um infarto agudo
do miocardio (IAM) ou enfarte agudo do miocardio
(EAM). Foi observado que 20% dessas pessoas possuiam
esses fatores de risco. A probabilidade de essa empresa
contratar ao acaso dois candidatos do grupo pesquisado
e eles apresentarem esses fatores de risco é

Ay 290 o 8 . g
1597 1695 1898
B) 2. D) =
1495 1797

08.
3L6N

EXERCICIOS

(Unisinos-RS-2016) Em uma gaveta, ha 12 meias brancas
e 8 meias cinzas. Retiram-se duas meias, sem reposigdo.
Qual a probabilidade de as duas meias que foram retiradas
serem de cores diferentes?

A L
4

B) 24

g 2

D)

E) 48

(UPE-2016) Um cadeado esta protegido pela combinagéo
dos nimeros em trés cilindros numerados de 0 a 9 cada
um, conforme a figura a seguir. Qual é a probabilidade
de, numa Unica tentativa, se acertar uma senha formada
apenas por nimeros primos?

A) 6,0%.
B) 6,4%.
C) 7,2%.

D) 7,8%.

E) 8,0%.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

)

02.

(UNIFESP-2018) Em uma classe de 16 alunos, todos
sdo fluentes em portugués. Com relacdo a fluéncia em
linguas estrangeiras, 2 sdo fluentes em francés e inglés,
6 sdo fluentes apenas em inglés e 3 sdo fluentes apenas
em francés.
A) Dessa classe, quantos grupos compostos por 2 alunos
podem ser formados sem alunos fluentes em francés?
B) Sorteando ao acaso 2 alunos dessa classe, qual é a
probabilidade de que ao menos um deles seja fluente
em inglés?

(FUVEST-SP) Dois dados cubicos, ndo viciados, com faces
numeradas de 1 a 6, serdo langados simultaneamente.
A probabilidade de que sejam sorteados dois numeros
consecutivos, cuja soma seja um numero primo, é de

2 4 2
DR € 3- B 5.
1 5
B) =. D) 2.
) 3 ) g

Bernoulli Sistema de Ensino 9
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https://youtu.be/zFHL_sa-K4s
https://youtu.be/CzZQPKDVgLU
https://youtu.be/aJoRTjppGcM
https://youtu.be/Cfiw8jfC_l4
https://youtu.be/VDcP99Zknh4
https://youtu.be/JJgWKgaxsTg
https://youtu.be/ZOhKbmGXa5c

03.

04.

05.

06.

07.

(ESPM-SP-2016) Num programa de televisdao, cada um
dos dois competidores retira um cartdo de uma urna
contendo 50 cartdes numerados de 1 a 50. Em seguida,
o apresentador retira um dos 48 cartdes restantes.
O prémio sera dado ao competidor cujo nimero mais
se aproxima do numero do apresentador. Se Ana tirou
o numero 8 e Pedro tirou o 31, a probabilidade de Ana
ganhar o prémio é

A) 22,5%.
B) 27%.

C) 33,5%.
D) 37,5%.

E) 42%

(UFRGS-RS-2016) No jogo de xadrez, cada jogador
movimenta as pegas de uma cor: brancas ou pretas. Cada
jogador dispde de oito pedes, duas torres, dois cavalos,
dois bispos, um rei e uma rainha. Escolhendo ao acaso
duas pegas pretas, a probabilidade de escolher dois pedes
é de

A L. o L. gy 14
30 15 9
B) .. D) 14
20 15

(UFPE) Escolhendo aleatoriamente um dos anagramas da
palavra COVEST, qual a probabilidade de suas primeira e
ultima letras serem consoantes?

A)

C) % E)

N |

B)

[GARN)

D)

NI[»

(ESPM-SP) Apenas 40% dos héspedes de um hotel de Séo
Paulo sdo estrangeiros, sendo que 70% deles sdo ingleses
e os demais franceses. Sabe-se que 25% dos franceses
e 50% dos ingleses falam portugués. Escolhendo-se, ao
acaso, um dos hdspedes desse hotel, a probabilidade de
que ele fale portugués é

A) 65%.

B) 72%.

C) 68%.

D) 77%.

E) 82%.

(PUC Rio-2015) Em uma urna, existem 10 bolinhas de
cores diferentes, das quais sete tém massa de 300 gramas
e as outras trés tém massa de 200 gramas cada. Serdo
retiradas 3 bolinhas, sem reposicéo. A probabilidade de
que as 3 bolinhas retiradas sejam as mais leves é de

1 %) 3
A —. Cc) =. E) ——.
) 120 ) S ) 5o
3 1
B) —. D) —.
) 10 ) 30

08.

©

09.

©

10.

11.

12,

(Albert Einstein-2016) Em uma urna vazia foram
colocadas fichas iguais, em cada uma das quais foi
escrito apenas um dos anagramas da palavra HOSPITAL.
A probabilidade de que, ao sortear-se uma Unica ficha
dessa urna, no anagrama nela marcado as letras inicial
e final sejam ambas consoantes é

A) 2. B) 3. o)

14 7

D)

N[ A

E
14
(Unesp-2016) Um dado convencional e uma moeda,
ambos ndo viciados, serdo langados simultaneamente.
Uma das faces da moeda estd marcada com o nimero 3,
e a outra com o nimero 6. A probabilidade de que a média

aritmética entre o nimero obtido da face do dado e o da
face da moeda esteja entre 2 e 4 é igual a

A L. o 1. g 1.
3 2 4
B) 2. D) 3.
3 4

(UNISC-RS) O pelotao de elite da prova final de uma
maratona é composto por corredores que representam
3 equipes. As equipes A, B e C possuem, respectivamente,
9, 5 e 6 atletas classificados. Se todos os participantes
tém a mesma chance de vencer a corrida, entdo
a probabilidade (expressa percentualmente) de as
medalhas de ouro, prata e bronze serem entregues a
uma mesma equipe esta no intervalo:

A) [0, 10[ D) [14, 20[
B) [10, 12[ E) [20, 100[
C) [12, 14[

(UPE) Nove cartdes, com os nimeros de 11 a 19 escritos
em um dos seus versos, foram embaralhados e postos um
sobre o outro de forma que as faces numeradas ficaram
para baixo. A probabilidade de, na disposigao final, os
cartGes ficarem alternados entre pares e impares é de

A 1. o L.
126 154

B) 1. D) 2
140 135

(UFTM-MG) Em certo jogo de perguntas e respostas,
o0 jogador ganha 3 pontos a cada resposta correta e
perde 5 pontos a cada resposta errada. Paulo respondeu
30 perguntas e obteve um total de 50 pontos.
Selecionando-se aleatoriamente uma das perguntas
feitas a Paulo, a probabilidade de que ela seja uma das

que tiveram resposta incorreta é de
A) 2.
5 C)

E)

D)

= NN

B)


https://youtu.be/dUxzT5lvzVo
https://youtu.be/r6XPq73BI44
https://youtu.be/NF8xLund2OA
https://youtu.be/Ml846ZIi9Yg
https://youtu.be/2NHyuo806s4
https://youtu.be/LerFeD1j00c
https://youtu.be/ojyZfhHzGAE
https://youtu.be/QAfywAz3iP4
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13.

14.

15.

16.

(FUVEST-SP-2015) De um baralho de 28 cartas, sete de
cada naipe, Luis recebe cinco cartas, duas de ouros, uma de
espadas, uma de copas e uma de paus. Ele mantém consigo
as duas cartas de ouros e troca as demais por trés cartas
escolhidas ao acaso dentre as 23 cartas que tinham ficado
no baralho. A probabilidade de, ao final, Luis conseguir cinco
cartas de ouros é

A L. D) 22,
130 7117
By L B 22
) 420 ) 8117 °
10
) ——.
1771

(Mackenzie-SP-2016) Antonio, José, Pedro, Maria e
Renata foram comemorar o aniversario de Antonio em
uma churrascaria da cidade. O gargom que 0s recebeu
acomodou-os prontamente em uma mesa redonda para
5 pessoas e, assim que todos se sentaram, Antonio percebeu
que, sem querer, haviam sentado em volta da mesa por
ordem de idade, isto &, a partir do segundo mais novo até
o0 mais velho, cada um tinha como vizinho do mesmo lado,
o colega imediatamente mais novo. A probabilidade de isso
ocorrer se 0s cinco amigos sentassem aleatoriamente é

A 1. o 1. B 1.
2 6 24
B) 1. Dy L.
4 12

(FUVEST-SP) Considere todos os pares ordenados de
ndmeros naturais (a, b), em que 11 <a<22 e 43 <b<51.
Cada um desses pares ordenados estd escrito em um
cartdo diferente. Sorteando-se um desses cartdes ao
acaso, qual é a probabilidade de que se obtenha um
par ordenado (a, b) de tal forma que a fragao g seja
irredutivel e com denominador par?

N L B b8 plt g S
27 54 27 54 27
(Unicamp-SP) Uma urna contém 50 bolas que se

distinguem apenas pelas seguintes caracteristicas:

I. x delas sdo brancas e numeradas sequencialmente
com o0s nimeros naturais de 1 a x.

II. x + 1 delas sdo azuis e numeradas sequencialmente
com o0s nimeros naturais de 1 a x + 1.

III. x + 2 delas sao amarelas e numeradas sequencialmente
com os numeros naturais de 1 a x + 2.

IV. x + 3 delas sdo verdes e numeradas sequencialmente
delax+ 3.

A) Qual é o valor numérico de x?

B) Qual a probabilidade de ser retirada, ao acaso, uma
bola azul ou uma bola com o niimero 12?

SECAO ENEM

01.

02.

(Enem-2018) Um designer de jogos planeja um jogo que
faz uso de um tabuleiro de dimensdo n x n, com n > 2,
no qual cada jogador, na sua vez, coloca uma pega sobre
uma das casas vazias do tabuleiro. Quando uma peca é
posicionada, a regido formada pelas casas que estdo na
mesma linha ou coluna dessa peca é chamada de zona
de combate dessa peca. Na figura esta ilustrada a zona
de combate de uma pega colocada em uma das casas de
um tabuleiro de dimensao 8 x 8.

O tabuleiro deve ser dimensionado de forma que
a probabilidade de se posicionar a segunda peca
aleatoriamente, seguindo a regra do jogo, e esta ficar
sobre a zona de combate da primeira, seja inferior a %

A dimensdo minima que o designer deve adotar para
esse tabuleiro é

A) 4x4. D) 10 x 10.
B) 6 x 6. E) 11 x 11.
C) 9x09.

(Enem-2017) Um projeto para incentivar a reciclagem
de lixo de um condominio conta com a participagdo de
um grupo de moradores, entre criangas, adolescentes e
adultos, conforme dados do quadro.

- Numero de
Participantes
pessoas

Criangas X
Adolescentes 5
Adultos 10

Uma pessoa desse grupo foi escolhida aleatoriamente
para falar do projeto. Sabe-se que a probabilidade de a
pessoa escolhida ser uma crianga € igual a dois tergos.

Diante disso, o nimero de criangas que participa desse
projeto é

A) 6. D) 30.
B) 9. E) 45.
C) 10.

Bernoulli Sistema de Ensino 1 1
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https://youtu.be/IEP9hDESloE
https://youtu.be/LPBlCH76fWE

03.

04.

05.

(Enem-2015) Em uma central de atendimento, cem
pessoas receberam senhas numeradas de 1 até 100.
Uma das senhas é sorteada ao acaso.

Qual é a probabilidade de a senha sorteada ser um
numero de 1 a 20?

A 1 p) 2L
100 100
B) 19 Ey 80
100 100
gy A
100

(Enem-2015) Uma competigdo esportiva envolveu
20 equipes com 10 atletas cada. Uma denuncia a
organizagao dizia que um dos atletas havia utilizado
substéncia proibida. Os organizadores, entdo, decidiram
fazer um exame antidoping. Foram propostos trés modos
diferentes para escolher os atletas que iriam realiza-lo:
Modo I: sortear trés atletas dentre todos os participantes;
Modo II: sortear primeiro uma das equipes e, desta,
sortear trés atletas;

Modo III: sortear primeiro trés equipes e, entdo, sortear
um atleta de cada uma dessas trés equipes.

Considere que todos os atletas tém igual probabilidade
de serem sorteados e que P(I), P(II) e P(III) sejam as
probabilidades de que o atleta que utilizou a substancia
proibida seja um dos escolhidos para o exame no caso
do sorteio ser feito pelo modo I, II ou III.
Comparando-se essas probabilidades, obtém-se:

A) P(I) < P(III) < P(II)
B) P(II) < P(I) < P(III)
C) P(I) < P(II) = P(III)
D) P(I) = P(II) < P(III)
E) P(I) = P(II) = P(III)

(Enem) Em um blog de variedades, musicas, mantras
e informagdes diversas, foram postados “Contos de
Halloween”. Apoés a leitura, os visitantes poderiam opinar,
assinalando suas reagdes em “Divertido”, “Assustador”
ou “Chato”. Ao final de uma semana, o blog registrou que
500 visitantes distintos acessaram esta postagem.

O grafico a seguir apresenta o resultado da enquete.

Contos de Halloween
Opinido dos visitantes

Divertido |52%
Assustador-:|15%
Chato-:llz%
N&o opinaram-:ln%
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60%

06.

07.

O administrador do blog vai sortear um livro entre os
visitantes que opinaram na postagem “Contos de Halloween”.
Sabendo que nenhum visitante votou mais de uma vez,
a probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso entre
as que opinaram ter assinalado que o conto “Contos de
Halloween” é “Chato” é mais aproximada por

A) 0,09. C) 0,14. E) 0,18.

B) 0,12. D) 0,15.

(Enem) José, Paulo e Antonio estdo jogando dados
ndo viciados, nos quais, em cada uma das seis faces,
ha um nimero de 1 a 6. Cada um deles jogara dois dados
simultaneamente. José acredita que, apds jogar seus
dados, os nuUmeros das faces voltadas para cima Ihe dardo
uma soma igual a 7. Ja Paulo acredita que sua soma sera
igual a 4 e Antonio acredita que sua soma sera igual a 8.
Com essa escolha, quem tem a maior probabilidade de
acertar sua respectiva soma é
A) Antdnio, jd que sua soma é a maior de todas as
escolhidas.
B) José e Anté6nio, ja que ha 6 possibilidades tanto para
a escolha de José quanto para a escolha de Anto6nio,
e ha apenas 4 possibilidades para a escolha de Paulo.
C) José e Antodnio, ja que ha 3 possibilidades tanto para
a escolha de José quanto para a escolha de Anto6nio,
e ha apenas 2 possibilidades para a escolha de Paulo.
D) José, ja que ha 6 possibilidades para formar sua soma,
5 possibilidades para formar a soma de Antonio e
apenas 3 possibilidades para formar a soma de Paulo.
E) Paulo, ja que sua soma é a menor de todas.

(Enem)
- Temperatura do pescado nas peixarias
151
124 --
94 --
64 -
3] --

0

14,0

I II III I\ V

Associagao Brasileira de Defesa do Consumidor (Adaptagdo).

Uma das principais causas da degradacdo de peixes
frescos é a contaminagdo por bactérias. O grafico
apresenta resultados de um estudo acerca da temperatura
de peixes frescos vendidos em cinco peixarias. O ideal
€ que esses peixes sejam vendidos com temperaturas
entre 2 °C e 4 °C. Selecionando-se aleatoriamente uma
das cinco peixarias pesquisadas, a probabilidade de ela
vender peixes frescos na condigdo ideal é igual a

A) N

o) E)

N~
NI

B)

W=

D)

U~



08.

09.

(Enem) A tabela a seguir indica a posicao relativa de
quatro times de futebol na classificagdo geral de um
torneio, em dois anos consecutivos. O simbolo e significa
que o time indicado na linha ficou, no ano de 2004,
a frente do indicado na coluna. O simbolo * significa que
o time indicado na linha ficou, no ano de 2005, a frente
do indicado na coluna.

A B C D
A *
B ® X . ® x
Cc ® x * *
D | e .

A probabilidade de que um desses quatro times, escolhido
ao acaso, tenha obtido a mesma classificagao no torneio,
em 2004 e 2005, é igual a

A) 0,00. C) 0,50.
B) 0,25. D) 0,75.

E) 1,00.

(Enem) Um time de futebol amador ganhou uma taga
ao vencer um campeonato. Os jogadores decidiram que
o prémio seria guardado na casa de um deles. Todos
quiseram guardar a taga em suas casas. Na discussdo
para se decidir com quem ficaria o troféu, travou-se o
seguinte didlogo:

Pedro, camisa 6: — Tive uma ideia. N6s somos 11
jogadores e nossas camisas estdao numeradas de 2 a 12. Tenho
dois dados com as faces numeradas de 1 a 6. Se eu jogar os
dois dados, a soma dos nimeros das faces que ficarem para
cima pode variar de 2 (1 + 1) até 12 (6 + 6). Vamos jogar
os dados, e quem tiver a camisa com o numero do resultado
vai guardar a taga. Tadeu, camisa 2: — N&o sei ndo... Pedro
sempre foi muito esperto... Acho que ele esta levando alguma
vantagem nessa proposta... Ricardo, camisa 12: — Pensando
bem... Vocé pode estar certo, pois, conhecendo o Pedro,
é capaz que ele tenha mais chances de ganhar que nods
dois juntos...

Desse dialogo, conclui-se que

A) Tadeu e Ricardo estavam equivocados, pois a
probabilidade de ganhar a guarda da taga era a
mesma para todos.

B) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois,
juntos, tinham mais chances de ganhar a guarda da
taga do que Pedro.

C) Tadeu tinha razdo e Ricardo estava equivocado, pois,
juntos, tinham a mesma chance que Pedro de ganhar
a guarda da taga.

D) Tadeu e Ricardo tinham razdo, pois os dois juntos
tinham menos chances de ganhar a guarda da taga
do que Pedro.

E) ndo é possivel saber qual dos jogadores tinha razdo,
por se tratar de um resultado probabilistico, que
depende exclusivamente da sorte.

10.

11.

(Enem) As 23 ex-alunas de uma turma que completou
o Ensino Médio ha 10 anos se encontraram em uma
reunido comemorativa. Varias delas haviam se casado e
tido filhos. A distribuicdo das mulheres, de acordo com a
quantidade de filhos, é mostrada no grafico a seguir:

1

ON PR~ OOOO

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos

Um prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas
ex-alunas. A probabilidade de que a crianga premiada
tenha sido um(a) filho(a) Gnico(a) é

A)

Wl

B)

9

D)

Glv B~ Gy &=

E)

(Enem) Um municipio de 628 km? é atendido por duas
emissoras de radio cujas antenas A e B alcangam um raio
de 10 km do municipio, conforme mostra a figura.

; 10 km ;

Municipio

>,
10 km

Para orgar um contrato publicitario, uma agéncia
precisa avaliar a probabilidade que um morador tem
de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se
na area de alcance de pelo menos uma das emissoras.
Essa probabilidade é de, aproximadamente,

A) 20%.
B) 25%.
C) 30%.
D) 35%.

E) 40%.
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12. (Enem) Uma empresa de alimentos imprimiu, em suas Propostos Acertei Errei
embalagens, um cartdo de apostas do seguinte tipo:
Frente do cartdo Verso do cartdo 01.
Como jogar: O A) 55 grupos
1 O O O ¢ Inicie raspando apenas 3
uma das alternativas da O B) e
linha de inicio (linha 1).
O 02. A
e Se achar uma bola de o
03. D
2 O O O O futebol, va para a linha 2
e raspe apenas uma das O 04. A
alternativas. Continue
raspando dessa forma O 05.B
3 O O O até o fim do jogo. ® 5D
e Se encontrar um "X" em O 07. A
qualquer uma das linhas,
0 jogo esta encerrado e O 08. A
4 O O O vocé ndo tera direito ao
prémio. O 09. A
e Se vocé encontrar uma O 1o.B
bola de futebol em cada
5 O 11. A
O O uma das linhas, tera
direito ao prémio. O 12.D
Cada cartdo de apostas possui 7 figuras de bolas de O 13.cC
futebol e 8 sinais de X distribuidos entre os 15 espagos O 14. D
possiveis, de tal forma que a probabilidade de um cliente
ganhar o prémio nunca seja igual a zero. Em determinado O 15 E
cartdo, existem duas bolas na linha 4 e duas bolas na 16
linha 5. Com esse cartdo, a probabilidade de o cliente ’
ganhar o prémio é O A) x=11
7
1 O B) ¢
A) —. 25
) 27
B) L. Secao Enem Acertei Errei
36 ‘
1 O 01.D
c) —.
54 O 02.D
D) L. O 03.C
72
O 04. E
E) 1 O
108 . 05. D
O 06.D
GABARITO Meu aproveitamento //j‘l ® T.5
Aprendizagem Acertei Errei O 08. A
O 01.D O 09. D
O 02.B
O 04. E O 11.B
O 05. A
O 06.B O 12.C
O 07.E
O 08.B /Totaldos meus acertos: de % I
Colecao 6V



MATEMATICA

Probabilidades li

PROBABILIDADE
CONDICIONAL @@l

Considere a seguinte situagdo:

Uma urna contém 50 bolinhas numeradas de 1 a 50. Uma
pessoa sorteia uma bola e, em vez de divulgar de imediato o
resultado, ela declara: “O numero sorteado é multiplo de 6”.

Com base nesses dados, pergunta-se: Qual é a
probabilidade de o nimero sorteado ser um niimero maior
do que 307

Observe que a probabilidade de o nimero ser maior
do que 30 estd condicionada ao fato de ja sabermos de
antemdo que o nimero sorteado é multiplo de 6. Portanto,
tal informacdo altera o espago amostral que normalmente
seria considerado.

Assim, temos:

i)  Numeros multiplos de 6 entre 1 e 50:
{6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48}

ii) Observe que, no conjunto anterior, os nimeros

36, 42 e 48 sao maiores do que 30.

Portanto, a probabilidade pedida é igual a é.
8

O problema anterior poderia também ser resolvido de
outra forma. Consideremos os seguintes eventos:

19) A: Sortear um nimero multiplo de 6.
A = {6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48}
n(A) =8
29) B: Sortear um numero maior do que 30.
B = {31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,
43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50}
n(B) = 20
39) Como devemos considerar a ocorréncia do evento B,
uma vez que o evento A ja ocorreu, estamos

interessados nos elementos de B que pertencem
também a A, ou seja, A n B.

AN B = {36, 42, 48}
n(A~B) =3

MODULO

A 23

FRENTE

Observe que o conjunto A é o espaco amostral reduzido
a ser considerado e que a probabilidade pedida é
equivalente a:

nANB) _3

PMmm=IM) .

Generalizando esse conceito, consideremos os eventos A
e B de um espago amostral E, conforme o diagrama a seguir:

E

Denotamos por P(B|A) a probabilidade condicional de B
em relagdo a A, ou seja, a probabilidade de ocorrer B dado
que A ja ocorreu.

Assim, temos:

HBM)=wAmB)=ﬂ%%@

Dividindo o numerador e o denominador da fragdo por

n(E), temos:

n(A nB)
n(E)
n(A)
n(E)

P(BIA) =

P(A)

OBSERVACAO

Se a ocorréncia do evento B ndo estd condicionada a
ocorréncia do evento A, dizemos que os eventos A e B sdo
independentes. Dois eventos A e B sdo independentes se,
e somente se, P(B|A) = P(B).

Bernoulli Sistema de Ensino 19
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EXERCIiCIOS RESOLVIDOS

01.

02.

Considerar o experimento: “langar simultaneamente
dois dados e observar as faces superiores obtidas”.
Sabendo que, ao realizar o experimento, a soma dos
numeros obtidos foi igual a um nimero primo, calcular a
probabilidade de essa soma ser menor do que 5.

Resolugéo:

Sejam os seguintes eventos:

i) Obter soma igual a um nimero primo.
A={(1,1),(1,2),(21),(1,4),(41),(23), (3 2),

L J L ]
Soma =2 Soma =3 Soma =5

(1, 6), (6, 1), (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3), (5, 6), (6 5)}

Soma =7 Soma = 11

n(A) = 15
il) Obter soma menor do que 5.

A={(1,1),(1,2),(2,1),(,3), 3 1), (2 2)F
L 1 L ]

Soma =2 Soma=3 Soma = 4

n(B) = 6

Assim, temos que:

AnB={(1,1),(1,2), (2 1)}

n(AnB) =3

Sabemos, também, que n(E) = 36.

3
P(AMB) _ 36 _ 3 _
P(A) 15 15
Na pratica, basta considerarmos, no espago amostral
reduzido A, os pares cuja soma € menor do que 5.
Desse modo, temos 3 pares em 15, e a probabilidade

Portanto: P(B|A) =

g~

. 3.1
procurada € igual a 5 5"
(UEL-PR) Considerar como verdadeiras as seguintes
informagdes:
i) O Londrina Esporte Clube estd com um time que ganha
jogos com probabilidade de 0,40 em dias de chuva e
de 0,70 em dias sem chuva.

i) A probabilidade de um dia de chuva em Londrina,
no més de margo, é de 0,30.

Se o time ganhou um jogo em um dia de margo, em
Londrina, entdo a probabilidade de que, nessa cidade,
tenha chovido naquele dia é de

A) 30%.
B) 87,652%.

C) 19,672%.
D) 12,348%.

E) 80,328%.

Resolugao:

Sejam:

P(C) = probabilidade de chover no dia.
P(V) = probabilidade de o time vencer.

P(C|V) = probabilidade de chover no dia, uma vez que
o time venceu.

Colecao 6V

P(CAV)

Sabemos que P(C|V) =
q (ClV) PV

e temos que a

probabilidade de chover e de o time vencer é dada por:

P(CAV)=0,3.0,4=0,12
A probabilidade de o time vencer é dada por:

P(V)=04.03 + 0,7.0,7 =0,12+0,49 =0,61
S —| S —

Vencer e Vencer e

chover ndo chover
Entdo, P(C|V) = M: % =0,19672 = 19,672%.
P(V) 0,61

TEOREMA DA MULTIPLICACAOI@

DE PROBABILIDADES

-

Uma importante consequéncia da definigdo de probabilidade

condicional é vista a seguir:

P(A NB)

P(AIB) = o

= P(A N B) = P(B).P(A|B)

Do mesmo modo, temos:

P(A NB)

P(BIA) = ~pa)

= P(A N B) = P(A).P(B|A)

Ou seja:

A probabilidade da ocorréncia simultédnea
de dois eventos (intersegdo) € igual ao produto
da probabilidade de um deles pela probabilidade do
outro, em relagdo ao primeiro.

OBSERVACAO
Se os eventos A e B sdo independentes, temos:

P(A n B) = P(B).P(A)

EXERCICIO RESOLVIDO

03.

Um recipiente R, contém 3 bolinhas pretas e 4 bolinhas

brancas. Um segundo recipiente R, possui 8 bolinhas
pretas e 2 bolinhas brancas. Ao escolhermos um
recipiente ao acaso e dele retirarmos uma bolinha, qual
é a probabilidade de se observar o recipiente R, e uma

bolinha branca?
Resolugao:
Sejam:

P(R,) = probabilidade de se escolher o recipiente R,.

P(BIR,) = probabilidade de se escolher uma bolinha

branca, dado que ja escolhemos R,.

P(R, n B) = probabilidade de se escolher R, e uma bolinha

branca.
Temos:
P(R, n B) = P(R,).P(B|R,) =

12_1_ 409
2’10 10



LEI BINOMIAL DA 5
PROBABILIDADE

Consideremos uma sequéncia de ensaios nos quais
a probabilidade de ocorréncia de determinado resultado
nao dependa dos resultados obtidos em ensaios anteriores
e tampouco interfira nos préximos resultados. Esses ensaios
sao chamados Ensaios de Bernoulli.

Como exemplo, imaginemos o seguinte experimento:
“Lancar um dado e observar a face superior obtida”.
Ao repetir esse ensaio 5 vezes, qual é a probabilidade de
obtermos o nimero 3 exatamente duas vezes?

A probabilidade de obtermos o nimero 3 em um

lancamento é igual a % Obviamente, a probabilidade de
1 5

isso ndo ocorrer nesse langamento é igual a 1 - 6= 6
Como a ordem de obtencdo do numero 3 na sequéncia
de ensaios ndo é importante, devemos inicialmente escolher
2 dos 5 ensaios efetuados. Isso pode ser feito de C,,
modos distintos.

Denotemos por P(A) a probabilidade de obter o nimero 3
exatamente duas vezes.

Assim, temos:

1 5505 5!

125

=0,160751 =

P(A) = 16,0751%

De maneira geral, se desejamos calcular a probabilidade P
de obtermos exatamente k resultados favoraveis em n
ensaios, temos que:

P=C, - (P).(1-P)-*

Em que P, é a probabilidade de obtermos o resultado
favoravel em um ensaio.

EXERCiCIO RESOLVIDO

04. Um baralho contém 8 cartas, das quais apenas uma
€ um as. Uma carta é retirada ao acaso e depois devolvida
ao baralho. Ao repetir o experimento quatro vezes, qual
é a probabilidade de obtermos um as exatamente duas

vezes?
Resolugao:

P 8 i 4 B I B I 7
T ar| g ls) 21.21764 64 2048

R Profailidades I

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

©

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UERJ-2018) Cinco cartas de um baralho estdo sobre uma
mesa; duas delas sdo Reis, como indicam as imagens.

-

Tos Ve
s | M
1 441 W0

Apds serem viradas para baixo e embaralhadas, uma
pessoa retira uma dessas cartas ao acaso e, em seguida,
retira outra.

A probabilidade de sair Rei apenas na segunda retirada

equivale a:
1
A) . 2
) 5 C) =.
1 3
B) =. D) =.
) 3 ) 10
02. (PUC Rio) Jogamos uma moeda comum e um dado
comum. A probabilidade de sair um niimero par e a face
coroa é
A) 0,1. C) 0,25. E) 0,5.
B) 0,2. D) 0,33.
03. (UERJ)Um instituto de pesquisa colheu informacdes para

saber as intengdes de voto no segundo turno das eleigbes
para governador de determinado estado. Os dados estdo
indicados no quadro a seguir:

Intencdo dos votos

)

Candidato A 26%
Candidato B 40%
Votos nulos 14%
Votos brancos 20%

Escolhendo aleatoriamente um dos entrevistados,
verificou-se que ele ndo vota no candidato B.
A probabilidade de que esse eleitor vote em branco é

1 1 2
A) =. c) =. E) =.
)6 )4 )5
1 1
B) =. D) =.
)5 )3

04. (UFJF-MG) Um casal planeja ter exatamente 3 criancgas.
A probabilidade de que pelos menos uma crianga seja

menino é de

A) 25%. D) 87,5%.
B) 42%. E) 64,6%.
C) 43,7%.

Bernoulli Sistema de Ensino
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https://youtu.be/OPb9y7bOTQM
https://youtu.be/KccpxMZc-ds
https://youtu.be/6Ee-jEqndyo
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05. (UFPR) Durante um surto de gripe, 25% dos funcionarios
de uma empresa contrairam essa doenga. Dentre os que
tiveram gripe, 80% apresentaram febre. Constatou-se
também que 8% dos funcionarios apresentaram febre por
outros motivos naquele periodo. Qual a probabilidade de
que um funcionario dessa empresa, selecionado ao acaso,

tenha apresentado febre durante o surto de gripe?
A) 20%.
B) 26%.
C) 28%.
D) 33%.

E) 35%.
06. (UEG-GO-2015) A tabela a seguir apresenta a preferéncia
de homens e mulheres em relagdo a um prato, que pode ser
doce ou salgado, tipico de certa regido do Estado de Goias.

Doce Salgado
Masculino 80 20

Feminino 60 40

Considerando-se os dados apresentados na tabela,

a probabilidade de um desses individuos preferir o prato

tipico doce, sabendo-se que ele é do sexo feminino, é de

A) 0,43.

B) 0,50.

C) 0,60.

D) 0,70.
07. (UPE-2015) Dentre os esportes oferecidos aos estudantes
de uma escola com 3 000 alunos, temos o futebol
como preferéncia, sendo praticado por 600 estudantes.
300 estudantes dessa mesma escola praticam natacgdo,
e 100 praticam ambos os esportes. Selecionando-se um
estudante praticante de futebol para uma entrevista, qual
a probabilidade de ele também praticar natacdo?

A) 1 Dy 1
3 6
B) 2 E) 3
3 6
o)
3

08. (UEG-G0O-2016) Pedro jogou dois dados comuns
numerados de 1 a 6. Sabendo-se que o produto dos
nimeros sorteados nos dois dados é multiplo de 3,
a probabilidade de terem sido sorteados os numeros

3e4éumaem

A) 18. C) 10.
B) 12. D) 9.
Colecao 6V

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01.

©

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Unicamp-SP-2019) O sistema de seguranga de um
aeroporto consiste de duas inspegbes. Na primeira delas,
a probabilidade de um passageiro ser inspecionado é

de g Na segunda, a probabilidade se reduz para %

A probabilidade de um passageiro ser inspecionado pelo
menos uma vez é igual a

A Y B) L. o 2. D) 3.
20 10 10 20
02. (UEPA) Uma universidade realizou uma pesquisa online
envolvendo jovens do Ensino Médio para saber quais
meios de comunicagdo esses jovens utilizam para se
informarem dos acontecimentos diarios. Para incentiva-los
a preencher os dados referentes a pesquisa, cujas
respostas estdo registradas no quadro a seguir,
a universidade sorteou um tablet dentre os respondentes.
Ouvem apenas radio 350
Assistem televisdo e consultam 150
a Internet
Assistem televisdo e consultam 375
Internet
Utilizam apenas Internet 125
Total de jovens entrevistados 1000
Sabendo-se que o respondente sorteado consulta
a Internet para se manter informado diariamente,
a probabilidade de o sorteado ser um homem
A) é inferior a 30%.
B) esta compreendida entre 30% e 40%.
C) esta compreendida entre 40% e 60%.
D) esta compreendida entre 60% e 80%.
E) é superior a 80%.
03. (UEPA-2015) Leia o texto para responder a questdo.

Sabe-se que ler cria bons estudantes, melhora a
capacidade de relacionamento e ativa os lugares certos do
cérebro. Cultivar o habito da leitura surte efeitos nitidos:
desenvolve a imaginagdo, o vocabulario e o conhecimento.
N&o é acaso que jovens de grande promessa nos estudos
e na carreira profissional sejam leitores vorazes.

Pensando nisso, um jovem deseja presentear um
amigo leitor com dois livros, entretanto fica na duvida
quanto ao estilo - ficgdo ou nao ficgdo. Decide sortear dois
titulos distintos dentre 10 titulos de ficgdo e 12 titulos de
nao ficgdo.

VEJA, ed. 2 373 (Adaptacao).


https://youtu.be/1amA4RK4TFE
https://youtu.be/mOAMVNJc_FU
https://youtu.be/I_IAwxdeb6s
https://youtu.be/McGlvKsbkn8
https://youtu.be/LWSxpLMl27E

04.

05.

06.

07.

Tomando por base as informag6es do texto, a probabilidade
de esse jovem sortear, sucessivamente, um apds o outro,
dois titulos de ficgdo é:

A) 15, o 5. By 1.
77 11 5
B) °. D) 2.
11 8

(PUC Minas-2015) Em uma populagdo humana,
a probabilidade de um individuo ser mudo é estimada

i, a probabilidade de ser cego é & ,
10 000 10 000

e a probabilidade de ser mudo e cego é Nesse

10 000

caso, “ser mudo” ndo exclui a possibilidade de “ser cego”.
Com base nessas informagdes, a probabilidade de um
individuo, escolhido ao acaso, ser mudo ou cego é igual a:

A) 0,0129. C) 0,0156.
B) 0,0135. D) 0,0174.

(FGV) Dois eventos A e B de um espaco amostral sdo
independentes. A probabilidade do evento A é P(A) = 0,4
e a probabilidade da unido de A com B é P(A U B) = 0,8.
Pode-se concluir que a probabilidade do evento B é

A) 5. o 3. E) 1.
6 4 2
B) 4. D) 2.
5 3

(UCS-RS-2016) Numa cidade com 60 000 domicilios,
35 000 deles tém acesso a Internet, 25 000 tém
assinatura de TV a cabo, e um terco do nimero de
domicilios ndo tem acesso a nenhum dos dois recursos.
Qual é a probabilidade de um domicilio da cidade,
escolhido ao acaso, ter acesso a Internet e ndo ter
assinatura de TV a cabo?

1 7

A) = c) L E) Z
)4 )1 )8
1 3

B)E D) 2

(UEG-G0O-2017) Um nadador vai disputar duas provas
nas Olimpiadas, primeiro os 100 metros borboleta e
depois os 100 metros nado livre. A probabilidade de
ele vencer a prova dos 100 metros borboleta é de
70%, ao passo que a de ele vencer ambas é de 60%.
Se ele vencer a prova dos 100 metros borboleta,
a probabilidade de ele vencer a prova dos 100 metros
nado livre é de aproximadamente

A) 0,42.
B) 0,86.
C) 0,50.
D) 0,70.
E) 0,60.

08.

09.

10.

11.

12.

(Unifor-CE-2016) O resultado de uma pesquisa realizada
por um 6rgdo do governo do estado do Ceard sobre o
perfil dos fumantes e publicado pela imprensa cearense
mostrou que, num grupo de 1 000 pessoas, 17% fumam
e, dentre os fumantes, 44% sao mulheres. Se, nesse
grupo de 1 000 pessoas, uma é escolhida ao acaso,
entdo a probabilidade de ela ser fumante e mulher &,
aproximadamente,

A) 0,044.
B) 0,054.

C) 0,075.
D) 0,085.

E) 0,095.

(FEI-SP) Uma moeda viciada apresenta probabilidade de
ocorrer face cara quatro vezes maior que a probabilidade
de ocorrer face coroa. Em 2 langamentos consecutivos
dessa moeda, qual a probabilidade de ocorrer 2 vezes a
face coroa?

A) 0,2
B) 0,1

C) 0,01
D) 0,02

E) 0,04

(ACAFE-SC-2017) Uma prova consta de 7 questdes de
multipla escolha, com 4 alternativas cada uma, e apenas
uma correta. Se um aluno escolher como correta uma
alternativa ao acaso em cada questdo, a probabilidade
de que ele acerte ao menos uma questdo da prova é de,
aproximadamente,

A) 87%.
B) 85%.

C) 90%.
D) 47%.

(Fatec-SP) Em um supermercado, a probabilidade de
que um produto da marca A e um produto da marca B
estejam a dez dias, ou mais, do vencimento do prazo
de validade é de 95% e 98%, respectivamente. Um
consumidor escolhe, aleatoriamente, dois produtos,
um produto da marca A e outro da marca B. Admitindo
eventos independentes, a probabilidade de que ambos
os produtos escolhidos estejam a menos de dez dias do
vencimento do prazo de validade é

A) 0,001%. D) 1%.
B) 0,01%. E) 10%.
C) 0,1%.

(UERJ) Em uma escola, 20% dos alunos de uma turma
marcaram a opgao correta de uma questdo de multipla
escolha que possui quatro alternativas de resposta.
Os demais marcaram uma das quatro opgdes ao acaso.

Verificando-se as respostas de dois alunos quaisquer
dessa turma, a probabilidade de que exatamente um
tenha marcado a opgao correta equivale a

A) 0,48. C) 0,36.
B) 0,40. D) 0,25.


https://youtu.be/kB3FaWkwVXE
https://youtu.be/17kdLWZzHkA
https://youtu.be/5O37gMn7dTE
https://youtu.be/wf_DhY7JGmU

13.

14.

15.

16.

(Unesp-2017) Em um jogo de tabuleiro, o jogador
desloca seu pedo nas casas por meio dos pontos obtidos
no langamento de um par de dados convencionais e
ndo viciados. Se o jogador obtém numeros diferentes
nos dados, ele avanca um total de casas igual a soma
dos pontos obtidos nos dados, encerrando-se a jogada.
Por outro lado, se o jogador obtém niumeros iguais nos
dados, ele langa novamente o par de dados e avanga seu
pedo pela soma dos pontos obtidos nos dois langamentos,
encerrando-se a jogada.

A figura a seguir indica a posicdo do pedo no tabuleiro
desse jogo antes do inicio de uma jogada.

A o
—

Iniciada a jogada, a probabilidade de que o pedo encerre
a jogada na casa indicada na figura com a bomba é
igual a

A L. c 2. EE=—
324 144 216
2
B) =2 D) =
432 135

(UERJ-2017) Uma urna contém uma bola branca, quatro
bolas pretas e x bolas vermelhas, sendo x > 2. Uma bola
é retirada ao acaso dessa urna, é observada e recolocada
na urna. Em seguida, retira-se novamente, ao acaso, uma

1
bola dessa urna. Se > € a probabilidade de que as duas

bolas retiradas sejam da mesma cor, o valor de x é
A) 9. B) 8. c) 7. D) 6.

(FUVEST-SP-2016) Em um experimento probabilistico,
Joana retirara aleatoriamente 2 bolas de uma caixa
contendo bolas azuis e bolas vermelhas. Ao montar-se o
experimento, colocam-se 6 bolas azuis na caixa. Quantas

bolas vermelhas devem ser acrescentadas para que a
1

probabilidade de Joana obter 2 azuis seja 3 ?

A) 2 C) 6 E) 10

B) 4 D) 8

(UEG-GO-2016) Renata esta gravida e realizara um
exame que detecta o sexo do bebé. Se o exame detectar
que é um menino, a probabilidade de ela pintar o quarto
do bebé de azul é de 70%, ao passo que de branco é
de 30%. Mas, se o exame detectar que é uma menina,
a probabilidade de ela pintar o quarto do bebé de rosa
é de 60% contra 40% de pintar de branco. Sabendo-se
que a probabilidade de o exame detectar um menino é
de 50%, a probabilidade da Renata pintar o quarto do
bebé de branco é de

A) 70%.
B) 50%.

C) 35%.
D) 30%.

E) 20%.

17.

©

SECAO ENEM

01.

(FUVEST-SP)

A) Uma urna contém trés bolas pretas e cinco bolas
brancas. Quantas bolas azuis devem ser colocadas nessa
urna de modo que, retirando-se uma bola ao acaso,

a probabilidade de ela ser azul seja igual a %?

B) Considere agora uma outra urna que contém uma
bola preta, quatro bolas brancas e x bolas azuis.
Uma bola é retirada ao acaso dessa urna, a sua cor
€ observada e a bola é devolvida a urna. Em seguida,
retira-se novamente ao acaso uma bola dessa urna.
Para que valores de x a probabilidade de que as duas

bolas sejam da mesma cor vale %?
RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Enem-2018) Para ganhar um prémio, uma pessoa
devera retirar, sucessivamente e sem reposigao, duas
bolas pretas de uma mesma urna.

Inicialmente, as quantidades e cores das bolas sdo
como descritas a seguir:

e Urna A - Possui trés bolas brancas, duas bolas pretas
e uma bola verde;

e Urna B - Possui seis bolas brancas, trés bolas pretas
e uma bola verde;

e Urna C - Possui duas bolas pretas e duas bolas verdes;
e Urna D - Possui trés bolas brancas e trés bolas pretas.

A pessoa deve escolher uma entre as cinco opgoes
apresentadas:

e Opgcao 1: Retirar, aleatoriamente, duas bolas da urna A;
e Opcdo 2: Retirar, aleatoriamente, duas bolas da urna B;

e Opgao 3: Passar, aleatoriamente, uma bola da urna C
para a urna A; apos isso, retirar, aleatoriamente, duas
bolas da urna A;

e Opcao 4: Passar, aleatoriamente, uma bola da urna D
para a urna C; apos isso, retirar, aleatoriamente, duas
bolas da urna C;

e Opgao 5: Passar, aleatoriamente, uma bola da urna C
para a urna D; apds isso, retirar, aleatoriamente, duas
bolas da urna D.

Com o objetivo de obter a maior probabilidade possivel
de ganhar o prémio, a pessoa deve escolher a opgao

A) 1.
B) 2.
c) 3.
D) 4.
E) 5.


https://youtu.be/yUU9d1b_Kkg
https://youtu.be/qF28ngpLcUE
https://youtu.be/eH6oM0iq2_A
https://youtu.be/yEvfB5yLsAQ

02.

03.

©

04.

(Enem-2017) Numa avenida, existem 10 semaforos.
Por causa de uma pane no sistema, os semaforos ficaram sem
controle durante uma hora, e fixaram suas luzes unicamente
em verde ou vermelho. Os semaéforos funcionam de forma

independente; a probabilidade de acusar a cor verde é de 2 e
3
a de acusar a cor vermelha é de % . Uma pessoa percorreu a

pé toda essa avenida durante o periodo da pane, observando
a cor da luz de cada um desses semaforos.

Qual a probabilidade de que essa pessoa tenha observado
exatamente um sinal na cor verde?

A) 10.2 D) 2°
310 3100

B) 10.2° E) 2
310 310

C 210

) 3100

(Enem-2017) Um morador de uma regido metropolitana
tem 50% de probabilidade de atrasar-se para o
trabalho quando chove na regido; caso ndo chova, sua
probabilidade de atraso é de 25%. Para um determinado
dia, o servigo de meteorologia estima em 30% a
probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regido.

Qual é a probabilidade de esse morador se atrasar para o
servigo no dia para o qual foi dada a estimativa de chuva?
A) 0,075
B) 0,150
C) 0,325
D) 0,600

E) 0,800

(Enem-2016) Um adolescente vai a um parque de
diversbes tendo, prioritariamente, o desejo de ir a um
brinquedo que se encontra na area 1V, dentre as areas I,
II, III, IV e V existentes. O esquema ilustra o mapa do
parque, com a localizagdo da entrada, das cinco areas
com os brinquedos disponiveis e dos possiveis caminhos
para se chegar a cada area. O adolescente ndo tem
conhecimento do mapa do parque e decide ir caminhando
da entrada até chegar a area IV.

@“

05.

06.

07.

Suponha que, relativamente a cada ramificagdo, as opgoes
existentes de percurso pelos caminhos apresentem iguais
probabilidades de escolha, que a caminhada foi feita
escolhendo ao acaso os caminhos existentes e que, ao
tomar um caminho que chegue a uma area distinta da 1V,
0 adolescente necessariamente passa por ela ou retorna.

Nessas condigGes, a probabilidade de ele chegar a area IV
sem passar por outras areas e sem retornar é igual a

1 1
A) sg D) -
1 5
B) —. E) —.
)64 )12
5
c) =.
)24

(Enem-2016) Um casal, ambos com 30 anos de idade,
pretende fazer um plano de previdéncia privada.
A seguradora pesquisada, para definir o valor do
recolhimento mensal, estima a probabilidade de que pelo
menos um deles esteja vivo daqui a 50 anos, tomando
por base dados da populagdo, que indicam que 20% dos
homens e 30% das mulheres de hoje alcangardo a idade
de 80 anos.

Qual é essa probabilidade?
A) 50%.
B) 44%.
C) 38%.
D) 25%.
E) 6%.

(Enem-2016) Uma caixa contém uma cédula de
R$ 5,00, uma de R$ 20,00 e duas de R$ 50,00 de modelos
diferentes. Retira-se aleatoriamente uma cédula dessa
caixa, anota-se o seu valor e devolve-se a cédula a caixa.
Em seguida, repete-se o procedimento anterior.

A probabilidade de que a soma dos valores anotados seja
pelo menos igual a R$ 55,00 é

1 2
A) 5 D)g.
1 5
= E) —.
B) 4 )9
3
C) 2

(Enem) O psicélogo de uma empresa aplica um teste
para analisar a aptiddo de um candidato a determinado
cargo. O teste consiste em uma série de perguntas
cujas respostas devem ser verdadeiro ou falso e termina
quando o psicélogo fizer a décima pergunta ou quando o
candidato der a segunda resposta errada. Com base em
testes anteriores, o psicélogo sabe que a probabilidade
de o candidato errar uma resposta é 0,20.

A probabilidade de o teste terminar na quinta pergunta é
A) 0,02048. D) 0,40960.

B) 0,08192. E) 0,49152.

C) 0,24000.


https://youtu.be/jCUneDv83Js
https://youtu.be/pO7Kh5sZbC8
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08. (Enem) Uma loja acompanhou o nimero de compradores GABAR'TO Meu aproveitamento //jl

de dois produtos, A e B, durante os meses de janeiro,

fevereiro e margo de 2012. Com isso, obteve este grafico:
% Aprendizagem  Acertei Errei
$ 80 S0 O o1 D
o
s 70 02. C
o 60 60 O
g O 03.D
8 58 mA O 04.D
v 4
© B
o 30 30 O 05.B
2 5o 20 20 O 06.C
08. C
0 Janeiro Fevereiro Marco O
A loja sorteara um brinde entre os compradores do
produto A e outro brinde entre os compradores do PFOPOStOS Acertei__ Errei___
produto B. O oL B
Qual a probabilidade de que os dois sorteados tenham
. . O 02.D
feito suas compras em fevereiro de 2012?
1 5 7 O 03.A
T © % B 15 O 04. A
B) 3 D) 6 O 05.D
242 25 O 06. A
09. (Enem) Numa escola com 1 200 alunos, foi realizada uma O 07.8
pesquisa sobre o conhecimento desses em duas linguas O o08.C
estrangeiras, inglés e espanhol. O 09. E
Nessa pesquisa, constatou-se que 600 alunos falam O 10. A
inglés, 500 falam espanhol e 300 ndo falam qualquer o .
um desses idiomas. 1.
Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se O 12.A
que ele ndo fala inglés, qual a probabilidade de que esse O 13. A
aluno fale espanhol? O 14. A
i o2 ol p2 g2 O 15.B
2 8 4 6 14
O 16.C
10. (Enem) O diretor de um colégio leu em uma revista 17.
que os pés das mulheres estavam aumentando. O A) 16 bolas
Ha alguns anos, a média do_tam,anho dos calgados d?s O B) x=1oux=9
mulheres era de 35,5 e, hoje, € de 37,0. Embora ndo
fosse uma informagdo cientifica, ele ficou curioso e
fez uma pesquisa com as funcionarias do seu colégio, Secéo Enem Acertei Errei
obtendo o quadro a seguir: :
O 01.E
Tamanho dos Namero de
calgados funcionarias © 02.A
39,0 1 O 03.C
38,0 10 O o04.C
37,0 3 O 05.B
36,0 O 06.C
35,0 6 O 07.8B
S O 08. A
Escolhendo uma funcionadria ao acaso e sabendo que
ela tem calgado maior que 36,0, a probabilidade de ela O 09. A
calgar 38,0 é O 10. D
1 1 2 5 5
A) —. B) —. c) —. D) -. E) —.
) 3 ) 5 ) 5 ) 7 ) 14 /Totaldos meus acertos: de . %
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MATEMATICA

Binomio de Newton
NUMERO BINOMIAL '@gu

Dados dois numeros naturais n e p, com n = p, chamamos
de nimero binomial de classe p e ordem n a expresséo
n!

——— . Denotamos esse nimero binomial por no.
(n-p)!.p! P

Portanto, temos:

n|_
p | (n-p)!.p!

O numero n é chamado numerador, € o nimero p é

chamado denominador de [ ; )

Sabemos que a expressdo anterior corresponde a
expressdao do numero de combinagGes simples, indicadas
anteriormente por C_ .. No presente contexto, vamos adotar

a notagdo ( ; ] Tal notagdo, mais sintética, simplificara o

estudo das propriedades e aplicagdes dessa expressao.

Exemplo:

Calcule o valor do nimero binomial ( ; ]

! 6.5.4 7.8.
[;]:4!7.3!:7 ;'53! - £ 235

OBSERVAGOES

JHEE
0 (n-0)!.0! n!

i) [n]=n—!=n_!=n_!=1
n (n-n)t.n! O0!.n! nl!

FRENTE = MODULO

A 24

NUMEROS BINOMIAIS (5
COMPLEMENTARES -

Dois numeros binomiais sdo ditos complementares
caso possuam o mesmo numerador e a soma de seus

denominadores seja igual ao numerador. Ou seja, 0os nimeros
n n " .
D el . D sdo complementares, poisp + n—-p =n.

, . L 10 10 ~
Por exemplo, os nimeros binomiais 6 el , |séo
complementares.

Propriedade:

Dois nimeros binomiais complementares sdo iguais.

Exemplos:
10 10 | _[ 10
)| 6 4
6 6
20 =
n n ~
Observe que se [ b ] =[ q ],entaop=qoup+q =n.

Exemplo:

~ 8 8 ,
Resolva a equagao [ ] = [ J, sendo X um numero
X X+2
natural menor do que 8.

Temos que:
X=X+2 0 =2 (absurdo)
ou =14 ou

X+X+2=8 X =3

Portanto, S = {37}.

Bernoulli Sistema de Ensino 23
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Mddulo 24

Frente A

RELAGAO DE STIFFEL Iy

A soma de dois niUmeros binomiais, com o mesmo
numerador e denominadores consecutivos, é igual a um
ndmero binomial com uma unidade a mais no numerador
e com denominador igual ao maior dos denominadores
daqueles binomiais.

() (on J(o

Exemplo:
Calcule o valor da expressao [ g ]

], em que n>p.

B
[ﬁ_J[@+[3J-[zJ+[3J-[ ;)
TRIANGULO DE PASCAL |@@,

Os numeros binomiais podem ser organizados em forma

’)

[y

——

de matriz, de modo que um nuimero binomial [ n ocupe
p

a linha n e a coluna p, formando o Tridngulo de Pascal,

conforme a figura a seguir:

0

Linha n

Linh
0
: 1 1
Linha 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
0 1 2 3 4

—
R —
~—
= 3
——
—
N S
S
—
w S
——
—

Colecao 6V

OBSERVAGOES

i) Cadaum dos elementos da coluna 0 é da forma [ 8 ],

ou seja, é igual a 1.

ii) O ultimo elemento da Gltima linha é da forma [ n ],
n
ou seja, também é igual a 1.
iili) Ao somar dois binomiais consecutivos de uma

determinada linha usando a Relagdo de Stiffel, obtemos

o binomial localizado imediatamente abaixo do

3 3 4
segundo binomiaI.PorexempIo,[ > }+( 3 ]=[ 3 ]

Desse modo, podemos facilmente montar um Tridngulo
de Pascal utilizando essas regras, em vez de calcular o valor
de cada binomial.

Exemplo:

Construa um Tridngulo de Pascal paran = 7.

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

,_.
N
[e)}
N
-

5 10 10 5 1

Teorema das Linhas

A soma dos nUumeros binomiais da
linha de ordem n é igual a 2".

linhao 1 - soma=1=2°
linha 1 1 1 - soma=2=2'
linha2 1 2 1 - soma=4=22
linha3 1 3 3 - soma=8-=2°
linha4 1 4 6 4 1 - soma=16=2°



Teorema das Colunas

Ao somar os nimeros binomiais de determinada

coluna, desde o primeiro elemento (n ] até um
n

n+p

elemento qualquer [
n

], obtemos o numero
binomial imediatamente abaixo e a direita deste

- . P . . n+p+1
ultimo, ou seja, o numero binomial [ P }
n+1

1 1+2+3+4+5=15

1 1

r o2 1 1+4+10+20=35
1 3 1

1 4 6 4

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

Teorema das Diagonais

Ao somar os numeros binomiais de determinada

transversal, desde o elemento [8) até um
n+p ,

elemento qualquer , obtemos o nimero
p

binomial imediatamente abaixo deste Ultimo,

ou seja, 0 numero binomial [ n+p+l |
p

1
1 1
1 2 1 1+3+6+10=20
1 3
1 4 6 4
1 5 10 10 5 1
6 15 20 15 6 1
7 21 35 35 21 7 1

Binomio de Newton

BINOMIO DE NEWTON 'ﬁgl

Inicialmente, vamos desenvolver alguns produtos da
forma (x + a)":

(x+a)=1

(x +a)t=1x+ 1a

(x + a)2 = 1x2 + 2xa + 1a?
(x + a)® = 1x3 + 3x%a + 3xa? + 1a3

Os coeficientes resultantes do desenvolvimento desses
binbmios sdo os numeros binomiais que aparecem no

Triangulo de Pascal.
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1

Portanto, observamos que expandir determinado
bindmio implica a utilizagdo do calculo combinatério.
Cada um dos produtos anteriores pode ser escrito do
seguinte modo:

Generalizando, temos:

(x+ay=|" |xa+| N |x-tat+| " [xn-2a2+ ..
0 1 2
+ N |xta"-t+ | N |.x0a"
n-1 n

Essa expressdo € conhecida como Férmula do Binomio
de Newton.

OBSERVACAO

A expressdo também pode ser escrita na notagdo
somatorio, como segue:

n= y n XN-P.gP
(x + a) Z[PJX a

p=0

Bernoulli Sistema de Ensino 25
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medulo 24 [

Exemplo:

Desenvolva o bindmio (x + 3)*.

(x + 3)* = [ i J.x4.3° + ( 4 ].x3.31+ ( 4 J.x2.32 +
1

+( 4 ).x1.33 +[ 4 ].x°.34:>
3 4

(x+3)=1x%1+4x3.34+6.x29+4.x.27+1.1.81=

(x + 3)* = x*+ 12x3 + 54x2 + 108x + 81

Termo geral do Binomio (x + a)"

Sabemos que: (x + a)' = Y

n
n X" TP.aP
p-o| P

Observe que o primeiro termo (T,) é obtido fazendo p = 0.

T=[n]x"‘°a°
1 0 . .

Analogamente, o segundo termo (T,) ocorre para p = 1.

n
T, = [ 1 ).x"'l.a1

Portanto, o termo que ocupa a posicédo p + 1 é dado por:

Com expoentes decrescentes de x.

Exemplos:

1°)

20)

26

Encontre o terceiro termo do desenvolvimento
de (x? + 3)%, com expoentes decrescentes de x.

—| 6
T3—[2

Determine o termo

21,417

).(x2)6‘2.22= X8.4 = 60X

independente de x no

4
desenvolvimento de [x—i].

O termo independente de x corresponde ao coeficiente
de x°. Assim:

T =4 .x“‘p.(—g)p =4 .x“‘p.@p:
pril p X p xP

4
T, = [ ’ ].x4-2p.<-z>p

Fazendo 4 - 2p = 0, temos p = 2.
Substituindo p na expressao, temos:

T, = [ ‘2‘ ].x".(—Z)Z =6.4=24
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EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

©

04.

©

05.

06.

©

07.

08.

©

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

7
1),
(PUC Rio) O coeficiente de x no desenvolvimento [X +;] é

A) 10. B) 35. C) 15. D) 6. E) 20.

(UFRGS-RS) A soma dos coeficientes do polindbmio
(x2+ 3x - 3)0¢é
A) 0. B) 1. C) 5.

D) 25. E) 50.

(UPF-RS-2016) Desenvolvendo o binémio (2x - 3y)3",

obtém-se um polin6mio de 16 termos. O valor de n é
A) 15. C) 5. E) 2.
B) 10. D) 4.

(Mackenzie-SP-2017) Sabendo que 2[ ; J=256, entdo
p=0

o valor de n vale

A) 8. C) 6. E) 4.

B) 7. D) 5.

(UESPI) O coeficiente de x® no desenvolvimento binomial

de (x + 3)° é
A) 10.
B) 20.

C) 45.
D) 90.

E) 180.

X+ 3y
y
mentares e, por isso, sdo iguais. Seu valor é

A) 1665. C) 55. E) 11.
B) 330. D) 462.

(ESPM-SP) Os binomiais ( ‘11)1( ]e[ J sao comple-

(UECE) Para n e k inteiros positivos com n > k, defina
1
[n] — M emaquen!=1.

= , 2.3..n.Senek
k k!(n-k)!

n n ~

=3 , -se:

K+l ] [ K ] entdo tem-se

satisfazem a relagéo

A) n=4k+1
B) n=4k+2
C) n=4k+3
D) n =4k + 4

(UECE-2016) No desenvolvimento de x(2x + 1)
o coeficiente de x3 é

A) 480.
B) 320.
C) 260.
D) 180.


https://youtu.be/KNIb50h_cFA
https://youtu.be/MFFEzfxfGtg
https://youtu.be/5jMTYEUi7QQ
https://youtu.be/QE-ZNYXnMAI
https://youtu.be/XIvGoZlj66s
https://youtu.be/WrNaZ0h8svI

EXERCICIOS
PROPOSTOS

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

01.

©

(UFOP-MG) Para que se tenha um dos termos do
desenvolvimento de (x + a)!! igual a 1 386x5, o valor
de a deve ser:

A) /3
B) 2¥6
C) J/10
D) 3
E) 3/10
02. (UFSM-RS) Desenvolvendo o binémio (2x - 1)8,
0 quociente entre o quarto e o terceiro termos é:
A) -4
B) —x
C) x
1
D) ™
E) 4x
03. (ESPM-SP) Simplificando-se a expressdo com ndmeros
@ binomiais [ )2( ]+( X;Ll ], para x > 0, obtém-se:
A) x2-1 D) 2x
B) x-1 E) 2x-1
C) x?
04. (Fatec-SP) No desenvolvimento do binémio
(x - 1)1, segundo as poténcias decrescentes de X,
a soma dos coeficientes do segundo e do quarto termos é
A) -323 500.
B) -171 700.
C) -161 800.
D) 3926 175.
E) 23 532 300.
05. (UEPB) O termo que independe de x no desenvolvimento

> 4
[3)( ) _) é
X

A) -324.
B) 324.
C) 216.
D) 96.
E) 81.

Binomio de Newton

24
a 1
06. (ESPM-SP) No desenvolvimento do binémio {X3 + —2) ,
y

quando o expoente de x é 36, o de y é igual a

A) -12.
B) -24.
C) -6.
D) -18.
E) -4.

7
x? -
(FGV) No desenvolvimento do binémio (?+AX 1]

segundo a ordem decrescente de seus expoentes, o quinto
70x®
termo é igual a 81’ com A e B constantes racionais.
Nessas condigbes, A + B é igual a
4 5 2
A) —ou2, C) lou=, E) =ou2.
) 3 ) touz ) 3
B) Eou E. D) iou §
4 3 3 3

(UFRGS-RS) Considere a configuragdo dos numeros
dispostos nas colunas e linhas a seguir.

Coluna 7

10 10 5 1
15 20 15 6 1
21 35 35 21 7 1

Linha 6
Linha 7

L =Y
N o o1 A WN =
(o)}

EN
-

=
3
o
N

O numero localizado na linha 15 e na coluna 13 é
A) 15.

B) 91.
C) 105.
D) 120.
E) 455.

o

9. (UERN) A soma dos algarismos do termo independente de

8
X no desenvolvimento do Bindmio de Newton (Z * X] é
A) 3. h
B) 4.
C) 6.
D) 7.

Bernoulli Sistema de Ensino 27
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https://youtu.be/G6cvZTACVzM
https://youtu.be/WDwx_kIMOos
https://youtu.be/i3BEm5cOX-4
https://youtu.be/swnJYURG1qg
https://youtu.be/0eNeiC5Eydk
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10.

©

11.

©

12.

©

13.

©

14.

15.

(UERN-2015) Considere a seguinte equagao:

x+2 | _| 3x+1
2 1
A partir dessa equacdo, conclui-se que o nimero binomial

( 2x2—1 ] equivale a

A) 3.
B) 10.

C) 21.
D) 60.

(UERN) Qual é o valor do termo independente de x

n
A 2 .
do bindmio [—2 +X | considerando que ele corresponde
X

ao sétimo termo de seu desenvolvimento?
A) 435 C) 543
B) 672 D) 245

1 n
(UECE) Se o desenvolvimento de (ZX2 +;] possui 9

termos e um deles é 112.c.x’, o valor de c sera

A) 8. B) 16. C) 24. D) 32.
(UEFS-BA) Sendo x e y os respectivos percentuais de
nascimento de meninas e meninos em uma comunidade
durante certo periodo, verificou-se que cada termo do
desenvolvimento do binémio (x + y)™ correspondia a taxa
de ocorréncia de m - k meninas e de k meninos, em um
total de m nascimentos.

Considerando-se T, a taxa de ocorréncia de trés meninas e
trés meninos e T, a taxa de ocorréncia de quatro meninas

e dois meninos, x = 0,44 ey = 0,56, tem-se que I— é,
aproximadamente, 2

A) 0,72. C) 1,01. E) 1,70.

B) 0,80. D) 1,44.

(FGV-2018) Uma aplicacdo financeira de C reais a taxa
mensal de juros compostos de x% é resgatada depois de

C
8 meses no montante igual a ?8 reais. Sendo assim, é

um polindémio P(x) de grau 8, cujo coeficiente do termo

em x° sera:
A) 70.10°® C) 56 .10 E) 21.107°
B) 35.10° D) 35. 10

(PUC-SP) Considerando que todo numero natural n,

1 1 1
n > 1, tem-se =—-——,entdo a soma
@ ! nn+1) n n+1’
1 1 1 1

28

+o+t— @& ivalente a:
19992 000 € equivalente a

A) 9,995 . 10
B) 9,95. 10
C) 9,995 . 1072

D) 9,95. 10!
E) 9,995 .10

Colecao 6V

16.

©

17.

)

GABARITO

Aprendizagem

O
©)
©)
©)

Propostos

O

OO0 O0OO0O0O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0O0OoOo

(EsPCEx-SP-2017) Determine o valor numérico do polinémio
p(x) = x* + 4x3 + 6x> + 4x + 2017 para x = 89.

A) 53213 009
B) 57 138 236
C) 61342008
D) 65612 016
E) 67 302 100

(UECE-2016) Se n € um numero natural maior do que

n
. . 1
dois, ao ordenarmos o desenvolvimento de [XZ +2—
X

segundo as poténcias decrescentes de x, verificamos
que os coeficientes dos trés primeiros termos estdo em
progressao aritmética. Nessas condigGes, o valor de n é

A) 8.
B) 6.
C) 4.
D) 10.

Meu aproveitamento /\/\;—"I

Acertei

O

Errei

01.
02.
03.
04.

05. D
06. A
07. C

> 0 W @
O O O

08. D

Acertei Errei

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.
09.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
L7s

>

> U m O M @ @ W ® O O ® 0O O O O

/ Total dos meus acertos:

de %



https://youtu.be/BKF02iyy8sk
https://youtu.be/-XUtBUDbBTc
https://youtu.be/6I40YVm6ZuA
https://youtu.be/G2jY1vVow3k
https://youtu.be/EgSjVMF2XLY
https://youtu.be/ItmmugTRVq8
https://youtu.be/GOKNz1LL7is
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Progressao Geomeétrica

INTRODUCAO ﬁg.

Chamamos de progressdo geométrica (P.G.) a toda
sequéncia na qual cada termo, a partir do segundo, é igual
ao produto do termo anterior por uma constante dada,
denominada razao da P.G., e indicada por q.

Exemplos:

1°) (3, 6, 12, 24, 48,
com razdo q = 2.

..) € uma P.G. crescente,

29) (5,5,5,5,5,...) ¢uma P.G. constante, com razdoq = 1.

39) [20, 10, 5, g, J é uma P.G. decrescente, em que

q=

N | =

49) (3, -6, 12, -24, ...
q=-2.

) € uma P.G. oscilante, em que

Termo geral da P.G.
Seja a P.G. (a,, a,, a;, ..., @, ...).

Assim, temos:

N
-

w

0 o o
Il

N VR« V)
N

o a Qo

w

a,=a,_,.q

Multiplicando membro a membro essas n - 1 igualdades,
temos:

(a,.a;.a,.....a,_,).a,=a,.(a,.3;.3,. .. .a,_,). 4.9.9 ... . q

(n-1) vezes

Simplificando os termos da expressao, obtemos:

a, =a,.q"!

Essa expressdo € a formula do termo geral da P.G.
Exemplo:

Determinar o sétimo termo da P.G. (1, 3, 9, ...).
Sabemos que a, = 1 e g = 3. Assim, temos:

a, =a,.q"'=a,=1.3"1'=a,=3=a,=729

Propriedades da P.G.

i) Cadatermo de uma P.G., a partir do segundo, é a média
geométrica entre o termo antecessor e o sucessor.

Ou seja, dada uma P.G. (a, b, ¢, ...), temos:

b2 = ac

Por exemplo, observe a P.G. (2, 6, 18, 54, 162, ...).
Temos: 62 =2 .18, 182 = 6. 54, etc.

i) O produto dos termos equidistantes dos extremos é

igual ao produto dos extremos.
Por exemplo, na P.G. (1, 2, 4, 8, 16, 32), temos:

1.32 = 2.16 = 4.8 =32

— —— ——
Produtodos  Equidistantes ~ Equidistantes
extremos dos extremos dos extremos

Notacdo Especial:

Representacdes convenientes de uma P.G.

i) P.G.com 3 termos: (5; X; xq], de razdo q.
q

i) P.G. com 4 termos: (%, 5, XQ; Xq ] de razdo q.
q q

X X ~

ifi) P.G. com 5 termos: (—2 =, X; XQ; Xq J de razao q.
¢ q

Soma dos n termos de uma P.G.

Considere a P.G. (a;, a,, a;, ..., @,_, @, ++.).

Sendo S, a soma dos seus n termos, temos:
S,=a,+a,+a,;+..+a =
S,=a,+aq+aqg+..+aq" ()

Multiplicando os dois membros da expressao (I) pela
razdo q, temos:

gs,=a,q+a,qg*+aqg®+..+agq" (Il
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Fazendo (II) - (I), obtemos:

an=91/q+91Af+%q{+/+alq"
- Sn=a1+9l/q+9@’f+/+%q“‘(

gs,-S,=aq -a, =
S(g-1)=a(q"-1)=

_ (-1
q-1

n

Essa expressdo € a formula da soma dos n termos de uma P.G.
Exemplo:
Calcular a soma dos 5 primeiros termos da P.G. (3,9, 27, ...).
Temos a, = 3 e g = 3. Logo:

a(q"-1) 3(3°-1) _3.242

S, =+ —= =5, = =

" q-1 5 3-1 ,  — 363

Soma dos infinitos termos
de uma P.G.

Em determinadas situacdes, podemos observar que a soma
dos infinitos termos de uma P.G. pode convergir para um valor
finito. Como exemplo, considere um quadrado de area igual
a 1. Vamos dividi-lo em retédngulos e quadrados menores,
indicando a area de cada parte, conforme a figura a seguir:

Quadrado de area 1

1
2
1
8
1
4 1
1 32
16 [1][-
64 |ifon

Observe que o quadrado pode ser subdividido em infinitas
figuras menores. A soma das areas dessas figuras é dada
i1 1 1 1 1
por: S+ +=+-—+—+-"—+...
2 4 8 16 32 64
Logo, dizemos que o limite dessa soma, quando o nimero
de parcelas tende ao infinito, é igual a 1, ou seja, a area do
quadrado original.

Assim, de maneira geral, a condigdo para que a soma dos
infinitos termos de uma P.G. acabe convergindo para um
valor finito é que a razdo q seja um nimero entre -1 e 1.

Logo, aplicando a férmula da soma, temos:

a,(q"-1)
S, = -1

Colecao 6V

Como g € um numero entre -1 e 1, a medida que n se
aproxima do infinito, o valor de q" converge para zero.

Portanto, a medida que n tende ao infinito, temos:

s = a1(0—1): -3, N
* q-1 q-1
a
S,= —*,para-1<qgq<1
1-q

Essa expressdo é a formula da soma dos infinitos termos
de uma P.G.

Exemplo:

Calcular o valor de x = 1+1+l+i+
3 9 27

O valor anterior corresponde a soma dos infinitos termos

39 27
Temosa, =1 e = =.Assim:
s,= -1 1.3

1-q 1_1 2 2
3

EXERCICIO RESOLVIDO

01. (Mackenzie-SP) A soma dos termos da progressdo
(371,372,373, ...) é
1 1
A) = B) 2 o 1 D) 4
2 4
Resolugéo:

Podemos escrever a P.G. anterior do seguinte modo:

lll,i,__. . Observe que a :q:l. Assim, temos:
3 9 27 ! 3

Produto dos n termos de uma P.G.

Consideremos a P.G. (a,, a,, a,, ..., a,, ...). Denotemos
por P o produto dos n primeiros termos dessa P.G. Assim,

a

temos:

P =a.a,a,.. a =

P =a.(a.9).(a.¢). ... .(a,.q" ") =

N Al +2+3+..+(N-1)
P =alq



Observe que o expoente de q na expressdo anterior é
igual a soma dos n - 1 termos da P.A. (1, 2, 3, ..., n - 1).
Logo, essa soma ¢ dada por:

_(a+a, )M-1) @+n-1)(n-1) _n(n-1)

S
not 2 2 2

Substituindo a soma na expressdao do produto dos

n termos, obtemos:

n(n - 1)
— 3" 2
P =al.q

EXERCICIOS RESOLVIDOS

02. (UFPE) Supondo-se que, numa progressdo geométrica,
0 1% termo € 1 e 0 6° termo é 32, assinalar a alternativa

que corresponde ao produto dos 6 primeiros termos dessa

progressao.

A) 4096 C) 5120 E) 10 000
B) 1024 D) 32 768

Resolugao:

Sabe-se que a, = a,.q""*, ou seja:
a,=2a,,0°'=32=19g"=q= %/3—2 =2

Portanto, o produto dos 6 primeiros termos da P.G.

é dado por:

n(n - 1)
—3" 2
P =alq

6.5
= P, =1°.22 =2 =32 768

03. (UNIFEI-MG) Considere uma progressdo geométrica (P.G.)
de 8 termos, em que a soma dos termos de ordem par é
510 e a soma dos termos de ordem impar é 255. Entdo,

a razao q dessa P.G. vale:

A) % B) % Q) 2.

Resolugao:

— — 2 4 6
S =a +a,+a,+a, =3, +a,9 +a,.q" +a,.q =

fmpar

a(l+q +q*+qg°)=255

— — 3 5 7 _
S, =a,+a,+a,+a;=a.q+a.q +a,q +a.q =

Pai
q(a, +a,.9° +a,.9* +a,.g°) =510 = g = % =2

Sy, =255
mpar

i progressio Geomgtrica

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01. (PUCRIo0) A sequéncia 10, 10x+1, 10x*2, ... representa
A) uma progressdo aritmética de razdo 10.
B) uma progressédo aritmética de razdo 1.

C) uma progressdo geométrica de razao 10.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

D) uma progressdo geométrica de razdo 1.

E) nem progressdo aritmética nem progressao
geométrica.

02. (PUC-RS-2015) O resultado da adigdo indicada

0,001 + 0,000001 + 0,000000001 + ... é
@ DI

1
9
B) L.
10
1
) —.
) 59
Dy 1.
100
By L.
999

03. (Unicamp-SP-2019) A figura a seguir exibe um pentagono
em que quatro lados consecutivos tém comprimentos
a, b, ce d. Se a sequéncia (a, b, ¢, d) é uma progressao
geométrica de razdo q > 1, entdo tan 0 € igual a:

A) é
B) q
(O) e

D) Vq

04. (PUC Minas) Depois de percorrer um comprimento de arco

de 12 m, uma crianga deixa de empurrar o balango em

@ que esta brincando. Se o atrito diminui a velocidade do

balango de modo que o comprimento de arco percorrido

seja sempre igual a 80% do anterior, a distancia

total percorrida pela crianga, em metros, até que o

balanco pare completamente, é dada pela expressdo

D=12+0,80.12+0,80.(0,80.12) + ... . Observando-se

que o segundo membro dessa igualdade é a soma

dos termos de uma progressdao geométrica, pode-se
estimar que o valor de D, em metros, € igual a

A) 24. B) 36. C) 48. D) 60.

Bernoulli Sistema de Ensino 31
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https://youtu.be/hHxPK_WdUGs
https://youtu.be/yuCl_9QzsCM
https://youtu.be/ZA0JMLnjEpE
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05.

06.

07.

08.

(UEFS-BA-2016)

Se infinitos quadrados, cujas areas formam uma
progressdo geométrica decrescente de razdo q, pudessem
ser empilhados, como na figura, e o quadrado da base
tivesse uma area de 1 m?, a altura da pilha, em m, seria:

1_
A L ) 1-\a E) infinita
1_
1-q q
1_
B) g9 D) 1+\/a
1-\a 1-q

(Mackenzie-SP-2015) Se os numeros 3, A e B, nessa
ordem, estdo em progressdo aritmética e os nimeros 3,
A - 6 e B, nessa ordem, estdo em progressdo geométrica,
entdo o valor de A é
A) 12.

B) 15.

C) 18.
D) 21.

E) 24.

(UFRGS-RS) Trés numeros formam uma progressao
geométrica de razdo 3. Subtraindo 8 unidades do terceiro
numero, obteremos uma progressdo aritmética cuja soma
dos termos é

A) 16.
B) 18.

c) 22.
D) 24.

E) 26.

(UFRGS-RS) Na figura a seguir, ABCD é um quadrado e
os tridangulos sombreados sdo triangulos semelhantes tais
que as alturas correspondentes formam uma progressao

fres ~ 1
geomeétrica de razao o

D ©

Colecao 6V

EXERCICIOS

Se o perimetro do tridangulo ABC é 1, a soma dos
perimetros dos quatro triangulos sombreados é

A 2. c) 13, EE
8 8 8
B) 11, D) 15,
8 8

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

PROPOSTOS

01.

02.

(PUC-SP-2018) A sequéncia (a,, a,, a, ...) € uma
progressédo aritmética de razdo 3, e a sequéncia (b,, b,,
b,, ...) € uma progressdo geométrica crescente.

Sabendoquea,=b,, a,,=b,ea,, =b,,ovalorde b,-a,é
A) 2.
B) 0.
C) 1.
D) -1.

(UEL-PR) A figura a seguir representa um modelo plano
do desenvolvimento vertical da raiz de uma planta do
mangue. A partir do caule, surgem duas ramificagées da
raiz e, em cada uma delas, surgem mais duas ramificagées
e, assim, sucessivamente. O comprimento vertical de
uma ramificagdo, dado pela distancia vertical reta do
inicio ao fim desta, é sempre a metade do comprimento
da ramificagdo anterior.

Modelo de raiz de planta de mangue

Sabendo que o comprimento vertical da primeira
ramificagdo é de h, = 1 m, qual o comprimento vertical
total da raiz, em metros, até h,?

1 1
1
= 2 1_2 ]

1
) L]
210
1

c) 2

|

[ ]
o) 2[1_

[ ]

9
1
10%0

E) 2|1 2—9]


https://youtu.be/_qPGe3VWGqs
https://youtu.be/6iFIBB2T2JQ
https://youtu.be/oQjPhL2uYUs
https://youtu.be/kE67NdsGu9Y
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03.

)

04.

©

05.

06.

07.

08.

(UFU-MG) Sejam a,, a,, a, nimeros reais cuja soma &
igual a 88. Sabendo-se que a, - 2, a,, a, estdo, nessa
ordem, em progressao geométrica de razao 6, determine
0 maior desses numeros.

A) 6
B) 12
c) 72
D) 24
E) 3

(UFSM-RS) No piso do hall de entrada de um shopping,
foi desenhado um quadrado Q, de 10 m de lado, no qual
estd inscrito um segundo quadrado Q, obtido da unido dos
pontos médios dos lados do quadrado anterior, e assim
sucessivamente, Q,, Q,, ..., formando uma sequéncia infinita
de quadrados, seguindo a figura. Dessa forma, a soma das
areas dos quadrados é de

A B A) 25 m2.
B) 25/2 m2,
C) 200 m2.
D) 5042 m2.
D c E) 100(2 + ¢/2) m2.

(Mackenzie-SP-2016) Sejam /,, (,, ..., /,,, 0S lados dos
quadrados Q,, Q,, ..., Q,,,, respectivamente.

Set, =1e( =2/ _,parak=2,3,..,100, a soma das
areas desses quadrados é igual a:

A 2.4 D) 5.4

1 1
B) Z.4gg E) 5.4100—1
C) % . (41°° = 1)

(PUC-SP-2017) Considere a progressdo aritmética
(3, a,, a,...) crescente, de razdo r, e a progressdo
geométrica (b,, b,, b,, 3, ...) decrescente, de raz&o q,
de modo que a, = b, e r = 3q. O valor de b, é igual a:

A) a, B) a, C) a D) a,

(UDESC-2015) Os numeros a, b e c sdo tais que a
progressdo geométrica S, = {5a - b, b, 48, ...} e a
progressdo aritmética S, = {c, a - b, -6a - ¢, ...} possuem
razoes opostas. Entdo, o valor de a + b + c é igual a

A) 3. C) 13. E) 10.

B) 20. D) 15.

(UECE-2016) Se a medida dos comprimentos dos lados de
um tridngulo retdngulo forma uma progressdo geométrica
crescente, entdo, a razdo dessa progressao é igual a:

1+\/§

A) > (®) >
8y L +2J§ 5 JEZ -1

09.

©

10.

©

11.

12.

(UECE-2016) Considere uma progressao aritmética, ndo
constante, com sete termos, cuja razdo € o nimero r.
Se o primeiro, o terceiro e o sétimo termo desta
progressdo formam, nesta ordem, os trés primeiros
termos de uma progressdao geométrica, entdo, a soma
dos termos da progressdo aritmética € igual a:

A) 27r B) 30r C) 33r D) 35r

(Unicamp-SP) Para construir uma curva “floco de neve”,
divide-se um segmento de reta (Figura 1) em trés partes
iguais. Em seguida, o segmento central sofre uma rotagao
de 60°, e acrescenta-se um novo segmento de mesmo
comprimento dos demais, como o que aparece tracejado
na figura 2. Nas etapas seguintes, o mesmo procedimento

€ aplicado a cada segmento da linha poligonal, como esta §
ilustrado nas figuras 3 e 4. '<_t
Figura 1 =
L
\ =
) <
' =
GO Figura 2
Figura 3
Figura 4

Se o0 segmento inicial mede 1 cm, o comprimento da curva
obtida na sexta figura é igual a
5]
C) 4 cm.
3

6
D) [%] cm.

(ESPM-SP-2017) Na progresséo geométrica (1, 2, 4, 8, ...),
sendo a, 0 n-ésimo termo e S_ a soma dos n primeiros
termos, podemos concluir que:
A) S, =2.a,

B) S,=a,+1

C) s, =a,,+1

D)S,=a,, -1

E) S,

n+1

2.a

(UFRGS-RS-2016) Considere o padrao de construgdo
representado pelos tridngulos equilateros a seguir.

A

Etapa 3

Etapa 1 Etapa 2

O perimetro do tridngulo da etapa 1 é 3 e sua altura é h;
a altura do tridangulo da etapa 2 é metade da altura do triangulo
da etapa 1; a altura do triangulo da etapa 3 é metade da
altura do triangulo da etapa 2 e, assim, sucessivamente.

Assim, a soma dos perimetros da sequéncia infinita de
tridngulos é

A) 2. B) 3. C) 4. D) 5. E) 6.

99
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https://youtu.be/4YV0lQuwYAw
https://youtu.be/2pzywSAHwJY
https://youtu.be/Kp6nwiPXQe0
https://youtu.be/HsccQebWZmo
https://youtu.be/hKpizCXMafM
https://youtu.be/SMQYKqtc3lI
https://youtu.be/IqIxlK5TLXQ
https://youtu.be/s6y9XVV2H4M

13.

)

14.

©

15.

16.

17.

(PUC-SP-2016) Seja o triangulo equilatero T, cujo lado
mede x cm. Unindo-se os pontos médios dos lados de T,,
obtém-se um novo tridngulo equilatero T,; unindo-se os
pontos médios dos lados do tridngulo T,, obtém-se um
novo triangulo equilatero T,; e, assim, sucessivamente.
Nessas condigdes, se a area do triangulo T, € igual a

253

64
A) 640.

cm?, entdo x é igual a

B) 520. C) 440. D) 320.
(UFRGS-RS-2015) Para fazer a aposta minima na Mega-
-sena, uma pessoa deve escolher 6 nimeros diferentes
em um cartdo de apostas que contém os numeros de
1 a 60. Uma pessoa escolheu os nimeros de sua aposta,

formando uma progressdo geométrica de razéo inteira.
Com esse critério, é correto afirmar que

A) essa pessoa apostou no numero 1.

B) a razdo da P.G. é maior do que 3.

C) essa pessoa apostou no nimero 60.

D) arazdo da P.G. é 3.

E) essa pessoa apostou somente em ndmeros impares.

(ESPM-SP-2016) Em uma PG estritamente crescente,
o terceiro termo é 98 e o quinto termo é 4 802. Se x
€ a soma dos dois primeiros termos dessa PG, entdo o
valor de log, x &

A) C)

4
E) —.
) 3

B) D)

NI~ AW
AR WIN

(UECE-2016) Seja X,, X,, X3, ...; uma progressao
geométrica cuja razdo é o numero real positivo q.
Se x; = 249 e x; + X, = 90, entdo, o termo x, desta
progressao € um numero

A) inteiro.

B) racional maior do que 7,1.

C) irracional maior do que 7,1.

D) racional menor do que 7,0.

(UERJ-2017) Em uma atividade nas olimpiadas de
matematica de uma escola, os alunos largaram, no
sentido do solo, uma pequena bola de uma altura de
12 m. Eles observaram que, cada vez que a bola toca o
solo, ela sobe e atinge 50% da altura maxima da queda
imediatamente anterior. Calcule a distancia total, em
metros, percorrida na vertical pela bola ao tocar o solo
pela oitava vez.

SECAO ENEM

01.

(Enem-2018) Torneios de ténis, em geral, sdo disputados
em sistema de eliminatdria simples. Nesse sistema, sdo
disputadas partidas entre dois competidores, com a
eliminagdo do perdedor e promogao do vencedor para
a fase seguinte. Dessa forma, se na 12 fase o torneio
conta com 2n competidores , entdo na 22 fase restardo n
competidores, e assim sucessivamente, até a partida final.
Em um torneio de ténis, disputado nesse sistema,
participam 128 tenistas.

02.

03.

O O

O O O O O O

O

Para se definir o campedo desse torneio, o nimero de
partidas necessarias € dado por

A) 2.128

B) 64+32+16+8+4+2

C) 128+64+32+16+8+4+2+1
D) 128+ 64 +32+ 16 +8+4 + 2

E) 64+32+16+8+4+2+1

(Enem-2017) Atualmente, a massa de uma mulher é 100 kg.
Ela deseja diminuir, a cada més, 3% da massa que possuia
no més anterior. Suponha que ela cumpra sua meta.

A sua massa, em quilogramas, daqui a dois meses, sera

A) 91,00. D) 94,33.
B) 94,00. E) 96,91.
C) 94,09.

(Enem-2016) Para comemorar o aniversario de uma
cidade, a prefeitura organiza quatro dias consecutivos
de atragdes culturais. A experiéncia de anos anteriores
mostra que, de um dia para o outro, o nimero de
visitantes no evento ¢ triplicado. E esperada a presencga
de 345 visitantes para o primeiro dia do evento.

Uma representacdo possivel do nimero esperado de
participantes para o ultimo dia é:

A) 3.345 D) 3.4.345
B) (3 + 3 + 3).345 E) 3%.345
C) 33.345
Meu aproveitamento //\)
Acertei_ Errei____
01. C O 04.D O 07.B
02. E O 05.D O 08.D
03. A O 06.B
Acertei _ Errei _
01. A O 07.E O 13.D
02. C O 08.B O 14. A
03. C O 09.D O 15. E
04. C O 10.cC O 16.B
05. C O 11.D O 17.36m
06. B O 12. E
Acertei__ Errei___
01. E O 02.C O 03.C

/Totaldos meus acertos: de . %



https://youtu.be/yaa8qdDJaX0
https://youtu.be/XEqoidpCMJ4
https://youtu.be/vLBU0TneWC8

MATEMATICA

Matrizes
INTRODUCAO l@@

Em varias situacGes envolvendo diversas areas da ciéncia,
as informacgdes sdo apresentadas na forma de uma tabela
retangular, formada por linhas e colunas. Tal formatagdo
justifica-se pela notavel organizagdo propiciada por essa
configuragdo, aliada a facilidade de se efetuar varios calculos
simultaneos com os dados nesse formato. Essa tabela
retangular é chamada de matriz.

A teoria das matrizes encontra aplicacdo em diversas
areas, tais como Computacgdo, Engenharia, Fisica, Economia,
Administracdo, entre outras. Na Matematica, as matrizes
integram a teoria da chamada Algebra Linear, da qual fazem
parte também os Determinantes e os Sistemas Lineares.

DEFINICAO DE MATRIZ ﬁgl

Vamos considerar a tabela a seguir, que indica o
faturamento de trés filiais de uma empresa, nos meses de
janeiro e fevereiro de um certo ano:

1 850 000
765 000
2 340 000

Essa tabela é um exemplo de matriz, e pode ser

2 014 000
1 023 000
1890 000

representada nos seguintes formatos:

Colchetes

[ 1850000 2014 000
765 000 1023 000
| 2 340 000 1 890 000

Parénteses

1850 000 2 014 000
765 000 1023 000
2 340 000 1 890 000

OBSERVAGAO

Cada matriz anterior é formada por 3 linhas e 2 colunas.

Barras Duplas

1 850 000 2 014 000
765 000 1 023 000
2 340 000 1 890 000

Por isso, dizemos que elas sdo de ordem 3 x 2.

De maneira geral, podemos definir uma matriz como uma
tabela numérica na qual os elementos estdo dispostos em

linhas e colunas.

FRENTE = MODULO

B 22

REPRESENTAGAO GENERICA |@@,

Consideremos a matriz genérica A__, ou seja, com m
linhas e n colunas. Assim, temos:

a, 4, a; - 9,
9, 9 9y Ay
A= 9, 9, 45 gy
4 % % 9,

Cada elemento da matriz A ¢ indicado por a,. O indice i
indica a linha, e o indice j, a coluna a que os elementos
pertencem. As linhas sdo numeradas da esquerda para a
direita, enquanto as colunas sdo numeradas de cima para
baixo. Por exemplo, a,, representa o elemento da linha 2
e coluna 3.

1850 000 2 014 000

765 000 1023 000

2 340 000 1 890 000

Considerando a matriz

a,=1850000 a,=2 014 000

a, =765000  a, =1023 000

a, =2340 000 a, =1890 000

OBSERVAGAO

Uma matriz pode estar representada de forma abreviada,
por meio de uma lei de formagao.

Exemplo:
Escrever na forma de tabela a matriz A = (a), 5, tal que
a,= 4 + 3j.

Nesse caso, a matriz é dada por A=| a,, a,_ a

Vamos calcular o valor de cada um dos termos da matriz,
utilizando a lei de formagdo dada:

a,=4.1+3.1=7 a,=4.1+3.2=10 a,=4.1+3.3=13

a, =4.2+3.1=11 a,=4.2+3.2=14 a23=4.2+3.3=17
a,=4.3+3.1=15 a,=4.3+3.2=18 a,_,=4.3+3.3=21
7 10 13
Portanto, em forma de tabela temos A=| 11 14 17 |
15 18 21
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MATRIZES ESPECIAIS I@@|
Matriz Linha

E toda matriz que possui uma Gnica linha (ordem 1 x n).

Exemplo:

A=[3 4 -1]é uma matrizlinha 1 x 3.

Matriz Coluna

E toda matriz que possui uma tnica coluna (ordem m x 1).

Exemplo:
4
0
B=| 1 é uma matriz coluna 5 x 1.
2
-100
Matriz Nula

E toda matriz que possui todos os elementos iguais a zero.
Exemplo:

0 00|,
0=[o 0 o}eamatriznula3x3.
000

Matriz Quadrada

E toda matriz na qual o nimero de linhas é igual ao de
colunas. A matriz quadrada do tipo n x n pode ser chamada
de matriz de ordem n.

Exemplo:
Tomemos uma matriz genérica 3 x 3. Assim, temos:
Diagonal Diagonal
principal  secundaria
¥ ¥

Observe que a diagonal principal é formada pelos
elementos i = j. Ja a diagonal secundaria é formada pelos
elementosi+j=n+ 1.

Matriz Diagonal
E toda matriz quadrada em que os elementos situados
fora da diagonal principal sdo nulos.
Exemplo:
12 0 0
0 21 0O
0 0 1
3
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Matriz Identidade (ou Matriz Unidade)

E toda matriz quadrada em que os elementos situados
fora da diagonal principal sdo nulos, e os elementos da
diagonal principal sdo iguais a unidade. Representamos a
matriz unidade de ordem n por I .

Exemplos:
19) I

[ 1] (Matriz identidade de ordem 1)

1

10
20) 1, [ 01 } (Matriz identidade de ordem 2)

1 00
3°) IL,=| 0 1 0 | (Matriz identidade de ordem 3)
001

E assim por diante.

Matriz Oposta

Dada a matriz A, sua oposta -A é obtida trocando-se os
sinais dos elementos da A.

Exemplo:

SejaA:[ 1 6 ] Ent3o, —Az[ -1 -6 :|
-11 9 11 -9

Matriz Transposta

Dada uma matriz A do tipo m x n, chama-se transposta
de A a matriz At, do tipo n x m, que possui as linhas
ordenadamente iguais as colunas de A e as colunas
ordenadamente iguais as linhas de A.

Exemplo:
8 21
Seja A=| 8 0 13 Entso A'=| 0 —4 |.
21 -4 1 13 1

Propriedades da Transposta

Sendo A e B matrizes e o um numero real, e supondo as
operagles a seguir possiveis, temos:

i) (A+B)=A+Bt
i) (a.A)=a.A
i) (A) = A

iv) (A.B)=B.A

OBSERVACOES

Uma matriz quadrada A é dita simétrica se A = At
Uma matriz quadrada A é dita antissimétrica se A = -At.



EXERCiCIO RESOLVIDO

01. (UFRGS-RS) Uma matriz A é dita simétrica quando

2
A = At Sabendo que a matriz 4 ?5/ é simétrica,
z 6

WX =

qual é o valorde x + y + z?

Resolucao:

1 x 3

A matriz transposta da matrizdada éiguala| 2 4 3
y 56

1 2y 1 x 3

Igualando as matrizes, temos | x 4 5 | = 2 4z
3z6 y 56

Logo,x=2,y=3ez=5.
Portanto, x +y+z=2+3+5 = 10.

OPERACOES ENTRE MATRIZES

Igualdade de matrizes

Sejam duas matrizes A e B de mesma ordem m x n.
As matrizes A e B sdo iguais se, e somente se, todos os
elementos correspondentes de A e B sdo iguais.

Exemplo:
Determinar os valores de x, y e z na igualdade a seguir:

2x 4 |_| 8 z

6 5y 6 -15
Igualando-se os termos correspondentes, obtemos:
2x=8= x=4

z=4
S5y=-15= y=-3

Adicao de matrizes

Sejam A e B duas matrizes de mesma ordem m x n.
Chamamos de soma das matrizes A e B a uma matriz
C = A + B,também do tipo m x n, tal que seus elementos
sejam obtidos somando-se os elementos correspondentes
das matrizes A e B.

Exemplo:

Dadas as matrizes

A=[21 0 -11 6]e5=[8 -13 55 7 ]
81 15 6 1 -3 18

determinar a matriz A + B.

A+B=[21+8 0-13 -11+55 6+7 }ﬁ
8+6 1+1 1-3 5+18

A+B=[29 -13 44 13}
14 2 -2 23
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Propriedades da adicao de matrizes

Sendo A, B e C matrizes de mesma ordem e O a matriz
nula, e supondo as operacgdes a seguir possiveis, temos:

Comutativa A+B=B+A

Associativa (A+B)+C=A+(B+0C)

Elemento neutro A+0=0+A=A

Elemento oposto A+ (-A)=(-A)+A=0

Multiplicacao de uma matriz por
um numero

Seja k um numero real e A uma matriz do tipo m x n.
Definimos o produto de k por A, representado por k.A, como
uma matriz B, também do tipo m x n, tal que seus elementos
sao obtidos multiplicando-se todos os elementos da matriz A
pelo nimero k.

Exemplo:
1 11
Dada a matriz A = 2 ?1 , obter a matriz 5.A.
1 0
Resolugao:
5.1 5.11 5 55
5A = 5.0 5.3 |_| 0o 15
5.4 5.4 20 20
5.1 5.0 5 0

Multiplicacao de matrizes

Sejam as matrizes A e B . Chama-se produto
das matrizes A e B, nessa ordem, a matriz C,.p tal
que cada elemento c; da matriz C € obtido pela soma
dos produtos dos elementos da linha i de A pelos

da coluna j de B.

OBSERVAGOES

i) Somente é possivel a multiplicagdo de duas matrizes,
se 0 numero de colunas da primeira matriz for
igual ao nimero de linhas da segunda matriz,
isto é:

Anvn Bnxo

L1

3A.B

ii) Na matriz produto C_ , o nimero de linhas é
igual ao nimero de linhas da primeira matriz,
e o numero de colunas € igual ao nimero de colunas
da segunda matriz.
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Exemplo:

Sejam as matrizes A:[1 3]eB=[3 4 1].
0 4 2 -1 0

Observamos que o produto A.B existe, pois o numero
de colunas de A é igual ao nimero de linhas de B.
Podemos utilizar o seguinte algoritmo:

Escrevemos, inicialmente, a matriz A e, em seguida,
escrevemos a matriz B. O produto A.B € obtido do seguinte
modo:

Multiplicamos cada elemento de uma determinada linha de
A pelo elemento correspondente de uma coluna de B. Em
seguida, somamos esses produtos, obtendo o elemento
correspondente da matriz produto A.B.

3| 4|[1]_ 1.3+3.2 1.4+3.(-1) 1.1+3.0 911
' 0.3+4.2 0.4+4.(-1) 0.1+4.0| |8-40
Propriedades da multiplicacao

de matrizes

Sendo A, B e C matrizes e a. um nimero real e supondo

as operagOes a seguir possiveis, temos:
i) Associativa A.(B.C) = (A.B).C
ii) Distributiva a esquerda A.(B+ C)=AB+ A.C
iii)Distributiva a direita (A+B).C=AC+B.C

Além das anteriores, temos:

Elemento neutro
I1.A =A
m m

x n mxn

(a.A).B = A.(a.B) = a.(A.B)

OBSERVAGAO

Dadas as matrizes A e B, e supondo que o produto A.B
exista, ha trés possibilidades para o produto B.A:

12 possibilidade: B.A pode ndo existir.
23 possibilidade: B.A pode existir e ser diferente de A.B.
3@ possibilidade: B.A pode existir e ser igual a A.B.

No terceiro caso, dizemos que as matrizes A e B comutam
na multiplicagdo.

Exemplo:

Dadas as matrizes A =[ 20 ] eB =[ 12 ], determinar,
13 20

caso exista:

A) A2

Temos que A% = A.A. Efetuando o produto, obtemos:
_]2.2+0.1 2.0+0.3|_|4 0
13 1.2+3.1 1.0+3.3 59
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B) A.B
_|2.1+0.2 2.2+0.0|_| 2 4
2/ 0 1.1+3.2 1.2+3.0 7 2
C) B.A
_|1.2+2.1 1.0+2.3|_|4 6
1/(3 2.2+0.1 2.0+0.3 40
OBSERVACAO

Embora existam A.B e B.A, as matrizes obtidas ndo
sdo iguais. Portanto, dizemos que A e B ndo comutam na
multiplicagdo.

EXERCiCIO RESOLVIDO

2. (Unisa- zesA=| 1 -1 B=[01]
0 (Unisa-SP) Dadas as matrizes [2 3 e 38l

entdo, calculando-se (A + B)?, obtém-se:

) 1 60
A | 60 121} D)[1 121}
1 o0 11
B) | 25 121] E)[l 1}
(10
©) 48}
Resolugao:

Inicialmente, temos:
1 -1 0 1 |_|1+0 -1+1 |_|1 O
A+B‘[2 3]{3 8} [2+3 3+8] [5 11]

Logo, (A + B)? é dada por:
R R osrwd
MATRIZES INVERSAS

Introducao

O conceito de matriz inversa nasceu da necessidade
de se resolver equagbes matriciais da forma A.X = B.
Como nao existia um equivalente matricial da divisdo,
0s matematicos desenvolveram um conjunto de técnicas
para efetuar uma operagao chamada inversao de matrizes,
de maneira similar ao calculo do inverso multiplicativo
de um numero real.

Definicao
Dada a matriz A
At tal que:

chamamos de sua inversa a matriz

nxn’/

nxn/

A =1

n*"*nxn nxn

-1 = -1
Anxn'A nxn A nx

€ a matriz identidade de ordem n.

nxn

Na formula, I
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OBSERVAGAO EXERCICIOS DE
Convém ressaltar que uma matriz A pode ndo possuir inversa.
Caso possua, A é dita inversivel (ou investivel), e sua inversa A P R E N D I ZAG E M

€ Unica. Caso contrario, a matriz A é chamada singular.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

01. (IFAL-2016) A matrizA tem elementos definidos pela

(2% 3)

Obtencao da matriz inversa @ express3o a, = i - 2. Portanto, a matriz A é:
' . 0o 7
Exemplo: n [0 -3 -8 ] D) | 3 4
Calcular a inversa da matriz A = [ 2 ; ] 7 4 -1 8 -1
< 7 By | 0 7 26 S A
Seja a matriz inversa dada por At = vyt . Assim, temos: -3 4 23 1 0 -1
<
0 -3 o
AAt=T=| 2 1 x 2z | 107, O 5 4 >
0 3 y t 01 <
26 23 E
2x+y 2z+t 10 . ab 1 =
= - = <
[ 3y 3t ] [ 01 ] 02. (UFOP-MG) Dadas as matrizes A [_1 1 a] e s
Igualando termo a termo, obtemos os seguintes sistemas: @
B=|1 -1 0 | sabe-sequeA.Bt=| 3 4 |. 0O valor
1 z=-1 0 10 21
X== 6 .
{2x+y=1© 2 {22+t=0<:> e dea+bé
3y=0 ye—o 3t=1 o1 A) 3. B) 7. ) 10. D) 11.
B 3
11 03. (FGV-2018) Seja A = (a,),,, uma matriz tal que
Portanto, At =| 2 6 a = iseisi p inversa da matriz A, denotada por A%,
! 1 (), seiz ]
0 3 € a matriz:
21 12 2.1
Unicidade da matriz inversa A) 2 |8 3 E)| 3 6
i o= 1.2 1.1
Se a matriz A é inversivel, entdo a sua inversa é Unica. L 2] L 6 3 3 6
Demonstragéo: __2 l— 12
Suponhamos, por absurdo, que exista uma outra matriz B, B) f D) 16 23
talque A.B=B.A=1. -1 5 5 3

Sabemos que A.At = 1.

Multiplicando-se, a esquerda, ambos os membros 04. (PUCRS-2015) Dada a matriz A:[ 11 } e a funcio f
da equagdo anterior, temos: 11 !
ni i 1 = yx2 —
B.(A.A) = B.I= (B.A).A = B.I @ definida no conjunto das matrizes 2 x 2 por f(x) = x2 - 2x,
Mas, B.A = 1. entaf) f(A) é:
Logo, I.A-t = B.I e, portanto, At = B, A | -1 -1 ] D) [ ; g :|
-1 -1
Portanto, a matriz inversa de A é Unica.
. . E 3 3
Propriedades da matriz inversa B) g g] ) [3 3]
Sejam A e B matrizes quadradas de mesma ordem. Assim, r
temos: o |11 }
L1 1

i (At)'=a _ .
05. (Unicamp-SP-2016) Em uma matriz, chamam-se elementos
i) (A‘)_l (A1) internos aqueles que ndo pertencem a primeira nem a ultima
i =(A-

linha ou coluna. O nimero de elementos internos em uma
matriz com 5 linhas e 6 colunas € igual a

i) (AB) =BA" A) 12. B) 15. ) 16. D) 20.
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06. (ESPM-SP) Duas matrizes quadradas de mesma ordem X+y X-y ]
e

03. (Uncisal) Dadas as matrizes A:[
@ sdo inversas se o seu produto é igual a matriz identidade 3 1
Bz[ 10 0 ], os valores de x e y de modo que

daquela ordem. Sendo A=[ 3 11 ] e B=[ Xy ] 0 10
- 20 A.A" = B sdo:
matrizes inversas, o valorde x +y + z + w é A) x=y=-1 D) x=y=-2
A) 0. C) -2. E) -4. B) x=-2,y=1 E) x=y=2
B) 1. D) 3. C) x=1,y=-2
1 a
07. (UEA-AM-2016) Considere as matrizes A=| 2 -2 |, 04. (UEG-GO-2016) Tatiana e Tiago comunicam-se entre si por

b -4 # meio de um coédigo préprio dado pela resolugdo do produto
B =[ _11 _b2 J eC=| 2 a-1 |, taisqueA.B=2.C. @ entre as matrizes A e B, ambas de ordem 2 x 2, em que cada

1 b letra do alfabeto corresponde a um nimero, isto é,a =1,
O valor de b2 é b=2,¢c=3,.. 2= 26. Por exemplo, se a resolugao de
A) 28. Q) 32. E) 36. A.B for igual a [ 113 ], logo, a mensagem recebida é
B) 30. D) 34. 15 18

amor. Dessa forma, se a mensagem recebida por Tatiana
08. (Unifor-CE) A matriz inversa da matriz [ & z ] é a matriz

(I °

foi flor e a matriz B =[ ; _11 ], entdo a matriz A é

A -8 7 C _
Calcule o valorde a + b + c + d. )[ 810] )[ 8 5]
- -7 11
A1 C) 3 E) 5
B) 2 D) 4 B)[—G 6] D)[—G _7}
-7 11 6 11
EXERCiC'OS 05. (UFG-GO) Uma metaltrgica produz parafusos para

escareados e sextavados, que sdo vendidos em caixas
grandes, com 2 000 parafusos, e pequenas, com 900,
cada caixa contendo parafusos dos trés tipos. A tabela 1,
a seguir, fornece a quantidade de parafusos de cada tipo,

RESOLUCOES NO R A ~ A .
®Bernoulh Play @ moveis de madeira em trés tipos, denominados soft,

PROPOSTOS

01. (Insper-SP) Considere as matrizes A=[ 30 5

: B U contida em cada caixa, grande ou pequena. A tabela 2
B = 0 3 L X= X |a Y= x2 . Se x e y sdo as fornece a quantidade de caixas de cada tipo, produzida
0 yZ em cada més do primeiro trimestre de um ano.
- = = 07 « Tabela 1
solugdes nao nulas da equagdo AY +B.X=|" , entao
, . 0 Parafusos /
e Igual ° - m
A) 6. C) 8. E) 10. Soft 200 500
B) 7. D) 9. Escareado 400 800
, i Sextavado 300 700
02. (UFRGS-RS) A = (a,) é uma matriz de ordem 2 x 2 com
a,=2'sei=jea ;=0seixj. AinversadeA é: Tabela 2
1 Caixas /
= 0 2 0 més
A) 2 D)
1 0 -4
0 = Pequena 1500 2 200 1300
L 4
r 1 Grande 1200 1 500 1 800
-= 0
B) 2 E) [ 2 0 ]
o -1 0 2% Associando as matrizes
4
o Al igg ggg . B_[lSOO 2 200 1300]
C) = =
0 4 300 700 1200 1500 1800
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06.

07.

08.

09.

as tabelas 1 e 2, respectivamente, o produto A.B fornece
A) o numero de caixas fabricadas no trimestre.

B) a producgdo do trimestre de um tipo de parafuso,
em cada coluna.

0
D)
E)

a produgdo mensal de cada tipo de parafuso.
a producéo total de parafusos por caixa.
a produgdo média de parafusos por caixa.

(UEA-AM-2017) Considere as matrizes A = (a m ),.5 COM

a
e C=|b|, com a, b e c nimeros reais.

a; = i, B= 5
2
c

Sabendo que A.C = B e que b + ¢ = 0, o valor de
a.b.c éigual a

A) -40. B) -20. C) -10. D) O.
110
(Mackenzie-SP-2015) Se A=| 01 0 |,
001
100 00O
B=| 010l C=|l 0oo0o e os inteiros x e y
001 00O

sdo tais que A% + x.A + y.B = C, entdo:
A) x=0 C) x=-2
B) x=1 D) x=-1

E) x=2

(UEL-PR) Uma industria utiliza borracha, couro e tecido
para fazer trés modelos de sapatos. A matriz Q fornece
a quantidade de cada componente na fabricagdo dos
modelos de sapatos, enquanto a matriz C fornece o custo
unitario, em reais, destes componentes.

Dados:

borracha couro tecido

delo 1 10 | borracha
2 ! ! moeee ¢ 50 | couro
1 2 0 modelo 2 30 | tecid
2 0 2 modelo 3 ecdo

A matriz V que fornece o custo final, em reais, dos trés
modelos de sapatos é dada por:

110 80 100
A) v=[120 C) v=[110 E) V=|110
80 80 80
90 120
B) V=|100 Dby V=|110
60 100

ab
c d
de ordem 2, a soma de todos os elementos da matriz

M = A.At é dada por:
A) a2+ b?+c?+d?
B) (a+b+c+d)?
C) (a + b)2 + (c + d)?

(ESPM-SP) Sendo A:[ } uma matriz quadrada

D) (a +d)?+ (b + c)?
E) (a+c)+(b+d)?

10.

©

11.

©

12.

13.

(Unicamp-SP-2015) Considere a matriz A =|: ta) (1) ], em

que a e b sdo numeros reais. Se A2 = A e A é invertivel,

entéo
A) a=1eb=1. C) a=0eb=0.
B) a=1eb=0. D) a=0eb=1.

(FUVEST-SP) Sejam a e B numeros reais com

T T
-— <a< — e0 < B < Seosistema de equagdes, dado

|2 21

3 6 tg o

em notagao matricial, [

6 8 || cosp S
for satisfeito, entdo o +p € igual a: ':,;
=
[T}
A) -T c) o E) 2
3 =
B) -~ D)
6 6

(UFU-MG) Seja A uma matriz de terceira ordem com

1 -1
elementos reais. Sabendo-se que A 0 |= 4
0 2

conclui-se que -1, 4 e 2 sdo os elementos da
A) diagonal da transposta de A.

B) primeira coluna da transposta de A.

C) primeira linha da transposta de A.

D) dltima linha da transposta de A.

(UEL-PR-2015) Uma reserva florestal foi dividida em
quadrantes de 1 m2 de area cada um. Com o objetivo de
saber quantas samambaias havia na reserva, o nimero
delas foi contado por quadrante da seguinte forma:

NUmero de samambaias NUmero de
por quadrante quadrantes

0 8
12
7
16
14
6

=N

U WNH

O elemento a, da matriz A corresponde ao elemento bu
da matriz B, por exemplo, 8 quadrantes contém 0 (zero)
samambaia, 12 quadrantes contém 1 samambaia.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente, a
operagdo efetuada entre as matrizes A e B, que resulta
no nimero total de samambaias existentes na reserva

florestal.
A) A'xB C) AxB E) A+B
B) Btx At D) Atx Bt

41
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14.

15.

(UESC-BA) O fluxo de veiculos que circulam pelas ruas

de mao dupla 1, 2 e 3 é controlado por um semaforo,

de tal modo que, cada vez que sinaliza a passagem de

veiculos, é possivel que passem até 12 carros, por minuto,
0 90 36

de uma rua para outra. Na matriz S=({90 0 75| cada
36 75 0

termo S, indica o tempo, em segundos, que o semaforo

fica aberto, num periodo de 2 minutos, para que haja o

fluxo da rua i para a rua j.

Entdo, o nimero maximo de automoveis que podem

passar da rua 2 para a rua 3, das 8h as 10h de um

mesmo dia, é

A) 432. C) 900. E) 1100.
B) 576. D) 1 080.

(Unicamp-SP-2017) Sendo a um numero real, considere

a matriz [ (1) al ] Entdo, A1 é igual a:
10

o (59
1 a

B)
=y
11

Cc

) |1 1]

D) 1 a2017

0 -1

SECAO ENEM

01.

(Enem-2018) A Transferéncia Eletrénica Disponivel (TED) é
uma transagao financeira de valores entre diferentes bancos.
Um economista decide analisar os valores enviados por meio
de TEDs entre cinco bancos (1, 2, 3, 4 e 5) durante um més.
Para isso, ele dispOe esses valores em uma matriz A = [aij],
emquel <i<5el<j<5 eoelemento a; corresponde
ao total proveniente das operagoes feitas via TED, em milhdo
de real, transferidos do banco i para o banco j durante o
més. Observe que os elementos a, = 0, uma vez que TED
€ uma transferéncia entre bancos distintos. Esta é a matriz
obtida para essa analise:

02022
00210
A= 1 2 011
02200
20110

Com base nessas informagdes, o banco que transferiu a
maior quantia via TED é o banco

A) 1. D) 4.
B) 2. E) 5.
c) 3.

Colecao 6V

02. (Enem)Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas
de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que as
entradas numéricas da tabela formavam uma matriz 4 x 4,
e que poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas
usando produto de matrizes. Todas as provas possuiam
0 mesmo peso, e a tabela que ele conseguiu é mostrada

a seguir.
10 20 30 40
bimestre | bimestre | bimestre | bimestre

6,2 5,6 5,9 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida
a partir da tabela por:

A) 1111] D)[1]
2222 >
1

JEES :
(44 44 =
2

oy E) [ 1]
1 4

1 z
4

z

4

GABARITO Meu aproveitamento /,/\7'

Aprendizagem  Acertei Errei
O 01. A O 04.B O 07.C
O 02.D O 05. A O 08.C
O 03.E O 06. A

Propostos Acertei Errei
O o1.C O 06.B O 11.B
O 02.C O 07.C O 12.C
O 03.cC O 08.E O 13.A
O 04.B O 09. E O 14.C
O 05.C O 10. B O 15.B

Sec;éo Enem Acertei Errei
O 01. A O 02. E

/ Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/hJkTbVqnWLY

FRENTE = MODULO

MATEMATICA B 23

Determinantes
INTRODUCAO ﬁgl

Determinantes sdo nimeros associados a matrizes
quadradas. Tais numeros eram utilizados, por volta do
século XVII, na resolugdo de sistemas lineares.
Os determinantes sdo obtidos por meio de técnicas

especificas de cdlculo, que serdo vistas a seguir.

REPRESENTACAO I},

Considere, como exemplo, a matriz quadrada A = [ g i ]

Seu determinante é representado de dois modos:

det A ou

31
0 4

DETERMINANTE
DAMATRIZ 1 x 1

Dada a matrizA = (a
seu unico elemento.

|@@|

1)1, O seu determinante é igual ao

Exemplo:

A=[5] = detA=5

DETERMINANTE 5
DAMATRIZ2x2 ")

O determinante de uma matriz quadrada de ordem 2
é dado pela diferenca entre o produto dos elementos
da diagonal principal e o produto dos elementos da

diagonal secundaria.

Exemplo:

A=|4 1| detA=
2 6 Y

detA=4.6-2.1=24-2=22

DETERMINANTE (5
DAMATRIZ3x3 " CJI

O determinante da matriz de ordem 3 é calculado pela
Regra de Sarrus, que é descrita a seguir:

4 3 2
SejaamatrizA=| 5 0 4
213

19) Escrevemos os elementos da matriz repetindo
ordenadamente as duas primeiras colunas:

4 3.2,4 3
detA= |5 O><4 5/0
2 1><3 2\1
NN N
- - = + + +

29) Acompanhando os tragos em diagonal, multiplicamos
os elementos entre si, associando-lhes o sinal
indicado. Assim:

det A =
4.0.3+43.4.24+2.5.1-2.0.2-1.4.4-3.5.3>
detA=0+24+10-0-16 -45 =det A = -27

DETERMINANTE DE ORDEM o5
MAIOR OU IGUAL A 4 G

Antes de introduzirmos o teorema que nos permitira calcular
determinantes de ordem maior que 3, apresentaremos,
inicialmente, alguns conceitos.

Menor Complementar [Dij]

Seja A uma matriz de ordemn, n > 1, e a; um elemento
dessa matriz. Se eliminarmos a linha i e a coluna j, isto &,
a linha e a coluna do elemento a,, obteremos uma matriz
de ordem n - 1, cujo determinante sera chamado de menor
complementar do elemento a; e indicado por D;.

Exemplo:

Seja a matriz A =

N OB
w0 O N

0
7 |- Encontrar D,..
3
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medulo 23 [

Identificamos o elemento que se encontra na linha 2 e na Inicialmente, vamos escolher a primeira linha como
coluna 3 e eliminamos a linha 2 e a coluna 3. Veja: referéncia. Assim, temos:

4700 det (A) = a,,.A, ta,A,+a.,A +a, A, =
A=|5 9 7 1.(-1)}**1D,, +0.(-1)**2D,, + 2.(-1)**3.D,; + 0.(-1)***.D,, =

2 8 3/,

111 4 11
det(A)=D,,+2D,,=|3 0 1(+2] 2 3 1|=

Logo, D,, = ‘z‘g =8.4-2.7=18. 322 132

[0+3+6-(0+6+2)]+2.[24-1+6-(-3+4+12)]=

det(A)=1+2.16=1+32=233
Cofator ou complemento

algébrico (Aij]

Portanto, det (A) = 33.

o e o % PROPRIEDADES DOS
— DETERMINANTES -

A, = (-1) "D,
i) O determinante de uma matriz quadrada € igual ao
Exemplo: determinante da sua transposta.
1 0 6
. det A = det At
Calcular o cofator A,, namatriz| 2 1 -2
4 5 4
10 il) Se um determinante possuir uma linha ou coluna
Ay = (F12D, = (1)), | = . )
nula, o determinante € nulo.

(-1).(1.5-4.0)=(-1).5=-5 Exemplo:
2 10 -7 3
Teorema de Laplace L
27 34 1 -29
O determinante de uma matriz A, de ordem n, n > 1, 65 100 180 23

é a soma dos produtos dos elementos de uma fila (linha ou _ . . .
D = 0, pois a segunda linha é nula.

coluna) qualquer com seus respectivos cofatores.

ili) Se um determinante possuir duas filas paralelas iguais

OBSERVACAO ou proporcionais, o determinante € nulo.
O Teorema de Laplace pode ser aplicado para o calculo Exemplo:

de determinantes de ordem maior ou igual a 2. Entretanto, 5 0 1s

para o célculo de determinantes de matrizes de ordem 18 3 54 | =0

2 e 3, existem regras praticas mais adequadas. Portanto, -1 9 -3

o Teorema de Laplace é mais indicado para o calculo do . . , . N
D = 0, pois a terceira coluna é proporcional a

determinante de matrizes de ordem maior ou igual a 4. primeira coluna.
Como sugestdo, para usar o Teorema de Laplace, devemos i . i .

. . i iv) Sejam k um numero real e A uma matriz quadrada
tomar a linha ou a coluna com o maior numero de zeros.

de ordem n, tais que:

Exemplo:
1020 ka, ka, - ka,
Calcular o determinante da matriz A = 4111 A= o 2 n
2 301 :
-1 3 2 2 a, a, - a,

TAA Colecao 6V



R veterminantes

Observe que k é um fator comum aos elementos vii) Se trocarmos de posigdo duas filas paralelas (duas
da primeira linha. Nesse caso, podemos “colocar linhas ou duas colunas), o determinante muda de sinal.
o fator k em evidéncia” ao calcular o determinante. Exemplo:
a; 9, 9, abec
Sabemos que det (A) =|d e f |=10.
a a, - a
det (A) = k.| 2t "2 " g hi
anl anZ ann d € f
Calcular o valordedet (B)=|a b c|.
Convém ressaltar que a propriedade também seria g h i

valida se k fosse um fator comum a uma coluna do L e . L
Observe que det (B) € obtido a partir da troca da primeira

determinante. pela segunda linha em det (A). Entdo, det (B) = -10. g
De maneira geral, se k é um fator comum a todas viii) Combinacéo linear de filas paralelas: Seja uma =
as n linhas de A, temos: matriz quadrada A de ordem n. Tomemos um |
numero k de filas (linhas ou colunas) indicadas por |<_t
det (k.A) = kn.det (A) F.,, F,, ..., F,. Vamos multiplicar cada uma dessas =
filas pelos nimeros c,, c,, ..., ¢,. Se, em seguida,
Exemplo: efetuarmos uma soma'envolvendo os eIemer.1tos
dessas novas filas, o conjunto dos resultados obtidos
Seja uma matriz A, ,, tal que det (A) = 4. Calcular € chamado de combinagdo linear das k filas.
det (2A) + det (3A) - 2.det (A). Exemplo:
det (2A) + det (3A) - 2.det (A) = Vamos construir uma combinagdo linear das linhas 2
23.det (A) + 3%.det (A) - 2.det (A) = e 3 da matris A~ g ‘11 g
112

8.det (A) + 27.det (A) - 2.det (A) =
Vamos multiplicar a linha 2 por 4 e a linha 3 por 5,
por exemplo. Em seguida, somaremos os elementos
correspondentes.

33.det (A) = 33 .4 = 132

v) Se os elementos situados abaixo ou acima da diagonal L .
Multiplicagdo da linha 2 por 4:

{4.5 4.4 4.2} = {20 16 8} (I)
Multiplicagdo da linha 3 por 5:

principal forem nulos, o determinante sera igual ao
produto dos elementos da diagonal principal.

Exemplo: (5.1 5.1 5.2}y={5 5 10} (I)
1 4 14 65 Somando (I) e (II), obtemos o conjunto {25, 21, 18},
02 -6 18|_1. 2. 5.7=70 que é uma combinagdo linear das linhas 2 e 3.
00 532 Teorema:
00 0 7 )

Se uma das filas de determinada matriz quadrada de
ordem n é igual a uma combinacgéo linear de outras
filas, o seu determinante é nulo.

No exemplo anterior, vamos substituir a primeira

Consequéncia: Seja I, uma matriz identidade de
ordem n. Entdo:

det (1) = 1 linha pela combinagao linear obtida. Assim, temos:
25 21 18
A= 5 4 2
vi) Teorema de Binet: Se A e B sdo matrizes quadradas 1 1 2
de mesma ordem n, entdo o determinante do produto L
0go:
de A por B é igual ao produto dos determinantes de g
25 21 18
AeB. det (A)=| 5 4 > |=200+42+90-72-210-50=
1 1 2

det (A.B) = det A. detB

det (A') =332-332=0
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ix) Teorema de Jacobi: Adicionando-se a uma fila de
uma matriz A uma outra fila paralela, previamente
multiplicada por uma constante, obteremos uma nova
matriz A', tal que det (A) = det (A").

O Teorema de Jacobi € muito Util quando utilizado

em conjunto com o Teorema de Laplace.

Exemplo:
1212
Calcular o determinante 2412
-1 136
37205

Pelo Teorema de Jacobi, vamos efetuar as seguintes

operagoes:

1) Multiplicar a primeira linha por -2 e soma-la a

segunda linha.
2) Somar a primeira linha com a terceira linha.

3) Multiplicar a primeira linha por -3 e soma-la a

quarta linha.
1 2 1 2
O determinante se torna igual a 0 0 -1 -2
0 3 4 8
0 1 -1 -1

Aplicando o Teorema de Laplace, usando como

referéncia a primeira coluna, temos:

0 -1 -2
a A, =1.(-1)*D, =3 4 8|=
1 -1 -1

Q
>
[

(0-8+6)-(-8+0+3)=-2+5=3

x) Regra de Chidé: A chamada Regra de Chié é um
método alternativo para o célculo de determinantes.
A principio, podemos aplica-la apenas se a,, = 1.
Entretanto, como veremos mais adiante, se a,, # 1,
devemos inicialmente utilizar propriedades dos
determinantes para fazer com que a,, se torne igual
a 1 a fim de que que o método possa ser aplicado.

Vejamos alguns exemplos.

19 caso: Determinante de uma matriz quadrada de
ordem n = 2 sendo que a,, = 1.

Os passos do método s&o os seguintes:

e Eliminamos a 12 linha e a 12 coluna.

e De cada elemento na nova matriz, subtraimos o
produto dos elementos localizados nos extremos
das perpendiculares a 12 linha e a 12 coluna da

matriz original, tragadas a partir desse elemento.

e Os numeros obtidos a partir dessas subtragées
serdo os elementos correspondentes na nova
matriz de ordem n - 1. Em seguida, calculamos o
determinante dessa matriz, cujo valor corresponde

ao determinante da matriz original.

Exemplo:

Calcular o determinante a seguir:

1 2 0 3

4 9 8 -1

33 1 11

21 4 1
1.2 0 3
R 9-4.2 8-4.0 -1-4.3| |1 8 -13
4579 8 -1)_13.3.2 1-3.0 11-3.3|=]-3 1 2
303 LA 5 5 4-2.0 1-2.3| |3 4 -5
201 4 1

Observe que podemos utilizar novamente o método,

pois a,, = 1. Entdo, temos:

108 -13
i S| L[1- (=308 2-(-3).(-13)| _|25-37| _
L4 s 14738 -5-(-3).(-13)] |28-44

25.(-44) - 28.(-37) = -1 100 + 1 036 = -64

29 caso: Determinante de uma matriz quadrada de

ordemn=2ea, + 1.

e Se um dos elementos da matriz for igual a 1,

aplicar a propriedade da troca de duas filas

paralelas.
Exemplo:
6 4 2 5 1)4 4 -1
[[ 322 0_(322 0
1 4 4 -1 6 4 2 5
6 4 2 -2 6 4 2 -2

(trocamos de posigao as linhas 1 e 3.)

¢ Se nenhum elemento da matriz for igual a 1,

podemos aplicar o Teorema de Jacobi.



R beterminantes

Exemplo: EXERCICIOS DE

RESOLUCOES NO
® Bernoulli Play

+
402 2 54120 -4 APRENDIZAGEM
65# 30 2 9/_|3 0 2 9
M1 4 -3 6| |11 4 -3 6
16 8 8 4 16 8 8 4 01. (UFRR-2017) Dadas as matrizes A=[ 23 g ] e
(Substituimos a linha 1 pela soma desta com a linha 2, B =[ 0 23 ] Qual o valor de det (A) + det (B)?
previamente multiplicada por -1.) g
A) 2 c) 23 E) O
Matriz de Vandermonde B) 1 D) 3
E toda matriz quadrada com as seguintes caracteristicas: 02. (UERN-2015) Considere a seguinte matriz A = (CHIE =
2 log, 8 =
i) Os elementos da primeira linha sdo todos iguais a 1. 1 g, E
1 -2 4 i
ii) As colunas sdo formadas por poténcias de mesma base. 3 log, 4 1 E
-
. . <
Genericamente, temos: Pela regra de Sarrus, o determinante dessa matriz é =
1 1 1 1 A) 8
a, g, a, a,
2 2 2 2 B) 9.
a) a, a4 a, c) 15
. . e D) 24.
al 1 aj 1 a; 1. a 1 )
Propriedade 03. (IFAL-2016) O valor do determinante | €0S X —S€n X &.
sen x Cos X
O determinante de uma matriz de Vandermonde é
dado pelo produto de todas as diferencas possiveis entre A) 1 D) tg 2x
os elementos da segunda linha, de modo que, em cada B) cos 2x E) cos?x - sen? x
diferenca, o indice do primeiro termo (minuendo) seja maior C) sen 2x
do que o indice do segundo termo (subtraendo).
E lo: 1111 4
xemplo: 2 3 1 4 04. (PUCRS) Dadas as matrizesA=[1 2 3]eB=| 5 |,
Calcular o determinante da matriz A = 4 9 1 16 | 6
8 27 1 64 @ o determinante det (A.B) é igual a
A) 18.
det (A) = (3-2).(1-2).(1-3).(4-2).(4-3).(4-1) > = o
det (A) = 1.(-1).(-2).2.1.3=det (A) =12 o) 32
. A . .. D) 126.
Existéncia da matriz inversa L

Uma matriz A, quadrada, é inversivel se, e

somente se, det A # 0.

Demonstragao: @ da matriz (AB)! é
1

05. (IFAL) Se A:[ 11 gJeB:[ 11 g],odeterminante

Sabemos que: A _L.
10
AA! =
Entdo, det (A.A!) = det (I), mas det (I) = 1. B) %.
Aplicando o Teorema de Binet, temos:
det A.det Al = o) %.
Logo, temos:
D) _13.
det A = ltA 10
e
E) N.d.a.
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https://youtu.be/kh5PXcmR5v4
https://youtu.be/_2NbGq9vqxk
https://youtu.be/dl9UuNVhI6E
https://youtu.be/EWcTtvTJOUQ

medulo 23 [

48

06.

07.

08.

(FUVEST-SP) O determinante da inversa da matriz
a seguir é

1 0 1
-1 2 0
14 3
5
A) _52. D) °.
5 52
B) _48. E) 5.
5 48
c) _>2.
48

(UERJ-2017) Observe a matriz:
3+t 4
3 t-4

Para que o determinante dessa matriz seja nulo, o maior
valor real de t deve ser igual a

A) 1.
B) 2.
c) 3.
D) 4.

(UECE) Se n é um numero inteiro positivo e X é a

100
1 2 0|, entdo o valor do determinante da
113

matriz

matriz Y = X" é:
A) 2
B) 3n
C) 6
D) 9

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(Unicamp-SP-2019) Sabendo que a e b sdo numeros
reais, considere a matriz quadrada de ordem 3,
1 al

b 1 a
2 b 2

A=

Se a soma dos elementos em cada linha da matriz A
tem sempre o mesmo valor, entdo o determinante de

A éigual a

A) 0. C) 5.

B) 2. D) 10.
Colecao 6V

02.

©

03.

©

04.

©

05.

06.

(Feevale-RS-2016) O determinante da matriz

sen (x) 0 1
1 sec (x) 0 é
0 0 cotg (x)
A) 0. C) sen x. E) tg x.
B) 1. D) cos x.

(IFSul-2015) Sejam as matrizes A

ixj

Sabendo que A' é a matriz transposta de A, qual é o
determinante de (At + B)?

A) 11
B) -11
C) 9

D) -9

2 €M que

Jsei<] , L )
2._’56.".] ,B=1,, e I € a matriz identidade.
j,sei>j

(UECE-2017) Uma matriz quadrada X = (a,) é simétrica
quando a; = a,. Se o determinante da matriz simétrica
123
X 1 vy
z w1

M= é igual a 8, entdo, o valor da soma
X +y + z + w pode ser

A) 9ou 11.

B) 9 ou 25.

C) 11 ou 25.

D) 9 ou 13.

(UEPB) Se a matriz com det (A) = 1e A =[ 1
o valorde m é m
A) -1.

B) 1.

c) o.

D) 2.

E) -2.

(UECE) Uma matriz quadrada P = (a,) € simétrica quando

2 35
a, = a;. Por exemplo, amatriz | _3 7 4 | ¢€simétrica.
5 4 1

X+y X-Yy Xy

Se a matriz M= 1 y-x 2y
6 x+1 1

afirmar corretamente que o determinante de M é igual a

A) -1.

B) -2.

C) 1.

D) 2.

€ simétrica, pode-se


https://youtu.be/6KzT6DlPyhk
https://youtu.be/9Ywuwl78UUw
https://youtu.be/uAALuVBh6_M
https://youtu.be/wO4GA78_oxo
https://youtu.be/cFevNdNdPXs
https://youtu.be/zMm1s2IZmYA

07.

)

08.

09.

log(x-1) 1 1
(UEPB) A equagao 0 1 0
log(x-1) 1 log(x-1)

como solugdo real os valores de x

=0 tem

A) 2e 10. D) 4 e 11.
B) Oe 2. E) 2e11.
C) 3ell.

(Mackenzie-SP-2017) Considerando m e n raizes da

2% 8> 0
equacdo | 10g, x log, x* 0 |=0, em que x > 0, entdo
1 2 3

m + n éigual a

A)

B)

0

NlWw Alw WIN

D)

wis

E)

TIES

(ACAFE-SC) Analise as afirmagdes a seguir,
sabendo que:

abc
d e f|=-2
g h i
de f
I ab c|=2
g h i
3a 3b 3c
II. 3d 3e 3f |[=-6
3g 3h 3i
ab c
III. |0 0 0|=0
g h i
a b C
IV. d+2a e+2b f+2c|=-2
g h i

Assinale a alternativa correta.

A) Apenas I, III e IV sdo verdadeiras.
B) Apenas a afirmacdo III é verdadeira.
C) ApenasI e II sdo verdadeiras.

D) Todas as afirmagdes sao verdadeiras.

10.

11.

Determinantes

(UECE-2015) Se x é um angulo tal que cos x = %, entdo

) sen2x 2.cos® x
o valor do determinante
-COoS X  senx
A) 1.
B) 2
o L
2
D) -1
2
<
©
a, a, a |<_t
(UFSJ-MG) O determinante da matriz M= a, a;, a, b
L
a, a, a, '<_T.
=

)

12,

€ igual a S. Para quaisquer valores reais tomados para
os elementos de M, a matriz que possui determinante

igual a —-6S é:
6a, 6a, 6a,
A) 6a, 6a, 6a,
6a, 6a, 6a,
a, 2a, a,
B) 3a, 6a, 3a,
| a, 2a, a,
-6a, a, a,
©) a, -6a, a,
| a, a, -6a,
-a, a, a,
D) | 6a, -6a, -6a,
L -a, 8 a,

(FGV-SP) Seja a matriz identidade de ordem trés

100 001
I=l 01 0|eAamatriz| 0 1 0
001 100

Considere a equagdo polinomial na variavel real x dada
por det (A - xI) = 0, em que o simbolo det (A - xI) indica
o determinante da matriz A = xI. O produto das raizes
da equacgdo polinomial é

A) 3.
B) 2.
C) 1.
D) 0.
E) -1.

49
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https://youtu.be/1u_lIMP6rDM
https://youtu.be/rN1qvFI0vRw
https://youtu.be/r2qPFwtFBrU
https://youtu.be/5N_tBGgnCdY
https://youtu.be/R5m9u5gimmQ

Frente B Modulo 23

GABARITO Meu aproveitamento /\/\7|

13. (ESPM-SP) Dadas as matrizes A=[ X i] e

1
1 x : .
B = , a diferenga entre os valores de x, tais = . .
[ -1 2] ¢ Aprendizagem  Acertei Errei
que det (A.B) = 3x pode ser igual a
O 01.E
A) 3.
O 02.C
B) -2.
C) 5. O 03.A
D) -4. O 04.C
E) 1. O 05 E
1 %2 O 06.C
14. (UDESC) Considere as matrizes A= X;’ X le
-X
O 07.A
B =[ f f ] Se I representa a matriz identidade de ordem
O 08.C
dois, entdo o produto entre todos os valores de x € R
que satisfazem a equagdo det (A.B) + det (B + I) = det (2B") . .
o Pro pOStOS Acertei Errei
éigual a
O 01.D
A 4.
3
O 02.B
B) _2. O 03. A
3
O 04.B
3
c) -.
2 O 05.B
O 06.B
D) 3.
2 O 07.E
g 1. O 08.C
3
O 09. A
15. (UDESC-2015) Considerando que A é uma matriz O 10.C
quadrada de ordem 3 e inversivel, se det (3A) = det (A2?),
entdo det (A) é igual a ® il
A) 9. O 12. E
B) O. O 13.C
C) 3. O 14.B
D) 6. O 15. E

E) 27. /Totaldosmeusacertos: de . % I
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https://youtu.be/M-mTo0SeW1w
https://youtu.be/Liuc1Rv1qIQ

MATEMATICA

Sistemas Lineares
EQUACAO LINEAR ﬁ@,

E toda equagdo da forma a,x, + a,x, + ... + a x, = b, em que
X, X,, «.., X, S30 @s variaveis; a,, a,, ..., a, sdo os coeficientes,
e b é um nimero chamado termo independente.

Exemplo:

3x, - 2X, + 4%, - x, = -7

SISTEMAS LINEARES I@@|

Chamamos de sistema linear aquele formado por um
conjunto de equacdes lineares.

Exemplos:
1°) X-y+2z=8

2X+y-2z=5
3x-y+4z=0

20) 2x-y=0
X+y=0

Solucao de um sistema linear

Dizemos que o conjunto ordenado de numero
(a,, @y, ..., o) € solugdo de um sistema linear nas incégnitas

Xy, Xy weey X, S€, PAra X, = 0O, X, = Oy ..., X, = O,

todas as equagbes do sistema sdo verdadeiras.

n’

CLASSIFICACAO :
DE UM SISTEMA 1

i) Um sistema linear é impossivel (SI) (ou incompativel)
se ndo admite solugdo alguma.

if) Um sistema linear é possivel (ou compativel) se
admite pelo menos uma solugdo.

ifi) Um sistema linear é possivel e determinado (SPD)
se admite uma Unica solugdo.

iv) Um sistema linear é possivel e indeterminado (SPI)
se admite infinitas solugdes.

FRENTE = MODULO

B 24

Exemplos:

19) O sistema { possui solugdo Unica

igual a (8, 2). Portanto, esse sistema é possivel e
determinado (SPD).

4x+y=3

8x+2y=6

Se multiplicarmos a primeira equagao por -2 e,
em seguida, somarmos o resultado com a segunda
equacdo, obtemos 0Ox + Oy = 0, que é uma equagao
claramente indeterminada. Como a segunda equacgéo
é multipla da primeira, qualquer solucdo da primeira
equacdo também sera solugdo da segunda. Portanto,
existem infinitas solugdes, ou seja, o sistema é
possivel e indeterminado (SPI).

29) Considere o sistema {

X+y=1
2x+2y=6
Observe que, ao multiplicar a primeira equacao
por -2 e, em seguida, somar o resultado com a
segunda equacdo, obtemos 0x + 0y = 4, que é uma
equacao que ndo possui solugdes. Portanto, o sistema
é impossivel (SI).

REGRA DE CRAMER 1(,

39) O sistema { ndo possui solugdes.

Consideremos o sistema linear a seguir:

ax+by=c
a,x+by=c,

Sejam:
al bl . . . .
D= o determinante da matriz dos coeficientes.
2 2
Cl 1 . . . .~
D, = e b |° determinante da matriz de substituicdo
2 2

D, = a c o determinante da matriz de substituicao

dos termos independentes na 22 coluna.

Bernoulli Sistema de Ensino D1



Frente B Modulo 24

A Regra de Cramer afirma que: OBSERVACAO

O sistema anterior s6 pode ser resolvido porque D # 0.

Se D # 0, entdo o sistema linear é possivel e determinado,
Em resumo:

e a solugdo Unica (x, y) é dada por:

Se D # 0, entdo SPD.

Se D = 0, entdo SPI ou SI.
X = D, ey= B,
D Y D
SISTEMA ESCALONADO |6Q|
Exemplo: e~
Definicao
Resolva o sistema a seguir, pela Regra de Cramer. Chama-se de sistema escalonado aquele em que o nimero
de coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente ndo nulo,
X+y+z=6 ~ ~
aumenta de equagado para equagao.
2Xx-y+z=3
3x+y-2z=-1
Resolucao de um sistema escalonado
1 1 1 Podemos encontrar dois tipos de sistemas escalonados.
D= ; _1 ; =@2+3+2)-(3-4+1)=> Vejamos quais sd0 e como s&o resolvidos.
D—746213 Nymero de_eqtfag(_)es igual ao
numero de |ncogn|tas
6 1 1 ) ) )
D.=| 3 -1 1|=(12-1+3)-(1-6+6)= Trata-se de um sistema possivel e determinado, e cada
-1 1 2 incognita é obtida resolvendo-se o sistema “de baixo para cima”.
Exemplo:
D,=14-1=13
X+y+z=6 (1)
1 6 1 y+z=5 (1I1)
D=12 3 1|=(6+18-2)-(9-24-1)> -z=-3 | (III)
3 -1 -2
Em (III), temos z = 3.
D, =10 - (-16) = 26 Em (II), temosy + 3 =5=vy = 2.
Em (I), temosx + 2+ 3 =6 = x = 1.
1 1 6
D=2 -1 3|=(1+9+12)-(-18-2+3)=> Portanto, S = {(1, 2, 3)}.
3 1 -1
Numero de equacoes menor que o
D,=22-(-17) = 39 ’ . ’ .
numero de incognitas
Logo, temos: Para resolver esse sistema, escolhemos uma incognita
que ndo aparece no comego de nenhuma equagao, chamada
D 13 ) D, 26 5 D 39 3 variavel livre. Em seguida, calculamos o valor de cada uma
X=—2="=1; = ——t=—=2;2=—F2=—"F= L, ~ L, .
D 13 Y D 13 D 13 das outras variaveis em fungdo dessa variavel livre. Desse
modo, criamos um pardametro para gerar solugdes, atribuindo
Portanto, S = {(1, 2, 3)}. valores arbitrarios a variavel.

52 Colecao 6V
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Esse sistema possui mais de uma solugdo e, sendo assim,

é possivel e indeterminado (SPI).

Exemplo:

{ X+y-z=4

y-z=1
A varidvel que ndo aparece no comeco de nenhuma
equacdo é z (z é uma variavel livre). Passando z para o
29 membro, temos:

x+y=z+4 (I)
y=z+1 (II)

Substituindo (II) em (I), temosx+z+1=z+4=x=3.
Assim, a solugdo do sistema é S = {(3;z+1;2), VzeR}.
Vejamos algumas solugdes:
Paraz=0=5S = {(3; 1; 0)}
Paraz =3 =S = {(3; 4; 3)}
Paraz=-1=S = {(3;0; -1)}

E assim por diante.

ESCALONAMENTO
DE SISTEMAS %'

Trata-se de uma excelente técnica de resolugdo de

Sistemas Lineares. Vejamos o seguinte exemplo:

X+2y+z=9
2Xx+y-z=3
3x-y-2z=-4

Vamos efetuar as seguintes operagdes:

i) Substituir a segunda equacgdo pela soma desta com a
primeira equacao multiplicada por -2.
ii) Substituir a terceira equagdo pela soma desta com a
primeira equacao multiplicada por -3.
Com isso, obtemos o sistema equivalente:
X+2y+z=9

O0x-3y-3z=-15
Ox-7y-5z=-31

Em seguida, podemos dividir a segunda equagdo por -3:

X+2y+z=9
Ox+y+z=5
Ox-7y-5z=-31

Podemos, enfim, substituir a terceira equacdo pela
soma desta com a segunda equacao multiplicada por 7.
Assim, obtemos:

X+2y+z=9
OxX+y+z=5
Ox+0y+2z=4

Resolvendo “de baixo para cima”, temos x = 1,
y=3ez=2.

Portanto, S = {(1, 3, 2)}.

OBSERVAGOES

7

Se durante o escalonamento ocorrer

i) umaequacgdodotipo: 0.x, +0.x, + ... =b, com (b # 0),
o sistema sera impossivel (pois essa equagdo nunca

esta satisfeita).

ii) umaequacdodotipo: 0.x, + 0.x, + ... = 0, esta deve
ser eliminada do sistema, pois ela é verificada para

quaisquer valores das incognitas.

EXERCICIO RESOLVIDO

01.

(PUC-SP) Se a, b, c é solugdo do sistema linear

X+y-z=-5
2X+y+z=-1
4x+2y-z=-11

,entdoa + b+ cé:

A) -2.
B) -1.
c) o.
D) 1.
E) 2.

Resolugéo:

A fim de escalonar o sistema, devemos

i) substituir a segunda equagdo pela soma desta com
a primeira equagdo multiplicada por -2.

i) substituir a terceira equagdao pela soma desta com
a primeira equagdo multiplicada por -4.

Assim, obtemos o seguinte sistema:
X+y-z=-5

Ox-y+3z=9
Ox-2y+3z=9
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Agora, vamos substituir a terceira equagdo pela soma
desta com a segunda equacgdo multiplicada por -2.
Assim, temos:

X+y-z=-5

Ox-y+3z=9

0x+0y-3z=-9
Observe que o sistema encontra-se escalonado.
Resolvendo-o “de baixo para cima”, obtemos x =-2,y =0
ez = 3. Como a, b, c é solugdo, concluimos que a = -2,

b=0ec=3.Portanto,a+b+c=-2+0+3=1.

SISTEMA HOMOGENEO ﬁ@,

Um sistema é dito homogéneo quando todos os termos

independentes das suas equagdes sao nulos.

Exemplo:
2x-y=0
X+y=0

Todo sistema homogéneo sempre admite solugdo (pelo
menos a nula); portanto, é sempre possivel. A solugdo

nula é chamada solugdo trivial.

Exemplo:

3x-3y+4z=0

admite a solugdo (0; 0; 0),
2x+y-z=0

O sistema {

pois: 3.0-3.0+4.0=0
2.0+0-0=0

DISCUSSAO DE UM
15
SISTEMA LINEAR &)

Discutir um sistema linear em fungdo de um ou mais
parametros significa determinar para quais valores desses
parametros o sistema é determinado, indeterminado ou

impossivel. Assim, ha duas situacGes a serem consideradas:

Colecao 6V

Sistema linear com o nimero
de equacoes igual ao numero
de incdgnitas

Nesse caso, usaremos a Regra de Cramer e as técnicas

de escalonamento.

Exemplo:
X+y=1

Discutir o sistema x+2y+kz=2 €M fungdo do
-X+y+2z=0

parametro k.

Pela Regra de Cramer, temos:

11
D=| 1 2 k|=4-k+0-(0+2+k)=2-2k
1

-1

N X O

Para que o sistema seja possivel e determinado (SPD),

devemos ter D = 0, ou seja, 2 - 2k = 0 = k = 1.

Agora, faremos k = 1 no sistema original, a fim de
investigar se ele sera possivel e indeterminado (SPI) ou
impossivel (SI). Assim, teremos:

X+y+0z=1
X+2y+z=2
-X+y+2z2=0

Vamos substituir a segunda equagao pela soma desta com
a primeira multiplicada por -1. Além disso, vamos substituir
a terceira pela soma desta com a primeira equagao. Assim,
obteremos o seguinte sistema:

Xx+y+0z=1
OxX+y+z=1
Ox+2y+2z=1

Substituindo a terceira equagdo pela soma desta com a
segunda multiplicada por -2, obteremos:

Xx+y+0z=1
Ox+y+z=1
0x+0y+0z=-1

Observe que a terceira equagdo € impossivel. Logo, nesse
caso, o sistema é impossivel.

RESUMINDO
i) Se k=1 = Sistema possivel e determinado (SPD)

ii) Sek =1 = Sistema impossivel (SI)



i sistemas Lineares

Sistema linear com o niumero
de equacoes diferente do niumero
de incdgnitas

Nesse caso, a Regra de Cramer ndo pode ser aplicada.

EXERCICIO RESOLVIDO

02.

(UFMG) Determinar todos os valores reais a e b, de modo

X+y+az=2

Portanto, usaremos apenas o escalonamento.

que o sistema linear { 3x+4y+2z=b tenha

Exemplo:
2x+3y-z=1 xemplo
X+y=6
L Discutir o sistema { 4x -2y =0 em fungdo de a.
A) solugdo unica.
-X+y=a
B) infinitas solugdes. ~
) ¢ Vamos substituir a segunda equagao pela soma desta <
C) nenhuma solugdo. com a primeira multiplicada por -4. Além disso, vamos l'-:’
substituir a terceira equagdo pela soma desta com a <Zt
Re do: imei L
solugédo primeira. -
<
A) Temos que: x+y=56 =
Ox -6y =-24
Ox+2y=a+6

O

I
N W
w h =

a
2|=(-4+4+9a)-(Ba+6-3)=a-3

1 Trocando de posigdo a segunda equagao com a terceira

equacgdo, obtemos:

Para que o sistema seja possivel e determinado,

X+y=6
ou seja, admita solugdo Unica, devemos ter D = 0. Y
Ox+2y=a+6
Logo,a-3=#0=a=3. 0x — 6y = 24
B) Fazendo a = 3 no sistema original, obtemos: Substituindo a terceira equacao pela soma desta com a
segunda multiplicada por 3, obtemos:
X+y+3z=2 X+y=6
3x+4y+2z=b Ox+2y=a+6
2x+3y-z=1 Ox+0y=3a-6
Observe que, para a = 2, a terceira equagdo se anula.
Vamos substituir a segunda equagao pela soma desta Nesse caso, o sistema passa a ser escalonado com duas
com a primeira multiplicada por —3. Além disso, vamos equagdes e duas incognitas, ou seja, SPD. Caso contrario,
o sistema torna-se SI.
substituir a terceira equagéo pela soma desta com a
. . OBSERVAGAO
primeira multiplicada por -2.
Poderiamos também ter procedido do seguinte modo:
X+y+3z=2 Na primeira etapa do escalonamento, obtivemos o sistema:
Ox+y-7z=b-6 X+y=6
Ox+y-7z=-3 Ox -6y =-24
Ox+2y=a+6
Nesse ponto, basta observarmos que o sistema ~ _
Observe que, na segunda equacdo, temos y = 4 e, na
somente terd solugdo se b - 6 = -3, ou seja, se b = 3. 5 a+6
terceira equagao, temos y = ——. Igualando esses valores,
Nesse caso, o sistema sera possivel e indeterminado 2
. temos:
(SPI) e, portanto, vai admitir infinitas solugdes.
a;6=4 —~a+6-8-a=2
C) E facil perceber que, se b # 3, o sistema torna-se

impossivel (SI), ou seja, ndo admite solugBes.

Logo, se a = 2, o sistema € possivel e determinado (SPD).
E facil perceber que, se a # 2, o sistema é impossivel (SI).

Bernoulli Sistema de Ensino

13
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EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

02.

03.

04.

RESOLUQOES NO
® Bernoulli Play

(UFRGS-RS) Rasgou-se uma das fichas onde foram
registrados o consumo e a despesa correspondente de
trés mesas de uma lanchonete, como indicado a seguir.

Mesa 1 Mesa 2 Mesa 3

2 sucos 4 sucos 1 suco

1 sanduiche
R$ /

Nessa lanchonete, os sucos tém um prego Unico, e os
sanduiches também. O valor da despesa da mesa 3 é

A) R$ 5,50. C) R$ 6,40. E) R$ 7,20.
B) R$ 6,00. D) R$ 7,00.

3 sanduiches 5 sanduiches

R$ 14,00 R$ 25,00

(UFRGS-RS) O sistema de equagdes

{Sx +4y+2=0
3x-4y-18=0
possui

A) nenhuma solugao. D) trés solugdes.
B) uma solugéo. E) infinitas solugdes.

C) duas solugdes.

(Albert Einstein-2018) Um parque tem 3 pistas para
caminhada, X, Y e Z. Ana deu 2 voltas na pista X, 3 voltas
na pista Y e 1 volta na pista Z, tendo caminhado um total
de 8 420 metros. Jodo deu 1 volta na pista X, 2 voltas na
pista Y e 2 voltas na pista Z, num total de 7 940 metros.
Marcela deu 4 voltas na pista X e 3 voltas na pista Y, num
total de 8 110 metros. O comprimento da maior dessas

pistas, excede o comprimento da menor pista em
A) 1 130 metros. C) 1 570 metros.

B) 1 350 metros. D) 1 790 metros.

(UFJF-MG) Resolvendo o sistema de equacdes lineares

3Xx-y+2z=7
2x-3y+z=-1
X+2y-z=2

encontramos y igual a

A) 1. B) 3. C) 5. D) 2. E) 4.
05. (Unimontes-MG) Se x = x,, y = y, € z = z, s&0 as

X-y=3

solugbes do sistema de equacgdes lineares { y,,-4 ,
X+4z=10

entdo x, +y, + z, é igual a

A) 4. B) 5. c) 3. D) 2.

Colecao 6V

)

07.

©

08.

©

(UPE-2016) Um PA mais dois PE mais um PI vale 15.
Quatro PA mais cinco PE mais sete PI vale 63. Seis PA
mais oito PE mais nove PI vale 89. Nessas condigbes,
quanto vale um PA mais um PE mais um PI?

A) 11 C) 15 E) 28
B) 12 D) 25

(UFOP-MG) Considere o seguinte sistema linear:
mx+3y-z=2
X+my+2z=1
X-y-z=0
Os valores de m para os quais a solugdo seja Unica sdo
A) m=
B) m=

-2oum=>5. C) m#*-2oum # 5.

2oum = -5, D) m#2oum # -5.
(UPE) Em uma floricultura, é possivel montar arranjos
diferentes com rosas, lirios e margaridas. Um arranjo
com 4 margaridas, 2 lirios e 3 rosas custa 42 reais.
No entanto, se o arranjo tiver uma margarida, 2 lirios e
uma rosa, ele custa 20 reais. Entretanto, se o arranjo
tiver 2 margaridas, 4 lirios e uma rosa, custara 32 reais.
Nessa floricultura, quanto custard um arranjo simples,
com uma margarida, um lirio e uma rosa?

A) 5 reais. C) 10 reais. E) 24 reais.
B) 8 reais. D) 15 reais.

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

02.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(Unicamp-SP-2018) Sabendo que k é um ndmero real,
considere o sistema linear nas variaveis reais x e y,

x+ky =1,
X+y=Kk.

E correto afirmar que esse sistema

A) tem solugdo para todo k.

B) ndo tem solugdo Unica para nenhum k.
C) ndo tem solugdo se k = 1.

D) tem infinitas solugbes se k # 1.

(UNIRIO-RJ) Num determinado teste psicoldgico, existem
20 questdes, com trés opcdes de resposta a, b e c. Cada
opgdo a vale +1, cada opgdo b vale 0, e cada opgao c
vale —1. Uma pessoa faz o teste, respondendo a todas as
questdes, com uma sé resposta por questdo, totalizando
-5 pontos. Com as mesmas marcagdes, essa mesma
pessoa totalizaria 54 pontos se cada opgao a valesse +1,
se cada opgdo b valesse +2, e se cada opgdo c valesse
+4 pontos. O numero de marcagGes feitas por essa
pessoa na opgao b foi de

A) 2. B) 4. C) 6.

D) 7. E) 9.


https://youtu.be/5Ym-4l5uhU4
https://youtu.be/FOBM_2LHck0
https://youtu.be/9Zyc5591ERs
https://youtu.be/CIUxYKiGnmQ
https://youtu.be/JOOZJhFjvCk
https://youtu.be/oit6yNEqqv0

03.

_
(ESPM-SP) O sistema {ax+4y‘a,

em x e vy,
X+ay=-2

@ é possivel e indeterminado se, e somente se

04.

05.

06.

A) a * -2.
B) a # 2.

C) a=#2.
D) a=-2.

E) a=2.

(Unicamp-SP) As companhias aéreas costumam
estabelecer um limite de peso para a bagagem de cada
passageiro, cobrando uma taxa por quilograma de
excesso de peso. Quando dois passageiros compartilham
a bagagem, seus limites sdo considerados em conjunto.
Em um determinado voo, tanto um casal como um senhor
que viajava sozinho transportaram 60 kg de bagagem e
foram obrigados a pagar pelo excesso de peso. O valor
que o senhor pagou correspondeu a 3,5 vezes o valor
pago pelo casal.

Para determinar o peso excedente das bagagens do
casal x e do senhor que viajava sozinho y, bem como
o limite de peso que um passageiro pode transportar
sem pagar qualquer taxa z, pode-se resolver o seguinte
sistema linear:

X+2z=60 X+2z=60
A) 1y+z=60 C) jy+z=60
3,5x-y=0 3,5x+y=0
X+2z=60 X+2z=60
B) y+2z=60 D) y+2z2=60
3,5x-y=0 3,5x+y=0
X+y+z=0

X-my+z=0,
mx-y-z=0

(UECE-2015) Em relagdo ao sistema

pode-se afirmar corretamente que

A) o sistema admite solugdo ndo nula apenas quando
m = -1.

B) para qualquer valor de m, a solugao nula (x = 0,
y = 0, z = 0) é a Unica solugdo do sistema.

C) o sistema admite solugdo ndo nula quando m = 2 ou
m = -2.

D) ndo temos dados suficientes para concluir que o
sistema tem solugao nao nula.

(PUC Rio-2016) Considere o sistema {ii;jy:f
assinale a alternativa correta.

A) O sistema tem solugdo para todo a € R.

B) O sistema tem exatamente uma solugdo para a = 2.
C) O sistema tem infinitas solugdes para a = 1.

D) O sistema tem solugdo para a = 4.

E) O sistema tem exatamente trés solugdes para a = —1.

07.

©

08.

10.

(Unicamp-SP-2015) Considere o sistema linear nas
variaveis x, y e z.

X+2y+3z2=20
7X+8y-mz =26

Em que m é um nimero real. Sejam a < b < ¢ niUmeros
inteiros consecutivos tais que (x, y, z) = (a, b, ¢) é uma
solugdo desse sistema. O valor de m é igual a
A) 3. B) 2. C) 1. D) 0.
(UFSJ-MG) A respeito do sistema

X+y—-az=1

3Xx-y-2z=6

2Xx+2y—-2z=b

é correto afirmar que

A) sea # 1, o sistema tem solugdo Unica.
B) seb
C) sea
D) se a = 1, o sistema tem infinitas solugdes.

2, o sistema tem infinitas solugdes.

1 eb = 2, o sistema ndo tem solugdo.

(UFRGS-RS) Inovando na forma de atender aos clientes,
um restaurante serve alimentos utilizando pratos
de trés cores diferentes: verde, amarelo e branco.
Os pratos da mesma cor custam o mesmo valor. Na mesa A,
foram consumidos os alimentos de 3 pratos verdes, de
2 amarelos e de 4 brancos, totalizando um gasto de R$ 88,00.
Na mesa B, foram consumidos os alimentos de 2 pratos
verdes e de 5 brancos, totalizando um gasto de R$ 64,00.
Na mesa C, foram consumidos os alimentos de 4 pratos
verdes e de 1 amarelo, totalizando um gasto de R$ 58,00.

Comparando o valor do prato branco com o valor dos
outros pratos, verifica-se que esse valor é

A) 80% do valor do prato amarelo.

B) 75% do valor do prato amarelo.

C) 50% do valor do prato verde.

D) maior que o valor do prato verde.

E) atercga parte do valor da soma dos valores dos outros
pratos.

(UERJ) Uma familia comprou agua mineral em
embalagens de 20 L, de 10 L e de 2 L. Ao todo, foram
comprados 94 L de agua, com o custo total de R$ 65,00.
Veja, na tabela, os pregos da agua por embalagem:

20 10,00
10 6,00
2 3,00

Nessa compra, o numero de embalagens de 10 L
corresponde ao dobro do nimero de embalagens de 20 L,
e a quantidade de embalagens de 2 L corresponde a n.

O valor de n é um divisor de
A) 32.
B) 65.

c) 77.
D) 81.


https://youtu.be/DX6N6NGh2fw
https://youtu.be/Xe6rrPC-Z8w
https://youtu.be/bwIfGwBY9pE
https://youtu.be/qOByPqf_hkk
https://youtu.be/2Ih5cN_LGL8
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11.

2x+y=5

(EsPCEx-SP) Para que o sistema linear { seja

ax+2y=b
@ possivel e indeterminado, o valorde a + b é

)

58

12.

A) -1. D) 14.
B) 4. E) 19.
C) 9.
i i ) ) 02.

(UFRGS-RS) O sistema a seguir admite mais de uma
solugao.

X+ay=1

3x-y=b

Entdo, segue-se que

C) possui infinitas solugBes reais, pois as retas se

intersectam em mais de um ponto.
D) ndo possui solugdo real, pois ndo ha ponto que
pertenca simultaneamente as trés retas.
E) possui uma Unica solugdo real, pois as retas possuem

pontos em que se intersectam.

(Enem) Uma companhia de seguros levantou dados
sobre os carros de determinada cidade e constatou que
sdo roubados, em média, 150 carros por ano. O nimero
de carros roubados da marca X é o dobro do nimero de
carros roubados da marca Y, e as marcas X e Y juntas
respondem por cerca de 60% dos carros roubados.
O numero esperado de carros roubados da marca Y é:

A) a¢—3eb=%- A) 20. D) 50.
B) 30. E) 60.
B) a:—3eb¢%. C) 40.
o) a:—% eb=3. GABARITO Meu aproveitamento /J\i‘l
U S Aprendizagem  Acertei Errei
2 O 01. A
1 O 02.B
E) a=-=eb=3.
3 O 03. A
- O 04.D
SECAO ENEM O 05 ¢
’ O 06. A
01. (Enem-2016) Na figura estdo representadas trés retas no O 07.C
plano cartesiano, sendo P, Q e R os pontos de interseccoes O 08.D
entre as retas, e A, B e C os pontos de interseccoes dessas
retas com o eixo x. PFOPOStOS Acertei Errei
O 01. A
O 02.D
O 03.D
O 04. A
O 05. A
O 06.B
O 07. A
/ A B\ C X O 08. A
O 09. A
O 10. C
Essa figura é a representagdo grafica de um sistema linear O 11.D
de trés equacgdes e duas incégnitas que O 12. E
A) possui trés solugdes reais e distintas, representadas =
) Eelos pontos P, é e R, pois eles indicam ozde as retas Segao E nem L Bl
se intersectam. O 01.D
B) possui trés solugbes reais e distintas, representadas O 02.B
pelos pontos A, B e C, pois eles indicam onde as retas
intersectam o eixo das abscissas. / Total dos meus acertos: de %
Colecao 6V


https://youtu.be/uHh2Y4zP1PI
https://youtu.be/mHtN-q2_OfI
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Polinomios |
DEFINICAO DE POLINOMIO ﬁgl

Um polin6mio é uma fungdo na varidvel x da forma:
— -1
P(x) =ax"+a, _x""'+ ..+ ax+a,

E dado que:
i) a,a, _, ..., a, ea,sdo os coeficientes do polinbmio.

ii) Os expoentes sdo numeros naturais.
Exemplos:

19) P(x) = 3x* = 7x3> + 8x + 2

29) P(X) = =4x°+ 8x*-9x3+ 18x2+ 7x - 1

Um polinémio é dito nulo se todos os seus coeficientes sdo
iguais a zero. Portanto, P(x) =a x"+a _x""'+ ... +ax+aq,

n
é nulo se, e somente se, a, =a,_, = ... =a, = a, = 0.

GRAU DO POLINOMIO ﬁgl

Considere o polindbmio P(x) =a x"+a,_,x"" '+ ...+ a,x + a,.
Dizemos que o grau de P(x) é igual a n se a, # 0.

Exemplos:

19) O grau de P(x) = 7x* - 3x2 + 8 é igual a 4.

29) O grau de P(x) = 2x2 + 8 é igual a 2.

39) O grau de P(x) = 13 é igual a zero.

OBSERVACAO

N&o se define o grau de um polindmio nulo.

POLINOMIOS IDENTICOS I%.

Os polindmios P(x) = a x" + ... + a,x? + a,x + a, e
Q(x) = bx" + ... + b,x2 + b,x + b, sdo idénticos se,
esomentese,a,=b,a _,=b _,..,a,=b,a =b,ea =b,
e escrevemos P(x) = Q(x).

Exemplo:

Determinar os valores de a, b e ¢ para os quais os polindmios
P(x) =ax?+ 3x +9eB(x) =(b+ 3)x*+ (c-1)x + 3b
sdo idénticos.

Igualando os coeficientes dos termos correspondentes,
obtemos:

a=b+3

3=c-1

9=3b

Resolvendo o sistema, obtemosa =6,b=3ec = 4.

RAIZ OU ZERO 5
DE UM POLINOMIO G

Dizemos que um numero k é raiz de um polinémio P(x) se,
e somente se, P(k) = 0.

Do ponto de vista geométrico, a raiz representa o ponto no
qual a curva, correspondente ao grafico de P(x), intercepta
0 eixo das abscissas no plano cartesiano.

y = P(x) y = P(x)

OPERACOES i3
COM POLINOMIOS G

Adicao e subtracao

Dados os polinémios:
Ax)=ax"+a,_x""'+..+ax +ax+ae
B(x) =bx"+b, _,x""'+ ...+ bx*+b, x+b,
i) A adigao A(x) + B(x) é dada por:

A(x) + B(x) =

(a,+b)x"+ (a,_,+b,_)x""*+...+(a,+ b)x + (a, + b,)
ii) A subtragcdo A(x) - B(x) é dada por:

A(x) - B(x) =

(a,-b)x"+...+(a,_,~b,_ )x""t+...+(a,~-b,)x+(a,~b,)
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Portanto, nessas operagdes, basta adicionarmos ou
subtrairmos os termos semelhantes.

Exemplo:

Considerar os polindmios A(x) = 5x* - 3x3 + 18x>-9x + 12
e B(x) = x* + 23x3 - 7x? + x + 3. Assim, temos:

A(X) + B(x) = 6x* + 20x3 + 11x%2 - 8x + 15
A(x) - B(x) = 4x* - 26x3 + 25x?2 - 10x + 9

Multiplicacao

O produto dos polindmios A(x) e B(x) é obtido por meio
da multiplicagdo de cada termo de A(x) por todos os termos
de B(x), reduzindo os termos semelhantes.

O grau do polindmio A(x).B(x) é igual a soma dos graus
de A(x) e B(x).

Exemplo:

Sejam os polindmios A(x) = x> - 3x + 2 e B(x) = 2x - 1.

Assim, temos:

A(x).B(x) = (x> -3x+2)(2x - 1) =

A(X).B(X) =2x3 - x?-6X>+3x +4x -2 >

A(X).B(x) = 2x3 - 7x2 + 7x - 2

Divisao (método da chave)

Da divisdo de dois polindmios A(x) e B(x) ndo nulos sdo
obtidos os polinémios Q(x) (quociente) e R(x) (resto), tais que:

AK) B0 :{A(x) ~ B(X).QX) + R()

R(.x) Q(x) gr(R)<gr(B) ouR(x)=0
Em que:
A(x): Dividendo gr(R): grau de R(x)
B(x): Divisor gr(B): grau de B(x)
Q(x): Quociente
R(x): Resto

Para esclarecer o método da chave, vamos efetuar a
divisdo do polindmio P(x) = 4x3 + 2x2 — x + 1 pelo polindmio
B(x) = x> + 2x + 3.

Inicialmente, devemos verificar se o grau do dividendo
€ maior ou igual ao grau do divisor. Caso contrario, ndo é
possivel efetuar a divisdo. No problema, o grau do dividendo
éigual a 3 e o grau do divisor é igual a 2. Portanto, podemos
efetuar a divisao.

Escrevemos os polindmios no seguinte formato:

4% +2x2 -x+1 | x> +2x+3

Inicialmente, dividimos o primeiro termo do dividendo
pelo primeiro termo do divisor.

3 +2x2 -x+1 | x> +2x+3

4x

Em seguida, multiplicamos 4x por todos os termos do
divisor, da direita para a esquerda. O resultado de cada
multiplicagdo é colocado, com o sinal trocado, abaixo de
cada termo correspondente, no dividendo. Em seguida,

somamos esses termos.
X2 +2x+3

—4x3 -8x% —12x ax
—6x%>-13x+1

43 +2x* —x+1

Repetindo o processo, dividimos -6x? por x2.

x> +2x+3
—4x3 -8x* -12x 4x -6
—-6x* -13x+1
Multiplicamos -6 por todos os termos do divisor, da direita
para a esquerda. O resultado de cada multiplicagdo é colocado,

com o sinal trocado, abaixo de cada termo correspondente,
no dividendo. Em seguida, somamos esses termos.

X2 +2x+3
—4x® -8x* —12x 4x -6
—-6x* -13x+1
6x* +12x+18
-X+19

4x3 +2x? —x+1

4% +2x? —x+1

Observe que ndo podemos continuar a divisdo, pois o grau
do termo obtido é menor do que 2.

Portanto, temos:
Quociente: Q(x) = 4x -6
Resto: R(x) = -x + 19

Método de Descartes

O Método de Descartes, também conhecido como Método
dos Coeficientes a Determinar, é outra forma utilizada
para efetuar a divisdo de polindmios. A sequéncia de passos
é a seguinte:

Consideremos uma divisdo de polindmios na qual P(x) é o
dividendo, B(x) é o divisor, Q(x) é o quociente e R(x) é o resto.

i) Calculamos o grau do quociente Q(x) e também o

grau do resto R(x).

ii) Escrevemos os polindmios correspondentes ao
quociente e ao resto, representando seus coeficientes
desconhecidos por letras.

ili) Determinamos esses coeficientes, utilizando a
identidade polinomial P(x) = Q(x). B(x) + R(x).

Exemplo:

Dividir P(x) = 5x* = 2x3 + x? + x = 2 por B(x) = x® + X2 - 4x + 6.

Inicialmente, vamos determinar o grau do quociente e do

resto. Observe que o grau do quociente é dado pela diferenca

entre o grau do dividendo e o grau do divisor, ou seja,

o quociente é de grau 4 - 3 = 1. Portanto, podemos

escrever o quociente na forma Q(x) = ax + b.

Além disso, o grau do resto deve ser menor do que o grau
do divisor, ou seja, o resto encontrado precisa estar na
forma R(x) = cx? + dx + e.

Temos que:

P(x) = Q(x).B(x) + R(x)

5x*=2x3+ x2+ x - 2=+ Xx?-4x +6).(ax + b)+ x>+ dx + e=
ax*+ ax3-4ax?+ 6ax + bx3+ bx?2-4bx + 6b + cx?+ dx + e=
ax*+ (a+b)x®*+ (-4a+b+c)x*+ (6a-4b + d)x + (6b + e)
Igualando termo a termo, temos:

a=5

a+b=-2=5+b=-2=b=-7
-4a+b+c=1=-4.5-7+c=1=-27+c=1=c=28
6a-4b+d=1=6.5-4.(-7)+d=1=30+28+d=1=d=-57
6b+e=-2=6.(-7)+e=-2=-42+e=-2=>e=40

Assim, temos:
Q(x) = 5x = 7 e R(x) = 28x2? - 57x + 40.
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EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

01.

02.

©

03.

©

04.

©

05.

©

06.

07.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(UECE-2019) Considerando o polindmio P(x) = 4x3 + 8x2 +
X + 1, é correto afirmar que o valor da soma P(-1) +

1 2 p :
P[_E] € um numero localizado entre

A) 50e5,5. C) 4,5 5,0.

B) 4,0 e 4,5. D) 5,5e6,0.

(UEG-2016) Na divisdo do polindmio 6x* -2x3 - 8x2 + 10x - 2
pelo divisor x2 + 3x - 2, o resto multiplicado por 2 é:

A) -222x2 + 252 D) 222x + 252
B) 444x> + 252 E) -444x - 252
C) -444x% + 252

(UERN-2015)

e Divisor: x2 + x;

e Resto: 1-7x;e

e Quociente: 8x? - 8x + 12.
Logo, o dividendo dessa operacdo é:
A) 8x*+4x2+5x + 1

B) 6x* + 4x? + 4x + 3

C) 8x*+4x>+4x +1

D) 6x* +8x>+5x+ 1

(UPF-RS-2015) Se o polinémio P(x) = x* - 2x2 + mx + p
é divisivel por D(x) = x2 + 1, ovalorde m - p é
A) -3. C) 0. E) 3.

B) -1. D) 2.

(PUC RS-2017) Os polindmios p(x), q(x), f(x),
h(x) em C, nessa ordem, estdo com seus graus em
progressdo geométrica. Os graus de p(x) e h(x) sdo,
respectivamente, 16 e 2. A soma do numero de raizes
de q(x) com o nimero de raizes de f(x) é

A) 24. C) 12. E) 4.

B) 16. D) 8.

(UFMG) Sejam p(x) = ax? + (a - 15)x + 1 e
q(x) = 2x?2 - 3x + % polinémios com coeficientes reais.
Sabe-se que esses polindmios possuem as mesmas raizes.
Entdo, é correto afirmar que o valordea + b é

A) 3. B) 6. C) 9. D) 12.

(UECE-2015) Se a expressdo algébrica x2 + 9 se escreve
identicamente como a(x + 1)2+ b(x + 1) + ¢, em que a,
b e ¢ sdo numeros reais, entdo o valordea - b + c é

A) 9. c) 12.
B) 10. D) 13.

(UFJF-MG-2017) Qual é o polindmio que, ao ser multiplicado
por g(x) = 3x® + 2x?> + 5x - 4, tem como resultado o
polindmio h(x) = 3x% + 11x° + 8x* + 9x3 -17x? + 4x?

D) x3 + 3x2 + 2x

E) x®+ 3x?-x

A) X3+ x2 + X
B) x®+ x?2-x

C) x4+ 3x2+ x

EXERCICIOS

PROPOSTOS

01.

)

02.

)

03.

04.

)

05.

06.

RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play

(PUCPR-2015) Se (x - 2) € um fator do polindmio
x3 + kx? + 12x - 8, entdo, o valor de k é igual a

A) -3. c) 3. E) -6.
B) 2. D) 6.

(UDESC) Sejam q(x) e r(x), respectivamente, o quociente
e o resto da divisdo de f(x) = 6x* - x> - 9x2 - 3x + 7
por g(x)= 2x2 + x + 1. O produto entre todas as raizes
de q(x) e r(x) éigual a

7

5
A) Z. ) B) 2.

uoulw

B) 3. D)

(UERN) O valor de n para que a divisdo do polindmio
p(x) = 2x3 + 5x2 + x + 17 por d(x) = 2x? + nx + 4 tenha
resto igual a 5 € um ndimero

A) menor que -6.
B) negativo e maior que -4.
C) positivo e menor que 5.

D) par e maior que 11.

(ESPM-SP-2016) O quociente e o resto da divisédo
do polindmio x?2 + x - 1 pelo bindbmio x + 3 sao,
respectivamente,

A) x-2eb5. D) x+1e0.
B) x+2e6. E) x-1e-2.
C) x-3e?2.

(UEL-PR) O polinémio p(x) = x3 + x2 - 3ax - 4a
é divisivel pelo polindmio gq(x) = x2 - x - 4. Qual é
o valor de a?
A) a=-2
B) a=-1

C) a
D) a

I
o

E) a=2

]
-

(Ibmec) Se o resto da divisdo do polinémio
P(x)= x* + ax + b pelo polindmio Q(x)= x>+ x + 2 é
igual a 4, entdo podemos afirmar que a + b vale

A) 2. C) 3. E) 4.

B) -2. D) -3.
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https://youtu.be/tAve4Qmk-7M
https://youtu.be/6nhIoJAxn4E
https://youtu.be/rNg5KV_mJE0
https://youtu.be/j-iR8Ho_O-A
https://youtu.be/vzl16NFGk5Q
https://youtu.be/SkZP274QLUM
https://youtu.be/iRp0wsEcvLA
https://youtu.be/JJgWKgaxsTg
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07.

08.

09.

10.

11.

12,

(UFPE) Determine o polindmio com coeficientes reais
p(x) = ax® + bx? + cx, tal que p(x + 1) - p(x) = 6x?
e indique a? + b? + c.

(FGV-2015) Se x? - x — 1 é um dos fatores da fatoragdo
de mx3 + nx2 + 1, com m e n inteiros, entdo, n + m é
igual a

A) -2. D) 1.

B) -1. E) 2.

C) O.

(UFOP-MG) O resto da divisdo do polindmio
p(x)= x* - 2x + 3 pelo polindbmio q(x) = x> - 1 é:

A) x+ 3

B) 6

C) 8

D) 3x - 1

(Mackenzie-SP-2017) Os valores de R, P e A para que

2+5x-1_R_P A

a igualdade = _—~ 4+ seja uma
X3 —x X x+1 x-1

identidade sdo, respectivamente,

A) 3,1e-2. D) 1,3 e-2.

B) 1,-2e3. E) -2,1e3.

C) 3,-2el.

(Mackenzie-SP-2016) Na equagao (x* - x>+ x - 1) =0,
a multiplicidade da raizx = 1 é

A) 1. c) o.
B) 18. D) 20.

E) 40.

(UDESC) Seja r(x) o resto da divisdo do poliné6mio
p(X) =4x2+ 3x + 5porq(x) = 2x>-x-1.Sef(x) =2x + ke
f(g(x)) = r(x). Entdo o valor da constante k para que o
conjunto solugdo da inequagdo g(x) = 10 seja{x eR | x = 3} é

E) -32,
5

A) -12. C) 12.

B) -2. D) 2.

SECAO ENEM

01.

(Enem) Um laticinio possui dois reservatdrios de leite. Cada
reservatorio é abastecido por uma torneira acoplada a um
tanque resfriado. O volume, em litros, desses reservatdrios
depende da quantidade inicial de leite no reservatoério e do
tempo t, em horas, que as duas torneiras ficam abertas.
Os volumes dos reservatorios sdo dados pelas fungées:

V,(t) = 250t* - 100t + 3 000 e V,(t) = 150t% + 69t + 3 000.

Depois de aberta cada torneira, o volume de leite de
um reservatorio é igual ao do outro no instantet = 0 e,
também, no tempo t igual a

A) 1,3 h. C) 10,0 h. E) 16,9 h.
B) 1,69 h. D) 13,0 h.
Colecao 6V

02.

GABARITO
Aprendizagem

3 O0O0OO0OO0OO0OO0OO0O0

P

OO O0OO0O0OO0Oo

O O OO

O

Secao Enem

O

opostos

Ao estudar a variagdo entre os valores de duas
grandezas P e X, um pesquisador concluiu que a relagdo
matematica que caracterizava essa variacdo era dada
pelo polindmio P(x) = x3 + ax2 + bx + ¢, em que x era o
valor da grandeza X e P(x) era o valor correspondente da
grandeza P. Parte dos dados coletados pelo pesquisador
encontram-se a seguir.

0 2
5)
10

Com base nas informagdes apresentadas, pode-se afirmar
que o valor do coeficiente a é

A) -3.

B) -2.

C) o.

D) 2.

E) 3.

Meu aproveitamento /,/\;TI

Acertei Errei

01. A
02.
03.
04.
05.
06.
07.
08.

m o O o m>»>» 0O

Acertei Errei

01.
02.
03.
04.
05.
06.
07. p(x) = 2x3 = 3x? + x
az+b2+c2=14

08. B

09.
10.
11.
12.

O m » W O m

O O ®m >

Acertei Errei

01. A O 02.B

N

Total dos meus acertos:

de . %



https://youtu.be/9hK58B-f9tE
https://youtu.be/qbhs--Jh5fo
https://youtu.be/11xkt1kAf-c
https://youtu.be/M2LpCWuUjDE

MATEMATICA

Polinomios I
TEOREMA DO RESTO Iﬁ@'

O resto da divisdo de P(x) por um binémio ax + b é p(_b}
a

Podemos verificar esse fato facilmente. Temos:
P(x) |ax+b
R Q)
Podemos escrever o algoritmo na forma:
P(x) = (ax + b).Q(x) + R

b
Para x =-—=, temos:
a

of-2 [[b]b]q[b]R=
P—E:HH@QEE}R:PPE}OQLE}R:

P[-2|=R

Em outras palavras, para encontrar o resto da divisdao de um
polinémio P(x) por um binémio do 1° grau, basta calcular
a raiz do binémio do 1° grau e, em seguida, substitui-lo no
polindmio P(x).

Exemplo:

Calcular o resto da divisdo do polinémio
P(x) = 3x*+ 4x? - x + 5 por B(x) = x - 1.
Calculo da raiz de B(x):
X-1=0=>x=1

O resto R é dado por:
R=P(1)=3.1344.12-1+5=
R=3+4-1+5=11

TEOREMA DE D’ALEMBERT I@@|

P(x) é divisivel por ax + b se, e somente se, P[—E)= 0.
Observe que o Teorema de D’Alembert é uma consequéncia
imediata do Teorema do Resto. Eis a demonstragdo:
Seja P(x) = (ax + b).Q(x) + R.
Conforme vimos anteriormente, fazendo x=—9, temos
a

FRENTE = MODULO

C 22

Porém, o polindbmio P(x) é divisivel por ax + b se,
e somente se, R for igual a zero.

Desse modo, o teorema esta demonstrado.

DISPOSITIVO DE 1.
BRIOT-RUFFINI G

E um dispositivo pratico que permite determinar o
quociente e o resto da divisdo de um polin6mio P(x) por um
bindmio da forma x - a. Como exemplo, vamos efetuar a
divisdo do polind6mio P(x) = x3 + 3x2 - x + 4 por B(x) = x - 2.

Inicialmente, vamos posicionar os termos indicados,
conforme o esquema a seguir:

Raiz do divisor | Coeficientes do dividendo

| Coeficientes do quociente : Resto
Assim, temos:

2 1 3 -1 4

Repetimos o coeficiente do termo de maior grau.
2 1 3 -1 4

1 '

Multiplicamos essa raiz (2) pelo coeficiente que foi repetido
(1) e, em seguida, a somamos com o proximo coeficiente (3).
O resultado é colocado a direita do 1.

Fazemos 2.1+ 3 =5.

Repetimos o processo, agora, com o ultimo termo obtido (5).
Fazemos 2 .5-1=0.

2 |1 3. -1 4

NI

X

Finalmente, repetimos esse procedimento para o termo 9.
Com isso, obtemos o Ultimo termo, separado por uma
linha tracejada. Esse nimero é o resto da divisdo de
P(x) por B(x).

Fazemos 2 .9 + 4 = 22.
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medulo 22 [

Os numeros obtidos (1, 5 e 9) sdo os coeficientes do Resolugéao:
polinbmio quociente. Como P(x) é do 3° grau e B(x) Pelo Teorema de D’Alembert, temos P(1) = 0 e P(-1) = 0
é do 1° grau, o dividendo deverd, necessariamente, Assim:

ser do 29 grau. Por isso, costumamos dizer que o Dispositivo

- = (= 3 - - 2 - -
de Briot-Ruffini serve para abaixar o grau do polindmio P(x). P(-1) = (-1 = 2m(=1)*+ (=m + 6)(-1) + 2m + n =

Mais & frente, veremos uma importante aplicagdo desse 0O=-1-2m+m-6+2m+n=>m+n=7
fato no calculo de raizes de equagbes. Portanto, temos Observe que ndo foi necessario fazer P(1) = 0, pois a
0 quociente Q(x) = x2 + 5x + 9 e o resto R(x) = 22. pergunta envolvia m + n.
OBSERVAGAO 02. (Mackenzie-SP)
Podemos utilizar o Dispositivo de Briot-Ruffini também
quando o divisor € um polindmio da forma ax + b. Nesse caso, P() lﬂ Q(x) \i
devemos dividir os coeficientes do polindmio quociente por a. 4 Q(x) 1 Q,(x)
Exemplo:

L Considerando as divisGes de polindmios dadas, podemos
Efetuar a divisdo de P(x) = 5x* + x* - 2x + 1 por 2x - 4. afirmar que o resto da divis&o de P(x) por x2 - 8x + 12 é:

A raiz do bindmio do 1° grau é igual a 2. Assim, temos:

A) 2x + 2 C) x+2 E) x+1
|5 1 -2 1 B) 2x + 1 D) 3x -2
| 5 11 20 41 Resolugao:

A . ' . Podemos escrever do seguinte modo:
Para obter o polinOmio quociente, devemos dividir

. . P(x) = (x - 2).Q(x) + 4 e
cada termo obtido por 2. E importante observar que QX) = (x - 6).0.(x) + 1
o resto ndo se altera. Assim, temos como quociente - T

Substituindo a expressdo para Q(x) em P(x), temos:
Q(x) = E 2 11x+1Ce resto R(x) = 41. P para Q(x) )
2 P(x) = (x - 2)[(x - 6).Q,(x) + 1]+ 4 =

P(x) = (x-2).(x-6).QX)+x-2+4=

TEOREMA DA DIVISAO 4 PX) = (= 8x + 12).Q,() + X + 2
PELO PRO DUTO @ Logo, o resto da divisdo de P(x) por x> - 8x + 12 é igual

a(x+2).
Um polinémio P(x) é divisivel por (x - a)(x — b) se, e somente 03. Um polindmio P(x) deixa resto 1 quando dividido por x - 1
se, P(x) é divisivel separadamente por x — a e por x — b. e deixa resto 4 quando dividido por x + 2. Determinar o
resto da divisdo do polindmio P(x) por (x - 1)(x + 2).
Demonstracgio: Resolugéo:
Se P(x) é divisivel por (x — a )(x - b), podemos escrever Vamos representar os dados da seguinte forma:
a operagao da seguinte forma: P(X) [x=1 Pelo Teorema do Resto,

P(X) (X _ a)(X _ b) 1 Q.(x) temos aue P(1) =1.

0 Q(x) P(x) [x+2 Pelo Teorema do Resto,
4 Q,(x)  temos que P(-2)=4.
Nela, Q(x) é o polindbmio quociente.

Agora, observe que (x - 1)(x + 2) é um polinémio do
Logo, temos P(x) = (x — a)(x - b).Q(x).

segundo grau. Na divisdo de P(x) por (x - 1)(x + 2),

Pelo Teorema de D’Alembert, P(x) é divisivel por x — a se, o grau do resto deve ser menor do que o grau do divisor.
e somente se, P(a) = 0. Portanto, o resto R(x) é da forma R(x) = ax + b, em que
Assim, temos P(a) = (a - a)(a - b).Q(a) = 0. a e b sdo numeros reais.
Logo, P(x) é divisivel por x - a. P(x) |(x-1)(x+2)
Analogamente, P(x) sera divisivel por x - b se, e somente ax+b  Q,(x)
se, P(b) = 0.

P(x) = (x - 1)(x + 2).Q,(x) +ax + b
s Fazendo x = 1, temos:
Logo, P(x) é divisivel por x = b. P(1) = (1 - 1)(1 +2).Q,(1) + a.1 + b=
l=a+b
1 Fazendo x = -2, temos:
EXERCICIOS RESOLVIDOS o e 02y + a2y 4 b
4=-2a+b

Assim, temos que P(b) = (b - a)(b - b).Q(b) = 0.

01. (FGV-SP)Se o polindmio x3 - 2mx2 + (-m + 6)x + 2m + n a+b=1
é divisivel por x - 1 e por x + 1, entdo m + n é igual a: -2a+b=4

A) 7. B) -7. C) 6. D) -6. E) O. Portanto, o resto é igual a R(x) = -x + 2.

Resolvendo o sistema{ ,temosa=-1eb=2.
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EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

RESOLUCOES NO

Bernoulli Play

®

01. (UEPB) Dado que o polindmio p(x) = —=2x3 + mx2 - 5x + 2
é divisivel por x - 1, entdo
A) m=-5. D) m=2.
B) m=>5. E) m=3.
C) m=09.
02. (UFJF-MG) Na divisdo de um polinémio P(x) pelo bindmio

01.

©

(x + a), usou-se o Dispositivo pratico de Briot-Ruffini e
encontrou-se:

©

Os valores der, q, p e a sdo, respectivamente,
A) 6,1, -6, -2. D) -6, -2, 1, 2.

B) -6, -2, -2, 2. E) 4,1, -4, 2.

02.
C) -6,1, -2, 2.
03. (FUVEST-SP) Determine o valor de p para que o polindmio
@ 2x3 + 5x? - px + 2 seja divisivel por x - 2.
04. (PUCRS-2015) Se p(x) = ax® + bx2 + cx + d, em que a,
b, ¢, d sdo nimeros reais, e sabendo que p(x) € divisivel
por x + 1, podemos afirmar que: 03.
A) a+c>b+d D) a+b+c+d=0
B) a+c=b+d E) a+b+c+d=1
C) a+c<b+d
05. (ESPM-SP) O trindmio x2 + ax + b é divisivel por x + 2 e 04.
@ porx - 1. O valordea-b é
A) 0. c) 2. E) 4.
B) 1. D) 3.
05.
06. (PUC Minas) O resto da divisdo do polinémio
P(x) =x*-3x2+px+ 1porx-1¢é4.0valordepé @
A) -5. c) -1. E) 5.
B) -3. D) 3.
07. (PUCRS-2016) O polindmio p(x) = ax® + bx? + cx, em R,

é divisivel por (x - 1). Podemos afirmar que p(p(1)) é:

06.

A) -1

©
C) 1

D) a+b+c

E) -a+b-c

EXERCICIOS
PROPOSTOS

(UFTM-MG) Dividindo-se o polinémio
p(x) = 3x* - 2x> + mx + 1 por (x — 1) ou por (x + 1),
os restos sdo iguais. Nesse caso, o valor de m é igual a

A) -2. D) 2.
B) -1. E) 3.
C) 1.

RESOLUCOES NO

Bernoulli Play

®

(UECE-2018) Se o polindmio p(x) = x° + ax3 + x € divisivel
pelo polinémio d(x) = x3 + bx, em que a e b sdo niumeros
reais, entdo, a relagdo entre a e b é:

A) a2+ ab + b?
B) b2-ab+1=0
C) a2-ab+1=0

D) b2-ab+b=0
(Unesp) O polindbmio P(x) = ax® + 2x + b é divisivel por

X — 2 e, quando divisivel por x + 3, deixa resto -45.
Nessas condigdes, os valores de a e b, respectivamente, sdo

A) 1led. D) 2 e 16.
B) 1e12. E) le-12.
C) -1e12.

(FUVEST-SP) O polindmio p(x) = x® + ax’ + bx, em que a
e b sd3o numeros reais, tem restos 2 e 4 quando dividido
por x — 2 e X — 1, respectivamente. Assim, o valor de a é

A) -6. B) -7. C) -8. D) -9. E) -10.

(UPE) Para que o polinémio 6x3 — 4x2 + 2mx - (m + 1)
seja divisivel por (x - 3), o valor da raiz quadrada do

modulo de m deve ser igual a
A) 0. B) 1. C) 2. D) 3. E) 5.

(PUC Rio) O resto da divisdo do polindmio x3 + px + q por
X + 1 é 4 e o resto da divisdo deste mesmo polindmio

porx —1é 8. O valordep é

A) 5. D) 1.
B) -4. E) 8.
C) o.

(Mackenzie-SP) Dividindo-se P(x)
X — 1 e por x + 2, obtém-se o mesmo resto 3. Entédo,
a soma das raizes de P(x) - 3 é

x2 + bx + ¢ por

A) -3. D) 1.
B) -2. E) 3.
c) -1.
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https://youtu.be/IVuuabomJzU
https://youtu.be/2KmvKJeBE-s
https://youtu.be/PXGmKeR9CaI
https://youtu.be/gal56ud2tVk
https://youtu.be/WdmyGZx5l3k
https://youtu.be/dXfqunsehsI
https://youtu.be/6lwr4HruBmI
https://youtu.be/RowzyO9h9tk
https://youtu.be/U0kMi8USjsQ
https://youtu.be/fFcT4GcKyHQ
https://youtu.be/V64hCjylnsA
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07.

©

08.

09.

10.

11.

13.

(UDESC-2015) Um polinémio p(x) dividido por x + 1
deixa resto 16; por x — 1 deixa resto 12, e por x deixa
resto —1. Sabendo que o resto da divisdao de p(x) por
(x + 1)(x - 1)x é da forma ax? + bx + ¢, entdo o valor
numérico da soma das raizes do polindmio ax? + bx + c é:

A 3. c 2. E) -2.
5

15

B) 2. D) 4.

(UECE-2016) O resto da divisdo de (x> + x + 1)? por
X2 -x+1é:

A) 4x

B) 4(x-1)
C) 4(x - 2)
D) 4(x - 3)

(Mackenzie-SP) O resto da divisdo de P(x) = x* + x> +
X2+ ax + b por x>+ 1 é 3.
Calcule o valor de a + b.

(UEL-PR) Para que o polinémio f(x) = x3 - 6x2 + mx + n
seja um cubo perfeito, ou seja, tenha a forma f(x) = (x + b)?3,
os valores de m e n devem ser, respectivamente,

A) 3e-1.
B) -6e8.
C) -4e?27.
D) 12 e -8.
E) 10e -27.

(UFTM-MG) Seja o polindmio p(x) = x> - 2x2 - 4x + m,
sendo m um numero real. Sabendo-se que P(x) é divisivel
por (x — 2), determine:

A) O valor de m.

B) Todas as raizes de P(x).

(Unicamp-SP-2017) Considere o polindmio p(x) = X" + x™+ 1,
emquen > m>1. Se o resto da divisdo de p(x) por x + 1
é igual a 3, entdo

A) n é parem é par.
B) n éimpar e m é impar.
C) néparem éimpar.

D) n é impar e m é par.

(FGV-2016) Sabendo-se que o resto da divisao do
polindmio P(x) = x3 - x2 + 2 + 2 por x - 3 é igual a
4k - 220, o valor de k é

A) -4. D) 3.
B) -2. E) 4.
c) 2.
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SECAO ENEM

01.

Uma importante area da Matematica é a chamada Pesquisa
Operacional (PO). Trata-se de um conjunto de técnicas de
modelagem matematica aplicado a diversos problemas
praticos. Atualmente, a Pesquisa Operacional é bastante
utilizada para a maximizagdo do lucro de empresas.
Considere que um profissional da area de Pesquisa
Operacional tenha efetuado a modelagem da maximizagao
do lucro de uma empresa. Na sua pesquisa, ele descobriu
que havia dois valores correspondentes a produgdo x para
0s quais o lucro seria nulo. O menor desses valores ndo é
suficiente para atingir uma regido de lucratividade, pois o
valor adquirido com a venda do produto é o mesmo gasto
para produzi-lo, e o maior desses valores eleva muito o
custo da produgdo, devido a necessidade de aquisicdo de
equipamentos, e também ndo gera lucro. Apds analisar
os dados, ele obteve uma expressdo que descreve o lucro
L(x) dessa empresa em fungdo do numero de toneladas
produzidas x. A expressdo € a seguinte:

-x3>+8x*-19x +12

X-1

L(x) =

Diante disso, o nimero de toneladas a serem produzidas
a fim de que a empresa tenha a maxima lucratividade
éigual a

A) 3. B) 3,5. C) 4. D) 4,5. E) 5.
GABARITO Meu aproveitamento /\/\;'
Aprendizagem  Acertei Errei
O 01.B O 05.D
O o02.C O 06.E
O 03.p=19 O 07.B
O 04.B O 08.D

PFOPOStOS Acertei Errei
O o01.B O 09.a+b=4
O 02. E O 10.D
O 03.A 11.
O 04. E O A) m=8
O 05.D O B) 2e-2
O 06.C O 12. A
O 07.C O 13.E
O 08.B

Segéo Enem Acertei Errei
O 01.B

/Totaldos meus acertos: de . %



https://youtu.be/2RuGR88GP8o
https://youtu.be/T8j_4KlLoIY
https://youtu.be/4eGCMskWbhc
https://youtu.be/fAGvvCZVD_0

FRENTE = MODULO

MATEMATICA C 23

Equacoes Polinomiais |

EQUACOES ALGEBRICAS ﬁgl

Chamamos de equacao algébrica ou equagéo polinomial
a toda equacdo na variavel x que pode ser escrita na forma
-1 2 —
ax"+a _x""'+..+ax*+ax+a =0,
em gue os coeficientes a, a
complexos e n € N.

., a,, a, sdo numeros

n-1 "' 1

Exemplos:
1°9) x2-4x+8=0
20) 5x3+6x2-3x+1=0

RAIZES OU ZEROS DE UMA |
EQUACAO POLINOMIAL %l

Dizemos que um numero complexo a é raiz de uma equagdo
polinomial do tipo P(x) = 0 se, e somente se, P(a) =
Por exemplo, a equagdo 2x® - x2 + 4x - 5 = 0 admite 1
como raiz, pois2.13-12+4.1-5=2-1+4-5=0.

Portanto, para verificar se um determinado numero
complexo é raiz de uma equacdo, devemos substituir a
varidvel por esse nimero e verificar se a igualdade é satisfeita.

CONJUNTO SOLUCAO :
OU VERDADE @@'

Chamamos de conjunto solugdo de uma equagdo P(x) =0
em um determinado conjunto universo U, o conjunto
formado por todas as raizes dessa equagdo. Resolver
uma equagao significa determinar o seu conjunto solugdo.

Exemplos:

19) Resolver, em R, a equagdo x> + x + 2 = 0.
A=12-4.1.2=1-8=-7
No conjunto R, a equacdo ndo apresenta solugdes,
ou seja, S = @.

29) Resolver, em C, a equagdo x> + x + 2 = 0.
A=12-4.1.2=1-8=-7

—1++-7 -1++7
= = X =
2.1 2
Portanto, no conjunto dos numeros complexos,

o conjunto solucdo é dado por S = {#’#}

TEOREMA FUNDAMENTAL
DA ALGEBRA

oy

Toda equagao de grau n, n > 1, possui pelo menos uma
raiz complexa.

Esse teorema foi enunciado no fim do século XVIII pelo
matematico Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Uma das
consequéncias mais importantes desse teorema € a seguinte:

Um polinbmio de grau n, n > 1, possui n raizes
complexas.

De acordo com o Teorema Fundamental da Algebra,
podemos afirmar que existe pelo menos uma raiz complexa.
Sendo k, essa raiz, temos P(k,) = 0.

Logo, o polinémio P(x) é divisivel pelo polinémio x - k,

(Teorema de D'Alembert).

Portanto, podemos escrever o seguinte:

P(x) | x -k,
= P(x) = (x -k,).Q,(x)
0 QM

Observe que, para P(x) =
Q,(x) = 0. Portanto, podemos concluir que as raizes de Q,(x)

0, temos que x - k; = 0 ou

também sdo raizes de P(x).

Podemos proceder de maneira analoga ao analisar
o polindmio Q,(x).

Sendo k, uma raiz de Q,(x), podemos escrever:

QI(X) = (X - kz)'Qz(X)

Substituindo Q,(x) na expressdo de P(x), obtemos:
P(x) = (x = k;).(x = k,).Q,(x)
Aplicando sucessivamente esse raciocinio, obtemos:

P(X) = (X = K).(X = K,).(X = K3). oo (X = K).Q,(X)

Nessa expressdo, Q (x) € um polindmio de grau zero.
Observe que o coeficiente de x, em P(x) é a,. Logo,
temos Q. (x) = a,.
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Portanto:

P(x) = (x = K).(x = K).(X = K;). oo (X = K )2

Essa é a chamada forma fatorada do polinémio P(x).

TEOREMADA
DECOMPOSICA0 !

Como consequéncia do exposto, enunciamos a seguir o
chamado Teorema da Decomposicao.

Um polinémio P(x) de grau n, n = 1, pode ser decomposto
em n fatores do 1° grau, ou seja, pode ser escrito na forma:

P(x) = (x = K).(X = k). (X = K;). oo o(x = k)2,

Observe que uma consequéncia imediata desse teorema
é que toda equacgdo de grau n, n > 1, possui n raizes
complexas, distintas ou ndo.

OBSERVAGAO

Consideremos o polindmio P(x) de grau n, n > 1. Sabemos
que esse polindbmio pode ser decomposto em n fatores do
primeiro grau. Suponhamos que um mesmo numero seja
raiz de k fatores de P(x), k < n. Dizemos que esse niumero
€ uma raiz de multiplicidade k do polindmio P(x).

EXERCICIOS RESOLVIDOS

01. Resolver a equagdo x3 - 3x2 + 4x - 12 = 0.

Resolugéo:
Fatorando a equagdo, temos:
X}(x-3)+4(x-3)=0=>x-3)(x*+4)=0

Assim, temos:

x-3=0 x=3 x=3
ou < { ou < { ou
x> +4=0 x* =—4 X = +2i

Portanto, o conjunto solucdo é dado por S = {-2i, 2i, 3}.

02.

Determinar a multiplicidade de cada uma das raizes na
equagao (x - 5)3(x + 2)(x - 7)*= 0.
Resolugao:

Observe que existem 3 fatores cuja raiz é 5. Portanto,
a multiplicidade da raiz 5 é igual a 3.

Existe um Unico fator que tém raiz -2. Logo,
a multiplicidade da raiz -2 é igual a 1 (raiz simples).

Existem 4 fatores em que o numero 7 é raiz. Logo,
a multiplicidade da raiz 7 é igual a 4.

Colecao 6V

EXERCICIOS DE

APRENDIZAGEM

01.

©

02.

03.

©)

(VE

o (=] (=]
: ©: ©F

08.

©

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play

(PUC Rio) Sabendo que 1 é raiz do polinéGmio
p(x) = 2x3 - ax? - 2x, podemos afirmar que p(x) é igual a:

A) 2x*(x - 2) C) 2x(x? - 2)
B) 2x(x - 1)(x + 1) D) x(x - 1)(x + 1)

(UFRGS-RS) As raizes do polindmio p(x) = x3 + 5x? + 4x
sdo

A) -4, -1e0. D) -1,0e 1.
B) -4,0el. E) 0,1e4.
C) -4,0e 4.

(PUC-Campinas-SP) Se v e w sdo as raizes da equagdo
x2 + ax + b = 0, em que a e b sdo coeficientes reais,
entdo v2 + w2 é igual a

A) a2-2b C) a? - 2b?
B) a2+ 2b D) a? + 2b?

E) a?- b2

(UFOP-MG) Considere a equagdo 7x(x — 1)?(2x - 2) = 0.

Entdo, podemos afirmar que
A) 1 é raiz tripla. D) -1 é raiz dupla.
B) 1 é raiz dupla. E) -1 é raiz tripla.

C) 1 é raiz simples.

(UDESC-2015) O mddulo da diferenca das raizes de
(Xx-1).(x+2)-2(x+2)-4=x-2¢
A) 8. C) 4.
B) 2. D) 6.

E) 10.

(PUC Rio) O polindmio p(x) = x3 — 2x2 - 5x + d é divisivel
por (x — 2).
A) Determine d.

B) Calcule as raizes de p(x) = 10.

(UFRGS-RS) O polindmio p(x) = x* + 4x3 + 6x* + 4x + 1 tem
A) apenas duas raizes reais distintas.

B) apenas duas raizes positivas.

C) todas as raizes positivas.

D) quatro raizes iguais.

E) quatro raizes distintas.

(UECE) Os numeros -2, -1, 0, 1 e 2 s&o as solucdes da
equacao polinomial p(x) = 0, as quais sao todas simples.
Se o polindmio p(x) é tal que p(y/2) = 2/2, entdo o valor
de p(v/3) é igual a:
A) 2/3
B) 3/2

C) 3/3
D) 6/2


https://youtu.be/Kz9nmp9lfDM
https://youtu.be/RyotDK9q5Dc
https://youtu.be/ded4c-0dFOg
https://youtu.be/-yyZY7IcNd0
https://youtu.be/Xp-W6hVNnF8
https://youtu.be/tGaouLrdO70
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05.

RESOLUGOES NO
@ Bernoulli Play @

(UFPB) Uma organizagao ndo governamental desenvolveu
um projeto de reciclagem de papel em um bairro
popular de uma cidade, com o objetivo de contribuir
com a politica ambiental e gerar renda para as familias

EXERCICIOS
PROPOSTOS

01. (UECE-2019) Considere os polindmios m(x) = x2 - 3x + 2, " 19
n(x) = x2 - 4x + 3 e q(x) = X® - X2 - 4x + 4, que utilizando um processo artesanal, as familias produzem
tém como fator comum o polindmio f(x) = x,— 1, folhas de papeldo em formato retangular medindo
Se P(x) = m(x).n(x).q(x), a soma das raizes distintas 21 cm x 42 CT' Um empresario local propdés comprar
da equagdo polinomial P(x) = 0 € igual a toda a produgdo mensal da comunidade para produzir
caixas de papeldo, em formato de paralelepipedo reto-
A) 16. -retdngulo, com volume igual a 810 cm3. Cada caixa
B) 6. é construida recortando-se quadrados em dois dos
vértices da folha e retdngulos nos outros dois vértices.
C) 10. Em seguida, as abas resultantes dos recortes sdo
D) 4 dobradas nas linhas tracejadas na folha, obtendo-se, g
' dessa forma, a caixa, conforme representagao nas figuras sy
i <<
02. (Insper-SP) A figura, feita fora de escala, representa a a seguir. =
planta de uma sala de aula que conta com uma area para 42 cm E
armarios dos alunos (parte hachurada). <zi
21 cm
Area da sala, incluindo os armarios = 131 m?
(excluindo o hall de entrada)
! 21 cm 21 cm !
¢ B X X‘ :
X, X
X | i
""""" B 1 21 cm
X | | Hall de 20m b
_|entrada ‘
— 3
AR ‘

03.

04.

A sala esta sendo projetada de modo que o teto fique
a uma distancia de x metros do chdo e, para que haja
uma ventilagdo adequada, o volume total da sala mais o
hall de entrada, descontando-se o espago dos armarios
(que vao até o teto), deve ser de 280 m3. O menor valor
de x que atende a todas essas condigGes é

carentes do bairro. A partir da catagdo do papel e

Considerando que uma possibilidade para a medida x
do lado do quadrado a ser recortado é 3 cm, é correto

A & D) & afirmar que outro valor possivel, em centimetros, para a

B) 6. E) o. medida x, pertence ao intervalo

o 7. A) (1, 3). o) (5, 7). E) (9, 11).
B) (3, 5). D) (7, 9).

(Mackenzie-SP-2015) Seja P(x) = 2x3 - 11x2 + 17x - 6
um polindmio do 3° grau e 2x - 1 um de seus fatores.
A média aritmética das raizes de P(x) é

06.

(UNITAU-SP-2016) Considere a fungdo polinomial

g(x) = ax* + bx® + cx?>+ dx + e.
A 7 o) L
5' 2 Sabendo-se que suas raizes sdo -2; 3; 4 e 5, e que
g(0) = -240, é correto afirmar que g(6) é
11
B) g . B) o A) 0. C) 9. E) 192.
B) 48. D) 144.
o 9.
2 07. (Ibmec-SP) As quantidades de raizes reais dos polindmios

(FGV-SP) O polin6mio P(x) = x* - 5x3 + 3x2 + 5x - 4
tem o nimero 1 como raiz dupla. O valor absoluto da

p(x) = x* + 10, q(x) = 10x*> + 1 e r(x) = p(x) - q(x)
sdo, respectivamente,

diferenca entre as outras raizes é igual a A) 0,0e4. D) 4,2e2.
A) 5. C) 3. E) 1. B) 4,0 e 4. E) 4,2e4.
B) 4. D) 2. C) 0,2e2.
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https://youtu.be/IqWUYPyhZGM
https://youtu.be/dXW8zsUKxmY
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08.

©

09.

©

10.

11.

12,

©

(UFRR-2017) Sejam P,(x) = x> + x2 - x - 1 e

P,(x) = x® + 3x2 + 3x + 1 polindmios tais que a
é raiz real de P (x). Entdo, P,(a)é igual a

A) 10 ou 13. D) 11 ou 20.

B) 9ou 7. E) 12 ou 19.

C) 8ou0.

(Mackenzie-SP-2016) A equagdo 2x® + 3x2 -3x-2=0

tem como raizes _l, m e n. Entdo, m" é igual a
2

A) -1 ou 0. p) 1 ou-L.
2 2
B) -1 ou2. E) -2 ou 1.
2
C) -2 ou -1.

(UDESC-2015) Um polindbmio p(x) possui grau 4 e
é divisivel simultaneamente por f(x) = x2 + 5 e por
g(x) = 2x — 3. Se p satisfizer as condigdes p(-1) = 150
e p(2) = 63, entdo a soma de todos os seus coeficientes
éigual a:

A) -18. D) -33.
B) -6. E) -25.
C) -8.

(Insper-2016) Considere um polinémio P(x) do 4° grau,
de coeficientes reais, tal que:

P(-3) = P(1) = P(5) = 0;

P(0) e P(2) sdo, ambos, niimeros positivos.

Nessas condigBes, os sinais dos niumeros P(-5), P(4) e
P(6) sdo, respectivamente,

A) positivo, negativo e negativo.

B) positivo, negativo e positivo.

C) negativo, negativo e negativo.

D) negativo, positivo e negativo.

E) negativo, positivo e positivo.

(Unicamp-SP) Seja p(x) = x3 - 12x + 16.
A) Verifique que x = 2 é raiz de p(x).

B) Use fatoragdo para mostrar que, se x > 0 e x # 2,
entdo p(x) > 0.

SECAO ENEM

01.

70

Observe a noticia a seguir.

Desenvolvido primeiro robd brasileiro para
combater incéndios

Uma proposta desafiadora que gerou uma grande
invencgdo feita com poucos recursos e muita criatividade.
Assim se concebeu o primeiro “rob6-bombeiro” do pais,
desenvolvido na Universidade de Fortaleza (Unifor).

Colecao 6V

Batizado de Saci - sigla para Sistema de Apoio ao
Combate de Incidentes -, o equipamento ja é utilizado
pelo Corpo de Bombeiros do Ceara. Capaz de lancar jatos
de 4,2 mil litros de agua por minuto a uma distancia de
até 180 metros do operador, o robd cumpre a sua missdo:
“salvaguardar a vida daqueles que nos salvam”, segundo
seu criador, o engenheiro eletrénico Anténio Roberto Lins
de Macedo. [...]

CESAR FILHO, Mario. Ciéncia Hoje Online, edicdo 344, 14 dez.
2005. Disponivel em: <http://cienciahoje.org.br/desenvolvido-

GABARITO
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Propostos

O
O
O
O

Secao Enem

O

primeiro-robo-brasileiro-para-combater-incendios/>.
Acesso em: 10 maio 2019. [Fragmento]

Considere que o robd descrito anteriormente se desloque
ao longo do grafico do polindmio P(x) = x3 - 7x2 + 14x - 8.
O sistema cartesiano de eixos foi posicionado de modo que
as raizes reais desse polinémio indicam possiveis focos de
incéndio, os quais serdo combatidos pelo robd. Portanto,

pode-se afirmar que o rob6 bombeiro sera utilizado
A) nenhuma vez. D) trés vezes.

B) uma vez. E) quatro vezes.

Meu aproveitamento /\/\7'

C) duas vezes.

Acertei Errei

01. B
02.
03.
04.
05.
06.
O A) d=10

O B) Asraizessdox=0,x=1-/6ex=1+ /6.
07. D

08. A

o » > >

Acertei Errei

01. D
02. A
03. E
04. A

05. C
06. C
07. A
08. C

O 09. E
O 10. A
O 11.D

O O O O

12.
O A) Demonstragéo.

O B) Demonstragéo.

Acertei Errei

01. D

/ Total dos meus acertos: de . %



https://youtu.be/BCYcZclRQX0
https://youtu.be/SfAVmoHrJpM
https://youtu.be/oCqiidluwig
https://youtu.be/NUorV70hUMw
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FRENTE = MODULO

C 24

Equacoes Polinomiais |l

RELACOES DE GIRARD 1(-

S&o as relaglGes estabelecidas entre as raizes e os
coeficientes da equacdo algébrica P(x) = 0. Vamos estuda-las

caso a caso.
19 caso: Equacao do 2° grau

ax?+ bx+c=0,coma # 0.
Sejam x, e x, suas raizes.

As relagdes entre essas raizes s3o as seguintes:

b C
x1+x2=—— e X.X,=—
a a

29 caso: Equacao do 3° grau
ax?+bx?+cx+d=0,coma #0.
Sejam x,, X, € X, suas raizes.

As relagBes entre essas raizes sdo as seguintes:

X, +%, 4%, =2
1 2 3 a

(X, %,) + (X X))+ (X,.%,) = ¢
a

__d
XXXy == —

Generalizando uma equagdo do grau n, n = 1, temos:
-1 -2 2 —_
ax'+a _x""t+a X"+ ..+ax+ax+a; =0

Em que x,, X,, X;, ..., X, S80 as suas raizes.

As relagbes de Girard sado:

an—l

X, + X, Xy o X ==
n

a

n
() + (X, X)) +oee + (X x)—a"'2
172 173 n-1""n/ " a

n

(XXX, ) + (X, .X,.X,) (x X x)——a"'3
1 Xy Xy ) T XXX ) H e (XX LX) = a

Exemplos:

19) Sejam x, e X, as raizes da equagdo x2 - x + 4 = 0.

Calcule:

A) X, +X,
_b_ Yy

a 1

B) XX,
c_4_4
a 1

C) i+i
Xl XZ
X, + X, =l
XX, 4
2 2

D) X+ X5
X, +x,=1

Elevando ao quadrado os dois membros, temos:
2 _ 42 2 2 _ 1 —
(X, +%,) =1 =2 X] +2x.X, +X; =1=

2 2 _ 2 2 _
x1+2.4+x2—1:>x1+x2— 7

2°) Sejam x,, X, € X, as raizes da equagdo:
2x3-6x2+2x-1=0

Calcule:

A) X +X +X

17T
b__(6)_6_35
a 2 2

B) XX, XX, +X,.X
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C) XXX

d4_n_1

a 2
D) i.'.i.'.i
X1 X2 X3

XXy H XX+ XX, 1 2
X, X, X, 1

2

E) X+x2+x;
X, +X,+X%x,=3
Elevando os dois membros ao quadrado, temos:

2
_ 2
(x1+x2+x3) =3 =

2 2 2 —
X{+ X5+ X3 +2(x1.x2 + XX, +x2.x3) =9

xf+x§+x§+2.1=9:>)1(f+x§+x§=7
TEOREMA DAS RAIZES )
COMPLEXAS

Se uma equagdo P(x) = 0, com coeficientes reais, tem uma
raiz complexa a + bi (b # 0), entdo o seu conjugado a — bi

também é raiz desse polinémio.

Observe algumas consequéncias imediatas desse teorema:

i) As raizes complexas sempre aparecem aos pares.

ii) Se o grau de um polindbmio é impar, entdo esse

polindmio tem pelo menos uma raiz real.

PESQUISA DE RAIZES
15
RACIONAIS C)

Em determinadas situagdes, podemos pesquisar acerca da
existéncia de uma raiz racional de uma equacdo da forma

P(x) = 0, baseados na seguinte propriedade:

72 Colecao 6V

2 P - . . . p
Caso 0 numero a seja uma raiz racional irredutivel da
equacdo algébrica a x" + a,_ x""! + ... + a,x + a, = 0 de
coeficientes inteiros, com a, # 0 e a, # 0, podemos afirmar

que p é divisor de a,, e q é divisor de a,

Exemplo:
Resolva a equagdo x3 + 2x2 - 5x + 2 = 0.

Efetuando a pesquisa de raizes racionais, temos:

i) p éum divisor de 2, ou seja, p pode ser igual a

-2,-1,1ou 2.

ii) q éum divisor de 1, ou seja, q pode ser igual a
-1oul.

Portanto, a fragdo P pode assumir os seguintes valores:
q

-2,-1,10u 2.

Entre esses valores, verificamos que 1 é raiz. Portanto,
o polindmio P(x)= x3 + 2x2 - 5x + 2 é divisivel pelo polindmio
x — 1. Ao efetuar a divisdo desses polindmios pelo Método
de Briot-Ruffini (abaixamento do grau do polindmio),
encontraremos um polindmio quociente cujas raizes sdo

também raizes de P(x). Portanto, temos o seguinte:

1|1 2 -5 2
I

O quociente é dado por Q(x) = x2 + 3x - 2.

Calculando as raizes de Q(x), temos:
x2+3x-2=0
A=32-4.1.(-2)=17

X:—3J_m/§
2

Portanto, o conjunto solugdo é dado por:

S={—3—\/§,—3+J1_7’1}

2 2



i e quacises Polinomias

EXERCICIOS DE
APRENDIZAGEM

RESOLUCGES NO
@ Bernoulli Play

01. (PUC Rio-2018) A soma das raizes da equacgdo
x3 - 2x% - 6x = 0 vale

A) 0. c) 2. E) 9.
B) 1. D) 4.

02. (UFSJ-MG) Se 2i é raiz da equagio x> + ax>+ bx + c = 0

(com a, b, c e R), a soma das suas duas outras raizes é:
@A) -a + 2i C) a+2i

B) -a - 2i D) a - 2i

03. (Unicamp-SP-2019) Sabendo que a e b sdo nimeros reais,
considere o polindmio clbico p(x) = x3 + ax2 + x + b.
Se a soma e o produto de duas de suas raizes sdo iguais
a —1, entdo p(1) éigual a
A) 0. C) 2.
B) 1. D) 3.

04. (EFOMM-RJ-2016) Sabendo que 2 é uma raiz do

2
@ polinémio P(x) = 2x3 - 3x2 - 9x + 10, a soma das outras

raizes é igual a
A) -2. C) 10. E) -1.
B) 0. D) 1.

05. (UFOP-MG) Considere o polinémio:

p(x) = x* = x3 - 14x? + 2x + 24.
@ Sabendo-se que o produto de duas raizes de p(x) é -12,

o produto das outras duas raizes é
A) -2. B) 2. Q) 4. D) -4.

06. (UEPB) O produto entre as raizes da equacdo
x*+3x2+2=0¢
A) 2. c) V2. E) 2i.
B) 1. D) -1.

07. (UFRGS-RS) Se 2 é raiz dupla do polindmio
@ p(x) = 2x* - 7x3 + 3x% + 8x - 4, entdo a soma das outras

raizes é

A) -1. D) 0,5.
B) -0,5. E) 1.
C) 0.

08. (UFMG) Os nimeros -1 e 1 sdo duas raizes do polindmio

p(x) = cx® + ax? + bx + 2c. A terceira raiz de p(x) é
A) -3. C) o. E) 2.

1
B) -2. D) .

EX E R C |’C I 0 S RESOLUCOES NO
@ Bernoulli Play
PROPOSTOS

01. (PUCRIio-2016) Considere a equagdo ax? + bx +c =0, a=0.
Sabemos que a + b + ¢ = 0 e que x = 3 é raiz da equacao.
Quanto vale o produto das duas raizes da equagao?

A) -6 C) 3 E) 9
B) -3 D) 6

02. (Unicamp-SP-2015) Considere o polinémio
p(x) = x> - x2 + ax - a em que a é um numero real.
Se x = 1 é a Unica raiz real de p(x), entdo podemos
afirmar que:
A) a<o0
B) a<1
C) a>0
D) a>1

03. (UECE-2015)Seosnimeros2 +i,2-i,1+2i,1-2ie

0,5 sdo as raizes da equagdo 2x° + px* + 42x3 - 78x2 +
@ 80x + q = 0, entdo o valorde p + q + pg €

A) 287. C) 297.
B) 278. D) 279.

04. (Insper-SP) A equagdo x5 = 8x2 possui duas raizes
imaginarias cuja soma é

A) -2. C) o. E) 2.
B) -1. D) 1.

05. (Unesp) A equacdo polinomial x3 - 3x2 + 4x — 2 = 0
admite 1 como raiz. Suas duas outras raizes sdo

A) (1 +/3i)e (- /3.

B) (1+i)e(1-i).

C) 2+i)e(2-1i).

D) (-1 +i)e (-1 -i).

E) (-1+/3i)e(-1-/3i).

06. (UFRGS-RS) Um polindmio de 5° grau com

coeficientes reais que admite os numeros complexos
-2 + ie 1 - 2i como raizes admite

A) no maximo, mais uma raiz complexa.
B) 2-ie -1+ 2i como raizes.

C) uma raiz real.

D) duas raizes reais distintas.

E) trés raizes reais distintas.

07. (UEA-AM-2016) Na equagdo polinomial x3 + 2x2 -
mx - m -1 =0, com m um nimero real, a soma de
duas raizes é 1. Sabendo que m é raiz do polin6mio
p(x) = x3 — 4x2 - 5x, a soma das outras duas raizes de p(x) é

A) -1. c) 1. E) 5.
B) O. D) 4.
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https://youtu.be/VWEWYm-eL8U
https://youtu.be/-gTH8lyweY4
https://youtu.be/yjIO-CmVWO8
https://youtu.be/ELs2BFtvQtk
https://youtu.be/nIeNgrOY-ZA
https://youtu.be/Zvnhf5bi3QI
https://youtu.be/7Bkt35UW2l0
https://youtu.be/Vx4YZlXgTyc
https://youtu.be/xs8dpAmJi6Q
https://youtu.be/Y1f83DmMeK4
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08.

©

09.
10.

11.

12,

13.

14.

15.

)

(FGV) O numero 1 é raiz de multiplicidade 2 da equagéo

polinomial x* - 2x3 - 3x2 + ax + b = 0. O produto a.b é
igual a

A) -8. c) -32. E) -64.

B) -4. D) -16.

(UEFS-BA) Se a média aritmética das raizes do

polinémio p(x) = 2x2> + rx + 5 for 7, e a das raizes de
q(x) = 3x? + sx - 2 for 2 (sendo r e s constantes), entdo a
média aritmética das raizes do polindmio p(x) + q(x) sera
A) 4. C) 5. E) 9.

B) 4,5. D) 8,5.

(Mackenzie-SP) Se a, B e y sdo as raizes da equagdo
X3+ x2+ px +qg=0, em que p e q sdao coeficientes
reais e o = 1 - 2i € uma das raizes dessa equagédo, entdo
o.p.y € igual a

A) 15. C) -15. E) -9.

B) 9. D) -12.

(UECE-2017) Se os numeros de divisores positivos de 6,

de 9 e de 16 sdo as raizes da equagdo x*> + ax> + bx + c =0,
em que os coeficientes a, b e ¢ sdo nimeros reais, entéo,
o valor do coeficiente b é

A) 41. C) 43.

B) 45. D) 47.

(UECE-2016) O polindbmio de menor grau, com
coeficientes inteiros, divisivel por 2x - 3, que admite
X = 2i como uma das raizes e P(0) = -12 é:

Dado: i é o nimero complexo cujo quadrado é igual a -1.
A) P(x) = 2x3> - 3x2-8x - 12

B) P(x) = 2x3 + 3x>-8x - 12

C) P(x) = -2x3 - 3x?> - 8x - 12

D) P(x) = 2x3 - 3x2 + 8x - 12

(Unesp-2015) Sabe-se que 1 é uma raiz de multiplicidade 3
da equagdo x°> - 3x* + 4x3 - 4x2 + 3x - 1 = 0. As

outras raizes dessa equagdo, no Conjunto Numérico dos
Complexos, sdo

A) (-1-i)e(l+i). D) (-1i) e (+1).
B) (1-i) E) (1-i)e(l+i).
C) (-i) e (+i).

(UFRGS-RS-2015) Considere o polindmio

p(x) = x*+ 2x3-7x2-8x + 12. Se p(2) = 0e p(-2) =0,
entdo as raizes do polindmio p(x) sdo

A) -2,0,1e2. D) -2,-1,0e 2.

B) -2,-1,2e3. E) -3,-2,1e2.

C) -2,-1,1e2.

(UDESC-2016) Um polindmio do terceiro grau, cujo
coeficiente do termo dominante é igual a 1, admite
apenas raizes reais e distintas que, quando multiplicadas,
resultam em 15 e, quando somadas, resultam em 1.
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16.

©

Se o resto da divisdo desse polindmio por g(x) = x + 2
é igual a 7, entdo o quociente dessa divisdo é igual a:

A) x>-3x-11 D) x2-x-11
B) x2+3x-7 E) x>+ x+ 15
C) x2-x-15

(Unicamp-SP) O polindmio p(x) = x3 - 2x2 - 9x + 18

tem trés raizes: r, -r e s.

A) Determine os valores de r e s.

B) Calcule p(z) para z = 1 + i, em que i é a unidade
imaginaria.

SECAO ENEM

01.

Os numeros primos fascinam os matematicos ha séculos.
Diversas tentativas ja foram feitas para se determinar
um polindmio gerador de nimeros primos. Um desses
polindmios, conhecido como polindmio de Goetgheluck,
é dado por P(x) = x3 - 34x2 + 381x - 1 511. Tal polinémio
gera nimeros primos para valores inteiros de x, variando
de 0 até 25. Um dos nimeros primos gerados é -1 163.
Sabendo-se que o polin6mio admite ndo somente valores
inteiros para x, pode-se afirmar que o produto de todos
os valores de x, para os quais P(x) = -1 163, é

A) 1511, C) 381. E) 348.
B) -1 511. D) -348.
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