Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

AREAS DE TRIANGULOS

1. DEFINICAO DE AREA

Cada figura plana estd associada a um numero positivo chamado area que possui as seguintes propriedades:
P1. Figuras planas congruentes possuem a mesma area, ou seja, sao equivalentes.

P2. Se uma figura plana P for decomposta em duas outras P, e P, entdo a areade P é a soma das areas de
P, edeP,.

P3. A area de um retangulo de base b e altura h é igual ao produto b-h.

2. RETANGULO

Como estabelecido na propriedade P1, a area de um retangulo de base b e altura h é igual ao produto b-h.

] L

Exemplo: Calcule a area do retangulo da figura.

Sret. =4-2=8ua.
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3. PARALELOGRAMO

A drea de um paralelogramo de base b e altura h é igual ao produto b-h, ou seja, é igual a area do retangulo
de mesma base e altura.

o c

i

|

h S=b-h

l

g
A E B
b
Demonstragao:
‘D ‘
A E B F
b
SADE =SecF = Sascp = Sperc =P-h
Exemplo: Calcule a area do paralelogramo da figura.
D C

|
I
I
13
|
I

A E B

“ - >

SABCD :53 :15 u.a.

2
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4. TRIANGULOS

Nessa secdo serdo apresentadas diversas formulas para o cdlculo da area de um triangulo.

A area de um tridngulo é igual a metade do produto de um dos lados pela altura relativa a ele.

A
h _a-hy b-hg c-he
4 ABCTTTTT, T
o
B D C

Demonstragao:

Sejam AD||BC e CD||AB, entdo o #ABCD ¢é um paralelogramo e AABC=ACDA (L.L.L.).

~ 1 1 a'hA
LOgO, Sapc =Scpa €Nt Sagc == Sasco :E'a'hA ==

Note que, quando o triangulo é obtusangulo, o pé da altura pode estar no prolongamento do lado, mas a
férmula funciona do mesmo modo.
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Exemplo: Calcule a area dos triangulos das figuras a seguir.

A

S=3-3=9u.a.

A area de um triangulo é igual a metade do produto de dois lados adjacentes multiplicado pelo seno do
angulo entre eles.

Demonstragao:
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Seja BE a altura relativa ao lado AC do AABC, entdo Spgc = 5

~ BE n
No triangulo retangulo ABE, temos senA = B < BE=AB-senA.

AC-BE AC ~ b -
Logo, Spagc = 5 ZT-ABsenA:TCsenA.

Exemplo: Calcule a drea do triangulo da figura a seguir.

AC-BE

C

S:3'74-sen60°:6-§:3\/§u.a.

A area de um triangulo é igual ao produto de seu semiperimetro pelo raio do circulo inscrito nesse triangulo.

A

Sac =P°T
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Demonstragao:

cr br ar (a+b+c)_r

Sasc =SaBI tSaci t S =—+—+—=
ABC = ABI T ACI TBCI T T T T 5

Exemplo: Calcule a area do tridangulo da figura a seguir, onde r =

7339
6

p_3+4+J§_7+J§

2 2

_7+\/E‘7\/5—\/5_49\/5_7‘/£+7\/§_13\/§—3\/§ua

S=p-r
P 2 6 12

A drea de um triangulo é igual ao produto da diferenca entre o semiperimetro e um dos seus lados pelo raio
do circulo ex-inscrito relativo a esse lado.

Sasc =(P—a)-ra=(p—b)-, =(p—¢)-xc
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Demonstragao:
Na figura AD=p—a e AT=p.

ID AD r —a
AADIMAATI, = —=—= =P 2 pr(p-a) =S =(p-2a) 1,
AT AT r p

A drea de um triangulo é igual ao produto dos trés lados dividido pelo quadruplo do raio do circulo
circunscrito a esse triangulo.

A

Demonstragao:

AOF é um diametro do circulo circunscrito, entao ACF=90°.

AéC:AﬁC:A?C:BAD:CAF
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ABDA”AFCA:>£=E:>i=h_A<:>hA _be
AF AC 2R b 2R

Spar = -
ABCT 5 T2 2R MR

w | w
(Vo)

Exemplo: Calcule a area do tridngulo da figura a seguir, sabendo que R=

A area de um triangulo é igual ao dobro do quadrado do raio do circulo circunscrito multiplicado pelo produto

dos senos de seus angulos.

Sasc = 2R%-senA-senB-senC




Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

Demonstragao:

a b C
Aplicando a lei dos senos ao AABC, temos: - = ~ = ~=2R
senA senB senC

s _ a-b-c _ 2RsenA-2RsenB-2RsenC —2R2 .senA -senB-sent
ABC 4R 4R

Férmula de Heron: A drea de um triangulo é igual a raiz quadrada do produto do semiperimetro pela
diferenga entre o semiperimetro e cada um dos lados do triangulo.

A

6 b Sasc =\/P-(p—2)-(p—b)-(p—c)

a+b+c

onde p= € o semiperimetro do triangulo.

Demonstragao:

Aplicando o teorema de Pitagoras nos AABD e AACD, temos:

2 ,.2_ 2
hjy +x° =c

h2 +(a—x)* =b?
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2 42,2
xz—(a—x)zzcz—bz<::>a-(2x—a):c2—b2<::>x:a_bz—Jrc
a
2 42,2 2 42,2
jhizcz_xz:(HX)(C_X):(HH—“)(C_H’—“]:
2a 2a
:%(zac+a2+c2—b2)(2ac—a2 —c? 4b?) ——[(a+c)2—b2}[b2 (a— cz)]
4a 42
=—(a+c+b)(a+c b)(b+a-c)(b+c— a)—— -2p-(2p—2b)(2p—2c)(2p—2a)=
4a° 4a°
4
=—p-(p-2)-(p=b)-(p-¢)
a
2 -h
=y ==\b-(p-2) (=) -(p—c) = Spgc =" =b-(p—2)- (o) (p—)

Exemplo: Calcule a area do triangulo da figura.

3444413 7+413

2 2
- FEEE I E ) FEE D).

:—J(49 13)-(13- 1)—4\/36 12=33

A drea de um tridngulo é igual a raiz quadrada do produto do raio do circulo inscrito e dos trés raios dos

circulos ex-inscritos ao triangulo.

10
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Sasc = Vi thTe

Demonstragao:
Sasc =P r=(p—2a):r,=(p—b)-f, =(p—c) .

= Saec =P-1:(p=2):1;-(p=b)-1, (P —c)-re=p-(p=2)-(P=b)-(P—C)-r 1,y I = Shpc 1o 1y fc

2
=>Sagc =rf3 T *fc = Sagc =4/r~ra Ty Te

A drea de um triangulo é igual a raiz quadrada da metade do produto do raio do circulo circunscrito por cada
uma das trés alturas do triangulo.

Demonstragao:

abc _ah, bhg chc

S==__
ACT 4R 2 2 2

11
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2578c 2SpBc  25ABC
h h h Rh hgh Rh-hah
Sapc = o > 4RhahghcSagc =8535c > Shac ~ TR o S = /_AZB c

Teorema de Burlet: Em um tridngulo retangulo, a area é igual ao produto dos segmentos determinados pelo

circulo inscrito sobre a hipotenusa.

A

SABC = BT'TC

Demonstragao:

BT=p—b; CT=p—c; r=p—a; Spgc=p"r
Sasc =\P-(p—2)-(p—b)-(p—c) = Shgc =p-(p—2)-(p—b):(p—c)=p-r-BT-CT=Syqc -BT-CT

5. FIGURAS EQUIVALENTES E RAZAO ENTRE AREAS

Figuras equivalentes sdo aquelas que possuem a mesma area.

Se dois triangulos possuem bases e alturas congruentes, entdo eles sdo equivalentes.

" ~ / Sasc = Sa'BC

12
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Se dois triangulos sdo semelhantes, entdo a razao entre suas dreas é o quadrado da razdo de semelhanca.

A
Al
AABC~ AA'B'C' = —ABC__ 2
Sae'ct
B B'
Cl
Cc
onde k é arazdo de semelhanga.
Demonstragao:
A
A|
: BA
a c'
C
ah
AABC”AA'B'C':izhzk: >ABC :%:iﬁzkz
al hl SAIBlcl d h al hl
2

Note que essa propriedade vale para quaisquer figuras semelhantes, ndo sé para triangulos.

Exemplo: Sejam M e N pontos médios dos lados AB e AC, respectivamente, de um tridngulo ABC. Calcule a
razdo entre as areas dos triangulos AMN e ABC.

13
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MN é base média do triangulo ABC, entdo MN||BC e MNZT'

2 2
S MN 1
|V|N||BC:>AA|V|N~AABC:—AMN :(_j :( )
SaBC BC 2

1
4

Se dois tridngulos possuem bases sobre a mesma reta e vértice comum, entdo a razdo entre suas areas é igual

a razao entre suas bases.

A
Sac _ 2
Sag'cr @'
r
B a o B a (o

Demonstragao:

Seja h a distancia do ponto A aretar, entdo h é altura do AABC e do AAB'C'. Assim, S o
AB'C' noa

14
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Uma consequéncia imediata da proposicdo anterior é que a razao entre as areas em que uma ceviana divide
um triangulo é igual a razdo entre as medidas dos segmentos em que essa ceviana divide o lado, ou seja,

Spep _ BD  Sagp _BD Spcp _ CD
Sacp CD Spge BC' Sppc BC

Sasp _ Saco _ Sasc
BD CD BC

Exemplo: Seja um triangulo ABC de lados AB=4 e AC=5, e o ponto D sobre BC é o pé da bissetriz do angulo

A. Calcule a razdo entre as areas dos triangulos ABD e ACD.

A

. . BD CD BD CD
Pelo teorema da bissetriz interna, temos: —=—& —=—.
AB AC 4 5

Spep _BD _4

A razdo entre as dareas dos tridngulos ABD e ACD é .
Sacp CD 5

Se dois triangulos possuem base comum e o vértice de um deles pertence a uma ceviana do outro partindo do
vértice oposto a base comum, entdo a razdo entre a drea do maior e do menor deles é igual a razdo entre a
medida da ceviana e a medida da parte entre o vértice do menor e a base comum.

15
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SABC _ AE

Sgcp DE
Demonstragao:
S AE S AE S +S AE S AE

ABE _ AE Sace _ AR _ >aBe Toace AR L 2asc _ AE
Sepe  DE Scpe DE  Sgpg +Scpe DE Sgep  DE
Uma mediana divide o triangulo em duas regides equivalentes.
Seja AM a mediana relativa ao lado BC do AABC.
SaBc
SaBM = Sacm = 2

As trés medianas de um triangulo dividem esse triangulo em seis tridngulos equivalentes.

Sejam AM, BN e CP as medianas do AABC, entdo

16
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A

Sacn = Sace = Ssom = Sacp = Scom = Scan = A5
AGN ~ YAGP ~ “BGM ~ “BGP — °CGM ~ “CGN —

Demonstragao:

B M Cc
Como M, N e P sdo pontos médios, entdo os ABGC, AAGC e AAGB sdo divididos em duas areas
equivalentes S;, S, e S3, respectivamente.
AM é mediana :SABM :SACM :>Sl +253 :Sl +2$2 @Sz =53

S

As trés bases médias de um tridngulo dividem o triangulo em quatro regides equivalentes.

Sejam M, N e P os pontos médios dos lados do AABC, entao

17
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A

SaBc

Smne =Sane =Sgmp =Scmn =5 =

Demonstragao:
Basta observar que AMNP =AANP=ABMP=ACMN.

As trés medianas e as trés bases médias de um tridngulo dividem o triangulo em 12 triangulos, 6 deles

1 . in . 1 . n
equivalentes a g da drea do triangulo e 6 deles equivalentes a z da drea do triangulo.

Sejam M, N e P os pontos médios dos lados do AABC, entdo

Sasc

Sapa; =Sana, =Ssms, =Seps, =Scmc, =Senc, =35=

SaBC

Sa,GP =SA,6N = S8,6M = SB,6P = S¢,6M = Sc,6N =5 = oy

18



Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

Demonstragao:

Os pontos A;, B; e C; sdo pontos médios de PN, MN e MP, respectivamente.

AM
2 1 2 1 AM _ AA S AA
AG:—AM/\AA1:—AM:>A1G:AG—AA1:(———jAMz 20 2 3 TAAN_ MR g
3 2 3 2 6  AG AM Saan MG

6

Analogamente, temos

SamAN  Saap Seev  Sep  Sciem Scien 3

SAIGN  SAGP SB,GM  SB,GP SCG,GM  SC,GN

_ _ _ Sasc _ Sasc
SAPN =S5apA; TSANA; =2°SANA, = 4 SANA; =

S‘\ﬂzlzsAlGN:l.sAizsAi
Sana, 3 3 8 24

Analogamente, prova-se para os outros triangulos.

A bissetriz de um dos angulos de um triangulo divide-o em dois triangulos cujas areas estdo na mesma razao

gue os lados adjacentes ao angulo.

Seja AD a bissetriz do angulo A do AABC, entdo

Sasp _AB _ ¢
Saco AC b

19



Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN
Demonstragao:
Pelo teorema das bissetrizes, temos: 5b = AB . Logo, Saep _BD_AB_c .

CD AC Saco CD AC b

Se dois tridngulos possuem um angulo comum, entdo a razao entre suas areas é igual a razdao entre os
produtos dos lados adjacentes a esse angulo.

A

- Sape _ AD-AE
Sasc AB-AC

B C

Demonstragao:

AD- AE
Sape_ 2 "% AD-AE

Sagc ABéACsena AB-AC

20
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (CN 2010) A area de um quadrado de 5 cm de lado, na unidade u definida como sendo a 4drea de um circulo
deraio1lcm, é:

a) exatamente 25.

b) exatamente 12,5.

c) aproximadamente 8.
d) aproximadamente 6.

e) aproximadamente 5.

2. (CN 2010) O triangulo de lados 0,333...cm, 0,5cm e 0,666...cm é equivalente ao triangulo isdsceles de
base 0,333...cm e lados congruentes medindo x centimetros cada um. Com base nos dados apresentados, é

correto afirmar que x é igual a

B3

3
a) —
2

b) V151
24

c)

w |+~

d) \257
48

J15+44/6

e) ——
36

3. (CN 2008) Dado um tridngulo ABC de area 72, sobre a mediana AM=12, tracam-se os segmentos AQ=3 e
QP =6. Sabendo-se que E é ponto de intersec¢do entre as retas BP e QC, qual é a area do triangulo QPE?

a)6.
b) 8.
c)9.
d) 12.

e) 18.

21
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4. (CN 2005)

B M

Na figura acima AM e BP sdo cevianas do triangulo ABC de 4rea S. Sendo AP=2-PC e AQ=3-QM, qual é o
valor da area do triangulo determinado pelos pontos P, Q e M, em func¢do de S?

S
a) —
16

b) —
18

S
c) —
20
S
d) —
21
S

e —_—
) 2a

5. (CN 2005) Considere o triangulo escaleno ABC e os pontos P e Q pertencentes ao plano de ABC e exteriores
a esse triangulo.

Se: as medidas dos angulos PAC e QBC sdo iguais; as medidas dos dngulos PCA e QCB sdo iguais; M é o ponto
médio de AC; N é o ponto médio de BC; S; é a area do triangulo PAM; S, é a drea do triangulo QBN; S é a
area do triangulo PMC; e S, é a area do triangulo QNC, analise as afirmativas:

|. S, estd para S,, assim como S3 estd para S,.

Il. S, estd para S,, assim como (PM)” estd para (QN)°.
lll. S, estd para Sz, assimcomo S, estd para S,.

Logo pode-se concluir, corretamente, que:

a) apenas a afirmativa | é verdadeira.

b) apenas as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.
c) apenas as afirmativas | e Ill sdo verdadeiras.
d) apenas as afirmativas Il e Ill sdo verdadeiras.

e) as afirmativas |, Il e Il sdo verdadeiras.

22
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6. (CN 1999) Considere o quadrado ABCD e o triangulo equildtero ABP, sendo P interior ao quadrado. Nestas
condic¢des o triangulo cobre cerca de quantos porcento da drea do quadrado?

a) 40
b) 43
c) 45
d) 50
e) 53

7. (CN 1998) Num triangulo ABC, retangulo em A, os lados AB e AC valem, respectivamente c e b. Seja o ponto
G o baricentro do triangulo ABC. A area do triangulo AGC é:

a)?

) 2
3

_ 2_ _
8. (CN 1994) O triangulo ADE da figura é equivalente ao quadrildtero BCDE. Se AE=§AB, entdao AD é qual

fragdao de AC?

uﬂ:ji‘) >

23
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9. (CN 1993) Num triangulo retangulo ABC de catetos AB=8 e AC=6, a mediana AM intercepta a bissetriz BD
no ponto E. A drea do tridngulo BME é expressa pelo numero real x, tal que:

a) 3,5<x<4,0
b) 4,0<x<4,5
c) 4,5<x<5,0
d) 50<x<5,5
e) 5,5<x<6,5

10. (CMRJ 2011) No retangulo ABCD, os pontos F e G pertencem ao lado AB e sdo tais que AF=FG=GB. O
ponto médio do lado CD é o ponto E. A diagonal AC intercepta os segmentos EF e EG, respectivamente, nos

pontos H e J. A area do retdngulo ABCD mede 70 cm? . A drea do triangulo EHJ, entdo, é igual a

D 4 &
H J
A = G B
a) 2 cm?
b) §cm2
12
c) 3cm?

24
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35
e) — cm?
8

11. (CN 2013) Observe a figura a seguir.

A B
A figura acima apresenta um quadrado ABCD de lado 2. Sabe-se que E e F sdo os pontos médios dos lados DC

e CB, respectivamente. Além disso, EFGH também forma um quadrado e | esta sobre o lado GH, de modo que

GH
GI=T. Qual é a area do triangulo BCI?

7
a —
) 8

AB
12. (CN 2012) Num paralelogramo ABCD de altura CP =3, a razao EZZ . Seja ‘M’ o ponto médio de AB e ‘P’

0 pé da altura de ABCD baixada sobre o prolongamento de AB, a partir de C. Sabe-se que a razdo entre as

S(MPC) 2+4/3

areas dos triangulos MPC e ADM é =
S(ADM)

. A drea do triangulo BPC é igual a

] 153
2

p N3
2

25
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c)ﬁ
2

NENE]
2

B3

3
e) —
2

13. (CN 2012) Considere a figura abaixo.

ol \ \2

s(MPQ)
S(ABC)

A razdo , entre as dreas dos triangulos MPQ e ABC, é

7
a) —
12

b) >
12

7
c) —
15

d) 8
15

7
e —
) 8

14. (CN 2011) Seja ABC um triangulo com lados AB=15, AC=12 e BC=18. Seja P um ponto sobre o lado AC,
tal que PC=3AP. Tomando Q sobre BC, entre B e C, tal que a drea do quadrildtero APQB seja igual a area do

triangulo PQC, qual serd o valor de BQ?
a) 3,5

b) 5

c)6

26



Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

d)8
e) 8,5

15. (CN 2011) Tem-se o quadrado de vértices ABCD com lados medindo 'k'cm. Sobre AB marca-se M, de

BM
modo que AM:?. Sendo N o simétrico de B em relagdo ao lado CD, verifica-se que MN corta a diagonal AC

em P. Em relacdo a drea ABCD, a area do tridngulo PBC equivale a:
a) 18%
b) 24%
c) 27%
d) 30%
e) 36%

16. (CN 2011) Considere o conjunto de todos os tridngulos retdngulos. Sendo ‘h’ a altura relativa a hipotenusa,

J15

quantos elementos nesse conjunto tem area Thz ?

a) Infinitos.

b) Mais de dezesseis e menos de trinta.
c) Mais de quatro e menos de quinze.
d) Apenas um.

e) Nenhum.

17. (CN 2009) Seja ABC um triangulo retangulo com catetos AC=12 e AB=5. A bissetriz interna tragada de C
intersecta o lado AB em M. Sendo | o incentro de ABC, a razdo entre as areas de BMI e ABC é:

1
a) —
50

) 2
60

1
c) —
30

1
4 =
150

2
e) —
25

27
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18. (CN 2007) Em lugar do quadrado de lado igual a 1 (um) centimetro, tomou-se como unidade de area o
triangulo equildtero de lado igual a 1 (um) centimetro. Qual serd, nessa nova unidade, o niumero que
expressard a area de um retangulo de base igual a 6 (seis) centimetros e altura igual a 4 (quatro) centimetros?

a) 24.

b) 63.

c) 1843
d) 244/3.
e) 324/3.

19. (CN 2007) Em um triangulo retangulo ABC, o cateto AC e a hipotenusa BC medem, respectivamente, 10 e
40. Sabe-se que os segmentos CX, CY e CZ dividem o dangulo ABC em quatro angulos de medidas iguais, e que
AX, XY, YZ e ZB sdo segmentos consecutivos contidos internamente no segmento AB. Se S;, S,, S3, e S, sdo,

. , i n , ~ 545
respectivamente, as areas dos triangulos CAX, CXY, CYZ e CZB, qual sera o valor da razao ﬁ ?
224

a) 0,25
b) 0,5
c) 0,75
d)1

e) 1,25

20. (CN 2000) Dado um trapézio qualquer, de bases 6 e 8, traca-se paralelamente as bases um segmento de
medida x que o divide em outros dois trapézios equivalentes. Podemos afirmar que:

a) x=6,5
b) x=443
c) x=7

d) x=5\2

e) x=7,5

21. (CN 2000) Dadas as afirmativas abaixo, coloque (V) verdadeiro ou (F) falso:

( )Se a altura AH de um tridangulo ABC o divide em dois triangulos ABH e ACH semelhantes e nao

congruentes, entdo o triangulo ABC é retangulo.

( )A mediana AM de um tridngulo ABC o divide em dois tridangulos AMB e AMC equivalentes.
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( )A bissetriz interna AD de um triangulo ABC o divide em dois triangulos ABD e ACD cujas areas sao,

respectivamente, proporcionais aos lados AB e AC.
Assinale a alternativa correta.
a) (V), (V), (V)
b) (V), (V), (F)
c) (V), (F), (V)
d) (F), (V), (F)
e) (V), (F), (F)

22. (CN 1996) No tridngulo ABC, retangulo em A, da figura, AB=c, AC=b, AM=2 e AH ¢ a altura relativa ao
lado BC. Qual é a area do triangulo AHM?

a) bc
b2 +c?
b2c?

b) 2, 2
b +c

0 bc?
b2 +c?

22

d) b“c
b2 +c?

e) bc
b2 + 2

23. (CN 1995) Em um triangulo de vértices A, B e C, retangulo em A, os catetos AB e A_C medem

respectivamente 6+/3cm e 6.cm. Tracga-se o segmento AM, com M pertencente e interno ao segmento BC.

Sabendo-se que angulo MAC mede 152 , @ razao entre as areas dos triangulos AMC e ABC é:

29



Yy uld'W MODULO 14

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES - AFA/EFOMM/EN
B+1

2

3-1

2

2+\/§

a)

b)

c)

e) impossivel de se determinar com apenas esses dados.

24. (CN 1991) O triangulo ABC da figura abaixo tem area S. Sabendo que A_B:B_C:2A_C, BH é altura e AD é
bissetriz do dngulo A, adreada regido hachurada, em funcdo de S é igual a:

B

25. (CN 1989) Os lados de um triangulo medem A_B:40, AC=50 e BC=60. Sendo D a intersegao da bissetriz

interna do angulo B com o lado A_C, a area do triangulo ABD é:
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a) 225\7
b) 32£ﬁ

¢) 15047
d) 125v7
e) 7547

26. (CN 1987) O numero de triangulos de perimetro igual a 19, uma das alturas igual a 4, inscritiveis num
circulo de raio 5, e cujos lados tém medidas expressas por niumeros inteiros é:

a)1l
b) 2
c)3
d) 4

e)5

27. (CN 1984) Na figura: AC=3AF e B_C:3C_E, sendoS a area do triangulo ABC, a area do triangulo AGF é:

b)
c) >

d) —
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S
e) —
18

28. (CN 2003) Considere os triangulos ABC e MNP. Se as medidas dos lados do segundo triangulo sdo,
respectivamente, iguais as medidas das medianas do primeiro, entdo a razao da area de MNP para a area de
ABC é igual a:

e o Tz L

(]
LS
D Dw WIN Nk Wk

29. (CN 1997) Considere na figura abaixo o triangulo ABC de lados AB=8, AC=10 e BC=12, e seja H o seu
ortocentro. As retas que passam por A e H, B e H, C e H intersectam o circulo circunscrito ao triangulo nos
pontos F, E e D, respectivamente. A area do hexagono de vértices A, D, B, F, Ce E é igual a

a) 3047
b) 187
c) 80
d) 70

e) 65
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1 1
30. (CN 1992) Sendo ABCD um quadrado de area S, onde AF= EAB e AE= EAB , @ area sombreada na figura é:

A E F B

11S

31S
420
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GABARITO

1.
RESOLUCAO: C

1
2:ncm2<:>1cm2:—u

s

u:n-l2 cm

1 25
S=52 cm2=25cm2=25-—u=—Uz8u
T T

2.
RESOLUCAO: B

1 1 2 11 2 3 3
0,333...=—; 0,5=—; 0,666...=—=>2p=—+—+—=—>p=—
3 2 3 3 2 3 2 4

Utilizando a Férmula de Heron para o calculo da area do triangulo:

o_ [3(3_1)3_1)3.2)_[3 511 V15
4\4 3/\4 2)\4 3 4 12 4 12 48 '

A
X \X
y |
B 1 H 1 (o}
8 6
in ., . 1 . . 15 2 ~
O tridngulo isésceles da figura tem base 0,333...25 e deve possuir area igual a 4—8cm , entao
1.1 ,_¥ ,_~I5
2 3 48 8
Aplicando o Teorema de Pitagoras no AACH, temos:
2 2
\15 1 15 1 151 {151
W= X2 42| =2 =2 e x= cm
8 6 64 36 64-9 24
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3.
RESOLUCAO: C
Dado que AM=12, AQ=3 e QP=6, entdo PM=AM-AQ—-QP=12-3-6=3.

Como AM é mediana do AABC, entdo M ¢é ponto médio de AB e, consequentemente, QM é mediana do

ABQC.
P

6 2
O ponto P divide a mediana QM na razdo > :§=I, portanto P é baricentro do ABQC e,

j©)

<

consequentemente, E é ponto médio de QC.

A figura abaixo representa a situacdo descrita no enunciado e as conclusdes acima. Nessa figura, vamos supor
Spem =S - A partir dai, vamos encontrar a drea dos outros triangulos utilizando o fato de que a razao entre as

areas de triangulos de mesma altura é igual a razdo entre suas bases.

(1) A (2) A
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Observando a figura (5), concluimos que S,gc =165s=72= Sqpe =25=9 ua..

Note que, na figura (5), s6 precisdvamos saber que Spgy =Sacv =8s para resolver esse problema.

4,

RESOLUCAO: B
AP=2.-PC=PC=x A AP=2x
AQ=3-QM=QM=y A AQ=3y

Na figura abaixo, vamos supor Spqy =a € Sgqn =b. A partir dai, vamos encontrar a area dos outros

triangulos utilizando o fato de que a razdo entre as areas de tridngulos de mesma altura é igual a razdo entre
suas bases.

A o A
M 1IN\ 7\
‘_./ \
/ | / |
/ \2x / \ 2x
/ | |
/ 3y 3 3y '
,/"/ ' P4 ' Ja
/ l p 3b |
7 4 Q ,P 4 Q ) ap
/ a 3 X a‘ 7 X
b y| / b y|
s L/ P ¥
B M C B8 M c
A A
(3) T . (4) T
|
| 2x ‘ 2x
3 3
yl 3a \ d 3a \
3b S/ %a |
\ A\p . A\p
al — 7\ Ql —7\
[ a : X ‘ a / X
- h y| / 2a \ S =T R Yl /. 2a
B M c B M c
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Na figura (3), temos:

Sagp _ AP _ 3a+3b_ 2x
SCBP PC 3a+b X

<3a+3b=6a+2b<=b=3a

S

Na figura (4), temos: Spgc =S=18a=Spqy =a= T

Note que fizemos uma sequéncia de figuras para facilitar a compreensdo, mas o estudante pode realizar todo
o procedimento numa Unica figura.

Uma solucgdo alternativa pode ser feita com auxilio do teorema de Menelaus.
Aplicando o teorema de Menelaus com o AAMC e a secante BQP, temos:

AQ CP MB 31MB MB 2
=1 =l —-=-—

MQ AP CB 12 CB CB 3

Samc _MC _1

Sasc BC 3 AMC

S cP o1 S

ceee P 1 g -2

Sasc AC 3

Seme  MC 1 15 S

SP—NI BC 3 PMCT337,

BCP

Saqp _ AQ-AP 32 1 15 S
STPAQPT SIS T

Savc  AM-AC 4.3 2 23 6

S s s s
Snipe = Samce —Saap — Seaie = — — — ——
MPQ AMC AQP PMC — 3 6 9 18

Note que as relagBes entre as dreas descritas acima também poderiam ser representadas na figura para
agilizar a solugdo.

Outra maneira de resolver a questdo é aplicar duas vezes o teorema de Menelaus.
Aplicando o teorema de Menelaus com o AAMC e a secante BQP, temos:

AQ CP MB 31MB MB 2
=1 =l —=—

MQ AP CB 12 CB cB 3
Aplicando o teorema de Menelaus com o ABCP e a secante AQM, temos:

BM PQ CA 2 PQ 3 PQ 1
=1 =l —=—

CM BQ PA 1 BQ 2 BQ 3
Secp CP 1 S
P - Te T
Sagc AC 3 3
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Sepe  MB 2 2'S 25

—_—_—— = S —_———— =

Secy BC 3 TMBT337g

Smeq PQ 1 125 S

Sos PB4 M4 79 1g

PMB

5.

RESOLUGAO: E

A figura a seguir representa a situacao descrita no enunciado.

\ ,/'I
“ \ /
\\\‘ \ ":’,

\\I:J‘ /

Q

. . . . PA AC PC PM S
PAC=QBC A PCA=QCB=>APAC~AQBC = — =—=-—— =-— == —PAC _}2
QB BC QC QN SaBC

PM
Note que ﬁ também é igual a razdo de semelhanga, pois PM e PN s3ao segmentos homologos nos dois
triangulos semelhantes (ambos sdo medianas relativas a lados correspondentes).

S
AM:MC:>51:S3:%

S
BN=CN:>52=S4=%

S1_%3

Sy S,

S; Seac/2 _ Seac _(mjz _(Pm)?

S, Sasc/2 Sgec \QNJ (QN)?
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I. S, esta para S,, assim como S; estd para S, . (VERDADEIRA)

Il. S; esta para S,, assim como (PM)? esté para (QN)>. (VERDADEIRA)

ll. S; estd para Sz, assim como S, estd para S,. (VERDADEIRA)

6.
RESOLUCAO: B

A X B

O quadrado ABCD e o tridangulo equilatero ABP possuem o mesmo lado. Seja x a medida do lado dos dois

2
, ~ . L. . n s L. 3
poligonos, entdo a drea do quadrado € igual a Sq =x? e a 4rea do triangulo equilatero é igual a St = X ;/_ .
x2\3
S 3 1,73
Assim, ~L=—4 N2 <22 _0,4325~43%.
Sqa  x° 4 4

Logo, o triangulo cobre cerca de 43% da area do quadrado.

7.
RESOLUCAO: D
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AG 2
O baricentro do triangulo divide a mediana na razdo 2:1, entdo —=I.
AG 2  Spsc 2 2
VL) =2 < Sacc =3 5Acm
AM 3 " Spcm 3 3
2 21 1 1 b-c bc
:>S =-S5 =—.—-95 =-5 - =
AGC =3 ACM =375 9ABC T 3YABC T3, 6

METODO PRATICO:

Seja Scgpm =S - Vamos calcular as areas dos outros triangulos da figura utilizando o fato de que a razdo entre
as areas de tridngulos de altura comum é igual a razdo entre suas bases.

A
¢ N 3S 2k\\ =
.-_‘____Gk‘:“‘____ ) \\\\
k\\ e U -___-\._\.?;:;\»\
B ' C
bc be
65="-=5=1
> 12
bc
S =2S=—
AGC 6
8.
RESOLUGAO: B
A
,"’,\k
\_\
EL X
| N
D
B -____--_—__"-“_ \\
N\
c
1
SADE = SBCDE = SADE = ESABC
AE-AD . 1 AB-AC . 2 AR ;
| : ‘SenA:; . .senA=>§-AB.AD: :>AD=ZAC
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9.
RESOLUCAO: C

,0

D —

Teorema de Pitagoras no AABC:

BC?> =82 +6% <BC=10= AM=BM=CM=5

Teorema das Bissetrizes no AABM:

ME AE
—— =" —Kk< ME=5ke AE=8k
5 8
1 186
SpgM = —Sagc == —=12
ABM 2ABC 2 2
Seme _ ME_ Sk | BME=35ABM=3-12=@u.a.
Saem AM 13k 13 13 13
60
x:—:>4,5:58’5<x<§:5
13 13 13
10.
RESOLUCAO: C
D E c
H J
A " G B
1
~AB
2 E
AAFH~ACEH— T _AF_3 2 _JEH 3
EC 1 3 EF 5
=cD
2
2
<nB
IG AG 4 E 3
AAGI~ACEI=>—="2_.3 2 =2
EC 1 3 EG 7

—CD
2
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Sews  EH-EJ 9

33 9
s EF EG:_'_:_:SEHJ:_'SEFG
EFG : 57 35 35
1 AB-AD
S _FG-AD_3" _1 as.ap=ls
EFG 2 2 6 6 ABCD
9 9 1 3 3 5
ey =—Sepe =—-=S ==35 =—.70=3cm
EHJ 35 EFG 35 6 ABCD 70 ABCD 70
11.
RESOLUCAO: E
H
J] '
D E
C
F
A B
J  H 3 3 3
Seja ) LBH=AHIJ~AHGC=> —=—="JI=2CG=2,
CG HG 4 4 4

Observando que JI é a altura relativa a base BC do ABCI, entdo a drea do ABCI é dada por:

3
BC-JI 2'1_

3
Spr = =——=—ua.
BLI™ 2 4

12.
RESOLUCAO: B
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AB _

—2<:>BC=E:AM=MB
BC 2

Como os triangulos MPC e ADM possuem alturas de mesma medida, a razdo entre as suas areas é igual a

razao entre as suas bases.

S(MPC)_MP_2+\/§©MB+BP_ 3 BP . 3

s(ADM) AM 2 AM 2 BC 2

Aplicando o teorema de Pitagoras no ABPC:

BP? 1+ CP2 =BC? > (/3k) +32 =(2K)? k=3

unidades de area

— S(BPC) = BP;’C = 333 = 9‘2/5

2

13.
RESOLUCAO: B

s(AQM) _AQ-AM _4cb 4
S(ABC) AB-AC 5c-3b 15

s(BPQ) BP-BQ _3a-c _ 3

S(ABC) BC-BA 4a-5¢ 20

s(CMP) CM-CP _2b-a 1

S(ABC) CA-CB 3b-4a 6

1+—<1l+—=1+—<&

BP _V3_ BP_BC_,

BC 2 3 2

s(MPQ)+S(AQM)+5S(BPQ)+S(CMP) =S(ABC) < S(MPQ)+1i55(ABC)+%S(ABC)+%S(ABC) =S(ABC)

@S(MPQ):(1—i—3—1js(ABc)=ES(ABC)@S('V'PQ)zi
15 20 6 12 S(ABC) 12
14.
RESOLUCAO: C
A
3
15 P
9
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PC=3 AP o3 o APHPC 31 AC o apAC 2,
AP 1 AP 1 AP 4 4

S(ABC) CB-CA 18-12

= - =2 C0Q=12=BQ=6
s(PQC) cQ-cP CQ-9

s(APQB)=5(PQC) < S(ABC)=2-5(PQC) =

15.
RESOLUCAO: D

Aplicando o Teorema de Menelaus no triangulo ABC com a secante MPN:

k
AM CP BN 4 CP 2k CP 3 CP 3 cP 3
- e =l —=—= — oS —=—
BM AP CN 3k AP k AP 2 " AP+CP 243 CA 5
4
s(PBC) CP 3 3 3 s(ABCD) 3
( ):—:—@S(PBC)Z—-S(ABC)=—-¥=—-S(ABCD)=3O%-S(ABCD)
S(ABC) CA 5 5 2 10

16.
RESOLUCAO: E
. . n . C s L s V15 - o
Seja a a hipotenusa de um tridngulo retangulo de altura relativa a hipotenusa ‘h’ e area Th , entdo
1 V15 V15 2 2
S==.a-h="""2Rh? <:>a:—h<:)h:—a>—a:E
2 4 2 \J15 J16 2
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Considerando o arco capaz de 90° sobre uma circunferéncia de didmetro a, conforme figura acima, o valor

- S , d ~ . . A L
maximo da altura relativa a hipotenusa é % Logo, ndo existe nenhum triangulo retangulo de altura relativa a

15

hipotenusa h e drea Thz.

17.
RESOLUCAO: E

\_
—\__\\_-___—\~_<_ \>
s ___-\—___‘_____—\_N
l — }

Aplicando-se o teorema de Pitagoras ao AABC, temos: BC? = AB? + AC? =52 +12% <>BC=13.
Como CM ¢é bissetriz do AABC, ent3o, pelo teorema das bissetrizes, temos:

BM AM BM AM BM+AM 5 13 12
— e e == =~ oBM=""e AM==2
BC AC 13 12 13412 25 5 5

Como | é o incentro do AABC, entdo BI é bissetriz interna do ABCM. Aplicando-se novamente o teorema das
bissetrizes, temos:

MI_IC__ Ml _IC M

= oS =
BM BC 13/5 13  IC

1
5
No caso de tridangulos de vértice comum e bases sobre a mesma reta, a razao entre suas areas é igual a razao
entre suas bases, entdo

Sevc BM 13/5 13 13

~ T an T T T oo SBMc = 5o Sasc

Sppc AB 5 25 25

Semi Ml 1 1 1 113 13 Sevi 13

e — == & Sgui==-Samc = = —-Sagc = ——Sapc &
Semc MC 145 6 oM TBMCT g o5 TABCT 450 TABC g e 150
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18.

RESOLUGAO: E

A drea de um triangulo equildtero de lado 1 cm, com a unidade de medida original, é
123 3 2 2

4
u= =—cm <1lcm” =——u.

4 4 NE)

A drea de um retangulo de base igual a 6¢cm e altura igual a 4cm, com a unidade de medida original, é
S=6-4=24cm?.

, R . . 4
Assim, a drea desse retangulo tomando u como unidade de medida é S=24 cm? =24-T u= 32\/§u.
3

19.

RESOLUCAO: A

A figura a seguir representa a situacao descrita no enunciado e estd fora de proporcao para facilitar a
visualizacgao.

o] Y N N ° 40

>I T
>
N
ml

Seja ACX =XAY = YAZ =ZAB = 0, entdo

CA-CX CX.-CY
Sene; Sz :SCXY =

S1=Scax =

Cy-Cz CzZ-CB
sen0; S3=Scyz = > sen0; e Sy =Sczp = sen0.

CA-CX CY-cz
5. S ———sen®-———senO
1°3 2 2

_CA_10_
S,S, CX-CYSe

no- CZéCB sen® CB 40

0,25

Nessa questdo utilizamos o seguinte conceito: A drea de um triangulo que possui dois lados de medidaae b

a-b
adjacentes ao angulo 6 é S=—sen0.
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20.
RESOLUGAO: D

E
AN
/\
[\
/ \
N\
N\
\
\\
D/ 6 c
S
M X N
/ = \
8
A B

Seja o trapézio ABCD da figura, prolongam-se os lados ndo paralelos do trapézio até o ponto E.

AB||MN || CD = AEAB ~ AEMN ~ AEDC
Como a razdo entre as areas de figuras semelhantes é o quadrado da razdao de semelhanca, temos:

Sepc _ Semn _ SeaB _
6 X 8

SABNM SMNCD g SEAB SEMN EMN EDC =2 SEMN SEAB + SEDC

—5\/§uc

—2-kx? =k-8% +k-6% = x

21.
RESOLUCAO: A
12) VERDADEIRA

A
AN N
/ \\ /’[" D\\ ~
y / \.\ ; /X y .
; / -\\ /// \\\
/ \ =
// \-,\‘ / \\\\
/ .\\ /” ~
/ \‘. // \\\
/ \'\‘.‘ 7
// \ 2 RS «
A 7aN AY RN
B H c B H C

Figura 1 Figura 2
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Se AABH~ AACH, entdo os triangulos possuem todos os angulos iguais. Isso pode acontecer de duas formas
representadas nas figuras acima. Entretanto, na configuracdo da Figura 1, temos AABH=AACH (LAAO) o}

que ndo satisfaz a hipdtese. Logo, a disposicdo dos angulos deve ser a da Figura 2. No AABC, temos

x+(x+y)+y=180" <>x+y=90" e, portanto, A=90". Portanto, o AABC é retangulo.

22) VERDADEIRA

A
/1
[\
{ .\-
\
\q
\
\I
’ . = \
B M H C

Sejam AM e AH, respectivamente, a mediana e a altura, relativas ao lado BC do AABC. Entdo, BM=CM e
AH é a altura relativa a base BM do AAMB e relativa a base CM do AAMC.

BM-AH
BM- AH CM-AH _ Saus 2
SAMB:T A Samc = = =M. AR~ 1< SamB =Samc

2 Samc

2

Logo, os triangulos AMB e AMC sdo equivalentes.

Observe que, de modo analogo, demonstra-se que a razdo entre areas de triangulos de altura comum (mesmo
vértice e bases sobre a mesma reta) é igual a razdo entre suas bases.

32) VERDADEIRA

B D C

o BD AB
Seja AD a bissetriz do angulo A do AABC, entdo, pelo teorema das bissetrizes, temos: — =—

CD AC’

Logo, SABD =@=ﬁ, ou seja, as areas dos triangulos ABD e ACD sdo proporcionais aos lados AB e AC.
Sacp CD  AC
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22.
RESOLUCAO: C

c D

B

AM-HD
Seja HD L AB, entdo Spym = .

2

No triangulo retangulo ABC, temos:

BC? = AC% + AB? <> BC =1/b? + 2

bc
\/b2 +c2

2

HA-BC=AB-AC=HA=

AB2 =BC-HB <> HB =
b2+c2

No triangulo retangulo ABH, temos:

bc c?

2 2' 2.2 2
HD~AB=HA~HB:>HD:\/b +c? Jb2ic? zbc .
C b +c

Portanto, a drea do AAHM é

bc?
2.
2 2 b? +c?

SAHM =

23.
RESOLUGAO: D

bc?
= unidades de area.
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Aplicando o teorema de Pitagoras no AABC, temos:

B2 =AB2 +AC? = (643 ) +62 =144 ©BC=12 .

~ AC 6
No AABC, temos: senB=—=—
BC 12

:%<:>EA5:3O° e C=90°-B=90"-30"=60".
BAM=BAC—-MAC=90"-15" =75

BMA =MCA +MAC=60"+15 =75

BAM=BMA =75" = ABAM ¢ isésceles =>BM=BA =6+/3

MC=BC—BM=12-6+/3
Os triangulos AMC e ABC possuem altura comum, entdo a razdo entre as suas areas € igual a razdo entre

Samc _MC_12-6v3 _2-43
Spec BC 12 2

suas bases. Assim, temos:

24.
RESOLUCAO: D

A H C

— — AC
AB=BC—= AABCéisdsceles = AH=HC= 7

BD DC BD AB
Aplicando o teorema das bissetrizes ao AABC, temos —=—=>—=—=2
AB AC DC AC

BE EH BE AB
Aplicando o teorema das bissetrizes ao AABH, temos —=—=>—=—=4
AB AH EH AH

Spgy  AH 1 1
ZABH _ T = o Spp==S
SABC AC 2 ABH 2 ABC
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S EH 1 S 1S S
apn _EH_1 o o _Samn_ 1 Sasc_ Sasc
Sy BH 5 5 5 2 10
Senc _ HC SaBC
- = T1OSmc =2 5w =
Spen AH 10
Sgec _ BE Sapc 2
S EH BEC EHC 10 5 >Aec
Sepe DC 1 12 2
—_ == — S :—-S :—-—-S :—-S
Sec BC 3 EDC =3 SBEC =3¢ OABC T o " SABC
Spac 2 7 75
CDEH = SeHc F3epc =~ =+ 7= "SABC T 357 5A8C T o

Uma maneira mais simples de resolver esse tipo de problemas é indicar as razdes entre os segmentos
conhecidos na figura, designar uma das areas por uma varidvel e determinar as outras areas em funcdo

daquela.

S 7S
SEHC = 3a = SCDEH :7a :7A;BC =

30 30
B
IJ
i\
2y
4
"/ 42 8a
12a D
E
y
3a 3a

A X H X C

Outra opgdo interessante é usar a seguinte relacao:

Sepe BD-BE 2-4 8 _( 8) 7 Spsc 7S
CDEH 15 15 2 30

== 1-— |Sepy=—-
Scgy BC-BH 3.5 15 cent
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25.
RESOLUCAO: C

C
‘I
l'l'
,' \
S0 | \ 60
D |
\
\
A 40 B

Usando a Férmula de Heron para calcular a drea do AABC

S(ABC)=,/75(75-60)(75—50)(75-40) =3757

Pelo Teorema das Bissetrizes:

D _DA_CD+DA_ 30 _1 . h_30eDA=20

60 40 100 100 2

Mzﬂzgas(ABD):£.375ﬁ:150ﬁ
S(ABC) AC 50 5

26.
RESOLUCAO: A

. - *
Sejam a, b e c os lados do triangulo, onde a,b,ceZ, .

Pela desigualdade triangular,
19
c<a+b:>2c<a+b+c:2p:19<:>c<?:>c£9.

Assim, conclui-se que cada um dos lados do triangulo deve possuir medida inferior a 9.

Seja, sem perda de generalidade, h=4 a altura relativa ao lado C, e seja S a area do tridngulo, entdo temos:

_ﬂ_a-b-c
2 4.R

<a-b=2-R-h=2-5-4=40

Como a|40, b|40 e a,b<9, entdo a=8 e b=5.
Como 2p=19, entdo c=6.

Logo, hd apenas 1 tridngulo que satisfaz as condi¢des do enunciado.
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27.

RESOLUGAO: D

Aplicando o teorema de Menelaus no AACE, com a secante BGF, temos:

AF EG CB 1 EG 3 EG 4
=1= 1l —==

= =1 =
CF AG EB 2 AG 2 AG 3

Vamos usar o fato de que tridngulos de mesmo vértice e que tem bases sobre a mesma base possuem areas
proporcionais as suas bases.

Spec _EC 1

Sxgc BC 3 M3

Sxer AF 1 15 s
o T oI TSAF TS SAECTS TS
Spe AC 3 3 33 9
Spc AG 3 3 35 S
= T TS TSARGT S USAFET S ST oS
Sare AE 7 7 79 21

28.

RESOLUCAO: D

B D C

Sejam AD, BE e CF as medianas do triangulo ABC e G o seu baricentro.
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AG BG CG
Sabe-se que: —=—=—=2
GD GE GF

Prolonga-se CF de forma que FG'=FG. Assim, GG'=CG.

Como F é médio de AB e de GG’, o quadrilatero BGAG’ é um paralelogramo e AG'=BG.

2
Dessa forma, o tridngulo AGG’ tem lados iguais a AG, BG e CG, ou seja, 5 das medianas do AABC.

2
Sacer (2) 4 4
_, 2AGG :(_j _ _

— S Spge == 5
Syne  \3) 9 TAGE TG oMNP

SaBC
SAFG = SBFG = SBDG = ScDG = SCEG = SAEG = e

S S
SacG' =2Sarc = Sace' =2.A?BC: ABC

3

S S 3
ABC . MNP _ 3

4
=S =—-§ =
AGG 9 MNP 3 SABC 4

29.

RESOLUCAO: A

O ortocentro H é o ponto de encontro das alturas do AABC, portanto as retas que passam porAeH,BeH, C
e H sdo alturas do triangulo.

BAR =BCP =902-B

. . BF —BCH=BCF
BAF=BCF=—"

CAR=CBQ =902-C

. CF = CBH=CBF
CAF = CBF = —
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Analogamente, Saec =Sanc © Saps =SaHg -

Logo, Saparce = Sarc +SaHc +Saec +Sarc +Saoe + Sane =2 (SeHc +Sarc +SaHe ) =2+ Sasc

Aplicando a féormula de Heron para o calculo da area do AABC, temos:

2pppc =8+10+12=30=>S 5 =+/15(15-8)(15-10)(15—-12) =157

= SApBFCE =2° 157 =304/7 unidades de drea

30.

RESOLUCAO: B

EF:AF—AE:éAB

AEFG”ACDG:EZESDGZEDF
DG 6 7
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AREAS DE QUADRILATEROS POLIGONOS E REGIOES CIRCULARES

1. QUADRILATEROS
1.1. QUADRADO

A area do quadrado é igual ao seu lado elevado ao quadrado.

A B
£
D c

Seja £ o lado do quadrado ABCD, entdo sua area é Sppcp =22

Demonstragao:

Basta utilizar a expressdao da drea do retangulo onde a base e a altura sdo ambas iguais a /. Assim,

2

1.2 LOSANGO
A area do losango é igual a metade do produto de suas diagonais.

B
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Seja o losango ABCD de diagonais AC=p e BD=q, entdo sua drea é Sppcp =?
Demonstragao:

Inicialmente, cabe observar que o losango possui diagonais perpendiculares. Assim,

AC-BM AC-MD _AC-(BM+MD) _AC-BD_p-q
2 2 2 2 2

Sasco =Sasc +Sacp =

1.3. TRAPEZIO

A area do trapézio é igual ao produto da semissoma de suas bases pela sua altura.

B+b
Seja o trapézio ABCD de bases AB=B e CD=Db, e altura h, ent3o sua érea é S=T-h

Demonstragao:

AB-h CD-h_(AB+CD)  _(B+b)

Sascp =Sasc +Sacp = 5 + 5 5 5

1.4. AREA DO QUADRILATERO CONVEXO

A area do quadrilatero convexo é igual a metade do produto das diagonais vezes o seno do angulo entre as

diagonais.
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A

C
Seja um quadrilatero convexo cujo angulo entre as diagonais AC=p e BD=q é igual a 0, entdo a area do
guadrilatero é S=p—2q-sen9

Demonstragao:

Sascp =Saes T Seec T Scep T Spea =

AE-BE BE-CE o CE-DE DE - AE o

=———sen0+ . sen(180 —9)+ sen0+ sen(180 —6):

:AE~BEsen9+BE-CE N0+ CE- DEsen6+DE'AEsen6:

2 2 2

AE-(BE +DE) CE-(BE+DE) (BE +DE)(AE +CE)

=—— “sen+——sen0= senO =
2 2

AC-BD

= end= 2 sene

1.5. QUADRILATERO CIRCUNSCRITIVEL

A

A area do quadrilatero circunscritivel é igual ao produto do seu semiperimetro pelo raio do circulo inscrito

D
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, , . , oo , _a+b+c+d
Seja o quadrilatero circunscritivel ABCD, cujo semiperimetroé p=———

> , entdo sua area & Spgcp =P-r
Demonstragao:

Sascp =Saos +Ssoc +Scop +Spoa =

AB-OH BC-OE CD-OF DA-0G
+ + + =

2 2 2 2
a-r br cr d-r (a+b+c+dj
= 4 == =
2 2 2 2 2

Note que essa propriedade é valida para qualquer poligono circunscritivel.

1.6. QUADRILATERO INSCRITIVEL

Seja o quadrilatero inscritivel
_at+b+c+d

ABCD de lados AB=a, BC=b, CD=c e DA=d, e semiperimetro
, entdo sua drea é Sppcp =\/(p—a)(p—b)(p—c)(p—d)
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Demonstragao:

Aplicando a lei dos cossenos no AABD, temos:

BD? =a’ +d® —2ad-cosA (*)

Aplicando a lei dos cossenos no ABCD, temos:

BD? =b? +c? —2bc-cosC (**)

Como o #ABCD ¢é inscritivel, entdo A+C=180" = cosC=—cosA A senC=senA.
Igualando (*) e (**), temos:

a® +d*> —2ad-cosA =BD? =b? +c2 —2bc-(—cosA)

2(ad+bc)cosA=a® —b% —c? +d?

2
2,2 2. 2
sen2A=1—coszA=1—(a b” —c” +d J =
2(ad+bc)
2
_4(ad+bc)2—(a2—b2—c2+d2)
4(ad+bc)?

(2ad+2bc+a2 e +d2)(2ad+2bc—a2 +b?+¢? —dz)
4(ad+bc)?

[(a+d)?=(b-c)? [ (b+c)* = (a—d)?]

4(ad+bc)?

_(a+d+b-c)(@+d—b+c)b+c+a—-d)(b+c—a+d)
4(ad+bc)?

_ (2p—2c)(2p—2b)(2p—2d)(2p —2a) _
4(ad+bc)?

_4(p-a)(p—b)(p—c)(p—d)
(ad+bc)?

:senA:

J(p—2)(p—b)(p—c)(p—d)

+bc
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SABCD:SABD +SBCD=?SGHA+%SEHCZE‘ +bc5enA:

ad+bc
- 2 _Jo-a)pb)p—)(p-d)=y{p-a)p-b)p—c)(p-d)

2 ad+bc

1.7. QUADRILATERO INSCRITIVEL E CIRCUNSCRITIVEL

A area do quadrilatero inscritivel e circunscritivel é igual a raiz quadrada do produto dos seus lados.

7 P
"n‘:’ I"/ ‘ ‘|
f a O’ - 168 ?
.’.“' o: ™ \
S o PN
B b /C

Seja o quadrilatero inscritivel e circunscritivel ABCD de lados AB=a, BC=b, CD=c e DA=d, entdo sua area

é S=+/abcd
Demonstragao:

Como o #ABCD é circunscritivel, entdo, pelo teorema de Pitot, temos: a+c=b+d=p. Assim, a=p—c,

c=p—a,b=p—-ded=p-b.

Utilizando a férmula para o cdlculo da area do quadrilatero inscritivel, temos:

Sascp =+/(p—2)(p—b)(p—c)(p—d) =+/abcd.

2. POLIGONO REGULAR

A area de um poligono regular é igual ao produto do semiperimetro pelo apotema.
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Seja um poligono regular de semiperimetro p e apétema a, entdao suadreaé S=p-a

Demonstragao:

Seja um poligono regular de género n, lado x e apdtema a. Ele pode ser dividido em n triangulos isdsceles
de vértice no centro do circulo circunscrito ao poligono, cuja base é o lado e a altura é o apotema do poligono.

. . ., . X-a . ; .
A drea de cada um desses triangulos isdsceles é SA=T. Portanto, a drea do poligono é dada por

X-a nx n-x
S=n-S, =n-—=—-a=p-a, onde utilizamos p=——.
A ; 2 7P P=7

3. REGIOES CIRCULARES

3.1. CiRCULO

A area do circulo é o produto do quadrado do seu raio pelo nimero irracional 7.

Seja um circulo de raio R, entdo sua area é S=m-R>
Demonstragao:

Observe que a area do circulo pode ser calculada considerando-o um poligono regular cujo nimero de lado

e . , , o, 2mR , .
tende ao infinito. Assim, sua area é p produto do seu semiperimetro T: R pelo seu apétema R, ou seja,

S=nR-R=m-R%.

3.2. SETOR CIRCULAR

Um setor circular é a regido da circunferéncia delimitada por dois raios e um arco e é caracterizado pelo
angulo central por ele determinado.
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A area do setor circular é igual a metade do produto do quadrado do raio pelo angulo central em radianos.

. . n . . ~ ) . o -R?
Seja um setor circular de dngulo central o em radianos e de raio R, entdo sua area é S=
nR?-a
Observe que se o angulo central estiver expresso em graus, a expressao resultante é S= 360

Demonstragao:

A darea do setor circular é proporcional ao angulo central. Assim, um setor circular de o radianos representa

2
a . , . a-R
— da drea total do circulo, ou seja, — .7R? =

2n 27 2

3.3. SEGMENTO CIRCULAR

Um segmento circular é uma regido da circunferéncia delimitada por uma corda e um arco e também é
caracterizado pelo angulo central associado a corda.

Seja um segmento circular de o0 em radianos e de raio R, entdo sua area é

2
R
Ssegmento o = Ssetora — Striéngulo = 7 -(a—sena)
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (CN 2002) As diagonais AC, BD, CE, DF, EA e FB de um hexagono regular ABCDEF interceptam-se
formando outro hexagono A'B'C'D'E'F' conforme a figura abaixo. Qual a razdo entre as areas do maior e a do
menor hexagono?

E D

a) \2
b) \/3

o
Kl
|

d) 2

e) 3

2. (CN 2001) Uma massa fermentada, ao ser colocada para descansar, ocupou uma darea circular S de raio r.
Apds um certo tempo t, ela passou a ocupar uma area 21% maior que S. Qual o maior valor possivel de r,
em centimetros, para que a massa nao transborde, quando colocada para descansar durante o tempo t, em
um tabuleiro circular de raio 22 centimetros?

a) 17,38

b) 182>
11

c) 20
d) 20,38

e) 21
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3. (CN 2000) Uma pizza circular de raio 30 cm foi dividida em 6 partes iguais para seis pessoas. Contudo, uma

das pessoas resolveu repartir ao meio o seu pedago, como mostra a figura acima. O valor de x é:

4. (CN 1997) Na figura abaixo, tem-se um semicirculo de centro O e diametro AD e os semicirculos de
diametros AB, BC, CD e os centros O;, O, e O3, respectivamente. Sabendo-se que AB=BC=CD e que

AO =R, a drea sombreada é igual a:

>4
()]
o
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5. (CN 1987) Na figura abaixo, tem-se: QB e QA sdo tangentes ao circulo de raio 2; a medida do segmento

PA é 2\/5 e a poténcia do ponto P em relacdo ao circulo é igual a 24 . A drea sombreada da figura é igual a

Q

a) %(2\/5—75)
b) %(3\/5—71)
92

d) %(4 3-7)

e) %(6\/5—11)

6. (EPCAr 2012) Considere a drea S da parte sombreada no triangulo retangulo isésceles 00,0, .

..
%2

A
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AD, AB e BC sdo arcos de circunferéncia com centro em 0,, O e 0O;, respectivamente, cujos raios

medem 2r.

Das figuras abaixo, a Gnica em que a drea sombreada NAO éiguala S, é

Circunferéncia de
diametro AB e
semicircunferéncias

de didametros O_A e

OB.

b)

Circunferéncia

de centro O.

/7 0 Circunferéncia
kﬂ o de centro O.

d)

Circunferéncia

de centro O
inscrita num
qguadrado.

Dois setores

circulares de

raior.
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2

7. (AFA 1998) Na figura abaixo, o lado do quadrado é 1 cm. Entdo, a area da regido hachurada, em cm®, é

a) = —=
b) =—=
gt

1
d) -5

8. A borda da sombra na Lua é sempre um arco de circulo. Em um certo dia, a Lua é vista com a sombra
passando por pontos diametralmente opostos. Se o centro do arco de circulo que forma a sombra estd sobre
a circunferéncia da Lua, determine a proporg¢do da Lua que nao esta na sombra.
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9. (EFOMM 2010) Jodo construiu um circulo de papel com centro O e raio 4cm (Figura 1). Tragou dois
diametros AC e BD perpendiculares e, em seguida, dobrou o papel fazendo coincidir A, O e C, conforme
sugere a Figura 2.

Figura 1 Figura 2
A A
D 5 B D 8] B
C i -4

A area da parte do circulo ndao encoberta pelas dobras, sombreada na figura 2, é igual a

a) %(96—16n)cm2
1 2
b) 5(16n—48)cm
1 2
c) 5(16n—12\/§)cm
1 2
d) 3(16n+12«/§)cm
1 2
e) 5(48\/5—167t)cm

10. (AFA 2009) Considere num mesmo plano os pontos da figura abaixo, de tal forma que:

() AW=CW=EW=GW=IW=LW=NW=PW

(1) BW =DW =FW =HW = JW =MW =0W =QW
() AWB=BWC=CWD=...=PWQ=QWA

(V) PC=AE=CG=El=GL=IN=NA=LP=a

A area da regido sombreada da figura, em funcdo de a, é:

a) 12a° —8a2\/§

b) 6a’ +4azx/§ !
c) 1242 +8a2\/5
d) 6a’ —4a2\/§

e) 6a’
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11. (EN 2004) Considere o trapézio MNPQ de bases MN=m e PQ=4, com m>4 e altura igual a 6,
conforme figura abaixo. Sendo A e B os pontos médios dos lados MP e ﬁ respectivamente, e sabendo

que ATleO, entdo a area do trapézio MCDN vale:

a) 28
b) 33
c) 37
d) 42
e) 45

12. (EN 2010) As circunferéncias da figura abaixo possuem centro nos pontos T e Q, tém raios 3cm e 2cm,

respectivamente, sdo tangentes entre si e tangenciam os lados do quadrado ABCD nos pontos P, R, S e U.

B S

R
U \T
A P D

Qual o valor da érea da figura plana de vértices P, T, Q, R e D em cm??

72 +18

22

50/2 +23
8

a)

b)

1542 +2
c) —4

3042 +25

d) 2

5042 + 49

e) 2
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13. (IME 1988) Dado um circulo de raio R e centro O, constroem-se trés circulos iguais de raios r, tangentes
dois a dois, nos pontos E, F, G e tangentes interiores ao circulo dado. Determine, em funcdo de R, a drea da
superficie EFG, compreendida entre os trés circulos e limitada pelos arcos EG, GF e FE.

(2\3-n)(23-3) ,

a) R
2

) (243 _n)izﬁ -3)

o (3B-n)aE-3)"
2

NEND —n)£3ﬁ -3)

y <n-ﬁ>is-ﬁ>2 2

14. (IME 2011) Seja o triangulo retangulo ABC com os catetos medindo 3 cm e 4 cm. Os diametros dos trés

semicirculos, tracados na figura abaixo, coincidem com os lados do tridngulo ABC. A soma das areas

2

hachuradas, em cm?, é:

a)6
b) 8
c)10
d) 12

e)14

15. (CMRJ 2011) Na figura abaixo, temos o semicirculo de diametro AB=4cm e centro O. Sejam M o ponto

médio de AO e N o ponto médio de OB. Com centros em M, O e N, tracam-se 3 semicirculos de raios iguais a
1cm e contidos no interior do semicirculo de diametro 4cm e centro O. A area da regido sombreada, em

2 .. . . ., . . A .,
cm®, a qual esta situada no interior do semicirculo maior e exterior aos trés semicirculos menores, vale
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16. (CMRJ 2003) Um aluno do CMRJ tragou uma circunferéncia de raio Rcm e dividiu o circulo
correspondente em duas regides, usando uma corda AB de comprimento R\/gcm, conforme mostra a figura

abaixo. Sabendo que a drea da regido sombreada é (47:—3\/5) cmz, entdo, a medida de R é:

NN

a) 2\/§
NE)

b) —

c) 275\/5

d) 3w

e) (51-+3)
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17. (EPCAR 2001) Na figura, O é o centro do circulo de raio r, AT é tangente ao circulo e MT é perpendicular a
AT. Entao, a area hachurada é

a) 5(9\/5 —4n)
2
b)gz(15v§l—4n)
r2
c) Z(6\/5 —4n)

rZ
d) ﬂ(4\/5—411)

18. (CN 2008) Com a “ponta seca” de um compasso, colocada no centro de um quadrado de lado 2, traga-se
uma circunferéncia de raio r. Observa-se que cada arco da circunferéncia, externo ao quadrado, tem o dobro
do comprimento de cada arco interno. Usando-se raiz quadrada de 3 igual a 1,7 e pi=3, qual a 4rea da

regido intersecc¢ao do quadrado e do circulo, assim determinado?
a) 2,8
b) 3,0
c) 3,2
d) 3,4
e) 3,6

19. (CN 2006) Um circulo oo de centro num ponto A e raio 2\/5 é tangente interior, num ponto B, a um

circulo B de centro num ponto O e raio 6\/5. Se o raio OC é tangente a o num ponto D, a medida da area

limitada pelo segmento DC e os menores arcos BC de B e BD de o éigual a

a) 4n—33
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b) 5t—44/3
c) 4n—64/3
d) 5t—6+/3
e) 51—5v3

20. (CN 2005)

300

Na figura acima, ABCD é um quadrado de area 104 e o ponto O é o centro
do semicirculo de didgmetro AB. A drea do triangulo AEF é dada por

a) 2(3v3+3)
b) 6(44/3-3)

-6

&

c) 54

(443-6)
(443-3)

o
w
&

4 3

)

oy

3)

e) 8(4

21. (CN 2002) Considere um retangulo inscrito em um losango, conforme a figura abaixo. Se as diagonais do

losango medem, respectivamente, 8 cm e 12 cme a area do retangulo é 24 cm? , entdo o perimetro deste

/\

retangulo, em cm, é igual a:

a) 28
b) 24
c) 22
d) 20

e) 18

\/
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22. (CN 2002) Observe a figura abaixo, onde os seis lados do hexagono regular ABCDEF foram prolongados de
segmentos AA'=BB'=CC'=DD'=EE'=FF', de modo que a medida do segmento AA' corresponde a P% da

medida do lado AB, (P>0). Se o percentual de aumento que a drea do hexagono A'B'C'D'E'F' apresenta em

relacdo a area do hexagono original é 75%, entdo o valor de P é:

D’ C

a) 25
b) 30
c) 45
d) 50
e) 75

23. (CN 2002) Observe a figura abaixo que representa trés semicircunferéncias de centros M, N e P, tangentes
duas a duas, respectivamente, nos pontos A, B e C. Os segmentos MM', NN', BB' e PP' sdo perpendiculares

areta r. Se a medida do segmento BB' é 6cm, a area do tridngulo M'N'P' em cm?, é igual a:

'/ / \\ i \
[ VI
3 J 1 r

A M N B P C
a)9
b) 10
c)12
d) 18

e) 36
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24. (CN 1976) Sobre os lados de um hexagono regular de 4 cm de lado, e exteriormente a ele, constroem-se
guadrados, de modo que cada quadrado tenha um lado em comum com o hexdgono. Calcular a area do
dodecagono cujos vértices sdao os vértices dos quadrados que ndo sao vértices do hexagono:

a) 48(\/§+2) cm?
b) 50(«/§+2) cm?
c) 24(\/§+4) cm?

d) 192 cm?

e) 36 cm?

25. (CN 1985) Na figura, o diametro AB mede 8\/5 cm e a corda CD forma um angulo de 30° com AB. Se E é o

ponto médio de AO, onde O é o centro do circulo, calcule a drea da regido sombreada, em cm?.

a) 8n+33
b) 8n+2+/3
c) 4n+343
d) 4n+2:3

e) 4(n+\/§)

26. (IME 2006) Um trapézio ABCD, de base menor AB e base maior CD, possui base média MN e area S. Os
pontos M' e N' dividem a base média em trés segmentos iguais, na ordem MM'N'N. Ao se tragar as retas
AM' e BN', verificou-se que as mesmas se encontram sobre o lado CD no ponto P. Calcule a area do
trapézio M'N'CD em funcdo da drea S de ABCD.

S
a —
) 2

b) 2
5
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3S
c) —
8

0%
9

5S
e) —
12

27. (ITA 2011) Um triangulo ABC estd inscrito numa circunferéncia de raio 5 cm. Sabe-se ainda que AB é o

diametro, BC mede 6 cm e a bissetriz do angulo ABC intercepta a circunferéncia no ponto D. Se o é a soma
das dreas dos triangulos ABC e ABD e 3 é a area comum aos dois, o valor de o —23, em cm?, é igual a

a) 14.
b) 15.
c) 16.
d) 17.
e) 18.

28. A circunferéncia abaixo tem raio 1, o arco AB mede 70° e o arco BC mede 40°. A érea da regido limitada
pelas cordas AB e AC e pelo arco BC mede:

a) /8
b) ©/9
c) n/10
d) n/12
e) /14

29. Na figura abaixo, sdo mostrados trés semicirculos. O circulo C é tangente a dois dos semicirculos e ao
segmento PQ perpendicular ao didmetro AB. A drea da regido sombreada é 397, e a drea do circulo Cé 9. A
medida do diametro AB é
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a) 18
b) 24
c) 30
d) 32
e) 36
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GABARITO
1.
RESPOSTA: E
e~ p
> 1N\
I 60" . N\ 'I
F + , X sq°?:}}1j c
| 60" l ‘II
. ; 8l

Seja 0 hexdgono ABCDEF inscrito em uma circunferéncia de raio R, entdo o lado do hexagono é iguala R.

Os triangulos AA'F', BA'B', CB'C', DC'D', ED'E', FE'F' sdo tridngulos equilateros congruentes. Logo,
BB'=B'C'=C'D.

A corda BD ¢é o lado do tridngulo equilatero inscrito na circunferéncia de raio R, entdo

Rv3 Rv3
BD:3x:Rx/§©x=T\/_ e o lado do hexagono regular A'B'C'D'E'F' é igual a Tf

Os dois hexagonos regulares sdo poligonos semelhantes, portanto a razdo entre suas dareas é igual ao
guadrado da razdo de semelhancga. Assim, temos:

2
S ABCDEF :( R j _3
Sarcper  \RV3/3

2.
RESPOSTA: C

A drea ocupada pela massa originalmente era S=m-r° e, apos descansar durante o tempo t, a drea ocupada

era (1+21%)-5=1,21-1r?.

A drea ocupada pela massa, ap6s descansar durante o tempo t, deve ser igual a area de uma circunferéncia

2

de raio 22 cm. Dessa forma, temos: 1,21-mtr =7-22° <1,1-r=22<r=20cm.
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3.
RESPOSTA: D

Cada uma das 6 fatias é um setor circular de 60°. Para dividir o pedaco ao meio, basta observar que o
triangulo isésceles formado tem area igual a metade da area do setor circular.

4—3.9—.>
SO S—
60° A
X / /"
f‘ \l.\/
1 . R 1 . 302
Striéngulo = _Ssetor circular = uSeﬂ 60 =—- n
2 2 2 6
x> .£:900n P :3001-[
2 6 ﬁ
<O X = 10 3_1-[ u.c.
NE)
4,
RESPOSTA: C
. . lc
¢ = 5 =
o, 2 e o
\ - .
4 607\ /60 i i l I
A R 0 R b

O trapézio ABCD é metade de um hexagono regular inscrito em um circulo de raio R, entdo AB=BC=CD=R
e AD=2R. A drea do trapézio ABCD é igual a area de trés tridangulos equilateros de raio R.

. - . A . . R . A
A area sombreada é igual a area dos trés semicirculos de centro 0;, O, e O3, e raio > menos a drea dos trés

segmentos circulares (em branco na figura).

A area dos trés segmentos circulares é igual a drea do semicirculo de centro O e raio R, menos a area do
trapézio ABCD.
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, L. . n ., . R ,
Logo, a area sombreada € igual a area dos trés semicirculos de centro Oy, O, e O3, e raio E' menos a area do

semicirculo de centro O e raio R, mais a area do trapézio ABCD.

R 2
“(2) k2 R%3
Ssombreada =3° 2 - 2 +3 4

= %(6\/5— n) u.a.

5.

RESPOSTA: B

A poténcia do ponto P em relagdo ao circulo é 24, entao
PotoP=PA-PB=24 =23 (23 +AB)=24 < AB=23

Como AB=R\/§, conclui-se que AB ¢é o lado do triangulo equildtero inscrito na circunferéncia, logo
AOB =120°.

Os segmentos QB e QA sdo tangentes a circunferéncia, entdo QA=QB, QAO:QEBO=909 e,

consequentemente, A(AlB =6092.

O triangulo QAB é equilatero de lado 2\/5, pois QA=QB e AQB=602.

A area sombreada é, entdo, igual a area do triangulo equilatero QAB menos a drea de um segmento circular
de 1202 no circulo de centro O.

SQAB =

1 2:-2
Sseg.lzo‘-’ =§'(n'22)—7-sen1209:

\/_ 41‘5\/—

3 2
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4n
Ssombr. =S0AB ~ Sseg 1200 = 3\3 - (? - ﬁj B

=g(3x/§—n)

6.
RESPOSTA: D
9
>
45°
2t
™
>D
A p—
.__:.\(:
.‘/" \"\.
2r
- | 45\
[a) 2r B 2r 0,

A 4rea sombreada é igual a drea de um setor circular de 90° mais a area de dois setores circulares de 45°,
0° 2

m-(2r)° =2m-r2.
360

todos de raio 2r, o que é igual a drea de um setor circular de 180" e raio 2r. Logo, S=

a) A drea sombreada é igual a drea de uma semicircunferéncia de raio 2r, ou seja, iguala S.

b) A drea sombreada é igual a soma de 4 setores circulares de 45° e raio 2r, o que é igual a drea de um setor

circular de 180° e raio 2r, ou seja, iguala S.

c) A drea sombreada é igual 3 soma de 2 setores circulares de 90" e raio 2r, o que é igual a drea de um setor

circular de 180° e raio 2r, ou seja, iguala S.

d) A drea sombreada é igual 3 soma de 2 setores circulares de 90° e raio r, o que é igual a drea de um setor

° 2
. o . . r .
circular de 180 e raio r, ou seja, -mr? :T gue é diferente de S.

360°

7.
RESPOSTA: A
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. . o .1
A regido hachurada é formada por quatro segmentos circulares de 90 e raio > que pode ser calculado

o n A o1
como a diferenca entre o setor circular de 90 e o tridngulo retangulo com ambos os catetos iguais a 5
1 (1Y 111 n 1) n 1
S5—4. _.n.[_) ______ :4.(___)2___
4 2 222 16 8 4 2

8.
RESPOSTA: E

Na figura acima, o segmento AB=2r é um diametro da circunferéncia e o ponto O' é o centro o arco de
circulo que forma a sombra.

Os segmentos OA=0B=00' sdo raios da circunferéncia da lua e os segmentos 0'A=0'B sio raios do arco
de circulo que forma a sombra. Portanto, AOBO'=AOAO'(LLL), o que implica BOO'=A00'=90° e
OBO'=00'B=0A0'=00'A=145".

Note ainda que O'A=0'B=rv2 e AO'B=45"+45" =90°.

Portanto, a drea da Lua que ndo estda na sombra S é igual a semicircunferéncia da Lua mais um segmento

circular de 90° com raio r\/i. Assim, temos

2 2 2
Szl-nr2+[ln(r\/§)2—(r\/§) ]:nr + 22— (rn-1).
2 4 2 2

2

r?(n—1) _n—1

nrz s

Logo, a proporc¢ao da Lua que ndo estd na sombra é

REFERENCIA: Revista Crux Mathematicorum Volume 36 n° 3.
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9.
RESPOSTA: E

A corda formada na Figura 2 divide o raio da circunferéncia ao meio, logo essa corda é igual ao raio do
triangulo equildtero inscrito na circunferéncia.

Dessa foram, a drea pedida pode ser obtida retirando-se da drea da circunferéncia, a drea de 4 segmentos

circulares de 120°.

S=Scirc =4 Sgp6100° =

2 2
=nr? -4 2 —Lsen120” |=
3 2

4

=r? n——n+2-£ =r? \/g—z
3 2

Como o raio do circulo ér =4 cm, temos:

S =42(\/§—§j :§(48\/§—167c) cm?

10.

RESPOSTA: D

A

s
X X

Como P_CEATEEC_GEEIEG_LENEN_AEL_PEa, entdo os quadrilateros AEIN e CGLP s3o losangos e suas
diagonais sao perpendiculares e cortam-se ao meio.

Como mzmzﬁvsﬁvsmzmzmsm, as diagonais de AEIN e CGLP sdo iguais e
consequentemente os quadrilateros sdo quadrados.

AW =CW m
AWB =BWC '+ = AAWB=ACWB = AB =BC
WVcomum

Analogamente, CD=DE. Sejam AB=BC=CD=DE=x.
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O ABCD é retangulo isésceles de catetos BC=CD=x e, portanto, a sua hipotenusa é B_D:x\/z.

Assim, temos:

1 2-2
= ad

d
242 2

Pela simetria da figura, observa-se que a drea sombreada é igual a drea de oito triangulos retangulos isdsceles

A_E=A_B+ﬁ)+D_E=x+x\/§+x=a<:>x=

de catetos x= a. Portanto,

1
S=8.=.
2

5

2
aj :(6—4«/5)-a2 unidades de area.

11.
RESPOSTA: B
— , . . . — MN+PQ
O segmento AB=10 é base média do trapézio MNPQ, entdo AB=T<:>2-1O=m+4<:>m=16.

MN-PQ 16-4
2 2

O segmento CD é a mediana de Euler do trapézio MNPQ, entdo CD= 6.

6
A altura do trapézio MCDN é metade da altura do trapézio MNPQ, ou seja, h :E =3.

, . , MN+CD , 16+6

Portanto a drea do trapézio MCDN é dada por Sy,cpn = . ‘h= -3=33ua..
12,
RESPOSTA: E

B S

)_R
U T
A B E Qo D

Inicialmente, observemos que os quadrilateros APTU e CRQS sdo quadrados e, portanto, TQ esta sobre a
diagonal do quadrado.

Seja Q' a projecdo de Q sobre AD, entdo:
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TQ 5
PQ'=—==—"1X
2 2
QAT 5432 5
E v R
(PT+QQ')-PQ’

+QQ"QR=

SptQrD =SPTQQ' T SQ'QRD =

1 5 5 5 25 49 50J§+49 5
=—|3+—=+3 |- —=+ +3|-2=—F —Cm
2( 2 j«/i (J_ j N 4

13.
RESPOSTA: A

Ligando-se os centros dos trés circulos de raio r, obtém-se um triangulo equilatero ABC de lado 2r.

O centro O da circunferéncia de raio R é baricentro do tridngulo equilatero ABC. Assim, temos:

OD=0C+CReR=2.2" \/§+r
3 2
=[2£+3j R=(243-3)R
3 2J§+3

A area pedida S é a area sombreada na figura e pode ser calculada subtraindo-se da area do triangulo

equildtero ABC a area de trés setores circulares de 60° e raio r.

4

14.
RESPOSTA: A

Aplicando o teorema de Pitagoras ao AABC, conclui-se que a hipotenusa BC=5cm.
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A area hachurada é igual a drea do semicirculo de didmetro AC=3cm somada a area do semicirculo de
didmetro AB=4cm, subtraida da area do semicirculo de didmetro AB=5cm e somada a area do AABC.

Assim,
2 2 2
SZE.(éj +£.(£j _E.[E) 23 eem?
2\2) 2\2) 2\2 2

15.
RESPOSTA: E

A drea da regido sombreada é igual a drea do semicirculo de didametro AB menos a area dos semicirculos de
didmetros AO e OB, menos a area do setor circular OCD de 60° mais a area de dois segmentos circulares de

60"

.22 12 .12 12 12 7

s=l<2 H > T +2-(TE ESRVCR WP, SO . S E 2
2 2 6 6 4 6 6 4) 6 2

16.

RESPOSTA: A

A corda AB:Rx/g é o lado do triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia de raio R. Assim, a regido

sombreada é um segmento circular de 120°.

1 RR o
S == nR? —Tsenlzo —4n—-3.3

3

@RZ(E—ﬁjzlz(f—ﬁchzzlz
3 4 3 4

—R=243

17.

RESPOSTA: A

A drea hachurada é igual a drea do trapézio retdngulo OATM menos a drea de um setor circular de 60° e raio r.
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r— | )
2) 2 1 2(3«/5 nj r
S= —cr? = 22D = (9B -4m
2 3 6 24( )
18.
RESPOSTA: E
D F——E C
G,(\r P
'," ~.8 26 ",l
| : |
i /
H\
e ——— B

Como cada arco externo tem o dobro do comprimento de cada arco interno, o angulo central associado ao
arco externo é o dobro do angulo central associado ao arco interno. Assim,

4-(0+20)=360"<6=30".

Como 20=60°, o tridngulo OEF é equildtero de lado r e a sua altura é metade do lado do quadrado.

r3 2 2
Portanto, Tz—<:>r:—.

2 3

A area da intersecdo do quadrado com o circulo é dada pela area do circulo menos 4 segmentos circulares de

20=60".

A 4rea do segmento circular de 60° em uma circunferéncia de raio r =

&l

rz_rzx@:(n ﬁj(\/zg]z 2 3

2 X

1
=—T7
6 6 4

seg60°
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Portanto, a area pedida é dada por:

S:n(:2]2_4(2n J§jz4n gr 43 _

3 9 3) 3 9 3
:4—TC+§zﬂ'3+i'1,7:£'2;7:3l6u'a'
9 3 9 3 3

19.
RESPOSTA: D

AD=2./3
OA=OB—AB=6+3-2/3=4.3

_AD 23 1

=== _— =300
OA 43 2

sen@

OD:OAwms39:4v6~%§:6

vy =1802 —OAD =1802-602=120°

A area procurada é dada pela area de um setor circular de 302 em B, menos a area do triangulo OAD e

menos a area de um setor circular de 1202 em ..

_m(63) 628 n(3)

12 2 3

—9n—-6y3—4n=(51-6+3)ua.

20.
RESPOSTA: D
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D

Se BAE=30" =EB=2-30"=60" =EOB=60"

Seja EH L AB, entdo:

£

EH= OE-sen60‘—’=—

OH=O0E:cos602=

J_

AH=A0+O0OH=

- ﬁ e o

s
2
3%
2
78

78
AMDF~AHEF > EL_FH_FH_ 2 B3
AD AF AF 104 4
AF 4

— =
AF+FH 4+.3

_AF__ 4 AF_3\/£_ 4 626
AH 4+\/_ 2 443 4+3
626 78

AF -EH 4+f 2 326«/_
= Spgr =
2 2 2(a+43)

= M = 3(4\/5— 3) u.a.

16-3
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21.
RESPOSTA: D
8
E 0 XONF
P 5 - »
Lo = X
A \ 76 '*‘Tzfx'jfc
B 4 G

AABC”AEBF:?:%QBX+2y:12

6
:>3x+2-—:12<:>x2—4x+4:0<:>x:2ey=3
X

2pgrgr =4(x+y)=4(2+3)=20cm

22.
RESPOSTA: D

Seja x o lado do hexagono regular ABCDEF, entdo
AB'=AB+BB'=X+LX=(1+LJX
100 100

P

AA'=——x
100

B'AA'=1802—-1202=60°

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo A'AB', temos:
(A'B)? =(1+P%)* x% + (P%)* x? —2-(1+P%)x - (P%)x - cos 600=
:x2(1+2(P%)+(P%)2 +(P%) —2-(1+P%)-(P%)-%j=
—x2(142(P%) +2(P%) — (P%) — (P%)?) = x2 (14 (P%) + (P%)?)

Como os hexagonos regulares A'B'C'D'E'F' e ABCDEF s3o poligonos semelhantes, entdo

=1,75

) 1 2 2
SAB'CDEF :(A B j 15 x2(1+ (%) +(P%)?)

S ABCDEF AB x*
1

3
<:>(P%)2+(P%)—O,75:0<:>(P%):—E ou (P%):E
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P>O:>P%=1<:>L=1<:>P=50
2 100 2
23.
RESPOSTA: A

SMIN'P' = SMM'N'N T Spp'N'N — Smimp'P

Seja r o raio da circunferéncia de centro N, a o centro da circunferéncia de centro M e b o centro da
circunferéncia de centro P.

=2r=2a+2b<r=a+b

(MM'+NN')-MN _(r+a)(r-a) (a+b+a)(a+b-a) (2a+b)b
2 B 2 B 2 2

Smmnn =

(NN'+PP')-NP _ (r+b)(r—b) _ (a+b+b)(a+b—b) _ (a+2b)a

S INL =
PP'N'N 5 > 5 5
(MM'+PP)MP (a+b)(a+b) (a+b)?
Svmpp = 5 = 5 =
(2a+b)b (a+2b)a (a+b)* 2ab+b2+a?+2ab—a2—b%—2ab
Spnipt = + — = =ab
MIN'P 2 2 2 2

O tridngulo AB'C ¢é retangulo em B' e BB' é a altura relativa a hipotenusa, entdo

(BB')* =AB-BC=>6% =2a-2b <>ab=9 = Syuppr =ab=9cm?.

24,

RESPOSTA: A

A drea do dodecdgono é a area de uma hexagono de lado 4, mais a area de 6 quadrados de lado 4 e mais 6
triangulos equilateros de lado 4.

A area do hexagono de lado 4 é igual a drea de 6 triangulos equildteros de lado 4.

42.3 4.3
Sdodecégono =0 4\/_"'6'42 +6- 4\/_ 248(\/§+2)cm2
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25.
RESPOSTA: A

O problema sera resolvido em situacdo geral sendo dados R, raio do circulo, d=EO e 0 a medida, em
radianos, do menor angulo formado por AB e CD.

Sejam o e B as medidas em radianos dos arcos BD e AC, respectivamente. Seja F um ponto de ED tal que

OF=d. Como EF e CD possuem o mesmo ponto médio, concluimos que FD=CE e, portanto, os tridngulos
OFD e OEC sado congruentes. Assim, a drea procurada é a soma das areas dos setores OBD e OAC com a do
triangulo isésceles OEF. Temos, entao

O

LBR®

S= +?sen(n 20)=

2
OL+B
2

2 2
hallll - +7$en29 OR2 +?sen26

Observe que esta férmula também vale para os casos degenerados d=0 e d=R.

o R
Quando R=4\/§, 0=30 =§rad e d=EO=E=2\/§,temos:

n (243)" J_) n
s= g0 + 2 sen( 2.2
—87+6- §=(8n+3\/_)

26.
RESPOSTA: E
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MM’ é base média do AADP, logo DP = 2x
N’N é base média do ABCP, logo CP = 2x
= CD=4x.

AB+CD
Como MN=

(base média), entdo AB=2x.

AB+CD

O trapézio ABCD tem areaigual a S:( j-thx-h.

h
O trapézio M’'N’CD tem bases M'N'=x, CD=4x e altura hI:E' logo Spi'n'ep :[

2 4
5x-h
SMN'eD 4 5 5
Y = = — S In! :—S
Seacp 3x-h 12 M'N'CD = 75 SABCD
27.
RESPOSTA: A

Aplicando o teorema de Pitagoras no AABC, temos d+e=8, entdo d=3 e e=5.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo BCE temos a= 3\/5.

Assim, temos

ot—2-B=(Sasc +Sagp) ~2"Saes = Sape * Sace -

Além disso, temos

AADE ~ ABCE => ADE _ (EJZ = (LT =2
Sece  \@ NCYE

6-d 5 5
Como Spce ==~ =3-3=9, Sape = +Sace =9 =5 & &=2-B=Sx0¢ + Spce =5+9=14cm?.
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28.
RESPOSTA: B
Sendo O o centro da circunferéncia

S(reg.ABC)=S(seg.AC)—S(seg.AB)=
— s(setor110°) —s(AAOC) - [ s(setor70) —s(AAOB) | =

= S(setorllOo ) - S(setor70o ) —%senlloo + 12;1sen70o =

Tc-l2

= S(setorlloo ) — S(setor700 ) = S(setor400 ) =

29.

RESPOSTA: D

f A
1 L 1 4\ 1

A o, o P < o, B
Como a area do circulo C é 9, seu raio é 3.

Sendo R e r os raios das semicircunferéncias de didmetro AP e PB, respectivamente, o raio da circunferéncia
de didametro AB sera R+r. Assim, a drea da regido sombreada serd dada por

2 2 2
n(R+r)” nR° mr 97— 397 s R.r 48
2 2 2

Como O,C=r+3 e 0,C'=0,P—-PC'=r-3, podemos aplicar o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo
cc'0, temos: CC2 =(r+3)° —(r—3)* =12r

Como

OC'=0B-0,B-C'0O, =(R+r)-r—(r—3)=R-r+3

e OC=0E—-CE=(R+r)—3=R+r—3, podemos aplicar o teorema de Pitagoras no tridngulo retdngulo OCC':
oc? =oc?+cc?

& (R+r-3) =(R—r+3)* +12r

o 12r=(R+(r-3))° =(R=(r=3))’
<12r=2R(2r-6) <= 3(R+r)=R-r=48
<SR+r=16=>AB=2(R+r)=32

REFERENCIA: Baltic Way 1996
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