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Apresentacao

Este livro € o Complemento para o Professor do volume 7,
Geometria Analitica, da cole¢do Fundamentos de Matematica Ele-
mentar.

Cada volume desta cole¢ao tem um complemento para o pro-
fessor, com o objetivo de apresentar a solugédo dos exercicios mais
complicados do livro e sugerir sua passagem aos alunos.

E nossa intencdo aperfeigoar continuamente os Complemen-
tos. Estamos abertos as sugestoes e criticas, que nos devem ser
encaminhadas através da Editora.

Agradecemos a professora Irene Torrano Filisetti a colaboragao
na redagao das solucoes que sao apresentadas neste Complemento.

Os Autores
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COMPLEMENTO FPARA O PROFESSOR | MANUAL

O \:IVMeN — Coordenadas cartesianas no plano
2. Calculando as medidas dos lados, temos:

10.

11.

12,

14.

dAB = \/2_6, dBC = '\/_7—_2, dAC = \/2_6

Como dag = dpg, 0 tridngulo é isdsceles.

Como (N72) > (N26)? + (v26)?, o triangulo é obtusangulo.

Para o AABC ser retangulo em B, devemos ter:
dac = dis + dc

52 + (x =52 =42+ (—-62+ 12+ (x+ 1) = x=—%
A é equidistante de B e C se, e somente se, dpg = dac-
NX + 12+ (12 =V(x—52+12 = x =2
P pertence ao eixo das abscissas, portanto P(x, O).
P é equidistante de A e B, entdo dps = dpg.
Jx — 2)2 + 12 =+(x — 3) 5)2=>x—%
Portanto: P(%g-, O)
P pertence & bissetriz byg, entao P(x, —X).
P é equidistante de A e B, portanto dpa = dpg.
3
2+ (x—12=\x+22+(—x—3)2 = x=—%
3 3
Portanto: P( o 2)
M(a, 0); N(O, a); P(x, ¥)
(1 (2)
AMNP é equilatero se, e somente se, dpm = dpny = dun-
(1) dpy = dpy = V(x — @)2 +y2=x2+(y—aP=x=
a+aV3

(2) dpy = dyn = VX2 + +y—aR=v(-a2+a2=x=

H4, portanto, duas possibilidades:

P(a +a\/§, a +2a\/§) - P(a —2a\/§’ a —a\f§>.

2 2

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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16.

17.

17 Calculamos, inicialmente, o valorde dg:

dag = V12 + (—1)2 = 2.

Calculemos dpp:
dAD - \/(X2 a 5)2 + (y2 + 2)2.

Como dpp = dpg (0s lados de um quadrado tém medidas iguais),
vem:

Vi, =52+ (y, + 22 =v2 = x2 +y2 — 10x, + 4y, + 27 =0 (1)
Aplicando o teorema de Pitagoras no AABD, vem: d2, = d2; + d3;.
(xa = 4P+ (y2 + 12 =2 + (xo — B)2 + (yo + 2)?

De ondevem: x, —y, = 7,0u seja, X, =y, + 7 (2)

Substituindo (2) em (1), temos:

Y5 + 14y, + 49 +y2 — 10(y, + 7) + 4y, + 27 =0

ouseja:ys +4y,+3=0=(y,=—1ouy,=—3) = (x,=6 ou x, = 4).
Portanto, D(x, Y,) = D(6, —1) ou D(x,, y») = (4, —3).
Analogamente, aplicando o teorema de Pitagoras no AABC, temos:
dac = dag + dic.

(ke =B+ +2P=2+ (s 4P+ +1P = x, =y, + 5 (3)
Como dgg = /(xy — 4)2 + (y, + 1)2 =2

X3 +y] — 8% + 2y, +15=0 (4)

Substituindo (3) em (4), temos:
y;3+2y;, =0 = (yy=0o0uy; = -2) = (x, =50ux, = 3)
Portanto: C(x4, y1) = (5, 0) ou C(x4, y4) = C(3, —2).

Ay A1, 2); C(3, —4)
XB > Xp
AC é diagonal do [(JABCD.

Aplicamos o teorema de Pitagoras no
AABC.

d;2\c = d%c + d?\B (1)

xy

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Utilizamos a condigao de igualdade das medidas dos lados do
quadrado:

dgc = dga (2)

(1) 224 (=62 =(x = 32 + (y + 42 + (x — 1)2 + (y — 2)2
2x2+2y2 — 8x + 4y — 10 = 0 (3)

) V(x =3P +(y + 42 =[x - 17 + [y - 2
X—3y=5=x=3y+5 (4)

Substituindo (4) em (3), vem:

2(9y2 + 30y + 25) + 2y2 — 8(3y + 5) + 4y — 10 = 0
Y2+2y=0= (y=0ouy=-2)= (x=5 ou x = —1)

Portanto, temos os pontos: (5, 0) e (—1, —2).
Como xg > xp, entdo B(5, 0) e D(—1, —2).

19. A(5, 3); B(—1, —3); C(x, 0)
_AC _X3—= X1 Y3~V

_@zxz_xs Y2 — Y3

Utilizando a coordenada y, vem: r = %:——% = T,
2
22. A4, —2) B(_:%—’ —1)
A B C(x, y,) I‘J(x, y)

B é ponto médio de AC. Entao:

2 - 4 + X1 = G = 8
e S g = =
= 2 3 = ponto C(—§, O)

C é ponto médio de BD. Assim:

2
—§=X+—3_=>x=—6
3 2 = ponto D(—6, 1)
o=Y-1 ,y=1

2
O segmento deve ser prolongado até o ponto D(—6, 1).

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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24.

25.

27.

M é ponto médio de PR.
_—5+1

Xm = = -2
2 3
M(—2, =

_b4ila [T ( 2)
Ym = 2 - 2 i
Portanto: doy = \/ (xQ - XM)2 + (yQ - YM)2 = =

11\2 221

=/6P+(—2)= 5 :

As diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto
médio. Assim: E € ponto médio de AC:

Xt 4 .
2=—5—=>x=0 _Clx,y,)
y1— 2
1= 12 :>Y1=4

Entao, C(0O, 4).
E € ponto médio de BD:

+
R Jul. N
2
Yo, — 1
1= 22 = y, =3
Entao, D(1, 3).

M é ponto médio de AB:

+ X

1=XA2 B o Xa + Xg = 2
+

1:yA2yB = yA+yB:2

N é ponto médio de BC:

+
O=XB2XC:> XB+XC=O
+
3=YB2yC:>yB+yC=6 A%y Va)
P é ponto médio de AC:
X+ X
(—2= A2 €= Xyt x=—4
<
_¥tye

\2 > = Yatyc=4

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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Temos, entao, dois sistemas:

XA+XB=2 yA+yB=2
Wi +%=0 e (2{yp+yc=6
Xp+ X = —4 Ya tYyc=4

Resolvendo (1), vem: x4, = =1, X3 =3 € % = —3.
Resolvendo (2), vem:y, =0,yg =2 e y. = 4.

Portanto: A(—1, 0), B(3, 2) e C(—3, 4).

2

1\ . .
30. G<—3—, ?) € baricentro.

Entdo G divide AN na razao 2.

£=2eda|
GN
X 2 )
—

= =2= Xp=2
g—0
3
y 1
e

3
3 2
M é ponto médio de AB, entao:
1__2+XB L
?— > = X 1

b 4 = B(—1, 4)
2= 2yB$yB:4

—iL + X
0= > ¢ c=1
= C(1, —3)
1 4+y g
2= T¥%=-3

7 | Fundamentos de Matemética Elementar
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32.

34.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

M é ponto médio de AB, entao:

At Clxer vo)
—4 = ——2——8 = Xg = -4
= B(—4, 9)
+

Temos, ainda:
dgc = V(xe +4) + (o — 9= 10 (1)
dic = Vlxc + 4P +(yc — 3 =8 (2)
(1) X3 + 8x¢ + 16 + y3 — 18y. + 81 = 100
(2)x3 + 8x; + 16 +y2 — Byc + 9 = 64
Multiplicando (2) por —1 e adicionando membro a membro, vem:

—12yc + 72 =36 = y, = 3

A(-4, 3) M(-4, 6) B(Xgr Vs)

Substituindo yo = 3 em (2), vem:
X2+ 8% —48 =0 = xc =4 ou Xg = —12

Entdo: C(4, 3) ou C(—12, 3).

Com a teoria dada até aqui € possivel resolver a questao de duas
maneiras:

Solucéo 1

Calcular as medidas dos quatro lados e verificar se lados opostos
tém medidas iguais.
Usando a férmula da distancia, encontramos:

I \5 V10 V35

dec =77 doo="7%" € d,= 5
e constatamos que dag #* dcp € dge # dpa.

Solugao 2
Calcular os pontos médios das diagonais e verificar se coincidem.
Usando a férmula do ponto médio, encontramos:

3 —i) (médio de BD) e

— (o L) imadi _ (3
M—(O, )(medlodeAC)eN—(4, 5

4
constatamos que M # N.

Conclus&o: usando qualquer um dos dois processos, verificamos
que ABCD nao é paralelogramo.

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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17 Tendo abscissa 3, igual a de B, P s6 pode-

ra ser interior ao lado AC.

>
=)

<y

Impondo P, A e C colineares, temos:

p) 3 m 1
5 1 2 1|=0edaim= —1.
: 5 —4 1

Chamemos de P(a, b) um ponto da reta AB que é equidistante dos
eixos cartesianos. P estd obrigado as seguintes condigoes:

a b 1
2 3 1/=0 e |a] = |b|
-5 1 1

e dai vem:
2a—7b+17 =0 (1) e a==*b (2)

Resolvendo esse sistema, obtemos

Y _ 17 _
a=b-= 5 ou a=-—--g" b
17 17 17 17
e, portanto, P(?, ?) ou P(—?, ?)

oM — Equacdo da reta

59.

A reta AO é a bissetriz dos quadrantes pares; portanto, y, = —xa. (1)
dyo = V2 = x§+y§=2 (2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem A(—1, 1).

A reta BO é a bissetriz dos quadrantes impares; portanto, yg = xg. (3)
dgo = 2V2 = x5 +y5 =8 (4)

Resolvendo o sistema formado por (3) e (4), vem B(2, 2).

Portanto, a reta que passa pelos pontos A e B é:
x—3y+4=0

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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62.

64.

69.

71.

Aretarpassa pelos pontos (4, 0) e (0, 2);entdo, r:x+ 2y — 4 =0. (1)
Aretas passapelos pontos (1, 0) e (0,4);entdo,s:4x+y—4=0. (2)

. ik
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem x = é— ey = 72
_ {4 12
Portanto,r N's = {( 777 )}
Resolvendo o sistema formado pelas equagoes de duas retas, temos:
y=-x+2 _ _20-a _  __4a_
y=ax + 2a T a+1 Y=a+1
2(1 — a) 4a : Gy
Para que P( oy o 1) esteja no primeiro quadrante, deve-
mos ter:
2(1 — a) 4a
a+1 =01 1 1>0@

De(l)vem —1<as<lede(2)vema=<-—-1loua=0.
Fazendo a intersecdo, temos 0 < a < 1.

Escolhemos duas dentre as trés equacgdes e calculamos os valores
de x e y. Tais valores devem satisfazer a terceira equacgéo.

3x —3y = —2a - .
3X+3y=4a XT3 TYTA

(%, a) deve pertencer a reta ax — y = 0, entao:

a-%—a=0=>a2—3a20=>a=0 oua=3

Obs.: Para a = O, o ponto de interse¢ao é (0, 0). As trés retas s3o:
y = X (bissetriz by3); y = —x (bissetriz by,) € y = 0 (eixo x).

Para a = 3, o ponto de interse¢ao é (1, 3). As trés retas sio:
X—-y+2=0,x+y—-4=0e3x-y=0

Consideremos os sistemas de retas, tomadas duas a duas:

s: X+ 2y=9 = ar3'Fe
{t:x+2y=—5=>x_5ey_ .
rx—2y=-m _—m+35 5+ 3m
{s:3x+2y=5=>x_ gt § S
rrXx—2y=-m .=m—1Q _=b4+m
{t:x+2y=—5:>x_ 2 eY=S—g7—

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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As trés intersegOes obtidas, sendo vértices de um triangulo, ndo
podem ser colineares, entao:

B D 4,
5—-m 3m+5 1
4 8 0=

—m-5 m-—>5 1
2 4

5(m +15)  5m + 15) = 2m?2 + 30m
—Y
3 + 7 + 16 #0 =

= m?2+30m+225#0 = m # —15

73. P(a, 3a) P pertence a retay = 3x.
A Portanto, P(a, 3a).
Q(b, —b) Q pertence aretay = —x.

Portanto, Q(b, —b).
Como A(—2, 4) é ponto médio de PQ, ent3o:

—2 =12 ;b =a+hb=-4 (1)
4=3a2_b = 3a—b=8 (2)
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:a=1eb = —5.

Portanto, os pontos séao P(1, 3) e Q(—5, 5).

74. AY Apertencearetay = 2x — 2; A(a, 2a — 2).
Bpertencearetay = —x— 3;B(b, —b — 3).

Como P é ponto médio de AB, entdo:

b =a+b=6 (1)

=23“2£b_3 = 2a—b=5 (2)

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temos:

_1 7 (gi_a) (1 _1_6)
a—3eb—3,deondevemA '3 eBS, 3 /-
Para determinar a resposta procurada, podemos considerar
quaisquer dois pontos entre A, P e B.
A equagcdodareta é:8x —y — 24 = 0.

7 | Fundamentos de Matematica Elementar g



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

75. Aretar. 2x —y + 3 — 0 pode ser escritay = 2x + 3.
O ponto M pertence a r. Entao, M(a, 2a + 3).

O ponto B pertence a bissetriz b,,. Entdo B(b, —b).
Como M é ponto médio de AB, temos:

a=21°2 = 2a-b=5(1)
2a+3="21% 5 4atp=-2(2)
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:
a= % e b=—-4.

Entao, o ponto procurado é B(—4, 4).

76. r3x—y=0=ry=3x
Cer = (C(a, 3a)

s:x—2y+4=0=>y=i+2

2
b

BEs:>B(b,?+2)
Considerando i = -:L, temos

CB 2
x3—x1 _ 1 _a+1_1 -
i e o 5 =3~-b=-2(01)
ys—y1 _ 1, 3326 _ 1 _ 185-p=28(2)
Y2=¥s 2 b L5_33 2

2

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), resulta:a =2e b = 8.
Portanto, o ponto procurado é B(8, 6).

78. l. A(Xs, O)
Il. B(Xg, Xg)
MmAe(AC:x+y—-4=0
Portanto, xa + 0 —4 =0 = x, =4 = A4, 0).
Iv.Be(BC):2x —3y +7=0
2 —3xg + 7=0
xg =7 =B(7,7)

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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lllelv.
C € ponto de intersecao de AC e BC.
Xc + Y =4
[C ye =Xx=1¢€y;=3 = C(,3)
2%c — 3yc = —7

Assim, temos:
dABZ'\j5—8;dBC:\/5_2=2\/E e dAC=‘[1—8=3\/§.
Portanto, o perimetro do AABC é: V58 + 2V13 + 3v2.

79. —y—7=
9 {2x y—7=0 = AQ2, -3)
4x —y—11=0
VA
— — —3 ] c
[2" Yo7 LB, -5) :
10x =3y — 25 =0 !
A = 2! .
{4" y~11=0 " ca,s : v
10x — 3y — 25 =0 |

DeBC:10x—3y—25=0eD

A
tem a mesma abscissa que P. BE
Portanto, paraxp = 2 = yp = —%

P(2,y)étal quey, <y <yp e dai —3 <y < _%

88. S = dﬁB + df\o + d%o deve ser minima.
S=0¢-2xxg + x5+ 4) + (G + 1)+ (6 +9) (1)

Considerando a condi¢gao de alinhamento dos pontos A, B e P,
temos:

Xg = 3XA — 14 (2)
Substituindo (2) em (1):
2 3 \B(xa' 3)
S = 14XA =7 14OXA + 406. /\
B, cema —b Alx., 1
S & minima para xyy = —_— = 5. 1 { )

Portanto, em (2), xg = 1. 0(0, 0) P(7, 0)\
Assim: A(b, 1) e B(1, 3).

xyY

7 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar
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al.

93.

94.

(2x + 3y — 15) + k(bx — 2y + 29) = 0
Desenvolvemos e agrupamos os termos semelhantes:
(2 + 5K)x + (3 — 2k)y + 29k — 15 = 0.

Como queremos a reta que passa pela origem, 29k — 15 =0 =

_15
= k 59"

Substituindo k na equagao original, vem 7x + 3y = O.

3X—2y—6+kix+2y—2)=0 (1)
3X—3y+4+£€2x+3y+1)=0 (2
Determinemos o centro do feixe (1):
k=0 = 3x—2y—6=0] = (2,0)
k=1 =x—-2=0

Determinemos o centro do feixe (2):

€=0 =>3X—SY+4=O}:>(—1,£)
{=1=x+1=0 3

Determinando a reta que passa pelos pontos obtidos, estaremos
obtendo a reta comum aos dois feixes:

2 0 1
—q 1|=0=x+9%9 -2=0
1

1
3
Xy
feixe (1):
k1=0=>2x+3y—8=0}=>A( 3 10+8m>

s ym#F —2
ky=1 = 2+mx—-3=0 2+m’3(2+m)

feixe (2):

kp =0 = 4x+ 3y +25=0

}=>B(—4,—3)
k=1 = 6x+24=0

feixe (3):

ks =0 =>mx+my+1=0}:c(

—io;maﬁo
ks=1 => (mMmM—-4y=0 m

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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97.

102.

103.

104.

7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Os pontos A, B, C, centros dos feixes, devem pertencer 8 mesma

reta. Pela condicao de alinhamento, temos:

3 10 + 8m 1
2+m 3(2+m) 7
-4 -3 1=O=>m=1oum=——8—
~_:£ 0 1
m

22+mx+@B+2my—-1=0
m=0= 2x+3y—-1=0

]=>P(2,—1)
m=-2=y+1=0

Substituindo P(2, —1) na equacdo do feixe, vem:

2+m-2+@B+2m(-1)—1=4+2m—-3—-2m—1=0,

vVmeR

(M2 +6m+3)x — (2m2 + 18m + 2y —3m+2 =0

m=0 = 3x—2y+2=0 ]=>P( 1)
0

_1'_5
m=1= 10x—22y — 1 =

Substituindo P(—l, —%) na equacao do feixe, vem:

(m?2 + 6m + 3)(—1) — (2m2 + 18m + 2)(—%) —3m+2=

=—-m2-6m—-3+m2+9m+1—-3m +2=0,VmeR.

Verificamos, inicialmente, que A& re A & s.
Sejar:3x —4y+c¢' =0,talquer' //re Aer'.
Entdo, r': 3x — 4y — 11 = O.

Sejas':bx + 6y +c'" =0,talques'//s e AE S'.
Entdo, s': 5x + 6y — 12 = 0.

tgx=tgy 2 x=y+kn =2 x—-y—kn=0,keZ

Nessa equacgao, o Unico coeficiente varidvel é kar, 0 que significa que

ela é a equacao de um feixe de paralelas.

sen(x—y)=0 =3 x—-y=kn(ke”Z =
= X—-y—kn=0(keEZ2)

€ a equacao de um feixe de paralelas, considerando que os coefi-

cientes a e b sao fixos, variando apenas ¢ = —kw (k € Z).
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109.

110.

111.

114.

R 2
x=10t -2 = t= 10
§ =5
y

y=3t = t=?

= 3x — 10y + 6 = O (forma geral) =
=2 3X—-—10y= -6 =

= e, + . . 1 (forma segmentaria)

__2 3
5
3t+1=x = t=x:_31
r _5 = —2x—3y+17=0 (1)
—2t+5=y = t=¥3‘ ‘
2Uu—2=Xx = u=x22
S: = X—-2y+16=0 (2)

7T+u=y = u=y—17

Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem (—2, 7).

Xy Yol e W
r.2+_2 1 =>y=3x—-2
3
x=t—1= t=x+1
s: _y+2 =2>y=3x+1

¥y =3t — 2 =il 3

Portanto, r e s sdo paralelas e distintas.

A reta tem equacao segmentaria —g— + —();— = 1,em que p e g sd@o
variaveis.
b 1 1 il pk
Por hipotese, —+ —=— = q=——(p # .
P p T -k 245 _xP#0ep#K
Substituindo g na equacgao da reta, vem:
X y p—k
D - =% X K Y=P
p—Kk
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Fazendop =1 = r:x+(1;k)y=1 (1)

Fazendop=2:s:x+( K )y=2 (2)

Resolvendo o sistema formado pelas retas r e s, vem P(k, k).
As retas r e s s@o concorrentes no ponto P(k, k), fixo, no plano
cartesiano, pois:

p—Kk
k

kK + -k =p, Vp €R*, p # k.

G \VXNII® — Teoria angular

118.

131.

B(—2, 12) M é ponto médio de BC:
xm=1e yy=9 = M(, 9)

-y _12 _
mAM_Xm—XA_ 6

M
2.

C(4, 6)

A(-5, —3)

Inicialmente calculamos:

1,
4

YA
MmN =2 € Mg = —

PQ passa por P e é paralela a MN.

y—1=%(x—5) = 3x—2y—13=0 (1)
MO passa por M e é paralela a NP.
1

y—5=—z(x—3) = x+4y—-23=0 (2)

Resolvendo o sistema (1) e (2), vem: Q(7, 4).

7 | Fundamentos de Matemaéatica Elementar
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132. A(-3,4)€&r e A(-3,4)¢s
r2x+y—-3=0=m=-2
S:X+y—2=0=my=-1

Seja AB // s. Entdo, (AB):y — 4 = —1(x + 3) = x+y—1=0.

X+y—1=0

2x+y—3=0 = Bl =4

Beﬁﬂrz{

Seja AD // r. Entdo (AD):y — 4 = —2(x + 3) = 2x +y + 2 = 0.

2x+y+2=0

xty—2=0 = D(=4,6)

DEA_ﬁﬂs:{

ComoB Er e D € s, entdao necessariamente C € r N s.

{2x+y—3=0 = C(1, 1)

X+y—-2=0

Portanto: B(2, —1), C(1, 1) e D(—4, 6).

o x—y=1,sex=y (1)
133. [x YI—1@{~x+y=1,sex<y (2)
(1)x—y—-1=0

} = sao retas paralelas.
2)x—-y+1=0

3-0_3 2
48 MET g~ Mg

r5)’—3=—%(X—2) = rn2x+3y—-13=0
1
148. m =2,sLlr = mg=—%5

PeEs = s:y-1=——;—(x+2) = s:Xx+2y=0

Obtendo a intersecao das retas r e s, vem:

{x+2y=0 = (8, —4)

2x —y = 20

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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150. r m=1,slr => mg=-1
P(2, 3) PEs =>siy—-3=-1x—-2) =
= s:y=—-x+b5b
M MErﬂs:{yzx—S = M(4, 1)
y=-x+5

M é ponto médio de PP' = P'(6, —1).

151. A(1,0) = (AB:2x+y—2=0 = mzg = —2
B(O, 2)

SLK§:>mS=%

Como 0(0,0)es = s:y—0=%(x—0) = 8 Xx—2y=0.

5 2x +y=2 4 2
MeABNs = =
{x—2y=O:>M(5' 5)

Como M é ponto médio de OP, vem: P(% é’—)

153. 7Y SejaP € r N by,.

\P {2x+3y—7=0

et = P(~7,7)

» \Q< Consideremos a bissetriz bz L by,.
d »x SejaQ&byzNr.
r

2X+3y—7=0 7 7
b b,, A
? r {y=x =>Q(5'5)
A origem 0O(0O, O) é ponto médio de QQ', Q" € bs.
7
— + Xgr
_ 5 9 _ 1 _ L _T
=g = =87 5~YQ'=‘Q( 3 5)

Entdo, PO’ = r', simétrica de r em relagdes a boy,.

-7 7 1

7 7
bt | = =
5 5 0= 3x+2y+7=0

X y 1
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154.

155.

by MeErns
r:3x+2y—6=O:>M<££>
$:2x —3y+2=0 13’ 13
c) M é ponto médio de PQ:
14 | 2+ % =
| -2 *T13 (2 10)
= Q|5 ==
8 _2+y _ _10 =, A8
13 2 Y= 13
d) P é ponto médio de MR:
14
— + X
2 13
L g(38 34
1—8+y 13’ 13
_ 43 7 B
2———2 — ' 13
y_34__3(,_38 : _
Ret//r=ty 13 = 2(x 13):>t.3x+2y—14—0

r3x+2y—6=0 = m=—-—+

a)sJ_r=>mS=?
2
PEs=>s:y—2=§-

= s:2x—3y+2=0

3
2

x—2) =
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r x—o6y-+ 12 =:0

r intercepta o eixo y no ponto P(0, 2).

r intercepta o eixo x no ponto R(—12, 0).

a) P' (0, —2) é simétrico de P em relag&o ao eixo x.

RP' = r' é simétrica de r em relac@o ao eixo x.

=12 0 1
O -2 1{=0=r:x+6y+12=0
X y 1

b) R' (12, 0) é simétrico de R em relag&o ao eixo y.

PR' = r" é simétrica de r em relagdo ao eixo y.
O 2 1

12 0 1|=0=>r":x+6y—12=0
X y 1

C) six+y—9=0 = mg=-1
SejaT(0,9) esesejatls,comTEt.
tty—-9=1-x—-0) =2 t:ix—-y+9=0

B SR P o {t:x—y+9=0 :>A( 42 3)

rx—6y+12 =0 - H'E

Sendo T ponto médio de AB, B € r", vem:

42
5 tX 42
) = B S
g(42 87
B = (5'5)
5 87
9= PVt

Sendo M(6, 3) € r N s, entao MB = ™

6 3 1
42 87 _
- =— 1| =0 =>rM"o6x—y—33=0
5 B :

¥ -4
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157. 1?) equagao de h, tal que h, L BC por A

mBC=-?1:f="‘1 = mha=1

Aehy = ¥ +d =240 i K—=y— 3= Olh,)

2%) equacao de hy, tal que h, L AC por B

3 1
mAC=_—1=~3 = Mpy =57
Beh, = y— =%(x—0)=>x—3y+9=0(hb)

3%) equagao de h, tal que h, L AB por C

Cehy =>y—2=5x—-1) = x—2y+3=0¢(,)

4%) {H} € hy, N hyN h,

{ha:x—y—3=0

= H(9, 6)
hp:x —3y+9=0

HEhe=9—-2-6+3=0()

158. YA B 1%) equagao da reta CD tal que CD L AB
mAB=1=>mCD=_'1
o (ED)y-2=-1x +1) =
A _ = x+ty-1=0
" 2% {D}=CD N AB
ty=1_ (11
{ i =>D2,2)
[ dag - dcp
37) SABCZT

JdAB: V42+42=4'\/§

dco=\/(_1)2+<_3)2=@ = Spgc = V20

2/ "\ 2 2

\
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2%) [ Sgop = dBDQdCD
- 57+ (3722
1 Bp 2 7] 2 V20
r = Sgep =—g
L, _ 1o
L cD 2 )

Secop - 9V20 9
8

Obs.: Como dgp € comum aos dois tridngulos, bastaria fazer a razdo
entre dag e dgp para obter a razdo entre as areas.

59) Sasc V20 8

s:x—y—2=0
22)Hehy Lr
1
- m =-2 = My, =%
|
y~0=—2—(x+1)=>
= X—2y +1=0(hy)
{B}=hiﬂs
S:Xx—y—2=0

3F HehyLlssmg=1 = my, =-1

y—0=-1(x+1) = x+y+1=0¢(hy)

{C}=h2m=>{h2:x+>’+1=0 = C(2, —-3)
r2x+y—1=0

-—

4%) t=8B

6 .:38:.1

2 -3 1|=0=2x-y—-7=0
X y 1
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MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

161.

164.

1) A€ AC=reA0,y) = 7-0+y—3=0=
= y=3 = A, 3)

2?)E€7A_C’=re E(x,—i) =% 7x—1—3=0 =%

2 2

3%) E é ponto médio de AC:

+ 3 = C(1, —4)
—%=yc2 = Ye= -4
4?)‘8_[.)J_7-\_é=r;m,=—7 =5 mBD=—%—

EEI§T)=>y+—1—=i(x——>=>x—7y—4:O

2 7

5%) B € eixo x; B(x, O)

B € BD = B(4,

0)

6%) E é ponto médio de BD:

1 _xpt4
o=

s
2 2

= Xp=—3

yp+ 0

= D(—-3, —1)
= yp=—1

A(O, 3); B(4, 0); C(1, —4); D(—3, —1)

19) Sendo BC =
Xc — Xg = M(Xg —
Yo — Y8 = M(yg —

e dai

xc—0=m(0—a) e

m - AB, temos: i
X,) € L)
Ya) Cxe. yo)

A(a, 05\ X

Ye — b=m(b— 0)

entao, Xc = —ma e yc = (m + 1)b.

2°) As coordenadas do ponto M, médio de AC, sao
_a+t(=ma) _

(t-ma ,  _0+(m+1b _(m+1b

X 2 2 M 2

2
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3%) mAB:_‘p— e tLAB = m, = >

a b

Ly Mm+1)b  a (1 —mja
MEt = tiy s —b<x -
e dai vem:

t: 2ax — 2by + b%(1 + m) — a%(1 — m) = O.

165. dAB=b—a=£_—.>b=M(1)

2 2
= 3
reta (AP): 3x + (a — 3y —3a =0 = Mg = 3=
s 3
reta (BP)' 3X + (b - 3)y —3b=0 = m.B_F” = é't—b

Como as retas AP e BP sao perpendiculares, vem:

M =~ = ab+3@+b)+18=0 (2)

Substituindo (1) em (2), temos:

alzi: b1=9
22+ 3a-9=0 = 2

Ay = — b, =<
2 3 = 2 )
3

Caso (1), a1=? e b=9, vem:
(AP):2x —y—3=0e (BF:x+2y—9=0
Caso(2),a, = -3 e b2=%, vem:

(AP):x —2y +3=0¢e (BP:2x+y—-9=o0.

166. v 1) AB_LxeXA=3=)XB=3=>B(3’O)
CL N 2)m =2 e ACLr = mﬁf:_é_
St A € AC (Z\T;) —1——_i — 5
7 M N\ > X = y il > (X )
o/l - B .
e dai (AC)x + 2y —5 =0

. 3) Céaintersegao de rcom AC, entao:

{rﬁ: 2x = C(1, 2)
(AC)x + 2y -5 =0
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4) M é ponto médio de OA:

O+ 3 3
Xm = XM = —
M 5 = M M(__:i —1—)
m=2t1 )lm=i:> =2
2 2
5) N é ponto médio de BC:
XN=3+1:>XN=2
= N(2, 1)
YN=O+2=>YN=1
2
6) Determinemos os coeficientes angulares de BC e MN:
mH:Yc—YB:2—O:_1“
BC Xe—xg 1-3
_1 = MN L BC
YN Wm 1 2y T
Mn = = =1
T 5,3
2 J

167. a) 1) Determinemos as retas AB, BC e AC e seus respectivos
coeficientes angulares.

14 1
(AB):|-3 & 1=0:>x+2y—9=0=>m7\.8.=__2_
X y 1
-3 6 1 A
(BC): 0 2 1=O=>4x+3y—6=o=>m§6=_.§
X y 1
1 4 1
(AC)5 0 2 1=0=>2X—y+2=0:>m7\—c-=2
x y 1

2) Vamos determinar r,, ry, € r,, tais que:

PEr, er,LBC;PER e r, LAC;PEr, e r, LAB.

ey — =%(x—0) — 3x— 4y + 24 = 0
1
rb:y—6=—7(x—0) = X+2y—12=0

Y —B6=2ZX—-0) = 2X—F+B=10

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

3) Vamos determinar os pés das perpendiculares:

{R}=raﬂ§6:{3x_4y+2420=> R(_4_8,31_&)
4 +3y—6=0 25" 25

{S}=rbnz\6=>{x+2y—12=0=>3<§ @)

2Xx—-y+2=0 5" B
{T}=ran\T3’=>{2X“Y+6=0ﬁT(_i,ﬁ)

b) Para provar que R, S e T sao colineares, podemos fixar a reta
determinada por S e T e provar que R € ST.

(3T):2x — 11y + 54 =0

48 114 N -
2 (—%—)—11-(-f)+54—0 = ReST

a) [x2+y2=1
X = cos f3

/>B y = sena
L P\A [ X2+ sen2a =1 = X4 = COS &

[

0 o cos2B+y§=1=>yB=senB
\ / Entao, temos:
|| B A(cos a, sen a); B(cos B, sen )

C(—cos a, sen a); D(cos B, —sen B)

168. YA

S

=<y

b) M é ponto médio de AB:

_ cosa + cos B

™= 2 M(c03a+cos[3 sen o + sen B)
sen o + sen B ) ' 2
Ym = 5
cos 3 sen a 1
ey + co0S sen o + sen B =
reta PM: cosa2 B > 1 0=
% y 1
- sena—senB_x+005a—cosB_y+
9 s
Jrsen[?»-cosB;senoc-cosw -0
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169.

2. gen 2P . gos 2+ P

0) mHz_senoa—senB 2 2 _
AR cosa—cosB , a—B . ot+P
2 2
= cotg 21B

2

. at+p a—f
sena +senf B 2 e 2

mé-[S:_ . — T =
cos B — cos « 5. COSa+B cos & B
3 2 2
. 2
m;r-mé—[-,=—cotgaJ2rB tga+B=—1=>l5IVI_LE)_[5

Sem perder a generalidade, vamos colocar os dados AB e AD
respectivamente sobre os eixos Ox e Oy e o ponto A na origem do
sistema.

YA 1) reta PD:

p 0 1

O b 1|=0=
T C(b, b) s o

F
E = bx+py—pb=0

s i el
= PD P

A0,0 B(b,0 PO X
2) reta BC: x = b

3) (6= P6 N BE: { 2P TR0, E(b,w)

4) reta AE:

0 0 . |

b b(pp_b) 1|=0= (p—b)x—py =0
X y i,
5) reta PC:
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6) {F}=‘/A‘Emﬁé:{(p_b)x_py=o
bx +(p—b)y —pb=0

p%b pb(p — b)
= F(|o2—|ob+b2’p2—|c>b+b2

7) Temos:
b
mi‘;—ﬁ———p-
m__.:yF_sz bp(p — b) p2 — pb + b?
F X —xg p2—pb+b2 p2b—b(p2— pb + b?)
_bplp—=Db) _p
bZ (p — b) b

Mg © MBE =<—%)(%>= —1 = PDLBF

174.  A@3,0) e B(10,1) = m =2 |
A3, 0) e M(6, k) = mz =% |
1_k
tg45° =1 = 713k = k=—2 ou k=4
k |
A ‘
175. 7 :
Mg = =2+ _ g |
M8 T T2
e N3 4+1
- Mg=——o2= =1
: 7 W 5++V3 -4
B A
tgA = ‘ 1=>K—3—1T(0|3Aeobtuso)
€ 1+o 1 g W
«/§+1
| m¢_.=‘/§+1 \]_+1 3 3
%3+ 3 R
343
entdo: B = %
-~ ~ ~ e
Portanto.C—frr—A—B=>C-—1—2—.
7 | Fundamentos de Matematica Elementar
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179. \t Como r e s s&do coplanares, o < j3,
. entdfoa + B = .
A reta t forma com r um angulo
. ~ v
= ; B ou seja, um angulo y = 1

Os angulos formados pelas retas t
e s sao:

\ 61=127——a e 82=%—+a.

183. 1°) Verificamos que A€ r e A& s,
pois suas coordenadas nao satisfazem
as equacoes dadas. Suponhamos que
r contém a altura h, e s contém a D
bissetriz s, do triangulo ABC, conforme
indica a figura.

wv

2°) Equacao da reta AC:

m,=% eAC Lr :>m;\5=—%

AeKé:y—4=—%(x+2) = (AC)ax+3y—4a=0

39) Vértice C, intersecdo de AC com s:

{4x+3y—4=0(A_(§)

=—-5 = -
X —y+18=0(s) 8 =8 = B4, 8

49) Equacao da reta BC:
s é bissetriz, entdo ACD = DCB e dar:

A ~ Mac — Mep | | Mpc — Mcg
tg ACD = tg DCB :‘1+mACmCD _}1+moc'mce
4
——]=2
_ ( 3) | _2—mes
4 o 1+2'mCB =>mCB=O
1+ —3 2

CeBC=>y-8=0x+5) = (B6)y—-8=0
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5°) Vértice B, intersec¢ao de BC com r:
[y -8 =0(8c)

= X=-9ey=8 = B(—9, 8)
3Xx —4y + 59 =0 (r)

6% Equacao da reta AB:

Xy 1
-2 4 1
-9 8 1

=0 = (AB)4x + 7y =20 =0

1) Consideremos o AOAB retangulo e suponhamos A(a, 0) e B(O, b)
coma = b.

i Y C
2) Equacao da reta AD:
Mig = —% e AD LAB = "

B(0, b)
= m;\—ﬁ = —6—
AEAD = y—o=%(x—a)=> 0 A@,0) X
— (AD) ax — by — a2 = 0.
3) Equac3o da reta BD:
_b 0\
~ Mis — Mas — — Mgp
ABD = 45° = tgABD = | ———| = | —; =1
a

e dai mg5 = 2—;—E(outra possibilidade deve ser descartada, pois

ml’3—|5>0)
= _8g—b,
BEBD=>y—b—a+b(x 0) =

= (BD) (@ — b)x — (a + bly + bla + b) =0

4) Coordenadas de D, intersegao de AD com BD:
{(7\_15) ax — by = a?

(BD) (@ — b)x — (a + b)y = —b(a + b)
edaix=a+b e y=a.
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185.

5) Coordenadas de E, médio de BD:

—Qt(@+b)_a+b  _b+a
e assim OE = bys.
Yy Vamos supor:

A= (0, 0)
S E e = (b, 0)

C = (b, c)

F D =(0,c)

A0, 0) B(b, 0) X
(KE) 1(BD) e (b_lf) 1 (B_!j) Entdo, sendo mag = —%,

Mz = Mgg = % ou seja, AE//CF (1)
Determinemos os pontos E e F:

Por determinante: (BD): cx + by — bc = 0.

{E} = AENBD

(RE):y —0=mzz(x —0) = (AE)bx —cy =0

bc? b2c
b2+ 62" b2 + c2 )

Fazendo a intersec¢ao das retas, vem: E(
{F} = CF N BD
(b_ﬁ):y—c=mas(x—b) = (b—ﬁ)bx—cy+c2—b2=0

b3 ¢
b2 & 62! b2 4 02)'

Fazendo a interseg¢ao das retas, vem: F(

Entao:
b2¢c )
. D2 B2
McE = b2 T b3
b? + c2 b P
. » = Mgg = mpg = CE // AF (2)
. b2 +¢2 e
m F — b3 b3
b2 + ¢2 0 |

De (1) e (2) vem: AECF & paralelogramo.
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186. Os pontos B(0, y), C(1, 2) e A(x, 0) sdo colineares, entio:

a) 1) |0 y 1
1 2 1
> AR & I {

2X \2 ” xVx2 —2x + 5
+ (—x)* =
x—1 x—1

=0=>2X+(1—-xy=0=>y=

2) £ = ( -
b) Parax =2 = y=4 = A(2, 0) e B(0, 4)
B
1-0 "

Mae 2

m*§=—2:>m5‘§=—2-

2- % 4
tgo=——-—|=7

.
1+2 )

o\ RUIMeN\Y® — Distancia de ponto a reta

193. Temos mzg = Mgp = % entao AB e CD s&ao bases.

Determinemos, por exemplo, a reta r suporte do lado CD.
-9 0 1

5 2 1|=0=x—-7y+9=0

x y 1

gD =T(=3) +9 '_ 20V2
i A V1 + 49 - 10

194. Calculemos a distancia de P(0, O) a reta r:

5 —
m'@

Essa disténcia é o lado do quadrado.

v =

Area =¢2 = Area=5
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197. SejaPerny=2x+1 = P(x, 2x + 1).

Entdo, do . = ikt L Y

i V32 4+ 22

3x—2(x+1)+1’ i
dp . = =2 = x=—1+2V13
P, s \/1—:_)"

Parax=—1+2V13 = y=—1+ 413 =P(—1 + 2V13; -1 + 4V13).
Parax=—1-2V13 = y=—-1—-4V13=P(—1 - 2V13; -1 — 4V13).

200. m, = i 4 = mg =

2 emques.Lr

4
31
ENtQO,Siy—yO=%(x—xo)=>4x—3y—4x0+3y0=0=>
= 4x — 3y +c¢c=0(s)

. 142 —80+g]
Assim, dp s = B 6 =4,
8+¢

x =4 = ¢c=12 ou c = —28edai

S:4x —3y+12=0 ous:4x — 3y — 28 = 0.

212, Aintersecao daretar:x +y — 2 = 0 com o eixo x € o ponto B(2, 0).
Como C pertence a reta r, entao C(x, —x + 2).

0 =], 1
DABC=2 0 1l=-3x+ 6
Kye—® Auid

Seja%IDABC|= 12 = |-3x+6|=24 = x=—-6oux = 10

Sendo x = —6,vemy = 8 = C(—6, 8).
Sendo x = 10, vemy = —8 = C(10, —8).

213. SendoC € (Ny =x + 1, entdo C(x, x + 1).

Sendo A(1, 0), entdo mys = X =2 = x = 3,
Portanto, C(3, 4).
10 1
Entéo, DABC =—1 0 1|= -8
34 1
1 1
S = 5 |Dasc| = 5 -8l = 4
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214. l. Temos A(3, —2), B(4, —1) e C(a, b); entdo:
3 =2 1
DABC:4—11=_a+b+5
a b 1

S=2= |Dpgc|=4 = |-a+b+5=4 (1)

Il. O baricentro do triangulo ABC é G(7 ; - _33+ b> e estd na
reta 2x — y + 3 = 0; entdo:

27 + _
(3 B 33+b+3=Oeda|’2a—b+26=0(2)

lll. Resolvendo o sistema (1) e (2), vem:
(@a=—-27 e b=-28) ou (a=—-35 e b=—-44).
Portanto: C(—27, —28) ou C(—35, —44).

215. reta BC: |- =0=>3&x—-y+3=0=

e
< ow
PR P

=M € BC = M(x, 3x + 3)

1 .
SAMC=?|DAMC| 1
2 1 L =>SAMC=|4X+4I
Dave=| X 3x+3 1|=8x+8
-1 0 1
1 7
Same = 5 |Dams|
D = |- X 3x+3 1|=8x
0 3 1
Samc 1 4x + 4] _ 1 - 3 . 3
%_4:>-——————|4X| —4=>x 5oux 3
4 ~_ 3 4 3
Sendox——g,)’— 5 = M( 5’ 5)-
4 . I
Sendox———?,y— 1$M< 3 1).
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217.

218.

219.

Vamos suporA = (0,0),B=(a,0)eC = (b,c),entao M = (a

YA

2 '

o)

Temos:

0O 0 1
Doic=|= . O i | =28
AMC = | 5 =~

b ¢ 4

a 0 1
D= |2 0 1|= _2C
BMC — 2 i T

b ¢ 1
entao:

ac

Savc = Semc = 7

Vamos supor A = (0, 0), B = (a, 0) e C = (b, ¢); entado, temos:

_[(a _(at+b c
M_(z'o)'N_( 7] '2)e vA
_(b ¢
P—<2,2).
0 0 1
Dagc =| @ 0 1l=ac
b c i
a 0o 1 A
2
atb ¢ ac
D =| —5— & Ll=35
b 4
2 2
entao: SABC:%=4'%=4'SMNP-
m=—2—esJ_r=>m=———
r 3 3 2
~ g 3
Aequacdodesé: y —yo = — (x = xo)
3x+ 2y —(2¥p + 3%) =0 = 3x+2y—c =0
\—,_J
c

gc

<y

x¥
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y=xX C ¢
sNbyz= 2
4 {3x+2y—c=0:>A<5’5)
y =X
S N by = =% B(&; —¢
a8 {3x+2y——c=0 )
1 7
SOAB=?IDOAB|=2O
0 O I |
c C 22 =
Doee= |5 5 1|= 5
& =& 1
_ 1| 2c?
ﬁSOAB—?_?=2O=>C=i10

Portanto: s: 3x + 2y — 10 =0 ou s:3x + 2y + 10 = 0.

v\ 1) &rea do AOAB = base -2altura _ a2b
80, b) area do AOAB = 2, vem ab = 4,
2) pela condicao de alinhamento dos
pontos AP e B, vem:
0O b 1
mak a 0 1|=0=ab=a+b
1 1 1
3) Comoab =4 e a+ b =4, ae b sao as raizes da equagao
o2 —4a+4=0 = a=2,0useja,a=b =2,
O 2 1
4) reta procurada:| 2 0 1|=0=x+y-2=0
x y 1
y ﬁk 1) ry, na forma paramétrica
g [ X=—2+X\
y=2+ 2\
-«A(1,3) deve ser transformada para a forma geral:
R(—Z, 2) 1 I
. r2x—y+6=0.
—2/ 0| 2) forma geral da reta r que passa pelo

x V¥

ponto A(1,3) > y—-3=m(x—1) =

2 = Hmx—y+3-m=0
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mx—y+3-m=0 _ P(m—i 2)

3) Seja{P}=rNry:
) Seja {P} 1{y=2 -

mx—y+3—-m=0 Q<m+3 8m—6)

Seja{Q}:mrz:{zx—He:o m-—2" m-2

4) A deve ser o ponto médio de PQ, pois A € PQ e dpp = daq; entéo:

m—-—-1 m+3 8m — 6
+ 2+ —
m m— 2 m-—2 .
=1le =3
2
e . 1 ~
A solugao para essas duas equagodes é m = ) e entao

r:y—3=—%(x—1)ouaindar:x+2y—7=0.

5) Param = —%, temos P(3, 2) e Q(—1, 4).

Aintersecdo dery e r, é R(—2, 2).

i ERE AR
DPQR= -1 4 1=1O=>SPQR=5
=2 2 1
240. Estabelecemos as equacgoes das bissetrizes:

4x + 3y +6x+8y+1 -0

Vi6+9 = 36 +64

8x+6yi(6x+8y+1)=0=>{

ti: 14x+ 14y +1=0
t:2x—2y—1=0

Sendo r: 4x + 3y = 0, entdao P(0, O) € r.

Calculemos as distancias de P € r as bissetrizes t, e t,:

P =‘14-o+14-o+1’_\/§
e V142 + 142 28
p _|2:0-2-0-1| 2
"l V222 | 4

Portanto, t;: 14x + 14y + 1 = O é a bissetriz do angulo agudo.

= dpy, < dpy,
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241. As equacoOes das bissetrizes s3o:
3X+4y + 1 © 33X —4y -1
V32+42 4324 42

3 +dy+1+(3x—dy—1)=0m| FXTO
trydy+1=0
Tomemos P(1, —1) € r.

Calculando as distancias dp,t, € dp t,, VEM:

4. = 14y [ 4]
G Brel e
5 _|4(—1)+1‘_’ —3| 3T %e<duy
il Va2 | |V1e| 4
Entdo, a bissetriz do angulo agudo é t,: 4y + 1 = 0.
243. C(5, —4) 1) retas:
6-3 4
AB:|11 1 1{=0=2x—5y+3=0
B(1, 1) %X 5
BC:|11 1 1|=0=5x+4y—-9=0
X vy 1

2) bissetrizes:
2x—5y+3_i_5x+4y—9_O
Va+25 = 25+ 16

ty: (2V41 + 5V29)x + (—5V4A1 + 4V29)y + (3V41 — 9v29) = 0
ty: (2V41 — 5v29)x + (—5V41 — 4¥29)y + (3V41 + 9v29) = 0
3) Seja Ey = (2V41 + 5V29)x + (=541 + 4V29)y + (3V41 — 9v29)
Calculando E; nos pontos A e C, vem:

E4(A) = 33V29

E4(C) = 33V41

Como E4(A) e E4(C) tém sinais iguais, A e C estdo no mesmo semi-
plano em relagao a ;.

Portanto, t,: (2¥41 — 5V29)x — (5V41 + 4V29)y + (3V41 +
+ 9V29) = 0 ¢ a bissetriz interna do triangulo ABC, por B.
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244. 1) retas PM e PN

=0 =>2x+5y=0

.U
<
o
o

B R

[

1/=0=5x+2y=0
1

-
=
o

< O O

2) bissetrizes:
2x+5y+5x+2y_ tiix+y=0
V4a+25 ~25+4 tyyx—y=0

E,(M) = —3
E,(N) =3

Como E4(M) e E4(N) tém sinais contrarios, t1: x + y = O é bissetriz
interna, por P, do triangulo MNP.

3) SendoE1=x+y=O=>{

~H 21
4) retaMN:|—2 5 1|=0 = x—y+7=0
Xy 1
. X—y+7=0 ( 7 7)
MN N t4: =8 Q| ==, —
1[x~|—y=0 Q 2° 2

su- [5G -12

O incentro [, centro da circunferéncia ins-
crita no triangulo, € o ponto de intersec¢ao
das bissetrizes internas do tridngulo.

245.

1) retas:
4 -2 1
‘ BC: |1 1|1=0=>4x+3y—10=0
A1, =2) B(4, —2) X y 1
42 2L
AB:|1 -2 1|=0=y+2=0
X y 1

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

4x+3y—10+y+2_0:>
V16+9 ~ 12

2) bissetrizes:

tirx+2y=0
=
th:2x—y—10=0

: Ex(A) = -6
3) SejaE, =2x—y—10=0 =
) Seja B ¥ :>{E2(C)=—1O
= t1: X+ 2y = 0 é a bissetriz interna.
1 21
4) retaAC:[1 -2 1|=0 = x—1=0
% y 1

reta BC: 4x+3y—10=0
Xx—1 , 4x+ 3y — 10
- - =0 =
£ V16 + 9
t3:3x+y—5=0
=
I4:x—3y+5=0

9) bissetrizes:

6) SejaEs=3x+y—5 = {Ee’(A): A
Ez(B) =5
= t3: 3Xx + y — 5= 0 é a bissetriz interna.
7) incentro = {I} =t N ta: {X t2y=0 = (2, —1)
3x+y=5
247. 1) Por determinante, obtemos as equagdes das retas suportes dos

lados AB, BC e AC.
K@:Sx—12y—21=0
E:le—8y+21=O
BC:5x +2y — 49 =0
2) Vamos determinar as bissetrizes de A:
5x—12y—21+15x—8y+21 _
V25 +144 =~ 225+64
t: 70x =77y — 21 =0
t: 11x + 10y + 63 =0
Fazendo E = 11x + 10y + 63, calculamos E(B) e E(C):
E(B) =182 >0
E(C) =238>0

= t1: 70x — 77y — 21 = 0 é a bissetriz interna.
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3) {S}=t, N BC
70x — 77y —21=0 (763 665)
Bx +2y —49 =0

105" 105
763 315\2 (665 , 315\2 _ 14v221
4) dps = + = =
105 105 105 105 15

\UHORY — Circunferéncias

256.

257.

259.

261.

D E 3 5)
2+ 2 _ _ = - (N RV | P o )
Sl el A O:C( oA 2A> (2’2

O ponto C4(x4, y1), simétrico de C em relagéo ao eixo das ordenadas,

éCl(—%,%>=> D=3 e E=-5.

Portanto: x2 +y2+ 3x — 5y — 7 = 0.

2+y2+2x+4y=r2 = C(———, ——) =541, =2)

Para obter o simétrico O' da origem O em relagdo a C(—1, —2), veri-
ficamos que C é ponto médio de OQO'. Assim, vem:

O;X =—-1=Xx=-2
oo 0'(—-2, —4)
2y =—2=y=-4

(x —4)2 + (y + 3)2 = 1 tem centro C(4, —3) eraior = 1.

A ordenada maxima obtém-se partindo da ordenada do centro e adi-
cionando 0 raio: Vs = (—3) + 1 = —2.

Portanto, o ponto é (4, —2).

19) mx2 +y> +10x — 8y + k=0

a) ComoB=1,entétoA=B=m=1.

b) D2+ E2—-4AF>0 = 100 + 64 —4mk >0 = k<41

29) mx2 + 2y?2 + 24x + 24y —k =0

a) A=B=>m=2

b) D2+ E2 — 4AF >0 = 576 + 576 — 4m(—k) > 0=k > —144
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39) 4x2+my2 —4x +3k =0
a) A=B=>m=4

b) D?4+E2-4AF>0 = 16+0—-4:4-3k>0 = k<%
262. 36x2+ay?+bxy +24x — 12y +¢c =0

A=B+0 = a=36

b=0

D2+ E2 —4AF>0 = 242+ (-122—-4-36-c>0 = c <5

266. x°+y2—-mx—ny+p=0

O centro deve pertencer as bissetrizes b, ou b,,. Ento,
m=n#0oum=-n#0 = |m|=|n|#0.

. : A m
O raio deve ser igual as ordenadas do centro C(lﬂ I—I)

|
2" 2
2 _ D2+E2—4AF _ m?

= — 2 =
IAZ 2 = m 4p.

267. X% +y? —ax — by + ¢ = 0 é tangente ao eixo dos x se a ordenada y
do centro tiver o mesmo valor do raio.

C(—a— B)_r_D2+E2—4AF:> a2+b2—4c b2 L2
2'2) 4A2 4 4 4

o g B2
268. vy Oraioér= —2£ =1 (emaque £ =dpg).

Verificamos que ha duas possibilida-
des para o centro (P ou P'), em que:

P(4,3) = x—4)2+(y—-32=1
P'(3,2) = (x—3)2+(y—2)2=1

w
b---
x Y
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280.

281.

yA A={(x,y) | x2+ y2=< 4} é o circulo de
centro (O, 0) e raio 2.

B={(x,y) | x—y =<Kk} é o semiplano

y=x—2V2 situado acima da reta y = x — k. A

2 figura indica a posi¢éo da reta para
_J%

xY

/ k = 2v2 (reta tangente ao circulo).
Se k>2V2, aretay=x— k sera
k>2V2 paralela 4 tangente e abaixo desta.

Entdo, AC B & k= 2V2.
/0

A={(x,y)| x2+y2 — 4x + 10y + 25 < 0} 6 o circulo de centro (2, —5)
eraior=2.
B = {(x, y) | 3x + 4y < k} é o semiplano situado abaixo da reta

3x + 4y = k.
vy 'F\\\
N
\
g

Yo

2

Notemos que, variando k, essa reta se desloca no plano, mas tendo

. 3 .
sempre coeficiente angular T Determinemos k para que a reta

3x + 4y = k fique tangente ao circulo dado:
3(2) + 4(—5) — k’ g K i . g
— : = — = -
VO + 16 e

Notemos que, se k > —4, a reta sera exterior ao circulo e o semipla-
no abaixo dela contera o circulo.

Notemos que, se k < —24, a reta sera exterior ao circulo e o semipla-
no abaixo dela sera disjunto com o circulo. Entdo:

a) k= —4 b) k < —24

Fundamentos de Matemdatica Elementar | 7



COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

. .3 7
087, X+2y+7=0=y= 2x—?(l)

X2+y2+2x+4y—-8=0 (2
Substituindo (1) em (2), vem:
2+2x—3=0=x=1oux=-3.
Parax =1,y = -5 = P(1, —5).
Parax = -3,y=1 = Q(-3, 1).

288. O sistema
(x—32 +y2=25 (1)
[x =Kk (2)
devera admitir duas solugdes distintas.
Substituindo (2) em (1), vem:
y2 =25 — (k — 32 = —k2 + 6k + 16.
Entdo, devemos ter:
—k? 4+ 6k + 16 > 0, ou seja, —2 < k < 8.

298. Q 1) Vamos obter os pontos P e Q, intersecédo da
R2 reta r com a circunferéncia (\)
(r)3x—4y+19=0=>y=§x=£ (1)
4 4
P
N)(x—1)2 +(y+22=100 (2)
Ri Substituindo (1) em (2), vem:
5x2 +26x — 171 =0 = x=1—590ux=—9.
parax = 22 _ﬁﬁp(g_e’%
arax = 5 y 5 5' 5

Parax= -9 =2 y=-2 = Q(—9, —2).
2) Seja M o ponto médio de PQ:

19
B 2 13

M TTE (83 1)
E 55
5 __14

M=TT T
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299.

Vamos passar porMaretas L r. Comom, = % temos mg =——3—.
- 4 2
Entdo: (S)y —ym=mg(X —Xy) = y= —?x -3 (3).

3) Vamos obter os pontos R, e Ry, intersegao da reta s com a circun-
feréncia \.

4 2
siy= 3%~ 3 (3)

A (X —1)2 + (y + 2)2 =200 (2)

Substituindo (3) em (2), vem: x> —2x —35=0 = x =7 0ux = —5.
Parax =7 = y = —10 = R4(7, —10).
Parax = =5 = y =6 = R,(—5, 6).

1
4) Spqr, = > IDPQRll
-9 -2 1
19 38 — SPQR1 =128
DPQR1 = | &= _5_ 1 et —256
fo A0 s
1 3
Sear; = % | Drow, |
e R R =5 8 32
—5 6 .1

1) Centro de (\): C(3, —1)
2)r2x+y—-6=0=m, = -2
h: hipotenusa; h // r = m,, = -2
C3,—-1)&€nh

3) hNA

h:y=-2x+5
{)\:x2+y2—6x+2y+5=0 =
= X=4 o0oux=2
Parax=2,y=1 = A(2, 1).
Parax=4,y= -3 = B(4, —3).

}=> h:y=-2x+5

X2—-6x+8=0 =
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4) kl(cateto)//s:x—6=0]:> KyiX—2 =0

A(2, 1) € kg
k, (cateto) // s:x —6 =0 AR
B(4Y -—3)€k2 =>k2.X 4=0
5) ky N\
kiix—2=0 2
+2y—-3=0
{)\:x2+y2—6x+2y+5=0 = -

=y=1louy=-3
pontos A(2, 1) e D(2, —3)

6) ko M\

ko:x—4=0 o
+2y—3=0 =

{)\:x2+y2—6x+2y+5=0 T

=>y=1o0uy=-3

pontos B(4, —3) e E(4, 1)

Portanto: AABD: A(2, 1); B(4, —3) e D(2, —3)
AABE: A(2, 1); B(4, —3) e E(4, 1)

300. 1) A circunferéncia dada tem centro O(O, -Zi) eraior = —1—3.

N

2) O triangulo procurado, por ter um lado paralelo ao eixo x e ou-
tro paralelo ao eixo y, € reténgulo e, portanto, um de seus lados

3
(a hipotenusa) passa pelo centro OO, >/ A reta s, que contém a

, " 3 3 . . N
hipotenusa, tem equagao y — > = ) (x — 0), pois s € paralela a

3
reta dada, cujo declive é 5
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3) Aintersecdode s:3x+2y—3=0comA: x2+y2—3y—1=0
sao os pontos A(—1, 3) e C(1, 0).
4) O outro vértice do triangulo é B = (xa, Y¢) = (—1, 0) ou
B' = (xc, ya) = (1, 3).
5) Area
1 1
Snec = Sagc = 7 * |Dascl =56=3
302. 19)N: = C(0,0);r=4
N = C(-3,2);r=3

d=\113< rr=7 = r—r <d<r+r' (secantes)

r—r=1
229\ = C(O, i), r=1
2
" fo 1) _1
)\.=>C(O,2>,r 5

d = O (concéntricas)

3¢)\: = C(0, 0); r = 3V2

N: = C'(—-10,5);r=2

d=5V5 < :t : i ;%3_\/2 = d>r+ ' (exteriores)
4e)\: = C(2,3);r=1

N: = C'(—2,6);r=4

d =5 =r+r' (tangentes exteriormente)

59)N: = C(0,0);r=9

N = C'(3,—-4);r=4

r+r =13
d=5 < =5 = d =r — r' (tangentes interiormente)

MX2+y2—10x+2y+ 16 =0 = C(5, —1); r = 210

305. 1), , ., 5 =
Nixc+y —8x+4y+16=0 = C'(4, —=2);r'=2

=5 r>r

2) Fazendo A — N, vem:x+y=0 = y=—x (1)

Substituindo (1) em A, temos:

X2—6x+8=0=x=4 ou x=2.
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Parax =4,y = —4 = A(4, —4).
Parax=2,y= -2 = B(2, —2).
4 -4 1

. _ . _ Observe que esta foi
%) RemAty| 2 ~2 L= x+y—0<a reta obtida em (1).)

X y 1
B—1 4
4) dC,AB=| \/5 |=\/§'=2\/_2_

306. x2+y2+4x—6y=0 = C'(—2, 3);r' =v13
d=dee=V(2 + 22+ (-1 — 32 =42

Ha duas hipéteses para a tangéncia de circunferéncias:

I) tangentes exteriormente:d =r + r'

deco =42 = VI3 +r=4V2 = r= 42 — V13
Entdo: (x — 2)2 + (y + 1)2 = (4V2 — Vi34

Il) tangentes interiormente: d = |r — r'|

W13 -t = a2 =

—V13 — r = 4V2 = r =V13 — 42 < 0 (rejeitado)
= ] OuU

V13 —r=-4V2 = r=4V2 + 13
Entdo: (x — 2)2 + (y + 1)2 = (4V2 + V13)°.

307. 1) Ci:x2+y2+6x—1=0
Coix2+y2—2x—1=0 = 051, 0)
2) Vamos obter o ponto Q tal que {Q} = C; N C,.
Fazendo C; — Cp,vem: x =0ey =11 = A0, —1) e Q(O0, 1).
3) Determinemos a reta 65;_:

011
1 0 1|=0=>y=—-x+1
x vy 1

4) {P}=Q02 N Cy
{QOQ:y=—x+1
Ciox2+y2+6x—1=0
Entdo, parax=0,y=1=Q(0,1)e parax = —2,y =3 = P(—2, 3).

= x2+2x=0 = x=0o0ux=—-2
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\:ISKeRY® — Problemas sobre circunferéncias

NX2+y2—4x—6y—3=0 = 0(2,3);r=4

309. [
Siy=x=>x—-y=0

feixet/sét:x—y+c=0

Aa + Bb + k
Aplicando a férmul =r, vem:
plicando a férmula Ny

(=1

=4 = c=M2 +1

V2
‘m:4:><
N1+ 1 0“1

C_

=—-4=c=-42+1
V2

Portanto: t;:x —y + 42 + 1 =0
tax—y—42+1=0

{)\:x2+y2—2x+2y=0 = 01, —1); r=+2
SIX=-y=X+y=0=mg=-1

310.

feixet Ls=>t:x—y+c=0

Aplicando a férmula, vem:

c+ 2
V2

Portanto, t;: x —y=0; t,: x —y — 4 = Q.

=Vv2 = ¢=0ouc=-4

)\:x2+y2+2x—2y—34=0zO(—l,l);r,\=6
311. 19 r:x+3y=0:>mr=—T
8=90°=tlr= feixet:3x —y+¢c=0

3(-1) — 1 +¢| =
d = —_— —

t:3x —y+4+6V10 = 0
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ANx2+y2+2y—24=0 = 00, -1);r, =5
2?) r:x—2y=0:.>m,=+—1

0=90°=tlr= feixet:2x+y+c=0

2:0—-1+c¢
d = = — 4+
0,t ) Ny l b= e =12 5Y5

tt2x+y+1+5V5 =0

Nx24+y2=49 = 00,0, =7
rax+y-3=0=m,=-4
0=45°" = tgo=1

3°)

Devemos inicialmente obter m, para definir a equacdo do feixe.

m,—m —4 —-m
g0 =1tg45° =1 =|—"—1 H=1=
g 5 ‘:Ler,mt 1+ 4my
5
= My =—3 oum=——7

5
Entéo,tl:y—y():?(x—xo) = bx—-3y+c=0

t2:y—y0=—%(x—x0)=>3x+5y+c=0

lc|

do,1, = i =7 = |c|=7V34 = ¢c=+7V34 =
= t,:5x—3y+7v34 =0

c
do,t, = \/IS—L =7 = |c|=7V34 = ¢c=17V34 =

= t,:3x + By +7V34 =0

A x2+y2 =100 = 00, 0);r, =10
312. ry=2x= m=2
s/r=mg=m=2=y=2x+¢c = 2x—y+c=0(s)
Da figura, temos: a2 =r2 — 82 = a = 6.
Impondo a condi¢ado dg ¢ = a, vem:
2'%4"3.:6 = c=16\5

s:2x—y+6Y5=0
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314. A\ x2+4+y2=r2 = C(0,0)
Yo_0=Y_0___>mt____&

Mgy =
Xo—0 X Yo

equagao da reta tangente por (Xo, Yo):

y—yo=—;—g(x—xo)edal’xox+yoy—(xg+yg)=0

como (Xo, Yo) € \, vem t: Xox + yoy — r2 = 0.

Ci:x2+y2+2ay=0 = 00, —a);r=a(a>0)
315. a) 1) { feixe de retas por P(\, 0): y — 0 = m (x — \) ou ainda
mx—y—mAr=0 (1)

22)Como dop = VA2 + a2 > a, temos duas solugdes.
Aplicando a férmula da distancia de ponto a reta, vem:
m= D = {—=a) — mk P 2a\
Ym2+ 1 A2 — a?
3?) Substituindo (2) em (1), temos:

. 2a\ 2a\?
t! C L Ty

(2 oum=0 (3)

= 0.

Substituindo (3) em (1), temos:
tr:Ox—y—0OA=0 =y=0.
4°) Calculando as intersegoes C; N t; e C4 N ty, vem:
2a°\ S —2aN? .
Mrae ) 2 +a
2a2\  —2a\?
57 )

CiNt=x=

K2 g% X & 8"
C2“t2=>X:0=>B(0,0).

b) O ponto Q com ordenada \ pertence a reta x + a = O, portanto
tem abscissa —a: Q(—a, ).

Provemos que os pontos A, B e Q sao colineares:

2a2\  —2a\? 1
A2 +a2 A2 +a? ., 2@eRe 2a2\%2
0 0 1| N +a2 N2+a?

| A 1
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X2+y?+4x -8 —-5=0= C(-2,4);r=5

y=0 = P4, 0)
Parax=1 = y?> -8 =0 = { ou

y=8 = Q(1, 8)
P(1, 0) ... _ @a—Xo 4
C(—2,4)}=>t1'y Yo = yo_b (X XO)
—2-1
y 0——0_—4—(X—1)=>3X—-4y—3—0
Q(1, 8) == 5

. 1k W g
C(_2,4)}:>t2-y 8 = 8 _2 x—1) > 3x+4y—-35=0

{x2+y2—2x—6y+5=0 = C(1,3)er=+5

AM2x+y+5)+ px+y+1)=0 = P(—4, 3) é o centro do feixe

de retas concorrentes.

Uma reta do feixe €y — 3 =m(x + 4) ouaindamx —y + 4m + 3 = 0.

Aplicando a férmula da distancia de ponto a reta, temos:

m-1-3+4m+ 3
Ym2 + 1

Portanto,

‘=\/§=>m=i~%.

(%x—y+4<%)+3=0:>x—2y+10=0

—%x—y+4(——%—>+3=0=>x+2y—2=0

MNXx2+y2+2y=0= C0O, 1), r=1

x—y=0

Centro do feixe: [
X+y=4

= P(1, 3) exteriora A\ = 2 solugdes

Considerando que xp = 1, Xc = O e r = 1, entdo uma das tangentes
ti:éaretax=21outyix—1=0.

Calculando a outra tangente, temos y — 3 = m(x — 1) ou ainda
mx—y+3—-—m=0.
Entdo, vem:

m-0+1+3-m 15
=1=>m=— = 15x — 8y + 9 = 0 (ty).
Ve + 1 8 y i
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319.

320.

321.

Nx2+Hy2+2y—2=0 = CO, —1);r=+3
dpc = V10 >r = P é exteriora A

Entao, feixe de retas porP: mx —y — 3m = 0.

Como as retas devem ser externas, a distancia do centro C(0, —1)
as retas deve ser maior que o raio.

‘m-0+1—3m 3-+v21 3++v21
<———oum>—pgr—
Vm2+1 6 6

AMiX2+y2—06x+2y+9=0= 043, -1);rn =1
Aot X2 +y2 +4x — 8y +19=0 = 0,(—2,4);1r, =1

‘>\/§=>m

yA 1°) Verifica-se que x = 0 € uma das retas,
’\2@-- 1 2°9) as demais pertencem ao feixe y = mx.
: Entdo, t: mx —y = 0.
! |I3m + 1|
: 3 39 dy, (= >1 (1)
33 @? Gout = Y+ 1
_‘I ______
|—2m — 4]
d =1 " (2
%2t Im2+1 2)
(1) 4m2 +3m >0 = m<—% oum>0
(2) 3m2 + 16m + 15 >0 = m<_8_T /19 oum>—_8+3— i

Fazendo a intersegdo das solucées de (1) e (2), vem:
-8 — 19 -8 ++v19
m < 3 ou 3 <

3
m<—70um>0.

NX2+y2+5x+8 +a=0= C(——B—,—4)

4
yA PQ =9, sendo P(xp, 0) e Q(xq, O).

Q /l\;\ ™P _  Mé ponto médio de PQ, M(—%, o).

—

X

r 5 9

Entao: xp = — + — =
Xp 2+2=>xp 2

X =—§—2=>x = -7

Q 2 2 Q

Portanto, P(2, 0) e Q(—7, 0).

Substituindo qualquer dos pontos (P ou Q) em \, obtém-se a = —14.
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A (=52 +(y—52=5= C(5,5;\A=5
Aplicando o teorema de Pitdgoras no ABMC, temos:

2\2 7V5
r2=<—>+a2 a=——-.
2 = 17
vi S
. B
<
.
M A
ac
A -
X

Assim, vamos impor que a disténcia docentroCaretas:mx—y =0

seja a:

dcs:|5m—5|=7«l§
" Am2+1 17

:>m--£oum—g
9 2

Portanto: 2x — 9y = 0 ou 9x — 2y = 0.

= 18m?2—-85m+ 18=0 =

1) Ni(x— 4P +(y+3)°2=9 =

= C(4, —3)er=3

P(2,1) e (s) =

= smx—-y+1-2m=0

P(2,1) e\

2°) Aplicando o teorema de Pitagoras no
APQC:

2 (6)2 2
r=§ +ac = a=2.

39) d _|4m+3+1—2m|_2=> M_2=>
a VmZ + 1 VmZ + 1

:>16m+12=0=>m=—-§—=>3x+4y—10=0

4°) Aoutrasolugago éx =2 = x—2 =0.
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324.

1) r3x+y=0=:m,==3

Sy — Yo = Mg(X — Xo)

—2=mx—0)=2>2smMx—-y+2=0
PO, 2) € (s) }y s( ) X =Y

my, — Mg

tg45° =1 =
g ‘1+m,ms

= Mg = ——;— (rejeitado) ou mg = 2

Le2k—y+2=0
2) QXqs Yo) € 8 = Q(Xq, 2%Xq + 2)

dpg = VX3 + (2xq+2—22=V5 = xg = £1

Paraxg =1 = yo =4 = Q(1, 4).

Paraxg = —1 = yq =0 = Q(-1, 0).

3) Os pontos P(0, 2) e Q(1, 4) pertencem a circunferéncia A\4.

Os pontos P(0, 2) e Q(—1, 0) pertencem a circunferéncia As.

Além disso, a reta r: 3x +y = 0 contém o diametro da circunferéncia
(A1 ou \,); portanto, C(xc, Yc) € tal que yo = —3X¢.

4) Considerando a equacao genérica da circunferéncia, vem:

A (X=X + (Y — ye)2 =12

19P0,2) EN = X2+ Y2 —4dyc+4—-1r2=0 (1)

QL,4)EN = X2 +Ya— 2% — 8y +17—12=0 (2)

Sendo yc = —3x¢ (3), resolvendo o sistema formado por (1), (2) e

13 39 , 53

7 G T ST )

il 22T 59
+\ X" 70 Y~70) " 10

2°P0,2)EN, = X%+y(2;——4yc+4_r2=o (1)
QA-1,00EN = X2+ Y2+ 2% +1—-12=0 (4)

(3), resulta: xg = —

Novamente, yo = —3x%¢. (3)

Resolvendo o sistema de (1), (4) e (3), vem:

2 8 400y e
10’ Yc .

3\ 9\ 13
)‘2'(”10) +(y—1o) =10

Xe =
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325. vi 1) CP =a =32+ 22 =13
-
2) M, =5
Q 3) Como P é ponto médio da corda, entdo
(o, 0) _3
a/rv 7y CPLQR=>mQR—2.
r /& 3
Q 4) QR passa por P(3, —2) e Mog = 5 =%
3
R =>y+2=5(x—3)=>
= 3X—2y—-13 =0.
326. v

lov]
<y

. TR P(2, —4)

N |

2) Ms =75 J=>y+4=%(x—2):>x—2y—10=0(s)
P2, —4) s

3) Intersegao de s com 0s eixos:

x=0=y=-5 = A0, —5)

y=0 = x=10 = B(10, 0)

4) Area do AOAB:

base X altura _ OB-OA 10-5
2 2 2

12 solugdo: Area =

_ 1
22 s0lucdo: Sopg = 5 | Doag|

0 -5 1 + = Spag = 25
DOAB=10 O 1=5O
O 01

J
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327.

328.

) \:x2+y?>=64 = C40,0)er, =8

2 25
)\zz(x—%) +y2=9 = CQ(?,O) erp,=3

25
de,c, = 5 el de,c, <1 + 2 = Ay € \; secantes.

Il) Set é tangente comum conforme a figura, entao:
APC]_TJ_ G APCzTQ = g‘ = —% = §
C,P CoT, 3

Usando a teoria da razao de segmentos colineares, vem:

XP_X01_§ _ _

X —x, 3 &Y=V =y

e dai

-0 _8 _  _40 . _
55 —3=>xP— 3 eyp=0

Xp_?

Ill) Equacao da reta t:
40
PEtL= y—0=m(x——3—) = 3mXx — 3y —40m =0

. _r=>’3m-o—3-o—40m‘_8 - 5.
Pt 2 Vom?+s | 0= MTH
entdo, t: 3x + 4y —40 =0 ou t: 3x — 4y — 40 = 0.

Calculando as interse¢oes das retas, vem: A(O, —2), B(—2, 0) e C(0, 0).
AEN= (@a—-02+(b+22=r2

BEN= (@a+22+(b—02=r2
CeEAN=>@—-02%+(b—-02=r2

Resolvendo esse sistema, obtemos:a = —-1,b = —-1,r = V2.
Portanto, C(—=1, —1) e r = V2.
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320. AEN=>(@+4)P2+(b—-42=r
BEN=(@+T7)2+(b—3)2=r2
CEN= (@a+82+(b+4)2=r2

Resolvendo o sistema, obtemos: a = —4,b=—-1er=>5.

Portanto, a equag&o da circunferéncia é (x + 4)?2 + (y + 1)2 = 25,

330. yl

=y

C(a, b) Ebiz = b=a = C(a, a)

5a — 12a + 3’
V25 + 144

portanto, a circunferéncia é:

det=r = =4=>a=—7oua=§

55\2 2
X+ 72+ (y+7)?=16 ou (x—7> +<y——) = 16.

331. yA

AMgOx = |bl=r (1)

AgOy = |a| =71 (2)
Ces=2a+b—-3=0
Resolvendo esse sistema, obtemos:
a=b=r=1oua=-b=r=3

xy

e, portanto, ha duas solugoes:
(x—12+(y—-12=1o0u (x—32+(y+3)2=09.
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332. yi Celx=b=0 (1)
t S 2a+3b -1 F @)
1 { = =
No e -
X N gt 28 =BT e
g = 12 =
X 4 13
Resolvendo esse sistema, obtemos:
3V13
t a=2,b=0er= 13
e, portanto, a solugao é:
9
_ 2 + 2 == —
&= P =rs

L
wn

B
333. t VA 1) t:3x+4y—35=>mt=—z
R

sit=>ms=%
AC=r= (@a—52+(b—-52=
=25 (2)

AEs = y—5=%(x—5)
$:4x—-3y—5=0
II) Temos, entao:
Resolvendo o sistema, obtemos:
(@a=8eb=9ou(@a=2eb=1)
e, portanto, ha duas solugdes:
(x—8P2+(y—92=250u (x— 22+ (y— 1)2 = 25.

N

r >
/
xY

Ces=4a—-3b—-5=0 (1)

334. y t CEs=b=3a (1
=
Atgbiz = N =R (2)
A4, 4) AEN= (@a—42%+((b—-4)2=R?2 (3)

Resolvendo esse sistema, vem:

% Y X a=2b=6eR=2V2

portanto, R2 = 8.
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{A OEN= a%2+b2=r2 (1)
Ces=b=-2 (2
> X ttgn = M’ =r (3)
) v
s £ e 2 Substituindo (2) em (1) e (3), resulta:
\ (1) a2+ 4 =r2e(3) l l

(a — 6)?
9

Sea=2,entdor? = 8¢, sea = —14, entdo r2 = 200.

entdo a2 + 4 = edaia=2oua=—14.

Ha duas solugdes para o problema:
(x—=22+(y+2)2=8ou (x +14)2 + (y + 2)2 = 200.

CeEs=>a—-3b—-6=0 (1)
AgOx = |b]l =1 (2)
AgOy = |al|=r (3)

Resolvendo esse sistema, temos:

(@a=b=—-3er=3)ou (a=—b=g—er=§)

portanto, as circunferéncias sao:

3\? 32 9
2 2 — —— —| s
(x+3)¢+(y+3) 90u(x 2) +(y+2) 7
OEN = a2+b2=R2 (1)
—3p-2
MEK s g B [ 22 35 5|=R 2)
+ 3b +
stgx:;»dc,s=R=>’4a gb 1| R (3)

Comparando (2) e (3), resulta:

13
— h = ——,
a=3ou 3
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Se a = 3, temos:

[ 2
9+b2=R2e13—+3b|=R=>(b=4 e R=5)ou<b=—eR=—5).
5 8 8
Seb = —E, temos:
3
a2 + lgﬁ =R2e fﬂ;—iz = R = ndo existe a, R reais.
Portanto, o problema admite duas solugoes:
7\ 625
_ 2)2 AN — 2)2 LI . -
x —3) + y—4) 25 ou (X —3) +<y 8) ik

338. AeErxN=@+1)2+bb—-22=r21)er+1
Oxtg\ = |b|=r (2)
Oytg\ = |a| =r (3)
De (2) e (3) vem |a| = | b|, entao:
12 possibilidade: a = b
M@+12+@—22=a2=a2—-2a+5=0= FaER
22 possibilidade: a = —b
(U +1fE +le—-2ZF =t =e°+Ba+5=0 =
= a=—-1loua=-5
Se a= —1, entao r = 1. (ndo convém)
Sea=—-5,entaob=5er=05.
Solugdo: (x + 5)2 + (y — 5)2 = 25.

339. AEN= (@—-82+b2=r2 (1)
OEN=a2+b2=1r2 (2)

a—»>b
ANtgb — =
gbiz = NEY r (3)
Comparando (1) e (2), vem a = 4, entdo:
4 —b
2r2=16+b2e3r=‘ ‘
(2) (3) N
4 — b)2
eda|‘16+b2=%=>b=—4.

=16 + 16 = 32
Solugdo: (x — 4)2 + (y + 4)2 = 32,
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1HPeENS@—-12+(0O-12=r (1)
PENS@—8)°2+b2=1r2 (2)
Comparando (1) e (2), vem:
b=7a-31(3)

r=82+(7r—312 =r=r= il ou r==>5,
49
Em (4) a = £r, mas, pelas condigbes do problema, a > 0.
e s _ 205
Entdo:a =5 ou a = 29
e 12
Substituindo esses valoresem (3): b =4 ou b = -
2052 12\2 [205)?
b fispis V2 — A2 = o) el e
Portanto: (x — 5)< + (y — 4) 250u(x 29 ) +(y+ 7 ) ( 29 ) .
y A
C(a, 6)
r
d 8 .
/ M X X
B(p, 0)
A(p — 16, 0)
12 solugao:
1) t:x = Otgk:liil= r=a==r,ouseja,a = —r, porque a < 0.

2) Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo CMB, temos:
2=d2+ MB2=r2 =36 + 64 =r = 10.

Portanto, a = —10.

3) (x + 10)?2 + (y — 6)2 = 100
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22 solucao:

t:x=0tg)\:>|—i—l=r=>a=ir ou a=—r(1), porquea <O

A(p—lG,O)E)\@(a—p+16)2+62=r2 (2)
Bp,O)EN & (@a—p)2+62=r2 (3)

Resolvendo o sistema de (2) e (3), vemp = a + 8. (4)
Substituindo (1) e (4) em (3), temos: r = 10 = a = —10.
Entdo: (x + 10)2 + (y — 6)2 = 100.

342. O centro da circunferéncia inscrita é o incentro (ponto de encontro
das bissetrizes internas do triangulo).

Obs.: Uma solucao é obter as bissetrizes e sua interse¢ao. No caso,
vamos usar a teoria das distancias.

Seja s areta dos pontosBe C:s:x+y — 4 =0.

at+b—-4
1 (1>dc,s=l—@—[=r
B(0, 4)
b
\C(4 . (2) de, x :|_1|.= r
: > r=|al =|b]
S (3)dC'y=T=r

Como o centro C(a, b) pertence a bissetriz do primeiro quadrante,
entdgob =a =r (4).

Substituindo (4) em (1), vem:
la+ta—4|=a'2 = a=4+2V2,
A solucaoa = 4 + 2V2 é rejeitada por estar fora do AABC.

Portanto:
(x —4+2v2° +(y— 4+ 2y2)* = (4 — 2v2)

S48 ) 18 By 5B = O

4
% ~ 24
2°) < rs é tal que arctg7 =r1s = tgrs = Ea
3 m
: ~ 24 4 S 117
Assim, tg rs === 3 = Mg =~ oums=—"rr
1+ —is
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Como —1 < mg < 0, entdo devemos ficar com mg = —%

Como A(—3, 5) E s, entdos:y — 5 = —% (x + 3) e dai
S$:3x+4y—11=0

b) t/sem = msz—%

B(3, —12) Et = t: y+12——%

(38—4b—252

X—3)=t:3x+4y+39=0

rtgi\n

3a + 4b —11)\2
c)1s:tg\ & =r2 (2)
— (3a+4b+39) 2 03
| o g =4 \/% r ( )
Desenvolvendo os quadrados e, por escalonamento, resolvendo o
4b 14
sistema, vem: a = 3 "3 em (3).

Substituindo esse valor de a em (2), vem:
4b%2 + 39 + 56 =0 = b=~—}oub=—8.
Parab = —%, vema = —%, que em (1) da r2 = 25.

Para b = —8, vem a = 6, que em (1) da r2 = 25.

2 2
Portanto: (x + %) + (y + %) =250u (x — 6)2 + (y + 8)2 = 25

€ a solucgao.
344. Usando a razao entre segmentos, temos:
CoC Tro—r : G 8
(1) == =0 = 22— = entao
CP r CP 2

‘X "X, a—-0 3 9
\% xp—xc:3—a=§=>a=€
1‘ Y=Y _b-0 _3 _  _ 12
k Y=¥o —4-b 2 5
9
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(2)@:““?":029': i

C'P r C'P 2
entao:

- ~3-a 2 5
Xp Xc a =
Vo= W-—=0 "% b'=—§
Yp — Yc —i— b 2 5

345. NtgM\o & doc, =Ttrp & (a—ag)2+ (b — bof? = (r+ro)?

(—8 = 0)2+ (6 — 0)2 = (r + 6)2

rr=4
+12 + r'' = —16 (rejeitado
a8 Bl = i T 20, (re] )
2 r"l = 16
"' = —4 (rejeitado)

(x+ 8)2+ (y—6)2=16 ou (x + 8)2+ (y— 6)2 = 256

346. Usando a razao entre os segmentos, temos:
(1)%)—0= I'o_r=>(ﬂ:=14,ent'élo:
CP r P
0-—a 42
sgg v AT z(ﬁg)a(_@)z:i
b—12 5
G& “m=1r &L
(2) = =fo "1 20 _ 46, entio:
C'P r C'P
D8 . g o et
a'+9 5 48\2 642
=>(x+—> +(y——) =1
DT e e ° °
b' —12 5

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 7



3417.

348.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

PEN® (@-02+(b-122=1r2 (1)

PENS (@-52+b-72=r2 (2)

MtEN = @—-02+(b—-02=(+8)2 (3)

Comparando as equagdes (1) e (2), vem:

a2 + b2 — 24b + 144 = a2 — 10a + 25 + b2 — 14b + 49 =
= a=b-7 (4

Comparando as equagdes (1) e (3), vem:

a2+ b2 —24b+ 144 -2 =a2+ b2 — 12 — 16r — 64 =

3
= r=-b-13 (5)

Substituindo (4) e (5) em (1), temos:

3 2
(b—7)2+(b—12)2=(—2—b—13) = b=120ub=-8

Parab=12,vema=5er =05.
Parab = —8,vem a = —15 e r = —25. (rejeitado)

Portanto: (x — 5)2 + (y — 12)2 = 25,

PENS (@—12+Db2=r2 (1)

Aghg & (@+2)2+b2=(r+3)2 (2
|3a + 4b — 24|

AEr & \/56 =r (3)

Observagao: A tangente externa a A\, pois r é externa a .

Comparando as equacoes (1) e (2), vem:r=a — 1. (4)
Substituindo (4) em (1), temos: b = 0. (5)

Substituindo (4) e (5) em (3) e resolvendo a equac¢do, temos:

19 29
a = —7 ou a= '—8—
Para a = —12—9 = r= ——2%. (rejeitado)
29 -5 i , 441
Paraa=—8— = r——8— =5 T = 61"
Portanto: (x ~ 22)2 +y2 = ﬂ.
8 64
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349.

x ¥

A2

A circunferéncia Ay dada tem centro (20, O) e raio 4.
Condigdes do problema:

OEN = a2+ b2=144 (1)

Mg Ao = (@ —20)2 + b2 = (12+£4)% (2)

Tomando + em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 5 e
48 36 48 36 48
= +—' 3 —_— = ==
b=4% 5 portanto, 0s centros sao Cl< 5' 5 )e Cz( 5' 5 )

Tomando — em (2) e resolvendo o sistema, encontramos a = 12 e

b = 0, que nao convém, pois o centro (12, 0) estaria no eixo Ox,
contrariando a exigéncia do enunciado.

Para obter os pontos de tangéncia, trabalhamos com a teoria da
razao entre os segmentos formados pelos centros e os pontos de
tangéncia.

X_3_6
A5 _12 o _84
CiA_E:H‘?O_XA 4 5 5
AC 4 _ 48
T R T
[ xs —36 12
AC 4 +@
T 1o oo M2
LO_yB 4 yB 5
N 84 12) (84 12)
tdo, Al—, — — ]
entao (5 5 eB 5 5
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{A 1) A mediatriz m da corda AB passa
pelo centro Cy(0, 0) da circunferéncia
dada e pelo centro C(a, b) da circunfe-

A i
/é A réncia procurada.

351.

\ P8, _1) ? Como_AB // Ox, temos m // Oy, ou
seja, CoC // Oy e daia = O.

2) O ponto P(xp, —1) daretat: x + 2y — 6 = 0O € tal que

Xp + 2(—1) — 6 = 0, ou se€ja, X, =8eP =(8, —1).

Aretas = PC é perpendicular a t, entdo:

1
ms=—m=2]=s:yu:z(x—s):szzx—y—iho

PEs
Como C(0,b) E s,temos 2-0—b — 17 =0, isto &, b = —17.

3) r=dpc=V(0— 82+ (—17 + 12 =320
Solugdo: x2 + (y + 17)2 = 320.

ya

<y

1

) Determinamos o0s pontos A e B, intersecao das circunferéncias:
x—42+(y+2?=5 (1)
x—12+(y+32=5 (2
2)— (1) =>y=-3x+5 (3)
B)em(1l) = x2—5x+6=0=x=30ux=2 =
= y=—-4ouy=—1,entdo: A= (3, —4) e B(2, —1).
2) Calculamos os coeficientes angulares das retas AC1 e A02 e das
retas 801 e 802
1

Fose | g Mge, = — 5 BC. | BC.
1| = AC; L AC; LS fadas S
Mac, = =5 Mgg, = 2

Mac, = 2

O que significa que as circunferéncias sdo perpendiculares.
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i [KeAYI® — Conicas

354. Cy4,3) > xg=4ey,=3;2a=8e2b=6=a>b,entdaoo
semieixo maior é paralelo ao eixo x.

x=x? =P _, _ =42 6-3°_,

a? b2 16 9

355. {i fi = b = 3 e o0 eixo menor € paralelo ao eixo x.

(x =62 , (y+37 _

9 25 1.

Portanto:

a=2 X2
1 — 2 =, 2 & =
356 {b 1:>4 V2=1=x2+4y2=4

X2 y2
4 2 2 —_ _— + —_— = — —
357 Ox< + 2by 900 = 100 T 36 1=a=10e b=6

c?=a%—-b? = ¢ =8 = 2c = 16 (distancia focal)

c 4
= =5 (excentricidade)

5
358. V6

=— 2

3 =>a2=b2+§ (1)
a2 =Db?+ c?

i 1

P li _4_+ 4 =1 2 24 2|2
Eelpse=>az oz = a“ + b = 4a%b* (2)

Substituindo (1) em (2), vem: 6b% + b2 — 1 = 0 = b2 = %

1
Para b2 = 3 vem a2 = 1.

2
Portanto: _xi_ + =1 = x2+3y2=1.

wlp"ﬁ,
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360.

361.

362.

363.

364.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

2

2
9x2+25y2=225=>%5—+y?=1=>a=5eb=3

C=al-mM@=c=44 = (4,0) e (—4,0).
52 y2

169x2 + 25y2 = e el
y 4225 = 55 + 169 1=

= a=13eb=5
c?=a2 — b2 = ¢ =+12 = F,(0, —12) e Fx(0, 12).

x—3)2  (y—2)02
+ = = =
55 5 1=>a=5eb=3

c?=a2-b2 = ¢c=1+4
Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam

(—4,0)e(4,0).Porém,hd umdeslocamento do centro paraoponto(3,2).

Assim, aplicando esse deslocamento, obtemos os focos: (—1, 2)
e(7,2).

A equacao ja esta na forma reduzida.

Fazendo a leitura: xo = 2,yq = 3,a% = 16 e b2 = 4 (a2 é o maior
denominador). Conclusao: C(2,3),a=4eb = 2,

(x—=3)2  (y—2)7? (=82  {y—2P
= + =

55 T 9 4= 100 36 A

2 =

22:320}z02=a2—b2:>c=i8

Se a elipse tivesse o centro na origem do sistema, os focos seriam
(—8, 0) e (8, 0). Como ha um deslocamento para o ponto (3, 2), en-
tao os focos sdo: (—5, 2) e (11, 2).

Como F4(0, —5) e F5(0, 55), sendo 2c¢ a distancia focal, entao
2c =60 = ¢=30. (1)
Como PFy, + PF, =68 = 2a = a = 34. (2)
De (1) e (2) em a2 = b? + ¢2 vem: b2 = 256.
Mas, como F4(0, —5) e ¢ = 30, entao o centro C estd deslocado no
eixo y em 25 unidades, isto €&, C(0, 25).
¥ {y— 2572

h: : 5 =1,
Portanto, a equacao da elipse é 256 + 1156
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365.

367.

368.

369.

Sendo F4(—8, 0) e Fy(8, 0), entdo 2¢c = 16 = ¢ = 8.
Como A(10, 0) pertence a elipse, entao a = 10.
Portanto, b2 = a2 — ¢2 = 100 — 64 = 36.

—8F , ¥

- dafi
100+36 1 e dai

Como B(—5, y) pertence a elipse, entao:
y = +3V3.

der, = V(—13)2 + (+3V3)2 = 14

der, = V32 + (+3V3)2 =

dp,p, =20 =:16

A soma das distancias é o perimetro: 36.

x2 y2 . .
1_6—? 1l =g“=16 e b= =9

Portanto,c2 =16+ 9 =25 = ¢ =5 = 2¢ = 10.

2 2
2 2 _ RS g1 o_ 1
36x¢ — 49y 14:»_1_ T 1 = # 36eb 29
36 49
1 1 5 V85
Portanto, 2= st o o D9 1 = i,
W S g™ a8~ 1784~ ° a3
V85
R e B e g B o, WEB
a a4 a f4
6

\:x2 —y2 =1 = o0 eixo imagindrio & Oy; F4(—V2, 0); F,(N2, 0)
N'iy2 — x2 =1 = o eixo imagindrio & Ox; F,(0, —V2); F,(0, v2)
Nao sao coincidentes.
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372.
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2 2
144y2 — 25x2 = 3600 _;g b 1%44— = 1 (eixo imagindrio Ox)
a2 =25
b2=144}=> c2=a2+ph2 = ¢c=13

Focos: (0, —13) e (0, 13).

x — 2P il
( 5 L - ot 1 (eixo imaginario paralelo a Oy)

Centro C(2, 2)

a2=09

=c2=16 =2 ¢c=4
=5

Se nao houvesse deslocamento, os focos estariam sobre o eixo X,
sendo (—4, 0) e (4, 0). Considerando o deslocamento em duas uni-
dades para ambas as ordenadas, vem: F;(—2, 2) e F,(6, 2).

2 2
(1) 9x2 — 162 = —144 & y? & Ixé- = 1 (eixo imaginario OX)
2=9 ) focos: (0, —5) e (0, 5)
g = Crp=25=>¢cy =5 > o Co 5
by = 16 excentricidade: = "3
0

(2) Elipse tem por eixo menor os focos da hipérbole. Entdo, b = 5 e

3
excentricidade inversa a da hipérbole, isto €, % = 5
b=5 (3)
c 3 3a
Portanto P = c = 5 4)
a2=b%2+c?2 (5
o 5, _ 625
Substituindo (3) e (4) em (5), vem a< = ETR
.l = 2 4 25y2 = 625
30° — -~ — 8
Entao: 605 + o5 1 & 16x By
16
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373. y? = —16x (foco no eixo Ox)
2p=—-16 =p=-8
VF =2 isto & F(B o) = F(—4, 0)
2  ; y 2 ’ y
Diretriz: x = —B, entdo x = 4.

2

374. (y-—5)2=12(x — 3); VF// Ox; V(3, 5)
2p =12 = p = 6; foco (3, 0), se ndo houvesse deslocamento.

Como V(3, 5), entdo F(6, 5).

375. (x—-2P=(1y=2p=1= P=%
Esta parabola tem deslocamento: V(2, 0), VF // Oy.

1 1 x

Entado: F|2, — iretrizéy = —— + ==

ntao (2, 4>ea diretriz é y 2 =y i 0
3717. 2x2 4+ 4x — 4 = —3y

3

2 42K = 2 =

X 2% 2y

(substituimos —2 por 1 — 3)

3

x2+2x+1—3=—5y

(x+1)2=—%y+3

X+12= -2 -2 = V(-1,2)
378. A0, 0) € pardbola < (0 —x0)> =2p (0 —y,) (1)
B(3, 3) € pardbola < (3 — x> =2p (3 —yo) (2)
C(—6, 30) € pardbola < (—6 — x0)?> =2p (30 —yo) (3)
Desenvolvendo as equagoes (2) e (3), nelas substituindo (1)

vermz4 o vokn = P P s o 4B
‘136 +12%,=+60p = P T4 X0 T
Substituindo esses valores em (1), vem: yo = —%.
32 3 3
Portanto, tem :( ——) =—( —) 2 — 3x = 3y.
anto 0s 1 2y+8 S I 3x y
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380.

381.

382.
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d: x =0 = eixo de simetria é paralelo ao eixo Ox
p=dist(F,d)=4—O=4 = 2p=28

Xi =£=
V72 = V(2, 1)
Ww=Y¥=1

equagao (y — 1)%2 = 8(x — 2)

gy p=3=2p=6
Y 3}=>VF=§=E=> 3
F(0, 0) 2727 |vo,3

O eixo de simetria € paralelo ao eixo Oy e F abaixo de V = 2p — 6.

x2=—6(y—%)=>x2=—6y+9

y = X2 — x tem por inversa x = y2 —y.

{y=x2—x=>y2=x4—2x3+x2 (1)

x=y2—-y (2

Substituindo (1) em (2), vem: x =x* =23 + x2 — x2 + x =
x=0

= 1 0ou
X=2

Parax=0,y=0eparax =2,y =2,
Entao A(O, 0) e B(2, 2) sdo os pontos de intersecao das fungdes f(x)
e f'(x).
Determinando a reta AB, vem x — y =0.
i = 3-6] _[-3|_3V2
' V2 V2 2

X+y=0=x=-y = x2=y2 (1)
{x2+y2+8y=0 (2)

Substituindo (1) em (2), vem:y =0 ouy = —4,
Paray=0,x=0 = A(0O, 0).

Paray = —4,x =4 = B(4, —4).

Como y é eixo de simetria da parabola e ela passa pela origem, en-
tdo A(O, 0) é o vértice e x2 = 2py é a equacao.

Como B(4, —4) pertence a x? = 2py, vem p = —2.
Entdo, x2 = —4y = x2 + 4y = 0 é a equacgao da parabola.
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383.

384.

393.

y=x2+6x+4

Completando o quadrado perfeito, vem:
Yy+5=x2+6x+9 =2 y+5=(x+3)2 = V-3, -5).
2) y=x2—-6x+2

Completando o quadrado perfeito, vem:
Yy+7=x2—6x+9 = y+7=(x—32= Vy3, 7).
3) Ponto médio de V4V, é M(0, —6).

— 1
4) Coeficiente angular de V,V, é m = Ty ms = 3.

5) Mediatriz de V4V5: ¥y — yg = mg(X — Xg)
y+6=3x—-0)=3x—-y—-6=0

X =y2 + 10y + 27

Completando o quadrado perfeito, vem:

X—2=y2+10y+25 = x—2 =(y + 5)2 = V(2, —5).

a) 9x2 + 25y2 — 36x + 50y — 164 =0
Identificando com a equacédo tedrica:
kox? + Kiy? — 2KoXox — 2KgYay + (KoXg + Kavg — kiko) = O, vem:
(k=9 =b2 = b=3
ki =26=a° = a=5
1 2k2X0=36 = X0=2
2kyyo = —50 = yo = -1
L kzxg + kly(2') = k1k2 = —164

( ki > ko com eixo maior horizontal; centro C(2, —1)
ki >0 = elipse] (x —2)? +()""1)2 4
| ko >0 25 9

b) y? —4x — 6y +13 =0

1 3 13
—4x=-y2+6y —13 => x=y2 — =y 4 ——
4 d TRV YT
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Identificando com a equacao tedrica:

1 5, Yo. . Yo+ 2px
= —y2 bt , vem:
2p P d 2p
(1 1
2 4
p =P
| Yo _ 3 = yp =3 = pardbola V(1, 3)
p 2 F(2, 3)
2
Yo +2pX, _ 13 .
ogp o T = X =1

c) 5x2 —4y2 + 30x + 16y + 49 =0
equacgao tedrica:
KoX2 + Kqy2 — 2KoXoX — 2Kqyoy + (koXd + ka3 — kiko) = O
[k, =5
ky = —4
2KkoXo = =30 = xg = —3
2Ky = —16 = yo =2
| kX3 + Kqy5 — kiko = 49

(ko > kg com eixo real horizontal; C(—3, 2)
1ki>0 = hipérbole} X+3)2 (y—22
Lk, <O 5 4
a=Vv5eb=2
K 1,1 8
d) Xt —4dx =12y =32 = y—12x 3x 3
2
i i 1 Xo Xo + 2pYo
equacao tedricary = —x2 — —x + ————=>
quacg y 2p 0 20
1 1
— =" =p=6
2p - 12 0=6
I I = pardbola { V(2, —3)
p 3 F(2, 0)
Xo + 2pYyo —B _

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

e) 289x2 — 17183 = 2(256y — 289x — 32y?) =
= 289x2 + 64y2 + 578x — 512y — 17183 =0

equacao tedrica:
Kox2 + Kgy2 — 2KoxoX — 2Kgyoy + (Koxa + Keyd — Kiko) = 0

(ko =289 = a2 = a =17
ki =64=b2=Db=8

1 2koXp = =578 = Xo =1
2Ky =512 = yp =4

| KoX3 + Kqy3 — Kykp = —17 183

[ ko >y com eixo maior vertical; centro C(—1, 4)
{kp>0 = elipse] (x+1 (v —42
| ke >0 64 289

394. 9x2+5y2+54x—30y+81=0
equacgao tedrica:
kX2 + Ky — 2KoXox — 2KaYoy + (KX + kayg — Kiko) = O

k=9=a’=a=3 } gt 2

=>c=2e —=—
ky=5=0b2 = b=+V5 a 3

2koxg = —54 = Xo =

-3
2KYo =30 = yg=3 }=>C( .9}

com eixo maior vertical

ko > Ky 2 _ 2)2

ko >0 = elipse % 23) =+ v 93) =1
k>0 Fi(~3,5) e Fo(—3, 1)
ANy2=x (1)

396.
{A': x2+5y2=6 (2)

Substituindo (1) em (2), vem:

x=1=>y=+4+1ouy=-1

x2+5x—6=0=>=
{x=—6=>y=ir\l—6eElR

9 = {(17 _1)1 (11 1)}'

Fundamentos de Matemaéatica Elementar | 7



397.

398.

399.
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w

De(1)e(2,vem:x2=x2 = x*=x3= x¥*-x3=0 =

X=0=y=0
= x3(x—1)=0 = jou
x=1=y=1

Sao dois pontos de intersegdo: (0, 0) e (1, 1).

y=—-1-v19-x2-2x = y+1=-19—-x2—2x (1)
X=3-V9-y2—-4y =5 x—-3=—V9—-y2—-4y (2

Elevando (1) e (2) ao quadrado, vem:

{x2+y2+2x+2y—18=0 (3)
X2+y2—6x+4y=0 (4)

De(3) —(4)vem8x —2y —18 =0, isto €,y =4x — 9. (5)
De (5) em (4) vem 17x2 — 98x + 45 = 0 e daf

88 L G AL

=97 7 Y717

e o L1
Sao dois pontos de intersecao: (17, 17) e (1, —b).

{x2 — 42 =4 (1)

X2+y2=9 =2 x2=9—-y2 (2)
Substituindo (2) em (1), vem:y = +1. (3)
Substituindo (3) em (2), vem: x = +2v2.

Ha 4 pontos de intersegao:

(22, 1); (-2v2, 1); (22, —1); (-2v2, —1)
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2 2 .. -
p— {x +y2—4y+3=0 (1)
3 -y+1=0=>y=3x2+1 (2
x=0
- Covd _ Ev2 — ou
Substituindo (2) em (1), vem: 9x 5x 0= 15
X =
a
Parax =0,y = 1.
Para x = 28, 5
g "4 A
) . N V5 8) (wf% 8)
Ha 3 pontos de intersecao: (0, 1), (——?, 3 e 3 3)
401. {y TEL
Ox? + 25y%2 = 225 (2)
Substituindo (1) em (2), vem:
+15V34 +15V34
2 = —— e -
34x 225 = x 34 =%y 3
A<—15\/34 —15\/34) . B<15\/34 15#34)
34 ' 34 34 ' 34
; =/<30w/34)2 s (30#34)2 _ 30V17
A 34 34 17
2 —_—
202 {x +y=10 (1)
X+y=10 = y=10—x (2)
Substituindo (2) em (1) e resolvendo, vem:
x=0=y=10 = A(O, 10)
ou
x=1=>y=9 = B(4, 9)
dyg = V12 + (12 =~2.
y=x+m=y2=x2+2mx + m?2 (1)
403. 2
TR =1 @
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Substituindo (1) em (2), temos:
5%2 + 8mx +4m2 — 4 =0

A = 64m? — 80m? + 80 = 0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto de
intersecao)

16m2—-80<0
m2—-5=<0

Portanto: —V5 <m <5,
{y=mx+2 = y2=m?2 +4mx + 4 (1)
y?=4x (2)

Substituindo (1) em (2), temos:
m2x2 + (4m — 4)x + 4 =0

A =(4m — 4)2 — 4 -4 -m2 = 0 (para que haja 2 pontos ou 1 ponto
de intersecao)

—-32m+16=0

2m—1s0=>ms%

YA

xy

/

Q

1) Analisando os dados:

x2 4+ y2 + 6x — 4y — 12 = 0 € circunferéncia C(—3, 2) e r = 5.
R(2,3)estaem(s)3x —2y =0, pois3-2—-2-3=0.

2) Intersec¢ao da reta com a circunferéncia:

{x2+y2+6x—4y—12=0=>x__'_4\]39e +6\/39

= y T
3x—2y=0 13 13

portanto, P = (

439 6@) Q_(_4@ _6\/—3_9_)
13 ' 13 )T\ TT13 T T13 /
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406.

407.

3) Produto das distancias:

dpﬁ/(z_@)a(s_@)tm

13 13

%wi/@+4ﬁﬁf+(3+6£§f=V§?:EE§

13
dpR'dQ,Rz NG25 — 624 =1

Obs.: Uma solugdo menos trabalhosa é usar a Geometria:
dpg - dor = dag * dgr = (drc — M)(dre + 1) = (dpc)2 — 1* =
=26—-25=1.
=ax®+bx+c (1) (b #0,c#0)
Fazendo a mudanca de x para —x, vem:
y=ax2—bx+c (2)
Considerando e resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:
x=0=>y=c.

Portanto: (O, c) é o ponto de intersegao.

f(x) = 4x — X2
A T
a) {y 4x — x2 (1)
y=3x (2)
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), vem:
x=0ey=0= A(0,0)oux=1ey=3 = PX',y') =P, 3).

= P(1,3)— ™~/ _L_\ Qx",y") = :
T\ =G, 3) € o ponto Q(3, 3). Como a reta

res (b13) y = X.

=y

Fundamentos de Matematica Elementar | 7
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procurada passa pelos pontos
A(0,0) e Q(3, 3),entadoela é a
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408. y=x2+x-—12

(1) Comparando com a equag&o teérica: y = —1—x2 — &x + M,
2p p 2p
2ip =1=p =%
temos: ; XTO ==1= Xy = —% V(—%, —%)
| X0 +2§p}'o 12 y0=_%

(2) Como os outros dois vértices pertencem a parabola e ao eixo Ox,
entaoy = 0.
X2+x—-12=0 = x=3 ou x = —4 = A3, 0); B(—4, 0)

1
(3) Sagy = > | Dagv |
3 0 1 343
4 o 1| _M3[7SwTTg
Dagy = Sihha
I
2 4 )

412, biaiy=x = t// bjzétalque (t)y =x+ k

y=x+

{t_y_X2 R = x2—2x+(5-k =0
MY=XT=X+5  A=4k-16=0= k=4
Portanto:t:y=x+4 = x-y+4=0
Resolvendo o sistema quando k =4,vemx =1ey =5,

Portanto: T = (4, 5).

1
413. r:x+3y+5=0=>m,:—-—§

tLrétalquem =3 = tty=3x+K

{t‘_yig”‘i’i = 32 +Bkx + K2 +1=0 =
A 6x® -yt =1 A=36K2— 1202 + 1) =0 = k=t~
Portanto:t:y=3xi\[—2§-=>3x—yi‘%=0
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416.

417.

418.

P(O,0)EY —yo=m(X — Xg) = Yy = mX
ANx2+4y2—16y+12=0 (1)
ty=mx (2)

Substituindo (2) em (1), vem:

(1 4+ 4m?)x2 — 16mx + 12 =0

A=(—16m)2—4(1+4m?)-12=0 = 4m?* -3 =0 = m=

Portanto: t:y = igx.

PO,2)Ey—yo=m(X—Xg) > y=mx+ 2

Vw=m+2m
N\ x2—4y2=4 (2)

Substituindo (2) em (1), vem:
(1 —4m?)x2 —16mx —20=0
A=(—16m)2 — 4(1 — 4m3)(—20) =0 =

+
=:~4m2—5=0=>m2=§=>m=”\/g
4 2
+
Portanto: t: y = _fx+ -8

+/3

2

P3,0)Ey—yo=mX—X) =y=m(x—3) ouy=mx—3m

{t:y= mx —3m = y2 = m2x2 — 6m?x + 9m? (1)

A x=-2y2 (2)
Substituindo (2) em (1), vem:
2m2x2 — (12m?2 — 1)x + 18m2 =0

A=[-12m?-1)?—-4:-2m?-18m? =0 =

+V6

24m2 - 1=0 ==
= m = m 12

12

Portanto:y = X—3)
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%2 y2
> ETEOW O R T
Ox 4y 1, = 1 1 1
9 4
1 1
2 = o
a 9=>a 3
1 1
2:—— —
b 4=>b >
. b b
Sendo as assintotas s;:y = gx e Sy y= —-—a—x, vem:
. ,
sl:y=5x € Soiy = —Ex.
RS 2 _ 2 _
16 64—1=>a =16 e b* =64

Assim:a=4eb = 8.

A assintota que forma angulo agudo tem coeficiente angular positivo

b
m=—_.
a

Portanto, s:y = 2x.

1) b2x2 + a%y?2 = a2b?2, a > 0, b > 0 é uma elipse de equagao redu-
12 2
zida 5 + % =1,

2) Como as diagonais do quadrado passam pela origem e se in-
terceptam formando angulos retos, entéo essas diagonais sao as
bissetrizes:

ry=xes:y=-—-x
1¢9) Determinagao dos pontos A e C, pertencentes a r:
{)\: b2x2 + a?y? = a%b?
=
ry=x

(b? + a?)x? = a%b? =

a?b? _ tab _ +abVa? + b2

=a2+b2=>x—\/a2+b20ux a + b2
A( abVa2 + b2 abVa?+ b2>

= X2

a2+ b2 ' a?+b?
(—ab\)az+b2 —ab\fa2+b2)
C R ol o G2

a® + p? a2+b
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29) Determinacao dos pontos B e D, pertencentes a s:

\: b2x2 + a?y? = a2p? +abVa?2 + b2
=  X= 2 . n2
S:y=—X ac+b

B(—ab\/a2 + b2 abVa? + b2 )

a2+b2 ' a2+ b?
(ab\/a2+b2 —ab\la2+b2>
D ,

a2 + b? kol o

1
422. a) SABX=5|DABX|

a a2 1
b b2 1|=(b—a)x—a)x—b)
X x2 1

m—ma—mu—m‘

SABX = I 5

b) Considerando a fungao f(x) da area positiva, entao:

w—mu—mu—m‘
2

f(x) =

f(x) = ‘—- [(b — a)x2 + (a2 — b2)x + ab(b — a)]

1
g(x) = B [x2 — (a + b)x + ab] é uma pardbola que intercepta o eixo x

nos pontos a e b.

YA

<y

_____
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S 5 pa 0 A ; 4 -
c) f(x) € méaximo local para x = , Isto é, x é o ponto médio.

YA

\

xy

GVMORYII) — Lugares geométricos

424. Se P(X, Y) pertence ao I.g., entdo:
dAP=dBP = (X—a)2+(Y_b)2=(X_C)2+(Y—d2 =
= 2@—c)-X+2b—-d) Y+ (c2+d2—a2—-b?) =0,
gue é a equacgao do l.g.

Conclusao: o l.g. € uma reta (€ a mediatriz do segmento AB).

425. Se P(X, Y) pertence ao I.g., entao:

aX+bY+c aX+ bY + ¢’
O = s = | gzt p2 Va2 +102 |~

2aX+ 2bY + (c+c')= 0,
que é a equagao do I.g.
Conclusdo: o I.g. é areta paralela a r e a s e equidistante de ambas.

426. Se P(X, Y) pertence ao |.g., entao:
dpx=2-dpy = |Y|=2x| = Y2 =4X2 = (Y + 2X)(Y — 2X) = 0,
que é a equacao do |.g.

Conclusdo: o l.g. é a reunido de duas retas, Y = —2X e Y = 2X, con-
correntes na origem.
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427.

428.

430.

Se P(X, Y) pertence ao l.g., entao:
3X+4Y—-3 4X—-3Y+ 8
T ‘ 5 ( i
= (BX+ 4Y — 3)2=4(4X—3Y + 8)? =
= [(3X+4Y—3)+2(4X—3Y+8)][(3X+4Y—3)—2(4X—3Y+8)]=0=
= (56X — 10Y + 19)(11X—-2Y + 13)=0
ou, entao, desenvolvendo:
55X? 4+ 20Y2 — 120XY + 274X — 168Y + 247 = 0,
que é a equacao do I.g.
Conclusdo: o l.g. é a reunido de duas retas, 5X — 10Y + 19 =0 e
11X — 2Y + 13 = 0, concorrentes com r e s na intersegéo de r com s.

dpr=2-dp s =

Se P(X, Y) pertence ao l.g., entéo:

AX—3Y+ 2
— 5 =VX2+Y2 =

= (4X—3Y +2)2=25X2+Y?) =
= 9X2 + 16Y2+ 24XY — 16X+ 12Y - 4 =0,
que € a equacgao do I.g.

Obs.: Pode-se verificar que o I.g. é a parabola de foco F e diretriz d
(ver item 179, p. 208).

dp,q = dpe =>.‘

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Temos:

P(X, Y) fe g Y
AP —
X+
45° Y
L TF

3

APB = 45° = tg APB=1 =

A(-3, 0) B(3, 0)
Y Y
|- me | X+3 X-3 o
1+ mpp - Mpp 14+ Y ) Y
X+3 X-3
—B6Y
= X2+Y2_9‘=1=>|—6Y|=|X2+Y2—9|
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entao:

seY<0,-6Y=X2+Y2-9 = X24+Y2+6Y-9=0
seY=0, —(—6Y) =X2+Y2—9 = X2+ Y2 — 6Y — 9 = 0.
Conclus&o: o I.g. € a reunido de dois arcos de circunferéncia,
X2 +Y2 +6Y — 9 =0 (no semiplano Y < 0) e

X2 +Y2 — 6Y — 9 = 0 (no semiplano Y = 0).

431. Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. Temos:

P(X, Y) y
Mpp = —
AP X
60° Y
Mes = 310

APB = 60° = tg APB =V3 =

A(0, 0) B(10, 0)
Y Y
Map — Mpp | X—-10 _
=>‘1+mAP'mBP =V3= 1+1‘ Y =V3 =
X X—-10
—-10Y
= | @7 y2-10x| = V3 = [-10Y]| =3 X2 + Y2 — 10X|
entao:

se Y =<0, —10Y = V3(X2 + Y2 — 10X) =

= 3X2 + 3Y2 — 30X + 10V3Y =0

seY =0, —(—10Y) = V3(X2 + Y2 — 10X) =

= 3X2 + 3Y2 — 30X — 10V3Y = 0.

Conclusao: o l.g. € a reuniao de dois arcos de circunferéncia,

3X2 + 3Y2 — 30X + 10V3Y = 0 (no semiplano Y < 0) e
3X2 + 3Y2 — 30X — 10V3Y =0 (no semiplano Y = 0).
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432. v

P(XN\R(X' 1/‘_ 3
\Q [

\ r

)

xy

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0),
define uma reta que intercepta aretar:y = 1 — x no ponto R cujas
coordenadas sao (x, 1 — x).

Como g—§ = 1, decorre que Q é ponto médio de PR; entao:
Xk X _(A=x+Y
0= 5 e 0= 5
edaix =—-X =1 +Y,; portanto, X +Y + 1 = 0, que é a equagao
do |.g.

Conclusao: o l.g. € aretas de equagao X +Y + 1 = O paralela a reta
r e simétrica desta em relagao a origem.

433. v

P(X, Y)

xy

Q(0, 0)

R(x, —x2 + 2x)

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. O ponto P, ligado ao ponto Q(O, 0),
define uma reta que intercepta a parabola \: y = —x? + 2x em pon-
tos R cujas coordenadas sdo (x, —x2 + 2x).

Fundamentos de Mateméatica Elementar | 7



435.

COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL

PQ
C — = d
omoQR 2, temos
Xq — Xp 0-X Yo — Yp 0-Y
— =2 = =2 —~——= =
XR — Xq % —{ eyR—yQ 2=>—x2+2x—0 2
edal‘vemx=—§(1)e—x2+2x=—%(2).

Substituindo x de (1) em (2), vem:

X2 Y p ~
e X = 5 & portanto, X2 + 4X — 2Y = 0, que é a equagao

do l.g.
vi
0(0, 0) Al'(a, 0) A
A(2, 0) x
B'(0, —a) /
/ B(0, —2)

A equacdo da reta ABé x —y — 2 = 0, entdo a equacao da reta
A'B', paralela a AB, é x —y + ¢ = O; portanto, temos A' = (—c¢, 0) e
B' = (0, c).

Seja I(X, Y) pertencente ao I.g., ent&o | € interse¢&o das retas AB'
e A'B.

Impondo o alinhamento de I, A e B, resulta cX + 2Y = 2¢. (1)
Impondo o alinhamento de |, A' e B, resulta 2X + cY = —2c¢. (2)
Eliminando ¢ entre as equagoes (1) e (2), vem:

2y =2
S 2-X 2+4Y
= X+Y)X=Y —2) =0, que € a equacao do |.g.

Conclusdo: variando ¢, o ponto | percorre a bissetriz byy (X +Y = 0)

ou pode ser qualquer ponto da reta AB (X — Y — 2 = 0), o que vali
acontecer parac = —2,quando A =A' e B =B".

= 2Y+Y2=X2-2X =

c
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436.

437.

YA

Py

S Na O

Suponhamos que a reta r coincida com o eixo x e que o ponto O
esteja sobre o eixo y, tendo ordenada y,, com yg > d.

Seja M(X, Y) o ponto da circunferéncia de centro C(a, b), variavel,
com diametro d e passando por O(0, y). Temos:

CMlx=a=X (1)
d d
dC,M—2 =>b—Y—§ (2)

d =£=>a2+(b— )2=d—2 (3)
0c=7% Yo 4
Substituindo (1) e (2) em (3), vem:
d 2 g2
2 + e —i— ) ey
% (Y 2~ =7

e dai X2 + Y2 + (d — 2yo)Y + yolyo — d) = O,
que € a equacgao do l.g.

Conclusao: o I.g. € a circunferéncia de centro (O% E= yo) e raio %

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g. Sendo OP = 3 - AP, temos:
OP =VX2+Y2=3-V(X=- 22+ Y2

e dai vem

2X2 4+ 2Y2 - 9X + 9 =0

que é a equagao do I.g.

Conclusao: o I.g. é a circunferéncia de centro (%— O) e raio %
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Xx=2

M(X, Y)

Q2. y)

N
xYy

Seja M(X, Y) pertencente ao I.g. Temos que M é ponto médio do
segmento PQ, entao:

Xp + Xg X+ 2 Yp + V.
x_—.. — =———0-=
2 g T 2 y

e dai vem:
X=2X—-2ey=Y

Como P esta sobre a circunferéncia de centro C(—3, 1) e raio 3, temos:
X+32+(y—12=9

e dai vem:

2X—24+32+(—-12=9

4X2 + Y2+ 4X —-2Y -7 =0,

que é a equacao do I.g.

P yA

.

N_ | S

Seja P(X, Y) pertencente ao |.g.

=Y

Consideremos, por P, as tangentes a elipse x2 + 4y2 = 4 (1). As
tangentes tém equacao da formay — Y = m(x — X) (2). As equacoes
(1) e (2) devem formar um sistema que tem um s6 ponto comum.
Substituindo y de (2) em (1), resulta:

X2 + 4(Y + mx — mX)? = 4
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441.

e dai

(1 + 4m?)x2 + 8m(Y — mX)x + 4[(Y — mX)2 — 1] = 0,

que deve fornecer um unico valor para x.

Entdo:

A=0 = 64m3Y — mX)2 — 16(1 + 4m?)[(Y —mX)2 — 1] =0
edai —(Y —mX)2 + (1 + 4m?) =0

ou seja, (4 — X2)m2 + 2XYm + (1 — Y?) = 0.

Essa equacao fornece os coeficientes angulares das duas tangen-

tes por P, que sao perpendiculares.
1 — Y2

Entdo, o produto das raizes dessa equagdo é —1, ou seja, a2 =

= —1 e finalmente X? + Y2 = 5, que é a equacao do I.g.

Ya

P

Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. e seja Q(x, y) a intersecd@o de AP com
a mediana BM.

AQ .1
Como PO = 2,temos
Xg — X _ 1 =0 1 B
XQ—XP—2:>X"'X—2=>X_ X
- 1 - 1
Yo YA=_=>Y O=—=>y=—Y

Yo~ Y 2 y=Y. 2
Como Q percorre a mediana BM cuja reta suporte tem equacao
X—y+1=0,temos: (—X) —(-Y)+1=0edai = X+Y+1=0.

Notemos que —1 <x=<0 e O <y =<1 (pois Q estd entre M e B) ¢,
entdo,0=X=<1le -1<Y=<O.

Conclusao: o I.g. € o segmento de reta —X + Y + 1 = 0 de extremos
(0, -1)e (1, 0).
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=<V

\B

O ponto A, varidvel, tem coordenadas (0, y).
O ponto M, médio de AB, tem coordenadas (x, O).
O ponto B, pertencente ao I.g., é (X, Y).

Devemos ter:

% _XaTXg =YA+YBed ol
M 5 ' YM > AM
entao:
+
x=0;X(1),o=y2Y(2)ex2+y2=a2(3)-

Tirando x de (1), y de (2) e substituindo em (3), resulta:

2
(—é—) + (=Y)?2 = a? e dai X2 + 4Y2 = 4a?, que é a equacdo do |.g.
. " , X2 Y2
Conclusao: o l.g. é a elipse de equacgao reduzida — + — = 1.
4a2 a2

2 3 pm
dpp, t dpp, = 4r

X=2+y2+(x+nN2+y2=4r = 2 +y2=12

YA

xY
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445,

446.

Se A(a, 0) e B = (0, b), a equacao segmentaria de r é—;(— + % =1,

(1)

1
Como Q(2, 1) esta em r, devemos ter% +—=1.

b
~-{da b
As coordenadas de M sao (5, E)'
Seja P(X, Y) pertencente ao I.g. Como M é médio de PQ, entao:
Xp t Xq a X+2
=— — = =X+ 2
XM 5 5 5 =sa=X+2 (2
Ye + Yo b Y+1
—— _—= = -|-
M 5 = 5 > =b=Y+1 (3)
Substituindo (2) e (3) em (1), resulta:
2 1
= i XY = A a l.g.
X 1 2 + V11 1 e dai XY = 2, que é a equagao do |.g

Conclusao: o I.g. € uma hipérbole equilatera.

Seja P(X, Y) a intersecéao de r, com r».
Temos:

YA

2

r

e daf
X2Y2 — (X — 2)2(x2 - Y2) = 0,

que é a equacéo do .g.

(0, 0)

=y

@ 0N\ X
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A area da superficie lateral de um cilindro é dada por A, = 2mrh. Fi-
xando o valor de A; em k, os cilindros que possuem &rea lateral igual
a k tém dimensdes r (raio de base) e h (altura) tais que 2mrh = k,

. Kk )
ou seja, rth = D Variando r e calculando h, obtemos os pontos da
™

hipérbole equilatera da figura.

447. y 4

xY

a) Seja C(a, b) o centro e seja R o raio
de uma dessas circunferéncias.
Devemos ter:

R=aeR2=0b2+1

Entao:

a=R (1)eb=vVRZ2-1. (2

Portanto, a equagao da circunferéncia fica sendo
(x—R2+(y—VR2— 1) =R2

b) Eliminando R entre as equacgdes (1) e (2), resulta:
b=+va2— 1 ouaindaa?—b2=1.

448. Z=X+Yyi

Z—2i=x+(y— 2)i

p—2u=Vﬂ+@—2P

|lz—2i|=2 =2 Vx2+(y—2P2=2 = x2+(y— 22 = 4,
que é a equagao da curva cujos pontos representa z. Trata-se da
circunferéncia de centro (0, 2) e raio 2.

449. vi

AI

A(4, 0)

N\x

Aequacaoderéy= mx. Aequagao
1
daretaséy—0= ——r-n—(x—4).
O ponto A', intersecao de r com s,
esta nas duas retas e, entao, sa-

tisfaz as duas equacgoes. Eliminan-
do m entre as equacodes, temos:

y = (—%)(x —4)edaix? +y2 —4x = 0.

Conclus3o: o I.g. é uma circunferéncia de centro (2, 0) e raio 2.
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450.

451.

452.

453.

2 -y2+x+y=0
Fatorando, temos:
X=y)x+y)+{x+y =0

x+y=0
x+yWx—-y+1)=0 = 4ou
x—y+1=0

que sdo duas retas concorrentes e perpendiculares.

y2—xy —6x2=0
Resolvendo a equagao em y, vem:
A = x2 4 24x? = 25x2

X+ 5%

: s > = y = 3x e y = —2x (retas pela origem)

X2+2xy +y2-9=0

Fatorando, vem:
| x+y—3=0
x+y)2—-9=0= (x+y—-3)(x+y+3)=03ou

x+y+3=0
N
3

=3 3

<

6x2 —6y2 +b5xy —6x+4y =0

<y

Resolvendo a equagao em x, vem:
6x2 + (By — 6)x — 6y2 + 4y = 0.

A deve ser um quadrado perfeito para que a equagao represente uma
reuniao de retas.

A = (By — 6)2 — 24(—6y? + 4y) = (13y — 6)?
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Portanto:

3
X—-2y=0 = m1=5
—9y + 6 £(13y — 6)
X = 12 = 10U

2
2x+3y—3=0=>m2=—?

1 .
my = Do retas perpendiculares.
2

454. a) x2+8x+15—xy—3y=0
Fatorando, temos:
(x+3)(x+5)—y(x+3)=0:(x+3)(x—y+5)=0
r:x+3=0= Fmyr; L Ox
RIX—y+5=0=>m,=1

Entdo, r, // bys Portanto, r, faz um angulo de 45° com os eixos
Ox e Oy.

Como ry // Oy, entdo o angulo B entre ry e r, é %
b) 3x2 —3y?2 + 6x — 2y + 8y =0

Resolvendo em x, temos:

3x2 + (6 + 8y)x — (3y2 + 2y) =0

A = (10y + 6)2
3X—-y=0=my =3
—6 — 8y +
g = 6 8y?3(10y+6)=> ou

x+3y+2=0=>m2=—%

i - . T
Comomy = T as retas sao perpendiculares = 0 = >
2

c) 25x2 +y2 —10xy + 5x —y =0
Fatorando:
(Bx —y)?+(Bx —y) =0

X—y=0=>my =5
(5x—y)(5x—y+1)=0<ou
S5X—y+1=0=my,=5

myq = My, = retas paralelas = 0 = 0.
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455, 2x24+my2+2xy+10x+my+4=0

Resolvendo em x, vem:

2x2 4 (2y + 10)x + (my2 + my + 4) =0

A = (2y + 10)2 — 8(my2 + my + 4)

A= (4 — 8m)y? + (40 — 8m)y + 68

A é quadrado perfeito se A' = 0.

A'=(40—-8m)2 —-4-684—-8m)=0 = m=—12 + 2V34

456. Xy =2

Comparando com a forma tedrica Ax2 + By? + Cxy + Dx + Ey + F =0,
temos:A=B=D=E=0;C=2;F=—-2.

2A C D
a=C 2B E|=a=4],20p<0 = hipérbole
D E 2F

B=4AB-C2 = B=-1

457. x2—2xy —y?=0
Resolvendo em x, temos: x2 — 2yx — y2 = 0.
A =(—2yp + 4y* = 8y

_1+42
2y + 22y
X_—_2—:> 1 ou

_1-v2

5 Y

A equacao representa a reuniao de duas retas.

458. x2+16y2+2mxy—1=0
Comparando com a equacgao teorica, temos:
A=1,B=16,C=2m,D=E=0,F = —1.
a=-128+8m? = a#0sem#—-4em+#4
B = 4AB — C? = 64 — 4m?
v=A+B=17
Nessas condigoes, temos:
m=—-4oum=4 = a=0ep =0 = duas retas
—4<m<4=a+0eB>0 = elipse
m<-4oum>4 = a#0ep <0 = hipérbole
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X2 y2 ) X2 y2 :
459, '53' +¥ =Cc° & 3202 + D202 =1 = elipse

460. y—-2x*-7x+8=0 o y=2x2+ 7x —8 = parédbola

61, X, Y
1. + - -
o "a+m TMFA

A equacgao representa uma hipérbole se4d+m<0 = m<—4.

462. x2—-y2+x+y=0
Fatorando, temos:
XF+EVNX -y +x+y)=0=x+yx—-y+1)=0
{x+y=0:> my = -1

(reuniao de duas retas perpendiculares)
X—y+1=0 = my=1

463. X2—6x+8=0

Fatorando, temos: (x — 4)(x — 2) = 0.

{X - ;1 - 8 (s&o duas retas paralelas ao eixo Oy)
x —_— =

464. x2+2xy+y2—-1=0
Fatorando, vem:
X+y)2P-1=0= x+y—-1x+y+1)=0
{x+y—1=0=> my =—1

(sao duas retas paralelas)
X+y+1=0=>my,=-1

465. x2—3xy+2y2=0
Resolvendo em x, temos:

2 ol 2 —
X e o}=>x=2youx=y

A=y
(X — 2y)(x —y) = O (reunido de duas retas concorrentes na origem
do sistema)

466. 4x2—-9y2=0

(2x — 3y)(2x + 3y) = 0O (reunido de duas retas concorrentes na ori-
gem do sistema)
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467. y2=2xy — x?
x2—2xy+y?=0
Fatorando, vem:

(x —y)2 =0 = x =y (bissetriz dos quadrantes impares)

468. x2+2ayx+y2=0
A = 4a%y? — 4y? = 4y2(a? — 1)

A equacdo representa a reunido de duas retas se A é quadrado
perfeito.
Entdo,a2 —1>0 = a< —1oua>1,ousej,|al > 1.

469. fix,y) =gx,y) = f(x,y) —g(x,y)=0 = ax +by +c=0,coma # 0,
entdo a equacao f(x, y) = g(x, y) representa uma reta que contém em
particular os pontos em que f(x, y) = 0 = g(x, ¥), ou seja, 0s pontos
de A N B.

470. X2 —4x+y2+4y+11=0
(X2 —4x+4)+(y2+4y+4)+3=0
x—22+(y+22=-3
Esta igualdade € impossivel, pois 0 1¢ membro é maior ou igual a
zero e 0 2¢ membro é negativo, entdo a equacao dada representa
um conjunto vazio.

471. X2+y2—-2x—-6y+10=0
x2—2x+1)+(y2—-6y+9) =0
(x—12+(y-32=0
entao sé o ponto (1, 3) satisfaz a equagao dada.

NelENbllel=) — Demonstracao de teoremas de Geometria Plana

474. vy 1) P é ponto médio de AB:

C(c, d) b
o(2.0)
M 2

100

M é ponto médio de BC:

b +c¢ d)
m(2Ee.g).

xy

A(0, 0) P B(b, 0)
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?_)ﬂamos determinar o coeficiente angular de cada uma das retas
AC e PM:

_d
mi\—é—z

% . L mic = msz = PM // AC
"™ e b o

2 2

3) Calculemos a medida dos lados AC e PM:

dAC———V02+d2 1
b b+oP  (—dp Verrar|dmMT
e [T
2 2 2 2
v
Q

1) Determinemos os pontos M e N médios das bases:
a _(b+d )
M—<2,O>e N—( 5 s B

2) Determinemos o ponto P, interse¢ao das diagonais AC e BD.

A equacao da reta ACécx—by=0c¢€a equacdo da reta BD é
cx + (@ — d)y — ac = 0. Resolvendo o sistema formado por essas
duas equacgoes, temos

P—( ab ac )
“\a+b-d a+b—-d/
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3) Determinemos o ponto Q, interse¢ao dos lados AD e BC.

A equacao da reta AD é cx — dy = O e a equacdo da reta BC é
cx + (@ — b)y — ac = 0. Resolvendo o sistema formado por essas
ad ac

at+d—b’'a+d—b/
4) A equacao da reta MN é 2cx + (@ — b — d)y — ac = 0.
Provemos que P e Q estao na reta MN:
2cxp+(@—b—d)yp—ac =

duas equacoes, temos Q =

abc ac
=  —_— _ _ . _ —
2 g TR gy g RS
1
_a+b_d'[28b0+(a—b—d)ac—(a+b—d)ac]—0
2CXQ+(a—b—d)yQ—aCz
acd ac
=2 ————+@-b-d =
1
—a+d_b'[280d+(a—b—-d)ac——(a+d—b)ac]—o.
476. XA E
C(b, ©)
G /’ s
/ I,
,” D(d,e) s
’/,// \:,\)::\\\\N
A0, 0) B(a, 0)

1) Determinemos os pontos M e N médios das diagonais:
b ¢ at+d e
M =(5’5)6N =( 2 ’5)-
2) Determinemos o ponto E, intersecao das retas que contém os
lados AD e BC:
equagao de AD: ex — dy=0
equacao de BC: cx + (@a—b)y—ac=0

acd ace )
ae —be + cd’ ae — be + cd

solugao do sistema: E = (
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3) Determinemos o ponto F, interse¢do das retas que contém os
lados AB e CD:

equacao de AB: y=0

equacgao de CD: (c—e)x+(d—b)y+(be—cd)=0
solugdo do sistema: F = (b:+2d’ O)

4) Determinemos o ponto G, médio de EF:

_ 2bcde — ac?d + abe? — b2e2 — ¢2d2

|
o — + —
Xa 2 e + Xe) 2(ae — be + cd)(e — ¢)

ace
2(ae — be + cd)

1
Yo = E(YE +Yp) =

5) A equacdo da reta MN é 20c—e)x+ 2@+ d—b)y+ (be — ac —
—cd) = 0.

Provemos que G estd em MN:
2(c—e) xg+2@+d—b)ys+ (be —ac—cd) =
_ —2bcde + ac?d — abe? + b%e? + ¢2d2  ace (a+ d — b)

ae —be + cd ae — be + cd

(be — ac — cd)(ae — be + cd)

-+ =0.
ae — be + cd
477. v
C(c, d)
h,

A0, 0) B(b, 0) x

(1) Determinemos h, L BC:

d _b-c
Mee=%—p = M =774
b= ¢
A0,0)eh, = y—0= 3 (x—0)
h,: =b;Cx

7 | Fundamentos de Matematica Elementar 1,603



MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR

(2) Determinemos h,, L AC:

c
Mg '=— =% M = —F
AC T ¢ hp d

B(b, 0) € hy, = y-—O=——Z—(x—b) i )y = gk

(3) Determinemos h, L AB:

h. € uma reta por C(c, d), perpendicular a Ox.
Entdo, h, = c.

(4) Determinemos h, N h, N hg:

b—6
y=—g X (1)

e bc
S
x=c¢ (3)

Substituindo (3) em (1), vem: y = %_Cl, que satisfaz (2).
clb= )\ .
Portanto: I{c, =3 € 0 ponto comum das trés alturas.

478. 2 |
Clc, d)
m;
P
: N
m3
S B(b, 0)
A(0, 0) M X
my

1) Determinemos a mediatriz m, L AB em M, médio de AB:
M(%, O); m, € reta perpendicular ao eixo Ox, por M:

b
Myt X =—

5

104
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2) Determinemos a mediatriz m, L BC em N, médio de BC:

b+c d) . d b—c¢
N —,mé—é—m:mmzz

2 2 d
) d b-c B <+
B A T I N A
_ b =& e i -
= Moy = d X — od

3) Determinemos a mediatriz ms L AC em P, médio de AC:

c d
p_ 2
9

C
e _E__i(_£> ety = — Sy 4 2 F
¥V TS5 Ty 2) = Mey= 2d
4) Determinemos my N M, N ma:
b
=—
x=2 @)
b-—c_ b2—c2+d2
Y= 7 ¥ 2d @)
—g €2 o g?
= + 3
*T g Xt ©

c2 +d? —be

Substituindo (1) em (3), obtemos y = >d

, que satisfaz (2).

c2 + d? — be
2d

5 ) € 0 ponto comum as mediatrizes do

Portanto: I(B,

tridangulo.
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