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APRESENTACAO

A questdio primordial ndio é o que sabemos, mas como o sabemos.
Aristételes

Néo ha ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo possa
um dia vir a ser aplicado aos fenémenos do mundo real.
Lobachevsky

o elaborar esta colecdo para o Ensino Médio, levamos em conta as

ideias que abrem esta apresentacao. Isso porque nosso objetivo é criar

condicOes para que vocé, aluno, possa compreender as ideias basicas
da Matematica desse nivel de ensino atribuindo significado a elas, além de
saber aplica-las na resolucao de problemas do mundo real.

Todos os conceitos basicos préprios do Ensino Médio foram explorados de
maneira intuitiva e compreensivel. As receitas prontas e o formalismo exces-
sivo foram evitados, porém mantivemos o rigor coerente com o nivel para o
qual a colecao esta sendo proposta.

Na abertura de cada capitulo apresentamos uma imagem relacionada com um
dos contelidos que o compdem; ela dara a vocé uma ideia de um dos temas que
serd estudado. Durante o capitulo apresentamos textos que abordam fatos his-
téricos e/ou contextualizam a construcao de algum assunto que sera discutido.

Antes de resolver os exercicios, é absolutamente necessario que vocé es-
tude a teoria, analise os exemplos e refaca os exercicios resolvidos. Na secao
Resolvido passo a passo, comentamos e explicitamos as fases da resolucao
de um problema.

A secao Outros contextos foi criada para formular, resolver e interpretar
situacdes-problema que estao relacionadas a situacdes reais e/ou relaciona-
das com outras disciplinas.

Cada Unidade contém ainda as secdes Pensando no Enem e Vestibulares de
Norte a Sul, com questdes que abrangem algumas habilidades exploradas no
Enem (Exame Nacional do Ensino Médio) e de vestibulares de todas as regides
do pais, destinadas a revisar, fixar e aprofundar os contetidos estudados. E no
fim de cada volume, na secao Caiu no Enem, foram incluidas questdes do Enem
relacionadas a cada Unidade.

A colecao engloba, desse modo, todos os assuntos costumeiramente tra-
balhados no Ensino Médio, além de auxilia-lo em sua preparacao para os pro-
cessos seletivos de ingresso nos cursos de Educacao Superior.

As sugestoes e criticas que visem ao aprimoramento deste trabalho serao
sempre bem-vindas.

0 autor

A

VateN
W
~

N/



Conheca seu livro

Cada volume da colecao é dividido em quatro Unidades nas quais vocé encontrara
0s seguintes boxes e secoes:

Abertura
de Unidade
e abertura
de capitulo

Imagens de
impacto abrem
o capitulo
introduzindo
direta ou
indiretamente o
tema proposto.

Sequéncias e
Trigonometria

Para refletir,
Fique atento!
e \Vocé sabia?

Pequenos boxes que
trazem questdes para
reflexdo ou dicas
importantes para

o estudo.

Exercicios
resolvidos

Apresenta a resolucdo
detalhada de uma
questdo ou problema.
Nao sao modelos a
serem seguidos, mas
visam inspirar e indicar

estratégias de resolucdo.

Exercicios

Essenciais para a
aprendizagem.
Ajudam a fixare
aaprofundar os
conteldos
estudados.

Matematica
e tecnologia

Sugestdes de
atividades em que

o computador é
utilizado para
visualizar e manipular
graficos e tabelas.
Uma oportunidade

de trabalhar com a
Matematica dinamica.




Leitura(s)

Textos que visam ampliar
e enriquecer o contetudo
estudado no capitulo.

T 8
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Outros contextos

Temas interessantes

e curiosos que tratam

de situacdes praticas,
articulando a Matematica
com outras disciplinas

e com temas como
Arquitetura, Saude,
Sociedade, entre outros.

Vestibulares de
Norte a Sul

Questoes de vestibulares,
de todas as regioes
geograficas do Brasil,
relacionadas aos
conteudos estudados.

Um pouco mais...

Textos e exercicios que
ajudam a aprofundar o
contetdo do

capitulo.

Caiu no Enem

Questoes extraidas do
Enem classificadas de
acordo com as Unidades.

Pensando
no Enem

Questoes
contextualizadas
que visam ao = bt
desenvolvimento das
competéncias e
habilidades previstas
na Matriz do Enem.

ATENCAO!
Nao escreva
no seu livro!

deregistrar todas as
respostas no caderno.

Ao ver este selo, lembre-se
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0 caramujo Nautilus apresenta a razdo aurea em seu corpo segmentado
em forma de espiral. Pode-se construir essa espiral a partir de retangulos
cujas medidas dos lados estejam na razdo durea.

Ingo Arndt/Minden Pictures/Glow Images
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(1, Numeros
N\ =/
Os dois principais objetos de estudo da Matematica sao os nimeros e as | Grandeza: algo que podeﬁ
figuras geométricas. ser medido.

Quando comparamos uma grandeza e uma unidade obtemos um numero. Se a grandeza é discreta, a
comparacao € uma contagem e o resultado, um nimero natural. Desse modo, quando contamos o nimero
de selos de uma colecdo, a unidade é 1 selo e dizemos que a colecao tem, por exemplo, 200 selos (niUmero
seguido da unidade).

Se a grandeza é continua, a comparacao € uma medicao e o resultado € um ndmero real. Assim, quando
medimos a distancia em quildmetros (km) entre duas cidades, a unidade é 1 quilometro e dizemos que a
distancia entre essas cidades é, por exemplo, de 150 km (nimero seguido da unidade).

® Os numeros estdo presentes em muitos momentos do nosso dia a dia. Junte-se a um colega, analisem e resolvam
as sequintes situacoes envolvendo niimeros que vocés ja estudaram no Ensino Fundamental.

a) o)
Setembro E E
wmnm 3 3
i ::xuunn‘un ,g %
253627207530 11 ;:”::“ % §
2 g
Agosio Outubro j_,i g
151817 A8 203 :’::::::;’:;::: N g
23342328 37 30 34 25 76 27 20 38 0 %
»W¥ e 3 L 31 | s
Detalhe de calendario, destacando os meses de julho a outubro. Prato com 12 biscoitos.
Quantas semanas completas temos de 27/7 a Em uma receita para 12 biscoitos sao ne-
15/10 do mesmo ano, incluidos esses dois dias? cessarios 2 copos de leite.
ULERIEIEE ] ek Se Laura pretende fazer 36 biscoitos, que
quantidade de leite vai usar? 6 copos.
b) d) 10m

Diego Minotto/<http:/www.
meusroteirosdeviagem.com

Termémetro de rua em Urubici (SC). 10m 10m

Fotografia de 2013.

andrea crisante/Shutterstock/Glow Images

Na cidade de Urubici, a temperatura as 7h era
=3 °C.

Das 7h as 10h houve uma variacao de +3 °C.

Das 10h as 13h a variacao foi de +4 °C.

Das 13h as 16h a variacio foi de —2 °C. Terreno de forma quadrada.

Qual foi a temperatura registrada as 16h nessa Qual é a drea, em m?, desse terreno?
cidade? +2°c 100

10m

Em cada uma dessas situacdes usamos os nimeros para contar ou medir. 7 ~"7 """~ \
’ Para refletir

’ ~ . L]
Neste capitulo, vamos recordar e aprofundar o que voceé ja estudou sobre 0s = g quais outras :
importantes conjuntos numéricos: o dos nimeros naturais (N), o dos nimeros | situagoes vocé usa |
Lo . . . . . - . » humeros? Troque ideias =
inteiros (Z), o dos numeros racionais (Q) e o dos numeros reais (R). Vocé também ;' colega
conhecera um pouco sobre a linguagem dos conjuntos. L — e =

r~
E 12 ] Capitulo 1
N



N
R
\ <)
N =/
A nocao de conjunto é simples e fundamental na Matematica, pois a partir dela podem ser expressos
todos os conceitos matematicos.
Um conjunto é uma colecao qualquer de objetos, chamados elementos. Podemos representar um con-
junto colocando seus elementos entre chaves, separados por virgula. Por exemplo:

a) conjunto C das unidades federativas da regiao Centro-Oeste do Brasil: C = {Mato Grosso, Mato Grosso do

.o . . C t |
Sul, Goias e Distrito Federal}; e@ﬂiltiifj”;fjgu”n”tfsgze e

b) conjunto B dos nimeros primos: B = {2,3,5,7,11,13, .}; nimeros decimais, podemos
separa-los com ponto e virgula
¢) conjunto O dos quadrilateros: O = {quadrilateros}. para ndo haver confuséo com a

virgula do nimero decimal.
Um objeto a qualquer pode ser elemento de determinado conjunto A.

Nesse caso, dizemos que a pertence a A e escrevemos a € A.
Caso contrario, dizemos que a nao pertence a A e escrevemos a & A.
Nos exemplos acima, temos:
a) Mato Grosso € Ce Parana & G;
bj2€Be9 & B;
c) retangulo € Q e triangulo & O.
Outra maneira de representar um conjunto € por meio de uma propriedade ou condicao.
Por exemplo, consideremos a propriedade:

p: X € um numero natural impar.
Essa propriedade pode ser expressa pelo conjunto/ =11, 3,5,7,9,11, ... Assim, € indiferente dizer que x possui

a propriedade p ou que x pertence a/ (x € ). [ ——ce————— -\
Consideremos agora a condic3o c: : Vocé sabia? i 1
Para indicar que 2 nao '

¢: x € um numero natural que satisfaz a condicao x > 5. : pertence al, escrevemos 2 & I

Essa condicao pode ser expressa pelo conjunto A ={6,7,8,9,10, ... Nesse  buu u = = e = = s = =
caso, também é indiferente dizer que x satisfaz a condicao c ou que x € A.

Agora, consideremos dois conjuntos, E e F. Se todos os elementos de E forem também elementos de F,
dizemos que E é um subconjunto de F ou que E esta contido em F ou, ainda, que E é parte de . Indicamos esse
fato por E C F, que pode ser lido das seguintes maneiras:

E é subconjunto de F; E esta contidoem F; E é parte de F.

Podemos representar esse subconjunto em um diagrama:

-

Se E nao for subconjunto de F, escrevemos E ¢ F. Nesse caso, existe pelo menos um elemento de £ que
nao pertence a F.
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Exemplos:
a) Se A é o conjunto dos retangulos e B é o conjunto dos quadrilateros, entdo
A C B, pois todo retangulo € um quadrilatero.
b)Se C={1,2,3}e D = {1,2,4}, entdo C ¢ D, pois 3 € Ce 3 & D. Nesse caso,
também D ¢ C.
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(3 ) Conjunto dos nimeros naturais (N)

O conjunto dos numeros naturais € representado por:

N=1{0,1,2345678,.}

O primeiro elemento desse conjunto € o zero. O sucessor do zero€ o1,
o sucessor do1é o 2, e assim por diante. Representa-se o sucessor de um
numero natural qualquer n por n + 1. Como sempre podemos obter o su-
cessor de um numero natural, dizemos que o conjunto dos nimeros natu-
rais é infinito. Tal fato é representado pelas reticéncias (..) no final.
Os numeros naturais sao usados:
® nas contagens — por exemplo, o Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE) estima que a populacao brasileira em 2020 sera de
aproximadamente 212 milhdes de habitantes;

® nos codigos — por exemplo, o Codigo de Enderecamento Postal (CEP) da
cidade de Bujari, no Acre, € 69926-000;

® nas ordenacoes — por exemplo, segundo o IBGE, o 12 estado brasileiro
em superficie € o Amazonas e 0 22 é o Para.

® e também para expressar medidas de grandezas — por exemplo,
8 horas, 10 centimetros, 3 litros, 50 kg, 100 km/h, 1570 745 km?, etc.

Um subconjuntoimportante deNé o conjuntoN* obtido excluindo-se
ozerodeN:

IN*=1{,2,3,4,5,6,.}

Um subconjunto de IN ou parte de IN € o conjunto dos nimeros
naturais pares (P):

P=10,24,6,810,12, .}
ou

P={2n;n € N}

Indicamos assim: P C IN. (Lé-se “P é um subconjunto de IN”, ou “P
esta contido em IN”, ou “P é parte de IN”)

IN
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Em IN é sempre possivel efetuar a adicao e a multiplicacao, ou
seja, a soma e o produto de dois nimeros naturais sempre resultam
em um numero natural. Ja a subtracao 3 — 4, por exemplo, nao é
possivel em IN. Dai a necessidade de ampliar o conjunto N introdu-
zindo-se os numeros negativos.

[r-—r——crm——ee———

1 Vocé sabia? -\

! «|Nrepresenta o conjunto dos
numeros naturais, pois a letra N é
a inicial das palavras ‘numero’ e
‘natural’

* Os numeros naturais constituem
o modelo matematico para a
contagem.

.

l'"_"_"_"_"\
Para refletir

]

"+ Qualquer mimero natural tem um

I unico sucessor? Sim.

1« Numeros naturais diferentes tém
sucessores diferentes? sim.

I * O zero € o Unico numero natural

:  quenao é sucessor de nenhum

I outro? sim.

, * Existe um numero natural que é

*  maior do que todos os outros? Néc:)

oo ————
1 Fique atento! )

' Sempre que queremos excluir o zero  *

de um conjunto, colocamos o I
» asterisco (*) no simbolo que o .
Lrepresenta, por exemplo, N¥, IR¥, etc._/

[ ———--
» Vocé sabia? -\

1 * Todo nimero par p pode ser escrito #
I naformap =2n,emquené

T natural
I * Se m e nsao naturais, entao m + n
. em-ntambém serdo sempre
" naturais.

. _.
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Reunindo os nimeros naturais e os nimeros inteiros negativos, obtemos o

conjunto dos nimeros inteiros, que € representado por: s Vocé sabia?
" Aletra Zéinicial da
Z=1{. -4 -3,-2,-1,01234, .} | palavra‘zahr, que

1 significa numero’
' emalemao.

e —ee—- -

-._./

As medidas de algumas grandezas, como a temperatura, sao indicadas por
numeros inteiros.

Junior Lago/UOL/Folhapress

Termometro de rua na cidade
§ de Sao Joaquim (SC) indicando
temperatura negativa.
Fotografia de 2014.

Destacamos os seguintes subconjuntos de Z:

IN, pois IN C Z. Veja a representacao no diagrama.

N
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7' =17 —{0touz* ={., —4 -3, -2,-1,1,2,3,4, ..}

Observe que na figura a seguir ha uma simetria em relacao ao zero.

° .
4

we--

o
-4 -3-2-1 0 1 2

O oposto ou simétrico de 3 é —3, bem como o oposto de —3 é 3, valendo:
3+(-3)=-3+3=0
No conjunto Z € sempre possivel efetuar a adicao, a multiplicacao e a subtracao, ou seja, a soma, o
produto e a diferenca de dois nimeros inteiros resultam sempre em um ndmero inteiro. E todas as pro-
priedades das operacoes em IN continuam validas em Z.
Ja da divisao de dois numeros inteiros nem sempre resulta um namero inteiro. Veja exemplos:

a) (—8) : (+2) = —4 — é possivel em Z rPara refletir \
b) (_7) : (_|_2) =?->n3oé pOSSiVE| em 7, * Existe milmero natural que n~éo,é inteiro? =
» Existe numero inteiro que néo é natural? J

Assim, foi necessario ampliar o conjunto Z. L ———

» Nao, todo nimero natural é inteiro.
+ Sim, os nimeros inteiros negativos.

(16
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(5 ) Conjunto dos nimeros racionais (Q)

Ao acrescentarmos as fracdes nao aparentes positivas e negativas ao con-
junto Z, obtemos o conjunto dos niimeros racionais (Q). Assim, por exemplo,
$a0 numeros racionais:

5
_2' — _‘I, — — 0' , 'I, , 2
2 3 , etc.

Observe que todo numero racional pode ser escrito na forma %, com
a€Z,beZeb##0.Porexemplo,

Podemos, entao, escrever:

-
Vocé sabia? \
Fracdo aparente é aquela
que indica um numero
inteiro:

2 _,_ 38

4 2

A aparéncia ¢ de fragao,

mas representa um

numero inteiro.

—4; etc.

[rrm———--

O conjunto Q dos nimeros racionais é formado por todos os nimeros

que podem ser escritos na forma de fracao com numerador e

denominador inteiros e denominador diferente de zero.

Simbolicamente, indicamos assim:

Estimule os alunos a relacionar a

— _a linguagem usual com a linguagem
Q_ X|X - ,comaEZ,bEZeb#O simbélica. Por exemplo, a € Z
b p
¢ significa ‘a € um nimero inteiro’.
lé-se “tal que” - ——-

- . . . a .. - . N
A restricao b # 0 é necessaria, pois 5 divisao de a por b, s6 tem signifi-
cado se b nao for zero.

=a, oque implica que Z é subconjunto de Q. Como

Se b =1,temos a_-2a
b 1

INCZeZ CQ,temos:

NCZCQ
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Vocé sabia?
A designacao “racional”

/

. a
surgiu porque " pode

ser vista como uma razao

letra Q, que representa o
conjunto dos numeros

racionais, é a primeira
letra da palavra

‘quociente’. ’

L

. | ]

I '

: I

L ]

n
| '
L . .

» entre osinteirosaeb. A I
| ]
| ]

L}

: I

| '

L ]
L
L]

Verifique se os alunos
compreenderam a linguagem
matematica:IN C Ze Z C Q, entdo
INC Z C Q, ou seja, “se IN é parte
de Z e 7 é partede Q, entdoIN é
parte de Q”. O diagrama ao lado
ajuda a visualizar essa sentenca.

Agora, com os numeros racionais, podemos efetuar divisdes que eram impossiveis s6 com ndmeros in-

teiros. Exemplos:

a)17:9 = ﬂ, ou 1§, ou1,8888...
9 9

—7 —35

r~
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Representacao decimal dos nimeros racionais

. . a ~ . . 50 deci
Dado um ndmero racional —, b # 0, sua representacio decimal é Arepresentacdo decimal tem um
b ’ grande valor pratico comparado com
obtida dividindo-se a por b, podendo resultar em: arepresentagdo em forma de fragao.
Foi o matematico holandés do século
decimais exatos, finitos, quando o denominador contiver apenas os XVISimon Stevin (1548-1620) quem a

sistematizou em seu livro A dizima,

fatores primos de 10 (2 e/ou 5). Exemplos: publicado em 1585,

1 1 X 52 25

b)i: = = - = =025
4  2x2 22x5 100

)2 =3X2 6 46

5 5x2 10

gB B _ BXS 6 .

20 22 X5 22 X 52 100

decimais periédicos ou dizimas periddicas, infinitas, quando o denominador da fracao na forma irredutivel
contiver algum fator primo diferente de 2 e 5. Exemplos:

a) Dizimas periddicas simples: o periodo apresenta-se logo ap6s a virgula. Exemplos:

i) %=%= 0,5555... = 0,5 (periodo igual a 5)

ii) % = 2,33333... = 2,3 (periodo igual a 3)

i) & = % — 01211212..= 02 (periodo igual a 12)
33 3-1

i) % = 3 ; c = 0,022222... = 0,2 (periodo igual a 2 e parte n3o periddica igual a 0)
. 61 61 S - o
ii) 90 " 3.3.3.5 0,6777717... = 0,67 (periodo igual a 7 e parte nao periédica igual a 6)

. . a . ~ .
Um numero decimal exato pode ser representado na forma B essa fracao é chamada fracao geratriz

. . T ~ a
de um decimal exato. Analogamente, um decimal periédico pode ser representado pela fracao D’ eestase
chamara fracao geratriz de um decimal periédico.

1 Para refletir )
Obtencdo da fracdo geratriz de um decimal exato | o aueonome fracio geratriz'?
Exemplo: Porque é a fracao que gera, da origem ao
ntmero decimal.
212 = 22 _ 53 — fracao geratriz
100 25

A fracdo geratriz de um decimal exato serd uma fracdo em que o numerador é o decimal sem a virgula e o
denominador é o algarismo 1 acompanhado de tantos zeros quantos forem os algarismos da parte decimal.

=
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Obtencao da fracao geratriz de um decimal periddico

18) O nimero 0,999... é igual a 1. Vejamos por qué.

29)

VatnN
E 18 ] Capitulo 1
N

Dizima periédica simples

Exemplos:
x =0,222...
10x = 2,222...
10x = 2 + 0,222...
a) 0,222.. = 10x =2 + x
9x =2
X = % — fracao geratriz

Dizima periédica composta
Exemplo:
x = 0,1787878...

10x = 1,787878...
10x =1+ 0,787878...

10x =1+ 15
99
ox= 17— x = 77 — fracao geratriz
99 990 ’
Observacoes:

a=0999. = 2 4 9 9
10 100 | 1000

Os valores aproximados de g sao: 0,9; 0,99; 0,999; etc.

b) 0,414141... =

N = 0,414141...

100N = 41,414141...
100N = 41 + 0,414141...
100N =41+ N

99N = 41

N=4 fracao geratriz
99

A fracao geratriz de uma dizima periédica
simples sem parte inteira sera uma fracao
em que o numerador é o periodo e o
denominador é formado por tantos noves
quantos forem os algarismos do periodo.

Se o decimal periédico apresentar uma
parte inteira, o procedimento é o mesmo
com a parte decimal (nas dizimas simples
ou compostas) e ao final acrescentamos a
parte inteira. Exemplo:
233333.=2+03 =2+ = 8+3

El
9 9

21 = ;
= 35 — fracao geratriz

Note que:1— 0,9 =0,1;1— 0,99 = 0,01; 1 — 0,999 = 0,007; etc.

Se tomarmos a com n digitos apds a virgula: 0,999...9 para um n suficientemente grande, a diferenca:

1-0,999...9 pode tornar-se tao pequena quanto quisermos.

n

Assim, a sequéncia 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ... tem como elementos numeros cada vez mais proximos
de 1, isto €, tem 1 como limite. Logo, 0,9999... = 1.

9 9 9
= ==+
Como 0,999... 10 102 T8
1 1 1
= —+—+—+
011... 10 102 708
6 6 6
= —+—+—+... =
0,666... 10 10* 10° 9

De modo geral, podemos escrever que:
J ) 4 ) 4 —0j

0,jjj. = L+
= 50707 T 700

+... =1,temos que:

1
Sy (dividimos a expressao acima por 9).

6
— (multiplicamos a expressao obtida acima por 6).




Numeros racionais e medidas de grandezas
Historicamente, os nimeros racionais estao associados a resultados de

I Segmento de reta: parte

medicoes empiricas de grandezas. Por exemplo, ao medir o comprimento de da reta compreendida

um segmento de reta com uma unidade de medida u, podem ocorrer duas entre dois de seus pontos
— distintos, denominados

possibilidades: extremos.

18) A unidade u cabe um numero inteiro de vezes em AB:

L 1 1 1 1 J

A B u

Vamos supor que u caiba exatamente p vezes em AB. Entdo AB = p unidades, em que p é um nimero na-
tural. Na representacdo acima, a medida de AB é 5u.
22) A unidade u nd3o cabe um nimero inteiro de vezes em AB:

L 1 1 1 1 [}

A B u 1%

Nesse caso, procuramos um segmento de reta v que caiba g vezes em u e p vezes em AB. A medida de v
. - . — 1 o p

sera afracdo —, e, consequentemente, a medida de AB sera p vezes — , ou seja, igual a —. Quando tal
q q q

segmento de reta v existe, dizemos que os segmentos de reta u e AB s3o comensuraveis, e a medida de

4B é 0 numero racional £~

Na segunda possibilidade, temos que AB = 5%[/, ou 5,5u. Se tomassemos a unidade u como sendo

1 centimetro (1cm), teriamos que AB = 55 cm.

Observacao: Nem sempre existe o segmento de reta v nas condicoes acima, ou seja, nem sempre dois seg-
mentos de reta sao comensuraveis. Estudaremos isso ainda neste capitulo.

Os nameros racionais na reta numerada
Imaginemos uma reta na qual foram fixados um ponto O, chamado de origem, e um ponto U, diferente
de O. Tomamos o segmento de reta OU como unidade de comprimento (de medida 1). Escolhemos também

um sentido para ser o positivo. Agora, podemos localizar na reta numerada qualquer nimero racional.

Por exemplo, veja a localizacao dos niumeros racionais %; —1%; 3,25 e 2,333..., além dos inteiros —4, —3,

—2,-1,0,1,2,3,4¢e5.

%fica entre O e 1: dividimos o intervalo em 3 partes iguais —1% 5 3,25
e tomamos duas no sentido de O para 1. — t | ?:3- 'U :2’3:3:3':"T: H—r1

. -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5
—1— fica entre —2 e —1, no ponto médio do intervalo. un'ida'de sentido —»=

2 positivo
3,25 = 3% = 3% fica entre 3 e 4: dividimos o intervalo em 4 partes iguais

. r | - I . . ..

e tomamos uma no sentido de 3 para 4. ! Para refletir N

3 1 o ) ) ) i * Entre dois numeros
2,333.. = 2= = 2— ficaentre 2 e 3: dividimos o intervalo em 3 partes iguais inteiros, sempre ha
9 3 " outro nuimero inteiro?

e tomamos uma no sentido de 2 para 3. | - Entre dois nimeros
= racionais sempre ha
i outro numero racional?
! Converse com um colega

Todo numero racional tem um ponto correspondente na reta numerada.
Mas nem todo ponto da reta numerada corresponde a um ndmero racional.

. . ~ o« ” . . sobre isso.
Assim, o conjunto Q nao “preenche” toda a reta numerada. E como se exis- S
tissem “buracos” a serem completados com outro tipo de nimero: os Veja as respostas na secio
nimeros irracionais. Respostas.

.

(g
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Por muito tempo, acreditou-se que os numeros racionais eram suficientes para medir todos os segmen-
tos de reta, ou seja, que todos os segmentos de reta eram comensuraveis. Os discipulos de Pitagoras também
acreditavam nisso, mas foram eles proprios que descobriram que o lado e a diagonal de um quadrado sao
segmentos de reta incomensuraveis (veja a pagina 22).

Ao medir a diagonal de um quadrado, que € um poligono convexo, cujo

lado mede uma unidade de comprimento, chegamos a um numero que nao é Diagonal de um poligono

racional. Acompanhe: |_ Estimule os alunos a ler, convexo:;egr;gnto’de.
Usando a relacao de Pitagoras: interpretar e debater o reta que liga dols vertices
v d texto da pagina 22.Se nao consecutivos de um
dz = 12 + 12 1 neCTSS?”Z' rigto/rde com eles poligono convexo.
arelacao de rFitagoras.
d*=2
-]
d =12 1

A pergunta é: que numero, elevado ao quadrado, resulta em 2? Com o uso de uma calculadora, podemos
obter parte da representacao decimal do nimero fazendo aproximacoes sucessivas.

17 =1 d 2
V2 =2 5 (merTor oque 2) J2 estaentrele2
2% = 4 (maiordoque 2)

V2

1,4)> = 1,96 (menordoque 2 .
? ( )2 ( i que 2) V2 esta entre14e15
(1,5)* = 2,25 (maiordoque 2)

1,41)? =1,9881(menord 2 )
77 = (4 (menordoque 2) | 7 i ertre 141142
(1,42)* = 2,0164 (maiordoque 2)

1,414)? =1,999396 d 2 ,
J2 =2 ( )2 (ménor oque 2) V2 estaentreldlde
(1,415)* = 2,002225 (maiordoque 2)

Se continuarmos esse processo, nao chegaremos nem a uma representacao decimal exata nem a uma
dizima periédica. Portanto, +/2 nio é um nimero racional (veja a demonstracdo desse fato na pagina 23).

Os numeros que nao admitem uma representacao decimal exata nem uma representacao na for-
ma de dizima periédica chamam-se nimeros irracionais. Assim, J2 & um numero irracional, pois a
representacio decimal de v/2 possui infinitas casas decimais nio periddicas.

O namero irracional V2 tem por valores aproximados, por falta (ou seja, menores que /2 ), 0s na-
meros racionais:

1;1,4; 1,41; 1,414, 1,4142; 1,414 21
Dessa forma, temos a sequéncia nao decrescente de numeros racionais:
1=s14<141<1414<14142 < 141421 < ...

que sdo valores racionais cada vez mais proximos do niimero irracional /2 . Dizemos ent3o que o nimero
irracional ~/2 é o limite dessa sequéncia de nimeros racionais.
Observacao: Para fazer calculos, usamos valores racionais aproximados de +/2, como v2 =1,410u 2 =1,4142.

Ha infinitos numeros irracionais; veja alguns:
amm+lw+2,w+3 ..
b) A raiz quadrada de um nimero natural ndo quadrado perfeito: v/3;+/5; —/8; —/10.
c) A raiz cibica de um nimero natural ndo cubico perfeito: 5/7; i/ﬁ; —W; —3/25.

d) —23 — 0,8660254...
3

e) — = 1,3416408..

NG

O conjunto dos nimeros irracionais € denotado por II.

VatnN
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= (Pi) é irracional

7 € um numero que, por definicao, é a area de um circulo de
raio 1. Quando escrevemos m = 3,14159265...,, entendemos que o
segundo membro dessa igualdade representa uma sequéncia
infinita de decimais exatos finitos:

3 31 304 3141 3415 314159 3,141592 etc.

em que cada elemento da sequéncia representa um valor racional
aproximado de .

Os matematicos ja provaram que 1 nao € um numero racional
e, portanto, nao ha periodicidade na sequéncia acima.

e ——————

[ ———————
Vocé sabia? )

O numero irracional = foi calculado com o
auxilio de um computador, obtendo-se

1,2 trilhdo de casas decimais sem que tenha
surgido uma decimal exata ou uma dizima.
A demonstracao feita pelos matematicos ¢
o unico modo que temos de saber que
nenhum computador vai encontrar
periodicidade no calculo dos algarismos
decimais do 1, mesmo que se examinem
alguns trilhdes de digitos.

O nimero de ouro dos gregos, ® (Fi), é irracional

Considere um segmento de reta AB cuja medida AB é de 1 unidade de comprimento. Nele podemos
localizar um ponto C, de tal modo que C divide AB na seguinte proporcao: a razao entre o segmento de
reta todo e a parte maior é igual a razao entre a parte maior e a parte menor.

A C B
: X : 1—X !
. AB AC .
Assim, — = ——, ou seja:
AC (B
i:L:>x2=1—x:x2+x—1=0
X 1—x
. " .5 -1
Resolvendo essa equacao, o valor positivo de x é —
Consideremos a razao:
1 1 25+ 144
X J5 —1 5 =15 +1) 2
2
Estimule os alunos a
o=tV V5o 1,6180339887...  Pesquisarsobreo
2 nimero de ouro/
numero aureo dos
gregos.
NG

. . . 1+ . . .
Esse nimero irracional, — cujo valor aproximado racional

€ 1,618034, é conhecido como niimero de ouro, raziao de ouro ou

ainda razao aurea.

Para os gregos, o numero de ouro representava harmonia, equi-
librio e beleza. Por esse motivo, muitas construcoes gregas tinham
como base esse numero. Mas foi no século Xlll que o matematico
Fibonacci constatou que o nimero de ouro esta presente também
na natureza. De acordo com alguns historiadores, no Renascimento,
arevalorizacao dos conceitos estéticos gregos levou grandes pintores,
como Leonardo da Vinci (1452-1519), a utilizar o nimero de ouro em

suas pinturas, como na obra Mona Lisg. © nimero de ouro sera retomado no
Capitulo 7, que aborda sequéncias.

Mona Lisa, 6leo sobre tela de Leonardo da
Vinci (entre 1503 e 1505). 76,8 cm x 53 cm.
Museu do Louvre, Paris (Franca).

~
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Pitagoras

ITALIA
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Pitagoras nasceu por volta de 580 a.C. na ilha de Samos, que fica do
lado leste do mar Egeu. Conta-se que ele viajou bastante, visitando o
Egito e a Babilonia, e que fundou, em Crotona, uma escola dedicada prin-
cipalmente ao estudo da Matematica e Filosofia. Nao era uma escola
como as atuais, mas, sim, uma sociedade cujos membros se empenhavam
em estudar e descobrir coisas novas.

Como todos os documentos da época se perderam, tudo o que co-
nhecemos sobre Pitagoras veio de referéncias séculos depois. Nao conhe-
cemos a demonstragao original do teorema de Pitagoras nem sabemos  Bysto de Pitagoras de Samos
se foi ele mesmo que chegou a esse teorema, pois na escola de Crotona  (c. 580-500 a.C.). Escultura grega.
as descobertas dos seus membros levavam o nome do “diretor” da esco- ~ Marmore, 49,3 cm. Museu Capitolini,
la, ou seja, Pitagoras.

Foi nessa época que surgiu o problema da incomensurabilidade, ou seja, o fato de que dados dois seg-
mentos de reta é possivel que nenhuma fracao do primeiro segmento de reta caiba um nimero inteiro de
vezes no segundo segmento de reta. O teorema de Pitagoras mostrou concretamente que, dada uma uni-
dade, a medida de um segmento de reta nem sempre pode ser representada por uma fracao. Como vimos
na pagina 20, a diagonal de um quadrado nao pode ser medida por uma fracao tomando-se o lado do qua-
drado como unidade.

A partir desse fato, os matematicos perceberam que existiam os nimeros que chamamos de irracionais.

Localizacao da antiga cidade de Crotona e da Ilha de Samos

/

Araldo de Luca/Corbis/Latinstock

Roma (Italia).
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Prova de que v/2 é irracional

Para provar que V2 € um numero irracional, vamos supor que ele seja um numero racional, ou seja, que

possa ser escrito na forma £ pEZ,qEZeq#0echegaremos a um absurdo.
q

Supomos que V2 é racional, ou seja, V2 = P consideramos £ fracdo irredutivel, ou seja, p e g sao
q

q
primos entre si, isto €, mdc (p, g) = 1.
Elevando ambos os membros ao quadrado, temos:

2 2
(V2) = (ﬁ) =t =20p=2¢ O
q q

Como todo ndmero par pode ser escrito na forma 2k, em que k € Z, temos que p* = 2g*é par @

Assim,pzépar:pépar:p=2m,meZ®. T

Observe que: o

p=2m=p*=4m*—==>2¢° =4m*=q* = ZmZ&qzé par=gqé par@

As conclusoes @ deque “pépar” e @ de que “q é par”, sao contraditérias, ja que p e g foram supostos
primos entre si. Chegamos a um absurdo. Assim, ndo podemos supor que ¥2 é racional. Logo, v2 éirracional.

Portanto, ~/2 = 1,4142135... n3o é uma decimal exata nem periddica.

George Cantor

Em geral, as teorias matematicas surgem do trabalho de varios
matematicos de uma mesma época, em conjunto ou mesmo se-
paradamente. Nao foi o caso da Teoria dos Conjuntos. A criacao
dessa teoria deve-se a um Gnico homem: George Cantor.

Cantor nasceu em 1845 em Sao Petersburgo, na Russia, mas
passou a maior parte de sua vida na Alemanha. Quando jovem
interessou-se pela Teoria dos Numeros, e esse foi, inclusive, o tema
da sua tese de doutorado obtido em Berlim em 1867.

Em seguida, Cantor investigou séries trigonométricas, mas, ao
mesmo tempo, comegou a pensar nos conjuntos, nas suas opera-
coes e, sobretudo, nos conjuntos com infinitos termos.

Em 1874, publicou um artigo revolucionario noJornal de Crelle,
que marcou o nascimento da Teoria dos Conjuntos. Nesse artigo
Cantor afirma que os conjuntos infinitos nao sdo todos iguais, e
isso causou enorme controvérsia. Muitos matematicos defenderam
as novas ideias, mas outros matematicos famosos e tradicionais )
35 atacaram fortemente. F9t9graﬁa de George Cantor (15.345-1918).

- Biblioteca do Congresso, Washington,

Nos 10 anos seguintes, a discussao sobre a moderna Teoriados ¢ (EUA).
Conjuntos foi intensa, e ela acabou por se tornar universalmente
aceita. Cantor, mesmo sem ter sido na época muito aclamado pela sua teoria, teve um periodo de certa tran-
quilidade. Entretanto, em 1901 essa tranquilidade foi perturbada por uma afirmacdo de outro grande mate-
matico, chamado Bertrand Russel (1872-1970). Esse matematico enunciou um problema que, aparentemente,
colocava em duvida a Teoria dos Conjuntos. Esse problema foi chamado de “o paradoxo do barbeiro” e condu-
ziu Cantor a um total esgotamento nervoso por nao conseguir argumentos para explica-lo. Cantor morreu em
um hospital psiquiatrico em 1918.

As ideias de Cantor possibilitaram o desenvolvimento de novos ramos da Matematica, como a topologia,
a teoria da medida e outras que, talvez, um dia vocé vai estudar.

Interfoto/Latinstock
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Saiba mais

1. Os infinitos

O conjunto dos nimeros naturais é infinito, e o conjunto dos nimeros
reais também ¢é infinito. Cantor demonstrou que o infinito dos nimeros reais
é “maior” que o dos nimeros naturais. Além disso, existem infinitos ainda

- Journy) fiir die
cine und angewande
Ma[hcmutik

“maiores” que o dos nimeros reais.

Reproduqéo/De Gruyter

(Crelles T

2.0 Jornal de Crelle

O Jornal de Crelle, no qual Cantor publicou seu primeiro trabalho, existe
até hoje. Seu fundador foi um alemao chamado August Crelle, e o nome
oficial do jornal é Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Jornal

para a Matematica Pura e Aplicada).

OF Guirprze

3. O paradoxo do barbeiro

Em uma pequena cidade ha apenas uma barbearia, e a populacao da
cidade pode ser dividida em dois grupos: os que se barbeiam sozinhos e Capa do Jornal de Crelle. Edicio
0s que sao barbeados pelo barbeiro. de marco de 2016. ’

A pergunta é: quem faz a barba do barbeiro?

(/—W\ . . .
(7 ) Conjunto dos nimeros reais (R)
Da reuniao do conjunto dos nimeros racionais com os numeros irracionais obtemos o conjunto dos

nimeros reais (RR). Veja o diagrama.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Como constatamos, os nimeros racionais nao sao suficientes para preencher ™77 7 77 77 77 TN
* Fique atento!

todos os pontos da reta numerada. O conjunto IR pode ser visto como modelo | Apossibilidade de '
aritmético de uma reta, enquanto esta, por sua vez, € o modelo geométrico de R. . relacionar pontos e |
Por exemplo, os pontos da reta correspondentes aos nimeros —/3,+/2, etc. ndo | poreers foiresponsavel

por grandes progressos =

sao alcancados com os numeros racionais. Ja 0s nimeros reais esgotam todos os  : na Matematica. _/
pontos da reta, ou seja, a cada ponto da reta corresponde um Unico nimero real e
e, reciprocamente, a cada numero real corresponde um unico ponto da reta.

Por isso, dizemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os nimeros reais e os pontos da reta.
Temos assim a reta real orientada, que é construida desta forma: em uma reta, escolhemos uma origem (e
associamos a ela o zero), um sentido de percurso e uma unidade de comprimento, por exemplo:

|

0 1 (unidade de comprimento)
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Observe alguns numeros reais colocados na reta real:
-2 3 V2
) T

-2 -15 =1 0 0,5 1 15 2

O diagrama abaixo relaciona os conjuntos numeéricos estudados até aqui.
R

VA

<

IN é parte de Z; 7. é parte de Q; Q é parte de IR.
Indicamos essas relacoes por:

NcZcQcR

L € parte de R. Indicamos essa relacao assim:
TcR

Q eI nao tém elementos comuns.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Observacgio: Com os numeros reais, toda equacao do tipo x*> = g, com a € N, pode ser resolvida e todos os

segmentos de reta podem ser medidos.

Desigualdades entre nimeros reais

Dados dois numeros reais quaisquer, a e b, ocorre uma e somente uma das
seguintes possibilidades:

a<b ou a=b ou a>b

Geometricamente, a desigualdade a < b significa que g esta a esquerda de
b na reta real orientada:

T T a<b
a b
A desigualdade a > b significa que a esta a direita de b na reta real orientada:
T T a>b
b a

Aritmeticamente, vamos analisar alguns exemplos:
a) 2,195... < 3,189..., pois 2 < 3;
b) 4,128... < 4,236.., pois4 =4e 0,1 <0,2;
) 3,267.. < 3,289..,, pois 3 = 3;0,2 = 0,2e 0,06 < 0,08;
d) 5,672... < 5,673.., pois 5 = 5; 0,6 = 0,6; 0,07 = 0,07 e 0,002 < 0,003, e assim
por diante.

Algebricamente, g < b se, e somente se, a diferencad = b — g € um ndme-
ro positivo, ou seja, vale a < b se, e somente se, existe um nimero real positivo
dtalqueb=a +d.

Uma vez definida essa relacao de ordem dos numeros reais, dizemos que
eles estao ordenados. Usamos também a notacao a < b para dizer quea < b
oua = b. Assim:

a < blé-se aé menor do que ou igual a b.
b= alé-se b é maior do que ou igual a a.

Sao reais:

¢ 0s numeros naturais;

* 0s numeros inteiros;

¢ 0s numeros racionais;

* 0s numeros irracionais.
Os numeros reais
constituem o modelo
matematico para as
medidas.

--—=—--

Vocé sabia? \
Ordenar os numeros .
reais aritmeticamente I
é como ordenar as .
palavras em um '
dicionario. _)

Notacdo: conjunto de si-
nais com que se faz uma
representacao ou desig-
nacao convencional.
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Modulo ou valor absoluto de um nimero real
O moédulo ou valor absoluto de um nimero real r, que representamos por |r|, € considerado igual a r
ser=0eiguala —rser<O0.Porexemplo:
a) |2| = 2, porque, neste caso,r =2e2>0
b) |0] = 0, porque, neste caso,r = 0
o) |-2| = —(-2) = 2,porquer = —2e-2<0

Resumindo, podemos escrever:

[f=rser=0 e |r|=-rser<0
Geometricamente, o modulo de um ndmero indica, na reta real orientada, S
a distancia desse nimero ao zero. g
distancia do 2 ao 0: 2 unidades — |2| = 2 unidades unidades
distancia do —3 ao 0: 3 unidades — |-3| =3
Veja outros exemplos:
2) Bl =3 9 |V2] = —(2) =2
b) [—6] = —(~6) =6 d)|o]=0
Observe que 0 médulo de um nimero real qualquer nunca é negativo, ou seja, € sempre positivo ou zero.
Exemplos:
a)2-15/=2-5=10 g) |3 — x| quandox =7

B—xI=B-7=|-4=
h) |x> — 3x — 10| quando x = 2
Q-3 —[+8/=3-8=-5 X2 —3x—10| = |4 — 6 —10| = |-12| =
d|-5+3|=1]-2/=2 i) |x*| comx IR
2 HRE— 2] — 2
e |-5| + Bl =5+3=38 Como x € R = x* = 0 e, pela definicao, |x*| = x*.

f) [(=5)(=4)| = [20] = 20

b) |7+ |2|=7+2=9

) |x—2|=x —25ex>2e
x=2|=-(x—-2)=2—xsex<?2

Distancia entre dois pontos na reta real orientada
Considerando a reta real orientada representada por:
q D A B

S —4 0 2

podemos determinar, pelo modulo, a distancia entre dois pontos dessa reta orientada fazendo a correspon-
déncia entre os pontos da reta e nUmeros reais:
adistanciaentre AeBéAB=|5—2|=[3| =3
adistanciaentreCe DéCD = |(—4) — (=5)| = 1| =1
adistanciaentre DeAéDA =2 —(-4)|=|6| =6
a distanciaentre Be Cé BC = |[(—5) — 5| = |-10| =10
Observe que:
adistanciaentre AeBéAB=|5—2|=|3| =3
adistanciaentreBe AéBA=2—-5/=|-3|=3
Logo, AB = BA.
() \/erifique outros exemplos e veja que essa desigualdade ocorre sempre.
De modo geral, € possivel demonstrar que:

Na reta real orientada, se a € a coordenada do ponto A e b é a coordenada do ponto B,
entdo a distancia entre A e B pode ser escrita por |a — b| ou |b — a|, que sdo iguais.
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s Exercicios

©p Atividade
@2 emdupla

©0p Atividade
@0 emequipe

ATENCAO!
Nao escreva
noseu livro!

Veja a resolucao do exercicio 11 no Manual do Professor.
1. Escreva no caderno, usando chaves, os seguintes
subconjuntos de IN. M(6) = {0, 6,

12,18, 24, 30,
a) M(6): conjunto dos maltiplos de 6. 36,42, ...}

b) D(6): conjunto dos divisores de 6.0(6) = {1, 2, 3, 6}

) A:conjuntodos nimeros primos menores do q]ue 20.
i . A=1{2,3,571,13,17,19}
d) C: conjunto dos nimeros naturais quadrados

perfeitos.c = {0,1,4,9,16,25,36,49, .} Goealtnoepora

o fato de que as reticéncias (...) dos itens a e d significam que ha
infinitos elementos nesses subconjuntos.
2. Represente no caderno o conjunto formado pelos

possiveis valores de x em cada item. (-10,1,2,3}

a) xENex<3{0,1,2} dxeZe-2<x<3
_ e) Nao
b)XEZE)({%Z,;I,O,1,...} e) xENex<0 ;7
) xENex<+ f) xE€Zex <0 valor
{0, 1} {w, =3,-2, -1} parax.

3. Formule uma situacdo-problema que envolva nu-

meros inteiros e dé para um colega resolver.
Resposta pessoal.

4. Copie e complete o diagrama a seguir no caderno,
colocando nele os simbolos dos conjuntos numéri-
cos N, Z e Q de forma adequada.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Depois distribua os seguintes nimeros nos locais
adequados:

— J’_ —
8 +7 3

5. Associe no caderno cada nimero racional abaixo a
letra correspondente marcada na reta numerada.

-05 12 0 -23 1% 0,555...

D E G B F AC
3 -2 -1 0 1 2 3
° ]i C ° i A ™ —L G ° _i E
5 3 10 4
® 25D ® (0,181818...58 @ 0,7 F

6. Dé arepresentacdo decimal dos seguintes niameros
racionais:

0,555... = 0,5
7 5 7 2 -
a) —0875  b) = o —14 d) 1=16
) < ) 2 ) < )15
7. Determine a geratriz % das seguintes dizimas
periodicas: 8
a) 0,333...% ) 0,242424... 3
b) 0,1666... — d) 0,125777... 283
6 2250

8. Coloque em ordem crescente os nimeros reais:

L 05 L. 2. 053,025

10 2’5

9. Identifique, sem fazer as contas, se a representacio
decimal dos nimeros dados sera exata, infinita pe-
riddica ou infinita nao periddica.

) 5 infinita periédica d) 23 infinita periédica
7 20
7 exata /

b) — e) V101 +5
40 infinita ndo periddica

1
125

:% Entre os nimeros reais —/3 e ++/5:

a) quantos nimeros naturais existem? E nimeros
inteiros?3; 4

b) quantos nimeros racionais existem? E nimeros
irracionais? Infinitos; infinitos.

¢ V17 infinita n3o periédicaf) exata

10.

22 Fazendo conjecturas com o uso da calculadora
Usem a calculadora, substituam x e y por nimeros
reais quaisquer varias vezes e verifiquem se as afir-
macoes abaixo sao verdadeiras:

l'"._"._"\
a) Vx Jy =Jyxy v i Vocé sabia?

i Conjecturar é levantar 1

o PP '
b) \/7 + \/7 =[x +_)/ . hipéteses, é inferir

= que algo é provavel.

.
Agora, elevem ambos os membros ao quadrado
nos itens a e b e verifiquem se suas conjecturas
estavam corretas.

1.

12. 2% Facam o que se pede.
a) Efetuem cada operacao:

o2+ 46 ®10 + 1222 ® 26 + 6086
®2+68 o6+ 1016 o8 + 816
o4+ 812 ® 100 + 200300

b) Notem que sé foram usados nimeros pares nas
operacoes acima. E sobre os resultados obtidos?
Ha algum padrao que pode ser percebido em

todos esses resultados? T0dos os resultados sao
ndmeros pares.

¢) Conjecturem uma regra para esse padrao (uma
hipotese sobre o padrao observado). Algo do tipo:

“sempre que...” ou “toda...”.
Veja a resolucdo dos itens c e d no Manual do Professor.
d) Lembrando que qualquer nimero par p sempre

pode ser escrito na forma p = 2n,em que n é natu-
ral, tentem provar a conjectura obtida no item c.

13. calcule:
a) |-7|7 e) |-9| + |76
b) |m— 3|« 3 f) —|-7-7
o |m=5/5-= g) |[—2+5|3 -

d) (=3)-]-5| 15 h) |2x—1|quandox = —5

14. Se P corresponde ao nimero —127, Q corresponde
ao numero 238 e M corresponde ao numero —31,

calcule PQ, PM e MQ. PQ = 365; PM = 96; MQ = 269

0,25<i<0,§<0,§<i<i
2 10 5
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Relacao de inclusao entre conjuntos

Dados os conjuntos A e B, se todo elemento de A for também elemento de B, A esta contidoem B e
escrevemos A C B, como ja estudamos na pagina 13.

Arelacao A C B chama-se relacao de inclusao.

Propriedades

A relacao de inclusao possui trés propriedades basicas. Dados os conjuntos A, B e C quaisquer de um
determinado universo U, temos:

1%) A C A (propriedade reflexiva).
2%) Se AC Be BC A, entdo A = B (propriedade antissimétrica).

3%)SeAC BeBCC( entao A C C (propriedade transitiva).

A propriedade antissimétrica € sempre usada quando se quer provar que dois conjuntos sao iguais. Para
provar que A = B, basta provar que A C B (todo elemento de A pertence a B) e que B C A (todo elemento de
B pertence a A).

A propriedade transitiva € fundamental nas deducdes. Na logica, ela € conhecida como uma forma de
raciocinio chamada silogismo. Por exemplo:

P: conjunto dos piauienses
B: conjunto dos brasileiros

s
S: conjunto dos sul-americanos B
o . o P
Todo piauiense € brasileiro. Q
Todo brasileiro € sul-americano.

Entao, todo piauiense é sul-americano.
SePCBeBCS, entdaoP CS.

Acompanhe outro exemplo:

IN: conjunto dos numeros naturais

Q: conjunto dos numeros racionais R

IR: conjunto dos nimeros reais lg
Todo numero natural é racional. Q
Todo numero racional é real.
Entao, todo numero natural é real.
SeNCQeQCIR,entaoNCR.

Complementar de um conjunto
Dado o universo U =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}e o conjunto A = {1,3,5,7},
A C U, dizemos que o complementar de A em relacaoa U € {0, 2, 4, 6, O complementar de um conjunto sé
8, 9}, ou seja, é o conjunto formado pelos elementos de U que nao tem sentido quando fixamos um
conjunto universo U.
pertencem a A.
De modo geral, dado um conjunto A, subconjunto de um universo

u
U, chama-se complementar de A em relacao a U o conjunto formado

pelos elementos de U que n3o pertencem a A; indica-se [ ou At ou A A

(I6-se complementar de A em relacao a U). Al

Logo,Atz{x|x€ Uex & A}

VatnN
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Propriedades
E possivel demonstrar a validade das seguintes propriedades:

13) (AE)E = A paratodo A C U (o complementar do complementar de um conjunto A é o préprio conjunto A).
22) Se A C B, entdo Bt C AL (se um conjunto esta contido em outro, seu complementar contém esse outro).
Escrevendo de outra forma, temos:
ACB=B'CA

De 13) e 23), conclui-se que:

al C [ Ao final deste capitulo existem alguns assuntos opcionais relacionados a esse tema.
3 ) ACBSB CA E a parte que envolve as relacdes logicas (implicacdes, contrapositiva, etc.).

@

15. Escreva no caderno trés conjuntos X tal que AC X, | 17. Copie o diagrama abaixo no caderno e hachure os

_ Exemplos: X ={2,3,4,5,6}; X = {2, 4, i ; ;
sendo A = {2, 4, 6}. 6 81X = (0.2.4,61: X 2124, 6 X = conjuntos fazendo uma figura para cada item.

=1{2,4,6,.5; X=NN. iy
16. Dados U =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},A={0,2,4,6,8}, A B
B=1{,3,579}eC =12, 4}, determine:

a) 4 {13,579}
b) C8 {0, 2,4, 6,8}
) £§{0,1,3,56,78,9} ¢

d) C§ {0,6,8} a) Cf b) BL

Veja a resolucao do exercicio 17 no Manual do Professor.
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Cc
u
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Operacdes entre conjuntos

Reuniao ou uniao de conjuntos A
» Vocé sabia?

e — e — — e —  — e — _\
Essa maneira de representar
conjuntos usando curvas
fechadas nao entrelacadas
chama-se diagrama de Venn
em homenagem ao seu
criador, o matematico John

Venn (1834-1923).

Dados dois conjuntos, Ae B,areuniasoAUBé !

o conjunto formado pelos elementos de A mais os !
elementos de B: '
AUB={x|x€AouxE€EB} I

Por exemplo,se A = {3,6} e B={5,6},entao A U .
B=13,5,6) |
I

I

© Schutz/Arquivo do fotégrafo

Observacao: Este “ou” da reunido nao é o “ou” de
exclusao da linguagem usual “vamos ao cinema ou
ao teatro”. Ele significa: sex € A U B,entaox € Aou
X € Bou x pertence a ambos, isto €, x € A U B quan- e professor dessa instituico.

do pelo menos uma das afirmacdes, x € A ou x € B, Fotografia de 2006. -)
é verdadeira. L s s s e — e ———-

Uma das janelas da Faculdade de
Gonville e Caius (Universidade de
Cambridge, situada na Inglaterra)
homenageia John Venn, estudante

Interseccao de conjuntos

Dados dois conjuntos, A e B, a interseccao A N B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem
simultaneamenteaAea B:
ANB={|xEAex€EB}

Porexemplo,se A ={2,4,6}e B=1{2,3,4,5},entaoAN B =1{2,4}.
Observacoes:

18) x € AN B quando as duas afirmacdes, x € A e x € B, sao simultaneamente verdadeiras.

29) Se AN B = J, entdo os conjuntos A e B sao chamados disjuntos.

~
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Propriedades da uniao e da interseccao
Dados trés conjuntos, A, B e C, valem as propriedades:
B)AUB=BUA U U

A—_B A—_B

AN B = BN A (comutativa)
2)(AUBUC=AU(BUCQ

(ANB)NC=AnN(BNC) (associativa) c c
3)ANBUC)=(ANB UANC AN(BUC ANBUMKNI

El H 0
AU (BNC)=(AUB)N (AUC) (distributiva) 3 propriedade, 1*item

4%) A C Béequivalentea A U B = Betambém é equivalenteaANB=A
B B

>
>

AUB=B ANB=A

s Constate a veracidade dessas propriedades representando os conjuntos por diagramas, como foi feito
com a 32 e a 42 propriedades.

Diferenca entre conjuntos

Dados os conjuntos A = {0, 1, 3, 6, 8, 9} e B = {1, 4, 9, 90}, podemos escrever o conjunto C formado pelos
elementos que pertencem a A, mas que nao pertencem a B. Assim, C = {0, 3, 6, 8.

O conjunto C é chamado diferenca entre A e B e é indicado por A — B (Ié-se A menos B).

De modo geral, escrevemos:

» Fique atento!
A—B:{x|x€Aex$B} i SeBCA,entioA—B=[5em =

! que (f significa o complementar "
Lde Bemrelacaoa A.

Nos diagramas abaixo, a diferenca A — B esta preenchida.

A A
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Exercicio resolvido

curso de Sistemas de Computacao; 500 optaram
pelo curso de Pedagogia; 300 afirmaram que fariam
Administracao e Sistemas de Computacao; 250 fa-

€ Resolvido passo a passo

1. (Uepa) De acordo com a reportagem da Revista VEJA

(edicao 2341), é possivel fazer gratuitamente curso
de graduacao pela Internet. Dentre os ofertados
temos os cursos de Administracdo (bacharelado),
Sistemas de Computacao (tecnélogo) e Pedagogia
(licenciatura). Uma pesquisa realizada com 1800 jo-
vens brasileiros sobre quais dos cursos ofertados
gostariam de fazer constatou que 800 optaram
pelo curso de Administracao; 600 optaram pelo

riam Administracao e Pedagogia; 150 fariam Siste-
mas de Computacao e Pedagogia e 100 dos jovens
entrevistados afirmaram que fariam os trés cursos.
Considerando os resultados dessa pesquisa, o nu-
mero de jovens que nao fariam nenhum dos cursos
elencados é:

a) 150 o) 350 e) 500
b) 250 d) 400

r~
E 30 ] Capitulo 1
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1. Lendo e compreendendo

a) O que é dado no problema?
A quantidade de jovens que participaram da pesqui-
sa, 0s cursos ofertados gratuitamente e as escolhas
feitas entre os trés cursos ofertados, sendo possivel
que cada jovem escolhesse mais de um curso.

b) O que se pede?
A quantidade de jovens, entre os entrevistados, que
nao optaram por nenhum dos trés cursos ofertados.

2. Planejando a solucao

E importante fazer uma nova leitura do problema,
organizando as informacdes para determinar a quan-
tidade de escolhas comuns e as exclusivas de cada
curso. Depois, adicionar o valor total de escolhas de
cada opcao (comum ou exclusiva) e subtrair essa soma
do total de jovens entrevistados. Para isso, o uso do
diagrama de Venn é uma 6tima ferramenta, pois au-
xilia na organizacao e obtencao das informacoes.

3. Executando o que foi planejado

Para representar a situacao por meio de um diagrama de
Venn, desenhamos um retangulo representando o con-
junto universo (total de 1800 jovens) e dentro dele trés
circulos representando cada um dos trés cursos. As re-
gides comuns entre os circulos representam as op¢oes de
curso em comum entre os ofertados. Dessa forma, tere-
mos oito regides distintas, conforme mostrado a seguir.
Sendo Pedagogia (P), Administracao (4) e Sistemas de
Computacao (C), temos:

Opgdes comunsaPeA Opcdes exclusivas

e que nao estao em C. deA
P A Opcbes comuns a
|~ -
Ae(Cequendo
- . estdao em P.
Opgoes exclusivas |
deP.
. N OpgoeAs comuns
. 1 aos trés cursos.
Opcdes exclusivas
deC.

Opcao em nenhum

Opcoes comunsaPe Ceque R
dos trés cursos.

nao estdo em A.

1% passo — A interseccao dos 3 conjuntos, alunos que
optaram pelos 3 cursos: 100
22 passo — Alunos que optaram por apenas 2 cursos:
a) Administracao e Pedagogia: 250 — 100 = 150
b) Administracdo e Sistemas de Computacao:
300 — 100 = 200
c) Pedagogia e Sistemas de Computacio:
150 — 100 =50
32 passo —Alunos que optaram por apenas 1 curso:
a) Pedagogia: 500 — (150 + 100 + 50) = 200

b) Administracdo: 800 — (150 + 100 + 200) = 350

c) Sistemas de Computacao:
600 — (50 + 100 + 200) = 250

42 passo — Alunos que nao optaram por nenhum dos
trés cursos ofertados: A soma de todos os niimeros
das sete regioes dos circulos representa a quantida-
de de jovens que optaram por pelo menos um curso:
200 + 50 + 250 + 150 + 100 + 200 + 350 = 1300.
Dessa forma, a quantidade de jovens que foram en-
trevistados e nao optaram por nenhum dos trés cursos
é obtida por: 1800 — 1300 = 500.
Observe o diagrama >

ao lado com os valo- A
res encontrados ja ﬂ
dispostos nas W
respectivas regioes 6@

dos circulos e w
universo. €

4. Verificando

Do diagrama de Venn, percebemos que sao 250 +
+ 200 + 350 + 500 = 1300 jovens que nao optaram
por Pedagogia.

Como Pedagogia teve 500 escolhas, entdao o nimero
de entrevistados confirma-se como sendo 1800. Par-
tindo desse valor e subtraindo 1300 — quantidade de
jovens que escolheram pelo menos um curso—temos

ue 500 nao o fizeram.
q a) 500 panfletos de

Pedagogia, 600 panfletos
de Sistemas de
Aresposta é a alternativa e. Computacio e 800

. panfletos de
6. Ampliando o problema ;. it acs0.

5. Emitindo a resposta

a) Se cada jovem, ao fazer uma opcao, a partir da
pesquisa, recebesse um panfleto falando sobre o
curso optado na pesquisa, quantos panfletos te-
riam que ser feitos para cada curso, objetivando
suprir todas as necessidades?

b) Determinada empresa especializada foi contratada
para realizar tal pesquisa. No contrato foi estabe-
lecido que ela recebesse 10 reais por jovem que
optasse pelos trés cursos concomitantemente, 5
reais por jovem que optasse por exatamente dois
cursos e 2 reais por jovem que optasse por somen-
te um dos cursos. Seria descontado 1real por jovem
que nao optasse por qualquer curso. Quanto a em-

presa que realizou a pesquisa recebeu?
) _ . R$4100,00 (100 - 10 + 400 - 5 +
C) Discussao em equipe +800-2—-500-1= 4100)

Troque ideias com seus colegas sobre a facilidade
de acesso a cursos de graduacao via internet, ou
seja, a distancia. Conversem também sobre mu-
dancas de habito causadas pela internet e pelas
novas tecnologias, discutindo possiveis vantagens
e desvantagens do ensino a distancia.

~
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18.

{,

19.

21.

23.

20.

22.

24.

25.

®

Veja a resolucao dos exercicios 23 e 26 no Manual do Professor.
Dados os conjuntos A = {0, 3,4,5,6,7,8}, B={2, 4,
5, 6,9te C=10,3,6,9,10}, determine:

a) AUB o AUC e%Aﬂ(BﬂC){G}
2,3,4,5,6,7,8,9} {0,3,4,5,6,7,8,9,10
b))ANB ) (ANBUC
{4,5, 6} {0,3,4,5,6,9,10}
Dados os conjuntos A = {a, b, ¢, d, e, f, g}, B=1{b, d,

g, h, it e C ={e, f, m, n}, determine:

a)A_B{a,C,e,f} C)B_A{h,l}
b) B—Cs d) (A—B)U (B—A)
{a,cefhi}
Com os conjuntos numéricos dados, efetuem as

operacoes de uniao e interseccao:

a) ZeQ ~ b)QeR
2UQ=QezNQ=2 QUR=ReQNR=Q

Determinem:
a) NUZ z
b) (NNQ)UZz

0 (NUZ)UQ 0
d) (ZNN)NQ N

Indique no caderno, simbolicamente, a parte colo-
rida em cada diagrama:

—U-
a) A B

N R —
b) A B

C
(AuB)NCou
(ANnAuBNo

Copie o diagrama ao lado no

caderno e hachure os conjun-

tos, fazendo uma figura para
cada item.

a)A—B
b)A—C

(A
(A

> DC

Um professor de Lingua Portuguesa sugeriu em
uma sala de aula a leitura dos livros Helena, de
Machado de Assis, e Iracema, de José de Alencar.
Vinte alunos leram Helena, 15 leram so6 Iracema,
10 leram os dois livros e 15 ndo leram nenhum
deles.

a) Quantos alunos leram Iracema? 25 alunos.
b) Quantos alunos leram s6 Helena? 10 alunos.
¢) Qual é o nimero de alunos nessa sala? 50 alunos.

Uma pesquisa mostrou que 33% dos entrevistados
leem o jornal A, 29% leem o jornal B, 22% leem o
jornal C,13% leem A e B, 6% leem Be C,14% leem A

e Ce 6% leem os trés jornais. 13,
a) Quanto por cento ndo Ié nenhum desses jornais?

b) Quanto por cento |é os jornais A e Be nao & C?7%

¢) Quanto por cento & pelo menos um jornal? 57%

26. Nainternet, sites de busca permitem que o internau-
ta faca combinacoes entre as palavras que devem
ser pesquisadas para obter os resultados desejados.
Em geral, as regras de procura sao as seguintes:
® Quando as palavras sao digitadas com um espaco
entre elas, a busca é feita por uma palavra e a outra
palavra. Por exemplo, digitando amor esperanca
serao procurados apenas os sites que contenham
ao mesmo tempo as palavras “amor” e “esperanca”.

® Quando se usa um sinal de — (menos) na frente
de determinada palavra, a busca é feita excluindo-
-se os sites que contenham tal palavra. Por exem-
plo, digitando amor—esperanca serao procurados
os sites que contenham a palavra “amor”, mas que
nao contenham a palavra “esperanca”.

Com base nessas palavras, considere que um ra-
paz tenha feito a seguinte pesquisa: amor bele-
za—-desespero.

No diagrama de Venn abaixo, considere que os sites
com as palavras Amor, Beleza e Desespero estao re-
presentados como conjuntos com a inicial da palavra,
ou seja, ao conjunto A pertencem todos os tipos de
sites que contém a pa-

lavra Amor, e assim por B

diante. Copie o diagra-
ma em seu caderno e
pinte as regides que
representam correta-
mente o resultado da
busca feita pelo rapaz.

27. Em uma pesquisa feita com 1000 familias para ve-
rificar a audiéncia dos programas de televisao, fo-
ram obtidos os seguintes resultados: 510 familias
assistem ao programa A, 305 assistem ao programa
Be 386 assistem ao programa C. Sabe-se ainda que
180 familias assistem aos programas A e B, 60 as-
sistem aos programas Be C, 25 assistemaAeCe 10

familias assistem aos trés programas.

a) Quantas familias ndo assistem a nenhum desses
programas? 54 familias.
b) Quantas familias assistem somente ao programa A?
. ~ . 315 familias.
¢) Quantas familias ndo assistem nem ao programa

A nem ao programa B?365 familias.

Em um levantamento entre 100 estudantes sobre

o estudo de idiomas, foram obtidos os seguintes

resultados: 41 estudam inglés, 29 estudam fran-

cés e 26 estudam espanhol; 15 estudam inglés e

francés, 8 estudam francés e espanhol, 19 estudam

inglés e espanhol; 5 estudam os trés idiomas.

a) Quantos estudantes ndo estudam nenhum des-
ses idiomas? 41estudantes.

b) Quantos estudantes estudam apenas um desses
idiomas? 27 estudantes.

28.

(29
32
N
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Oriente as duplas a tentar encontrar a solucao dessas situacdes. Para isso, disponibilize alguns minutos de troca de ideias. Depois, pergunte os resultados
obtidos e, principalmente, como chegaram a eles. Caso alguns alunos ndo encontrem a solucao, resolva as situacdes no quadro de giz. Depois, peca que
tentem generalizar a situacao, criando uma “férmula” para ela.

Numero de elementos da unido de conjuntos
() \/amos estudar como obter o nimero de elementos da unido de conjuntos. Para isso, forme uma dupla
com um colega e tentem resolver as duas situacoes propostas a seguir:
18) Em uma sala de aula com 50 alunos foi feita a seguinte pergunta: “Quem gosta de futebol?” e
40 alunos levantaram o braco. Depois de abaixados os bracos, perguntou-se: “Quem gosta de vélei?”
e 30 alunos levantaram o braco. Nenhum aluno deixou de levantar o braco.
a) Como é possivel 40 alunos gostarem de futebol e 30 alunos de vélei (40 + 30 = 70) se apenas 50 pes-
s0as estavam na sala? Alguns alunos levantaram o braco duas vezes.
b) Quantos responderam que gostam dos dois esportes? 20 alunos.
22) Em outra classe com x alunos repetiu-se a pergunta: “Quem gosta de futebol?” e 30 alunos levantaram
o braco. Depois de abaixados os bracos, também se perguntou: “Quem gosta de volei?” e 25 alunos
levantaram o braco. Nenhum aluno deixou de levantar o braco e 10 levantaram o braco duas vezes.
De acordo com essas informacdes, determine quantos alunos estavam na sala. 45 alunos.

Agora, consideremos A o conjunto dos nimeros impares de 0 a 10 e B o conjunto dos numeros primos
de 0 a10. Entao:
A=1{1,3,579}= n(A) =5 (n(A) significa “nimero de elementos do conjunto A”)
B={,357=n(B) =4
ANB=1{3757 # = n(AN B) =3 (nimero de elementos da interseccao A N B é igual a 3)
AUB=1{,2,3579=nAUB) =6

Observe que n(A U B) # n(A) + n(B), pois ha trés elementos comuns a ambos os conjuntos [n(A N B) = 3].

Assim:
6 = 5 + 4 - 3
¥ ¥ ] ¥
nNAUB) = n(d + nB) —nlANB)

De modo geral, quando A e B sao conjuntos finitos, tem-se:

n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)

Demonstracdo:
Observe que n(A) inclui n(A N B) e n(B) também inclui n(A N B):

A B

Banco de imagens/Arquivo da editora

ANB

n(A U B) = [n(4) — nfAfTB]] + nlA-A B8] + [n(B) — n(A N B)] =
= n(A U B) =n(A) + n(B) — n(A N B)
No caso particular de A N B = J, temos: n(A U B) = n(A) + n(B), pois n(A N B) = 0.

Observacao: No caso de trés conjuntos, A, B e C, € possivel provar que a formula que indica o nimero de
elementos da uniacAUB U Cé:

NAUBUC)=n(A)+nB)+nlC)—n(ANB) —nBNC)—nlANC)+nANBNC)

—) Agora, usando as férmulas, verifique se a sua dupla acertou as respostas das situacoes propostas acima.

-~
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Exercicios resolvidos

2.

Em uma sala de aula, 10 alunos gostam de Mate-
matica, 16 gostam de Arte, 5 gostam das duas dis-
ciplinas e 8 nao responderam. Quantos alunos ha
nessa sala?

Resolucao:

A: alunos que gostam de Matematica

B: alunos que gostam de Arte

A N B: alunos que gostam de ambas as matérias
AU B: alunos que gostam de Matematica ou Arte
n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)
nAUB) =10 +16 — 5 = 21

Entao, os alunos que gostam de Matematica ou de

Arte sao 21. Com os 8 que nao responderam, temos
29 alunos nessa sala.

3.

Das 40 pessoas que participaram de uma pesquisa,
30 gostam do jornal A, 20 gostam do jornal Be 5 nao
gostam de nenhum jornal. Qual é a quantidade de
pessoas que gostam dos dois jornais?

Resolucao:

A: pessoas que gostam do jornal A

B: pessoas que gostam do jornal B

A N B: pessoas que gostam de ambos os jornais

A U B: pessoas que gostam do jornal A ou do jor-
nal B

nAUB)=40—-5=35

n(A U B) = n(A) + n(B) — n(A N B)
35=30+20—x=>x=15

Entao, sao 15 pessoas que gostam dos dois jornais.

a Exercicios

29.

30.

@

Se n(A U B) =14, n(A) =10, n(B) = 9, determine
n(A N B).5

Uma prova com duas questdes foi dada a uma clas-
se de 40 alunos. Dez alunos acertaram as duas ques-
toes, 25 acertaram a primeira questao e 20 acerta-
ram a segunda questao. Quantos alunos erraram
as duas questoes? 5 alunos.

31.

32.

Se n(A) =18, n(B) = 23, n(A N B) = 7, determine
n(A U B). 34

Em uma pesquisa com 83 pessoas sobre programas
detelevisao, 41 responderam que gostam do progra-
ma A, 56 que gostam do programa B e 7 que
nao gostam de nenhum deles. Quantos pesquisados
gostam de ambos os programas? 21 pesquisados.

(/-W\ .
(9, Intervalos reais

Certos subconjuntos de IR, determinados por desigualdades, tém grande importancia na Matematica:

sao os intervalos. Assim, dados dois numeros reais, a e b, com a < b, tem-se:

a) Intervalo aberto

b) Intervalo fechado

c) Intervalo fechado a esquerda e aberto a direita

~=
(34 ) Capitulo1

N s

(@b)={x€ER|a<x<b}

[a,b] ={x ER|a<x=<b}

» Vocé sabia?

1+ Abolinha vazia (°) indica 1
I que o extremo nao

. pertence ao intervalo.

I * Abolinha cheia (®) indica
. queoextremo pertence !
' 3o intervalo.

[a,b) ={x ER|a<x<b}




s Exercicios

d) Intervalo fechado a direita e aberto a esquerda

e) Semirreta esquerda, fechada, de origem b

f) Semirreta esquerda, aberta, de origem b

g) Semirreta direita, fechada, de origem a

h) Semirreta direita, aberta, de origem a

i) Reta real

Observacoes:
a

(—w b]={xER|x=<b}

(—oob) ={x ER | x < b}

[a, +0) = {x ER | x = a}

(@, +o) ={x ER | x>a}

(@ b]l=xeR|a<x<b}

l'___\
Vocé sabia?

O “oito deitado” é o simbolo
que representa o infinito ().
Esse simbolo foi proposto
pelo matematico inglés John
Wallis (1616-1703) em 1655,
em seu tratado De sectionibus
conicis nova methodo
expositis tractatus
(Estabelecendo um novo
método de tratamento de
seccoes conicas), no qual o
autor declara: “Isto, pois,
denota o numero infinito”.

O simbolo matematico que
representa o infinito tem a
forma de uma curva
chamada lemniscata de
Bernoulli. Nao sabemos ao
certo de onde Wallis obteve
essa ideia, porém alguns
pesquisadores acreditam que
tenha sido inspirada em uma
antiga notagao romana para
o numero 1000 (CID), ou em
uma variante da letra grega
omega minuscula ().

e s — e —

(=05 +o0) = R

19) —oo e +o0 ndo sao nimeros reais; apenas fazem parte das notacdes de intervalos ilimitados.

27) Qualquer intervalo de extremos a e b, com a # b, contém niimeros racionais e irracionais.

32) Ha outras formas de representar intervalos abertos, usando colchetes em vez de parénteses. Por exemplo:

* (a,b] = ]a, b]

*(a,b)=]a, b

33. Escreva no caderno os intervalos representados

graficamente:
a) - S [~4,2]
b) ) (1, + )
8] 1 (==,1]
d) 1

3 1

% (2 '3}

O 5 % 5,45 ]
) 0,75 0,9 (0,75;0,90)

Veja a resolucdo do exercicio 34 no Manual do Professor.

34. No caderno, represente graficamente na reta real
os seguintes intervalos:

a) xeER|-1<x<3}
b) (=, 2]

1
I [-23]
35. Classifique as seguintes afirmacdes em verdadeiras
ou falsas: y
a) 2€[2,6]v d) 3¢ xER|3<x<4}
b) —1€ (=5 —1)F e) {2,5} C [0, +x)v
 OEXER| 1<x<Tv

dxeER|2<sx<T}
e) xER|x < —4}

f) [0, 6)
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Operacées com intervalos
Como intervalos sao subconjuntos de IR, é possivel fazer operacoes com eles.
As operacoes de interseccao, uniao, diferenca e complementar serao apresentadas

por

Exercicio resolvido

4. DadosA={x€R|-1<x<1eB=[0,5),determine:

{3, 5} representa o conjunto dos elementos 3 e 5.
(3, 5) representa o conjunto dos niimeros reais entre 3 e 5 e também

meio de exercicios resolvidos.

representa o par ordenado de abscissa 3 e ordenada 5.
[3, 5] representa o conjunto dos nimeros reais de 3até 5. « para refletir

N

I Analise os possiveis 1
! significados de {3, 5}, !
= (3,5 e[3,5]

L

a)ANB b) AUB A-B d) (2
Resolucao:
a)ANB
= 1
A l
B :
o : 5
ANB : . 1 5 ANB={xER|0<x<T1=10,)
b) AUB
=i 1
A '
B !
! 0 ?
AUB 1 5 AUB={ER|-1<x<5=(-1,5)
) A—-B
—1 1
A '
B
0 5
A-B 1 8 : A-B={xER|-1<x<0}=(-1,0)
d) C3
% nao se define, pois A ¢ B.
36. Dados os conjuntos a seguir, determine o que se | 38. Dados os intervalos A =[—1,4],B=1,5],C =[2, 4]
pede: e D = (1, 3], verifique se 1 pertence ao conjunto
ANB=[3,4;AUB=[2,6]eA—B=][23) _
a) A=, 4]eB=[3,6:ANBAUBeA—B (AN B)—(C— D) sim.
o _ ®@e Veja aresolucdo do exercicio 39 no Manual do Professor.
b)A=ixER|x<4feB={xER|[x<T:AUBe | 39 &% 0 diagrama de Venn para os conjuntos A, B e C
BNA AUB=(-=4eANnB=(-x1) decompde o plano em oito regides. Desenhem o
) A=[-2,0)eB=[-1,+x):AUBeANB diagrama, numerem as regioes e exprimam cada
AUB=[72 +=)eAnE=[-10) um dos conjuntos abaixo como reuniao de algumas
37. DadosA = (-5,2],B=[-6,6]e C=(—%,2],calcule: dessas regides.
a) AUBUC (6]  (AUB NCI[-62] a) (AtuB)t
b) ANBNCI(-52] d)AN(BUCQC) (-5 2] b) (AbuB)UCt

2 \
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rﬂ‘ . _ . .
(10, Situacées-problema envolvendo nimeros reais,

grandezas e medidas

Os numeros estao presentes em praticamente todas as situacoes de nossa vida. A seguir, apresentamos
alguns exercicios e situacoes-problema que ilustram isso. Eles podem ser resolvidos em duplas.

®

40. Arredondamento, cdlculo mental e resultado aproximado
Em uma fazenda, foram colhidas 1123 caixas de la-
ranjas em um més e 783 caixas no més seguinte.
Nesses dois meses, aproximadamente, quantas
caixas de laranjas foram colhidas? Como se quer
aproximadamente o nimero de caixas, podemos
arredondar os nimeros e somar.

arredondamos
1123 > 1100
arredondamos _
+ 783 ~ + 800
resultado
1900 aproximado

Nesses dois meses foram colhidas, aproximadamen-
te, 1900 caixas de laranjas. Arredonde, encontre o
resultado aproximado e indique a resposta que vocé
acha mais provavel. Em seguida, confira o resultado
com os de seus colegas.

130 55x
a) 48 +71 Z—10« ) 95— 39 4
~ ~
10 65
300 8
- -
b) 3 %297 Z— f) 402:5 =80
) < 600 ) <~ 80x
900 800
5x 220
c) 908:201 {10 g) 79+ 122 210
50 200 x
160 350x
d) 39 x41 = 600y h) 502 — 149 450
~ ~
16 000 400
1. Arredondamentos

Faca arredondamentos e identifique apenas o valor
mais adequado a cada questao.

Desconto de 9% .~ R$ 20,00

2 emR$29800 Ei Z%gg"
49% de uma - 70 000 habitantes x

b) populacao de
141200 habitantes

22% de um

Preco de um produto que =
custava R$ 80,50 e aumentou 1%

Z 50 000 habitantes

80 000 habitantes
50 km

=100 kmx

percurso de 503 km ™ 54 km

R$ 180,00
/R$ 95,00
R$ 88,00x

42. Ascalculadoras s3o usadas para auxiliar a fazer cal-
culos complexos mais rapidamente do que utilizan-
do caneta e papel. Quando a calculadora tem teclas
de memoria, os niUmeros podem ser armazenados
para serem usados posteriormente.

Examine o significado de algumas teclas:

: coloca um niimero na memoria

: retira um nimero da memoria
: busca um niimero na memoria
:apaga a memoria

Vamos calcular o valor desta expressao usando as
teclas de memoria: (2496 : 32) + (6 298 : 94).

2096326 2os )+ e A=) =5
Agora, use a calculadora para determinar o valor de:
a) (3612 :86)- (1377 :51) 1134
b) (712 - 34) + (3 455 — 219) 27 444
Q) (756 + 24) - (912 : 304) 2340

43. A polegada é uma unidade de medida de compri-
mentoinglesa equivalente a 25 mm.Onome
“polegada” vem de “polegar” e:

1polegada = 25mm = 2,5cm.

|
Centimetros: 0 1 2 3 4 5

Arquivo da editora

llustragoes: Dam d'Souza/

Polegadas:

N

| | |
113
4 2 4
Observe as figuras acima e responda no caderno:
a) Qualéamedidado parafuso dafiguraem ?olegadas?
olegada
b) Um parafuso com 2— polegadas mede mais ou
menos do que 6 cm? Menos.
¢) Em 1 metro ha quantas polegadas? 40 polegadas
d) Qual é o diametro, em milimetros, de um cano

de % de polegada? 18,75 mm

A
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Um pouco mais... @ opciona ®
\

Relacao de inclusao e implicacao légica

Estudamos que uma propriedade pode ser expressa por um conjunto. Vamos considerar
A o conjunto dos elementos de um certo universo U que possuem a propriedade p, e B o
conjunto dos elementos desse mesmo universo que possuem a propriedade q. Quando dize-
MOS qUE: e e e ——— — s ——

r
» Fique atento! )|
p=q (P imp|ica g ou p acarreta Cl), ' Aimplicaﬁéop:,sqtambém pode ser lida assim: =
* se p,entao g;
. » * pécondicao suficiente para g; .
estamos dizendo que A C B. i_ q é condicio necessaria para p. )
Exemplos:

a) No universo dos numeros naturais, vamos considerar as propriedades:
® p: n € um numero natural que termina com 3;

® g: n € um ndmero natural impar.
EntdaoA ={3,13,23,33,..},B=1{,3,57,9,1,13,..}ep=qgouA CB.

b) Consideremos, no universo dos quadrilateros, as propriedades:
e p: ser quadrilatero com quatro lados de mesma medida;

e g: ser quadrilatero com lados opostos paralelos.

Nesse caso, A € o conjunto dos losangos e B € o conjunto dos paralelogramos e, portanto, A C B.
Logo, p = g, ou seja, ser losango implica ser paralelogramo, ou, ainda, se um quadrilatero € losan-
go, entao ele é paralelogramo.

) Se dois nimeros inteiros, a e b, sao pares, entao seu produto é par.

Nesse caso, temos um teorema (proposicao que devemos demonstrar) em que a hipétese é “a
e b sao dois nimeros pares inteiros quaisquer” e a tese é “o produto a - b é par”.

Vamos fazer a demonstracao ou prova, que consiste em uma sequéncia finita de passagens l6gi-
cas que permite, a partir da hipdtese (p), chegar a tese (q).

Hipotese p: a e b sao numeros pares inteiros quaisquer
Teseg:a - b é par

Vamos demonstrar que p = q.

Demonstracdo:

Como a é um numero inteiro par, é da forma a = 2n (n € 7).
Como b é um numero inteiro par, é da forma b = 2m (m € 7).
Assim,

a-b=2n'2m=4nm=2-2_nkfrg=2'k(kEZ)
a-b=2k(kez)

Logo, a - b € par, como queriamos demonstrar.

m(@) Agora é com vocé. Demonstre que, se dois nimeros inteiros a e b sdo impares, entao seu produ-

toa - b éimpar. Lembre-se de que um nimero inteiro impar qualquer pode ser escrito na forma
a=2n+1 (I’T c Z) Trabalhe com os alunos o fato de que, para mostrar que uma afirmacao é falsa, basta dar um

" contraexemplo. Por exemplo: A soma de dois nimeros impares é impar? Ndo: 3 + 5 = 8 =
impar impar par

VatnN
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Reciproca de uma implicacao légica e equivaléncia

Dada a implicacdao p = g, chamamos de sua reciproca a implicacao g = p. Observe que nem
sempre a reciproca de uma implicacdao verdadeira € também verdadeira. No exemplo b, dado ante-
riormente, temos que p = q € verdadeira, pois todo losango € um paralelogramo, mas sua reciproca
q = p € falsa, pois nem todo paralelogramo é um losango.

Quando a implicacao p = q e sua reciproca g = p sao ambas verdadeiras, escrevemos p < g e
lemos: p é equivalente a g ou p se, e somente se, g ou p € condicao necessaria e suficiente para g.

Por exemplo:

p: propriedade de um nimero natural x ser igual a 2 (x = 2)
q: propriedade de o dobro desse x ser igual a 4 (2x = 4)
® p = q, pois, se x = 2, multiplicamos ambos os membros da igualdade por 2 e obtemos 2x = 4.

® g = p, pois, se 2x = 4, dividimos ambos os membros da igualdade por 2 e obtemos x = 2.

Assim, p = q e q = p sao verdadeiras.

Logo, p & g e podemos escrever X = 2 < 2x = 4.

Contrapositiva

Ja estudamos que, se p € a propriedade que define o conjunto A e g € a propriedade que define o
conjunto B, dizer que A C B € o mesmo que dizer que p = g (p implica g).

Vamos representar por p’ a negacao de p e por q’ a negacao de g. Assim, dizer que um objeto x
goza da propriedade p’ significa afirmar que x ndo goza da propriedade p (isso vale também para q’
em relacao a g). Dessa forma, podemos escrever a equivaléncia:

ACBoBCA
da seguinte maneira:
p=qse esomentese, q' =p’
ou seja, a implicacdo p = q (p implica g) é equivalente a esta outra implicacdo: g’ = p’ (a negacao
de g implica a negacao de p).
A'implicacao q' = p' chama-se contrapositiva da implicacao p = g.

Por exemplo, consideremos o universo U o conjunto dos quadrilateros convexos, p a propriedade
de um quadrilatero x ser losango e g a propriedade de um quadrilatero x ser paralelogramo. Assim,
p' € a propriedade de um quadrilatero convexo nao ser losango, e g’ € a propriedade de um quadri-
latero convexo nao ser paralelogramo.

Logo: I-Pa.ra refletir |
1 ) S 3 . le| O que é um poligono .
(1) p = g: se x é losango, entao x é paralelogramo. convexo?

L e — - -
(2) g’ = p': se x nao é paralelogramo, entdo x ndo é losango.  Poligono convexo é um poligono cujos angulos
internos sao todos menores que 180°.

As afirmacoes (1) e (2) sao equivalentes, isto é, sdo duas maneiras diferentes de dizer a mesma
coisa.

Conjuntos numéricos
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Tabua com escrita cuneiforme, feita no século XIX a.C., medindo
7,8 cm X 4,7 cm X 1,8 cm. Representa a tabela de multiplicacao por 72,
uma evidéncia de que os babildnicos ja utilizavam a ideia de funcdo.
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(1, Um pouco da histéria das funcoes

O conceito de funcao € um dos mais importantes da Matematica e ocupa lugar | Fendmeno: fato ou
de destaque em varios de seus campos, bem como em outras areas do conhecimen- séi':itf?codsu;”;s;ii’i
to. E muito comum e conveniente expressar fenémenos fisicos, biologicos, sociais, descrito e explicado
etc. por meio de funcoes. cientificamente.

Os numeros naturais (inteiros positivos) e as razoes entre eles (racionais) eram os Unicos tipos de nu-
meros trabalhados pelos gregos até o século V a.C. Eles acreditavam que esses nimeros fossem suficien-
tes para comparar duas grandezas quaisquer de mesma espécie —
comprimentos, areas, volumes, etc.

Quando apareceram as funcoes?

O conceito de funcao aparece, de forma intuitiva, desde a Anti-
guidade. De fato, qualquer tabela que relaciona os valores de duas
grandezas variaveis ¢ uma funcao. Um dos melhores exemplos de
uma funcao no periodo antigo deve-se a Claudio Ptolomeu, cientista
do século Il que viveu em Alexandria durante o periodo romano. Pto-
lomeu elaborou a famosa Tabela de Cordas, que foi um instrumento
fundamental para calculos de astronomia e de navegacao.

Essa tabela foi construida considerando uma semicircunferéncia com
diametro de 120 unidades e que, para cada angulo central «, associava o

comprimento L da corda correspondente, como na figura a seguir. Retrato de Claudio Ptolomeu, cientista
grego (90-168).

© Tabela de cordas
a () L (unidades)
:?f 18,5 19,27
5 70 68,86
£ 1
2 - y
120 14 100,67

Fonte: Dados experimentais.

Na tabela de cordas de Ptolomeu, os angulos sao expressos em graus, com variacao de meio grau de um
valor para o seguinte, e o comprimento da corda é determinado na semicircunferéncia em funcao de um
angulo entre 0° e 180°. Veja alguns valores na tabela acima.

Hoje, sabemos que existe uma férmula que permite calcular para cada valor de « o comprimento L da
corda, mas naquele tempo nao estava bem definido o conceito de “férmula”.

A palavra funcao, no sentido que usamos hoje, aparece pela primeira vez em correspondéncias entre dois
grandes matematicos: o suico Jean Bernoulli e o alemao Gottfried Leibniz. Inicialmente Leibniz dizia, falando
de um problema de geometria, que certos elementos devem ter alguma funcao. As cartas continuaram e, em
uma carta de Bernoulli para Leibniz no ano de 1698, aparece a frase:

“.. funcao é uma quantidade que de alguma maneira é formada por quantidades indeterminadas e
quantidades constantes”.

E Leibniz responde:

“.. e eu estou contente em ver que vocé usou o termo funcao de acordo com o meu sentido”.

(a1 )
Funcdes kl{ )
N/
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E interessante observar que a frase de Bernoulli de mais de
400 anos atras exprime muito bem o que n6s entendemos como
uma funcao atualmente.

Nos anos posteriores a conversa de Bernoulli e Leibniz, as
funcoes tornaram-se objetos comuns em toda a Matematica.

No século XVIII, o matematico suico Leonard Euler deu grandes
contribuicdes para que esse conceito ficasse bem definido e
fosse utilizado de forma precisa. E atribuida a Euler a represen-
tacdo de uma funcao pela notacao f(x) (Ié-se: f de x).

© Science Source/Diomedia/Museu de Arte de Basel, Suica.

No século XIX, o matematico alemao Lejeune Dirichlet escreveu
uma primeira definicao de funcao muito semelhante aquela
que usamos atualmente:

“Uma variavel y se diz funcao de uma variavel x se, para todo  Retrato de Leonhard Euler, matematico suico
(1707-1783). Pastel sobre papel, 47 cm X 44 cm.

valor atribuido a x, corresponde, por alguma lei ou regra,
um Unico valor de y. Nesse caso, x denomina-se variavel
independente, e y, variavel dependente”.

No fim do século XIX, com a disseminacao da linguagem dos
conjuntos, tornou-se possivel a definicao formal do conceito
de funcao por meio de conjuntos:

Hulton Archive/Stringer/Getty Images

“Dados os conjuntos X e ¥, uma funcao f: X — Y (Ié-se: uma
funcado de X em Y) é uma regra que determina como associar a
cada elemento x € X um Unicoy = f(x) € YV”.

Retrato de Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet,
matemdtico alemdo (1805-1859).

Banco de imagens/Arquivo da editora

(<) Junte-se com um colega e tentem responder as seguintes
questoes.

Reproducao/Universidade de Basel, Suica.

a) Qual é avariavel independente e qual é a varidvel depen-
dente quando representamos a velocidade alcancada
porv Zf(t)? t é avariavel independente e v é a varidvel dependente.

b) Qual é a varidvel independente e qual é a variavel de-
s iavel independenteeméa
endente em m = f(p)? " © 2 vanavelindep
P f( ) variavel dependente.
c) Nafuncdof:A— B,emquea € Aeb € B, qual é a variavel

independente e qual é a variavel dependente? B
a é a variavel independente e b é a varidvel dependente. —

d) Existe diferenca em escrever a = f(b) e b = f(a)?  RetratodeJean Bernoulli, matemético suico (1667-1748).

- Sim, no primeiro caso, a varia em funcéo de b (b é variavel 2
JUStIfIq ue. independente) e, no segundo caso, é o contrario, b varia Oléo sobre tela, 82,5 cm X 65 cm.

em funcdo de a (a é variavel independente).

~
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Gottfried Leibniz

Leibniz nasceu em Leipzig (Alemanha), em
1646, e desde cedo mostrou grande capacida-
de para aprender coisas muito diferentes. En-
trou para a escola aos 7 anos e em pouco tem-
po aprendeu a ler, escrever e falar latim e, aos
12 anos, também lia e falava grego. Em casa lia
os livros de seu pai (falecido quando ele tinha
6 anos), que tinha sido professor de Filosofia e
teve despertado grande interesse por essa ma-
téria. Entrou para a universidade aos 14 anos,
estudou Direito, Teologia, Filosofia e, aos 17
anos, obteve o titulo de bacharel em Direito.

Leibniz recusou o convite para ser pro-
fessor de Direito na sua cidade, mudou-se
para Nuremberg (Alemanha) e, aos 21anos,
tinha obtido o grau de doutor em Filosofia
na universidade de Altdorf.

Até ai percebemos em Leibniz um gran-
de interesse e envolvimento com o estudo
das ciéncias humanas; entdo, como ele de-

Roger Viollet/Getty Images

Gravura de Gottfried Wilhelm von Leibniz, matematico alemao (1646-1716).

Técnica de litografia.

senvolveu suas habilidades em Matematica, as quais o levariam a se tornar um grande matematico?
A resposta € que Leibniz estudou Matematica na universidade e sempre esteve aprendendo coisas
novas durante o tempo em que cursava o doutorado, tendo, inclusive, publicado seu primeiro livro
(Dissertacdo sobre a arte da combinatdria) um ano antes de obter seu grau de doutor. Em seguida, Leibniz
entrou para o servico diplomatico e por isso viajou muito. Uma vez em Paris (Franca), Leibniz encontrou
o matematico e fisico holandés Christiaan Huygens, manifestou a ele o seu desejo de tornar-se mate-
matico e logo comecou a estudar com ele, o que foi muito importante para o seu desenvolvimento na
area. Veja na pagina 141 um dos trabalhos matematicos de Huygens.

Retrato de Christiaan Huygens,
matematico holandés (1629-1695). Oleo
sobre papel em painel, 30 cm X 24 cm.

Reproducao/KRD - Instituto de Arte e Histéria da Holanda.
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Leibniz tornou-se muito conhecido pela descoberta do Calculo Diferencial e Integral, que realizou alguns
anos depois de Newton, mas de forma totalmente independente. Também tornou-se conhecido por inventar
uma maquina de calcular. O projeto e o desenho foram feitos em 1671, e dois anos depois ela estava construida,
fazendo enorme sucesso, pois efetuava as quatro operacdes com nimeros grandes e bem rapido.

Veja abaixo uma fotografia da maquina de calcular desenvolvida por Leibniz.

© Science Museum London/Diomedia/Acervo da Biblioteca Estadual de Hanover, Alemanha.

Méquina de calcular desenvolvida por Leibniz. Acervo Biblioteca Estadual de Hanover, Alemanha. Fotografia de 1894.

Huygens, o professor de Leibniz, tinha proposto a ele calcular a seguinte soma:

! + ! + ! + ! +...+ 71
1-2 2-3 3-4 4.5 99 - 100
Leibniz ja tinha desenvolvido sua maquina de calcular; mesmo assim, daria um enorme trabalho
caledlar +~ + -+ Loy 14 4 1
2 6 12 20 9900

Entretanto, Leibniz deu a resposta rapidamente, porque foi muito esperto. Veja o que ele pensou:

< . 1
Cada fracao é do tipo T ET
Porém,# - 1__1 . (Verifique isso reduzindo ao mesmo denominador.)
nn+1) n n+1
Portanto, a soma que o professor Huygens pediu é igual a:
L L
1 2 2 3 3 4 4 5 99 100

Logo, podemos eliminar as fracdes opostas:

AR ATA %%%%@%%%

Simplificando o resultado, temos: 1 — =~ 10 1 _ 99 = 0,99.

100 100 100 100

Que ideia genial, nao?

Provavelmente vocé ja estudou nocoes de funcoes no Ensino Fundamental. Em razao da importancia do
conceito de funcao, faremos um estudo mais detalhado no Ensino Médio. Inicialmente, estudaremos as ideias
intuitivas ligadas a nocao de funcao e, em seguida, vamos aprofundar e estudar formalmente esse impor-
tante conceito.

qu‘" Capitulo2 N



(2 ) Explorando intuitivamente a nocéo de funcéo

Aideia de funcao esta presente quando relacionamos duas grandezas variaveis. Acompanhe alguns exemplos.

a) Numero de litros de gasolina e preco a pagar

A tabela abaixo relaciona o nimero de litros de gasolina comprados e o preco a pagar por eles.

© Relacdo entre o niimero de litros de gasolina e o preco a pagar

Numero de litros Preco a pagar (R$)
1 3,00
2 6,00
3 9,00
4 12,00
40 120,00
X 3,00x

Observe que o preco a pagar é€ dado em funcao do numero de litros compra-
dos, ou seja, o preco a pagar depende do numero de litros comprados.

preco a pagar (p) = R$ 3,00 vezes o nimero de litros (x) comprados
ou
p = 3,00x — lei da funcao, ou formula matematica da funcao, ou regra da
funcao, ou, ainda, representacao analitica da funcao

—(s) Agora, responda:
a) Qual é o preco de 10 litros de gasolina? r$ 30,00
b) Quantos litros de gasolina podem ser comprados com R$ 39,00213 litros

b) Lado do quadrado e perimetro
A tabela a seguir relaciona a medida do lado de um quadrado (¢), em centi-
metros, e o seu perimetro (P), também em centimetros.

© Relac&o entre a medida do lado de um quadrado e o seu perimetro

Medida do lado (€ em cm) Perimetro (Pem cm)
1 4
2 8
2,5 10
3 12
4 16,4
14 4¢

Fonte: Dados reais.

Observe que o perimetro do quadrado é dado em funcao da medida do seu
lado, isto &, o perimetro depende da medida do lado. A cada valor dado para
a medida do lado corresponde um Unico valor para o perimetro.

perimetro (P) = 4 vezes a medida do lado (£) ou
P = 4¢ — lei da funcao

Como o perimetro depende da medida do lado, ele é a variavel dependente, e
a medida do lado é a chamada variavel independente.

(s Agora, responda:

a) Qual é o perimetro de um quadrado cuja medida do lado é 3,5 cm?14 cm

b) Qual é a medida do lado de um quadrado cujo perimetro é de 22 chn?
,5cm

Fonte: Dados ficticios.

r,-~—-""=°=- N
1 Fique atento!

' Podemos usar anotacio -
I f(x) nolugar de p. Assim, I
s nesse caso, teriamos .
1 —

Lf(x) 3,00x

| Perimetro: medida do
contorno de uma figura
geométrica plana.

- L]

Banco de imagens/Arquivo da editora

Nesses exemplos, a funcdo esta
sendo representada por uma
tabela ou por uma lei de funcao.
r,"—=="=°== \
» Fique atento!

» Como nao existe um
simbolo para perimetro,
algumas vezes ele é
representado por 2p
(ja que p é o simbolo
de semiperimetro).
Neste livro, no entanto,
usaremos P para
indica-lo.

* Podemos usar f{{)
no lugar de P.

L Assim, f(€) = 4¢.
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A “maquina” de dobrar

Observe a seguir a representacao de uma “maquina” de dobrar numeros.

Paulo Manzi/Arquivo da editora

Os numeros que saem sao dados em funcao dos numeros que entram na “maquina”, ou seja, os nu-

meros que saem dependem dos numeros que entram.

Representando o nimero de saida por n e o nimero de entrada por x, temos: === == == ===~ \

n = 2x — formula matematica da funcao

» Fique atentol
Podemos usar f(x) 1
no lugar de n.

«“« 2 H ” . . .
m—() Invente uma “maquina ’de triplicar e somar 1, baseadal no exemplo acima, : Assim, f(x) = 2x. )
e escreva no caderno a formula matematica dessa funcdo. y = 3x + Touflx) = 3x + 1 b= = = o = o = =

d)

Imagine que, em uma rodovia, um motoris-
ta mantenha uma velocidade constante de
90 km/h por algum tempo.

Veja a tabela que relaciona o tempo t (em
horas) e a distancia d (em quildmetros):

© Relacdo entre tempo e distancia

Tempo (tem h) Distancia (d em km)
0,5 45
1 90
1,5 135
2 180
t 90t

Fonte: Dados ficticios.  Carro em rodovia.

Observe que a distancia percorrida € dada em funcao do tempo,
isto &, a distancia percorrida depende do intervalo de tempo. A
cada intervalo de tempo considerado corresponde um tnico valor
para a distancia percorrida. Dizemos, entao, que a distancia percor-
rida (d) é funcao do tempo (t) e escrevemos:

distancia = 90 - tempo
d = 90t — representacao analitica da funcao
|—> variavel independente

variavel dependente

I-Vocé sabia? )

Este exemplo aborda um contetido .
estudado em Fisica: velocidade média. ’

L i —— e —-

[ —re—--
Fique atento! )
Podemos usar f{t) nolugarde =
d. Assim, f(t) = 90t.

— ) Agora, € com vocé. Ainda considerando a velocidade constante de 90 km/h, faca o que se pede.

46) Capitulo 2

a) Determine a distancia quando o tempo é igual a 1,8 h. 162 km
b) Calcule o tempo quando a disténcia é 81 km. 54 min

c) Nesse caso, a distancia percorrida é diretamente proporcional ao intervalo de tempo?

Sim, porque duplicando uma grandeza a outra também duplica; triplicando uma a outra também triplica; etc., ou
7N . ~ . a . -
( Y T o\ s€ja, arazdo entre a distdncia e o tempo é sempre constante.

N s

Ricardo Azoury/Pulsar Imagens



s Exercicios

1.

. Observe a tabela abaixo.

Atividade
emdupla

Atividade
em equipe

ATENCAO!
Nao escreva
no seu livro!

Observe na tabela a medida do lado (em cm) de um
quadrado e sua area A (em cm?).

© Relacao entre a medida do lado e a area
de um quadrado

Medida do lado

Coman) 134 55 10 L
(A:n’]e:mz) 119163025 100 .. ¢

Fonte: Dados experimentais.

> Adrea édadaem
" funcdo da medida
do lado.

) Qual é a variavel independente? 0 lado (.
d) Qual é a lei da funcdo que associa a medida do
a2
ladocom aarea? A= ¢ €) A — 122 — 144; 144 cm?
e) Qual é a area do quadrado cujo lado mede 12 cm?

a)

O que é dado em funcao do qué
b) Qual é a variavel dependente?
Aarea A

f) Qual é a medida do lado do quadrado cuja area
éde 169 cm?? 169 = 1? — 1 = /169 = 13 13 cm

. Responda as seguintes questoes.

a) A medida da diagonal (d) de um quadrado é da-
da em funcao da medida do seu lado (€). Qual é
a formula matematica que indica essa fungz}o{?

b) O comprimento (C) da circunferéncia é dado em
funcao do seu raio (r). Qual é a expressao que
indica essa funcao? ¢ = 2mr

Formule no caderno um exemplo de funcao e indique

a variavel dependente e a variavel independente.
Resposta pessoal.

© Custo de producao de certo niimero
de pecas para informatica
Nimero
de pecas 1 2 3 4 5 6 7 8
Custo

R$) 1,20 2,40 3,60 4,80(6,00 7,20 18,40 9,60

Fonte: Dados ficticios.
a) A cada nimero de pecas corresponde um Unico
Ocustod

valor em reais? Sim. producdo (c) é

, ~ .. dadoem funcao
b) O que é dado em funcdo do qué? do nimero de

o i ecas (x).
¢) Qual é aférmula matematica que indica o custo
(¢) em funcao do nimero de pecas (x)?c = 1,20x
d) Qual é o custo de 10 pecas? E de 20 pecas? E de
50 pecas? R$12,00; R$ 24,00;R$ 60,00
e) Com R$120,00, quantas pecas da para produzir?
100 pecas.

. Expresse no caderno, por meio de uma férmula ma-

tematica, a funcao que a cada nimero real x associa:
a) asua terca parte; f(x) = ?

b) o seu dobro diminuido de 3; f(x) = 2x — 3

c) asua metade somada com 3; f(x) = X 43

d) o seu cubo somado com o seu quadrado.
flx) =% + X

10.

. Escreva no caderno a formula matematica que ex-

pressa a lei de cada uma das funcdes a seguir.

a) Um fabricante produz objetos a um custo de
R$ 12,00 a unidade, vendendo-os por R$ 20,00 a
unidade. Portanto, o lucroy do fabricante é dado
em funcdo do nimero x de unidades produzidas
e vendidas. y = 8x

b) A Organizacao Mundial da Satde (OMS) reco-
menda que cada cidade tenha no minimo 14 m?
de area verde por habitante. A area verde minima
y que deve ter uma cidade é dada em funcao do
ndmero x de habitantes. y = 14x

Um cabeleireiro cobra R$ 12,00 pelo corte para clien-
tes com hora marcada e R$ 10,00 sem hora marca-
da. Ele atende por dia um nimero fixo de 6 clientes
com hora marcada e um nimero variavel x de clien-
tes sem hora marcada.

a) Escreva no caderno a formula matematica que
fornece a quantia Q arrecadada por dia em fun-
cao do nimero x. Q=72+ 10x

b) Qual foi a quantia arrecadada em um dia em que
foram atendidos 16 clientes? R$172,00

¢) Qual foi o nimero de clientes atendidos em um

dia em que foram arrecadados R$ 212,00?
. - o _ 20clientes.
d) Qual é a expressao que indica o nimero C de

clientes atendidos por dia em funcao de x?
. C=x+6
Fisica
Um motorista, saindo de um terminal A, viaja por uma
estrada e observa que a distancia percorrida, a partir
do pontoinicial, pode ser calculada por d(x) = 50x + 6,
sendo d em quildmetros e x em horas. Facam uma
tabela listando as distancias percorridas ap6s cada

intervalo de uma hora desde x = 1até x = 5.
Veja resolucdo no Manual do Professor.

Um fabricante vende um produto por R$ 0,80 a
unidade. O custo total do produto consiste em uma
taxa fixa de R$ 40,00 mais o custo de producao de
R$ 0,30 por unidade.

a) Qual é o nimero de unidades que o fabricante

deve vender para nao ter lucro ner% pr_egu(;zo?
. uniaades.
b) Se vender 200 unidades desse proguto, o comer-

ciante tera lucro ou prejuizo? Lucro.

Examinem e depois copiem e completem esta
tabela no caderno.

L

Descubram o padrao e escrevam a lei da funcao que
representa os dados da tabela. y = 5x +1

~
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Vamos, agora, estudar essa mesma nocao de funcao usando a nomenclatura de conjuntos.

Considere os exemplos a seguir.

a) Observe os conjuntos A e B relacionados da seguinte forma: em A estao alguns nimeros inteiros e em B,

outros.
Podemos associar cada elemento de A ao seu triplo em B.

Note que:
todos os elementos de A tém correspondente em B;
a cada elemento de A corresponde um Unico elemento de B.

Nesse caso, temos uma funcao de A em B, expressa pela formula y = 3x.

b) Dados A = {0, 4} e B = {2, 3, 5}, relacionamos A e B da seguinte forma:
cada elemento de A é menor do que um elemento de B.

Nesse caso, ndo temos uma funcao de A em B, pois ao elemento O de
A correspondem trés elementos de B (2,3 e 5, pois 0 <2,0<3e0<5)
e nao apenas um Unico elemento de B.

¢) DadosA ={—4,-2,0,2,4te B={0, 2,4, 6, 8}, associamos os elementos
de A aos elementos de igual valor em B.

Observe que ha elementos em A (0os nimeros —4 e —2) que nao tém
correspondente em B. Nesse caso, nao temos uma funcao de Aem B.

d) Dados A = {-2, —1,0,1,2} e B={0, 1, 4, 8, 16} e a correspondéncia
entre A e B dada pela formula y = x*, com x € Aey € B, temos:

todos os elementos de A tém correspondente em B;

a cada elemento de A corresponde um unico elemento de B.

Assim, a correspondéncia expressa pela formula y = x* é uma funcio
deAemB.

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

e) Sejam P o conjunto das regides poligonais do plano e IR o conjunto dos niimeros reais. A cada regiao poli-
gonal do plano fazemos corresponder a sua area em [R. Essa correspondéncia € uma funcao de PemR.

~
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s Exercicios ¢

Definicao e notacao

Dados dois conjuntos ndo vazios, A e B, uma funcao de Aem B
€ uma regra que indica como associar cada elemento x € A
a um unico elemento y € B.

Usamos a seguinte notacao:
fA—Bou A—L5 B (l&-se: fé uma funcdo de A em B)

A funcao ftransforma x de A em y de B, ou seja, f: x — y.
Escrevemos isso assim:

¥ = f(x) (I&-se: y é igual a f de x)

Banco de imagens/Arquivo da editora

11. . . .
O_ualf dos seguintes diagramas representam uma 14. Dados A = {~1,0,1,2, 3}, B = {1,1,2,4, 6 8} ca
funcdode Aem B? 2
xa) correspondéncia entre A e Bdada pory = 2%, com
H X E Aey € B, essa correspondéncia é uma fungao
g de Aem B?Sim.
g 15. Formule um exemplo de funcao, inventando os con-
5 juntos A e B e a correspondéncia entre A e B.
E Resposta pessoal.
3 16. Observe a tabela abaixo.
A B
x |y
1 1
4 2
9 3
16 | 4
12. Dados A ={-2,-1,0,1,2},B={-1,0,1,3,4} e a cor- % | s
respondéncia entre A e B dada por y = x* com x €
Aey € B, faca um diagrama no caderno e diga se f a) Verifique se a correspondéncia de A em B pode
€ uma funcao de A em B.E funcéo. ser uma funcao. Em caso afirmativo, determine
13. DadosA =1{0,1,2,3},B=1{-1,0, T} e a correspondén- a formula matematica dessa funggﬁh.f(x) - Jx
ciaentreAeBdadapory=x—2,comxEAey€EB, b) Verifique se a correspondéncia de B em A pode
faca um diagrama no caderno e diga se f € uma ser uma funcao. Em caso afirmativo, determine
funcio de A em B, Naoéfuncao, pois 0 € Aenaotem a formula matematica dessa funco.
’ correspondente em B. Sim. f(x) = x*

Funcdes L 49 )
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Dada uma funcao f de A em B, o conjunto A chama-se dominio (D) da funcao e o conjunto B, contrado-
minio (CD) da funcao. Para cada x € A, o elemento y € B chama-se imagem de x pela funcao f ou o valor

assumido pela funcao f para x € A, e o representamos por f(x). Assim, y = f(x).

O conjunto de todos os y assim obtidos € chamado conjunto imagem da funcdo fe é indicado por Im(f).
Observe os exemplos:

a) Dados os conjuntos A ={0,1,2,3}e B=1{0,1, 2, 3, 4,5, 6}, vamos considerar a

funcao f: A — B que transforma x € Aem 2x € B.

e T Em toda fungéo f de A
Dizemos que f: A— B é definida por f(x) = 2xou pory = 2x. Aindicacio x —L— 2x erman’I;(}j‘“CCZ‘?f ‘

significa que x € transformado pela funcao fem 2x.

Veja que, para caracterizar uma funcao, é necessario conhecer seus trés componentes: o dominio (4), o
contradominio (B) e uma regra que associa cada elemento de A a um Unico elemento y = f(x) de B. Nesse
exemplo o dominio é A = {0, 1, 2, 3}, o contradominio é B ={0, 1,2, 3,4, 5, 6}, a regra é dada pory = 2xe o
conjunto imagem é dado por Im(f) = {0, 2, 4, 6}.

b) Vamos considerar a funcao f: IN — IN que leva x em x + 1, definida por f(x) = x + 1.
Nesse caso, a funcao f transforma todo nimero natural x em outro numero
natural y, que € o sucessor de x, indicado por x + 1.

Aimagemdex=0€éf(0)=0+1=1

Aimagemdex=1&éf(1)=1+1=2.

Aimagemdex=2éf(2)=2+1=3.
E assim por diante.
Portanto, o dominio é IN (D = IN), o contradominio é IN (CD = IN), a regra é
y =x+1eoconjuntoimagem éN* = IN — {0}, isto &, Im(f) = IN*.

¢) Seja a funcao f: R — R definida por y = x°.
Nesse caso, a funcao f transforma cada numero real x em outro nimero

real y, que € o quadrado de x. Como todo numero real maior ou igual a zero pos- e g
sui raiz quadrada real, entdo o conjunto imagem é Im(f) =R, ={y ER | y = 0}, -
o dominio éR (D = [R), o contradominio é R (CD = IR), e a regra que associa todo

x € R a um Unico y de R é dada por y = x*. R R

~
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Exercicio resolvido

1. Explicite o dominio das seguintes funcdes reais:

s Exercicios

17. Considere a funcio A —L— B dada pelo diagrama

(5 ) Estudo do dominio de uma funcéao real

Estudamos que toda funcao tem dominio, contradominio e lei de correspondéncia. Quando é citada uma
funcao fde A em B, ja ficam subentendidos o dominio (A) e o contradominio (B).
As vezes, é apresentada apenas a lei da funcao f, sem que A e B sejam citados. Nesses casos, considera-

mos o contradominio B =
defina uma funcao f: A - R.

IR e o dominio A como o “maior” subconjunto de R (A C IR) tal que a lei dada

_ 1
a)fix) = "
b)flx) = V3 = x
Ofx)=N7T=x

X —2
Resolucao:

-t

a) flx) = o

por 0).

co (o inverso de x). Logo, D(f) =R — {0} = R™.

1T .. . < R
— s6 é possivel em R se x # 0 (n3o existe divisao
X

1 . L.
Para cada x # 0, o valor — sempre existe e & Uni-
X

b)fix) = V3 — x
V3 —Xx s6 é possivel em R se 3 — x = 0
(em R n3o ha raiz quadrada de nimero negativo).
3-x=0=—x=-3=x=<3
Para cada x < 3, f(x) existe e é Unico, pois é a raiz
quadrada de um ndmero real maior ou igual a zero.
Portanto, D(f) = {x ER | x < 3}.
9 flx) = ==X

X —2
Nesse caso, devemos ter:
T—x=0=>x<7
X—2>0=>x>2
Ouseja, x € (2,7].
Para cada x € (2, 7], f(x) existe e é Unico, pois é a
divisao de um numero real positivo ou nulo por ou-
tro positivo.

Logo, D(f) = (2, 7].

@

e determine:

Banco de imagens/Arquivo da editora

f) x, quandof( )

g) fx), quand
,quando

a) D(f); b(f)=134,5¢6}
b) Im(f); im(f) = {1,3,7}
o) flA) fla) =1 h)

d) y,quandox =5; y=7 i)x,quandoy =
)

e) x,quandoy =3;x=6

18.

19.

Considere A —2— Bafuncaoparaaqual A={,3,4},
B={3,9,12} e g(x) é o triplo de x, para todo x € A.

a) Construa no caderno o diagrama de flechas da
fun(;éo. Veja diagrama no Manual do Professor.
b) Determine D(g), CD | D(g) = {1, 3, 4};
) ) 9) cgjq(?q)efrg(%)u} |m((é]))f 3,9, 12}}
c) Determine g(3). g(3) =9

d) Determine x para o qual g(x) = 12. x = 4

Explicite no caderno o dominio das funcoes reais de-
finidas por:

a) fx) = X16 d)y=73¥x D)=k
D(f) =R — {6}
0 f9 =21 o fog = X2
D(f) =R D) = {xER|x=>2ex#3}
AfX) =X =T p(f) = xer |x=7

. Funcdes [\S‘L}
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Antes de estudarmos os graficos das funcoes, vamos rever o conceito de coordenadas cartesianas, que

vocé ja deve ter estudado no Ensino Fundamental.

A notacao (a, b) é usada para indicar o par ordenado de nimeros reais a e b, no qual o nimero g é a
primeira coordenada e o nimero b é a segunda coordenada. Observe que os pares ordenados (3, 4) e (4, 3)
sao diferentes, pois a primeira coordenada de (3, 4) é 3, enquanto a primeira coordenada de (4, 3) é 4.

Sistema de eixos ortogonais

Um sistema de eixos ortogonais € constituido por dois eixos
perpendiculares, Ox e Oy, que tém a mesma origem O.

O sistema de eixos ortogonais € denominado plano cartesiano, em
homenagem a Descartes.

Os eixos ortogonais dividem o plano cartesiano em quatro regioes
chamadas quadrantes, na ordem indicada a seguir:

y
b4------ ® P(a, b)
22 quadrante 12 quadrante
(x<0ey=0) (x=0ey=0)
ol x
0 a
32 quadrante 42 quadrante
(x<0ey=0) (x=0ey=<0)

Usamos esse sistema para localizar pontos no plano. Dado um ponto
P desse plano, dizemos que os numeros a e b s3o as coordenadas
cartesianas do ponto P, em que a é a abscissa e b é a ordenada.

Veja que a cada par ordenado de nimeros reais corresponde um
ponto do plano cartesiano e, reciprocamente, a cada ponto do plano
corresponde um par ordenado de nimeros reais. Essa correspondéncia
biunivoca entre pares de nimeros reais e pontos do plano permite es-
crever conceitos e propriedades geométricas em uma linguagem algé-
brica e, de modo reciproco, interpretar geometricamente relacoes entre
numeros reais. Isso culminou em um grande progresso na Matematica.

Observe ao lado como localizar no plano cartesiano os pontos
A(4,7),B(1,4), C(—2, —=3), D(2, =2), E(—1, 0), F(0, 3) e O(0, 0), por exemplo.

a abscissa é 4.

Ponto A(4, 1) — ponto A de coordenadas cartesianas 4 e 1 { ,
aordenada é 1.

a abscissa é 1.

Ponto B(1, 4) — ponto B de coordenadas cartesianas 1e 4 { )
aordenada é 4.

Pergunte aos alunos quais sdo as coordenadas dos
demais pontos representados no plano cartesiano.

~

Freaomir 777N
Vocé sabia?

René Descartes formalizou o conceito de

coordenadas em sua obra La Géométrie

(1637), conectando a Algebra com a

Geometria, 0 que posteriormente seria

denominado Geometria Analitica.

Retrato de René Descartes (1596-1650).
Oleo sobre tela, 77,5 cm X 68,5 cm.

1 (Detalhe)
Lo

(eixo vertical 4y
ou eixo das
ordenadas)

Paula D.Stewart/Science Photo Library/Latinstock
- O W S W W S W W B W W S W W

T| X
(eixo horizontal

ou eixo das
abscissas)

0]
(origem)

44---eB
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Exercicio resolvido

 Exercicios

Distancia entre dois pontos

A pergunta fundamental é: Se P1(x;, 1) e P, (X2, y/2) sdo dois pontos de
um plano, como se pode exprimir a distancia do ponto P; ao ponto P, em

termos dessas coordenadas?

Dados dois pontos, Pi(xy, y1) € Pa(x2, y2), queremos obter a expressao
da distancia d(P;, P,) em termos das coordenadas de P; e P,. Para isso, é

preciso introduzir um novo ponto Q(xy, y).

O triangulo P,P,0 € retangulo em O, e o segmento de reta PP, € a sua
Y1), tomados em valores

hipotenusa. Seus catetos medem (x, — x7) e (y, —
absolutos. Usando a relacao de P|tagoras temos:
[d(Py, P))T* = (x2 — x1)* + (y2 — yn)%, ou seja:

d(P, P,) = \/(XZ_X1) +( _)/1)2

» Fique atentol!

I Essa expressao geral obtida ndo
! depende da localizacao dos

= pontos P, e P,.

LP 1 2

y
D% fPZ
] —
s  x
X, X,

2. Calcule a distancia entre os pontos A(1, —4) e B(—3, 2).
Resolucao:

d(A, B) = J(x2 —x)? + (y2 —

Logo, d(A, B) =

=JE3 -9+ Q- (-4
52 é pouco mais do que 7, pois sabemos que V49 =17)

V52

= J16 + 36

= V=47 + 6

V52 = 24/13 unidades de comprimento, ou aproximadamente 7,211 unidades de comprimento.

@

A(3,3); B(—3,2); C(2, 0); D(—2, —4); E(4, —3); F(0, —2)

20. Escreva no y K
caderno as 41 i g
coordenadas 3+ . £
cartesianas g 21 s
de cada 14 g
ponto do CEEE FEECE A
plano —4-3=2 —1_10_ g
cartesiano olF
ao lado. E

oy °
EEE
2. Dé as coordenadas de um ponto H localizado no

32 quadrante e de um ponto J localizado no 22
quadrante. Respostas pessoais.

22.

Construa no caderno um sistema cartesiano orto-
gonal e marque nele os pontos X(-2, 2), Y(2, 2),
Z(=2, —2) e W(2, —2). Determine a area da regiao
limitada pelo poligono XYWZ. 16 unidades de area.

Veja gréafico no Manual do Professor.
Determine a distancia entre os pontos A e B nos

seguintes casos: a)d(A, B) = 5 unidades de comprimento
a) A(3,5) eB(—1,2) b) A(0, 0) e B(3, —1)

b) d(A, B) = V10 unidades de comprimento
2% Demonstrem que a distancia de um ponto

P(x,y) a origem O(0, 0) é igual a \/x* + y* .

23.

24,

Este exercicio aborda conhecimentos E(—20°, —40°) H(—50°, —60°)
cartograficos, estudados em Geografia. F(—60°,20°) K(60°, 80°)
G(40°, —60°)

25.

Banco de imagens/Arquivo da editora

a Mapa-mundi
O mapa-mundi é um mapa que representa no pla-
no todo o globo terrestre, tendo os dois hemisférios
projetados lado a lado. O ponto P esta localizado a
uma latitude de 20° S e a uma longitude de 40° L.
Indicamos esse ponto assim: P(20° S, 40° L) ou
P(—20°, +40°).Estimem a latitude e a longitude de
cada um dos pontos a seguir. Observacao: Manti-
vemos aqui o que se faz em Cartografia: primeiro
escrevemos a latitude, depois a longitude. Mas nao
se esqueca de que nas coordenadas cartesianas é
o inverso: a primeira coordenada esta sempre na
horizontal, e a segunda, na vertical.

Mapa-miundi

0oN 16070 120°0 §0°0 _40°0 40°L _ 80°L _120°L _160°L
P
SHINEY
£ [ 443
9 ® B
60°N = L A
L.| A 4 gh
11 ~
:
. (- .
30°N N
M €
M i T
(1
30°8 L NE
an P
HH b
60°S 7
AL
H ZFI S
80°S } o | A

Adaptado de: CHARLIER, Jacques (Dir.) Atlas du 21° siécle édition 2012.
Groningen: Wolters-Noordhoff; Paris: Editions Nathan, 2011. p. 8.

VO —x+(0— y =x* +y?

d(p,0) =

A

(

53
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3
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Equacao de uma circunferéncia

A circunferéncia € o conjunto de todos os pontos de um plano equidistantes de um
ponto fixo que € o centro dela. A distancia constante de qualquer ponto da circunferén-
cia ao seu centro é denominada raio da circunferéncia (na figura, OA = OB = OD = r).

Equidistante: o
prefixo equi- in-
dicaigual. Assim,
equidistante sig-
nifica 'igualmen-

4
2
3
B ) SA 3 te distante de’.
~._raio(r) s 2
. 2
. - <
Y raIO(I) é r--—--—--—--
: g » Fique atento!
) E . . .
raio (r) K] I As vezes nos referimos ao raio  *
o .
' < como o segmento de reta e, as !
1 o L] .
. = vezes, como sua medida.
D ke e e e e —

Assim, se o centro de uma circunferéncia C é o ponto O(a, b) e o raio é o nimero real positivo r, entdo um
ponto P(x, y) pertence a C se, e somente se, d(O,P)=r .

Pela formula da distancia entre dois pontos, temos:

d(o, P) = \/(x —a? +(y — b, ouseja, r = \/(x —a)’ + (y — b)’ ouainda:

(x —a)* + (y — b)> = r* —> equacao da circunferéncia de centro O(g, b) e raio r

Banco de imagens/Arquivo da editora

0 a

No caso particular em que o centro da circunferéncia estiver na origem, ou seja, (a, b) = (0, 0), verifique que a

equacdo da circunferéncia passaaser x*+y*=r> .

Exercicios resolvidos

3. Determine a equacio da circunferéncia com centro O(—3, 1) e raio 3.
Resolucao:
Nesse caso,a = —3,b =Ter = 3. Usando a equacao da circunferéncia, temos:
x—al+(y—bl=r=Kx+37>+(y—-12=3
Logo, a equacao dessa circunferéncia é (x + 3)> + (y — 1> = 9.
41, Escreva a equacao da circunferéncia de centro O(0, 0) e raio 5.
Resolucao:
Xty =r=x+y=5=x>+y’=25
Logo, a equacao dessa circunferéncia é x* + y? = 25.

a Exercicios =

26. 2% Determinem as coordenadas do centroe o raio | 27. &% Determinem uma equacao da circunferéncia
das circunferéncias representadas pelas equacoes: que tem:
a) (x =52+ (y—3)=10(3);r=1 a) centroem O(1,4) eraio2; (x— 1)+ (y—4)? =4
b) (x+2)*+ (y+1)?=9 0(~2, ~1);r=3 b) centro em O(—2, —5) e raio 3; (x +2)* + (y + 5" = 9
Q) x>+ y?>=16 0(0,0);r=4 ¢) centroem O(0, 0) e raio 6; x>+ > =36
d) x>+ (y—2°=25 0(0,2);r=5 d) centroem O(0, 1) eraio 2. x>+ (y— 12 =4
( 54 N Capitulo2 ™
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(7) Grafico de uma funcéo

Dada uma funcdo f: R — IR, o seu grafico é o conjunto formado por todos os pares ordenados (x, y),
parax ER,y € Rey = f(x), ou seja:

G(f) ={xy;xER,yERey = f(x)}

fix,) —_/Gy

(X0, f(X0)) € um ponto do grafico

Determinando se um conjunto de pontos é grafico de uma funcao

Ja estudamos que, para ter uma funcao de A C R em [R, a cada x € A deve corresponder um Unico
y € R. Geometricamente, isso significa que qualquer reta perpendicular ao eixo Ox que intersecta o
grafico deve fazé-lo em um dnico ponto. Por exemplo:

a) y b)

mlin

O grafico do item a € de uma funcao, pois qualquer reta perpendicular ao eixo Ox intersecta-o em um
Unico ponto.

O grafico do item b n3o é de uma funcao, pois existem retas perpendiculares ao eixo Ox intersectando-o
em mais de um ponto.

28. Determine se cada um dos graficos abaixo representa uma funcao.

a) y b) y ] ) d) y

N -

x X x
O| 0 X O|
E funcdo. E funcdo. Of T Efuncdo. | N3o é funcdo.

29. Invente um grafico que represente uma funcdo. Resposta pessoal.

A

= (e )
Funcdes L 55 )

N/
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Construcao de graficos de funcdes

Para construir o grafico de uma funcao dada por y = f(x), com x € D(f), no plano cartesiano, devemos:

® construir uma tabela com valores de x escolhidos convenientemente no dominio D e com valores corres-

pondentes para y = f(x);

® associar um ponto do plano cartesiano a cada par ordenado (x, y) da tabela;

® marcar um numero suficiente de pontos até que seja possivel esbocar o grafico da funcao.

Acompanhe alguns exemplos de construcao de graficos de funcao.

a) Grafico da funcao dada por f(x) = 2x + 1,
sendo o dominio D = {0, 1, 2}.

X y=fix)=2x+1
1
1 3
2 5

b *C
4_
3+4--8B

Nesse caso, o grafico da funcao € o conjunto dos pontos A, Be C.

b) Grafico da funcdo f: R — IR dada por f(x) = 2x + 1.
Como, nesse caso, D = IR, vamos escolher alguns
valores arbitrarios de x e determinar y.

X y=flx)=2x+1
=1 =1
0 1
1 3

Banco de imagens/Arquivo da editora

2x + 1

O grafico é o conjunto de todos os pontos (x, y), com xrealey = 2x + 1,

resultando na reta representada acima.

¢) Grafico da funcdo R —L= R dada por f(x) = —x°.

Banco de imagens/Arquivo da editora

x y=fl)=-x (x,y)
-15 ~2,25 (—1,5; —2,25)
-1 —1 (-1,-1)

0 0 (0,0)

1 -1 (1,-1)

15 ~2,25 (1,5, —2,25)

A curva que contém todos os pontos obtidos com y = —x? é o grafico da

funcao dada. Essa curva € chamada de parabola.

Banco de imagens/Arquivo da editora

r-~"—-="=°=" \
Fique atento!
Vocé vera no proximo
capitulo que, quando
temos yigual a um
polinémio do 12 grau da
forma ax + b, o grafico é
sempre uma reta. Como
dois pontos determinam
uma reta, basta marcar
apenas dois pontos
para traca-la.

[rr—m——e—--

Porque, no exemplo a,
D(f) =10,1,2}e,nob,D(f) = R.

--———-- _\
1 Para refletir
" Por que os graficos dos

exemplos a e b sao
» diferentes se aleidas duas =

" funcoes é fix) = 2x + 17
L] /

Comente com os alunos que uma
funcdo pode ser representada por
uma tabela, pela lei da funcdo ou
por um grafico.
[r-—————-

» Para refletir \
1 Como saber que é uma

I curva, € nao um

. segmento de reta, que

I liga esses pontos?

. Osmatematicos ja

* provaram que, quando

I temos y igual a um

= polinémio do 22 grau da
T forma ax? + bx + ¢, com
I a # 0,0 grafico é uma

. curva chamada parabola.
I Estudaremos isso mais

. adiante, no Capitulo 4,

* sobre funcao quadratica.

N

®

o . - Veja os gréficos no Manual do Professor.
30. Construa no caderno o gréfico de cada uma das seguintes funcdes y = f(x), f: R — RR:

1

a) fx) =x -2 9 y=2x e) flx) = x* g)f(X)=7,x#0
b) fx) = x d) y = -2x ) fx) = 2*
E’;“] Capitulo2 ™




Determinacao do dominio e da imagem de uma funcao, conhecendo o grafico
Observando o grafico de uma funcao no plano cartesiano podemos determinar o dominio D e o conjunto
imagem Im da funcao, projetando o grafico nos eixos. Veja:

a) b)
y y
54------
] o\ grafico 33
G| =
] ; ~— graficodeg
A oenod 5 \\_
' SR H O . X
i 2 4 oa SR :
dominio
D(f)=fxER|2=x<4}=[2,4] D(g) =fxeR|-1<x=<T}=(-1,1]
Im(f)={yER|1<sy<5}=[,5] Im(g) ={y ER|03=<y<2}=[03;2)
31. Os seguintes gréficos representam funcées. De- d) vy
termine o dominio D e o conjunto imagem Im de D={xER|0=x=4}=[04]

cada uma delas. Im={yER|0<y=<2}=[0,2]

24 ;
y ! E
a) D={xER|-3<sx<1=[-31] ; : N
Im={yeR|-2<y=<2}=[-2,2] g L VT
24 12 3 4
| x
o e) y
' D={xER|0<x<=<2m}=[0,2m]
_______ ) 4 Im={yeR|-1<sy<1=[-11]

D={xE€R|-2<x<3}=(-23)
Im={yeR|1<y=<3}=[1,3]

; f) y
.
: Lo o X D={xER|-2<x<3}=(-23)
T T T T T
-2 9 12 3 Im={yER|0<y<3}=(0,3)
y b
g D={xER|-2=sx<1=[-21) I
1 1 L LN X
Im={y ER|— < s4}:(—,4} — —
4 {y I3 =Y 2 2% 1 2 3
32.D(f) = IR; Im(f) = Z.
2 PR Veja o grafico no Manual do Professor.
32. &= Tracem no caderno o gréfico da funcio definida
k? x por f(x) = n,se n <x=<n +1,sendo n um nimero
1 inteiro. Qual € o dominio e a imagem da funcao?

. Funcdes [El}

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora



Banco de imagens/Arquivo da editora Banco de imagens/Arquivo da editora

Banco de imagens/Arquivo da editora

(8 ) Funcéo crescente e funcdo decrescente:
analisando graficos

Vamos analisar alguns dos graficos que ja construimos.

a) Observe que o grafico da funcao de IR em R dada por f(x) = 2x + 1€ uma reta.

A_-_
|

AR NES NN NN

x) = 2x +1
Dizemos que essa funcao é crescente, pois, quanto maior o valor
dado a x, maior serd o valor correspondente y = f(x) = 2x + 1.

b) Agora, observe que o grafico da funcdo de IR em IR dada por f(x) = —x* é uma parabola.

Veja que:

maame e parax =0, essafuncao é crescente. ,rFique atento! \
<~ N tar |
4 ® para x = 0, essa funcao ¢ decrescente. § "eSSe caso, JEprassAer
’ a funcao pelo grafico I
® para x = 0, temos f(x) = 0; para x # O, facilitou muito a .
t < 0. Por i di ! visualizagdo da simetria =

emos f(x) < 0. Por isso, dizemos que ' em relacao ao eixo O.

x = 0 & o ponto de maximo da funcao. L — %

» geometricamente, o grafico é simétrico
em relacao ao eixo Oy.

NN NN NN NN NENNENNNNENEENNENSEN
= o o T o e

c) Por fim, observe o grafico da funcao de R em IR dada por f(x) = {;(I,Ssee;( j 33
4l Y ] Veja que:
B & = Clon?ta?te ® para x < 3, essa funcao € crescente.
?:_-@9&5 ® para x > 3, essa funcdo é constante
SEiciRc TR (para qualquer valor de x, x > 3, f(x) = 3).
_?752711' HHeR b ® parax <0, f(x) <O.
: :;: ® parax =0, f(x) = 0.
Fa ® para x > 0, f(x) > 0.
(58) Topimutoz "\



Conclusoes: De modo geral, analisando o grafico de uma funcao, podemos observar propriedades impor-

tantes dela, como:

1?) Onde a funcao é positiva (f(x) > 0), onde é negativa (f(x) < 0) e onde se anula (f(x) = 0). Os valores xo nos
quais a funcao se anula (f(xo) = 0) sdo chamados zeros da funcao f.

22) Onde a funcao é crescente (se x; < x,, entdo f(x;) < f(x,)), onde é decrescente (se x; < x,, entdo
f(x1) > f(x,)) e onde assume um valor maximo ou um valor minimo, se existirem. Por exemplo, consi-
dere o grafico abaixo, que representa uma funcao definida no intervalo (-6, 6):

y

maximo

Banco de imagens/Arquivo da editora

® fé positiva em (=5, —1) e em (5, 6);

® fé negativaem (=6, —5) e em (-1, 5);

o fénulaemx = —5 x= —1e x = 5. Esses sao os zeros ou raizes da funcao;

o fé crescente em (—6, —3] e em [2, 6);

e fé decrescente em [-3, 2];

® 0 ponto com x = —3 é um ponto de maximo, e f(x) = 2 é o valor maximo de f;
® 0 ponto com x = 2 é um ponto de minimo, e f(x) = —3 é o valor minimo de f.

Exercicio resolvido

m@E) Resolvido passo a passo

5. (Enem) Deseja-se postar cartas ndo comerciais, sendo duas de 100 g, trés de 200 g e uma de 350 g. O grafico mos-
tra o custo para enviar uma carta nao comercial pelos Correios:

Custo (R$)
PYPTIS N S S U S S0
PYCTE SIS S S B
700 IS S S S S S
T S St S S S
5 O o A e R
2B =qroegecsd===ccfocedroadpoasfocgonsa: d
170 bt b
TEEI RS SR S A A O A
S S s St St SO S
50 100 150 200 250 300 350 400 Massa (g)

Disponivel em: <www.correios.com.br>. Acesso em: 2 ago. 2012. (Adaptado).
O valor total gasto, em reais, para postar essas cartas € de:

a) 8,35 ) 14,40 e) 18,05
b) 12,50 d) 15,35

A

= ( gg )
Funcdes k59 )
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1. Lendo e compreendendo

a) Oque édado no problema?
E dado um grafico que informa o custo de envio de
uma carta nao comercial pelos Correios de acordo
com sua respectiva massa.

b) O que se pede?

O gasto total para postar as cartas relatadas no
enunciado.

2. Planejando a solucao

Devemos usar as informacoes contidas no grafico
para identificar o valor cobrado por cada carta citada
no enunciado e calcular o gasto total de acordo com
a quantidade de cada tipo de carta.

3. Executando o que foi planejado

De acordo com a nossa estratégia, obtemos o va-
lor de postagem das cartas comerciais de acordo
com suas respectivas massas, chegando a seguin-
te tabela:

© Custo de envio de uma carta
nao comercial pelos Correios

Massa (g) Custo (R$)
(0,25] 0,80
(25,50] 1,25

(50,100] 1,70

(100,150] 2,15

(150,200] 2,65

(200,250] 3,10

(250,300] 3,55

(300, 350] 4,00

(350,400] 4,45

Fonte: Dados coletados no enunciado.

A partir da tabela e do enunciado verificamos que se
deseja postar:
® 2 cartas no valor de R$ 1,70;

3 cartas no valor de R$ 2,65;
 1carta no valor de R$ 4,00.

Assim, para obtermos o resultado final basta efe-
tuar a multiplicacao do valor de cada tipo de carta
pela quantidade, e posteriormente adicionar os va-
lores obtidos.

2X170=340 3X265=795 1X4,00=4,00
Custo total: R$ 3,40 + R$ 795 + R$ 4,00 = R$ 15,35

4. Emitindo a resposta

A resposta € a alternativa d.

5. Ampliando o problema

a) Os Correios de uma cidade receberam em um
dia 50 cartas de 100 g, 20 cartas de 58 g, 5 car-
tas de 225 g e 2 cartas de 227 g, todas nao co-
merciais. De acordo com os dados fornecidos
anteriormente, qual o valor arrecadado pelos
Correios dessa cidade nesse dia com esse tipo
de carta? r$ 140,70

b) Observe a tabela a seguir.

© Relacao entre a dimensao da embalagem
e a massa da carta

Massa (g) Dimensées da embalagem (cm)
(0,700] 1X10 X 15

(100,200] 3 X 15X 25

(200,300] 5X 20 X 35

(300,400] 8 X 25 X 45

Fonte: Dados ficticios.
A partir dessa tabela, qual € o volume ocupado
por todas as cartas postadas, de acordo com os
tipos e quantidades de cartas indicadas na ques-
t3o base? 12 675 cm’ ou 0,012675 m?

c) Discussdo em equipe

Troque ideias com seus colegas sobre o envio de
cartas, encomendas e informacoes na atualidade
e faca uma ponte com a realizacdo dos mesmos
processos antigamente. A partir dai, tentem abor-
dar os possiveis maleficios dessa evolucao entre os
iniUmeros beneficios. Resposta pessoal.

\}

RREIDS £ TELELRIFDS
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Cesar Diniz/Pulsar Imagens

Agéncia de Correios e Telégrafos em sobrado histérico.
Cod6-MA. Fotografia de 2014.
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 Exercicios
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®

33. Os gréficos seguintes representam funcdes. Iden-
tifique se cada funcao é crescente ou decrescente.

a) y
X
Crescente.
0 /1'
b) y
\1
\ X Decrescente.
0
@] y
X
Crescente.

3 4. Considerando os graficos a seguir, que representam
funcoes, verifique para que valores reais de x a fun-
cao é crescente e para que valores € decrescente.

a)

y

Crescente: {x ER | x < 2};
decrescente: {x ER | x = 2}.

X

Crescente: {x ER | x < T};
decrescente: {x EIR | x = 1}.
X

(@
1.
—

Q) Y Crescente: {x ER | —m < x < 0};
decrescente: {x ER |0 < x <}

21N .

Nl:]

|
---42

N
(-

35. Responda no caderno as questdes a partir do gra-
fico da funcao f:

a) Qual é o dominio e qual é a imagem de f?
D(f) = [=1,4]; Im(f) =[-1,3]
b) Em quantos pontos o grafico corta o eixo x? E 0
eixo y? Corta o eixo x em um ponto;
corta o eixo y em um ponto.

) f(1,7) € maior, menor ou igual a £(2,9)? Igual.

d) Qual é o valor maximo de f(x)? E o valor minimo?
Valor maximo de f{x) é 3; valor minimo de f(x) é —1.

e) Qual ponto do grafico tem abscissa —1?
O ponto (—1,1).

f) O ponto (4, —1) pertence ao grafico de f? sim.

g) Qual é o valor de x quando f(x) = 3?
fix)=3parals=x<3
36. Fisica
Um rapaz desafia seu pai para uma corrida de
100 metros. O pai permite que o filho comece a cor-
rida 30 metros a sua frente. Um grafico bastante
simplificado dessa corrida é dado a seguir.

@ Corrida entre pai e filho

Este exercicio aborda o contetido de

Distancia (m) A :
movimento uniforme, estudado em
Fisica.
100
804
60
40
201
Tempo (s)
O T T T
5 10 15

Fonte: Dados ficticios.

a) O pai ganhou a corrida, pois ele chegou aos 100 m em
14 s e o filho,em 17 s; a diferenca de tempo foi de 3 s.
a) Pelo grafico, como é possivel dizer quem ganhou

a corrida e qual foi a diferenca de tempo?

b) A que distancia doinicio o pai alcancou seu filho?
Cercade 70 m.

¢) Em que momento depois do inicio da corrida
ocorreu a ultrapassagem? Cercade10s.

\. Funcées [fl}
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Funcao injetiva ou injetora
Uma funcao f: A — B é injetiva (ou injetora) quando elementos diferentes de A sao transformados por fem
elementos diferentes de B, ou seja, nao ha elemento em B que seja imagem de mais de um elemento de A. Assim:
féinjetiva quando: x; # x, em A = f(x;) # f(x)) em B

ou equivalentemente usando a contrapositiva (ver pagina 39):

féinjetiva quando: f(x;) = f(x2) em B=x; = x,em A

funcéo injetiva funcdo injetiva funcéo nao injetiva
(H& um elemento em B

que é imagem de dois elementos
distintos de A.)

(N&o ha elemento em B que seja imagem
de mais de um elemento de A.)

Exemplos:

a) Afuncao f: R — IR dada por f(x) = x* — 1n3o é injetiva, pois:
para x = 1corresponde f(1) = 0;
para x = —1corresponde f(—1) = 0.

Nesse caso, para dois valores diferentes de x encontramos
um mesmo valor para a funcao.

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

R R

b) A funcao f: IR — IR dada por f(x) = 2x é injetiva, pois faz corresponder a cada nimero real x o seu dobro
2x, e nao existem dois numeros reais diferentes que tenham o mesmo dobro. Simbolicamente: Para
quaisquer Xy, X2 € R, x; # X3 = 2x7 # 2x, = f(x5) # f(x2).

Observacao: Podemos verificar se uma funcao € injetiva olhando seu grafico. Sabemos que, se a funcao é

injetiva, ndo ha elemento do conjunto imagem que seja imagem de mais de um elemento do dominio. Assim,

imaginando linhas horizontais cortando o grafico, essas linhas s6 podem cruzar o grafico uma Unica vez
para cada valor de y. Exemplos:

a) As linhas horizontais intersectam o grafico maisde ~ b) As linhas horizontais nunca intersectam o grafico
uma vez. mais de uma vez.

y y

NS,

Entao, a funcao nao é injetiva. Entao, a funcao é injetiva.

~

E 62 ] Capitulo2 ™
N




 Exercicios @

Funcao sobrejetiva ou sobrejetora

Uma funcao f: A — B é sobrejetiva (ou sobrejetora) quando, para qualquer elemento y € B, pode-se
encontrar um elemento x € A tal que f(x) = y. Ou seja, f é sobrejetiva quando todo elemento de B é imagem
de pelo menos um elemento de A, isto é, quando Im(f) = B.

- - < - funcdo ndo sobrejetiva
funcao sobrejetiva fungéio sobrejetiva (H& elementos ém Bsem correspondente em A;
Im(f) = B Im(f) = B P '

logo, Im(f) # B.)

Exemplos:

a) Afuncdo f:IR — R dada por f(x) = x + 2 é sobrejetiva, pois todo elemento de R é imagem de um elemento
de R pela funcao [x = f(x) — 2]. Veja:

® f(x) = 5 éimagem de x = 3, pois 5 — 2 = 3;
® f(x) = 0 éimagemde x = —2,pois0 — 2 = —2.
b) Afuncdof: R — R, dada por f(x) = x* é sobrejetiva, pois todo elemento de IR, é imagem de pelo menos um
elemento de R pela funcao [x =*Jf(x) ] Observe:
*f(x) =9éimagemdex=3e de x = —3 (+/9)
* f(x) = 0 é imagem de x = 0 (+4/0)
°f(x) =2éimagemde x = V2 edex = —v2 (+v/2)

c) A funcao sucessora f: IN — IN definida por f(n) = n + 1nao é sobrejetiva, pois Im(f) = IN* e N* # IN. Em
outras palavras, dado O € IN, nao ha natural algum que seja transformado em O pela funcao f, isto &,
0 nao é sucessor de nenhum numero natural.

37. Analise os graficos abaixo e identifique quais s3o funcdes injetivas.

a) y x ) y
2
1
x T x
-2 | 2
b) y
\j )
38. Verifique se as seguintes funcdes sdo ou ndo sobrejetivas.

a)f:R — R dada por f(x) = 2x — 1 E sobrejetiva. b) f:{-1,0,1,2} — R dada por f(x) = x* — 4

N3o é sobrejetiva.

A

= (ea)
Funcdes k63)

N/
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Funcao bijetiva ou correspondéncia biunivoca

Uma funcao f: A — B é bijetiva se ela for, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva. Quando isso ocorre
dizemos que ha uma bijecao ou uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

) ndo é bijetiva
(Einjetiva, mas ndo sobrejetiva.)

funcdo bijetiva

A B
) ndo é bijetiva ndo é bijetiva
(E sobrejetiva, mas nao injetiva.) (N&o é injetiva nem sobrejetiva.)

llustragdes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Exemplos:

a) A funcao f: R — IR dada por f(x) = 3x é bijetiva, pois ela é simultaneamente injetiva e sobrejetiva; cada
numero real do contradominio IR tem como correspondente no dominio a sua terca parte, que sempre
existe e é Unica.

b) Afuncao f: R — R dada por f(x) = x + 1¢é bijetiva, pois ¢ injetiva e sobrejetiva; cada nimero real do con-
tradominio IR tem sempre um sé correspondente no dominio R (esse nimero menos 1).

) Afuncao f:IR — IR; dada por f(x) = x* ndo € bijetiva, pois, embora seja sobrejetiva, ndo € injetiva: 3 # —3,
mas f(3) = f(-3) = 9.

d) A funcao f: IR — IR dada por f(x) = 2* ndo é bijetiva; embora seja injetiva, ndo é sobrejetiva. Nao existe
x € R tal que f(x) = 0 ou que f(x) seja negativo.

1 Vocé sabia? )

* Dois conjuntos, A e B, tém o mesmo niimero cardinal quando se pode definir uma correspondéncia biunivoca f: A — B.
Por exemplo,se A ={1,2,3,4}e B={3,6,9,12} e f: A — B definida por f(x) = 3x, temos uma correspondéncia biunivoca.

Os conjuntos A e Btém o mesmo numero cardinal, que é igual a 4.

. 12
A’- fix) =3x ;B

* Uma curiosidade, descoberta por Galileu Galilei, € que o conjunto dos nimeros naturais pares P tem o mesmo cardinal que o
conjunto dos numeros naturais IN, embora P seja subconjunto de IN. A correspondéncia biunivoca é dada por f: IN — P, f(n) = 2n
paratodon € N.

N

~
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s Exercicios

39. Verifique se as funcdes abaixo sio sobrejetivas, injetivas ou bijetivas.
OfA—B

a) fA->B

E sobrejetiva;
nao é
injetiva;
entdonado é
bijetiva.

Einjetiva;
nao é
sobrejetiva;
entdondo é
bijetiva.

a) g:[1,71—[0,19]

19 4 4

B

4.0. Analisando os gréficos abaixo, verifique se as funcdes sdo sobrejetivas, injetivas ou bijetivas.

b) £ R, >R,

y
y=2x

Injetiva.

Bijetiva.

4. Analisando os graficos a seguir, identifique quais funcdes sao injetivas, sobrejetivas ou bijetivas.

d) f R >R E injetiva; nao é sobrejetiva; f) f R >R

a) f:10,5] -0, 8] 0 f:[0,5] -0, 8]
y s
E sobrejetiva; E |nJeF|v§, €
nao é injetiva; 8 d SOb[eJ‘%t'Va;
entdo ndo é H ep.ta.oe
8q----- bijetiva. bijetiva.
1 ' X
i T >
: X
o s
b) f:[0, 5] — [0, 8]
entdo nao é bijetiva.
y _
Einjetiva, y y=2
nao é
8 d-----. sobrejetiva;
64----- p  entdondoé 1
i bijetiva. X
: 0
; X
0 5

Nao é
sobrejetiva; ndo
é injetiva; entdo
nao é bijetiva.

E sobrejetiva;
é injetiva;
entdo é
bijetiva.

f) E injetiva; ndo é

ndo é injetiva; entdo sobrejetiva; entao
ndo é bijetiva. ndo é bijetiva.

e) IR — R tal que f(x) = x>

f)£:{0,1, 2, 3} > N dada por f(x) = x + 2
g) f: IRy — R, tal que f(x) = x*

E injetiva; é sobrejetiva;
entdo é bijetiva.

e) Nao é sobrejetiva;

o fIR. —[0,10]

y

10

X

Sobrejetiva.

« Einjetiva; é sobrejetiva;
e) R - R ' '
) f * entdo é bijetiva.

y oo

E sobrejetiva; ndo é
injetiva; entdo ndo é
bijetiva.

A
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a Exercicios

(10} Funcdo e sequéncias

Os alunos precisarao de alguns minutos para discutir e chegar as conclusées.
Evite ajuda-los neste momento; no méaximo, dé dicas genéricas de procedimento.
Depois de encontrados os valores, peca a eles que expliquem a légica utilizada.

Esse assunto serd estudado mais profundamente no Capitulo 7.

() Agora, vamos estudar um assunto bastante interessante que esta relacionado com as funcdes. Antes

disso, forme dupla com um colega e tentem descobrir qual niumero esta faltando em cada item abaixo.

a)2,4,6 7,10,12,.. 8 0)1,24816 2,64 32

b)1,5913, ?,21,.. 17 d)1,-2,4,-8,16, ? ,64 -32

Esses numeros estao dispostos de acordo com uma sequéncia.

e) 2,10,50, ? ,1250,.. 250

f) 1,1,2,358713,21, 2, ?, ? .

34,55e 89

Uma sequéncia € uma funcao cujo dominio € o conjunto IN* conjunto dos nimeros naturais sem o
zero: f: IN* — [R. Em uma sequéncia, a cada numero natural diferente de zero corresponde um Unico nu-

mero real x,:

ToX; 29X 39X3; .5 N> Xy ...

Uma sequéncia é indicada por: (X3, X2, ..., Xp, -..) OU (Xp).

Por exemplo, a funcao de IN* em R dada por f(x) = 3x determina a sequéncia
(3,6,9,12,..) dos multiplos positivos de 3.

Dois importantes exemplos de sequéncias sao as progressoes aritmética e
geométrica. Vocé estudara outros exemplos de sequéncias no Capitulo 7.

Progressao aritmética

A sequéncia (1, 8, 15, 22, 29, 36, 43, ...) é uma progressao aritmética (PA).
Observe que cada termo, a partir do segundo, é a adicao do termo anteriore 7.
Nesse caso, essa constante 7 chama-se razao da PA.

Observe também que na PA (1, 8,15, 22, 29, 36, 43, ...) temos:
3*termo:15=8 + 7
e assim por diante.

1°termo: 1
2°termo: 8 =1+7

Progressao geométrica

A sequéncia (2, 6, 18, 54, 162, 486, ...) € uma progressao geométrica (PG).
Observe que cada termo, a partir do segundo, é o produto do anterior por 3.
Nesse caso, essa constante 3 chama-se razao da PG. Observe que:
4°termo: 54 =18 - 3
5¢termo: 162 = 54 - 3
e assim por diante.

1°termo: 2
2°termo:6=2-3
3*termo: 18 =6 - 3

r-=—-=="="=- \1
» Fique atento!

| Podemos ter também '
I sequéncias finitas. Nesse
. caso,afuncdo é I
I f{1,23,..nt>Rea '
. sequéncia X, X, ..., Xp !

" tem n termos.
D 4

ro-—-"°-= °° \
. Para refletir
Que numero vem depois =

1
do 43 nessa PA?50
D 4

F--—--—--

. Para refletir )

. Que numero vem depois =
do 486 nessa PG?1458

L e — -

42 Escreva no caderno a sequéncia determinada pela | 45,
funcao f de N* em R, tal que f(x) = (x — 1)~
(0,1,4,9,16,..)
43. Quais das sequéncias sdo PA ou PG? Nas que forem
progressoes, indique qual é a razao.

a) 10,5,0, =5, =10, —15, ... ¢) 2,5,8,10,13,15,18, ...
PA de razdo —5 N3o é PA nem PG.
b) 3, 6,12, 24, 48, 96, ..
PG de razao 2
4.44.Qual é a lei da funcdo f de IN* em R que determina

asequéncia (1,3,5,7,9,..)7 flx) = 2x —1

O primeiro termo de uma PA é 6. A razao € 5.
Qual é 0 102termo dessa PA? 51

46.a% O primeiro termo de uma PG é 4. A razdo é 3.

Qual é 0 62termo dessa PG? 972
47. Invente uma PA. Resposta pessoal.

4.8. Invente uma PG. Resposta pessoal.

~
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Matriz do Enem: H26 - Analisar informacoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construcdo de argumentos.

Pensando no Enem

1. Leia o texto a seguir e observe o grafico.

®

Evolucao das viagens didrias por modo principal
Regidao metropolitana de Sao Paulo

A Pesquisa Origem e Destino, conhecida também como Pesquisa

0D, é um instrumento vital para o planejamento de transporte, pois 450-!)?77 a 2012
fornece dados para o conhecimento da natureza dos deslocamentos ]
da populacéo em uma drea urbana determinada. Com as informacées 40000 — B
coletadas nesta pesquisa é possivelidentificar as viagens realizadas 35000 —
em um dia util pelas pessoas e os modos de transporte utilizados. [...] = 30000 _ — L msicicets
A primeira pesquisa OD no Brasil foi realizada em 1967 na Regidio =1 O A pé
Metropolitana de Séio Paulo - RMSP para obtencéio de dados para os % 25000 1 [[] & mndividual
estudos e projetos da rede bédsica do Metré de Séo Paulo. A partir de §n 20000 1 || || || EColetivo E
entdo, foi feita a cada dez anos, tendo sua quinta edicdo em 2007 [...]. > 15000 1 g
No entanto, em uma metrépole do dinamismo da RMSP, o pe- %
riodo de dez anos é muito longo para acompanhar as mudancas 10000 1 3
nos padrées de deslocamento das pessoas. Assim, cinco anos 5000 4 é’
apds a pesquisa de 1997, foi feita, em 2002, uma afericdo - de- N . . . . . . ig
1977 1987 1997 2007 2012 E

nominada Pesquisa de Afericdo 2002 [..] Esta mesma afericéo Ano

[...] foi repetida em 2012 - com o nome de Pesquisa de Mobili- Fonte: Metrd-Pesquisas OD 1977/1987/1997 e 2007 e Mobilidade 2012.
dade 2012 -, cinco anos apds a pesquisa de 2007, com o mesmo

objetivo daquela realizada em 2002. [...]

Fonte: Relatério Sintese da Pesquisa de Mobilidade Urbana de 2012.
Disponivel em: <www.metro.sp.gov.br/metro/numeros-pesquisa/pesquisa-mobilidade-urbana-2012.aspx>. Acesso em: 11 mar. 2016.

E possivel afirmar que:
I. O transporte coletivo revela-se como o principal modo de transporte na RMSP em todas as pesquisas realizadas
desde 1977.

[Il. Houve reducao no uso do transporte individual na RMSP ao longo dos anos de 1977 a 2012.

1. As bicicletas, que praticamente nao eram utilizadas na RMSP em 1977, passam a integrar os possiveis modos de
transporte, como revelam as pesquisas a partir de 1987.

a) lell estdo corretas. o) llelll estdo corretas. e) Somente Ill esta correta.
~ . Matriz do Enem: H4 - Avaliar a razoabilidade de um
xb) I'elll estao corretas. d) Somente | esta correta. resyitado numérico na construcio de argumentos
sobre afirmacoes quantitativas.
2. Ao realizar pesquisa semelhante em suas turmas de 12 ano de Ensino Médio, uma professora obteve os seguintes dados:
Observe com os alunos a pesquisa apresentada na questao 2 e verifique se eles identificam alguma

Meios de transporte utilizados para ir a escola diferenca em relacdo a pesquisa apresentada na questdo 1.

Turma Apé Transporte escolar | Carro particular Onibus Metro Total
1A 5 8 5 7 8 33
1B 7 7 6 9 9 38
1C 9 5 8 12 4 38
1D 6 6 9 8 9 38

Fonte: Dados ficticios.

Considerando a quantidade de alunos de cada turma que respondeu a questao como a indicada a seguir, assinale a
alternativa correta:

Quantidade de alunos por turma

1A 1B 1C 1D
30 35 38 36

Fonte: Dados ficticios.

a) Naturma A, nao ha alunos que utilizam mais de um meio de transporte para ir a escola.
b) Naturma C, nem todos os alunos utilizam apenas um meio de transporte para ir a escola.
x ) Naturma D pode haver um aluno que utilize 3 meios de transporte para ir a escola (por exemplo, 6nibus, metrd, a pé).
d) Na turma B, todos os alunos indicaram apenas um meio de transporte, a excecao de 2 alunos que utilizam 2 meios
de transporte para ir a escola.
e) Nas turmas A e B, podemos afirmar que ha, em cada uma, exatamente 3 alunos que utilizam 2 meios de trans-
porte parair a escola.

A
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contextos Boo®

®

Obesidade

Quando comemos mais do que precisamos, o excesso € armazenado em forma de gordura. Em outras palavras,
se o nimero de calorias que “entra” no corpo for maior que o de calorias que “sai”, engordamos. Esse desequilibrio
pode ser gerado por habitos alimentares errados, pouca atividade fisica, fatores hereditarios, problemas glandulares,
etc. O armazenamento de gordura que se aproxima de um nivel que compromete a sadde de uma pessoa é chama-
do de obesidade.

Papel confuso da gordura na doenca

Foi estabelecida uma nitida associacao entre obesidade e varias enfermidades sérias, entre elas diabetes, hiper-
tensao, doencas cardiovasculares e até alguns tipos de cancer,embora muitos aspectos dessa relacao nao tenham sido
explicados. Ainda assim, a definicdo médica mais comum de obesidade baseia-se em evidéncias de efeitos adversos
sobre a salilde em pessoas acima do peso.

O indice de massa corporal (IMC) é um dos parametros utilizados para identificar sobrepeso e obesidade. Esse
indice € calculado com a massa de uma pessoa, em quilogramas, dividida pelo quadrado da sua altura, em metros. Ja
que uma maior mortalidade € encontrada em pessoas com IMC maior do que 30, esse numero tornou-se um dos prin-
cipais parametros para definir a obesidade. Um IMC entre 25 e 30 € chamado sobrepeso, refletindo ja alguma conexao
com efeitos adversos a salde.

Essas relacoes epidemiolégicas entre IMC e enfermidade, contudo, podem variar em diferentes subpopulacoes. E
nenhum numero preciso permite que os médicos determinem qual quantidade de gordura excedente causara uma
doenca. Algumas pessoas tém problemas de satide com o IMC abaixo de 25, enquanto outras permanecem sadias com
IMC maior do que 30.

Aumento da obesidade —— HOMENS ~ —— MULHERES
Brasileiros estdo ficando ~— TOTAL EM PORCENTAGEM
mais pesados desde 2006

Banco de imagens/Arquivo da editora

Alimentacao Adultos com excesso de peso (IMC acima de 25)
54,5
O que faz mal ao coragao: /\//:_',/?51
l 1 '
a7t ; : : - 48,1
i 1
comem carne com 43 ¢ . ) ! , H
0 1
32% excesso de gordura 39 : b : 0 ! : i
' y ' 0 0 5 0
: : - ; : : :
tomam leite integral H 0 H : I 0 D
o §
53% "

que é mais gorduroso 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012
bebem refrigerante

26% cinco vezes por

semana ou mais

s

Adultos obesos (IMC acima de 30)
O que faz bem ao coragéo: 182
17,4
16,5

comem cinco ou
22,7% mais porcées de frutas
e hortaligas por dia

comem feijao Fonte: G1. Disponivel em:

35,5% cinco vezes (el + y y <http://gl.globo.com/bemestar/
semana ou mais 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 noticia/2013/08/mais-da-metade-

oy

dos-brasileiros-tem-excesso-de-
peso-segundo-pesquisa.html>.

Fonte: Vigitel 2012 — Ministério da Satde Acesso em: 11 mar. 2016.
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Rotina mais saudavel

Apesar do avanco de fatores de risco, como excesso de peso e colesterol alto, a populacao brasileira esta mais
atenta aos habitos saudaveis, com crescimento do nimero de pessoas que se exercitam regularmente e daquelas
que mantém uma alimentacao adequada, com maior presenca de frutas e hortalicas e menos gordura. Atualmen-
te, 35% da populacao sao consideradas ativas. Isto &, esta parcela executa mais de 150 minutos de atividades fi-
sicas semanais no tempo livre (média de 30 minutos por dia). Os homens (42%) sao mais assiduos que as mulheres
(30%). O percentual de pessoas ativas aumentou 18% nos Gltimos seis anos. [...] Cerca de 50% dos entrevistados
afirmaram nao cumprir o tempo recomendado para a pratica de exercicios e 16% nao praticam atividades deste
tipo. De acordo com dados da Organizacao Mundial da Satde (OMS), 3,2 milhdes de pessoas morrem no mundo,
por ano, em decorréncia da insuficiéncia na pratica de atividades fisicas. O sedentarismo é o quarto maior fator
de risco da mortalidade global. A meta do Ministério da Saude € reduzir para 10%, até 2025, a taxa de pessoas
insuficientemente ativas. Outra boa noticia € que os brasileiros estao consumindo mais frutas e hortalicas: 42,5%
dos entrevistados declararam consumir regularmente este tipo de alimento e 24,1% ingerem a quantidade reco-
mendada pela OMS (cinco ou mais por¢des diarias, 400 g). Além disso, o consumo de carnes com excesso de
gordura, refrigerantes e doces caiu. Entre 2007 e 2014, o percentual de entrevistados que declarou consumir
carnes gordurosas passou de 32,3% para 29,4%. O indice de cidadaos que bebem refrigerantes cinco ou mais vezes
por semana é 20,8%, menor taxa desde 2007 (30,9%). Ja os alimentos doces estao na rotina: cinco ou mais dias da
semana de 18,1% da populacao.

Fonte: Portal Planalto. Disponivel em: <http://wwwa2.planalto.gov.br/noticias/2015/04/nivel-de-obesidade-no-brasil-e-estavel-mas-excesso-de-peso-aumenta>.
Acesso em: 11 mar. 2016.

Trabalhando com o texto

1. Com base nas informacdes apresentadas, podemos dizer que o nimero de pessoas obesas no Brasil estd aumen-
tando ou diminuindo? Justifique sua resposta. Esta aumentando (de acordo com o grafico Adultos obesos (IMC acima de 30)).

Classificacaod lo IMC
2. O indice de massa corporal (IMC) é dado pela féormula © assiicacao de peso pelo

IMC = % em que p é a massa, em quilogramas, e h é a Classificacdo IMcC
altura, em metros, do individuo. A avaliagao de um peso, se Abaixo do peso Abaixo de 18,5
Zztionrzr;nsaeléil?sézi;)ﬁe::;ma do peso ideal, é feita de acor Peso ideal Entre18,5—24,9
a) Determine o IMC de Amanda, que tem 1,60 m de altura Sobrepeso Entre 25,0-29,9
e 51,2 kg de massa. IMC =20 Obesidade moderada | Entre30,0-34,9
b)Classifique o IMC de Amanda segundo a tabela ao lado. Obesidade alta Entre350-39,9

3 . Pgso ideal.
¢) Qual é a altura minima para que uma pessoa de massa

Obesidade muito alta Acimade 40,0
108,3 kg seja considerada com sobrepeso? 1,90 m

Fonte: <http://scsaude.sea.sc.gov.br/web/prevencao/

Pesqu isando e diSCUti ndo como-calcular-o-seu-imc>. Acesso em: 11 mar. 2016.

3. Muitas pessoas acreditam que um bebé ou uma crianca “gordinha” é sindnimo de boa satde. Vocé concorda
com isso? Espera-se que o aluno nao concorde com essa afirmacao, pois na verdade essa “crenca” é equivocada. A obesidade tem
" se apresentado como um fator prejudicial a saude.
4. Quais medidas podem ser tomadas para evitar a obesidade?

5. Uma dieta equilibrada n3o significa eliminar o consumo total de gordura. Pesquise quais sdo os beneficios da

ingestao de alguns tipos de gordura para o nosso organismo. 4. Alimentacdo balanceada e pratica de atividades
As gorduras, ou lipideos, estdo relacionadas ao crescimento, ajudam a
dissolver vitaminas, agem na producao de espermatozoides e atuam

Veja mais sobre o assunto como reserva de energia. tratamento de possiveis disturbios metabdlicos,
como o hipotireoidismo.

Procure mais informacoes sobre a obesidade em jornais, revistas, livros e na internet. Sugestdes: (acessos em:
15 jan. 2015)

® Artigo Cinturas avantajadas do Dr. Drauzio Varella: <http://drauziovarella.com.br/obesidade/cinturas-avantajadas/>;

fisicas. Pode ser necessario eventualmente o

® Associacao Brasileira para o Estudo da Obesidade e da Sindrome Metabélica: <www.abeso.org.br>.
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\estibulares de Norte a Sul ®

Regiao Norte

1. (UnirG-TO) Uma pesquisa a respeito da leitura das
revistas A e B foi feita com os alunos de um colégio.
Entre eles, 84 responderam que leem a revista A, 72
arevistaB, 28 as revistas Ae B, e 27 ndo leem nenhu-
ma das duas revistas. De acordo com esses dados,
conclui-se que o nimero de alunos desse colégio é:

xa) 155
b) 145
¢) 135
d) 125

2. (UFPA) Um professor de Matematica, ao lecionar Teo-
ria dos Conjuntos em uma certa turma, realizou uma
pesquisa sobre as preferéncias clubisticas de seus n
alunos, tendo chegado ao seguinte resultado:
= 23 alunos torcem pelo Paysandu Sport Club;
= 23 alunos torcem pelo Clube do Remo;
= 15 alunos torcem pelo Clube de Regatas Vasco da

Gama;

= 6 alunos torcem pelo Paysandu e pelo Vasco;

= 5alunos torcem pelo Vasco e pelo Remo.

Se designarmos por A o conjunto dos torcedores do
Paysandu, por B o conjunto dos torcedores do Remo e
por C o conjunto dos torcedores do Vasco, todos da
referida turma, teremos, evidentemente, AN B = .
Concluimos que o nimero n de alunos desta turma é:

a) 49 d) 45
xb) 50 e) 46
) 47

Regidao Nordeste

3. (Unifor-CE) Na Universidade de Fortaleza, a Divisdo
de Assuntos Desportivos é responsavel pelo planeja-
mento e execucao dos projetos desportivos, cuja
participacao € aberta para alunos de todos os cursos.
Em um grupo de 100 alunos da Universidade de For-
taleza, 17 praticam futsal, 19 praticam voleibol, 21
praticam natacdo, 5 praticam futsal e voleibol, 2 pra-
ticam futsal e natacao, 5 praticam voleibol e natacao
e 2 praticam os trés esportes. Com base nos dados
acima, qual o nimero de alunos desse grupo que
praticam pelo menos um desses esportes?

a) 37 d) 50
b) 40 e) 57
xc) 47

4. (UFRN) O jogo da velha tradicional consiste em um
tabuleiro quadrado dividido em 9 partes, no qual dois
jogadores, alternadamente, vao colocando pecas
(uma a cada jogada). Ganha o jogo aquele que alinhar,
na horizontal, na vertical ou na diagonal, trés de suas
pecas. Uma versao chamada JOGO DA VELHA DE
DESCARTES, em homenagem ao criador da Geome-
tria Analitica, René Descartes, consiste na construcao
de um subconjunto do plano cartesiano, no qual ca-
da jogador, alternadamente, anota as coordenadas
de um ponto do plano. Ganha o jogo aquele que pri-
meiro alinhar trés de seus pontos. A sequéncia abai-
X0 € o registro da sequéncia das jogadas de uma
partida entre dois jogadores iniciantes, em que um
anotava suas jogadas com a cor preta e o outro, com
a cor cinza. Eles desistiram da partida sem perceber
que um deles havia ganhado.

(1), (23,22, 6,3),43),01,3),27),3.1,6,2), 4 2).
Com base nessas informacoes, € correto afirmar que
o jogador que ganhou a partida foi o que anotava
sua jogada com a cor:

xa) cinza, em sua terceira jogada.
b) preta, em sua terceira jogada.
) cinza, em sua quarta jogada.
d) preta, em sua quarta jogada.

Regido Centro-Oeste

5. (IFG-GO) De janeiro a novembro de 2013, foram regis-
tradas 314 mil multas nas ruas de Goiania por excesso
de velocidade, 46 mil multas foram por avancar o sinal
vermelho e 45 mil por transitar na faixa exclusiva dos
6nibus. Os dados sao da Secretaria Municipal de Tran-
sito, Transportes e Mobilidade (SMT).

Disponivel em: <http://gl.globo.com/goias/noticia/2014/01/
goianiaregistra-314-mil-multas-por-excesso-de-velocidade-
em-11-meses.html>. Acesso em: 9 fev. 2014. (Adaptado).
Considere que 11 mil motoristas foram multados por
excesso de velocidade e por avancar o sinal vermelho,
10 mil por avancar o sinal vermelho e por transitar na
faixa exclusiva dos 6nibus, 12 mil por excesso de velo-
cidade e por transitar na faixa exclusiva dos énibus e
20 mil por excesso de velocidade, por avancar o sinal
vermelho e por transitar na faixa exclusiva dos énibus.
De acordo com essas informacdes, o nimero de mo-
toristas multados € de:

xa) 332 mil d) 362 mil
b) 405 mil €e) 352 mil
c) 383 mil

@_
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6. (UEG-GO) O grafico a seguir apresenta a evolucdo
da taxa basica de juros — Selic — no periodo de
18/01/2006 a 19/01/2011. Analisando esse grafico,
constata-se que durante esse periodo:

Evolucao da taxa basica de juros — Selic (% ao ano)

18,00 7—18/01/06
17,25

16,00

10/09/08

18/10/06
\ 1375 B jon20s
14,00 2
18/07/07 :
1150 /_\ 01/09/10
12,00 : 1075
04/06/08 \ 2/07/09
> To909N_ 5" 7
9,25

2008 2009 2010 20M

10,00

8,00

2006 2007

Fonte: Banco Central do Brasil.
xa) a menor Selic foi de 8,75% ao ano.
b) a maior Selic foi de 11,25% ao ano.
c) a menor Selic foi de 9,25% ao ano.
d) a maior Selic foi de 13,75% ao ano.
e) a maior Selic foi de 14,75% ao ano.

Regiao Sudeste

7. (Mack-SP)SeA={xE€Z|xéimparel<x<T}e
B={x€R|x*— 6x + 5= 0}, entdo a Unica sen-
tenca falsa é:

xa) O conjunto das partes da interseccao dos con-

juntos AeBéP(ANB)={{1}, {5 {1, 5}

b) O conjunto complementar de B em relacao a
AéCE=1{37}

¢) O conjunto das partes do complementar de B
em relacioa A é P(C8) = {, {3}, {7}, 3, 7}}.

d) O conjunto A interseccao com o conjunto B é
AN B=/{15}

e) O nimero de elementos do conjunto das partes
da unido dos conjuntos A e Bé n[P(A U B)] = 16.

8. (Insper-SP) O gréfico abaixo mostra o nivel de d4gua
no reservatorio de uma cidade, em centimetros.

600
500
400
300
200
100

o

dia do
més

O periodo do més em que as varia¢des diarias do ni-
vel do reservatoério, independentemente se para
enché-lo ou esvazia-lo, foram as maiores
a) nos dez primeiros dias.
x b) entre o dia 10 e o dia 15.
) entre o dia 15 e o dia 20.
d) entre o dia 20 e o dia 25.
e) nos Gltimos cinco dias.

Regiao Sul

9. (Ufpel-RS) O valor numérico da expressio

1
% ,parax = 045222..ey = 0,31888..., é
‘I —

1
X
L) 493 91 o 287
287 493
b) 287 «d) 493
493 287

10. (UFPR) Num teste de esforco fisico, 0 movimento de um
individuo caminhando em uma esteira foi registrado
por um computador. A partir dos dados coletados, foi
gerado o grafico da distancia percorrida, em metros, em
funcao do tempo, em minutos, mostrado abaixo.

distancia
(metros)
1400 F===mmmmmmmmmmmne g

1000 ===~

6001~~~

2007

tempo
10 (minutos)
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2 4 6 8
De acordo com esse grafico, considere as seguintes
afirmativas:

1. Avelocidade média nos primeiros 4 minutos foi de
6 km/h.

2. Durante o teste, a esteira permaneceu parada du-
rante 2 minutos.

3. Durante o teste, a distancia total percorrida foi de
1200 m.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente as afirmativas 1e 3 sao verdadeiras.

b) Somente as afirmativas 2 e 3 s3o verdadeiras.

¢) Somente as afirmativas 1e 2 sio verdadeiras.

d) Somente a afirmativa 3 é verdadeira.

xe) As afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.
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CAPITULO

Lucas Lacaz Ruiz/Fotoarena/Folhapress

Em uma situacdo cotidiana, como ir a uma feira livre, podemos observar a presenca da Matematica. Por exemplo, durante a
permanéncia da feira, o preco dos produtos nela vendidos sofre variacdes de acordo com a quantidade de produtos disponiveis

e a movimentacdo de clientes. Para representar o valor a ser pago nos diferentes perfodos, para diferentes quantidades de frutas
adquiridas, podemos utilizar uma funcao afim por partes. Feira em Séo José dos Campos (SP). Fotografia de 2014.
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Um representante comercial recebe, mensalmente, um salario composto de duas partes:
uma parte fixa, no valor de R$ 2500,00;

e uma parte variavel, que corresponde a uma comissao de 6% (0,06) sobre o total das vendas que ele faz
durante o més.

Nessas condicoes, podemos dizer que:
salario mensal = 2500 + 0,06 - (total das vendas do més)

Observe que o salario desse vendedor é dado em funcao do total de vendas que ele faz durante o més.
Representando o total de vendas por x, temos:

s(x) = 2500 + 0,06x
ou

s(x) = 0,06x + 2500
ou

y=0,06x+2500 ()

Observe outros exemplos desse tipo de funcao:
a) Uma pessoa tinha no banco um saldo positivo de R$ 230,00. Apds um saque no caixa eletronico que
fornece apenas cédulas de R$ 50,00, o novo saldo é dado em funcdo do nimero x de cédulas retiradas.
A lei da funcao é dada por:

f(x) = 230 — 50x
ou

f(x) = —50x + 230
ou

y=-50x+230 (D

b) Em um reservatério havia 50 L de dgua quando foi aberta uma torneira que o abastece com 20 L de agua
por minuto. A quantidade de agua no reservatorio € dada em funcao do nimero x de minutos em que
a torneira fica aberta. A lei dessa funcao é:

flx) = 20x + 50

ou
O objetivo destas questdes € mostrar aos alunos como é

constituida uma funcao afim. Se desejar, peca a eles que

y= 20x + 50 @ digam outros exemplos de funcao afim.
() Agora, relina-se com um colega, comparem as leis das funcdes (1), (D) e (I) descritas acima e respondam
as questoes.
a) Quais sao as partes fixas (que nao dependem do valor de x) de cada uma das trés funcoes?

(2 500; (@) 230; () 50

b) Qual é a parte variavel de cada uma das trés funcoes? (1) 0,06x; (i) —50x; (1) 20x

¢) Chamando de b a parte fixa e de a o coeficiente da parte variavel, escreva no caderno uma férmula
geral para representar funcoes desse tipo.y = ax + b

~
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Comente com os alunos que uma funcao afim também

(r“\ . s~ ~ .
kkz_/) Deflnl(,:ao de fun(’:ao aflm pode ser chamada de funcao polinomial do 12 grau.

Uma funcao f: R — IR chama-se funcao afim quando existem dois
nUmeros reais a e b tal que f(x) = ax + b para todo x € IR.

Exemplos:
a) flx) = 2x +1 (@a=2eb=1) d) f(x) = 4x (a=4eb=0)
b) fix) = —x + 4 (@a=—-1eb=4) e) flx) =6 (@a=0eb=06)

c)f(x)=%x+5 a=%eb=5

Acompanhe a seguinte situacao:

Determinado balao infla ou desinfla dependendo da temperatura a que é submetida uma solucao ga-
sosa em seu interior. A 0 °C, o volume dessa solucao é de 20 cm?, mas aumenta linearmente 2 cm? cada vez
que a temperatura t (0 <t < 10) sofre um aumento de 1°C. Assim, o volume do baldo pode ser expresso,
em centimetros cubicos, por:

V(t) = 2t + 20
Se a temperatura sofrer um aumento de 2,5 °C, seu volume sera, em centimetros clbicos:
V(2,5)=2-(2,5) +20 =5+ 20 = 25 = V(2,5) = 25
De modo geral, se o volume a 0 °C for b e se aumentar linearmente g cm? para cada 1°C a mais na tem-
peratura, o volume em centimetros cubicos desse balao podera ser expresso pela funcao afim:

V(t)=at+ b

(/—\‘ _ .
\3 ) Valor de uma funcao afim

O valor numérico de uma funcao afim f(x) = ax + b
para x = xo € dado por f(xo) = axo + b.

Por exemplo, na funcdo afim f(x) = 5x + 1, podemos determinar:
° f()=5-1+1=5+1=6.Logo, f(1) = 6.
® f(-3)=5-(=3) + 1= —15+ 1= —14. Logo, f(-3) = —14.
of(l) = 5(l) +1=1+1= 2. Logo, f(l) =2.
5 5 5
® f(x +h)=5-(x+ h)+1=>5x+ 5h + 1. Logo, f(x + h) = 5x + 5h + 1.

Valor inicial

Em uma funcao afim f(x) = ax + b, o nimero
b = f(0) chama-se valor inicial da funcao f.

Por exemplo, o valor inicial da funcao:
a) flx) = —2x +3é3,poisf(0) = —2-0 + 3 = 3.
b) f(x) =5x +1é1,poisf(0)=5-0+1=1.
c) fix) =7xé0, pois f(0) =7-0 = 0.

A

\

i . (
N Funcao afim e funcdo modular L 75 J
N s




Vain

Vatn
~—

N\ o/

Em qualquer funcao f: R — R, quando acrescentamos h a variavel x, passando de x para x + h, ha, em
correspondéncia, um acréscimo f(x + h) — f(x) no valor da funcao.

Dados x e x + h niUmeros reais, com h # 0, 0 nimero

flx +h) —fx)

chama-se taxa de variacao média da

h
funcao f no intervalo [x, x + h].
)

D R L S T
3 VL +

3 IR T SRR =

£ : X
g 0 >I( X 4I- h

I<—>h |

Dados x e x + h numeros reais, com h # 0, e a funcao afim f: R — R definida por f(x) = ax + b, sua taxa
de variacao média em relacao a x € dada pelo numero:

flx +h) —flx) _ alx +h)+b—(ax +b) ga(+ah+}f ax — ﬂ:a_:a
h h h
Portanto, f(x+f;1)—f(x) = a.

Assim, a taxa de variacao média, em relacao a x, de uma funcao afim qualquer, definida por f(x) = ax + b, é a.

Observacoes:
1) Como a taxa de variacdo média de uma funcao afim é constante, podemos dizer apenas taxa de variacao.

22) A taxa de variacao da funcao afim pode ser interpretada como a variacao em f(x) causada por cada au-
mento de 1 unidade em x. Exemplo: a taxa de variacao da funcao afim f(x) = 5x + 2 é 5, ou seja, cada
acréscimo de 1 unidade em x faz f(x) aumentar 5 unidades; e a da funcao g(x) = —3x + 2 é —3, ou seja,
cada acréscimo de 1 unidade em x faz g(x) diminuir 3 unidades.

39) A taxa de variacao da funcao afim pode ser obtida conhecendo-se dois dos seus valores f(x;) e f(x,):

X2
a = Q , para x; 7 X, .
Xy — Xq
P . d d Este fato pode ser constatado nos exemplos
ro p riedaae apresentados nas Situacoes iniciais de funcoes afins.

Uma funcao afim é crescente (x; < x, = f(x1) < f(x,)) quando sua taxa de variacao a é positiva,
e decrescente (x; < x, = f(x7) > f(x2)) quando a taxa de variacao a é negativa.

Se a = 0,afuncdo f(x) = ax + b serd equivalente a f(x) = b e sera chamada de funcao constante.

L 16 ‘ Capitulo3 ™



Atividade
emdupla

Atividade
em equipe

1. Determine o valor numérico da funcio afim
flx) = =3x + 4 para:
a) x=171=1

b)x=%f(%j:3

2. Considere as funcdes afins:

a) f(x)=3x +%

b) gix) = 2x + %

Qual delas tem valor inicial maior? E qual tem taxa
de variacdo maior? g(x) tem maior valor inicial e
f(x) tem maior taxa de variacao.
3. Escreva no caderno a lei da funcdo afim em cada
item sabendo que: flx) = 3x +1
a) ataxa de variacao é 3 e o valor inicial é 1;

b) ataxadevariacdoé —2ef(2) =5; flx)=—2x+9

¢) para cada unidade aumentada em x, a funcao

aumenta 2 unidades e o valor inicial é 10;
. fix) =2x+10
d) para cada unidade aumentada em %, a funcao

diminui 1 unidade e o valor inicial é 3.
fix)=—x+3
4., Na producao de pecas, uma industria tem um
custo fixo de R$ 8,00 mais um custo variavel
de R$ 0,50 por unidade produzida. Sendo x o nime-
ro de unidades produzidas:

a) escrevam no caderno a lei da funcao afim que
fornece o custo total de x pecas; f(x) = 8 + 0,50x

b) indiquem a taxa de variacio dessa funcdo e o
seu valor inicial: A taxa de variacdo é 0,50. O valor

inicial dessa funcao é f(0) = 8.
¢) calculem o custo de 100 pecas. r$ 58,00

5. Considerem o retangulo a seguir.

a)|largura =1cm,

perimetro = 12 cm;
largura=15cm,
perimetro =13 cm;
largura = 2.cm,
perimetro = 14 cm;
largura =3 cm,
perimetro = 16 cm;
Nessas condicoes:

5cm

xem largura = 4.cm,

perimetro =18 cm.

a) calculem o perimetro do retdngulo quando a lar-
gura for1cm; 1,5cm; 2cm; 3cm e 4 cm;

b) construam uma tabela no caderno associando

cada largura ao perimetro do retangulo;
Veja a tabela no Manual do Professor.
) sexrepresenta a largura, escrevam no caderno

a lei da funcao que expressa o perimetro desse
retangulo; f(x) =10 + 2x

£

informem qual € a taxa de variacao dessa funcao

e qual é oseuvalorinicial.
A taxa de variacao € 2 e o seu valor inicial é 10.

6.

ATENCAO!
Nao escreva
no seu livro!

Uma pessoa vai escolher um plano de sadde
entre duas opcodes. Veja a seguir.

tora

PLANO A gs
INSCRICAO R$ 100,00 HEES
&8s
CADA R$ 50,00
CONSULTA
PLANO B
INSCRICAO R$ 180,00
CADA
Ililﬂﬁiﬁ'
CONSULTA $40,

O gasto total de cada plano é dado em funcao do
numero x de consultas.
Determinem:

a) aleidafuncao correspondente a cada plano;
Plano A: f(x) = 50x + 100; plano B: g(x) = 40x + 180.
b) qual delas tem maior taxa de variacao e como

. . . A taxa de variacao
isso poderia ser interpretado; correspondenteé ao

plano A é a maior. O custo aumenta mais rapidamente no plano A.

~N
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¢) em que condicoes é possivel afirmar que: o pla-
no A é mais econdémico; o plano B é mais econd-

mico; os dois planos sao equivalentes.
O plano A é mais econémico para x < 8;0 B,
para x > 8; e eles sdo equivalentes para x = 8,
O preco do aluguel de um carro popular € dado

pelo quadro abaixo.

100 km TAXA FIXA DE R$ 50,00

500 km TAXA FIXA DE R$ 75,00

300 km TAXA FIXA DE R$ 63,00

Em todos os casos, paga-se R$ 0,37 por quildometro
excedente rodado.

a) Escrevam no caderno a lei da funcao afim para
cada caso, chamando de x o nimero de quildme-

tros excedentes rodados. filx) = 50 + 0,37x;
. falx) = 63 + 0,37x; f3(x) = 75 + 0,37x
b) Qual é a taxa de variacao de cada funcao?
fim»a=037;f,>a=037f;—>a=037

Um tanque estava inicialmente com 10 litros de
agua. A torneira desse tanque foi aberta deixando
sair a agua na razao de 5 litros por segundo.

a) Escrevam no caderno a funcao afim que repre-

senta a quantidade de dgua apds t segundos.
. o _flty=10+5t
b) Qual é a taxa de variacdo da funcao afim assim

obtida? 5

¢) Qual éovalorinicial dafuncao afim assim obtida?
10

~
i . g
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(5 ) Determinacdo de uma funcdo afim

Uma funcao afim f(x) = ax + b fica inteiramente
determinada quando conhecemos dois dos seus
valores f(x,) e f(x,) para quaisquer x, e x, reais, com
X, # X,. Ou seja, com esses dados conseguimos
determinar os valores de a e de b.

 Exercicios

Acompanhe duas maneiras de determinar uma funcao afim, sabendo que f(2) = —2e f(1) = 1.

12 maneira:

Vamos obter a taxa de variacao a e o valor inicial b para determinar a funcao afim.

—2—1
2-1

Sabemos que: a = f(zz):{ﬁ) -

Assim, f(x) = —3x + b.

:__3:_3‘
1

Para obter b, escolhemos um dos valores conhecidos; por exemplo, f(1) = 1. Substituindo x por 1, temos:

1=—3-1+b=b=4
Entao, f(x) = —3x + 4.

29 maneira:

o se f(2) = =2, entdo para x = 2tem-se f(x) = —2, ou seja, —2 = 2a + b;

® se f(1) = 1, entdo para x = Ttem-se f(x) = 1, ou seja, 1= a + b.

Determinamos os valores de a e b resolvendo o sistema de equacoes:

{2a+b=—2 2d + b = -2
a+b=1 i%ﬁ =

—2b = =2

Comoa+b=1entdoca+4=1=a= —3.

b = -4=b=4

Logo, a funcao afim f(x) = ax + b tal que f(2) = —2 e f(1) = 1é dada por f(x) = —3x + 4.

®

9. Determine a férmula matematica da funcio afim
tal que f(2) = 5ef(—1) = —4 e depois responda: qual
¢ a taxa de variacao dessa funcao?
fix) = 3x — 1; ataxa de variacdo é g = 3.

10. O proprietario de uma fabrica de chinelos verifi-
cou que, quando se produziam 600 pares de chi-
nelos por més, o custo total da empresa era de
R$14 000,00 e, quando se produziam 900 pares,
o custo mensal era de R$ 15 800,00. A funcao que
representa a relacado entre o custo mensal (C) e o
numero de chinelos produzidos por més (x) é uma
funcao afim.

a) Obtenha C em funcao de x. C(x) = 6x + 10 400

b) Se a capacidade maxima de producao da em-
presa é de 1200 chinelos/més, qual o valor do
custo maximo mensal? R$ 17 600,00

11. Escreva no caderno a funcao afim f(x) = ax + b,
sabendo que:
a) fl =5ef(=3)= -7, b)fl(-1)=7ef(2) =1
Sfx)=3x+2 flx) = —2x+5
Ovalor (V) de uma mercadoria decresce com o tem-
po (t), em razao do desgaste. Por isso, a desvalori-
zacao que o preco dessa mercadoria sofre em razao
dotempo de uso é chamada depreciacao. A funcao
depreciacao pode ser uma funcao afim, como nes-
te caso: o valor de uma maquina é hoje R$1000,00
e estima-se que daqui a 5 anos sera R$ 250,00.

12.

a) Qual sera o valor dessa maquina em t anos?
V = —150t + 1000
b) Qual serd o valor dessa maquina em 6 anos?
R$ 100,00
¢) Qualsera sua depreciacdo total apds esse periodo

de 6 anos? R$ 900,00

~
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E possivel demonstrar que o grafico de uma funcdo afim f(x) = ax + b

é uma reta.

Geometricamente, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é
grafico da funcdo f(x) = ax + b, intersecta o eixo Oy, pois para x = 0
temos f(0) =a-0+ b =b.

O numero a chama-se taxa de variacao da funcao f, mas também
€ conhecido como declividade ou coeficiente angular dessa reta em
relacdo ao eixo horizontal Ox.

O numero b chama-se valor inicial da funcao fou coeficiente linear

dessa reta.

Tracado de graficos de funcées afins

Vamos construir os graficos de algumas funcdes afins f(x) = ax + b no plano cartesiano.
Como o grafico da funcao afim f(x) = ax + b é uma reta e para tracar uma reta basta conhecermos
dois pontos distintos pertencentes a ela, entdao determinamos dois pontos distintos da funcao e traca-

mos a reta.

Veja alguns exemplos:
a) flx) = 2x +1

X fx)

fix) =2x+1

o

pontoem
A queareta
; intersecta

. oeixoy

Nesse caso, temos a = 2 (@ > 0), entdo a reta é ascendente (“sobe” da esquerda para a direita).

b) f(x) = —3x + 2

X X
fx) ©.2)
0 2 ponto em
queareta
1 -1 intersecta
oeixoy
X
G
_’I mEEEN
Nesse caso, temos a = —3 (a < 0), entdo a reta é descendente (“desce” da esquerda para a direita).
=
(
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x )
~1 -3
1 3 oMb
\_ X
G-
(a>0)
fix) =3x
d) f(x) = —2x fx) = —2x
x fx)
-2 4 X 4
1 ) f)=b=0
i / X
— 5 FH
—2 a= -2
(a<0)
e) flx) = x _y = x
x fx) S
fix)=b= :
-2 -2 \" :
2 2 T T _OI 2I T T T T
i
f) fix) =2
x fx) Li
H floy=b=2
2| 2 i i)
=1 2 fhateinal
0 2 FHH 01' é FEHHHH
1 2
2 2 n
gf)=x+2 3 7 -
x| f) S i
-2 0 m
0 2 |

Fique atento!

+ fix) = ax é denominada funcao linear. 1
+ O grafico dessa fungdo é uma reta nao vertical
que passa pela origem (0, 0).

o ————- r--—--
» Fique atento! « Para refletir

I + fix) = x é conhecida . O_ que é a :
! como fungao identidade, I ! bissetriz de

»  casoparticulardafungdgo ! 3 um angulo?

I linearemquea = 1. ' e

= + Ografico da funcdo I E a semirreta que parte
. identidade f(x) = x é a . do vértice do dngulo e o
! bissetriz dos 12 e 32 . gi"ide em dmsj‘ggu'os

N quadrantes. _/ e mesma medida.

L s e s
R N
; Fique atento!

« fix) = b (ouseja, a = 0) recebe o nome de funcdo |
constante. I
+ O grafico dessa func¢ao € uma reta paralela ao .
eixo x que passa pelo ponto (0, b). Nesse caso, .

Im(f) = {b}.

[rre e ———
Fique atento! \

+ Afunciof(x) = x + brecebe o nome de translacao
porque podemos “andar” (“transladar”) com a reta
y = x + bparalelamente a reta y = x (bissetriz dos
quadrantes impares).

+ Atranslacdo transforma (x, y) em (x,y + z), ou
seja,leva o eixo Ox naretay = z.

« O grafico de f(x) = x + b é oresultado da
translacdo do grafico de uma funcéo linear
f(x) = x, bunidades para cima, se b > 0,ou b
unidades para baixo, se b < 0.




Exercicios resolvidos

passo a passo: exercicio 2

1. Calcule ataxa de variacdo da funcio cujo grafico
é uma reta que passa pelos pontos A(1, 3) e B(5, 6).
Verifique se essa funcao afim é crescente ou

decrescente.

Resolucao:
X,) — f{x

Sabemos que:a = M,M # X3.
Xy, — X

Em A(1, 3) temos f(1) = 3; em B(5, 6) temos f(5) = 6.

Assim, a = £z = i.
5-1 4
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Portanto, a taxa de variacao éigual a % Em outras

palavras, a razdo entre a variacao dos valores de f(x)

e a correspondente variacao dos valores de x no

intervalo[1, 5] é %

3 - L
Como T > 0, afuncao afim é crescente.

W@ Resolvido passo a passo

2. (Uepa) Segundo a Organizacao das Nacdes Uni-
das (ONU) a populacdo da Terra atingiu a marca
de 7,2 bilhoes de habitantes em 2013, dados pu-
blicados no estudo “Perspectivas de Populacao
Mundial”. De acordo com as projecoes de cres-
cimento demografico, seremos 8,1 bilhdes de
habitantes em 2025 e 9,6 bilhoes de habitantes
em 2050. Supondo que a partir de 2025 a popu-
lacao mundial crescera linearmente, a expressao
que representara o total de habitantes (H), em
bilhdes de pessoas, em funcao do numero de
anos (A) é:

a)H=0,060-A + 8]
b)H=0,036-A + 7,2
OH=0060-A+96
d)H=0,036-A+ 8|
e)H=0060-A+72

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?

A populacao da Terra em 2013 e as projecdes para
2025 e 2050.

b) O que se pede?
Uma expressao que represente o total de habitan-

tes (H) em funcao do nimero de anos (A), a partir
de 2025.

2. Planejando a solucao

Devemos usar as informacdes do enunciado para montar
a expressao solicitada. A populacao inicial, estimada pa-
ra 2025, é de 8,1 bilhdes de habitantes, e a partir desse
ano a populagao mundial crescera linearmente, descre-
vendo uma funcao afim. Partindo desse dado, o valor
inicial da funcao é a populacao inicial (8,1), e devemos
calcular a taxa de variacao dos anos por meio de uma
razao entre o aumento populacional e o tempo decorrido.

3. Executando o que foi planejado
Toda funcao afim é definida por:
flA)y=a-(A) +b
\2 !

taxadevariacdo  valor inicial

Como sabemos que o valor inicial € igual a 8,1, temos que
b = 8,1. Para encontrarmos o valor da taxa de variacao g,
basta obter a razao entre o aumento populacional e os
anos decorridos.
o= 9,6—-81 15 _
2050—2025 25

Substituindo as duas variaveis obtidas, chegamos a
expressao esperada: H = 0,060 - A + 8,1.

0.06

4. Emitindo a resposta
Aresposta € a alternativa a.

5. Ampliando o problema

a) Considere que a partir de 2050 a populacao
mundial comece a decrescer linearmente
0,2 bilhao de habitantes por ano. Dessa forma,
qual é a funcao que representa a populacao
mundial (P) em funcao do nimero de anos (A)
e em que ano a populacao mundial se igualara

a populacao de 2013? P(A) = -0,2A + 9,6;

b) Discussdo em equipe " °"° de 2062

Troque ideias com seus colegas sobre o crescimen-
to populacional nos dltimos anos e quais as con-
sequéncias desse evento para o planeta no que diz
respeito ao suprimento das necessidades desse
contingente populacional. Imaginem supostas
realidades para o futuro e proponham alternativas
viaveis para contornar a situacao. Resposta pessoal.

("g1)
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 Exercicios

Veja os graficos dos exercicios 13, 14, 15, 18, 20, 21 e 23 no Manual do Professor.

13. Construa no caderno, em um sistema de eixos or-
togonais, o grafico das seguintes funcoes:
a) flxy=2x+3 o flx) = —2x+5

b) f(x) =x +3 d) fix) = 2 — 2x

[ ] . .

@n No caderno, em um mesmo sistema de eixos orto-
gonais, construa os graficos das seguintes funcoes.
Depois, observe a influéncia da taxa de variacao na
posicao de cada reta. Existe algum padrao a ser notado?

14.

a) fix) = %x 0 hix) = 2x &) t(x) = —2x
b) g(x) = x d)s(x) = —x
15. Fisica

Um corpo se movimenta em velocidade constante
de acordo com a férmula matematicas = 2t — 3,em
que s indica a posicao do corpo (em metros) no ins-
tante t (em segundos). Construa no caderno o grafi-
codesem funcaodet.

16. Obtenha, em cada caso, a funcio f(x) = ax + b, cuja
reta, que é seu grafico, passa pelos pontos:
a) (—-1,1e(2,0) b) (3,0)e (0, 4)

flx) = 7ix+£ flx)=—-——=x+4
Determine o valor de m para que o grafico da
funcaof(x) = 2x + m — 3:
a) intersecte o eixo y no ponto (0, 5); m = 8

17.

b) intersecte o eixo x no ponto (3,0). m = —3

18. 22 sabendo que a funcao f(x) = ax + b é tal que
f(1) = 5ef(-2) = —4, determinem:

a) osvaloresdeaeb;a=3eb=2

b) o grafico de f;
c) ovalordexparaoqualf(x) =0. x = f%

19.

2% Considerem a funcao afim dada por

fix) =
a) Em que pontos a reta correspondente corta os
eixos x ey?j(x) corta o eixo x no ponto (—, 0| e o eixo y
no ponto (0, 4) 3
= P ) 4
b) A funcao é crescente ou decrescente?
Decrescente.
00 - . ~
@n As retas das funcoes afins fe g e da fungao cons-

tante h determinam um triangulo.

—3x + 4 e respondam:

20.

a) Determinem os vértices desse tridngulo, saben-
do que as leis dessas funcdes sio f(x) = x — 3,
g(x) = —x+3eh(x) =3. A@3,0);B(0,3) e C(5,3).

b) Construam os trés graficos no caderno em um
mesmo sistema de eixos.

® I .
21. &= Afuncdo afim f(x) = ax + btem taxa de varia-
cao igual a —2 e seu grafico passa pelo ponto
A(1, —3). No caderno, escrevam a funcao afim e

esbocem seu grafico. f(x) = —2x —1

22. Dados os graficos das funcdes de R em IR, escreva
no caderno a funcao f(x) = ax + b corresponden-
te a cada item.

a) y 2
= <x+2
3-/ g
2
'I_
X
3210 1 2 3 4
—2 4
b) 3y yzflx+2
> 2
14
X
I ) B R RS

C) y f) y y=3x+14
01 iy =10x :
. .
0 : 0 2
d) \-Vy:710x+20 g) y
20
y=-3x
S 154
. .
0 2 _: 0

0 7 A -4 ol 3
[ ] .

23. &» Construam no caderno, em um sistema de coor-
denadas cartesianas ortogonais, o grafico das seguin-
tes funcoes:

2,5ex =0
a X)=
) fix) {x+2,sex<0
x,sex =2

—1,se0=x<2

x—1sex <0

b) flx) =

82] Capitulo3 ™

llustragoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora



Matematica e tecnologia

Este software sera usado como ferramenta para auxiliar na construcao de graficos ao longo deste e dos préximos volumes desta colecao. \

Construcao do grafico da funcao afim no computador

Acompanhe como construir o grafico de funcoes
importantes utilizando um software livre.
O LibreOffice (antigo [~ == =—===—"=*~ \

. . » Fique atento!
BROffice) € um software : ¢ oftware livre é uma

expressao utilizada para
designar qualquer
programa de computador
que pode ser executado,
copiado, modificado e
redistribuido pelos
usuarios gratuitamente._/

livre que oferece seis aplica-

Iha eletronica, editor de

I
tivos: editor de texto, plani- i
apresentacao de slides, edi- |
tor de desenho, editor de ;
férmulas e banco de dados.

A instalacdo desse software é simples: acesse o
site <http://pt-br.libreoffice.org/> (acesso em: 19 mar.
2016), clique em “BAIXE JA” escolha a vers3o de acor-
do com o seu computador e siga os passos para fina-
lizar a instalacao do programa.

Ao abrir o LibreOffice, clique em “Planilha do Calc”
e observe que a planilha eletronica é formada por li-
nhas (1,2, 3,4,..) e colunas (A, B, C, D, ...).

Agora, siga os passos para construir o grafico da
funcao f(x) = x + 3.
® 12 passo: Vamos montar uma tabela com valores de

x e f(x). A coluna A sera formada pelos valores da
variavel independente x, e a coluna B, pelos valores
da variavel dependente f(x). Preencha as células Al
e Blcom x e f(x) = x + 3, respectivamente.
Nas células A2, A3, A4, ..., A12 preencha com os valo-
—4,-3,..,4,5.
Na célula B2 digite “= A2 + 3”. Assim, o valor assu-

res —5,

mido na célula B2 sera igual ao valor apresentado
na célula A2 acrescido de 3 unidades. Em seguida

tecle “Enter”.

Captura de tela do 12 passo.

® 22 passo: Clique com o botao esquerdo do mouse
no canto inferior direito da célula B2 utilizando o
recurso “Arrastar e soltar” e deslize até a célula B12.

Ao soltar o mouse, aparecerao na coluna B os valores
que obedecem a lei de formacao da funcao f com
os valores indicados na coluna A. Observe na figura

a seguir.
Cl S t1uge 15 UtruCHtm T - =
g friv Apee ey P bwweem o A .
¥-m-d K sel~@
— x

Captura de tela do 2° passo.

® 32passo: Selecione a tabela construida, clique na op-

¢ao “Grafico” (icone na parte superior ¥ ), selecione
a opcao “XY (Dispersao)” e “Somente linhas”, como
apresentado nas imagens abaixo. Depois, clique em

concluir, e o grafico sera construido automaticamente.

TR - |

IEEE =

~Ee S TO e @ = BB

L S i |+ UTeTH e Ca

LeeEa &
f

HoATh et L8 1
F—mwd

et 8 T R

Capturas de telas do 3° passo.

Observe que o dominio da funcao sao os valores co-
locados na coluna A, ou seja, [5, 5] e a imagem é a
variacao do eixo das ordenadas [-2, 8].

Repita a operacao utilizando o mesmo dominio e as
funcdes f(x) = x —3ef(x) = 2x + 1.

Veja os graficos no Manual do Professor.

~
i . (‘a2 )
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 Exercicios

(/-ﬂ ~ _ ) ) .
(7 Conexao entre funcdo afim e Geometria analitica

No estudo da Geometria analitica, que provavelmente ocorrera no 3%2ano do Ensino Médio, os elementos
geométricos sao descritos por equacoes. Entre eles, a reta, que particularmente nos interessa, pois, como ja

estudamos, o grafico de uma funcao afim f(x) = ax + b é uma reta.

Reciprocamente, toda reta nao vertical r € o grafico de uma funcao afim. De
fato, se A(x, y1) e B(xy, y») sao dois pontos distintos da reta r, nao vertical, temos
que x; # X,. Assim, existe uma funcao afim f: IR — R tal que f(xy) = ys e f(x;) = y».
O grafico de f € uma reta que passa pelos pontos A e B. Logo, essa reta coincide
com .

Equacao da reta

Seja uma funcao afim f(x) = ax + b; dizemos que y = ax + b é a equacao da

P A ~ . .
y_y, que na funcao afim é a taxa de va-
X2 — X1

riacao, agora, na reta, recebe o nome de coeficiente angular da reta (ou declivi-

reta r, dada pela funcao. Assim, a =

dade da reta).

A relacao entre o coeficiente angular com o angulo de inclinacao a que o
eixo Ox forma com a reta r é dada por a = tan a.

Se P(x, y) € um ponto genérico de uma reta r, entdo o coeficiente angular a e
um ponto Py(xo, yo) dela determinam essa reta:

a= u=>y—y0=o1(x—xo):> ¥ =Yo + alx — xo)
X — Xo
Essa é a equacao da reta que passa pelo ponto P(xo, yo) e tem coeficiente
angular a.

d(C, P)

=t
d(PO,C) an a

r--——="=°="
* Pararefletir

Areta vertical nao é 1
. grafico de uma funcéo.
= Por qué?
L

Porque existem infinitos valores
de y para um Unico valor de x e,
portanto, ndo é funcao.

r--"—-="=—7°=-
» Fique atento!
I Os eixos Ox e Oy estao 1

graduados na mesma
.
= unidade.

Por exemplo, a equacao de uma reta que passa pelo ponto (5, —2) e tem coeficiente angulara = —3 é

dada por:
y=yotax—xo)=>y=2+(3)x—-5=>y=

—2—-3x+15=y=-3x+13

®

24. Qual é a equacio da reta que:

a) passa pelo ponto A(4, 6) e tem coeficiente angu- da por:

lara=3? y=3x—6

b) passa pelo ponto B(—4, 0) e tem coeficiente an-
gulara = —2? y=—-2x—8

25. Escreva no caderno a equacio da reta representa-

) passa pelos pontos D(0, 4) e E(—2, —6)? y =5x + 4

—
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(8) Zero da funcao afim

O valor de x para o qual a funcao f(x) = ax + b se anula, r-—e—--
ou seja, para o qual f(x) = 0, denomina-se zero da funcao « Fique atento! \
afim. Para determinar o zero de uma func3o afim basta | Zerodeumafuncaof ¢
. _ significa raiz da equacdo "

resolver a equacao ax + b = 0. ! ) =0
e e — -
Exemplos:
a) O zeroda funcao f(x) = 2x + 5é —%, pois 2x + 5 = 0, ou seja, 2x = —5 ou, ainda, x = —%.

b) O zero da funcdo f(x) = 2x — 4 é x = 2. rP-a;a:ﬂ;t-ir_ o \

Confira o valor do zerodas =

funcodes dos itensbe c.
I

c) Ozeroda funcaoy = x — 8¢é8.

Interpretacao geométrica
Geometricamente, o zero da funcao afim f(x) = ax + b é a abscissa do

ponto de interseccao do grafico da funcao com o eixo x.

Por exemplo, dada a funcao afim definida por f(x) = 2x — 5, temos:

5 S . —— e —
_c— - - 2 r
IX—5=0=2x=5=x > (zero da funcao). + Para refletir \

1 Oque acontece 1
. com o valor de !
E ' 5
X y g " f(x) quando x>7? !
.g 5 | ]
1 -3 & * Equando x<=?
5 H 2 )
3 1 ® Lee—ee—--
E

- . 5
Logo, a reta, grafico dessa funcao, intercepta o eixo x no ponto (?, 0).

(9) Estudo do sinal da func&o afim
e de inequacoes do 1° grau

Analise a seguinte situacao:

Um comerciante gastou R$ 300,00 na compra de um lote de macas. Como cada maca sera vendida a
R$ 2,00, ele deseja saber quantas macas devem ser vendidas para que haja lucro no fim da venda.

Observe que o resultado final (receita menos despesa) é dado em fun- [ Receit - -
ecelta: quantia receblaa

cao do numero x de macas vendidas, e a lei da funcao é f(x) = 2x — 300. ou obtida com a venda de
Para resolver a questao do comerciante, devemos determinar os valores um ou mais produtos. Se
reais de x tais que f(x) > 0 ou, de modo equivalente, resolver a inequacao a receita € maior que o

q ’ q ’ q v custo, ha lucro. Se é me-
2x — 300 > 0. nor, ha prejuizo.

~
i - (oc )
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Estudando o sinal: 2x — 300 > 0
%/_/
fx)
a = 2;a> 0 afuncao é crescente
2x — 300 = 0 = 2x = 300 = x = 150 (zero da funcao)

Dispositivo prdtico:
T x > 150 = f(x) > 0 (havera lucro) ===
23 / +  x * Para refletir
53 x =150 = f(x) = 0 (ndo havera lucro nem prejuizo) I Qual ¢ o significado dos
8% - 150 ! sinais + e — nesse !
8« x <150 = f(x) < O (havera prejuizo) * dispositivo?
Se S representa o conjunto solucao, temos: Ossinal + significaf(x) > 0,e 0
S = {X EIN | x> 150} sinal — significa f(x) < 0.
F--—--—--
. . ~ i 1
De modo equivalente, resolvendo a inequacao, temos: g Fiqueatentol !
’ Como se trata de numero =«
2x —300>0emIN Lde macés, o dominio é IN.

2x>300=>x>1%0 = ITmemsmemese—ee
S={&€&IN|x>150}

Assim, o comerciante deve vender mais de 150 macas para que tenha lucro no fim da venda.

Exercicio resolvido

3. Determine os valores reais de x tais que

f(x) = —2x + 5 seja negativa, ou, de modo equiva- 2
lente, resolva a inequacdo —2x + 5 < 0.

= bl =flx)=0
Resolucao: 2
Estudando o sinal: —2;(( )+ 5<0 x < %:f(x) >0
a = —2;a < 0— afuncdo é decrescente S = {x €R|x > %}

2x+5=0=-2x=-5=ox= 2 (zero da funcao) ) . ~
2 ’ De modo equivalente, resolvendo a inequacao:

—2x+5<0
Dispositivo prdtico:
5

2X< -5 (-)=2x>5= x>?
+\ X

5:{XEIR|X>%}

a Exercicios @

26. Sem construir graficos, descubra os pontos em que as | 28. Para que valores reais de x a funcdo:

Banco de imagens/
Arquivo da editora

2
2

retas, graficos das funcGes abaixo, cortam os eixos x e . a) f(x) = 1— x & positiva? f(x) > 0 parax <1

2) f) =x — 5 0 flx) = —2x 0 10,0 b) flx) = 3x + 12 € negativa? )< 0 .
eixox: (4 0); eixoy: (0, —5) | eixoy: (0,0) flx X € negativa? f(x) < 0parax < —4

b) fix) = —x + 4 d) fix) = —x =1 . ,
eixo x: (4, 0); eixo y: (0, 4) 2 29. Determine os valores reais de x para que ambas as

eixo x: (2, 0); eixo y: (0, —1)

27. Estude avariacdo do sinal das seguintes funcoes afins: funcdes, flx) = —2x + 8 e glx) = 3x — 6, sejam

negativas. N3o existe valor real de x que satisfaca as duas

a) f(X) =x+4 C) f(X) =3x—=5 condi¢bes simultaneamente.
1 30. Qual é o zero da funcao afim cujo grafico, que é uma
= - X)= -1+ —x < ’ ’
b) f¥) 2x 1 d) f&) 2 reta, passa pelos pontos (2,5) e (—1,6)? x=17

Veja a resolucdo no Manual do Professor.

~ N\
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Sistema de inequacdes do 1° grau
Utilizamos o estudo do sinal para resolver sistemas de inequacoes do 1% grau em IR. Por exemplo:

3x —4>0
Y 4+5=0 parax € R

Devemos resolver simultaneamente as inequacdes 3x — 4> 0e —x + 5 = 0. Assim, a solucao do
sistema sera dada pela interseccao das solucoes dessas duas inequacoes:

3x—4>0:>51={xEIR|x>%} <
S'\
X+5=0=5={ER|x=<5} s
! 5
4 4
51052=S={XE\R|?<xs5}ou<?,5} g & :

Inequacées-produto e inequacdes-quociente
Acompanhe a resolucao de uma inequacao-produto e de uma inequacao-quociente:
a) Inequacao-produto: (x — 2)(1 — 2x) <0, parax €RR
Primeiro, estudamos os sinais das funcdes separadamente. Entao, se (x — 2) for positivo, (1 — 2x) devera

ser negativo. Se (x — 2) for negativo, (1 — 2x) devera ser positivo. Podemos verificar isso estudando os
sinais de cada funcao separadamente:

fx)=x-2 gx) =1-2x
+ X + X
- T
2
f(x) = Oparax =2 glx) < Oparax = %
I precisam ocorrer simultaneamente I
f(x) <Oparax <2 glx) = Oparax < %

precisam ocorrer simultaneamente

Assim, para ocorrerx —2=0e1— 2x < 0, devemos ter x = 2. Para ocorrerx —2<0e1— 2x= 0, de-

vemos ter x < % Portanto, S = {x ER|x =< %oux = 2}.

Podemos determinar o conjunto solucao usando um quadro de sinais. Veja:

as
2 2
S - : - : +
g(x) + - -
Sfx) - glx) S) ® ©
1 2

Logo, S = {x ER|x= %oux = 2}.

~
i . ("o )
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b) Inequacao-quociente: ))((—Jré: =0, comxERex#1

oflx)=x+4 ogx) =x—1
30: X = — 2.y = r,~"—-="=°=-
zero da funcao: x 4 zero da funcao: x =1 + Fique atentol \
sinaldea:a=1>0 sinaldea:a=1>0 " Nas inequagdes-quociente
I precisamos ficar atentos I
» ascondicoes de existéncia. =
+ X + X " Neste casotemos x # 1e, i
- —4 - 1 I portanto, devemos colocar -
» “bolinha vazia” na .
'Lrepresentagéo. )
No quadro de sinais temos: e
—4 1
S - + +
L
f. 5 5
—4 1
logo,S={xER|x=< —4oux>T}
#» - .
Exercicio resolvido
4. Explicite o dominio da funcdo f: R — R definida por f(x) = )1(—_)(2 .

Resolucao:

. . . X
Sabemos que s6 é possivel em R se

=2 . =
=0 e x # 1. Portanto, vamos resolver a inequacao

Logo,D={x ER|1<x=<2}.

X=2 0:
1—x
*gx) =x -2 *h(x)=1-x
zero da funcao: x = 2 zero da funcao: x =1
a=1>0 a=-1<0
i+ & + x
= s 1 _
E No quadro de sinais temos:
£ 1 2
% v hd
_g g(X) = E — E +
T
g gi) | 5
g %) o : O] : S)
| :

~ N\
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 Exercicios

@

371. Resolva no caderno,emIR, as seguintes inequacoes
usando o processo que julgar mais conveniente:

a)3—4x>x—T7 S={xeER|x<2}
X _ 3x—1)

b) 4 10

s1s={xeR|x=-14}
32.Resolva no caderno os sistemas de inequacdes

em R.
S={xeR|0=<x<4}

a)1sx+1<5

S=4ix€eR| % =x <3
5—2x <4
b) {x “5<1-x
33. Um comerciante teve uma despesa de R$ 230,00 na
compra de certa mercadoria. Como vai vender cada
unidade por R$ 5,00, o lucro final sera dado em fun-
cao das x unidades vendidas. Responda:
a) Qual a lei dessa funcao f? f(x) = 5,00x — 230,00

b) Para que valores de x temos f(x) < 0? Como x
pode ser interpretado nesse caso? x < 46;

O comerciante terd prejuizo se vender menos de 46 unidades.

Q) Para}(%ue valor de x havera um lucro de R$ 315,00?
X =
d) Para que valores de x o lucro sera maior que

R$ 280,007 x > 102

€) Paraquevalores de x o lucro estara entre R$100,00
e R$180,00? 66 < x < 82

34. Resolva no caderno, em IR, as seguintes inequacoes-
-produto:
a) @x+x+2)=05-|[xer|2=x=—1]
b) (x =12 — x)(—x +4) <0
S={x€ER|x<lou2<x<4}
35. Resolva no caderno,em R, as seguintes inequacoes-
-quociente:
2) foBBO b) (x +D(x +4)
1—x 3 (x—=2)
S=xER[1I<x =< ;} S={xER|-4<x<—Toux>?2}
36. Um rapaz, ao pesquisar na internet o preco de alguns
livros, encontrou os produtos que queria em duas
lojas virtuais distintas. O valor dos livros era o mes-
mo, porém em cada loja o calculo do valor do frete
eradiferente. Na loja A, pagava-se um fixo de R$ 5,00
mais R$ 3,00 por livro comprado. Na loja B pagava-se
um fixo de R$ 10,00 mais R$ 2,00 por livro.

a) Para comprar 4 livros, qual preco do frete era
mais barato: na loja A ou na loja B? Na loja A.

>0

b) Qual é a funcao que relaciona o preco do frete,
em reais, com o nimero de livros adquiridos em

. Loja A: f(x) = 3x + 5;
cada uma das lojas? %
) loja B: f{x) = 2x + 10.

¢) Faca no caderno o grafico das duas funcoes em
um mesmo plano cartesiano e interprete o sig-
nificado do ponto de interseccao dessas duas

retas conforme o contexto do enunciado.
Veja a resolucdo deste item no Manual do Professor.

37. Explicite o dominio D das seguintes funcdes:

a) fix) =+ —T1)(3x +5) D:{XE\R|X§ 7%oux ,

—1D={xER|x<0oux=3}

b) flx) =

2x — 3
X

x—1
x—5

D={x€ER|x=<Toux>5}

0 fix)=
38.

(Unicamp-SP) Trés planos de telefonia celular
sao apresentados na tabela abaixo:

Custo adicional

Plano | Custo fixo mensal por minuto
A R$ 35,00 R$ 0,50
B R$ 20,00 R$0,80
C 0 R$1,20

a) Qual é o plano mais vantajoso para alguém que
utilize 25 minutos por més? O plano C.

b) A partir de quantos minutos de uso mensal o
plano A é mais vantajoso do que os outros dois?

A partir de 50 minutos.

(UFC-CE) Uma cidade é servida por duas empre-
sas de telefonia. A empresa X cobra, por més, uma
assinatura de R$ 35,00 mais R$ 0,50 por minuto uti-
lizado. Aempresa Y cobra, por més, uma assinatura
de R$ 26,00 mais R$ 0,65 por minuto utilizado. A
partir de quantos minutos de utilizacdo o plano da
empresa X passa a ser mais vantajoso para os clien-

tes do que o plano da empresa Y?
A partir de 60 minutos.

39.

4.0. (EEM-SP) Uma empresa produz trufas de chocolate
cujo custo de fabricacao pode ser dividido em duas
partes: uma, independente da quantidade vendida,
de R$ 1500,00 mensais; outra, depende da quanti-
dade fabricada, de R$ 0,50 por unidade. Escreva no
caderno a(s) expressao(des) que permita(m) deter-
minar o nimero de trufas que devem ser vendidas
num meés para que a empresa nao tenha prejuizo,
sabendo-se que o preco de venda de cada unidade
é de R$1,50. x — 1500 =0

4. (Vunesp-SP) Duas pequenas fabricas de calcados, A
e B, tém fabricado, respectivamente, 3000 e 1100
pares de sapatos por més. Se, a partir de janeiro, a
fabrica A aumentar sucessivamente a producao em
70 pares por més e a fabrica B aumentar sucessiva-
mente a producao em 290 pares por més, a producao
da fabrica B superara a producao de A a partir de:

a) marco. c) julho. e) novembro.
b) maio. x d) setembro.
a0 )
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Funcdo afim e progressao aritmética (PA)

Ha um relacionamento muito importante entre a funcao afim e uma progressao aritmética (ver pagina 219).

Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia em que cada termo, a partir do segundo,
€ o termo anterior mais uma constante, chamada razao da progressao aritmética.

Por exemplo, a sequéncia:
1,4,7,10,13,16,19, ...

€ uma progressao aritmética de razao 3.
Consideremos agora a funcdo afim f: IR — R definida por f(x) = 2x + 1.
Vamos constatar que:

f0), f14), £7), £010), £(13), £(16), f(19), ...

€ também uma progressao aritmética.
Assim:

fix) =2x +1,1(1) = 3, f(4) = 9, f(7) = 15, f(10) = 21, f(13) = 27, f(16) = 33, f(19) = 39, etc.
Observe que:

3,9,15,21,27,33,39, ...

€ uma progressao aritmética e sua razao é 6 (2 - 3).

Observacao: Esse resultado pode ser provado de modo geral:

Se f:IR — IR é uma funcao afim definida por f(x) = ax + b e x;, X3, X3, ..., X;, ... € uma progressao aritmética de
razao r, entao f(x), f(x2), f(x3), ..., f(x), ... também é uma progressao aritmética e sua razaoéa - r.

Reciprocamente, se uma funcao crescente ou decrescente, f: R — IR, transforma qualquer progressao aritméti-
ca x1, Xz, X3, .., X;, .., €M outra progressao aritmética f(xi), f(x2), f(x3), .., f(x), .., entdo f é uma funcao afim.

Funcao afim e a Fisica

Consideremos um ponto que se movimenta sobre um eixo. Em cada instante t,
sua posicao é dada por S(t). Um movimento é chamado movimento uniforme A funcéo afim constitui o
quando o ponto se desloca sempre no mesmo sentido e, além disso, em tempos ?;i‘;lﬁn”c}igzﬁ‘;‘ﬁfa
iguais percorre espacos iguais. Logo, S ¢ uma funcao afim dada por 5(t) = vt + b,
em que a constante v = S(t + 1) — S(t), espaco percorrido na unidade de tempo, chama-se velocidade do
ponto mével e b = $(0) é a posicao inicial.
A posicao do ponto no eixo é dada por 5(t) = vt + b, mas o espaco (S) que ele percorreu é dado por S = vt.
Por exemplo, observe a representacao de um atleta correndo:

Estaimagem
nao esta
representada
em proporcao.

Paulo Manzi/Arquivo da editora
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Ele desenvolve um movimento uniforme. Durante todo o trajeto percorre 5 metros a cada 1segundo, ou
seja, sua velocidade é de 5 m/s. Entao, a funcao que descreve esse movimento é: 5(t) = 5t, sendo b = 0.

Como vimos na pagina 80, a funcao afim € uma funcao linear que sofreu uma translacao vertical. A
funcao afim sempre foi usada (mesmo que de forma nado declarada) para descrever a posicao de um objeto
em movimento uniforme. Vejamos um exemplo.

Imagine que Claudio more em uma pequena cidade localizada no quildmetro 102 de uma estrada. Ele
vai com seu caminhdo entregar uma carga em um ponto localizado no quildometro 217 dessa estrada. Se
trafegar com velocidade constante de 50 km/h, quanto tempo levara para completar a viagem?

Podemos determinar a posicao de Claudio na estrada em funcao do tempo decorrido depois que iniciou
a viagem. Se x € o tempo em horas a partir do inicio da viagem e y € a sua posicao na estrada, entao
y =102 + 50x. Observe o grafico dessa funcao.

Responder a pergunta é facil. Se y = 217, entao x = % = 23horas, ¢ 250 4
ou seja, 2 horas e 18 minutos. cr 2004

Entretanto esse mesmo problema poderia ter ocorrido ha mais de 2000 anos, ; 150
e a solucao seria a mesma de hoje. 8

No ano de 190 a.C. Claudius mora na pequena cidade de Terracina, que fica & 1007
a margem da Via Appia a 64 milhas de Roma. Ele vai com sua carroca entregar 50
uma carga na cidade de Pastorano, também a margem da Via Appia, que esta .
a 130 milhas de Roma. Se ele trafega com velocidade constante de 3,4 milhas 5 T LI
por hora, em quanto tempo de viagem (desconsiderando as paradas) ele atin-

giré seu destino? Aproximadamente 19,4 horas.

Deixamos para o leitor a resposta a mesma pergunta. Para que se possa avaliar o tempo de viagem
de Terracina a Pastorano pela Via Appia, informamos que a milha usada na época era equivalente a
1,48 quilometro.

Trajeto entre as cidades de Terracina e Pastorano pela Via Appia

14°2" L

Roma
[ ]

Banco de imagens/Arquivo da editora
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A

ITALIA

Terracina

_/\P;storano

41°5" N

Mar Tirreno

0 13 26 km
[ ———

Fonte: GOOGLE MAPS. Disponivel em: <https://www.google.com.br/maps/dir/Terracina+LT,+Italy/Pastorano+CE +Italy/@41.1574849,13.4636249,74112m/data=!3
m1!1e314m1414m131Tm511m111s0x132522f268f0d987:0x71b0c09381c3fd5512m211d13.2332657!2d41.296372811m5!Tm111s0x133af9f60cdc18bf:0x37e8178258ad 628012
m2!1d14.200180212d41.1825865!3e2>. Acesso em: 13 abr. 2016.
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Exercicios resolvidos

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

5. Um motociclista percorre uma estrada movimen-
tando-se de acordo com a funcao horaria 5(t) =
=100t — 50, em que 5(t) representa sua posicao
(em km) e t representa o tempo (em h). Depois de
quanto tempo o motociclista passa pelo marco
quilémetro zero (km 0)?

Whisson/Jordan/Corbis/Latinstock

4
Motociclista.
Resolucao:

Para que o motociclista passe pelo marco km 0, te-
mos que S(t) = 0 km. Logo: 50
0=100t—-50=100t=50=t=——=t=05h

100
O motociclista passa pelo quilémetro zero depois
de 0,5 h.
Interpretacdo:

A funcao S(t) = 100t — 50 é uma funcao afim do
tipo S(t) = vt + S(0).

Quando t = 0, temos S(0) = —50 km, que represen-
ta a posicao inicial que o motociclista ocupava no
inicio do movimento (estava 50 km antes do marco
km 0). Ele se movimentava com velocidade cons-
tante de 100 km/h para a frente (velocidade
positiva), isto é, v =100 km/h.

Para que ele chegue ao marco km O partindo do
marco —50 km, ele precisa percorrer uma distancia
de 50 km. Como se desloca com velocidade cons-
tante de 100 km/h, temos:

100 km Th
50 km ———t
Graficamente temos:

=t=05h

© Deslocamento do motociclista
S (km)
100 f---mcmmmammn e .

5@ dbocaanmsommss .

o A5 1 15
AN
_50 4 Tempoem que ele passa pelo marco S = 0 km

Fonte: Dados ficticios.

6. Atabela abaixo fornece a posicdo S(t), em km, ocupa-
da por um veiculo, em relacao ao km 0 da estrada em
que se movimenta, para varios instantes t (em h):

© Deslocamento de um veiculo
t(h) 0,0 2,0 4,0 6,0
() (km) = 50 | 100 | 150 | 200

8,0 |1 10,0
250 | 300

Fonte: Dados ficticios.
a) Qual é afuncao horaria que descreve a posicao
desse veiculo em funcao do tempo?

b) Em que instante o veiculo ocupard a posicao
$ =500 km?

Resolucao:

a) Analisando a tabela, percebemos que a velo-
cidade do veiculo é constante, pois ele per-
corre 50 km a cada 2 h, aumentando o espaco

(velocidade positiva). Como v = % temos

v = % = 25km/h. No inicio (t = 0), o vei-

culo ocupa a posicao inicial $(0) = 50 km. Co-
mo a velocidade é constante (movimento
uniforme), podemos descrever o movimen-
to por uma funcao afim $(t) = vt + $(0). As-
sim, S(t) = 25t + 50. Basta substituir t por
alguns valores da tabela para verificar se a
posicao S corresponde ao valor calculado.

=3
-

Para encontrar o instante em que o veiculo ocupa
a posicao S = 500 km, fazemos:

S(t) = 25t + 50 = 500 = 25t + 50 = 25t = 450 =
=>t= % =18 h. Logo, S = 500 km ap6s 18 h

do inicio do movimento. Graficamente temos:

© Deslocamento de um veiculo
S (km)

600 A
550
500 4
450
400 4
350 4
300 A
250 4
200 A
150 4
100 +- ,

50 4

; t(h)
2 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34

Fonte: Dados ficticios.

0] 2 46 8101

O grafico da funcao afim S(t) = vt + $(0) é uma reta que
intersecta o eixo Sem (0, $(0)) = (O, 50): S(t) = 25t + 50.
Prolongando a reta até a posicao S = 500 km, obtemos
t=18h.

~
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42.Dada a progressdo aritmética —2,3,8,13,18,23,...e | 45. Fisica

afuncao afim f(x) = 3x — 1: Um ponto material percorre um trajeto retilineo

a) determine a razao dessa progressao aritmética; com velocidade constante. A posicao desse ponto

b) verifique que f(-2), f(3), f(8), f(13), f(18), f(23), ... & material no instante t, = 0 s é S, = 100 m e, no
também uma progressao aritmética (PA); instantet =5,0s,é 5 =400 m.

—7,8,23,38,53,68 é Uima PA. o
) determine arazao dessa nova progressao aritmé-

tica. r=15 T T ? T T T T T * T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

t =0 t=50s s(m)

0

413, Se tivermos uma PA xi, X3, ..., X;, ... de razdo 3 que é
levada a outra PA y,, y5, ..., Y, ... pela funcao afim

f(x) = 4x + 1, qual é a razdo dessa segunda PA? a) a velocidade desse ponto material; v = 60 m/s
r=12(4-3=1)

Nessas condicoes, determine:

b) a funcdo da posicao em relacdo ao tempo;

44.se f: R — R é uma funcdo afim que transforma a T . S = 60t + 100
PA2,4,6,8,10,12, 14, ...em outra PA 9,17, 25, 33, 41, c) a posicdonoinstante t =10 5;5 =700 m
49,57, .., qual € a lei dessa funcao afim? f(x) = 4x + 1 d) o instante em que a posicdo S€1000 m.t =155

Funcao linear e proporcionalidade

Como observado na pagina 80, uma funcao linear é uma funcao f: IR — IR definida por f(x) = ax para
todo x real. Seu grafico € uma reta nao vertical que passa pela origem (0, 0). Os problemas que envolvem
proporcionalidade, em geral, podem ser resolvidos por meio de uma funcao linear, e por isso afirmamos que
a funcao linear é o modelo matematico para os problemas de proporcionalidade.

Vamos supor que uma grandeza y seja funcao da grandeza x, ou seja, y = f(x). Dizemos que y é
diretamente proporcional a x se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

a) y € uma funcao crescente de x;

b) se multiplicarmos x por um nimero natural n, o valor correspondente de y também ficara multiplicado
por n, ou seja:

fln - x) = n - f(x), para todo valor de x e todo n € IN*.

Do mesmo modo, dizemos que y € inversamente proporcional a x:
a) quando y é uma funcdo decrescente de x;

b) se multiplicarmos x por um numero natural n, o valor correspondente de y ficara dividido por n, ou seja:

fln-x)= % - f(x), para todo valor de x e todo n € IN*.
Exemplos:

a) Se 1quilograma de feijao custa R$ 6,00, entao x quilogramas custarao y = f(x) = 6x reais. Note que f(x) = 6x
é uma funcao crescente (x < x' = f(x) < f(x’)). E também que 1kg custa R$ 6,00, 2 kg custam R$ 12,00, 3 kg
custam R$ 18,00, e assim por diante. Duplicando a quantidade de quilogramas duplicamos o preco, triplican-
do a quantidade de quilogramas triplicamos o preco, etc., ou seja, o preco a pagar € diretamente proporcional
a quantidade de quilogramas que compramos.

6 12 18

Nesse caso, o coeficiente de proporcionalidade é 6: IR etc.

Observe também que, nesse caso, f(1) = 6; f(2) = 12; f(3) = 18; f(4) = 24, etc. e que, por exemplo:

ARSI ES (R BRI

A

i . (a2 )
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b) Um motorista mantém seu carro em uma rodovia a uma velocidade constante de 90 km/h no piloto
automatico.
Atabela que representa essa situacao é dada por:

© Deslocamento de um veiculo

t(em horas) 1 1 1 2 t
3 2
d(em km) 30 45 | 90 | 180 d =90t

Fonte: Dados ficticios.

O modelo matematico dessa situacao é a funcao linear d = 90t. Note que a funcao d = 90t é crescente
e que, duplicando o tempo, duplica a distancia, triplicando o tempo, triplica a distancia, e assim sucessi-
vamente, ou seja, a distancia percorrida é diretamente proporcional ao tempo.

Para determinar em quanto tempo o motorista percorrera 126 km, fazemos:

d =90t =126 km =90 km/h -t ¢ = 126K 4 qap
90 krh/h

. . , . 0,4h:>ide60min:>
Assim, o motorista percorrera 126 km em 1 hora e 24 minutos. 10

4 _ 40 _ .,
E, para determinar quantos quilémetros ele percorrerd em 1,5 hora, =70 60= 7 = 2min
fazemos:

d=90t = d=90X" 15K = d = 135km

H

Entao, ele percorrera 135 km em 1,5 hora.

Nesse caso o coeficiente de proporcionalidade € 90.
Observe que, por exemplo:
d2)=d2-1)=2-d()

v v

180 90
¢) O tempo necessario para ir, em linha reta, de um ponto A para um ponto B, com velocidade constante, é
inversamente proporcional a essa velocidade, pois o tempo diminui quando se aumenta a velocidade
(funcao decrescente) e reduz-se a metade (a terca parte, a quarta parte...) quando se duplica (triplica,
quadruplica...) a velocidade.
d=vt=>t = qa
v
d) Consideremos r e s retas paralelas e um tridangulo que tenha um vértice em uma dessas retas e o lado
oposto contido na outra.

Quando a altura (h) relativa a um lado de uma regiao triangular é fixada, sua area (A) é proporcional a

h h . . . .
esse lado (x): A = > X > é o coeficiente de propormonalldade), que representa uma funcao linear

A(x) = ax,em que a = %

~

Dobrando-se (triplicando-se, quadruplicando-se..) x,
duplica-se (triplica-se, quadruplica-se...) a area A.

[
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e) Ao ser aplicada uma quantia x em uma caderneta de poupanca, apés 1 més é obtido um montante y.
Vamos verificar se a correspondéncia x — y € uma proporcionalidade, isto é, se o montante no fim do més
€ proporcional a quantia aplicada.

Podemos notar que as duas condicoes da proporcionalidade estao satisfeitas:
® quanto maior a quantia investida, maior sera o montante (funcao crescente);
® ao ser dobrada (triplicada...) a quantia x, duplicado (triplicado...) sera o montante.

Por exemplo, uma aplicacao de R$1000,00 que rende 0,7% ao més resulta em um montante de R$1007,00
no fim de um més:

© Rendimento de duas aplicac6es em 1 més

--——--
Capital inicial (C) Juros () Montante (M = C +) : Fique atento! )
Dobrando-se o capital, 1

R$1000,00 R$7,00 R$1007,00 dobra-se o montanteno "

« fim de um més.
R$2000,00 R$ 14,00 R$2014,00 ke e — -

Fonte: Dados ficticios.

Observe, porém, que no segundo més calculamos 0,7% de R$1007,00 (e ndo de R$1000,00), sendo obtido
um montante de R$ 1 014,05:

© Rendimento de uma aplicacdo em 2 meses

Tempo (em meses) Capital Juros Montante ,rFique atento! \

1 Quando se dobra .
1 R$1000,00 R$7,00 R$1007,00 o tempo de investimento I
nao se dobram os juros, .
pois a cada més aplica-se *

1 . .
Fonte: Dados ficticios. Luma quantia maior.

2 R$1007,00 R$ 7,05 R$1014,05 1

Conclusao: Em um periodo fixo, o retorno € proporcional ao capital inicial investido, mas nao € proporcio-
nal ao tem po de investimento. retomaremos este assunto no Capitulo 5, que trata de funcdo exponencial.

s Exercicios =

46.Sejam € a medida do lado de um quadradoe Poseu | 49.0 comprimento C de uma circunferéncia é dado em

perimetro. Verifique se a correspondéncia { — P é funcdo D do diametro, pois C = m - D, que € uma

uma proporcionalidade. funcao linear. Entao o comprimento C é proporcio-

Sim, é uma proporcionalidade direta. nal a medida D do diametro. Determine o coeficien-
47. Consideremos x a medida do lado e A a area de uma te de proporcionalidade.

regiao quadrada. A correspondéncia x — A € uma

proporcionalidade? Justifique. Nzo.
Veja a justificativa no Manual do Professor.

50. Consideremos as retas r e s paralelas. Dado qual-
quer retangulo que tenha dois lados contidos nes-
sas retas, vamos chamar de x a medida de um
desses lados e de A a area da regiao retangular.

A X Verifique se a correspondéncia x — A é uma pro-

porcionalidade. Sim.

4.8.5e x é o volume e y é a massa de uma porcao de um
liquido homogéneo, a correspondéncia x —y € uma

proporcionalidade? Justifique. Sim. X
Veja a justificativa no Manual do Professor.
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a Exercicio

Funcao linear e escalas

A tabela abaixo apresenta a distancia real, em quilémetros, e a distancia no mapa, em centimetros,

entre algumas cidades.

© Distancia entre algumas cidades
x:distancia real (km) 0 5 75

y:distancia no mapa (cm) 0 2 3

12,5

5

Fonte: Dados ficticios.

Usando uma escala de 0,5 cm para representar 2 km no eixo horizontal
e uma escala de 0,5 cm para representar 1cm no eixo vertical, chegamos
ao grafico de uma funcao linear (veja ao lado).

Observando o grafico, acompanhe como calcular:

a) a distancia no mapa entre duas cidades que distam 9 km uma da outra.
A reta passa pelos pontos (5, 2) e (7,5; 3).

3-2 _ 1 _ 1 _
75 -5

g =22V

2 -
X> — X 5 (coeficiente angular da reta)

y=yotrak—x)=y =2+ gk - oy=Z+tx-Zoy=

© Distancia entre algumas

cidades

y
Y
44
P
24

Coo : x

¢ 3 ek hh T

Fonte: Dados ficticios.

—X

Parax = 9,temos y = % -9 = % = 3,6. Portanto, a distancia no mapa é de 3,6 cm.

b) a distancia real entre duas cidades que, no mapa, distam 2,5 cm.

2 2
y = ?x:2,5 = ?X:>2x=12,5:>x= 6,25

Portanto, a distancia real é de 6,25 km.

Apenas observando o grafico, poderiamos determinar, aproximadamente, os pontos: (9; 3,6) e (6,25; 2,5).

®

51. Observe a escada representada ao lado e a tabela a seguir.
© Altura de alguns degraus acima do piso

Nimero de degraus 2 4 5 10 13 15

Altura acima do piso (cm) 40 80 100 200 | 260 | 300

Fonte: Dados ficticios.

Construa no caderno um grafico usando, no eixo horizontal, uma escala

de 1cm para 1degrau e, no eixo vertical, uma escala de Tcm para 20 cm.
. . . y = 20x (reta)
a) Determine a altura acima do piso do:

e terceiro degrau; 60 cm e sétimo degrau; 140 cm

b) A partir do grafico, determine em qual degrau vocé estd se seu pé esta:
© 120 cm acima do piso; 62 degrau. ® 160 cm acima do piso; 82 degrau.

e décimo primeiro degrau.

220 cm

® 280 cm acima do piso.
142 degrau.

~
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(11, Funcodes poligonais ou afins por partes @

Uma funcao f: R — R é poligonal quando
seu grafico € uma linha poligonal.

Recorde com os alunos o que € uma linha poligonal.
Observe que cada trecho do grafico de uma funcao poligonal

coincide com o grafico de uma funcao afim, que € uma reta; por isso
essa funcao também é chamada funcao afim por partes.

Funcao maédulo
Podemos dizer que o exemplo basico de funcao poligonal é a funcao
x,sex =0

, Cujo gra-
—-x,sex <0 jog

fR =R, definida por f(x) = |x|, em que |x| = {
fico é dado ao lado.

Essa funcao recebe o nome de funcao médulo ou funcao modular.
Observe que, para x < 0, temos o grafico da funcao afim f(x) = —xe,
para x = 0, temos o grafico da funcao afim f(x) = x.

Grafico da funcao modular
Vamos construir o grafico da funcao f(x) = |x|:

esex=0=f(x) = |x| =x esex<0=f(x)=
x y=fx)
0 0
1 1
2 2
34

Assunto

y
; n X
5 O X X X, %,
y
D(f) =R
Im(f) =R, x
0
|x| = —x
x y=fx
-1 1
-2 2
X

Colocando as duas condicdes em um sé grafico, temos o grafico de f(x) = |x|:

L . D(f) = R
N . Im(f) =R,

e naasaa (Baantaaas)

llustragdes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora
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Observacao: Podemos construir o grafico de f(x) = |x| a partir do grafico de g(x) = x usando o conceito
de reflexao. A reflexao de um ponto (x, y) em torno do eixo Ox é o ponto (x, —y). Assim, a reflexdao de um
grafico em torno do eixo Ox é:

y y
/l\ / X reflexdo em N \oj/\ X
/ o‘ <~ >

torno de Ox ~o-t

ou seja, os valores de f(x) negativos tornam-se positivos, e vice-versa.
No caso dos graficos de funcdes modulares do tipo f(x) = |g(x)|, podemos obté-los fazendo a reflexao da
parte do grafico de g(x) cujas imagens sejam negativas.

Assim:
Grafico de f(x) = x Gréfico de f(x) = |x|

reflexao em

_—
torno de Ox
parte do grafico que
vai sofrer reflexao
’ . .
Exercicios resolvidos
7. Dada a fungdo f(x) = |2x — 8| ) y
a) calcule f(0), 1(3), f(4), f(5) e f(8); \:
b) escreva f{x) com sentencas que nao tém maédulo; 8
c) use os resultados do item a e desenhe o grafi- i
co de f(x). i
Resolucao: r===—n"- \ 7
» Fique 5
a) flO)=12-0—-8| =[-8 =8 * . icntol ' g
fB)=2-3-8|=|-2=2 O médulo de ! . x
. um numero real . .
SO =2:4=8=10=0 | qigquere . 4
f5)=12-5-8|=]2| =2 , sempre positivo "
f8)=-8—8 =[3=8 L ouzere. 8. Resolva as equacoes:

a) [ x—5/=3
b) 2x—8=0=>2x=8=>x=4 ) Ix =5

b) [x* —x—1=1
/ Resolucao:
X
% a) [x—5=3ex-5=30oux—5= -3
/ Resolvendo as equacdes obtidas, temos:

X—5=3=>x=8

x=4-52x—8=0=f(x)=[2x—8/=2x—8 X—5=-3=x=2
X<4-2x—8<0=f(x)=|2x—8|=—(2x—8) = s={,8}
=—-2x+8

b) )X —x—1=1lexX*—x—1=Toux’* —x—1=-1
2x — 8, parax =4

_ 21— 29—
f(x)_{—2x+8,parax<4 e l=lmg - 2=0

A=9
--—--—--—--—\ x'=2ex"=-1
Para refletir ox!—x—-1=-1=2xX-x=0=x(x—1=0
Confira o valor do zero das . x' =0ex" =1
g dositensbee |/ 5=1-1012

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora
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Outros graficos de funcées modulares

Observe estes graficos e tente estabelecer relacdes entre eles e o grafico de f(x) = |x| dado ante-
riormente.
y y
y = x| +2
= x| +2
S = Ix|
2 _ 2
=[x =2 h(x) = |x| -2
X x X
0
-2 -2
Em g(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para = _ T T
4 gE h()tdp o de f1) se des] . ,dpd : Para refletir \
;I;?:'b;io x) todos os pontos de f{x) se deslocaram duas unidades ' Analise a sentenca e o grafico de g(x) e de h(x) em relacao afix) = |x|. )
y y y
s(x) = |x + 2|
_x—2) %)= 1x
=|x+2|
rix) = |x — 2|
x X X
2 -2 0 -2 0 2
Em r(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades para a r-~—r-== _ feEm AT aEEm e E___m———— -\
direita. Em s(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas unidades 1 Para refletir
para a esquerda. LAnahse a sentenca e o grafico de r(x) e de s(x) em relacao a f(x) = |x|.
y y
y t) = [x = 3| +1
S = X
M) =|x+1-3
x

Em t(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram trés unidades para a
direita e uma unidade para cima. Em u(x) todos os pontos de f(x) se

deslocaram uma unidade para a esquerda e trés unidades para baixo. r .
s Pararefletir \

1 Analise a sentenca e o grafico de t(x) e de u(x) emrelacdo a f{(x) = |x|. i
De modo geral podemos perceberque: L —

® o grafico de uma funcao p(x) = |[x — m| + k é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para a direita
(quando m > 0) ou para a esquerda (quando m < 0) e para cima (quando k > 0) ou para baixo (quando
k < 0). O nimero de unidades dos deslocamentos sao os valores absolutos de m e de k, respectivamente;

® o grafico de uma funcao g(x) = |x| + k é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para cima
(quando k > 0) ou para balxo (quando k < 0). O nimero de unidades do deslocamento é o valor ab-
soluto de k;

® o grafico de uma funcdo h(x) = |[x — m| é congruente ao de f(x) = |x|, porém transladado para a direita

(quandom > 0) ou para a esquerda (quando m < 0). O nimero de unidades do deslocamento é o valor
absoluto de m.

i . a0 )
N Funcao afim e funcdo modular L 99)
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 Exercicios

®

52. Calcule:
a) |-7| + 714
b) [ = |=1jo
) |2x— 1| quando x = =5 11
d) (=3) - |=5| —15

. i iveis v i -
53. Determine os possiveis valores reais de x nos se
guintes casos:

a) x=|-6|x=6

f) X*=125 x=50ux=—5
g) x| = 3] x=30ux=-3
h) |x| = |—4| x=4oux=—4

54.Dada a funcdo f de R em R definida por
f{x) = |3 — x| + 4,faca no caderno o que se pede

a) Determine f(8),f(-1).f3) e 0. 5] /()" ®
b) Escreva f(x) usando sentencas sem maédulo.
—Xx,sex <3

) Construa o grafico de f flx) =
d) %a o grafico no N\anual do Professor.

etermine D(f) e Im(f).
D(f) =Re Im(f) ={yeR|y=4}
55. Resolva as equacdes:

X +1sex =3

a) |x — 6] =105 ={-4,16}

b) Bx—1=55-{ 3.2
x —1

=2 S={-79

o B2

d) 5+ |-2x+ 4| =1 5={-15

56. Determine os valores reais de x que satisfazem:
a) [xX*+6x—1=6 S={-7-5-11
b) [x* —5x| =6 s={-1236}

57. Analisando a definicao e o grafico da funcdo modular
f{x) = |x|, de[R em[R, faca no caderno o que se pede:

a) Determine D(f) e Im(f). D(f) = R; Im(f) = R

o) féinjetiva? E sobrejetoray /1) € decrescente parax
f(ognao é injetiva nem sobrejetora.
d) Faca o estudo de sinal da funcao f.

X )>Oparax¢0f(x) Oparax=0
58. Sejafde R em R definida por f(x) = |—3x + 15].

a) Escreva no caderno f(x) sem utilizar médulo nas

st o -2 1

b) Calcule f(2), f(7), f(-1) e f(5) usando a definicao

dadaoua resposta obtlda no |tem a.
f2)=9; fi1) = 6; A1) = 18; fI5) =

b) fé crescente ou decrescente?f(x) é crescente para x = 0

59. Esboce no caderno o gréfico de cada uma das se-
guintes fungées: Veja os graficos no Manual do Professor.

a) flx) = |x = 3|
b) fix) = |x +1|
Q) flx) = Ix| +1
d) flx) = x| =3
e) fix) =|x—3]+2

60. Algumas pesquisas constatam que, no inicio de cada
més, quando recebe o salario, o brasileiro visita o
supermercado para abastecer sua despensa. Depois,
a quantidade de pessoas que vao as compras passa
a diminuir, até aproximar-se o dia 20, quando entao
ocorre uma ligeira alta em funcao dos adiantamentos
salariais que muitas empresas realizam por volta des-
se dia. Uma expressao que retrata essa situacao pode
ser dada pela funcao f(x) = 500 + [100 — 5x|, para

1=<x=<30,em que x representa o dia do més e f(x) a

quantidade de pessoas que visitam o supermercado

nesse dia. Considere um supermercado que perma-
nece aberto das 7h até as 22h todos os dias do més.

Monkey Business Images/Shutterstock

Pessoa realizando compras em supermercado.

Analise as afirmacoes e indique qual delas € a
verdadeira.
xa) O maior nimero de pessoas no supermercado

ocorre no dia primeiro de cada més.

b) Nodia 19 de cada més apenas 40 pessoas vao ao
supermercado.

c) Pelo menos em um dia de cada més ninguém vai
ao supermercado.

d) A quantidade de pessoas que vao ao supermer-
cado no dias 10 e 20 é igual.

e) A quantidade de pessoas que vao ao supermer-
cado diminui do dia 20 ao dia 30.
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Behemoth, montanha-russa no parque Canada's Wonderland, em Ontério, Canada.
Parte deste brinquedo lembra um arco de parabola. Fotografia de 2013.




Sugira aos alunos que construam uma tabela para organizar os dados. Deixe-os trabalhar por alguns minutos e depois promova um rapido debate em sala
para obter a opinido dos varios grupos. Nao é o momento de resolver o problema analiticamente, mas é uma 6tima oportunidade para agucar a curiosidade
dos alunos, pois o conhecimento necessario para resolver essa situacao de maneira direta serd estudado neste capitulo.

(1) Definicdo de funcdo quadratica

m—(¢) Relna-se com um colega, considerem um retangulo de pe-
rimetro 20 cm e tentem responder as questoes a seguir.

]

]

a) Todos os retangulos de mesmo perimetro tém a mesma I
area? Nao. i

b) Caso ndo tenham a mesma area, existem algumas dimen- .
~ ~ ’ ’ . .
soes do retangulo que resultem em uma area maxima? sim. L.

Uma funcao f: R — R chama-se
quadratica quando existem
nlmeros reais a, b, c, com a # 0,
tal que fleva xem ax* + bx + ¢,
para todo x € R.

Escrevemos:

fR—>R
X—ax*+ bx +c

Fique atento!

Para chegar as suas conclusoes, testem 1
diversas dimensoes possiveis para o '
retangulo considerado (por exemplo, ele I
pode ter 8 cm de comprimento e 2 cm de 1
largura, ou7 cm de comprimentoe 3 cmde  #
largura, etc.) e calculem o perimetro e a area_)

Comente com os alunos
que a funcdo quadratica
também recebe o nome
de “funcao polinomial do
2%grau”.

Podemos facilitar a escrita de f: x — ax* + bx + c escrevendo f(x) = ax* + bx + ¢, mas sempre atentos

para ndo confundir a funcao f: x — ax* + bx + ¢ com o nimero real f(x

no ponto x.
Exemplos:
a) f(x) = —x* + 100x,em quea = —1,b =100 e c = 0.
b) f(x) = 3x* — 2x + l,emquea =3,b= 2ec=1.
Q flx) = —4x*+4x —l,emquea= —4,b=4ec= 1.
d)fix) =x*—4,emquea=1b=0ec= —4.
e) flx) = 20x%, em quea =20,b=0ec=0.
Observe que nao sao funcdes quadraticas:
f) f(x) = 2x E funcaolinear.
g) f(x) = 2% E funcao exponencial.
h) f(x) = x> + 2x* + x + 1 £ funcao do 3° grau.

), que é o valor assumido pela funcao

[rr——————-
1 Para refletir |

" « Por que o nome “quadratica”? )

Por causa do expoente 2 do x (ou seja,
x estd elevado ao quadrado).

Veja a resposta na secao Respostas.
Para refletir )
« Por que as fungdes dos itens f,g =
e hndo sdo quadraticas?

ATENCAO!
Nao escreva
no seu livro!

a Exercicios

1. Escreva no caderno um exemplo de funcio quadra- 4., As funcdes abaixo sdo equivalentes a funcio
tica, indicando os valores dos coeficientes a, b e c. flx) = ax? + bx + c. Determine, em cada uma delas,
Resposta pessoal. osvaloresdea,bec.
. . . (i o
2. Quais das seguintes funcdes sdo quadraticas! 2) fix) = 2x*a=2,b=0ec=0
xa) flx) = 2x° 0) fix) = x(x = 1)(x = 2) b) FX) = 20¢ — 32 + 5
X X — —2ph=— -
b) £(x) = 2x + 1 «d) fx) = 3x(x — 1) a=2b=-T2ec=23
O fX)=Kx+2)(x—3)a=1,b=-lec=-6
3. Zari.que?valores de tas seguintes funcoes sao qua- d) Fx) = (4x + T)Bx — 2 a—12,b-Bec— 14
raticas?
Para todos os niimeros reais — =10,b=13ec= -3
a) f(x) = tx* 4+ 2x + Sdiferentes de zero. €) flx) = (2x +3)6x =) @ ' e
_ 2)\2 _ — _
b) f(x) = —5x! + 2x + 5pParat - 2. f) fx) =2(x—3)°+5a=2b=—-12ec=123
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[MZJ; Situacoes em que aparece a funcao quadratica

Geometria

Vocé provavelmente estudou, no Ensino Fundamental, que o nimero de diagonais (d) em um poligono
n(n — 3)

. Vamos relembrar.

convexo de n lados é dado por d(n) =

Ilustragdes técnicas: Banco de imagens/Arquivo da editora

Um poligono de n lados tem n vértices. De cada vértice partem (n — 3) diagonais, e, para ndo conside-
rarmos duas vezes a mesma diagonal, dividimos n(n — 3) por 2. Assim, temos d em funcdo de n dado por:

[re——--
n(n — 3 n* —3n 1 3
dn) = ( ) = ou d(n) = —n? — =n, ! Fique atento! \
2 2 2 2 I Neste caso, o dominio I
] 3 da funcdo quadratica
LIS -
que é uma funcao quadraticaemn,coma = —,b = —=ec = 0. » EfnENin=3). _/
2 2 L -

Fendmenos fisicos

O cientista italiano Galileu Galilei (1564-1642) analisou o0 movimento de objetos em queda no campo
gravitacional da Terra e concluiu que, se nao fosse a resisténcia do ar, o espaco percorrido por esses corpos
seria diretamente proporcional ao quadrado do tempo de percurso. Isso significa que, se um corpo cai, aban-
donado de sua posicao de repouso, percorrendo 0s espacos s;, 5,, 53, etc. nos tempos de t;, t, t3, etc., temos:

5152 _ 53
tf

No caso em que o espaco s € medido em metros e o tempo t em segundos, o valor comum dessas razoes
é aproximadamente 4,9 (metade da aceleracio da gravidade: g = 9,8 m/s?). Dessa forma, a lei de Galileu
pode ser expressa por:

tZ
S -9 gT = 492 = s = 491

1 Fique atento!
LO simbolo = significa aproximadamente.

A

. Funcdo quadratica [103}
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Exercicio resolvido

Esportes

Em um campeonato de futebol, cada clube vai jogar duas vezes com outro, em turno e returno (o time
A joga primeiro no campo do time B, e depois o contrario). Assim, o niimero p de partidas do campeonato é
dado em funcao do nimero n de clubes participantes, conforme vemos na tabela seguinte (cada time joga

com todos os outros, menos com ele mesmo):

© Campeonato de futebol (turno e returno)

Numero de clubes (n) 2 3

4 5 n

Numero de partidas (p) 22-1)=2 33—-1)=6

44-1)=12 n(n —1)

Observe, pela tabela, que o numero p de partidas € dado por

p(n) =n(n —1) =n*>—n.

Fonte: Dados experimentais.

[r—m———-
. Para refletir )
. Quais sdo os coeficientesa, =

b e cnessa funcao p(n)? )

a=1,b=—-1ec=0

('3) Valor ou imagem da funcdo quadratica

em um ponto

Se f:IR — R é dada por f(x) = ax* + bx + ¢, duas situacdes sao importantes:

® dado xo € IR, calcular f(xo);

* dada f(xo), calcular xo.

Por exemplo, se f(x) = x* — 5x + 6, para calcular o valor dessa funcdo no ponto x = 2, ou seja, f(2), fazemos:

fl)=22-5-2+6=0.Logo,f(2) = 0.

Agora, se f(x) = 0, temos x* — 5x + 6 = 0, que é uma equacao do 22 grau, que ja estudamos no Ensino
Fundamental. Os valores que satisfazem essa equacao do 2° grau, ou seja, as raizes dessa equacao, sao 2 e 3.

Verifique.

1. Dada a funcdo quadratica f: R — R definida por
flx) = x* — 6x + 8, determine:

a) os coeficientes a, b e
b) £0).£10).f1-2) e £[3)

) se existe x € IR tal que f(x) = 3. Se existir,
calcule x;

d) se existe x € IR para que se tenha f(x) = —3.
Se houver, calcule x;

e) se existe x € IR para que se tenha f(x) = 0.
Se existir, calcule x.

Resolucao:

a) Emf(x) = x* — 6x + 8, temosa=1,b = —6e
c=38.

b) f)=17-6(1)+8=1—-6+8=3
flo)=0-0+8=28
f(-2)=4+12+8=24

1—12+32 21

1 1
—|=—_-348=—_£T2 _ £
f(Z 4 4 4

Qfix)=3=x*—-6x+8=3=x*—6x+5=0
A=36—-20=16

o,
X = 6;4 =x'=5ex"=1

Existem dois valores de x para os quais
flx)=3:x=5ex=1.

d) fx)=3=x-6x+8=-3=x"—6x+1=0
A=36-44=-8
Nao existe x € R tal que f(x) = —3.

e) fx)=0=>x>-6x+8=0
A=36-32=4

-
x=—6;2 =x' =4ex"=2

Existem dois valores parax: x" = 4ex" = 2.

» Para refletir

| Analiseositensced para
! responder se essa funcéo é
= injetiva e sobrejetiva.

3 Afuncdonaoé
3 injetiva nem
sobrejetiva.

~
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 Exercicios

5. Aérea de um circulo é dada em funcdo da medida

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

. (Fuvest-SP) Seja f(x)

©p Atividade

©0p Atividade
@h emdupla

@M em equipe

®

rdo raio, ou seja, S = f(r) = mr?, que é uma funcao
quadratica. Calcule:
a) Squandor=5cm; s = 257 cm?

b) rquando S = 64w m?. r=8m

. Quando variamos a medida ¢ do lado de um quadrado,
sua area também varia. Entao, a area é dada em funcao
da medida ¢ do lado, ou seja, f({) = €2

¢

Faca, entdo, o que se pede: f(10) = 100;£(1,5) = 2,25;
a) calcule f(10), f(15) e f(2v3); F243) = 12
b) calcule € tal que f(¢) = 256;¢ =16

¢) determine qual é o dominio e qual é a imagem
dessa funcao. D(f)=R’; Im(f)=R"

. Dada a funcao quadratica f(x) = 3x* — 4x + 1, de-

termine:

a) f(1) sy =0

b) f(2 )f(2 )=>5

q) fl0)s0

d) f(J—) f(~/2—)—7*4~/—
e) f(=2)f(-2) =2

f) flth + 1)f(h +1)=3h*+2h
g) x de modo que f(x) = 1.x:00ux:%
= —1. No existe x real.

h) x de modo que f(x)

. Seja f:IR — R a func¢ao definida por

f(x) = 4x* — 4x + 3. Determine x, se houver, para
que se tenha:

a) fl) =2 x=

2
b) f{x) =3 x' =0oux' =1

0 flx) =

—1 N3o existe.

=2x*—3x+1.

13-9v2
9

Calcule f(gj .

10. Dada afuncdof: R — R tal que

x* — 2x, parax <5

flxX)=1{3x—20,para5<x<9 ,determine:
—x*+4x — 2, parax=9

a) f(6); -2 c) f(10);—62 €) f(5); -5 g) f(4).8

b) f(=1;3  d)f(9);-47 f) f(0); O

1.

12. &

13.

14.

558 Adreada regiao em forma de trapézio é dada

(B + bh

por A = , em que B é a base maior, b é a

base menor e h € a altura. Nesse trapézio, a area
pode ser dada em funcao da base menor por uma
lei do tipo f(x) = ax* + bx + c.

X

X+ 2

L

6

a) Determinem a lei dessa funcao de acordo com

as informacodes da figura acima. X2
fx)=—+4x+6

b) Identifiquem os coeficientes a, be c.
a=—,b=4ec=6

5% De uma folha de papel retangular de 30 cm por
20 cm sao retirados, de seus quatro cantos, quadra-
dos de lado x.

30cm

20cm

Determinem a expressao que indica a area da par-
te que sobrou em funcao de x. A = 600 — 4x

o
S2% Emum campeonato de futebol, cada time vai
jogar duas vezes com outro. Entdo:

a) Se o numero de clubes é 10, qual é o nimero de
jogos? 90 jogos.

b) Se o nimero de jogos é 42, qual é o nimero de
times? 7 times.

Fisica
Gerador é um aparelho que transforma qualquer
tipo de energia em energia elétrica. Se a poténcia %
(em watts) que certo gerador lanca em um circuito
elétrico é dada pela re-
lacdo (i) = 20i — 5i?,
em que i é a intensida-
de da corrente elétrica
que atravessa o gera-
dor, determine o nu-
mero de watts que
expressa a poténcia P

quando i = 3 ampéres.
15 watts

James Hoenstine/Shutterstock/Glow Images

A pilha é um tipo de gerador.

A
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A equacao do 2° grau

Sao conhecidos problemas que recaem em equa-
coes de grau 2 desde a época dos babildnios, ha quase
4 mil anos. Os antigos babilonios gravavam seus textos
e calculos em placas de barro usando cunhas de ma-
deira para imprimir os simbolos em relevo. Esse tipo de
escrita foi chamado de escrita cuneiforme.

A imagem ao lado mostra uma placa (tablet em
inglés), em escrita cuneiforme, que descreve um pro-
blema cujo enunciado transcrito para linguagem atual
seria o equivalente a: encontrar o lado de um quadrado
Cuja area, somada com o lado, é igual a %

Muitos dos problemas que foram encontrados
nos tabletes dos babilonios consistiam em determi-
nar dois numeros conhecendo a soma e o produto
deles; ou em encontrar os lados de um retangulo
conhecendo o perimetro e a area. Da mesma forma,
podemos perguntar aos alunos de hoje quais seriam
as medidas (aproximadas) de um retdngulo de 40 cm
de perimetro e 100 cm? de area.

Os babilonios, naturalmente, ndo tinham formulas
para solucionar esses problemas, mas conheciam “re-
ceitas” para resolvé-los. Essas receitas conhecidas pelos
babildnios sao equivalentes a formula de resolucao da
equacao do 22 grau que conhecemos hoje, mas nao

) Tablete de argila BM 13 901. Museu Britanico, Londres (Inglaterra).
sabemos como eles as descobriram. Comprimento: 11,7 cm; largura: 19,4 cm.

Desde cerca de 1800 a.C. até o século XVI todos
os matematicos resolviam as equacdes do 22 grau
seguindo as “receitas” iguais ou semelhantes as dos
antigos babilénios. O administrador publico e advo-
gado francés, Francois Viete, tinha como passatempo
a dedicacao a Matematica. Apesar de nao ser sua
ocupacao principal, Viete desenvolveu muitos traba-
lhos matematicos relacionados a Trigonometria e a
Algebra. Em uma de suas célebres frases, Viete diz:
“Matematica ndo é apenas numeros, e sim envolve
letras e toda a capacidade que o ser humano conse-
guir expressar.”. Essa frase expressa um pouco a ideia
que ele teve no final do século XVI, de representar
por letras do inicio do alfabeto os coeficientes da
equacao do 22 grau. Somente depois disso, apareceu
a formula que conhecemos hoje para a resolucao
desse tipo de equacao.

SheilaTerry/Science Photo Library/Latinstock

% f i "
Ilustracdo de Francois Viete, advogado e matemdtico francés
(1540-1603), a partir de litografia que se encontra na Biblioteca
do Congresso em Washington (Estados Unidos).

~
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7N\ o —————-
[ ] I-Vocé sabia? -\

Este problema aparece

ano 1700 a.C; eles ja
conheciam regras para

“Determinar dois nimeros conhecendo sua soma s e seu produto p.” soluciona-lo.

N "
O estudo da funcao quadratica tem sua origem na resolucao de equacoes emregistros |

o cuneiformes feitos pelos .

do 2° grau. babilénios por volta do I

Um problema muito antigo que recai em uma equacao do 22 grau € este:

r-—-—--

Chamando de x um dos nimeros, o outro sera s — x. Assim, p = x(s — x) ou p = sx — X2, ou, ainda:
X =sx+p=0

Para determinar x (e, portanto, s — x), basta resolver a equacao do 22 grau x* — sx + p = 0, ou seja, de-
terminar os valores de x para os quais a funcdo quadratica f(x) = x> — sx + p se anula. Esses valores s3o
chamados zeros da funcao quadratica ou raizes da equacao do 22 grau correspondente a f(x) = 0.

Por exemplo, os dois niimeros cuja soma é 7 e cujo produto é 12 s3o 3 e 4, que sao as raizes da equacao
x* — 7x 4+ 12 = 0 ou zeros da funcdo quadratica f(x) = x> — 7x + 12.

Observacoes:
18) Dados quaisquer s e p, nem sempre existem dois nimeros reais cuja soma seja s e cujo produto seja p.

Por exemplo, nao existem dois nimeros reais cuja soma seja 3 e cujo produto seja 7.

23) O numero A = b’ — 4ac é chamado discriminante da funcdo quadratica

fix) =ax* + bx + c. « Para refletir |
~ . .. ' ifi o =
32) Quando A > 0, a funcdo f(x) = ax? + bx + c tem dois zeros reais diferentes. Justifique por que nao
= ’ - ) - existem dois numeros
Quando A < 0, a funcao f(x) = ax” + bx + ¢ nao tem zeros. « reaiscujasomaseja3

" e cujo produto seja 7.
L Jjop ]

42) Quando A = 0, a funcao f(x) = ax* + bx + c tem dois zeros reais iguais.

Se existirem, os numeros serao

Determinacao dos zeros da funcao quadratica raizes da equacio
. . ~ L. x* — 3x + 7 = 0. Essa equacao
Vamos ver algumas maneiras de determinar os zeros da funcao quadratica. tem A < 0, entdo ndo existe
. valor real para x.
Usando férmula

. ~ ~ —h++ph?— A
Para usar a formula da resolucao de equacoes do 2° grau (u , que vocé provavelmente
2a

estudou no 92 ano do Ensino Fundamental, basta conhecer os coeficientes a, b e c.
Como A = b*>—4ac,se A>0ouA =0, entdo as raizes serdo:

. —b+JA
X —

X" = _b — VA Caso vocé considere

2 D) necessario, demonstre
a a essa formula com os

- 5 - 3 . alunos (ver pagina 140).
Se A < 0,aequacao ax” + bx + ¢ = 0 nao tem raizes reais.

Observacoes:
19) Relacdo entre coeficientes e raizes da equacao do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0,coma # 0

- I ,_ —b+~VA ,_ —b—+A
Existindo zeros reais tais que x' = g e x"= g
a a

—b+JA  —b-VA _ -2b+VA VA _ b

, obtemos:

XI +XI/ — _

2a 2a 2a a
Logo: x" + x' = _w (soma das raizes)

a

oy — —b+JA  —b—JA _ D’ ~ WA _ P b+ 4ac _ 4ac _ ¢

2a 2a 4q? 4a° 4q° a
Logo: x'-x" = < (produto das raizes)

a

A
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22) Forma fatorada do trinémio ax? + bx + ¢,coma # 0

Quando A = 0, ou seja, quando a equacao ax® + bx + ¢ = 0 possui as raizes

reais x’ e x", podemos escrever:

Fatorar: escrever em
forma de produto, ou

seja, com fatores.

ax’* + bx+c=alx* + Ex +5 ) =al — (¢ + X)x 4 xX"] = aP — x'x — XX + xXx"] = alx — x) (x — x")
a a

Logo: ax*+ bx +c=a(x — x') (x — x") (forma fatorada do trinémio do 2° grau)

De agora em diante, vocé podera escolher a maneira pela qual determinara os zeros da funcao

quadratica.

Exercicios resolvidos

2. Determine, se existirem, os zeros da funcao quadra-
tica f(x) = x> — 12x + 35.
Resolucao:
X*—12x+35=0
a=1,b=—-12ec=35
A=b*—4ac=(-12>-4-1-35
A=144-140=4
A = 4= A >0 (ha 2 raizes reais e diferentes)

_—b+JA 4+ _m+2
2a 2 2

’

7

e —b—VA _12-VJ4 _12-2
2a 2 2

=5

Logo, os zeros da funcdo f(x) = x* — 12x + 35 sdo
7e5,0ouseja, f(7) = 0ef(5) = 0.

3. Determine, se existirem, os zeros da funcio quadra-
tica f(x) = 2x> — 3x + 5.

Resolucao:

2x*—3x+5=0

a=2,b=-3ec=5

A=b*—4ac= (-3 - 4Q)5) =9 - 40= -31=
=A<O0

Logo, a equacao nao tem raizes reais; consequen-

temente a funcao f(x) = 2x*> — 3x + 5 n3o tem
Zeros reais.

4. Determine ovalor de k positivo para que a equacdo
x* — 2kx + (k + 1) = O tenha uma raiz igual ao triplo
da outra.

Resolucao:
x' = 3x"
’ " b
X + X'=—-—= =2
a
X ox =5 =k+1
a

X"+ X' =2k=4x" =2k= X" = %k

N S S § S
2 2 2

Assim:
x’-x"=k+1=>%k-%k=k+1@

@%k2=k+1@3k2—4k—4=0

a=3b=—-4ec=—4

P —b = \b* — 4ac _ —(—4) =16 + 48
= =k= =
2a 6
_4+64  4=+3
=k = = =
6 6
k= 4+8 -
6
= ou
k=ﬂ=—£ (ndo serve)
6 3

Portanto, quando k = 2, a equacao

x* — 2kx + (k + 1) = 0 se transforma na equacao
X’ —4x+3=0.

I—--—--—--—--—\ X2—4X+3=O$

' Para refletir oy 4 +2
I Comprove que a equagao 1 , )
x> — 4x + 3 = Otemuma 0 =x' =3ex"=1

' raiz igual ao triplo da outra. , Logo, x' = 3x".

~
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5. Para que valores de k a funcdo f(x) = x> — 2x + k
tem zeros reais e diferentes?

Resolucao:

® Condicao: A> 0

oA =b>—4ac= (-2 —4()(k) =4 — 4k
Assim:

4—4k>00 —4k> 4o dk<dos k<

Portanto, a funcdo f(x) = x> — 2x + k tera zeros reais
e diferentes para quaisquer k € IR tal que k <1.

6. Escreva na forma fatorada as funcoes:
a) f(x) =x>—5x+ 6
b) g(x) = 5x* +10x + 5

Resolucao:
a) Aforma fatorada é f(x) = a(x — x')(x — x”),em
que x’ e X" sdo as raizes da equacao f(x) = 0.
Assim:
x*—5x+6=0

A=b*—4ac=(-57—-4-1-6=1
—b A

X=——""=X= =
2a 21 2

=x'=3ex"=2

Entao:
fx) = Kx=3)x-2)
(Note que @ = 1nao precisa ser escrito.)
b) Fazendo g(x) = 0, vem: 5x* +10x + 5=0
A=b>—4ac=10>-4-5-5=0

NN -10 =0
X=——— Sx=—"-—"—"" =

2a 2-5
-10

=—=x'=-lex"=-1
10

Entao:
g(x) = 5(x + 1)(x + 1) = 5(x + 1)?

[ —————-
Fique atento! )
Se A = 0,afuncdo quadraticaé =

L e — -

7. Escreva afuncio quadratica que tem como zeros os
nimeros 2 e 5 e cujo grafico passa pelo ponto (1, 4).

Resolucao:

Usando a forma fatorada, podemos escrever
f(x) = a(x — 2)(x — 5). E, se (1, 4) pertence a funcao,
entdo f(1) = 4, portanto:

f)=a(l —2)0 =5 =4=a-(-1) -
S4=ag-4=a=1

(—4) =

Dessa forma:
fX)=1-(x—2(x—5=x>—7x+10

 Exercicios

15. Determine, se existirem, os zeros das funcdes qua-
—b = VA

draticas usando a formula x = 3
a

a) fix) =x*—3x3e0
b) f(x) = x* + 4x + 5Nao tem zeros reais.
fX)=—x*+2x+8 —2e4

(xX) =x*+10x+ 25 —5
=x’—-8x+164
x) = 25x% + 9x + TNio tem zeros reais.

16. Para que valores reais de m a funcao:
fix)=(m—1)x*—4x —1
nao admite zeros reais? m € IR [ m < —3

17.

Para que valores reais de k a funcao:
flx) = kx* — 6x + 1
admite zeros reais e diferentes? kER |k <9ek+#0

18.

Para que valores de m a funcao:

fix)=(m—2)x*—2x+6

admite valores reais? LE

mE\R\ms?emyéZ

19. Determine o valor de k para que a equacdo:
x*—(k+O)x+(10+k=0
ket x+(0+020 o f 1
tenha uma raiz igual ao dobro da outra. 2

20.

Escreva no caderno a funcao quadratica f(x) em
cada item, de acordo com as informacdes dadas.

a) Zerosdef(x): x =lex=3;

f(x) passa por (0, —6). flx) = —2x* +8x — 6
b) Zeros de f(x): x =2ex = —3;

f(x) passa por (0, 4). f(x) = f%xz - %x +4
) Zeros de f(x): x = 5 (duplo);

Sfx) passa por (2, =9). f(x) = —x* + 10x — 25

21.

Os 180 alunos de uma escola estao dispostos de
forma retangular, em filas, de tal modo que o nu-
mero de alunos de cada fila supera em 8 o niumero
de filas. Quantos alunos ha em cada fila? 18 alunos

A
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Usando a fatoracao

A fatoracao € um processo Util em equacoes quadraticas incompletas, ou seja, quandob =0ouc =0
(principalmente nesse caso). Acompanhe os exercicios resolvidos a seguir.

Exercicios resolvidos

8. Determine os zeros das seguintes funcdes quadraticas: Geometricamente, podemos representar essa fato-
— 2 ) racao assim:
a) flx) = x> — 5x b) f(x) = x> + 2x x
Resolucao: X _ 2
a) Aequacao do 22 grau correspondente é :
x* — 5x = 0. Colocando x em evidéncia no . x—2
12 membro, temos: X 2 X :
xX*=5x=0=x(x-5=0 | | ] !
. ' P2
Lojgier VA P 12
Xx=0oux—5=0=>x=5 : |
- — —
Assim, os zeros da funcao sao O e 5. x—2 2 x—2
b)A equacao do 22 grau correspondente é Assim: ,
x* 4+ 2x = 0. Fatorando o 12 membro da equacao, =
temos:
X*+2x=0=x(x+2) =0 x=2 X=2
Logo:
x=0oux+2=0=x=—2 X 2
Assim, os zeros da funcao sao 0 e —2. A area dada por x* — 4 é a mesma que a area dada
== ——- por (x — 2)(x + 2). Logo, (x* — 4) = (x — 2)(x + 2).
» Fique atento! _\ .
Y- ~ . - Constate isso recortando adequadamente uma fo-
atoragdo também pode ser usada com fungoes 1 Iha d |
! quadraticas completas, ou seja, que possuema # 0,b #0 " a de papel.
i_ec;é 0, embora perca um pouco da praticidade. _) b) f(x) = X2+ 2x
) A equacao do 22 grau correspondente é
9. Determine os zeros das seguintes funcdes quadraticas: 2 EUZ)<C= 0 grauc P
2 2 '
a) fl) =x"—4 0 flx) =x"—6x+9 Fatorando o 1 membro da equacao, temos:
b) f(x) = x* + 2x d) fix) = (x—3)*—4 X+2x=0ex(x+2)=0
Resolucao: Logo:
a) Aequacao do 22 grau correspondente é x=0o0ux+2=0=x= -2
x*—4=0. Assim, os zeros da funcao sao O e —2.
Fatorando o 1 membro da equacao, temos: Verificacdo:
X*—4=0e(Kx-2Kx+2=0 JIx) = x" +2x
Para que um produto seja zero, pelo menos um flo)=0+2-0=0
dos fatores precisa ser zero. fl=2)=(-2+2(2)=4-4=0
) Logo: Geometricamente, temos:
; (x—=2)=0o0u(x+2) =0 11 X 11
” Sex—2=0,entdaox = 2.
; Sex+2=0entaox = —2. . 28 X <1 — & P X
£ Assim, as raizes da equagdo x> — 4 = 0 sdao —2e 2
H ou os zeros da funcao quadratica f(x) = x* — 4 s3o
t_ni —2e?2. . X ) . X 11
g Verificacdo: X+ 2x X(x +2)
g f)=x"—4 A érea dada por x* + 2x é a mesma que a dada por
fl-2)=(-22-4=4-4=0 X(x + 2). Constate isso recortando adequadamente
% SR M A= uma folha de papel.
£ =8 =4=6=050 Portanto, x* + 2x = x(x + 2).

~
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Q fix)=x*—6x+9
Equacao do 22 grau correspondente:
xX2—6x+9=0.
Fatorando o 1 membro, temos:
x2—6x+9=0=(x—3?2=0s(x—3)(x—3)=0

=

X 2-3-x 3
Logo:

Xx—3=0=>x=30ux—3=0=>x=3.

Nesse caso, x = 3 é um zero “duplo” da funcao
quadratica f(x) = x> — 6x + 9.

Verificacdo:

fix)=x*—6x+9
fB)=3"-6:-3+49=9-18+9=0
Geometricamente, temos:

Assim: x—3 3
x—3| x*—6x+9 x—3
3 3
X—3 3

A drea dada por x* — 6x + 9 € a mesma que a dada

por (x — 3)> = (x — 3)(x — 3).

Portanto, x> — 6x + 9 = (x — 3)> = (x — 3)(x — 3).
d) flx) = (x =37 -4

Equacao do 22 grau correspondente: (x — 3)> — 4 = 0.

Fatorando, temos:

(x—3?2—4=0=[x—3)—2[(x—-3)+2]=0=

=SKx-5Kx-1=0

X Logo:
X—5=0=x=50ux—1=0=x=1
X2 — 6x -
Zeros da funcao: Te 5.
X X2 X Verificagdo:
: )= (=3 — 4
1 fy=(0-32—4=4-4=0
X 1711 fG)=6-3-4=4-4=0
Isolando o x

Isolar o x € um processo util em funcdes quadraticas que nao possuem termo em x, ou seja, quando b = 0.

Exercicio resolvido

10. Determine, se existirem, os zeros das seguintes

funcdes quadraticas:

a) fx)=x*-9
b) f(x) = x* + 25
Resolucao:

xX*-9=0ex*=9
Logo:

0 fix) =2x*—14

a) A equacao do 22 grau correspondente é
x? — 9 = 0. Isolando x no 12 membro, temos:

x==*+9 =x=30ux=-3.

Assim, os zeros da funcao sao 3 e —3.

Logo:

b) A equacdo do 22 grau correspondente é
x>+ 25 = 0. Isolando x no 1 membro, temos:

X +25=0x"=—-25
Porém, nao existe nimero real cujo quadrado seja
negativo. Assim, essa fungao nao tem zeros reais.

c) Aequacao do 22 grau correspondente é
2x> — 14 = 0. Isolando x no 12 membro, temos:

2 —14=0& x? =% oxt=7

x=*JT=x=+7oux =7

Assim, os zeros da funcao sao J7 e 7.

®

22. Determine, se existirem, os zeros das seguintes funcdes quadraticas:

a) flx) =x* —2xo0e2
b) f(x) = 2x* + 8x —4e0

Q fx) =x*—16-4e4 e) fix) =x*+14x -11e0
d) fx) =x>—1 —ViteJii f) flx) =3x>+3x1e0

g) flx) =2x* — 8 ~2e2
h) fix) = —x* + 36 6¢6

A

B!

- - (
. Funcdo quadratica kl‘ll)
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Exercicio resolvido

 Exercicios 2

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Na secdo Um pouco mais... presente no final deste capitulo, apresentamos os assuntos: Determinacao dos zeros por
Por soma e prOdutO completamento de quadrado, Forma canénica da funcdo quadratica e Decorréncias da forma canénica. Eles podem ser
abordados para aprofundar o que foi estudado até aqui.

Como ja estudamos, a soma e o produto das raizes da equacao quadratica ax* + bx + ¢ = 0 sdo dados

. b ¢
respectivamente por — e —.
a a
b c
Soma:S=x"+x"=—— e Produto: P = x' - x" = —
a a

Sendo possivel determinar dois nimeros cuja soma e cujo produto sejam os valores obtidos na equacao
quadratica, esses niUmeros serao as raizes.
Esse processo é mais indicado para equagoes quadraticas mais simples, cujas raizes sejam numeros inteiros.

11. Determine, se existirem, os zeros das seguintes funcdes quadraticas:
a) f(x) =x*—5x+ 6 b) f(x) = x* + 3x — 28

Resolucao: -

a) Aequacao do 22 grau correspondente é x> — 5x + 6 = 0. A soma das raizes é entdo dada por S = — =5
e o produto é dado por P = % =
Ou seja, procuramos um par de nimeros cuja soma seja 5 e cujo produto seja 6. Esses nimeros sao 2 e 3.
Assim, os zeros da funcao sao 2 e 3.

b) A equacdo do 22 grau correspondente é x* + 3x — 28 = 0. A soma das raizes é entdo dada por S = —% =-3e
o produto é dado por P = _ng = —28. Ou seja, procuramos um par de nimeros cuja soma seja —3 e cujo

produto seja —28. Esses nimeros sao 4 e —T7.
Assim, os zeros da funcao sao 4 e —7.

O poligono tem 20 lados e se chama icosagono.
23. Quantos lados tem um poligono convexo que possui 170 diagonais? Qual é o nome dele? == = == = = N
o!

» Fique atent
I Lembre que:
n(n — 3)

24, Uma caixa sem tampa tem a base quadrética com lado medindo x dm e altura 1dm. Sa-

bendo que a area total de sua superficie é de 5 m?, calcule a medida x. y — 1 dm !

] d —
® . . . .
25. &% Renata tem 18 anos e Ligia, 15. Daqui a quantos anos o produto de suas idades sera el _)
igual a 378? Daquia3anos.

-] . P
26. @= Um trem percorreu 200 km em certo tempo com velocidade constante. Para percorrer essa distancia em
uma hora a menos, a velocidade deveria ser de 10 km/h a mais. Qual era a velocidade do trem? 40 km/h

N

Fique atento!
O espaco percorrido por um objeto em movimento retilineo uniforme (com velocidade constante) é igual ao
deslocamento inicial do objeto mais a velocidade de deslocamento vezes o tempo de deslocamento (S= s, + v - t). J

27. [Esafiol O retangulo aureo, ou de ouro, grego, é um retangulo espe-

cial em que valem as relacdes entre comprimento (c) e largura (¢): P c_ ¢
A proporcao aurea, citada no Capitulo 1 deste volume, pode ser ¢ c—¢
observada na natureza, nas artes e nas construcdes. L ; .
: . c T proporcdo aurea
Se considerarmos ¢ =1, a propostasera: — = — > =€ +¢—-1=0.
¢ 1—¢
V5 -1

A raiz positiva dessa equacao € chamada numero de ouro. Qual € esse nimero? 2

~
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N
(5 ) Grafico da funcdo quadratica

Consideremos um ponto F e uma reta d que nao o contém. Cha-
mamos parabola de foco F e diretriz d o conjunto dos pontos do
plano que distam igualmente de F e de d.

A reta perpendicular a diretriz que contém o foco chama-se
eixo da parabola. O ponto da parabola mais préximo da diretriz
chama-se vértice dessa parabola. O vértice (V) é o ponto médio do
segmento de reta cujos extremos sao o foco (F) e a interseccao
do eixo com a diretriz (D).

E possivel provar que o grafico de uma funcio quadratica é uma
parabola. Acompanhe alguns exemplos.

Grafico da funcao definida por f(x) = x*

Como ja sabemos que € uma parabola, para construir o grafico,
fazemos uma tabela com um nimero suficiente de valores que permita
visualizar a parabola.

X -2

-15 1,5 2

flx) = x? 4 2,25 1 0 1 2,25 4

Marcamos esses pontos no grafico e desenhamos uma linha conti-

nua passando por eles, pois estamos trabalhando com ndmeros reais.
Note que f(—x) = (—x)? = x* = f(x). Assim,

o f(-) = (- =1="17=f1)
Sfl) = (2 =4=2=f0Q)

, eixo da parabola

» Vocé sabia?

N

* Adistancia de um ponto a uma reta é :
I a medida do segmento de reta
* perpendicular baixado do ponto I
sobre essa reta. 1
I A distancia de Par € igual a medida '
. de PA. I
| *P ;
: s |
I | '
' ] r '
. A -)
U
X
] A
5
(=2,4) 41 (2,4)
3_
(=1,5;2,25) 24 (1,5; 2,25)
=1nx 1 207
x
e S S

A curva é simétrica em relacdo ao eixo y, ou seja, se (a, b) pertence a curva, o mesmo ocorre com (—a, b).
Isso decorre do fato de que f(x) = x* € uma funcdo par, isto ¢, é uma funcdo que tem a propriedade

f(=x) = f(x) para qualquer x do dominio.

O dominio dessa funcao é todo o eixo real e a imagem dessa funcao € o conjunto dos niimeros reais y,

talquey = 0.
Observe que os pontos (0,5; 0,25) e (—1,5; 2,25), por exemplo, tam-
bém pertencem a parabola.

Para refletir
Encontre outro ponto que .

I

Resposta pessoal.

y Exercicios

2

b > r3]-Z

T 5 2

Verifique esses valores no grafico.  veja os graficos dos exercicios 28

e 29 no Manual do Professor.

Como seria o grafico de f(x) = x* se considerassemos:

29.

a) somente os pontos cujas coordenadas sao nimeros inteiros?
b) somente os pontos cujas coordenadas sdo nimeros racionais?

28. Trace, no caderno, o gréfico de f(x) = x* e determine os valores f(x) para x igual a:

-~
\ Funcdo quadratica [113}
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Gréfico da funcao definida por f(x) = ax®,a # 0 Movaretetr

1 Para refletir
No final do capitulo, na secdo Um pouco mais..., apresentamos assuntos para aprofundar e complementar H

esta abordagem 1 . " Como sdo as abscissas e as .
Examine os graficos da funcao definida por f(x) = ax?, parag = —,aq = —, | °denadasde dois pontos um |
' H
’ 10 2 em cada parabola e simétricos
1 1 " em relacio ao eixo x?
a=la=2ea=5eparaa=-5a=-2,da=-,d=——ea=——. .
2 10 Abscissas iguais, ordenadas opostas.
a>0 a<o0
¥ =5x y X

/y=2x2
— 2
y //y X 1 0
y==x __ 1.
2 y 10x
=1 1
Y 1OX y:*Z—XZ

Observe que:

AL
® quando a > 0, a concavidade esta voltada para cima, o menor valor i {1(%)2) i
assumido por f(x) = ax® é zero, n3o assume valor maximo, ou seja, €
ilimitada superiormente; T
® quando a < 0O, a concavidade esta voltada para baixo, o maior valor H
assumido por f(x) = ax* é zero, ndo assume valor minimo, ou seja, é )
ilimitada inferiormente; (_1,1) |
® todas as parabolas tém o mesmo vértice (0, 0) e 0 mesmo eixo de : é
simetria x = 0; s ! : il
9 g
® quanto menor o valor absoluto de a, maior sera a abertura da : 2
parabola; (__' _1) 1 H
(=x=y 3
® quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da i 3
parabola; :
® os graficos das funcdes quadraticas f(x) = ax” e g(x) = a'x*, em que 1 ;
a e a’ sao numeros opostos, sao simétricos em relacao ao eixo x. Ha ;
uma reflexao em torno do eixo horizontal, ou seja, uma transformacao . (FrEEr) u
que leva (x, y) em (x, —y). Veja ao lado, por exemplo, os graficos de gh) = ~4x 2

fix) =4x* e g(x) = —4x°.

 Eercicio =

Veja os gréficos no Manual do Professor.
30. Trace no caderno o grafico de cada uma das seguintes funcdes quadraticas em um mesmo sistema de eixos:
a) fl) = 2 I flx) =%
b) fx) = ~2 Q) fix) = —5x°
E"ll.] Capitulo4



Grafico da funcéo definida por f(x) = ax® + k,coma # 0
Examine os graficos das funcdes quadraticas definidas por:

o flx) =x*+2
og(x) =x*+1
®h(x) =x*—1
°ox)=x*—2

Compare-os com o grafico da funcao f(x) = x* que esta tracejado.
O eixo de todas as parabolas é x = 0. O ponto minimo de f(x) = x* + 2
€(0,2);0deg(x) =x*+1€é(0,1);0de h(x) =x*—1€ (0, —1) eode
o(x) =x*—2¢é(0, -2).

De modo geral, para a > 0, o ponto minimo
de f(x) = ax* + k é (0O, k).

Observe agora os graficos das funcoes quadraticas definidas por:

o flx) = —x*+2

og(x) = —x*+1
°h(x)=—x*—1
°p(x)=—x*—-2

Compare-os com o grafico de f{x) = —x* que esta tracejado. O ponto
maximo de f(x) = —x* + 2é (0,2, ode g(x) = —x* + 1€ (0, 1); o de
h(x)=—x*—1€(0, - eode @(x) = —x* — 2é (0, 2.

De modo geral, para a < 0, o ponto maximo de
flx) = ax* + ké (0, k).

Repare que o grafico de f(x) = ax* + k é congruente ao grafico de f(x) = ax? porém sua posicao é,
em valores absolutos, k unidades acima ou abaixo, conforme k seja positivo ou negativo. Dizemos que
o grafico de f(x) = ax* + k é o grafico de f(x) = ax? transladado de k unidades para cima ou para baixo.
E uma translacdo vertical que leva (x, y) em (x, y + k), segundo o eixo y. A parabola intersecta o eixo y
no ponto (O, k).

s Eeercicios @

31. Escreva no caderno as coordenadas do vértice e o eixo da parabola para cada uma das funcdes quadraticas:
1

a) fix) =3x*+1 Q hx)=—=x*—1,
V(0,1);x =0 V(0, —1); X=0

b) g(x) = —3x* + 2 d) o(x) =3x2—1
V(0,2);x=0 V(0, —1);x =0

32. Quais das funcdes do exercicio anterior possuem um valor minimo e quais tém um valor maximo? Quais sio

esses valores?  Valor minimo: fix) — 1, h(x) — —1,

¢(x) = =1; valor méaximo: g(x) — 2. Veja o gréfico no Manual do Professor.

33. Esboce no caderno o grafico de uma parabola dada por f(x) = ax? + m, com a e m positivos.

~
. Funcdo quadratica [115}
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 Exercicios

Gréfico da funcao definida por f(x) = a(x — m)?,coma # 0

Observe a tabela e os graficos das funcées definidas por f(x) = 2x* e g(x) = 2(x — 3)* tracados em um

mesmo sistema de eixos:

x =2 =101 2|3 34
fix) = 228 .18 2 0|2 8/|1s
g(x) =2(x —3)? | 18] 08 2 0 2
y /9 8
(-2.8) : 2.8) (5,8)
fw=20\ ] L Jab=20- 3y
N Y \ed e
1 1 ] 1 1 ; 1 1 x
(0,0) 13,0)

O eixo da parabola f(x) = 2x* é x = 0 e 0 eixo da parabola g(x) = 2(x — 3)? € x = 3. A parabola é simétri-
ca em relacdo a esse eixo. A parabola g(x) = 2(x — 3)* é congruente a parabola f(x) = 2x?, mas sua posicao

é 3 unidades a direita do grafico de f(x) = 2x°.
De modo geral:

e o grafico de f(x) = a(x — m)? é congruente ao grafico de g(x) = ax?,
porém sua posicao, em valores absolutos, € m unidades a di-
reita ou a esquerda do grafico de g(x) = ax?, conforme m seja
positivo (m > 0) ou negativo (m < 0), respectivamente. Dize-
mos que o grafico de f(x) = a(x — m)? é o grafico de f(x) = ax?
transladado m unidades a esquerda ou a direita, conforme m

seja negativo ou positivo, respectivamente. E uma translacdo
horizontal que leva (x, y) em (x + m, y).

® se g > 0, a concavidade da parabola é para cima e ela tem um ponto minimo (m, 0); se a < 0, a concavi-

dade é para baixo e a parabola tem um ponto maximo (m, 0).
® o grafico é simétrico em relacao a reta x = m e essa reta € o eixo da parabola.

@

Veja os gréficos no Manual do Professor.

ponto maximo ou minimo da funcao.
a) fix) = (x — 2)?
b) f(x) = —2(x + 1)?

Q F0) = S~

@) Fx) =~ +2)

35. Observando as funcdes quadraticas do exercicio anterior, responda:

34. Desenhe no caderno o grafico de cada uma das funcdes quadraticas abaixo, indicando o eixo da parabola e o

a) Quais delas possuem um ponto maximo?
b) Quais delas tém um ponto minimo?

¢) Quais sao esses pontos?

a) Ponto maximo: b(—1, 0); d(—2, 0); f{1, 0).
b) Ponto minimo: a(2, 0); ¢(1, 0); e(2, 0).

c) Esses pontos sdo os vértices das parabolas.

~

EIIG ] Capitulo4
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Grafico da funcdo definida por f(x) = a(x — m)* + k,coma # 0

O grafico de f(x) = a(x — m)* + k é congruente ao grafico de f(x) = ax? tendo x uma posicao que
estd, em valores absolutos, m unidades a direita (m > 0) ou a esquerda (m < 0) do grafico de f(x) = ax?
e k unidades acima (k > 0) ou abaixo (k < 0) do grafico de f(x) = ax*. O eixo de simetria da parabola dada

por f(x) = (x — m)* + kéx = m. . y T
Observe, por exemplo, os graficos das funcées quadraticas f(x) = 2x%, : F'f\
gx) =2x —3)* +Teh(x) = 2(x + 3)* + 1. LA
A parabola dada por g(x) = 2(x — 3)* + 1esta 3 unidades a direita v %
e 1 unidade acima da parabola dada por f(x) = 2x* e é simétrica em i L)
relacao ao eixo x = 3. = 5
A parabola dada por h(x) = 2(x + 3)* + 1esta 3 unidades a esquerda . 1) R
e 1unidade acima da parabola dada por f(x) = 2x* e é simétrica ao eixo — 3 [0 : ~—3

X = —3.

Observacio: A funcao f(x) = a(x — m)* + k, com a # 0, é equivalente a funcao f(x) = ax* + bx + c (a # 0),

emque m = —% e k= —%. Essa forma é chamada de forma canédnica da funcado quadratica (ver
pagina 139). O vértice da parabola dada por f(x) = a(x — m)* + k & V(m, k) e sabendo que as coordenadas do

vértice sao (x,, y,), entdao também podemos reescrevé-la como fix)=alx — Xy)* + yv . Ovértice da parabo-

la g(x) = 2(x — 3)* 4+ 1é V(3,1) e o vértice da parabola h(x) = 2(x + 3)* + 1é V(-3,1).

 Exercicios =

36. Observe os gréficos das funcdes quadraticas 37. Observe os graficos das funcdes a seguir:
F0) = x5 fx¥) = (x — 2)* e fix) = (x + 2)? )
e responda: o0 = = 27 + 3
14
y [
12 2 flx) = X
flx) = x+2)= _ 1
=X +4x+4 ) =x x
: fx)=(x—2)? = — T T
=X —Ax+ 4 L
X -2
B : : —3 y=x5(00)
-4 y=(x—2°+3(23)

y=Kx+2)?-3;(-2-3)
a) Escreva no caderno as coordenadas do vértice de
cada parabola.

a) Como é o grafico da funcao f(x) = (x — 2)>em

relacao ao grafico de f(x) = x? b) Como é o grafico da funcaof (x—2?7+3
Ele é deslocado duas unldades para a direita. em relacao ao grafico de f(x) = X27 Ele é deslocado

b) Eoda funcaof (x + 2)*em relacdo ao gra- trés unldades para cima e duas unidades para a direita.
fico de f(x) ) Eodef(x) = (x + 2)* — 3 em relacdo ao grafico

def( ) x2? Ele é deslocado trés unidades para

Eleédeflocado duas unidades para a esquerda. ) baixo e duas unidades para a esquerda.
¢) Quais sao as coordenadas dos vértices das para- d) Eodef(x) = (x — m)? — k em relacio ao grafico
2, 2 _ 2 ’
bolasy = x%,y = (x = 2)ey = (x + 2)7 de f(x) = x*?Ele é deslocado k unidades para baixo e m

o . (0,0), (2, 0)6(2—2, 0) unidades para a direita,se k >0em > 0.
d) E as do vértice da parabolay = (x —m)*? Ea e) Quais sao as coordenadas dos vértices da para-
parabolay = (x + m)? (m, 0); (~m, 0) bolay = (x — m)*> + k? (m, k)

-
\ Funcdo quadratica [117}
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Gréfico da funcao definida por f(x) = ax? + bx + c

eixo de simetria

/ parabola
/

Vamos estudar os efeitos dos parametros g, b e ¢ na parabola que c
é grafico da funcdo quadratica f(x) = ax* + bx + c. \x]

:

Parametroa |
O parametro a é responsavel pela concavidade e abertura da parabola.

® Se g > 0, a concavidade & para cima. ® Se g <0, a concavidade € para baixo.

y y

Além disso, como dito na pagina 114, quanto maior o valor absoluto de a, menor sera a abertura da
parabola (parabola mais “fechada”), independentemente da concavidade ser para cima ou para baixo.

a<o
y

(@)

Parametro b

O parametro b indica se a parabola intersecta o eixo y no ramo crescente ou decrescente da parabola.

® Se b > 0, a parabola intersecta ®Se b <0, a parabola intersecta o
0 eixo y no ramo crescente. eixo y no ramo decrescente.

N SR YNG!

® Se b = 0, a parabola intersecta o eixo y no vértice.

A

L'|'|8‘ Capitulo4



Parametro c

O parametro c indica o ponto onde
a parabola intersecta o eixo y. c

A pardbola intersecta o eixo y no ponto (0, c), ou seja, f(0) = c.

Exercicio resolvido

12. Quais sdo os sinais de a, b e ¢ no grafico da funcao quadratica f(x) = ax* + bx + ¢ dado abaixo?
y

e \

Resolucao:
® g <0, pois a concavidade esta para baixo.
® ¢ >0, pois f(0) = c e a parabola corta o eixo vertical em sua parte positiva.

® A abscissa do vértice é dada por ;—b Portanto, a e b tém sinais iguais quando a abscissa do vértice é negativa
a

e tém sinais diferentes quando a abscissa do vértice é positiva.
Logo, neste exemplo, a e b tém sinais contrarios, pois a abscissa do vértice é positiva. Como a < 0, entao b > 0.

 Exercicios =

38. Escreva no caderno a lei da funcdo correspondentea | 39. Quais sdo os sinais de g, b e c nos graficos da funcdo

cada grafico dado, na forma f(x) = ax* + bx + c. (Dica: quadratica f(x) = ax* + bx + ¢ dados abaixo?
Comece usando a forma candnica e/ou fatorada.) a) y
a),y o] y
3\ 34-- a<0,b<0,c>0
27 | 2 i 2 X
Hfix) =x*—2x+3 X)) =X+ 2 ] of |
X X
of o ] b) y

b) yf(x)=—x +3x+4 d) y

a>0,b>0,c<0

P Y Y
a<0,b>0,c=0

e

A

. Funcdo quadratica [Il-g,}
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A parabola

Durante o século IV a.C. os matematicos gregos descobriram e passaram a estudar as curvas resultantes
da secao de um plano em uma superficie conica de revolucao. Nas figuras a seguir aparecem, da esquerda
para a direita, os esbocos dessas famosas curvas: a circunferéncia, a parabola, a elipse e a hipérbole.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Adescricao completa dessas curvas e suas propriedades foi obtida pelo matematico grego Apolénio, que
nasceu em Perga (atualmente, localiza-se proxima da regido metropolitana de Antalia, Turquia) e viveu no
periodo de 262 a.C. a 190 a.C., aproximadamente. Nesse periodo, que foi chamado de “idade durea” da ma-
tematica grega, viveram também outras pessoas importantissimas para a Matematica, das quais duas
merecem destaque por suas contribuicdes: Euclides e Arquimedes.

Apolbnio estudou em Alexandria (Egito) e também em Pérgamo
(atualmente, localiza-se na regiao noroeste da cidade de Bergama, Turquia),
um importante centro de cultura em sua época, com uma universidade e

e=eixoda

uma biblioteca que parece ter sido similar a famosa Biblioteca de Alexan- parabola
dria. Durante o periodo em que esteve em Pérgamo, Apol6nio escreveu zlgggfj;aglelo

uma colecao de oito livros chamados de “As Conicas” e, felizmente, os
sete primeiros resistiram ao tempo e podem ser consultados ainda hoje.

Na figura acima, observe com mais detalhes parte do esboco de uma parabola obtida da secao de um
plano em uma superficie conica de revolucao e note que o plano corta uma parte da superficie conica parale-
lamente a uma geratriz dessa superficie.

Quando vocé desenha o grafico de uma funcao do tipo y = ax?, essa curva é exatamente a curva resul-
tante do corte de um cone por um plano paralelo a sua geratriz e, dependendo do angulo que a geratriz do
cone faz com o seu eixo, a parabola sera mais aberta ou mais fechada. Portanto, quando a funcao quadra-
tica foi “inventada” o seu grafico era uma curva que ja era conhecida quase 2 000 anos antes!

© Localizacao das antigas cidades gregas de Perga e Pérgamo

Importante cidade do periodo
helenistico. Foi onde Apolénio
estudou e trabalhou. Acredita-se
que a palavra “pergaminho”
tenha se originado nesta cidade.

(Y

a o

TURQUIA

Banco de imagens/Arquivo da editora

Antélia e ¢ Perga

(o) L Antiga cidade grega, local
{; de nascimento de Apolonio.
0 p 85 170 km Atualmente é um grande
S Creta m [ — sitio arqueoldgico e também
2 uma cidade turistica. -
35°N T
° 25°L

Fonte: GOOGLE MAPS. Disponivel em: <www.google.com.br/maps/@37.3623961,26.1912803,7z>.
Acesso em: 13 abr. 2016.

~
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Matematica e tecnologia XS

Grafico da funcao quadratica no computador

Agora, vamos aprender a construir graficos de funcdes quadraticas usando outro software livre,
o GeoGebra.

Este é um software matematico, criado por Markus Hohenwarter, que retne Algebra e Geometria.
Ele pode ser utilizado em todos os niveis de ensino e ja recebeu diversos prémios na Europa e nos
Estados Unidos.

A instalacao desse software é simples:

e Acesse o site cwww.geogebra.org> e clique em “Baixe agora” para té-lo instalado no computador,
ou em “Comece a criar”, para usa-lo on-line.

Veja a reproducao da tela a seguir.

®  Ctectem
L - T e =

GenGebra Wi D . Ownusidnt o

Reproducao/Arquivo da editora

GEOGEBRA

E SOFTWARE DE MATEMATICA MULTIPLATAFORMA QUE DA
ATODOS A OPORTUNIDADE DE EXPERIMENTAR AS

PERCEPCOES EXTRAORDINARIAS
QUE A MATEMATICA TORNA
POSSIVEL

Captura de tela do site do software.
Optando por utilizar a versdo on-line, vocé deve clicar no botao “Algebra”; a tela que abrira é bem
parecida com a reproduzida abaixo.

Barra de ferramentas =5

. //

Regido grafica

Entrada de comando Barra de estilos

Reproducao/Arquivo da editora

Teclado virtual

. v [ 1 [ u - N =]
e | W | " | e | s | -
| ) < | » BERE

£ e I R O 55

Captura de tela do software no modo Algebra.

Observe que destacamos o nome das partes que compoem a tela inicial do software.
Agora, faca o que se pede.

)

A
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1. Construa o grafico da funcao quadratica f(x) = x* — 6x + 5 e destaque alguns pontos importan-

tes. Para isso, realize os passos a seguir.

12 passo: No campo Entrada de comando (situado na parte esquerda da tela) digite a funcao
flx) = x* — 6x + 5 e tecle “Enter”.

22 passo: Para obter as raizes da funcao f, ainda no campo Entrada de comando, digite Raiz [f] e
tecle “Enter”. Veja que foram destacados os pontos A = (1, 0) e B = (5, 0), que sao as raizes da
funcao.

32 passo: Para obter o vértice da parabola, digite Extremo[f] e tecle “Enter”. Assim, foi des-
tacado o ponto C = (3, —4), que corresponde ao vértice da parabola.

42 passo: Agora, vamos determinar o ponto em que a parabola intersecta o eixo das ordenadas
(eixo y). Para isso, digite no campo de entrada Intersecao[ f, x = 0] e tecle “Enter”. Observe que
o ponto de interseccao com o eixo y, ponto D = (0, 5), tem como ordenada o valor do termo in-
dependente (c) da funcao quadratica.

Q

"l
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i

Captura de tela do 42 passo.

» Fique atento! -

i Vocé pode mover, ampliar ou reduzir a sua imagem utilizando [—Ij daBarrade &
ferramentas. Outra op¢do para aumentar ou diminuir o zoom é utilizar o scroll "

= do mouse (aquela “rodinha” que fica na parte superior da maioria dos mouses).

Agora, determine as raizes e o vértice da funcao utilizando as férmulas que vocé ja conhece e, em

seguida, compare os resultados obtidos no GeoGebra. 0s resultados sio os mesmos.

2. Clique em “Menu”, “Arquivo”, depois em “Novo” e grave o grafico construido. Para isso vocé de-

vera criar uma conta no proprio site (para criar uma conta, vocé ja precisa possuir uma conta de
e-mail). Para realizar a segunda etapa da atividade, siga os passos abaixo.

12 passo: Na Barra de ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse, inicialmente na opcao
"Controle Deslizante" |-

2|, e, em seguida, clique em qualquer ponto da janela de visualizacao
(Regiao grafica); automaticamente abrira uma janela; clique em “OK”. Nesse instante, aparecera
o parametro a (com valor inicial igual a 1). Veja:

Repita a operacao e insira novos parametros (b e c).

~
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22 passo: No campo Entrada de comando digite a funcao:
fx)=ax*+bx+c

e tecle “Enter”. Observe que * significa a operacao de multiplicacao.

Dessa forma, vocé tera o grafico da funcao:

f)=x+x+1

32 passo: Do lado direito da Barra de ferramentas clique na Barra de estilos e, depois, em “Exibir

ou esconder a malha”. Selecione a malha quadriculada.
Vocé agora devera ter uma imagem igual a apresentada abaixo.

=
;
> U
ol

9?9

|

|
N —

®
et

e

Captura de tela do 32 passo.

4° passo: Agora vocé podera observar significados importantes para os coeficientesa, b e c.
Clique na bolinha do controle deslizante de a e altere lentamente o seu valor (basta arrastar

a bolinha para um dos lados).

[R]l || 310 | IO 435 a0 222

—
Numero :

— a=1

@ == -
@ b=1 £l
=1

O c=1 f.

Funcao

O f(x) 1+ 1x+1

Captura de tela do 4° passo.

Observe o que acontece com o grafico da parabola. Repita a operacao para os controles deslizan-

tes de b e ¢ (utilize um controle deslizante por vez).
Agora, responda:

a) Qual o efeito do pardmetro a no grafico da funcao? Altera a abertura e a concavidade da parabola.

b) Qual o efeito do pardametro b no grafico da funcao? Alteraa posicao do vértice.

c) Qual o efeito do pardmetro ¢ no grafico da funcao? Altera o ponto onde a pardbola cruza o eixo y.

w il
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Nos graficos seguintes, de funcdes quadraticas, estao indicados os pontos de interseccao de cada para-
bola com os eixos.
Veja como sao determinados algebricamente esses pontos de interseccao a partir da lei da funcao.

a) flx) =x*—2x+1

(/-ﬂ
\124)
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Interseccdo com o eixo y:
x=0=f0)=0"-2-0+1=1
A pardbola intersecta o eixo y em (0, 1).

Interseccdo com o eixo x:
fX)=0=x*—2x+1=0
A=4-4=0= A=0(aequacaoadmite uma raiz dupla)
2*0
X = =1
2
A parabola intersecta o eixo x em um sé ponto: (1, 0). Isso significa que
a funcao possui um zero duplo: 1.

Interseccdo com o eixo y:
X=0=f0)=—4-0+1=1
A parabola intersecta o eixo y em (0, 1).

Intersec¢do com o eixo x:
fX)=0= —4xX’+1=0= -4 =-1=24’=1=

=x% = % =SXx = t% (a equacao admite duas raizes diferentes)

Observe que, nesse caso, A = 0 + 16 = 16, ou seja, A > 0.

A parabola intersecta o eixo x em dois pontos: (% O) e (—% O).

Isso significa que os zeros da funcdo f(x) = —4x* + 1530 —— e

1l
2 27

Interseccdo com o eixo y:
X=0=f0)=0"+2-0+3=3
A parabola intersecta o eixo y em (0, 3).

Interseccdo com o eixo x:

fX)=0=>x*+2x+3=0

A=4-12=—-80uA <0 (aequacdo nao tem raizes reais)
A parabola nao intersecta o eixo x.

Afuncdo f(x) = x* + 2x + 3 ndo admite zeros reais.




Conclusoes:

® Como ja estudado na pagina 119, a parabola, grafico da funcao quadratica
f(x) = ax®> + bx + ¢, intersecta o eixo y sempre no ponto (0, c), pois

f0O)=a-0*+b-0+c=c

® Essa parabola pode intersectar o eixo x em um ou dois pontos ou pode n3o intersectar o eixo x, depen-
4ac da equacao correspondente.

dendo do valor de A = b* —

Veja: f(x)
A=

=0=ax*+bx+c=0

0 — uma raiz real dupla (a parabola intersecta o eixo x em um sé ponto)

A > 0 — duas raizes reais diferentes (a parabola intersecta o eixo x em dois pontos)
A < 0> nenhuma raiz real dupla (a parabola nao intersecta o eixo x)

Graficamente, temos:

y a>0 y
A

Para refletir
Por que a parabola sempre intersectao s
eixo y emum sé ponto?

x L

Porque é o valor da
funcao quando x vale 0.

A=0 44

A <0 a) Eixo x: (5, 0) e (6, 0); eixo y: (0, 30).
b) Eixo x: (3, 0) e (—7, 0); eixo y: (0, —21).
c) Eixo x: (6, 0) e (—6, 0); eixo y: (0, —36).
d) Eixo x: %,O)e (%O) eixo y: (0, 1).

®

40. Esboce no caderno o grafico da funcdo quadratica
fcuja parabola passa pelos pontos (3, —2) e (0, 4) e
tem vértice no ponto (2, —4); em seguida, verifique
qual das seguintes sentencas corresponde a essa
funcao:

a) fix) = —2x*—8x + 4
xb) fix) = 2x* — 8x + 4
Q fix) =2x*+8x+4
Veja o grafico no Manual do Professor.

4. Verifique quais dos seguintes pontos pertencem a
parabola que representa graficamente a funcao
fix) =x*—5x+ 6:

xa) A(2,0)
xb) B(4,2)
c) C(-1,10)

42. Determine o valor de m para que o ponto A(2, 1)
pertenca a parabola que representa graficamente
a funcao dada por f(x) = (m + )x* — 1. ]

43. Determine os zeros das seguintes funcdes quadraticas:
a) f(X) =x>—1x+30 x =6ex =5
b) f(x) = x>+ 4x — 21 x' =3ex'= —7
Q fIX) =x*—36x =6ex' =6
d) flx) = 6x2 = 5x +1 X' = ex’ =
44, Em que pontos a parabola de cada funcdo do exer-

cicio anterior intersecta os eixos x e y?

45. Em cada grafico da funcao quadratica
flx) = ax* + bx + ¢,com A = b? — 4ac, descubra
sea<Ooua>0eseA>0,A<0OoulA=0.

a) y d) y
ST A :
x
a<0,A>0 a<0,A=0
b) y e) y
X
: : —W
a>0,A>0 a<0,A<O0
Q) y f) y
U X 5 f X
a>0,A<0 a>0,A=0

46. O grafico abaixo representa uma funcio do tipo
y=ax*+bx+ca#0.
Entao, podemos afirmar que:
a) a>0,b =4ac,c>0eb<0.
xb) a<0,b*>4ac,c<0eb>0.
0 a<0,b’<4ac,c<0eb>0.
d) a<0,b*>4ac,c>0eb>0.
e) a<0,b’<4ac,c<0eb<O0.

s
R

A
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3N vy as . .
(7 ) Vértice da parabola, imagem e valor
maximo ou minimo da funcao quadratica

A determinacao do vértice da parabola ajuda na elaboracao do grafico e permite determinar a imagem
da funcao, bem como seu valor maximo ou minimo.

a<O0 a>0
y
y Im(f) —
valor -
maximo
ponto de
minimo X
Tx

v

'
v

T
ponto de
maximo

valor
minimo —

Uma das maneiras de determinar o vértice é lembrar que a parabola, que representa uma funcao qua-
dratica, é simétrica em relacao a um eixo vertical. Determinando a posicao desse eixo, encontraremos a
abscissa do vértice, e com a abscissa do vértice obteremos a ordenada (veja exemplo a). Opcionalmente,
podemos usar formulas para obter o vértice (veja exemplo b).

Examine os exemplos: === \

1 Fique atento!
' Se 2 éaabscissa do vértice, 0s =

a) f(X) =2x*—8x I pontos de abscissas 1e 3 sao
» simétricos na parabola.Osde =
12 modo: Labscissas 0 e 4 também. J
Obtendo as raizes, teremos x’ = 0 e x” = 4. Dada a simetria das parabolas, o TrmTmErEmT RS
. . . , . X'+ x" 0+4
eixo de simetria tera abscissa x, = 5 = 5 =2
Substituindo x = 2 na funcao, obtemos a ordenada do vértice y

f)=2-22-8-2=-8,
Ent3o, o vértice é o ponto (2, —8).

22 modo:

Escrevendo na forma candnica, ou seja, determinando f(x) = a(x — x,)* + y,,
temos: f(x) = 2(x* —4x) = 2(x* —4x + 4 — 4) =2(x* — 2* — 8

Assim, x, = 2ey,= —8.

A funcao assume valor minimo —8 quando x = 2.

Observacio: Se o valor minimo é y = —8, entdo Im(f) ={y € R |y = —8}.

Valor minimo da funcao: —8

Im(f) ={y€R|y= -8} ,
Essa funcao nao tem valor maximo. E ilimitada superiormente.

ElZG] Capitulo4
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b) f(x) = —4x* + 4x + 5

. . ) b _dac—-b* A, . .
Na forma canénica é possivel determinar que x, =——— e y, = ————— =——— (veja mais detalhes
2a 4a 4a
na pagina 139); entao, o vértice de uma parabola dada por f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 também pode ser
b A
calculado assim: V(——, ——).
2a 4a [rr————--
Nesse caso, temos: ' Para refletir \
o au2 X, € a média aritmética dos 1
f () = —4x® +4x +5 ! zeros da funcéo quadratica 1
X, = b _ -4 _ 1 » (seestes existirem).Comprovei)
20 -8 2 s
—A —(16 + 80 —96
yV = = ( ) = = 6
4a —16 —16
Entao V(i 6) i 1
2 i
A funcao assume valor maximo 6 quando x = % 2
Logo, Im(f) ={y €ER |y < 6}. |
Valor maximo da funcao: 6 Im(f)—
Im(f) ={y €R |y <6}
Essa funcio ndo tem valor minimo. E ilimitada inferiormente. ] et £
De modo geral, dada a funcdo f: IR — R tal que f(x) = ax® + bx + ¢, =119 %1 2 “
coma # 0, se V(x,, y,) € o vértice da parabola correspondente, temos entao: i ;
a>0&y,éovalorminimodefe Im(f) ={y ER|y= y} =3 j
a<0ey,éovalormaximodef< Im(f) ={y ER|y =<y} f) = —4x +ax+5

Exercicios resolvidos

13. Fisica

Atrajetoria da bola, em um chute a gol, descreve uma parabola. Supondo que sua altura h,em metros, t segundos
apos o chute, seja dada por h = —t* + 6t, responda:

a) Em que instante a bola atinge a altura maxima?
b) Qual é a altura maxima atingida pela bola?

Dartfish Solutions/
Arquivo da editora

Resolucao:
h=—t"+ 6t
Ponto de maximo: V(ty, hy)

a) Abola atinge a sua altura maxima quando: t, = —— = —— = — =3

Logo, a bola atinge a altura maxima 3 segundos apos o chute.
b) A altura maxima atingida pela bola é:

A _ 36 _ 36 _gouhB)=-3+6-3=-9+18=09

I Yo
A altura maxima atingida pela bola € 9 metros.

v

A
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15.

16.

14. Determine a Im(f) e o valor maximo ou minimo da

funcdo quadratica f(x) = x* + 4x — 2.

Resolucao:
fx)=x*+4x -2
—A —(16 + 8)
== =6
Y 4a 4

a > 0, entdo a concavidade é para cima.

Im(f)={y€R|y= -6}
Valor minimo de f: —6

Determine m de modo que a funcao
flx) = Bm — 1)x* — 5x + 2 admita valor maximo.

Resolucao:

Para que a funcao f(x) = (3m — 1)x* — 5x + 2 admita
valor maximo, devemos ter g < 0 (concavidade para
baixo).

Condicao:a<0<3m—1<0
3m—1<0:>3m<1:>m<%.

Logo, m pode ser qualquer niumero real menor do
quel
3

(Enem) A parte interior de uma taca foi gerada pela
rotacao de uma parabola em torno de um eixo z,
conforme mostra a figura.

Eixo de rotacao (2)
p

y(cm) &

L~
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X (cm)

Afuncao real que expressa a parabola, no plano car-
tesianodafigura,édada pelalei: f(x)= %xz —6x+C,

onde C é a medida da altura do liquido contido na
taca, em centimetros. Sabe-se que o ponto V, na
figura, representa o vértice da parabola, localizado
sobre o eixo x.

Nessas condicdes, a altura do liquido contido na
taca, em centimetros, é:
a)l. b) 2. ) 4.

d) 5. e) 6.

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?
E dada a lei da funcdo real que expressa a parabo-
la, a qual forma a parte interior da taca, e a proje-
cao da taca em um plano cartesiano, informando
que o vértice da parabola intersecta o eixo x e o
ponto C intersecta o eixo y.
b) O que se pede?
Aaltura do liquido dentro da taca, em centimetros.
2. Planejando a solucao
Observando a projecao da taca no plano cartesiano,
verifica-se que o vértice da parabola tem como coor-
denadas (x,, 0), ou seja, o y, = 0. A partir dessa infor-
macao é possivel calcular o valor de C utilizando as
coordenadas do veértice da parabola [V (;b, ;A)]
2a  4a
chegando a uma equacao do 1° grau em que a incogni-
ta sera C, que é a altura do liquido na taca.

3. Executando o que foi planejado

_—A _ —b’~4ac) _
=g 2 07
3
el
= 32 =0= 36 6C]=O:>
6
4._
2
:>LJ6C=0=>—6+C=0=>C=6
4. Verificando

A partir da lei da funcao f(x)= ixz— 6x + 6, calcu-
lamos o valor de y,: 2

3
) _—A _ —b’~dac) _ _[(_6)2_4 ' (7) ' 6] _
V. 4a 4a 4. (1)
2
_ Be-36l _
6

que corresponde ao valor obtido a partir do enunciado.
Assim, fica verificado que o valor de C (altura do liqui-
do nataca) é 6 cm.

5. Emitindo a resposta
Aresposta € a alternativa e.

6. Ampliando o problema

a) Determine o valor de V demarcado na figura.(2, 0)

b) Discussd@o em equipe
Troque ideias com seus colegas sobre a importan-
cia da Matematica na determinacao de medidas
para as indUstrias, como a altura, o comprimento,
o volume, etc., e como elas as utilizam para ter o
maior rendimento possivel na producao.

~
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 Eercicios

®

47. Determine o vértice V da parabola que representa
a funcao quadratica:

_ 2 _ _\2
a) flx) = x 2\;(1 7%’ d) y = x* v(0,0)

b) fix) = —x*+3x—5 € y=(x—27+3v23)
O fl)=x"—4x+3 V(iy _ ﬂ)
V(2, —1) 2 4

4.8.Determine o valor de k para que a funcdo

f(x) = (2 — k)x* — 5x + 3 admita valor maximo.
k>2

49. Qual o valor de m para que a funcio

flx) = (4m + 1)x*> — x + 6 admita valor minimo?
m>——

50. Faca no caderno o esboco do grafico das seguintes
funcdes quadraticas e determine o conjunto ima-
gem de cada uma delas:

a) f(X) =x+4x+3Im(f) = {ycR|y= 1)
b) f(x) = —x* + 6x — 9Im(f) = {y ER | y = 0}

Veja os graficos no Manual do Professor.

57. [besario’ A reta, grafico da funcdof(x) =3x — 1, ea
parabola, grafico da funcdo g(x) = x* — x + 2, tém
pontos comuns? Se tiverem, descubra quais sao.

. e —— a0, (1,2) € (3,8).
Dois pontos, [~
um ponto Para refletir
ounenhum - Quantos pontos comuns podem =
ponto. Lter uma reta e uma parabola? J

52. Dada a funcdo quadratica f(x) = 2x*> — x — 3, de-

termine:
a) se a concavidade da parabola definida pela fun-
~ . . .Para cima.
cao esta voltada para cima ou para baixo;
b) os zeros da fungao; ¥ = S ex" =1 vy N ,%)
) o vértice da parabola definida pela funcao;
- = . 3
d) ainterseccdo comoeixox; (~1.0)e (? 0)
e) ainterseccao com o eixoy; (0, —3)
f) o eixo de simetria; x — -
25
g) Im(f); Im(f) = {y ER|y= —?}
h) o esboco do grafico no caderno.
Veja o gréfico no Manual do Professor.

53. &= Sabe-se que o custo C para produzir x unidades
de certo produto é dado por C = x* — 80x + 3 000.
Nessas condicdes, calculem:

a) a quantidade de unidades produzidas para que
o custo seja minimo; 40 unidades.
b) o valor minimo do custo.1400
54. &% Uma bola é lancada ao ar. Suponham que sua

altura h,em metros, t segundos ap6s o lancamento,
seja h = —t* + 4t + 6. Determinem:

a) o instante em que a bola atinge a sua altura
maxima; 2 s

b) a altura maxima atingida pela bola; 10 m

¢) quantos segundos depois do lancamento ela
toca 050l0.310's

55. [besario. Determine o conjunto A para que a funcao
f: A= [3,7], definida por f(x) = x* — 4x + 7, seja
bijetiva e crescente. A =[2, 4]
56. @ Um 6nibus de 40 lugares foi fretado para uma
excursao. A empresa exigiu de cada passageiro
R$ 20,00 mais R$ 2,00 por lugar vago. Qual o nime-
ro de passageiros para que a rentabilidade da em-
presa seja maxima? 15 passageiros.
57. @x (Faap-SP) Supondo que no dia 5 de dezembro
de 1995 o Servico de Meteorologia do Estado de
Sao Paulo tenha informado que a temperatura na
cidade de Sao Paulo atingiu o seu valor maximo
as14h, e que nesse dia a temperatura f(t) em graus
é uma funcao do tempo t medido em horas, dada

por f(t) = —t* + bt — 156, quando 8 < t < 20.
Obtenha o valor de b.
a) 14 x C) 28 e) 42
b) 21 d) 35
58. &= (UFPE) Num voo com capacidade para 100 pes-

soas, uma companhia aérea cobra R$ 200,00 por
pessoa quando todos os lugares sdo ocupados. Se
existirem lugares nao ocupados, ao preco de cada
passagem serd acrescida a importancia de R$ 4,00
por cada lugar ndo ocupado (por exemplo, se exis-
tirem 10 lugares nao ocupados o preco de cada
passagem sera R$ 240,00). Quantos devem ser os
lugares nao ocupados para que a companhia obte-
nha o faturamento maximo? 25 lugares.
59. &= (Vunesp) Suponha que um grilo, ao saltar do solo,
tenha sua posicao no espaco descrita em funcao do
tempo (em segundos) pela expressao h(t) = 3t — 3t%,
em que h é a altura atingida em metros.

a) Em que instante t o grilo retorna ao solo? 1s

b) Qual a altura maxima em metros atingida pelo
grilo? 0,75m

Dr. John Brackenbury/SPL/La

Grilo. Comprimento: 25cm a5 cm.

A

\ Funcdo quadratica [129}
N/




(8 Estudo do sinal da funcdo quadratica
e inequacoes do 2° grau

Estudar o sinal da funcdo quadratica f(x) = ax* + bx + ¢, a # 0, significa determinar os valores reais de x
para os quais f(x) se anula (f(x) = 0), f(x) é positiva (f(x) > 0) e f(x) é negativa (f(x) < 0), ou, de modo equi-
valente, significa resolver inequacdes do tipo f(x) = 0 e f(x) < 0. Esse estudo vai depender do discriminante
A = b* — 4ac, da equacao do 22 grau correspondente ax® + bx + ¢ = 0, do coeficiente a e dos zeros da funcao
(se existirem).

Dependendo do discriminante, podem ocorrer trés casos e, em cada caso, de acordo com o coeficiente g,
podem ocorrer duas situacoes:

12caso:A>0

Neste caso:
® a funcao admite dois zeros reais diferentes: x’ e x”;
® a parabola, que representa a funcao, intersecta o eixo x em dois pontos.

a>0 a<o

X
f(X) >0 f(X) >0 X' X'
X fix) <0 fix) <0
XH Xl
Qf(x) <0

f(x) = 0parax =x"oux=x' f(x) = 0parax=x"oux=x'

f(x) >0 parax <x"oux>x' flx) >0 parax” <x<x’'

flx) <Oparax”"<x<x' f(x) <0 parax<x"oux>x’'

Dispositivo prdtico:
A>0 e a>0 A>0 e a<o0

X
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Assim, quando A > 0, f(x) tem o sinal oposto ao de a
quando x esta entre as raizes da equacao e tem o sinal
de g quando x esta fora do intervalo das raizes.

[ ————

» Para refletir .

. ionifi Eles indicam os intervalos
O que significam os 1 nos quais a funcio

: sinais + e — no ' assume valores positivos
« dispositivo pratico? J ou negativos.
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2°caso:A=0
Neste caso:
a funcao admite um zero real duplo x” = x”;
a parabola que representa a funcao tangencia o eixo x.

a>0 a<o0
X" =x' x
Jw=o Jo)>0 fx)<o0 fix) <o
X
X" =x'
flx) =0parax=x"=x" flx) =0parax=x"=x"
f(x) >0 para x # x’ flx) <0 parax#x’
Dispositivo prdtico:
X' =x" %
+ + - -
X
X =x'

Assim, quando A = 0, f(x) tem o sinal de a para x diferente da raiz dupla da equacao.

3%caso: A <O
Neste caso:
a funcao nao admite zeros reais;
a parabola que representa a funcao nao intersecta o eixo x.

a>0 a<o0
X

fx) <0

fx)>0

X
f(x) > 0 para todo x real f(x) < 0 para todo x real
Dispositivo prdtico:
A<O0 e a>0 A<O0 ¢ a<o0

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Assim, quando A < 0, f(x) tem o sinal de a para qualquer valor real de x.

~
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Exercicios resolvidos

17. Resolva as inequacdes:

a) x> —3x+2<0 b) x*+9=0

Resolucao:

a) Resolver ainequacdo x* — 3x + 2 < O significa de-
terminar os valores reais de x para os quais a funcao
f(x) = x* — 3x + 2 assume valores negativos.

a=1>0;a>0
A=(-3—-4NR)=9-8=1>0;A>0

As raizes da equacdo x> —3x + 2 =0sdox’ =1
ex"=2.

Dispositivo prdtico:

N

Como devemos ter f(x) < 0, entdo

S={x€R|1<x<2}éasoluciodainequacio.
b) —x*+9=0

a=-1<0;a<0

A=(0%—4(-1)9) =36>0;A>0

As raizes da equacdo x> — 9 = 0 sdo x’ = —3

ex" =

Dispositivo prdtico:

LN,
/N

Como devemos ter f(x) = 0, entao
S={xeR| -3 <x=<3}éasolucdodainequacao.

18. Resolva ainequacdo —x* + 6x — 9 > 0 ou, de modo
equivalente, determine os valores reais para os
quais a funcao f(x) = —x* + 6x — 9 é positiva.
Resolucao:
~x*+6x—9>0
a=-1<0;a<0
A=6)?—4(-1)(-9)=36-36=0;A=0
Ainequacdo —x* + 6x — 9 > 0 tem uma raiz dupla:
x'=x"=3
Dispositivo prdtico:

Como devemos ter f(x) > 0,entdo S ={ } = &
Resolva a inequacao 2x?> — 2x+ 5> 0ou, de modo
equivalente, determine os valores reais para os
quais a funcao f(x) = 2x* — 2x + 5 é positiva.

19.

Resolucao:

2x* = 2x+5>0

a=2>0;,a>0
A=(-2?—-4Q)5)=4—-40=—-36<0;A<0
Aequacdo 2x* — 2x + 5 = 0 n3o tem raizes reais.

Dispositivo prdtico:

+ 4+ ++++++++++x

Como devemos ter f(x) < 0,entdo S =R

WGO a)fix) =0parax= —loux=4;f(x) >0parax < —loux>4;fx) <Opara —-1<x<4

b) f(x) = 0 para x = —2 ou x = 2; f(x)

®

60. Estude o sinal das seguintes funcoes quadratlcas
a) fix) b) fx) = x* — 4

61. Para que valores reais de x a funcao f(x) = x* + 7x + 10
é positiva?  x< —Soux> -2

=x"—3x—4

=X —2x+6

Para nenhum valor real de x.

62. Para que valores reais de x a funcdo f(x)
€ negativa?

63. Para quais valores de m a funcdo f(x) = x* + 5x + 5m
q

assume valores positivos paratodoxreal?‘ 2 m = S
m> =

64.Resolva as seguintes inequacdes do 22 grau em IR:
a) 3x2—10x+7<0 b) —4x>+9=0

Oparax<—2oux>2;f(x) <Opara—2<x<2

65. 222 Considerem afuncdof(x) = x* + 1. Calculem os

valores reais de x para que se tenha f(x + 2) < f(2).
XER|-4<x<0

#2¢ Resolvam as seguintes inequacdes do 22 grau

[ ]
emIR:S:{xewR|xs—%oux>5}

a)3(x—1 —6x=2—2x(x—3)

b) 2(x — 1) < x Sz{xe\R|%<x<2}
9] —ZXZ—X+1$OS:{XE\R|XS

satisfaz a condicdo 3x < % X(x —1)2 7

66.

)
—Toux = —
2
Qual é o menor nimero inteiro positivo que

67.

(7
.

64.a)5:{x€\1{|1<x<%} b)S:{XE\R|7isxsi}

2 2
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Outros tipos de inequacdes
Veja como resolver algumas inequacoes mais complexas.

Exercicios resolvidos

20. Resolva ainequacdo simultdnea —8 < x* —2x — 8 <0 Quadro de resolucao:
emIR. -4 1 3
Resolugdo: X = = b =
x?—2x—8<0 x?—2x—8<0 g+ - "
x2—2x—-8=-8 " |x2—2x=0 fx) g~ + e
xX*—2x—8=<0() —4 1 3
a=1>0 \ / De acordo com a inequacao dada, devemos ter
— + . 30: Pelo mesmo processo da multiplicagao
A=36>0 = T X fIx) - glx) > 0. Entao: de nimeros reais: sinais iguais,
X' =4ex"= -2 _U S = {X c \R| —4<x<loux> 3} produto positivo; sinais
e m e e o o e ifezetes, produto
SS={xeR | 2<x<4} r negativo.

1 Para refletir

x*=2x=0/(l) " Como sdo obtidos os sinais de f(x) - g(x)?
a:’|>o + + x L--—--—--—--—--
DN

—Xx +3

A=4>0 22.Resolva a inequacdo-quociente =5 " 0
x' =2ex"=0 em R. X X
Si={XER|x=<0o0ux=2} Resolucao: \
— _ + X
Como temos duas condicoes que devem ser satis- it = = N =
feitas simultaneamente, vamos determinar a in- a=-la<o0
terseccao S = SN S;;: raiz: x =3
— 2
X)=x"—4x—5
s — . % " \ / " x
| M ? a=1a> 0
5 ; ; . 5 A=36>0 B °
s . : : : raizes: x' =5ex" = —1
-2 0 2 4 Restricdo: x> —4x —5#0=x#5ex # —I
S={xER|2<sx<0ou2sx<4} Quadro de resolucao:
=] 3 5
21. Resolva ainequacdo-produto (x — 3)(x* + 3x — 4) > 0. -+ T+ o — _
Resolucao: gx)  + — T +
S =x-3 + X it/ -+ -
a=1>0;a>0 _/3 gix) - 3 5
X —3=0=x=3(raiz) S={xER|x<—Tou3<x<?5}
gx) =x*+3x—4 [oo == e ——--
d=1>0:a>0 + + x « Fique atento! _\
! _W 1 Analise com atencao o significado das flechas, *
A=25A>0 ! das bolinhas vazias (O), das bolinhas cheias (@)
X' =1ex" = —4 (raizes da equacio) Le do traco mais forte nos dispositivos praticos.

m 69. a) S={xER|-2<x<3o0ux>5 ¢ S={x&R|x>3}

68_Re50|va no caderno em ‘Rb) S:{XE\R|X§OOU2§X§3} d) S:{XE‘R|X§1OU2§X<4}

a) 6<x*—5x<6 b) {X2+6X+8>0 Q 7=x*+3<4x d) X1 =620
’ N 5<0 R —x2+2x+3=0
S={xER|-1<x<2ou3<x<e} XT Sy ER|x< -5 S—I{xER|-2<x<3 B Tex T3
69.Resolvanocadernoasseguintesinequagéeséxm\Rzlx ! Z{XS Jl6 A 57{’2‘6”‘“1\"\0}
a) (k=3I +3X+10<0  b) (@ =3x)(x+2=0 o %>o d) &Tgo
- -

70. Para quais valores reais de x o produto (x> — 5x + 6) (x> — 16) é positivo? xR |x< —40u2<x<3oux=>4

A
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Movimento Uniformemente Variado (MUV)

O Movimento Uniformemente Variado (MUV) é caracterizado pela funcao quadratica:

1 0
flt) = 5 at® + bt +c¢ Dizemos que a fun¢do quadratica
constitui o modelo matematico para o
Movimento Uniformemente Variado.

que fornece a posicao de um objeto em certo instante t.

Nesse caso, a é a aceleracao, b é a velocidade inicial (quando t = 0) e c é a posicao inicial do objeto.

A representacao grafica do Movimento Uniformemente Variado € uma parabola. Se a aceleracao for
positiva, a concavidade da parabola sera voltada para cima; se a aceleracao for negativa, a concavidade
sera voltada para baixo.

Sabemos que velocidade escalar média (v) em um intervalo de tempo é igual a:

variacao do espaco(As)
tempo de percurso (At)

No caso do movimento de um objeto dado por uma funcao f, temos que sua velocidade média no
intervalo [t, t + h] é dada por:

Para f(t) = %af2 + bt + ¢, temos:

f(t+h)=%a(t+h)2+b(t+h)+c=%at2+ath+%ah2+bt+bh+c
e
f(t+h)—f(t)=%+ath+%ahz+%+bh+/—%—%—/=atb+%ahz+bh
Assim:

]
_ ath + — ah* + bh
f(t+71) 0 _ 2h =at+%ah+b

Se tomarmos h cada vez menor, o valor da velocidade média se aproximara de at + b. Dai dizermos que
v(t) = at + b é a velocidade do ponto (no MUV) no instante t.

Observe que, se t = 0, v(0) = b. E por isso que chamamos b de velocidade inicial.

Na funcao afim v(t) = at + b, a constante a (aceleracao) é a taxa de variacao da velocidade. Como ela é
constante, o movimento chama-se uniformemente variado.

Um movimento é uniforme quando a
velocidade média tem o mesmo valor, qualquer
que seja o intervalo de tempo considerado.

VatnN
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Exercicios resolvidos

23. Um automével viaja com velocidade de 108 km/h
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(ou seja, 30 m/s) em um trecho retilineo de uma
estrada quando, subitamente, o motorista vé um
acidente na pista. Entre o instante em que o moto-
rista avista o acidente e aquele em que comeca a
frear, o carro percorre 20 m. Se o motorista frear o
carro a taxa constante de 5,0 m/s> mantendo-o em
sua trajetoria retilinea, ele sé evitara o acidente se
o tiver percebido a, no minimo, qual distancia?
Resolucao:

¥ maneira:

Como o carro freia com aceleracao constante de
5 m/s?, podemos escrever sua aceleracdo como
sendo a = —5 m/s. Assim, o tempo de frenagem
sera dado por:

Av -30 -30
a=—F>=>-5=—"— =At=—-=565
At At -5
Logo, At =6
Como a distancia percorrida é dada por
2
S = % + Vot + 5o e temos que sp = 20 m,
Vo =30m/s, t=6s,a= —5m/s, calculamos S:
_ 2
5= % +30-6+20=—90 + 180 + 20 = 110
Logo, S =110 m.
24 maneira:
Construimos o grafico da velocidade X tempo.
v(m/s)
30

0[123456

E possivel provar que a superficie compreendida
entre o grafico e os eixos coordenados tem area A

numericamente igual ao deslocamento $ basta
observar que A = vt, masv = %.Assim, % A,

ouseja,A=S5|.

v (m/s)

Nesse caso,

5= base -altura _ 60-30
2 2

Como o automovel percorre uma distancia de 20 m,

antes de acionar os freios, a distancia total percor-

ridaserade D =20m + 90 m = 110 m.

= 90. Logo, S =90 m.

Portanto, o motorista sé evitara o acidente caso o
tenha avistado a pelo menos 110 m de distancia.

24, Um automével, partindo do repouso, mantém ace-

leracao constante de 4 m/s* durante 5s. A partir dai,
mantém velocidade constante durante 10 s, quando
comeca a frear, variando sua velocidade em 4 m/s
a cada segundo, até parar. Calcule:

a) a distancia total percorrida pelo automével du-
rante todo o seu percurso;

b) a velocidade média desse automoével durante
esse intervalo de tempo.

Resolucao:

a) 1 maneira:
Neste caso temos trés tipos de movimentos inde-
pendentes: na primeira parte, o automével mantém
velocidade variavel com aceleracdo constante (MUV
—Movimento Uniformemente Variado). Na segun-
da parte ele mantém velocidade constante (MU —
Movimento Uniforme). E, finalmente, na terceira
parte ele volta a acelerar (MUV). Assim, temos:

Parte 1. Movimento Uniformemente Variado
(acelerado)

Temos:
Vo =0
t=5s
a =4 m/s?
So = 0
Entao:

2
Sit) = at

+ vot + 5o =

4. 52 4-25

= 5,(5) = +0:5+0= "= =50

Assim, S, =50 m.

Comov = vy + at,temosv; =0 + 4 -5 = 20.
Logo, vi = 20 m/s.

Parte 2: Movimento Uniforme

Temos:

v = constante

t =10s

so =0

Mas, S, (t) = so + vt.

Comov =v; =20 m/s, vem:

S5 =0+20-10 =200

Logo, S; = 200 m.

Parte 3: Movimento Uniformemente Variado

(retardado)

Temos:

a = —4 m/s? (movimento retardado)
Vo =20m/s

v=0m/s

so=0

A
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Entao:
_Av _v—vo 4=—20=t=55
At t —to t
2
Sg(t):%‘FVOt“‘Soﬁ
—4-52
= 5;(5)= +20- 5+0=-50+100=50
Logo, S3 =50 m.

Para calcular a distancia total percorrida, deve-
mos somar todos os deslocamentos:

S= 51 4 52 aF 53
Logo, S =50 + 200 + 50 = 300, ou seja, S = 300 m.

22 maneira:

Da Fisica temos que em um grafico da velocida-
de portempo a area da superficie compreendida
entre o grafico e os eixos coordenados é nume-
ricamente igual ao deslocamento. Neste caso:

v (m/s)

Banco de imagens/
Arquivo da editora
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Area do trapézio: A = %;
B=120,b=10ea = 20.
A= (20+10)20 _ 600
2 2
Portanto, S = 300 m.
b) Vamos calcular a velocidade média desse auto-
movel durante esse intervalo de tempo.

= 300.

25.

% maneira:

= ERE L seja,
t 20
Vi =15 m/s.
22 maneira:
_ 300m

m =15 m/s, ou seja, v, = 15 m/s.

20s

Uma particula esta em movimento sobre um eixo
a partir do ponto de abscissa —12, com velocidade
inicial de 7 m/s e aceleracdo constante de —2 m/s?.
Em quanto tempo a trajetéria mudara de sentido?

Resolucao:

“ maneira:

A trajetéria da particula é dada em funcdo do
tempo por:

fit)= %m‘2 + bt +c

Nesse caso,a = —2,b=T7ec= —12.

Assim, temos:

fly=-t+7t-12

Ponto de maximo:

t= b _ 7 _ 35
2a -2
22 maneira:

Nesse instante, a velocidade é zero, ou seja, v(t) = 0.
Ent3o:

vit)=at+b=0= 2t+7=t=35s

Portanto, depois de 3,5 s a particula mudara de sentido.

a Exercicios

7. Uma particula é colocada em movimento sobre um

®

eixo. Calcule em quanto tempo a trajetéria mudara

de sentido nos seguintes casos:

a) a posicao inicial é igual a —3, a velocidade ini-
cial é de 4 m/s e a aceleracdo constante é de
—2m/skt=2s

b) a posicao inicial é igual a —16, a velocidade ini-
cial € de 12 m/s e a aceleracao constante é de
—4m/s%t=3s

) a posicao inicial éigual a 15, a velocidade inicial
é de —8 m/s e a aceleracao constante é de
2m/s%t=4s

d) a posicao inicial é igual a —36, a velocidade inicial
¢ de —18 m/s e a aceleracdo constante é de 4 m/s.

72.

73.

Um carro de Férmula 1, partindo do repouso, man-
tém aceleracio constante de 5 m/s? durante 8 5. A
partir dai, mantém velocidade constante durante
20 s, quando comeca a acelerar novamente, va-
riando sua velocidade em 5 m/s, a cada segundo,
até atingir a velocidade de 80 m/s. Calcule a dis-
tancia total percorrida pelo carro durante todo o
seu percurso. 1440 m

Partindo do repouso, um avido percorre a pista de
decolagem com aceleracao constante e atinge a
velocidade de 360 km/h (100 m/s) em 20 s. Calcule:

a) o valor da aceleracdo desse avido (m/s?); ,

a=>5
b) o comprimento minimo da pista de decolagem
para que o aviao consiga decolar.

~

(
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(10, Conexao entre funcao quadratica
e progressao aritmeética
Ja estudamos no capitulo anterior que uma funcao afim f(x) = ax + b transforma uma progressao arit-
mética em outra progressao aritmética. Estudamos também que essa propriedade caracteriza a funcao afim,
ou seja, se uma funcao tem essa propriedade, ela é considerada afim e, reciprocamente, se ela for afim, tera

essa propriedade.
Vejamos agora o que ocorre com a funcao quadratica.

Consideremos a funcao quadratica f(x) = x* e a progressao aritmética:
1,3,5791M,.,2n+1,..

e vejamos O que ocorre com:

o f(1) =1 o f(7) =49 ...
°fB)=9 ° f(9) = 81 o f(2n —1) =4n*> — 4n +1
°f6) =25 ° f(1) =121 o f2n + 1) = 4n* + 4n + 1

Assim, obtemos a sequéncia:

1,9,25,49,81,121,..,4n>— 4n + 1,4n* + 4n + 1, ..

Essa nova sequéncia nao € uma progressao aritmética, pois a diferenca entre dois termos conse-
cutivos nao é constante. Mas, se tomarmos as diferencas entre os termos consecutivos dessa nova
sequéncia, teremos:

8,16, 24,32,40, .., 8n, ...

que € uma progressao aritmética de razao 8.

E possivel provar que isso ocorre ndo s6 com a funcdo quadrética mais simples, f(x) = x%, mas com qualquer
funcao quadratica f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0. Essa propriedade caracteriza a funcdo quadratica, ou seja, se f é
uma funcao quadratica, entao ela transforma uma PA em uma sequéncia cujas diferencas dos termos conse-
cutivos formam uma PA. E, reciprocamente, se uma funcao transforma uma PA em uma sequéncia cujas dife-
rencas dos termos consecutivos também formam uma PA, entao essa funcao é uma funcao quadratica.

76. Exercicio 74: razdo da primeira PA: 1; razdo da ultima PA: 2;a = 1; 2ar* =2-1-1* = 2 (correto)
W Exercicio 75: razdo da primeira PA: 2; razdo da Gltima PA: 8; a = 1; 2ar* = 2 - 1- 2? = 8 (correto) ®

74. Dada a progressao aritmética1,2,3,4,5,..,n,n +1,.. | 76. E possivel provar que, se r é a razdo da primeira PA,
e a funcdo quadratica f(x) = x> + 1, verifique que a entdo arazao da Gltima PA sera 2ar’. Constate esse
fato nos dois exercicios anteriores.

sequéncia formada pela diferenca dos termos conse-

cutivos de f(1), f(2), f3), f(4), f), .. fin), fin + ), . | 77. pada a progressdo aritmética 1, 4, 7,10, 13, 16, ...,
€ uma PA. Euma PA de razio 2. 3n +1,...eafuncio quadratica f(x) = 4x> — 4x + 1.
o a) verifique que a sequéncia formada pela diferen-
75. Dada a progressao aritmética1,3,5,7,9,1,..,2n +1, .. ca dos termos consecutivos de (1), fl4), f(7), f(10),
eafuncdoquadraticaf(x) = x* — 2x + 1, verifique que £(13), f(16), ..., f3n + 1), .. é uma PA; )
a sequéncia formada pela diferenca dos termos con- b) determine as razoes da primeEi#amggé Chipzaolt
secutivos de f{1), f(3), f(5), f(7), f09), fN), ..., f2n — 1), Constate que, se r é a razdo da primeira PA, a
f2n +1), ... 6 uma PA. E uma PA de razdo 8. razdo da ultima pode ser encontrada por 2ar?.

Razdo da primeira PA: 3; razao da ultima PA: 72;
a=4;2ar* =2-4-3%*=72(correto).

A

. Funcdo quadratica [137}
N/




Mitch Diamond/Getty Images

®

As curvas que confundiram os matematicos

E muito comum nos depararmos com situacdes (mesmo em vestibulares) envolvendo certas curvas que sio tra-
tadas como parabolas.

Galileu Galilei (1564-1642) propds a conjectura de que um fio flexivel suspenso entre dois pontos sob a a¢ao exclu-
siva da gravidade descreveria uma parabola. A situacao suposta por Galileu gera uma curva muito parecida com para-
bola, mas nao é parabola.

Em 1646, aos 17 anos, o matematico Christiaan Huygens mostrou que esse tipo de curva ndo era uma parabola,
mas outra curva com uma equacao um pouco complicada para o Ensino Médio, pois envolve o conceito de relacoes

trigonométricas hiperbdlicas. Em todo caso, sao curvas de equacdes do tipo y =a-cosh (L)
a

Leibniz (1646-1716) batizou essa curva com o nome de catenaria (derivada do latim: cadeia). Veja a representacao
da catenaria e de seu parametro a:

O cosseno hiperbdlico ou cosh e o seno hiperbdlico ou
senh sao funcoes que originam hipérboles. Suas leis
de formacdo sdo expressas por:

eX +e™

cosh (x) = — e senh(x)= & —¢ "

2
Estas funcdes sao obtidas da representacao de

e’+e e —-e”
2 2

f(x) = e*, umavez que:e* =

F 2 L

y= a-cosh(i), coma=05a=1a=2,..
a

Para melhor compreensdo, diriamos que a catenaria € a forma de
uma corda de suspensao ideal para dois pontos. A expressao “corda
de suspensao ideal” significa que a corda é perfeitamente flexivel e
nao extensivel e com uma densidade uniforme. A catenaria (em azul)
e a parabola (em rosa) sao quase coincidentes, e por isso é compreen-
sivel o erro de Galileu. No entanto, as duas curvas sao diferentes.

parabola \

N

catenaria

Uma corrente presa a dois postes de mesma altu-
ra descreve uma curva. Se nenhuma outra forca atuar
sobre essa corrente além da forca da gravidade, ela
estara descrevendo uma catenaria e nao uma parabo-
la ou outra curva qualquer.

llustragées técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Corrente suspensa.

~
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Uma catendria pode se transformar em parabola?

Parece incrivel, mas pode. Quando se aplicam cargas distribuidas em intervalos iguais, a catenaria assume a con-
figuracao de uma parabola. Um exemplo é a ponte 25 de Abril, em Lisboa, que podemos ver na fotografia a seguir.

Hilw umas, PP Y

Matthew Ragen/123RF/Easypix Brasil

0

Ponte 25 de Abril em Lisboa, Portugal. Fotografia de 2012.

A catenaria tem grande aplicacao na arquitetura, na engenharia de um modo geral
e até nas artes.
Vamos conhecer a Gaudi Chair, uma cadeira que pesa apenas 1kg e foi projetada
pelo designer Bram Geenen. A peca é feita com fibras de carbono, nailon e vidro, unidas
por um jato de laser. Seu projeto foi desenvolvido com a ajuda de um software que dis- ]
tribuiu linhas verticais e horizontais ao longo da superficie do objeto, formando um feixe v
de grades. E na construcdo do “esqueleto” que entra a teoria da catenaria, curva muito |
explorada pelo arquiteto cataldao Antoni Gaudi (1852-1926), homenageado no nome da f
obra de arte. O modo de fabricar a estrutura que sustenta a cadeira é obtido por um
raciocinio analogo ao de suspender o conjunto de grades no teto e deixar que a gravida-
de atue sobre ele, adquirindo o formato mais logico e a forca maxima necessaria, como  Gaudf Chair, cadeira projetada
acontece com estruturas suspensas como as descritas pela equacao de uma catenaria. pelo designer Bram Geenen, 2010.

Trabalhando com o texto

1. Observando a representacao da catendria, presente no texto, é correto afirmar que essa curva possui um eixo de simetria?
Sim, assim como a parabola, a catendria possui um eixo de simetria que passa pelo seu vértice.

2. Observe o grafico da pagina 141 e responda: quanto maior for o pardmetro g na equacio da catenaria, a curva se
aproxima ou se afasta do eixo de simetria? Afasta-se.

3. Na brincadeira de “pular corda”, se a extremidade dessa corda esta presa a uma mesma altura e a corda no toca
o solo, qual a curva que ela descreve? Catenaria.
Pesquisando e discutindo

4. Pesquise outras obras arquitetdnicas nas quais aparecam arcos descritos que podem ser relacionados a uma catendria.

5. Pesquise a obra do arquiteto Antoni Gaudi e exemplos de como ele empregava a catenaria em suas obras.

Veja mais sobre o assunto
Procure mais informacoes e curiosidades sobre parabolas e catenarias em jornais, revistas, livros e na internet.
Sugestoes: (acessos em: 21 mar. 2016)
SOS Matematica: <sosmatematica.com.sapo.pt/mundomatematico/catenaria.htm>.

Apresentacdo de dissertacao de mestrado em ensino de ciéncias e matematica. “Pardbola e catendria: histérias e
aplicagdes”: <www.nilsonjosemachado.net/sema20081125.pdf>.

A Arte de construir pontes. TV escola: <www.tvescola.org.br/matematica-em-toda-parte-2/fasciculos/transporte/>.

Pardbola e catendria: historias e aplicacoes. Talavera, Leda Maria Bastoni; orientacao Antonio Carlos Brolezzi.
Sao Paulo: s.n., 2008.

Manual do Engenheiro. (Varios autores). Rio de Janeiro: Globo, 1964.
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s Um pouco mais... 3%

Analise alguns exemplos:
a) x2+6x =x24+2-3-x+3 -3 =(x +
(x +3)?2
(somamos e subtraimos 3?)
Logo, x* + 6x = (x + 3)* — 9. (Veja a figura ao
b) x> —10x = x* —2-5-x +5° —5 = (x
(x =97
(somamos e subtraimos 5?)
Assim, x* — 10x = (x — 5)* — 25.

3 )

= x+
4
9
+3=

] X2 = 2x=x2—2-
2 4

d)x*+8x=(x+4)0°—-16

o3

e) x? — —x =
f) 2x* + 8x + 3 = 2(x* + 4x)

3

De modo geral, temos que:
ﬁ)z 3 p2

x* +px =[x + £
Pl

Determinacao dos zeros por completamento de quadrado

O completamento de quadrado € um procedimento muito util no estudo da funcao quadratica.

2
(somamos e subtraimos (ﬁ) J 1
2] )1

Assunto
opcional

32 -9
Z 3
lado.) X 8
—5)2 —25
3 L
X — i)z _ 25 Faltam 9 regides quadradas de
4 16 area 1. Por isso somamos e

subtraimos 9 para “completar
o0 quadrado”.

A(x+2°—4]+3=2x+2*-8+3=2(x+27°—-5

Fique atento!
Somar e subtrair um mesmo nimero

Exercicio resolvido

26. Determine os zeros das seguintes funcdes qua-
draticas, usando completamento de quadrados.

a) f(x) =x*+6x+5 b) f(x) = 2x* —5x + 3
Resolucao:
a) f(x) =x*+6x+5
Equacao do 22 grau correspondente:
x*+6x+5=0.
Completando o quadrado, temos:
XX+6x+9=-5+9=(x+3)?2=4

Extraindo a raiz quadrada em ambos os membros,
temos:

X+3=2=x=-1
(x +3)=*2=ou

X+3=-2=x=-5

Zeros da funcao: —1e —5.
Verificagdo:
fX)=x*+6x+5
A-N=(P+6(-+5=
=Sf(-)=1-6+5=0
S(=5) = (=5 + 6(-5) + 5=
=Sf(-5=25-30+5=0

b) f(x) = 2x* — 5x + 3
Equacao do 22 grau correspondente:
2x* = 5x+3=0.

Essa equacao € equivalente a outra em que divi-
dimos todos os termos por 2:

X —2x+ 2 o0mx - 2x=-2
2 2 2 2
Completando o quadrado, temos:
o5, .25 3,25
2 16 2 16
2
4 16 4 4
5 1 6 3
XT g TgOX= gy
= 5 4,
X——=——=x=—=1
4 4 4
Zeros da funcao: £] el
Verificagdo:

f(x)=2x2—52x+3

o) 2>~
3\ 5L
z)‘7‘7+3—°

:>f(— 2
f)=2-P=5-1+3=f()=2-5+3=0

~

Y ¢ \

(
(140

-

) apitulo 4




Forma candnica da funcao quadratica

Dada a funcdo quadratica f: R — R, tal que f(x) = ax® + bx + ¢, com a # 0, podemos escrever:

flx)=ax* +bx +c = al}x2 + =xi+ =
X a.
As duas primeiras parcelas dentro dos colchetes sao as mesmas duas parcelas do desenvolvimen-
to do quadrado:

2 2 2
(X+L) = x? +Z-x-L+—b2 =+ Lot b2
2a Za  4a® . a  4a
Completando o quadrado, temos:
2 2
flx) = ax? +bx+c=a[x2+2-ix+b—z——b2 +£}
2a 4a 4a a
ou seja,
2 _ 2
fx)=ax*+bx +c=a (x + L) + u (forma candnica)
2a 4a
ou ainda:
b )2 4ac — b?
x)=alx + —| + ————
Fe9 ( 2a 4a
_ h2
Chamandode m = _ZL ek = 40C4—b, concluimos que k = f(m).
a a

Assim, para todo x € R e a # 0, podemos escrever qualquer funcao quadratica f(x) = ax* + bx + ¢
da seguinte maneira:

f(x) = alx — m)y> + k,em que m = —% ek = f(m)

(outra maneira de escrever a forma candnica)

Por exemplo, vamos escrever a funcao f{x) = x* — 4x — 6 na forma canodnica.
¥ maneira:
Completando o quadrado:
X—4x—6=(x—-4x)—6=(x*—4x+4)—-4—-6=(x—2°>—-10
Logo, f(x) = x* — 4x — 6 = (x — 2)* — 10.

2% maneira:
Calculando m = —%,k = f(m) e substituindo em f(x) = a(x — m)* + k:
f)=x*—4x—-6—>a=1b=—4,c=—6

4

m=— =2
2

k=f)=22-4-2-6=4-8-6=-10
Portanto, f{x) = (x — 2)> — 10.

)

Vatn
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Decorréncias da forma canonica

12) Valor minimo e valor maximo da funcao f(x) = ax’ + bx + ¢
Consideramos a funcao quadratica f(x) = 3x* — 5x + 2. [rr—r———--
Nesse caso, temos: Fique atento! \

2
mSek=g2) =52 - sfZ) 42 -1
6 6 12

De modo geral, da forma
canénica f(x) = a(x — m)* + k,

6 6 ' concluimos que, para qualquer I
5 2 1 I X €ER: '
e a forma canénica é dada por f(x) = 3(x - —) - —. ' a) sea>0,omenorvalorde
por f 6 2 S fix)ék=fim); |
. . . I b) se a < 0,0 maior valor de [
Analisando essa forma candnica, podemos concluir que L ek =flm). "
., 1 ' c) Assimxy,=mey, =k _/
o menor valor de f(x) para todox €ER é 5 Isso ocorre s e
5
do x = —.
quando 6
22) Zeros da funcao quadratica e raizes da equacao correspondente
2
fx) =3x2=5x+ 2= f(x) = 3(x - %) - % (forma candnica)
2 2 2
6 12 6 12 6 36 6 6
5 1 _
X — g = E =x=1
=
6 6 6 3

Logo, os zeros de f(x) = 3x* — 5x + 2sdo le % que sao também as raizes da equacao
32 —5x+2=0.

» Fique atento!

De modo geral, da forma canénica de f(x) = ax? + bx + ¢,coma # 0,que é a(x — m)* + kcom m = 721 ek =f(m),
a

1

| '
podemos chegar a férmula que fornece os zeros da funcéo e, portanto, as raizes da equacéo do 22 grau ax® + bx + ¢ = 0. I

]

1

— ,27
Dol tbx+c=0oalx—mP+k=0e x = LIV ~dac g dac
' ax’+ bx+c=0). a
L

Exercicios adicionais ®

| |
I Observe as equivaléncias:
(férmula que fornece as raizes da equacao do 22 grau

1. Faca o completamento de quadrado em: 4, < Determinem, se existirem, os zeros das fun-
a) x> — 2x b) x* + 6x — 16 ¢oes quadraticas:
(x—12-1 (x +3)>—25 2
a) f)=Kx—-2"-9 b) f)=—(x+1*+4
2. Usando o completamento de quadrado, de- ) {(115 ( ) )Jl)ﬂ D
termine os zeros das seguintes funcdes qua- 5. Determinem o menor valor que a funcio
draticas: f(x) = 2(x — 1)* + 10 pode assumir para todo
a) fix) = x*+10x + 21 b) fix) =x* —2x—3 xER. 10
—3e—7 3e—1
3. Escreva no caderno na forma canénica as se- 6. Qual é o maior valor que a funcio
guintes funcoes quadraticas: flx) = =3x> — x + 1pode assumir para qualquer
a) fix)=x*+2x-3 b) fix)=2x*+8x—5 x € R? (Dica: Usem a forma candnica) y — —
6
) =(x+1>-4 Fx) =2(x +2)*—13

~
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Pensando no Enem

®

Matriz do Enem: H19 - Identificar representacoes
algébricas que expressem a relacdo entre grandezas.

1. Leia o texto a seguir e observe o quadro que apresen-
ta alguns servicos de transporte particular na cidade
de Sao Paulo em maio de 2015 e os seus respectivos
precos de operacao.

“[..] © Uber ndo é consenso. Desde sua chegada ao Bra-
sil, em junho de 2014, o aplicativo que conecta motoris-
tas de veiculos de alto padrdo a passageiros provoca
reacoes fortes.

O servico de transporte funciona por meio de um apli-
cativo no qual passageiro e motorista se cadastram.
O primeiro recruta o segundo pelo smartphone, assim
como acontece com os aplicativos de tdxi. [...]”

SERVICO ' BANDEIRADA PRECO/KM
Uber [N R 5° R$ 2,50
(handg;lg-gﬂ B R 4.50 R$ 2,75
Taxi*
(bandeita 2) B R$ 4,50 B RS 3,25

Taxiluxo [ s 6,75 [ R 4,15

*Preco pode subir se houver grande demanda no momento. Além da distancia, é cobrado R$ 0,40
por minuto de viagem. **Tarifa das 20h as 6h em dias Uteis, além de domingos e feriados.

Folha de S.Paulo. Disponivel em: <www1.folha.uol.com.br/
saopaulo/2015/05/1629339-conflito-entre-uber-e-taxis-em-sp-
leva-prefeitura-a-estudar-regulacao-do-app.shtml>. Acesso em: 21 mar. 2016.

Indique a alternativa com a funcao que permite deter-
minar o preco a ser pago por uma corrida em horario
de demanda normal, realizada entre 6h e 20h, em dias
uteis, pelo Uber.

Considere:

P, o preco final a ser pago pela corrida;
k, a quilometragem rodada;

m, o nimero de minutos da viagem.

a) P =5+ 2,50k
b) P = 4,50 + 2,75k
Q)P =675 + 4,15k
«d) P =5+ 2,50k + 0,40m

e) P =450 + 3,25k Matriz do Enem: H21 - Resolver situacdo-
-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

. Uma viagem de taxi [comum] da esquina da av. Paulista
com a rua da Consolacao até o Shopping Analia Franco
— 12,7 km ao todo — no dia 07/09, iniciada as 15h,
custaria:

I. R$ 6,35 a mais do que em um dia comum.

1. R$ 2,98 a mais do que pelo Uber, sendo uma viagem
de 30 minutos.

1. R$ 13,68 mais barata do que em taxi de luxo.
IV. R$ 6,35 a mais do que em bandeira 1.

E possivel, utilizando as informacdes do quadro da
questao 1, afirmar que estao corretas:

a)lllelV.
b) 1, Il e ll.
Al L elV.
d) I e V.
xe) 1, e V.

3. Leia o trecho de uma reportagem e o texto a seguir:

Casas noturnas enfrentam crise apés incéndio na

Boate Kiss Matriz do Enem: H17 - Analisar informacdes

Magaléa Mazzott L5 . o
Clima de fim de festa paira sobre o setor de bares e restau-
rantes. Os custos do negdcio, sequndo a Associacdo Brasi-
leira de Bares e Casas Noturnas (Abrabar) do Parand, au-
mentaram 30% desde a tragédia na boate Kiss, em Santa
Maria (RS), que motivou investimentos em qualificacdo e
seguranca dos estabelecimentos. Ao mesmo tempo, movi-
mento e faturamento cairam em torno de 20%, por vdrios
motivos: falta de seguranca e infraestrutura de transporte
publico e tdxis em hordrios e na quantidade compativeis as

necessidades dos frequentadores que respeitam a Lei Seca.

[ ] Matriz do Enem: H18 - Avaliar propostas de intervencao
na realidade envolvendo variacdo de grandezas.

Parand Online. Disponivel em: <www.parana-online.com.br/editoria/cidades/
news/664166/?noticia=CASAS+NOTURNAS+ENFRENTAM+CRISE+APOS+INCENDIO
+NA+BOATE+KISS>. Acesso em: 21 mar. 2016.

O proprietario de uma casa noturna no Parana condu-
ziu uma pesquisa entre os frequentadores e concluiu
que, se 0 preco da entrada fosse R$ 100,00, ndo haveria
publico, e, a cada 2 reais de desconto na entrada, mais
uma pessoa se interessaria em frequentar a casa. Con-
sidere que o preco da entrada (p) seja uma funcao de
12 grau do nimero de possiveis frequentadores (x).

Depois da pesquisa, o proprietario da casa noturna
decidiu lancar a seguinte promocao: “Acompanhante
paga meia”.

Agora, este mesmo proprietario quer saber qual o nu-
mero de frequentadores, todos com acompanhantes,
que maximiza o lucro da casa? Considere que o custo
com cada cliente é de R$ 15,00 e que o lucro é dado
pelo total arrecadado menos o custo.

Vatn
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\Vestibulares de Norte a Sul ®

Regiao Norte

1. (Ufam) Alei que melhor representa a funcao afim ex-
pressa pelo grafico a seguir € dada por:

y
10

Reprodugao/Ufam

—1<

a) flx) =10 — 2x
b) f(x) =10x + 10
x€) f(x) =10 — 5x

d) f(x) = 5x + 10
e) flx) =5 —10x

2. (Uepa) A utilizacdo de computadores como ferra-
mentas auxiliares na producao de conhecimento
escolar tem sido uma realidade em muitas escolas
brasileiras. O GeoGebra é um software educacional
utilizado no ensino de Matematica (geometria di-
namica). Na ilustracdo abaixo se tem a representa-
cao dos graficos de duas funcoes reais a valores
reais, definidas por g(x) = x> — x + 2 e f(x) = x + 5.

Fonte: <http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.
html?aula-53900>.

Reprodugao/Vestibular Uepa 2015

Construcao dos graficos das funcdes no GeoGebra.

Nestas condicdes, a soma das ordenadas dos pontos
de intersecdo dos graficos que representam as duas
funcdes polinomiais acima ilustradas é:

a) 2. Q7 xe) 12.
b) S. d) 1.

Regiao Nordeste

3. (UFRN) Uma empresa de tecnologia desenvolveu um
produto do qual, hoje [em 2012], 60% das pecas sao
fabricadas no Brasil, e o restante é importado de ou-
tros paises. Para aumentar a participacao brasileira,
essa empresa investiu em pesquisa, e sua meta é,

daqui a 10 anos, produzir, no Brasil, 85% das pecas em-
pregadas na confeccao do produto.

Com base nesses dados e admitindo-se que essa por-

centagem varie linearmente com o tempo contado

em anos, o percentual de pecas brasileiras na fabri-

cacao desse produto sera superior a 95% a partir de:
x a) 2027. ) 2028.

b) 2026. d) 2025.

4. (IFPE) Afigura a seguirilustra o momento do lancamen-
to de uma bola de basquete para a cesta. Foi inserido
o sistema de coordenadas cartesianas para representar
a trajetoria da bola, de modo que a altura h da bola é
dada em funcao da distancia horizontal x pela equacao
h=—0]1x*+12x+ 2,5,com h e x medidos em metros.
Determine a altura maxima atingida pela bola.

h (metros)4

Reproducao/IFPE

>
>

x (metros)

x a) 6,1 metros.
b) 6,3 metros.
c) 7,2 metros.

d) 7,5 metros.
e) 8,3 metros.

Regido Centro-Oeste

5. (UEG-GO) O celular de Fabiano esta com 50% de carga
na bateria. Quando esta completamente carregado,
ele demora exatamente 20 horas para descarregar
toda bateria em modo stand by, supondo-se que essa
bateria se descarregue de forma linear. Ao utilizar o
aparelho para brincar com um aplicativo a bateria pas-
sara a consumir 1% da carga a cada 3 minutos. Quan-
tas horas Fabiano podera brincar antes que a bateria
descarregue completamente?

a) Trés horas. ¢) Duas horas.

X

b) Duas horas e meia. d) Uma hora e meia.
6. (ESCS-DF) A globalizacdo também ocorre no aspec-
to linguistico, de forma que palavras estrangeiras
sao frequentemente incluidas em nosso vocabula-
rio. Hoje, dizemos corriqueiramente que vamos a
um restaurante self-service, que estamos on-line,
que precisamos fazer um download e que postamos
uma selfie.

@_




Considere que seja de P(t)% o percentual de pala-
vras estrangeiras no total de palavras utilizadas
diariamente na lingua portuguesa, em que

P(t) =ﬁ (64 + 88t — t2), t=0 representaotem-

po presente, t = 1representa uma estimativa para da-
quiaTano, e assim sucessivamente até os proximos 85
anos (t = 85). Nessa situacao, é correto afirmar que a
referida porcentagem chegara a 20% para:

x a) 35 <t<45. c) t>55.
b) 45 <t < 55. d) t < 35.

Regiao Sudeste

7. (Cefet-MG) Um motorista de taxi cobra, para cada cor-
rida, uma taxa fixa de R$ 5,00 e mais R$ 2,00 por quil6-
metro rodado. O valor total arrecadado (R) num dia é
funcao da quantidade total (x) de quildmetros percor-
ridos e calculado por meio da funcdo R(x) = ax + b,em
que a é o preco cobrado por quildometro e b, a soma de
todas as taxas fixas recebidas no dia. Se, em um dia, o
taxista realizou 10 corridas e arrecadou R$ 410,00, ent3o
a média de quilémetros rodados por corrida foi de:

a) 14. b) 16. x ¢ 18. d) 20.

8. (Fuvest-SP) A trajetéria de um projétil, lancado da
beira de um penhasco sobre um terreno plano e ho-
rizontal, & parte de uma parabola com eixo de sime-
tria vertical, como ilustrado na figura. O ponto P
sobre o terreno, pé da perpendicular tracada a partir
do ponto ocupado pelo projétil, percorre 30 m desde
o instante do lancamento até o instante em que o
projétil atinge o solo. A altura maxima do projétil, de
200 m acima do terreno, € atingida no instante em
que a distancia percorrida por P, a partir do instante
do lancamento, € de 10 m. Quantos metros acima do
terreno estava o projétil quando foi lancado?

Reproducao/Fuvest-SP

e) 180.

Regiao Sul

9. (UFPR) O angulo de visdo de um motorista diminui
conforme aumenta a velocidade de seu veiculo. Isso
pode representar riscos para o transito e os pedestres,
pois o condutor deixa de prestar atencao a veiculos e
pessoas fora desse angulo conforme aumenta sua ve-
locidade. Suponha que o angulo de visao A relaciona-se
com a velocidade v através da expressao A = kv + b,
na qual k e b sdo constantes. Sabendo que o dngulo
de visdo a 40 km/h é de 100°, e que a 120 km/h fica
reduzido a apenas 30° qual o angulo de visao do
motorista a velocidade de 64 km/h?

a) 86°

b) 83°.

xc) 79°.
d) 75°.

e) 72°.

10. (Acafe-SC) O vazamento ocorrido em funcio de uma

rachadura na estrutura da barragem de Campos Novos
precisa ser estancado.
Para conserta-la, os técnicos verificaram que o lago
da barragem precisa ser esvaziado e estimaram que,
quando da constatacao da rachadura, a capacidade
C de agua no lago, em milhoes de metros cubicos,
poderia ser calculada por C(t) = —2t* — 12t + 110,
onde t é o tempo em horas.

Com base no texto, analise as afirmacoes:

I.A quantidade de agua restante no lago, 4 horas
depois de iniciado o vazamento, é de 30 milhoes
de metros cubicos.

Il.A capacidade desse lago, sabendo que estava
completamente cheio no momento em que co-
mecou o vazamento, é de 110 milhdes de metros
clbicos.

1. Os técnicos s6 poderao iniciar o conserto da racha-
dura quando o lago estiver vazio, isto é, 5 horas
depois do inicio do vazamento.

IV. Depois de 3 horas de vazamento, o lago esta com
50% de sua capacidade inicial.
Todas as afirmacoes corretas estao em:
x a) =11l
b) 1—111—1V.
o H—1V.
d) I=11=1=1V.
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Timulo Samnita, do século IV a.C., com o esqueleto de uma mulher e alguns
vasos de origem grega, descobertos dentro de antigas ruinas na cidade de
Pompeia (Italia). A datacdo de fosseis pelo elemento radioativo carbono-14
pode ser descrita por uma funcdo exponencial. Fotografia de 2015.
Rt %mmtas eram um povoindo—europe‘u . >
indmade que habitava o centro da . "1_,
- Beninsﬁla [talica entre os séculos Vi e Ill a.C} J "l}
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(1, Situacoes iniciais

() Em uma cultura de bactérias, a populacdo dobra a cada hora. Retina-se com um colega e montem no

caderno uma tabela com o nimero de bactérias nas 10 primeiras horas, considerando que ha 1000 bactérias
no inicio da pesquisa.

Estimule os alunos a preencher
a tabela corretamente,
explicando-lhes, caso
necessario, o que deve ser
colocado em cada coluna. Se
eles quiserem, podem até usar
calculadora (a maioria dos
celulares tem uma, por
exemplo). Depois, confira com
eles oralmente e passe a
questiona-los sobre as
questdes propostas. No item a,
aideia é que essa percepcao
ajude depois a entender
intuitivamente que o gréfico
da funcao exponencial ndo
sera uma reta. Nos itens b, ce
d, aideia é chegar

CC Studio/SPL/Latinstock

Cultura de bactéria intuitivamente 2 lei da funcio
Escherichia coliem exponencial que descreve a
placa de Petri. situagdo proposta.

Veja um exemplo de tabela, com as primeiras linhas preenchidas.

© Dados de uma cultura de bactérias

Horas apds Nimerode Proporcao entre a quantidade de bactérias
o inicio bactérias atual e a quantidade inicial
0 1000 1
1 2000 2 Fonte: Dados ficticios.

Depois que a tabela estiver totalmente preenchida, reflitam sobre as seguintes questdes:

a) Na 12 hora, a quantidade de bactérias aumentou em 1000 (era 1000, foi para 2000). E na 22 hora?

E na 32 hora? Por gue esse valor n3o é sempre o mesmo? 4 000 bactérias; 8 000 bactérias; porque o niimero de
’ q P * bactérias esta aumentando em funcdo do tempo.

b) Existe uma légica na sequéncia de valores que indicam a proporcao entre

a quantidade de bactérias em determinada hora e o valor inicial? Qual é Vocé sabia? \
essa Iégica? Sim; a cada hora que passa o nimero de bactérias é o dobro do que o Na prética, as bactérias
* numero de bactérias da hora anterior. podem desenvolver-se

1

[ ]

¢) Usando a légica interpretada no item anterior, qual deve ser a proporcao sobre uma camada de |
. L . . L liment

entre a quantidade de bactérias apés 20 horas e a quantidade inicial? E 2 1merros, ¢ sua :

i o ) populacao é medida pela
qual deve ser a quantidade de bactérias apds 20 horas? 2%;1000 - 22° 4rea que ocupam.

e -

e ————-

d) Qual deve ser a quantidade de bactérias ap6s x horas? 1000 - 2*

De modo geral, o modelo matematico usado para resolver situacoes como essa € dado pela funcao de
tipo exponencial f(x) = b - a*. No caso dessa situacao, f(x) = 1000 - 2*¢é a lei da funcao que descreve o
numero de bactérias apos x horas, b = 1000 representa a populacao de bactérias existentes no inicio da
pesquisa (f(0) = b), a = 2 representa a proporcao entre as quantidades de bactérias em horas consecutivas

por exemplo, }C((;)) ou % e x € o tempo decorrido, em horas.
(;;l;‘ Capitulo5 ™
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Acompanhe outra situacao em que temos uma funcao exponencial:

) Uma pessoa fez um empréstimo em um banco no valor de R$ 10000,00 para pagar depois de 3 meses,
a taxa de juros de 3% ao més no regime de juros compostos.

| Juros compostos: os juros
sao compostos quando,
® 12 més? depois de cada periodo

10000 + 0,03 -10000 = 10300 de tempo do investi-

- mento, 0s juros sao so-
3% de 10 000

. . . mados ao montante do
Sendo M o montante, C o capital e j a taxa de juros, temos: periodo anterior (juros

M=C+iC=C(1+1) sobre juros).
® 22 meés?
10300 + 0,03-10300 = 10609
3% de 10300

My =M+ iMy=M0+ ) =Cc+)1+i)=Cc(+i)?
® 32 més?
10609 + 0,03-10609 = 10927,27

T 3%de 10609
M =M, + iMy =M1+ i) =CO+)0+i)=cl+i)P

a) Qual serd o montante a pagar no fim do:

b) Qual seria 0 montante a pagar no fim de n meses?
M = C(1+ i)"em que M é o montante, C o capital, n o periodo de tempo e j a taxa de juros.

Veja o grafico dessa situacao nos 12 primeiros meses: rFique atentol N
[l 4 .
© Evolucao da divida nos 12 primeiros meses I eoisggi;;lzé\iziigz I
16000+ . 1 maisum exemplo de :
2 ' funcédo exponencial.
150004 H L--_--_--_/
14000 £
£ 13000+ 2
] 2
E 12000+ £
Comente com os alunos que, no inicio, E 11000 E
este grafico parece uma reta, masquea S B
partir de certo niimero de meses seu 10000+
crescimento se acentua 90004
exponencialmente. Aproveite para
relacionar isso ao fato discutido no item 8000 T T T T T T T T T T T T 1
a da situacao das bactérias da pagina 012 3 4 5 6 7 8 917 M 1213
anterior. Tempo (meses) Fonte: Dados ficticios.
Agora, verifique uma projecao dessa divida durante os proximos 50 meses: - 30 meses:
R$ 25000,00;
© Evolucao da divida nos préximos 50 meses 50 meses:
R$ 44000,00.
45000+ g F--——--
400004 § * Para refletir \
S * Faca uma estimativa do *
. 35000+ % I numero inteiro mais :
£ 300004 3 +  proximo do valor da I
£ 5000 g I divida, em milhares de |
E 2 » reais,apds 30 mesese I
S 200004 g . apds 50 meses. !
= 150004 ® I * Quanto tempo se '
. Ppassou paraque o I
10000+ I montante da divida .
50004 . fosseaproximadamente =
* deR$32500,00?
o T T T T T T T T T 1 L - W W E—— . .
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 + 40 meses.

Tempo (meses) Fonte: Dados ficticios.

Vatn
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Sera que a expressao a* tem sentido para todo ndmero real x? Vamos descobrir retomando o que é

estudado no Ensino Fundamental sobre potenciacao.

Poténcia com expoente natural

Dados um numero real positivo a e um nimero natural n,

n = 2, chama-se poténcia de base a e expoente n o Pode-se definir que o valor de a” & dado por:

cal=a cad""'=a"-a
numero a”, que € igual ao produto de n fatores iguais a a: Por exemplo:
" ca’=ad'-a=a-a ca’=a*-a=a-a-a
a" =a-a-a-..-a

Para n = 1considera-se, por definicao, que a' = a,
n fatores uma vez que nao ha produto com um unico fator.

Acompanhe alguns exemplos:

a)2°=2-2-2-2-2=132 ) 10*=10-10 - 10 = 1000
3 3 3 9

4: . . . = — = oee— s T —
b)T*=1-1-1-1=1 d)(4) T

Dados dois numeros reais, a e b, e dois nimeros naturais nao nulos, m e n, valem as propriedades a seguir:
1) Propriedade fundamental: a™-a"=a™*"

Essaigualdade é verdadeira, pois em ambos os membros da igualdade temos o produto de m + n fatores
iguais a a.

Exemplo:2°-2°=(2-2-2)2-2)=2-2-2-2-2=2=2""*

Essa propriedade continua valida para um numero qualquer de fatores. Para m;, m,, .., m, quaisquer
pertencentes a IN, temos:

m my+m+.+m
am™m-gm . g™ =g™ 2 p

p fatores
Exemplo: 2% - 23 - 2° = 22*3%5 =210
Se todos os expoentes forem iguais (m, = m, = ... = m, = m), temos a 22 propriedade: poténcia de
poténcia. Logo, a 22 propriedade € consequéncia direta da 12 propriedade.

22) Poténcia de poténcia: (a™)? = a™”

Exemplo: 3%-3%-32-..-3% = (32)" = 3"
7fatores
am
3?) s =a"" (a#0em>n)
7° 7-7-7-7-7 ; .
Exemplo: 72 77

43 (a-by"=a"-b"
Exemplo:(3-5°=(3-5)-(3:5) =3*-5°

[ ———————
m » Para refletir \

a a _a Observe os valores da .
5 ) (?) - pm (b * O) ! sequéncia e complete-a: :
L] 24'23’22’21,20 I

plo: 5 g 5.5 o2 L168,4,2 _/

~
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E qual deve ser o valor de a%?

Sendo a # 0, vamos definir a° de modo que a propriedade a™ - a" = a” * " continue valida quando m ou
n (ou ambos) sejam iguais a zero.

Paraquea®-a"=a®"" = g" é preciso definir a®=1 .

Exemplo: 5% = 1.

Poténcia com expoente inteiro

Como atribuir um significado a poténcia a” (a real positivo), quando n € Z é um ndmero inteiro que
pode ser negativo ou zero?

Isso precisa ser feito de modo que seja mantida a propriedade fundamental a™ - @” = g *".

Dado qualquer n € IN*, devemos ter, para a # 0:

=1l = 7

a"-a"=a =g°=1

1
a"’

Portanto,a™ - a" =1,ouseja, a " =

Com isso, estendemos o conceito de poténcia do nimero real positivo g, com expoentes inteiros quais-
quer, mantendo a propriedade fundamental.
Exemplos:

A

a) 37’ =

w
|-

Inverso de um niimeroa # 0

1 a . _
'=ag-— =—==1o0usejaad-a'=1coma##0.
a

Observe que a-a~
a

é chamado o inverso de a.

Q|-

[ —--
1 Pararefletir
LO numero zero nao tem inverso. Por qué?

Exercicio resolvido

-2
1. Calculeovalorde a = (%) + [2—1 — (_2)—1]*1.

Porque ndo existe divisao por zero.

Resolucao:
2 =1 -1
a=(£) +[l_L} :i+[l+l] =44+1'"=44+1=5
1 2 =2 1 2 2
Logo,a = 5.

=
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Poténcia com expoente racional

I C A " m .
Veremos agora que significado pode ser dado a poténcia a’, com a positivo, quando r = — & um ndmero

racional (em que m € Z.e n € Z*), de modo que continue valida a propriedade fundamental a”- a° = a"**.

1
Inicialmente, vejamos como podemos definir, por exemplo, 22, mantendo a propriedade fundamental:

+

N =
=

1 1
22.22 =2 =21=7

1

Assim, 22 é um nGmero positivo cujo quadrado é igual a 2. Portanto, pela definicio de raiz quadrada:

1 1\2
27 = 2, pois (27) - (V2)'=2

af_aS:ar+Sou (ar)n:ar~n

1

ou seja, a" € o numero real positivo cuja enésima poténcia € igual a a. Pela definicao de raiz, esse numero
¢ Ya, araizenésima de a. Logo:
1
ar =%a comarealen=23,4, ..

Exemplos:

Podemos observar também que:

2 1y
3 =23

2

w|—=
Il
N9
w|—=
N
w|—=
Il
—_
o
S)
~—
—_
o
S)
~—
Il
—_
o
5
N
Il
w
N
N

2
3

Portanto, 23 = 322

VatnN
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De modo geral, preservando a propriedade fundamental ou a propriedade poténcia de poténcia:

m
e fazendo r = —, teremos:

n

( ﬂ)" m m m m,m, . m (ﬂ)
an =qgn-gn -..-gn =qagn n n =q n) = gm
m
ou seja, a " € um numero real positivo cuja enésima poténcia é igual a a™.
Pela definicao de raiz, esse nimero é ¥/a™ , a raiz enésima de a”. Logo:
I'"_",_"_"_"_"_"\
m ; Pararefletir

7 = '\n’ m iti = :
g R i) real pOSItIVO emn=2234,. 'LConstate, com exemplos, esta igualdade: ¥a™ = Rlam . J

Exemplos:

Poténcia com expoente irracional

Vamos agora dar uma ideia de como caracterizar, por exemplo, 2Y2 Tomamos as aproximacoes racionais
do ntimero irracional ~/2, que sio:

1, 1,4; 1,41, 1,414, ...,
e temos definidas as poténcias com expoente racional:
21 21,4 21,41 21,414

que sao valores aproximados de 22,

A medida que:
. . . . . Observe que a* é sempre
1 14; 141; 1414; .. se aproxima de /2, am némero real positivo.
2!, 214, ¥ ¥4 se aproxima de 2V2,

Quanto mais proximo estiver o nimero racional r de /2, mais préximo estara 2 de 22,
Usando a calculadora, obtemos:

2'=2. 2" =2639015; 2" = 2657371...; 2" = 2664749; .. 2V2 = 2665144..

Obtemos assim, por aproximacoes de racionais, a poténcia a*, com x irracional e a real positivo.

~
\ Funcéo exponencial [15-?:}




Poténcia com expoente real

Lembrando que a uniao dos numeros racionais com os irracionais resulta nos nimeros reais, chegamos
as poténcias com expoentes reais mantendo as propriedades ja mencionadas. Observe algumas poténcias
com expoente real:

5 J5
36 27 o (B)? (3) 5

S R A

2 3

Observacao: Quando a = 0 ou g < 0, algumas poténcias de base a estao definidas em IR e outras nao.

Por exemplo:
1
a)0*=0 o (-8)3 =3-8 = =2
o] -
b)02=6$IR d) (-92 =v-9 €R
©o Atividade @O0 Atividade ® a;i"e‘;:ﬁg\lla
m @O emdupla @@ em equipe no seu livro!
1. Calcule as poténcias com expoentes inteiros em R. 7. Calcule o valor de:
a) 3481 d) 0° 0 g W7’ 77 : L2 1
1 — — = —
b) (-2)® -8 e) 591 h) 67255 a) (273+642—83+42j 3
-1
_5\664 2, N(23) 2 -1
J (-2 f W) ) (3] per-(Y
b —
2. Calcule o valor de: ) (l)‘z 2
2
_ 1\ -1 a2y - 239
a) x = (—?) o ER G )l I rer 8. [BEsARG] A poténcia 3Y2° é maior, menor ou igual a
72 492 _ o 2507 (Dica: 4 <~/20 <5) Menor.
b) y==——"-—y= —15
2—2 _ 2—1
9. Reduza a uma Unica poténcia:
3. Calcule: a) 23 . 27 . 22 212 d) (26)x 26x
a) 10° 1000000 c) 10740,0001 310 ,
b) 2 36 e) 73 7°
b) 10° 1000000000 d) 1076 -10* 0,01 34
as 27 . 23
4. Escreva no caderno como poténcia de base 10: 9 = coma#0 o f) 72 2
a) 10000 10 ¢) 0,000110°*
100 000 10. Escreva no caderno na forma de um produto de
b) 00 10° d) 0,00000110 poténcias, de um quociente de poténcias ou de uma
poténcia de poténcia:
5. Calcule as poténcias em IR quando definidas: a) 5¥Y 5.5 o 7 (PYou ()
2 4 4 b) 43 4~ d) (5x)* 5% x4
a) 57 5 g (BT g 2o I VB
3, 1 11, Escreva no caderno como poténcia de base 3:
b) 24 {8 e) 92 3 h) 80,6664“4
1 1 N 3 a) 21873’ c) 13° e) ﬂ 3‘%
Q) (?)ZT f) 08 0 i) 704 349 ) 1 32 d)Q/_ . f 3
— 3 81 3¢ 273
9
6. Reduza a uma Unica poténcia: P
3 12. &= Determinem o valor das seguintes expressoes:
a) 74 727° c) 52:5%5 e) 529 50
G2
b) 3-383° d) (2% ¢ a) £=LW2)?]" b) E=1"+0" 1
(15[]‘ Capitulo5 ™
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Notacao cientifica

A notacao cientifica permite escrever nimeros usando poténcias de base 10. Sua principal utilidade € a
de fornecer, em um relance, a ideia da ordem de grandeza de um ndmero que, se fosse escrito por extenso,
nao daria essa informacao de modo tao imediato. E sua maior aplicacao é representada pelos valores muito
grandes (na Astronomia, por exemplo) ou muito pequenos (na Quimica, por exemplo).

Um ndmero expresso em notacao cientifica esta escrito como o produto de dois nimeros reais: um
numero real pertencente ao intervalo [1, 10) e uma poténcia de 10.

Veja exemplos de como escrever um numero em notacao cientifica:
a) 300 =3-100 = 3 - 10
b) 0,0052 = 5,2- 0,001 =52-10"°
C) 32,45 = 3,245 - 10 = 3,245 - 10’

d) 5249 = 5249 - 1000 = 5249 - 10° ES’“JL":Z‘:":'
representa a_
Agora, veja exemplos em informacoes cientificas: fora de proporgao

fantasia.

a) a distancia média da Terra ao Sol: 149 600 000 km = 1,496 - 108 km;

Representacao do Sol e dos planetas do Sistema Solar.

b) a velocidade da luz: 300000 km/s = 3 - 10° km/s;
c) adistancia em torno da Terra no equador: 40 075 km = 4 - 10* km (aproximadamente);

d) a massa de um atomo de oxigénio: 0,000000000000000000000027 = 2,7 - 1073 g;
e) a massa de um atomo de hidrogénio: 0,00000000000000000000000166 = 1,66 - 1072 g.
13. Escreva no caderno em notacio cientifica os seguin- | 14. Dé o valor de cada nimero escrito em notacio
tes nimeros: cientifica:
a) 500 5-100 = 5107 g) 20,39 2,039 - 10' a) 8-10* b)5-107%  «¢) 352-10° d) 16107
b . h 8106 80000 0,05 352000 0,0016
) 0,0006 610 ) 0,000008 15. Escreva no caderno em notacdo cientifica:
c) 0,0000002525-10"" i) 4800048 :10° a) adistancia média do Sol a Marte: 227292%) O%Qlkm;
. 8 . km
d) 0,022-10°* j) 70000000007 107 b) adistanciamédia do Sol a Jupiter: 778 300000 km;
7783 -10
e) 00343410 k) 923,19,231-10° ¢) amassa de um elétron, aproximadamentem
f) 0,88-10" [) 40400 4,04 -10* 0,000000000000000000000%%O(?(())Q?H g.
AL g

~
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Vamos retomar o que € estudado no Ensino Fundamental sobre radiciacao.

Definicao

Dados um namero real a nao negativo e um numero natural n, n =1, chama-se
raiz enésima aritmética de a o nimero real e ndo negativo b, tal que b" = a:

Ya = béequivalenteab”" =a

Em que:
Y é o simbolo que indica a operacio radiciacio e é chamado radical;
a é um numero real chamado radicando;
n é um numero natural diferente de zero chamado indice;

b & um numero real, resultado dessa operacao, chamado
raiz aritmética.

Em particular, se a <0, Ya & IR, quando n for par.
Exemplos:
a) /8 =2, pois 2> = 8.
b) ¥/9 =3, pois3?=09.

) VY625 =5, pois 5* = 625.
d) v=16 € R

Vamos considerar dois casos:
12 caso: n é par

Para qualquer g € IR, temos Yar =al.
Exemplos:
a) Y(=2)* =1-21=2 b)
22 caso: n é impar

Yar = a,para qualquera € R
Exemplos:

a)§/§=3/2_3=2

Propriedades

Q-m =[2-m|=

Como a base é obrigatoriamente
positiva na funcao exponencial
(que estudaremos na pagina 159),
essa revisao vai abordar apenas as
propriedades e os exemplos de
radicais com radicandos positivos.

» Lembre-se de que ndo é
necessario escrever o indice
quando se tratar da raiz
quadrada, ou seja,

Y9 =9 =3,

* A simbologia v—-16 €& IR
significa que em R nao existe
numero que elevado ao quadrado
resulte em um numero negativo.

—2+ m,pois2 —mw < 0.

o V-8 =3(-2° = -2

Considerando a e b reais nao negativos, m inteiro, n e p naturais nao nulos, temos as seguintes

propriedades:

18) A raiz aritmética de um produto é igual ao produto das raizes aritméticas dos fatores.

1 12
Observeque Ya-b = (a-b)n =an -br = ¢a -Ub. Portanto: Ya-b =%a -¥Ub

Exemplos:
a) V2:3 =23 b) V2 V18 =36 =6

{156] Capitulo5 ™
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22) A raiz aritmética de um quociente %, coma=0eb>0,éigual ao quociente das raizes de a e b.

1 1
n n La q
Paraa=0eb > 0,temos 1 a (i) =4 = . Portanto: RN ()
. Vo~ b T Vo ~ W
Veja exemplos: br
5=£ b)_“32= £=~/16=4

AN T F 2 2

32) A poténcia de uma raiz aritmética é obtida elevando-se o radicando ao referido expoente.
1

m m
Observe que (Wa)" = (a ") —an =%am. entio: Wa)" = a”
Veja exemplos:

a R2) =32 =¥4 b) V2)° =2° =2* =38

4?) Podemos alterar o indice de um radical sem alterar o valor numérico da raiz aritmética, multiplicando ou
dividindo o expoente do radicando e o indice pelo mesmo numero inteiro e positivo.
Considerando o numero natural p, temos:

m m-p m m:p
o Jgm :aT:a”’p :n.\plam'p o JYgm :aT:a’“p :n:\p/amip
Dessa maneira: g™ ="qam P e Lgm ="L{gm:r
Veja exemplos:

a) ¥30 =433 =A»e b) 5 =53 =35 =5

52) Podemos calcular a raiz de uma raiz aritmética multiplicando os indices das raizes e mantendo inal-
terado o radicando. Considerando o numero natural positivo p, podemos afirmar que:

1
1 1\~ 1.1 1
g =Nam = (07)p =ag" P =qg"? ="¥a
Portanto: {x/gm = " 8[gm
Veja exemplos:

)R = = oW =197 - 4

E bom lembrar que essas propriedades n3o sdo validas para a adicdo e para a subtracio de raizes arit-
méticas com o mesmo indice. Por exemplo:

a2 +V3 #V2+3 b) V6 —~3 =63
Exercicios resolvidos
2. Simplifique:
a) V32 b) 42592 o Joor d) ¥=125
Resolucao:

a) V32 =¥ =20 2" =2t T =222 =42
b) 42592 = 425 -3 =42 -27-3* =t 4B 2 =23 42 =642

Qg ool = | =¥ _ 1

d) /=125 =3(-5) = -5

A
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3. Resolva as operacdes a seguir:

a)\/3_2+m—\/_—m b)(\/§+\/2—)2
Resolucao:
2) V32 + A8 — VB — 108 = V2 +273 VP V2T =

=V2* 7 2 B V22 —2323 =
=V2* 2T 4223 V22 2 -V 33 =
=222 4443 22 —21-3-V3 =4V2 + 443 — 22 — 63 =22 - 243

b) (\/?Jm/?)z
. Qual o maior valor entre 5,9/7 eds5?

Resolucao:
Vamos deixar todos os radicais com o mesmo indice:

ot =286 =RNHs —es

O maior valoré 45

=(V3) +2:V3 V2 +(¥2) =3+2V6 +2=5+2V6

{7 =dr2 =47

= W9 5 =573 =Ws? =5

®

a Exercicios

16. Verifique se cada sentenca abaixo é verdadeira (V) ou

21.

Efetue as operacoes a seguir:
a) W2 +3V2 -2 42
b) V125 +3v5 — 20 65

falsa (F) 22. 22 Efetuem as operacdes a seguir:

a) Vx? =x F e) V49 = =7 F a) 2312 +3) 18

b) Vx2 =x,sex >0V f) J(=3) =-3F b) 2+3)B-+3) 3+ V5

) X = v g) V5 =5v o W2 +43)@-2v3) 2v2 ~2/6 +243 6
X = — =
s =g d) V5 +v7) (5 —2J7) —4 335

d) vx? =x F V- F

23.

17. simplifique cada item a seguir: )
W ) VB o a) 5 -2 ({5 +21 ) (1=v2)" 3+ 242
a c
b) Y76 27 d) V300 1007 b) W7 —v2) N7 ++2)5 )(J_—J_) VI
18. simplifique: 24 22 simplifiquem as expressdes:
a) 41250 57 b) 30125 — ) V3445 A3-5 2

19. Escreva no caderno usando um sé radical: b) V7+2v6 V7-2V6 °
a) V2 -5 Jio d) V23 V12 25. Coloque as raizes 2,34 ,¥17 e ¥40 em ordem
NE crescente. V2 < ¥4 < Y17 < fa0
02 3 o Y747 Ui
2 % .
26. @@ Simplifiquem:
N f) V23747
a) Vo+3) 2+ 5 b) V@ —+3) 23
20.:: Escrevam no caderno cada item usando um
so radical: 27. Resolva no caderno as operacdes a seguir:
\/_\/_\/_ 6937 b) 3X\/; e a) é/ﬁ-ﬁ-é/(l_—%/ﬁ 435
34

a Simplifiquem cada expressao:

b) V8 V6 +~/21 -7 13
o VY128 + Y1458 542
d) V6 (3 +v2 —V18) 3v2 — 43

Y N\
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s Exercicios

rﬂ‘ N )
(4 ) Funcao exponencial

Vamos agora estudar a funcao exponencial definida por f(x) =

Definicao

Dado um numero real a (@ > 0 e a # 1), denomina-se
funcao exponencial de base g a funcao f: R — R} represen-

tada por f(x) = a* para todo x real.

Exemplos:

a) flx) =3
b) y = 5

r
» Fique atento!

I IR} é o simbolo que indica o conjunto dos

.
-L numeros reais positivos: Rt = {x € [R;x > 0}.

28.

aleideuma fungéo exponencial.
x ) fix) =
X b)f
) y=x
—l X
A 160 = (4)

= (0,666...)°

n

Verifique quais das sentencas dadas correspondem

29. Dada a funcio exponencial f(x) =

2) £0); 1 a (3 2
b) f(3); 64 e) f (—%); %
fN; f) mtal que f(m) =

4% determine:

1.0

Grafico da funcao exponencial

com0o<a<l

a) f(x) = 2¥ou y = 2%, ou seja, a > 1. Neste caso, a funcao é crescente (x; > x, = a*1 > a™).

x -3 -2 -1 0 1 2 3

P 273 272 27 20 bk 22 2

=2% L 1 L 1 2 4 8
y= 8 4 2

Banco de imagens/Arquivo da editora

A

Vamos analisar os graficos de duas funcdes exponenciais f(x) = a, a primeira com a > 1e a segunda

N Funcéo exponencial [159}
N s



Banco de imagens/Arquivo da editora

X X
b) f(x) = (%) ouy = (%) ,ou seja, 0 < a < 1. Neste caso, a funcao é decrescente (x; > x, = "1 < a™).

CRCRCACECACAC AT 4
IR 2

De modo geral, observe o grafico de f(x) = g nos casosem quea >1e0<a <1.

) =a 4

(0<a<)

fo)=a(@>")

» Afuncdo exponencial estd definida para todo
x real e tem por imagem o semieixo y > 0.
* Os graficos sao simétricos em relacao ao eixo
~ 1
y quando as bases saoa e —.
» O grafico da funcdo exponencial é uma figura

chamada curva exponencial.

{160‘ Capitulo5 ™
N

Observando essas tabelas e esses graficos, concluimos que:

Banco de imagens/Arquivo da editora

o grafico da funcao exponencial ndo toca o eixo das abscissas, ou seja, f(x) = a* ndo assume o valor zero

(ndo existe x real tal que f(x) = 0) e intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1);

o grafico de f(x) = a*ndo tem pontos nos quadrantes Ill e IV;

quando a > 1e x varia da esquerda para a direita, a curva apresenta um crescimento lento enquanto x é

negativo. A medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada vez mais acentuado;

a funcao exponencial € definida de IR em IR, logo o seu dominio é IR e o seu contradominio € [R%.
Como o conjunto imagem também é IR}, a funcao exponencial é sobrejetiva [CD(f) = Im(f)]. Entao,

temos D(f) = R, CD(f) = IR} e Im(f) = R%;

elementos diferentes do dominio de ftém imagens diferentes no contradominio de f [x; # x, = f(x1) # f(x2)].

Logo, a funcao exponencial € injetiva;

como a funcao exponencial é sobrejetiva e injetiva ela € bijetiva;

por ser injetiva, f(x;) = f(x2) somente se x; = x,, isto é, se a1 = a2 = x; = xy;
a funcao exponencial pode ser crescente ou decrescente;

valem as seguintes propriedades para a funcao exponencial:
fly=ada'=a
fia+x)) = a9 7% =a - @ = f(x)) - flxa), ou seja, fixi + xa) = flx) - flx2)

flinx) = a™ = (a")" = (f(x))", ou seja, finx) = (f(x))"

~

)
—



Exercicio resolvido

 Exercicios

llustragées técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

5. Aseguirtemos os graficos das funcdes exponenciais
fe g definidas por f(x) = r*e g(x) = s*.

I 6,251

Com base nos graficos, responda:
a)r>loud<r<m

b)s>1Tou0<s<1?

c) fécrescente ou decrescente? E g é crescente ou
decrescente?

d) f(7) € maior, menor ou igual a f(3)?
e) g(5) é maior, menor ou igual a g(4)?

f) Tracando os graficos de fe g no mesmo sistema
de eixos, em que ponto os graficos vao se in-
tersectar?

g) Entre as sentencas seguintes, identifique as ver-
dadeiras de fe g:
_ (3
. glx) = (2)

g
I Flx) = (%) V. glx) = (%)

Resolucao:
a)0<r<i
b) s >1
) fé decrescente e g é crescente.
d) f(7) < £03)
e) g(5) > g(4)
f) No ponto (0, 1).

g £0= (3 a0 = ().

@

30. Cada grafico abaixo representa uma funcio expo-
nencial do tipo f(x) = a*. Escreva no caderno a lei de
formacao de cada uma delas.

flx) =2

T
| 1
Cada grafico abaixo representa uma funcao expo-

nencial do tipo f(x) = b - a*. Escreva no caderno a
lei de formacao de cada uma delas.

a) b)
Y

31

y
L12

+ }6

HH fx
1

Veja os graficos no Manual do Professor.
Construa no caderno os graficos das funcoes:
a) f: R — R} dada por f(x) = 3*

1

b) f: R — R} dada por f(x) = (Z)X

32.

33. Classifique as seguintes funcdes como crescente ou
decrescente: Decrescente.
a) flx) = 7 Crescente. d) f(x) = (0,01)*
\/? X 1 X
b) f(X)=(T ) f(X):(?)
. Decrescente. Decrescente.
C) f(X) - (\/?) Crescente. f) f(X) =2 Decrescente.

34.

Copie no caderno e compare as poténcias, colocan-
do entre elas o simbolo de maior ou de menor:

) 0 mMOIY - 9 (@) - [@%
d) 3" mW3) -

35. f,ge hsaofuncdes deR em R dadas por f(x) = 2 - 3%,
glx) =5"—2e h(x) = 5%~ 2 Determine:

b) 47° W 47* >

a) f(2); 12) e) g(0); 9(0) = 1

b) 9(2)g(2) ) h(O); hO = -

Q) h(2); hi2 g) x tal que h(x) = 1)(22;5
d) f(=1); f( 1) h) x tal que g(x) = 3

Construano caderno ograficodafuncaofdelRemIR¥
definida por f(x) = 2*~"e determine Im(f). Im(f) = R

36.

\ Funcédo exponencial K161
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Matematica e tecnologia

Construcao do grafico de uma funcao exponencial

Vamos construir o grafico da funcao exponencial f(x) = 2* no software GeoGebra e destacar alguns pontos

importantes. Para isso siga os passos a seguir.
Fique atento! |

. Nao se esqueca de salvar =
Lsuas construcoes.

12 passo: No campo Entrada de comando (situado na parte esquerda da tela)
digite a funcao: f(x) = 2"x e tecle “Enter”. Observe que “*” significa a operacao
de potenciacao.

22 passo: Do lado direito da Barra de ferramentas (parte superior da tela), clique em “Alternar Barra de estilos”,
depois em “Exibir ou esconder a malha”, e selecione a malha quadriculada. Vocé devera ter uma imagem igual
a apresentada abaixo.

3N

i
Reproducao/Arquivo da editora

w

Captura de tela do 2° passo.

32 passo: Agora, vamos determinar o ponto em que a curva intersecta o eixo das ordenadas (eixo y). Para isso,
digite no campo de entrada: Intersecdo [f, x = 0]. Tecle “Enter”. Observe que o ponto de interseccao com o
eixoy é o ponto A = (0, 1).

42 passo: No campo Entrada de comando digite as coordenadas dos pontos B = (1,2), C = (2,4),D = (-1,1/2) e
E = (=2,1/4) (a cada ponto inserido tecle “Enter”). Verifique que todos pertencem ao grafico da funcao. Obser-

ve ainda que o grafico da funcao nao intersecta o eixo das abscissas, ou seja, a funcao nao tem raiz. O eixo das
abscissas sera uma assintota do grafico da funcao.

B

u . . . . s . . . . .
= ou diminuir o zoom é utilizar o scroll do mouse (aquela “rodinha” que fica na parte superior da maioria dos mouses).

-

» Fique atento!

I Vocé pode mover, ampliar ou reduzir a sua imagem utilizando da Barra de ferramentas. Outras opcdes para aumentar

1. Repitaos passos anteriores e construa no software os graficos das funcdes: f(x) = 3%, g(x) = 10e h(x) =
Veja os graficos no Manual do Professor.

Ve

(
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Influéncia dos parametros a, b e c em funcdes do tipo f(x) =a-b* + ¢

Agora, abra um novo documento, siga os passos dados e observe a influéncia dos parametros a,be c
em funcoes do tipo f(x) = a - b* + c.
12 passo: Na Barra de ferramentas, clique com o botao esquerdo do mouse inicialmente na opcao “Controle

. » | a=2 . ) . o .
Deslizante” | ——[; em seguida, clique em qualquer ponto da janela de visualizacdo. Uma janela com as

configuracdes do comando deslizante sera aberta, entao: selecione “Aplicar”; nesse instante aparecera o

a
pardmetro a (com valor inicial igual a 1) Ligee .

Repita a operacao e insira novos parametros (b e ¢).

22 passo: No campo Entrada de comando insira a funcao f(x) = a*b”x + c e tecle “Enter”. Lembre-se de que *
significa a operacao de multiplicacao. Repita o procedimento para que as malhas aparecam na tela.

32 passo: Agora, vamos observar significados importantes para os coeficientes a, b e c. Clique na bolinha do

b=1
controle deslizante de b ..g-.. e alterelentamente oseuvalor (basta arrastar a bolinha para um dos lados).

Arraste a bolinha até obter b = 2. Repita a operacao para o controle deslizante ¢, fazendo ¢ = 0. Dessa forma
vocé tera o grafico obtido anteriormente, ou seja, da funcao f(x) = 2*.

|
» Fique atento!
Narelacdof(x) =a-bx +csea=0,

b =1oub =< 0 ndo teremos uma !
qunqéo do tipo exponencial.

42 passo: Repita a operacao para os controles deslizantes de a e b (utilize um controle deslizante por vez).
Observe o que acontece com o grafico da funcao.

Resolva os exercicios a seguir com base na funcao f(x) = a - b* + c. (Utilize o grafico obtido acima.)

2. Classifique as funcdes abaixo como crescente ou decrescente:
a) f(x) = 4 Crescente.

b) glx) = (L) + 2 Decrescente.

4

c) h(x) = =2 3"+ 1 Decrescente.

d) i(x) = 4- (—) — 3 Decrescente.

3. Determine a imagem das funcdes a seguir:
a) flx) =4 1m(p) = r;
b) g(x) =3 -2+ TIm(g) = (1, +=)
o hix) = (%) + 21Im(h) = (2, +)
d) i(x) = =23 = Tim(i) = (—=, —1)

4. Qual é o namero de solucdes da equacdo 2* = x + 2?

(Sugestao: Construa no software os graficos de f(x) = 2¥e g(x) = x + 2.) Duas solucdes.
Veja o grafico no Manual do Professor.

/

A
3
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(/-ﬂ _ _ ) .
(5 ) Conexao entre funcées exponenciais
e progressoes

Ja estudamos, na pagina 90 do Capitulo 3, que uma funcao afim f(x) = ax + b transforma uma progres-
sao aritmética (PA) em outra progressao aritmética. E, na pagina 137 do Capitulo 4, que uma funcao quadra-
tica f(x) = ax® + bx + c transforma uma PA em uma sequéncia cujas diferencas dos termos consecutivos
formam outra PA.

Também estudamos, na pagina 66 do Capitulo 2, que uma progressao geométrica (PG) € uma sequéncia
em que cada termo, a partir do segundo, é o produto do termo anterior por uma constante diferente de
zero, chamada razao da PG. Por exemplo, a sequéncia 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... € uma PG de razao 3.

Agora, veremos o que ocorre com uma funcao do tipo exponencial f(x) = b - a*.

Consideremos uma funcao exponencial f: R — R definida por f(x) = 3 - 2¥eaPA1,3,5,7,9,1,13, ..,
de razao 2. Vamos constatar que f(1), f(3), f(5), f(7), f(9), f(11), f(13), ... € uma PG. Assim, temos:

flx) =32 fi7)=3-2"=384
fM=3-2'=6  f(9)=3-2°=1536
fB)=3-22=2 f)=3-2"=6144
f5)=3-2°=96 f(13)=3-2%=24576

Observe que 6, 24, 96, 384, 1536, 6144, 24576, ... € uma PG de razao 4, ou seja, de razao 22,

E possivel provar que isso ocorre com qualquer funcao do tipo exponencial f(x) = b - a* e essa proprie-
dade caracteriza a funcao do tipo exponencial, ou seja, se f € uma funcao exponencial do tipo f(x) = b - a*,
ela transforma uma PA de razao rem uma PG de razao a'. E, reciprocamente, se uma funcao transforma uma
PA de razdo r em uma PG de razao d’, entdo essa funcao é do tipo exponencial f(x) = b - a*, com b = f(0)
SO
f0)

ea =

37. DadasaPA —2,0,2,4,6,8,10, ...e a funcdo exponencial f(x) = 2 - 3%
a) determine a razdo dessa PA; 2
b) verifique que a sequéncia f(—2), f(0), f(2), f(4), f(6), f(8), f(10), ... ¢ uma PG; E uma pPC.
¢) determine arazdo dessa PG. g =9

38. Se tivermos uma PA x;, X5, X3, ..., X, ... de raz3o 3 que é levada a uma PG y, 5, y3, .., Vi, . pela funcao exponencial
f(x) =4 -5% qual é arazdo dessa PG? 125

39. Um pesquisador encontrou em suas investigacoes a seguinte relacdo entre os valores de x e y:

Uma funcdo exponencial, pois os valores

x ! 3 > ! de x formam uma PA e os de y, uma PG.

y 4|8 16|32

Que tipo de funcao expressa y em funcao de x? Justifique.

40.Sejafuma funcaoquelevaaPAT,2,3,4,56,78,.,nn+1..aumaPG?9, 27 81,243,729, 2187, .., escreva no
caderno a funcao exponencial do tipo f(x) = ba*, determinando os valoresde ae b. f(x) =3-35a=3eb =3

Elﬁh] Capitulo5 ™
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Exercicios resolvidos

rﬂ‘ N o
(6 ) Equacdes exponenciais

Equacoes exponenciais sao aquelas em que a incognita aparece nos expoentes. Veja alguns exemplos:

a) 4 =132

_ 5

C) 25X +1

d) 2% = 2¥+ 12

Resolucao de equacdes exponenciais simples
Vamos primeiro resolver equacoes exponenciais que podem ser transformadas em uma igualdade de

poténcias de mesma base.

Para resolvé-las, usamos o fato de que a funcao exponencial € injetiva, ou seja, paraa > 0ea # 1,

temos:

=02 x =X,

6. Resolva as equacdes:
1

¥ 1=8] d 9= —
a) ) o
1 X 3 x2—3x—4
b) - =34 e) 2 =1
c) 0,75¢ = i
16
Resolucao:

a) Vamos transformar a equacdo dada em uma
igualdade de poténcias de mesma base:

31 =813 =3

Como a funcao exponencial é injetiva, podemos
igualar os expoentes e teremos uma equacao
do1¢grau em x:

X—1=4=x=5
Verificacdo:
x=5=3"1=3"1=34=g

S = {5} (1)’? _ s/(i)’z _ i - Y7
2 V2 1
b) (%) =2 =427 =02) >
2
=>2‘X:23=>—x=%=>x=—%

oo m—e———
S = {—1} 1 Para refletir
3 " Faca a verificacao do item b.

X X 2
o) 0,75X=i=>(i) :i:)(i) -
16 \100) 16 \a 4

-[3] -3 -r-

s=1{2}

d) 9X+1:L=>(32)X+1:i3=>32)(+2:3_3:
27 3
=S2X+t2=-3=2x=—-3-2=2x= 5=
)
=>x=—=
2

s={-3
2
€) Como 1= 2° podemos escrever 2" =3~ 4 = 20,
Igualando os expoentes, temos uma equacao do

2°grau em x:
xX*=3x—4=0
A =25

X' =4ex"=-1
S={-14}

5X +y — 1
7. Calcule x ey no sistema de equacdes: 3¥.9Y = 1
9
Resolucao:

XY =1=5"=5=x+y=0

3= L 333230y 232,
9

=x+2y=-2

Os valores de x e y serao obtidos resolvendo-se o
sistema do 1% grau:

{x+y=0

X+2y:_2:x=2ey=—2

5 =12, -2}

r\‘
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Raizes da equacdo 2" = x°
Quantas raizes tem a equacado 2% = x*?

E facil observar que 2 e 4 s3o duas raizes, pois:
x=2=2=2
e
x=4=20=4

Para saber se ha mais alguma raiz, podemos utilizar os graficos das funcdes y = 2¥e y = x* e verificar
quantos sao seus pontos comuns.

Além dos valores x = 2 e x = 4, podemos verificar que existe mais um valor de x, negativo, para o qual
se tem 2* = x°.

y=x

16 --=--=------

(@]
NF---
TN ENNEENEENNEENEENEEENE

Banco de imagens/Arquivo da editora

Esse problema mostra que, em alguns casos, o processo grafico € mais vantajoso que o algébrico.

a Exercicios =

. Resolva no caderno as seguintes equacdes expo- .Resolva no caderno estas equacoes:
47. Resol d guintes equacd p 4.4 Resol d tas equacd
nenciais na variavel x: a) 3% +2-3*—15=05-{1)
X = =
a) 2= 64 5~ {6} b) 4 —9-2*+8=05-1{0,3
b) 3¥ " 2=95={4}
o Q) 9 —4-3+3=05-1{01
) 5% 2X—1255:f 1,3}
1 - 4 4x2 —x
d) 10 Ty s={2} 45. 2% Sabe-se que f(x) = (?) e
e) 2% ¥ =85-1,3} g(x) = (0,8)’* * V. Calculem os valores de a para que
f) (109! ~*=0,000001 5 = {-2,3} se tenhaf(a) = g(a). , — % oud - ,%
_ 1
g)32X=_S:{5} X+
27 ®9 3 =1 . o
) 35 a-x 5= ) 46,5 Se {2X+2y _y qual é o valorde x — y? -2

~ o 47. 2% Descubram qual par (x, y) é solucao do sistema:
42 .Resolva no caderno as equacdes exponendiais:, .

s={-3 1
a)2-32=162 5-{6} ) 5-2° " *=160 4% -8V =—
5
b) 35" 1'=755={3} d)10-2¥*3 =105 ={-3} X . 27¥ =3 (*7'1)
43, Resolva no caderno as seguintes equacdes:
a) X1+ 2X=485={4) ) P+ '=85-{1 48.2% Qual é o ponto comum aos graficos de

b) 273+ 2714 2% =88 d) 4.2+ 27 =72 flx)=4"Teglx) = 2?(?2)

L165] Capitulo5 ™



Vatn'
(=
L7 )
N =/
Desigualdades como as seguintes sao chamadas inequacdes exponenciais:

a) 3 1'=27

b) 25% < /5

1

8 T —
) 16”

Para resolvé-las devemos lembrar que a funcdo exponencial f(x) = a* é crescente para a > 1e decres-
cente para 0 < a <1, ou seja:

a" < a* o x; < x; (paraa >1)

a"<a*e x> x;(para0 <a <)
Vamos analisar cada um desses casos:
19 f(x) =a*coma>1

Funcao crescente

a">a"em>n a"<a"em<n
Nesse caso de a > 1, o sentido da desigualdade foi conservado.
29) f(x) =a*com0<ag<1

Funcao decrescente

Arquivo da editora

llustracées técnicas desta pagina: Banco de imagens/

a">d"em<n a"<a"em>n

Nesse caso de 0 < g <1, o sentido da desigualdade foi trocado.

~
\ Funcéo exponencial [161}
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Exercicios resolvidos

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

a Exercicios

8. Resolva as inequacdes:

a) 277 <32

1 x+1
b) (_) 24x+3
2

x? —x 2
15 >
3 3
d)a<22*1<32

Resolucao:

a) 2X77<32=2""< 2’ - desigualdade de potén-
cias de mesma base

a=2=a>1(mantém-se o sentido da desigualda-
de)

X+T<5=ox<5-T=x<-2

-2

S=xER|x< -2}

lx+1> X+3 Nx+1~ (92\x+3
b) 5 4TS 2TYT =02 =
:>27xf1>22x+6
a = 2= a>1(mantém-se o sentido da desi-
gualdade)
X—1=Z22X+6=—Xx—2x=6+t1=>-3Xx=T=

:>3xs—7=>xs—%

7

3

S={XE|R|X$—%}

o —————
1 Para refletir )

' Resolva oitem b escrevendo 4* 3 em

poténcia de base % e verifique se
|

" obtém o mesmo resultado. Sim.

Lo remoreiade s/

. Determine o dominio D das seguintes funcdes:

x2 —x 2
16 ~Gl
3 3
Como jatemos uma desigualdade com poténcias
de mesma base, podemos escrever:

1
a=?=>0<a<1

gualdade)
X—x<2=x2—x—2<0
xX*=x—-2=0
A=9=A>0

(troca-se o sentido da desi-

S={xER|-1<x<2}

d) 4<2T'<sN =2 <M <P 22<x+1s5=
=2-1<x=5-T=1<x<4

1 4
S=xER|1<x=<4}

a) flx)=+3"—9

b) g) = ——>
16-(3)

a) Para que exista f(x) devemos ter 3* — 9 = 0.
Entdo:3*=9=3"=3F=x=2
Logo,D = {x ER| x = 2}.

Resolucao:

X
b) Para que exista g(x) devemos ter 16 — (%) > 0.
X —4 X
16> (2) :>(l) > (l) = —4<x
2 2 2
Logo, D = {x ERR| x > —4}.

@

49. Resolva no caderno as inequacdes exponenciais:
) 25> 23 +10 )3x—2>5§{XE‘R|X>4}
a “s=ixeR|x>s5} ©
b) 3* ¥ <37 d) 3** 1+ 3*"2<108
S={xE€R|x<—-30ux>3} S={x€ER|x<2}

50. Resolva no caderno os sistemas de inequacdes:

a) 1<2°<16 b L<p3<d

51.

52.

Dados f(x) = 3* ", g(x) = 3*e h(x) = 4, determine
os valores de x para os quais f(x) + g(x) = h(x).
S={xeR|x=1}

Expresse o dominio D das funcdes:
a) flx)=
b) f(x)=+(7*)* =7* D={xER|x=0o0ux=2}

2*X —16 D={xER|x=4}

2
SZ{XE\R|O<X<4} S:{XE\R“SXSZ}
VatnY
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(8, 0 nimero irracional e e a funcdo exponencial e

Funcao exponencial natural

A base de uma funcao exponencial y = a* € o numero a, que deve ser positivo e nao pode ser igual a 1.
Existem, portanto, infinitas funcdes exponenciais, de acordo com sua base, mas uma delas tem propriedades
especiais. Acompanhe a histéria que contaremos a seguir.

Imagine um capital C que sofre um aumento de uma porcentagem i. Qual sera o seu novo valor? (Reve-
ja a pagina 149.)

Veja: 0 novo valor desse capital é igual a C + Ci, ou seja, é igual a C(1 + i). Por exemplo, se um capi-
tal de 4600 reais sofrer um aumento de 12%, o seu novo valor sera de 5152 reais (4600 - (1 + 0,12) =
= 4600 - 1,12 = 5152).

Imagine agora que esse capital C sofra n aumentos sucessivos da mesma porcentagem i e que cada
aumento incida sobre o valor anterior atualizado. Qual sera o valor final desse capital?

Aresposta é que o valor final do capital inicial C é igual a C(1 + /)", que é a férmula dos juros compostos.
A foérmula € moderna, mas o procedimento para fazer esses mesmos calculos € conhecido desde a Antigui-
dade. Os povos da Mesopotamia ja faziam esses calculos de forma bastante aproximada em suas transacoes
comerciais ha mais de 3000 anos.

Entretanto, um personagem do século XVII chamado Jacques (ou Jacob) Bernoulli imaginou um proble-
ma curioso com os juros compostos.

O problema de Bernoulli

Jacques imaginou que um banco empreste a uma pessoa X a quantia igual a 1 cobrando juros de 100%
ao ano. No final de um ano, quanto a pessoa X deve pagar?

A resposta é: comoi =100% = % =1, a pessoa X deve pagar (1+1)' = 2.

Entretanto, Jacques comecou a pensar em uma forma de manter aparentemente o mesmo contrato

de empréstimo, todavia ganhando mais. Ele pensou entao em dividir o juro pela metade, mas cobrar a
2

. . . . 1
cada semestre. Assim, a pessoa X devera pagar, pela formula dos juros compostos, (1 + 5 | =25.Dan-
do sequéncia a essa ideia, os juros de 100% ao ano poderiam ser divididos em partes menores e cobrados
em periodos de tempo também menores. Observe na tabela abaixo a relacao entre o periodo de tempo

de incidéncia dos juros e o valor a ser pago durante 1ano.

© Diferentes periodos de incidéncia de juros compostos ao longo de 1ano e o valor a ser pago

Periodo de incidéncia de juros Férmula Valor a ser pago
Ano (1+1) 2
—I 2
Semestre (1 + ?) 2,5
-I 2
: 1+
Més ( 2 2,613..
—I 365
Di (1 + —) 2,71457...
N 365
_I 8760
Hora 1T+ —— 2,718126...
8760
525600
i 1+
Minuto [ 525 600) 2,7182792...
Infinitamente pequeno (1 + %) ,n—® 2,718281828459...

Fonte: Dados experimentais.

~
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O Gltimo nimero da tabela, 2,718281828459..., foi chamado de “nGimero e”.

Ele representa o valor a pagar de 1 unidade de dinheiro com juros de 100% contabilizados continuamen-
te, ou seja, em periodos de tempo infinitesimais (minusculos e cada vez menores).

A partir dessas conclusoes, tornou-se conhecida a funcao exponencial de base e, também chamada de
funcao exponencial natural. Ela é representada por y = e* e apresenta propriedades especiais, fundamentais
para o estudo das equacoes diferenciais e integrais. .

Funcdes que envolvam a funcao exponencial €*, como f(x) = b - e™, aparecem rpam refletir \

. P . ~ ‘e .~ ~ 1 = . .
com muita frequéncia nas aplicacoes da Matematica e na descricao de fendbme- | Afuncaoflx) =e*é .
. . o te. Justifique.
nos naturais. Algumas calculadoras possuem uma tecla com o nimero irracional crescEe wsane
e, cujo valor aproximado € 2,718. e=2718281.= e >1=f(x) = *

é crescente.

-

U
l\.],’

Jacques Bernoulli

Jacques Bernoulli nasceu em Basel (Suica) e foi ‘|. I
o primeiro matematico de uma familia que pro- ‘ I ‘ \
duziu mais de 10 matematicos famosos durante Hiy
os dois séculos seguintes. O pai de Jacques tinha
tracado planos para o futuro de seus filhos e, pa-
ra Jacques, estava destinado o estudo da religiao ‘
(catodlica) para tornar-se um “ministro religioso”. Iy
Nao deu certo.Jacques e também seu irmao mais ik
novo Jean tornaram-se matematicos famosos. if‘
Ambos viajaram bastante pela Europa e mantive- '
ram contato com diversos cientistas e matemati- {l
cos da época. Jacques voltou a Basel e tornou-se |
professor da universidade local, mas manteve H |
intensa correspondéncia com muitos outros ma-
tematicos do seu tempo. Em seus estudos, nao se |I
fixou em um tema especifico, mas deu importan- |
tes contribuicdes em assuntos como légica, alge- ‘ . ‘
bra, teoria dos numeros, analise combinatoria, ] i |"
probabilidades, curvas planas, séries, calculo,
equacoes diferenciais.

Uma interessante contribuicao de Jacques para a Matematica foi a descricao da famosa curva algébrica
de quarto grau, chamada de “lemniscata de Bernoulli”. O desenho a seguir mostra o grafico da curva de
equacao (x2 + y?)? = 9(x* — y?).

Gravura de Jacques Bernoulli, matematico suico (1655-1705).

Banco de imagens/Arquivo da editora
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. Exercicio

53. Considere as funcdes f(x) = e* e g(x) = e ™. Usando os valores da tabela abaixo, determine:

X e* e X e* e’

0 1,0000 1,00000 3,0 20,086 0,04979
1,0 2,183 0,36788 4,0 54,598 0,01832
2,0 7,3891 0,13534 5,0 148,41 0,00674

F(1) = 2,1183; f(3) = 20,086;
3) f).13), 9(2) € 9(4) 45) — 013564 g(4) — 0,01832

b) x tal que f(x) = 7,389; x = 2

c) xtalqueg(x) =0,368. x =1

Agora, construa no caderno no mesmo sistema de eixos os graficos de f e g. Veja os gréficos no Manual do Professor.

7N\
o) . ~ ~ .
\9 ) Aplicacoes da funcao exponencial
O crescimento exponencial é caracteristico de certos fendmenos naturais. No entanto, de modo geral
nao se apresenta na forma a*, mas sim modificado por constantes caracteristicas do fendmeno, como em:

Acompanhe os exercicios resolvidos a seguir.

Exercicios resolvidos

10. (UCS-RS) A quantidade de certa substancia decresce com o passar do tempo a uma taxa proporcional & quan-
tidade restante. Se inicialmente havia 300 mg da substancia e a cada hora ha um decréscimo de 25% da
quantidade restante, a funcao que representara a quantidade restante apos t horas sera:

a) Q(t) = 300 - (0,25)".
b) Q(t) = 300 - (0,75)".

) Q(t) = 300 — 0,25t.
d) O(t) = 300 — 0,75t.
€) O(t) = 300 — 25t.

Resolucao:

Dizer que a quantidade de certa substancia decresce 25% a cada hora € o mesmo que multiplicar essa quanti-
dade por (0,75)", sendo t o tempo decorrido em horas. Como essa quantidade, segundo o enunciado, é 300 mg,
a funcao que representa a quantidade restante da substancia é Q(t) = 300 - (0,75)".

Tirando a prova, temos:
t=1=0(1) = 300 - (0,75)' = Q(1) = 225
Arazao entre Q(1) e O(2) é dada por:

B
300
Isso indica que houve uma reducao de 25% em uma hora decorrida, ou seja, Q(t) = 300 - (0,75)".

Resposta: alternativa b.

()
\ Funcédo exponencial K.ITI)
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T1. (UPE) Os bidlogos observaram que, em condicdes ideais, o nimero de bactérias Q(t) em uma cultura cresce

exponencialmente com o tempo t, de acordo com a lei Q(t) = Qy - €, sendo k > 0 uma constante que depende
da natureza das bactérias, o nimero irracional e vale aproximadamente 2,718 e Q, é a quantidade inicial de
bactérias.

Se uma cultura tem inicialmente 6 000 bactérias e, 20 minutos depois, aumentou para 12 000, quantas bacté-
rias estarao presentes depois de 1 hora?

a) 1,8 x 10* d) 3,6 x 10*
b) 2,4 X 10* e) 4,8 X 10*
c) 3,0 X 10*

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?
Informa-se o nimero inicial de bactérias em uma cultura e a lei que relaciona o nimero de bactérias O(t) em
funcao dotempo. Também é dito que ap6s 20 minutos a cultura de bactérias aumenta de 6 000 para 12 000.
b) O que se pede?
A quantidade de bactérias que estarao presentes na cultura apés 1 hora.

2. Planejando a solucao

Diante das informacdes do enunciado, podemos concluir que em 20 minutos a populacao de bactérias passa a
ser de 12 000, ou seja, 12 000 = 6 000 - 2,7182%. A partir dessa equacdo encontraremos uma igualdade que
servira de base para a resolucao do problema.

3. Executando o que foi planejado

0(20) = 6 000 - 2,718%* =12 000 = 6 000 - 2,7182% = 2 = 2,718%%

Q(60) = 6 000 - 2,718°%

Lembrando que: x*° = x* - x*° - x*° (das propriedades da potenciaco), fazemos:
Q(60) = 6 000 - 2,718%°k- 2,71820k - 2,71820

Como 2 = 2,718% ent3o:

Q(60) =6000-2-2-2=48000

Ou seja, a populacao de bactérias apds 60 minutos sera de 48 000.

4. Emitindo a resposta

A resposta € a alternativa e.

5. Ampliando o problema

a) Os bidlogos, no intuito de qualificar a eficacia de certo produto a ser utilizado
pela industria de limpeza de ambientes hospitalares, analisam a cultura de

Considere que os
bactérias até ultrapassar a quantidade de 1 milhao; ap6s atingir esse objetivo X

bidlogos so realizam a

eles aplicam o produto na cultura e passam a analisar o decaimento da popula- analseldacuralds
cao de bactérias, o qual ocorre de forma linear com uma reducao de 25 000 bactérias a cada
bactérias a cada 30 segundos. Sendo assim, em quanto tempo o produto tera 20 minutos e que, apos
eliminado a populacao de bactérias existente antes do inicio da utilizacao do aintroducao do

produto na cultura, em

produto? - -
- Aproximadamente 31 min. razdo das adversidades
b) Discussdo em equipe do meio, as bactérias
Troque ideias com seus colegas sobre como os avancos tecnoldgicos nas nao conseguem se

reproduzir e a
populacao nao
aumenta.

analises laboratoriais tém contribuido para o desenvolvimento de novos
medicamentos.

) Pesquisa
Pesquise sobre os estudos laboratoriais realizados e as exigéncias da Agéncia Nacional de Saude Suplemen-
tar (ANS) para legalizar a comercializacdo dos medicamentos.

~
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54. Quimica

55.

Aradioatividade € um fendmeno que ocorre em nu-
cleos de atomos instaveis por emitirem particulas e
radiacdes. A medida de tempo na qual metade da
quantidade do material radioativo se desintegra é
denominada meia-vida ou periodo de semidesinte-
gracao (P). A cada periodo de tempo P a quantidade
de material radioativo cai a metade da anterior,
sendo possivel relacionar a quantidade de mate-
rial radioativo a qualquer tempo com a quanti-
dade inicial por tmeio de uma funcao exponencial:
N(t) = Ng - (%)P em que Ny é a quantidade inicial
do material radioativo, t é o tempo decorridoe Pé o
valor da meia-vida do material radioativo conside-
rado. A radioatividade faz parte de nossa vida, como
quando se faz uma tomografia. Um dos isétopos
mais usados nos radiofarmacos injetados nos pa-
cientes submetidos a tomografia é o carbono-11, cuja
meia-vida é de 20 minutos. O tempo necessario, em
minutos, para que uma amostra de carbono-11 se

reduza a % do que era quando foi obtida é:
a) 5. x d) 40.

b) 10. e) 80.

) 20.

DESAFIO Oy imica
O carbono-14 € um is6topo raro do carbono pre-
sente em todos os seres vivos. Com a morte, o
nivel de C-14 no corpo comeca a decair. Como é
um is6topo radioativo de meia-vida de 5730 anos,
e como é relativamente facil saber o nivel ori-
ginal de C-14 no corpo dos seres vivos, a medicao
da atividade de C-14 em um féssil € uma técnica
muito utilizada para datacoes arqueologicas.
A atividade radioativa do C-14 decai com o
tempo pés-morte segundo a funcao exponencial
1)%

Alt) = Ao - (3 ,em que Ao é a atividade natu-

ral do C-14 no organismo vivo e t € o tempo decor-
rido em anos apds a morte. Suponha que um fés-
sil encontrado em uma caverna foi levado ao
laboratorio para ter sua idade estimada. Verificou-
-se que emitia 7 radiacoes de C-14 por grama/hora.
Sabendo que o animal vivo emite 896 radiacoes
por grama por hora, entao a idade aproximada
desse fossil, em anos, seria:
a) 400 mil anos.
b) 200 mil anos.
¢) 80 mil anos.

x d) 40 mil anos.
e) 20 mil anos.

®

56. Biologia

Em uma certa cultura, ha 1000 bactérias em deter-
minado instante. Apds 10 minutos, existem 4000.
Quantas bactérias existirao em 1hora, sabendo que
elas aumentam segundo a formula P = Py - et em
que P é o numero de bactérias, t € o tempo em horas

e k € uma constante?
Aproximadamente 4 447 022 bactérias.

57. Biologia

Os bidlogos afirmam que, sob condicoes ideais, o
numero de bactérias em uma certa cultura cresce
de tal forma que a taxa de crescimento é propor-
cional ao nimero de bactérias presentes no inicio
do intervalo de tempo considerado. Suponhamos
que 2000 bactérias estejam inicialmente presentes
em uma certa cultura e que 4000 estejam presen-
tes 30 minutos depois. Quantas bactérias estarao
presentes no fim de 2 horas? 32000 bactérias.

58. Quimica

Os atomos de um elemento quimico radioativo tém
uma tendéncia natural a se desintegrar (emitindo
particulas e se transformando em outros elementos).
Dessa forma, com o passar do tempo, a quantidade
original desse elemento diminui. Chamamos de meia-
-vida o tempo que o elemento radioativo leva para
desintegrar metade de sua massa radioativa. O anti-
bidtico acetilcefuroxima apresenta meia-vida de
3 horas. Se uma pessoa tomou 50 mg desse medica-
mento, qual € a quantidade de antibidtico ainda pre-
sente no organismo:

a) apds 12 horas de sua ingestao? 3,125 mg .
b) ap6s t horas de sua ingestao? f(t) =50-2 ¢

59. Biologia

O modelo Jenss-Bayley é uma férmula usada para
avaliar a altura de uma crianca em idade pré-escolar.
Se h(x) denota a altura (em centimetros) na idade x

(emanos) para % < x = 6,entao h(x) pode serapro-

ximado por h(x) = 79,041 + 6,39x — >261~ %99 Temos
que a taxa de crescimento v(x) (em cm/ano) de uma
crianca na mesma faixa de idade é dada por
v(x) = 6,39 + 0,993 - 3261~ 099 (Considere a aproxi-
macao e*?®® = 97) Com base no exposto, quais seriam
a altura e a taxa de variacao de crescimento de uma
crianga quando esta atingisse a idade de 1ano?

xa) 757 cm e 16 cm/ano

b) 74,1 cm e 10,93 cm/ano
c) 84,3 cm e 11,08 cm/ano
d) 80,4 cm e 14,89 cm/ano
e) 82,3 cme 1501 cm/ano

~
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Césio-137 - o maior acidente radioativo do Brasil

Joao Ramid/Arquivo da editora

e . A v - -

Técnicos orientando o carregamento de.lixodioativo depois
do acidente com o césio-137. Goidnia-GO. Fotografia de 1987.

Em um acidente radioativo ocorrido no dia 13 de
setembro de 1987, em Goiania, Goias, foram contami-
nadas centenas de pessoas acidentalmente por meio
das radiacoes emitidas por uma capsula que continha
césio-137. Foi o maior acidente radioativo do Brasil e o
maior do mundo ocorrido fora das usinas nucleares.
Tudo teve inicio com a curiosidade de dois catadores de
lixo que vasculhavam as antigas instalacdes do Institu-
to Goiano de Radioterapia (também conhecido como
Santa Casa de Misericérdia), no centro de Goiania.

No local eles encontraram um aparelho de radio-
terapia. Removeram a maquina e levaram-na até a
casa de um deles. Estavam interessados nas partes
de metal e chumbo, que podiam ser vendidas em
ferros-velhos da cidade; desconheciam completamen-
te aquela maquina e o que havia em seu interior.

No periodo da desmontagem da maquina, foram
expostos ao ambiente 19,26 g de cloreto de césio-137
(CsC¢). Tal substéncia € um p6 branco parecido com
o sal de cozinha, mas que no escuro brilha com uma
coloracao azul. Apds cinco dias, a peca foi vendida a
um proprietario de ferro-velho, que se encantou com
o brilho azul emitido pela substancia. Crendo estar
diante de algo sobrenatural, o dono do ferro-velho
passou quatro dias recebendo amigos e curiosos in-
teressados em conhecer o po brilhante. Muitos leva-
ram para casa pedrinhas da substancia. Parte do
equipamento de radioterapia foi para outro ferro-
-velho, de forma que gerou uma enorme contamina-
cao com o material radioativo.

Os primeiros sintomas da contaminacao (vomito,
nausea, diarreia e tontura) surgiram algumas horas
apos o contato com a substancia, o que levou um
grande numero de pessoas a procura de hospitais e
farmacias, sendo medicadas apenas como portadoras
de uma doenca contagiosa. Mais tarde descobriu-se
que se tratava de sintomas de uma sindrome aguda
de radiacao. Somente no dia 29 de setembro de 1987
é que os sintomas foram qualificados como contami-
nacao radioativa.

Os médicos que receberam o equipamento soli-
citaram a presenca de um fisico, pois tinham a sus-
peita de que se tratava de material radioativo. Entao
o fisico nuclear Valter Mendes, de Goiania, constatou
que havia indices de radiacao. Por suspeitar da gravi-
dade do acidente, ele acionou a entao Comissao Na-
cional Nuclear (CNEN).

Uma das primeiras medidas foi separar todas as
roupas das pessoas expostas ao material radioativo
e lava-las com agua e sabao para a descontaminacao
externa. Apos essa medida, as pessoas tomaram um
quelante (substéncia que elimina os efeitos da radia-
¢30). Com ele, as particulas de césio saem do organis-
mo através da urina e das fezes.

Cerca de um més apds o acidente quatro pessoas
ja haviam morrido. O trabalho de descontaminacao
dos locais atingidos gerou cerca de 13,4 toneladas de
lixo (roupas, utensilios, material de construcao, etc.)
contaminado.

Ap6s o acidente, cerca de 60 pessoas morreram
vitimas da contaminacao, entre elas funcionarios que
realizaram a limpeza do local. O Ministério Publico
reconhece apenas 628 vitimas contaminadas direta-
mente, mas a Associacao das Vitimas do Césio-137
calcula um numero superior a 6 mil pessoas atingidas
pela radiacao.

[[rrm— e e ————
Para refletir )

Sabendo que o acidente radioativo foi em 1987 e que o
local do acidente s6 podera ser habitado novamente
quando a quantidade de césio-137 se reduzir, por

desintegracdo, a % da quantidade inicialmente

presente, entdo o local podera ser reabitado a partir
de que ano? 2137

)
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© Science Source / Ken M. Johns

Parte do mostrador de um sismégrafo, no laboratério

sismoldgico da Universidade de Nevada (EUA). O sismdgrafo

2

trumento utilizado para medir a magnitude de um

éumins

lculada por meio de logaritmos.

2

,que éca

terremoto



Vata®
(1) .
.1, Logaritmo
N\ =/
m——() Formem duplas e tentem resolver no caderno as seguintes equacdes:

a) 2X=4 C) 10 = 1000 e) 10 = 8000 O objetivo deste questionamento é que
os alunos percebam que a dificuldade
b) 2X=38 d) 2=5 f) 10 =990 decorre do fato de 5 ndo ser poténcia

inteira de 2, nem 8 000 e 990 serem

Vocés encontraram alguma dificuldade ao tentar resolver os itens d, e e f? potencias inteiras de 10.
Tentem descobrir alguns detalhes sobre a solucao das equacdes d, e e f; por exemplo, perto de que valor

inteiro ela esta, ou entre quais valores inteiros devemos buscar tais solucoes. noitem d o esperado é que os alunos
percebam que x deve estar entre 2 e 3. E possivel que alguns sugiram que esteja mais perto do 2 do que do 3. No e, o esperado é que eles percebam que x deve estar
entre 3 e 4. E possivel que alguns sugiram que esteja mais perto do 4 do que do 3. Nof, o esperado é que eles sugiram que x deve ser bem proximo de 3.

Agora, acompanhe esta situacao:

Em julho de 2015, o Banco Central do Brasil classificou 12 instituicdes bancarias em relacao as taxas de
juros ao ano oferecidas para financiamento de iméveis a pessoas fisicas. A taxa média de juros dessas insti-
tuicdes nesse periodo foi de 12,13% ao ano. Se a taxa permanecer a mesma, o valor a ser pago ao banco dobra-

. fi . t . t > Explique aos alunos que “pessoa fisica” diz respeito a um cidaddo comum,
ra caso o financiamento s€ja pago em quantos anos: e tificado pelo seu Cadastro de Pessoa Fisica (CPF). O cidaddo é todo aquele

que exerce seus direitos e deveres em uma  Fonte dos dados: Banco Central do Brasil. Disponivel em: <http://www.bcb.gov.br/pt-br/sfn/infopban/txcred/txjuros/
sociedade legitimada pelo Estado. Também Paginas/RelTxJurosMensal.aspx?tipoPessoa=1&modalidade=903&encargo=201>. Acesso em: 21 ago. 2015.
se diferencia de pessoa juridica, que é uma entidade organizada, podendo exercer diversas finalidades e que também detém direitos e deveres para com o

Se forem mantidas essas condicoes, podemos organizar a seguinte tabela: Estado, por exemplo: uma

empresa, uma organizacao
ndo governamental (ONG),
etc.

© Financiamento imobiliario em julho de 2015

Tempo Valor a ser pago

inicio Fo

Tano Fi=Fo-11213

2anos Fy = (Fo+1,1213) - 1,1213 = F, (1,1213)?
3anos F3=Fo(1,1213)°

xanos Fx=Fo(1,1213)"

Fonte: Dados experimentais.

Fique atento!
1
1 100% +12,13% = 112,13% = 12,13

= 5y =12, ;
Lo 0/

Supondo que o valor a ser pago ao banco dobrara caso o financiamento seja pago em x anos, temos:
Fe = 2

Dai:
Fo(11213) = 2P, & (11213)* = 2

Nao é possivel resolver essa equacao usando os conhecimentos adquiridos até aqui.
Com o objetivo de transformar uma equacao exponencial como essa em uma igualdade entre poténcias
de mesma base, vamos desenvolver a nocao de logaritmo.
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Definicao de logaritmo de um ndmero
Considere as seguintes questoes. A que numero x se deve elevar:

a) o nimero 2 para se obter 8?

b) o nimero 3 para se obter é?

Acompanhe as resolucoes:

a2=8c2=2<x=3
Esse valor 3 denomina-se logaritmo do nimero 8 na base 2 e € representado por log, 8 = 3. Assim:

log,8=3<2=38

1 1
— 3X =
81 34

X

b) 3* = ©3¥=3"ox=—4

Perceba que o logaritmo

. . 1 .
O valor —4 chama-se logaritmo do nimero Gl na base 3 e é representado por:
€ um expoente.

1
logs —— = —4
%8 g

Dados os numeros reais positivos a e b, com a # 1, se b = d,
entao o expoente c chama-se logaritmo de b na base a. Podemos representar
esta definicao em simbolos: log,b = ¢ < a‘ = b, com a e b positivos e a # 1.

Nessa equivaléncia temos:

Forma logaritmica Forma exponencial
c: logaritmo b: poténcia
log, b = c {a: base de logaritmo | a° = b {a: base da poténcia Quando dizemos
. logaritmo, estamos nos
b: logaritmando c: expoente referindo a um nimero.

Veja mais alguns exemplos:

a) log; 81 =4 & 3* = 81 Q) Iog£5=2<:>(\/§)2 =5
=5
b)Iogl32=—5<:>(%) =32 d)logs1=0<8°=1
2
Observacoes:

18) Condicoes de existéncia do logaritmo
Pela definicao,

N>0
log, N existe quando e somente quando {a > Oeqg # 1

Veja que, de acordo com as restricdes impostas, ndo sao definidos, por exemplo: log; (—81), logo O,
logo 3, log—, 8 e log; 6. Experimente aplicar a definicao nesses casos.

22) Quando a base do logaritmo for 10, podemos omiti-la. Assim, log 2 é o logaritmo de 2 na base 10. Aos
logaritmos na base 10 damos o nome de logaritmos decimais ou de Briggs. Por exemplo,
log 100 = log 10 = 2.

A
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Consequéncias da definicdo de logaritmo

a

19) log,1= 0, pois a° = 1, qualquer que sejaag >0ea # 1.

23) log,a=1,poisa' =aparatodoa>0ea#1.

39) log,a"=n, poisa” = a" paratodoa > 0ea # 1e paratodo n.

43) g%8aN=N comN>0,a>0ea#1.

Justificativa: log, N =x=d* =N

Substituindo x: @'°8aN = g* = N

59) log,x =log,y©x=y,comx>0,y>0,a>0ea#1.
Justificativa: se log, x = relog,y = s,isto ¢, a" = x e a* = y, temos:

Exercicios resolvidos

x=y=>ad=d=r=s=log,x=log,y
clogox=logsy=r=s=a=dad=x=y

1. Determine o valor de:

a) log, 128;

b) log 5 9;

c) log 343.
9

Resolucao:

Representando por x os valores procurados, temos:

a) log, 128 =x & =18 2= x=7
Portanto, log, 128 = 7. o

b) logs 9=x =(3)" =9 :(37) =32 =

= X
=32=3 5> =2ox=4

Logo, log 5 9 = 4.

N w

1
c) log: 3v3 =log, (31 . 37) =log, 232 =x =
9

B B
= (37)" =32 = 3% =32 :>—2x=%:>

=X =—

B|w

Portanto, log 1 33 = —%.
9

. Determine os valores reais de x para os quais existe:

log, (x — 3).

Resolucao:

Como a base é 2 (positiva e diferente de 1), devemos
imporquex —3>0=x>3.

Logo, x ER | x > 3.

. Calcule:

. Determine o conjunto dos valores reais de x para os

quais € possivel determinar log, —, (x* — 4x — 5).

Resolucao:
® Pelas condicoes de existéncia, temos:
XX —4x—5>0

a=1>0
A=36>0
x'=5ex"=-1

Estudo do sinal:

:\_ I+

5

x<—Toux>5Q

X—2>0=>x>2
'{x—2#1:x#3 0

Satisfazendo simultaneamente as condicdes, es-
tabelecemos o quadro de resolucao:

=1 5

©O) o
2 3 i

© : |
: |
5

Logo, o conjunto é {x € R | x > 5}.

log,3

a) 2Iog510-|og25 b) 2 3 C) 31+Iog35

Resolucao:
a) 2Iog510~ log,5 — (zlogZ 5)Iog510 — 5Iog510 =10

propriedade das poténcias

C) 31+log:5 — 31. 30085 = 3.5 =15

Ve

(
(8

-

-

3
/
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Propriedades operatérias dos logaritmos
Para a, M e N numeros reais positivos e a # 1, temos:

1) Logaritmo de um produto

logs (M - N) = logy, M + log, N

Demonstracado:

Consideramos log, (M - N) = p; log, M = me log, N = n.

Dessas igualdades, tiramos a” = M - N; a" = M e a" = N. Entao:
apzM.Nzam.a”:am+"

Sea” =a" *" entdop = m + n, ou seja:
logs (M - N) = log, M + log, N
Conclusdo:
Em uma mesma base, o logaritmo do produto
de dois numeros positivos € igual a soma dos
logaritmos de cada um desses numeros.
Exemplos:

a) log; (2-5) = log;2 + log; 5
b) log 300 = log (3 - 100) = log 3 + log 100 = log 3 + log 10> = log 3 + 2
22) Logaritmo de um quociente

Ioga% = log, M — log, N

Demonstragdo:
: M
Consideramos log, N @ log,M =melog, N =n.
o g M , N
Dai tiramos a? = N a”" =Mea" = N.Entao:
m
al = M = a =qgm-"
N a"
q m-—n 5 H M
Sea?=a" " entaog = m — n, ou seja, log, N - log, M — log, N.
Conclusdo:
Em uma mesma base, o logaritmo do quociente
de dois numeros positivos € igual a diferenca
entre os logaritmos desses numeros.
Exemplos:

a) logs (%) = logs 2 — logs 3

b) Iogz(%)=log21—log28=0—3= -3

r—-—-

Vocé sabia?

¥ Essa propriedade de

transformar produtos em
somas foi a motivacao
original para a introducao
dos logaritmos, no século
XVII, com o objetivo de
simplificar os trabalhosos
céalculos, principalmente
dos astrénomos.

log 3 - 2 ndo é o mesmo
quelog (3 - 2).

Caso particular:
1

log, .
=log,1—log, N =
=0 —log, N, ou seja,

1
log. N - —log. N.

A
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32) Logaritmo de uma poténcia

logs MV = N - log, M

Demonstragdo:

Consideramos log, MY = re log, M = m.
Dai tiramos: a’ = MN e a™ = M.

Entao:

a =M\ = (@N = g'm
Se ar — aNm, entéo r = Nm, ou Seja, |Oga MN = N . Ioga M

Conclusdo:

Em uma mesma base, o logaritmo

de uma poténcia de base positiva é

igual ao produto do expoente pelo
logaritmo da base da poténcia.

Podemos aplicar essa propriedade no logaritmo de uma raiz (quando existir):
5 _ 1
log, YM = log, MN = W~Ioga M

Exemplos:

a) logz 8*=4-log; 8

b) log10*=2-log10=2-1=2
c) log;5° =3 - log; 5

1
3

d) log; g = log, (4)

2
'|0g24: 2:?

1
3

Wl-\

Mudanca de base do logaritmo

_ logs N

,paraN>0,b>0,a>0; b#1ea##1

Demonstragdo:

Consideramos log, N = p; log, N =qgelog,b =r.
Dai tiramos: b» = N;a? =Nea = b.

Fazendo substituicoes: N = a7 = b? = (a')’ = a". [em——--
Sea?=a"” entdoq =rpedai p = % ou logy, N = lf;‘:—’;’;’. : Eg;:or;::ttiirr e #3

Conclusdo:

r =log, b, a e b sao nimeros reais
positivos e a # 1e b # 1. Entao
a#1=r#0.

Para escrever o log, N usando logaritmos
na base g, realizamos a mudanca de base:

loga N

| N = .
08b log, b

~
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Observacao: Nessa propriedade, fazendo N = g, temos um caso importante:

Entao podemos escrever que, quando existirem os logaritmos envolvidos:

a) |

b) |

log, a

1

log, a =

logy, a = og.
Exemplos:
0g7 5 =:§§—§; (na base 2)
0g7> = :Zg; (na base 10)
c) logs 25 =2 < logys 5 = %
d) logy, a = —% < log, b = 3

log, b

! p oulog,a-log,b =1

log, b

r=

» Fique atento!

.

I Quando existirem, log, a
le log, b sao numeros

= inversos.

L

O desenvolvimento logaritmico utiliza as propriedades para expandir uma

Exercicios resolvidos

5. Determine o desenvolvimento logaritmico da ex-

expressao, de maneira que nos permite calcular o logaritmo de um produto,
quociente ou poténcia, conhecendo apenas os logaritmos dos fatores do produto,
dos termos do quociente ou da base da poténcia.

pressao log (a\/ay J
c
Resolucao:
1
5 1
Iog(afj = log a~C£;Z =loga-b?2 —logc® =

1
=loga+logh? —logc® =
= Ioga+%-|ogb—3-logc

b

C3

a

Portanto, Iog( )=Ioga+ %-Iogb—}logc.

» Para refletir

LO que significa desenvolvimento logaritmico? ]

. Selog2 =aelog3 = b,expresse log 72 em funcao

deaeb.

Resolucao:

log 72 = log (2> - 3%) = log 2° + log 3* =
=3-log2+2-log3=3a+2b
Entdo, log 72 = 3a + 2b.

Escreva log, 8 usando logaritmos na base 10.
Resolucao:
log, N logo 8
log, N = Eb log, 8 = 081 ©
logy a logo 2

8.

10.

Dados log, m = 11 e log, n = 6, qual é o valor de
log, (m*n?)?

Resolucao:

log, (m’n?) = log, m* + log, n* =
=3-loggm+2-logsn=3-1N+2-6=45

Entdo, log, (m*n? = 45.

. Dado log, a = 6, calcule log, b°.

Resolucao:

Escreva as expressdes a seguir por meio de um
Unico logaritmo:

a) 3-log,7;

b) log; x — logs 2;

c) log; 6+log; 3;
2 2

d) logs4 + logs x — logs 3.
Resolucao:
a) 3-logs7 =log, 7’ = log, 343

b) logs x — logs 2 = logs %
c) log; 6+1log; 3=log; (6-3)=log; 18
2 2 2 2

d) logs 4 + logs x — logs 3 = logs (4x) — logs 3 =
= lo 4_X
8s 3

A
(
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ATENCAO!

©p Atividade @O Atividade N&o escreva
@20 emdupla @@ emequipe noseu livro!

1. Usando a definicao de logaritmo, calcule: 10. Nocaderno, escreva na forma de um Unico logaritmo.
a) logs 273 d)logi132 . g log, V8 % a) logs 6 + logs 11 log: 66
2 b) log; 28 — log;4 1
5
b) logs 1253 e) logip 0,01 -2  h) log, V32 " Q) 4-log3 logl
c) log100004 f) log, 0,5 —1 i) Iog%16 ) d) log, 3 logy 27
logs 7
2. Determine ovalor da base a nas igualdades a seguir: ,
B Va e RY = {1} e) 1. logs 7 — logs 2 log, (ﬂj
a) log,8=3a=2 c) log,1=0 3 2
b) log,81=4 a=3 d) Ioga%=2a=% f) 1+ logs 4 logs 20
3. Determine x nas igualdades: 11. Dadoslog2 = aelog3 = b, determine:
a) log,64=x x=6 c) 2 =log, 625 x =25 a) log6a+bh d) log1,5b—a
b) log,126 = 3 x = V126 d) logx =0 x=1 b) log 24 3a + b e) log 16 4a

) . o . c) log3002+b f) Iog32i
4. Indique os valores reais de x para os quais € possivel b

determinar: 12. Dados log 2 = x e log 3 = y, determine:
a) logs x (x IR | x>0} 0) logs (x* —16) 1
b) logio (x — 3) {XxER|x<—4oux>4} a) log51-x d) log = v
ER|x>3} b) log~3 2 e) log0,06 x+y—2
5. Determine os valores de x para que exista: ; 3y
3 x+y >y
a) logy_ 510 b) |0g2X71\/§ Q Iogx/ﬁ ] f) logs27 oy
{XER|x>5ex+#6} 1
o ) P ERIx= S exsd 13. Dadosloga =5,logb =3elogc=2,calcule ovalor
6. &= Determinem o conjunto dos valores reais de x 5
para que seja possivel definir: de log (ﬂ) 9
a) logy (x — 3) b) logy_ 1 (x + 4) ¢
. XER[x>3} XER[x>1ex#2} 14. :%Sendologaz=20e|oga5=30,calculem ovalor
7. ax Classifiquem em verdadeiro ou falso: de log, 100. 100
a) logs 1= 1Falso. e) log; 37 = 3 Falso.
) logs e ) logr e 15. 2% Determinem a expressdo P sabendo que:
b) log: 5 =5 Falso. f) logs 37 = 7 Verdadeiro.
) logs 5 = 1Verdadeiro. g) 2'°82° = 5 Verdadeiro. a) logP=2-loga+5-logh p-a%’ @b
d) logs 1= 0 Verdadeiro. ~ h) 2'%652 =5 Falso. b) log,P =3 log;a +log, b — 2-log,c P = c

16. 2% sabendo que x = logip 5 + logio 8 — logo 4, cal-

[ ] ~
8. &n Calculem o valor das expressoes:
culem o valorde x. x =1

a) 10Iog1033 d) 3|og27‘log327
b) 2'°8:°5 e) 21 Tlog;3 6 17. 22 Escrevam no caderno usando logaritmos de
C) 2Iog2 6-logs10 10 f) 22 +3log,5 500 base 10:
log 2
a) log, 5 :Og; b) log, 2 |o§x
9. Determine o desenvolvimento logaritmico das ex- 8
pressoes: 18. 22 Determinem o niimero cujo logaritmo na base
a) log (x’y) 3 logx + logy aédena base%é&a8
ar3h
b) log ( 3 logm +3-logr+logh —log3 19. 22 Calculem logs 5 - logs 27 - logas V2. o
09
Q) logs (\/g) 1 log, x —2-logs y 20. &2 sabendo que logyo 2 = a e logy 3 = b, calculem
2 ovalordelogs5. 1-2a

a+b

~
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Calculo de logaritmos
Acompanhe a seguinte situacao:

Em Quimica, define-se o pH de uma solucao como o logaritmo decimal (base 10) do
inverso da respectiva concentracao de H;O™ (ion hidroxdnio). O cérebro humano contém
um liquido cuja concentracdo de H;O" é4,8 - 1078 mol/L (em média). Qual sera o pH des-

- = -
1 Fique

1 atento! :
I Aqui temos I
, umaconexao *
]

se liquido?
De acordo com a definicao e os dados do problema, temos:
pH = logso (48—1108) = logi 1 — logi (4,8 - 1078) = logip 1 — logi 4,8 — log;p 1078 =

=0 — logip4,8 — (—8) = 8 — logi 4,8

Portanto, pH = 8 — logy 4,8.

Para logaritmos como esse, existem trés formas de calculo, que
serao estudadas a seguir:
® com o auxilio da calculadora;
® com a aplicacdo de tabelas de valores (tabelas de logaritmos);
® por meio de alguns logaritmos dados.

Com a difusao do uso da calculadora cientifica, a utilizacao das
tabelas de logaritmos, muito Uteis no passado, hoje esta praticamen-
te abolida.

Algumas calculadoras possuem duas teclas com as seguintes
funcoes:

» tecla log: permite calcular o logaritmo decimal de um nimero N,
inteiro ou decimal;

® tecla 10*: permite calcular o nimero N quando se conhece log N = x.
Usando essas teclas, as propriedades dos logaritmos e as quatro

operacoes fundamentais, € possivel realizar os seguintes calculos:

a) log 36
tecla-se log — digita-se 36 = 1,556303
log 36 = 1,556303

b) log /4,57 = % -log 4,57

tecla-se log — digita-se 4,57 = 0,659916 — divide-se por 3 = 0,219972

log /4,57 = 0,219972

I 7
c) log, 997 = % (realizamos a mudanca de base)
0g
Usando a tecla log, calcula-se log 997 = 2,998695 e log 2 = 0,301030.
log, 997 = 299869 = 9961449
0,301030

d) logio x = 0,72342
tecla-se 10 — digita-se 0,72342 = 5,289566
log 5,289566 = 0,72342

Ac

Detalhe de uma calculadora cientifica.

L

B

oo ——

Fique atento!

A maioria dos celulares tem um :
aplicativo de calculadora com a I
funcao log.

Em algumas calculadoras, para obter :

Vocé sabia?

Existem calculadoras com a tecla In,
que permite calcular os logaritmos
naturais dos numeros reais positivos.
Os logaritmos naturais tém a base e,
ou seja, In x = log. x (logaritmo natural
de x). O numero e, base dos logaritmos
naturais, é caracterizado pelo fato de
seu logaritmo natural serigual a1, ou
seja, In e = 1. O namero e é irracional.
Um valor aproximado de e é:
2,718281828459 (reveja a pagina 169).
Os logaritmos naturais podem ser
observados em muitas aplicagoes

da Matematica.

N

N

e) Podemos resolver o problema do liquido cerebral usando a calculadora, obtemos log 4,8 = 0,681241.

Assim, pH = 8 — 0,681241 = 73.

A

) - o (mam)
N Logaritmo e funcédo logaritmica K183)
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 Exercicios

A partir de um ou mais logaritmos dados, podemos obter o valor aproximado de uma infinidade de lo-
garitmos, usando as propriedades conhecidas. Por exemplo:

Dados log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, podemos calcular:
®log6 =log(2-3)=log2+log3=0301+ 0477 = 0,778

®log8=1log2*=3-log2=3-0,301=0903
®logV3 = %~Iog3 = %-o,477=o,239

® log5=log (10 : 2) = log10 — log 2 = 1~ 0,301 = 0,699

log 3
olog,3=—82 = 0477 _ 1585
log2 0,301
o log. 32— 10832 _log2 _ 5-log2 _ 5-0301 _ 1,505
> log 9 log3* 2-log3 2-0477 0,954

=1,578

Também podemos aplicar o conceito de logaritmo para resolver problemas que envolvem poténcias.

Acompanhe:

Sabendo que log 2 = 0,301, vamos calcular o nimero de algarismos da poténcia 5'%.

x =59 = log x =100 - log 5= log x =100 - log % =100(1 — 0,301) = 69,9

Entdo, se log x = 69,9, pela definicao temos x = 10°%°,

Como 107° é o primeiro nimero com 71 algarismos (10”° = 1seguido de 70 zeros), entdo necessariamen-

te 10%%9 tem 70 algarismos.

®

271. Com o auxilio de uma calculadora, calcule utilizan-
do as teclas das quatro operacoes fundamentais, a
tecla log e a 10* (caso nao tenha uma calculadora a
disposicao, indique o roteiro para efetuar o calculo):
a) log 64,3; Aproximadamente 1,808.

b) log 0,00196; Aproximadamente —2,708.

) xtal que log x = 1,35; Aproximadamente 22,387.

d) log 914; Aproximadamente 2,961.

e) log 0,820; Aproximadamente —0,086.

f) xtal que log x = —1,155. x = 0,07

22. Sem usar calculadora, determine entre quais inteiros
consecutivos fica cada logaritmo:

a) log 279; Entre 2 3.

b) log 6; Entre 0 e 1.

) log 0,071; Entre —2e —1.
d) log; 2. Entre 0 e .

23. Calcule:
a) log100;2
b) log 0,00001; -5
¢) log 0,001; -3
d) log 10 000 000.7

24.Dados log 2 = 0,30; log 3 = 048 e log 5 = 0,70,

calcule:

a) log 20; 1,30 d) log 18;1,26
b) log 0,0002; 3,70 e) log 45;1,66
c) log0,3;-0,52 f) log 250.2,40

25. @n Dados log 2 = 0,30 e log 7 = 0,85, determinem:
a) log14; 115 ) log 3,50,55

b) log 50;1,70 d) log 70. 1,85

26. Calcule, com aproximacio de duas casas decimais
e usando mudanca de base, os logaritmos:

a) log, 3;1,60 [rom—ee————-

b) Iog; 3; 0,69 . Fique atento! )
| 107 Se ndo tiver uma calculadora, -

c) logs 9; 1. uselog2 =03elog3 =048

d)|0g1005.0,35 fEmm e mmm e mm———

27. @ Sabendo que log 52 = 1,7160, determinem o nu-
mero de algarismos da poténcia 52'°%.
1717 algarismos.
28. & Quimica

O pH de uma solucao € o logaritmo decimal do in-
verso da concentracdo de H;0™. Qual é o pH de uma

solucdo cuja concentracao de H;0" €4,5-10° mol/L?
pH = 4,347

~
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Aplicacao dos logaritmos na resolucao de equacdes exponenciais e de problemas

Exercicios resolvidos

1.

12.

Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48 e log 5 = 0,70,

resolva a equacdo 5% — 75+ 12 = 0.

Resolucao:

52X~ 7.5 4+ 12=0= (52— 75 +12=0

Fazendo 5* = y, temos:

y'—=Ty+12=0

A= (=7 = 4(1)(12) =1

y' =4ey"=3

Dai:

5 = 4 = log 5 = log 4 = log 5 = log 2* =

2'log 2
=>x-logh=2-log2 = x= o8 _ 0,60 =0,86
log 5 0,70

o5 =3=log5 =log3=x-log5=log3=

X = log3 _ 048
log 5 0,70

s ={0,69; 0,86}

= 0,69

Sabemos que o nimero de bactérias em uma cul-
tura, depois de um tempo t, é dado por N = Ny - ",
em que No é o nimero inicial (quandot =0)eréa
taxa de crescimento relativo. Em quanto tempo o
numero de bactérias dobrara se a taxa de cresci-
mento continuo é de 5% por minuto?

Fique atento!
Se a taxa é de 5% por minuto, o .
1 . .
Ltempo t é dado em minutos. )
Resolucao:
Pelos dados do problema, a pergunta é: Em quanto
tempo N = 2Ny?
Assim, temos:
N=No-e’t:>2/bl{=%-e°'°5t:>2 260’05t2>

=In2=1ne%"=In2=005" Ilne =
R

2 = 0.05t= £ = 02
0,05
Calculando In 2, obtemos In 2 = 0,6931; portanto:
_ 06931
0,05

13,8 min =13 mine % min =13 min48s

=138

O nuimero de bactérias do- !-Fique atento!

brard em 13 minutos e iOtemponéo
48 segundos. ! depende do ntimero |

i_inicial de bactérias. )

13.

14.

15.

Resolva a equacao 3 = 5, dados log 3 = 0,48 e
log 5 = 0,70.
Resolucao:
3¥=5=log3*=log5=x-log3 =log5=
= log 5 oy 0,70
log 3 0,48
Conjunto solucdo: S = {1,46}

~1,46.

Em quantos anos 500 g de uma substancia radioati-
va, que se desintegra a uma taxa de 3% ao ano, se
reduzirdao a100 g? Use Q = Qp - e ", emque Q é a
massa da substancia, ré ataxaetéotempoem anos.
Resolucao:

Sabemos que: Q = Qp - e " =100 = 500 - e %93,
que é equivalente a:

1 _ 1 _
=e 00 = |n(—=| =Ine 0% =

5 5
= InT—In5=-0,03t-lne =
i i
— _In5=-003t=t=_n> _ 16094 .
003 003

Aproximadamente 53,6 anos.

(Situacao-problema do comeco do capitulo)

Em julho de 2015, 0 Banco Central do Brasil classificou
12 instituicdes bancarias em relacao as taxas de juros
ao ano oferecidas para financiamento de iméveis a
pessoas fisicas. A taxa média de juros dessas institui-
coes nesse periodo foi de 12,13% ao ano. Se a taxa per-
manecer a mesma, o valor a ser pago ao banco dobra-
ra caso o financiamento seja pago em quantos anos?
Resolucao:

Valor inicial do financiamento = Fy

Valor a ser pago pelo financiamento, ap6s um
ano = Fy- 11213 = F

Valor a ser pago pelo financiamento, apés dois
anos = Fy - (11213)2 = F,

Valor a ser pago pelo financiamento, apos x
anos = Fy - (1,1213)* = F,
Supondo que o valor a ser pago ao banco dobrara
caso o financiamento seja pago em x anos, temos:
Fx = 2F,
Substituindo os dados e aplicando logaritmos, temos:
Fo = 2R = F(O1213)% =2/ =
= x +log 11213 = log 2 =

log 2 0,3010

log 1,1213 0,0497

O valor a ser pago ao banco dobrara caso o finan-
ciamento seja pago em aproximadamente 6 anos.

A
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 Exercicios

®

29. Dados log 2 = 0,30; log 3 = 0,48; log 5 = 0,70 e
log e = 0,43, resolva as equacoes:

a) 2¥=75;5=1{233}
b) e¥=3;5=1{112}
C) 5 =e;5s={061}
d) e*—6=0.5={181}

30. Calcule (com duas casas decimais) o valor de x da
equacao 3 - 2¥ = 10, dados log 2 = 0,30 e
log3 =048.x=173

31. Dadoslog2 =0,30elog3 = 0,48, resolva a equacio
3% —5.3"+6=0.5=1{0631}

32. Determine o valor de x da equacao (1,12)* = 3, sen-
do dados log 2 = 0,30, log 3 = 0,48 e log 7 = 0,85.
x=9,60

33. an Aexpressdo M = C(1 + i)" nos permite calcular
o montante M, resultante da aplicacao do capital C

a juros compostos, a taxa anual i, ao completar um
periodo de n anos. Nessas condicoes, se o capital de

R$ 800 000,00 for aplicado a juros compostos e a
taxa anual de 12%, apds quanto tempo da aplicacao

serdo obtidos juros no valor de R$ 700 000,00?
Aproximadamente 5 anos e meio.

34. @n Uma pessoa deposita uma quantia em caderne-
ta de poupanca a taxa de 2% ao més. Em quantos
meses a quantia depositada triplica? 56 meses.

35. @n Uma pessoa coloca R$ 1 000,00 em um fundo
de aplicacao que rende, em média, 1,5% ao més. Em
quantos meses essa pessoa tera no minimo
R$1300,00? 18 meses.

36. @» Um cartdo de crédito cobra juros de 9% a.m.
sobre o saldo devedor. Um usuario desse cartao tem
um saldo devedor de R$ 505,00. Em quanto tempo
essa divida chegara a R$ 600,00 se nao for paga?
(Dados: log 2 = 0,3; log 3 = 0,48; log 1,01 = 0,004;
log 1,09 = 0,038.) 2 meses.

Texto para as questoes 37 e 38

Fisica

A lei de resfriamento de Newton afirma que a dife-
renca de temperatura entre um corpo e o meio que o
contém decresce a uma taxa de variacao proporcional
a diferenca de temperatura. Considerando ATy a
diferenca de temperatura no instante t = 0 e AT(t)
a diferenca em um instante t qualquer, essa lei se tra-
duz pela expressdo AT(t) = AT, - e, em que a cons-
tante a depende do corpo.

37. &= Suponham que, em determinado local, cuja tem-
peratura ambiente € de 30 °C, exista uma panela
de agua fervente no fogo. Em t = 0, o fogo é desli-
gado e 5 minutos depois a temperatura da agua é
de 65 °C. Depois de quanto tempo, a partir do des-
ligamento do fogo, a agua atingira a temperatura
de 37°C? (Considere log 2 = 0,3.)

a) 20 minutos e 40 segundos

xb) 16 minutos e 40 segundos

)
¢) 12 minutos e 40 segundos
d) 8 minutos e 40 segundos
e) 4 minutos e 40 segundos

38. 4% Em um trecho de mata préximo a cidade, a
policia encontrou, por volta das 17 horas, um ca-
daver. O médico legista chegou as 17h20min e
imediatamente mediu a temperatura do corpo,
que era de 32,5°C. Uma hora mais tarde, ele mediu
novamente a temperatura e verificou que era de
31,5 °C. Atemperatura ambiente (na mata) se man-
teve constante, a 16,5 °C. O legista considera que
a temperatura normal de uma pessoa viva é
36,5°C. De acordo com as temperaturas coletadas,
e usando a lei do resfriamento de Newton, o ho-
rario da morte pode ser estimado por volta de:
(Dados: log2 =03 elog3 = 047)

a) 13h40min. d) 15h.
x b) 14h. €) 14h50min.
¢) 14h40min.

Para os exerciciosde39 a4luseaféormulaQ=Q,-e ",
em que Qrepresenta a massa da substancia ou o nime-
ro de bactérias, r a taxa e t o tempo.

39. Quimica
Uma substancia radioativa se desintegra a uma ta-
xa de 8% ao ano. Em quantos anos 50 g dessa subs-

tancia se reduziraoa 5 g?
Aproximadamente 28 anos, 9 meses e 18 dias.

4.0. Quimica
Em um laboratério, uma pessoa verifica que a taxa
de crescimento relativo continuo de bactérias em
uma cultura € de 2,5% por minuto. Nessas condi-
coes, em quantos minutos o nimero de bactérias
passara de 4 000 para 6 000?
Aproximadamente 16 minutos e 12 segundos.

47. Quimica
Calcule a meia-vida de uma substancia radioativa
que se desintegra a uma taxa de 4% ao ano. (Lem-
bre-se: meia-vida é o tempo que deve decorrer para
que, em certo momento, metade dos atomos de

uma substancia radioativa se desintegre.)
Aproximadamente 17 anos, 3 meses e 18 dias.

~
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Antes dos logaritmos

Em todo o mundo antigo, as ideias matematicas evoluiram mais rapidamente do que a forma de efe-
tuar os calculos que essas ideias exigiam. Fazer multiplicacoes e divisdes com numeros grandes deman-
dava tempo e, sobretudo, para calcular uma poténcia racional de um nimero racional, o tempo necessa-
rio era enorme.

Muito antes da invencao dos logaritmos, os arabes aprenderam e desenvolveram diversas partes da
matematica com base no que aprenderam com os gregos e com os hindus e, no século X, um matematico
e astrénomo chamado Ibn Yunus encontrou uma férmula de trigonometria que ficou famosa:

COS X - COS =icos(x+ ) + cos (x —y)
y=5 y y

Essa é uma das formulas que ficaram conhecidas como “Férmulas de Prostaférese”. Veja a definicao e
algumas relacdes envolvendo o cosseno (cos) de um angulo (x, y, «, ...) nas paginas 249 a 256.

Essa formula chegou ao Ocidente e passou a ser muito utilizada nos séculos XV e XVI para substituir
uma operacao de multiplicacao por uma adicao. De fato, se imaginarmos dois nimeros de sete algarismos,
por exemplo, € muitissimo mais facil encontrar a soma deles do que o produto deles.

Naquela época ja havia tabelas bem construidas de senos e cossenos, entao a formula acima passou
a ser usada para fazer contas de multiplicacao de forma mais rapida. Veja a seguir como era realizado
esse processo.

Para multiplicar dois nimeros “grandes”, inicialmente dividiamos cada um por alguma poténcia de 10
de forma que ficassem no intervalo (0, 1). Dados os nimeros 7137584 e 9266713, dividiamos ambos por 107,
obtendo A = 0,7137584 e B = 0,9266713. E, para encontrar o produto de 7137584 e 9266713, a solucao “rapida”
aplicada no inicio do século XVI era a seguinte (os nUmeros A e B sdo cossenos de angulos e, consultando
uma tabela de cossenos, encontramos os angulos correspondentes):

A = cosx = 0,7137584 — x = 44,45846°

B = cosy = 0,9266713 — y = 22,07826°

Com esses valores, calculamos a soma e a diferenca dos angulos:
X +y =6653672°e x —y = 22,3802°
Consultando novamente a tabela de cossenos, encontramos:
cos(x + y) = 0,39816126 e cos(x — y) = 0,92467767

Dessa forma, o produto A - B deve ser igual a:
%(0,39816126 + 0,92467767) = 0,6614194

Logo, o produto de 7137584 e 9266713 é equivalente a 0,6614194 - 10 - 107, que é igual a 6,614294 - 10®.

Essa era uma das formas consideradas mais “praticas” para se encontrar o produto de dois nimeros
“grandes”, utilizando apenas as operacoes de adicao, subtracao e divisao por 2. Atécnica, apoiada no manu-
seio das tabelas trigonométricas, foi um grande avanco para a época.

Para vocé conferir, pegue uma calculadora cientifica, faca o produto dos nimeros 7137584 e 9266713 e

considere as sete primeiras casas decimais do resultado. O que vocé observa?

Considerando as sete primeiras casas decimais do resultado, obtemos 0,6614294 - 10" como resultado do produto.
=
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Depois dos logaritmos

As antigas tabelas de cossenos tinham, naturalmente, pouca pre-
cisao para as exigéncias do século XVII, e a invencao dos logaritmos
veio substituir com enorme vantagem as Formulas de Prostaférese.
A teoria dos logaritmos proporcionou o desenvolvimento de uma me-
todologia para a construcao de tabelas com grande precisao, que pas-
saram a conter os logaritmos dos senos, cossenos e tangentes. A nova
tecnologia foi imediatamente adotada e mesmo os calculos mais com-
plicados ja tinham a disposicao tabelas com até catorze decimais.
Observe na foto ao lado uma tabela de logaritmos do século XVII.

John Napier (ou Neper)

Durante o século XVII varios matematicos estudaram métodos
para criar tabelas que permitiam transformar produtos em somas. Um
desses matematicos foi John Napier, que era escocés, tinha titulo de
barao, administrava suas terras e propriedades e também escrevia
sobre muitas coisas. Nao era matematico profissional, mas tinha gran-
de interesse por calculos e trigonometria.

Napier conheceu John Craig, o médico do rei James VI da Escocia,
que lhe falou que tinha encontrado o famoso astronomo dinamarqués
Tycho Brahe e que ele usava em seus calculos as Formulas de Prosta-
férese. Napier, que ja tinha ideias de como construir sua tabela, redo-
brou seus esforcos e, em 1614, publicou seu primeiro livro sobre os
logaritmos: Mirifici Logarithmorum canonis descriptio (Uma descricao
da maravilhosa regra dos logaritmos), cuja capa pode ser vista abaixo.

Napier nao tinha o conceito da base de um sistema de logaritmos,

mas, pelo seu método de construcao, a base implicita em sua tabela
1

€ muito préxima de

: 00000, 00000
_hq.l;,g:.ﬂl;,:gsa;
0791,/ 1:46,:.\"6:

§314,78917,04226
sm.ﬂm:;m
1§56 pzsoa,rén

§64 72
: f?grﬁgnﬁ.ﬂ“l
- fsto.&ﬁma‘so

16334,58451,57959
4:4,:»675,4“ 9
6 77534,

B3
wssw;m

15| 816812,41237,37590
18[120417,19992 85593 49 w“'%Tla?l
17010 304,48921,37837] g0l 939-70004,31“:
ABjrEs9372 901, 10321] g1liborg,yoryb.
1gfsiaz87,53800,92 3[{7160,07343,63480
10{43010,49095,6 w‘ls—;lwmﬂs 69,60079
3 =a==-=19::w; 93 4 :mmsmﬁam
22|l3434,32680,82221] geldr402.62680. 4043
23)33617,27836,017 17481 Sosy,ooﬁao
a4{d380z 11240,71261] y7{d7598, 748, §:67249
24]13979,49008,67 17634527993,56394
26|14140,73347.97083} ¥ Byzo11,64314
27|143%3,62764,148 H7781,51210,38364
2 :‘m:,gko;:,;a_n 61 1;,:98:(,9:9”
_ ;g :mfmm,sm & 2117923,016 mshg
H771,233 94,719 3| 0799340549453 5
31| Hho13.61693,854 L‘ 3;93 389
32 1wﬂ,499;l,a:99r &5 ﬂy,lg;f 4286
33|15185,13930,97785] 6[1B197,4 93!:!’4!3?
34|tls314,78017,092 7|1P260,74803 7008 3

Tabela de logaritmos feita pelo matematico

inglés Henry Briggs (156

1-1630), com os

logaritmos de 1a 67 na base 10 e catorze

casas decimais. Microfil

me do Museu

Britanico, Londres (Inglaterra).

Reproducao/Galeria Nacional da Escocia

Log_amhmnrum
C.mm:;! deferiptio,

Ejuﬁ'[ue ulus, in utrague

(lrl fgﬂ-ﬁr’ﬂffﬁf a-ut eltaniin
owni Lopiftica I\l rlumr e,
AvwiplefFimi, Facill i
r\ol.bru{uwnpru,

Authore ac Inventore,
IOANNENEPERO,

Retrato de John Napier, matemético escocés (1561-1630).
Oleo, 110,7 cm x 99,5 cm.

Reproducao/Biblioteca Linderman da Universidade de Lehigh, Bethlehem, Pensilvania

Capa do livro Mirifici Logarithmorum Canonis descriptio
(Napier, 1614).

Reprodugao/Museu Britanico, Londres, Inglaterra.
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(2 ) Funcao logaritmica
Funcao inversa

Antes de estudarmos a funcao logaritmica, vejamos o que € uma funcao inversa de outra funcao.
Quando relacionamos a medida do lado de um quadrado com o seu perimetro, podemos pensar em
duas funcoes bijetivas:

® uma que a cada valor da medida do lado associa o perimetro: P(€ )= 4¢;

® outra que a cada valor do perimetro associa a medida do lado: €¢(P)= %

¢
- | L

)
)

Banco de imagens/Arquivo da editora

[]

¢

Chamando de f e g as funcoes acima, temos, respectivamente:

Banco de imagens/Arquivo da editora

ffA—>B
flx) = 4x
D(f) = {1,225 3; 7} D(g) = {4; 8;10; 12; 28}
Im(f) = {4; 8; 10; 12; 28} Im(g) = {1; 2, 2,5; 3; 7}
Temos que:
* D(f) = Im(g);
* D(g) = Im(f);

® fe g sao bijetivas.

Em casos assim, dizemos que uma funcao € a inversa da outra. E comum indicar a funcao g, inversa
def porf "

» Fique atento!

- 1
If’lnaoeomesmoque —.
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Definicao de funcao inversa

Dada uma funcao f: A — B, bijetiva, denomina-se
funcao inversa de f a funcao g: B— A tal que, se
fla) = b,entdog(b) =a,comaEAeb€EB.

Ou, de modo equivalente:

Afuncao g: B— A € ainversa da funcao f: A — B quando
se tem g(f(x)) = xef(g(y)) =y paratodoxE Aey € B.

De modo geral, se f € bijetiva, temos a situacao do diagrama abaixo:

Banco de imagens/Arquivo da editora

S6 existe funcao
inversa de uma
. ~ . ~ fungéo bijetiva.
em que g: B— A é a funcao inversa da funcao f: A — B, uma vez que se tem:

g(y) = g(f(x)) = x para todo x € A e f(g(y)) =y, para todo y € B.

Exemplo:
Considere a funcao f:IR. — IR, dada por f(x) = x*. Como ela é bijetiva, sua inversa é a funcdo g: IR, — IR,

dada por g(y) = \/y , uma vez que:

o 2 _ - ———
X)) =g(x) =x)" =x r
gUfx) = gtx) = Vocé sabia? \
e R significa .
2 » {xXER x=0}
flak) = fy) = (y) =y IR
Observe a representacao grafica dessas funcoes em um mesmo sistema de eixos cartesianos:
e Bassenssans: f 2
f f_1 =g ! retay = x ]
3 |
x | y=flx) x | y=flx : g
2_ """" 7:L' ---- f_-‘ §
0 0 0 0 [ ;
1 1 1 1 R :
2 4 4 2 P

Afuncdo fe afuncaoinversa g = f ' sdo simétricas em relacao
a reta y = x, que representa a bissetriz dos quadrantes impares. E (a, b) e (b, a) sdo pontos simétricos em

possivel provar que isso ocorre em todos os casos de duas funcdes | relacaoaretay =x.
inversas Observe no grafico os pontos (2,4) e (4, 2).

~
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Funcao logaritmica

. . ~ . . |
No capitulo anterior estudamos a funcao exponencial, na qual vimos que, Fique atento!

para todo nimero real positivo a # 1, a funcao exponencial f: R — IR%, f(x) = a*
€ uma correspondéncia biunivoca entre R e IR}. Ela é crescente se a > 1, decres-

cente se 0 <a <1etem a seguinte propriedade:

flq +x) = a9t = a4 ae = flx) - fxy)

]

. Dizer que f(x) éuma *
I correspondéncia "
. biunivoca é o

I mesmo que dizer '
., queféumafuncao *
* bijetiva.

Essas consideracoes garantem que f possui uma funcao inversa.

Definicao da funcao logaritmica

1 Afuncao :
Ainversa da funcao exponencial de base a é a funcao log,: Rt — R, logaritmicaéa |
que associa a cada numero real positivo x o nimero real log, x, inversa da fungdo :

' exponencial de

chamado logaritmo de x na base g, com a real positivo e g # 1. ! nesma base. J

Observe que f:IR —IR%, dada por f(x) = a*, tem a propriedade f(x; + x;) = f(x1)  f(x2). Asua inversa g: IRt — R,
dada por g(x) = log, x, tem a propriedade log, (x; - x;) = log, X1 + log, Xa.

R

R¥

Banco de imagens/Arquivo da editora

Dominio da funcdo logaritmica: IRt
Imagem da funcdo logaritmica: R

Dadas as funcoes f(x) = a* e g(x) = log, x, vimos que g é a inversa de f, pois:

® Flgl)=as =a*e " =x

® g(f(x) = log,a* = x-log,a = x-1=x
como estudamos na pagina anterior.

As funcodes logaritmicas mais usadas sao aquelas cuja base a € maior do que 1. Particularmente, as de
base 10 (logaritmos decimais), as de base 2 (logaritmos binarios) e as de base e (logaritmos naturais).
Sao exemplos de funcao logaritmica as funcdes de IR* em IR definidas por:

a) f(x) = log, x
b) g(x) = logio x = log x

 EXercicios

) h(x) = loge x = In x
d) i(x) = log, x

4

®

42.a% As funcoes logaritmicas f e g sdo dadas por

f(x) = logs x e g(x) = logy x. Determinem:

a) f(9);2  d) Im(f);r g) g " (x); 4
b) g(4);1 e) xtal que g(x) = 4;256 h) f'(1);3
) D(f); r:f) f(x); 3~ i) g (f(81)-1

43.Dados f(x) = logs (x + 1), g(x) = 4 + log, x e

h(x) = log 2x, determine:

a) f2);1 d) h(50); 2
b) g(2);> e) g(1); 4
Q) h(5);1 f) £(0).0

A

\ Logaritmo e funcédo logaritmica [19 }

N/




Grafico da funcao logaritmica
Observe os seguintes graficos de funcoes logaritmicas:

a) f(x) = log, x

] fx) = log, x §
X y=fx) . -
: 2 Os graficos de y =log, x e y = log) X,
i § coma >1e0 < b<1quaisquer, tém
1 - L eiid it : z 0 mesmo aspecto dos graficos desta
4 1 : : g pagina, respectivamente.
4 i DX s
il . o] : il
2 :
—14 _E_
1 0
_2 -4
2 1
4 2
b) f(x) = log. x
2
x y=fx)
<
i 2 :
4 g
X 3
il :
2
1 0
= log, x
2 —1 =
4 -2

Como consequéncia da definicao de funcao logaritmica e da analise dos graficos, podemos concluir que:
o grafico da funcao logaritmica passa pelo ponto (1, 0), ou seja, (1) = 0, ou, ainda, log,1 = 0;
o grafico nunca toca o eixo y nem ocupa pontos dos quadrantes Il e lll;
somente numeros positivos possuem logaritmo real, pois a funcao x — a* assume somente valores
positivos;
se g > 1, os numeros maiores do que 1tém logaritmo positivo e os numeros compreendidos entre O e 1
tém logaritmo negativo;

se 0 < g <1, 0s nimeros maiores do que 1tém logaritmo negativo e os numeros compreendidos entre
0 e 1tém logaritmo positivo;

a funcao logaritmica € ilimitada, superior e inferiormente. No caso de a > 1 ser ilimitada superior-
mente, pode-se dar a log, x um valor tao grande quanto se queira, desde que tomemos x suficientemen-
te grande;

~
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® quando a > 1, a funcao logaritmica é crescente (x; < x, < log, x; < log, x3);

log, X,

log, X, 1

® quando 0 < a <1, a funcao logaritmica é decrescente (x; < x, & log, x; > log, x2);

r-——--
* Para refletir |

significa ser ilimitada "

log, X, 1

log, X,

I Nocasodea >1oque !
L ]

= inferiormente? ’
Significa que, dado B > 0, tem-se
log,x < —B, desde que x seja um

ndimero positivo
suficientemente pequeno.

® 3o contrario da funcao exponencial f(x) = a* com a > 1, que cresce rapidamente, a funcao logaritmica
log, x com a > 1 cresce muito lentamente. Veja, por exemplo, que, se log;o x = 1000, entdo x = 10'°%°.
Assim, se quisermos que logio x seja maior do que 1000, sera preciso tomar um nimero x que tenha

pelo menos 1001 algarismos;

» a funcao logaritmica é injetiva, pois nimeros positivos diferentes tém logaritmos diferentes. Ela € também
sobrejetiva, pois, dado qualquer numero real b, existe sempre um unico numero real positivo x tal que
log, x = b. Portanto, ela é bijetiva (ha uma correspondéncia biunivoca entre R} e R);

* na funcao logaritmica f(x) = log, x (a > 0 e a # 1), sendo ela crescente ou decrescente, o eixo das ordena-
das € uma assintota vertical do grafico, isto €, a medida que x tende para zero, o valor da funcao cresce ou

decresce ilimitadamente.

@

s Eercicios

44, Construa no caderno os graficos das funcées loga-
ritmicas e confirme neles as conclusoes obtidas:
a) f(x) = logs x b) f(x)=log: x

3
Veja os graficos no Manual do Professor.

45. Observando a base, identifique as seguintes fun-
¢oes como crescentes ou decrescentes:

a) f(x) = logs x d) f(x) =log: x
b) f(x) = log x e) f(x) =logo1 x
¢) flx) = logos x f) fx) = log 5 x

Crescentes: a, b, f; decrescentes: ¢, d, e.

Construa no caderno os graficos das funcoes:
Veja os graficos no Manual do Professor.

a) fx)=log, (%) b) f(x) = logs (x — 1)

46

47. sabendo que o grafico abaixo é da funcao f(x) = log x,

determine os valoresdeaeb. a=1eb=1

y

Vatn
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Uma relacao importante

Ja estudamos, na pagina 190, que os graficos de duas funcdes inversas sao simétricos em relacao
areta y = x (bissetriz dos quadrantes | e Ill). Observe os graficos das funcoes inversas f(x) = a*e g(x) =
= log, x a seguir:

a)a>1 b)0<a<1

S =(1T)X bissetriz

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Observacao: Veja no grafico do item a (a > 1) que a funcao exponencial cresce rapidamente, enquanto a
funcao logaritmica cresce muito lentamente.

ro——m————- \
* Pararefletir

I Indique as coordenadas de 1

. alguns pontos simétricos em '

* cada um dos graficos. a>1:(1,2);(2,1);(4,2) e (2,4)

s e e e == 0<a<1:(-1,2;(@2 —1);(—4,4) e 4 -2

Caracterizacao das funcées logaritmicas

Como saber se para resolver determinado problema devemos usar as funcoes logaritmicas?

A resposta é: quando estivermos diante de uma funcao f: RY — R, crescente ou decrescente, tal que
flxi - x2) = flxq) + f(x2) para quaisquer x;, x, € IR, pois nesse caso é possivel provar que existe a > 0 tal
que f(x) = log, x para todo x € IR}.

» Fique atento!
I Sempre que multiplicarmos x por 1

uma mesma constante positiva
.
i_ obteremos acréscimos iguais a f(x).

48. Construa no caderno, no mesmo sistema de eixos, os graficos de f(x) = 3* e g(x) = logs x.
Veja os graficos no Manual do Professor.

49. sejam as funcdes f: IRf — R e g: R} — IR, dadas por f(x) = 2*e g(x) = log, x. Mostre que:
a) flg(x)) = x, paratodo x €RY; f(g(x)) = fllog, x) = 2'°9* = x, para todo x € R*
b) g(f(x)) = x, para todo x ER. g(f(x)) = g(2*) = log, 2 = x, para todo x € IR

~
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Matematica e tecnologia Xsi

Para construir graficos de funcoes logaritmicas vamos novamente utilizar o software GeoGebra.

Construcao do grafico de funcdes logaritmicas

Vamos construir o grafico da funcdo logaritmica f(x) = log, x e destacar alguns pontos importantes. Para
is50, siga 0S passos a seguir.

12 passo: No campo Entrada de comando (situado na parte esquerda da tela), digite a funcao f(x) = log(2, x) e
tecle “Enter”. No GeoGebra, f(x) = log(2, x) é a notacao de f(x) = log, (x).

22passo: Do lado direito da Barra de ferramentas (parte superior da tela), clique na Barra de estilos e depois em
“Exibir ou esconder a malha”; selecione a malha quadriculada. Vocé agora devera ter uma imagem igual a apre-
sentada abaixo.

E
= .
B . A - . L - ¥ - —
5 |__'|‘ . e L N oaac utoob o Q=
<
3
2 ' ACo i
E
o
< d .
5 b
E —
3 —
g i
o ’__/
r/
-
/-/

Captura de tela do 12 passo.

32 passo: Para obter a raiz da funcao f, ainda no campo de entrada, digite Raiz [f, 0, 100] e tecle “Enter”. Como
a funcao nao é polinomial, o GeoGebra analisa as raizes dentro de um intervalo. Nesse caso, estamos utilizan-
do o intervalo [0, 100]. Veja que foi criado o ponto A = (1, 0), logo x = 1é raiz de f.

42 passo: No campo Entrada de comando, insira os pontosB= (2,1),C=(4,2), D = (1/2, =) e E = (1/4, —2)

e verifique que todos pertencem ao grafico da funcdo. (A cada ponto inserido tecle “Enter”.)

Observe ainda que o grafico da funcdo nao intersecta o eixo das ordenadas. O eixo das ordenadas sera uma
assintota do grafico da funcao.

[ = e i — —  —  —  —
1 Fique atento! |

' Vocé pode mover, ampliar ou reduzir a sua imagem utilizando | «}+ | da Barra de ferramentas. I

Lfica na parte superior da maioria dos mouses). J

Outra opgao para aumentar ou diminuir o zoom é utilizar o scroll do mouse (aquela “rodinha” que
1

A

) - ST SN
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Relacdo entre o grafico de uma funcao logaritmica
e de uma funcao exponencial de mesma base
Estudamos que os graficos de duas funcoes inversas sao simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes

impares (y = x). Agora, teremos a oportunidade de verificar melhor essa relacdo com funcdes logaritmicas e
exponenciais.

12 passo: Repita 0os mesmos passos da construcao do grafico da funcao f(x) = log, (x). Em seguida, digite no
campo Entrada de comando g(x) = 2”x e tecle “Enter” e h(x) = x e tecle “Enter”.

22 passo: No campo Entrada de comando digite os pontos (um de cada vez): A = (1, 0), B = (2, 1), C = (4, 2),
D=(1/72,-1),E=(1/4,-2), F=(0,1,G=(1,2),H=(2,4), | = (=1,1/2) e J = (=2,1/4). Observe que os pontos
de A a E pertencem a funcdo logaritmica, enquanto os pontos de F a J pertencem a funcdo exponencial.

‘E] o )“-‘ ,."J j-.‘-' G; _\'-:_j’ -f:.." ‘.\'\ ARG 2P e 4_—3 q
Fungio ] __| _I A Con E 7‘&

-

@ ) = togalx) L
@ '8kl =2
© MR =x

Panto
@ A=(L0
@ =iz I
® c=wa ")

o

O b= (05 -0 =T % -3 -3 =3 -1 -1 ]
E= (025, -2)
@ F=pn &
@ s=(.8
H=(24) -2
O 1=¢-1,0:5)

@ s=v2.025 -3

Reproducao/Arquivo da editora

e

Captura de tela do 22 passo.

. Fique atento!
Nao se esqueca de salvar .
Lcada uma das construcdes.
1. Repita os passos anteriores e construa os gréficos das funcdes a seguir:
a) f( ) |0810 ( ) Veja os graficos no Manual do Professor.
b) g(x) = logz (x +1)
c) h(x) = log: (x)

d)j( ) |0g1o (X + 'I) 2. A abscissa do primeiro ponto é igual a ordenada do segundo, a ordenada do primeiro é igual
a abscissa do segundo. Exemplo: A = (1,0) e F = (0, 1). Os pontos pertencem a funcdes inversas.
2. Qual é a relacdo entre as coordenadas de dois pontos simétricos em relacdo a reta y = x?

3. Represente as funcdes f(x) = logio X, g(x) = log 1 x e suas respectivas funcoes inversas.
Veja os graficos no Manual do Professor. 2
4. Existe uma funcao logaritmica muito importante: trata-se de f(x) = log. x, em que e representa o nimero

de Euler. Construa o grafico da funcao f(x) = In(x), determine sua imagem e sua raiz.
Veja o grafico no Manual do Professor. Im(f) = R; raiz: x =1

apitulo 6
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(3 ) Equacées logaritmicas

Vamos agora estudar as equacoes logaritmicas, ou seja, aquelas nas quais a incognita esta envolvida no

logaritmando ou na base do logaritmo.
Exemplos:

a) logsx =5 b) logy (x + 1) + logy (x — 1) =1

c) logy-13=2 d)2-logx = log 2x — log 3

Exercicios resolvidos

Resolucao:

elogs (x* = 3x—1)=1+logs (x —2) =

A=16
x'=5ex"=1
e Verificacao:

X—2=5-2=3>0

Portanto,5&€ Se 1€ S.

segunda.

necessidade de calcular "

"X -2 parax =1? na pagina 178.

m@& Resolvido passo a passo

habitantes em meados do ano:

b) 2002. d) 2007,

1. Lendo e compreendendo
a) O que édado no problema?

cidade.
b) O que se pede?

marca dos 3600 habitantes.

16. Resolvaaequacdologs (x> —3x — 1) =1+ logs (x — 2).

e Condic3o de existéncia: x> —3x —1>0ex—2>0

=logs (x> —3x — 1) = logz3 + logs (x — 2) =
=logs (x> —3x — 1) = log; B(x — 2)] =
=x2-3x—-1=3x—-6=x"—6x—5=0

X:5€2—9—4=25—w—1=9>0

X:162—w—4=1—3—1=—3<o

Porque foi obtida uma sentenca
matemadtica falsa na primeira
S = {5} condicdo, ndo havendo a
necessidade de se verificar a

r :

« Para refletir = m—— -

I Por que nao houve 1 _ Fique atento!
Veja a 52 consequéncia

Lt L

17. (ESPM-SP) Em 1997 iniciou-se a ocupacdo de uma
fazenda improdutiva no interior do pais, dando
origem a uma pequena cidade. Estima-se que a
populacao dessa cidade tenha crescido segundo
a funcdo P = 0,1 + log, (x — 1996), onde P é a
populacao no ano x, em milhares de habitantes.
Considerando V2 =14, podemos concluir que a
populacao dessa cidade atingiu a marca dos 3 600

a) 2005. ¢) 2011. €) 2004

A funcao do crescimento da populacao de uma

O anoem que a populacao de uma cidade atingiu a

passo a passo: exercicio 17

2. Planejando a solucao

A funcao dada relaciona a populacao P da cidade, em
milhares de habitantes, ao ano x. Devemos iguala-la
a 3,6 mil habitantes e, com isso, encontraremos o ano
X, que é a informacao procurada.

3. Executando o que foi planejado
Igualando a funcdo a 3,6, temos:

3,6 = 0,1+ log, (x —1996) = 3,5 = log, (x — 1996) =
= 235 = x—1996 :

Sabendo que J2 = 14 = 27,temos que

1
2°=2"-22=8-14 =12
Logo, 11,2 = x—1996 = x = 11,2 + 1996 = x = 20072

Analisando as alternativas, verificamos que o evento
ocorre em meados do ano de 2007.

4. Verificando

Vamos verificar se em 2007 a populacao P é aproxima-
damente igual a 3,6 mil habitantes:

P=10,1+ log, (2007 — 1996) = P = 0,1 + log, 11
Realizando os calculos na calculadora, temos que
log,11 = 3,5; assim, P = 0,1 + 3,5 = 3,6. Logo, fica veri-
ficado que o evento ocorreu por volta do ano de 2007.

5. Emitindo a resposta
A resposta é a alternativa d.

6. Ampliando o problema

a) Uma cidade, para ser classificada em crescimen-
to consideravel, deve atingir a marca de 5000
habitantes em 5 anos. Utilizando os dados da
questao-base, em que ano a cidade, formada por
uma ocupacao de uma fazenda, atingira esse
contingente populacional? Julgue se essa mesma
cidade apresentou crescimento consideravel.

Dado: 24,9 =29.9. Atingira no ano de 2025; e ndo é
classificada como uma cidade em
crescimento consideravel.

b) Discussd@o em equipe
Troque ideias com seus colegas sobre a invasao de
fazendas, propriedades privadas improdutivas e
levante as possiveis causas. Deem suas opinioes
sobre o papel do governo na resolucao desse tipo

de problema. Resposta pessoal.

A
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18. Resolva as equacdes:
a) log, (x —3) +logy x =2

b) loge x + logy; x — logs x = —1

Resolucao:
a) log, (x —3) + logy x =2
® Condicao de existéncia: x —3>0ex > 0=
=>x>3ex>0=>x>3
® Ha dois modos diferentes de resolucao:
l) log, (x — 3) + log, x = 2 = log, [(x — 3)x] = 2
Usando a definicao de logaritmo:
(x=3)x=2=>x*"-3x—4=0

e Verificacao: como a condicao de existéncia é
x>3,entdo4dEeSe -1&5S
s=14

b) logg x + logy x — logs x = —1

® Condicao de existéncia: x > 0

®logg x + logy; x — logs x = —1
Vamos escrever os logaritmos na base 3:
logs x logs x
logs 9  log; 27

—logs x = —1

Comologs; 9 = 2 e log; 27 = 3, temos:

A=9+16=25 o Lo
X' =4ex"=—] 5 3 —|0g3X=—1=>
ou
ll) log, (x — 3) + log, x = log, 2 = N 3-logs x +2~|o6g3x —6-log; x _ _% N
= ozl = 504 = loig, £ - Y =3-logsx+2-logsx—6-logsx=—-6=
Usando o fato de que a funcao logaritmica é 6
inietiva: = —logsx = —6=logsx=6=3"=x=
jetiva:
(Xx—3)x=4=x—3x—4=0 =X =129
A =25 e Verificacdo: 729 >0=729 € §
X' =4ex"= -1 S ={729}
50. Resolva no caderno as equacdes: 58. @~ (Unesp-SP) O altimetro dos avides é um instru-

= {16}

a) logy(x + 1) =45=1{15 ¢ Iog4(log2x)—1
b) log, (x* + x+2)=3 d) log,+ (x> +7) =2
s={-3,2 s={3)

51. Calcule x sabendo que:
a) log, x (x — 6) =15 = {7} b) 2982+ =3 5= 2

52. Resolva no caderno as seguintes equacoes:
a) logix —logsx —6=05= {% 27J
b) logix —2-logax +1=0 s-{2}

53. Resolva no caderno as equacdes a seguir:
a) logy3 +logy (x — 1) = logy 6 5= {3}
b) logs 2 + logs (x + ) =15 - | 1|

(2]
54. anDados A = logio x, B = logio (x + 2) e C = logyo 3,
calculem x para que setenha A+ B=C. x=1

55. Qual é o conjunto solucdo da equacdo
log, (x — 2) + log, (x — 3) =1+ log, (2x — 7)? (Lem-
bre que: 1= log, 2)) s =1{4,5}

56. @» Determinem x de modo que
logio (1000)* — logo (0,001)* =1. X = r

57. &= Resolvam no caderno as equacdes:

a) logyx — logg x = b) logio x + logipo X = 3
S= S ={100}

1
{64}

mento que mede a pressao atmosférica e transfor-
ma esse resultado em altitude. Suponha que a alti-
tude h acima do nivel do mar, em quildmetros,
detectada pelo altimetro de um aviao, seja dada,
em funcao da pressao atmosférica p, em atm, por

h(p) =20- |0g10 (%j

Num determinado instante, a pressao atmosférica
medida pelo altimetro era 0,4 atm. Considerando a
aproximacao logip 2 = 0,3, a altitude h do aviao nes-
se instante, em quildmetros, era de:

a)5 xb) 8. Q9. d) 1. e) 12.

Al
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~
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Altimetro de avido.
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Inequacodes logaritmicas
Observe as inequacoes:
b)log: x <5 c) logx + log 3 = log 2x
2
Esses sao alguns exemplos de inequacoes logaritmicas. Para resolvé-las, usamos varias informacoes ja
estudadas sobre logaritmos e funcao logaritmica. Vamos recordar:
» A funcao f(x) = log, x é crescente quando a > 1. Nesse caso, conserva-se o sentido da desigualdade. Por

exemplo: para x > 0, temos log 7 x > log; 3& x> 3.
4 4

» Afuncao f(x) = log, x é decrescente quando 0 < a < 1. Nesse caso, troca-se o sentido da desigualdade. Por

exemplo: parax > 0,temos log; x > log; 3 & x <3.
5 5

a) log; (x + 1) > log, 6

Exercicio resolvido

 Exercicios

19. Resolva as inequacdes:
a) logy (x + 1) > log, 6;
b) logae 2x — logsg 3 = logy x + logag 2.

S={xeR|x>5}
b) |Og4g 2X — |Og4g 3= |Og7X T |Og49 2
e Condicao de existéncia: 2x>0ex>0=x>0

Para que todos os logaritmos tenham a mesma
base, podemos substituir log; x por logag X*.

2Xx X
Reso|ug50: = |0g49 T = |0g49 (2X2) = — = 2X2 =
a) ® Condicao de existéncia: x +1> 0= x> —1(l) —6x2— 2x<0
® base a = 2 (@ > 1) — mantém-se o sentido da
desigualdade: Y R
logy (x + 1) >logy 6= x+1>6=x>5(ll) 3
® Quadro de resolucao (as condicdes (1) e (I) de-
vem ser satisfeitas simultaneamente):
T aln X
-1
o\ - /1
O 3
S 5 -Verificagéo:x>0e0$xs%:0<xs%

Ainequacao fica assim:

logag 2X — 10849 3 = logag X* + logss 2 =

Veja a resolucao

no Manual do

Professor.

[PoSe—o s — o000 —0o-
Para refletir \
Construa no caderno o quadro de .
resolucao para confirmar a resposta._/

5:{X6|R|O<x<%}

®

59. Resolva no caderno as inequacdes:
a) logs (x — 1) >05={xER[x>2
b) logs (2x + 6) <logz4 s ={xER| -3 <x< 1}

60. Resolva no caderno:

a) log:1 3—x)—log; 2>log; x
2 2

S={xER|1<x<3}
61. Determine os valores reais de x que satisfazem:
a) 29804 >1 s=(xeR|x>5)

b) logs (2x + 1) < logs x + log, 3
2 S={xER|0<x<T1}

) logs (2 —x)>logy3 s={xeR|x< -1}
d) logos (x> = 1) <logo38 s ={xER|x< —30ux>3}

) log, (x — 5) +log, (x — 4) <1
S={xeR|5<x<6}

b) log; (x* — 2x)
3

= —1
S={xER|-1=sx<0ou2<x<3}

A
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Logaritmos e funcoes
logaritmicas

Varios conceitos basicos da Matematica, criados
para atender a certas necessidades e resolver pro-
blemas especificos, revelaram posteriormente uma
utilidade bem mais ampla do que a inicialmente
pensada, e vieram, com a evolucao das ideias e o
desenvolvimento das teorias, a adquirir uma posicao
definitiva de grande relevancia nessa ciéncia. Em
alguns casos, a utilidade original foi, com o tempo,
superada por novas técnicas, mas a relevancia ted-
rica se manteve. [..]

Os logaritmos foram inventados no inicio do sé-
culo XVIl, a fim de simplificar as trabalhosas operacoes
aritméticas dos astrénomos para a elaboracao de ta-
belas de navegacao.

Com efeito, a regra log (xy) = log x + log y e suas

consequéncias, tais como log (%] = log x — log y,

log (x") = n - log x, permitem reduzir cada operacao
aritmética (exceto, naturalmente, a adicdo e a sub-
tracdo) a uma operacao mais simples, efetuada com
os logaritmos. Essa maravilhosa utilidade pratica
dos logaritmos perdurou até recentemente, quando
foi vastamente superada pelo uso das calculadoras
eletrénicas.

A funcao logaritmica, entretanto, juntamente
com sua inversa, a funcao exponencial, permanece
como uma das mais importantes na Matematica, por
uma série de razoes que vao muito além da sua utili-
dade como instrumento de calculo aritmético. [...]

LIMA, Elon Lages. Meu professor de Matemadtica e outras histdrias.
Rio de Janeiro: Impa-Vitae, 1991. p. 28-30 passim.

O logaritmo na era
da informatica

Quando um evento tem probabilidade p de ocorrer,
sua ocorréncia fornece uma quantidade de informa-
¢oes | dada por uma expressao que envolve logaritmos,

que é | = log, i ou seja, 1bit de informacao.
p

A lei de Weber e as escalas
de Fechner

A lei de Weber (Ernst Heinrich Weber, 1795-1878,
fisiologista alemao), para resposta de seres humanos

N

a estimulos fisicos, declara que diferencas marcantes
na resposta a um estimulo ocorrem para variacdes
da intensidade do estimulo proporcionais ao préprio
estimulo. Por exemplo, um homem que sai de um
ambiente iluminado para outro, s6 percebe uma va-
riacao da luminosidade se esta for superior a 2%; s6
distingue entre solucoes salinas se a variacao da sa-
linidade for superior a 25%, etc.

Fechner (Gustav Theodor Fechner, 1801-1887, fisico
e filésofo alemao) propés um método de construcao
de escalas baseado na lei de Weber.

Sejaiataxa de variacao da intensidade do estimu-
lo que permite discriminacao da resposta. Associemos
ao estimulo xo o nivel de resposta 0. Entao, a cada va-
riacao de taxa i no nivel do estimulo, aumentamos uma
unidade na medida do nivel de resposta. Sejam y a
resposta e x a intensidade do estimulo.

a) x = xo(1+ iy
b) y =a-logx + b, com

_ 1 _ 1
(1+i0)°

log (1+ 1) € Xo

c) O brilho de uma estrela é uma sensacao, ou seja,
€ uma resposta a um estimulo que é a energia
luminosa recebida pelo olho. Os astronomos me-
dem o brilho por intermédio de uma escala de
Fechner,m = c — 2,5 - logyo I, onde m é a medida
do brilho, chamada de magnitude aparente, / é a
energia luminosa recebida pelo olho e c € uma
constante.

d) Uma escala de Fechner muito conhecida é a escala
Richter, que mede a intensidade de terremotos. Ela
¢ definida por R = a + logyo /, em que R € a intensi-
dade do terremoto (em graus Richter) e / é a energia
liberada por ele.

e)Outra escala de Fechner também muito conhe-
cida € a que mede ruidos, definida por
R =12 + logio/,em que R é a medida do ruido em
bels (essa designacao é em homenagem a Ale-
xander Graham Bell, 1847-1922, fisico escocés e
inventor do telefone) e | é a intensidade sonora,
medida em watts por metro quadrado. Na reali-
dade, a unidade legal no Brasil € um submultiplo
do bel, o decibel.

MORGADO, Augusto Cesar et al. Progressoes e
Matemadtica financeira. Rio de Janeiro:
SBM, 1993. p. 40-41 passim. (Colecao do Professor de Matematica).
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Pensando no Enem

Matriz do Enem: H21 - Resolver situacdo-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

® Leia o texto e observe o grafico.

[...] fato é que a tecnologia avanca a passos largos, na verdade em passos exponenciais.

Um exemplo classico de tecnologia exponencia
que a quantidade de transistores nos circuitos integ

| € expresso pela lei de Moore, que em termos gerais mostra
rados dobra aproximadamente a cada um ano e meio com o

mesmo custo de producao. Isso pode ser apresentado por um grafico exponencial de crescimento, dai o nome de

tecnologia exponencial.

o O ritmo acelerado das mudancas... o 2045
¥ As primeiras 10% ~— Supera
P imeliabnci
Revolugao 8000 Revolucédo 120 anos Invencao da 90 anos Homem pisa 22 anos PanVgLas 9 anos Sequenciamento aelguievg ::&a
agricola anos Industrial lampada nalLua do DNA humano atodos os
surgem cérebros
na Internet. humanos
juntos.
SUPERA

0 ... € um crescimento exponencial
em poder de computacao...

A tecnologia informatica esta progredindo mais
a cada hora do que em seus primeiros 90 anos.
Este avanco ocorre em poténcias de 10.

10% RECURSOS
INTELECTUAIS
DE UM HUMANO

EM 2023.

AW

o ...levaraa
inteligéncia
artificial.

Applell
Aum preco de
1298 ddlares,

-—

108

UNIVACI a maquina compacta
O primeiro foi um dos Nvidia Tos
i i lvidia lesla -—
CLASSIFICACAO DOS Colossus computador primeiros GPU & PC
COMPUTADORES 0 computador comercializado computadores
. } s i utili €550ais acPro
em calculos realizados eletronico, com Io'bUtl'l'ZHdo para po ular 10000000000 kig::';gs
por segundo por $1,000 1500 tubos a vacuo, abular 9 §enso popular. Dell INTELECTUAIS
ajudou os ingleses demografico dos Dimension DE UM RATO
’ 2 EUA e ocupava mais EM 2015,
a decifrar codigos 8400
L. . ultrassecretos de 35 m? de espaco. (L
Magquina Analitica = Pentium PC
alemaes durante Data 100000
Nunca totalmente aSegunda General Power Mac G4
IBM  Nov, s
(cjoncs;c]ruida; |£1t\)/encao Guerra Mundial. ES%A 1130 4 O primeiro computador pessoal
e Charles Babbage . om f -
foi designad 8 Whirlwind & 7 intellecs Deskgrgsse cay:_:az.de realizar T de
ol designada para ESS]O 1bilhdo de operacdes com
resolver problemas BINAC &/BM1620 numeros reais por segundo.
computacionais ENIAC @ 1
Agi ° ° .Datamat\c
e logicos. ° IBM_ EDVAC
Maquina Zuse 3 sSEC
de tabulagao Zuse 2
Hollerith Méq;na ® Nacional  “**¢
Ellis 3000
> de tabulagao IBM ® @R
° X X - '
«——ELETROMECANICO =-RELES =+ s=TUBOS A VACUO —= »-TRANSISTORES— CIRCUITOS INTEGRADOS ———
T T T T T T T T T
1900 1920 1940 1960 1980 2000 20m 2020 2045

[..] O crescimento destas tecnologias passa pela digitalizacao das mesmas, pelo crescimento exponencial do
desempenho e a reducao também exponencial nos custos.
Exemplo é o sequenciamento de DNA, que era tao caro ha algumas décadas e hoje pode ser feito por menos

de1délar[..]

Fonte: EXAME.com.
de-mart

Fique atento!

material semicondutor.

Relés sao dispositivos que atuam como interruptores eletromecanicos. O tubo a vacuo, também conhecido como valvula, era
utilizado como amplificador de sinais. Transistores sdo componentes eletrénicos que atuam como interruptores, amplificadores
e retificadores de sinais elétricos. Circuitos integrados (CIs) sdo circuitos eletrénicos miniaturizados, compostos basicamente de

Disponivel em: <http://exame.abril.com.br/rede-de-blogs/ceos-do-futuro/2015/06/10/
y-mcfly-as-tecnologias-exponenciais-faca-parte-do-futuro/>. Acesso em: 22 mar. 2016.

)
|

Considerando os valores a direita, na vertical, no grafico acima — que indicam o nimero de calculos realizados por um

computador por segundo por 1000 délares ($1000.00)
Ihor representa esse crescimento é:

a) N(x) = 0,00001-10% " 1<x<6
b) N(x) =107*-10°* "V 1<x<6

x ¢) N(x) = 0,00001 - 105(“”,1 <x<6
dYNX) =107 x,1<x<6
e)N(X)=10""*1<x<6

—, podemos afirmar que a funcao do tipo exponencial que me-

Banco de imagens/Arquivo da editora
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O que é poluicao sonora?
e —— = /-’___ =

Poluicao sonora é todo ruido que pode causar danos a satde humana ou animal. Existem diversas situacoes que
causam desconforto acustico, como uma pessoa falando alto ao celular e um individuo ouvindo musica sem fones.
Mas, se ndo tiver potencial para causar dano, nao é poluicao sonora.

Embora ndo se acumule no meio ambiente, como outros tipos de poluicdo, ela é considerada um dos principais pro-
blemas ambientais das grandes cidades e uma questao de satde publica.

Uma pessoa exposta a ruidos muito altos pode sofrer de insénia, depressao, perda de meméria, gastrite, doencas
cardiacas e, claro, surdez. Por isso, existem leis e normas para evitar altos niveis de ruidos. Entre os especialistas, o
consenso é que o limite seguro é de 80 dB.

A orelha (ou ouvido) é responsavel pela capacidade de ouvir e também pelo equilibrio do corpo. E composta

In Im |g°5 do OUVIdo por trés estruturas: orelha interna, orelha média e orelha externa.
Conheca algumas das fontes mais nocivas [...] ao seu redor:

—Transito congestionado: 80 a 90 dB - Latidos: 95 dB — Liquidificador: 85 dB

- Avenida em obras com britadeiras: 120 dB - Secador de cabelos: 95 dB - Fogos de artificio: 125 dB
—Feira livre: 90 dB —Bronca: 84 dB —Avido decolando: 140 dB
— Trios elétricos: 110 dB - Banda de rock: 100 dB

Fonte: SAHD, Luiza. O que é poluicao sonora? Mundo Estranho. Ed. 02/2014. Disponivel em: <http://planetasustentavel.abril.com.br/noticia/
ambiente/o-que-e-poluicao-sonora-mundo-estranho-777867.shtml>. Acesso em: 8 abr. 2016.

Audicao e os logaritmos

Os sons que chegam as nossas orelhas sao ondas sonoras produzidas por vibracoes de particulas do
meio. Quando essas ondas sonoras atingem a orelha, ocorre a conversao da variagcao de pressao no ar
em estimulo nervoso, que, ao alcancar o cérebro, passa uma sensacao auditiva, o som.

O nivel de intensidade sonora de uma onda (/4s) € uma grandeza medida em decibels (dB). A /45 é
igual a 10 vezes o logaritmo decimal da razao entre duas quantidades de energia. A primeira delas —=
é definida como quantidade de energia, chamada intensidade sonora (/), e representa a razdo entre a —

4
|
Il g

© David J. Green/Alamy Stock Photo/Latinstock

poténcia sonora e a area da superficie considerada: | = % Essa unidade é dada em W/m? e nos for- ——"

Medidor de nive
nece dados que nos permitem avaliar se o som & forte ou fraco; por meio dela podemos classificar se e intensidade

o som emitido é suportavel ou ndo. A segunda é uma constante: lo = 107> W/m?, | sonora, indicando

\ O calculo do nivel de uma intensidade sonora é dado pela formula: I45 = 10 log <—> 75,7 decibels.
lo

~
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A audicao humana pode perceber uma extensa faixa de intensidade de ondas sonoras, desde | = 107 W/m? até 1 W/m?.
O limiar da audicao humana, o minimo de intensidade sonora que ativa nossa percepcao, ocorre quando lgs = O. Veja:

lag =10|og(+) = 0=10 Iog(m%u) = 0=log/—log10™" = log/=—12log10 = log/=—12 = 1=10""
0

Quando | = 1 W/m?, tem-se o que se chama limiar da dor. Vejamos nessa escala a partir de quantos decibels uma
onda sonora pode provocar dor em nossas orelhas.

— 1 — =12\ — —
lds —10Iog(10—_12)—10(log1—log10 )=10-12=120
Uma onda sonora provoca dor a partir de 120 dB.
Observe a tabela a seguir que apresenta os limites de tolerancia para ruido continuo --——--
ou intermitente; esses valores foram propostos pelo Ministério do Trabalho. » Fique atento! |
Entende-se por Ruido 1
© Limites de tolerancia para ruido continuo ou intermitente I Continuo ou Intermitente,
. paraos fins de aplicacdo I
Nivel de ruido (dB) Maxima exposicao diaria permissivel I de Limites de Tolerancia, s
85 8 horas . gmido qltle naosejaruido *
" deimpacto.
90 4 horas Lo
95 2 horas
100 1hora Fonte dos dados: NR-15 Atividades e
- operagoes insalubres. Ministério do
105 30 minutos Trabalho e Emprego. Disponivel em:
110 15 minutos <wv_vw401O.dataprev.gov.br/sislex/
. paginas/05/mtb/15.htm>.
115 7 minutos Acesso em: 14 jan. 2016.

A exposicao excessiva a niveis sonoros superiores ao recomendado levam progressivamente a perda da audicao.
Portanto, devemos evitar exposicao demorada a sons com nivel de intensidade sonora muito alta, pois os sons a partir
de 130 dB podem causar danos permanentes a audicao.

Trabalhando com o texto

1. Um avido decolando precisaria produzir um nivel de intensidade de quantos decibels a menos para que seu ruido

nao provocasse danos na audicao de um controlador de pista em aeroportos?
20 dB a menos, porém o ideal seria diminuir 60 dB.

2. Quanto tempo vocé poderia ficar exposto aos ruidos de um trio elétrico sem causar danos a sua audicdo?
15 minutos.

3. Tomando como referéncia os dados apresentados, quanto tempo deveria durar um show de rock?
No maximo 1 hora.

4. Um piano pode chegar a 92 dB. Qual é a intensidade sonora (W/m?) correspondente aos 92 dB emitidos pelo pia-
no? /=10 **W/m?

Pesquisando e discutindo

5. Pesquise e anote no caderno os niveis de ruidos dos eletrodomésticos da sua casa, por exemplo, aspirador de po,
secador de cabelo e liquidificador. Depois, escreva o tempo maximo de exposicao aos ruidos emitidos por esses
eletrodomésticos. Resposta pessoal.

6. Pesquise em quais profissdes podem ocorrer danos a audicio e a média de decibels que esses profissionais estdo
expostos. Resposta pessoal.

Veja mais sobre o assunto

Procure mais informacdes sobre a poluicdo sonora em jornais, revistas, livros e na internet. Sugestoes: (acesso em:
22 mar. 2016)

® BRASIL. Ministério da Saude. Perda auditiva induzida por ruido (Pair). Secretaria de Atencao a Saude, Departamento
de Acdes Programaticas Estratégicas. Brasilia: Editora do Ministério da Saude, 2006.

® Inmetro. Selo ruido: <www.inmetro.gov.br/imprensa/releases/seloRuido.asp>.

® Saude auditiva Brasil: <www.saudeauditivabrasil.org.br/>.
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\Vestibulares de Norte a Sul ®

Regiao Norte

1.

2.

(Uepa) Os dados estatisticos sobre violéncia no
transito nos mostram que é a segunda maior cau-
sa de mortes no Brasil, sendo que 98% dos aciden-
tes de transito sdo causados por erro ou negligén-
cia humana e a principal falha cometida pelos
brasileiros nas ruas e estradas é usar o celular ao
volante. Considere que em 2012 foram registradas
60 000 mortes decorrentes de acidentes de tran-
sito e destas, 40% das vitimas estavam em motos.

Texto adaptado: Revista Veja,
19/08/20713.

Afuncdo N(t) = No(1,2)! fornece o nimero de vitimas
que estavam de moto a partir de 2012, sendo t o nu-
mero de anos e Np 0 nimero de vitimas que estavam
em moto em 2012. Nessas condicoes, o nimero pre-
visto de vitimas em moto para 20715 sera de:

xa) 41472.
b) 51840.
¢) 62 208.

d) 82 944.

)
€) 103 680.

(Unifap) Ezequiel e Marta, estudando problemas
que envolvam logaritmos, se depararam com uma
questao envolvendo logaritmo, onde dois terremo-
tos, com R; e R, pontos na escala Richter, estao re-
lacionados por: Ri—R, = |0g1o(M—1>

M,
onde M; e M, medem a energia liberada pelos res-

pectivos terremotos. Usando a formula acima, se
M, =10° M,, entdo R, — R, é igual a:

Este exercicio envolve a soma de uma PG finita,
b) 1. porém este topico sera estudado apenas no préximo
capitulo. Permita aos alunos tentar resolver este
2 exercicio com o auxilio de uma calculadora ou de uma
3. planilha de célculo. Depois que completarem o
estudo do Capitulo 7, pode-se propor aos alunos
4 resolvé-lo novamente, utilizando a formula geral da
soma dos termos de uma PG finita. Veja no Manual
do Professor a resolucao deste exercicio.

Regiao Nordeste

3.

(UFPB) O diretor de uma fabrica de parafusos esta-
beleceu para o ano de 2013 a seguinte meta minima
de producao:

—Em janeiro, devem ser produzidos 20 000 parafusos;

—Nos meses subsequentes, a producao de cada
més devera exceder 20% da produgao do més
anterior.

Considerando que as metas mensais de producao
sejam todas cumpridas, é correto afirmar que, no
final de 2013, o nimero de parafusos produzidos
sera, no minimo, de:

Use: 1,2 = 8,916.

a) 491 600.

b) 591 600.

¢) 691 600.

«d) 791 600.
e) 891 600.

. (Uneb-BA) A magnitude aparente de um astro de

brilho B é definida a partir de uma referéncia B, por

meio da féormula M=log, (: ) com a seguinte
0

convencao: “a magnitude aumenta em 5quando o
brilho é dividido por 100”.

Nessas condicoes, considerando-se log 2 = 0,30 e
log 3 = 0,48, pode-se afirmar que a magnitude
aparente da Lua, em que B =1,2 X 10°By, é igual a:

01) —12,9.
x 02) —12,7.
03) —12,5.
04) —12,3.
05) —12,1.

Regiao Centro-Oeste

5. (IFG-GO) As manifestacdes populares no Brasil, ini-

ciadas em junho de 2013, colocaram milhares de
brasileiros nas ruas, reivindicando melhorias no
transporte publico, educacao, saude, seguranca e
o combate a corrupcao.

Considerando que uma manifestacao iniciada as
17 horas tenha 100 participantes e que esse niime-
ro triplica em relacao a hora anterior, o nimero de
participantes na manifestacao as 21 horas é de:

a)1200.
b) 2 700.
¢) 24 300.
xd) 8100.
€) 12 000.

@_




6. (Uneb-DF) Danos de alimentos dcidos

O esmalte dos dentes dissolve-se prontamente em
contato com substancias cujo pH (medida da aci-
dez) seja menor do que 5,5. Uma vez dissolvido, o
esmalte nao é reposto, e as partes mais moles e
internas do dente logo apodrecem. A acidez de va-
rios alimentos e bebidas comuns é surpreendente-
mente alta; as substancias listadas a seguir, por
exemplo, podem causar danos aos seus dentes com
contato prolongado.

(BREWER. 2013, p. 64).

minutos, de acordo com a funcao T(t) = Ty - 2°7".
Sendo To = 30 °C a temperatura inicial desse forno,
pode-se estimar que o tempo necessario para que
sua temperatura atinja 240 °C, em minutos, é apro-
ximadamente igual a:

a) 3. xb) 4. ) 6. d)7.

. (Insper-SP) Para combater um incéndio numa

floresta, um aviao a sobrevoa acima da fumaca
e solta blocos de gelo de uma tonelada. Ao cair,
cada bloco se distancia da altitude em que foi

solto pelo avido de acordo com a lei d = 10t%, em

TR pH que t € o tempo em segundos. A massa M do
A bloco (em quilogramas) varia, em funcao dessa
Sucodelimao/lima 18-2,4 distancia de queda d (em metros), conforme a
Café preto 24-32 expressao M =1000 — 250 log d.
: Se o bloco deve chegar ao chao totalmente derre-
Vinagre 24-34 tido, a altitude minima em que o avido deve
Refrigerantes de cola 27 solta-lo e otempo de queda nesse caso devem ser:
. xa) 10 000 metros e 32 segundos.
Sucode laranja 2,8-4,0
- b) 10 000 metros e 10 segundos.
Maca 29-35> c) 1000 metros e 32 segundos.
Uva 33-45 d) 2000 metros e 10 segundos.
Tomate 3,7-4,7 €) 1000 metros e 10 segundos.
Maionese/molho de 3.8-4.0 B
salada Regiao Sul
Cha pret 4,0-4,2 . . R
apreto 9. (UEL-PR) A mitose é uma divisio celular, na qual

uma célula duplica o seu conteldo, dividindo-se

em duas, ditas células-filhas. Cada uma destas
células-filhas se divide, dando origem a outras
duas, totalizando quatro células-filhas e, assim, o
processo continua se repetindo sucessivamente.
Indique a alternativa que corresponde, corretamen-

te, a funcao que representa o processo da mitose.

a) f: 7 — N, dada por f(x) = x*. g:;;zz‘it;;iza'”s'”’a' das
b)f 7. — 7., dada porf(x) = 2%, geralmente deve-se apenas

xc) f: IN* =N, dada por f(x) = 2*.

A acidez dos alimentos é determinada pela concen-
tracdo de ions de hidrogénio [H*| em molL™". Em
Quimica, o pH é definido por
pH = colog|H*| = —log|H"|.

Sabendo-se que uma amostra de certo alimento
apresentou concentracao de ions de hidrogénio
igual a 0,005 molL™" e considerando que colog 2 =
= —0,3, pode-se afirmar que, de acordo com a ta-

bela ilustrativa, a amostra corresponde a:
acrescentar “s” no final da

xa) suco de limao/lima. unidade. Por exemplo, o

. 3 — »x plural de decibel é decibels,
b) café Pret°~ d)f R, >R, dada POI’f(X) 2 de pascal é pascals, de mol
) maca. e) f:IR. — IRy, dada por f(x) = 2x. &mols, e assim por diante.
d) maionese/molho de salada. 10. (UCS-RS) O nivel B, em decibels, de um som que tem

e) cha preto.

A designacdo graus centigrados foi abolida na
Conferéncia Geral de Pesos e Medidas de 1948, a

Regiﬁo Sudeste partir da qual passou a usar-se apenas a
designacao graus Celsius.

7. (PUC-MG) Segundo dados do fabricante, a tempe-
ratura T de certo forno, medida em graus centigra-
dos, aumenta em relacao ao tempo t, contado em

intensidade /, é dado pela formula =10 log /L ,
0
em que lo =102 Se a intensidade / for multiplicada

por 100, em quantos decibels aumenta 3?
a)2 c) 100 €) 140
xb) 20 d) 120

Logaritmo e funcéo logaritmica | 205 |
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Em muitas situacdes cotidianas aparece a ideia de sequéncia ou sucessao. Assim, por exemplo, temos:
a sequéncia dos dias da semana (domingo, segunda-feira, .., sabado);
a sequéncia dos meses do ano (janeiro, fevereiro, ..., dezembro);
a sequéncia dos nimeros naturais (0,1, 2, 3, 4, ...);

a sequéncia dos anos, a partir de 2002, nos quais a Copa do Mundo de Futebol foi ou sera realizada
(2002, 2006, 2010, 2014, 2018, 2022, ) Peca aos alunos que citem outros exemplos de sequéncias.

() junte-se com um colega e faca o que se pede.
Determinem qual € o préximo elemento em cada sequéncia abaixo, se possivel:

a) Marco, abril, maio, - junho f)1,2,4,8,16,..32
. . Impossivel determinar, pois nao ha caracteristicas
b) Janeiro, marco, maio, .. julho g) 1, - suficientes para determinar o préximo termo.
) Sabado, sexta-feira, quinta-feira, quarta-feira, ... terca-feira h) 240, —120, 60, =30, 15, ... ~75
d) Domingo, . Impossivel determinar, pois ndo ha caracteristicas i) 1,4,9,16, .. 25

* suficientes para determinar o préximo termo.

e)123,4,..5

Em todas essas situacoes observamos certa ordem nos elementos da sequéncia. Esses elementos sao
também chamados termos da sequéncia. Na sequéncia dos meses do ano, temos: 12 termo: janeiro; 22 termo:
fevereiro; ...; 122 termo: dezembro.

Se representarmos o 12 termo por g, (Ié-se a indice um, ou a um), o 22 termo por a,, 0 32 por as e assim por
diante, até o termo de ordem n, ou enésimo termo (a,), essa sequéncia pode ser representada por
(av, ay, a3, ..., ay).

Nesse exemplo, temos:

a, = janeiro a0 = outubro
a; = julho a, = dezembro
Definicao

Vamos retomar a definicao de sequéncia que estudamos no Capitulo 2.

Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais € uma
funcao definidaemN* = {1, 2, 3, .., n, ..} e tomando Consideraremos apenas

valores no conjunto IR dos nimeros reais. sequéncias de nimeros
reais, ou seja, funqoes

ﬁ IN* = R de N*em R.

Assim, a cada elemento n € IN* corresponde um Unico ndmero real a,,.
Os elementos a, sao os termos da sequéncia, e as notacoes para a se-
quéncia sao:

(a1, a3, a3, .., Gp, ...) OU (Gn)n N OU (an)

Dessa forma, f(1) = ay, f(2) = a, ..., f(n) = ap, ...

O indice n indica a posicao do elemento na sequéncia. Desse modo,
o primeiro termo € indicado por a;, 0 segundo € indicado por a, e assim
por diante.

Banco de imagens/Arquivo da editora
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Exemplos: --——--
P Fique atento! \

a) A sequéncia dos nimeros impares positivos é infinita: (1,3,5,7,9, ...), na qual i Indicamos que a |
— _ sequéncia é infinita
01=10,=3,03=5,04=1,05 = 9, etc. » colocando reticéncias (...)
b) A sequéncia dos quatro primeiros multiplos de 5 é finita: (O, 5, 10, 15). Nesse Lnoﬁnal.

caso,a;,=0,a,="5,a;=10ea, = 15.
o) (17,12, 7, 2, =3, —8) é uma sequéncia finita de 6 termos.

d) Ao lancarmos uma moeda, temos dois resultados possiveis: cara ou coroa.
Se lancarmos duas moedas diferentes, por exemplo, uma de R$ 0,10 e
outra de R$ 0,50, teremos quatro possibilidades: (cara, cara), (cara, coroa),
(coroa, cara) e (coroa, coroa). Se lancarmos trés moedas diferentes, serao
oito resultados possiveis, e assim por diante. Confira:

Arelacao entre o nimero de moedas e o nimero de resultados mostrada na tabela abaixo é uma funcao:
a cada numero de moedas corresponde um Unico nimero de resultados.

Ministério da Fazenda

Reproducao/Casa da Moeda do Brasil/

Moedas.

© Lancamento de moedas
Nimero de moedas 1 2 3 4 5

Numero de resultados 2 4 8 16 32
Fonte: Dados experimentais.
Observe o diagrama abaixo. Nesse caso, f: IN* — R é definida por f(1) = a1 = 2, f(2) = a, = 4, f(3) = a; = 8,
etc., e a sequéncia é representada por (2, 4, 8,16, 32, ...).

r--"—-="=°=-
* Para refletir
I Explicite os oito 1

! resultados no caso de
* trés moedas.

(ca, ca, ca); (ca, ca, co);
(ca, co, ca); (ca, co, co);
(co, ca, ca); (co, ca, co);
(co, co, ca); (co, co, co).
Nesse exemplo observe que 2 = 2'; 4 = 2% 8 = 23,16 = 2% 32 = 2°; etc. Entdo, se n é o nimero de moedas,
o numero de resultados é dado por 2". Nesse caso, temos f(n) = a, = 2". Essa expressao, a, = 2", é cha-
mada lei de formacao ou termo geral da sequéncia (2, 4, 8, 16, 32, ...), pois fazendo n = 1, 2, 3, ... obtemos

os termos a, = 2, a, = 4, a3 = 8, etc., da sequéncia.

Banco de imagens/Arquivo da editora

)

Determinacao de uma sequéncia por recorréncia

Quando conhecemos o primeiro termo de uma sequéncia e uma regra que permite determinar cada
termo a, a partir dos seus anteriores, dizemos que explicitamos a sequéncia por recorréncia.

Exemplos:
a) Vamos explicitar a sequéncia dada por: , Fique atento!
Recorremos ao valor do termo anterior =

" LEmSoRe .. /
dn+1 = 3d, +1,paran =1

a =1

n=1-a,=3a;+1=3-1+1=4 n=3—-a,=3a3+1=3-13+1=40

n=2—-a;=3a,+1=3-4+1=13 n=4—-sa;=3a,+1=3-40+1=121

Portanto, a sequéncia é dada por: (1, 4,13, 40, 121, ...).

b) A sequéncia a, dos nimeros naturais impares (1, 3, 5,7,9, 11, ... ) pode ser definida por:
a, = 1
Ops1 = 0, + 2, paran =1

A
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o Leitura ]S

A sequéncia de Fibonacci

O matematico italiano Leonardo de Pisa (1170-1250), mais conhe-
cido como Fibonacci, contribuiu com diversas pesquisas para o de-
senvolvimento da Matematica.

Em 1202, em seu livro intitulado Liber Abaci, apresentou o pro-
blema que o consagrou. Acompanhe:

Supondo que um coelho tenha vida eterna e que cada casal
gere um novo casal, que dara origem a um novo par no segundo més
de vida, e assim sucessivamente, de més em més, fica formada uma
sequéncia especial com numeros naturais. Assim:

® no 12 més temos um casal de coelhos, que chamaremos de A;
® no 22 més o casal acasala. Continuamos com um par de coelhos;

® no 32més, A gera um par B e passamos a contar com 2 casais;

Gravura de Fibonacci.

® no 42 més teremos trés pares, e o novo casal € uma cria de A; passamos
assimaterA,BeC;

FGeH;

e assim sucessivamente.

WA
\igéa 12 més
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Stefano Bianchetti/Corbis/Latinstock

® no 52 més teremos, além da cria de A, uma cria de B, e ent3o ficamos com 5 casais de coelhos: A, B, C, D e E;

® no 62 més, além das crias de A e B, também teremos uma de C e entdo contaremos com 8 casais: A, B, C, D, E,

® no 72 més teremos crias de A, B, C, D e E e obteremos 13 casais: A, B, C, D, E,F G, H |, J, K, Le M;

~
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Em forma de tabela, temos:

Geracao de coelhos

Més Casais Numero de casais Casais que dao cria
12 A 1
28 A 1 A
3¢ AB 2 A
40 AB,C 3 A
52 AB,CD,E 5 AeB
6° A B,CD,EFGH 8 ABeC
72 AB,C,D,E,F,G H,IJ K LM 13 AB,CDeE

etc. Fonte: Dados ficticios.

Ampliando mais ainda essa tabela, temos:

Numero 11213 lals|e| 7|89 |w0]|n|n2|mnB]etc
domés
Numerf’ 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 | 233 | etc.
de casais

Podemos formar uma sequéncia em que cada termo determina o numero de casais de coelhos:
(1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...) — sequéncia de Fibonacci

Cada termo, a partir do terceiro, € a soma dos dois que o precedem imediatamente.

1. Aférmula por recorréncia da sequéncia de Fibonacci é dada por:

a. = l,sen=1len=2
n dp-1+d,—3,5€n=3

Determine, por recorréncia, os trés proximos termos, depois do 144 e 233. 377, 610, 987

2. Divida cada termo dessa sequéncia, a partir de 21, pelo seu precedente:

a) 21:131,61538 ) 55:341,61764 e) 144 :891,61798
b) 34:211,61904 d) 89:551,61818 f) 233:1441,61806
Observe que os quocientes sao préximos do nimero 1,618: 0 “ntimero de ouro” dos gregos, que abordamos
no Capitulo 1,0 = # =1,6180339887..; ele € um nimero irracional, cujo valor aproximado racional

com trés casas decimais é 1,618.

p Curiosidade I

A sequéncia de Fibonacci também ¢ usada na
Bolsa de Valores para tentar prever os precos
futuros. Essa mesma sequéncia aparece em uma
parte do filme O cddigo Da Vinci, baseado no livro
de Dan Brown.

Acesse o link <cwww.matematica.seed.pr.gov.br/
modules/video/showVideo.php?video=12085>
(acesso em: 23 mar. 2016) para saber mais sobre o
assunto e assistir ao trecho do filme em que é
citada a sequéncia de Fibonacci.

Miguel Schincariol/AFP PHOTO/Agéncia France-Presse

Saldo comercial na Bolsa de Valores de Sao Paulo.
Fotografia de 2015.
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©p Atividade
@20 emdupla

©0p Atividade
@0 em equipe

ATENCAO!
Nao escreva
no seu livro!

a Exercicios

1. Determine o padrdo ou regularidade; entdo, copie
no caderno e complete cada uma das sequéncias
seguindo esse padrao.

a) 3,8,13,18,23,28, W, W, H, Wl 33 38,43 48

b) 31,27,23,19,15, 1, B, W 11,7, 3

¢ 1,1,1,3,5917 1, A, M 31,57,105

d) 1223334400000 004455555
€) 2,7,9,16,25,41, 1, H, W 66,107,173

f) 1,8,27,64, 1, W 125 216

Além disso, os pontos podem ser dispostos de modo a formar um quadrado.

1 Para refletir
" Por que o nome “numeros quadrados perfeitos”?
Escreva no caderno a sequéncia dos dez primeiros
numeros quadrados perfeitos.
(1,4,9,16, 25, 36, 49, 64, 81,100)
Examine a sequéncia dos nimeros triangulares
(1,3,6,10,15,..).

3.

n € IN*. Verifique se o numero 47 pertence a essa
sequéncia. Sim, ay = 47.

Escreva no caderno as sequéncias definidas pelos
termos gerais a seguir (nos casos em que nao apa-
rece o conjunto de variacio de n, considere n € IN*):

a) a, =5n(510,15,20, ..)

Porque os niimeros sao quadrados perfeitos, ou seja, tém raiz quadrada exata.

7.

-
o

=
=

Banco de imagens/
Arquivo da editora

:
:

Escreva no caderno o termo geral da sequéncia

dos nimeros naturais: -

n=123,..)
8,10,12,..);
Ja,=2n-1(n=123,.)

a,=2n(
a) pares maiores ou iguaisa 2 (2,4, 6,

b) impares (1,3,5,7,9,1, ..
Qual é o vigésimo termo da sequéncia dos nime-

ros naturais impares (1,3,5,7,9, 11, ..)?
a3 =39(2-20 —1=39)

. . . 9. Determine os cinco primeiros elementos das
2. Ex.amlnea sequéncia dos nimeros quadrados per- sequéncias (a,), n € N*, definidas pelas leis da
feitos (1,4,9,16, 25, ..): recorréncia a seguir:
T""'""".’"'.
oo b e O a, =(=1)"-a,-1,paran =2
et ’ ° * ‘ ° e ’ * e ’ b) {01 =1 (1,5,13,29, 61, ..
o b--% 6--@--9 b--0---e--4 ;---o---o---.--él,‘ an = Zan—1 + 31paran =2
1 4 9 16 25

Calcule o 82 termo da sequéncia que tema; = 6 e
dn=0a,-1+ 3,paran=2.27

O ~ .
@ Observem as representacoes de figuras forma-
das por palitos:

Agora, copiem no caderno e completem a tabela

25
£3 s
ts b A . . -
33 N s 5 com o numero de palitos necessario para formar os
83 . L s . -
£ N R ‘ . triangulos:
3 . ) . /
. PR A} IR
H "3" ""g"" ‘""16""' '"*"1'5"""* Ndmero de triangulos Numero de palitos
Porque os pontos podem ser dispostos de modo a formar um tridngulo. : 3
» Para refletir 5 5
"« Por que o nome “numeros triangulares”?
" ———————— 3
Escreva no caderno a sequéncia dos dez primeiros
numeros triangulares. (1,3, 6,10, 15, 21, 28, 36, 45, 55) 4
4. Determine os quatro primeiros termos da sequéncia >
cujotermogeral éa, =2n—1,n €IN*.(1,3,57,..)
5. Alei de formacdo de uma sequéncia é a, = 2n + 5, x

2x +1
Observando que o numero necessario de palitos é
dado em funcao do nimero de tridngulos que se
quer formar, respondam:

a) Quantos palitos sdo necessarios para formar
20 triangulos? 41

1 11 1 1 . < (s
b) a, = =, comnE€N*en<4 |3 S 7\ b) Quantos palitos sdo necessarios para formar
3 77 triangulos? 155
_.n (1 23 4 - .
Q) a, = hrq L2 3 45T ¢) Quantos triangulos se podem formar com 41 pa|lt(2)(5)?
k21z) Capitulo7
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Situacdes envolvendo grandezas que sofrem variacoes iguais em intervalos de tempo iguais sao muito
comuns. Acompanhe uma delas:

Uma empresa produziu, em 2012, 100 000 unidades de certo produto. Quantas unidades deveria
ter produzido, anualmente, de 2012 a 2017, se o aumento anual de producao fosse estabelecido em
20000 unidades?

Esquematizamos da seguinte forma:

producao de 2012: 100000

producao de 2013:

(produgao de 2012) + 20000 = 100000 + 20000 = 120000
producao de 2014:

(produgao de 2013) + 20000 = 120000 + 20000 = 140000
producao de 2015:

(producao de 2014) + 20000 = 140000 + 20000 = 160000
producao de 2016:

(producao de 2015) + 20000 = 160000 + 20000 = 180000
producao de 2017:

(producao de 2016) + 20000 = 180000 + 20000 = 200000

Nessas condicdes, a producao anual desse periodo pode ser representada pela sequéncia:

(100000, 120000, 140000, 160 000, 180 000, 200 000)

Note que, nessa sequéncia, cada termo, a partir do segundo, € obtido por meio da adicao do termo
anterior a este e um numero fixo (20000, nesse caso). Ou seja, a producao sofreu aumentos iguais de
20000 unidades, em intervalos de tempo iguais (1 ano, nesse caso).

Sequéncias desse tipo sao chamadas progres-
soes aritmeticas (PAS)' Observe que a dlferenga Ja estudamos alguns aspectos da PA relacionados a fungoes
entre cada termo e o termo anterior é constante nos capitulos anteriores. Agora, vamos formalizar o conceito.
(20000 unidades, nessa sequéncia).

A sequéncia (100000, 120000, 140 000, 160 000, 180 000, 200 000) é um exemplo de progressao
aritmética. O aumento de cada termo para o seguinte € sempre o mesmo e é chamado razao da pro-
gressao. A razao dessa progressao é 20 000. Dizemos que os termos dessa sequéncia estao em progres-
sao aritmética.

Definicao

Progressao aritmética é toda sequéncia de nimeros na qual a
diferenca entre cada termo (a partir do segundo) e o termo anterior
€ constante. Essa diferenca constante é chamada razao da
progressao e € representada pela letra r.

(712)
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Exemplos:

a) A sequéncia (2, 7,12, 17, ...) € uma progressao aritmética infinita de razdo 5,em que a, = 2er ="5.

b) A sequéncia (20, 10, 0, =10, —20) é uma PA de cinco termos, em que o 12 termo é g, = 20 e a razao é
r=-—10.

c) A sequéncia (4, 4, 4) é uma PA de trés termos, em que o 12termo éa; = 4 earazaoér = 0.

d) A sequéncia (1, —1,1, —1,1, —1,..) ndo é uma progressao aritmética, pois as diferencas entre termos su-

cessivos sao alternadamente —2 e 2.

Observacao: No exemplo a temos a PA (2,7,12,17, ...). Observe que 7 = 2 —; 12 ,
T+

12 = , etc. De modo geral, em uma PA dada por (g, a,,as,... d,,...) temos

que a, = 9n=1 70041 Confira isso nos demais exemplos.

2

Representacdes especiais

Eventualmente podemos recorrer a algumas representacoes especiais para uma PA, principalmente
quando a soma dos termos for conhecida. A vantagem das representacoes especiais € diminuir a quantidade

de calculos exigidos em algumas situacoes.
As principais representacoes especiais sao:
trés termos em PA: (x — 1, x, x + 1);

cinco termos em PA: (x — 2r,x — 1, x, x + 1, x + 2r).

Classificacao das progressodes aritméticas
Dependendo da razao r, uma PA pode ser:
Crescente: se cada termo, a partir do segundo, € maior que o anterior, isto €, quando a razao r € positiva.
Exemplo:

(3,7,11,15,19, ...) é uma PA crescente, pois r = 4 > 0.

Decrescente: se cada termo, a partir do segundo, € menor que o seu anterior, isto €, quando a razao r

€ negativa.
Exemplo:

(16,10, 4, —2, =8, ...) € uma PA decrescente, pois r = —6 < 0.

Constante: se todos os seus termos sao iguais, isto &, a razao r € nula.
Exemplo:

(55,5,5,5,..) € uma PA constante, pois r = 0.

~
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Férmula do termo geral de uma PA

Em uma progressao aritmética (ay, a,, a3, ..., a,, ...) de razao r, partindo do 12 termo, para avancar um ter-
mo basta somar r ao 12 termo (a, = a; + r); para avancar dois termos basta somar 2r ao 12 termo
(a3 = ay + 2r); para avancar trés termos basta somar 3r ao 12 termo (a, = a; + 3r); e assim por diante. Desse
modo encontramos o termo de ordem n, denominado termo geral da PA, que € dado por:

a,=a,+ (n—"1r
(ao passar de a, para a,, avancamos (n — 1) termos, ou seja, basta somar (n — 1) vezes a razao ao 12 termo)

Nessa formula temos:
a, = termo geral n = namero de termos (até a,)

a; = 12termo r = razao da PA

Observacao: Algumas vezes é conveniente indicar o 12 termo por ao e nao por a;, ficando o termo geral da
PA dado por a, = ao + nr. Observe isso no seguinte problema:

Se o preco de um carro novo é R$ 40 000,00, e esse valor diminui R$ 1200,00 a cada ano de uso, qual sera o
seu preco com 5 anos de uso?

Temos uma PA com ao = 40000, razao r = —1200, e queremos determinar as:

ds = do + 5r = 40000 + 5(—1200) = 40000 — 6000 = 34000

Assim, apds 5 anos, o carro custara R$ 34000,00.

I".'_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"_"\1
Fique atento!

* Note que ag = a4 + 5r, pois, ao passar de d, para de, avan¢amos cinco termos; as = a;s — 12r, pois retrocedemos 12 termos ao
passar de a5 para as; e assim por diante.

a =

.
.
.
I * Qualquer PA (a, ay, .., dy, ..) de razdo 1 e primeiro termo a pode ser definida por recorréncia por: { ,paran =1
.
.

Ap+1=0an +r
e o e e e e e e e — e — e — e — e —  —  —  —  —  —  — —

E importante ressaltar que ndo existe a, em sequéncias (o indice pertence ao conjunto dos nimeros naturais ndo nulos), mas as vezes é conveniente
considerarmos um termo ficticio ao que seria anterior ao a;. Esse termo nunca faz parte da sequéncia, é apenas uma técnica de clculo que permite associar
uma PA de forma imediata & equacdo de uma reta (e aos dados de alguns exercicios).

Exercicios resolvidos

1. Qual é a razdo da PA que se obtém inserindo 5 ter- b) Quais foram (ou serao) todos os anos em que o

mos entre 2 e 38? cometa foi (ou sera) visto a olho nu da Terra, des-
de 1500 até o ano 2200?

Resolucao: Resolucao:
Temos dy = 2 e dy = 38. a) Temos a; = 1683, a; = 1986 e r = 76.
Como a; = a; + 6r,temos que: Como ds = as + 2r, temos que
38=2+6r=6r=36=r=56 as =1683 + 2-76 = 1683 + 152 = 1835
Logo, a razao da PA é 6. Portanto, o quinto ano apés o descobrimento do

Brasil que ele foi visto da Terra a olho nu foi em 1835.
2. O cometa Halley orbita em torno do Sol. Ele pode

ser visto da Terra a olho nu quando esta na parte b) Temos a; = 1683 e r = 76.
de sua orbita que fica mais préxima do Sol. Isso
ocorre, em média, de 76 em 76 anos. Sabendo que
apds o descobrimento do Brasil, a terceira vez que 1683 =01 +2-76=1683 =a, + 152 =
ele foi visto da Terra a olho nu foiem 1683 e a sétima = a7 = 1683 — 152 = 1531 => a; = 1531

vez foi em 1986, responda:

Comoas =a; + 2r:

Conhecendo a; basta ir adicionando a razao

a) Quando foi a quinta vez, apds o descobrimento 7 U PRIl S LI D ENeS

do Brasil, que ele foi visivel da Terra a olho nu? 1531,1607, 1683, 1759, 1835, 1910, 1986, 2062 e 2138.

A
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3. Qualéo202termodaPA (2,8, ..)?

Resolucao:
(a1 =2
Dados: & = 6
n =20

ay=a,+19r=2+19-6 =116
Logo, a,o = 116.

Em uma PA, o0 52termo vale 30 e 0 202 vale 50. Quan-
to vale o 82 termo dessa progressao?
Resolucao:
dy=0as+15r=50=30+15r=r =

03205"1‘3(:)03:30‘1‘3'%:34

o
3

Logo, as = 34.

. (UFSM-RS) As doencas cardiovasculares sao a prin-

cipal causa de morte em todo mundo. De acordo
com os dados da Organizacao Mundial da Saude,
17,3 milhdes de pessoas morreram em 2012, vitimas
dessas doencas. A estimativa é que, em 2030, esse
nimero seja de 23,6 milhoes.

Suponha que a estimativa para 2030 seja atingida
e considere (a,), n € IN, a sequéncia que representa
o nimero de mortes (em milhdes de pessoas) por
doencas cardiovasculares no mundo, com n = 1cor-
respondendo a 2012, com n = 2 correspondendo a
2013 e assim por diante.

Se (a,) € uma progressao aritmética, entao o 82termo
dessa sequéncia, em milhdes de pessoas, € igual a:
a) 19,59.

b) 19,61.

) 19,75.

d) 20,10.

€) 20,45.

1. Lendo e compreendendo
a) O que é dado no problema?

Informa-se o numero de mortes em 2012 ocasiona-
das por doencas cardiovasculares e a estimativa
para 2030. Também é dado que a sequéncia tem
como primeiro termo o nimero de mortes no ano
de 2012.

b) O que se pede?

Dada a informacao de que a sequéncia que repre-
senta o nimero de mortes (em milhdes de pes-
soas) por doencas cardiovasculares no mundo é
uma progressao aritmética, pede-se o 82 termo
dessa sequéncia.

2. Planejando a solucao

De acordo com as informacoes do enunciado, po-
demos concluir que o nimero de mortes em 2030
representa o 192 termo da sequéncia. Assim, a par-
tir da féormula geral do termo de uma PA, devemos
calcular a razao da progressao dada e, consequen-
temente, encontrar o valor do 82 termo dessa se-
quéncia referente ao ano de 2019.

3. Executando o que foi planejado
Dados a, = 17,3 e a;9 = 23,6:
do=a+(19—N)r=236=173+18r=
=r=0,35
ags=a;+(8—1-035=>a5 =173 +7-035=
= ag=173 + 2,45 =19,75

6,3 —r =
18

Logo, as = 19,75.
4. Verificando

A partir do valor obtido para o 82 termo (as), vamos
verificar se o valor encontrado para a razao da pro-
gressao esta correto.

ag=a1+(n—1)~

=>£ =r =r=035

r=1975 =13 +7r =

Com isso, fica verificado que os valores encontrados
estao corretos.

5. Emitindo a resposta
A resposta € a alternativa c.

6. Ampliando o problema

a) Levando em consideracao que o nimero de mortos
vitimados por doencas cardiovasculares represen-
ta apenas 15% das pessoas diagnosticadas com a
enfermidade, qual é a quantidade de pessoas diag-

nosticadas em uma década com tal enfermidade

a partir de 20122 Aproximadamente 1258,33 milhdes
de pessoas.

b) Considere que 30% dos enfermos de doencas car-

diovasculares tenham acesso a medicamentos
gratuitamente, os quais custam em média R$ 52,75.
De quanto sera o subsidio com esses medicamentos
na proxima década (a partir de 2012)? Que contin-
gente populacional ndo tera acesso aos medica-
mentos de forma gratuita?
¢) Discussdo em equipe

Troque ideias com seus colegas sobre as possiveis
razoes de as doencas cardiovasculares serem a prin-
cipal causa de morte em todo o mundo. Debatam
sobre a atuacao do governo, a eficacia dessa atua-
cao e lancem outras possiveis propostas que pos-
sam ser consideradas viaveis para a realidade viven-
ciada pela maioria da populacao. Resposta pessoal.

~

(
(216

3

)
—

6. b) O subsidio sera de R$ 19 913 130 000,00; em torno de 880,83 milhdes de pessoas ndo terdo acesso aos

TN\ medicamentos de forma gratuita.
Capitulo7




s Exercicios

®

12. Verifique se a sequéncia dada é uma PA e, se for, dé
ovalordarazaor.

a) (2,5,8,11,14)
b) (15,10, 5, 0, —5)
Q) (2,3,5,7) Nao é PA.

PA;r=3
PA;r=—5

13. Escreva no caderno a PA de:
a) cincotermos,em queo12termoéa, =7earazao
ér=4;PA(7,11,1519,23)

b) quatro termos,em queo12termoéa,; = —6ea
razaoér = 8.PA(-6,2,10,18)

14. Determine a formula do termo geral de cada PA:
a) (2,7,..); a,=5n-3comneN*
b) (-1,5,..). a,=6n—7comn&IN*

15. Determine o152 termo da PA (6, 10, ...). 62
16. Qual é 0 502 nimero impar positivo? 99

17.

Calcule 0 12 termo da PA:

a) darazdor = 3, sabendo que a; = 21; 0, = 3
b) emquea;, = 29er=—4.0,=15

18. sabe-se que, em uma PA de 12 termos, a; = —8 e
aq; = 36. Calcule a razdo dessa PA.r = 4

19. NaPAemquea; = 6er=8,qual éolugarocupado
na sequéncia pelo termo igual a 62? g2 termo.

20. Qual é a razdo da PA que se obtém inserindo 8 ter-
mos entre5e 68? =7

271. Em uma PA, 0 32 termo vale 20 e o 142 vale 75.
Quanto vale o 72 termo dessa progressao? 40

22.Quantos numeros inteiros compreendidos entre
1e 5000 s3o divisiveis por 9? 555

23. O precode um carro novo é de R$ 45 000,00 e dimi-
nuiR$1500,00 a cada ano de uso. Qual sera o preco
dele apds 5 anos de uso? R$ 37 500,00

24 A producdo de uma indUstria cresceu em PA nos
meses de janeiro a dezembro. A producdao no més
de outubro foi de 190 maquinas, e a diferenca de
producdo entre os meses de agosto e marco foi de
50 maquinas. Quantas maquinas foram produzidas
em novembro? 200 maquinas.

25. Suponha que, em 2018, um determinado cometa
tenha passado pela Terra. Se esse cometa faz uma
passagem pela Terra a cada 34 anos, entao quantas

vezes ele teria passado pela Terra de 1500 até 2018?
16 vezes.

Sabe-se que trés nimeros inteiros estdo em PA.
Se esses nimeros tém por soma 24 e por produto
120, calcule os trés nimeros. 1,8,150u 15,8, 1

26.

22 Marcelo criou uma conta em uma rede social.
Nesse mesmo dia, trés pessoas comecaram a
segui-lo. Apds 1dia, ele ja tinha 20 seguidores e
apos 2 dias, ja eram 37 seguidores. Marcelo per-
cebeu que, a cada novo dia, ele ganhava 17 segui-
dores. Considerando que o crescimento dos se-
guidores permaneca constante, apés quantos

dias ele ultrapassara 1000 seguidores?
Ap6s 60 dias.

217.

ar No Rio de Janeiro existe a Escadaria do Convento
de Santa Teresa (ou Escadaria do Selarén), que liga a
rua Joaquina Silva, no bairro da Lapa, a Ladeira de
Santa Teresa, no bairro de Santa Teresa. Essa escada-
ria, com 215 degraus, € uma atracao turistica carioca.
Jorge estava no 52 degrau dessa escada quando de-
cidiu subir com “passadas largas”, de 3 em 3 degraus.
Assim, do 52 degrau, ele foi para o 8¢, depois para o
119, e assim por diante. Quantas “passadas largas”

Jorge deu até chegar ao fim da escada?
71 “passadas largas”.

28.

z

Ale Ruaro/Pulsar Imagens

£ e e
Escadaria do Convento de Santa Teresa, Rio de Janeiro (RJ).
Fotografia de 2010.

29. a2 Se os quadrados dos numeros x — 2, x + 4 e
X + 6 530, nessa ordem, termos consecutivos de
uma PA, calculem o valor de x e a razdo dessa PA.
x=1ler=24

30. Dada uma PA na qual a; + a; = 2, qual é o valor
dea, +aq?2

=
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Soma dos termos de uma PA finita
Observe a tabela abaixo:

© Producao anual de uma empresa de 2010 a 2017

Ano Producao (em unidades)
2010 10000
20M 12000
2012 14000
2013 16 000
2014 18 000
2015 20000
2016 22000
2017 24000

Fonte: Dados ficticios.

Quantas unidades a empresa produziu de 2010 a 2017?
De acordo com os dados da tabela, nesse periodo a empresa produziu 136 000 unidades:
10000 + 12000 + 14000 + 16000 + 18000 + 20000 + 22000 + 24000 = 136000
Observamos que:
as parcelas formam uma PA finita de razao r = 2000:
(10000, 12000, 14000, 16 000, 18 000, 20 000, 22 000, 24 000)
o nimero 136 000 representa a soma dos termos dessa PA.

E possivel obter esse mesmo resultado generalizando a soma dos termos da PA e usando a formula obtida.
Essa formula sera especialmente util quando forem muitos os termos a serem somados.

Férmula da soma dos termos de uma PA finita

Carl Friedrich Gauss é considerado um dos maiores matematicos de todos
os tempos. Nascido em Brunswick, Alemanha, de familia muito simples, foi
uma crianca prodigio.

Photoresearchers/Latinstock

Conta-se que antes de completar 10 anos de idade, em uma aula, seu profes-
sor, querendo manter os alunos por um bom tempo em siléncio, pediu que somas-
sem todos os nimeros de 1a 100, isto é,1+ 2 + 3 + 4 + .. + 99 + 100. Para sur-
presa do professor, depois de alguns minutos Gauss disse que a soma era 5 050.
Para descobrir o resultado tao rapidamente, Gauss utilizou o seguinte raciocinio:

Ao agrupar os termos dessa adicao de forma conveniente, o resultado da
sempre 101.

1|+|2+3+...+98+9|9+1OO

50 parcelas de 101 Gravura de Gauss (1777-1855),
50 - 101 = 5050 matematico alemao.

Assim,1+ 2+ 3+ 4+ ..+ 99 + 100 = 5 050.
Verdadeira ou nao, essa historia ilustra uma caracteristica muito importante das PAs, que usaremos a seguir
na demonstracao da formula geral da soma dos termos de uma PA.

e — e —  — S N S N —
» Vocé sabia? \
1 Gauss contribuiu grandemente nas areas de Astronomia, Geodesia e Eletricidade. 1
! Depois de sua morte, o rei de Hannover ordenou que se cunhasse uma medalha em sua homenagem. Nessa medalha, haviauma "
= inscricdo que se referia a Gauss como o “Principe da Matematica”, como ele é conhecido até hoje.

~
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Agora, acompanhe como obter a formula geral da soma de todos os termos de uma PA.

Considere a PA finita de razao r (ay, gy, a3, ..., dn -, dn -1, A,) CUja soma dos seus n termos pode ser
escrita por:

Sp=a+a+as+..+a,_,+d,—1+a,Q

ou a=a+r
An-1=ap— 71

Sp=0an+0ay 1+ 0dy 2+ ..+as+a,+a QD)

Adicionando membro a membro @ e @ temos:
25, =(a+a))+@+a, )+ (a+a, )+..+@,_,+a)+ @ -1+a)+ (@, +a)
E possivel mostrar que (@, + a,) = (@, + a, —1) = (@3 + Gy —2) =..= (-2 + G3) = (@n 1 + @) = (@, + ay).
Assim, todas as n parcelas tém o mesmo valor.
Portanto, como temos n parcelas, escrevemos:

(a7 + a,)n

25, = (a, + a,)n,ouseja, S,= 5

Essa formula nos permite calcular a soma dos n primeiros termos de uma PA em que:

a, € o primeiro termo; n é o numero de termos;

a, é o enésimo termo; S, € a soma dos n termos.

Conexao entre progressao aritmética e funcao afim
Consideremos a PA (1, 3,5,7,9, ...). Como ja estudamos, essa PA é uma funcao de dominio IN*, cujo grafi-

co € o conjunto de pontos representado ao lado. y £
9o P
Nao podemos tracar uma reta continua unindo 7o 1{’ , $
esses pontos, pois o dominio € IN* e nao R. S g
6 S ' .
. § 1 B
O termo geral dessa PA € dado por: 4 S
= +n—=1r=a,=1+n-1)-2=a,=2n-1 R
Essa funcao é afim do tipo f(x) = ax + b,coma =2eb = —1, masrestrita 21 ! | |
aos naturais positivos. & T SR
A R
OS1 2 3 4 s

Bastam dois pontos para determinar
uma reta e bastam dois termos de
uma PA para determinar a PA toda.

De modo geral, se considerarmos uma PA (a;, a,, as, ..., p, ...) de
razao r, r # 0O, cujo termo geral é a, = a; + (n — )1,
a representacao geométrica dessa PA € formada por pontos do
grafico da funcao afim f(x) = a; + (x — 1)r, dados por
(1, a1), (2, a), ..., (n, a), ...

A

Snci (210)
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Exercicios resolvidos

6. Retome o problema sobre a producio de uma empresa dado no inicio deste tépico (Soma dos termos de uma
PA finita) e resolva aplicando a férmula da soma dos termos de uma PA finita.

Resolucao:

Sabemos que a producao anual nesse periodo é uma PA na qual a; = 10000, r = 2000,n = 8 e

a, = ag = 24000.
Aplicando a formula:

ar +a,)n _ 8(10000 + 24000)

5, =
2 2

=136 000

Logo, no periodo de 2010 a 2017 a empresa produziu 136 000 unidades.

Resolucao:
(@ +a,)n _
2 2 2

_{+2n—1)n

S

Portanto, a soma dos n primeiros nimeros impares é igual a n’, ouseja, 1+ 3 +5+ .. + 2n —1=n’.

7. Calcule a soma dos primeiros n nimeros impares (1, 3,5, 7, ...,

2n —1,..),n € N*,

 Exercicios

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

®

Dada a PA (5, 8, ...), determine a soma de seus 4 pri-
meiros termos. 38

Uma PAtem a, = —9 e r = 7. Determine seus 6 pri-
meiros termos e calcule a soma deles. 51
UmaPAtema, =1er=1.Determine a somados seus:
a) 10 primeiros termos; 55

b) 20 primeiros termos. 210

Calcule a soma:

a) dos 30 primeiros termos da PA (4, 10,

b) dos 20 primeiros termos de uma PA em que o
12termoéa, =17er = 4;1100

...); 2730

¢) dos 200 primeiros nimeros pares positivos. 40200

A soma dos 20 termos de uma PA finita é 710. Se o
12termo dessa PA é a, = 7, calcule 0 102 termo. 34

Ao se efetuar a soma das 50 primeiras parcelas da
PA (202, 206, ...), por distracao nao se somou a 352
parcela. Qual foi a soma obtida? 14662

Calcule o valor de x na igualdade

X + 2x + ... + 20x = 6300, sabendo que os

termos do 12 membro da igualdade estao em PA.
x =30

Fisica

Um corpo em queda livre percorre 3 metros no pri-

meiro segundo, 12 metros no segundo, 21 metros no

terceiro segundo, e assim por diante. Continuando

nessa sequéncia, quantos metros tera percorrido

apo6s 10 segundos? 435 metros

39.

40.

41.

42.

Um ciclista percorre 20 quildmetros na primeira hora;
17 quildometros na segunda hora, e assim por diante,
em progressao aritmética. Quantos quildmetros ele
percorrera em 5 horas? 70 quilometros

Uma escada macica possui 10 degraus. Cada degrau
€ um paralelepipedo retangulo cujas dimensoes sao
50 centimetros de comprimento, 20 centimetros de
largura e 10 centimetros de altura. Qual é o volume
dessa escada? 550 dm’

Um teatro possui 12 poltronas na primeira fileira,
14 na segunda e 16 na terceira; as demais fileiras se
compdem na mesma sequéncia. Quantas fileiras sao

necessarias para o teatro ter um total de 620 poltronas?
20 fllelras

Dam d'Souza/Arquivo da editora

A soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo € 180°. Em um triangulo, as medidas dos
angulos estao em PA e o menor desses angulos me-

de 40°. Calculem as medidas dos outros d0|s aonguslgos
[S

Lzzo

o)
/
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(3 ) Progressao
geométrica (PG)

Ataxa de crescimento relativo de uma
grandeza é dada pela razao entre seu au-
mento e seu valor inicial. Assim, uma gran-
deza que passa do valor a para o valor b
tem taxa de crescimento relativo igual a

b—a

—

Por exemplo, a taxa de crescimento
relativo da produtividade de uma usina de
acucar, cuja producao semanal passa de
5 toneladas para 8 toneladas, € de 60%,

85 =%=O,60=60%.

Paulo Fridman/Pulsar Images

pois

Usina de cana-de-acticar na cidade de
Cerqueira César (SP). Fotografia de 2014. &

Agora, estudaremos as sequéncias que variam com taxa de crescimento relativo constante. Examine,
por exemplo, a seguinte situacao-problema:

Em 2017 uma usina produziu 200000 kg de acticar. Quantos quilogramas essa usina produzira no periodo
de 2017 a 2022 se o aumento de producao anual for sempre de 10% em relacao ao ano anterior?
Esquematizamos o problema da seguinte forma:
® producdo em 2017 = 200000 ['F'i;u;t'e;t; """ \
® producao em 2018 = producao em 2017 - 1,10 = 200000 - 1,10 = 220000
® producao em 2019 = producao em 2018 - 1,10 = 220000 - 1,10 = 242000
® producao em 2020 = producao em 2019 - 1,10 = 242000 - 1,10 = 266 200
® producao em 2021 = producao em 2020 - 1,10 = 266 200 - 1,10 = 292820

® producao em 2022 = producao em 2021- 1,10 = 292820 - 1,10 = 322102
Nessas condices, a producdo anual, nesse periodo, sera representada pela sequéncia (200000, 220000,
242000, 266 200, 292 820, 322102).

Note que, nessa sequéncia, cada termo, a partir do segundo, € obtido multiplicando o termo anterior por
um ndmero fixo (no caso, 1,10), ou seja, a producao anual teve uma taxa de crescimento relativo constante
de 10% em relacao ao ano anterior.

Seuma grandeza temtaxade
crescimento relativo igual a i, !
o novo valor é obtido fazendo I
(1 + i) vezes o valor anterior. 1
No exemplo, [
(1+i)=(1+010)=1100ull

Sequéncias com esse tipo de lei de formacao sao chamadas progressoes === === == ====="~ \
y ) ~ <« Fi !
geométricas (PGs). Nesse exemplo, o valor 1110 é chamado raziio da progressio : . 0u¢ ento
o S ) Também ja estudamos 1
geométrica e indicado por g (no exemplo, g = 1,10). Dizemos que os termos des- | alguns aspectos das PGsem '
sa sequéncia estdo em progressao geométrica (PG). j_capitulos anteriores.
Definicao

Progressao geométrica é toda sequéncia de niumeros nao nulos na qual é constante o quociente da divisao
de cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior. Esse quociente constante é chamado razao (gq) da
progressao. Ou seja, uma progressao geomeétrica € uma sequéncia na qual a taxa de crescimento relativo
de cada termo para o seguinte &€ sempre a mesma.

~. Sequéncias [EZJ}




Exemplos de progressoes geométricas:

a) A sequéncia (2, 10, 50, 250) é uma PG de quatro termos, em que o Aumentar uma vez € aumentar
° L ~ . b 100% (duplicar), aumentar 2 vezes é
12termo € a; = 2 e a razao g = 5. Observe que: aumentar 200% (triplicar), e assim
250:50 =5 por diante.
50:10 =5

10:2 =5 — quociente constante = 5 (razao)

A taxa de crescimento relativo de a para b é dada por b—a . Nesse exemplo,
i = 10-2 _ 8 _ 4 = 400%. rPara refletir -\
2 2 1 Podemos dizer que progressdes .
geométricas sao sequéncias nas I
LOgO q= 1+i=1+4=05. quais a taxa de crescimento .
! ' relativo (i) de cada termo para o .
seguinte € sempre a mesma.
b) A sequéncia (6, —12, 24, —48,96) é uma PG de cinco termos, na qual ~ = ==== === m———--
a,=6eq= —2, pois:
-12:6=-2
24 :(—12) = =2
—48:24 = 2
96 : (—48) = —2 — quociente constante = —2 (razao)
Taxa de crescimento relativo: i = % = —% = —3 = —300%.

logo,g=1+i=1+(-3)= -2

Férmula do termo geral de uma PG

Em uma progressao geométrica (ay, a, as, ..., dp, ...) de razao g, partindo do 12 termo, para avancar um
termo, basta multiplicar o 12 termo pela razdo g (a, = a:q); para avancar dois termos, basta multiplicar o
12 termo pelo quadrado da razdo g (a3 = a,q%); para avancar trés termos, basta multiplicar o 12 termo
pelo cubo da razdo g (g, = mg®); e assim por diante. Desse modo encontramos o termo de ordem n, de-
nominado termo geral da PG, que € dado por:

a,=0a,-q"""

(ao passar de a, para a,, avancamos (n — 1) termos)

Nessa formula:

a, = termo geral; a; = 12termo;
n = numero de termos (até a,); q = razao.

Observacao: Algumas vezes é conveniente colocar o 12 ter-

mo como do € nao ay, ficando o termo geral da PG dado por * Note que ay = as - q', pois ao passar de as para a
an, = do * q". Por exemplo, se o numero de socios de um avangamos 7 termos; a; = -2, pois ao passar de
clube hoje € 2000 e cresce 5% ao ano, quantos socios esse 1 _
j ag para as retrocedemos 4 termos; e assim por
clube tera em 3 anos? diante.
Temos uma PG com ag = 2 000 e razao Dessa forma, podemos estender a definicao do

termo geral para: a, = ax - q"~ * (a0 passar de gy
para a, avancamos (n — k) termos).

g=1+i=1+005=105.

Ap6s 3 anos, o clube tera aproximadamente 2 315 sécios « Qualquer PG (a, @, .., a, ..) de razio g e primeiro
(a3 = ao - ¢° = 2000(1,05)> = 2315). termo a pode ser definida por recorréncia por:
a, =1
{ ,paran=1
dn+1=¢ - dn

~
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Exercicios resolvidos

8.

10.

1.

Em uma PG de termos positivos, o terceiro termo é
18 e 0 sétimo é 1458. Qual é o quinto termo dessa
progressao?

Resolucao:

a; = as - q* (do terceiro para o sétimo termo avan-

camos 4 termos)

, 1458
1458 =18 -gq*= ¢q =T=81 =q=3
as=as-q*=18-32=18-9 =162

Portanto, o quinto termo € 162.

. Qual éarazaoda PG que se obtém inserindo quatro

termos entre os nimeros 5 e 5 120?
Resolucao:

Sao dados: a, = 5e ag = 5120.
Como ag = a1q*:

5120

5120 =5¢°= ¢’ = — —1024=q=4

Logo, a razdo dessa PG é g = 4.

A sequéncia (% % ) é uma PG infinita. Determi-

ne a razao dessa PG e a taxa de crescimento relati-
vo dos seus termos.

Resolucao:
1
a=—eda, = —
"2 6
1
_ I _ b 1 2 1
= Sg=—>=g=—.-52 = __
1= 79717974773
2
Taxa de crescimento relativo:
T 1
_6 2 __3 __2__ - g
i = il i 3= 0,66...= —66,66%
2 2

A populacao de um pais € atualmente igual a Py e
cresce 3% ao ano. Qual sera a populacao desse pais
daqui a t anos?

Resolucao:

Como a populacao cresce 3% ao ano, em cada ano
a populacao € 103% a do ano anterior.

Logo, a cada ano a populacao € multiplicada por
103% = 1,03.

Apos t anos, a populacdo serd P, - (1,03)".
Nesse caso, temos a PG:

Po, Po - (1,03), Po - (1,03)%, Py - (1,03)3, ..., Py - (1,03)} ...
de razao 1,03.

12.

13.

14.

15.

16.

Dé a férmula do termo geral da PG (2, 4, ...).
Resolucao:

Na PG dada, temosa; =2eq = 2:

a,=a0,-q" '=0a,=2-2""=4a,=2"""=
=a,=2"

Logo, o termo geral da PG dada é a, = 2".

Qual é 0o 72termo da PG (2, 6, ...)?

Resolucao:

ar=a-q°=a,=2-35=a;,=1458

Logo, a; = 1458.

Calcule o 12 termo de uma PG em que a, = 375 e
qg=>5.

Resolucao:
(a, =375
Dados: g =5
=4

ar=a-¢=375=0a,-=125a0,=375=0a0,=3

Portanto, a; = 3.

Quantos elementos tem a PG (8, 32, ..., 2°')?

Resolucao:

q=4
an=a1.qnf1:>23'l=8.4nf1:>231=23.22nf2:>
=>231:23+2n72:231:22n+1:>

=2n+1=31=22n=30=>n=15

a, = 8
Dados: Ja, = 27

Logo, a PG tem 15 elementos.

Determine o valor de x de modo que os numeros
X+ 1,x+ 4ex+10formem, nessa ordem, uma PG.
Resolucao:

Como os nimeros dados sao trés termos consecu-
tivos de uma PG, pela definicao temos:

X+4 _ XH10 b 4 = (x + 1)(x + 10) =
X+4

X+1
=>x2+8x+16=x*+1x+10=
=58 —1x=10-16=
= -3x=-"6=>3Xx=6=>x=2

Logo, o valor procurado é x = 2, e 0s numeros sao
3,6el2.

A
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a Exercicios

®

43, Verifique se cada sequéncia dada é uma PG. Em
caso positivo, dé o valor da razao q.
a) (1,3,9,27,81) EpGeq - 3.
b) (2,4, 6, 8,10, 12) Nio é PG.
0) (400,200,100, 50) £ PG e 4 = %

4.4 As sequéncias a seguir s3o PGs. Determine a razdo
de cada uma delas.

a) 2,8,.)q-4

3 ),
b) (3, ?,) q= >

45. Escreva no caderno uma PG:
PG (7, 21, 63,189, 567)
a) de5termosemquea, =7eq = 3;

b) de 4 termosem quea,; = —5eq = 2.
PG (—5, —10, —20, —40)

4.6.Nas progressdes geométricas abaixo, qual é a ta-
xa de crescimento relativo de cada termo para o
seguinte?
a) (5,15,45,135,..) 200%
b) (1000, 800, 640,512,..) —20%

47. Uma populacio de bactérias é atualmente dada por
By e cresce 5% por minuto. Qual sera essa populacao
daqui a n minutos? 5, - (1,05)"

4.8. Atorcida de determinado clube é atualmente dada
por Py, mas esta diminuindo 3% ao ano. Se esse
fato continuar a ocorrer, qual sera a torcida desse
clube daqui a t anos? p, - (0,97)

49. Determine a férmula do termo geral de cada PG:
a) (2,8,.); a, =2
b) (3,9, .). a3

50. Calcule:
a) o52termoda PG (1,5,..); 625
b) 0o 102termo da PG (9, 27, ...). 177174

571. Em uma PG o quarto termo é 24 e o oitavo, 384.
Quanto vale o sexto termo dessa progressao? 96

52. Qual é a razdo da PG que se obtém inserindo cinco
termos entre os nimeros 3 e 2187? 3

53. A producio de uma empresa nos meses de janeiro,
fevereiro e marco, respectivamente, forma uma PG.
Se a producao em janeiro foi de 3000 unidades e
em marco foi de 27000 unidades, quantas unidades
foram produzidas em fevereiro? 9000 unidades.

54. Calcule o 12termo da PG (ay, gy, g3, ...) em que:
a)a,=128eq=4;;
b) as =10°e g =10.10?

55. Sabe-se que, em uma PG de nimeros reais, a, = 48

ea; = % Qual é o 12termo dessa PG? 96

56. Determine x para que as seguintes sequéncias sejam
PG:

a) 4,x,9x=+6
b) (x =3, x,x+6)x=6

57. Qual é o nimero x que se deve adicionara 2, 6 e 14
para que os numeros assim obtidos sejam, nessa
ordem, termos consecutivos de uma PG? 2

58. Umtanque tem capacidade C, de dgua e esta cheio.
Abre-se o tampao e essa capacidade decresce 4%
por minuto. Qual sera a capacidade desse tanque
daqui a t minutos? ¢, - 0,96

59. Uma industria produziu 30 000 unidades de certo
produto no primeiro trimestre de 2015. Supondo que
a producao tenha dobrado a cada trimestre, quan-
tas unidades desse produto foram produzidas no
ultimo trimestre de 2015? 240000 unidades.

60. &= (UFPE) Suponha que o preco de um automével
se desvaloriza 10% ao ano nos seus 5 primeiros anos
de uso. Se esse automavel novo custou R$ 10 000,00,
qual serd o seu valor em reais apds os 5 anos de uso?

a) 5550,00.
b) 5804,00.
c) 6204,30.

xd) 5904,90.

€) 5745,20.

61. A populacio de uma cidade é hoje de 200000 ha-

bitantes e cresce 2% ao ano. Qual sera a populagao
dessa cidade daqui a 10 anos? 243800 habitantes.

62. No estudo de uma nova variedade de bactérias, um
cientista estimou que no inicio das observacdes
havia 500 bactérias. A cada 40 minutos, a quanti-
dade de bactérias parecia triplicar. Supondo corretas
as observacdes do cientista, quantas bactérias ha-
veria apos 4 horas de observacao? 364500 bactérias.

~
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Exercicios resolvidos

Férmula da soma dos n primeiros termos de uma PG finita

A soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica finita (a,) de razdog #1¢é S, = a; -

Demonstragdo:

Consideremos a PG finita (a, a,, as, ..., a, -1, a,) € seja S, a soma de seus termos:

Multiplicamos os dois membros dessa igualdade pela razao g (g # O) e obtemos:

az as

Fazendo a subtracdo (1) — (), obtemos:

1-q"
1—qg
Sn:a1+az+03+...+anf1+an®
qSpn =g + ayq + asq + ..+ a,-1q + anq
—— —— —— —
an
[rr————————
gSh=a,+as+ .. +a,+ a,q ® Fique atento! \]
* Se ﬁzéssemos®f®,
obterfamos: S,(g — 1) = a,q — ay,
Sn—qSp = a1 — anq ouseja, S, = L*lal
q-

Comoa,=a,q" ",entdoa,g = a,q" '

_ 4N
Portanto, S, = a, - =g

. ,paraqg # 1.

q = mq", dai:
Sl—q)=a—aq"=5,(1—q) =a(1 — q"

* Essa formula também pode
aparecer assim:
q" —1

S =a; -+ ,
n 1 q71

q#1L

Escolha a maneira que preferir
quando for usa-la.

e

17. Uma empresa produziu 10000 unidades de certo
produto em 2017. A cada ano seguinte produzira
20% a mais desse produto em relacao ao ano ante-
rior. Quantas unidades desse produto a empresa
produzira no periodo de 2018 a 2022?

Resolucao:

1 maneira:

© Producao da empresa de 2018 a 2022

Ano 2018 | 2019 | 2020 | 2021 | 2022

Producao

. 10000(12000 |14 40017280 120736
(em unidades)

Fonte: Dados ficticios.

120% de 10 000 = 12 000
120% de 12 000 = 14 400, etc.
No periodo de 2018 a 2022 a empresa produzira:
10000 + 12000 + 14400 + 17280 + 20 736 = 74 416
As parcelas formam uma PG finita de razao g = 1,20.
Assim, a soma dos cinco primeiros termos € 74 416.
2¢ maneira: Usando a formula

Como temos uma PG na qual a, = 10 000, g = 1,20
en =75, temos:

_ ah _ 5
5“:(]1.1 9 :55:10000.ﬂ:

1—q 1-1,20
—10000. 148832 _ 2/ me

’

Logo, no periodo de 2018 a 2022 a empresa produ-
zira 74 416 unidades desse produto.

18. Determine a soma:
a) dos 10 primeiros termos da PG (3, 6, 12, ...);
b) dos termos da PG (2, 22, ..., 2').

Resolucao:

a) Nessa PG, conhecemos: a; = 3,q =2en = 10.
Aplicando a férmula:

1-q" 1-2°
Sp = an - = Sp =3 =
1 1-— 10 1-2
—3 1 1024_3069

b) Nessa PG, temos: a; = 2; g =2en = 10.

— 9o —
6o =2. 1220 _, 1-1024
1-2 -1

= 2046

A
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A progressao geomeétrica mais antiga

O papiro de Rhind € um dos mais antigos documentos de Matematica, ele permanece praticamente
intacto ainda hoje. Foi escrito em cerca de 1560 a.C. pelo escriba egipcio Ahmes, que copiou nas partes des-
te papiro, outros textos ainda mais antigos. O escriba usou a escrita hieratica (da direita para a esquerda),
reservada as coisas sagradas e religiosas, bastante diferente da escrita popular dos hieréglifos. Também é
um importante documento histérico, uma vez que o escriba deixou registrado que estava escrevendo no
ano 33 do reinado de Apophis.

Veja um pedaco original dele e uma parte copiada e restaurada.

The Trustees of the British Museum c/o Scala, Florence

Papiro de Rhind. Museu Britanico de Londres (Inglaterra). Comprimento: 319 cm e altura: 34,3 cm.

Em 1850 o advogado e antiquario escocés

‘ L . Wbl Uik T <5 BeZldnlidiion
Alexander Rhind encontrou esse papiro na cidade de g&"{i hiz{mi.ﬂfg et datilompsnida
Luxor (Egito). Comprou o papiro da pessoa que o pos- i Wan | & e Asladan i) 1
suia e que, provavelmente, ndo tinha a minima ideia LL‘ r o =1L|5;€ Li; %;ﬁ‘i‘ﬁd ] &'ﬁ:{
do seu valor, levou-o paraa Inglaterraefezadoacio  fz.. hs @.?..m.!b;;péfam@ﬂ_-.-s
dessa preciosidade ao Museu Britanico, onde esta T <= WY Y VLT == TR0
até hoje. : % [:>l!z\.;:l. 22T AS
e : . A e B TRl | G n}
O papiro de Rhind contém 84 problemas de ma- ; ,&H ?u‘,aﬂﬁ oo Edate == %FI"‘"F&J&LL‘_;

T P et g | TN
mumn?ﬁa:fﬂ_mm'mwnxu Azas Giay

i fmﬂﬁgi‘wﬁﬂk&‘”‘

tematica com suas solucoes. Os temas dos proble-
mas sao muito diversos passando por fracoes, divisao
proporcional, divisao em alguma progressao, areas,
volumes, etc.

Por exemplo, o problema 79, apresentado na pa-
gina seguinte, mostra uma progressao geométrica
€ sua soma.

Réplica do papiro de Rhind
restaurado. (Detalhe.)

(ZZG Capitulo7 ™
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Problema 79 do Papiro de Rhind

Ha sete casas; em cada casa ha sete gatos; cada gato mata sete ratos; cada rato comeu sete graos de
cevada; cada grao teria produzido sete "hekats" de cevada. Qual € a soma de todas as coisas enumeradas?

Em primeiro lugar, o enunciado fala em “hekats de cevada”. Nao sabemos exatamente o que era isso. No
Egito antigo, um “hekat” era uma porcao de alguma coisa que era referida, ora ao peso, ora ao volume. Es-
tima-se que 1 hekat de cevada seja uma porcao de um pouco mais do que 3 kg de farinha de cevada.

Em segundo lugar, o que surpreende € o calculo que o escriba mostra para calcular a soma de todas
as coisas. Em notacao moderna Ahmes escreve que a soma de todas as coisas enumeradas é:

O que significa esse calculo?
Pelo enunciado, o numero total de coisas envolvidas € igual a:

T+7+7P+7"+7 =7+ 49 + 343 + 1401+ 16 807 = 19 607

O resultado esta certo, mas como o escriba Ahmes fez outra conta que resultou no mesmo valor?
Imagine calcular essa soma pela férmula da soma dos termos da PG que vocé aprendeu neste
: aq" -1
livro: 5, =2~V
qg-1
Com essa férmula temos que:

5 _ — .
THT 4T +T 4T = 7(;_11) _ 7(16827 Y~ 716806 49607

Observe agora que esse € o mesmo calculo que aparece no papiro com mais de 3500 anos de idade.
Com isso, tudo indica que, pelo menos um egipcio antigo conhecia um calculo equivalente a férmula
da soma dos termos de uma PG que conhecemos hoje.

e Curiosidade I8/

Uma lenda conta que um rei perguntou ao inventor do jogo de xadrez o que ele queria como recompensa

pela invencao. E o inventor respondeu: “1 grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro, 2 graos pela segunda,

4 pela terceira, 8 pela quarta, 16 pela quinta, e assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada nova casa”.

© o

k] A9

Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, o ) R
. . L Dezoito quintilhdes,
inventor pediu a soma dos primeiros 64 termos quatrocentos e quarenta e
da PG: 1, 2, 4, 8, 16, 32, vy derazao q= 2: seis quatrilhdes, setecentos
e quarenta e quatro trilhdes,
setenta e trés bilhoes,

Dam d’Souza/Arquivo da editor:

S, = a - 1- qn -1 1-2% — 64 _q setecentos e nove milhoes,
: 1—-¢q 1-2 quinhentos e cinquenta e
um mil seiscentos e quinze.
Fazendo esse calculo, encontramos o - —— = ——=
gigantesco nimero de vinte algarismos: 1 Para refletir |
1 Como se lé este numero? J
18 446 744 073 709 551 615 L e — -

Coitado do reil Para cultivar tal quantidade de trigo, ele precisaria de 16 milhdes de planetas iguais a Terra.

/

A
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a Exercicios 2

63. Calcule a soma dos termos da PG finita: 67 . .
. Uma pessoa aposta na loteria durante cinco
a) (1,2,..,512);1023 semanas, de tal forma que, em cada semana, o
b) (5, 20, .., 1280); 1705 valor da aposta é o dobro do valor da aposta da
A (1,23 ..., 2. 1365 semana anterior. Se o valor da aposta da primeira
semana é R$ 60,00, qual o total apostado apds as
64.Seja uma PG na qual o 12termo é 2, o Gltimo é 256 cinco semanas? R$1860,00
e a soma dos termos é 510. Qual é o valor da razao )
dessa PG22 68..% Clodoaldo criou um blog sobre futebol.
Na 12 semana, houve 4 visitas ao blog, na 22 se-
65. Quantos termos devemos considerar na PG (3, 6, ...) mana, 20 visitas e na 32 semana, 100 visitas. Su-
para obter uma soma igual a 765? 8 termos. pondo que o nimero de visitantes ao blog de

66 ) Clodoaldo continue crescendo, semana a semana,
. Calcuiem o1valor1do nu:nero ’; sabendo que nesse mesmo ritmo, qual sera o total de visitantes
63

X=1+—+—+—+ —4—+ —. do blog no 12 trimestre de sua existéncia? Supo-
2 22 2 2¢ BT ’ -
nha més de 4 semanas. 48828 124 visitantes.

Soma dos termos de uma PG infinita

Considerando a sequéncia (1, % % % % ) que éuma PGinfinitanaquala;,=1e g = % vamos cal-
1 1 1 1
cularasoma 1+ — + — + — + — + ..
2 4 8 16
. . _ (7] (qn - 1)
Aplicando a formula da soma S, = T, vamos calcular:
S, =1+ 4+ =3 15 s,= Ly LMD gy
2 2 4 8 8
o3, _ 6+ _ T .o o =15, 1 _ 3041 31 g
2 4 4 4 8 16 16 6
Localizando os valores de S;, S,, S5, S4 € S5 na reta numerada, temos:
1 2
S, S, S, S, S,

Se calcularmos Se, verificaremos que S¢ fica mais proximo de 2 que Ss; 0 mesmo ira acontecer, suces-
sivamente, com S, Ss, So, Sio, ..., €tc. Assim, S, vai se aproximando do valor 2 tanto quanto quisermos,

a medida que n vai tomando valores suficientemente grandes. Quando isso ocorre, dizemos que

1 1 1 1 .
1+ —+ — + — + — + .. converge e tem soma igual a 2.
2 4 8 16
De modo geral, nas progressoes geométricas infinitas em que a razao g €, em valor absoluto, menor do
que 1, a soma dos n primeiros termos tem um valor finito quando n é suficientemente grande. Nesse caso,

q" = 0. Escrevemos assim:

. . 11— qn 1-0 (78] . ; R o e
||m Sn = ||m aq— = = , 0u SEJa: nlgﬁooS" |1é-se como limite de S, quando n tende ao infinito.
n—eo n— oo 1—¢q 1—¢q 1—¢q

. a
lim S, = !
n — oo - q
No exemplo acima, temos: a, 1 1 5
1—q 1 — a1 1
2 2

~
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Veja outro exemplo. Vamos calcular o

limite da soma quando o numero de parcelas tende a infinito:

0,5 + 0,05 + 0,005 + 0,0005 + ...
Neste caso,a;=05e g = 0,1 = —, entao:
10
il £l
g _ 05 _ 10 _ 10 _5
=g 1-01 . 1 9 9
10 10

Observacao: Uma progressao geométrica pode ser considerada um caso particular de uma funcao ex-
ponencial a, = a,- q" ~Tde dominio N* =1{1,2,3,4,..,n,..}.O grafico dessa funcao € formado pelos pares

ordenados (n, a,).

Conexao entre progressao geométrica e funcao exponencial

Ja vimos que o termo geral de uma progressao geométrica é dado por a, = a; - q" ~ . Nesse caso, pode-
mos pensar em uma progressao geométrica como uma funcao que associa a cada numero natural positivo
novalordado pora, = a;-q" . Essa funcdo é a restricdo aos nimeros naturais positivos da funcdo do tipo

exponencial a(x) = ag* .

O grafico dessa funcao é formado por
exponencial.

uma sequéncia de pontos pertencentes ao grafico de uma funcao

a(x)

Observe que nao tracamos a curva
continua passando pelos pontos,
pois o dominio & IN* e nao R.

_____

Por exemplo, veja ao lado o graficode a, = a, - ¢"

e q = 3, 0u seja, dn

:

3

34

4

9

of

4

27

= % -3"~1. O gréfico é formado pelos pontos

T) etc. e a PG é dada por (

=1 — 3
, com a1 = —
4 I

392 )
201 )

Ao

llustragoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

N |w
s
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Exercicios resolvidos

19. Mostre que o limite da soma 0,6 + 0,06 + 0,006 + ...

20.

quando o nimero de parcelas tende a infinito € igual
2 . - . .
a 3 ou seja, mostre que a fracao geratriz da dizima

0,666...é %

Resolucao:

Devemos calcular a soma dos termos da PG infinita

(0,6;0,06; 0,006; 0,0006; ...). Vamos calcular o limite.

Nesse caso,a; =06€e g = % Assim:

6

lims, = -9 = 06 _
n— e 1-gq '|_i

10
2 9 3
10

Portanto, lim S, =
n— oo 3

Determine o limite da soma da PG infinita
1,24,

3 9 27

Resolucao:

As parcelas formam uma PG infinita na qual

2
1 9 2
a = — = = = —
1 3 eq T =
3
2 . o aq
Como = < 1, podemos usar a férmula lim S, = g
3 n—e 1-qg
1 1
i = 3 =3 -
Jims = —5 =7 =]
3 3

Logo, o valor procurado € 1.

21.

A medida do lado de um triangulo equilatero € 10.
Unindo-se os pontos médios de seus lados obtém-
-se 0s pontos médios dos lados desse novo triangu-
lo equilatero. Unindo-se os pontos médios dos lados
desse novo triangulo equilatero obtém-se um ter-
ceiro e assim por diante, indefinidamente. Calcule
a soma dos perimetros de todos esses triangulos.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Resolucao:

Perimetro do 12 triangulo: 30

Perimetro do 29 triangulo: 15
’ o 15
Perimetro do 32 triangulo: EX

Devemos calcular a soma dos termos da PG infinita

(30, 15, %) naquala;=30e g = l:

2
ims, =@ __30__30 _
n—ee - q 1— l l

2 2
Portanto, a soma dos perimetros € 60.
[rr—rr——r e —--
: Fique atento! \

I Nessas condicoes, os perimetros sempre
= formam uma PG infinita de razao b

a Exercicios

69. Determine o valor de 20+ 4 + = + =+ .. 25

7.

4 4
25

70. Determine o valor dos limites das seguintes somas:

a)  JELAI S T

2 4 8 3
b)2+i+i+ ES
8 8

Determine o valor de x na igualdade

x + % + % + .. =12, na qual o primeiro membro

é o limite da soma dos termos de uma PG infinita. 8

72.

73.

a Seja um triangulo de area 40. Unindo os pontos
médios dos lados desse triangulo, obtemos um se-
gundo tridngulo; unindo os pontos médios dos la-
dos desse triangulo, obtemos um terceiro e assim
por diante, indefinidamente. Calculem o limite da
soma das areas de todas essas regides triangulares,
sabendo que elas formam uma PG. 150

2% Calculema fracdo geratriz das seguintes dizimas
periddicas, usando soma de PG.
a) 0,777.. -
9 17
b) 0,515151... 3
) 04333.. 2
30

Ve

(330"
(230

-

-

2 \
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Problemas envolvendo PA e PG

Para completar o capitulo sobre progressoes, estudaremos e resolveremos problemas que envolvem PA
e PG ao mesmo tempo.

Exercicios resolvidos

22.

23.

Sao dados quatro nimeros, X, y, 6, 4, nessa ordem. Devemos, entao, resolver o sistema:
Sabendo que os trés primeiros estao em PA e os trés b = ac (D
altimos estao em PG, determine x e y. =g —1+c @
Resolucio: a+b+c=19 @
- _ xt6
Se x, y e 6 estaoem PA, temos y = .
2 De @ temos:
Sey, 6 e 4 estdo em PG, temos 6° = 4y. db=a—-1+c=a+c= 2b+1®
Devemos resolver o sistema formado por essas De @ temos:
duas equacdes:
a+b+c=19=a+c=19-bQ\)
X +6
- 2 Comparando@e@, temos:
4y =36=y=9 2b+1=19—b=2b+b=19-1=3b=18 =
9=X*8 L i6=18x=12 —b=6
2 Conhecido b = 6, temos um novo sistema:
Entdao,x =12ey =09. 36 =ac
a+c=13
Asequéncia (g, b, c) € uma PG crescente e a sequéncia
(@ —1,b,¢) é uma PA. Sabendo que a + b + ¢ = 19, a+tc=B=a=B-c
determine os valoresde g, be c. 36=(1B-c=36=1Bc—*=c—-1Bc+36=0
Resolucao: s
. - ! P " e 4
Se (a, b, ¢) € uma PG, ent3o b? = ac. & =G
S 1bdé PA t °ec=9=g=13-9=14
e(a—1,b,c)éumaPA, temos: c—dg=T3-4-9
p—a —1+c =g —T1+c Como a PG (a, b, ¢) é crescente, temosa =4,b =6 e
c=09.

y Exercicios

74.

75.

76.

77.

78.

®

Calcule x e y sabendo que a sequéncia (x, y, 9) € uma PA e a sequéncia (x, y, 12) é uma PG crescente, ou seja,
a3>0;> 01y =180uy = 6;x =3

A sequéncia (a, b, ¢) é uma PA e a sequéncia (a, b, c + 1) é uma PG. Sea + b + ¢ = 18, escreva no caderno a PA

sabendo que ela é crescente. (4, 6, 8)

A sequéncia (a, a,, a3, as) € uma PA de razao 4 e a sequéncia (by, by, bs, bs) é uma PG de razio 4. Sabendo que
d, = bz e a, = b,, escrevanocadernoaPAea PG.  PA(4,8,12,16); PG (1, 4,16, 64)

Sabendo que os nimeros 2, log x, log y, nessa ordem, estao simultaneamente em PA e em PG, calcule x e y.
x=100ey =100

2% (Ufscar) A condicao para que trés nimeros a, b e ¢ estejam, simultaneamente, em progressao aritmética e
em progressao geométrica € que:
a)ac = b2 bya+c=2. )a+c=>h xd)a=b=c e) ac = 2b.

A
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Automedicacao e uso indiscriminado de medicamentos

FotografiaBasica/iStock.com/Getty Images

(Capsulas e comprimidos de medicamentos variados.

Tomar remédios por conta propria, ou por indicacao de amigos, sem a prescricao médica, para problemas
muitas vezes considerados simples — como dor de cabeca ou dores no corpo — € um habito comum, mas que pode
causar grandes danos a salde e inclusive levar a morte. De acordo com a Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria
(Anvisa), o uso indevido de medicamentos é considerado hoje um problema de sadde publica, ndo sé no Brasil,
mas mundialmente. [...]

Muitos remédios, como determinados tipos de analgésicos, antitérmicos e anti-inflamatérios ainda sdo vendidos
nas farmacias sem a necessidade de apresentacao da receita médica. E, para aqueles que buscam alivio rapido para
um incdmodo que consideram ser apenas momentaneo, a compra de medicamentos sem receita médica pode parecer
o caminho mais facil. Todavia, de acordo com dados da Organizacao Mundial da Satde (OMS), o percentual de inter-
nacoes hospitalares provocadas por reacoes adversas a medicamentos ultrapassa os 10%.

Entre as reacoes adversas resultantes dessas praticas, podem ocorrer desde alergias mais brandas até um quadro
de choque anafilatico (reacao de hipersensibilidade imediata que pode levar a morte). [..]

Interacdes e dependéncia

Embora tenham relacao entre si, a Anvisa classifica o uso indevido de medicamentos em duas praticas distintas:

a automedicacao e o uso indiscriminado de medicamentos. A automedicacao ocorre quando os remédios sao usados

por conta prépria ou por indicacao de pessoas nao habilitadas, mas sem a avaliacao de um profissional de sadde. Ja o

uso indiscriminado de medicamentos € mais amplo e esta relacionado ao consumo excessivo e constante destes pro-

dutos, mesmo que com receita médica. [...]

CARDOSO, Naiara. Automedicagdo e o uso indiscriminado de medicamentos. Nucleo Estadual no Rio de Janeiro.

Disponivel em: <www.nerj.rj.saude.gov.br/internet/?p=2663>. Acesso em: 23 mar. 2016.

Observe a tabela a seguir e compare o percentual de pessoas e animais intoxicados com medicamentos e também
com outras modalidades de intoxicacao registradas nas estatisticas do Ministério da Saude.

K232) Capitulo7



Casos registrados de intoxicacao humana, de intoxicacao animal e de solicitacdo de informacao
por agente téxico. Brasil, 2012.

NN N SN N
L
-

Vitima X - Total
Homens n® Animal n® Informacoes n®

Agente n2 %
Medicamentos 27008 133 627 27768 27,00
Agrotoxicos/uso agricola 4656 84 100 4840 4,7
Agrotoxicos/uso doméstico 2146 150 18 2414 2,35
Produtos veterinarios 835 164 27 1026 1,00
Raticidas 2291 156 35 2482 2,41
Domissanitarios 7987 78 133 8198 7,97
Cosméticos 1467 6 37 1510 1,47
Produtos Quimicos Industriais 5015 53 125 5193 5,05
Metais 288 8 51 347 0,34
Drogas de Abuso 7998 9 30 8037 7,81
Plantas 1185 113 7 1369 1,33
Alimentos 2228 2 23 2253 2,19
Animais Pec./Serpentes 4532 34 123 4689 4,56
Animais Pec./ Aranhas 3768 13 166 3947 3,84
Animais Pec./ Escorpioes 12494 8 283 12785 12,43
Outros Animais Pec./venenosos 5796 38 187 6021 5,85
Animais ndo Peconhentos 4238 9 249 4496 4,37
Desconhecido 271 77 29 2817 2,74
Outros 2392 64 206 2662 2,59
TOTAL 99035 1199 2620 102 854 100,00

Fonte: Ministério da Satde/Sinitox. Disponivel em: <www.fiocruz.br/sinitox/media/Tabela%204 2012.pdf>. Acesso em: 23 mar. 2076.
Para entender melhor a acao dos medicamentos no organismo humano e ressaltar que o seu uso deve ser feito de

forma segura e responsavel, vamos inicialmente relembrar o que significa meia-vida de uma substancia:

Meia-vida de uma substancia é o tempo necessario para que a quantidade dessa
substancia se reduza a metade de sua quantidade inicial.

Veja como a ingestao de certo medicamento deixa residuos no organismo de um ser humano adulto que ingere
doses de 750 mg de 4 em 4 horas. Considere que a meia-vida desse medicamento € de 4 horas.

© Residuos de um medicamento no organismo em funcdo da dose em intervalos de 4 horas

Dose — Hora| o 4 8 12 16 20 24 28 32 horas
12 750 375 1875 9375 46,875 | 23,4375 | 1171875 | 585937 | 2,92969
2 750 375 187,5 9375 | 46,875 23,4375 | 171875 5,85937
32 750 375 1875 9375 46,875 | 234375 1,71875
42 750 375 1875 93,75 46,875 23,4375
52 750 375 1875 93,75 46,875
62 750 375 1875 93,75
72 750 375 1875
8a 750 375
92 750
Quantidadeno | oo |00 | 93125 | 140625 | 1453125 | 1476,5625 | 1488,28125 | 149414062 | 1497,07031

organismo (mg)

Fonte: Dados ficticios.

A primeira linha da tabela mostra como a quantidade de medicamento se comporta ao longo do tempo em relacao
a 12 dose. A segunda linha mostra o mesmo em relacao a 22 dose, e assim por diante. A uUltima linha corresponde a
quantidade total da droga presente no organismo em funcao do nimero de horas apds a 12 dose.

~. Sequéncias {53_3,}
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A quantidade de medicamento acumulado no organismo depois de 9 doses de 750 mg pode ser calculada por meio

da formula da soma dos termos de uma progressao geométrica.

Como a meia-vida do medicamento € de 4 horas, de 4 em 4 horas a quantidade de medicamento fica reduzida a

metade, assim temos uma PG de razao %e, nesse caso, o numero de termos é 9.

1\
7501—(—) - — e —— — = — =
a(1-9") { 2 } M I \
Sp=—— T L §g=— ="~ = — ; Fique atento!
1-q 1— a1 1 Por mais que pareca inofensivo, todo :
2 medicamento deve ser usado somente I
750(1—0,001953125) mediante prescricio médica. A medicacdondo é |
=5 = 7 = 1500-(0,998046875) = ' prejudicial a saude se o uso for adequado e .
5 ' efetuado segundo receituario médico.
=5,=14971
Hora Doses 12 22 32 43 53
Oh 400 | 100 | 25 6,25 | 1,5625
1497 representa a quantidade residual aproximada do medica- g: 400 1%% 1350 6;55
mento, em miligramas, no organismo ap6s 9 doses de 4 em 4 horas. 16h 400 100 |—
400
Quantidad
Trabalhando com o texto or:::is'r:ofr::) 400 | 500 | 525 | 531,25 | 532,8125

1. Qual é a principal causa de internacdo por intoxicacao, segundo dados do Ministério da Saude? Medicamentos.

2. De acordo com os dados apresentados, qual é a segunda maior causa de intoxicacio em humanos? Qual é o seu
percentual diante do total de intoxicacoes? Animais peconhentos/escorpides; 12,43%.

3. Uma pessoa ingere 256 mg de um medicamento. Depois de quantas horas o medicamento se reduzira a 16 mg
no organismo dessa pessoa? Considere que a meia-vida desse medicamento € de 8 horas. 32 horas.

4}, Construa no caderno uma tabela para 5 doses, de 4 em 4 horas, de certo medicamento que tem 2 horas de meia-vida
cujadragea contém 400 mg. Nessa tabela deve constar a quantidade de substancia acumulada em cada dose e aofinal
do tratamento.

Domissanitario é um termo utilizado para identificar produtos destinados a higienizacao, desinfeccdo ou
desinfestacdo domiciliar. Sdo exemplos: os detergentes, alvejantes, amaciantes de tecido, ceras, limpa-méveis,

Pe S q u | sSan d oe d | SCuU t| N d (0] limpa-vidros, polidores de sapatos, removedores, sabdes, saponaceos, desinfetantes, produtos para tratamento
de dgua para piscina, dgua sanitaria, inseticidas, raticidas, repelentes, entre outros.

5 . =« . PSS ] » Droga de abuso é qualquer substancia que modifica, aumenta, inibe ou
. Pesquise o que sao “domissanitarios” e “drogas de abuso”. o S : L
reforca as funcdes fisiolégicas, psicolégicas ou imunoldgicas do

organismo de maneira transitéria ou permanente.
6. De acordo com a tabela os domissanitarios representam quase 8% do total de casos de intoxicacdo. Pesquise

medidas de seguranca que devem ser tomadas para evitar essas intoxicagoes. Resposta pessoal.

7. Converse com seus colegas sobre meios de conscientizar as pessoas sobre os riscos da automedicacdo. Em segui-

da, montem uma campanha de conscientizacao para toda a escola. Sugerimosa leitura da seguinte dissertacao de mestrado:
Resposta pessoal KROPF, Marcelo Albuquerque Lemgruber. Aplicacées dos logaritmos na drea de sauide. Rio de Janeiro, 2014.

Dissertacdo de Mestrado (Opgao profissional) — Profmat — Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA).

VEJ d ma | S SO b re o assunto Disponivel em: <www.impa.br/opencms/pt/ensino/downloads/PROFMAT/trabalho_conclusao_
curso/2014/marcelo_kropf.pdf>. Acesso em: 23 mar. 2076.

Procure mais informacdes sobre a automedicacao e o uso indiscriminado de medicamentos em jornais, revistas,
livros e na internet. Sugestdes: (acessos em: 23 mar. 2016)
Drogas de abuso. Portal Educacao: <www.portaleducacao.com.br/farmacia/artigos/519/drogas-de-abuso>.

O perigo do uso inadequado de medicamentos. Agéncia Nacional de Vigilancia Sanitaria: <www.anvisa.gov.br/
divulga/reportagens/060707.htm>.

Orientacodes de consumo. Procon-SP: <www.procon.sp.gov.br/texto.asp?id=412>.
Portal da saude: <portalsaude.saude.gov.br>.

Sinitox (Sistema Nacional de Informacdes Toxico Farmacolégicas): <www.fiocruz.br/sinitox/cgi/cgilua.exe/sys/
— start.htm?tpl=home>.

~
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CAPITULO

Rodrigo Silva/Acervo do fotografo

Pico da Neblina, na serra do Imeri, no norte do Amazonas.
Obter a altura de picos e montanhas ndo é uma tarefa
simples por medicdo direta, porém os conceitos de
trigonometria podem facilitar a obtencao desses valores.
Fotografia de 2014.




(1) Semelhanca de tridngulos

Neste capitulo retomaremos o que vocé provavelmente estudou no 92 ano do Ensino Fundamental: o
estudo da Trigonometria (do grego: trigonos + métron, que significa ‘medida dos tridangulos’), revendo e
aprofundando a Trigonometria no triangulo retangulo. O conceito de proporcionalidade € questao central
nesse processo, portanto faremos uma revisao de topicos relevantes da Geometria plana.

A proporcionalidade, principalmente na forma do teorema de Tales ou de semelhanca de triangulos, foi
um dos conhecimentos geométricos mais Uteis ao longo dos tempos. Foi por meio da semelhanca de trian-
gulos que Aristarco (310 a.C.-230 a.C.) comparou as distancias da Terra e os matematicos arabes estabelece-
ram as razoes trigonomeétricas.

Tales de Mileto (624 a.C.-547 a.C.), considerado um dos mais versateis génios da Antiguidade, levou para a
Grécia a Geometria dos egipcios e comecou a aplicar a ela os procedimentos da Filosofia grega. Com seu mé-
todo de comparar sombras, hoje conhecido como teorema de Tales, realizou muitos calculos até entao inéditos.
O mais famoso deles foi o
método para obter a medida
de distancias inacessiveis.

m——(¢) Uma das aplicacdes mais

conhecidas do método que
Tales desenvolveu é a deter-
minacao da altura de uma
piramide sem precisar esca-
la-la. Pesquisem, em grupos,
sobre esse método e expo-
nham para a turma.

%
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Ann Ronan Picture Library/HeriThe Print Collector/Glow Images

1 Vocé sabia?
" Tales é considerado um dos
sete sabios da Antiguidade.

Gravura de Aristarco de Samos. Xilogravura. Retrato de Tales de Mileto.

“._./

1 Formem trios e pesquisem
' quem 530 os outros seis. Periandro de Corinto, Pitaco de Mitilene, Bias de Priene, Cledbulo de Lindos, Sélon de Atenas e
- ——w — e m——— Quilon de Esparta.

Feixe de retas paralelas

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas
distintas de um plano, paralelas entre si.

As retas 1, s e t da figura abaixo constituem um feixe de retas paralelas.

a b o

A/ VA g
B/ \B’ s g

C C't j

/ \

Transversal ao feixe de retas paralelas é uma reta do
plano do feixe que intersecta todas as retas do feixe.

Na figura, as retas a e b sao transversais ao feixe.
A e A’ sao pontos correspondentes. Também sao correspondentes os pontos Be B, Ce C'. AB e A'B’
sao segmentos de reta correspondentes. Igualmente, BC e B'C’, assim como AC e A'C'.

~
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Teorema de Tales

Se duas transversais intersectam um feixe de retas paralelas, entao a
razao entre dois segmentos de reta quaisquer de uma transversal &
igual a razao entre os segmentos de reta correspondentes da outra.

Vamos comprovar esse teorema, para o caso em que os segmentos de reta sdo comensuraveis (o fei-
xe de paralelas divide as transversais em segmentos de reta cujas medidas podem ser expressas por uma
quantidade inteira de uma certa unidade).

Considere um feixe de paralelas e duas transversais, como indica a figura abaixo.

b
\A/

Banco de imagens/Arquivo da editora

Vamos supor que exista um segmento de reta u de modo que AB = mu e CD = nu (m, n € IN), ou seja,

que AB e CD sao numeros racionais. Estabelecendo a razao %, obtemos:

Pelos pontos que dividem ABeCD em m e n partes congruentes ao segmento de reta de medida u,
tracamos retas paralelas ao feixe. Desse modo, os segmentos de reta A'B'e C'D’ ficam divididos em me n
partes iguais a u’, respectivamente.

Temos:

rp’ . . 1.
A'B mu m @ O teorema de Tales também é valido
para os casos em que os segmentos de
reta envolvidos sao incomensuraveis.

Das relaces (D e (1), concluimos que:

AB _ AB

D c'D

Podemos também enunciar o teorema de Tales assim:

Um feixe de paralelas determina, em duas transversais
quaisquer, segmentos de reta proporcionais.

Em decorréncia das propriedades das proporcoes, valem também as igualdades:

AC _ A'C’ AC _ A'C’ Se necessario, recorde com os alunos as
- propriedades de uma proporcao.

ou =
AB A'B' BC B'C’

A

Trigonometria no tridngulo retangulo [237}
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Exercicios resolvidos

1. Nasfiguras, as retas 1, s e t s3o paralelas. Determine
o valor de x.

b)

/ \
2x—1/ \3 .

3x+4/

/ \
Resolucao:
a) £=i=>5x=8=>x=§
5 4 5
2X =1 _ 3, 6(ax —1) =3(3x +4) =
3x +4 6

=12 —6=9x+12 = 3x =18 = x=6

2. Observe a planta de um loteamento:

12m X y Rua Pitagoras
- o o
LoteT | | ote 2

Quais sao as medidas aproximadas das frentes dos
lotes 2 e 3 em metros?
Resolucao:

Este problema pode ser resolvido usando-se o teo-
rema de Tales, como segue:

2 s = 13,5x =184,8 =>x = 13,7
X 15,4

12 13,5

— = —= = 13,5y =195,6 = y = 14,5
y 16,3 4 4

O lote 2 tem aproximadamente 13,7 metros de fren-
te e o lote 3 tem aproximadamente 14,5 metros.

ATENCAO!
©p Atividade @O Atividade N3o escreva
W (2™ emdupla @M emequipe ® noseu livro!
1. Nafigura, r/ s/ t.De- r 4. Nafigura, areta DE A
termine a medida do é paralela ao lado X X+ 3
segmento de reta AB. I+ BCdotriangulo ABC. b c
-3 Calcule o valor de x. 5 ;
4 5x — 1 X9 /
B C

2. Nafigura, r//s/t.Qual é o valor de xy? 320

\ r

6 12

8
S
7\,
\
3. Trésterrenos tém frente paraaruaAe paraaruaB,
como representa a figura. As divisas laterais sao
perpendiculares a rua A. Qual é a medida de frente

para a rua B de cada lote sabendo que a frente to-
tal para essa rua tem 180 m? 80 m; 60 m; 40 m

5. sa2 (Fuvest-SP) A sombra de um poste vertical, proje-
tada pelo sol sobre um chao plano, mede 12 m. Nesse
mesmo instante, a sombra de um bastao vertical de
1m de altura mede 0,6 m. A altura do poste é:

J 12m. e) 72m.
xd) 20 m.

a) 6m.
b) 72m.

6. a2 (Unicamp-SP) A figura mostra um segmento
AD dividido em trés partes: AB = 2.cm, BC = 3 cm
eCD=5cm.

A 2 B 3 C 5 D

D/
O segmento AD’ mede 13 cm e as retas BB’ e CC’

sao paralelas a DD'. Determine os comprimentos

dos segmentos AB’, B'C' e C'D'.
AB'=26cm,B'C’'=39cm, C’'D’=65cm

~
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Figuras semelhantes

A ampliacao, a reducao ou a reproducao de fotografias; a visualizacao de imagens na tela do celular, que
podem ser aumentadas ou diminuidas com o movimento dos dedos; a representacao grafica de continentes,
paises ou cidades por meio de mapas; a representacao grafica de casas e prédios por meio de plantas; os ae-
romodelos; as maquetes de edificios; etc. sao exemplos concretos de figuras semelhantes em nosso cotidiano.

Por exemplo, quando ampliamos, reduzimos ou reproduzimos uma fotografia, as medidas dos seus
angulos correspondentes nao mudam, e as medidas dos seus lados mantém proporcionalidade com as me-
didas dos lados correspondentes da fotografia ampliada, reduzida ou reproduzida. Entao, dizemos que a
fotografia original e a fotografia obtida sao figuras semelhantes.

6cm

Fotos: Anton Gvozdikov/Shutterstock/Glow Images

A B
FotografiasAeB. 4
Em relacdao as medidas dos lados das fotografias, podemos escrever a proporcao % " a5 pois
4-45 =6 - 3.Simplificando % obtemos % '
Agora, observe as figuras:
AL 8
A B E
F
F
p Ll Ll pr L] Ll
Afigura F é semelhante a figura F’, pois:
AB_ BC _ D _ AD _ k (constante) — razao de semelhanca
A/Bl B!C/ C/D! AID/ ?

® os angulos de F sao congruentes aos angulos de F'.

No exemplo das fotografias acima, a fracao 2¢
a razao de semelhanca entre A e B. 3

Nos mapas e nas plantas de construcoes, as di-
mensoes no desenho e na realidade mantém uma
proporcionalidade que é definida por uma escala.

No mapa ao lado, a escala utilizada ou a razao de

S ou1:3600000; isso
3600000
significaque 1cm nomapa corresponde a3 600000 cm

(36 km) na realidade.

semelhanca é de

© Municipio de Rio Branco-AC

AMAZONAS

Fonte: Tribunal de Contas do Estado do Acre. Disponivel em: <www.tce.ac.gov.br/
portal/index.php/bem-vindo-ao-acre/77-rio-branco>. Acesso em: 13 abr. 2016.

A

B!

" Trigonometria no tridngulo retédngulo [239)
N/
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Semelhanca de triangulos

Dois triangulos sao semelhantes se,
e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados Homélogos: que tém a

homélogos proporcionais. mesma posicao relativa;
) — correspondentes.

Observe os triangulos ABC e A'B'C":

A

AABC e AA'B'C’' sao semelhantes. Indicamos assim: AABC ~ AA'B'C’.

Recorde com os alunos o significado da expressao “se, e somente se”, indicada por <.

r','—"—"—"\
; Fique atento!

P
== 1 * osimbolo = significa .

5 5 a b c ~
AABC~ NABC < 1B =B e — = — = — =(razao de semelhanca) I congruente. . |
a b c' D * aéamedidadoladoBC,bé |
A~ " amedidadoladoACecéa =
C=C medida do lado AB. J

Se dois tridngulos sao semelhantes com razao de semelhanca k (ou seja, a razao entre dois lados homo-
logos quaisquer é k), entao quaisquer outros elementos lineares homologos desses triangulos (alturas, pe-
rimetros, medianas, etc.) também serdo proporcionais com razao k.

AABCNAA’B’C'C)ﬂ:ﬂ=ﬂ=ﬁ=—a1+b1+C1 =k
a; b2 () h2 a; +b2 +cy

F"_"_"_"\
. Fique atento!

a+ b +caea,+ b, +cysd00s -
Lperimetros de cada triangulo.  J

Para saber se dois triangulos sao semelhantes, basta verificar alguns de seus elementos especificos, ou
seja, ao verificar apenas algumas informacdes sobre dois triangulos podemos garantir a semelhanca entre
eles. Esses sao os chamados casos de semelhanca de triangulos, que estudaremos a seguir.

~
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Casos de semelhanca
12 caso: critério AA (Angulo, Angulo)

Dois triangulos sao semelhantes se dois angulos
de um sao congruentes a dois angulos do outro.

A
A/
= A
¢ = ANABC ~ NA'B'C’
= B’
B C

22 caso: critério LLL (Lado, Lado, Lado)

A
A
B a C

32 caso: critério LAL (Lado, Angulo, Lado)

@@ >

Dois triangulos sao semelhantes se os lados
de um sao proporcionais aos lados do outro.

L =2 = £ o ABC~ AABC
a

Dois triangulos sao semelhantes se possuem um angulo
congruente compreendido entre lados proporcionais.

A
7
B a C

Por exemplo, considere o tridngulo ABC, retangulo em A, e seja D um ponto de AC e DE perpendicular

ao lado BC.
Vamos verificar se AABC ~ AEDC:

£ E=Afret
E = Aletos)l . \epc—~ AABC (caso AA)
C é comum
T'

Trigonometria no triangulo retangulo [Zlﬂ}
N/

=7

g+ = NABC ~ AAB'C
al
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Propriedade (teorema fundamental da semelhanca)

Toda reta paralela a um lado de um triangulo que intersecta os outros dois
lados em pontos distintos determina outro triangulo semelhante ao primeiro.

A

\C
r//BC

r N AB = {D}} Assim,B = De C = E.Logo, AADE ~ AABC.
r N AC = {E}

B

Exercicios resolvidos

3. Afigura abaixo representa um quadrado PQSR inscrito em um tridngulo ABC. Sendo BC = 24 cm e a altura
relativa a essa base igual a 16 cm, calcule a medida do lado desse quadrado.

A
I
16 — x
7/ N
= 16
I
X I X
|
[-]
B| R X S [c
24

Resolucao:
No quadrado POSR, o lado PQ é paralelo ao lado BC do AABC. Como AAPQ é semelhante ao AABC, temos:

x _16=-x :>x=4—8=9,6
24 16 5

Logo, o lado do quadrado mede 9,6 cm.

4. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, o triangulo ABC é retangulo em A, ADEF é um quadrado, AB = 1e AC = 3. Quanto
mede o lado do quadrado?

B

E
e D
c
E’a A F
£ -
2| Resolucao: B
m Como ABDE ~ ABAC, entao: ol E
Z 1 =_X =53x=3—x= L g
£ 3 3—x A X
E 3 X 3—x
=4x=3=>x=—=0]75 C
2 A F ,
£ O lado do quadrado mede 0,75. 3

~
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 Exercicios

@

7. Justifique a semelhanca dos triangulos ABC e DEC.

A
. C E
B
AABC ~ ADEC, pois tém
dois angulos
correspondentes
congruentes: B = E
(retos): C; = C, (opostos
pelo vértice). D

®
8. ar Dados os triangulos ABC e DEF, isésceles de bases
BC e EF, e sabendo que A= 5, mostrem que tais

triangulos sao semelhantes. A =D;B=EC=F

9. 0Os triangulos ABC e MNO s3o semelhantes. Deter-

mine as medidasneo. n=84cmeo=96cm

7cm

@
A 18 cm o
N < ;:n
o

8cm 15 cm M

B

10. Determine ovalorde x: x =11,25

A

20 '

T1. Doistriangulos sdo semelhantes. O perimetro de um
1 ou 3dos triangulos € de 35 cm e o do outro, de 105 cm.

3 Qual é a razao de semelhanca entre os triangulos?

12. Dos trés triangulos desta figura (AABC, ABCD e

AABD), ha dois que sdo semelhantes. Quais sao eles?
AABC e AABD
C

3,5cm

45cm

A 6cm B

Pelo caso (AA) temos que os triangulos ABC e DEF sdo semelhantes.

13. Determine o valor de x na figura abaixo: x -4

C B

14. Determine o valor do maior lado do retangulo
MNQP abaixo, sabendo que a base do retangulo
mede o dobro da sua altura. 10

Ao
M N[5
P Q
f——
5 15 ¢

15. Na figura abaixo considere que a medida da altura
da arvore é 10 m, a distancia entre ela e o observador
€ de 50 m e a distancia da arvore ao ponto M é de
70 m. Considerando que o olho do observador, o to-
po da arvore e o topo da torre estao alinhados, qual

€, aproximadamente, a medida da altura da torre?
X=24m

Dam d'Souza/
Arquivo da editora

70m

o) 50 m A

16. 222 (Mack-SP) Na figura abaixo, MNPQ é um losan-
go.Se MT =12 e MS = 6, quanto mede cada lado do

losango? 4
M

Q

T P S

17. 252 sabendo que na figura abaixo temos trés qua-
drados, calculem o valor de x. 4

A

Trigonometria no triangulo retangulo [243
) —a

3
)
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Uso de semelhanca para medir disténcias inacessiveis

Como medir a altura de um prédio, de uma arvore, de um poste?

Neste capitulo aprenderemos que ha muitas maneiras. Por exemplo, poderiamos medir essas alturas
indiretamente usando semelhanca de triangulos e proporcao.

Mais adiante, veremos que também seria possivel usar a Trigonometria. Como fazer isso? Examine este
exemplo:

Um jogador de basquete deseja saber a altura em que se encontra uma cesta de basquete oficial em
relacao ao piso de uma quadra. Como calcular essa altura com o auxilio de um triangulo de papel DFG?

Para isso, ele poderia usar a metade de uma folha de papel quadrada, como indicado nos procedimen-
tos abaixo. Observe que DG = FG.

19) Mirar o topo da cesta conservando a parte inferiorda folna  H F F
(DG) paralela ao ch3o. Talvez ele precise afastar-se ou g
aproximar-se da cesta para que isso ocorra.

29 Medir a distancia entre ele e a perpendicular ao chao que
passa pela cesta: AB = 130 cm na figura abaixo.
Observe que AB = DC. Logo, DC = 130 cm.

39) Medir a distancia do chdo aos seus olhos, na figura:

AD =175cm

Veja que AD = BC. Logo, BC = 175 cm.
ADCE ~ ADGF (dois angulos correspondentes congruentes)

Da semelhanca dos triangulos DCE e DGF, concluimos que:

DC EC
’l i i | —_— T —
Observando a ultima igualdade c © sabendo

que DG = FG, concluimos que DC = EC.

Assim, a altura da cesta de basquete é dada por:
BC + CE na figura:

175cm +130cm =305cm = 3,05 m

 Exercicios 2

Dam d'Souza/Arquivo da editora

18. Conforme o método usado com a metadedeuma | 19. Usem o método do exercicio anterior e deter-
folha de papel quadrada, determine a altura do minem as medidas de algumas alturas (casa, edifi-
mastro da bandeira do desenho a seguir. cio, poste, arvore, etc.). Em seguida, copiem o quadro

5 480 cmou 4,8 m. a seguir no caderno e completem-no.
‘ Respostas pessoais.

Distancia até Distanciado Alturado

Objeto o objeto chio aos olhos objeto

Dam d'Souza/Arquivo da editora

180 cm
] 300 cm

v 7
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 Exercicios

20.b)

Poligonos semelhantes

Quando dois poligonos tém todos os lados correspondentes
proporcionais e todos os angulos correspondentes congruentes,
eles sao chamados poligonos semelhantes.

@

20. Observe estes dois hexagonos regulares e responda:

Sim. Como os hexagonos Al
sdo regulajes, seus g 2
angulos sao F B F
congruentes:
Eodos os £ c
angulos internos
de ambos os D E'
hexagonos medem 120°.
Logo, os angulos correspondentes
sao congruentes.

a) Os lados correspondentes sao proporcionais?

Justifique sua resposta. _ Sim. Constante de
roporcionalidade ou razdo de semelhanca 2.

b) Os énguﬁ)s correspondentes sao congruentes?
Justifique sua resposta.

D’

) Esses hexagonos regulares sao semelhantes?
Sim. Os lados correspondentes sdo proporcionais e os angulos
Correspondentes rm m m s = = —=m —=
sdo congruentes. * Para refletir \
I Poligonos regulares com o 1
. mesmo numero de lados sdo '

Porque os lados s sempre semelhantes. Por qué?
correspondentesle m m mmm = = m——= ——-

sdao proporcionais e os angulos correspondentes sao congruentes.

21. Examine esta figura e responda: todos os pentago-
nos regulares sao semelhantes?

Sim. Os angulos
correspondentes sao
congruentes e os lados
correspondentes sao
proporcionais.

Dam d'Souza/

Arquivo da editora

22.
X + 30
-] [
x+14
25m R
15m R,

ol O O [
Sabendo que R; e R, sao retangulos semelhantes,
calcule:

. Ri:40 m; Ry: 24 m
a) as medidas de seus comprimentos;

’

b) arazdo entre as medidas das larguras (R, por R,) %

¢) arazao entre as medidas dos comprimentos
(Ripor Ry); 5.
- 3 . 5
d) arazao entre os perimetros (R, por R,); <

e) arazao entre as areas das regides retangulares

(R, por Ry). %

23. Verifique se estes pentagonos sdo semelhantes.
Explique sua resposta. Nzo. No primeiro pentagono ha

um angulo reto (C) e no segundo, ndo. Isso ja garante que os

A pentagonos ndo

B tém angulos
E correspondentes
, congruentes.
B E/
=1
C D c’ D’

24 Verifique se cada uma das frases abaixo é verdadei-
ra ou falsa, justificando suas respostas.
a) Todos os quadrados sdo semelhantes. Verdadeira.

b) Todos os retangulos sao semelhantes. Falsa.
Veja as justificativas no Manual do Professor.
25. Verifique se ha duas figuras semelhantes abaixo.

Em caso positivo, justifique sua escolha.

R

Figura 1

Figura 2
Sim. As figuras Te 3 possuem angulos Figura 3
correspondentes congruentes e lados de medidas proporcionais,
pois da figura 1 para a figura 3 todas as medidas
% . dos lados dobraram. -
26. 2o Dois formatos predominam como padrdo em

telas e monitores de TV. O “4:3” e o “16:9”
(widescreen). Esses valores se referem a proporcao
das dimensdes da largura com a da altura da tela
(ou, de forma equivalente, a proporcao das colunas
com as linhas das imagens).

Asimagens (tanto fotografias como videos) costumam
seguir um desses dois padroes, sendo que quanto maior
a resolucao da imagem, mais linhas e colunas serao
exibidas e, portanto, maior o nivel de detalhe exibido.
Por exemplo, 640 X 480 (VGA), 800 X 600 (SVGA),
1024 X 768 (XGA) € 1280 X 960 sao alguns dos forma-
tos mais comuns do padrao 4:3.

a) Todos os formatos do padrao 4:3 representam

retdngulos semelhantes? Justifiquem.sim, os
angulos correspondentes sao todos retos e os lados estaona _
mesma b) Uma imagem no formato UXGA tem dimensdes

Proporcao. 1600 x 1200. Essa imagem é padrao 4:3 ou16:9?

Justifiquem. £ 4.3, pois 1990 — @

A

A

)

Trigonometria no triangulo retangulo [245
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O triangulo retangulo
O triangulo retangulo € um dos mais importantes tipos de
triangulo, pela utilidade que ele tem em Matematica e na vida co-
tidiana. Pelo fato de possuir um angulo reto, o triangulo retangulo
€ muito usado em Engenharia, em construcoes de todos os tipos.
Ha mais de 5 mil anos, os egipcios ja utilizavam triangulos
de lados proporcionais a 3, 4 e 5, feitos de corda, para obter
angulos retos.

[ ——————— )
«» Para refletir \ Repregentagao de
i i egipcios obtendo
I Formem duplas e pesquisem quem eram 1

! os “esticadores de cordas” no antigo Egito ' trlangylo retangulo
« eoque eles faziam. com nés em cordas.
L

Veja a resposta no Manual do Professor.

Em um triangulo retangulo, o maior lado € a hipotenusa
(lado oposto ao angulo reto). Os outros dois lados, perpendicu-
lares entre si, s3o os catetos. Os angulos agudos sao comple-
mentares (a + 8 = 90°).

hipotenusa
cateto

Bl
Elementos do triangulo retangulo cateto

Consideremos um triangulo ABC, retangulo em A, e o segmento de reta AD perpendicular ao lado BC,
com D em BC.

Ficam definidos os seguintes elementos do AABC:
hipotenusa (medida a)

cateto (medida b)

BC
AC
AB
BD
D

|

cateto (medida ¢)

projecio do cateto AB sobre a hipotenusa (medida m)

Vv

projecdo do cateto AC sobre a hipotenusa (medida n) B |C

AD —> altura relativa a hipotenusa (medida h)

Relac6es métricas

Uma importante aplicacao da semelhanca de triangulos sao as relacoes métricas no triangulo retangulo:
férmulas que relacionam entre si as medidas dos lados e das alturas do triangulo.

Tridngulos semelhantes

A altura relativa a hipotenusa de um triangulo retangulo ABC divide-o em dois triangulos retangulos seme-
lhantes a ele e semelhantes entre si. Observe:

C B m D D n C

[ov]
Q

Como os trés triangulos tém todos os angulos congruentes, pelo 12 caso de semelhanca, temos:
AABC ~ ADBA ~ ADAC

llustracoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora
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As relac6es métricas
Da semelhanca entre AABC e ADBA, segue que:
£_m
c

= c=am Q)

Q

Vocé reparou que as relacoes (1)
e ({) sdo as mesmas, apenas
mudam do lado esquerdo para
o lado direito do tridngulo ABC?
Ambas podem ser
generalizadas como:

= h — ah=bc @ cateto? = hipotenusa - projecéo
b

b n 2
A = - =-— = b‘=an
BC a b ©
Da semelhanca entre ADBA e ADAC, segue que:
m E h n 2
= == = =_ = h*=mn
DB DA m h ©

Somando membro a membro (D) e (I, temos:

Jrc2 = am
b? =an

bPP+c2=am+an=b+=am+n= bP+i=a )

A relagdo (V) é o famoso teorema de Pitagoras: em um tridngulo retangulo o quadrado da
medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Outra demonstracao do teorema de Pitagoras
O teorema de Pitagoras também pode ser demonstrado por comparacao de areas (segundo os historia-
dores, a demonstracao de Pitagoras deve ter sido uma demonstracao geométrica semelhante a que segue).
As duas regides quadradas a seguir tém lados de medidas (b + c). Logo, t€m a mesma area. Retirando
das duas as quatro regides triangulares congruentes, o que sobra na primeira (a?) é igual ao que sobra na
segunda (b* + ¢?). Entdo: a* = b* + %

o
o
llustragdes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Observe agora a aplicacao dessas relacoes métricas na resolucao de problemas.

Vatn
Trigonometria no triangulo retangulo [2[].1}
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Exercicios resolvidos

 Exercicios
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5. Calcule o valor de x em cada uma das figuras.
a)

Resolucao:
a) =am=2=4x=4=4x=x=1
b) Pelo teorema de Pitagoras:
3P+ X=5=29+x=205=2x"=16=x=4
Qa?=6+8"=a*=100=a=10
ah=bc=10x=6-8=x=4,8

6. Uma rodovia cruza uma hidrovia perpendicularmen-
te por meio de uma ponte. Ambas podem ser con-
sideradas retilineas. No mesmo instante em que um
carro cruza a ponte, a uma velocidade constante de
100 km/h, uma barcaca passa sob a ponte a 60 km/h
e prossegue a viagem a essa velocidade. Apds
15 minutos, qual sera a distancia aproximada entre
o automovel e a barcaca supondo que ambos este-
jam no mesmo plano horizontal?

Resolucao:

A velocidade do carro é 100 km/h; logo, em
15 minutos tera percorrido 25 km. Por sua vez, a bar-
caca esta a 60 km/h; logo, tera percorrido 15 km
nesses 15 minutos.

L[]

15

d* =15+ 252 = d* = 225 + 625 =
= d*=850=d = 5V34
Portanto, d = 29,15 km.

@

27. Determine o valor de x, y, z e w no triangulo retan-
gulo abaixo. 36 48 27
o A

28. Calcule as medidas b, c e h indicadas no triangulo
retangulo a seguir. b = 10V3; c=10; h = 53

29. Calcule os valores de ¢, 1, x e y do tridangulo abaixo.

3V14
5

s =5

x="Loul4;,y=36
5

30. Em um triangulo retangulo, a razdo entre as proje-
coes dos catetos sobre a hipotenusa é % Saben-

do que a hipotenusa mede 10 cm, calcule a medida
dos catetos.6 cme 8 cm.

371. Durante um treinamento, dois maratonistas partem
de uma mesma cidade em direcao reta; um em sen-
tido leste e outro, em sentido norte. Determine a dis-
tancia que os separa depois de 2 horas sabendo que
as velocidades dos atletas sao de 20 km/h e 25 km/h

respectivamente. 1047 km (aproximadamente 64 km).

(
N

~
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Ja estudamos como a proporcionalidade das medidas dos lados homélogos de triangulos semelhantes
possibilita a obtencao de medidas inacessiveis. No exemplo dado com a cesta de basquete usamos um

triangulo retangulo de catetos iguais feito de papel.

Imagine agora que é possivel usar qualquer triangulo retangulo para isso, e, melhor ainda, nem é preci-
so construir um modelo de papel. Basta saber um de seus angulos agudos e usar as relacdes trigonométricas
adequadas. E isso que estudaremos a seguir.

Definicao de seno, cosseno e tangente por meio de semelhanca
de triangulos

Se ABC € um triangulo retangulo em A, temos:

Q
S
Banco de imagens/Arquivo da editora

B c A

a é a medida da hipotenusa (lado oposto ao angulo reto);

b e c sao as medidas dos catetos (lados que formam o dngulo reto);
Be C sio angulos agudos;

AC é o cateto oposto ao angulo B;

AB é o cateto adjacente ao angulo B.

Consideremos agora um angulo AOB =6 (0° < 6 < 90°) e tracemos, a partir dos pontos C, E, G, etc. da
semirreta OA, as perpendiculares CD, EF, GH, etc., a semirreta OB.

A

Usaremos a ora para designar angulo a, ora
para designar medida do angulo a. Pelo contexto,
saberemos quando tera um significado e quando
tera o outro.

Banco de imagens/Arquivo da editora

D F H B
Os triangulos OCD, OEF, OGH, etc. sao semelhantes por terem os mesmos angulos. Podemos, portanto,
escrever:

—— = — = —— = - (constante)
ocC OE oG

Essa relacao depende apenas do angulo 6 (e nao do tamanho do tridangulo retangulo do qual 6 € um dos
angulos agudos). Ela é chamada seno de 6 e escrevemos:

cen® — CD _ medidado cgteto oPosto ao angulo 6 (0° < 0 < 90°)
ocC medida da hipotenusa

Vatn
Trigonometria no triangulo retangulo [249}
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De modo analogo, da semelhanca de tridangulos obtemos as relacoes:

— = — = —— = - (constante)

—— = — = —— = - (constante)

Analogo: da mesma formaw

que também dependem apenas do angulo 6 e que definimos, respectivamente, como cosseno do angulo 6

3 . Usaremos nesta colecao a notacdo tan x no lugar de tg x, cot x no lugar de cotg x e csc x no lugar de cossec x, pois
e tangente dO angulo o: seguiremos as normas da ABNT (Associacdo Brasileira de Normas Técnicas-ISO 80000-2, valida a partir de 17/8/2012),

OD _ medida do cateto adjacente ao angulo 6

cos O = =

oC medida da hipotenusa

CD medida do cateto oposto ao angulo 6

tan 0 = =

OD  medida do cateto adjacente ao angulo 6

CcD OD

Asrazoes sen 0 = ocC’ cos 6 =

cao ao angulo 6.

Seno, cosseno e tangente s6 dependem do angulo

E importante salientar que sen B,cos Betan B dependem apenas
do angulo B, mas nao do tamanho do triangulo retangulo do qual Bé
um dos angulos agudos. Vamos provar isso.

Consideremos dois triangulos retangulos, ABC e A'B'C’, que tenham
um angulo agudo de mesma medida (B = B'). Nesse caso, eles sao seme-
lhantes, pois tém dois angulos correspondentes,B = B'e A = A’ (retos):

© C!

E a’

2 a

2 b

£ :

§ A c B A ¢ B’

5 Dessasemelhanca, temos:

g b _ b

2 a a

E ¢ <
7
b _b
c c

ou seja, sen B’ = sen B; cos B’ = cos B; tan B’ = tan B.

(0° <8 <90°

(0° < 6 < 90°)

em que na parte de
Grandezas e
unidades (Parte 2:
Sinais matematicos
e simbolos a serem
utilizados nas
Ciéncias Naturais e
tecnologia, p. 17) esta
escrito que convém
que tg x ndo seja
utilizado.

oc’ tan = % sao chamadas razées trigonométricas em rela-

I'"_"_"_"_"'\

Para refletir

Com um colega, procurem justificar as
seguintes afirmacoes:

Se B éum dos angulos agudos de um
triangulo retangulo, entdo:

* sen B é um numero entre O e 1;

* cos B é um numero entre O e 1;

0 e pode ser menor do que, igual
a ou maior do que 1.

C

hipotenusa

A
cateto adjacente a B

]

L]

]

L]

u

n

* ¢ tan B € um numero maior do que
| ]

u

| ]

u

] cateto oposto a B
u

| ]

]
Lo

Todos sdo maiores do que zero porque sdo a
razao de valores positivos (lados do tridngulo).
Seno e cosseno sao menores do que 1 porque a
hipotenusa é sempre maior do que o cateto. Ja
no caso da tangente, podemos ter qualquer tipo
de resultado porque os catetos podem ser iguais

ou diferentes entre si.

Portanto, o seno, o cosseno e a tangente dizem respeito apenas ao angulo, e nao ao triangulo que

o0s contém.

~
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Relagﬁes entre seno, cosseno e tangente
As razdes trigonométricas seno, cosseno e tangente se relacionam de varias formas, como veremos a seguir:

rFique atento! |

2 2 . _ .
sen‘a + cos‘a=1 (0°<a<90° Usamos a notacdo sen’a -

12) Relacao fundamental do triangulo retangulo

Demonstracdo:
Consideremos um angulo o de vértice C e um triangulo CAB, retangulo em A, como mostra a figura abaixo.

B

Banco de imagens/Arquivo da editora

Lembrando o teorema de Pitagoras, a’ = b + ¢ temos:
2 2 2 2 2
+
sen2a+cosza:(£) +(£) :%20_21
a a a

Assim,
sen’a + cos’ o = 1(0° < o < 90°).

sen o
23 tana= —— (0°<a<90°
cos
<
Demonstragao:
b
sen a
= _a_ = — =tana«o
cos o <
a
ou
b
b sena . .. ~
tana = — = 4 = 2="= (dividimos ambos os termos da raz3o por a # 0)
c < CoS
a
sena
Portanto, tan a = (0° < a < 90°).
cosa

A

Trigonometria no triangulo retangulo [251}
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a Exercicios
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32) Se dois angulos, « e B, sao complementares (« + B = 90°), entdo sen a = cos 3 (o seno de um angulo
é igual ao cosseno do dngulo complementar, e vice-versa).

Demonstragdo:

P

B c

A

a e 3 sao complementares

Aplicando as definicoes de seno, cosseno e tangente nesse triangulo anterior, temos:

b
sena = — = cos 3; portanto sena = cos 3
a

C
cosa = — = sen f3; portanto cosa =sen 3
a
Observacoes:

1) Dessa propriedade surgiu o nome cosseno — “seno do complemento”.

22) Com essa propriedade, conhecendo as razoes trigonométricas de angulos a passamos a conhecer ime-
diatamente as razoes trigonométricas dos angulos complementares 8 e vice-versa. Por exemplo, saben-

i, ja sabemos que cos 60°

do que sen 30° 5

! , pois 30° e 60° sao complementares.
2

®

32. Examine o tridngulo retangulo representado abaixo
e calcule o valor destas razdes:

3
a) sena; —
B

9 15 4 b) cos a;
> 3
o tana; =
o 4

12 4 .d) sen B;

5

e) cosB; 3
4 5

3 f) tan B.

33. Os resultados do exercicio anterior s3o coerentes com
as afirmacoes do boxe Para refletir da pagina 250?
Sim.
34. Responda com base na anilise do tridngulo retan-
gulo representado a seguir.

A Y B

C
a) Qual é o valor da soma B+C?90°
— b) Indique as fracoes correspondentes a sen B,
cos B, tan E, sen f, cosCetanC.

35. 2% Em um triangulo EFG, retangulo em E, temos

sen,E=i,cosle=ﬂetanf-'=ﬂ
6 6 N
F a)senG:\m;cosézs,tanﬁfﬂ
6 5
E G

a) Calculem sen G, cos G e tan G.

b) Se a hipotenusa do AEFG mede 30 cm, quanto
medem os catetos? £G = 25; EF = 5411

¢) Calculem o valor das expressoes:

o (sen F)? + (cos F)%1 esen? & + cos? G
1

o S€nF . SV o senG i
cosF ' 1 cosC. 5
: Fique atento! )
I sen’ G é o mesmo que (sen G)2. '

¢ Usa-se com mais frequéncia sen’ G.

L s e s

~ 7 ~
sen B = —;cos B =
Vain

;tanB = —;senC =

Ytanb— Zysen¢ — Lscos ¢
X y X

) apitulo 8

-
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36. ::% Usem transferidor e régua para construir um
tridngulo retangulo que tenha um angulo de 40°. Me-
cam os lados e calculem tan 40° sen 40° e cos 40°,
com aproximacao de trés casas decimais. (No fim
deste capitulo temos uma tabela com valores de seno,
cosseno e tangente que poderao ser usados em al-
guns exercicios.)

Verifiquem se os valores encontrados para tan 40°,

sen 40°e cos 40° estao proximos dos valores da tabela.
Resposta pessoal.

« Vocé sabia?

I cos 40°, por exemplo, significa cosseno do angulo cuja 1

! medida € 40° ou seja, identificamos o angulo com !

= suamedida.

37. Notriangulo retangulo da figura, temos cos o = %

5 5
a) Calculesen aetan a.sena = itana =<

b) Determine a medida da hipotenusa. x = 13

38. Nos triangulos retangulos abaixo, determine o seno,
o cosseno e a tangente do angulo B; depois use uma
calculadora cientifica ou consulte a tabela e deter-
mine a medida aproximada de B em graus.

b) calculem sen 30°, cos 30° e tan 30° utilizando o
tridngulo retangulo destacado do tridngulo equi-
latero representado a seguir;

NE)
3

sen 30° =

1 30"*—3“( 30° =
5} €os = —, i tan =

¢

2

) calculem sen 60°, cos 60° e tan 60° utilizando o
triangulo retangulo destacado do tridngulo equi-
latero representado abaixo;

sen 60° = g; cos 60° = %; tan 60° = /3
4 4 — 14
3 3
2 2
609 605
£ £ £
2 2 2

d) com os valores que vocés encontraram, copiem

a) G sen B=0,6;cos B=0,8;tan B=0,75; B=37° no caderno e completem a tabela.
10 © Razdes trigonométricas
° S R 30° 45° 60°
2 2 2
A 8 B V3 || V2 s sen
sen B = 4;cos B = 2 2 2 2
b) C 2 2 5
tan B = .5 30° RER I J3 | cos
4 : 3
2
tan
B W3 A

39. 2% Vocés vio construir uma tabela de valores mui-
to importantes; para isso:
a) calculem sen 45°, cos 45° e tan 45° utilizando o
triangulo retangulo destacado do quadrado
representado abaixo;

2 V2
sen45° = —; cos45° = ——; tan45° =1
2 2
¢ zn ¢ . 2 ¢
45° 45°
¢ €

; Fique atento! \
1 * Emum tridngulo retangulo com angulos de 90°, :
45° e 45°, os catetos sao iguais. I
* Em um tridngulo retdngulo com dngulos de 90°, .
60° e 30°, o cateto menor, oposto ao dngulo de 30°, =

¢ ametade da hipotenusa.

sena =

V10

~ 10
40.setana = %, calcule sen o (a € angulo agudo.)

4. sabendo que sen a = 4 qual é o valor de cos a?

(a éanguloagudo) cosa = =
5

42. Quantovaletan a se cosa = %?(& éanguloagudo.)
tan o = 15

A

\ Trigonometria no triangulo retangulo [253}
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Seno, cosseno e tangente dos angulos notaveis
Os angulos de 30° 45° e 60° sao chamados angulos notaveis, ou

© Razbes trigonométricas

30° 45° 60°
seja, angulos que merecem atencao especial. No exercicio 39, vocé pode ] S NG
perceber como eles sao obtidos (no quadrado e no tridngulo equilatero). sen Py 5 EN
Para os estudos de Trigonometria, € essencial que tais valores sejam ;i 5 ]
memorizados. A tabela ao lado apresenta esses valores: cos -~ - Py
Observe na tabela que a sequéncia de valores da linha do seno apa-
rece invertida na linha do cosseno. Isso nao € coincidéncia. Ocorre porque tan g L NE)

30° e 60° sao complementares, e 45° € complementar a si mesmo.
Assim:

sen 30° = cos 60° (30° + 60° = 90°) ® sen 45° = cos 45° (45° 4+ 45° = 90°) @ sen 60° = cos 30° (60° + 30° = 90°)
Além disso, os valores da linha da tangente equivalem a razao dos valores do seno e do cosseno, pois

tanx = senx . Por exemplo, na coluna do 45°, temos:
V2 V2 2 V2
2 o 2 o 2 2 2
sen45® = — cos 45° = — tan 45° = = . =1
2 2 V2 2 2
2

Dessa forma, nos exercicios que envolvem angulos notaveis, vocé deve usar os valores memorizados e, nos
demais exercicios, usar uma calculadora cientifica (lembre-se de que muitos modelos de celulares possuem esse
tipo de calculadora) ou consultar a tabela do fim deste capitulo.

“Resolvendo” triangulos retangulos

“Resolver” um triangulo retangulo é determinar as medidas nao conhecidas de todos os seus seis ele-
mentos (3 lados e 3 dngulos) quando se conhece algumas delas.

Vamos “resolver” o triangulo retangulo a seguir usando a tabela da pagina 260 ou uma calculadora

cientifica.
B

Banco de imagens/
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A Ve c
Conhecemos AB (4), AC (4\/§)e A (90°), entdo devemos descobrir BC (x), C (o) e B (B).
2
=8+ (403 5 =16+48=x"=64=x=8

4 1
sena=—=—-=05=>a=30°

)
A+B+C=180°=90°+p +30°=180°= B = 60°

Nesse caso, temos: BC = 8, B =60 C = 30°

Ja no triangulo retangulo da figura ao lado vamos calcular a medida x indicada. g
Sendo sen 40° = 0,64, cos 40° = 0,76 e tan 40° = 0,84, temos: . )
6: medida da hipotenusa
x: medida do cateto oposto ao angulo de 40° B A

sen40°=%=>0,64=%:x=0,64-6=3,84

~
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As distancias da Terra ao Sol e a Lua

Desde a Antiguidade as pessoas tém curiosidade de saber o quao distantes estao o Sol e a Lua da Terra.
Nos eclipses solares o disco lunar encobre o Sol, o que nos leva a conclusao de que o Sol esta muito mais
distante da Terra do que a Lua. Porém, quantas vezes mais distante? Para tentar responder a essa pergunta,
Aristarco de Samos, que viveu entre 310 a.C. e 230 a.C,, teve algumas boas ideias.

Aristarco observou a Lua nos momentos em que ela esta metade iluminada e metade escura, ou seja,
nas posicoes de quarto minguante e quarto crescente. A figura abaixo mostra o Sol (S), a Terra (T) e a Lua (L),
representados com tamanhos e orbitas fora de proporcao, com fins meramente ilustrativos.

Representacao
semescalae

em cores
fantasia.

Imaginando na figura acima que a Lua gire em torno da Terra no sentido horario, a posicao L indica o
quarto minguante e nesse momento o angulo TLS é reto. Na posicao L', simétrica de L em relacao a reta
ST, a Lua esta em quarto crescente e o angulo TL'S € também reto. Ocorre que o tempo que a Lua leva
parairde L até L' € menor do que o tempo em que ela leva para ir de L' até L, e isso fica bem claro na re-
presentacao acima.

Considerando o ciclo lunar de 29,5 dias e o tempo em que a Lua passa de minguante para crescente,
Aristarco estimou o angulo a = STL em cerca de 87°. Dessaforma 6 = TSL = 3°,sendo D, e Ds as distancias

da Terra a Lua e da Terra ao Sol. Entao, teremos em notacao moderna Do_ sen3®° = 0,05234. Portanto,

S
pela observacao de Aristarco, Ds = WBMDL = 19D, , e o Sol estaria 19 vezes mais distante da Terra do

que a Lua.

Aideia de Aristarco foi boa, porém ele cometeu erros muito grandes nas medidas dos angulos, uma
vez que era muito dificil saber exatamente quando a Lua estava em quarto minguante ou quarto
crescente.

No século XX, com instrumentos mais precisos, foi possivel determinar que o angulo 6 € equivalente a
) U 5 i C i 3s, C ui u :
0,15° e, usando o mesmo método de Aristarco mais de 2200 anos atras, chegamos ao seguinte resultado
1 1

D|_ = D|_ = 382D|_
sen(0,15°) 0,002618

A estimativa é excelente e proxima da real; entretanto, atualmente sabemos que um valor ainda mais
preciso seria Ds = 390D, , ou seja, comparando a distancia entre a Lua e a Terra com a distancia entre o
Sol e a Terra, temos que a distancia entre o Sol e a Terra é 390 vezes maior do que a distancia entre a Lua
e a Terra.

=
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A evolucao do calculo dos senos e cossenos

Com uma calculadora cientifica vocé obtém facilmente senos e cossenos de qualquer angulo. Por exem-
plo, para saber o cosseno do angulo de 20° apertamos a tecla “cos” da calculadora, digitamos o nimero “20”,
depois a tecla “=" e aparece o nimero 0,93969.....

\
Fique atento!

Observe se a calculadora cientifica esta
aceitando valores de graus; geralmente essa
funcao ja esta selecionada. Caso o valor obtido
para cos 20° ndo seja igual ao indicado,
verifique no modo (mode) de funcionamento
da calculadora se a opgdo grau (degree) esta
selecionada.

.

No século XVIII, com o Calculo de
Newton e Leibniz em pleno desenvolvi-
mento, um matematico inglés chamado
Brook Taylor descobriu que funcoes po-
dem ser aproximadas por polindmios.
Por exemplo, para calcular cos x quando
x € um numero real relativamente pe-
queno usamos o Polinémio de Taylor,
que para a funcao cosseno é:

Detalhe de uma calculadora cientifica.

2
cosx=1—X—+X——X—+X——...
2! 4 6! 8!

Quanto maior o numero de parcelas, maior a precisao obtida.
Na formula acima, aparece o simbolo de fatorial que quer dizer:

m=nn-"10nN-2)...-2-1

No nosso exemplo, para calcular (de forma aproximada) o cosseno de 20°, primeiro transformamos a
medida do angulo de graus para radianos:
{180o = m radianos 207 S5 T

20° = x radianos :>180x=201r:>X=W:>X:E:>x=?:o,3491

Tomando 20° como 0,3491 radianos, substituimos esse valor de x no Polinémio de Taylor, e, realizando

6
os calculos apenas até _%, encontramos o valor do cosseno de 20°, que € igual a 0,93968, ja com quatro

casas decimais corretas.

A calculadora cientifica calcula as funcoes trigonométricas no momento em que vocé digita usando
métodos desenvolvidos no século XVIII, mas com tecnologia moderna, que permite que calculos pesados
sejam feitos em um tempo infimo.

~

[355] Capitulo8 \

-

David Brimm/Shutterstock/Glow Images



Exercicios resolvidos

7. Umarampa lisa de 10 metros de comprimento faz b) O que se pede?
angulo de 30° com o plano horizontal. Uma pessoa A altura do prédio em metros.
que sobe essa rampa inteira eleva-se quantos me- 2. Planejando a solucio

tros verticalmente?

De acordo com os dados do enunciado, podemos com-
pletar algumas informacdes na figura apresentada:

A A
X
h
30° Y
10
X 1,60 m 1,60 m
\ 4
30° .
Resoluc3o: 8043 m
Pelo desenho, temos: Observe que podemos calcular a altura do prédio ao
10 — medida da hipotenusa adicionar a medida do cateto oposto ao angulo de 30°
x — medida do cateto oposto ao dngulo de 30° e a altura do aparelho de medicao.
o X 1T _ X _ _ Para obter a medida do cateto oposto ao angulo de 30°
sen30°=—=—=—=22x=10=>x =5 = an s
10 2 10 (x), usaremos a relacao trigonométrica tangente.
Logo, a pessoa eleva-se 5 metros verticalmente. . .
r _%_ E)_ R 3. Executando o que foi planejado
» Fique atento! -\ Calculamos a medida do cateto oposto ao angulo de 30°:
30° é um angulo notavel; logo, é importante 1
| e : : tg300= L - X L3805V
! memorizar que sen 30° = 5 -) 3 8043
Lo—ro—oo—nrc—on—oo—on =3x=80:-3=>x=280
@ Resolvido passo a passo Agora, calculamos a altura do prédio:
8. (Unifor-CE) Uma pessoa esta a 80+/3 m de um prédio h=x+16 = h - 80 +16=h=2816
e vé o topo do prédio sob um angulo de 30° como Logo, a altura do prédio € 81,6 metros.
mostra a figura abaixo. Se o aparelho que mede o 4. Emitindo a resposta
angulo esta a 1,6 m de distancia do solo, entao pode- A resposta é a alternativa b.

mos afirmar que a altura do prédio em metros é:
5. Ampliando o problema

a) Agora, determine quantos andares e quantos apar-
tamentos ha no prédio citado, sabendo que nos
dois Ultimos andares ha apenas um apartamento,
nos demais dois apartamentos por andar e no tér-
reo, que mede 4,6 m de altura, ndo ha apartamen-
tos. Observacao: comercialmente um andar possui,
em média, 3,85 m de altura. O prédio possui

b) Di - . 20 andares, além do
) ISCUSSAOlEIeqe térreo; 38 apartamentos.

nooonoo
OOo0ooo0

; 803 m : Troque ideias com seus colegas a respeito da evo-

lucao tecnolégica na engenharia e na construcao

a) 80,2 c) 82,0 e) 83,2 civil. Debatam sobre as grandes obras arquiteto-
b) 81,6 d) 82,5 nicas das ultimas décadas como os monumentais

1. Lendo e compreendendo prédios de Dubai. Resposta pessoal.

a) O que é dado no problema? c) Pesquise sobre os aparelhos de medidas utilizados
Sao dados a distancia do aparelho de medida ao para medicao de grandes objetos, como prédios,
prédio, a altura em que ele se encontra, bem como pontes, avenidas, entre outros, e sobre o auxilio
seu grau de inclinacdo com a horizontal. das tecnologias nesse processo. Resposta pessoal.

~
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a Exercicios

®

[ e e
Fique atento! |

|

" Nos exercicios a seguir, use sua calculadora (ou a tabela :
I trigonométrica do fim deste capitulo) apenas quando os I
» angulos ndo forem notdveis. Caso contrario, procure fazé-los =
" usando os valores memorizados para 30°,45° e 60°. _/

43. Determine o valor das incognitas em cada figura.

b) [ x=8,51dm

8dm X

llustragdes: Banco de imagens/Arquivo da editora

4.4, Um navio esta situado exatamente 10 milhas a leste
de um ponto A. Um observador, situado exatamen-
te ao sul do navio, vé o ponto A sob um angulo de

40°. Calcule a distancia entre o observador e o navio.
12,05 milhas

N
o—|—L
S

A 10

Dam d’Souza/Arquivo da editora

40°

observador

45. Em um exercicio de tiro esportivo, o alvo se en-
contra em uma parede e sua base esta situada a
20 metros do atirador. Sabendo que o atirador vé
o alvo sob um angulo de 10° em relacao a horizon-
tal, calcule a que distancia o centro do alvo se
encontra do ch3o. 3,6 m

Dam d’Souza/Arquivo da editora

46. Na figura abaixo, qual é a altura do avido em relaco
ao chdo? 2500 m

«
Q
o

________::______

Dam d’Souza/Arquivo da editora

47. Observe a figura a seguir e responda as questdes:

x
Banco de imagens/
Arquivo da editora

o

a) Qual é o comprimento da escada? 8 m
b) Qual é o dngulo formado pela escada e o chao?

o

4.8. Para determinar a altura de uma torre, um topégra-
fo coloca o teodolito a 100 m da base e obtém um
angulo de 30°, conforme mostra a figura. Sabendo
que a luneta do teodolito esta a 1,70 m do solo, qual
é aproximadamente a altura da torre? h = 597 m

Dam d’Souza/Arquivo da editora

' 100 m

49. Medicdo de distancia inacessivel
Queremos saber a lar-
gura € de um rio sem

Dam d’Souza/

Arquivo da editora

atravessa-lo. Para isso, B

adotamos o seguinte [
———

processo: -

e marcamos dois pon- S
tos, A (uma estaca) e B oo
(uma arvore), um em
cada margem; NO =

T8m A

® marcamos um ponto C, C
distante 8 m de A, onde fixamos o aparelho para
medir angulos (teodolito), de tal modo que o dngu-
lo no ponto A seja reto; .

® obtemos uma medida de 70° para C.

Nessas condicoes, qual é a largura £ dorio? ¢ =22 m

50. Um arame de 120 m de comprimento é esticado do
topo de um prédio até o solo. Calcule a altura do
prédio sabendo que o arame forma com o solo um
angulode 25° 50,4m

~
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51.

52.

53.

54.

Fisica
Em Fisica muitas grandezas sao representadas por
vetores, que sao segmentos de reta orientados que
possuem um tamanho (diz-se “médulo” do vetor),
uma direcao e um sentido (indicado pela flecha na
ponta do vetor). Quando a direcdo desses vetores
nao é nem horizontal nem vertical, eles podem ser
decompostos em outros dois vetores, sendo um ho-
rizontal e outro vertical. Na figura a seguir, observa-
-se um vetor V, de médulo (tamanho) 10, cuja direcao
estainclinada 30°em relacdo a horizontal. Usem seus
conhecimentos de Trigonometria para calcular qual
é o méddulo (tamanho) do vetor V, na horizontal e do
vetor V), na vertical.
(Observacao: As li- | S
nhastracejadas sao

perpendiculares V=10
aos eixos horizontal |
e vertical.) 30° .
Vi =53;V, =5 v,

No tridangulo retangu- B
lo da figura a hipote-
nusa mede 4 cm a
mais do que o cateto
ABeosen C = 06.
Calcule o perimetro e
a area da regiao de- o

terminada por esse 4 c
triangulo. 24 cme 24 cm?

As ruas Canario e Tico-Tico sao perpendiculares. A dis-
tancia entre os pontos A e Bé de 50 m. As ruas Cana-
rio e Sabia cruzam-se em B formando um angulo de
60°. Qual é o perimetro do triangulo ABC determinado

pelos cruzamentos dessas trés ruas? (Use V3 =17)
~ 235m

Rua Canario

Rua Tico-Tico C

— D

— =

Um avido levanta voo em A e sobe fazendo um an-
gulo constante de 15° com a horizontal. A que altura
estara e qual a distancia percorrida quando sobrevoar
uma torre situada a 2 km do ponto de partida?
h=540m;d =2062m

Dam d'Souza/Arquivo da editora

2km =2000m

55.

56.

57.

58.

Um segmento de reta AB
de 10 cm faz um angulo
agudo a com a horizontal.
Sua projecao A'B' na hori-
zontal mede 5v3 cm. Qual

€ o valor do angulo o?
a = 30°

Na construcao de um telhado foram usadas telhas
francesas e o “caimento” do telhado é de 20° em
relacao ao plano horizontal. Sabendo que, em cada
lado da casa, foram construidos 6 m de telhado e
que, até a laje do teto, a casa tem 3 m de altura,
determine a que altura se encontra o ponto mais
alto do telhado dessa casa. 504 m

B

6m 6m

20°

A figura abaixo, encontrada no livro de Apianus,
Quadrans astronomicus, de 1535, mostra a medicaoda
altura de uma torre.

<http:alunos.cc.fe.ul.pt>/Arquivo da editora

Como se pode observar na figura, aparentemente o
homem viu a torre sob um angulo de 50°, andou 246
unidades de comprimento para tras e novamente viu
a torre, agora sob um angulo de 25°. Supondo esses
dados, qual seria a altura da torre, na unidade de me-
dida de comprimento adotada e sem considerar a
altura da pessoa que mede?

h =188 unidades de comprimento

Fisica

Um raio luminoso monocromatico passa de um
meio A para um meio B de acordo com a figura:

O meioAéoar,emque ny = 1. Determinem o indi-
ce de refracao absoluto do meio B. Usem a lei de
Snell-Descartes: ny-seni =ng-senr. /6

, = o

2

Trigonometria no triangulo retangulo
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© Tabela de razdes trigonométricas

Angulo | sen cos tan Angulo sen cos tan
1° 0,017 1,000 0,017 46° 0,719 0,695 1,036
2° 0,035 0,999 0,035 47° 0,731 0,682 1,072
3° 0,052 0,999 0,052 48° 0,743 0,669 1,111
4° 0,070 0,998 0,070 49° 0,755 0,656 1,150
5° 0,087 0,996 0,087 50° 0,766 0,643 1,192
6° 0,105 0,995 0,105 51° 0,777 0,629 1,235
7° 0,122 0,993 0,123 52° 0,788 0,616 1,280
8° 0,139 0,990 0,141 53° 0,799 0,602 1,327
9° 0,156 0,988 0,158 54° 0,809 0,588 1,376
10° 0,174 0,985 0,176 55° 0,819 0,574 1,428
n° 0,191 0,982 0,194 56° 0,829 0,559 1,483
12° 0,208 0,978 0,213 57° 0,839 0,545 1,540
13° 0,225 0,974 0,231 58° 0,848 0,530 1,600
14° 0,242 0,970 0,249 59° 0,857 0,515 1,664
15° 0,259 0,966 0,268 60° 0,866 0,500 1,732
16° 0,276 0,961 0,287 61° 0,875 0,485 1,804
17° 0,292 0,956 0,306 62° 0,883 0,469 1,881
18° 0,309 0,951 0,325 63° 0,891 0,454 1,963
19° 0,326 0,946 0,344 64° 0,899 0,438 2,050
20° 0,342 0,940 0,364 65° 0,906 0,423 2,145
21° 0,358 0,934 0,384 66° 0,914 0,407 2,246
22° 0,375 0,927 0,404 67° 0,921 0,391 2,356
23° 0,391 0,921 0,424 68° 0,927 0,375 2,475
24° 0,407 0,914 0,445 69° 0,934 0,358 2,605
25° 0,423 0,906 0,466 70° 0,940 0,342 2,747
26° 0,438 0,899 0,488 n° 0,946 0,326 2,904
27° 0,454 0,891 0,510 72° 0,951 0,309 3,078
28° 0,469 0,883 0,532 73° 0,956 0,292 3,271
29° 0,485 0,875 0,554 74° 0,961 0,276 3,487
30° 0,500 0,866 0,577 75° 0,966 0,259 3,732
31° 0,515 0,857 0,601 76° 0,970 0,242 4,01
32° 0,530 0,848 0,625 77° 0,974 0,225 4,332
33° 0,545 0,839 0,649 78° 0,978 0,208 4,705
34° 0,559 0,829 0,675 79° 0,982 0,191 5,145
35° 0,574 0,819 0,700 80° 0,985 0,174 5,671
36° 0,588 0,809 0,727 81° 0,988 0,156 6,314
37° 0,602 0,799 0,754 82° 0,990 0,139 7,115
38° 0,616 0,788 0,781 83° 0,993 0,122 8,144
39° 0,629 0,777 0,810 84° 0,995 0,105 9,514
40° 0,643 0,766 0,839 85° 0,996 0,087 11,430
41° 0,656 0,755 0,869 86° 0,998 0,070 14,301
42° 0,669 0,743 0,900 87° 0,999 0,052 19,081
43° 0,682 0,731 0,933 88° 0,999 0,035 28,636
44° 0,695 0,719 0,966 89° 1,000 0,017 57,290
45° 0,707 0,707 1,000

~
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Pensando no Enem

®

Matriz do Enem H2: Identificar padrées numéricos ou principios de contagem.

1. Leia o texto a seguir e observe as ilustracdes.

“[..] Um fractal € uma figura que pode ser que-
brada em pequenos pedacos, sendo cada um desses
pedacos uma reproducao do todo. Nao podemos ver
um fractal porque € uma figura limite, mas as etapas
de sua construcao podem dar uma ideia da figura
toda. Seu nome se deve ao fato de que a dimensao
de um fractal nao € um numero inteiro.

[...] Comecando com um triangulo retangulo de
catetos de comprimento L e dividindo seus lados ao
meio, obtemos quatro triangulos congruentes que
sao semelhantes ao original, com razao de semelhan-

. 1
caiguala —.
2
Retirando o interior do triangulo central e repe-
tindo sucessivamente o processo nos triangulos res-

tantes, obtemos como limite um fractal chamado
triangulo de Sierpinski.”

Banco de imagens/
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Fonte: SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA. Fractais no Ensino Médio.
Revista do Professor de Matemaitica, n. 57. 2% quadrimestre de 2005. p. 1-8.

Esse procedimento é uma descricao da construcao
iterativa do fractal denominado Triangulo de Sier-
pinski partindo de um triangulo retangulo, mas pode-
mos partir de um tridngulo equilatero (como abaixo).

Iteracao 0 1 2 3 n
Numero de
n 1 3 32 33 3"
triangulos
£ Iteracao O Iteracao1 Iteracao 2

A

b bh

Iteracao 3 Iteracao 4

n} A.&Ié. AhLALL

Iteracao 5

A afirmacao correta é:

a) O niimero de triangulos cresce linearmente a cada
iteracao.

xb) Asequéncia formada pelas areas totais de cada figu-
ra a cada iteracao é uma progressao geomeétrica de

- 3
razao —.
4 , .
c) Asequéncia formada pelas areas de cada triangulo,
a cada iteracao, € uma progressao geométrica de

-~ 3
razao —.
4 3
d) Asequénciaformada pelo nimero de tridangulos a cada
iteracao € uma progressao aritmética de razao 3.

e) Adrea de cada tridangulo tende a infinito.
Matriz do Enem H7: Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

2. Leia o texto a seguir e considere as afirmacdes.

“]
AS TERNAS PITAGORICAS

Os indianos védicos estavam familiarizados com
ternas pitagoéricas, isto é, nimeros satisfazendo a re-
lacdo a® + b? = c*. E interessante observar que desde
antes de 1943 ja se tinha conhecimento de que os
Sulbasutras continham ternas pitagdricas. Além disso,
algumas das ternas |a encontradas, por exemplo a
(8,15,17), satisfazem a propriedade basica das ternas
pitagdricas, mas nao estao entre aquelas relacionadas
aos pitagoricos — essas Ultimas [as relacionadas aos
pitagéricos] tém a propriedade de que, ap6s todos os
fatores comuns terem sido removidos, a diferenca
entre os dois maiores niimeros é igual a 1.

Devido ao uso frequente do teorema de Pitago-
ras, encontramos nos Sulbasutras muitos exemplos
de ternas pitagoricas:

® no Apastamba Sulbasutra encontramos as ternas
pitagéricas (15, 36, 39), (3,4, 5), (5,12,13) e (12,15, 37);
® no Baudahayana Sulbasutra a terna (7, 24, 25);

® no Manava Sulbasutra, (72, 96, 120) e (40, 96, 104).”

Fonte: SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA. O Teorema de Pitagoras na
Antiguidade: um olhar sobre a histéria da matematica indiana. Revista do Professor
de Matemdtica, n. 87. Secao Historia & Historias. 2¢ quadrimestre de 2015. p. 2-8.

l. Todas as ternas do Apastamba Sulbasutra mencionadas
tém a propriedade daquelas relacionadas aos pitagéricos.

Il. Ambas as ternas do Manava Sulbasutra mencionadas tém
a propriedade daquelas relacionadas aos pitagoricos.

[ll. A Unica terna do Baudahayana Sulbasutra mencionada
nao é pitagorica porque 25% # 24% + 7°.

Podemos dizer que:

a) lell sdo verdadeiras.

b) Il e lll s3o verdadeiras.

) lelll s3o verdadeiras.

d

x €

Organize uma pesquisa com
os alunos sobre o que eram os

) I Il e Il s3o verdadeiras Sulbasutras, e a sua importancia
’ . matemaética na India antiga.

Il é verdadeira.

A
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\estibulares de Norte a Sul ®

Regiao Norte

1. (Ufam) Uma empresa contratou um empregado
para trabalhar de segunda a sexta durante duas
semanas. O dono da empresa pagou R$ 1,00 pelo
primeiro dia de trabalho e nos dias seguintes o
dobro do que ele recebeu no dia anterior. Quanto
o empregado recebeu pelos 10 dias que trabalhou?

a) R$511,00.
b) R$ 660,00.
¢) R$830,00.
d) R$ 941,00.
x €) R$1023,00.

2. (UFT-TO) Para que o telhado de uma casa possa ser
construido deve-se levar em consideracao alguns
fatores de dimensionamento, dentre os quais as
especificacoes relacionadas com a largura e o an-
gulo de elevacao do telhado. Conforme exemplo
ilustrado na figura a seguir:

Banco de imagens/Arquivo da editora

| 6m |

De acordo com as informacoes anteriormente in-
dicadas no exemplo ilustrado, a medida da elevacao
do telhado é: (considere duas casas decimais apds
avirgula e tan 30° = 0,58)

a) 0,90 m. d) 3,00 m.
xb) 1,74 m. e) 3,48 m.
c) 1,80 m.

Regido Nordeste

3. (Uneb-BA) Evite o excesso de élcool, pois ele au-
menta os efeitos do estrogénio. Algumas pesquisas
sugerem que beber apenas uma unidade de alcool
por dia aumenta o risco de cancer de mama em 11%,
aumentando para 24% com duas unidades e 38%
com trés unidades diarias. (BREWER. 2013, p. 75).
Se as diferencas entre os percentuais que indicam o
risco de cancer de mama informados no texto cres-
cessem formando uma progressao aritmética, a me-
dida que o nimero de unidades de alcool ingeridas
por dia aumentassem, entdo uma pessoa que inge-

risse cinco unidades de alcool, diariamente, teria um
risco de desenvolver cancer de mama de:

01) 72%. 04) 65%.
X 02) 69%. 05) 63%.
03) 67%.

4. (UFRN) Numa escola, o acesso entre dois pisos des-
nivelados é feito por uma escada que tem quatro
degraus, cada um medindo 24 cm de comprimento
por12 cmde altura. Para atender a politica de aces-
sibilidade do Governo Federal, foi construida uma
rampa, ao lado da escada, com mesma inclinacao,
conforme mostra a foto abaixo.

Com o objetivo de verificar se a inclinacdo esta de
acordo com as normas recomendadas, um fiscal da
Prefeitura fez a medicao do angulo que a rampa
faz com o solo.

O valor encontrado pelo fiscal:

a) estava entre 30° e 45°.
x b) era menor que 30°.
c) foi exatamente 45°.

d) era maior que 45°.

Regiao Centro-Oeste

5. (Univag-MT) Dois irmaos decidiram ler um livro de
903 paginas. Um irmao ira ler 37 paginas por dia e
o outroira ler 3 paginas no primeiro dia, 7 paginas
no segundo, 11 paginas no terceiro e assim sucessi-
vamente, lendo a cada dia 4 paginas a mais do que
no dia anterior. A diferenca, em dias, entre o tempo
de leitura desse livro por cada um dos irmaos sera:
xa) 4. d) 2.

b) 5. e) 3.
.

_
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6. (UEG-GO) Do alto de um edificio de 24 metros de
altura, um engenheiro vé o topo de um outro edi-
ficio mais alto, observando-o sob um angulo de
30°. Sabendo que a distancia entre os dois edifi-
cios é de 100+/3 metros, a altura do edificio mais

alto é:

a) 10043 m. xC) 124 m.

b) 100 m. d)124/3 m.
Regiao Sudeste

7. (Unicamp-SP) O perimetro de um triangulo retan-
gulo é igual a 6,0 m e as medidas dos lados est3do
em progressao aritmética (PA). A area desse trian-
gulo éigual a:
a)3,0m?.

b) 2,0 m2.
xc) 1,5 m2.
d)3,5m?.

8. (Cefet-MG) Uma raposa avista um cacho de uvas
em uma parreira sob um angulo de 30° formado
com a horizontal. Entdo, preguicosamente ela se
levanta, anda ~3 m em direcao a base da parreira
e olha para as uvas sob um angulo de 60°, como
mostra a figura abaixo.

Glow Images

M. Unal Ozmen/Shutterstock/

David Osborn/Alamy
Stock Photo/Glow Images

Nessas condicoes, a altura h do cacho de uvas, em
metros, é:

a)1,0.

Regiao Sul

9. (Unisc-RS) A meia-vida de um elemento radioativo
¢ ointervalo de tempo em que uma amostra deste
elemento se reduz a metade. O Cobalto-60, usado
na medicina como fonte de radiacao, tem meia-
-vida de 5 anos. A porcentagem de sua atividade
original que permanecera no fim de 25 anos é:

a) 50%. d) 6,25%.
b) 25%. «€) 3,125%.
0) 12,5%.

10. (UEL-PR) Analise a figura a seguir.

Dam d'Souza/Arquivo da editora

A questao da acessibilidade nas cidades € um desa-
fio para o poder publico. A fim de implementar as
politicas inclusivas, a Associacao Brasileira de Nor-
mas Técnicas (ABNT) criou normas para acessibili-
dade arquitetonica e urbanistica. Entre elas estao as
de construcao de rampas de acesso, cuja inclinagao
com o plano horizontal deve variar de 5% a 8,33%.
Uma inclinacao de 5% significa que, para cada metro
percorrido na horizontal, a rampa sobe 0,05 m. Re-
correntemente, os acessos por rampas nao respei-
tam essas normas, gerando percursos longos em
inclinacoes exageradas. Conforme a figura, obser-
vou-se uma rampa de acesso, com altura de T metro
e comprimento da rampa igual a 2 metros.

Se essa rampa fosse construida seguindo as normas
da ABNT, com inclinacao de 5%, indique a alterna-
tiva que apresenta, corretamente, a diferenca de
comprimento dessas rampas, em metros.

a) 5.
b) 20.
Q 2+ L.
20
xd) V40T -2.
1

e) 4,01 +—.
20

L]
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Caiu no Enem ®

Unidade 1 3. (Enem) A Secretaria de Satde de um municipio avalia
um programa que disponibiliza, para cada aluno de
uma escola municipal, uma bicicleta, que deve ser
usada no trajeto de ida e volta, entre sua casa e a

1. (Enem) Num projeto da parte elétrica de um edificio
residencial a ser construido, consta que as tomadas
deverao ser colocadas a 0,20 m acima do piso, en-

quanto os interruptores de luz deverdo ser colocados escola. Na fase de implantacao do programa, o aluno
a 1,47 m acima do piso. Um cadeirante, potencial que morava mais distante da escola realizou sempre
comprador de um apartamento desse edificio, ao ver 0 mesmo trajeto, representado na figura, na escala
tais medidas, alerta para o fato de que elas ndo con- 1:25000, por um periodo de cinco dias.

templarao suas necessidades. Os referenciais de al-
turas (em metros) para atividades que nao exigem o
uso de forca sao mostrados na figura seguinte.

1,35 méximo
1,20

1,00
Q@O{ confortédvel

Banco de imagens/Arquivo da editora

,0,40 minimo

Banco de imagens/Arquivo da editora

I3»

Uma proposta substitutiva, relativa as alturas de to-
madas e interruptores, respectivamente, que aten-
dera aquele potencial comprador é

a)0,20me1,45m. d) 0,25me 1,30 m.
b) 0,20 m e 1,40 m. x€) 0,45 m e 1,20 m. o 11 em
) 0,25 me 1,35 m. 22 —

Tcm
2. (Enem) Os incas desenvolveram uma maneira de re-
gistrar quantidades e representar nimeros utilizan-

do um sistema de numeracao decimal posicional: um Quantos quilometros esse aluno percorreu na fase

conjunto de cordas com nés denominado quipus. O de implantacao do programa?
quipus era feito de uma corda matriz, ou principal a) 4.
(mais grossa que as demais), na qual eram pendura- b) 8.

das outras cordas, mais finas, de diferentes tamanhos
e cores (cordas pendentes). De acordo com a sua po-
sicao, os nos significavam unidades, dezenas, cente- d
nas e milhares. Na Figura 1, o quipus representa o
numero decimal 2453. Para representar o “zero” em

ualquer posicao, nao se coloca nenhum né. . . .
qualquer posis 4. (Enem)Ociclo de atividade magnética do Sol tem um

Quipus periodo de 11anos. O inicio do primeiro ciclo registra-

Corda prlnclpal}(;ja—ﬂ:m _?- do se deu no comeco de 1755 e se estendeu até o final
pendente —f— —— de 1765. Desde entao, todos os ciclos de atividade
Centenas magnética do Sol tém sido registrados.
) Disponivel em: <http://gl.globo.com>. Acesso em: 27 fev. 2013.
Dezenas
e — No ano de 2101, o Sol estara no ciclo de atividade
Unidades magnética de numero
Figura1 Figura2 xa) 32.
. ~ . . b) 34.
O numero da representacao do quipus da Figura 2,
em base decimal, é c)33.
a) 364. xC) 3064. e) 4603. d) 35.
b) 463. d) 3640. e) 31.

~
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5. (Enem) Nos Estados Unidos a unidade de medida de
volume mais utilizada em latas de refrigerante ¢ a
onca fluida (fl 0z), que equivale a aproximadamente
2,95 centilitros (cL).

Sabe-se que o centilitro é a centésima parte do litro
e que a lata de refrigerante usualmente comerciali-
zada no Brasil tem capacidade de 355 mL.

Assim, a medida do volume da lata de refrigerante
de 355 mL, em onca fluida (fl 0z), é mais préxima de

a) 0,83. d) 104,73.
b) 1,20. €) 120,34
% €) 12,03

6. (Enem) Os hidrémetros sao marcadores de consumo
de agua em residéncias e estabelecimentos comer-
ciais. Existem varios modelos de mostradores de
hidrometros, sendo que alguns deles possuem uma
combinacao de um mostrador e dois relégios de pon-
teiro. O nimero formado pelos quatro primeiros al-
garismos do mostrador fornece o consumoem m?, e
os dois ultimos algarismos representam, respectiva-
mente, as centenas e dezenas de litros de agua con-
sumidos. Um dos relégios de ponteiros indica a quan-
tidade em litros, e o outro em décimos de litros,
conforme ilustrados na figura a seguir.

1m® = 1000 litros centenas de litros
metros clbicos de = dezenas de litros

agua consumidos :
unidade de

medida

Banco de imagens/Arquivo da editora

2elodoIRNETRO Décimos de litros
Disponivel em: <www.aguasdearacoiaba.com.br>(adaptado)

Considerando as informacoes indicadas na figura, o
consumo total de agua registrado nesse hidrometro,
em litros, é igual a

a) 3 534,85. x d) 3 534 859,35.
b) 3 544,20. €) 3 534 850,39.
¢) 3534 850,00.

Unidade 2

7. (Enem) Certo vendedor tem seu salario mensal calcu-
lado da seguinte maneira: ele ganha um valor fixo de
R$ 750,00, mais uma comissao de R$ 3,00 para cada
produto vendido. Caso ele venda mais de 100 produtos,
sua comissao passa a ser de R$ 9,00 para cada produ-
to vendido, a partir do 1012 produto vendido.

Com essas informacoes, o grafico que melhor repre-
senta a relacao entre salario e o nimero de produtos
vendidos é

a) 2250 4

2000 +
1750
1500 -
1250
1000 +
750 H
500 -
250
0

Salarioem R$

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtos vendidos

2250 A
2000 +
1750
1500 -
1250
1000 A

Salario em R$

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtos vendidos

Salario em R$

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtos vendidos

2250 +
2000 +
1750
1500 -
1250
1000 +
750
500 -
250

[

.

.

Salario em R$

P R

s

0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtos vendidos

x €e) 2250 -

2000 4
1750 -
1500 A
1250 -
1000 4
750
500 4---
250 q--d---ro-o

Salarioem R$

A P S
] ] ] ] '
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0 25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtos vendidos

A
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8.

X

10.

(Enem) As curvas de oferta e de demanda de um pro-
duto representam, respectivamente, as quantidades
que vendedores e consumidores estao dispostos a
comercializar em funcao do preco do produto. Em al-
guns casos, essas curvas podem ser representadas por
retas. Suponha que as quantidades de oferta e de
demanda de um produto sejam, respectivamente,
representadas pelas equacoes:

Qo= —20 + 4P

Op =46 — 2P

emque Qo € aquantidade de oferta, Op € a quantidade
de demanda e P é o preco do produto.
A partir dessas equacoes, de oferta e de demanda,
os economistas encontram o preco de equilibrio de
mercado, ou seja, quando Qg e OQp se igualam.
Para a situacao descrita, qual o valor do preco de
equilibrio?

a)s. xb) 11. Q) 13.

(Enem) Um professor, depois de corrigir as provas de
sua turma, percebeu que varias questoes estavam mui-
to dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma funcao
polinomial f, de grau menor que 3, para alterar as notas x
da prova para notas y = f(x), da seguinte maneira:

- A nota zero permanece zero.

—Anota 10 permanece 10.

—Anota 5 passa a ser 6.

A expressao da funcdo y = f(x) a ser utilizada pelo
professor é

1,7 4
a = —x*+ —x. d = —x + 2.
) y 5 : )y c
)yz—ix2+2x. e) y=x

10

1, 7

= —x? + —x.
9= 12

(Enem) A temperatura T de um forno (em graus cen-
tigrados) é reduzida por um sistema a partir do instan-
te de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo com
2

a expressao T(t) :71‘7 + 400, com t em minutos.
Por motivos de seguranca, a trava do forno sé ¢ libe-
rada para abertura quando o forno atinge a tempera-
tura de 39 °C.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, ap6s se
desligar o forno, para que a porta possa ser aberta?

a) 19,0. xd) 38,0.
b) 19,8. e) 39,0.
¢) 20,0.

1.

12.

(Enem) No Brasil ha varias operadoras e planos de
telefonia celular. Uma pessoa recebeu 5 propostas
(A, B, C, D e E) de planos telefénicos. O valor mensal
de cada plano esta em funcao do tempo mensal das
chamadas, conforme o grafico.

~
o

o))
o

Valor mensal (em reais)
w H v
(@] o o

_ N
o O

o

0 10 20 30 40 50 60
Tempo mensal (em minutos)

Essa pessoa pretende gastar exatamente R$ 30,00
por més com telefone.
Dos planos telefonicos apresentados, qual é o mais
vantajoso, em tempo de chamada, para o gasto pre-
visto para essa pessoa?

a)A. b) B. x¢) C. d) D. e) E.
(Enem) Existem no mercado chuveiros elétricos de
diferentes poténcias, que representam consumos e
custos diversos. A poténcia (P) de um chuveiro elétri-
co é dada pelo produto entre sua resisténcia elétrica (R)
e o quadrado da corrente elétrica (i) que por ele circu-
la. O consumo de energia elétrica (E), por sua vez, é
diretamente proporcional a poténcia do aparelho.
Considerando as caracteristicas apresentadas, qual
dos graficos a seguir representa a relacao entre a
energia consumida (E) por um chuveiro elétrico e
a corrente elétrica (i) que circula por ele?

a) E xd)E

0l j 0 i
b) £ e) £

0l j 0] i
o E

0l j

~
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Unidade 3

13. (Enem) Entre outros objetos de pesquisa, a Alome-

14
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X

tria estuda a relacdo entre medidas de diferentes
partes do corpo humano. Por exemplo, segundo a
Alometria, a area A da superficie corporal de uma

pessoa relaciona-se com a sua massa m pela férmula
2
A =k X m3,em que k € uma constante positiva.

Se no periodo que vai da infancia até a maioridade
de um individuo sua massa é multiplicada por 8,
por quanto sera multiplicada a area da superficie
corporal?

a) Y16
b) 4.
) V24.
d)8

e) 64.

(Enem) A Agéncia Espacial Norte-Americana (NASA)
informou que o asteroide YU 55 cruzou o espaco en-
tre a Terra e a Lua no més de novembro de 2071. A
ilustracao a seguir sugere que o asteroide percorreu
sua trajetéria no mesmo plano que contém a érbita
descrita pela Lua em torno da Terra. Na figura, esta
indicada a proximidade do asteroide em relacdo a
Terra, ou seja, a menor distancia que ele passou da
superficie terrestre.

0 asteroide se aproxir'riairé

o suficiente para que cientistas
possam observar detalhes

de sua superficie

Proximidade
daTerra
W 325 milkm

Asteroide YU 55
Tamanho: 400 m de
didmetro, equivalente | )
ao tamanho de um
porta-avides

j 8 de novembro
il as 21h 28 min
(horério de Brasilia)

Fonte: NASA. Disponivel em: <http://noticias.terra.com.br> (adaptado).

Com base nessas informacdes, a menor distancia
que o asteroide YU 55 passou da superficie da Terra
¢iguala

a) 3,25 X 10? km.
b) 3,25 X 10° km.
c) 3,25 X 10* km.
«d) 3,25 X 10° km.
€) 3,25 X 108 km.

Unidade 4

15. (Enem) As projecdes para a producao de arroz no

periodo de 2012-2021, em uma determinada regiao
produtora, apontam para uma perspectiva de cres-
cimento constante da producao anual. O quadro
apresenta a quantidade de arroz, em toneladas, que
sera produzida nos primeiros anos desse periodo, de
acordo com essa projecao.

Ano Projegilo da
producao (t)
2012 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

A quantidade total de arroz, em toneladas, que de-
vera ser produzida no periodo de 2012 a 2021 sera de

a) 497,25.
b) 500,85.
¢) 502,87.
x d) 558,75.

)
€) 563,25.

16. (Enem) Jogar baralho é uma atividade que estimula

o raciocinio. Um jogo tradicional é a Paciéncia, que
utiliza 52 cartas. Inicialmente sao formadas sete co-
lunas com as cartas. A primeira coluna tem uma car-
ta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem trés
cartas, a quarta tem quatro cartas, e assim sucessi-
vamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas,
e o que sobra forma o monte, que sao as cartas nao
utilizadas nas colunas.

A quantidade de cartas que forma o monte é

A

: (9e7)
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Respostas

UNIDADE 1 - Nameros e funcoes

Capitulo 1 - Conjuntos numéricos

1.

5.

6.

1.

12.

13.

14.
16.

a) M(6) = {0, 6,12,18, 24,30, 36,42, ..}
b) D(6) ={1,2,3, 6}
o A=1{23,5,7,11,13,17,19}

d) C=1{0,1,4,9,16,25,36,49, ..}

.a) {0,71, 2}

b) {~2,-1,0,1,..}

) 0,1}

d) {-1,0,1,2,3}

e) Nao existe valor para x.
f) {.. 2, -1}

A: i; B: 0,181818...; C: 'Ii; Dk =255 (= *i; F:0,7; G: e
3 5 4 10

A

ol >

w
w

a
&
N
)
S|w

1 5_a:_ 6 _4

.025<—=<052<05< —<—
2 10 5

. Exata: b, e; infinita periddica: a, d; infinita ndo periddica: ¢, e.

10.

a) 3;4

b) Infinitos; infinitos

a) Vv

b) F

a) -6 .16
-8 - 300
.12 - 86
e 22 - 16

b) Todos os resultados sao nimeros pares.

PQ = 365; PM = 96; MO = 269

a) {1,3,5,7,9}
b) {0,2,4,6,8}

) {0,1,3,5,6,7,8,9}
d) {0,6,8}

(oea)
(268,

Resolvido passo a passo

6. a) 500 panfletos de Pedagogia, 600 panfletos de Sistemas
da Computacao e 800 panfletos de Administracao.

b) R$ 4100,00

18.

19.

20.

21.

22.

24,

25.

217.

28.

29.
30.
31

32

33.

35.

a) {0,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) {4,5, 6}

0 {0,3,4,5,6,7,8,9,10}
d) {0,3,4,5,6,9,10}

e) {6}

a) {a,c e f}
) B

=3

o) {h,i}

d) {a,c.ef h,i}

aA) ZUQ=QeZNQ=27
b)QUR=ReQNR=Q
a) Z

b) z d) N

a) (AUB)NCou(ANC) N (BN
by ANB)UBNCou(AUCNB

a) 25alunos.
b) 10 alunos.

c) 50 alunos.

a) 41estudantes.
b) 27 estudantes.

a) 54 familias.
b) 315 familias.
c) 365 familias.

a) 43%
b) 7%
o) 57%

5
5 alunos.
34

. 21 pesquisados.

a) [-4,2]
b) (1, +<)
) (=,1]

d) ( ]
) [V3,+3]
f) (0,75:0,90)



36.2) ANB=[3,4;AUB=[2,6]eA—B=][23) Capitulo 2 - Funcoes

b)AUB=(-=4)eANB=(-=1) 1. a) Aarea é dada em funcao da medida do lado.

C)AUB:[*Z,‘FOC)GAQB:[*'I,O) b)AéreaA.
37. a) (=, 6] c) Olado <.
b) (~5,2] dA=¢
9 [-6,2] e) 144 cm?
d) (-5,2] f) 3cm
38. Sim. 2.3)d=2
b) C = 2mr
40. a) 120 .
b) 900 4. a) Sim.
95 b) O custo de producio (c) € dado em funcao do nimero de
d) 1600 pefasz(x)‘
e) 55 c) ¢=1,20x
f) 80 d) R$12,00; R$ 24,00; R$ 60,00
g) 200 e) 100 pecas.
h) 350 5.2) f(x) = %
41. a) R$ 30,00 b) f(x) =2x—3
b) 70 000 habitantes. ==X +3
¢) 100 km 23 5
d) f(x)=x>+x
d) R$ 88,00
6.a) y=8x
42, 3) 1134
b) y = 14x
b) 27444
) 2340 7.3) Q=72 +10x
b) R$ 172,00
43. a) 1,75 polegada ) Zz I" .
b) Menos. ;) clierges,
c) 40 polegadas INE=Esrt
d) 18,75 mm 9. a) 80 unidades.
Para refletir b) Lucro
Pdgina 14. 10.y =5x +1
«Sim. 1. aec
-S!m. 12. E funcdo.
«Sim.
«N3o. 13. N&o é funcio.
Pégina 15. 14. Sim.

+N3o, todo nimero natural é inteiro.

. , .\, ) 16. a) Sim. f(x) X
+Sim, os numeros inteiros negativos.

b) Sim. f(x) = x*

Pdgina 17.

Porque é a fracdo que dé origem ao nimero decimal. 17.2) D(f) = {3,4.5,6}
Pdgina 19. b) Im(f) ={1,3,7}
-Nem sempre. qf4)=

«Sim. dy=17

Pégina 36. Q=

{3, 5} representa o conjunto dos elementos 3 e 5. f) x=3o0ux=4
(3,5) representa o conjunto dos nimeros reais entre 3 e 5 g) f(6)=3

e também representa o par ordenado de abscissa 3 e orde- h) y=1

nada 5. .

[3,5] representa o conjunto dos nimeros reais de 3 até 5. ) x=5

Pdgina 39. 18. b) D(g) = {1,3,4};CD(g) = {3,9,12};Im(g) = {3,9,12}
Poligono convexo é um poligono cujos angulos internos ) gB3)=9

sao todos menores do que 180°. d)x=4

(5ea)
(269)
) -

N



19.

20.

23.
24,

25.
26.

27.

28.

29.

32.

33.

a) D(f) =R — {6}

b) D(f) =R

o D(f)={x€ER|x=T7}

d) D(f) =R

e) D(f) ={xER|x=2ex#3}

A(3,3); B(—3,2); C(2,0); D(—2, —4); E(4, —3); F(0, —2)

16 unidades de area.
a)
b)
d(P- 0) = Y(0-Xx)*+0-y)* =y/x>+?
E(—20°, —40°)

F(—60°,20°)

G(40°, —60°)

u
d(A, B) = 5 unidades de comprimento.
d

(A,B) = V10 unidades de comprimento.

c) Efuncio.

d) Nao é funcao.

a) D={xER|-3=sx=<T}=[-3,1]
Im={yeR|-2sy=<2}=[-2,2]

b) D={x€R|—-2<x<3}=(-2,3)
Im={yeR|1<sy=<3}=1,3]

o D={xeER|-2=sx<T}=[-2,1)

Im = {yE\R|%<y<4}:(%,4}
dD={x€eR|0sx=<4}=[0,4]

Im={yeR|0=<y<2}=[0,2]
e) D={x€R|0<x=<2m}=[0,2mn]

Im={yeR|-1sy<1=[-11]
f) D={xeR|-2<x<3}=(-2,3)

Im={y€eR|0<y<3}=(0,3)
D(f) = R;Im(f) = Z.

Resolvido passo a passo

5.

a) R$140,70
b) 12675 cm? ou 0,012675 m>.

34,

a) Crescente.
b) Decrescente.

c) Crescente.

(o)
(210)
N

35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42,

43.
44,

a) Crescente: {x E R | x < 2};
decrescente: {x ER | x = 2}

b) Crescente:{x ER | x <1};
decrescente: {x €EIR | x =1}
¢) Crescente:{xER|—m=<x<0}
decrescente:{x ER |0 < x<m}
a) D(f) = [= 1,4 Im(f) = [~ 1,3]
b) Corta o eixo x em um ponto; corta o eixo y em um ponto.
) lgual.
d) Valor maximo de f (x) é 3; valor minimo de f (x) é —1.
e) O ponto (—1,1).
f) Sim.
g) f(x)=3paral<x=<3
a) O pai ganhou a corrida, pois ele chegou aos 100 m em 14 s
e o filho,em 17 s; a diferenca de tempo foi de 3 s.
b) Cercade 70 m.
c) Cercadel0s.
As funcdes dos itens c e d sdo injetivas.
a) E sobrejetiva.
b) Nao é sobrejetiva.
a) E apenas sobrejetiva.
b) E apenas injetiva.
c) Nao éinjetiva nem sobrejetiva.
d) E bijetiva.
e) N3o é injetiva nem sobrejetiva.
f) Eapenas injetiva.
g) E bijetiva.
a) Injetiva.
b) Bijetiva.
) Sobrejetiva.
a) E apenas sobrejetiva.
b) E apenas injetiva.
c) Ebijetiva.
d) Eapenas injetiva.
e) E bijetiva.
(0,1,4,9,76, ...)
) PA de razao —5.
b) PG de razao 2.
¢) Nao é PA nem PG.

a

45. f(x)=2x -1

46.
47.

51
972

Pensando no Enem

1.
2.

b

C

Outros contextos

1

2.

Esta aumentando (de acordo com o grafico Adultos obesos —
IMC acima de 30).

a) IMC =20 b) Peso ideal. c) 1,90 m



Vestibulares de Norte a Sul

1. a 6. a
2.c 7. a
3.c 8.b
4. a 9.d
5.a 10. e

Para refletir

Pdgina 56.

+Porque, no exemplo a, D(f) ={0,1,2} e, no b, D(f) =

Pdgina 66.

*50

+1458

N

. a) largura

.a

10.

UNIDADE 2 - Funcao afim e funcao

quadratica

Capitulo 3 - Funcao afim e funcdo modular
1

a) f(1) =1

g(x) tem maior valor inicial e f (x) tem maior taxa de variacao
a) flx) =3x+1
b) f(x) = —2x+9
o) f(x) =2x+10
d) f(x)=—x+3
f(x) =8 + 0,50x

b) Ataxadevariacdoé0,50.0 valorinicial dessafuncao éf(0) =

¢) R$58,00.

= 1 cm; perimetro = 12 cm; largura = 15 cm;
perimetro =13 cm;largura = 2 cm; perimetro = 14 cm; largura =
=3 cm; perimetro = 16 cm; largura = 4 cm; perimetro = 18 cm

o) f(x) =10 + 2x

d) Ataxa devariacao é 2 e o seu valor inicial é 10.

Plano A:f(x) = 50x + 100; plano B: g(x) = 40x + 180.

)
b)
O custo aumenta mais rapidamente no plano A.

c) O plano A é mais econdmico para x < 8;0 B para x > 8; e
eles sao equivalentes para x = 8.

a) filx) =50 + 0,37x; f>(x) = 63 + 0,37x; f3(x) = 75 + 0,37x
b) fi>a=037f,—>a=037f;>a=037
.a) f(t) =10 + 5t.
b) 5
c) 10

9. f(x) = 3x — l;ataxa de variacado é g = 3.

a) C(x) = 6x + 10400
b) R$ = 17600,00

A taxa de variacdo correspondente ao plano A é a maior.

11.3) f(x) =3x+2
b) f(x) = —2x +5
12. a) V = —150t + 1000
b) R$ 100,00
) R$ 900,00

5.a) P(A) = —0,2A + 9,6; no ano de 2062.

(Resolvido passo a passo J

ix-!—4

1&aﬂm=—%x+§ :

17.a) m=38
18.a) a=3eb=2

b) flx) = —
b) m= -3

19. a) f(x) corta o eixo x no ponto (i O) e o eixo y no ponto (0,4).
3

b) Decrescente.

20. a) A(3,0);B(0,3) e C(6,3)

21. f(x) = —2x -1

22. a) =%x+2 e)y=2x+12

b)y=—%x+2 f) y=3x+14

c) y=10x
d) y = —10x + 20

gy =-3x
h)y=-x+16

24.3) y=3x—-6
b) y=-2x—-8
) y=5x+4
25.y= %x+2
26. a)
)

v
O

); eixo y: (0, —5)
0,4)
0,0)
0,-1)

eixo x: (5,
b) eixo x: ; eixo y:

y

o &
OO

)
C) eixo x: )
d

27. a

;eixo y:

)

N
o

eixo x:

fx) =
f(x)>0parax>—4

—_— o~ o~

(
(
(
(

); eixo y:

) |
) Oparax=—4

f(x)<Oparax<—4
b) f(x) =

f(x)>0parax<

Oparax =

f(x) <0 parax>

 flx) =

f(x) >0 para x >

Oparax =

Wl wlnwun N[ N =N =

f(x) <O0parax<

d) fix) =
f(x) >0parax>2

Oparax =2

f(x) <Oparax<2



28. a) f(x) >0 parax <1
b) f(x) <Oparax< —4

29. N3o existe valor real x que satisfaca as duas condicdes
simultaneamente.

30.x=17
31.a) S={xER|x<?2}
b) S={xER|x= —14}
32.3) S={xER|0=x=4}
b)S:{xE\R|%<x<3}

33. a) f(x) = 5,00x — 230,00

b) x < 46. O comerciante tera prejuizo se vender menos de
46 unidades.

) x =109

d) x >102

e) 66 <x< 82
34.a)5—{x€IR| ZSXS—%}

b) S={xER|x<lou2<x<4}
a) s

35. —{XEIR|1/X<%}
b) S={x€R|-4<x<-Toux>2}
36. a) Naloja A.

)
b) Loja A: f(x) = 3x + 5; loja B: f(x) = 2x + 10.
37.a) D= {x ER|x =< f% ou x 21}
b) D={xE€R|x<0oux=3}
) D={x€R|x<1loux>5}
38. a) OplanoC.
b) A partir de 50 minutos.
39. A partir de 60 minutos.
40. x — 1500 =0

41.d
42.3) r=5
b) —7,8,23,38,53,68 é uma PA.
c) r=15
43.r=12
44, f(x) = 4x + 1
45. a) v=60m/s
b) S = 60t + 100
c) S=700m
d) t=15s
46. Sim, é uma proporcionalidade direta.
47. Nao.
48. Sim.
49. v
50. Sim.
51.y =20x

a) 60 cm; 140 cm; 220 cm
b) 62degrau; 82 degrau; 142 degrau.

(57
(212,

53.a)

54.3) f(8) = 9;f(=1) =8 f(3) = 41(0) =
) {7 —Xx,sex <3
X+l sex =3

d)D(f) =Relm(f) ={y €R|y = 4}

55. ) 5 ={—4,16} Q) S={-7,9}
4 —(
b) S = { 32} d) $={-1,5}
56.a) S={-7,-5-1,1}
b) S ={-1,2,3,6}
D(f)I=Relm(f) =R,

57. a)
)

=3

X) é crescente para x = 0; f(x) é decrescente parax <0

(
) f(x) nao é injetiva nem sobrejetora.

f
f
d) f(x) >0parax#0; f(x) =0parax =0
fi
J

3x +15, 5
58. 2) fix { X sex <

3x —15,sex =5

b) f(2)=9; () = 6, f(=1) =18,f(5) =

60. a

Para refletir

Pdgina 80.
E a semirreta que parte do vértice do angulo e o divide em
dois angulos de mesma medida.

Pdgina 84.

Porque existem infinitos valores de y para um unico valor

de x e, portanto, nao é funcao.

Pdgina 85.

flx)>0; f(x)<O0

Pdgina 86.

Osinal + significa f(x) > 0, e o sinal — significa f(x) < 0.

Pdgina 99.

«Em g(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram duas uni-
dades para cima. Em h(x) todos os pontos de f(x) se des-
locaram duas unidades para baixo.

« Em r(x) todos os pontos de f (x) se deslocaram duas uni-

dades para a direita. Em s(x) todos os pontos de f(x) se
deslocaram duas unidades para a esquerda.

+ Em t(x) todos os pontos de f(x) se deslocaram trés uni-
dades para a direita e uma unidade para cima. Em u(x)
todos os pontos de f(x) se deslocaram uma unidade para
a esquerda e trés unidades para baixo.



Capitulo 4 - Funcdo quadratica

2.
£k

10.

1.

12.
13.

14.
15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.

aed.

b) Parat = 2.

.a)a=2b=0ec=0
ya=2,b=-12ec=23
c)a=1b=-lec=-6

b

.a) S = 25w cm?
)

b) r=

-

oux' =1

a) 90 jogos.
b) 7 times.

15 watts.

a)3e0.
b) Nao tem zeros reais.
c) —2ed.

m< -3
k<9ek#0.
ms< %em#z.

1l

K =8ek'=-1.
2

a) f(x) = —2x*+8x—6

b)f(x)zf%xzf %x+4

o) f(x) = —x*>+10x — 25

18 alunos.

(10) = 100; £(1,5) = 2,25; fQv/3) =

€=1
o) D(f)= R eIm(f) = R%

a) Para todos os nimeros reais diferentes de zero.

d)a=12,b=13ec=-14
e)a=10,b=13ec= -3
f)a=2,b=—-12ec=23

e) f(=2)=21

f) f(h+1)=3h>+2h
4

g) x=0o0ux= 5

h) Nao existe x real.

d) =5
e) 4
f) Nao tem zeros reais.

22.3) 0e2. e) —14e0.
b) —4eO0. f) —1eo0.
) —4ed. g —2e2
) — VT e . h) ~6e6.
23. O poligono tem 20 lados e se chama icosagono.
24. x =1dm
25. Daqui a 3 anos.
26. 40 km/h
27. 1
2
D7 |
200 12)-4
5)_ 25
b) f(?) 4
3)_9
J f( ?)7 4
31.a) V(0,1);x=0
b) V(0,2);x = 0
c) V(0,-1);x=0
d) V(0,~1);x=0
32. Valor minimo:f(x) =1, h(x) > =1, $(x) = —1;
valor maximo: g(x) — 2.
. 1 1
.a) Eixo:x = 2, V(2,0 F[2, —|;y = — —
33. a) Eixo:x = 2; V(2,0); (,4),y A
. 1 1
b) Eixo: =—'|;V—1,0;F(—'|, ——); = —
) Eixo: x ( ) e y 5
) Eixo:x =1; V(1 O)-F(] l) =1
’ PARERER )Y 2
. 3 3
Eixo:x = 2, V(=2,0);F[-2, —=|;y = =
d) Eixo:x V( ,),( 3 4),)/ 2

35.

36.

37.

: 1 1
Eixo:x = 2, V(2,0); F[2, —|;y = — —
e) Eixo:x = 2; V(2,0); ( 12))/ 7

1

f) Eixo:x:1;V(1,0);F(1 __),y 1

20
1,0),d (=2,0) e f(1,0).
(1,0) e e (2,0).

c) Esses pontos sao os vértices das parabolas.

a) Ponto maximo:b (—

b) Ponto minimo:a (2,0),c

a) Ele é deslocado duas unidades para a direita.

b) Ele é deslocado duas unidades para a esquerda.
) (0,0);(2,0)e(~2,0).

d) (m,0) e (=m,0).

a) (0,0);(2,3); (=2, -3).

b) Ele é deslocado trés unidades para cima e duas unidades
para a direita.

c) Ele é deslocado trés unidades para baixo e duas unidades
para a esquerda.

d) Ele é deslocado k unidades para baixo e m unidades para a
direita,sek >0em > 0.

e) (m, k)

(992)
Y



LB = A O ) = +2
b) ) = =x + 3x + 4 d) ) = —x + 4x

39.3) a<0,b<0,c>0
b)a>0,b>0,c<0
) a<0,b>0,c=0

Matematica e tecnologia
a) Altera a abertura e a concavidade da parabola.
b) Altera a posicao do vértice.

c) Altera o ponto onde a parabola cruza o eixo ).

40.b
417.aeb.
42.m=-2
2
43.3) X’ =6ex’=5. ) X =6ex"=—6.
b) x' =3ex'=-7. dx=Lexr=1
2 3
44, a) Eixo x: (5,0) e (6, 0); eixo y: (0, 30).
b) Eixox:(3,0) e (=7,0); eixo y: (0, —21).
) Eixox:(6,0)e (—6,0);eixoy:(0, —36).
d) Eixo x: (%0) e (%0) eixo y: (0, 1).
45.3) a<0,A>0 d) a<0,A=0
b)a>0,A>0 e) a<0,A<0
) a>0,A<0 f) a>0,A=0

46. b

Resolvido passo a passo
6.a) (2,0)

47. a) V{1, —4)
3 1
o) V(3 %)
o) V(2,-1)
d) v(0,0)
e) V(2,3)
48. k> 2

49.m> - %

50.a) Im(f)={yeR|y= -1}
b) Im(f) ={y R |y =<0}

51.Sim,(1,2) e (3, 8).

52. a) Para cima.
b) x' = = ex"=—

J V(i, ,E)

g) Im(f) = {y ER|y= 7%}

(o)
G

53.

54.

55.A=
56.
57.
58.
59.

60.

61.
62.
63.

64.

65.
66.

67.
68.

69.

70.
7.

72.1
73.a

74.

a) 40 unidades.
)

15 passageiros.
c
25 lugares.
a)ls

b) 0,75 m

a) fx) =

X)>0parax<—loux>4;

x)<Opara —1<x<4

Oparax = —loux =4;

b) f(x) =0parax=—2oux=2;
X)>0parax<—2oux>2;

f(x)<Opara —2<x<2

f(
f(
f(
It

x<-—-50ux>-—-2

Para nenhum valor real de x.

mEIR|m>i
4

a)g:{xe\R|1<x<%}
3 3

=i XER|—==xs< =
b) S { I= 2}

XER|-4<x<0

a)S={x€\R|xsf%oux>5}

b) S

{XE\R|%<X<2}
c S= {xE\R|x<—1oux>%}

7

a) S={xER|-1<x<20u3<x<6}
b) S ={xER| x< -5}

) S={-2sx<3}

d) S={x€ER| -1<x=<0}

a) S={-2<x<3oux>5}

b) S={xER|x<O0ou2<x<3}

o S={xeER|x>3}

d) S={xeER|x<Tou2=x<4}

x€|R|x<—4ou2<x<30ux>4

E uma PA de razdo 2.



75. E uma PA de raz3o 8.

76. Exercicio 74:a razao da primeira PA é 1;a razao da Ultima PA é 2;
a=1;2ar*=2-1-1?= 2 (correto).
Exercicio 75:a razao da primeira PA € 2;a razao da Ultima PA € 8;
a=12ar*=2-1-2>= 8(correto).

77. a) Euma PA de razio 72.
b) Razdo da primeira PA: 3; razdo da Ultima PA:72;

a=4;2ar*=2-4-32=72(correto).
Outros contextos
1. Sim.
2. Afasta-se.

3. Catenaria.

/ .. .. .
Exercicios adicionais
1.a) x—12-1

2.3) —3e-7
b) 3e—1
3.a) fX)=x+1)>—4
b) f(x) =2(x +2)>— 13
4.3) —1e5
b) —3e1
5.10
1
6. x=——
6
N\

Pensando no Enem
1.d
2.e
3.a

Vestibulares de Norte a Sul

1c 6.a
2.e 7. c
3.a 8.d
4.a 9.¢c
5.b 10. a

Para refletir

Pdgina 102.

« Por causa do expoente 2 do x (x esta ao quadrado).

«No item £, f (x) = 2x € uma funcao afim.
No item g, f (x) = 2¥é uma funcao exponencial.
No item h, f(x) = x> + 2x*> + x + 1é uma funcao do ter-
ceiro grau.

Pdgina 104.

ca=1,b=-1ec=0

+Afuncdo nao é injetiva nem sobrejetiva.

N

Pdagina 107.

Se existirem, os nimeros serao raizes da equacao
x*—3x+7=0.EssaequacdotemA =9 — 28 =—19 <0.
Para A < 0, nao existe valor real para x.

Pdgina 108.

2 _ _ 4i2 7N r__
X —4x+3=0=>x= 5 =>x'=3ex"=1.
Logo, x" = 3x".

Pdgina 114.

Abscissas iguais, ordenadas opostas.
Pdagina 125.

Porque € o valor da funcao quando x vale 0.
Pdgina 129.

Dois pontos, um ponto ou nenhum ponto.

Pdagina 130.

Eles indicam os intervalos nos quais a funcao assume valo-
res positivos ou negativos.

Pdgina 133.

Pelo mesmo processo da multiplicacao de niumeros reais:
sinais iguais, produto positivo; sinais diferentes, produto
negativo.

UNIDADE 3 - Funcao
exponencial e
funcao logaritmica

Capitulo 5 - Funcao exponencial

1a

-~
0

1

. O SN A T =
-~ N 2 O o
Q‘ P o
~

= =
&< W
I w
-
w(n O

239
108
b) y=-15

2.3) x=

3. a) 1000 000

b) 1000 000 000
¢) 0,0001

d) 0,01

(7ae)
2%



-
&

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

- T @2 a o o
#“&OWQ‘ ﬁﬂ
N ool N
S Sl &g

o
&L g8 g 8
vio—= N W W w
5 =) <
=
o
)

6-107*
25-1077
2:1072
3,4-1072
8-107"

80 000

0,05

352 000
0,0016

2,279 - 108 km
7,783 - 108 km
911-10 %¢g

Soge 2raos

RO S

Q

o gl
T < M

Q.
-

(5e)
(276)
N

g) 2,039 -10'
h) 8-10°°

i) 4,8-10*

j) 7-10°

k) 9,231-10%
) 4,04-10*

ez
m < T m

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.
26.

217.

28.
29.

30.

31.

33.
34.

)
a)
)
a) 18
b) 3 ++/3

3
0 242 —246 +243 -6
4 — 3435

Q) 3+22
d) 8 — 215

a) 2
)5

d) -
a)1
b) 5
)

=3

V2 < ¥5 <7 < Y40
a) 2
82
a) 435
b) 1W/3
) 582
d) 3v2 —443
a,bd

+43
NEY

Sy

n



35.2) f(2) =18 e) g(0) = —1
b) g(2) = 23 ) h(0) = 5
q h2)=1 g) x=5
d) f(=1) = % h) x=1

36. Im(f) = R#

/ - .
Matematica e tecnologia

2.a) Crescente. c) Decrescente.

b) Decrescente. d) Decrescente.
3.a) Im(f) =R* o) Im(f) = (2,+)
b) Im(f) = (1,+) d) Im(f) = (=,=1)
4. Duas solucoes.
N\
37.a) 2
b) E uma PG.
) qg=9
38. 125

39. Uma funcao exponencial, pois os valores de x formam uma
PA e os de y, uma PG.

40.f(x)=3-3%a=3eb=3.
41. a) s = {6}

b) s = {4}

o S={-1,3}

d) s={2}
42. 3) S={6}

b) s ={3}

e) S=1{1,3}
f) S={-2,3}

g) S=1{5}
h) s =1{2}

43. a

44, 3) s = {1}
)

45.a=ioua:—
2

46. -2
47.(
. |
49.3) S={x€R|x>5}

) S={XxER|x<—3o0ux>3}

) S={xER|x>4}
d)S={xeR|x<2}

50.a
b

S={xER|0<x<4}
S={xeER|1sx=<2}

= =

5. S={xeR|x=1}

52.3) D={xER|x=4}
b) D={xER|x<0oux=2}
53.a) f(1) = 2,7183
£(3) = 20,086
g(2) = 0,13564
g(4) = 0,01832
b) 2
) 1

x X
I

[Resolvido passo a passo

5. a) Aproximadamente 31 min.

54.d

55.d

56. Aproximadamente 4 447 022 bactérias.
57. 32000 bactérias.

58. a) 3,125 mg

b) f(t) =50 - 2’%
59.a

Para refletir

Pdgina 149.

+30 meses:R$ 25 000,00;50 meses: R$ 45 000,00
+40 meses.

Pagina 150.

<20=1

Pdgina 151.

« Porque nao existe divisao por zero.

Pdgina 165.

Pdgina 168.

Sim.

Pdgina 170.

e =2718281... = e > 1= f(x) = e é crescente.
Pdgina 174.

2137

Capitulo 6 - Logaritmo e funcao
logaritmica
1.a

2L 52 L
0 0 & W w
- N U

=
|
N

A

N/



10.

1.

12. a

13.
14.
15.

16.
17.

.a

)
.a) xXER|x>3}
)

.a

)
)
9
)

=)

a=2
a=3
VaeIR+f{1}

a
Q
\ I

4
6

\/3 126

Q

)
b)
)
)

n

X
X
X
X

a

.a) xER| x>0}

)

b) {xER | x> 3}

0 {xXER|x<—4oux>4}
)

.a) XER|x>5ex# 6}

b {xe\Rl|x>—1—ex#1}
2 2

b) (xER |x>1ex# 2}

) Falso. e) Falso.
b) Falso.

c) Verdadeiro.
d) Verdadeiro. h) Falso.

)

)
) 500

QU
By

3
5

[ RN |

)
b)
c) 10

—Hh o

.a) 3-logx +logy

b) logm +3-logr+ logh — log3
) %Alogjxflloggy
a) logs 66 d) log; 27

b) 1 e) Iog;(?)

c) log 81
a)a+b d)
b)3a+b e)
2+b f)

f) Verdadeiro.
g) Verdadeiro.

18.
19.

20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.
28.
29.

30.
31.5
32.

33

38
3

8

1-2a

a+b

a) Aproximadamente 1,808.
b
C
d
e
f

Aproximadamente —2,708.

Aproximadamente 22,387.

Aproximadamente 2,961.

—

Aproximadamente —0,086.
x = 0,07
Entre 2 e 3.

EntreOe .
Entre —2e —1.

EntreOel.

& & =)

b
C

2ogse oo
~ | N
w wun

Q

= =
-
w
o

d) 1,26
e) 1,66
-0,52 f) 2,40

=3
|
w
]
o

@

1,15

1,70
0,55
1,85

o o
=2 L

a o

1,60
0,69
1,07
0,35

o o
< =

@8

d

1717 algarismos.

pH = 4,347

a) S=1{2,33}
b) 5 = {1,12}
o s={061
d) s ={1,81}

Aproximadamente 1,73.
={0,63;1}

x=9,60

. Aproximadamente 5 anos e meio.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

A quantia depositada triplica apds 56 meses.
Ap6s 18 meses.

Em 2 meses.

b

b

Aproximadamente 28 anos, 9 meses e 18 dias.



40. Aproximadamente 16 min e 12 s.
41. Aproximadamente 17 anos, 3 meses e 18 dias.

42.2) 2
b) 1
o D(f) =R*
d) Im(f) =R
€) 256
f) 3%

43. 3)
)

45. Crescentes: a, b, f; decrescentes: ¢, d, e.

47.a=1eb=1

49. f(g(x)) = f(logyx) = 282 = x, para todo x € R’.
g(f(x)) = g2*) = logy 2* = x paratodox € R.

/ sy .
Matematica e tecnologia

2. Aabscissa do primeiro ponto é igual a ordenada do segundo,
aordenada do primeiro é igual a abscissa do segundo. Exemplo:
A=(1,0)eF=(0,7).0s pontos pertencem a funcdes inversas.

3./ (x)=1059"(x) =

4.1m(f) = R; raizzx =1
\

/
Resolvido passo a passo

6. a) Atingira no ano de 2025; e ndo é classificada como uma
cidade em crescimento consideravel.

50. a) 5 = {15}
b) S ={-3,2}
q s = {16}
d) s=1{3)
51.a) 5= {7}
b) S = {2}
1
5, 5] 6 = {5;27}
b) S = {2}
53.2) 5= {3}
_ |1
b) 5= {3
54. x=1
55. 5 = {4,5}
56.x=
6

57.a) S = {64}

b) S = {100}
58.b
59.a3) S={x€R|x>2}
b) S={xER|-3<x<-1}

)
o S={xeR|x< -1}
d)S={xER|x<—-3oux>3}
60.a) S={xER|1<x<3}

b) S={x€ER|0<x<1}

) S={xER|5<x<6}

61.a) S={x€R|x>5}
b) S={xER|-T=x<0ou2<x<3}

Pensando no Enem

°C

Outros contextos
1. 20 dB a menos, porém o ideal seria diminuir 60 dB.
2. 15 minutos
3. No maximo 1 hora.

4.1 =10"%2W/m?

Vestibulares de Norte a Sul

1.a 6.a
2.d 7.b
3.d 8.a
4. 02 9.¢c
5.d 10.b

Para refletir

Pdgina 180.

r = log, b, a e b sao nimeros reais positivose a # 1e b # 1.
Entdoa #1=r#0.

Pdagina 181.

O desenvolvimento logaritmico utiliza as propriedades
para expandir uma expressao de maneira que nos

permite calcular o logaritmo de um produto, quociente ou
poténcia, conhecendo apenas os logaritmos dos fatores do
produto, dos termos do quociente ou da base da poténcia.

Pdgina 193.

Significa que,dado B> 0,tem-se log, x < —B, desde que x
seja um numero positivo suficientemente pequeno.
Pdgina 194.

a>1:(1,2);(42)e(24)

0<a<1:(=12);(2 -1);(-44)e(4 -2)

Pdgina 197.

Porque foi obtida uma sentenca matematica falsa na pri-
meira condicao, nao havendo necessidade de se verificar a
segunda.

(97a)
(219)
) -



UNIDADE 4 - Sequéncias e
Trigonometria

Capitulo 7 - Sequéncias

Leitura
1.377,610,987

2.a) 1,61538 ) 1,61764
b) 1,61904 d) 1,61818

1. a) 33,38,43,48 d) 4,4,5,5,5,5,5
b) 1,7,3 e) 66,107,173
c) 31,57,105 f) 125,216

2.(1,4,9,76,25,36,49, 64, 81,100)

3. (1,3,6,10,15, 21, 28, 36, 45, 55)

4.(1,3,5,7,..)

5. Sim, g, = 47.

6. a) (5,10,15,20...)

b) a,=2n—1,comn EIN*
8. a,0 =39
9.a) (-2,-2,2,2,-2,.)
b) (1,5,13,29,61,..)
10. 27

1.a) &1

a)
b) 155
c) 20

Resolvido passo a passo

6. a) Aproximadamente 1258,33 milhdes de pessoas.

b) O subsidio sera de R$ 19 913130 000,00; em torno de
880,83 milhdes de pessoas nao terao acesso aos medica-
mentos de forma gratuita.

12. a

13. a) PA(7,11,15,19, 23)
—6,2,10,18)

14. a) a, =5n —3,comn € IN*

=

b) a,=6n—7,comn EIN*

15. 62

16. 99

17. 3a) a, =3
b) a;, =15

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.

35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44,

45,

46.

47.
48.
49,

50.

51.
52.

r=4

82termo.

r=17

40

555

x=ler=24

R$ 37 500,00

2

16 vezes.
1,8,150u15,8,1

200 maquinas.
Apds 60 dias.
71“passadas largas”.
38

51

a) 55
b) 210
a) 2730
b) 1100
) 40200

34

14662

x =30

435 metros

70 quilometros
550 dm?

20 fileiras.
40°,60° e 80°.
a) EPGeg=3.

PG (7,21,63,189,567)
PG (—5,—10,—20,—40)
a) 200%

b) —20%

By - (1,05)"

P - (0,97)"

a

)
b)
)
)



53. 9000 unidades.
54.3) 2

55. 96
\ 56. a) x = +6
X

57.2

58. G, - 0,96

59. 240000 unidades.
60.d

61. 243800 habitantes.
62. 364500 bactérias.

63. a) 1023

b) 1705

) 1365
64.2
65. 8 termos.
66. 22

32
67. R$1860,00
68. 48828124 visitantes.
69. 25

70. a)

71.8
72. —

73. 3) %

T4.y=180uy=6;x=3

75. (4,6,8)

76. PA (4,8,12,16); PG (1,4, 16, 64)
77. x =100 e y = 100.

78.d

Outros contextos
1. Medicamentos
2. Animais peconhentos/escorpides;12,43%.
3. 32 horas.

Para refletir

Pdgina 209.

(ca, ca, ca); (ca, ca, co); (ca, co, ca); (ca, co, co);
(co, ca, ca); (co, ca, co); (co, co, ca); (co, co, co)

N

Pdagina 212.

« Porque os nimeros sao quadrados perfeitos, ou seja, tém
raiz quadrada exata, e os pontos podem ser dispostos de
modo que formem um quadrado.

«Porque os pontos podem ser dispostos de modo que
formem um triangulo.

Pdgina 227.

Dezoito quintilhdes, quatrocentos e quarenta e seis
quatrilhdes, setecentos e quarenta e quatro trilhoes,
setenta e trés bilhoes, setecentos e nove milhoes,
quinhentos e cinquenta e um mil seiscentos e quinze.

Capitulo 8 - Trigonometria no tridngulo
retangulo

=

320

80 m; 60 m;40 m

el
4

x=9
d
AB'=2,6cm,B'C'=39cm,C’'D’' =6,5cm

© oM FWN o

.n=84cmeo=9,6cm.
10. x = 1,25

1. % ou3

12. A ABCe A ABD.
13.x=4

14.10

15.4

16. x=24m

17.4

18. 480 cm, ou 4,8 m.

20. a) Sim. Constante de proporcionalidade ou razdo de seme-
Ilhanca 2.

b) Sim.
c) Sim.
21. Sim.

22.2a) R:40cm;Ry: 24 m

5
b) =
) 3
5
) =
5
d =
) 3
25
e) 5
23. Nao
24. 3) Verdadeira.
b) Falsa.
25. Sim.
26. a) Sim.
b) E 4:3 pois 1600 _ 1500
27.x=9;y= ECIPN N
5 5 5

(oa)
(281)
) -



28.b=103;c=10;h=5-/3

29.c= 3%;r=5;x= % ould;y=3,6
30.6cme8cm.

31.10 V41 km (= 64 km).

32,3 2 g 4
5 5
4 3
b) — 2,
) 5 e) -
3 4
2 P
C) 2 ) 3
33. Sim.
34. a) 90°
b) senB = Z;cos B = l;’canézi
X X y
senC = L;cosf = i;tanf -y
X X z
35.a) sen G = g;cosa = %;tana = —‘/51—1

b) EG = 25; EF = 5~/
Q) 1 .1
S A
11 5

37.3) sena = i;tanm= ES

38. a) senB = 0,6;cos B = 0,8;tan B = 0,75; B = 37°

b) senB = —.cos B =

il
2

39. a) sen45° = g;cos 450 = g;tan 450 =

b) sen30° = %; cos 30° = g; tan 30° = g

c) sen 60° = %; cos 60° = %;tan 60° = 3

40. sena = ﬂ
10
41. cosa = £
5
42, tana = J15

Resolvido passo a passo

5. a) O prédio possui 20 andares, além do térreo;
38 apartamentos.

43. a) 7,66 cm
b) 8,51dm
0 x=1323mey=1244m.

(a9
(282,

44, 12,05 milhas
45.36m
46. 2500 m

47.3) 8 m
b) 30°

48.h=59,7m
49.¢=22m

50.50,4m

51. v, =5+3;V,=5
52.24cme 24 cm?
53.235m

54. h=540m;d=2062m

55. o =30°
56.x =503
57.504m

58. h =188 unidades de comprimento
59.nz = @

Pensando no Enem
1.b
2.e

Vestibulares de Norte a Sul

le 6.c
2.b 7. c
3.02 8.b
4.b 9. e
5.a 10.d

Para refletir
Pdgina 245.

Porque os lados correspondentes sdo proporcionais e os
angulos correspondentes sao congruentes.

Caiu no Enem

1le 9.b
2.c 10.a
3.e Mn.d
4. a 12.d
5.¢ 13.b
6.d 14.d
7. e 15.d
8.c 16. b



Sugestoes de leitura

ALVAREZ, Maria Terezinha Seordamoglio.

Seu problema é dinheiro? Sao Paulo: Ed. do Brasil, 2001.
(Colecao PEC - Projeto Escola e Cidadania).

A obra trata de calculo de juros e mostra como esse conhecimento
pode ajudar o aluno a tomar decisoes na vida pessoal e profissional.
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ATALAY, Bulent. A Matemadtica e a Mona Lisa:
a confluéncia da arte com a ciéncia.
Sao Paulo: Mercuryo Novo Tempo, 2007.

Neste livro o autor apresenta a ciéncia por meio
da arte e a arte por meio da ciéncia.

Sel problema € dinheiro?

Reproducao/Editora Mercuryo Novo Tempo

BALL, Johnny. Pense em um nimero.Traducao

de Percival de Carvalho. Sao Paulo: Caramelo, 2009.

Uma viagem fascinante ao mundo dos nimeros. O livro apresenta
exemplos, ilustracoes, quebra-cabecas e truques em quase todas
as areas da Matematica. Sao tratados assuntos como a divina
proporcao, a 32 dimensao, fractais e o nimero pi.

TR T

Reprodugao/Editora Caramelo

P ﬁ e o0 5N
"Malba Tahan -
¥ - b 113
TAHAN, Malba. O homem que calculava. ; =t SaEL e

Rio de Janeiro: Record, 2015. O Homem
Tahan narra a histéria do calculista persa Bereniz Samir—o “que Calculava
homem que calculava. As proezas desse viajante tornaram-se L. / '
lendarias na antiga Arabia, encantando reis, poetas, xeques e ;
sabios. Problemas aparentemente sem solucao tornam-se de uma
transparente simplicidade quando expostos por ele.
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MERINO, Rosa Maria Herrera; FRABETTI, Carlo.

A Geometria na sua vida. E a histdria... A medicdo

da docura. Série Saber Mais. Nilson José Machado
A GEOMETRIA (Consultor). S3o Paulo: Atica, 2003.
o 51 :u:“sun e Simulando uma conversa com o leitor, com uma linguagem

facil, o livro mostra como os conhecimentos geométricos podem
solucionar uma série de problemas e que podemos encontrar a
Geometria na natureza, nas artes, na tecnologia da vida moderna.
Completando a diversao, a obra possui alguns desafios e a historia
“A medicao da docura”.
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FAINGUELERNT, Estela K.; NUNES, Katia Regina Fazendo' _,_
Ashton. Fazendo arte com a matemdtica. Porto S 6 A ratematica

Alegre: Artmed, 2005. ; ' =
O livro relaciona a beleza da arte com a Matematica. Analisa [

obras de artistas como Alfredo Volpi, Lygia Clark e outros.

Reproducao/Editora Artmed




e ,.v'ILU Y FRABETTI, Carlo. Alice no Pais dos Ntimeros.
 Alice % "% Traducio de Maria Dolores Prades. S0 Paulo: Atica, 2009.

; : nﬁ . _i' Alice,uma menina que odeia Matematica, encontra personagens
Pms dﬂs eros da histéria de outra Alice, a do Pais das Maravilhas, e descobre
g. %tr I : -,_

Reprodugao/Editora Atica

que a Matematica, além de util, também é divertida. Sao tratados
temas como o zero, fatorial de um ndmero, nmero primo,
sequéncia de Fibonacci, etc.

TAHAN, Malba. Matemadtica divertida e curiosa.

Rio de Janeiro: Record, 2004.

Conteudos matematicos abordados de maneira intuitiva
e acessivel por meio de problemas numéricos, anedotas,
contos, frases célebres e outros.

STEWART, lan. Almanaque das curiosidades
matemadticas. Traducao de Diego Alfaro. Rio de Janeiro:
Zahar, 20009.

Quebra-cabecas logicos, geométricos, numéricos e probabilisticos,
esquisitices da cultura matematica, coisas para fazer e construir.

Reproducao/Editora Zahar

@ (RI0DAE
MTEMATICH

SUEUN

Wiaza o besmitin B0 s et ots

STEWART, lan. Mania de Matemditica. Rio de Janeiro:
Jorge Zahar, 2005.

Um livro com uma grande variedade de desafios,
importantes problemas matematicos e personagens
curiosos apresentados por meio de divertidas historias.

SMULLYAN, Raymond. O enigma de Sherazade e outros
incriveis problemas das mil e uma noites a l6gica
moderna. Rio de Janeiro: Jorge Zahar, 1998.

Uma parddia do classico As Mil e uma Noites,em que Sherazade,
em apuros, precisa solucionar problemas matematicos e l6gicos.
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GUELLI, Oscar. Contando a histdria da Matemadtica. Dando
corda na Trigonometria. Sdo Paulo: Atica, 2002. v. 6.

O livro acompanha um pouco da histéria desse importante

ramo da Matematica, fazendo um passeio pela Grécia,

pelo Egito e pela india. Com uma linguagem simples, mostra

as origens e o desenvolvimento da Trigonometria.

(oan)
(284

MATEMATICA

gD |

-

Reproducao/Editora Atica

Reproducao/Editora Record

Reproducao/Editora Jorge Zahar



Significado das siglas de vestibulares

Acafe-SC: Associacao Catarinense das Fundacoes Educacionais (Santa Catarina)
Cefet-MG: Centro Federal de Educacao Tecnologica de Minas Gerais
EEM-SP: Escola de Engenharia Maua (Sao Paulo) [atual IMT-SP]

Enem: Exame Nacional do Ensino Médio

ESCS-DF: Escola Superior de Ciéncias da Saude (Distrito Federal)
Fuvest-SP: Fundacao Universitaria para o Vestibular (Sao Paulo)

IFG-GO: Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Goias
IFPE: Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia de Pernambuco
Insper-SP: Instituto de Ensino e Pesquisa (Sao Paulo)

Mack-SP: Universidade Presbiteriana Mackenzie (Sao Paulo) [atual UPM-SP]
PUC-MG: Pontificia Universidade Catolica de Minas Gerais

UCS-RS: Universidade de Caxias do Sul (Rio Grande do Sul)

UEG-GO: Universidade Estadual de Goias

UEL-PR: Universidade Estadual de Londrina (Parana)

Uepa: Universidade do Estado do Para

Ufam: Universidade Federal do Amazonas

UFC-CE: Universidade Federal do Ceara

Ufpel-RS: Universidade Federal de Pelotas (Rio Grande do Sul)

UFPR: Universidade Federal do Parana

UFRN: Universidade Federal do Rio Grande do Norte

UFSM-RS: Universidade Federal de Santa Maria (Rio Grande do Sul)
UFT-TO: Universidade Federal do Tocantins

Uneb-BA: Universidade do Estado da Bahia

Uneb-DF: Uni3o Educacional de Brasilia (Distrito Federal)

Unesp-SP: Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho” (Sao Paulo)
Unicamp-SP: Universidade Estadual de Campinas (Sao Paulo)

Unifap: Universidade Federal do Amapa

Unifor-CE: Fundacao Edson Queiroz Universidade de Fortaleza (Ceara)
UnirG-TO: Fundacao UnirG Centro Universitario (Tocantins)

Unisc-RS: Universidade de Santa Cruz do Sul (Rio Grande do Sul)
Univag-MT: Faculdades Unidas de Varzea Grande (Mato Grosso)

UPE: Universidade de Pernambuco

Vunesp-SP: Fundacao para o Vestibular da Unesp (Sao Paulo)

N
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(1} Conversa com o professor

Este Manual foi escrito especialmente para vocé, professor.
Sei que nem sempre temos condicoes e oportunidades de ler
revistas, livros e acessar sites especializados em Educacao Ma-
tematica, de participar de encontros e congressos ou de fre-
quentar cursos de especializacao ou mestrado. Mas, com base
no trabalho que desenvolvo ha décadas com professores de
Matematica como vocg, sei da grande vontade que todos tém
de estar atualizados e de ter acesso as mais recentes informa-
coes sobre aprendizagem e ensino da Matematica.

Estou certo de que este Manual vai ajuda-lo nessa pro-
cura. Vocé sera convidado a refletir comigo sobre questoes
como: a histoéria do ensino da Matematica no Brasil, os pres-
supostos tedricos e metodolégicos para o ensino da Mate-
matica, o novo Enem, algumas estratégias didaticas, os
conteudos digitais, os temas interdisciplinares e a avaliacao
em Matematica, além de outras.

Reconhecer o caminho trilhado pelo ensino da Mate-
matica no Brasil e buscar respostas para as questoes pre-
sentes no dia a dia do professor constituiram os primeiros
suportes para a elaboracao desta colecao. Outros pressu-
postos que dao sustentacao as propostas apresentadas
dizem respeito aos aspectos presentes na Lei de Diretrizes

(2} Apresentacao da colecdo

A educacao brasileira, de maneira geral, passa por uma
fase de grandes mudancas, sendo elas de recursos didaticos,
de curriculo, de expectativas de aprendizagem, de perfil cul-
tural e cognitivo de nossos jovens, entre outras. Essas mudan-
cas geram impactos no trabalho do profissional da educacao,
podendo até mesmo causar desconforto ou inseguranca.
Assim, um dos objetivos desta colecao, composta de livro do
alunoe Manual do Professor, é fornecer elementos que ajudem
a atender as necessidades desse novo cenario educacional.

Esta colecao apresenta uma metodologia que procura
atribuirao aluno o papel central no processo de ensino-apren-
dizagem, como agente da sua aprendizagem em constante
interacao com o texto. O aluno é solicitado a responder per-
guntas, confrontar solucdes, verificar regularidades, refletir e
tirar conclusoes. Para isso, grande parte do contetdo é intro-
duzida por situacoes-problema e depois sistematizada.

Sao abordados os principais contetidos nos campos da
Aritmética, da Algebra, da Geometria, das Grandezas e Medidas,
da Estatistica, da Combinatdria e da Probabilidade — sempre
que possivel, integrados entre si e com as demais areas do
conhecimento. A maioria desses temas é trabalhada a partir
de situacoes-problema contextualizadas ou interdisciplinares.

Os conteldos sao trabalhados de maneira diferenciada.
Por exemplo: topicos de Grandezas e Medidas aparecem

e Bases da Educacao Nacional (LDB), n2 9.394/96, e na
Resolucao ne 2, de 30 de janeiro de 2012, que define as
Diretrizes Curriculares para o Ensino Médio.

No item Sugestdes complementares: leituras, recursos
digitais e passeios, procuro estimula-lo a estar sempre atu-
alizado, aperfeicoando e aprofundando continuamente sua
formacao em Matematica, em Metodologia do Ensino de
Matematica e em Educacao. Fazendo parte desse movimen-
to nacional em prol da melhoria da qualidade da aprendi-
zagem e do ensino de Matematica, certamente vocé se
sentira mais seguro e motivado nessa dificil, mas gratifican-
te, tarefa diaria de criar condicdes para que seus alunos
aprendam Matematica com significado e prazer, para pode-
rem usa-la naturalmente em sua vida como cidadaos. Com
isso, estara auxiliando seus alunos na concretizacdo dos
principios gerais da educacao: aprender a conhecer, a fazer,
a conviver e a ser.

Bom trabalho! Compartilhe comigo suas vitérias, seus
sucessos, suas duvidas e suas dificuldades enviando suges-
toes para melhorar este trabalho.

Um abraco.

O Autor.

como aplicagdes dos nimeros reais; aborda taxa de variacao
da funcao afim; ndo introduz fungcao como caso particular
de relacdo, como é tradicionalmente feito; trabalha as pro-
gressoes como caso particular de funcao; explora a propor-
cionalidade na funcao linear; explora a Geometria analitica
da parabola na funcao quadratica; relaciona a funcao qua-
dratica a uma progressao aritmética; apresenta caracteri-
zacao da funcao exponencial por meio da progressao geo-
métrica; abrevia o calculo com logaritmos e da lugar ao uso
da calculadora; apresenta a interpretacao geométrica de
uma progressao aritmética e de uma progressao geométri-
ca; apresenta as posicoes relativas dos trés planos no espa-
co ao estudar os sistemas lineares 3 X 3; apresenta uma
introducdo a programacao linear; apresenta o método bi-
nomial para o calculo de probabilidade; apresenta as apli-
cacoes de Probabilidade a Genética, etc.

A distribuicao dos contetdos, ao longo da colecao, nao
esgota um assunto em um Unico capitulo e aborda um mes-
mo conceito em varios dos campos mencionados anterior-
mente, bem como sob diferentes pontos de vista dentro de
um mesmo campo. E o caso das funcdes e progressdes, da
funcdo afim e da Geometria analitica da reta, da funcao
quadratica e da Geometria analitica da parabola, das gran-
dezas e medidas e dos nimeros, etc.
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(3) Um pouco da histoéria do ensino

da Matematica no Brasil

A histéria da humanidade traz as marcas do desenvol-
vimento de todas as ciéncias, e a Matematica, como tal,
apresenta grande evolucao nos seus métodos, processos e
técnicas; na sua organizacao; na sua relacao com outras
areas da atividade humana e no alcance e na importancia
das suas aplicacoes.

No campo educacional, o ensino da Matematica tam-
bém passou por evolucdes na organizacao de sua estrutura
como componente curricular e no alcance e naimportancia
de sua funcao no desenvolvimento do pensamento dos
individuos.

Essas transformacoes estao intimamente ligadas as mu-
dancas politicas e sociais ocorridas historicamente. Fiorentini
(1995) destaca que nao é simples descrever os diferentes
modos de ensinar Matematica ao longo do desenvolvimento
daeducagaonoBrasil, poisem cadaumdeleshaainfluénciada
concepgao de ensino, de aprendizagem, de Matematica e de
Educacao; dos valores e das finalidades atribuidos ao ensino
da Matematica; da relagao professor-aluno e da visao que se
tem de mundo, de sociedade e de ser humano que se perce-
be em cada periodo histérico.

No periodo colonial, os jesuitas eram responsaveis pela
escolarizacao e tinham o propésito de oferecer uma cultura
geral basica, ou seja, relevante para a formacao do ser hu-
mano. Segundo o educador Valente (1999) “as ciéncias, e em
particular a Matematica, nao constituiram, ao longo dos
duzentos anos de escolarizacao jesuitica no Brasil, um ele-
mento integrante da cultura escolar”.

A pouca atencao dada a Matematica pelos jesuitas em
seus colégios no Brasil foi fruto do pensamento corrente da
época. A Companhia de Jesus contava com homens de ciéncias
entre os seus, mas mesmo entre eles a Matematica nunca foi
considerada ciéncia auténoma, abstrata e geral. Para eles o
ensino das Letras era mais importante, pois era visto como o
verdadeiro formador do ser humano.

Valente (1999) afirma que essa postura perante a Mate-
matica mudou no Brasil com a independéncia de Portugal
da dominacao espanhola, a que esteve submetido de 1580 a
1640. Com o restabelecimento de sua soberania, o rei portu-
gués dom Jodo IV buscou reorganizar seu Exército nacional
e trazer para o pais os avancos realizados na arte da guerra.

Esse movimento influenciou a educacao em Portugal
e, consequentemente, no Brasil. O rei precisava de enge-
nheiros aptos aos novos métodos de construcao de fortifi-
cacoOes e a arte de trabalhar o aco e a pélvora, para a criacao
e o manuseio de canhdes de artilharia. Esses profissionais
foram pecas fundamentais das novas Forcas Armadas, pois
eram especialistas nas “artes mecanicas” e matematicos
habeis, capazes de usar geometria e aritmética em multi-
plos campos de trabalho. Para esse fim o rei criou as “aulas

~

de artilharia e fortificacdo”. A primeira dessas aulas no Bra-
sil foi criada em 1699, no Rio de Janeiro, com a intencao de
ensinar a desenhar fortificacdes. Assim, o Brasil comecava
a formar seus proprios engenheiros com ensino baseado
na filosofia racionalista cartesiana, com o intuito de asse-
gurar e registrar as fronteiras da col6nia portuguesa.

No século XVIII,com a “febre” do ouro no Brasil, os militares
portugueses eram responsaveis pela organizacao, fundacao
das vilas e construcao da vida civil nas regioes de mineracao,
o que levou a criacao de uma escola militar no ano de 1738.

No final do século XIX e comeco do século XX, o Brasil
passou por uma transformacao em suas estruturas de poder,
deixando para tras uma sociedade latifundiaria e escravo-
crata, caminhando para um modelo urbano-industrial. O
ensino da Matematica, que ainda mantinha muitas das
caracteristicas do proposto pelos jesuitas, resumia-se a uma
apresentacao seca, abstrata e légica, que nao atendia a essa
nova sociedade emergente.

Alinstalacao do Governo Provisérioem 1930, com uma
nova proposta politica e econdmica, colocou em destaque
a necessidade de infraestrutura adequada a nova realida-
de, provocando as reformas de ensino de Francisco Campos,
na década de 1930, e a de Gustavo Capanema, na década
de 1940.

Esses dois politicos tomaram emprestadas muitas
ideias desenvolvidas entre os anos 1929 e 1937 pelo pro-
fessor de matematica Euclides Roxo. Discipulo do alemao
Felix Klein, um matematico que propds o que se chamava
“Primeiro Movimento Internacional para a Modernizacao
do Ensino da Matematica”, Roxo acreditava que o ensino
da Matematica de forma fragmentada, como era feito até
entdo, ndo estava de acordo com o desenvolvimento psi-
colégico do aluno.

Anova proposta curricular de Matematica foiimplantada
pela primeira vez em 1929 no Colégio Pedro Il, onde Roxo era
professor catedratico. De acordo com o préprio Roxo (1929),
a reforma na cadeira da disciplina foi uma completa reno-
vacao e fazia com que os alunos nao tivessem provas dis-
tintas de Aritmética, Algebra e Geometria, mas sim um
exame Unico de Matematica. Isso permitia que o conteddo
das trés areas citadas fosse espalhado e dividido ao longo
dos quatro anos de educacao no colégio. Ele ainda explicou
quetal proposta estava resguardada pelas recentes correntes
pedagégicas do mundo civilizado.

Roxo (1890-1950) acreditava que a Matematica abstrata
ensinada nos colégios ja ndo fazia sentido em uma socie-
dade de demandas comerciais e industriais como a que
existia entao no Brasil e queria apresentar conceitos mate-
maticos de forma viva e concreta, respondendo as mudancas
culturais do pais, mais uma vez influenciado por Felix Klein.

{ZQZ} Manual do Professor

N s



De acordo com Dassie e Rocha (2003), influenciado por
essa nova proposta, Francisco Rocha, o entao ministro da
Educacdo e da Saude do Governo Provisério de Getulio
Vargas, buscou reformar a educacao brasileira com ideais
escolanovistas. Em um esforco para criar uma educacao
secundaria com finalidade prépria, e ndo mais um simples
preparatorio para cursos das universidades, ele instituiu o
Decreto n219.890, de 18 de abril de 1931, conhecido como
Reforma Francisco Rocha. Nesse documento estava previsto
o ensino da Matematica de forma muito similar ao que pen-
sara Euclides Roxo para o Colégio Pedro I, ou seja, prevendo
o ensino simultaneo dos diferentes campos da disciplina,
porém sem o preciosismo das instrucdes metodologicas
apresentadas no programa de Roxo.

Tais mudancas nao foram recebidas com facilidade pelos
professores do pais, notadamente pelo Exército brasileiro e
pela Igreja catdlica, que apresentaram criticas severas ao
planodo ministro e levaram para a midia um extenso deba-
te sobre as metodologias do ensino matematico; o professor
Euclides Roxo participou como defensor da reforma.

Em 1939, o entdo ministro da Educacao e da Saude,
Gustavo Capanema, comecou uma série de estudos e consul-
tas para a elaboracao de uma nova reforma. Entre os docu-
mentos analisados estavam os relatorios do Instituto Nacional
de Estudos Pedagogicos, a proposta do Colégio Pedro Il, as
legislacoes educacionais vigentes em diversos paises euro-
peus, as cartas enviadas pelo préprio Euclides Roxo e seus
opositores as instituicoes de ensino do Exército e da Igreja.

Assim, a Lei Orgénica do Ensino Secundario foi promul-
gada em 9 de abril de 1942 e foi fruto de um trabalho de
escrita, revisao e critica do qual participaram todos os prin-
cipais envolvidos nos recentes debates sobre Educacao
Matematica. O objetivo da nova reforma era criar um ensino
secundario capaz de “formar a personalidade integral dos
adolescentes; acentuar e elevar, na formacao espiritual
dos adolescentes, a consciéncia patridtica e a consciéncia
humanistica; e dar preparacao intelectual geral que possa
servir de base a estudos mais elevados de formacao especial”.
Ela dividia o ensino secundario em dois ciclos: o ginasial, com
duracdo de quatro anos, e os cursos classico e cientifico no
segundo momento, ambos com duracao de trés anos.

Esse processo de reestruturacdo ocorrido no inicio da
década de 1940 ficou conhecido como Reforma Capanema.

Fiorentini (1995) classificou o ensino da Matematica pre-
sente até o final da década de 1950 como sendo de tendéncia
formalista cldssica, na qual o ensino era “acentuadamente
livresco e centrado no professor e no seu papel de transmissor
e expositor do conteldo” por meio de explanagdes orais e apre-
sentacao tedrica na lousa. Ao aluno cabia apenas o papel de
reproduzir exatamente o raciocinio e os procedimentos reali-
zados pelo professor ou presentes no livro didatico. Essa
tendéncia recebeu o nome de formalista classica porque em
relacdo ao seu ensino a Matematica era apresentada como
reproducao do modelo euclidiano, isto €, como uma organiza-

cao logica a partir de conhecimentos primitivos, axiomas, de-
finicoes e teoremas para, depois, serem apresentados os exer-
cicios. A concepcao de Matematica subjacente era a platénica,
naqual se considera que as ideias matematicas existem inde-
pendentemente do ser humano e, portanto, nao sao construi-
das por ele, o que justifica a postura determinada aos estudan-
tes de apenas reproduzir o que era apresentado.

Do ponto de vista social e politico, Fiorentini destaca que
nessa época a aprendizagem da Matematica era para pou-
cos “bem dotados” intelectualmente e financeiramente.
Garantia-se na escola um ensino mais racional e rigoroso a
elite dirigente e aos membros da Igreja e, para as classes
menos favorecidas que frequentavam a escola técnica, pre-
valecia o calculo e a abordagem mais mecanica com uma
colecao de regras e formulas.

Outro marco da década de 1950 foi a derrota dos ame-
ricanos no inicio da corrida espacial para os soviéticos, o
que colocou em destaque a necessidade de se investirem
avanco tecnolégico. A partir dai, enormes quantias foram
dispensadas pelas associacdes cientificas para promovera
reuniao de especialistas de renome em Educacao, Psicologia
e diferentes campos das ciéncias exatas e naturais. Em re-
lacao ao ensino da Matematica, ocorreu na Franca o Semi-
nario de Royaumont, cuja proposta era a de discutir novas
perspectivas, tendo em vista uma formacao matematica
voltada ao pensamento cientifico e tecnolégico. Esse semi-
nario deu origem ao movimento chamado Matematica
moderna, consolidado pelo grupo Bourbaki.

No Brasil, de 1955 a 1966, foram realizados cinco Con-
gressos de Professores de Matematica com a preocupacao
de discutir contetdos e metodologias de ensino. Esses en-
contros inspiraram a criacao de grupos importantes para o
cenario da Educacao Matematica no pais nas décadas de
1960 e 1970. Dentre eles destacam-se, em Sao Paulo, o Geem
(Grupo de Estudos do Ensino de Matematica), liderado por
Oswaldo Sangiorgi e Renata Watanabe; em Porto Alegre, o
Geempa (Grupo de Estudos sobre Educacao, Metodologia
de Pesquisa e Acao), com Ester Pilar Grossi como lider desde
sua criacao; no Rio de Janeiro, o Gemeg, que foi substituido
pelo Gepem (Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao
Matematica), tendo como presidente Maria Laura Mouzinho
Leite Lopes; desse grupo também participou José Carlos de
Mello e Souza (Malba Tahan) e, posteriormente, em Rio Cla-
ro (SP), o Sapo (Servico Ativador em Pedagogia e Orientacao),
que foi o embridao do primeiro Mestrado em Educacao
Matematica do pais.

Segundo Fiorentini (1995), os principais propésitos do
Movimento da Matematica Moderna foram:

e integrar os trés campos fundamentais da Matematica com
aintroducdo de elementos unificadores, como a teoria dos
conjuntos, estruturas algébricas e relagdes e funcoes;

e substituir o carater mecanizado, nao justificado e regrado
presente na Matematica escolar por outro com mais én-
fase nos aspectos estruturais e légicos da Matematica;

A

\ Manual do Professor [293}

N/




e fazer com que o ensino de 12 e 22 graus refletisse o espirito
da Matematica contemporanea, que, gracas ao processo de
algebrizacao, tornou-se mais poderosa, precisa e fundamen-
tada logicamente.

Com a aprovacao, em 1961, da Lei de Diretrizes e Bases
da Educacao Nacional, esse movimento ganhou forca nas
décadas de 1960 e 1970. Os Parametros Curriculares Nacio-
nais (PCN) de 1998 destacam que, com base nesse movi-
mento, a Matematica era concebida como légica e que de-
veria ser compreendida a partir de suas estruturas,
conferindo um papel fundamental a linguagem matemati-
ca. O ensino passou a ter excessiva preocupacao com abs-
tracdes internas a propria Matematica, em uma tentativa
de aproximar a Matematica pura da Matematica escolar.

Para Fiorentini (1995), esse movimento promovia o re-
torno ao formalismo matematico, s6 que tendo como fun-
damento as estruturas algébricas e a linguagem formal da
Matematica contemporanea. Enfatizava o uso preciso da
linguagem matematica, o rigor e as justificativas das trans-
formacoes algébricas por meio das propriedades estruturais.

No entanto, destaca esse autor que ndo ocorreram mui-
tas mudancas em relacdo ao ensino-aprendizagem, pois o
ensino continuou acentuadamente autoritario e centrado
no professor, que permaneceu desenvolvendo sua aula na
lousa, onde demonstrava tudo rigorosamente. O aluno
continuou sendo considerado aquele que deve receber pas-
sivamente o apresentado pelo professor, tendo de repro-
duzir a linguagem e os raciocinios l6gico-estruturais dita-
dos por ele.

Nessa linha, as finalidades do ensino da Matematica
estariam voltadas mais a formar um especialista em Mate-
matica do que um cidadao, pois a Matematica escolar per-
deu tanto seu papel de formadora da disciplina mental
quanto seu emprego como ferramenta para a resolucao de
problemas. Aformacao matematica assumiu uma perspec-
tiva em que era mais importante a apreensao da estrutura,
que capacitaria o aluno a aplicar essas formas de pensa-
mento aos mais variados dominios, do que a aprendizagem
de conceitos e aplicacoes da Matematica.

Fiorentini (1995) sintetiza dizendo que o ensino da Ma-
tematica nesse contexto pode ser considerado de tendéncia
formalista moderna e, tal como a tendéncia formalista clas-
sica, “pecou pelo reducionismo a forma de organizagao/sis-
tematizacao dos conteddos matematicos, uma vez que em
ambos se relega a segundo plano sua significacao histérico-
-cultural e a esséncia das ideias e conceitos matematicos”.
Destaca, porém, que uma diferenca fundamental entre essas
duas tendéncias esta no fato de que, enquanto a classica
enfatiza e valoriza o encadeamento légico do raciocinio ma-
tematico e as formas perfeitas e absolutas das ideias ma-
tematicas, a moderna busca os desdobramentos l6gico-
-estruturais das ideias matematicas, tendo por base as
estruturacdes algébricas mais atuais, considerando estar ai
expressada a qualidade do ensino.

~

De acordo com os PCN, em 1980, nos Estados Unidos, o
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) divul-
gou o documento “Agenda para Acao”, no qual apresentou
recomendacoes para o ensino da Matematica, destacando a
resolucao de problemas como foco. Imprimiu novos rumos as
discussoes curriculares ao destacar a compreensao da relevancia
de aspectos sociais, antropolégicos e linguisticos na aprendiza-
gem da Matematica. As reformas educacionais foram fortemen-
te influenciadas por esse documento, de modo que propostas
elaboradas em diferentes paises, nas décadas de 1980 e 1990,
apresentam pontos em comum no que diz respeito a:

e direcionamento do Ensino Fundamental para a aquisicao
de competéncias basicas necessarias ao cidadao e nao
apenas voltadas para a preparacao de estudos posteriores;

e importancia do desempenho de um papel ativo do aluno
na construcao do seu conhecimento;

e énfase naresolucao de problemas, na exploracao da Ma-
tematica a partir dos problemas vividos no cotidiano e
encontrados nas varias disciplinas;

e importancia de se trabalhar com um amplo espectro de
conteudos, incluindo-se, ja no Ensino Fundamental, ele-
mentos de Estatistica, Probabilidade e Combinatéria para
atender a demanda social que indica a necessidade de
abordagem desses assuntos;

» necessidade de levar os alunos a compreender a impor-
tancia do uso da tecnologia e a acompanhar sua perma-
nente renovacao (PCN Matematica, 1997, p. 21).

Esses aspectos apontados foram os norteadores das
indicacoes e propostas apresentadas para o ensino da
Matematica pelos PCN, validas até hoje.

Esse documento destaca a Etnomatematica com suas
propostas alternativas para a acao pedagogica. Tal programa
contrapde-se as orientacdes que desconsideram qualquer
relacionamento mais intimo da Matematica com aspectos
socioculturais e politicos — o que a mantém intocavel por
fatores outros a nao ser sua prépria dinamica interna. Do
ponto de vista educacional, procura compreender os pro-
cessos de pensamento, os modos de explicar, de entender e
de atuar na realidade, dentro do contexto cultural do préprio
individuo. A Etnomatematica procura partir da realidade e
chegar a acao pedagogica de maneira natural, mediante um
enfoque cognitivo com forte fundamentacao cultural.

O mesmo documento, ao apresentar “caminhos para se
‘fazer Matematica’ em sala de aula”, da énfase a resolucao
de problemas como um recurso a ser utilizado em seu en-
sino. Apoia-se na histéria da Matematica para justificar sua
aplicacdo, considerando que a propria Matematica foi cons-
truida como resposta a perguntas provenientes de diferen-
tes origens e contextos, motivadas por problemas de ordem
pratica (divisao de terras, calculo de créditos), por problemas
vinculados a outras ciéncias (Fisica, Astronomia), bem como
por problemas relacionados a investigacoes internas a pro-
pria Matematica. Assim, defende uma proposta com os se-
guintes principios:

{294} Manual do Professor

N s



e o pontode partida da atividade matematica nao é a defini-
¢ao, mas o problema. No processo de ensino-aprendizagem,
conceitos, ideias e métodos matematicos devem ser abor-
dados mediante a exploracao de problemas, ou seja, de si-
tuacdes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo
de estratégia para resolvé-las;

e o problema certamente nao é um exercicioem que o alu-
no aplica, de forma quase mecanica, uma féormula ou um
processo operatdrio. S6 ha problema se o aluno for levado
ainterpretar o enunciado da questao que lhe é postaea
estruturar a situacao que lhe é apresentada;

e aproximacdes sucessivas ao conceito sdao construidas
para resolver certo tipo de problema; em outro momen-
to, o aluno utiliza o que aprendeu para resolver outros,
o que exige transferéncias, retificacoes, rupturas, segun-
do um processo analogo ao que se observa na histéria
da Matematica;

e 0aluno nao constréi um conceito em resposta a um pro-
blema, mas constréi um campo de conceitos que tomam
sentido em um campo de problemas. Um conceito mate-
matico se constroi articulado com outros conceitos, por
meio de uma série de retificacoes e generalizacoes;

e aresolucao de problemas nao é uma atividade para ser
desenvolvida em paralelo ou como aplicacao da aprendi-
zagem, mas uma orientacao para a aprendizagem, pois
proporciona o contexto em que se pode apreender con-
ceitos, procedimentos e atitudes matematicas. (PCN Ma-
tematica, 1997, p. 32-33).

A década de 1980 foi decisiva para a Educacao Matema-
tica no Brasil, peloinicio da expansao, em praticamente todo
o pais, de programas de p6s-graduacao em Educacao Mate-
matica. Em 1984, inicia-se formalmente o primeiro Mestrado

em Educacao Matematica do pais, na Unesp de Rio Claro (SP).
Destacamos também a influéncia dos trabalhos desenvolvi-
dos na Faculdade de Educacao da Unicamp, a linha de pes-
quisa ‘Educacao Matematica’ existente no Programa de Pés-
-Graduacao em Educacao da UFRN, o Programa de
P6s-Graduacao em Psicologia da UFPE, etc. Acrescenta-se
ainda o SPEC (Subprograma Educacao para a Ciéncia), da UFRJ.

Em fevereiro de 1987 aconteceu o | Encontro Nacional
de Educacdo Matematica (ENEM), realizado no Centro de
Ciéncias Matematicas, Fisicas e Tecnolégicas da PUC-SP. Ao
todo ja aconteceram onze ENEMs. Nesses encontros tém
sido apresentados os ultimos trabalhos e pesquisas em Edu-
cacao Matematica. Sao oferecidos minicursos, palestras,
conferéncias, mesas redondas, oficinas, com o objetivo de
divulgar e socializar os conhecimentos sobre o tema, trocar
experiéncias de ensino de Matematica em todos os niveis
e promover o intercambio de ideias. Esse evento € realizado
a cada trés anos.

Todos os esforcos dos precursores do movimento da
Educacdao Matematica no Brasil resultaram na criacao da
SBEM —Sociedade Brasileira de Educacao Matematica, du-
rante o Il ENEM, em janeiro de 1988, na Universidade Esta-
dual de Maringa (PR). A SBEM tem como finalidade congre-
gar profissionais da area de Educacado Matematica e de
areas afins e cumpre um importante papel na formacao da
comunidade de professores de Matematica no Brasil.

O Movimento de Educacdao Matematica acontece em
ambito internacional, em varias instancias e em todos os
niveis de ensino. O Brasil tem sido até mesmo palco de en-
contros internacionais de Educacao Matematica, a exemplo
do Seminario Internacional de Pesquisas em Educacao Ma-
tematica (SIPEM). Ao todo ja aconteceram seis SIPEM’s.

(&) Pressupostos teodricos e metodolégicos
para o ensino da Matematica

Ensino Médio

Na organizacao da educacao escolar brasileira, deter-
minada pela LDB, o Ensino Médio constitui a ultima etapa
da Educacao Basica e é considerado um momento de con-
solidacdo e aprofundamento dos conhecimentos basicos do
Ensino Fundamental. De acordo com ela, nessa fase promo-
ver-se-a uma preparacao basica para o trabalho e a cidada-
nia da pessoa, que permita que esta continue aprendendo
e se adaptando a uma sociedade em constante mudanca,
isto €, nesse nivel de escolaridade deve-se visar ao aprimo-
ramento da ética, da autonomia intelectual e do pensamen-
to critico do estudante, promovendo o relacionamento entre
teoria e pratica, possibilitando a compreensao dos funda-
mentos cientificos e tecnologicos que orientam os processos
produtivos da sociedade.

Mais detalhadamente, a Resolucao n¢ 2, de 30 de janei-
rode 2012, emitida pela Cdmara de Educac¢ao Basica do Con-

selho Nacional de Educacao, ao definir as Diretrizes Curri-
culares Nacionais para o Ensino Médio, agrega a essa etapa
do processo educacional maior presenca dos desenvolvi-
mentos sociais e tecnolégicos e enfoque interdisciplinar,
com intuito de garantir uma relacao mais ampla entre o
aprendido na escola e os acontecimentos cotidianos da so-
ciedade em que estdo inseridos. Assim, sao essenciais a
participacao e ainiciativa dos alunos, que devem trazer seu
mundo a escola para que possam compreendé-lo e muda-lo
com o exercicio de sua cidadania.

Para Angela Maria Martins (2000), estudiosa e pesqui-
sadora de politicas de Educacao Basica e Educacao Profis-
sional, essas resolucoes oficiais estdao promovendo um
processo de modernizacao do Ensino Médio, que tem como
principal motivo a necessidade de readequacao da educa-
cao brasileira as mudancas do mercado de trabalho e da
nova realidade econdmica que comecou a se impor a partir
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da década de 1980, época da revolucao tecnologica e inicio
do declinio da concentracao de capital nos meios de pro-
ducao industriais.

Segundo ela, essa modernizagao torna-se emergencial
neste momento histérico de computadores conectados a
redes globais, gerando um imenso volume de informacao.
Momento que mostra serinegavel aimportancia do conhe-
cimento e raciocinio matematico. O préprio Ministério da
Educacao, em suas publicacoes recentes, reconhece que a
Matematica deve ser hoje compreendida como uma parce-
la do conhecimento humano essencial para a formacao de
todos os jovens, capaz de contribuir para a construcao de
uma visao de mundo, essencial para ler e interpretar a rea-
lidade e para desenvolver capacidades que serao exigidas
na vida social e profissional das pessoas.

Nesse contexto, a Matematica supera o carater instru-
mental e deve ser apresentada como ciéncia, com caracte-
risticas proprias de investigacao e de linguagem, e papel
integrador importante ao lado das Ciéncias da Natureza.
Essa nova percepcao da Matematica como ciéncia deve per-
mitir ao aluno perceber sua dimensao historica e a estreita
relacdo que possui com a sociedade e a cultura em diferen-
tes épocas, ampliando e aprofundando o espaco de conhe-
cimento que existe nessas inter-relacoes.

Suainsercao no Ensino Médio, no entanto, deve ser ade-
quada ao desenvolvimento e a promocao de seu valor entre
os alunos, tendo em mente que existem diferentes motiva-
coes, interesses e capacidades.

Levando em conta ainda as resolucoes do governo federal,
ha que se destacar a proposta do Ensino Médio Inovador,
motivada, segundo a revista Educacdo (Edicao 172. Sao Paulo:
Segmento) de agosto de 2011, pela percepgdo em todo o mun-
do de um clima de desinteresse dos adolescentes pela vida
escolar. A partir dai, muitas reflexdes tém sido feitas sobre os
possiveis caminhos para que o Ensino Médio seja vivido e
percebido como significativo. Nessa perspectiva, o desafio
dos sistemas de ensino nos ultimos anos tem sido a busca
da organizacao de um programa curricular que consiga, ao
mesmo tempo, formar os jovens para continuar os estudos
no Ensino Superior e prepara-los para o mercado de trabalho.

No Brasil, para melhorar o cenario, o governo federal
aposta, desde 2004, em propostas que apontem para um
programa curricular mais flexivel. Uma das principais me-
didas foi a possibilidade de integrar o ensino regular e a
educacao profissional, sacramentada pelo Decreto
n25.154/04. A Portaria n2 971, de outubro de 2009, instituiu
o Programa Ensino Médio Inovador (ProEMI) como parte
das acoes do Plano de Desenvolvimento da Educacao, em
uma tentativa de induzir, por meio de parcerias com muni-
cipios e estados, a reestruturacao do curriculo do Ensino
Médio brasileiro.

Essa iniciativa tem como preocupacdo os recentes nu-
meros levantados por pesquisas oficiais que mostram a
desaceleracao ou a queda no ingresso de alunos no Ensino

~

Médio em todo o territdrio brasileiro. No documento orien-

tador (Disponivel em: <http://portal.mec.gov.br/dmdocu-

ments/documento_orientador.pdf>. Acesso em: 13 maio

2016), o Ministério da Educacao reconhece que um dos fato-

res possiveis para essas estatisticas problematicas, nessa

etapa do sistema educacional, seja exatamente a falta de
sensibilidade e de objetivos para o curriculo do Ensino Médio.

Assim, o Ensino Médio deixa de ser simplesmente pre-
paratério para o Ensino Superior ou estritamente profissio-
nalizante para assumir necessariamente a responsabilidade
de completar a educagao basica, preparando para a vida,
qualificando para a cidadania e capacitando para o apren-
dizado permanente, em eventual prosseguimento dos es-
tudos ou diretamente no mundo do trabalho.

Essa implantacdao implicara um aumento de 600 horas
na formacdao do aluno, passando a carga horaria de 2400
horas anuais para 3000 horas anuais. Esse aumento sera
gradativo, a razdo de 200 horas por ano. A grade horaria
sofrera uma flexibilizacao e o aluno tera a possibilidade de
escolher 20% da sua carga horaria, em um conjunto de ati-
vidades oferecidas pela escola. Além dessas mudancas, o
Ensino Médio Inovador estabelece como referencial as se-
guintes proposicoes curriculares e condicoes basicas para
os projetos das escolas:

a) centralidade naleitura, como elemento basico de todas
as disciplinas; utilizacao, elaboracao de materiais moti-
vadores e orientacao docente voltadas para essa pratica;

b) estimulo a atividades tedrico-praticas apoiadas em la-
boratérios de Ciéncias, Matematica e outros que auxi-
liem os processos de aprendizagem nas diferentes areas
do conhecimento;

c) fomento de atividades de Arte, com o objetivo de pro-
mover a ampliacao do universo cultural do aluno;

d) atividade docente com dedicacao exclusiva a escola;

e) projeto politico-pedagégico implementado com a par-
ticipacao efetiva da comunidade escolar e a organizacao
curricular articulada com os exames do Sistema Nacio-
nal de Avaliacao do Ensino Médio.

Em apoio a estratégia do redesenho curricular, encontra-
-se o Pacto Nacional pelo Fortalecimento do Ensino Médio
no Brasil (PNEM), instituido pela Portaria n21.140, de 22 de
novembro de 2013, visando elevar o padrao de qualidade
nesse nivel de ensino, em suas diferentes modalidades,
orientado pela perspectiva de inclusao de todos que a ele
tém direito. (PNEM. Disponivel em: <http://pactoensino
medio.mec.gov.br/>. Acesso em: 4 fev. 2016.)

No momento da reformulacao deste Manual, encontra-
va-se em discussao a Base Nacional Comum Curricular (BNC),
que, quando aprovada, sera o principal documento norteador
da educacao basica no Brasil. Até marco de 2016, cidadaos,
organizacoes e profissionais da educacao puderam, por meio
do site da BNC, conhecer a sua proposta, dar contribuicoes
as discussoes e acessa-las, verificar os nimeros da consulta
publica realizada, além de acessar relatérios do MEC. (BNC.
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Disponivel em: <http://basenacionalcomum.mec.gov.br/#/
site/inicio>. Acesso em: 14 mar. 2016.)

Tendo esses elementos como pressupostos é que pode-
mos agora considerar os objetivos especificos do ensino de
Matematica no Ensino Médio.

Objetivos gerais do ensino da
Matematica no Ensino Médio

Vivemos em uma sociedade tecnolégica, informatizada,
globalizada e é fundamental que se desenvolva nos alunos
do Ensino Médio a capacidade de: comunicar-se em varias
linguagens; investigar, resolver e elaborar problemas; tomar
decisoes, fazer conjecturas, hipdteses e inferéncias; criar
estratégias e procedimentos; adquirir e aperfeicoar conhe-
cimentos e valores; trabalhar solidaria e cooperativamente;
e estar sempre aprendendo.

No Ensino Fundamental os alunos tiveram um primeiro
contato com varios campos da Matematica, como nimeros
e operacoes, formas geométricas planas e espaciais, gran-
dezas e medidas, iniciacaoa Algebra, aos graficos e as nocdes
de probabilidade. Agora, no Ensino Médio, € o momento de
ampliar e aprofundar tais conhecimentos, estudar outros
temas, desenvolver ainda mais a capacidade de raciocinar,
de resolver problemas, generalizar, abstrair e de analisar e
interpretar a realidade que nos cerca, usando para isso o
instrumental matematico.

Mas a Matematica tem caracteristicas proprias, tem uma
beleza intrinseca que deve ser ressaltada na importancia
dos conceitos, das propriedades, das demonstracoes dos
encadeamentos logicos, do seu aspecto dedutivo, funda-
mentando seu carater instrumental e validando ou nao
intuicdes e conjecturas. Assim, no Ensino Médio € impor-
tante trabalhar gradativamente a Matematica também
como um sistema abstrato de ideias.

Objetivos especificos do ensino
da Matematica no Ensino Médio

As propostas e atividades matematicas devem possibi-
litar aos estudantes:

e compreender os conceitos, procedimentos e estratégias
matematicos e planejar solucoes para problemas novos,
que exijam iniciativa e criatividade;

e aplicar conhecimentos matematicos para compreender,
interpretar e resolver situacoes-problema do cotidiano ou
do mundo tecnolégico e cientifico;

e desenvolver a capacidade de comunicacao de ideias ma-
tematicas por escrito ou oralmente, promovendo sua
capacidade de argumentacao;

e estabelecer relacoes, conexdes e integracao entre os diferen-
tes campos da Matematica para resolver problemas, interpre-
tando-os de varias maneiras e sob diferentes pontos de vista;

e interpretar e validar os resultados obtidos na solucao de
situacdes-problema;

e fazer arredondamentos e estimativas mentais de resul-
tados aproximados;

e desenvolver atitudes positivas em relacao a Matema-
tica, como autonomia, confianca em relacao as suas
capacidades matematicas, perseveranca na resolucao
de problemas, gosto pela Matematica e pelo trabalho
cooperativo;

e analisar e interpretar criticamente dados provenientes de
problemas matematicos, de outras areas do conhecimento
e do cotidiano.

Em relacdo aos campos da Matematica, os objetivos
especificos do ensino devem ser os de capacitar o estudan-
te para:

e saber utilizar o sistema de numeracao, as operagoes, suas
propriedades e suas regularidades nos diversos conjuntos
numeEricos;

» empregar corretamente os conceitos e procedimentos
algébricos, incluindo o uso do importante conceito de
funcao e de suas varias representacoes (graficos, tabelas,
formulas, etc.);

e conhecer as propriedades geométricas das figuras planas
e sélidas e suas representacoes grafica e algébrica, bem
como reconhecer regularidades nelas;

e compreender os conceitos fundamentais de grandezas e
medidas e saber usa-los na formulacao e resolucdo de
problemas;

e utilizar os conceitos e procedimentos da Estatistica e da Pro-
babilidade, valendo-se para isso da Combinatoria, entre ou-
tros recursos.

Temas transversais
e a Matematica

Na escola, professores e alunos muitas vezes sao con-
frontados por questdes que envolvem assuntos atuais e
urgentes que precisam ser tratados por toda a comunidade
escolar, para atender as demandas da sociedade ou da pro-
pria escola. Os temas transversais trazem ao curriculo esco-
lar a possibilidade de abordar essas questdes por todas as
areas e disciplinas.

E importante destacar que os temas transversais nao
sao novas disciplinas ou novos componentes curriculares
aserem acrescidos aos ja existentes, mas sim objetos de
conhecimento cuja complexidade demanda as perspec-
tivas tedricas e praticas de todos os componentes curri-
culares, além de incluir saberes extraescolares.

E uma proposta que deve buscar construir uma articu-
lacao das diversas areas de conhecimento, o envolvimento
de toda a comunidade escolar, desenvolver as relacdes in-
terpessoais democraticas, o pensamento critico e a disposi-
¢ao para intervir na realidade e transforma-la.

Os PCN do Ensino Fundamental apresentam quatro crité-
rios a serem adotados para a selecao de temas transversais:
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urgéncia social, abrangéncia nacional, possibilidade de en-
sino e aprendizagem e favorecimento da compreensdo da
realidade e da participacao social.

O critério da urgéncia social aponta para a preocupacao
de se ter como tema transversal questoes que se apresentem
como obstaculos ao exercicio pleno da cidadania, afrontem
adignidade das pessoas e deteriorem sua qualidade de vida.

O critério da abrangéncia nacional indica a necessidade
de se tratar de questdes pertinentes a todo o pais.

O critério da possibilidade de ensino e aprendizagem pro-
cura nortear a escolha de temas ao alcance da aprendizagem,
alicercada nas experiéncias pedagogicas, no caso especifico
da Matematica, nas propostas da Educagao Matematica.

O dltimo critério, favorecimento da compreensao da
realidade e da participacao social, aponta para a importan-
cia de os temas transversais possibilitarem aos alunos uma
visao ampla e consistente da realidade brasileira de modo
que possam assumir atitudes responsaveis, sem excluir a
possibilidade de que cada localidade apresente temas rele-
vantes as suas necessidades especificas.

Com base nesses principios, os PCN sugerem alguns te-
mas amplos a serem considerados geradores de discussoes
na comunidade escolar. A Matematica tem muitas contribui-
¢oes a dar nesse trabalho conjunto e muitas delas ja per-
meiam os assuntos desta colecao.

Ostemas transversais podem ser apresentados por meio
de situacoes-problema e trabalhos em equipe. Esses temas
aparecem ao longo de toda a colecao, tendo um destaque
especial na secao Outros contextos. O professor podera en-
riquecer suas atividades com esses temas seguindo as orien-
tacdes dos PCN e dos PCN+. (PCN+. Ensino Médio: Orienta-
cdes Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais
— Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.
Disponivel em: <http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/
CienciasNatureza.pdf>. Acesso em: 28 mar. 2016.)

A seguir, discutiremos algumas dessas orientacdes.
Etica

Com atividades apropriadas, é possivel desenvolver no
aluno atitudes como:

e confianca na prépria capacidade de construir e adquirir
conhecimentos matematicos e resolver problemas com eles;

* empenho em participar ativamente das atividades na sala

de aula;

respeito a maneira de pensar dos colegas.

Para isso, é preciso que o professor:

valorize a troca de experiéncias entre os alunos;

promova o intercambio de ideias;

respeite o pensamento, a producao e a maneira de se

expressar do aluno;

deixe claro que a Matematica ¢ para todos e nao apenas

para alguns mais talentosos;

~

e estimule a solidariedade entre os alunos, superando o
individualismo.
O trabalho em duplas ou em equipes & proprio para o
desenvolvimento de tais atitudes.

Orientacao Sexual

Nao cabe ao professor de Matematica dar orientacao
sexual aos alunos, mas, de modo transversal, podera propor
situacoes-problema, principalmente envolvendo tabelas e
graficos, a respeito de temas sobre os quais os alunos pos-
sam refletir.

Veja alguns exemplos que podem ser explorados:

e estatisticas sobre aincidéncia de gravidez prematura en-
tre jovens e adolescentes;

e evolucao da Aids em diferentes grupos (jovens, idosos,
homens, mulheres, etc.);

e estatisticas sobre doencas sexualmente transmissiveis;

e estatisticas sobre prevencao de doencas sexualmente
transmissiveis.

E possivel também trabalhar com estatisticas e situa-
cdes-problema que nao reafirmem preconceitos em relacao
a capacidade de aprendizagem de alunos de sexos diferen-
tes, bem como mostrar a diferenca de remuneracao e de
cargos de chefia entre homens e mulheres.

Meio Ambiente

Esse tema pode e deve ser trabalhado em varios mo-
mentos na aula de Matematica. Veja alguns exemplos:

Coleta, organizacao e interpretacao de dados estatisti-
cos, formulacao de hipéteses, modelagem, pratica da argu-
mentacao, etc. sao procedimentos que auxiliam natomada
de decisoes sobre a preservacao do meio ambiente.

A quantificacdo permite tomar decisoes e fazer investi-
gacodes necessarias (por exemplo, reciclagem e aproveita-
mento de materiais).

Areas, volumes, proporcionalidade e porcentagem sdo
conceitos utilizados para abordar questdes como poluicao,
desmatamento, camada de ozonio, etc.

Saude

Dados estatisticos sobre varios fatores que interferem
nasaude do cidadao, quando trabalhados adequadamente
nasaladeaula,podem conscientizaroalunoe,indiretamente,
sua familia. Alguns contextos apropriados para a aprendi-
zagem de contelidos matematicos sao:

e indices da fome, da subnutricao e da mortalidade infantil
em varias regioes do pais e, em particular, naquela em que
vive o aluno;

e médias de desenvolvimento fisico no Brasil e em outros
paises;

e razao médico/populacao e suas consequéncias;

e estatisticas sobre varias doencas (dengue, malaria, etc.) e
como preveni-las;

e levantamento de dados sobre saneamento basico, condi-
cdes de trabalho, dieta basica, etc.
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Pluralidade Cultural

A Matematica foi e é construida por todos os grupos
sociais (e ndo apenas por matematicos) que desenvolvem
habilidades para contar, localizar, medir, desenhar, repre-
sentar, jogar e explicar,em funcao de suas necessidades e
interesses. Valorizar esse saber matematico-cultural e apro-
xima-lo do saber escolar em que o aluno esta inserido é de
fundamental importancia para o processo de ensino-apren-
dizagem. A Etnomatematica da grande contribuicao a esse
tipo de trabalho.

No estudo comparativo dos sistemas de numeracao,
por exemplo, os alunos poderao constatar a supremacia
do sistema indo-arabico e concluir que a demora de sua
adocao pelos europeus se deveu também ao preconceito
contra os povos de tez mais escura e que ndao eram cris-
taos. Outros exemplos poderao ser encontrados ao se
pesquisar a producao de conhecimento matematico em
culturas como a chinesa, a maia e a romana. Nesse mo-
mento entra o recurso da histéria da Matematica e da
Etnomatematica.

Trabalho e Consumo

Situacoes ligadas ao tema trabalho podem se tornar
contextos interessantes a ser explorados na sala de aula: o
estudo de causas que determinam aumento/diminuicao de
empregos; pesquisa sobre oferta/procura de emprego; pre-
visoes sobre o futuro mercado de trabalho em funcao de
indicadores atuais; pesquisas dos alunos dentro da escola
ou na comunidade a respeito dos valores que os jovens de
hoje atribuem ao trabalho.

As vezes o consumo é apresentado como forma e obje-
tivo de vida, transformando bens supérfluos em vitais e
levando ao consumismo. E preciso mostrar que o objeto de
consumo—um ténis ou uma roupa “de marca”, um produto
alimenticio ou um aparelho eletrénico, etc. — é fruto de um
tempo de trabalho.

Aspectos ligados aos direitos do consumidor também
necessitam da Matematica para ser mais bem compreen-
didos. Por exemplo, para analisar a composicao e a quali-
dade de produtos e avaliar seu impacto sobre a sadde e o
meio ambiente, ou para analisar a razao entre menor preco/
maior quantidade. Nesse caso, situacoes de oferta como
“compre 3 e pague 2" nem sempre sao vantajosas, pois ge-
ralmente sdo feitas para produtos que nao estdo com mui-
ta saida — portanto, ndo ha, muitas vezes, necessidade de
compra-los em grande quantidade — ou que estao com o
prazo de validade préximo do vencimento.

Interdisciplinaridade e
contextualizacao

O atual mundo globalizado apresenta muitos desafios
aoser humano, e a educacao manifesta a necessidade de
romper com modelos tradicionais para o ensino. Essa ne-

cessidade foi expressa no relatério da Comissao Interna-
cional sobre a Educacao para o Século XXI, no texto “Edu-
cacao: um tesouro a descobrir”, publicado em 1998 por
Edicdes Unesco Brasil. As consideracdes desse importante
documento passaram a integrar os eixos norteadores da
politica educacional. Os quatro pilares da educacao con-
temporanea citados pela Unesco sao: aprender a ser,
aprender a fazer, aprender a viver juntos e aprender a
conhecer. Esses eixos devem constituir acoes permanentes
que visem a formacao do educando como pessoa e como
cidadao. Na relacao entre esses quatro pilares € que a inter-
disciplinaridade e a contextualizacdo se inserem na ousadia
de novas abordagens de ensino na Educacao Basica.

Interdisciplinaridade

Ainterdisciplinaridade, como a propria palavra recomen-
da, ndoanulaas disciplinas, mas sugere que elas dialoguem
entre si. O carater puramente disciplinar do ensino formal
tem dificultado a aprendizagem do aluno e nao tem esti-
mulado o desenvolvimento de seu pensamento, a habilidade
de resolver problemas e de estabelecer conexoes entre os
fatos e conceitos, isto é, de “pensar” sobre o que esta sendo
estudado. De acordo com Edgar Morin (2001), “o parcela-
mento e a compartimentacao dos saberes impedem o alu-
no de apreender o que esta tecido junto”.

E importante considerar que a interdisciplinaridade su-
poe um eixo integrador com as disciplinas de um curriculo
para que os alunos aprendam a olhar o mesmo objeto sob
diferentes perspectivas. Os PCN destacam que:

O conceito de interdisciplinaridade fica mais claro quando
se considera o fato trivial de que todo conhecimento mantém
um didlogo permanente com os outros conhecimentos, que
pode ser de questionamento, de confirmagdo, de complemen-
tacdo, de negacdo, de ampliacdo, |...].

PCNEM (2000, p. 75).

Dessa forma, trabalhando de modo interdisciplinar,
propde-se que a organizacao e o tratamento dos contetidos
do ensino e as situacdes de aprendizagem sejam feitos
destacando-se as multiplas interacdes entre as varias disci-
plinas do curriculo, superando sempre que possivel a frag-
mentacdo entre elas. £ sabido que algumas disciplinas se
identificam, se aproximam, tém muitas afinidades (como,
por exemplo, a Matematica e a Fisica), enquanto outras se
diferenciam em varios aspectos: pelos métodos e procedi-
mentos que envolvem, pelo objeto que pretendem conhecer
ou ainda pelo tipo de habilidade que mobilizam naquele
que as investiga, conhece, ensina ou aprende.

Os professores de uma mesma classe podem promover
um ensino interdisciplinar por meio de um projeto de
investigacdao, um plano de intervencao ou mesmo de uma
atividade. Nesse caso, sao identificados os conceitos e
procedimentos de cada disciplina que podem contribuir
nessa tarefa, descrevendo-a, explicando-a, prevendo solu-
¢oes e executando-a. Os conceitos podem ser formalizados,
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sistematizados e registrados no ambito das disciplinas que
contribuem para o seu desenvolvimento, ou seja, a inter-
disciplinaridade ndo pressupde a diluicao das disciplinas.
A tarefa a ser executada é que é interdisciplinar na sua
concepgao, execucao e avaliagao.

Alinguagem matematica € comum as demais areas do
curriculo. Por exemplo, os conceitos das Ciéncias Naturais
(Fisica, Quimica e Biologia) e as leis naturais geralmente sdo
expressos pela linguagem matematica.

Esta colecao procura dar relevo a varios modelos ma-
tematicos que favorecem a interdisciplinaridade, tais
como: afuncao linear e as situacdes de proporcionalidade
direta; a funcdo quadratica e o movimento uniformemen-
te variado; a funcao exponencial e varios fendmenos na-
turais; a Probabilidade e a Genética; as Grandezas e Me-
didas e as praticas cientificas, tecnologicas e sociais; as
funcoes trigonométricas e os fendmenos periédicos, etc.

Contextualizacao

Tratar os conteddos de ensino de forma contextualizada
significa aproveitar ao maximo as relagoes existentes entre
esses conteldos e o contexto pessoal ou social do aluno,
dando significado ao que esta sendo aprendido, levando-se
em conta que todo conhecimento envolve uma relacao ati-
va entre o sujeito e o objeto do conhecimento. Assim, a con-
textualizacao ajuda a desenvolver no aluno a capacidade
de relacionar o aprendido com o observado e a teoria com
suas consequéncias e aplicacdes praticas. Ajuda também a
articular a Matematica com os temas atuais da ciéncia e da
tecnologia, bem como a fazer conexdes dentro da prépria
Matematica.

A histéria da Matematica é também uma importante
ferramenta de contextualizacdo ao enfocar a evolucdo e
as crises pelas quais determinados conceitos matematicos
passaram ao longo da Histéria. Grande parte das situacoes-
-problema desta colecao é contextualizada.

A contextualizacdo é um instrumento bastante util, des-
de que interpretada em uma abordagem mais ampla e nao
empregada de modo artificial, forcado e restrito. Nao se
pode entender a contextualizacdo como banalizacdo do
contelido, mas como recurso pedagogico para tornar a cons-
tituicao de conhecimentos um processo permanente de
formacao de capacidades intelectuais superiores. Capaci-
dades que permitem transitar inteligentemente do mundo
da experiéncia imediata e espontanea para o plano das
abstracoes. Assim, contextualizar é situar um fato dentro
de uma teia de relacoes possiveis em que se encontram os
elementos constituintes da prépria relacao considerada.

Ao assumir essa concepcao de contextualizacao, toma-se
a posicao de que um trabalho em Matematica, com esse
propésito, ndo tem sua énfase apenas voltada a situacdes
aplicadas ao cotidiano ou a outras disciplinas, mas também
a situacoes puramente matematicas. Nesses casos, sao pro-
postas investigacoes que podem ser efetuadas a partir de
conhecimentos mais simples que evoluem para situacoes e

~

conhecimentos mais complexos. Esse tipo de contextualiza-
cao atende as perspectivas de formacao de alunos mais curio-
sos, estimulando a criatividade e o espirito inventivo.

Etnomatematica e modelagem

0 que é Etnomatematica?

O prefixo etno tem significado muito amplo, referente
ao contexto cultural e, portanto, inclui consideracoes como
linguagem, jargao, cédigos de comportamento, mitos e sim-
bolos; matema é uma raiz dificil, que vai na direcao de ex-
plicar, de conhecer, de entender; tica, sem duvida, vem de
techne, que é a mesma raiz de arte e de técnica. Assim,
Etnomatemadtica é a arte ou técnica de explicar, de conhecer,
de entender nos diversos contextos culturais. Ela procura
compreender o saber/fazer matematico ao longo da Histé-
riada humanidade, contextualizando, em diferentes grupos
de interesse, comunidades, povos e nacoes.

As praticas matematicas de feirantes, comerciantes, bor-
racheiros, cirurgides cardiacos, vendedores de suco de frutas,
bicheiros, indigenas e de grupos africanos enquadram-se, por
exemplo, nos estudos e nas pesquisas da Etnomatematica.

Para se inteirar sobre Etnomatematica, recomendamos
a leitura dos livros Etnomatemadtica: elo entre as tradicoes e
a modernidade, de Ubiratan D’Ambrosio, editora Auténtica;
e Etnomatemadtica, de Ubiratan D’Ambrésio, editora Atica; e
da revista Educacdo Matemdtica em Revista, da SBEM, ano1,
n.1,1993, inteiramente dedicada a esse tema.

0 que é modelagem?

Diante de uma realidade complexa, global, podemos
reduzir esse grau de complexidade isolando algumas varia-
veis. Temos, assim, uma representacao da realidade sobre a
qual refletimos e procuramos construir estratégias de acao.
De posse dos resultados obtidos nessa representacao,
voltamos ao global.

Esse processo de passagem do global para o local e do
local para o global, a partir de representacoes, € geralmente
chamado modelagem.

Acompanhe esta explicacao apresentada por Ubiratan
D’Ambrésio:

Oesforco de explicar, de entender, de manejar uma porgdo
da realidade, um sistema, normalmente se faz isolando esse
sistema e escolhendo alguns pardmetros nos quais concen-
traremos nossa andlise. Com isso, o sistema, com toda a com-
plexidade que ele oferece, fica aproximado por um sistema
artificial, no qual se destacam somente alguns parametros
(algumas qualidades) e se ignoram suas interacdes com o
todo. Dessa maneira considera-se um modelo e passa-se a
analisar e refletir sobre o modelo. Este € o processo de mode-
lagem, na sua esséncia, uma forma de abstracdo. Sdo exem-
plos historicos de modelagem em Matemadtica a Geometria
euclidiana, a Mecdnica newtoniana, a Optica geomeétrica.
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A modelagem, visando aplicacdes, que é mais comum, faz
sempre apelo d realidade na qual estd inserido o sistema que
deu origem ao modelo com o qual trabalhamos, sempre pro-
curando verificar a adequacdo dos parametros selecionados
e as implicacoes dessa selecdo no inter-relacionamento desse
sistema com a realidade como um todo, isto é, procurando
recuperar o sentido holistico que permeia o matema. Ndo é
possivel explicar, conhecer, entender, manejar, lidar com a
realidade fora do contexto holistico. Tém-se ndo mais que
visoes parciais e incompletas da realidade.

A modelagem é eficiente a partir do momento em que
nos conscientizamos de que estamos sempre trabalhando
com aproximacoes da situacdo real, que, na verdade, estamos
elaborando sobre representacdes. Assim, a modelagem pode

(5) Caracteristicas da colecao

Nesta colecao procuraram de forma ativa a recordacao,
aampliacao, o aprofundamento de conceitos e procedimen-
tos ja explorados durante o Ensino Fundamental, apresen-
tando-os sob diversos pontos de vista e linguagens: natural,
grafica, em tabelas e simboélica.

Deu-se preferéncia ao longo da obra para atividades
realizadas em dupla ou em equipe, com o intuito de valori-
zar a iniciativa e a capacidade de decisao dos estudantes,
reforcando a ajuda mutua, a ética e a solidariedade.

As situacoes e os problemas apresentados ao longo da
colecao tém como pressuposto que as discussoes a serem
realizadas em sala de aula e os recursos de que o professor
pode lancar mao, a partir das resolucdes propostas pelos
alunos, sao os geradores de uma visao de Matematica e de
ensino e aprendizagem dessa disciplina como as conside-
radas até aqui, tanto do ponto de vista dos pesquisadores
como das leis e propostas governamentais.

As propostas da colecao visam possibilitar aos jovens
alunos a compreensao e a interpretacao do mundo ao seu
redor por meio da ampliagcao de suas capacidades analiticas
e criticas, necessarias para a tomada de decisdes em bene-
ficio proprio, de sua comunidade e da sociedade, no com-
plexo processo de participacao e cidadania.

Como qualquer outro material didatico, o livro deve ser
visto como mais um (e n3o o Unico) importante auxiliar do
professor que busca ensinar Matematica de modo mais signi-
ficativo para o aluno, com assuntos da vivéncia dele, desenvol-
vendo conceitos por meio da compreensao de situacoes-pro-
blema interessantes, contextualizadas ou interdisciplinares.

Em geral, os conceitos sao desenvolvidos a partir de uma
situacao-problema, como é recomendado hoje pelos educado-
res matematicos que trabalham com resolucao de problemas;
a modelagem matematica é feita pela procura de modelos
matematicos com base em problemas reais (por exemplo, os
numeros reais como modelo para as medidas; a funcao linear
como modelo dos problemas de proporcionalidade; a funcao
quadratica como modelo do movimento uniformemente va-

ser uma metodologia de ensino muito util e se enquadra no
Programa Etnomatemdtica, que inclui a critica, também de
natureza historica, sobre representacoes, que deve estar sub-
Jacente ao processo de modelagem.

D'AMBROSIO, Ubiratan. Etnomatematica: um programa.
Educacdo Matemadtica em Revista, Blumenau, n. 1, p. 5-11,1993.

Para saber mais sobre modelagem, recomendamos a lei-
tura de: Ensino-aprendizagem com modelagem matemditica,
de Rodney Carlos Bassanezi, editora Contexto; e Modelagem
matemdtica & implicacdes no ensino-aprendizagem de Mate-
madtica, de Maria Salett Biembengut, Editora da Universidade
Regional de Blumenau (Furb). Veja também um modelo para
racionamento de energia elétrica na revista Educacdo Mate-
madtica em Revista, da SBM, ano 8, n. 11, p. 41-50, dez. 2001.

riado; a funcao exponencial como modelo dos juros compostos,
da desintegracao radioativa, do aumento do nimero de bac-
térias em uma cultura, etc.); as abordagens da histéria da Ma-
tematica, ora feitas como introducao de um assunto, ora como
leitura para complementacao; e o uso da tecnologia de infor-
magao, como calculadoras e softwares, é realizado em varios
momentos da colecdo, principalmente nos problemas que
envolvem funcoes, Trigonometria e nimeros reais.

Procurou-se colocar em cada volume conteudos de dife-
rentes blocos curriculares, permitindo alternancia de temas.
Aorganizacao das atividades foi feita com o objetivo de pro-
porcionar a construcao de conceitos, procedimentos e algo-
ritmos, de modo equilibrado e sem descuidar das aplicacdes.

Sempre que possivel, valorizaram-se diferentes enfoques
e articulacdes com diversos campos da Matematica e de
outras ciéncias.

Procurou-se um equilibrio no emprego da linguagem
usual e da linguagem matematica, evitando exacerbar esta
Ultima e tornando a comunicacao clara e adequada ao nivel
do aluno a que se destina esta colecdo. A colecao introduz o
método axiomatico dedutivo de forma criativa, utilizando-se
de reticulas coloridas para identificar as definicdes (em reti-
culas rosa), axiomas ou postulados (em reticulas azuis) e
teoremas (em reticulas laranja), assim, intuitivamente, o
aluno podera compreender como a Matematica se estrutu-
ra. O objetivo € que o aluno perceba por si proprio que, na
Matematica, algumas afirmacoes (proposicoes) sao admiti-
das como verdadeiras por terem um carater aparente (defi-
nicoes) ou por serem tomadas inicialmente como verdade,
sem que seja necessario demonstra-las (axiomas ou postu-
lados), e, com base nelas, por meio de um encadeamento
l6gico (prova/demonstracao), pode-se chegar a outras afir-
macoes mais gerais; algumas dessas afirmacoes tém maior
importancia para a Matematica (teoremas). Destaques,
quadros-resumos, resultados que antecedem diretamente
um teorema e/ou consequéncias diretas de um teorema sao
expressos em reticulas roxas.
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Atbnica desta colecao € ajudar o aluno a construir e desen-
volver conceitos e procedimentos matematicos, sempre com-
preendendo e atribuindo significado ao que ele esta fazendo,
evitando a simples memorizacao e mecanizacao. E tudo isso
valendo-se de situacoes-problema contextualizadas e, poste-
riormente, aplicando os conceitos em situacdes cotidianas, na
prépria Matematica ou em outras areas do conhecimento.

As atividades propiciam, em muitos momentos, fazer a
articulacao entre os grandes campos tematicos, bem como
entre o conhecimento novo e o ja abordado. Para exempli-
ficar, citamos funcoes e progressoes, funcoes (afim e qua-
dratica) e Geometria analitica, sistemas lineares e Geome-
tria analitica, etc.

As retomadas frequentes de conceitos e procedimen-
tos, seguidas de aprofundamento, sao outra forma de
articulacao.

Por exemplo, nimeros reais e nimeros complexos, a
equacao da reta na funcao afim e na Geometria analitica,
a parabola na funcao quadratica e na Geometria analitica,
os sistemas lineares 2 X 2 estudados no Ensino Fundamen-
tal e os sistemas lineares 3 X 3 com suas interpretacoes
geomeétricas, etc.

Sempre que possivel, o desencadeamento de novos con-
ceitos e a apresentacao de exercicios e problemas sao feitos
por meio de situacoes-problema contextualizadas.

E grande o nimero de exercicios e problemas desta co-
lecao em que se procurou aplicar conceitos matematicos na
solucao de situacoes de outros componentes curriculares,
como Fisica, Quimica, Geografia, Biologia e outras areas do
conhecimento. Em especial na secao Outros contextos.

O enfoque metodolégico da colecao, em geral, foi feito
por meio da formulacao e resolucao de problemas, quer
desencadeando um novo conceito, quer aplicando os con-
ceitos e procedimentos estudados em situacoes contextua-
lizadas e/ou interdisciplinares ou mesmo em problemas da
propria Matematica.

Secoes: definicoes e algumas
sugestoes de abordagem

Conheca seu livro

Secao destinada ao aluno, estimulando-o a conhecer os
recursos disponiveis em seu material.

(i

~

..
Sumario

Enumeracao dos capitulos e das demais secdes do
volume. Da ao aluno uma visao geral da obra.
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Na abertura de cada capitulo, apresenta-se uma imagem
de impacto, ligada a algum contexto relacionado aos con-
teudos trabalhados no capitulo.

Para refletir, Fique atento! e Vocé sabia?

maburats (4]

Secdes que sao dispostas nas laterais das paginas.

Para refletir apresenta questoes que visam destacar algo
que merece reflexao. Sao indicadores de investigacao a ser
realizada de modo que os alunos percebam alguma proprie-
dade ou fato, ou que constatem, descubram, ou provem algo.
Pode representar uma complementacao do estudo do tépi-
co que esta sendo abordado.
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Fique atento! apresenta conteudos que o aluno ja es-
tudou e devem ser relembrados ou relacionados com o
assunto que esta sendo representado ou detalhes impor-
tantes que devem ser ressaltados.

Vocé sabia? apresenta informacdes interessantes que
ampliam o tema em estudo.

Exercicios resolvidos

Mostram as varias formas de resolucao de uma questao
ou problema. Nao devem ser vistos como modelos que os
alunos apenas imitam e dos quais repetem estratégias. Ser-
vem para inspirar e indicar possiveis estratégias.

Podem ser resolvidos pelo aluno, como experiéncia de
verificacao da compreensao do contetdo ja desenvolvido
pelo professor, e comparados com a resolucao apresentada
no livro. Esse trabalho pode ser realizado em duplas, visan-
do a discussao e ao intercambio de experiéncias.

Também podem ser explorados como um momento de
desenvolvimento da leitura e interpretacao em Matema-
tica se for pedido ao aluno que explique, com suas préprias
palavras, o que esta expresso ali, tanto do ponto de vista
da solucao dada como do ponto de vista da linguagem
matematica empregada e do tratamento dado a ela.

Em alguns exercicios resolvidos, explicitamos as fases da
resolucdo de um problema (compreender, planejar, executar,
verificar e emitir a resposta); eles sao destacados como passo
a passo. Também mostramos em que direcoes a questao pode
serampliada, apresentando em geral uma proposta de discus-
s3a0 em equipe sobre o assunto.

Exercicios

Grande variedade de exercicios e situacoes-problema
para o aluno checar, consolidar e aplicar os conhecimentos
recentes. Eles sdo apresentados com diferentes graus de
dificuldade e, sempre que possivel, contextualizados com
exploracao interdisciplinar.

Podem ser trabalhados em sala de aula, dando continui-
dade ao processo de fixacao dos conceitos, ou como tarefa
de casa, para sedimentacao da aprendizagem.

Alguns exercicios sao classificados como desafios. A
fim de estimular os alunos durante as tentativas de reso-
lucao, quando necessario, promova discussoes e sugira
algumas pistas para que os alunos se sintam motivados
a continuar.

Também temos exercicios com indicacao para serem rea-
lizados em duplas ou em equipe, por terem um grau de com-
plexidade maior ou cuja discussao ajudara no entendimento
do conceito em estudo.

Leitura(s)

Textos que ampliam e enriquecem o conteudo. Podem
ter uma abordagem interdisciplinar.

Matematica e tecnologia

Nesta secao apresentamos atividades em que o recurso
do computador é utilizado para auxiliar na manipulacao e
visualizacao de graficos e tabelas.

A

\ Manual do Professor [303}

N/




Outros contextos

O foco da secdo é colocar o aluno em contato com
varios tipos de textos favorecendo a interdisciplinaridade,
a experimentacao de conteddos matematicos e o
desenvolvimento da competéncia leitora. Ela destaca os
assuntos ao relaciona-los com situacdes em que a Mate-
matica estudada tem presenca significativa. Embora es-
sas discussoes sejam muito mais proveitosas quando
feitas em conjunto pela comunidade escolar, o professor
podera promover interessantes investigacdes matemati-
cas nos contextos considerados.

Outros @ -
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Pensando no Enem

Questoes direcionadas ao desenvolvimento das habili-
dades da Matriz de Referéncia desse exame. As questdes
propostas sao contextualizadas, muitas vezes tratando de
fendmenos naturais ou sociais.

l Pensando no Enem m

Um pouco mais...

Essa secao aparece nofinal de alguns capitulos tratando
de assuntos adicionais. O objetivo é abordar, de forma breve,
alguns contetidos matematicos que exigem uma funda-
mentacao mais criteriosa. Apesar do maior rigor matema-
tico, tal fundamentacao é apresentada de forma didatica.
Fica a critério do professor aborda-la ou nao.

Ao longo dos capitulos indicaremos ao professor, por
meio doicone @ alguns outros assuntos que acreditamos
ser opcionais, pois muitos deles ndo estao relacionados a
Matriz do Enem.

A opcao de manter esses assuntos no livro se faz neces-
saria para atender alunos que desejem aprofundar contetidos

~

matematicos ou se preparar para algum exame especifico de
acesso ao Ensino Superior.

Ao professor, cabe a responsabilidade de adequar o con-
teudo disponivel no livro didatico a sua realidade. Algumas
vezes, “pular” assuntos que ndo serdo obstaculos na apren-
dizagem do aluno para dedicar mais tempo ao trabalho com
temas que serdo fundamentais na formacao do estudante
pode ser mais proveitoso. Além disso, nem todos os alunos
precisam de um alto grau de aprofundamento, visto que
nao seguirao carreiras associadas a Matematica.

Vestibulares de Norte a Sul
Questoes de vestibular, relacionadas ao contetdo da
unidade, separadas por regiao geografica.

Caiu no Enem

Questdes do Enem classificadas de acordo com as uni-
dades de cada livro.
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(6) Orientacdes metodolégicas e o contelido
digital na pratica pedagogica

Orientacdes metodolégicas

Os avancos conquistados pela Educacao Matematica
indicam que, para que o aluno aprenda Matematica com
significado, é fundamental:

e trabalhar as ideias, os conceitos matematicos intuitiva-
mente, antes da simbologia, antes da linguagem mate-
matica. Por exemplo, antes de ser apresentada em
linguagem matematica, a ideia de funcao deve ser
trabalhada de forma intuitiva com o aluno. Uma situacao-
-problema que torna isso possivel é: “Considere a quanti-
dade de litros de gasolina e o respectivo preco a pagar:

Quantidade de litros (€)

Preco a pagar

1

» 125,00

O preco a pagar é dado em funcao da quantidade de litros
que se coloca no tanque, portanto, depende do nimero
de litros comprados”.

Depois desse trabalho intuitivo calcado na elaboracao de
conceitos é que, pouco a pouco, vamos introduzindo a
linguagem matematica:

A B
% f ()
) > o
f:A—B
x = f(x)

“Cada x de A corresponde a um Unico f(x) de B, levado pela
funcao f.”

e que o aluno aprenda por compreensdo. O aluno deve
atribuir significado aquilo que aprende. Para isso, deve
saber o porqué das coisas, e nao simplesmente mecani-
zar procedimentos e regras. Por exemplo, ndo basta dizer

que o numero racional 0,3333... é igual a % ou %; é

preciso, para a sua compreensao, saber por que isso ocorre,
fazendo, por exemplo:
x=03333..=>10x=3333..=3+0333..=

:>1Ox=3+9x=3:>x=i=l
9 3

e estimula-lo a pensar, raciocinar, criar, relacionar ideias,
descobrir e ter autonomia de pensamento. Em lugar de
simplesmente imitar, repetir e seguir o que o professor
fez e ensinou, o proprio aluno pode e deve fazer
Matematica, descobrindo ou redescobrindo por si sé
ideias, propriedades, maneiras diferentes de resolver uma
questao, etc. Para que isso ocorra, € preciso que o profes-
sor crie oportunidades e condicdes para que o aluno des-
cubra e expresse suas descobertas. Por exemplo, desafios,
jogos, quebra-cabecas, problemas curiosos, etc. auxiliam
oaluno a pensar logicamente, a relacionar ideias e a rea-
lizar descobertas;

trabalhar a Matematica por meio de situacées-problema
que o facam realmente pensar, analisar, julgar e decidir-
-se pela melhor solucdo. Vamos destacar o que conside-
ramos ser um problema matematico. Para alguns auto-
res é toda situacdo que requer a descoberta de informa-
¢oes matematicas desconhecidas para a pessoa que
tenta resolvé-lo e/ou a invencao de uma demonstracao
de um resultado matematico dado. Outros o definem
como uma situacao na qual um individuo deseja fazer
algo, porém desconhece o caminho das acoes necessa-
rias para concretizar a sua acao. Outros ainda destacam
que problema é uma situacao na qual um individuo atua
com o propésito de alcancar uma meta utilizando para
isso alguma estratégia em particular. De modo geral,
podemos afirmar que existe um problema quando ha
um objetivo a seralcancado e nao sabemos como atingi-
-lo, isto &, existe um problema quando ha um resultado
- conhecido ou nao - a ser demonstrado utilizando
conhecimentos matematicos.

No plano didatico, ha a hipétese de que determinados
problemas permitam a aquisicao de conceitos novos e se
inscrevam em uma organizacao de ensino-aprendizagem
eficaz para a maioria dos alunos. Uma organizacao assim
foi apresentada por Douady (1984) em sua teoria conhe-
cida como Dialética Ferramenta-Objeto. Conforme essa
teoria, em atividades matematicas, quando um problema
€ proposto, podemos considera-lo resolvido se pudermos
fundamentar suas explicacdes de acordo com um sistema
de validacao proprio dos matematicos. Nessa tentativa,
criamos conceitos que atuam como ferramentas que pos-
sibilitardo a resolucao do problema. Ao serem descontex-
tualizados, de modo que possam ser reutilizados, esses
conceitos tornam-se objeto do saber.

Douady chama de dialética ferramenta-objeto o processo
de resolucao de problemas, no qual temos as seguintes fases:
Fase 1: Antigo — Mobilizacao de conhecimentos antigos,
que funcionam como ferramentas, para resolver, ao me-
nos em parte, o problema.
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Fase 2: Pesquisa —Dificuldade em resolver o problema por
completo, e novas questdes sdo colocadas e levam a pro-
cura de novos meios para a resolucao do problema.

Fase 3: Explicitagao — Exposicao dos trabalhos realizados,
das dificuldades e dos resultados obtidos, sendo as produ-
¢oes discutidas coletivamente com a classe. Essa explicita-
cao possibilita ao professor criar debates sobre os conhe-
cimentos antigos, que estao sendo mobilizados, e sobre os
novos, que estao sendo gerados implicitamente, sem que
se crie uma situacao de bloqueio. Esses debates sao Uteis
na validacao de alguns conhecimentos produzidos nessa
fase e permitem aos alunos reconhecer procedimentos
corretos e diagnosticar procedimentos incorretos.

Fase 4: Institucionalizacao—Institucionalizam-se os novos
conhecimentos como objetos de saber matematico. O
professor ressalta os conhecimentos que devem ser reti-
dos e explicita as convencdes de uso. Trata-se de um meio
de constituicao de um saber coletivo. Para cada aluno,
constitui uma maneira de estabelecer pontos de referén-
cia para seu préprio saber e, dessa forma, assegurar o
progresso de seus conhecimentos.

Fase 5: Familiarizacdo — E o momento de resolver exerci-
cios utilizando as nocoes recentemente institucionaliza-
das como ferramentas explicitas. Esses exercicios, simples
ou complexos, tratam apenas do que é conhecido. Os
problemas propostos nessa fase destinam-se, segundo
Douady, a desenvolver habitos e praticas, a integrar o
saber social com o saber do aluno, que ainda precisa ser
testado em novas experiéncias, eventualmente sozinho,
os conhecimentos que julga ter alcancado e esclarecer
para si mesmo o que realmente sabe.

Fase 6: Novo problema —Os alunos sao instigados a utili-
zar os novos conhecimentos em situacdes mais complexas
que envolvam outros conceitos, sejam eles conhecidos ou
visados pela aprendizagem. Os conhecimentos novos ad-
quirem, agora, o estatuto de antigos, em um novocicloda
dialética ferramenta-objeto. De acordo com Douady, para
a aprendizagem de um conceito ou propriedade, muitos
ciclos podem ser necessarios.

Por exemplo, o estudo da funcao quadratica podera ser
desenvolvido a partir da seguinte situacao-problema: “Se
quisermos cercar um terreno retangular com uma tela de
40 m de comprimento, a fim de cercar a maior area possi-
vel, quais devem ser as dimensoes do terreno?”.

Como o perimetro é de 40 m, as dimensdes do terreno sao:

Banco de imagens/
Arquivo da editora
x

20 — x
perimetro = 40 m
Area:
A(X) = x(20 — x) = 20x — x> = —x* + 20x =
= A(x) = —x? + 20x (modelo matematico para esta situacdo)

~

Nesse caso, temos a funcao quadratica f(x) = 2x2 + 20x,
cujo grafico é dado a seguir.

Ax)
1003 - - (10,100)

Banco de imagens/Arquivo da editora

O ponto de maximo da parabola (10, 100) dara a solucao
do problema. Assim, o terreno que satisfaz as condicoes
impostas é de forma quadrada (o quadrado é um caso
particular de retdngulo), de lado igual a 10 m e area igual
a 100 m2. E consenso entre os educadores matematicos
que a capacidade de pensar, de raciocinar e de resolver
problemas deve constituir um dos principais objetivos do
estudo da Matematica;

trabalhar o contelido com significado, levando o aluno a
compreender que aquele conhecimento é importante
para sua vida em sociedade e/ou que o contetido traba-
lhado lhe sera util para entender o mundo em que vive.
Porexemplo, ao trabalhar as diversas funcoes e seus gra-
ficos relacionando-os com o cotidiano e com os fendme-
nos das Ciéncias Naturais, ao resolver problemas de juros
compostos usando logaritmos, ao coletar dados, fazer
tabelas, graficos e interpreta-los, ao estudar Probabilida-
de com a Genética da Biologia, etc., 0 aluno percebe que
tudoisso tem sentido em sua vida presente e futura. Para
que o aluno veja a Matematica como um assunto Gtil e
pratico e possa apreciar o seu poder, precisa perceber que
ela esta presente em praticamente tudo e é aplicada para
resolver problemas do mundo real e entender uma gran-
de variedade de fenémenos;

valorizar a experiéncia acumulada pelo aluno dentro e fora
daescola. £ preciso lembrar que, quando o aluno chega ao
Ensino Médio, ele ja acumulou experiéncias pelo menos
até seus14 anos de idade. A partir dessa vivéncia, o profes-
sor deve iniciar o trabalho de construir e aplicar novos
conceitos e procedimentos matematicos, dando continui-
dade ao que o aluno ja aprendeu no Ensino Fundamental
e na vida. Detectar os conhecimentos prévios dos alunos
para, com base neles, desenvolver novos conhecimentos
contribui para uma aprendizagem significativa;
estimular o aluno a fazer calculo mental, estimativas e
arredondamentos, obtendo resultados aproximados. Por
exemplo, quando o aluno efetua a divisao 306 + 3 e coloca
12 como resultado, ele evidencia que nao tem sentido nu-
mérico, nao sabe arredondar (300 = 3 =100; 6 ~ 3 = 2¢,
portanto, 306 + 3 =102), enfim, falta-lhe a habilidade de
calculo mental. Muitas vezes, em situacoes cotidianas, mais
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vale saber qual € o resultado aproximado do que o resul-
tado correto propriamente dito;

e considerar mais o processo do que o produto da aprendiza-
gem - “aprender a aprender” mais do que levar em conta
resultados prontos e acabados. E muito mais importante
valorizar a maneira como o aluno resolveu um problema,
principalmente se ele o fez de maneira auténoma, original,
em vez de simplesmente verificar se acertou a resposta. O
mesmo se pode dizer sobre o modo de realizar operagoes,
medicoes, resolver equacoes e sobre as maneiras de observar
e descobrir propriedades e regularidades em algumas for-
mas geométricas. Sempre que possivel, devemos analisar
diferentes resolucdes de um mesmo problema;

e compreender a aprendizagem da Matematica como um
processo ativo. Os alunos s3o pessoas ativas que observam,
constroem, modificam e relacionam ideias, interagindo com
outros alunos e outras pessoas, com materiais diversos e
com o mundo fisico. O professor precisa criar um ambiente
de busca, de construcao e de descoberta e encorajar os alu-
nos a explorar, desenvolver, levantar hipéteses, testar, dis-
cutireaplicar ideias matematicas. As salas de aula deveriam
serverdadeiras salas-ambiente de Matematica, equipadas
com grande diversidade de materiais instrucionais que fa-
vorecessem a curiosidade, a aprendizagem matematicaeo
“fazer Matematica”. Esse “fazer Matematica” pode ser esti-
mulado apresentando-se atividades investigativas ao aluno.
Uma atividade de investigacao matematica diferencia-se
das demais por ser uma situagao-problema desafiadora e
aberta, permitindo aos alunos mobilizarem sua intuicao e
conhecimentos antigos em alternativas diversas de explo-
racao. Esse tipo de atividade de ensino e aprendizagem:

[...] ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da ativi-
dade matemdtica genuina, constituindo, por isso, uma pode-
rosa metdfora educativa. O aluno é chamado a agir como um
matemadtico, ndo so na formulagdo de questdes e conjecturas
e narealizagdo de provas e refutacoes, mas também na apre-
sentacdo de resultados e na discussdo e argumentacdo com
os seus colegas e o professor |[...]

PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 23.

Tendo como pressuposto que todos podem produzir Ma-
tematica, em suas diferentes expressoes, as atividades
de investigacao podem estar presentes em todos os eixos
de conteldos, contribuindo para um trabalho mais dina-
mico e significativo. Levar o aluno a agir como um mate-
matico nao implica obrigatoriamente trabalhar com
problemas muito dificeis. Ponte, Brocardo e Oliveira
(2003) destacam que, pelo contrario, investigar significa
trabalhar com questdes que nos cercam e, por isso, cons-
titui uma poderosa forma de construir conhecimento.
Assim, é em torno de um ou mais problemas que uma
investigacao matematica se desenvolve, porém as des-
cobertas que ocorrem durante a busca da solucao podem
ser tao ou mais importantes que ela.

Emtoda atividade de investigacao o professor deve dispor
detempo e oportunidade ao aluno para organizar e desen-
volver seus modos de pensar, expressa-los aos colegas e ao
professor e registra-los utilizando linguagem matematica
adequada. Dessa forma, espera-se que o aluno adquira
confianca na sua capacidade de “fazer Matematica” e
torne-se apto a resolver problemas matematicos, porque
aprendeu a pensar e a se comunicar matematicamente.
No entanto, isso nao quer dizer que as atividades matema-
ticas dos alunos se restrinjam apenas as investigativas; as
fases da dialética ferramenta-objeto de Douady ja indicam
que depois dos problemas de investigacao o professor deve
abordar problemas de familiarizagao do novo conhecimen-
to, em diferentes dominios matematicos e contextos. Assim,
otempo didatico do professor acaba por se tornar pequeno,
exigindo que outras atividades e problemas sejam desen-
volvidos como tarefa de casa, a fim de que ocorram a fixacao
e a manutencdo dos conhecimentos construidos;

utilizar a historia da Matematica como um excelente recur-
so didatico. Comparar a Matematica de diferentes periodos
da histéria ou de diferentes culturas (Etnomatematica). Por
exemplo, pode-se contar a época na qual os pitagéricos s6
conheciam os nimeros racionais e acreditavam apenas na
existéncia dos segmentos comensuraveis (um pode ser
medido pelo outro e a medida é expressa por um niime-
ro racional). Ao medir a diagonal do quadrado de lado igual
auma unidade, usando esse lado como unidade de medida,
surgem os nimeros irracionais (x/? no caso) e 0s segmen-
tos incomensuraveis: d2 =12+ 12 = 2=d = V2

O lado e a diagonal desse quadrado sao segmentos inco-
mensuraveis entre si;

trabalhar o desenvolvimento de uma atitude positiva em
relacdao a Matematica. Reforcar a autoconfianca doaluno
na resolucao de problemas e aumentar o interesse por
diferentes maneiras de solucionar um problema; conduzir
o aluno a observacao de caracteristicas e regularidades
de numeros, funcoes, figuras geométricas, etc. Sensibiliza-
-lo para organizar, argumentar logicamente e perceber a
beleza intrinseca da Matematica (simetrias, regularidades,
logicidade, encadeamentos logicos, etc.);

utilizar jogos. Os jogos constituem outro excelente recurso
didatico, pois podem possibilitar a compreensao de regras,
promover interesses, satisfacao e prazer, formar habitos e
gerar aidentificacao de regularidades. Além disso, facilitam
o trabalho com simbolos e o raciocinio por analogias;
enfatizar igualmente os grandes eixos tematicos da Mate-
matica—Ndmeros e Funcdes (Algebra), Espaco e Forma (Geo-
metria), Grandezas e Medidas e Tratamento da Informacao
(Estatistica e Probabilidade) - e, de preferéncia, trabalha-los
de modo integrado;

trabalhar os temas transversais (Etica, Orientacao Sexual,
Meio Ambiente, Saude, Pluralidade Cultural, Trabalho e
Consumo) de modo integrado com as atividades de
Matematica, por meio de situacoes-problema.
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Recursos digitais na pratica
pedagégica

Atualmente ja ndo ha duvidas sobre a necessidade do
uso das novas tecnologias em sala de aula. Novas que ja
estdo ficando velhas, de acordo com o pesquisador de pro-
cessos de ensino-aprendizagem por meio do computador,
José Armando Valente. Para ele, a possibilidade de juncao
de diferentes midias em um sé artefato (TV, video, compu-
tador, internet) podera ter um impacto ainda maior no pro-
cesso de ensino-aprendizagem, causando uma revolucao a
ser enfrentada pelos educadores.

Nessa revolucao, Valente considera que dois aspectos
devem ser considerados na implantacao desses recursos na
educacao. O primeiro é que os conhecimentos técnicos e
pedagogicos devem crescer simultaneamente, um deman-
dando novas ideias do outro. O outro é que o educador pre-
cisa ponderar sobre o que cada uma dessas facilidades tec-
nolégicas tem a oferecer e como pode ser explorada em
diferentes situacoes educacionais. Ora a televisao pode ser
mais apropriada, ora o computador pode ser mais interes-
sante, dependendo dos objetivos que se deseja atingir ou
do que esteja sendo explorado. Mesmo o uso do computador
permite uma grande variacao nas atividades que professo-
res e alunos podem realizar. No entanto, ressalta que:

[...] essa ampla gama de atividades pode ou ndo estar
contribuindo para o processo de construcdo de conhecimen-
to. O aluno pode estar fazendo coisas fantdsticas, porém o
conhecimento usado nessas atividades pode ser o mesmo que
o exigido em uma outra atividade menos espetacular. O pro-
duto pode ser sofisticado, mas ndo ser efetivo na construcao
de novos conhecimentos.

VALENTE, [s.d.], p. 23.

Esse mesmo autor destaca que situacgdes vividas com o
emprego de recursos digitais contribuem para que o coti-
diano escolar nao seja visto como espaco de rotina e de
repeticdo, mas como espaco de reflexao, critica e autoex-
pressao, promovendo assim um novo sentido para a apren-
dizagem escolar.

Cada vez mais, cientistas e outros profissionais estao
implantando sistemas colaborativos baseados em conexoes
via internet. Esse meio de comunicacao vem ganhando for-
ca eimportancia no mundo profissional. O trabalho coope-
rativo é fundamental para a solucao de problemas comple-
X0s, por conseguinte a aprendizagem colaborativa € um
passo determinante no sentido de preparar o jovem estu-
dante para a futura realidade profissional.

O usode recursos digitais passa a ser parte integrante
do trabalho de investigacao, pois muitos dos problemas
podem ser abordados com o apoio de softwares e objetos
educacionais digitais especialmente elaborados para isso.
Aseguirindicamos um dos softwares que estao sendo alvo

~

de pesquisas bem-sucedidas em Educacao Matematica

com dois sites em que ha exemplos de utilizacdao em sala

de aula.

* GeoGebra
Criado por Markus Hohenwarter, € um software de Geo-
metria dinamica e algebra gratuito e desenvolvido para
o ensino-aprendizagem da Matematica nos varios ni-
veis de ensino. Ele redine recursos de Geometria, Alge-
bra, tabelas, graficos, Probabilidade, Estatistica e calcu-
los simbdlicos em um Gnico ambiente. Assim, ele per-
mite apresentar, ao mesmo tempo, representacoes di-
ferentes de um mesmo objeto que interagem entre si.
Disponivel em portugués, o GeoGebra é uma multipla-
taforma e, portanto, pode ser instalado em computa-
dores com Windows, Linux ou MacOS. No livro do aluno
apresentamos algumas atividades com esse software.
Os sites <www.pucsp.br/geogebrasp/>, do Instituto Geo-
Gebra de Sao Paulo, e <www.geogebra.im-uff.mat.br/bib.
html>, do Instituto GeoGebra do Rio de Janeiro, fornecem
os links para downloads tanto do software como dos tuto-
riais de uso, além de exemplos de aplicacoes para sala de
aula. Acesso em: 13 maio 2016.
Outros exemplos de uso podem ser encontrados em: <http://
pt.wikibooks.org/wiki/Aplicacdes_do_GeoGebra_ao_ensi-
no_de_Matematica/Atividades>. Acesso em: 13 maio 2016.

Linguagem digital

Alinguagem digital voltada ao ensino utiliza trés ter-
mos correntes. Apesar de nao haver muito rigor a respei-
to de seus significados, convém fazer a distincao entre
eles: conteddo digital, ferramenta digital e tecnologia
digital. Conteudo digital € o correspondente ao contetdo
escolar, mas que é disponibilizado na rede, como textos,
hipertextos, figuras, graficos, entre outros. Ferramenta
digital € o meio pelo qual o conteddo digital é disponibi-
lizado na rede, como filmes, dudios, jogos, animacdes,
simuladores, hipertextos, sites, redes sociais, féruns, blo-
gs, entre outros. Tecnologia digital € o instrumento que
permite a conexao dessas ferramentas e o respectivo
acesso ao conteldo digital, como computadores, tablets,
telefones, lousas digitais, entre outros.

A utilizacao de todos esses recursos digitais no ensino
é cada vez mais frequente e facilita a comunicacao entre os
agentes do processo didatico, além de ampliar as possibili-
dades pedagogicas.

Animacao, por exemplo, € uma representacao dinamica
de um processo qualquer, como um fenémeno natural ou
outro evento, mas que nao admite a interacao com o usua-
rio, pois ela funciona como um filme feito em linguagem
computacional.Ja os simuladores admitem a interatividade
com o usuario, que pode alterar parametros e entao modi-
ficar a dinamica em curso.

Videoaulas nao interativas, dirigidas tanto a alunos
do ensino basico quanto a formacao docente, também
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ajudam a compor o conteddo digital voltado ao ensino que
pode ser encontrado na rede. Grandes universidades, nacio-
nais e internacionais, disponibilizam gratuitamente, ou nao,
cursos inteiros pela internet. Alguns deles s3o oficiais e atri-
buem titulacao de graduacao para o aluno, os conhecidos
cursos de Ensino a Distancia (EAD). Universidades publicas
e outras instituicoes publicas e privadas ainda se valem dos
Ambientes Virtuais de Aprendizagem (AVA) para divulgar
calendarios, disponibilizar recursos didaticos digitais, além
de organizar debates e discussoes via féruns sincronos ou
assincronos para seus alunos. Além disso, professores e alu-
nos contam com um grande acervo de demonstracoes ex-
perimentais gravadas em video e disponibilizadas de forma
gratuita pelos canais da rede, além de enciclopédias virtuais,
dicionarios on-line, entre tantos outros recursos.

As vantagens e prejuizos dos recursos digitais sao causa-
dos pelo uso que se faz deles, ou seja, devemos evitar a nocao
iluséria de que a simples presenca do recurso digital garante
melhores resultados de aprendizagem. Em contrapartida, o
seu uso planejado e apropriado tem se mostrado eficiente
em melhorar o ensino em varios cenarios educacionais.

O uso da calculadora

A presenca de telefones celulares na sala de aula, prin-
cipalmente no Ensino Médio, tem se tornado um problema
para as escolas, mesmo considerando sua proibicao por leis
estaduais. No entanto, em vez de lutarmos contra eles po-
demos buscar desenvolver propostas em que eles sejam
usados pelos alunos em suas atividades investigativas. E
preciso considerar que os celulares estao cada vez mais equi-
pados, contando com recursos como: cameras, que fotogra-
fam e filmam com boa qualidade de som e imagem; grava-
dores de audio; calendarios; comunicadores instantaneos;
calculadoras e tantas outras ferramentas que precisam ser
aproveitadas na escola.

N3ao existem ainda modelos de sua utilizacao, mas ati-
vidades geralmente propostas com calculadoras podem ser
realizadas nos celulares. Exemplos de utilizacao de calcula-
doras no Ensino Médio:

e Quando os cdlculos numéricos sdo apenas auxiliares.

A calculadora é recomendada quando os calculos numé-
ricos sao apenas auxiliares na questao a ser resolvida, li-
berando mais tempo para o aluno pensar, criar, investigar,
conjecturar, relacionar ideias, descobrir regularidades, etc.
O tempo gasto desnecessariamente com calculos longos
e enfadonhos pode ser usado na busca de novas estraté-
gias para a resolucao de problemas, na busca de solucoes
de um desafio, de um jogo, etc.

Para melhorar a estimativa dos alunos por meio de jogos.
A calculadora é recomendada também para agucar a capa-
cidade de estimativa do aluno. Ha varias possibilidades de
jogos dotipo “estime e confira”. Por exemplo, de um conjun-
to de 15 a 20 nimeros de trés algarismos, um aluno escolhe
trés deles e estima sua soma. Outro aluno escolhe mais trés

e também estima sua soma. Em seguida, conferem seus cal-
culos com a calculadora. Quem se aproximar mais do resulta-
do correto marca um ponto. Vence quem fizer 5 pontos primei-
ro. Algo semelhante pode ser feito com as demais operacoes,
usando ntmeros naturais inteiros, racionais e irracionais.
Para investigar propriedades matemaditicas.

Analisando padroes ou regularidades que ocorrem em
situacoes ou em tabelas com muitos dados, o aluno pode
levantar hipéteses, fazer conjecturas, testa-las e descobrir
propriedades. Por exemplo, ao preencher tabelas usando
calculadora, os alunos podem descobrir propriedades da
multiplicacao e da divisao, que, depois, poderao ser pro-
vadas pelo professor, generalizando.

Por exemplo:
Fator 15 15 15
Fator 12 24 48
Produto ? ? ?
Dividendo 13 26 52
Divisor 5 10 20
Quociente ? ? ?

“Quando se dobra um fator, o produto também dobra.”
“Quando se dobram o dividendo e o divisor, o quociente
permanece o mesmo.”

Outro exemplo é quando os alunos trabalham com ope-
racoes de radicais usando calculadora:

a b Ja b Na-b

<~|~| s

5 3 ? ? ?
7 10 ? ? ?
3 1 ? ? ?

513 ? ? ? ?
7 |10 ? ? ? ?
3001 ? ? ? ?

Eles poderao conjecturar que, por exemplo,

Va -Jb =+Ja-b eJa + Vb #Ja-b.Emseguida,
o professor podera demonstrar que essas conjecturas
estao corretas.

Para trabalhar com problemas da realidade.

Ao trabalhar com problemas que apresentam dados reais,
em geral os nimeros sao muito “grandes” ou “pequenos”
e, as vezes, sao muitos itens e muitas operacoes a serem
realizadas. Isso torna a calculadora um instrumento fun-
damental para diminuir o trabalho manual e mecénico
do aluno, e permitir que ele se concentre no essencial,
que sao o raciocinio, as estratégias e as descobertas.
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Por exemplo, o indice de massa corpdrea (IMC) de uma
pessoa é dado pela formula IMC = % emqueméa

massa (em quilogramas) e h é a altura (em metros). Outro
exemplo: Gastam-se 11,2 cm de arame de aco galvanizado
para fabricar um clipe de papel. Com 100 m desse arame,
quantos clipes serdao fabricados aproximadamente?
Mais alguns exemplos poderao ser encontrados em:
<http://www.univates.br/ppgece/docs/PT _leda.pdf> e
<http://educacao.uol.com.br/planos-de-aula/medio/

(7} 0 novo Enem

As exigéncias presentes no Exame Nacional do Ensino
Médio (Enem) se constituem em uma das demandas de
nossa sociedade para a continuidade dos estudos.

O Enem foi criado em 1998 com o objetivo de avaliar o
desempenho do estudante ao fim da escolaridade basica,
cuja ideia central considera os principios da LDB (Lei
n29.394/96), que preconiza, dentre as funcdes do Ensino
Médio, o dominio dos principios cientificos, tecnolégicos
que orientam a producao moderna, bem como a compreen-
sao do conhecimento das formas contemporaneas de uso
e aplicacao das linguagens, da utilizacao dos codigos e o
dominio e a aquisicao da organizacao da reflexao filosofi-
ca e sociolégica para a vida em sociedade.

O pressuposto desse modelo de avaliacao representa
uma tentativa de analise da qualidade da oferta de Ensino
Médio, considerando as expectativas presentes na LDB. Des-
se modo, a principio, podiam participar do exame os alunos
que estavam cursando ou que tinham concluido o Ensino
Médio em anos anteriores, independentemente da idade
ou do ano de término do curso. Ja nos primeiros anos de
aplicacao, diversas instituicdes de Ensino Superior comeca-
ram a utilizar o Enem como uma alavanca para a pontuacao
obtida por aqueles que prestavam vestibular.

Em 2009, o Ministério da Educacao (MEC) alterou de
forma significativa a proposta do exame: ele passou a ser
um instrumento de politica publica para conduzir e alinhar
o curriculo de Ensino Médio em todo o pais.

O MEC considera que os vestibulares de ingresso para a
maioria das instituicoes de Ensino Superior, apesar de bem-
-sucedidos na selecao dos melhores para ingressar em seus
quadros discentes, acabam por criar disparidades no sistema
de Ensino Médio nacional e na sociedade. As exigéncias
feitas por esses concursos de mérito exercem uma influén-
ciaindesejada sobre os curriculos das instituicoes de Ensino
Médio, que acabam por submeter-se a esses requisitos, sem
oferecer sentido ao que se ensina.

Outro fator negativo apontado pelo Ministério foi a
falta de mobilidade de estudantes que resulta da descen-
tralizacao dos vestibulares das diversas instituicdes pu-

~

matematica-atividades-com-calculadoras.htm>. Acesso
em: 29 mar. 2016.

Outras ideias de emprego dos celulares podem ser con-
sideradas, por exemplo, o uso de fotografias para explorar
aspectos geométricos de vistas possiveis de sélidos (é possi-
vel fotografar um cubo de modo que a vista seja um hexago-
no?), no uso de torpedos para a troca de informacoes entre
grupos de trabalho para compartilhamento de pesquisas pela
internet ou no acesso a videos disponiveis na internet.

blicas de Ensino Superior. Amudanca realizada no Enem
visa corrigir algumas dessas deficiéncias, oferecendo um
vestibular unificado criado pelo governo federal e obede-
cendo a suas diretrizes e seus parametros curriculares.

O novo Enem tem como fim avaliar o aspecto cognitivo,
mas enfatizando a capacidade de autonomia intelectual e
o pensamento critico dos alunos.

As instituicdes de Ensino Superior podem usar esse novo
exame de diferentes modos, seja considerando-o uma fase
Unica de avaliacdo, como uma primeira fase do processo de
ingresso, utilizando sua nota em conjunto com um exame
da propria instituicao, seja como critério de selecao para
vagas remanescentes.

Com a adocao do Sistema de Selecao Unificado (Sisu), o
exame posssibilita aos alunos escolher a instituicio em que
desejam estudar, sem terem de prestar vestibular em varios
lugares, favorecendo assim a mobilidade estudantil e o in-
tercambio entre jovens de todo o pais.

Por fim, o Enem se propde a melhorar a qualidade do
Ensino Médio, uma vez que avalia o desenvolvimento de
certas competéncias e habilidades dos alunos, naoisolada-
mente, mas de forma conjunta. Assim, o contetido ministra-
do no Ensino Médio passa a ser determinado pelos profes-
sores, coordenadores e diretores e nao exclusivamente
ditado pelas universidades. Desse modo, é importante que
os docentes compreendam e discutam a proposta integral-
mente, pois a execucao desses pressupostos em sala de aula
podera contribuir para uma reorientacao nas concepcdes e
nas praticas, ja que nao se trata de mera revisao de conte-
udos a ensinar, mas de redimensionar o papel da escola e
seus atores.

Caracteristicas do novo Enem:

e 180 questoes divididas em 4 areas de conhecimento e
uma redacao;

e aprova é realizada em 2 dias;

e além da contextualizacdo e interdisciplinaridade, é exigi-
do praticamente todo o contetdo do Ensino Médio;

e serve também como forma de ingresso em diversas ins-
tituicoes de Ensino Superior.
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Site oficial do Enem: <http://portal.inep.gov.br/web/
enem/>. Acesso em: 13 maio de 2016.

Contém informacoes sobre o exame, edicdes anteriores,
legislacao, documentos, resultados por escola, etc.

Hora do Enem: <http://horadoenem.mec.gov.br/>. Aces-
so em: 13 maio de 2016.

O Hora do Enem é um projeto pensado para quem vai
fazer o Exame Nacional do Ensino Médio. Pode-se escolher:
acompanhar o programa de TV, fazer simulados on-line, criar
um plano de estudos adequado as suas proprias necessida-
des e baixar videos. Também é possivel acessar noticias,
receber orientacdes de como se preparar para a prova e ver
questoes que ja cairam nos anos anteriores comentadas por
professores. O objetivo do projeto é ajudar o aluno a se pre-
parar para o Enem.

As questdes do novo Enem sao elaboradas com base na
Matriz de Referéncia divulgada pelo MEC.

Nessa matriz estao descritas as competéncias e habili-
dades que se esperam do aluno do Ensino Médio e que estao
fundamentadas em cinco eixos cognitivos:
|.  Dominio das linguagens (DL): dominar a norma culta da

Lingua Portuguesa e fazer uso das linguagens matemati-

ca, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.
Il. Compreensao dos fenémenos (CF): construir e aplicar
conceitos das varias areas do conhecimento para a com-
preensao de fendmenos naturais, de processos historico-
-geograficos, da producao tecnolégica e das manifesta-
cdes artisticas.
lll. Enfrentamento das situacdes-problema (SP): selecionar,
organizar, relacionar, interpretar dados e informacoes
representados de diferentes formas para tomar decisoes
e enfrentar situacoes-problema.
IV. Construcao da argumentacao (CA): relacionar informa-
coes, representadas em diferentes formas, e conheci-
mentos disponiveis em situacdes concretas, para cons-
truir argumentacao consistente.
V. Elaboracao de propostas (EP): recorrer aos conhecimentos
desenvolvidos na escola para elaboracao de propostas de
intervencao solidaria na realidade, respeitando os valores
humanos e considerando a diversidade sociocultural.
A prova do novo Enem abrange uma redacao e 180 ques-
toes objetivas, sendo 45 questdes para cada uma das areas
de conhecimento em que esta dividido o exame:
e Linguagens, Codigos e suas Tecnologias (Lingua Portuguesa,
Literatura e Lingua Estrangeira).

o Matematica e suas Tecnologias (Algebra e Geometria).

e Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias (Fisica, Quimica
e Biologia).

e Ciéncias Humanas e suas Tecnologias (Geografia, Historia,
Filosofia e Sociologia).

As competéncias e as habilidades (indicadas por H) da
Matriz de Referéncia para a prova de Matematica e suas
Tecnologias sao:

e Competéncia de area 1 - Construir significados para os

numeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1-Reconhecer, no contexto social, diferentes significa-
dos e representacoes dos niimeros e operacoes — naturais,
inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de
contagem.

H3 —Resolver situacao-problema envolvendo conhecimen-
tos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na
construcao de argumentos sobre afirmacdes quantitativas.
H5 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utili-
zando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 — Utilizar o conhecimento geo-
meétrico para realizar a leitura e a representacao da rea-
lidade e agir sobre ela.

H6 — Interpretar a localizacdo e a movimentacao de pes-
soas/objetos noespacotridimensionalesuarepresentacao
no espaco bidimensional.

H7-Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.
H8 — Resolver situagao-problema que envolva conheci-
mentos geométricos de espaco e forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e
forma na selecao de argumentos propostos como solucao
de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 — Construir nocoes de grandezas
e medidas para a compreens3o da realidade e a solucao
de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relacdes entre grandezas e unidades de
medida.

H11-Utilizar a nocao de escalas na leitura de representa-
cao de situacao do cotidiano.

H12 - Resolver situacao-problema que envolva medidas
de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medicao na construcao
de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade uti-
lizando conhecimentos geométricos relacionados a
grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir no¢des de variacao de
grandezas para a compreensdo da realidade e a solucao
de problemas do cotidiano.

H15-Identificar a relacao de dependéncia entre grandezas.
H16 — Resolver situacao-problema envolvendo a variacao
de grandezas, direta ou inversamente proporcionais.
H17-Analisar informacdes envolvendo a variacao de gran-
dezas como recurso para a construcao de argumentacao.
H18 — Avaliar propostas de intervencao na realidade en-
volvendo variacao de grandezas.

Competéncia de area 5 — Modelar e resolver problemas
que envolvem variaveis socioecondmicas ou técnico-
-cientificas, usando representacoes algébricas.

H19 - Identificar representacoes algébricas que expressem
arelacdo entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente rela-
¢oes entre grandezas.

A
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H21 - Resolver situacao-problema cuja modelagem en-

volva conhecimentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos

COmMo recurso para a construcao de argumentacao.

H23 - Avaliar propostas de intervencao na realidade uti-

lizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 — Interpretar informacdes de na-

tureza cientifica e social obtidas da leitura de graficos e

tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacao,

interpolacao e interpretacao.

H24 - Utilizar informacdes expressas em graficos ou ta-

belas para fazer inferéncias.

H25 - Resolver problema com dados apresentados em

tabelas ou graficos.

H26 — Analisar informacdes expressas em graficos ou ta-

belas como recurso para a construcao de argumentos.

e Competéncia de area7-Compreender o carater aleatério
e nao deterministico dos fenémenos naturais e sociais e
utilizar instrumentos adequados para medidas, determi-
nacao de amostras e calculos de probabilidade para in-
terpretarinformacdes de variaveis apresentadas em uma
distribuicao estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dis-

(8) Avaliacdo em Matematica

Aspectos legais da avaliacao no
Ensino Médio

Como destaca o Pacto Nacional pelo Fortalecimento do
Ensino Médio', a avaliacao educacional no contexto do En-
sino Médio deve estar integrada ao projeto politico-peda-
gogico da escola, tanto na concepcao como na implemen-
tacdo, considerando estudantes e professores como sujeitos
histéricos e de direitos, participantes ativos e protagonistas
na sua diversidade e singularidade. Deve, também, estar
articulada com a proposta de ensino médio integral, de qua-
lidade social, e em consonancia com as novas Diretrizes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (DCNEM), que
reforcam o compromisso da “avaliacao da aprendizagem,
com diagnostico preliminar, e entendida como processo de
carater formativo, permanente e cumulativo” (BRASIL, 2012).

As DCNEM (BRASIL, 2012, pag. 7), em consonancia com
as Diretrizes Curriculares Nacionais para a Educacao Basica
(DCNEB), indicam trés dimensdes de avaliacao: avaliacdo da
aprendizagem, avaliacao institucional e avaliacao externa,
esta, também, apresentada algumas vezes como avaliacao
de redes de escolas ou avaliacao em larga escala.

A avaliacao da aprendizagem, conforme a Lei de Dire-
trizes de Bases da Educacao Nacional (LDB), Lei n2 9.394,

' Brasil. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacao Basica. Formacdo
de Professores do Ensino Médio, Etapa | — Caderno VI: Avaliagdo no Ensi-
no Médio.

~

persao de um conjunto de dados expressos em uma ta-

bela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes)

ou em graficos.

H28 — Resolver situacdo-problema que envolva conheci-

mentos de Estatistica e Probabilidade.

H29 - Utilizar conhecimentos de Estatistica e Probabili-

dade como recurso para a construcao de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade uti-

lizando conhecimentos de Estatistica e Probabilidade.

Além disso, cada area possui objetos de conhecimento

que fazem parte do curriculo do Ensino Médio atual e que
o aluno precisa dominar.

Esta colecao e o Enem

Na secao 71. Observacoes e sugestoes para as Unidades e os
capitulos deste Manual, em que comentamos cada capitulo,
apresentamos uma tabela que relaciona os objetos de conhe-
cimento associados a Matriz de Referéncia para Matematica
e suas Tecnologias aos contetdos abordados no capitulo.

E importante ressaltar que nem todos os assuntos da
nossa colecao estao relacionados com a Matriz de Referén-
cia do MEC.

de 20 de dezembro de 1996, pode ser adotada, tendo como
objetivo a promocao, aceleracao de estudos e classificacao,
e deve ser desenvolvida pela escola refletindo a proposta
expressa em seu projeto politico-pedagégico.

A avaliacdoinstitucional interna é realizada com base
na proposta pedagoégica da escola, assim como no seu pla-
nodetrabalho, que devem ser avaliados sistematicamen-
te, de maneira que a instituicao possa analisar seus avan-
cos e localizar aspectos que merecem reorientacao.

Aavaliacao externa de escolas e redes de ensino é res-
ponsabilidade do Estado, seja realizada pela Unido, seja
pelos demais entes federados. No Ensino Médio, em am-
bito nacional, ela esta contemplada no Sistema de Avalia-
caoda Educacao Basica (Saeb). Os resultados de Matema-
tica tém foco na resolucdo de problemas e, juntamente
com as taxas de aprovacao, sao utilizados no calculo do
indice de Desenvolvimento da Educacio Basica (Ideb), ins-
tituido com o propésito de medir a qualidade de cada es-
cola, no caso do Ensino Fundamental publico, e externa-
mente, também é apresentada como avaliacao de redes
de escolas ou avaliacdo em larga escala.

0 que avaliar? Como avaliar?

A avaliacao é um instrumento fundamental para for-
necer informacoes sobre como esta se realizando o pro-
cesso de ensino-aprendizagem como um todo —tanto para
o professor e a equipe escolar conhecerem e analisarem
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os resultados de seu trabalho, como para o aluno verificar

seu desempenho. Ela ndo deve simplesmente focalizar o

aluno, seu desempenho cognitivo e o acimulo de conted-

dos para classifica-lo em “aprovado” ou “reprovado”.

Uma funcao crucial da avaliacao é a de desencadear
acoes que promovam tanto a evolucao do aluno como a
do professor para que ambos possam superar os desafios
pedagogicos que enfrentam.

Nessa visao, a avaliacao € concebida como um pro-
cesso que implica uma reflexao critica sobre a pratica, no
sentido de captar seus avancos, suas resisténcias, suas
dificuldades e possibilitar a tomada de decisao sobre o
que fazer para superar os obstaculos.

Esse movimento traz consigo a necessidade de o pro-
fessor dominar o que ensina para reconhecer qual a rele-
vancia social e cognitiva do ensinado e, entao, definir o que
vai se tornar material a ser avaliado.

A mudanca das praticas de avaliacao € entao acompa-
nhada por uma transformacao do ensino, uma vez que essa
tomada de posicao em relacao ao que é realmente impor-
tante € que vai orientar a organizacao do tempo didatico
em sala de aula e definir o que deve ser avaliado e as formas
a serem adotadas para avaliar.

Na busca de exercer a educacao de modo justo e eficien-
te é preciso garantir a coeréncia entre as metas planejadas,
0 que se ensina e o que se avalia.

Assim, a definicao clara sobre o que ensinar permitira,
em cada etapa ou nivel de ensino, delimitar as expectativas
de aprendizagem, das quais dependem tanto os critérios de
avaliacao quanto o nivel de exigéncia.

A clareza sobre o que ensinar e o que avaliar deve estar
explicitada em objetivos observaveis que “traduzem” os
contetdos formulados, geralmente de modo muito amplo,
nos documentos curriculares ou planos de curso. Tendo isso
em mente, a avaliacdo deve ser considerada em seus trés
aspectos: diagndstico, formativo ou processual e acredita-
tivo ou certificativo.

e Em seu aspecto diagnéstico, a avaliacao permite detectar
os conhecimentos, formais ou informais, que os alunos ja
possuem, contribuindo para a estruturagao do processo
de ensino-aprendizagem, pois esses conhecimentos sao
tomados como base.

Com a avaliacao diagndstica inicial, o professor pode
obter evidéncias sobre as formas de aprender dos alu-
nos, seus conhecimentos e experiéncias prévios, seus
erros e concepcoes. A interpretacao dessas evidéncias
deve ser feita, se possivel, em conjunto com o aluno,
buscando perceber seu ponto de vista, o significado de
suas respostas, as possibilidades de estabelecimento
de relacdes e os niveis de compreensao que possui dos
objetos a serem estudados. Os instrumentos utilizados

nesse tipo de avaliacao, conjugados entre si ou nao,
podem ser: perguntas orais, realizacao de um micropro-

jeto ou tarefa.

Em seu aspecto formativo, a avaliacao permite acom-
panhar a evolucao dos alunos em seu processo de
aprendizagem, por isso também é chamada avaliacao
processual. Os resultados sobre essa evolucao impli-
cam, para os professores, em tarefa de ajuste entre o
processo de ensino e o de aprendizagem, a fim de se
adequar a evolucdo dos alunos e estabelecer novos

esquemas de atuacao.

Para diagnosticar os avancos, assim como as lacunas na
aprendizagem, pode-se tomar para analise tanto as pro-
ducoes escritas e orais diarias dos estudantes quanto
alguns instrumentos especificos, como tarefas, fichas,
portifélios, etc., que fornecam dados mais controlados

e sistematicos sobre o dominio dos saberes a que se

referem os objetivos e as metas de ensino. A analise dos

trabalhos pode ser feita levando-se em conta a exigén-
cia cognitiva das tarefas propostas, a detencao de erros
conceituais observados e as relacdes nao previstas. Des-

sa forma, sdo levantados subsidios para o professor e

para o aluno que podem ajudar no progresso do proces-

so de apreensao dos conhecimentos, desenvolvimento

e aprimoramento de destrezas, construcao de valores e

qualidades pessoais.

e Oaspecto acreditativo ou certificativo da avaliacao é o de
obter dados que permitam determinar se os estudantes
desenvolveram as capacidades esperadas ao final de um
processo. Esses dados devem possibilitar que se concluam,
em conjunto com os resultados das avaliacoes processuais,
as condicoes de desempenho do aluno segundo as normas
especificadas, tanto internamente a escola como as re-
queridas em avaliacdes externas.

Aelaboracao de escalas indicando as capacidades espe-
radas de desenvolvimento no processo de aprendizagem,
graduadas em diferentes niveis, de acordo com aspectos
observaveis nas producdes orais e escritas dos alunos, sao
instrumentos essenciais tanto para o aspecto formativo
como para o certificativo da avaliacao.

Os alunos devem ter conhecimento da escala utilizada
pelo professor, por uma questao de transparéncia na ava-
liacao, etambém para apoiar-se nela ao fazerem sua autoa-
valiagao.

O quadro da pagina seguinte € um exemplo de escala?

que pode ser empregada para avaliacdo em Matematica.

2 Fonte dos dados: PONTE, BROCARDO e OLIVEIRA (2006), p. 121-123.
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algoritmos.

Os célculos em geral estdo
corretos, contendo eventual-
mente pequenos erros.

O processo de solucao é completo ou
quase completo.

Nivel Conhecimento matematico | Estratégias, processos e modos de pensar Comunicacao matematica
Mostra compreender os con- | Usa informacao exterior relevante de Usa terminologia e notacao apropriadas.
ceitos e principios matemati- | natureza formal ou informal. A -
cos envolvidos no problema. B ‘ pre§enta resposta completa e nao

Identifica todos os elementos importan- | ambigua.
Executa completa e adequa- | tes do problema e mostra compreensao inclui di tacs
v damente os algoritmos. da relacao entre eles. nelut diagramas ou representasoes apro-
priados, exemplos ou contraexemplos.
Indica estratégia apropriada e sistemati-
ca para a resolucao do problema e mostra Apresenta como suportes argumentos
adequadamente o processo de solucdo. coerentes e completos.
Mostra compreender, quase | Usa informacao exterior relevante de Usa terminologia e notacao parcialmen-
completamente, os concei- | natureza formal ou informal. te corretas.
z%svglsirélilalgs matematicos Identifica todos os elementos importan- | Apresenta resposta completa com expli-
problema. ~ - .
tes do problema e mostra compreensdo | cacdo razoavel.
v Executa completamente os | da relacao entre eles.

Inclui diagramas ou representacoes,
exemplos ou contraexemplos de modo
ainda incompleto.

Apresenta como suportes argumentos
logicamente corretos, mas insuficientes.

Mostra compreender alguns
dos conceitos e principios
matematicos envolvidos no
problema.

Aresposta tem erros de
calculo.

Identifica alguns elementos importantes
do problema e mostra compreensao limi-
tada da relacao entre eles.

Mostra alguma evidéncia do processo de
solucao, mas ele esta incompleto ou
pouco sistematizado.

Mostra progresso significativo na dire-
cao de completar o problema, mas a
explicacao € ambigua.

Inclui diagramas ou representacoes
pouco claras e imprecisas.

Apresenta como suportes argumentos
incompletos ou baseados em premissas
pouco importantes.

Mostra compreensao muito
limitada dos conceitos e
principios matematicos
envolvidos no problema.

A resposta tem graves erros
de calculo.

Usa informacao exterior irrelevante.

Falha na identificacao, quase por completo,
de aspectos importantes ou coloca muita
énfase em elementos pouco importantes.

Reflete uma estratégia inadequada para
resolver o problema.

O processo de solucao ndo existe, é de
dificil identificacao ou nao esta sistema-
tizado.

Falha no uso dos termos matematicos.

Apresenta alguns elementos satisfato-
rios, mas omite partes significativas do
problema.

Inclui diagramas ou representacdes de
formaincorreta.

N3o apresenta argumentos logicamente
corretos.

Mostra ndo compreender
os conceitos e principios
matematicos envolvidos no
problema.

Tenta usar informacao exterior irrelevante.

Falha na identificacao de quais elemen-
tos do problema sao apropriados para a
resolucao.

Copia partes do problema, sem procurar
a solucao.

Comunica de forma ineficaz.

Integra desenhos que ndo representam
a situacao.

As palavras que emprega nao refletem o
problema.

Indicadores para a avaliacao em

Matematica

Como ja dissemos, esta colecao contemplou algumas
das atuais tendéncias em Educacao Matematica. Elas dizem
respeito ao desenvolvimento de um ensino que aumente a
capacidade matematica do aluno por intermédio da reso-
lucao de problemas, valorizando a comunicacao matemati-
ca, a construcao e a compreensao de conceitos e procedi-
mentos. Passamos, entao, a exemplificar como avaliar tais

capacidades.

VatnY
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do aluno

Avaliando a capacidade matematica

E preciso avaliar a capacidade matematica do aluno, ou
seja, a sua capacidade de usar a informacao para raciocinar,
pensar criativamente e para formular problemas, resolvé-los
e refletir criticamente sobre eles.

Aavaliacao deve analisar até que ponto o aluno integrou
e deu sentido a informacao, se consegue aplica-la em situ-
acoes que requeiram raciocinio e pensamento criativo e se

€ capaz de utilizar a Matematica para comunicar ideias.




Além disso, a avaliacao deve analisar a predisposicao do
aluno em face dessa ciéncia, em particular a sua confianca
em fazer Matematica e o modo como a valoriza.

Por exemplo, em uma situacao-problema aberta como
esta: “Elabore a maquete da escola com base na sua planta”,
o aluno pode revelar a sua capacidade matematica.

Avaliando a resolucao de problemas

Como a resolucao de problemas deve constituir o eixo
fundamental da Matematica escolar, o mesmo deve ocorrer
com a avaliacao. A capacidade dos alunos para resolver pro-
blemas desenvolve-se ao longo do tempo, como resultado
de um ensino prolongado, de varias oportunidades para a
resolucao de muitos tipos de problemas e do confronto com
situacdes do mundo real.

Ao avaliar essa capacidade do aluno, é importante
verificar se ele é capaz de resolver problemas nao padro-
nizados, de formular problemas a partir de certos dados,
de empregar varias estratégias de resolucao e de fazera
verificacao dos resultados, bem como a generalizacao
deles. Identificar lacunas € muito importante na elabo-
racao de problemas. Por exemplo, em um problema do
tipo: “Vocé vai comprar 10 itens no supermercado. Na fila
do caixa rapido (para 10 itens ou menos) estao 6 pessoas.
O caixa 1 tem uma pessoa na fila e o caixa 3 tem 2.
Os outros caixas estdao fechados. Para qual dos caixas
vocé se dirigira?”, qual é a informacao necessaria para
responder a pergunta? (E preciso saber o nimero de mer-
cadorias que cada pessoa esta comprando e a velocidade
dos caixas.) Generalizar solucoes de problemas é outro
ponto fundamental. Por exemplo, peca aos alunos que
determinem qual é o valorde1+ 3 + 5+ 7 + 9 (é 25);
depois, proponha ao aluno que formule uma expressao
que forneca a soma dos n primeiros nimeros impares. A
solucao seria:
1parcela: 1
2 parcelas: 1+ 3 =4(2?)

3 parcelas: 1+ 3 +5=9(3?
4 parcelas: 1+ 3 +5+7 =16 (4?)
5parcelas: 1+ 3 +5+7+ 9 =25(5?)

n parcelas: n?

Avaliando a comunicacao do aluno

Na sala de aula discutem-se ideias e conceitos matema-
ticos, partilham-se descobertas, confirmam-se hipoteses e
adquire-se conhecimento matematico pela escrita, pela fala
e pela leitura. O proprio ato de comunicar clareia e organiza
o pensamento e leva o aluno a se envolver na construcao

da Matematica. Como a Matematica utiliza simbolos e, por-
tanto, tem uma linguagem prépria, especifica, as vezes a
comunicacao fica dificultada.

Ao avaliar a comunicacao de ideias matematicas pelos
alunos, é preciso verificar se ele é capaz de expressar-se
oralmente, por escrito, de forma visual ou por demons-
tracdes com materiais pedagogicos; se compreende e
interpreta corretamente ideias matematicas apresenta-
das de forma escrita, oral ou visual e se utiliza correta-
mente o vocabulario matematico e a linguagem mate-
matica para representar ideias, descrever relacoes e
construir modelos da realidade. Veja a seguir um proble-
ma que envolve esses aspectos:

“Suponha que vocé esteja ao telefone falando com
um colega de turma e quer que ele desenhe algumas fi-
guras. Escreva instrucoes que lhe permitam desenhar a
figura e o grafico exatamente como estao desenhados
abaixo.”

llustragoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Avaliando o raciocinio do aluno

Para avaliar a capacidade de raciocinio matematico
doaluno, é preciso verificar se ele identifica padraes, for-
mula hipéteses e faz conjecturas. Por exemplo, peca a ele
que descubra como comecaram e como continuam as
sequéncias:
0,3,8,15, 24, (35), (48), (63) > ("2 — ;,n =1,2,3,..)

5} &)
32)'\64

21,411 (i)
2 4 8 '\16

E preciso verificar ainda se ele analisa situacdes para
identificar propriedades comuns. Por exemplo, o que ha
de comum entre o losango e o quadrado? E no que eles
diferem?

A
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quadrado

llustragoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

losango

E se ele utiliza o raciocinio espacial ou proporcional para
resolver problemas.

Por exemplo, peca ao aluno que desenhe um cubo
planificado, ou que desenhe um cone montado a partir
de uma planificacao. Para verificar o uso do raciocinio
proporcional, pergunte: “Quantos alunos da escola usam
6culos?”. Isso leva o aluno a desenvolver um processo que
permite identificar os que usam 6culos de uma amostra
de alunos e a utilizar raciocinio proporcional para deter-
minar o nimero de alunos que usam 6culos em toda a
escola. Para aferir o raciocinio dedutivo, peca ao aluno
que justifique por que, se somarmos 0 mesmo numero
de pontos a porcentagem de acertos no teste de cada
aluno, a média das classificacdes aumentara na mesma
quantidade.

Avaliando a compreensao
de conceitos

Aesséncia do conhecimento matematico sao os concei-
tos. O aluno s6 pode dar significado a Matematica se com-
preender os seus conceitos e significados.

A avaliacdo do conhecimento de conceitos e da com-
preensao deles pelo aluno deve indicar se é capaz de
verbaliza-los e defini-los; identifica-los e produzir exem-
plos e contraexemplos; utilizar modelos, diagramas e sim-
bolos para representar conceitos; passar de uma forma de
representacao para outra; reconhecer varios significados
e interpretacdes de um conceito; comparar conceitos e
integra-los.

Para identificar exemplos e contraexemplos de concei-
tos, apresente uma questao como esta:

“Quais das seguintes expressdes representam ndmeros

racionais?”
2 /i 0 J5
3 5
1,3434 =56  1121121112...
-16 :—6 25%

Para reconhecer condicoes que determinam um con-
ceito, proponha ao aluno que faca uma classificacao dos
quadrilateros (4 lados). Ao separar os paralelogramos
(2 pares de lados paralelos) dos trapézios (apenas 1 par
de lados paralelos), o aluno demonstra que sabe identi-
ficar essas formas geométricas pelas suas propriedades.
Na continuacao, pode separar os retdngulos (4 angulos
retos) dos losangos (4 lados de mesma medida) e incluir
os quadrados (4 angulos retos e 4 lados de mesma medi-
da) nos losangos, demonstrando compreensao dos con-
ceitos de quadrado, losango, retangulo, paralelogramo e
quadrilatero.

Para passar de uma representacao de um conceito para
outra, peca ao aluno, por exemplo, que escreva a equacao
da reta:

Y %

Aintegracao de conceitos pode ser trabalhada com ati-
vidades do tipo: “Una os pontos médios dos lados de um
trapézio isésceles. Qual figura se obtém? Justifique sua
resposta.”.

Avaliando procedimentos matematicos

Procedimentos matematicos sao, por exemplo, os algo-
ritmos ou as técnicas de calculo, s3o as maneiras de tracar
retas paralelas, perpendiculares, angulos, etc.

A avaliacao do conhecimento de procedimentos do
aluno deve indicar se é capaz de executar uma atividade
matematica com confianca e eficiéncia; de justificar os
passos de um procedimento, reconhecer se ele € adequado
ou nao a determinada situacao e se funciona ou nao; e,
sobretudo, se é capaz de criar novos procedimentos corre-
tos e simples.

Para verificar se o aluno conhece as razoes dos passos
de um procedimento, peca-lhe, por exemplo, que justifique
cada passagem da multiplicacao (x + 3)(x + 2):
x+3)x+2)=x(x+2)+3(x+2)=x2+2x+3x+6=
=x2+(2+3)x+6=x2+5x+6

Para verificar se o resultado de um procedimento esta
correto, proponha, por exemplo, que o aluno inverta a matriz

A= G —ij e verifique se o resultado é realmente a inver-

sa dela.
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(9, Texto complementar: Por que se deve avaliar?

A funcao social do ensino nao consiste apenas em pro-
mover e selecionar os “mais aptos” para a universidade. Ela
abarca outras dimensdes da personalidade.

Habitualmente, quando se fala de avaliacdo, logo se
pensa, de forma prioritdria ou mesmo exclusiva, nos resul-
tados obtidos pelos alunos. Hoje em dia, este continua sen-
do o principal alvo de qualquer aproximacdo ao fato ava-
liador. Os professores, as administracoes, os pais e os préprios
alunos referem-se a avaliacdo como o instrumento ou pro-
cesso para avaliar o grau de alcance em relacdo a determi-
nados objetivos previstos nos diversos niveis escolares. A
avaliacdo é basicamente considerada como um instrumen-
to sancionador e qualificador, em que o sujeito da avaliacdo
€ oaluno e somente o aluno, e o objeto da avaliacdo sdo as
aprendizagens realizadas sequndo certos objetivos minimos
para todos.

Mesmo assim, jd faz muito tempo que, a partir da litera-
tura pedagdgica, as declaracdes de principios das reformas
educacionais empreendidas em diferentes paises e grupos de
educadores mais inquietos propdem formas de entender a
avaliagcdo que ndo se limitam a valoragdo dos resultados ob-
tidos pelos alunos. O processo seguido por eles, o progresso
pessoal e o processo coletivo de ensino-aprendizagem apare-
cem como elementos ou dimensoes da avaliacdo.

Desse modo, é possivel encontrar definicoes de avaliacdo
bastante diferentes e, em muitos casos, bastante ambiqguas,
cujos sujeitos e objetos de estudo aparecem de maneira con-
fusa e indeterminada. Em alguns casos, o sujeito da avaliacdo
éoaluno; em outros, é o grupo/classe e, inclusive, o professor
ou a equipe docente. Quanto ao objeto da avaliacdo, as vezes
€ o processo de aprendizagem seguido pelo aluno ou os re-
sultados obtidos, enquanto outras vezes se desloca para a
propria intervencao do professor.

As definicbes mais habituais da avaliacdo remetem a um
todo indiferenciado que inclui processos individuais e grupais,
os alunos e os professores. Esse ponto de vista é plenamente
Jjustificdvel, jd que os processos que tém lugar na aula sdo
processos globais em que é dificil — e certamente desnecessd-
rio—separar os diferentes elementos que os compoem. Nossa
tradicdo avaliadora tem-se centrado exclusivamente nos re-
sultados obtidos pelos alunos. Assim, é conveniente dar-se
conta de que, ao falar de avaliacdo na sala de aula, pode-se
aludir em particular a algum dos componentes do processo
de ensino-aprendizagem, como também a todo o processo em
sua globalidade.

Talvez a pergunta que nos permita esclarecer em cada
momento qual deve ser o objeto e o sujeito da avaliacdo
seja aquela que corresponde aos proprios fins do ensino: por
que temos que avaliar? Sem duvida, a partir da resposta a
esta pergunta surgirdo outras, por exemplo, o que se deve

AN

avaliar, a quem se deve avaliar, como se deve avaliar, como
devemos comunicar o conhecimento obtido através da ava-
liagdo, etc.

Os sujeitos e os objetos
da avaliacao

Como em outras varidveis do ensino, muitos dos proble-
mas de compreensdo do que acontece nas escolas ndo sao
devidos tanto as dificuldades reais, mas sim aos hdbitos e
costumes acumulados de uma tradicdo escolar cuja funcdo
bdsica sempre foi seletiva e propedéutica. Em uma concep-
cdo do ensino centrado na sele¢do dos alunos mais prepa-
rados para continuar a escolarizacdo até os estudos univer-
sitdrios, é I6gico que o sujeito da avaliacdo seja o aluno e
que se considerem como objeto da avaliacdo as aprendiza-
gens alcancadas em relacdo as necessidades futuras que
foram estabelecidas — as universitdrias. Dessa forma, dd-se
prioridade a uma clara funcdo sancionadora: qualificar e
sancionar desde pequenos aqueles que podem triunfar nes-
sa carreira até a universidade.

No entanto, podemos entender que a funcdo social do
ensino ndo consiste apenas em promover e selecionar os "mais
aptos” para a universidade, mas que abarca outras dimensoes
da personalidade. Quando a formacgdo integral é a finalidade
principal do ensino e, portanto, seu objetivo é o desenvolvi-
mento de todas as capacidades da pessoa e ndo apenas as
cognitivas, muitos dos pressupostos da avaliacdo mudam. Em
primeiro lugar, e isto € muito importante, os conteudos de
aprendizagem a serem avaliados ndo serdo unicamente con-
tetudos associados ds necessidades do caminho para a uni-
versidade. Serd necessdrio também levar em consideragdo os
contelidos conceituais, procedimentais e atitudinais que pro-
movam as capacidades motoras, de equilibrio e de autonomia
pessoal, de relacdo interpessoal e de insercdo social.

Uma opgdo dessa natureza implica uma mudanca radical
na maneira de conceber a avaliacdo, uma vez que o ponto de
vista jd ndo é seletivo, jd ndo consiste em ir separando os que
ndo podem superar distintos obstdculos, mas em oferecer a
cada um dos alunos a oportunidade de desenvolver, no maior
grau possivel, todas as suas capacidades. O objetivo do ensino
ndo centra sua atencdo em certos parametros finalistas para
todos, mas nas possibilidades pessoais de cada um.

O problema ndo estd em como consequir que 0 mdximo
de alunos tenham acesso a universidade, mas em como con-
sequir desenvolver ao mdximo todas as suas capacidades e,
entre elas, evidentemente aquelas necessdrias para que che-
guem a ser bons profissionais. Tudo isso envolve mudancas
substanciais tanto nos contetdos da avaliacdo quanto no
cardter e na forma das informacées que devem ser propor-
cionadas sobre o conhecimento que se tem das aprendizagens
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realizadas, considerando as capacidades previstas. Por en-
quanto, digamos apenas que se trata de informacoes com-
plexas, que ndo combinam com um tratamento estritamen-
te quantitativo; elas se referem a valoracées e indicadores
personalizados que raramente podem ser traduzidos em
notas e qualificacdes cldssicas.

Avaliacao formativa: inicial,
reguladora e final integradora

Atomada de posicdo em relacdo as finalidades do ensino,
relacionada a um modelo voltado a formacdo integral da
pessoa, implica mudancas fundamentais, especialmente nos
contetidos e no sentido da avaliacdo. Além disso, quando na
andlise da avaliacdo introduzimos a concepcao construtivis-
ta do ensino e da aprendizagem como referencial psicopeda-
gogico, o objeto da avaliacdo deixa de se focar exclusivamen-
te nos resultados obtidos para se situar prioritariamente no
processo de ensino-aprendizagem, tanto do grupo/classe
quanto de cada um dos alunos. Por outro lado, o sujeito da
avaliacdo ndo apenas se centra no aluno, como também na
equipe que intervém no processo.

Como pudemos observar, procedemos de uma tradicdo
educacional prioritariamente uniformizadora, que parte do
principio de que as diferencas entre os alunos da mesma fai-
xa etdria ndo sdo motivo suficiente para mudar as formas de
ensino, mas que constituem uma evidéncia que valida a fun-
cdo seletiva do sistema e, por consequinte, sua capacidade
para escolher os melhores. A uniformidade é um valor de
qualidade do sistema, pois é o que permite reconhecer e va-
lidar os que servem. Quer dizer, sdo bons alunos aqueles que
seadaptam a um ensino igual para todos; ndo é o ensino que
deve adaptar-se as diferencas dos alunos.

O conhecimento que temos sobre como as aprendizagens
sdo produzidas revela a extraordindria singularidade desses
processos, de tal maneira que cada vez é mais dificil estabe-
lecer propostas universais que vdo além da constatacdo des-
sas diferencas e singularidades. O fato de que as experiéncias
vividas constituam o valor bdsico de qualquer aprendizagem
obriga a levar em conta a diversidade dos processos de apren-
dizagem e, portanto, a necessidade de que os processos de
ensino — e sobretudo os avaliadores — ndo apenas os obser-
vem, mas também os tomem como eixo vertebrador.

Sob uma perspectiva uniformizadora e seletiva, o que
interessa sdo determinados resultados em conformidade com
certos niveis predeterminados. Quando o ponto de partida é
asingularidade de cada aluno, é impossivel estabelecer niveis
universais. Aceitamos que cada aluno chega a escola com
uma bagagem determinada e diferente em relacdo as expe-
riéncias vividas, conforme o seu ambiente sociocultural e
familiar, sendo condicionado por suas caracteristicas pessoais.
Essa diversidade obvia implica a relativizacdo de duas das
invaridveis das propostas uniformizadoras — os objetivos, os

~

contelidos e a forma de ensinar — e a exigéncia de serem tra-
tadas em fungdo da diversidade dos alunos.

Entdo, a primeira necessidade do educador é responder
as sequintes perquntas: que sabem os alunos em relacdo ao
que eu quero ensinar? Que experiéncias tiveram? O que sdo
capazes de aprender? Quais sdo seus interesses? Quais sGo
seus estilos de aprendizagem? Nesse dmbito, a avaliacdo jd
ndo pode ser estdtica, baseada na andlise de resultado, porque
se torna um processo. E uma das primeiras fases do processo
consiste em conhecer o que cada um dos alunos sabe, sabe
fazer e é, juntamente com o que pode chegar a saber, sa-
ber fazer ou ser e como aprendé-lo. A avaliacdo é um processo
cuja primeira fase denomina-se avaliagdo inicial.

O conhecimento do que cada aluno sabe, sabe fazer e
como é, torna-se o ponto de partida que nos permite, em
relacdo aos objetivos e contetidos de aprendizagem previstos,
estabelecer o tipo de atividades e tarefas que devem favorecer
a aprendizagem de cada um. Isso nos proporciona referéncias
para definir uma proposta hipotética de intervencdo, a orga-
nizacdo de uma série de atividades de aprendizagem que,
dada nossa experiéncia e nosso conhecimento pessoais, su-
pomos que possibilitard o progresso dos alunos. Porém, ndo
€ mais do que uma hipotese de trabalho, ja que dificilmente
a resposta a nossas propostas serd sempre a mesma, nem a
que nos esperamos.

A complexidade do fato educacional impede dar, como
respostas definitivas, solucdes que tiveram bom resultado
anteriormente. Ndo s6 os alunos sdo diferentes em cada oca-
sido, como as experiéncias educacionais também sdo diferen-
tes e ndo se repetem. Isso supoe que, no processo de aplicacao
do plano de intervencdo previsto em sala de aula, serd neces-
sdrio adequar ds necessidades de cada aluno as diferentes
varidveis educativas: as tarefas e as atividades, seu contetido,
as formas de agrupamento, os tempos, etc.

Conforme se desenvolvam o plano previsto e a resposta
dos alunos a nossas propostas, haveremos de ir introduzindo
atividades novas que comportem desafios mais adequados
e ajudas mais contingentes. O conhecimento de como cada
aluno aprende ao longo do processo de ensino-aprendizagem,
para se adaptar as novas necessidades que se colocam, é o
que podemos chamar de avaliacdo requladora.

Alguns educadores, e o proprio vocabuldrio da reforma
educacional, utilizam o termo avaliacdo formativa. Pessoal-
mente, para designar esse processo, prefiro usar o termo ava-
liacdo requladora, jd que explica melhor as caracteristicas de
adaptacdo e adequagcdo. Ao mesmo tempo, essa opcdo per-
mite reservar o termo formativo para uma determinada con-
cepcdo da avaliacdo em geral, entendida como aquela que
tem como propdsito a modificacdo e a melhora continua do
aluno que se avalia, ou seja, que entende que a finalidade da
avaliacdo é ser um instrumento educativo que informa e faz
uma valoragdo do processo de aprendizagem sequido pelo
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aluno, com o objetivo de Ihe oportunizar, em todo momento,
as propostas educacionais mais adequadas.

O conjunto de atividades de ensino-aprendizagem reali-
zadas permitiu que cada aluno atingisse os objetivos previs-
tos em determinado grau. A fim de validar as atividades rea-
lizadas, conhecer a situacdo de cada aluno e poder tomar as
medidas educativas pertinentes ajudard a sistematizar o
conhecimento do progresso sequido. Isso requer, por um lado,
apurar os resultados obtidos (as competéncias alcancadas
em relacdo aos objetivos previstos); por outro, implica anali-
sar o processo e a progressdo que cada aluno seguiu, com
vistas a continuar sua formagdo levando em conta suas ca-
racteristicas especificas.

Muitas vezes, o conhecimento dos resultados obtidos é
designado com o termo avaliacdo final ou avaliacdo soma-
tiva. Pessoalmente, penso que a utilizacdo conjunta dos dois
termos é ambigua e ndo ajuda a identificar ou diferenciar
essas duas necessidades: o conhecimento do resultado obtido
e a andlise do processo que o aluno seguiu. Prefiro utilizar o
termo avaliacdo final para me referir aos resultados obtidos
e aos conhecimentos adquiridos e reservar o termo avaliacdao
somativa ou integradora para o conhecimento e a avaliacao
de todo o percurso do aluno. Assim, a avaliacdo somativa ou
integradora é entendida como um informe global do proces-
so que, a partir do conhecimento inicial (avaliagdo inicial),
manifesta a trajetoria sequida pelo aluno, as medidas espe-

cificas que foram tomadas, o resultado final de todo o pro-
cesso e, em especial, a partir desse conhecimento, as previsoes
sobre o que é necessdrio continuar fazendo ou o que é neces-
sdrio fazer de novo.

Por que avaliar? O aperfeicoamento da prdtica educativa
€ o objetivo bdsico de todo educador. E entende-se esse aper-
feicoamento como meio para que todos os alunos atinjam o
maior grau de competéncias, conforme suas possibilidades
reais. O alcance dos objetivos por parte de cada aluno é um
alvo que exige conhecer os resultados e os processos de apren-
dizagem que os alunos seguem. E, para melhorar a qualidade
do ensino, é preciso conhecer e poder avaliar a intervencdo
pedagdgica dos professores, de modo que a acdo avaliadora
observe simultaneamente os processos individuais e grupais.
Refiro-me tanto aos processos de aprendizagem quanto aos
de ensino, jd que, de uma perspectiva profissional, o conheci-
mento relativo a como os alunos aprendem é, em primeiro
lugar, um meio para ajudd-los em seu crescimento e, em se-
gundo lugar, o instrumento que nos permite melhorar nossa
atuacdo em aula.

Esse texto foi publicado originalmente no livro A pratica
educativa: como ensinar, de Antoni Zabala. Porto Alegre: Art-
med, 1998.

Antoni Zabala é licenciado em Pedagogia.

Fonte: Grupo A. Disponivel em: <www.grupoa.com.br/revista-patio/
artigo/5937/por-que-se-deve-avaliar.aspx>. Acesso em: 29 mar. 2016.

(10} Sugestdes complementares: leituras,
recursos digitais e passeios

A importancia da atualizacao

Ja falamos anteriormente sobre as mudancas que estao
revolucionando a economia e a sociedade, e como a Mate-
matica tem um importante papel na formacao e preparacao
dos alunos para as novas demandas. E importante que o
professor esteja devidamente informado e seja capaz de
lidar com essas expectativas e novos anseios dos alunos.

Além das novas exigéncias que sao trazidas para a sala
de aula pela sociedade, teorias e praticas de Educacao Ma-
tematica passam por debates, discussoes, atualizacoes e
alteracdes que sao fruto do trabalho de grupos de estudo e
de aplicacao. O professor é parte desse processo de renova-
cao, sendo ele o responsavel por apresentar situacoes aos
alunos, debater alternativas e solucoes para os problemas
que surgirem e, finalmente, aplicar o que foi proposto em
seu espaco de trabalho, chegando a novos resultados.

Atualmente temos a facilidade da internet, que € capaz
de reunir em portais, féruns de discussao, blogs, artigos e
listas de e-mails, uma comunidade de profissionais compe-
tentes e dispostos a manter ativo o debate entre professores
e pesquisadores.

Também nao faltam oportunidades de cursos ofereci-
dos por instituicdes de ensino, centros de pesquisa, e até
mesmo pelo poder publico, que podem aprofundar certos
aspectos da atividade de docéncia e oferecer a chance de
trocar conhecimentos e experiéncias com outros profes-
sores e pesquisadores.

Tudo isso é o que podemos chamar de formacao conti-
nuada do professor, esse aperfeicoamento constante que
coloca o docente notempo presente, pronto para atender as
demandas sociais que sdo impostas a ele e a seus alunos.

Em seguida oferecemos informacdes de locais onde
os professores poderao encontrar recursos para dar con-
tinuidade a sua formacao e orientacoes para o dia a dia
do seu trabalho.

Sites

o <http://m3.ime.unicamp.br/>. Acesso em: 13 maio 2016.
Colecao M3 Matematica Multimidia: portal que contém
recursos educacionais multimidia em formatos digitais
desenvolvidos pela Unicamp para o Ensino Médio de Ma-
tematica no Brasil.
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e <http://portaldoprofessor.mec.gov.br/index.html>. Acesso
em: 13 maio 2016.

Portal do Professor: espaco para acessar sugestoes de pla-
nos de aula, midias de apoio, noticias sobre educacao e
iniciativas do MEC, e também para compartilhar um plano
de aula, participar de uma discussao ou fazer um curso.
<http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_content
&view=article&id=12583%3Aensino-medio&Itemid=859>.
Acesso em: 14 maio 2016.

Colecao Explorando o Ensino — Matematica — Ensino Mé-
dio: coletanea de artigos extraidos da Revista do Professor
de Matemdtica (RPM) — uma publicacado da Sociedade
Brasileira de Matematica (SBM), com apoio da Universi-
dade de S3o Paulo.
<http://matematica.com.br/site/index.php>. Acesso em:
14 maio 2016.

Portal Matematica: provas de vestibulares e concursos,
simulados on-line, curiosidades matematicas, dicas,
biografia de matematicos, dicionario da Matematica,
videos e desafios, link para universidades e faculdades
do Brasil.
<http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/medio/
medio.htm>. Acesso em: 14 maio 2016.

Matematica essencial: conteddos de Matematica para o
Ensino Fundamental, Médio e Superior.
<www.aprendiz.com.br>. Acesso em: 14 maio 2016.
Projeto Aprendiz: site destinado a professores e alunos.
<www.inep.gov.br/>. Acesso em: 14 maio 2016.

Inep (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacio-
nais Anisio Teixeira): site do 6rgao que responde pelas
avaliacdes do Sistema Educacional Brasileiro (todos os
niveis e modalidades), com todas as informacoes relativas
ao Enem (Exame Nacional de Ensino Médio).
<www.fc.up.pt/cmup/polya/polya_home.html>. Acesso
em: 14 maio 2016.

Projeto Polya: site especializado na resolucao de proble-
mas matematicos.

<www.obm.org.br/>. Acesso em: 14 maio 2016.
Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM): informacdes,
provas e gabaritos.

<http://cmais.com.br/educacao>. Acesso em: 14 maio 2016.
Cmais: site da TV Cultura com informacdes e noticias so-
bre educacao.

e <www.uol.com.br/cienciahoje>. Acesso em: 14 maio 2016.
Publicacdes como: revista Ciéncia Hoje das Criangas, A6,
Professor, etc.

<http://revistaescola.abril.com.br/>. Acessoem: 14 maio 2016.
Revista Escola: apresenta diversos materiais sobre edu-
cacao e mantém blogs e féruns de discussao.
<www.planetaeducacao.com.br>. Acesso em: 14 maio 2016.
Planeta Educacao: portal educacional que tem como ob-
jetivo disseminar o uso pedagogico e administrativo das
novas tecnologias da informacao e da comunicacao nas
escolas publicas brasileiras de Educacao Infantil, Ensino
Fundamental e Médio.

~

e <http://educador.brasilescola.com/>. Acesso em: 14 maio
2016.
Orientacdes para pais e educadores sobre varios aspectos
do Ensino.

e <www.somatematica.com.br/>. Acesso em: 14 maio 2016.
Portal S6 Matematica: apresenta contelidos matematicos
e sugestoes de uso de tecnologias e jogos em sala de aula.

Alguns desses sites podem ser trabalhados com os alunos;
fica a seu critério seleciona-los.

Videos

e Asséries do TV Escola disponiveis no site <http://tvescola.
mec.gov.br/tve/home> possuem diversos videos que
apresentam variadas aplicacoes dos contetddos em situa-
coes simples do dia a dia. Acesso em: 14 maio 2076.

e Osite<https://pt.wikiversity.org/wiki/Portal:Matem%C3%
Altica_e_Estat%C3%ADstica/Videoteca> apresenta uma
lista de videos de matematica da Videoteca do Instituto
de Matematica e Estatistica. Entre os videos existem do-
cumentarios, séries educativas e teleaulas. Acesso em: 14
maio 2016.

* No site Dominio Publico <www.dominiopublico.gov.br/
pesquisa/PesquisaObraForm.jsp> sao disponibilizados
varios videos que auxiliam o professor no seu trabalho
em sala de aula, principalmente no que diz respeito ao
Programa de Formacao de Professores em Exercicio. Aces-
so em: 14 maio 2016.

Jogos
Os jogos sao 6timos recursos para o ensino de Matema-
tica. Tanto os conhecidos jogos de tabuleiro ou cartas como
os eletrénicos, que podem ser propostos no laboratério de
Informatica ou para serem explorados em casa com roteiros
de observacao e discutidos depois, em sala de aula.
Existem poucos jogos eletrénicos voltados para os temas
de Matematica do Ensino Médio. Abaixo e na préxima pa-
gina seguem links para jogos que podem estimular a fami-
liaridade dos alunos com a disciplina, mas também encora-
jamos os professores a desvendar os processos matematicos
que estao contidos nos diversos contatos que os estudantes
tém com os jogos. Entre os jogos eletrénicos adequados para
o Ensino Médio sugerimos os que se encontram em:
 Jogos de Matematica no site da Unesp <www.ibilce.unesp.
br/#!/departamentos/matematica/extensao/lab-mat/
jogos-no-ensino-de-matematica/ensino-medio/>. Acesso
em: 14 maio 2016.
Nesse site serdao encontrados diversos jogos matematicos
para o Ensino Médio, com objetivos, regras e até tabulei-
ros e pecas para impressao.
e MathPlayground <www.mathplayground.com/game_
directory.html>. Acesso em: 14 maio 2016.
O site em inglés contém uma série de jogos matematicos
que abarcam diferentes disciplinas. Os jogos sao simples e
trabalham com conhecimentos especificos. Para o professor
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de Ensino Médio recomendamos explorar as secoes de Ge-
ometria (Geometry), jogos logicos (Logic Games) e de con-
textualizacao do uso da Matematica no mundo real (Real
World Math Connections).

e Power My Learning <http://powermylearning.com/>.
Acesso em: 14 maio 2016.
Site em inglés criado pela organizacao americana CFY.
Dedicada a modernizacao do ensino, oferece jogos e ati-
vidades em diversas areas, como Tecnologia, Matematica,
Ciéncias e Arte, disponibilizando contetdo especifico para
Ensino Médio.

Softwares

Existem softwares que podem ser usados especificamen-
te para explorar determinados conceitos matematicos. Abai-
xo listamos algumas sugestdes de aplicativos e repositérios
que podem ser explorados.

e Wolfram Alpha <www.wolframalpha.com/>. Acesso em:

14 maio 2016.
Similar a uma ferramenta de busca, o site oferece um
campo de entrada simples que deve ser preenchido com
o “nome” do que se pretende encontrar. O que embasa
esse sistema é o Matemathica, de Stephen Wolfram. O
site oferece solucdes para problemas matematicos com-
plexos, porém toda a linguagem é em inglés.

e Lista de softwares do site da UFF <www.uff.br/cdme/>.

Acesso em: 14 maio 2016.
Asecao de conteldos digitais para o ensino e aprendiza-
gem de Matematica e Estatistica ligada ao Instituto de
Matematica da UFF disponibiliza softwares educacionais,
experimentos educacionais e atividades em audio rela-
cionadas a Matematica do Ensino Médio.

e Lista de softwares do portal S6 Matematica <www.soma
tematica.com.br/softwares.php>. Acesso em: 14 maio 2016.
Esse portal de ensino de Matematica oferece para profes-
sores e alunos uma selecao de aplicativos que podem ser
Uteis em atividades diarias de sala de aula. Alista é gran-
de e o professor deve pesquisar quais softwares sao ade-
quados para as suas necessidades.

Passeios para aprender Matematica

e Planetarios
Visitas a planetarios sao 6timas como geradoras de inves-
tigacoes sobre o uso da Trigonometria e dos logaritmos para
diversos calculos envolvendo grandes distancias e nimeros
muito longos, além de aspectos de interdisciplinaridade
com a Fisica e a Biologia. Ha planetarios importantes em
todo o territorio nacional e seus enderecos e contatos po-
dem serencontrados em: <www.uranometrianova.pro.br/
planetarios/planbrasil.htm>. Acesso em: 14 maio 2016.

® Museus e programas de visitas cientificas podem ser en-
contrados no catalogo Centros e Museus de Ciéncia do
Brasil 2015 elaborado pela Associacdo Brasileira de Centros
e Museus de Ciéncia (ABCMC), pelo Centro Cultural de
Ciéncia e Tecnologia da UFRJ (Casa da Ciéncia) e pela Casa

de Oswaldo Cruz/Fiocruz (Museu da Vida). Além dos cen-
tros e museus de ciéncia, podem ser consultados zool6-
gicos, jardins botanicos, parques, jardins zoobotanicos,
aquarios, planetarios e observatérios presentes em todas
as regioes do Brasil. Disponivel em: <www.mcti.gov.br/
documents/10179/472850/Centros+e+Museus+de+Ci%C
3%AAncia+do+Brasil+2015+-+pdf/667a12b2-b8c0-4a37-
98f5-1cbf51575e63>. Acesso em: 14 maio de 2016.

Revistas e boletins de Educacao
Matematica

Bolema — Boletim de Educacao Matematica publicado pelo
Departamento de Matematica, IGCE—Unesp—Rio Claro (SP).
site: <www.periodicos.rc.biblioteca.unesp.br/index.php/
bolema>. Acesso em: 14 maio 2016.

Boletim Gepem —Série Reflexao em Educacao Matematica.
Publicacdes do Grupo de Estudos e Pesquisas em Educacao
Matematica e do Mestrado em Educacao Matematica da
Universidade de Santa Ursula (RJ). Para ter acesso, é ne-
cessario cadastro no site.

site: <www.ufrrj.br/SEER/index.php?journal=gepem>.
Acesso em: 14 maio 2016.

Educacdao Matematica em Revista—Temas e Debates pu-
blicacoes da Sociedade Brasileira de Educacao Matema-
tica (SBEM).

site: <www.sbem.com.br/revista/index.php/emr>. Acesso
em: 14 maio 2016.

Educacao Matematica Pesquisa, revista do Programa de Es-
tudos Pés-graduados em Educacao Matematica da PUC (SP).
site: <http://revistas.pucsp.br/index.php/emp>. Acesso
em: 14 maio 2016.

Revista Brasileira de Histéria da Matematica (SBHMat).
site: <cwww.sbhmat.org>. Acesso em: 14 maio 2016.
Revista do Professor de Matematica, da Sociedade Brasi-
leira de Matematica (SBM).

site: <cwww.rpm.org.br>. Acesso em: 14 maio 2016.
Zetetiké — Publicacdes do Cempem — Unicamp.

site: <www.cempem.fae.unicamp.br/zetetike.htm>.
Acesso em: 14 maio 2016.

Alguns 6rgaos governamentais

Fundacao Nacional de Desenvolvimento da Educacao (FNDE)
Tel.: 0800-616161

site: <cwww.fnde.gov.br>. Acesso em: 14 maio 2016.

O FNDE mantém o Programa Nacional do Livro Didatico
(PNLD).

Secretaria de Educacao Basica (SEB)

Tel.: 0800-616161

site: <http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_co
ntent&view=article&id=293&Itemid=809>. Acesso em:
14 maio 2016.

Informacoes sobre os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) de Matematica, sobre o Guia do Livro Didatico e
todas as questoes relacionadas ao Ensino Médio.
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e Secretaria de Educacdo Continuada, Alfabetizacao, Diver-

sidade e Inclusao (Secadi)

Tel.: 0800-616161

site: <http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_
content&view=article&id=290&Itemid=816>. Acesso
em: 14 maio 2016.

Implementa politicas educacionais nas areas de alfabeti-
zacao e educacao de jovens e adultos, educacao ambien-
tal, educacdo em direitos humanos, educacao especial, do
campo, escolar indigena, quilombola e educacao para as
relacoes étnico-raciais.

e Secretarias de Educacao estaduais e municipais
Provavelmente a Secretaria de Educacao do estado em que
vocé mora e também a do seu municipio mantenham
equipes pedagogicas, publicacoes e oferecam cursos de
Matematica a professores. Procure se informar e participar.

Programas de acesso ao Ensino Superior

Com ointuito de auxiliar o ingresso de jovens ao Ensino
Superior, o Ministério da Educacao (MEC) oferece programas
como o Fies, o Prouni e o Sisu.

O Fundo de Financiamento Estudantil (Fies) é um pro-
grama que financia a graduacao de estudantes em institui-
coes privadas de Ensino Superior. Os estudantes que pre-
tendem ingressar em cursos superiores particulares
cadastrados no programa e os que tenham avaliacao posi-
tiva nos processos conduzidos pelo MEC podem recorrer ao
financiamento. E obrigatéria a participacio no Exame Na-
cional do Ensino Médio (Enem) e os candidatos precisam,
apos se inscreverem, ser aprovados por uma Comissao Per-
manente de Selecdo, conforme cronograma definido pelo
MEC. O pagamento do financiamento deve ser iniciado um
ano e meio depois da graduacao do estudante, e o prazo
final dependera do curso escolhido.

O Programa Universidade para Todos (Prouni) tem como
finalidade a concessao de bolsas de estudos integrais e par-
ciais (50%) a estudantes de cursos de graduacao e de cursos
sequenciais de formacao especifica em instituicoes privadas.

Essas bolsas sao destinadas a alunos selecionados com
base nas notas do Enem e também em critérios e condicoes
estabelecidos em regulamentacao especifica. Para os estu-
dantes que receberem bolsas parciais, ha a possibilidade de
acesso ao Fies para financiar o restante do estudo.

O Sistema de Selecao Unificada (Sisu) é gerenciado pelo
MEC. Nesse sistema sao oferecidas vagas em instituicoes
publicas de Ensino Superior para candidatos participantes
do Enem. A selecdo dos candidatos é realizada de acordo
com a nota obtida no exame, dentro do nimero de vagas
em cada curso, por modalidade de concorréncia.

Para maiores informacdes sobre esses programas, aces-
se o portal do Ministério da Educacao: <http://portal.mec.
gov.br/index.php> (acesso em: 2 maio 2016).

Curso para a formacao do professor

o <www.profmat-sbm.org.br/>. Acesso em: 2 maio 2016.
Pos-graduacao stricto sensu para aprimoramento da for-

~

macao profissional de professores da Educacao Basica, da
Sociedade Brasileira de Matematica.

Programa semipresencial, com bolsas Capes para profes-
sores em exercicio na rede publica.

Referéncias bibliograficas
para o professor

Aprofundando os conhecimentos
matematicos

A primeira regra do ensino é saber o que se deve ensinar.

A sequnda é saber um pouco mais do que aquilo que se deve

ensinar.
George Polya.

e BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria fractal
para a sala de aula. Belo Horizonte: Auténtica, 2005.

e CARACA, Bento de Jesus. Conceitos fundamentais de
Matemadtica. Lisboa: Sa da Costa, 1989.

e COLECAO do Professor de Matematica. Sociedade Brasilei-
rade Matematica (SBM). Varios autores. 12 volumes, 2006.

e LIMA, Elon Lages et al. A Matemadtica do Ensino Médio. Rio
de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica (SBM),
2006.3 v.

e ROXO, E. Curso de Matemdtica Elementar, vol. 1. Rio de
Janeiro: Francisco Alves, 1929.

e TINOCO, Lucia A. A. A Geometria euclidiana por meio de
resolucdo de problemas. Rio de Janeiro: UFRJ (Instituto de
Matematica), 1999. (Projeto Fundao).

Histéria da Matematica

e BOVYER, Carl B. Historia da Matemaditica. 3. ed. Traducao de
Elza F. Gomide. Sao Paulo: Edgard Bliicher, 2010.
CARVALHO, Dione Lucchesi de; MIGUEL, Antonio;
MENDES, Iran Abreu; BRITO, Arlete de Jesus. Historia da
Matemadtica em atividades diddticas. Sao Paulo: Livraria
da Fisica, 20009.

CARVALHO, Luiz Mariano et al (Org.). Histéria e tecnologia
no ensino da Matemadtica. Rio de Janeiro: Ciéncia Moder-
na, 2008. v. 2.

COLECAO Tépicos de histéria da Matemdtica para uso em
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(11} Observacdes e sugestdes para as Unidades

e os capitulos

Nesta secao do Manual do Professor apresentamos comentarios e sugestdes didaticas para cada capitulo que compoe

o volume 1desta colecao.

Também fornecemos a resolucao dos exercicios e atividades propostos no livro do aluno, com excecao das resolucoes ja
contempladas nas paginas do proprio livro e de exercicios e atividades cujas respostas sao diretas.

Ressaltamos que fica a critério do professor a escolha da ordem de abordagem dos contelidos, que pode ser diferente da
apresentada nesta obra. Cabe ao professor considerar o projeto politico-pedagégico da escola para planejar suas aulas.

Unidade 1 - Ndmeros e funcées

Nesta Unidade apresentamos um capitulo sobre conjuntos numéricos e um capitulo de introducao ao estudo

de funcoes.

Capitulo 1 - Conjuntos numéricos

Tépicos Objetos de conhecimento (associados as Matrizes Competéncia | Habilidade
P de Referéncia para o Enem 2012) P
NGmeros Conheumentqs numericos: Qperagoes 1 H
em conjuntos numéricos
A nocdo de conjunto - - -
Conjunto dos niimeros naturais (IN) Conheamentqs numerlco§: Qperagoes cl H1/H3
em conjuntos numéricos
. . S Conhecimentos numéricos: Operacdes
Conjunto dos nimeros inteiros (Z) . - ’ cl H1/H3
em conjuntos numéricos
Conjunto dos niimeros racionais (Q) ConheFlmentos numericos: Qperagoes @ H1/H3
em conjuntos numéricos, Desigualdades
Numeros irracionais Conhegmentos numericos: Qperagoes a H1/H3
em conjuntos numéricos, Desigualdades
Conjunto dos niimeros reais (R) Conhegmentos numericos: Qperagoes cl H1/H3/H5
em conjuntos numéricos, Desigualdades
Alinguagem de conjuntos - - -
Intervalos reais - - -
Situacdes-problema envolvendo Conhecimentos numéricos: Operacdes em
L pre . conjuntos numeéricos/Conhecimentos geométricos: c1/c3 H3/H10/H12
nameros reais, grandezas e medidas : -
Grandezas, Unidades de medida.

Alinguagem dos conjuntos nao tem mais o carater cen-
tral no ensino de Matematica que teve durante o Movimen-
to da Matematica Moderna, porém seu estudo continua
fundamental. Ela unifica praticamente todas as areas da
Matematica.

Os alunos chegam ao Ensino Médio, mesmo sem per-
ceber, ja com vivéncias e nocoes intuitivas sobre conjun-
tos. Por exemplo, usam a nomenclatura: conjunto dos
nameros naturais, conjunto solucao de uma equacao, etc.
Neste capitulo o aluno sera apresentado a conceitos e

ferramentas novas (relacdes de pertinéncia e inclusao,
operacdes com conjuntos, conjuntos complementares,
intervalos, etc.) e revisara e formalizara a utilizacao de
ferramentas que, de tao corriqueiras, passavam quase
despercebidas (conjuntos numéricos, reta numérica, va-
lores absolutos, etc.).

Este capitulo esta dividido em duas partes principais.
Comeca com a nocao de conjunto e dos conjuntos numeéricos,
apresentando-os numa evolucao légica. Essa apresentacao
é complementada pelas motivacoes histéricas. Nessa parte,
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existem varias oportunidades para a revisao das operacoes
basicas, como as operacoes com fracdes, com nimeros deci-
mais e desigualdades. A associacao dos nimeros com a reta
numerada, os conceitos de grandezas comensuraveis e inco-
mensuraveis sao temas que incentivam a discussao e moti-
vam o aluno a estabelecer relacoes mais elaboradas das que
ja conheciam.

O capitulo oferece algumas secoes especiais, que com-
plementam e ampliam os conteudos estudados. Cabe ao
professor selecionar, de acordo com seu planejamento, quais
e quando utiliza-las.

A secao Leitura oferece duas oportunidades: trabalhar
em conjunto com o professor de Filosofia e apresentar o que
€ uma prova por absurdo.

Alincomensurabilidade da diagonal do quadrado é con-
siderada por muitos historiadores das ciéncias como a
primeira revolucao cientifica. O dogma pitagérico de que
“tudo é nimero” nao se restringia a Matematica, estrutu-
rava todo o pensamento filoséfico. E o desconforto causa-
do por essa descoberta foi tao grande que os pitagéricos
nunca conseguiram encontrar uma solucao satisfatoria
para essa crise. Esse problema aparece em um dialogo de
Platao intitulado “Ménon”.

Os exercicios contemplam diversos aspectos da apren-
dizagem: fixacao do uso da linguagem (do 1ao 7 e 0 1),
identificacao e classificacao (9 e 10), ordenacao (5 e 8) e fi-
xacao do conteudo (do 12 ao 14).

No exercicio 12, a equipe devera explorar uma série de
exemplos, procurando um padrao que possa ser inferido.
Em seguida, devera conjecturar uma regra para aquele
padrdo e, por fim, tentar provar que a conjectura é corre-
ta. Uma conjectura demonstrada passa a ser um teorema.
E bastante provavel que as equipes nao consigam de-
monstrar sozinhas a conjectura, ja que em geral naotém
experiéncia em fazé-lo. Nao ha problema algum nisso, é
esperado que o professor assuma nesse momento e faca
a demonstracao na lousa para os alunos verem como é.
O importante nessa atividade é que eles entendam que
a observacao de padroes pode levar a conjecturas; que as
conjecturas devem ser provadas para ter validade. Além
disso, é importante que eles tomem contato com a de-
monstracao, mesmo que nao haja muito rigor envolvido
nesse primeiro momento. Na secao Atividades comple-
mentares a Unidade 1, apresentamos outra atividade
desse tipo.

A segunda parte do capitulo é dedicada a linguagem
dos conjuntos propriamente dita. As relacdes de inclusao,
pertinéncia e complementaridade e as operacdes de inter-
seccao, uniao e diferenca sao trabalhadas e ilustradas com
exercicios. Sua aplicacao pratica fica evidenciada nos exer-
cicios: relacdo de inclusdo e conjuntos complementares
(do15a017), fixacao do uso da linguagem (do 18 ao 23, 33,
34, do 37 ao 43) e aplicacao (24 a 28). O exercicio 26

apresenta um exemplo de aplicacao real utilizada pelos
buscadores de informacdes na internet.

Em relacao a prova por absurdo, € uma 6tima oportuni-
dade para esclarecer alguns pontos importantes, como o
conceito de prova, de implicacao, o principio da exclusao, a
utilizacao do sinal de igual e a definicao de nimero par.
Aabordagem da secao Um pouco mais... pode ajudar o pro-
fessor que escolher aprofundar esses temas.

Ninguém melhor do que o professor para conhecer a
maturidade da turma e seus conhecimentos prévios. Todos
esses assuntos podem ser tratados em niveis basicos, quase
meramente ilustrativos, ou desafiadores, gerando discus-
soes e demandando pesquisas.

Os exercicios resolvidos sensibilizam os alunos sobre
quais sao 0s passos necessarios para solucionar um proble-
ma. Nem sempre a pergunta esta evidente. O primeiro pas-
so é identifica-la. Depois encontrar e organizar os dados,
planejar, executar e verificar a solugao. Boa parte dos alunos
nao foi apresentada a esses habitos simples e nem imagina
como eles facilitam o trabalho.

Na parte final do capitulo sao apresentadas situacoes-
-problema que incentivam o calculo mental e o raciocinio
légico, relacionando o conteudo estudado com questoes
de saude, ciéncias naturais e sociais. O professor deve ava-
liar a estratégia de nao deixar para utilizar esses exercicios
apenas no final, mas ao longo do capitulo.

Na secao Um pouco mais..., a relacao de implicacao
|6gica foi separada como um assunto que fica a critério do
professor inclui-lo ou nao no curso. Se, ao longo do curso,
o professor planeja fazer uma abordagem mais formal das
funcoes e inequacodes, pode ser bastante proveitoso dedi-
car algumas aulas para esse assunto. Se a opcao for por
uma abordagem mais intuitiva ou aplicada, essa secao
pode ser suprimida em beneficio de uma atencao maior
aos exercicios propostos nas situacoes-problema. A seguir
apresentamos algumas atividades que podem enriquecer
o trabalho com essa secao.

1. Escreva como se |é a implicacdao p = g sabendo que:
p:n € um ndmero natural par;
g:néum numero escrito naforman =2m,comm € N.

Resolucao:

« Ser um numero par implica ser um nimero escrito na
forman =2m,comm &IN.

+ Ser um numero par acarreta ser um ndmero escrito
na forman =2m,comm € N.

+ Se x € um numero par, entao x € um numero escrito
na forman = 2m,comm € N.

+ Serum namero par é condicao suficiente para ser um
nimero escrito na forman = 2m, com m € N.

+ Ser um numero escrito na forman =2m,comm €N,
é condicao necessaria para ser um ndmero par.

« Todo nimero par é escrito na forma n = 2m, com
m &€ IN.

7~
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2.

No exercicio anterior, a reciproca g = p € verdadeira?
Em caso positivo, como se escreve a equivaléncia das
duas propriedades?

Resolucao:

A reciproca g = p é verdadeira. Entao:

+ ser um ndmero par € equivalente a escrever o nimero
naforman=2m, mé&N.

« X € um numero par se, e somente se, x é escrito na
forman=2m,m&IN.

+ serum numero par é condicao necessaria e suficiente
para ser escrito na forman =2m, m € N.

Simbolicamente, p < q.

. Escreva, na forma de conjuntos, os silogismos:

a) Todo retangulo é paralelogramo.
Todo paralelogramo € quadrilatero.
Ent3o, todo retangulo € quadrilatero.
b) Todo aluno pertence a uma classe.
Toda classe pertence a uma escola.
Ent3o, todo aluno pertence a uma escola.
c) Todo recifense é pernambucano.
Todo pernambucano é brasileiro.
Entao, todo recifense é brasileiro.
Resolucao:
a)RCPePCO=RCOQ
bjaeCeCEE=a€EE
()rePePeEB=reB
Escreva os conjuntos definidos pelas propriedades, a
implicacao logica e a inclusao de conjuntos:
a) Considerando o universo dos nimeros reais:
p:n € um numero natural par;
g: n € um numero natural.
b) Considerando o universo dos poligonos:
p: X € um trapézio;
g: x € um quadrilatero.
Resolugao:
a)A=1{0,2,4,6,.}5B=1{0,1,23,4.5kp=qACB
b) A = {trapézio}; B = {quadrilatero}; p=q; ACB

. Formule um silogismo envolvendo os conjuntos numé-

ricosN, Z e Q.
Resolucao:
Exemplo: Todo numero natural € inteiro. Todo numero

inteiro é racional. Portanto, todo nimero natural é
racional.

. Escreva a contrapositiva da implicacao p = g em que:

p: nimero natural maior do que 2 primo.

g: nimero natural maior do que 2 impar.

p = g: se um numero natural maior do que 2 & primo,
entdo ele é impar.

Resolucao:

q': nimero natural maior do que 2, par.

p’: numero natural maior do que 2, nao primo.

q' = p': se um numero natural maior do que 2 € par,
entdo ele nao é primo.

7. Escreva a contrapositiva das implicacoes:

a) “Se um numero quadrado perfeito é par, entdo sua
raiz quadrada é par.”

b) “Se um nimero é par, entdo esse nimero é divisivel
por 2.”

Resolucao:

a) p: nimero quadrado perfeito par.
g: a raiz quadrada desse numero € par.
pP=9q
p’: nimero quadrado perfeito impar.
q': araiz quadrada desse nimero € impar.

q' = p': se araiz quadrada de um ndmero € impar,
entdo esse niUmero é quadrado perfeito impar.

b) p: nimero par.
g: numero divisivel por 2.
pP=9q
q': numero nao divisivel por 2.
p': nimero impar.
q' = p’:se um numero nao é divisivel por 2, entaoele
€ um namero impar.

8. Escreva a contrapositiva da implicacao:

Banco de imagens/Arquivo da editora

“Se duas retas distintas (r e s) de um plano « sao per-
pendiculares a uma terceira reta (t) desse plano, entao
elas (r e s) sao paralelas.”

Resolucao:

p: duas retas distintas (r e s) de um plano a sdo perpen-
diculares a uma terceira reta (t) desse plano.

g: as retas distintas (r e s) do plano « sdo paralelas.

p = g: se duas retas distintas (r e s) de um plano a sao
perpendiculares a uma terceira reta (t) desse plano, en-
taoelas (res) sao paralelas.

p’: as retas distintas (r e s) do plano « ndo sao, simulta-
neamente, perpendiculares a uma terceira reta t desse
plano a.

q’: duas retas distintas (r e s) de um plano « nao sao
paralelas.

q = p’: se duas retas distintas (r e s) de um plano a ndo
sao paralelas, entdoelas (re s) ndo sao, simultaneamen-
te, perpendiculares a uma terceira reta (t) desse plano.

A
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Capitulo 2 - Funcées

Tépico Objetos de conhecimento (associados as Matrizes Competéncia Habilidade
P de Referéncia para o Enem 2012) P
Um pouco da histéria das funcoes Conheamen’fos numericos: Relagbes de c4 H15
’ dependéncia entre grandezas
Explorando intuitivamente a nocao Conhecimentos numéricos: Relacdes de
= 7 P i c4 H15
de funcao dependéncia entre grandezas
A nocao de funcao por meio de Conhecimentos numéricos: Relacdes de
S 7 P i c4 H15
conjuntos dependéncia entre grandezas
Conhecimentos numéricos: Operacdes em
Pomlmo, contradominio e conjunto _ conjuntos numéricos, o ci/ca H1/H3/H15
imagem Desigualdades, Relacoes de dependéncia
entre grandezas
Conhecimentos numéricos: Operacdes em
Estu?o do dominio de uma ' conjuntos numericos, o clca H1/H3/HT5
funcao real Desigualdades, Relacdes de dependéncia
entre grandezas
Coordenadas cartesianas Conhecimentos algebrlcps/geometrlcos: s H21
Plano cartesiano
Grafico de uma funcao Conhecimentos algébricos: Graficos e funcoes c5 H20
Fungdo crescente e funcao . Conhecimentos algébricos: Graficos e funcoes c5 H20/H21/H22
decrescente: analisando graficos ’
Funcao injetiva, sobrejetiva e _ _
bijetiva
Conhecimentos numéricos: Sequéncias e
Funcao e sequéncias progressoes/Conhecimentos algébricos: Graficos C1/C5 H2/H3/H21/H22/H23
e funcoes

Associar dois eventos distintos em uma relacao de cau-
sa e efeito é a base de todas as ciéncias. Todo ser vivo, intui-
tivamente, utiliza-se o tempo todo das funcoes para tomar
suas decisoes. Em Matematica, as funcdes ocupam papel
central e estruturador.

Uma maneira de comecar a abordar o tema é brincar com

aideia de “maquina”. Sem avisar aos alunos do que se trata,
o professor pensa em alguma funcao simples, por exemplo
fix) = 3x, pede a algum aluno que diga um numero, faz a
“conta de cabeca” efala o resultado para os alunos. O proces-
so se repete até que os alunos descubram qual € a regra de
formacao, qual é a lei usada para associar os nimeros.

Inicialmente é natural que os alunos digam nimeros
aleatdrios e nao consigam perceber o padrao das respostas.
O professor pode mostrar as vantagens de, em vez de chutar
ndmeros sem critério, investigar o que acontece quando se
escolhe uma variacao controlada, seguindo a ordem dos
nameros naturais, por exemplo.

Conforme os alunos forem compreendendo a brincadei-
ra, as funcoes podem ir se sofisticando aos poucos; por exem-
plo, fix) = 5x, fix) = —2x, f{x) = x + 2, f{x) = 3x + 2,

fix) = x% etc. Quando a brincadeira comecar a perder a gra-
ca, sera hora de formalizar os conceitos envolvidos.

Apos esta primeira exploracao do tema, realizada de for-
ma interativa, propde-se iniciar o estudo do capitulo, abor-
dando o tépico Um pouco da historia das funcoes, contendo
textos muito interessantes sobre o desenvolvimento desse

~

conceito, tais como retratar os principais personagens inse-
ridos nesse contexto.

Os dois primeiros tépicos de contelido e os exercicios de
1a 10 ajudarao os alunos a compreender o que sao grande-
zas variaveis, o que sao variaveis independentes e depen-
dentes, a relacao entre elas e como representa-las por uma
férmula matematica. O exercicio 2 retoma conceitos funda-
mentais da geometria.

Uma fonte comum de confusao é a nomenclatura das
funcoes nas formulas matematicas; por exemplo, qual é a
diferenca de escrever f(x) = 2x e y = 2x? E importante dei-
xar claro que as letras utilizadas sao arbitrarias e podemos
utilizar as que quisermos. Em geral, utilizam-se as letras
x ey, mas podemos utilizar letras que nos ajudem a lembrar
do que se trata a funcao. Por exemplo, se quisermos repre-
sentar o perimetro em funcao do lado, é natural que utili-
zemos P(¢) = 4¢, ja que P é ainicial da palavra “perimetro”
e { éainicial de “lado”. Mas nada nos impediria de utilizar
f(x) = 4x para representar exatamente a mesma situacao.
E por que, nesta Ultima equacao, o x aparece dos dois lados?
Nao poderiamos utilizar simplesmente f = 4x ou y = 4x?
Sim, em muitas situacdes utilizaremos essa nomenclatura,
mas a notacao f(x) = 4x tem uma vantagem importante:
ela ressalta quem é a variavel da funcao. Imagine se nos
fosse apresentada a funcao y = abc. Apenas com essa in-
formacao é impossivel determinar qual é a variavel inde-
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pendente da funcao y. Agora, se nos for apresentada a
funcao y(a) = abc, ja sabemos que a é a varidvel e be csao
coeficientes constantes.

Depois de formalizar a nocao intuitiva e apresentar as
primeiras caracteristicas da linguagem, as préximas quatro
secoes ajudarao os alunos a construir, a partir da linguagem
dos conjuntos, uma base para o estudo das funcoes.

A funcao é um tipo especial de correspondéncia entre
dois conjuntos. Quando conseguimos uma lei que associa
cada um dos elementos de um conjunto (que chamamos
dominio) a um Unico elemento de outro conjunto (que cha-
mamos contradominio), temos uma funcao.

A seguir, apresentamos uma atividade sobre dominio:

Observe as funcoes:
a) f: A — B definida por f(x) = x + 2
b) g: A — B definida por g(x) = x — 2
c) h: A— Bdefinida por h(x) = 2x
d) j: A — B definida por j(x) = %

Essas funcoes estao bem definidas se A = B=IN? E se
A=B=IR?
Resolucao:
Esse exercicio visa mostrar que as operacoes de subtracao
e divisdo nem sempre estao definidas para o conjunto
dos nimeros naturais, reforcando a necessidade histori-
ca do surgimento dos outros conjuntos numéricos, em
especial o conjunto dos numeros reais, estudado no Ca-
pitulo1. Nos itens a e ¢, nao faz diferenca se a funcao esta
definida de IN em IN ou de IR em IR. Ja nos itens b e d as
funcdes nao estdao bem definidas de IN em N, pois, por

exemplo,g(0) =0 —-2=-2&Nej(l) = % & IN.

No estudo do dominio de uma funcao real é importan-
te destacar que, caso nao se diga nada sobre o dominio da
funcao, existem duas possibilidades de restricoes a ele: de-
nominador igual a zero e raiz de indice par de um ndimero
negativo.

Caso a funcao apresente a variavel no denominador é
preciso garantir que esse nunca seja igual a zero. Nao é a
variavel que nao pode ser zero, € o denominador. Quando

fix) = % basta que x # 0. Caso a funcao seja um pouco

. 1 . .
mais complexa, por exemplo, f(x) = gV € preciso garan-
X

tirque x + 6 # 0, ou seja, X # —6.

A mesma coisa acontece quando a variavel se encontra
dentro de uma raiz de indice par (Vx , ¥x=5, ¥2x+1, ...
Nao basta ter x = 0, o radicando inteiro tem que ser maior
ou igual a zero; é preciso garantir que x — 5= 0 e que

. -1
2x+1=0,0useja,x=5ex= 7 .

Antes de entrar nos estudos dos graficos das funcoes, é

preciso ter certeza de que os alunos ja tenham familiarida-

de com o sistema de coordenadas cartesianas. Caso nao
tenham, existem varios jogos que podem ajudar. O principal

e mais simples € o jogo de batalha-naval, que pode ser im-
provisado com papel quadriculado. Jogos de tabuleiro, como
o xadrez, também podem ser utilizados para mostrar ao
aluno como funciona o posicionamento baseado em dois
eixos de referéncia.

Os exercicios 20 a 22 sao simples, mas exigem muita
atenc3o. E importante que os alunos adquiram confianca e
clareza ao lidar com os sistemas de coordenadas para pros-
seguir nos estudos das funcoes. Se sentir necessidade, amplie
os exercicios, criando outros pontos. Uma proposta de ativi-
dade em duplas € um aluno escolher as coordenadas dos
pontos e o outro encontra-los no grafico. Ou, de maneira
complementar, um aluno desenha os pontos no grafico, en-
quanto o outro encontra as coordenadas.

Os tépicos Distancia entre dois pontos e Equacao de
uma circunferéncia apresentam dois conceitos simples da
geometria que podem ser abordados de forma analitica.
Esse assunto sera tratado com maior riqueza de detalhes
no Volume 3, mas sua apresentacao neste ponto € util para
estabelecer conexdes entre os conteddos e ampliar a per-
cepcao dos alunos.

O estudo da dupla grafico-equacao de uma fungao nos
fornece praticamente toda a informacao que precisamos
saber sobre a funcao. Da mesma forma que nos diagramas
do tépico A nocao de funcao por meio de conjuntos podia-
mos determinar se a correspondéncia entre os conjuntos
era uma funcao, poderemos fazer essa analise partindo do
grafico. A ideia de cada elemento do dominio ter apenas
uma imagem fica facil de verificar. Basta tracar retas para-
lelas ao eixo y. Se existir alguma dessas retas que “cruze”
(intersecte) mais de uma vez o grafico, ele ndo representa
uma funcao.

Na abordagem da Construcao de graficos de funcoes,
alguns detalhes sao fundamentais. O primeiro deles é o
tamanho da tabela e a quantidade de pontos necessarios.
No exemplo a, o dominio da funcao tem apenas trés nime-
ros, ou seja, ao encontrar os trés pares ordenados, determi-
namos a funcao. No exemplo b é simplesmente impossivel
encontrartodos os pares ordenados que compoem a funcao,
pois o dominio é o conjunto dos nimeros reais, que é infi-
nito. Em geral, costuma-se escolher alguns pontos em torno
do eixo y. Mas é importante ficar claro que essa escolha é
arbitraria. Nada nos impede de escolher os valores 9, 81,729,
6561 para fazer o grafico, que seria uma escolha absurda
para a funcao f(x) = 2x + 1, mas uma escolha natural para
afuncaof(x) = log, x. Essa questdo sera bastante trabalha-
da e ficara mais clara nos capitulos seguintes.

Quando estdo fazendo graficos, os alunos tendem a ligar
os pontos, mas isso s6 pode ser feito caso o dominio da
funcao permita. Se o dominio é o conjunto dos nimeros
naturais, nao faz sentido que ao valor 1,5 seja associado a
algum outro valor, pois 1,5 ndo € um elemento de IN. Entao,
na reta paralela ao eixo y que passa por x = 1,5, ndao pode
haver nenhum ponto marcado.

A
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Em qualquer exercicio que envolva a construcao de gra-
ficos, grande atencao deve ser dada as escalas, pois pode
haver um descaso, gerando espacamentos variados entre
os numeros. E importante que os alunos percebam que os
eixos coordenados sao duas retas numeradas e que é pre-
ciso manter sempre a regularidade entre as distancias.
O erro que pode surgir pelo excesso de preciosismo é o alu-
no acreditar que os dois eixos devem ter sempre a mesma
escala (escala 1:1). Acontece que, na grande maioria dos
casos, o grafico fica mais “bonito” e compreensivel quando
se escolhe escalas diferentes. Os exemplos do comeco do
capitulo deixam isso bem claro. No exemplo do preco do
combustivel é até possivel manter os dois eixos com a mes-
ma escala. Mas, no exemplo do carro no piloto automatico,
se for usada a mesma escala, o desenho do grafico sera uma
linha quase sobreposta ao eixo y, que mais confundira do
que esclarecera como se comporta a funcao.

Por ultimo, quando o dominio for o conjunto dos nime-
ros reais, o desenho do grafico tem que ir até o limite dos
eixos. Se imaginarmos que os eixos formam uma tela, o
grafico tem que ir até as bordas dessa tela. Se nao for, sig-
nifica que o dominio da funcao também s6 vai até aquele
ponto. Essa questao fica clara nos exercicios 31e 32.

O estudo do comportamento das funcoes, que é feito
no tépico Funcao crescente e funcao decrescente: anali-
sando graficos, é fundamental para varios desdobramen-
tos. A funcao representada pela lei f(x) = 2x + 1vale 1
quando a variavel x vale 0. O valor dela muda conforme x
vai variando. Se x for igual a 5, a funcao passa a valer 11.
Determinar onde a funcao é crescente significa encontrar
os intervalos do dominio onde, conforme o valor de x cres-
ce, o valor de ytambém cresce. Saber encontrar os zeros e
os pontos de maximo e de minimo das funcodes facilitara
bastante na resolucao de problemas que envolvam fun-
cdes, como no exercicio 36.

Um complemento importante para o estudo do com-
portamento das funcoes é o estudo das taxas de variacao.
Aideia é muito simples: quanto a funcao muda se aumen-
tarmos um tanto o valor de x?

O topico Funcao injetiva, sobrejetiva e bijetiva formali-
za conceitos fundamentais, vistos de forma intuitiva no
comeco do capitulo. Cabe ao professor escolher qual nivel
de profundidade trabalhara com sua turma. De qualquer
forma, os exercicios 37 a 39 sao simples e podem ajudar os
alunos a sedimentar o que foi aprendido.

Durante o estudo das funcdes, principalmente no estu-
do das funcoes afins, é comum que alguns alunos procurem
outras estratégias para chegar aos resultados. Frases como
“eu resolvi por légica” ou “eu prefiro regra de trés” sdo co-
muns. Nao ha problema nenhum nisso, exceto quando ser-
ve de desculpa para nao aprender as novas ferramentas que
estao sendo oferecidas.

O ultimo tépico do capitulo antecipa o estudo das se-
quéncias, que sera desenvolvido no Capitulo 7. Muitos dos
problemas que podem ser resolvidos com funcoes afins
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também podem ser resolvidos com as ferramentas das pro-
gressoes aritméticas. O mesmo acontece em relacao as
funcoes exponenciais e logaritmicas e as progressoes geo-
métricas. E importante que os alunos percebam que as fer-
ramentas nao sao excludentes. Pelo contrario, dominar mais
de uma ferramenta é fundamental para poder escolher qual
€ a melhor para cada situacao.

A secao Pensando no Enem apresenta dois exercicios
que ajudam a desenvolver a interpretacao de texto e a in-
terpretacao de dados contidos em tabelas, habilidades tao
importantes para o aluno.

A secao Outros contextos apresenta um assunto rela-
cionado a saude e propde atividades que exemplificam
como as ferramentas matematicas ajudam a compreender
um assunto e a tomar decisdes. E um momento de interdis-
ciplinaridade com Biologia.

A secao Vestibulares de Norte a Sul objetiva trazer para
os alunos amostras de exercicios dos vestibulares de todo o
Brasil. E importante que eles testem o conhecimento adqui-
rido no capitulo com os mais variados tipos de exercicios, e
nesta secao apresentamos exercicios relevantes para esse fim.

Atividades complementares a Unidade 1

Aseguir apresentamos duas atividades de exploracao e
investigacao que contribuem para o desenvolvimento do
raciocinio légico dos alunos. Esse tipo de atividade deve ser
feito em equipe, geralmente de 2 a 4 alunos. Por falta de
habito, os alunos em geral nao gostam de explorar e inves-
tigar, desistem logo ou nao se interessam, por demandarem
um tempo maior na resolucao, como na atividade 2, ou exi-
gir concentracao, como na atividade 1. Dessa forma, é impor-
tante que o professor esteja presente atendendo as equipes,
validando ideias ou ajudando para que elas aparecam. Caso
amaioria das equipes apresente dificuldade em algum pon-
to, € adequado ir a lousa e dar uma dica de resolucao.

1. Dessas 10 afirmacoes:
I. Aafirmacao Il é falsa
IIl. Aafirmacao lll é falsa.
. Aafirmacao IV é falsa.

IX. Aafirmacao X é falsa.
X. Aafirmacao | é falsa.

Investigue e descubra: Quantas afirmacdes sao verda-
deiras? E quantas sao falsas?

Resolucao:

Suponha que a afirmacao | seja verdadeira; entaoall é
falsa. Mas, entdo, a Il é verdadeira, e assim por diante.
Suponha agora que | seja falsa; entao a Il é verdadeira.
Mas, entdo, a lll é falsa, e assim por diante. Portanto, sao
5verdadeiras e 5 falsas, mas nao sabemos quais sao ver-
dadeiras e quais sao falsas.

2. 5ejas, ={1,2,3,4,.., n}.Investigue e descubra para que
tipos de nimeros naturais n pode-se efetuar uma
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particioem S , em dois subconjuntos, de modo que a
soma dos elementos de cada subconjunto seja a mes-
ma. Por exemplo, S, = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} pode ser sepa-
radoem {1, 6,7} e{2,3, 4, 5}, pois em ambos a soma dos
elementos é 14.

Resolucao:

S,={1teSs, {1,2} - ndo é possivel

S;=1{1,2,3} — é possivel: {1,2} e {3}

S, =1{1,2,3,4} — é possivel: {1, 4} e {2, 3}

S
S =11,2,3,4,5,6} — nao é possivel

S, =11,2,3,4,5,6,7} — é possivel: {1, 6, 7} e {2, 3,4, 5}
Ss=11,2,3,4,5,6,7,8} — épossivel:{1,2,4,5,6}e{3,7, 8}
E assim por diante.

s =1{1,2,3,4,5} - nao é possivel

Oalunodeve perceber que quando o indicedo Sé4nou
4n —1paran=1,2,3,4,..,0useja,S,,5,, 5,55, 5, 5., S

1230 2 27 2 Oy 21 21
S, etc. é possivel essa particao.

Assim,p+qg=2n+1+2m+1=2n+2m+ 2 =
= 2(n + m + 1) = 2k, pois a soma de 3 nimeros na-
turais (n, me1) éainda um natural k. Comop + gesta
representado por 2k, k assumindovalores 0,1, 2,3, ...,
concluimos que p + g € um ndmero par, como que-
riamos demonstrar.

A atividade a seguir deve ser desenvolvida em equipe e

relaciona conteddos de Matematica e Biologia. Ela pode ser
proposta como um miniprojeto interdisciplinar.

4. Noiniciodo século XX o cientista austriaco Karl Landsteiner,

com amostras de sangue de diversas pessoas, isolou as
hemdcias (globulos vermelhos) e fez com elas diversas con-
binacées envolvendo o plasma. Verificou com isso a aglu-
tinagao dos globulos em alguns desses casos e, com base
nesses resultados, classificou os seres humanos em grupos
sanguineos e criou o sistema ABO.

A atividade 3 deve ser desenvolvida em equipe (2, 3 ou
4 alunos); o objetivo dela é levar o aluno a explorar, inferir,
conjecturar e provar. Nessa atividade, a equipe devera ex-
plorar uma série de exemplos, procurando um padrao que
possa ser inferido (concluido, deduzido). Em seguida, deve-
ra conjecturar uma regra para aquele padrao e tentar provar
que a conjectura é correta. Uma conjectura demonstrada
passa a ser um teorema.

3. Efetue cada operacao abaixo:

+3+5 +9+23
«5+7 101 + 201
«1+9 « 25+ 69
«1B+13 c9+1

a) Note que s6 foram usados nimeros impares nas ope-
racoes acima. E sobre os resultados obtidos? Ha al-
gum padrao que possa ser percebido em todos esses
resultados?

b) Conjecture uma regra para esse padrao (uma hipo-
tese sobre o padrao observado). Algo do tipo: “sempre
que..” ou “toda...".

) Lembrando que qualquer numero impar p sempre
pode ser escrito na forma p = 2n + 1,em que n é
natural, tente provar a conjectura acima.

Resolucao:

3+ 5=8 9+ 23=32
54+ 7=12 101 + 201 =302
1+ 9=10 25+ 69 =94
13+13=26 9+ M=20

a) Todos os resultados sdo nimeros pares.

b) Sempre que se soma dois niimeros impares, o resul-
tado é par ou toda soma de dois numeros impares
resulta em um ndmero par.

) Se p e g sao impares, entdo podemos escrever
p=2n+leq=2m +1,emquenempodem assu-
mir qualquer valor natural 0,1,2, 3, ...

Aglutinogénio Aglutinina
Tipo sanguineo | (na membrana | (noplasma das
das hemacias) hemacias)
A A Anti-B
B B Anti-A
AB AB Auséncia
0] Auséncia Anti-A e Anti-B

Essas informacoes sao muito importantes, pois permi-
tem saber quais tipos sanguineos podem ser doados ou
recebidos por um paciente que necessite de transfusao
de sangue. Pessoas do grupo A tém aglutinogénio A, e
pessoas do grupo O nao possuem aglutinogénio. Ter a
aglutinina apenas anti-B, por exemplo, significa que o
paciente nao pode receber sangue do tipo B, mas pode
receber dos tipos A e O. Abaixo temos um esquema que
fornece a informacao de quem um individuo pode re-
ceber sangue.

Banco de imagens/Arquivo da editora

A
Parte I: Com base no texto e nos seus conhecimentos,
responda o que se pede:
a) Umindividuo que tem sangue do tipo A pode receber

sangue de que tipos? E um individuo que tem sangue
do tipo O?

A
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b) Um individuo com sangue do tipo B pode doar sangue
para quais grupos sanguineos?

) Construa umdiagrama de Venn utilizando as agluti-
ninas e o tipo sanguineo. Se necessario, faca uma
tabela para facilitar a sua visualizacao.

d) Existe um tipo sanguineo que é conhecido como re-
ceptor universal, ou seja, pode receber qualquer um
dos tipos sanguineos. Qual o tipo de sangue do re-
ceptor universal? E qual o tipo do doador universal?

Parte Il: Faca uma pesquisa em sua salade aula e preen-
cha a tabela abaixo:

Tipo sanguineo Quantidade de alunos

A

AB

o

Nao sabe

e) Qual o tipo sanguineo mais frequente na sua sala?

f) Faca um grafico de setores com os tipos sanguineos
da classe.

g) Determine o nimero de colegas para quem cada in-
tegrante da equipe poderia doar sangue.

h) Determine o nimero de colegas de quem cada inte-
grante da equipe poderia receber sangue.

i) Pesquise dois casos em que uma pessoa nao pode
doar sangue?

Parte lll: Resolva a situacao-problema a seguir:

j) André, Bia, Carlos, Denise e Eduardo sdo amigos e
estavam discutindo a respeito de quem poderia doar
sangue para quem. Bia € receptora universal. Carlos
nao possui aglutinogénio. Denise s6 pode doar san-
gue para Carlos. Eduardo tem sangue tipo A. André
pode doar sangue para apenas uma pessoa e receber
apenas de Carlos e Denise. Qual é o tipo sanguineo
de André?

O ato de doar sangue ¢ uma prova de amor e
solidariedade. Entre diversos requisitos, para doar
sangue € necessario ter mais de 18 anos e pesar
mais de 50 quilos.

Resolucao:

Os alunos podem ser solicitados a montar uma tabela
com base no diagrama que indica as relacoes de doacao
e recebimento de sangue, como a seguir:

~

Tipo sanguineo Para q::arrr\ pode | De c:::en;eprode
A AeAB AeO
B BeAB BeO
AB AB todos
0] todos o

E importante comentar com os alunos que a tipagem
sanguinea estara completa com o fator Rh, que pode ser
positivo ou negativo, porém nao sera discutido nesse
trabalho.

a) Ae O.Somente O.

b) Be AB.
q) Aglutinina
A B E
<
0
d) AB.O.

e); f); g); h) e i): Respostas pessoais.

j) Bia, receptora universal — AB
Carlos, sem aglutinogénio — O
Denise s6 pode receber sangue de Carlos — O
Eduardo — A
André pode doar sangue para apenas uma pessoa
e receber de Carlos e Denise; entdo seu tipo san-
guineo é B, pois se seu sangue fosse O ou A ele
poderia doar para 3 pessoas. Se seu sangue fosse
A poderia doar para 2 pessoas. E se seu sangue fos-
se AB, ele poderia receber de Bia. Logo, seu sangue
é do tipo B.

Unidade 2 - Funcao afim e funcao
quadratica

Nesta Unidade abordaremos a funcao afim, a funcao
modular e a fun¢do quadratica. Afuncao modular é apresen-
tada como uma funcao afim por partes, o que acreditamos
facilitar o entendimento desse conteudo.
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Capitulo 3 - Funcao afim e funcao modular

Tépico Objetos de conhecimento (associados as Competéncia Habilidade
P Matrizes de Referéncia para o Enem 2012) P
. R Conhecimentos algébricos:
Situagoes iniciais ~ P
’ Funcoes algébricas do 12 grau
Definicio de funcio afim Conhecimentos algébricos: cs H19/H20/H21/H22/H23
’ ’ Funcoes algébricas do 12 grau
Valor de uma funcao afim Conpeume‘ntqs algebricos:
’ Funcoes algébricas do 12 grau
Taxa de variacao média da 3 _ _
funcado afim fix) = ax + b
Determinacao de uma Contleume'ntc.)s algébricos: s H19/H20/H21/H23
funcado afim Funcoes algébricas do 12 grau
Grafico da funcao afim Confleame)ntc.)s algébricos: C5/C6 H19/H20/H21/H24/H24/H25
fix)=ax+b Funcoes algébricas do 12 grau
Conexao entre funcao Conhecimentos algébricos/geométricos:
§ T - 5 H22/H23
afim e Geometria analitica Plano cartesiano, Retas
Zero da funcio afim Conhecimentos alget?rlcos/geometr|cos: s H20/H22
; Plano cartesiano, Retas
Estudo do sinal da funcdo Conhecimentos algébricos/geométricos:
afim e de inequacodes do set 8 ’ c5 H19/H20/H21/H22
o ’ Plano cartesiano, Retas
12 grau
Conhecimentos numéricos: Razoes e
Outras conexoes proporcoes/Conhecimentos algébricos: Cc4/C3 H2/H15/H16/H17/H18/H11/H21
Relacoes de dependéncia entre grandezas
Funcoes poligonais ou afins _ _ _
por partes

Neste e nos proximos trés capitulos, estudaremos cin-
co tipos especiais de funcoes, evoluindo em complexidade.
Esse estudo forma um conjunto de conhecimentos a res-
peito das caracteristicas e da utilizacao das funcdes. Espe-
ra-se que os alunos compreendam e sejam capazes de
reconhecer quando e qual tipo de funcao melhor se adequa
a cada situacdo. O primeiro tipo de funcao que estudare-
mos é a funcao afim.

As funcodes afins sao funcoes polinomiais de grau um,
ou seja, a variavel se encontra em um polinémio, sendo que
o maior expoente encontrado € o um. Por isso, elas também
sao conhecidas como funcoes polinomiais de primeiro grau.
Na pratica, toda funcao afim pode ser escrita na forma re-
duzida f(x) = ax + b, um bindmio, em que g e b sao nimeros
reais, conhecidos como coeficientes.

As funcoes afins modelam situacoes em que as variaveis
se associam de forma linear: variacoes constantes em x causam
variacoes constantes emy. Na situacaoinicial do capitulo, se o
representante conseguiraumentar suasvendasem R$1000,00,
seu salarioaumentara R$ 60,00. Nao importa se anteriormen-

te ele tinha vendidoR$1000,00 e passou a vender R$ 2 000,00
ou se ele tinha vendido R$ 50000,00 e passou a vender
R$51000,00, a variacao final no salario é a mesma. Esse acrés-
cimo é a taxa de variacao. Nas funcoes afins essa taxa é sempre
constante e seu valor é o valor do coeficiente a.

Os alunos poderiam analisar alguns graficos para perce-
ber a relacao entre a taxa de variacao e o coeficiente a, por
exemplo, os graficos das funcoes f(x) = x, g(x) = 2x, h(x) = 3x,
i(x) = 0,5x, j(x) = —x, k(x) = —2x.

Todas as funcoes afins que nao sao funcdes lineares
apresentam uma parte fixa e outra variavel. Em um taxi, por
exemplo, existe a bandeirada, que é um valor fixo que se
pagaindependente do quanto se anda, e umvalor que varia
de acordo com a quilometragem percorrida. Esse valor fixo
€ o valor inicial, valor da funcao quando x = 0. Ele aparece
na funcao como o coeficiente b.

Também seria interessante que os alunos analisassem al-
guns graficos, porexemplo, fix) = x,g(x) = x + 2, h(x) = x + 3,
i(x) = x — 2, j(x) = x — 4, etc, para eles perceberem que o coe-
ficiente b determina onde o grafico intersecta o eixo y.

~
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Como na brincadeira da “maquina”, é possivel escrever
a lei da funcdo a partir de valores conhecidos. Nas funcdes
afins isso é bem simples, pois, como o grafico é uma reta,
bastam dois pontos. Esse é o passo que completa o conhe-
cimento sobre o funcionamento dos coeficientes. Os exer-
cicios 3, 4 e 8 contribuem para isso. Os exercicios 6 e 7 am-
pliam o conhecimento propondo comparacoes entre funcoes
diferentes. No topico Determinacao de uma funcao afim
sao apresentadas duas técnicas simples e eficientes para
determinar qualquer funcao afim a partir de apenas dois
pontos. Os exercicios 9 até 12 sao indispensaveis.

Em o Grafico da funcao afim f(x) = ax + b, o aluno terd
aoportunidade de institucionalizar os conceitos aprendidos
sobre funcdes afins. Além da taxa de variacao (coeficiente
angular dareta) e do valor inicial (coeficiente linear da reta),
€ importante verificar a compreensao que eles tém da uti-
lizacao dos termos: reta ascendente, reta descendente, ori-
gem, identidade, bissetriz e constante.

Uma funcao ser crescente, decrescente ou constante
depende exclusivamente do coeficiente a. Pode ser uma
boa ideia reforcar a utilizacao da linguagem matematica
para justificar a argumentacao. Podemos dizer que a funcao
fix) = 2x + 1é crescente, pois se a > 0, a funcao é crescen-
te; se a = 0, a funcao é constante e, se a < 0, a funcao é
decrescente. Comoa = 2 > 0, a funcao é crescente.

O conceito de bissetriz é emprestado da geometria e sera
importante no estudo de funcdes inversas, como a relacao
existente entre as funcdes exponenciais e as logaritmicas.

Os exercicios resolvidos sao uma 6tima oportunidade
de mostrar para os alunos como a argumentacao na ma-
tematica funciona e é simples. E bastante comum os alu-
nos argumentarem que, ao invés de usar o aparato das
funcdes para encontrar a solucdo de um problema, usa-
ram a légica. Essa légica costuma ser o conhecimento
adquirido no estudo das proporcoes, principalmente a
famosa regra de trés. Esse desvio no caminho acaba difi-
cultando o aprendizado das funcodes, e o aluno sé perce-
bera que “plantou” dificuldades quando essa logica nao
funcionar mais no estudo das funcdes quadraticas. Por
isso se justifica um especial destaque para o exercicio
resolvido 2, que, além de relacionar praticamente todos
os conceitos estudados até o momento, ainda apresenta
uma aplicacao de facil contextualizacao, que abrange um
tema que pode ser tratado de maneira interdisciplinar.

Na secao Matematica e tecnologia os alunos aprenderao
como construir um grafico de uma funcao com o auxilio do
computador. O programa utilizado € a planilha eletrénica
do software livre LibreOffice. A atividade também pode ser
adaptada para qualquer outro software que ofereca um
aplicativo de planilha.

Construir graficos a mao, utilizando lapis e régua, sem-
pre sera muito importante, mas, principalmente para aque-
les que tém dificuldades para desenhar, a facilidade do

~

computador pode proporcionar uma visualizacao do com-
portamento das funcoes que os alunos nao conseguiram
com lapis e papel.

E possivel, com algumas adaptacdes, refazer praticamen-
te todas as atividades do capitulo com o auxilio do compu-
tador. Além de importante por si s6, esse aprendizado com
as funcoes afins facilitara aos alunos usar o auxilio eletro-
nico no estudo de fun¢des mais complexas.

No tépico Conexao entre funcao afim e Geometria ana-
litica é apresentado um elo importante com a Geometria
analitica. Embora esse assunto sé seja objeto de estudo
detalhado no Volume 3, € importante mostrar para os alunos
como o mesmo assunto pode ser abordado de diversas ma-
neiras. Além do mais, esse tépico e seus dois exercicios aju-
dam a fixar o conhecimento.

Em Zero da funcao afim e Estudo do sinal da funcao afim
edeinequacoes do 12 grau sao trabalhados um dos aspectos
praticos de maiorimportancia no estudo das funcdes: o zero
da funcao e o estudo dos sinais.

A funcao afim, por ter expoente impar, necessaria-
mente tera valores positivos e negativos. A funcao cres-
cente f(x) = x + 2 comeca no —« e vaiaté o +%. Afuncado
f(x) = —3x + 5, por ser decrescente (g < 0), faz o cami-
nho contrario. Ambas, para passar de valores positivos
para negativos (ou vice-versa) tém que passar pelo zero
da funcao.

Uma confusao muito comum deve ser evitada: o zeroda
funcaonao é quando x = 0. Na verdade isso é o valor inicial;
ozerodafuncao éovalorde x que faz com que f(x) se torne
nula, ou seja, fix) = 0.

Asituacao apresentada no comeco do tépico Estudo do
sinal da funcao afim e de inequacdes do 12 grau é bastante
proxima da realidade e motiva o estudo dos sistemas de
inequacoes. Este € um momento importante, em que podem
ressurgir dificuldades e aparecer os problemas conceituais
dos alunos. O método de resolucdo de uma inequacao é
muito parecido com o método de resolucao de uma equacao,
mas nao é igual. Asolucdo de umainequacao é um conjun-
to continuo de valores. Quando as inequacdes aparecem
ligadas, em um sistema, o conjunto solucao desse sistema
€ formado apenas pelos valores que solucionam todas as
inequacoes simultaneamente. Os valores que solucionam
apenas uma nao servem como resposta.

Os exercicios 36, 38, 39, 40 e 41 apresentam situacoes
em que a Matematica auxilia as escolhas. Essas situacoes
sao tipicas de um ramo importante da Matematica aplicada
chamado pesquisa operacional. Os demais sao para fixacao
dos conhecimentos estudados.

Em Outras conexdes sao ressaltadas as relagdes entre o
estudo das funcoes afins com outras areas da Matematica
e da Fisica. Essa abordagem ajuda a fixar e ampliar o conhe-
cimento.
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Antes de comecar a trabalhar com funcdées modulares,
verifique se a ideia de mddulo esta clara para seus alunos.

O moédulo, também conhecido como valor absoluto, pode
ser entendido como a distancia da abscissa do ponto até a
origem do sistema. E, por ser uma distancia, o médulo de um
numero é sempre positivo. Assim, o médulo de 5é5, pois ele
esta a cinco unidades de distancia do zero, que é a origem da
reta numerada. O médulo de —5também é5, pois, apesar de
estardolado esquerdo (negativo) da reta numerada, ele tam-
bém estd a cinco unidades de distancia do zero. Escrevemos
esses dois exemplos assim |5| = 5e|—5| = 5.

E facil perceber que o médulo de um niimero é o préprio
ndmero, quando ele é positivo ou zero, ou é o oposto dele,
quando ele é negativo. De uma forma geral, o médulo de
qualquer x € IR pode ser escrito da seguinte maneira:

sex = 0,entdo |x| = x
sex < 0,entdo |x| = —x

Trocar o sinal € a maior fonte de erros e confusoes. Na
segunda linha, nao € intuitivo que —x seja um ndmero posi-
tivo. Como é positivo se tem um “menos” nafrente? E preciso
lembrar que esse sinal de menos sé aparece na frente do
numero quando ele é negativo. Assim, o oposto desse nime-
ro negativo € o numero positivo que estamos buscando.

A complicacao aumenta quando, ao invés do médulo de
um ndmero, estamos procurando o médulo de uma expres-
sdo. Por exemplo, |3 — w| ou |x + 2|.

No primeiro exemplo, como w > 3, entao, mesmo que
nao saibamos o valor exato, sabemos que 3 — w < 0, por-
tanto temos que trocar o sinal da expressao dentro das
barras:|3 —w|=—-(3—-m=-3+7>0.

No segundo exemplo, x pode ter qualquer valor. Entao
certamente ele pode ter valores que facam a expressao

Capitulo 4 - Funcao quadratica

X + 2 ser positiva e valores que a facam ser negativa.
Assim, como nas funcoes afins, € preciso encontrar o va-
lor que faz a expressao se anular e estudar seus sinais.
Entdo,x +2=0=x= —2ecomof(x) = x + 2éuma
funcao crescente, temos:

sex =—2,entdo|x +2| =x +2
sex < —2entdo|x +2| = —(x +2) = —x -2

Essa € a ideia fundamental para o estudo das funcoes
modulares.

Os exercicios resolvidos 7 e 8 e 0s exercicios 52 a 56 s3o
fundamentais para essas duvidas aparecerem e serem re-
solvidas.

Em relacao a construcao de graficos de funcoes modu-
lares, deve ser dada uma atencao especial as translacoes
causadas pelo acréscimo de constantes. N3o vale a pena
ficar buscando pontos aleatoriamente. E melhor, antes, des-
cobrir qual é o valor que faz a expressao dentro das barras
se anular e construir o grafico a partir desse ponto. Como
esse grafico & composto de dois “pedacos” de funcdes afins,
depois de encontrado o ponto onde o grafico “faz bico”, bas-
ta encontrar mais um ponto de cada lado.

Por exemplo, o zero da funcao f(x) = [x — 3| é x = 3.
Essa funcao pode ser dividida em duas partes:

_|x —3,parax =3
fo) = {—x+3,parax <3

Para desenhar o grafico basta encontrar um ponto a
esquerda e outro a direita do 3. Por exemplo, f(0) e f(5).

Fazendo os exercicios 57 a 60, os alunos poderao per-
ceber por conta prépria as caracteristicas desse tipo de
funcao.

Tépico Objetos de conhecimento (associados as Competéncia Habilidade
P Matrizes de Referéncia para o Enem 2012) P
Definicao de funcao quadratica
Situacdes em que aparece Conhecimentos algébricos:
-0 que ap Funcdes algébricas do 2 grau, cs H19/H20/H21/H22/H23
a funcao quadratica ’ ~ ) S
Fungdes polinomiais
Valor ou imagem da funcao
quadratica em um ponto
Conhecimentos algébricos:
Zeros da funcao quadratica Funcdes algébricas do 22 grau/ cs5/Ql H19/H4
Conhecimentos numéricos: Fatoracao
Grafico da funcao quadratica
Determinacio algébrica das Conhecimentos algébricos: Funcoes
interseccdes da parabola algébricas do 22 grau, Funcoes polinomiais, s H19/H20/H21/H22/H23
com os eixos Equacdes/Conhecimentos algébricos/
) - eométricos: Plano cartesiano
Vértice da parabola, imagem e g
valor maximo ou minimo da
funcao quadratica

A
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Tépico Objetos de conhecimento (associados as Competéncia Habilidade
P Matrizes de Referéncia para o Enem 2012) P
) = Conhecimentos algébricos/geométricos:
EStUdO, qo SmAaI da furjgao o Plano cartesiano/Conhecimentos algébricos: (&) H19/H20/H21
quadratica e inequacoes do 22 grau -
Inequacoes
Conexao entre funcao quadratica Conhecimentos algébricos (&) H19/H21
e Fisica
Conexao eptre fungap quadratica Conhecmentos nurr!erl.cos/ C1/Cs H2/H2T
e progressao aritmética Conhecimentos algébricos

O ser humano tem uma tendéncia a buscar linearida-
de em tudo que observa. De fato, a grande maioria dos
problemas enfrentados pelos matematicos envolve rela-
¢oes lineares. E, quando nao envolvem, eles tentam trans-
formar ou adaptar o problema para que ele possa ser tra-
tado como linear.

O estudo das funcoes quadraticas € o primeiro momen-
toem que o aluno vai entrar em contato com um outro tipo
de relacdo. £ o primeiro passo para perceber que existem
outras possibilidades. A taxa variacao deixa de ser constan-
te. Afuncdo nao sera mais simplesmente crescente ou de-
crescente, sera importante distinguir onde ela se comporta
de cada maneira. Nao serd mais possivel resolver os proble-
mas “pela l6gica”, usando intuitivamente as ideias de pro-
porcao e regra de trés.

O exercicio do perimetro do retdngulo (Definicao de
funcao quadratica) é um bom exemplo para comecar a
apresentar situacdes que devem ser modeladas pelas fun-
¢des quadraticas.

Os quatro primeiros exercicios ajudam na compreensao
das definicdes. E muito importante que os alunos percebam
que sempre existirao trés coeficientes, mesmo quando os
coeficientes b e c sejam nulos ou a funcao esteja escrita de
outra forma (forma canénica, por exemplo).

Ainda no primeiro topico aparece um texto com o qual
pretende-se contextualizar historicamente o inicio do co-
nhecimento humano relativo as equacoes do segundo grau.

Nas funcoes afins, aimagem nao recebia muito desta-
que, pois ela geralmente era o préprio conjunto dos nime-
ros reais. Agora, nas funcoes quadraticas, isso muda de fi-
gura. Aimagem esta intimamente ligada com o vértice, que
pode ser considerado o ponto essencial da parabola. Se ndo
houver nenhuma restricao ao dominio, o vértice sempre sera
o ponto de maximo ou de minimo da funcdo. A partir dele
o grafico apresenta um eixo de simetria. Essa simetria faz
com que todos os elementos da imagem se liguem a dois
elementos do dominio, de modo que a funcao nao seja in-
jetiva nem sobrejetiva, como mostra o exercicio resolvido 1.

Os exercicios 5 a 14 apresentam aplicacoes simples, po-
rém importantes, para que essa base inicial do assunto fique
firme e facilite os proximos passos.

No texto A equacao do 22 grau é apresentada uma pos-
sivel origem da utilizacao de formulas na Matematica; pro-

~

vavelmente, estas eram vistas antigamente como um tipo
de “receita” matematica.

O topico Zeros da funcao quadratica apresenta a ligacao
entre as funcdes quadraticas e as equacdes de segundo grau.
Os alunos terao dificuldade de seguir adiante no conteddo
se nao dominarem as técnicas para a resolucao de equacoes
de segundo grau. Eles devem perceber que toda funcao qua-
dratica pode ser associada a uma equacao de segundo grau
e que as solucdes dessa equacao sao os valores de x que
fazem com que a funcdo seja nula, ou, em outras palavras,
sao os valores de x em que o grafico intersecta o eixo das
abscissas. Também € importante que eles percebam a uti-
lidade do discriminante (A = b? — 4ac) e da relacao dele
com os zeros da funcao. Esse assunto ficara mais claro du-
rante o estudo dos graficos.

Se o0s alunos ja dominam a resolucao de equacdes do
segundo grau, recomendamos que facam os exercicios de 15
a 21. Destaque para os exercicios 16 a 19, em que o que se pede
nao é a solucao da equacao, mas que se estude os efeitos
causados por condicoes existentes nos coeficientes. Os exer-
cicios resolvidos 4 e 5 ajudarao na compreensao dos proble-
mas. O exercicio resolvido 7 e o exercicio 20 sao importantis-
simos para que os alunos compreendam o caminho inverso,
de encontrar a lei da funcao a partir de pontos dados.

Se os alunos nao estao seguros na resolucao de equa-
coes, esse € um bom momento para retomar o assunto e
eliminar dificuldades no aprendizado. O exercicio 22 apre-
senta a solucao de equacoes de segundo grau incompletas.
Os exercicios 23 a 27 propdem a resolucao por soma e pro-
duto. Esses exercicios também podem ser resolvidos pela
formula resolutiva (também conhecida como férmula de
Bhaskara, embora provavelmente ela ndo tenha sido desen-
volvida por Bhaskara).

Avantagem de retomar a férmula resolutiva é que ela
sera muito Gtil para o estudo e a construcao dos graficos. E
com uma parte dela que se encontra o x do vértice. Compa-
re as duas férmulas:

Formula para encontrar
o x do vértice (x,)

_ b+VA b
X_—

X, = —

24 2a

Férmula resolutiva

Depois de descoberta a primeira coordenada do vértice,
existem duas opcoes para se encontrar a segunda. Pode-se
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simplesmente substituir o valor encontrado na equacao da

A

=

Antes de abordar o topico Grafico da funcao quadratica,
seria interessante pedir aos alunos que construissem o gra-
fico da funcao f(x) = x%.

E impossivel prever o que eles perceberao, quais serdo as
dificuldades e a quais conclusoes chegarao. Mas, de uma for-
ma geral, € importante se atentar aos seguintes pontos:

O grafico nao € uma reta nem varios segmentos de reta
ligando os pontos. Toda vez que o dominio for o conjunto
dos nameros reais é necessario conectar os pontos, pois
o grafico € continuo. Mas entre um ponto e outro o grafi-
co ndo apresenta comportamento linear. E preciso ligar
0s pontos com uma curva suave, que nao é facil de dese-
nhar a m3o. E importante lembrar que o desenho é apenas
um esboco do grafico. Ele serve para termos uma ideia de
como a funcao se comporta. Nao € preciso, nem possivel,
desenhar um grafico perfeito. Na secao Matematica e
tecnologia apresentamos o programa GeoGebra, que au-
xiliara nessa tarefa.

e Sea> 0,0 graficotem um ponto minimo, chamado vér-
tice, que é o ponto “mais baixo” do grafico e representa o
menor valor da funcao. Se a funcao tiver o coeficiente a
negativo, ela nao teria um ponto minimo, mas sim um
ponto maximo.

« Existe uma simetria a partir do vértice. O grafico se espe-
Ilha em relacao ao eixo vertical que passa pelo vértice. Dois
pontos que estdo a mesma distancia do vértice, no eixo
das abcissas, possuem a mesma altura. Por exemplo, na
funcao fix) = x? temos f(—1) = f(1) =1, f(—4) = f(4) =16,
etc, porque 1e —1,4 e —4, estao a mesma distancia do
zero, que € o x do vértice. Assim, reconhecer essa simetria
e encontrar o vértice facilita muito a construcao do gra-
fico, pois, a cada conta que se faz, se obtém dois pontos.
O exercicio 28 se aplica a essa situacao.

O exercicio 29 contribui para a discussao da necessidade
ou nao de se desenhar a parabola. A discussao do item b re-
toma o estudo de conjuntos numéricos feito no Capitulo 1.

O exercicio 30 ajuda o aluno a perceber a importancia
do estudo dos coeficientes, para variacoes no coeficiente g,
que transforma o grafico da funcao.

Essas alteracdes também ocorrem nos outros coeficien-
tes. No exercicio 31 podem-se observar variacdes no coefi-
ciente ¢, que deslocam o grafico para cima ou para baixo.

No topico Grafico da funcao definida por f{x) = a(x — m)?,
com a # 0, é importante que os alunos percebam que tipo
de funcdes apresentam esse formato. No exemplo dado, a
funcao g(x) = 2(x — 3)? pode ser reescrita assim:

g(x) =2(x —3)2=2(x> —6x +9) = 2x2 —12x + 18

Algumas questdes podem ser feitas aos alunos, por
exemplo: O que essa funcao tem em comum com a funcao
fix) = 2x?? Qual outra funcao faria parte dessa “familia”?

funcao ou pode-se usaraférmula y, = —

Uma possibilidade de aproximacao para essas questoes
€ substituir o —3 por algum outro valor, por exemplo, —2:
h(x) =2(x — 2)2=2(x? —4x + 4) =2x> —8x + 8
cujo grafico € o mesmo dos anteriores, deslocado duas uni-
dades para a esquerda. Aqui o estudo do assunto opcional,
disposto no final do capitulo, Determinacao dos zeros por
completamento de quadrado pode auxiliar bastante.

As funcoes f(x) = a(x — m)? + k seguem a mesma logica,
com m deslocando o grafico na horizontal e k deslocando o
grafico na vertical.

Otépico se encerra com um estudo das fungdes que tém
os trés coeficientes explicitados. O exercicio 38, mais uma
vez, oferece o desafio de fazer o caminho contrario, encontrar
a equacao a partir do grafico. Esse exercicio € importante
porque faz com que os alunos articulem os conhecimentos
recém-adquiridos sobre as propriedades. E um exercicio de
modelagem, em que é dada uma situacao e é preciso aplicar
as ferramentas que se tem para resolvé-la. O exercicio 39
complementa o estudo conceitual.

Repare que os exercicios 32 e 35, de topicos diferentes,
perguntam quais funcoes possuem ponto de maximo e
quais tém ponto de minimo. Essas questdes podem ser res-
pondidas por varios caminhos diferentes, e a essa altura se
espera que os alunos consigam perceber isso.

Além do vértice, outros pontos importantes sao os lu-
gares onde a parabola encontra os eixos. O eixo y é forma-
do por pontos que tém a forma (0, y) de abcissa zero;
substituindo esse valor na funcao f(x) = ax? + bx + ¢, temos
fl0)=a-02+b- 0+ c=0.Portanto, o ponto onde qualquer
funcao quadratica intersecta o eixo y tem a forma (0, ¢).

Para encontrar a interseccao com o eixo x, basta igua-
lar a equacao da funcdo a zero e resolver, pois os pontos
do eixo x tém o formato (x, 0). Caso a equacdo de segun-
do grau nao tenha solucoes reais, entao o grafico nao
cruza o eixo das abcissas. Nesse caso, se a > 0, a funcao
€ inteira positiva. Sea <0, ela é inteira negativa. Os exer-
cicios 43 e 44 tratam dessa questao. Os exercicios 45 e 46
ajudam os alunos a relacionarem os coeficientes com o
formato da funcao.

A parabola, identidade grafica mais forte de uma equa-
caodo segundo grau, € abordada por meio de um texto. Os
objetivos desse texto sdo: contextualizar historicamente
sua origem como objeto matematico; apresentar como po-
demos obter uma parabola utilizando a geometria espacial,
que sera estudada com mais énfase em algumas partes
especificas dos Volumes 2 e 3.

No texto A parabola esta curva é apresentada como
uma resultante da secdo de um plano em uma superficie
cdnica de revolucao. Além disso, é feita uma breve expla-
nacao sobre a vida e a obra do matematico grego Apoldnio,
que teve as seccdes conicas (entre elas a parabola) como
objetos de estudo.

Na secao Matematica e tecnologia o aluno aprendera
como construir graficos usando o software livre GeoGebra.
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Mais uma vez o computador auxilia a visualizar o que fica
dificil ver em um desenho feito a mao. Fazer o desenho
de uma parabola nio é simples. E dificil, por exemplo,
conseguir representar corretamente o que acontece com
as funcdes nas “beiradas” do grafico. E muito comum o
grafico terminar como uma reta. Todos os estudos dos
coeficientes podem ser feitos ou refeitos com o auxilio
do GeoGebra.

O exercicio resolvido 13 apresenta uma situacao inte-
ressante, que ajuda a explicar o porqué de as funcdes qua-
draticas apresentarem crescimento e decrescimento. £
facil visualizar mentalmente o movimento realizado por
uma bola, em um chute a gol, por exemplo. Pelo senso
comum, seria natural pensar que a bola tende a subir até
determinada altura, ap6s um chute, por exemplo. Tendo o
momento exato do chute como o instante inicial (t, = O e
h, = 0), a bola alcancara uma altura maxima para algum
t > 0.Porém, conhecendo o conceito intuitivo do efeito da
gravidade, sabemos que a partir de dado instante, apos a
bola atingir sua altura maxima, comecara a perder altura
até voltar a sua altura inicial (h, = 0 para um t. > 0). Logo,
a forca aplicada ao chute e a aceleracao da gravidade tra-
balham simultaneamente, ocasionando o aumento ou a
diminuicao da altura da bola em determinado periodo de
tempo. Assim, com a mesma velocidade que a bola é ele-
vada apds um chute, a partir do momento em que a forca
aplicada se equilibra com a forca da gravidade, a bola co-
meca a cair. £ interessante abordar que a velocidade rela-
ciona-se com ataxa de variacao da funcdo quadratica, uma
vez que a velocidade média é expressa pelo espaco percor-
rido em determinado periodo de tempo.

Os exercicios 47 a 52 sdo exercicios de aplicagao. O exer-
cicio 51 exige que se revise as técnicas para solucionar sis-
temas de equacoes de segundo grau. O exercicio 55 envolve
conceitos fundamentais das funcdes. Os exercicios 53 a 59
apresentam enunciados mais elaborados e exigem mais
interpretacao de texto. Todos apresentam a aplicacao da
Matematica a situacoes reais.

O tépico Estudo do sinal da funcao quadratica e inequa-
c6es do 22 grau é fundamental para os estudos posteriores
de Matematica. A primeira parte mostra como realizar o
estudo dos sinais das fun¢des quadraticas, analisando se-
paradamente cada possibilidade para o discriminante. A
segunda, apresenta um estudo das inequacoes que é equi-
valente a estudar o sinal da funcdo. Nesse estudo costuma
ficar evidente onde estao as dificuldades dos alunos no
calculo algébrico. Eles costumam estranhar quando en-
contram um intervalo como solucao de uma inequacao,
ja que a ideia de “chegar a resposta” esta fortemente as-
sociada a ideia de “chegar a um namero”.

Em seguida apresentamos rela¢cdes importantes entre
a Matematica e a Fisica e a propria Matematica.

~

A secao Outros contextos apresenta informacoes inte-
ressantes sobre um tipo de curva muito parecida com a
parabola, a catenaria. Além da contextualizacao histérica e
darepresentacao grafica da catenaria, apresenta-se em que
situacoes € possivel observar esse tipo de curva no dia a dia.

Os exercicios da secao Pensando no Enem s3o de apli-
cacao a situacoes reais.

A secao Vestibulares de Norte a Sul apresenta exercicios
de vestibulares de todas as regides do pais. Os exercicios 1e
2 pedem aplicacoes conceituais. Os exercicios 8 e 9 sao mais
desafiadores e possuem tematicas que conversam com a
Fisica. Os exercicios 3, 5 e 6 reforcam a capacidade de inter-
pretar e extrair dos enunciados as informacées importantes
para a resolucao dos problemas.

Atividades complementares a Unidade 2

Geralmente, no primeiro contato com as chamadas fun-
coes elementares (afim, quadratica, exponencial, logaritmi-
ca, etc.) nos prendemos muito a formula matematica que
define a lei da funcdo. Mesmo em questdes contextualiza-
das, com alguma situacao modelada, em geral, a lei da fun-
cao éfornecida no proprio enunciado. Porém, uma habilida-
de que devemos buscar desenvolver em nossos alunos &,
dada uma situacao pratica (vivenciada por alguém ou por
nés mesmos), eles conseguirem saber qual a funcdo mate-
matica que pode ser usada para modelar adequadamente
aquela situacao. Para isso, é preciso saber o que caracteriza
cada tipo de funcao.

Para ilustrar, no caso da funcao afim, para que duas
variaveis x e y se relacionem é preciso verificar que acrés-
cimos iguais em uma das variaveis, x por exemplo, sempre
produzem acréscimos iguais da outra variavel, y nesse
caso. Matematicamente falando, toda vez que o valor de
x variar de uma quantidade h, o valor do y varia de uma
mesma quantidade z.

Uma situacado interessante em que podemos notar a
presenca de uma funcao afim é na relacao que existe, aqui
no Brasil, entre o tamanho do pé e o nimero do sapato que
a pessoa usa. O fato de a funcao afim ser a funcao que re-
laciona o tamanho do pé com o niumero do sapato € carac-
terizado pelo fato de que acréscimos iguais notamanho do
pé implicam acréscimos iguais para o niimero do sapato.
Assim, por exemplo, se um dado pé precisar aumentar h
centimetros para mudar do sapato de numero 37 para o de
namero 38, ele precisara crescer os mesmos h centimetros
para mudar do sapato de niumero 40 para o de nimero 41.
Veja uma sugestao de atividade a seguir.

1. O tamanho do seu pé, o nimero do seu sapato e a
fungdo afim

Afigura abaixo ilustra uma “régua” utilizada por al-

guns vendedores em sapatarias (aqui no Brasil) para

descobrir o numero apropriado para os sapatos dos
seus clientes.
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Para descobrir o tamanho apropriado para o sapato, a
pessoa deve por o calcanhar alinhado com a linha gros-
sa que existe na parte inferior da régua e olharem qual
das linhas tracejadas (que sao igualmente espacadas)
fica a outra extremidade do seu pé e, em seguida, ob-
servar a que numero essa linha corresponde na escala
localizada do lado direito da figura.

a) Que caracteristica presente na régua acima assegura
que a funcao apropriada para relacionar o compri-
mento do seu pé em centimetros e o niumero do seu
sapato é a funcao afim?

b) A tabela abaixo ilustra algumas numeracoes de
sapatos no Reino Unido, na Europa e nos Estados
Unidos.

Rei.no e Est?dos m

Unido Unidos
3 35 5 22,4
4 36 6 23
5 37 7 23,6
6 38 8 24,2
7 39 9 24,8
8 40 10 25,6

Observando as informacoes da tabela acima, pode-
mos concluir que mesmo nesses paises a funcao afim
é afuncao apropriada para relacionar o comprimen-
to do pé com o numero do sapato adequado para
uma pessoa? Justifique.

c) De acordo com as informacdes da tabela do item b,
qual seria o numero do sapato adequado no Reino
Unido, na Europa e nos Estados Unidos para uma
pessoa cujo pé mede 28 cm? E se o pé da pessoa me-
disse 26,6 cm?

d) Consultando a régua apresentada anteriormente,

aqui no Brasil, verificou-se que uma pessoa cujo pé
mede 20 cm calca sapatos niumero 32, e uma pessoa
cujo pé mede 28 cm calca sapatos numero 42. Diante
dessas informacoes, deduza que a funcao afim que
relaciona o nimero f{x) do sapato de uma pessoa cujo
5x +28

pé mede x cm é dada por f(x) = )

e) Na sua sala de aula, realize uma pesquisa com seus

colegas, completando a tabela abaixo e a partir dela
deduza a funcao afim que relaciona o comprimento,
em centimetros, do pé de um individuo com o niime-
ro do sapato que ele calga aqui no Brasil.

Comprimento Nimero do

Nome do pé (em cm) sapato

Depois de preenchida a tabela, escolha aleatoriamen-
te os dados de dois alunos e a partir dai deduza a
funcao afim que relaciona o comprimento do pé em
centimetros com o numero do sapato utilizado. Além
disso verifique se as demais informacoes estao de
acordo com a funcao que vocé determinou. Caso nao
estejam, sugira os motivos pelos quais esta discre-
pancia esta ocorrendo.

f) Compare a férmula obtida a partir dos dados da sua

#,que dedu-

zimos no item d. Caso sejam diferentes, sugira os
motivos pelos quais a discrepancia esta ocorrendo.

pesquisacomaférmula f(x) =

Resolucao:
a) Ofatode aslinhas pontilhadas serem igualmente es-

pacadas e os nimeros dos sapatos apresentados na
réguatambém serem igualmente espacados significa
que acréscimos iguais no comprimento dos pés impli-
cam acréscimos iguais nos nimeros dos sapatos, que
é a caracteristica marcante de uma funcao afim.

b) Sim, pois acréscimos iguais no comprimento dos pés

correspondem a acréscimos iguais nos nimeros dos
sapatos, tanto no Reino Unido como na Europa e nos
Estados Unidos. Na tabela proposta, cada aumento
de 0,6 cm no comprimento dos pés sempre implica
um aumento fixo nos nimeros dos sapatos nas trés
localidades.

c) Comojadiscutimos, a funcao apropriada que relacio-

na o comprimento x dos pés, em centimetros, com o
numero apropriado dos seus sapatos f{x) é a funcao
afim. Assim existem g, b € R tais que f(x) = ax + b.
Vamos entdo determinar as constantes ae bem cada
uma das trés localidades.

No Reino Unido, sendo x o comprimento dos pés e
fix) o correspondente nimero dos sapatos, temos,
por exemplo:

x=236cm—>flx)=5
x =256cm - fix) =8

A

\ Manual do Professor [339}

N/




{340} Manual do Professor

N s

Assim:

5=236a + b
= ax +
Flx) = ax b:>{8=25,6a+b:>

=a=15eb=-304 - f(x) =15x — 30,4

Para x = 28 cm o numero apropriado dos sapatos é
f(28) =1,5-28 — 30,4 =11,6. Portanto, o nimero apro-
priado do sapato para essa pessoa é o 12 (o 11 fica
pequeno). Se o pé medisse 26,6 cm, o nimero apro-
priado dos sapatos seria f(26,6) = 15 - 26,6 —
—30,4=9,5 0quefazcomque neste casootamanho
apropriado do sapato seja o niimero 10 (0 niimero 9
ficaria pequeno).

Na Europa, sendo x o comprimento dos pés e f(x) o
correspondente numero dos sapatos, temos, por
exemplo:

x = 23,6 cm — f(x) = 37
x =256 cm — f(x) = 40
Assim:

37 =236a + b
= ax +
Flx) = ax b"{40=25,6a+b:>
=a=15eb=16 - f(x) =15x + 16

Para x = 28 cm o numero apropriado dos sapatos é
f(28) = 1,5- 28 + 1,6 = 43,6. Portanto, o nimero
apropriado do sapato para essa pessoa é o0 44 (0 43
fica pequeno). Se o pé medisse 26,6 cm, o nimero
apropriado dos sapatos seria f(26,6) = 1,5 - 26,6 +
+ 1,6 = 41,5, 0 que faz com que neste caso o tama-
nho apropriado do sapato seja o nimero 42 (o nu-
mero 41 ficaria pequeno).

Nos Estados Unidos, sendo x o comprimento dos pés
e f(x) o correspondente nimero dos sapatos, temos,
por exemplo:

x=236cm—flx)=7
X =256cm — f(x) =10
Assim:

7=236a+b
f(x)_ax+b_>{10=25,6a+b:>

=a=15eb=-284 — f(x) =15x — 28,4

Para x = 28 cm o numero apropriado dos sapatos é
f(28) =1,5-28 — 28,4 = 13,6. Portanto, o nimero apro-
priado do sapato para essa pessoa é 014 (0 13 fica pe-
queno). Se o pé medisse 26,6 cm, 0 nimero apropriado
dos sapatos seria f(26,6) = 1,5 - 26,6 — 28,4 = 11,5,
o que faz com que neste caso o tamanho apro-
priado do sapato seja o niimero 12 (o nimero 11
ficaria pequeno).

d) No Brasil, sendo x o comprimento dos pés e f(x) o
correspondente numero dos sapatos, temos, por
exemplo:

x=20cm — f(x) =32
X =28cm — f(x) = 42

~

Assim:

32=20a + b
f("):"x”’*{42:282+b:>

:a:ieb:7_)f(x):ix+7zu
4 4 4

e) As respostas dependem dos dados coletados.

f) Asrespostas dependem dos dados coletados. Alguns
fatores que podem causar discrepancias sao medi-
das tomadas erradas durante a fase de pesquisa e
preenchimento da tabela, arredondamentos inapro-
priados, etc.

A atividade a seguir representa um momento de inter-
disciplinaridade com Quimica e Fisica; ela pode ser aborda-
da como um miniprojeto interdisciplinar. Apés a leitura do
texto inicial da atividade, é importante acontecer uma dis-
cussao com os alunos sobre o uso de protetores solares,
exposicao ao sol, etc.

2. Atividade em grupo

Chamamos de radiacao solar a energia radiante emiti-
da pelo Sol. Cerca de 45% do total da radiacao solar que
chega ao limite superior da atmosfera consegue atingir
a superficie do globo. O restante é absorvido, difundido
ou refletido através das nuvens e da superficie da Terra.
A atmosfera funciona, entdo, como um filtro protetor
da Terra, sem o qual a vida seria impossivel. O limite
inferior da atmosfera corresponde ao nivel médio das
aguas do mar —superficie da Terra —, e o seu limite su-
perior, embora seja dificil determinar, oscila entre os
800 km e 0s 1000 km de altitude.

Aexposicao frequente e prolongada ao sol pode cau-
sar: eritemas (queimaduras solares e lesdes bolhosas
na pele); envelhecimento precoce; melasmas (man-
chas marrons que conferem a pele um aspecto enve-
Ihecido); dermopatias (doencas da pele); desidrata-
cao; cancer de pele, inclusive o melanoma (tumor
maligno que mais frequentemente acomete a pele e
os olhos); doencas degenerativas; lesdes, catarata e
outros problemas oculares. Nao se deve olhar direta-
mente para o sol, pois 0s olhos sdo sensiveis e susce-
tiveis a acao dos radicais livres e da radiacao solar,
que predispéem a lesoes, doencas degenerativas e
até cegueira.

O Fator de Protecao Solar (FPS), ou simplesmente Fator
Solr (FS), é o indice que determina o tempo maximo que
uma pessoa pode permanecer exposta ao sol sem que a
pele fique vermelha (sem produzir eritema). De outro
modo, é o nimero que indica o nivel de protecdo que
determinado produto oferece contra os raios ultraviole-
tas (UV). Por exemplo, quando se usa um filtro solar com
FS 15, a pele pode levar 15 vezes mais tempo para ficar
vermelha. Da mesma forma, se for usado FS 30, significa
que, para cada minuto com o protetor, a protecao duraria
30 min. Assim, deve-se multiplicar o tempo, em minutos,
pelo fator de protecao solar, para se obter o tempo




maximo de exposicdo ao sol. Uma opcdo para calcular o FS da pele de uma pessoa é a seguinte: a pessoa deve ficar expos-
ta ao sol, sem protecdo alguma, até aparecer as primeiras manchas avermelhadas na pele. Por exemplo, se esse tempo for
de 12 min, para um protetor solar com FS 15, a pessoa podera ficar exposta ao sol durante 12 min X 15 = 180 min = 2 horas.
Bem, para a pessoa nao precisar expor a sua pele, basta ver o quadro abaixo.

Tipos de pele e FS
Tipo Individuos Inverno (FS) | Verao (FS) | t(min) Observacoes
A Ruivos e louros 15 30 15-24 Nunca se bronzeiam mas sempre se queimam.
B Morenos claros 5-10 20-25 31 Sempre se queimam e as vezes se bronzeiam.
C Morenos escuros - 10-15 48 As vezes se queimam e em geral se bronzeiam.
D Mulatos e negros - 5-10 66 Sempre se bronzeiam e raramente se queimam.
t é o tempo estimado, em minutos, para uma pessoa g) De acordo com a segunda tabela, vocé percebe que
comecar a se queimar quando exposta ao sol, sem pro- um fator acima do FS 15 pouco aumenta a protecao
tecao alguma. aos raios solares? Qual seria a vantagem de usar, por
O quadro abaixo mostra quanto a luz solar (UVB) é exemplo, um protetor com fator FS 50?
absorvida pelos protetores solares: h) Faca uma pesquisa em sua sala e monte uma ta-
- bela indicando quantos alunos tém tipo de pele A,
Protecao dos filtros solares . .
y B, C,Dou E eassocie um valor de FS para cada tipo
FS Protecao (%) de pele.
2 50 Resolucao:
4 75 a) A atmosfera funciona como um filtro protetor da
87 Terra.
16 94 b) Sugestdo de resposta: envelhecimento precoce,
32 9 cancer de pele, queimaduras, etc.
64 99 c) Para FS 30, temos um tempo de
15 X 30 = 450 min = 7 h 30 min

Fonte de pesquisa: Disponivel em: <www.ufrrj.br/institutos/it/

> Para FS 35, temos um tempo de
de/acidentes/sol.htm>. Acesso em: 4 abr. 2016.

15 X 35 =525 min = 8 h 45 min

a) Comrelacdo a radiacao solar, qual é aimportancia da Para FS 40, temos um tempo de
atmosfera para o planeta? 15 X 40 = 600 min = 10 h 00 min
b) Cite trés problemas que a exposicdo excessiva ao sol Para FS 45, temos um tempo de
pode causar em uma pessoa. 15 X 45 = 675 min = 11h 15 min
¢) Suponha que uma pessoa loura, em pleno verdo, pos- Para FS 50, temos um tempo de
sua tempo minimo, sem protecao contra os raios 15 X 50 = 750 min = 12 h 30 min
solares, igual a 15 min. Calcule o tempo que essa pes-
soa poderia ficar exposta com os fatores FS 30, FS 35, Fator FS Tempo de exposicio ao sol
FS 40, FS 45 e FS 50 e organize os valores obtidos em
uma tabela. 30 450 min
d) Sendo x o nimero do fator solar usado por uma pes- 35 525 min
soa morena clara (d(? ?cordo com a. p~r|me|ra tabela 40 600 min
dada) e y o tempo maximo de exposicao ao sol quan-
do faz uso do protetor, indique a relacao entre as 45 675 min
grandezas y e x. 50 250 min
e) Faca o esboco de um grafico cartesiano indicando a
relacao do item anterior. d) O tempo méximo de exposicio aos raios solares sem
f) Pesquise como deve ser feita a aplicacao do protetor protecao alguma para uma pessoa morena clara é de
solar. Existe algum fator que protege 100%? 31 min. Assim, a relacao desejada € y = 31x.
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Em relacao a esse grafico, destacamos que é uma reta
que passa pela origem, o valor de x deve ser positivo
e ainclinacdo é bem acentuada.

f) O protetor solar deve ser aplicado com grande inten-
sidade e, dependendo da pele, repetir a aplicacao
periodicamente a cada 2 h ou 3 h. De acordo com a
segunda tabela do enunciado, podemos concluir que
nao existe um fator que proteja 100%.

g) Sim, a diferenca entre um fator e outro pouco muda
em relacao a protecao aos raios solares. Na verdade,
quanto maior o fator, maior o tempo de protecao, ou

seja, evita-se a reaplicacao em um intervalo de tem-
po menor.
h) Resposta pessoal.

A atividade a seguir representa um momento de inter-
disciplinaridade com a disciplina de Fisica. Nessa atividade,
é importante discutir com os alunos questdes como o preco
dos combustiveis, o consumo exagerado de combustivel e
os riscos de dirigir em alta velocidade.

3. Atividade em grupo

Forca de arrasto € a forca gerada pela resisténcia do ar;
por exemplo, a forca que se opde ao movimento dos
veiculos. Sua intensidade cresce fortemente a medida
que a velocidade do veiculo aumenta. Para se ter uma
ideia precisa, quando o carro se encontra acima de
80 km/h, a resisténcia do ar responde por mais da me-
tade do consumo do combustivel.

Aaerodinamica veicular tem evoluido bastante ao lon-
go dos anos na intencao de aumentar ao maximo o
espaco interno do veiculo e, ao mesmo tempo, diminuir
ao maximo o impacto da resisténcia do ar. Veja o quadro
a seguir.

1900
Formas basicas a
1925

1921

1923

1922

1939
Formas

aerodinamicas
1939

: 0 (T~
1955 ®

Desde
1955 ® =0 Ot
Otimizacdo Desde - . 2
de detalhes 1974
Otimizagio Desde s A
de forma 1983 %)_l_l_{éy—_ﬁ S0— o=

Fonte dos dados: HUCHO, Wolf-Heinrich et al. (Ed.). Aerodynamics of Road Vehicle. 4. ed. Warrandale: SAE Internacional, 1998. p. 918.
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Reduzir a forca de arrasto interessa muito ao proprieta-

rio exatamente devido a economia de combustivel. As-

sim, com a minimizacao da forca de arrasto o proprietario
poderia desenvolver velocidades maiores (claro, respei-
tando os limites de velocidade) gastando a menor quan-

tidade de combustivel possivel. Outro desafio hoje é

para os veiculos de grande porte, como énibus e cami-

nhoes, ja que formatos de paralelepipedos longos pre-
judicam sua aerodinamica. Melhorar o arrasto para
onibus e caminhoes reduz o consumo de diesel nas es-
tradas, onde as velocidades médias sao elevadas. Essa
seria uma forma bastante rapida e de baixo custo para

o Brasil atingir a meta de reducao de emissoes, compro-

metidas internacionalmente, pois cerca de 65% do

diesel usado em transportes é para fins rodoviarios.

a) A forca de arrasto atua na mesma direcao do movi-
mento do veiculo ou na direcao contraria?

b) Além do formato do objeto, a resisténcia do ar depen-
de de qual grandeza?

c) Sendo y a forca da resisténcia do ar, va velocidade do
carroe k uma constante real, que depende doare da
aerodinamica do carro, qual é a equacao que relacio-
na essas grandezas: y e v?

d) Considere um carro que se movimenta em uma via
extensa e retilinea, e sendo a constante da forca de
arrasto k = 2,4 kg/m. Determine a forca de arrasto
quando a velocidade do carro for 72 km/h, depois
90 km/h, 108 km/h e, por fim, 126 km/h.

e) Faca um esboco do grafico da funcao determinada
no item ¢, sendo y a forca de arrasto e v a velocidade
do objeto, e discuta o crescimento da funcao depen-
dendo da constante k.

f) Sabe-se que a constante que acompanha o quadrado
da velocidade é chamada de “coeficiente de arrasto”.
Tal coeficiente, em geral, & obtido em tlneis de vento
(cdmaras com potentissimos ventiladores que mos-
tram como o ar se desloca pela carroceria do veiculo).
Pesquise junto com seu grupo como dois veiculos
diferentes que possuem o mesmo coeficiente de ar-
rasto apresentam diferentes eficiéncias.

Resolucao:
a) No sentido contrario do movimento do veiculo.

b) A resisténcia do ar depende do quadrado da veloci-
dade do objeto.

Q) y = kv?

d) Primeiro, notemos que as velocidades estao em km/h
e devemos transforma-lasem m/s. Para isso, lembre-se
de que basta dividi-la por 3,6. Assim, teremos:
72km/h =72:3,6 =20 m/s
90 km/h =90:3,6 =25m/s
108 km/h =108:3,6 =30 m/s
126 km/h =126 :3,6 = 35m/s
Feito isso, temos, para cada caso:

Parav =20m/s,temosy = 2,4v* = 2,4-20* = 960N
Parav = 25m/s,temosy = 2,4v> = 2,4 - 252 = 1500 N
Parav=30m/s,temosy = 2,4v?> = 2,4-302 = 2160 N
Parav=35m/s,temosy = 2,4v> =2,4-352=2920N
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A medida que o valor de k aumenta, conservando a
velocidade v, a forca de arrasto também aumenta.

f) A eficiéncia aerodinamica depende, na pratica, da
area frontal. Assim, dois veiculos podem apresentar
o mesmo coeficiente de arrasto, mas com areas fron-
tais diferentes e, quanto menor a area frontal, menor
o esforco (poténcia) necessario para o deslocamento
do carro contra a massa de ar a sua frente.

Unidade 3 - Funcao exponencial e funcao logaritmica

Capitulo 5 - Funcao exponencial

Objetos de conhecimento (associados
Topico as Matrizes de Referéncia para o Enem Competéncia Habilidade
2012)
Situacoes iniciais Conhecimentos algébricos/geométricos c5 H19/H20
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Objetos de conhecimento (associados
Topico as Matrizes de Referéncia para o Enem Competéncia Habilidade
2012)
Revisdo de potenciacao Conhecimentos numéricos: Operacoes
; > Operac cl H1/H2/H3
- L em conjuntos numéricos
Revisdo de radiciacao
Funcao exponencial Conhec[mentos algeL‘_Jrl'cos: 5 H19
Funcdes exponenciais
Conexao entre funcdes exponenciais Conhecimentos numéricos/
~ } - 5 H19/H21
e progressoes Conhecimentos algébricos
Equacdes exponenciais . S
Conhear:nentgs algebflcos, s H19/H21/H22
_ . Equacdes e inequacdes
Inequacdes exponenciais
O numero irracional e e a fungao _ B _
exponencial e
Aplicacdes da funcao exponencial Conhecimentos algébricos c5 H21/H22/H23

Neste e no préximo capitulo abordaremos algumas fun-
coes que, apesar de serem rotuladas como dificeis pela
maioria dos alunos, talvez por ndo serem funcoes polino-
miais e apresentarem novas formas de raciocinio, represen-
tam uma grande quantidade de situacdes reais, tais como
o fendmeno da radioatividade e a meia-vida de elementos
radioativos.

A situacao da bactéria e a do empréstimo a juros com-
postos (Situacdes iniciais) sdo bons exemplos para apresen-
tar situacdes que devem ser modeladas pelas funcoes ex-
ponenciais.

Os topicos Revisao de potenciacao e Revisao de radicia-
caodevem ser trabalhados com cuidado, pois representam
as bases de calculo usadas no contetdo do capitulo. Os alu-
nos terao dificuldade de seguir adiante no contetdo se nao
dominarem as propriedades de potenciacao e de radiciacao,
sendo importante que todos os exercicios propostos no té-
pico sejam resolvidos e discutidos, eliminando assim quais-
quer dificuldades no aprendizado.

Uma vez dominados os calculos com poténcias e ra-
dicais, recomendamos que prossigam para o tépico Fun-
cao exponencial e sua parte Grafico da funcao exponen-
cial, com destaque para os exercicios 30 e 31, em que a
interpretacao do grafico se faz necessaria, e para os exer-
cicios 33 e 35, que ajudarao a compreender o comporta-
mento da funcdo mesmo sem a presenca do grafico. Os
exercicios 32 e 36 podem ser resolvidos usando a ferra-
menta proposta na secao Matematica e tecnologia, Cons-
trucao do grafico de uma funcao exponencial, lembrando
que o uso de programas de construcdo de graficos ajudam
o aluno avisualizar os graficos e os diferentes comporta-
mentos das funcoes.

~

Alguns cuidados devem ser tomados no estudo das
Equacoes exponenciais, pois muitas vezes os alunos elimi-
nam as bases nas equacoes exponenciais da mesma forma
que eliminam os denominadores em equacdes fracionarias.
E importante destacar que o procedimento de igualar bases
e expoentes é€ bem diferente do processo de eliminacao. Os
exercicios resolvidos auxiliam na resolucao dos exercicios
41a 44, eoestudo do grafico auxilia na resolucao do exerci-
cio 48. Ja as Inequacdes exponenciais representam um de-
safio adicional, uma vez que os alunos costumam ter muita
dificuldade na visualizacdo das solicitacdes. O uso de repre-
sentacoes graficas das funcoes e delimitacao das regioes
solicitadas pode auxiliar a minimizar essa dificuldade, em
conjunto com os exercicios resolvidos 8 e 9, base para os
exercicios propostos 49 a 52. Destaque que o nimero irra-
cional e é utilizado em muitas aplicacdes da Matematica e
na descricao de fendmenos naturais, usando o exercicio 53
como exemplo. Os textos do tépico O nlimero irracional e e
a funcao exponencial e* utilizam-se da Histéria da Matema-
tica nao apenas como um registro de datas; diferente disso,
relacionam problemas reais e a busca por solucdes com o
desenvolvimento da Matematica.

Uma situacao envolvendo crescimento populacional
de uma cultura de bactérias é apresentada no exercicio
resolvido 11, sendo essas situacoes muito representativas
das Aplicacoes da funcdo exponencial. O modelo de
Jenss-Bayley para avaliar a altura de criancas em idade
pré-escolar é sugerido no exercicio 59. O decaimento e a
meia-vida de elementos radioativos (Quimica), também
representado por funcdes exponenciais, € apresentado nos
exercicios 54 e 55 e deve ser discutido com maior
profundidade na Leitura sobre o Césio-137 — o maior
acidente radioativo do Brasil.
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Capitulo 6 - Logaritmo e funcao logaritmica

Tépico Objetos de conhecimento (associados as Competéncia Habilidade
P Matrizes de Referéncia para o Enem 2012) P
Logaritmo Conhecimentos numéricos: cl H1/H3/H4/H5
Operacdes em conjuntos numéricos
Funcao logaritmica Conhecimentos algébricos (&) H19
Equacdes logaritmicas Conhecimentos algebricos: s H19/H21/H22
Equacdes e inequacdes

A criacao de novas tecnologias sempre esta associada a
avancos em pesquisas cientificas e ampliacdo de conheci-
mentos, com o intuito de resolver problemas da sociedade.
Hoje possuimos “supercomputadores”, calculadoras cienti-
ficas e muitos equipamentos que simplificam diversos cal-
culos que seriam impossiveis de efetuar ha um século. Os
progressos relacionados ao estudo dos logaritmos permiti-
ram o avanco em areas como Astronomia e navegacao, bem
como a compreensao de diversos fendmenos fisicos.

Otema Logaritmo é iniciado com uma apresentacao da
definicao de logaritmo a partir da resolucdo de equacoes
exponenciais, pois dessa forma os alunos percebem com
naturalidade a relacao entre logaritmo e expoente. Os exer-
cicios resolvidos de 1a 4 auxiliam na fixacao do conceito e
na resolucao dos exercicios 1a 8 também. Destacamos os
exercicios de 1a 3, como atividade de fixacao na qual os
alunos usarao as propriedades de poténcia e radiciacao es-
tudadas no capitulo anterior.

As Propriedades operatérias dos logaritmos costumam
causar muita confusao entre os alunos, uma vez que sao
muito similares as propriedades operatérias de poténcia.
Os exemplos sugeridos devem ser apresentados e discutidos
para facilitar a compreensao. Os exercicios resolvidos 5 e 6
trabalham com as propriedades algebricamente e auxiliam
na resolucao dos exercicios 9 a 13; ja os exercicios resolvidos
7a 9 apresentam situacoes envolvendo mudanca de base,
e estdo associados aos exercicios 17 a 20, e o exercicio resol-
vido 10 auxilia na resolucao do exercicio 15.

Umadas aplicacoes de logaritmo se encontra no calculo do
pH de uma solucao (conexao com Quimica) e representa uma
situacao em que nao necessariamente conseguiremos calcular
o logaritmo a partir da definicao (precisaremos do auxilio de
uma tabela ou de uma calculadora cientifica, sendo um bom
momento para orienta-los no uso da calculadora, destacando
aimportancia da férmula de mudanca de base nesses casos e
aproveitando para apresentar o logaritmo na base e (In)). A si-
tuacao apresentada em Calculo de logaritmos serve de refe-
réncia para a resolucao dos exercicios 21 a 28, observando-se
que em alguns deles os valores aproximados de alguns loga-
ritmos sao apresentados como sugestao. Outra importante
aplicacao dos logaritmos aparece na resolucao de equacoes
exponenciais e de problemas. Os exercicios resolvidos 11 e 12
mostram duas situacdes envolvendo equacoes exponenciais

que devem ser resolvidas com o uso de logaritmos e auxiliam
na resolucao dos exercicios 29 a 32. Por outro lado, os exercicios
resolvidos 13 e 14 apresentam problemas envolvendo cresci-
mento de bactérias e radioatividade, cuja solucao também
depende do uso de logaritmos e sao referéncia para os exercicios
33 a 41, destacando-se os exercicios 37 e 38, que abordam a lei
de resfriamento de Newton (conexao com a Fisica).

Os textos Antes dos logaritmos e Depois dos logaritmos
abordam um tipo de “simplificacao” utilizada pelos mate-
maticos dos séculos XV e XVI, as “Férmulas de Prostaférese”.
Sendo estas “simplificacoes” ainda bastante trabalhosas, a
invencao dos logaritmos facilitou os mais diversos calculos.
E aconselhavel aguardar o estudo da relacdo trigonométrica
cosseno (trabalhada nas paginas 249 a 256) e entao retornar
a este interessante retrato da Historia da Matematica.

O tdpico Funcao logaritmica se inicia com a definicao de
funcaoinversa, tendo como objetivo estabelecer a correlagcao
entre as funcoes exponencial e logaritmica, especialmente
naidentificacao e interpretacao grafica das funcoes. Os exer-
cicios 42 e 43 exercitam o calculo das funcdes inversas e lo-
garitmicas, e os exercicios 44 a 49 trabalham a construcao e
interpretacao dos graficos das fun¢des logaritmicas. Sugeri-
mos o uso de programas de construcao grafica como ferra-
menta auxiliar, e as orientacoes para a construcao de funcoes
logaritmicas com o uso do software GeoGebra se encontram
na secao Matematica e tecnologia. Aproveite para identificar
odominio de algumas funcoes, destacando a inexisténcia da
funcao para valores que nao pertencam a ele.

Na resolucao das Equacdes logaritmicas é importante
destacar a necessidade da determinacao e verificacao do
dominio da funcao, usando os exercicios resolvidos 16 e 18
como referéncia e trabalhando na sequéncia os exercicios
50 a 57. O exercicio resolvido 17 apresenta uma situacao-
-problema envolvendo crescimento populacional de uma
cidade. O tema, muito familiar ao estudo de funcoes expo-
nenciais e logaritmicas, pode ser usado para discutir ques-
toes importantes relacionadas a Geografia, tais como de-
mografia, distribuicao de terras, desenvolvimento rural e
urbanizacao. Aproveitando o enfoque interdisciplinar, pode-
-se discutir a questdo 58, que fala sobre determinacao da
altura em avides, em funcao da pressao atmosférica (Fisica).

O entendimento das inequacoes logaritmicas também
costuma ser fonte de desconforto para os alunos. Procure

A
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trabalhar com calma os diferentes exemplos, representando,
se possivel, graficamente as solucées com o intuito de faci-
litar a compreensao. O exercicio resolvido 19 serve de base
para os exercicios 59 a 61, que podem ser realizados em
dupla, como atividade complementar.

O exercicio 1da secao Pensando no Enem cria um espaco
para interdisciplinaridade com a Fisica abordando uma breve
discussao sobre a importancia dos semicondutores para o
avanco da tecnologia, principalmente vinculando seu uso a
computacao por meio de noticias, revistas cientificas e sites
de curiosidades. O exercicio 2 relaciona-se com a Fisica e a
Quimica, utilizando a mesma metodologia para despertar a
curiosidade dos alunos ao tratar de assuntos ligados a ener-
gia nuclear, radiacao, isétopos do elemento césio, etc.

Asecao Leituras, que apresenta um texto muito interes-
sante abordando aplicacdes histéricas das funcoes logarit-
micas e algumas de suas aplicacoes atuais, e a secao Outros
contextos, que discute sobre poluicao sonora e saude audi-
tiva, representam parte importante do capitulo, por sua
contextualizacao e interdisciplinaridade.

As questoes da secao Vestibulares de Norte a Sul tam-
bém apresentam interdisciplinaridade. A secao tem carater
avaliativo e, ao mesmo tempo, desafiador, uma vez que o
aluno podera se aventurar na resolucao de exercicios de
vestibulares das cinco regides do pais. Especificamente no
exercicio 3, o professor deve propor a resolucao do exercicio
como um grande desafio, permitindo a utilizacdo de recur-
sos, como calculadora e/ou planilha de calculo. Apds o tér-
mino do estudo do Capitulo 7, deve-se voltar a este exercicio
e propor aos alunos uma nova tentativa de resolucao, ago-
ra, sem dispor de recursos adicionais.

Atividades complementares a Unidade 3

A atividade a seguir envolve Matematica e Biologia. Ela
pode ser desenvolvida com o professor de Biologia por meio
de um projeto interdisciplinar.

1. Leia os textos e faca o que se pede.

O que pode favorecer (ou atrapalhar) o desenvolvimento
de criancas e adolescentes

Alimentacao | Quantidade e qualidade interferem de

maneira significativa

Erros comuns:

« criancas precisam de dietas especificas
de acordo com seu ritmo de crescimento:
dietas de adultos nao sao indicadas para
menores de 2 anos, por exemplo;

+ baixo consumo de calcio, componente
essencial para as criancas.

Restricoes da moradia podem provocar

diminuicao da atividade fisica

Fatores
ambientais

« Criancas devem ser expostas ao sol em
horarios adequados: os raios solares
produzem vitamina D, que promove a
absorcdo de calcio, crucial para a
formacao dos ossos.

« Exposicao a agentes contaminados, como
agua, solo e ar poluidos.

O que pode favorecer (ou atrapalhar) o desenvolvimento
de criancas e adolescentes

Sono O sono é fundamental para o organismo
da crianca recuperar energia

Criancas entre O e 2 anos, que dormem
muito, ndo devem ter o tempo entre as
mamadas muito espacado.

Entre 2 e 4 anos, o sono da tarde também
é benéfico, mas nao deve ser muito
prolongado.

Apds o0s 5 anos, recomenda-se 8 horas de
sono noturno.

A dindmica da familia também pode ser
responsavel por um disturbio do sono na

infancia.
Fatores Estimulos positivos podem facilitar a pro-
emocionais | ducao de horménios responsaveis pelo

crescimento

« Se a crianca ndo recebe os cuidados neces-
sarios, pode reagir diminuindo a quantidade
de producao de horménio de crescimento.

+ Um exemplo de estimulo negativo dos
pais € depositar uma expectativa em
relacdo a um objetivo que esta fora do
alcance da crianca.

Disponivel em: <http://veja.abril.com.br/especiais_online/

crescimento-saudavel/fatores.shtml>. Acesso em: 4 abr. 2016.
Crescimento saudavel
As curvas dos graficos da pagina seguinte mostram
padrdes de crescimento infantil estabelecidos pela
Organizacao Mundial de Satde (OMS). Os dados estao
separados por faixas etarias e sexo. Para comparar o
desenvolvimento de uma crianca com os modelos, é
necessario encontrar o ponto de interseccao entre a al-
tura (eixo vertical, em centimetros) e a idade da crian-
ca (eixo horizontal, em meses e anos).
O resultado da comparacao:

percentil 3
percentil 15
se a estatura da
crianca/do adolescente percentil 50
se aproxima do...
percentil 85
percentil 97

entre os 3% mais baixos

entre 0s 15% mais baixos

..ela/ele estd na meédia de estatura | da populacao

entre 0s 15% mais altos

entre os 3% mais altos
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Ilustragoes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Estatura (cm)

Estatura (cm)

Meninas:
Dos 5 aos 19 anos (percentis)
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Dos 5 aos 19 anos (percentis)
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P
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120 120

110 10

100 + + 100

Anos 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19

Idade (em anos)

Fonte dos dados: <http://veja.abril.com.br/especiais_
online/crescimento-saudavel/curvas-crescimento.shtml>.
Acesso em: 4 abr. 2016.

a) Responda:

+ Qual éa quantidade recomendada de horas de sono,
por semana, para uma crianga com mais de cinco
anos?

+ No grafico (percentis dos 5 aos 19 anos) referen-
te as meninas, qual, aproximadamente, o dominio
e a imagem da funcao representada por p 972 E
porp 3?

+ Ainda observando os graficos de crescimento, o que
vocé pode deduzir quanto ao crescimento dos jo-
vens ao completarem 18 anos?

+ De acordo com a OMS, qual a idade média de uma
menina de altura 1,45 m? Ede um menino de 1,55 m?

b) O modelo Jenss permite estimar aproximadamen-
te a altura de uma crianca a partir da funcao

H(x) =79 + 6,4x—e32~ X, em que e representa uma

constante positiva, H(x) representa a altura da

crianca (em centimetros) e x representa a idade

(em anos), para % < x < 6. Ja a velocidade de

crescimento, em centimetro por ano, pode ser es-
timada para uma crianca na mesma faixa etaria
pela funcao V(x) = 6,4 — e¥?~x.

De acordo com esse modelo, qual a estimativa de
altura (em centimetros) de uma crianca de 3 anos? E
qual a velocidade de crescimento (em centimetro por
ano) dessa crianca? Adote %2 = 1,2.

¢) O exame de raios X de punho busca relacionar a ida-
de 6ssea com a idade cronolégica. No final da puber-
dade os hormonios sexuais (testosterona e estroge-
no) fazem com que as extremidades 6sseas (epifises)
se fechem e a partir dai o jovem pare de crescer. Es-
tima-se que um menino aumente seu tamanho entre
27 e 30 centimetros entre o inicio e o fim da puber-
dade. Estime a altura, no inicio da puberdade, de um
garoto que chega ao fim dela com 1,80 m.

d) Pesquise e discuta
Relativo aos percentis de altura, faca uma pesquisa
na sua sala e preencha a tabela abaixo:

Percentil Numero de alunos

p3
p15
p 50
p 85
p 97

+ Qual o percentil de altura mais frequente na sua sala?
« Faca um grafico de setores com os percentis de
altura da sua sala.
e) O hormonio de crescimento é secretado com mais
intensidade no periodo noturno; ja os raios solares
sao uma excelente fonte de vitamina D, fundamental
para a absorcao de calcio. Pesquise e discuta com seus
colegas quais os horarios nao indicados para tomar
sol. Quais as consequéncias imediatas e futuras de
uma exposicao inadequada ao sol?
Resolucao:
a) « 8-7=156;56 horas
- D(p 97) = [5,19] e Im(p 97) = [118,175]
D(p 3) = [5,19] e Im(p 3) = [100, 150]

« O crescimento tende a parar. A funcao nesse ins-
tante passa a ser considerada constante.

« Respectivamente 11e 13 anos.

b)HB) =79 + 64 -3-e32"3=79 + 19,2 -e% =
=79+19,2-12=97cm
VB3)=64—e>?"3=64-e%2=6,4-12=52cm/ano

c) A altura maximasera 1,80 m-027m =153 mea
altura minima sera 1,80 m-0,30 m = 1,50 m.

d) Respostas de acordo com a realidade da turma.

e) O horario n3o indicado é entre as 10h e as 16h.

Consequénciasimediatas:vermelhiddo,queimaduras,
manchas, etc.

Consequéncias futuras: cancer de pele.

A atividade a seguir aborda uma aplicacao de funcao
exponencial.

A
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2. Correntes de mercado

Ha alguns anos comecaram a se difundir no Brasil as
chamadas correntes de mercado, em que determinada
pessoa inicia a venda de certo produto para duas outras
pessoas (que chamaremos de filhas da primeira pessoa)
e convida essas duas outras pessoas para que também
vendam esse produto (cada uma) para duas novas pes-
soas (essas quatro novas pessoas sdo chamadas de ne-
tos da pessoa que iniciou o processo de venda e assim
por diante). Cada vez que novas pessoas entram nessa
“corrente” dizemos que nasce uma nova “geracao”, con-
forme ilustra a figura abaixo:

12 geracao

-
R
®
N
\O

Cada participante dessa corrente ganha um percentual
sobre as vendas dos seus descendentes: filhos, netos e
assim por diante. Portanto, a pessoa que iniciou a cor-
rente ganha uma porcentagem das vendas efetuadas
por todos os individuos a partir da sua geracao, os indi-
viduos da 12 geracao ganham porcentagens sobre todos
os seus descendentes e assim sucessivamente, fazendo
com que aqueles individuos que estao no inicio da cor-
rente ganhem valores bem significativos.

Atabela aseguirilustra o nimero de pessoas participantes
da corrente em funcdo do niimero de geracoes existentes:

Banco de imagens/Arquivo da editora

Geracao Numero total de participantes
1 1+2
2 1+2+4
3 1+2+4+8
4 1+2+4+8+16
n 1+2+4+8+..+2"

Chamando de Q, a quantidade total de pessoas parti-
cipantes da corrente na geracao n, temos:
0, =1+2+4+..+2,=

=20,=2+4+8+..+2 +1
Subtraindo membro a membro as duas Gltimas igual-
dades acima, obtemos Q, = 2" *' —1, que é a quantida-
de total de pessoas presentes na corrente apds a
formacao de n-ésima geracao.

~

Se, por exemplo, essa corrente ocorrer em uma cidade

de médio porte, com cerca de 1000 000 de habitantes,

supondo que a cada semana seja formada uma nova
geracao de individuos na corrente, apdés 19 semanas

a corrente estara totalmente estagnada, visto que

291 -1 = 1048 575, 0 que ja é bem maior que a

populacao da cidade. Diante do exposto, percebe-se

que este tipo de atividade € bastante lucrativa para
os primeiros individuos da corrente, mas pouco lucra-
tiva para aqueles que estao no final da corrente.

Agora, faca o que se pede:

a) Sendo n o nimero de geracdes formadas, podemos
dizer que a funcdo dada pela leiQ, = 2" "' —1é uma
funcao exponencial, conforme é definida no Capitulo 5
do livro?

b) Como seria a representacao grafica da funcao
0:IN — IN definida pela lei O(n) = 2" *1 =12

c) Qual é a diferenca marcante entre a representacao
grafica que vocé esbocou no item b e a representa-
cao grafica da funcao exponencial f: IR — IR, defini-
da por f(x) = a*,com 0 < a # 1, que foi estudada no
Capitulo 5 do livro?

d) Investigue quantos alunos estudam na sua escola e,
a partir dai, supondo que vocé iniciasse uma destas
correntes hoje e que a cada dia fosse formada uma
nova geracao de individuos pertencentes a corrente,
estime o nimero de dias necessarios para que a cor-
rente na sua escola ficasse estagnada.

e) Estime o nimero de dias necessarios para que meta-
de dos alunos da sua escola esteja na corrente, su-
pondo mais uma vez que a cada dia fosse formada
uma nova geracao da corrente.

f) Supondo que a populacao brasileira seja de 200 000 000
de habitantes e que vocé iniciasse uma destas correntes
hoje e que a cada dia fosse formada uma nova geracao
de individuos pertencentes a corrente, estime o nimero
de dias necessarios para que a corrente ficasse estagna-
da em todo o Brasil.

Resolucao:

a) Nao, pois neste caso n varia no conjunto dos nime-
ros naturais e ndao no dos reais, como na definicao
classica da funcao exponencial f: R — IR, definida
por f(x) = aX,com 0 <a #1.

b) Arepresentacao grafica da funcdo O:IN—INdefinida pela
lei Q(n) = 2" —=1n3do é como de costume uma curva
continua e sim um conjunto discreto de pontos, visto
que nvaria no conjunto dos nimeros naturais; observe:

Q

Banco de imagens/Arquivo da editora
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c) A diferenca mais marcante entre a representacao
grafica do item anterior e a representacao grafica
da tradicional exponencial f: R — IR, definida por
fix) = a,com0 <a#1,équearepresentacio gra-
fica apresentada é composta de um conjunto dis-
creto de pontos, ao contrario da curva continua que
representa graficamente a funcao exponencial tra-
dicional. Além disso, a representacao grafica expo-
nencial classica nao passa pela origem.

d) A resposta depende do niimero de alunos da escola.

e) Aresposta depende do nimero de alunos da escola.

f) Devemos impor a condicao
Q,=2"*1-1=200000000 para estimarmos o
nimero n de dias.

Sabemos que 2'° = 1024 > 103. Assim:

(219)2 > (10%)? = 22° > 10° = 1000 000

Como 28 > 200, segue que:

28 >200 = 28 - 220> 200 - 106 = 228 > 20000000
Portanto, para n = 27, teremos:
Q,=2"*1-=1=200000000

Diante do exposto, em 27 dias a corrente estaria es-
tagnada no Brasil, supondo que seja formada uma
nova geracao a cada dia.

A atividade a seguir representa uma aplicacao de loga-

ritmos a matematica financeira. Ela € importante, pois co-
loca o aluno para pensar na responsabilidade e nas metas
que deve ter em sua vida financeira.

3. Quando uma pessoa pega um empréstimo no sistema
financeiro oficial (bancos), geralmente sao cobradas
taxas que variam, em média, de 1% a 2% ao més, o que
a longo prazo representa um valor significativo.

Na outra ponta do mercado existem as cadernetas de
poupanca, que, apesar de serem seguras do ponto de
vista da garantia, pois ndo ha perdas, apresentam o fa-
tor de correcao mensal bem menor que os praticados
no caso dos empréstimos.

Apenas para termos uma ideia do efeito dos juros ao
longo do tempo, se uma pessoa tomasse R$ 1 000,00
emprestados a uma taxa de juros (compostos) mensal
de 2%, ap6s 24 meses a sua divida seria de:

1,022 X 1000,00 =1608,44

Agora, se essa pessoa depositasse R$1000,00 em uma
caderneta de poupanca e deixasse o dinheiro |a sem me-
xer, apos 24 meses o seu saldo seria (supondo um rendi-
mento mensal de 0,5%, que é o geralmente praticado):

1,005%* = 1000,00 = 1127,16

Observe que esse valor é menor do que o obtido no caso
do empréstimo.

Mesmo com essa baixissima taxa de rendimento da
poupanca, o fator 1,005" pode superar qualquer nime-
ro real dado quando o tempo é suficientemente longo.
Por exemplo, quanto tempo demoraria para que um
depdsito inicial de R$ 1 000,00 se transformasse em

um saldo de R$ 2000,00 em uma caderneta de poupan-
¢a que rende 0,5% ao més?
Apds n meses, o saldo da conta da poupanca seria
1,05" = 1000,00. Ora, como queremos que ele seja de
R$ 2 000,00, basta impor que:
1,005 - 1000 = 2000 = 1,005" = 2

Para determinarmos o valor de n que cumpre a Ultima
igualdade acima € preciso recorrermos aos logaritmos.
Como as calculadoras cientificas dispdem de uma tecla
com logaritmos decimais, vamos entao usa-los neste
caso. Vejamos:

1,005" = 2 = log1,005" = log 2 =

= n-log1,005=log2 =n = _log2 138

log 1,005

Ou seja, serao necessarios cerca de 138 meses (aproxi-
madamente 11,5 anos) para que o dinheiro depositado
dobre de valor.

a) Imagine que vocé desejasse ter um saldo final que
fosse 10 vezes ovalordodepdsitoinicial de R$1000,00,
ou seja, ter um saldo final de R$ 10 000,00. Quanto
tempo isso demoraria?

b) E sevocé quisesse obter um saldofinal deR$1000 000,00,
partindo de um mesmo depdsito inicial de R$ 1000,00,
quanto tempo demoraria?

) Pense e pesquise maneiras alternativas de acelerar o
processo de chegar aos R$ 1000 000,00, propondo al-
ternativas possiveis no mercadofinanceiroe ao alcance
ao longo da vida de um cidadao comum da nossa so-
ciedade. Justifique matematicamente suas sugestoes.

Resolucao:
a) Para calcular o nimero n de meses necessarios para

que R$1000,00 seja transformado em R$ 10 000,00,
fazemos:

1000 X 1,005" = 10000 = 1,005" =10 =
log 10

—C —_ = 46]
log 1,005

= log 1,005" = log10 = n =
Assim, sao necessarios cerca de 461 meses, ou 38 anos,
para que os R$ 1 000,00 sejam transformados em
R$ 10 000,00.
b) Para calcular o nimero n de meses necessarios para
que R$1000,00 seja transformado em R$ 1000 000,00,
com uma taxa de rendimento de 0,5%, fazemos:

1000 X 1,005" = 1000 000 = 1,005" = 1000 =
log 1000

= log 1,005" = log 1000 = ————
log 1,005

=1385
Assim, sao necessarios cerca de 1381 meses, ou
115 anos, para que os R$1000,00 sejam transforma-
dos em R$ 1000 000,00.

) Algumas sugestdes sao procurar no mercado finan-
ceiro investimentos cujo percentual de rendimento
seja superior ao da poupanca; fazer depositos perio-
dicos ao longo do tempo, etc.
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Unidade 4 - Sequéncias e Trigonometria

Capitulo 7 - Sequéncias

Topico

Objetos de conhecimento (associados as
Matrizes de Referéncia para o Enem 2012)

Competéncia Habilidade

Sequéncias

Progressao aritmética (PA)

Progressao geométrica (PQ)

Problemas envolvendo PA e PG

Conhecimentos numéricos: Sequéncias e
progressoes/Conhecimentos algébricos

C1/C5 H2/H3/H4/H21/H22/H23

Essencialmente, uma sequéncia numérica € um conjunto
de niimeros colocados em uma certa ordem. Por exemplo, a
sequéncia dos multiplos de 7 é dada por (0, 7,14, 21, 28, 35, ...).
Outra sequéncia éesta (1, 3,9, 27,51, ...), que comeca com 1, e
0s préximos nimeros sao obtidos multiplicando-se o anterior
por 3.

Sequéncias numéricas sao muito importantes em
aplicacoes praticas. Desde a Antiguidade elas serviam
como ferramenta de modelagem, ajudando a prever o
comportamento de variaveis. A sequéncia de Fibonacci
ficou famosa ndo sé pelas varias caracteristicas interes-
santes que apresenta, mas também pela sua utilizacao
bem-sucedida na previsao do crescimento de populacgoes.
A conclusao apocaliptica de Malthus sobre os problemas
gerados pelo crescimento populacional também se ba-
seou em sequéncias numéricas. Muitos aspectos relacio-
nados a seguranca de bancos de dados, ligados a internet,
utilizam-se de sequéncias de numeros primos gigantes-
cos, dificeis de visualizar.

No primeiro tépico do capitulo apresentamos a definicao
formal de sequéncia. E fundamental que os alunos perce-
bam aimportancia da ordem. Escrever uma sequéncia como
uma funcdo que leva nimeros naturais nao nulos em nu-
meros reais é colocar essa sequéncia em ordem. O primeiro
ndmero que aparecer estara ligado ao numero 1, o proxi-
mo numero ligado ao 2, e assim por diante. Para facilitar,
utiliza-se outro tipo de escrita. No exemplo anterior, em vez
de se escrever f(1) = 1, escreve-se a, = 1. Da mesma forma,
fl2)=a,=3,f(3) =a,=9,..0indice determina a posicao
ocupada por aquele valor. E muito comum os alunos con-
fundirem o indice com o préprio valor.

E interessante pedir aos alunos que criem exemplos de
sequéncias, utilizando essa nova linguagem para represen-
ta-la. Incentive-os a criar tanto sequéncias finitas como
infinitas. Pergunte se eles conseguem escrever uma frase
ou uma férmula que ajude a encontrar todos os termos que
pertencem a essa sequéncia. Essa pergunta retoma, do es-
tudo da linguagem de conjuntos, a ideia de buscar a carac-

~

teristica comum ao conjunto, a caracteristica que da a
identidade ao conjunto. No exemplo d (lancamento das
moedas) essa ideia fica bem clara. Aexpressdoa, = 2"¢éa
lei que nos permite encontrar todos os termos que perten-
cem a essa sequéncia; ela define quem faz parte e quem
nao faz parte dela. O nimero 8 faz parte, pois 8 = 2> = a,.
Além disso, descobrimos que o nimero 8 ocupa a terceira
posicao na sequéncia.

Depois que os alunos tiveram contato com os funda-
mentos da sequéncia, a secao Leitura explica como surgiu
a sequéncia de Fibonacci. Esse pode ser um bom momento
para uma pequena pesquisa historica, ja que Fibonacci foi
um dos primeiros pensadores do Renascimento. Devido ao
trabalho de seu pai, ele passou muito tempo no Egito e teve
a oportunidade de aprender uma Matematica muito mais
avancada do que a que existia na Europa da época e, com
isso, teve papel importante na transformacao cultural, eco-
noémica e politica que ocorreu no Ocidente. Além disso, ain-
da ha muito o que se discutir sobre o nimero adureo (b), que,
assim como o pi (), teve papel importantissimo no desen-
volvimento da Matematica e da Filosofia grega.

O exercicio 1apresenta diversas possibilidades de leis de
formacao. Existem leis légicas (item d), leis que dependem
das operacdes de soma, multiplicacao e poténcia (itens a, b
ef)eleisde recorréncia (itens c e e). Os exercicios 2 a 8 traba-
Iham o reconhecimento da lei de formacao da sequéncia e a
descoberta de mais informacao. Os exercicios 4,5 e 6 partem
da forma matematica da lei.

Os exercicios 9 e 10 apresentam um tipo especial de
sequéncias determinadas por recorréncia. Isto é, cada ele-
mento da sequéncia depende dos seus anteriores para se
formar. O exemplo mais conhecido desse tipo de sequéncia
€ a de Fibonacci, onde qualquer niumero, exceto os dois pri-
meiros, é formado pela soma dos dois anteriores. E impor-
tante destacar que esse tipo de sequéncia necessita de um
ponto de partida. £ preciso determinar um ou mais valores
iniciais. O professor pode pedir aos alunos que criem se-
quéncias por recorréncia.
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O exercicio 11 € um problema aberto em que o aluno é
convidado a desenvolver a modelagem necessaria para en-
contrar a solucdo. Pode ser interessante ressaltar as seme-
lhancas dessa situacao com o que foi estudado no capitulo
de funcoes afins.

No restante do capitulo estudaremos dois tipos espe-
cificos de sequéncias, as progressoes aritméticas e as geo-
métricas. Chamamos de progressoes as sequéncias em
que, para chegar de um elemento ao seu préximo, se re-
pete sempre a mesma operacao. Progressoes sao diferen-
tes de sequéncias recursivas, pois basta um elemento e a
regra de formacao para se encontrar qualquer outro ele-
mento da sequéncia.

Nas progressoes aritméticas (PA) as diferencas entre
termos sucessivos sao sempre constantes. Nas progressoes
geométricas (PG) as razoes entre termos sucessivos é que
sao sempre constantes. Assim, na PA basta somar e, na PG,
basta multiplicar por um valor constante para encontrar o
préximo termo. Em ambos os casos, esse niimero que é so-
mado ou multiplicado chama-se razao. As PAs apresentam
semelhancas importantes com as func¢oes afins e com os
juros simples, e as PGs, com as funcdes exponenciais e os
juros compostos.

Tradicionalmente se trabalha primeiro com as PAs, em
que os alunos ja familiarizados com a ideia de sequéncias
numéricas entram em contato com o aparato matematico
necessario para trabalhar com as progressoes, que sao mais
simples nas PAs. Depois, aproveitando as analogias entre as
duas, avancam com as PGs, que exigem mais destreza com
calculos.

Outra abordagem possivel é apresentar as duas progres-
soes ao mesmo tempo. A vantagem dessa opcao esta na
comparagao constante entre elas e suas simetrias. Os alunos
aprendem comparando as diferencas.

Para comecar a abordagem intuitiva de PA é recomen-
davel apresentar situacoes simples e fazer perguntas diver-
sas, abrangendo os varios conceitos que serao utilizados.

No exemplo do inicio do tépico Progressao aritméti-
ca (PA), em que a producao inicial é de 100 000 unidades
de certo produto, foi destacado o aumento de 20 000 uni-
dades ao ano. Pela apresentacao da situacao, fica facil pre-
ver quanto se espera produzir em 2020 ou 2030: basta ir
somando as 20 000 unidades que se espera para o cresci-
mento, ano a ano, até chegar ao ano que se quer saber. Mas
como chegar nesses resultados sem ter que fazer tantas
contas? Certamente surgira a ideia de contar quantos anos
sao e multiplicar esse nimero pelo aumento anual.

E importante também inverter a pergunta, indagando
quando se atingira determinado valor. Por exemplo, quan-
do a producao atingira 400 000 unidades? Ou quando a
producao dobrara/triplicara/aumentara? Também podem
ser feitas perguntas que antecipem a ideia de soma dos
elementos da progressao: quantas unidades serdao produ-

zidas, no total, até 2020? Quando sera produzida a milio-
nésima unidade?

Ao criar um exemplo que apresente uma progressao
decrescente, outras perguntas surgem. Imagine que um
garoto ganhou um pacote com 40 balas. Muito disciplinado,
ele planeja comer apenas trés balas por dia. Quando ele
comera a Ultima bala? Quando tera comido metade do pa-
cote? Quantas balas ele tera daqui a uma semana? E se ele
comesse quatro balas por dia? O professor e os alunos po-
dem criar exemplos.

Quando chegar o momento da formalizacao, o primeiro
conceito sera o do termo geral. Como uma PA apresenta
regularidade, fica facil encontrar qualquer termo que per-
tenca a ela. O primeiro termo de uma progressao é usual-
mente conhecido como a,.

Se para encontrarmos o segundo termo basta somar a
razao ao primeiro, temos:

a,=a,+r

A mesma coisa acontece para se chegar no terceiro termo:
a,=a,+r

SO que, como ja sabemos escrever a, em funcao de a,,

podemos reescrever a expresséo acima como:

a,=a,tr=(a+nN+r=a+r+r=a+2r

Portanto:
a,=a,+2r
a,=a,+3r
ag=a,+4r

5
e, naturalmente, os alunos vao perceber que é facil encon-
trarafoérmula de qualquer termo. Para isso, basta pegar o a,
e somar a razao uma vez a menos do que a posicao do
termo que se quer:

a,=a,+n—"1r

Os exercicios resolvidos 1e 2 e os exercicios propostos
12 a 22 ajudam a fixar o conhecimento. Os exercicios resol-
vidos 3 e 4 e os exercicios propostos 23 a 30 exigem um
pouco mais de algebra, raciocinio légico e interpretacao de
texto. O exercicio resolvido 5 mostra passo a passo como
resolver uma situacao-problema que envolve progressao
aritmética.

Em vez de pedir, como o professor de Gauss, aos seus
alunos que somem os 100 primeiros niimeros naturais, peca
aeles que somem os dez primeiros. Uma tarefa simples, em
que eles podem conferir o resultado. Escreva os nimeros de
1210 nalousa e mostre que, somando os numeros que estao
a mesma distancia das extremidades, o resultado é cons-
tante(1+10=2+9=3+8=4+7=5+ 6 =11).Equal
éarelacaodesse resultado com a soma total da PA? Asoma
dos 10 primeiros nimeros naturais € 55 (S,, = 55), que é 5
vezes 0 11. O nimero 5, ndo por acaso, é metade de 10, que
€ a quantidade de nimeros que foram somados.

10" % n

A
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Ja 011 € o resultado constante que apareceu anterior-
mente. Poderiamos utilizar qualquer uma das somas, mas
a que tem como fatores as extremidades da sequéncia pa-
rece a mais indicada.

s =%-(1+10)

10

Pois, sendo n o nimero total de elementos somados,
podemos reescrever a formula que nos da a soma dos ter-
mos de uma PA finita assim:

n
s =1

n ’ (a'\ + an)

Os exercicios propostos 31 a 34 s3o de aplicacao di-
reta. Os exercicios 35 a 37 sao mais desafiadores e dialo-
gam com outros temas da Matematica. Os exercicios 38
a 42 sao problemas que exigem interpretacao de texto.

Com algumas alteracoes, os exemplos usados para in-
troduzir o estudo de PA servem para o estudo de PG. E im-
portante ressaltar que agora o intervalo entre os niimeros
nao é mais constante, mas a razao entre um nimero e seu
antecessor €.

Os exercicios 43 e 44 ajudam a reconhecer esses elemen-
tos e a comecar a compreender as semelhancas e diferencas
entre PA e PG.

A ideia de taxa de crescimento é uma ideia funda-
mental para a Economia. O exercicio resolvido 11 mostra
como é simples encontra-la, e o exercicio proposto 61
ajuda a fixar essa ideia. Esse comportamento é idéntico
ao das funcoes exponenciais. Pode ser interessante bus-
car algum exercicio feito anteriormente, durante os es-
tudos sobre funcdes exponenciais, e refazé-lo com essa
nova ferramenta.

Uma diferenca importante entre as progressoes aritmé-
ticas e geométricas é que as geométricas, além de poderem
ser crescentes, decrescentes ou constantes, ainda podem ser
alternadas. Isso acontecera quando a razao for negativa.

Para encontrar o termo geral de uma PG, o procedimen-
to é parecido com o da PA. Aletra g € usada para representar
a razao da PG, ela foi escolhida por ser a primeira letra da
palavra quociente. Os proximos termos podem ser escritos
emfuncaodea, egq.

—qg -3
a,=a,-q

— g .g4
as = a,
a.=a -qg°

Chegamos a formula geral:
— .an—1
a,=4ad,-q

E interessante destacar a simetria que existe entre as
duas féormulas. No lugar da soma, a multiplicacao. No lugar
da multiplicacdo, a potenciacao.

Os exercicios resolvidos 12 a 16 e os exercicios propostos
45 a 62 oferecem a oportunidade de praticar o conheci-
mento recém-adquirido. Os exercicios propostos 54 a 56

~

exigem mais algebra. Os exercicios propostos 57 a 62 en-
volvem a interpretacao de situacoes-problema.

Para somar os termos de uma PG primeiro € preciso
identificar se ela é finita ou infinita. Essa questao nao se
apresentava no estudo de PA, pois elas sao infinitas e nunca
convergem para algum valor especifico, ou seja, elas tendem
ao infinito. Se a PG for finita, a férmula para encontrar a
soma de seus termos é S = a, - 1-9

T-q
dessa formula € um belo exemplo de argumentacao mate-
matica.

Se a PG tiver infinitos termos, a principio pode parecer
impossivel calcular sua soma. Afinal, sao infinitos nime-
ros. Mas, e se os numeros forem ficando cada vez menores,
nao chega uma hora em que o resultado dessa soma para
de crescer? A soma de uma PG infinita,com —1<g <1, ¢é

an
1-q

Os exercicios resolvidos 17 e 18 e os propostos 63 a 68
tratam de somas de sequéncias finitas. Os exercicios resol-
vidos 19 e 20 e os propostos 69 a 73 tratam de somas de
sequéncias infinitas.

Provavelmente, o problema mais antigo, registrado em
forma escrita, envolvendo progressao geométrica, esta des-
crito em um papiro egipcio, o papiro de Rhind. Esse proble-
ma € abordado em A progressao geométrica mais antiga,
uma interessante fonte de leitura, que podera servir como
base para a exploragao de outros problemas encontrados
nesse mesmo documento antigo, ou em outros documentos
histéricos nos quais problemas matematicos sao retratados.
O problema 79 do papiro de Rhind é apresentado e deve ser
relacionado a soma dos n termos de uma PG.

Nao deixe de trabalhar com seus alunos o topico Proble-
mas envolvendo PA e PG, pois ele apresenta exercicios desa-
fiadores, que vao ajudar os alunos a desenvolver suas habili-
dades algébricas e o raciocinio l6gico. O exercicio 74, por
exemplo, € um bom teste para verificar se seus alunos con-
seguem articular os conceitos, pois, se eles tentarem resolver
a questdo s6 com a algebra, a tarefa se tornara muito com-
plicada. Mas, se eles perceberem que todos os termos das
duas sequéncias podem ser escritos em funcao de uma uni-
ca incognita, o exercicio sera resolvido rapidamente.

A secao Outros contextos fornece material para uma
interessante discussao interdisciplinar. Um tema de extrema
importancia social, direcionado a saude, é a discussao sobre
a automedicacao e o uso indiscriminado de medicamentos.
Por meio de textos e tabelas sera possivel embasar um de-
bate dirigido sobre intoxicacoes ocasionadas por ingestao
de medicamentos e sobre o tempo de ingestao de um me-
dicamento, utilizando-se o conceito de meia-vida de uma
substancia. O debate dirigido ou outra atividade correlata
sao uma 6tima oportunidade para o desenvolvimento de
projetos em conjunto com os professores de Quimica, Biolo-
gia e Educacao Fisica.

. A demonstracao

dada pela férmula S =
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Capitulo 8 - Trigonometria no tridngulo retangulo

Tépico Objetos de conhecimento (associados as Competéncia Habilidade
P Matrizes de Referéncia para o Enem 2012) P
Conhecimentos geométricos: Posicoes de
Semelhanca de triangulos retas, Teorema de Tales, Semelhanca de C2 H7/H8/H9
triangulos

Relacdes métricas no triangulo retangulo Conhecimentos geométricos C2 H7/H8/H9
Relégoestngonometncas no triangulo (;onheameptos geometrlcos: 2 H7/H8/H9
retdngulo Trigonometria do angulo agudo

ATrigonometria € um assunto interdisciplinar por si s6.
Ela nasceu de necessidades praticas de medicao. Primeira-
mente, possibilitando a medicao indireta de objetos distan-
tes, como morros, piramides ou pontes. Depois, extrapolan-
do seu alcance, possibilitou a determinacao das posicoes
relativas das estrelas, o que auxiliou na navegacao e ajudou
amelhorar a precisao dos calendarios e das estacdes. Ainda
hoje a Trigonometria é fundamental para a Astronomia, a
Engenharia, a Medicina, a Agricultura, a Fisica, etc.

Algumas escolhas precisam ser feitas na abordagem
deste tdpico. Se os seus alunos iniciaram o trabalho com a
trigonometria no 92ano do Ensino Fundamental, o professor
pode avaliar se vale a pena focar na resolucao de exercicios.
Neste caso, uma boa selecio de exercicios poupara tempo.
Porém, para os alunos que nao estudaram o conceito de
semelhanca (ou aprenderam de fato) é fundamental que
ele seja trabalhado neste momento. Os estudos posteriores
de geometria ficariam muito prejudicados ou até mesmo
impossibilitados sem esse conhecimento.

A Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), pela
Norma ABNT NBR ISO 80000-2, valida a partir de 17 de agos-
to de 2012, recomenda o uso da notacao tan x, cot x e csc x,
por isso fizemos essa alteracao em nossa colecao.

Nesta colecao, a trigonometria sera retomada no Volu-
me 2, aprofundando as técnicas de calculos, ampliando suas
aplicacoes, culminando no estudo das funcoes trigonomé-
tricas e, no Volume 3, abordando algumas equacoes e rela-
coes trigonométricas.

As ideias basicas da Trigonometria surgem das aplica-
cdes de conceitos como o teorema de Tales e a ideia de se-
melhanca de poligonos.

Tales é considerado por muitos o primeiro filésofo da
Historia, e seu teorema é uma das primeiras grandes des-
cobertas cientificas. Ele formaliza a ideia de proporcao e com
ela define um conceito fundamental: o de semelhanca.

Aforma mais usual de se apresentar o teorema de Tales
€ com um diagrama de feixes de retas paralelas intersecta-
dos por duas retas transversais. Embora ele seja muito sim-
ples, duas ideias costumam gerar confusao na cabeca dos

alunos. A primeira confusao esta no fato de que, quando o
teorema enuncia que “a razao entre dois segmentos quais-
quer de uma transversal € igual a razao dos segmentos cor-
respondentes da outra”, ndo esta 6bvio que os segmentos
da mesma transversal podem estar parcialmente sobrepos-
tos. Essa situacao aparece no exercicio 3, em que a razao
precisa ser encontrada entre o tamanho total dos trés ter-
renos com o tamanho de cada um deles. Aideia de segmen-
tos correspondentes é bastante intuitiva. Uma maneira
direta de definir essa relacao é que segmentos correspon-
dentes sao limitados pelas mesmas duas retas paralelas.

Aoutra confusao costuma aparecer quando as transver-
sais se cruzam, como no exercicio 2. Os alunos tém a ten-
déncia de considerar os valores da direita como pertencen-
tes a3 mesma classe, e os valores da esquerda como
pertencentes a outra classe, estabelecendo razoes entre
segmentos contidos em retas diferentes.

O exercicio 5 apresenta o problema da projecao de
uma sombra. Essa técnica de comparar a sombra de um
objeto com sua altura esta na origem do surgimento da
trigonometria e também pode motivar o estudo da se-
melhanca em triangulos. A figura do exercicio 6 ajuda a
reforcar que nao importa a posicao do feixe de paralelas
nem os angulos formados pelas transversais. E importan-
te destacar que € possivel tracar no ponto A uma parale-
la as retas BB’, CC' e DD’.

Os exercicios sobre semelhanca de triangulos em
geral nao apresentam dificuldades na parte algébrica.
O que é importante ressaltar € a argumentacao. No exer-
cicio resolvido 3, por exemplo, a primeira frase € muito
mais importante para a solucao do problema do que as
equacoes, pois ela apresenta a justificativa légica para
o que sera feito. Os exercicios 7, 8 e 12 exigem essa ar-
gumentacao. Nos demais exercicios os alunos deverao
reconhecer o que torna os triangulos semelhantes, en-
contrar os lados homélogos, montar a equacao e resolvé-
-la. Destaque para o exercicio 12, que exigira que o aluno
perceba que, apesar de semelhantes, os triangulos nao
estdo na mesma posicao, portanto os lados homélogos
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nao estao sobre a mesma reta. Os exercicios 14 e 16 exi-
girao um pouco mais de algebra, e o exercicio 15 exigira
uma abstracdo que sera muito Gtil quando comecar o
estudo da trigonometria. Pelo mesmo motivo, é impor-
tante dar destaque a situacao e aos exercicios apresen-
tados na parte de Uso de semelhanca para medir dis-
tancias inacessiveis.

Os exercicios 20 a 26 expandem o conceito de seme-
Ihanca para poligonos quaisquer. Uma maneira de jus-
tificar a possibilidade de usar a semelhanca em poligo-
nos € que qualquer poligono pode ser dividido em
triangulos. Se os triangulos de um poligono forem se-
melhantes aos tridngulos do outro poligono, esses po-
ligonos sé podem ser semelhantes. O exercicio 26 é
muito Gtil para exemplificar a presenca da Matematica
no dia a dia. Nele se explica os diferentes tipos de mo-
nitores de computador e TV. E uma questdo cotidiana,
mas que pouca gente entende.

Terminado o estudo das semelhancas, o préximo pas-
so € estudar o triangulo retangulo. Antes de entrar na
Trigonometria propriamente dita, estudaremos suas re-
lacdes métricas.

Otriangulo retangulo € uma escolha natural. Ele possui
um angulo reto e € muito simples de construir. Se o aluno
olhar a sua volta, certamente encontrara centenas (ou mi-
Ihares) de angulos retos. Os agrimensores egipcios ja sabiam
que bastava marcar doze partes iguais em uma corda para
conseguir o tridngulo retangulo mais simples de todos, com
lados medindo 3, 4 e 5 unidades.

As relagcoes métricas sao um conjunto de relacoes espe-
cificas entre os elementos do triangulo retangulo que valem
sempre, independente do formato do triangulo, bastando
que seja retangulo. A mais conhecida de todas € o Teorema
de Pitagoras.

As relacoes apresentadas sao uma selecao das expres-
soes que apresentam alguma facilidade de calculo ou
algumarelacao especial entre seus elementos. Um exer-
cicio interessante pode ser apresentar os elementos do
triangulo para os alunos e pedir a eles que procurem es-
sas relacoes.

O exercicio resolvido 5 e os exercicios 27, 28,29 e 30 apre-
sentam aplicacoes diretas das relacoes métricas. O exercicio
resolvido 6 e o exercicio 31 apresentam aplicacoes praticas
e interdisciplinares.

Todo esse estudo das semelhancas e das relacoes mé-
tricas no triangulo retangulo fornece a base para iniciarmos
o estudo da Trigonometria.

Com os trés lados do triangulo, temos seis razdes pos-
siveis. Considerando um triangulo retangulo qualquer,
com hipotenusa a e catetos b e ¢, temos as raizes:

~
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Ao longo da Histéria, cada uma delas recebeu um nome.
Considerando o angulo 6 entre o cateto b e a hipotenusaa,

- c b
esses nomes sao: — = seno 6, — = cosseno 0,
a a

a
A = cotangente 0, —— = secante 6 e

= tangente 6, . b

S

= cossecante 0.

s

Algumas questoes podem surgir: Para que essas relacoes
servem? Por que nao continuamos usando apenas os angu-
los? Medir um angulo ndo é uma das coisas mais faceis.
Medir uma linha reta, que € uma coisa simples, ja envolve
algum erro. Agora, medir um angulo, um espaco vazio entre
duas retas, pode ser muito complicado. Cometer um erro de
um centimetro nalargura ou comprimento de uma estrada
€ praticamente insignificante. Cometer um erro de 1 grau
na construcao dessa mesma estrada pode fazer com que
ela chegue a um destino totalmente errado.

Dessa forma, a Trigonometria oferece a enorme vanta-
gem de medir angulos por meio de comparacao entre as
medidas de segmentos de retas. Com o seno, o cosseno e a
tangente, duas medidas quaisquer de um triangulo retan-
gulo bastam para se obter a medida do angulo.

Os exercicios 32 a 35 ajudam a fortalecer essa ideia de
que as razoes trigonométricas servem para comparar e me-
dir angulos. Os exercicios 36 a 42 introduzem a associagao
entre angulos e os valores das relacoes trigonométricas. Os
exercicios 37, 40, 41 e 42 apresentam uma importante fer-
ramenta: usar as relacoes entre as razoes trigonométricas
para, de um valor, encontrar outros.

O exercicio 39 antecipa o assunto do préximo tépico: os
angulos notaveis. Nele ha a explicacdo para esses angulos
serem notaveis: a diagonal do quadrado forma um angulo
de 45° com a base, o triangulo equilatero é formado por trés
angulos de 60° sendo que, quando o dividimos ao meio,
obtemos dois triangulos retangulos semelhantes com an-
gulos de 30° e 60°. Outro motivo para esses trés angulos se
destacarem é que eles representam as divisoes mais simples
de umangulo reto: um terco, metade e dois tercos. Essa ideia
sera muito importante no Volume 2, quando sera estudado
o circulo trigonométrico.
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Depois de ter sido trabalhado ao longo do capitulo o
problema de medir distancias inacessiveis, em As distancias
daTerra ao Sol e a Lua é problematizado o questionamento
humano sobre o quao distantes estao o Sol e a Lua do pla-
neta Terra. A contextualizacdo histérica é feita de forma
detalhada no que diz respeito ao pensamento matematico
utilizado para se chegar a conclusao desse problema. Suge-
re-se que o professor dé uma atencao especial a ele; este
pode ser explorado de diversas formas, por exemplo, em
conjunto com os professores das outras disciplinas pode-se
propor a organiza¢ao de uma feira cultural, com a seguinte
tematica: Os questionamentos do homem — problemas de
ontem e de hoje.

O exercicio resolvido 7 apresenta o tipo de modelagem
mais simples possivel usando trigonometria. Esse tipo de
problema é muito frequente em Engenharia e nos Esportes.
No ciclismo de estrada, por exemplo, as montanhas sao clas-
sificadas de acordo com inclinacado média de suas subidas.
Para isso, encontra-se a razao entre o quanto se sobe em
altura (cateto oposto) e a distancia percorrida (hipotenusa),
obtendo-se assim o seno do angulo de inclinacao da mon-
tanha. O exercicio resolvido 8 mostra todas as passagens
necessarias para a resolucao de um problema de medicao
de altura inacessivel.

Os exercicios propostos 43 a 58 apresentam grande va-
riedade de dificuldade e temas, possibilitando ao aluno
praticar todos os assuntos estudados no capitulo. Desta-
ques: o exercicio 49 apresenta uma técnica muito antiga,
motivadora do uso da trigonometria; o exercicio 51 relacio-
na a Trigonometria com conteldos estudados pela Fisica.

Asecao Pensando no Enem apresenta exercicios desa-
fiadores e que estao direcionados para alguma habilidade
da Matriz de Referéncia do Enem para o campo de Mate-
matica e suas tecnologias. O primeiro exercicio apresenta
brevemente o conceito de fractal, relacionando as intera-
¢oes do fractal com o nimero de triangulos formados,
tornando-se perceptivel a formacdo de uma sequéncia. O
exercicio 2 apresenta indicacoes histoéricas envolvendo
ternas pitagoricas.

Na secao Vestibulares de Norte a Sul, o aluno tem a
oportunidade de autoavaliar-se em relacao ao contetdo
estudado na unidade e também de conhecer os principais
vestibulares que existem nas cinco regides do Brasil, po-
dendo verificar no final do livro, na secao Significado das
siglas de vestibulares, o nome da instituicao na qual a
questao foi aplicada.

Atividades complementares a Unidade 4

A atividade a seguir deve ser feita em trios de alunos. O
objetivo dela é levar os alunos a conjecturar e demonstrar.
2
. ~ P X°+ X
1. Considerem as funcdes quadraticas f(x) = —

2
+3
X T 2X  cada aluno deve

glx) = x*+ xeh(x) =

escolher uma das funcoes e com ela:

a) determinar as imagens dos valores inteiros consecu-
tivosx=0,x=1,x=2,x=3,x=4,x=5ex=6,

escrevendo as 7imagens obtidas em sequéncia, como
no exemplo: (0, 3,7,12,18, 25, 33). Vamos chamar essa
sequéncia de /, letra inicial de imagem.

b) efetuar as diferencas entre os valores consecutivos
dessa sequéncia (i, — i, i, — i,,i, — i;, etc.) criando uma
nova sequéncia chamada D (diferenca). Tomando por
base o exemplo do item a e fazendo as diferencas
consecutivas da sequéncia (0, 3,7,12,18, 25), teriamos:
3-0=37-3=412-7=518-12=6e25—18=T7.
Assim, a sequéncia obtida seria D =(3, 4,5, 6,7, 8).

) Terminada essa etapa, o trio deve analisar conjunta-
mente as trés sequéncias D obtidas e tentar perceber
uma caracteristica interessante comum a elas.

d) Conjecturem uma regra para essa propriedade ob-
servada. Por exemplo: “Em uma funcdo quadratica, a
diferenca entre as imagens de valores inteiros con-
secutivos é sempre ...”.

e) Sera que isso é sempre verdadeiro? Testem a conjec-
tura com mais uma funcao quadratica qualquer, cal-
culando suas imagens para alguns valores inteiros
consecutivos.

f) Demonstrem essa conjectura. Dica: Refacam o pro-
cesso anterior, usando uma funcao quadratica gené-
rica, ou seja, f(x) = ax? + bx + c. Entao, se n for um
inteiro qualquer, seu consecutivo é...

Resolucao:

a) Sequéncia de f: If= (0,1,3,6,10,15, 21)

Sequéncia de g: Ig =(0,2,6,12,20,30,42)
Sequénciade h:/, = (0, 2,5, 9,14, 20, 27)

b) Diferenca de f: Df= (1,2,3,4,5,6)
Diferenca de g: Dg =(2,4,6,8,10,12)
Diferencade h: D, = (2,3,4,5,6,7)

c) Deve-se perceber que as trés sequéncias sao PAs.

d) Em uma funcao quadratica, a diferenca entre as
imagens de valores inteiros consecutivos é sempre
uma PA.

e) Sim, parece verdadeiro, pois o teste funcionarg, se as
contas foram feitas corretamente. A certeza sé6 pode
ser dada se demonstrarmos.

f) Seja f(x) = ax? + bx + c. Calculamos a imagem de
dois inteiros consecutivos, n e n+1:
fln)=an*+bn+c
fin +1) =a(n+1)2+ b(n+1) + c=
=an*+2an+a+bn+b+c
A diferenca D(n) entre as duas imagens calculadas é
D(n) = fln+1) —fln) =2an+a+b
Reescrevendo a como 3a — 2a, temos:

D(n) =2an —2a+3a + b =2a(n —1) + (3a + b)
ou seja, D(n) € uma PAde a, = 3a+b e razao 2a.
Assim, demonstramos que, em uma func¢ao quadra-
tica, a diferenca entre as imagens de valores inteiros
consecutivos &€ sempre uma PA.

Aatividade a seguir é de exploracao e de investigacao,
e contribui para o desenvolvimento do raciocinio légico
dos alunos.
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2. Doze numeros naturais estao escritos em uma linha. O
quartonumero é4eodécimo é12. Asoma de quaisquer
trés nimeros vizinhos € 333. Investigue, descubra e es-
creva os doze numeros.

Resolucao:

Possivel solucao: chamando de x o quinto numero, o
sexto serd 329 — x (pois, 4 + x + 329 = 333) e, assim,
escrevemos a sequéncia:

L A%329 - x,4,%329 — x,4,x,329 — x
Logo:

329 —x=12=x=317

Entdo, a sequéncia de nimeros é dada por:

4,317,12, 4,317,12, 4, 317,12, 4, 317,12

A atividade a seguir representa uma aplicacao das pro-
gressoes (geométricas e aritméticas) a uma situacao real.
Essa situacdo é importante, pois contribui para o desenvol-
vimento da educacao financeira do aluno, que sera Gtil tan-
to na vida pessoal quanto profissional.

3. Os principais tipos de conta sao a conta de depdsito a

vista, a conta de depésito de poupanca e a “conta-salario”.
A conta de depbsito a vista é o tipo mais usual de conta
bancaria. Nela, o dinheiro do depositante fica a dispo-
sicao do cliente para ser sacado a qualquer momento.
A poupanca foi criada para estimular a economia popu-
lar e permite a aplicacdo de pequenos valores, que pas-
sam a gerar rendimentos mensalmente.
A “conta-salario” é um tipo especial de conta de registro
e controle de fluxo de recursos, destinada a receber sa-
larios, proventos, soldos, vencimentos, aposentadorias,
pensoes e similares. A “conta-salario” nao admite outro
tipo de deposito além dos créditos da entidade paga-
dora e nao é movimentavel por cheques.

Disponivel em: <www.bcb.gov.br/2CONTASFAQ>.
Acesso em: 4 abr. 2016.

Jodo e Maria resolveram abrir duas contas bancarias: Maria
abriu uma conta poupanca e Joao, uma conta corrente. Con-
siderando que no pais onde moram a unidade monetaria
sejao “Taco” ($T), que ainflacdo étal e que todofinal de més
0 banco corrija o saldo depositado na poupanca em 10% e
que cada um abriu sua conta com $T1000,00, faca o que
se pede e, quando necessario, utilize a tabela a seguir:

112=121 |11 =133 | 1,1*=146 | 1, =161 | 1,1=177

17=195|118=214 [11°=236 | 1,1°=259 | 1,1" = 2,85

I. Supondo que o casal nao fez nenhum outro depésito
depois da abertura de conta:

a) preencha atabela com os valores que cada umtem
em conta no dia primeiro de cada més a seguir:

Saldo em $T | 12de jan. | 12de fev. | 12de mar. | 12 de abr.

Joao 1000,00

Maria 1000,00

~

b) A sequéncia de valores que representam o saldo
da conta de Jo3do pode ser classificada como uma
progressao aritmética? E como uma progressao
geométrica? Se sim, qual € a razao?

) A sequéncia de valores que representam o saldo
da conta de Maria pode ser classificada como uma
progressao aritmética? E como uma progressao
geométrica? Se sim, qual é a razao?

d) Se Joao depositar todo inicio de més $T 1000,00,
quantotera nofinal de dezembro desse mesmo ano?

e) Qual sera a soma dos 12 termos da sequéncia de
valores obtidos no item anterior?

f) Nocasode Maria, se ela fizesse apenas o primeiro
depésito, $T 1000,00 no inicio de janeiro, quanto
ela teria no final de novembro?

. Faca um diagrama cartesiano dos saldos ao final de
cada més nas contas de Jodo e Maria para o caso de
um Unico depdsito de $T1000,00 no inicio de janei-
ro. Considere apenas os 6 primeiros meses.

Faca um diagrama de barras para a situacao descrita
no item d.

Resolucao:
. a) Jodo: (1000,00; 1000,00; 1000,00; 1000,00)
Maria: (1000,00;1100,00;1210,00;1330,00;1460,00)

b) Tanto pode ser uma PA como uma PG, ambas cons-
tantes. No caso de PA, arazao é zero e, no caso de
PG,arazaoél.

c) No casode Maria, a sequéncia é uma PG de razao:
1100
=——=q=1]
1000

d) O saldo da conta de Jodo no final de janeiro sera
$T1000,00,2000,00 nofinal de fevereiro; 3 000,00
no final de marco, e assim sucessivamente, ou seja,
uma sequéncia na forma de uma PA de primeiro
termo igual a 1000 e razao também igual a 1000.
Assim, 0 122 termo dessa PA € 12 000,00.

e) Sn — (671 +zan)n
+ .
=, = (1000 + 12000)- 12 — 78000

2

f) Para Maria teremos uma sequéncia na forma de
PG (1000,00; 1210,00; ...) da qual queremos o
T2 termo, assim:

a,=a,-q" V=a,=1000-1102"1=
=1000 - 2,85 = 2850

1000 ®--nn- ~------ ®---u-- L —— ®----- .

jan. fev.  mar. abr  maio jun.
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A atividade a seguir representa um momento de inter-

disciplinaridade com Fisica.

4. Quando um objeto se encontra sobre um planoinclina-

do, sofre a acdo de uma forca de reacao normal ao apoio,
conforme figura abaixo. (Neste caso foi desprezada a
forca de atrito.)

Px

Py P 6
A forca peso age na vertical, dirigida para o centro da
Terra (de cima para baixo). Fixemos um plano cartesia-
no com o eixo x paralelo ao plano inclinado e o eixo y
apontando para a direcao da forca normal, perpendicu-
lar a esse plano. A forca resultante na direcao x é Px e
pode ser escrita em funcao do angulo 6. A forca normal
tem o mesmo moédulo de Py: N = Py. No sistema de
referéncia adotado, a forca peso é representada por duas
componentes: Px na direcao x ou horizontal, e Py na
direcao y, ou vertical.
Qualquer uma das componentes pode ser calculada por
expressoes simples da Matematica.
Veja na figura acima que a forca peso é dividida em duas
componentes, Px e Py, e que a componente Py € neutrali-
zada pela reacao normal. Dessa forma, fica a componente
Px para ser vencida.
A ideia de plano inclinado é muito utilizada em arqui-
tetura e na construcao civil. Um bom exemplo disso é o
calculo dainclinacao dos telhados de um modo geral.
O objetivo de calcular ainclinacao do telhado é determi-
naraaltura da cumeeira ou o comprimento do pendural,
no caso de telhados de madeira.

Ainclinacao dos telhados € medida em porcentagem
ou percentual, e geralmente ouvimos: “O telhado tem
inclinacao de 10%”, ou “O telhado tem inclinacao de
30%”. Mas o que significa isso?

10% éigual a % .Colocando-se a unidade centimetro

(cm), temos:
10% = 10cm , oU seja, a cada 100 cm (1 metro) na
100 cm

horizontal, o telhado sobe 10 cm na vertical.

Podemos observar que a inclinacao é igual ao valor nu-
mérico da tangente do angulo 6. Veja a figura:

10cmw\
i)

100 cm

Agora, faca o que se pede:

a) Calcule a altura da cumeeira (parte mais alta) de um
telhado de duas aguas com 8 m de largura e inclina-
cao de 30%.

b) Noitem a, qual é o significado da taxa de inclinacao
dada?

c) Considere um plano inclinado formando um angu-
lo 8 com a horizontal e um bloco de massa m em
sua superficie. Despreze o atrito e encontre a ex-
pressao de suas componentes Px e Py em funcao
desse angulo. Considere também a aceleracdo da
gravidade no local igual a g e lembre-se de que
forca peso (Pem Newton, N) é igual a mg.

d) Considere um plano inclinado com um angulo de 30°
em relacao a horizontal e sobre esse plano um bloco
de 40 kg.

« Faca um desenhoilustrando a situacao e destaque
o triangulo de forcas.

« Calcule o valor das componentes Px e Py.

+ Qual devera ser ovalor do angulo de inclinacao nes-
ta situacao se a forca normal for de 200 N?

e) Na China ou no Japao, os telhados sdo bem curva-
dos, ja na Suica e em alguns outros paises que ne-
vam os telhados sao altos e bem inclinados. Pes-
quise o porqué.

Resolucao:

a) Se otelhado tera 8 m de largura e é duas aguas, sua
cumeeira estara no meio, a4 m da largura. Como o
telhado tem inclinacao de 30%, entao:

h
h
0
4m I 4m I
’can@zﬂ :>ﬂ:ﬂ =03= ﬂ:>h:1,2m
4 100 4 4

b) Significa que a cada metro horizontal de telhado a
altura devera elevar-se em 30 cm.

A
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N
g
g Py Px
EH 0
) P
£
i Px 1 (i
. Px
Aforca peso sera P = mg; logo, sen § = —
Px =P -sen6,ouPx =mg-seno.
Py

Para a componente Py, vem que cos § = 3 e

Py =P-cosbouPy=mg-cosb

N (forca normal, de reacao)

Banco de imagens/
Arquivo da editora

« Px=mgsen 6 = Px=40-10-sen 30° =

=40-10- % =200N
Py =mgcos 6 = Py =40-10- cos 30° =
V3

:40'10'7 =200+3 N

« A forca normal é uma reacao da componente Py,
portanto queremos Py = 200 N. Logo, teremos:
Py =mgcos®=200=40-10"cos 6=
=Ccos0 = 20 _ 1 =0 =60°
400 2
e) Telhados curvos jogam a d4gua da chuva para longe do
“pé” da casa e telhados com alta inclinacao possibili-

tam um escorregamento natural da neve acumulada.

Atividade pratica: uma atividade pratica ajuda a tornar
aaula mais atraente, diversificada, ilustrada e, consequen-
temente, mais produtiva. Embora nos Gltimos anos tenha
ocorrido uma melhora consideravel no processo de ensino
da Matematica, a sua aprendizagem tem representado ain-
da um obstaculo para grande parte dos alunos, e por essa
razao é necessario que o ideal da clareza, da motivacao e da
facil compreensao da disciplina seja perseguido, procurando
minimizar os entraves do seu ensino. E nessa direcdo que
propomos a construcao de um material concreto. Essa ati-
vidade pode ser feita em forma de projeto.

A construcao de um teodolito, junto com a sua utilizacao,
tem por objetivo cristalizar o conteddo aprendido em sala de
aula. Também visa tornar a Matematica mais significativa para
oaluno, contextualizando e relacionando a teoria com a pratica.
Dessa forma, o aluno podera utilizar as razoes trigonométricas
(seno, cosseno e tangente) para resolver situacoes-problema.

Oteodolito € um instrumento muito utilizado para me-
dir angulos verticais e horizontais. E basicamente um teles-
coépio, montado sobre um tripé e usado em redes de trian-
gulacao. Os alunos precisarao, além do teodolito que sera

~

construido, de uma trena ou uma fita métrica e da tabela
com as razoes trigonométricas apresentadas no livro.
Materiais necessarios:

pote plastico com tampa (por exemplo, copo de requeijao)

e xerox de um transferidor de 360°

¢ pedacodearamede15cma20cm

canudo ou tubo de caneta

cartolina grossa, isopor grosso ou base de madeira de

aproximadamente 20 cm por 20 cm

e cola
Procedimento para a montagem:

Recorte o xerox do transferidor e cole na base de madeira,

cartolina ou isopor.

Cole atampa do pote no centro do transferidor; ela servi-

ra como base para a rotacao do conjunto que formara o

teodolito.

e Fure diametralmente o copo com o arame, préximo a
maior base (boca do copo).

¢ Cole em cima da menor
base o canudo ou tubo de
caneta na mesma direcao
do arame. O arame sera o
ponteiro do teodolito, e o
canudooutubodecaneta S
sera a luneta do teodolito. =

Agora, de posse do teodolito, peca aos grupos que de-
terminem:

a) aaltura da sala (pé-direito);

b) a altura de uma arvore;

¢) adistancia até um determinado ponto. Pode ser uma dis-
tancia inacessivel, por exemplo, a altura de uma torre ou
de um prédio em que nao seja possivel chegar a base.

Nas duas primeiras medicdes o aluno precisara conhecer
a distancia no chao, ou seja, a distancia horizontal do teodo-
lito a parede (cateto oposto) e o dngulo (usando o teodolito).
Dessa forma, basta utilizar o cosseno do angulo. Eimportan-
te lembrar de levar em consideracao a altura em que o teo-
dolito sera utilizado.

Na terceira medicao o aluno devera fazer duas medicoes
com o teodolito e verificar a distancia entre as duas medi-
coes. Apos as medicoes, basta aplicar a tangente usando
cada um dos triangulos retangulos.

L]
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A B
O professor deve usar livremente aimaginacao e propor
outros exemplos para incentivar os alunos na realizacao
dessa atividade. E importante lembrar os alunos de que a
altura em relacao ao solo em que for colocado o teodolito
também deve ser levada em consideracao.

Caiu no Enem

Nesta secao o aluno encontra as questdes das dltimas
provas do Enem que estdo relacionadas aos conteddos abor-
dados neste volume. Essas questoes estao classificadas de
acordo com as unidades.
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(12} Resolucdes dos exercicios

Observacao: As resolucdes que nao estiverem nesta secao apa-
recem ao lado do respectivo exercicio no livro do professor.

Unidade 1

CAPITULO1

7. a) N=0,333..=10N=3333..=3+0333..=3+N=

n.

3.

14.

SON=3SN= 4

3
b) N = 0,1666... = 10N = 1,666.. = 1+ 0,666... =
1+ 2B Lgon=15onN=L
9 9 6
) N =0,242424... = 100N = 24,2424.. = 24 + 0,2424... =
=24+ N=99N=24=N= %
d) N = 0,12577... = 1000N = 125,77... = 125 + 0,77... =
=125+ l =9000N=1132=N = &
9 2 250
6 1 = _
2 —o06 1 —os 0,52 = 0,5252...
10 2
- 4
0,5 = 0,555... ? =0,8 0,25
05< L <05<05<2 4
2 10 5

a)

b)

. )

d)

8
h)

WX 7Y = ()
7 =y

X y=x-y

Vx +4y) =x+y)
Iy Yy =ty

x+2W +y=x+yse esomentese, x e y foremiguaisaO.
Para x ey quaisquer,x + 2\/xy +y #x +y.

Toda soma de dois nimeros pares resulta em um nimero par.

Se p e g sao nUmeros pares, entdo podemos escrever:p = 2n e
q = 2m, em que n e m podem assumir qualquer valor natural
(0,1,2,3,..). Assim, p + g = 2n + 2m = 2(n + m) = 2k, pois a
soma de dois nimeros naturais, n e m, resulta em um niimero
natural k. Como p + g esta representado por 2k, sendo k um
ndmero natural, concluimos que p + g € um ndmero par, como
queriamos demonstrar.

—3.5= 15

9+7=16

~7

31=3

2x =1 =[2(=5) =1 =|-10 =1 =|-1 =1

PQ = [238 + 127| = 365 MQ = |238 + 31| = 269
PM = |—-31+127| = 96

16. a) (A= {x|xeUex&A}={1,3,57,9}
b) (6 ={x|x€Uex&B}=1{0,2,4,6,8}
o C=1{x|xeUex&={0,1,3,57289}
d)0{=1{x|xeAex&}={0,6,8}

1. a) (yo—o—— Q) U
B B
A A
C C
) Co
b) ru
B
A
C
BE

Resolvido passo a passo

6. a) 200 + 150 + 100 + 50 = 500; 500 panfletos de Pedagogia.
350 + 200 + 100 + 150 = 800; 800 panfletos de Administracao.
250 + 50 + 100 + 200 = 600; 600 panfletos de Sistemas da

Computacao.
23. a) [lU—————— o) U
B B
A A
c c
A—B B-C
b) rU d) U
B B
A A
C C
A-C B—-A
24. U
H /

a) Vinte e cinco alunos leram [racema.
b) Dez alunos leram sé Helena.
c) 10 4+10 +15 + 15 =50

Portanto, a classe tem 50 alunos.

25.

a)100 — (16 +7+6+12+ 8+ 8) =100 — 57 =43
Assim, 43% nao leem nenhum desses jornais.
b) 13 — 6 = 7; 7% leem os jornais A e Be nao leem C.
)16 +7+ 6 + 8 + 8 + 12 = 57; 57% leem pelo menos um jornal.

A
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26. Conjunto A: sites que contém a palavra AMOR
Conjunto B: sites que contém a palavra BELEZA
Conjunto D: sites que contém a palavra DESESPERO
amor beleza — desespero = (AN B) — D

B

27. Consideremos:
A: familias que assistem ao programa A
B: familias que assistem ao programa B
C: familias que assistem ao programa C

a) 1000 — (315 + 170 + 10 + 15 + 50 +
+ 75+ 311) = 1000 — 946 = 54

54 familias

b) Trezentas e quinze familias assistem somente ao programa A.

c) 311 + 54 = 365
365 familias

28, ——mM8M8M8M8M8M8 U

I12 m 11F
(a3

E

a)100 — (12 + 11+ 4 +10 + 14 + 3 + 5) = 100 — 59 = 41
41 estudantes

b)12+MN+4=27
27 estudantes

29. 4=10+9-nANB)=>n(ANB) =5

30. Consideremos:
A: 0s que acertaram a primeira questao
B: 0s que acertaram a segunda questao
Como a classe tinha quarenta alunos, o

1510

nimero de alunos que n3o acertou nenhuma
das questoes é dado por:
40-15-10—-10=5

Portanto, cinco alunos erraram as duas questoes.

3. NAUB)=18+23 —7=n(AUB) =34

32. A:pessoas que gostam do programa A.
B: pessoas que gostam do programa B.
A N B: pessoas que gostam de ambos os programas.

A U B: pessoas que gostam do programa A ou do programa B.

Temos:

nAUB) =83—-7=76

n(A U B) =n(A) + n(B) — n(AN B)
Assim:

76 =41+56 —n(A N B)=>n(A N B) =21
21 pesquisados

34. a) =3 g
b) s
c
) — T
2
d 2 7
~

36. a) A=[2,4]eB=3,6]

ANB
2 4
A
3 6
B
ANB
3 4
ANB={xER|3<x=<4}=[3,4]
AUB
2 4
A
3 6
B
AUB
2 6
AUB={xER|2=<x=<6}=[2,6]
A-B
2 4
A
3 6
B
2 3
A-B

A-B={xER|2=x<3}=[23)

b)A=(—»4)eB=(—x1)

AUB
—® 1 4
A H H
—»
B
AUB 5
4
AUB={xER|x<4}=(—x4)
BNA
—o0 1
B ;
—o0 4
A
1i
BNA .

ANB={xER|x<1}=(—x1)

) A=[-2,0)eB=[-1, +x)

AUB
-2 0
A
-1
B
+o0
-2
AUB
AUB={xER|x=-2}=[-2 +x)
ANB
-2 0
A :
—1 —+o0
B
ANB :
-1 0

ANB={xER|-1<x<0}=[-1,0)

EBGO] Manual do Professor
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37. DadosA = (—5,2],B=[—6,6]eC=(—x,2]

a)AUBUC
-5 2
A
-6 6
B
o 2
c
6
AUBUC
AUBUC={xER|x<6}=(—x,6]
b)ANBNC
-5 2
A
-6 6
B
— 2
C
-5 2
ANBNC
ANBNC={xER|-5<x=<2}=(-52]
@AUBNC
-5 2
A
-6 6
B
—6 6
AUB
—o0 2
C
2
(AUBNC
-6
(AUBINC={xER|-6=<x=<2}=[-6,2]
dAN(BUO=BUONA
-6 6
B
—0o0 2
C
o 6
BUC
-5 2
A H
AN(BUOQ :
-5 2

ANBUC ={xER|-5<x<2}=(-52]

38.
A =5 4
g 7 5
ANB : ;
¢ 2 4
b T 3!
c-D "
ANB ~— n
c-b By
(ANB) - (C— D) =— 3

Logo,1€ (AN B) — (C— D).

AN

w
1l

. Por exemplo, poderiamos numerar assim:
a) b)

Banco de imagens/Arquivo da editora

(Atu B\t = (At U B) U CC = (regido 4)
= regiao 4 U regiao 6

41. a) 0,09 - 298 = 26,82; Resposta: R$ 30,00

b) 0,49 - 141200 = 69188; Resposta: 70 000 habitantes
) 0,22 - 503 = 110,66; Resposta: 100 km

d) 1,1- 80,50 = 88,55; Resposta: R$ 88,00

43. a) 1% polegada ou 1,75 polegada

b) 2% +2,5=225-25=5,625cm (menos)
¢) 100 cm : 2,5 cm = 40 polegadas

d) 3 de25mm = 3 =18,75 mm
4 4

Para refletir

Pdgina 19

+ Nem sempre. Por exemplo, entre os niimeros inteiros 6 e 7 nao ha outro
nimero inteiro.

« Entre dois nimeros racionais, x e y, sempre ha outro nimero racional z.

+
Basta fazer: z = %

CAPITULO 2

4. d) Para x =10, temos:
¢=1,20-10 =12 (R$12,00)
Para x = 20, temos:
¢=1,20 - 20 = 24 (R$ 24,00)
Para x = 50, temos:
¢=1,20-50 = 60 (R$ 60,00)
e)c=120=120x=120=x = % =100; 100 pecas

6. a) Lucro por unidade = Preco de venda — Preco de custo
L=20-12=8
Logo a funcdo é:y = 8x

7. 2) 0=12-(6) + 10x=>Q =72 + 10x
b)16=x+6=x=10
0 =72 +10- (10) = 172 (R$ 172,00)
)0=22=72+10x=212=10x=140=>x =14
Foram atendidos 20 clientes (14 + 6 = 20).
d) C = x + 6; x sem hora marcada e 6 fixos com hora marcada.

8. Este exercicio estd relacionado com o contetdo de velocidade
média, estudado em Fisica.

x(h) d (km)
1 50-1+6=56
2 50-2+6=106
3 50-3+ 6 =156
4 50-4+6=206
5 50-5+6 =256

A

\
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9. Sejam V(x) = 0,80x a funcao que define o valor recebido pela venda

A, B) = —02 + (—-1—0)7 =432+ (12
de x unidades do produto e C(x) = 40,00 + 0,30x a funcao que de- b) d(A, B) \/(3 g ( g \/3 )

fine o custo de x unidades do produto: =J9+1 =410
a) V(x) = C(x) = 0,80x = 40,00 + 0,30x = 0,50x = 40,00 =
—x=80 26. Compare com a equacao da circunferéncia de centro O(g, b) e raio
r, expressa por:
b) V(200) = 0,80(200) = 160,00 (x—aP+(y—br=r
C(200) = 40,00 + 0,30 - 200 = 40,00 + 60,00 = 100,00 a) (x—52+(y—32=1200,3)er=1=r=1
O comerciante tera lucro de R$ 60,00 (160 — 100 = 60), pois b) (x+ 2P+ (y+12=9=0(-2 -T)er=9=r=3
vendeu 200 unidades do produto por R$ 160,00, e o custo de 0 x2+)y’=16=0(0,0)er=16=r=4
fabricacao dessas 200 unidades foi de R$ 100,00. d)x*+(y—2)?=25=>0(0,2)err=25=r=5
12. 27. Substituir as coordenadas de O e o valor de r na equacao da cir-
cunferéncia, expressa por:
N ( —a)?+ (y b =
“G a)o(L,4)er=2=x—12+(y— 4
“ b) O(— 2,75)er—3=>(x+2 +(y+52 9
c) 0(0,0)er=6=x>+y*=36
d)o(0,Ner=2=x+(y—1?=4
A B
, -9 x [ y=fg=x-2 y
E funcdo. 0 -2

0

13. 2 / X

!
\:,

A B b)[ y=flx)=x y
0 0
Nao é funcao, pois 0 € A e ndo tem correspondente em B. ] 1 144
x
16. a) y = /x , entdo fix) = Vx 0] 1

b) y = x2, entdo f(x) =

RN w—

] T Ty=m y
0 0
A B 1 2
2--_--
djgx)=12=>x=4 E
19. a)x—6#0=x#6 E X
D(f) =R — {6} 0l &
Ox—7=0=x=7
D(f)={xER|x=T7} df x y=—-2x y
X
) x—-2=0 x =2 0 0 0 N
@ ilx-320" |x#3 1 -2 !
D(f)={x ERIx=2ex+3} _2_____1
22.
y
X Y
2
¥ A=4=16 o x | y=fo=x y
=2 0 2 0 0o | -k At
: N i e
Z E2 W = 1 : :
2 4 : '
-2 4 E ;
] N | f !
2. 2)dAB) =23 + Q-9 =4 + (-3 = e Cix
- 7! 0 t
=J16+9 =25 =5 3= 2

~
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AN

éﬂ X y=f(x)=2" 4__y_ ______
N -
§ 1 2 E
g - :
g 1 0,5 24 :
g 2 4 e
£ b
s Y 0,25 W
e
s —2 L1 0 1 2
Eg) 1
g X =
° y X
: :
I
Lo
2
- —
1
3 2
1 1
1
2 2
3 1
3

32. Sen= —1,entaof(x) = —1,para —1<x<0.
Sen=0,entdof(x) =0,para0 <x<1.
Sen=1entaof(x) =Tparal<x<2.

Assim, o esboco do grafico pedido é dado por:

Yy
24
T+---0—ao
=1 11 x
-2 0L 1117
o——¢—1
12

O dominio e aimagem da funcao sdo dados, respectivamente, por
D(f) =Relm(f) = Z.

Resolvido passo a passo

5. a) 50 cartas de 100 g — 50 X 1,70 = 85,00
20 cartas de 58 g — 20 X 1,70 = 34,00
5 cartas de 225g — 5 X 3,10 = 15,50
2 cartasde 227 g — 2 X 3,10 = 6,20
Valor arrecadado: R$ 140,70
(85,00 + 34,00 + 15,50 + 6,20 = 140,70)

b)2de100g—2- (1 X 10 X 15) =2 - 150 = 300 cm?
3de58g—3-(3X 15X 25 =3-1125=3375cm?
1de350g—1-(8 X 25X 45)=1-9000 =9 000 cm?
Volume total: 12 675 cm?
(300 + 3375 + 9 000 = 12 675) = 0,012675 m?

37. a) Nao é injetiva, pois linhas horizontais interceptam o grafico
mais de uma vez.
b) Nao é injetiva, pois linhas horizontais interceptam o grafico
mais de uma vez.
¢) E injetiva, pois linhas horizontais interceptam o gréafico uma
Unica vez.
d) E injetiva, pois linhas horizontais interceptam o grafico uma
Unica vez.

38. b) Nao é sobrejetiva, pois existem elementos de R que nao sdo
imagens de nenhum elemento do dominio.
Por exemplo, 12 € R e ndo é imagem de nenhum elemento do
dominio.

45. 6,11,16, 21, 26, 31, 36, 41, 46, 51
Logo, 0102 termo é 51.

46. 4,12,36,108, 324,972
Logo, 0 62 termo é 972.

Pensando no Enem

1. Aafirmacdo estd correta. O transporte individual esta indicado, ao
longo dos anos, pela barra azul que se mantém estavel ou aumen-
ta a cada pesquisa realizada; assim a afirmacao Il é falsa. A afir-
macao Ill esta correta.

Resposta: alternativa b.

2. a) Como o numero de alunos que respondeu a questao da pes-
quisa na turma A € 30 e esse nimero € menor do que o total
da 12 tabela para a turma A, um ou mais alunos escolheram
mais de um meio de transporte, por exemplo, énibus e a pé.

b) Como o niimero de alunos que respondeu a questao da pes-
quisa na turma C é 38 e esse niumero coincide com o total da
12 tabela para a turma C, entdo, cada aluno da turma C esco-
Iheu apenas um meio de transporte.

c) Como o niimero de alunos que respondeu a questao da pesqui-
sa na turma D é 36 e esse nimero é menor do que o total da
12 tabela para a turma D (38 alunos), entao, um aluno pode ter
escolhido 3 meios de transporte: 35 + (1 + 1+ 1).

d) Como o nimero de alunos que respondeu a questao da pes-
quisa na turma B é 35, se apenas 2 alunos tivessem escolhido
2 meios de transporte, teriamos 33 + (1+1) + (1 +1) =37e
nao 38 que é o total da 12 tabela para a turma B.

e) Embora os totais das turmas A e B na 12 tabela superem em
3 unidades os totais de alunos correspondentes de cada turma
na 22 tabela, algum aluno pode utilizar 3 meios de transporte
(por exemplo: énibus, metré e a pé) e um outro 2 meijos de
transporte, assim teriamos, por exemplo:
TurmaA: 28+ (1+1+1)+(1+1)e
TurmaB:33 +(1+ 1)+ (1+1+1).

Resposta: alternativa c.

Outros Contextos

2. 2) IMC = X2~ 50
(1,6)
) uv\c:%:mo: %ﬁf‘ﬂ:lméh:]gom

Vestibulares de Norte a Sul

1. 12maneira:
Diagrama de Euler-Venn:

A B

v

Numero de alunos do colégio: 56 + 28 + 44 + 27 =155

27

22 maneira:

« Numero de alunos que leem as revistas A ou B.
n(A) +n(B) —n(ANB) =84 +72— 28 =128

« Numero de alunos do colégio = nimero de alunos que nao
leem as revistas A ou B + nlimero de alunos que leem as revistas
AouB=27+128 =155

Resposta: alternativa a.

(o62)
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n=4+5+6+17+18=50
Resposta: alternativa b.

3. 12 maneira:

Futsal (F) Voleibol (V)

()
A%

Natacao (N)

Numero de alunos que praticam pelo menos um dos esportes:
RZ+N+16+3+2+3=47

22 maneira:
n(FUVUN)=n(F)+nV)+nN)—nFNV)=n(FNN) —n(VNN)+
+nFAVNN)=17+194+21-5-2—-5+2=47

Resposta: alternativa c.

. 12 maneira:

Considere a figura.

De acordo com a sequéncia de jogadas apresentada, podemos con-
cluir que o jogador que ganhou a partida foi o que anotava sua joga-
da com a cor cinza, em sua terceira jogada, ou seja, na jogada (1,3).
22 maneira:

Para um jogador ganhar, é preciso que seus pontos estejam em dia-
gonal ou em uma mesma linha paralela ao eixo x ou y. Para que os
pontos estejam em diagonal os pontos devemterx = youx =y +1
oux=y—1,0useja,(y,y)ou(y+1y)ou(y—1.y).Tal fato ocorre
com o jogador com a cor preta na sua 52 jogada. No entanto, o joga-
dor também ganha quando alinha 3 pontos na horizontal ou na
vertical. Isso ocorre quando temos trés pontos com mesma abscissa
e trés ordenadas subsequentes ou quando temos 3 pontos com
mesma ordenada e trés abscissas subsequentes. Tal fato ocorre com
o0 jogador da cor cinza na sua 32 jogada, tornando-se o ganhador.

Resposta: alternativa a.

. Considere que os dados no diagrama de Venn estao em milhares.

Excesso de velocidade (EV) ~ Avancaram o sinal (AS)

(M
(2320

Transitar em faixa exclusiva de énibus (TF)

NUmero de motoristas multados: 271+ 5+3 +11+10+12 + 20 =
=332; 332 mil.
Resposta: alternativa a.

. a) Verdadeiro. Basta analisarmos os valores percentuais forneci-

dos no grafico.

b) Falso. Pois, ao analisarmos o grafico fornecido, a maior taxa
Selic verificada no periodo foi de 17,25%.

c) Falso. Analisando o grafico verifica-se que a menor Selic é de
8,75% ao ano.

~

d) Falso. Ja que a maior taxa identificada no grafico, no dado
periodo fornecido, é de 17,25%.

e) Falso. Uma vez que a maior taxa apresentada no grafico, no
periodo fornecido, é de 17,25%.

Resposta: alternativa a.

7. A={1,3,57}

10.

Resolvendo a equagdo do 22 grau x? — 6x + 5 = 0, temos:
x?-6x+5=0=A=36-20=16

’

x =19 _¢
6+4 2
2
2

Portanto, x =

=
X" = =1

B=1{1,5

a) Falsa, pois P(A N B) = {J, {1}, {5}, {1, 5}}-

b) C, € possivel, ja que B C A. Assim,C, = A — B = {3, 7}.
o) G = 3, 7} logo, P(C.) = {2, 31, {7}, B, 7}

d) A N B ={1,5}, que sdo os elementos de ambos os conjuntos.

€) O nimero de elementos do conjunto das partes da unido é 2", com
nsendo o nimero de elementos do conjunto A U B. Assim, 2* = 16.

Resposta: alternativa a.

. As variacdes diarias do nivel do reservatério serao obtidas pela

razao entre a variacao do periodo e o nimero de dias.

Durante 0s 10 primeiros dias, teremos: —50%_ 3(?0 = 20cm/dia
Do dia 10 a0 dia 15: w — —60cm/dia
Do dia 15 ao dia 20: 0 cm/dia
Do dia 20 ao dia 25: % = 20cm/dia
Do dia 25 ao dia 30: 190~ 300 _ —40cm/dia
30 — 25

A maior variacdo (para enché-lo ou seca-lo) ocorreu entre o dia 10
eodials.

Resposta: alternativa b.

. Geratrizde x = 0,45222... = 407
900

Geratrizde y = 0,31888... = 287
900

Substituindo x e y por suas geratrizes na expressao, teremos:
1

€ 287 900
y - 900 _ 287
[ T T
T I 10}
X 407 407
900
900 900 900
- 487 _ _ 287 _ 287 _ 900 493 _ 493
o 407 900 287 900 = 287

(498) 498 493

407

Resposta: alternativa d.

De acordo com o enunciado, uma das formas de solucionar o pro-
blema é através da analise das afirmativas, uma a uma. No entan-
to, é importante realizarmos as transformacdes de unidades:

mparakm | e minutos para hora

1. (verdadeira) Velocidade média = % =6km/h;

60
2. (verdadeira) Analisando o grafico, temos que o instante em que
nao ha variacao da distancia percorrida é o que compreende de 6
a8 min;




3. (verdadeira) Distancia percorrida =

=S-S5 =1400 — 200 = 1200 m = 12 km

Sendo assim, todas as afirmativas sdo verdadeiras, ou seja, a res-
posta é a alternativae.

Para refletir

Pdgina 66

« NaPA, (1,8,15,22, 29, 36,43, ...), de razao r = 7, 0 nimero que vem depois
do 43 é dado por:
43 +7=150

«NaPG, (2, 6,18,54,162, 486, ...), de razao g = 3, o nimero que vem depois
do 486 é dado por:
486 -3 = 1458

Unidade 2

CAPiTULO 3

La)fll=-3-1+4=-3+4=1
L R -
b)f(?)— 3.3 ra-—1+4-3
) f(0) = =3 0 + 4 = 4 (valor inicial)
d)ftk+1)=-3k+1)+4=-3k—3+4=-3k+1

2. Maior valor inicial: g(x), pois f{0) =3 -0 + % =—e

wln

3 3 3 _ 2
0)=2-0+—="e=>>=,
90) 4 2°373

Temos, para h # 0, que:
3(x + h) +% — (3x + i)

fx+h—fC) _ 3) _3h g
h h h
Assim, a taxa de variacao da funcao fé igual a 3.
3 3
gt h g 2 rm T x5 _2h

h N h n
Assim, a taxa de variacao da funcao g é igual a 2.
Portanto, f(x) tem maior taxa de variacdo. Note que a taxa de
variacao da funcao afim f(x) = ax + b é sempre a.

3. a) f(x) = ax + b, onde a é a taxa de variacao e b é o valor inicial,
entao f(x) = 3x + 1
b)a=-2ef2) =5sea=-2=flx)= —2x+ b;sef2) =5=
=-2-2)+b=5=b=9,logof(x) = —-2x+9
¢) fix) = ax + b,ondea = 2e b =10, logo f(x) = 2x + 10
(x) =ax + b,ondea = —1eb =3,logof(x) = —x + 3
)
)

b

fix) = custo fixo + custo variavel

fix) =8+ 0,50x

f(100) = 8 + 0,50 - 100 = 8 + 50 = 58
O custo de 100 pecas é de R$ 58,00.

d)
4. a)
9

5. a) - largura=1cm
perimetro=2-5+2-1=10+2=12cm
largura =15cm
perimetro=2-5+2-15=10+3=13cm
largura=2cm
perimetro=2-5+2-2=10+4=14cm
largura =3 cm
perimetro=2-5+2-3=10+6 =16cm
largura =4 cm
perimetro=2-5+2-4=10+8=18cm

b) Largura (cm) | Perimetro (cm)
1 12
1,5 13
2 14
3 16
4 18

o) flx) =2-5+2x=10 + 2x
d) Como f(x) = 10 + 2x, temos que a taxa de variacao dessa
funcao é 2 e o seu valor inicial é f(0) =10 + 2 -0 = 10.

6. c) Para que o plano A seja mais econdmico, devemos ter:
fix) < g(x) = 50x + 100 < 40x + 180 = 10x <80 = x < 8
Para que o plano B seja mais econémico, devemos ter:
fix) > g(x) = 50x + 100 > 40x + 180 = 10x > 80 = x > 8
Para que os dois planos sejam equivalentes, devemos ter:
fix) = g(x) = 50x + 100 = 40x + 180 = 10x =80 = x = 8

Assim, o plano A é mais econdémico para x < 8; 0 B, para x > §;
e eles sao equivalentes para x = 8.

fix)=50+0,37x
7. a) flx) = ax + b= { f,(x)=63+0,37x onde x é 0 excedente.
f2(0=T75+0,37x

b) Ataxa devariagao de f(x) = ax + b é a, portanto todas possuem
a mesma taxa de variacao, 0,37.

8. a) f(x) = ax + b, usando a variavel (t), f(t) = at + bondea =5e
b =10, portanto f(t) = 5t + 10
b) taxa de variacdo: a = 5
¢) valorinicial: b =10

5=a-2+b
9. y=ax+b= —4 = a(—1)
—at+tb=-4=b=a-4=3—-4=-1
Entdo, f(x) =3x — 1.
Como a funcao é afim, a taxa de variacdo éa = 3.

+b:>a=3

10. a) Como o grafico é formado por pontos de uma reta, temos que
C(x) = ax + b. Entao:
C(600) = a - 600 + b =14000
C(900) = a - 900 + b =15800
Resolvendo o sistema formado pelas equagdes acima, obtemos
a=6eb=10400.Assim, a funcao é C(x) = 6x + 10400.
b) C(1200) = 6 - 1200 + 10400 = 17600

M a)f)=5=a-1+b=5=a+b=5
fi-3)=-T7=a(-3)+b=-T=>-3a+b=-7
Entao:

a+b=5 a+ g =5

= +
—3a+b=-17 3a— ) =17

4a=12=a=3
a+b=5=b=5-3=2
Logo, f(x) = 3x + 2.
b)fi-)=7=-a+b=7

fQ)=1=2a+b=1

Entao:

—a+b=7_ fa-F=-17
= +

2a + b =1 20+/é{=‘]

30 = —-6=>a= -2

—a+b=T=b=7-2=5
Logo, fix) = —2x + 5.

12. a) Funcdo de depreciacao: V(t) = at + b

V(0)=a- 0+ b=1000= b = 1000
V(5) =a-5+ 1000 = 250 = 5a = =750 = a = —150
Portanto, a funcao afim tal que V(0) = 1000 e V(5) = 250 é dada por:
V = —150t + 1000

b) Parat = 6, temos:
V(6) = =150 - (6) + 1000 = —900 + 1000 = 100

¢) V(0) — V(6) = 1000 — 100 = 900

(oec)
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Observa-se que:

+ quando ataxadevariacao, g, é positiva, a reta é ascendente e quan-
to maior o valor de a, mais a reta se afasta da posicao horizontal.

+ quando a taxa de variacao, g, é negativa a reta é descendente (e
quanto maior o valor absoluto de g, mais a reta se afasta da
posicao horizontal.

Resolvido passo a passo

5. a)PA)=a-(A)+b
Se decresce linearmente 0,2 entdoa = —0,2.
Em 2050 — populacao de 9,6 bilhoes
Logo, P(A) = —0,2A + 9,6
Em 2013, P(A) = 7,2, portanto —0,2A + 9,6 = 7,2 = 15. t s—2t—3

=-02A=-24=A=12 3
Logo, 2050 + 15 = 2062 3
13. a) flx) =2x+3 o) flx) = —2x+5
x | flx) x | fix)
-1 1 0 5
1 5 2 1
16. a) (—1,1)e(2,0)
fl— ) —a+b=1
fla)=2a+b=0
a+b—1 a—F =- N
2a+b=0" 20+ =0
3:1:—1:>a:—l
3
—a+b=1mb=1-1-2
3 3
2
Entao,f(x)=——x+?.
b) (3,0)e (0, 4)
3)=3a+b=0
b) 114 1B
fl0)=b=4
3a+b:0:3a=—4:>a=—%
4

Entdo, f(x) = —?x + 4.

17. a) f0)=2-0+m—-3=5=>m=28
b)f3)=2:3+m-3=0=6+m-3=0=>m=-3

18. a)f()=a+b=5

fl=2)=-2a+b=-4
a+b=5 a+ k=5

= +
—2a+b=—-4 20— =4

30 =9=a=3

a+b=5=>b=5-3=2
Entdo, f(x) =3x + 2.

4. ) a=3eb=2
B[ x fo)=3x+2 y
-2 -4 5+
b) 0 2
2
X
q
d) 2
c)f(x):0:>3x+2:O:>3x:—2:>x:—?
19. a) f(x) = —3x + 4 = f(0) = 4 — corta o eixo y no ponto (0, 4)
e) 73x+420é73x=74éx=%—)cortaoeixoxnoponto
4
=0
(59

~
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=—x+3 (X+y=%
20. a) {y xTe n
y=x-3 X +y=+4
2y=0=y=0

X+y=3=>x+0=3=>x=3
A(3,0)

y=-x+3
=3

3=—x+3=x=0
B(0, 3)

y=x-3
=3

3=x—3=>x=6

c(6,3)
b) y
4T h(x)=3
B s o/
3 N\f(x) =x-3
it
T A
1o X
730201411 2/3\4 56
—2+
31 gx) =—x+3
— 44

21. Temos que:

« flx)=—-2x+b
- f)=-3
Assim:

-2-1+b=-3-2+b=-3b=-1
Portanto, f(x) = —2x — 1.

x flx)=—-2x-1
0 =1

=1 1

22. a) x fx)
-3 0
0 2

y=ax+b

0=a(=3)+b —3a+b=0
2=a-0+b =2

—30+b=0:>—3a+2=0:a=%

Entdo,y = %x + 2.

b x fx) y=ax+b
2=a-0+b
: - {0, »4+b:’{
4 0 -a
4a+b:0:>4a+2:0:>4a:—2:>a:—%

Entdo, y = —%x + 2.

b=2
4a+b=0

c) b =0, pois o grafico corta o eixo y no ponto (0, 0).
A xa-xi 2-0 2
Entdo:
fix) = ax + b= f(x) = 10x + 0 = 10x
Outra resolucao possivel:
Para f(0) = 0, temos b = 0.
Para f(2) = 20, temos 20 = 2a + b.

b=0

{Za+b=20
20+b=20=20+0=20=>20=20=a=10
Assim, f(x) = 10x.

d) b = 20, pois o grafico corta o eixo y no ponto (0, 20).
G:A_y:u:m*o:zo _
Ax Xy — X1 0-2 -2
Entdo, f(x) = —10x + 20.
Outra resolucao possivel:
Para f(0) = 20, temos: b = 20.
Para f(2) = 0, temos: 2a + b = 0.
20=b
{O: 2a+b
0=20+b=0=20+20=-20=2a=a=-10
Assim, f(x) = —10x + 20.

e) Para f(2) =16, temos: 16 = 2a + b.
Para f(4) = 20, temos: 20 = 4a + b.
2a +b=16 —2a—b=-16
{4a+b=20=> da+b=20

20=4=a=2

20+b=16=2-2+b=16=4+b=16=>
=b=16-4=b=12
Assim, f(x) = 2x +12.

f) b =14, pois o grafico corta o eixo y no ponto (0, 14).
o= Ay _ya—yi _20-14
Ax Xy — X1 2-0
Entdo, f(x) = 3x +14.
Outra resolucao possivel:
Para f(0) = 14, temos: Oa + b = 14.
Para f(2) = 20, temos: 2a + b = 20.

b=14
2a+b=20

20+14=20=20=20-14=2a=6=a=3
Assim, f(x) = 3x +14.

-5 _;
2

g) b = 0, pois o grafico corta o eixo y no ponto (0, 0).

Entdo, flx) = —3x.

Outra resolucdo possivel:

Para f(—5) = 15, temos: —5a + b = 15.
Para f(0) = 0, temos: b = 0.

—5a +b =15

bea
—50+0=15=-5a0=15=a=-3
Assim, f(x) = —3x.

h) Para f(1) = 15,temos: a + b = 15.
Para f(—4) = 20, temos: —4a + b = 20.
a+b=15 -a—b=-15
{—4a+bzzo:> —4a+b=20"
—5a=5=a= -1

a+b=15=-1+b=15=b=16
Assim, flx) = —x +16.

(2r)
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3. a)| f)=x+2 y
-1 1
-2 0 ;
x | fg=2 ! i
0 2 i
] 5 /2 -1 o 1
b) x fx)=x Y
2 /
3 3

(U INERINE

X
x fx)=x-1
-1 -2
-2 -3
Matematica e tecnologia
X fx)=x-3
-5 -8
-4 -7
-3 -6 X
2 i
-1 —4
0 -3
1 -2
2 —1
3 0
4 1
5 2
X fix)=2x+1
s 5 y
—4 -7 15+
-3 -5 10
-2 -3 5
-1 -1 -2 :
0 1 —_—
-6 —4 Of 2 4 ¢
1 3 —54
2 5 104
3 7
4 9
5

24, a)y=y,ta-x—x,)=>y=6+3x—-4)=y=3x—6
b)y=0+(-2)-[x—(-4)]=>y=-2x-38
c) Temos que o coeficiente angular da reta é dado por:

Assim:
Y=Yota - x—x)=>y=4+5-(x-0)=>y=5x+4

25. Coeficiente angular:a = 3_— ===
Yy=y,ta-x—x)=y=3+ % ~(x—2):y:%x +2

26. a) x — 5= 0= x=5— corta o eixo x no ponto (5, 0)
0 — 5= —5— corta o eixo y no ponto (0, —5)

~

b) —x+4=0= —x= —4=x =4 — cortaoeixo x no ponto (4, 0)
0 + 4 = 4 — corta o eixo y no ponto (0, 4)
¢) —2x=0=x=0—cortaoeixoxem (0,0)ecortaoeixoyem (0,0)

d) —x —120:% =1=x=2-—cortaoeixoxem (2,0)

1
2
%~071 = —1—cortaoeixoyem (0, —1)
27. ) x+4=0=>x=—4
a=1>0—f(x) é crescente

+ x
- e
flx) =0parax=—4
fix) >0parax>—4
fix) <Oparax< —4
b) —2X+'|:0:>—2X:—'I:X:%

a = —2<0 - flx) é decrescente

/
o=
x

fix) =0parax=
fix) >0 parax <

fix) <0 parax>

N[= N]= N =

9) 3x—5:0:>3x:5:>x:%

a =3 >0 - f(x) é crescente

fix) =0parax=
fix) >0 parax>

fix) <Oparax<

I ] [V BRRVYY [V, RVOY [V JVY V]
\
x

d)—1+lx =0=> —x =1=x=2
2 2

a= — >0 - f(x) é crescente

1
2

+ X

fix)=0parax =2
fix) >0 parax>2
fix) <0 parax<2

28. a)1—-x=0=x=1
a = —1<0 — f(x) é decrescente
fix) >0 parax<1
b)3x+1=0=3x=-N=x=—4
a=3>0 - f(x) é crescente
fix) <Oparax<—4

29. " 2x+8=0=—-2x=-8=x=4
a < 0 — f(x) é decrescente — f(x) < O para x > 4
3x—6=0=3x=6=>x=2
a > 0— g(x) é crescente — g(x) <0 parax <2
Portanto, ndo existe valor real de x que satisfaca as duas condi-
coes simultaneamente.
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30. v=ax+ b 20+b=5 2a+ =5
YTTOZ a4 b=6 () |la—f=—6
3a=-1=>a=——
G—b=—-6= - —b=—6=b= 1 +6= 1L
3 3
17 —x + 17
= ——X + — =
4 3 3 3
_X;” —0=x=1

3. a)3 —4x>x—T= —4x—x>-7—-3=-5x>-10=>
=S>5x<10=x<2

S={xeR|x<2}

X _3x-1) 5x 6(x —1) 20

Ssls—-——F7F7"+s—=
4 10 20 20 20

=S55x—6x+6<20>—x<20-6=-—x<4=x=-14
S={xeR|x=—-14}

b)

32. ) 1sSx+1<5=21-1<sx<5-1=20<x<4
s={xeRl0o<x<4}

) 5—-2x <4 —2x =1 2x =1
x-5<1-x |x<6 x<3
1
= — |
:>X 2 0
x <3 (1)
! L1
2
S|| 3
5N, i 3
2

S:{XE\R|%sx<3}

33. b)5x —230<0=5x<230=>x <46

Entao, o comerciante tera prejuizo se vender menos de 46 uni-

dades.
) 5x — 230 = 315 = 5x = 545 = x = 109
d) 5x — 230 > 280 = 5x > 510 = x > 102
e) 100 < 5x — 230 <180 = 330 < 5x <410 = 66 < x < 82

34. a) 2x + N)(x+2)<0
fix) = 2x + 1(a = 2: funcao crescente)

2X+1=0=>2x=-1=x= —%

%

g(x) = x + 2 (a = 1: funcao crescente)
X+2=0=>x=-2

-2 2
f) - - +
glx) - + +

f)-gx)  + - +

-2 7l
2

b)

35. a)

b)

S:{XEIR\fzsxsf%}

x=1N2—-x)(-x+4)<0
fix) =x —1(a =1: funcao crescente)
X—1=0=x=1

-/

g(x) =2 — x (a = —1: funcao decrescente)
2—-x=0=>x=2

+ X

A\ -

h(x) = —x + 4 (a = —1: funcao decrescente)
—X+4=0=>x=4

+ X

ANE

1 2 4

fx) - + + +

g + + - -

hix) + + + -

) - gl - hix)  — + - +
1 2 4

S={xER|x<lou2<x<4}

2x —3

=0

fix) = 2x — 3 (a = 2: funcao crescente)

2Xx—3=0=2x=3=x= %

/+ X

- 3
2

g(x) =1—x(a = —1: funcao decrescente)
1-x=0=—x=-1=>x=1

+ X

N,

3
1 2
) - - +
gl + - - S={XE\R|1<X<%}
) ¥ _
g(x)
1 3
2
(x—1)(x+4)>0
x =2

fix) =x +1(a =1: funcao crescente)
X+1=0=>x=—1

S+ x
—
g(x) = x + 4 (a = 1: funcao crescente)
X+4=0=>x=—4

~
_ P ( \
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pa
e

h(x) = x — 2 (a = 1: funcao crescente)
X—2=0=>x=2

S+ x
~

-4 2
foo - | - |+ +
gx) - + + +
o - | - | - +
S glk)  — + - +
hx) -4 2

S={xER|-4<x<—-Toux>2}

36. a) Loja A: R$17,00; Loja B: R$ 18,00
Portanto, para comprar 4 livros o frete é mais barato na loja A.
b) Loja A: f(x) = 3x + 5; Loja B: f(x) = 2x + 10

c) Frete (em R$)

Livros

O ponto de encontro mostra a quantidade de livros na qual o
preco do frete € o mesmo nas duas lojas. Analisando o grafico,
percebe-se que para menos de 5 livros, o preco do frete € menor
nalojaA, para5livros, o valor dofrete € o mesmo nas duas lojas,
e para mais de 5 livros, o valor do frete é menor na loja B.

37. a) fix) = Jix —)Bx +9)

x=1Bx+5=0
g(x) = x —1(a = 1: funcdo crescente)
Xx—1=0=>x=1

pa
S

h(x) = 3x + 5 (a = 3: funcao crescente)

3x+5=0=3x=-5=x= —%

5
3 1
glx) - - +
hx) — + +
glx) - hix)  + - +
_5 1
3

D= {XE\R|X$ —%oux>1}

b)) = 22 =1

~

X3 4z HXI3TX og =0
X X X

g(x) = x — 3 (a =1: funcao crescente)
X—3=0=x=3

/7

h(x) = x (a = 1: funcao crescente)

0 3
gx - - +
hix) — + +
(x) _
ot :
0 3
D={xERIx<0oux=3}
9 fo0 = 2=
xf1>o
x—

g(x) = x — 1(a = 1: funcao crescente)
X—1=0=x=1

/+ x
_/
h(x) = x — 5 (a = 1: funcao crescente)
X—5=0=x=5

1 5
g - + +
h(x) - - +
1C R _ 4
h(x)

1 5

D={xE€R|x<Toux>5}

38. Plano A: A(t) = 35 + 0,50t; Plano B: B(t) = 20 + 0,80t;

Plano C: C{t) = 1,20t A(25) = 35 + 0,50 - (25) = 47,50
B(25) = 20 + 0,80 - (25) = 40,00
€(25) = 1,20 - (25) = 30,00
O plano mais vantajoso para quem utiliza 25 minutos por més
éoC

a)Para25min=t=25=

b) Para que o plano A seja mais vantajoso é preciso que
A(t) < B(t) e A(t) < C(t)
A(t) < B(t) =35 + 0,50t < 20 + 0,80t = 15 < 0,30t =

=030t>15= t>L =1t>50
0,30

'

A(t) < C(t) = 35 + 0,50t < 1,20t = 35 < 0,70t = 0,70t > 35 =

S t>32 =50
0,70

O plano A passa a ser o mais vantajoso a partir da utilizacao de
50 minutos por més.

{310] Manual do Professor
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39.

40.

41.

42.

44,

45.

46.

417.

48.

50.

51.

Empresa x: x(t) = 35 + 0,50t

Empresay: y(t) = 26 + 0,65t 9

35+ 0,50t <26 +0,65t=9<0,15t=0,15t>9=t>—— =
0,15

=t>60

A partir de 60 minutos.

Custo: C(x) = 0,50x + 1500

Receita: R(x) = 1,50x

Lucro: L(x) = R(x) — C(x) = x — 1500

A expressao necessaria € L(x) que nao deve ser menor que 0:
Xx —1500=0.

Fabrica A: A(t) = 3000 + 70t

Fabrica B: B(t) = 1100 + 290t 1900

1100 + 290t > 3000 + 70t = 220t >1900 = t > ——— =
220

=1t>8,63

A partir do més 9, isto &, a partir de setembro.

Resposta: alternativa d.

b)f(=2)=3(-2)-1=-6—-1=-7
fB)=3:3-1=9-1=38
f(8)=3-8-1=24-1=23
f13)=3-13-1=39-1=38
f(18)=3-18—-1=54—-1=53
f(23)=3-23-1=69—-1=168
Portanto, —7, 8, 23, 38, 53, 68 é uma PA.

Qr=3-5=15

9=2a+b

y=ax+b:>{ =a=4eb=1

17=4a +b
Logo, alei é f(x) = 4x + 1.

Como a trajetdria é retilinea e a velocidade é constante, o movi-
mento é retilineo e uniforme.

oyoAs S-S _ 400-100 _ 300 _
At t—to 50— 0 5

Assim, v =60 m/s.

b) Como t,=0,5,=100mev =60 m/s, entdo a funcao € dada
por S =vt+ S, ouseja, S =60t + 100 (funcio afim).

) S=60t+100=5=60-10+100=S5S=700m

d) S =60t +100=1000 = 60t + 100 =t =155

P=4¢
Acorrespondéncia ¢ — Pé uma proporcionalidade direta (dobrando,
triplicando, etc. a medida do lado, o perimetro dobra, triplica, etc.).

Nao é uma proporcionalidade.

Contraexemplo:

Parax =1cm,temos A =1cm?

Parax = 2cm, temos A = 4 cm?.

Dobrando x (1 para 2), A quadruplica (1 para 4), ou seja, A ndo do-
brou nem ficou metade.

Sim; dobrando, triplicando, etc. o volume de um liquido homogéneo,
seu peso correspondente dobra, triplica, etc.

Sim. Considerando h a distancia entre as retas (largura do retan-
gulo), temos:

x 1 2 3 c
A 1h 2h | 3h ch

Jh 20 _3h . _ch _
1 2 3 c

Logo, x = A € uma proporcionalidade direta.

y
80f-ttmi- £
60} : £
401 H
i Za . x:

1234 3

53.

54,

55.

A reta construida passa pelos pontos (2, 40) e (4, 80).

Assim:
g=22 0N _ 80 —40 _40 _ 20 (coeficiente angular)
X5 — X1 4 -2 2

Y=Yy,ta (x—x)=y=40+20(x —2)=y =40+ 20x —40=
=y =20x
a) Assim, as alturas, em centimetros, pedidas sao:
+ 32degrau: 20 -3 =60
« 72degrau: 20 - 7 =140
« T1edegrau: 20 - 11 = 220
b) Assim, os degraus procurados sao dados por:
+ 120 = 20x = x = 6 (62 degrau)
+ 160 = 20x = x = 8 (82 degrau)
+ 280 = 20x = x = 14 (142 degrau)

f) x=25=x= *J25 =>x=50ux= —5
g) X =Bl=X=3=>x=30ux=-3

hyjx|=|-4==4=>x=40ux=—4
a)fi8)=3—-8/+4=9
f=1)=B3+1+4=8
fB) =B -3+4=4

flo)=3-0/+4=7
b)x<3-5flx)=3-x+4=7-x

x=3-f)=-3+x+4=x+1
7—x,sex <3
x+1sex =3

Entao, fix) = {

Jl x |y x |y
1| 6 3 | 4
2 | 5 4 | s

y

$ 18

KT :

2 N :

e 5--: -

S

AR AR A

8 2T

[ A A
s
—2-191 123456
0

d) D(f) =R

Im(f) ={y ER |y =4}

a)lx—6/=10=>x—6=100ux—6=—-10=>x=160ux=—4
S=1{-4,16}

b)3x —1=5=3x—1=50u3x—1=-5=x=20u
4
X=——
3
:{,i }
3
Q) |X71|:2:> x 1 =2ou X1 =—-2=x—-1=8ou
[ 4] 4 4
X—1=-8=x=9oux=—-7
s=1{-7,9

d)5+|-2x+4/=N=|-2x+4/=6=>-2x+4=60u
—2X+4=-6=>-2x=20u—-2x=-10=>x=—-Toux=5
s={-15}

(2
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56. a) X’ +6x—1=6=>x>+6x—1=60ux’+6x—1=-6=
=>x’+6x—7=0o0ux’+6x+5=0

0] (@)
DA=36—-4(1)(-7) =64
x= _6;8 Sx=1loux=—-7
DA=36—-4(1)(5) =16
—6*4 X
X = 3 =x=—-loux= -5
S={-7,-5 -1,1}
b)[x? —5x|=6=x*—5x=60ux*—5x=—6=
=>x> =5 -6=0o0ux’-5+6=0 5
[0) (@)
DA =25 4(1)(—6) = 49
5+x7 1
X = ) =x=6oux=—1 T3 EEEEL
I NEZZ5VREN ] B )
@A=25-4(0@6)=1 e :ﬂl
s (3119
X = f =x=30ux=2
$=1{-1,23,6} 60. Resolvendo 100 — 5x = 0, temos x < 20. Portanto:
58. Sef(x) = |—3x + 15|, entdo 17 ):{500+('|00—5X), sels=x=<20
—3x +15,para —3x +15 =0 = x <5 500 + (100 + 5x), se 20 < x <30
X =
I —(=3x +15) =3x —15,para3x —15>0=x>5 Logo, a funcao é decrescente para 1< x =< 20, e seu maximo no
) 0 {_3)( +15,sex <5 trecho ocorre em x = 1 (menor x):
a X)=
3x —15,sex >3 (1) =500 + 100 — 5 - 1| = 500 + 95 = 595
)f(i) . 3(2) ;‘;15 ; 9 A funcdo é crescente para 20 < x < 30, e seu maximo no trecho
}CEJ;_(JB( )+15—18 ocorre em x = 30 (maior x):
f5)=—3(5)+15=0 f(30) =500 + [100 — 5 - 30| = 500 + 50 = 550
59. a) fix) = x — 3| Ou seja, o maior nimero de pessoas ocorre no primeiro dia de
’ cada més.
fx) Resposta: alternativa a.
3 Para refletir
2 Pdgina 85
n eb) 2x—4=0=22x=4=x=2
Ol NEYR A ) x—8=0=x=38
5 5
+ Quando x > ?,f(x) > 0; quando x < 7,f(x) <0.
b) fix) = Ix + 1| Pdgina 98
1(x) Temos que:
2x—8=0=>2x=8=>x=4
3 “2X+8=0=-2x=-8=2x=8=x=4
> fl4)=2-4-8=0
1
X CAPITULO 4

4. b)filx) =2(x =32 +5=2x —12x + 18 + 5= 2x> — 12x + 23
Q) fx) = Id +1 a=2b=-12ec=23
fx) fx)=x+2)(x—=3)=x*-3x+2x—-6=x>—x—6

a=1,b=-Tec=-6

3 d) flx) = (4x + 7)(3x — 2) = 12x* — 8x + 2Ix — 14 =12x* + 13x — 14
a=1s;b=13ec=—-14

e) flx) = (2x + 3)(5x — 1) = 10x2 — 2x + 15x — 3 = 10x*> + 13x — 3
a=10;b=13ec= -3

. X ) fx) =2x =32 +5=20— 6x+9) +5=2 —12x+ 18 + 5 =
t =23 —12x + 23
a=2b=-12ec=23
5.a)S=f(5=m-5=m-25= 25w cm?
| X b)S=64n=mr=r=64=r=8m
2 /3
6. a) f{10) = 10> = 100
F15) = (1,5)2 = 2,25
f(J_ @V3)?: =12

E31Z] Manual do Professor
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AN

mn.

3.

14.
15.

) A1) =301 —4()+1=3-4+1=0 ) —x*+2x+8=0
b)f2) =3Q2?2 - 4@2) +1=12-8+1=5 a=-1b=2c=8
c) f10) = 3(0) - 4(0) +1=1 A=b>—4ac=22—4-(-1)-8=4+32=36
d) f(V2)=3(2)2 -4N2) +1=6— 42 +1=7-42 o —b=JA _ —2+36 _ —2%6 -
&) fl-2)=3(-27—4(-2) +1=12+8+1=21 2a 2(=1) -2
f)fth+1)=3h+1)2—4h+1)+1= w=_—2t6 _ 4 _ 5
=3 +2h+1)—8h—4+1= = e
=3h2+6h+3 —4h—4+1=3h+2h X === — =4
g3 —4dx+1=1=232—-4x=0=x(3x—4)=0= B B
4 Zeros da funcao: —2 e 4.
=x=0o0ux=—
3 d)x2+10x +25=0
h)3x*? —4x+1=—-1=3x2—4x+2=0 a=1b=10c=25
A=16—-4(3)2)=16-24= -8 A=b>—4ac=10>+4-1-25=100—-100 =0
Axreal |flx) = -1 L bEVE _ 10x¥0 _ 10 _
L a)dx?—4x+3=2=4x—4x+1=0 2a 2-1 2
A=0 Zeros da funcao: —5 (duplo).
_4_1 e)x?—8x+16=0
8 2 a=1b=-8c=16
— h2 — =(—Q2 —4-.1- = — =
b)4x? —4x+3=3=4x—4x=0=x*—x=0= A=b*—dac=(-8)~4-1-16=64-64=0
Sx(x—1)=0=x =0ex' =1 o —bxJA _ —-8)=V0 _8 _,
Q) 4x*—4x+3=—-1=24x*—-4x+4=0=x2—x+1=0 2a 2-1 2
A=1-40)1)=-3 zeros da funcao: 4 (duplo)
Axreal |flx) = —1 f) 25x2+9x+1=0
2 a=25b=9ec=1
. f(ﬂjzz[ﬁj ,3(£]+1:iﬂ/7+1= A=b>—4ac=92—4-25-1=81-100 = —19
3 3 3 9 Logo, a equacao nao tem raizes reais e, consequentemente, a
4-9J2 +9 13-942 funcao ndo tem zeros reais.
9 9 16. (m—1)x2—4x—1=0
a=m—-1m#1),b=—4,c= -1
a)fle)=3-6-20=-2 A<O0=b2—4ac<0=(—4) —4m—1)(-1)<0=
b)f=1)=(-1)2-2-(-1)=1+2=3 =16+4m —4<0=4m<-N2=>m< -3
) f(10) = =100 + 40 — 2 = —62 Paratodom € R tal que m < —3.
d)f(9) =-81+36—-2=—-47 17. kX2 —6x+1=0
) f5)=3-5-20=15-20=—5 0= k(k=0)b——6c—1
f) fl0)=0"-2-0=0 A>0=b —4ac>0= (6?2 —4-k-1>0=36—4k>0=
g fl4)=4-2-4=16-8=38 = —4k>-36=k<9
a) fix) = (6+x)x+2) _ 6x +12 +x? +2x _ Paratodo k €ERtal que k< 9ek # 0.
2 2 18. m—2)x*—2x+6=0
o xX*+8x+12  x? a=m-2m#2),b=-2,c=6
= > =5 T+ A=0=h—4ac=0=(—22—4m—2)-6=0=
. A =30-20 S 4-2m+48=0= —24m=> -2 om< 2 sm< 2
A=y 24 6
q 13
A=A,—4Aq:600—4x2 ParatodomEIRtalquems?em#z
a) P(n) = n* — n = P(10) = 102 — 10 = 100 — 10 = 90; 90 jogos 19. x = (k+1x+ (104K =0

b) P(n) = n* — n =42

n—n=42=n*-n-42=0 x= 2
A =1-4(1)(—42) =169 Xoaxr=-bL o kT iy
_1+13 ,_ y . ; ! k1
n= 5 =n'=7en" = —6(n3oconvém) I S 101+ — 104k
Portanto, sao 7 times. a k+1
K+ X =k+)=23"=k+t1=xX =
P(3) = 20(3) — 5(3)2 = 60 — 45 = 15 watts 3
,_ 2k +)
a)x*—3x=0 X = 3
a=1,b=-3,c=0
A:b274ac=(73)274~1~0:9 X"X":'|O+kﬁw'%:10+k2
—b+JA _ —(-3)xv9 _3=3 2k + 2k + 2k + 2
= = = = _
2a 2-1 2 :—9 =10+ k=
_3+3 _
X—T—3 =2k* +4k+2=90 + 9%k = 2k? =5k — 88 =0
= 33 a=2,b=—5c=—88
X'=====0 A=b?—4ac=(—52—4-2-(—88) =25+ 704 = 729
Zeros da funcio: 3 e 0. k= —b=JA _ —(=5*729 _ 5+27
b)x*+4x+5=0 2a 22 4
a=1,b=4,c=5 g3t g
A=b—4ac=4—-4-1-5=16—-20=—4 = 2
Logo, aequacao naotemraizes reais; consequentemente, afuncao k" = 5-27 2 1
fix) = x* + 4x + 6 ndo tem zeros reais. 2 4 2

(272)
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20. a) Usando aforma fatorada, podemos escrever f(x) = a(x — 1)(x — 3).

E, se (0, —6) pertence a funcao, entao f{0) = —6, portanto:
fl0)=a(0-N0—-3)=-6=a-3=a=-2
Dessa forma:
fix)=-2x—-Nx—-3)=-2(x*—3x—x+3) =
=-2*—4x+3)=-2x>+8x—6

b) fix) = alx — 2)(x + 3)
f(0) = 4, portanto:
fl0)=a(0—-2)(0+3)=4=a(-2)3)=>4=a(-6)=a= ——
Dessa forma:

fi) = —%(x ~)x+3)= —%(xz +x—6)=

2y %x +4

oo

) flx) = alx = 5)(x = 5)
f(2) = =9, portanto:
fl2)=a2-52-5=-9=a(-3)(-3)=-9=a(9)=a= -1
Dessa forma:
fX) = =1(x — 5)(x — 5) = —1(x — 10x + 25) = —x2 + 10x — 25

21. x(x +8) =180 = x> + 8x — 180 = 0
A= b2 — 4ac = 64 — 4-1(—180) = 64 + 720 = 784
_—b=VA _ -8+V784 _ -8+28
2a 21 2
,_ —8+28

X' =———=10
2

" -8 — 28
X" =24
2

Numero de alunos em cada fila: 10 + 8 = 18.

X

= —18 (n3o serve)

22. a) fix) = x> — 2x
XX—2x=0=x(x—2)=0=>x=00ux—2=0=>x=2
Assim, os zeros da funcaosaoOe 2.

b) fix) = 2x* + 8x
22X+ 8x=0=2X(x+4)=0=2x=0=>x=0o0oux+4=0=
=>x=-4
Assim, os zeros da funcdo sao —4 e 0.

o) flx) =x*—16
XX =16=0=x= =16 =>x=*4
Assim, os zeros da funcao sdo —4 e 4.

d) fix) =x*—T1
X=—N=0=x= /1
Assim, os zeros da funcao sao —11 e V1.

e) flx) = x* + 14x
X+14x=0=x(x+14)=0=x=00ux+14=0=>x=—-14
Assim, os zeros da funcdo sao —14 e 0.

f) fix) =3x*+3x
3 +3x=0=3x(x+1)=0=3x=0=x=00ux+1=0=
=>x=-1
Assim, os zeros da funcao sao —1e 0.

g fix)=2x*-8
W —8=022=8=x2=4=x= */4 =x=1*2
Assim, os zeros da funcdo sao —2 e 2.

h) fix) = —x> + 36
2X*+36=0=—x*=-36=2x=36=x=*6
Assim, os zeros da funcao sdo —6 e 6.

n(n —3) (n—3)

23. d= = 170= = —n?—3n—-340=0

A=b—4agc=(—3)2— 4-1(—340) = 9 + 1360 = 1369

. -b=VA _ —(-3)= 1369 _ 337 -
2a 2-1 2
w= 33 o
=Y, 3-37 N
n" = 5 = —17(n3oserve)

Portanto, o poligono tem 20 lados e se chama icosagono.

~

24, >+ X+x+X+x=5=>x2+4x—-5=0

25.

26.

217.

A=b2—4ac=16 —4-1(-5) = 36

_ —b*JA _ —4x6
X = = =
2a 2
,_ —4+6
x'= 212 =
N 2
X" = # = —5(n3oserve)

Logo, x =1dm.

(18 + Xx)(15+ x) =378 =270 + 18x + 15x + x2 — 378 = 0 =
=x>+33x—-108=0
A=b?>—4ac=33>—4-1-(—-108) =1089 + 432 = 1521

_ —bxJA 33+ V1521 _ -33+39
2a 21 2
X = T33+39 _ 3
= 73327 39
X = = —36 (ndoserve)

Logo, daqui a 3 anos, o produto de suas idades sera igual a 378.

Considerando que o deslocamento inicial é igual a zero, temos
quesS=v-t
O trem percorre 200 km em certo tempo, ou seja, 200 = v - t.
Logot = ﬂ.

v

Para percorrer 200 km em uma hora a menos, a velocidade deveria

serde 10 km/h a mais, ou seja, 200 = (v + 10) - (t — 1). Substituindo

t por &, temos:
v

—10=>

200:(v+1o)~<¥ —1):200:2oo—v+@

EY% 2000 +10=0=>v-(v
v

— 2000 440y y-(0)>
v

=2+ 10v — 2000 = 0

Para encontrarmos as raizes da equacao de 22 grau, temos que:

v = —10 =100 + 8000 _ —10+90 _
2 2
v o= 30 _ 40 (a velocidade n3o pode ser
= 2 negativa, pois o movimento é
v = __1200 = —50 retilineo e progressivo)

Logo, a velocidade do trem era de 40 km/h.

€+e-1=0

A=b—dac=12—4-1-(-)=1+4=5

b+ A  —1+5 —1x4f5
0= = = =
2a 21 2
gr:#
=
o = ﬂ(néoserve)
O numero é JS__1.
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28. flx) 1 )
_________ 251 1 C) f(X)ff(X*U
[ 4 i [
| | L4
! ! 14
| | 15
i o e 14
. 4 13
BEAWI RARE 12
PN X ¢
51371011375 ———————+
272021272 2 *7*6*5*4*3*2:11__ 12345617
T
_ 1 2
29. a) fix) b) 1) d) fx) = —5x +2)
] I I ¥
(=3,9) 3.9 5 1
~7-6-5-4
) ° & 4
(C1ne o0 A«
(0,0)
30. 33. e) fix) = 3(x — 2)?
Ao} 2y = o ) flx) = 3( )
Qy==x? |
)y 5 A
X 61| !
1)
A
1 X T
dy=+=x 24\
b)y=—+2x? 1 I A
PP lol JNAE | L
g
—7—6—5—4—3—2—_11__ 1234567
i
34. a) fix) = (x — 2)? :
: 4567
5 [
=1-6-5-4-3-2-1 O
+2
b) flx) = —2(x +1)? 38. a) ¢ = 3 é onde o grafico intersecta o eixo das ordenadas. O vérti-
ce tem coordenadas (1,2) entdox, =Tey, = 2.
E Forma canénica: f{x) = a(x — x,)> +,
| fx)=ax—=1?+2=a(x*-2x+1)+2=ax’—2x+a+2
| 1 Como ¢ = 3, temos:
[T T T go T T 1111 a+2=3=a=1
~7-6-5-4-3-2AN\P1 23 4 56 7 Logo, fix) = x* — 2x + 3.

5 b) c = 4 é onde o gréfico intersecta o eixo das ordenadas.

- Zerosda funcdo: x’' = —lex" =4

i Forma fatorada: f(x) = a(x — x)(x — x")

5 Entdo,fix) =a(x + 1)(x —4) = a(x? —4x + x — 4) = ax* — 3xa — 4a
5 Como ¢ = 4, temos:

5 —4da=4=a=—1

! Logo, f(x) = —x* + 3x + 4.

(278)
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c) ¢ = 2 é onde o grafico intersecta o eixo das ordenadas. Temos
que f(1) = 3 e o vértice tem coordenadas (0, 2).
Forma canénica: f(x) = a(x — x,)> + y,
Substituindo o vértice, temos:
fix) =alx —0)*+2=ax’+2
Mas:
f)=3=a-1?+2=3=a+2=3=a=1
Logo, fx) = x* + 2.
d) c = 0, é onde o grafico intersecta o eixo das ordenadas.
Zeros da funcao: x' = 0 e x” = 4 vértice (2, 4)
Forma canénica: fix) = a(x — x,)? + y,
fi)=alx =22 +4=a(x*—4x+4) +1=ax’* —4ax +4a + 4
Como c =0, temos:
4da+4=0=a= —i:—1
4
Substituindo a:
f) === 4-(-)x+4-(-)+4=
S =x2+4x—4+4
Logo, flx) = —x*+ 4x.

39. a) a <0, concavidade para baixo.
b < 0, intersecta o eixo y no ramo descendente.
¢ >0, intersecta o eixo y em sua parte positiva.
b) a > 0, concavidade para cima.
b > 0, intersecta o eixo y no ramo ascendente.
¢ <0, intersecta o eixo y em sua parte negativa.
) a <0, concavidade para baixo.
b > 0, intersecta o eixo y no ramo ascendente.
¢ =0, intersecta o eixo y em sua origem.

40. y Como a concavidade da parabola é
5 70 SIS paracima, a > 0.
8 3 Como a parabola intersecta o eixo y
§ 2 no ramo decrescente, b < 0.
g’ _11 2 x| Como a parabola intersecta o eixo y
AV em (0,4),c = 4.
£ = ) Portanto, a funcao correta é
g =3 i fix)=2x*—8x+4
3

Resposta: alternativa b.

B
=2

La)2-52)+6=4-10+6=0
A(2, 0) pertence a parabola.
b)42—5(4)+6=16—20+6=2
B(4, 2) pertence a parabola.
A (=1)2=5(-0)+6=1+5+6=12
C(—1,10) ndo pertence a parabola.

42. (m+1)(2)2—121:4m+4—1=1:>4m=—2:>m:_%

43. Q) X2 —Tx+30=0
A=121-4-1-30=121-120 =1
(=M=
- 21 2

b)x*+4x—-21=0
A=16—-4-1-(-21)=16 + 84 =100
x:ﬂ:x’:Bex":—7

2
x2—36=0=x2=36=x=*/36 =x' =6ex' =—6
d)6x2 —5x+1=0
A=25—-4-6-1=25-24=1

51 R T

X = >x =—ex'=
12 2

=>x' =6ex" =

1
3

45. a) a < 0, concavidade para baixo.
A >0, intersecta o eixo x em dois pontos.

~

b) a > 0, concavidade para cima.

A > 0, intersecta o eixo x em dois pontos.
c) a > 0, concavidade para cima.

A < 0, ndo intersecta o eixo x.
d) a <0, concavidade para baixo.

A =0, intersecta o eixo x em um s6 ponto.
e) a < 0, concavidade para baixo.

A < 0, ndo intersecta o eixo x.
f) a > 0, concavidade para cima.

A =0, intersecta o eixo x em um s6 ponto.

46. a <0 (concavidade voltada para baixo)

A > 0 (2 zeros da funcao diferentes) = b?> — 4ac > 0 = b?> > 4ac
¢ < 0 (valor de y em que a parabola intercepta o eixo y)

b > 0 (a parabola cruza o eixo y no ramo crescente da parabola)
Resposta: alternativa b.

Resolvido passo a passo

6. a) Vrepresenta o vértice da parabola f(x) = %xz— 6x + ¢

osbo 8,
2a 2.2
2
—-A 0
=== =2 =0
Y 4a 6
Logo, V(2, 0)

X, =— == =1
Y 2a 2
—A 16
-2 __20 __4
W 4aq 4
v(1, —4)

b) filx) =2x*+3x—5—>a=-1,b=3
A=9—4-(—1)- (-5 =9—-20=—Ti

b __3 _3_3
v 2-(-) -2 2
—A  —(=T) moT
N" % TE )y a2 3
-
2 4

Jfx)=x*—4x+3—>a=1b=4
A=16-4-1-3=4

X =—==——" =2 =2
v 2a 2-1 2
A _ 4

W= 2g T

V(2, -1)

dy=x*>a=1b=0

A=0

= b _

Y 2a

—-A
=2 -0
W 4a
v(0,0)

Q) y=(x—2?+3
Forma candnica:y = (x — x )2+,
logo,x,=2ey, = 3.
V(2,3)

48. <022 —k<0= —k<-2=>k>2
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49. a>0=4m+1>0=4m>-1=>m> 7% 53. a) x, = ;—s = % = 40 unidades
50. a)x2+4x+3=0
—A 5600
A=16—-4-(1)-3)=4 b)Cv:4—:—:1400
449 a 4
X= —— S x'=—lex"= -3
2 b 4
Eixo x: (—1,0) e (~3,0) 4. a) t, = =2 = % = 2
Eixoy: (0, 3) a
b -4 b)hV:_—A =20 _qom
YT T2 T da 4
A s Q) —B+4t+6=0
V= = =] A=16—4(-1)6 =40
V(=2,-1) _ o o
t= 4210 _ 4> 2710 =t =2— 10 (n3oconvém)

-2 2

et"=2+ 410 =516 =5min10s=310s

55. Paraafuncaof:A— [3,7], dada
por fix) = x* — 4x + 7 ser bijetiva
é necessario ser:
« sobrejetiva: Im(f) = [3,7]
b) —x*+6x—9=0 - injetiva: x, # x, = flx,) # f(x,)
A=36-4-(-1)(-9)=36-36=0 Como ftem a concavidade voltada
para cima (a > 0) e f deve ser
crescente, temos:

= : )
Ay gve
A 4-1
Paray =T7:

X +4x+7=T=x*—4x=0=>x=0o0ux=14
Logo, o conjunto A, dominio da funcao, é A = [2, 4].

56. Seja x o nimero de lugares vazios (0 < x < 40). O lucro da empre-
sa é dado pela funcao L(x) = (40 — x)(20 + 2x). Para determinar o
lucro maximo, basta determinar a abscissa do vértice da parabola
L(x) = —x* + 30x + 400. Assim:

__b __ 30 _
51 XX —x+2=3x—1=x—4x+3=0 A P T )
A=16-4-1-3=4 - )
4+ Portanto, temos o lucro maximo da empresa quando 15 passagei-
= =>x'=4ex"= ros forem transportados.

Substituindo x na equacao da reta ou da parabola:
xX=1-y=2 b b b
x=3-5y=28 t=1=— =14= — :14:7:14:21:28

2 2-(—1
Logo, ha dois pontos comuns, que sdo (1, 2) e (3, 8). a ) =D
Resposta: alternativa c.

57. fit) = — + bt — 156

52. a) Paracima, poisa > 0.

b)2x2—x—-3=0 58. Seja x o nimero de lugares nao ocupados (0 < x < 100), o fatura-
A=1-4-2(-3)=1+24=25 mento da empresa é dado pela funcao F(x) = (100 — x)(200 + 4x).
_ 15 oy — 3 ex’ = 1 Para obter o faturamento maximo, basta determinar a abscissa
4 2 do vértice da parabola F(x) = (100 — x)(200 + 4x). Assim:
gx-—b_ ) 1, A 53 F(x) = 20000 + 400x — 200x — 4x* = F(x) = 5000 + 50x — x?
Y2 222 4 7Y 4a 42 8 b _ =50 _ 50 _.
1 25 Y 2a 2-(-) 2
(T' ?) Portanto, temos o faturamento maximo quando 25 lugares nao
h) fix) estiverem ocupados.
\ i [ 59. a) O grilo retorna ao solo quando h(t) = 0. Assim:
: X 3t —3t?=0=1t(3 — 3t) = 0=t = 0 (ndo saiu do solo) ou
HO)\i/(%,o) 3-3t=0=3t=3=t=1
0.-3) (1 25) Portanto, t =1s.
vy -A -9 9 3
JEsmRn! e R

Portanto, altura maxima = 0,75 m.

(o)
\ Manual do Professor - Capitulo 4 k37_7,)



60. a) x> —3x—4=0
A=9—4(1)(—4)=125
3+5 , ,
X=—=—=x=4ex"=—
2
AN/
N - _4

fix)=0parax=—-loux=4

fix)>0parax<—loux>4

fix) <Opara—1<x<4
b)x* —4=0=x>=4=x=*2

fix)=0parax=—2oux=2
fix) >0parax<—2oux>2
fix)<Opara —2<x<2

61. x>+ 7x+10=0
A =49 — 4(1)(10) = 9

X = —7*3 =>x' =-2ex" = —
2
+\ /+ X
- 2

fix) >0parax < —5oux> -2

62. > —2x+6=0
A=4-401)(6) = 20

FH++Fr+t++++ X
s=g

63. x>+ 5x+5m=0

A:ZS—4~1~5m=25—20m<0:—20m<—25:>m>%

S:{mE\R|m>i}
4

64. a)3x*—10x+7=0
A=100—-4-3-7=16
_ 10 4

o 1
=>x' =lex' = —
3
\ /+ X
N1
3

5={XEIR|1<X<%}

b)—4X2+9=0:>—4X2=—9=>X2=%:>X=

’

SXx= +3 =>x' = 2 ex
2 2

"

3 3
20N\,

-3
2

-/ -
3

SZ{XE|R|71$XS—}
2 2

65. flx +2)=(x + 22 +1efl) =22 +1=5
(X +22+1<5=2xX+4x+4+1<5=x*+4x<0=

66. a)3x—3—6x=2—-2X*+6x=>2x>—9x—5=0
A =81-4()(-5) =121

.
= 2E ey = L
4 2

ANV

-INC P
2

S:{XE\R|x< 7%oux>5}

b)2(x* —2x+1) —x<0=2x*—5x+2<0
A=25-4(2)2) =9
5+3

x:—:>x =2ex" =1
2

+\ - /F X

S={x€\R|%<x<2}

Nl—

Q) —2x*—x+1=0
A=1-4-(-2)-1=9
13 1

X = =>x' =-lex" = —
-4 2

N\,
5 ¢

SI{XE\R|X$ —1oux2%}

x? X ) )
67. 3xsT - 7:6xsx —Xx=>x*—7x=0

- Ix=0=x(x—7)=0=x=00ux—7=0=>x=7

Raizes:x' =0ex" =17

AN
N7

Portanto, o menor nimero inteiro positivo que satisfaz a ine-

quacao é o nimero 7.

68. a) (I) XX —5x<6=>x2—5x—6<0
A= 25— 4(1)(—6) = 49

x= _5;7 =Sx =6ex =1

N /S
ENG

S, ={-1<x<6}

I+
|
U

(I)x2—5x>6=x2—5x—6>0
A= 25— 4(1)(6) = 49

J
X = 52_7 =>x'=3ex"=2

N/
N_ "3

S, ={x<2oux>3}

>x+4x=0=x(x+4)=0=>x=00ux+4=0=>x=—4 Logo:
Raizes:x' =0ex’ = —4 S
' 3
SH v Y
+ x 2 3
S —ob
*4\/) = 2 3 6

S={xeR|-4<x<0}

~

S={-1<x<2o0u3<x<6}

E378] Manual do Professor
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b) () x>+ 6x+8=0 69. a)l) flx) =x—3—>raiz=3
A=36-4()(8) = X
—6+2 -3

X = =>x' =2ex'=—4

) gx) = —x?>+3x +10 > raizes: X' = —2ex" =5

+\ /+ x —/+\5 X

" e 7 \

S, ={x<-4oux=-2 Quadro de resolucao:

p— 3 5
Mx+5<0=x<-5 ) —F —F 4 o+
X gx) - i + —
—_—
-5 gl +4 -0+ -
S, ={x<—5} -2 3 5
Logo: S={x€ER|-2<x<3oux>5}
s b)) fix) =x*—3x—>raizes:x' =0ex" =

—4 -
= +\ /+ x
5 0N__"3

) gx)=—x+2—>raiz=2
S=fx<—5) ) gx)
N2 X
A () x¥*+3<4x=>x2—4x+3<0 g
A=16—-4(1)3)=4 Quadro de resolucao:
0 2 3
x= 222 Ly —3ex =1 Ao T+ - — 1§ +
g+ i+ - -
4\ /+ X g+ -0+ -
N_"3 0 2 3
S={1<x<3} S={xER|x<0ou2s=x=<3}

) l) flx) =x2—5x+ 6 —>raizes:x' =2ex"=3
(||)X2+3>7:>X2—4>0 ) 1) fix)

v =2ex- N
NS AN

-2N\_"2 1) gx) =x—2—>raizzx=2

={x<—-2oux=2} 24 X

Logo: -

S, ; 3 Quadro de resolucao:

Su ? 2 3

E -2 2 )+ - +
2 3 gx - + +

S={-2=x<3} LI — - +

x)

d) () X2 — 6x=0 2 3

g
Raizes:x' =0ex" =6 S={xeR|x>3}
\ / d) ) fix)=x*—3x+2->raizes:x' = —lex" =
+ + X
ON__"6 \ / «
S,={x<Ooux=6} IN__"2

() =x2+2x+3=0 ) glx) =x—4—>raizzx' =4
A=4-4(-1)3)=16 T x
x=2Z% L= dex'=3 :
O denominador de uma fracao real deve ser sempre diferente
/\ de zero.
—] + 3 X Logo, g(x) # 0 = x # 4, e consequentemente 4 nao pertence ao
7 \ dominio da funcio.
S={-1=x<s3} Quadro de resolucao:
Logo: 2 4
S fix) + - + +
‘ 0 & gb) = F - § - ¢+
= 3 G/ SR R B
s —p g(x) $—2
s={-1=x=0} S={xER|x<lou2<x<4}

~
_Canf (399)
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70.

n.

72.

1) fix) =x?—5x+ 6=raizes:x' =2ex" =3

N /S
NG

1) g(x) = x2 — 16 = raizes: x' =4ex" = —4

N/
A

Quadro de resolucao:
-4 2 3 4

)T Ey 1t - o+
gx) +i —i =i =i 4+
fo)-g) + i -+ - F 4

-4 2 3 4
S={xER|x<—-4ou2<x<3oux>4}

a)flt) = -2+ 4t -3
Ponto maximo:
- b ___4 __ 4,
2a 2(-1) -2
Vi) =0=alt) +h=0= -2t +4=0= —2t=—-4=t=2
Portanto, depois de 2 s a particula mudara de sentido.
1

b) f(t) = T (42 + 2t +cf(t)= -2 +12t—16
Ponto maximo:
_ b _ -1 :712:3
20 2-(-2) —4

Vi) =0=a(t) +b=0=—4t+12=0=—4t=-N=t=3
Portanto, depois de 3 s a particula mudara de sentido.
1

c)f(t):? ‘2-tP-8t+c=flt)=t2 -8t +15
Ponto maximo:
t:i:7_78 :i:4
2a 2-1 2

Vit)=0=a(t) + b=0=22t—8=0=2t=8=t=4
Portanto, depois de 4 s a particula mudara de sentido.

o) fit) = %atz Fhtcofit) = 4 42— 18— 36—

7
= f{t) = 2t — 18t — 36

Ponto maximo:

2 22 4 2

Vi) =0=a(t) +b=0=4t—-18=0=4t=18=t =45
Portanto, depois de 4,5 s a particula mudara de sentido.

12 maneira:

Temos trés tipos de movimentos independentes.

12 parte: O automével mantém velocidade variavel com acelera-
cao constante (MUV).

a =5m/s?
vo =0
At = 8s
S, =0

5-82

2
S =5, +vt+ 2L —0+ot+ =160=5,=160m
2
v=v,tat=v,=0+5-8=40=v,=40m/s
22 parte: O automovel mantém velocidade constante (MU).

v = constante = v; = 40m/s
At = 20s
So =0

S,=S,+vt=0+40-20=800=S,=2800m

~

{380] Manual do Professor

a)a:ﬂ:
’ A

32 parte: O automével volta a acelerar (MUV).

a=5m/s?
Vo =40m/s
v =80m/s
SO:O
Av 40
=— =5=— = At=38
Y’ At °

. Q2
> 8 =320+ 160 =480 =

2
53250+v0t+%20+40~8+

=S5,=480m

Assim, a distancia percorrida € a soma das distancias percorridas
nas trés partes.

§=S5+5,+5=160+ 800 + 480 =1440=5=1440m

22 maneira:
Construindo um grafico da velocidade do automével em funcao
do tempo, temos:

v (m/s)

3 Av-=40-m/s
} A}

| s
[ ; ! t(s)
0| 8 28 36
—_—Ti
20s 8s
Partel:a = Av = S:ﬂ = Av=40m/s
At 8

Parte 2: v = constante durante 20 s

av = =40 = At=28s

Parte3:a = —
arte : a At At

Como a area do triangulo @ é igual a area do triangulo (D, pode-
mos transladar o triangulo D para o local do triangulo @, obten-
do um retangulo.

v{{m7/s)

Area da regido retangular: A = 36 - 40 = 1440
Logo, S = 1440 m.

100m/s
20s

=5m/s?
b) 12 maneira:

2
s=5 +vt+%é5 5, —vt+%:>

2
at? > ;0 =2000 + 1000 = 3000

=>AS=y,t+ -5 =100-20 +
Logo, AS = 3000 m = 3 km (comprimento minimo da pista para
que o aviao consiga decolar).

22 maneira: (graficamente):

Av. 5= v —100
At 20

= v =200 m/s (velocidade ap6s 20 s)

llustragdes técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora
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Area = deslocamento = (B+bla _ (200+100)20 _

2 2
=3000m =3 km

Portanto, o valor da aceleracao é de 5 m/s? e o comprimento mini-
mo da pista é de 3 km.

74. f(1) = 2,f(2) = 5,f(3) =10, f(4) =17,f(5) = 26, ..., f(n) = n> + 1,
fin+N)=n+2n+2,..
2,5,10,17,26,..,n*+1,n*+2n+ 2, ..
Sequéncia formada pelas diferencas de termos consecutivos: 3, 5,
7,9,..,2n +1,.., que é uma PA de razio 2.

75. f(1) = 0, f3) = 4, f(5) = 16, f(7) = 36, f(9) = 64, f(11) = 100, ...,
flezn = 1) =4n?—8n + 4,f(2n +1) = 4n?, ..
0,4,16,36, 64,100, .., 4n> — 8n + 4,4n?, ...
Sequéncia formada pelas diferencas de termos consecutivos: 4,12,
20, 28,36, .., 8n — 4, .., que é uma PA de razdo 8.

71. a) f1) =1, f(4) = 49, f(7) = 169, f(10) = 361, ...,
f3n+1)=36n*+12n+1,...
1,49,169,361,..,36n* + 12n + 1, ...
Sequéncia formada pelas diferencas de termos consecutivos:

48,120,192, ... 72n — 16, ...que é uma PA de razao 72.
FBn ) fGn-2)
b) Razdo da primeira PA: 3 (r = 3)
Razdo da ultima PA: 72
a=4
2ar* =2 - 4 - 32 =72 (correto)
Realmente, ser = 3 é arazdo da primeira PA, 2ar? = 72 é arazao
da altima PA.

Exercicios adicionais
Tayx2—2x=x2—2-1-x+1 —12=(x—1)2—-1
¥-2-1x+1

=172

b)x2+ 6x—16=x2 +2-3x +9 —9 —16 = (x + 3)2 — 25

(x +3)2

2. a) X2+ 10x+21=0= x2+2-5x+52 —52+21=0=

(x+5)2

SK+52-25+21=0=>(x+52—-4=0=

X+5=2=x=-3
SKxX+5)l=4=x+5=2= ou
X+5=-2=x=-7

Zeros da funcdo: —3 e —7.
b)x2—2x-3=0=x—-2-1"x+1? -12-3=0=
(x - 12
Sx-17?-1-3=0=Kx-1?-4=0=
X—1=2=x=3

Sk-1)=4>x-1=*+2> ou
XxX—1=-2=x=-1

Zeros da funcao: 3 e —1.

3.a) X+ 2x—3=(X+2X)-3=(*+2x+1)—-1-3=
=(x+172-4

Logo, flx) = (x +1)> — 4.
b) 22 + 8x — 5 = 2[()(2 + 4x) — %} -

2 57_ , 137
ez 4= - 2)-
=2(x+2?2-13
Logo, fx) = 2(x + 2)> —13.

4. a) fix)=(x—202-9
(x—22-9=0=(x—22=9=>x—-2=+/9 =
=>Xx—2==*3
X—2=-3=x=—-loux—2=3=>x=5
Assim, os zeros da funcao sdo —1e5.

b)flx)=—(x+1)?>+4
~x+1)?+4=0=>-Kx+1)P=-4=>Kx+1)}2=4=
Sx+1=+2/4 Sx+l=+2ox+1=-2=
=>x=-30oux+1=2=x=1
Assim, os zeros da funcaosao —3e.

5. Se, f(x) = a(x — m)?> + ke a > 0, entao o menor valor de

S0 &k = flm).
Portanto, para fix) = 2(x — 1)? + 10, o menor valor de f{x) para todo
X E€IR€10.Isso ocorre para x = 1.

6. -3x2—x+1=0

- b __ 1 __1
2a 2(-3) 6
) -+
= fl-—|=-3-—] —|-—=] +t1=
(o i
:_3.L+_+1:__+i+1:ﬂ:£
36 6 12 6 12 12
2
—3x2—x+1:—3(x+i) +B o
6 12

Logo, o maior valor (pois a < 0) de f(x) para todox ER é % Isso

.
ocorre quando x = — re

Pensando no Enem

1. a) A letra a desconsidera a tarifa cobrada por minuto de viagem

no Uber, indicada abaixo da tabela.

b) Por meio dessa funcao determinamos o preco final a ser pago
por uma viagem de taxi, nas condicdes indicadas.

) Por meio dessa funcao determinamos o preco final a ser pago
por uma viagem de taxi de luxo, nas condicoes indicadas.

d) Por meio dessa funcao determinamos o preco final a ser pago
por uma viagem pelo Uber, nas condicdes indicadas.

e) Por meio dessa funcao determinamos o preco final a ser pago
por uma viagem de taxi, em bandeira 2.

Resposta: alternativa d.

2. Uma viagem como essa sairia por:
R$ 48,75 pelo Uber
R$ 39,43 em taxi bandeira 1
R$ 45,78 em taxi bandeira 2
R$ 59,46 em taxi de luxo
Assim:
1) R$ 6,35 a mais do que em um dia comum. (V)
1) R$ 2,98 a mais do que pelo Uber, sendo uma viagem de
30 minutos. (F)
Sao R$ 2,98 a menos do que pelo Uber.
111) R$ 13,68 mais barata do que em taxi de luxo. (V)
IV) R$ 6,35 a mais do que em bandeira 1. (V)
Resposta: alternativa e.

A

\
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3. a) Considerando que o preco da entrada (p) seja uma funcao de
12 grau do numero de possiveis frequentadores (x), temos:

p = —2x+100.
Assim, o faturamento ou receita (R) com a promocgao seria dado por:
R(X)=x-p+x- % = x (—2x +100) + x.i(’zx; 100) _

= —2x> +100x — x* + 50x = —3x% + 150x

E o custo, considerando frequentadores e acompanhantes, seria:

C(x) =15-2x = 30x
Entdo, para o lucro, temos uma funcao de 22 grau:
R(x) — C(x) = —3x2 + 150x — 30x = —3x? + 120x

O nuimero de frequentadores que maximiza o lucro é calculado por:

O numero de frequentadores e acompanhantes que maximiza

olucrodacasa é:
20 +10 =30

b) 20 é o nimero de frequentadores que maximiza o lucro.

c) 10 é o numero de acompanhantes quando o lucro € maximi-

zado.

d) 60 é o preco da entrada p (22 - 20 + 100) para o nimero de

frequentadores que maximiza o lucro.

e) 25 é o nimero de frequentadores que maximiza a receita (o

faturamento) sem considerar a promocao.
Resposta: alternativa a.

Vestibulares de Norte a Sul

1.
Y

10

Banco de imagens/
Arquivo da editora

2

Toda funcao afim é definida por:
fix)=ax+b

A partir do grafico, concluimos que a funcao passa pelos pontos

(0,10) e (2, 0).
Entdo, temos que:

flo)=a-(0)+b=10=b=10
f)=a-(2)+10=0=2a=-10=

:>a:—7;0 =a=-5

Logo, f(x) = —5x +10 =10 — 5x

Resposta: alternativa c.

2. Fazendo f(x) = g(x) encontraremos as abscissas dos pontos de inter-

secao dos graficos representados.
fX)=gx)=>x+5=x*-x+2=

=5x-x—-x+t2-5=0=

=x*—2x—3=0

Resolvendo x? — 2x — 3 = O encontramos as raizes x’ =3ex” = —1.

x' =3 x"=-1

fix)=y'=3+5=8
gx')=y' =32-3+2=38

fix)=y'=-1+5=4

gx") =y" = (=)= (=) +2=4

sy Yy ' =8+4=12
Resposta: alternativa e.

~

3.

Banco de imagens/Arquivo da editora

Como a funcao é linear, pode ser definida por f(x) = ax + bonde a
taxa de variacao é dada por: a = 860 _ 5
10-0 2

Logo, f(x) = %x + 60.
Os valores de x, para serem superiores a 95%, devem satisfazer a
seguinte condicao:

f(x)>95:>%x+60>95:>%x>35:>

=>5x>70=x>14

Sendo x > 14 a quantidade de anos, a partir de 2012, para supe-
rara marca de 95% das pecas sendo fabricadas no Brasil, entao,
2012 + 15 = 2027, indica 0 ano em que os 95% de pecas fabrica-
das no Brasil serdo superados, ou seja, em 2027.

Resposta: alternativa a.

. Como na funcao h(x) = —0,1x? + 1,2x + 2,5, a altura é representa-

da pelo eixo das ordenadas, temos que oy, (y do vértice) represen-

tard a altura maxima atingida.
—A 2,44
i 2 = = =2""=6]
h(x) 0,1x2+12x + 25= Vv 70 0.4
Logo, a altura maxima atingida é de 6,1 metros.

Resposta: alternativa a.

. Arequacao da porcentagem de carga da bateria do celular (Pem %)

em funcao do tempo (t em minutos), sera de:
50 t

P(t) = —— — ———, para1% de carga consumida a cada 3 minutos.
100 300
Terminando a carga da bateria P(t) = 0.
Logoyi_L: :;L:i:
100 300 300 100
=t= 500 150
100

Fabiano podera brincar 150 minutos ou 2,5 horas até que a bateria
se descarregue completamente.
Resposta: alternativa b.

. Se P(t) = 20%, temos que:

20 = %(64 + 88t — t?) =100 -20 = 64 + 88t — 2 =

=t — 88t + 2000 = 64 =
=t —-88t+1936=0
Resolvendo a equacao de 22 grau, encontramos as raizes t’ e t".
oo = —b =0 _ —(=88 +0 _ 388 _ 4y
2a 2-(1) 2
Assim, 35 < 44 < 45,
Resposta: alternativa a.

. Extraindo as informacdes do enunciado, temos que b = 50, ja que

foram dadas 10 corridas e cada taxa fixa custa R$ 5,00.

Dessa forma, temos: 410 — 50 360
Rix)=ax+b=410=2x+50= x = — T
O motorista percorreu um total de 180 km nas 10 corridas realizadas.
Assim, como foram realizadas 10 corridas, a média de quilémetros

=180

. 180k )
rodados por corrida é de —2XM_ — 18 km/corrida,
X 10 corridas

Resposta: alternativa c.
h
d
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. Montando um sistema, temos: {

As coordenadas do vértice da parabola sao V(10, 200). Como uma
das raizes da equacao que representa a funcao é d’ = 30, analoga-
mente, a outra raiz seria d’ = —10, devido ao eixo de simetria.

A equacao da parabola pode ser representada por:

h(d) =a(d —d')d — d").

Substituindo, temos h(d) = a(d — 30)(d + 10).

Utilizando h(10) = 200, temos:

h(10) = 200 = 200 = a(10 — 30)(10 + 10) = a(—20)(20) = 200 =

200
—400a =200= a =
= a = —200

Entdo, a equacao da parabola é h(d) = —0,5(d — 30)(d + 10) =
= h(d) = —0,5d? + 10d + 150

Logo, como no ponto de langamento o
d=0&h(0)=—-0,5-(0)2+10-(0) + 150 =

= h(0) =150

. Aaltura no ponto de lancamento é de 150 metros.

=a=—0,5.

Resposta: alternativa d.
100 = k-40 + b

Resolvendo o sistema, temos: (30 = k120 + b ;

100:k~40+b:>b:100—4Ok:>b:100—40~(—E):
—b=100 +35= b =135
30=k'120+b:>30=k'120+(100—40/():}

=30 = 120k + 100 — 40k =

79 7

- - k=-2 - _L

=30 = 80k + 100 = 80k 70 = 3 3
Assim,A=k-v+b= A = ——;v + 135

Substituindo v = 64 km/h, conseguimos chegar ao seguinte

resultado:

A= —%~(64) + 135 =256+ 135 =179

O angulo de visdo do motorista a velocidade de 64 km/h é de 79°.
Resposta: alternativa c.

. |. Verdadeiro. Substituindo t = 4 horas, temos:

C4)=-2-(42-12-4+1M0=C(4)=—2-(16) — 48 + 110 =
=C(4)=-32-48+110=C(C(4) = —80 +110=(C(4) =30

II. Verdadeiro. No inicio do vazamento t = 0. Assim, substituindo temos:
C(0)=—2(02=12-0+10=C(0) =0 — 0 + 10 = C(0) =110
IlI. Verdadeiro. O lago fica vazio quando C(t) = 0. Assim, encon-
trando o “zero” da funcao, temos:

0=—-2t2-12t+110

Resolvendo a equacdo temos: t' = —11e t” = 5. Como nao existe
tempo negativo, a afirmativa se torna correta.

IV. Falso. Nesse caso, t = 3; substituindo-o na funcao, temos:
CB)=-2-(9)—12-3)+1M0=C(3)=-18 —36 + 110 =

= C(3) = —54 + 110 = 56

Como a capacidade do lago é de 110 milhdes de metros cubicos,
56 milhdes representa mais de 50% da capacidade do lago.
Resposta: alternativa a.

Para refletir

Pdgina 104

« Afuncao nao é injetiva nem sobrejetiva.

Afuncao ndo é injetiva, pois existem dois valores de x para os quais

fix) =3 (x =1ex =5). Portanto, ha elemento em B que é imagem de dois

1)

AN

elementos distintos em A.
Afuncao nao é sobrejetiva, pois nao existe x € IR tal que f(x) = —3. Portanto,
ha elemento em B que ndo é imagem de nenhum elemento em A. (Im(f) # B).

Pdgina 127
=—4x*+4x+5
A=16+80=96

—4+3J% _ —4+46 _ —1=J6

2-(~4) -8 -4

L , 1+v6  1-v6 , —1-J6 _1+6
080, X ex =
—4 4 —4 4
Comox, = X';X” temos
-6 1+v6 2 _ 1

4 4 2
Unidade 3
CAPITULO 5

—9)3 = (—1)3 3 — 12_ 1
1b)(—2P = (—1) -2 = -8 h)(Z)—¥

0) (—2)5 = (=) 26 = 64
f) V2 =V2* =2
g) 1) =T =777 =747

10°

. b) — =10°

102
1
9 30000

=10-*

1

—— =10
1000 000

d)

.a)(/S_Z:UE

3
b) 27 =42 =48
T

O = =—=

2 B 2
QW35 — B~ e

=37* =49

(oa2)
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72_74+2_76
38_31+S_39
C) 59 52_59 2_57
d) (25)3 — 25 3 — 215
e) 5

58 17.

1 12 17
7.a)(273+642783+42) =

1
— QAT +VeE BT + YA =48 —d+2 =

f)F, (3 =|-3]=3
h)F, V=52 =v=25 &R
a) V8 =2 =222 =22
b) 316 =32% =¥ 2 =232
0 V60 =22 -3-5 = 2415
d) v200 = V2° .52 =+22-2-52 =2-5-42 =1042

=9%=@:3
(1)_1 18. a) 41250 =25 =542
30 + (=2 — 3 J_s
3 1+4-3 2 1 e 125 5 5_i:i
b) (l)*z T4 472 o {7000 ~ o7 = 00 2
2
19. a) V2 -5 =425 =410
8. V16 <20 <25 = 4<20 <5=34< 30 <355 N3 5
b) 22 = .|
=81< 3 <243 V2 2
Logo, 3¥2° & menor que 250. O VB =2 =
d) V23 =223 =21 =¥
9. a) 23.27.22:23+7+Z:212
b) 3° —310-4 _ 36 e) ‘/2\12\/7 VoW 2 =B =" -8 =¥s
34
f) %2 W20 X3 =¥
o) 4 g1 =g
a 20. a) mmc(3,4,5) = 60
d) @5 = 2% 60 60 60
R ER £l _ /5
9 1) = 7 T W
27 .93 ) NUx - Ix \/«/ \/\/ I3 =
f) > = 7+3-(2) = pu 3
V X2 \/x_ﬁ—x§=‘2 3
10. a) ¥y = 5.3
b) 4% 3 = 4: 21 a) 2 +3v2 =2 =42
4
Q) 7 = (B = (79 b)\/ﬁ+3\/——m:\/5_3+3\/5——\/22~ =
d) (5x)* = 5% - x* =52.5 +3J5 — 25 =55 +3J5 — 245 =645
1. a)2187 =3 22. a) 2V3(V12 +43) =23 V12 +2:43 -3 =236 + 249 =
b)%:%:g*z =2:6+2:3=12+6=18
01=130 b) Q+v3)8-3)=6-243 +3/3 —3=3+43
d) Y87 = 337 = 3% o W2 +3)2-23) =2v2 —2/6 + 243 -6
A : d) V5 + VTIN5 - 247) =10 - 4435 + 435 —14=
)i:i:g?quf
3 3 =-4- 335
f) 2P =3y =37 =3" ,
23.a) W5 —2W5 +2 =W5) —22=5-4=1
2 ae= DT DT Z (D =2 b) W7 — NDWT +3) = W7 — W3 =7-2=5
b)E=1"+ 0% =1+0=1 O G+ =(2+21- V2 + {2 =1+ 22 +2=3+2V2
d) 5 =3 =(5) =25 3 +W3) =5 2415 +3 =
14. a) 8 -10000 = 80000
b) 5-0,01= 0,05 =8— 215
¢) 3,52 - 100000 = 352000
d) 1,6 - 0,001 = 0,0016 2. )3 +5 V3-8 =B +5)B-+5) =v32 - (5) =
o5 =7 =
16. a) F, Vx? = x| ° o
A F VX7 =X x —xdx b) V7 +2v6 V71— 276 =T+ 246)7 — 2V6) =
e)F, V49 =7 =7 =49 -22-6 =49 24 =25 =5

~
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AN

25.

26.

217.

29.

30.

31.

mmc(2, 3,4, 6) =12
W =9 =Y - Ve
Jar =244 = ¥4t =256

Y =4 =P = Ao
Ya0' = ¢Y40"? = W40 = 1600

Em ordem crescente, temos:

W64 < %256 < 1600 < Y4913
Logo:

V2 < ¥a <7 < a0

a) J(2+3) =2+ 3| =2+3,pois2 + 3 >0

b) J(2—v3) =|2= V3| =2-3,pois2 — 3 >0

a) ¥625 + Y40 — Y135 =354 +323 .5 —3Y3B .5 =
=350 4 Y3 Y5 Y3 5 =
= Y55 Y5 4+ 245 — 335 =55 + 235 —3¥5 =435

b) V8 -6 + 21 -7 =48 + 147 =~2*-3 +43:77 =
=28 B +B T =23 7B =443 +7V3 =13

o v¥128 + V1458 =337 +332.36 =
=85 & + 92835 =282 +342 =592

d) V6 (V3 +v2 —18) =63 +6-2 —/6-18 =

=233 +42-3:2 -2-3:2:32 =
N TN e SN D S
=3v2 +243 —=2:3v3 =3V2 + 243 —6/3 =32 — 43

a) Pelo gréfico, temos:
a?=4=0a=2-flx) = 2%

b) Pelo grafico, temos:
a'=0,7- fix) = (0,7

a)fx)=b-a*= {f(o):2:>b"70:0:>b=2 =
f)=6=ba'=6=2-a=6=a=3
=flx)=2-3%
f()=3=ba=4=b-a=3

_ b
X —N=N=b-a'=N=—==N=b=12
b) flx)=b-a*= f= =b-a = u = a=

—Ta-a=3=a =+
4
1

a= b=6

2 € )
Logo, fix) =6 - (%) .

3229) x» | 2| 1| o 1 2

33.

35.

y=3¥

b x [ 2 =1 o 1] 2

1| 7

y |6 | 4| 1|+ |5
y

llustrages técnicas desta pagina: Banco de imagens/Arquivo da editora

Crescente: a e ¢; pois w e ~/3 sdo maiores do que 1.

V2.

Decrescente: b, d, e e f, pois -5 0,01, % e % s30 menores que

1e maiores que zero.

a)fl)=2-37=18
b)g(2) =52 —2=123
Qg hR)=92"2=1

—9.3-1=9. 1L _2
dfi-1=2-37"=2 T3
e) g(0)=5—2= -1

_co-2_c—2_
f) h(0)=5°-2=5 =5

g =155 =58 5x—-2=32x=5

h)5—2=3=5=5=x=1

Vatn\
_Canf (20c)
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36.

NI YN PTG

Im(f) = R

—_t

NG I S

Matematica e tecnologia
1. flx) = 3

251

—_
N+

yen B

N

i

-2-15 -1-05 O 05

o+

~

2. a) Crescente, pois a base é 4, logo, maior que 1.
b) Decrescente, pois a base é % logo, entre O e 1.

c) Decrescente, pois a base é 3, logo, maior que 1, mas multi-
plicada por —2 resulta em simetria em relacao ao eixo x,
o que faz com que ela fique decrescente.

d) Decrescente, pois a base é %, logo, entre O e 1. E, multiplica-

da por4, mantém o seu comportamento, que é decrescente.

3. a) Para determinar a imagem, observaremos qual o “valor
limite” da funcao.
Sabemos que a funcao exponencial f{x) = a* esta definida
paraa >0, pois nao ha x €R que faca a*ser nulo,nem menor
quezeroe,a partir desse dado, obtemos aimagem da funcao.
Assim, a funcao f(x) = 4% cujo grafico é:

y

Nunca cruzara o eixo x, sendo, portanto, suaimagem, o con-
juntoR}.

b) Seguindo o mesmo raciocinio do item anterior: se 2*nun-
ca chegara a serigual a zero, entao g(x) nunca chegard a
serigual a 1. O grafico de g(x) é:

y

Aimagemdegé:y €R|y>Tou (1, +x).

-I X
ho = (3 +2
A he) = |5
Agora é facil perceber que h(x) nunca chegara a valer 2 e,
portanto, Im(h) = (2, +).

d)i(x) = —2-3—1
Neste caso, teremos 3* crescente, mas multiplicada por
(—2) fica simétrica a 2 - 3*em relacao ao eixo x, 0 que a
torna decrescente. E, como a cada valor da imagem sub-
trairemos 1, a funcao nunca chegara a ter ovalor —1, sen-
do o seu conjunto imagem: (—o, —1). Veja o grafico:

y

0 X

-1

T

E386] Manual do Professor
N
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4. Duas solucoes.

Banco de imagens/Arquivo da editora
L

AN

37. a)r=2
b) f(—2) = é; f(0) = 2 /(2) = 18; fl4) = 162; ...

Logo, (é,2,18,162, ) é uma PG de razao 9.

qg=9
38. a= —fﬂ) =20 =5
fo 4
Logo, a razao da PG é:
a =75 =125

40. f(1)=9,f(2) = 27
qg=b-a=21=b-a’
Logo:
271=9-a=a=3
9=b-3=>b=3
Portanto f(x) = 3 - 3.

41. a) 2*=2°=x=6

S ={6}
b)3*2=33=x-2=2=x=4
s=1{4}
Q5 =B - 2x=3=2x2—2x—3=0
A =16
X = 234 =>x=3oux=-1
s={-13}
d)10*=10""T=2T-x=-1=—x=-2=x=2
s={2
e) 2%~ =B = —x2+4x—3=0
A=4
x= _iiz =x=Toux=3
S={1,3}

10-¥ =10 =x-x2+6=0=x—-x—-6=0
A=25

"
x=%:x=3oux=—2

s={-2,3}
g)3? *=3332-x=-3=-x=-5=x=5
s={5}
h)3*>=(3)"*=x-5=3-3x=>x=2
s=1{2}

42. 2) ¥ 2=81=23"?2=3"5x-2=4=x=6

s={e}
b) 5 1=25=5 =5 =x—1=2=x=3
S={3}
Q) 2 4=3220"4=P=x—4=5x=9=x=30ux=—3
s=1{-3,3}
d)2x*t3=1=22+3=20=2x+3=0=x= -3
s=1{-3}

43, Q) X1+ 22X =48=2¥-2+2=48=3-2=48=2=16=
=SX=20=x=4
S=1{4}
b) 2X+3 4 2X+1 4 X =88 =223 422+ 2X=88=
=2-8+2%-3=88=22-11=88=2=8=2=2=

=x=3
s={}
o) 7"+7X‘1:8:>7X+7X~7‘1=8:>7X+7X~%=8:>
=27 7"+7"=56=8-T7"=56=>7"=T=x=1
s={1
d)4~2X+2X“:72:>4~2X+2x-%:72:>8~2X+2X:72:>
=9 2=N=2=16=22=20=x=4

S={4}

s JITES 2+
44. )35 +2-3¥—15=0m 3= 2ZVATE0 728

=3=3=x=1 2 2

= 3¥= —5 = Ax nestas condicoes

s={n
b)4¥—9-24+8=0=2%-9:-2*+8=0=>
9x/81-32 _ 9=7 o

2 2

=2=1=x=0

>2X=8=x=3

s =10, 3}
()9 —4-3x+3=0=23>-4-3¥+3=0=>
4=xN16 12 _ 4=%2

=>X=

= 3= =3=1=x=0

2 2
F=3=x=1
s={0,1}
4 4a’ —a 30+3
45. (?) 2(?) =40’ -a=3a+3=4a>-4a—-3=0
A =64
_4=+3 3 1
a= =>a=—=-oua=——
8 2 2
3ty =30 +y= - X -y=0
46. = x+y=0 (=1 = )( Y
7Y =2 x+2y =1 Xty =1
y =
X+1=0=x=—1
x—y=-1-1=-2
¥ =272 (x+3y=-2 -(=1) [-2K-3y=2
47. = =
32.3% =31 2x +6y =1 +6y=1
3y =3=y=1

2X+6:1:>X=*%

HEe

48. 1= =252 - 2=1=x=
3 EN 2
)| =42 =42 =)
)

o]

O ponto comum é (% 2).

Vatn\
_Canf (207)
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49. a)5x>3x+10=2x>10=x>5
X

5
S={xeR|x>5}

b)5—xX<-4=-x<-9=x2>9
x' =3ex"=-3

%
S={x€R|x<—-3oux>3}

) 3¥ >3 x—2>2=x>4

4
S={xeR|x>4}

d)3X~31+3X~32<108:3X(3+9)<108:3X<%:

=2IF<I=3I<P=2x<2

S={xeR|x<2}

50. a) 1<2X<16=2°0<2X<2*=0<x<4
S={xeER|0<x<4}

b)22<23<27 15 -2<sx-3<-1=1sx<2
X

1 2
S={xeER|1sx=<2}

SL 3T X453 34X =4 3B L) =4
:3*(%“) S % >4=3=4- %:3)(33*:

=x=1

1

S={x€ER|x=1}

52, a) 2 —16=0=2=16=2=24=x=4
D={xER|x=4}
b) (PP — 7= 07 =27 == 22X — 2x=0=
=>x(x—2)=0
x'=0ex"=2

+\ /+ X
o\/z
D={x€R|x<0oux=2}

53. Consultando a tabela, obtemos:
a) fl1) = e’ = 2,783
f3) = ¥ = 20,086

g(2) = e=2=0,13564

g(4) = e~ =0,01832
b) e¥ = 7,389

Consultando a tabela, obtemos x = 2.
c) e*=0,368

x=1

~

A partir dos pontos da tabela, construimos o grafico de fe g:

Y 70

2,7183

Resolvido passo a passo

5. a) De acordo com os dados do problema 11
Q(t) = Q, - €= 0(20) = 6000 - e*°* como 2% =2 =
= 0(20) = 6000 - 2
Parat = 20n, temos que Q(20n) = 6000 - €207 =
= 0Q(20n) = 6000 - (e2°9)" = Q(20n) = 6000 - 2"
6000 - 2" =1000000 = 2" = 166,66, como n tem que ser
inteiro, n = 8 = 28 = 256 (uma vez que 27 < 166,66 < 28).
Logo, (20 - 8) = 0O(160) = 6000 - 28 = 6000 - 256 = 1536 000.
A populacdo da cultura de bactérias atinge 1536000 em
160 minutos.
Apds observar a quantidade, aplica-se a funcao linear:
f{t) = at + b,onde b =1536000 e a = —50000, pois se, em
30 segundos, reduz 25000, em 60 s, ou seja, 1 min, reduzira
50000.
Logo: f(t) = —50000t + 1536 000 = f{t) = O para t = 30,72
ou aproximadamente 31 minutos.

54.

A funcado que relaciona a quantidade de carbono-11 presente em
t

funcao dotempo é N(t) = N, - (%) .

Segundo o enunciado, devemos ter N(t) = 0,25N,. Entao:

t t
0,25N, = BLVYA (l) 0, 1 (l) 0o
4 2 4 \2
(% t
= (—) :(—)20 = 2=— =t=40min
2 2 20
Resposta: alternativa d.

55. Afuncao que relaciona a atividade de C-14 no féssil em funcdo do
t
, _ 1\530 : _
tempo é A(t) = A, - 0 . Segundo o enunciado, A(t) = 7 e
A, =896. Entio:
_t 4
7= 896 - (l)mo - 7 _ 1 :(l)sno N
2 896 128 2
W (1) t
= (—) = (—)”30 = 7= —— =t = 40110 = 40 mil anos
2 2 5730
Resposta: alternativa d.
k- LS k
56. P=P, e =4000=1000 6 = e6 =4 = eb6 ==

= % =14=k=8,4

P =1000e%*""=1000(e*?)* = 1000(66,686)* = 4447022 bactérias
Observacao: os valores usados foram obtidos em calculadoras.

EBSB] Manual do Professor
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57. O nimero de bactérias no instante t é f(t) = C - a. Como f{0) = 2000,
temos que C = 2000. Como 30 min = 0,5 h, temos £{0,5) = 4000.

Logo:
4000 =20000" =2=a%=a=4
Portanto, f(t) = 2000 - 4%, Assim, ap6s 2 h temos

f(2) = 32000 bactérias.
58. a) Apos 3 horas, temos % de 50 = 25 mg.
Apds 6 horas, temos % de 25 =12,5mg.
Apds 9 horas, temos % de 12,5 = 6,25 mg.

Apbs 12 horas, temos % de 6,25 = 3,125 mg.

b) E importante observar que, nesse caso, ndo podemos utilizar
uma funcao afim para modelar a variacdo da medicao, pois essa
levaria a conclusao de que, ao final de 6 horas, nao haveria mais
antibiético presente no organismo, o que € falso. O processo de
eliminacao do antibidtico do organismo apresenta o seguinte
comportamento: a medida que a dgua é ingerida, ela é adiciona-
da a corrente sanguinea e o excesso é eliminado por meio dos
orgaos excretores. A quantidade de antibidtico eliminada é
maior quando a quantidade de antibidticos presente é maior.
Assim, é razoavel adotar como modelo uma funcao exponencial
fit) = C - a', pois a taxa de variacao em intervalos de tempo de
mesma duracao é sempre a mesma. Utilizando f{0) = 50, obte-
mos C = 50. Utilizando agora f(3) = 25, temos:

1
fit) =50at = f(3) = 50a*> = 25 = 50a* = a =2 3

t
Portanto, f(t) =50 - 2 3.
59. h(1) = 79,041 + 6,39 - 1 — eB261-0993-7) —
=79,041 + 6,39 — 2?8 = 85431 — 9,7 =75,731cm
v(x) = 6,39 + 0,993 - eB:261-0993) = 639 + 0,993 - 9,7 =
=16,0221cm/ano
Resposta: alternativa a.

Para refletir
Pdgina 149
«M=C(1+i)"=M =10000(1,03)"
30 meses — M = 10000(1,03)*° = 25000,00
50 meses — M = 10000(1,03)*® = 45000,00
+ 32500 =10000(1,03)" = 3,25 = (1,03)"=n = |031,033'25 =39,87=
Aproximadamente 40 meses.
Pdgina 174 ¢ ¢
1\30 1\ (1\3%0 ot _
—Qo =Q,- (—) :>(—) = (—) =5=— =t=150
32 2 2 2 30
1987 + 150 = 2137
Portanto, o local s6 podera ser reabitado a partir de 2137.

CAPITULO 6

1. a)log,27=x=3"=27T=3"=3=x=3
b) log,125 =x=5=1205=5=5=x=3
c) log10000 =x=10*=10*=x=4
X
d) log, 32 :x:(%) =32=27%=2=x=-5
2

e) log,;0,01=x=10*=0,01=10"=10"2=x = -2

f) log,05=x=2"= 05$2X=%:>2X=2 T=x=-1

w

1
g) |0gz\/§ =x=>2=8 == (23)7 =X =

h) logsv32 =x = 4% =32 = (2)"

5
=>x= =
4

2
1
= ()2 :Zx:%:

X
i) log,116=x = (%) =16=4*=4=x= -2
4

La)ad=8=a*=2l=a=2

b)a*=81=ad*=3*=a=3
ca®=1,YaeR: - {1}

s 1 s (1Y _ 1
da*= — =da’=|—| 2a=—
16 4 4
La) 2 =64=2=26=>X=6
b)x3—126:>x—43126
Q) xX2=6205=x2=25=x=25
d)10°=x=x=1
a)x>0 ) x*—16>0
{xER|x>0} X =dex’ =~
b)x-=3>0=x>3 +\ /+ X
{xeR|x>3}

N

{XxER|x<—4oux>4}

X—5#1=>x#6
{XER|x>5ex#6}

){X—5>0:>X>5

2x—1>0:2x>1:>x>l
b) 2

2X —1#1=22x#2=x #1

{xe\R\x>%ex#1

X—3>0=>x>3

.a) x>0

x #1

Quadro de resolucao:

3
—o0
0 1
3
{xeR|x>3}
X+4>0=>x>—-4
b){ix —1>0=x>1
X—1#1=>x#2
Quadro de resolucao:
—o0
-4
1 2i
1 2

{xXER|x>Tex#2}

Iog51 =1(F) pois 5" # 1
F) pela definicdo a base tem que ser diferente de 1.
c) logs5=1(V) pois5'=5
d) logs1= 0 (V) pois 5° =
e) F) pois 73 # 37
f) log,3" =7 (V) pois 37 = 37
g) 2'°6,° = 5 (V) atende a propriedade a'°&,N = N

log,3"=3

h) 2'°6s2 = 5 (F) da propriedade log,(a") = n e multiplicando log,
dos dois lados, temos que: log,(2'°¢:2) = log, 5 = log, 2 # log, 5.

N Manual do Professor - Capitulo 6
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8. a)3
)5

0 (

d) (gloga 2)Iog27 = Qlogy7 =7

(=

2log, 6)Iog610 — 6Iog610 =10

e) 2283 =2-3=¢6
f) 22-231082° = 4 - (2'982°)° = 4 - 53 = 500
9. a) log (x}y) = log x> + logy = 3 - log x + logy
3
b) log (%hj = log (wr*h) — log 3 = logm + log ’ + logh — log3 =

=logm+3-logr+logh—log3

1
c) log, [&j =log, Vx —log,y? =log, x? —log,y* =
y

2

% -logyx —2-logyy

10. a) log; (6 - 11) = log, 66
28
b) log, (T) =log,7=1
c) log 3* = log 81
d) 198 27 150 57

logg 7
1

a1 3 3
e) log, 73 —log, 2 = log, (%j = log, (gj
f) log,5 + log, 4 = log; (5 - 4) = log, 20

1. log2=aelog3=>b
a)log6=1log(2-3)=log2+log3=a+b
b) log 24 = log (8 - 3) = log 8 + log 3 = log 2> + log 3 =
=3log2+log3=3a+b
c) log 300 = log (100 - 3) = log 100 + log 3 = log 10% + log 3 =
=2log10 +log3=2+b

d) log1,5 = Iog% =log3—log2=b—a

e) log16 = log 2* = 4log2 = 4a
log2 _a
log 3 b

f) log, 2=

12. log2=xelog3 =y

a) log5 = Iog% =log10 —log2=1-x

1 g 1 y
= 2 = — = = =
b) logv3 = log 3 5 log 3 5V =5
1
c) log 2 = log 127 = — (log12) = % (log (4-3)) =

1
3
1 T
?(Iog4 +log3)=—

3 (log 2% + log 3) :%(2 log2 + log3) =

2x +y
3

= Sx+y)=

d) Iog% =log37'=—-1log3=—-1ly=—y
e) log 0,06 = log % =log 6 —log10 = (log (2 - 3)) — log 102 =

=log2+log3—2logl0=x+y—2

f) log, 27 = log,3 3* = %Iogz 3= —[—) == ===

2
13. log (%) =loga + logb*—logc=loga+2-logh—logc=
=5+6-2=9

~

14.

16.

18.

log,100 = log, (22 5%) = log, 2> + log 5> = 2 - log,2 + 2 - log, 5 =
=2-20+2-30=100

. a) log P = log a? + log b°> = log (a? - b°) = P = a’b®

3. 3
b) IogzP:Iogza3+log2b—logzc2=Iogz(a b) —p= %

CZ
x = log,, (%) =log,, 10 =1
log,x=4=x=a*

8
logs x =8=x= (l)

3 3
8
a4:3—8:a4*33
x=g*=38%
1
19. logs 5 log, 3* - logs <2 _ logs s 310 .Iog42§
logs 3 logs 25 M logs 5
1.1
= 3logs 2 2 _3.1_3
2logs 8 8
log.o 20
log, 5 = logy 5 820 4 logy 20 —logy 4 _

20.

21.

22.

23,

24,

25.

26.

log,o 6 - logao (2 - 3) B logyo 2 + logyo 3

_ 172-Iog202:172a
a+b a+b

) logx =135=x =10" = 22,387

a) log 100 < log 279 < log 1000 = 2 < log 279 < 3

b) log1<log 6 <log10=0<log6 <1

c) log 0,01 < log 0,071 < log 0,1= —2 < log 0,071 < —1
d) log,1<log,2 <log,7=0<log,2<1

a) log100 = log10?=2-log10=2-1=2

b) log 0,00001 = log10~> = —5-log10 = =5-1= =5
c) log0,001=1log103 = ~3-log10=—3-1= -3
d) log 10000000 = log 107 =7 -log10=7-1=7

) log (2-10) = log 2 + log10 = 0,30 +1=1,30

b) log (2-107%) = log 2 + log 10=* = 0,30 — 4 = —3,70

(3-107") =log3 +log10~'= 0,48 — 1= —0,52

d) log (2-3% =log2+log3?=0,30+2-0,48=126

) log (3%

(25-10) = log 5 + log10 =2-0,70 +1=140 + 1= 2,40

a) log(2-7)=log2+log7=030+0,85=115

b)log(2~52):|og2+2~log5:Iog2+2~|og(%) =
=log2 + 2(log10 — log2) =log2 +2-log10 — 2-log2 =
=2-log10 —log2=2-1-030=170

c) log (35-107") = log 35 + log 107" =log (5-7) = 1=
=Iog5+|og7f1:Iog(%) +log7—1=
=log10 —log2+log7—-1=1-0,30+0,85—1=0,55

d) log (7-10) = log 7 + log 10 = 0,85 + 1=1,85

|
a) log, 3 = % = % =1,60
b)log,3 = 1283 _ 048 _ g
log5 070
2
c) log, 9= log 9 = log 33 - 2:048 _ 096 =1,07
log 8 log 2 3-030 0,90
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217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

log 5 _ 070 —035

log 102 2

log 5

d)| 5=
) 108100 log 100

x = 521000 = Jog x = 1000 - log 52 = log x = 1716 = x = 10'®
Portanto, 52'9%° tem 1717 algarismos.

pH = log (;) = log (E) =1log10° — log 4,5 =
4,5-107° 45 ’

=5—log45=5—0,653 = 4,347

log 5 0,70
a)log2X=logs=x-log2=logb=>x= —=— = —— =233
Jlog g & g log 2 030

s=1{233}

log 3 048
b)logeXx=log3=x-loge=log3=x=—2=-=—— =112
Jlog J g J log e 043

s={112}

log e 043
c) log5*=loge=x-log5=loge=x= = —= =0,61
) log 3 J J log 5 0,70

5s=1{0,61}
d)ex=6=loge*=log6 =log(2-3)=log2+ log3=
= x-loge=log2+log3=
030 + 0,48
0,43

_log2+log3

log e
s ={1,81}

=1,81

log (3 - 2¥) = log 10 = log 3 + log 2* = log 10 =
1-0,48

=173
0,30

=x-log2=1log10 —log3=x=
¥=y=y’ =5 +6=0
A=1

51 , ,
y=T:>y =3ey' =2

F=y=3=3=x=1
¥=y=3*=2=log3*=log2=x-log3=log2=

oo log2 030 o
log 3 0,48
s=1{0,63;1}

log (112)* = log3 = x - log (1,12) = log 3 =

_ log 3 _ log 3 _
log 2% +7-107%)  log2* + log 7 + log 1072
_ 0,48 _ 048 _ 9,60
4-0,30+0,8 —2 0,05
1500000 = 800000(1 + 0,12)" = (1,12)" = % =
= log (—”2 )n = log (E) =n-log (_112 ) = log (E) =
100 8 100 8
_ log 15 — log 8 _ 1176091 — 0,903090 _
log 112 — log 100 2,049218 — 2
- 0273001 _ 5,547 = 5 anos, 6 meses e 18 dias
0,049218
Inicio: x

12més: x + 0,02x = 1,02x
22 més: 1,02x + 0,02(1,02x) = (1,02)%x
Apds n meses, a quantia depositada tera sido multiplicada por
(1+0,02)" = (1,02)". Para que a quantidade triplique, devemos ter
(1,02)" =3.
Logo:
log1,02" =log3=n-log102=log3 =

log3 04771212

" log 102 0,0086

Assim, a quantia depositada triplica apés 56 meses.

= 5548

35.

36.

37.

38.

Afuncao que relaciona o montante da aplicacao em determinado
tempo t & M(t) = C,(1 + i), em que M(t) é o montante no tempo t,
C, éocapitalinicial e i € a taxa decimal de juros. Segundo o enun-
ciado, obtém-se t quando M(t) = 1300. Entao:
1300 =1000(1 + 0,015) = 1300 _ 1,3 =1015=
1000
log 13

=log13 =1logl1015f=t=
& g log 1,015

= 17,6 meses

Portanto, ap6s 18 meses.

A funcdo que relaciona o montante da divida em determinado
tempo t & M(t) = C,(1 + j), em que M(t) é o montante no tempo t,
C, € o capital inicial e j é a taxa decimal de juros. Segundo o enun-

ciado, queremos t quando M(t) = 600. Entao:
120

600 = 505(1 + 0,09)!=120 =101- 1,09' = Tor 1,09'=
= log % =log1,09t=log 120 — log 101 =t - log 1,09 =
ote log 120 —log 101 _
log 1,09
_ log 12 +log 10 — (log 1,01 + log 100) _
log 1,09
_log(2?-3)+1-1(0,004 +2) _
0,038
~2-log2+log3+1—(0004+2
0,038
~2:03+0,48+1-(0,004+2)  2,08—2004 0,076 _ 2
0,038 0,038 0,038

Portanto, em 2 meses.

Considerando que atemperatura da agua fervente é de 100 °C, temos:
AT, =100 —-30=170°C

Apbs 5 minutos:

AT(5) = 65 — 30 =35°C

Mas, AT(5) = AT, - e~ entdo:

35=70-e= LA e

Poderiamos também calcular « aplicando €n nos dois membros,
com auxilio da calculadora.

Aplicando logaritmo de base 10 nos dois membros, vem:

log (%) =loge™*=log 27" = log(e™)°* =

= —log2=5-loge*=loge™= % = 20,06

Apds t minutos:
AT(t)=37—-30=7
Entdo:
7=70-e = L. et
10
Aplicando logaritmo de base 10 nos dois membros, encontramos:
log (%) =loge = —T=log(e™)f= -1=t-loge™* =
-1

=-1=t-(-0,06)=>t= = = 16,66..

Resposta: alternativa b.

Considerando t = 0 o instante da morte, temos:
AT, =36,5-165=20°C
Entdo:
AT(t) = 20 - e~-t
Sendo t o instante da primeira medicao e (t + 1) o instante da
segunda medicao, temos:
« AT(t) =32,5-16,5=16°C

16=20-ematm 18 _e-at, log (i) =loge =

20 10

=log8 — log10 = log (e™)f=>log 2’ —1=1t"log (™) =

3-03 —

=3-log2—1=t-log(e )= ! =log (e™) =

= log(e) = == @

A

\
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<0

< AT(t+1)=315-16,5=15°C b)Y, y y
]5:20.6—a~(t+1):>£ =e-a-(t+1) = 3]
20 1 ) 2
:>Iog( ) log (e~°t*7) = log 3 — log 4 = log (e™*)!*'= g H
0 )
=047 —log2?=(t+1)-log(e™) = % 1 _;_ ___________ i
=047—2-log2=(t+1)-log(e™) = -3+ y=log x
—_ 3
=047—-2-03=(t+1)-log(e™) = log(e™) = —onB 1 0
t+1 3 1
Igualando@e@, temos: 9 )
01 _ 0B L 51t-01=-013t=003t =01
t t+1 46. a)[ y
—t=-2L _3333h0ras
0,03 LA
Comot = 3 horas e 20 minutos, a morte ocorreu 3 horas e 20 mi- 2 X
nutos antes da primeira medicao, ou seja, as 14 horas. 1 1
Resposta: alternativa b. 2 0
1
39. 0=0Q, e "= 5=750e 00 = — = e 008, 4 1
0 10 3 b
= e 008t =101 |ne 008 =|n10""= —0,08t = —1-1n10 = |
b 3 = L
In1 2,302 x y=log (x=1)
St= (;102 - '03'?)86 = 28,78 = 28 anos, 9 meses e 18 dias . y 2
3 — -2
40. Q= Q, &= 6000 = 4000e~00 = 00t = — = 4 X
= |n e%0%t = |n (l) = 3
3 — -1
= 0,025t =In3 —In2 =1,0986 — 0,6932 = 0,4054 = 2
= 04804 65 i6minei2s 2 0
0,025
3 1
41. 0=0. - e"t= Qo _ Q- e0% = L e-008t 5 2
- 2 - 2

oout 1 47. fla)=0=loga=0=a=10°=1
= Ine 0% =|n (7)=>7O,O4t:70,6931: f10)=b=log10 =b=b =1

=t =17,3 =17 anos, 3 meses e 18 dias

48.
x |y x|y
42. a) f(9) =log; 9 =2 ; ]
b) g(4) = log, 4 29l |9 ?
o) D(f) =R%
d) Im(f) = -1 % 3|
e) Iog4x 4= x=14%=256
f) f = 3x 0 1 1 0
g) g*(x) = 4 1 =1
h () =3"=3
) (g of)(81) = g(f(81) = gllog, 81) = g(4) = log, 4 =1
43. a) f(2) =log,3 =1
b)g(2) =4 +log,2=4+1=5 Matematica e tecnologia
2
¢) h(5) =log10 =1 1. a) f(x) = log,, x
d) h(50) = log 100 = 2 2 y
e)g(l)=4+log,1=4+0=4
X
0) =log,1=0
f) f(0) = log, |[23456
44. a) y
- Y 31 y=log x b) f(x) = log, (x + 1)
A 24t Y
9 2 S 31
: 34567809 1
3 |7 -2 ... X
=34 71'0__ 12345
1 0
3 1
9 2
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Resolvido passo a passo

6. a) Dados da questdo base: P = 0,1 + log,(x — 1996)
Atingira 5 mil habitantes em:
5 =01+ logy(x —1996) = 4,9 = log,(x —1996) =
= x — 1996 = 2*° = x — 1996 = 29,9 = x = 20259

A cidade formada por uma ocupacao de uma fazenda atingi-
ra em 2025 a marca de 5 mil habitantes, mas nao pode ser
classificada como uma cidade em crescimento consideravel,
uma vez que demorou mais de 5 anos para atingir essa marca.

50. a) « condicao de existéncia:x +1> 0= x> —1
s B=x+1=2x+1=16=x=15

verificagao: 15 > —1(V)

S ={15}

b) « condicdo de existéncia: x> + x +2>0
e B=xX+x+2=2X+x+2=8=x>+x-6=0
A =25
—1*

>x'=2ex"=-3

verificacdo:parax=2:4+2+2>0=8>0(V)
parax=-3:9-3+2>0=8>0(V)
$=1{-3,2}

condicao de existéncia: x > 0 e log, x > 0

« 4'=log,x=log,x=4=x=2*=16
verificacao: parax =16:16 >0e
log,16>0=16>0e4>0(V)

s ={16}

—
u
T
a)
-
.

X
d) + condicao de existéncia: x> +7>0,x +1>0ex +17#1
) X+ 1=+ T E + 2+ T —XE—T=0>
g =S2X=6=>x=3
s « verificacdo:parax=3:9+7>0e3+1>0e3+1#1(V)
5=}
% 51. a) « condicao de existéncia: x(x — 6) >0,x>0ex #1
) X' =x(x—6)=x—bx=x=2x2—-Tx=0=
.§ =xx—-7)=0=x"=0ex"=7
] « verificacdo: parax = 0: 0(0 — 6) > 0 (F)
"E parax=7:7-(7—6)>0e7>0e7#1(V)
£ s={n
3 b) « condicao de existéncia: x +1>0
e s Bk =3 x+1=3x=2
:é - verificagdo:parax=2:2+1=3>0(V)
5=
% 52. a) « condicado de existéncia: x > 0
= + Fazendo log, x = y, temos:
yi-y-6=0
A =25
1+£5 , ,
y:Tay =3ey'=-2
Como log, x = y, entao:
log,x=3=3=x=x=27
| = 2= =
0g;Xx=—2=37°=x=>x= ry
- verificagdo: para x = 27: 27> 0 (V)
1.1
arax=—: — >0(V
parax= i 5 >0(V)
5= %1,24
9
X b) + condicao de existéncia: x > 0
+ Fazendo log, x = y, temos:
—05+ V-2 +1=0
—14 A=0
:%:4
Im(f) =R log,x =1=x=2
Raiz:x =1 « verificacdo: parax =2:2>0(V)
s=1{2}
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53. a)

54. -

55. -

3x
56. log,, (10*) — log,, (107*) = log,, 10 = log,, (L) =log,,10=

=10 =10=6x=1=x=

condicdo de existéncia: x —1>0

log, [3(x —1)] =log,6=3x-3=6=3x=9=x=3
verificacdo:parax=3:3-1>0=2>0(V)

s=1{3}

condicao de existéncia: x +1>0

Ioggz(x+1):1:>3‘:2x+2:>2x:1:>x:%

verificagao: para x =

-3

l:l+1>0:>i>o(v)
2 2 2

condicdo de existéncia:x >0ex+2>0

log,, x + log,, (x + 2) = log,; 3 = log,, x(x + 2) = log,, 3 =
=xx+2)=3=>x*+2x—-3=0

A=16

—2+4

X=————=x"=lex"=-3

2

verificacao: parax =1:1>0e1+2>0=1>0e3>0(V)
parax=—-3:-3>0e-3+2>0=-3>0e-1>0(F)
Logo, x =1.

condicao de existéncia:x —2>0,x—3>0e2x —7>0
log, (x —2) + log, (x — 3) = log, 2 + log, (2x — 7) =
=log, (x — 2)(x —3) =log,22x - 7) =

=

x=2)x=3)=22x-7)=>x*-5x+6=4x—-14=

=x2—-9x+20=0

verificacdo: parax=5:3>0,2>0e3>0(V)
parax=4:2>0,1>0e1>0(V)
S=1{4,5}

-IO—SX

1
6

57. a) « condicao de existéncia: x > 0

logs x
logs 8

logs x

log, x — =log,4 = log, x — =log, 4=

N w

=log, x — % -log,x = Iog44:% -log,x=log, 4=
1

=log, x3 =log,4= x3 =4=x=4=64

verificacao: para x = 64: 64 >0 (V)

1
3

S = {64}
b) « condicao de existéncia: x > 0
|Og1o X |0g10 X
« log o x+ ———— =3=log,x+ ——— =3=
B logio 100 B
1 _ 3 _

= log,, x + 5 log,x=3= 3 log,x=3=
=log,,x=2=10?=x=x =100

« verificacao: para x =100: 100 > 0 (V)
S ={100}

58. Temos:

4 1 10
h(0,4) = h(—) =20"-log,, —— =20 log,, -

=20-(1—log,,10 — log,,4) =20 - (1 — log,,2?) =20 - (1— 2log,, 2) =

10

10

=20-(1—-2-03)=20-(1—-0,6)=20-04=8
Assim, a altitude pedida é de 8 quildometros.
Resposta: alternativa b.

~
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59. a) -

o
-

o

a
=

60. a) «

condicao de existéncia:x —1>0=x>1

log,(x —1)>0=log,(x —1) > log,5°=x—1>1=
=x>2

quadro de resolugao:

x>1
1
X>2
2
S H
2

S={x€eR|x>2}
condicao de existéncia:2x + 6 >0=2x> —6=>x> —3
log, (2x + 6) <log,4=2x + 6 <4=2x< —2=>x < —1

quadro de resolucao:

x> -3 _35
x<-1 715
S 73' —°

S={xeR|-3<x<-1}

condicao de existéncia:2 = x> 0= —x> 2= x <2
log,2 —x)>log,3=2-x>3=—x>1=x< -1
quadro de resolucao:

x<2

x<-1

s H

=1
S={xeR|x< -1}

condicdo de existéncia: x> —1>0

x'=lex"=-1

+ /+ x
N

logy, (x* = 1) <log,; 8=x*-1>8=x>—-9>0
x'=3ex"=-3

A\

/.
N

X
quadro de resolucao:
x<-=1ou x>1
=1 1
X<-=3 ou X>3 ——o .
—3i 3i
S H H
-3 3

S={x€R|x<—-3o0ux>3}

condicdo de existéncia:3 —x>0ex>0=
=>x<3ex>0

=
log
7

=-3x<-3=x>1
quadro de resolucao:

X 3— X
)>Iog1x: <X=3 —Xx<2X=>
2

x<3
3
x>0
0
x>1
1
5 H
1 3

S={xER|1<x<3}
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61. a)

b) + condicdo de existéncia: 2x +1>0ex>0=

$x>—% ex>0

log, (2x + 1) >log, B3x) = 2x +1>3x= —x> —-T=x<1

quadro de resolucao:
1

>
x>— —
x>0 2 0
0i
x<1 0
: 1
S 5 :

S={xeR|0<x<1}

o
.

log, (x = 5)(x — 4) <1=log, (x — 5)(x — 4) <log, 2=
=Sx2-9x+20<2=x*-9x+18<0
A=9

X= 93 =>x'=6ex"=3

AN/
N

quadro de resolucao:

x>5
5
X>4
4
3<x<6 —o &
s ;
5 6

S={x€ER|5<x<6}

+ condicdo de existéncia:x —4>0=>x>4
o 200 k=4 > 1= 2080 K= > 20= |og, (x —4) > 0=
=S5X—4>1=x>5
« quadro de resolucao:
X>4
4
x>5 .
5
S H
5
S={xER|x>5}
b) « condicdes de existéncia: x> — 2x >0

X' =0ex"=

AN
RS

« logs (¥ —2x)=log, 3=>x—2x<3=x—2x—-3<0
3 3

A=16
2+ 4

=>x'=-lex"=3

2
+

/+
N
quadro de resolucao:

x<Ooux>2

—“1=x=<3

condicao de existéncia:x —5>0ex—4>0=x>5ex>4

= i3

=1 0 2 3

S={xER|-1=sx<0ou2<xs=3}

Pensando no Enem

1. a) N(x) = 0,00001-10> "' 1< x<6

Para x = 1, temos N(1) = 0,00001-10* # 0,00001
b) N(x) =107*-10°%¢ " 1<x=<6
Parad =1,temos N(1) = 107* - 10° = 0,00001
Parad = 2,temosN(2) = 107*-10° =10 # 1
¢) N(x) = 0,00001-10°% "V, 1<x<6
Para x = 1, temos N(1) = 0,00001-10° = 0,00001
Para x = 2, temos N(2) = 0,00001-10° =1
Para x = 3, temos N(3) = 0,00001-10 = 100000
Para x = 4, temos N(4) = 0,00001-10" = 10000 000 000
Para x = 5, temos N(5) = 0,00001-10%° = 10"
Para x = 6, temos N(6) = 0,00001-10% = 10%°
Logo, esta funcao é a que melhor representa o crescimento ex-
ponencial do gréfico.
d)N(x) =107°-x,1<x<6
Nao se trata de uma funcao de 12 grau.
e)N(x) =107°"> 1<x<6
Parax =1,temos N(1) = 10° = 1 5 0,00001
Resposta: alternativa c.

Outros contextos

1. Um avido decolando emite 140 dB de nivel de ruido, a partir de

120 dB uma onda sonora provoca dor em nossos ouvidos, apesar
disso, os especialistas acreditam que o limite seguro seria de
80 dB. Logo, o nivel de intensidade sonora produzido por um aviao
decolando deve diminuir de 20 dB a 60 dB para que um controla-
dor de pista tenha sua audicao protegida.

. De acordo com as tabelas apresentadas na secao, um trio elétrico

emite cerca de 110 dB. Assim, diariamente, é permissivel estar ex-
posto a esse nivel de ruido, no maximo, por 15 minutos.

. De acordo com as tabelas apresentadas na secao, um show de

rock emite cerca de 110 dB. Assim, diariamente, é permissivel estar
exposto a esse nivel de ruido, no maximo, por 1 hora. Logo, um
show de rock, deveria durar no maximo 1 hora.

. Como um piano pode chegar a 92 dB, entao /,; = 92.

I I

= 92 = 10(log/ — log10™ %) =
= 9log/ =92 +10og10™ = log/ =92 -12 =
= logl = 28 =1=107%8

A intensidade sonora correspondente aos 92 dB emitidos pelo
piano é de 1028 W/m?2

Vestibulares de Norte a Sul

1. Em 2012,40% das vitimas, que é 60 000, estavam em motos, assim:

N, =0,4-60000 = 24 000

(205)
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Em 2015, t = 3, desse modo:

N(3) = 24 000 - (1,2)? = N(3) = 24000 - 1,728 = N(3) = 41472 —>
— numero de vitimas de transito em motos.

Resposta: alternativa a.

. Sabendo que M, = 10°M,, temos que (fazendo a substituicao)

3
1?\/]’“2) = Ry — Ry = l0gp10° = Ry — R, =3
2

Ri — R, = Iogw(

Resposta: alternativa d.

. Resolvendo com o auxilio da calculadora ou de uma planilha de
calculo.
Cumprindotodas as metas, teremos a seguinte producao més a més:
Janeiro — a, = 20 000 parafusos
Fevereiro — a, = 20 000 - 1,2 = 24 000 parafusos
Margo — a, = 24 000 - 1,2 = 28 800 parafusos
Abril - a, = 28800 - 1,2 = 34 560 parafusos
Maio — a, = 34560 - 1,2 = 41472 parafusos
Junho —a, = 41472 -1,2 = 49766,4 = 49 766 parafusos
Julho — a, = 49766,4 - 1,2 = 59 719,68 = 59 719 parafusos
Agosto — a, = 59719,68 - 1,2 = 71 663,616 = 71 663 parafusos
Setembro — a, = 71663,616 - 1,2 = 85 996,3392 =
= 85996 parafusos
Outubro — a,, = 85996,3392 - 1,2 = 103 195,60704 =
=103 195 parafusos
Novembro — a,, =103195,60704 - 1,2 = 123 834,728448 =
=123 834 parafusos
Dezembro — a,, = 123 834,728448 - 1,2 = 148 601,674138 =
= 148 601 parafusos
S,=a,+a,+a,+a,+a,+a,+a,+a;+a,+a,+a,+a,
Somando o total produzido em cada um dos meses, teremos o
total produzido durante 1ano, que é o equivalente a aproximada-
mente 791606 parafusos.
Logo, o numero aproximado de parafusos produzidos sera, de no
minimo, 791 600 parafusos.
Resolvendo como a soma de uma PG finita.
Extraindo as incégnitas, temos:

qg =12

n =12

a; = 20000 (produgdoem janeirode 2013)
Como a férmula geral da soma dos termos de uma PG finita é

_ an
S, =a,- (11 9 ),substituindo os termos, temos:
-q
_ 2
Sy =20 000.(%
1-12

—7,916

):> Sp = zoooo-[ﬂ):
-0,2

= S5, = 20000 - ( ):> S, =20000-(39,58) =

)

= S, = 791600
Resposta: alternativa d.

. Segundo informacdes extraidas do exercicio, a magnitude au-
menta em 5 quando o brilho é dividido por 100. Assim, temos as
duas expressoes abaixo:

B B

5-M=log ——— =5-M=log — =
8a By - 100 8 By - 100
B B
=5-log —=log — =
8a B 8a B, - 100
_B
_ Bo-100 _ . _ 1 _ .

=5=log, B =5 |°gam:5 log,10?=

Bo

=a=10?2=ag=10"0%
Apbs encontrar a base a, podemos usar os dados do exercicio. O
exercicio pede o valor de Mquando B =1,2-10°- B,

Assim, M = log, (1,2 105 - g_o ):> M = log, (12 -10%)
0

~

Substituindo o valor de a, temos:

M = log, 04 (1,2-10%)

Usando a regra logaritmica do “tombo”, temos:
1

log,» K = ?Ioga K

1 1

M= lo 1,2-10°) = log(1,2-10°
—04 go ( ) ~04 g ( )
Desenvolvendo o log, e fatorando 1,2, temos:
1 12
M = log — + log 10°) =
70]4( 870 g10°)
1
M = log 12 —log 10 + 5
= _0,4( g g ) =
1
=M= log(22-3)—1+5] =
—llos@ 3= 1+5]
1
M = log2*+ log3 + 4
= 70’4( g g ) =
1
=M= —4(2 -log2 + log3 + 4)

Logo, usando os dados fornecidos pelo exercicio, temos:

1 1
M= ——[2-(030) + (048) + 4] = M = ——(5,08) =
o [27(030) + (048) + 4 —5.08)

=>M=225-508=M=—12]7
Resposta: alternativa 02.

. Uma questdo que trabalha com o termo geral de uma PG. A partir

do enunciado, podemos extrair os seguintes dados:

qg=3
{n—s
a, = 100

A partir dessas informacoes, substituindo os dados, temos
a,=a,-q" '=a;,=100-q" '=a,=100-3*=4a,=100-81=
=ad, = 8100

Resposta: alternativa d.

. Aconcentracao de H* da amostra do alimento é de 0,005 mol - L'

ou0,5-102mol - L, ecolog2 =—0,3=log2=0,3.
Assim,
pH = —log[0,5-107?] = pH = —log 0,5 + (—log 1072) =
-1
= pH = log (%) + (—(—2)log10) = pH = log 2 + 2 log 10 =
=pH=03+2=23
Esse valor de pH compreende ao intervalo de pH do suco de limao/lima.
Resposta: alternativa a.

. Sabendo que T, = 30°C, substituindo na funcao, temos

T(t) = 30 - 207
Como a questao pede T(t) = 240° C, faz-se
240 =30 207t = 240 _ j07t g — 07ty 23 = 07t 3 = 075t =

=>t= = 4 minutos

0,75
Resposta: alternativa b.

. Como ao chegar ao chao o bloco de gelo esta totalmente derreti-

do, M = 0. Assim, 0 = 1000 — 250 log,,d =

= —1000 = —250 log,;d = 4 = log,;d = d = 10*
Substituindo d na outra lei, fornecida pela questao, temos:
d=10t?=10*=10 =100 =t? =t =325

Resposta: alternativa a.

. Mesmo sem analisar as func¢des das alternativas, os intervalos

fornecidos ja diz qual a alternativa correta. Sendo x a quantidade
de mitoses que ocorre, e levando em consideracao que a cada mi-
tose duas novas células-filhas sdo produzidas, a alternativa fica
ainda mais clara.

O intervalo se da de IN* — IN, pois o evento s6 faz aumentar a
quantidade de células-filhas, é um evento quantizado, e quando x
for zero é indicativo de que o evento mitose nao ocorreu.
Resposta: alternativa c.
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10. Sabendo que I, = 10", substituindo na funcao, temos:
B = 10Iog(1o;7u) = 10[log/ — (log107)] = 10[log/ + 12] =
= 10log/ + 120

Como a questdo informa que / € multiplicada por 100, temos:

- 0% )] _ 2 2 =
p = 10[Iog(10712 H = 10[log10?/ — (log10?)] =

= 10[log10? + log/ — (2log10)] = 102 + log/ + 12) =

=20 +10log / +120=20 + B
Assim, concluimos que os decibels aumentam em 20.
Resposta: alternativa b.

Para refletir

Pdgina 199
x>0 O
Osxs% O T
s — T
3

S=

XE\R|O<X$%}

Unidade 4

CAPITULO 7

4. Paraa,=2n—1,n€IN" teremos:
n=1=a=2-(1)-1=1
n=2=a,=2-12)-1=3
n=3=a,=2-3)-1=5
n=4=a,=2-(4)—-1=17
Resposta: (1,3, 5,7)

5. Neste caso, a, = 47. Assim:
47=2n+5=22n=42=n=21
Como 21 € IN*, podemos afirmar que 47 pertence a sequéncia e é
o seu 212termo (a,,).

6. a)n=1-a,=5-1=5
n=2-a,=5-2=10
n=3-a,=5-3=15
n=4—a,=5-4=20
etc.

A sequéncia é (5,10, 15, 20, ...).

1 1
b)n=1—>a]=3—1:?
1 1
n:2—>(22:3—2:g
1 1
n=3-a,= —==—
Y
1 1
n=4-a,=—4/=—
AL
Lo (1 1 11
Asequéncia é (—, —, —, —
3°9 27 8
c)n=1—>a1=;=l
1+1 2
n=2-a,= 2__2
2+1 3
_ _ 3 _ 3
n=3-a,= ==
341 4
n=4-a,= 4__4
441 5
.o (1 2 3 4
Asequéncia é |—, —, —, —,
23 45

7. a) Temos que:

a,=2=2"-1
a,=4=2-2
a,=6=2-3
a =..=2-ncomné&N*

n
b) Temos que:
a,=1=2-1=2-1-1
a,=3=4-1=2-2-1
a,=5=6-1=2-3—-1
a,=..=2-n-1comn€EN"
8. Utilizando o termo geral obtido no item b do exercicio anterior,
temos que:
@, =220 —1=39

9. an=1-a=-2
n=2-a,=(-12a,=1(-2)=-2
n=3-a,=(-1-a,=-1(-2)=
n=4—a,=(-1)*a,=1-2=2
n=5-a,=(-1-a,=-1-2=-2
etc.

Asequéncia é(—2,-2,2,2,—2,..).

bjn=1—a,=1
n=2-—a,=2a,+3=2-1+3=5
n=3-a,=2a,+3=2-5+3=13
n=4-a,=2a,+3=2-13+3=29
n=5-a,=2a,+3=2-29+3 =061
etc.
Asequéncia é (1, 5,13, 29, 61, ...).

10. n=1-a,=6
n=2—-a,=a,+3=6+3=9
n=3-a,=a,+3=9+3=12
n=4-a,=a;+3=12+3=15
etc.

Asequéncia é (6,9,12,15,18, 21, 24, 27, ...).
Logo, o0 8¢termo é 27.

M a)2x+1=2-20+1=41
b)2x +1=2-77+1=155
Q2Xx+1=41=2x=40=x=20

Resolvido passo a passo

6. a) Sabe-se que a, =173, ano0 2012 e vamos calcular
a,=a,++9r=173+ 9(0,35) = 20,45.
So=a,ta,+a;+a,+a;+a,+a,+a;+a,+a,
S0 =17,30 +17,65 + 18,00 + 18,35 + 18,70 + 19,05 + 19,40 +
+19,75 + 20,10 + 20,45
S =188,75
188,75 milhodes de pessoas, correspondem a 15% das pessoas
diagnosticadas com doencas cardiovasculares.

milhoes de pessoas

%

188,75 15
X 100
15x = 18 875

18875

X = = 1258,33
15

Em uma década, a partir de 2012, estima-se que aproxima-
damente 1258,33 milhdes de pessoas no mundo serao diag-
nosticadas com alguma doenca cardiovascular.
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b) Subsidio de R$ 52,75 para 30% dos enfermos de doencas
cardiovasculares.
30% dos enfermos em uma década, a partir de 2012, equi-
valem a: 1258,33 - (0,30) = 377,50 milhdes de pessoas.
Logo, o valor do subsidio sera de: 377,50 - 52,75 = 19913,13
milhdes de reais, ou seja, R$19 913130 000,00 (19,91 bilhdes
de reais).
O contingente populacional que nao tera acesso aos medi-
camentos de forma gratuita sera equivalente a 70% das
pessoas diagnosticadas com doencas cardiovasculares, em
uma década, a partir de 2012, ou seja, o equivalente a:
1258,33 - 0,70 = 880,83 milhoes de pessoas.

12.

3.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a)5-2=8-5=11-8=14-1=3

EPAer=3
b)10-15=5-10=0-5=-5-0=—5
EPAer= —5.
)3-2#5-3=1%2
N3o é PA.

a)a,=a,+r=7+4=1

a,=N+4=15
a,=15+4=19
a;=19+4=23

5
PA (7,11,15,19, 23)
b)a,=a,+r=-6+8=2
a,=2+8=10
a,=10+8=18
PA (—6,2,10,18)

a)a,=2er=5
a,=a,+(n—-Nr=2+(m-15=2+5n—-5=5n-3

b)a,=-ler=6
a,=a,+n—-Nr=-1+(n-16=-1+6n—-6=6n-17

a,=6;r=4n=15
Gs=0,+14r=6+14-4=6+56 =62

a,=1r=2n=50
Gy, =a,+49r=1+49-2=99

a) Temos que:
a,=a,+6r=21=a,+6-3=21-18=0g,=3=q,

b) Temos que:
a,=0a,+1r=-29=qa,+MN-(-4=>-29=q - 4=
=-29+44=0,=15=aq,

n=12a=-8a,=36
,=a,+NMr=36=-8+1Mr=1Mr=44=r=4
PA(—8,—-4,0,4,..)

a,=6;r=28,a,=62
a,=a,+(n-Nr=62=6+(n-18=62=6+8n-8=
=8n=64=>n=38
62 é o0 oitavo termo.

Inserir 8 termos entre 5, ..., 68, significa formarmos uma PA de
10 termos.

a,=a,+(n—-1)-r=68=5+010-1)-r=
=68—-5=9r=9r=63=r=7

Sendo a, = 20 e a,, = 75, podemos escrever que:
G, =0a;+1Mr=75=20+1Mr=55=1r=r=5
Comoa,=a,+4r=a,=20+4-(5=a,=40

~
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22.

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

PA(9, .., 4995)

a,=9a,=4995r=9
a,=a,+(n—-"Nr=4995=9+(n-19=4986=n-19=
=n —1=554=n =555

Como a desvalorizacao é constante, temos uma PA em que
a,=45000,a, =a,= ?er= —1500. Entao:

a, = a, + 5r=45000 + 5(—1500) = 37500

O preco do carro sera de R$ 37500,00 ap6s 5 anos de uso.

Seja a progressao aritmética de razaor, (aw, Ay oo au), correspon-
dente a producao da indUstria ao longo do ano, ou seja, a, é a pro-
ducao ao longo do ano, assim, a, é a producao em janeiro, a, € a
producao em fevereiro, e assim por diante, até a,, que € a produ-
cao em dezembro.
Temos que:
G, =190 =a, + 9r =190
ca,—a,=50=a,+7r—(a,+2)=50=a,+7r—a,—2r=50=
=5r=50=r=10
Assim:
a,+9r=190=a,+9-10=190=a, =190 — 90 = g, = 100
Entao:
a, = a,+10r =100 + 10 - 10 = 200
200 maquinas.

Pelo termo geral da PA:a, = a, + (n — 1) - r, temos que:
2018 =a,+ (n—1)- 34
Vamos considerar inicialmente que a, = 1500.

Entao:
2018 = 1500 + (n — 1) - 34 = 2018 = 1466 + 34n = 34n =552 =
=>n= 52 16,24

34

Logo, o cometa passou pela Terra 16 vezes.
2018 = a, + (16 — 1) - 34 = 2018 = g, + 510 = a, = 1508
A primeira vez que o cometa passou ap6s 1500 foi em 1508.

PA(Xx —rx,x+1)

xf/+x+x+/:24:>3x:24:>x:8
8—=188+N=1200=264—-—1r=15=r=49=r =Ter" = -7
PA(1,8,15) ou PA (15, 8, 1)

Do enunciado, percebe-se que a quantidade de seguidores a cada
dia é uma PA (3, 20, 37, 54...).

OtermogeraldaPAéa, =3+ (n—1)-17=3+1n—17=1n—-14
Ent3o, se 17n — 14 >1000 = 17n > 1014 = n > 59,64

Assim, ap6s 60 dias ultrapassara 1000 seguidores.

Os degraus pisados nas “pisadas largas” formam a PA (5, 8,11,14...).
O termo geral é:
a,=a,+Mn—-Nr=5+(n-1)-3=5+3n-3=2+3n
Fazendo 3n + 2 = 215, temos:
3n = 213 = n = 71 passadas largas
o X =2+ (x +6) o

2
=202 +8x+16)=x*—4x+4+ x>+ 12x + 36 =
= }x’[ +16x + 32 = 24({ +8x+40=>8x=8=>x=1
PA(..,1,25,49,..)
r=24

(x +4)

Temos, sendo r a razao da PA, que:
a,+a,=2=a,+2r+a,+6r=2=2a+8r=2
Assim:

a,+ay,=a,+a + 8 =2a+8r=2




31 PA(5,8,..) 40. Vi yegrny =10+ 20 - 50 =10000 cm® = 10 dm?
a,=5a,=8r=3 Viagegiau = 2 Via = 20 dm?
a, =T Viagegras = 3 * Via = 30 dm?
a, =14 H
Portanto, a soma é: _ _
andegmu =10-V, =100 dm3
5+8+11+14=38 1000 + 100)
Sy = ————% =550 dm?

2
32. PA(—9,-2,5,12,19, 26, ..)

Portanto, a soma é:

41. PA(12,14,16, ..)
—9—2+5+14+19 + 26 = 51

a,=12er=2

a=R+n-12=12+2n-2=2n+10
33. PA(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 20, ...) n

A1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=55 s, = danta) 2+ n+10 _ g,
D)1 +2+3+445+6+7+8+9+10+1+12+13+ 2 2
+14 415 +16 + 17 + 18 +19 + 20 = 210 =20 £ 22 _ o0 pn + 1) = 620 = n? + Tin — 620 = O
2
34. a) PA (4,10, ..) A=2601
a,=4er=6 n:M:>n’:ZOen”:—31(néoconvém)
Gy =0,+29r=4+29-6 =18 i 2
S3o necessarias 20 fileiras.
530:M:2730
2

42. PA(x—r,x,x+7r)
b)n=20;a,=17r=4 X—F +x+x+ /=180°= 3x =180°= x = 60°
Oy =0, +19r=17+19-4 =193 X —r=40°"=60° — r=40°=r=20°

5 - 20(172+93) 1100 PA (40°, 60°, 80°)
43.2) > =3 23
o) PA(2,4,..) 1 9
01:2;r=2;n:200 2:3 ﬂ:g
Oypo = 2 +199 - 2 = 400 3 27
Logo, a sequénciaéPGeqg = 3.
5= 200(22+4oo) 40900 g q q
b £ = 6_3 3
2 4 2 2
35. PA(7,..,ay) Logo, a sequéncia nao é PG.
10
SZO=M:7TO:7+020=71:%0=64 ) 200 1 100 1 50 _ 1
400 2 20 2 100 2
64=7+19r=19r=5T=r=3 ]
G,=0,+9r=7+9-3=34 Logo,asequénciaéPGeq=7.
36. PA (202, 206, ..) 44. a)q = % -4
a,=202er=14
4y, =202 +34-4=338 bg=2=:3=2.1-1
dg =202 +49 -4 =398 2 2 3 2
5,y = 50202 +398) _ 1c 500 45. a)a,=Teq=
2 a,=7-3=21
soma encontrada = 15000 — 338 = 14662 a;=21-3=63
a,=63-3=189
37. PA (, 2x, ..., 20x) a,=189 -3 =567
a,=x;a,=20xr=x PG (7,21, 63,189, 567)
20k=x+(Nn—Tx=19x=nx —x=20x=nx=n=20 b)a,=—5eq="2
10 1
5= 2IX 200 _ o300, 910 = 630 = x = 30 a,=(=5)2=-10
4 a, =(-10)2 = —20
38. PA(3,12,21,.., a,) a,=(-20)2=—40
4 =3r=9n=10 PG (=5, —10, —20, —40)
0p=0,+9r=3+9-9=84m
1003 + 84) 46. a)i= 2219 _5_200%
Sp= 5 =43m : 5 5 o
byj 8901000 200 _ ;500
39. PA (20,17, .., a,) 1000 1000

a,=20er=-3

a,=20+4(-3)=8

520 + 8)
2

47. Como a populacdo cresce 5% por minuto, em cada minuto a popu-
lacao é de 105% da populacao do minuto anterior. Logo, a cada

S5 = = 70km minuto a populagao € multiplicada por 105% = 1,05.

Apds n minutos, a populacao sera B, - (1,05)".

AN

(2a0)
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48.

49.

50.

51.

Como a torcida diminui 3% ao ano, em cada ano a torcida é de 97%
da torcida do ano anterior. Logo, a cada ano a torcida é multiplicada
por 97% = 0,97.

Apés t anos, a torcida sera Py - (0,97)".

a)qz% =4ea =2
an:a1.qn—1:2,4n—1:2.4n,4—1:2.22n.2—2:22n—1
b)q=% =3eaq,=3
a,=a,-q""'=3-3""1=31.37.3"1=3"
a)q:% =5eaq =1
a;=a,-q,=1-5*=625
b)q:% =3ea,=9
Ay =0a,"q°=9-3°=32-3°=3"=177147
a,=24ea,=384,a,="?

Temosquea,=a, q*=384=24-q*=q"= 384

=16=
=q==*Y16 = *2,entdoa,=a, g*=a, =24 (=2)?

=d,=24-4=a,=96

52. Inserir 5 termos entre 3 e 2 187, implica numa PG onde a,=3e
= 2187
&= . L e 2187 _
Entdo,a,=a,-q°=2187=3-¢°= q¢° = T =729=
=q=*¥729 = +3
53. PG (3000, x, 27000)
X2 =3000 - 27000 = 81000 000 = x = 9000 unidades
54. a)a,=128eq=4
a,=a,- -¢=128=a -#=a = % =2
b)a,=10%e g=10 ,
a,=a,-¢=10=a,-10°=a,= % =102
55. a,=48ea,= 3
° 2 7 2
3 31 1 1
a.=a S:>__485:> 5:_._:_: = —
TRy T2 28 T2 717
16
O 8 g
g 1
2
56. a) x’=4-9=36=>x=60UuXx=—6
b)x*=x—-3)x+6)=>x=x2+3x—-18=3x=18=x=6
57. PG (x + 2, x + 6,x + 14)
(x+6)2=(x+2)(x+14)=>
:>)(Z +12x+36:)/ +16x +28=4x=8=>x=2
58. Como a capacidade diminui 4% por minuto, em cada minuto a
capacidade equivalera a 96% da capacidade do minuto anterior.
Assim, a cada minuto que passa, a capacidade é multiplicada por
96% = 0,96. Depois de t minutos, a capacidade do tanque sera de
C,-0,96"
Nesse caso, temos a PG: C;, C;, - (0,96), C, - (0,96)% C, - (0,96)?, ...,
C, - (0,96)!, de razdo 0,96.
59. a,=30000eg=2
a,=a,-q*>=30000 - 23 = 240000 unidades
~

ElIOO] Manual do Professor
N

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

a,=10000

g=0,9

as=10000 - 0,9° = 10000 - 0,590490 = 5904,90
Resposta: alternativa d.

Em cada ano a populacao é de 102% a do ano anterior. Ou seja, a
cada ano a populacao é multiplicada por 102% = 1,02. Logo,
g =1,02. Neste caso, temos a PG:

Py, Py - (1,02), Py - (1,02)2, P, - (1,02)%, ..., Py - (1,02)1°

Assim, P, = P, - (1,02)"° = 200000 - (1,02)"° = 243 800 habitantes.

A quantidade de bactérias, a partir do 12 intervalo de 40 minutos,
éa PG (1500, 4500...).

4 h sdo 240 minutos, portanto equivalem a 6 intervalos de 40 minu-
tos. Assim, queremos obter o 62 termo da PG:
ag=a,"q°=a,=15003°=a, = 364500 bactérias

a)a,=1a,=512,q=2
S :M:]OB
n 2-1
b)a,=5a,=1280,qg=4
¢ _1280-4-5

=1705
" 4 -1

ca="1a,=2°q=2

_ 29221 _1024-4-1
I 3

=1365

a,=2,a,=256,5 =510

510 = 25661—2

=510(q — 1) =256 — 2=
= 510g — 510 = 256q — 2= 254 =508 =g =2

a,=3,qg=2,5, =765

765:%:>z~—1:255:>2":256:28:>n:8
B I
R TR Y

L 1
ng—z_(L_ﬂ) (_L)_—_63_1_63
6 1, 64 64 2 64\ 1 32

2 32

63
X:_

32

n=>5qg=2a, =60

_ 602° =1 _ 60-31
1

[y
s 21

=R$1860,00

O numero de visitas do blog, a partir da 12 semana, é a

PG (4,20,100...).

O total de visitantes no trimestre é a soma dos visitantes das
12 semanas do trimestre. Entao:

n_ n_
s,= 2 0 _ 46T _ gn g 4828124 visitantes
-1 51
1
a.=20,g= —
1 q 5
5
lim s, =—29— =20: & = 202 =25
"o o 1— 5 &
1

1
5




70. a) a,=1, :7%
im s, =1 =12 9.222
n— x -I+_ 2 3 3
2
1
b)a1:2,q:T
lim S, = 2 :2;izz.i:§
o=t T T 4 303
4
_ 1
71.01—X,q—?

74.
lims, =—2X— =x: 2 =3X _1p3x=24—x=38
n— x -I_l 3 2

3

Banco de imagens/Arquivo da editora

Areado A, = \[p(p —a)(p — b)(p —c) =40

Entdo: 0,515151... = 4.
33

) 0,4333..=0,4 + 0,03+ 0,003 + ... =

AN

) 75.
AreadoAZ:\/ﬁ(ﬁ—i)(ﬁ_ﬁ)(ﬁ_ﬁj -
202 202 2/N2 2
p 1 1 1
= |E. Zp-a)-=p-b-—p—c) =
\/2 2(p a) 2(p ) 2(p c)
1
= |— — —b _ _
16/17(;) allp )p — ¢
= l\/p(p—a)(/a—b)(p—c) T
4 4
PG (40,10, ...)
1
=40,g= —
a, q 2
lims, =—39 _ _40. 3 —40. 2 _10
N o1 4 3 3
4
73. a) 0,777...= 0,7 + 0,07 + 0,007 + ... =
-1 7 7
10 100 1000
a=_ o=
"0 70
76.
|im5:L:L.i:L.£:l
ns=" 1007100 300 9
10
= 7
Entdo, 0,777... = —.
9
b) 0,515151... = 0,51 + 0,0051 + 0,000051 + ... =
- | - | . .
100 10 000 1000 000
U] I
! 100'q 100
51
ims —_100 _ 5 .9 _ 5 100 _
now " _ 1 100 100 100 99
100
_a -
99 33

4 (3, 3

10 1100 1000
a=3_ g1
" 700" 7 0
3 1
ims —_100 _ 3 9 __ 3 MW _ 1
n— j-_ 100 10 108 g 30
10 3
A4 1 _ 12+ _ 13
10 30 30 30

Entdo: 0,4333.. =

PA (x,y,9) e PG (x,y,12)
x+9
2
y? =12x

X+9=2y=>x=2y-9
Yr=122y — 9) = y* =24y — 108 = y? — 24y + 108 = 0
A =144
2412
V= -
x' = 27 (nao convém, pois a PG é crescente) e x” = 3
PA(3,6,9) e PG (3, 6,12)

=y’ =18 (ndo convém, pois a PG é crescente) e y"' =6

PA (a, b, c)e PG (a, b, c + 1)
a+b+c=18

b:a+c =c=18—-a—b

b* =alc +1)

Entao:

p_A+t18—A-b [, _18-b
2 = 2

b =a(18—a—b+1) b?> =a(19 —a — b)
2b=18—-b=3b=18=b=6
62=a(19—-a—-6)=36=a(13—a)=36=13a—a*’=
=a’—13a+36=0

A=25

% =a =9ead" =4

('=18-9-6=3ec"=18-4-6=38
PA (9, 6, 3) (nao, pois PA é crescente) ou PA (4, 6, 8).
Logo, PA (4, 6, 8).

a, = bs a +3r=b - ¢ a;, +12 =16b,
{01 =b, {01 =b-q {01 = 4b,

4b, +12 =16b,= b, =1

PG (1,4, 16, 64)

a=4-1=4

PA (4,8,12,16)

PA (2, log x, log y)

log y +2
2

logx = =2-logx=logy+2=

=logy=2-logx—2

PG (2, log x, log y)

(logx)?=2"logy= (logx)?=2(2-logx — 2) =
= (logx)?=4"-logx — 4
B=4t—-4=P—-4t+4=0

A=0

t:izz
2

logx =2=x=100
logy=2-2-2=2=y=100

A

_Canf (o)
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78. A condicao para que a, b e ¢ sejam ao mesmo tempo uma PA de

razao re uma PG de razao g é:

b=a+r=aq=r=a(g—-1 (1)
c=b+r=bg=>r=blg-1) (2

De (1) e (2) temos que:

ag-1=blg-T)=(@—-b)lg—1=0

Para que o produto seja igual a zero, entdo (a — b = 0) ou (g — 1= 0)
ou(@—b=0eqg—-1=0)=(@a=b)ou(g=1ou(a=beqg=1).
Como se trata de uma PG, se a é igual a b, necessariamente g = 1.
Areciproca também é verdadeira, isto ¢, se g = Tentaoa = b. Logo
a=beq="1Substituindoa=beqg=Tem (1) e (2), chegamos a
conclusdodequer=0equea=b=rc.

Resposta: alternativa d.

Outros contextos

3. A meia-vida do medicamento ingerido é de 8 horas.

Entdo, apés 8 horas, a massa do medicamento ingerido vai de
256 mg para 128 mg, passando-se mais 8 horas, a massa do medi-
camento ingerido vai de 128 mg para 64 mg.

Da mesma forma, passando-se mais 8 horas, a massa serd de
32 mg, e, ap6s mais 8 horas, a massa sera de 16 mg.

Logo, passaram-se 32 horas (8 + 8 + 8 + 8 = 32) até a massa do
medicamento ingerido ser reduzida a 16 mg.

CAPITULO 8
ﬂ:i:>12x+6:20xf4:>8x:10:>x:i
5x —1 6 4

.£:1—:>i:£=>3x=48:>x=16
8 X 4 X
6 12 3 12
— =— =S =—=—=3y=60=>y=20
10 y 5 y Y Y
Xy =16-20 =320
z
x Y
40 30 20
X Y .z __x*ty+tz 180 _
40 30 20 40 + 30 + 20 90
X =2=x=80m
40
Y
— =2=y=60m
30 4
Z =2=z=40m
20
Q:X—H¢3X73:2x+6:x:9
2 3
X
1
12 0,6
Xl Loex=12ox=2% -2
12 0,6 0,6

Resposta: alternativa d.

~

12.

X \ |
B’ 0 K
Cr ‘\‘
D’
2_3_5_2%3+s
X y z X+y+z
i:£:10x=26:>x=2,6
X 13
3 10
— =-—=10)y =39=y =39
Y 1 y y
i:E:>1Oz:65:>z:6,5
z 13
D
A
B E F
A=D
B=F
c=F
Pelo caso (AA) temos que os triangulos ABC e DEF sao semelhantes.
LH_8_7
18 o n
187 _gaem
15
= 818 =9,6cm
15

20

Como AABC ~ AEDC, entao:

AB ED
—_— ==
BC DC

B _X 3 X =455 x=T25
20 15 4 15

35 1 105 3

105 3 35 ]

AABC ~ NADB, pois == = 8 — 2
4,5 6 3
= ex 6 8 4
AABC e ACBD nao sao semelhantes: 3 # A

ACBD e AADB nao sao semelhantes: % # 45 #

w1
w|w

w
[V,
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13. 1.
E
C
A 9
6
X
[ [ B
¢] BxD 6 F 9
Os tridngulos OBA, ODC e OFE sao semelhantes pelo caso (AA).
Logo:
2:£:>i:£:>3x:12:>x=4
6 X 2 X
=24 -3x=12=
3= 12— 240 —3x= -T2 >x= 2 L x=4 18. 180 + 300 = 480 cm = 4,8 m
20. a) Sim.
“ A AB _BC _CD _DE _EF _
B e A\ T AB  BC &) DE EF
constante de proporcionalidade = 2
15— x 2. a)%530:%514:>25(x+14)=15(x+3o):>x=1o
15 x+30=10+30=40
X+14=10+14=24
M 2X
X R:40 m; R,: 24 m
)25 _5
X X 53
2 g2 _s
B. P Q .C 24 3
I ,IS 1
g B0 _65 _5
21—;(: 151;" = 30X =225~ 15x = 45x = 225 = x = 5 s 393
¢ 1000 _ 25
Logo: 360 9
2x=2-5=10 Note que a razdo entre as areas é o quadrado da razdo entre as
2
medidas dos lados: 2 (i) .
15. 9 3
X
10 24. a) Verdadeira, pois as medidas dos lados serao sempre proporcio-
o 50 A 70 M nais, e os angulos, iguais a 90°.

10 X b) Falsa. Contraexemplo:l—l1 15

— = —— =50x=1200=x=24
50 120 45 3

T P S
152=12+x*=x2=225-144=x*=81=x=9
MN =MQ =PQ=NP=x 3
c X=TBw=92=Tw=ow= 813 -2
Como AMTS ~ ANTP, entao: 15° 5
144 48
2 _6, 2 _ 1 x—mn-x=3x=12> 22=15z2=7=— = —
12 —x X 12— x X 15 5
=>x=4 7t
y=9-12my= 22 _ 36
¥ 5

Cada lado do losango mede 4.

Vatn\
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28.

15
a

a=5+15=20

b=15a=bh*=15-20=bh*=300= b = 300 =10v3

=5a=c=5-20=c=100=c=10

ah = bc=>20h= 1043 -10=>h = %:sﬁ
29. P=W7) + BT =7+18=25=r=5
5c = 314 :c:#

(ﬁ)z :Sx=>7:5x=>x:%ou1,4
y+14=5=y=5-14=36

C
n
a=10
m_9 _ mtn_9+16 10 _25 2 _
n 16 n 16 n 16 n
:>5n:32:>n:£
m+n:10:>m+% :1O:>m:107%:%

bZ:am:>b221O~%:>b2:36:>b:6

czzan:c2:10~%:>62:64:>c:8

Os catetos medem 6 cm e 8 cm.

3. N
50 d
0 40 L

d?>=50%+ 40’ =

= d? = 2500 + 1600 = d* = 4100 =
=d=10v41

Adistancia que os separa apds duas horas
¢ 10v/47 km (aproximadamente 64 km).

32. a)sena:i:i:Oﬁ
15 5
b)cosa:E:i:O,S
15 5
c)tanu:i:i:OJS
12 4

12 4
dysenp=—=— =0,8
) B 15 5
9 3
e)cosp=—===0,6
) B 15 5
12 4
tanp= —=—
f) tan B 53

~

34. Q) A+B+C =180°=90°+ B+C =180°= B+C =90°

35. a)senﬁzi:cosf::ﬂ
FG 6
cosﬁzﬂzsenf::i
FG 6
tng=-SL - L -1 _ 1 _ N _
EG EG  tanF 5V BN
EF 1
__n dm o Jn
AN 5
b)senF—E:iiEG:ZS
30 6
cosF:—:%:EF:Sx/ﬁ
A A 2 2
c)-(senF)ZJr(cosF)Z:(i) +ﬂ SR
6 6 36 36
_36
36
el
.senf _ 6 _ 5.6 _ 5 :Sx/ﬁ
cos F Vi 6 v NI 1l
6 2
~ ~ ~ ~ 2
. senzG+COSZG=(senG)Z+(cosG)2Z(g)+(%)
- M 2536
36 36 36
IEENN v
16 .senG:6:«/ﬁ.£:«/ﬁ
cos G 5 6 5 5
6
2 2 - 2 122_
37. a) sen?a + cos’a = 1=>sen u+§ =1=
) 144 , _ 25 _ 5
=>sen‘a=1— — = sen‘a= — > sena = —
169 169 13
=N
tana = Senafifi~—=>tana:—
cos o 12 13
13
b)senoc:—:>i:i =x=13
13 X
6
38. a)senB=— =0,6
10
cosf?:i:O,Ei
10
tanB=2_-3 _o75
8 4
B=37
b)senlg’:l—i
4 2
23 3
0s B=——= —
4 2
1
- Z 3 _ B
tan B= —_ =
I NERNE 3
B =30°
39. a)sen45°= _ ¢ ,\E:ﬁ
W2 N2 2
¢ V2
C0545° = —— = —
22
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b) sen 30° = _1
¢ 2
3
cosBO"=;=£
¢ 2
£
tan30°=;=£
3 3
2
€3
) sen 60° = 2 :£
€ 2
£
c0560°=L:i
¢ 2
3
tan 60° = % BNE)
2
40.
X 1
o
‘taer:l
3

X=17+3=2x2=1+9=x2=10=x= 10
cat. op. 1 1 ~10 V10

senL = —m 4 = ——— = — — « —— =

hip. V10 V10 V10 10
2
41. sen2a+cosza:1=>(%) +cosza:1=>% +cosla=1=

=cos?a=1— 1o = cos?a = 2 = Cosa = El
25 25 5

42, coso = 1
4

P=x+1P=216=x+1=2x*=16—-1=
4 X Sx=15=x=15

atop. _ 15 - JE

t =
ana hip. 1

Resolvido passo a passo
5. a) Altura do prédio: 81,6 m
Altura do térreo: 4,6 m
Altura de um andar: 3,85 m
Nimero de andares: S0 — 46 _ 77 _ 20
3,85 3,85
Numero de apartamentos:
Ultimos dois andares: 2 X 1= 2
Demais andares: 2 X 18 = 36
Total de apartamentos: 2 + 36 = 38
O prédio possui 20 andares, além do térreo; 38 apartamentos.

43. 3) sen50° = = = 0,766 = = = x = 7,66 cm
10 10

b) tan 70° = % = 2,747 = % =x=28,51dm

) cos 50° = 2 =0,643 = R =>y=1244m
y Yy

sen 70° = % —0,940 = % =Sx=1323m

44,

45.

46.

417.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

55.

tan 40° = % = 0,83 = d = 12,05 milhas

tan10° = L =0,18=h=36m
20

h 1

sen30°= —— = — = h=2500m
5000 2
a)c0560°:i:>l:i:>x:8m
X 2 X

Aescada tem 8 m de comprimento.
b) a + 60° + 90° = 180° = a = 30°
X

tan30°= — =0,58=>x=58m
100
h=58+170="59,7m

tan 70° = % =275=€(=22m

120

25°

sen25= 1 S o04= L L ph-—s0am
120 120

VX=10~c0530°=10‘£=5x§

2
v =1O-ser130":10-l =5
Y 2
sen C = X =0,6= X =06x+24=x=
X+ 4 X+ 4

=04x=24=>x=6
(x+4P=x*+y2=(6+4?2=62+)*=100=36+)’= )’ =64=
>)y=64=y=28

Perimetro:x +y+x+4=6+8+6+4=24cm

Area: % =68 _uem

2
B
60°
50m
A" c
tan60° = A< & 3 = A8 7= AC L ac=85cm
50 50 50
c0560°:£:l:£:BC:1OO
BC 2 BC

Perimetro: 50 + 85 4+ 100 = 235 m
o h
tan15°= —— =0,27=h=540m
2000

cos 15° = % =097=d=2062m

B Pelas condicoes do problema,
devemos ter 0° < o < 90°.
Logo:

A'B"=AB-cosa=
=5J/3 =10 cosa =

=cosa = ﬁ:m:w

[Su) PR

Vatn\
_Canf (o)
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56. sen 20° = % =034 x=2,04
h=3+204=504m
57.

T‘ 509 25°

a 246
tan 50° = % =1192=h =1192a
tan 25° = N 0,466 = h = 0,466(246 + a) = 1,192a
246 +a

14,6 + 0,466a = 1,192a = 0,726a = 114,6 = a = 157,9 = h =188
A altura da torre mede aproximadamente 188 unidades de com-
primento.

58. Observe a figura a seguir:

raio incidente normal

raio refratado

angulo de incidéncia

angulo de refracao

n, = indice de refracao do meio A

ng = indice de refracao do meio B

Podemos relacionar esses elementos pela lei de Snell-Descartes:
n,-sen i= Ng - sen 7. Assim:

V3 V2 V6

e — =n,

=ng - B:T

2 2

i=
r =

n,-seni=ng-senr=1-

Pensando no Enem
1. Analisando as alternativas:

a) O numero de triangulos cresce exponencialmente a cada
iteracao. (F)

b) A sequéncia formada pelas areas totais de cada figura a cada
iteracdo & uma progressao geométrica de razao % (V)

) A sequéncia formada pelas areas de cada triangulo a cada ite-
racao é uma progressao geométrica de razao % (R

d) A sequéncia formada pelo nimero de triangulos, a cada itera-
¢do, é uma progressao geométrica de razao 3. (F)

e) Adrea de cada triangulo tende a zero. (F)

Iteracao 0 1 2 3 n
Nu d
umerode | 3 3 3 3n
triangulos
Areade 1 e 10 W
cada A A (—) A (—) A (—) A
- 4 4 4 4
triangulo
. 3 2 3 n
Area total A —A (i) A (i) A (i) A
4 4 4

Resposta: alternativa b.

~

2. Apenas Il é verdadeira:
l.Paraasternas (3,4,5),(5,12,13) e (15,36,39) = (5,12,13), adiferencaentre
os dois maiores nimeros, removendo-se todos os fatores comuns, é
igual a1, mas para (12,15,37) do Apastamba Sulbasutra (37 é um nimero
primo), a diferenca entre os dois maiores niimeros nao é igual a 1. (F)
IIl. Ambas as ternas (72, 96,120) = (3, 4, 5) e (40, 96, 104) = (5,12, 13)
mencionadas do Manava Sulbasutra tém a propriedade daquelas
relacionadas aos pitagoricos, pois5 —4 =1e13 — 12 =1. (V)
IIl. A Unica terna do Baudahayana Sulbasutra mencionada é pita-
gorica porque 252 = 24% + 72 ou 625 = 576 + 49. (F)
Resposta: alternativa e.

Vestibulares de Norte a Sul

1. Aforma de pagamento do empregado € um exemplo basico de uma
PG de razao 2, e a, = 1,00. Desse modo, o valor que ele recebera pelos
10 dias trabalhados é uma soma finita de termos de uma PG.
1- q")
S =gy |—1
Regra geral: Sp 1 (1 —q
Substituindo os valores, temos

1—2*01 (171024)
S :1~( =SS0 =1 =
10 172 10 71

—1023

:>S1o=1~( ):51021023

Resposta: alternativa e.

2. x — elevacao do telhado
X
6m 1] 30°
]
| 3m |
I 6m I

Para encontrarmos o valor de x, que representa a elevacao do te-

Ilhado temos que executar uma operacao trigonométrica, a tan-
X

gente, mais especificamente a de 30°. Assim, tg 30° = 0,58 = 3

ox=3-058=174x=T74m.

Resposta: alternativa b.

3. Levando em consideracao que
uma unidade de alcool — a,
duas unidades de alcool — a,
trés unidades de alcool — a;
quatro unidades de alcool — a,
cinco unidades de alcool — a;

a,—a,=24-1N=13

a,—a,=38-24=14
a,—a,=a,—38=15a,=15+38=53
a;—a,=16&ad,=16+a, =16+ 53 =69

Logo, o risco de desenvolver cancer de mama ao ingerir cinco unidades
de alcool, diariamente, é de 69%.

Resposta: alternativa 02.

4. Apartirdos dados do enunciado, podemos montar a seguinte projecao:

a = inclinacao da rampa
e da escada
48 cm

96 cm (4 X 24 cm)

EAOG] Manual do Professor
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Sendo assim,tga = 0,5
Levando em consideragao os angulos contidos nas alternativas, temos:

tg30° = % =058
tg4s° = g =07

Logo, a < 30°, ja que sua tangente é menor.
Resposta: alternativa b.

. Calculemos o tempo, em dias, de leitura dos dois irmaos:

totaldepagi
otaldepaginas 903 _ 24,5 dias

ol t;, = ——— 96 77
Irmao l: & paginaslidaspordia 37

Irmao II: O irmao Il faz a leitura das paginas obedecendo a uma
sequéncia de razao 4, assim, o total de paginas lidas por ele é de-
finido por uma soma de uma PA.

+3+(-T)x4
lota) g  Br3tn-Nx4n ¢ _ g0

Sp =
2 2

O valor de n representa o total de dias gasto para o irmao Il fazer
a leitura do livro.

_®+4n—4n

. 903 = 1806 = 2 + 4nn =

= 1806 = 2n + 4n> = 4n’ + 2n — 1806 = O
n = +21
o o= _ 172 (n@o nos interessa, pois nao

8 existe tempo negativo)

Assim, com otempo doirmaoledoirmaoll, ha, aproximadamente,
uma diferenca de 4 dias.

Resposta: alternativa a.

. Segundo o enunciado, temos

24mT

Aaltura do prédio mais alto pode ser definida pela soma da altura

100+/3 m

do mais baixo, com a medida H da figura acima, que é definida
pela razao trigonométrica tangente.

H NE)
=1g30° = — =3H=100v3 - (V3)=
10043 g 3

100 -3

=H = = H=100m

Llogo,h=H + 24 =100 + 24 = h =124; h =124 m.

Resposta: alternativa c.

. Tomando como parametro que os lados estdo em progressao arit-

mética, ou seja, sdo (x), (x — r) e (x + r), temos:

X=N+Kx+n+x)=6=3x=6=x=2m

Pelo Teorema de Pitagoras, temos que:

(r+22=0r—-22+Q?=r+4r+4=r—-4r+4+4=

=28r=4=r=1/2

Assim, como a area do tridngulo é definida por

(produtodoscatetos} realizando os calculos, verificamos que a
2

area éigualal5m?

Resposta: alternativa c.

8. Tomando como parametro os dados das figuras.

C [OVA

h NE] h
®30° A [-]
A @ B (Figura I1)
Bm
(Figura )

A partir da figura Il, podemos encontrar o valor da medida h fa-
zendo uso da razao trigonométrica seno, mais especificamente de
60°, logo
h V3 3
— =sen60° =~ .. h===h=15h=15m.
V3 3 2

Resposta: alternativa b.

9. Tomando por base a sequéncia.
12 meia- 22 meia- 32meia- 42 meia- 52 meia-
-vida -vida -vida -vida -vida
100% 50% 25% 12,5% 6,25% 3,125%

N AN AN AN oA\~

5anos 5anos 5anos 5anos 5anos

Como em 25 anos ocorrem cinco meias-vidas, tem-se que a por-
centagem da atividade do cobalto-60, ao final desse periodo, é de
3,125%.

Resposta: alternativa e.

10. Levando em consideracao as duas projecdes das rampas, temos
Rampa incorreta
2m
Tm
30°
Rampa correta
T d
Tm o
h X

Segundo os dados do enunciado, temos que a proporcao entre
1e x éde 5% (0,05), assim, temos:
i=L:¢100=5x::~x:m:><=20m

X 100 5
Obtendo o valor de x, para obter o valor de d, basta utilizar o Teo-
rema de Pitagoras.
P=1T+xX=>=17+200=d*=1+400=
=>d=401=d = V401
Logo, a diferenca entre os comprimentos das rampas é
(VaoT - 2 m.

Resposta: alternativa d.

Vocé sabia?
Pdgina 236

Periandro de Corinto, Pitaco de Mitilene, Bias de Priene, Cledbulo de Lindos,

Solon de Atenas e Quilon de Esparta.

Para refletir

Pdgina 246

Os agrimensores —também conhecidos como “esticadores de corda” —
eram pessoas que trabalhavam para o Farad avaliando os prejuizos das
cheias do Nilo e restabelecendo as fronteiras entre posses.
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Caiu no Enem

1.

Menor altura possivel para a tomada: 0,40 m.

Maior altura possivel para o interruptor: 1,35 m.

De posse desses valores e realizando uma analise de intervalos,
obtemos a resposta, ja que as Unicas medidas que obedecem si-
multaneamente as duas condicdes citadas sao as da alternativa e
(0,40 m —0,45me1,35m— 120 m).

Resposta: alternativa e.

. Tem-se trés nés nos milhares, zero nés nas centenas, seis nds nas

dezenas e quatro nés nas unidades. Portanto, a resposta é 3 064.
Resposta: alternativa c.

. Adistancia total percorrida pelo aluno no mapa foide 5-2 - (7 +

+ 9) = 160 cm. Sendo d a distancia real percorrida e 1:25000 a
escala, temos:

160 _ ! & d=4-10°cm
d 25000
. 106
sd= 410 km
10°
< d = 40km

Resposta: alternativa e.

. A duragao de cada ciclo é igual a (1765 — 1755) + 1 = 11 anos.

Como de 1755 a 2101 se passaram (2101 — 1755) + 1 = 347 anos e
347 =11 31 + 6, segue-se que em 2101 o Sol estara no ciclo de
atividade magnética de nimero 32. Tendo o valor de 347 poderia
se fazer também uma divisdo por 11, o que daria como resposta
31,54, logo, por dedugcao, temos que o 312 ciclo foi concluido e esta
ocorrendo o0 322

Resposta: alternativa a.

. Efetuando as conversoes de unidade, tomando como base as in-

formacdes que a questao traz, obtemos:
35,5

355mL = 355¢cL = —
2,95

fl 0z =12,03fl oz

Resposta: alternativa c.

. De acordo com o hidrdmetro, foram consumidos 3 534 m3* = 3534000 L.

Além disso, o hidrometro aponta 859,35 L. Portanto, o consumo
total de dgua registrado nesse hidrometro, em litros, é igual a
3534000 + 859,35 = 3534859,35.

Resposta: alternativa d.

. Afuncao f: R — R, que descreve a relacao entre o salario f(x) e o

numero x de produtos vendidos, é definida por:
3x + 750,se0 < x < 100
flx :{9‘(x ~100) + 300 + 750,5e x > 100
3x +750,5e0 < x < 100
- {9x +150,se x > 100

Logo, como f{0) = 750, f{100) = 3 - 100 + 750 = 1050 e f(200) =
=9-200 + 150 = 1950 assim, de posse desses valores, segue que
o grafico que melhor representa a funcao f € o da alternativa e.
Resposta: alternativa e.

. O preco de equilibrio & aquele resultante da igualdade entre quan-

tidade de oferta e demanda, tal que:
Qo = Qp = —20 + 4P = 46 — 2P
= 6P = 66
=P=T1

Resposta: alternativa b.

~
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9.

10.

n

12.

14.

16.

Seja f:[0,10] — [0, 10], com f{x) = ax? + bx + c. Desse modo, temos:
f(0)=0 c=0
FG) =6 =|25a+5h =6

£(10) =10  |100a + 10b = 10
1
= ——
25
= |b= z
5
c=0
__ a7
Portanto, segue que f(x) = 5 X + T X

Resposta: alternativa a.

Queremos calcular o valor de t para o qual se tem T(t) = 39. Desse
modo:

t? t2
39 = —— +400 & — = 361
4 4
ot =/4-361

& t =38min
Resposta: alternativa d.

Quando vamos realizar um contrato com uma empresa de telefonia,
buscamos os valores de maior vantagem custo-beneficio. Assim, de
acordo com a questao, o plano mais vantajoso é aquele que permite
o maior tempo mensal de chamada pelo valor de R$ 30,00. Portanto,
do grafico, € imediato que a resposta € proposta na alternativa c.
Resposta: alternativa c.

P=rxi?
P=kXE

, (comoreksdo constantes reais, te-
keE=ri?=EF=""" mosuma funcdo do segundo grau

k
na variavel /).

Portanto, o melhor grafico para que representa a relacao pedida é
o da alternativa d.
Resposta: alternativa d.

. Tomando por base o que a questdo nos fornece, temos que:

2 2 2 2
k-@8m)* =83k-m3 = (¥B) -k-m>=4-A
Logo, a area ficara multiplicada por 4.
Resposta: alternativa b.

Utilizando a ideia de notacao cientifica, temos:
325mil km = 325-10% km = 3,25-10° km

Resposta: alternativa d.

. Como 51,50 — 50,25 = 52,75 — 51,50 = 54 — 52,75 = 1,25, podemos

concluir que a sequéncia 50,25; 51,50; 52,75; 54,00; ... é uma pro-
gressao aritmética de primeiro termo a, = 50,25 e razao r = 1,25.
Portanto, queremos calcular a soma dos 10 primeiros termos dessa
progressao aritmética, ou seja, lancando os valores de a, e r na for-
mula geral de soma de termos em sequéncia aritmética, temos:
S = (ZaW ; 9r) 10 = (2-50,25 +9-1,25

Resposta: alternativa d.

-10 = 558,75

Essa questdo trabalha com o conceito de progressdes bem basico
e que, na verdade, ndo necessita de seu conhecimento para resol-
ver tal problema, ja que, uma simples soma de valores baixos
pode ser realizada a mao, seguida de uma subtracao, da qual ob-
temos a resposta.

Logo, a quantidade de cartas que forma o monte é dada por
52— (1+2+3+4+5+6+7)=24

Resposta: alternativa b.
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