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Vamos continuar o estudo de trigonometria. Nessa aula, veremos como resolver equagdes e
inequacgoes trigonométricas. Também estudaremos o valor de algumas razdes trigonométricas ndao
triviais que podem ser cobradas na prova.

Se vocé ja possui um bom conhecimento de trigonometria, va direto para a lista de questdes e treine!

Sempre que vocé tiver duvidas, criticas ou sugestdes nos procure no férum de duvidas ou
entre em contato comigo:
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1. Alguns Arcos Importantes

Vamos estudar o valor do seno e cosseno de alguns angulos que podem ser cobradas nas
provas.

1) /8 (22,5°)

Esse arco é o arco metade de /4. Vamos usar as férmulas de arco metade:

(A)_+ 1 — cosA

sen )= >
(A)_+ 1+ cosA

cos )= >

Sabemos que o seno do primeiro quadrante é positivo. O arco 7 /8 estd localizado no primeiro
guadrante. Assim, podemos escrever:

sen (g =

71') 2—\/§

sen (§ >
1

1+ cos n +Q \/ﬁf
Cos(g)le 2 (4)= 7= ;r

T V2 +42
cos(—)—T

8

Para a tangente, podemos usar a relagao fundamental:

t (_)zse"(%)z 2;\/§=\/2—\/E
I\8 cos(%) V2+v2 V2 +42
2

Simplificando essa razao, obtemos:

tg(n)_\/Z—\/i_\/Z—\/f

8 V242 V2-V2
s 2-+2
tg(§): 2
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) /12 (15°)
@ ATENGAO
> . > DECORE!

Decore os valores de seno e cosseno para esse angulo. Ela ja foi cobrada na prova do ITA!

m/12 é o arco metade de m/6. Assim, usando as seguintes transformagdes, podemos
escrever:

tg(n) 2 2—\/§

127 243 2+
2

Simplificando a tangente, temos:
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; (l)_\/Z—\/g_\/Z—\/g

N T v -3
T 2—-+3
tg(ﬁ)z 1
tg(%)=2—\/§

Podemos também escrever seno, cosseno e tangente de outra forma para esse angulo.
Usando a subtracao de arcos, temos:

45° —30° = 15°

=) s o () n (s )

en(n)—ﬁ V3 1 42
M)t 22T 2
sen(2) = Y2

m) /10 (18°)
2-18°+3-18° =90°
Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever:
s T s s
sen(Z E) = sen(E— 3 E) = cos(3 E)
Aplicando as férmulas de arco duplo e triplo:

2sen (f—o) cos (%) = 4 cos® (%) — 3 cos (f—o)

Como cos (1—7;) # 0, podemos simplificar:

2sen (%) = 4 cos? (%) -3

2sen () = (1 - sen (35) ) - 3

T

10)+25en(£) —-1=0

4sen? ( 10
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Encontrando as raizes da equacao de segundo grau:

()=
sen 10 —
Como 18° pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar:
( T ) \/g -1
sen
10 4

Para o cosseno, podemos usar a relagdao fundamental:

cos (1”0) \/1 — sen? (1”0)
Cos(ln_o) =J1_<V§4_ 1>2

cos (l) _ 10 1— 2v/5

IV) 7t/5 (36°)

36° é arco duplo de 18°, usando a férmula de arco duplo, temos:

cos (7;) =1 — 2sen? (1n0)
cos (%) =1-2 <\/§4_ 1)

cos (%) = ﬁ; !

Usando a relagao fundamental:

sen (g) = |1 — cos? (g)

son(Z) = jl (5 1)2

n) 10 — 2+/5

sen (g 4

1 (ITA/2016) |
Sejam X e y pertencentes ao intervalo [0, ]. Determine todos os pares ordenados (x,y) tals
que
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\/fcosx—seny=%
\/fsenx+\/§cosy= —%

Comentarios
Sex,y € [0,7],temos 0 < senx < 1e 0 < seny < 1.
Isolando senx e cosx:

\/fcosx=seny+%
\2sen x = —\/§cosy—%

Elevando as equag¢des ao quadrado e somando, temos:

2 (cos2 x + sen2x> = (senzy + seny + i) + (3 cos? y +/3cosy + i)
1
2 2 1
2 = sen?y + 3 cos y+seny+\/§cosy+5
1+2cos?y

2=1+2coszy+seny+\/§cosy+%

seny = % — 2 cos?y —+/3cosy
*Sempre que elevamos uma equac¢do trigonométrica ao quadrado, devemos tomar o
cuidado de verificar se as raizes encontradas satisfazem ao problema.
Elevando a equac¢ao ao quadrado:

1 2
sen?y = (E —2cos?y — \/§cosy)
1—cos?y =i+4cos4y+3coszy—2coszy—\/§cosy+4\/§cos3y
4cos*y + 43 cos y + 2coszy—\/§cosy—%= 0

16 cos*y + 16v/3 cos® y + 8 cos? y — 4v/3cosy —3 = 0
Substituindo a = cos y, temos:
16a* + 16v3a® + 8a®? —4V3a —3 =0
Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equacgao.
Mas, perceba os termos coloridos:
16a* +16v3a®+ 84> —4V3a-3=0
12a?%-4a?
16a* + +16V3a® + 12a® — 4a%? — 4V/3a —3 =0
Podemos fatorar:
4a%(4a® + 4V3a+3) — (42> +4vV3a +3) =0
(4a? —1)(4a® +4V3a+3) =0
Com isso, basta resolver as duas equagdes quadraticas:
4a2—1=0:>a=i%

4a’+4V3a+3=0>a= %‘E = —? (raiz dupla)
Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y.
Paraa = 1/2:
cosy == => y = E

\/_5enx = —\/_COS)/ -

9 Aula 06 — Trigonometria Il

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

V3 1
V2senx = -2 —=
2 2
V6+v2
senx = ——,
Mas senx > 0, entdo, ndo convém.
Paraa = —1/2:
cosy = —~=y ==
y="37Y=3 .
V2senx = —/3 cosy -
V3 1
V2senx =X —=
2 2
V-2 T 117
senx = SX=—0oUux =—
4 12 12
Vs
Para x = —:
12
V6+v2
CoSx =
4
V3
seny = —
cosy = —-=
y=73

\/ECOSX =S€le+%

\/Esenx=—\/§cosy—%
(\/7(\/5+\/E) =\/§+1
! ﬁfﬁ ﬁz_l = OK!
V2(55) =

\ 4 2

<

T 2w\ , ~ .
Logo, O par (E'?) e solugao do sistema.

1171"

Parax = —:
12

—Z (\/E+\/E) - _ (\/§+1) " V3+1

4 2 2

V2 (\/5—\/5) _ V3-1

4 2
. . ~ ~ . . . 11m ~ , ~ .
Como a primeira equagdao nao foi satisfeita, X =-- ndo é solugdo do sistema.

V3
Paraa = ——

V3 5T
cosy=——=y="=

V2senx = — BCosy—%
\/fsenng—§=1

NG3 T 3
Senx =—=x=—-0UuXx = —
2 4 4
Testando os valores:
T
Parax = —:
4

\/icosx=seny+%
V2sen x = —@cosy—%
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Para x =
' 1 1 1
\/Zcosx=seny+5=>_1;e5_|_E

N3do convém, devido a primeira equacao.
Dessa forma, temos apenas dois pares ordenados que satisfazem ao sistema:

@y = (5.5) oury) = (5.5)

12”3 4" 6
Gabarito: (x,y) = (1—112,23—11) ou (x,y) = G'S?n)

2. Lei dos senos e cossenos

2.1. Lei dos senos

a b . c R
senA senB senC

A lei dos senos afirma que a razao entre cada lado do triangulo e o seno do angulo oposto é
igual a 2R, sendo R o raio da circunferéncia que a circunscreve.

Demonstragao:

Seja ABC um triangulo qualquer representado pela seguinte figura:

A

Podemos tragar um tridngulo A'BC tal que A’ seja a o ponto da interseccdo da reta que passa
pelo centro da circunferéncia:

8 Aula06- Trigonometria Il
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Perceba que o tridngulo A'BC é retangulo em C, essa é uma propriedade do tridngulo inscrito
em uma semicircunferéncia. Ainda pela figura, como os dngulos A e A" enxergam a mesma corda
BC, podemos afirmar que elas sdo iguais A = A’. Aplicando o seno no tridngulo A'BC, encontramos:

A= —
sen R

A =A>= = 2R
send

Analogamente para os outros lados.

2.2. Lei dos cossenos

Seja ABC um triangulo qualquer e a, b, ¢ sdo seus lados. A lei dos cossenos afirma que:

a’ = b? + ¢?> — 2bc cosA
b? = a? + ¢? — 2ac cosB

c?2 = a? + b? — 2ab cosC

Demonstragao:
Devemos dividir em dois casos, um para o triangulo com angulo agudo e outro para o

triangulo com angulo obtuso.
1) Considere o triangulo ABC dado pela figura abaixo:

g Aula 06 — Trigonometria Il
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Podemos ver que o triangulo ADC é retangulo, entdao podemos aplicar o Teorema de
Pitagoras:

b? =h?+n? (I)
Analogamente para o triangulo ADB:
c2=m?+h% ()
Também, de acordo com a figura, temos:
n=a-m (II)
De (I1), temos h? = ¢? — m?. Substituindo (II) e (III) em (I), obtemos:
b? = c? —m? + (a — m)?
b? = ¢?> —m? + a® — 2am + m?
b? = a? + c? — 2am (IV)
Observando o triangulo ADB, podemos escrever a seguinte relagao:
m = ¢ cosB
Substituindo em (IV), obtemos a lei dos cossenos:
b? = a® + ¢ — 2ac cosB

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

2) Seja ABC um triangulo dado pela figura abaixo:
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Os triangulos BAD e BCD sao retangulos, desse modo, podemos escrever:
c2=m?+h?=>h?=c2-m? (I
a’* =n*+h* (1)
Observando o triangulo BCD, temos a seguinte relacao:
n=m+b ()
Substituindo (/1) e (I) em (II), obtemos:
a’?=(m+b)?+ c? —m?
a? = m? 4 2bm + b? + ¢ — m?
a’* = b%*+c*-2bm (IV)
No tridangulo BAD, temos:
m = ccos(m—A) = —ccosA
Substituindo essa identidade em (IV):
a’ = b? + ¢? — 2bccos A

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

3. Equagoes Trigonomeétricas

3.1. Equag¢oes Fundamentais

Vamos aprender a resolver equagdes trigonométricas. A maioria das equagdes trigonométricas
podem ser resolvidas se conhecermos as equagdes fundamentais. Vamos apresenta-las:

Equagdes Fundamentais ‘

& Aula06- Trigonometria Il
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@) sena = senf
(1I) cosa = cosf
(1) tga = tgp

(I) sena = senf
Para resolver essa equacdo, temos que considerar dois casos:

1) a e B sdo congruentes, entdo « = f§ + 2km, k € Z. Perceba que temos que somar o termo
2km para encontrar todos os angulos que tornam essa igualdade verdadeira. 2km é o termo que
representa k voltas completas na circunferéncia trigonométrica.

2) a e [ sdo suplementares, entdo a = m — [ + 2km, k € Z. Nesse caso, devemos lembrar
que a fungdo seno repete seu valor no primeiro e segundo quadrantes e, por isso, temos que
considerar o caso desses angulos serem suplementares um do outro.

Vamos usar o ciclo trigonométrico para melhor visualizagao:

senx

cosT

(II) cosa = cosp
Nesse caso, também temos duas possibilidades:
1) @ e B sdo congruentes, entdo a = [ + 2km, k € Z.

2) a e [ sdo replementares (replementares sdao angulos que a relagao a = 2w — ). Assim,
temos a = 2m — [ + 2km, k € Z. Perceba que podemos incluir o termo 2w em 2km, k € Z. Dessa
forma:

a=—F+2kn,k€Z

Ciclo trigonométrico dos casos:

8 Aula06- Trigonometria Il
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SenT

™ 8 cos(3) E
5 cos(—h),

(1) tga = tgpB
A funcdo tangente repete seu valor para dois casos:
1) a e  sdo congruentes, entdo, @ = f + 2km

2) a e f tém imagens simétricas em relagdo ao centro do ciclo, entdo, « = mw + [ + 2km, k €

Essas duas solu¢des podem ser escritas em uma so:
x=pf+kn kel

Ciclo trigonométrico dos casos:
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A
senT tgx

tg(m + ) = tg(B)

CosT

RESUMINDO
T I
sena = senf a=pf+2kroua=n—L+2kn,k€Z
cosa = cosf a=+1p+ 2k, k €Z
tga = tgp a=pf+kmk€Z

3.2. Equagoes Classicas

Além das equag¢Oes fundamentais, temos as equag¢des classicas. Vamos aprender a resolvé-
las.

Equagdes Classicas

€)) asenx + bcosx = c (a,b,c € R")

(I1) a(senx + cosx) + bsenxcosx = c (a,b,c € R")

g Aula 06 — Trigonometria Il
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(I11) sen*x + cos*x = a (a € R) ‘

(IV) sen®x + cos®x = a (a € R) ‘

(I) asenx + bcosx = ¢

Método 1:
SeVa? + b? # 0, podemos dividir essa equacdo por Va? + b?:

asenx 4 bcosx c
Vaz +b?2 VaZz+ b2 a?+ b2
Essa divisao se baseia no seguinte triangulo retangulo:

a
Assim, podemos escrever:
p b
sen = ———
va? + b?
p a
c0S0 = ———
va? + b?
Substituindo na equagao, obtemos:
c
cosOsenx + senfcosx = ———
va? + b?

A expressao a esquerda é a fdrmula da soma do seno, assim, temos:

sen(x +0) =

c
va? + b?
Com essa equacao, basta encontrar o valor dos angulos que satisfazem essa equac3o.

A solucao é dada por:

x+0=arcsen( >+2kn,kEZ

C
N
Ou
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x+0=n—arcsen( )+2kn,kEZ

Cc
JZ 152

FIQUE

ATENTO!

Para usar esse método, devemos nos atentar a condicao de existéncia:

C
|m

Que é o mesmo que dizer:

<1

Método 2:

Podemos usar as seguintes identidades:

N————

N—

Fazendo t = tg (g)

Substituindo na equacao:

( 2t )+b 1 — t? B
\1+¢2 1+¢e2) €
2at + b — bt? = ¢ + ct?

(b+)t?—2at+c—b=0

Para encontrar as solugdes, basta resolver a equagao do segundo grau acima.

(II) a(senx + cosx) + bsenxcosx = ¢
Podemos fazer z = senx + cosx e, assim, obtermos:
Z = senx + cosx

Elevando ao quadrado:
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z2—-1

7% = sen’x + 2senxcosx + cos? x = z? = 1 + 2senxcosx = senxcosx =

2

Substituindo na equagao:

b(z?> - 1)
— = c
bz?+2az—b—2c=0

Dessa forma, a solucdo é dada pelas raizes da equacdo do segundo grau acima.

az +

Para encontrar a solu¢io em x, devemos resolver sen(2x) = z? — 1.
A solucdo é dada por:
2x = arcsen(z? — 1) + 2km, k € Z
Ou
2x =m —arcsen(z? — 1) + 2km,k € Z

(II1) sen*x + cos*x = a

Podemos fatorar essa equacgao:

2
(senzx + cos? x) — 2sen?xcos’x = a
1

1 — 2(senxcosx)? = a
sen(2x) 2 _1-a
2 2

|sen(2x)| = 2(1 —a)

sen(2x) = +/2(1 — a)

Devemos analisar a condi¢ao de existéncia:
Condicao do radical:
1-a=20=>a<1

Condigao do seno:
1

ost1—ms1:a2§

Intersec¢ao das condigdes:

N =
IA
Q
IA
=

A solucao é dada por:

2x = arcsen (iw/Z(l — a)) + 2km, k €Z

Ou
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2x = T — arcsen (iw/Z(l — a)) + 2km, k €EZ

(IV) sen®x + cos®x = a

Podemos usar a seguinte identidade:

sen®x + cos® x = (senzx + cos? x) (sen*x — sen?xcos?x + cos* x)
1

sen®x + cos® x = sen*x + cos* x — sen?xcos?x
1-2sen?xcos?x

sen®x + cos®x = 1 — 3sen?xcos?x
Assim, substituindo na equac¢ao, obtemos:

1 — 3sen?xcos’x = a

l—a=3 (sen(Zx))2

2
sen?(2x) = M
3
|sen(2x)| = M

3
sen(2x) = + /@

Devemos analisar a condicao de existéncia:

l1—-a=20=>a<1

4_ —
0 < fMSl
3
3

1
4(1—a)<3=>1—-a<->a=2—-
(1-a) a 2 a 2

Intersec¢ao das condigdes:

Sl
IA
Q
IA
=

A solugao é dada por:

4(1—a)
2x = arcsen| + —3 + 2kn,k €Z
Ou
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4(1—a)
2x =m —arcsen| + —3 + 2k, k € Z

HORADE

PRATICAR!

T

2. Resolva as seguintes equacgoes:
V3
a) senx = -
b)cosx =1
c)tgx =3
d) cossecx = 2
T
e)tg(5x) =tg (E)
f) sen?x = 1 + cosx
g) 4cosx + 3secx = 8
h) 2 — 2cosx = senx - tgx
i) 1+ 3tg?x = 5secx
j)cos3x —cosx =0
[) sen3x + cos3x = ?

Resolugao:

V3
a) senx = Y

Sabemos que sen (g) = é—g, entdo a solucdo é dada por:
X =§+2knoux =n—g+2kn,k EZ
=>x=§+2kﬂoux=2?"+2k7r,kEZ
b) cosx =1
Sabemos que cos(0) = 1, entdo:
x=2kn,k €Z
c)tgx =+3
Sabemos que tg (g) = /3, desse modo:
X = g +km,k€Z
d) cossecx = 2

cossecx = 2 = =2 = senx =

N |-

senx

x=§+2knoux=5?ﬂ+2k7r,kEZ
&) tg(5x) = tg (%)

5x=§+kn,kEZ
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x=£+k—n,kEZ
25 ' 5
f) sen’x = 1 + cosx
1—cos?x =1+ cosx
cos?x + cosx =0
cosx(cosx+1) =0
cosx=0=>x=§+k7t,kEZ

Ou
cosx =—1=>x=m+ 2knt

g) 4cosx + 3secx = 8
Condicdo de existéncia: cosx # 0 = x # g+ km, k €Z

3
4cosx + — =
COSX
4cos®?x —8cosx+3=0
4+\J4 3 1
COSX = — == ou-
4 2 002

Sabemos que —1 < cosx < 1, entdo:
cosx=§=>x= +g+2kn,k EZL

h) 2 — 2cosx = senx - tgx
Condicao de existéncia: cosx # 0 = x # §+ kn,k €Z
2 — 2cosx = senx - ==
CcOoSXx
sen?x

2 — 2cosx =
CcoSXx
(2 — 2cosx)cosx = 1 — cos? x
2cosx —2cos?x +cos?x—1=0
—cos?x + 2cosx—1=0
cos?x —2cosx +1 =0
(cosx —1)>=0
cosx=1=2>x=2kn,keZ

i) 1+ 3tg%x = 5secx
Podemos usar a identidade:
sec?x =1+ tg%x
1+ 3(sec®?x — 1) = 5secx
3sec’x —5secx —2=0

5+v49  5+7 1
secx = . =T=20u_§

Como secx = 1,Vx € R, temos:
secx = 2 = cosx =

:>x=i§+2k7t,kEZ

N |-

j) cos3x —cosx =0
Usando a férmula do arco triplo do cosseno, temos:
cos3x = 4 cos® x — 3cosx

4 cos® x — 3cosx — cosx = 0
4 cos®x —4cosx =0
cosx(cos?x—1)=0

cosx=0=>x=§+kn,kEZ

Ou
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cos’x=1=>cosx=+1=>x=km,k€eZ

NS

I) sen3x + cos3x =

Essa é uma equacio classica. Vamos multiplica-la por v2/2:
V2

2

sen3xcos G) + sen G) cos3x = i

V2 1
sen3x + 7c053x =3

Sen(3x+g)=§
3x+E=E+2kT[=>3x=—£+2k77,'=>x=—l+2k_n,kez
4 6 12 36 3
Ou

Ix+E=L 1 2dkn=3x =Lt 2knox =2+ kez
4 6 12 36 3

Gabarito:
a)x=§+2knoux=2?"+2kn,kez
b)x =2kn, k€ Z

)x=>+kmkeZ
d)x=§+2knoux=5§+2kn,kez
e)x=_+= kEL
f)x=§+knoux=n+2kn,kez
glx=t>+2km ke

h)x =2km, k€ Z
)x=+3+2km ke

i)x=km, kel

b4 2km 7t 2km
=0T =—+4+— EZ
1) x 36+ ; oux 36+ 3 Jk

4. Inequagoes Trigonométricas

Para resolver inequagdes trigonométricas, devemos aprender a resolver os 6 tipos diferentes
de inequacgdes.

Seja a um numero real dado:

Inequag¢des Fundamentais

) senx = a
(1n senx < a
(1) cosx = a

& Aula06- Trigonometria Il
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(v) cosx < a
(2] tgx = a
(4)) tgx <a

() senx = a

Sempre que resolvemos inequagdes, podemos usar o grafico para nos ajudar a ver o
resultado. Vamos usar o ciclo trigonométrico e inserir sena = a:

!
senx

COSI

Observando o ciclo, podemos afirmar que os valores do seno que sao maiores ou iguais a a
devem pertencer ao intervalo:

arcsen(a) + 2km < x < w — arcsen(a) + 2km, k € Z

(I senx < a

Sendo sena = a, podemos usar o ciclo trigonométrico:
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SENT

cosST

Observando a figura, podemos afirmar que os valores de x que satisfazem a inequacao sao
dados por:

0+ 2km < x < arcsen(a) + 2kn,k € Z
Ou

m —arcsen(a) + 2kn < x < 2w + 2km, k € Z

(IIT) cosx = a
Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a, temos:

SenT

COsT

g Aula 06 — Trigonometria Il
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Pela figura, podemos ver que as solu¢des em x sdo dadas por:

—arccos(a) + 2km < x < arccos(a) + 2km, k € Z

(IV) cosx < a

Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a:

[}
senx

Podemos ver que a solucdo é dada por:

arccos(a) + 2kn < x < 2w — arccos(a) + 2kn

N tgx=a

Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico, temos:
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]
sene tgx ;
m
2
a
T ¥ 0
cosx
T+
3T
2

Analisando a figura, podemos ver que as solug¢des sdao dadas por:
T
arctg(a) + 2k < x < > + 2km, k €Z
Ou
3
m+arctg(a) + 2knr < x < > + 2kn
Podemos resumir essas duas solugdes:

/4
arctg(a)+k1r§x<5+k1t,ke Z

VD tgx<a

Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico:
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A '}
SenT tgm
™
2
a
T ¥ 0
CcOST
T+«
3T
2

Pela figura, podemos ver que a solucao é dada por:
T

2+k1t<x§1t+arctg(a)+kn,k€Z

HORADE

PRATICAR!

3. Resolva as seguintes inequacgdes:

a) [senx| = ?

2

9=

b) senx + cosx =
c) cos? x > %
d) tg3x + 3 > 3tgx + tg?x
e) sen®x + cos® x < 1—76

Resolugao:

3
a) [senx| > \/Z—_

Vamos usar o circulo trigonométrico para nos auxiliar:

/s V3 o
Sabemos que sen 3) = - entdo, temos:
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SET.

w3

Ccos:I

Podemos ver que os valores de x que satisfazem essa inequacao é:
2
SH+2km<x<T+2kmk €L

4{+2kn§x35§+2kn,kez

b) senx + cosx > g

Vamos multiplicar a inequagao por \/E/Z:
V2
2
senxcos (E) + sen (E) cosx >+
4 4 2
sen (x + E) = z
4 2

V2 1
senx + > coSx = 2

Usando o ciclo trigonométrico:

senr

CoOsST

Assim, a solucao é dada por:
%+2kn£x+%£5§+ 2knt,k €Z
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Iy 2kn<x<Z+2km k€
12 12

1
c) cos?x > 3
Como ambos os lados sdo positivos, podemos escrever:

1
cos?x > \/;
V2

V2
cosx = ~ oucosx < -5
Esbocando o ciclo trigonométrico:

[
sene

A solucao é dada por:
—>+2kn<x <~ +2kmk €T
Ou
T+ 2km <x <+ 2kmk el
Podemos resumir essa solugao em uma unica:
—T+kn<sx<T+kmkeZ
d)tg3x + 3 > 3tgx + tg*x
Vamos fatorar as expressoes:
tg3x —tg?x +3 —3tgx >0
tg?x(tgx — 1) +3(1 —tgx) > 0
(tgx — 1)(tg?x —3) >0
Possibilidades:
tgx—1>0 tgx—1<0
{tgzx—B >0 %Y {tgzx—B <0
Para o primeiro caso:
tgx—1>0=>tgx>1
tg?x —3>0=tgx >3outgx < —/3
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Fazendo a interseccdo das condigdes, temos:
tgx > V3

SENT

™
2

w3y

tgx

A solucao é dada por:

Para o segundo caso:
tgx <1
E

—V/3 < tgx <3

Fazendo a intersecgao:

—\/§<tgx<1

g Aula 06 — Trigonometria Il
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cosT

A solugao é dada por:

—§+kﬂ<x<%+k7r,kEZ

Portanto, a solucdao completa é:
§+kn<x<§+knou —g+kn<x<%+kn,kEZ

7
e) sen®x + cos® x < —
16
Vamos usar a identidade:
sen®x + cos® x = 1 — 3sen?xcos?x
7
1 — 3sen?xcos?x < =

2
9 <3 (sen(Zx))
16 2
3 sen?(2x)
16 4

sen?(2x) > %
sen(2x) > ? ou sen(2x) < —?

Usando o ciclo trigonométrico para visualizar a solugao:
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[}
senx

Assim, podemos concluir:
Stkr<2x<Z+kmkel=s>i+ T <x<i+T ke
Gabarito:
a)%+2kn$x$2?"+2k1tou 2—"+2kn$x£53—n+2kn,kez
b)— = +2km < x <+ 2km k€ L
-T+kr<x<Z+kmkel
d)§+kn<x<§+knou —§+k1t<x<§+k1t,kEZ

e)§+kn<2x<23—"+kn,keZ=>§+k7"<x<§+"7”,kez

5. Somatorio Trigonométrico

Uma questdo que é passivel de cair no IME é o somatério trigonométrico. Vamos aprender a
resolvé-la.

Veja o seguinte somatoério:

n
S = Z sen(A + i)
i=1

A é um angulo dado e r é a razao do somatdrio.

8 Aula06- Trigonometria Il
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

Para resolver essa soma, devemos usar a seguinte férmula de Werner:

—2senAsenB = cos(A + B) — cos(A — B)
SE LIGA
NO BIZU ﬁ

~ . , . . ;. T
Entdo, o bizu é multiplicar o somatério por 2 - sen (E):

r
S= ZSL(Z)i sen(A + i)
2sen (7)

i=1

. i 2sen (%) sen(A + i)
- = 2sen (%)

Assim, transformamos a soma em uma soma telescépica:

. icos A+rl—%)—cos(A+ri+%)

= 2sen (%)
Organizando os termos, encontramos a soma telescépica:
cos (A + (2 ; 1)r) 0S (A + —(Zi -Iz_ 1)r>
5" 2 2sen (g)
S =¥[COS(A+£) —cos(A+i>+cos(A+i>
2sen (g) 2 2 2
— cos <A + 5;) + -+ cos (A + (2712;1)1) — CoS <A + M)]

ZSen( [COS A+ M-I_M
/&M;rj+ +M—COS< (Zn-zl-l)r)]

(2n -ZI- 1)r>

cos (A + %) — CoS (A +

2sen (g)

Nao é necessario decorar essa formula, basta que vocé saiba como chegar a ela.

S =
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6.1. Tabela de Angulos Trigonométricos

e[ | o [ o | w
0° 0 0 1 0
{50 L V2-v3 V6-v2 V2+V3 _ V6+v2 23
12 2 4 2 4
18° z V51 10 + 2V5 _V5-1
10 4 4 10 + 2v5
36° i V10 — 25 V5 +1 10 — 25
5 4 4 V5 +1
T
30° T 1 V3 V3
6 2 2 3
22,50 z 2 — \/z 2+ \/i \/E -1
8 2 2
T
45° - V2 V2 1
4 2 2
T \/§ 1
60° — Vs - 3
3 ) 2 V3
T
90° E 1 0 Nao existe
180° T 0 1 0
3
270° 7” —1 0 Nio existe
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6.2. Lei dos senos e cossenos

6.2.1. Lei dos Senos

a b c
2R

senA senB senC

6.2.2. Lei dos Cossenos

a’ = b? + ¢?> — 2bc cosA
b? = a? + ¢? — 2ac cosB
c?2 = a? + b? — 2ab cosC

6.3. Equagoes Trigonométricas

sena = senf a=pF+2knroua=n—-L+2kn,k€Z
cosa = cosf a==xp+2kn
tga = tgp a=p+kmk€Z
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6.4. Inequagoes Trigonométricas

Inequagoes
Fundamentais

Ciclo Trigon

ométrico

senx

arcsen(a) + 2km < x

senx > a - - — ©
x < —arcsen(a) + 2km
keZ
,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0 + 2k < x < arcsen(a) + 2kn
-~ Ou
senx < a - : m — arcsen(a) + 2km < x

x < 2w+ 2km
keZ
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coSx = a
k€eZ

! —arccos(a) + 2km < x
" « ;a 0 e
K N x < arccos(a) + 2kn

X = arccos(a) + 2km

v
|
H
2T — !
T /_ o Ea 0 e

cosx S a ' cosx
t x < 2m — arccos (a) + 2kn
5 kel

sen tgx

/ 0 T
: - arctg(a) + km < x < 5 +kn,ke€Z

tgx =2 a
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senx tgx

Wiy

I
tgx <a > +kn <x <m+arctg(a) + kn

T+

@
3

7. Lista de Questoes

) 4

Lista de Questoes Sem Comentarios

4. (Espcex/2019)

O nimero de raizes da equagdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 nointervalo 0, 27| é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e)d

5. (Espcex/2018)

O conjunto solugdo da inequac¢do 2sen®x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27t] é
2w 4T

a) [—,—
3’3

b) [E 57

3’ 6

C)[ES_”
3’3
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d) [n 271' U [4_71’5_71'
3 3 3
) 3 5_7'[] [71r 101
’ 6

6. (Espcex/2017)
A soma das solucdes da equacgdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), é igual a
) ST
a 3
b) 2m
71T
C) ?
dmn
8T
e) ?

7. (Espcex/2015)

lo 3
Seja B = . 0B10%

2 10g103 10g107
[0,2m), éigual a

B
O conjunto solucdo da desigualdade 3°°S® < (%) no intervalo

a) 0,

b)

S e

w IS
N
=)

—

c)_

|

)
N
=)

—

NER

N
=)
—

e)

8. (Espcex/2015)

A soma de todas as solucdes da equagdo 2 cos®(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a) 2w
b) 3w
c)4n
d) 5w

e) 6m
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9. Exercicio de Fixagao

Resolver a equacgao na variavel x

T
x%sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < >

10. Exercicio de Fixagao

. . ; . . T
Determine o conjunto dos numeros reais x tais que sen (Zx - g) = 0.

11.Exercicio de Fixagao
Resolver em R:
a)sen’x =1

T
b) sen (3x — E) =0

1 coSsx

c) =1-

sen?x senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0
f) V3cosx + senx = 1
g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

12.Exercicio de Fixagao
Resolver em [0, 27 |:

sen(x+%)+sen(x—%)=g

13.Exercicio de Fixagao

Para que valores de m,m € R, a equagao m - senx + cosx = m tem solugao?

14.Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27[:

1
sen3x - cosx — senxcos3x = "

15.Exercicio de Fixagao
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Resolva as seguintes equagodes:
a) sec? x = 2tgx

b) (1 + cosx)tg (g) =0

1+senx 1

c) =-

1+cosx 2

16.Exercicio de Fixagao

Resolva as seguintes inequacgdes:

a) ltgx| >3

b) cosx

c) ZCosx(cosx — \/§tgx) <5

1+cos2x

d)cotgx+ - 2>0
cos?(2x)
e) =, = 3tgx

17.Exercicio de Fixacao

VA
Calcular sen (—)
10

18.(EsPCEx/2017)
O conjunto solugdo da inequacdo 2sen®x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27] é

a) 2 41

'_3 ’ 3_

T 51
b) |5, = .
)__3’ 6
C) T 51

137 31

T 21 41T 57r
d 5= [

:3 3:

T 51 71r 101r
e) -, —

16" 6 ]

19. (EsPCEx/2016)
A soma das solucdes da equacdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0,2m), é igual a

51
a) —
3
b) 2w
71T
c)—
3

20. (EsPCEx/2014)
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A soma de todas as soluc¢des da equacdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a)2m

b) 3w

c)4m

d) 57

e) 6

21. (EsPCEx/2014)

. 1 lo 3 . ~ . 3 B .
Seja =-.—2818° O conjunto solucdo da desigualdade 3¢°S¥ < (—) no intervalo
2 10g10 3—10g10 7 7

[0,_2n), é igual a:
a) O,E).
b) [=,—|
c) —,Zn].
d) _2,271).
e) :S—R,Zn).

22.(EsPCEx/2009)

O numero de arcos no intervalo [O, 19?”] cujo valor do cosseno é igual a % é
a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

23.(EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagao COSX =
(a — 1)? tenha soluc3o é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

24. (EsPCEx/2004)

Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) = % tal que x € [0, 27]. Ent30, o nimero de
interse¢des entre os graficos de f e g é:

a)6

b) 2

c)1

d) 4
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25. (EsPCEx/2002)

O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.

b) 1° ou 4° quadrantes.

c) 2° ou 3° quadrantes.

d) 2° ou 4° quadrantes.

e) 3° ou 4° quadrantes.

26. (EsPCEx/2002)

O valor de cos x + sen x, sabendoque 3 -senx + 4 -cosx =5, é
3

a) AEL

b)g

c)1

6

d)§

e) E

27.(EsPCEx/2001)

No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de 8 é 150° e AB

representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é

y
A 4D
NP
O T3
n
a)i
b)%
3
C)T
d)?
NG
e)?

28.(EsPCEx/2000)

3T ,

Sendosena = 3cosaen < a < — 0 valor de cossec a é
V10
a) -
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S —

V10
b) Ty
3v10

AT

d) V10
V10
e

29. (EsPCEx/2000)

O nUmero de solugdes da equagdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2,

é

a) infinito
b) 4

c)2

d1

e)0

30. (EsPCEx/2000)

Pode-se afirmar que o sistema {Zx —1=3send

x—2=cosf
a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugdo.
b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugao.

c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugdo.

d) possui infinitas solucdes.

e) ndo possui solugdo.

,XERe0< 0O <2m,

Gabarito
4. d
5 ¢
6. b
7. b
8. d
9. S ={cotga — cosseca; cotga + cosseca}
10.5 = {2+ ke 7}
1.a)x=;+kmkeZ

T

b)x =2+ k€Z
c)x=§+k1t,kEZoux=—§+k1t,kEZ
d)le—%—”,kEZouxzz—Zk—”,kEZ
P ‘3
e)ng—T,kEZouxzkn—E,kEZ
f)x=’2—’+2kn,keZou x=—§+2kn,kez
g)xzk?”,kEZouxzkn,kEZ
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h)x=2k1r,k€Zoux=g+2kT",k€Z
m 51
12.5 = {3 7]
13.vm e R
3 7t 11m 157
14.8 = (5555

15.x = 2kmou x = —2a + 2km, k € Z e a = arccos (\/ig)

16.2) 5 + km < x <=+ km k € Z
b)§+2kn<x<3?"+2k1t
)X +2km <x <+ 2km k€L
d)m+2km < x <=+ 2km k € Zou2km < x < T+ 2km k € L

e kr<x<T+kmkeZouZ +kr <x<m+kmk€Z
17.Demonstragao

18.c
19.b
20.d
21.b
22.c
23.c
24.d
25.a
26.e
27.c
28.a
29.b
30.b

Lista de Questoes Comentadas

4. (Espcex/2019)

O niimero de raizes da equagdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 no intervalo ]0, 27| é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e) 4

Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equagao:
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cosx=T=—1ou—§
Paracosx = —1ex €]0,2n|:
cosx=—1=>x=m
Para cosx = —1/2:
1 21 4
cosx=—§zx=?oux=?

Portanto, temos 3 raizes distintas.

Gabarito: “d”.

5. (Espcex/2018)
O conjunto solugdo da inequacdo 2sen®x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27t] é

[Zn 4m

7'[577,'

o) 55
) [TL’ 57r
d) [T[ 2m] U [41'[ s
)[n’ 571' U [777: 1077:

Comentarios

Reescrevendo a inequag¢ao, obtemos:
2(1 —cos?x) —cosx—1=>0
—2cos?x—cosx+1=0
2cos’x+cosx—1<0

Encontrando as raizes:

_(=1£V9) 1
COSX = - -1 ouz

1
2(cosx + 1) (cosx — 5) <0

Estudando o sinal dessa fungao, temos:

CcOsT

ba | =
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—1<cosx <=
2
Usando o ciclo trigonométrico:

A
sene

e

CcOsT

Assim, podemos ver que:

T 51
§+2kn£xs?+2kn,kEZ

Queremos as solugdes no intervalo ]0,27], assim, temos:
m 51
*Cl33
Gabarito: “c”.

6. (Espcex/2017)
A soma das solucdes da equacgdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), é igual a
) ST
a3
b) 2w
7T
C) ?
dn
81
E) ?

Comentarios
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Desenvolvendo a equagado, obtemos:
2cos’x—1—cosx=0
2cos?x—cosx—1=0

Encontrando as raizes dessa equacao:

1£vo_ 1
s T2

CoSXx =

Parax € [0, 2m):

cosx=1=>x=0

1 2T 41
COSX=—E$X=? oux=?
Somando as raizes:
2t 4m
S = 0+?+?= s

Gabarito: “b”.

7. (Espcex/2015)

1 10g10 3

B
Seja B =--——=2"— 0O conjunto solucdo da desigualdade 3°°S® < (3) no intervalo
2 log10 3—10g10 7 7

[0,2m), éigual a

a[o)
e 2
[
[z o]
a2
Comentarios

Simplificando f usando as propriedades do logaritmo, temos:

1 logy3
= E . 3
logso 7
p ==-logs3
7
1
f = logs 32
7
B
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Substituindo na inequacao:

1
3COSJC < 35
Como a fungado exponencial é injetora, temos:

< 1
cosx < —

2
Usando o ciclo trigonométrico:

SENT

Para x € [0,2m):

5

s
3

w| S
IA
R
IA

Gabarito: “b”.

8. (Espcex/2015)

A soma de todas as solucdes da equagdo 2 cos®(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a) 2w
b) 3w
c)4n
d) 57
e) 6m
Comentdrios

Vamos fatorar a expressao:
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2 cos(x) (cos?(x) —1) — (cos?(x) —1) =0
(2cosx —1)(cos?x—1) =0
As raizes sdo dadas por:

1
coSx = E oucosx = +1

Para x € [0, 27]:

1 s 5n
cosx=§=>x=§oux=?
cosx=1=>x=0oux=2n

cosx=—1=>x=m
Somando as raizes, temos:
T 5m
S=§+?+2n+n=5n

Gabarito: “d”.

9. Exercicio de Fixacao

Resolver a equacgao na variadvel x

T
x%sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < E

Comentarios

Encontrando as raizes:

cosa +Vcos? a + sen?a cosa + 1
x = = = cotga * cosseca
sena sena

Portanto, as raizes sao dadas por:
S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}

Gabarito: S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}

10. Exercicio de Fixagao
. . , . . s
Determine o conjunto dos numeros reais x tais que sen (Zx - 5) = 0.

Comentarios

Sabemos que sen(km) = 0,k € Z. Ent3o:

x-Sk
X 3= T
2x =—+km
m km
T2
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S —

Portanto, a solucdo é dada por:

Gabarito: S = {% + kz—”,k € Z}

S—{n+knkez}
e 2

11.Exercicio de Fixagao

Resolver em R:

a)sen’x =1

b) sen (3x — g) =0

c)

1

sen?x

cosx

senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0

f) V3cosx + senx = 1

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

Comentarios

a) sen’x =1

T
senx=i1=>x=z+kn,kEZ

b) sen (3x - g) =0

3 T
x 5=

kn 3x ==+ kn X ==+ kel
=> e — => e — —_—
2 6 3,

cossec’x = 1 — cotgx

Usando a relagao fundamental:

Raizes:

p
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T
cotgx=—1:x=—z+k7r,kEZ

d) sen(4x) —cosx =0

sen(4x) = cosx
T
cos (E — 4x) = COSX

T
E—4x=ix+2kn,kEZ

T

4xix=5—2kn
S5x = ko x= T L eq
S T
3x = = _ 2k T2k e
= —_— — = —_— — —_——_—
X 2 T X 6 3 ,

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0
Vamos transformar as somas dos senos em produto:
senx + sen(6x) + sen(3x) + sen(4x) =0

) <7x> <5x> L7 (7x) (x) _ 0
sen > cos > sen > cos 5) =

() o () s ) =0

<7x>_
sen > ) =

cos (52_x) + cos (;) =0

Temos as seguintes raizes:

(7x>_0=>7x_k = —ankez
sen > ) = > = T=>X= 7

() o3
() (e

X 42X oknker
TTRTES i

5x

i7=n—2kn,kEZ

N =X
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m 2km
3x=n—2kn=>x=§—T,kEZ

T
—2x=7r—2kr[=>x=k7r—§,kEZ

f) V3cosx + senx =1

Vamos dividir a equacgao por 2:

V3 1

—COSX + —senx = —
2 2 2

Ccos (%) cosx + sen (g) senx = Ccos (E)

3
cos (x - %) = cos (g)

T et oknkex
x=24+Z  oknkez
X =gEgtikm
T
E+2k71',kEZ
Ou

A
x=—g+2kTL’,kEZ

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

Fazendo a transformag¢ao de soma em produto, temos:

6x 4x
2sen (7> cos (7> = 2sen(3x)

sen(3x)(cos(2x) —1) =0
km
sen(3x)=0=>3x=kn=>x=?,kez

Ou
cos2x)=1=>2x=2kn=>x=kn,k€Z

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)
Isolando seno e cosseno:
senx — sen(2x) = cos(2x) — cosx

Usando a formula de Prostaférese:
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Raizes:
X

X
sen(§)=0=>§=kn=>x=2kn,kEZ

Ou

<3x) (3x>_0
cos > sen > ) =

(Sx)_ (Bx)
cos > = sen >

3x 3x m
tg<7)=1=>7=z+kﬂ',kez
m  2km
X=E+T,kEZ

Gabarito: a) x = §+ km k € Z
T kn
b)x—g+?,kEZ

c)x=§+kn,kEZoux=—§+k1t,kEZ

2k 2k
dx=——""k€eZoux=--"2keZ
10 s 6 3

2k
e)x=§—T”,kEZoux=kn—§,kEZ

f)x=§+2kn,kEZou x=—§+2k1t,kEZ
km
g)x=?,kEZoux=k1t,kEZ

h)x=2k1t,kEZoux=§+2kT”,kEZ

12.Exercicio de Fixagao
Resolver em [0, 27[:

sen(x+%)+sen(x—%)=§

Comentarios

Transformando a soma em produto, temos:
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1 T T
senx=E=>x=g+2knoux=?+2k7r,kez

Parax € [0, 2x|:

[ 5t
x=goux=?

_ m 5w

s={e)

Gabarito: S = {g;%ﬂ}

13.Exercicio de Fixagao
Para que valores de m,m € R, a equagao m - senx + cosx = m tem solugao?
Comentarios

Vamos isolar m:

m(1l — senx) = cosx

_ cosx
=1 " senx
Usando as seguintes identidades:
senA = 2t (g)
it ()
A
cos(4) = 1t (g)
1+1tg°(3)
1+ tg? (JZ—C) . 2tg (%)
1+tg? (—)
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Isolando a tangente:

m—mtg(§)=1+tg(§)

tg(;)(1+m)=m—1
-1
tg(;)zrln+m

Como a fungdo tangente possui imagem no conjunto dos reais, temos que a Unica restricdao é
1+m=0:

1+m#0>m=* -1
Param = —1, temos:
—senx + cosx = —1

Esse caso possui solucdo para:
T
X = > + 2km, k €Z

Portanto, YVm € R, a equacdo possui solucao.

Gabarito: Vm e R

14.Exercicio de Fixagao
Resolver em [0, 27 |:
3 3 1
Sen°x : CoSX — Senxcos°x = —

Comentarios

Vamos fatorar a expressao:
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1
Senx - cosx (senzx — cos? x) =—

sen(2x) —cos(2x)
—2
sen(2x) cos(2x) 1
2 4
2sen(2x) cos(2x) = —1
sen(4x) = —1

As raizes sdao dadas por:

3w
4x =—+ 2kn,k € Z

2
3m  knm
=X = 5 + P kel
Para o intervalo determinado:
3m 7m 117 157
x=?oux=?oux=70ux=?
37 7m 11m 157
55
Gabarito: S = {3?";7?”;1%”;15?”}

15.Exercicio de Fixagao
Resolva as seguintes equagodes:
a) sec? x = 2tgx

X
b) (1 + cosx)tg (E) =0

1+senx 1

c) =-

1+cosx 2

Comentarios
a) Vamos usar a relagdo fundamental sec? x = 1 + tg?x:
1+ tg?x = 2tgx
tgix —2tgx+1=10
(tgx—1)2=0

[
tgx=1=>x=Z+kn,kEZ

b) Escrevendo cosx em fungdo de tg (g)

L)
)

cosx = ———~
1+tg2(

N RN K
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1 —tg? ( )

1 + tg? ( ) ( )
29(3)

1+ tg? (%)

| ——
senx

NIH Nof =

=0

senx =0
>x=kn k€L
c) Desenvolvendo a equacao:
2 + 2senx = 1 + cosx
2senx — cosx = —1
cosx — 2senx = 1
Dividindo a equagdo por NEE
1 2 1
ﬁcosx - ﬁsenx = ﬁ
Vamos usar o seguinte triangulo retangulo:

C

A B

Assim, podemos escrever:
COSaCOSX — Senasenx = cosa
cos(a + x) = cosa
As raizes sdao dadas por:
a+x=xta+2kn, ke’
x=—ata+2kn, ke’
x=2km, ke’
Ou
x = —2a+ 2km, k € Z e « = arccos (i>
N

Gabarito: x = 2kmoux = —2a + 2km, k € Z e a = arccos (%)
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16.Exercicio de Fixagao

Resolva as seguintes inequacgodes:
a) ltgx| > /3
b) COoSX < 0

c) 2cosx(cosx —V8tgx) < 5

1+cos2x

senx
>0
cosx—2

d) cotgx +

cos2(2x)

cosZx

e)

Comentarios

> 3tgx

a) Sempre que resolver uma inequacgao trigonométrica, recomendo usar o ciclo trigonométrico
para visualizar as raizes do problema:

ltgx| > V3
tgx > V3ou tgx < —3

Ciclo trigonométrico:

tgx

senr

w3

cosT

Assim, as raizes sao dadas por:
T 21
§+kn<x<?+kn,kez

b) Vamos escrever cos(2x) = 2 cos? x — 1:
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cosx

1+2cos?2x—1
coSXx

<0

2 cos? x
Para cosx # 0:

2c0Sx
cosx <0

Os valores que pertencem ao terceiro e quarto quadrante satisfazem essa inequagéao:

SENT

™

2

cosx

T 3n
E+2kn<x<7+2kﬂ,kEZ

c) 2cosx(cosx —V8tgx) <5
2 cos? x — 2v/8senx < 5
2(1 — sen?x) — 4V2senx —5 < 0
—2sen?x — 42senx —3 < 0
2sen?x + 4v2senx + 3 > 0

Encontrando as raizes da inequacao:
—2V2 £ V2 V2 3v2
2z Tz

<-1

senx =

Como —1 < senx < 1,Vx € R, temos:
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,J
s
Fa
5/
i

SETT

)

Assim, devemos ter:

V2

-1 <senx < ——
Usando o ciclo trigonométrico:

[ )
senx

Portanto, as raizes sao dadas por:

5w 7
T+2kn<x<7+2kn,kez

d) Desenvolvendo a inequacgdo, obtemos:

N senx
cotgx + —— =
g cosx — 2
COSX senx

+ >0
senx cosx — 2

cosx(cosx — 2) + sen’x

senx(cosx — 2)

cos? x — 2cosx + sen’x

senx(cosx — 2)
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1— 2cosx

>0
senx(cosx —2) —

Como —1 < cosx < 2, temos:
—3<cosx—2<0
Assim, o termo (cosx — 2) é sempre negativo.

Entao, temos as seguintes possibilidades:

{ senx <0 ou { senx >0
1—2cosx >0 1—2cosx <0
Para cada um dos casos:
senx < 0 Senx < ?
=

1—2cosx >0 cosx < >

Usando o ciclo trigonométrico:

senT

3
1=

cosI

Para esse caso, temos:

5
n+2kn<xs?+2k7t,kEZ

Para o outro caso:

senx >0
{ senx > 0

1—2cosx <0 cosSx > >

Usando o ciclo trigonométrico:
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[
senx

T
2k7T<XS§+2kT[,kEZ

e)

2
cos“(2x) > 3tgx

cos?x
Da condicdo de existéncia, temos:

T
cosx¢0=>x¢§+kn,kEZ

Como cos? x > 0, temos:

3senx
cos?(2x) > cos? x
cosx

1 — sen?(2x) = 3senxcosx
3
1 —sen?(2x) — Esen(Zx) >0
2sen?(2x) + 3sen(2x) —2 <0

Encontrando as raizes:

—3++/25 1
————=—-2o0uz

2x) =
sen(2x) 2 >

Estudando o sinal:

b | =
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Assim, temos:

1
—1 <sen(2x) < 2

Usando o ciclo trigonométrico:

sen(2x)

Portanto, as raizes sdao dadas por:

T T
ansZng+2kn=>anxSE+kn,keZ

5 5t
?+2anZxS2n+2kn=>ﬁ+anxSﬂ+kn,kEZ
Fazendo a intersec¢ao com a condigao de existéncia, temos:

T
kn<x<—+km k€l
n_x_12+7r

o kr<x<ikmkel
12 TESXS T

T
E+kn<x$n+kn,k€Z

Gabarito:

a)§+kn<x<23—”+k1t,kEZ

b)§+2kn<x<37"+2kn
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c)‘%"+2k1r<x<%"+2kn,kez
d)n+2kn<x553—"+2kn,keZaqun<xs§+2kn,kez

e)krthSl—”Z+k1t,kEZoui—:+k1th<§+kn',kEZou§+kn<xSn’+kn’,keZ

17.Exercicio de Fixagao
T
Calcular sen (E)'
Comentarios
2-18°+3-18°=90°
Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever:
s T ia yia
sen(Z E) = sen(E— 3 E) = cos(3 E)
Aplicando as formulas de arco duplo e triplo:
s T T s
—_ — ) = 3 (—) — —_
ZSen(lo)cos(lo) = 4 cos (10) 3cos(10)

2sen (1£O) = 4 cos? (110) -3

2sen () = (1= sen (35) ) - 3

4sen? (17T0)+Zsen(10)—1=0

Encontrando as raizes da equacao de segundo grau:

(n) ~1++5
sen 10 —
Como 18° pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar:
con ( T ) V5 -1
10 4

Gabarito: Demonstragao

18.(EsPCEx/2017)
O conjunto solugdo da inequac¢do 2senx — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27] é

a) [2n 4m

37 31

VA Vs
b) _g,?_.
) [E 57|

3’31/

T 2T 41T 5TL’
a5 5] v [T

:7r 57'[: 71T 107r
e)|-,— [

6 6 |
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Comentarios
Usando a identidade trigonométrica sen? x + cos? x = 1:
2sen’x —cosx—1=20e2-(1—cos?x)—cosx—1=>0< 2cos?x+cosx—1<0

Olhando a expressao no membro direito da ultima desigualdade como uma quadratica em
cos x, calculamos o determinante A:

A=b*—4ac=1*-4-2-(-1)=09.
As raizes do polindmio p(y) = 2y? + y — 1 sdo:

__ —-b-vVA —-b+VA -1-3 143

=" eV = S>yy=—7—=-ley, =

N |-

2a

Como a = 2 > 0, o grafico de p(y) é uma parabola de concavidade para cima, em forma de
, 1 . . 1, .
U, com raizes —1 e P Assim, 2 cos?x +cosx —1 < 0 & cosx estd entre —1 e -, isto é, cosx €

1 . . . o . 5
[—1, E]' Na figura abaixo vemos que os valores permitidos sdo, considerando x € ]0, 2x], S = g, ?n .

Gabarito: “c”.
19. (EsPCEx/2016)
A soma das solugdes da equacdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0,2m), é igual a
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Comentarios

cos(2x) = cos(x) & 2x = x + 2kmou2x = —x + 2kn,k € Z
@x=2knoux=%,kez

Conjunto-solugao:

2w 4m 2m  4m
S={0,?,?}=> soma = 04+—+—=2m

3 3
Gabarito: “b”.

20. (EsPCEx/2014)

A soma de todas as soluc¢des da equacdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a)2m

b) 3

c)4m

d) 57

e) 6

Comentarios

Antes de tentar resolver a equagao cubica, vamos fazer a transformagdo y = cos(x). Ficamos
com:

P(y)=2y3—y?2—=2y+1=0

O teorema das raizes racionais diz que, se houver raiz racional num polindmio de coeficientes
inteiros, e se a fracdo da raiz estiver em sua forma irredutivel, entdo o denominador divide o
coeficiente do termo lider e o numerador divide o termo independente. Assim, suponhamos que

exista s raiz racional do polinémio acima, g > 0, de modo que mmc(p,q) = 1. Entdo, p € {1,—1}e

q € {1,2}. Por inspecdo, verifica-se que r = %é raiz do polindbmio (poderiamos ter verificado outra).

Apés a divisdo polinomial de P(y) por (y — 1) = (y — %), ficamos com um fator quadratico,
mas que facilmente se fatora usando produtos notaveis:

P =(y-3) @~ =@y -D (2 -D=@y-D G- (+D

Dessa maneira, as raizesde P saoy = %,y = 1ley = —1.Lembrando que y = cos x, temos,
no intervalo [0, 27]:
1 s 5
cosx=§=>x=§Vx=?

cosx=1=>x=0vx=2m
cosx=-1=>x=m
, , T 51
Logo, a soma das ralzese§+?+0+2n+n = 5m.

Gabarito: “d”.
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21.(EsPCEx/2014)

. _1 ) logqo 3
SeJa B - 2 10g10 3—10g107
[0, 2m), é igual a:

a) |0, —).
by |Z, 2.

B
. O conjunto solucdo da desigualdade 3°°5* < G) no intervalo

O
~
—

SEIS®INm

d)

S ER
)
3
~—

e)_

Comentarios

1 logqo 3 logio 3 _ logyp3 3\2#

== = 26 = - ~log:3= (5] =3
2 10g10 3 - 10g10 7 ﬁ 10g10 3 - loglo 7 10g10 (%) g7 7

B

Dessa forma, temos que:

B 2B
3eosx < (;) & 32005X < (%) =31 © 2cosx < 1 (pois a fun¢do f(y) = 3 é crescente)

1
(:)cosxSE

T 51

Na figura a seguir, podemos ver que o conjunto solu¢do desejado é [60°,300°] = [5,? .

Gabarito: “b”.
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22. (EsPCEx/2009)

O numero de arcos no intervalo [0, 19?”] cujo valor do cosseno é igual a % é
a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios

1 T T
cosx=5<=>x=§+2k7t Vx=—§+2k7r,kEZ.

197 71 ~ ,- ~ mw 5m 7m
Como - = 21 + —as solugdes vdlidas sao S = {;,?,?}.

Gabarito: “c”.

23. (EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagao COSX =
(a — 1)? tenha solugdo é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios

Como cosx € [—1,1], a equagdo tem solugdo se, e somente se, —1 < (a — 1)2<1. A
primeira desigualdade é verdadeira para todo a € R. Vamos nos atentar a segunda desigualdade.

(a-1)2<1ela-1<1le-1<a-1<10<a<?
Os valoresinteirosdeasiaoa=0,a=1ea = 2.

Gabarito: “c”.

24.(EsPCEx/2004)
Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) = % tal que x € [0, 27]. Ent30, o nimero de
intersegdes entre os graficos de f e g é:
a)6
b) 2
c)1
d) 4
e) 8
Comentarios
i
fx) =g(x) & sen2x = 5= seng.

Temos duas opgdes: 2x=%+2kn ou 2x=n—%+2k7r = x=%+kn ou x=i—z+
km, k € Z.
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Logo, o conjunto solugdo da equagdo f(x) =g(x) no intervalo [0,27] é S =

5 L ~ -
{%5113—2”117—2"} o que implica que ha 4 intersegdes entre os graficos de f e g tal que x € [0,27].

.

Gabarito: “d”.

25. (EsPCEx/2002)

O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.

b) 1° ou 4° quadrantes.

c) 2° ou 3° quadrantes.

d) 2° ou 4° quadrantes.

e) 3° ou 4° quadrantes.

Comentarios

cos x cos? x
cotgx-cosx=( ) 0SX =
se

nx sen x

Logo, como cos?x > 0 Vx € R, o produto é positivo se, e somente se, senx > 0, o que
ocorre nos quadrantes 1 e 2.

Gabarito: “a”.

26. (EsPCEx/2002)
O valor de cos x + sen x, sabendoque 3 -senx +4-cosx =5, é

a)?L
b)E
c)1
d)§
e)g
Comentdrios
3-senx+4-cosx =5
& 4-cosx =5—3-senx
= 16 - cos?x = (5 — 3 - sen x)?
& 16 —16-sen’x =25—30-senx + 9 -sen®x
& 0=25-sen?x—30-senx+9 = (5-senx — 3)?

- 3
senx = ¢

~ 3 4, ., . ~ ~ 7
Logo, usando a equagdo, sen x = - ecosx =—éalnica solucdo. Entdo, senx + cosx = <

Gabarito: “e”.
27. (EsPCEx/2001)
No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de 8 é 150° e AB
representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é

8 Aula06- Trigonometria Il
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

yh
A 4D
‘\B (
<) =] x

E}
a)i
b)%
V3
C)T
d) 2
V2
8)7

Comentarios
A S V3
B =150°= BOC = 180° — f = 30° = OC = OB - cos 30° = c0s 30° = —-.
A B 1
B =150°= AOD = f# — 90° = 60° = OD = OA4 - cos 60° = cos 60° =

Logo, OC - OD =

~ |5
N | =
SE

Gabarito: “c”.
28. (EsPCEx/2000)

31 ,
Sendosena =3cosaen < a < — 0 valor de cossec a é

JVio
-
b) — Y10
10
3v10
c) ———
10
d) V10
V10
e)—

Comentarios

Se tivéssemos cosa = 0, teriamos, pela equagdo, que sena = 0,e entdo 1 =sen’a +
cos? a = 02 4+ 02 = 0, absurdo. Logo, como cos a # 0, podemos dividir a equagdo por cos a:

1
sena =3cosa & tga =3 & cotga =3
1 sen? a+cos? a
Usando que cossec? a = = =1 + cotg? a, temos:
sen? a sen? a
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, 1\? 10
cossec a=1+(§) = —.

V10

. 3
Nointervalom < a < 7, sena < 0 e, portanto, cosseca < 0. Logo,cossec a = —T.

Gabarito: “a”.
29. (EsPCEx/2000)
O nUmero de solugdes da equagdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2,
é
a) infinito
b) 4
c)2
d)1
e)0

Comentarios

1 = sen® x + cos? x & 12 = (sen® x + cos? x)* = [sen* x + cos* x] + 2 sen? x cos? x.

Usando o dado do enunciado na subexpressdo entre colchetes, além da formula para o seno
do arco duplo, temos:

1
1= 1+§-(4sen2xcoszx)(=)0= - (sen2x)? & sen2x =0

Logo, sen2x=0<=)2x=kn(:>x=kz—n,ke

NN

T 3T
. Para 0 < x < 2m, temos § = {O,;n,;}
como conjunto solugao.

Gabarito: “b”
30. (EsPCEx/2000)

Pode-se afirmar que o sistema {

2x —1=3senf
x—2=cosf

a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugao.

b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugdo.

c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugdo.

d) possui infinitas solucdes.

e) ndo possui solugao.

,XERe0< 0O <2m,

Comentarios

Por inspecdo, verifica-se que o sistema admite pelo menos uma solucdao, com 8 = 90°e x =
2, por exemplo. Poder-se ia verificar tal fato também da seguinte forma: isolam-se as funcdes sen 6
e cos 0 e utiliza-se a relagdao fundamental da trigonometria:

2x 2 14
sen? @ + cos? 0 = 1<:)(T> +(x—-2)?*= 1(:>13(x—2)(x—ﬁ) =0
x=2=senf =1ecosf =0=(x,0) =(2,90°) é um par valido como solugio.
x=2 > senf=ecosf =—2= (x,0) = (E,n — arcseni) é um par valido como solucdo.
13 13 13 13 13

Logo, ha dois pares ordenados como solucdo do sistema, considerandox E Re 0 < 6 < 2m.
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Gabarito: “b”.

8. Questoes de Provas Anteriores

a esTOgs
"

v

. , . TE ~
Seja a um numero real satisfazendo 0 < a < = Entdo, a soma de todos os valores de x €

31.(ITA/2020)

[0, 2] que satisfazem a equacdo
cosx sen(a+ x) =sena
éigual a
a) 5w + 2a.
b) 57 + a.
c) 5m.
d) 57 — a.

e) 5m — 2a.

32.(ITA/2019)

. ~ ~ 7
Determine todas as solu¢des da equacdo sen®x + cos® x = o

33.(ITA/2019)

Sejam 4, B, C os vértices de um triangulo. Determine sen B, sabendo que

PO 4 . A
sen(A + B) = E = sen(A — C).

34.(ITA/2018)

o~ ~  tg3x-3tgx
Com relagdo a equagao %
1-3tg-x

+ 1 = 0, podemos afirmar que
. m T ~ ;.
a) nointervalo | — >3 [ @ soma das solugdes é igual a 0.

. T T ~ 7 .
b) no intervalo | — 203 [ @ soma das solugdes é maior que O.

& Aula06- Trigonometria Il
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c) a equacdo admite apenas uma solugdo real.

. s . ~ . /A
d) existe uma Unica solugdo no intervalo ]O’E [

. ~ . T
e) existem duas solugdes no intervalo | — > 0[.

35.(ITA/2017)

O nimero de solucdes da equacdo (1 + sec8)(1 + cossecf) = 0, com 0 € [—m, 7], é
a)o

b) 1

c)2

d) 3

e) 4

36.(ITA/2017)

X

Determine o conjunto das solucdes reais da equacdo 3cossec? (E) —tgix = 1.

37.(ITA/2016)

Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, ]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais
que

\/Ecosx—seny =

N =

1
\/isenx+\/§cosy = 5
38.(ITA/2015)
2-V3

2

Seja n um inteiro positivo tal que sen (%) -

a) Determine n.

b) Determine sen (i)
39.(ITA/2015)

Sejam a e § numeros reais tais que , 5, a + B € |0, 2r[ e satisfazem as equagdes

cos? (%) = gcos4 (%) +%
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o ()4 )+

Entdo, o menor valor de cos(a + ) é igual a

a)—1
b) —
2
V2
c)——
2
1
d)_E
e)0

40.(ITA/2014)
Determine o conjunto de todos os valores de x € [0,27] que satisfazem simultaneamente, a

2sen®x + senx — 1

cosx —1
tgx + V3 < (1 + @Cotgx)cotgx

41.(ITA/2013)

Determine o maior dominio D c Rda fungdo f:D - R, f(x) = logx(g_x)(llsenxcosx —1).
4

42.(ITA/2013)

Sejam a um numero real e n o nimero de todas as solucdes reais e distintas x € [0, 2rr] da
equacdo cos® x — sen®x + 4sen®x = a. Das afirmacdes:

.Sea = 0,entaon = 0;
Il.Sea =1/2,entdon = 8§;
l.Sea =1,entdon =7;
IV.Sea = 3,entdon = 2,
E (s30) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Ill.

c) apenas |l e lll.

d) apenaslle V.
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e) todas.

43.(ITA/2013)

Encontre os pares («a, B) € O,E X O,E gue satisfazem simultaneamente as equacdes
2 2

(tga + cotgB)cosasenf — 2 cos?(a — B) = —1 e3sen(a + B) + cos(a + ) = /3.

44.(ITA/2012)

Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — v/3 cos(2x) seja maximo.

45.(ITA/2010)

. . 41T ..
Se 0os nuUmeros reais o e ,3, com a + ﬁ = (?), 0<ac< ﬁ, maximizam a soma sena + Senﬂ,

entdo a é igual a

46.(ITA/2010)

Considere a equagao

(3 —2cos?x) (1 + tg* (g)) — 6tg (g) =0

a) Determine todas as solugdes x no intervalo [0, 7r[.

b) Para as solugdes encontradas em a), determine cotgx.

47. (ITA/2008)

Determine todos os valores de a € | — g,g [ tais que a equacdo (em x) x* — 23/3x% + tga =
0 admita apenas raizes reais e simples.

48.(ITA/2008)

A soma de todas as solugdes distintas da equagao
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cos 3x + 2 cos 6x + cos9x = 0,

Que estdao nointervalo 0 < x < /2, éigual a
a)2m
b)

12

9
c) P

7

d)gT[

13
e)—m
12

49.(ITA/2007)

. , . s . ~ . . .
Seja x um numero real nointervalo 0 < x < ’ Assinale a opgao que indica o comprimento do
menor intervalo que contém todas as solu¢des da desigualdade

%tg (g - x) —V3 (cos2 (g) — %) sec(x) = 0.

o (@) o Q
~ S ~ ~

LS
Sla old A3 wly NI

50.(ITA/2006)
Determine para quais valores de x € (— %,g) vale a desigualdade

log sy (4sen?x — 1) — log ps (4 — sec? x) > 2.

51.(ITA/2006)

Seja f:R - R definida por f(x) = V77sen [5 (x +%)] e seja B o conjunto dado por B =

{x € R: f(x) = 0}. Se m é o maior elemento de B N (—o0,0) e n é o menor elemento de B N
(0,4+), entdom + n é igual a

2T
a) E
T
b) =

T
C)—E
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ol)—l”—5

21
e)——
15

52.(ITA/2006)

O conjunto solugdo de (tg?x — 1)(1 — cotg?x) = 4,x # kz—n,k €Z,8é

NG +(F) ke

53.(ITA/2005)

Ointervalo I c R que contém todas as solugdes da inequacao

1+x]+ ) [1—x]>n
arctan > Z 7

arctan [
E
a) [-1,4]
b) [-3,1]
c)[—2,3]
d) [0, 5]
e) [4,6]

54.(ITA/2005)
Obtenha todos os pares (x,y), com x,y € [0, 2], tais que

1
sen(x +y) +sen(x —y) = >
senx + cosy = 1

55.(ITA/2004)

O conjunto de todos os valores de a,a € | — /2, /2|, tais que as solu¢des da equagao (em
x)
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x* — (4\/48))62 + tga = 0 sdo todas reais, é
a) _——,0_

b) :—

c) _
[
d) _O,;

o [555]

56.(ITA/2004)

Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um numero real x satisfazendo

V1—x2>a-—x.

57.(ITA/2003)

Encontre todos os valores de a € | — m, 2, t/2[ para os quais a equagdo na variavel real x,
ex ex . o
arctg [\/f -1+ (7)] + arctg [\/f -1- (7)] = a, admite solug3o.

58.(ITA/2000)

. A . ~ . ~
Para x no intervalo [O’E]' o conjunto de todas as solugdes da inequagao

sen(2x) — sen [3x + (g)] >0

E o intervalo definido por

a)ln—0<x<§

b) = < x <=
12 4

d£<x<E
6 3
s

di<x<=
4 2
e)z<x<E
4 3

59.(ITA/2000)

Sabe-se que x é um numero real pertencente ao intervalo |0, 2rt[ e que o triplo da sua secante,
somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Entdo, o cosseno de x é igual a

a)V3/5
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b)2/7
¢)5/13
d) 15/26
e) 13/49

60.(ITA/1998)

A soma das raizes da equacdo V3tgx — v/3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo
[0, 27], é:

a)17m/4
b) 16m/3
c) 15 /4
d) 14r/3
e) 13 /4

61.(ITA/1997)

Seja S o conjunto de todas as solucdes reais da equacao

V5

1
sec {arctg (1 n ex) —arctg(1— ex)} =

Entdo
a)S=o9
b)S=R

c)S c[1,2]
d)S c[-1,1]
e)S =[-1,2]

62.(IME/2020)

Todos os arcos entre 0 e 2 radianos que satisfazem a desigualdade

1_> +_VE
senx — — COS X e
2 2
T
a)—e-—
12 6
b) 5T e 7T
12 12
2T 57
) e
3 6
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d)Ze=
3 2
5t 11w
e)—e—
6 12
63. (IME/2019)

Seja um triangulo ABC com lados a, b e ¢ opostos aos angulos 4, B e C, respectivamente. Os
lados a, b e ¢ formam uma progressao aritmética nesta ordem. Determine a relacdo correta
entre as fungdes trigonométricas dos angulos dos vértices desse triangulo.

a) 2sen(A + C) = sen(4) + sen(C)
b) ZCOS(A + C) = cos(/i) + cos(é)
c) ZSen(/T - C) = sen(ﬁ) - sen(é)
d) ZCOS(A — C) = COS(A) — cos(é)
e) ZCOS(A + (?) = sen(/i) + sen(f‘)

64.(IME/2019)
O numero de solugdes reais da equacao abaixo é:
(cos x)?018 = 2 — 2(%)2

a)o0

b) 1

c)2

d) 3

e) 4

65.(IME/2019)
Determine todas as solucdes da equacao

4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4

. 31
no intervalo [7, 21'[].

66.(IME/2018)

. . ~ 3 2
A menor raiz real positiva da equagao arctg (x “tg (arcsen (E))) = x_-|7-T2 encontra-se no

intervalo:
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a) (0,1]
b) (1,2]
c) (2,3]
d) (3,4]
e) (4,5]

67.(IME/2018)
Sabendo que [x| < % e que x satisfaz a equagao abaixo

3 — cosx(4cosx + senx) B

1
10sen?x — 8senxcosx 2
Determine os possiveis valores de x.

68. (IME/2016)

Determine o conjunto solucao da equacao:

X
(sen x) <1 + tgx tg (§)> = 4 — cotgx

69. (IME/2015)
A func¢do f: R — R é definida por:

8 + 3senx — sen3x

f(x) =In

Marque a opg¢ao verdadeira:

8 — 4senx + 2sen2xcosx

a) f ndo tem raizes reais
b) f é uma fungdo impar
c) f é uma fungao par
dIf(l <1

e) f é sobrejetora

70.(IME/2015)

O numero de solu¢des da equacdo cos(8x) = sen(2x) + tg?(x) + cotg?(x) no intervalo
[0,27] é:

a)o
b) 1
c)2
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d) 4
e) 8

71.(IME/2014)

Resolva a equacdo (10g osx Sen?x) - (10g o2 , SEN X) = 4.

72.(IME/2012)

Os angulos de um triangulo obtusangulo sdo 105° a e (. Sabendo que m € R (real),
determine:

a) as raizes da equacado 3secx + m(\/§cosx — BSenx) = 3cosx + /3senx, em fungdo de m;

b) o valor de m para que a e § sejam raizes dessa equacgao.

73.(IME/2011)

O valor de x que satisfaz a equagao Sen(arccotg(l + x)) = cos(arctg(x)):

a)%
b)%
c)i
1
d) —3
3
E) _E
9. Gabarito
GABARITO
A
3l.e
32.5 = { |x = arcsen (i g) + km ou x = arcsen (+ £) + km; k € Z}
33.sen B = —45
34.b
35.a
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36.5 = {2" + 2km —2—" + 2km; arccos ( ) + 2km; — arccos (%) + 2kn|k € Z}
37.(6y) = (%, 2—") ou(xy)—(E =)

12’ 3 6

38a)n—6b)sen( ) 8-2V6-2\2

39.b 4
055,05, () (3:3) 0 (2)
41.D = (_ _)

42.e

= (2. 2):(.9)
44.x——+k1tkeZ

45.b

46.2) S = {E 5w, E} b) cotg( ) V3; cotg (5?") = —/3; cotg (;-t) =

6’6’2
47.0<a<—
48.e

49.d

51.e

52.d

53.c
5.y €{(5.5):(65): (53): (53]
55.d

56.a <2
57.a € (0,%)
58.a

59.c

60.b

61.d

62.c

63.a

64.d

65.5 = {2, 67, 7in om g3}
4 7 42 42 " 42 42

66.d

67.x = arctg (3)
68.5 = {x € Rlx =+ kmoux == + km k € }

69.b
70.c

71.5 = {xE]R{lx—arcsen(\/_ )+2knk€Z}
72.a)x——+k1tkEZoux arctgim) + km, k€ Z bym=1
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73.d

10. Questoes de Provas Anteriores Resolvidas e Comentadas

&

4

. , . A ~
Seja a um numero real satisfazendo 0 < a < s Entdo, a soma de todos os valores de x €

31.(ITA/2020)

[0, 21] que satisfazem a equacdo
cosx sen(a+ x) =sena
éigual a
a) 5w + 2a.
b) 57 + a.
c) 5m.
d) 57 — a.
e) 5m — 2a.
Comentarios
Reescrevendo a equagao, obtemos:
cosx sen(a+ x) =sena
cos x (sena cosx + senx cosa) = sen a

sena cos? x + senx cosxcosa = sena

Note que
sen 2x
sen 2x = 2Senx cosx = Senx cosx = >
) ) 1+ cos2x
cos2x = 2cos“x —1 = cos sz

Substituindo na equacao:

1+ cos2x sen 2x
sena( > )+< > )cosazsena

sena 4 sen acos 2x 4 sen 2x cosa
2 2 2
senacos2x +sen2xcosa sena

2 2

=Ssena
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sen(a + 2x) = sena

Assim, temos as seguintes solugdes:

a+2x=a+2kn=>x=kn,k €Z
Ou

T
a+2x=n—a+2knz2x=7t—2a+2k7r=>x=E—a+kn,kEZ
Para o intervalo x € [0, 2] e lembrando que a <§=>§—a > 0, as solugdes sao:

x =k = x € {0, 7, 2m}

T T 3
x=E—a+kn=>xE{E—a,7—a}
Somando-se as solugdes:
S=0+n+2n+%—a+37n—a=5n—2a

Gabarito: “e”.

32.(ITA/2019)

. ~ ~ 7
Determine todas as solu¢des da equacdo sen®x + cos® x = o

Comentarios

7

6 6., —
sen°x + cos” x = —
12

Para resolver essa questao, podemos usar o seguinte produto notavel

(a + b)® = a® + 3a?b + 3ab? + b3
Assim, temos

(sen®x + cos? x)3 = sen®x + 3sen*x cos? x + 3sen®x cos* x + cos® x
(sen®x + cos? x)3 = sen®x + cos® x + 3sen?x cos?x (sen?x + cos? x)

1 7 1
12

7
1 = —+ 3sen?x(1 — sen?x)

12
_ 2 4, _
1 12 3sen“x + 3sen*x =0
3sen*x — 3sen’x +—=0

12
Encontrando as raizes:

5
3i\/9—4°3°ﬁ 3+2 1 5
= =—OU,E

6 6 6
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,. 1 V6 V6
senx=g=>senx=i?=>x=arcsen +— |+ knk€EZ
0

6
5 30 3
Y30 (+58) +imk e

sen’x = g = senx = iT = X = arcsen

Portanto, as solugdes sao:

B

>+k7roux = arcsen(i@) + km; k € Z}

)+k1roux= arcsen(iﬂ) + km; k € Z}

X = arcsen <i

S={xEIR{

ol | o
w

Gabarito: S = {x € ]R|x = arcsen (i

=)}

33. (ITA/2019)
Sejam A, B, C os vértices de um triangulo. Determine sen B, sabendo gue
4

sen(A+ B) = == sen(A — ().

Comentdrios
Se 4, B, C sdo os angulos internos de um triangulo, temos A + B + C = m. Logo:

A oA 4 A 4 . 4
sen(A+B)=§=>sen(7t—C)=§=> senC=§

A R . n A4
Como C é um angulo interno do triangulo e sen C = o podemos ter:

3

. 3 A
cosC=§ oucosC=—§

O cosseno assume um valor negativo apenas se o angulo for obtuso, assim, cosC < 0
somente se ele for o maior angulo do triangulo. Vamos analisar.

SeC > A, temosA — € < 0e, assim, sen(A — C’) < 0, 0 que é um absurdo, pois, pela relagao

dada no enunciado:
. 4
sen(A-C) = 3

Assim, ¢ <A e, consequentemente, cos ¢ >o0. Logo,

C‘—3
coS =3z
Para cos C = 3/5, temos:
oA 4 " A N . 4
sen(A— C) = E = senAcosC — senC cos A = g
.3 4 . 4 . "
senAg —gcosA:§:> 3senA —4cosA =4

Fazendot = tg (g) e usando as seguintes identidades

8 Aula06- Trigonometria Il
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2t L 1—t?
T+ AT

3( 2t ) A 1-t? _ .
1+ t2 1+¢2)

6t — 4 + 4t% = 4 + 4t?
6t =8

. 4 . A\ 4
= —_- —_ | = —
37 9\2)73

Assim, podemos calcular o valor de tgA:

~

senA =

Temos:

A 4 8 ~
~ 2tg (7) 2 (§) 3 24 senA
tgA = = = 2 = = —— = —F
- 2(é> 1_@) _7 7  cosA

9= \7 3 9

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

hipotenusa? = 24% + 72 = hipotenusa = V576 + 49 = 25

Como 0 < A < m, temos:

42 i
sen —256COS = 25

Usando os dados encontrados, vamos calcular senB:

senB = sen(n — E) = sen(A + C’) = senA cos € + senC cos A

. 24 3 4 7 72 — 28 44
senB=ocgtg (_E> 125 125
[, &
~|sen B = ?5
Gabarito: sen B = %

34.(ITA/2018)

o~ ~  tg3x-3tgx
Com relagdo a equagao %
1-3tg-x

+ 1 = 0, podemos afirmar que
. m T ~ ;.
a) nointervalo | — >3 [ @ soma das solugdes é igual a 0.

. T 1 ~ 7 .
b) no intervalo | — 203 [ @ soma das solugdes é maior que O.
c) a equacdo admite apenas uma solugao real.

. s ~ . s
d) existe uma Unica solugdo no intervalo ]O’E [

. ~ . T
e) existem duas solugdes no intervalo | — > 0[.
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Comentarios
Vamos substituir tgx = y para obter a equagao:

3 _
% +1=0
Simplificando:

y3—3y+1—3yz_0
1 — 3y?

=>y3 -3y —3y+1=0

Fatorando a expressao, obtemos:
O+ -3y(y+1
+DO*—y+1-3y)
>@+1DO%2—-4y+1)=0
Encontrando as raizes:
Paray+1 =0:
y=—-1=tgx=-1

3
x=Zn+kn,kEZ
Paray? —4y+1=0:
y=2++3
tgx=Zi\/§

Para esses valores de tangente, temos:

vis
x=arctg(2—\/§) =E+kn,kEZ

5
x=arctg(2+\/§) =E+kn,kEZ

*A primeira vista, esses valores de tangente podem n3o ser claros. Mas com a pratica de varios
exercicios, vocé saberia que tg(45° — 30°) = 2 — /3 e tg(45° + 30°) = 2 + /3.

. . ’ ~ . Vs
Analisando as alternativas, vemos que as raizes estdo compreendidas entre | — >

SH

[. Entdo,

temos:
+kn k€L T
X =—m + km, > X =——
4 1 4

—n+k kel =
= = =
X 12 T, X2 12

T kr kel o
= — = = —
XY= T 3= 17

Se somarmos as ral'zes, encontramos:
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Portanto, o gabarito é a letra b.

Gabarito: “b”.

35.(ITA/2017)

O nimero de solugdes da equacdo (1 + sec8)(1 + cossecf) = 0, com 0 € [—m, 7], é
a)o

b) 1

c)2

d) 3

e) 4

Comentarios

Vamos analisar a condicao de existéncia da equacao:

T
sec = =>9¢E+kn,keZ

coSs

cossecO = >0 #km k €Z

sen
Nessa questao, devemos analisar os dois casos possiveis:

(14 secB)(1 + cossecd) =0
1+ secd =0 (I)
Ou
1+ cossecd =0 (1)

):
1
1+ sec6 =0= =—-1
cos@
cosf = —1

0 =m+2kn,k€Z
Como @ € [—m, ], temos:
>0=—-nmoub=m

(ID):

1+ cossecf =0 = =-1
senf

senf = —1
3T

9=7+2k7'[
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=0 =

s
2

Fazendo a intersec¢do da solugdao com a condicao de existéncia do problema, temos:

6 = +m ndo convém, pois 8 # km, k € Z
0= —% nao convém, pois 0 + % + km
Portanto, a solucdo é o conjunto vazio:
S=0

Gabarito: “a”.

36.(ITA/2017)
Determine o conjunto das solucdes reais da equacdo 3cossec? (g) —tgix = 1.
Comentarios
Vamos, inicialmente, simplificar a equacgao:

3cossec? (g) —tgix =1

3cossec? (g) =1+tg*x

Usando a identidade 1 + tg?x = sec? x, temos:

3 — 2
W—SGC X
3 1

x\ 2
sen? (7) cos? x

Vamos igualar os angulos. Sabendo que o cosseno do arco metade é dado por cosx =1 —
X
2sen? (E)' temos:

cosx = 1 — 2sen? (g)

5 (X 1— cosx
sen? (£) = L2Co

2 2
Substituindo a identidade acima na equacgao, obtemos:
3 1
1—cosx cos2?x
2

6cos’x =1 — cosx
6cos’x+cosx—1=0

-1+ V25 1 1

CoOSX = 12 = > 3

Aula 06 — Trigonometria Il
www.estrategiamilitares.com.br

o




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

Para cosx = —1/2:

21
X = i?-I‘ZkT[,kEZ
Para cosx = 1/3:
1
x = + arccos (5) + 2kn,k €Z

Portanto, a solucao é dada por:

S = {Z?T[ + 2km; _Z?n + 2km; arccos (%) + 2km; — arccos (%) + 2k71'|k € Z}

Gabarito: S = {23—" + 2km; —23—" + 2km; arccos G + 2km; — arccos G) + 2k7‘l’|k € Z}

37.(ITA/2016)

Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, t]. Determine todos os pares ordenados (x, y) tais
que

1

\/Ecosx—seny =3

1
\/Esenx+\/§cosy= 5

Comentarios
Sex,y € [0,7],temos 0 < senx < 1e 0 < seny < 1.

Isolando senx e cosx:

1

\/Ecosx=seny+§

1
V2sen x = —\/§cosy—§

Elevando as equagdes ao quadrado e somando, temos:

1 1
2 <c052 x + sen2x> = (senzy + seny + Z) + (3 cos? y + V3cosy + Z)
1

1
2 = sen?®y + 3 cos?y + seny + V3cosy + >

1+2cos?y

1
2=1+2coszy+seny+\/§cosy+§

1
seny = - = 2 cos? y —V3cosy

*Sempre que elevamos uma equacgao trigonométrica ao quadrado, devemos verificar se as
raizes satisfazem ao problema.

Elevando a equagdo ao quadrado:
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1 2
sen’y = (E —2cos?y — \/§cosy)

1
1—C052y=Z+4cos4y+3c052y—2coszy—\/§cosy+4\/§cos3y

3

4cos4y+4\/§cos3y+2c052y—\/§cosy—z=0

16 cos*y + 16V3 cos® y + 8 cos? y — 4v3cosy —3 =0
Substituindo a = cos y, temos:
16a* + 16v3a3 + 8a% —4V3a —3 =0

Nesse momento, podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini para simplificar a equa¢ao. Mas,
podemos, também, usar a fatoracdo. Perceba os termos coloridos:

16a* + 16V3a3 + 8a? —4V3a—-3=0

12a2%-4a?
16a* + +16V3a® + 12a% — 4a® — 4V3a -3 =0
Podemos fatorar:
4a?(4a* + 4V3a +3) — (4a® +4V3a+3) =0
(4a® — 1)(4a* + 4V3a+3) =0

Com isso, basta resolver as duas equacdes quadraticas:

1
4a2—1=0$a=iz

—44/3 3
40 +4\3a+3=0=>a= 8 -7 (raiz dupla)
Agora, devemos testar os valores para encontrar x e y.
Paraa = 1/2:
= - = = —
cosy > y 3
1
\V2sen x = —\/§cosy—z
V3 1
2 =———=
V2sen x )
V6 ++2
senx = ——
4
Mas senx > 0, entao, nao convém.
Paraa = —1/2:
_ Ly 2n
cosy = > y = 3

p Aula 06 — Trigonometria Il

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

1
V2sen x = —\/§cosy—§

v3 1
V2 =—— =
sen x > >
\/6—\/2>0 T 11w
= = = — = —
senx 2 X 12oux 12
Parax=£:
12
V6 + 2
cOSX = ——
4
_\/3
seny = >
_ 1
cosy = >

1
\/Ecosx=seny+§

1
V2sen x = —\/§cosy—§

Ifﬁ<x/€+x/§>=\/§+1

4
= OK!
4 2
Logo, o par (%,2?”) é solugao do sistema.
Para x = —Z:
12

_\/E(M>=_<\/§+1>¢«/§+1

4 2 2
V6-vZ\ V3-1
V2 -
4 2
Como a primeira equacdo nao foi satisfeita, x = T—: ndo é solucdo do sistema.
Paraa = —E:
2
_ V3 Y 5
cosy = > y = c
1
V2sen x = —\/§cosy—§
3 1
2 ==——==1
V2senx 573
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Testando os valores:

Para x = =
4
1
\/fcosx=seny+z
1
\/fsenx=—\/§cosy—z
V2 1 1
2l—|=1==-+4+-=
\/_<2> 2+2 oK\
= !
\/Eﬁ _, .31
L 2/ 7 2 2

T 5T , ~
Portanto, X = Z ey = ? e solugao.

3
Parax = —:
4

V2 = +1=> 1;t1+1
COSX = seny 2 5 5

Nao convém, devido a primeira equacgao.
Dessa forma, temos apenas dois pares ordenados que satisfazem ao sistema:
T 2T T 51
x: =\75 5 ou x; =\7—
() (12 3) () (4 6)

Gabarito: (x,y) = (%2?”) ou (x,y) = Gs?n)

38.(ITA/2015)

2—/3
.

Seja n um inteiro positivo tal que sen (%) -
a) Determine n.

b) Determine sen (i)
Comentarios

a) Vamos analisar o valor do seno:

&

sen(2) = [©

Sendon € Z,, temos LI
2n 2

, s s , , .
Podemos usar a formula cos (Z) =1 — 2sen? (%) e tentar encontrar um nimero que é mais

facil de ser analisado. Calculando o valor do cosseno:
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COS(%)=1—ZSen2(%)=1_2[(2_4\/§)]=4_4:2\/§=§

Assim, o valor de n é:

, 23 ., . , . . . ,
O numero Y ja caiu varias vezes nas provas do ITA. Vimos na teoria que esse numero

s , .
resulta de sen (E) Poderiamos escrever diretamente:

n) 2—+/3 T

sen (12

T
Encontrando o valor de cos (E):

cos? (1ﬂ_2) =1 —sen? (f—z)

- J (z-@> J2+J§ J4+m 1+V3)" 1+v3 V642
cos( ) 1- = = - _ _

12 4 4 8 8 242 4

Substituindo esse valor na equagao de sen (n)

. fl—cosl2 - Vo2 _ - v‘ vZ_8- 2\/’ e
24—

- son (1) = 220
sen |7 T
Gabarito: a) n = 6 b) sen (i) _ @

39.(ITA/2015)

Sejam a e § numeros reais tais que , 5, a + B € |0, 2r[ e satisfazem as equagdes

cos?® (%) = gcos4 (%) +%
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S —

e
B\ 4 B\ 3
2 (PY_ X ca(P)L2
€os (3) 7 <08 (3)+7
Entdo, o menor valor de cos(a + ) é igual a
a)—1
b) —
2
V2
c)——
2
1
d)_E
e)0

Comentarios

Vamos resolver cada equagao separadamente:

a 4 a 1
2(2Y 4 (Z _
cos (2)—5cos (2)+5
— 2 (&Y.
Fazendo x = cos (2)
_4 2_|_1
X=5% TS
4x> —5x+1=0
Raizes:
_Si\@_l 1
X = 3 = ou4

Encontrando os valores de a:

)x =1:
cos? (%) =1 = cos (%)

a
i1=>5=kﬂ,kEZ

a =2kn,k €Z

Como a € ]0, 27|, para esses valores de , ndo temos solugdo, pois 0 e 2 ndo pertencem a

esse intervalo.
) x =1/4:
a

cosZ(E)=%=>cos % =+
2

>—=+—+kn k€EZ

N| =
NI R
Wl

s
a=i?+2kn,kEZ

Para a €]0,2m|:

_Zn
a = 3 ou

Aula 06 — Trigonometria Il
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Encontramos os valores possiveis de a. Vamos resolver a outra equagao:

o ()4 )+

7y = 4y* +3
4y2 —7y+3=0

Fazendo y = cos? (g)

Raizes:

7++1 3

=1ou=
3 ou

y:

NN

Encontrando os valores de 3:

iy =1:
cosz(§>=1=>cos<§)=i1=>§=kn,kez
B =3km k €Z
Como S €]0, 2m[, ndo temos solugdo para esse caso.
V) y = 3/4:
ﬁ) 3 (ﬂ) v3_p_ m
2l=)==> —|l=t—==-=+— EZ
cos (3 2 cos 3 +- 3= t¢ km, k
[
,6’=i5+3kn,kEZ

T
p €10,2rn[=>p =3

Com os valores de a e [3, vamos calcular os valores de cos(a + B):

2 w
cos<3+—>—cos< ) 7
4t w 11m V3
cos (5 +3) =eos(5) =5
Portanto, o menor valor é:

Gabarito: “b”.

40.(ITA/2014)

Determine o conjunto de todos os valores de x € [0,27] que satisfazem simultaneamente, a

2sen’x + senx — 1
<0

cosx — 1
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—

tgx + V3 < (1 + \/§cotgx)cotgx
Comentdrios

Vamos resolver cada inequagdo separadamente:

2sen’x + senx — 1

cosx — 1
Nessa inequacgao, temos duas fungdes:

<0

f(x) = 2sen®x + senx — 1
g(x) =cosx —1

Como condigdo de existéncia, temosg(x) # O:

cosx # 1
Como —1 < cosx < 1, afungdo g sempre é negativa:
—1<cosx<1
—2<cosx—1<0
—2<gx) <0

Portanto, devemos ter:

2sen®x + senx —1 >0
Raizes da equacao:

—1J_m/§_ ) 1
2%

1
2(senx + 1) (senx - E) >0

senx =

Analisando o sinal, temos:

senT

. 1
Pela figura, vemos que E < senx < 1:
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E<senx£1

Usando o ciclo trigonométrico:

A
SeENT

Podemos ver que%< x < 5?”.
g - (n 57r)
17 \6' 6

tgx + V3 < (1 + @cotgx)cotgx
tgx+\/§< <1+£>(L)

Resolvendo a outra inequagao:

tgx ) \tgx

tgx ++/3
tgx + V3 < g—z
tg?x
tg?x(tgx +V3) — (tgx + V/3) <0
tg?x
(tg?x — 1)(tgx +V3) <0
tg?x

= (tg?x — D(tgx +V3) <0

Substituindo tgx = y:
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(y? — 1)(y+\/§) <0

Analisando o sinal, temos a seguinte tabela:

|
-

V3 1 y
* * . .

y -1 + -+ _ i

y+V3 - b+ + i

(v* — Dy +V3) - L+ - |

Os valores de y que satisfazem a inequagao sdao dados por:
y<—\/§ou—1<y<1

Usando o ciclo trigonométrico:

tgx

Podemos ver que a solugdo dessa inequacao é dada por:
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=0 3 20 )20 CE ) o )
2=\%%)"\273 2 T) "y 2’3 ik

Fazendo a intersecc¢ao das solugdes, temos:

™ ™ E 27 3 5w 5 3w 5 m

0 6 4 2 3 4 6 4 2 3 4 eom

s 1 | ¢ 1 1 T

—

52 S T A A
ST —0—¢—0—1—9¢—0—0—0—0

51N, T L

——6-—6—06-—o6—6-—6—"——— ———

Portanto, a solucao do problema é dada por:

mT T w21 3w 5w
s=slnsz=(g,z)u<— —)u(— —)

Gabarito: S =5, NS, = (g,g) U (g’z?n) U (¥'%)

41.(ITA/2013)
Determine o maior dominio D c Rda fungdo f:D - R, f(x) = logx(g_x)(llsenxcosx —1).
4
Comentarios
Vamos verificar as condi¢Ges de existéncia da fungdo f:

4senxcosx —1 >0
T
X (Z - x) >0
X (% - x) 1
Analisando cada restricao, temos:
) 4senxcosx —1 >0

2sen(2x) —1>0

1
sen(2x) > >

T 5t
g+2kn<2x<?+ 2km,k € Z

T okn<x<ikmkel
= — -
12 TS XSy T
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II)x(%—x)>O

T
=>20<<x<—

10) x(% —x) %1
Desenvolvendo a equagao:
—x’+mx—4+#0
Verificando o discriminante:
A=n?-16<0
Logo, a equagdo ndo possui raizes e por isso é diferente de zero para qualquer valor de x.

Fazendo a interseccdo dos resultados:

T 5w T
—t+kn<x<—+4+kmeld<x<-—

12 12 4
= T[ < <71'
12°"57%
Dessa forma, o maior dominio da fungao é dada por:
T T
D=(—,—
(12 4)
Gabarito: D = (1,5)
12’4

42.(ITA/2013)

Sejam a um numero real e n o nimero de todas as solucdes reais e distintas x € [0, 2rr] da
equacdo cos® x — sen®x + 4sen®x = a. Das afirmacdes:

.Sea = 0,entaon = 0;
Il.Sea =1/2,entdon = 8§;
l.Sea =1,entdon =7;
IV.Sea = 3,entaon = 2,
E (s30) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Ill.

c) apenas |l e lll.

d) apenaslle V.
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e) todas.
Comentarios

Inicialmente, vamos escrever a equag¢ao em funcao de senx:

cos® x — sen®x + 4senx = a

(1 — sen®x)* — sen®x + 4sen®x —a =0
Simplificando:
(1 — 2sen®x + sen*x)? — sen®x + 4sen®x —a =0
1+ 4sen*x + sen®x — 4sen?x + 2sen*x — 4sen®x — sen®x + 4sen®x —a =0

6sen*x —4sen’x —a+1=0
Vamos analisar as afirmacgdes:
|. Para a = 0, temos:

6sen*x —4sen*x+1=10
A=16—-24=-8<0

Como A < 0, nao temos solugao real nesse caso. Logo, n = 0. Verdadeira.

Il. Paraa = 1/2:

6sen*x — 4sen’x + 5= 0

,o_2%V1 1 1
sen~x = 6 —20u6
V2 V6

= senx = +— ou senx = +—
-2 ~ 6
Como x € [0, 27], temos:

2
senx = + - = 4 solugdes (2 para seno positivo e 2 para seno negativo)

6
senx = + 3 = 4 solucodes

Nesse caso, temos 4 solucdes para cada valor de seno. Entdo, n = 8. Verdadeira.

. Paraa = 1:
6sen*x — 4sen’x = 0

2sen®x(3sen’x —2) =0

wl N

sen’x = 0 ou sen’x =

V6

= senx = 0 ou senx = i?

senx = 0= x = 0,7, 21 (3 solugdes)
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6
senx = + 3 = 4 solucodes

>n=7
~Verdadeira
IV. Paraa = 3:
6sen*x — 4sen’x —2 =10
3sen*x — 2sen’x —1=0

2, _1EVE 1
sen~x = 3 = 10u 3

= senx = +1 (2 solugdes)

1
= sen’x = — 3 (ndo convém)

>n=2

~Verdadeira

Gabarito: “e”.

43.(ITA/2013)
Encontre os pares (a, 8) € ]0,% [ x ]0,% [ que satisfazem simultaneamente as equagdes

(tga + cotgB)cosasenf — 2 cos?(a — B) = —1 e/3sen(a + B) + cos(a + B) = /3.

Comentarios
Vamos resolver cada equagao separadamente:
(tga + cotgB)cosasenf — 2 cos*(a — B) = —1

sena cosf
( + )cosasenﬂ —2cos?(a—p) =-1
cosa sen

senasenf + cosacos
( P A) cosasenf — 2 cos?(a — p) = —1
senfcosa
cos(a — B) — 2cos?(a —pB) = -1

2cos?(a—pB)—cos(a—B)—1=0

Encontrando as raizes:

1++9 1

cos(a — B) = 2 =1ou—§

cos(ae—B)=1=>a—-pB =2kn,keZ (I)

1 2
cos(a—[)’)=—§=>a—,[>’=i?n+2kn,kEZ (1n

Como (a,B) €]0,m/2[ x ]0, /2], temos:
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0< <7T
“s3

A A
0<p<5=-5<-f<0

2
T < < T
2 F<3
Dessa forma, podemos escrever de (I):
a—p=0

Para a outra equacgdo, temos:

V3sen(a + B) + cos(a + B) =V3

O bizu agora é perceber os termos escondidos:

V3 1 3
7sen(a +p) + Ecos(a +p) = >

cos (%) sen(a + B) + sen (g) cos(a+ B) = 73
sen(a+,8+%) =?

A A
=>a+,8+g=§+2kn,keZ

T
=>a+,8=g+2kn (11D
Ou

n2m
=>a+ﬁ+g=?+2kn,kez

is
=>a+,8=5+2kn,kEZ ()

Como (a,B) €]0,m/2[ x ]0, /2], temos:

0< <7T
“s3

0< <T[
g 2
s>0<a+f<m

De (III) e (IV), temos:
is is
a+,[>’=—ouoc+[)’=§

6
Assim, encontramos dois sistemas:
a—f=0 m s
Tsa=—ep=—
a+pf = 3 12 B 12
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a—p=0 T s
A = — = —
a+,8=5=>a 48'8 4

Portanto, encontramos dois pares ordenados que satisfazem simultaneamente as equagdes:
T T T I
s={z )G
12°127°\4"4

Gabarito: § = {(%.%) ] GE)}

44.(ITA/2012)

Determine os valores reais de x de modo que sen(2x) — v/3 cos(2x) seja maximo.

Comentarios

Perceba os termos escondidos na expressao:

sen(2x) — /3 cos(2x)
1 V3
2 (E sen(2x) — EX cos(2x)>

2 (sen(Zx) cos (g) — sen (%) cos(Zx))
2sen (Zx - %)

. s s . .
Seja f(x) = 2sen (2x — 5)' queremos x que torne f maximo. O maior valor que f assume
ocorre quando o seno for igual a 1:

sen (Zx - %) =1

x-S =t L okn ke
XT3 Ty T e

5t
2x=?+2kn,kEZ

O nkex
x—lz T,

Gabarito: x = i—: +km keZ

45.(ITA/2010)

p . 4T L
Se os nimeros reaisa e B, coma + 8 = (?) ,0 < a < 8, maximizam a soma sena + senf,

entdo a é igual a
/3
a)—
3
2T
b) =
3w
C) ?
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51
d) 5
71T
E) E

Comentarios

S —

Do enunciado, temos:
4 g = 41
a+pf = 3
A soma do seno é dada por:
a+ a—
sena + senff = ZSen( > B) cos( > B)
a+pf 2n
2 3
(a + ,6’) _ (271) A
sen > = sen 3)= 7
243 a— a—
= sena + senff = cos ( 'B) = V3 cos ( ﬁ)
2 2 2
A soma é maxima quando o cosseno é igual a 1:

cos(a_'B)=1

2
a_B=2kn,kEZ

2
4 _47‘[
a ,8—3

{a—ﬁ=4kn,k€Z

4
a'+,8=?

Resolvendo o sistema, encontramos:

41
2a=?+4kn,kEZ

21
:>a=?+2kn,kEZ

41

f=7-«a

21
:>[)’:?—2kn,ke Z

Das condicdes do problema:

0<a<p

2T 2T
OS?+2an?—2kn
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Como k € Z, devemos ter k = 0:

Assim, o valor de a é dado por:

Gabarito: “b”.

46.(ITA/2010)

Considere a equagao

(3 —2cos?x) (1 + tg* (g)) — 6tg (;) =0

a) Determine todas as solugdes x no intervalo [0, ].
b) Para as solugBes encontradas em a), determine cotgx.
Comentarios

a) Resolvendo a equacao:

(3 —2cos?x) (1 + tg? (g)) — 6tg (g) =0

6=z 1+15°) =0 )
(3—2c0s2 )| 1+ sen? (%) _ 6sen (%)
o)

1 B 6sen (%)

(3 —2cos?x)

@) )

3 — 2cos?x = 6sen (;) cos (g)

3 — 2cos? x = 3senx
3 —2(1 — sen?x) = 3senx
2sen’x —3senx+1=0

Raizes:

3+v1_ 1
4 %

Ssenx =

Como x € [0, [, temos:
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s
senx =1=>x=—
2
s 5t
= - = — e —
senx > X G oux 5
Portanto, a solucdo é dada por:
{n 5 n}
6’6 2
b) Calculando os valores de cotgx:
cotg (g) =3
5
cotg (—) =3
6
s
cotg (E) =0
b4 511' 4 5m
Gabarito: a) § = {6 . 2} b) cotg( )= V3; cotg (?) —/3; cotg( ) =

47. (ITA/2008)

Determine todos os valores de a € | —g g[tals que a equacdo (em x) x* — 23/3x2 + tga =
0 admita apenas raizes reais e simples.

Comentarios
Podemos fazer a seguinte substituigio y = x2 > 0:
y? —2¥3y + tga =0
Para essa equacgdo ter apenas raizes reais simples, devemos ter:

A>0
(233)" — 4tga > 0
43 > 4tga
tga < V3

*Ndo podemos ter A >0, pois caso A =0, teriamos uma raiz dupla em y e
consequentemente geramos 2 raizes duplas em x.

Com essa condi¢do, temos 2 raizes em y distintas. Como y = x? > 0, a menor raiz deve ser
maior que zero. Encontrando a menor raiz:

2V3 — [4V3 — 4tga

y:

2
= V3 - /x/?—tga
y>0
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V3 - /\/5 —tga >0
V3> /\/§ —tga

Ja que ambos os termos dessa inequagdo sdo positivos (devido a condi¢do tga > 0), temos:

V3 >3 - tga
tga >0

Assim, devemos satisfazer as seguintes condig¢des:

0<tga<\/§

2 S %53

Os valores de a sao dados por:

0< <7T
“=3

Gabarito: 0 < a < g

48. (ITA/2008)
A soma de todas as solu¢des distintas da equacgao
cos 3x + 2 cos 6x + cos9x = 0,
Que estdo nointervalo 0 < x < /2, é igual a
a) 2m
b) Br
12
9
c) P
7
d) ET[
13
e)—m
12
Comentarios
Vamos transformar a seguinte soma em produto usando a férmula de Prostaférese:

9x + Sx) (9x — 3x
———)cos|——

3x + 9x =2 (
cos 3x + cos 9x cos > >

) = 2 cos(6x) cos(3x)

Assim, temos:
cos(3x) + 2 cos(6x) + cos(9x) =0
2 cos(6x) + 2 cos(6x) cos(3x) =0
2 cos(6x) (1 + cos(3x)) =0

Encontrando as raizes:
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(x)=0>6 —n+k = —n+knkEZ
cos(6x) = x=otkr=x=2+—,

Ou
2km

T
1+Cos(3x)=O=>cos(3x)=—1=>3x=7t+2k7t=>x=§+T,kEZ

~ . V3
Queremos a soma de todas as solu¢des no intervalo x € [O’E]:

T km T s 5t
x—ﬁ+?zx—ﬁoux=zoux=ﬁ
m  2km s
x—§+T=>x=§
m W 5Sm m
SEtitts
13n
12

Gabarito: “e”.

49. (ITA/2007)

. , . A . ~ . . .
Seja x um numero real no intervalo 0 < x < . Assinale a opgdo que indica o comprimento do
menor intervalo que contém todas as solu¢des da desigualdade

%tg (g - x) —+3 (cos2 (g) - %) sec(x) = 0.
a)%
b)
c)%
d) =
e) 1”—2

Comentarios
Devemos simplificar a expressao. Perceba que o angulo da tangente é complementar, entao:
T 1
tg (E— .X) = tg_x = cotgx

X 1, ,
O termo cos? (E) —€a formula do arco metade:

cos2a = 2cos’a—1
Paraa = x/2:
X

cos(x) = 2 cos® (;) —1 = cos? (E)

1+ cos(x)
B 2
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Reescrevendo a inequacao:

1 1+cos(x) 1
Ecotgx _\E(T()_E) secx = 0

V3 cos(x) -

cos(x)

cotng\E
1
— >3

tgx

cotgx —

V3
tng?

Como x € ]0,/2[, temos:

V3
0<tgx<?

0<x<—

O comprimento desse intervalo é:

Gabarito: “d”.

50.(ITA/2006)

Determine para quais valores de x € (— %,g) vale a desigualdade

log.psx(4sen?x — 1) — log.,s, (4 — sec? x) > 2.
Comentarios

Inicialmente, devemos analisar a condicao de existéncia dos logaritmos:

cosx>0=>x€(—E E)
2’2
cosx #1=>x#0

1 1 1
4sen’x — 1> 0 = sen’x >Z=~senx > — ousenx < ——

2
>x€ (—g,—g) u (%g)

4 —sec’x>0=sec’x<4>

coszx<4
Como cos?x > 0 e cosx > 0:
coszx>1=>cosx>1=>—z<x<z
4 2 3 3
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Fazendo a intersecc¢do das condi¢des, obtemos:

Resolvendo a inequacao:
logee. . <4sen2x — 1) S5
4 —sec?x
Como 0 < cosx < 1, a desigualdade fica:

4sen’x — 1 5
————— < cos’x
4 — secc x
4sen’x — 1 X
——— —cos“x < 0
4 —sec?x
4sen’x — 1 — 4 cos? x + sec® x cos? x
N E——

1

<0

4 —sec?x
4sen’x — 4 cos® x

4 —sec?x
Da condicdo de existéncia, temos 4 — sec? x > 0, assim, temos:
4sen’x —4cos?x <0
sen?x < cos? x
tgix <1
-1<tgx <1

T[< <T[
= ——<x<-—
4 4

Fazendo a intersec¢do com a condicdo de existéncia, encontramos a solucao:

ve(-3-5vG3)

Gabarito: x € (—E, —E) U (E,E)
4’ 6 6’4

51.(ITA/2006)

Seja f:R - R definida por f(x) = V77sen [5 (x +§)] e seja B o conjunto dado por B =
{x € R: f(x) = 0}. Se m é o maior elemento de B N (—0,0) e n é o menor elemento de B N
(0, +0), entdom + n é igual a

2T
a) E

Vs
b) =

Vs

C)—E

o|)—1”—5
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2T

e) ——

15
Comentarios

Vamos encontrar o conjunto B, de acordo com o enunciado:
f(x)=0
T
V77sen [5 (x + E)] =0

sen [5 (x + g)] =0

5(x+%)=kn,kez

_kr[ nkeZ
=5 T

m é o maior elemento de B N (—0, 0):

T 11m 17m
B (o0, 0) = {5~ =50 -

O maior elemento desse conjunto é:
m=——
6
n é o menor elemento de B N (0, +0):

B 0 (0, +00) {n 7m 131 }
o) = 1. "
’ 30°30° 30

T

" 30
Calculando m + n:
T T 4 21
M =met 30”730 15

Gabarito: “e”.

52.(ITA/2006)

O conjunto solugdo de (tg?x — 1)(1 — cotg?x) = 4,x # kz—n,k €EZ,é

() + () ke)
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Comentarios

Simplificando a expressao:

sen’x cos? x
—1)l1- =4
cos? x sen?x

(sen®x — cos? x) (senzx — cos? x)

cos? x sen?x =4
(sen®x — cos? x)? = 4sen’xcos’x
(= cos(2x))? = (2senxcosx)?
cos?(2x) = sen?(2x)
tg?(2x) =1
tg(2x) = +1
Pelo ciclo trigonométrico, podemos ver que:

senT tgx

cosI

T km

X =t e kET
=177

xX=—+—,k€EZ

ol 3
~|F

Gabarito: “d”.

53.(ITA/2005)

Ointervalo I c R que contém todas as solugdes da inequagao

1+x]+ ) [1—x]>n
> arctan > Z7

arctan [
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E
a)[—1,4]
b) [-3,1]
c)[—2,3]
d) [0, 5]
e) [4, 6]
Comentarios

Fazendo a = arctan( : ) ep = arctan( ) temos:

. _1+x
ga=—
taf = ——
gp >

Analisando a inequacao:

N—"

tgla+B) =tg (%

tga + tgp \/_
1- tgatgﬁ

1+4x 1—x
> +

2
1-(9) ()
_ 4 3
4—-(1—-x2%2)" 3

4 V3

>
3+ x2 3
12 > 3v/3 + V/3x2
12 33 ,

\/§\/“
x2 <43 -3

/4\/— 3<x< /4\/_ 3

Usando a aproximacgao V3 = 1,7, temos:
—/4-17-3<x<.,4-1,7-3
34<x<.34

—2<—/34<x<,34<2

V3
3
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Analisando as alternativas, vemos que o intervalo I € R que contém todas as solucdes é:
I =[-2,3]
Gabarito: “c”.
54.(ITA/2005)
Obtenha todos os pares (x,y), com x,y € [0, 27], tais que

1
sen(x +y) +sen(x —y) = 3

senx + cosy = 1
Comentarios

Desenvolvendo a primeira equagdo, encontramos:

senxcosy + senycosx + senxcosy — senycosx = >
2senxcosy =

Senxcosy =

Sl EL Y SN

Usando a segunda equacao:

senx = 1 — cosy
Substituindo na primeira:
(1 — cosy)cosy = %

1
coszy—cosy+z=0

2

1
(cosy—§> =0

1 /4
cosy=§=>y=i§+2kn,kEZ

Substituindo cos y = 1/2 na segunda equagao:

&)=
senx|5) =7

e sy =T i okmoux=n—Z+2k
Senx—2 x—6 Toux =T 6 /s

Como x,y € [0, 27], temos:

5n
y=3zouy=3
T 5
XZEOU,X:?
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Portanto, os pares ordenados que satisfazem as equacdes sdo dados por:

(x,y) € {(%%)(%%)(%%)(%S?n»

Gabarito: (x,y) € {(%,g) ; (2,53—”) ; (5?1:,13_:) ) (56_1:,5?1:)}

55. (ITA/2004)

O conjunto de todos os valores de a,a € | — /2, /2], tais que as solugdes da equagdo (em
x)

x* — (4\/48)x2 + tga = 0 sdo todas reais, é

o
A3 0
b) |—

)

c) _

)

ol a3
ol »18

oo
el [55.3]
Comentarios
Vamos fazer a substituicdo y = x? > 0:
y? — (V48)y + tga = 0
Para todas as raizes serem reais, devemos ter:
A=0ey,, =0
A =48 — 4tga
43 — 4tga = 0
tga < V3

Encontrando as raizes da equagao em y:

4\/48 + (V48 — 4tga
g
2

Y12 =

Para a menor raiz, temos:

V48 — |48 — 4tga
> >0

V1=

V48 — [V48 —4tga >0
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Va8 > /\/4_8—4tga

Como ambos os lados sdo positivos, podemos elevar ao quadrado:
V48 > /48 — 4tga
4tga = 0
tga =0
Fazendo a interseccdo das condigcoes:
0 <tga <3

0< <T[
_a_3

Gabarito: “d”.

56. (ITA/2004)
Determine os valores reais do parametro a para os quais existe um numero real x satisfazendo
V1i—x2>a-—x.

Comentarios

Temos uma inequacdo parameétrica. Um bizu para resolver esse tipo de questdo é observar o
termo V1 — x2. Podemos usar a trigonometria para resolvé-la. Veja:

Analisando a condicao de existéncia:
1-x*20=>x*<1=>-1<x<1

x deve pertencer ao intervalo [—1; 1]. Entdo, podemos fazer a seguinte substitui¢do:

T T
X = sena,a € _5;5

1 — sen?a > a — sena
~————
cos?a

Comoa € [—g;g], temos cosa = 0. Entdo:

Assim, temos:

cosa = a — sena

sena + cosa = a

Temos uma expressao cldssica. Vamos multiplicar a inequacdo por \/5/2:

V2 V2 av2

—sena + —cosa = —
2 2

2
sena cos (%) + sen (%) cosa = ‘12£
sen (a + %) = aT\/f
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Sabemos que o maximo valor da fun¢do seno é 1:

av2

TSsen(a+%)S1

Assim, a inequacao possui solugao real para a satisfazendo:

a2
—<1
2

aS\/E

*Podemos resolver essa questdo usando geometria analitica. Estudaremos o método na aula
de geometria analitica.

Gabarito: a < /2
57. (ITA/2003)
Encontre todos os valores de a € | — m, 2, m/2[ para os quais a equagdo na varidvel real x,

ex

arctg [\/E -1+ (%)] + arctg [\/E - 1- (7)] = a, admite solugao.

Comentarios

Fazendo a = arctg [\/7 -1+ (%)] e [ = arctg [\/f —-1- (é)] e aplicando a fungdo

2
tangente na equacao, temos:

tga=\/§—1+(i)

2
ex
on=i-1-(5)
tgla + p) =tga
tga +tgp .
1—tgatgBf ga

(ﬁ_H(;_")m_l_(;))

(-1 (9)) (-1 (5)

Vamos simplificar a expressao e isolar a variavel e*:

= tga

22 =2 _ tga
1—((\/5—1)2—%)
2V2 -2 _ tga

1—(3—2\/5—%)
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2v2 =2 .
2x= ga
—2+2\/§+8T
8v2 -8 .
= a
~8+8v2terr ¥

8vV2 — 8 = (8V2 — 8)tga + e**tga

_ (8v2-8)(1 —tga)
B tga

er

Como e?* > 0,Vx € R, temos:

(8v2—8)(1 —tga) -0
tga

(8\/7 - 8) > 0, entdo:
1 —
tga >0

tga

Temos as seguintes possibilidades:

1—-tga>0etga>0

Ou

1—-tga<0Oetga<O
Para o primeiro:

1-tga>0=>tga<l1
Comoa €] —m/2,m/2[:

s
O<tga<1=>0<a<z

Para o outro caso:
1—-tga<0=>tga>1
tga < 0etga > 1 =ndo hainterseccdo, logo ndo possui solugao

Assim, os valores de a que satisfazem ao problema devem pertencer ao intervalo:

ae€E (0,%)

Gabarito: a € (0, %)

58. (ITA/2000)

. A . ~ . ~
Para x no intervalo [0,;], o conjunto de todas as solu¢des da inequagao

sen(2x) — sen [3x + (g)] >0
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E o intervalo definido por

a)£<x<E
10 2

b) =< x <=
12 4

VA Vs
)-<x<-
6 3

T

di<x<Z
4 2

e) T<x<i®
4 3

Comentarios

Vamos transformar a subtracao em produto, usando a seguinte transformacao:

sen(p) — sen(q) = 2sen (p ; q) €os (#)

sen(2x) — sen [3x + (g)] >0

Como a fungdo seno é impar, podemos escrever:

—2sen (f + E) cos (5_x + E) >0

2 4 2 4
X T 5 m
ZSen(E+Z)cos(7+Z><0
Comox € [0, g]
OSxSE
2
0<Z<Z
27 4
m_x m_m
472 472
Sen( <s (;+%)Ssen(g)

T
7)
V2 _ en((+T) <1
2 = 2 4/~

Assim, a fungdo seno dessa inequacdao é positiva para o intervalo determinado. Entao,
devemos ter:

5 m

cos (7 + Z) <0

Queremos os valores negativos do cosseno:
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se€ENT

n3| S

COsST

m 5x mwm 3m

2 <2717
2t < 10x+m < 61
T <10x < 57

7T< <7T
10 °° 572

Gabarito: “a”.

59. (ITA/2000)

Sabe-se que x é um numero real pertencente ao intervalo |0, 2rt[ e que o triplo da sua secante,
somado ao dobro da sua tangente, é igual a 3. Entdo, o cosseno de x é igual a

a)V3/5

b)2/7

c)5/13

d) 15/26
e) 13/49

Comentarios
De acordo com o enunciado, temos:
3secx + 2tgx = 3

Desenvolvendo essa equagao:
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3 2senx
+ —

COSX  COSX
3 + 2senx = 3cosx

3cosx — 2senx = 3

Vamos usar o seguinte triangulo para simplificar a equacao:

] 6

Assim, vamos dividir a equacdo por v13:
3 2 3

——C0SX — ——=Senx = —

coS
V13 V13 V13

Observando o triangulo, podemos escrever para 0 < 8 < %:

2
senf = —
V13

p 3
cosf = —
V13

Reescrevendo a equacao:
cosBcosx — senfsenx = cosO

cos(8 + x) = cosO
Assim, temos:

0+x =260+ 2kn

x = 2km
Ou
x =—20 + 2kn
Como x € |0, 2rt[, temos:
x =2m—26

Queremos calcular o valor de cos x:

cosx = cos(2m — 26)

cosx = cos(—28) = cos(20)
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Gabarito: “c”.

60.(ITA/1998)

A soma das raizes da equacdo V3tgx — v/3sen(2x) + cos(2x) = 0, que pertence ao intervalo
[0,2m], é:

a)17m/4
b) 16m/3
c) 15 /4
d) 14m/3
e) 13 /4
Comentarios

Podemos transformar o seno e cosseno, usando as férmulas abaixo:

senA = Ztg—(%)A
1+ tg? (7)

A
cos(A) = 1t (g)
1+ tgz (7)

Assim, temos:

2tgx 1—tg%x
V3tgx - \/5(1 + tg2x> * <1 + tgzx) =0

V3tgx +V/3tg3x — 24/3tgx + 1 — tg’x _ o
1+ tg?x
V3tgix — tg?x —V3tgx + 1 “ 0o
1+ tg?x
V3tgdx —tg?x —V3tgx +1=0

Fatorando a express3o:
V3tgx(tgix —1) — (tg?x — 1) = 0
(tg?x — 1)(V3tgx —1) = 0

Encontrando as raizes:
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/A

4+k7rkEZ

tgx =+1=>x==%

t —3 7T+k keZ
= = = —
gx 3 X 6 T,

Para o intervalo [0, 2], temos as seguintes raizes:
m 3m 5w 7n}

X = 4+k7TkEZ=>XE{ZTT 1

T kn kel e{” 7"}
= — =
6 T S

Somando as raizes:

m 3m 5m Tm wmw 7w
=it a Tttty
_16n
=73

Gabarito: “b”.
61.(ITA/1997)

Seja S o conjunto de todas as solugdes reais da equacao

V5

1
ex) —arctg(1— e")} =

sec {G,T'Ctg <1

Entao
a)S=o9

b)S =R

c)S c[1,2]
d)S c[-1,1]
e)S =[-1,2]

Comentarios

Fazendo a = arctg( ) epB =arctg(l—e*),coma,B €] —mn/2,1m/2[, temos:

foq = 1
9% = Ty ex
tgf =1—¢*
V5
sec(a—[)’)=7

Elevando ao quadrado:

sec?(a —pB) = Z

p Aula 06 — Trigonometria Il

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So

Aula 06: IME 2021 \v

5
1+tg2(0(—,8)=z

1

tg®(a —B) = 7
1

ltgla —B)I = >
tga—tg[)’ 1

1+ tgatg,B ~2
Substituindo os valores de tga e tgf:
1 X
Trer_1—€Y)
1—e*
1+eX
1-(1-e*) |
T+eX+1—eX|

1
R 7

Como e?* > 0,Vx € R, temos:

e =1=2x=0
Portanto, S = {0} c [—1,1].
Gabarito: “d”.

62.(IME/2020)
Todos os arcos entre 0 e 2w radianos que satisfazem a desigualdade

1> +\/§
senx ——> cosx + —
2 2
TC T
a)—e—
5t 7w

)—GE

21T 57
05 e
6

d) - e -
5m 11w
e) e
12
Comentarios

Reescrevendo a inequacgao, temos:

V3+1

2
O membro a esquerda pode ser reescrito do seguinte modo:

senx — cosx >
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[

V2 V2 n
sSenx — Cos x = \/E(SGTLX7 — COS .X.'?) = ﬁ(senx - COS (Z) — cosxsen (Z)>

S Senx — Cos x = \/E -sen (x — g)

Assim, temos:

\/E ( Tl')>\/§+1=> ( 1T)>\/§+1 \/6+\/E
-sen(x —— sen(x —— =
4 2 4 22 4
= sen (x Tl') > \/g + \/E
4 4
O numero a direita € um valor conhecido de seno, ele é o seno de 75°:
V6 +v2 (75%) = (511)
2 = sen = sen 12
= sen (x — E) > sen (5_11)
4 12

Para resolver essa inequagao, podemos fazer uso do ciclo trigonométrico:

sen &

Observando o ciclo, podemos ver que os angulos que satisfazem a inequacdo devem
satisfazer a seguinte condicdo:

57'l'< 1T< S5
12" 35" 12

57'l'+7'l'< <77'l'+1'l'
12 T2 127,

E<x<—12
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Gabarito: “c”.

63. (IME/2019)

Seja um triangulo ABC com lados a, b e ¢ opostos aos angulos 4, B e C, respectivamente. Os
lados a, b e ¢ formam uma progressao aritmética nesta ordem. Determine a relacdo correta
entre as fungdes trigonométricas dos angulos dos vértices desse triangulo.

a) ZSen(A + (f) = sen(/f) + sen((f)
b) 2cos(4 + C) = cos(4) + cos(C)
c) ZSen(/T - C) = Sen(fi) - Sen(f)
d) 2COS(A - C) = cos(ﬁ) - cos(é)
e) ZCOS(/T + C‘) = sen(/i) + sen(é)
Comentarios
Como (a, b, ¢) formam uma PA, podemos escrever:

0]

A questdo pede as relagdes trigonométricas dos angulos do tridangulo. Podemos usar a lei dos
senos para relacionar os lados e os angulos internos. Entao, temos:

a b _ c _
sen(A) B sen(B) B sen(C) B
a = 2Rsen(A)
b = 2Rsen(§)
¢ = 2Rsen(()

2R

R é o raio da circunferéncia circunscrita ao AABC.

Vamos substituir essas rela¢gdes na equacdo (I):

2 (2Rsen(§)) = 2Rsen(A) + ZRsen(C')

2sen(B) = sen(4) + sen(C)| (D)

Nas alternativas, podemos ver que devemos substituir o angulo B. Usando a relacdo dos
angulos internos do AABC, temos:

B =7T—(A+C)
> sen(ﬁ) = sen (n— (A + é)) = Sen(/i + C‘)

Portanto:

25en(/i + C’) = sen(/i) + sen(f)
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Gabarito: “a”.

64.(IME/2019)

O numero de solugdes reais da equacao abaixo é:

(cosx)?018 = 2 — 2(%)2
a)o
b) 1
c)2
d) 3
e) 4
Comentdrios

Para resolvermos essa questao, vamos analisar as funcdes envolvidas.

x 2
Seja f(x) = (cosx)?*8 e g(x) =2 — 2(5) . Note que ambas funcdes sdo pares:

f(=x) = (cos(~x))*® = (cos x)**® = f(x)

g(=x)=2— 2(_%)2 =2- 2(%)2 = g(x)

Queremos saber quantas solugdes temos para f(x) = g(x). Inicialmente, podemos verificar
que x = 0 satisfaz a igualdade:

f£(0) = (cos 0)2°18 =1
g(0)=2-2°=1=f(0)
Assim, ja verificamos que a equacado possui 1 solu¢do. Como as fungdes sao pares, devemos
ter um nimero impar de solugdes, ja que se f(x,) = g(x,) for verdade, temos que f(—x,) =

g(—x,) também serd. Analisando as alternativas, podemos ver que apenas as letras “b” e “d” podem
ser o gabarito da questdo. Vamos verificar se temos 3 solucdes (alternativa “d”).

Aimagem de f é ointervalo [0,1] e a de g é o intervalo | — oo, 1].

g € uma fungdo que se anula no ponto x = m:

g(n)=2_2(%)2=2_21=0

g € decrescente e continua no intervalo x > 0. Entdo, como g(m) = 0, temos que x > T
resulta g(x) < 0. J4 que a imagem de f estd no intervalo [0, 1], as possiveis solugdes de f(x) =
g(x) devem estar no intervalo [0, r].

Nesse intervalo, temos:
s A
e f édecrescente em [O’E]
s s
e f écrescente em [E,n]

Como f(m) = (cosm)?°® =1 e g(m) = 0, podemos afirmar que no intervalo E,n], onde f é

crescente, as funcdes se interceptam uma vez. Logo, temos 3 solug¢des no intervalo [—, 7].
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Portanto, encontramos o gabarito na letra “d”.

Poderiamos ter resolvido através do esboco do grafico, veja:

Vamos ver como é o grafico de g:
2 1 x2
g(x) =2 — Z(E) =2 — (211'2)
ERGE
Facamos por partes. Iniciando pelo termo (an) . Vocé deve se lembrar que a fungao
exponencial cuja base é maior que 1 possui o seguinte formato:

v}
a“,a>1
1
ne
1 RN
Note que o termo 27? > 1, logo, (an) é do tipo acima. Se elevamos a varidvel x ao

1X
quadrado, a funcdo h(x) = (an) torna-se par e, assim, ela sera simétrica em relagao ao eixo y.
2
X

1
Entdo, h(x?) = (ZF) terd a seguinte forma:
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s 4
azz,a >1
1
ne
Para construirmos a fungdo g, devemos fazer:
x?2 x? x?2

1 x(-1) 1 +2 1
(=) —-(=) ~2-(=)

Entdo, vamos multiplicar a fun¢do por (—1):

y.ii.

—(2%)"

Quando somamos 2 na func¢do, sua imagem é deslocada 2 posi¢cdes para cima e, assim,
obtemos mais 2 raizes. Perceba que para x = +m, a fungao g se anula:
2

gam =2-203) =0

Logo, essas sdo as raizes de g:

p Aula 06 — Trigonometria Il

www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

-
1
g(w) =2 - (2)"
-
—T w T

Vamos analisar a fungdo f para x > 0:

e Aimagemde f(x) = (cos x)?°18 é o intervalo [0, 1].
e f se anulanos pontos % + km, k € Z.

, s T
e f édecrescente em [O, E] e crescente em [;,n].
. s . . , . ,
No intervalo (0, E)' f decresce rapidamente, pois seu expoente é 2018 e sua imagem é menor

. T . .
do que 1. No intervalo, (;,n), ele volta a crescer e se aproxima de 1 apenas quando x estiver
proximo de 1. Desse modo, temos o seguinte esbogo:

Y

ponto de interseccao

ponto de interseccao

1 g(z) =2 — (2)°

f(@) = (cos(x))*"™

Y
I I e

/ N
Perceba que os graficos apenas se interceptam 3 vezes.
Gabarito: “d”.
65.(IME/2019)
Determine todas as solugdes da equacgao

4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5 cos(2x) + 2sen(5x) = 4

. 3T
no intervalo [7, 27'[].

Comentarios
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Para encontrar as solucdes da equacado, devemos simplifica-lo:
4sen?(7x) - cos(2x) + 2sen(9x) + 8sen?(x) + 5cos(2x) + 2sen(5x) = 4
4sen?(7x) - cos(2x) + 2(sen(9x) + Sen(Sx)) + 4(2sen?(x) — 1) + 5cos(2x) = 0

Sabendo que:

sen(p) + sen(q) = 2sen (p ;— q> cos (?)

cos(2x) = 1 — sen?(x)

Temos:

sen(9x) + sen(5x) = ZSen< 5

2sen?(x) — 1 = —cos(2x)
Desse modo, a equagdo pode ser reescrita como:
= 4sen?(7x) - cos(2x) + 2(2sen(7x) cos(2x)) + 4(— cos(2x)) + 5cos(2x) =0
4sen?(7x) - cos(2x) + 4sen(7x) cos(2x) + cos(2x) = 0
cos(2x) (4sen?(7x) + 4sen(7x) +1) =0
= cos(2x) (2sen(7x) + 1)2 =0

9x + 5 9x — 5
ad x) cos( ad x) = 2sen(7x) cos(2x)

Assim:

T T km
I)cos(Zx)=O=>2x=E+kﬂ=>x=Z+7,kEZ

3
Comox € [?”, Zn], devemos ter:

_77‘[
¥
1
II)ZSen(7x)+1=0=>sen(7x)=_E
@ 7x =" 2k T e
= — = —_
A T S A
Ou
(ii) 7 117T+2k —11n+—2kn keZ
= —_— = f—
W T AT Ty T
Para x € [37” Zn], temos:
0 3T 7T+2k - 3<1+2k<2
e Wi Nl
V=6 7 =MT3eT 7 S
3 1 2k 1
< <2--
2 6 7 6
8 2k 11
—_l—< —
6 7 6
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56 < 12k < 77
=>k=50uk=6
N _n+10n=> _677‘[
TOTAT T T T
k=6 _n+12n=> _797‘[
TOTAT YT T T
()3n<1up+mﬂ<2 3_11 2%k
— [ [ j_ — —
W o=y T ST TS
3 11 2k 11
S el 3 Pt
2 427 42
52 2k 73
427 42
52 12k 73
6= 6 — 6
>k=50uk=6
k= 117T+107T 71w
= = = — —_— [ —
YT T TN T
k=6 117T+127T 831
= = = — —_— [ —
YT T TN T

Portanto, a solucao da equacao é dada por:

_ {77‘[ . 677T_717T . 79n_83n}
14427427 427 42
Gabarito: S = {T’_’_’_’_}

66.(IME/2018)

A menor raiz real positiva da equagao arctg (x ‘tg (arcsen (g))) = % encontra-se no
intervalo:

a) (0,1]

b) (1, 2]

c) (2,3]

d) (3,4]

e) (4, 5]

Comentarios
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| w

Perceba que tg | arcsen (S) =

~—_—
a

Assim, temos:

T x+2

. ~ , . - T .
Sabemos que a imagem da fungdo arco-tangente é o intervalo | <5 [. Assim, temos:

3 2T
arctg (Z x)

[ 3 T

—E< arctg (ZX) < E
T 21 [
T25%x+2°2

2
1 1 1
4

4 x+2

! <1 > 2
- =
x+2 4%
1

-—<
4 x+4+2

Como o problema pede a menor solugdo positiva, vamos considerar x > 2:

>x<—6

Retornando a equacao, temos:

tg <arctg G x)) -t (xzf 2)

3 _. (Zn)
2 =9\ 12

. . 3 2 . .t

Seja as fungdes f(x) = Jxe glx) =tg (ﬁ) No intervalo x > 2, a fungdo f é estritamente

crescente e a fungdo g é estritamente decrescente. Para encontrar a solu¢do dessa equagdo,
devemos usar o método da tentativa:

Para x = 2:
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6

f(Z)ZZZLS

g(2)=tg (%Tn) =tg (g) = 400

=9(2) > f(2)

Para x = 3:
9
f(.?)) = Z = 2,25
2
g3 =tg (%) = tg(72°)
Para x = 4:
f(4) =3

g =tg (%T) =tg (%) =3

=g(4) <f(4)
Perceba que 2 < x < 4, poisparax = 2, g(2) > f(2) eparax = 4,9(4) < f(4).

Temos que descobrir o valor de tg(72°) para saber se 3 < x < 4:

Vamos usar o triangulo isdsceles para encontrar esse valor:

A

Devemos encontrar o valor de a. Perceba que os triangulos ABC e BCD sao semelhantes.
Dessa forma:
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AB BC
BC CD
a 1
Iza—l
a’t—a—-1=0

1++5
=7

Como a > 0, temos:

V5+1

=7

Vamos usar a Lei dos Cossenos para o triangulo ABC:
AB? = BC? + CA% — 2(BC)(CA) cos(72°)
a? =1+ a? — 2acos(72°)

1
cos(72°) = 2a

sec(72°) =2a =5 +1
Usando a relagdo sec? 72° = 1 + tg?72°:
(V5 + 1)2 =1+ tg2(72°)
5+ 2V5 = tg2(72°)
Como 5 + 2+/5 > 2,25, temos:
g(3) > f(3)

Portanto, podemos concluir que 3 < x < 4.

Gabarito: “d”.

67.(IME/2018)
Sabendo que |x| < %e gue x satisfaz a equacdo abaixo

3 — cosx(4cosx + senx)

1
10sen?x — 8senxcosx 2
Determine os possiveis valores de x.
Comentarios
Inicialmente, devemos simplificar a equagao:

3 — cosx(4cosx + senx) 1

10sen?x — 8senxcosx 2
6 — 8 cos? x — 2senxcosx = 10sen?x — 8senxcosx

6 — 8(1 — sen?x) + 6senxcosx — 10sen?x = 0
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—2sen’x + 6senxcosx —2 =0

Como |x| < /6, podemos dividir a equagio por cos? x:

2sen’x 6senxcosx 2

cos? x * cos?x  cos?x
—2tg?x + 6tgx — 2sec’x =0
Fazendo sec? x = 1 + tg?x, temos:
—2tg?x + 6tgx — 2(1 + tg?x) =0
—4tg’x + 6tgx —2 =10
Encontrando as raizes:

—3i«/T_1 1
") = Ou2

Temos que verificar a condicdo |x| < m/6:

tgx =

T
tgx=1=>x=Z+k7t,kEZ

Para esse valor de x, o resultado ndo condiz com a condi¢do |x| < m/6. Portanto, ndo é
solugao.

Para a outra raiz:

tgx = = ¢ (1)
= - = —_
gx=5=>x=arctg |

Devemos verificar se esse valor atende a condicdo. Usando as seguintes aproximacoes:

tg (E) = E = (0,57

6 3
t —1—05
gx_z_ )

Como a fungdo tangente é crescente para x positivo e tg (%) > tgx, temos:

1 s
X =arctg (E) < A

Dessa forma, encontramos uma Unica solucdo:

1
x = arctg (E)

Gabarito: x = arctg (%)

68.(IME/2016)

Determine o conjunto solug¢ao da equagao:

X
(sen x) (1 + tgx tg (§)> = 4 — cotgx

8 Aula06- Trigonometria Il
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021 e

Comentarios

Preliminarmente, devemos analisar a condicdao de existéncia da equacao:

senx T
tgx = >x#*-+kn k€l
coSX 2

X X T
tg(—)z—¢—+kn,kEZ=>x¢7r+2k7r,kEZ

2 2 2
cosx
cotgx = >x+kn ke’
senx
Unindo as restricdes, temos:
km
X F+ 7, kE€Z

Agora, podemos resolver a equagao:

(sen x) (1 +tgxtyg (g)) = 4 — cotgx
Vamos escrever os termos trigonométricos com arco metade:
2t9(3)
1+ tg? (%)

29 (3)
()
()

29 (3)

senx =
tgx =

cotgx =

Fazendo tg (E) =y:
2y 2y 1-y?
1 =4 —
- (23 1+ () -+~ (5
( 2y ) 1+ y? _ . 1—y?
1+y2/\1—-y? B 2y

2 1 —y?
y =4_< y)
1—y? 2y

Perceba que os termos coloridos podem ser escritos como:
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Dessa forma, temos:

tgx =4 — —
9% tgx

=>tgix —4tgx+1=0
Raizes:
tgx =2+ V3
Lembra do bizu na aula tedrica? Conhecemos esses valores de tangente:

Para tgx = 2 +/3:

_O  nk e
X=1p T

Para tgx = 2 —/3:

= i knkel
XY= T

Portanto, a solucao é dada por:

51 T
S—{xER|x—ﬁ+knoux—ﬁ

. _ _>5m _T
Gabarito: S = {xe ]R|x =3 + kmoux= 12+k1t,k € Z}

+ km k ez}

69.(IME/2015)
A func¢do f: R — R é definida por:

8 + 3senx — sen3x

f(x) =In

Marque a opg¢ao verdadeira:

8 — 4senx + 2sen2xcosx

a) f ndo tem raizes reais

b) f é uma fungdo impar

c) f é uma fungdo par

d) [f()l <1

e) f é sobrejetora
Comentarios

Temos que analisar cada alternativa. Vamos simplificar a funcao:

8 + 3senx — sen3x

f(x) =In

Fazendo sen2x = 2senxcosx e sen3x = 3senx — 4sen3x:

8 — 4senx + 2sen2xcosx
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8 + 3senx — (3senx — 4sen3x)
8 — 4senx + 2(2senxcosx)cosx

flx) = ln(

8 + 3senx — 3senx + 4sen3x
8 — 4senx + 4senxcos?x

flx) = ln(

8 + 4sen3x
8 — 4senx + 4senx(1 — sen?x)

8 + 4sen3x
8 — 4sen3x

fx) = 1n<

flx) = ln(

a) Verificando se f tem raizes:

fx)=0
n (8 + 4sen3x> — 0o
8 — 4sen3x
8 + 4sen3x
8 — 4sendx
8sen3x =0
senx =0
x=kmk €Z
f tem raizes reais. Portanto, alternativa falsa.

b) Verificando a paridade da funcao:

1 8 + 4sen3x
f(x) =In (8 — 4sen3x>
_ . [8+4sen®(—x)
f=x)=In (8 — 4sen3 (—x))
8 — 4sen3x
f=x)=1n (8 + 4sen3x>
1 8 + 4sen3x\ "
f(=x) =In <8 — 4sen3x>
8 + 4sen3x
fl=2) ==1n (8 - 4sen3x>
= f(—x) = —f(x)

Portanto, a fungao é impar. Alternativa correta.

c) Falsa, como provado na letra b.

d) Falsa, pois para x = %, temos:

& Aula06- Trigonometria Il
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 06: IME 2021

f(g)=ln(gii>=ln3>1

e) Falsa, pois a imagem de f ndo é o conjunto dos reais:
—1<senx <1
—1<sen3x <1
—4 < 4sen3x < 4
= 4 <8+ 4sen3x < 12
—1< —-sen3x <1
—4 < —4sen3x < 4

= 4<8—4sen3x < 12

Assim, temos a desigualdade:
1 - 8 + 4sen3x
37 8—4sen3x ~
1
In (E) < f(x) <In3

Gabarito: “b”.

70.(IME/2015)

O numero de solugdes da equagdo cos(8x) = sen(2x) + tg?(x) + cotg?(x) no intervalo
[0, 27] é:

a)o
b) 1
c)2
d) 4
e)8
Comentarios
Analisando a equacao:

cos(8x) = sen(2x) + tg?x + cotg®x

tg®x + = cos(8x) — sen(2x)

tg?x
Nessa questdo, devemos usar a desigualdade das médias para resolvé-la:
MA = MG

Ent3o, vamos analisar os termos tg2x + cotg?x:

tgix +

1
2 i (177)
— g "> |tg?x-
2 _ng tg?x
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tg?x —

= cos(8x) — sen(2x) = 2

= tgix +

Agora, devemos perceber que:
|cos (8x)| <1
|sen(2x)| < 1
cos(8x) — sen(2x) = 2
Essa desigualdade é satisfeita quando cos(8x) = 1 e sen(2x) = —1. Assim, temos:
cos(8x) =1=>8x=2kn,k€Z

—kn k €EZ
X = 4,

3n
sen(2x) = -1 2x = 7+ 2km, k €Z

3n
x=T+kﬂ,kEZ

Portanto, as solu¢des devem satisfazer ao seguinte sistema:
km

= kez
=

3n
x=T+kn,kEZ

Para o intervalo pedido, encontramos as seguintes solugdes:
€ [0, 2] 3 7

X V2| DX =—ex =—

4 4

Assim, temos apenas 2 solugdes.

Gabarito: “c”.

71.(IME/2014)
Resolva a equacdo (108 osx Sen?x) - (108 052, SEN X) = 4.
Comentarios
Inicialmente, devemos analisar a condicdo de existéncia do logaritmo:
cosx >0
senx >0
cosx # 1
Dessas restri¢des, concluimos que x pertence ao primeiro quadrante com 0 < x < 1r/2.
Simplificando a equacgao, temos:
(108 cos x S€N?x) * (108 c0s2 x SEN X) = 4

Usando as propriedades do logaritmo:
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1
2(logos x SENX) (E) * (log psy SEN X) = 4

(108cosx SENX)? = 4

log osx SENX = 2

1
senx = cos®x ou senx = >
Ccos? x
Para senx = cos? x:
senx = 1 — sen®x
sen’x +senx —1 =0
—1++/5
senx = ——
2
Como senx > 0, temos:
V5 -1
senx =
2
2
V5 -1 V5 -1
cosx =41 —sen?x = 1—( > = > >0
cosx #1
Portanto, temos a seguinte solugdo:
V5 -1
=>x=arcsen< >+2kn,kEZ

Para senx = ——:
Cos“ X

Devemos verificar a condicao de existéncia do logaritmo:
cosx #lecosx >0=>0<cosx<1

cos’x <1
1

>1
cos? x

Como senx = 1/ cos? x:
= senx > 1
Isso é um absurdo, logo, para essa relacao, ndo temos solugao.

Portanto, temos apenas a seguinte soluc¢do:

X = arcsen (ﬁz_ 1) + 2km, k € Z}

Sz{xE]R

Gabarito: S = {x € ]R|x = arcsen (%) + 2km, k € Z}
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72.(IME/2012)

Os angulos de um triangulo obtusangulo sdo 105° a e (. Sabendo que m € R (real),
determine:

a) as raizes da equacdo 3secx + m(\/§cosx — 35enx) = 3cosx + /3senx, em fungdo de m;
b) o valor de m para que a e 8 sejam raizes dessa equagao.

Comentarios

a) Vamos isolar o termo com m e simplificar a equacao:

3secx + m(\/gcosx — SSenx) = 3cosx + V3senx

3
m(\/gcosx - SSenx) = 3cosx + \/§senx —
COS X
3 cos? x + V3senxcosx — 3
m(\/gcosx — 3senx) =
COSX
3(cos?x — 1) +/3senxcosx
m(\/gcosx — 3senx) = ( )
CcOSX
3(—sen?x) + v/3senxcosx
m(\/gcosx — 3senx) = ( )cosx

m(v3cosx — 3senx) = ahale

(V3cosx — 3senx)
cosx

(m — tgx) (\/gcosx — 3senx) =0
3 T
\/§Cosx—356nx=O=>tgx=?=>x=g+kn,kEZ

ou

m=tgx = x = arctg(m) + km,k € Z

b) Das relagdes de angulo do tridangulo, temos que:
a+ B =180°—105° = 75°

Queremos que «a e f sejam raizes da equacgao da letra (a). Entdo, podemos supor:
s s
x=g+kn,kEZ=>a=g
x = arctg(m) + km,k € Z = B = arctg(m)

5
a+p=75=—

12
n+ tq( )_5n
¢ tarctg(m) =

3
t ==
arctg(m) 7
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T
arctg(m) = 1

m=tg(%)=1

Portanto, o valor de m que torna « e 3 raizes da equagdo é dado por:
m=1

Gabarito: a) x = §+ km,k € Zoux = arctg(m) + km,k € Z bym=1

73.(IME/2011)

O valor de x que satisfaz a equacdo sen(arccotg(l + x)) = cos(arctg(x)):

Q
~

(o}
N—
BlIR NRr MW

Comentarios
Fazendo @ = arccotg(1 + x) e B = arctg(x), temos:
sen(arccotg(1 + x)) = cos(arctg(x)) = sena = cosp

Disso, concluimos que a e [ sdo complementares:

n
a+ﬁ=50u0{—ﬁ=

e

Paraa + f = g:
cosa = cos (E - ,8) = senf
2

= cosa = senf
Dividindo sena = cosf3 por cosa:

sena _ cosp _ cosP

cosa cosa  senf
. 1
ga=—
tgp
1

1+x

a = arccotg(1+ x) = cotga =1+ x = tga =

B = arctg(x) = tgp = x
Substituindo esses valores na equagao, temos:
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—_

1
b
X

R
o I+
I~ 8
- 4+

Isso é um absurdo, logo ndo convém.

s

Paraa—ﬁ=;:

cosa = cos (g + ,8) = —senf

= cosa = —senf’

sena  cosf

cosa —senf

o 1
94T Zegp
1 1

1+x X
—-x=1+x
1
=2 X = —E

Portanto, temos apenas uma Unica solucao:

-3

Gabarito: “d”.
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11. Consideragoes Finais da Aula

Vimos tudo que precisamos saber para resolver as questdes de trigonometria das provas.

Continue se esforcando! Tente resolver todos os exercicios dessa aula. Caso vocé encontre
alguma dificuldade ou figue com alguma duvida nao hesite em me procurar!

A préxima aula sera uma introdug¢ao a geometria plana, outro assunto que cai bastante nessas
provas. Entao, prepare-se!
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