Em jornais e revistas, com freqliéncia encontra-
mos informagdes huméricas organizadas na forma
de tabelas, com linhas e colunas. Veja alguns exem-
plas a seguir.

Jogos Olimpicos de Atenas — 2004
Tabela de medalhas

Fonte: The Official Website of the Olympic Movement
(www.olympic.org).

~ondmero de itens n

Competicac de remo nas Olimpiadas de
2004.

Como os pesquisadores definem
as classes econdmicas

Contam-se pontos conforme
acasa

Doug Pensinger/Getty Images



2 Adicionam-se pontos segundo o
grau de instrucao do chefe da familia

 Ginasial completo i

Superiorcompleto. 5

Resultado

Dadaos: Abep.
Fonte: Veja, 26/1/2005.

Em Matematica, as tabelas que vocé acabou de
ler serdo chamadas de matrizes.

Dizemos, entao, que uma matriz m X n € uma
tabela de m - n ndmeros dispostos em m linhas (filas
horizontais) e n colunas (filas verticais). Vejamos:

Az(‘5 -2 %)éuma matriz 1 X 3

3 -7
B= > 0 |éumamatriz3 X 2
-1 4
C:_g _f}éumamatrizEXZ
4 0 12
D= 0 2 1 3 |éumamatriz3 X 4
L—~& @ 0.9

i
i a1

i

Consideremos uma matriz A do tipo m X n. Um
elemento qualquer dessa matriz sera representado

pelo simbolo g,

em que se encontra tal elemento e o indice j refere-

se a coluna em que se encontra o elemento.
Representaremos também a matriz A por

A=@)nxn Notequel<i=mel=<j=n.

no quai o indice J refere-se a linha

~1 D0
SejaamatrizA=| -2 5
3 4 Ixd
* 0 elemento que esta na linha 1, coluna 1, é

ay ==L

* (0 elemento que esta na linha 1, coluna 2, €
3, =0.

* 0 elemento que estd na linha 2, coluna 1, é
ay =—2.

* 0 elemento que esta na linha 2, coluna 2, é
8,5 = 5.
0 elemento que esta na linha 3, coluna 1, é
az = 3.

» 0 elemento que esté na linha 3, coluna 2, é

Vamos escrever a matriz A= (a); , ; em que
3= i—J.
Uma matriz do tipo 2 X 3 pode ser generica-
mente representada por A = ( i % A )
Vel e
Utilizando a “regra de formacac” dos elementos
dessa matriz, temos:

32122_121 32222_2:[] 323:.2—"3:"1

Assim,A:(O ! _2).
1 0 -1




Matrizes especiais

Vejamos alguns tipos de matrizes especiais:

Matriz linha; é uma matriz formada por uma dni-
ca linha.
A=(0 2 4)éumamatrizlinhal x 3,

Matriz coluna; é uma matriz formada por uma
Gnica coluna.

2

B= € uma matriz coluna 4 x 1.

6
-8

Matriz nula: & uma matriz cujos elementos sao
todos iguais a zero.

{0 0 0y, :
A—(D 0 O)eumamatrlznula2x3.

{0 0%, ,
B_(D D)eumamatnznulaZxZ.

Matriz quadrada: é uma matriz que possui nime-
ro de linhas igual ao ndmero de colunas.

A= ( i \%) & umna matriz quadrada 2 x 2. Dize-

mos que A é quadrada de ordem 2.

5 of &
3, ;
B= € uma matriz quadrada
-2 0
V3 1 4

3 X 3. Dizemos que B é quadrada de ordem 3.
Seja:A uma matriz quadrada de ordem n.

Os elementos de A cujo indice da linha € igual ao
indice da coluna constituem a diagonal principal
deA.Assim, a4y, 055, 033, ..., 0., formam a diagonal
principal de:

Os elementos de A cuja soma dos indices da li-
nha e da coluna & igual a n + 1 constituem a
diagonal secundaria de A,

Se, par exemplo, A é matriz quadrada de ordem
3, 0$ elementos a4, 0;, € a3 formam a dia-
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gonal secundéria de A, conforme indicado a
seguir:

L. D€ o tipo de cada uma das seguintes matrizes:

1 3
a) A=| -7 2
[ 4 2]
b) B=(3 —4 2 9).
[a b
c) C__c d}
r1 5 7
d) D=| 3 1 4
L-2 9 6
M1
e) E=| 1
L2
71 4 2 -3
fy F={2 7 0 -1
| 3 9 0 =5

Qual a matriz A = (a;) 4, em que a;; = 31— 2j?

- Determine a matriz B = (by); 5 em que by = .

Que elementos pertencem as diagonais princi-
pal e secunddria de B?

. Indique as matrizes C = (c;)4 x 1, em que

2 _ e
Que matrizes especiais s30 essas?

=1 Dé a matriz A = (a;)y 5, em que:

_‘:{0,sei2j
bl Lsei<j

-Sendo a matriz A = (a;;)4 « 4 em que

, forneca os elementos que

aij_{i+j,sei:j

T loysei#]
pertencem as diagonais principal e secundéria
de A.

+ Qual € 0 elemento a, s da matriz A = (a;)5 <5,

em que a;; = (—1)i*J - 21—']?



#1. (UB-RJ) A temperatura corporal de um paciente
foi medida, em graus Celsius, trés vezes ao dia,
durante cinco dias. Cada elemento a;; da matriz
abaixo corresponde a temperatura observadano
instante 1 do dia f:

356 36,4 386 380 360

36,1 37,0 37,2 40,5 40,4
35,5 357 36,1 37,0 39,2
Determine:

a) o instante ¢ o dia em que o paciente apre-
sentou a malor temperatura;

b) atemperatura média do paciehte no tercei-
ro dia de observagao.

lgualdade de matrizes
Elementos correspondentes

Dadas duas matrizes:

a1 A A
a a a

A= 2'1 2_2 2n o
At arn2 amn mxn
byy b bin

g_| ba Dz ban
bml bm2 bmn mxn

dizemos gue elementos de mesmo indice (linha e
coluna) sdo correspondentes.
Assim:
* ay, &by, SA0 correspondentes;
¢ a;ebyps30 correspondentes;

e g__ebh. . sdocorrespondentes.
min mn p

; P'é'rﬁa 'q_u e ';V:a-i_b res de m vale a '._i'gu'aa\'l_:lé de

\-3 m+1 -1 o —3 0 2m '4_3‘1 i

: E] — 1.__m2 . ﬁ m=-1 ou m= 1_ @ i

detmel=m=1@) |

'.EOm'Oﬂa's._-'condig_‘-ﬁe‘sz@, @e@ devem ser
-_sati'_sf-eitas‘_si_mu:ltanea_m;énte', yvalordemé -1

i Determine a, b, c e d para que s¢ tenha

O
4 ¢ d 6/
Determine x, y e z que satisfacam

(x+y Z ):(7 z)
4  x-y g2 g

_ g Pz)_(zv 9)
Determlnepeq,talsque(3—q -8/ \ 81 2q/

Verifique se existe 7, m € R, para que se tenha
(m—l 0 2(3 2m
1-m m -3 4 /)
Determine m, m € R, se existir, tal que
(9—nﬁ 1):(0 })
-3 7 m 7/
. Seja A = (a), x 3 €M qUE & = i+ j. Determine

m+n 3 m-@)a
n+l1 n-p 5 )
fim de que tenhamos A = B.

m,nepemB——-(

. Determine x e y reais, de modo que

Adicéo e subtragao
Adicdo de matrizes

Dadas duas matrizes, A= (3j)mxn€B= (05 )en x
2 matriz soma A + B é a matriz C = (Cj)m x n, €M que

cj; = a; + by para todoi e todo J.

]

Em outras palavras, a matriz soma C é do mes-
mo tipo que A e B e é tal que cada um de seus ele-
mentos & a soma de elementos correspondentes de

A e B, como podemos observar na soma:

(2 -1 3)+(1 3 —4)_(3 2 ~1)
0D 5 2 5 % F) AR ¥ B
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Vames determinar a matriz X, tal que
3002 1{+y;[? S
L deeh 16 0

{ e |

A matriz procurada € do tipo 2 X 3 e podemos

; - biic
epresent-la por X = | }
representé-la por [d i

Temnos:
\3 2 1 [a b c]:[? 5 1}
1 -4 2 d e of L6517
Dai:
| 3+a 2+b 1+CJ:l? 5 1]
| -1+d -4+e 24f LB

Do conceito de igualdade, vem:

]

Ja 7 2+b=5 l+c=1
1 d=id ~d+e=6 2+f=¢
Entao;

g=dih=tic=0idE?2 le—10af -5

. Al )
)(::
{ 2 -5 }

Logo:

Matriz oposta

Seja a matriz A = (a),, x .. Chama-se oposta de A
a matriz representada por A, tal que A+ (-A) = 0, em
que 0 € a matriz nula do tipo m X n.

Da definigao, decorre que —A € sempre obtida de
Atrocando-se o sinal de cada um de seus elementos.

Dessa maneira, temos:

1
e selA= 4 e ,entao
L -2 4 -0
1
—F = o
—A= 3 }
L 2 -4 0
;7 -4 -7 4
* seA=| 1 5 ,entéao-A=| 1 _c
& P

Subtracdo de matrizes

Dadas duas matrizes, A= (8« n € B= (0)) 1 x
definimos a matriz diferenga A — B como a soma de
A com a oposta de B; isto é:

Vejamos dois exemplos:

2 5 2 3
wRaE e | G
4 -2 3 -

1l
o oy
|
-IbaHN

|
NO'JU'I
.+.
e ]
[ o Sia
LB ]
o, T )
|48
= onow
N
I
W
|
= oo
|
e PN
N S

:(~g 2)+

Vamos determinar a matriz X, tal que:

it o0 S
_X—465=2 i
12 1 3 1

4 3

A matriz X procurada é X = { 2 ]

diaf
Temos:
a b ol g o
d e f Ar-pe]
1 5
s 2 1 . 4 5
L lE e i e
Dai:
[a~1 b-3 c—2]_[3 6 4]
doqd pl g Bl i
Em que:
a-1=3 c—-2=4 e—6=-1
b-3=6 d-4=0 f-5=5
Entio:

a=4 bh=8/c—8h d=4 e=5 f=10




Propriedades da adi¢ao
Sendo A, B e C matrizes do mesmo tipo (m xn) e

U a matriz nula do tipo m X n, pode-se provar que va-
iem as seguintes propriedades para a adicao de ma-
trizes:

I, Comutativa:A+B=B+A_

Il. Associativa: (A+B) + C=A+ (B +C)
lil. Elemento neutro: A+ 0 =A
IV. Oposto: A+ (-A) =0

Vamos determinar a matriz X_,. tal que
A-A+B=C emqueA, B e sdo matizes do
mesmo tipo.

Utilizemos as propriedades citadas anterior-
mente para “isolar” a matriz X nessa equagao.
~ Somamos aos dois membros a matriz oposta

de B, que € —B:

X-A+B+(-B)=C+(-B)
+ Usamos agora as propriedades |, lli e IV:
(-8) + B+ (B) =C+ (-B)
N i
o

XiA=C+(-B)

- Somamos aos dois membros desta dltima
~ equagao a matriz A e usamos a propriedade

associativa:

X A+A=C+(-B) +A
isto é:
X+ (-A+A)=C+(-B)+A
s e

[xciaaa]

A seqliéncia apresentada nos mostra que essa
equagdo € resolvida do mesmo modo que a equacgao
x—a+b=c emquex, g, b e c sdo nimeros reais.
Assimn, para adigdo e subtracdo de matrizes é possi-

vel simplesmente fazer:

¥—A+B=L=X=C=B+A

3. Caleule:

) (5 7" ,(‘6 —2')
A9 4)*\5 8 |
o =1
b iz 8 Ll @ 2
4 g L
) 1 5 0 4-(6 6 8 7)
T % F A0
difl' 2" 3 41— 1 T 3
| = =5 5 s A

7. Sejam as matrizes A= (a;)3 2 em que az=1—j,
eB=(by)s;xpemqueby=i+j—1.
a) Determine a matriz C= A + B.
b) Deiermine a matriz D = A - B. Como vocé
representaria, genericamente, um elemento

d; de D?
Wil A4l
_ \ ) (3 6) .
aifeon®?

w7 ] Determine amatriz A + B + C.

o]

— Fid )
Sejam A = . -
: ! ( 9 D

Resolva as seguintes equagdes matriciais:

3\

i
1
2

. (1 4 '7)
5] K- i 1
RS S

Sejam as matrizes A = (&)1 x 12> €M que
ay=2i-j,eB= (h-lj),{, « 127 €111 qUE bij =T
ScjaC=A+ B,em que ¢y =a; + b;;. Determine
o0s elementos:

a) Cyy b) ¢ip 12




. Resolva o sistema:

X+Y+(2 6):(16 12)
8 4, 18 14,

e e it

. As tabelas a seguir indicam o nimero de faltas

de trés alunos (A, B e C) em cinco disciplinas
(Portugués, Matematica, Biologia, Historia e
Fisica, representadas por suas iniciais), nos me-

ses de margo e abril. - Vamos resolver a equagdo matricial 2X =A+B,

L e e e
_gm_que_A—(\_s 2)68_(_1 0 )

Devemos determinar X:( 3 3 )
(o

- Temos:;
2 (a b.)_( 1 3) ( 3 —1_)
s b A
'(*Za : Z’-2.bj_( 4 2) e
Pei2d) N\ B2

Do conceito de igua Idade, vem:

4.0 2b-2 = b=-1

a) Qual tabela indica o nimero de faltas des-
ses alunos no primeiro bimestre?
b) No primeiro bimestre, qual aluno teve o

ASS'ifh,:-x:('Z_' _ . )

\-3 1/

' maior numero de faltas em Portugués? E em
Matematica? E em Hist6ria?

Dada uma matriz A = (ay). « ,, chama-se trans-
posta de A a matriz:

Produto de um nimero real
por uma matriz

Seja a matriz A = (), « , € k um niimero real.
0 produto de k pela matriz A (indica-se: k - A) ¢ a
matriz B = (by) ., que se obtém multiplicando cada
elemento de A pelo fator k.

tal que aj; = a; para todo 7 e todo j. Em outros ter-
mos, a matriz A' tem colunas ordenadamente iguais
as linhas de A.

Por exemplo:
Vejamos alguns exemplos: 4 g 1«
* Atransposta deA:( )éA‘z( )
* seA=(2 4 7)entdo3-A=(6 12 21) 5 9 3 8
£ 1 4
| 4 6 e e IR s ]
seA_{m 1},enta0 > A= 5 % ﬁ’b.'trans;:ostadeEi_{4 5 GJEB“ 2 b5




a b c
* AtranspostadeC=| d e f |¢
g h i
a d g
C'=| b e h
c f

i _.ﬁ‘r‘;.f'z.: o ; _g&i i ;mw
Chama-se matriz simétrica toda matriz quadra-
da A de ordem n, tal que:

...........................

Em outros termos, uma matriz A = (a;), « , € Si-
métrica quando a; =a; paratodo i e todo /. Isso signi-
fica que os elementos simetricamente dispostos em
relagéio a diagonal principal sdo iguais.

As matrizes:
P 1 -1 4
}-"\:[3 2],8: -1 5 2le
2 4 2 7
a b ¢ d
P h e f g
c f h i
d g 1 ]

por exemplo, sao simétricas.

Matriz anti-simétrice

Chama-se matriz anti-simétrica toda matriz qua-
drada A, de ordem n, tal que:

Em outros termos, urmna matriz A= (a;)  x, € anti-
simétrica quando a; = —a; para todo i e todo j. Isso
significa que os elementos simetricamente dispos-
tos em relac3o a diagonal principal s&o opostos e 0s
elementas da diagonal principal sdo todos nulos.

Por exemplo, as matrizes:

0 2 -3
AZ[_DS g], B=| -2 0 -1]|e
3 1 0

0 a b ¢

—a D d e

b= b —d 0 f
- -e —f 0

ﬁj’"’g;’ﬁ"""

et ', e

3 .
L ), obtenha as

#4k. Dada a matriz A = ( 1,%

matrizes:
a) 4-A
- 2 4 3 -2
2h, Sejam as matrizes A=| 1 5 |eB=| -1 6
0 7 9 8
Determine as seguintes matrizes:
a) 3A+B b) A-3B
o 141
£.©3.Sejam as matrizes A=| 2 1 3 e
4 1

B = (by)s x 3 em que by = 2i — 3j. Determine a

matriz 3A + 4B,
-4\ _ (1 5
1 )eB—(S _1).

a) Calcule2 - (A+B) e 2A + 2B Os resulta-
dos sdo iguais?

b) Calcule3-(A—B) e 3A - 3B. Osresultados
sap iguais?

¢) Calcule2-(3-A) e (2-3)-A.Osresultados
sao iguais?

d) Calcule 1-A. A matriz obtida é igual a A?

. Sejam as matrizes A = ( 5

£. &, Resolva a equacio:

7 2 1 {11 0 3
(6 4 —3)+2'X_( 12 5)

8
13
g . 4 3
# 4. Dadas as matrizes A = ;i 4 ,B=(1 N )e
5 0
i 5
C= 1 , determine a matriz X que veri-
_? 0

fica a equacdo 2A + B=X +2C.




g 3 L2
461 sendo A = ( )eBr 3 0 |, determine:
-1 2,
5 -3
a} ZA+ A
b) 3B
¢} (AT
d) (-B)!

1 1
[70 g 2 1 o
A=|3 | _ |eB=|3 1 z‘
tz 1 2 6
i 5 -4
o o)

<4, Resolva a equagio 2X' — 3A = B, se

= = i
A:(l l)eB:( 1 4)‘
2 By -5 10
. (2 8
33, Resolva o sistema T B
X +2Y= ( . )
—20 33
3 02 v
. Sabendo-se que a matriz | X -2 5 | ésimé-

3 z 1
trica, qual é o valor de x + 2y —z?

w+. (UC-GO) Analise a afirmagio seguinte: Se A ¢

uma matriz quadrada, entdo A + A" é uma ma-
triz simétrica e A — AT é uma matriz anti-simé-
trica.

s“m“’ig“émﬁ

A tabela abaixo representa as notas obtidas em
um curso de espanhal pelos alunos A, B e C, emn cada
bimestre do ano letivo.

g
ol
St

Para calcular a nota final do ano, o professor deve
fazer uma média ponderada usando como pesos, res-
pectivamente, 1, 2, 3 e 4. Assim, a média de cada alu-
no sera determinada pela férmula:

(2%him. x 1) + (2%him. x 2)+ (32bim. x 3) + (42him. x 4)
1+2+3+4

que equivale a fazer
19bim., x 0,1+ 2%bim. x 0,2 + 3%him. x 0,3 +4%bim. x 0,4
Vamas calcular 9s médias dos alunos A, B e (-

* A?x01+8x02+6x03+8x0,4=73
* B:4x0145x02+5%x03+7%x04=57
* (:8x01+7%x02+9x0,3+10x0,4=8,9

Podernos representar a tabela das notas bimes-
trais pela matriz;

/7 8 6 8

A=l 4 5 5 7

8 7 9 10

Vamos representar os pesos dos bimestres pela
matriz:

0,1
0,2
0,3
0,4 |

E representamos as médias pela matriz:

73]
C=| 57
8,9 |

Dizemos que C é o produto da matriz A (notas) .
pela matriz B (pesos):
C=A'B

Alidéia utilizada para calcular £ é a que sera usa-
da agora para o produto de matrizes.

Definicao

Dadas as matrizes A= (ay)y, . € B = (by),
chama-se produto de A por B, e se indica porA- B, a
matriz C = (cy)yn x »» @M que um elemento qualquer
Ci € obtido da seguinte maneira:



- Tomamos ordenadamente os n elementos da

linha i da matriz A: dyy, 0z, ..., @i (D ik
Tomamos ordenadamente as n elementos da co- cy=2-0+3(-1)=-3
luna k da matriz B: by, by, .y by @ - en-21432-8

Cy=(1):0+5- (1) =-5

Multiplicamos o 1° elemento de (D) pelo
Caaz(—j.)'i 3’5'2:9

12 elemento de (2), 0 2¢ elemento de (1) pelo

2° elemento de (2), e assim sucessivamente. _ (8
_ Assnn,c::AB::( )A
Somamos os produtos obtidos. =5 9
Assim: » D=B-Aexiste e édotipo 2 x 2, isto é;
Cix = 8y " by + i by + ...+ 8y~ by (D N 3‘) (du dp )
em que:
A definigdo garante a existéncia do produto
AB quando o niimero de colunas de A éigual dy=0-2+1 (-1)=-1
ao numero de linhas de B. dp=0-3+1-5=5
A matriz produto C = A+ B é uma matriz cujo i dy=(1)2+2-CH--4

ntimero de linhas é igual ac ndmero de li- dpp=(-1)-3+2:5=7

nhas de A e o niimero de colunas é igualao

5 : s ofi=dis
ndmero de colunas de B. Observemos o es- - Assim, D = BA= ( )

47

quema abaixo:

Amscn) Binxp) = Cimup)
[P Rt

garante a existéncia

do produto ' Pelo exemplo 8 podemos ver que AB e BA exis-

tem, mas AB # BA. Isso sugere gue, em geral, 0 }f};.
. produto de matrizes ndo é comutativo.
. Quando AB = BA, dizemos que A e B comutam.

Notemos que, seA é dotipom xneBédo
tipo n x p, com p diferente de m, entdao AB
existe, mas BA n3o existe, pois:

B{nxp) ’ A{mxn)
[ —— |

sao diferentes!

Vamos encontrar todas-as matrizes quadra-
das de ordem 2 que comutam com a matriz

2 3)e8=(o 1) (é i)

-15 -1 2

Dacas as matrizes A= (

: a b > I
detrmineinos AB e BA Seja ( l d) a matriz B que deve comutar

e ComoAédotipp2x2eBeédotipo?lXxe, com(1 2).
segue que C = A - B existe e é do tipo 2 x 2, : 0
isto é: (1 2)(a b):(a+2c b+2d
D= dyheid c d )

(2 3).(0 1):((311 C12)

(a b)(i 2):(a 28+b)
e nd NI e e d




Entao, devemos ter:

(a+2c b+2d)=(a _Za+b)

c d c 2c+d
at+dc=a
b+2d=2a+b=c=0,a=deb qualquer
d=2c+d

Assim, as matrizes que comutam com

(1 Z)SQOdaforma(a b).
[glecil g

s

Sejam as matrizes A= (a;) . 3, em que a; =i,
eB:(bjk)3xg,emquebjk:iﬂ.SendoC:A- B-
= ()5 « 8 Vamos determinar o elemento cc.

0 elemento ¢35 da matriz produto C sera obti-
do tomando-se a linha 3 de A e a coluna 5 de B.
Dessa forma, usamos a “regra de formac&o” dos
elementos de A e B para determinar as filas
procuradas:

A= Ay |=
/B %3
. bz b
B= boe = 7
b3s 38 8

Assim, C3;=2-6+1-7+0-8=19,

Vamos encontrara matriz X em A- X = B, sen-

o)

doA=(
243

Precisamos, inicialmente, determinar o tipo
da matriz X.

Temos:
A ; X = B
fn | |
(2x2) {nxp) (2x1)

s
L2
&

tais que as operagdes abaixo possam ser realizadas

Devemos ter:
®* n =2, para garantir a existéncia do produto;

® p=1,poisonumerode colunas de X é igual ao
numero de colunas de B.

Assim: X = ( : )
b

(o S

Efetuando o produto, vem (

Dai:
a
o

(2]
5a+?b)

2a+3b

Sa+7b=4
2a+3b=1

(1)
1 T
de onde resulta o sistema { , CUja so-

lucdoéa=5eb=-3.
.
Li =
0go, X ( 3 )
Propriedades da multiplicacéo

Supondo que as matrizes 4, B e C sejam de tipos

1

valem as seguintes propriedades para a multiplica-
¢ao de matrizes:

. Associativa: (A-B)-C=A-(B-()

ll. Distributiva a direita em relagdo & adicao:
(A+B)-E=A-C+B-_E

Distributiva a esquerda em relacdo 3 adicdo:
C-(A+B)=C-A+C'B

14 Determine, se existirem, os produtos:

Tk z] 2 3}
3 4|2 1

b) t -2 L—Q 3 2 —1J
3 el 09
(2 30[1 o][=1 o

c)
| 5 7]_0 1”1 2]

i =2

=2

e e



*3°9 . o .
2. Determine, se existirem, os produtos:

3 4 12
a) |5 6 1| -3
|7 8 11l 4
12701 1 173 !
b)51][321]10
= . |
=5 0
—1-3[3—2]
c)
1 1|1 5
2 2
8 2 <191 2 3
dHl1 7 510 2 3
2 4 0 0 1

™ , s s
2%, Determine, se existirem, os produtos:

2
a) | 316 -2 8 ¢ (;)(i)

5
b) (1 2)(3 4)
_ 1 3 g 1
ﬁ%ﬁ&jamasmatrizes:ﬁz 2 0 ,B:(3 1)
-1 4

eC= ( 41 ) Determine, se existit:

a) A-B c) A-C e) B-A!
b) B-A d) B'-C
(120 5 8
440, Sejam as matrizesA=| 0 1 2 [eB=|1 9
201 7 -3

Se C = (cjj); « 2 € a matriz produto A - B, deter-
mine, se existirem, os elementos:

c) Ca

afé-:?”(jalculexe)’em(z 7 )( ; ):(_2)'
e

4¢. Sejam as matrizes A = (8;)¢x 3> em que a; =1+,
e B = (bp)s x4 .em que by = 2j — k. Sendo
C = (cy)g « 4 @ matriz produto A - B, determine
o elemento ¢y5.

a) ¢y b) cs

#3. (UF-SC) Sejam A = (a);3 € B = (by)3 4 duas
matrizes definidas por ay =i +jeby=2i+},
respectivamente. Se A - B = C, entdo qual é o
elemento ¢, da matriz C?

44, Sejam as matrizes A = ( > 2 ), B= ( 1o )

-2 1 1 1

eC= ( 2 )
-1 4
a) Calcule (A+B)-C e A-C+B-C.
Os resultados sdo iguais?
b) Calcule (A-B):- C e A-C-B-C.
Os resultados sdo iguais?
Calcule (A-B)-C e A- (B- C).Os resul-
tados sdo iguais?
d) Calcule A-B e B- A. Os resultados sio
iguais?

-Fc)

AL . . 21
4%, Determinexe yafim de que as matrizes ( 1 3 )

e comutem.
y 1 5

. Seja A uma matriz quadrada de ordem #; defi-
nimos A2 = A - A. Assim, determine A2 nos se-
guintes casos:

|, B
3) A2(3 4)

. Seja uma matriz quadrada de ordem #; defini-
mos A>= A - A - A, Utilizando os dados do exer-
cicio anterior, calcule A3,

b) A=

O =
e QST

0
3
6

- A tabela abaixo mostra as notas obtidas pelos

alunos A, B e C nas provas de Portugués, Mate-
matica e Conhecimentos Gerais em um exame
vestibular.

Se 0s pesos das provas sio 7 (em Portugués),
6 (em Matematica) e 5 (em Conhecimentos
Gerais), qual o produto de matrizes que permi- .
te determinar a nota final de cada aluno?

Determine a nota de cada um.

i 2 1\ (6 2
. Resolva a equagdo X (7 3)—(5 _7).

-1 2

1 2

E?ffﬁ;}..SendoA:(z 5)eB: 3 -1 |,resolvaa
2 4

equagdo A'- X = BY

29d



- Resolva a equagdo A - X + B = C, na qual

SRR

.Sendo A = [ (l] ; ], calcule A%, A3 e A%,

- As matrizes A = 21 eB= x 7 sdo tals
1 0 2 3

que A - B =B - A (dizemos, por isso, que A e B
comutam). Calcule x e y.

+ (U, E Santa Maria-RS) Uma medida no sentido
de desafogar o trinsito € o planejamento na
construgdo de edificios publicos.

O diagrama a seguir representa trés bairros, C;,
C, e G5, com as respectivas populacdes de alu-
nos ¢ as distincias entre eles, em quilémetros:

Gy

Deseja-se construir uma escola em um desses
bairros, de tal maneira que a distdncia percorri-
da por todos os alunos seja a minima possivel.
A matriz X que representa as distancias entre
as localidades ¢ dada por X = [d;], onde di éa
distinciaentre Gie G, 1 Si<3,1<j<3
Classifique cada uma das afirmagbes como ver-
dadeira (V') ou falsa (F).

0 1,§ 2
a) X=|18 0 2.2
2 22 0
120
b) SeY =| 110 |¢ a matriz coluna das popu-
100
398
lagdes, entdo XY =| 436
482

¢) A localidade escolhida para a construt;ao
da escola deve ser C,.

Matriz identidade

Definicao

Seja A umna matriz quadrada de ordem n. A é de-
nominada matriz identidade de ordem n (indica-se por
/) quando os elementos de sua diaganal principal sao

todos iguais a 1, e 0s demais elementos s3o iguais a
zero.

Assim:

1 0. .

s ;= 01 é a matriz identidade de ordem 2.
1 00

* 3= 0 1 0 [éamatrizidentidade de ordem 3..
0 0 1 '
1 0

i [ o B _ 0 é a matriz identidade
o .. 1

de ordem n.

Propriedade

Qualquer que seja a matriz quadrada A de ordem
n, tem-se:

Veja dois exemplos:

o 2G5

1 0 0O = 3 -2 4 3
01 0|1 0|=|1 5 0O
0 0 1 0 1 0 2 1

Por essa propriedade, a matriz identidade funciona
como elementa neutro na multiplicago de matrizes.

ey

-“""”5*“}5



Assim:

i

Definica .

erinicao - e :i_(cl.z)

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz 2 g 2> 7

s dita i i i f isti a- Uil
A .e dita inversivel (ou invertivel) se existir uma m E facil verificar que a outra condicao, Alif .
triz B tal que: Dl

. esta satisfeita.
A-B=B-A=I, '

Messe caso, B € dita inversa de A e é indicada
porA=t,

Sejam A e B matrizes quadradas de mesma
ordem e inversiveis.

g e Como podemos “isolar” a matrizXem A-X=B?
Ainversa de A= ( ) é At :( ), | o . .
$5: 3, .—5 2 ~+ Multiplicamos os dois membros, & esquerda,
pois: porA:
A-A'lz(z 1)-(3 ‘1):(1 U) AL-(A-X)=Al-B
5 3 5 12 Q. 1 e
- - Usamos a propriedade associativa, a definicdo

de matriz inversa e o elemento neutro:

(AL-A) X=A1-B

e —

| o X=Al-B=X=A1l-B

Vamos encontrar, se existir, a inversa de
| )
By

. -5 , 5 5
. Verifique se ( 2] . ) é a inversa de ( i’ 7 )
Devemos determinar A~ = ( i 3 ), tal que :

2. Determine, se existir, a inversa da matriz

A'A_l:12. (] 2)

Temos: 1=anr
H T R .
cigle iy 0 i 2, Seja A= ( N ).DET(‘.‘I‘]THI]EA :
(3a+2c 3b+2d‘)_(1 D) N T
Sat+4c S5b+4d/ \O0 1, 1. Sejam as man‘izesA:(i i)CB:( 1= )
Do conceito de igualdade, seguem os sis- Determine:
temas: a) A4 B!
{3a+2c:1 . i 5 by A™'. B
,Cujasolucioea=2ec=——
5a+4c=0 2 : ... S
Determmc, se exastir, a matriz 1imversa de
sbrdd=0" i 3 . :
,cujasolucdoeéb=-1led=— 3.6
Sh+4d=1 2 "




«(UF-CE) As matrizes A e B sdo quadradas de

e 0 0 0

ordem 4 e tais que AB = 0 >0 0 . De-
0 0 9 0
0 0 0 9

termine a matriz BA.

7
2 -1
b) (A™)2+ A2

w#.Seja A~ ainversade A = ( ) Determine:

a) A+A!

«(UC-GO) Determine x a fim de que a matriz

1 2 5 ;
A= 0 x5 igual a sua inversa.

—3), s ( X X—4)
¢ a matriz :
X x-5 1

B

[ WA
£358. A inversa de

b

Determine x e y.

)

1.(PUC-MG) A matriz A = (a;), 4 3 € tal que

| BidjseiFE] o .
‘“_{Zi—:ﬁj, Gl . E correto afirmar que:

B R ;
1 7 5
a) AZ(() J ) A:(ﬁ 9 9)
2
be ] "1 5 6
b). A=| -5 d) Az(_ )
L() 3 rA; B

. {Vunesp-SP) Considere as matrizes A = (; };),

b =1 oo~ wn

B—(l 2) (1_'4 5 3
& & Le;— 36 45 ) COM Xy z nimeros

reais. Se A - B = C, a soma dos elementos da ma-

triz A é:
a) 9 d} 50
b} 40 el 81
cl 41

3* (Mackenzie-SP) O trago de uma matriz quadrada é
a soma dos elementos de sua diagonal principal. O
traco da matriz A = (a 3); 3, tal que g ; =1, &

a) 3 d 4
b) 23 e) 26
¢) 52

4. (Unirio-RJ) Matrizes bindrias sdo matrizes cujos ele-
mentos pertencem ao conjunto {0, 1} e tém aplica-
¢do em Ciéncia da Computagio.

de vestibulares

1 0 2
©8.Qual é ainversadamatrizX=| 0 3 0 |?
2 0 1
o 1 2 3
B7. Determine a matriz inversade X=| 0 1 4
0 01

+43. Usando a inversdo de matrizes, resolva a equa-
3)63:(11 .:4)_
2 9 8

o0 o
2. Supondo inversiveis e de mesma ordem todas
as matrizes envolvidas, isole a matriz X em:
a) X:-B+A=C
b) A1-X=B"

QﬁoA-XzB,seAZ(i

A matriz obtida pela soma de todas as matrizes bi-
ndrias 2 X 2 é:

5 &7 8 8
2 s d) [8 8]
6 4] 4 6
&) 4 6 & {6 4]
o TE ]
) |4 4]

5 + (UF-AM) Uma matriz quadrada ¢ simétrica se, e so-

2 x? x
mente se, A"=A, Se a matrizA =| 1 0 5-vy
Log gl |

PR _ X+y ,
¢ simétrica, entao o valor de 21 é:

3
a) -1 d) 4
b) 3 e) 0
c) 1

1 2 3 4 ; } i
A=l 5 6 7 8 |eB= 58
[—l 0 0 1 } i
4 0 1
a}) 0 d) 11
b) 2 e) 22
c) 6

: 200



7.

=

i0

11.

12.

(U. E. Londrina-PR) Dadas as matrizes A = (a;)3 . 5
definida por a; =i~j, B = (by), 3, definida por by =j,
e C = (¢;), definida por C = A - B, é correto afirmar
que 0 elemento ¢,; é

a)
b)
c)
d)
e)

(Mackenzie-SP) Se o produto de matrizes

igual ao elemento c;;.

igual ao produto de a,; por bss.
o inverso do elemento cs,.
igual 4 soma de a;, com b;.
igual ao produto de a,, por by;.

( 1oy /fo 1 - . . é a matriz nula
~1 177810 2 /7|7 P
x+yéiguala:

a) 0 c -1 e) -2

b) 1 d) 2

b
{Fatec-SP) Seja a matriz A = {’11 1 ], tal que

-19 -8
pd 53 ;
A [ 6 15 } E verdade que a + b ¢ igual a:
a) 0 c) 9 e) -9
b) 1 d)y -1

(UF-RN) A matriz a seguir é 7 x 7 e foi formada
com o nimero 1 em cada posigio da primeira li-
nha, um 0 e um 2, alternadamente, nas posicbes da
segunda linha, dois ¢ e um 3, também alternada-
mente, nas posicoes da terceira linha, e assim suces-
sivamente.

1 11 1 111
0 2 0 2 0 2 0
600 3 00 3 0
0 00 4 0 00
0o 00500
0000 06 0
0 0 0 0 0 0 7

Numa matriz 100 x 100, construida com o mesmo
critério, a quantidade de nimeros diferentes de zero
na centésima coluna é
a) 8 b) 9 11

c) 10 d)

(U. E. Quro Preto-MG) Dadas as matrizes

A:(fl t; ;)eBz(é _11 8),sabe-seque
3 4 ;
A-B‘:(_2 l).O\ralm<:'lea+be:
a) 3 ¢) 10
by 7 d) 11
2 5
{Unifor-CE) Sejam as matrizes M = |: -1 0} e
3 1
a 0 0
Nzlt} o 0],c0m0ﬁ€ R. E verdade que:
0 0 o

13

14

15.

301

a) M:-N=g-N d) N-M=a-M
b) M-N=a -M e) N-M=qg-N
¢) N-M=c2-M

(Unifesp-SP) Uma industria farmacéutica produz,
diariamente, p unidades do medicamento X e g uni-
dades do medicamento Y, ao custo unitiriode re s
reais, respectivamente. Considere as matrizes
M,1x2,eN,2x1:

M=[2p q] e N:B‘i]

A matriz produto M - N representa o custo da pro-
dugdo de:
a) 1dia
b) 2 dias

c) 3dias
d) 4 dias

e) 5dias

(UFE-R]) Um dispositivo eletrénico usado em se-
guranga modifica a senha escolhida por um usudrio,
de acordo com o procedimento descrito abaixo.

A senha escolhida §,S,8,5, deve conter quatro digi-
tos, representados por Sy, S,, S; ¢ Sy Esses digitos
sdo, entdo, transformados nos digitos M|, M;, M; e
My, da seguinte forma:

)l

(2)=#(3

5
onde P é a matriz ( ? (]) )

= P( Sj .
M, Sy

Se a senha de um usudrio, j4 modificada, é 0110, isto
&M =0,M,=1,M;=1eM, =0, pode-se afirmar
que a senha escolhida pelo usudrio foi:

a) 0011 c) 1001 e) 1100
b) 010! d} 1010

(Faap-SP) Uma montadora produz trés modelos de
veiculos, A, B e C. Neles podem ser instalados dois
tipos de air bags, D e E. A matriz [air bag modelo]
mostra a quantidade de unidades de afr bags ins-
taladas:

A B C.
D2 2 0
E|l4 4 2
Numa determinada semana, foram produzidas as

seguintes quantidades de veiculos, dadas pela ma-
triz [modelo-quantidade];

Qtde.

Al 300

B| 500

ClL x
O produto da matriz [air bag modelo] pela matriz
[modelo-quantidade] é Lelo . Quantos veiculos

3600

do modelo C foram montados na semana?
a) 300 c) 150 e) 100
b) 200 d 0



1&.. (Unifor-CE) Se a matriz B = (bjj), de ordem 2, é a il
matriz inversa de A = [ _01 f ], entdo: caatransposta de A. Se A = }27 . ¢ ortogonal,
1 entdo x* + y* é igual a:
a) bl] ——? d) bzg— 1 1} _L d) ﬁ
b) by;=-1 & B _ 1 g 2
n="3 y 3 o 2
c) by=1 4 %
i 3 o L
17 (U. E Vicosa-MG) Scjam as matrizes A = ( 5 6 ) e 2
X o=l o _ ) :
M_(—l y ), onde x e y s30 nimeros reais ¢ M é 12[.}r(Cefét~PR) SendoAZ[z _l2 ]e B:[BI _21 })
stz mversaxieA. Entonaprodutn Ky entdo o produto entre a matriz transposta de A e a
3 L iy matriz inversa de B é igual a:
a) 5 9 5 e 7 st g ] =
2 3 a) - J G e
b) 3 d 0 -1 " 2
r 5
1 -1 b) _03 _28 ] B
18. (PuC-MG) Multiplicando-se a matrizA=| | 3 ' t [, 5]
2 -3 10 g | ™ =g
<)
-1 0 L2 -5

. 3 2 , ;
pela matriz B = 9 , obtém-se a matriz
- X

i " s 1 -1
= [é ?—I.Entﬁo, - 21{.{UE-AM) Considere as matrizes M = o 10
. 1 :
a) -1 c) 2 N = 0 B 0 ex=|* .S¢ X ésolucdo de
b) 0 Q) 3 2 1 ¥
M™ N - X =P, entao x* + y2 ¢ igual a:
19 (Fuvest-SP) Uma matriz real A € ortogonal se a) -5 <) -3 e) 4
AA'=T,onde I indica a matriz identidade e A' indi- b) 5 d) 3

(UF CE) A matriz quadrada M, de ordemn > 1, satisfaz a equacio M? = M — I, onde I é a matriz identidade
de ordem n. Determine, em termos de M e I, a matriz M2903,

% (U. E. Londrina-PR, adaptado) Uma das formas de enviar uma mensagem secreta é por meio de cadigos
matematicos, seguindo os passos:
1) Tanto o destinatdrio quanto o remetente possuem uma matriz chave C.

2) O destinatdrio recebe do remetente uma matriz P, tal que MC = P, onde M é a matriz mensagem a ser
decodificada.

}
i
;
¢
!
i
i
i
i
i
I
!

3) Cada numero da matriz M corresponde a uma letra do alfabeto: 1 =a,2=h,3=¢,..,23 =z
4) Consideremos o alfabeto com 23 letras, excluindo as letras k, w e Y- !
5) O ntmero zero corresponde ao ponto de exclamacao, ' o
6) Amensagem é lida, encontrando a matriz M, fazendo a correspondéncia numerof]etra e ordenando as I'
letras por linhas da matriz conforme segue: m;;m,m;3my; m,,m,sms;ms,mss. !
s, 10 2 uelf il
Considere as matrizes; C=| 0 -1 0 |eP=| 18 38 17]|. i
; 0 i 19 14 0

Com base nos conhecimentos e nas informagdes descritas, que mensagem foi enviada por meio da matriz M?
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