
Em jornâis e revistas, com freqüênclâ encontra-
mos informações numéricas organizadâs nâ forma
de tabelas, com l inhas ê co unas. Vêja alguns exem-
plos â segu r.

Jogos Olímpicos de Atenas - 2004
Tabela de medalhas

Fonle:Íhe OÍÍic alWebsitê oÍ the Oympc Movement

Compêlção de rerno nas Olimpíadas dê
2004.

Como os pesquisadorês delinem
as classes econômicas

)]1r Contan.se pontos conforme
o númeÍo dÊ itens ns casa

4fi6



$AdÌcionam.se pontos segundo o
gmu de insirução do chefe daíamília

Em [4âtemáticâ, âs tabelâs que você ãcabou de
er serão chamadas de mãtr zes.

Diz'nos. enldo. q-e . ' Ìd na'í17 Ì n e Urìe
tabela de m n números disposlos ern m l inhas (f i lâs
hoÍizontais) e n colunâs (f i lês vertÌcals). Vejamos:

é uma matrÌz 1 x 3

é uma matriz 3 ̂  2

4

2
,1

0
2
0

é uma matÍ iz 2 ̂  2

é umâ matÍ iz 3 x 4

pelo sÍmbolo o j ,  no qual o índice
em qLre se encontra talelemento
se a c0luna ern q!te se enconlrâ o

Reprêsentaremos tâmbém
A= (âr) . , " .  Note que 1 < i  < m

I reíere-se à l inha
e o índicef refere-
elemento.
a maÌf lZ A por

e 1< j< n.

!

l -1
j

Sejaamatr izA=l 2
t -
\J

0 elemento qle está na

0 elemento que está nâ

0 elemento que está nê

0 elenìento que está na

0 elemento que está na

0 elernento que está na

co Lr nâ 1, é

l inha 1,  coluna 2,  é

l inhã 2, colune 1, é

: ì
5

4 ) . , ,
l inha 1,

l inhâ 2.ô1, 'h:2 é

o=( '

' [ i
,=[ :

' [ i

, t )

&. , q: ,"t\ !"

(,X, l: ì;ì i'í i i,,:t' l "f \ "&\'{ t C,
Consideremos uma matrlz,4

elemento quaÌquer dessa matf iz

Vê'ì os esc-evera -nê1ri7 A íe ì em que
er i .

LJ.nê -netI l  do t ipo 2 3 pode s"í gêne'irà-

ne Ìe lFDrê\enÌÀoà oot A Ià '  
è l  è 1.

\ a?r e?? an /
UÌih7ãrdo ê egre de tot rècèo oo. Flerento.
0essa ma!nz, temos:

a,  I  0 ê)- l  )  1è,  .1 I ,  I
e )  I  è -2 2 D ê/  2- l  - I

l

-7

0

t
1
0.

21
3
q

*. ' , ,0=(f  ]  l )do t lpo m x n. l jm
sera representa00

Resultâdo

ït:|i i



gonâl secunder ie de /4,  contorme indicêoo
seguir:Matrízes espeeiais

0s elementos de,4 cujâ somâ dos
nha e da colunâ é igual  an+1
diegonal secundáriâ deÁ.
Se, por exemplo,À é matriz quadrada de ordem
3, oé elementos or, o2z e o31 formam a dia-

al l

ffi exertãcros ffi t
t ,  De o t ipo de rada uma das seSuinre5 marr i /e. :

_;l
4, Qurla malr iT A -  Í r i r \  .  a.em que, i ,  -  l i  2 i?

J.  Derermrned mJtr i r  B íbf , . ,emqueb,- i .

Que eÌementos pertencem às diagonais pmrcr-
pal e secúndária de 3?

'+.  Indiquc d.  m, i l r i , ,e\  C -  íc; ; ) . l  , .  em que
c];  = i2 + 1, e D = (dj j )r  x 3, em que di j  =i- j .

Que matrizes especiais são essas?

a, Dê a matriz À = (ait)4r3, em que: 
_

l0,sei>j
I  I  l ,sei<j

l ) .Sendo à matr i /  {  -  ía, ; ì ,  , ,  em que

Í i+i ,sei=iai-1^ 1.  ,  rornelJ 05 elementoç que
tu,se1+t

pertencem às diagonais principal e secund,ária
deÁ.

7, Quâl é o elemento aa,. da matriz A = (a1;)s,6,
) i

em que ai i= í-1) '+r '  z?

,r1
; l

I  r  3 l
a) A=l-7 2l

L4 2l
b) B=(3 4

. r  c=f"  ! l
L( d I

[1 5
d) D= 3 I

t -2 9

I r ]
e) E=l  I  I

Lz )
. l r  4 2

f )  F: |  2 7 0
L: s o

Vejamos âlguns tipos de matrizes especiâis

|\4atriz linha: é uma matriz Íormada por urna unt-
ca l inha.
A=(0 2 4 )  é uma matr iz l inhe 1 x 3.

f lâtf iz colunâ: é uma mâtrÌz formada por uma
únice colune.

|  2 l
t l
t  4 l

B=l .  |  éumàrnatr izcolLrna4. 1.

L-e l
lüatÍ i , ,  nulà: e Jmã me(r.z cujos elementos sào
todos Ìguais â zero.

A=l :  :  :  I  é urna marÍ iz nula 2 \  3.

B=l :  :  I  e umà rnaviz nula 2 ,  2.

l '4atr iz quãdradâ: é uma mãtriz que possuÌnúme-
ro de l inhâs igualâo número de colunas-

n= / 
a 3-ìe 

ur. r. trÌz ouadracla 2 x 2. úrze-
\  1 !2/

mos queÁ é quâdrada de ordem 2.
(  

-  1ì
'5

d -  e umd malÍr l  ouaoíada

130 7
\13 t  4)

3 x 3. Dizemos que B é quedradã de ordem 3.

SejaÁ uma matriz quâdrada de ordem n.

0s elemenlos de.4 cujo índice da l inha é iguaì ao
índìce da coluna constìtuem â díagonâl prìncipal
deÁ.Assim, o11, o22, o33,... ,  onnformam a diagonal
principalde:

da l ì -

eme

índices
consti(u

a8t



i:; (Uf nD,qt tnp.rat"ra corporaÌ de um pactente

foi medida, em graus CelsiìN, très vezes ao dia'

duÌante cinco diÀs. Cada eìen, ento a1; da matrrz

abaüo corÍesponde à tempemtuÌa observada no

instante i do diaj:

Como as condtçoes@ @ "@ 
deuem se'

satisfeitas simultaneâmente, o valor de m é -1:

|  35,6 36,4 38,6 38'o

| :e,r :z,o :z,z +o's
l:s,s :s,z :e'r :z,o

Determine:

a) o instante e o dia em que o paclente ap{e-

ìcnlou J Innlor lemPerdlUrdi

b) a temPeratura média do Pâciente no tereÈ

ro dia de observação'

ïjl iì' Determine a,

( i  : )=(1
l , , l  letermine :ç,  /

( . i ' ' .1,)=(; '

d pâ(a qüe se tenha

e z que sat isfaçam

i )

: ) *

lÌÊ'iíffi,ffi"r ,,1i,ij,!ffi1ìiÍtr{ffiffi;ffi :i,, Determinepe4,rajs*.(,1, 4)=(3: ;r}

:.' Verifique se existe fl, m € R, pêra que se tenha

/m-l  0\- /  I  2m\

\ r - -  
- /  

\ - :  4 ) '

: , l i .  Determine m, m € R, se e) i ist j r '  ta l  que

/e mr 1r- /o 1ì
\  - :  t l  \m t l

'  seìa {  - , , r i j r : .  . ,  em que r ,  -  |  |  i  De'erÌ Ì ' i r ìe
J m_2p\,

m.nepem b-\ , .  r  n_p s

fim de que tenhamos Á = B'

1.::l Determine )c e /  leais,  de modo que

f , .  " l=[r  1 l
l -1 5l  I r  5]

lgi**9dade d* matriess
Elementos corresPondentes

0âdas duas mãtrizes:

(a" aç '  ar"  
l

À I a2r 422 ...  a2n I e^l : : 'J
\  amr am2 . . .  amn /mxn

/b, ,  b, ,  .  bL" ì

^ 
| rtrt rrr, . rt" I" l : r : l

.  \  b. t  b. .  D'" , / . , "

dizemos que elementos cle mesmo índice ( l inha e

coluna) são corresPondentes-
Assim:

' ot1 e blt são corresPondentes;
. o12 e br são corresPondentes;

. o-n e b.n são coÍrespondentes

Pâra que valbres de m vale a igualdqde

/o i  z1-1r- ' '  I  2. ìz
\ - :  m+r -r / - \  3 o ?m+LJ

0evemos tec

l0 1-m2 -m=-t  
ou m-1O

lm+1=0 =.=-1 I
[ - r=Zm+ r -  m=-1 ( ,

Adição e slibrrãçãü
Adição de matrizes

Dadas duas matrizes, A= (a1)*,.e B= (bi j). '" '

a maÍriz soma A + B é a matriz C = (ci j)m x n, êm que

cjj= arj+ bi jpara todo i e todo j

Em outÍas palavras, a matÍiz soma C é do mes_

mo tipo qoe Á e B e é tal que cada um dê seus ele-

mentos é a soma de elementos corfespondentes de

Á e 8.como Podemos observarna soma:

tz 1 3\ , í1 3 -+1-13 2 
- t )

\o s z l ' \z  -2 3r\2 3

zES



soma de

i,)

j

Subtração de matrizes
Oâdas duas marrizes,A= (ar/-,.  e B =

deÍÌnimos â mêtriz diferença A- B como a
Á com a opostâ de B;Ìsto é:

I  | .  B=a+( Bì l
Vejamos dois exemplos:

f  2 s ì í2 3 ì.  l -1 6 i  2 s =
\4 -2, /  \3 1/

(z s ì  Í2 -3ì14
=l-r  6 l+ z _s l= l  3\4 -2) \ . .3 1/  \ Ì

. /o r)-1 L r ì
\ -3 2/  \  2 s i

/  o r \  / - r  1\  / -1 2
\-3 z/  \  2 s/- \ -1 3

2+b 1+cl  f7
-4+e 2rf  l l1

üo cÒnceito de iguã dade, vem:

Ì ,  ta l  que

1l
7

2+í=?

nl
sl

determinar ã m âtr iz
r  l+x_iz s 1l
2 l t  6 7)

prDcuÉdãédoÌ ipo2x

"oorx=[t  
b t l .

ld e Í

vamos
f 3 2
t1 4

Tenìosì

32
-1 4

t

3 e podemosA ÍÌ1atnz

represenÌat

1l a b c l  [z s
2lLd e f  |  1 6

:11
Daí:

l:'.i

-=[ :

3+â=7
1+d=1

2+b=5
4+e-6

Vamos determinâr â

trntão:

a=4, b. .3,  c-0,  d=2, e=10 e í=5

Logo: ', I
; l

\e, : ì  rmè rzA t 'a. , ) .  . . . thanaspo:orraoe4
a nìàtr iz representàdã pÒr -Á,ta queA+ ( A)=0,em
que 0 é a mâtriz nu ê dotipo m x n.

Dâ definiçào, decorre que -1 é sempre obtida de
A trocalìdo-se o sÌnê de cadâ unì de seus elementos.

Dessâ mâneira, ternosl

^=h
' ."^=[i

matr izX, tal  que:
'I f c

2 Ll  l+ 4
l * l '

2 4) LI  3

A mêrrizx procuraclâ é x = 
h : ; ]

6 4l
1 sl

b-3 c 2l  l3
e 6 í  s I  l0

- t l  ;Êl  l13
10

Temos:

lè b c l  13 2l
Ld e f l  L4 6 s l

l i  z  r  *  + :=1 .  + t  l
L-I  2 4) l1 3 1l

MetÍiz oposta

e 6--1

b=9, c=6, d=4, e=5, f= 10

=3 c-2=4
=6 d-4=0

Daí:

f ^ ^

Ld 4

Em qu

b-3

Então:

+' l
o ol
+l lz 41
.  ,enÌèo A=l 1 

-' I  L-7 - ' l

,. -l



Propriedades da adição
Sendo,4, I e C mâtf lzes do mesmo tipo (m x n) e

0 ã mãÌriz nula do tÌpo m x n, pode'se provàT qtie va

lerÌr as seguintes proprìedades para a adição de ma_
Ìrizes:

L Comutativa: A + B = B + 4.

l l .  Âssociàtìva: (A+ B) + C=A+ (B + C)

l l l .  ElemenÌo neutro:A+ 0 =A

lV 0posto:A+( A)=0

#f;M# #"Htrï"firilã{3# ffiffi

A 9eqúência apresentada nos mostrâ que essa
eq'rdçao é Íc.olvida do mesmo modo que à equacâo
x ã+ b=c, em quex, d, b e c são números reats,
AssìÍÌ,  para adição e suLìt iação de mãtrizes é possi
vel siriplesmente fâzeÍ:

X A+B=C+X=c B+A

it"#.or."r.,

u ( ;

r , l ;
c) (r

' ll'
I

I

ì
,2

Íit, selanras matrizesa = (a;)3,r,em que a,; = i j,

e B = (b;) , , , ,  em que bi j= i  +j  l .

a) DcleÌmiDeânatr izC=À+8.
b) L, tererrni , rer  nrrrr iz D A-8.(  oÌno\o.r

represeniaÍia, geÌlericatúente, Lrm elemento
d,, dc D?

.1P.:" , . ,n, ,q l ' -  l ì . . - l !  " \ .\ . ) : /  ' \  L l
|  )  r \

,  { ;  , .J.Dcr. fm, 'edmJrr iz 
A R:{ ' .

Í,$. Resoha uo s.guintes eqdações matricirìis:

( r  r j  fs  o)
i Ì )  X+ l l ]= 2l

\2 0/  \7 Bi

, . ,  "  /  r  4 7\  / - r  2 1Ì \
" / ' \25 r /  \  l+ t /

í1i13" tletcrmine a nratriz x em:
/ r  \  /1 \

l ,  ' l l ,  ' l - ' ( l  Ì ì
[o zJ \ ,  - ]

i l Í . .  s.;"- * narrjzes À = (a1;),0,, ' ,  em que
r,-  i  i .eF , l ì r r r .  . .emqLreb i I r .
\c iJ(  { ,B.emque, , ,  b.Dctcrmire

7)

;l

7\ /6 2\
+l- \s e /
- r l  f  r r  r l
5l+ 0 2l
1l L-3 4l

5 o 4)-(6 6
1 r ' l  [o
3 4 11

3"8:

b) cro p



ãâ, ResoÌva o sistena: l -1 A
.  sen= i

lz
6\ / Ì6
+/=\ra

fc
(  2) .À=l  - .

l1

\'7\
ô ,  en!40

B -21l?l
6 0l1.":"1í

,  [2 ? l.*o l , l  !1.* , ; "  j^  ;  I l
L é)

ii)
z\ /  z : \
6l \ ,  4 6l

e J {5 rdbelr .  r  .cguir  indi i rrn o numero , le i ì rr ,
de três aÌunos (A, .iJ e C) enì cinco disciplinas
(Português, Mêtenática, BioÌogiâ, HjstóÌiê e
Física, representadas por slÌas inìciais), nos me
ses de março e abriì.

t

r)

b)

QuaÌ tabeÌa ìnclica o número de faÌtas d€s-
ses alunos no primeiro bimestre?
No primeiro bimestre, quaÌ aluno tcve o

' maior número de faÌtas em Porlugués? E eÌn
Matemática? E cm Históda?

Produto de um número real
por uma matnz

Seja a matr izA= (a;) , ,n e k um número real .
0 produto de k pe a mâtriz Á (ìndica-se: k A)éa
mâtriz B = (bi/,  * 

", 
qre se obtém muhipl icândo cada

elemento de/ pelo fatof k.

Vejamos âlguns exemplos:

.  seA=(2 4 7),então3 A=(6 12 21 )

t1.  AtranspostadeB=];

;1ìì

lvi*trír-
Dada uÍr, rìâtriz A = ("/" , n, chama-se tnos-

posta deÁ a nâtf iz:

f": :------1 -_ I

t.1-91!.r ;
tâl que aj = âj para todo I e todoj. Em outros tef,
nos, a mêÌ i l4 ren ( oi-nas otde^êdd-renÌe tg-at5
às l in has de,4.

Por exômplo:

ïí'.*íìí$Ë1*Stü

. n tr"n.po.t" o. n = | -1\ l

l \^^,  /1 s\
o/"- \ :  s/

-  [ r
? ?l

-  i  leB'= z
LJ

4l
. l

; l



f  o a b c l

-  I  a 0 d eì
'= l  u d o Í l

L-c -e Í  0 l

são ânti 'simétÍicâs.

fa b c l
.  Atrânsposta de c =Ld 

;  l le

. l l ïïl
*

â) 3A+B b)A 3B

f  r  4 t ì
ã6"s"1o. as matÌ izes, t  = z i  i  |  .

\  I  4 l /

B tb,  r  .  enì que b, -  2i  -  Ì r '  Detcrmine I

matriz 3À + 48.

2z r.irm a, nratrize. { í : . ' ). u íl 
t 

ì
\2 l . /  \J Ì '

a) Calcüte 2 (A + B) e 2A + 2B Os resulta-
dos são iguais?

b) Calcule 3.(À B) e 3A 3B.Os rendtados
são jguais?

c) CalcuÌe2 (3 4) e (2 3) A.Osresultados
são iguaìs?

d) CalcuÌe 1 A. A matriz obtida é igual a Á?

âS, Resoìva a equaçao:

I  I  L l

^=[ l :1,e=l  
r  i  z l "

L3 ' t  I  q z ?)

l :  o :  o l
c_ b e r  g l
"  

lc  r  n i l
Ld e i  j . l

por exemplo, são simétricas.

( ;1 i ) . "=(ïg;)
l+

29. Da.tas as matrizes a = | i

l;

^=l:, ;l ,=li i ,?]"

Matnic sirn*tríe;x
Chama-se matriz simétricâ toda matrÌz quadfa_

da,4 de ordemn,talquei

Em outros termos, uma matiz A = (at/n r n e sl_

métrica quando ei l  = ai paretodoietodoi lssoslgnl

í ica que os elementos sìmetricamente dispostos em

relação à diâgonal pfincipal são iguais.
as maÌrlzes:

Matriz â nti-si rnótriÍ:ã
Chama-se matriz a nti.sim étrica toda matfiz qua

drada,4, de ordem t, tal que:

Em outros teÍmos, uma matrìz A = (a' l)",  
" 
é anti_

simétricâ quando ai j  = âj i  pâra todo i e todo/ lsso

sìgnif ica que os elementos simetricamente dlspos

tos em relâçãoà diâgonalprincipalsão opostos e os

elementos da dÌagonal principal são todos nulos.

Por exemplo, as matrtzes:

ffi exerciciffis ffi
?4, lada a matriz A = i '.

)
5

-. J, obtenha as

â) 4.4 b)+A

(zs\  (3 -2 ' \
Ê5. sejam as matrizes A =l I s l"n=l r o

\0 7J \e 8.1
Determine as seguintes matÌizes:

: ì

; ] '= i l ; ) "
í .  +'ì

c-1,  -  
l .determineamarr izYquevert-

[T ' ,
f icaaequação 2A+ B = X+ 2C.



J rJ.  sendo A = l  l

a)  2A+At
b) 3BÌ

c) (N)'

d)  (  B),

lü. tesol,nu

^=( j

, ì
0 l, determìne:
3J

3 iÌ , nesoÌva o sistema

t(ica, quaÌ é o valor dex + 2y z?

35, 1UC-CO) a"ol;." n âfirmação seguiÌlte: Se Á é
uma matrìz quadradà, entãoA+ Ar'é uma DÌa
tiz simétrica eA Al ê umâ matrü anti simé
ú\ca.

Multi6:li*açfir: dm
rïì*trIu es

A tabela âbâíxo representa as notâs obtidas em
um curso de espanhol pelos alunosÁ, B e t,  ern câdâ
bimestre do ãno letivo.

PaÊ càlculâra nota f ineldo ano, o professordeve
fazerumâmédìa ponderâda usãndo como pesos, res-
pectivanìente, 1,2,3 e 4. Assim, a média de cada alu-
no será detefminada pelâ fórmula:

.tlir1':I.!i* G,bir". I 4{I-!'!!]I:r) relq 14
l+?+3+4

que equivale a fèzer:

19bim. x 0,1+29bim. x 0,2 + 39bim. x 0,3 +49bim. x 0,4

VaÍnos calcularès médias dosalunosl,B e t:

.  4:7 x 0,1 f  Bx0,2+6x0,3+8x0,4. .2,3

. 8: 4 x 0,1 + 5 x 0,2 + 5 x 0,3 + 7 x 0,4 - 5,7

. C: I x 0,1 + 7 x 0,2 + 9 x 0,3 + 10 x 0,4 = 8,9

Podernos representar a tabela dâs notâs bimes-
tràrs pela màlrÌz:

E representamos as pelã matriz:

tSl.lcterrnine )a ern 3)l + 2A ,=

f+ ' l l  f , ,
^=]+'  ' ] ' "=Lj ,  l

Lr 5 2l

, ,  tz 16 Bl
; )  , r=la s s z

6ì LB 7 9 10 1

33 / Vamos representar os pesos dos bimestres pelã
matriz:

Io ' t  I
3:31

Io,ql
médias

fz?l;,; i
L 8,91

i ) ""  [ ;

a equâçãü 2Xt 3À

t).-=( i  í)
2X+Y=í -

.l r i;

l3x+2Y=l- '
L \29

B' + 2X, se

ol

: l

I
-13

13
20

c=

Dizemos que C é o prodLtto dã matriz,4 (notas)
pele matrizB (pesos):

C=A B

A idéia uÌ, l izddã para calculârCe d que sera usâ-
da âgofa para o produto de màtrizes.

Definição
oadas as marrizes A = (a).," e B = (bf", r, ,

chama-se produto de/ por B, e se indÌca por A. B, a
matriz C = (cr).,  o, em que um elemento quãlquer
ck é obtido da seguinte maneirâ:

tü.4



Íomamos ordenâdâmente os n elementos da

linhâ / da matriz Á: di1, diz, . .  ,  oin O

Tomamos oÍdenadamente os n elementos de co
luna k da mâtriz Brbjk, br" ,b*. @
I ' lu l t ip l icamos o 19 elemento de @ pero

19 elemento de @, o 29 elemento de @ pelo

29 elemento de @, e assim sucessivamente-

Somâmos os produtos obtidos.

Assim:

c^-e, Ì  b. .  a i /  b^F.. .+aì b,r

AB quàndo o ̂ umero oe ( olunac deÁ é ig-r

ao número de l inhas de B.
ATê1rzprodutoC-A Béunâ ÌaÌr i /  cuio

em qLre:

c11=2 0+3 (  1)= 3
.e=2 1+3 2=B
ca=( 1) 0*s (  l )=-s
c22-(  1)  1f5 2=9

3)
D=B A existe e é clo t lpo 2 x 2, Ìsto él

em qLre:

nssim,C=nS-í  i
\J

fo t \ . (  2 r ì /dÌ Ì  Í r , l
\  I  2 i  \  L 5/  \ r l  ,  d: : /

*=( 1 ))

!

dt= o '2 r
dru =o 3*
dr1= (  1)  .

d?r= (  1)

nhas cle/ e o número de co unas é iguâlâo :

número de colunas de B. Observemos o es_ l:

quema abarxor I

- l_ì  h " /n o _, '  pL' \mrh) -(n:  Pl  _!m: pr t r

gâ€nte a exislência
do orodJlô

\oÌemosqLe. ce4 é oottpo r '  n eBedo
t;oo n ̂  D. Lom D o.lerenÌe de m, enlèo AB

'I existe, mas BA não exlste, pois: I

Br,. !  ALn.,
'úr ' :

.ào d.ê.Êr.ec

Assim, D =

r Peio exemplo B podemos ver qle AB e BA exis_ ,
Ìen. md-AB _ BÁ. ssoslrgereoue. e-n ge é,, o

'r Droduto de matrizes não é comutatìvo- '.:,
U .dndo AB BA. d /-ì0c que , e I ro ì L, '-  ì  .

: : , : , . , j : .

Vamos encontfar todâs as
das de ordem 2 que comuta

i ,1 2ì
\0 1/

rnatrizes
mcoma

quadra-
matriz

determinemosAB e BA.

. Como.4 é do t ipo 2 )< 2 e I é do t ipo 2

segue que C =A B existe e é do t ipo 2
rsto e:

Sej ,  {  "  "  la nat iz B q.e deve com.tar
\  c 0/

I  r  z\
com I  L

\  0 1/

/  t  z\ /  a b\- /  a+2c b t2d\

\o r l \ .  a/  \  .  6 I
/a r \ / l  z \  /a 2a+o\
\c d/ \0 1/ 'c 2c+d'

Dadas as marr zes a = [  
t "  

7)"u=( 
o,

\ - r  J/  \ - I

3\. /o r \  /c ' '  c" \
s/ \  1 2/  \c, ,  c22 /

'Tx2,
x2,

( -"

'i- 
-- 
i;



Devemos ter:

n = 2, para gãrântÌr a existência do produto;

p = 1, pois o número de colunas deXé igualao
número de colurìas de B.

Assìm:X=l"  I

Então, devemos ten

la+2c 
b+2d)_l /a zê+b ì\  c d /  \c 2c+d/

1 :  I  : : .=;"  -  
o ="= 0, a = d eb quarquer

Assirn, as matrizes que

í '  ' ìsaoaaro' . " Ía Dì
\0 r /  \0 a/

(  ì r  ì
A=1a3,,  a3,  a,  

l= l  
2 1 0 

]
\ ' -  ._/  \ " ,  .  - /6\3

. í -o"- ì  í  6 ì
B= b,.  . . .  I  = . . .  7 . . .  I

\  0, ,  ,1, . ,  Ì ' . . .  r  . . .  J

c0Tnutãm com

Sejam as matrizesA= (ar)5,3, em que a, =, 1,
e B = (b1)3, s, em que b,k = i+ j .  Sendo C = A B=

(cr ). .  s, vêmoc deÌe rrrnar o ele.re.Ìo c . .

0 elemento cas dâ malriz produto C será obti-
do tomando-se a l inha 3 del e a coluna 5 de 8.
Dessa forma, usamos a'Ìegra de formação" dos
elementos de Á e B pâra determinâr âs f i las
procuradasl

Assim,cas=2.6+ 1.  7+0.8= 19_

Vamos encontÍar a matrÌzXem A.X = B, sen-
/E ) \

doA=l '  leB=l-  ì
\2 3/  \1/

Precisamos, inicialmente, determinar o t ipo

( :1
Freruando o orod-Ì.. vem ( 

;; ; 1; t - 1 i f

deonderesurtaosisrem"I 
l : l t ï=i ,*J"*

luçãoéâ=5eb= 3.

/  q\
Loco,x=l_3].

Daí:
f

) ( ; )=(ï)

Fnopriedades da multiplicação
Supondo que as mâtrizes/, B e C sejam de t ipos

tâis que ês operaçôes abaixo possam ser rear zaoas,
valem as seguintes propriedâdes para a mu t ipl icâ-
ção de matrizes:

l .  Associar ivâ:  (A B).c=A (B.C)
11. Distr ibut iva à direì ta em relação à adição:

(A+B).C=A C+B C
ll l .  DistrÌbutivâ à esquerda em Íelãção à adiçèo:

c (A+B)=c A+c.B

, ,ï%ji;i

da mâtrizX

Temos:

I
l .zx?)

X=B
11

I Determine, se eristirem, os produros:

, ,  f r  z l [  z ' lL3 4lL 2 I

u,Ir  - r l  : : :  r l
3 4l l - l  0 0 1l

. ,  f  ,  , l f  ,  n l I  r  r l
Ls TlL t lLt  2 l

I  r  r l. '  ( ;  l ) l - '  ; l' ' ) t

;:nü



37. letermüe, se existiÌem, os produtos:

,l; i i l l i l

3 L Determine, se existirem, os produtos:
/ ,  \
t - t  / l \ /1\r )  l3 l ró 2 8) . ,  l ; l l ; l
\s /

b) (r 2x3 4)

r r  3\  /
Bs.selamasmatrì , .esA= L 1 9,"=( l  ì )

\  I  4, /
/a\

e C = 
l_, J. 

Detomìne' se exist ir:

a)  A.B c) À C e) B.À'
b) B.A d) B' .C

'  / l  20ì  /s8\
' ,  o+tl.  kiam as marrüc. A -] 0 I 2 leB I

\2 0l i  \7 1)

Se C = (ct)3,, é a matriz produto A B, deter-
mine, se existircm, os elementos:

a) c,, b) car c) ca3

4r.c"r . , r .* . " . - /2 ' '  ì  / ' ì  /  ' ) .\Y - l l ' -5 '  \  I  l

42. s. ju- u" 
-utr iz "a:(qLx 

j,erlrqüeâì rÌJ,
e B = (b;L)3'a,.em que'b1 = 2i k. sendo
L -  ícnì" .  qa mJlr ì rprodulo A B.determine
o elemento cì3.

43, 1ur-sc) selam,L = (ai;)r, : e B = (bi;):, + duas
rnatdzes definidas por ar, = i +jebü = 2i +i
respectivamente. Se À B = C, então qual é o
eÌemento cr da mat z C?

44sei ,masmarize.e-( ' ,  i )  
' - ( I  

: ' )I  l /
^  /  I  1\

"=\-r  +/
a) Calcúle (Â + B) .C e Â.C + B .  C.

Os resultados são i$1ais?
b) CalcuÌe(A-B).  C e A.C-B C.

Os resultâdos são i$úis?
+c) CalcuÌe (A .B) .C e A. (B .C). Os resuÌ-

tados são igüais?
d) CaÌcuÌe A. B e B.A. Os resuliados são

iguais?

45. Dererminexe uaÂma.ou.^-u,, i , . ,1 '  |  \
'  \ l  r l

/3 x\
el  _ lcomutem.

\y I  /

4fi , s.ju a uma matriz quadrada de ordem n; defi-
nimosÀ2 = A A. Assim, determine,42 nos se
guintes câsos:

f i  o ' r
, ;a- l l1)  u,o- lo, l l'  , t  , -  l : l

\ r  o u/

47, S.ju uma 
'nutri, 

quadrada de ordem n; defini-
mos Àr = A . A . A. Utilizando os dados do exer-
cicio anterior, caÌcuÌe,4j.

4fr.4 tabela abaixo mostm as notas obtidas pelos
alunos Á, B e C nas provas de PoÌtuguês, Mate-
mática e Conhecimentos Gerais em um exame
vestibulâr.

Se os pesos das provas são 7 (em PoÌtuguês),
6 (em Matemática) e 5 (em Conhecimentos
Gerais), quaÌ o produto de ÌÌÌâtrizes que pemi-
te determinar â nota final de cada aluno?
Determine a nota de cada um.

, '  l '  ,^  ) \
49.Reçolvaaequaç;o\ . Í '  1 l - Í :  ì .

\7 J/  \5 1l

5n. s*d" A = (l

' l r  i l l l  r l f l r  1]
ú. ,  [  ? 3lp, - ,1

1 l l l1 s l
t2 2)

Ia z -r  ' l [ r  :  : l
d) 1 7 s l0 ,  . l

t  2 4 6lLO 0 1l

equaçãoÂÌ.X=

/-r  r \

i)""=l , i l,*-'*"- '  \2 4)
BÌ.

2S7



5iÍ " n s"tr'u

^=[;

C, na quâl

,Ç "ResolvaaequaçaoÁ. 8 =X. C,se

^= ( j ?)" [ ]  j ) " .  r ;  ; )
f r  r l

r., j. sendo A = | : : l. ,:atcure A2. ,ar e Aa.
tu r l

l i * .A"marrve,c - l ' '  l "e- l  *  Y I 'u" ,o"
l r  0 l  l )  ) l

$re A. B = B. A (dizemos,por isso, queÁ e B
comlltam). CalcüÌe jr e 1,.

li "$ , 1u. E santa uu'iu RS) Uma medida no sentido
de desafogar o trânsito é o planejamento na
construção de edificios púbÌicos.
O diagrama a seguir rcpresenta três bairros, Ct,
q e Cj, com as respectivas populações de aÌu
nos e as distâncias entre eles, em quilòmetros:

Cz Cg

110
2,2

\, "Y

100

120

cl

Deseja-se constÍuiÌ uma escoÌa em um desses
bdirro..  de tàl  maneira que r disr. ìncìr  percor r i
da por todos os alunos seja a minima possível.
A matriz Ì que representa as distâncias entre
as ìocaì idade. e dada por X - [d ] l ,  orìde /  ea
distánciaentrcC.er, .  l  

' -3.  
1- i '  J

Classifique caila uma das afirmaçôes como vet
dadej.a (Y) ou faÌsa (F).

í01,8 , ì
a)  x=]1,8 0 2,2

\ .2 2,2 0 )

I rzol
b) SeY=l rr0 é a matriz coÌuna das popu-

L 100 l

f ' '  l
Ìações, então XY = 

| 
436 

l.
L 482 |

c) Â Ìocalidade escolhida pâra a corÌstiução
da escola deve ser C2.

lz  -z l  I r ' l
S[i" lrcv sr, uaapta,tol s"a = | r r I,n=] zl

Lx 2l  L l l
e Ar . B e uma marriz nuìa. calcde r '  y ' .

Matniz identidade
Definição

Seje Á uma matriz quadràda de ordem n.,4 é de-
nominada mâtriz identidâde de ordernn (ìndìca-se por
/J q ua ndo os elementos de sua diagonalprincipalsão
todos iguais a 1, e os demaìs elementos são iguaìs a

0 
) 

e a matriz iaentidaoe de ordem 2

0
t
0

3 
J 
e , .rt,i. io"ntio.uu o" o'.a"':.

aequaçãoA.X+B=

ï1"=[;]""=l: l

I

t

zeto.
ASStm

í1

'  \0

( t

Io

í1 o . . .  o ì
in 1 :  I

'  "-l , 
'  

.. ; I 
e a matrì7 identidade

\o ... . . .  r J
0e oroem n.

(? 3\(r  oì  fz 3ì
\ r  -sJ \o r l=\ . r  s)"
f  r  o o1 |  z 4 3I  í2 4 r l
l0 10 1 s 0l-  1 s 0l
to o r /  \o z r l  \o z t )

Propriedade
Qualquer que seja a matrìz quadrâde / de ordem

n, Ìem-se:

A ln=A e In A=A

Veja dois exemplos:

Poresse propriedade, e matrìz identidade funciona
como elemento neutro na multipliceção de matrizes.

?{içt



M;*trix inv*nsm
Definição

Seja,4 uma metiiz quâdradâ de orderi n. A matíz
Á é dita ìnversível (ou invertíveÌ) se existiÍ üma ma-
tr iz B tal que:

tA B=B.A=1" I

,"r." .rro, ,  U aita inu"r." de,q e e inai.", l ,
porA -,

A nversadeA- í2 1ì"qt  13 ' ì .\5 3/  '5 2/
pois:

A A- '={ :
-1 \  /1 0\
2I  \O IJ

/  2 -r \
AÌ= 5 3 =! l -  '1

2 \_q ? l
\2) l

E fáci l  verif icar que a outra condição,A-r.A= lz,
está sâtisfeita.

*

Sejam 4 e I matrizes quaclradas de Tnesma
ordem e inversÍveis.

1\  /1 0\
3/  \0 1. /

1ì 13
3/ \ -5

e

1)f  2
5 2, /  \5

3

Como podemos "isolar" â ÌnâtrìzXeÌn A X=B?

I4ult ipl icarnos os dois membros, à esquerdã,
porÁ-1:

A r ' (A.X)=41.8

Usamosa propriedade a ssociativa, a deÍnição
de matriz inveÍsa e o elemento neutro:

(A L.a).x=A 1.8

l )
_ 

\  - l

/ r  s\
; ] (J 'n\r 'sà, te l r  

-J

exist i r ,  a inversà da matÌ iz

h\
:  L tal que
o/

aì"r=l t  t  \ .
7l \ .  1 - l /

Vamos encontrar, se exÌstìr, a inversâ de l ' ,.:tr1.i i  i .t i ' , i , l i j | ... i i . i i  l  t j l , Ï i i j  " 'Wj

,q=/3 2ì .
\5 4/

Devemos determinar A 1= ( 
a

Íemos:

/3 2ì  /à bì  /1 0ì
\5 4/  \c d/  \0 1/

/3a+2c ab+2dì /1 0\
\5ã+4c 5b+4d /  \0 1/

Do conceiÌo de igLa dade. seguen os sis-
temâs:

l la 2c i  -  5
i_ ! .  .  ,  cdja sotJcao e a -  /  e c _ 

,r5dL4C U

l3b-2d 0 J
l  CUIãso|UçaOeD -reo -
l5b 4d-r '  '  2

ir, r.l P",".*tn., ,.

f i3)
, , .  s"r"r=( l  ] ) .  r" t" . 'o in" a '

':r'r ,, SePm as matrizes A = ( 
r,

Determine:

a) Ar+Bl

b) A,.B

.t  i  letermine, se exist i Í ,  a matr iz inversa de

l .  6 i
\ .2 1l

ir -ì ì



{iff,rup-Cr) As matrizes A e B são quadraalas de

fo o o oì
o-dem4clr i \ . lueA3- o o o o Ll"'  0 0 9 0l

1, ,  '  
uJ

termine â matriz BA.

{i3 " sera,r. a i,',..."u a.,r = / 7 -3 ì. n.r..,"".,'  \2 l l

( l
hb.QuaJ é a inversa da 

-",'i' 
x = 

[ : iJ,
r  3ì

; ïJ

3
0

(t
t l í  Determine a matriz i"r, . , .r,1" X= 

[3

b) (Àr)'z + À'z

f,,i4, (uc co) Determine :c â finr de que a matriz
/r  2\

A = 
\0 x J 

lera 
'gUaL 

a 5ua rnveLsa.

65.e tnu"r ' "d"f  '^  l ì " r . " r , ; í  
'  -  '  .4 ì .

\ -  x/  \Y )  r  /
Determine ,a e /.

l . íPUa_VC\ A nirr i /  q í r , , ì r . .e l r lque
rì+1,\eì- l  

-  -. = I ^. :. , i lnrrero iurrmar ouei
I r r  r r .ser=l

ËS,usando a inversao de matrizes, resolvâ a rqua-

(dúA \-B.,ec t '  r ì .s- l l l  aì .
\ l  2/  \o 8/

6$,Supondo inversíveis e de mesma orden, todas
as matrizes envoÌvitla.s, isole a matriz X em:

a) X B+A=C
b) A- ' .X=B Ì

A matriz obtida peÌa soma de todâs as mâtrizes bi-
nár iâs2x2é:

5 . (Ur ,qn) u-a 
-atrl" 

quadra<la é simérrica se, e so-

[2 
"  

. l
mente se, Âi  = A. Se a matrú A .  1 0^5yl

L1Y3 lJ

é simétricâ, eDtão o valor de I+ é:

t

ffi{*'Í {ãF oe vesrtoutaresffi

(  1 sì
a) A= 6 7

l ,  , ,1
rr  7ì

b).  A= 5 2
la -eJ

a)9
b) 10
c) , r1

n) 3'
b) 2 '
c) s '

,  
^=(;  ;  ; )

"  ̂ =( ;  I  3)

, [ : : ]

,  f4 6l
" ' ]u nl

"  [ :  :

"  [ l  :u [1 I
2, ry.,".p sr,l coDsidere as'"", 'r"..À = (; ;),

-  / Ì  r \  ^  /4 s l
'= \  r / " '  \ , "  15/coÌYvznumsÔç
reâis. Se A B = C, a soma dos eÌementos da ma-

d) 50
e) 8r

5, .  Md.Ic z i .  - \P '  O rrr \ "  ae I  Inâ mJrr i /  quddrrdâ .
a so â dos elementos de sua diasonal pdncipaÌ. O
f i . ,oJ,  r ì r . r i lA ' . . , , .  . ld lquea, Ì i .ë:

c) 1

6. (puC nS) o 
"1"-"o,o.r 

da matriz C = AB, onde

[ ,  2 3 at  t l  ]  Ì l
A= 5 t ,7 8lets=::  :  l ,e:

[ - r  o o r ]  ; ;  ï l

d) 4'

a) -l
b)  3

à)4
e)o

d) 11
e) ).2

4, 1un irio-r1 uatrizes UiÌárìas são natrizes cujos ele
nrentos perlcncem âo conjunto 10, Ì] e têm aplica
ção em Ciência da Computação.

â)o
b)2

3fitl



(U. E. l,ondrina-PR) Dadas as matÌizes A = (aij)r r,'
definidâ por Ej = i-j,B = (b;)2, n deÊnida por b1=j,
e C = (ctj), definida poÌ C =4.8, é coneto afirnrar
que o elc €'nto .rr é:

a) igual ao eÌemento .D.
b) iguaÌ ao produto de arr poÌ ,n.
c) o inverso clo €lenento cr,.
d) igual à sona de arr com ,Ìr.
e) iguâl ao produto de an por rÌr.

8. (Mackenzie-sP)

/  1 0ì  /0 r
l - r  r l  l r  o
x+yéiguaÌa:

a)0 c) Ì  e)  2
b) l  á)2

9. , , r . . -sp.  r  '  i  l .  r " t  q""'  à l l
t - ro e I

A- ,1 i . .F"rdrdequer tbeisur la:

a)0 c)e e) e
t') 1 d) Ì

10, (Ur aN) ,t matriz a scgrir é 7 x 7 e foi formadâ
coln o núnero 1 em câdâ posição da pdmeìra li
nha, um0 e üm 2, âlterÌ1âdameÌìte, Dasposiçoes da
segunda tinhâ, dois 0 e um 3, também alternada
mcnte, nâsposiçóes daterceiralinha, e assim suces

L!. gniresp SP) UnÌa indústria íarmacéutìca produz,
diJr iaÌnenrr.p unidrde\ ao mcd'.  ine r ."  Y c 4 .  r l
dades do nedicamenlo y, ao.usto unitário de /es
reais,  respect ivamente. Considere as'natr izes
MÌx2,eN,2xÌ :

f  , I
M= l2p ql  e N=|, ' I

t . . l
À matriz produto M N representa o custô da pro

a) M.N = ( I .N

b) M.N=ü. M
c) N.M=(r ' ]M

â) Ì dia
b) 2 dias

d) N.M =(r-M
e) N.M=cr.N

e) 5 dias

tSe o prod

r) (ï)

Ì  LÌ  Ì  1 i  1
0202020
0030030
0004000
0000500
0000060
0000007

uro Preto MG) Dadas as matÌ izes
b l \  -  / Ì  - r  0\
r  , / ""=\o Ì  o/  vDe+c que

z i lo*t"a '"+L'e '

o

I

- t -

11. tu. e.

A.B'  =

a)3
b)7

c) 3 diâs
d) 4 dias

14, (upr U) u- ai'positivo eletrônico usado eÍn se-
gurânla modif iL.  .  \eú" c-oÌ Ì - ida p"r  u n . r . r  ar i " .
de acord" .om o procca 

-r  '  
n de.. , i r .  Jh,  i \ . .

A senha escolhida SLSTSTSa deve conrer quatro dígì
tos, representados por SÌ, S,, Sr c Sa. Esscs dígitos
são, então, transfoÌmados nos dígitos Mr, Mr, M3 e
Ma, da seguinte foÌÌni:

/M ì  e/s, ì" /M.ì  , . /s. ì
\M,/  - \s, / ' \M,/  \s4/

]ô r \
ondePcamàrr i? l :  :  I

Se a seDha de üm usráÌio, já nodificada, é 0110, isro
é,Mr = 0, M, = Ì,Mr = I e Ma = 0, pode se afirmar
que a senha escolhida peÌo usuário foi:

Nuna marriz 100 x 100, construída com o mesmo
cdtâio, a qüantidâde de núÌneros diferentes de zero
na centésima coìuna é:
a) I  b)e c)  10 d) 1l

c) r0
d) rr

12" ru"uo, cE) sejam asÌnatÌizes M =ti 
?] "

300
200

a)

1001 e) Ì Ì00
l0l0

l.$, lFuup-sr) u-u 
'"o"tadon 

produz três modelos de
veic os,4,3 e C. Neìes poden seÌ hsrìÌados dois
tipos de d,r rdgs, ,I] e t A nâtriz lair ádg modelol
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19. tr.*'t sP) UnÌa matriz rcâl A é orrosonar se
AAt= I, onde / indica amatÍiz identidâde e Árindi
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1) Tanto o destinatário quânto o remetente posÍÌenÌ ma matriz chave C.
2) O destinâtário Ìe.ebe do remetente uma matriz P, tal que MC = p, onde M é á mãtriz mensagem a ser

decodificada.
3) Cãda númeÌo.lâ matriz M corresponde a uma Ìerra do alfabeto: 1 = a, 2 = b, 3 =.,..., 23 = z.
a) ConsideÍemos o alfabeto com 23 Ìetras, e\duindo as lerras k, w e1,.
5) O número zero coüesporde ao ponto de e\daÌnação.
6) A m€nsâsem é lida, encontÌândo a marriz M fazendo a correspondência número/Ìerra e oÌdenando as

lcbâs por ÌnÌhar da matriz conforme seguq mrÌmÌ,m

| |  o l )  rn r l
Considere âs matrizesrC = 0 -1 0 eP= 18 38 17

[0 2 l . ]  119 14 0l

Com base nos conhecimentos e nar inloÌmâções descritar, que rnensagem foi €nviada por meio da mâtÌiz M?
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