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APRESENTACAO

Ola.

Nesta aula, estudaremos os principais métodos de resolugao de um sistema linear e
veremos outros conceitos que envolvem um conhecimento prévio de matrizes. Por isso, antes de
iniciar essa aula, é necessario que vocé saiba como trabalhar com determinantes de matrizes. Ela
sera essencial para estudar sistemas lineares.

Ao longo da aula, resolveremos diversos exercicios para consolidar o conhecimento
adquirido e ganhar velocidade na hora da prova. Se vocé ja estudou esse assunto e se sente
confortavel, pule a parte tedrica e va para a lista de exercicios. Tente resolver todos sem consultar
a resolucdo. Sempre que tiver duvidas, nao hesite em nos procurar no féorum de ddvidas ou se
preferir:

(O] ) /profvictorso
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1. EQUACAO LINEAR

1.1. DEFINICAO

Toda equacgdo da forma

lai1x; + axx; + asxs + -+ + a,x, = b|,

nas quais xq, X, X3, ..., X, sao incognitas, é classificada como equagao linear. Note que todos os
expoentes das incognitas devem ser unitdrios. Os termos a,, a,, as, ..., a, que acompanham as
incégnitas sdo denominados de coeficientes e b é o termo independente da equacgao.

Vejamos alguns exemplos de equagdo linear:
1) x+2y+32=0

2)10x + 0,5y — 52+ 36w =2

3) 2%+ 23y 4242 =2°

Exemplos de equacao nao linear:

4) 2x* +3xy + 4z =10
5)2cosx+3seny =1

6) 2¢* + 3y + 14zw + 6w? = —6

1.2. SOLUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR

A solucdo de uma equacao linear é apresentada na forma de um conjunto ordenado de
numeros. Seja uma equag¢ao com n incégnitas do tipo:

a1 x1+ax; +-+ax,=b

Se a énupla ordenada (a, 3, ..., y) torna a equagao acima verdadeira, podemos afirmar que
essa sequéncia de numeros é uma solucao da equacao.

TOME

NOTA!

&

v

Enupla ordenada é uma sequéncia ordenada de n elementos e esta ordem se da,
preferencialmente, na ordem em que as varidveis sdao apresentadas. Se n = 2, temos
uma dupla ordenada. Se n = 3, temos uma tripla ordenada ou terna. Se n = 4, temos
uma quadrupla ordenada e, assim, sucessivamente.

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 5



a E r . .
< estrategia -
” Militares 9 Prof. VictorSo

Vejamos um exemplo:
Vamos analisar a equagdo x + 2y + 3z = 4.
Tomando (x,y,z) = (2,1, 0) e substituindo na equagao, temos:
x+2y+3z=4
2+2-1+3-0=4
4 =4 - Verdade
Portanto, a tripla ordenada (2, 1,0) é uma solugdo da equagao.
Mas, fazendo (x,y,z) = (0,0,0), obtemos:
0+2-0+3-0=4
0=4 - Falso
Assim, a terna (0,0, 0) n3o é solucao da equacao.

Perceba que podemos ter infinitas solu¢des para essa equacao, veja:

x+2y+3z=4 x+2y+3z=4 x+2y+3z=4

(= (=2) = (- = 1
14+2-(-2)+3-(-2)=4 3+2-(-1)+3-1=4 0+2-5+3-1=4

14-4-6=4 3—-2+3=4 0+1+3=4
4 =4 4 =4 4 =4
Verdade Verdade Verdade

2. SISTEMA LINEAR

2.1. DEFINICAO

Agora que sabemos o que é uma equacao linear, podemos entender o que é um sistema
de equacdes lineares, também chamado de sistema linear.

Sistema, no contexto da matematica, é formado por um conjunto de equagdes que devem
ser satisfeitas simultaneamente. Usamos uma chave do lado esquerdo das equagdes para
representar um sistema.

Vejamos alguns exemplos:

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 6
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{x +y+z+w=0
xy=1
Esse sistema possui duas equagdes e quatro incognitas (x,y,z, w). A primeira equagao é
linear e a segunda, nao. Por esse motivo, o sistema é nao linear.

x+y+z=1
x+2y+3z=2
2x+y+z=3

Nesse sistema, temos um conjunto de equacdes lineares. Portanto, esse é um sistema
linear.

ESCLARECENDOQ!

Algumas questdes podem nomear os sistemas, por exemplo:
S{x+y=1 T{ax+by=c
2x +3y =4 dx+by=e
L — ~_ —

sistema S sistema T

2.2. SOLUGCAO DE UM SISTEMA LINEAR

O sistema linear tem um conjunto solu¢cao da mesma forma que a equacao linear.

A diferenca é que o conjunto solucdao deve tornar verdadeira nao s6 uma, mas todas as
equacodes do sistema.

Vejamos um exemplo.

x+y=1
y+z=2
x+z=3

Nosso sistema linear tem 3 equagdes e 3 incognitas. Vejamos quais das ternas a seguir
podem ser consideradas solugao.

0,1,1) 0+1=1+V 1+1=2+ 0+1=3X
(1,1,1) 1+41=1X 1+41=2+ 14+1=3X
(0,0,1) 0+0=1X 0+1=2X 0+1=3X
(1,0,2) 1+40=1V 0+2=2 1+2=3+

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES
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Pelo que podemos ver na tabela, algumas ternas nao satisfazem a equacao alguma, outras
satisfazem apenas uma ou apenas duas equac¢des. Dos exemplos da tabela, apenas a terna
(1,0,2) satisfez a todas as equac¢des do sistema, portanto dizemos que ela é uma solugao do
sistema linear. Mais tarde aprenderemos nao so a encontrar a terna solug¢ao desse sistema como
teremos condi¢des de dizer se esta é Unica ou se existem outras solugdes.

Existem, também, sistemas que nao apresentam solug¢ao alguma, sao os ditos sistemas
impossiveis.

Dedicaremos mais tempo ao estudo destes mais adiante, mas vejamos um exemplo a titulo
de ilustragao.

x+y=1

x+y=2

Mesmo que ndao tenhamos estudado como solucionar um sistema ainda, podemos
perceber que ndo existem dois niumeros x e y cuja soma dé 1 e 2 simultaneamente. Assim, este
sistema é impossivel.

Veremos as técnicas para se resolver um sistema nos préximos tdpicos. Por ora,
precisamos apenas entender o que é um sistema e reconhecer quando um conjunto é ou nao
solucao deste.

2.3. REPRESENTACAO MATRICIAL

Vocé se lembra da multiplicacdo de matrizes?
Vamos utiliza-la agora.

Dadas as matrizes

1 2 3
A=14 7 2
3 1 1

X

Facamos o produto das matrizes 4 - X.

1 2 3] x
A-X=14 7 2 H
3 1 11 'z
Algumas observacoes:

Estamos multiplicando uma matriz As,3 por outra X5,.

O produto é possivel e a matriz resultante é do tipo A - X5,;.

Continuemos.

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 8
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Preparemos as matrizes para o produto.

1 2 3] x
A-X=14 7 2'[)/]
3 1 11 'z

lx+2-y+3-z
4-x+7-y+2-z
3'x+1-y+1-z

A-X =

Perceba que esse conjunto de equagdes é muito similar as equagdes que vimos no sistema
linear.

Como adendo, pensemos em uma igualdade entre o produto A - X e uma matriz B dada

por
2
B =14
5
Nas condi¢Oes dadas, temos:
A-X=B
1 2 31 x 2]
L5 -
3 1 11 Lz 51

4-x+7-y+2-z|=|4
3:x+1-y+1-z| L5

l'x+2-y+3-z -2]

Para que duas matrizes sejam iguais, seus elementos precisam ser idénticos, ou seja
1-x+2-y+3:z=2

4ex+7y+2-z=4
3:x+1:y+1-z=5
Que é a representacdo de um sistema de equacgdes lineares, um sistema linear.

Assim, podemos tanto representar um sistema linear por meio de suas equagdes quanto
por meio de uma equag¢ao matricial do tipo

A-X=B

2.3.1. MATRIZ INCOMPLETA

Chamaremos de matriz incompleta de um sistema linear a matriz A formada pelos
coeficientes de todas as equacgdes do sistema.

Assim, dado o sistema que acabamos de ver no item anterior

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES
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(1-x+2-y+3-z=2
4dox+7y+2-z=4

3:x+1-y+1-z=5

A matriz incompleta do sistema é

1 2 3
A=14 7 2
31 1

A matriz A é chamada de incompleta por ndao conter os valores dos termos independentes
do sistema, nao carregando, portanto, informacao suficiente para inferirmos, sé a partir dela, o
sistema todo.

2.3.2. MATRIZ COMPLETA

A matriz completa C de um sistema linear traz tanto os coeficientes das equa¢des quanto
os termos independentes.

(l'x+2-y+3-z=72
4-x+7-y+2-z=4

3:x+1-y+1-z=5

2.3.3. EQUACOES EQUIVALENTES

Duas equacgodes sao ditas equivalentes se tém exatamente o mesmo conjunto solugao.

Veja, por exemplo, as duas equagdes do sistema a seguir.
x+y=6
2x+ 2y =12

Para a primeira, ha varios pares ordenados que sao solucdo, por exemplo, podemos citar
(2,4) e (0,6).

Vamos testar esses pares na primeira equagdo para nos certificar de que sdo, realmente,
solugdes.

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 10
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2,4) 2+4=6"

(0,6) 0+6=6"

Vimos que, para ser solucao de um sistema, a solugao deve satisfazer a todas as equacgdes
do sistema.

Prof. Victor So

Testemos, entdo, as mesmas solu¢des para a segunda equagao.

2:2+2-4=4+8

2 4 _

(2,4) 2+4=6"/ _ 12+
2-0+2-6=0+12

0.6 _

(0,6) 0+6=6" _ 12y

Percebemos, entdo, que as solugdes (2,4) e (0,6) sao solugdes de ambas as equacoes.

Como sdo equacgdes, podemos isolar uma das varidveis para deixa-la explicita. Facamos isso
com ambas.

x+y=6
Subtraindo y de ambos os membros da equagao.
X+y—-y=6-y
X+y—-—y=6-y

X=6-—Yy
Facamos o mesmo com a segunda equacao.
2x+ 2y =12
Colocando 2 em evidéncia no primeiro membro.
2c+y) =12
Dividindo ambos os membros por 2.
2x+y) 12
2 2
2x+y) 12
2 2
2(x +
x+y) _
P
x+y=26

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 11
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Subtraindo y de ambos os membros.
x+y—y=6-y
X+y—-y=6-y
xX=6-—y
Percebeu como ambas as equacgdes explicitaram a mesma expressao para a incognita x?

Isso quer dizer que qualquer solugdo que encontremos para a primeira equagao sera,
também, solugao da segunda, pois ambas trazem a mesma informagado acerca das variaveis, sao
equivalentes.

Olhando com atenc¢ao para as equac¢des do sistema, podemos perceber que a segunda
equacdo tem seus termos, um a um, correspondentes ao dobro dos termos da primeira equacao.

x+y=6
/o
2x+ 2y =12

Sempre que tivermos uma equacao linear sendo resultado da multiplicacao de outra
equacao linear por uma constante (diferente de zero), essas equagdes apresentarao exatamente
a mesma informacado, portanto, serao equivalentes.

Utilizaremos esse mesmo fato para simplificar equa¢des equivalentes nos préximos tdpicos.

2.3.4. COMBINACAO LINEAR DE EQUACOES

As equacoes equivalentes sdao proporcionais entre si e ha uma correspondéncia entre elas
por meio de uma constante.

No entanto, uma equac¢dao, mesmo que ndo equivalente a outra de um sistema, pode nao
trazer uma informacao nova, pois tudo o que ela “informa” ja esta contido nas outras equacgdes
do sistema.

Vejamos um caso pratico.
x+y+z=10

2x+y+2z=17

3x+2y+3z=27

Embora a terceira equagao do sistema nao seja equivalente a nenhuma das outras, ela nao
traz informacdo nova ao sistema.

Pense que cada equacdo traz restricoes as varidveis em questao.

Antes de colocar qualquer equagao em um sistema, é como se fosse perguntado algo do
tipo: pense em quaisquer 3 numeros.

Quando colocamos a equagao x + y + z = 10, restringimos de “quaisquer 3 numeros”
para “pense em 3 nimeros com soma igual a 10“. Houve uma restricao de possibilidades.

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 12
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Ao colocar a segunda equagao, 2x — y + 2z = 17, aumentamos a restrigdao. Agora, nao
basta pensar em 3 niumeros com soma 10, é preciso que, além de apresentar a soma 10, o dobro
do primeiro menos o segundo mais o dobro do terceiro resulte em 17. Uma restricao ainda maior.

O problema é que, ao inserir a terceira equagdo, 3x + 2y + 2z = 27, essa restricdao nao
censura numero algum que ja nao tenha sido restringido pelas anteriores.

Mas professor, como é que eu vou saber disso?

No proximo topico veremos um método para retirar de um sistema as equacgdoes “inuteis”.
Por enquanto, podemos ver um indicio disso ao perceber que a terceira equacdo é a soma das
outras duas, veja.

( x+}I+i=10

2x+y+2z=17
Vs

3x+2y+3z=27

Na aula sobre matrizes, estudamos quando uma fila era combinacao linear de outras,
lembra?

|H

Pois é, aqui é exatamente a mesma coisa. Uma equacgao é “inatil” em um sistema se ela é

uma combinacao linear de outras.

Poderiamos entao, sem perda de informacao ou generalidade, reescrever o sistema sem
essa equacao “inutil”.

x+y+z=10

2x+y+2z=17
E teriamos, exatamente, o mesmo conjunto solucdo que o sistema de onde partimos.

Vejamos, agora, um método para descobrir essas tais equagdes “inuteis” em um sistema
para podermos elimina-las e reescrevermos nossos sistemas de forma mais objetiva.

2.3.5. MATRIZES EQUIVALENTES DE UM SISTEMA LINEAR

Recapitulando.

Vimos que um sistema linear pode ser representado por um produto de matrizes e tivemos
contato tanto com a matriz incompleta quanto com a matriz completa do sistema.

Vimos também que ha equacgdes equivalentes entre si e equacdes que sdao combinacdes
lineares de outras.

De posse dessas duas informacdes, podemos elaborar o seguinte raciocinio.

Um sistema linear pode ser equivalente a outro, desde que suas equagdes sejam
equivalentes entre si.

Vejamos o exemplo em que todas as equagdes do segundo sistema sao o dobro das
equagdes do primeiro.

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 13
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x+y+z=10 (2x+2y+22220
2x+y+2z=17 - equivalentea — {4x + 2y + 4z = 34

3x+2y+3z=27 6x + 4y + 6z = 54

As matrizes completas (as que incluem os termos independentes) desses sistemas sao:

1 1 1 10 2 2 2 20
2 1 2 17|-equivalentea— |4 2 4 34|
3 2 3 27 6 4 6 54
Vimos no item anterior que a terceira equac¢ao desse sistema, por ser a soma das duas
equacOes anteriores, pode ser excluida do rol sem prejuizo para o sistema.

1 1 1 10 2 2 2 20
2 1 2 17|—- equivalentea— |4 2 4 34]
6 4 6 54
2 2 2 20
B i ; ig]ﬁequivalenteaﬁ[zl 2 4 34]
6 4 6 54

Voltando a representacgao classica do sistema, essas matrizes representam
2x+2y+2z=20

x+y+z=10
{ — equivalente a = < 4x + 2y + 4z = 34

2x+y+2z=17
6x + 4y + 6z = 54

Portanto, podemos ter dois sistemas com escritas diferentes, com representacdes
matriciais diferentes, e, ainda assim, serem equivalentes.

3. TIPOS DE SISTEMAS LINEARES

Um sistema pode ser classificado nos seguintes tipos:

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 14
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Determinado
—  (solucdo Unica)
SPD
Possivel —
Indeterminado
Sistema - — (infinitas solugdes)
Impossivel
~ SPI
(sem solucao)
SI

Vejamos o que cada um significa.

3.1. SISTEMA POSSIVEL E DETERMINADO (SPD)

Um Sistema Possivel e Determinado (SPD) é um sistema que admite uma unica solugdo.

Por exemplo:

(x+y+z=6 (x =13
2x+y_Z:7_> y:2_>(31211)

x+2y+z=28 z=1

Esse sistema é SPD, pois admite apenas a solugao (x,y,z) = (3,2,1). Veremos adiante que
um sistema com 7 incognitas deve possuir, obrigatoriamente, n equacoes para poder ser
classificada como SPD.

3.2. SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO (SPI)

Um Sistema Possivel e Indeterminado (SPI) é um sistema que admite infinitas solugdes.

Por exemplo:
x+y+z=6

2x+ 2y +2z=12

x+2y+z=28

Note que a segunda equagao é proporcional a primeira, termo a termo. Assim, podemos
reescrever o sistema do seguinte modo:

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 15
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( x+y+z=6
x+y+z=6
2x+2y+22=12~{
x+2y+z=28
x+2y+z=8
Agora, temos 2 equacgdes e 3 incognitas. Perceba que as ternas (2,2,2) e (3,2,1) sao
solugdes do sistema:
2+2+2=6 6=6
(2,2,2) > =

2+2-2+2=8 8=8

342+1=6 6=6
(3,2,1)=>{ =>{
3+42-2+1=8

Além dessas solucdes, podemos encontrar outras. Logo, nao é possivel determinar uma
Unica solucao.

3.3. SISTEMA IMPOSSIVEL (Sl)

Um Sistema Impossivel (SI) € como o préprio nome diz, é impossivel. Ndo conseguimos
encontrar énuplas que tornem verdadeiras todas as equacdes do sistema.

Por exemplo:
{x +y=2
xX+y=5

Podemos notar que ndo é possivel encontrar uma dupla ordenada (x,y) tal que a soma
deles resulte, simultaneamente, em 2 e 5. Assim, esse sistema é impossivel.

4. METODOS DE RESOLUCAO

ACORDE!

a

Vamos estudar nesse e nos préximos capitulos o que realmente cai na prova. Entao fique
atento!

Podemos resolver um sistema linear de diferentes modos, vamos estudar os principais que
podem ser cobrados na prova.

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 16
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4.1. SUBSTITUICAO

Essa é a técnica mais simples e consiste em isolar uma variavel de uma equacgao e substituir
em outra.

Veja um exemplo.

{3x+y=10
x+y=2

Podemos isolar a variavel y da segunda equagado e substitui-la na primeira.
xX+y=2=>y=2—x

{3x+y=10
y=2-—x

Agora, basta substituir y na primeira equagao e encontrar o valor de x.
3x+y=10
3x+(2—-x)=10>2x=8=>x=4
Com o valor de x, podemos substitui-lo na segunda equagao e encontrar o valor de y:

y=2—x>y=2—-4=>y=-2

4.2. SOMA DE EQUAGOES NO PROPRIO SISTEMA

Outro método simples, ele consiste na soma de equag¢des de um mesmo sistema.

A condicdo mais propicia para utilizar o método da soma de equag¢des em um sistema é ter
pelo menos uma variavel com coeficiente de mesmo mddulo e de sinais opostos em duas
equacoes distintas.

Veja um exemplo.
{x +y=7
x—y=1

Perceba que, se somarmos ambas as equagdes, a incognita y sera anulada, facilitando o calculo
da incégnita x.

_|_
x—y=1
2x =18

{x+y=7

2x_8
2 2
x =4

Agora, basta substituir o valor de x em qualquer uma das equagdes e encontrar o valor de

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 17
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4.3. TEOREMA DE CRAMER

Considerando um sistema linear de n incégnitas e igual nUmero de equagdes representado
na forma matricial

A-X=B
No qual A é a matrizincompleta do sistema, X é a matriz coluna das varidveis e B é a matriz
coluna dos termos independentes. Se a énupla (a4, ay, ..., a,) é solugdo do sistema, o teorema de
Cramer afirma que
D; .
a,=—,1€{1,2,..,n}
D
Em que D é o determinante da matriz A e deve ser necessariamente diferente de zero e D;

€ o determinante da matriz obtida de A substituindo-se a i-ésima coluna de A pela matriz coluna
B.

FIQUE

ATENTO!

O teorema de Cramer é aplicdvel apenas para sistemas que possuem o numero de incégnitas
igual ao nimero de equacgdes, pois a matriz A deve ser quadrada para possibilitar o calculo do
determinante e este deve ser diferente de zero (D # 0).

Essa é a definicdo do teorema, vamos usar um exemplo para vocé ver na pratica como
funciona.

x+y+z=6
2x+y—z=7
x+2y+z=28
Representando-o na forma matricial A - X = B, temos:
1 1 1
A=12 1 -1
1 2 1
X
X=1ly
| 7 ]
61
B =|7]
8]

Inicialmente, devemos calcular o determinante da matriz A:
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1 1
D=detA=|2 1 —1|=1-144-1-(-2)-2=3
1 2 1

Como D # 0, podemos aplicar o teorema de Cramer para encontrar as variaveis.

Perceba que a primeira coluna da matriz A apresenta apenas coeficientes da incognita x, a
segunda, apenas de y enquanto a terceira, apenas de z.

(1x+1y+1z=6

1 1 1
2x+1y—1z=7—>[2 1 _1]
1 2 1

Ix+2y+1z=38

Vamos comegar pela varidvel x. Para isso, devemos substituir a coluna da incégnita x pela
matriz coluna B e chamar o determinante dessa matriz de D, (ja que estamos calculando x):

1 1 1 6
A=12 1 —1] B=7]
12 1 8
6 1 1
D,=17 1 -1
8 2 1

Entao, calculando D,:
D,=(6-8+14)—(8—-12+7)=12-3=9
Assim, x é dado por
D,

9
x=3=§=>

Vamos repetir o processo para as variaveis y e z. Para calcular D,,, devemos substituir a
segunda coluna de A pela matriz B:
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11 1 6
A=21—1‘ B=7]
1 1 8
16 1
Dy=12 7 —1
18 1

>D,=7-6+16-7+8-12=6

Desse modo, y é dado por:

D 6
y=5=3=0=1

Por fim, para calcular D,, devemos substituir a terceira coluna de A pela matriz B:

4 N

11 1 6
A=21—1] B:7]

1 2 8

11 6
D,=2 1 7

1 2 8

=>D,=8+7+24)—-(6+14+16)=39—-36=3

Entdo:

D 3
z=f=2 o
Portanto, a terna (3,2, 1) é a solucdo do sistema.
Recapitulando.

Calculamos o determinante da matriz incompleta do sistema e o nomeamos D.

Substituimos a primeira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos
o determinante dessa matriz e o nomeamos D,.

Substituimos a segunda coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos
o determinante dessa matriz e o nomeamos D,,.
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Substituimos a terceira coluna da matriz incompleta pelos valores da matriz B, calculamos
o determinante dessa matriz e o nomeamos D,,.

Por fim, calculamos o valor de cada incégnita pelo teorema de Cramer

Veremos na pratica que o teorema de Cramer nao é muito utilizado na resolugao de sistemas
lineares, ele é mais tedrico. O importante desse teorema é que ele nos permite identificar quando
um sistema é SPD, SPI ou SI. No tdpico de discussdao de um sistema linear, veremos como analisar
um sistema. Agora, vamos estudar um método bastante util na resolugdo de sistemas.

ESCLARECENDO!
‘ L2

Podemos calcular as solu¢des de um sistema linear através da inversa da matriz A
(matriz incompleta do sistema). Se detA + 0, temos que a matriz A é invertivel e,
assim, podemos escrever:

A-X=B
Como A é invertivel, podemos multiplicar a esquerda nos dois lados da equacgao por
AL
Al A-Xx=4""B
1
~X=A1-B
Portanto, as solu¢des da matriz coluna X sao dadas pelo produto matricial Al B.
Exemplo de aplicagao:

{Zx +y=3
x+y=2
Vamos verificar se a matriz incompleta é invertivel:
_[2 1 91—
A—h J:daA_z 1=1%0

Logo, A é invertivel. Podemos calcular sua inversa:
- 1 = —_
Al = A = [ 1 1]
detA —1 2
Assim, as solugdes sao dadas por:

9=C B-C)
B-Cez-0
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Esse é um outro método para encontrar a solu¢ao de um sistema linear. Na pratica,
para sistemas grandes, esse método parece nao ser muito util devido a necessidade de
se calcular a matriz inversa.

4.4. ELIMINAGCAO GAUSSIANA

A Eliminagdo Gaussiana, também conhecido como escalonamento, é um método para
resolver sistemas lineares. Este método consiste em transformar o sistema linear original em um
sistema equivalente cuja matriz incompleta é do tipo triangular superior. Ele consiste nas
seguintes operagdes elementares:

e Multiplicar uma equacéao do sistema por uma constante k # 0;
e Substituir uma equacdo pela soma dela prépria com o multiplo de outra qualquer;
e Trocar duas equagdes de posicao.

Veja um exemplo de escalonamento de sistema:

(x+y+z=6

x+2y+z=28

Vamos fazer as seguintes referéncias: L; para a primeira equac¢ao, L, para a segunda
equacgao e L3 para a terceira equagao. Assim, iniciemos o processo de escalonamento.

Inicialmente, devemos zerar o coeficiente da primeira incégnita da segunda e da terceira
equagoes. Substituimos L, por 2L, — L, e L3 por L3 — L;:

L2—>2L1—L2
2L, — L, =2 2(x+y+2z)—( )=2-6—
2L1_L2:y+3z=5

L3—>L3—L1
L;y—Li=x+2y+2)—(x+y+2)=8—6

L3_L1$y=2

xX+y+z=6 XxX+y+z=6
~0x+y+3z=5

x+2y+z=38
Agora, substituimos L3 por L, — L3 e simplificamos:
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Ly = L,—L;
Ly—L;=>(y+32)—y=5-2
L,—L3=>3z=3=z=1
x+y+z=6 xX+y+z=6

Ox+y+3z=5~50x+y+3z=5

Ox+y+0z=2 Wx+0y+z=1
O sistema resultante é o sistema escalonado.

A titulo de comparagao, vejamos o sistema anterior, original e escalonado, e suas
respectivas matrizes.

xty+z=6 (x+y+z=6
2x+y—z=7 y-|-32=5
ﬁ

xX+2y+z=28 7=1
Sistema original Sistema escalonado
1 1 1 6 1 116

[2 1 -1 7] \O 1 3 5]

12 1 87 loo11

Matriz original  Matriz escalonada

Perceba que a matriz incompleta escalonada é triangular superior:

1 11
[0 1 3]
0 0 1
Matriz triangular superior

HORADE

PRATICAR!

1. (EEAR/2013)

x—2y=1
2x—-3y=3

O valor de x que é solugao do sistema { é um numero

a) par primo
b) impar primo
c) par nao primo

d) impar ndo primo
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Comentarios

Seja o sistema:
x—2y=1 (eq.1)

{Zx —3y=3 (eq.2)

Fazendo 2 -eq.2 — 3 - eq.1 obtemos:
2-2x—-3y)—3-(x—2y)=2-3)—-3:(1)
4x —6y—3x+6y =6—3
x =3
x = 3 é um impar primo.
Gabarito: “b”.

2. (EEAR/2008)

se {a;x++213,y = 31 € {z{;y: —41}
a)l1

b) 9

c)-5

d) -7

sao sistemas equivalentes, entdaoovalordea + b é

Comentarios

Primeiramente, resolveremos o segundo sistema linear a fim de substituir as incégnitas no
primeiro sistema e determinar o valorde a e b.
Considere:
2x+y=1 (eq.1)
{x —y=—4 (eq.2)
Fazendo eq.1 + eq. 2 obtemos:
2x+y+x—y=1—-4
3x=-3 = x=-1
Substituindo o valor de x na eq. 1 obtemos:
2:-—1+y=1 =>y=3
Substituindo os valores de x e y no primeiro sistema, obteremos os valoresde a e b
{a(—1)+2(3)= -1 - {—a+6=—1 {a=7
3(-1)+b33)=3 —3+4+3b=3 b=2
Sendoassim,a+b=7+2=9
Gabarito: “b”.

3. (EEAR/2005)

x+y—-z=0

Se a solucao do sistema {x —y—2z=1 é{(a,b,c)}entioovalordea-b-cé
x+2y+z=4

a)-12

b) -18

c)-24

d) -30

Comentarios

Usaremos a regra de Cramer
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1 1 -1
D=det|1 -1 —2>=—3

1 2 1
0 1 -1
D,=det|1 -1 —-2]|=-15
4 2 1
1 0 -1
D,=det|1 1 -2|=6
1 4 1
1 1 0
D,=det|{1 -1 1]=-9
1 2 4
Sendo assim, obtemos:
( D, —15
—_ — i — 5
S N
D 6
1 = —y = —==2
Y=D T3
D, -9
(F=p T3

Entdo, (a,b,c) = (5,—2,3), Logo:
a-b-c=5--2-3=-30
Gabarito: “d”.

5. DISCUSSAO DE UM SISTEMA LINEAR

Vamos aprender neste capitulo como analisar um sistema linear. Vimos que este sistema
pode ser SPD, SPI ou SI.

Normalmente, usamos o teorema de Cramer para identificar se o sistema é possivel e
determinado e se este nao for o caso, analisamos as equagdes do sistema para saber se ele é SPI
ou Sl.

Iniciemos pelo teorema de Cramer.

5.1. CLASSIFICACAO PELO TEOREMA DE CRAMER

Vimos que para calcular os valores das incdgnitas pelo teorema de Cramer,
necessariamente, devemos ter D # 0, pois D é o denominador de todas as fragdes determinantes
das incognitas.

D, D, D, D, . D,
X=—F—,y=—"F,Zz2=—,WwW=—,t=—, ..
DY~ D D D''"D

Assim, se D # 0, o sistema é possivel e determinado (SPD).

Caso o sistema apresente D = 0, ele podera ser ou SPI ou SI. Para fazer a distingao entre
esses tipos, devemos fazer a analise das equagdes do sistema ou podemos analisar os
determinantes D; da seguinte forma:

I) Se todos D; = 0, temos que o sistema sera SPI.
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II) Se existe algum D; # 0, temos que o sistema sera SI.

FIQUE

ATENTO!

Se o sistema apresentar o nimero de equagdes menor que o nimero de incdgnitas, ele
automaticamente sera SPI ou S| e nunca SPD.

Resumindo:
D#0 SPD
Teorema de
Cramer Todos D; = 0 SPI
D=0
Existe D; # 0 SI

5.2. SISTEMA POSSIVEL E INDETERMINADO OU SISTEMA IMPOSSIVEL

Agora que sabemos que D # 0 implica que o sistema é SPD. Devemos analisar o caso em
gue D = 0. Considere o sistema abaixo para analise.

(ax+y=1
(x + by =2
Vamos calcular o determinante da matriz dos coeficientes:
a 1
D = =ab—-1
1 bl =@

Se D # 0, temos um sistema possivel e determinado, isso acontece se ab # 1.

Se D = 0, podemos ter um sistema possivel e indeterminado ou impossivel, isso ocorre
quandoab = 1.

Entdo, se D = 0, temos:

1
D=0:>ab—1=0:>b=a

Substituindo b no sistema:

ax+y=1 ax+y=1

x+ly=2=>{ax+y=2a
a

Para termos um S|, devemos fazer com que uma equacgao seja a contradi¢do da outra.
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Perceba que para qualquer valor de a # 1/2, encontramos um sistema impossivel. Pois,
os coeficientes das incdgnitas de cada equagdo sdo iguais e a # 1/2 implica em termos
independentes diferentes.

Esea = 1/2, temos um sistema possivel e indeterminado, pois a segunda equagdo torna-
se equivalente a primeira e o sistema fica reduzido a apenas uma equagao:
X
2
Também podemos analisar de outro modo. Se queremos um SPI, podemos fazer com que
a segunda equacao seja proporcional a primeira equa¢ao. Desse modo, conseguimos reduzir o
nimero de equagdes do sistema e, assim, indeterminamos o sistema.

+y=1

Se as equagdes sdo proporcionais, os termos devem ser proporcionais entre si, um a um.

{ax+1y=1=>a 1 1
lx+by=2""1" b 2

Assim, temos:

a 1 1
17 27%72
%=%:b=2
Note que
1
ab=§-2=1

E isso satisfaz a condigdo D = 0. Portanto,sea = 1/2 e b = 2, temos um SPI.

5.3. SISTEMA LINEAR HOMOGENEO

Um sistema linear € homogéneo quando todos os seus termos independentes sdao nulos.
Veja um exemplo:

( x+y+z+w=0
x—y+2z—w=0

3x—2y—8z+1w=0

\ x—y—z—w=0

Nesse sistema, podemos perceber que a quadrupla (0,0,0,0) é solucdao do sistema. Essa
solucdo é chamada de solucdo trivial. Além dessa, podemos ter a solu¢do nao trivial. Para analisar
essa possibilidade, devemos calcular o determinante da matriz dos coeficientes do sistema.

Se D # 0, temos um SPD e, consequentemente, a solugao trivial é Unica. Se D = 0, temos
um SPI e, assim, encontramos a solugao trivial e diversas solugdes nao triviais.
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Um sistema linear homogéneo sempre admite solucdo! Ele pode ser possivel e determinado ou
possivel e indeterminado, mas nunca impossivel!

HORADE

PRATICAR!

4. (EEAR/2010)
kx—y+z=0
Para que osistemay 2x —4y—z =1 sejapossivel e determinado, deve-se ter
—-3x+4y—-z=-1

9
a) k + g
b) k # -
)k =

d) k=

Wm0

Comentarios

Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser diferente de zero, para que o sistema seja possivel e determinado.
kK -1 1
D =det< 2 —4 —1> =
-3 4 -1
=8k—-9
Queremos D # 0
= 8k—9+#0

k # 7
:> —
8
Gabarito: “a”.
5. (EEAR/2002)

3x+4y—-z=0
O sistema de equagdes 2x —y +3z=0
x+y=0
a) ndo tem solugao
b) tem infinitas solugdes
c) tem apenas a solugao trivial

d) tem uma unica solugdo nao trivial

Comentarios
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Da Regra de Cramer

3 4 -1
D=det{2 -1 3 |=0
1 1 0
Sendo assim, conforme os nossos conhecimentos acerca de sistema linear homogéneo,

concluimos que o sistema é possivel e indeterminado. Logo, tem infinitas solugGes.

Gabarito: “b”.

6. (EEAR/2002)

3x—-2y=-4

O sistema X+ 4}),' — 6 ,nas incégnitas x e y, admite uma unica solugao se, e somente se,
2x—3y=m

ajm # —1

bpm=20

cm=-1

dm=2

Comentarios

Para estudar este sistema, queremos que a terceira equacao seja uma combinacdo linear das
duas primeiras, ou seja, ela ndo pode contradizer os valores obtidos para x e y encontrados
utilizando apenas as duas primeiras equacdes. Posto isto, temos:

3x -2y =—4 (eq.1)
x+4y =—-6 (eq.2)
2x —3y=m (eq.3)
Fazendo eq.2 + 2 - eq. 1, obtemos:
(x+4y)+2-Bx—2y)=(—-6)+2-(—4)
7x = =14
> x=-2
Substituindo o valor de x na eq. 1 obtemos:
3-(-2)—-2y=—4 = y=-1
Substituindo x e y na eq. 3 obtemos:
2x —3y=m=2-(-2)—-3:-(-1)=-1
> m=-1
Gabarito: “c”.

7. (EEAR/2002)
x+y+2z=0

Os valores de k tais que o sistema homogéneo {x — ky + z = 0 admita apenas a solugdo trivial,
kx—y—z=0

sao:

a)k+0ek +—1

b)k+1ek -1

ck=0ek=-1

dk+1ek+ -2

Comentarios
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Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser diferente de zero, para que o sistema linear homogéneo tenha apenas a

1 1 2
D=det|1 -k 1 |=

k-1 -1
=2k?+ 2k = 2k(k + 1)

solucgdo trivial.

Queremos D # 0
=> 2k(k+1)#0
>k+0 e k+-1
Gabarito: “a”.
8. (EEAR/2001)

x+y=0
O sistemalinear{ y +z = 0 é indeterminado para
y+mz=0

a) nenhum m real
b) todo m real
cm=20
dm=1
Comentarios
Usaremos a Regra De Cramer. Na Regra De Cramer, o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser igual a zero, para que o sistema linear homogéneo seja indeterminado.
1 1 0
D=det{0O 1 1]=
0 1 m
=m-—1
Queremos D =0

>m=1
Gabarito: “d”.
9. (EEAR/2002)
x—y=1
Para que valor de k o sistema { y + 3z = 1 ndo possui solugao?
2x+kz=2

a)-3

b) -6

c)6

d)3

Comentarios
Utilizando a Regra de Cramer, queremos D =0, D, # 0,D,, # 0 e D, # 0.

1 -1 0
D=det<0 1 3>=k—6

2 0 k
1 -1 0

Dy=det(1 1 3|=2k-6
2 0 k

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 30



¥ Estrategla Prof. Victor So
ilitares

1 1 0
Dy=det<0 1 3>=k
2 2 k
1 -1 1
Dzzdet<0 1 1>=—2¢0

2 0 2

k—6=0 k=6
{Zk —-6%#0 = {k # 3
k+0 k+0
k = 6 satisfaz todas as condicOes. Logo, o sistema ndo possui solugdo para k = 6.

Gabarito: “c”.
10. (EEAR/2004)

Logo:

ax+ by =c

Sendo abcd +# 0, para que o sistema {px tqy=d

seja indeterminado, é necessario que p e q

sejam respectivamente iguais a

da bd
)—e—
bcd dca
b) —e—
c (4
ab d
c)—e-
d _ab
a
d-e—
c c

Comentarios

Utilizando a Regra de Cramer, queremos D = 0,D, =0e D, =0
D= det(? b) =aq — bp

c
Dx=det(d q) cq — bd

a c
Dy=det(p d) d—cp
D=aq—bp=20 q=Dbp
= {D,=cq—bd=0 = {cqzbd =
Dy=ad—cp=0 ad = cp
bd
q=——
c
- _ad
P=

Gabarito: “a”.

6. POSTO OU CARACTERISTICA DE UMA MATRIZ

Para calcular o posto (ou caracteristica) de uma matriz, devemos encontrar a sua forma
escalonada. Assim, a caracteristica dessa matriz € o nimero de linhas ndao nulas da matriz
escalonada.

Representamos o posto da matriz A por p(4).

Dessa forma, temos:
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1 1 1 6
A=|(0 1 3 5]—>p(A)=3
0O 0 1 1
(1 1 1 10]
B=|0 1 0 3|-p@)=2
0 0 0 O
7 1 4 10
0O 1 0 2
0 01 5
C—0 0 0 3 - p(A) =4
0O 0 0 O
0O 0 0 O

Sempre que uma linha for combinacao linear de outras ou ainda, produto de outra linha
por uma constante, teremos uma reduc¢ao do posto da matriz, pois se trata, como dissemos antes,
de uma linha “inutil”.

6.1. TEOREMA DE KRONECKER

O teorema de Kronecker nos permite encontrar a caracteristica de uma matriz de outro
modo. De acordo com esse teorema:

O posto de uma matriz A de ordem n é p se:

e Existir em A alguma submatriz A’ de ordem p com determinante n3o nulo;
e Todos os determinantes das submatrizes de A de ordem p + 1 devem ser nulos.

Exemplo:
1 2 3
A=11 2 3
5 1 4

Note que a primeira e a segunda linha da matriz A sao proporcionais entre si, desse modo,
detA = 0. Como o determinante de A de ordem 3 é nulo, seu posto ndo pode ser 3. Vamos
analisar as submatrizes de A de ordem 2 e verificar se encontramos alguma com determinante

nao nulo.
1 2’ 3
A=11 2/ 3
5 1 4

Tomando a submatriz A’ formada pelos dois primeiros termos da primeira linha e pelos
dois primeiros termos da segunda linha conforme ilustrado acima, temos:

A = [} g] = detA' = 0

E notdrio que qualquer submatriz de ordem 2 que tomarmos usando a primeira e a
segunda linha, teremos determinante nulo. Logo, temos que analisar as submatrizes usando a
primeira e a terceira linha de A.
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A =[é ﬂ:detA’=1—10=—9¢0

O determinante da submatriz A"’ é ndo nulo, como o determinante de A é nulo, aplicando
o teorema, temos que o posto de A é 2.

ESCLARECENDO!
‘ ©,©

Submatriz € uma matriz obtida excluindo-se algumas linhas ou colunas da matriz
original. No exemplo acima, podemos ter as seguintes submatrizes:

(1 2 3 2 3
A=11 2 3|=A=|2 3
5 |1 4. 1 4

1 2 3
— ”_1 3
SRR

Esses sdo apenas alguns exemplos de submatrizes que podemos extrair de A.

6.2. TEOREMA DE ROUCHE-CAPELLI

Outro método de discussao de sistemas lineares é pelo teorema de Rouché-Capelli.
Considere o sistema linear abaixo.
aj X1+ appxy + -+ agx, = by
ari1Xx1 + Ar2X> + -4 ArnXy = bz
Am1X1 + AppXy + -+ AppXy, = b,y

Esse sistema possui m equagdes e nnincognitas. Seja p a caracteristica da matrizincompleta
do sistema e g a caracteristica da matriz completa. O teorema de Rouché-Capelli permite inferir

que:

e Sep # q,temos um sistema impossivel.
e Sep = q < n, temos um sistema possivel e indeterminado.
e Sep = q = n, temos um sistema possivel e determinado.

Vejamos sua aplicagao com os exemplos abaixo:
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2x+y+z=1
1) x—y+2z=0
—x+3y+z=2

Seja A a matriz incompleta e C a matriz completa. Desse modo, temos:

2 1 1 2 1 1 1
1 -1 2leC=|1 -1 2 0
-1 3 1 -1 3 1 2

Como a matriz A é quadrada, podemos calcular seu determinante:

detA=-2-2+3-1-12-1=-15#0

Assim, sendo p a caracteristica da matriz 4, temos p = 3.

A=

A matriz completa C possui 3 linhas e 4 colunas, entdo, para calcular g (caracteristica da
matriz C), devemos calcular o determinante de uma submatriz de C. Quando fazemos isso,
devemos sempre calcular os determinantes das submatrizes de maior ordem e ir testando até
encontrar um que gere determinante ndo nulo. Nesse caso, como det A # 0, podemos tomar a
submatriz de C igual a matriz A. Logo, q = p = 3.

Nesse sistema, temos trés incégnitas, desse modo n = 3.

Encontramos p = q = n e de acordo com o teorema de Rouché-Capelli, temos um SPD.

2x+y+z=1
2) x+y+z=2
2x+2y+2z=4

Vamos proceder de modo analogo ao exemplo 1.

2 1 1 2 1 1 1
1 1 1jeC=|1 1 1 2
2 2 2 2 2 2 4

Note que detA = 0, pois a terceira linha é proporcional a segunda. Assim, devemos
analisar os determinantes das submatrizes de A. Como a ordem de A é 3, vamos analisar as
submatrizes de ordem 2.

2 1 1
1 1 1

2 2 2
A’:[i ﬂ:>detA’=1¢0

A=

A=

Como o determinante dessa submatriz é ndo nula, temos p = 2.

Agora, vamos analisar a caracteristica de C. Como C é uma matriz 3x4, devemos analisar
suas submatrizes. Perceba que a terceira linha da matriz C é proporcional a segunda, assim, os
determinantes das submatrizes de ordem 3 s3o nulos. Desse modo, devemos analisar as
submatrizes de ordem 2. Como A’ também é uma submatriz de C e seu determinante é ndo nulo,
podemos tomar essa submatriz e encontrar g = 2.

O sistema possui n = 3. Entdao, como p = q < n, temos um SPI.
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2x+y+z=1
3){4x+2y+2z=-1
—x+3y+z=2
Aqui, temos:
2 1 1 2 1 1 1
A=14 2 2leC=|4 2 2 -1
-1 3 1 -1 3 1 2

Note que det A = 0, pois a segunda linha é proporcional a primeira. Entdo, vamos analisar
suas submatrizes.

2 1 1 ,
A=|4a 2 2 =>A'=[3 1]=>detA’=2—6=—4¢0
1 3 1
Assim,p = 2.

Agora que encontramos p, vamos calcular q.

2 1 1 1 1 1 1
C=14 2 2 —-1|=C"=|2 2 —-1|=>detC'=4—-3+2-6+1—-4=-6+#0
-1 3 1 2 3 1 2
Como detC’ # 0 e C' é de ordem 3, temos g = 3.

Ja podemos concluir pelo teorema de Rouché-Capelli que esse sistema é impossivel, pois
p#q.
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11. (Fuvest/2005)

Diz-se que a matriz quadrada A tem posto 1 se uma de suas linhas é ndao-nula e as outras sao
multiplas dessa linha.

Determine os valores de a, b e ¢ para os quais a matriz 3x3

2 % 3
3a—b+2c 1 6
b+ c—3a % c—2a+b

tem posto 1.
Comentarios

A matriz A é de ordem 3, entdo ela pode ter posto 3. Se queremos que a matriz A tenha
posto 1, devemos fazer com que as outras linhas da matriz A sejam proporcionais a primeira.
Dessa forma, conseguimos reduzir o posto da matriz.

Perceba que os numeros que nao tém incégnitas nos dao indicagbes sobre a
proporcionalidade entre as linhas da matriz.

- 1 -
2 2
>x2 sz
x1 1

N

1
2

Assim, percebemos que existe uma proporcionalidade entre essas linhas de tal forma
gue a segunda linha contém elementos que sdo o dobro de cada elemento da primeira linha
e a terceira linha contém elementos que sdo iguais aos elementos da primeira linha.

Devemos encontrar a, b, ¢ que satisfagam as seguintes equagdes:

3a—b+2c=2-2
b+c—3a=2
c—2a+b=3

Desse modo, temos o seguinte sistema:

3a—b+2c=4
{—3& +b+c=2

—2a+b+c=3
Fazendo L, - L, + Ly e L3 = L3 + L, temos:

3a—b+2c=4
{ 3c=6
a+3c=7
Podemos ver que em L,, temos ¢ = 2. Substituindo esse valor em L3, encontramos:
a+3:-2=7=>a=1
Por fim, substituindo a e c em L;:
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3:-1-b+2:2=4>3-b+4=4=>b=3
| Dessa forma, para os valores (a, b,c) = (1, 3,2), o posto da matriz A é 1.
Gabarito: (a,b,c) = (1,3,2)

7. APENDICE

Nesse topico, vamos aprofundar nosso conhecimento sobre sistemas lineares. Vejamos o
que significa autovalor e autovetor.

7.1. AUTOVALOR E AUTOVETOR

Considere a equag¢ao matricial
A-X=1-X

Nos quais A é uma matriz quadrada de ordem n, X é a matrizcolunan x 1 e A é um nimero
real ou complexo (complexo é um conjunto que abrange os numeros que nao podem ser
representados pelo conjunto dos reais). X também pode ser entendido como um vetor coluna.

a1 Qg ° Qqp X1
az1 Qzz : X2

A=1| . e . 1 X=| S |51€RoulecC
an1 QApz2  *° App Xn

Note que o produto matricial A - X gera uma matrizn x 1.
Podemos manipular essa equacdo para encontrar o seguinte sistema:
AX=12-X=2A-X—-1-X=0

Como A é um numero real ou complexo, podemos reescrever o produto A - X como Al - X.

Veja:
Xy A-x;
1ox=a )=t
Xn A-x,
1 0 - 0 X1 A 0 -« 0 X1 A-xq
AU-X =1 0 1 . x:2 _(0 2 - x:2 _ l-:xz
0 0 - 1 Xn 0 0 - A Xn A-'xn

Assim, podemos escrever:
A-X-21-X=0=>@A—-ADX=0

O produto matricial encontrado representa um sistema linear homogéneo:
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X1 0
X2\ _ [0
A, Ao v Ay — A Xn 0

A=A
Sabemos que todo sistema linear homogéneo admite a solucdo trivial. Vamos analisar o
determinante da matriz incompleta desse sistema

det(4 — AI)
Pelo teorema de Cramer, temos os seguintes resultados:

e det(A—Al) = 0= SPI
e det(A—AD # 0= SPD

det(A — AI) é chamado de polindmio caracteristico cuja variavel é A:
p(A) = det(A — AI)
Se igualarmos o polindmio caracteristico a zero, encontramos a equac¢ao caracteristica:
det(A—AI) =0

As raizes dessa equacgao (44, 4,, ..., 4,) sdo chamadas de autovalores da matriz A. Para cada
um desses valores, geramos um conjunto solucao. As solu¢cdes sao chamadas de autovetores
associados a cada autovalor.

Vejamos na pratica como aplicamos esse conhecimento.

. . . (2 0 (X
Considere o sistema abaixo, no qual A = (2 3) X = (y) el €R.

A-X=1-X

Podemos encontrar o seu polinbmio caracteristico. Para isso, devemos -calcular
det(4 — AD):

a-a=(; -2 V=02" 52)

dettA—AD=2-DB-N)=21-51+6
=>pD) =22 -51+6

Se quisermos encontrar os autovalores associados a matriz A, basta calcular as raizes da
equacdo caracteristica:

A =51+6=0
As raizes dessa equacdo sdo A; = 2 e 1, = 3. Esses sdo os autovalores de A.

Para encontrar os autovetores, usamos os autovalores encontrados e substituimos no
sistema linear.

Para A; = 2, temos:
A-X=12-X=>Ul-2)-X=0
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= <2x(1r y) = (8)

=>{ 0=0
2x+y=0
=>2x+y=0

Assim, o sistema se resume a apenas uma equagao. Seja x = a # 0, entdo, temos:
2x+y=0=>y=—-2x=-2«a

Portanto, para 1; = 2, temos a seguinte solucdo:

%= () =[5 = (om0

Definindo-se os valores de @ € R e diferentes de zero, encontramos os autovetores
associados ao autovalor A; = 2.

Vamos repetir o processo para A, = 3:

2—-3 0 X\ _ (0 -1 0\ (*\_ /(0
( 2 3_3)'(y)_(0)=>(2 o) (y)_(o)
—x=0
= {Zx =0
Note que o sistema que encontramos ndao depende da variavel y. Portanto, qualquer valor
de y é solugao do sistema. Desse modo:

>x=0

z=(2);a¢0

Os autovetores associados ao autovalor A, = 3 possuem a forma acima e sdo solu¢des do
sistema.

Vocé verd que a banca pode eventualmente cobrar esse conhecimento na prova, mas esse
assunto sera cobrado de uma forma bem superficial, pois € um tdpico da algebra linear que é
aprendido nos primeiros anos de engenharia.

Para finalizar, vamos ver um teorema bem interessante que possibilita o calculo da matriz
inversa de um outro modo.

ESCLARECENDO!
‘ ©,©

Para calcular det(A — Al), basta subtrair A da diagonal principal da matriz A. Veja os
exemplos:
1-1 2

a=(3 =dea-an="74 2

3 4
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2 5-1 8

1 4 7
B = (2 5 8>:det(B—/11) =
3 6 9-1

7.2. TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON

Esse teorema dificilmente pode ser cobrado na prova e, por isso, vou apresentar apenas o
gue interessa.

Considere uma matriz quadrada A de ordem n:

a1 Qg 0 Qg

Az, 04y :
A=\ 7

An1 Qnz " Qnn

Sendo p(1) = det(A — Al) o polinémio caracteristico de A, entdo pelo teorema de Cayley-
Hamilton, p(A) = 0, isto é, A é um zero do seu polindmio caracteristico.

Podemos usar esse teorema para encontrar a inversa da matriz A.

Vejamos um exemplo.

Seja A = (z ;) Podemos ver que A é inversivel, pois detA = 2 # 0. Vamos encontrar

seu polindbmio caracteristico.

3-1 1
p(l)=| 4 2.7

=>p(A) =212 -51+2
Aplicando o teorema de Cayley-Hamilton, temos:

p(A) =0=>A42—-54+21=0

=B-MD2-1)—-4=1-51+2

Multiplicando-se a equagado acima a direita por A_l, encontramos:
A2 AT —54-A71 42471 =0
A-A-A1—54-A"1+2471=0

N———
I I

A—51+24"1=0
Isolando A~ e dividindo a equacgao por 2:

5
_1__ _ -
A —21

N =

Substituindo a matriz A na equacao:

=2 9-3C D

Al = (562 0) 342 1{2)
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AT = (—2 3/2 )

Esse é outro método para calcular a matriz inversa. Agora que vimos toda a teoria que
precisamos para resolver as questdes de sistemas lineares, vamos praticar!

8. QUESTOES NIVEL 1

1. (EEAR/2007)

A tabela mostra os pedidos de 4 clientes em uma lanchonete.

Cliente Pedidos
1 1 suco de laranja, 2 hamburgueres
e 3 por¢des de batata frita.
2 3 sucos de laranja, 1 hamburguer
e 2 porgoes de batata frita.
B 2 sucos de laranja, 3 hamburgueres
e 1 por¢cao de batata frita.
4 1 suco de laranja, 1 hamburguer
e 1 por¢cao de batata frita.

Se os clientes 1, 2 e 3 pagaram, respectivamente, R$11,10,R$10,00 e R$11, 90 por seus pedidos,

entdo o cliente 4 pagou R$

a) 5,00
b) 5,10
c)5,40
d) 5,50

2. (ESA/2011)

Trés amigos, Abel, Bruno e Carlos, juntos possuem um total de 555 figurinhas. Sabe-se que Abel

possui o triplo de Bruno menos 25 figurinhas, e que Bruno possui o dobro de Carlos mais

10 figurinhas. Desses amigos, o que possui mais tem

a) 250 figurinhas
b) 365 figurinhas
c) 275 figurinhas
d) 325 figurinhas
e) 300 figurinhas

3. (ESA/2012)

Em um programa de TV, o participante come¢a com R$ 500, 00. Para cada pergunta respondida

corretamente, recebe R$200,00; e para cada resposta errada perde R$ 150,00. Se um

participante respondeu todas as 25 questdes formuladas no programa e terminou com R$ 600, 00,

guantas questoes ele acertou?

a)14
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b) 9

c) 10
d) 11
e)12

4. (ESA/2010)

Uma pessoa deseja totalizar a quantia de R$ 600, 00 utilizando cédulas de um, dez e vinte reais,
num total de 49 cédulas, de modo que a diferenga entre as quantidades de cédulas de dez e de um
real seja igual a nove unidades. Nesse caso, a quantidade de cédulas de vinte reais de que a pessoa
precisara sera igual a:

a)10

b) 19

c) 20

d) 21

e) 29

5. (EsPCEx/2008)

A soma das idades dos amigos Pedro, José e Ivo é igual a 60. Sabe-se que a soma da idade de José
com a diferenga entre as idades de Pedro e Ivo (nesta ordem) é igual a 30 e que o dobro da idade
de Pedro mais a idade de José, menos a idade de Ivo é igual a 55. Assim, a idade de José é

a)10

b) 15

c) 20

d) 25

e) 30

6. (EsPCEx/2001)

Numa partida de basquetebol, uma equipe, entre cestas de 2 (dois) pontos e 3 (trés) pontos, fez 40
cestas, totalizando 98 pontos. Pode-se dizer que o niimero de cestas de 3 (trés) pontos dessa equipe
foi de:

a) 20

b) 18

c) 26

d) 24

e) 22

7. (EsPCEx/2006)
Em um grupo de trés criangas de idades diferentes foi notado que a soma das duas idades menores
menos a maior é igual a 2 anos e que a menor idade mais o dobro da maior é igual a 28 anos. As

idades sao numeros inteiros positivos. Dentre todas as possibilidades, existe uma em que a soma
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das idades das criangas é a maior possivel, observando-se sempre o fato de as criangas terem idades
diferentes. Essa soma, em anos, é

a) 20

b) 22

c)24

d) 26

e) 28

8. (EsPCEx/2011)
A figura abaixo é formada por um dispositivo de forma triangular em que, nos vértices e nos pontos
médios dos lados, estao representados alguns valores, nem todos conhecidos. Sabe-se que a soma

dos valores correspondentes a cada lado do triangulo é sempre 24.

Assim, o valor numérico da expressaiox —y -z é
a) -2

b) -1

c)2

d)5

e) 10

9. (EsPCEx/2007)

Em uma bolsa existem pecas em formatos de triangulos, quadrados e pentagonos, nas quantidades
de x triangulos, y quadrados e z pentagonos. Sabendo-se que a soma das quantidades de pegas é
igual a 10; que, se somarmos as quantidades de vértices de todas as pecas, obtemos 37; e que a
quantidade de tridngulos é igual a soma das quantidades de quadrados e pentagonos, o valor de
2x + 3y + z éigual a:

a)21
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b) 19
c) 15
d) 10
e)8

10. (EsPCEx/2000)

Prof. Victor So

José e Maria, acompanhados de seu filho Pedro, queriam se pesar. Para tanto, utilizaram uma

balanga defeituosa que s6 indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Desta forma, eles se

pesaram, dois a dois, e obtiveram os seguintes resultados:
e José e Pedro: 87 kg
e José e Maria: 123 kg
e Maria e Pedro: 66 kg

Diante desses resultados, pode-se concluir que
a) cada um deles pesa menos que 60 kg.

b) dois deles pesam mais que 60 kg.

c) José é mais pesado que Maria e Pedro juntos.

d) Maria é a mais pesada dos trés.

e) o peso de Maria é a média aritmética dos pesos de José e Pedro.

11. (AMAN/2017)
x—3y+kz=0

Considere o sistema linear homogéneo {3x + ky + z = 0, onde k é um niimero real.

kx+y=0

O unico valor que torna o sistema, acima, possivel e indeterminado, pertence ao intervalo

a) (—4,-2]
b) (—2,1]
c) (2,4]

d) (2,4]

e) (4,6]

12. (AMAN/2016)
x+y+az=1

Para que o sistemalinear{ x+2y +2z =2 ,emquea e b sio reais, seja possivel e indeterminado,

2x+5y—3z=0>b
ovalorde a + b é igual a
a)10
b) 11
c) 12
d) 13
e)14

13. (AMAN/2011)
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a) —1
b) 4
c)9
d) 14
e) 19

2x+y=5
ax+2y=>b

Prof. Victor So

seja possivel e indeterminado, o valor de a + b é:

GABARITO

Oo~NOUAEWDNRE
Y oo o0 aooTa

=
©
(@I V]

11.b
12.b
13.d

RESOLUCAO

1. (EEAR/2007)

A tabela mostra os pedidos de 4 clientes em uma lanchonete.

Cliente Pedidos
1 1 suco de laranja, 2 hamburgueres
e 3 por¢oes de batata frita.
2 3 sucos de laranja, 1 hamburguer
e 2 porgoes de batata frita.
5 2 sucos de laranja, 3 hamburgueres
e 1 porcao de batata frita.
4 1 suco de laranja, 1 hamburguer
e 1 por¢cao de batata frita.

Se os clientes 1, 2 e 3 pagaram, respectivamente, R$11,10,R$10,00 e R$11, 90 por seus pedidos,

entdo o cliente 4 pagou R$

a) 5,00
b) 5,10
c) 5,40
d) 5,50
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Equacionando o problema dado:
1L+ 2H + 3B =11,10
3L+ 1H + 2B = 10,00
2L +3H + 1B = 11,90
1L+1H+ 1B =k
Usaremos o sistema formado pelas 3 primeiras equacdes para encontrar o valor individual de
cada item, e depois substituiremos na ultima equacdo para obter o valor de k
1L+ 2H + 3B =11,10
{3L +1H + 2B = 10,00

2L+3H+ 1B =11,90
Usaremos a regra de Cramer

1 2 3
D=det<3 1 2])=18

2 3 1
11,1 2

3\ 132
119 3 1
1 11,1 3 229
DH = det 3 10 2= T
2 119 1
1 2 11,1 141
Dp=det|3 1 10 |=—
2 3 11,9
Sendo assim, obtemos:
(o (%) =
D 18 15
222
Loy _(%%s) 37
D 18 15
o 0y (M) a7
\ D 18 30

Fazendo L + H + B = k obtemos

I = (22) N (37) N (47) _ 165  c
~\15 15 30/ 30 7
k = 5,50
Logo, o cliente 4 gastou R$ 5,50

Gabarito: “d”.

2. (ESA/2011)

Trés amigos, Abel, Bruno e Carlos, juntos possuem um total de 555 figurinhas. Sabe-se que Abel
possui o triplo de Bruno menos 25 figurinhas, e que Bruno possui o dobro de Carlos mais
10 figurinhas. Desses amigos, o que possui mais tem

a) 250 figurinhas

b) 365 figurinhas

c) 275 figurinhas

d) 325 figurinhas

e) 300 figurinhas

Comentarios
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Equacionando o problema:
A+B+C =555 (eq.1)
A=3B—-25 (eq.2)
B=2C+10 (eq.3)
Fazendo eq.3 em eq. 2
A=3-(2C+10)—-25
A=6C+5 (eq.4)
Fazendoeq.4 eeq.3 emeq.1
(6C+5)+(2C +10)+ C =555
9C =540 = C =60 (eq.5)
Fazendo eq.5 emeq.3
B=2-60+10 =130
Fazendo eq.5 emeq. 4
A=6-60+5 =365
O maior dentre eles é A = 365
Gabarito: “b”.
3. (ESA/2012)
Em um programa de TV, o participante come¢a com R$ 500, 00. Para cada pergunta respondida
corretamente, recebe R$200,00; e para cada resposta errada perde R$ 150,00. Se um

participante respondeu todas as 25 questdes formuladas no programa e terminou com R$ 600, 00,

quantas questoes ele acertou?
a)14

b) 9

c) 10

d)11

e) 12

Comentarios

Sejae —erro e a — acertos, como sdo 25 perguntas no total, entao
e+a=25
O saldo final de um participante é dado por:
S =500 — 150e + 200a
Do enunciado, extraimos o seguinte sistema:
{ e+a=25 { e=25—-a (eq.1)
200a — 150e + 500 = 600 200a — 150e = 100 (eq.2)
Fazendo eq.2emeq.1
200a — 150(25 —a) = 100
= 350a — 3750 = 100
3850
350
O participante acertou 11 perguntas
Gabarito: “d”.
4. (ESA/2010)

Uma pessoa deseja totalizar a quantia de R$ 600, 00 utilizando cédulas de um, dez e vinte reais,

>a=

num total de 49 cédulas, de modo que a diferenga entre as quantidades de cédulas de dez e de um
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real seja igual a nove unidades. Nesse caso, a quantidade de cédulas de vinte reais de que a pessoa

precisara sera igual a:
a) 10
b) 19
c) 20
d)21
e)29

Comentarios

Seja u — cédulas de um, d — cédulas de dez e v — cédulas de vinte. Sdo 49 cédulas no

total, entdo:
u+d+v=49
Do enunciado:
d—u=9
E a soma total deve corresponder a R$ 600,00, entdo
u+ 10d + 20v = 600
Temos o seguinte sistema:
u+d+v=49 (eq. 1)
d=9+u (eq.2)
u+10d + 20v =600 (eq.3)
Fazendo eq.2emeq.1
u+O9+u)+v=49
v =40 —-2u (eq.4)
Fazendoeq.2 eeq.4emeq.3
u+ 1009 +u) + 20(40 — 2u) = 600
29u = 290
> u=10
Substituindo o valor de u em eq. 4
v=40-2(10) =20
Gabarito: “c”.

5. (EsPCEx/2008)

A soma das idades dos amigos Pedro, José e Ivo é igual a 60. Sabe-se que a soma da idade de José

com a diferenga entre as idades de Pedro e Ivo (nesta ordem) é igual a 30 e que o dobro da idade

de Pedro mais a idade de José, menos a idade de Ivo é igual a 55. Assim, a idade de José é

a) 10

b) 15

c) 20

d) 25

e) 30
Comentarios

Equacionando o problema obtemos o seguinte sistema:

P+J+1=60
J+(P—=1)=30
2P+]—1=55
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P+J—1=30

P+J+1=60
i {
2P+]—1=55

Usaremos a regra de Cramer

1 1 1
D=det{1 1 —-1)=-2

2 1 -1
1 60 1
Dy=det(1 30 —1|=-40
2 55 -1
Dy_ =40 _ .
= = — = — =
/ D -2

Portanto, José tem 20 anos
Gabarito: “c”.
6. (EsPCEx/2001)

Numa partida de basquetebol, uma equipe, entre cestas de 2 (dois) pontos e 3 (trés) pontos, fez 40

cestas, totalizando 98 pontos. Pode-se dizer que o nimero de cestas de 3 (trés) pontos dessa equipe
foi de:

a) 20

b) 18

c) 26

d) 24

e) 22

Comentarios
Sejat — cestas de 3 pontos e d — cestas de 2 pontos.

Equacionando as informacdes do enunciado, obtemos o seguinte sistema
t+d=40 (eq.1)
{Bt + 2d =98 (eq.2)
Isolando d na eq. 1 e substituindo em eq. 2 obtemos:
3t+2(40—t) =98
3t —2t+80 =98
t=18
Gabarito: “b”.
7. (EsPCEx/2006)

Em um grupo de trés criangas de idades diferentes foi notado que a soma das duas idades menores

menos a maior é igual a 2 anos e que a menor idade mais o dobro da maior é igual a 28 anos. As
idades sao niimeros inteiros positivos. Dentre todas as possibilidades, existe uma em que a soma
das idades das criangas é a maior possivel, observando-se sempre o fato de as criancas terem idades
diferentes. Essa soma, em anos, é

a) 20

b) 22

c) 24

d) 26

e) 28
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Comentarios

Sejam x, y e z, as idades das criangas, tal que x > y > z.
Equacionando as informag¢6es dadas no enunciado, obtemos:
y+z—x=2(eq.1)
{Z +2x =28 (eq.2)
Isolando z em eq. 2 e substituindo em eq. 1 obtemos:
y+(28—-2x)—x=2
y =3x —26 (eq.3)
De eq. 2 e eq. 3 obtemos:
S=x+y+z=x+Bx—-26)+(28—-2x) =
S=2x+2
Quando maior o valor de x maior o valor de S. Devemos encontrar o maior x inteiro possivel
Mas, devemos lembrarque x >y > z
x> (3x —26) > (28 — 2x)

x <13
{ x> 3x— 26 54

3x—26>28—2x x>

54 L . . . .
Logo, x € | = 13 [ mas como x é inteiro, entdo x € {11, 12}. Sendo assim, o maior x possivel

é x = 12, entdo o valor da soma é dado por:
S=2x—-6=2-124+2=26
Gabarito: “d”.
8. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo é formada por um dispositivo de forma triangular em que, nos vértices e nos pontos

médios dos lados, estdao representados alguns valores, nem todos conhecidos. Sabe-se que a soma
dos valores correspondentes a cada lado do tridngulo é sempre 24.

Assim, o valor numérico da expressaox —y -z é

a) —2
b) —1
c)2
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d)5
e) 10

Comentarios

Equacionando para a trés arestas, obtemos:
y+15+2z =24 (eq.1)
y+5+x=24 (eq.2)
x+ 10+ z =24 (eq.3)
lgualando eq. 1 e eq. 3, obtemos:
x+10+z=y+15+z
x=y+5(eq.4)
Substituindo eq.4 em eq. 2
y+5+@+5)=24

2y =14
>y=7
Substituindo o valor de y em eq. 1 e eq. 4, obtemos:
{(7)+15+z=24 {z=2
x=(7)+5 x =12

Portanto,
x—y-z=012)—(7)-(2) = -2
Gabarito: “a”.
9. (EsPCEx/2007)

Em uma bolsa existem pe¢as em formatos de tridngulos, quadrados e pentagonos, nas quantidades

de x triangulos, y quadrados e z pentagonos. Sabendo-se que a soma das quantidades de pegas é
igual a 10; que, se somarmos as quantidades de vértices de todas as pegas, obtemos 37; e que a
quantidade de triangulos é igual a soma das quantidades de quadrados e pentagonos, o valor de
2x + 3y + z éigual a:

a)21

b) 19

c) 15

d) 10

e)8

Comentarios

Considerando a geometria das pecas, o enunciado nos fornece o seguinte sistema
x+y+z=10
{3x +4y + 5z =37
xX=y+z
x+y+z=10
{3x +4y + 5z =37
x—y—z=0

Usaremos a regra de Cramer
1 1 1
D =det(3 4 5 ]|=2

1 -1 -1
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0 1 1
Dx=det(37 4 5)=10

0o -1 -1
1 10 1
D, =det|{3 37 5 )=6
1 0 -1
1 1 10
D,=det{3 4 37|=4
1 -1 0
Sendo assim, obtemos:
( D, 10
= — = — = 5
=D T2
D 6
Y=D T2
D, 4
L 7 = 3 = E = 2

Portanto,
2x+3y+z=2(05)+303)+((2) =21
Gabarito: “a”.
10. (EsPCEx/2000)
José e Maria, acompanhados de seu filho Pedro, queriam se pesar. Para tanto, utilizaram uma

balanga defeituosa que sé indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Desta forma, eles se

pesaram, dois a dois, e obtiveram os seguintes resultados:
e José e Pedro: 87 kg
e José e Maria: 123 kg
e Maria e Pedro: 66 kg

Diante desses resultados, pode-se concluir que

a) cada um deles pesa menos que 60 kg.

b) dois deles pesam mais que 60 kg.

c) José é mais pesado que Maria e Pedro juntos.

d) Maria é a mais pesada dos trés.

e) o peso de Maria é a média aritmética dos pesos de José e Pedro.

Comentarios

Equacionando o problema, obtemos o seguinte sistema
J+P=87 (eq.1)
J+M =123 (eq.2)
M+ P =66 (eq.3)
Isolando P em eq. 1 e substituindo em eq. 3, obtemos
M+ (87—]) =66
J=21+M (eq.4)
Substituindo eq. 4 em eq. 2, obtemos:
1+M)+M =123
2M = 102
= M =51 (eq.5)
Substituindo eq.5 em eq. 4 e eq. 3, obtemos:
{]=21+(51) - {]=72
(51)+P =66 P =15

AULA 17 — SISTEMAS LINEARES 52



-

¥ Estratégia

Prof. Victor So

Militares

Sendo assim obtemos os pesos de toda a familia. Vamos agora analisar as alternativas

a) Falso.

José pesa 72 kg
b) Falso.

Somente José pesa mais que 60 kg
¢) Verdadeiro.

J>P+M
72 >51+15
72 > 66

d) Falso.

Maria pesa 51 kg e José pesa 72 kg, logo, José é mais pesado que Maria
e) Falso.

J+P
M ——
72+15 87

51 # ————=—=1435
2 2

51 # 43,5
Gabarito: “c”.
11. (AMAN/2017)

x—3y+kz=0
Considere o sistema linear homogéneo {3x + ky + z = 0, onde k é um nGiimero real.
kx+y=0

O unico valor que torna o sistema, acima, possivel e indeterminado, pertence ao intervalo
a) (—4,-2]
b) (—2,1]
c) (2,4]
d) (2,4]
e) (4,6]
Comentarios

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o determinante dos coeficientes deve
ser nulo.

1 -3 k
det|3 k 1|=0=>-3k+3k—-k*-1=0

k 1 0
Assim, temos k* = —1. Podemos manipular essa equagao da seguinte forma:
K=-12k=-1
Portanto, o Unico valor que torna o sistema possivel e indeterminado é k = —1, o qual

pertence ao intervalo (—2, 1] do item “b”.

Gabarito: “b”
12. (AMAN/2016)

x+ytaz=1
Para que o sistemalinear{ x+2y +2z =2 ,emquea e bsio reais, seja possivel e indeterminado,
2x+5y—3z=0»>b

ovalordea + b éigual a
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a) 10

b) 11

c)12

d) 13

e) 14
Comentarios

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes
deve ser nulo:

1 1 a
det[l 2 1]=0=>—6+2+5a—4a—5+3=0=>

2 5 -3
Assim, substituindo o valor de a no sistema:
x+y+6z=1
X+2y+z=2

2x+5y—3z=0b
Fazendo a terceira equagdo menos duas vezes a primeira, temos:
2x+5y—32)—2-(x+y+62)=b—2
3y—15z=b—2

y—5z=222 (1)
3
Fazendo a terceira equagcao menos duas vezes a primeira, temos:
2x+5y—32)—2-(x+2y+2)=b—4
y—5z=>b—-4(2)
Igualando (1) e (2):

Por fim,a+b=6+5=11.

Gabarito: “b”
13. (AMAN/2011)

2x+y=5

Para que o sistema linear {ax +2y=b

seja possivel e indeterminado, o valor de a + b é:
a) -1

b) 4

c)9

d) 14

e) 19

Comentarios
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Para que o sistema seja possivel e indeterminado, o valor do determinante dos coeficientes
deve ser nulo:

2 1 o
a2|_0=>4 a=0

a=4
Substituindo o valor de a no sistema:
{ 2x+y=>5
4x+2y=b
Podemos reescrever da seguinte forma:
{ 2x+y=5
2x+y=>b/2

Portanto, para que o sistema seja possivel, as duas equagdes do sistema acima devem ser
iguais. Para isso:

b
5=5=
Assim,a+ b =10+ 4 = 14.
Gabarito: “d”

9. QUESTOES NIVEL 2

14. (AFA/2020)

Trés amigas: Tereza, Ana e Kely entram juntas numa loja de chocolates.

A tabela abaixo indica a quantidade de caixas e o tipo de trufas que cada uma comprou na loja.

Trufas de | Trufas de Trutas de
morango nozes coco
Tereza 3 7 1
Ana 4 10 1
Kely 1 1 1

Com as compras, Tereza gastou 315 reais e Kely gastou 105 reais.

Analise cada proposi¢cdao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

( ) O valor da caixa de trufas de coco é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.
( ) Ana gastou o quadruplo do que Kely gastou.

( ) As trés juntas gastaram menos de 800 reais.

Sobre as proposi¢des, tem-se que:

a) todas sao verdadeiras.

b) apenas uma é falsa.
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c) apenas duas sao falsas.

d) todas sdo falsas.

15. (AFA/2019)

Considere o sistema abaixo

(12 1
2Tz T 2
2 1 1
aZ b2 ¢z
3 1 2
= I =y

Sabendo-se que a, b e ¢ sdo nimeros reais nao nulos, € INCORRETO afirmar que:
a) |la| + |b| + |c| € (R — Q)
b)a? + b% +c¢% > 2

a?> 1 3 .
c) O determinantedamatriz| 9 p2 4 |éiguala -
0 0 2

1.1, 1,
d);+b—2+c—2epar.

16. (AFA/2014)

O sistema linear nas incognitas x, y e z abaixo possui uma infinidade de solugdes.
(sena)x+y—z=0
x—(sena)y+z=1
x+y=cosa

Sobre o parametro a, a € R, pode-se afirmar que
a)a=km, kel

b)a =2kn, kel

c)a=7+2km k€

d)a=§+kn,keZ

17. (AFA/2012)

Sejam as matrizes

11 1 X1 k
A=(1 1 2| X=|X21eB=|3
1 1 -2 X3 5

Em relagdo a equac¢ao matricial AX = B, é correto afirmar que
a) é impossivel para k = %

b) admite solugdo tnica para k = %

c) toda solugdo satisfaz a condig¢ao x; + x, = 4.

d) admite a terna ordenada (2, 1, - %) como solugao.

18. (AFA/2011)

Trés amigos Samuel, Vitdria e Julia, foram a uma lanchonete.
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e Samuel tomou 1 guarana, comeu 2 esfirras e pagou 5 reais.

e Vitdria tomou 2 guaranas, comeu 1 esfirra e pagou 4 reais.

e Julia tomou 2 guarands, comeu 2 esfirras e pagou K reais.

Considerando-se que cada um dos trés pagou o valor exato do que consumiu, é correto afirmar que
a) o guarana custou o dobro da esfirra.

b) os trés amigos, juntos, consumiram 16 reais.

c) cada esfirra custou 2 reais.

d) Julia pagou 8 reais pelo que consumiu.

19. (AFA/2010)

Seja o sistema S de equages nas incognitas x,y e z e parametro real m

x+2y—z=0
S={x—my—-3z=0

x+3y+mz=m

Analise as proposi¢des a seguir e assinale a INCORRETA.

a) Sem = —3, entdo S é impossivel.

b) S é determinado se, e somente se, m # 0

c) Se S é homogéneo, entao x + y + z é sempre um nimero multiplo de 3

d) S admite solugao para todom # —3

20. (AFA/2010)

Pedro e Maria com seus filhos Gabriel e Joao foram a uma clinica médica para uma revisao de satde.
Fazia parte da avaliagdo aferir o peso de cada um. A balanga da clinica era muito antiga e tinha um
defeito, sé indicava pesos maiores de 60 kg.

Para resolver a pesagem, procedeu-se da seguinte maneira:

Pesou-se

- Pedro, Maria e Gabriel, totalizando 150 kg

- Pedro, Gabriel e Jodo, totalizando 117 kg

- Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 97 kg

- Pedro, Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 172 kg

Com base nessas informacoes, é correto afirmar que:

a) com essa balancga é possivel pesar Gabriel e Jodo juntos

b) a diferenca entre os pesos de Pedro e Maria é o peso de Jodo.

c) Pedro é mais pesado que Maria e Jodo juntos.

d) ndo é possivel pesar Maria sozinha nessa balanga.

21. (EFOMM/2017)
Dado o sistema linear abaixo, analise as seguintes afirmativas:

3 4 -6] x -3
0 16 b |- lyl =l a
1 -4 2 z 3

I.Se b # —12, o sistema linear tera uma unica solugao.
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Il. Se a = b = —12, o sistema linear tera infinitas solugdes.
Ill. Se b = —12, o sistema serd impossivel.

a) Todas as afirmativas sao corretas.

b) Todas as formativas sdo incorretas.

c) Somente as afirmativas | e lll s3o corretas.

d) Somente as afirmativas | e Il sdo corretas.

e) Somente as afirmativas Il e lll s3o corretas.

22. (EFOMM/2009)

Dado o sistema de equagoes lineares
ax+by+ciz=d,4

S: {azx + b,y + ¢,z = d,. Sabendo-se que os determinantes:
azx + b3y + c3z = dj3

a; by cq |[dy by cq| |ay di ¢ a; by dy
a, b, c|,|d, b, c|,|la; d, cy|lela, b, d;|sdotodos iguaisa
az; bz c3l ld; b; c3l laz d; c3 az; bz dj
zero, apenas pode-se concluir que S
a) é determinado.
b) ndo é determinado.
c) admite a solugao (0.0.0).
d) ndo é impossivel.
e) nao é indeterminado.
23. (Escola Naval/2015)
Analise o sistema a seguir.
x+y+z=0.

4x—-2my+3z=0
2x+6y—4mz =0

Prof. Victor So

Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possivel e indeterminado, pode-se

afirmar que a expressao
Itg (?) + sec? (ZnTm> — 1| vale
)2
s
K g 11
C) — T
7
d) "

1
E)—Z

GABARITO

14.b
15.b
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16.b
17.c
18.c
19.b
20.d
21.d
22.b
23.Sem gabarito

Prof. Victor So

RESOLUCAO

14. (AFA/2020)

Trés amigas: Tereza, Ana e Kely entram juntas numa loja de chocolates.

A tabela abaixo indica a quantidade de caixas e o tipo de trufas que cada uma comprou na loja.

Trufas de | Trufas de | Trufas de
morango nozes coco
Tereza 3 7 1
Ana 4 10 1
Kely 1 1 1

Com as compras, Tereza gastou 315 reais e Kely gastou 105 reais.

Analise cada proposi¢ao abaixo quanto a ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.

( ) O valor da caixa de trufas de coco é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.

( ) Ana gastou o quadruplo do que Kely gastou.
( ) As trés juntas gastaram menos de 800 reais.

Sobre as proposi¢oes, tem-se que:
a) todas sao verdadeiras.

b) apenas uma é falsa.

c) apenas duas sao falsas.

d) todas sdo falsas.

Comentarios

Primeiramente iremos equacionar o problema, consideremos:

m — preco da caixa de morango,n — prego da caixa de nozes

preco da caixa de cbco

Tereza:3m+7n+c =315 (eq.1)

Ana:4dm+10n+c¢

Kely:m+n+c =105

Isolando ¢ em eq. 3 e substituindo emeq. 1
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3m+7n+ (105—n—m) =2m+ 6n + 105 = 315
= m=105-3n (eq.4)
Substituindo eq.4 em eq. 3, obtemos:
(105—-3n)+n+c=105
= c=2n (eq.5)
Substituindo eq.4 e eq.5 em eq. 2, obtemos:
4m+10n+c =4(105—-3n) + 10n + (2n) = 420 — 12n + 10n + 2n = 420
Logo, Ana gastou R$ 420,00.
Analisando agora as assertivas obtemos:
(V) O valor da caixa de trufas de c6co é o dobro do valor da caixa de trufas de nozes.
eq.5

(V) Ana gastou o quadruplo do que Kely gastou.

420 = 4 - 105, Verdadeiro.
( F) As trés juntas gastaram menos de 800 reais.

315+ 420 + 105 = 840, Falso.
Portanto, apenas 1 assertiva é falsa.

Gabarito: “b”

15. (AFA/2019)

Considere o sistema abaixo

12 1
Ztptaz=2
2 1 1

A
3 1 2

az b 2

Sabendo-se que a, b e ¢ sdo nimeros reais ndo nulos, é INCORRETO afirmar que:
a) |al + |b| + |c|] € (R — Q)

b)a* + b* +c¢* > 2

a? 1 3
c) O determinantedamatriz| 9 p2 4 |éiguala P
0 0 2

1 1 1,
d)§+b—2+c—2epar.
Comentarios

Faremos a seguinte substitui¢ao:
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(1 _

E—x

1 x+2y+z=9 (eq. 1)
{5 =y = {2x+y—z=3 (eq.2)
bl 3x—y—2z=—-4 (eq.3)
\cz~ ~

Fazendo eq.1 + eq. 2, obtemos:
3(x+y) =12 (eq.4)
Fazendoeq.3 + 2 - eq.1, obtemos:

5x +3y =14
2x +3(x+y) =12
eq.4
— 2x+12=14
x=1

eq.4
— 31+y)=12 = y=3

eq.2
— 2:143—-—2z=3 = z=2

Logo, temos:
(1 _
—=1 (lal=1 (a® =1
1 Y3 21
15=3 = bl=35 =3
1 \/7 2_1
1_, ol =~ ct=5
\c2 2

Analisaremos agora as alternativas:

a) Verdadeiro.

V3 \/7:6+2\/§+3\/7 ,

la| + |b| +|c|=1+—=—+ é um numero irracional

3 2 6
b) Falso.
1 1 11 12
2 2 2 — — - = —
a“+b +C—1+3+2 6<6 2

c) Verdadeiro.
Trata-se de uma matriz triangular, logo o determinante é o produto da diagonal
principal, conforme:

a2 1 43 , 11 1
det 2 —a2-p’-c2=1.-.2=Z2
0 0 ¢?
d) Verdadeiro.
1 1 1 )
—S+5+=>=1+3+2=6, é um numero par
a’? p* ¢

Gabarito: “b”
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16. (AFA/2014)

O sistema linear nas incognitas x, y e z abaixo possui uma infinidade de solugdes.
(sena)x+y—z=0
x—(sena)y+z=1
xX+y=cosa

Sobre o parametro a, a € R, pode-se afirmar que

aJa=km, ke

b)a=2kmn,keZ

c)a=7+2km k€

da=>+kmkeZ

Comentarios

Para que o sistema seja indeterminado, o determinante da matriz dos coeficientes deve
ser zero, logo:

sena 1 -1
D =det| 1 —sena 1 |=-2-sena=0
1 1 0

> a=kmnk€eZ
Para esse valor de a, temos:
y_Z=0 eq.1+eq.2 x+y=1
XxX+z=1 ———
xX+y=cosa
X+y=cosa
Assim, teremos um S.P.l. quando cos a = 1, ou seja:
cosa=1
> a=2knm ke’

Gabarito: “b”
17. (AFA/2012)

Sejam as matrizes

11 1 X1 k
A=(1 1 2| X=[X2|{eB=|3
1 1 -2 X3 5

Em relagdo a equagao matricial AX = B, é correto afirmar que
a) é impossivel para k = %

b) admite solugdo tnica para k = %

c) toda solugao satisfaz a condicao x; + x, = 4.

. 1 ~
d) admite a terna ordenada (2, 1, — E) como solugao.

Comentarios

Montando o sistema linear que representa as matrizes dadas temos:
X1 +x,+x3=k (eq.1)
X1+ x,+2x3=3 (eq.2)
X1 +x, —2x3=5 (eq.3)
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O valor de D do sistema é dado por:

1 1 1
D=det|1 1 2 ] =0
1 1 =2
Sendo assim, calculamos agora Dy, Dy, e D,,
[k 1 1]
D, =det|3 1 2 |=14—-4k
5 1 -2
[1 k 1]
D,,=det|1 3 2 |=4k—-14
1 5 -2l
1 1 k
D,, = det[1 1 3] =0
1 1 5

a) Falso.

Se D, = Dy, = D,, = 0 osistema é indeterminado:
7
D, =14—-4k=0 = k=§

o 7 . L. .
Entdo, para k = 50 sistema é indeterminado.

b) Falso.
Como exposto no item anterior. O sistema serd possivel indeterminado, logo, a solucado
nao é unica.
c) Verdadeiro.
Fazendo eq.2 + eq. 3, obtemos:
(X1 +x+2x3)+ (1 +x,—2x3) =3+5
2(x; +x,) =8
> xtx,=4
d) Falso.

Substituindo a terna ordenada na eq. 2, obtemos:
1
1-(2)+1-(1)+z.(—§)=2¢3

Gabarito: “c”

18. (AFA/2011)

Trés amigos Samuel, Vitdria e Julia, foram a uma lanchonete.

e Samuel tomou 1 guarana, comeu 2 esfirras e pagou 5 reais.

e Vitdria tomou 2 guaranas, comeu 1 esfirra e pagou 4 reais.

e Julia tomou 2 guaranads, comeu 2 esfirras e pagou K reais.

Considerando-se que cada um dos trés pagou o valor exato do que consumiu, é correto afirmar que

a) o guarana custou o dobro da esfirra.
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b) os trés amigos, juntos, consumiram 16 reais.
c) cada esfirra custou 2 reais.

d) Julia pagou 8 reais pelo que consumiu.
Comentarios

Equacionando o problema dado temos:

samuel: 1g+2e=5 (eq.1)
vitoria: 2g+le=4 (eq.2)
ulia: 2g+2e=k (eq.3)

Fazendo eq.1 — 2 - eq. 2 obtemos:
-3-g=-3 = g=1 (eq.4)
Substituindo eq.4 em eq. 2, obtemos:
2:-1+1le=4 = e=2 (eq.5)
Substituindo eq.4 e eq.5 em eq. 3, obtemos:
2:-1+2-2=6
Portanto, o preco do guarand é R$ 1,00, o preco da esfirraé R$ 2,00 e Julia gastou R$ 6,00.

a) Falso.
g=1+4=2e
b) Falso
5+44+6=15
Os ter gastaram R$ 15,00
¢) Verdadeiro.
e=2

d) Falso.
Julia gastou R$ 6,00
Gabarito: “c”
19. (AFA/2010)
Seja o sistema S de equacgdes nas incognitas x, y e z e parametro real m
x+2y—z=0
S={x—my—-3z=0
x+3y+mz=m

Analise as proposi¢des a seguir e assinale a INCORRETA.

a) Sem = —3, entdo S é impossivel.

b) S é determinado se, e somente se, m # 0

c) Se S é homogéneo, entao x + y + z é sempre um numero multiplo de 3

d) S admite solugao para todom + —3
Comentarios

Primeiramente, calcularemos os determinantes a fim de aplicar a regra de Cramer:

1 2 -1
D =det|1 -m =3|=-m(m+3)
1 3 m
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0 2 -1
D, = det[o -m —3] = —m(m+ 6)
m 3 m

1 0 -1
D, = det [1 0 —3] =2m
1 m m
1 2 0
D, = det[l —-m 0] = —-m(m+ 2)
1 3 m

A partir dai concluimos que:

1-D=D,=D,=D,=0 = m=0 = S.P.I
2-Sem=-3 = D=0eD,#0,D,#0eD,#0 = S.I
3-SeD#0eD+#-3 = S.P.D

a) Verdadeiro.

Conclusao 2

b) Falso.

Conclusdo 3. Se m = —3 ndo é determinado.

¢) Verdadeiro.

Substituindo m = 0 no sistema:

x+2y—z=0 (eq.4)
S={x—-3z=0 (eq.5)
x+3y=0 (eq.6)

De eq.5 obtemos:

De eq. 6 obtemos:

Logo,
—-3y=3z > y=-z
Fazendo a operagdo dada:
XxX+y+z=3z2—z+z=3z
Logo, se as entradas de x, y e z forem inteiras, entao, a soma x + y + z é multiplo de 3
d) Verdadeiro.

Da conclusado 2. S é impossivel para m = —3, caso contrario, S é possivel. Logo, admite
solugao.

Gabarito: “b”

20. (AFA/2010)
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Pedro e Maria com seus filhos Gabriel e Joao foram a uma clinica médica para uma revisao de saude.
Fazia parte da avaliagao aferir o peso de cada um. A balan¢a da clinica era muito antiga e tinha um
defeito, s6 indicava pesos maiores de 60 kg.

Para resolver a pesagem, procedeu-se da seguinte maneira:

Pesou-se

- Pedro, Maria e Gabriel, totalizando 150 kg

- Pedro, Gabriel e Jodo, totalizando 117 kg

- Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 97 kg

- Pedro, Maria, Gabriel e Jodo, totalizando 172 kg

Com base nessas informacoes, é correto afirmar que:

a) com essa balancga é possivel pesar Gabriel e Jodo juntos

b) a diferenca entre os pesos de Pedro e Maria é o peso de Jodo.

c) Pedro é mais pesado que Maria e Jodo juntos.

d) ndo é possivel pesar Maria sozinha nessa balanga.

Comentarios

Temos que:
(P+M+G=150 (eq. 1)
P+G+]=117 (eq.2)
M+G+] =97 (eq.3)
P+M+G+]=172 (eq.4)

Fazendo eq.4 — eq. 1, obtemos:
J=172-150 = | =22(eq.5)
Fazendo eq.2 — eq. 3, obtemos:
P—-M=117-97 = P =20+ M (eq.6)
Substituindo eq. 6 em eq. 1, obtemos:
204 M+M+G=150 = 2M+G =130(eq.7)
Substituindo eq.5 em eq. 3, obtemos:
M+G+22=97 = M+G=175 (eq.8)
Fazendo eq.7 — eq. 8, obtemos:
CM+G)—-M+G6)=130—-75 = M =55 (eq.9)
Substituindo eq.9 em eq. 6, obtemos:
P=20+55 = P=75 (eq.10)
Substituindo eq.9 em eq. 8, obtemos:
55+G =75 = G =20(eq.11)

Das equagdes 5, 9, 10 e 11 obtemos que os pesos de Jodao, Maria, Pedro e Gabriel sao,

respectivamente, 22 kg,55 kg, 75 kg e 20 kg.
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Sabendo que o peso deve exceder 60 kg para a balanga funcionar, analisemos as

alternativas:

a) Falso.
J+G=22+20=42<60

b) Falso.
P—M=75-55=20+22=]

¢) Falso.

M+]=55422=77>75=0P
d) Verdadeiro.
M =55<60
Gabarito: “d”

21. (EFOMM/2017)

Dado o sistema linear abaixo, analise as seguintes afirmativas:

3 4 -6] 1x -3
0 16 b |- lyl =|la
1 -4 2 z 3
I.Se b # —12, o sistema linear tera uma Unica solugao.
Il. Sea = b = —12, o sistema linear tera infinitas solugdes.

Ill. Se b = —12, o sistema sera impossivel.
a) Todas as afirmativas sao corretas.

b) Todas as formativas sdo incorretas.

c) Somente as afirmativas | e lll sdo corretas.
d) Somente as afirmativas | e Il s3o corretas.

e) Somente as afirmativas Il e lll sdo corretas.

Comentarios

Montando o sistema e analisando os determinantes a fim de se aplicar a Regra de Cramer.

3 4 -6
D =det|0 16 b |=192+16b
1 -4 2

I- Verdadeiro.

Se b + —12 entdo D # 0, logo, o sistema é possivel e determinado. Portanto,

possui solucao e ela é Unica.

- Verdadeiro.
Seb=-12= D =0.
Sendo a = —12, temos:

-3 4 -6

D, = det [—12 16 —12] =0
3 —4 2
3 -3 -6

D, = det [o ~12 —12] =0
1 3 2
3 4 -3

D, = det [0 16 —12] =0

1 -4 3
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Portanto o sistema é indeterminado e, assim, admite infinitas solugdes.

- Falso.
Se b = —12 s6 podemos concluir que o sistema é ndo determinado.
Gabarito: “d”
22. (EFOMM/2009)

Dado o sistema de equacgodes lineares
{alx +by+cz=d,
S:

a,x + b,y + ¢,z = d,. Sabendo-se que os determinantes:
azx + b3y + c3z = d3

a; by ¢ |di by ¢y |a; di ¢ a; by dy
a, b, c|,|d, by c3|,|la; dy cy|lelay; b, d;|sdotodos iguais a
a3 bz c3l ld3 bz c3l lag d; c3 a3 b; dj

zero, apenas pode-se concluir que S
a) é determinado.

b) ndo é determinado.

c) admite a solugao (0.0.0).

d) ndo é impossivel.

e) ndo é indeterminado.
Comentarios
A rigor, s6 podemos concluir que o sistema é nao determinado.

Gabarito: “b”
23. (Escola Naval/2015)

Analise o sistema a seguir.

x+y+z=0.
4x—-2my+3z=0
2x+6y—4mz =0
Para o maior valor inteiro de m que torna o sistema acima possivel e indeterminado, pode-se

afirmar que a expressao
2mm

Itg (?) + sec? (T) — 1] vale
a)i

b)-

c) —171

1
E)—Z

Comentarios

Representando o sistema na forma matricial, podemos calcular D do sistema:

1 1 1
3
D=det[4 —-2m 3 ]=8m2+20m+12=8-(m+1)-(m+—)
2
2 6 —4m

Para o sistema linear homogéneo ser possivel e indeterminado devemos ter D = 0, logo:
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O maior inteiro possivel para m que satisfaz a condigdo dada é m = —1;
Entao queremos:
2
_r 2(_27\ _ 4| = 3m 1 4
|tg( 4)+sec< 3 1l =|tg ) + ( Zn) 1| =
cos [ — 5
3
2
o () e (-
=1tg( — (2_71) = 05 =
3

=|-14+4—-1]=12|=2

Gabarito: “Sem gabarito”

10. QUESTOES NiVEL 3

24. (ITA/2018)

Se o sistema
x+y+z=0
2a’y+ (2a* - a)z=0
x+ay+(a-1)z=0

admite infinitas solug¢des, entdo os possiveis valores do parametro a sao

-1-V3 -1+V3
a) 0,—1,7, >
b) 0, _1’ﬂ’ 1+\/§_
2 2
) 0'_1'ﬂ’1+*/§_
2 2

d)o,—-1,-1—-+/3,—-1++3.
e)0,—1,1—+/3,1++/3.

25. (ITA/2018)

Sejam Xxy,..., X5 € Y1, ..., Y5 ndmeros reais arbitrarios e A = (a;;) uma matriz 5x5 definida por

a;; =x;+y;,1<1j<5.Ser éa caracteristica da matriz 4, entdo o maior valor possivel de r é
a) 1.
b) 2.

c) 3.
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d) 4.

e) 5.

26. (ITA/2017)

Considere o sistema de equagdes

(1 27 8
Tzt 3=3
x y* z
4 81 40
S{-+—+—5=10
x y* z
2 54 24
—_—t — 4 —=

Se (x,y,z) é uma solugdo real de S, entdo |x| + |y| + |z| é igual a
a) 0.
b) 3.
c) 6.
d) 9.

e) 12.

27. (ITA/2017)

Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossivel:

x+ay+z=2
{—x—2y+32=—1
3x+az=5

28. (ITA/2016)
Se o sistema de equagdes

x+2y+7z=3
3x+y+az=»>b

{x+y+4z:2
E impossivel, entdo os valores de a e b sdo tais que
aJa=6eb + 4.
b)a+6eb + 4.
cJa+6eb=4.

da=6eb =4.
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e) a é arbitrarioe b + 4.

29. (ITA/2015)

Sejam «a e f numeros reais ndo nulos. Determine os valores de b, ¢, d, bem como a relagao entre

a e B para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis indeterminados.

{2x+by=a T{cx+3y:a
cst+ty=p 4x+dy=p
30. (ITA/2014)
1 -1 1 x+1 x
Sejam A = [y Ly 1] e B=|y—2 y| matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz
z—3 z

antissimétrica. Das afirmacgdes abaixo:

I. BA é antissimétrica;

Il. BA nao é inversivel;

lll. O sistema (BA)X = 0, com X! = [x1 X; X3], admite infinitas solu¢des, é (sdo) verdadeira(s).
a) Apenas |l ell.

b) Apenas i e lll.

c) Apenas .

d) Apenas Il.

e) Apenas lll.

31. (ITA/2014)

Considere o sistema linear nas incognitas x,y e z

x+y+2z=0
—x+ (sen@)y+4z=0 ,0 € [0,2m].
2x+ (1 —cos20)y+16z=0

a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas solugdes.

b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solugao do sistema.

32. (ITA/2013)

ax + by =c
px+qy=d
d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valorde p + q é

Considere o sistema de equagdes { coma,b,c,d,peqreais,abcd # 0,a+b =me

ajm
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b) "
c) m? — n?
d)mn

eem+n

33. (ITA/2013)

Considere o sistema nas varidveis reais x e y:

{x sena + 3y cosa =a
xcosa+ysena=>b’

coma € [0, g [ea, b € R. Analise para que valores de a, a e b o sistema é (i) possivel determinado,

(ii) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (ii), encontre o

respectivo conjunto-solucgao.

34. (ITA/2012)
Seja n um numero natural. Sabendo que o determinante da matriz
1
n log, 2 —log, 2 ]
A= ln +5 logz3™ logs 243‘

1
-5 logs 25 ~ logs 25

é igual a 9, determine nn e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa A~ 1.

35. (ITA/2011)

x+2y+3z=a
O sistema y+2z=»>b
3x—y—5¢cz=0

a) é impossivel, Va, b, c € R.

b) é possivel quando a = 73—b ouc # 1.

c) é impossivel quando c = 1,Va,b € R.
d) é impossivel quando a # 73—b,VC € R.

e) é possivel quandoc = 1ea # 7b/3.

36. (ITA/2011)

Considere as afirmagdes abaixo:
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1) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, ndo nula e ndo inversivel, entdo existe matriz ndo

nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula.

I1) Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? — M) = 0, ent3o existe matriz
ndo nula X, de ordem nx1, tal que MX = X.

_ [cos 0 —senb@ ) -
lll) A matriz % 1 — 2sen? (g) é inversivel, VO # 2 + km, k € Z.

Destas, é(sdo) verdadeira(s)
a) apenas Il.

b) apenas |l ell.

c) apenaslelll.

d) apenas Il e lll.

e) todas.

37. (ITA/2010)

Considere as matrizesA € M4,,(R) e X, B € M4, (R):

a 1 b 1 X b,
b 1 a o, _|y|  o_|b2|.
A=10 2 o o' X7 |2|'¢B = |p,|’

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equagdao matricial AX = B tenha solugao unica.

b)Sea’? —b>=0,a#0eB=[1 1 2 4]% encontre X tal que AX = B.

38. (ITA/2008)

1 -2 3 1
Considere o sistema Ax = b,emque 4 = ( 2 k 6 ), b= (6) ek € R.
-1 3 k-3 0

Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossivel e sendo S§ a soma de
todos os valores de k que tomam o sistema possivel e indeterminado, entdaoovalordeT — S é

a) —4
b) -3
c)o
d)1

e)d
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39. (ITA/2007)

Sendo x, y, Z e w numeros reais, encontre o conjunto solugdo do sistema
log[(x +2y)(w—-32)"1] =0
2x+32 -8- 2y—3z+w =0
V2x+y+6z—-2w—-2=0

40. (ITA/2006)

Prof. Victor So

A condicao para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema linear

x+y+3z=2
x+2y+5z=1
2x+2y+az=»>b

é

a)Ja—b + 2

b)a+ b =10

c)4a—6b =0
a

3
;=2

e)a-b =24

41. (ITA/2006)

Seja o sistema linear nas incégnitas x e y, com a e b reais, dado por

{(a—b)x—(a+b)y=1
(a+b)x+(a—b)y=1

Considere as seguintes afirmagdes:

I. O sistema é possivel e indeterminadosea = b = 0.

Il. O sistema é possivel e determinado se a e b ndo sio simultaneamente nulos.

. x* + y? = (a* + b*)71,se a® + b? # 0.

Entdo, pode-se afirmar que é (sdo) verdadeira(s) apenas
a)l

b) Il

)l

d)lell

e)llelll
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Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 xicaras de café e 1 pedaco de torta

totalizou RS 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1 pedago de

torta totalizou RS 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedago de torta

totaliza o valor de
a) R$ 17,50.
b) RS 16,50.
¢) R$12,50.
d) RS 10,50.

e) RS 9,50.

43. (ITA/2005)

O sistema linear

bx+y=1
by+z=1
x+bz=1

ndo admite solugdo se e somente se o nimero real b for igual a
a) —1.

b) 0.

c)1.

d) 2.

e)—2.

44. (ITA/2003)

O numero de todos os valores de a € [0, 27|, distintos, para os quais o sistema nas incégnitas x, y

e z, dado por

—4x+y— 6z = cos 3a
x+2y—5z=sen2a
6x+3y—4z=-2cosa

é possivel e ndao-homogéneo, é igual a:
a)2
b) 3
c)4a

d) 5
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45. (ITA/2002)

1. Mostre que se uma matriz quadrada ndo-nula A satisfaz a equagao
A3 +34%+24=0(1)

entdo (A + I)3 = A + I, em que I é a matriz identidade.

2. Sendo dado que

A= [0} j;]
satisfaz a equagdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e C taisque B3+ C3 =B + C =
A. Para essas matrizes vocé garante que o sistema de equagoes:

@-ofy]- (3

tem solugao (x,y) # (0, 0)? Justifique.

46. (ITA/1999)

A soma de todos os valores de a € [0, 27| que tornam o sistema

x+y+z=0
xsena+ycosa+z(2sena+cosa) =0

xsen*a+ycos’a+z (1 + 3 sen’a + 2 sen(Za)) =0
possivel e indeterminado é:
a) 5w
b) 4
c)3m
d) 2w

e)m

47. (ITA/1998)

Seja a, b € R. Considere os sistemas lineares em x,y e z:

x+y—z=0
x—3y+z=1
—2y+z=a
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x—y=0
x+2y—z=0
2x—by+3z=0

Se ambos admitem infinitas solugGes reais, entao:
a
a) = 11
b)2 =22
a
1
C) ab = 2
d)ab = 22
e)ab=0

48. (ITA/1997)

Sejam a, b, c € R* com a? = b? + c¢?. Se x, y e z satisfazem o sistema

ccosy+bcosz=a
ccosx+acosz=D>b
bcosx+acosy=c

Entdo cosx + cosy + cosz éigual a
a—-b
a —
) c

+b
b) atb
(o
b+c
)
a+b
4=
bZ+c2
a

e)

49. (ITA/1997)

Prof. Victor So

A sequéncia (a4, a;, az, a,) é uma progressdo geométrica de razio g E R" comgq+1e a; # 0.

Com relagdo ao sistema

ax + ay =«c¢
{a3x +a,y=d

podemos afirmar que

a) é impossivel parac,d € [—1,1].

b) é possivel e determinado somente se ¢ = d.

c) é indeterminado quaisquer que sejam ¢, d € R.

d) é impossivel quaisquer que sejam c¢,d € R".
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e) é indeterminado somente se d = cq?.

50. (ITA/1996)

Prof. Victor So

Sejam a4, a,, a3, a, quatro nimeros reais (com a; # 0), formando nessa ordem uma progressao

geométrica. Entdo, o sistemaem x ey

{ ax+azy=1
a|a,x + a|a,y = a,

é um sistema

a) impossivel.

b) possivel determinado.

c) possivel indeterminado.

d) possivel determinado apenas paraa; > 1.

e) possivel determinado apenas para a; < —1.

51. (ITA/1996)
Sejaa € R,a > 0ea # 1 e considere a matriz A4:
log,(3a) log;(3a)?
1
A=|log(3) ~loga(@
log,(1)  logye(1)

Para que a caracteristica de 4 seja maxima, o valor de a deve ser tal que:

a)a;thea;t;
bla*Vilea=;
cJa+5ea+10

da+2ea#+3
ela+2ea++V10

52. (ITA/1995)

Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema
x+y+z=0
x+ (logsa)’y +z=0

27
2x + 2y + <10g37>z =0

é indeterminado, entao:
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a)s c [-3,3]
b) S é vazio
c)S c[24]
d)s c[1,3]
e)S c [0,1]

53. (IME/2019)

Dadas as fungdes definidas nos reais R:

f1(x) = €%, f2(x) = sen(x), f3(x) = cos(x), f4(x) = sen(2x) e f5,) = e ™.
Mostre que existe uma Unica solugdo a4, a,, az, a,, as, tal que:

a f1(x) + arfo(x) +azf3(x) + asfs(x) + asfs(x) seja a fungdo constante nula, onde

aq,0a,,03,0,4,0s € R.

54. (IME/2018)

k -3

4 2 ],comkreal.

Sejaamatriz4 = [
Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de nimeros reais P tal que as
condigdes abaixo sejam atendidas simultaneamente:

a) ATP + PA = I em que AT é a transposta da matriz A e [ é a matriz identidade;

b) P seja simétrica;

¢) p11 > 0, em que p11 é o elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e

d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P.

55. (IME/2018)

Seja o seguinte sistema de equagdes, em que s € um numero real:

X1 +x;—5x3=0
—le+xZ+X3:1
sxq1—2x, =0

Escolha uma faixa de valores de s em que as solu¢des do sistema sao todas negativas.
a)s < -2

b)-2<s<0

g0<s<1

di<s<2
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e)s>2

56. (IME/2017)

Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado e impossivel de acordo
com os valores reais de m.
m-2)x+2y—z=m+1
2x + my + 2z =m? + 2
2mx+2(m+1Dy+(m+1)z=m3+3

57. (IME/2010)

tg(x)tg(y —z) =a
Seja o sistema< tg(y)tg(z—x) = b,ondea,b,c,x,y,z € R.
tg(z2)tg(x—y) =c

Determine as condigGes que a, b e c devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos uma

solugdo.

58. (IME/2009)

Seja o sistema de equagdes lineares dadas por

6y1+y,+y3+ys+y5 =10
Y1 +6y, +y3+y,+ys=20
Y1ty +6y3+y,+ys=40
y1+y2+y3+6y,+ys =280
Y1 +y2+y3+y,+6ys =160

Ovalorde 7y, + 3ys é
a) 12
b) 24
c) 36
d) 48

e) 60

59. (IME/2008)

Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equagdes lineares e quatro
incognitas (x,y,z e w) sdo fungdo de quatro constantes a, b, c e d. Determine as relagdes entre
a, b, c e d para que o referido sistema admita uma solugao nao trivial, sabendo que CD = —DC,

onde
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60. (IME/2007)

Considere o sistema de equagdes dado por:

xX+y+2z=>by
2x—y+3z=b>b,
5x—y+az=b;

Sendo b4, b, e b3 valores reais quaisquer, a condigao para que o sistema possua solugdo unica é:
a)a=0

b)a + 2

cJa+8

d)a# by + b, — b3

e)a=2by — b, + 3b3

61. (IME/1999)

Determine a para que seja impossivel o sistema:

x+2y—3z=4
3x—y+5z=2
4x+y+ (@ —-14)z=a +2

62. (IME/1998)

Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em fun¢do de a e .

1 -2 31x —4
[5 -6 7 ylz -8
6 8 allz B

63. (IME/1988)

Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugao e resolva-o neste

Ccaso:

2x+3y+az=3

{ xt+ty—-z=1
x+ay+3z=2
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GABARITO

24.b
25.b
26.c
27.a = —6
28.a
k

29'(alﬁiblcid) = (_ k;?lz\/i; 3\/2) e (a;ﬁ;brcrd) = (_%;k;_gr_z\/ir _3\/§)r

\/7'
VkeR".
30.b

31.2)0 =2 b) (,,2) = (k,—k,0) V k

32.d

33.(i)a € [o,g[— {g}, Va,b € R (ii)a = g; a = bV/3,Vb € R (ii)a = g; a # bV3,vb €R
34.n = 3 e a soma dos elementos da primeira colunade A1 é —1

35.b
36.e

37.9)a#0 b)X=[-2 1 ; o]T
38.a

39.(x,y,z,w) = (33—1+W,—§,—§,W);VW #* —5
40.a

41.e

42.d

43.a

44.a

45.Prova e justificativa.

46.a

47.b

48.c

49.e

50.c

51.b

52.a

53.Demonstragao

54.{k € R |k > —2}

55.d

56.i) Possivel e Determinado se m € R — {0,1,2} ii) Possivel e Indeterminado se m = 0 iii)

Impossivel sem = 1oum = 2
57.a + b + c + abc =0

58.d

59.d = —a ou bc = ad

60.c

6l.a = —4

62 x = 2-a+B+8; _ 3a+2p-6 7= B-36
a+22 22+a 22+a
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63.a=2e(x,y,z) = (5k,1 — 4k, k)

RESOLUCAO

24. (ITA/2018)

Se o sistema
x+y+z=0
2a’y+ (2a* - a)z=0
x+ay+(a®—-1)z=0

admite infinitas solugdes, entdo os possiveis valores do parametro a sao

a) 0,1, 03, 718,
b) 0, —1, 1- \/§ 1+2\/—
0,—1, 1+\/§ 1+\/—

2
d)0,—-1,-1—+/3,-1++/3.
e)0,—1,1—+/3,1++/3.

Comentarios

Para que o sistema admita infinitas solu¢des o determinante dos coeficientes deve ser
nulo.

A= (1) 2212 2a41— al =2a%@@® —-1) + 2a* —a) — 2a? — a(2a* — a)
1 a a®-1
A= 2a®—2a?+ 2a* —a— 2a* — 2a® + a?
A=2a*—-3a’—-a=aa®*—-3a-1)
A=a(a®—-3a—-1)=0
Fatorando:

a(2a®+2-3a-3)=0
a(2(@®+1)-3@@+1)) =0
Sabendo que (a®* + 1) = (a + 1)(a? — a + 1), temos:
a(2@+ D(@?-a+1)-3@+1))=0
a(a+1)(2a®—-2a—-1)=0
Assim, as solu¢des sao,a =0,a=—-1ea = %\E

Gabarito: “b”
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25. (ITA/2018)

Sejam Xxq,..., X5 € ¥y, ..., Y5 numeros reais arbitrarios e A = (a;;) uma matriz 5x5 definida por

a;; =x;+y;,1<1j<5.Ser éa caracteristica da matriz A, entdo o maior valor possivel de r é
a) 1.
b) 2.
c)3.
d) 4.
e) 5.
Comentarios

Lembrando que a maior caracteristica de uma matriz A é igual a ordem da maior submatriz
de A cujo determinante é diferente de zero. Vamos analisar o determinante da matriz da questao.
De acordo com o enunciado:

X1ty X3ty x3+ty; x3+tys Xt Ys

XotY1 XptY2 Xp+Y3 X+t Vs X3+ Ys

A=|x3+y;, X3+Y, X3+Y3 X3+Ys X3tYs

XotY1 X4tY2 Xg+Y3 Xpgt Yy X4+ Ys

Xsty1 Xs+tY, Xs+tys Xst+ty, X5+ Ys
Se aplicarmos o teorema de Jacobi na matriz acima, o valor do seu determinante nao se
altera. Dessa forma, vamos multiplicar a primeira linha por (—1) e somar as outras linhas para

obter uma matriz equivalente:

(X1 +Yy1 X1ty X1tYys Xgt+tys X1tysy X
Xotyr Xot+Y, Xpt+ty3 Xpt+Yy Xt Ys
A=|[x3+y1 X3+Y>, X3+Y¥Y3 X3+Ys X3tYs
Xotyr XgtY2 XotY3 X4tV XgtYs
X5 +Y1 X5ty Xs+tY3 Xs+tY, X5+ Vs
X1 ty1 X1tY2 X1tys XptYs Xt Ys]
Xo — X1 Xp—X; Xp—X; Xp—X; Xp— X
B=|x3—x X3—X X3—X X3—X X3—2X
Xy — X1 Xg—X; Xg4—X; Xg—X; Xq4— X
[ X< —|x1 Xs —X; Xg—X; Xg—X; Xg— Xl

f f f f

~\

1)

LLLL

x(=1)
Multiplicando a primeira coluna por (—1) e somando as outras:

X1+Y1 Y2—Y1 V3= V1 YVa— V1 Ys— V1

X, — X 0 0 0 0
C=|x3—x; 0 0 0 0
Xq — X1 0 0 0 0
X5 — X1 0 0 0 0
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A caracteristica da matriz inicial A é igual a caracteristica da matriz C.

Vamos procurar a maior matriz cujo determinante é diferente de zero. Podemos ver que é
possivel tomar matrizes de ordem 1 cujo determinante é diferente de zero, assim, a caracteristica
de A pode ser 1. Vamos verificar de ordem 2:

D= [x1 tY1 Y2— W1
xz - x1 0
detD = —(x, — x) (Y, — ¥1)
Esse determinante ndao é necessariamente igual a zero, logo, a caracteristica da matriz A
pode ser 2.

Agora, vamos verificar de ordem 3. Nesse momento, repare que qualquer combinagdo que
tomarmos, teremos determinante igual a zero. Veja um exemplo:

X1+Y1 Y2—W1 )’3_3’1‘

E= xz_xl O O

X3 — X1 0 0
detE =0

Analogamente, para as ordens superiores, temos que o determinante é nulo.

Portanto, a maior caracteristica de A é 2.

Gabarito: “b”

26. (ITA/2017)

Considere o sistema de equagoes
1 27 8
x s
4 81 40
Nttt s
2 54 24
—_ > _+_ R

+_
x Yy

Se (x,y,z) é uma solugdo real de S, entdo |x| + |y| + |z| é igual a
a) 0.
b) 3.
c)6.
d) 9.
e) 12.
Comentarios

1 8 .
Fazendop = -, q ==, r = —, podemos reescrever o sistema:
x y z3
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ptq+r=3
{4p+3q+5r=10
2p+2q+3r=7
Da primeira equagdo temos p + g = 3 — 1, substituindo na ultima equagao:
2B3—-7r)+3r=7
r=1
Substituindo r = 1 no sistema, temos o seguinte sistema:

{p+q=2
4p+3q =5

Tome a segunda equac¢do menos trés vezes a primeira, (4p +3qg) —3(p+q) =5—6,
assim, p = —1. Por fim, p + q = 2, entdo, g = 3. Assim, substituindo x, y e z, encontramos:

1 27 318
x=—=—-1y= |[—=3ez= [—=2
p q r

Portanto, |x| + |y| +|z|=1+3+2=6.

Gabarito: “c”

27.(ITA/2017)
Determine todos os valores reais de a para os quais o seguinte sistema linear é impossivel:

—-x—2y+3z=-1

{ x+ay+z=2
3x+az=5

Comentarios

Para ser impossivel, o determinante dos coeficientes é nulo:

1 a 1
A=|-1 -2 3|=-2a+9a+6+a?
3 0 a
>A=a’+7a+6=0
Cujas raizessao,a = —1ea = —6.

Para esses valores de a, o sistema pode ser possivel e indeterminado ou impossivel. Vamos
analisa-lo.

Podemos simplificar o sistema. Da segunda equagdo, temos x =1-—2y+ 3z.
Substituindo nas outras:

{1—2y+3z+ay+z=2
3(1—2y+3z)+az=5

{(a—Z)y+4z=1
—-6y+9+a)z=2

Paraa = —1, temos:
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{(—1—2)y+4z= 1 {—3y+4z= 1=>{—3y+42= 1=>y=4z—1
—6y+(9—-1)z=2 —6y+8z =2 —3y+4z=1 3

Para esse valor de y:
x=1—2(4z_1)+32=>x=z+5
3 3

zZ+5 4z-1 , ~ . , , . .
Nesse caso, a terna (T’T’Z) é solucao do sistema. Logo, é possivel e indeterminado.

Paraa = —6:
{(—6—2)y+4z= 1 {—8y+4z= 1
—6y+(9—-6)z=2 —6y +3z=2
Multiplicando a primeira equacao por 3 e a segunda por 4, obtemos:

{—24y +12z =3
—24y + 12z = 8

Encontramos duas equac¢des contraditérias. Portanto, para a = —6, temos um sistema
impossivel.

Gabarito:a = —6

28. (ITA/2016)

Se o sistema de equagoes

x+y+4z=2
x+2y+7z=3
3x+y+az=>b

E impossivel, entdo os valores de a e b sdo tais que
aJa=6eb + 4.
b)a+6eb + 4.
cJa+6eb =4.
dja=6eb =4.
e) a é arbitrarioe b + 4.
Comentarios

Para que o sistema seja impossivel, o determinante dos coeficientes deve ser nulo:

1 1 4
1 2 7l=2a+21+4—-24—-7—-—a=a—-—6=0
3 1 a

Logo, a = 6.

Além disso, devemos substituir no sistema para verificar se o sistema é possivel e
indeterminado ou impossivel.
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x+y+4z=2
x+2y+7z=3
3x+y+6z=5>

Da primeira equagao, temos que y = 2 — x — 4z, substituindo na segunda e na terceira
equagao:

{x+(2—x—4z)+4z=2 { x+z=1
3x+2—x—4z+6z=0»> 2x+2z=b—-2

Substituindo x 4+ z = 1 da primeira equagao na segunda:
260+2)=b—-2=>2=b—-2=>b=4%

Desse modo, para que o sistema seja impossivel, devemos ter b # 4. Pois, para b = 4,
temos um sistema possivel e indeterminado.

Portanto, para que o sistema seja impossivel a = 6 e b + 4.

Gabarito: “a”

29. (ITA/2015)

Sejam a e B numeros reais ndao nulos. Determine os valores de b, ¢, d, bem como a relagdo entre a
e B para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis indeterminados.

{2x+by=a T{cx+3y=a
cx+y=p 4x+dy=f

Comentarios

Para que os sistemas sejam indeterminados, o determinante dos coeficientes deve ser nulo. Em

S, temos:
_12 b|_o5_ 4. _ _
A—|c 1|_z bc=0=bc=2 (I
EmT, temos:
_lc 3| _ .3 49 _ _
A_|4 d|—cd 12=0=cd =12 (II)

Dividindo (II) por (I):

cd 12 d = 6b
—_—— f—
bc 2
Substituindo o valor de d da segunda equagao de T:
{Zx +by=a
cxt+y=p
{ cx+3y=«a
4x + 6by =

Igualando as primeiras e segundas equac¢des de cada sistema:

{2x+by=cx+3y=>{(2—c)x+(b—3)y=O
cx+y=4x+6by ((c—4)x+(1—-6b)y=0
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Contudo, para que os sistemas dados sejam indeterminados, o sistema acima também
deverd ser. Entdo, o determinante dos seus coeficientes devera ser nulo. Sabendo que bc = 2,
temos:

_|12=c b-=3|_
a=278 PTo =006 - (b --4

A=2—12b—c+6bc—bc+4b+30—12=§25—8b+2c—10
10

A=-8b+2c=0

2
b= 8
:_4b+C:0:C=4b:CC:E$C2=8$ C=i2\/§
2 2
b=->= b=i£
c 2
Lembrando que d = 6b, temos:
d=+3V2

Além disso, para que o sistema seja indeterminado, deve existir uma relacdo de
proporcionalidade entre os fatores do sistema. Nesse caso, uma linha deve ser multipla da outra.
No sistema S, temos:

cx+y=f "¢ 1 B B ¢ Coc
Parac = +2v2:
B
a=+—
V2
Portanto, as solugdes sao para f§ = k € R™:
k V2 k V2
(al !blcld):<_!k!_)2ﬁ)3ﬁ> e(a! Iblcld):<__)k)__)_2ﬁ)_3ﬁ>
p v2' 2 g V2 2
Gabarito: (a,B,b,c,d) = (%ng\/f 3\/7) e (a,B,b,c,d) =
k V2 x
(_ﬁ; kr_?; _2\/2,_3\/2), v k € R*.
30. (ITA/2014)
1 -1 1 x+1 x
Sejam A = [y x 1] e B=|y—2 y| matrizes reais tais que o produto AB é uma matriz
z+3 z

antissimétrica. Das afirmagdes abaixo:
. BA é antissimétrica;
Il. BA nao é inversivel,;

Ill. O sistema (BA)X = 0, com X! = [X1 X2 X3], admite infinitas solugdes, é (sdo) verdadeira(s).
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a) Apenas lell.

b) Apenas Il e lll.

c) Apenas I.

d) Apenaslll.

e) Apenas lll.
Comentarios

1) Uma matriz antissimétrica é a matriz que satisfaz: AT = —A. Entdo, fazendo

produto AB, temos:

-1 1
—x 1

xX—y+z+6 x—y+z

x+1 x
‘: 2x+y+z+3 z

y—2 'y
z+3 z
Como AB é antissimétrica, devemos ter a diagonal principal nula, logo:

AB=[1
y

z=0

=0
x—y+z+6=OZ=>x—y=—6 0]
Entdo, aplicando a definicao de matriz antissimétrica:
(AB)T = —AB

0 2x+y+z+3]_[ 0 —x+y—z]
X—y+z 0 C-2x—y—2z-3 0

Temos:
x—y+z=—2x—y—z—3=>x—y=—2x—y—3=>3x=—3=>

Substituindo x = —1 em (I):

X—y=—6=>y=x+6=>|y=5

Dessa forma, temos as seguintes matrizes:

a=ls 7]

0 —1
B=]3 5]
3 0
-5 -1 -1
BA=|28 2 8]
3 -3 3
-5 28 3
(BA)Tz[—l 2 —3]
-1 8 3

Logo, (BA)T # —BA. O item é FALSO.
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Il. Se det(BA) = 0, ela n3o serd inversivel.

-5 -1 -1
det(BA) = (28 2 8[=-30—-24+84+6—-120+84=0
3 -3 3

Desse modo, a matriz ndo é inversivel. O Item é VERDADEIRO.

I1l. Como det(BA) = 0, o determinante dos coeficientes do sistema sugerido é nulo. Desse
modo, o sistema é possivel e indeterminado ou impossivel. No entanto, como o sistema é
homogéneo, ele obrigatoriamente admite uma solugao, portanto, nao é impossivel. O Item é
VERDADEIRO.

Gabarito: “b”
31. (ITA/2014)

Considere o sistema linear nas incégnitas x,y e z

x+y+2z=0
—x+ (sen@)y+4z=0 ,0 € [0,2m].
2x+ (1 —cos20)y+16z=0

a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas solugdes.

b) Para 8 encontrado em (a), determine o conjunto-solugao do sistema.
Comentarios

a) Para que o sistema homogéneo tenha infinitas solucdes, seu determinante dos
coeficientes deve ser nulo.

1 1 2
-1 sen 6 4 | =16sen 8 +8—2(1 —cos(208)) — 4sen 6 — 4(1 — cos(20)) + 16

2 1—cos28 16
= 12sen@ +6cos20+18=0

Sabendo que cos 280 = 1 — 2sen?8, temos
12sen 8 + 6(1 — 2sen?6) +18 =0
—12sen?0 + 12senf + 24 =0

sen’0 —sen —2=0

1+3
sen @ = —
Entdo, sen 8, = 2 e sen 6, = —1. Contudo, sen 8; = 2 é um absurdo, logo, ndo pode ser
uma raiz.
Portanto:

send = —1e 8 € [0,2m]

_37‘[

=3
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b) Substituindo no sistema:

—x—y+4z=0

{x+y+22=0
2x+2y+16=0

Somando a primeira e a segunda equacao, temos que z = 0, assim:

{x+y=0
2x+2y =0

Logo, x = —y. Portanto, as solugdes do sistema sao:
(x,y,z) = (k,—k,0) Vk
Gabarito: a) 0 = 32—" b) (x,y,z) = (k,—k,0)Vk

32. (ITA/2013)

ax+by=c
px+qy=d
d = nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valorde p + q é

Considere o sistema de equagdes { coma,b,c,d,peqreais,abcd # 0,a+b =me

ajm

b) =

c) m? — n?

d)mn

efm+n
Comentarios

Se o sistema é indeterminado, uma equacao deve ser multipla da outra, entao, temos:
Mas, d = nc, logo:

Assim,p = aneq = bn.
Logo:
p+q=an+bn =n(a+b)
Comoa+b =m:
p+q=mn
Gabarito: “d”

33. (ITA/2013)

Considere o sistema nas varidveis reais x e y:
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{x sena + 3y cosa =a
xcosa+ysena=>b’

coma € [0,; [ea, b € R. Analise para que valores de «, a e b o sistema é (i) possivel determinado,

(ii) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (ii), encontre o

respectivo conjunto-solucao.
Comentarios

A= |SEma 3cosa
cosa sena

=sen’a—3cos’a=1—4cos’a

i) O sistema é possivel e determinado se o determinante dos coeficientes ndo for nulo:

1—4cos?a #0
1 T
cosaiiz:a¢i§+2kn,kez

Para o intervalo [0,% [, temos a # m/3.

Portanto, temos que o sistema é possivel e determinado se
c [0 T[[ {TL’

a == 1=

2 3

ii) O sistema é possivel e indeterminado se o determinante dos coeficientes for nulo, entao:

},Va,b ER

a=§

Também devemos ter uma linha multipla da outra:
sena _a _a s
cose b b tg(—)

23
b
Desse modo, para que o sistema seja possivel e indeterminado, devemos ter:

T
a=§ea=b\/§

Para o sistema ser impossivel, o determinante deve ser nulo. No entanto, as linhas nao
devem ser multiplas da outra, entdo:

a
—#+3
b
Portanto, para que o sistema seja impossivel:
T
a= 3 ea# bV3

Gabarito:(i)a € [o,g [— {g}, Va,b € R (ii)a = g; a = b\/3, Vb € R (iii)a = g; a # bV3,vb €
R

34. (ITA/2012)

Seja n um numero natural. Sabendo que o determinante da matriz
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| n log, 2 —log, 2 |
A= |n +5 logz3™ logs243
1
-5 logsﬁ —logs 25

é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa A=1.

Comentarios

Podemos reescrever o determinante calculando os logaritmos:

n 1 1
detA=n+5 n 5|=-2n*-25-3n+5)+5n+15n+2(n+5)
-5 -3 -2
detA=—-2n*+19n—-30=9
Assim:

2n% — 197 +39 = 0
1947
"

13 . . ~
Desse modo, n; = 3oun, = — - Como n é um niimero natural, n, ndo serve.

Assim, n = 3. Sendo AA™! = I, substituindo n em 4, temos que:

3 1 1 a b ¢
A=|8 3 5eA—1=def]
-5 -3 =2 g h i

Multiplicando essas matrizes e igualando a identidade, podemos obter um sistema de 3
equacdes e 3 incégnitas com as variaveis da primeira coluna de A™1:

3a+d+g=1
8a+3d+59g=0
—-5a—-3d-2g=0
Somando a segunda com a terceira equacdo do sistema:

(8a+3d+5g)+(-5a—3d—-2g)=0

3a+3g=0
>a=-—g
Substituindo a = —g no sistema, obtemos:
{ d—2g=1
3d—3g=0

Da segunda equacgdo, temos d = g. Substituindo na primeira equagao:
g—29g=1=>g=-1=d
Entdo,a = —g = 1.

Portanto:
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at+d+g=1-1-1=-1

Gabarito: n = 3 e a soma dos elementos da primeira colunade A™1é —1

35. (ITA/2011)

x+2y+3z=a
O sistema y+2z=D>b
3x—y—5cz=0

a) é impossivel, Va, b, c € R.

b) é possivel quando a = 73—b ouc # 1.

c) é impossivel quando ¢ = 1,Va, b € R.
d) é impossivel quando a + 73—b, Vc € R.

e) é possivel quandoc = 1ea # 7b/3.

Comentarios

Para analisar se o sistema é possivel ou ndo, analisemos o determinante dos coeficientes:

1 2 3
0 1 2 |=-5¢+4+12—-94+2=-5¢c+5
3 -1 -5¢

Se o determinante for nulo, temos:
—5¢c+5=0=>c=1

Assim, o sistema é possivel e determinado se ¢ # 1 e impossivel ou indeterminado se ¢ =

Sec =1, temos:

x+2y+3z=a
{ y+2z=5»b
3x—y—5z=0

Da segunda equacgdo, y = b — 2z. Substituindo na terceira e na primeira:
{x+2(b—22)+32=a
3x—(b—22z)—5z=0
XxX—z=a-—2b
{ b

X—Z:§

Analisemos os termos independentes. Se a — 2b = b/3, temos um sistema possivel e
indeterminado:

. 7h
— =— —_—
@ 37473

Sea # 7b/3, temos um sistema impossivel.
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. . , . . . , 7b
Resumindo, sistema possivel e determinado: ¢ # 1; sistema impossivel c =1 e a # Y

. , . . 7b
sistema possivel e indeterminadoc =1ea = Py

. . L. . . . , 7b
Assim, a alternativa que se adequa é o item “b”, pois o sistema é possivel quando a = S e
c=1.

Gabarito: “b”

36. (ITA/2011)
Considere as afirmagdes abaixo:

1) Se M é uma matriz quadrada de ordem n > 1, ndo nula e nado inversivel, entao existe matriz nao

nula N, de mesma ordem, tal que MN é matriz nula.

I1) Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? — M) = 0, entdo existe matriz
ndo nula X, de ordem nx1, tal que MX = X.

_ [cos 0 —sen6O ) .
Ill) A matriz % 1 — 2sen? (g) é inversivel, VO # 2 + km, k € Z.

Destas, é(sdo) verdadeira(s)
a) apenas Il.

b) apenas |l ell.

c) apenas | elll.

d) apenas Il e lll.

e) todas.
Comentarios

[) Seja a matriz MN = 0, uma coluna j dessa matriz pode ser escrita como:

1) 0
N =]
K 0

N e’
coluna j de MN

A equacao acima descreve um sistema homogéneo, onde M é a matriz dos coeficientes.
No entanto, M ndo é inversivel, ou seja, det M = 0. Logo, o sistema é possivel e indeterminado,
admitindo infinitas solugdes, inclusive uma nao-nula. Entao, aplicando a mesma ideia para todas
as colunas da matriz N, existe uma matriz ndo nula N. Item Verdadeiro.

1) se det(M? — M) = 0, ent3o:

detflM(M — I)] = detM .det(M —1) =0

Como a matriz é inversivel, det M # 0, implicando em det(M — 1) = 0.
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Assim, se MX = X:

MX—-X=0

M-DX=0

Que é um sistema homogéneo, no entanto, det(M —I) = 0, ou seja, o sistema acima é
um sistema homogéneo indeterminado que admite infinitas solugdes. Entdo, existe uma matriz
nao-nula X. Item Verdadeiro.

[I1) A matriz dada serd inversivel se seu determinante nao for nulo:

cos @ —sen 0 c0s 0 sen 0
g 1 — 2sen? (—) |sen 6 cos6 cos™6 +sen”d =1
sec O 2

Entdo, a matriz é inversivel V@ € R. Portanto, o item é verdadeiro.

Gabarito: “e”

37. (ITA/2010)

Considere as matrizes A € M4,4(R) e X, B € M 4,4 (R):

a 1 b 1 X b,
_|[b 1 a of ,_|¥|..p_|Pz].
A=10 2 o0 of'X=|2|'®B= |b,|’

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equagao matricial AX = B tenha solugdo Unica.
b)Sea’? —b>=0,a#0eB=[1 1 2 4]% encontreX tal que AX = B.
Comentarios

a) Para que a solucdo seja Unica, devemos ter um sistema possivel e determinado, logo,
detA + 0.

a 1 b 1
|Ib 1 a O
detAd = 0 2 0 0
—a 2 b 1
Usando o teorema de Laplace na primeira linha:
detE A
1 a O b 1 0 b 1 0 b 1 a
=a.(-1?|2 0 of+(C-1D3|l0 o0 of[+b.(-D*l0 2 o|+(-1D>|l0 2 o0
2 b 1 —a b 1 —a 2 1 —a 2 b
A=a(-=2a) +b(2b) — (2b? + 2a?) = —4a?
—4a? # 0
a+0

Portanto, a equagao matricial tem solugao se a # 0.
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b) Multiplicando as matrizes temos o seguinte sistema:
ax+y+bz+w=1
bx+y+az=1
2y =2
—ax+2y+bz+w=4
Da terceira equagdo, y = 1, substituindo nas outras:

ax+bz+w=0
bx+az=0
—ax+bz+w=2

Fazendo a primeira equagao menos a terceira, encontramos 2ax = —2.Comoa # 0, x =
1 -
- Substituindo x, temos:

1
a(—a>+bz+w=0 {bz+w=1

1 —— =0
b(—a>+az=0 a+az

Isolando z na segunda equacao:

Mas, do enunciado:

Desse modo:
2 b2
W=1—;:>W—1—b—2—0
b b 1
z=§=>z=ﬁ—g
Portanto:

T
Gabarito:a)a # 0 b)X=[—i 1 % O]

38. (ITA/2008)

1 -2 3 1
Considere o sistema Ax = b,emque A = ( 2 k 6 ), b = <6> ek eR.
-1 3 k-3 0

Sendo T a soma de todos os valores de k que tomam o sistema impossivel e sendo S a soma de

todos os valores de k que tomam o sistema possivel e indeterminado, entdao ovalordeT — S é
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a) —4

b) —3

c)o

d) 1

e)d
Comentarios

Para que o sistema seja impossivel ou possivel indeterminado, temos que detA4 = 0:

1 -2 3
detA=|2 &k 6 |[=k(k—3)+12+18+3k—18+4(k—3)=k*+4k =0
-1 3 k-3
Assim, k = 0ou k = —4.
) Para k = 0:

1 =2 3 X 1 x—2y+3z=1()
Ax=b=>(2 k 6 )(y>=<6>=> 2x +6z2=06 (1I)
-1 3 k-3/\z 0 —x+3y—3z=0(I)
Fazendo 3 - (I) + 2 - (I1I]):

x+3z=3
Assim, chegamos ao sistema:
{Zx +6z=6
x+3z=3

Que é um sistema possivel e indeterminado, uma vez que uma equacao é multipla da outra,
admitindo infinitas solucdes. Portanto, S = 0.

Il) Para k = —4:
x—2y+3z=1() x—2y+3z=1()
2x—4y+6z=6(1) =< x—2y+3z=3(I)
—x+3y—7z=0(II) —x+3y—7z=0(II)

Note que as equacdes (I) e (II) se contradizem, logo, o sistema é impossivel.
Portanto, T = —4.
Assim, T —S = —4 -0 = —4.

Gabarito: “a”

39. (ITA/2007)

Sendo x, y, Z e w niUmeros reais, encontre o conjunto solugao do sistema

log[(x + 2y)(w—-32)"1]=0
2x+3z - 8. 2y—32+w =0

V2x+y+6z—2w—-2=0
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Comentarios
Da primeira equac¢ao, podemos escrever:
log(x + 2y) —log(w — 3z) = 0 = log(x + 2y) = log(w — 3z)
x+2y=w-3z
x+2y+3z—w=0
Além disso, da condicao de existéncia:
w—3z%0
Reescrevendo a segunda equacao:
2X+3z _ g . Qy-3z+W — () o 2X+3Z — Qy—3z+w+3
Igualando os expoentes:
x+3z=y—3z+w+3
xX—y+6z—w=3

Reescrevendo a terceira equagao:

V2x+y+6z—2w=2=2x+y+6z—2w=38
Assim, temos o seguinte sistema:
x+2y+3z—w=0()

x—y+6z—w=3(l)
2x +y+6z—2w =8 (Ill)

Fazendo (II1) — (II) — (I), obtemos:
3z=5=2z=
3

Substituindo z, temos:
x+2y—w=5()
x—y—w=13 ()
2x +y—2w =18 (I1])
Fazendo (I11) + (II):
31
3x=31+3W:>x:?+w:>x—W:?
Substituindo x — w, temos, em todas as equagdes:
8

3

Portanto, como todas as equag¢des foram usadas, encontramos o conjunto solugdo do
sistema. Considerando que w # 3z, devemos ter:

5
W¢3<—§):>W¢—5
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( ) = (31 N 8 5 ) w % —&

x’y‘Z‘W - 3 w, 3; 31W ) w
Gabarito: (x,y,z,w) = (%+ W,—g,—g,w);Vw 4+ _5

40. (ITA/2006)
A condicao para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema linear

x+2y+5z=1

{ x+y+3z=2
2x+2y+az=»>

é

a)Ja—b + 2
b)a+b =10
c)4a—6b =0
0
e)a-b =24

Comentarios

Para que o sistema seja incompativel, ele deve ser impossivel, entdo o determinante da
matriz dos coeficientes deve ser nulo:

1 1 3
1 2 5/=2a+1046—-12—-10—a=a—-6=0
2 2 a

Entdo, a = 6. Substituindo no sistema:

x+2y+5z=1

{ x+y+3z=2
2x+2y+6z=0>
Da primeira equagdo, x = 2 — y — 3z, substituindo nas outras duas:

{y +422=z -1

Logo, para que o sistema seja incompativel, b # 4. Portanto, a — b # 2.

Gabarito: “a”

41. (ITA/2006)

Seja o sistema linear nas incégnitas x e y, com a e b reais, dado por

{(a—b)x—(a+b)y:1
(a+b)x+(a—b)y=1

Considere as seguintes afirmacgodes:

I. O sistema é possivel e indeterminadosea = b = 0.

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 101



; Estratégia

Prof. Victor So

Militares

Il. O sistema é possivel e determinado se a e b ndo sdo simultaneamente nulos.
. x? + y? = (a® + b*)71,se a® + b? # 0.

Entao, pode-se afirmar que é (sdo) verdadeira(s) apenas

a)l

b) Il

c)

d)lell

e)llelll
Comentarios

I) Se a = b = 0, substituindo na primeira equagdo, encontramos 0x — 0y = 1, que é um
0
absurdo, portanto, o item é FALSO.

1) O sistema é possivel e determinado se A= (a — b)? + (a + b)? = a? + b? # 0.

Sabemos que no conjunto dos reais, temos a? + b? > 0. A Gnica possibilidade da soma dos
guadrados resultar em zero ocorre quando a = b = 0. Portanto, o sistema é possivel e
determinado se a e b ndo sao simultaneamente nulos. ltem VERDADEIRO.

[I1) Elevando o sistema dado ao quadrado, temos:

{(a2 —2ab + b*)x? — 2xy(a® — b%) + (a® + 2ab + b*)y* =1
(a® + 2ab + b*)x?% + 2xy(a® — b?) + (a® — 2ab + b?)y* =1

Somando as duas equag¢des, temos:
2(a® + b?)x?* + 2(a® + b¥)y? =2
Como a? + b? # 0:

1

2 2
xX2+yt=——o
Y a? + b?

Logo, o item é VERDADEIRO.

Gabarito: “e”

42. (ITA/2005)

Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 xicaras de café e 1 pedago de torta
totalizou RS 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e 1 pedaco de
torta totalizou RS 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedago de torta

totaliza o valor de
a) R$ 17,50.
b) RS 16,50.

c) R$12,50.
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d) RS 10,50.
e) R$ 9,50.
Comentarios

Sejam os pregos: s do sanduiche, x da xicara de café e t do pedaco de torta. Podemos
montar o sistema:

{35+7x+t=31,5
4s+10x 4+t =42

Faca, s + x +t = X (consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedaco de torta):

{25 +6x+ X =315()
3s+9x + X =42 (1)

Fazendo:3-(I) —2-(1I): X = 10,5.
Gabarito: “d”
43. (ITA/2005)

O sistema linear

bx+y=1
{by+Z:1
x+bz=1

ndo admite solugao se e somente se o nimero real b for igual a
a) —1.
b) 0.
c)1.
d) 2.
e) —2.
Comentarios

Para o sistema ndo admitir solugdes o seu determinante dos coeficientes deve ser nulo:

b 1 0
A=0 b 1f=b*+1=0
1 0 b
b=-1

Contudo, nesse caso, o mesmo ainda pode ser indeterminado, substituindo b no sistema,
temos:

—x+y=1()
—y+z=1(I)
x—z=1I)

Fazendo (II) + (III), encontramos:
X—y=2>-x+y=-=2
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Contudo, de (I), temos —x + y = 1, que é um absurdo. Logo, o sistema é impossivel.

Gabarito: “a”

44. (ITA/2003)

O numero de todos os valores de a € [0, 2|, distintos, para os quais o sistema nas incégnitas x, y
e z, dado por

—4x+y— 6z = cos3a
x+2y—5z=sen2a
6x+3y—4z=-2cosa

é possivel e ndo-homogéneo, é igual a:
a) 2
b) 3
4
d)5
e)6
Comentarios

Calculando o determinante dos coeficientes para verificar se o sistema é possivel,
impossivel ou indeterminado:

-4 1 —6
1 2 -5/=32-18-30472-60+4=0
6 3 —4

Desse modo, o sistema é impossivel ou possivel indeterminado. Da primeira equacao do
sistema, temos y = cos 3a + 4x + 6z. Substituindo nas outras duas equag¢des, encontramos o
seguinte sistema:

{ 9x + 7z = sen 2a — 2 cos 3a
18x + 14z = —2cosa — 3 cos 3a

Para que o sistema seja possivel, uma equacao deve ser multipla da outra, assim:

9 sen 2a — 2 cos 3a

1_8= —2cosa — 3cos3a
—2cosa + cos3a = 2sen 2a

Sabendo que sen2a =2senacosa e cos3a = 4cos3>a—3cosa, substituindo na
equacgao acima:

—2cosa+ 4cos®a—3cosa =4senacosa
cosa(4cos?a—4sena—5) =0
cosa (4 — 4sen’a —4sena—5) =0
—cosa (4sen®a+4sena+1) =0

Portanto, as solugdes dessa equacgao sao:
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s 3
cosa=0=>a=50ua=7
ou
1 T 11n

E necessario verificar se alguma dessas solu¢des gera um sistema homogéneo:
Coma =m/2:

3 /4

cos— =0; senmt=0; cos==10

2 2
Nesse caso, o sistema é homogéneo, logo, essa solucdo nao serve.
Coma = 3m/2:

o 3n
cosT = 0; sen3n = 0; cos7 =0

Situacdo semelhante ao caso anterior, logo, essa solucao nao serve.
Coma = 7n/6:

77'[_ \/§¢0
cos6— >

Aqui, o sistema é homogéneo. Entao, essa solucao serve.
Coma = 11n/6:
11t 3

—_— =
CoS 5 5

Novamente, encontramos um sistema homogéneo. Entdo, essa solucdo serve.
Portanto, existem 2 solugdes.

Gabarito: “a”

45. (ITA/2002)

1. Mostre que se uma matriz quadrada nao-nula A satisfaz a equagao
A3 +34%2+24=0(1)

entdo (A + I)3 = A + I, em que I é a matriz identidade.

2. Sendo dado que

A= [_01 —12]

satisfaz a equagdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e C taisque B3 + C3 =B + C =

A. Para essas matrizes vocé garante que o sistema de equagdes:

®-0,] =[]

tem solugdo (x,y) # (0, 0)? Justifique.
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Comentarios
1) Temos que (A + I)3 = (43 + 34%2 + 34 + I), entdo:
A+ =(A3+342+24+A+])
A parte em negrito acima foi fornecida em (1) pelo enunciado e é igual a matriz nula, entdo:
A+D3=A+))
2) Temos que:
B+C=UA+D+(-D=AU+D3+(-])3
Entao:
B3+C3*=B+C=A+D3+(-I)3

Fazendo as comparagdes, pode-se escolher B=A+1 e C = —I, que satisfazem a
sentenca dada. Escrevendo B e C:

p=[y L+l 1=l 2
¢= fbl jﬁ]
B—C=B ﬂ
Dai, det(B — C) = 0.

X
Dado que o sistema (B — C) [y] = [8] € homogéneo e possui determinante da matriz dos

coeficientes nulo, temos que esse sistema possui infinitas solu¢des. Consequentemente, admite
solugdes (x,y) # (0,0).

Gabarito: Prova e justificativa.

46. (ITA/1999)

A soma de todos os valores de a € [0, 27t[ que tornam o sistema

x+y+z=0
xsena+ycosa+z(2sena+cosa) =0

xsen*a+ycosta+z (1 + 3 sen’a + 2 sen(Za)) =0

possivel e indeterminado é:

a) 5w

b) 4

c)3m

d)2m

e)m

Comentarios

Calculando o determinante da matriz dos coeficientes:
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1 1 1
A=|sena cosa 2sena+ cosa

sen’a cos?a 1+ 3sen?a+ 2sen(2a)

Note que a primeira e a segunda coluna lembram a matriz de Vandermonde (linhas em
PG). Vamos analisar a terceira coluna, reescrevendo o elemento as;:

as; = 1+ 3sen?a + 2sen(2a) = 4sen’a + cos? a + 4sen acosa = (2sen a + cos a)?

Assim, o determinante a se calcular é de uma matriz de Vandermonde. Portanto, das
propriedades dessa matriz, o determinante é dado por:

A = (cosa—sena)(2sena+ cosa —cosa)(2sena + cosa —sena) =0
(cosa —sena)(2sena)(sena + cosa) =0
Dividindo em casos e sabendo que a € [0, 27 |:
i)cosa—sena = 0:
cosa =sena

T _571'
a—4oua— 2

ii)sena = 0:
a=0oua=mn

iii) sena + cosa = 0:

cosa = —sena
3T 71
a=—ouaq=—
4 4

Portanto, as solugdes sao:

Entdo, soma desses valores é 5.

Gabarito: “a”

47. (ITA/1998)

Seja a, b € R. Considere os sistemas lineares em x,y e z:

xt+y—z=0
{x—3y+z:1
—-2y+z=a

x+2y—z=0

{ x—y=0
2x—by+3z=0

Se ambos admitem infinitas solugGes reais, entao:

a)§=11
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b)§:22

c)ab =1
4

d)ab = 22
e)jab=0
Comentarios

No primeiro sistema, da primeira equagao, podemos escrever:

xX=z-—y
Substituindo nas outras duas:

{—4y +2z=1

—2y+z=a

Contudo, como o sistema admite infinitas solucdes, ele é possivel e indeterminado, ou seja,
uma equac¢ao acima deve ser multipla da outra. Entao:

-4 1
2 a

1
a=§

No segundo sistema, para que ele admita infinitas solu¢cdes o determinante da matriz dos
coeficientes deve ser nulo, logo:

1 -1 0
1 2 -1{=6+2-b+3=-b+11=0
2 —-b 3

Logo, b = 11. Entdo:

Gabarito: “b”

48. (ITA/1997)

Sejam a, b, c € R* com a? = b? + c2. Se x, y e z satisfazem o sistema

ccosy+bcosz=a
ccosx+acosz=>b
bcosx+acosy=c

Entdo cosx + cosy + cosz éigual a
a-b
a) —
a+b
b) —
c

b+c
)
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a+b

d)T

b?%+c?

a

e)
Comentarios
Podemos resolver esse problema de 2 modos, veja:
Método 1) Substituicdo
Da primeira equagao:

(a — bcosz)

cosy =
c

Substituindo (I) na terceira:

a
bcosx+—(a—bcosz) =c
c

Substituindo (II) na segunda:

c a
—(c——(a—bcosz)>+acosz= b
b c
ab c? a* ab b?
—CO0SZ+———+—cCoszZ=—
c c c c c

2ab cos z = b? + a? — c? = 2b?

b
COSZ = —
a
Substituindo o valor de cos z em (I):
b? :
A= a*-b? <
cosy = = = —
c ac a
Substituindo cos z em (I1):
c?/a
a( b2>
Cc— E a— E
cosx = =0

Portanto:

b+c

COsSXx +cosy +cosz =

Método 2) Visdo geométrica

O enunciado afirma que a? = b? + ¢?, essa equagdo lembra o teorema de Pitadgoras. Como
a, b, c sdo numeros reais positivos, podemos imaginar um triangulo retangulo de lados a, b, c.
Vamos analisar o sistema dado.
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Dividindo as equagdes do sistema por a:

(C b (C

—cosy +—cosz=1 —cosy +—cosz=1

ccosy+bcosz=a a a a a
c a b c b
ccosx+acosz=b =1 —cosx+—-cosz=—=>4 —cosx +cosz=—
bcosx +acosy =c¢ a a a a a
Y b +a c b 4 c
—Ccosx +—cosy =— —CcoSXx +cosy =—
\a PRt i U Y =4

Agora, note o seguinte triangulo retangulo:

B

A

Nesse triangulo, temos:

cosx =cos90°=0
c

a
b

cosy =

COSzZ =

Substituindo os valores dos cossenos do triangulo no sistema, obtemos:

rc .cx by/b (c? + b?
- (5) + ’ (E) = —Q7 = 1(Teorema de Pitagoras)
C b b
a a a a
b C c C C
kam)+tg=a \ a a

Todas as equagles sdo verdadeiras, logo, x,y,z do sistema sdao os angulos internos do
triangulo retangulo acima. Portanto:

b+c

CosSx +cosy +cosz =

Solugdao mais elegante, nao? Sempre que puder, use sua criatividade para enxergar outros
métodos de resolucao. Eles vao ajudar vocé a ganhar tempo na prova!

Gabarito: “c”

49. (ITA/1997)
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A sequéncia (a4, a;, az, a,) é uma progressdo geométrica deraziog € R" comq+1e a; # 0.
Com relagdo ao sistema

a1x+a2y =cC
azx+a,y=d

podemos afirmar que

a) é impossivel parac,d € [—1,1].

b) é possivel e determinado somente se ¢ = d.

c) é indeterminado quaisquer que sejam c¢,d € R.
d) é impossivel quaisquer que sejam c,d € R".

e) é indeterminado somente se d = cq?.

Comentarios
Como a sequéncia é uma PG, podemos escrever:
(alr a,, as, a4) = (a! aq, an’ aq3)
A matriz dos coeficientes do sistema é:

|a1 a2| | a aq

_ 2.3 _ 2.3 _
a; a,l T lag? ag?| TET 44 =0

Entdo, o sistema é impossivel ou indeterminado. Reescrevendo o sistema:
{ ax +aqy =c¢
ag’x +aq3y =d

Se o sistema for indeterminado, uma equacao deve ser multipla da outra, entao:

a ¢
ag? d
= d = cq?

Ent3o, se d = cq?, temos um sistema possivel e indeterminado. Além disso, caso d # cq?,
o sistema é impossivel. Portanto, a alternativa correta é o item “e”.

Gabarito: “e”

50. (ITA/1996)

Sejam a4, a,, az, a, quatro numeros reais (com a; # 0), formando nessa ordem uma progressao

geométrica. Entdo, o sistemaem x ey

{ ax+azy=1
a|a,x + aia,y = a,

é um sistema
a) impossivel.
b) possivel determinado.

c) possivel indeterminado.
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d) possivel determinado apenas para a; > 1.

e) possivel determinado apenas para a; < —1.
Comentarios
Podemos escrever (a,, a,, as, a,) = (a,aq,aq? aq®). Reescrevendo o sistema:
{ ax + aq’y =1 =>{ax+aq2y= 1
alqx + a’q® =aq lax+aq?y =1
Entdo, como as duas equac¢des do sistema sao iguais, o sistema é possivel e indeterminado.

Gabarito: “c”

51. (ITA/1996)
Sejaa € R,a > 0ea + 1 e considere a matriz A:
[log,(3a) logyo(3a)?]
_ 1 I
A= lloga E - loga(a) J
log,(1) log1(1)

Para que a caracteristica de A seja maxima, o valor de a deve ser tal que:

a)aqtheaqt%
b)aqt\/10ea;t§

cJa+5ea+10
da#2ea++3
ela+2ea++V10

Comentarios

Reescrevendo a matriz:
log,(3a) log;,(3a)?

1
A=|log, () ~loga(@ |=
loga(l) 10810(1)

Como a terceira linha é nula, a maior caracteristica possivel é 2. Vamos analisar o
determinante da matriz formada pela primeira e segunda linha:

-1 -1

[loga(Ba) 2log, 3a]
0 0

A= |log_a 3a 2logy, 3a| = —log, 3a + 2log3a

1 -1
Visando a caracteristica maxima, o determinante acima nao pode ser nulo, entao:
2log3a —log,3a #0

log 3a

2log3a —
53¢ loga
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1
og 3 (2~ )
og 3a loga =0

No entanto, a igualdade ocorre se log 3a = 0:
1
10g3a=0:3a=1:a=§

ou

2 =0=2loga=1=2a=+10

- loga

Portanto, para que tenhamos a caracteristica maxima, devemos ter:

1
aigea;t\/lo

Gabarito: “b”

52. (ITA/1995)

Se S é o conjunto dos valores de a para os quais o sistema
x+y+z=0
x+ (logsa)’y +z=0

27
2x + 2y + (log37)z =0

é indeterminado, entdo:

a)S c[-3,3]

b) S é vazio

c)Sc|24]

d)S c[1,3]

e)Sc|01]
Comentarios

O sistema é indeterminado se o determinante dos coeficientes é nulo:

1 1 1
A=|1 (logza)? 1 =0
2 2 3 —logza
Seja log; a = x, entdo, temos:
1 1 1
A=1|1 x? 1 [=—x34+x2+x—-1=0
2 2 3—x

x3—x2—-x+1=0
x3+1=x(x+1)
c+ D2 —x+1D)=x(x+1)
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x+1DX%?2—x+1—x)=0
x+1Dx*—-2x+1)=0
>5@x+Dx-1%2=0
Assim, as solugOes dessa equagao sao:

x=—1=>log3a=—1=>a=3—1:,a=§

x=1=>logza=1=>a=3

Portanto, as solu¢des sao dadas por:

Gabarito: “a”

53. (IME/2019)

Dadas as fungdes definidas nos reais R:
f1(x) = €%, f>(x) = sen(x), f3(x) = cos(x), f4(x) = sen(2x) e f5(x) = e™*.
Mostre que existe uma Unica solugao a4, a,, az, a,, as, tal que:
aif1(x) + arfo(x) +azf3(x) + asfs(x) + asfs(x) seja a fungdo constante nula, onde
aq,a;, as,a,, as € R.
Comentarios

Seja g(x) = a,e* + aysen(x) + azcos (x) + azsen(2x) + ase™, tal que gx) =
0,Vx € R. Para mostrar que a fungao g possui uma unica solugdo a4, a,, as, a,, as, podemos criar
um sistema linear com essas varidveis e provar que o determinante da matriz dos coeficientes é
diferente de zero. Como temos 5 incognitas (a,, a,, as, a,, as), devemos encontrar 5 equagdes.

Vamos obter as equagdes para x € {0,%,%, T, Zn}:

(g(O):O ( a1+a3+a5:0
g(f)z m N2 W2 _m
4 a,et+—a, +—az;+a,+ase 4+ =0
4 (E)_0=>< : n ’ _m
9 2) a.e2+a,+ase 2=0
g(m) = a;e™ —az +ase ™ =
\g(2n) = \ a,e’™ +az; +ase ™ =0

Esse é um sistema linear homogéneo, vamos calcular o valor do determinante da matriz
dos coeficientes:

1 0 1 O 1
T N2 W2 o
e4 7 7 1 e 4
A= = oz
ez 1 0 0 e 2
e™ 0 -1 0 e ™
e’™ 0 1 0 e 27
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*QObservagdo: Poderiamos ter calculado a equagdo para x = 3m/2 no lugar de x = /4,
mas isso resultaria em uma matriz com a coluna do coeficiente a, nula e, consequentemente, um
determinante nulo.

Aplicando o teorema de Laplace na quarta coluna, obtemos:

1 0 1 0 1
T V2 V2 _n
e4 7 7 1 e 4
A= = n
ez 1 0 0 ¢°3:
e®™ 0 -1 0 ¢T"
e’™ 0 1 0 er?"
1 0 1 1 1 0 |1 1
T _r T _r
A=1-(=1)>*. ez 1 ez2|_lez 1 |0 e 2
e™ 0 -1 e™™ e™ 0 1 e™
eZn: 0 1 e—ZTE eZn’ 0 1 e—Zn’
Laplace na segunda coluna:
1 1 1
A=1-(—1)**2.[e"™ —1 ™
eZn 1 e—27r
SA=—e?4+e"+e"+e T —e T—e"
SA= e —e 2" 4 2(e"—e™)

(eT™+e M) (eT—e~T)

> A= (e”—e‘”><6”+e‘”+2> >0
>0 >0

O determinante é diferente de zero e, portanto, o sistema é possivel e determinado. Como
o sistema é linear homogéneo, a Unica solugdo é a trivial, isto &, (a,, a,, as,a,, as) = (0,0,0,0,0).

Gabarito: Demonstragao

54. (IME/2018)

k -3

4 2 ],comkreal.

Sejaa matrizA4 = [

Determine a faixa de valores de k para que exista uma matriz de nimeros reais P tal que as
condicOes abaixo sejam atendidas simultaneamente:

a) ATP + PA = I em que AT é a transposta da matriz A e I é a matriz identidade;

b) P seja simétrica;

c) p11 > 0, em que p11 é o elemento da linha 1 e colunalde P; e

d) |P| > 0, em que |P| é o determinante da matriz P.

Comentarios
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Pela condicdo b), como P é simétrica, podemos escrever:
_ pT _la b
P=PT>p= [b C]

Pela condicdo a), temos:

ATP+PA=1
5ol Al =0
2ka + 8b kb+4c—3a+2b]=[1 0
—3a+2b+ kb + 4c —6b + 4c 0 1

Igualando os termos, encontramos o seguinte sistema:

2ka+8b =1
{—3a+(k+2)b+4c=0
—6b+4c=1

Da terceira equacdo, temos 4c = 6b + 1. Substituindo essa relacdo na segunda equacao,
obtemos:

{ 2ka+8b =1
—3a+(k+8)b+1=0
Da segunda equacao:
(k+8)b+1
a=———"—-
3

Substituindo na primeira:

2k(k + 8)b + 2k
3
2k?b + 16kb + 2k + 24b = 3

b(2k? + 16k + 24) = 3 — 2k

+8b=1

) 3— 2k
 2k?2+ 16k + 24
3 -2k
_6b+1_6(2k2+16k+24)+1_ 2k? + 4k + 42
=Ty T 4 T 4(2k% + 16 + 24)
k?+2k+21

© T 202k? + 16k + 24)

Entao:

(k +8)(3 — 2k)
KZ T 16k +24 71 —2k? — 13k + 24 + 2k? + 16k + 24
a= =

3 B 3(2k? + 16k + 24)

— k+16
YT ok2 ¥ 16k + 24
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Pela condicdo c), devemos ter a > 0:

k+16

=kt iok+24° 0

Fatorando o denominador e fazendo o estudo do sinal:
k+16

2kt 2)(k+6)

0

| I |
| | I
k-+16 - | —16 + l + I +
"3 T 1 =
| I |
| I I
k+6 - | a | —6 + I +
I ¢ 1 -
| I |
k+2 - | - : =
| | T =
k+16 B | I B I
2(k + 2)(k + 6) i + l l +
., {) {_) -
—16 —6 2

Portanto, para a > 0, devemos ter:

|—16 <k < —6ouk > —2|

Por ultimo, da condicdo d), temos:

det[g lc)] =ac—b*>>0
Substituindo os valores de a, b e c:
k+ 16 k? + 2k + 21 (3 —2k)?
2k2 + 16k + 24 2(2k% + 16k + 24)  (2k? + 16k + 24)2
k3 + 2k? + 21k + 16k? + 32k + 336 9 — 12k + 4k?
8(k + 2)2(k + 6)2 T Ak + 22k +6)2 0
k3 + 18k? + 53k + 336 — (18 — 24k + 8k?)
8k + 22(k + 62 >0
k3 +10k? + 77k + 318
(k+2)2(k + 6)2

Como o denominador é sempre positivo e diferente de zero para o intervalo que
encontramos, podemos analisar apenas o numerador:

k®+ 10k* + 77k + 318 > 0

>0
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Fazendo o teste das raizes racionais, podemos ver que k = —6 é uma raiz da equacao
polinomial p(k) = k3 + 10k? + 77k + 318. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, podemos
simplifica-lo:

-6 ‘1 10 77 318

‘ 1 4 53 0
*N3o se preocupe se vocé ndo entendeu esses passos, na aula de polinOmios veremos
detalhadamente cada um desses artificios.
Desse modo, a inequac¢ao pode ser escrita como:
(k+6)(k? +4k+53)>0
Vamos verificar o discriminante da expressao quadratica:
A=42—-4-.53-1=-196<0
Portanto, k? + 4k + 53 > 0 para qualquer valor de k real.
Assim, devemos ter:
k+6>0=>k>—-6

Fazendo a intersecc¢do das condi¢cdes encontradas, concluimos para k € R:

k € (—=2,4)

Gabarito: {k e R | k > —2}

55. (IME/2018)

Seja o seguinte sistema de equagdes, em que s € um numero real:

X1 +x,—5x3=0
_le+x2+x3:1
sx1—2x, =0

Escolha uma faixa de valores de s em que as solu¢des do sistema sdo todas negativas.
a)s < -2
b)-2<s<0
c0<s<1
di<s<2
e)s>2
Comentarios

Da segunda equagao, temos x, = 1 + 2x; — x3. Substituindo nas outras duas:

{3x1+1—(1+5)x3=0
(s —4)xy +2x3 =2

Da primeira equagao:
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Substituindo na outra:
(s—4)A+s)x;3—(s—4)
3
(s—4)(s+1D)x;+6x3=5+2
(s2=3s+2)x3=5+2

+2x3=2

s+2
== X3 =
(s—1(s—-2)
Como as solugdes do sistema sao negativas e nao-nulas, devemos ter

s+ 2 0
G-DG-2)

Fazendo o estudo do sinal:

Prof. Victor So

I 1
I 1
] ‘I‘ 2 - —2 + | + I +
T 1 -
I I [
I . | + 1
1 ¢ T -
I I 1
_ — | — | — | +
5 — 2 : : 12 _
] I T
s+ 2 I n I [ n
— . | | o |
(s—1)(s—2) ! ! . _
—2 1 2
Portanto:

S3 € (—,2) U (1,2)

Substituindo x; na equacgdo de x;:

s+ 2
_A+9)x—1 _(1+S)((S—1)(s—2))_1

xl 3 x1 = 3
(7 +35+2)—(s*—3s5+2)
1= 35— D(s—2)
2s <0
= =
TG DG-2)

Fazendo o estudo do sinal:
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! i |
2s - 1 0 l + I —|—
Q 1 1 -
s—1 — : - i1 + : -+
— — | — | — 1
T I I 12 i -
| l Y
25 I N . ~ I .
(s—D(s—2) ! ! !
S’ et N h"'
0 1 2
Entao:

S; € (—0,0) U (1,2)

Substituindo x; e x, em x3:

x2=1+2X1—x3

2s s+ 2
(S—l)(s—2)>_<(s—1)(s—2))
_(s?—=3s5+2)+45—5—2
2= -D(s—2)

x2=1+2(

s
= <0
(s—=1(s—-2)
Como s? > 0,Vs € R, devemos ter:
(s—1D(s—-2)<0

X2

Logo:

s, € (1,2)

Por fim, a solugao é
s;Ns, Ns; =(1,2)
Gabarito: “d”
56. (IME/2017)

Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado e impossivel de acordo
com os valores reais de m.
m-2)x+2y—z=m+1
2x+my +2z=m? +2
2mx+2(m+1Dy+(m+1)z=m3+3
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Comentarios

Para fazer as analises pedidas, devemos calcular o determinante da matriz dos
coeficientes,

m-—2 2 -1
A= 2 m 2
2m  2(m+1) (m+1)
=m-2m(m+1)—4m(m+1) —8m+2m? —4(m+1) —4(m+ 1)(m - 2)

A=m3—-3m?+2m=m(m?—-3m+2)=m(m—1)(m—2)
I) Para que o sistema seja possivel e determinado, A ndo pode ser nulo, entdo,
m € R —{0,1,2}

[I) Para que o sistema seja possivel e indeterminado, A = 0, além disso, podemos
simplificar o sistema substituindo z = (m — 2)x + 2y — (m + 1), obtido na primeira equagéo,

{ Cm—-2)x+@+m)y=m?>+2m+4
MmM>+m-2)x+4m+1Dy=m3+m?+2m+4
Assim, uma equagao precisa ser multipla da outra, portanto,

2m—-2  4+m  m’+2m+4
m2+m—2 4(m+1) md+m?2+2m+4

Param = 0,
-2 4 4
2 4 4
Portanto, com A = 0 e uma equacdo sendo multipla da outra, o sistema é possivel e
indeterminado param = 0.

Param = 1:
0 5 7
0 8 8
A igualdade acima é um absurdo. Portanto, para m = 1 o sistema é impossivel.
Param = 2:
2 6 12
412 20

A igualdade acima é um absurdo. Portanto, para m = 2 o sistema é impossivel.
Resumindo:

i) Possivel e Determinado se m € R — {0,1,2}

ii) Possivel e Indeterminadose m = 0

iii) Impossivelsem = 1oum = 2

Gabarito: i) Possivel e Determinado se m € R — {0, 1, 2} ii) Possivel e Indeterminado se m = 0
iii) Impossivelsem = 1oum = 2

57. (IME/2010)
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tg(x)tgly—z) =a
Seja o sistema < tg(y)tg(z—x) = b,ondea,b,c,x,y,z € R.
tg(z)tg(x—y)=c
Determine as condi¢bes que a, b e c devem satisfazer para que o sistema admita pelo menos uma
solugao.
Comentarios

tga—tgb
1+tga tgb

(tg (x)

Sabendo que tg(a — b) = , podemos aplica-la ao sistema:

tgy —tgz
1+tgytgz
tgz — tgx
{t — =
90) 1+tgztgx
tgx —tgy
1+tgxtgy -

|tg (2)

Analisando a condicao de existéncia, temos:
tgytgz # —1
tgz tgx = —1
tgx tgy +# —1
O sistema pode ser escrito como:
tgx tgy —tgxtgz = (1 +tgytgz)a

tgy tgz —tgy tgx = (1 + tgz tgx)b
tgz tgx —tgz tgy = (1 + tgx tgy)c

Fazendo tgx tgy = p, tgx tgz =q e tgy tgz =r, com p,q,r # —1, encontramos um
sistema de trés variaveis:

p—q=a+ar
{r —p=b+bq
q—r=c+cp
p—q—ar=a
{—p —bg+r=5>
—pt+q—r=c
Assim, podemos calcular o determinante dos coeficientes do sistema acima:
1 -1 -—-a
A=1|1-1 -b 1|=b+c+a+abc—1+1=a+b+c+abc
—-c 1 -1
Se A # 0, podemos usar o teorema de Cramer para calcular o valor de cada variavel p, g, r:
a —1 -—a
A,=|b -b 1|=ab—c—ab—abc—a—-b=—-a—b—c—abc
c 1 -1
Entdo:
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A, —a—b—c—abc_

= —_— = __1
p A a+b+c+abc

Como p # —1, essa solugdo nado serve.

Dessa forma, devemos analisar o caso em que o determinante é nulo:
a+b+c+abc=0

Para que o sistema possua solucao, devemos transformar o sistema de trés equagdes em
duas e verificar se uma é multipla da outra. Usando a terceira equag¢ao, encontramos:

q=c+r+cp
Substituindo nas outras:
{p—(c+r+cp)—q—ar=a
—-p—b(c+r+cp)+r=>h
{ Ql-cp—-AQ+a)yr=a+c
—(1+bc)p+(A—-b)r=>b+bc
Assim, para o sistema admitir solu¢cao, devemos ter:
1-c =—1—a= a+c o
—1—bc 1-b b + bc
Para que o primeiro termo de () seja igual ao segundo:

1-c¢ _—1—a
—1—bc 1-b
1-b—c+bc=1+bc+a+ abc

a+b+c+abc=0

Para que o segundo termo seja igual ao terceiro:
—1—a a+c
1—b b+ bc
—b —bc—ab—abc =a+c—ab—bc
a+b+c+abc=0

Portanto, a igualdade (I) é vélida. Assim,se A = a + b + ¢ + abc = 0, temos um sistema
possivel e indeterminado.

Gabarito: a + b + ¢ + abc = 0

58. (IME/2009)

Seja o sistema de equagdes lineares dadas por
6y1 +y2 +¥3+ys+ys =10
IJ’1+6}’2 +¥3+Yyis+ys=20
Y1 +y2+6y3+y,+ys=40
Ly1+yz +y3+6y,+ys =80
Y1 +y2+y3+y,+6ys =160

Ovalorde 7y, + 3ys é

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 123



; Estratégia

Militares

Prof. Victor So

a)12

b) 24

c) 36

d) 48

e) 60
Comentarios

Somando todas as equacdes, temos:

(6y1+y,+ys+y,+ys=10
y1+6y, +ys+y,+ys =20
y1+y,+6y;+y,+ys =40

ly1+yz+y3+6y4+ys=80
Y1+ Y, +y3+ys+ 6ys =160

10- (1 +y2 +ys +ys +ys5) =310
yityz+ysty,t+ys =31
Substituindo na primeira equacao:
5y, +31 =10

2
yl_ 5

(+)

Substituindo o resultado na quinta equacao:

31+ 5y; = 160

_129
y5_ 5

Portanto:

21 129 —147 + 387
7y1+3y5=7-<—?>+3-(5)= 5

7y, + 3ys = 48
Gabarito: “d”

59. (IME/2008)

Os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema de quatro equagdes lineares e quatro
incégnitas (x,y,z e w) sdo fungdo de quatro constantes a, b, c e d. Determine as relagdes entre
a, b, c e d para que o referido sistema admita uma soluc¢do nao trivial, sabendo que CD = —DC,
onde
c=[z ger=[; 7l
c d Z w

Comentarios

Sabendo que CD = —DC,temos:
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[ax+bz ay+bw]+[ax+cy bx +dy1 _

cx+dz cy+dw az+cw zb+wdl
Com isso, podemos escrever o seguinte sistema:

2ax +cy+bz=0
cx+(d+a)z+cw =0
bx+(a+d)y+bw=0

cy +bz+2dw =20

Assim, obtemos um sistema linear homogéneo e sabemos que ele sempre admite uma
solugado trivial. Para que um sistema homogéneo admita uma solu¢ao nao trivial, ou seja, uma
solugdo (x,y,z,w) # (0,0,0,0), ele deve admitir infinitas solu¢des. Logo, o determinante dos
seus coeficientes deve ser nulo. Portanto:

2a c b 0
_lc 0 d+a c|_
b= b a+d 0 b| 0
0 c b 2d
Aplicando Laplace na primeira linha:

0 d+a c c d+a ¢ c 0 c
D=2a-la+d 0 b|—c-|b 0 b|+b-|b a+d b
c b 2d 0 b 2d 0 c 2d

D =2a-(2bc(d +a) —2d(d + a)?) —c- (—2bd(d + a)) + b - (2cd(a + d))
D=(d+a): (4abc —4ad(d + a) + 4bcd)
D =4(d + a)(bc(a +d)—ad(d+ a))
D =4(d + a)’(bc —ad) =0
Portanto:

d+a=0-[d=—d

Ou:

bc —ad = 0 - [bc = ad|

Gabarito:d = —a ou bc = ad

60. (IME/2007)

Considere o sistema de equagdes dado por:

x+y+2z=>b,
2x—y+3z=0>b,
5x —y+az=b;3

Sendo b4, b, e b3 valores reais quaisquer, a condicdo para que o sistema possua solugao Unica é:
aJa=20

b)a + 2
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cJa+8
d)a # by + b, — b;
e)a = 2by — b, + 3b;
Comentarios
Para que o sistema possua solu¢ao unica, o sistema deve ser SPD e, portanto, o

determinante dos coeficientes deve ser diferente de zero:

1 1 2
2 -1 3
5 -1 a
—a—4+154+10+3—-2a #0

—3a+24+0

£ 0

Assim:
a+ 8

Gabarito: “c”

61. (IME/1999)

Determine a para que seja impossivel o sistema:
x+2y—-3z=4
3x—y+5z=2

4x+y+(@*—-14)z=a +2

Comentarios
Para que o sistema seja impossivel, o determinante dos coeficientes deve ser nulo:

1 2 -3
D=|3 -1 5 =0
4 1 a*-14

Entao, temos:
-7 -a*+112=0
112
= — =
a=*4

Portanto, usando o sistema do enunciado, vamos somar a primeira e a segunda linha para

2

a 16

obter um sistema equivalente:
{ 4x+y+2z=6
dx+y+(a?—14)z=a+2

i)Se a = 4:
{4x+y+22=6
dx+y+2z=6

AULA 17 - SISTEMAS LINEARES 126



=

y Estratégia Prof. Victor-So
ilitares

A segunda equacgao torna-se equivalente a primeira e, assim, admite infinitas solugdes.
Portanto, nesse caso, o sistema é possivel e indeterminado.

i) Se a = —4:
{ dx+y+2z=6
dx+y+2z=-2
O sistema acima é impossivel, pois de acordo com ele deveriamos ter 6 = —2, o que é um
absurdo.

Gabarito: a = —4

62. (IME/1998)

Resolva e interprete, geometricamente, o sistema matricial abaixo, em funcao de a e f8.

1 -2 3]x —4
5 -6 7||yl=|-8
6 8 allz B

Comentarios

Multiplicando as matrizes, obtemos o seguinte sistema:

x—2y+3z=-4
{5x—6y+7z=—8
6x+8y+az=p

Entdo, temos trés planos. Para resolver e interpretar o sistema, devemos analisar suas
solugdes.

*Veremos na aula de geometria analitica que as equagbes da forma ax + by +cz =d
determinam um plano no espacgo. Nao se preocupe se vocé nao entendeu essa parte.

Seja D o determinante dos coeficientes:

1 -2 3
D=|5 -6 7
6 8 «a
D =4a + 88
Assim, podemoster D = 0ou D # 0.
1) Se D = 0, temos:
4a+88 =0
a=—22

Substituindo no sistema:

x—2y+3z=-4
5x —6y+7z=-8
6x +8y—22z=0

Da primeira equagao, temos:

x=—4+2y—3z
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Substituindo nas outras duas equagdes:
{ 4y —8z =12
20y — 40z =0 + 24

Simplificando as equagdes:

B+ 24

— 2y =
Y= 2= T90

{ y—2z=3

Vamos igualar os termos independentes:
B+ 24
20
B =36

Desse modo, temos duas possibilidades:

1.1) Se f = 36, o sistema é possivel e indeterminado. Entdo, existem infinitas solugdes e,
portanto, a intersec¢ao entre os planos é uma reta.

1.2) Se f # 36, o sistema é impossivel. Entdo, ndo existem solugdes. Assim, os planos ndo
se intersectam.

2)Se D # 0, temos:
4a+88 # 0
a + —22

O sistema é SPD e possui solucao Unica, assim, os planos se intersectam em um Unico
ponto.

Além disso, as solugdes do sistema sao:

5x —6y+7z=-8
6x+8y+az=p

Substituindo x da primeira equagdo nas outras duas equacoes:

{ 4y — 8z =12
20y + (@ —18)z =B + 24

Multiplicando a primeira equacdo por 5 e subtraindo da segunda, temos:
20y — 40z — 20y — (@ —18)z =60 — B — 24
—(22+a)z=—(B —36)

{x—2y+322—4

L B — 36
22+«
Substituindo em 4y — 8z = 12:
4y — 8z = 12
y—2z=3
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p—36 3-a+2-L—-6
22+a  22+a
Por fim, substituindo x e y na primeira equagdo do sistema:
x—2y+3z=-4
3-a+2-—-6 B — 36
x_2< 22+a )+3'Q2+a)=_4
2-a+pf+8
T a+t22

y=3+2-

Portanto, as solugdes sao:
_2-a+p+8
 a+22
3-a+2-—-6

YT 2 ta

_3—36

2+«

VA

2-a+f+8 _ _ 3a+2:f-6_ _ _ f-36

Gabarito: x =——;y = 3 Z =
a+22 22+« 22+«

63. (IME/1988)
Determine o valor de a para que o sistema abaixo tenha mais de uma solugao e resolva-o neste

Caso:

2x+3y+az=3

{ xt+y—z=1
x+ay+3z=2

Comentarios
Para que o sistema tenha mais de uma solu¢ao, o determinante dos coeficientes deve ser

nulo:
1 1 -1
D=12 3 al|=0
1 a 3

Entdo, calculando o determinante, temos:
9+a—-2a+3—-a’-6=0=>a’+a—-6=0

Cujas solugdes sao:

_—1+VI+24 -145

a

2 2
a=2oua=-3
Sea = -3:
x+y—z=1

2x+3y—3z=3
x—3y+3z=2
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Somando a segunda equagao com a terceira:

3 5 >
x=5=>x=—
3
Substituindo o valor de x no sistema:
( 2
-7 = ——
Y 3
{3 3 !
—_— 7 = ——
Y 3
_ 1
| \—3y t+3z= 3
Assim, podemos resumir o sistema a:
3y—3z=-2
{3 3 1
—_ 7 = ——
Y 3
O sistema acima diz que —2 = — g, 0 que é um absurdo. Logo, o sistema é impossivel.

Sea = 2:

2x+3y+2z=3

{ x+y—z=1
x+2y+3z=2
Da primeira equagdo, x = 1 — y + z, substituindo nas outras:

giij:iﬁy+4z=1
Que possui infinitas solu¢des. Considerando z = k, temos:
y=1-—4k
x=1—-(1—-4k)+k =5k
Portanto:
(x,vy,z) = (5k,1 — 4k, k)

Gabarito: a =2 e (x,y,z) = (5k,1 — 4k, k)
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11. CONSIDERACOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da aula de sistemas lineares. Vocé deve ter percebido que questdes
sobre esse tema, normalmente, envolvem discussdao de um sistema linear. Com todo esse arsenal
de conhecimento que vimos nessa aula, vocé esta pronto para analisar qualquer tipo de sistema
linear que encontrar nessas provas.

Lembre-se, o segredo para nao esquecer os teoremas é praticar com bastante exercicios.
A repeticao e pratica fara com que vocé absorva o conhecimento adquirido.

Sempre que vocé tiver duvidas, nos procure pelo forum de duvidas ou pelas midias abaixo:

(0o

@ /profvictorso
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