	XXIV OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 1 (5a. ou 6a. séries)


PROBLEMA 1

O ano 2002 é palíndromo, ou seja, continua o mesmo se lido da direita para a esquerda.

a) 
Depois de 2002, quais serão os próximos quatro anos palíndromos?

b) 
O último ano palíndromo, 1991, era ímpar. Quando será o próximo ano palíndromo   ímpar?

PROBLEMA 2

	Um fazendeiro resolveu repartir sua fazenda para seus cinco filhos. O desenho ao lado (fora de escala) representa a fazenda e as partes dos herdeiros, que são da forma triangular, de modo que
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 e EG = GC. O filho mais novo recebeu o terreno representado pelo triângulo escuro, de 40 alqueires. Quantos alqueires tinha a propriedade original?
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PROBLEMA 3

	Dado um número, pode-se escrever o seu dobro ou suprimir o seu algarismo das unidades. Apresente uma seqüência que começa com 2002 e termina com 13, usando somente essas duas operações.


PROBLEMA 4

	
[image: image5.wmf]
	Três amigas foram para uma festa com vestidos azul, preto e branco, respectivamente. Seus pares de sapato apresentavam essas mesmas três cores, mas somente Ana usava vestido e sapatos de mesma cor. Nem o vestido nem os sapatos de Júlia eram brancos. Marisa usava sapatos azuis. Descreva a cor do vestido de cada uma das moças.


PROBLEMA 5

	No jogo pega-varetas, as varetas verdes valem 5 pontos cada uma, as azuis valem 10 pontos, as amarelas valem 15, as vermelhas, 20 e a preta, 50. Existem 5 varetas verdes, 5 azuis, 10 amarelas, 10 vermelhas e 1 preta. Carlinhos conseguiu fazer 40 pontos numa jogada. Levando em conta apenas a quantidade de varetas e suas cores, de quantas maneiras diferentes ele poderia ter conseguido essa pontuação, supondo que em cada caso fosse possível pegar as varetas necessárias?


PROBLEMA 6

Nas casas de um tabuleiro 8 ( 8 foram escritos números inteiros positivos de forma que a diferença entre números escritos em casas vizinhas (quadrados com um lado comum) é 1. Sabe-se que numa das casas está escrito 17  e,  em outra, está escrito 3.  Desenhe  um  tabuleiro 

8 ( 8, preencha-o segundo essas regras e calcule a soma dos números escritos nas duas diagonais do tabuleiro.

	XXIV OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 2 (7a. ou 8a. séries)


PROBLEMA 1

	Geraldinho e Magrão saíram de suas casas no mesmo instante com a intenção de um visitar o outro, caminhando pelo mesmo percurso. Geraldinho ia pensando num problema de olimpíada e Magrão ia refletindo sobre questões filosóficas e nem perceberam quando se cruzaram. Dez minutos depois, Geraldinho chegava à casa de Magrão e meia hora mais tarde, Magrão chegava à casa de Geraldinho. Quanto tempo cada um deles andou?

Observação: Cada um deles anda com velocidade constante.
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PROBLEMA 2
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	Um grande painel na forma de um quarto de círculo foi composto com 4 cores, conforme indicado na figura ao lado,  onde o segmento divide o setor em duas partes iguais e o arco interno é uma semicircunferência. Qual é a cor que cobre a maior área?


PROBLEMA 3

Nas casas de um tabuleiro 8 ( 8 foram escritos números inteiros positivos de forma que a diferença entre números escritos em casas vizinhas (quadrados com um lado comum) é 1. Sabe-se que numa das casas está escrito 17 e, em outra, está escrito 3. Calcule a soma dos números escritos nas duas diagonais do tabuleiro.

PROBLEMA 4
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	O professor Pardal está estudando o comportamento familiar de uma espécie de pássaro. Os pontos A, B, C e D da figura ao lado, representam a disposição de quatro ninhos desses pássaros. O professor construiu um posto de observação equidistante dos quatro ninhos.

Todos os ninhos e o posto de observação estão em um mesmo nível de altura a partir do solo, a distância de B a D é de 16 metros e 
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PROBLEMA 5

O primeiro número de uma seqüência é 7. O próximo é obtido da seguinte maneira:

Calculamos o quadrado do número anterior 72 = 49 e a seguir efetuamos a soma de seus algarismos e adicionamos 1, isto é, o segundo número é 4 + 9 + 1 = 14. Repetimos este processo, obtendo 142 = 196 e o terceiro número da seqüência é 1 + 9 + 6 + 1 = 17 e assim sucessivamente. Qual o 2002o elemento desta seqüência?

PROBLEMA 6

O ano 2002 é palíndromo, ou seja, continua o mesmo se lido da direita para a esquerda.

a) 
Depois de 2002, quais serão os próximos quatro anos palíndromos?

b) 
O último ano palíndromo, 1991, era ímpar. Quando será o próximo ano palíndromo ímpar?

c) 
O último ano palíndromo primo aconteceu há mais de 1000 anos, em 929. Determine qual será o próximo ano palíndromo primo.
	XXIV OLIMPÍADA BRASILEIRA DE MATEMÁTICA

Segunda Fase – Nível 3 (Ensino Médio)


PROBLEMA 1

O primeiro número de uma seqüência é 7. O próximo é obtido da seguinte maneira:

Calculamos o quadrado do número anterior (72 = 49) e a seguir efetuamos a soma de seus algarismos e adicionamos 1, isto é, o segundo número é 4 + 9 + 1 = 14. Repetimos este processo, e de 142 = 196, temos que o terceiro número da seqüência é 1 + 9 + 6 + 1 = 17, e assim sucessivamente. Qual o 2002o elemento desta seqüência?

PROBLEMA 2

Para quais inteiros positivos n existe um polígono não regular de n lados, inscrito em uma circunferência, e com todos os ângulos internos de mesma medida?

PROBLEMA 3

Determine o maior natural k para o qual existe um inteiro n tal que 3k divide n3 – 3n2 + 22.

PROBLEMA 4

Quantos dados devem ser lançados ao mesmo tempo para maximizar a probabilidade de se obter exatamente um 2?

PROBLEMA 5

Em um quadrilátero convexo ABCD, os lados opostos AD e BC são congruentes e os pontos médios das diagonais AC e BD são distintos.

Prove que a reta determinada pelos pontos médios das diagonais forma ângulos iguais com AD e BC.

PROBLEMA 6

Colocamos vários palitos sobre uma mesa de modo a formar um retângulo m ( n, como mostra a figura.

Devemos pintar cada palito de azul, vermelho ou preto de modo que cada um dos quadradinhos da figura seja delimitado por exatamente dois palitos de uma cor e dois de outra cor. De quantas formas podemos realizar esta pintura? 
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Soluções Nível 1 – Segunda Fase
SOLUÇÃO DO PROBLEMA 1

a) Os palíndromos entre 2000 e 3000 são da forma 2aa2, onde a é um algarismo. Logo os próximos quatro serão 2112, 2222, 2332 e 2442.

b) Como o primeiro algarismo é igual ao último, um palíndromo ímpar maior que 2002 deve começar e terminar por um número ímpar maior ou igual a 3. Logo o próximo será 3003.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 2

Seja S a área do triângulo ABC.

Se 
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Se 
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Se EG = EC, então 
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Como (GFC) = 40 temos 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 3

Uma possível solução é:

2002, 200, 20, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 51, 102, 204, 408, 816, 1632, 163, 326, 652, 1304, 130, 13.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 4

Como os sapatos de Marisa eram azuis, e nem o vestido nem os sapatos de Júlia eram brancos, conclui-se que os

sapatos de Júlia eram pretos e portanto os sapatos de Ana eram brancos.

O vestido de Ana era branco, pois era a única que usava vestido e sapatos da mesma cor; conseqüentemente, o vestido de Júlia era azul e o de Marisa era preto.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 5

A soma dos pontos é 40. Segundo as regras do jogo, as possibilidades são: 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 6

Como a diferença entre o 17 e o 3 é 14, esses números devem estar em posições afastadas de 14 casas, contadas na horizontal ou vertical.

Portanto 17 e 3 devem ocupar as extremidades de uma das diagonais do tabuleiro.

A partir disso, o preenchimento das diagonais é feito de maneira única. E uma maneira de se preencher o tabuleiro é a seguinte:

	17
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10

	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9

	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8

	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7

	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6

	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5

	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4

	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3


a soma dos números escritos nas diagonais é: 8 ( 10 + (3 + 5 +...+ 17) = 160.

Soluções Nível 2 – Segunda Fase
SOLUÇÃO DO PROBLEMA 1

Seja t > 0 o tempo, em minutos, decorrido desde a saída de Geraldinho e Magrão até o instante do encontro.

Sejam g e m as distâncias entre o ponto de encontro e as casas de Geraldinho e Magrão, respectivamente. Como Geraldino percorre a distância g em t minutos e a distância m em 10 minutos, temos 
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Analogamente, 
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 (pois t > 0). Logo Geraldinho andou 10 + 20 = 30 minutos e Magrão andou 40 + 20 = 60 minutos.
SOLUÇÃO DO PROBLEMA 2

	
[image: image25.wmf] 

w

 

x

 

y

 

z


	Sejam x, y, z e w as áreas das regiões branca, amarela, azul e verde, respectivamente.

Seja R o raio do semi-círculo. Temos 
[image: image26.wmf]2

2

R

y

x

p

=

+

 

e 
[image: image27.wmf]2

)

2

(

8

1

2

2

R

R

w

x

z

y

p

p

=

=

+

=

+


Assim, x + y = y + z = x + w, logo x = z e y = w.

Como se x é a área de um segmento circular de ângulo 90( e raio R, 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 3

Como a diferença entre o 17 e o 3 é 14, esses números devem estar em posições afastadas de 14 casas, contadas na horizontal ou vertical.

Portanto 17 e 3 devem ocupar as extremidades de uma das diagonais do tabuleiro.

A partir disso, o preenchimento das diagonais é feito de maneira única. E uma maneira de se preencher o tabuleiro é a seguinte:

	17
	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10

	16
	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9

	15
	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8

	14
	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7

	13
	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6

	12
	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5

	11
	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4

	10
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3


a soma dos números escritos nas diagonais é: 8 ( 10 + (3 + 5 +...+ 17) = 160.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 4

Observar que o posto do observador coincide com o centro do círculo circunscrito
No círculo circunscrito ao quadrilátero ABCD, temos 
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Como 
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, sendo O o centro do círculo circunscrito, temos 
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 Assim, a distância do posto (que deve ficar em O) aos ninhos será de 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 5

Os primeiros números da seqüência são (7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5...) donde vemos que exceto pelos 4 primeiros termos, a seqüência é periódica com período 3. Como 2002 deixa resto 1 quando dividido por 3 o número procurado coincide com aquele que ocupa o 7o. lugar na seqüência, a saber, 11.

Observação:

Para qualquer termo inicial, a seqüência construída de acordo com método descrito no enunciado do problema será eventualmente periódica, (isto é teremos an + k = ak para todo k ( m, para certos valores positivos de m e n). 

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 6 : 

a) Os palíndromos entre 2000 e 3000 são da forma 2aa2, onde a é um algarismo. Logo os próximos quatro serão 2112, 2222, 2332 e 2442.

b) Como o primeiro algarismo é igual ao último, um palíndromo ímpar maior que 2002 deve começar e terminar por um número ímpar maior ou igual a 3. Logo o próximo será 3003.

c) Um palíndromo de quatro algarismos é da forma abba = a + 10b + 100b + 1000a = 1001a + 110b, que é múltiplo de 11, já que 110 e 1001 são   múltiplos de 11. Logo o próximo ano palíndromo primo tem no mínimo 5 algarismos.

Os menores palíndromos de 5 algarismos são 10001, que é múltiplo de 73 e 10101, que é múltiplo de 3. O próximo é 10201 = 1012, divisível por 101. O seguinte, 10301, é primo, pois não é divisível por qualquer primo menor que 
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Soluções Nível 3 – Segunda Fase
SOLUÇÃO DO PROBLEMA 1

Os primeiros números da seqüência são (7, 14, 17, 20, 5, 8, 11, 5...) donde vemos que exceto pelos 4 primeiros termos, a seqüência é periódica com período 3. Como 2002 deixa resto 1 quando dividido por 3 o número procurado coincide com aquele que ocupa o 7o. lugar na seqüência, a saber, 11.

Observação:

Para qualquer termo inicial, a seqüência construída de acordo com método descrito no enunciado do problema será eventualmente periódica, (isto é teremos an + k = ak para todo k ( m, par certos valores de m e n). 

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 2

Seja C a circunferência de centro O circunscrita ao polígono A1A2...An. Os triângulos AiAi + 1 O (com An + 1 = A1) são  isósceles. Seja 
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Então

(1) 
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Portanto.
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Se n for ímpar, então 
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 serão iguais e o polígono será regular.

Para n par, não é necessário que todos os ângulos sejam iguais.

Escolhendo x ( y de modo que x + y = ângulo interno = 
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, obtemos um polígono inscritível não regular com todos os ângulos de mesma medida.

Portanto, para n par ( 4, existe um polígono de n lados satisfazendo as condições do problema.

SOLUÇÃO DO PROBLEMA 3

Se n = 3r, então 
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Se n = 3r + 1, então 
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]20
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, que também não é múltiplo de 3.

Finalmente, se n = 3r – 1, então 
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que é a soma de um múltiplo de 27 com 18, e portanto é múltiplo de 9 mas não de 27, logo a maior potência de 3 que divide um número da forma 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 4

Suponha que os dados estão numerados de 1 a n. A probabilidade de que somente o dado No. 1 resulte em 2 é: 
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Analogamente, a probabilidade de que somente o dado k, (1 ( k ( n) resulte em 2 é 
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Portanto, a probabilidade de obter exatamente um 2 é 
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Agora observe que 
[image: image56.wmf].

5

)

1

(

5

6

6

5

)

1

(

6

5

1

1

1

³

Û

+

³

Û

×

+

³

×

Û

³

+

-

+

n

n

n

n

n

P

P

n

n

n

n

n

n


Para n = 5, ocorre a igualdade (P5 = P6), P5 = P6 > P7 > P8 > P9 >... e P1 < P2 < P3 < P4 = P5 = P6
E a probabilidade é máxima para n = 5 ou n = 6.
SOLUÇÃO DO PROBLEMA 5

Sejam M e N os pontos médios de AC e BD e P o ponto médio do lado AB. Então PM é base média do 
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 e PN base média do 
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Sendo X e Y as interseções da reta MN com BC e AD, temos então 
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SOLUÇÃO ALTERNATIVA:

Provaremos que se, 
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 então o vetor 
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 faz ângulos iguais com 
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 e 
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. Para isso, como 
[image: image68.wmf],

BC

AD

=

basta ver que os produtos internos 
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Temos 
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SOLUÇÃO DO PROBLEMA 6

Há 3n maneiras de colorir a fileira horizontal superior de palitos. O palito vertical mais à esquerda da primeira linha também pode ser colorido de 3 maneiras.
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Uma vez definidas as cores dos palitos superior e mais à esquerda de um quadradinho, há duas maneiras de completá-lo segundo as condições do enunciado: se ambos têm mesma cor, há duas escolhas para a cor dos dois palitos restantes; se ambos têm cores diferentes, há duas maneiras de colorir os dois palitos restantes com estas cores.

Assim, para completar a primeira linha de quadrados há 3n ( 3 ( 2n maneiras

Da mesma forma, a cor do palito vertical mais à esquerda da segunda linha de quadrados pode ser escolhido de 3 maneiras, e há 2n maneiras de colorir os demais palitos desra linha. Assim, para m = 2, há 3n ( 3 ( 2n( 3 ( 2n colorações possíveis.

Analogamente, no caso geral, há 
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 maneiras de realizar a pintura pedida.
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