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CAPITULO 27
MATRIZES

Matriz ¢ toda tabela de numeros formada por m linhas e n
colunas, sendo m e n dois numeros inteiros maiores ou iguais a 1.
Dizemos que a matriz é do tipo m X n (lé-se: m por n) ou de
ordemm X n.

Podemos esbogar a matriz da seguinte maneira:

a;; ot Qip
Amxn = : N :
Aim  ° Omn
Notagao:

» Lefras mailsculas representam as matrizes, por
exemplo, Ay, 5 n.

» Letras minusculas representam os elementos, por
exemplo, a;;

» Os elementos séo determinados pela posi¢do que
ocupam dentro da matriz, obedecendo a seguinte
forma:

1]

t, Coluna
Linha

Exemplos:

1 4
a) A3X2 = (2 5)
3 6

A é uma matriz de 3 linhas e 2 colunas e de ordem 3x2.
Por exemplo, o numero 5 estd na 22 linha e 22 coluna, ou seja,
an=5.
2 10
b) B33 = (5 4 3)
8 7 6

B é uma matriz de 3 linhas e 3 colunas e de ordem 3x3. Neste
caso, o usual é dizer que B tem ordem 3.

Lei de Formagao
Existem matrizes que podem ser representadas abreviadamente
por uma sentenga matematica que indica a lei de formagéo para
seus elementos.
Exemplo:
01. Construa a matriz de ordem 2x3, sendo a lei de formag&o dada
por al-j =1 ]
Escrevendo a matriz A = (a;;),x3, temos:

_(‘111 Q12 a13)
Qaz1 Gz Q3

M= (31 12 13123

Assim,

> MATRIZES ESPECIAIS
Vejamos alguns tipos de matrizes especiais.

v MATRIZ QUADRADA:
E a matriz que possui 0 nimero de linhas igual ao numero de
colunas e apresenta duas diagonais, a saber: diagonal principal

(DP) e diagonal secundaria (DS).
Exemplo:

Diagonal
.. Secundaria
11.-8 1 .1
0 .4 9.6
-+ 8 7 &l
' A Diagonal
Principal

v" MATRIZ IDENTIDADE

Chama-se matriz identidade de ordem n, que se indica por I,,, a
matriz:
l,sei=j

L, = (aij)nxn tal que {0' sei# )
Note que:
Toda matriz identidade de ordem maior que 1 tera todos os
elementos da diagonal principal iguais a 1 e todos os demais iguais
al.

Exemplos:
_(1 0
a)IZ—(0 1).
1 0 0
m%:@ 10)
0 0 1

v MATRIZ NULA

Matriz nula do tipo m X n é qualquer matriz que possui todos os
elementos iguais a zero.

Exemplo:

Considere uma matriz B5, nula, entdo podemos escrever:

0 0
B3z = (0 0)
0 0
v MATRIZ TRANSPOSTA

Dada uma matriz A qualquer, dizemos transposta de A a matriz
A! obtida de A permutando-se as linhas pelas colunas e vice-
versa, ou seja, se temos 0 elemento
a,, (primeita linha, segunda coluna) na matriz A, na
transposta A® sera a,, (segunda linha, primeira coluna).

Exemplo:
0 1
_(0 7 2 ¢ _
A_(1 o 5)=>A_<7 9)

1 5

11
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Notas:
12.Se A = A%, entdo dizemos que a matriz A é simétrica.

Exemplo:

4=(3 D=4=G 7

Entdo, temos que A = A*. Logo séo simétricas.

22.8e A = — A" e os elementos da diagonal principal de A
forem todos nulos entdo, dizemos que a matriz A é antissimétrica.
E claro que as matrizes simétricas e antissimétricas s&o
quadradas.

Exemplo:

a=(5 9)=a=(5 o)

= A = —A*. Logo, sdo antissimétricas.
Igualdade de Matrizes

Dizemos que duas matrizes, A e B, do mesmo tipo m x n, séo
iguais se, e somente se, todos os elementos que ocupam a mesma
posicao forem idénticos.

Exemplo:

2 0 2 ¢ .
SeAd= ,B= eA=B,entdoc=0eb = 3.
-1 b -1 3

Operagoes com Matrizes
Adigao e Subtragdo de Matrizes

| - Dadas as matrizes A,B e C, de ordem m X n, chamamos
soma de A com B a matriz C, tal que ¢ij = a;; + byj, para
todol < i < metodol <j < n
Por exemplo,

11 a12] [bu b1z] _ [‘111 + by ap+ blz]
21 Q22 by1 by, ay; + by, a,, + by

ijs
a
a

Notagdo: A + B = C

Exemplo:
14+2—1_1+2 4+(-1)|_|3 3
07 0 2 0+0 7+2 0 9
II - Dadas as matrizes A, B e C, de ordem m X n, chamamos
subtragdo de A com B a matriz C, tal que Cj = a;j— b
paratodol < i < metodol < j < n.
Por exemplo,

11 a12] [bn b1z] _ [‘111 — by a;;— blz]

21 Q22 b1 by Ay — by Az — by,

ijs
a
a

Nota¢do: A — B = C

Exemplo:
147 |12 -1 1-2 4-(-) -1 5
07 0 2 0-0 7-2 05

Multiplicagdo de um numero real por uma matriz

Seja a matriz A = (a;j)mxn € x UM numero real, definimos
produto de x por todos os elementos da matriz A uma matriz
Bpxn tal que:

B=x-A

Exemplo:

1 6
Sejad = (4 3> e x = 3, entdo B sera:
2 2

1 6 3 18
B=3-<4 3>=<12 9)
2 2 6 6

Multiplicagdo de Matrizes

O produto de duas matrizes A e B é definido quando o nimero de

colunas de A for igual ao nimero de linhas de B e, indicamos por:
A-B=C

Em outras palavras, dadas as matrizes A = (a;j)mxn € B =

(bij)nxp, temos:

Amxn '_anp = mep

Observe que:
1. O nimero de linhas da matriz C é o mesmo da matriz A.
2. O nimero de colunas da matriz C é o mesmo da matriz B.

Para obtermos o produto de duas matrizes A e B, devemos
multiplicar ORDENADAMENTE os elementos da linha i, da matriz
A, pelos elementos da coluna j, da matriz B. Assim, cada elemento
da matriz C é a soma dos produtos obtidos.

Exemplo:
3.5 1 2 2
1. Dados 4 = (2 0) eB = ( ) vamos determinar
3 -1 0
1 4
A-B.
Resolugao:
1°. Passo: verificar se o produto existe.
Temos:

Azxz "Byxz = (343

Esse produto existe, pois 0 nimero de colunas de A é igual ao
numero de linhas de B. Observe que a ordem da matriz C é 3.

2°, Passo: realizar o dispositivo pratico.

____________

12
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Assim, ¢;; € o produto dos elementos da 12. linha da matriz A
pelos elementos da 12 coluna matriz B, obtido da seguinte forma:

C11=3'1+5'3=18.
Analogamente, teremos para os outros elementos:

61223'2+5'(_1)=1
C13=3'2+5'O=6.
C21=2'1+0'3=2
C22=2'2+0'(_1)=4.
C23=2'2+0'O=4.
Coy=1-1+4-3=13.
C32=1'2+4"(_1)=_2
C33=1'2+4"0=2.

Portanto, a matriz C sera dada por:
18 1 6
( 2 4 4)
13 -2 2

Propriedades das Matrizes

C

Vejamos algumas propriedades das matrizes.
P1. (4H)t = A.

P2. (A+B)t = A' + B".

P3.(A-B)t = Bt - At

Se verificadas as condi¢des de existéncia, para a multiplicagdo de
matrizes, sdo validas as seguintes propriedades:

P4 A-(B-C)=(A-B)-C.
P5.(A+B)-C=A-C+B-C.
P6.C-(A+B)=C-A+C-B.

P7.A-1, =1, A = A, sendo I, a matriz identidade de ordem n.

IMPORTANTE: segundo a definicdo de produto, s6 é possivel
calcular A-B e B-A se A e B sdo matrizes quadradas.
Entretanto, na multiplicagdo de matrizes, a ordem dos fatores ndo é
indiferente. Emgeral, A+ B # B - A.

Matriz Inversa

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, definimos matriz inversa
de A, usualmente simbolizada por A2, toda matriz quadrada tal
que seu produto pela sua inversa seja igual a uma matriz
identidade.

A-A1 =]
ou
At A=1]

Exemplo:

01.Sendo A = F

2 . _
1| vamos determinar a matriz inversa de A.

Resolugao:
Sabemos que: A+ A1 =1,.

Sendo A7 = [a b} , entdo:
c d
12 a b| |10
-2 1 c d 01

a+2c b+2d 10
- =
-2b+d 0 1

—2a+c

Da igualdade de matrizes, temos:

a+2c=1
—-2a+c=0
b+2d =0
-2b+d=1
Resolvendo os sistemas temos:
a:i,b:—g,czgedzi
5 5 5 5
1 2
b - _Z
Assim: A1 = | 2 =1> 5
cd |21
5 5
Exercicios
21 -1 2 4 -1
01.(PUC) Se A= ,B= e C= ,entdo
3 -1 1 0 2 1
a matriz X, de ordem 2, tal que: A=A = m+C éigual a:

(28 1]
a) .
24 3
b) (28 1 .
23 3
[28 1
C) .
25 3
9 [28 1 .
30 3
[28 1j
e) .
22 3

02. (PM) Sejam as matrizes A = (a;;) do tipo 3 x 4, calcule o
elemento situado da 2% linha e na 2° coluna, sendo a;; = i* + 5;:
a) 36.

03. (EEAR) Sejam as matrizes A = (; _611) e B= (g) Se

A-Béumamatriznula2 x 1,entdoa + b é:

a)-1.
b) 0.
c)1.
d) 2.
04. (EEAR) Sejam as matrizes A= (1 _1) e
2 2
B = (_(1) _13) Se At e Bt s&o as matrizes transpostas de A e
B, respectivamente, entdo A® + Bt ¢é igual a:
0 2

a) (0 _ 1).

2 1
b) (_2 _3).

13
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1 2

05. (EFOMM) Se M:[O :

M-N— N - M vale:

_[2 0 -
e N—[1 1 entao

Ay 23l
9y of
9 3]
oy 3
973 o

06. (ESPCEX) Os valores de x e y que satisfazem a igualdade
log,3
logsx

a)de %

Ny 1 0_m 1. , _
0] [logzy ]— 2 O] 80, respectivamente:

07. (AFA) As Matrizes A,Be Csdodotpom X 3,nxXxpe4d xr,
respectivamente. Se a matriz transposta de (A - B - C) é do tipo
5 X 4, entéo:

ajm =p.

b) mp = nr.
c)n+p=m+r.
dr=n

Capitulo 28
Determinantes

Determinante € um nlmero associado a uma matriz quadrada, na
qual é obtido a partir de operagdes que envolvem todos os
elementos da matriz.

Para representarmos o determinante de uma matriz, utilizamos
barras.

Determinante de 22. ordem

a;; &

Dada a matriz M = { } , de ordem 2, por definigdo, temos
a1
que o determinante associado a essa matriz, ou seja, o

determinante de 22. ordem é dado por:

;. 8

detM = = 8.11-3.22—3.12'8.21

Q. 8y

13
Exemplo: Sendo M = [4 3} , entdo

detM = 3 =1.3-3.4=3-12=-9,
4 3

Determinante de 32 ordem

a1 Q12 Qg3
Dada amatrizD = |21 @22 Qz3|, devemos utilizar a regra de
31 a3z 0Azs

SARRUS para calcularmos o determinante dessa matriz. Assim,
temos o seguinte dispositivo:

1°. Passo: repetimos as duas primeiras colunas ao lado da
terceira.

a12

Ay Qg | | 11} {92!
Ay Ay 8pg| Gy Ay
d3; Az Agg| Ay Ay

2°. Passo: De acordo com a figura abaixo iremos identificar a
diagonal principal e a diagonal secundaria da matriz

Diagonal
Secundaria

Diagonal
Principal

3°. Passo: Iremos calcular o valor das diagonais através da soma
dos produtos dos elementos indicados em cada seta. Veja a
indicagao dos calculos abaixo:
Dados:

D,, - Diagonal Principal

Dy = Diagonal Secundaria

DP = all.azz.a33 + alz.a23.a31 + a13.a21.a32

14
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Dg = a31.05;.a43 + A35.A33. Q11 + A33.031- 43

4° Passo:Calcula- se o valor do determinante pela subtragdo da

diagonal principal pela diagonal secundaria.

detD = DPrincipal — Dsecundaria

Exemplo:

1. Calcular o valor do determinante da matriz:

2 3 -1
D=4 1 2
-3 2 1

Resolugao:
De acordo com a regra de SARRUS, podemos escrever:

2 -1]2
D= 214 1
-3 2 1|-3 2

Calculando as diagonais:

Dig principar = 2-1.1 + 3.2.(=3) + (=1).4.2

2 3

Digsecundiria = (—1). 1. (—3) + 222+ 34.1

Assim, temos:

detD = DPrincipal — Dsecundaria
detD= (2 —18 —8) — (3 + 8 + 12)

= (—24) — 23
= —47.

Cofator

Sendo A uma matriz quadrada de ordem n, n =2 e a;; um
elemento qualquer de A, entdo se denomina cofator do elemento
a;; 0 numero real dado por:

Ay = (D" Dy
Sendo D;; o determinante da matriz que se obtém apds serem

eliminadas a linha i e a coluna j da matriz A.
Exemplo:
01. Calcular o cofator do elemento a,; da matriz abaixo.

2 5 3
A=11 6 -4
0 -1 10

/ 2 5 3 \
1164
\( -1 10 /
Temos:

5 3
Ay = (DD = D[ 2 [
= Ay = (-1 -[5-10 - (=1)-3]
= A,;, =(—-1)-(50+3)
= A21 = _53

Resolugao:

Teorema de LAPLACE

O determinante de uma matriz quadrada € igual a soma dos
produtos dos elementos de uma fila qualquer (linha ou coluna)
pelos respectivos cofatores.

Nesse método, é recomendavel escolher a fila que contenha maior
quantidade de elementos nulos.

Exemplo:

1. Calcular o determinante D.

a1
[ N ]

2
1
3
1

N b
A O O W

Resolugao:

De acordo com o teorema de Laplace, podemos escolher uma fila
qualquer. Por comodidade, escolheremos a fila com maior
quantidade de zeros, isto é, a terceira coluna. Tal escolha é
conveniente porque o produto do elemento zero pelo seu cofator &
igual a zero e, portanto, ndo é preciso calcular esse cofator.

Assim,

D=3-A3+0-Ay3+0-Ag3+4- Ay

Precisamos calcular apenas os cofatores Ajze Ay3:
As=(-1D* (1+24+4-2-3-16)=8
Aiz=(-1)"-(60+4+2-32-5-3)=-26
Logo, D = 3.8 + 4.(-26) = -80.

15
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Propriedades dos Determinantes
As propriedades, a seguir, sdo relativas a determinantes
associados a matrizes quadradas de ordem n.

> 0 determinante é nulo.

P1. Quando todos os elementos de uma fila (linha ou coluna) s&o
nulos, o determinante dessa matriz é nulo.

Ex.:
0 5 11 0 5 11
A=<O 2 14>=>0 2 14| =0.
0 1 5 0 1 5

P2. Se duas filas paralelas de uma matriz sdo iguais, entdo seu
determinante é nulo.

Ex.:
5 5 11 5 5 11
A=<2 2 14>$2 2 14| =0.
1 1 5 1 1 5
Observe que:

12 coluna = 22 coluna.

P3. Se duas filas paralelas de uma matriz s&o proporcionais, entéo
o seu determinante € nulo.

Ex..
10 5 11 10 5 11
A= ( 4 2 14) =14 2 14 =0.
2 1 5 2 1 5
Observe que:

12 coluna = 2 - (22 coluna).

P4. Se os elementos de uma fila de uma matriz sdo combinagdes
lineares dos elementos correspondentes de filas paralelas, entdo o
seu determinante é nulo.

Ex.:
6 5 11 6 5 11
A= (12 2 14) = (12 2 14[=0.
4 1 5 4 1 5
Observe que:

32 coluna = 12 coluna + 22 coluna.
» 0 determinante nao se altera

P5. Teorema de Jacobi: o determinante de uma matriz néo se
altera quando somamos aos elementos de uma fila uma
combinagdo linear dos elementos correspondentes de filas
paralelas.

Ex.:
. . 1 2 ;
Seja a matriz A=(3 4), pelo teorema acima podemos

escrever, por exemplo, uma matriz B tal que:
_ (143 244\ _(4 6
p=(37 73)=G 3

Observe que detA = detB:
=1 2|21.4-3.20=_
detA—|3 4|_14 3.2=-2.
14 6l_4.4_3.6=_
detB—|3 4|_44 3.6=—2.
P6. O determinante de uma matriz € o de sua transposta séo

iguais.
Exemplo:

A=(§ i):dem =|§ i|=1-4—3-2=—2.

Atz(% i)=>detA =|§ z|=1-4—2-3=—2.

Logo, detA = detA®.
» 0O determinante se altera

P7. Multiplicando por um nimero real todos os elementos de uma
fila em uma matriz, o determinante dessa matriz fica multiplicado
por esse numero.

Ex.:

Az(é i):detA =|; i —1-4-3:2=-2.

Multiplicando a 12. linha por 5, temos:
_ (5 10 15 10| _c.4_2.10=_
A—(3 4)=>detA_|3 4|_54 3-10 = —10.

P8. Quando trocamos as posigdes de duas filas paralelas, o
determinante de uma matriz muda de sinal.
Ex..

A=(§ i):detA =|; i|=1-4—3-2=—2.

Trocando de posi¢&o as linhas da matriz, temos:
_ (3 4 13 4 a0 4.4 _
A_(1 2)=>detA—|1 2|_32 1-4=2.

P9. Se k € R e A é uma matriz quadrada de ordem n, entdo
det(k.A) = k™-det A.
Ex..
_ (1 2 1
A_(3 4)=>detA _|3 4|_1 4-3.2=-2.
Multiplicando a matriz A por 8, temos:
det(8-A4) = 82 -detA = 64 - (—2) = —128.

» Propriedades complementares
P10. Quando, em uma matriz, os elementos acima ou abaixo da

diagonal principal s&o todos nulos, o determinante é igual ao
produto dos elementos da diagonal principal.

Ex.:
5 5 11 5 5 11

A=<0 2 14)=>detA=0 2 14| =5-2-5=50.
0 0 5 0 0 5

P11. Se as matrizes A, B ¢ C sdo tais que C = AB, entdo
detC=detA.detB.

1
det(A)
Se A é amatrizinversade A, entdo A. A1=A". A=, onde | é
a matriz identidade de ordem n. Nessas condi¢des, podemos
afirmar que det(A.A"") = det(ln) e, portanto igual a 1.
Logo, podemos também escrever det(A) . det(A1) = 1.
Assim, concluimos que:

det (A )=

P12. Determinante da matriz inversa: det (A') =

1
det(A)

Notas:

12. Se det (A) = 0, ndo existe a matriz inversa A''. Dizemos, entao,
que a matiz A é SINGULAR ou NAO-INVERSIVEL.

16
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28 Se det A # 0, entdo a matriz inver§a A-! existe e é Unica.
Dizemos, entdo, que a matriz A é INVERSIVEL.

Exercicios Resolvidos

1. Qual o determinante associado & matriz?

23 1 8

_[0 4-1 0
3 10 87 100
6 9 3 24

Resolugao:

Observe que a 42. linha da matriz é proporcional a 12. linha, isto &,
42 linha = 3 - (12 linha).

Portanto, pela P3, o determinante da matriz € NULO.

2. Calcule o determinante:

25 0 1

3 0 34
32 0 87

D=

Resolugao:
Observe que a 22, coluna é composta por zeros; conforme P1: D =
0.

3. Calcule o determinante:

2 0 0
D=167 5 0
44 21 9

Resolugao:
Observe que os elementos acima da diagonal principal s&o todos
nulos, portanto pela P10, temos:

D =2-5-9 = 90.

Exercicios

01. (PM) O valor do determinante associado a matriz B 2] é:

02. (EEAR) Sejam A = (a;; ) uma matriz real quadrada de

ordem 2 e I, a matriz identidade também de ordem 2. Se “r;" e

T, s80 as raizes da equagdo det (A- r.I, ) = n.r,sendon
um numero inteiro positivo, podemos afirmar que
a) m + rn = a11+ ayo.
by, + r, = n(ay; + az).
c)ry. r, = detA.
dr.n, =-n.detA.
a b ab o
03. (FGV) Se c ‘=0, entdo o valor do determinante 0 d 1
c 0 2
é:
a) 0.
b) be.
c) 2bc.
d) 3bc.
e) bxc2.

04. (AEPOM) Calcule os determinantes por intermédio das
propriedades, justificando os valores obtidos.
2 0 1-5
3 42 309 4
ajl-1 1 3 b)
4 0 8 2
2 51
2 031
2 3 4-8 2 -3 6 -4
3 56 9 4 -1
0 9 ;
4 9 10 -4 -12 8
2 3 4-8 1 0 2 3
05. (AEPOM) Calculando o determinante abaixo encontramos:
3101
2 312
0 4 2 3
0112
a)0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e)4.

. . _ [ cos25°  sen65°
%ﬂmwmamwA—bmmowﬁ%JOMWm
determinante de A é:

a) ﬁ.
3
b) 22
3
V3
C) Py
d) 1.
e)0.
x 0 1
07. (AFA) O determinante |x 1 x| é:
1 0 x
a) positivo para x € R.
b) negativo para 0 < x < 1.
c) positivo para x < —1 ou x > 1.
d) negativo para x < —1.
1 11 1
08. (ITA) Considere a matriz A = 1°2 3 41 a soma dos
1 4 9 16
1 8 27 64
elementos da primeira coluna da matriz inversa de A é:
a)1.
b) 2.
c)3.
d) 4.
e) 5.

CAPITULO 29
Sistemas Lineares

Equagéo Linear

17
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Chama-se equagao linear com n incégnitas toda equagao do tipo:
A%+ A%, Fag3x3 + o agpx, =b
com aii, iz, A13,... A1n SA0 NUMeEros reais que recebem o nome
de coeficientes das incognitas X;, Xy, Xs,....X, € b € um nimero
real chamado termo independente.
Exemplos:
V' 4x; 4+ 7x, +8x3 4+ 2x, = 11

v 5x+7y—-8z=1

Notas:

12. Nas equagdes lineares, todas as incdgnitas apresentam
expoentes iguais a 1.

22, Se b = 0, dizemos que a equacdo é HOMOGENEA.

Sistema Linear
Chamamos de sistema linear m X n 0 conjunto de m equagdes

lineares, todas com n variaveis, que devem ser resolvidas
simultaneamente.

Exemplos:
_ 4X1 + 9x2 + 7X3 = 10
St {SZxx_-l-23y_—131 S {6x1 — 4x, + 10x5 = 22
= X;+x, —x3 =14

2x +y =12
S3 { x—2y=3
3x -2y =19
Observe que S1 e Sz sdo sistemas quadrados 2 x2 e 3 X 3
respectivamente. Sz é um sistema 3 x 2. Assim, um sistema linear
genérico m x n é geralmente representado por:

a1Xxq + A1pXy + A 3X3 + -+ A nXn = bl
S' a21x1 + a22x2 + a23X3 + + aann = bz

Ap1X1 + AmaXy + ApzXz + 0+ Ap X = by
Expressao Matricial de um sistema de Equagao

A esse tipo de sistema, é costume associar a um produto de
matrizes:

ai1 A1z A3 .- Qip X1 by
Q1 Qz2 Q23 .02 X2 | | by
Am1 Qm2 Am3 - Amn Xn bm

Exemplo:

1S_{2x-|—3y=3
T 5x -2y =11

Temos: S - (é _32) . (;) = (131)

Regra de Cramer

Em um sistema linear normal, podemos aplicar 0 método de
Cramer que consiste no seguinte:
Considerando:

e A — amatriz dos coeficientes.

e Ax— a matriz que se obtém substituindo da matriz A, a
coluna dos coeficientes de X pela coluna dos termos
independentes.

e Ay — a matriz que se obtém substituindo da matriz A, a
coluna dos coeficientes de y pela coluna dos termos
independentes.

e assim por diante, os valores das variaveis séo dados por:

_ det4, _ detA4,
x= detd ’ y= detA
Exemplo:
2X+y=7
1. Resolver o seguinte sistema: y
2x—-3y=3

Resolugao

Temosm=n=2

5= (; 5)-6)=06)

Assim a matriz dos coeficientes:
21

A= =-6-2=-8#0

2-3

Como o sistema & normal, podemos utilizar a regra de Cramer para

resolvé-lo.

Substituindo na coluna dos coeficientes de x pela coluna formada

pelos termos independentes, encontramos:

71
detAX:‘S 3‘=—21—3=—24

Substituindo, agora, a coluna dos coeficientes de y pela coluna dos
termos independentes, encontramos:

2 7
detAyz =6-14=-8.
2 3

__8_1

Assim: x = = =
-8

det A, :—_24:3 eyzdetAy
-8 A

Logo, (x, y) = (3, 1) é a solugéo do sistema dado.
Sistema Linear Escalonado

Dependendo do sistema linear, ndo é conveniente utilizarmos a
regra de Cramer por se tornar muito trabalhosa. Por exemplo, um
sistema com quatro equagdes e quatro incdgnitas requer o calculo
de cinco determinantes de 42. ordem.

Nesse caso, usamos a técnica de escalonamento, que se aplica a
todo tipo de sistema linear.

Vejamos:

Dado o sistema linear:




MATEMATICA Il

a;, X, +a5,X, + .t @y, X

Inn

Ay X 8%, +...+8,,X, =D,

A X, +a,,X, +..+a,,X, =b,

quando existir pelo menos um coeficiente ndo-nulo em cada
equacdo, dizemos que S estd escalonado se 0 numero de
coeficientes nulos, antes do primeiro coeficiente nao-nulo,
aumentar de equacao para equagao.

Exemplos:

1S - 2X—-y=6
"THT] 3y=12

5x—y+z=7
y-z=2
2z=1

2. Szz

Propriedades fundamentais
P1. Um sistema de equagdes néo se altera, quando permutamos
as posigdes de duas equagdes quaisquer do sistema.

P2. Um sistema de equagdes ndo se altera, quando multiplicamos
os membros de qualquer uma das equagdes do sistema, por um
numero real no nulo.

P3. Um sistema de equagdes lineares nédo se altera, quando
substituimos uma equagdo qualquer por outra obtida a partir da
adicdo membro a membro desta equagdo, com outra na qual foi
aplicada a propriedade 2.

Procedimentos para escalonar um sistema

1. Fixamos como 12, equagdo uma das que possuam o coeficiente
da 12. incognita diferente de zero.

2. Anulamos todos os coeficientes da 12. incdgnita das demais
equacdes.

3. Anulamos todos os coeficientes da 22. incognita a partir da 22.
equacao.

4. Repetimos o processo com as demais incognitas, até que o
sistema se torne escalonado.

Exemplo:
1. Escalone o0 seguinte sistema:

x+y+2z=6
{3x+2y—z=—2
2x—y+5z=18

Resolucao

Para escalonarmos, o sistema proposto vamos nos utilizar das
operagdes elementares, indicando-as por meio de um esquema
com setas. Assim, seguindo os procedimentos de escalonamento
temos:

x+y+2z=6 x(=3) x(=2)
{3x+2y—z=—2 -t
2x—y+5z=18 = *

()

x+y+2z=6
g —y—7z=-20 X (-3)

x+y+2z=6
—y—7z=-20 :Sistema Escalonado
22z=66

Da terceira equagao do sistema escalonado, temos:
22z=6660 z="2=3.

Substituindo z = 3 na segunda equagao do sistema escalonado,
encontramos:
—-y—7-(3)=-20
-y =-20+21
y=-—1

Substituindo z = 3 e y = —1 na primeira equacdo do sistema
escalonado, obtemos:
x+(-1D+2-3)=6

x—14+6=6
x=6—-6+1
x =1.

Logo, o conjunto solugéo do sistema proposto é {(1, -1, 3)}.
Discusséao de um Sistema Linear

Se um sistema linear possui n equagdes e n incgnitas, entdo ele
pode ser:

e Possivel e determinado: se o determinante da matriz dos
coeficientes for diferente de zero, isto &, det A # 0. Nesse caso, a
solugéo € Unica.

¢ Possivel e indeterminado: se os determinantes forem iguais a
zero, isto é, det A = det Ax=det Ay=... =0, paran=2; paran = 3,
esta condigdo so é valida se ndo temos equagdes com coeficientes
das incognitas respectivamente  proporcionais e termos
independentes  n&o-proporcionais. Nesse caso, 0 sistema
apresenta infinitas solugdes.

o Impossivel: se o determinante da matriz dos coeficientes for
igual a zero (det A = 0) e existir det Ax # 0 ou det Ay # 0 ou
qualquer outro determinante diferente de zero. Nesse caso, 0
sistema néo tem solucao.

Exemplo:
o , , X+2y=3
1. Discutir para quais valores de k o sistema é
2X+ky =2

a) possivel e determinado.
b) possivel e indeterminado.
c) impossivel.

Resolugao:

a) O sistema é possivel e determinado se det A # 0. Assim:

K #0=>k-4#20=>k=#4

tz

U -3y+z=6 «—F—

19
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b) O sistema ¢ possivel e indeterminado se det A = det Ax = det Ay
=0.
temos:

= 4#0=>74keR

det 3
A=l
tal que o sistema seja possivel e indeterminado.

c) O sistema é impossivel se det A =0 e det Ax # 0 ou det Ay # 0.
Mas, det A = 0 para k = 4. Como det Ay = -4 # 0, o sistema ¢
impossivel para k = 4.

Observagao:
Chama-se sistema Linear Homogéneo aquele que possui todos
os termos independentes nulos. S&o exemplos de sistemas
homogéneos:

Sx +3y = 0 4x+2y—32i0
4x—2y=Oe 9%+ y+ z=0
x—3y+7z=0

Note que todo sistema homogéneo é possivel, pois admite a
solugdo nula (0, 0, 0, ..., 0), também conhecida como solugao
trivial.

Exercicios

01. Escalone, classifique € resolva os seguintes sistemas:

a) x+3y=1
5x—y=2

3x+y-z=0
b) <—x+y+2z=1
2X+2y+2=2

02. (PM) Se a terna ordenada (a, b, c) de numeros reais, é a
x+ y—z=0

solugéo do sistema {x — y+ z=2entdoa+ b+ céigual:
2x+y—3z=1

a) 0.
b) 1.
c) 2.
d) 3.
e) 4.
—-2y=0
03. (PM) Determine a soluc&o do sistema: { +3y=1

04. (EEAR) Os valore de k, tais que o sistema homogéneo
x+y+2z=0

x — ky + z = 0 admita apenas a solugdo trivial, sao:
kx—y—2z=0

a)k#0ouk # —1.

b)k#1ouk #—1.
C)k=0ouk + —1.
dk#+1louk # -2

05. (EFOMM) Em um navio transportador de petroleo, um oficial de
nautica colheu 3 amostras de solugdes resultantes da lavagem dos
tanques e constatou 3 produtos diferentes x,y, z que podem ser
relacionados pelo seguinte sistema homogéneo:

x—2y+mz=0

mx+2y+z=0

2x+4y—2z=0

Para que valores de m, o sistema é possivel e determinado?
aym+#loum# 6.

b)m # 5oum # —3.

)m=4oum =>5.

c
dm=3oum# —2.
egm#3oum # —1.
x+3y—4z=0
06. (EPCAR) Considere o sistema linear {3x +y = q nas
4x +pz=0

variaveis x,y e z,comp,q € RR. é correto afirmar que:

a) Se p = q = 0, os sistema tera solug&o além da trivial.

b) Sep = 2 e g = 1, o sistema tera mais de uma solugao.

c) Existe algum valor de p para o qual o sistema & impossivel,
quando g = 0.

d) o sistema tera uma Unica solugéo se o determinante da matriz
incompleta n&o for nulo, qualquer que seja o valor de q.

x—z=0
07. (AFA) Os valores de k fazem o sistema {kx +y +3z=10
x+ky+3z=1
admitir uma Unica solugao real que pertence ao conjunto:

08. (AEPOM) Seja dado o sistema de equagdes lineares:

X+2y+4z=0
IX+y+2z=0
X—y-2=5
A solugéo desse sistema é a terna (x, y, ) igual a:
a)(1,2,3).
b) (3, -2, 1).
c)(1,-10, -5).
d) (0, 10 -5).
e)nd
CAPITULO 30
GEOMETRIA ANALITICA
Introdugao

No volume anterior estudamos: geometria plana e geometria
espacial. Agora iremos unir propriedades geométricas com
coordenadas no plano cartesiano e fungdes, a fim de utilizar a
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geometria das coordenadas ou geometria analitica. Iremos
relacionar as figuras geométricas (com ponto, reta e circunferéncia)
com elementos algébricos (como pares ordenados, equagdes etc.).

Distancia entre dois pontos na reta

Em geometria analitica, um ponto na reta determina uma
coordenada num eixo do plano cartesiano, assim para determinar a
distancia entre dois pontos, basta calcular a diferenca entre as
coordenadas.

A B
| | d | | d |
\ \ | \ \ | \
3 2 4 0 1 2 3
3 3UNIDADES

Geometricamente chegamos a conclusdo que a distancia entre os
pontos A e B equivale a 3 unidades. Assim generalizando a
chegaremos a seguinte formula:

A B
l | | L S
| | | [
a b

d(A,B)=|b-a|1

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Dados os pontos A, B e C de coordenadas -6, 2 e 10,
respectivamente, calcular:

a) a distancia entre A e B.

b) o comprimento do segmento BC.

c) a distancia os pontos A e C.

Resolugao:

d(AB)=|b-a]

d(AB)=[2-(-6)|
a)

d(AB)=|2+6]

d(A,B)=8

d(B,C)=|c-b|
b) d(B,C)=10-2]
d(B,C)=8

d(A,C)=c—a]|

d(A,C)=10-(-6)]
C

d(AC)=10+6|

d(AC)=16

Relembrando Sistema cartesiano ortogonal

( Eixoy
(Ordenadas)
2°Quadrante ., 1°Quadrante
{3--------------9 P(a,b)
,2 :
H1
1+ ——————t+— Eixo
8765—43217412345675 (Abscissas)
-2
-3
o4
3°Quadrante 5 4°Quadrante

Distancia entre dois pontos no plano cartesiano

Quando identificamos no plano cartesiano dois pontos A e B,
teremos os seguintes elementos:

d(A.C)

<V

.

Sejam x, e y, as coordenadas do ponto A(x4, y4) € xg € Y as
coordenadas do ponto B (xg, yg)-
No tridngulo retdngulo ABC, pelo teorema de Pitagoras, teremos:

W

A
d(A,C)= XB_ XA

[d(A B)? =[d(AC)P +[d(B,C) P concluindo a férmula:

[d(AB)I* =(xs =X, ) +(Ys — Yo )’
d(AB) = (X =X, )’ + (Vs = V)

Exercicios Resolvidos

01. (AEPOM) Calcular a distancia entre os pontos A(—2,3) e
B(4,6).
Resolugao:
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2
Assim temos:
Xo=—2¢eYy,=3.
Xg =4ey,=6.
d (A,B)=/(4—(—2) P+(6—3)?
d(A,B)=/(6)°+(3)
d(A,B)=+/36+9
d(A,B)=-/45

02. (AEPOM) Usando as coordenadas abaixo, determine se é
possivel formar um tridngulo retangulo ligando cada uma delas.
Dados: A (—1,—-3),B (6,1) e C(2,-5).

Resolugao:

d(A B)=+/(6+1) +(1+3)? =/49+16 =/26
d(A.C)=+/(2+1)* +(-5+3)* =v/9+4 =13
d(B,C)=+/(2-6)* +(~5-1)* =16+ 36 = /52

Aplicando o teorema de Pitagoras e usando o maior lado como
hipotenusa, temos:

(v65) = (13] + (V25
65=13+26
65 =65

Logo, o tridngulo é retangulo de hipotenusa AB.

Calculo das coordenadas do ponto médio de um segmento

Para solugdo de alguns problemas, precisaremos determinar a
coordenada do ponto equidistante a duas extremidades. Para isso,
iremos utilizar da geometria plana, mais especificamente
semelhanca de tridngulos para chegarmos a uma concluséo légica
da férmula do ponto médio.

Y4

\
x '

XA Xg

&

Na figura, temos dois triangulos, AADB e AACM que s&o
semelhantes (pelo critério de angulo-angulo). O ponto M é ponto
médio do segmento AB. Logo, podemos concluir que o ponto C é
ponto médio de AD.

Assim M = (xy, Yum)

_xgt+xp
X ==

=}’A+3’B
M 2

Exercicio Resolvido
01. (AEPOM) Determine as coordenadas do ponto médio de um
segmento cujas extremidades sdo A (—2,3) e B(6,9).
Resolugao:
Consideremos M o ponto médio de AB, assim:

M = (xp, Ym)
Ent&o, temos:
Xq+xg —-2+6 4
M= T T T2 T
_yA+yB_3+9_12_
e

~M=(26)
Condigao de alinhamento entre trés pontos

No gréfico a seguir, mostraremos trés pontos, A(x,,V4),
B(xg,y5), C(xc,yc), que estdo alinhados em cima da mesma
reta.

\
Ya

c (X ¥o)

A (X, ¥)

Y
< A

22
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Iremos adotar o método matricial para provar se o0s trés pontos
estdo alinhados. Para isto é valida a seguinte afirmagéo:

X A YA
D=[X, Y, 1=0
XC YC

D =0 = (colineares)

Quando D # 0, dizemos que os trés pontos néo estdo alinhados,
ou seja, ndo sdo colineares. Assim, se ligarmos os pontos,
formaremos um tridngulo cuja area pode ser calculada pela
formula:

\

v

b
Striﬁmgulo - 7

Baricentro

Sabemos da Geometria plana, que o baricentro de um tridngulo
ABC ¢ o ponto de encontro das trés medianas. Sendo G o
baricentro, as coordenadas de G (x;, y;) do tridngulo ABC nas
quais A(x, ,¥a) ,B(xp ,¥p) e C(x.,y.) édado por:

Xq + xp + X,

X = 3
_Ya+ Y+ Ve
Ye =73

Assim, podemos dizer que as coordenadas do baricentro do
tridngulo ABC, sao iguais as médias aritméticas das
coordenadas dos pontos A, B e C.

Exemplo:

01. Calcule o baricentro do tridngulo formado pelos pontos
A(0,2),B(—3,1)e C(4,5).

Resolugao:

Sabemos que as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC séo
iguais as médias aritméticas das coordenadas dos pontos 4, B e
C. Assim, temos:

G(x6,Ys)

_ Xg tXp + X _0-3+4 1
*6¢ = 3 =73 T3
_ya+yb+yC:> 24145
Ve = 3 Ye = 3 =
Logo,
a—(14)
= 3
Estudo da Reta

Inclinagao e Coeficiente angular de uma reta

Dada uma reta no plano cartesiano, o angulo o é dado como a
inclinagdo da reta  em relagao ao eixo X.

Y A

\4

Denomina-se coeficiente angular o nimero real m que é dado por:

m,=tga

Célculo do coeficiente angular:

~
y 4
Ys
Ya
X
_
VB — Y4 VB — Y4
m, =t = = m, =
Xp — X4 Xp — X4

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Determinar o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos A (2,4) e B(3,7).
Resolugao:
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tge =Je—Ya
Xg = Xp
7-4 3
tga=—-=>
3-2 1
m=3

Equagdo Fundamental da reta

Seja r uma reta ndo-vertical com inclinagdo m,. e P(xg, yo) um
ponto conhecido dessa reta, considere ainda, Q(x,y) um ponto
qualquer da reta r-.

Observe a figura abaixo:

Ent&o, podemos escrever:

Y —Yo =m; " (x —Xxp)

Equacao da Reta que passa por dois pontos

Para que possamos tragar uma reta, é necessario que conhegcamos
dois pontos, logo é valido o seguinte método semelhante a uma
matriz capaz de gerar a equagdo da reta que passa por dois
pontos:

X X4 Xg X
Y Ya Y Y

=0

Método de Resolucéo

N N N , ’
N N . ’ p
N N N ,
R p
X Xy Ke X
’ ’ .
oA TR
~ N N —
’ N 4 N 4 N
y \y/ \y )
\ \y
;
, A 7B A
4 4 N\ 7 N N
I I < N
. ’ / N N
v’ 7’ ’ N A N
¥ X ¥ Y . Y

Efetuando o calculo do determinante, obtemos uma equagéo do
tipo:
ax+by+c=0

Dados a = 0 ¢ b # 0, definimos a equagdo geral da reta que
passa por dois pontos.

Nota: Para obtermos a equag¢éo reduzida da reta é necessario
isolarmos a variavel y.

Exemplo:

01. (AEPOM)Dados os pontos A(3,4) e B (1,2). Determinar a
equacéo reduzida da reta.

Resolugao:
X Xy Xg X |x 3 1 X
Y Ya Ye Y Y 4 2y

X4+3.2+1y—-(3.y+14+x2)=0
4x+6+y—-3y—4-2x=0

2x-2y+2=0

2X+2
y= =>y=x+1
Observacao:

Equagao segmentaria de uma reta:
E toda equagdo de reta do tipo 5 +% =1, emque p cortao
eixo x e q corta o eixo y.

Assim, uma equagdo geral da reta pode ser transformada em
equacéo segmentaria. Observe 0 exemplo a seguir:

Seja a reta r de equagéo geral 10x + 4y — 20 = 0, podemos
obter a equacao segmentéria da seguinte maneira:

1°. Passo: isolar as varidveis x e y.
10x + 4y = 20

2°. Passo: dividir toda equag&o por 20.

10x+4y_20

20 20 20
3

x 'y

—+==1

275

Representado a equag&o segmentaria no plano, temos:

\'
5 L

ST
([l
SN

Sh
)
<y

Observacao:

24
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Retas horizontais, verticais ou que passam pela origem NAO
possuem equagao segmentaria.

Posigéo relativa de duas retas no Plano Cartesiano

Considerando duas retas r e s (ndo-verticais), teremos as
seguintes situagdes:

1°. Caso: 0, =0,.

yA

m, = mg, logo as retas r e s sdo paralelas.

2°. Caso: 0, # 0,

yl

m, # ms, logo as retas re s ndo sdo paralelas, porém se o
produto dos coeficientes angulares resultar em -1; chegaremos a
conclusdo que r e s sdo perpendiculares ou ortogonais.

m, -mg =—1
Distancia entre um ponto e uma reta

Dados um ponto P(x,,y,) e uma retar de equagdo geral
ax + by + ¢ = 0, adisténcia entre P e r é dada pela formula:

~

yA

ax+by+c

d(P,r)

v

|axp + byp + c|
diP,r) = ————
Ja? + b?

Exemplo: Determine a disténcia entre o ponto P(2,1) e areta s,
de equagdo x + 2y — 14 = 0.

Resolugao:
ax, + by, + ¢ 1-242-14+(—14
a(pry < 9% %t el | (-14)|
_12+2-14] |-10] 10
V5 V5 45
Racionalizando o denominador, obtemos:
d,r) = 2Vs

Angulo formado por duas retas

Considere r e s duas retas ndo-verticais € @ o angulo agudo
formado entre essas retas. Entdo, de acordo com a figura abaixo
temos:

Pelo teorema do angulo externo, temos que:
a;+0=a, = O=a — a
Aplicando tg em ambos os lados temos:
tga, — tg ag
tgo =t - > tgd=——"“——/—
g g(a, — ay) g T+ tga, tga,

Mas, sabemos que:
m,=tga, e mg=tgag

Substituindo e como estamos considerando 6 um angulo agudo
(tg 6 > 0), temos:

—my

t 9—|mr
gYv= 1+m, mg

Exemplo: Determine a medida do angulo agudo formado pelas
retas (r):x + 5y —10=0e(s):2x — 3y + 12 = 0.

Resolugao:

Isolando a varidvel y em cada uma das equacdes, a fim de
determinarmos os coeficientes angulares, temos:

reta r:

1 1
x+5y—-10=0 = y=—§x+2 =>mT=_g

reta s:
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2 2
2x—3y+12=0 = y=§x+4 = ms=§

Assim, sendo 6 a medida do angulo agudo, temos:

m, —mg

tg 0 = = tgf=

1+m, -mg
“tgf=1 = 6 =45°
Exercicios

01. (EEAR) Considere o segmento que une os pontos (—1,—3) e
(5, 5) e uma reta perpendicular a ele. O coeficiente angular desta

reta é
2
a)—g.
3
b) - =.
) 4
1
c) X
2
d -=.
) 3

02. (EEAR) Os pontos M(—2,a),N(a,5)e P(0,a) estdo
alinhados. Assim o quadrante que o N pertence é

a)1°.

b) 2°.
c) 3°.
d) 4°
03. (EEAR) Sejam os gréficos f(x) = ax + be g(x) = cx +
d. Podemos afirma que

YA g 9
0 X
a) a>0eb<0.
b) a<0ed>0.
c) b>0ed>0.
d c>0ed<0.

04. (EEAR) Seja G um ponto de todas as medianas de um
tridngulo cujos Vvértices sdo A(—1,-3),B(4,—1)e C(3,7). A
abscissa de G é

o T o

o
= = = =

05. (AEPOM )Num triangulo ABC, sendo A = (4,3),B = (0,3) e
C um ponto pertencente ao eixo Ox com AC = BC. O ponto C
tem como coordenadas

a) (2,0).
b) (—2,0).
c) (0,2).
d) (0,-2).

06. (AEPOM) Dados os vértices P(1,1), Q(3,—4) e R(—5,2)
de um tridngulo, o comprimento da mediana que tem extremidade
no vértice Q é

a) 12,32.

b) 10,16.
c) 15,08.
d) 7,43

07. (EEAR)Seja M(4,a), o ponto médio do segmento de
extremidades A(3,1) e B(b,5). Assim, o valor ath é

a)8.

b

()

) 6.
4.
)2

o

08. (EEAR) Seja a o angulo formado por duas retas cujos

iy . 1.1 .
coeficientes angulares sdo — 3€3 Ovalorde tg a é:

o T QO
—_ = =

(=%
=
N WU = W

09. (AFA) A &rea, em unidades de area, do poligono cujos vértices
sao os pontos (1,5), (—2,4),(—3,—-1),(2,-3) e (5,1).

a) 20.

b) 55.
c) 40.
d)72

CAPITULO 31

CIRCUNFERENCIA
Estudo da Circunferéncia

Na definicdo de geometria, temos que circunferéncia é o conjunto
de todos os pontos equidistantes a um ponto fixo (centro da
circunferéncia).




MATEMATICA Il

Equagao reduzida da Circunferéncia

Sabendo que a distancia do centro da circunferéncia para qualquer
ponto da mesma é sempre igual e que uma circunferéncia é
formada por infinitos pontos, usaremos a férmula que calcula a
distancia entre dois pontos para definirmos a equagéo reduzida da

circunferéncia de centro C(a, b) eraio 7.

yh

\ 4

(x—a)+@y-b?=r"

Nota:
Desenvolvendo a equagédo e ordenando convenientemente os
termos, temos:

x> +y?>—2ax —2by+a*+b*—1r?=0

A essa equacdo damos o nome de equagdo geral da
circunferéncia.

Exemplo: Determinar a equagdo geral da circunferéncia com
centro no ponto C(3, 6) e raio igual a 4.

Resolugao:
(x—a)?+(y—-bfF=r?

(x=3)+(y— 6P =42
X2 —2.3X+3%+y*-2.6.y +6%=47
X*—6X+9+y*—12y+36=16

X2 —6X+Yy*—12y+29=0

Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) Determine a equagao reduzida da circunferéncia em
que os pontos A (4,—2) e B (2,0) sédo extremidades do
didmetro.

Resolugao:
Vamos calcular a medida do didmetro, sabendo que o raio vale
metade do didmetro.

d(A,B) = \/(xA_xB)Z + (Va—yg)?

d(A,B) = J(z —4)2 + (0 + 2)?
d(4,B) =8 = 2v2

d(A,B) 22
= = = 2
r > > V2
Vamos calcular a coordenada do centro da circunferéncia,
sabendo que este ponto é ponto médio do didmetro. Assim, temos:

Xg+xg 4+2
a=xy= > :T:3

_YA+3’B__2+0_

b=yy 2 2

Logo, o centro é dado por: C (3,—1)

Portanto, a equagao reduzida da circunferéncia vale:

(=32 +(y - (-D) = (V2)’
3
x—32+@+D*=2

Posigoes relativas

v" Ponto e circunferéncia

De acordo com o estudo de circunferéncia no volume 2, daremos
um novo enfoque na posigdo de um ponto em relagdo a uma
circunferéncia.

Dada uma circunferéncia de centro C e uma reta s, temos:

<

o Ponto da Circunferéncia

Interno

o Ponto externo

Para verificar a posicdo de um ponto na circunferéncia, basta
calcular a distancia entre um ponto e o centro € da circunferéncia.
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aC.p) = -+ -y

1°. Caso: d(C,p) > r; logo, o ponto é externo.
2°. Caso: d(C,p) = r; logo, o ponto pertence a circunferéncia.
3°. Caso: d(C,p) < r;logo, o ponto ¢ interno.

Exemplo: Determine a posi¢do do ponto P(5,4) em relacdo a
circunferéncia (x — 3)* + (y —4)? = 9.

Resolugao:

Analisando a equagao reduzida, concluimos que a circunferéncia
possui centro C(3,4) e raio r = 3. A distancia do ponto P ao
centro C é dado por:

d(C,p) =\/(5—3)2+(4—4)2 =V4=2

Portanto, temos d(C, p) < r, pois 2 < 3.

Logo, o ponto P é interno a circunferéncia.

v" Reta e Circunferéncia
Dada uma circunferéncia de centro C e uma reta s, temos:
lax + by + c|

1°. Caso: A reta § intercepta a circunferéncia em dois pontos.

d(C,s) =

Assim, classificamos a reta § como secante.

d(C,s)<r

2°.Caso: Areta § intercepta a circunferéncia em um ponto. Assim,
classificamos a reta § como tangente.

d(C,s) =r

3°Caso: A reta S ndo intercepta a circunferéncia. Assim,
classificamos a reta § como exterior.

d(C,s) >r
Exercicio Resolvido

01. (AEPOM) A circunferéncia de equagé&o:
x2+y*—8x+8y+16=0 é tangente ao eixo x no ponto A e é

tangente ao eixo y no ponto B. Determinar o comprimento do
segmento AB.

Resolugao:

Para determinar as coordenadas do ponto A, devemos ter y = 0.

B(0,b)

\4

A(a, 0)

X2+ y*—8x+8y+16=0
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Substituindo x por a, obtemos:
a’-8a+16=0
A=(-8)2-4.1.16
A=64-64
A=0

a=—8_ 4
2

logo: A(0,—4)
Para determinar as coordenadas do ponto B, devemos ter x = 0.
x2+y*—8x+8y+16=0
Substituindo y por b, obtemos:

b?>+8b+16=0
A=8%-41.16
A=64-64
A=0

b=—8__4
2

logo:B(0,—4)

O comprimento do segmento AB é calculado por:

AAB) = [Coa—x)* + Oxvs)’

d(4,B) = J(o —4)2 + (—4 - 0)?
d(A,B) =32 =42

v’ Entre duas circunferéncias
Dadas duas circunferéncias de centro C; e C, e raio r; e 1y, elas
podem ter um, dois ou nenhum ponto em comum. Portanto, no
plano, elas podem ter as seguintes posi¢des relativas:

1°. Caso: As circunferéncias possuem dois pontos em comum.
Assim, classificamos as circunferéncias como secantes.

/o)
\/

Iy =712 <d(CiC) <1y + 1y

2°. Caso: As circunferéncias possuem um ponto em comum.
Assim, classificamos as circunferéncias como:

4

v Tangentes externamente

d(CiC) =1 +1,

v" Tangentes internamente

d(C,Cy) = | — 1y

3% Caso: As circunferéncias ndo se interceptam. Assim,
classificamos as circunferéncias como:
v' Exteriores
d
[ ] I}
(o C;

d(C,C) >1r + 1,

v" Internas

d(C,C) <|rp—m,

v" Concéntricas

d(C1cz) =0

Exercicio Resolvido

01. (EEAR) Se uma circunferéncia de centro €(1,0) e raio 1 e
outra tem equagdo geral x*+ y*—2x — 8y +8 =0, entdo
essas circunferéncias séo:
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secantes.
externas.
tangentes internas.

a
b
c
d) tangentes externas.

—_—— =

Resolugao:
Em primeiro lugar, devemos encontrar o centro e o raio da
circunferéncia de equagao:
x*+y*—2x—8y+8=0
Podemos escrever essa equagéo da seguinte maneira:

x*—2x+_+y*—-8y+__+8=0

Agora, devemos preencher as lacunas com nUmeros nos quais
possamos completar os quadrados, ndo se esquecendo de que: o
que somamos de um lado somamos no outro. Observe:

x* =21 x4+ 1% +y? =24y +4? +8=0+ 12+ 42
Lx+ 7 Yyt it

i)
¥*—2x+1+y*—8y+16+8=9
)
(x-1D*+(y—-4?=3"

Logo, essa circunferéncia possui centro C (1, 4) e raio 3.
Assim, temos:

T‘1+T‘2=1+3=4

Calculando a distancia entre os centros das circunferéncias,
obtemos:

d(C,Cy) = \[(1 —1D)2+(0-4)2=V16=4

Portanto, temos d(C,C;) =1 + 1.
Logo, as circunferéncias séo tangentes externas.
Resposta: alternativa d.

Exercicios

01. (EEAR) Seja p ponto Q (2, 1) pertence a circunferéncia de
equagao X2+ y2 +4Xx—-6Y+k=0, entao o valor de k &

a) 6.
b

o O

) 3.
)-7.
) -10.

02. (EEAR) Considere a equag&o da circunferéncia
9=(x—2)*+(y—4) eumaretar secante a ela. Uma possivel
distancia entre r e o centro da circunferéncia é

a) 5,67.

b) 4,63.

)
¢) 3,58.
d) 2,93.****

03. (AFA) A circunferéncia X>+ Y*—2X—2y +k =0 passa pelo
ponto A(0, 1). Sabendo-se que o ponto P, da circunferéncia, mais
proximo da origem coincide com o baricentro do tridngulo MNQ,
onde M (0, k), N(2k, 0) e Q(x4,Y,) é correto afirmar que a area
do tridngulo MNQ é um numero do intervalo

a) |1,

N w

b) E ,2 .*****
2

o
L
r
N
N | Ul

04. (AFA) A circunferéncia de equagdo xz+y*—8x+8y+16=0 €
centro C é tangente ao eixo das abscissas no ponto A e é tangente
ao eixo das ordenadas no ponto B. A area do tridngulo ABC vale
a)4.
b) 8.
c) 12.
d) 16
5. (CFO)A circunferéncia que é tangente aretay + x — 2 = 0
€ que é concéntrica com a circunferéncia x2+ y2—4x+8y+4=0
possui equagao:

a) (x—2P+(y+4P=64
) (x+2P+(y—4F=s8.
) (x—4P+(y+2P=64
)
)

o O O

(x+4)+(y—2F=8.
e) (x—-2P+(y+4)P=s.

06. (AEPOM) Determine a equagéo da circunferéncia com centro
no ponto C(1,3) e que € tangente a reta de equagdo S: x +y +2 =
0.

) (x—1P+(y-3F=18.

) (x+2P+(y+3P=9.
€) (x—2¢P+(y—3F=0.

) (x—1P+(y+3P=18.

07. (EEAR) Dadas a reta de equagéo y = % e a circunferéncia

de equacdo x*+y*—4x=0. A area do triangulo determinado pelo

centro da circunferéncia e os pontos de intersecgdo entre a reta e
ela, em unidades de area, é igual a

a) 3.
b) 3.
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¢ 33

d 6.
08. (AFA) Considere duas circunferéncias de mesmo raio, sendo
x*+y*—4x—8y+4 =0 a equagio geral da primeira e
C,(4,2), o centro da segunda. Se a reta s contém uma corda
comum a ambas circunferéncias, entdo é FALSO que s:

a) E perpendicular & bissetriz dos quadrantes pares.
b) Tem declividade positiva.
c) Admite equagédo na forma segmentaria.
d) Tem coeficiente linear nulo.
09. (EEAR) Se wuma circunferéncia de equacdo geral

x*+by*+cx +dy +k = 0 tem centro C(1,—3) e raio /3,
entdiob + c +d + k éigual a:

a)12.

b) 11.

CAPITULO 32
Numeros Complexos |

Os nimeros da forma a + bi, com a e b reais, sdo chamados de
numeros complexos.

A forma z = a + bi é chamada de forma algébrica de z. Os
ndmeros a e b sdo chamados:

a:parte real de z.
b:parte imaginaria de z.

O conjunto dos niimeros complexos é representado pela letra C e
i é a unidade imaginaria (i=+/-1 ou simplesmente i* = —1).
Exemplos:

Os nUmeros i, 2i,
ndmeros complexos.

—4i, 2 + i, 3 — i sdo exemplos de

Notas:
1%. Se a = 0 = z = bi que é chamado numero imaginario
puro.
Exemplos:
i,2i,3i,..
22.Seb = 0 = z = a que échamado de nimero real.

Igualdade de nimeros complexos

Dois numeros complexos z; = a + bi e z, = ¢ + di s&o iguais
se, e somente se, possuirem a mesma parte real e a mesma parte
imaginaria.

Assim,

j— = d

a + bi c+di<a=ceb

Exemplo:
1. Determine os valores reais de x e y de modo que:
343i=2+x+ @+ 1D
Resolugao
Para que dois complexos sejam iguais, eles devem possuir a
mesma parte real e imaginaria. Assim, temos:
1°. Parte real igual:
3=24x=>x=1
2°, Parte imaginaria igual:
3=(y+1)=>y=2

Logo, (x,y) = (1,2).
Adigédo, Subtracao e Multiplicagdo de Numeros Complexos

Nestas operagdes, consideramos 0s nimeros complexos como se
fossem “expressdes de 1° grau na variavel i’.

Assim, teremos:

Sejam z, =a+ bi e z, = c+ di dois numeros complexos,
entéo:

» z1+ 2z, =(@+c)+ (b+ d)i

» z1—2z,=(a—-c¢c)+ (b — d)i
» 7,7, = (ac — bd) + (ad + bc)i

Exemplo:
1.Sendo z;, = 5+ 2i ez, = 3 + 6i, temos:

- -
—

- -
——

S - -

Propriedades

A adicdo e a multiplicag@o possuem as seguintes propriedades:
P1. z, + z, = z, + z; (comutativa ).

Pa. z; + (z, + z3) = (2, + z,) + z3 (associativa).

Ps. z, -z, = z, - z; (comutativa).

Ps. z, - (2, - 2z3) = (21 - 2,) - z3 (associativa).

Ps. z, - (z, + z3) = 2y - z, + z; - z5 (distributiva).

Conjugado de um Nimero Complexo

Chamamos de conjugado de z
indicado por z, tal que: Z = a — bi.
Exemplos:

a)z1=2-2 =>7;=2+2i
b)z2=3+4i = Z,=3-4i
C)z3=-1 = Z,=i

Nota:

Para obtermos o conjugado de um nimero complexo, trocamos o
sinal do coeficiente da parte imaginaria.

a + bi o nlmero complexo

Propriedades do conjugado
P.z,+2z, =7, + 7,.
P. 7z, —2z,=27, — 7,.

P3. 21.Z2=Z_1.Z_2'

z Zy
- = — ,Z2¢0.
Z2 Z2

Pa.

N

Ps.

Nl

= Z.

Divisdo de Numeros Complexos
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Dados dois numeros complexos, z, =a + bi e z, = ¢ + di,

1

para obtermos a forma algébrica do quociente j— z, # 0,
2

multiplicamos o numerador e o denominador da fragdo por Z,

(conjugado do denominador).

Esse procedimento, além de n&o alterar o valor de j—l nos permite
2

eliminar a parte imaginaria do denominador (pois z, - z; € real),
obtendo, desse modo, a forma algébrica.

Exemplo:

01.Sendoz, = 2 + 3iez, = 4 + 3i,temos:
2

Z] _ 2437 _ 2437 4-3/ _ 8-6i+12i-9i° 17+6/ _
73 A+3i 4+3i 4-3i 16-9;2 16+9
17 6 .
:E+E~1
Poténcias de i
Estudando as poténcias de i (i",ne N ), temos:
i°=1
it =i
i=-1
i*=ifi=—i
i*=i%i?=-1.(-1) =1
i°=ifi=1i=i
i°=i'i’=1.(-)=-1
i7 =i%% =1 (i) = —i
i =i%*=1.1=1
i*=i%i=1-i=i
i0=i%2 =1 (-1) =1
it =i%=-1i=i
Entéo, podemos escrever:
i°=i‘=i®=...=i" =(*)" =1" =1
it=it=i=.. =" =i"=1i=i
i2=i® == =i"? =i"? =1.(-1) =1
=i =it = =i iR =1 (—i) = i

Portanto, para determinarmos uma poténcia de i superior a 4,
basta dividirmos o expoente de i por 4 e considerarmos apenas
i elevado ao resto dessa diviséo, isto é:

"= 4T o h =T

Exemplo:

1. Calcule o valor de i23°,

Resolugao

Como i é muito superior a 4, podemos usar o algoritmo das
poténcias de i. Assim, temos:

230 [4

30 57 =
2

Podemos, entdo, escrever:

230 =4-57+2

i230 — l'4-'57+2 P i230 — l'2 =1

Exercicios

01. (EEAR) Seja m € R, para que 0 (2 + mi) - (3 + i) seja um
nUmero imaginério puro, o valor de m deve ser:
a) 5.

b) 6.
c)7.
d)8

02. (EEAR) Sendo i a unidade imaginaria, a poténcia de
[(1 =% — (1 +i)?]?éigual a:

a) 64.

— 64i.

03. (EFOMM) O inverso do complexo 2i é:
1 .
a)-—1i.

2

04. (EFOMM) Qual deve ser o valor de e, que € um escalar real,
2+i

em que a parte imaginaria do nimero complexo rzlz é nula?

a) —4.

b) —2.

c) 1.

d) 2.
) 4.

@

05. (EEAR) Sendo m —ni =i e mi —n = 1 + 3i, 0S niumeros

complexos "m" e "n" sdo tais que sua soma é:

1 3.
a)—-—=i.

06. (AEPOM) O primeiro termo de uma PG de razéo i, de 4n + 3
termos e de ultimotermo — 1 — i é:
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07. (EFOMM) O valor de x para que o produto
(12 — 2i) - [18 + (x — 2)i] seja um numero real é:

08. (EEAR) Dado x € R, para que 0 numero complexo z =
(2 — xi) - (x + 2i) sejareal, o valor de x pode ser:
a)d.

b) 0.
c)-1.
d)-2

09. (AEPOM) Sendo 1L_+1L_=5, z=a+ bi,abeR,o0
+1 1=

valordea + b é:

CAPITULO 33
Numeros Complexos I

Representagdo Geométrica de um Nimero Complexo

Podemos representar um nimero complexo geometricamente por
meio de um plano cartesiano, que é chamado de plano Argand -
Gauss, em homenagem ao matematico alem&o Karl Friedrick
Gauss (1777-1855).
Assim, ao complexo z = a + bi associamos o ponto P de
coordenadas a e b.

Observe a figura:
Im
pl--—---- oP Im: eixo imaginario
! Re: eixo real
| @ Re

O ponto P(a, b) é chamado de AFIXO de z = a + bi.
Essa associagao € biunivoca, isto €, cada nimero complexo possuli
um Unico afixo e vice-versa.

Observagoes:

12. O numero complexo ndo-nulo z = a + bi e seu oposto

r

z' = —a — bi séo simétricos em relag&o a origem.

22, O numero complexo ndo-nulo z = a + bi e seu conjugado
Z = a — bi sdo simétricos em relagdo ao eixo real (Re).

Médulo de um Numero Complexo
Seja z = a + bi um numero complexo e P(a, b) o seu afixo. O
maodulo de z é a distancia de P a origem do plano de Gauss.
Notac&o:

Médulo de z: escrevemos |z| ou p.

Observe a figura:

Im Aplicando o teorema de Pitagoras
no triangulo destacado, temos:
by-----_ |P p?=a?+b?
i - )
0| a Re p=+a*+b*
Nota:

Considerando todos os numeros complexos de mesmo mdédulo
p(p #0), a figura formada pelos seus afixos é uma
circunferéncia de centro O e raio p.

Argumento de um Nimero Complexo

Seja um ndmero complexo z = a + bi e seu afixo P, chamamos
de argumento de z o angulo (ou sua medida 6) que o semieixo
real positvo deve girar, no sentido anti-horario, tal que
0 < 0 < 2m e escrevemos 0 = arg(z). Observe a figura abaixo:

0 = arg(z)
—> e
b
Re tg6=7

Observagéo:
Néo se define argumento para o niimero complexo z = 0.

Exemplo:
1. Determinar o modulo, o argumento e representar graficamente o

namero complexo z = 2 + 2+/3i.

Resolucao
Do nimero complexo, temos:
a=2
b=2V3
Assim:
v' Médulo de z:

lzl =p=+va?+b*= [22+(2V3)?=V4+12=4

v Argumento de z:

b _AV3 _
a 7

v Representagdo grafica:

tg 6 = NI 6 ===60°

Forma Trigonométrica ou Polar

Dado um ndmero complexo z
argumento @, temos:

a + bi com mddulo p e
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cos 0 = = a=p-cos 6

sen 0 = = b=p-senb

DI DI

Substituindo esses resultados na forma algébrica de z,

encontramos:
z=p-(cos 8 +i-senB)
forma trigonométrica
Exemplo:
1. Escreva o niimero complexo z = 1 + i na forma polar.
Resolugdo

Sabemos que z 1 + i é um complexo que tem representagao
gréafica no primeiro quadrante.

Assim, temos:

1°. Calculo do modulo:

p=+124+12=42
2°, Calculo do argumento:

b 1
tg9=a I=1 = 0 =arg(z) =45°

AN

Logo,
z=\/§-(cos%+i-sen %)
Operagdes na Forma Trigonométrica
v" Multiplicagao
Dados os nimeros complexos:
zy = p1-(cos 0+ i-senb;)
e

Z, = p, - (cos 0, + i-senf,)
Temos:

z1 72y = p1 P2 [cos(y + 6;) +i-sen(6, + 6,)]

Note que:

1. O médulo do produto é o produto dos mddulos dos fatores.

2. O argumento do produto € a soma dos argumentos dos fatores.
Exemplo:

1. Sejam 0s numeros complexos:

7z, = 3+ (cos30° + i - sen30°)
e
z, = 2+ (cos60° + i - sen60°)

Calcule o valor de z, - z,.

Resolugao
Sabemos que:

Z1 72y = p1 P2 [cos(0y + 6;) +i-sen(6, + 6,)]

Entao,
zy 2, =32 [cos(30° + 60°) +i-sen(30° + 60°)]
)
Zy "2, = 6+ [cos(90°) + i - sen(90°)]
)

ZI'Z2=6'[0 +l'1]

Zl . Zz = 6i
v Divisao

Dados os numeros complexos:
zy = p, - (cos 0, + i-senb;)
e
7z, = p, - (cos 6, + i-senb,)

Temos:
z
a_h. [cos(B; — 6,) + i-sen(6, — 6,)]
Z2 P2

Note que:

1. O modulo do quociente é o quociente dos modulos do dividendo
e do divisor.

2. O argumento do quociente é a diferenca dos argumentos do
dividendo e do divisor.

Exemplo:

1. Sejam os numeros complexos:

7z, = 8- (cos55°+i-
e
z, = 2+ (cos10°+1i-

sen55°)

senl0°)

Calcule o valor de ?
2

Resolugao
Sabemos que:
a_h [cos(8; — 0,) + i-sen(6; — 6,)]
Z2 P2
Entéo,
z 8
— ==+ [cos(55° — 10°) + i - sen(55° — 10°)]
z, 2
)
A .
o= 4 - [cos(45°) + i-sen(45°)]
2
)
2 2
n_,. [£ e .£]
Zy 2 2
)
= 2VZ + 22
2

Formulas de Moivre — (1667-1754)
v Potenciagao

Considerando o numero complexo z = p - (cosf + i - senf),
nao-nulo, Vn € Z temos:

z"™ = p"-[cos(nB) + i-sen(nh)]

Exemplo:
1. Sabe-se que z = 2 - (cos30° + i - sen30°), calcule z*.
Resolugao
Sabemos que:
z" = p" - [cos(nB) + i sen(nh)]
Entao,
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z* = 2% [cos(4-30°) +i-sen(4-30°)]
|}
z* = 16 [c0s(120°) + i - sen(120°)]
¢
zt = 16- 1 + \/—Ez]

2
¢

zt = -8 + 8V3i

v Radiciagao

Considerando o numero complexo z = p - (cos6 + i - senf),
néo-nulo, e z; uma de suas raizes enésimas temos:

\/_ [cos (9 + 2k7r) +i-sen (9 +n2kn>]

Comk €{0,1,2, ...,

n—1}en € N*

Observagao:
Dizemos que z; € uma raiz enésima de z se, e somente se,
elevado ao expoente n reproduz z, isto é:

an =27

Exemplo:
1. Calcular as raizes cubicas de 8i.
Resolucao
Temos:

p=38

z=8i=>z=8(0+i)=>{ e
6 = 90°

E, portanto, z = 8- (cos90° + i - sen90°).
Aplicando a férmula de radiciagdo de Moivre e lembrando que
T rad = 180°, obtemos:

90° +360°- k\ . 90° + 360° - k
Zy=2" [cos (f) +i-sen (f)]

Comk € {0,1,2}.
Assim sendo, as raizes cubicas z,, z;, z, valem:

k=0=2z,=2"[cos(30°) +i-sen(30°)]

90° + 360° 90° + 360°
—) +i-sen (—)]
3 3
)
z; = 2 -[cos(150°) + i - sen(150°)]
)

k=1=>zl=2-[cos(

V31
Z1_2'|:—7+l'§]
¢
Z1=—\/§+i

90° + 720° 90° + 720°
k=2>=2z,= 2-[cos<—)+i-sen<—)]

3 3
¢
z, = 2+ [cos(270°) + i - sen(270°)]
¢
z,=2-[0+1i-(-1)]
()
zZ, = =21

Logo, as raizes clbicas de z s40: V3 + i, —V/3 +ie — 2i.

Exercicios

. (EEAR) O mddulo do niumero complexo z = —3 + 4i é:

02. (EEAR) O valor de m, para que o modulo do nimero complexo
z=(m+2i)(1+1i)sejaigual a 4, é&

03. (EFOMM) O argumento do numero complexo z = — i - ii é:
a) 45°.

b) 60°.
c) 90°.
d) 135°.
e) 225°.

04. (AFA) Dado o numero complexo z tal que z + 2z — 9 = 3i, é
correto afirmar que:

a) |z| = 3v10.
b)Z—3\/_(COS—+l sen )
c)z=9—3i.

d) 21 _

3

, 5
05. (EEAR) Um nimero complexo tem argumento ?” Se o argu-
mento do produto desse nimero por outro nimero complexo z é g

entao o argumento principal de z é:
41

a)—.

3

N

6

5

c) —.

3
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06. (ITA) Se z=1+iV3, z-w=1¢e 0 €[0,2n] é um ar-
gumento de z - w, entao 6 é igual a:

07. (AFA) Os pontos A,Be C da figura abaixo séo afixos das
raizes cubicas do nimero complexo z. Se n € o0 menor natural ndo
nulo para o qual z™ é um real positivo, entdo n é igual a:

a) 8.

b) 6.
c) 4.
d) 2 Im4

B A

30 .
\’/ Re
C
CAPITULO 34
Polinémios

Definigao

Chamamos polindmio na variavel x toda fungdo polinomial
P: C — Cdotipo:
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + a

Em que:
a) am, an_q,..,0a4,a, € C esdochamados de coeficientes.

b) n € N.
c) x éavariavel.

Exemplo:
1.P(x) =2x3 —2x*+3x +5

Termos: 2x3, —2x2,3x e 5.
Coeficientes: 2, —2,3 e 5.

Notas:
12. Grau de um Polinémio: o grau de um polinémio é o maior
expoente da variavel x com coeficiente diferente de zero.

Exemplo:

Para o polindmio P(x) = 0x>+ 2x*+3x—10 0 grau é 2, e
escrevemos Gp = 2.

22, Polindmio Nulo: é aquele em que todos os coeficientes sao

nulos.
Exemplo:

P(x) =0x>+ 0x*+0x+ 0

32, lgualdade de Polindmios: dois Polindbmios s&o iguais se, e
somente se, possuirem termos correspondentes iguais.

Exemplo:

Dados os polindmios P(x) = 2x* —5x +3 e Q(x) = ax* +
bx + c.

a=2
P(x) =Q(x) ©3b=-5
c=3

42, Valor Numérico: o valor numérico de P(x) para x = a,a €
C, € o numero que obtemos quando substituimos x por a e
representamos por P(a).
Exemplo:
O valor numérico do polindmio P(x) = 3x> + 2x* + x — 5 para
x=1E¢

P1)=3-13+2-124+1-5=1

52 Raiz de um Polinémio: o nimero r é chamado raiz de P(x)

se, e somente se, P(r) = 0.

Exemplo:

r = 1éraizde P(x) = x* — 5x + 4, pois:
Pr)=P(1)=1*>-5-14+4=0

Operagdes com Polindmios
v' Adigao

Para efetuarmos a soma de dois polinémios, devemos somar os
mondmios de mesmo grau.

Exemplo:

1. Dados P(x) = 5x>+ 2x + 1e Q(x) = 4x* + 3x, calcule

P(x) + Q).

Resolugao

Em primeiro lugar, vamos completar os polinémios. Assim, temos:
P(x)=5x3+0x2+2x+1eQ(x) =0x3+4x2+3x+0
Logo,

5x3+0x2+2x+1
0x3+4xz+3x+0}6_>

5x3+4x2+5x+1

& Px)+Q(x)=5x*+4x*+5x+1

v Subtragao

Para efetuarmos a subtragao de dois polinémios, devemos subtrair
0s mondmios de mesmo grau.

Exemplo:

01. Dados P(x) = 5x% + 2x + 1 e Q(x) = 4x? + 3x + 2
calcule P(x) — Q(x).

Resolugao

Em primeiro lugar, vamos completar os polinémios. Assim, temos:
P(x)=5x3+0x?>+2x+1eQ(x) = 0x3+ 4x2 +3x + 2
Logo,
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5x3+0x2+2x+1
0x3+4x2+3x+2}

5x% —4x* —x —1

S PX)+Q(x)=5x*—4x*—x—1

v" Multiplicagao

Para efetuarmos o produto de dois polindmios P(x)e Q(x),
devemos multiplicar cada termo de P(x) por todos os termos de
Q(x) e somar os resultados de mesmo grau.

Exemplo:

1. Dados P(x)=x+2 e Q(x) =x*+4x+1, calcule

P(x)- Q).

Resolugao

.

)

oot

PG Q) = (12

¢
P(x)-Q(x) = (x3 +4x%+,x) + (2x* + 8x + 2)

()
P(x)-Q(x)=x3+6x*+9x+2

Divisao de Polindmios

Dividir um polinémio P (x), chamado dividendo, por um polinémio
ndo-nulo D (x), chamado divisor, é encontrar o polinbmio Q(x),
chamado quociente, e 0 polindbmio R(x), chamado resto, que
satisfagam as seguintes condigdes:

P() [D(x) 1) P(x) = D(x) - Q(x) + R(x)

R(x) Q(x) 2) Gr < G 0UR(x) =0

Observagoes:
12. Quando R(x) = 0, dizemos que P (x) é divisivel por D (x).
22, Em uma divis&o polinomial, sempre temos a seguinte relagao:
GQ b GP - GD
v' Método da chave
Este tipo de divisdo segue os seguintes passos:

1°. Ordena-se o dividendo e o divisor na forma decrescente, e
complete-os se necessario.

2°. Divide-se os mondmios do maior grau do dividendo pelo
mondmio de maior grau do divisor.

3°. Multiplica-se o resultado pelo divisor e subtrai-se do dividendo.
4°, Repete-se sucessivamente a operagdo até encontrar um
polinémio de grau menor que o divisor. Este serd denominado de

resto.

Para ficar mais claro, observe o exemplo abaixo:

1. Divida o polindmio P(x) = 24x® — 26x* + 2 pelo polindmio
D(x) =4x + 1.

Resolugao

Apliguemos o método da chave, lembrando que devemos

acrescentar o termo Ox no dividendo para que ele fique
devidamente reduzido e ordenado. Assim, temos:

24%° — 26x% + 0x + 2

—32x%+0x | Ly quociente
32%* +8x ¢
8x + 2

—8x— 2
" resto

Observe que encontramos resto nulo; logo, dizemos que P(x) é
divisivel por D (x).

v" Teorema do Resto

Seja a divisdo de um polindmio P(x) por um polinémio do tipo
x — a. Note que o resto dessa divisdo & necessariamente um
polindmio constante, isto €, um nimero r, pois o divisor tem grau
1.

Assim, r = 0 se adivisdo for exatae r # 0 em caso contrario.
Considere Q (x) o quociente dessa divisdo, entao:

Px)|x—a & PX)=0x)-(x—a)+r
r Qx)

Substituindo x por e, obtemos:
Pl@)=Q(a)  (@a—a)+r
0

(3
. r=Pla)

Logo, podemos enunciar o seguinte teorema:
O resto da divisdo de um polindmio P(x) por um polindmio do

tipox - aé P(a).

Nota:

Uma consequéncia imediata desse teorema é o teorema de
D’Alembert, que afirma:

Um polindmio P(x) é divisivel por x — a se, e somente se,
P(a) = 0, ou seja, se a for araiz de P(x).

Exemplo:
1. Determine o resto da divisio de P(x) = 4x® — 2x* + 5x — 3
por x — 2.

Resolugao
O teorema do resto nos garante que P(2) é o resto da diviséo,
entao, temos que:
P(2Q)=4-23-2-224+5-2-3=31
~r=p2) =31

v Algoritmo de Briot-Ruffini
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O algoritmo de Briot-Ruffini € um método pratico e eficiente que
nos permitird efetuar com rapidez a divisdo de um polindmio P (x)
por um polinémio dotipox + « .

Explicaremos o algoritmo, considerando o seguinte exemplo:

01. Dividir o polindmio P(x) = 5x* + 3x*> + 7x + 4 por

x - 2.

Resolugao
Para utilizarmos o algoritmo, devemos realizar os seguintes
passos:

1°. Passo: dispomos os coeficientes de P(x) devidamente
ordenados numa mesma linha; fazemos x - 2 = 0,logo x = 2
(destacado por uma circunferéncia) e o colocamos ao lado do
primeiro coeficiente, conforme a figura abaixo.

@5 3 7 4
|

2°. Passo: abaixamos o primeiro coeficiente de P(x) para a linha
inferior; em seguida, multiplicamos esse mesmo coeficiente pelo
numero da circunferéncia e somamos o resultado no 2°. coeficiente
de P(x).

3°. Passo: o resultado do passo anterior € colocado abaixo do 2°.
coeficiente de P(x). Esse resultado é multiplicado pelo nimero da
circunferéncia e o produto é adicionado ao préximo coeficiente de
P(x).

S

5 3 7
‘ 5 13
4°, Passo: repetimos as mesmas operagdes do passo anterior,

colocando o resultado final abaixo do ultimo coeficiente de P(x).
Esse resultado final € o nimero que estamos procurando.

O resultado final é P(2) = 70.

Como P(2) ¢ o resto da divisdo de P(x) por x - 2, de acordo
com o teorema do resto, o algoritmo acaba fornecendo n&o apenas
o resto, mas também o quociente da divisdo. Observe:

Coeficientes do dividendo
Raiz do -
divisor {@‘ 5 3 7 4

Coeficientes  resto
Do quociente

Assim:

Dividendo: 5x% + 3x* + 7x + 4.
Divisor: x - 2.

Quociente: 5x% + 13x + 33.
Resto: 70.

Consideragdes Finais

Equagdes Polinomiais: E toda equagdo de grau m do tipo
P(x) = 0,naqual P(x) éum polindmio de grau n na variavel x.
Exemplo:

Aequagdo x*> — x* + 2x + 1 = 0 é uma equag&o polinomial.

Teorema Fundamental da Algebra (TFA)
Todo polindmio de grau n,n > 1, admite pelo menos uma raiz
complexa.

Teorema da Decomposic¢ao

Dado o polindmio:

P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ + ayx + a,
Podemos reescrever P (x) da seguinte maneira:

com a, #0.

PX)=an (x—7) (x=1) - (x —7)

Comry, 1y, ..., 1, raizes de P(x).

Multiplicidade de uma Raiz
Se na decomposicdo de P(x) em fatores de primeiro grau o fator
(x — r) aparecer k vezes, dizemos que o numero r é raiz de
P (x) com multiplicidade k.
Exemplo:
Considere o polindmio P(x) = 2(x — 2)? - (x —3), entdo
concluimos que:

= O nlmero 2 é raiz com multiplicidade dois ou raiz dupla.

= O nlmero 3 é raiz com multiplicidade um ou raiz simples.

Teorema das Raizes Conjugadas

Se um nUmero complexo z = a + bi, b # 0, for raiz de uma
equacao com coeficientes reais entdo zZ = a — bi também é raiz
de P(x).

Relagbes de Girard

Chamamos de relagdes de Girard as relagdes existentes entre as
raizes e os coeficientes de uma equagéo polinomial.

Assim, temos:

01. Equacgao de grau 2.

Para uma equac&o de grau 2, temos:

ax’*+bx+c=0 oua(x—ry)(x—1r;) =0,coma # 0.
Logo, podemos concluir que:

ax*+bx+c= alx —r)(x—1,)

Aplicando a propriedade distributiva no segundo membro e
dividindo ambos os lados por a, obtemos:
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2 b ¢ 2
x +ax+a=x —(n+rx+nr-n

Assim, igualando os coeficientes correspondentes, obtemos as
duas relagdes de Girard:

T'1+T2=——
a

Cc
T'l'T'ZZE

2. Equagéo de grau 3.
Para uma equagéo de grau 3, temos:
ax® +bx*+cx+d=0
ou
alx—ry))x—-ry)(x—1r3)=0,coma # 0.
Logo, podemos concluir que:

ax* +bx* +cx+d= alx —r)(x — 1) (x —13)

Aplicando a propriedade distributiva no segundo membro e
dividindo ambos os lados por a, obtemos:
Ty

sy b d_ 2
Ot XXt =x —(Arn+n)xX*+( ntn 4 n n)x -

Assim, igualando os coeficientes correspondentes, obtemos as trés
relagdes de Girard:

(1, 4y +7y=—=
1 2 3 a
c
7"1'1‘2+T‘1'T‘3+T‘2'T‘3=—
a
i d
T T = ——
k 1 2 3 a

3. Equagéo de grau n.
Para uma equagéo de grau n, temos:
A X"+ a1 x" 1+t ax+ay=0
ou
a, x—1r) - x—-ry)) ...-(x—-1,)=0
Com a, # 0ery,r,, ..., 1y, raizes da equago.
De modo anélogo, podemos encontrar as n relages de Girard.
Assim, podemos escrever:

An-1
1"1-|-T'2 +T3+"‘+rn:_
an
An—2
1'1'7'2 +T‘1'T3+"'+Tn_1'7'n=+
an
an-3
Ty Ty Ty =
an
n, %o
Ty = (=D —
an
Exemplo:

1. Resolva a equagéo x* + 4x* — 25x — 100 = 0, sabendo que
duas de suas raizes sdo simétricas.

Resolucao
Sejam ry, 1, e 13 as raizes da equagdo. Pelo enunciado, é dado
que duas raizes sd@o simétricas, consideremos rer, raizes
simétricas, isto é:

n=-rn =2 n+nrn=0

Assim pelas relagdes de Girard, temos:

b
T1+T2+T3=—— =>7"1+T2+T3=—4 " T'3=—4
a N——
0
Sendo r; = —4 uma das raizes, concluimos que o polindmio

P(x) = x3 + 4x* — 25x — 100 ¢é divisivel por x + 4.
Efetuando essa divisdo através do algoritmo de Briot-Ruffini,
temos:

@|1 4 —25 —100

Feito isso, conseguimos encontrar o quociente Q(x) = x* — 25x.
Entdo a equagdo dada também pode ser escrita da seguinte
maneira:

x=—4

ou

(x+4)-(x2-25x)=0 = {x=5

| ou
kx =-5

Portanto, o conjunto verdade é V = {-5, —4, 5}.
Exercicios

01. (PM) Sejam os polindmios A(x) = x> —x*—3x+x—1e
B(x) = —3x? + x + 2, calcule:
1
(s

11

?.

12

7.

15

?.

d) 45.

e) 35.

a)
b)

¢)

2
x2-1

02. (EEAR) A igualdade
sao, respectivamente:

A B
= —+4 — ocorre quando A e B
x+1 x—1

03. (EEAR) Seja um polindmio P(x) = ax® + bx* + cx + d. Se
os coeficientes de P(x) séo diferentes de zero, entdo para todo
x €ER,"P(x) + P(—x)" tem grau:

a)4
)
)
)

o O T
= N w

04. (EFOMM) Para que valor de k o
P(x) = kx* + x* — 5 é divisivel por x + 3 ?

a) —132.

b) —100.

132

c)—.

100

d) 100.
e) 132.

polindbmio
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05. (ITA) A divisdo de um polinémio p(x) por (x — 1)(x — 2)
tem resto x + 1. Se os restos das divisdes de p(x) por (x — 1) e
(x — 2) séo, respectivamente, 0s nimeros a e b, entdo a? + b?
vale:

06. (AFA) Dado P(x) = x> — 3x* — 4x + m — 1, o valor de m,
para o qual P(x) é divisivel por (x — 2), é:

07. (AFA) Analise as proposicdes abaixo:, classificando-as em
V(verdadeiro) ou F(falso):

(VSepx)=2x-(p—-Dx+4emkx)=qx*+2+gq
s30 polindmios idénticos, entdo p? + g% = 5.

() Dividindo-se A(x) = x> + x* + x + 1 por B(x), obtém-se 0
quociente C(x) =1+x e o resto R(x) = C(x). Pode-se
afirmar que B (x) é tal que B(0) = 0.

() Se f,g, e h séo polindmios de graus m,n, e g (m,n,q €
Nem>n>q), entdo o grau de (f + g) - h é dado por m +

o0 oo
<<<"ﬂ
<"“7<<
.<.<f'“.<

)
)
)
)

08. (AFA) Se a,b,c,d,e sdo raizes do polindmio
p(x) = 2x°> — 6x* + 3x* + x* + 7x + 5, entdo, o valor de

l+l+l+l+lvale:
a b c d e
7
a)—g.
2
b)—g.
3
C) ;
1
d) 3

09. (EEAR) Uma equacao polinomial de coeficientes reais admite
como raizes os nimeros 3 + i, 7 e 2 — 3i. Essa equagdo tem, no
minimo, grau:

a) 6.

) 5.
c)4.
d) 3.

10. (AFA) A equagao polinomial de menor grau com raizes 1 e i,
comi =+/—1,é

ax*—x*+x—-1=0.

b)x*+x*—x—1=0.

Ox*—x*—x+1=0.

dx®+x*+x+1=0.

11. (EFOMM) Determine as raizes da equagdo
x® — 9x% + 26x — 24 = 0, sabendo que elas estdo em PA.

a)S=1{1,23}
b) S = {1,3, 5}
¢)S = {2,4,6}
d)S ={2,3,4}
e)S ={3,5,7}

12. (EFOMM) Determine as raizes da equagdo
x° — 14x* 4+ 56x — 64 = 0, sabendo que elas estdo em PG.

a)S =1{1,2,4}
b) S = {2,3,4}
¢)S ={2,3,6}
d)S = {2,4,6}
e)S ={2,4,8}

13.  (ITA) O polindbmio  com  coeficientes  reais
p(x) = x5+ ax* + azx® + a,x* + a;x +a, tem duas
raizes distintas, cada uma delas com multiplicidade dois, e duas de
suas raizes sdo 2 e i. Entdo, a soma dos coeficientes é igual a:
a)— 4.

b) —
0) 1
d)
)

1.
4,

@

14. (AFA) A equagao:
7x*—5x*+(R—6)x>+(35—2)x+T—-9=0  possui
uma raiz triplaem x = 0. O produtoR - S - T é:

a)—18.

—14.

CAPITULO 35

GABARITO
CAPITULO 27

01.B

02.D

03.A

04. A

05. A

06.E

07.A

CAPITULO 28

01.C

02.C

03.D

04.

a) determinante é igual a zero, pois temos uma combinag&o linear,
isto &, 32 linha = 12 linha + 22 linha.

b) determinante é igual a zero, pois a 22 coluna é nula.

¢) determinante é igual a zero, pois a 12 linha € igual a 42 linha.

d) determinante ¢ igual a zero, pois a 32 linha é proporcional a 12
linha, isto &, 3? linha = (—2)-(1? linha).

05. A

06.E

07.C

08.A

CAPITULO 29
01.A
02.A
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CAPITULO 30
01.B
02.A
03.D
04.D
05.A
06.D
07.A
08. A
09.C

CAPITULO 31
01.C
02.D
03.B
04.B
05.E
06. A
07.A
08.C
09. A

CAPITULO 32
01.B
02.C
03.D
04.E
05.C
06.B
07.A
08.D
09.E

CAPITULO 33
01.C
02.B
03.E
04.B
05.A
06.C
07.C

CAPITULO 34
01.A
02.B
03.C
04. A
05.A
06.C
07.D
08.A
09.B
10.A
11.D
12.E
13.A
14.D
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