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“Meu objetivo ¢ expor uma ciéncia muito nova que trata de um
tema muito antigo. Talvez nada na natureza seja mais antigo que o
movimento...”

Galileu Galilei

“Ofereco este trabalho como os principios mateméticos da
filosofia, pois toda a tarefa da filosofia parece consistir nisto — a
partir dos fendbmenos de movimento investigar as forcas da
natureza, e depois a partir destas for¢as demonstrar os demais
fenébmenos...”

Isaac Newton

“Partindo destes principios... Newton conseguir explicar os
movimentos dos planetas, luas e cometas, até os minimos detalhes,
assim, como as marés e o movimento de precessio da Terra — uma
realizacdo dedutiva de magnificéncia dnica”.

Albert Einstein



Apresentacdao

Esta 42 edi¢do do Volume 1 de Fisica Bdsica incorpora uma nova formatacao grafica e
algumas atualizagdes e revisoes de texto.

A 12 edi¢do, publicada hd duas décadas, era em formato manuscrito. Na época, nomeado
a minha revelia diretor do Instituto de Fisica da USP, nao teria tido tempo para rever provas
tipogréficas, e a redacao manuscrita, durante noites, fins de semana e feriados, viabilizou o
projeto, além de baratear o custo para os estudantes. Na 3? edi¢do, o mesmo objetivo requeria
a formatacao tradicional, mais compacta, mantendo as ilustracdes da versao manuscrita.

Nesta nova edicdo, todas as ilustragdes foram refeitas. Atualizagdes e revisoes incorporam
resultados recentes e uma breve secdo sobre caos deterministico.

A dedicatdria “aos estudantes” traduz a principal motivacdo: introduzi-los as idéias
fundamentais da fisica, percebendo-a como um dos instrumentos centrais para a compreensao
da Natureza, bem como para o desenvolvimento da tecnologia. A énfase é no entendimento
dos conceitos e principios basicos.

Atingir esse objetivo é essencial para a formacao tanto do futuro cientista ou professor,
como também de um engenheiro criativo, capaz de acompanhar a evolucao cada vez mais
répida do progresso tecnolégico, e sobretudo de contribuir para ele.

As nogoes de cdlculo e de dlgebra ou analise vetorial empregadas sdo indroduzidas no
momento em que se tornam necessarias, sempre motivadas pela fisica, sem pressupor
conhecimentos prévios.

E importante perceber a fisica ndo como um edificio acabado, mas como algo que per-
manece sempre em construcao, inclusive nos seus alicerces. Procurou-se esbogar a evolugao
histérica das idéias, que também contribui para compreendé-las, e incluir a dimensao humana,
retratando um pouco dos “heréis”, como Galileu e Newton, além de transcrever alguns trechos
de seus escritos originais.

Os quatro volumes do curso foram concebidos como um todo coerente, em que 0s
conceitos sdo introduzidos inicialmente no contexto mais simples e intuitivo, com vistas a
aplicacdes em tdpicos futuros.

Cada volume foi ministrado em um semestre, com seis horas de aula semanais, acrescidas
de listas de exercicios. Os problemas de fim de capitulo foram planejados para testar o grau
de compreensao da matéria, estimulando o raciocinio e a iniciativa.

A fisica é uma ciéncia experimental. Pressupde-se que seja ministrado em paralelo um
curso intensivo de laboratério, além de efetuar sempre que possivel demonstracdes em sala
de aula.

O estimulo inicial do Professor Ennio Candotti a preparacgao desta obra merece especial
registro. Agradeco a colaboragdo das equipes docentes dos Institutos de Fisica da USP e da
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UFRJ, bom como do Departamento de Fisica da PUC-Rio. Fui pressionado a completar o
trabalho pelos estudantes, apds uma longa interrupcao, e a melhor recompensa pelo esforgo
investido vem sendo proporcionada por eles. A paciéncia e o empenho do amigo Edgard
Bliicher para aprimorar a apresentacdao foram essenciais.

Agradeco especialmente a minha esposa, Micheline, pela compreensao e apoio constantes.

Washington, 28 de outubro de 2001
H. Moysés Nussenzveig
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1.1 — Para que serve a fisica?

A ciéncia desempenha um papel muito importante no mundo contemporaneo. Nao era
assim ha poucas geragdes atrds: o desenvolvimento cientifico tem-se acelerado enormemente.
Tornou-se lugar comum dizer-se que vivemos numa sociedade tecnoldgica e medir 0 progresso
pelo grau de desenvolvimento tecnoldgico. A tecnologia depende crucialmente da ciéncia
para renovar-se, e também contribui para ela, mas ndo devem ser confundidas.

Sem duvida, nossas vidas sdo profundamente afetadas pela tecnologia, e de forma que
muitas vezes estd longe de ser benéfica. Basta lembrar os problemas da poluicao e do
aquecimento global. Os cientistas sdo freqiientemente responsabilizados pelos aspectos
negativos decorrentes de suas descobertas, embora o uso que delas se faz dependa de fatores
politicos e econdmicos alheios a sua vontade. Por mais benéfica que seja a intengao original,
ela é freglientemente deturpada. Por isto mesmo, os cientistas devem ter consciéncia de sua
responsabilidade.

Varios problemas cruciais de nossa época dependem para sua solugao de avancos
cientificos e tecnoldgicos, inclusive aqueles que se originam direta ou indiretamente desses
avangos. Os problemas da energia e do meio ambiente adquiriram importancia vital.

A reacdo anticientifica existiu desde os primérdios da historia da fisica. Basta lembrar o
exemplo de Galileu. Goethe atacou Newton por sua teoria das cores, dizendo que a esséncia
das cores se percebe num por de sol, e ndo fazendo experiéncias com um prisma. E preciso
reconhecer que a visdo cientifica do mundo nédo exclui nem invalida outras variedades da
experiéncia. Podemos aplicar a acustica, a neurofisiologia e a psicologia ao estudo das
sensagoes provocadas pela audi¢do de uma sonata de Mozart, mas ainda estariamos omitindo
provavelmente o aspecto mais importante.

A consciéncia das limitacdes do método cientifico ndo nos deve impedir de apreciar sua
imensa contribui¢do ao conhecimento da natureza. A motivacao basica da ciéncia sempre
tem sido a de entender o mundo. E a mesma curiosidade que leva um menino a desmontar
um reldgio para saber como funciona. De que sdo feitas as coisas? Como e por que se movem
os corpos celestes? Qual é a natureza da eletricidade e do magnetismo? O que éaluz? Quala
origem do universo? Estas sdo algumas das grandes questoes que tém sido abordadas pelos
fisicos.

A experiéncia tem demonstrado que o trabalho de pesquisa bdsica, motivado exclusi-
vamente pela curiosidade, leva com freqiiéncia a aplicagOes inesperadas de grande importancia
pratica. O grande experimentador Michael Faraday, logo ap6s uma conferéncia em que havia
explicado seu recente descobrimento do fendmeno da indugéo eletromagnética, foi questio-
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nado por alguém da audiéncia, que queria saber para que servia o efeito. "Para que serve um
bebé recém-nascido?" — foi a resposta. Quase todas as aplica¢des que fazemos hoje em dia
da energia elétrica decorrem do efeito descoberto por Faraday. O transistor, o laser, os compu-
tadores resultaram de pesquisas bésicas em fisica.

O trabalho de muitas gera¢oes demonstrou a existéncia de ordem e regularidade nos
fendmenos naturais, daquilo que chamamos de leis da Natureza. O estudo que ora iniciamos
pode ser empreendido pelos mais diversos motivos, mas uma de suas maiores recompensas
é uma melhor apreciagdo da simplicidade, beleza e harmonia dessas leis. E uma espécie de
milagre, como disse Einstein: "O que a natureza tem de mais incompreensivel ¢é o fato de ser
compreensivel.”

1.2 — Relacoes entre fisica e outras ciéncias

A fisica é em muitos sentidos a mais fundamental das ciéncias naturais, e é também
aquela cuja formulacdo atingiu o maior grau de refinamento.

Com a explicagdo da estrutura atdmica fornecida pela mecénica quantica, a quimica pode
ser considerada de certa forma como sendo um ramo da fisica. A fisica forneceu a explica¢do
da ligacao quimica, e a estrutura e propriedades das moléculas podem ser calculadas "em
principio” resolvendo problemas de fisica. Isto ndo significa que o sejam na pritica, exceto
em alguns casos extremamente simples. De fato, na imensa maioria dos casos, 0s sistemas
quimicos sdo demasiado complexos para serem tratdveis fisicamente, mesmo com auxilio
dos computadores mais poderosos disponiveis, o que significa que os métodos especificos
extremamente engenho$os elaborados pelos quimicos para tratar estes problemas continuam
sendo indispensaveis. Entretanto, nao temos razdes para duvidar de que as interacdes bésicas
responsdveis pelos processos quimicos sejam ja conhecidas e reduzidas a termos fisicos.

A situacao com respeito a biologia é até certo ponto anéloga, se bem que a compreensio
em termos de leis fisicas se encontre ainda num estdgio muito mais primitivo. Muitas das
peculiaridades dos sistemas biolégicos resultam de serem eles fruto de uma evolucio histérica
(a teoria de Darwin da evolugdo é fundamental na biologia), fator este que nido é usualmente
considerado para sistemas fisicos. Entretanto, os avangos recentes da biologia molecular tém
atuado no sentido de estabelecer uma maior aproximagao entre a biologia e a fisica, e a evolugio
do Universo é o tema central da cosmologia.

A fisica deve grande parte de seu sucesso como modelo de ciéncia natural ao fato de que
sua formulagéo utiliza uma linguagem que é ao mesmo tempo uma ferramenta muito poderosa:
a matematica. Na expressao de Galileu, "A ciéncia estd escrita neste grande livro colocado
sempre diante de nossos olhos — o Universo — mas nio podemos lé-lo sem apreender a
linguagem e entender os simbolos em termos dos quais estd escrito. Este livro estd escrito na
linguagem matematica”.

E importante compreender bem as relacées entre fisica e matematica. Bertrand Russell
definiu a matematica como "A ciéncia onde nunca se sabe de que se estd falando nem se o que
se esta dizendo é verdade" para caracterizar o método axiomatico: tudo é deduzido de um
conjunto de axiomas, mas a questdo da "validade" desses axiomas no mundo real nio se
coloca. Hilbert, ao axiomatizar a geometria, disse que nada deveria se alterar se as palavras
"ponto, reta, plano” fossem substituidas por "mesa, cadeira, copo". Conforme o conjunto de
axiomas adotado, obtém-se a geometria euclidiana ou uma das geometrias ndo-euclidianas,
mas ndo tem sentido perguntar, do ponto de vista da matematica, qual delas é "verdadeira".

Na fisica, como ciéncia natural, essa pergunta faz sentido: qual é a geometria do mundo
real? A experiéncia mostra que, na escala astronémica, aparecem desvios da geometria
euclidiana.
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A fisica é muitas vezes classificada como "ciéncia exata", para ressaltar seus aspectos
guantitativos. J& no século VI A.C., a descoberta pela Escola Pitagorica de algumas das leis
das cordas vibrantes, estabelecendo uma relacao entre sons musicais harmoniosos e numeros
inteiros (proporg¢ao entre comprimentos de cordas que emitem tons musicais) levou a convicgdo
de que "Todas as coisas sao numeros”.

Embora a formulacdo em termos quantitativos seja muito importante, a fisica também
lida com muitos problemas interessantes de natureza qualitativa. Isto ndo significa que nao
requerem tratamento matemético: algumas das teorias mais dificeis e elaboradas da
matematica moderna dizem respeito a métodos qualitativos.

Neste curso, a énfase nio sera no tratamento matematico, e sim nos conceitos fisicos.
Alguns dos conceitos matematicos basicos que teremos de empregar serao introduzidos a
medida que se tornarem necessarios.

1.3 — O método cientifico

Faremos apenas algumas observacoes sobre este tema.

1) Observacdo e experimentacdo: sdo o ponto de partida e a0 mesmo tempo o teste crucial
na formulacio das leis naturais. A fisica, como ciéncia natural, parte de dados
experimentais. Por outro lado, o bom acordo com a experiéncia é o juiz supremo da
validade de qualquer teoria cientifica. Assim, o didlogo Hegeliano: "Sé pode haver sete
planetas. — Mas isso contradiz os fatos! — Tanto pior para os fatos!" representa o oposto
da atitude cientifica. A tnica autoridade reconhecida como arbitro decisivo da validade
de Uma teoria € a verificacdo experimental de suas conseqiéncias.

Entretanto, "embora a ciéncia se construa com dados experimentais, da mesma forma
que uma casa se constréi com tijolos, uma cole¢ao de dados experimentais ainda nao é ciéncia,
da mesma forma que uma colecdo de tijolos ndo € uma casa" (Poincaré).

?2) Abstracdo, inducdo: J4 se disse que a primeira lei da ecologia é: "Tudo depende de tudo”;
é por isso que problemas ecolégicos sao tdo complexos. Em certa medida, o mesmo vale
para a fisica ou qualquer outra ciéncia natural. Quando uma maca cai da arvore, 0
movimento da Terra sofre uma (pequenissima!) perturbagdo, e ele também ¢ afetado
pelo que acontece em galdxias extremamente distantes. Entretanto, seria impossivel
chegar a formulacdo de leis naturais se procurdssemos levar em conta desde o inicio, no
estudo de cada fendmeno, todos os fatores que possam influencia-lo, por menor que seja
essa influéncia.

O primeiro passo no estudo de um fendmeno natural consiste em fazer abstracao de
grande nimero de fatores considerados inessenciais, concentrando a aten¢ao apenas nos
aspectos mais importantes. O julgamento sobre o que é ou ndo importante ja envolve a
formulacdo de modelos e conceitos tedricos, que representam, segundo Einstein, uma "livre
criagdo da mente humana".

Um bom exemplo é o conceito de "particula" na mecanica. Na geografia, em que o globo
terrestre é o principal objeto de estudo, é preciso, para muitos fins, levar em conta as
irregularidades da crosta terrestre. Ao estudar o movimento de rotacao da Terra em torno de
seu eixo, podemos considera-la, em primeira aproximagdo, como uma esfera rigida uniforme.
J4 quando estudamos o movimento de translacao da Terra em torno do Sol, considerando
que o didmetro da Terra é menor que um décimo-milésimo de sua distancia ao Sol, podemos
desprezar suas dimensoes, tratando-a como uma particula ou "ponto material”. Temos assim
estagios sucessivos de abstragdo (Fig. 1.1) na representacao de nosso planeta:
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Figura 1.1 Estdgios sucessivos de abstracdo na representacio da Terra.

A arte do tedrico estd em julgar o que e como abstrair, o que é essencial e o que é acessorio.
O experimentador enfrenta problemas analogos: eliminar "efeitos esptrios” e medir apenas
o efeito desejado € extremamente dificil. S6 recentemente se descobriu que o Universo inteiro
é atravessado por radiacdo eletromagnética, proveniente da Grande Explosdo da qual se
teria originado, e que pode produzir efeitos importantes na escala quéntica.

Uma vez atingido certo estdgio no desenvolvimento de conceitos € modelos, pode-se
procurar, através de um processo indutivo, formular leis fenomenoldgicas, ou seja, obtidas
diretamente a partir dos fenémenos observados, como forma sintética e mais econémica de
descrevé-los. Convém frisar que este é apenas um de muitos processos possiveis que tém
sido empregados na formulacao de leis fisicas.

3) Leis e teorias fisicas: Um exemplo cldssico deste processo, que serd discutido no Capitulo
10, foi a formulacad das leis de Kepler do movimento planetério a partir das observacgoes
feitas por Tycho Brahe. Neste caso, a etapa ulterior, que culminou na obra de Newton, foi
a formulagdo das leis gerais do movimento e da lei da gravita¢do universal. O resultado
foi a elaborag¢do de uma nova teoria fisica, a teoria da gravitacéo, situada dentro de uma
teoria mais ampla, a mecénica cléssica.

Este exemplo ilustra algumas das caracteristicas importantes de uma boa teoria: a) Deve
ser capaz de reduzir grande numero de fenémenos diversos a um pequeno nimero de leis
simples, mostrando que podem ser deduzidos matematicamente a partir dessas leis basicas;
b) Deve ter poder preditivo: a partir das leis bdsicas, deve ser possivel predizer fenémenos
novos que possam ser comparados com a experiéncia. Uma teoria deve sempre ser explorada
em todas as dire¢oes possiveis, no sentido de verificacio de suas previsées. Um dos maiores
triunfos da teoria da gravitacdo universal foi a predi¢do da existéncia de Netuno, feita por
Adams e Leverrier em 1846.

4} Dominio de validade: Todas as teorias fisicas conhecidas sempre tém representado
aproximagoes aplicaveis num certo dominio da experiéncia. Assim, por exemplo, as leis
da mecénica cléssica sdo aplicdveis aos movimentos usuais de objetos macroscépicos,
mas deixam de valer: (i) para velocidades comparaveis com a velocidade da luz, quando
aparecem efeitos relativisticos; (ii) para objetos na escala atébmica, quando temos de
empregar a mecanica quantica.

Entretanto, uma "revolucdo cientifica” raramente inutiliza por completo as teorias
precedentes. A validade aproximada dessas teorias no dominio em que jd haviam sido testadas
experimentalmente garante, em geral, sua sobrevivéncia nesse dominio. Assim, a mecanica
classica continua sendo aplicdvel a uma grande variedade de movimentos macroscopicos.

Uma nova teoria representa em regra uma generaliza¢io da antiga, estendendo-a a um
dominio mais amplo, mas contendo-a muitas vezes como caso particular ou caso limite, valido
aproximadamente no dominio anterior. Isto ndo impede que os conceitos basicos da nova
teoria possam diferir radicalmente dos anteriores.
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O processo de "selecao natural” pelo qual passam as teorias cientificas exige que sejam
sempre submetidas a uma ampla critica pela comunidade cientifica internacional e ao maior
nimero possivel de testes experimentais. Por isso, o segredo e o dogma sdo inimigos da
ciéncia € a liberdade de comunicagdo e de pesquisa sao vitais para o seu florescimento.

Poderia parecer conveniente iniciar desde logo o estudo da fisica pelas leis mais exatas
conhecidas, uma vez que contém as formulag¢oes anteriores como caso limite ou caso particu-
lar. Entretanto, isto ndo seria recomenddvel, e nem mesmo possivel, por muitas razdes. Do
ponto de vista pedagogico, € importante comecarmos pelo dominio de fendmenos que nos
sdo mais familiares. A fisica classica, que compreende a maior parte do nosso curso, tem um
extenso dominio de aplicabilidade, na escala de nossa experiéncia cotidiana, e uma boa
compreensao da mesma tem importancia fundamental para a préopria formulacdo da mecanica
quantica. Entretanto, convém nao perder de vista os limites de aplicabilidade das teorias que
vamos estudar. Sempre que possivel, chamaremos a atencédo sobre esses limites.

1.4 — Ordens de grandeza. Algarismos significativos.

Conta-se que o astrénomo inglés Arthur Eddington iniciou uma de suas aulas, em certa
ocasido, dizendo: "Acredito que o nimero total de elétrons no universo (igual ao niimero de
prétons) é dado por 15. 747. 724. 136. 275. 002. 577. 605. 653. 961. 181. 555. 468. 044. 717. 914.
527.116.709. 366. 231. 425. 076. 185. 631. 031. 296." Na opinido dele, este numero representaria
uma constante fundamental da Natureza, dedutivel teoricamente.

Embora as idéias numeroldgicas de Eddington ndo tenham encontrado receptividade,
este exemplo serve pelo menos para ilustrar o fato de que na fisica é freqliente termos de
lidar com nimeros muitos grandes ou muito pequenos, uma vez que ela abrange o estudo de
fendmenos que vao desde a escala atbmica até a do Universo. Torna-se necessario assim o
uso de uma notacdo conveniente.

O ntimero de Eddington é igual a 2 x 136 x 22%, 0 que ilustra a vantagem da notagdo
exponencial. Convém lembrar algumas regras simples da potenciacao:

aP.g9 = ap*q

aP=1/a"

(aP)d9 = aPd

Usualmente trabalhamos com poténcias de 10.
Exemplo: A velocidade da luz no vacuo é

¢ ~300.000 km /s =3x10° km /s
onde “=” significa: aproximadamente igual a.

1km=10> m=10° cm=c~3x10"" cm/s
O niimero de Eddington, nesta notagao, é =~ 1,6 x 10

Algarismos significativos: Na estacao ferrovidria de Campos do Jordao (S.P.), a tabuleta
com o nome da cidade continha aproximadamente a seguinte informacao: Altitude: 1.698,
73567 metros. Mesmo sem levar em conta o problema da precisdo da medida, é ébvio que
ndo tem sentido definir a altitude de uma cidade com precisdo de 10 mm! Também nio teria
sentido dizer que o peso de uma pessoa é de 75,342846 kg!

Embora o absurdo seja patente nestes exemplos, é um erro muito comum, especialmente
para principiantes, manipular dados numéricos preservando um numero excessivo de
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algarismos. Além de sobrecarregar inutilmente as operagoes com estes numeros, acarretando
grande perda de tempo, e aumentando a probabilidade de erro, isto leva muitas vezes a
resultados tdo absurdos como os acima citados.

Toda medida é feita com certa margem de precisao, e o resultado s6 deve ser indicado
até o ultimo algarismo significativo. Assim, se o resultado da medida de comprimento de
uma sala for indicado como sendo 7 m, deve-se subentender uma precisao na medida de +
0,5m, ou seja, o resultado obtido foi 7, mas, devido a incerteza, sé podemos dizer que esta
entre 6 U,.) in e l 5 m. Se indicarmos o resultado como 7 UU m, subentende-se uma medida
muito mais precisa, com precisao de + 0,005 m, ou seja, o resultado deve estar entre 6,995 m

e 7,005 m.

Note que 0,0001 s6 tem um algarismo significativo, ao passo que 0,1000 tem quatro. E
mais conveniente escrevermos 1x 107 no primeiro caso, e 1,000 x 10~ no segundo, empregan-
do sempre nimeros compreendidos entre 1 e 10 seguidos de uma poténcia apropriada de 10.
Com esta notac¢do, o ndmero de algarismos do coeficiente da poténcia de 10 serd o niimero de
algarismos significativos.

Em operacoes com dados de precisoes diversas, nao tem sentido manter mais algarismos
significativos do que os do niimero conhecido com menor precisao.

Assim, se as dimensoes de uma sala sdo dadas como: comprimento = 7 m; largura = 5,23
m, ndo tem sentido calcular o perimetro como 2 x 7 + 2 x 5,23 = 24,46 m: os dois algarismos
decimais nao sdo significativos, uma vez que o comprimento s6 é conhecido com preCISao de
+ 0,5 m. Devemos usar para o cdlculo 2x7 +2x 5 =24 m.

A precisdo de uma medida também pode ser indicada explicitamente: p/ex., 26,2 + 0,3m
significa que o resultado obtido foi 26,2, mas, levando em conta a precisao da medida, poderia
estar compreendido entre 25,9 m e 26,5 m.

E de grande importéncia para um fisico saber fazer rapidamente estimativas de ordens
de grandeza, onde em geral ndo se mantém mais do que um Unico algarismo significativo: o
importante é obter a poténcia de 10 correta.

1) De que ordem de grandeza é o nimero de segundos em 1 ano?

1ano ~ 12x30=3,6x10° dias
onde "~" significa: da ordem de.

1 dia=24x60%x60~8,6x10* s
~1ano ~86x3,6x10% s~3x10" s

2) Em astronomia, emprega-se freqlientemente como unidade de distdncia o ano-luz, a
distdncia percorrida pela luz em 1 ano.

1 ano-luz ~ 3x 10° km/s x 3x 10" s ~ 9x 10 km ~ 9 x 10" m

3) De que ordem de grandeza é o nimero de células contidas no corpo humano?

Podemos estimar o didmetro médio de uma célula lembrando que os menores objetos
visiveis num bom microscopio 6tico tém dimensées da ordem de 1 pm (= 1 micrometro, ou
micron = 10% m) — dai o nome do aparelho (um fisico se lembraria disto por ser a ordem de
grandeza dos comprimentos de onda da luz visivel; a relacdo entre estes dois fatos serd
discutida no curso de 6tica). Sabemos que o didmetro médio de uma célula é algumas vezes
maior, digamos, da ordem de 10um = 10~ m. O volume médio de uma célula seré entdo da
ordem de (10° m)® = 10 m®. A ordem de grandeza do volume do corpo humano pode ser
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estimada como um cilindro de didmetro ~ 40 cm e altura ~ 1,70 m, o que da um volume da
ordem de 7 (0,2)? x 1,70 ~10! m? (note que ndo tem sentido preocupar-se com um fator ~ 2
numa estimativa como esta). Concluimos entio que o numero total de células do corpo humano
deve ser da ordem de 1071/107" = 10!, Este resultado pode estar errado por um fator da
ordem de 10 ou 10%, de modo que ndo faria sentido dar uma resposta como 3,7 x 104
conservando fatores numéricos que ndo merecem nenhuma confianga, dada a imprecisao
dos dados de que partimos. O que deve ser estimado com o maximo cuidado neste caso (e em

L laman dn HoimnaY A a v tAmnin Aa 1N
gudiguch proupicilia Uuc 1isitaj € d pUtEllbld uc 1v.

1.5 — Medidas de comprimento
(a) Unidades

O método mais simples de medir uma grandeza fisica € através da comparacio direta
com um padrao de medida adotado como unidade. Entretanto, isso geralmente sé é possivel
em casos muito especiais e dentro de um dominio de valores bastante limitado. Fora deste
dominio, é preciso recorrer a métodos indiretos de medicao.

O primeiro padrio relativamente preciso de medida de comprimento s6 foi introduzido
apos a Revolugdo Francesa, para atender as necessidades da navegacéo e da cartografia. O
metro foi entdo definido como sendo 107 da distancia do Polo Norte ao Equador, ao longo do
meridiano de Paris. Apés um século, para aumentar a precisao, introduziu-se o metro padrao,
distdncia entre dois tracos numa barra mantida de forma a minimizar efeitos de dilatacdo
térmica, no Oficio Internacional de Pesos e Medidas em Paris. Réplicas deste proté6tipo eram
utilizadas para calibragado.

Em 1960, foi adotada uma definicdo muito mais satisfatdria e precisa, em termos de um
padrdo associado a uma grandeza fisica fundamental: o comprimento de onda de uma radiacdo
luminosa caracteristica emitida por 4tomos de cripténio 86 (¥Kr), um gds raro existente na
atmosfera. Quando a luz emitida numa descarga gasosa é analisada num espectroscépio,
observa-se um espectro de raias, caracteristico da substancia. Uma raia espectral representa
luz monocromaética, de comprimento de onda bem definido. Foi escolhida uma raia alaranjada
do ®Kr; em termos de seu comprimento de onda A, definiu-se o metro por 1m =1.650.763,73
Ak Note que esta definicao implica na possibilidade de medir comprimentos com precisao de
1 parte em 10%! Isto se faz através de métodos interferométricos, que serdo discutidos no
curso de otica.

Em 1983, decidiu-se adotar um novo esquema, mantendo o prototipo da unidade de
tempo baseado no reldgio atdmico (Se¢. 1.7), mas substituindo o padrdao de comprimento
por um padrao de velocidade, baseado em outra constante universal, a velocidade da luz no
vacuo, c. Por definicdo, o valor exato de ¢ é

c=299.792.458 m/s

o que, indiretamente, fixa a defini¢do do metro em termos da definicao do segundo: é a distancia
percorrida pela luz em 1/c segundos.

Na pratica, para reproduzir o metro com alta precisdo, continuam sendo empregados
métodos baseados em comprimentos de onda de raias espectrais, utilizando radiacao laser.

Informacdes atualizadas sobre o Sistema Internacional (SI) de unidades de medida e
valores das constantes fundamentais da fisica estdo disponiveis na rede Internet, no portal do
National Institute of Standards and Technology: http:// physics.nist.gov.
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(b) Medida de distancias muito pequenas ou muito grandes

A Tabela 1.1 d4 uma idéia da escala de distincias abrangidas pela fisica, com alguns
exemplos tipicos ilustrativos de ordens de grandeza.

Métodos de medigdo realmente diretos s6 sdo aplicdveis dentro de uma faixa de quatro
ou cinco ordens de grandeza em torno de nossa escala de tamanho (1 m). Como se medem
distdncias menores ou maiores?

Distincias pequenas

Distancias menores, até valores da ordem dos comprimentos de onda da luz visivel (alguns
décimos de um), podem ser medidas por métodos visuais mais ou menos diretos, com o auxilio
de um microscépio 6tico de aumento conhecido.

TABELA 1.1 — ESCALA DE DISTANCIAS (em metros)
Unidades _:] tRaio do Universo : Meétodo de medida
derivadas 10% Objeto mais distante ja fotografado '
— Distincia a galaxia mais proxima ;
— (Grande Nebulosa de Andromeda) 0
1020 — Distancia ao centro de nossa galaxia (Via Latea) . Luminosidade
— Distancia a estréla mais proxima (o-Centauri) . IS J —————————
1 AL. (Ano-Luz) —» —| ;
=9.5x10%m  10Y — :
Distancia a Plutdo ; Paralaxe
' 1) omi
1 U.A. (Unidade — o ; | asionomica
Astronémica) ——»— <—— Disténcia Terra-Sol '
~1,5x10"m 10 — :
"|«— Distancia Terra-Lua (~ 1 segundo-luz) .
— Diametro da Terra ;
I i |Métodos
10° — ¢ | visuais
B i |+ diretos
1 km ——— 0
I'm 10° : Altura de um homem E
lem ————— Insetos i
Il mm ————» — :
— ' Microscopia
105 — Bactérias ; otica
e
— Dimensdes moleculares :_ L in -
1 A (Angstrom)»10-10 — Raio atdémico . .
=10"%cm — ¢ | Métodos
- i | indiretos
: : Microscopia
1 F (Fermi) — 1075 — Raio Nuclear VY eletronica
=10 cm
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Distancias ainda menores, até valores da ordem de 10 m, que correspondem ao tamanho
de cadeias moleculares grandes, como os virus, podem ser medidas por microscépia eletronica.

Conforme serd visto mais tarde, o microscopio eletrénico é analogo ao microscépio 6tico,
mas permite atingir aumentos maiores porque emprega, em lugar de um feixe de luz, um
feixe de elétrons rapidos, que, segundo a mecanica quéntica, também tém propriedades
ondulatérias, mas de comprimento de onda bem menor que o da luz visivel.

Abaixo destes valores, entramos na regiao das dimensoes tipicas moleculares e atémicas.
Os métodos de medida aqui sdo inteiramente indiretos, baseados na andlise tedrica dos
fend6menos observados. Um deles emprega radiacdo eletromagnética, ou seja, de mesma
natureza que a luz visivel, mas de comprimentos de onda da ordem das distincias intera-
tdmicas: sao os raios X. Instrumentos inventados recentemente, o microscépio de varredura
por tunelamento e o microscopio de forca atbmica, permitem observar a superficie de materiais
na escala atobmica. Os fenébmenos que ocorrem neste dominio de distancias s6 podem ser
analisados com o auxilio da mecénica quéantica.

Em particular, a natureza ondulatoria dos objetos atdmicos introduz limitagdes no préprio
conceito de "tamanho de um objeto" e na precisdo com que o tamanho pode ser definido,
ligadas ao chamado "principio de incerteza" de Heisenberg.

As dimensoes nucleares sdo "medidas” de forma totalmente indireta. Um método
importante de obter informa¢des neste dominio é o bombardeio de nucleos com particulas
nucleares aceleradas a energias elevadas; a eficacia de difusao dessas particulas pelos nicleos
depende do seu "tamanho”.

Distancias Grandes

Distancias maiores que algumas dezenas de me-
tros ndo se medem usualmente por comparacao direta
com um metro. Um método usado com freqiiéncia é a
triangulacdo, que requer uma distancia conhecida
para servir de base e um instrumento que permita
mirar objetos distantes e medir o dngulo entre a dire-
¢ao da mira e a linha da base, como o teodolito.

A figura 1.2 mostra como se poderia usar este
método para medir a distancia de um ponto A de um
terreno a um objeto C inacessivel (por exemplo, do
outro lado de um rio). A base AB seria a distancia d
entre duas estacas fincadas no terreno e o teodolito
seria usado para medir os 4ngulos dos vértices Ae B
do trisngulo ABC. Tomando AB de forma que BAC =
90° e medindo o angulo 6 = ABC, a distancia incégnita
x = AC é dada por Figura 1.2 Triangulacio.

x=dtg (1.5.1)

A«e«—d——>B

(Base)

E facil estender o método ao caso em que BC é um angulo qualquer, medido pelo teodolito
(verifique!). Para objetos distantes, estaremos lidando sempre com a medida de dngulos
préximos de 90°, e pequenos erros na medida dos dngulos podem levar a erros grandes na
distancia, o que limita o alcance do método (é fcil ver isto no caso da (1.5.1)).

Uma variante deste método foi usada por Eratéstenes no século Il A. C. para medir o
raio da Terra. A idéia de que a Terra tem a forma esférica ji era corrente nessa época: Aristoteles
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havia citado como argumento a som-
. bra circular projetada pela Terra
- sobre a Lua sempre que se interpoe

Raios
solares entre o Sol e a Lua.

O meétodo de Eratéstenes estd
ilustrado na Fig. 1.3. No dia do sols-
ticio de verdo (o dia mais longo do
ano), na cidade de Siene (atual As-
wan), ao meio dia, os raios solares
eram exatamente verticais, o que se
verificava pela auséncia de sombra
de uma estaca vertical (dire¢ao de um
Figura 1.3 Como Eratéstenes estimou o raio da Terra. fio de prumo).

Siene (Aswan)

No mesmo dia, e na hora em que a sombra de uma estaca vertical era mais curta, em
Alexandria, que fica ao norte de Siene sobre o mesmo meridiano, os raios solares faziam um
angulo 6 = 7,2° com a vertical. Conhecendo a distancia s entre Alexandria e Siene, Eratostenes
determinou a circunferéncia C = 2n R da Terra pela expressao

s 0 72 1
2rR 360° 360 50
o que dd C=2r R =50s. O valor de s usado por Eratéstenes foi 5.000 "stadia”, levando a
C =250.000 "stadia"

Uma estimativa moderna do "stadium"(unidade de comprimento grega) é que equivalia
a 157 metros, o que daria

C =39.250 km
em lugar de 40.000 km, um erro < 2%!

Aproximadamente na mesma época, o grande astronomo grego Aristarco de Samos
determinou a distancia Terra-Lua, com precisao comparavel. Para isto, baseou-se também na
sombra circular projetada pela Terra sobre a Lua por ocasido de um eclipse da Lua.
Comparando o raio aparente da sombra com o raio aparente da Lua, e conhecendo pelo
resultado de Eratéstenes o raio da Terra, determina-se o raio verdadéiro da Lua R;. Medindo
o didmetro angular aparente 6; da Lua (angulo subtendido pelo disco lunar visto da Terra),
obtém-se entdo a distincia D da Terra a Lua pela relagdo: 2R; =0, D (6, em radianos). O valor
atualmente aceito para D é de = 384.000 km.

Como a velocidade da luz no vacuo é de = 300.000 km/s, vemos que D corresponde a
pouco mais de 1 segundo-luz. Nas comunicagdes com os astronautas na Lua, havia um intervalo
de um pouco mais de 2s entre a emissdo de um sinal e a recepcao da resposta. Os astronautas
montaram na Lua um refletor que foi utilizado para refletir pulsos de luz emitidos da Terra
por um laser. O intervalo de tempo entre um pulso emitido e o recebimento do "eco” pode ser
medido com grande precisdo, o que permitiu determinar a distancia instantanea Terra-Lua
com precisdo de = 15 cm, ou seja, erro menor que 1 parte em 1 bilhao! E um método andlogo
ao radar.

A determinacdo razoavelmente precisa da escala do Sistema Solar (distancias entre Terra,
Sol e outros planetas) so foi alcangada no século 18, empregando um método proposto por
Halley, em que a passagem da o6rbita de Venus projetada sobre o disco solar era acompanhada
por observadores em latitudes diferentes. Pareceria mais simples usar o método de triangu-
lacdo, com a observagdo simultinea de um planeta como Marte por dois observadores em
pontos diferentes da Terra, separados por uma distancia (base) conhecida. A grande dificuldade
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deste método estava em garantir a simultaneidade das observacgoes, ou seja, na sincronizagao
dos relégios dos dois observadores, que, conforme veremos logo, s6 se tornou possivel na 22
metade do século 18. Depois disso, o método da triangulacdo permitiu determinagdes bastante
mais precisas da escala do Sistema Solar. Recentemente, o método do radar foi aplicado para
determinar com grande precisdo a distancia Terra-Venus.

O raio médio da drbita (eliptica) da Terra em torno do Sol é tomado como definindo 1
Unidade Astronomica (U. A.): 1U. A. = 1,49 x 108 km = 1,49 x 10" m.

A primeira determinagdo de distancia fora do Sistema Solar foi feita pelo astrbnomo
alemao Bessel em 1838, pelo método da "paralaxe Fstréla
estelar”, que nada mais € do que o método de trian-
gulacido, tomando como base o didmetro da orbita
terrestre. A paralaxe mede a variacao da diregao em
que € vista uma estrela a partir de diferentes pontos
da orbita da Terra. Um intervalo de 6 meses entre as
observacbes corresponde a tomar como base o Terra
didmetro d da érbita, conforme mostra a figura 1.4 (o 6 meses
angulo de paralaxe ¢ é definido como a metade do mais
A ; oy tarde
ingulo subtendido entre essas duas posi¢des da
Terra). Mesmo para a estrela mais préxima da Terra,
a-Centauri, que esta a 4,3 A. L. (Anos-Luz) de | = 7“7
distancia, ¢ ja é extremamente pequeno, da ordem de
0,76" (segundos de arco). Como é muito dificil medir
angulos tdo pequenos com precisio, este método so é aplicavel as estrelas mais proximas, no
maximo até distincias de algumas dezenas de A . L.. Para uma estrela a 30 A . L. da Terra, a
paralaxe seria da ordem de 0,1", o 4ngulo subtendido por uma moeda de 1 cm de raio situada
a~40Km de distancia! Ha menos de 200 objetos fora do Sistema Solar (as estrelas dentro de
~10 A.L)) cujas distincias sdo conhecidas com erro inferior a 10%, e apenas da ordem de 10*
estrelas cujas distancias foram medidas pelo método da paralaxe.

Distincias maiores sio medidas por métodos bem mais indiretos, baseados na relagao
entre a luminosidade aparente da estrela {que podemos medir), sua luminosidade intrinseca
(que temos de inferir) e a distancia. Para uma dada luminosidade intrinseca, a luminosidade
aparente cai com o inverso do quadrado da distancia, demodo que o problema se reduz ao de
determinar a luminosidade intrinseca. E como se medissemos a distancia a uma lampada de
100 w (luminosidade conhecida) pela sua luminosidade aparente a essa distancia. A lumino-
sidade intrinseca corresponde aos "100 w" da lampada. Para muitas estrelas, podemos deter-
miné-la através de uma relacio que foi descoberto existir entre a luminosidade intrinseca e a
cor (espectro da radiacao da estrela, que pode ser determinado).

Um método adicional faz uso de estrelas conhecidas como "Cefeidas variaveis”, cuja
luminosidade tem oscilagdes periddicas mensurdveis, de periodo diretamente relacionado
com a luminosidade absoluta. Este método permite determinar as distancias a muitas galaxias
fora da Via Lactea. Finalmente, pode-se inferir dessa maneira a relacdo entre luminosidade
intrinseca e tipo de toda uma galdxia (somente a nossa galéxia, a Via Lactea, contém ~ 10!
estrelas), e usd-las para determinar distancias as galaxias mais longinquas conhecidas, situadas
a mais de 10° A.L. de distancia. Apenas uma ordem de grandeza acima situa-se o assim
chamado "raio do Universo", cujo significado sera discutido mais tarde. Progressos recentes
em cosmologia decorreram do emprego de um novo método, utilizando a luminosidade
maxima das explosoes de uma classe de estrelas chamadas “supernovas do tipo [a”.

E importante em todos estes métodos que a passagem de um método a outro faz uso,
para calibracgdo, de distancias ja determinadas por um método anterior.

Figura 1.4 Paralaxe estelar.
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O caréter extremamente indireto na medicao de distancias muito grandes é responsavel
pela incerteza na determina¢do de um parametro fundamental em cosmologia, a constante
de Hubble, relacionada com a idade do Universo.

1.6 — Sistemas de Coordenadas

Distancias e angulos sdo utilizados para fixar a posi¢do de um ponto no espago, em
relacao a um dado referencial.

O caso mais simples € o de um ponto sobre uma

f: superficie plana. Supomos familiaridade com o sis-

T tema de coordenadas cartesianas (Fig. 1.5), definido

1--‘_)612+ poruma origgm O e dois eixos ortogonais, em relacao

— % — > ao qual a posicdo de um ponto P é definida por suas

O 1 ¢y =-1 coordenadas x (abscissa) e y (ordenadas): P( x,y). Um

P2,-1) sistema deste tipo é empregado correntemente para

localizar uma rua na planta de uma cidade, ou uma
cidade num atlas geografico.

Figura 1.5 Coordenadas cartesianas. No sistema de coordenadas polares (Fig. 1.6), defi-

nido por uma origem O e uma dire¢ao de referéncia
Ox, a posicdo de um ponto P é fixada pela sua distancia r a origem e pelo dngulo 6 que a
dire¢do OP faz com Ox: P(r, 8). Assim, quando dizemos que Braganga Paulista fica a 60 Km ao
norte de S. Paulo, temos r= 60 km e 8 = 90° em relacdo a direcdo de referéncia Oeste — Leste.

Para fixar a posicao de um ponto no espaco,
precisamos de 3 coordenadas, que podem ser, por
exemplo, suas coordenadas cartesianas (x, y, z) em
relacdo a um sistema de 3 eixos ortogonais. Podemos

“empregar também em 3 dimensdes um sistema
anélogo as coordenadas polares (que discutiremos em
detalhe mais tarde). Conhecida a distancia r do ponto
P a uma origem O, sabemos que ele estd sobre uma
esfera de centro O e raio r, e podemos fixar a posicao

de P sobre a superficie curva da esfera através de dois dngulos. Um sistema deste tipo bem
conhecido é empregado sobre a superficie da Terra, fixando-se a posi¢ao de um ponto através
de sua latitude e longitude.

» X

Figura 1.6 Coordenadas polares.

—— N Neridiano O éangulo de latitude A varia entre 0° e 90° ao N
d:‘{.‘g:‘r‘; de ou ao S do equador, e o 4ngulo de longitude ¢ varia
Greenwich| entre 0° e 180° a L ou O do meridiano de Greenwich.
Para a cidade de Sao Paulo, por exemplo, A=23°33'S
e ¢=46°39" O (Fig. 1.7). A latitude e longitude de um
ponto sobre a superficie da Terra sio dados funda-
mentais para a navegacao. Como se determinam?

O problema fundamental, devido a rotagdo da
Terra, é o de encontrar direcoes de referéncia fixas

Equad . . ~ P

mador - no espacgo. A dire¢do do eixo de rotacdo da Terra é

Sdo Paulo S (aproximadamente, conforme veremos depois) uma

Figara 1.7 Latitade ¢ longitude. tal dlrega(?, e podemos determina-la por observagoes
astronOmicas.

Se tirarmos uma fotografia de longa exposicao (algumas horas) do céu noturno, com a
camera apontada para o norte (no hemisfério norte) ou para o sul (no hemisfério sul), o aspecto
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serd semelhante ao da Fig. 1.8. Cada estrela parece
descrever um arco de circulo (de comprimento pro-
porcional ao tempo de exposi¢ao), com os circulos
tendo todos um centro comum, o ponto em gue a
direcdo do eixo de rotacdo da Terra atravessa a "esfera
celeste". No hemisfério norte, hd uma estrela bem )/
visivel proxima deste ponto: Polaris, a "Estrela Polar” [
ou "Estrela do Norte", que ja era conhecida pelos {\\
navegadores desde a mais remota antigiiidade, e por
eles empregada para determinar a latitude.

\\\‘\\
77722 NN\
/ 77 5= 23 \\\\\\\\\\\\\\\\\
iy 107 \\\\\\\\ \\\\ oy
l.,m((l’,lul (((rr \, \ u, |,,,\ " i
/// //M/ g '”
/// ////7/// 7//

/////

Assim, para medir a latitude no hemisfério norte, \f\
basta medir o dngulo 6 entre a direcdo em que Polaris T
é observada e a vertical local (Fig. 1.9); a latitude A é
dada por Figura 1.8 Aspecto de uma foto de longa
}\‘ _ 900 _ e (1 6.1) EXPOSICZIO do céu noturno.
O angulo 8 é chamado de colatitude. Diregdo  Diregdo

. c g de Polaris de Polaris
Para a longitude, o problema era bem mais dificil,

porque nao se dispunha de nenhum objeto celeste fixo
sobre o meridiano de Greenwich, ou seja, que
acompanhe a rotacao da Terra (hoje em dia, existem
satélites geoestaciondrios). A relacdo bem conhecida
entre longitude e fusos hordrios mostra que o
problema se reduz a comparacao entre a "hora local"
e a "hora de Greenwich", ou seja, a um problema de
sincronizag¢ao de relégios. Veremos na préxima Secao
como este problema foi resolvido.

Vertical
0

Equador

1.7 — Medida do Tempo Figura 1.9 Colatitude 6.

Da mesma forma que uma régua permite medir distancias marcando intervalos iguais
de comprimento, um relégio é qualquer instrumento que permita medir o tempo, marcando
intervalos de tempo iguais. p

Qualquer fendmeno periddico, ou seja, que se repete sem alteracdo cada vez que transcorre
um intervalo de tempo determinado (perfodo), pode em principio ser associado com um relégio.
Assim um dos "relégios" mais antigos foi provavelmente associado com o nascer do sol,
definindo o intervalo de um dia. Galileu utilizou como relégio as suas pulsac¢des (batimentos
cardiacos).

Como sabemos que os intervalos de tempo marcados por um relégio sdo efetivamente
iguais? A resposta é que ndo sabemos. Nao adianta invocarmos a sensacdo subjetiva da
passagem do tempo (tempo psicoldgico), que estd associado a um "reldgio biolégico”, definido
pelo ritmo de nosso metabolismo. Sentimos o tempo passar bem mais depressa em companhia
de uma pessoa atraente do sexo oposto do que numa sala de aula, por exemplo! Sabemos
também que os dias medidos pelo método do nascer do sol tém duragdo variavel conforme as
estagoes.

Tudo que podemos fazer é comparar reldgios diferentes e decidir, através de tais com-

paragées e de argumentos tedricos sobre as leis que governam o fendmeno periodico, qual
relégio merece maior grau de confianga. Assim, ao definir a dura¢do do dia pelo periodo de
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rotacdo da Terra, temos a possibilidade de comparar este movimento periédico com outros
"relégios” astronémicos: os periodos de rotacao da Terra em torno do Sol, da Lua em torno
da Terra, de Mercuirio e Venus em torno do Sol, dos satélites de Jipiter em torno do planeta.
Observag¢des muito precisas mostraram concordancia destes outros "reldgios" entre si e
pequenas discrepincias com a rotagao da Terra, levando a conclusdo de que esta rotacdo é
sujeita a pequenas irregularidades, da ordem de 1 parte em 10%. Um dos fatores responsaveis
por elas é o efeito de atrito associado com as marés.

Atribuindo agora a palavra "relégio” o sentido especifico de um instrumento construido
para medida do tempo, os relégios mais antigos conhecidos sdo os relégios de sol, que ainda
sdo encontrados em nossos dias ornamentando jardins. Os mais simples deles baseia-se no
comprimento da projecao da sombra de uma estaca sobre uma escala graduada. O quadrante
solar, um pouco mais elaborado, projeta a sombra de um ponteiro sobre um quadrante
graduado. Os relogios solares apresentam o inconveniente de s6 poderem funcionar durante
o dia e de marcarem horas nao muito iguais.

No antigo Egito e Babilénia ja eram empregados
"relogios de dgua” (clepsidras), baseados no escoa-
mento de um filete de dgua, através de um pequeno
orificio no fundo de um recipiente, para outro reci-
piente contendo uma escala graduada (Fig. 1.10). Um
dispositivo semelhante foi utilizado por Galileu em
experiéncias basicas de mecanica. Os "reldgios de
areia" (ampulhetas), baseados num principio anélogo,
também sdo empregados até hoje.

Nenhum método mais preciso de medir pequenos
intervalos de tempo era conhecido até 1581, quando
Galileu, comparando as oscilagdes de um lustre da Catedral de Pisa com o ritmo de seu pulso,
descobriu o isocronismo das oscila¢cbes do péndulo, ou seja, que o periodo das oscila¢des
permanecia o mesmo, embora a sua amplitude fosse diminuindo (Galileu, que naquela época
tinha 17 anos e era estudante de medicina, aplicou logo esse resultado em sentido inverso,
construindo um "pulsémetro”, péndulo de comprimento padrao destinado a tomar o pulso
do paciente em hospitais). A partir dessa época, comegaram a ser construidos reldgios de
péndulo, acionados por pesos, e também relégios acionados por uma mola espiral,
antecessores dos atuais.

O estimulo principal para a constru¢do de relégios mais precisos veio do problema da
determinacio da longitude. Conforme j4 foi mencionado, este problema se reduz diretamente
ao de comparar a "hora local" com a "hora de Greenwich". Como a Terra gira em torno de
seu eixo de 360° em 24 hs., uma variacao de 1 h da hora local corresponde a um deslocamento
de 15° de longitude (= 360°/24), ou seja, cada grau de longitude equivale a uma variacdo de 4
minutos da hora local. Levando em conta o sentido de rotacao da Terra (Fig. 1.7), vemos, por
exemplo, que, quando é meio-dia em Greenwich, a hora local verdadeira em S. Paulo (longi-
tude 46°39’0) € alguns minutos antes das nove horas da manha (para fins praticos, toma-se a
mesma hora local convencional em todos os pontos de um mesmo fuso hordrio; no caso, a
diferenca de hora local convencional seria de 3 horas).

Para determinar a longitude na navegacao, bastaria portanto transportar a bordo do
navio um reldgio acertado pela hora de Greenwich, e comparé-lo, por exemplo, com 0 meio
dia local (sol a pino). Mas isto requer um relogio de grande precisao, pois um erro de 1 minuto
no tempo equivale a (1/4)° = 10* Km / 360 =~ 28 Km. Logo, se um navegador quisesse determinar
alongitude com erro menor que 0,5° (= 56 Km ) depois de uma viagem de 6 semanas, o reldgio
néo poderia adiantar ou atrasar mais do que 2 min em 42 dias, ou seja, 3 segundos por dia!

Figura 1.10 Relogio de dgua.
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A importancia prética do problema pode ser ilustrada pelo fato de que um Tratado como
o de Tordesilhas (1493), dividindo as terras do globo entre Portugal e Espanha, tinha efeitos
meramente académicos enquanto ndo se pudesse determinar que terras estavam situadas a
leste ou a oeste de um dado meridiano. Em 1714,0 Parlamento inglés ofereceu o maior prémio
jamais oferecido até aquela época (£ 20.000) a quem inventasse um método pratico de
determinagdo da longitude com erro < 0,5°. Newton, Huygens, Leibnitz e outros cientistas
ilustres ndo haviam conseguido resolver o problema.

Finalmente, ele foi resolvido por um carpinteiro inglés chamado John Harrison, com a
construgio de seu "crondmetro maritimo". O problema mais dificil era o de compensar os
efeitos da dilatagdo da mola espiral devido a variagoes de temperatura. Apods mais de 30 anos
de trabalho, Harrison chegou a seu "Modelo 4", que foi testado em 1761, numa viagem de
Portsmouth a Jamaica. Decorridos mais de 5 meses de viagem, o relégio s se tinha desviado
de 1 min 53 1/2 s, satisfazendo amplamente as condigdes exigidas. Assim mesmo, o prémio
nao foi pago! Harrison s6 recebeu a metade em 1765, apés um segundo teste, em que 0 €rro
foi < 0,1 segundos por dia em 156 dias. Acabou recebendo a segunda metade em 1777, por
intervencéo direta do rei George IiL

A precisio do crondmetro maritimo de Harrison era da ordem de 1 parte em 105,
comparavel a precisio de um moderno relégio "elétrico”, baseado nas vibracoes de um
diapasdo e nas oscilagdes elétricas de um circuito. Um reldgio de pulso de quartzo, baseado
em oscilacdes de um cristal de quartzo submetido a um campo elétrico, tem usualmente uma
precisdo da ordem de 1 s por més, ou seja, ~ 3 partes em 107, mas rel6gios mais sofisticados
baseados em osciladores de quartzo atingem uma precisdo da ordem de 1 parte em 108,

Num "relégio atdmico”, utiliza-se como padrao de freqiiéncia uma freqliéncia caracte-
ristica associada a uma radiacdo (na regido de microondas) emitida por 4tomos de césio 133,
que por sua vez controla oscilagdes eletromagnéticas na regiao de microondas e um oscilador
de quartzo. A precisdo do atual padrao primario de tempo (NIST - F1) é de 2 partes em 107
{1s em 20 milhdes de anos!).

Com o relégio atdmico, tornou-se facil detetar as irregularidades da rotagdo da Terra ja
mencionadas (da ordem de 1 parte em 108). Até 1956, a definicdo da unidade de tempo (1s) se
fazia em termos do dia solar médio, a média sobre um ano da duragdo do dia (de meio-dia a
meio dia), com 1 s = 1/86.400 do dia solar médio. Em 1956, tendo em vista as irregularidades
na rotagdo da Terra, adotou-se uma defini¢ao baseada na duragao do ano {periodo de revolugao
da Terra em torno do Sol), mas, levando em conta que esta é também varidvel (de forma

Iconhecida com grande precisio), relativa & duragdo do "ano tropical” 1900 (1 ano tropical é o

intervalo entre duas passagens consecutivas do Sol pelo equindcio de primavera). Assim, 1
"segundo das efemérides" foi definido como a fragéo 1/31.556.925,9747 do ano trépico 1900.
Finalmente, em 1967, foi decidido definir também o segundo (como o metro) em termos de
uma radiacdo atémica caracteristica. A definicdo atual do segundo é: 1 s é a duragao de
9.162.631.770 periodos da radiagdo caracteristica do césio 133 que é empregada no relégio
atomico.

S3o comumente empregadas as seguintes designacoes para fragoes de 1 s:
1 ms (milisegundo) = 1073 s,
1 us (microsegundo) = 10° s,
1 ns (nanosegundo) = 107 s,
1 ps (picosegundo) = 1071 s,
1 fs (femtosegundo) = 107° s
1 as (atosegundo) = 10785,
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TABELA 1.2 — ESCALA DE TEMPO (em segundos)

1 ms —— 10 —-«— Periodo médio de ondas sonoras audiveis

Unidades 10! —«— Idade do Universo i Meétodo de medida
derivadas —-«— Idade do Sistema Solar : v
—|-«— Aparecimento da vida na Terra i
1015 — : 4
—-=—— Aparecimento do homem na Terra ] Datagao
- ' Radioativa
—-«—— Aparecimento da agricultura it eREEEE
1010 | 5
—|-«— Duragfo média da vida humana ;
1 a (Ano) ————»:4— Periodo da orbita da Terra em torno do Sol :
=3.1x10"s _] |
1d(dia) ——»10° —{-«— Periodo de rotacio da Terra : Medida
=8,6 x10%s — | + direta
—1-«— Tempo levado pela luz do Sol até a Terra : com relogios
_— :
ls——————»10° —]<«— 1 batimento cardiaco ;

1 us ———» 10 —<«— Periodo tipico de ondas de radio

10-10 —{=+— Tempo levado pela luz para percorrer 1 m Métf)d.os
0 eletronicos
lps ———» 10712 — ;
] / Pulsos mais curtos produzidos por lasers E
1fs ——» 1015 — Periodo caracteristico das oscilagdes Foeesnoos e
— atomicas e da luz visivel
— Meétodos

— o
_|—Periodo de vibragdes nucleares

— s
10-2* —<«— Tempo levado pela luz para atravessar
um nicleo

10720 — ’ | indiretos

A Tabela 1.2. dd uma idéia da escala de tempos abrangidos pela fisica. Como se medem
tempos extremamente pequenos e extremamente longos, como os indicados nessa tabela?

Medida de tempos muito curtos

Os métodos diretos de medida de tempos muito curtos sdo métodos eletrénicos. Um dos
instrumentos mais importantes para este fim é o osciloscépio.

O "relégio” do osciloscopio é um circuito eletrénico oscilante que aplica um sinal oscilante
a um feixe de elétrons, fazendo-o varrer a tela do osciloscépio de um lado para outro (Fig.
1.11) com velocidade uniforme conhecida (¢ um principio semelhante ao empregado num
aparelho de televisao).
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Podemos calibrar o aparelho diretamente em
termos do tempo levado pelo feixe para percorrer
cada graduacéo. Para alguns dos osciloscopios mais
rdpidos atuais, este tempo é da ordem de 10 s por
cm.

Se aplicarmos um impulso elétrico as placas
defletoras verticais do osciloscépio, desviando o feixe

) PRSI VLI A pe gy o aran

de eléirons de sua irajetdria horizontal, o pulso apare-
cerd na tela (Fig. 1.12), e sua duragdo podera ser me-
dida diretamente em termos do numero de gradua- Duragio

coes e da calibracao. At do pulso

A duragdo de pulsos luminosos de picosegundos
pode ser medida fotografando o pulso e medindo o
seu comprimento, uma vez que a velocidade da luz é
conhecida. Diversas das assim chamadas "particulas
elementares” tém vidas médias da ordem de 1072 s,
que sao medidas por métodos indiretos, baseados na

interpretacdo teérica das interagdes observadas
dessas particulas. Figura 1,12 Pulso visto num osciloscopio.

Figura 1.11 Varredura.

Medida de tempos muito longos

Que sentido tem falarmos em medir tempos da ordem de milhdes de anos? Tem um
sentido histérico referente ao passado, ou seja, podemos tentar determinar a idade de objetos
ou materiais (época em que foram formados), ou a época no passado em que ocorreram
eventos de interesse.

O principal método empregado para este fim € o da datacdo radioativa. A idéia bdsica do
método é muito simples, e pode ser compreendida pela seguinte analogia. Se tivermos sobre
uma chama uma chaleira com dgua, e conhecermos a quantidade de d4gua na chaleira no
instante em que se inicia a ebuli¢do, bem como a quantidade vaporizada por unidade de
tempo, podemos determinar o tempo transcorrido desde o inicio da ebuli¢do medindo a
quantidade de agua que resta na chaleira.

Um "relégio natural" deste tipo sdo as substancias radioativas. A radioatividade foi
descoberta por acaso por Henri Becquerel em 1896, pela sensibilizacao de chapas fotograficas
que haviam sido guardadas numa gave-
ta onde havia sais de uranio. Foil desco-
berto posteriormente que o uranio emite
radiacOes que o fazem passar por uma
série de transmutagdes radioativas (em
elementos diferentes), até chegar a um
elemento estavel, o chumbo. Descobriu- 4004
se também a existéncia de um grande
nimero de outros elementos radioa-

8004 Valor da moeda

tivos. 200+
O decréscimo com o tempo da 100
quantidade restante de um elemento 503z e L - Ano

radioativo nao é proporcional ao tempo 1970 71 72 73 74 75 76 71 T8
transcorrido, como no exemplo da cha-
leira, mas obedece a assim chamada "lei  Figura 1.13 Decaimento exponencial.
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exponencial” da desintegragao radioativa. Para entendé-la, vamos de novo recorrer a uma
analogia. Consideremos um pais hipotético onde a taxa de inflacao seja 100% ao ano. O grafico
da Fig 1.13 mostra como evoluiria em func¢do do tempo o valor aquisitivo de uma soma fixa
dessa moeda, equivalente a 800 unidades no ano de 1970. Ao fim de cada ano, o valor se tera
reduzido a metade do valor no ano anterior. O valor apds x anos sera uma fragdo do valor
inicial dada por

1 _ valor apds x anos _ (1))( 1

i = = (1.7.1)
o valor inicial kZJ 2%
Se conhecermos @, podemos entdo determinar o tempo decorrido x, em anos , por:
(X)anos = 1092 o 1.7.2)

O tempo que leva para se passar de um dado valor @ metade desse valor chama-se meia-
vida. No exemplo acima, a "meia-vida" do poder aquisitivo da moeda é de um ano.

O numero N de 4tomos numa amostra de uma substancia radioativa também obedece a
lei exponencial de desintegracdo, com meias-vidas que podem variar desde fra¢des de sequndo
até bilhdes de anos, conforme a substancia. Costuma-se designar por Ty, a meia-vida; por
exemplo, para U**® (urénio 238), Ty, = 4,5 x 10 anos. Se N, é a populacio inicial de 4&tomos
radioativos (numero inicial na amostra), ap6s decorrido um tempo t, que corresponde a

x=t/Ty,, meias-vidas (1.7.3)
a populagao se tera reduzido a uma fracio
1 _N(@®)
e 1.74
a= N, (1.7.4)

do valor inicial, onde N(t} é o nimero de dtomos radioativos no instante t. Combinando as
equacoes acima, obtemos o valor do tempo decorrido t:

t=T,5109,IN, / N(1)] (1.7.5)

Na aplicacao d . ,
passado, tem importéncia fundamental o fato de que os dtomos radioativos sio relégios de
muita confiancga, "a prova de choques", porque as amostras analisadas terdo sido submetidas
a tremendas varia¢oes de pressdo, temperatura e outras condi¢ées ambientais. A meia-vida
da desintegracdo radioativa ndo é afetada por esses fatores, porque depende apenas de
processos envolvendo forgas de interacao e energias nucleares, muito maiores do que as que

estdo associadas as flutuacées do ambiente.

ao do método de datacio radioativa & medida de tempos muito remotos no

-
Datacio geoldgica pelo K*

Um dos métodos mais empregados de datagdo geoldgica baseia-se nas propriedades de
um is6topo radioativo do potassio, o K*. O is6topo de ocorréncia mais comum, que é estével,
€ 0 K*, e a abundancia relativa atual numa amostra de potéssio é de 1 dtomo de K*° para cada
8.400 dtomos de K.

A meia-vida do K* é: T;;, = 1,3 x 10° anos. Como sabemos disto? Nio é esperando um
bithdo de anos para ver uma populagéo inicial reduzir-se a cerca da metade! A meia-vida de
uma substéncia radioativa pode ser medida detectando as radia¢des por ela emitidas; o nimero
de contagens do detector permite medir a fracdo dos dtomos que se desintegram por segundo,
determinando assim Ty,,. Para uma amostra macroscépica, em que a populacdo de dtomos
radioativos pode ser da ordem de 10?° 4&tomos, isto leva a um ndmero de contagens por segundo
facilmente detectavel, mesmo para meias-vidas tao longas como a do K*.
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0 K* se desintegra de duas maneiras diferentes, que mantém proporgoes fixas entre Si:
12% dos atomos de K* se desintegram em argdnio 40 (A*0), e 0s 88% restantes em célcio 40
(Ca*). O argonio é um gés nobre, ou seja, quimicamente inerte (ndo se combina com outras
substancias), e fica preso nos intersticios do material que continha o K% de modo que é
preservado apds a sua formacao. Isto ja ndo acontece com o célcio, que forma vérios compostos
quimicos.

Suponhamos, por exemplo, que a andlise quimica de uma amostra derocha de 1 g revele
a presenca de 4,21 x 1072 g de potassio (39 + 40) e 9,02 x
precisa ser analisado. Qual é a idade da amostra?

Podemos obter o nimero atual de 4tomos de cada elemento na amostra a partir das
quantidades em gramas, lembrando que o nimero de d&tomos em 1 mol de Kou A € o nimero
de Avogadro,

1077 4 da aradn
1V Or

: A
g de argonio (40). O calcio nao

i v a

6,02 x 10*®  4tomos/ mol,

e que as massas atomicas sdo: K — 39,10; A% — 39,95. Assim, 39,1g de K* eqiiivalem a 6,02
x 102 4tomos de K%, e 39,95 g de A* a 6,02 x 10?® 4tomos de A*. Os dados acima revelam
entio que hd atualmente na amostra 6,48 x 10%° 4tomos de potdssio e 1,36 x 10'® dtomos de
argonio. Dada a abundancia relativa de K* o numero atual de atomos de K* é :

6,48 x 10%°
8.400

Por outro lado, todos os dtomos de A*® na amostra provém de desintegragdo do K*, mas
s6 se formam 12 4tomos de A* para cada 100 desintegracdes de K*” (as restantes levam ao
Ca*). Logo, 0 numero total de dtomos de K* que se desintegraram deve ser

N(t)= =7,71% 10'®  4tomos

11929 x1,36x10"® =1,133x 10"

e a populagdo inicial de K* na amostra era

N, =11,33x10'" +7,71x 10" = 1,90 x 10"

Levando estes resultados na (1.7.5), obtemos a.idade da amostra:

0,771

\-.__\,_—_/
logy(2,46)/10g,2=1,3

t=1,3x10° logz[ 1’90] anos,

ou seja, a idade darocha ét=1,7 x 10° anos. Que significa esta idade? O instante 0 deve ser
interpretado como aquele em que a rocha se formou, ou seja, se solidificou pela ultima vez a
partir de material derretido. A maior parte das rochas da crosta terrestre passaram por este
processo mais de uma vez.

Além do K* outros isétopos radioativos de vida longa sdo também empregados na
datacio geoldgica, por exemplo, 0 U, com Ty, = 4,5 x 10 anos, e 0 Rb¥, com Ty, = 5,0 101
anos. Quando podemos datar a mesma amostra com base em varios isétopos diferentes, os
resultados concordam muito bem entre si, justificando a confianga no método e nas hipoteses
em que se baseia.

As rochas mais antigas encontradas na Terra tém idades da ordem de 3,5 X 10° anos;
fésseis nelas encontrados indicam que as formas mais primitivas de vida ja tinham aparecido
cerca de 10% anos apos a solidificagao da crosta terrestre.
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Aidade da Terra, que podemos identificar com a idade do Sistema Solar, pode ser estimada
aplicando o método de datacao radioativa a amostras que ndo tenham passado pelos processos
de transformacao a que foi sujeita a crosta terrestre. Os meteoritos mais antigos jéencontrados
tém ~ 4,7 x 10° anos. As rochas lunares mais antigas trazidas pelos astronautas tém ~ 4,6 x 10°
anos. O acordo e a consisténcia entre dados de fontes diferentes permitem interpretarmos
estes numeros como definindo aproximadamente a idade do Sistema Solar, e portanto também
da Terra.

Datacao com carbono radioativo

Ndo € por coincidéncia que os radiois6topos que ocorrem naturalmente nas rochas sio
aqueles com Ty, 2 10° anos. E simplesmente porque radioisétopos de vidas mais curtas ja se
desintegraram praticamente em sua totalidade desde a época em que as rochas se formaram.

Entretanto, existem processos naturais que levam a formagao continua de radioisétopos.
Conforme foi descoberto por Hess em 1911, a Terra é continuamente submetida a0 bombardeio
de particulas de energias extremamente elevadas, os raios c6smicos. A intenacdo dessas
particulas com a atmosfera d4 origem a formagéo continua de diversos radioistopos. Um
deles, o carbono 14 (C'%), desempenha um papel importante na datacdo de eventos ocorridos
até ~ 20.000 anos atras, ou seja, na Histéria da Civilizagdo. A meia-vida do C1* é

Ty» =5.730 anos

O C™ é formado na atmosfera a partir do nitrogénio (N'¥) submetido ao bombardeio dos
raios c6smicos. Por sua vez, a desintegracdo do C'* leva a formagdo de N, de modo que se
estabelece um equilibrio dindmico entre formacao e desintegracio,

N¥ = ¢
levando a uma abundéncia relativa fixa e bem definida do C'* na atmosfera em relacdo ao
isétopo estével de carbono, C'2 (a proporgio é de 1 4&tomo de C'* para ~ 7,8 x 10! 4tomos de

C'). O carbono formado entra rapidamente em combinagcdo com oxigénio na atmosfera,
para formar CO, radioativo.

Se considerarmos agora o efeito sobre a biosfera, vemos que as plantas assimilam CO,
da atmosfera na fotossintese e exalam CO, na respiracdo; .as plantas, por sua vez, sio
assimiladas por animais e o0 CO, também é trocado com a atmosfera no metabolismo animal.
Logo, todos os seres vivos estdo em equilibrio com a atmosfera e contém CO, radioativo (com
C™) na mesma proporcio que a atmosfera, enquanto permanecem vivos.

Isto deixa de valer, porém, quando o ser vivo morre, deixando de trocar CO, com a
atmosfera. A populacdo N, de C** que ele contém ao morrer desintegra-se a partir de entdo
sem que haja novo C!* introduzido, de modo que a popula¢do N(1) cai com o tempo t decorrido
apos a morte segundo a (1.7.5). Comparando a abundancia relativa C'*/C' numa amostra
(fossil de planta ou animal) com o valor de equilibrio na biosfera {(ou comparando as
radioatividades correspondentes), pode-se entdo determinar o valor de t.

As hipdteses necessarias para validade do método (por exemplo, que a abundéancia relativa
C'/C'? na biosfera nio se alterou significativamente desde a época correspondente ao tempo
t) podem ser testadas, aplicando-o a amostras de idade conhecida (por exemplo, fragmentos
de arvores cuja idade pode ser determinada pela contagem de anéis no tronco). Os resultados
mostram que o método é de confianga, desde que se tome um certo niimero de precaugoes.

Entre os resultados de grande valor para os historiadores obtidos por este método

podemos citar: amostras de carvao das cavernas de Lascaux (onde foram encontradas pinturas
prehistdricas) datam de 15.500 + 900 anos atrds; os pergaminhos do Mar Morto datam de
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1.917 £ 200 anos atrés; ha indicios de civilizacdo no México datando de ~ 1500 A.C., o que
constituiu uma grande surpresa para os historiadores, recuando de 1.000 anos a época das
primeiras civilizacdes conhecidas no México.

O "tempo absoluto” de Newton

Em seu grande tratado "Os Principios Matematicos da Filosofia Natural", publicado em
1687, Newton introduziu o conceito de "tempo absoluto”, definindo-o da seguinte maneira:
"0 tempo absoluto, verdadeiro e matemdtico, por si s6 e por sua propria natureza, flui
uniformemente, sem relacdo com nenhuma coisa externa, e € também chamado de duracao”.

Um dos objetivos da discussao detathada feita acima sobre a medida do tempo foi tornar
patente o fato de que o tempo fisico é definido em termos de relégios, que sdo objetos
concretos, sujeitos as leis fisicas, como qualquer outro objeto. A atitude expressa por Newton
ignorando este fato foi em parte responsdvel, dada a autoridade de que se revestia, pelo
preconceito de que o tempo ndo poderia ser afetado por qualquer condigao fisica.

Néio podemos saber, a priori, como o andamento de um reldgio ¢é afetado por condi¢oes
fisicas extremas, muito remotas de nossa experiéncia quotidiana, por exemplo, pelo transporte
do reldgio a velocidades extremamente elevadas (comparaveis a velocidade da luz), ou pela
presenca de campos gravitacionais extremamente intensos. A experiéncia mostra que tais
condigoes de fato afetam a marcha do relégio (efeitos da relatividade restrita e da relatividade
geral, respectivamente), de forma que hipoteses ndo-fisicas sobre o tempo, como a de New-
ton, tém de ser revistas nessas condicoes.

PROBLEMAS - CAPITULO 1

Nos problemas abaixo sobre estimativas, trata-se de estimar ordens de grandeza tipicas.
Consulte fontes externas (biblioteca, Internet) para obter dados auxiliares. Explique sempre o
raciocinio empregado para justificar cada estimativa.

1. Estime o nimero de fios de cabelo que vocé tem na sua cabeca.
2. Estime o numero de folhas de uma arvore.

3. Estime o volume ocupado pelo nimero de notas de R$ 1,00, correspondente a divida
externa do Brasil. Se pudessem ser empilhadas, que altura atingiria a pilha?

4. Estime o nimero médio de gotas de chuva que caem sobre uma drea de 1 Km? para uma

precipitacao de 1 cm de chuva.

(a) Estime o numero de graos de areia da praia de Copacabana (ou de outra que vocé

conheca melhor). (b) Estime o niimero de dtomos contido num grao de areia. Compare

as duas estimativas.

6. Em cada inspiracdo, absorvemos cerca de 15% do oxigénio que penetra em nossos
pulmoes. Num tipico elevador lotado de um prédio de apartamentos, preso entre dois
andares, quanto tempo levaria para que 10% do oxigénio contido na cabine fosse
consumido?

7. Quanto tempo leva a luz do Sol para chegar até a Terra? E até Plutao?

Estima-se que a densidade média de matéria no Universo corresponde a da ordem de 3
4tomos de hidrogénio por m®. (a) Estime a massa total contida dentro do raio do Universo;
(b) Estime o ndmero total de niicleons (neutrons e prétons) contido nesse volume; (c)
Compare a densidade média de matéria no Universo com a densidade tipica no interior
do nucleo atdémico.

o
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=

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

A popula¢ao atual da Terra é da ordem de 5 bilhoes de pessoas, e duplicou em menos de
50 anos. Se a populagdo continuar duplicando a cada 50 anos, qual serd a ordem de
grandeza da populacdo da Terra no ano 3.000? Qual seria a area da superficie da Terra
disponivel por habitante nessa época, com as mesmas hipoteses?

Segundo o fisico inglés James Jeans, em cada inspira¢io, ha uma probabilidade aprecidvel
de que penetre em nossos pulmodes uma molécula de ar remanescente do dltimo suspiro
exalado por Julio César. Verifique essa estimativa.

Quando o Sol se poe, decorrem aproximadamente 2 minutos entre o instante em que o
disco solar encosta no horizonte e sua ocultagdo completa. A partir deste dado, estime o
didmetro angular aparente do Sol visto da Terra, em graus e em radianos.

Um parsec é definido como a distancia a partir da qual uma unidade astrondmica (distancia
média Terra-Sol) seria vista subtendendo um angulo (paralaxe) de 1 segundo. Calcule 1
parsec em m e em anos-luz.

Admitindo que a idade do Universo é da ordem de 10 bilhdes de anos, que fragio do 238U
inicialmente formado ja se desintegrou ?

Analisando uma amostra de rocha, verifica-se que ela contém 1,58 mg de 2°8U e 0,342 mg
de ZOSbe que éo produto final estavel da dpqinjpgmgéo do 238U. Admitindo aue todo o

SO G QBQIU L (e ) Epeil ira l\y Ugd Ueaiincyla il Yy

206ph encontrado provém da desintegracao do 2®U originalmente contido na amostra,
qual é a idade da rocha?

No século Il A.C., 0 astrbnomo grego Aristarco
de Samos estimou a razao dg¢/d; entre a distan- Sol
cia dg da Terra ao Sol e a distancia d; da Terra a
Lua medindo o angulo 6 entre as direcdes em
que a Lua e o Sol sdo vistos da Terra quando a
Lua estd exatamente "meio cheia" (metade do
disco lunar iluminado: veja a Fig.). O valor que
obteve foi 8 = 87°. (a) encontre a estimativa de
Aristarco para ds/d;. (b) Com base nos valores
atualmente conhecidos, ds/d; = 389. Ache o valor
real de 0 e critique o método de Aristarco.

Em seu tratado "Célculos com Areia“, Arquimedes inventou uma notagao para exprimir
nimeros muito grandes e usou-a para estimar o nimero de graos de areia que caberiam
no "Universo" da sua época, cujo raio era identificado com a distincia da Terra ao Sol. O
nimero que encontrou, em notagdo moderna, seria inferior a 10%!. Verifique a estimativa
de Arquimedes.
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2.1 — Velocidade média

A analise do movimento é um problema fundamental em fisica, e a forma mais simples
de aborda-la é considerar primeiro os conceitos que intervém na descricao do movimento
(cinematica), sem considerar ainda o problema de como determinar o movimento que se produz
numa dada situacdo fisica (dinamica). No presente capitulo, para simplificar ainda mais a
discussdo, vamo-nos limitar ao movimento em uma s6 dimensao — por exemplo, 0 movimento
de um automdvel em linha reta ao longo de uma estrada. Como muitos aspectos da cinematica
sao discutidos no curso secunddrio, vamos restringir o tratamento a apenas alguns topicos
centrais.

Para descrever o movimento, precisamos em primeiro lugar de um referencial, que, no
caso unidimensional, é simplesmente uma reta orientada, em que se escolhe a origem O; a
posicdo de uma particula em movimento no instante t é descrita pela abscissa correspondente
x(1).

Concretamente, podemos pensar no

seguinte exemplo: x(f) é a posi¢do na es- AN
trada, no instante t, ocupada pelo para- m
choque dianteiro de um carro em movi- T T T T

. 0 1 2 3
mento ao longo da estrada (em linha reta).
Poderiamos determinar x(t), por exemplo, Figura 2.1 Movimento unidimensional.
filmando o movimento do carro e depois
analisando uma a uma as imagens do filme. Sabendo quantas imagens por segundo sdo tiradas
pelo filmador, saberiamos o intervalo de tempo At (uma fracdo de segundo) entre duas imagens
consecutivas do filme, e poderiamos assim obter o valor de x nos instantes: 0, At, 24A¢, ...,
bastante préximos entre si {(poderiamos também estar filmando simultaneamente um
crondmetro fixo em primeiro plano, para definir o instante correspondente a cada imagem).

T — x (m)

Outro método de "congelar” a posi¢do instantanea de um objeto em movimento é tirar
uma fotografia de exposicdo multipla em que o objeto é iluminado a intervalos de tempo At
regulares por um "flash" ultra-rapido (estroboscopia). O aspecto de uma fotografia deste tipo
para uma bolinha em queda livre ao longo de uma régua graduada estd esquematizado na
figura 2.2.

Por um qualquer destes métodos, podemos construir uma "tabela hordria" do movimento,
do tipo

ts)| 0 | 1| 2| 3|
xm! o To8l310 15l
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ou um grafico, do tipo:
078
] x (m)
X - ® « 2 At
57
Je 3t
10—
] PN +— 1 (8)
15—
— 4 At .
] * < Figura 2.3 Grifico de um movimento.
20__ . . . ya . o
J O movimento mais simples é 0 movimento uni-
] forme, em que este grafico é uma reta:
25— @ « 5 At
x(t)=a+ bt 2.1.1)
Figura 2.2 Visao estroboscépica de uma Este movimento se caracteriza pelo fato de que per-

bolinha em queda livre. cursos iguais Ax = x4 - X3 = X - X1 (Fig. 2.4) sdo descritos

em intervalos de tempo iguais At=t; -tz =t - t4
A velocidade v do movimento € definida por

Ax _ x(tp)—x(t;)

21.2
Attt G

ou seja, € a razao do deslocamento ao intervalo de
tempo que ele leva para se produzir. Graficamente, v
representa o coeficiente angular da reta no grafico x
xt(v=bparaa(2.1.1).

A velocidade se mede em m/s (=m - s™), ou cm/s,
ou kmy/h, ..., conforme as unidades adotadas. Note que
v pode tomar tanto valores positivos como negativos;
pela (2.1.2), v < 0 quandp Ax < 0 para At > 0, ou seja,

> ¢ quando o movimento se da no sentido dos x decres-

centes (marcha-a-ré, no exemplo do carro!). Poderia-

Figura 2.4 Grifico de um movimento mos chamar de "rapidez” o valor absoluto da velo-
retilineo uniforme. cidade, |v|.

Se aplicamos a (2.1.2) tomando para t, um instante t qualquer e para t; o instante inicial
tg, com

x(ty)=x, (posicao inicial), (2.1.3)

obtemos a "lei hordria” do movimento retilineo uniforme:

| x(t)= xg +vit=ty) | (2.1.49)

Qualquer movimento retilineo ndo-uniforme chama-se "acelerado”. Podemos estender a
(2.1.2) a um movimento acelerado definindo vy, ,, a velocidade média entre os Instantes t; e
tz, com X(t1) = X4, X(tg) = Xo, AX = X9 — X4, At = tg = t1, por

- _x(t)-x(t)  Ax

v = =— 215
bk Ty At LD
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que representa geometricamente, conforme vemos na x
Fig. 2.5, o coeficiente angular (= tg 8) da corda que
liga 0s extremos 1 e 2 do arco de curva correspondente
no grafico x x t. A velocidade média entre t, e {, cor-
responde portanto a velocidade de um movimento
uniforme que, partindo de x(t;) em t;, chegasse a x(t,)
em tg.

Assim, para um ca a estrada
Sao Paulo-Rio (suposta retilinea) em dez horas, a
velocidade média entre partida e chegada seria de 400
km/10 h = 40 km/h. Mas isto informa muito pouco  Figura2.5 Interpretacao geométrica da
sobre o movimento durante o percurso. O carro velocidade média.
poderia ter parado durante algumas horas em algum ponto intermediario, e poderia ter
desenvolvido velocidades médias bem maiores em algumas etapas do percurso. Seria bem
mais informativo dar o valor de v em diferentes etapas do percurso, e isto descreveria tanto
melhor o movimento quanto mais curtas as etapas, pois o erro cometido ao aproximar trechos
curtos do percurso por movimentos uniformes vai diminuindo & medida que encurtamos

esses trechos.

2.2 — Velocidade instantanea

Que significa "velocidade num dado instante t"?

Para ilustrar este conceito, vamos parafrasear uma anedota utilizada por Feynman em
seu curso (veja a Bibliografia no final do livro). Ela tem a forma de um didlogo entre um
estudante (E.) que estava dirigindo seu carro de forma a ndo chegar atrasado na aula de fisica
e o guarda (G.) que o fez parar, acusando-o de excesso de velocidade:

G.: O seu carro estava a 120 km/h, quando o limite de velocidade aqui é de 60 km/h!

E.. Como é que eu podia estar a 120 km por hora se sé estava dirigindo aqui ha cerca de
1 minuto, e ndo durante uma hora?

G.: Oque quero dizer é que, se continuasse em frente do jeito que estava, teria percorrido
120 km em uma hora.

E.: Se tivesse continuado sempre em frente, eu teria ido bater no prédio da Fisica!

G.. Bem, isso seria verdade se tivesse seguido em frente por uma hora. Mas, se tivesse
continuado em frente por 1 minuto, teria percorrido 120 km/60 = 2 km, e em 1s teria
percorrido 2 km/60 = 33,3 m, e em 0,1s teria percorrido 3,33 m, e teria dado
perfeitamente para prosseguir durante 0,1 s.

E.: Mas o limite de velocidade é de 60 km/h, e nao de 1,66 m em 0,1s!
G.. E a mesma coisa: o que conta é a velocidade instantanea.

[Fizemos apelo a um grau considerdvel de licenca poética nos dotes de G. em matéria de
conhecimentos de fisica e de paciéncia, mas é preciso reconhecer que E. também tem um
pouco de razido: é permitido exceder o limite de velocidade em intervalos de tempo
extremamente curtos, como nas ultrapassagens).

A velocidade de um carro usualmente nao sofre nenhuma alteracao aprecidvel em
intervalos de tempo < 0,1 s, de modo que nao é preciso, neste exemplo, tomar intervalos
menores. Se necessario, para calcular a velocidade instantanea com precisdo cada vez maior,
poderiamos considerar o espaco percorrido em 102 s, 107 s, ... Quanto menor At (e em
conseqliéncia também o Ax correspondente), mais o valor de Ax/At se aproxima da velocidade
instantanea.
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Exemplo: Na experiéncia de queda livre da bolinha
(Fig. 2.2), o grafico x x t tem a forma de uma parabola
(Fig. 2.6), x = of?, onde, para xem m e t em s, o valor
de o seria ~ 5 m/s% tomemos

x(t) =5t% (2.2.1)

Qual é a velocidade instantinea para t = 1 s? Com

1 anta t = 1 ¢ calenilamng a vnlacidad
(eEhtine) o ISEhie £ 8 | S, CailCuiimos a vaioliaaae

média (2.1.5) a partir de instantes anteriores e para
instantes posteriores, tomando At=1s, 0,15, 0,01s,

» 1 (s)

Figura 2.6 Velocidade média na queda livre.

= x(1)-x(0) _5-0
T =

01 10 —1_0:5m/s
At=1s
A L = JPp
Voot = x(11]_g(g,9) _ 5(;0_ 04{905 _9.5m/s
’ ’ At=0,1s
e x(1,1)— x(1) _ 6,05-5,00 —10.5m/s
’ 1,1-1 1,1-1
JRETR - e
! g ’ At=0,01s
Voo = x(1,01)— x(1) _ 5,1005 - 5,0000 -10,05m/s

1,01-1,00 1,01-1,00

Como a pardbola € uma curva concava para cima, o coeficiente angular da corda que
liga dois pontos da curva vai aumentando a medida que subimos na curva, de forma que a
seqiiéncia acima deve representar aproximacdes alternadamente por falta e por excesso da
velocidade instantdnea vparat=1s:5m/s<v<15m/s; 9,5 m/s<v<10,5m/s; 3,95 m/s < v <
10,05 m/s, ... o que sugere qual deve ser o valor de v.

v=10m/sparat=1s
Este valor deveria ser obtido como caso limite da seqiiéncia quando At — 0. Com efeito,

Ax = x(1+ At)— x(1) = 5(1+ At)? —5 = 5[1+ 2At + (A’ ]~ 5 = 10At + 5(At)

2
Vi = A a0-xA)_ Ax_T0At+SAY 46 500 10 quando at 0
T+At-1 At At

Note que, quando At — 0, também Ax — 0, mas o quociente Ax/At tende a um valor finito,
=10 m/s no exemplo acima.

Para uma fun¢ao x(t), o limite

lim[x(t0+At)—x(to)}= 1im[i‘§j :(dxj or
t=t, t=t,

A0 At a0\ AL dat
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chama-se derivada de x em relacdo a t no ponto t,. Note que dx e dt sdo notagoes.
No exemplo acima da funcio (2.2.1), obtivemos:

(d_xj =10 (emm/s)
at ) _,

A notacdo "lim"(limite) para At — 0 significa que podemo-nos aproximar tanto quanto
quisermos do resultado exato tomando At suficientemente pequeno, como fizemos nos célculos
numéricos da pg. 26. O limite acima nem sempre existe para qualquer func¢ao de {; quando
existe, a fungdo chama-se diferencidvel no ponto t. Geralmente, estaremos lidando com fun¢oes
diferencidveis.

Exemplo: Calcular a derivada de
x(t)=at® +bt+c 2.2.3)
onde a, b e ¢ sdo constantes, num ponto t qualquer.

Temos
x(t+At)=alt + At + b(t + At) + ¢ = alt?2t At + (At 1+ b(t + At) + ¢
Ax = x(t + At)— x(t) =2 at At + a(At)? + bAt
gzZaHaAHb; lim(éﬁ(—]:2at+b
At At-00 At
ou seja %:2 at+b 2.2.4)

Este exemplo também ilustra os seguintes resultados imediatos: a derivada de uma
constante € nula; a derivada de uma soma € a soma das derivadas;

d dx
E[ax(t}]— aa? {a= constante) (2.2.5)
O resultado anterior para a (2.2.1) é um caso particular, comb=c=0;a2=5;t=1.
A velocidade instantinea v(t) num instante t qualquer, num movimento descrito por x =
x(f), é dada por .

dx
v(t)=— 2.25
(t) m ( )
Da mesma forma que a velocidade média, a x

velocidade instantdnea também tem uma interpre-
tacdo geométrica simples no grafico x x t. Vimos que
Vi, 1+ at € O coeficiente angular da corda P P’ que liga
os pontos P e P’ do grafico associados aos instantes fy
ety + At (Fig.2.7). A medida que At — 0, P’ se aproxima
de P e Ax/At tende ao coeficiente angular da tangente
TT acurva no ponto P. Logo, a velocidade instantinea
v(ty) representa o coeficiente angular da tangente ao
grafico x x t no ponto fy; € o que se chama de "declive” :
da curva neste ponto. Esta é também, de forma mais P

geral, a interpretacdo geométrica da derivada dx/dt; 0 o bt
ela mede a "taxa de variacao” de x com t.

»

i N . Figura 2.7 Interpretacao geométrica da
A interpretacao geomeétrica da derivada mostra  derivada.
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imediatamente (Fig. 2.8) que dx/dt >0 num ponto onde

\ 4X o X esta crescendo com t, dx/dt < 0 num ponto onde x

l estd decrescendo com t (marcha-a-ré, no ex. do carro),

dx 4 e dx/dt = 0 quando a curva tem tangente horizontal

o o no ponto considerado (pode ser um maximo ou um
minimo ou um ponto de inflexdo).

Quanto mais rapidamente x estd crescendo com
t, mais abrupta é a curva, e maior é portanto a
19) velocidade instantanea, o que concorda com a idéia
intuitiva.

Figura 2.8 Sinal da derivada.

2.3 — O problema inverso

Vimos como, conhecendo a "lei hordria" de um movimento, ou seja, a fungio x = x(t), é
possivel calcular a velocidade instantdnea v(f) no decurso do movimento: basta tomar dx/dt.
Assim, por exemplo, para a lei hordria (2.2.3), a velocidade é dada pela (2.2.4).

Freqlientemente temos de resolver o problema inverso: conhecendo a velocidade
instantanea v(t) entre um dado instante inicial t;, e um instante final t,, calcular o espago
percorrido entre estes dois instantes, ou seja, x(t,) - x(t;). Poderiamos pensar num filme do
painel de instrumentos de um automovel que mostrasse simultaneamente o velocimetro e um
reldgio, permitindo tragar o grafico de v x t entre t; e
t, (tomamos sempre f, > t;).

Se o movimento for uniforme, como na (2.1.4),
velocidade instantinea e velocidade média se con-
fundem, v = v = constante, e o grafico é uma reta pa-
ralela ao eixo das abscissas (Fig. 2.9). Pela definicio
5 ! de velocidade média, o espago percorrido entre t; e t,
e:

Vv

0

Figura 2.9 Espaco percorrido como area.
Att1_>t2 = X(tz)— X(t»l) & ‘7t1 >t At = ‘_/t1—>t2 (tz - t1) & V(tz - t1) = V(tz - t1) (2.3.1)

que, conforme mostra a Fig. 2.9, tem uma interpretacdo geométrica simples: é a drea da por¢ao
do grafico v x t situada entre o grafico e o eixo das abscissas e limitada pelas ordenadas em ¢
et

Note-se que a "area” assim definida pode ser po-
sitiva ou negativa, conforme seja v > 0 ou v < 0 (Fig.
2.10), ou seja, uma drea situada abaixo do eixo Ot tem
de ser tomada como negativa (o que significa sim-
plesmente x(t,) < x(f4), ou seja, movimento para tras).

_ Consideremos agora um movimento nao-uni-
Area<0 forme, em que v é uma funcéo qualquer de t (Fig. 2.11).
Imaginemos o intervalo [t;, t,] subdividido em um
grande nimero de pequenos intervalos de larguras
Aty, Ay, Ats, ... por pontos de subdivisdo t;, &, t3, ... (Fig.), onde ti =t; + At; b=t + Aty t5 =15
+ Afg; ... Se os intervalos At (i = 1, 2, 3, ...) forem suficientemente pequenos, a velocidade
variard muito pouco em cada um desses intervalos, e podemos calcular a distancia percorrida
em cada um aproximando a velocidade média nele pela velocidade num de seus pontos, por
exemplo, o extremo esquerdo de cada intervalo:

Figura 2.10 Area negativa.
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; e X(ti)_ X(t1) e Vt1—>f§ At1 £ V(t»l ]At1 v
é = X(té)‘— X(t{) = Vﬁ—)téAtZ == V(ti)Atz
AXté_né = X(té)— X(té) = Vté_)téAts = V(té )Ats

Somando membro a membro estas 3 relag¢des,
obtemos o deslocamento total entre t e t3:

X(té) b X(t'l) £ V(t1 )At»l + V(t{ )Atz + V(té )At3

e é claro que, se prosseguirmos até t,, obteremos a
soma das contribui¢des de todos os subintervalos em

que [f, ) foi dividido: Figura 2.11 Divisio em subintervalos.

(0] tot ot

x(ty)— X(t;) = ZV(t,f)At{ (2.3.2)

Graficamente, conforme mostra a Fig. 2.11, cada termo da soma é a drea de um retangulo,
e a soma (2.3.2) é a drea compreendida entre o eixo Ot e uma linha poligonal "em escada”
inscrita na curva vxtentre ty e fo.

A soma (2.3.2) se aproxima tanto mais do resultado exato quanto menores forem as
subdivisdes At. Logo, no limite em que os At; tendem a zero, devemos obter:

_on ’ r_ Area entre a curva v xt
X(t,) - x(t;) = AltlirE)IOZV(t, At = o O, dot. at, (2.3.3)
I

O limite (2.3.3) é chamado de integral definida de v(t) entre os extremos ty e tp, €

representado pela notagao .
2

tim Y vitnat; = [vitidt
A0 7 2.3.4)

O simbolo | de "integral” € uma deformagao do S de "Soma"; t; e t, s&o, respectivamente,
o extremo inferior e o extremo superior da integral. A funcao v(f) sob o sinal de | chama-se o
integrando. Note que t tem no integrando um papel andlogo ao do indice i na soma (2.3.4):éa
varidvel de integracdo, e pode ser representada por qualquer outra letra (t', u, v), da mesma
forma que podemos chamar o indice de soma de j, k, ..., em lugar de i.

Métodos de calculo de integrais serdo vistos no curso de Calculo Diferencial e Integral;
do ponto de vista do célculo aproximado, a (2.3.3) mostra que o problema se reduz a calcular
a drea compreendida entre uma curva e o eixo das abscissas (levando em conta que areas
situadas abaixo do eixo devem ser contadas como
negativas), o que pode ser feito aproximadamente,
tracando a curva em papel quadriculado e contando
quadriculas.

Como aplicagdo, consideremos um movimento
cuja velocidade v(t) é dada pela (2.2.4):

v(t)=2at+b (2.3.5) '
0 f 4]

A 4rea a calcular neste caso é o trapézio som-
breado na Fig. 2.12. Figura 2.12 Exemplo de integragao.
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St vity)=v,=2at;+b

vit,)=v,=2at, +b
Temos entdo, pela (2.3.3), x(t,) - x(t;) = Area do trapézio = Semi-soma das bases x Altura =
%(v1 +Vy)(t; —t4) 0 que, comparando com a (2.1.5), implica que, neste movimento,

7ot = V() + VG 2.3.6)

ou seja, que a velocidade média num intervalo é a média aritmética das velocidades nos
extremos do intervalo. Substituindo na (2.3.6) os valores de v{t;) e v(t,), vem

Vion, =alty +4)+Db
0 que da
x(t))~ x(t;) = a(ts - t5)+ b(t, - t,) (2.3.7)
que coincide com o resultado obtido a partir da lei hordria (2.2.3) (e d4 o valor da integral
definida (2.3.4) quando v(f) é dado pela (2.3.5)).

A (2.3.7) pode ser aplicada, em particular, tomando para t; o instante inicial t;=0, e para
t; um instante genérico t. Chamando x(0) = ¢ (valor inicial de x), a (2.3.7) d4 entio:

x(t)=x(0)+at® + bt = at® + bt + ¢ (2.3.8)

ou seja, este processo de "integragdo” nos permitiu recuperar a lei horaria (2.2.3) a partir da
expressao (2.2.4) da velocidade e do valor inicial de x.

Matematicamente, a (2.2.4) se chama uma equacdo diferencial para a funcao incognita
x(t) (porque a derivada da fung¢ao incgnita aparece na equacio). Passamos da (2.24)a(2.3.8)
integrando a equacao diferencial com a condicdo inicial x(0) = c.

2.4 — Aceleracao

Temos todos uma nogao intuitiva do conceito de "aceleracio” (por exemplo, o efeito do
acelerador num automével), como medida da rapidez de variagio da velocidade com o tempo.
Assim, dizemos que um carro tem "boa aceleracdo” se é capaz de acelerar de 0 a 120 km/h em
10 s. Conforme vemos neste exemplo, a aceleracio mede a "velocidade de variacao da
velocidade”. Por analogia com a (2.1.5), podemos definir primeiro a aceleracdo média no
intervalo [t,, t,] por

_ _V(tz)—V(t1]:_A_V

= 2.4.1
-ty t,—t, At Coal

Assim, no exemplo acima do carro, a aceleracido média no intervalo de 0 s a 10 s seria de

33,3m/s
10s

ilustrando o fato de que, se tomarmos o metro como unidade de comprimento e o segundo
como unidade de tempo, a unidade de aceleracdo é 1 m - s

Tomando sempre t; > t;, vemos que a aceleracio média é positiva quando v cresce de 2]
para t;, e negativa quando decresce ; se v > 0, v cresce ou decresce conforme |v| cresca ou
decresca, mas se v < 0 € o contrario: v cresce quando |v| decresce. Assim, no exemplo do
carro, em marcha-a-frente, a aceleracdo é negativa quando o carro estd freiando, mas em
marcha-a-ré € o contrdrio: freiar em marcha-a-ré corresponde a uma aceleracao positiva.

=3,33m/s?
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A aceleracdo média pode geralmente ser varidvel durante o movimento, e consideragoes
analogas as da Secéo 2.2 levam-nos a definir a aceleracdo instantinea a(t) num instante t por
(cf. (2.2.2) € (2.2.5))

a(t)y=1lim V(L_A”_“@ = lim ﬂ :91 (2.4.2)
AtO | At | a0l At dt

ou seja, a aceleracdo instantanea é a derivada em relacdo ao tempo da velocidade instantanea.
Substituindo v(t) na (2.4.2) pela (2.2.5), obtemos

d(dx) d’x
t)=—| — |=— 2.4.3
a(t) dt(dtj e ( )

onde introduzimos a definicdo de derivada segunda de x em relagao a t, indicada pela notacao
d2x/dt. :

A interpretagdo geométrica da derivada (Sec¢do 2.2) se aplica a (2.4.2): num grafico v xt,
a(t) é o coeficiente angular da tangente a curva no ponto correspondente ao instante t.

Consideremos por exemplo o seguinte grafico x x t, que poderia representar o movimento
do automével no exemplo da Secdo 2.1:

x (m)
A

: . . , . ! ; — 1 (s
0 b t th s e by Iy to ©)

Figura 2.13 Posicao em funcio do tempo.

Note que o carro parte da origememt=0e acaba regressando a origem em t = ty.

Com o auxilio da interpretacao geométrica da derivada como coeficiente angular da
tangente a curva, podemos esbogar pelo menos qualitativamente o grafico da velocidade
instantinea associada a esse movimento:

v (m/s)
A

Marcha-a-frente

53

2] 15 3 14 ts (s)

i
- i
Marcha-a-ré !
i

i

Figura 2.14 Velocidade em funcao do tempo.
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Como x(tg) - x(0) = 0, a (2.3.3) implica que a drea total entre a curva e o eixo Ot é = 0, ou
seja, que a area positiva (acima do eixo) é exatamente cancelada pela area negativa (abaixo do
eixo).

O gréfico da aceleragao instantanea se obtém de forma anéloga do grafico v x t:

a (m/s?)
A

Marcha-a-frente Marcha-a-ré

Freiando\

'
)
'
-
o
)
'
|
]

Acelerando&

) /-\ t]

0,{ /\ e
\Frelando E Acelerando

Figura 2.15 Aceleracio em funcao do tempo.

Note a correlacdo entre o sinal de a(f) e a interpretacao em termos de acelerar ou freiar o
carro, que é diferente para marcha-a-frente e marcha-a-ré, conforme a discussao acima.

Aqui também podemos considerar o problema inverso, de determinar a variacao de
velocidade entre dois instantes, conhecendo a(t). A solucio se obtém imediatamente das (2.3.3)
- (2.3.4), bastando trocar x - v, v - a:

V(ty) - vit;) = ja(t)dt (2.4.4)

1y

que também se interpreta graficamente em termos da drea entre a curva de v(t) e o eixo Ot.
No exemplo acima, como v(0) = v(t5) = 0, a drea negativa abaixo de Ot entre t = 0 e t; deve can-
celar exatamente a drea acima de Ot (no grafico a x t), e 0 mesmo vale para o intervalo [t;, tg].

2.5 — Movimento retilineo uniformemente acelerado

Um movimento retilineo chama-se uniformemente acelerado quando a aceleracio
instantanea € constante (independente do tempo):

dv  d’x

i F =a= constante 2.5.1)

Podemos usar as técnicas de solugdo do "problema inverso” (Se¢do 2.3) para determinar
a lei horaria de um movimento uniformemente acelerado.

Para isto, consideremos o0 movimento durante um intervalo de tempo [t,, ], onde t; é o
"instante inicial" (freqlientemente se toma to = 0).

A (2.44) da:

t
V(t) - vlty) = J' adt=alt-t,) 2.5.2)

)

que é a area do retangulo hachurado na Fig. 2.16 (compare com a (2.3.1)).



2.5 — MOVIMENTO RETILINEO UNIFORMEMENTE ACELERADO 33

O valor a(0)

25

da velocidade no instante inicial chama-se velocidade
inicial. A (2.5.2) da entdo

[vit)=vy+alt-t) | (2.5.4) R : t

mostrando que a velocidade ¢ uma fungdo linear do  Figura 2.16 Integracio da aceleracio.
tempo no movimento uniformemente acelerado. Esta
¢ precisamente a situagdo ja analisada no caso da (2.3.5), de forma que o resultado (2.3.6) vale
para qualquer movimento uniformemente acelerado: a velocidade média num intervalo é a
média aritmética das velocidades nos extremos do intervalo.

Poderiamos obter a lei hordria simplesmente adaptando a (2.3.7) a notagao da (2.5.4) (em
particular, 2a na (2.3.5) corresponde a a na (2.5.4)), mas € instrutivo recalcular o resultado de
forma um pouco diferente. Pelas (2.3.3) e (2.3.4),

t
X(0) - x(ty) = jv(t')dt' 2.5.5)
to
onde chamamos de t’ a varidvel de integracao (veja a v )
discussdo ap6s a (2.3.4)) para evitar confusdo com t, 0 1 Area 5 a(t — o)’
extremo superior da integral. A drea do trapézio, Wwrat=t) N
conforme mostra a Fig. 2.17, pode também ser alt— 1)

calculada como a soma da drea do retangulo
sombreado, que é v, (t - tp), com a drea do triangulo
sombreado, que é

1 t
Ea(t—to)-(t—to) 0 0
ousea : Figura 2.17 Integracio da velocidade.
1 2
X(t)—x(t0)=vo(t—t0)+§a(t—t0) (2.5.6)

Analogamente & (2.5.3), definimos

251

como a posigdo inicial. A (2.5.6) da entdo finalmente a lei hordria do movimento retilineo
uniformemente acelerado,

X(t)=X0+V0(t—t0)+—;—a(t—t0)2 (2.5.8)

em funcdo dos valores iniciais xo e vy da posi¢ao e da velocidade no instante inicial tg.

Do ponto de vista matematico, a passagem da (2.5.1) a (2.5.8) corresponde a "integracao”
da equacdo diferencial de 2% ordem (2.5.1) para a funcéo incégnita x(t) (de 2* ordem porque
entra a derivada segunda d?x/dt?), com as condigoes iniciais (2.5.3) e (2.5.7). O grafico x x t de
um movimento uniformemente acelerado é uma parabola.
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Freqiilentemente interessa também exprimir a velocidade no movimento uniformemente
acelerado em fung¢do da posi¢ao x (em lugar do tempo t). Para obter esta expressio, basta
substituir a (2.5.4) na (2.5.8), eliminando t - t;:

2
t—to=v VO{X—X(FVO[V aVOJ+E(V Vol _
( 2 2

2 g
VO+Z_V_G\:(V—VO)(V+VG)=V -v§
2 2 23 2a

ou seja,

| v =v2+2a(x - x,)] (2.5.9)

que € a expressao procurada.

Exemplo: Um motorista fre.iqa seu carro uniformemente, de tal maneira que a velocidade
cai de 60 km/h a 30 km/h em 5 s. Que distancia o carro ainda percorrera depois disso até
parar, e quanto tempo levara para percorrer essa distancia adicional?

Como o freiamento é uniforme, a aceleracdo instantanea e média se confundem; podemos
calcular o seu valor pela (2.5.4):

t——t0=55
vo=60km/h=16,66 m/s; a=
v=30km/h=8,33m/s

V-V __8,33
t-1t, 5

m/s?

=a=-1,66 m/s?

onde o sinal negativo esta associado ao freiamento.

Para calcular a distancia que o carro percorrerd até parar, depois de atingir 30 km/h,
podemos aplicar a (2.5.9) com vy = 30 km/h = 8, 33 m/s e v = 0 (velocidade final), o que dd

[~

0

_vP-vE 0-(8,338
22 -3,33
= x-X3=20,83m

X = Xg

O tempo que o carro levara para percorrer esta distincia adicional se calcula de novo
pela (2.5.4), tomando vy =30 km/h e v=10:

v-vg 0-8,33
a -1,66

Logo, o carro leva mais 5 s para parar.

t-t,= s=>t-f;=5s

2.6 — Galileu e a queda dos corpos

O exemplo mais familiar de movimento retilineo uniformemente acelerado é a queda
livre de um corpo solto em repouso. Este foi um dos problemas analisados por Galileu em
seus trabalhos, que deram origem a era moderna da fisica.
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Os gregos da época classica encontraram dificuldades intransponiveis na analise do
movimento. Essas dificuldades estavam relacionadas com a formulacdo dos conceitos basicos
do Célculo Infinitesimal (como os de limite, derivada e integral), que nasceram precisamente
da analise do problema do movimento. No século V A.C., Zenon de Eléia formulou quatro
célebres paradoxos, um dos quais, "Aquiles e a tartaruga”, esta diretamente relacionado com
este problema: Aquiles aposta uma corrida com uma tartaruga, e € 10 vezes mais veloz que
ela. A tartaruga parte antes dele, de modo que estd a uma distancia d quando Aquiles parte.
Quando Aquiles atinge a distincia d, a tartaruga ja terd percorrido uma distancia adicional
d/10, e continuara a frente de Aquiles. Quando Aquiles tiver percorrido d/10, a tartaruga tera
percorrido d/ 100, e assim por diante: a conclusao do paradoxo € que Aquiles nunca conseguira
alcancar a tartaruga. A dificuldade basica dos gregos estava em entender que a soma de uma
série infinita de intervalos de tempo que tendem a zero rapidamente (em progressao geo-
métrica) pode ser finita . [Como exercicio, suponha que a tartaruga percorre 10 cm/s e Aquiles
se desloca a 1 m/s; a tartaruga parte 15 minutos antes de Aquiles, do mesmo ponto inicial.
Depois de quanto tempo e em que ponto Aquiles alcangara a tartaruga?].

Na Fisica de Aristételes (século IV A.C.), a matéria era analisada em termos dos "Quatro
Elementos": Terra, Agua, Ar e Fogo, cada um dos quais teria seu "lugar natural”: Agua
(oceanos) e Terra em baixo, Ar e Fogo (sol, estrelas) em cima. Um elemento deslocado de seu
lugar natural procuraria regressar a ele: isto explicaria porque a fumaga sobe, ao passo que
corpos mais pesados (compostos de "Terra") caem. Segundo Aristoteles, quanto mais pesado
um corpo, mais depressa ele cai: uma pedra cai bem mais depressa que uma gota de chuva.
Estas idéias, baseadas em observacdes qualitativas, transformaram-se em dogma e
predominaram durante cerca de 20 séculos!

Galileu Galilei nasceu em Pisa em 1564. Recebeu a educagao Aristotélica convencional,
tendo sido enviado pelo pai a Universidade de Pisa para estudar medicina. Entretanto,
interessou-se mais pela matematica e conseguiu mudar para esse campo. Com 21 anos, teve
de deixar a Universidade por falta de recursos e foi para Florenca. Em Florenca, conseguiu
rapidamente estabelecer uma tal reputacdo cientifica que, aos 26 anos, foi nomeado Profes-

sor de Matematica na Universidade de Piga. Passou dois anosem Dma onde fez muitos mlmlnnc

devido ao seu espirito independente. Depois mudou-se para a Unlver51dade de Padua, onde
permaneceu como Professor de Matematica durante 18 anos. Foi um grande professor,
chegando a ter 2.000 alunos em sua "aula magna".

Foi em Pisa que Galileu procurou verificar experimentalmente se as idéias de Aristoteles
de fato eram validas (o que era entdo uma atitude revoluciondria). Entretanto, a célebre historia
sobre a bala de canhdo e a bala de fuzil que teria deixado cair do alto da Torre de Pisa para
verificar se a de canhdo realmente atingia o solo entes da outra parece ser apdcrifa. Uma
experiéncia desse tipo parece ter sido feita por Simon Stevin, um cientista holandés precur-
sor de Galileu, que dela teria tido conhecimento.

Em Padua, Galileu se tornou um defensor da teoria de Copérnico, conforme veremos
mais tarde. Voltou a Toscana em 1610, como Filésofo e Matematico da Corte, e em 1632 publicou
o seu "Dilogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo” defendendo Copérnico. Pouco
depois, deu-se o choque com a Inquisi¢ao, que manteve Galileu virtualmente como prisioneiro.
Foi entdo, j4 quase cego, que ele escreveu seu livro mais importante, "Discursos e Demons-
tracdes Matematicas sobre Duas Novas Ciéncias”, contrabandeado para a Holanda e la
publicado em 1638, quatro anos antes da morte de Galileu.

Ambos os livros sdo escritos em forma de didlogo entre 3 personagens: Salviati (que
representa Galileu), Simplicio {(defensor de Aristoteles) e Sagredo (representando um
observador imparcial inteligente). Na 12 Jornada, Salviati refuta Aristoteles:
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“Aristoteles diz que “uma bola de ferro de cem libras, caindo de cem cubitos* de altura,
atinge o solo antes que uma bala de uma libra tenha caido de um s6 cubito". Eu digo que
chegam ao mesmo tempo. Fazendo a experiéncia, vocé verifica que a maior precede a menor
por dois dedos, ou seja, quando a maior chegou ao solo, a outra esté a dois dedos de altura;
vocé ndo pode querer esconder nesses dois dedos 0s noventa e nove cubitos de Aristételes...”

Galileu atribui as pequenas discrepancias de tempo de queda, no exemplo citado, ao
efeito da resisténcia do ar, que pode afetar bem mais um corpo mais leve, explicando assim as
observacoes qualitativas em que Arist6teles se baseara. Mais tarde, com a inveng¢io da maquina

pneumadtica, foi possivel verificar que objetos de pesos muito diferentes, de fato, caiam ao
mesmo tempo, quando se eliminava a resisténcia do ar, fazendo o vacuo.

Galileu inicia a 2?2 Parte dos "Discursos" anunciando qual é seu proposito:

“Meu objetivo € expor uma ciéncia muito nova que trata de um tema muito antigo. Talvez
nada na natureza seja mais antigo que o movimento, e os livros escritos por fildsofos sobre
este tema nao sdo poucos nem pouco volumosos; todavia, descobri pela experiéncia algumas
propriedades dele que merecem ser conhecidas e que ndo foram observadas nem demons-
tradas até agora. Foram feitas algumas observagoes superficiais, como, por exemplo, a de
que o movimento de queda livre de um corpo pesado é continuamente acelerado, mas
exatamente de que forma esta aceleracao ocorre ndo foi anunciado até agora...

Foi observado que os projéteis descrevem algum tipo de trajetdria curva; mas ninguém
mencionou o fato de que esta trajetéria € uma pardbola. Consegui demonstrar este e outros
fatos, nem pouco numerosos nem menos dignos de nota; e, o que considero mais importante,
foram abertos a esta vasta e excelentissima ciéncia, da qual meu trabalho é apenas o comeco,
caminhos e metas pelos quais outras mentes, mais agudas do que a minha, explorarao seus
recantos mais remotos”.

Depois de definir e discutir o movimento uniforme, Galileu passa a tratar o movimento
uniformemente acelerado, definindo-o como aquele em que ocorrem incrementos iguais de
velocidade em tempos iguais (Galileu havia pensado primeiro numa defini¢do em que
incrementos iguais de velocidade corresponderiam a percursos iguais, mas logo percebeu
que ela ndo seria satisfatoria). Assim, foi o primeiro a definir aceleragéo.

Um estudo experimental direto da queda livre seria muito dificil naquela época, porque
0s tempos de queda nas condic¢des usuais sdo muito curtos. Galdeu resolveu esta dificuldade
diminuindo a aceleragao, com o auxilio de um plano inclinado. Em lugar de medir a velocidade
em funcdo do tempo, o que teria sido muito dificil, mediu a distancia percorrida por um
objeto descendo por um plano inclinado a partir do repouso, mostrando que cresce com o
quadrado do tempo, o que, conforme ele havia provado na discussao anterior, é caracteristico
do movimento uniformemente acelerado (vide (2.5.8)). E interessante observar como Salviati
descreve a experiéncia:

“Foi tomada uma prancha de madeira, com cerca de 12 cubitos de comprimento, meio
cubito de largura e trés dedos de espessura; na beirada dela, foi escavado um canal de pouco
mais de um dedo de largura; tendo feito este canal bem reto, liso e polido, e tendo-o forrado
com pergaminho, também tdo liso e polido como possivel, fizemos rolar ao longo dele uma
bola de bronze dura, lisa € bem redonda. Tendo colocado a prancha numa posi¢io inclinada,
elevando uma extremidade um ou dois cubitos acima da outra, rolamos a bola, como estava
- dizendo, ao longo do canal, notando, da forma que vamos descrever, o tempo necessario
para a descida. Repetimos esta experiéncia mais de uma vez, afim de medir o tempo com tal
precisdo que o desvio entre duas observacdes nunca excedesse um décimo de um batimento
do pulso (cardiaco). Tendo executado esta operagao e tendo-nos assegurado de que o resultado

* 1 cubito equivale a cerca de 45 a 50 cm.
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merecia confianca, fizemos rolar a bola de apenas 1/4 do comprimento do canal; e, tendo
medido o tempo de descida, encontramos precisamente a metade do anterior. Tentamos a
seguir outras distancias, comparando o tempo para o comprimento total com aquele para a
metade, ou 2/3, ou 3/4, ou qualquer outra fragdo; em tais experiéncias, repetidas cem vezes,
sempre encontramos (ue 0s espac¢os percorridos estavam entre si como os quadrados dos
tempos, e que isto valia para qualquer inclina¢do do plano, ou seja, do canal, ao longo do qual
faziamos rolar a bola...

Para a medida do tempo, empregamos um grande reci

posicio elevada; um cano de pequeno didmetro foi soldado ao fundo do recipiente, deixando
escoar um filete de dgua, que era coletado num copinho no decurso de cada descida, fosse ela
ao longo de todo o canal ou apenas de uma parte dele; a 4gua assim coletada era pesada, apos
cada descida, numa balanc¢a de muita precisao; as diferencas e razoes desses pesos nos davam
as diferencas e razoes dos tempos, e isto com tanta precisdo que, embora a operacédo fosse
repetida muitas e muitas vezes, nio havia discrepancia apreciavel entre os resultados."

As experiéncias de Galileu, e muitas outras posteriores, acabaram estabelecendo como
fato experimental que o movimento de queda livre de um corpo solto ou lan¢ado verticalmente,
na medida em que a resisténcia do ar possa ser desprezada, € um movimento uniformemente
acelerado, em que a aceleracdo é a mesma para todos os corpos (embora sofra pequenas
variacoes de ponto a ponto da Terra). Esta aceleracao da gravidade é indicada por g e seu
valor aproximado é

,
ente com agua, colocado numa

g=98m/s’ (2.6.1)

Todos os resultados da Se¢do 2.5 (com a = g e x orientado para baixo) se aplicam a queda
livre.

PROBLEMAS DO CAPITULO 2

1. Na célebre corrida entre a lebre e a tartaruga, a velocidade da lebre é de 30 km/h e a da
tartaruga é de 1,5 m/min. A distancia a percorrer € de 600 m, e a lebre corre durante 0,5
min antes de parar para uma soneca. Qual é a duragdo méxima da soneca para que a
lebre ndo perca a corrida? Resolva analiticamente e graficamente.

2. Um carro de corridas pode ser acelerado de 0 a 100 km/h em 4 s. Compare a acelera¢ao
média correspondente com a aceleracao da gravidade. Se a aceleracgao é constante, que
disténcia o carro percorre até atingir 100 km/h?

3. Um motorista percorre 10 km a 40 km/h, os 10 km seguintes a 80 km/h e mais 10 km a 30
km/h. Qual é a velocidade média do seu percurso? Compare-a com a média aritmética
das velocidades.

4. Um avido a jato de grande porte precisa atingir uma velocidade de 500 km/h para decolar,
e tem uma aceleragdo de 4 m/s. Quanto tempo ele leva para decolar e que distancia
percorre na pista até a decolagem?

5. O gréfico da figura 2.18 representa a marcacao » (km/h)

do velocimetro de um automével em fungdo do

tempo. Trace os graficos correspondentes da ace- 75

leracdo e do espago percorrido pelo automdvel 60 \
em func¢io do tempo. Qual é a aceleracao média 45 I |
do automévelentret=0et=1min? Eentre t=2 30 I \ I \
min e t = 3 min? 15

=23 4 5 few
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10.

11.

12.

913.

14.

Uma particula, inicialmente em repouso na origem, move-se durante 10 s em linha reta,
com aceleracao crescente segundo a lei

a=bt,

onde t é o tempo e b = 0,5 m/s’. Trace os graficos da velocidade v e da posi¢do x da
particula em fun¢do do tempo. Qual é a expressao analitica de v(t)?

O tempo médio de reacao de um motorista (tempo que decorre entre perceber um perigo
stbito e aplicar os freios) é da ordem de 0,7 s. Um carro com bons freios, numa estrada
seca, pode ser freiado a 6 m/s?. Calcule a distdncia minima que um carro percorre depois
que o motorista avista o perigo, quando ele trafega a 30 km/h, a 60 km/h e a 90 km/h.
Estime a quantos comprimentos do carro corresponde cada uma das distancias
encontradas.

O sinal amarelo num cruzamento fica ligado durante 3 s. A largura do cruzamento é de
15 m. A acelera¢io maxima de um carro que se encontra a 30 m do cruzamento quando
o sinal muda para amarelo é de 3 m/s?, e ele pode ser freiado a 5 m/s®. Que velocidade
minima o carro precisa ter na mudanca do sinal para amarelo a fim de que possa atravessar
no amarelo? Qual é a velocidade maxima que ainda lhe permite parar antes de atingir o
cruzamento?

Numa rodovia de mao dupla, um carro encontra-se 15 m atras de um caminhao (distancia
entre pontos médios), ambos trafegando a 80 km/h. O carro tem uma acelera¢do maxima
de 3 m/s?. O motorista deseja ultrapassar o caminhdo e voltar para sua mio 15 m adiante
do caminhdo. No momento em que comeca a ultrapassagem, avista um carro que vem
vindo em sentido oposto, também a 80 km/h. A que distancia minima precisa estar do
outro carro para que a ultrapassagem seja segura?

Um trem com aceleracdo méxima a e desaceleracdo maxima f (magnitude da aceleracio
de freiamento) tem de percorrer uma distancia d entre duas estagdes. O maquinista pode
escolher entre (a) seguir com a aceleragdo maxima até certo ponto e a partir dai freiar
com a desaceleracio maxima, até chegar; (b) acelerar até uma certa velocidade, manté-la
constante durante algum tempo e depois freiar até a chegada. Mostre que a primeira
op¢do € a que minimiza o tempo de percurso (sugestdo: utilize graficos v x t) e calcule o
tempo minimo de percurso em funcao de a, f e d.

Vocé quer treinar para malabarista, mantendo duas bolas no ar, e suspendendo-as até
uma altura maxima de 2 m. De quanto em quanto tempo e com que velocidade tem de
mandar as bolas para cima?

Um método possivel para medir a aceleracao da gravidade g consiste em lancar uma
bolinha para cima num tubo onde se fez vacuo e medir com precisdo os instantes t; e t,
de passagem (na subida e na descida, respectivamente) por uma altura z conhecida, a
partir do instante do lancamento. Mostre que

2z
g ti by

Uma bola de volei impelida verticalmente para cima, a partir de um ponto préximo do
chdo, passa pela altura da rede 0,3 s depois, subindo, e volta a passar por ela, descendo,
1,7 s depois do arremesso. (a) Qual é a velocidade inicial da bola? (b) Até que altura
maxima ela sobe? (c) Qual é a altura da rede?

Deixa-se cair uma pedra num poco profundo. O barulho da queda é ouvido 2 s depois.
Sabendo que a velocidade do som no ar é de 330 m/s, calcule a profundidade do pocgo.
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15.

16.

17.

18.

Um vaso com plantas cai do alto de um edificio e passa pelo 3° andar, situado 20 m acima
do chio, 0,5 s antes de se espatifar no chio. (a) Qual € a altura do edificio? (b) Com que
velocidade (em m/s e em km/h) o vaso atinge o chao?

Um foguete para pesquisas meteorolégicas é lancado verticalmente para cima. O
combustivel, que lhe imprime uma aceleragdo de 1,5 g (g = aceleracdo da gravidade)
durante o periodo de queima, esgota-se apds 1/2 min. (a) Qual seria a altitude maxima
atingida pelo foguete, se pudéssemos desprezar a resisténcia do ar? (b) Com que
velocidade (em m/s e km/h) e depois de quanto tempo, ele voltaria a atingir o solo?

O grafico da velocidade em fun¢ao do tempo para

uma particula que parte da origem e se move ao X )

longo do eixo Ox esta representado na Fig.2.19. 12

(a) Trace os graficos da aceleracdo a(f) e da posi-

¢do x(t) para 0<t<165s. (b) Quantos m a particula 0 )

terd percorrido ao todo (para a frente e para tras)
no fim de 12 s? (c) Qual é o valor de x nesse
instante?

-12

A integral, com limite inferior a fixo e limite superior x variavel, define uma funcao de x,

Fix) = jxf(x')dx'.

Mostre que
dF/dx = f(x).

Assim, a integrac¢do pode ser considerada como operagao inversa da derivacao. Sugestgo:
Use a interpretacdo geométrica da integral.



Capitulo

MOVIMENTO
BIDIMENSIONAL

3.1 — Descricao em termos de coordenadas

Neste capitulo, vamos passar do movimento retilineo a descricio do movimento num
plano, que inclui muitos casos importantes, como 0 movimento dos projéteis e o movimento
da Terra em torno do Sol.

Conforme ja foi mencionado na Secao 1.6, podemos especificar a posicdo de um ponto
num plano através de 2 parametros, que sao suas coordenadas em relacdo a um dado
referencial. Se adotarmos coordenadas cartesianas, por exemplo, a posi¢ao de uma particula
em movimento no plano sera descrita pelo par de fun¢des

(x(2),y(t) (3.1.1)
onde x(t) é a abcissa e y{(t) a ordenada da particula no
instante t. Podemos dizer que, a medida que o ponto
P se move, descrevendo a trajetéria da particula no
plano, suas projecoes sobre os eixos Ox e Oy se
movem correspondentemente, descrevendo movi-
mentos unidimensionais. Reduzimos assim a des-
cricao de um movimento bidimensional a de dois mo-
- X vimentos unidimensionais simultineos, cuja compo-
sicao leva ao movimento no plano.

Y@

0 x

,.\___..._
~
~

Em muitos casos, os movimentos ao longo de dois
Figura 3.1 Movimento num plano. eixos ortogonais sdo independentes um do outro

(embora isto nem sempre aconteca! Veja a pag. 53).
Este fato foi reconhecido por Galileu e permitiu-lhe descrever corretamente, pela primeira
vez, 0 movimento dos projéteis. J4 em seu “Didlogo sobre os Dois Principais Sistemas do
Mundo” Galileu havia empregado a independéncia dos movimentos para refutar um dos
principais argumentos usados pelos partidarios de Ptolomeu para provar a imobilidade da
Terra. Eis o argumento, conforme expresso por Salviati:

“... Se a Terra tivesse um movimento diurno de rotacao, uma torre do alto da qual se deixasse
cair uma pedra, sendo transportada pela Terra em sua rotacao, ja se teria deslocado de muitas
centenas de jardas para leste durante o tempo de queda da pedra, e a pedra deveria atingir o
solo a essa distincia da base da torre. Também é mencionada a experiéncia em que se deixa
cair uma bola de chumbo do topo do mastro de um navio parado, notando que ela cai ao pé
do mastro, mas, se se deixa cair a mesma bola do mesmo ponto, com o navio em movimento,
ela caird a uma distancia do pé do mastro igual a distincia de que o navio se tiver deslocado
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durante a queda...”(a comparagao entre o exemplo da Terra e 0 do navio levaria a concluir
pela imobilidade da Terra).

Ao refutar o argumento, Salviati comeca por perguntar a Simplicio:
“SALVIATI: Muito bem. Vocé jamais fez esta experiéncia do navio?

SIMPLICIO: Nunca fiz, mas certamente acredito que as autoridades que formularam o
argumento tinham feito uma observacdo cuidadosa...

SALVIATI: ...vocé o toma como certo sem té-lo feito... e eles fizeram o0 mesmo tendo fé
em seus antecessores, e assim por diante, sem jamais chegar a alguém que o tenha
feito. Pois quem quer que faca a experiéncia verd que ela mostra exatamente o
contrario do que foi escrito, ou seja, que a pedra sempre cai no mesmo ponto do
navio, quer ele esteja parado, quer esteja se movendo em qualquer velocidade que
se queira. O mesmo vale para a Terra: nada pode ser inferido sobre o movimento ou
imobilidade da Terra pelo fato de que a pedra sempre cai ao pé da torre.”

E Salviati explica a Simplicio que a pedra que se deixa cair do topo do mastro de um
navio em movimento ja compartilha do movimento (horizontal) do navio, ao passo que o
movimento de queda livre na diregdo vertical é independente deste, de forma que ndo ha
diferenca no ponto de queda em relagdo ao navio.

Galileu da uma série de outros exemplos: um cavaleiro que lan¢a uma bola para cima,
enquanto seu cavalo galopa, pode recapturd-la mais adiante, como faria num langamento
vertical com seu cavalo parado (em relagio a um observador em repouso no solo, a trajetéria
da bola, com o cavalo em movimento, seria uma parabola). E Sagredo d4 outro exemplo:

“Analogamente, se um canhdo horizontal, numa torre, atira paralelamente ao horizonte, ndo
importa se a carga de polvora é grande ou pequena, de forma que a bala caia a mil jardas de
distdncia, ou quatro mil, ou seis mil; todos estes tiros levam o mesmo tempo (para atingir o
chio), e este tempo é igual ao que a bala levaria da boca do canhdo até o solo se caisse
diretamente para baixo, sem qualquer impulso”.

Este efeito é também ilustrado pela
tradicional historia do cagador e do macaco
(Fig. 3.2). O cacador aponta para 0 macaco
dependurado num galho; ao ver o clardo
do disparo, o macaco se assusta e cai, mas
isto ndo o salva, porque a aceleracdo da
gravidade atua da mesma maneira sobre ele
e a bala, no movimento de queda livre, € 0
desvio vertical da bala e do macaco, em  Figura3.2 O cacador e o macaco.
relacdo a linha de mira original, é o mesmo.

3.2 — Vetores

O sistema de coordenadas escolhido para descrever o movimento na Se¢ao 3.1 tem um
cardter acessério; 0 mesmo movimento pode ser descrito com eixos de orientagdo diferente,
ou em coordenadas polares, por exemplo. Vamos ver agora que € possivel dar uma descri¢ao
intrinseca do movimento, independente da escolha do sistema de coordenadas, com o auxilio
do conceito de vetores.

Para dar uma caracterizacao intrinseca do deslocamento de uma particula em sua
trajetéria em relacdo a uma origem dada, nao basta conhecermos a magnitude do deslo-
camento (distdncia a origem): é preciso também especificarmos a direcdo e o sentido do
deslocamento. Por exemplo, ndo basta para determinar a posi¢do de um carro dizer que ele
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se deslocou de 100 km em relacdo ao ponto de partida. Definiriamos completamente o
deslocamento, por outro lado, dizendo que ele se deu segundo a direcao Norte-Sul, e no

sentido do Sul para o Norte.

Figura 3.3 Deslocamento como vetor.

Figura 3.8 Soma de virios deslocamentos.

Uma representaciao geométrica do deslocamento
pode ser obtida por uma seta, que da diretamente a
diregado e sentido, e cujo comprimento mede a mag-
nitude do deslocamento (Fig. 3.3); usamos a notagao
r para nos referimos ao deslocamento assim repre-
sentado’.

Uma propriedade fundamental dos desloca-
mentos ¢é ilustrada pelo exemplo do navio dado por
Galileu {Fig. 3.4). O deslocamento total r da pedra que
se deixa cair do topo do mastro pode ser considerado
como resultante do deslocamento r, na direcao hori-
zontal (que é o deslocamento do navio) com o desio-
camento r, devido a queda livre da pedra na direcao
vertical.

Isto independe de se tratar de deslocamentos em
direcoes perpendiculares: o deslocamento r resultante
de dois deslocamentos ry e r, em direcoes diferentes
se obtém unindo a “origem” do primeiro a "extre-
midade” do segundo (Fig. 3.5), ou, 0 que é equivalente,
pela “regra do paralelogramo”, tomando a diagonal
do paralelogramo construido sobre r; e r; (Fig. 3.6).

Vamos chamar o deslocamento resultante de
“soma” dos deslocamentos ry e ry:
r=r +l 3.2.1)

Note que, com esta definicdo, a soma é comu-
tativa (Fig. 3.7)

N+ =0 +1 (3.2.2)
e associativa (verifique!)

A soma de um nimero qualquer de desloca-
mentos obtém-se da forma indicada na figura 3.8,
unindo a origem do primeiro a extremidade do tltimo.

Designamos por 0 um deslocamento nulo, r + 0
=r. Para cada deslocamentor, existe um deslocamento
oposto, que designaremos por -r, que leva de volta
ao ponto de partida, e que difere de r apenas pelo
sentido (Fig. 3.9): r + (-r) = 0.

Isto nos permite definir a diferenca de dois des-
locamentos por (Fig. 3.10)

r-r=n+(n) (3.2.4)

* Também se utiliza a notagdo ¥, mas empregaremos sempre o simbolo r para caracterizar um vetor.
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A Fig. 3.10 mostra que r, - ry se obtém unindo a
extremidade de ry a extremidade de r, {0 que corres-
ponde & outra diagonal na "regra do paralelogramo"). < =

Para A >0, o deslocamento Ar € um deslocamento
de mesma direc¢do e sentido que r, mas de magnitude
L vezes maior; se A < 0, o sentido muda. Com esta
defini¢do, é imediato que X (rq + ) = Ary + Ary, € que
(A+u)r=Ar+ur.

Y

Figura 3.9 Deslocamento oposto.

As propriedades acima dos deslocamentos carac-
terizam o que chamamos vetores. Grandezas fisicas
representadas apenas por um numero, COmo o tempo
ou a distancia, chamam-se grandezas escaldres; as que
sdo representadas por vetores, como o deslocamento,  Figura 3.10 Diferenca de deslocamentos.
chamam-se grandezas vetoriais. Por conseguinte, uma
grandeza fisica é um vetor quando é caracterizada por magnitude, dire¢do e sentido e se compor-
ta como um deslocamento, ou seja, obedece a leis de composi¢ao do mesmo tipo, que corres-
pondem a soma de vetores e ao produto de um vetor por um escalar. As definicoes e
propriedades destas operagdes para vetores quaisquer sao idénticas as que foram vistas acima,
bastando substituir a palavra ”deslocamento por “vetor”. Do ponto de vista matematico, um
vetor é um elemento de um "espaco vetorial”, que se caracteriza precisamente pelas
propriedades acima, da adicao e produto por um escalar.

E importante notar que nio basta que uma grandeza fisica seja caracterlzada por sua
magmtude direcao e sentido para que ela tenha carater vetorial. E preciso ainda que ela
obedeca as leis de composigdo consideradas acima, com todas as suas propriedades. Uma
boa ilustracdo deste ponto é fornecida pelas rotacoes finitas em torno de eixos diferentes.

Com efeito, consideremos uma rota¢ao por um
angulo 8 em torno de um eixo. Poderiamos tentar
associar-lhe um “vetor” “@” que caracterizaria comple-
tamente a rotacao, tomando “8” na direcao do eixo e
de magnitude dada pelo dngulo de rota¢do 6; o sentido “g”
de “0” poderia ser associado ao sentido de rotagao,
convencionando-se que a rotagdo, vista a partir da

"extremidade da seta" de “8”, € no sentido anti-horario 5

(Fig. 3.11). Entretanto, embora “8” tenha magnitude,

direcdo e sentido, ndo é um vetor. Figura 3.11 Representacdo de rotacao
finita.

Para ver isto notemos que a opera¢ao de compo-
sicdo de duas rotacdes finitas, representadas por “8;”e “8,” (em torno de eixos quaisquer),
deveria corresponder a soma dos "vetores" correspondentes, “0, + 8,”, da mesma forma que
o deslocamento resultante de dois deslocamentos é a soma dos vetores correspondentes
Vamos mostrar agora que esta operacdo de "soma" deixaria de satisfazer a propriedade
comutativa (3.2.2), ou seja, que em geral

"9, +0,"#'0, +0," (3.2.5)

No exemplo a seguir, “6,” é uma rotacdo de + 90° em torno do eixo Ox, e “8,” € uma
rotacdo de + 90° em torno do eixo Oz. As Figs. 3.12 (a), (b) e () mostram respectivamente, a
posicdo inicial de um objeto (livro) e os efeitos de aplicar primeiro “8,”, depois “8,”, levando
em (c) ao resultado “8; + 8,”; as Figs. (a), (b) e (c') mostram os efeitos de tomar a ordem
inversa; comparando (c) e (¢’), vemos que vale a (3.2.5). Logo, as rotagdes finitas ndo sao
vetores.
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Figura 3.12 Nao comutatividade da resultante de rotacoes finitas.

3.3 — Componentes de um vetor

Podemos agora relacionar a descri¢do "intrinseca" de um deslocamento por um vetor
(Seg. 3.2) com sua descri¢ao em termos de coordenadas (Seg.3.1), introduzindo as componentes
de um vetor em relacdo a um sistema de coordenadas. Vamo-nos limitar por enquanto a
vetores num plano, onde tomamos um sistema de coordenadas cartesianas.

Seja u um vetor qualquer (na Fig. 3.13, tomamos
y a origem de u no ponto O, origem das coordenadas,
0 que nado tem nada de restritivo, porque um vetor
N T ndo esta associado a uma origem determinada: um
T vetor obtido de u por uma translacao é igual a u).

Chamam-se componentes de u segundo 0s eixos
Ox e Oy as projegoes u, e uy, de u sobre esses eixos
(Fig.). A magnitude de u (ou mddulo de u) é dada
7 .
« por

Flgura 3.13 Componentes de um vetor.

Ju| =y uf + (3.3.1)

Chama-se vetor unitdrio um vetor de médulo = 1. Costuma-se designar um vetor unitdrio
. ~ A
na dire¢do de u por u, de forma que

u= u/|u| (3.3.2)

Os vetorei un}tér’ios nas dire¢coes de Ox e Oy sdo designados por i e j, respectivamente
(ou entdo por X ey). E imediato que (Fig.3.14)

u=u,i+u, j=uX+u,y (3.3.3)
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Se 0 é o0 angulo entre u e Ox (Fig. 3.13), temos

R

u, = |u|cose
3.3.4)
u, = |u|sen 0

o0 que permite obter 6 em termos de uy e u,, com o
auxilio da {3.3.1):

0S8 = ——X
2,2
U +u
y u
i tgo=— (3.3.5) ¥
uy, u,
sen 6= s
Ui + U}Z, T v v ;
=y :
A (3.3.3) mostra que ’;J T ;
y :
u+v=(u, +v, )i+, +v,)j (3.3.6) lt s
ou seja, que as componentes da soma de dois vetores : Uy Vx :
sdo as somas das componentes correspondentes, 0 Uy + vy
que também é 6bvio pela Fig. 3.15. Vemos também Figura 3.15 Componentes da soma.
que ‘
kv=kvxi+kvyj 3.3.7

ou seja, as componentes de Av sao (Avy, Av,).

Num dado sistema de coordenadas, vemos assim que um vetor estd associado a um par
ordenado u — (uy, u,), com u +v — (uy + vy, u, + vy), M\u = (Auy, Auy). Entretanto, a reciproca
nao é verdadeira: nem todo par ordenado (u,, u,) define um vetor. Como vemos pela (3.3.3), 0
vetor u sé fica definido quando sdo dados também os vetores unitarios (i, j) que definem as
direcdes dos eixos do sistema de coordenadas, o que permite construir o vetor como entidade
intrinseca, representdvel geometricamente de forma independente do sistema de coordenadas.

Se passarmos de um sistema de coordenadas Oxy
a outro Ox’y’ de orientac¢ao diferente (o que eqtivale
a uma rotacdo dos eixos em torno da origem), o
significado intrinseco do vetor u nos deve permitir
calcular suas componentes (u, uy) no novo sistema a
partir de (uy, u,) e do angulo de rotacao ¢. A Fig. 3.16
mostra como isto se faz por projecdo sobre os novos
eixos, uma vez construido u pela (3.3.3). Veremos
depois a forma analitica da relagao entre (uj, u) e (u,,
u,), que dd a lei de transformagao das componentes
de um vetor numa rotacdo de eixos. O importante é  Figura 3.16 Roracio de eixos.
perceber que essa lei de transformacgido é bem definida
e caracteristica de um vetor, refletindo o seu carater intrinseco. Assim, por exemplo, se tivermos

Uy +Vy =Wy, U, +V,=w, (3.3.8)

correspondendo a relacdo intrinseca u + v = w, a lei de transformacao tem de ser tal que, em
relacdo ao novo sistema de coordenadas, se tenha também

’ r ’ ’ r ’
Uy +vy=wy, U +vy=wy (3.3.9)
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612

0 "0

Figura 3.17 Deslocamento relativo.

Exemplo: Deslocamento relativo
Sejam ry = OP; e ry = OP,, 0s deslocamentos de dois pontos P e P, em relacao a origem
O (Fig. 3.17). Chama-se deslocamento relativo de P, em relagao a P; o vetor P4P, = ry, definido
por
Mp=h-n (3.3.10)

A Fig. 3.17 mostra a construgio grafica que da rq,. Uma caracterizacdo intrinseca de ry»
pode ser obtida dando seu médulo e o angulo B entre ry, e ry (por exemplo).

Se 6 é 0 angulo entre ry e 1y, a lei dos cosenos aplicada ao tridngulo OP,P, d4
e_ 2.2
|r12| =n +n -2nr,cosd 3.3.11)
o que determina |ryy|. A lei dos senos da

lﬁz‘ N D n B r sen o

= = = 3.3.12
sen® sen(n-P) senpP Iy ( )

Por outro lado, tomando um sistema de coordenadas bxy (Fig. 3.17), as (3.3.10) € (3.3.1)
dao
2
| = (ko = %, + (v - 12 = (63 + ¥ + (< +yE)-20x,%, +yoy,)  (B3.13)
onde, pelas (3.3.4), x; = r; cos 8;, y; =r; sen 6; (i = 1,2), de modo que a (3.3.13) se escreve

2
|r12| = r22 +1? -2nr, (cos®,cos8, +sen 6, sen ;)
cos(8,-04)

0 que coincide com a (3.3.11), pois 6 = 8, - 8, (Fig. 3.17).
Analogamente, se 04, é o dngulo entre ry, e Ox, as (3.3.5) dao

Xo~Xq _ I €080, — 11 COS04
|r12| |1'12l
Yo—y1 _ D sen8,-r sen 9

‘I'12| ‘I‘12|

€056y, =

sen 912 =
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oque da

sen (6,-61)

|l‘12[ (sen 6y, cosO; —coshy, sen B;) =1, (sen 6, cosd; — sen 6 cosb,)

sen (8426

o que coincide com a (3.3.12), pois f = 8, - 6;, conforme vemos pelo triangulo OP,Q. Vemos
assim que os resultados (3.3.11) e (3.3.12) também podem ser obtidos a partir das componentes

dos vetores num dado sistema de coordenadas.

3.4 — Velocidade e aceleracao vetoriais

Consideremos uma particula, em movimento y
num plano, que descreve uma trajetéria APB, em
relacdo a um sistema de referéncia Oxy. Seja r(t) =
OP o deslocamento da particula em relacdo a origem }
O no instante t, onde P é a posicao ocupada pela Ay P Ar 7.
particula no instante t; seja r(t + At) = OP’ o deslo- 1A ““““ - :
camento no instante t + At. Pela (3.3.10), o desloca- i :
mento relativo da particula entre os instantes t e  + At r{y (t+1Ad)
é o vetor (Fig. 3.18). ; :

=Ar=r(t+At)-r(t) (3.4.1)

Por analogia com a (2.1.5), é natural definirmos
a velocidade média entre os instantes t e t + At por Figura 3.18 Trajetéria plana.

w

— X

o <—Ax~>.

r(t+At)-r(t) Ar
Visteat = At = AL

Como a diferenca entre dois vetores e o produto de um vetor por um escalar sao vetores,
a(3.4.2) mostra que a velocidade média é um vetor, cuja dire¢ao e sentido sdo os da corda PP’
que liga as posi¢des nos instantes t e t + At sobre a trajetoria.

As componentes da velocidade média s&o

(3.4.2)

_A_X_'
At

Ay
\4 =—
y{tot+Al) At

Vx(totrat) =

(3.4.3)

ou seja, sdo exatamente as velocidades médias dos movimentos unidimensionais descritos
pelas projecdes x(t), y(t) do deslocamento instantaneo r(f) sobre os eixos.

Quando At — 0, sabemos pelas (2.2.2) e (2.2.5) que as (3.4.3) levam a

v, ()= hm[AX] d_x

t—0\ At dt

d (3.4.4)
v, ()= lim VAN
at-0| At dt

que representam as velocidades instantaneas dos movimentos unidimensionais descritos pelas
projecdes. Isto sugere definir a velocidade instantanea no instante t por
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. [Ar) dr dx. dy. . .

v(it)=lim| — |=—=—i+—==j=v, (1)i+v, (t 3.4.5
e AtaO[At] gt dr gl = Vi (0] (3.4.5)
o0 que define ao mesmo tempo o conceito de derivada
P de um vetor dependente de um parametro () em

. relacdo a este parametro.
Ar P/,v ® Observando o comportamento de Ar a medida
que At — 0 (Fig. 3.19), vemos também que a direcao
N da velocidade instantinea v(t) é a da tangente a
P r trajetoria em P(t), e o sentido € o sentido de percurso

da trajetoria para t crescente. Obtemos assim a dire¢io
e o sentido de v, mas como sabemos que é um vetor?

Figura 3.19 Velocidade vetorial.
Como vimos apés a (2.2.4),
(G5 elehie] i

dt dt dt

de modo que (cf. (3.3.6), (3.3.7)) a definicdo (3.4.5) satisfaz a todas as leis de composicio que
caracterizam um vetor. Podemos concluir, de forma mais geral, que a derivada de um vetor é
um vetor.

d d
E[X1(t)+xz(t)]— , E[XX(T)]—K

Para definir a aceleracdo média de forma ana-
loga, consideremos um intervalo [t, t + At] e sejam
v(t), v(t + At) os vetores velocidade instantdneos nos
P P(e+an extremos do intervalo, que sao tangentes a trajetoria

v () Ay nos pontos correspondentes P(f) e P(t + Af) (Fig. 3.20).
Por definicao (cf.(3.4.2)),

v(t+ Ay

v{t+A)
— _V(t+AD-v() _Av (3.4.6)
Figura 3.20 Aceleracio vetorial. SRy At TOAt T
é o vetor aceleracdo média no intervalo t — t + At.
A aceleracdo instantanea no instante t é o vetor
[v(t+at)-v(t)] A
a(t) = lim| YDV |y [AV)_dv (3.4.7)
A0 At ] a0 At dt

ou seja, é a derivada do vetor velocidade instantanea em rela¢ao ao tempo. Pela (3.4.5), também
podemos escrever

d’r d®x. d’y.
== =—it+—] (3.4.8)
dt* _dt*  dt?
introduzindo assim ao mesmo tempo a derivada sequnda de um vetor.

Para ter uma interpretacdo geométrica do vetor aceleragdo instantinea, basta aplicar a
interpretacdo geométrica da derivada de um vetor, discutida apds a (3.4.5). Se, a partir de
uma origem comum O, representarmos os vetores velocidade associados aos diferentes pontos
da trajetoria (Fig. 3.21), a extremidade do vetor v(f) descrevera uma curva (em linha
interrompida na Fig.) que se chama hoddgrafo do movimento. O vetor a(t) é tangente ao
hodografo no ponto correspondente v(t). Vemos que em geral a(t) ndo serd tangente a trajetdria.
Em geral omitiremos a palavra "instantanea". Quando nos referirmos a velocidade e a
aceleracdo no instante t, estas expressoes designarao v(t) e a a(f), respectivamente. Um resultado

a(t)
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Av

Trajetoria v(t+A) v

v (t+ AN =|v (1)), Av#0

— -~ s g 1 1. - 1.
B Figura 3.22 Variacio da direcio da
velocidade.

R vt 0 vit)

Figura 3.21 Hodografo.

fundamental da discussdo acima & que a aceleracdo nao estd associada apenas a uma variagao
do médulo da velocidade: conforme ilustrado na figura 3.22, uma variagdo de dire¢do da
velocidade também representa uma aceleragdo. Assim, se um carro percorre uma pista circu-
lar, ele tem aceleracdo, mesmo quando o ponteiro do velocimetro indica sempre 0 mesmo
valor! Este resultado decorre do carater vetorial da velocidade e da aceleracao.

3.5 — Movimento uniformemente acelerado

Um movimento qualquer chama-se uniformemente acelerado quando a aceleragao €
constante (independente do tempo):

| a(t)=a = constante \ (3.5.1)

onde "constante", para um vetor, significa constante em mddulo, direc¢ao e sentido.

Analogamente & discussao da Se¢. 2.5, para determinar o movimento € preciso ainda dar
as condicées iniciais:

vity)=vy

r(to) = I‘O

(3.5.2)

No instante t, + At, v e r terdo variado respectivamente de Av e Ar, onde, para At
suficientemente pequeno (de modo que possamos confundir aceleracao e velocidade médias
e instantineas), teremos

(3.5.3)

Av =aAt
Ar = vyAt

Se v é paralelo a a, as (3.5.3) mostram que o movimento seré retilineo, segundo a dire¢ao
paralela a vy e a que passa por r (com efeito, podemos repetir o raciocinio a partir de to + At,
porque Vg + Av continua neste caso sendo paralelo a a). Recaimos entéo no caso do movimento
retilineo uniformemente acelerado, ja estudado na Seg. 2.5.

Vamos supor entdo que vy nao ¢ paralelo a a, de forma que as direcdes de v, e a definem
um plano, ou methor, uma familia de planos paralelos. As (3.5.3) mostram entao que o
movimento estara contido no plano dessa familia que passa pela posic¢do inicial ry, ou seja, o
movimento é bidimensional. Podemos entdo, sem restri¢do de generalidade, tomar a origem
neste plano.
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Vamos adotar um sistema de coordenadas
\ cartesianas com eixo Oy segundo a dire¢ao de a (Fig.
3.23). Temos entao

a=gj
Vo =Voxi+ vy, ] (3.5.4)

Iy = Xol+ o]

As projecoes do movimento sobre os eixos x e y
Figura 3.23 Condicdes iniciais. obedecerdo entdo a

a, =a=constante; v, (ty)=v,,: (ty) =
y y o) 0y y(ty) YO} (3.5.5)

a, =0; Vx(to]:VoX; X(to):XO

que correspondem a movimentos unidimensionais do tipo ja considerado na Sec. 2.5. Podemos
entao aplicar imediatamente as (2.5.4) e (2.5.8), obtendo.

v, (t)=v,, +alt -t '
y () =vq, +alt—t;) (3.5.6)
Vx(t) =Vox
(t)=yq+vy, (t-t, )+1a(t—t )
y =Yo Oy 0 2 0 (357)
X(t) = XO + VOX(t_ to)
Em forma vetorial, estes resultados se tornam:
| v(t)=vy+alt—ty) ] (3.5.8)
r(t) =y + vt - t0)+%a(t—t0)2 (3.5.9)

que déo a solugdo do problema de valores iniciais posto pelas (3.5.1) e (3.5.2).

No caso particular em que a = 0, recaimos no
movimento retilineo uniforme (Fig. 3.24). Com efeito,
neste caso, as (3.5.7) dao

r(t)
(3.5.10)

Vo X:XO+V0X(t—t0) y-——y0=x——xo
y=.V0+V0y(t_t0) Voy Vox

que € a equacdo de uma reta (trajetoria).

Para obter a forma da trajetéria no caso geral do
movimento uniformemente acelerado, basta eliminar
t -ty entre as (3.5.7). A condicdo de que v, ndo é

Figura 3.24 Movimento retilineo uniforme.

paralelo a a da
vy 20 (3.5.11)
permitindo obter t - t, da segunda (3.5.7):

t—ty= (3.5.12)
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Substituindo na primeira (3.5.7), obtemos

v 1
y-yo=| X (x—x0)+—%(x—x0)2 (3.5.13)
Yox 2 0x

que é a equacdo de uma pardbola de eixo vertical, que passa por (X, yp), € cuja tangente neste
ponto tem a direcio de v, (por construgio).

As (3.5.7) mostram que o movimento ao longo da parabola (3.5.13) pode ser considerado
como resultante da composi¢do de um movimento uniforme na direcdo horizontal com um
movimento uniformemente acelerado na direcao vertical.

3.6 — Movimento dos projéteis

Uma aplicacdo importante dos resultados da Se¢. 3.5 € o movimento dos projéteis na
vizinhanca da superficie da Terra. Na balistica usual, podemos considerar a Terra como plana
e a aceleracdo da gravidade como constante (cf. (2.6.1)) (isto ndo seria verdade para foguetes

balisticos intercontinentais!)
Pela convengdo da Seg. 3.5, temos )i
de tomar o eixo Oy segundo a vertical. Y '"1 """"""""" .
Vamos orientd-lo apontando para cima, R Sebeneoos ¢
de modo que, na (3.5.4),a=-g: |
a=-gj (3.6.1) Yo ;
Vamo-nos limitar também ao caso :
em que X, = yo = 0, tomando a posicao 6 ; R
inicial como origem, e vamos tomar 0 Xm A
fp=0. Seja 6 0 dngulo entre vy e Ox (Fig. Figura 3.25 Trajetdria parabolica.
3.25), de modo que
Vox = V€088  vq, =Vv,send (3.6.2)
As (3.5.6) e (3.5.7) ficam
vy=vgsend —gt v, = \}0 cos0 (3.6.3)
=vysenBt- 1 t?
Y=o 29 (3.6.4)
X =vgcos0t
e a equacdo da trajetoria (3.5.13) fica
gx?
y=tg6~X—ﬁ— (36.5)
2vycos 0

Conforme mostra a Fig. 3.25, a altura maxima y,, atingida pelo projétil corresponde ao
instante t;,, em que v, se anula, ou seja, pela (3.6.3),

t, = %e“_e (3.6.6)

e o valor correspondente de y é dado pela (3.6.4):
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vosen® 1  visen’d

Ym=Vvgseno- 2g 4

ou seja,

_ v5 sen®s (3.6.6)
2g

Quanto tempo o projétil leva para atingir o solo no ponto x = A (Fig. 3.25)? Fazendo y =0
na primeira das (3.6.4), obtemos uma equacgéo do 2° grau em t, em que uma das raizes é t = 0,
correspondendo ao ponto de langcamento, e a outra é

m

2vpsen@
_—g =
ou seja, € o dobro do tempo que leva para atingir a altura maxima, o que poderiamos ter
inferido pela simetria da trajetéria com respeito a x = x,.

Com que velocidade o projétil atinge o solo? Basta fazer t = t, na (3.6.3):

2t (3.6.7)

t:tAz m

Vy(tA) =vysen® —gt, =-v, sen 6} ‘v(tA )| _ ‘V0| (3.6.8)

v, (ty)=v,cosh...

Logo, ao atingir o solo, a velocidade do projétil s6 difere da velocidade inicial v, pela
inversdo da componente vertical (v, — - v,), e tem 0 mesmo médulo. Como y = 0 € um plano
arbitrario, o mesmo vale em qualquer plano horizontal (y = constante), ou seja, também se
aplica as velocidades nos dois pontos P e Q em que a parabola corta um dado plano horizon-
tal [Fig. (3.25)].

Podemos exprimir as componentes da velocidade diretamente em fungdo da altura y
com o auxilio da (2.5.9):

v, =ty V2 sen’0-2gy, V, =V,C0s0 (3.6.9)
N4 0 0

onde o sinal é + ou — conforme o projétil esteja subindo ou descendo.

A distancia x = A entre o ponto de lancamento O e o ponto em que o projétil volta a
passar pelo plano y = 0 chama-se alcance do projétil, e se obtém substituindo a (3.6.7) na
segunda (3. 6.4 ):

2
A=vycose- 2o Sen8 Xgﬁsen (26) (3.6.10)
g

onde usamos a bem conhecida rela¢do trigonométrica: sen (260) = 2 sen8 cosd. Uma conseqién-
cia imediata da (3.6.10) é que o alcance é maximo quando o "angulo de elevacao" 6 vale 45°.

Na ultima jornada dos "Didlogos"”, Galileu discute o movimento dos projéteis. Precur-
sores de Galileu acreditavam que uma bala de canhdo se move em linha reta até esgotar seu
impulso, e depois cai verticalmente (um deles propds juntar esses dois segmentos de reta por
um arco de circulo tangente a ambos para descrever a trajetéria). Galileu foi o primeiro a
demonstrar que a trajetéria é uma pardbola. Além disso, obteve varios dos resultados
discutidos acima, inclusive que o alcance é médximo para 8 = 45°, enunciando ainda o se-
guinte resultado:
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"As amplitudes das parabolas descritas por projéteis disparados com a mesma velocidade,
mas em angulos de elevagdo acima e abaixo de 45° e eqilidistantes de 45°, sao iguais entre si".

Isto significa que, para o mesmo valor de |vy|, os alcances correspondentes a § =45° + § e
0 = 45° - § sdo iguais. Verifique este resultado!

Galileu também observou o fato de que todos estes resultados sobre o movimento de
projéteis sdo bastante idealizados, uma vez que nao foi levado em conta o efeito da resisténcia
do ar, que tende a diminuir o alcance e alterar o cardter do movimento. Este efeito é bastante
complicado, porque a resisténcia do ar depende da forma do projétil e do mddulo da velocidade

instantanea, v| s ,/vi + vf, , de modo que acopla os movimentos horizontal e vertical, que nao

podem mais ser considerados como independentes. Entretanto, para projéteis de forma
aerodinamica (como as balas de armas de fogo) e lancados com velocidades iniciais elevadas,
os resultados acima constituem geralmente uma boa aproximacao.

E interessante observar que podemo-nos aproximar melhor das condicdes ideais, em
que a resisténcia do ar estd ausente, utilizando feixes de particulas atdmicas ou subatémicas
{como elétrons) lancados numa regido de alto vacuo.

No caso de elétrons, o efeito foi observado nas primeiras experiéncias que levaram a
descoberta do elétron, feitas por J. J. Thomson em 1897.

O aparelho utilizado por Thomson
(Fig. 3.26) era uma versao primitiva do
moderno tubo de osciloscépio ou de
televisdo, conhecido como “tubo de raios
catdédicos”. Um feixe de elétrons (“raios
catédicos”) produzido numa descarga elé-
trica num gas rarefeito entre os eletrodos
C (catodo) e A {anodo), é defletido de sua
trajetdria retilinea ao passar entre as placas P, e P, (Fig.), entre as quais se estabelece uma
diferenca de potencial. Veremos depois que isto equivale a superpor aoc movimento retilineo
uniforme dog elétrons no feixe, segundo a horizontal, um movimento uniformemente acelerado
na vertical, onde a aceleracdo se deve ao campo elétrico entre as placas. A por¢ao de trajetoria
BD na regido entre as placas (Fig.) é entdo um arco de pardbola, e o feixe assim defletido é
detetado pela mancha luminosa M que produz ao incidir sobre um depésito fluorescente na
parede interna do tubo. Thomson também investigou o efeito de um campo magnético sobre
o feixe (deflexao magnética), e essas experiéncias lhe permitiram medir a razao da carga
elétrica para a massa do elétron, conforme sera visto posteriormente (Seg. 5.4).

No caso de feixes atdmicos, foi detetado o efeito de queda livre dos 4tomos, em experiéncias
realizadas por Estermann, Simpson e Stern* em 1947. Numa delas, foi utilizado um feixe de
dtomos de césio, proveniente de um "forno" a temperatura de 450K. Atomos de césio a essa
temperatura tém velocidades médias da ordem de 300 m/s; um feixe colimado, propagando-
se na direcdo horizontal, era extraido do forno, penetrando num tubo onde se fazia alto vacuo,
e nele viajando uma distancia de ~2m. O tempo de percurso correspondente é (2/300) s. De
quanto 0s 4tomos caem nesse tempo sob a acao da gravidade?

Caemde '/, gt? =1/, x 9,8 x (1/150)> m = 2 x 10~ m, ou seja, de ~ 0, 2 mm. Embora se trate
de um deslocamento pequeno, ele pode ser detetado com relativa facilidade, porque o didmetro
do feixe e do fio utilizado no detetor sdo ~ 10 vezes menores (€ um "detetor de fio quente’, em
que os atomos sdo ionizados e depois coletados por um eletrodo, medindo-se a corrente
elétrica resultante). Devido ao alto vacuo, os resultados obtidos nesta Segdo sobre trajetorias

Figura 3.26 Tubo de raios catédicos.

*1. Estermann, O. C. Simpson e O. Stern, Phys. Rev. 71, 238 (1947).
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parabdlicas se aplicam com grande precisdo. O objetivo das experiéncias ndo era estudar a
queda livre, mas sim testar resultados da teoria cinética dos gases, sobre a distribuicio de
velocidades dos atomos. Também tém sido feitas recentemente tentativas de observar a queda
livre de elétrons, mas a experiéncia, realizada dentro de um cilindro evacuado, se torna muito
mais dificil neste caso, devido a forc¢as de origem elétrica, oriundas das paredes do cilindro,
gue atuam sobre os elétrons, de modo que ndo ha ainda evidéncia clara de que o efeito tenha
sido observado.

Recentemente, foi produzido um "chafariz de &tomos" em que eles foram lancados no
vacuo, descrevendo trajetérias parabdlicas, e que foi empregado na construgdo do relégio
atébmico NIST-F1 (pag.15).

3.7 — Movimento circular uniforme

Um tipo de movimento plano de grande importancia na fisica € o movimento circular
uniforme, em que a trajetéria é um circulo e o0 moédulo da velocidade instantanea é constante,
de modo que a particula descreve arcos de circulo iguais em tempos iguais. Temos assim um
movimento periédico, em que o periodo corresponde ao tempo levado para descrever uma
volta completa, o que define um "relégio”.

De fato, 0 movimento da extremidade dos pon-
teiros de um relégio é deste tipo. O movimento da
8 & Lua em torno da Terra também pode ser aproximado

por um movimento circular uniforme. Outro exemplo
sao as orbitas de particulas carregadas em acele-
5 S radores de tipo circular.
y x Seja ro raio da trajetoria circular. A posicio ins-
Q tantanea P da particula fica definida pelo dngulo 6
entre o vetor deslocamento r = OP correspondente e
0 eixo Ox de um sistema cartesiano com origem no
~— centro do circulo ( u 13 3. 21), onde 8§ & }JUDIUVU no
sentido anti-hordrio. O arco s correspondente ao
Figura 3.27 Movimento circular. angulo 8 sobre o circulo € dado por

3.7.1)

onde 6 é medido em radianos (2rrad = 360"). Vamos introduzir £, o vetor unitdrio na direcao
de r, que aponta radialmente para fora, e 6, o vetor unitario tangente ao circulo (portanto
perpendicular a r) em P, orientado no sentido de 6 crescente (anti-horario). Note que ao
contrério deie j, que sao vetores fixos nas direcoes
i: dos eixos, as diregoes de # e @ variam com a posicdo
P ocupada pela particula ao longo do circulo.

& Pela definicdo de movimento circular unifor-
r () P me, a lei hordria é s = sy + v(t — tp) (3.7.2) onde sy é 0

0 valor do arco no instante inicial fy e v é a "velocidade
0 linear" com que o arco s é descrito. Lembrando a defi-
nicao (3.4.5) da velocidade instantanea e o fato de que
|Ar| se confunde com As (corda e arco se confundem)
quando At — 0, vemos que |v| dd o médulo da velo-
cidade instantinea v(f), que é tangente ao circulo em
Figura 3.28 Velocidade instantdnea. P. A velocidade instantanea v(t) é dada por

y
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v=vb (3.7.3)
(note que isto continua valendo quando o circulo é descrito no sentido horario e v < 0). Temos
ainda
v=ds/dt 3.7.4)
como conseqiiéncia imediata da (3.7.2).
O periodo T do movimento é o tempo para dar uma volta completa, ou seja,

T=2nr/lv

—
(o)
=
1)

St

Chama-se fregiiéncia v o inverso do periodo:

(3.7.6)

A fregiiéncia da portanto o numero de rota¢ées por unidade de tempo. Assim, um disco
LP tem 33 /3 rpm (rotagdes por minuto), o que corresponde av=0,5s'eT=2s.

Podemos empregar a (3.7. 1) para exprimir a lei hordria (3.7.2) em termos do angulo 6
descrito em fun¢ao do tempo:

[6=0y+alt—t)] 3.7.7)

onde (3.7.8)

chama-se velocidade angular. Temos, analogamente a (3.7.4),

dae
®=— (3.7.9)
dt
e as (3.7.5) e (3.7.8) mostram que
- 2n
o ==+ =2mv (3.7.10)
T
alanidada anclan an maeda am rad /o an gimnlogmenta am o1 Acaim nor axamnla a
M velvtiuauc a ly ulal ST 111CUC Clli 1dau /70, UUu DlllllJlCDlllCllLC CilL O . 12201111, !JUI CACILIIMIV, a
velocidade angular do ponteiro dos segundos de um relégio, para o qual T = 1 min, é

0=02n/60)s1=0,1s" (0,1rad/s)

A (3.7.8), escrita sob a forma v = @r, nos mostra ainda que, num disco em rotagdo uniforme
(por exemplo, um disco LP num toca-discos), a velocidade linear cresce linearmente com a
distincia ao centro, sendo nula no centro e maxima na periferia.

As (3.7.3) e (3.7.8) dao
v=wro 3.7.11)

Embora o movimento circular uniforme
tenha uma velocidade de mddulo constante, a
direcdo da velocidade v varia de ponto a ponto
da trajetéria. Logo, conforme foi mencionado
no fim da Sec. 3.4, ele é um movimento acele-
rado, ou seja, a aceleracdo é # 0. Vamos agora
ver como se obtém a aceleracao a.

Uma forma possivel de determinar a é pelo
processo geométrico do hodégrafo, descrito na
Se¢. 3.4. O hoddégrafo de um movimento circu-

Figura 3.29 Hododgrafo do movimento
circular uniforme.
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lar uniforme também é um movimento circular uniforme, sobre um circulo de raio |v| (em
linha interrompida na Fig. 3.29). Pelo que vimos na Seg. 3.4, a velocidade do movimento sobre
o hoddgrafo (“velocidade de variacdo da velocidade”) é a aceleragdo a. Como a velocidade
angular com que € descrito o hodografo é a mesma do movimento circular uniforme, mas o
raio do hodégrafo é |v|, em lugar de r, obtemos da (3.7.8), aplicada ao hodégrafo, o médulo da
aceleracgao:

ia‘=wv=m2r=v2/r (3.7.12)

Por outro lado, o exame da Fig. 3.29 mostra que o vetor a, tangente ao hodégrafo, esta
dirigido radialmente para dentro no circulo original (trajetoria). Logo

a= -|a|f~ =-’rT = --Vr—zf (3.7.13)

Esta é a chamada aceleracdo centripeta (porque
aponta para o centro do circulo).

Podemos também obter o mesmo resultado de
outra forma, empregando diretamente a definicdo
(3.4.7) do vetor a. A Fig. 3.30 (a) ao lado mostra os
vetores v(f) e v(t + Af), onde At corresponde a um in-
cremento A@. A (b) ilustra a construcdo de Av, mos-
trando que, no limite em que At — 0, Av tende a
apontar na direcao de -f. Além disto, o angulo entre
v(t) e v(t + At) é também AS, e, no limite em que At — 0,
podemos confundir o comprimento de Av {corda) com
o do arco de circulo de raio |v| que subentende o

Figura 3.30 Incremento de velocidade.
angulo |A8]:
x

o

\Av| = M ‘A9| i (3.7.14)

0 que se torna exato no limite em que At — 0, levando novamente a (3.7.12) (cf. (3.7.9)).

A titulo de ilustracao, vamos calcular a aceleracdo centripeta da Lua em sua orbita em
redor da Terra, supondo a 6rbita circular, o que é uma boa aproximacdo. O raio da 6rbita é
r = 380.000 km = 3,8 x 108 m (distancia Terra-Lua). 0 periodo de rotacio da Lua em redor da
Terra (més lunar) é T~ 27,3 dias = 27,3 x 8,64 x 10*s = 2,4 x 10° 5. Logo, pelas (3.7.12) e (3.7.10),

2
la|=0?r = A 2 7x103 D (3.7.15)
TZ 2

S
0 que podemos comparar com a aceleracao da gravidade (2.6.1):

Rl _27x10% 1

~ 3.7.16
g 98 3600 S

3.8 — Aceleracoes tangencial e normal

Consideremos agora um movimento nao-uniforme sobre um circulo. Embora a velocidade
instantanea continue naturalmente sendo tangente ao circulo, a ndo-uniformidade do movi-
mento circular significa que o médulo da velocidade, além da sua direcdo, também variard
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com o tempo. E natural entdo considerar separa-
damente os dois fatores que contribuem para Av. Y (2 + A
Na Fig. 3.31 (a), consideramos a situa¢édo em v ()
que |v(t + At)] # [v()]. Na (b), PQ representa v(i) e pr
PP’ corresponde a v(t + At). O ponto Q' é tomado Av
de tal forma que |PQ’| = [PQ| = [v(f)]. Vemos que \V@ Q
Q p
AV=QP'=QQ’ +QP’ (3.8.1) a1
J4 calculamos QQ’ na (3.7.14): Y (av),/ (Il;)
a
'QQ’ :1 (AV),‘ = M }Aﬂl (3.8.2) Figura 3.31 Movimento circular acelerado.

onde o indice r se refere ao fato de que, para At — 0, (Av), dard a componente radial de a
(aceleracdo centripeta), ja calculada na Seg. 3.7:

2
lim [EA—V)L} =-@’rt = —r[@) r (3.8.3)
At=0] At dt

A componente nova que temos de calcular é Q'P’. No caso ilustrado na Fig. 3.31 (a),
temos v > 0 e a (b) mostra que, no limite em que At — 0, a direcdo e sentido de Q'P’ tendem a
coincidir com os de v(t), ou seja (cf. (3.7.3)), com 0s de 8, e

QP = (AV), =[v(t+AD) - v(DIB = Av - (3.8.4)
de modo que
lim [%} - lim [ﬂjé -4 (3.8.5)
A0 At A0l At dt

Esta relacao permanece vdlida quer seja v > 0 ou v < 0, e quer |v| esteja crescendo ou
decrescendo, como se vé por uma discussdo andloga a da Seg. 2.4. Pelas (3.7.8) e (3.7.9), temos
ainda a relacao

dv do _d%0
_pdo_ _

prilm rﬁ_ ro. (3.8.6)

onde o se chama acelera¢do angular.
Combinando as expressoes acima, obtemos finalmente a expressdo da aceleracdo num

movimento circular qualquer:
@87

2 2
onde a, =-0°r= —1{@) S (3.8.8)
dt r
e a —ar—rgz—g=ﬂ (3.8.9)
° di?  dt o

A . ~ ,
. O termo a,r na (3.8.7) continua sendo chamado de aceleracao centripeta; o outro termo,
a, 8 ¢ a componente da aceleragdo tangente ao circulo, e se chama por isso de aceleracdo
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tangencial; a, e ag na (3.8.7) definem também as componentes do vetor a em coordenadas
polares (Seg. 1.6).

- Exemplo: Movimento circular uniformemente acelerado: E, por definicio, aquele em que a
aceleracdo angular o é constante:

2

o= —Z—S = constante (3.8.10)
t

de
0)0 = ‘a?(t—to)

Sejam (3.8.11)

90 = e(to)

. os valores iniciais da velocidade angular e do angulo 8. Pela analogia entre as (3.8.10) - (3.8.11)
e as (2.5.1), (2.5.3) e (2.5.7), vemos imediatamente que a lei hordria do movimento
uniformemente acelerado é (cf. {2.5.8))

B(t):eo+m0(t—t0)+%a(t—t0)2 (3.8.12)

que a velocidade angular instantanea é (cf. (2.5.4))

[ ot) = g +alt - t) | (3.8.13)

e que (cf. (2.5.9)

| 0% =@} +2a(0-6,) | (3.8.14)

A expressao de a se obtém substituindo as (3.8.10)
€(3.8.13) nas (3.8.7) a (3.8.9).

Consideremos agora um movimento plano sobre
uma trajetoria curva qualquer AB (Fig. 3.32), e sejam
P e P’ as posicOes nos instantes t e t + At, respec-
tivamente. As normais a curva em P e P’ (perpen-
diculares as tangente$ nesses pontos) se encontram
geralmente num ponto C (Fig.), que, para At muito
pequeno, € eqiiidistante de P e P’, ou seja, € o centro
de um, circulo de raio R = CP tal que o arco de circulo
PP’ e arco de curva PP’ tendem a ter as mesmas
tangentes em P e P’ quando At — 0 (é o arco de circulo
que melhor se aproxima do arco de curva PP’ nesse
limite). O ponto C chama-se centro de curvatura da
curva no ponto P e R é o raio de curvatura cor-
respondente (para um segmento de reta, R é infinito).
O circulo de centro C e raio R é o circulo de curvatura
da curva no ponto P; em geral, C e R variam de ponto
a ponto.

Por construcdo, o movimento sobre a curva e
i sobre o circulo de curvatura tém 0s mesmos vetores
. velocidade em P e P’ quando At — 0; logo, tém também
a mesma aceleracdo a. Para o movimento sobre o
Figura 3.33 Aceleracoes tangencial enormal.  circulo de curvatura, a é dado pela {3.8.7). Entretanto
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A . )
I e 8 tém de ser interpretados do ponto de vista da trajetéria:

A ~ . ra . Ie —~ . .
2,0 tem a direcao da tangente a trajetoria em P, e da a aceleragao tangencial ay (Fig. 3.33), ao
A . ~ s ~
passo que a, r aponta em dire¢do ao centro de curvatura C e dd a aceleragdo normal ay,.

Temos (cf. (3.8.8) e (3.8.9))
@a.15)

dv
ar=—- 3.8.16
TG ( )
2
v
a = — 3.8.17
NT R ( )
onde R é o raio de curvatura em P. A magnitude da aceleracdao em P é dada por
_ 22
la|= a2 + % (3.8.18)

3.9 — Velocidade relativa

Consideremos duas particulas em movimento em
relacdo a uma origem O, que num dado instante,
ocupam as posicoes Py e P,, correspondendo aos
deslocamentos ry(t) e r»(t) em relacao a O (Fig. 3.34).
O deslocamento relativo ry,(t) de P, em relacdo a P4
no instante t é como vimos na (3.3.10), Figura 3.34 Deslocamento relativo.

ry(t) = ry(t) - 1y () (3.9.1)

Derivando ambos os membros da (3.9.1) em relacao ao tempo, obtemos (cf. (3.4.5))

% 12 = Va2 (1) = V() = v4 (1) (3.9.2)

ou seja, a velocidade relativa de 2 em relacao a 1, dada por vy, € a diferenga entre as velocidades
de 2 e 1 em relacdo a origem O. Podemos interpretar v4» como a velocidade da particula 2
num referencial com origem na particula 1. Assim, no exemplo citado por Galileu do corpo
que cai do mastro de um navio em movimento na dire¢ao horizontal, as componentes
horizontais das velocidades do corpo e do navio sao iguais e se cancelam na (3.9.2), de forma
que a velocidade do corpo relativa ao navio continua sendo vertical (ele cai ao pé do mastro).

Se estivermos no interior de um veiculo em mo-
vimento horizontal (em relacdo ao solo) com veloci-
dade v; e se gotas de chuva estiverem caindo verti-
calmente (em relacdo ao solo) com velocidade v,
vemos as gotas de chuva escorrerem sobre uma janela
do veiculo segundo um angulo 8 com a horizontal
correspondente a direcao de vy, ou seja, (Fig. 3.35), 7 c/ / /‘/ ‘/ c/
temos tgo = vo/vy. ‘y/

Voltaremos a discutir este assunto de forma mais Figura 3.35 Chuva na janela de um carro
ampla no capitulo 13. em movimento. )
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PROBLEMAS DO CAPITULO 3

1.

10.

11.

No problema do cagador e do macaco (Seg¢. 3.1), mostre analiticamente que a bala atinge
o alvo, e calcule em que instante isso ocorre, para uma dada distancia d entre eles e
altura h do galho, sendo v, a velocidade inicial da bala. Interprete o resultado.

Um avido a jato voa para o norte, de Brasilia até Belém, a 1.630 km de distancia, levando
2h 10 min nesse percurso. De 14, segue para oeste, chegando a Manaus, distante 1.290
km de Belém, apés 1h 50 min de vbo. (a) Qual é o vetor deslocamento total do avido? (b)
Qual é o vetor velocidade média no trajeto Brasilia - Belém? (¢) Qual é o vetor velocidade
média no trajeto Brasilia - Manaus ?

Mostre que a magnitude da soma de dois vetores a e b estd sempre compreendida entre
os limites

Jol~[b] <[+ bf < o]+
Em que situagdes sao atingidos os valores extremos?
As magnitudes de a e b sdo iguais. Qual é o dngulo entrea + be a-b?

As latitudes e longitudes de Sao Paulo, Rio de Janeiro e Belo Horizonte, respectivamente,
sdo as seguintes: S0 Paulo: 23°33' S, 46°39' O; Rio de Janeiro: 22°53' S, 43°17' O ; Belo
Horizonte: 19°55' S, 43°56' O. A partir destes dados, (a) Calcule as distancias entre as trés
cidades; (b) Em relacdo a um sistema de coordenadas com origem em Sao Paulo e eixo
das abcissas na direcdo Sao Paulo - Rio de Janeiro, obtenha o vetor de posi¢ao de Belo
Horizonte.

Um helicéptero, saindo de seu hangar, percorre 100 m numa pista em direcdo ao sul,
dobrando depois para entrar noutra pista rumo ao leste, de onde, apds percorrer mais
100 m, levanta voo verticalmente, elevando-se a 100 m de altitude. Calcule: (a) A magni-
tude do deslocamento total; (b) o Angulo de elevagdo em relacao ao solo, a partir do
hangar; (c) a direcao da proje¢do sobre o solo do vetor deslocamento total.

Uma pedra que se encontra numa elevacdo de 60 m, sobre uma plataforma horizontal, é
arrastada por uma enxurrada com a velocidade de 3 m/s. A que distancia horizontal do
ponto de projecéo e com que velocidade (em km/h) ela atinge o solo?

Uma mangueira, com o bico a 1,5 m acima do solo, é apontada para cima, segundo um
angulo de 30° com o chao. O jato de 4gua atinge um canteiro a 15 m de distancia. (a) Com
que velocidade o jato sai da mangueira? (b) Que altura ele atinge?

Num jogo de vélei, desde uma distancia de 14,5 m da rede, é dado um saque do tipo
"jornada nas estrelas”. A bola sobe a 20 m acima da altura de langcamento, e desce até a
altura do lancamento num ponto do campo adversario situado a 1 mdaredee 8 m a
esquerda do lancamento. (a) Em que angulo a bola foi langcada? (b) Com que velocidade
(em km/h) volta a atingir a altura do langcamento? (¢} Quanto tempo decorre neste
percurso?

Um jogador de basquete quer encestar a bola levantando-a desde uma altura de 2 m do
chéo, com velocidade inicial de 7 m/s. A distancia da bola a vertical que passa pelo centro
do cesto € de 3 m, e 0 aro do cesto estd a 3,05 m de altura do chdo. Em que &ngulo a bola
deve ser levantada?

Demonstre o resultado de Galileu enunciado a pg. 53, mostrando que, para uma dada
velocidade inicial vy, um projétil pode atingir o mesmo alcance A para dois angulos de
elevacio diferentes, 8 = 45° + & e 6 = 45° - §, contanto que A ndo ultrapasse o alcance
méximo A,, = v§/g. Calcule § em funcdo de vy e A.
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12.

13.

14.

15.

16.

v 17.

18.
19.

20.

21.

Generalize o resultado do problema anterior, mostrando que um projétil lancado do chao
com velocidade inicial v, pode atingir um ponto situado a distancia x e a altura y para
dois 4ngulos de elevagdo diferentes, contanto que o ponto (x, y) esteja abaixo da "parabola

de seguranc¢a"
1 x°
y:-— A e
2[ m Am]

Um jogador de futebol inexperiente chuta um pénalti a 9 m do gol, levantando a bola
com velocidade inicial de 15 m/s. A altura da trave é de 2,4 m. Calcule: (a) a que distancia
maxima da trave, atras do gol, um apanhador de bola pode ficar agachado, e (b) a que
distancia minima devem ficar os espectadores, para que ndo corram risco nenhum de .
levar uma bolada.

onde A, € o alcance méximo.

Um jogador de futebol, a 20,5 m do gol adversdrio, levanta a bola com um chute a uma
velocidade inicial de 15 m/s, passando-a ao centroavante do time, que esta alinhado com
ele e 0 gol, a 5,5 m do gol. O centroavante, que tem 1,80 m de altura, acerta uma cabecada
na bola, imprimindo-lhe um incremento de velocidade na dire¢do horizontal, e marca
gol. (@) De que angulo a bola havia sido levantada? (b) Qual foi o incremento de velocidade
impresso a bola pela cabecada? Considere cuidadosamente todos as solugoes possiveis.

0O alcance de um projétil é 4 vezes sua altura maxima, e ele permanece no ar durante 2 s.
(a) Em que angulo ele foi langado? (b) Qual foi a velocidade inicial? (c) Qual é o alcance?

Um canhdo lanca um projétil por cima de uma
montanha de altura h, de forma a passar quase C
tangenciando o cume C no ponto mais alto de
sua trajetéria. A distdncia horizontal entre o
canhio e o cume € R. Atrds da montanha hd uma
depressdo de profundidade d (Fig. 3.36). Deter-
mine a distdncia horizontal entre o ponto de
lancamento O e o ponto P onde o projétil atinge
o solo, em funcdo de R, d e h.

Uma pedra cai de um baldo que se desloca horizontalmente. A pedra permanece no ar
durante 3 s e atinge o solo segundo uma dire¢ao que faz um angulo de 30° com a vertical.
(a) Qual é a velocidade do balao? (b) De que altura caiu a pedra? (c) Que disténcia a pedra
percorreu na horizontal? (d) Com que velocidade a pedra atinge o solo?

Calcule a velocidade angular média de cada um dos trés ponteiros de um reldgio.

Com que velocidade linear vocé estd se movendo devido a rotagdo da Terra em torno do
eixo? E devido a translacdo da Terra em torno do Sol? (aproxime a 6rbita da Terra por
um circulo). Em cada um dos dois casos, calcule a sua aceleragao centripeta em m/s® e
exprima-a como um percentual da aceleracdo da gravidade.

Numa ultracentrifuga girando a 50.000 rpm (rotagdes por minuto), uma particula se
encontra a 20 cm do eixo de rotacdos. Calcule a relacdo entre a aceleragao centripeta
dessa particula e a aceleracao da gravidade g.

Qual é a hora entre 9 h e 10 h em que o ponteiro dos minutos de um relogio coincide com
o das horas? Depois de meio dia, qual é a primeira vez que os trés ponteiros voltam a
coincidir?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Na figura, a roda maior, de 30 cm de raio, trans- c
mite seu movimento a menor, de 20 cm de raio,
através da correia sem fim C, que permanece
sempre bem esticada e sem deslizamento. A roda
maior, partindo do repouso com aceleracao an-
gular uniforme, leva 1 min para atingir sua velo-
cidade de regime permanente, e efetua um total
de 540 rota¢des durante esse intervalo. Calcule a
velocidade angular da roda menor e a velocidade
linear da correia uma vez atingido o regime permanente.

Uma roda, partindo do repouso, é acelerada de tal forma que sua velocidade angular
aumenta uniformemente para 180 rpm em 3 min. Depois de girar com essa velocidade
por algum tempo, a roda é freada com desaceleracdo angular uniforme, levando 4 min
para parar. O numero total de rotacdes é 1.080. Quanto tempo, ao todo, a roda ficou
girando?

Um carro de corridas percorre, em sentido anti-horario, uma pista circular de 1 km de
didmetro, passando pela extremidade sul, a 60 km/h, no instante t = 0. A partir dai, o
piloto acelera o carro uniformemente, atingindo 240 km/h em 10 s. (a) Que distincia o
carro percorre na pista entre t = 0 e t =1 s? (b) Determine o vetor aceleracio média do
carroentret=0et=10s.

Um trem viaja para o norte a 120 km/h. A fumaca da locomotiva forma uma trilha que se
estende numa direcdo 14° ao E da direc¢do sul, com o vento soprando do oeste. Qual é a
velocidade do vento?

Um bombardeiro, a 300 m de altitude, voando a 180 km/h, mergulha segundo um angulo
de 30° com a horizontal, em persegui¢ao a um carro que viaja a 90 km/h. A que distancia
forizontal do carro deve ser langada uma bomba para que acerte no alvo?

Um rio de 1 km de largura tem uma correnteza de velocidade 1,5 km/h. Um homem
atravessa o rio de barco, remando a uma velocidade de 2,5 km/h em relacio a dgua. (a)
Qual é o tempo minimo que leva para atravessar o rio? Onde desembarca neste caso? (b)
Suponha agora que o homem quer chegar a um ponto diametralmente oposto na outra
margem, e tem duas op¢oes: remar de forma a atingi-lo diretamente, ou remar numa
dire¢ao perpendicular a margem, sendo arrastado pela correnteza até além do ponto
onde quer chegar, e depois caminhar de volta até 14. Se ele caminha a 6 km/h, qual das
duas opg¢oes € mais vantajosa, e quanto tempo leva?

As 8 h da manha, um navio sai do porto de Ilhéus, rumando para 45° SO, a velocidade de
16 n6s (1 n6 = 1 milha maritima/h = 1.852 m/h). A mesma hora, outro navio estd a 45° NO
de llhéus, a 40 milhas maritimas de distdncia, rumando em direcdo a Ilhéus, a uma
velocidade de 12 nos. A que hora os dois navios passam a distdncia minima um do outro?
Qual é essa distancia?

Dois trens passam pela mesma estacdo, sem parar nela, com dois minutos de diferenca,
ambos a 60 km/h. O primeiro a passar viaja rumo ao sul e o segundo viaja para oeste. (a)
Determine o vetor velocidade relativa do segundo trem em rela¢do ao primeiro. (b) Com
origem na estacdo, e tomando como instante inicial o da passagem do primeiro trem
pela estacao, represente graficamente o vetor deslocamento relativo do segundo trem
em rela¢do ao primeiro, nos instantes t = 0, t = 2 min e t = 4 min. Que forma tem a
trajetdria do segundo trem vista do primeiro? (c) A que distancia minima os dois trens
passam um do outro? Em que instante isso ocorre?
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30. A distancia entre as cidades A e B é 1. Um avido faz uma viagem de ida e volta entre A e
B, voando em linha reta, com velocidade V em relagdo ao ar. (a) Calcule o tempo total de
v0o, se o vento sopra com velocidade v, numa dire¢do que forma um &ngulo 6 com a
direcio AB. Este tempo depende do sentido em que o vento sopra? (b) Mostre que a
viagem de ida e volta s6 é possivel se v < V, e calcule a relagdo entre o tempo de v0o ¢
guando o vento sopra na dire¢ao AB e o tempo t, quando sopra na dire¢ao perpendicu-
lar (este resultado é relevante na discussao da experiéncia de Michelson e Morley); (c)
Mostre que, qualquer que seja sua dire¢do, o vento sempre prolonga a duragéo da viagem
de ida e volta.
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4.1 — Forcas em equilibrio

Até aqui discutimos somente a descricdo de movimentos, sem nos preocuparmos com a
determinacao do tipo de movimento que tera lugar em dadas circunstancias fisicas. Esta
determinacao constitui o problema fundamental da dinamica.

Os principios bésicos da dindmica foram formulados por Galileu e por Newton. Procu-
raremos chegar a eles baseando-nos 0 mais possivel em noc¢des intuitivas. Sabemos todos
por experiéncia que o movimento ¢ afetado pela agdo do que costumamos chamar de “forgas”.
Nossa idéia intuitiva de forgas estd relacionada com o esfor¢co muscular, e sabemos que,
exercendo "for¢as” deste tipo, somos capazes de colocar objetos em movimento ou, mais
geralmente, alterar seu estado de movimento.

Historicamente, as forgas e seus efeitos foram analisadas primeiro em situagoes “estaticas”,
ou seja, de equilibrio, e vamos inicialmente considerar situacoes deste tipo afim de formular
um método (que sera ainda provisério) de medir o efeito de uma for¢a. Também vamo-nos
limitar, por enquanto, a forcgas aplicadas a uma particula, ou seja, um corpo de dimensoes
despreziveis.

Dizemos que uma particula que permanece em repouso em relacdo a um dado referencial
estd em equilibrio nesse referencial. Por enquanto, podemos pensar no referencial como
estando ligado ao laboratoério; mais tarde, voltaremos a discutir o problema da escolha do
referencial.

Podemos medir o efeito de uma forga aplicada a
uma particula P, conforme mostra a Fig. 4.1, pela
distensdo que ela produz numa mola, presa rigi-
0000000000000 3 || damente pelaoutra extremidade a um suporte fixo. A

st posi¢ao indicada por um ponteiro ligado a mola per-
P mite graduar uma escala, cuja indicagdo "0" corres-
ponde a posigdo do ponteiro antes da aplicacdo da
for¢a. Podemos provisoriamente definir a unidade de
forca nesta escala, de forma bastante arbitraria, asso-
ciando-lhe a graduacdo “1” na escala (& preciso que a
Figura 4.1 Distensio de uma mola. forca ndo seja tdo grande que produza uma defor-
. macao permanente da mola, ou seja, que ela volte ao
“0” quando a soltarmos, removendo a forga). Diremos entao, por exemplo, que duas pessoas
diferentes produzem “a mesma for¢a” sobre a particula quando levam o ponteiro & mesma
posicao de equilibrio sobre a escala.

T T lll
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A Fig. 4.2 mostra como podemos definir uma
forca de duas unidades na escala acima, utilizando
duas molas idénticas, cada uma das quais sofre uma
distensdo correspondente a uma unidade de forca.
Podemos definir analogamente outros miiltiplos da
unidade de forga.

Uma forca produz efeitos diferentes conforme a
direcao e sentido em que é aplicada, 0 que sugere uma or [ "It
representacdo de tipo vetorial. Na Fig. 4.3 (b), Fy, Fy e
F, representam as forgas aplicadas a particula P em
(a), em magnitude (medida pela distensio das molas), ~ Figura 42 Forca dupla.
direcdo e sentido. E um fato experimental
que a particula P permanece em equilibrio
sob a acdo simultanea dessas trés forgas
quando

ou seja, quando a resultante (vetorial!) das
trés forcas se anula (poligono fechado na
Fig. 4.3 (b)). A experiéncia mostra portanto
que as forgas se combinam como vetores,
e a condicdo de equilibrio (resultante nula)
permanece valida para um nimero qual-
quer de forcas aplicadas a uma particula.

Em particular, na Fig. 4.1., podemos
dizer que, como a particula P estd em
equilibrio, a mola aplica sobre ela uma forca
igual e contrdria a forca aplicada pela
SR - (b) (Fal = 4)

Consideremos agora a situa¢ao da Fig.
4.4, em que a particula estd suspensa ver- . (|F3l = 5) F;
ticalmente da mola ("balanca de mola"). O -
ponteiro acusa uma distensdo da mola, na  Figura 4.3 Equilibrio de forcas.
situacdo de equilibrio. Temos portanto duas forgas
iguais e contrarias, F e -F na figura, agindo sobre a
particula. Uma delas, -F, é devida a mola, como no
exemplo acima. E a outra? A forca F nédo é devida ao
puxdo de uma pessoa; sabemos que se deve a atragao =
gravitacional da Terra e representa a for¢a-peso. O B
peso do corpo é a magnitude desta forga, ou seja, é a
magnitude da forga (vertical, dirigida para cima) que
é preciso aplicar ao corpo para manté-lo em equilibrio
quando suspenso livremente, sob a a¢ao da gravidade. P
No exemplo acima, esta forca estd sendo aplicada pela
mola.

A forga-peso é um exemplo de uma for¢a que atua  Figura 4.4 Forca-peso.
sobre uma particula sem que haja contato direto com
o agente responsavel pela forga (no caso a Terra). Forgas elétricas e magneéticas sobre particulas
carregadas sao exemplos andlogos.

(¥, =3)

-F

F
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Se a particula P que estava suspensa da mola é

} i agora colocada sobre uma mesa, onde também per-

P manece em equilibrio, inferimos que a for¢a -F que

2 equilibra a forca-peso, e que estava sendo aplicada

| e pela mola, estd sendo aplicada pela mesa sobre a

particula. Esta for¢a -F é um exemplo de uma reacio
de contato, normal a superficie da mesa, e que tem
origem na deformacao eldstica da mesa devida a seu
contato com o objeto colocado sobre ela.

Voltaremos mais adiante a analisar, de forma mais
detalhada, os diferentes tipos de for¢as discutidas acima.

Figura 4.5 Reacao de contato.

4.2 — A Lei da Inércia

Segundo Aristételes, tanto para colocar um corpo em movimento, como para manté-lo
em movimento, € necessaria a acao de uma forga. Isto parece concordar com nossa experiéncia
imediata de que um objeto deslizando sobre o solo, por exemplo, tende a parar se pararmos
de empurra-lo. Entretanto, um projétil como uma pedra ou uma flecha continua em movimento
depois de langado. Aristételes explicava isto afirmando que é o ar, “empurrado para os lados”
pelo projeétil, que se desloca para tréas dele e produz a forca que o impulsiona. Logo, segundo
Aristételes, se a for¢a que atua sobre um corpo é nula, o corpo permanecera sempre em
repouso.

Vejamos agora o que diz Galileu nos “Didlogos Sobre os Dois Principais Sistemas do
Mundo”:

SALVIATTL. ...Diga-me agora: Suponhamos que se tenha uma superficie plana lisa como
um espelho e feita de um material duro como o aco. Ela ndo esta horizontal, mas
inclinada, e sobre ela foi colocada uma bola perfeitamente esférica, de algum mate-
rial duro e pesado, como o bronze. A seu ver, o que acontecera quando a soltarmos?

SIMPLICIO: Nio acredito que permaneceria em repouso; pelo contrdrio, estou certo de
que rolaria espontaneamente para baixo...

SALVIATTI: ...E por quanto tempo a bola continuaria a folar, e quéo rapidamente?
Lembre-se de que eu falei de uma bola perfeitamente redonda e de uma superficie
altamente polida, afim de remover todos os impedimentos externos e acidentais.
Analogamente, ndo leve em consideracido qualquer impedimento do ar causado por
sua resisténcia a penetrag¢do, nem qualquer outro obsticulo acidental, se houver.

SIMPLICIO: Compreendo perfeitamente, e em resposta a sua pergunta digo que a bola
continuaria a mover-se indefinidamente, enquanto permanecesse sobre a superficie
inclinada, e com um movimento continuamente acelerado...

SALVIATTI: Mas se quiséssemos que a bola se movesse para cima sobre a mesma
superficie, acha que ela subiria?

SIMPLICIO: Nio espontaneamente; mas ela o faria se fosse puxada ou langada para
cima.

SALVIATTL: E se fosse lancada com um certo impulso, qual seria seu movimento, e de
que amplitude?

SIMPLICIO: O movimento seria constantemente freiado e retardado, sendo contrario a
tendéncia natural, e duraria mais ou menos tempo conforme o impulso e a inclinagéo
do plano fossem maiores ou menores.
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SALVIATTI: Muito bem, até aqui vocé me explicou 0 movimento sobre dois planos
diferentes. Num plano inclinado para baixo, o corpo mdvel desce espontaneamente
e continua acelerando, e é preciso empregar uma forca para manté-lo em repouso.
Num plano inclinado para cima, é preciso uma for¢a para lanc¢ar o corpo ou mesmo
manté-lo parado, e 0 movimento impresso no corpo diminui continuamente, até
cessar de todo. Vocé diria ainda que, nos dois casos, surgem diferencas conforme a
inclinacdo do plano seja maior ou menor, de forma que um declive mais acentuado
implica maior velocidade, ao passo que, num aclive, um corpo langado com uma
dada forca se move tanto mais longe quanto menor o aclive.

Diga-me agora o que aconteceria ao mesmo corpo movel, colocado sobre uma
superficie sem nenhum aclive nem declive.

SIMPLICIO: Aqui preciso pensar um instante sobre a resposta. Nao havendo declive,
ndo pode haver tendéncia natural ao movimento; e, ndo havendo aclive, ndo pode
haver resisténcia ao movimento. Parece-me portanto que o corpo deveria natu-
ralmente permanecer em repouso. Mas eu me esqueci; faz pouco tempo que Sagredo
me deu a entender que isto é o que aconteceria.

SALVIATTI: Acredito que aconteceria se colocassemos a bola firmemente num lugar.
Mas que sucederia se lhe déssemos um impulso em alguma dire¢ao?

SIMPLICIO: Ela teria que se mover nessa dire¢o.

SALVIATTI: Mas com que tipo de movimento? Seria continuamente acelerado, como no
declive, ou continuamente retardado, como no aclive?

SIMPLICIO: Nao posso ver nenhuma causa de aceleragdo, uma vez que nao ha aclive
nem declive.

SALVIATTI: Exatamente. Mas se ndo ha razao para que o movimento da bola se retarde,
ainda menos hd razdo para que ele pare; por conseguinte, por quanto tempo vocé
acha que a bola continuaria se movendo?

SIMPLICIO: To longe quanto a superficie se estendesse sem subir nem descer.

SALVIATTI: Entdo, se este espago fosse ilimitado, o movimento sobre ele seria também
ilimitado? Ou seja, perpétuo?
SIMPLICIO: Parece-me que sim, desde que o corpo movel fosse feito de material duravel.”

Temos aqui formulada pela primeira vez a lei da inércia: na situac¢ao ideal contemplada
por Galileu, com uma esfera langada sobre um plano horizontal perfeitamente polido (sem
atrito), desprezando a resisténcia do ar. O movimento nao seria nem acelerado nem
desacelerado: ndo havendo forcas na direcdo horizontal, teriamos um movimento retilineo
uniforme. Ao contrdrio do que dizia Aristoteles, ndo ha necessidade de for¢as para manter
um movimento retilineo uniforme: pelo contrario, uma aceleracdo nula (v = constante ) estd
necessariamente associada a auséncia de forca resultante sobre a particula (F = 0).

A situacdo imaginada por Galileu é muito dificil de realizar na pratica, na escala do
laboratério. Podemos pensar nela como um caso limite. Em circunstancias em que procuramos
minimizar o atrito, como na patinacdo no gelo, um impuiso adquirido tende a persistir du-
rante muito tempo. Em demonstragdes de laboratério, costumam-se empregar discos de base
bem polida, deslizando sobre uma camada de ar ou de gds carbonico (proveniente da
evaporacdo de gelo seco) que escapa através de orificios, produzindo um "colchdo de gas"
sobre o qual o disco flutua, como um aerobarco, tornando muito pequeno o efeito do atrito.
Nessas condigdes, podemos verificar aproximadamente a lei da inércia.
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Em seu monumental tratado “Os Principios Matematicos da Filosofia Natural”, publicado
em 1687, Newton formulou trés “Axiomas ou Leis do Movimento”.

A 12 Lei é a Lei da Inércia:

“Todo corpo persiste em seu estado de repouso, ou de movimento retilineo uniforme, a menos
que seja compelido a modificar esse estado pela agao de forgas impressas sobre ele”.

Que significa realmente esta lei? Como podemos saber que nao existem "forcas impressas
sobre o corpo"? Pelo fato de que permanece em repouso ou movimento retilineo e uniforme?
se assim fosse, Eddington teria tido razao quando criticou o enunciado da 12 lei, dizendo ser
equivalente a “...persiste... exceto quando nao persiste” (o que corresponderia a bem conhecida
predicdo meteorolégica: “Tempo bom, salvo se chover?”). Esta critica é injusta. Se todas as
forcas fossem devidas ao contato com outros corpos, bastaria a auséncia de contato para
estabelecer a auséncia de forgas. O exemplo da forga-peso, e das forgas elétricas e magnéticas,
mostra que existem forcas que atuam sem que haja contato direto com o corpo responsavel
pela forga. Entretanto, estas forgas tendem a diminuir & medida que os corpos em interagio
se afastam um do outro. Em média, uma distancia tipica entre uma estrela e sua vizinha mais
préxima é ~ 10'® cm (veja a Tabela 1.1, pg. 8). A observacio das estrelas confirma que elas
obedecem com muito boa aproximacio a lei da inércia. Em relacio a que referencial? Nao é
em relacdo a Terra, pois um observador terrestre vé as estrelas girarem no céu noturno.

Isto indica outro ponto importante na compreensao da 12 lei: ela ndo pode ser valida em
qualquer referencial. Os referenciais em que é valida chamam-se referenciais inerciais. A Terra
ndo é um referencial inercial. Entretanto, o movimento de rotacao da Terra em torno do eixo
afeta muito pouco os movimentos usuais, na escala de laboratorio, e na pratica empregamos
o laboratdrio como referencial inercial, com boa aproximagao (0 movimento de rotacio pode
ser evidenciado, conforme veremos no capitulo 13, pela experiéncia do péndulo de Foucault).
Por outro lado, um referencial ligado as estrelas fixas ¢, com excelente aproximagao, um
referencial inercial, e é a este tipo de referencial que nos referiremos, em principio, daqui por
diante.

Decorre imediatamente da (3.9.2) que um referencial em movimento retilineo uniforme
em relacdo a um referencial inercial é também inercial (porque um corpo em repouso ou em
movimento retilineo uniforme em relagdo a um deles também estard em repouso ou em
movimento retilineo uniforme em relacao ao outro). Logo, dispondo de um referencial inercial
(ligado as estrelas fixas), dispomos em conseqiiéncia de uma infinidade deles.

A expressao “movimento retilineo” refere-se a geometria euclidiana que, conforme ja foi
mencionado (pg. 2) ndo é um conceito valido a priori, mas estd sujeito a verificacio experi-
mental. Em escala cosmolégica, observam-se desvios, mas na escala em que estaremos
aplicando as leis da mecénica cldssica tais desvios sao despreziveis.

4.3 — A 22 Lei de Newton

Uma das implicagoes da 12 lei & que qualquer variacdo da velocidade v de um corpo {em
médulo ou em direcdo!) em relacdo a um referencial inercial, ou seja, qualquer aceleracao,
deve estar associada a acao de forgas. Isto sugere procurar uma relacdo mais precisa entre
forca e aceleracao.

Consideremos o exemplo da queda livre de um corpo. J4 vimos que, neste caso, a
aceleracgao é constante (cf. (3.6.1)): a = g, onde g é vertical e dirigido para baixo. Qual é a forca
que atua sobre o corpo? Vimos na pg. 67 que esta forga (atracao gravitacional), é também
vertical, dirigida para baixo, e constante para um dado corpo (ou seja, a mesma em qualquer
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altura, na vizinhan¢a dum dado ponto da superficie da Terra: a distensao da mola que equilibra
esta forca € a mesma em qualquer altura). Isto sugere que a aceleracdo devida a uma forca
seja proporcional a forga (vetorialmente!), ou seja, a = kF. Que podemos dizer sobre o coeficiente
de proporcionalidade k?

Sabemos que a mesma for¢a (medida em termos da distensao de uma mola), quando
aplicada a corpos diferentes, produz em geral aceleracdes diferentes. Logo, o coeficiente k
mede uma propriedade do corpo, que caracteriza sua resposta a forga aplicada.

a mesma variacdo de velocidade (as conseqiiéncias de uma colisdo com um ou com outro, &
mesma velocidade, sdo bem diferentes!). Dizemos usualmente que um carro tem inércia muito
maior que uma bicicleta, resistindo portanto bem mais a variagdes de velocidade. O coeficiente
k deve medir entdo uma propriedade inversamente proporcional a "inércia" do corpo.

As figuras 4.6 (a), (b) e (c) mostram uma série de
experiéncias idealizadas que poderiam ser feitas com
discos deslizantes sobre uma camada de gds, para
minimizar o atrito (pg.66). Em (a), a forca F, medida
pela distensdo de uma mola, como foi discutido na
pg. 66, é aplicada ao disco D, que desliza com movi- I
mento retilineo uniformemente acelerado de acele-
racdo a na dire¢do de F. Em (b) o disco D é o mesmo,
mas a forca aplicada é 2F, e verifica-se que a ace- 19
leracdo de D é 2a. Logo, temos de fato propor-
cionalidade entre aceleragado e forca para um mesmo
corpo D:

a=F/m 4.3.1)

onde o coeficiente de proporcionalidade (1/m) é carac-
teristico do disco D.

Em (c), a for¢a voltou a ser F, mas empilhamos v

v = at

dois discos idénticos D e D’, e a aceleracdo caiu a
metade. Comparando entdo as experiéncias (a} e (c), v=2at
vemos que, na (4.3.1), € preciso atribuir ao sistema de
dois discos idénticos D e D’ o coeficiente de pro- |{(b) :
porcionalidade 1/(2m), ou seja, que a "inércia” de dois
objetos idénticos formando um objeto tinico é o dobro
da de um deles. O "coeficiente de inércia" m mede
portanto, nesse sentido, a "quantidade de matéria"
do objeto.

Repetindo experiéncias como (a) e (c) com objetos
diferentes sujeitos a mesma forca F, obteriamos de
forma mais geral

F = m1a1 = m232 (4.3.2)

. - qg Figura 4.6 Coeficiente de inércia.
ou seja, |ay)/|]a | = my/my: as aceleragdes adquiridas por

objetos diferentes submetidos a mesma forga sao inversamente proporcionais aos respectivos
"coeficientes de inércia".

Experiéncias deste tipo nos permitem inferir assim a 22 Lei de Newton

4.3.3)
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onde o “coeficiente de inércia” m associado a particula sobre a qual age a forca F chama-se
massa inercial dessa particula.

Utilizando uma mesma forc¢a padrao F, como na (4.3.2), podemos estabelecer uma escala
relativa de massas inerciais. Em lugar de escolher arbitrariamente uma “unidade de forca”,
como fizemos na Sec. 4.1, é mais conveniente escolher arbitrariamente uma unidade de massa
inercial. Em geral, omitiremos a palavra “inercial”, falando simplesmente de “massa”. Veremos
depois que se pode definir também a chamada "massa gravitacional”.

A unidade de massa é definida em termos de um protétipo (padrio de plating iridiada

’

depositado no Oficio Internacional de Pesos e Medidas em Paris, que representa o quilograma
(kg), e foi construido originalmente para corresponder & massa de 1 I de dgua a pressio
atmosférica e a temperatura de 4°C. Por defini¢do, 1 kg € a massa desse protétipo. Poderiamos
pensar em adotar também unidades atbmicas para a massa, mas isto seria atualmente
desvantajoso do ponto de vista de precisao nas aplica¢des praticas, uma vez que n3o podemos
contar diretamente o nimero de atomos contido num corpo macroscépico, e o nimero de
Avogadro (n° de moléculas por mol) é conhecido com precisdo muito inferior & precisdo com
a qual podemos medir massas em termos de quilograma padrio.

Usualmente adotaremos o Sistema Internacional (SI) de unidades, em que a-unidade de
comprimento é o metro, a de massa é o quilograma, e a de tempo ¢é o segundo. Todas as
demais unidades mecanicas poderao ser expressas em termos destas trés.

Assim, a (4.3.3) permite agora substituir nossa definicao provisoria de unidade de forca
da Sec. 4.1 pela defini¢ao de newton (N), unidade de forca do sistema SI. Por defini¢ao, 1 N é
a forga que, quando aplicada a um corpo de massa de 1 kg, lhe imprime uma aceleracio de 1
m/s?. Para ter uma idéia concreta da ordem de grandeza do newton, lembremos que, pela
(2.6.1), 1 N é a ordem de grandeza da for¢a-peso exercida pela gravidade sobre um objeto de
massa ~ 100 g (uma maca, por ex.!).

No sistema CGS de unidades, em que as unidades basicas sdo cm, g e s, a unidade de
forca é 1 dina, a for¢a que comunica uma aceleracio de 1 cm/s® é uma massa de 1 g. Como 1
g=102kg, 1 cm = 102 m, temos

1dina=10">N

4.4 — Discussao da 22 Lei

A 2? lei de Newton é o principio fundamental da dinimica; conforme veremos, é a lei
bésica que permite determinar a evolu¢do de um sistema na mecénica cldssica. A 12 lei pode
ser considerada como um caso particular da 2% se a for¢a resultante F que atua sobre uma
particula é nula, a (4.3.3) mostra que a = 0, e j4 demonstramos (cf. (3.5.9)) que isto acarreta
para a particula a permanéncia em repouso ou em movimento retilineo uniforme. Note-se
que a 22 lei, como a 12, s6 é valida num referencial inercial.

Muitas vezes se diz que a 2% lei nao passa de uma defini¢do de forca. Se assim fosse, ela
seria desprovida de contetido fisico, e ndo poderiamos questionar sua validade: no maximo,
se poderia argumentar sobre se é ou ndo uma defini¢do conveniente.

Se F fosse dado apenas pela (4.3.3), ela seria realmente uma defini¢do de for¢a. Entretanto,
isto ndo é verdade: as forcas que atuam sobre uma particula resultam de sua interacao com
outras particulas, e veremos que sdo dadas por leis de forcas, que definem F em termos da
situacdo em que a particula se encontra. Exemplos disso sdo a lei da gravitacdo universal e as
leis que dao as forcas elétricas e magnéticas que atuam sobre uma particula carregada. A
(4.3.3) € uma espécie de molde, que permanece vazio enquanto ndo substituimos F pela sua
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expressdo em termos de leis de forcas, mas que adquire todo o seu significado uma vez que
isto € feito. De fato, a 22 lei define uma espécie de programa para a fisica classica: encontrar as
leis de forcas correspondentes a todas as interacoes possiveis.

Vimos que a 2 lei permite estabelecer uma escala de massas inerciais, e neste sentido ela
pode ser considerada como permitindo definir o conceito de massa inercial, mas nao é tao
pouco apenas uma definicdo deste conceito. De fato, a idéia implicita na 22 lei é que a massa
inercial m é uma caracteristica da particula; uma vez determinada quando atua sobre a particula
uma for¢a conhecida, devemos empregar o mesmo valor de m para descrever o movimento
da particula sob a acdo de quaisquer outras for¢as. Admite-se também tacitamente que m (ou
seja, o efeito de uma for¢a em produzir aceleracdo) ¢ independente da posicdo e velocidade
da particula, pelo menos enquanto se mantém a sua identidade (isto ndo se aplicaria a uma
gota de chuva que aumenta de volume enquanto cai, ou a um foguete que ejeta combustivel a
medida que sobe; discutiremos mais tarde sistemas de massa variavel como estes).

Na relatividade restrita, conforme veremos, verifica-se que m de fato depende da velo-
cidade da particula. Entretanto, este efeito é desprezivel enquanto a particula nao atinge
velocidades compardveis a velocidade da luz no vdcuo. Temos de excluir este dominio
relativistico de velocidades elevadas do campo de aplicabilidade da mecanica newtoniana,
limitando-nos ao dominio nao-relativistico. Usualmente teremos de nos limitar também ao
dominio macroscdépico, excluindo objetos pertencentes a escala atdbmica, aos quais se aplicam
as leis da mecéanica quantica (o conceito de forca ndo tem muita utilidade do ponto de vista
quéantico). Em alguns casos, porém, ainda poderemos aplicar os resultados obtidos pela
mecénica classica a objetos atOmicos, por exempilo, ao movimento de feixes de particulas
como os que foram considerados no fim da Se¢. 3.6 .

A 22 lei tem ainda diversas outras implica¢des. Uma delas é que sé intervém na dindmica
deslocamentos, velocidades e aceleragdes das particulas; ndo é preciso considerar, por
exemplo, derivadas temporais da aceleracio, tais como da/dt ou d?a/dt.

Outra implicacdo importante estd relacionada com o carater vetorial da (4.3.3). Como a é
um vetor e m um escalar, segue-se que F é um vetor. Assim, se Fy, F,, ..., F,, sdo forcas de
diferentes origens que atuam sobre a mesma particula, F na (4.3.3) é a for¢a resultante que atua
sobre a particula, ou seja,

F=F +F +...+F, 4.4.1)

onde a soma é vetorial (para n = 2, obedece a regra do paralelogramo). Este é um resultado
experimental, conhecido como principio de superposicdo de forcas, que ja foi mencionado no
caso particular do equilibrio (cf. (4.1.1)).

Consideremos por exemplo uma particula 1
interagindo com duas outras 2 e 3 (Fig. 4.7), e seja e
F( a forca sobre 1 devida a particula 2, e Fy(3 a forca ST
sobre 1 devida a particula 3. A forca resultante sobre 30
a particula 1 serd entdo F = Fy + Fy3. Em muitos
casos, Fyz € também a for¢a que agiria sobre 1 se
somente 2 estivesse presente (e Fy3 a forca que agiria  Figura 4.7 Particula em interacio com
sobre 1 em presenca apenas de 3), mas isto ndo é  duas outras.
necessariamente verdade, ou seja, Fy(; pode ser modificada pela presenca de 3 e F,3 pela
presenca de 2. O principio de superposicdo continua valendo, mas é preciso calcular cada
for¢a levando em conta a presenca de todas as particulas. Geralmente, porém, nos problemas
de que vamos tratar, esta complicacdo nio aparecerd, e as forcas devidas a uma particula
poderdo ser calculadas como se as outras nao estivessem presentes.

Fi
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A (4.3.3) ndo corresponde a formulagdo original de Newton da 2? lei. Newton comegou
definindo o que chamou de “quantidade de movimento”, também conhecido como momento
Iinear, ou simplesmente momento. A definicio de Newton foi:

“A quantidade de movimento é a medida do mesmo, que se origina conjuntamente da
velocidade e da massa”.

Ou seja: 0 momento (linear) de uma particula é o produto de sua massa por sua velocidade:

p=mv (4.4.2)

Decorre imediatamente desta definicdo que p é um vetor.

Se mndo varia com o tempo, ou seja, se excluirmos sistemas de massa varidvel, obtemos,
derivando em relacdo ao tempo ambos os membros da (4.4.2) (cf.(2.2.5)),

ol L. 4.4.3)
dt dt
e, comparando com a (4.3.3),
P _g 4.4.49)
dt

o que corresponde a formulacdo de Newton da 22 le:
“A variacdo do momento € proporcional a forg¢a impressa, e tem a dire¢io da forca”.

Ou seja: a forca é a taxa de variacdo temporal do momento. Embora esta formulac¢do da 2°
lei pareca inteiramente equivalente a (4.3.3), veremos que ela tem vantagens. Uma delas, que
revela a importancia do conceito de momento, aparecera na préxima Secdo. Outra, que sera
vista posteriormente, é que a (4.4.4), ao contrario da {4.3.3), permanece valida na mecanica
relativistica.

Vejamos agora alguns exemplos simples de aplicacdo da 22 lei:

Exemplo 1: Forg¢a-peso: Substituindo a (3.6.1) na (4.3.3), vemos que a forca P que atua sobre
um corpo na vizinhanca da superficie da Terra devido a atracdo gravitacional por ela exercida
sobre o corpo é

P=mg ’ (4.4.5)

onde m ¢ a massa inercial do corpo e g a aceleracdo da gravidade, vertical, dirigida para
baixo e de magnitude g. A (4.4.5) chama-se forca-peso; pode ser medida em equilibrio pela
balan¢a de mola (Se¢. 4.1). Para uma particula em queda livre, a 22 lei de Newton leva a (3.6.1),

a=g 4.4.6)

A proporcionalidade da for¢a-peso a massa inercial € uma peculiaridade notavel dessa
forga, que voltaremos a discutir no capitulo sobre gravitacio. E gracas a ela que a aceleracao
da gravidade é a mesma para qualquer particula (cf. (4.4.6) e (2.6.1)). E também gracas a ela
que podemos medir a massa inercial pelo peso, por exemplo, por pesagem com uma balanga
de mola. E importante, porém, evitar confusdo entre os conceitos de massa e peso, que sio
totalmente diferentes. Num ponto muito distante da superficie da Terra (na superficie da Lua,
por exemplo), o peso de uma particula, indicado pela distensdo da balanca de mola, seria
muito diferente, embora sua massa nao se tenha alterado. Alids, o peso sofre pequenas
varia¢gdes mesmo de ponto a ponto da superficie da Terra, devido as variagoes locais de g.

Em engenharia, € comum utilizar como unidade de forga o quilograma-forca (kgf), defi-
nido como a for¢a-peso sobre uma massa de 1 kg ao nivel do mar e na latitude de 45°N {onde
g = 9,81 m/s?). Na pratica, podemos tomar: 1 kgf = 9,8 N.
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Exemplo 2: Plano inclinado: Consideremos uma
particula de massa m colocada sobre um plano
inclinado de angulo de inclinagdo 6 (Fig. 4.8). Alem
da for¢a-peso P = mg, atua sobre a particula a reacao
de contato N devida a seu contato com o plano. J&
vimos um exemplo de uma tal rea¢o no caso de uma
particula em equilibrio sobre uma mesa (Pg.66).

Em geral, a reagdo de contato pode ter com-

ponentes tanto na direcdo normal ao plano como na  Figura 4.8 Plano inclinado.

direcdo tangencial. A componente tangencial esta

associada as forcas de atrito, que serdo discutidas no capitulo 5. Para simplificar, vamos tomar
o caso limite ideal em que a superficie do plano é perfeitamente polida, “sem atrito”, o que
elimina a componente tangencial: a forca de reagdo N € normal ao plano.

A figura 4.9 mostra entdo que a magnitude da
resultante F é

F=Psen8=mgseno (4.4.7)

e que F ¢é dirigida tangencialmente ao plano, para
baixo. A aceleracdo a do movimento da particula ao
longo do plano inclinado tem a dire¢do de F; pelas
(4.4.7) e (4.3.3), temos

a=gseno (4.4.8)

Logo, o efeito do plano inclinado € reduzir a
aceleracao da queda livre por um fator igual ao seno do dngulo de inclinag¢éo. Este resultado,
qgue ja havia sido obtido por Galileu, foi empregado por ele, como vimos (pg.36), no estudo
experimental do movimento uniformemente acelerado.

Exemplo 3: Funda: Voltemos agora a considerar o
exemplo de uma particula em movimento circular
uniforme (Se¢. 3.7). Vimos que este € um movimento
acelerado, de forma que s6 pode ser mantido pelaacdo .
de uma forca. Para uma particula de massa m, a forga
F necesséria para manté-la em movimento circular
uniforme de velocidade v num circulo de raio r é dada |
pelas (4.3.3) e (3.7.13); |

Figura 4.9 Cilculo da resultante.

F=-T"0f (4.4.9) N
Figura4.10 Funda.

Esta é a chamada forca centripeta. A Fig. 4.10
mostra um exemplo familiar da atua¢do desta forca: uma pedra amarrada num fio é feita
girar em torno de nossa mao em movimento circular uniforme. Neste caso, a forca centripeta
F é aplicada pela nossa mao e transmitida & pedra através do fio.

Se soltarmos o fio quando a pedra se encontra num determinado ponto P de sua orbita,
e se desprezarmos o efeito da for¢a-peso (gravidade), F se torna subitamente =0, e a lei da
inércia implica entdo que a pedra se move, a partir do ponto P, com movimento retilineo
uniforme de velocidade v igual a velocidade do movimento circular no ponto P da 6rbita, ou
seja (cf. (3.7.3)), tangente ao circulo em P. A pedra “sai pela tangente”.
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4.5 — Conservacao do momento e 32 Lei de Newton

Até aqui, consideramos apenas as forgas exercidas sobre uma tnica particula; sabemos
que sdo devidas a acdo de outras particulas, mas nao consideramos ainda o que acontece
com estas particulas. A situacdo mais simples imaginavel é aquela em que ha apenas duas
particulas em interacdo, que podemos designar por 1 e 2; as tnicas forcas existentes sdo entiao
aquelas devidas a a¢cdo mutua de uma sobre a outra, Fy (for¢a sobre 1 devida a 2) e Fy,
(forca sobre 2 devida a 1).

E extremamente dificil realizar na pratica uma situagdo como esta, pois é preciso assegurar
que todas as demais for¢as que atuam sobre as duas particulas tenham efeitos despreziveis.
Podemo-nos aproximar deste limite ideal fazendo experiéncias com dois discos deslizantes
sobre uma camada de gas (pg.69) .

Vamos considerar experiéncias de colisdo entre dois discos idénticos (portanto, de mesma
massa m). As forgas de interacao entre os dois discos sao forgas de contato, que atuam somente
durante o tempo de colisdo, o intervalo de tempo At em que os dois discos permanecem em
contato. Este intervalo é tdo curto que é praticamente imperceptivel, e podemos falar no
“instante da colisdo”, como se ela fosse instantidnea. Antes e depois da colisdo, a forga resultante
sobre cada disco € nula (com boa aproximacio), de modo que as velocidades dos discos antes
e depois da colisdo sao constantes. Vamos chamar de v, e v, as velocidades respectivamente
dos discos 1 e 2 antes da colisao, e de v; e v; as velocidades correspondentes depois da colisdo.
Os momentos correspondentes sdo p, e p, (antes da colisdo) e p1 e ps (depois da colisio).

Vamos considerar somente experiéncias em que as colisdes sao frontais, ou seja, se dao
segundo a linha que une os centros dos dois discos. O que se observa em cada experiéncia
estd representado nas figuras a seguir.

Experiéncia 1

Antes da colisdo Depois da colisdo
1 2

19_1“1—’2 ® EB=0 ’_l

m

Velocidades v, =v V)=V V)=—v vi=v

Momentos  p; =mv p:=-mv pi=—-myv py=mv

Total P=p +p,=0 P=p,+p5=0

Figura 4.11 Colisao entre dois discos com velocidades opostas.

Nesta experiéncia, os discos se aproximam com velocidades iguais e contrarias; depois
da colisao, afastam-se tendo intercambiado as velocidades.

Na experiéncia 2 (Fig. 4.12), o disco 2 estd inicialmente parado e o disco 1 se aproxima
dele com velocidade v; apés a colisdo, 1 parou e 2 se afasta de 1 com velocidade v.

Na experiéncia seguinte (3) (Fig. 4.13), a situagdo inicial é a mesma da experiéncia 2, mas
grudamos no disco 1 um pedacinho de chiclete (de massa desprezivel), de tal forma que, ao
colidirem, os dois discos permanecem colados, passando a se mover juntos (massa 2 m).

Apds a colisdo, neste caso, observamos que os dois discos se movem juntos com
velocidade v/2.

Na ultima linha de cada um dos quadros acima, marcada “total”, calculamos 0 momento
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Experiéncia 2
Antes da colisdo Depois da colisao
2
O—~ @: 8 10O |

m m m m
Velocidades v, =v v, =0 vi=0 vVi=v
Momentos  p,=mv p.=0 pi=0 p>=mv
Total P=p,+p,=mv P =p)+pi=mv

Figura 4.12 Colisaio com um disco em repouso.

Experiéncia 3

Antes da colisdo Depois da colisdo
A 1
O~ @2 O® 1O2—1
& ; 0 \2m—
chiclete
Velocidades vy =v v;=0 Vi=vh= % v
Momentos  p; =mv p.=0 pi=p2= % mv
Total P=pi+p=mv P = pi+ ps=mv

Figura 4.13 Colisio com agregacio.

total do sistema, que é definido como a soma dos momentos das particulas 1 e 2, antes e
depois da colisdo. Em todos os casos (experiéncias 1, 2 e 3), observamos que

|P=p,+p,=p;+p; =P'] 4.5.1)

ou seja, que o momento total do sistema de duas particulas é 0 mesmo antes e depois da
colisdo. Dizemos que o0 momento total do sistema se conserva.

Se fizéssemos experiéncias de colisao com discos de massas diferentes m4 # m, e quaisquer
velocidades vy, v» antes da colisao, verificariamos sempre, como nas trés experiéncias descritas
acima, a validade da (4.5.1), desde que as unicas forcas que atuem sobre o sistema sejam as
interacdes entre as duas particulas durante a colisdo, ou seja, desde que possamos desprezar
os efeitos de forgas externas ao sistema (como o atrito). Nessas condi¢des, dizemos que o
sistema é isolado. Experiéncias como as que acabamos de descrever e muitas outras levaram
ao Principio de Conservacdo do Momento: O momento total de um sistema isolado se conserva.

Este é um dos principios fundamentais da fisica, e é uma das razdes da importancia do
conceito de momento, introduzido na (4.4.2). Conforme veremos mais tarde, ele se generaliza
a sistemas de mais de duas particulas e a situagdes muito mais gerais do que a que estamos
considerando.

A (4.5.1) eqiiivale a
Ap, =p;-p; =-(p5 -p,)=-4p, 4.5.2)

onde Ap; e Ap, sdo as variagées de momento das particulas 1 e 2, respectivamente, em
conseqliéncia da colisdo. Estas variacoes se produzem durante o intervalo de tempo At
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(extremamente curto) que dura o processo de colisao; decorre da (4.5.2), portanto, que

Ap, __Ap; 4.5.3)

At At

Como At é extremamente pequeno, podemos inferir que

dpy __dpy 4.5.4)

dt dt

durante o processo de colisdo, ou, o que € equivalente,

d
—(p; +P;)=0 4.5.5
g P17 P2) (4.5.5)

Isto quer dizer que momento total do sistema se conserva a cada instante, inclusive du-
rante a colisdo.

Aplicando a 22 lei de Newton (4.4.4) a (4.5.4), vemos que dp,/dt representa a forca sobre
a particula 1 (devida a 2) durante a colisdo, ou seja, Fy;»; analogamente, dp,/dt = Fy), e a

(4.5.4) equivale a
450

ou seja, a forga exercida por 1 sobre 2 é igual e contraria
aquela exercida por 2 sobre 1. Dizemos que se trata
de um par acdo-reacdo. A Fig. 4.14 ilustra a origem
dessas forcas de contato: durante a colisdo, a porgao
da superficie dos discos em contato se deforma, so-

- . - frendo uma compressao; depois, volta a se distender,
Figura 4.14 Acao e reacao. —— s

1210 Wilig VG,

A (4.5.6), obtida aqui para as interagdes de contato numa colisdo entre duas particulas, é
um caso particular da 3% Lei de Newton, assim enunciada por ele:

“A toda acdo corresponde uma reagdo igual e contraria, ou seja, as acées mutuas de dois
corpos um sobre 0 outro sio sempre iguais € dirigidas em sentidos opostos”.

Esta lei também é conhecida como o “Principio da A¢do e Reacdo”. E importante notar
que a “acdo” e a “reacdo” estao sempre aplicadas a corpos diferentes (na (4.5.6), Fy3) é uma
forca aplicada a particula 1, e Fy, estd aplicada a particula 2).

Vejamos agora algumas ilustracdes da 32 lei (entre as quais duas citadas por Newton):

Exemplo 1 (Newton): Quando fazemos pressao sobre

F, uma pedra com um dedo, exercendo uma for¢a F,
;ﬁm (aplicada a pedra) a reagao da pedra sobre nosso dedo
P ¢ uma for¢a Fy = - F,, (aplicada ao dedo), que produz

uma deformacao da ponta do dedo onde ela estd em
Figura 4.15 Pressio sobre uma pedra. contato com a pedra. A reacdo decorre de uma defor-

macdo da pedra, extremamente pequena (na escala
atdbmica). Nao é recomendavel chutar com for¢ca uma pedral!
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Exemplo 2 (forca-peso): Qual € a reagao a forga-peso
P? Como P representa o efeito da atragdo gravi-
tacional da Terra sobre uma particula, a reacao -P,
aplicada a Terra, representa a atracdo gravitacional
exercida pela particula sobre a Terra.

Figura 4.16 Reacio a forca-peso.

Exemplo 3 (funda): No exemplo da funda (pg. 73), a reacdo a forca F exercida pelo fio sobre a
pedra (o fio transmite & pedra o puxio de nossa mao) é uma forga -F exercida pela pedra
sobre o fio e transmitida a nossa mao, que sente um puxao dirigido radialmente para fora.

Exemplo 4: Consideremos novamente o exemplo da

particula em equilibrio sobre uma mesa (pg. 67). As N
forcas que atuam sobre a particula sdo sua forga-peso P o

P e areacdo de contato da mesa, N, e, como estao em — S—
equilibrio, temos I I
N=-P 4.5.7)

Entretanto, embora sejam iguais e contrarias, N
ndo é reacao a forca-peso. Como vimos no exemplo
2,areacao a P éaforca-P aplicada a Terra. A forca N
¢ a reacdo da mesa a for¢a -N com que a particula
atua sobre a mesa; a (4.5.7) é conseqiiéncia do equili-  Figura 4.17 Acoes e reacoes de contato.
brio.

Exemplo 5 (Plano inclinado com atrito): Sabemos que,
num plano inclinado de dngulo de inclinacdo 8 ndo
excessivamente grande, um corpo pode permanecer
em equilibrio. Como a resultante da forca-peso P e
da reacdo normal N do plano sobre a particula € uma
forca tangencial de magnitude ja calculada na (4.4.7),
que tenderia a fazer o corpo descer ao longo do plano,
o equilibrio exige que o plano também exerca sobre o
corpo uma for¢a tangencial T de magnitude dada pela
{4.4.7) mas de sentido contrario:

’T‘ =PsenB=mgseno 4.5.8)
Figura 4.18 Plano inclinado com atrito.

de tal forma que P + N + T = 0 (Fig. 4.18). A forca

tangencial T, que se chama forca de atrito estético, é a reagao da superficie do plano (dspera,
como qualquer superficie real) a for¢a -T exercida pela particula tangencialmente ao plano,
que tenderia a fazé-la descer. E tipico do atrito que ele sempre tende a se opor ao movimento
gue a particula teria na auséncia de atrito. Voltaremos mais tarde a discutir as forcas de
atrito.
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Exemplo 6: Esta é mais uma ilustracido dada por Newton da 32 lei:

“Se um cavalo puxa uma corda amarrada a uma pedra, o cavalo (se assim posso dizer) sera
igualmente puxado para tras pela pedra; com efeito, a corda distendida, pela mesma tendéncia
a se relaxar ou soltar, puxara tanto o cavalo para a pedra como a pedra para o cavalo, e
obstruird tanto o avanc¢o de um deles quanto facilita o da outra”.

A Fig. 4.20 mostra a situacdo consi-
derada por Newton, bem como os dife-
rentes pares agdo-reagao, apenas para as
forcas que atuam na horizontal. Podemos
ignorar as forgas verticais (forcas-peso e
reacoes de contato do tipo do Ex. 4), que
Pl nado afetam as consideracdes quanto a

.—FZ» 4_7? equilibrio ou movimento ao longo da es-
trada horizontal.

As forcas horizontais sdo: (a) F. é a
for¢a de tragdo exercida pelo cavalo sobre a corda, devido ao esforgo muscular: esté aplicada
a corda; -F, é a reacdo correspondente, aplicada ao cavalo: é a forca com a qual o cavalo é
“puxado para tras pela corda”; (b) F,, ¢ a for¢a exercida pela corda sobre a pedra, aplicada a
pedra, e, -F, a rea¢do correspondente aplicada a corda; (c) -F; é a for¢a de atrito exercida
pelo cavalo sobre a estrada, aplicada a estrada; F; é a reacdo correspondente, aplicada ao
cavalo. Note o sentido destas for¢as: afim de se deslocar para a frente, o cavalo “empurra o
chéo para tras” de tal forma que a reacdo de atrito F; é no sentido de impulsionar o cavalo
para a frente. Analogamente, caminhamos gracgas ao atrito, empurrando o chdo para tras.
Fica mais dificil sobre o gelo! Um remador impele seu barco empurrando a dgua em sentido
oposto com os remos. (d) -F, é a forca de atrito da pedra sobre a estrada, aplicada a estrada,
e F, a reacdo correspondente, aplicada a pedra; note que, como a pedra esta sendo puxada
para a frente, a forca de atrito sobre a pedra é para trads, opondo-se ao movimento que a
pedra teria na auséncia de atrito.

As Unicas for¢as horizontais aplicadas ao cavalo sido F; e —F.. A resultante destas forgas
é F,-F_, e a 2¢ lei de Newton, aplicada ao movimento do cavalo ao longo da estrada, daria:
F,-F. =m.a_- 4.5.9)

onde m, e a, s30, respectivamente, a massa e a aceleracao do cavalo. Analogamente, se m e
a,Sa0 a massa e aceleragao da corda, e my, € a, a massa e aceleracao da pedra, temos, aplicando
a 2% lei de Newton a corda e a pedra,

F.-F, = Meqag (4.5.10)

Figura 4.19 Cavalo puxando uma pedra.

e F,+F,=mpa, 4.5.11)

Se o sistema estiver se deslocando como um todo, de forma solidéria, temos a. =a =a,
=a, onde a é a aceleracao comum a todo o sistema. Em particular, pode ser atingido o regime
de movimento retilineo uniforme, em que a = 0. Nestas condicoes, vemos pelas equagdes
acima que

F,=F.=F,=-F, 4.5.12)
ou seja, que todas as forcas tém a mesma magnitude (o equilibrio é um caso particular).

E freqilente em problemas de dinamica falar-se em cordas ou fios “de massa desprezivel”
(em confronto com as demais massas que aparecem no problema). Neste caso limite idealizado,
tomariamos m¢ = 0 no problema acima, e a (4.5.10) mostra que se teria sempre F. = F,, o que
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significa que a forga de tragdo do cavalo é transmitida a pedra pela corda, sem sofrer alteragao.
Este resultado é caracteristico de um fio ou corda “sem peso”, e ja foi tacitamente admitido na
discussdo do Ex. 3.

S6 estamos tratando até agora de dindmica de uma particula (cf. pg. 64), de forma que,
nos exemplos acima, tratamos cada corpo como se fosse uma particula. Neste tratamento,
nio fica bem definido em que ponto de cada corpo estdo aplicadas as diferentes forgas
consideradas (pois estamos tratando os corpos como se tivessem dimensdes despreziveis).
Mais tarde, quando discutirmos sistemas de particulas, veremos que, no que se refere ao
movimento de um corpo como um todo, € licito considerar que a for¢a resultante a que ele
esta sujeito se encontra aplicada num ponto, que se chama o “centro de massa” desse corpo.

E interessante notar o papel das forgas de atrito no exemplo 6. Que aconteceria se o
cavalo estivesse sobre a estrada e a pedra sobre um lago congelado? E se a situagao se
invertesse? E se ambos estivessem sobre a superficie de um lago congelado? Seria possivel o
deslocamento do cavalo e da pedra para a frente na auséncia de atrito?

Chegamos a 37 lei de Newton a partir do principio de conserva¢ao do momento, para o
caso especial de forcas de contato (pg. 76). Veremos depois que, para for¢as que nao sao de
contato, a 32 lei pode deixar de valer. Por outro lado, o principio de conservacdo do momento,
generalizado convenientemente, permanece sempre valido. E por esta razdo que preferimos
partir da conservagdo do momento, chamando a atengao sobre as limitagoes na validade da
32lei que encontraremos mais adiante.

PROBLEMAS DO CAPITULO 4

1. Uma particula estd em equilibrio sob a agao de trés forcas, Fy, F;, e F3. Mostre que

Bl R [
sen (6,;) sen (8;) sen (6;,)

onde 6; € o angulo entre F; e F;.

2. Um acrobata de 60 kg se equilibra no centro de uma corda bamba de 20m de comprimento.
O centro desceu de 30 cm em relacao as extremidades, presas em suportes fixos. Qual é
a tensdo em cada metade da corda? :

3. No sistema representado na figura, calcule as
Tensoes nas cordas A e B a compressao na viga
C, desprezando as massas da viga e das cordas. A
B
C
100
k;
30° \45° =
R

4. O sistema representado na figura estd em equi-
librio. Desprezando as massas dos fios e das
polias P, e P,, calcule os dngulos 6; € 6,.




80

Capitulo 4 — OS PRINCIPIOS DA DINAMICA

10.

11.

12.

O sistema representado na figura esta em equi-
librio. Determine as tensdes nos fios 1,2e3 e o
valor do angulo 6.

100 300
kg kg

Uma bala de fuzil de massa igual a 20 g atinge uma arvore com a velocidade de 500 m/s,
penetrando nela a uma profundidade de 10 cm. Calcule a for¢ca média (em N e em kgf)
exercida sobre a bala durante a penetracao.

Uma pulga de massa igual a 2 mg é capaz de saltar verticalmente a uma altura de 50 cm.
Durante o intervalo de tempo (muito curto) em que estica as patas para impulsionar o
salto, ela se eleva de 1 mm antes que suas patas "decolem" do solo. Calcule a forca média
(em kgf) exercida pela pulga sobre o solo ao pular e compare-a com o peso da pulga.

Um martelo atinge um prego com velocidade v, fazendo-o enterrar-se de uma profundi-
dade I numa prancha de madeira. Mostre que a razdo entre a forca média exercida sobre
0 prego e o peso do martelo € igual a h/l, onde h é a altura de queda livre do martelo que
o faria chegar ao solo com velocidade v. Estime a ordem de grandeza dessa razao para
valores tipicos de ve L

Um automovel estacionado no alto de uma ladeira molhada pela chuva, de 100m de
comprimento e 25m de altura, perde os freios e desliza pela ladeira (despreze o atrito).
Com que velocidade, em km/h, ele atinge o pé da ladeira?

Uma crianga desliza, para mergulhar dentro de uma piscina, do alto de uma escorregadeira
de 3m de comprimento e 30° de inclinacdo com respeito a horizontal. A extremidade
inferior da escorregadeira estd 3 m acima da dgua. A que distdncia horizontal dessa
extremidade a crianca mergulha na dgua?

Um bloco de massa M é puxado ao longo de uma
superficie horizontal lisa por uma corda de massa
m, sobre a qual se exerce uma for¢a horizontal
F, conforme indica a figura. Determine a acelera-
¢do a do bloco e da corda e a for¢a T exercida
pela corda sobre o bloco. Qual é o valor de T se
desprezarmos m em confronto com M?

Em lugar de realizar a experiéncia da pg. 69 apli-
cando a forca F através de um esfor¢o muscular,
podemos aplicd-la ao disco D de massa m através
da forca-peso de uma massa m’ suspensa da for-
ma indicada na figura, ligada a D por um fio que
passa sobre uma polia (supondo despreziveis as
massas do fio e da polia) (a) Calcule a magnitude
a da aceleragao do disco e mostre que, se m” é
desprezivel em confronto com m, a é diretamente
proporcional a m’ e inversamente proporcional a m. (b) Calcule a tensio T no fio (for¢a
aplicada a D) e mostre que, nas mesmas condigdes, ela se aproxima da for¢a-peso.
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' 13. 0dispositivo da figura gira em torno do eixo ver-
tical com a velocidade angular w. (a) Qual deve
ser o valor de o para que o fio de comprimento !
com a bolinha suspensa de massa m faga um
angulo 8 com a vertical? (b) Qual é a tensdo T no
fio nessa situacao?
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APLICACOES DAS

>

LEIS DE NEWTON

5.1 — As forcas basicas da natureza

Neste capitulo, vamos ilustrar a aplicacao dos principios da dindmica a uma variedade
de exemplos e situacdes diversas. Para isto, teremos de considerar um certo nimero de
exemplos de leis de forgas (cf. pg. 72).

Sabemos atualmente reduzir todos os tipos de forgcas conhecidas a apenas quatro tipos
de interacbes fundamentais, que passaremos a descrever:

(i) Interacoes gravitacionais

Fro Fa, A lei de fo.r(;a ~mais'antiga conheci_da € aleide
m, - - ) Newton da grawtagfao l{nlversal, que exprime as forgas
1 rp de interagdo gravitacional entre duas particulas 1
(massa my) e 2 {(massa m,) cujo deslocamento relativo
Figura 5.1 Interacao gravitacional. (pg. 46) é ry, (Fig. 5.1):
F2(1) = "'G m;mz f‘12 = _F1(2) (5.1.1)
12 -

onde ry, =|ry,| é a distancia entre as particulas, e f12= r12/T12 € 0 vetor unitdrio da direcao que
vaide 1para 2. Em palavras, a (5.1.1) diz que a magnitude da forga gravitacional é proporcional
a massa de cada uma das particulas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia
que as separa. A forga esta dirigida ao longo da reta que passa pelas duas particulas e é
atrativa, ou seja, a for¢a F,(;) exercida por 1 sobre 2 esta dirigida para 1 (em sentido oposto a
f'12: dai o sinal - na (5.1.1)).

A constante de proporcionalidade G que aparece na (5.1.1) é uma "constante universal"
(ou seja, a mesma para qualquer par de particulas), que se chama a constante gravitacional.
Seu valor numérico em unidades SI é

G =~6,67x10"'N-m?/ kg’ (5.1.2)

Isto quer dizer que a for¢a de atracao gravitacional entre duas massas de 1 kg a distancia
de1méde~6,67x101'N, ou seja, € ~107° vezes o peso de um fio de cabelo! Isto mostra como
é fraca a interagao gravitacional: € a mais fraca de todas as interacdes fundamentais conhecidas.

Discutiremos no capitulo sobre gravitacdo como Newton chegou a (5.1.1) e algumas de
suas conseqiiéncias. Apesar de ser tdo fraca, a interagdo gravitacional é a mais importante
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nas aplicagdes a astronomia, devido as seguintes razoes: (a) continua atuando entre corpos
eletricamente neutros, ou seja, que contém igual quantidade de carga elétrica positiva e
negativa, eliminando as interacdes de origem elétrica entre eles; (b) ao contrario das for¢as
elétricas, a interacao gravitacional é sempre atrativa; (c) as massas dos corpos que interagem,
na escala astronémica, sdo extremamente grandes.

(ii) Interacoes eletromagnéticas

Embora as forcas elétricas ja fossem conhecidas
desde a antiguidade, a lei de for¢as entre duas parti- F@, ﬂ“)
culas carregadas em repouso so6 foi obtida em 1785 q T, 92

- por Coulomb. Para duas particulas de cargas elétricas - -
a, € g, com deslocamento relativo r+, (Fig. 5.2), a lei ~ Figura5.2 Lei de Coulomb.
de Coulomb dé:

Fomy = k%qif%z =-Fyp (5.1.3)
g

Embora a analogia com a (5.1.1) seja grande, a carga, ao contrario da massa, pode ser
positiva ou negativa. A constante k é positiva, de modo que duas cargas de sinais contréarios
se atraem, @— «®, ao passo que cargas de mesmo sinal se repelem, «® ©—-, <O O-.

No sistema SI, a unidade de carga elétrica é o Coulomb (C). Uma corrente de 1A (1 ampére)
num fio corresponde a passagem de 1C por segundo através da sec¢ao transversal do fio.
Nestas unidades, a constante k na (5.1.3) € dada por

k=9x10° N-m?/C? (5.1.4)

de forma que a magnitude da forca elétrica entre duas cargas de 1C a distancia de 1m entre
si é de 9 x 10° N, que corresponde ao peso de 9 x 10% kg! Isto dd uma idéia de quao mais
forte é a interacdo elétrica em confronto com a gravitacional. Como a carga do elétron é de
1,6 x 1071°C (igual e contrdria & do proton), um corpo macroscopico contém em seus atomos
uma carga total negativa de pelo menos alguns milhares de C, mas ela € neutralizada por uma
carga positiva igual e contréria, e é por isto, como ja mencionamos, que os efeitos da (5.1.3)
ndo se fazem sentir neste caso.

Quando uma particula carregada se move num campo magnético, atua sobre ela uma
forca conhecida como for¢a de Lorentz, que sera estudada no curso de eletromagnetismo
(sio forcas deste tipo que atuam sobre um fio que transporta uma corrente elétrica situada
num campo magnético, fazendo girar um motor, por exemplo). A for¢a de Lorentz é
proporcional & velocidade da particula, mas sua dire¢do é perpendicular a de v. Como uma
particula carregada em movimento também produz um campo magnético, existem forgas de
interacdo tanto elétricas como magnéticas entre duas cargas em movimento qualquer. Estas
forcas eletromagnéticas, que sdo bastante complicadas, nao obedecem em geral a 37 lei de
Newton, ou seja, Fy) #— Fyq) neste caso. Entretanto, o principio de conservacao do momento
permanece vélido, embora sob uma forma consideravelmente generalizada: o sistema
considerado em geral emite radiacio eletromagnética, e é preciso levar em conta que a radiagao
também transporta momento.

Embora as forcas elétrica e magnética aparecam de forma bastante diferente na discussao
acima, a teoria da relatividade restrita mostra que se trata na realidade de aspectos diferentes
da mesma forca, que poderiamos chamar de “forca eletromagnética”.
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(iii) Interacoes fortes

Estas sdo as interagdes responsdveis pelas forcas nucleares. Sabemos que o nucleo
atdmico € formado de prétons e néutrons, localizados numa regido cujas dimensdes sio da
ordem de 1 F =107 m (pg. 8). A forca de repulsdo coulombiana entre os prétons a distancias
tdo pequenas é muito grande; apesar disso, temos nao somente ntcleos estdveis, mas sabemos
que é preciso bombardea-los com particulas de energias elevadas para fragmenta-los. Estes
fatos ja conduzem a algumas das caracteristicas das interagdes fortes: sdo de intensidade
ainda bem maior que as interagdes eletromagnéticas — de fato, sdo as mais intensas conhecidas
— mas, ao mesmo tempo, tém um alcance extremamente curto, da ordem das dimensdes
nucleares.

As interagdes fortes somente atuam entre as “particulas elementares” conhecidas como
hadrons, que possuem "carga hadrdnica" (da mesma forma que interagdes eletromagnéticas
atuam entre particulas com carga elétrica). Os hadrons compreendem os barions, entre os
quais figuram os nucleons (néutron e préton), bem como outras particulas mais pesadas, e
também particulas mais leves chamadas mésons. Muitas destas particulas sao instdveis,
desintegrando-se espontaneamente em outras, com meias-vidas (cf. pg. 18) extremamente
pequenas, geralmente menores que 107% s.

As forgas nucleares, que resultam das interagoes fortes, sao muito complexas; tém carater
atrativo para distancias > 0,4 F e repulsivo para distincias menores. Seu decréscimo com a
distancia é extremamente rapido: caem “exponencialmente” a distdncias maiores que as
dimensdes nucleares, ou seja, de forma andloga a figura 1.13. Os fen6menos que ocorrem na
escala nuclear s6 podem ser tratados pela mecénica quantica, em que o préprio conceito de
“forca” perde boa parte de sua aplicabilidade.

Nas tltimas décadas, barions e mésons passaram a ser analisados em termos de consti-
tuintes mais elementares, os quarks, interagindo com particulas chamadas gluons. Desen-
volveu-se o “modelo padrdo” da fisica de particulas, cujas predi¢des concordam com os fatos
experimentais conhecidos até agora nessa érea.

(iv) Interacoes fracas

As interagoes fracas, como as fortes, atuam somente na escala nuclear; seu alcance, alids,
é ainda menor que o das interacdes fortes. Entretanto, sua intensidade é muito menor, nio
apenas que a das interacoes fortes, mas também do que a das eletromagnéticas, situando-se
num nivel intermediario entre as eletromagnéticas e as gravitacionais. As intera¢des fracas
sdo responsaveis pelo processo de “desintegracao beta”, a emissdo de elétrons pelos nicleos
de certas substancias radioativas. Em 1956, foi descoberto que as interag¢oes fracas violam o
que se acreditava ser uma simetria fundamental das leis fisicas, a “conservacao da paridade”
{associada com simetria entre direita e esquerda, ou para reflexao num espelho). Como as
interagoes fortes, as interagdes fracas também sé podem ser tratadas pela mecéanica quantica.

Entre os progressos recentes mais interessantes nas teorias das intera¢des fundamentais,
destacam-se as tentativas de unificacdo dessas interagoes. Uma das mais bem sucedidas é a
teoria unificada das interacoes eletromagnéticas e fracas, segundo a qual elas representam
aspectos diferentes de uma mesma interacao fundamental. Estd-se procurando juntar a esta
teoria unificada também as interacoes fortes. Um desenvolvimento ainda mais recente, que
ainda tem carater muito especulativo, unificaria todas as interacdes, juntando também a
gravidade (sao as teorias chamadas de “supercordas”). Todas estas teorias encontram-se em
fase de réapido desenvolvimento.

o,
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5.2 — Forgas derivadas

Todas as demais for¢as que aparecem na fisica podem ser reduzidas, em principio, as
que foram discutidas na Seg. 5.1. Destas, as interagdes fortes e fracas, devido a seu curto
alcance, s6 desempenham um papel importante na escala nuclear. Assim, do ponto de vista
macroscopico, as Unicas intera¢des fundamentais relevantes sdo a eletromagnética e a
gravitacional. A estrutura dos atomos e as for¢as interatomicas dependem apenas da interacdo
eletromagnética, combinada com os principios da mecénica quantica.

(i) Forcas interatomicas

As foreas interatdmicas sao de natureza eletromagnética, conforme acabamos de mencio-
nar. Isto é evidente no caso de um cristal ibnico, como o sal de cozinha (NaCl), formado de
fons positivos (Na*) e negativos (Cl7), em que as forgas de ligagdo resultam da atracio ele-
trostatica entre ions de cargas opostas.

Entretanto, o mesmo vale para as forgas entre &tomos ou moléculas neutras. Com efeito,
as cargas positivas (nticleo) e negativas (nuvem de elétrons) num atomo nio estio concentradas
no mesmo ponto: ha uma distribuicdo de carga. Quando dois dtomos neutros se aproximam
um do outro, as interagdes eletromagnéticas entre as duas distribui¢des de cargas as
modificam, dando origem as forgas entre os 4tomos neutros. A medida que os 4tomos véo se
aproximando entre si, estas for¢as sdo inicialmente atrativas e aumentam rapidamente de
intensidade. Com efeito, sabemos que, quando comprimimos suficientemente um gas, ele
tende a se condensar (liquefazer), demonstrando o efeito das forgas atrativas, que se chamam
for¢as de Van der Waals. Por outro lado, uma vez liquefeito, o fluido tende a resistir fortemente
a compressao, e sabemos que o mesmo acontece com solidos. Isto sugere que, a distancias
suficientemente pequenas, as forcas interatomicas sejam fortemente repulsivas.

Isto acontece quando dois dtomos se aproximam F(r)
a distincias da ordem do raio atomico. Nessas condi- \
¢Oes, comeca a ocorrer a interpenetracao entre suas
nuvens eletronicas, e a repulsio Coulombiana entre < Repulsiva
elas se opde a interpenetra¢do, dando origem as A
forgas repulsivas. Um grafico da forca em funcio da
distincia interatdmica ry, tem portanto o aspecto da
Fig. 5.3, onde a parte negativa corresponde as forcas
atrativas, e ro € da ordem da soma dos dois raios
atbmicos (note que as for¢as de Van der Waals de-
crescem aproximadamente como o inverso da sétima
poténcia da distancia interatdmica, ou seja, bem mais
depressa do que a forca Coulombiana (5.1.3)). As for¢as repulsivas (positivas) crescem
rapidamente para ry, < Iy, quase como se tivéssemos uma barreira impenetravel nessa distancia.

. ~ 7
Atrativa  (r12)

Figura 5.3 Forca entre dois dtomos em
funcao da distincia entre eles.

Sao forgas desta natureza que ddo origem a “reacdo normal de contato” quando um
corpo solido € colocado sobre a superficie de outro, como por exemplo um livro sobre uma
mesa (pg. 66). Na escala atdmica, ndo podemos propriamente falar de "contato", mesmo porque
0s atomos ndo sao como bolas de bilhar, com superficies bem definidas.

Podemos considerar a distincia ry, = r, para a qual a forca se anula na Fig. 5.3 como uma
distancia de equilibrio. Se procurarmos diminui-la, “comprimindo” os dtomos até o ponto A
da curva, surge uma forga repulsiva, que se opoe a compressdo. Se procurarmos aumenta-la,
“distendendo” o sistema até o ponto B da curva acima, surgem forgas atrativas, que tendem a
fazer os 4&tomos aproximar-se até o ponto de equilibrio r,. Para A e B suficientemente préximos
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de ro, podemos aproximar o trecho AB da curva por um segmento de reta (tangente a curva
em ry), de modo que a forca varia linearmente com a “deformacéao” (deslocamento da posi¢ao
de equilibrio) num entorno de ry. O sistema de dois &tomos se comporta assim como uma
mola na vizinhanca da posi¢do de equilibrio, tendendo a voltar a ela quando comprimido ou
distendido, com uma "forga restauradora” proporcional ao deslocamento da posicdo de
equilibrio.

Sao realmente forcas deste tipo que atuam no

. aso de uma mola (equilibrando a for¢a-peso no ex.

{a)
(8) UMY

o

; da pg. 65). Nas Figs. 5.4/5, x representa o deslocamento
xS . . a partir da posigdo de equilibrio da mola, mostrada
(b) —/m\qposwao de equilibrio ~

: : em (b). Em (a), temos x < 0 (compressao); em (c), x>0
x>0 _ (distenséo). Se representarmos a for¢a por F = Fx
OFX000000000005 2 J3m =231 onde X é um vetor unitério ao longo de Ox (dire¢ao

: da mola), temos F> 0 ("repulsiva”) em (a) e F < 0 (“atra-
Figura 5.4 Lei de Hooke. tiva”) em (c), ou seja, a forca tende a fazer a mola voltar
a posicao de equilibrio. Para x suficientemente peque-

no, verifica-se experimentalmente que vale a lei de Hooke

|y — L.~ N
I = —HKA -~ VU

F=-kxx (5.2.1)

ou seja, a forca restauradora é proporcional ao deslocamento da posi¢ao de equilibrio (linear);
a constante de proporcionalidade k é caracteristica da mola (“constante da mola”). A lei de
Hooke deixa de valer se a deformagdo da mola for excessivamente grande.

(ii) Forcas de atrito

J4 vimos no ex. 5 (pg. 77) que as forgas de atrito, no contato entre dois corpos sdlidos,
sdo forcas tangenciais a superficie de contato. As “leis de forcas” para o atrito s&o leis empiricas,
formuladas por Amontons e Coulomb no século 18. O fenémeno € extremamente complicado
e depende fortemente do estado das superficies em contato: grau de polimento, oxidacao,
presenca ou nao de camadas fluidas (dgua, lubrificantes) e de contaminantes. Vamos considerar
inicialmente apenas o atrito entre superficies secas.

Consideremos um bloco que repousa sobre uma
superficie horizontal e ao qual se aplica uma for¢a F
também horizontal. A experiéncia mostra que, se
formos aumentando gradualmente |F| a partir de zero,
o bloco nio entra em movimento enquanto |F| ndo
atinge um valor critico, que chamaremos de F,. A Fig.
5.5 mostra as for¢as que atuam sobre o bloco en-
quanto ele permanece em equilibrio: verticalmente, a
Figura 5.5 Forca de atrito. forca-peso P do bloco e a reacdo normal de contato
do plano N, que se equilibram,

N

F, < »F

|N| = |P| (5.2.2)

e, horizontalmente, a for¢a F tem de ser equilibrada pela reagao tangencial do plano, a forga
de atrito F,:

F,=-F, para |F| <F, (5.2.3)

Note que, enquanto |F| < F,, a for¢a de atrito se ajusta automaticamente para equilibrar F.
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As “leis do atrito” sao as seguintes:

(a) A forca de atrito maxima F,, para a qual o bloco comeca a se mover, € proporcional ao
mddulo da for¢a normal de contato |N| entre as duas superficies.

[F)| . =F =uN| 6.2.4)

max

(b) O coeficiente de proporcionalidade ., que se chama coeficiente de atrito estdtico, de-
pende da natureza das duas superficies em contato;

(c) A forca F, é independente da drea de contato
entre os dois corpos. Assim, se colocarmos o
mesmo bloco da Fig. 5.5 assentado sobre uma
face de area menor (Fig. 5.6), |P| e |N| nao se
alteram (cf. 5.2.2)), e, por conseguinte, F, também
ndo, embora a area de contato agora seja menor.

Te—eo—>» 7

Uma vez atingido o valor F,, e depois que o bloco
comecga a deslizar, verifica-se geralmente uma dimi-
nuicdo na forca de atrito, o que permite equilibra-la
com uma forca F de magnitude menor,

Figura 5.6 Independéncia da drea de
contato.

Fl=F. =pu/N|, M. <H, (5.2.5)

mantendo o bloco em movimento retilineo uniforme (F + F, =0 .. a = 0), ao longo do plano
horizontal. O coeficiente p. chama-se coeficiente de atrito cinético; note que tanto pl, como i,
sdo nlimeros puros (sem dimensodes), pois representam o quociente das magnitudes de duas
forcas. Geralmente, u. e 1, S40 menores que 1.

Verifica-se experimentalmente que . é aproxi-
madamente independente da velocidade instantanea
de escorregamento (desde que ela ndo atinja valores
muito elevados). Assim, se |F| continua crescendo a
partir de F,, |F,| permanece aproximadamente cons- i l/
tante no valor F.. O grafico ao lado mostra a variacao
de |F,| em funcao de |F|; a parte linear corresponde a .0 £,
{5.2.3). Note que, para |F| > F,, temos |F + F,| > 0, de Figura 5.7 Variacio da magnitude da
modo que a resultante das for¢as horizontais €#0, e forca de atrito com a forca aplicada.
o movimento do bloco é uniformemente acelerado.

Diversos resultados discutidos acima podem ser ilustrados colocando o bloco sobre um
plano inclinado de inclinacao varidvel, feito do material cujo atrito com o material do bloco se
quer estudar (por exemplo, uma prancha que se ergue gradualmente). Conforme mostra a
Fig. 4.18, temos neste caso, em lugar da (5.2.2),

|Ni =mgcos9 (5.2.6)

> |F|

onde m é a massa do bloco. Por outro lado, a componente da for¢a-peso tangencial ao plano
(-T na Fig. 4.18) corresponde a forga aplicada ao bloco na discussao acima, de forma que a
(4.5.8) da

'F‘ = |T| =mgsen 0 (5.2.7)
Comparando as (5.2.6) € (5.2.7), obtemos
[F|/|N|=tg 6 (5.2.8)
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Experimentalmente, verifica-se que o bloco comeca a escorregar quando 6 atinge um
certo valor 8,. Comparando as (5.2.4) e (5.2.8), vem entao

(5.2.9)

o que fornece um procedimento para medir o coeficiente de atrito estatico. As leis do atrito
mencionadas acima corresponde o fato de que o angulo critico 6, s6 depende da natureza do

material do bloco e do plano, sendo independente da massa m do bloco (as (5.2.6) e (5.2.7)
ctram aue aumentar m eaguivale a aumentar IFI na mesma proporgao).

mn
HIUSU GIEL YUU QUILVIIGL 1 Tuwavaas & aumentar A ...........

Todas as leis empiricas do atrito discutidas acima sdo aproximag¢des ndo muito precisas
de um fenémeno bastante complicado. Os resultados dependem ndo s6 da natureza dos
materiais, mas ainda do grau de polimento das superficies, de sua contamina¢ao por impurezas
(inclusive formacio de 6xidos), da existéncia ou ndo de filmes superficiais de umidade, graxa
‘ou outros lubrificantes. Para 6 = 8,, 0 bloco escorrega em alguns pontos do plano inclinado,
parando em outros, conforme a situagdo local da superficie.

Regides de Do ponto de vista microscc')pico, as forgas respon-
contato sdveis pelo atrito sdo as forgas interatdmicas, atuando

‘ nas regioes em que as duas superficies estdo em con-
tato. Estas regides representam uma fracdo muito
pequena da area aparente (geométrica) de contato,
devido a rugosidade das duas superficies na escala
microscopica, e o nimero delas é aproximadamente
independente desta area aparente, crescendo com a
pressdo normal |N| entre as duas superficies (leis (a) e
(c), pg. 87). Note que 3 pontos de contato nio-alinhados bastam para definir um plano. Nas
areas de contato, formam-se pequenas “soldas” em que os dois materiais aderem um ao outro
mais ou menos fortemente, dependendo da presen¢a de impurezas, devido as forgas
interatémicas. O atrito resultaria da necessidade de quebrar estas “soldas”. E essencial notar
que o processo de ruptura de uma “solda” gera excitacdes locais, sob forma de vibragoes que
se propagam nos materiais como ondas sonoras. Este processo dissipa energia mecanica,
gerando calor, ou seja, hd um aquecimento local. E bem conhecido que o atrito produz um
aquecimento das superficies em contato. i

Este fato é muito importante, porque é devido a ele que as forgas de atrito tém carater
dissipativo, tendendo a se opor ao movimento que se produziria na auséncia de atrito. Nao
poderiamos explicar a for¢a de atrito em termos do esfor¢o necessario para percorrer a
“montanha russa” das rugosidades, porque isto ainda levaria a uma for¢a “conservativa” ou
seja, que ndo dissiparia a energia mecénica (voltaremos a discutir mais tarde os conceitos de
forcas conservativas e dissipativas). Acima de um certo grau de polimento e limpeza das
superficies, o atrito tende a aumentar em lugar de diminuir. Isto é facilmente compreensivel
do ponto de vista microscopico. Com efeito, se polirmos oticamente as superficies de dois
blocos do mesmo metal e removermos as impurezas e gases absorvidos nas superficies (0
que pode ser feito colocando os blocos numa cdmara em alto vdcuo), bem como quaisquer
camadas fluidas depositadas nas superficies, os dois blocos, colocados em contato, ficardo
praticamente soldados um ao outro: € como se estivéssemos criando um bloco unico do mesmo
metal, com as forcas interatdbmicas agindo em toda a extenséo da area de contato, produzindo
a coesdo. Analogamente, se colocarmos em contato duas placas de vidro molhado bem polidas
(a 4gua ajuda a dissolver impurezas que contaminam as superficies), torna-se muito dificil
fazer deslizar uma sobre a outra (ao fazé-lo, chegamos até a arranhar o vidro).

Toda a discussdo acima das leis do atrito se refere ao atrito entre duas superficies secas.

Figura 5.8 Contato entre duas superficies.
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Se existe uma camada de fluido entre as duas superficies {por exemplo, dgua ou lubrificantes),
asituacdo se torna muito diferente: temos de considerar o problema do atrito entre um sélido
eum fluido. Este é o chamado “atrito interno”, e um exemplo importante € a resisténcia do ar.

A resisténcia oposta por um fluido ao deslocamento de um corpo através dele é também
um fenémeno muito complicado (voltaremos a discuti-lo no Vol. 2 deste curso). Para baixas
velocidades, a resisténcia depende da viscosidade do fluido, e é geralmente proporcional a
velocidade, opondo-se ao movimento através do fluido. Para velocidades mais elevadas,

nradiiz_co
produz-se em geral turbuléncia no fluido, e o termo dominante da forca de resisténcia é

proporcional ao quadrado da velocidade. Assim, se chamarmos de R a for¢a de resisténcia,
temos em geral

R| = alv|+ blv[ (5.2.10)
[R|=alv]+ bjv]

onde o primeiro termo domina para |v| pequeno e o segundo para |v{ grande. J4 notamos (pg.
53) que a dependéncia de |v|] acopla os movimentos horizontal e vertical de um projétil, de
forma que eles nao sao mais independentes, quando levamos em conta a resisténcia do ar.

Vimos assim o0s principais tipos de forcas que serao encontradas no decorrer do curso
de mecénica. Vamos ver agora como se aplicam os principios da dindmica a alguns exemplos
de sistemas em que atuam essas forgas.

5.3 — Exemplos de aplicacao

Exemplo 1: Consideremos um bloco colocado sobre
um plano com atrito e puxado por uma corda, de F
massa desprezivel, com uma for¢a F, inclinada de um
angulo 8 em relagdo ao plano, suposto horizontal (Fig.
5.9). 0

Se u € o coeficiente de atrito estatico e P o peso
do bloco, para que valor de F = {F| ele comecara a
escorregar?

O primeiro passo na solu¢cdao de um problema
deste tipo € o que se chama de “isolar” o bloco, ou
seja, representa-lo separadamente, com todas as
forcas que atuam sobre ele. Isto esté feito na Fig. 5.10. AN F
Como a corda é de massa desprezivel, ela simples- o
mente transmite ao bloco a forca F, como vimos a pg. F,= > X
79. Além disto, atuam sobre o bloco sua for¢a-peso P, l
a reacao normal de contato do plano N, e a forca de P
atrito F, (Fig. 5.10). O passo seguinte é escolher um
sistema de coordenadas conveniente: no caso, ado-
tamos coordenadas cartesianas, com Ox horizontal e Oy vertical (Fig.). Finalmente, aplicamos
a2’ lei de Newton as componentes das for¢as nas direcoes x e y.

Figura 5.9 Bloco sobre plano com atrito,

AY

Figura 5.10 Forcas sobre o bloco.

Na direcio y, o bloco deve permanecer em equilibrio sobre o plano, ou seja, devemos ter,
comN=[N|jeP=|P

’

N+Fsen9 -P=0 { N=P-Fsen9 (5.3.1)

onde estamos tomando N dirigido para cima: o plano s6 pode produzir uma rea¢ao normal
nesse sentido. Como N > 0, a (5.3. 1) implica que F nao pode ser excessivamente grande:
devemos ter sempre
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Fsen6 <P (5.3.2)
(Se Fsen® > P, a forca F arranca o bloco do plano, erguendo-o acima dele).
Na diregdo x, para que o bloco comece a se mover, conforme vimos a pg. 86, € preciso
que se tenha, com F, = |F,|,

Fcos6—-F,=0 (5.3.3)
F,=F, =u,N 5.3.4
As (5.3.1), (5.3.3) e (6.3.4) dao
(P WP
Fcos@=p . (P-Fsen6) {F= (5.3.95
cosO+, sen

que é o valor procurado,
Qual é a reacao N correspondente? Ela decorre das (5.3.3) e (5.3.4):

N =

U ~cose+ M. Sen 6

Se substituirmos L. na (5.3.5) pela sua expressao (5.2.9) em fun¢do do angulo 6., obtemos

Fcos6 {N Pcos6 (5.3.6)

Fo Ptgo, _ Psen 6,
cosf + 50 Ges no cosBcosf, + sen O sen 6,
cos 8,
. Psen 8,
ou seja = 5.3.7
. cos(6-6,) ( )

Esta tltima expressdo mostra que a magnitude da for¢a necessaria para que o bloco
comece a se mover é minima quando ela ¢ aplicada segundo o angulo 8 = 6,.
Exemplo 2: Consideremos dois blocos de massas my
i A B e F e mpg, ligafios por um fio AB de massa desprezive:l,

puxados por uma for¢a horizontal F (Fig. 5.11), através

de um fio amarrado ao bloco mg, sobre um plano hori-
zontal, com atrito desprezivel.

Se o fio AB est4 esticado, como seu comprimento
é constante (supomos que é inextensivel), suas extremidades A e B (e por conseguinte os dois
blocos) se movem com a mesma aceleracdo a ao longo do plano horizontal, na direcdo da
forca F. O comprimento constante do fio, impondo a mesma acelerag¢do a todo o sistema, é
um exemplo de um vinculo.

Se isolamos as diferentes partes do sistema, obtemos (basta considerar as forgas
horizontais):

Figura 5.11 Par de blocos.

ma o———-»FAi 4—_&0———0_—1:’9>§ Fye«i—eo—>F

B

Figura 5.12 Forcas sobre cada elemento.

PRy et
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Como a massa do fio AB ¢é desprezivel, a resultante das for¢as que atuam sobre ele deve
ser nula, ou seja,

F, =-F (5.3.8)

Como a aceleragao a ¢ comum, as equacgdes de movimento dos dois blocos sdo:
F, =m,a (5.3.9)
F+F;=mza (5.3.10)

Somando membro a membro e levando em conta a (5.3.8), obtemos

F__ (5.3.11)

F=(my +mgla ja= =
. My+my

0 yue exprime o fato de que os dois blocos ligados respondem a for¢a F como um unico bloco
(e massa my + mp (aditividade cas massas)

Teriamos chegado diretamente ao mesmo resultado “isolando” desde logo o sistema to-
tal formadn pelos dois blocos ¢ o fio e aplicando-lhe a 2% lei, 0 que ilustra o fato de que
podemos “isolar” diferentes partes de um sistema da forma que julgarmos mais conveniente.

Como introducao ao exemplo seguinte, vamos
considerar um elemento idealizado de-um sistema
analoye ao “fio de massa desprezivel”, que é uma “po-
lia de massa desprezivel”. Consideremos uma polia
de raio R suspensa de um suporte e capaz de girar
{sem atrito) em torno de um eixo que passa pelo seu
centro O. Se a massa da polia é desprezivel, veremos
mais tarde, ao estudar a dindmica das rotagoes, que,
se T e T’ sdo as forcas aplicadas aos dois lados do fio  Figura 5.13 Polia.
que passa pela polia (Fig. 5.13 (a)), devemos ter

T:M:

T’ ’ (5.3.12)

onde T é o que se chama a tensdo do fio (este resultado é o analogo, para o movimento de
rotagdo da polia, da (5.3.8) para o movimento de transla¢do de um fio, e exprime o fato de que
o “torque” resultante de T e T" em relacdo ao eixo O da polia deve ser nulo). Logo, a polia tem
simplesmente o efeito de alterar a dire¢do da forca
aplicada ao fio, sem alterar o seu moédulo. Ao mesmo
tempo, para que a polia permaneca em equilibrio, a
resultante das forcas a ela aplicadas deve anular-se,
ou seja, como mostra a Fig. 5.13 (b) acima, o suporte
00’ da polia deve exercer sobre ela uma for¢a igual a
-T+T).

Exemplo 3: Consideremos duas massas m4 € my sus-
pensas por um sistema de duas polias e de fios, todos
de massa desprezivel, da forma indicada na Fig. 5.14.
Qual é o movimento do sistema?

As partes méveis do sistema sdo duas, “isoladas”
na figura pelas linhas fechadas interrompidas: a massa
my e o sistema formado pela massa m, presa a polia mg
2, que se movem solidariamente. Chamamos de T a
tensdo do fio, que, pela discussdo acima, é a mesma

Figura 5.14 Sistema de polias.
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dos dois lados da polia 2 e é também a mesma com a qual a polia 1 age sobre a massa m,. Seja
a a aceleracdo da massa m,, tomada positivamente quando dirigida para cima (os movimentos
sdo todos na vertical). A equacdo de movimento da massa m; é entao:

T-mg=ma (5.3.13)

Qual é a aceleracao da massa m»? Se Iy e I, 530 0s comprlmentos das porgoes de fio
indicadas na figura, vemos pela figura que

I +21, = constante (5.3.14)
ou seja, se a massa m, sobe ou desce, variando |4 de Al;, devemos ter
1
A]1 + ZA]Z = O AIZ = —EALI (5.3.15)

Logo, se m, sobe de uma certa distancia, m, desce de metade dessa distancia, mostrando
que a aceleracio de m, é igual a -a/2 (a (5.3.14) € outro exemplo de um vinculo; cf. pg. 90). A
equacdo de movimento da outra parte do sistema é entao:

2T -m,g =-mpa/2 (5.3.16)

Resolvendo as duas equagdes (5.3.13) e (5.3.16) em relacdo as duas incognitas a e T,
obtemos

_2lm, -2my)

(5.3.17)
4m, +m,
= M (5.3.18)
4m1 + my
Em particular, temos equilibrio (a = 0) para
my = % (5.3.19)

ou seja, o sistema de polias reduz & metade o peso (ou for¢a) necessario para equilibrar um
dado peso m,g, proporcionando assim uma vantagem mecanica. E facil ver (verifique!) que
um sistema analogo com 2n polias levaria a relagao: m; = m,(2n). Note também que a > 0 na
(5.3.17) para m, > 2my, conforme deveria ser: uma massa m, maior que a de equilibrio faz
subir a massa my.

Exemplo 4: O péndulo cénico: E uma particula de
massa m que gira em movimento circular uniforme,
descrevendo um circulo de raio r, suspensa por um
fio de comprimento I preso a um ponto fixo O {Fig.
5.15), de forma que o fio descreve a superficie de um
cone de angulo de abertura 6, com

sen® =r/l (5.3.20)

Seja o a velocidade angular do movimento cir-
cular uniforme. As for¢as que atuam sobre a particula
sdo a forca-peso mg e a tensdo T do fio. A resultante
F = mg + T destas duas forcas tem de corresponder a
forca centripeta (cf. {4.4.9), (3.7.13), ou seja, tem de
Figura 5.15 Péndulo conico. estar dirigida para o centro O do circulo. A Fig. 5.15
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mostra entao que

tg8=F/mg = mo’r/ mg =o’r/g (5.3.21)

Seja 1 0 periodo associado ao movimento do péndulo. Temos entéo, pelas (3.7.10), (5.3.20)
e(5.3.21),

2 2, 2 2 2
T =4n"/ 0w =4n"r/(gtg8)=4n"lcosO/g
| | 5.3.22)
-'c ‘
o que da a rela¢do entre o periodo, o comprimento do péndulo e o angulo de abertura 6. Por

exemplo, paral=1m e 8 = 45° (cos 6 = V2/2), acha-se 1= 1,7 s. A tensao do fio também se
calcula imediatamente a partir do 4ngulo de abertura: a Fig. 5.15 mostra que

T =mg/cos0 (5.3.23)
A (5.3.22) também pode ser escrita:

2n\{lcos8)/

= vy

3

cos0 = —92— (5.3.24)
o]

mostrando que o dngulo 6 de abertura do cone des-
crito aumenta (cos® diminui) & medida que a velo-
cidade angular de rotagdo ® aumenta. Este principio
é empregado no regulador de Watt (Fig. 5.16), em que
as bolas presas aos dois bracos articulados se afastam
do eixo & medida que ® aumenta; numa maquina a
vapor, o regulador é acoplado a vélvula de escapa-
mento do vapor, fazendo com que escape quando ®
se toma excessivo, o que automaticamente reduz e
faz baixar as bolas. Um principio anédlogo é empre-
gado em taquimetros para medir a velocidade de
rotagdo de um eixo.

Exemplo 5 (superelevacgdo das curvas numa estrada):
Consideremos um carro que faz uma curva numa
estrada, trafegando com velocidade v. A forca centri-
peta sobre o carro é

F=mv?/r (5.3.25)

onde m é a massa do carro e r o raio de curvatura da
curva (cf. (3.8.17)), mostrado na Fig. 5.17 (a), que é
uma vista de cima do movimento. A (b} mostra em
corte vertical que é vantajoso “superelevar” a estrada,
criando um desnivel 8 entre suas margens externa e
interna, de tal forma que F seja a componente hori-
zontal da reagdo normal N da estrada, a Unica outra
for¢a sobre o carro sendo entdo a for¢a-peso, ou seja,

F=mg+N (5.3.26)

o que implica, escrevendo as componentes horizon-

tal e vertical da 22 lei de Newton e levando em conta a
(5.3.25), Figura 5.17 Superelevacao.
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F=|F|=Nsen6=mv®/r (5.3.27)
Ncos6—-mg=0 { Ncos6=mg (5.3.28)
e, dividindo membro a membro,
V2
tgo=— (5.3.29)
rg
o one dsi a valacidade ideal v am ane a enrva deve gar decerita nara n1m dadn degnivel 8 Nate
G QUC Ga d VCIGCIGAGLe 1GCa: vV Ciil QU a CUrva GEVE 58T GESCTrIla para Ulhl GdQGo GEsNivae: o, NGl
a analogia entre esta relacao e a (5.3.21).

Se o carro fizer a curva com velocidade maior que a dada pelo (5.3.29), a forca centripeta
adicional necessdria para que ele permanec¢a num circulo de raio r s6 pode provir do atrito
entre 0s pneus e a estrada (reacao tangencial). Se for excedido o limite da forga de atrito que
pode ser assim desenvolvida (coeficiente de atrito estatico), o carro tendera a derrapar na
direcdo radial. A (5.3.29) mostra que, quanto menor for 8, menor sera a velocidade capaz de
provocar derrapagem.

5.4 — Movimento de particulas carregadas em campos elétricos ou
magnéticos uniformes

O movimento de particulas carregadas no vacuo sob a acdo de forgas elétricas ou
magnéticas conhecidas tem uma grande variedade de aplicagdes importantes em eletronica,
aceleradores de particulas, microscopia eletronica, fisica dos plasmas e muitos outros dominios
da fisica.

O caso mais simples de tratar é aquele em que essas forcas correspondem a “campos
uniformes”. O que isto significa pode ser ilustrado por analogia com o caso gravitacional. A
forca de atragdo gravitacional entre uma particula e a Terra, conforme veremos, é dada pela
{5.1.1), onde my e m, sdo as massas da particula e da Terra, e ry, é a distincia da particula ao
centro da Terra. Entretanto, na escala do laboratério, ry, € aproximadamente constante (igual
ao raio da Terra) e 912 também (vertical local). Obtemos assim para a for¢a gravitacional que
atua sobre uma particula de massa m por unidade de massa da particula o valor (cf. (4.4.5) e
pg. 68) .
F/m=mg/m=g (5.4.1)

constante no tempo e 0 mesmo (em maddulo, direcio e sentido) em qualquer ponto da regido
do espaco considerada. Dizemos entdo que se tem nessa regido um campo gravitacional
uniforme, dado pela (5.4.1).

Analogamente, se considerarmos um par de pla-
cas metalicas paralelas ligadas respectivamente aos
terminais positivo e negativo de uma bateria (Fig.
5.18), uma particula carregada de carga elétrica g

x situada na regido entre as placas fica sujeita a uma
forca elétrica
F =qE =qEX (5.4.2)

onde X tem a direcio perpendicular s placas e E é
aproximadamente constante (na regiao entre as
placas). A forca E por unidade de carga elétrica chama-
Figura 5.18 Campo elétrico uniforme. se campo elétrico, e o fato de que o vetor E é constante

na regido entre as placas se exprime dizendo haver
nessa regido um campo elétrico uniforme.

+ | 0=
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A Fig. 5.19 mostra como se pode produzir um
campo magnético uniforme B entre os polos de um
eletroima, com um nicleo de ferro em forma de C,
em redor do qual se enrola um solendide percorrldo
por uma corrente elétrica. Na figura, B = Bz,onde Bé
aproximadamente constante na regiao entre os polos.

O que isto significa em termos de forga de Lorentz
(na 82 ects ilustrado na Fig. 5.20(ale fh\ Em ambas,

PG, Go) €51a HUSIIaGO Nia Miy. 2.2V &y L), LA alias,

B é perpendicular ao plano do papel; em (a) B aponta
para cima (indicado por pontos); em (b), para baixo
(xoxxx). Consideramos apenas a for¢a magnética F
sobre uma carga g que se move com velocidade v
perpendicular a B. A forca F é perpendicular tanto a
v como a B, de forma que esté no plano do papel. As
figuras (a) e (b) mostram a orientacdo de F paraq>0;
para q < 0, F se inverte. A magnitude F = |F| é dada,

no sistema SI, por +Fo X X X X
B para cima B para baixo
=|qlvB (5.4.3) q>0 q>0
(a) (®)

de forma que é a mesma em qualquer ponto da regiao
onde o campo é uniforme, desde que v = |v| permanega
o mesmo (mas a direcao de F varia com a de v).

Figura 5.20 Forca de Lorentz.

Vemos pela (5.4.3) que a unidade de B no sistema SI € o campo que atua com forca 1N
sobre uma carga de 1C movendo-se a 1 m/s (com v L B). Esta unidade € chamada 1 weber/m?.
Também se usa freqiientemente 1 gauss = 10~* weber/m?. O campo magnético da Terra é da
ordem de 0,5 gauss.

Os conceitos e resultados acima serdo discutidos detalhadamente no curso de
eletromagnetismo Vamos estudar agora o movimento de particulas carregadas em campos

i~ AT

elétricos ou magnéticos uniformes.

(a) Movimento em campos elétricos uniformes

Aplicando a 22 lei de Newton ao movimento de uma particula de carga g (supomos g >0)
e massa m num campo elétrico E uniforme, vemos pela (5.4.2) que (desprezando a forca
gravitacional)

a=F/m=4E (5.4.4)
m

é um vetor constante na regido dada, ou seja, 0 movi-
mento é uniformemente acelerado (Seg. 3.5).

Consideremos inicialmente uma particula situada
no vacuo entre um par de placas separadas por uma
distancia d (Fig. 5.21), que parte do repouso na
vizinhanga de uma das placas (x = 0, Fig.). Pela (5.4.4),
ela se movera na direcdo x com movimento retilineo
uniformemente acelerado, atingindo a outra placa
com velocidade v dada pela (2.5.9):

Figura 5.21 Movimento num campo
elétrico uniforme.

=2ad=29 Ed (5.4.5)
m
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O produto Ed corresponde ao que se chama a diferenga de potencial V entre as placas, ou
seja,

E=V/d (5.4.6)

No sistema SI, V € medido em volts (V), de forma que a unidade de campo elétrico é

1 N/C=1V/m. A (5.4.5) da entdo
v=42(q/ mV (5.4.7)

Diz-se que a carga g foi “acelerada através da diferen-
¢a de potencial V”.

Suponhamos, por outro lado, que a particula
penetre na regido entre as placas numa direcéo per-
l pendicular ao campo E, com velocidade inicial vy;
- vamos adotar o sistema de eixos da Fig. 5.22. A
aceleragdo (5.4.4) tem entdo a diregdo y, e temos uma
trajetoria parabolica, como as da Seg. 3.6, com

Figura 5.22 Trajetoria parabolica.

X = Vot
(5.4.8)
y=tap =19 pe_ aV p
2 2m 2md

Se | é o comprimento das placas, a deflexdo sofrida y; ao atingir a outra extremidade
(Fig. 5.22) se obtém tomando t = I/vy:

_gv I
" 2md v2

A trajetoria das particulas carregadas emerge da regido entre as placas formando um
angulo & com a horizontal (angulo de deflexao: ver Fig. 5.22), que é também a direcio da
velocidade v, da particula para x =1I: .

Yi (5.4.9)

tg 0=
Vix
1 qVi qVi
= = — 9 = p
vy, =at {v,y a v, - mdv, =1tg mdv(f (5.4.10)
Vy =V =Vg......

Podemos agora discutir a
deflexdo de um feixe de elé-
trons num tubo de raios caté-
dicos ou nas experiéncias de
Thomson (pg.53). As partes
essenciais do dispositivo es-
tdo esquematizadas na Fig.
. 5.23. O feixe de elétrons é emi-
\/ tido pelo filamento aquecido

F (este é o efeito termoidnico,
descoberto por Edison em
1883), e acelerado através da

Figura 5.23 Deflexo eletronica num tubo de osciloscopio.
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diferenca de potencial entre as placas aceleradoras AA, adquirindo assim uma velocidade na
direcao x de magnitude dada por (cf. (5.4.7))

Vo =+2(e/ mV, (5.4.11)

onde e e m sdo a carga e massa do elétron.

O feixe continua com a velocidade v na regiao livre de campo entre AA e as placas
defletoras DD (Fig. 5.21); note que é feito alto vacuo dentro do tubo. As placas defletoras DD
tém comprimento I e espacamento d, com uma diferenca de potencial V entre elas, de forma
que podemos aplicar as (5.4.9) e (5.4.10).

Apds emergir da regido entre as placas DD, o feixe atravessa outra regiao livre de campo,
descrevendo uma trajetoria retilinea até produzir uma mancha luminosa P no anteparo
fluorescente, a uma distincia L das placas DD. A deflexdo adicional A na vertical correspondente
ao caminho L é (Fig. 5.21)

A=Ltg#® (5.4.12)

A deflexdo vertical é Y = y; + A. Levando em conta as (5.4.9), (5.4.10), (5.4.11) e (5.4.12),
obtemos finalmente

2
Yoy +A= eVl LI eVl

2md-2Sv, md-2<v,
m m

ol seja Y= i L+i (5.4.13)
2dV, 2

Geralmente, tem-se L >> I, de modo que podemos desprezar I/2 na expressdo entre
parénteses. Note que a deflexao é diretamente proporcional a diferenca de potencial defletora
V e inversamente proporcional a diferenca de potencial aceleradora. Por outro lado, ela é a
mesma para elétrons do que para qualquer outra particula carregada, porque a carga e a
massa nao entram na expressao final.

(b) Movimento em campos magnéticos uniformes

Consideremos uma particula de carga g e massa m situada num campo magnético
uniforme B , movendo-se com velocidade v perpendicular a B. Qual é a trajetéria?

A aceleracio a é dada por F/m, onde F é a for¢a de Lorentz, que nesta situacao, conforme
vimos a pg. 95, esta no plano L B que passa pela carga, e é L v. Como v é tangente a trajetoria,
isto quer dizer que a € puramente normal a trajetéria em qualquer ponto da mesma, e tem
médulo (cf. (5.4.3))

la|=LvB (5.4.14)
m
{(tomando g > 0). Conforme vimos nas Secs. 3.7 e 3.8, esta situacdo (auséncia de aceleracdo

tangencial) é caracteristica do movimento circular uniforme num circulo de raio r, onde (cf.
(3.7.13)

o que dé para r o valor
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_mv_p

I"—-?qE:q—B (5.4.15)

onde p = |p| é a magnitude do momento da particula.
Logo, nestas condigdes, a particula descreve um movi-
mento circular uniforme num circulo de raio propor-
cional ao momento da particula, e inversamente pro-
porcional a sua carga e ao campo B. Esta propriedade
é utilizada, na fisica experimental de particulas ele-
mentares de alta energia, para medir os momentos
das particulas carregadas produzidas nas reacdes
estudadas nesse dominio. As trajetérias num campo
magnético uniforme sdo materializadas em detetores
como a “cdmara de bolhas” e fotografadas; nas foto-
Figura 5.24 Trajetéria circular num campo  grafias, a simples medida de r permite determinar os
magnético. momentos correspondentes.

A (5.4.15) d4 a velocidade angular o = v/r do movimento circular uniforme:

w=4p8 (5.4.16)
m

Esta velocidade ou freqiiéncia angular, que s6 depende da razdo g/m da carga para a
massa da particula e do campo B, é chamada de freqiiéncia de ciclotron da particula no campo
B. Note que é independente do raio da orbita: 8 medida que v aumenta, r vai aumentando
correspondentemente, de forma a manter o = v/r constante.

A razao do nome dado a ® é que o ciclotron,
acelerador de particulas inventado por Lawrence e
Livingston em 1931, baseia-se na constincia de o
quando rvaria. A Fig. 5.25 mostra a cAmara de ace-
leracdo do ciclotron (que fica dentro de um tanque
onde se faz vacuo). E um cilindro metélico oco acha-
tado, dividido ao meio, formando duas pecas em
forma de “D”. O campo B é aplicado perpendi-
cularmente as bases, que ficam entre os polos de um
eletroimd. No centro F (Fig.), hd uma fonte de ions
positivos, geralmente prétons ou déuterons, que vao
ser acelerados. Os dois “D’s” sao ligados a um osci-
lador que produz entre eles uma voltagem alternada,
de frequéncia angular o, ajustada de forma a acelerar um ion positivo quando ele atravessa o
intervalo entre os “D’s”. O ion descreverad, sob a acdo de B, um semicirculo de raio r proporcio-
nal a velocidade com que penetrou no "D", levando para isto um tempo 7/2, onde T = 2n/w.
Como a voltagem alternada tem exatamente o mesmo periodo, ela se terd invertido durante
esse tempo, de forma que fard o ion sofrer nova aceleragio, ao atravessar em sentido contrario
o intervalo entre os “D’s”, aumentando sua velocidade e, conseqiientemente, também o raio
da orbita.

A Orbita resultante serd entdo uma espiral: a magnitude da velocidade permanece
constante ao longo de cada semicirculo, mas aumenta a cada atravessamento do intervalo
entre os "D’s”. Finalmente, uma vez atingida a velocidade final desejada, o feixe de ions sai
pela abertura A e é desviado por uma placa defletora em direcao ao alvo.

Placa defletora

e g Alvo

Figura 5.25 Ciclotron,
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Um exemplo tipico seria um ciclotron com um campo magnético de 10 quilogauss = 1
weber/m Para prétons (q = e = 1,6 x 107° C, m = m,, = 1,67 x 10" kg), a (5.4.16) da w ~ 10°
1. A velocidade final atingida é v = @R, onde R é o ralo dos "D’s”. Para um raio tipico R ~ 50
c¢m, temos v = 5 x 107 m/s, o que ja é cerca de 1/10 da velocidade da luz. A vantagem do
ciclotron é que a voltagem aceleradora néo precisa ser muito elevada (tipicamente ~10° volts):
as velocidades finais elevadas sao atingidas a custa de um nimero grande (centenas) de voltas.
Se quisermos acelerar particulas a velocidades mais elevadas ainda, entramos no dominio
onde efeitos relativisticos se tornam importantes. Um deles, conforme veremos mais tarde, ¢
que a massa da particula aumenta com a velocidade. Isto prejudica a operagéo do ciclotron,
porque, como vemos pela (5.4.16), o, em lugar de ser independente de v, comeca a decrescer
com o aumento de v. Para que a particula continue sendo acelerada a cada volta, é preciso
entdo “sincronizar” a frequéncia de oscilagao da voltagem alternada, fazendo-a também
decrescer com o aumento de v. Aceleradores em que isto é feito chamam-se sincrotrons. No
Brasil, foi construido um acelerador desse tipo, que funciona no Laboratério Nacional de Luz
Sincrotron (LNLS).
Voltemos agora as experiéncias de J. J. Thomson de deflexao de raios catédicos. Vimos
na (5.4.13) que a deflexdo por um campo elétrico € a mesma para qualquer particula carregada,
independetemente de sua carga e massa.

A segunda parte da experiéncia de Thomson
consistiu em superpor ao campo elétrico E = V/d en- % x M.x x x x L
tre as placas defletoras DD (Figs. 5.22 e 5.26) tambeém vl E ¢ XeOm v x XId
um campo magnético B, perpendicular as dire¢oes xTx [F.x x x x
de E e v;, e de sentido tal que a forca magnética de D

Lorentz F,, sobre um elétron (carga negativa) de
velocidade v, atuasse em sentido contrério ao da forca
elétrica F, = eE. Ajustando a magnitude de B, Thomson chegou a um valor para o qual a
deflexdo elétrica Y (Fig. 5.22) era exatamente compensada pela deflexdo magnética, de modo
que o feixe de raios catédicos ndo sofria deflexdo nenhuma. A condlgao para isto € que a
resultante de F, e F,, se anule, ou seja, pela (5.4.3),

Figura 5.26 Campos E e B cruzados.

|[eE=eV/d=ev,B| (5.4.17)
As (5.4.11) e (5.4.13), para L >> 1, ddo '
y =Y (5.4.18)
mdv,

Substituindo vi pelo seu valor (5.4.17) e resolvendo emrelagdo a e/m, obtemos finalmente
e Yv
m  dILB?
onde todas as grandezas do 2° membro sdo conhecidas experimentalmente, o que permite
determinar e/m. O resultado é

(5.4.19)

e/m =~ 1,76 x 10" C/kg (5.4.20)

A carga e do elétron foi medida em 1910, numa notdvel série de experiéncias, por R. A.
Millikan. A idéia basica destas experiéncias foi a de medir as cargas de goticulas de dleo
ultramicroscdpicas, borrifadas por um vaporizador no espaco entre duas placas, entre as
quais se pode estabelecer um campo elétrico uniforme na dire¢do vertical. As goticulas
adquirem carga elétrica por atrito, ao sair do vaporizador. Na auséncia de campo, as goticulas
caem lentamente, sob a a¢do de seu peso (reduzido pelo empuxo do ar) e da resisténcia do ar,
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que neste regime é proporcional a velocidade (termo a |[v| na (5.2.10)). Quando se aplica um
campo elétrico, pode-se usa-lo para equilibrar a for¢a para baixo sobre goticulas carregadas,
ou para fazé-las subir em lugar de descer. A carga de uma dada goticula, observada durante
um tempo longo, sofre variagoes espontaneas (ou provocadas, quando se introduz algum
agente ionizante, como raios X ou uma fonte radioativa). A medida dessas variacoes de carga
mostrou que elas correspondiam sempre a multiplos inteiros de uma carga elementar negativa
~e, onde

e~=1,6x1071° C (5.4.21)

foi interpretado por Millikan como a magnitude da carga do elétron. Combinando as (5.4.21)
e (5.4.20), obtemos também o valor da massa do elétron m,:

m, ~9,1x1073! kg (5.4.22)

As orbitas circulares de particulas carregadas em campos magnéticos uniformes também
podem ser utilizadas para medir as massas dessas particulas. Para particulas de mesma carga
g, a (5.4.15) mostra que o raio r de uma trajetéria circular num dado campo B d4 o momento
p = mv da particula. Se selecionarmos somente particulas de mesma velocidade vy, o raio
passa a ser diretamente uma medida da massa.

A selecao de velocidade pode ser feita com o

% X x D l F auxilio de um filtro de velocidade, que é um dispositivo

E * _______ P B— > Vo semelhante ao da Fig. 5.26, com os campos uniformes
X X X E e B superpostos, perpendiculares entre si. Pela

D F (5.4.17), uma particula carregada nao sofre deflexao

Figura 5.27 Filtro de velocidade. somente quando sua velocidade v, é dada por

vo=E/B (5.4.23)

Uma fenda num anteparo FF (Fig. 5.27) s deixa passar as particulas que ndo sofreram
deflexdo, de forma que as particulas a direita da fenda tém todas a mesma velocidade vy,

A Fig\. 5.28 mostra um tipo simples de

ORI . espectrégrafo de massa, que permite medir massas
p®p atbmicas com precisio, separando is6topos diferente.
fotg)lglilggca Veﬁ;g{é’agg | Y “Como indicado nalFig. 5.28 (a), os ions~séo pro-
' duzidos numa fonte de ions; usualmente, terao perdi-
_“g}_”.'ll_ : do um sé elétron, tendo portanto carga positiva +e.
Vo i FiF Eles atravessam primeiro um filtro de velocidade,
“\ »o2n emergindo na cimara do espectrégrafo, todos com a
i l L mesma velocidade, através da fenda FF. Nessa regido
IR T sdo submetidos a um campo magnético uniforme B,
perpendicular ao plano da figura, e descrevem 6érbitas
(®) I | I | | circulares, cujos raios, pela (5.4.15) (onde v, g e B sao
comuns a todos os ions), sdo diretamente proporcio-
% nais as massas dos ions.

m; m; . s 7 Ot
Apos descrever um semicirculo, cada fon incide
Figura 5.28 Espectrografo de massa. sobre o detetor, que pode ser uma chapa fotografica

(figura (a)). Revelando-a, observa-se (figura (b)) um “espectro de massa”, semelhante a um
espectro 6tico, em que cada raia corresponde a um grupo de particulas de massa diferente
(na Fig. 5.27, ry > ry, correspondendo a m, > niy).

O espectrégrafo de massa permite separar isétopos diferentes do mesmo elemento (por
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exemplo, 0 oxigénio existe na natureza como mistura de trés isétopos, 0'¢, 0! e 0'®) e medir
suas massas com precisdo. Como todos os isétopos do mesmo elemento tém as mesmas
propriedades quimicas, a separa¢do por métodos quimicos nao é possivel. Utilizando em
lugar da chapa fotografica um detetor que meca a corrente de ions, é possivel analisar também
com precisdo a abundéncia relativa dos diferentes is6topos numa amostra.

PROBLEMAS DO CAPITULO 5

1. Um astronauta, vestindo seu traje espacial, consegue pular a uma altura de 60 cm
da Terra. A que altura conseguira pular na Lua? Os raios médios da Terra e da Lua sdo
de 6.371 Km e 1.738 Km, respectivamente; as densidades médias sdo 5,52 g/cm® e 3,34

g/cm®, respectivamente. .

2. Utilizando os dados do problema anterior, calcule que fracdo da distincia Terra-Lua é
preciso percorrer para que a atracao gravitacional da Terra seja compensada pela da
Lua.

3. No atomo de hidrogénio, a distancia media entre o elétron e o préton é de aproxima-
damente 0,5 A. Calcule a razdo entre as atracdes coulombiana e gravitacional das duas
particulas no 4&tomo. A que distancia entre o elétron e o préton sua atracao coulombiana
se tornaria igual a atracdo gravitacional existente entre eles no dtomo? Compare o
resultado com a distancia Terra-Lua.

4. Duas bolinhas de isopor, de 0,5 g cada uma, estdo suspensas por fios de 30 cm, amarrados
no mesmo ponto. Comunica-se a mesma carga elétrica a cada bolinha; em conseqiiéncia,
os fios se afastam até formar um angulo de 60° um com o outro. Qual é o valor da carga?

5. Leve em conta a resisténcia do ar, supondo-a proporcional @ magnitude da velocidade.
Nestas condicoes, um pedregulho que é langado verticalmente para cima, a partir de
uma certa altura, demora mais, menos ou 0 mesmo tempo para subir até a altura maxima
do que para voltar até a altura do langcamento? Explique.

¢ 6. O sistema da figura estd em equilibrio. A distan-
ciad é de 1 m e o comprimento relaxado de cada § d
uma das duas molas iguais é de 0,5 m. A massa ey, T e
mde 1 Kg faz descer o ponto P de uma distancia Tp. h
h =15 cm. A massa das molas é desprezivel.
Calcule a constante k das molas. P

7. Um bloco € langado para cima, com velocidade de 5 m/s, sobre uma rampa de 45° de
inclinacdo. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a rampa é 0,3. (a) Qual é a
distdncia maxima atingida pelo bloco ao longo da rampa? (b) Quanto tempo leva o bloco
para subir a rampa? (c) Quanto tempo leva para descer a rampa? (d) Com que velocidade
final chega ao pé da rampa?
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8. Na figura, as molas M, e M, tém massa despre- M, M,

zivel, o mesmo comprimento relaxado y e cons- | (a) 4—0—— 00 —e—>

tantes de mola k4 e k,, respectivamente. Mostre

que se pode substituir o par de molas por uma m F
mola tinica equivalente de constante de molak,e | (b) % ‘<$>——0—>

calcule k nos casos (a) e (b). i7A

9. No sistema da figura (mdquina de Atwood),
mostre que a aceleracido a da massa M e atensao
T da corda (desprezando as massas da corda e c
da polia) sao dadas por

a=(M—m]g T 2mM n

M+m =(M+m)g

10. No sistema da figura, m{=1Kg, my=3Kgem;=
2 Kg, e as massas das polias e das cordas sdo
despreziveis. Calcule as aceleragdes a,, a, € a; das
massas m,, m, € my e a tensdo T da corda.

11. Um pintor estd sobre uma plataforma suspensa
de uma polia (Fig). Puxando a corda em 3, ele faz
a plataforma subir com aceleragao g/4. A massa

do pintor é de 80 Kg e a da plataforma é de 40 3

Kg. Calcule as tensoes nas cordas 1, 2 e 3 e a

forca exercida pelo pintor sobre a plataforma. ’
N } &

12. No sistema da figura, my = 20 Kg, m, = 40 Kg e
ms = 60 Kg. Desprezando as massas das polias e
dos fios e o atrito, calcule a acelera¢do do sistema
e as tensodes nos fios 1,2 e 3.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19

Um bloco estd numa extremidade de uma prancha de 2 m de comprimento. Erguendo-se
lentamente essa extremidade, o bloco comeca a escorregar quando ela esta a 1,03 m de
altura, e entdo leva 2,2 s para deslizar até a outra extremidade, que permaneceu no cho.
Qual é o coeficiente de atrito estatico entre o bloco e a prancha? Qual é o coeficiente de
atrito cinético?

Um bloquinho de massa igual a 100 g encontra-se numa extremidade de uma prancha de
2 m de comprimento e massa 0,5 Kg. Os coeficientes de atrito estatico e cinético entre o
bloquinho e a prancha séo, respectivamente, 0,4 e 0,35. A prancha estd sobre uma mesa
horizontal lisa (atrito desprezivel). Com que forca mdxima podemos empurrar a outra
extremidade da prancha para que o bloquinho ndo deslize sobre ela? Se a empurrarmos
com uma forga de 3N, depois de qu@nto tempo o bloquinho caira da prancha?

No sistema da figura, o bloco 1 tem‘ massa de 10
Kg e seu coeficiente de atrito estdtico com o plano
inclinado é 0,5. Entre que valores minimo e
maximo pode variar a massa m do bloco 2 para
gue o sistema permanega em equilibrio?

45°

O coeficiente de atrito estatico entre as roupas de uma pessoa e a parede cilindrica de
uma centrifuga de parque de diversdes de 2 m de raio é 0,5. Qual é a velocidade angular
minima (em rotacoes por minuto) da centrifuga para que a pessoa permaneca colada a
parede, suspensa acima do chao? )

Uma curva semicircular horizontal numa estrada tem 30 m de raio. Se o coeficiente de
atrito estatico entre os pneus e o asfalto € 0,6, qual é a velocidade maxima (em Km/h) com
que um carro pode fazer a curva sem derrapar?

Um trem atravessa uma curva de raio de curvatura igual a 100 m a 30 km/h. A distancia
entre os trilhos é de 1 m. De que altura é preciso levantar o trilho externo para minimizar
a pressao que o trem exerce sobre ele ao passar pela curva?

No sistema da figura, a bolinha de massa m est4 ®
amarrada por fios de massa desprezivel ao eixo &E_i
vertical AB e gira com velocidade angular o em
torno desse eixo. A distancia AB vale L. Calcule 60°
as tensoes nos fios superior e inferior. Para que m
valor de o o fio inferior ficaria frouxo?

30°

H B
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20.

21.

22.

Um feixe de elétrons de velocidade 3 x 10 m/s penetra horizontalmente na regiao entre
um par de placas defletoras de 2 cm de extensdo, onde existe um campo elétrico vertical
de 1kV/m. Calcule o Angulo de deflexdo e a magnitude da velocidade do feixe ao emergir
da regido entre as placas.

Qual ¢ a freqiiéncia de ciclotron de um elétron no campo magnético da Terra, tomando
seu valor tipico de 0,5 gauss? Se um elétron acelerado através de uma diferenca de
potencial de 250V se move neste campo, perpendicularmente a direcio do campo
magnético, qual é o raio de curvatura da sua Orbita?

Um feixe de prétons, movendo-se ao longo de uma direcido tomada como eixo Ox, com
velocidade de 10° m/s, penetra numa regido onde existe um campo magnético uniforme
de intensidade 100 gauss, dirigido ao longo do eixo Oz. Calcule a deflexdo do feixe na
direcgdo y, apés penetrar uma distincia de 50 cm ao longo da dire¢do x na regido onde
existe o campo magnético.
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6.1 — Conservacio da energia mecanica num campo gravitacional
uniforme

Sabemos que, na “experiéncia da Torre de Pisa”,
todos os corpos lancados do alto da torre atingem o
solo (se desprezarmos a resisténcia do ar) com a
mesma velocidade. Mais geralmente, qualquer corpo
lancado de uma altura z, com velocidade inicial vg (ver-
tical) passa por uma altura z, (Fig. 6.1) com a mesma
velocidade vy, qualquer que seja sua massa m. Com
efeito, decorre da (2.5.9) que

vi=vi+2g(zy-2) 6.1.1)

Em particular, a velocidade adquirida por um
corpo em queda livre a partir do repouso, apés cair
de uma altura h, é v = V2gh (“férmula de Torricelli”).

Por outro lado, se langarmos um corpo verticalmente para cima com velocidade inicial v,

ele sobe até uma altura h = v%/2g, ou seja, a velocidade adquirida por ele apds cair de uma
certa altura € capaz de fazé-lo subir até essa mesma altura (desprezando a resisténcia do ar).

Figura G.i Velocidades na queda livre.

Suponhamos agora que a massa m seja lancada
com velocidade inicial v, ao longo de um plano %
inclinado de inclinagao 0 (Fig. 6.2) e de comprimento T B
I, com atrito desprezivel. Vimos na (4.4.8) que a h
aceleracdo do movimento ao longo do plano éa=g ¢
senf. Logo, a massa atinge a base do plano com l i) O\
velocidade v, dada por Vi
Vf _ V(Z) +2glsen @ 6.1.2) Figura 6.2 Velocidades num plano inclinado.

Mas (Fig. 6.2) I sen® = h = zy - 74 € a altura do plano inclinado. Comparando a (6.1.2) com
a (6.1.1), vemos entio que a magnitude da velocidade adquirida é a mesma nos dois casos
(qualquer que seja o Angulo 6), ou seja, sé depende da diferenca de altura (note, porém, que as
dire¢ées de vg e v variam com 6).

Um resultado andlogo vale para a velocidade necessaria para subir de uma altura h ao

longo de um plano inclinado. Em particular, na auséncia de atrito e da resisténcia do ar, uma
particula que desce de uma altura h, ao longo de um plano inclinado de inclinacéo 8,, adquire
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uma velocidade exatamente suficiente para eleva-la
de uma altura h ao longo de outro plano inclinado de
inclinagdo 6,, quaisquer que sejam 0, e 9, (Fig. 6.3).

Podemos pensar numa trajetdria curva sob a acao
da gravidade (por exemplo, numa rampa curva, como
a de uma montanha russa), como uma sucessio de
planos inclinados infinitésimos, de inclinagbes va-
ridveis continuamente (aproximando a curva por uma
poligonal circunscrita de nimero crescente de lados).
Assim, uma particula que desce de uma altura h ao
longo de uma rampa curva (Fig. 6.4) sobe também a
uma altura h com a velocidade adquirida, desde que
possamos desprezar o atrito e a resisténcia do ar.

O resultado acima ja era conhecido de Galileu,
que assim o enunciou em “Duas Novas Ciéncias”: “As
Figura 6.4 Descida e subida numarampa  yelocidades adquiridas pelo mesmo corpo descendo
curva. ao longo de planos de inclinagdes diferentes sio iguais
quando as alturas desses planos sdo iguais.”

Galileu também aplicou o resultado ao movimento de um péndulo (em lugar de uma
particula sobre uma rampa curva), da seguinte forma (Fig. 6.5):

“Imaginemos que esta pagina representa uma parede
vertical, com um prego pregado nela; e que do prego
esteja suspensa uma bola de chumbo de uma ou duas
ongas, por um fio vertical fino AB, de quatro a seis
El 0 pés de comprimento, digamos; desenhamos sobre a
D G / c parede uma linha horizontal DC, em 4ngulo reto com
G o fio vertical AB, que esta pendurado a cerca de dois
NF dedos de distancia da parede. Agora vamos trazer o
L2 fio AB com a bola presa a ele até a posicdo AC e solti-
lo; veremos que desce primeiro ao longo do arco CBD,
ultrapassa o ponto B, e percorre o arco BD, atingindo
quase a horizontal CD, ficando um pouco abaixo devido a resisténcia do ar e do fio; dai
poderemos corretamente inferir que a bola, descendo ao longo do arco CB, adquiriu um
impeto ao chegar em B que é exatamente suficiente para leva-la ao longo do arco semelhante
BD até a mesma altura. Tendo repetido esta experiéncia muitas vezes, vamos agora colocar
um prego na parede perto da perpendicular AB, digamos em E ou em F, de forma que se
projete para fora de cinco ou seis dedos, afim de que o fio, transportando novamente a bola
ao longo do arco CB, bate no prego E quando a bola atinge B, forcando-o a atravessar o arco
BG, descrito com o centro em E. Isto permite ver o que pode ser feito pelo mesmo impeto que
antes, partindo do mesmo ponto B, carregava o mesmo corpo ao longo do arco BD até a
horizontal CD. Agora, cavalheiros, observardo com prazer que a bola oscila até o ponto G na
horizontal, e veriam o mesmo ocorrer se o obstaculo fosse colocado num ponto mais baixo,
digamos em F, em torno do qual a bola descreveria o arco BJ, elevando-se sempre até terminar
exatamente sobre a linha CD. Mas, se o prego for colocado tao baixo que o resto do fio abaixo
dele ndo chega até a altura CD (o que sucederia se o prego fosse colocado mais préximo de B
do que da intersec¢ao de AB com a horizontal CD), entdo o fio pula por cima do prego e se
enrosca em torno dele”.

O resultado (6.1.1) pode ser reescrito da seguinte forma:

A

Figura 6.5 llustracao de Galileu.
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%Vf+gz1 =%VS+QZO (6.1.3)
relacionando as velocidades v, e v, associadas a duas alturas quaisquer z, e zy. Analogamente
a(4.5.1), podemos dizer que a grandeza

%vz +gz (6.1.4)
¢ conservada no movimento de uma particula sob a acdo do campo gravitacional uniforme
(pg. 94) na vizinhanga da superficie da Terra. Isto vale qualquer que seja este movimento
(mesmo para uma trajetoria curvilinea). Entretanto, ainda obteriamos uma grandeza
conservada multiplicando a (6.4.1) pela massa m da particula ou por qualquer funcdo de m
(porque m se conserva).

Para remover a ambiguidade sobre a forma da
grandeza que se conserva, vamos considerar um
sistema de duas massas m e M, ligadas por um fio de
massa desprezivel, que passa sobre uma polia de mas- z
sa desprezivel (“maquina de Atwood”). Sejam z, ve a
a altura, velocidade e aceleracao instantdneas da

massam, e Z e V a altura e a velocidade correspon- %

dentes de M; como l; + I, é constante na Fig. 6.6, a

aceleragao de M é -a, e temos, analogamente a (5.3.15), Zy

A]1 =(Z1 _‘Zo)="A12 =—(Z1—Zo) (6.1.5) 0

ou seja, uma massa desce da mesma altura de que a -

outra sobe. Se T é a tensao do fio, temos Figura 6.6 Maquina de Atwood.
T-mg= -

MG=Ma |y g = (M+m)a {a=M-M) (6.1.6)

T-Mg=-Ma M+m

Podemos agora aplicar a (2.5.9) ao movimento de cada uma das massas:
vi=v§ =2alz, - z,) 6.1.7)
VZ =VZ=2(-alZ, - Z,)
ou, pela (6.1.6),

1 1 m-M 2M
§V12—§Vg=Q[TM](ZO—Z1)=Q(ZO—Z1)‘m+M9(Zo—Z1)
1 1 M-m 2m
§V12‘§V02= [m](ZO‘Zﬂ:g(ZO‘ZH*m+M9(Zo‘Z1)
ou ainda
1 1 2M
118 s g2y= I raze- 2L g,z
’ \ ; (6.1.8)
m
§V12 =g9Z, =§V02=gZO—m+i4(ZO—Z1)

Multiplicando a primeira das (6.1.8) por m e a segunda por M, e somando membro a
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membro, os ultimos termos dos segundos membros se cancelam, pois (zg— z1) + (Zg—Z) =0
pela (6.1.5). Obtemos entao

[%mvf + mgz1]+ [%va + MgZ1] = [%mv(z) + mgzoj + [%MVO2 + MgZo] (6.1.9)

ou seja, para um sistema de particulas sob a agdo do campo gravitacional g, a grandeza que
se conserva é

i 2[%mvz +mgz) (6.1.10)

onde soma é estendida a todas as particulas do sistema. Vamos agora discutir a interpretacdo
fisica de E, que representa, conforme veremos, a energia mecénica do sistema.

6.2 — Trabalho e energia

@ ) Consideremos‘ um ”batg-estacas” (Fig. 6.7 (a)),

m @w)= 0 que opera d.a ‘sggumte maneira: um bloco de massa

N SRUREREE : m suspenso iniciaimente a uma altura z, acima de uma
estaca que se quer enterrar, é deixado cair sobre ela,
atingindo-a com velocidade v. Como resultado (fig.
(b)) a estaca penetra a uma profundidade adicional
Az. Aplicando a (6.1.10) & massa do bloco, temos,

w 24 inicialmente,
' E = mgz, 6.2.1)

Figura 6.7 Bate-estacas. No instante em que o bloco atinge a estaca (z = 0),
temos
1>
E= Emv 6.2.2)

Aforca F com que o bloco atua sobre a estaca é uma forga impulsiva, tipica de um processo
de colisdo, que atua durante um intervalo de tempo muito curto e tem uma magnitude muito
grande durante este intervalo. A estaca atua sobre o bloco com uma forga igual e contraria
-F, cujo efeito é desacelerar o bloco até que ele pare. Vamos admitir, para simplificar, que essa
desaceleracdo é uniforme, correspondendo a uma aceleragédo constante a (a < 0). Por hipétese,
como F é muito grande, podemos desprezar outras forgas, (inclusive a for¢a-peso) em confronto
com F, o que d4, para a equagdo de movimento do bloco,

—F=ma (6.2.3)
Aplicando a (2.5.9) a desaceleracao do bloco da velocidade v até parar, temos entdo
(Az>0)

vZ =-2aAz 6.2.4)
As (6.2.2), (6.2.3) e (6.2.4) dao entao,emz =0,

E= %mv2 =F Az (6.2.5)

Dizemos que a for¢a F aplicada a estaca, enterrando-a de Az, ou seja, produzindo um
deslocamento de Az na direcdo da forga, realiza um trabalho




6.2 — TRABALHO E ENERGIA 109

AW =F Az 6.26)

sobre a estaca. O trabalho é tanto maior quanto maior o deslocamento ou a forca sob a acdo
da qual ele se realiza.

Devido a velocidade v com que atinge a estaca, o bloco tem a capacidade de realizar esse
trabalho, exercendo uma forca sobre a estaca. Chama-se ENERGIA a capacidade de produzir
trabalho. No instante em que atinge a estaca, a energia E do bloco, dada pela (6.2.2), esta
associada unicamente com sua velocidade v. Esta forma de energia, devida ao movimento,
chama-se energia cinética; vamos designa-la por T.

A energia cinética de uma particula de massa m que se move com velocidade v é dada por

T=1m? (6.2.7)

2
onde v = |v|. No século 17, houve uma violenta controvérsia entre Descartes e Leibnitz sobre
qual seria a “verdadeira medida de uma for¢a”: segundo Descartes, seria mv, e segundo Leibnitz
seria mv?, que Leibnitz chamava de "for¢a viva". Vemos que ambas sdo importantes, mas
medem coisas diferentes.

Por outro lado, na situagio inicial em que o bloco estd em repouso a altura z,, sua energia
{(a mesma) & dada pela (6.2.1). Esta forma de energia, que sé depende da posicdo em que 0
bloco se encontra, chama-se energia potencial, e vamos representa-la por U. Para uma massa
msituada a altura z, na vizinhanca da superficie terrestre, a energia potencial gravitacional é

dada por
(6.2.8)

A (6.1.0) mostra que a energia total de uma particula de massa m, no campo gravitacional
préximo da superficie terrestre, € dada por

E=T+U=%mv2 +mgz 6.2.9)

e se conserva. Logo, a energia total de uma particula é a soma de sua energia cinética com sua
energia potencial. A razdo do nome “energia potencial” € que esta energia fica armazenada
em forma “potencial”, como no caso do bloco suspenso, podendo converter-se em energia

cinética e realizar trabalho.

Exemplo 1: Consideremos uma bola solta da posicao
A(Fig. 6.8), a uma altura z, do chdo. Suponhamos que
ela sofre ao atingir o chdo uma colisao perfeitamente
elastica, cujo unico efeito é inverter o sentido de sua
velocidade, convertendo-a de v em -v. A bola volta-
ra entdo a subir a mesma altura inicial, e assim per-
manecera indefinidamente, oscilando entre as posi-
coes extremas A (onde sua energia é puramente
potencial, dada pela (6.2.1)) e B (onde sua energia €  Figura 6.8 Bola pulando sobre o chao.
puramente cinética, dada pela (6.2.2)).

Exemplo 2: O péndulo, que conforme vimos foi considerado por Galileu, também oscila
indefinidamente, na auséncia de atrito e resisténcia do ar. A energia total se conserva, oscilando
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entre a forma puramente potencial em A e C, onde a
particula para instantaneamente, e a forma puramente
cinética em B, onde a velocidade é maxima.

! Numa montanha russa, sempre desprezando o

T atrito e a resisténcia do ar, a energia mecanica é
E conservada, permitindo (idealmente) que o carrinho
Figura 6.9 Pendulo. volte a subir a altura h inicial, onde sua energia é
puramente potencial, depois de passar pelos "vales”,
onde sua energia cinética é maxima.

As (6.2.5) e (6.2.6) mostram que tanto trabalho
como energia tém dimensdes do produto de forca por
l deslocamento, de modo que a unidade SI correspon-

P
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dente é

1IN x1m =1J (oule)

No sistema CGS, seria 1 dina x 1 ¢cm = 1 erg.
Lembrando que 1 N = 10° dinas (pg. 70), vemos que

Figura 6.10 Montanha russa.

1J = 107 ergs

O resultado (6.2.5) pode ser estendido a qualquer movimento unidimensional sob a acao
de uma forca constante. Com efeito, se multiplicarmos por m/2 ambos os membros da (2.5.9),
obtemos

1 2 1 5
—mvi=—mvg+ ma (X;-Xg)
2 1T 0 ==
~ % {forga que atua
sobre a particula)
. 1, 1,
ou seja, W, ox, =Flx1=x0)=T; - Ty :Emv1 —Emvo (6.2.10)

O primeiro membro define o trabalho realizado sobre a particula pela forca F que atua
sobre ela, no deslocamento de x, até x,. Para o.caso especial do movimento unidimensional
sob a acdo de uma forca constante, a (6.2.10) mostra que esse trabalho é igual a variacao de
energia cinética da particula entre esses dois pontos (energia final menos inicial).

No caso particular do campo gravitacional, com x — z e Oz dirigido verticalmente para
cima, temos F=-mg e a (6.2.10) se reduz a (6.1.3). Para o bate-estacas, durante a queda livre
da altura z, até z; = 0, a for¢a aplicada ao bloco (gravidade) tem o mesmo sentido que o
deslocamento, realizando portanto sobre ele um trabalho positivo, o que aumenta sua energia
cinética para o valor (6.2.2). Depois que o bloco bateu na estaca, a for¢a sobre o bloco é a
reacao da estaca —F, dada pela (6.2.3), dirigida para cima, ao passo que o bloco se desloca
para baixo. Logo, o trabalho realizado sobre o bloco é negativo, reduzindo sua energia cinética
do valor (6.2.2) até zero.

A (6.2.10) também ilustra o fato de que a expressao (6.2.9) para a energia total resultou do
calculo de diferencas de energia entre dois pontos, que nao seriam alteradas acrescentando i
{6.2.9) uma constante arbitrdria, ou seja: a energia total é definida a menos de uma constante
aditiva arbitraria. Isto também é dbvio pelo préprio resultado. Com efeito, a altura z nas (6.2.8)
e (6.2.9) é tomada em relagdo a um nivel {z = 0) que pode ser escolhido arbitrariamente. Uma
mudanca da origem das alturas equivale a acrescentar a energia potencial — e por conseguinte
também a energia total — uma constante arbitraria.
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6.3 — Trabalho de uma forca variavel

Até aqui consideramos somente o trabalho realizado por uma forga constante. Limitando-
nos ainda, por enquanto, ao movimento unidimensional, consideremos agora o que acontece
quando a for¢a varia & medida que a particula se desloca, ou seja, depende da posicao x
ocupada pela particula:

F = F(x)X 6.3.1)
onde F(x) pode ser positivo ou negativo. Um exemplo é dado pela (5.2.1).

Num deslocamento muito pequeno Ax; da particula em torno de uma posi¢ao x;, tal que a
forca permanega praticamente constante, F(x) = F(x;), o trabalho realizado pela forca sobre a
particula é

AW, = F(x;)Ax; (6.3.2)
Para calcular o trabalho realizado num desloca-
9 A F(x) 4x;
mento finito X; — x1, podemos decompO-lo em uma 3%
L —

sucessdo de deslocamentos muito pequenos Ax; a
cada um dos quais aplicamos a (6.3.2), passando
depois ao limite em que Ax; — 0:

Wypon, = Alxi‘TOZF(xi)Axi (6.3.3)

> X

0 X:() — X X1
onde a soma se estende de x; até x;. Comparando a Figura 6.11 Trabalho de uma forca varidvel.
(6.3.3) com a (2.3.4), obtemos, finalmente

Wiy, = | Flxidx (6.3.4)

Xo

o que representa, conforme vimos a pg. 29, a drea compreendida entre o grafico de F(x) e o
eixo Ox, na regido que vai de xg até x,.

Aplicagdo & lei de Hooke: Um sistema mecanico %
extremamente importante é constituido por uma |() %lﬂmmp\_«—» F=—kx>0
particula de massa m presa a uma extremidade de uma

mola cuja outra extremidade é fixa. A Fig. 6.12 (b)
mostra a situagdo de equilibrio (mola nem comprimida
nem esticada), em que a for¢a F que atua sobre a
particula se anula. Seja x o deslocamento da particula, |(c) 2-/
medido a partir desta posi¢cdo de equilibrio. Verifica-

se entdo experimentalmente que, se |x| ndo for exces- Figura 6.12 Lei de Hooke.
sivamente grande, a forca F exercida pela mola sobre

a particula é dada pela (6.3.1), com (cf. (5.2.1))

635

onde k é uma constante positiva, chamada constante da mola.

k ——x—>§> 0

F=-kx<0

As Figs. 6.2 (a) e (c) ilustram a origem do sinal (-) na (6.3.5): a for¢a F tende a se opor ao
deslocamento da particula, trazendo-a de volta a situacao de equilibrio, ou seja F > 0 para
x < 0 (compressdo da mola), e F < 0 para x > 0 (distensdo da mola). Diz-se por isso que F é uma
forca restauradora. A constante da mola k mede-se em N/m.
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A lei de Hooke foi por ele enunciada em 1678 sob a forma de um anagrama — o que era
comum na época para garantir a prioridade do autor e ao mesmo tempo evitar que
competidores levassem mais adiante sua idéias. O anagrama enunciado por Hooke foi
“ceiiinosssttuv”, que ele decifrou dois anos depois: “ut tensio, sic vis”, o que significa, em
latim, “como a deformagéo, assim a for¢a”, ou seja, a forca é proporcional a deformacio.

Substituindo F(x) na (6.3.4) pela expressao (6.3.5), obtemos o trabalho realizado pela forca
restauradora da mola sobre a particula ao passar de um deslocamento x, da posi¢do de equili-
brio a um deslocamento x;:

Xq
Wi, =k [ xdx (6.3.6)

Xo

A interpretacao geomeétrica do segundo membro
(pg. 29) é que representa a drea sombreada na Fig.
6.13, ou seja

Xg—Xq

k
w =—§(x0+x1)(x1—x0)

(a drea de um trapézio semelhante foi calculada a pg.
29). Obtemos assim

1 1
Wy ox, = —[—kxf ——kxgj 6.3.7)

Figura 6.13 Trabalho para a lei de Hooke. 2 2

ou seja, o trabalho realizado sobre a particula é negativo quando aumenta a deformacao da
mola (Jx4} > |xo|: pense no que isto significa em termos de possiveis combinagées de sinais de
Xo € X1), € € positivo no caso contrario ([x4] < |xo|). Isto seria de se esperar, uma vez que, no
primeiro caso, a for¢a restauradora da mola é em sentido oposto ao deslocamento, ao passo
que no segundo tem o mesmo sentido que ele.

Vamos ver agora que se pode estender a (6.2.10) ao caso de uma forga variavel. Para isto,
vamos considerar o movimento da particula entre as posigdes x, € x4, que supomos serem
atingidas nos instantes f, e t;, respectivamente. A equa¢éo de movimento é dada pela 22 lei de
Newton:

dv
F=ma=m— 6.3.8
ma=mGe 6.3.8)

onde a e v sdo a aceleracao e velocidade instantaneas da particula, respectivamente. Se v é a
velocidade da particula correspondente a um deslocamento infinitésimo dx, temos

dx
dx =vdt =—dt 6.3.9
VO = LR

que define o que se chama a diferencial de x. Para deslocamentos Ax suficientemente pequenos
na (6.3.3), podemos confundir Ax com dx. Passando da (6.3.3) para a (6.3.4), isto mostra que a
(6.3.4) também pode ser escrita

2]
dv
Wy ox, = _[ mvLat (6.3.10)

to

onde x(ty)=xg, x(t;}=x4 (6.3.11)
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Do ponto de vista fisico, a passagem da (6.3.4) a (6.3.10) corresponde a integrar o trabatho
realizado ao longo do movimento, considerando a variacdo das grandezas com o tempo, em
lugar da posicao ao longo da trajetéria, o que é obviamente equivalente. Do ponto de vista
matemaético, a (6.3.10) se obtém da (6.3.4) por uma mudanga de varidvel, tomando t em lugar
de x como variavel independente, com o auxilio da (6.3.9).

Podemos calcular imediatamente a {6.3.10), fazendo outra mudanca de variavel de
integracdo, que consiste em tomar a velocidade v como varidvel independente, com (cf. (6.3.9))

dv=2"qt 6.3.12)
dt
Sejam vitg)=vy, VIt =vy (6.3.13)
as velocidades nas posicdes inicial e final, respectivamente. A (6.3.10) fica entao

Xp—X4

W, = j mv dv (6.3.14)

Vo

que € uma integral do mesmo tipo da (6.3.6), com k — -m. O resultado é entdao analogo a
(6.3.7), com a mesma substituicao:

Xg—Xq

251
%% = JF(x)dx=%mv12—%mvS =T, -Ty=AT (6.3.15)

Xo

ou seja, o trabalho realizado por uma forga qualquer sobre uma particula é igual & variagdo da
energia cinética da particula entre as posigoes inicial e final. Isto generaliza a (6.2.10) para o
caso de uma forca qualquer, no movimento unidimensional.

6.4 — Conservacao da energia mecinica no movimento unidimensional

No movimento vertical de queda livre, com eixo Oz dirigido para cima, temos F =-mg, e

Zq
W, . =-mg J dz = -mg(z, - 2g) = (U, ~Ug) =-AU 6.4.1)

Zg

onde (6.4.2)

representa, como vimos na Seg. 6.2, a energia potencial de uma particula de massam a altura
z. Combinando a (6.4.1) com a (6.3.15), vem
[AT=-AU { AT +U)=AE=0| (6.4.3)

o que exprime a conservacdo da energia mecanica total E =T + U dada, neste caso, pela (6.2.9).
Por outro lado, no caso da particula presa a uma mola (pg. 111), vimos que Wy, , ,, €
dado pela (6.3.7), que também pode ser escrita de forma andloga a (6.4.1):

w =-{U(x)-Ul(xy)1=-AU 6.4.4)

Xo— X1

onde Ux)= %kxz (6.4.5)
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deve entdo ser interpretado como a energia potencial da particula para uma deformagao |x| da
mola (U tem o mesmo valor para deslocamentos x e -x da posi¢do de equilibrio). Note que
aqui também poderfamos ter acrescentado a U uma constante aditiva arbitraria sem alterar a
(6.4.4), porque a constante se cancelaria ao tomar U(x,) -U(x). A (6.4.5) corresponde a escolher
como nivel zero de energia potencial a situagdo em que a mola ndo estd deformada (x = 0).

Combinando as (6.3.15) e (6.4.4), obtemos novamente, neste caso, a conservagio da energia
mecanica total da particula, dada por

1

— kx? 6.4.6
5 ( )

E=T+U(x)=%mv2+

Esta lei de conservagio € conseqiiéncia da existéncia de uma fungio energia potencial
U(x) que satisfaz a (6.4.4). For¢as como F = -mg ou F = —kx para as quais isto acontece, ou seja,
forgas sob a ac¢do das quais existe uma fung¢do energia mecénica que se conserva durante o
movimento da particula, chamam-se forcas conservativas.

Para que isso aconteca, € necessdrio, pelo (6.4.4), que o trabalho realizado pela forca entre
Xo € X4 sO dependa dos pontos inicial e final, pois deve representar a diferenca de energia
potencial entre estes pontos. E ficil ver que isto ndo acontece quando a forca F, além de
depender da posic¢do x da particula, também depende da velocidade. Um exemplo seria a
resisténcia de atrito interno (5.2.10) (especializada ao caso unidimensional), que representa
uma forga dissipativa (pg. 88). Neste caso W,, _, x, dependeria ndo apenas de x; e x4, mas
também da velocidade com que o caminho de x; a x4 é descrito {que dependeria da velocidade
inicial).

Suponhamos, por outro lado, que a for¢a exercida sobre uma particula na posicdo x s6
dependa de x, como acontece com a for¢a gravitacional e a lei de Hooke. Se fixarmos x,
podemos dizer entao que

®(x)= j Fluldu=W, _,, 6.4.7)

X0

é uma funcio somente de x. Temos entdo

®(x,) - Dx,) = j Flu)du+ J' F(u)du =j Fluldu=W,__,,, (6.4.8)

X4 Xo X1

b a b ¢ ¢
onde usamos propriedades simples da integral J= —J; J+J.=J. . Comparando a (6.4.8)
com a (6.4.4), vemos que se pode tomar tohoaboa
X
U(x) = 0(x) = - _[ Flu)du (6.4.9
Xo

como fungdo energia potencial. Note que U(xy) = 0, de forma que a escolha arbitraria de x,
reflete a arbitrariedade na escolha do nivel zero de energia potencial (constante aditiva
arbitraria na energia). Logo, num movimento unidimensional, qualquer forca F que s6 dependa
da posicdo x da particula (e ndo, por exemplo, de sua velocidade) é conservativa, e a (6.4.9)
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define a energia potencial correspondente. E facil ver (verifique!) que a (6.4.9) reproduz os
resultados ja obtidos nos casos da forca gravitacional e da lei de Hooke.

Vejamos agora de que forma a fun¢do ®(x) definida pela (6.4.7) varia quando se passa de
X a X + Ax, onde Ax é um incremento pequeno.

Lembrando a interpretacdo geométrica da integral, vemos que
AD = D(x + Ax) — P(x)
F(id) Ax

representa na Fig. 6.14 a diferenca entre as dreas de )
Xpax+Ax e de xp a x, ou seja, a drea sombreada. Para ! "”

Ax - 0 (suficientemente pequeno), temos entao

O(X + Ax) - ®(x) = F(x)Ax (6.4.10)
com erro tanto menor quanto menor for Ax. Dividindo
ambos 0s membros por Ax, passando ao limite em que

Ax — 0 e lembrando a definigdo (2.2.2) de derivada,
obtemos finalmente

Figura 6.14 Incremento de drea.

@zF(x) (6.4.11)
dx
que corresponde ao teorema fundamental do célculo integral: a derivada da integral (6.4.7) em
relacdo ao extremo superior € igual ao valor do integrando nesse extremo. Comparando a
16.4.11) com a (6.4.7), vemos também que a integracdo é a operagdo inversa da derivagao,
permitindo "inverter" a (6.4.11) para exprimir ® em termos de F.

As (6.4.9) e (6.4.11) dao

Fix)=-2Y 6.4.12)

dx
ou seja, menos a derivada da energia potencial em relagdo a posi¢ao € igual a forca. Este
importante resultado nos mostra que, se conhecermos a energia potencial em funcao da
posi¢ao, podemos calcular a forga por simples derivagao.

Podemos verificar facilmente este resuttado nos casos da (6.2.8) e da (6.4.5):

{

%U(z]: mgz = ——CE: -mg=F
) . déU (6.4.13)
]Ul.\lz—kxz =-——~=—kx=F
l 2 dx

Como a derivada de uma constante é nula, vemos que a constante aditiva arbitraria na
determinac@o da energia potencial ndo afeta o calculo da forga. Na (6.4.9), ela corresponde ao
que se chama de “constante de integragdo”.

Podemos exprimir a condi¢do para que uma forga seja conservativa de forma equivalente
3 anterior notando que

Xq
J.F(x]dx “Wy e, =Up = (6.4.14)

X0

X X4
implica j F(x)dx =W, . =~ j F(x)dx = U, U, (6.4.15)

X1 Xo
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ou seja, somando membro a membro,

W,

Xog—X4

+ Wy r, =0] (6.4.16)

ou seja, o trabalho total realizado numa “viagem de ida e volta” é nulo. E intuitivo que isso
corresponde a uma for¢a que conserva a energia mecénica: se é preciso fornecer trabalho &
particula na “ida”, ele é integralmente devolvido na “volta”. Isto é evidente na Exemplo 1da
pg. 109.

No caso das forgas do atrito, é facil ver que a (6.4.16) ndo pode ser satisfeita. Com efeito,
quando se inverte o sentido do deslocamento, também se inverte o sentido da forca de atrito,
de forma que W, _, , e W,, _, ,, para as forgas de atrito, ttm o mesmo sinal e nio podem
cancelar-se mutuamente. Em geral, o trabalho realizado pelas for¢as de atrito é negativo,
porque tendem a se opor ao deslocamento. Veremos mais tarde que isto corresponde a uma
dissipacdo da energia mecanica, que se converte em calor, o que justifica o nome de forcas
dissipativas.

Poderia parecer, a primeira vista, que a for¢a de atrito cinético (5.2.5) satisfaz ao critério
de s6 depender da posi¢do, uma vez que p. é (aproximadamente) independente da velocidade,
0 que caracteriza uma forga conservativa (pg.114). Entretanto, mesmo que a magnitude da
forga seja independente da velocidade, o seu sentido se inverte quando a velocidade se inverte.
Assim, o vetor F, correspondente a (5.2.5) depende da velocidade, e a for¢a associada é de
fato dissipativa.

6.5 — Discussao qualitativa do movimento unidimensional sob a
acao de forcas conservativas

Consideremos uma particula de massa m que se move em uma dimensio, sob a acao de
uma for¢a conservativa F(x) associada a energia potencial U(x). A partir do gréfico de U(x), é
possivel dar uma discussdo qualitativa bastante detalhada dos aspectos mais importantes do
movimento, qualquer que seja a forma de U(x) (mesmo em casos onde seria dificil obter
solucoes explicitas).

Pela (6.4.12), temos

| F(x)=-dU /dx | 6.5.1)

de modo que o gréfico da forca se obtém do de U(x) por derivacio, o que leva a relacoes
semelhantes as que foram discutidas a pg. 31 com respeito aos graficos de posicao, velocidade
¢ aceleracdo como fung¢oes do tempo.

A Fig. 6.15 ilustra as correlagdes existentes entre os graficos de energia potencial e da
forga. Pela (6.5.1), a forga € >0 (dirigida para a direita) nas regides em que U(x) tem declividade
(coeficiente angular de tangente a curva) negativa (entre x, e x; entre x; e X5), e é < 0 onde U(x)
€ crescente (entre X3 e Xs), ou seja, a forga aponta para a direcdo em que a energia potencial
decresce. A magnitude da for¢a é maior em x; do que em x,, ou seja, a magnitude da forga é
maior nos pontos em que é mais abrupta a variagdo da energia potencial (JAU| é maior para o
mesmo |Ax]).

Pontos onde F(x) = 0 chamam-se pontos de equilibrio, e podem ser de vérios tipos. Nesses
pontos, o gréfico de U(x) tem tangente horizontal. Em x5, U(x) passa por um minimo. Como
varia F(x) na vizinhanga de x;? Se deslocarmos a particula um pouco para a esquerda de X3, @
forga resultante (p/ex., no ponto A do gréfico de F(x), Fig. 6.15) é positiva, ou seja tende a
fazer a particula voltar para x;. O mesmo se aplica a um deslocamento um pouco para a
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direita de x3, quando a for¢a é negativa

5 . . Equilibrio
(ponto B do grafico). Dizemos por isso que Ux) instavel
X3 € uma posicao de equilibrio estavel. I \ v
s Equilibrio
No ponto x5, U(x) passa por um maxi Equilibrio / indiferente

mo. Se afastarmos a particula um pouco
para a direita ou esquerda de x3, as forgas
resultantes (pontos C e D do grafico de F(x)) : ' i
tendem a afastar a particula ainda mais de o) .
xs5. Dizemos que x5 € uma posi¢io de equi- F(x it 2 1% S - B ol O
librio instavel: qualquer desvio dessa posi-
¢d0, por menor que seja, faz com que a par-
ticula a abandone. i ‘ '
No ponto xg, U(x) é constante e F(x) =0 - — SR e s
navizinhanca de xg. Se deslocarmos a parti- 3 C
cula em torno de xg nessa vizinhanca ela
permanece na nova posi¢ao: nao aparecem Figura 6.15 Energia potencial e forca.
forcas restauradoras, nem forgas que ten-
dam a afasta-la ainda mais. Dizemos que xg € uma posicao de equilibrio indiferente.

Note que o grafico de F(x) na vizinhanca de uma posicao de equilibrio estavel, como x3, &
aproximadamente linear no deslocamento da posicdo de equilibrio, ou seja, a forga restau-
radora que entra em jogo obedece aproximadamente a lei de Hooke (compare a por¢cao AB do
grafico acima com a Fig. da pg. 112). Logo, a lel de Hooke representa aproximadamente a lei
de forgas na vizinhanga de qualquer posicdo de equilibrio estdvel, o que é uma das principais
razoes de sua importancia.

A magnitude |F] da for¢a é maxima nos pontos de inflexao, como x4 ou xg do grafico de U.

estavel J,

Movimento a uma energia E dada: Consideremos agora o movimento de uma particula
de massa m, sob a acdo da forca conservativa F(x), para um valor prefixado E da energia total
da particula. A conservacdo da energia mecanica se escreve entao

E= %mv2 +U(x)= constante (6.5.2)

0 que podemos resolver em relagio a v*:

% mv2 = E-Ulx) (6.5.3)

Como o 1° membro da (6.5.3) é necessariamente > 0, 0 mesmo tem de valer para o 2°
membro, ou seja, 0 movimento com energia E s6 é possivel nas regides de valores de x onde

659

que chamaremos de regides acessiveis a0 movimento com energia E. Regides onde U(x) > E
serdo chamadas de inacessiveis ou proibidas.

Assim, por exemplo, para uma particula com massa m que parte do repouso no campo
gravitacional da Terra a uma altura inicial z,, temos E = mg z, (cf. (6.2.1)), e a regido acessivel
para 0 movimento sob a agdo do campo gravitacional é z < zy, ou seja, a particula ndo pode
subir a uma altura maior do que a inicial.

A (6.5.3) mostra que, nas regites acessiveis, a velocidade de uma particula de energia E
a0 passar pela posig¢do x s6 pode tomar dois valores:
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| vix) =2/ mIE-Ux)] 6.5.5)

O duplo sinal corresponde aos dois sentidos possiveis da velocidade. Assim, na queda
livre, a particula pode estar subindo ou descendo, e ja vimos que, para uma dada energia, as
velocidades de subida ou descida, ao passar pela mesma altura, sdo iguais e contrarias.

A velocidade (6.5.5) troca de sinal ao passar por um ponto x onde v(x) = 0, ou seja

656

Pontos onde isto acontece sdo chamados pontos de inversdo ou pontos de retorno. As
fronteiras das regioes proibidas, para uma dada energia, sao pontos de inversao do movimento
a essa energia.

Ulx)
A
Es
Es
E4

O xg Xi X4 X2 X3 Xq X5 Xe X7 Xg X9 X10X11X12X13

Figura 6.16 Movimento conservativo unidimensional.

Consideremos, por exemplo, o movimento sob a acdo de forcas para as quais U(x) é dado
pelo grafico acima, que podemos descrever pictoricamente como “dois pogos de potencial
separados por uma barreira de potencial”. Os pontos x; e xg sdo posicoes de equilibrio estavel,
e x4 € uma posicao de equilibrio instdvel. ;

As linhas horizontais desenhadas no gréfico correspondem a diferentes valores constantes
da energia da particula (a escala vertical representa energia). Os pontos onde uma dada reta
horizontal de energia E corta o grafico Ulx) sdo pontos de inversdo para essa energia. A
distancia vertical entre essa reta e o grafico U num ponto x, E -U(x), é proporcional, pela
(6.5.3), ao quadrado da velocidade de uma particula de energia E no ponto x: quanto maior,
mais rapidamente a particula estd passando por esse ponto (na Fig. 6.16, esta distancia estd
marcada no ponto x4).

O movimento s6 é possivel para energias E > E;. Para uma energia E compreendida
entre Eg e E1, 0 movimento sé é possivel no pogo de potencial da direita. Para E = E;, além da
posicao de equilibrio estavel x;, a regido acessivel ao movimento é x; < x < xq; dizemos que o
movimento é limitado. A forga F é > 0 entre x; e xg e < 0 entre xg e xg. No ponto de inversao x;,
a forca acelera a particula para a direita, para onde ela se move com velocidade crescente,
que se torna maxima em Xg; a partir dai, ela vai sendo freiada até parar instantaneamente no
ponto de inversao xq. A forca para a esquerda em xq traz a particula de volta, refazendo o
percurso até x; com velocidades negativas (sinal —na (6.5.5)). Chegando a x7, o ciclo recomega.
O movimento limitado é portanto uma oscilagdao periddica entre os dois pontos de inversao. A
energia cinética € maxima em xg.
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Para E entre E, e E;, hda dois movimentos oscilatorios possiveis, um em cada pogo de
potencial. Assim para E = E,, a particula pode oscilar entre os pontos de inversao xg e X, ou
entre Xxg € X1g.

Supomos que E = E3, € uma assintota horizontal a esquerda do grafico de U(x). Assim, a
essa energia, além de oscilagdo entre x5 € xq1, no po¢o da direita, a regido acessivel ao
movimento a esquerda se estende de -« até x3, ou seja, nessa regiao, o movimento é ilimitado.
Assim, se a particula partir de x3, ela serd acelerada para a esquerda até x, (velocidade maxima),
continuando depois, com velocidade decrescente, até — . Temos um comportamento analogo
até atingir a energia E4 correspondente a posicdo de equilibrio instavel x,.

Para uma energia E5 entre E, e Eg, ndo ha mais movimento oscilatorio possivel: o
movimento é ilimitado a esquerda e limitado a direita pelo ponto de inversao xs.

Finalmente, acima da energia Eg, assintota horizontal a direita do grafico U(x), o movi-
mento é ilimitado em ambos o0s sentidos: a particula se desloca de — « a + « (ou vice-versa).

Embora o grafico de U(x) se assemelhe a uma "montanha russa”, o uso de expressoes
como "pogo” ou "barreira” nio deve fazer esquecer que se trata de um movimento unidimen-
sional, e que a escala vertical no grafico da pg. 118 representa energia, e nao altura.

Exemplo: O potencial de Lennard-Jones: Consideremos a interacao entre dois dtomos
que podem formar uma molécula diatbmica, admitindo que seus centros se possam deslocar
apenas ao longo de um reta, afim de tornar o problema unidimensional. A forca entre eles
tem o aspecto mostrado na Fig. 5.3, onde vamos tomar x = ry, (distancia interatdmica); note
que isto restringe x a tomar apenas valores 2 0.

Como esta forca depende apenas de x, ela é conservativa, de modo que podemos
representd-la em termos de uma energia potencial U(x), para a qual Lennard-Jones propds a
forma

12 6
U(x)=D [%) -2(%] 6.5.7)

dependente de dois pardmetros positivos: a (com dimensdes de distancia) e D (com dimensoes
de energia).
Lembrando que

i(x—n)z_nx-(nﬂ) (6.5.8)
dx
resultando que supomos conhecido do curso de Calculo, as (6.5.1) e (6.5.7) dao a forca
correspondente:
13 7
Foo=122 [3] -(3] (6.5.9)
al\x X

Note que F = 0 para x = a, que corresponde portanto ao valor ry na Fig. 5.3, e representa
a distancia de equilibrio {"raio" da molécula diatomica). O 2° termo da (6.5.9) corresponde as
forcas atrativas de Van der Waals, que caem como 1/x"; 0 1° termo, em 1/x"3, representa as
forcas repulsivas, que dominam a curtas distancias.

O andamento de U(x) esta representado na Fig. 6.17; x = a é a posi¢ao de equilibrio
{estdvel). A (6.5.7) mostra que

Ul(a)=-D (6.5.10)
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U correspondgndq ao minimo da energia potencial. O
A valor negativo é devido a escolha do nivel zero da

energia potencial, que na (6.5.7) corresponde a x — ,
ou seja, a situagdo em que os atomos se afastam
indefinidamente um do outro.

Para uma energia total pouco acima do minimo,
como E na figura, temos pequenas oscilacoes em torno
da posicdo de equilibrio, o que corresponde as vibra-
¢oes da molécula diatbmica. A amplitude das vibra-
¢Oes aumenta a medida que a energia aumenta, mas
0 movimento permanece limitado enquanto E < 0. Por
outro lado, para E > 0, o movimento € ilimitado: os
Figura 6.17 Potencial de Lennard-Jones. atomos se afastam indefinidamente, o que significa

que a molécula se dissocia. Partindo da situacio de
equilibrio da molécula, é preciso fornecer-lhe uma energia minima 0 - (- D) = D para que isto
aconteca. Vemos portanto que D ¢ a energia de dissociacao da molécula.

Os principais aspectos qualitativos da discussdo acima sdo preservados na mecanica
quantica. Entretanto, a molécula diatbmica sé pode ser tratada quantitativamente de forma
correta pela teoria quantica.

6.6 — Aplicacao ao oscilador harmonico

Para uma particula de massa m presa a extremidade livre de uma mola de constante k
(Fig. 6.12), ja vimos que a energia potencial
correspondente a lei de Hooke é dada pela (6.4.5):

U (%)
‘ 1
Ulx)= E1<x2 (6.6.1)

O gréfico de Ulx) é uma parabola de vértice n

origem (Fig. 6.18). Para uma dada energia E, a
particula oscila entre os pontos de inversao x =t A,

a9
a

onde
/'i >x 1
E=-kA"=U(tA) (6.6.2)
Figura 6.18 Energia potencial do oscilador 2

harménico. P .
O méximo deslocamento |x| = A da particula cha-

ma-se amplitude da oscilacéo.

Substituindo as (6.6.1) e (6.6.2) na (6.5.5), durante a parte da oscilagio em que a velocidade
é positiva, por exemplo, obtemos

v:g{:\/(Z/m)[%kAg—%kxzj=\/k/m\/A2—x2 (6.6.3)

dt

0 que também podemos escrever como uma relacdo entre as diferenciais (cf. pg. 112) dt e dx:

Jk/mdt=—3% (6.6.4)

A% - x?
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Se a particula se desloca de uma posigdo Inicial xy para t = 0 até a posicdo x no instante f,
obtemos, integrando os dois membros da (6.6.4) ao longo do movimento entre esses dois
extremos,

6.6.5)

t X
, dx’
\/k/mjdt =Jk/m t=j—-—
[ 2 2
0 Xo A"-Xx
onde chamamos as varidveis de integracdo de t’ e x’ para evitar confusdo com os extremos
superiores das integrais.

A tltima integral da (6.6.5) pode ser calculada pela seguinte mudanca de varidvel (cf. pg.
113):

= Acoso’

_ a1 2,
x'=Asen¢’ {\lAz—x’z SR (6.6.6)

dx’

do’
onde supomos conhecida do curso de Célculo a formula de derivacao do seno. Sejam ¢ e ¢
os valores de ¢’ correspondentes aos extremos da integral:

=Acos¢’ { dx'= Acos¢’de’ (6.6.7)

x=Asen®, Xo=Aseng, (6.6.8)
As {6.6.6) a (6.6.8) dao
1 dx’ t Acos¢’dg’ t
J = b ,cp = j do’' =@ -9, (6.6.9)
JAZ _x? Acoso
Xo ®o Po

Substituindo na (6.6.5), vem

¢-go=vk/mt {|<p=«/k/mt+<p0} (6.6.10)

Levando este valor de ¢ na primeira (6.6.8), obtemos finalmente a lei horaria do movimento:

| x= Asen (ot +g,) | (6.6.11)

onde vk/m (6.6.12)

Como o seno é uma funcéo periddica de periodo 2x, a (6.6.11) d4 o periodo t de oscilagdo:

|1=2n/0=2n/m/k | (6.6.13)

Vemos que a relagdo entre 1 e ® é a mesma que existe entre periodo e frequéncia angular
no movimento circular uniforme (cf. (3.7.10)), de forma que w é também chamado de frequéncia
angular neste caso. Veremos mais tarde que se pode de fato estabelecer uma relagao entre o
movimento circular uniforme e o movimento oscilatério (6.6.11), que se chama oscilagdo
harménica simples.

A particula de massa m que descreve este movimento chama-se um oscilador harmoénico

simples, e constitui um dos sistemas dindmicos fundamentais da fisica. O argumento ¢ da
(6.6.11), que é dado pela {6.6.10), chama-se fase do movimento no instante t; ¢, € a fase inicial.
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A (6.6.12) mostra que a frequéncia de oscilacdo é tanto maior quanto mais "dura" a mola
{ou seja, quanto maior for k) e quanto menor for a massa m da particula, conforme seria de
esperar.

A velocidade instantanea da particula se obtém da (6.6.11) derivando em relacdo ao tempo:

v= ‘;—’; = A cos(wt + @) (6.6.14)
e a aceleracao se obtém derivando mais uma vez:
d2X 2
a=——-=-0"Asen (of + ) (6.6.15)
dt
Comparando com a (6.6.11), vemos que
2
d—’zi = —0’x (6.6.16)
dt
que pela (6.6.12), equivale a
x 2
A m& — ma= ko = Fx) (6.6.17)
dt?
ou seja, a 22 lei de Newton para o movimento da
O =7\ & T ! particula.
4 2\ 4 A amplitude A e a fase inicial ¢y na (6.6.11) foram
-4 determinados a partir da energia total (6.6.2) e da
X posicao inicial xy na (6.6.8). Entretanto, também po-
@A - demos determind-los a partir das condigées iniciais
,\ ' / \ usuais, ou se?ja, posicdo e velocidade ~iniciais (cf. pg.
0] N e 33). Com efeito, as (6.6.11) e (6.6.14) dao
42/ ia
-4 x(0)=x,=Asen g, (6.6.18
Energia ¢inética T v(0)= v, = A cos@ o 6.18)
\ / /En srgia pptencidl U 0 0
£ K¢ KA RN Resolvendo em relacao a sen ¢ e cos @ e usando
k 9 ) : ¢ a relacdo sen’gy + cos?g, = 1, obtemos o valor de A:
1N _[2. 2, 2
o . " t A=4x5+(vy/0%) (6.6.19)
4 2 4 Substituindo este valor nas (6.6.18), podemos
é—’m\?A—> v=04 (z=0) obter sen @ € cos ¢g €, por conseguinte @p. A (6.6.11)
— representa entao a solucao da equacao diferencial de
g—fm\—’ v=0  (t=3) movimento (6.6.16) que satisfaz as condi¢des iniciais
dadas.

A Fig. 6.19 mostra a evolucao temporal de x da-
do pela (6.6.11), vdado pela (6.6.14), energia potencial
U =1/, kx? e energia cinética T = '/, mv? durante um

%,m\,'_, v=wmd (t=1) periodo de oscilacdo; tomamos ¢y = 0; tomar ¢, # 0
seria equivalente a deslocar a origem dos tempos. O

)
~—

<%;_ .
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<
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|
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Figura 6.19 Gréficos de posicio, velocidade ~ aspecto do sistema particula-mola a intervalos de 1/4
e energia para o oscilador harmonico. de periodo é mostrado na figura. Para t = 0, a mola
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esta na posicdo de equilibrio e a particula se move para a direita com velocidade maxima.

A energia é puramente cinética. Para t = 1/4, a distensdo da mola € maxima e a velocidade
nula (energia puramente potencial). Para t = 1/2, a particula volta a passar pela posicdo de
equilibrio com velocidade oposta. Para t = 31/4, a compressao da mola é maxima, eemt =1
voltamos  situacdo inicial. A energia total E mantém-se constante, oscilando entre a forma
cinética e a forma potencial.

PROBLEMAS DO CAPITULO 6

1. Resolva o problema 8 do Capitulo 4 a partir da conservac¢do de energia.

2. No sistema da figura, M =3kg m=1kged=
2 m. O suporte S é retirado num dado instante.
{a) Usando conservacio de energia, ache com que
velocidade M chega ao chao. (b) Verifique o
resultado, calculando a aceleracao do sistema
pelas leis de Newton.

3. Uma particula de massa m = 1 kg, langada sobre um trilho retilineo com velocidade de 3
m/s, esta sujeita a uma forga F(x) = —a - bx, onde a = 4N, b = 1 N/m e x é o deslocamento,
em m, a partir da posicéo inicial. (a) Em que pontos do trilho a velocidade da particula se
anula? (b) Faca o gréfico da velocidade da particula entre esses pontos. (c) A que tipo de
lei de forgas corresponde F(x)?

4. Nosistema da figura, onde as polias e os fios tém
massa desprezivel, m; = 1 kg e my = 2 kg. (a) O
sistema é solto com velocidade inicial nula
quando as distancias ao teto sao Iy e l,. Usando
conservacio da energia, calcule as velocidades
de m, e m, depois que m, desceu uma distancia
X,. (b} Calcule a partir dai as aceleracoes a, e a,
das duas massas. (c) Verifique os resultados
usando as leis de Newton.

5. Um garoto quer atirar um pedregulho de massa igual a 50g num passarinho pousado
num galho 5 m a sua frente e 2 m acima do seu braco. Para isso, utiliza um estilingue em
que cada eldstico se estica de 1 cm para uma forga aplicada de 1 N. O garoto aponta
numa direcdo a 30° da horizontal. De que distancia deve puxar os elasticos para acertar
no passarinho?

6. Uma balanca de mola ¢ calibrada de tal forma que o prato desce de 1 cm quando uma
massa de 0,5 kg estd em equilibrio sobre ele. Uma bola de 0,5 kg de massa fresca de pao,
guardada numa prateleira 1m acima do prato da balanca, escorrega da prateleira e cai
sobre ele. Ndo levando em conta as massas do prato e da mola, de quanto desce o prato
da balanga?
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7.

10.

11.

Uma particula de massa igual 2 kg desloca-se ao Fn

longo de uma reta. Entre x=0e x =7 m, ela estd A

sujeita a forca F(x) representada no gréfico. 2 /

Calcule a velocidade da particula depois de per- O——+ 3 kN,
correr 2, 3,4, 6 e 7m, sabendo que sua velocidade /

para x =0 ¢é de 3 m/s. -2

Uma particula move-se ao longo da direcdo x sob o efeito de uma for¢a F(x) = - kx + Kx?,
onde k=200 N/m e K = 300 N/m?. (a) Calcule a energia potencial U(x) da particula, tomando
U(0)=0, efagca um grafico de U(x) para - 0,5m < x < 1m. (b} Ache as posi¢bes de equilibrio
da particula e discuta sua estabilidade. (c) Para que dominio de valores de x e da energia
total E a particula pode ter um movimento oscilatério? (d) Discuta qualitativamente a
natureza do movimento da particula nas demais regies do eixo dos x.

Dado: J.x'“dx’ =x"/(n+1)
0

Um sistema formado por duas laminas delgadas
de mesma massa m, presas por uma mola de
constante eldstica k e massa desprezivel, encon-
tra-se sobre uma mesa horizontal (veja a Fig.).
(a) De que distancia a mola estd comprimida na
posicao de equilibrio? (b) Comprime-se a lamina
superior, abaixando-a de uma distancia adicional
X a partir da posicdo de equilibrio. De que distancia ela subird acima da posicdo de
equilibrio, supondo que a lamina inferior permaneca em contato com a mesa? (c) Qual é
0 valor minimo de x no item (b} para que a ldmina inferior salte da mesa?

Um cabo uniforme, de massa M e comprimento L, esta inicialmente equilibrado sobre
uma pequena polia de massa desprezivel, com a metade do cabo pendente de cada lado
da polia. Devido a um pequeno desequilibrio o cabo comeca a deslizar para uma de suas
extremidades, com atrito desprezivel. Com que velocidade o cabo estd-se movendo quando
a sua outra extremidade deixa a polia?

Uma particula de massa m move-se em uma
dimensao com energia potencial U(x) represen- \
tada pela curva da Fig. (as beiradas abruptas sao
idealizagOes de um potencial rapidamente va-
ridvel). Inicialmente, a particula estd dentro do
"pogo de potencial” (regido entre x; e x,) com
energia E tal que V, < E < V;. Mostre que o mo-
vimento subseqiiente serd periddico e calcule o
periodo.
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12.

13.

14.

Um carrinho desliza do alto de uma montanha
russa de 5 m de altura, com atrito desprezivel.
Chegando ao ponto A, no sopé da montanha, ele
é freiado pelo terreno AB coberto de areia (veja

a Fig.), parando em 1,25 s. Qual € o coeficiente
de atrito cinético entre o carrinho e a areia?

AT G LiliTuib L T2 cola

Um bloco de massa m = 5 kg, deslizando sobre
uma mesa horizontal, com coeficientes de atrito
cinético e estatico 0,5 e 0,6, respectivamente,
colide com uma mola de massa desprezivel, de
constante de mola k = 250 N/m, inicialmente na
posi¢éo relaxada (veja Fig.). O bloco atinge a mola
com velocidade de 1 m/s. (a) Qual é a deformacao
méxima da mola? (b) Que acontece depois que a

! Pay,

B

mola atinge sua deformacio méxima? (c) Que fracdo da energia inicial é dissipada pelo

atrito nesse processo?

Um péndulo é afastado da vertical de um angulo de 60° e solto em repouso. Para que
angulo com a vertical sua velocidade serd a metade da velocidade maxima atingida pelo

péndulo?
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Capitulo

Tad FA v

SERVACAO DA ENERGIA
NO MOVIMENTO GERAL

! W

CcO

7.1 —Trabalho de uma forca constante de direcao qualquer

No capitulo precedente, consideramos quase exclusivamente trabalho e energia num
movimento unidimensional. Queremos agora estender os resultados ao movimento em duas
ou trés dimensoes.

Para isto, vamos comegar estendendo o conceito de trabalho a situagdes em que a diregio
da for¢a ndo coincide com a direcdo do deslocamento da particula.

Consideremos novamente o problema de um

N bl

A —+*——F oco de massa m arrastado ao longo de um plano
: por uma for¢a constante F, inclinada de um 4ngulo 8
; o FL em relacdo ao plano (pg. 89 e Fig. 7.1), mas vamos
"""""" I supor que o atrito é desprezivel (F, = 0). A (5.3.1)

> rye ’ . re
= permanece valida, mas a (5.3.3) é substituida por
Y Fcos8=ma (7.1.1)
mg

onde a € a aceleracdo ao longo do plano.

Figura 7.1 Bloco sujeito a forca constante.
gy ! ' Para um deslocamento 1 ao longo do plano, a

variacdo de velocidade do bloco obedece a

Vi—Vg =2al=—§1—Fcosel

onde 1=|l|
Logo
1 2 1 o, .
W=§mv1 —Emvo =T,-Ty=Fcos9-l (7.1.2)

deve corresponder ao trabalho realizado pela for¢a F no deslocamento 1, pois representa a
variagao de energia cinética do bloco (portanto, da capacidade do bloco de realizar trabatho).

A (7.1.2) também pode ser escrita
W=F,l (7.1.3)

onde F, = F cos 0 € a componente da for¢a F na diregdo paralela ao deslocamento (Fig. 1.
Vemos assim que a componente perpendicular F,, bem como as demais forcas mg e N, que
atuam em direc¢do perpendicular & do deslocamento, ndo contribuem ao trabalho realizado:
uma for¢a perpendicular ao deslocamento néo realiza trabalho.
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O trabalho realizado pela forca F é positivo se 0
for um 4ngulo agudo (0 £ 8 < 1/2), e negativo se 6 se
for obtuso (n/2 < 8 < m).

Digressdo sobre produto escalar: Chama-se produto A

escalar de dois vetores a e b, e indica-se pela notagao
g

a- b, a grandeza escalar

a-b=abcos6=b-a (7.1.4) Figura 7.2 Produto escalar.
onde a= ‘ai, b= !bt
(7.1.5)

e 0 é o angulo entre os dois vetores (0 < 6 < ). Decorre imediatamente da defini¢ao que o
produto escalar goza das propriedades usuais do produto.

Em particular

a-a=a2=|av|2=a2 (7.1.6)

b

¢ 0 quadrado do médulo do vetor a (6 = 0 neste caso).

) Figura 7.3 Vetores ortogonais.
| A7) o

paraa# 0, b 20, quando e somente quando (Fig. 7.3)
os vetores a e b sdo ortogonais (perpendiculares en-
tre si).

Assim se i, j e k sdo vetores unitarios nas direcoes
X, y e z, respectivamente, de um sistema de coorde-
nadas cartesianas no espaco (Fig. 7.4), temos

i2=j2=k2=1

C s . . (7.1.8)
i-j=j-k=k-i=0

o que exprime o fato de os vetores serem unitarios  Figura 7.4 Coordenadas cartesianas.
{("normalizados a 1") e ortogonais entre si; diz-se que -
formam um conjunto ortonormal de vetores.

A (7.1.4) também pode ser escrita
a'b=a||b=h|a (7.1.9)

onde a; € a projecdo de a sobre a direcdo de b (Fig. 7.2) e by a projecao de b sobre a direcao de
a. Em particular, lembrando que as componentes cartesianas de um vetor representam as
suas projecoes sobre 0s eixos, temos, para

a=aita,jt+ak (7.1.10)

que as componentes sao dadas por
a,=a-i; a =aj a=ak (7.1.11)

0 que também se obtém tomando o produto escalar
da (7.1.10) por i, j e k, sucessivamente, e levando em
conta as (7.1.8).

A Fig. 7.5 mostra como aplicar a (7.1.9) para L : -
demonstrar a propriedade distributiva do produto  Figura7.5 Propriedade distributiva.

b+,
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escalar em relacdo a soma de vetores
a-(b+c)=alb+c),=alb,+g)=a-b+a-c (7.1.12)
Dai decorrem por exemplo, propriedades como

(a+b)-(a-b)=a®-b? (7.1.13)

Sabemos (pg. 43) que a+ b e a-b correspondem
e as duas diagonais do paralelogramo construido sobre
b a e b. A (7.1.13) mostra que essas diagonais sio

a—b perpendiculares quando e somente quando (Fig. 7.6)
b 0 para-lelogramo é um losango (a = b).

A expressao do produto escalar em termos das
Figura 7.6 Soma de vetores perpencidula- ~ componentes cartesianas de a e b se obtém combi-
res a diferenca. nando as (7.1.8) e (7.1.12). Sejam

a=a,+a,j+ak; b=b,i+b,j+bk (7.1.14)

Temos entao

a-b=ab,(i-i)+a,b,(i-j)+a.b,i-k)+...

=1 =0 =0 ~»r
oquelevaa .
a-b=a,b, +a,b, +a,b, (7.1.15)
Em particular
a®=ai+al+a. (7.1.16)

Pela sua defini¢do (7.1.4), o produto escalar tem um significado geométrico, independente
da escolha do referencial. Assim, se escolhermos outro sistema de coordenadas cartesianas
ortogonais (x’, y’, ' em que os vetores a e b tém componentes (a, ay, a;) e (b, b}, b;) , 0 produto
escalar nao se altera, ou seja, devemos ter

| ayb, +a b, +a,b, =a,b, +a,b, +a,b, (7.1.17)

A (7.1.2) pode agora ser escrita

13
~ (7.1.18)

1 ou seja, o trabalho realizado por uma forga F constante
- ] sobre uma particula que sofre um deslocamento 1 é
Figura 7.7 Forca e deslocamento quaisquer. (Fig. 7.7) 0 produto escalar de F porl.

7.2 — Trabalho de uma forca no caso geral

Consideremos agora uma particula que se move de um ponto P; a um ponto P, sobre um
arco de curva C qualquer, orientado no sentido de P, para P,, sob a acdo de uma forga F que
pode variar em magnitude, dire¢ao e sentido de ponto a ponto da curva C. Podemos definir o
trabalho realizado no deslocamento de P, a P, ao longo da curva C de forma andloga a da pg.
111, aproximando o arco de curva C por uma linha poligonal inscrita cujo nimero de lados
aumenta indefinidamente. Se os extremos P; e P;,; do i-ésimo arco parcial em que C fica
subdividido forem suficientemente proximos entre si, F = F; (constante) sobre esse arco, e
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podemos aproxima-lo pela corda P;P;, 1 = Al;, de modo
que o trabalho correspondente a este arco sera

WPl_)PiH zF‘,‘ All (7.2.1)

e o trabalho total de P; a P, ao longo de C é obtido
somando sobre todos os segmentos da poligonal e
fazendo Al; - 0:

Figura 7.8 Integral de linha.

P,
W9 = lim YF-Al={ F.dl (7.2.2)

O limite na (7.2.2) define a integral de linha de F - dl de P, até P, ao longo da curva C. O
deslocamento infinitesimal dl ao longo de C tem por componentes os deslocamentos
infinitesimais correspondentes (proje¢oes) sobre os eixos:

dl = dxi + dyj+ dzk (7.2.3)
de forma que (cf. (7.1.15))

F.dl = F,dx + F,dy +F,dz ' (7.2.4)

e a integral curvilinea (7.2.2) se reduz a soma:de trés integrais ao longo dos eixos:

P P Py P

Jdel=Jldex+JFydy+JFZdz (7.2.5)
P Py Py 19

(@] (0] (@] (&}

Na primeira dessas integrais, y e z sdo funcdes de x definidas pela condicao de que o
ponto P(x, y, z) pertence & curva C; analogamente, na segunda, x e z podem ser considerados
como fungdes de y, e na terceira x e y sdo fungdes de z.

Podemos agora generalizar a (6.3.15) por um procedimento analogo ao da pg. 112 aplicado
a cada componente da 2% lei de Newton:

dv, dx , dv
F.dx =ma,dx =m—%.-—dt=mv X dt =mv,dv (7.2.6)
X X dt dt X odt XTX
—_—
vX
PZ PZ 1
ou seja, J F, dx = mjvx dv, =3 mvi, —%mvfx - @an
P, P,
©) (©)

onde v, e v, sdo as velocidades da particula nos pontos Py e Py, respectivamente. Somando as
relacdes analogas para as outras componentes da (7.2.5), vem

P
jF-dl =%m(v§x +Vv3, +v§z)—%m(vfx +vi, +v5,)

!
(©

\ vi

ou seja, pela (7.2.2),



130 Capitulo 7— CONSERVACAO DA ENERGIA NO MOVIMENTO GERAL

PZ
1, 1
W, - JF.dl = Smv3—Smvi =T, - T, = AT (7.2.8)

]
)

que generaliza a (6.3.15) ao caso tridimensional: o trabalho realizado sobre uma particula é
igual a variacdo da energia cinética da particula entre as posicdes inicial e final.

Se uma particula se move num movimento circular uniforme, sua energia cinética nio
varia, de modo que o trabalho realizado ao longo de qualquer arco do circulo-trajetéria tem
de ser nulo, o que s6 € possivel se a forga aplicada a particula é sempre perpendicular ao seu
deslocamento infinitésimo a cada instante (ou seja, perpendicular a velocidade v). Sabemos
que isto realmente acontece: 0 movimento circular uniforme é mantido por forgas centripetas,
com F 1 v. Um exemplo ¢ a for¢a de Lorentz magnética (pg. 95), que é sempre perpendicular
a velocidade da particula, e por conseguinte nao realiza trabalho sobre ela; no ciclotron (pg.
98), as variagoes de energia cinética dos ions acelerados sdo produzidas pelo campo elétrico
no intervalo entre os “D"’s.

7.3 — Forcas conservativas

Consideremos uma particula de massa m em movimento na vizinhanca da superficie

terrestre. Adotando um sistema de coordenadas cartesianas com eixo Oz dirigido verticalmente
para cima, as componentes da for¢a gravitacional sdo:

F,=F,=0; F,=-mg (7.3.1)
A (7.2.5) fica entio:
153 Z3
J' F.dl= ang.dz = —mg(z, - 2;) (7.3.2)
] Z4
)
5 ,
ou seja we, = J' F-dl = —{U(B,)~U(P)l=~(U, - U,) = -AU (7.3.3)
P,
(9
onde |U(P)=U(x,y,2)=mgz =U(z) ] (7.3.9)

para um ponto P de coordenadas (x, Y, ).

Logo, no campo gravitacional uniforme g, o trabalho realizado no deslocamento entre
dois pontos quaisquer é independente do caminho que liga esses dois pontos: s6 depende dos
extremos, e representa a diferenca de energia potencial entre eles. A energia potencial num
ponto P s6 depende da altura desse ponto, e é dada pela mesma expressao (7.3.4) ja vista
anteriormente. '

A independéncia do caminho para o trabalho da forga gravitacional j4 foi verificada em
vdrios exemplos na Se¢. 6.1. Assim, para dois pontos P; e P, separados por uma diferenca de
altura h, o trabalho é o mesmo ao longo do plano inclinado (C,) (Fig. 7.9), do arco de circulo
(G5} (péndulo), do caminho (C3) (queda livre vertical de P; a P, seguida do deslocamento hori-
zontal Py P,) ou de qualquer outro caminho (Cy).
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Quando a particula desce ao longo do plano
inclinado ou pelo péndulo, a for¢a gravitacional néo A
é a Unica a atuar sobre ela. Atua também num caso a (@
reacdo de contato N do plano, e no outro a tensao T
do fio. Entretanto, na auséncia de atrito, tanto N como h
T sdo normais a trajetéria da particula e ndo realizam
trabalho. Ambas estas forcas sdo exemplos de rea¢des
de vinculos: o plano inclinado vincula a particula a ()
permanecer sobre ele, o fio do péndulo obriga-a a ficar B
a uma distincia fixa do ponto de suspensao. E um Figura 7.9 Independéncia do caminho.
fato geral que as reagées de vinculos fixos, sem atrito,
néo realizam trabalho (sdo sempre normais aos deslocamento), de forma que podemos ignora-
las no célculo do trabalho.

Dizemos que uma forca F é conservativa quando tem a propriedade (7.3.3), ou seja, quando
o trabalho por ela realizado entre dois pontos é independente do caminho. Neste caso, ele
depende s6 dos extremos e representa a diferenca de energia potencial entre eles. Combinando
as (7.2.8) e (7.3.3), obtém-se a conservacdo da energia mecénica total E=T + U:

P

P

AE=AT +AU =0 (7.3.5)

o que justifica o nome de forca conservativa. Como vimos, a energia potencial é definida a
menos de uma constante aditiva arbitraria, correspondente a escolha do nivel zero de energia.
A independéncia do caminho da (7.3.3) leva a seguinte expressao geral da energia potencial
num ponto P:

P
UP) = -j F.dl, onde U(Py)=0 (7.3.6)
PO

ou seja, uma vez escolhido o ponto P, correspondente ao nivel zero de energia potencial, a
energia potencial é igual a menos o trabalho realizado sobre a particula pela for¢a F ao trazé-la
desde o nivel zero de energia potencial até o ponto P (ao longo de qualquer caminho C, uma
vez que nao depende de C). E fécil verificar este resultado no caso gravitacional (cf. (7.3.4)).

Vamos mostrar agora que se pode enunciar o critério para que uma forga seja conservativa
sob outra forma equivalente, que corresponde a generalizacdo da (6.4.16) ao caso tridimen-
sional. Para isto, vamos usar a seguinte propriedade das integrais curvilineas:

P, Py

JF-dl=—JF-dl 7.3.7)
P P,

) [(&)]

ou seja, a integral muda de sinal quando percorremos o caminho de integragao em sentido
inverso (em cada trecho infinitesimal, dl — - dl).

Consideremos agora uma forca F conservativa e sejam C; e C; dois caminhos diferentes
ligando P; a P, (Fig. 7.10 (a)). Pela (7.3.3), temos

Pz PZ

IF-dl= JF-dl (7.3.8)
P, P

C) (Cy)
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Aplicando a (7.3.7) & integral ao longo de C;, a
b
&) ho® (7.38) levaa
(@)
P Py
jF~dl+JF-dl=O (7.3.9)
P P
@ (Cy) €
P

) NP Mas percorrer o caminho C, de Py a P, e depois
LU L AUNS I O 8 T o voltar de P, a P, ao longo de C, equivale a descrever o
caminho fechado C da Fig. 7.10 (b). Logo, a (7.3.8) implica

§F-dl -0 (7.3.10)
()

onde introduzimos a notacao para uma integral curvilinea ao longo de um caminho fechado
C ($.). O primeiro membro da (7.3.9) também define a circulagdo da for¢a F ao longo de C. A
(7.3.9) é a generalizacdo procurada da (6.4.16).

Reciprocamente, se a (7.3.10) vale para qualquer caminho fechado C, e queremos comparar
o trabalho ao longo de dois caminhos diferentes C; e C, entre dois pontos P, e P,, podemos
inverter o raciocinio, deduzindo a (7.3.8) a partir da (7.3.9).

Concluimos que é condigdo necessdria e stficiente para que uma forca seja conservativa
que o trabalho por ela realizado ao longo de qualquer caminho fechado se anule.

Conforme ja vimos no caso da (6.4.16), isto significa que a energia potencial ganha pela
particula numa parte do ciclo (caminho fechado) é devolvida na outra parte. Caso assim nao
fosse, poderiamos realizar um “moto continuo”, uma fonte inesgotavel de energia. Com efeito,
para que a (7.3.6) defina uma funcido somente da posicao P, é necessario que a for¢a F s6
dependa da posi¢do (embora, no caso tridimensional, ao contrario do caso unidimensional
visto na (6.4.7), esta condicdo nao seja suficiente para que F seja conservativa, conforme
veremos logo). Se o trabalho associado a um circuito fechado fosse negativo, por exemplo,
para forcas dependentes somente da posicdo, bastaria inverter o sentido de percurso do
circuito para que ele se tornasse positivo (note que isto nao ocorre com forcgas dependentes
da velocidade, como as de atrito). Como a particula volta & posigio inicial no fim do circuito,
o ciclo se repetiria indefinidamente, fornecendo energia a cada volta.

E interessante observar que um raciocinio ané-
logo ja havia sido empregado no século XVII pelo
matematico holandés Simon Stevin, em sua belissima
demonstra¢do do principio de equilibrio no plano
inclinado. Stevin imaginou, colocado sobre os dois
lados do plano, um colar de esferas idénticas atra-
vessadas por um fio e eqliidistantes entre si, com uma
parte pendurada, como na Fig. 7.11. O peso total
apoiado sobre cada lado é entdo proporcional ao
comprimento desse lado (na figura, em que o com-
primento do lado maior é o dobro do menor, ha quatro
esferas sobre o maior e duas sobre o menor). Para
demonstrar que este sistema estd em equilibrio (o que equivale a dizer que s atua a
componente tangencial da forca-peso), Stevin procedeu por reducio ao absurdo: se nio
estivesse, e 0 conjunto de esferas escorregasse para a esquerda, por exemplo, chegariamos
novamente a situagao inicial, apenas com algumas das esferas tomando o lugar de outras, de

Figura 7.11 O argumento de Stevin,




74 — FORCA E GRADIENTE DA ENERGIA POTENCIAL 133

modo que, como disse Stevin, “este movimento ndo terd nenhum fim, o que é absurdo”. Stevin
ficou tdo orgulhoso de sua demonstracdo que colocou a figura acima no frontispicio de seu
tratado de estatica, com uma legenda dizendo “E maravilhoso e ndo € nenhuma maravitha”.

A demonstrag¢ao de Stevin também contém o germe da idéia do “principio dos trabalhos
virtuais”, que teve grande importancia no desenvolvimento da mecénica. Se um sistema
mecéanico estd em equilibrio e imaginarmos um “deslocamento virtual” do sistema, ou seja,
um deslocamento infinitésimo compativel com os vinculos a que esta sujeito (no exemplo
acima, as esferas que estdo em contato com o plano se deslocam sobre ele), a resultante das
forcas aplicadas a cada parte do sistema deve anular-se, de forma que o “trabalho virtual”
realizado nesse deslocamento deve ser nulo. Para vinculos fixos sem atrito, basta consi-
derarmos o trabalho das for¢as externas aplicadas, porque as reagdes dos vinculos ndo realizam
trabalho (pg. 131).

Este principio permite obter de forma muito direta as condi¢bes de equilibrio das
chamadas “mdquinas simples”, onde em geral se obtém uma “vantagem mecénica”
equilibrando uma forga (“resisténcia”) com outra for¢a menor (“poténcia”). Assim, no exemplo
3 dapg. 91, a(3.5.15) mostra que um deslocamento virtual da massa m, corresponde a metade
do de m4 e tem sinal oposto. Os trabalhos virtuais correspondentes das forgas externas (peso)
se cancelam para my = m»/2, que é a condi¢do de equilibrio (5.3.19). Aplicado as maquinas
simples, o principio se enuncia sob a forma “o trabalhe da poténcia é igual ao trabalho da
resisténcia”.

7.4 —Forca e gradiente da energia potencial

Vimos, no caso unidimensional, que uma forca conservativa pode ser calculada se
conhecermos a energia potencial correspondente como funcio da posi¢ao, com o auxilio da
(6.4.12): F(x) = - dU/dx. Vamos agora estender este resultado ao caso tridimensional.

Para isto, vamos empregar um método semelhante ao da pg. 115, onde calculamos a
variacao de energia potencial correspondente a um deslocamento de x para x + Ax. A (7.3.3))
da

P, P, P,
Ulxs, ¥ 22)~Ulxq,¥1,21) = -jdex —JFydy - j Fdz 7.4.1)
P P, P,
onde P1=P1 (X1, Vi, Z1)€P2=P2 (X2r Yo, Zg). P
Apliquemos a (7.4.1) a uma variacao de U corres- B(x+Ax, y, 2)
pondente a um deslocamento x somente na direcao e
x, mantendo y e z fixos (Fig. 7.12): ' 16, 7, 2)
(X,y,2) = (x +Ax,y,7) 2 )
A variacdo AU correspondente pode ser calcu- | i LY
W hx

lada tomando como caminho de integracao um seg-
mento de reta ligando os extremos, ou seja, com y e z
constantes. Isto implica dy = dz = 0, ou seja, a (7.4.1)
fica Figura 7.12 Variacdo Ax.

X+Ax

Ulx+Ax,y,z)-U(x,y,z)=- j F.(x",y,z)dx"=-F,(x,y,z)Ax (7.4.2)
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onde y e z permanecem constantes na integral e utilizamos a mesma aproximac¢do que na
(6.4.10).

A aproximacao se torna exata no limite em que Ax — 0, levando a

B o _U(x+Ax,y,z)—U(x,y,z)—_8_U
Fx(x,)/,Z)—Al)I(T0 v = (x,y,2) (7.4.3)

s

onde o limite define a derivada parcial de U em relacdo a x, calculada no ponto (x, y, z): é uma
derivada em que somente se leva em conta a variagao com x, mantendo y e z constantes.

Analogamente, considerando deslocamentos somente nas dire¢des y e z, obtemos as
duas outras componentes da forga, F, e F,. Por analogia com a (7.4.3), teremos

F_0U o _U __ U

=5 By Ry (7.4.4)

0 que constitui a generalizacao procurada da (6.4.12) ao caso tridimensional (em uma dimensao,
a derivada parcial se reduz a derivada ordindria).

Para ilustrar o conceito de derivadas parciais por um exemplo, calculemos as derivadas
parciais de f (x, y, z) = x y? 2

<y

{of /dx = vz
flx,y,z)=xy?z® 9f / dy = 2xyz®
of / 0z = 3xy*z*

A (7.4.4) mostra que se podem calcular as trés componentes da for¢a se conhecermos a
energia potencial U(x, y, z) como funcdo da posicdo. Vemos que a descricdo em termos de
energia potencial € bem mais econdmica, pois em lugar de trés funcdes escalares de (x, y, 2)
(as componentes Fy, F, F, da for¢a F) basta conhecermos uma fungéo, ou seja, substituimos o
vetor F pelo escalar U.

Uma variacao infinitesimal dU de U correspondente a passagem de (x, y, z) para (x + dx,
y +dy, z + dz) pode ser obtida como resultante de trés variacdes, fazendo passar sucessivamente
para{x+dx,y, z), (x+dx,y+dy, z) e (x + dx, y + dy, z + dz). A variagdo total é a soma das trés,
o que leva a (cf. (7.4.2), (7.4.3))

dU = a—de + Qy—dy + a—de =—(Fydx + F,dy + F,dz)=-F -dl (7.4.5)
ox ay 0z

onde dl é o deslocamento infinitesimal definido pela (7.2.3). Podemos considerar a (7.4.5)
como a versao infinitesimal da (7.3.3).

A (7.4.5) sugere considerar dU como produto escalar de dl por

grad U=§—L—]—i+a—Uj+a—Uk (7.4.6)
ox dy° oz

que se chama o gradiente de U. Temos entdo

dU =grad U -dl | (7.4.7)

para a variacdo dU de U devida a um deslocamento infinitesimal arbitrario dI.
Como as componentes de grad U sdo definidas pela (7.4.6) em relagdo a um dado sistema
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de coordenadas (x, y, z), ndo é 6bvio pela defini¢ao (7.4.6) que grad U seja um vetor. Entretanto,
se (X, y, Z) for outro sistema de coordenadas e grad’ U o gradiente correspondente, e se dl’
o vetor representativo do deslocamento dl no novo sistema, devemos ter
dU =grad’U-dl’
pois dU tem um significado independente do referencial. Logo, comparando com a (7.4.7),
grad U -dl = grad’U -dl’
ou seja, o produto escalar de grad’ U pelo vetor dI’, que representa dl no novo referencial,

tem de ser idéntico ao de grad U por dl, qualquer que seja o deslocamento infinitesimal dl.
Isto implica que grad U tem um significado independente do referencial: o gradiente é um

vetor. Também se usa a nota¢ao
grad U=VU (7.4.8)

d d J

de V=—i+—j+—k 7.4.9
on ox ! E)yJ 0z ( )
é um “operador diferencial” (conhecido como “del” ou “nabla”), cuja a¢do sobre uma fung¢éo
Ulx, y, 2) é definida pela (7.4.6). As (7.4.4) e (7.4.6) dao

F=-gradU (7.4.10)

ou seja, a forca é menos o gradiente da “e‘nergia
potencial.

Comparando a (7.4.7) com a (6.3.9), vemos que o
gradiente é uma espécie de "derivada tridimensional”.
Seja

. " ds
dl =dss (7.4.11) %
um deslocamento numa direcdo arbitraria caracte- ;

rizada pelo vetor unitario $. As (7.4.7) e (7.4.10) ddo  Figura7.13 Componente da forca numa
entao direcio qualquer.

F-dl=(s-F)ds = F,ds =- grad U -dl =-dU (7.4.12)

onde F, é a componente de F na direcdo S (projecdo de F sobre $). Escrevemos a (7.4.12), por
analogia com as (7.4.4),

w>

U
F,=—— 7.4.13
S 3 ) J
onde 9U/ds, a derivada direcional de U segundo a direcao s, é dada por
ClY grad UJ (7.4.14)
as
e a variagdo de U nessa direcao é dada por
dU=a—Uds (7.4.15)
ds

A equacdo

[U(x,y,z) =U, (constante) J (7.4.16)
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define, no espaco tridimensional, uma superficie sobre a qual a energia potencial toma o
valor constante Uy Uma tal superficie chama-se superficie eqiiipotencial . Fazendo variar U,
de forma continua na (7.4.16), obtemos uma familia de superficies eqtiipotenciais.

Sesé qualquer direcdo no plano tangente a superficie eqiiipotencial num ponto dado,
um deslocamento infinitésimo ao longo de § se confunde com um deslocamento sobre a
superficie eqiiipotencial, para o qual dU = 0 (porque U néo varia sobre a superficie). Logo,
dU/ds = 0 ao longo de qualquer dire¢do no plano tangente, ou seja,

S ey (7 A 47
s-gradU=0 7.4.17)

qualquer que seja § no plano tangente. Isto implica

dU , \ . . .
. que grad U é normal a superficie eqiiipotencial, ou seja,
L >75% a dire¢do de grad U em cada ponto de uma superficie
[ = eqiiipotencial é perpendicular a superficie. Pela

(7.4.10), concluimos também que a for¢ca em cada ponto
é perpendicular a superficie eqtiipotencial que passa
por esse ponto. Vemos pela (7.4.14) que dU/ds (= 0 em
direcOes tangentes a superficie eqiiipotencial) é
méximo quando §é paralelo a grad U (cos 6 = 1 no produto escalar dos dois vetores, onde 6 é
o angulo entre eles), ou seja, quando § =1, onde 1 é o vetor unitdrio da normal a superficie
eqtiipotencial, dirigido no sentido de U crescente (dU > 0). Podemds dizer que grad U tem a
"dire¢do de maximo aclive" de U, ou seja, aquela segundo a qual U cresce mais rapidamente.

Figura 7.14 Direcio do gradiente.

7.5 — Aplicacoes: campos gravitacional e elétrico
(a) Campo gravitacional uniforme
Para o campo gravitacional g proximo a superficie da Terra, vimos na (7.3.4) que
U(x,y,z)=mgz (7.5.1)
de forma que

F=-gradU :—aa—lzjk=—mgk (7.5.2)

As superficies eqiiipotenciais sdo planos horizontais (z = zy), e a forga gravitacional em
cada ponto é perpendicular a elas (vertical). O vetor grad U esta dirigido verticalmente para
cima.

(b) Campo elétrico uniforme

Consideremos um campo elétrico E uniforme na direcao x (por exemplo):

E=Fi (7.5.3)
onde E é uma constante. A forca elétrica sobre uma carga q nesse campo sera
F = qEi (7.5.4)

E facil ver, por analogia com as (7.5.1) - (7.5.2), que a funcao energia potencial
correspondente é

U =qEx (7.5.5)
A energia potencial por unidade de carga chama-se potencial elétrico ¢:

(p = ——EX (7.5.6)
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e temos E=-grad¢ (7.5.7)

o que equivale a (7.5.3), no caso atual.

As superficies eqilipotenciais sdo planos per-
pendiculares a dire¢ao x. Materializando duas delas,
X = Xq € X = X5, por planos condutores mantidos nos E
potenciais ¢4 e ¢,, respectivamente (capacitor plano;
(cf. pg. 94), temos entre elas uma diferenca de poten- xi X
cial

V=0;-9¢,=E(x,-x;)=Ed (7.5.8) d

o que concorda com a (5.4.6). Figura 7.15 Capacitor plano.

Pela definicdo do potencial, a diferenca de energia
potencial entre as placas, para uma carga q, €

[qle1-92)=qV=U;-Up=T,~T, = AT | (7.5.9)

que representa a energia cinética ganha por uma carga q acelerada pelo campo elétrico entre
as placas. E facil ver que isto concorda com a (5.4.7).

A energia ganha por uma particula de carga g = e (carga do elétron) acelerada através de
uma diferenca de potencial de 1 V chama-se um elétron-volt (1 eV), e € uma unidade de energia
extremamente importante em fisica atdmica e subatémica. Como e = 1,6 x 1071° C, temos

1eV=16x10"J=1,6x10""%erg (7.5.10)

(c) Forgas centrais

Diz-se que uma particula estd sujeita a forcas
centrais numa dada regido do espago quando a for¢a
F exercida sobre a particula em qualquer ponto P
dessa regido tem as seguintes propriedades:

(I) Esta dirigida segundo a linha OP que liga P
aum ponto O fixo, chamado centro de forgas.

(I A magnitude F s6 depende da distancia r =
|OP| ao centro de forgas. Logo |F| tem o . 5 ,
mesmo valor em todos os pontos de uma e
esfera de raio r com centro em O (Fig. 7.16).

SeT é o vetor unitario da diregio radial OP, as ()
e (I) equivalem a (tomando a origem em O) F’

F = F(r)r (7.5.11)  Figura7.16 Forca central.
onde F(r) pode ser positivo (forca repulsiva) ou nega-
tivo (forga atrativa).
Consideremos agora um caminho Cligando dois pontos P, e P, numa regiao onde atuam
forcas centrais, e

wo - J' F.dl (7.5.12)

PP
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Pela (7.5.11), temos

F.-dl=F(r)r-dl (7.5.13)
A Fig. 7.17 mostra que
r-di= |dl|cose =dr (7.5.14)

onde dr é a variacao infinitésima de r entre os
extremos do arco dl. Logo, se |OPy|=r; e |OPy|=r,, a

(7.5.12) fica
L
Wi, = [Frar (7.5.15)
17212
n
Figura 7.17 Caminho (C). que é independente do caminho C (s6 depende dos

extremos P, e P,). Logo, toda forca central é
conservativa e a energia potencial correspondente é dada por (cf. (7.3.6))

U(r)-Ulry) = - j F(r)dr (7.5.16)

Iy

que s6 depende da distancia r ao centro de forgas. As superficies eqliipotenciais sio esferas
de centro em O (centro de forgas).

As (7.4.10), (7.5.11) e (7.4.14) déo

r-F=F(r)=-r grad U=—(;—I: (7.5.17)

onde dU/dr é a derivada ordindria (ndo parcial), porque Usé depende der. A (7.5.17) também
resulta da (7.5.16), derivando ambos os membros em relacdo a r.

As (7.5.11) e (7.5.17) dao, finalmente,

F=-grad U(r)= —%f‘ (7.5.18)

(d) Energia potencial gravitacional na escala astronoémica

i Consideremos um objeto, por exemplo, um
A foguete, em queda livre na diregdo radial (“vertical”)
no campo gravitacional da Terra, que se aproxima
desde uma distincia inicial ry até uma distincia r do
centro O da Terra. Para r e ry grandes em confronto
com o raio R da Terra, ndo podemos mais aproximar
0 campo gravitacional da Terra por um campo uni-
forme, como na (7.5.2).

Veremos posteriormente que, devido a forma
Figura7.18 esférica da Terra, sua atracio gravitacional sobre uma
particula externa de massa m é a mesma que se toda a massa M da Terra estivesse concentrada
em seu centro O. Logo, pela (5.1.1), a for¢a de atracdo gravitacional F exercida pela Terra
sobre a particula é dada por
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Fe-G ___m12VI 3 (7.5.19)

r

onde r = |OP| (P é a posi¢do da particula) e f & um vetor unitdrio na direcio de OP.
A (7.5.19) é uma for¢a central, do tipo (7.5.11), com

F(r) = —G—r# (7.5.20)
r

Logo, a for¢a gravitacional é conservativa, e a variacao de energia potencial da particula
considerada, entre as distancias ry e r do centro da Terra, é dada pela (7.5.16):

- GmM(l - 1] (7.5.21)
[" ro I‘

U(r)-Ulry) = +J GmM

(o resultado da integracio pode ser verificado facilmente com o auxilio das (6.4.9), (6.4.11) e
(6.5.8) paran=1).

Costuma-se neste caso tomar o nivel zero de energia potencial no infinito, onde a interagao
(7.5.20) se anula. Com esta escolha, obtemos da (7.5.21), fazendo ry ~¥'é,

Ulr)=- J' F(r')dr’ = -9“;—M (7.5.22)

o que vale apenas na regido externa a Terra (r > R), porque ¢ apenas nessa regido que a forca
é dada pela (7.5.20) (veremos depois (Se¢. 10.9) o que acontece na regido interna).

O gréfico da energia potencial em fungéo de r
tem o aspecto da Fig. 7.19: é uma por¢do de hipérbole, U
que temos de interromper para r = R, conforme
acabamos de observar.

O fato de obtermos U(r) < 0 resulta da escolha do
nivel zero de energia [ U (~) = 0] e do fato de que a
forca é atrativa, de forma que a particula ganha  Figura7.19 Energia potencial gravitacional.
energia potencial a medida que se afasta da Terra, ou
seja, a medida que aumenta sua “altura”, o que concorda com a situacdo ja discutida na
vizinhanga da superficie terrestre. A figura mostra que, nessa vizinhanca, U(r) varia linearmente
com z = r - R (para z suficientemente pequeno), o que deve corresponder a(7.5.1). Com efeito,
para z suficientemente pequeno (z < < R), temos

R
L
1

wz ﬂ :mM_.(.;.:—F(R)=+mg (7,5_23)
z dar ) _ R?
r=R
onde a penultima igualdade decorre da (7.5.20), e a dltima da (7.5.2).
A(7.5.23)da
U(R+z)=mgz+U(R) (z<<R) (7.5.24)

o que efetivamente concorda com a (7.5.1) (a constante aditiva U(R) decorre da escolha diferente
do nivel zero de energia). Vemos ao mesmo tempo que
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MG
i

0 que permite determinar a massa M da Terra, uma vez que g e o raio R da Terra sio conhecidos:

(7.5.25)

g=9,81m/s’
R=~6,37x10° m = M=~5,97x10% kg
|G=6,67x1071' N mz/kng

A densidade média da Terra é entiao

=5,52x10% kg/ m®=5,52 g/ cm®

M
P=3

—nR3
3

0 que podemos comparar com as densidades da dgua (Pr0 =1 g/cm’) e do ferro (Pre = 7,86
g/cm?).

A (7.5.25) também mostra que a (7.5.20) pode ser reescrita sob a forma

2
F(r)= —mg(?j ‘(rzR) (7.5.26)

que se reduz obviamente a (7.5.23) parar = R.
Se compararmos o grafico da pagina anterior com o da pg. 120 (potencial de Lennard -
Jones), onde também foi adotado como nivel zero U(w) = 0, vemos que

-U(R)= GﬂRM— =mgR (7.5.27)

representa a “energia de dissociagao” de uma particula de massa m na superficie da Terra, ou
seja, a energia minima que precisamos comunicar-lhe para que ela escape a atracdo
gravitacional da Terra. A energia cinética correspondente,

T,= %mvg = mgR (7.5.28)

é tal que a energia total da particula,
E.=T,+U(R)=0 (7.5.29)

Ihe permite “chegar a uma distancia infinita com velocidade nula”. Logo, v, representa a
velocidade de escape, velocidade minima necessdria para que a particula se afaste
indefinidamente da Terra. Seu valor numérico é

Ve =y2gR ~2x9,8x6,4 x10° m /s~ 11,2 km /s ~ 40.300 km / h (7.5.30)

7.6 — Poténcia. Forcas nao-conservativas
(a) Poténcia

Néo consideramos até agora, ao discutir os conceitos de trabalho e energia, o fator tempo,
ou seja, 0 tempo que leva a realizacdo de determinada quantidade de trabalho. Em muitas
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aplicacdes, tanto tedricas quanto praticas, é importante o trabalho realizado por unidade de
tempo, que se chama poténcia.

Se um trabalho AW é realizado num intervalo de tempo At, a poténcia média P
correspondente é definida por

il (7.6.1)
At
e a poténcia instantdnea P é dada por
dw
P=—o 7.6.2
= ( )

A unidade de poténcia no sistema SI é

1TWatt = 1W =1J/s (7.6.3)
Reciprocamente, € comum medir o trabalho em kWh (quilowatt-hora), o trabalho realizado
em 1h por uma poténcia de 1kW (quilowatt):

1kW h=10° Wx3,6x10° s=3,6x10° J

Também se emprega como unidade de poténcia o cavalo-vabor thp: Thp =746 W = 3/4

kW).
Levando em conta as (7.2.4) e (7.2.6), obtemos
aw dl
dW=F-dl= P=—=F —=F-v 7.6.4
dt dt ( )
onde v é a velocidade instantanea da particula, e
dv d{1_ o) dT
P=F-vam—.v=2|2 = 7.6.5
Vel Y dt(ZmV) dt e

onde T é a energia cinética da particula. Logo, no movimento de uma particula sob a agdo de
uma forga, a poténcia representa a taxa de variagdo temporal da energia cinética da particula,
o que corresponde a uma formulacao diferencial da (7.2.8).

Para uma forca conservativa, a (7.4.10) da

P:F~V=F~%=—gr‘adU~dl/dt (7.6.6)
ou, pela (7.4.7),
P=-dU/dt (7.6.7)
Combinando com a (7.6.5), obtemos neste caso
d dE
_T+U :—:0 7.6.8
g t( ) ™ ( )

que é uma formulacao diferencial da conservagao de energia.

(b) Forcas nao-conservativas

Vimos a pg. 114 que, em uma dimensao, qualquer for¢a que s6 depende da posicio é
conservativa. E facil ver que isto nio vale mais em duas ou trés dimensdes; basta dar um
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exemplo em contrario (que ndo precisa corresponder a nenhuma forga fisica conhecida).
Seja, por exemplo,

F=Cxj (7.6.9)
o valor da for¢a na posicéo (x, y, z) numa dada regiao;
F s6 depende da posi¢do: mantém-se sempre na

direcdo y, mas sua magnitude cresce perpendi-
cularmente a essa direcao.

Consideremos (Fig. 7.20) dois caminhos dife-
=X rentes ligando a origem O a um ponto Py (xg, yo): OP4
Py e OP5 Py. Ao longo dos lados horizontais, o trabalho
Figura 7.20 Caminhos diferentes. realizado por F é nulo, porque F é perpendicular ao

deslocamento. Ao longo de OP,, o trabalho também
¢é nulo, porque F = 0. Entretanto, ao longo de Py Py, F = Cxy j é constante e o trabalho
correspondente é (Cxg) - yo. Logo,

-

Yo P2 Po(x()s )’O)

Py
o X0

£ Fy

JF-dl=Cx0y0 ;tJ-F-dl:O (7.6.10)
0 0

(P) (P) vye

ou seja, o trabalho depende do caminho, e § F - dl # 0 sobre um caminho fechado:

iﬁ F-dl = Cxoy, (7.6.11)
OP,P,P,0

Embora o exemplo acima tenha sido construido artificialmente, forcas de tipo muito
semelhante aparecem no eletromagnetismo. Conforme sera visto mais tarde, o fené6meno da
inducio eletromagnética, descoberto por Faraday, implica no aparecimento de forcas elétricas
desse tipo em presenca de campos magnéticos varidveis no tempo. A “forca eletromotriz”
associada a circuitos fechados ($F - dl # 0) produz correntes elétricas em geradores e permite
realizar trabalho em motores elétricos. Embora se trate de "forcas ndo-conservativas” no
sentido estrito de conservacdo da energia mecénica, veremos depois que, neste exemplo,
aparece outra forma de energia, a energia eletromagnética, e que se chega a uma generaliza¢éo
do principio de conservacdo da energia: a energia total de um sistema isolado continua se
conservando, mas ela inclui, além da energia mecéanica, muitas outras formas possiveis de
energia, entre as quais estd a energia eletromagnética.

Outro exemplo de “forcas nao-conservativas”, ja discutido a pg. 116, sao as forcas de
atrito, que tendem a dissipar a energia mecanica (realizar trabalho negativo). Novamente, a
energia no sentido mais amplo se conserva, porque as forcas de atrito convertem energia
mecéanica em calor, que, conforme veremos no curso de termodinamica, é também uma forma
de energia.

Neste sentido mais amplo de conservacio de energia total, podemos dizer que ndo se
conhece nenhuma for¢a nio conservativa, ou seja, nao foi descoberto até hoje nenhum
fenémeno em que seja violado o principio de conservagado da energia total de um sistema
isolado. Esta é uma das razoes que fazem deste principio um dos mais importantes da fisica.
A medida que ampliamos nosso conhecimento dos fendmenos fisicos, vemos surgir ampliagdes
sucessivas do conceito de energia, inclusive, ao penetrarmos no dominio relativistico, coma
célebre descoberta de Einstein da relacdo entre massa e energia.

O resultado (7.2.8) (relacdo entre trabalho e variacdo de energia cinética) se aplica
independentemente de se as forcas que atuam sobre a particula sao ou nao conservativas (no
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sentido estritamente de conservacio da energia mecénica). Assim, se uma particula estd sujeita
4 acdo de diversas forcas conservativas F{?, FY) e simultaneamente também a forgas néo-
conservativas F{9, F{9), ..., a (7.2.8) fica

Y Wy Wi = aT (7.6.12)

onde W!9 é o trabalho realizado pela for¢a conservativa F{° de forma que (cf. (7.3.3))

W9 =AU, (7.6.13)

onde U, é uma energia potencial associada a F/. A energia potencial total associada as for¢as
conservativas é entdao

U= ZUI' (7.6.14)
i
eal(7.6.12) da
Y Wi = AT+ AU; = A(T+U)
i i
ou seja AE = ZW,-(”C) (7.6.15)
i

onde E = T + U ¢é a energia mecinica total. Logo, a variagdo da energia mecanica total da
particula é igual ao trabalho sobre ela realizado pelas for¢as ndo-conservativas.

() Um exemplo

Freqiientemente, o principio de conservagao da energia facilita a resclucdo de problemas
que seriam bem mais dificeis de resolver diretamente a partir das equa¢f<s de movimento (22
lei de Newton). Consideremos, por exemplo, a experiéncia com um p’ndulo descrita por
Galileu (pg. 106), e procuremos responder a seguinte pergunta: para que distancias entre o
prego F e o ponto B o péndulo, apds se enroscar em F, conseguird dar uma volta completa,
descrevendo o semicirculo BPB’ com centro em F (Fig. 7.21) e ultrapassando o ponte
diametralmente oposto B’.

Tomemos o eixo dos z dirigido verticalmente para cima, com origem no ponto mais baixo
B. O péndulo é solto em repouso no ponto C, a altura
Z, de modo que sua energia total é 4 @

E=mgz, (7.6.16)

Ao atingir a posicao P (Fig. 7.21), apds descrever
um angulo 8 com centro em F, o péndulo terd uma
velocidade v(0) e sua energia potencial serd

U(8)= mgz = mgd(1-cos8) (7.6.17)

onde z é a altura de P em relagio a B e d = BF. Pela
conservacgdo da energia, teremos entao

E= 1mv2(e) + mgd(1-cos8) (7.6.18)
2 Figura 7.21 Experiéncia de Galileu.
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Ao atingir o ponto B’ (8 = n) a velocidade v(6) passa pelo seu valor minimo, que, pelas
(7.6.16) e (7.6.18), é dada por

%mvz(n) +2mgd =mgz, { v¥(n)=2g(z, - 2d) (7.6.19)

(Note que d < zy/2, conforme foi observado por Galileu, para que o fio se enrosque (pg. 106),
de modo que o 2° membro da (7.6.19) € > 0).

A 27 lei de Newton, aplicada ao ponto B’, onde a aceleracdo é puramente centripeta (ndo
ha forgas tangenciais), da

mv?(r)

=mg+T (7.6.20)
onde T é a tensdo no fio, dirigida para baixo. Combinando as (7.6.19) e (7.6.20), obtemos:

2m
d

2mg

T=""9 (z,-2d)-mg =T(zo—gd] (7.6.21)

Como o fio ndo pode exercer uma tensao negativa (ou seja, dirigida para cima), devemos
ter T 20, o que d3, pela (7.6.21),

3

zo—gdz() { Osds%zo (7.6.22)

Para %/5 zy < d < %/, 0 fio ndo chega até o ponto B': a tensdo se anula para 0 < « e fio se
dobra, fazendo cair o péndulo.

PROBLEMAS DO CAPITULO 7

1. No Exemplo 1da Se¢. 5.3, considere a situacdo em que |F| tem o valor minimo necessario

Al msia b al A~ iAo

para manter o bloco deslizando sobre o plano horizontal com velocidade constante. Para
um deslocamento I do bloco, exprima o trabatho W realizado pela for¢a F em fungio de
P, 6, 1 e do coeficiente p.. Que acontece com esse trabalho?

2. Uma particula carregada penetra num campo magnético uniforme com velocidade inicial
perpendicular a direcdo do campo magnético. Calcule o trabalho realizado pela forga
magnética sobre a particula ao longo de sua trajetoria.

3. Dois vetores a e b sdo tais que |a + b| = |a - b|. Qual é o dngulo entre a e b?

4. Calcule o angulo entre duas diagonais internas (que passam por dentro) de um cubo,
utilizando o produto escalar de vetores.

5. Uma conta de massa m, enfiada num aro circu-
lar de raio R que estd num plano vertical, desliza
sem atrito da posicao A, notopo do aro, para a
posicdo B, descrevendo um angulo 6 (Fig.). (a)
Qual é o trabalho realizado pela forca de reacdo
do aro sobre a conta? (b) Qual ¢é a velocidade da
conta em B?




PROBLEMAS DO CAPITULO 7 145

10.

Um corpo de massa m = 300 g, enfiado num aro
circular de raio R = 1 m situado num plano verti-
cal, estd preso por uma mola de constante k =
200 N/m ao ponto C, no topo do aro (Fig.). Na
posicdo relaxada da mola, o corpo estd em B, no
ponto mais baixo do aro. Se soltarmos o corpo
em repouso a partir do ponto A indicado na
figura, com que velocidade ele chegard a B?

Uma particula se move no plano xy sob a acao v
da forg¢a F, = 10 (yi - xj), onde |F| é medido em
N, e x e y em m. (a) Calcule o trabalho realizado
por F; aolongo do quadrado indicado na figura.
{b) Faca 0 mesmo para F, = 10 (yi + xj). (c}) O que
vocé pode concluir a partir de (a) e (b) sobre o
cardter conservativo ou ndo de F; e F,? (d) Se > > X(m)
uma das duas forcas parece ser conservativa, 1
procure obter a energia potencial U associada,
tal que F=—-grad U.

Uma particula estd confinada a mover-se no semi-espaco z > 0, sob a acdo de forgas
conservativas, de energia potencial U(x, y, z) = Fyz + '/,k(x? + y?), onde F e k sdo positivas.
(a) Calcule as componentes da for¢a que atua sobre a particula. (b) Que tipo de for¢a atua
ao longo do eixo 0z? (c) Que tipo de forgas atuam no plano xy? (d) Qual € a forma das
superficies eqilipotenciais?

Um oscilador harménico tridimensional isotropico é definido como uma particula que se
move sob a acdo de forgas associadas a energia potencial

Ulx,y,z)= %k(x2 + y2 +2%)

onde k é uma constante positiva. Mostre que a for¢a corre$pondente é uma forga central,
e calcule-a. De que tipo é a for¢a obtida?

Uma estrutura rigida triangular é construida com
trés hastes iguais e seu plano é vertical, com
a base na horizontal. Nos dois outros lados es-
tdo enfiadas duas bolinhas idénticas de massa
m, atravessadas por um arame rigido e leve
AB, de modo que podem deslizar sobre as
hastes com atrito desprezivel, mantendo sempre |
o arame na horizontal. As duas bolinhas também
estdo ligadas por uma mola leve de constante
elastica k e comprimento relaxado ly. (a) Mostre
que uma expressdo para a energia potencial
do sistema em fung¢do do comprimento | da mola é
U() = ok (I- I — mg V31 (b) Para que valor de | o sistema estd em equilibrio? (c) Se soltamos
o sistema na situagdo em que a mola esta relaxada, qual é o menor e qual € o maior valor de
I no movimento subsequente? (d) Que tipo de movimento o sistema realiza no caso (c)?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mostre que o trabalho necessario para remover um objeto da atragdo gravitacional da
Terra é o mesmo que seria necessario para eleva-lo ao topo de uma montanha de altura
igual ao raio da Terra, caso a for¢a gravitacional permanecesse constante e igual ao seu
valor na superficie da Terra, durante a escalada da montanha.

Calcule a velocidade de escape de um corpo a partir da superficie da Lua.

Um satélite sincrono da Terra é um satélite cujo periodo de revolucio em torno da Terra
é de 24 hs, de modo que permanece sempre acima do mesmo ponto da superficie da
Terra. (a) Para uma érbita circular, a que distancia do centro da Terra (em km e em raios
da Terra) precisa ser colocado um satélite para que seja sincrono? (b) Que velocidade
minima seria preciso comunicar a um corpo na superficie da Terra para que atingisse
essa Orbita (desprezando os efeitos da atmosfera)?

Utilize o Principio dos Trabalhos Virtuais enun-
ciado na Sec. 7.3 para obter as condi¢oes,de
equilibrio da alavanca [Fig. (a)] e do plano incli-
nado [Fig. (b)]. Para isto, imagine que um pequeno IJ_" ,,A,, @
deslocamento, compativel com os vinculos a que i 2

estdo sujeitas, é dado as massas, e imponha a

condi¢do de que o trabalho realizado nesse
deslocamento (trabalho virtual) deve ser nulo.

Um vagao de massa my = 4 toneladas esta sobre
um plano inclinado de inclinagdo 6 = 45°, ligado
a uma massa suspensa m, = 500 kg pelo sistema
de cabo e polias ilustrado na Fig. Supde-se que
o cabo é inextensivel e que a massa do cabo e
das polias é desprezivel em confronto com as
demais. O coeficiente de atrito cinético entre o
vagdo e o plano inclinado é p. = 0,5 e o sistema é
solto do repouso. (a) Determine as relagbes en-
tre os deslocamentos s; e s, e as velocidades vy e
v, das massas my e m,, respectivamente. (b)
Utilizando a conservagio da energia, calcule de
que distancia o vagao se tera deslocado ao longo
do plano inclinado quando sua velocidade atingir
4,5 km/h.

Um automével de massa m e velocidade inicial v; é acelerado utilizando a poténcia méxima
Py do motor durante um intervalo de tempo T. Calcule a velocidade do automével ao fim
desse intervalo.
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17.

18.

19.

20.

21.

Um bloco de massa m = 10 kg é solto em repouso
do alto de um plano inclinado de 45° em relagao
ao plano horizontal, com coeficiente de atrito
cinético p. = 0,5. Depois de percorrer uma
distancia d = 2 m ao longo do plano, o bloco colide
com uma mola de constante k = 800 N/m, de
massa desprezivel, que se encontrava relaxada.
(a) Qual é a compressio sofrida pela mola? (b)
Qual é a energia dissipada pelo atrito durante o
trajeto do bloco desde o alto do plano até a
compressdo maxima da mola? Que fragao

45°

representa da variagdo total de energia potencial durante o trajeto? (c) Se o coeficiente
de atrito estatico com o plano é u. = 0,8, que acontece com o bloco logo apds colidir com

amola?

Uma bolinha amarrada a um fio de comprimento
I=1m gira num plano vertical. (a) Qual deve ser
a velocidade da bolinha no ponto mais baixo B
(Fig.) para que ela descreva o circulo completo?
(b) A velocidade satisfazendo a esta condi¢éo,
verifica-se que a tensao do fio quando a bolinha
passa por B difere por 4,41 N da tensdo quando
ela passa pela posi¢do horizontal A. Qual é a
massa da bolinha ?

Um garotinho esquimé desastrado escorrega do alto do seu iglu, um domo hemisférico
de gelo de 3 m de altura. (a) De que altura acima do solo ele cai? (b) A que distancia da

parede do iglu ele cai?

Num parque de diversoes, um carrinho desce de
uma altura h para dar a volta no "loop" de raio R
indicado na figura. (a) Desprezando o atrito do
carrinho com o trilho, qual é o menor valor hy de
hnecessdrio para permitir ao carrinho dar a volta
toda? (b) Se R < h < hy, o carrinho cai do trilho
num ponto B, quando ainda falta percorrer mais
um angulo 6 para chegar até o topo A (Fig).
Calcule 6.(c) Que acontece com o carrinho para
h<R?

Uma escada rolante liga um andar de uma loja com outro situado a 7,5 m acima. O
comprimento da escada é de 12 m e ela se move a 0,60 m/s. (a) Qual deve ser a poténcia
minima do motor para transportar até 100 pessoas por minuto, sendo a massa media de
70 kg? (b) Um homem de 70 kg sobe a escada em 10 s. Que trabatho o motor realiza sobre
ele? (c) Se o homem, chegando ao meio, poe-se a descer a escada, de tal forma a
permanecer sempre no meio dela, isto requer que o motor realize trabalho? Em caso

afirmativo, com que poténcia?
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DO MOMENTO

8.1 — Sistemas de duas particulas. Centro de massa

Ja consideramos, na Seg. 4.5, alguns exemplos de sistemas de duas particulas, em que as
particulas interagiam entre si através de forcas de contato (colisio entre dois discos). As
equagoes de movimento correspondentes eram dadas por

P_E
a9 8.1.1)
de =F

dr 2

onde p; e p; sdo 0s momentos das particulas 1 e 2, respectivamente, e F, € a forca sobre a
particula 1 devida a particula 2 (analogamente para Fop)).

Somando membro a membro as (8.1.1), obtemos

dp
dt

onde , (8.1.3)

é, por definicdo, o momento total do sistema de duas particulas. Vimos que, nas experiéncias
descritas na Sec. 4.5,

=Fyz) + Fyq (8.1.2)

dpP
dt

ou seja, 0 momento total se conserva, o que equivale neste caso a 32 lei de Newton: as forcas
Fy(9) € Fy), que constituem um par agdo-reacio, sdo iguais e contrarias. Ja foi mencionado a
pg. 79 que o principio da a¢do e reacdo deixa de valer em casos mais gerais, embora o principio
de conservacao do momento, devidamente generalizado, permaneca valido. Forcas internas
ao sistema que obedecem ao principio da a¢do e rea¢do, como Fy( e F54) no exemplo acima
(forgas de contato numa colisdo), serdo chamadas de forcas internas newtonianas, e vamos
considerar, por enquanto, somente forgas internas desse tipo.

Consideremos agora o caso mais geral, em que, além das forcas internas ao sistema,
também atuam sobre as particulas for¢as externas (que poderiam ser forcas gravitacionais,
atrito, campos elétricos e magnéticos externos etc.). Se F{**V é a forca externa total que atua
sobre a particula 1 e F{Y ¢ a forca externa total sobre a particula 2, as (8.1.1) sdo substituidas
por

T =0=Fyp +Fyy 8.1.4)
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d;n =Fyp + Ele)

dpt 8.1.5)
=22 _F,, +F™

dt 2(1) 2

Somando membro a membro, obtemos agora

i(m +P)=
dt
Como s6 estamos considerando forgas internas newtonianas, Fy) + Fyq) = 0, de modo

que fica

dP
el S\C0) 8.1.6
ar ( )

onde o momento total P do sistema ja foi definido na (8.1.3) e

F(ext) — Fl(ext] + Féexﬂ (8.1.7)

é a resultante das forgas externas que atuam sobre o sistema (note que cada uma delas atua
sobre uma particula diferente). v

A (8.1.6) mostra que, para que valha a conservacao do momento do sistema de duas
particulas, ndo é necessério que ele seja um sistema isolado, ou seja, que ndo atuem forgas
externas {como no caso da (8.1.4)). A condicdo necessdria e suficiente para que o momento
total de um sistema de duas particulas se conserve é que a resultante das forcas externas aplicadas
ao sistema se anule, ou seja, que

Flext) _ F1(ext) + Fée"t) =0 (8.1.8)

Isto equivale a F{&¥ = -F}*V, de modo que as P,

forgas externas, se ndo sdo nulas, devem formar um d 4
bindrio (ou conjugado), ou seja, um par de forgas de /F(f’“) o0
mesma magnitude, porém antiparalelas (Fig. 8.1). F
Veremos depois que forcas deste tipo produzem um
movimento de rotacio, mas nao afetam o movimento
de translacio do sistema (de que depende a conser- ~ Figura 8.1 Binario.
vacdo do momento).

Py

A (8.1.6) é também a equacdo de movimento de uma particula inica de momento P sujeita
auma forca F©Y, Neste sentido, portanto, podemos tratar o sistema de duas particulas, como
um todo, como se fosse uma sé particula, de momento igual ao momento total do sistema,
sobre 0 qual atua a resultante das forcas externas. E natural entdo perguntar também se &
possivel associar uma posi¢ao bem definida a essa “particula representativa do sistema como
um todo”. Vamos ver que isto realmente ocorre, € esta posi¢ao € o que se chama o centro de
massa do sistema.

Para isto, consideremos inicialmente, para simplificar, um sistema de duas particulas de
mesma massa m, nas posicoes ry e rp em relacdo a um referencial inercial. Temos entao

p —mdr1
 =m—=t
dt P:p1+p2:m_d (I‘1+I‘2) (8.1.9)
dr, dt
p,=m—%

dt



150

Capitulo 8— CONSERVACAO DO MOMENTO

Se queremos representar o movimento do sistema como um todo por uma tinica particula,
essa particula deve ter uma massa igual & massa total M do sistema.

As (8.1.6), (8.1.9) e (8. 1. 10) dao

com

Figura 8.2 CM de particulas de mesma
massa.

M=2m (8.1.10)
2
MILR _ pex 8.1.11)
dt?
R=%(r1+r2) (8.1.12)

Conforme mostra a Fig. 8.2, R é o vetor de
posicao do ponto médio do segmento P;P,, designado
na figura por CM (centro de massa). Logo, para um
sistema de duas particulas da mesma massa, de po-
si¢Oes instantaneas ry(f) e ry(t), sob a a¢do de forgas
internas (newtonianas) e de forgas externas quaisquer,
0 ponto médio do segmento que une as posi¢des
instantaneas das duas particulas se move, de acordo
com a (8.1.11), como uma particula tnica de massa
igual & massa total do sistema, sobre a qual agiria uma

forca igual a resultante das forcas externas.

E importante notar que Py e P, podem ter um movimento arbitrario em relagdo ao CM,
que chamaremos de movimento interno do sistema: podem estar girando em torno dele,
aproximando-se ou afastando-se (mantendo-se, naturalmente, sempre eqiiidistantes do CM,
neste caso de massa iguais), sem alterar em nada o fato de que o CM se move sob a acdo

unicamente da forca externa total.

P{1)
SR
Mt ) P z(.t%
Al Pty
P PA1)
P(t) " pyty) Pt

Figura 8.3 Movimento do CM e
movimento relativo.

Consideremos, por exemplo, um sistema for-
mado por um par de bolinhas de mesma massa, liga-
das por uma mola de massa desprezivel, que sdo arre-
messadas para cima numa certa direcdo. O CM (centro
da mola) descreverd uma parabola, embora as pontas
P4 e P, tenham um movimento bem mais complicado,
correspondendo a oscilagdes da mola e rotagdo em
torno do CM (Fig. 8.3). Este exemplo ilustra bem a
separacao entre o movimento do CM, representativo
do sistema como um todo, e 0 movimento interno,
relativo ao CM. Analogamente, num gds formado de
moléculas diatémicas, o movimento do CM de cada

molécula representa a translagao da molécula como um todo; 0 movimento interno também
compreende as vibracdes e rotacdes dos dois dtomos em torno do CM da molécula.

Consideremos agora um sistema de duas particulas de massas quaisquer, m; e m,. Em

lugar das (8.1.9) e (8.1.10), teremos
dr

dt

dr, d dR
Zd—tzza(m1r1+m2r2):ME (8.1.13)
a11s
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_ Iy + mMpI,
my +m,

onde R (8.1.15)

é agora o vetor de posicdo do CM do sistema. Se R = Xi + Y] + ZK, as coordenadas do CM sao
dadas por

= MXy + X, y = MY1 t My 7 = MhZg + MpZy

X ’ ’
my+m, my +my my +m,

(8.1.16)

onder;=x;i+yj+zk(j=12).

Em lugar da média aritmética, como na (8.1.12), temos agora uma média ponderada dos
vetores de posicdo das duas particulas, com pesos correspondentes as massas.

O movimento interno do sistema € descrito pelos deslocamentos relativos das duas
particulas em relacdo ao CM, que sao dados por (cf. (3.3.10))

_ M+ My -y — Ml

ri=r-R (r-r)
my +m, my+m,
Myl + Ml — M — Myl 7 m
PéZPZ—R= 12 272 121 272 _ 1 (I‘Z—I‘1)
my+m, my +m,
ou seja,
m, my
rf=r,-R=-—=(r, -1y); =rn-R=—-(rn,-1;)
1= v eh 2 =T M e h
o que da
’__ m’l ’ ’ r
ry=——>ry { mr{+mr;=0 (8.1.18)
my

A (8.1.18) mostra que r; e ry sdo antiparalelos, ou
seja, que o CM continua sendo um ponto interno ao
segmento P;P, (Fig. 8.3(a)). Como, pela (8.1.18) |r3)/|r{]
= m4/ms,, vemos que esse ponto divide o segmento na
razdo inversa das massas, estando sempre mais
préximo da massa maior.

. (a)

Assim, o CM de uma particula de massa 2m e a3
C A . ) (b) D
uma de massa m separadas por uma distancia a estd P@® A Py
a uma distancia a/3 da massa 2m (Fig. 8.3 (b)). 2m M . m
Como a (8.1.18) vale a cada instante, podemos B :
derivar os dois membros em relacao ao tempo Figura 8.3 (M de massas diferentes.
dry dr,
m1—ati+m2d—t2=m1v;+mgvg=p;+p§=0 (8.1.19)

onde P; e P; sdo os momentos das duas particulas relativos ao CM. A (8.1.19) mostra que o
momento total do sistema relativo ao CM é nulo. Este resultado é compativel com a (8.1.13),
significando que 0 momento total do sistema se concentra no movimento do CM. Por esta
razdo, o CM também é chamado de centro de momento do sistema.
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8.2 — Extensao a sistemas de varias particulas

Consideremos um sistema formado por um nimero qualquer N de particulas, de massas
myq, my, ..., My, cujos vetores de posicao num dado instante t sao, respectivamente, r4(t), r(t),
., Pa(f). Qualquer particula i do sistema estd sujeita a forgas internas, representando sua
interacdo com as demais particulas do sistema, bem como pode estar sujeita também a forcas
externas. Seja Fy; a forca interna sobre a particula i devida a sua interacdo com a particula j (i
ej variam de 1a N), e seja F!* a resultante das for¢as externas que atuam sobre a particula
1. Consideraremos apenas for¢as internas newtonianas, que satisfazem ao principio da acdo e
reacao:

Fip+Fp=0  (,j=12..,N)] (8.2.1)

As equacoes de movimento do sistema de particulas se obtém aplicando a 22 lei de New-
ton a cada particula do sistema:

dry

(ext)
my ——d > =F@g+Fg+...+Fy +F
dzr
my ——2 = Fyqy + Fyg) +... +Fy ) + Y
2 a2 20 " 23) 2(N) 8.2.2
d’r (ext)
. =Fyu +Fne) +. +Fyvay +FN°

ou, em forma abreviada,

2 E+E*Y  (i=12,.,N) (8.2.3)

Cl.
=%

(j;el)

Note a restri¢do j # i na soma das for¢as internas: ela implica que a particula nao "interage
consigo mesma".

Somando membro a membro todas as equac¢oes, obtemos, analogamente as (8.1.5),

. .
Zmi%'_ mr—ZZFwZF“’“’ (8.2.4)

=1 =1 j=l
1)

Na soma dupla sobre as forgas internas, cada forca interna comparece uma e uma sé vez,
e todas comparecem, de forma que podemos agrupa-las em pares Fy; + Fj; e aplicar a (8.2.1).

Concluimos que

N N

2, 2Fin=0 8.25)

=1 j=1
(i#])

ou seja, a resultante de todas as forgas internas do sistema se anula (porque somamos todos o0s
pares a¢do-reagdo).
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A resultante das forcas externas que atuam sobre o sistema é definida por (cf. (8.1.7)

N
Few =) Fe (8.2.6)
i=1
e a massa total do sistema é
N
M= 2 m; 8.2.7)
i=1

2
Mae AR _ ple (8.2.8)
dt?
1 u mry + Mo, +...+ myr
onde R=—Zm,r,- 1+ Mo NIN (8.2.9)
M = my+m,+...+ My

define o vetor de posicdo do centro de massa do sistema de N particulas. A (8.1.15) € um caso
particular (N = 2). Vemos que R ¢ a média ponderada de ry, Ty, ..., Iy, com pesos dados pelas
massas das particulas.

Podemos também obter o analogo da (8.1.18), introduzindo os vetores de posi¢ao
r'=r;-R (i=1,2,...,N) (8.2.10)

das particulas do sistema em relagdo ao CM. A (8.2.9) dé

N N N N N
RZm,- =2miR =2m,—r,- Zm,-(r,-—R):Zm,-r{:O 8.2.11)
i=1 i=1 i=1 i=1 -t

M

o que se reduz a (8.1.18) para N = 2.

Derivando em rela¢do ao tempo ambos os membros da (8.2.11), obtemos

N

N N
z (21— Z :Z =P= M— (8.2.12)

i=1 =1 j=

=

o que generaliza a (8.1.13), ou seja: 0 CM é também o centro de momento: move-se como se o
momento total P do sistema estivesse concentrado nele. Obtemos ainda da (8.2.11)

N
2m

i=1

N

:zp; =0 (8.2.13)

=1

dr}
dt

que é a generalizacdo da (8.1.19): o momento total do movimento interno do sistema (relativo
ao CM) é nulo.
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8.3 — Discussao dos resultados

(a) O Principio de Conservaciao do Momento
As (8.2.8) e (8.2.12)

ol Flexy 8.3.1)
dt

ou seja, a taxa de variacdo com o tempo do momento total de um sistema de particulas é igual
a resultante das forgas externas que atuam sobre o sistema.

Por conseguinte, o anulamento da resultante das forgas externas é equivalente a
conservagdo do momento total do sistema:

F®Y =0 P, constante] 8.3.2)

Em particular, isto sempre vale na auséncia de for¢as externas, ou seja, para um sistema
isolado.

Demonstramos assim o principio de conservagao do momento total para um sistema de
particulas. Entretanto, a demonstracdo baseou-se na hipétese de que as for¢as internas sejam
newtonianas, o que levou ao cancelamento da forc¢a interna resultante (cf. (8.2.5)). Conforme
Ja foi mencionado, o resultado permanece vélido em situacdes bem mais gerais.

A (8.3.2) leva a uma generalizacdo da lei da inércia: se a resultante das forcas externas
que atuam sobre o sistema se anula, 0 CM do sistema permanece em repouso ou em movimento
retilineo uniforme.

Exemplo: Consideremos um par de particulas de

v I m my ! V) massas my € m, ligadas por uma mola e colocadas
‘_O—’UWWW‘—*’ sobre uma superficie horizontal (Fig. 8.4). Inicialmen-

te, o sistema é mantido em repouso, com a mola com-

Figura 8.4 Particulas ligadas por mola primida. Que acontece quando soltamos as particulas?
sobre uma superficie. Podemos nos limitar apenas as forgas horizontais (na

diregdo vertical, as forcas-peso sao equilibradas pelas
reacoes normais da superficie).

()  Suponhamos primeiro que o atrito com a superficie horizontal é desprezivel. Neste caso,
nao ha forgas externas horizontais, e as forgas internas (interaco entre as particulas
através da mola) sdo newtonianas. Logo, podemos aplicar os resultados acima: o CM do
sistema, inicialmente em repouso, permanecera em repouso. As particulas se deslocario
em sentidos opostos, com velocidades v; e v, tais que

P=myv,+myv,=0 {v1 =—&v2 (8.3.3)
my
ou seja, as magnitudes das velocidades adquiridas sdo inversamente proporcionais as
massas: a particula de massa maior se move com velocidade menor.

Qual é arelagdo entre as energias cinéticas das duas particulas? Usando a (8.3.3), obtemos

1 2
_I'n,lv,1 2
E_Z_ZE.(E) _my 8.3.4)

T2 1 V2 mz m1 m1
2V2
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Logo, as energias cinéticas também sdo inversamente proporcionais as massas.

Como nio hi atrito, a energia total se conserva, e o sistema de duas particulas
permanecera em oscilacdo (movimento interno), aproximando-se e afastando-se do CM
enquanto este permanece em repouso.

(i) Suponhamos agora que o coeficiente de atrito u com a superficie horizontal seja 0 mesmo
para as duas particulas e # 0. Neste caso, a energia se dissipa e as particulas vao-se
freiando. Que acontece como o momento total?

As forgas de atrito sobre 1 e 2 tém sentidos opostos (porque vy e v, tém sentidos opostos),
e suas magnitudes respectivas sdao umq g e pm, g. Logo, se my = m,, a resultante das forcas
externas continua se anulando, e o CM ainda se mantém em repouso: as duas particulas vao
sendo freiadas simetricamente, com v4 = - v, a cada instante.

Entretanto, se m; # m,, isto ndo mais acontece. Fe9 2 0, e 0 CM do sistema de duas
particulas se deslocaria sobre a supérficie horizontal.

Por outro lado, convém observar que ainda poderiamos aplicar a conservacdo do
momento se o sistema fosse devidamente ampliado. Suponhamos, por exemplo, que a
superficie sobre a qual se deslocam as particulas seja a superficie da Terra. Neste caso,
poderiamos tomar como sistema total aquele formado pelas duas particulas mais a Terra. As
forgas de atrito sdo internas a este sistema, e poderiamos desprezar quaisquer forcas externas.
Isto mostra que, no dltimo caso tratado (m, # my), se o0 CM do sistema de duas particulas se
desloca para a direita (por exemplo), a Terra sofre um correspondente recuo para a esquerda,
porque o CM do sistema total ndo é afetado. E claro que a velocidade e energia cinética
associadas ao recuo da Terra sdo extremamente pequenas, devido a sua enorme massa (cf.
(8.3.3), (8.3.4)).

ConsideracgOes andlogas se aplicam ao recuo de
uma arma de fogo, por exemplo, um canhao de massa \&! il LT
. . o
m, que dispara uma bala de massa my (Fig. 8.5). Neste .
caso, as forcas internas sio forcas de origem quimica,

associadas a combustdo da pdélvora, que atuam no
instante da explosdo.

A (8.3.2) implica que um sistema ndo pode deslocar o seu CM sob a acdo puramente de
forgas internas. Cyrano de Bergerac, precursor da fic¢ao cientifica com sua “Viagem a Lua”,
que data do século 17, prop0s nessa obra, como método de propulsao espacial, sentar-se
sobre uma placa de ferro e langar “para cima” um ima muito poderoso, que atrairia a placa,
fazendo-a subir até encontrar-se com ele, quando poderia ser novamente langado... e assim
sucessivamente! Que aconteceria com um viajante espacial que tentasse adotar este
sistema?

Se 0 CM nao se desloca sob a acao apenas de forcas internas, como conseguimos andar?
Isto se deve exclusivamente ao atrito com o solo, Gnica forca externa capaz de nos impelir na
direcéio horizontal. J4 vimos como o atrito é responsavel pelo deslocamento do CM de um
sistema no exemplo 6 da pg. 78 (exemplo de Newton do cavalo) e no exemplo acima (pg.
anterior). Mudamos nossa posicdo relativa a Terra “empurrando-a para tras” e € o chio que
nos impele para a frente. Sobre uma superficie muito lisa (gelo), podemos deslocar bracos e
pernas em relacdo ao CM de nosso corpo (movimentos internos ao sistema), mas andar se
torna bem mais dificil (e seria impossivel na auséncia de atrito).

Figura 8.5 Recuo de canhio.

A conservacdo do momento, como a conservacdo da energia, € um dos principios
fundamentais da fisica, que se estende a situagoes muito mais gerais do que as consideradas
até aqui. Ambos permanecem validos, inclusive, na mecénica quantica.
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(b) O movimento do CM

Os resultados obtidos acima sobre o movimento do CM de um sistema de particulas, que
0 caracterizam como ponto representativo do movimento do sistema como um todo, tém
grande importancia na justificagdo da consisténcia do tratamento dado anteriormente.

O fato de que 0 “movimento interno” é independente do movimento do CM permite-nos
ignorar a estrutura interna do sistema e tratd-lo como particula unica, por mais complicado
que seja 0 movimento relativo ao CM. Um exemplo cldssico, analogo ao da pg. 150, é a explosio
de uma granada lan¢ada no ar, antes de atingir o solo: 0 CM dos fragmentos (que nao precisa
coincidir com a posi¢ao ocupada por nenhum deles) continua descrevendo uma trajetoria
parabolica, porque a explosao representa o efeito puramente de forgas internas. A energia
mecénica ndo se conserva: sofre um aumento, devido a conversdo da energia quimica
armazenada em energia mecénica, mas a resultante das forcas externas e o movimento do
CM nao se alteram.

Se observarmos uma estrela dupla num telescépio cuja resolu¢io néo é suficiente para
separar as duas estrelas que compdem o par, os resultados serdao compativeis com a
interpretacdo em termos de uma particula inica. Aumentando a resolug¢io, perceberemos os
movimentos internos, mas eles nao afetam a descrig¢édo anterior, que continua se aplicando ao
CM. O mesmo valeria para um aglomerado de estrelas.

E gracas a este resultado, expresso pela (8.2.8) ou (8.3.1), que podemos tratar corpos
macroscépicos como particulas, mesmo quando suas dimensdes nio sdo despreziveis no
contexto considerado, como foi feito em varios exemplos discutidos anteriormente.

As leis da mecéanica classica tém a propriedade de nao definirem nenhuma “escala de
tamanho” absoluta. Se imaginarmos que um corpo é composto de um nimero arbitrario de
particulas de tamanho menor, as (8.2.8) ou (8.3.1) mostram que esse corpo como um todo,
tratado por sua vez como uma particula, obedece s mesmas leis de movimento que cada
uma das particulas que o constituem. Esta “invariancia de escala” mostra que os conceitos de
“grande” e “pequeno” sdo puramente relativos na mecanica cldssica. Conforme foi observado
por Dirac, a introducao da mecénica quantica levou de certa forma a dar um sentido mais
absoluto a esses conceitos, pois permitiu introduzir as dimensées do 4tomo, dando assim um
sentido bem definido a distin¢do entre “escala macroscopica” e “escala microscdpica”.

Embora a separagao entre movimento do CM e movimento relativo ao CM (interno)
tenha grande importancia e utilidade, é preciso ter cuidado ao tratar o movimento relativo ao
CM. Se F®9 = 0, 0 CM est4 em repouso ou em movimento retilineo e uniforme com respeito
a um sistema inercial, de forma que um referencial ligado ao CM é também inercial. Entretanto,
isto ndo é mais verdade quando F® % 0 (como no exemplo da pg. 150): neste caso, se
adotassemos um referencial ligado ao CM para descrever o movimento interno, teriamos de
levar em conta os efeitos que aparecem em referenciais nao-inerciais e que vamos discutir
posteriormente (Cap.13).

8.4 — Determinacao do centro de massa

A determinacdo do CM de um sistema é grandemente facilitada pelo resultado que
discutiremos a seguir.

Suponhamos que um sistema de N particulas seja subdividido em duas partes: [ (com N,
particulas) e Il (com Ny particulas); temos entdo N = N, + Ny.. A (8.2.11) da

N N, Ny
MRZ(MI+M”)R=Zm,-I‘i =zmjl‘1 +2mkl‘k (8.4.1)
i=1 j=1 k=1
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onde a primeira soma é estendida as particulas do subsistema I (massa total M)) e a segunda
as do subsistema II (massa total Mp). Por outro lado, se R; é 0 CM do subsistemal e Ryo CM
do subsistema II, temos

N, Ny
MIRI =zmjl‘j, M"R” =kar‘k . (8_4.2)
j=1 k=1
de forma que a (8.4. 1) da
R= MR, + MRy (8.4.3)
M;+My

Logo, podemos substituir o subsistema I pela sua massa M, concentrada em R;, o
subsistema II pela sua massa M, concentrada em Ry, e calcular depois o CM deste sistema de
duas particulas equivalente. Como cada subsistema pode por sua vez ser subdividido em
outros, o resultado se aplica a subdivisdo de um dado sistema em um numero qualquer de
subsistemas: na determinag¢do do CM de um sistema, qualquer parte dele pode ser substituida
por uma particula de massa igual & dessa parte, colocada no CM da parte considerada.

Exemplo: Vamos determinar o CM de um sistema de trés particulas de mesma massa m nao-
alinhadas. i

As particulas ocupam vértices de um tridngulo
P, P, P. Podemos substituir o par (P, P,) por uma
particula de massa 2m no centro O do lado P4 P, (Fig.
8.6). O CM desta massa 2m em O e da massa m restan-
te em P; estd sobre o segmento P;0, a uma distan-
cia /3 de O, onde ! = P30 (veja o ex. no final da pag.
151).

Note que P;0 é a mediana relativa ao lado Py P..
O CM também tem de estar sobre as medianas i ; ;
relativas aos outros dois lados (por que?). Logo, ele é- 5 ‘ LS
o ponto de interseccdo das trés medianas, que estd  Figura8.6 CM de 3 particulas de mesma
situado nos 2/3 de cada uma a partir do vértice  massa. ‘
correspondente, o que concorda com um teorema de
geometria bem conhecido.

Ami, AVi

Distribuicdo continua de matéria: Podemos pensar
numa distribuicdo continua de matéria como caso
limite de um sistema de particulas, decompondo-a
primeiro em um numero finito de por¢odes, tais que a
porgdo i tem volume AV; e massa Am; (Fig. 8.7). Para
AV; suficientemente pequeno, podemos representar
esse volume por uma "particula equivalente” de vetor
de posicdo r; e o vetor de posicdo do CM é dado por

Figura 8.7 Elemento de volume.

(8.4.4)

Passando ao limite em que o niimero de subdivisoes cresce indefinidamente e cada Am;
-0, vem
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R= J rdm (8.4.9)
Jdm

onde as integrais sdo estendidas a toda a distribui¢do (] dm = M, a massa total). A (8.4.5)
também se escreve

I Rdm = j rdm {jr'dm -0 (8.4.6)

onde r' =r - R é o vetor de posicao do elemento de
massa dm situado no ponto r em relacdo ao CM (Fig.
8.8). A (8.4.6) € a generalizacdo da(8.2.11) a uma distri-
buigéo continua de massa.

"Se AV; é um pequeno volume em torno do ponto
r e Am; a massa correspondente,

Figura 8.8 CM de distribuicdo continua
de massa. i
AV; =0

Am; ) dm
—L [=——=p(r) (8.4.7)
AV, ] av P

¢ a densidade do corpo no ponto r. Vamo-nos limitar em geral a corpos homogéneos, ou seja,
de densidade p = constante. Neste caso, a massa de um volume qualquer do corpo é diretamente
proporcional a esse volume.

Um caso particular é uma placa de espessura constante e delgada, que podemos tratar
praticamente como uma distribuicdo superficial de massa, em que (para uma placa homogénea)
a massa de uma por¢do qualquer da placa é diretamente proporcional & sua drea. Podemos
também considerar um fio de secgdo transversal constante e pequena como uma distribuigdo
linear de massa: a massa de uma por¢do de um fio homogéneo é proporcional ao seu
comprimento.

Elementos de simetria: Se uma distribuicao homogénea de massa tem um centro de simetria,
ele é também o CM da distribuicdo. Com efeito, pela defini¢do de centro de simetria, para
cada elemento de massa da distribui¢ao existe outro da mesma massa, simétrico em relagao
ao centro. Logo, se r’ é o vetor de posi¢&o de um elemento de massa dm em relacéo ao centro
de simetria, existe outro de mesma massa e vetor de posicdo - r’, o que leva ao cancelamento
da integral (8.4.6), propriedade caracteristica do CM.

Exemplos: O CM de um segmento de reta (fio) homogéneo é o seu ponto médio; para um anel
circular, € o centro do anel (este é mais um exemplo de que 0 CM de um corpo nao precisa ser
um ponto desse corpo).

O CM de uma placa retangular ou circular homogénea é o centro da placa. O CM de um
paralelepipedo retangulo ou esfera homogénea é o centro.

Mas geralmente, se uma distribuicdo de massa tem qualquer elemento de simetria, como
um eixo ou plano de simetria, 0 CM estd situado sobre esse elemento. Note que néo ¢ a figura
geométrica que corresponde ao corpo que precisa ser simétrica, e sim a distribui¢do das massas:
para cada por¢do de massa, tem de haver outra idéntica e simetricamente situada.

Exemplo 1: Placa triangular: O CM de uma placa triangular homogénea tem de estar sobre a
mediana CM, relativa ao lado AB (Fig. 8.9). Com efeito, essa mediana é um eixo de simetria da
distribuicdo de massa (embora ndo seja um eixo de simetria do tridngulo como figura
geométrica!). Para ver isso, basta imaginar o tridngulo subdividido em um niimero muito
grande de fitas paralelas a base AB: a mediana CM, divide ao meio a massa de cada fita, de
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modo que é um eixo de simetria da distribuicdo.

C
Analogamente, 0 CM tem de estar sobre as outras /A
duas medianas BM, e AM;, de modo que é o ponto de .“é
interseccdo das medianas, situado nos 2/3 de cada ——\
uma delas (cf. pg. 157). My e\
Exemplo 2: Placa trapezoidal: O CM de um trapézio - —f.‘%—\\
ABCD tem de estar sobre o segmento M; M, que une Y A a— =
os pontos médios das bases do trapézio (Fig. 8.10), AL 7, SB

porque ele & um eixo de simetria da distribui¢ao. Por
outro lado, se C; é o CM do tridngulo ABD (situado
aos 2/3 de DM,), e C, é do o CM tridngulo BCD (situado
aos 2/3 de BM,), o CM do trapézio tem de estar sobre
o segmento C; C, (por que?). O CM ¢é portanto a
interseccao de C; C, com My Ms.

Figura 8.10 CM de placa trapezoidal.

8.5 — Massa variavel

Os resultados da pag. 156 parecem implicar que o deslocamento de um corpo sé é possivel
se existem forgas externas capazes de impulsiona-lo Assim, somos capazes de caminhar porque
empurramos o solo para tras e o atrito com o solo nos impele para a frente; o atrito com a
estrada impele o automével; o atrito com os trilhos impulsiona o trem, etc... Entretanto, existe
outro método de propulsdo de grande importancia pratica, exemplificado pelo recuo do canhio
mencionado a pg. 155: mesmo na auséncia de atrito com o solo, o canhao se deslocaria para
tras ao disparar a bala. Isto é possivel porque a massa inicial (canhao + bala) diminui apés o
disparo, e s6 consideramos o deslocamento do canhdo (0 CM do sistema canhio + bala
permanece em repouso). Assim, se a massa de um corpo é variavel, ele pode ser impulsionado
sob a acdo puramente de forcas internas. E o que acontece com um balio que sobe descartando
lastro.

Suponhamos que, num instante t, um astro- T
nauta estivesse flutuando no espaco, longe da acao
de qualquer campo gravitacional (F®V = 0). Ele 5m v
se estaria deslocando com movimento retilineo
uniforme de velocidade v em relacdo a um refe- A 1L
rencial inercial (Fig. 8.11) Oxyz. O astronauta :
segura um revolver, e no instante t dispara uma o~ i Instante ¢ + A
bala de massa dm. Se a massa do astronauta + |z 5
revolver (vazio) € m, a massa inicial do sistema ¢ <Y 5m ; VAV,
M(t)=m+38m 8.5.1) T m

Seja -v, a velocidade em que a bala escapa P

em relagdo ao revolver. A velocidade v, da bala  Figura8.11 Principio do foguete.
em relacao ao referencial inercial se obtém apli-
cando a (3.9.2), onde v, = v e Vi = —V,, 0 que da

Vo =Vi+Vp=V-V, (8.5.2)
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Num instante t + At apds o disparo, a massa do astronauta + revélver é
M(t+At)=m (8.5.3)
e sua velocidade é
vit+At)=v+Av (8.5.4)

Na Fig. 8.11, todas as velocidades foram tomadas como colineares, e os sinais nas
definicdes acima sdo tais que v, dm, v, e Av seriam todos positivos.

Como FVU = 0 por hipétese, 0 momento total do sistema, P, se conserva. Temos
P(t)=(m+dm)v (8.5.5)
P(t + At) = m(v+Av)+dm(v -v,) (8.5.6)

de forma que a conservagao do momento implica

0=AP=P(t + At)- P(t) = mAv - dmv, 8.5.7
o que da
Av= dm Ve (8.5.8)
m

Pelas (8.5.1) e (8.5.3), a variacdo de massa do sistema cuja velocidade variou de Av é
m(t + At)— m(t) = Arh = -8m (8.5.9)

ou seja, € negativa (o sistema do astronauta perdeu a massa da bala). A (8.5.8) pode entdo ser
reescrita:

Av=-2my 8.5.10)
, m

Num referencial ligado ao astronauta no instante t, a (8.5. 10) corresponde exatamente a
{8.3.3): Av é a "velocidade de recuo", como no caso do canhao (pg. 155).

A velocidade de ejecao da bala em relacdo ao revolver, v,, € uma caracteristica do revélver
(carga de pdlvora). Assim, se o astronauta disparasse mais uma bala no instante t + At, a
velocidade da bala em relagio ao revélver continuaria sendo -v,, embora sua velocidade em
relacao ao referencial inercial, em lugar da (8.5.2), passasse a ser v+ Av ~ v,.

Suponhamos agora que o astronauta substitua o revélver por uma pistola de jato, que
ejete material (dgua ou um gds) continuamente. Neste caso, a massa do astronauta (nela
compreendida a da pistola) variaria continuamente com o tempo, e poderiamos chamar de
m(t) a massa no instante t. Supomos que a velocidade de ejecdo - v, em relacdo a pistola é uma
caracteristica da mesma, que permanece constante.

A (8.5.10), que se aplica a variacao de velocidade Av do astronauta durante um intervalo
de tempo Af, permite chegar a equacdo de movimento do astronauta:

Av_ Am

Xt—_—A—tve (8.5.11)
Passando ao limite em que At — 0, obtemos finalmente
dv dm dm
mE:ma:“—&'t—Vez—a't—Vre] (8512)

onde lembramos que - v, = v, € a velocidade relativa do jato de material em relacdo a pistola.
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A taxa de variacdo da massa com o tempo dm/dt (< 0) é um dado do problema. Se, por
exemplo, dm/dt é constante durante um certo periodo e v, também é constante, 0 2° membro
da (8.5.12) equivale (no sentido de F = ma) a uma forga constante exercida sobre o astronauta.
Esta "forca" chama-se o empuxo devido a ejecao de massa.

Entretanto, como m = m(f) é variavel na (8.5.12), 0 2° membro ndo corresponde a taxa de
variacdo temporal do momento do astronauta. Com efeito, como p(f) = m(f) v(t) é a expressao
do momento, temos

IR 8.5.13)
dat dt dat dt
usando a regra de calculo da derivada de um produto de fungdes. Logo, a (8.5.12) leva a
dp dm dm
L= (Vv-Vv. )="—(V+V 8.5.14
dt dt . e) dt ( rel) ( )

onde a expressio entre parénteses, pela (8.5.2), representa a velocidade da massa ejetada em
relacdo ao referencial inercial adotado. Neste referencial, o 2° membro da (8.5.14) também
equivale a uma forga, no sentido de F = dp/dt.

Se, além das forcas internas ja consideradas, existem também forgas externas FY agindo
sobre o sistema de massa variavel, basta acrescentd-las as (8.5.12) e (8.5.14):

dv dm
m-—=-—
dt dt
dp _dm
dt dt

Viel T F(ext)
(8.5.15)

(V+ Vi) + Flexd

Embora deduzida no caso particular do astronauta, a equagao de movimento de um
sistema de massa variavel, em qualquer das duas formas (8.5.15), se aplica a situa¢cdes bem
mais gerais. Nestas expressoes, v, sempre representa a velocidade, relativa ao sistema de
massa variavel, dos elementos de massa dm dele removidos (ou a ele acrescentados, num
caso em que a massa esteja crescendo).

8.6 — Aplicacao ao movimento de um foguete

As equacbes de movimento acima se aplicam ao movimento de um foguete: m(f) representa
a massa total do foguete (incluindo o combustivel) no instante t, v, = - v, a velocidade de
ejecdo dos gases em relagcdo ao foguete, que é constante para um dado tipo de combustivel.

Vamos considerar apenas o movimento do foguete na regidao bem acima da atmosfera,
onde a resisténcia do ar é desprezivel, admitindo também que as forcas gravitacionais sdo
despreziveis, de modo que

F(ext) =0 (86.1)

Suponhamos que o foguete comega a queimar combustivel quando sua velocidade é v; e

a massa m; {valores iniciais), e queima até atingir uma massa final my. Qual é a velocidade
final v, correspondente?

Para obter o resultado, basta conhecer a taxa de varia¢cdo da velocidade com a massa
instantanea, que é dada pela (8.5.12):

dv=-31y (8.6.2)
m
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Como v, € constante durante o periodo de ignigdo, obtemos, integrando ambos 0s
membros entre os valores inicial e final,

\7 m; my
dm
j dv=v;-v;=-v, I o -Velnm| =v.(Inm;-Inm;) (8.6.3)
v; m; o
ou seja, finalmente,
mA
Vi=V; =V, ln[m—;] (8.6.4)

Como m; > my, o logaritmo (In indica o logaritmo natural ou neperiano) é positivo, ou
seja, a varia¢do de velocidade devida a ignicdo tem a direcdo e sentido de v, (opostos a
velocidade de ejecdo dos gases), correspondendo ao recuo.

Suponhamos, para simplificar, que v; é paralelo a v,, o que, pela (8.6.4), implica que o
mesmo vale para v, (subida vertical do foguete, por exemplo). A (8.6.4) dd entdo

V-V, m; m; v,
{5 Zi o lvsmvaive (8.6.5)
1 mf mf

e

onde e =~ 2,71828 é a base do sistema de logaritmos naturais.

A diferenca m; - my representa a massa de combustivel queimado, e m; é a "massa util"
apos a igni¢do; o quociente m;/my da massa total inicial pela massa ttil final chama-se "rela¢do
de massas”, e a (8.6.5) mostra que essa relacdo cresce exponencialmente 4 medida que se
procura aumentar a velocidade final atingida, ou seja, quanto maior vy, menor a carga util my
que atinge esta velocidade final.

Assim, para obter um incremento de velocidade igual a velocidade de escape dos ga-
ses, Vs - V; = V,, a (8.6.5) mostra que a relagao de massas é igual a e = 2,72, ou seja, a carga titil
é ~1/3 da total. Para v;-v;=2 v,, arelagdo é de €®~7,4, e para Vy-vi=3V, elaédee’~20,
ou seja, neste ultimo caso, apenas 1/20 da massa do foguete apresenta carga qtil.

Na pratica, procura-se obter um compromisso entre os objetivos de maximizar a
velocidade atingida e a carga ttil. E muito dificil construir uma estrutura capaz de armazenar
as imensas quantidades de combustivel necessdrias e resistir aos impactos da aceleracdo da
partida para valores da relacdo de massas superiores a ~10, de modo que usualmente esta
relacdo corresponde a vy - v; ~ 2v,.

Os combustiveis mais empregados sdo o querosene (com oxigénio liquido como agente
oxidante), que dé v, = 2,7 km/s = 10.000 km/h, e o hidrogénio liquido (com oxigénio liquido),
que dé v, = 3,2 km/s = 13.000 km/h. Estes valores de v, correspondem a combustao na atmosfera;
para combustao no espaco (em alto vicuo), atingem-se valores de v, de 10% a 20% maiores,
aproximadamente.

Para chegar até a Lua, é necessdrio atingir uma velocidade muito proxima da velocidade
de escape (7.5.30), que € mais de 3 vezes maior que o valor maximo de v, alcangdvel com os
combustiveis acima. Logo, isto néo teria sido praticavel com um foguete de um sé estagio.

A vantagem de construir um foguete de vdrios estdgios € que isto permite, na passagem
de um estdgio ao seguinte, descartar a carcaga do estagio anterior, que constitui um peso
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morto consideravel (tanques de combustivel e motores), partindo de uma nova massa inicial
bem menor e de uma nova velocidade inicial igual a velocidade final do estdgio anterior.

Assim, para um foguete de 2 estdgios, o ganho de velocidade no 1° estagio é, pela (8.6.4)

m.
Vyq—Vy=v,In —L1 8.6.6
f1 i1 e [mfi] ( )

onde my; € a massa total inicial e my a massa apés a queima do combustivel. Se my é a massa
da carcaca do 1° estagio, que é descartada, a massa inicial do 2?° estagio é

miz = mf1 - mO (8.6.7)
e sua velocidade inicial é v;, = vy, de modo que
m:.
Vip =V =V in —£ (8.6.8)
mfz
onde my,, € a massa final do 2° estagio.

O ganho total de velocidade nos dois estagios € obtido somando membro a membro as
(8.6.7) e (8.6.8)

Vi = Vi =V, 1n[ﬂ : ﬂ} (8.6.9)

Se a massa my nao tivesse sido descartada, teriamos, pela (8.6.7), para o argumento do
In, em lugar da (8.6.9),

m,[mwmo]:_mi. My __ My (8.6.10)

Mgy \Mpp+my | My (Mp+mg) mg+mg

o mesmo resultado que se obteria num foguete de um sé estagio de mesmas massas inicial e
final. Comparando as (8.6.9) e (8.6.10), vemos que a vantagem de ter dois estagios resulta de
ser

mjp > my, + My
mgp Mg +mg

>1 (8.6.11)

e ela é aprecidvel, porque my representa uma fracdo aprecidvel da massa total.

A tabela a seguir da os valores de varias grandezas relevantes para o sistema Saturno V-
Apolo empregado nas missoes lunares.
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Massa, Kg Massa de Massa Tempo de Empuxo
Componente combustivel total ignicao Funcéo
(vazio) {Kqg) {Kg) (s) (Kgf)
12 estagio 140.000 2.000.000 2.140.000 140 3.400.000 De 0 até
(querosene 8.000 Km/h
+ 0, liquido) a 65 Km
de altitude
2° estagio 36.000 420.000 456.000 370 450.000 De 8.000
(H, liquido a 24.000
+ O, liquido) Km/h a
180 Km de
altitude
32 estdgio 10.000 105.000 115.000 475 90.000 Injecdo em
(H, liquido orbita lunar
+ 0, liquido) a 40.000
Km/h.
Apolo 12.000 11.000 23.000 . 10.000 Missoes
{mddulo lu- (combustiveis lunares;
nar, médulo liquidos retorno
de comando e solidos) a Terra
e modulo de
Servico)

A massa total do sistema é de ~ 2.700.000 kg; o foguete tem 120 m de altura e 5 m de raio.

E instrutivo verificar a consisténcia da tabela acima com as férmulas obtidas (faca isso!).
Os valores de dm/dt podem ser calculados dividindo a massa de combustivel de cada estagio
pelo tempo de ignicdo correspondente. O empuxo (dm/dt) v, (cf. (8.5.12)) se obtém levando
em conta os valores de v, dados a pg. 162 para os diferentes combustiveis, bem como a
variacio de v, conforme a altitude em que a combustao ocorre, também ja mencionada.

A velocidade final atingida pelo 1° estdgio € muito inferior a que resultaria da (8.6.8). Isto
se deve, naturalmente, ao fato de que na {8.6.8) nao foram levados em conta for¢as externas
(cf. (8.6.1)), e a resisténcia do ar, bem como a forca-peso gravitacional, reduzem
consideravelmente a velocidade atingida antes que o foguete alcance altitudes maiores.

PROBLEMAS DO CAPITULO 8

1. Dais veiculos espaciais em 6rbita estdo acoplados. A massa e um deles é de 1.000 kg e a
do outro 2.000 kg. Para separa-los, é detonada entre os dois uma pequena carga explosiva,
que comunica uma energia cinética total de 3.000 J ao conjunto dos dois veiculos, em
relacdo ao centro de massa do sistema. A separacdo ocorre segundo a linha que une os
centros de massa dos dois veiculos. Com que velocidade relativa ele se separam um do
outro?

2. Um atirador, com um rifle de 2 kg apoiado ao ombro, dispara uma bala de 15 g, cuja
velocidade na boca da arma (extremidade do cano) é de 800 m/s. (a) Com que velocidade
inicial a arma recua? (b) Que impulso transmite ao ombro do atirador? (c) Se o recuo é
absorvido pelo ombro em 0,05 s, qual é a for¢a média exercida sobre ele, em N e em kgf?
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Um canhio montado sobre uma carreta, apontado numa diregao que forma um angulo
de 30° com a horizontal, atira uma bala de 50 kg, cuja velocidade na boca do canhéo é de
300 m/s. A massa total do canhdo e da carreta é de 5 toneladas. (a) Calcule a velocidade
inicial de recuo da carreta. (b) Se o coeficiente de atrito cinético € 0,7, de que distancia a
carreta recua?

Uma patinadora e um patinador estdo-se aproximando um do outro, deslizando com
atrito desprezivel sobre uma pista de gelo, com velocidades de mesma magnitude, igual
a 0,5 m/s. Ela tem 50 kg, carrega uma bola de 1 kg e patina numa direcéo 10° a leste da
direcio norte. Ele tem 51 kg, dirige-se para 10° a oeste da diregao norte. Antes de colidirem,
ela langa a bola para ele, que a apanha. Em conseqiiéncia, passam a afastar-se um do
outro. Ela se move agora com velocidade de 0,51 m/s, numa dire¢éo 10° a oeste da diregéo
norte. (a) Em que direcdo se move o patinador depois de apanhar a bola? (b) Com que
velocidade? (c) Qual foi o momento transferido da patinadora para o patinador? (d) Com
que velocidade e em que direcdo a bola foi lancada? [Note que a deflexio das trajetdrias
produzida pela troca da bola é andloga ao efeito de uma forca repulsiva entre os dois
patinadores. Na fisica das particulas elementares, a interacdo entre duas particulas é
interpretada em termos de troca de uma terceira particula entre elas].

Um remador de 75 kg, sentado na popa de uma canoa de 150 kg e 3 m de comprimento,
conseguiu traze-la para uma posi¢ao em que est parada perpendicularmente a margem
de um lago, que nesse ponto forma uni barranco, com a proa encostada numa estaca
onde o remador quer amarrar a canoa. Ele se levanta e caminha até a proa, o que leva a
canoa a afastar-se da margem. Chegando a proa, ele consegue, esticando o brago, alcancar
até uma distancia de 80 cm da proa. Conseguird agarrar a estaca? Caso contrario, quanto
falta? Considere o centro de massa da canoa como localizado em seu ponto médio e
despreze a resisténcia da dgua.

No fundo de uma mina abandonada, o vildo, levando a mocinha como refém, € perseguido
pelo mocinho. O vildo, de 70 kg, leva a mocinha, de 50 kg, dentro de um carrinho de
minério de 540 kg, que corre com atrito desprezivel sobre um trilho horizontal, a velocidade
de 10 m/s. O mocinho, de 60 kg, vem logo atrds, num carrinho idéntico, 8 mesma
velocidade. Para salvar a mocinha, o mocinho pula de um carrinho para o outro, com
uma velocidade de 6 m/s em relagdo ao carrinho que deixa para tras. Calcule a velocidade
de cada um dos carrinhos depois que 0 mocinho ja atingiu o carrinho da frente.

Um gafanhoto, pousado na beirada superior de uma folha de papel que estd boiando
sobre a 4gua de um tanque, salta, com velocidade inicial de 4 m/s, em direcao a beirada
inferior da folha, no sentido do comprimento. As massas do gafanhoto e da folha sao de
1g e de 4g, respectivamente, e o comprimento da folha € de 30 cm. Em que dominio de
valores pode estar compreendido o dngulo 8 entre a direcao do salto e a sua projecao
sobre a horizontal para que o gafanhoto volte a cair sobre a folha?

Um rojdo, langado segundo um angulo de 45°, explode em dois fragmentos ao atingir
sua altura maxima, de 25 m; os fragmentos sao langados horizontalmente. Um deles, de
massa igual a 100 g, cai no mesmo plano vertical da trajetoria inicial, a 90 m de distancia
do ponto de langamento. O outro fragmento tem massa igual a 50 g. {a) A que distancia
do ponto de lancamento cai o fragmento mais leve? (b) Quais séo as velocidades
comunicadas aos dois fragmentos em conseqiiéncia da explosdo? (c) Qual é a energia
mecanica liberada pela explosao?

Uma mina explode em trés fragmentos, de 100 g cada um, que se deslocam num plano
horizontal: um deles para oeste e os outros dois em dire¢des 60° ao norte e 30° ao sul da
direcéo leste, respectivamente. A energia cinética total liberada pela explosao é de 4.000
J. Ache as velocidades iniciais dos trés fragmentos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Uma barra cilindrica homogénea de 3 m de

z
comprimento é dobrada duas vezes em angulo b
. A~ ," l
reto, a intervalos de 1 m de modo a formar trés A |
arestas consecutivas de um cubo (Fig.). Ache as F —— :
coordenadas do centro de massa da barra, no ; ! :
sistema de coordenadas da figura. : : Im |
o i
‘1m/ e
:‘ I'm
X

(a) Ache as coordenadas do CM (centro de mas- -
sa) da placa homogénea OABCD indicada na ib
figura, dividindo-a em trés tridngulos iguais. (b) N N
Mostre que se obtém o mesmo resultado cal-

culando o CM do sistema formado pelo quadra- i 0N C

do OABD e pelo tridngulo BCD que dele foi ’ ;

removido, atribuindo massa negativa ao ;

tridngulo. : 12 o
) ! 1

Calcule as coordenadas do CM da placa homo- Fom

génea indicada na figura, um circulo de 1,0 m de )

raio do qual foi removido um circulo de 0,5 m de

raio, com uma separacio de 0,25 m entre os /(a 0.5

centros O e O” dos dois circulos. \ 03/1 i

N~

Num langamento do foguete Saturno V (veja tabela da pg. 164) sdo queimadas 2.100
toneladas de combustivel em 2,5 min, gerando um empuxo de 3,4 x 10’ N. A massa total
do foguete com sua carga € de 2.800 toneladas. (a) Calcule a velocidade de escape do
combustivel empregado. (b) Calcule a aceleragio inicial do foguete na rampa de
langamento.

Utilizando os dados da tabela da pg. 164, calcule, para o 3° estagio do sistema Saturno V
- Apolo: (a) a velocidade de escape dos gases de combustéo; (b) o incremento de velocidade
produzido por este estdgio, na auséncia de for¢as externas. A diferenca entre o resultado
e os valores da tabela pode ser atribuida a essas forgas (gravidade e resisténcia atmosférica
residuais).

Um avido a jato viaja a 900 km/h. Em cada segundo, penetram nos jatos 150 m® de ar que,
apds a combustdo, sdo ejetados com uma velocidade de 600 m/s em relacdo ao aviio.
Tome a densidade do ar como 1,3 kg/m?®. (a) Calcule 0 empuxo exercido sobre o aviio em
N e em kgf. (b) Calcule a poténcia dos jatos, em W e em hp.

Uma corrente de massa igual a 750 g e 1,5m de comprimento esta jogada no chdo. Uma
pessoa segura-a por uma das pontas e suspende-a verticalmente, com velocidade
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17.

18.

19.

20.

constante de 0,5 m/s. (a) Calcule a razao entre a forca exercida pela pessoa no instante
final, em que esta terminando de tirar a corrente do chao, e a forga que teve de exercer
no instante inicial. (b) Qual é o trabalho realizado?

Um encantador de serpentes, tocando sua flauta, faz uma serpente de comprimento I e
massa m, inicialmente enrodilhada no chao, elevar gradualmente a cabeca até uma altura
h <1do chdo. Supondo a massa da serpente uniformemente distribuida pelo seu corpo,
quanto trabalho foi realizado pela serpente?

Uma goticula de 4gua comeca a formar-se e vai-se avolumando na atmosfera em torno
de um nucleo de condensacio, que é uma particula de poeira, de raio desprezivel. A gota
cai através da atmosfera, que supomos saturada de vapor de dgua, e vai aumentando de
volume continuamente pela condensacao, que faz crescer a massa proporcionalmente a
superficie da gota. A taxa A de crescimento da massa por unidade de tempo e de superficie
da gota é constante. (a) Mostre que o raio r da gota cresce linearmente com o tempo. (b)
Mostre que a aceleracao da gota, decorrido um tempo t desde o instante em que ela
comecou a se formar, é dada por

dv 1%

- _g-3—

a9
onde v € a velocidade da gota no instante { (desprezando o efeito da resisténcia do ar). (c)
Mostre que esta equacado pode ser resolvida tomando v = at, e determine a constante a.

Que tipo de movimento resulta para a gota?

Um caminhdo-tanque cheio de dgua, de massa total M, utilizado para limpar ruas com
um jato de dgua, trafega por uma via horizontal, com coeficiente de atrito cinético p.. Ao
atingir uma velocidade v, 0 motorista coloca a marcha no ponto morto e liga o jato de
agua, que € enviada para trds com a velocidade v, relativa ao caminhdo, com uma vazao
de A litros por segundo. Ache a velocidade v(t) do caminhao depois de um tempo t.

Uma nave espacial cilindrica, de massa M e comprimento L, estd flutuando no espaco
sideral. Seu centro de massa, que podemos tomar como o seu ponto médio, é adotado
como origem O das coordenadas, com Ox ao longo do eixo do cilindro. (a) No instante ¢
=0, um astronauta dispara uma bala de revélver de massa m e velocidade v ao longo do
eixo, da parede esquerda até a parede direita, onde fica encravada . Calcule a velocidade
V de recuo da nave espacial. Suponha que m << M, de modo que M £ m = M. (b) Calcule
o recuo total AX da nave, depois que a bala atingiu a parede direita. Exprima-o em fungédo
do momento p transportado pela bala, eliminando da expressao a massa m. (c) Calcule o
deslocamento Ax do centro de massa do sistema devido a transferéncia da massa m da
extremidade esquerda para a extremidade direita da nave. (d) Mostre que AX + Ax=0, e
explique por que este resultado tinha necessariamente de ser valido.

(e) Suponha agora que o astronauta, em lugar de um revolver, dispara um canhdo de
luz laser. O pulso de radiacdo laser, de energia E, é absorvido na parede direita,
convertendo-se em outras formas de energia (térmica, por exemplo). Sabe-se que a
radiacdo eletromagnética, além de transportar energia E, também transporta
momento p, relacionado com E por: p = E/c, onde ¢ é a velocidade da luz. Exprima a
resposta do item (b) em termos de E e ¢, em lugar de p.

() Utilizando os itens (c) e (d), conclua que a qualquer forma de energia E deve estar
associada uma massa inercial m, relacionada com E por E = mc®. Um argumento
essencialmente idéntico a este, para ilustrar a inércia da energia, foi formulado por
Einstein (veja Fisica Bdsica, vol. 4).
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9.1 — Introducao

Uma coliséo entre duas particulas € um processo em que uma é lan¢ada contra a outra,
podendo trocar energia e momento em conseqiiéncia de sua interagdo. As “particulas” podem
ser corpos macroscopicos ou pertencer a escala atbmica ou subatomica. O resultado da colisio
pode ser extremamente variado. Podem emergir as mesmas duas particulas, caso em que o
processo € chamado de espalhamento. Por outro lado, pode emergir um sistema muito
diferente: uma s6 particula (como no exemplo da experiéncia 3, pg. 75), duas particulas
diferentes das iniciais (reagdes quimicas, reagdes nucleares) ou mais de duas particulas
(fragmentacdo, colisoes de alta energia entre “particulas elementares”).

Estudando os pardmetros que caracterizam os produtos da colisdo e sua dependéncia
dos pardmetros caracteristicos (tais como energia e momento) das particulas incidentes, obtém-
se informagdes importantes sobre a natureza das interagdes entre as particulas, interacdes
estas responsaveis pelo préprio processo de colisio. Quase tudo que sabemos sobre as
interagdes entre particulas subatdémicas resultou do estudo de processos de colisdo entre
elas. Experimentalmente, prepara-se um feixe de particulas num acelerador e com elas se
bombardeia um “alvo” que contém o outro parceiro na colisao, estudando-se os produtos da
colisao com o auxilio de detetores. Recentemente, também foram desenvolvidas novas técnicas
que permitem langar um feixe de particulas aceleradas contra outro feixe. O estudo das colisdes
tornou-se hoje em dia um dos campos centrais de atividade em toda a fisica.

Além de ser praticamente o Unico método de investigacdo experimental disponivel das
interagoes entre particulas subatomicas, o tratamento tedrico dessas interacdes também é
formulado atualmente, em grande parte, em termos de colisdes.

O que caracteriza um processo de colisdo? O
ponto de partida ¢ uma configuragdo inicial (Fig. 9.1,

.% ou seja, “antes da colisdo” em que as duas particulas
Regizo ginda n~éo entraram em coliséro, ou seja, em que a
de : interacao entre elas € desprezivel. Por conseguinte,

L\ interagio elas se movem como particulas livres, com movimento
= . e retilineo uniforme, sendo caracterizadas pelas suas

P massas 1y e m, € momentos iniciais py; € py;, respec-
Conﬁgura¢50 inicial tivamente (OU velocidades V= p“/m“ eVy = pz,'/mgi).

Figura 9.1 Configuracao inicial de uma Est_a' impligita nessa descrigéo aidéia de que as forcas
colisio. de interacdo entre as particulas decrescem com sufi-
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ciente rapidez, quando aumenta a distancia entre elas,
para que a interacdo seja desprezivel na configuracdo -
inicial, mesmo que para isso esta configuracao tenha S
de ser extrapolada a distancias muito grandes (“infi- ‘
nitas”). O processo de colisdo tem lugar numa etapa g :
intermedidria, quando as particulas penetram na "re- AT

gido de interacao” (Fig. 9.2). ‘

Na configuragéo final (Fig. 9.3), ou seja, "depois Processo de colisiio

da colisdo", as particulas resultantes ja se afastaram
suficientemente da regido de colisdao para que sua Figura9.2 Etapa intermedidria.
interagdo seja novamente desprezivel, movendo-se co-
mo particulas livres, caracterizadas por suas massas

e momentos finais. O problema fundamental da teoria ' "y
das colis6es consiste em obter a configuracao final a & sy
partir da configuragio inicial. Para isto, é necessério, P |

em principio, conhecer as for¢as de interagao entre [UPUREEEEEES

as particulas. Na pratica, se essas for¢as ndo sao bem N ’%4\
conhecidas, tem-se muitas vezes o problema inverso, iy
de obter informacdo sobre as interacdes a partir dos Configuragio final '

resultados da colisao.

Historicamente, o estudo dos processos de coli-
sdo foi proposto pela Royal Society de Londres em 1668, poucos anos ap6s a sua fundagdo.
Resultados importantes, tanto experimentais como teoricos, foram obtidos pouco depois por
John Wallis, Sir Christopher Wren e Christian Huygens.

Para fixar idéias, podemos pensar em processos de colisdo em que as interacdes sdo
devidas a for¢as de contato (como nos exemplos da pg. 74), mas isto nao é de forma alguma
necessario (as deflexdes podem ser produzidas por forgas elétricas ou gravitacionais, por
exemplo). Conforme vamos ver, muitos resultados podem ser obtidos exclusivamente a partir
dos principios de conservacido de momento e energia, independentemente do conhecimento
das forgas de interacéo. E também por esta razio que tais resultados permanecem validos
para particulas atdbmicas ou subatomicas, as quais os principios de conservagao também se
aplicam. ’

Figura 9.3 Configuracao final da colisio.

9.2 — Impulso de uma forca

Ja vimos que as forcas de contato que atuam

durante uma colisio (de dois discos ou bolas de bilhar,
de uma raquete de ténis com a bola, de um bate-
estacas com a estaca) sdo forgas extremamente P P2

intensas, que atuam durante um intervalo de tempo | ... T T ...

extremamente curto, o “tempo de colisao”. O efeito

de uma tal for¢a impulsiva pode ser medido através

do impulso que produz. Para defini-lo, consideremos Py

o exemplo de uma colisdo frontal entre duas bolas de 1 2

bilhar (Fig. 9.4). As equacdes de movimento sdo

dpy dp,

——=Fp =-Fpqy=——= 9.2.1)
dr 12) 2(1) dt (

onde as forc¢as de contato Fy e Fp), que obedecem a 37 lei de Newton, atuam durante o

Figura 9.4 Colisao frontal.
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intervalo de tempo extremamente curto (t;, t;) = (t; = instante inicial; t; = instante final)
Integrando ambos os membros da (9.2.1) em relagdo ao tempo desde t; até t;, obtemos

dt

t; t;

L d Py ty t
I&dt = j dp1 = p1f - p“ = Ap1 = jF1(2)dt = —J. F2(1)dt = "Apz (9.2.2)
ti p1;

De forma geral, para uma forca F qualquer, a integral

Y t d pf
_[th =jd—':dt=jdp= P, -p;=Ap ©9.2.3)
i t; P;

chama-se impulso da for¢a F durante o intervalo de tempo (t; tJ). Vemos pela (9.2.3) que o
impulso de uma forga aplicada a uma particula durante (t; t;) é igual & variacdo do momento da
particula durante esse intervalo. Podemos comparar este resultado com a (7.2.8), onde o trabalho
(integral espacial da for¢a) aparece em lugar do impulso (integral temporal), e a variagio de
o energia cinética em lugar da variacdo de momento

A (cf. a observagdo a pg. 109 sobre as diferentes medidas
de uma forga).

Avariacdo temporal da magnitude caracteristica
' de uma forca impulsiva estd ilustrada na Fig. 9.5. Se
F(f) tem direc3o e sentido constantes, a drea debaixo
— P t dessa curva (drea hachurada) representa o impulso
0 fi f A A
- . : da forca. Como ja vimos a pg. 75, a (9.2.2) corresponde
Figura 9.5 Forca impulsiva. a conservagdo do momento na colisio:

Ap, = Ppy; - Py; = -Ap; =—(py; ‘Pzi)=>l P =Dy + Py =Pas + P2 = Py ] 9.2.9

onde P; € o momento inicial total e Py 0 momento final total. No caso considerado, ela decorre
imediatamente do fato de se tratar de um sistema isolado: as forgas responsaveis pela colisio
sdo forgas internas. Entretanto, o resultado ainda seria valido em boa aproximacio neste
caso, mesmo que levassemos em conta forgas ‘externas como a gravidade e o atrito,
simplesmente porque tais for¢as tém usualmente magnitude desprezivel em confronto com
as forgas de contato, extremamente intensas, desenvolvidas durante a colisdo de duas bolas
de bilhar.

Exemplo: Suponhamos que o bate-estacas da Fig. 6.7 tenha uma massa m = 1 ton (10° kg)
e sua altura inicial seja zy = 5 m. Qual o impulso transmitido a estaca pela sua queda?

A velocidade v com que a estaca é atingida é dada pela férmula de Torricelli:

{ v =429% }Vz«/2x10><5 m/s=10m/s

g=10m/s?

Logo, na (9.2.3), temos p; = mv, ps =0 (a colisdo com a estaca freia o bloco), o que d4 para
o impulso transmitido a estaca (igual e contrario ao que é perdido pelo bloco)

Ap=10% kgx10m/s=10* kg-m/s

Podemos estimar a dura¢do da colisdo como At =t,—t; ~ 102 s. Qual é a forca de contato
média F exercida pelo bloco sobre a estaca durante a colisdo? Temos
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_ _ 4
T T S
At 102

N=10°N
Como 1 kgf = 10 N, vemos que F =~ 10° kgf, ou seja, a forca de contato é equivalente ao
peso de uma massa de ~100 toneladas!

9.3 — Colisoes elasticas e inelasticas

A energia total do sistema sempre se conserva numa colisdo, como em qualquer processo
fisico, embora parte da energia mecanica possa converter-se em outras formas de energia,
como o calor. Entretanto, mesmo nas colisdes em que a energia mecanica se conserva {forcas
de interacéo conservativas), parte da energia cinética pode converter-se em energia potencial,
ou vice-versa.

No exemplo de dois discos ou bolas de bilhar que colidem frontalmente com velocidades
opostas (experiéncia 1, pg. 74), que acontece? Durante o tempo de coliséo, que é uma fragéo
de segundo, a energia cinética das particulas se converte em energia potencial eléstica associada
a deformacio da superficie de contato, como numa mola comprimida. Terminado esse periodo,
a energia potencial elastica acumulada volta a converter-se em energia cinética— como numa
mola comprimida que volta a se distender — separando os dois corpos. No caso limite ideal
da pg. 74, as particulas voltam a se afastar com velocidades opostas, de mesma magnitude
que as iniciais. Logo, a energia cinética final é igual a energia cinética inicial. Uma colisdo em
que isto acontece chama-se colisdo eldstica. Qualquer outra colisdo é uma colisdo ineldstica.
Note que, numa colisdo inelastica, a energia cinética final pode ser menor ou maior que a
inicial. Um exemplo em que é maior € a explosao de uma granada ao colidir com o solo. Neste
caso, energia quimica armazenada no explosivo se converte cm energia cinética dos
fragmentos.

A colisdo entre duas bolas de bilhar n&o é perfeitamente eldstica. Quando elas se chocam,
ouvimos um som: logo, parte da energia é convertida em vibrag¢oes, que dao origem a ondas
sonoras. Ha também um (ligeiro) aquecimento da superficie de contato, ou seja, conversao
parcial de energia mecénica em calor. Entretanto, a perda total de energia cinética é pequena
— tipicamente, da ordem de 3% ou 4%, e podemos desprezd-la com boa aproximacao, tratando
a colisdo como se fosse elastica.

9.4 — Colisoes elasticas unidimensionais

Consideremos duas particulas que se movem ao longo de uma reta e colidem elasticamente
{por exemplo, colisdes frontais entre dois discos ou bolas de bilhar). Sejam m, e m, as massas,
e vy € Vy; as velocidades iniciais antes da colisdo. A velocidade relativa deve satisfazer a condicao

Vi = Vg >0 (9.4.1)
para que haja colisdo; supomos que esta condi¢ao é satisfeita.

Supomos ainda, em todos os problemas de colisdo que vamos tratar, que as particulas
estdo sujeitas apenas as forgas internas de interacdo que atuam durante a colisao, de modo
que o momento total do sistema se conserva:

Py=pyi+ D =Dig+ Poy =P 9.4.2)

Como por hipétese a colisdo € elastica, a energia cinética total também se conserva. Convém
exprimi-la em termos dos momentos das particulas. Para isto, notamos que, ndo apenas no
caso unidimensional, mas de forma geral, temos, para uma particula,
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p=mv {v=p/m 1 p?
1, T:—m—2
T=—mv 2 m
2
p?
ou seja, T=— 9.4.3)
2m

€ a expressdo da energia cinética de uma particula em func¢io de seu momento e massa.
A conservacdo da energia cinética na colisdo da entio

2 2 2 2
T, = Py + Poi _ Py n Py =T, 9.4.4)
2my 2m, 2my 2m,

Dada a configuracdo inicial (4, p»), as (9.4.2) e (9.4.4) sido duas equacgoes nas duas
incognitas (pyy. P2s}, que determinam a configuracdo final.

Para resolvé-las, reescrevemos a (9.4.2) sob a forma

P2s = P2j = P1i — P1y (9.4.5)
e a (9.4.4) sob a forma
2 2 2 2
Poy — Dy =>»(pu = Piy ) (9.4.6)
onde introduzimos o pardmetro adimensional
A =2 (9.4.7)
m
Dividindo membro a membro a (9.4.6) pelé (9.4.5), obtemos
Pas + P2i = MpPy; + Pyy) (9.4.8)

As (9.4.5) e (9.4.8) constituem um sistema de duas equagoes lineares nas duas incognitas
(p2i, P2s). Antes de resolvé-las, notemos que a (9.4.8), expressa em termos das velocidades das
particulas, da

m
mz(VZf + Vzl') = 'Hz‘m1(v1f + V'li)
1

ou Seja sz - V1f = _(VZi - V“) (9.4.9)

Isto significa que a velocidade relativa entre as duas particulas se inverte em consequéncia
da colisao, o que é caracteristico de uma colisio eldstica em uma dimensao.

Resolvendo o sistema de equacoes (9.4.5) - (9.4.8), obtemos

1-% 2
Py =\ 7 [Pt Pa

1+ 1+A 9.4.10)
2 1- o
sz—mpu— m Do;

Vemos que a configuracdo final, neste caso, é inteiramente determinada pela configuragio
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inicial e pela conserva¢do do momento e da energia cinética, nao dependendo da natureza
das forcas de interacao (desde que correspondam a um processo eldstico).

Também podemos escrever as (9.4.10) em termos das velocidades (bastando usar
p=mv):

my - m, 2m,
Vg = [—Jv j+——=—Vy;

my+m my+m
21 ? TR 9.4.11)
m my—-m
Vor = : Vii ‘[ ! 2 ] 2i
my + my my+m,
Casos particulares:
{i) Massas iguais — Neste caso, pela (9.4.7), A =1, e as (9.4.10) e (9.4.11) dao:
= . A74 =V,;
D1y = P2; 15 = Vi 9.4.12)
Do =Py |Vor=Vy;

ou seja, as particulas trocam entre si 0s momentos e as velocidades. As experiéncias 1 e 2
da pg. 74 sdo casos particulares desta situacao.

{ii) Alvo em repouso — Conforme ja foi dito, esta é uma situacdo comum, correspondendo a
vy =0 = py; (9.4.13)
0 que elimina os ultimos termos do 2° membro nas (9.4.11). Vejamos 0 que acontece,
nesta situacao, em dois casos extremos.
fa) my << m,: As (9.4.11) dao, neste caso,

Vip ==V

m, (9.4.14)
V2f = 2‘HTZV1’ << V“

Logo, quando uma particula muito leve colide com outra muito pesada em repouso, a
particula leve é praticamente refletida para tras com velocidade igual e contraria i incidente,
ao passo que a particula pesada sofre um recuo com velocidade muito pequena (tanto menor
quanto menor a razio das massas). Um exemplo é a colisao elastica de uma bola em queda
livre com a superficie da Terra: o recuo sofrido pela Terra é desprezivel.

A 22 das (9.4.14) da também
Pap =2py; (9.4.15)

ou seja, 0 momento transferido ao recuo da particula alvo é aproximadamente o dobro do
momento incidente. Isto decorre da conserva¢ao do momento e de ser p,; = — py;, OU Seja,
Apy=-2py;.

(b) mq>>m,: Neste caso, as (9.4.11) dao

A% = Va:
EAR (9.4.16)
sz B> 2‘/11'

Logo, na colisdo eldstica de uma particula muito pesada com outra muito leve em repouso,
a particula pesada quase ndo é freiada ("ignora" a presencga da outra particula), mas a leve é
langada para a frente com aproximadamente o dobro da velocidade da particula incidente.
Um exemplo € o que ocorre quando uma bola bate num dos pinos no jogo de boliche.
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Aplicag¢do a moderacgdo de néutrons: Num reator nuclear, nicleos de U?*® sofrem um processo
de fissdo (fragmentagao em nucleos mais leves), com a liberacdo de energia, quanto capturam
néutrons, e alguns néutrons também sdo emitidos pelo préprio processo da fissdo, o que
permite, em principio, produzir uma reagdo em cadeia. O problema é gue os néutrons
produzidos na fissdo sdo rdpidos, com uma energia média ~ 1 Me V, ao passo que os néutrons
mais eficazes na producdo de novas fissdes (captura pelo uranio) sdo lentos. As velocidades
de agita¢do térmica dos néutrons correspondem a energias de ~ 107 a 107 eV. Logo, para
que um reator possa funcionar, é preciso moderar (ou "termalizar") os néutrons, reduzindo-
os as velocidades de equilibrio térmico, através de colisdes com algum tipo de particulas-
alvo, que podemos tratar como praticamente em repouso. Quais sdo os alvos ideais para este
fim?

Pela (9.4.16), colisoes de néutrons rapidos com particulas muito mais leves, como elétrons,
nao moderam os néutrons: s6 aceleram os elétrons. Por outro lado, pela (9.4.14), colisdes com
alvos muito mais pesados, como nucleos de urdnio, também niao moderam os néutrons: eles
se “refletem”, sem alterar praticamente a magnitude de sua velocidade.

A situacdo mais eficiente, do ponto de vista de moderacéo, corresponderia a uma colisdo
frontal do néutron rapido com uma particula de massa aproximadamente igual, como o préton,
em repouso. Neste caso, pela (9.4.12), o néutron transferiria quase toda a sua velocidade para
o préton. Deste ponto de vista, o moderador ideal pareceria ser o hidrogénio. Infelizmente,
isto nao € verdade, porque o hidrogénio também captura com grande eficicia néutrons lentos,
removendo-os do ciclo de fissdo. Os moderadores empregados na pratica sdo entao ntcleos
de elementos leves que ndo capturam os néutrons lentos de forma excessiva: deutério (contido
na agua pesada), berilio e carbono (sob forma de grafite ou na parafina).

For¢a média (pressdo) exercida por um jato de areia:

Consideremos um jato horizontal de areia, com

Ar soprando n gréos por segundo, todos de mesma velocidade v,
- 05’_53—(;10_»0!» que incide sobre um bloco pesado vertical (Fig. 9.6).
— o>k et Seja m a massa de cada grao.

v Suponhamos que a colisdo entre cada grao de
areia e o bloco seja eldstica. Temos entdo a situacio

Blo . —_— :
- - - - 1 da(9.4.14), ou seja, cada gréo ¢é totalmente refletido
Figura 9.6 Pressdo de um jato de areia. para trds, com velocidade - v.
Conforme vimos na (9.4.15), cada colisao transfere ao bloco um momento

Ap=2myv (9.4.17)

Como n é o nimero médio de colisdes por segundo, a forca média F exercida pelo jato
de areia sobre o bloco ¢ a taxa de transferéncia de momento por unidade de tempo, ou seja,

F =nAp=2mnv ‘ (9.4.18)

Note que este é o valor médio temporal da forga.
A forca instantidnea, como funcdo do tempo, sofreria
pequenas flutuacdes a cada colisao, conforme ilus-
trado na Fig. 9.7, em torno do valor médio. Veremos
depois (Vol. 2), ao estudar a teoria cinética dos gases,
que a pressao exercida por um gas sobre as paredes
0 do recipiente pode ser interpretada de forma andloga

Figura 9.7 Flutuacdes da forca. a discutida neste exemplo.
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9.5 — Colisoes unidimensionais totalmente inelasticas

Como exemplo de colisdo ineldstica em uma dimensdo, vamos considerar apenas uma
colisdo totalmente ineldstica. Isto ndo quer dizer que a energia cinética final se anula, o que
seria impossivel, mas que ela assuma o menor valor possivel, que é o valor da energia cinética
associada ao movimento do centro de massa. Com efeito, as for¢as que atuam na colisdo
sendo forgas internas, o CM tem de permanecer em movimento retilineo e uniforme, e o
valor minimo da energia cinética é aquele correspondente a esse movimento.

Vemos assim que, numa colisdo totalmente inelastica, ndo pode haver movimentos inter-
nos (ou seja, relativos ao CM) apds a colisdo: as particulas tém de se mover juntas, seu movimen-
to coincidindo com o do CM. Logo, o protétipo da colisao totalmente ineldstica é a experiéncia
3 da pg. 75: duas particulas de massas (my, m,) e velocidades iniciais (vy; v,;) passam a mover-
se juntas apods a colisdo, formando uma unica particula, de massa m4 + m; e velocidade final v.

A conservagdo do memento da agora

| I)I = m1V1i +m2V2i = (m1 + mz)Vf = Pf l (9.5.1)

o que determina vy

myVy; + MoVy;
Vf =._____.—1_;11 272i =VCM (9.5-2)
my+m,

onde a ultima igualdade decorre da (8.1.15). Logo, a conservacao do momento basta para
determinar a configuracio final de uma colisdo totalmente ineldstica, e o resultado concorda
com as consideragdes acima.

Aplicacao ao péndulo balistico:

Este aparetho, utilizado para medir a velocidade
de balas de arma de fogo, consiste num bloco de
madeira (massa m,) suspenso por fios, de forma que /, /,
possa oscilar como um péndulo. A bala (massa m,) é N -
disparada contra o bloco com velocidade v;; horizon- o omtm,
tal a determinar. Aloja-se nele e o bloco sabe a uma é';' my [T Q-h_
altura de oscilacio méaxima h, que é medida. O o
problema consiste em determinar vy; a partir destes

Figura 9.8 Péndulo balistico.
dados.

A colisdo totalmente inelastica da bala com o bloco dura um tempo tao curto que nio da
tempo para o péndulo se elevar apreciavelmente nesse intervalo, de modo que podemos trata-
la como um processo unidimensional. A (9.5.2), com vy; = 0, dd entéo a velocidade do bloco +
bala logo apds a colisao:

vp=—_y, (9.5.3)
my +m2

A altura maxima a que o bloco se eleva em conseqiiéncia da velocidade adquirida é dada

pela “férmula de Torricelli”
Vg= v 2gh (9.5.4)

As (9.5.3) e (9.5.4) permitem determinar vq;:

nmy+m
vy =—1m 2.J2gh (9.5.5)
1
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Exemplo: Para uma bala de massa m; = 10 g e um bloco de madeira de 4 kg, a altura h medida
é de 5 cm. Qual a velocidade da bala?

4,010

i ¥2x10x5x102 m/s~400 m/s

9.6 — Colisoes elasticas bidimensionais

No tratamento de colisdes em mais de uma dimensao, vamo-nos restringir ao caso em
que o alvo estd em repouso. Ja vimos que é este o caso mais frequente na prdatica, nas
experiéncias com aceleradores. Além disso, se vy; é a velocidade do alvo antes da colisdo,
basta passar para um referencial em movimento com essa velocidade (que é também inercial)
para reduzir a situac@o a anterior, de forma que ela ndo envolve restri¢cdo de generalidade.

Para fixar as idéias, vamos ilustrar a situacdo

i’ m/‘A 1 através da colisio de duas bolas de bilhar, com o alvo

} i (massa my) inicialmente em repouso e a particula

) incidente (massa my) tendo uma velocidade inicial v4;.

m . { O momento do sistema na configuracao inicial é entdo
1i

, .
A
AT

b /;;,\"\ \el > Pi =p'1i =m1V»1i ) (9.6.1)
T m2\// /92 Entretanto, para caracterizar a configuracio

s inicial, os dados acima n3o sdo mais suficientes. E

@ preciso especificar ainda a que distincia a particula

\E} incidente passaria da outra se ndo houvesse colisdo.

Essa distancia b chama-se o pardmetro de choque. Na

Figura 9.9 Colisio bidimensional. Fig. 9.9, € a distancia entre a linha de movimento inicial

do centro da particula incidente e o centro O do alvo.

O resultado da colisao é muito diferente conforme o valor de b. Por exemplo, para b = 0,

temos uma colisdo frontal, que é essencialmente unidimensional; no exemplo acima, se b é
maior que a soma dos raios das duas bolas, nao ha colisio.

Se pis € pzr sao 0s momentos finais das duas particulas, 0 momento do sistema na
configurag¢do final é

e a conserva¢do do momento, P; = P, juntamente com as (9.6.1) e (9.6.2), leva a

P1i =Py t Pyy (9.6.3)

Esta relacao mostra que os trés vetores
pertencem ao mesmo plano, que se chama plano de
colisao. Vamos adotar neste plano um sistema de
coordenadas cartesianas Oxy com origem na posi¢io
inicial do alvo e eixo Ox // p4; {Fig. 9.9). A configuracio
final é entédo caracterizada pelas magnitudes pyy, pss
de pyy e pyr € pelos angulos 84 € 8, que as diregdes
desses vetores, respectivamente, fazem com Ox (Fig.

Figura 9.10 Momentos inicial e finais.

9.9 €9.10).

Note que, embora no exemplo das bolas de bilhar a interacdo seja de contato, isso
absolutamente nao é necessario, € todos os conceitos e definigdes acima se aplicam igualmente
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bem a colisoes em que as forgas de interacdo atuam a
distancia (Fig. 9.11), como as for¢as eletromagnéticas.
Neste caso, 04 e 0, sdo as diregoes de movimento assin-
téticas a que tendem as trajetorias curvilineas das duas
particulas na configuragdo final.

A (9.6.3) equivale a duas equacoes escalares para
as componentes x e y dos vetores:

P15 COS6; + pay COSH, = py;

6.4
py; senby — p,; send, =0 (9.64) Figura 9.11 Colisoes a distincia.

As energias cinéticas inicial e final sdo dadas por

V4
Pi;
T, = 2 9.6.5
"2my ( )
Py Py
T, =—L 2 9.6.6
| 2m;  2m, ( )

Como estamos supondo a colisao eldstica, temos T; = Ty, ou seja,

2 2 2
pi_ _ Py P

= + 9.6.7
2my 2my  2m, ( )

As (9.6.4) e (9.6.7) sdo trés equagdes escalares nas quatro incognitas pqs, pag, 81 € 0. Is-
to confirma o que dissemos acima: ndo é possivel, em geral, determinar a configuracao fi-
nal sem fornecer mais um dado (isto foi possivel no caso unidimensional porque 8; =0 oun e
8, = 0 neste caso). O dado extra pode ser o pardmetro de choque b, se as forcas de interacao
sdo conhecidas, pois isio permiie, em principio, caicular as trajetorias. Podemos também
definir a configuracao final considerada dando o valor de uma das incégnitas, por exemplo
84, 0 que permite determinar as outras.

Vamos considerar primeiro o caso particular de uma colisdo eldstica entre particulas de
mesma massa.

(a) Massas iguais

Seja mqy=my,=m. A (9.6.7) d4 entdo

2 2 2
Dii =Diy + Doy (9.6.8)
Por outro lado, elevando ao quadrado ambos os membros da (9.6.3) (ou seja, tomando o
produto escalar dos vetores por eles mesmos), vem
2 2 2
D = (qu + pgf)~(p1f + p2f) =Py TPy t 2p1f “Poy (9.6.9)

o que, pela (7.1.4), ndo passa da lei dos cossenos aplicada ao triangulo da Fig. 9.10. Comparando
as (9.6.8) e (9.6.9), concluimos que (Fig. 9.9)

Pis P2 =0 { 0, +6; =§ (9.6.10)
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(a (9.6.8) é o teorema de Pitagoras aplicado ao tridngulo da Fig. 9.10, que é retangulo). Logo,
as direcées de movimento de duas particulas de massas iguais, apds uma colisdo elastica com
uma delas inicialmente em repouso, sio perpendiculares. E facil verificar isto em fotos
estroboscépicas de colisdes entre bolas de bilhar ou nas trilhas deixadas por prétons em
emulsoes fotograficas, em colisGes proton-proton.

Este resultado pode ser compreendido de forma bastante simples através da andlise da
colisdo no referencial do centro de massa. Como o CM se move com movimento retilineo e
uniforme, este é um referencial inercial, e veremos que uma colisdo de duas particulas (nao
necessariamente de massas iguais) é descrita de forma particularmente simples nele. O
referencial usado até aqui, em que o alvo estd em repouso antes da colisdo, é chamado de
referencial do laboratério. Vamos indicar por linhas (') as grandezas referidas ao referencial
do CM.

Como o CM é também o centro de momento, temos (cf. (8.1.19))

P1; + P2 = Piy + Py =0 (9.6.11)
Logo, na configuragao inicial, vista do CM, as
pis particulas se aproximam uma da outra ao longo do

eixo x, com momentos iguais e contrarios, pi; = - ps;.
Na configuracgao final, vista do CM, elas se afastam
uma da outra, também com momentos iguais e
contrdrios, pjs = - pss. Logo, se 61 é o dngulo entre pj;
e o eixo dos x (Fig. 9.12), o 4ngulo 6; entre p;, e esse
eixo vale = - 01, ou seja,

Flgura 9.12 Referencial do CM. 0;+05=m (9.6.12)

Por conseguinte, a descricdo da colisdo no referencial do CM é bem mais simples,
quaisquer que sejam mq € m,.

Voltemos agora ao caso de my = m, = m e vejamos como passar do referencial do CM ao
referencial do laboratoério. Para simplificar, chamemos v4; de v4. A (9.5.2) mostra entdo que

(CM) 5 (Lab.) v
i . B =g 9.6.13)
O—» <« , O—» @
i -iv v Logo, as velocidades v’ relativas ao CM estédo

relacionadas com as velocidades v correspondentes

Figura 9.13 Velocidades iniciais nos dois S —

referenciais.

2

A Fig. 9.13 ilustra o efeito desta transformacao
sobre a configuracgao inicial.

A Fig. 9.14 mostra o efeito da mesma
transformacao sobre a configuracdo final.

Como |Vig = |vs4 = /5v4, 0 tridngulo formado por
Vis, Veum € Vir € isdsceles. Logo, seus angulos da base
sdo iguais, e a figura 9.14 mostra que o valor comum
desses angulos é 6,. Analogamente, no tridngulo
isosceles formado por iz, vy € Vayp, 0s &ngulos da
Figura 9.14 Velocidades finais nos dois base tém o valor comum 6,. A figura mostra entao
referenciais. que )

v':v—vCM:v-h { v=v’+%v1 (9.6.14)
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1 1
0,=-0; 0, ==05 9.6.15
1=5% 2=5% ( )
é a relacao entre os angulos de desvio no laboratério e no referencial do CM. As (9.6.15) e

(9.6.12) dao entdo 6, + 6, = n/2, 0 que coincide com a (9.6.10).

Para uma colisdo com angulo de desvio 94, as
magnitudes dos momentos finais se obtém Pis P2y
imediatamente do tridngulo retdngulo formado por o
P1i, P1r € P2y (Flg 915) /\6, 02/ k
P

P1s = Py; €086,
P2; = Dy; S€nd,

(9.6.16) Figura 9.15 Momento para massas iguais.

(b) Caso geral

No caso geral em que my e my podem ser desiguais, a (9.6.7) se escreve

2 2 2
P2y =X(pﬁ - Py ) (9.6.17)

onde A é novamente definido pela (9.4.7).
Por outro lado, a (9.6.3) d&

2 2 2
Poy =(pyi - p1f)2 =Py +P1y —2Dy;PyyCOS0, (9.6.18)

o que também corresponde a lei dos cossenos no tridngulo da Fig. 9.10. Igualando as (9.6.17)
e (9.6.18), obtemos

(14 M)py;” —2py; €088y py +(1- M)y =0 (9.6.19)

Se definirmos a colisdo dando o valor de 8, (cf. pg. 177), a (9.6.19) é uma equacio do 2°
grau para a determinacéo da incognita pyz. Como p = |p44, a solucao so é aceitavel se for real
e 2 0. Para que as raizes da (9.6.19) sejam reais, devemos ter

b? —4ac=4p, cos?8, - 4(1-)p, = 4p, lcos? 8, (1~ 121> 0 (9.6.20)
ou seja, cos®0; -1+ =32 - sen?, >0 (9.6.21)

As raizes da (9.6.19) sdo

pi; = i%i}:[cos(i)1 +4/cos® 9, - (1~ 7»2)] (9.6.22)

mas s6 corresponde a uma solucdo aceitdvel uma raiz tal que p.y > 0.

(i) Sem,>my, ouseja, A>1,a(9.6.21) é sempre satisfeita, qualquer que seja 6,, 0< 8, <x. Por
outro lado, o radical da (9.6.22) é sempre > cos 6, para A > 1, de modo que s6 é aceitavel
a solugdo com sinal +.

(i) Sem,<my ouseja, A<1,a(9.6.21) leva a
sen 6, < sen B, i =A=m,/my <1 (9.6.23)

ou seja, existe um valor maximo do angulo 04: 84 <0 ... Em particular, se A << 1, também
€ 01 max << 1, U seja, uma particula pesada que colide elasticamente com uma particula
leve em repouso quase ndo sofre deflexao.
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Para A <1, as duas raizes na (9.6.22) sao aceitaveis (dao p,y 2 0); pode-se verificar que elas
correspondem a valores diferentes de 0, (colisbes com parametros de choque diferentes).

Para my; = my (A = 1), a (9.6.15) mostra que qualquer colisdo leva ambas as particulas
somente ao hemisfério dianteiro (0 <0, < n/2; 0 < 6, < 1/2).

9.7 — Colisoes inelasticas bidimensionais

.
nitre uma narti ul m. e momento

T ouiiaQ Qo 1] U IIVIIICLIIY

c !
inicial p; e um alvo de massa m, em repouso. Vamos supor que a configurac¢ao final também
contém duas particulas, mas que podem ser diferentes das iniciais, 0 que ocorre
freqiientemente, por exemplo em muitas reagdes nucleares: Sejam mz e m, as massas das
particulas finais, e p; e p; 0s momentos finais respectivos.

Em lugar da (9.6.3), a conservacdo do momento d4 agora

W

de mace
ae mass

a
a

P1=P31tPq 9.7.1)

O raciocinio da pg. 176 permanece valido: temos
ainda um plano de colisdo, e o problema ¢ bidi-
mensional Sejam 65 e 8, os angulos entre as direcdes
de movimento corréspondentes a p; € p, € 0 eixo dos
X, tomado na direcédo de p4 (Fig. 9.16).

Uma vez que a colisdo € ineldstica, a grandeza

Q=T;-T;=T+T,-T 9.7.2)

¢é#0. Esta grandeza se chama o "fator Q" associado a
colisdo. Se Q < 0, parte da energia cinética inicial é
perdida, convertendo-se em outra forma de energia, e o processo se diz endoérgico; se Q >0,
ha um ganho de energia cinética, e o processo é exoérgico.

Figura 9.16 Colisao inelastica.

M L] n 4 4 N
A medida do "Q" de uma reagdo nuclear ¢ um dado importante sobre a mesma. Em

confronto com a situagdo da Seg. 9.6, temos agora uma incégnita adicional (Q), de modo que
¢ preciso dar duas grandezas associadas a configuracao final para que as leis de conservagao
de momento e energia a definam. E comum medir a energia cinética de um dos produtos da
reacdo, por exemplo, T3, e o dngulo de desvio 85 correspondente, utilizando estes dados para
determinar Q.

O anélogo da (9.6.18) é agora

P =(py —p3) = pi + p5 —2pyps cosy 9.7.3)

a0 passo que a (9.6.7) é substituida pela (9.7.2). Vamos exprimir os resultados em termos de
energias cinéticas, usando a (9.4.3), que d4

p=+2mT 9.7.4)

Note que temos de fazer a hipdtese de que os produtos da reacao tém velocidades ndo-
relativisticas para que o tratamento seja valido; nas reagdes nucleares, esta hipotese é violada
em muitos casos, mas pode ser aplicada a diversas reacoes.

Substituindo a (9.7.4) na (9.7.3), obtemos

A ymumsTiT,
=P Mg Thp V1813 6

= (9.7.5)
* 2m, my my my

3
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e a(9.7.2) da entao

m m m,m,T,T.
Q= (1+—3)T —(1——1)T1 —2wcose (9.7.6)
3 3

my my my

que da o valor de Q em fungdo dos dados obtidos na medida (T3, 05).
Exemplo: Consideremos a rea¢do nuclear

d+d—- p+t 9.7.7)

onde d é o déuteron (nticleo do hidrogénio pesado, H?, de massa mq = 2 u.m.a. (unidades de
massa atdmica), p é o préton (massa m; = 1 u.m.a.) e t é o triton (nticleo do tritio, H?, is6topo
instavel do hidrogénio de massa m, = 3 u.m.a.).

Bombardeando um alvo de deutério (em repouso) com um feixe de déuterons de energia
T, =4 MeV, verifica-se que os protons que emergem a 90° da direcio do feixe incidente tém
uma energia de 4 MeV. Qual é o Q da reagdo (9.7.7)?

Para obté-lo, basta substituir os dados na (9.7.6)

6, =90°=cos6,=0
T;=T; =4 MeV 4 1
3=l VL Q=[2-2|x4MeV =4 MeV

ma.::l' ﬂlzg 3 3

moY mT3

Consideremos ainda uma reag¢do de captura, que € uma colisdo totalmente inelastica,
como as da Sec¢. 9.5, na qual as particulas emergem "grudadas” (por exemplo, n +p — d). Para
um alvo em repouso, a conservac¢iao do momento da

my
myv; =(my+my)v V,=——*—V,; 9.7.8
'11(12)f{fm1+m21 ( )
como na (9.5.3). A energia cinética final é portanto
2
T, - Lim, + my)V2 = 1 m o m o 9.7.9)
2 2m+m, my+m
onde T; = 1/, m; v? é a energia cinética inicial.
Logo, o Q da reacdo é dado por
Q:Tf =T :[L—ijTi
my+m,
ou seja, Q= ——LTi = —E(M]vf (9.7.10)
my+m, 2\ m+m,

Vemos que uma reacdo deste tipo é sempre endoérgica (hd perda de energia cinética),
como era de se esperar.

Conforme foi mencionado na Se¢. 9.5, a (9.7.10) representa a maior perda possivel de
cinética, numa colisdo entre duas particulas, compativel com a conservacao da energia cinética
do centro de massa do sistema, ou seja, deve representar a energia cinética interna (do
movimento relativo ao CM). Vemos na (9.7.10) que é a energia cinética que teria uma particula
de velocidade v, e massa igual a my my/(m4 + my) que se chama a massa reduzida do sistema.
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PROBLEMAS DO CAPITULO 9

1.

Calcule a magnitude (em kgf) da forca impulsiva que atua em cada um dos exemplos
seguintes: (a) Num saque de jogo de ténis, a bola, de massa igual a 60 g, é lancada com
uma velocidade de 40 m/s; o tempo de contato com a raquete é da ordem de 0,005 s. (b)
Um jogador de futebol cobra um pénalti, chutando a bola com uma velocidade de 20 m/s.
A massa da bola é de 450 g e a duracdo do chute da ordem de 0,01 s. (c) Uma pessoa de
80 kg pula do alto de um muro de 2,5 m de altura, caindo em pé (sem dobrar os joelthos).
A duracao do impacto é de 0,01s. E melhor dobrar os joelhos! (d) Um carro de 1,5 tonelada,
a 60 km/h, bate num muro. A dura¢do do choque é de 0,1 s.

Na teoria corpuscular da luz, no século 17, imaginava-se um feixe de luz como constituido
de corpusculos muito pequenos, movendo-se com velocidade muito elevada. A reflexdo
da luz num espelho seria produzida pela colisdo dos corpuisculos luminosos com o mesmo,
de forma andloga a uma colisio eldstica com uma parede impenetravel. Ao atravessar a
superficie de separagdo entre dois meios transparentes distintos (ar e 4gua, por exemplo),
um corpusculo luminoso teria sua velocidade alterada pelo efeito de uma forca impulsiva
normal a superficie de separacao, prosseguindo depois em seu movimento, livre da acio
de forcas. Sejam 04, 6 e 8, os angulos de incidéncia, reflexdo, e refragdo respectivamente.
Mostre que este modelo explicaria as leis da refléxao e da refracdo: raios refletido e
refratado no plano de incidéncia, com 67 = 6,, sen8;/sen6, = nq,, e calcule o indice de
refragéo relativo ny» do segundo meio em relagao ao primeiro em funcao das velocidades
v4 € v, dos corpusculos nos meios 1 e 2. A velocidade dos corpusculos seria maior no ar
ou na dgua?

Considere a colisdo elastica entre duas particulas de massas m; e m, que se movem em
uma dimenséo. (a) Verifique, a partir das (9.4.11), que a velocidade do CM se conserva na
colisdo. (b) Calcule as velocidades iniciais v, v5; das duas particulas em relacdo ao CM
do sistema, exprimindo-as em fungdo da velocidade relativa inicial v,; da particula 2 em
relagdo & particula 1 e da massa total M = m; + m,. Qual é a relagao entre v;; e v,;? (c) Faca
o mesmo para as velocidades finais v, e v, em relacdo ao CM, com auxilio das (9.4.11).
Qual é arelagdo entre vys e v, (a velocidade relativa final)? E entre v;s e v;;? (d) Interprete
os resultados de (a) a (c), descrevendo como ocorre a colisdo vista do referencial do CM.

Considere um sistema qualquer de duas particulas, de massas my e m, e velocidades v, ¢
v,. Sejam T; e T, as energias cinéticas das duas particulas, e v, a velocidade relativa da
particula 2 em relacdo a particula 1. (a) Mostre que os momentos das duas particulas em
relacao ao CM sdo dados por: pj = - pv, = - ps, onde yu = my my/M (com M = m( + m,)
chama-se a massa reduzida do sistema de duas particulas. Note que 1/p = (1/m4} + (1/my).
(b) Mostre que a energia cinética total é dada por Ty + T, = T} + T} + '/, MvZy,, onde T} e
T5 sdo as energias cinéticas relativas ao CM e vy, € a velocidade do CM. (c) Mostre que
a energia cinética relativa ao CM (energia cinética interna) é dada por T1 + T3 = AT
Combinando os resultados de (b) e (c), vemos que a energia cinética total é a soma da
energia cinética associada ao movimento do CM, com massa igual a massa total, mais a
energia cinética do movimento relativo, equivalente a de uma particula de massa igual a
massa reduzida e velocidade igual a velocidade relativa. Mostre que, para um sistema
isolado de duas particulas, a energia cinética interna se conserva numa colisdo eléstica
entre elas. Mostre que o fator Q de uma colisdo ineldstica (Seg. 9.7} é igual a varia¢ao da
energia cinética interna.
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Uma particula de massa m desloca-se com

velocidade v em dire¢do a duas outras idénticas, .

de massa m’, alinhadas com ela, inicialmente .
separadas e em repouso (veja fig.). As colisdes p m m

entre as particulas sdo todas elasticas. (a) Mostre
que, para m < m” havera duas colisdes, e calcule
as velocidades finais das trés particulas. (b) Mostre que, para m > m’, havera trés colisoes,
e calcule as velocidades finais das trés particulas. (c) Verifique que, no caso (a), o resultado
para a primeira e a terceira particula é o mesmo que se a particula intermediaria nao
existisse.

(a) Que fracdo f da energia cinética é transferida por uma particula de massa m, que se
move com velocidade v, numa colisio frontal eldstica com uma particula de massa m’
inicialmente em repouso? Exprima o resultado em funcédo da razdo A = m’/m. Para que
valor de A a transferéncia é mdxima, e quanto vale? (b) Coloca-se entre as duas particulas
uma terceira, de massa m”, em repouso, alinhada com m e m’. Mostre que a transferéncia
de energia cinética de m para m’ € maxima quando m” = Vmnr'. Mostre que, para m # nv,
a presenca da particula intermedidria possibilita transferir mais energia cinética de m
para m’ do que no caso (a).

Num brinquedo bem conhecido, uma série de
bolinhas metdlicas idénticas, suspensas por fios
idénticos presos a um suporte, estao inicialmente
todas em contato. Se um determinado niimero n
de bolas ¢é deslocado conjuntamente da posig¢ao
de equilibrio e solto (Fig.), o efeito da colisao com
as demais é transferir a velocidade v com que
colidem a um igual nimero de bolas na outra
extremidade, suspendendo-as. (a) Supondo que _»m
o efeito da colisdo fosse transferir uma velocidade

v’ a n’ bolas adjacentes situadas na outra

extremidade, as colisdes sendo todas eldsticas,

mostre que se tem, necessariamente, n"=n e v’ = v. (b) Tomando n = 2, e supondo que o
efeito da colisdo fosse transferir velocidades v4 e v, as duas bolas situadas mais a direita
(fig), mostre que, necessariamente vy = v, = v.

Uma bala de 5g incide sobre um péndulo balistico de massa igual a 2 kg, com uma
velocidade de 400 m/s, atravessa-o e emerge do outro lado com uma velocidade de 100
m/s. Calcule a altura de elevacdo do péndulo, desprezando a elevagao durante o tempo
gue a bala leva para atravessa-lo. Verifique a validade desta aproximacao.

Durante a madrugada, um carro de luxo, de massa total igual a 2.400 kg, bate na traseira
de um carro de massa total 1.200 kg, que estava parado num sinal vermelho. O motorista
do carro de luxo alega que o outro estava com as luzes apagadas, e que ele vinha reduzindo
a marcha ao aproximar-se do sinal, estando a menos de 10 km/h quando o acidente
ocorreu. A pericia constata que o carro de luxo arrastou o outro de uma distancia igual a
10,5m, e estima o coeficiente de atrito cinético com a estrada no local do acidente em 0,6.
Calcule a que velocidade o carro de luxo vinha realmente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

O balconista de uma mercearia, para atender a um cliente que pediu 200 g de creme de
leite fresco, coloca o recipiente vazio sobre uma balanga de mola, acerta o zero e despeja
o creme sobre o recipiente desde uma altura de 75 cm. Depois de 2 s, com a balancga
marcando 200 g, o balconista, mais que depressa, retira o recipiente de cima da balanca.
Que quantidade de creme de leite o cliente realmente leva?

Um caminhio carregado, de massa total 3 toneladas, viajando para o norte a 60 km/h,
colide com um carro de massa total 1 tonelada, trafegando para leste a 90 km/h, num
cruzamento. Calcule em que direcdo e de que distancia o carro € arrastado pelo caminhao,
sabendo que o coeficiente de atrito cinético no local do acidente é 0,5.

Uma particula de velocidade v, colide elasticamente com outra idéntica em repouso. No
referencial do CM, a direcdo de movimento ¢ desviada de 60° em virtude da colisdo.
Calcule os angulos de deflexdo, em relagdo a direcdo de movimento da particula incidente,
e as magnitudes das velocidades das duas particulas apos a colisdo, no referencial do
laboratério.

Um &tomo de hidrogénio, movendo-se com velocidade v, colide elasticamente com uma
molécula de hidrogénio em repouso, sofrendo uma deflexdo de 45°. Calcule: (a) a magni-
tude da velocidade do dtomo apos a colisdo; (b) a direcio de movimento da molécula
(com respeito a direcao inicial de movimento do dtomo) e a magnitude de sua velocidade.

Uma particula de massa m e velocidade inicial u colide elasticamente com outra de massa
M, inicialmente em repouso no referencial do laboratorio. Ap6s a colisao, a particula de
massa m foi defletida de um 4ngulo de 90°, e a magnitude da sua velocidade foi reduzida
para u/N3, onde u = Juj. A particula de massa M emerge da colisdo com velocidade de
magnitude v, numa dire¢do que faz um angulo 6 com u. (a) Determine 6; (b) Calcule a
razio A = M/m e o valor de v. (c) Determine os dngulos 67, e 6}, entre as dire¢oes de
movimento finais de m e M, respectivamente, e a direcao de u, no referencial do CM.

A descoberta do neutron pelo fisico inglés James Chadwick em 1932 baseou-se na seguinte
observacéo: o berilio, quando bombardeado por particulas alfa, produzia particulas
neutras, de massa e velocidade desconhecidas. Quando estas particulas colidiam elasti-
camente com prétons, a velocidade maxima de recuo dos prétons era de 3,3 x 10" m/s.
Quando colidiam elasticamente com nucleos de nitrogénio (de massa = 14 vezes a do
préton), a velocidade méaxima de recuo dos nicleos de nitrogénio era de 4,7 x 10°m/ s +
10%. Que podemos concluir destes dados sobre: (a) a razdo da massa das particulas
neutras desconhecidas para a massa do proéton? (b) a velocidade das particulas desco-
nhecidas?

Qual é o0 Angulo maximo de espalhamento elastico de uma particula alfa por um neutron
em repouso? (massa da alfa = 4 x massa do neutron). Neste angulo, que fracdo da energia
cinética incidente vai para o neutron de recuo, e qual é o dngulo entre a dire¢ao do recuo
e a de incidéncia?
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17.

=
o

19.

20.

Nareacaod+d—p+t, cujo fator Q é de 4 MeV (Sec. 9.7), tem-se um feixe de d de 3 MeV
incidente sobre um alvo contendo d em repouso. Tome as massas como sendo m, =1
u.m.a.(unidade de massa atdémica), my = 2 u.m.a. € m; = 3 u.m.a.. (a) Qual é a energia (em
MeV)dos emergentes a 45° da direcdo de incidéncia? (b) Qual é a energia dos t associados
a esses p? (c) Em que diregao emergem estes t, relativamente a direcao de incidéncia?

O espalhamento el

plano de movimento do proéton. Verifica-se que o préton é desviado de 60° e que o raio
de curvatura da sua trajetdria é reduzido por um fator de 0,946 em conseqiiéncia da
colisdo. Identifique o nucleo alvo.

Um disco circular de raio a, que se desloca sobre
um colchio de ar com velocidade v e atrito des-
prezivel, colide com um disco idéntico em re-
pouso. O parametro de choque é b (cf. Fig. e Sec.
9.6). (a) Considere a colisdo no referencial do CM.
Levando em conta que a for¢a de contato entre
os discos no instante da colisdo esta dirigida
segundo a linha que une os dois centros O e O,
determine o angulo de que se desviam os
momentos dos dois discos neste referencial. (b)
Determine as direcoes e magnitudes das velo-

cidades dos dois discos ap6s a colisdo, no referencial do laboratério.

Para explicar a resisténcia do ar (mais geralmente, de qualquer fluido) ao movimento de
um corpo através dele, Newton prop0s o seguinte modelo. O fluido é imaginado como
sendo composto de um grande nimero (n por unidade de volume) de particulas em
repouso, de massa m (muito pequena) cada uma. Quando o corpo, de massa M >> m, se
desloca com velocidade v através do fluido, ele vai colidindo com as particulas e vai-lhes
transferindo momento dessa forma. A forea F de resisténcia do fluido resultante é
proporcional ao quadrado da velocidade. Calcule essa forga, se o corpo € uma placa de
drea A que se desloca perpendicularmente ao plano da placa, como funcido de A, v e da
densidade p = nm do fluido.
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Ao abordar o estudo da gravitacdo, estamos considerando uma das quatro Unicas
interacoes fundamentais conhecidas. Como vimos (Seg. 5.1), é de todas a mais fraca; usual-
mente, sO se manifesta de forma perceptivel na escala astrondmica. Por isto, a evolugéo da
teoria da gravitagio sempre esteve diretamente ligada a histdria da astronomia. A evolucdo
das idéias sobre o sistema solar desempenhou um papel especialmente importante. Vamos
descrevé-la sucintamente, a partir da mais remota antigtiidade.

10.1 — As esferas celestes

H4 dois aspectos das observagdes astronomicas que complicam consideravelmente sua
interpretacdo. Um deles é o fato de que os corpos celestes observados sao muito distantes da
Terra (mesmo os mais préximos), de modo que usualmente sé 0s vemos como pontinhos
luminosos, e quando falamos de sua “posi¢ao” referimo-nos em geral a direcdo em que sao
observados, sem que possamos estimar a sua distancia. E natural projetar essas diregoes
sobre a “abdbada celeste”, uma esfera de raio muito grande, como se se tratasse de pontos
sobre a superficie dessa esfera.

Polo Norte A outra complicacdo € devida ao movimento
) °Sfe]§‘;‘\1°ele“e de rotacdo da Terra em torno do seu eixo. Somos

P'gféoofé(;grzvoafgoai observadores sobre uma espécie de plataforma

————— girante, como um carrossel, € 0s movimentos apa-
; observador rentes dos corpos celestes vistos da Terra refletem
_OBs;vagip? NG || este movimento de rotagao.

2 A figura 10.1 mostra a esfera celeste, que é a
------ esfera de raio muito grande (muito maior que o
___________ raio da Terra) sobre a qual projetamos as posi¢oes
observadas dos corpos celestes, com seus polos
norte (PN) e sul (PS), projecdes dos polos cor-
respondentes da Terra, e o equador celeste,
projecdo do da Terra sobre a esfera celeste. Consi-
deremos um observador O’ na Europa, a cerca de
observador 45° de latitude norte, e o plano horizontal cor-
PS respondente (tangente & Terra em ('), bem como
Polo Sul sua projecao sobre a esfera celeste, o plano do

da esfera celeste ) X
horizonte. A figura mostra os pontos cardeais do
Figura 10.1 Esfera celeste. observador nesse plano, N, S, E e W. A direcdo N,

Norte do
observador

E Leste do

W
= Qeste do
observador
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por exemplo, é aquela em que O’ se deslocaria para ir em direcdo ao polo norte da Terra. A
Terra gira em torno de seu eixo (diregcao PS - PN) no sentido anti-hordrio. Isto produz um
movimento aparente do corpo celeste C (Fig. 10.1) sobre um circulo C; C, C; na esfera celeste
em sentido oposto, ou seja, hordrio. Sao circulos deste tipo que aparecem numa fotografia de
longa exposi¢do do céu noturno (pg. 13). O observador O’ s6 vé C quando esta acima do seu
plano do horizonte. Assim, se C é 0 Sol, por exemplo, O’ o veria nascer em C,, descrever C; C»
(s, e pdr-se em Cy; a por¢do C; €y, abaixo do horizonte, ndo é vista. Note que somente corpos
celestes situados sobre o equador celeste se erguem ao leste verdadeiro do observador e se
pOem exatamente a oeste.

Em seu movimento circular aparente didrio sobre a esfera celeste, o Sol nao retorna
exatamente ao ponto de partida apds 24 hs. Isto pode ser observado a cada por de Sol, quando
as estrelas aparecem: cada noite, o Sol se terd deslocado de aproximadamente 1° (cerca de
duas vezes seu didmetro aparente) em relagdo as estrelas vizinhas no horizonte, descrevendo
outro circulo (360°) na esfera celeste em um ano.

Este circulo, que representa a 6rbita aparente
do Sol na esfera celeste quando descontamos seu
movimento diurno aparente, chama-se a ecliptica,
e é descrito no sentido anti-hordrio (oposto ao do
movimento aparente diurno), ou seja, cada dia o
Sol se pde um pouco mais ao leste. O plano da
ecliptica (Fig. 10.2) estd inclinado de =~ 23!/,° em
relacdo ao do equador celeste, e corta o plano do
equador nos pontos D e Y. Os dias em que o Sol

estd nesses pontos da ecliptica sdo os dois unicos
dias do ano em que ele se ergue exatamente a leste
e se pOe exatamente a oeste. Sao também os dias
em que o Sol passa tempos exatamente iguais
acima e abaixo do horizonte, ou seja, em que a
duracdo do dia é igual a da noite. Sdo os dias 21
de marc¢o (Y) e 22 de setembro {D), que corres-
pondem aos equindcios (no hemisfério norte, o
primeiro é o de primavera e o segundo.o de

Y
Plano do',
horizonte,

.

Equador
celeste

Circulo

diurno aparente

do Sol no ponto
S da ecliptica

PS

Figura 10.2 A ecliptica.

outono; no hemisfério sul, é o contrario).

O ponto Y, que se chama o 1° ponto de Aries (a notagdo corresponde ao simbolo do
Zodiaco), define o analogo do meridiano de Greenwich para a esfera celeste. O analogo da
latitude chama-se declinacdo e varia de 0° a + 90° (PN) ou - 90° (PS); o andlogo da longitude
chama-se ascensao reta, e varia de 0° a 360° a partir de Y.

H4 5 planetas visiveis a olho nu, conhecidos desde a mais remota antigiiidade: Merctirio,
Vénus, Marte, Jdpiter e Saturno. A palavra “planeta” se origina de uma palavra grega que
significa “errante”; a razao é que, como o Sol e a Lua, os planetas descrevem o6rbitas aparentes
adicionais sobre a esfera celeste depois de descontado o movimento diurno. Essas orbitas,
que geralmente ndo se afastam muito do plano da ecliptica, sdo também descritas geralmente
em direcdo ao leste, ou seja, no sentido contrario ao do movimento diurno (como no caso do
Sol). Sdo érbitas fechadas, e o tempo que o planeta leva para voltar ao ponto de partida (visto
da Terra!) chama-se o periodo sinddico correspondente: para Mercurio, é da ordem de 3
meses; para Jupiter e Saturno, é de pouco mais de um ano.

Ao contrario da ecliptica, as érbitas aparentes dos planetas podem se afastar bastante de
orbitas circulares descritas com movimentos aproximadamente uniformes. Em certas épocas
(para Merctrio, 3 vezes por ano), o planeta tem um movimento retrégrado, ou seja, “volta
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para tras” (oeste), descrevendo uma espécie de lago
{Fig. 10.3).

A idéia mais simples e provavelmente a mais
antiga sobre o movimento aparente das estrelas é
imaginar que a esfera celeste seja uma esfera mate-
rial, & qual estdo presos os corpos celestes, e que se
encontra em rotacdo uniforme em torno da Terra.
Entretanto, este modelo nao explicaria 0 movimento
irregular dos planetas.

No principio do sécuio IV A.C., Platao propos a
seus discipulos um problema que teve grande
influéncia no desenvolvimento posterior das teorias sobre o sistema solar: “Quais sao os
movimentos uniformes e ordenados cuja existéncia € preciso supor para explicar os
movimentos aparentes dos planetas?” A idéia de Platao era de que todo o Universo deveria
ser explicavel em termos de formas e figuras “perfeitas”, como circulos e esferas, e de
movimentos uniformes.

Figura 10.3 Movimento retrogrado.

Enquanto se tratava somente do movimento
aparente diurno das estrelas, bastava imaginar uma
"esfera terrestre” fixa e uma “esfera celeste” concén-
trica, girando uniformemente em torno da primeira.
Entretanto, para explicar a0 mesmo tempo 0S movi-
mentos aparentes diurno e anual, por exemplo para o
Sol, segundo o programa platonico, isso ndo bastava.
Eudoxo, discipulo de Platdo, imaginou um sistema
muito engenhoso; em lugar de duas esferas apenas,
haveria diversas “esferas celestes” homocéntricas,
presas umas as outras de tal forma que lhes permitisse
girar em torno de eixos diferentes (inclinados entre
Figura 104 Esferas celestes e giroscopio. si) com movimentos uniformes de velocidades dife-

rentes, como no sistema de suspensdo de um
giroscépio (Fig. 10.4). Assim, para o Sol, a esfera externa poderia representar o movimento
de rotacdo diurno; a interna, a qual o Sol estaria preso, giraria solidariamente com a externa,
com seu eixo inclinado em relagdo ao dela, mas ao mesmo tempo giraria em torno dele,
correspondendo a rotagdo anual (ecliptica). Para um planeta, haveria 3 ou 4 esferas, com
eixos de inclinacédo diferentes e com velocidades diferentes, o que permitia reproduzir inclu-
sive 0s movimentos retrégrados.

Eudoxo aparentemente ndo pensava nas suas esferas como objetos fisicos reais,
considerando-as apenas como artefatos matematicos. Entretanto, Aristoteles interpretou-as
como objetos materiais (“esferas cristalinas”), chegando finalmente a um gigantesco
mecanismo formado por 55 esferas, todas movidas pela mais externa (o “Motor Primdrio”).
Um sistema deste tipo serviu de base ao esquema do Universo descrito por Dante na "Divina
Comédia".

10.2 — Ptolomeu

O modelo das esferas celestes continha uma contradigdo séria com a experiéncia: o brilho
aparente dos planetas varia no decurso de suas orbitas, particularmente quando retrogridem,
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sugerindo que eles se aproximam e se afastam da Terra, o que seria incompativel com estarem
se deslocando sobre uma esfera geocéntrica (a distancia fixa da Terra).

Os préprios astrdnomos gregos propuseram um outro modelo, que nao sofria deste
defeito. Ele foi proposto originalmente pelo grande astrénomo grego Hiparco de Rodes, no
século 11 A.C., e depois elaborado por Cldudio Ptolomeu de Alexandria (século Il A.D.). O
modelo permanece fiel ao programa platonico, empregando somente figuras “perfeitas” —
circulos — e movimentos uniformes. O modelo geocéntrico de Ptolomeu permitiu reproduzir,
com muito boa aproximagio, mesmo os aspectos mais complicados observados no movimento
dos planetas.

Como explicar o movimento retrégrado (Fig.
10.3) em termos de movimentos circulares uniformes?

A idéia basica é que a orbita do planeta em torno da P, §4‘
Terra é a resultante de dois movimentos circulares
uniformes acoplados. O planeta (mostrado nas v/
posicdes sucessivas Py, P, P3 na figura 10.5) tem um
movimento circular uniforme sobre um circulo

Movimento

(“epiciclo”) cujo centro (Cy, Cy, C3 na figura), por sua retrogrado e
0 B B 1CICIO
vez, se move com movimento circular uniforme sobre ° P
: T

outro circulo ("deferente") com centro na Terra.
Orbitas deste tipo seriam descritas por um ponto
preso na periferia de um disco em rotagao se
transportéssemos o toca-discos como um todo ao
longo de uma trajetéria circular, com movimento
uniforme. A figura mostra como se podem obter assim
6rbitas de planetas com movimento retrégrado.
Vemos ainda que este ocorre na por¢do do epiciclo
interna ao deferente, ou seja, quando o planeta estd mais préximo da Terra, devendo entao
seu brilho aparente ser maior durante o movimento retroégrado. Isto € precisamente o que se
observa — o que constituiu um novo sucesso do modelo de Ptolomeu.

Terra

Deferente

Figura 10.5 Explicacio de Ptolomeu do
movimento retrogrado.

Ptolomeu ainda teve de introduzir outras modifi-
cacOes nesse esquema para explicar anomalias’ adi-
cionais em alguns casos: a velocidade angular do
centro do epiciclo em torno da Terra sofre pequenas L
variacdes, e 0 movimento retrégrado nao tem sempre
0 mesmo aspecto e duracao.

Epiciclo  Deferente

Ptolomeu mostrou que estas irregularidades | f--------oi--ood---@eoooooes
podiam ser reproduzidas deslocando a Terra para uma
posicdo T excéntrica, isto é, ndo coincidente com o
centro O do circulo deferente, e supondo que o centro
C do epiciclo tem velocidade angular uniforme nao
em relacdo a O ou T, mas com respeito a outro ponto
E chamado "equante” (Fig. 10.6).

Com essas adaptacoes, o0 modelo de Ptolomeu
permitia descrever e prever as posi¢des dos planetas com precisao notavel para a época:
dentro de aproximadamente 2°. A sua obra, que representa o apogeu da astronomia antiga,
pode assim prevalecer durante mais de 15 séculos. Entre os drabes, a obra de Ptolomeu tornou-
se conhecida como o “Almagesto”, o que significa “o maior dos livros”.

Equante

Figura 10.6 O equante.
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10.3 — Copérnico

Nikolaus Koppernik (1473 - 1543) viveu na época do Renascimento e da Reforma, um
periodo turbulento, de grandes inovagdes em muitos campos, em que muitas autoridades
anteriormente aceitas foram questionadas. As explora¢des dos grandes navegadores exigiam
dados mais precisos e mostravam que havia erros na geografia de Ptolomeu — por que nao
no resto de sua obra? Erros acumulados durante séculos demandavam uma reforma do
calenddrio, tornando necessarios melhores conhecimentos de astronomia.

P A idéia de um sistema heliocéntrico, ou seja, com

o centro das 6rbitas circulares colocado no Sol, em

/T lugar da Terra, ja havia também sido proposta pelos
- ‘?2 oL astronomos gregos — em particular por Aristarco de
I e ey Samos no século 3 A.C. A rotagao diurna aparente da

. esfera celeste em torno da Terra se explicaria pela

_;::.::. T rotagio da Terra, em sentido oposto, em torno de seu
Sol eixo (cf. pg. 186). Analogamente, seria a Terra que

descreveria uma 6rbita circular em torno do Sol, e
nao a reciproca. Entretanto, os astrOnomos gregos
contemporaneos haviam refutado a teoria heliocéntrica com base num argumento muito con-
vincente: auséncia de qualquer observacao de paralaxe estelar (cf. pg. 11). Se a Terra se movesse
em torno do Sol, o dngulo 6, entre as diregdes aparentes de duas estrelas fixas E e E’ vistas da
Terra na posicdo Ty (Fig. 10.7) seria diferente em diferentes épocas do ano (61 # 6, na figura),
e esse efeito de paralaxe nunca fora observado. Nao se concebia, naturalmente, que as estrelas,
mesmo as mais proximas da Terra, estdo tao distantes que o efeito € inobservavel a olho ny;
mesmo com telescopios, s6 foi detetado em 1838.

O grande tratado de Copérnico “De Revolutionibus Orbium Celestium” (“Sobre as
Revolucdes das Esferas Celestes”, 1543), como o titulo indica, era conceitualmente ainda
bastante préximo da astronomia grega. O que ele procurou demonstrar foi que a principal
vantagem do ponto de vista heliocéntrico seria a de simplificar a descrigao, explicando as
mesmas observacdes anteriores através de movimentos ainda mais proximos do ideal
platonico, sem utilizar, por exemplo, o artificio dos equantes de Ptolomeu.

Figura 10.7 Paralaxe estelar.

A passagem da descri¢io geocéntrica a helio-
céntrica estd ilustrada na fig. ao lado para a orbita
de Vénus (V), que é um dos planetas internos, ou
Dt seja, situado entre a Terra (T) e o Sol (S). Vemos
que, neste caso, o deferente é substituido pela 6r-

. bita da Terra em redor do Sol, e o epiciclo pela
orbita de Vénus em redor do Sol. E fécil ver (veri-
fique!) que, para um planeta externo, como Jupiter,

(a) Geocéntrico (b) Heliocéntrico os papéis do epiciclo e do deferente sdo trocados.
Figura 10.8 Sistemas geocéntrico e Al ja aparece uma das vantagens da descri¢ao
heliocéntrico. heliocéntrica: no sistema de Ptolomeu, os periodos

associados ao deferente para os planetas internos
e ao epiciclo para os externos eram todos iguais a um ano solar. Essa aparente coincidéncia é
imediatamente explicada pelo sistema heliocéntrico: esses periodos nada mais sao do que a
descrigdo geocéntrica do periodo da Terra em sua Orbita em torno do Sol.

Outra grande vantagem do sistema heliocéntrico € que ele permitiu a Copénico deduzir
pela primeira vez a escala relativa das distancias dentro do sistema solar. No sistema
geoceéntrico, a escala das distancias era arbitraria: s6 importava a razao entre os raios do
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epiciclo e do deferente, e ndo os valores absolutos desses raios. Ja para Copérnico os deferentes
dos planetas internos e os epiciclos dos externos se transformavam todos na drbita da Terra
em torno do Sol, cujo raio médio rr é hoje chamado de unidade astronomica (U.A., cf pg. 8),
e se tornava possivel determinar os raios das demais érbitas planetarias com respeito a essa
unidade. Vejamos como isto se faz.

Os planetas internos nunca sao observados muito
afastados do Sol, permanecendo sempre dentro de
um angulo maximo 6 da linha que vai da Terra (T) ao
Sol (S), onde 6 é da ordem de 22,5° para Mercurio e
de 46° para Vénus. A figura 10.9, onde TA e TB séao
tangentes a orbita do planeta (P), dd a explicacao
heliocéntrica desse fato, e mostra que

(10.3.1)

onde rp € o raio da érbita do planeta e ry o da Terra.
Conhecendo 0, isto permite determinar rp/ri: para
Vénus, p. ex., como sen 46° = 0.72, obtemos rp = 0,72
U.A. Para os planetas externos, é ry/rp que se obtém
por um método analogo.

A tabela abaixo compara os raios médios das érbitas planetdrias (em U.A.) obtidos por
Copérnico com os valores aceitos atualmente.

sen®=r,/rr

Figura 10.9 Determinacao do raio da
orbita de uma planera.

Raio médio da érbita em U.A. (rr = 1U.A))

Planeta PR
Copérnico Atual
Mercirio 0,3763 0,3871
Vénus 0,7193 0,7233
Marte 1,5198 1,5237
Jipiter SRS102 SR028
Saturno 9,1743 9,5388

Como vemos, os valores sao notavelmente proximos.

O passo seguinte de Copérnico foi obter, a partir dos periodos sinddicos (vistos da Terra
— cf. pg. 187) dos planetas, seus periodos siderais, ou seja, os periodos heliocéntricos (das
orbitas em torno do Sol). Para os planetas internos, que se movem mais rapidamente do que
a Terra, deixando-a para trds, o nimero aparente (visto da Terra) de revolugdes por ano é
menor do que o nimero real (sideral) de uma unidade, correspondente a revolucao da Terra
em torno do Sol no mesmo periodo. Consideracdes andlogas se aplicam a um planeta externo.
A tabela abaixo compara os periodos obtidos por Copérnico com os valores aceitos atualmente.

Periodo sinédico Periodo sideral
Planeta . L. —
(dias) - Copeérnico Copérnico Moderno
Mercurio 115,88 87,97 dias 87,97 dias
Vénus 538,92 224,70 dias 224,70 dias
Terra — 365,26 dias 365,26 dias
Marte 779,04 1,882 anos 1,881 anos
Jupiter 398,96 11,87 anos 11,862 anos
Saturno 378,09 29,44 anos 29,457 anos
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Estes resultados ilustram a precisdo dos dados de Copérnico - baseados nas observagoes
dos astronomos da antigilidade. Comparando-os com os da tabela da pg. precedente, mostram
também que o periodo sideral (ao contrario do sinodico) cresce regularmente com o raio
médio da orbita.

A explicacdo da ecliptica (cf. pg. 187) e das estagOes segundo o sistema heliocéntrico

decorre de nio ser o eixo de rotacdo da Terra perpendicular ao plano de sua orbita em redor
do Sol.

O eixo da Terra tem uma di-
-p O Eeuinéeio d recao fixa no espaco, a de Polari's
1024 e g EQUInOCIo Ge Margo (a menos da precessio dos equi-
S b ™. Solsticiode |  N6ci0s, que estudaremos mais a-
g;oé’;‘éer : “-dezembro diante). Essa direcao, que € trans-
________ : . portada ao longo do plano da
b _____ iii}i -------------- 6rbita, faz um angulo de 23,5°
Solstici\a‘\ ' Tropico de com a normal a esse plano (Fig.
dejunho .. £ Capricrnio e v 10.10), que € o mesmo da ecliptica
N % . (pg. 187). E verado no hemisfério
Equindcio de setembr """"" sul qyando, deyido a obliquidade
do eixo, os raios diretos do Sol
Figura 10.10 Equindcios e solsticios. atingem a Terra no Trdpico de
Capricornio, a 23,5° ao sul do

e Sot Equador.

T Terra

A explicacao heliocéntrica do movimento retr6-
grado de um planeta externo estd ilustrada na figura
Planeta 10.11. O planeta se move mais lentamente. Em conse-
qiiéncia, quando a Terra passa entre o Sol e o planeta,
ela o ultrapassa com maior rapidez, e a 6rbita aparente
do planeta, prejetada sobre a esfera celeste, mostra
um movimento retrogrado. Como isto sucede quando
o planeta esta mais proximo da Terra, seu brilho €
maior.

A obra de Copérnico atingia ndo apenas dogmas
cientificos, mas também religiosos. Em 1600, Gior-
TR 2 dano Bruno, que havia defendido a doutrina de
Copérnico, bem como a idéia de que o universo € nf-
nito e eterno, e 0 Sol uma estrela como as outras, foi
Figura 10.11 Explicacdo heliocéntrica do queimado em Roma por ordem da Igreja. Seu comen-
movimento retrogrado. tario final no julgamento foi: “Espero vossa sentenca
com menos medo do que a promulgais. Chegara o tempo em que todos verdo como eu vejo”.
Em 1616, o tratado de Copérnico foi colocado no Index pela Igreja.

Orbita aparente

10.4 — Tycho Brahe e Kepler

A obra de Copérnico, que se havia baseado em dados obtidos na antigiiidade, trouxe um
novo impulso a astronomia de observagdo. As primeiras observagdes novas de grande valor
foram feitas no final do século 16, pelo dinamarqués Tycho Brahe (1546 - 1601).

Gracas ao apoio do rei Frederico II, Tycho conseguiu montar em Uraniborg um grande
observatério, um projeto comparavel na época ao que seria um grande acelerador em nossos
dias. Todas as observacdes eram feitas a olho nu (no havia telescopios), mas com instrumentos
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de grandes proporgoes, cuidadosamente calibrados e utilizando dotes incriveis de observagao.
Tycho dedicou toda a sua vida a coleta de dados sobre o movimento dos planetas, conseguindo
atingir uma precisdao pelo menos duas vezes superior a das melhores observag¢oes da
antigliidade.

Tycho propos um modelo intermediario entre os de Ptolomeu e Copérnico, em que todos
os planetas, com exce¢do da Terra, se moveriam em torno do Sol, mas o Sol se moveria em
redor da Terra. Tycho nao percebeu que seu modelo so diferia do de Copérnico por uma
mudanca trivial do sistema de referéncia.

Johannes Kepler (1571 - 1630) foi assistente de Tycho Brahe e seu sucessor no observatorio.
Kepler foi uma personalidade extremamente curiosa, motivado por uma firme convic¢ao, de
tipo platonico-pitagorico, de que o universo € construido de acordo com um plano matematico,
cuja estrutura pode ser deduzida por argumentos de perfei¢ao e da “harmonia das esferas”.
Entretanto, ele aliava a essa atitude um grande respeito pelos dados experimentais, nao se
satisfazendo com qualquer modelo enquanto nao levasse a uma concordancia praticamente
perfeita com a experiéncia.

Desde o inicio de sua carreira, Kepler foi
guiado por uma idéia fantastica, de que osraios
das orbitas planetarias deviam ter alguma
explicagdo geomeétrico-mistica em termos de
figuras perfeitas. Entre os 6 planetas entdo
conhecidos havia 5 distancias a explicar, nime-
ro igual ao dos solidos regulares ou “perfeitos”,
o0s sdlidos platonicos: tetraedro, cubo, octae-
dro, dodecaedro e icosaedro. No seu livro
“Mysterium Cosmographicum” (1597), Kepler
construiu um modelo utilizando os 5 solidos
regulares inscritos e circunscritos em esferas
{Fig. 10.12), procurando mostrar que as
proporcdes assim obtidas seriam as mesmas
que aquelas entre os raios das drbitas plane-
tarias obtidos por Copérnice (cf. pg. 191). En-
tretanto, a concordancia ndo era das melhores.  Figura 10.12 Modelo de Kepler.

Para tentar salvar o seu modelo dos soélidos regulares, Kepler se perguntou entao se o
centro das oOrbitas planetarias seria realmente o centro da drbita da Terra em torno do Sol,
este ocupando uma posi¢ao excéntrica (conforme Copérnico havia suposto), ou se o centro
estaria no Sol. Foi para resolver esta questao que ele resolveu tornar-se assistente de Brahe,
a fim de obter dados mais precisos sobre a drbita da Terra e dos demais planetas.

Tycho Brahe morreu depois de apenas um ano de colaboragao, deixando a Kepler o
legado de suas observagoes. Apos quatro anos de arduo trabalho, Kepler conseguiu mostrar
que, corrigindo a teoria de Copérnico no sentido de dar ao Sol a posi¢do central, obtinha-se
melhor acordo com a experiéncia.

Para a 6rbita de Marte, porém, persistia um desvio de 8 minutos de arco. Embora muito
pequeno, e compativel com a precisdo das observagdes utilizadas por Copérnico, esse desvio
estava em desacordo com a extraordinaria precisao das observacoes de Tycho Brahe, que
Kepler sabia serem confidveis dentro de pelos menos 4 minutos de arco. Este dngulo é da
ordem daquele subtendido pela ponta de uma agulha a distidncia da vista de um braco
estendido! “Construirei uma teoria do universo baseada nesta discrepéncia de 8 minutos de
arco”, afirmou Kepler. Para isto, resolveu abandonar qualquer idéia preconcebida — inclu-
sive o programa platénico de explicar tudo em termos de movimentos circulares uniformes
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__ e redeterminar a 6rbita de Marte. Depois de mais dois anos de trabalho, o resultado
obtido foi uma érbita oval em lugar de circular, com o Sol no eixo, mas nao no centro. Apos
inumeras tentativas infrutiferas de identificagao da curva, Kepler acabou descobrindo que a
4rbita de Marte era uma elipse, com o Sol situado num dos focos — e que o mesmo valia para
os demais planetas. Obteve assim a primeira de suas trés grandes leis:

1.2 lei de Kepler (lei das orbitas):

“As 6rbitas descritas pelos planetas em redor do Sol
sdo elipses, com o Sol num dos focos”.

Se a é 0 semieixo maior de uma elipse e c a semi-
distancia focal (Fig. 10.13), a razdo e = ¢/a chama-se
excentricidade da elipse. Para e =0, a elipse degenera
num circulo; quanto maior for e, mais “achatada” a
elipse. A tabela ao lado da os valores de e para as
, 6rbitas dos planetas conhecidos na época de Kepler.
P Embora a de Mercurio seja mais excéntrica, havia

S = Sol poucas observagdes de Mercirio disponiveis. A orbita
P = Planeta - . P
de Marte, utilizada por Kepler, era a mais excentrica
Planeta e J depois da de Mercurio.
Merciirio 0,206 Além de verificar que a orbita de Marte nao é
Vénus 0,007 circular, Kepler também percebeu através de suas
;e;rr?e 8’8(% observagbes que o movimento do planeta ao longo
Japiter 0,048 da érbita ndo é uniforme: a velocidade é maior quando
Saturno 0,056 ele estd mais préximo do Sol. Kepler procurou en-
: tender estes resultados em termos de uma acao do
Figura 10.13 Orbitas elipticas. Sol, como causa dos movimentos dos planetas. Para

isto, imaginou um modelo extremamente peculiar, em que o Sol teria uma rotagao em terno
de seu eixo e emitiria raios, confinados somente ao plano da érbita, que atuariam lateralmente
sobre o planeta, “varrendo-0” em torno da 6rbita. Imaginou assim uma “for¢a” que teria
todas as caracteristicas erradas: confinada ao plano da drbita, tangencial & 6rbita em lugar
de central, e sup6s ainda que variasse inversamente com a distancia. Partindo desse modelo
inteiramente errado, Kepler fez um célculo também errado das dreas varridas pelo raio vetor
que liga cada planeta ao Sol, e acabou chegando, miraculosamente, a lei certa:

2.% lei de Kepler (lei das dreas):

“Q raio vetor que liga um planeta ao Sol
descreve areas iguais em tempos iguais”.

Assim, num dado intervalo de tempo t, o planeta descreve uma por¢do maior da orbita
quando esta no periélio (posicao mais préxima do Sol)
do que no afélio (posi¢do mais distante do Sol; cf. Fig.
10.14). Kepler acabou percebendo que tinha cometido
erros que se cancelavam, e procurou explicar por que.
A explica¢do que deu também estava errada!

Kepler publicou as duas primeiras leis em seu
livro "Astronomia Nova" (1609). Foi s6 muitos anos
Figura 10.14 Lei das dreas. mais tarde que chegou a formulacdo de sua 3? lei.
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Desde sua juventude, ele havia procurado correlacionar umas com as outras as orbitas
planetdrias, através de alguma regularidade ligando os raios médios das drbitas, bem como
seus periodos de revolucdo. Foi sé perto do fim de sua vida, em 1618, apds inumeras tentativas
infrutiferas, que ele acabou descobrindo a regularidade que buscava, na forma de sua 32 lei:

3.7 lei de Kepler (lei dos periodos):

“Os quadrados dos periodos de revolucao de dois planetas
quaisquer estao entre si como 0s cubos de suas distancias médias ao Sol”.

Assim, se Ty e T, sdo periodos de revolucao de dois planetas cujas érbitas tém raios
médios R; e R, respectivamente, a 32 lei afirma que

(T, / T,Y =(Ry/ Ry)? (10.4.1)

Kepler exultou com sua descoberta: “A 8 de marco deste ano de 1618, ... a (solucdo)
apareceu-me na cabeca. Mas eu estava sem sorte, e:quando a testei pelo cdlculo rejeitei-a
como falsa. Afinal, a idéia voltou-me em 15 de maio, e em novo atague conquistou a obscuridade
da minha mente; concordava tao perfeitamente com os dados obtidos em meus dezessete
anos de trabalho sobre as observagoes de Tycho que pensei primeiro estar sonhando...”

A tabela abaixo ilustra o teste feito por Kepler com seus dados (pg. 191) e os valores
atuais:

Verificacao da 3. lei de Kepler

Valores de Copérnico Valores atuais

Planeta

T (anos) R(U.A) T%/R? T (anos) R(U.A) T%/R3

Mercurio 0,241 0,38 1,06 0,241 0,387 1,00

Vénus 0,614 0,72 1,01 0,615 0,723 1,00

Marte 1,881 1,52 1,01 1,881 1,524 1,00

Jupiter 11,8 5,2 0,99 11,862 5,203 1,00

Saturno 29,5 9,2 1,12 29,457 9,539 1,00

Note-se que para a Terra, por definicdo, T=1ano e R =1 U.A., de modo que T*/R® = 1.

Kepler publicou sua 3? lei em 1619, no prefacio de seu livro “Harmonices Mundi”, onde
também escreveu: “Os dados estao lancados; estou escrevendo este livro — nao importa se
para ser lido pelos meus contemporaneos ou pela posteridade. Ele pode esperar 100 anos por
um leitor, ja que Deus pbde esperar 6.000 anos pelo aparecimento de um contemplador da
sua obra”. O titulo do livro se refere a uma interpretagéo literal por Kepler da “harmonia das
esferas”, procurando demonstrar que os planetas, em seu movimento, executam uma espécie
de musica celeste. Cada planeta emitiria uma ou mais notas musicais, conforme suas variacoes
de velocidade na 6rbita. Vénus, com a menor excentricidade, emitiria sempre a mesma nota;
Marte, cuja excentricidade na orbita leva a maiores
varia¢des de velocidade, emitiria varias notas dife-
rentes, correspondendo a melodia ilustrada ao lado...
Kepler também foi o autor de uma das primeiras obras
de ficcao cientifica, “Somnium”, onde descreve uma
viagem a Lua!

Figura 10.15 A melodia de Marte segundo
Kepler.
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10.5 — Galileu

Depois da invencao do telescopio, usualmente atribuida ao holandés Lippershey, alguns
desses instrumentos (utilizados como brinquedos) foram levados por viajantes para a Itdlia.
Em 1609, Galileu construiu uma versao aperfei¢oada, que ampliava a drea dos objetos por um
fator da ordem de 1.000, reduzindo sua distincia aparente por um fator da ordem de 30, e
apontou-o pela primeira vez para o céu. Foi um dos grandes momentos da historia da ciéncia:
Galileu fez logo toda uma série de descobertas sensacionais. Olhando para a Lua, verificou
que ndo era uma esfera perfeita como pretendiam os aristotélicos, mas tinha vales profundos
e cadeias de montanhas elevadas, cuja altura conseguiu estimar, a partir da sombra projetada
pelos raios solares, como sendo compardvel a das montanhas terrestres. As estrelas visiveis a
olho nu eram apenas uma pequena parte das que apareciam no telescdpio, “incrivelmente
numerosas”.

Observando Jupiter, Galileu teve sua curiosidade despertada pelo que pareciam ser trés
“estrelinhas, pequeninas mas muito brithantes”, alinhadas com o planeta. Repetindo as
observacdes em noites sucessivas, durante algumas semanas, percebeu que as "estrelinhas”
mudavam de posicio com respeito a Jupiter, e que na verdade eram quatro, das quais uma ou
duas se ocultavam por vezes atras do planeta, o que registrou numa série de esbocgos: * ** O
*xxQ* **(Q,*O*** . Galileu concluiu que se tratava de quatro satélites de Jupiter, cujos
periodos de revolu¢do mediu. Era um caso claro de corpos celestes girando em torno de um
planeta diferente da Terra, em contradi¢cao com o sistema geocéntrico.

Estudando Vénus com seu tel-
escopio, Galileu fez outra impor-
tante descoberta: observou que Vé-
Epiciclo nus mostrava “fases”, como a lua:
ora aparecia como um circulo, ora
Terra como semicirculo, em "quarto min-

O Veénus Sol guante” etc. Por conseguinte, ndo

Pant tinha luz propria: refletia a luz do
sol. Mas essas observacoes também
contradiziam frontalmente o mo-
delo de Ptolomeu, segundo o qual a
orbita de Vénus deveria ser um
Deferente epiciclo inteiramente contido entre
o Sol e a Terra, o que levaria Vénus
a aparecer sempre da mesma forma,

como um crescente iluminado (figura 10.16), sem mostrar “fases”.

Galileu publicou essas observa¢oes em 1610, em seu livro “Sidereus Nuncius” (“O
Mensageiro das Estrelas”), causando grande sensacao, ao mesmo tempo em que provocava
uma controvérsia apaixonada. As observacoes foram postas em divida; quando Galileu quis
demonstra-las, alguns de seus colegas professores recusaram-se até mesmo a olhar pelo
telescépio. Um deles, Libri, morreu pouco depois, levando Galileu a comentar: “Libri nao quis
observar minhas novidades celestes enquanto estava na terra; talvez o faga agora que foi
para o céu”.

Com a ascengao do novo Papa Urbano VIII, que tinha demonstrado interesse pela
astronomia e pelas descobertas de Galileu, este acabou decidindo-se a publicar, em 1632, seu
“Dialogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo, o Ptolomaico e o Copernicano”, de-
fendendo o ponto de vista de Copérnico. Isto violava uma proibi¢do do papa anterior. Galileu
também colocou o argumento predileto de Urbano VIII em defesa de Ptolomeu na boca do

Figura 10.16 Para Ptolomeu, nao haveria “fases” de Vénus.
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personagem Simplicio, cujo nome era bem representativo do papel que desempenhava na
obra.

Em 1633, Galileu foi julgado pelo Santo Oficio e obrigado a abjurar seus “erros e heresias”.
Condenado ao equivalente da prisao domiciliar perpétua, aproveitou os nove anos que lhe
restaram para escrever e fazer publicar clandestinamente sua grande obra “Didlogos sobre
Duas Novas Ciéncias”.

Na margem de uma pdgina do seu proprio exemplar dos “Didlogos sobre os Dois
Principais Sistemas do Mundo” encontra-se a seguinte anotagao de Galileu:

“Quanto a introdugio de novidades: Quem pode duvidar que leve as piores desordens
quando mentes que Deus criou livres sdo compelidas a submissdo escrava a uma vontade
externa? Quando nos dizem que devemos negar a evidéncia de nossos sentidos e sujeitd-los
ao capricho de outros? Quando pessoas sem qualquer competéncia sdo tornadas juizes de
peritos e se lhes outorga autoridade para tratd-los como lhes aprouver? Sao essas as novidades
capazes de levar a ruina das comunidades e a subversdo do Estado”.

10.6 — Newton e a Lei da Gravitacao Universal

Isaac Newton nasceu em 1642, no dia de Natal. Filho péstumo de um fazendeiro, teve de
custear seus estudos trabalhando, e foi gracas a ajuda de um tio que conseguiu entrar em
Cambridge em 1661. Quando se bacharelou em 1665, Isaac Barrow, seu professor de
matematica, encorajou-o a permanecer em Cambridge.

Naquela época, Londres era uma cidade muito poluida e com péssimo saneamento. Num
livro onde se propunha um plano para reduzir a polui¢ao atmosférica produzida por chaminés
de industrias, “Fumifugium”, de John Evelyn, publicado em 1661, 1é-se: “O viajante fatigado,
a muitas milhas de distancia, reconhece a cidade pelo olfato antes que pela vista.” No verao
de 1665, a peste se alastrou rapidamente por Londres, dizimando cerca de 70.000 pessoas, a
sétima parte da popula¢do. Um ano mais tarde sobreveio o Grande Incéndio de Londres, que
arrasou dois tercos da cidade.

A peste provocou o fechamento da Universidade, e Newton refugiou-se em sua fazenda
de Woolsthorpe. A melhor descri¢cio do que fez nesse periodo foi dada por ele proprio
cingiienta anos mais tarde.

“No principio de 1665, achei o0 método para aproximar séries e a regra para reduzir
qualquer poténcia de um binémio a uma tal série” (bindmio de Newton e série binomial). “No
mesmo ano, em maio, achei o método das tangentes de Gregory e Slusius” (férmula de
interpolacdo de Newton) e em novembro o método direto das fluxdes” (cdlculo diferencial);
“no ano seguinte, em janeiro, a teoria das cores” (experiéncias com o prisma sobre decom-
posicdo da luz branca), "e em maio os principios do método inverso das fluxdes" (calculo
integral), “e no mesmo ano comecei a pensar na gravidade como se estendendo até a orbita
da Lua, e... da lei de Kepler sobre os periodos dos planetas... deduzi que as for¢as que mantém
os planetas em suas 6rbitas devem variar inversamente com os quadrados de suas distancias
aos centros em torno dos quais as descrevem: tendo entao comparado a for¢a necessaria
para manter a Lua em sua orbita com a for¢a da gravidade na superficie da Terra, e encontrado
que concordavam bastante bem. Tudo isso foi feito nos dois anos de peste, 1665 e 1666, pois
naqueles dias eu estava na flor da idade para inveng¢des, e me ocupava mais de matematica e
filosofia” (fisica) “do que em qualquer época posterior.”

Para efetuar o calculo da forga gravitacional a que Newton se refere, ele ja devia dispor

da formulacao dos principios fundamentais da dinamica, embora néo se refira explicitamente
a isso. Todos esses resultados foram obtidos por Newton em sua fazenda, entre 23 e 24 anos



198 Capitulo 10 — GRAVITACAO

de idade! Compreende-se que ele tenha sido considerado por Hume como o maior génio ja
produzido pela espécie humana.

A lei da gravitacao para orbitas circulares

Como vemos pela tabela da pg. 194, para diversos planetas a excentricidade da Orbita
eliptica € muito pequena, de modo que podemos tomar a orbita como circular, com muito boa
aproximacdo — o que também se aplica a Lua. A orbita circular é bem mais facil de tratar do
que a eliptica, de modo que vamos reconstruir 0 argumento de Newton para esse caso.

Para uma 6rbita circular, a 22 lei de Kepler implica que o movimento é uniforme. Como
vimos a pg. 56, a aceleracio neste caso € centripeta, e é dada, para uma drbita circular de raio
R e de velocidade angular o = 2/T (T = periodo) por

a=-@’Rr=-4n° ng‘ (10.6.1)

T
onde ' é o vetor unitdrio na direcdo radial. Se m é a
massa do planeta, a for¢a que atua sobre ele é dada
pela 2% lei de Newton.

F= ma=—4n2m%f‘ (10.6.2)

que é uma forga atrativa central (dirigida para o Sol).
Pela 3? lei de Kepler (pg. 195), temos

Figura 10.17 Orbita circular. R3
F =( = constante (10.6.3)

onde C tem o mesmo valor para todos os planetas. Logo, podemos reescrever a (10.6.2) como

F=—4nC- 2t (10.6.4)
R2
Vemos assim que a lei dos periodos de Kepler leva a conclusao de que a forga gravitacional
varia inversamente com o quadrado da distancia do pianeta ao Sol, como Newton afirmou
no trecho acima. A (10.6.4) mostra que ela é também proporcional a8 massa do planeta. Pela 3?
lei de Newton, o planeta exerce uma forca igual e contraria sobre o Sol, a qual deve também
ser proporcional 8 massa M do Sol. Newton foi assim levado a expressao

F= —G?—r (1065)

onde G seria agora uma “constante universal”, caracteristica da forca gravitacional. Esta é a
lei de Newton da gravitagdo ja citada na (5.1.1). Uma vez inferida a forma da lei, vejamos o que
Newton fez para testa-la.

Aluaeamaca

Em sua “Philosophie de Newton” (1738}, Voltaire conta: “Um dia, no ano de 1666, New-
ton, entdo em sua fazenda, vendo uma fruta cair de uma arvore, segundo me disse sua sobrinha,
Mme. Conduit, comegou a meditar profundamente sobre a causa que atrai todos os corpos
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na direcdo do centro da Terra”. A Lua, como a maca, estd “caindo” em dire¢do a Terra ao
longo de sua érbita.

A histéria provavelmente é apocrifa, mas o proprio Newton confirma, no trecho acima
citado, que comparou naquele ano “a for¢a necessdria para manter a Lua em sua orbita com
a for¢a da gravidade na superficie da Terra”. Vamos fazer essa comparag¢ao para o caso da
mac4, adotando a notagdo: T = Terra; L = Lua, C = Maca.

Os modulos das forgas mencionadas obtém-se aplicando a (10.6.5):

M M
Frc|=G };f%’:c; [Fre|=G I;ZZIL

Sejam a; e ac os modulos das aceleragdes da Lua e da magd; esta ultima € igual a g
(aceleracdo da gravidade na superficie da Terra). Além disso, Rrc = Ry (raio da Terra). Temos
entao:

Fri| GM GM
aL=|—zLF|=—2T; ac=g=—"3" (10.6.6)
my RTL RT
onde a ultima expressio coincide com a (7.5.25). Portanto
a /ac=a,/g=(Ry/Ry) (10.6.7)

onde G se cancela. Por outro lado, pela (10.6.1), a, = 4 n° Ry/T%, onde T; é o periodo de
rotacdo da Lua em torno da Terra, que é =~ 27,3 d. A verificacao da (10.6.7) depende portanto
apenas do conhecimento de Ry e de Ry;. Ja vimos (pg.10) como Eratdstenes havia medido RT
no século III A.C.. Outro astronomo grego, Hiparco de Rodes, conseguira calcular a distancia
Terra-Lua Ry por volta de 130 A.C.

A distincia Terra-Lua

Hiparco baseou-se em observag¢des da durac¢ao de um eclipse total da Lua. Essa duragao
é o tempo decorrido entre a entrada (em A) e a saida (em B) da Lua no cone de sombra
projetado pela Terra (Fig. 10.18). A abertura angular do cone de sombra coincide com o
didmetro angular aparente o do Sol visto da Terra (que, por coincidéncia, € quase exatamente
0 mesmo que o da Lua). Hiparco mediu o valor de a e obteve

o=0,553°= 1 rad (10.6.8)
103,5

14

Sol

Figura 10.18 Eclipse total da Lua.
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Hiparco observou que o dngulo 8 descrito pela Lua durante o eclipse total é de
aproximadamente 2,5 vezes o didmetro angular aparente da Lua, ou seja, 8 = 2,5a. Por outro
lado, levando em conta que Ry, >> Ry, a figura mostra que, com muito boa aproximacao,

0 que, levando em conta a (10.6.8), da

Ry 350 35 1
- 10.6.9
Ry 2 207 59 ( )

levando Hiparco a concluir que a distincia da Terra a Lua é de 59 vezes o raio da Terra. Na
época de Newton, outras determinagdes ja haviam sido feitas, levando a valores entre 60 e
60.5 (o valor atualmente aceito é = 60.3). Newton usou o valor 60, obtendo assim na (10.6.7)

a; /g =1/3.600

0 que concorda com o valor calculado da aceleragio centripeta da Lua (cf. (3.7.16)). Dai a
afirmacao de Newton (pg. 197) de que “concordavam bastante bem”.

Newton realizou assim uma das mais notdveis sintese da histdria da ciéncia, relacionando
a queda dos corpos na superficie da Terra com a 6rbita da Lua— primeiro passo no tratamento
da mecénica celeste.

10.7 — Os “Principios Matematicos da Filosofia Natural”

Em 1669, Newton tornou-se o sucessor de Barrow na cétedra de matematica em Cam-
bridge. Em 1672, apresentou a Royal Society (que havia sido fundada 10 anos antes) seu
primeiro trabalho, sobre a natureza da luz branca e sua decomposicio espectral. Entretanto,
essa publicagao provocou uma disputa com Robert Hooke sobre prioridades, e Newton, que
era um recluso e profundamente timido e desconfiado, ficou tdo desgostoso que nio teria
publicado mais nada se ndo o forcassem a fazé-lo.

No inicio de 1684, Robert Hooke, Sir Christopher Wren (o arquiteto da St Paul's Cathe-
dral, que também era astronomo) e Edmund Halley tiveram uma discussio conjunta em
Londres sobre qual seria a érbita de um planeta atraido pelo Sol com uma forca que variasse
com o inverso do quadrado da distancia. Seria uma elipse, conforme descrito pela 12 lei de
Kepler? Hooke acreditava que sim, e Wren ofereceu-lhe 40 shillings (cerca de US$100 atuais)
se o provasse dentro de um tempo prefixado — o que Hooke ndo conseguiu fazer. Alguns
meses mais tarde, Halley foi a Cambridge e perguntou a Newton (sem explicar por que) qual
seria a forma da drbita. Newton respondeu imediatamente: “Uma elipse”. — “Como sabe?
Tem a prova?” perguntou Halley, ao que Newton respondeu: “Ora, j4 sei isso h4 muitos anos.
Se me der alguns dias, certamente reconstruirei a prova”.

Com efeito, Newton havia resolvido esse problema em 1676 ou 1677, e logo enviou a
Halley duas provas diferentes. Com muito esforco, Halley conseguiu persuadi-lo a preparar
um tratado em que exporia suas investigacoes sobre gravidade e mecénica celeste. Newton
escreveu-o em 18 meses, e Halley, embora nio tivesse muitos recursos, subvencionou a
publicacio.

“Philosophiae Naturalis Principia Mathematica” (“Os Principios Mateméticos da Filosofia
Natural”, usualmente citado como “Principia”), publicado em 1687, é muitas vezes considerado
como a obra cientifica mais importante e de maior influéncia até hoje escrita.
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O que teria levado Newton a aguardar tantos anos antes de publicar os seus resultados?
Em parte, isso foi devido a seu cardter e aos revezes anteriores. Entretanto, havia uma
dificuldade mais fundamental. Ao calcular (cf. pg. 199) a for¢a da gravidade na superficie da
Terra, admitimos que toda a massa da Terra estivesse concentrada no seu centro. Como
Justificar isso? Foi s6 em 1685 que Newton conseguiu demonstrar (usando o calculo integral,
que ele proprio havia inventado) que, para uma forga central inversamente proporcional ao
quadrado da distancia (alids, isto s6 vale para uma tal forga!), a atracio exercida por uma
esfera sobre uma particula externa é a mesma que se toda a massa da esfera estivesse
concentrada em seu centro, o que estd muito longe de ser ébvio. Veremos a demonstracio
mais adiante (Sec¢.10.9).

No livro I dos “Principia”, Newton formula os principios fundamentais da dindmica (as 3
leis de Newton) e estuda os diferentes tipos de drbitas possiveis de uma particula sob a acdo
de uma forc¢a do tipo da gravitacional (variando com o inverso do quadrado da distancia):
Orbitas elipticas, hiperbdlicas e parabdlicas; mostra também a relacdo com as leis de Kepler.
[nclui ainda o tratamento da acao de uma esfera sobre um corpo externo. No livro I, discute
0 movimento de corpos num meio resistente e problemas de mecénica dos fluidos, inclusive
a propagag¢édo de ondas num fluido. Finalmente, no livro I1I, intitulado “O Sistema do Mundo”,
aplica a lei da gravitagao para discutir o movimento dos satélites em torno dos planetas e dos

qadn Ao
planetas em torno do Sol; mostra como calcular as massas dos planetas em termos da massa

da Terra; calcula o achatamento da Terra devido a sua rotagéo; calcula o efeito, conhecido
como precessdo dos equindcios, produzido sobre a 6rbita da Terra por esse achatamento;
discute as perturbag¢oes do movimento da Lua devidas & acio do Sol; explica as marés; calcula
as orbitas dos cometas.

Vejamos apenas alguns exemplos dos resultados obtidos por Newton.

(a) Cometas

Os cometas exemplificam orbitas elipticas extremamente elongadas, com excentricidade
préxima da unidade. Assim, embora seus periélios (cf. pg. 194) tenham de penetrar usualmente
para dentro da érbita de Marte a fim de que o cometa
seja visivel, e alguns penetrem até dentro da orbita
de Mercurio, as afélios estdo por vezes além da orbita
de Plutao.

O mais celebre dos cometas é o cometa Halley,
cuja aparicao em 1682 foi identificada por Halley com
aparicOes anteriores em 1607 e 1531, tendo pois um
periodo de aproximadamente 75 a 76 anos (a aparicao
mais recente foi em 1986, seguindo-se a de 1910).

Aplicando a 32 lei de Kepler, Newton pode con-
cluir entao que a orbita do cometa de Halley é uma
elipse cuja distAncia média do Sol é de (75/%° U.A. =
17,8 U.A. No periélio (= 0.6 U.A.), o cometa penetra
dentro da drbita de Vénus; no afélio, vai além da 6r- -
bita de Netuno (Fig. 10.19). Figura 10.19 Orbita do cometa Halley.

Orbita do
Cometa de

(b) A forma da Terra

Newton calculou o efeito da rotacédo da Terra sobre sua forma: na auséncia de rotacéo,
ou seja, somente sob o efeito da gravidade, os planetas deveriam ter forma esférica; entretanto,
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N as “forcas centrifugas” produzidas pela rota¢do levam
a um achatamento nos polos e alargamento no equa-
dor, conduzindo a uma forma de esferdide oblato,
como mostra a figura 10.20 (onde o efeito foi gran-
demente exagerado).

Segundo o calculo de Newton, o didmetro polar
da Terra deve estar para o equatorial como 229/230,
S levando a uma elipticidade de 1/230. Maupertius
Figura 10.20 Forma da Terra confirmou os resultados de Newton, apds sua morte,
numa expedicao geodética ao norte da Escandinavia,

levando Voltaire a escrever-lhe:

“Vous avez confirmé dans des lieux pleins d'ennui.
Ce que Newton connut sans sortir de chez lui”.

As determinagoes experimentais mais recentes dao uma elipticidade de = 1/297. Newton
também calculou as varia¢des locais da aceleracdo da gravidade devidas a forma da Terra, e
discutiu ainda a forma de outros planetas.

(c) A precessao dos equinécios

Nova estréla polar Cerca de 130 A.C., Hiparco, comparando suas

13.000 anos depois observacodes da posi¢do do Sol nos equindcios em
s ‘ ------ " Polaris rela.géo as estrelas fixas com as que haviam sido feitas
b muitos séculos antes por astrénomos babilonios,

o ek chegou a conclusao de que havia um deslocamento

—F ’

extremamente lento dos equinocios, que estimou em
_______________ Planoda| 36° por ano. Copérnico, em “De Revolutionibus”,
eliptica corrigiu esse valor para 50,2° por ano, em bom acordo
F com o atual, e interpretou corretamente o efeito:
embora o eixo da Terra mantenha um angulo cons-
tante de 23,5° com a normal i ao plano da ecliptica
(Fig. 10.21), ele descreve um cone em torno dessa
normal, num movimento de precessao analogo ao de
um pido em rotagdo rapida. A taxa de precessdo corresponde a uma volta completa em 26.000
anos. Assim, como mostra a figura, em lugar de apontar para a atual estrela Polaris, o eixo da
Terra apontaré para uma diregdo deslocada de 47° na esfera celeste daqui a 13.000 anos, e o
verdo no hemisfério sul ocorrerd na parte da orbita da Terra onde agora ocorre o inverno.

Newton deu a explica¢do da precessio: por ser a Terra um esferoide oblato, a atragdo da
Lua, e, com menor intensidade, a do Sol, produzem um torque (indicado pelas for¢as F e - F
na figura 10.21) que é responsével pela precessdo. Newton tratou o problema (que discutiremos
mais tarde) e calculou a taxa de precessio, obtendo 50° por ano, em excelente acordo com 0
resultado experimental. Este é um dos resultados mais notaveis que se encontram nos
“Principia”.

’

RotaqﬁoQ’ S
da Terra , ~J

’

Figura 10.21 Precessao dos equindcios.

(d) As marés

Newton foi o primeiro a explicar a causa das marés, como sendo devida a atracéo
gravitacional da Lua e, em menor escala, do Sol sobre 0s oceanos. A primeira vista, poderia
parecer que isso causaria apenas uma protuberancia da massa liquida do lado da Terra num
dado momento voltado para a Lua. Entretanto, um pouco de reflexao adicional mostra que
deve haver duas protuberancias, localizadas em extremos opostos da Terra (Fig. 10.22). Com
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efeito, a distancia da Lua ao centro da Terra sendo de
aproximadamente 60 Ry (pg. 202), o lado mais proximo
esta a cerca de 59 Ry e o mais distante 61 Ry. Do lado
mais proximo, a atragdo da Lua sobre o ponto 1 da
superficie do oceano é mais forte que sobre um ponto
2 da superficie da Terra (Fig.) e a 4gua € puxada para Lua
fora. Do lado mais distante, a superficie do oceano F,
(ponto 4) é menos atraida que a da Terra (ponto 3), o F\>F,
que causa a protuberédncia do lado oposto. Em 12 |F>F,

horas, devido a rotacdo da Terra, o ponto 2 vai parar
na posicdo 3, de modo que se produzem duas marés  Figura 10.22 Explicacio das mares.
altas por dia, conforme € observado.

Terra puxada para  Agua puxada para
fora da agua fora da Terra

Polo Norte

(e) Satélites artificiais da Terra

Newton considerou explicitamente a possibi-
lidade da existéncia de satélites artificiais da Terra.
Conforme ilustrado na figura 10.23, adaptada de seu
“Sistema do Mundo”, ele discutiu o que aconteceria
se, do topo V de uma montanha muito alta, projéteis
fossem lancados horizontalmente com velocidades
iniciais crescentes. A principio, teriamos trajetorias
parabdlicas com VD, VE na figura (as parabolas sao
na verdade aproximacoes de pequenas por¢oes de
elipses keplerianas). Entretanto, para uma velocidade
inicial suficientemente grande, Newton observa que
o projétil descreveria uma 6rbita fechada em torno
da Terra, voltando ao ponto de partida. E se os lanc¢a-
mentos fossem feitos de altitudes crescentes, diz ele,
os corpos “descreveriam arcos concéntricos com & Terra, ou de excentricidades varias, e
continuariam circulando nos céus nessa 6rbitas como fazem os planetas em suas Orbitas”.

Figura 10.23 Satélites artificiais na visao
de Newton.

Qual seria o periodo T de revolugdo de um satélite artificial em 6rbita a uma distancia R
do centro da Terra? Pela discussdo da pg. 198 (onde m é a massa do satélite e M = M a massa
da Terra), podemos aplicar a 3 lei de Kepler sob a forma

R® _c=GMy :gR%

;‘E = 2 4 (10.7.1)

onde aplicamos a (10.6.6). Resolvendo em relagdo a T, com g = 9,8 m/s® e Ry = 6,4 x 10% m,
obtemos

T =3,14 %107 (Ropetros )’ (segundos) (10.7.2)

Note que o resultado independe da massa m do satélite.

O primeiro satélite artificial, Sputnik 1 (1957), tinha uma orbita de altitude média =~ 550
km, ou seja, R = 6,95 x 10° m. Levando esse valor na (10.7.2), obtém-se T = 96 min, que era o
periodo observado. Se fazemos T = 24h na (10.7.2), obtemos R =~ 42.000 km = 6,5 R. Um
satélite a essa altitude é sincrono, ou seja, como tem periodo orbital igual ao de rotagao da
Terra, permanece sempre acima do mesmo ponto da Terra, 0 que é importante para transmitir
comunicagdes. O primeiro satélite desse tipo, Syncom II, foi lancado em 1963.
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No final de “Principia”, Newton diz: “Até aqui explicamos 0s fendomenos celestes e dos
oceanos pelo poder da gravidade, mas nao determinamos a causa deste poder. Ele certamente
provém de uma causa que penetra até o Amago do sol e dos planetas, sem que sua forca sofra
a menor diminuigdo; que opera... proporcionalmente i quantidade de matéria das particulas,
e propaga sua virtude em todas as direcoes até distancias imensas, decrescendo sempre COmo
o inverso do quadrado das distancias”. Esta ¢ a formula¢do mais explicita que aparece nos
“Principia” da lei da gravitagdo universal.

Depois da publica¢do dos “Principia”, Newton recebeu inimeras honrarias. De 1703 até
sua morte em 1727, foi presidente da Royal Society. Foi enterrado na Abadia de Westminster.

Referindo-se a contribui¢do de seus precursores, ele disse: “Se fui capaz de ver mais
longe, é porque me apoiei nos ombros de gigantes”. Pouco antes de sua morte, disse: “Nao sei
como apare¢o aos olhos do mundo; aos meus préprios, pareco ter sido apenas como um
menino, brincando na praia, e divertindo-me em encontrar de vez em quando um seixo mais
rolico ou uma concha mais bela que de ordinario, enquanto o grande oceano da verdade jazia
todo inexplorado a minha frente”.

10.8 — O triunfo da mecanica newtoniana

A era pés-newtoniana foi marcada por uma série crescente de sucessos na aplicagao dos
principios da dindmica e da lei da gravitacdo ao Sistema Solar e mesmo além dele.

(a) O valor de G e a massa da Terra

Para determinar o valor da constante gravitacional G na (10.6.5), é preciso medir a forga
de atracdo gravitacional entre duas massas conhecidas, o que é muito dificil no laboratorio
por ser muito fraca a interagao gravitacional. A primeira medida foi feita por Cavendish em
1798, utilizando um aparelho extremamente sensivel, a balanca de torgao.

Um par de esferas de massa m, nas extremidades

/ggr‘t‘zie de uma barra, é suspenso pelo centro da barra por
Feixe uma fibra fina de quartzo numa posicéao de equilibrio

Espelho de luz AB (Fig. 10.24). Trazem-se entdo outras duas esferas
de massas M a mesma distancia das esferas de massa
m (Fig.), o que produz um torque, pelas for¢as gravita-
cionais entre cada par de esferas. Esse torque faz girar

m@y——
A\' A’@ a barra de um angulo 8, produzindo uma tor¢ao
B correspondente da fibra, que é calibrada de forma a
poder medir o torque, e por conseguinte as forgas
Escala gravitacionais, pelo angulo de torgao. Este angulo é

medido pelo desvio de um feixe de luz refletido por
um espelhinho preso no fio (alavanca otica).

Cavendish obteve G =6,71x 107" N m2/kg?, que é bastante préximo do valor atualmente
aceito, G = 6,6739 x 107" N - m¥kg” (cf. (5.1.2)).

Cavendish chamou a sua experiéncia de “pesagem da Terra”. J 4 vimos a pg. 140 a razao
de ser desse nome: a relacdo (10.6.6) ou (7.5.25) com g, Ry e My permite determinar a massa
My da Terra. Vimos também que o valor correspondente da densidade média da Terra é
pr = 5,52 g/cm®. O valor de Cavendish, pr =548 g/cm?, foi obtido bem depois da morte de
Newton, mas Newton havia feito, nos “Principia”, a seguinte estimativa célebre de pr: “Como...
a matéria comum da Terra em sua superficie € cerca de duas vezes mais pesada que a agua, e

um pouco abaixo, em minas, verifica-se ser trés, quatro, Ou mesmo cinco vezes mais pesada,

Figura 10.24 Experimento de Cavendish.
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é provavel que a quantidade total de matéria da Terra seja cinco ou seis vezes maior do que se
consistisse toda de 4gua..."

(b) A massa do Sol

O andlogo da (10.7. 1) aplicado a 6rbita da Terra em torno do Sol é

R® _GM;

T2  4n°
onde T é o periodo da érbita (= 1 ano sideral), R € a distdncia média da Terra ao Sol e M; a
massa do Sol. O tnico dado que falta para determinar esta massa € o valor de R.

A distancia da Terra ao Sol ja havia sido estimada no século IIl A.C. por Aristarco, usando
um método de triangulagdo que tomava como base a distdncia da Terra a Lua quando o
angulo Lua-Terra-Sol é reto, o que corresponde a metade da face da Lua iluminada
(quadratura). Entretanto, o &ngulo oposto a essa base € tao pequeno que a medida é dificil, e
o valor obtido por Aristarco, de que o Sol estaria 20 vezes mais distante do que a Lua, era
muito inferior ao valor real (cerca de 400 vezes).

Kepler, e depois Flamsteed, obtiveram R indiretamente, medindo a distincia da Terra a
Marte através da determinacao da paralaxe de Marte visto simultaneamente de diferentes
pontos da Terra (ou do mesmo ponto em horas diferentes, transportado pela rotacdo da Terra).
Como a escala relativa do Sistema Solar era conhecida desde Copérnico (pg 191), bastava
medir uma distancia absoluta para determinar qualquer outra — em particular R.

(10.8.1)

A primeira medida maior de maior precisdo (~ 5%) de R foi feita em 1761, usando um
método que havia sido proposto por Halley, através de observagoes do transito de Vénus, ou
seja, sua passagem pelo disco solar, vista de diferentes pontos da Terra. Determinacoes de
paralaxes se tornaram mais faceis e precisas quando a simultaneidade das observagdes de
pontos diferentes pode ser garantida pela sincronizacao de cronémetros.

O valor atualmente aceito de R, que corresponde a 1 U.A. (pg. 11) € R = 1.49 x 10" m.
Substituindo na (10.8. 1), obtém-se para a massa do Sol o valor M = 1,988 x 10%0 kg (= 333.000
vezes a massa da Terra).

(¢) Os satélites de Jipiter e a velocidade da luz

O mais interno dos 4 satélites de Jupiter descobertos por Galileu, Io, tem um periodo de
~42 5h, e é facil determinar os instantes em que é eclipsado pelo planeta. Em 1675, 0 astronomo
dinamarqués Olaf Romer verificou que o intervalo entre dois eclipses consecutivos crescia
quando a Terra estava se afastan- 2
do de Jupiter, e diminuia quando se
aproximava.

Tendo confianca nas leis de Japiter

Newton, segundo as quais o pe-
riodo real deveria ser invariavel, @ - sombra

Romer atribuiu as variagoes apa-
rentes do periodo a uma velocidade
finita de propagacdo da luz, e
determinou o seu valor, pela pri-

meira vez, com o auxilio dessas
observagoes. Figura 10.25 Determinacdo da velocidade da luz.

, Io
Orbita da Terra
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O argumento de Romer estd ilustrado esquematicamente na figura 10.25. Nas posi¢oes 1
e 3 em sua 6rbita, quando a Terra se move mantendo-se aproximadamente eqliidistante de
Jupiter, o atraso na observacio do eclipse, devido ao tempo que a luz leva para vir de Jupiter
4 Terra, € 0 mesmo para dois eclipses consecutivos, de modo que medimos o periodo verdadeiro
de lo. Na posicao 2, porém, a Terra se terd afastado de Jupiter entre dois eclipses consecutivos
e o intervalo aparente entre eles sera maior, porque a luz tem de percorrer uma distancia
maior até atingir a Terra, assinalando o 2° eclipse; analogamente, em 4, guando a Terra esta
se aproximando de Jupiter, o intervalo aparente diminui. A variagao fraciondria do periodo
orbital de lo observada ¢ igual a razdo da velocidade da Terra em sua Orbita & velocidade da
luz, 0 que permitiu a ROmer estimar essa velocidade, tendo obtido um valor cerca de 25%
inferior ao atualmente aceito, ¢ = 3 x 108 m/s. '

Uma vez estabelecido o valor de ¢ por métodos independentes, foi possivel emprega-lo
em sentido inverso, para estabelecer distancias absolutas no Sistema Solar, seja em termos
de efeitos como os atrasos de eclipses de satélites de Jupiter, seja através dos modernos
métodos de radar.

(d) Outros planetas

Até aqui, consideramos cada planeta como se movesse apenas sob a acdo da atragao
gravitacional do Sol. Na realidade, o movimento de um planeta também é afetado pelas tforcas
de atracdo exercidas pelos demais planetas (além de seus satélites, se 0s tiver), que perturbam
as érbitas elipticas keplerianas.

Felizmente, estas perturbacdes sio pequenas, porque a massa do Sol € muitissimo maior
do que a massa de qualquer planeta (o mais pesado, Jupiter, tem menos de um centésimo da
massa do Sol). Mas tiveram de ser levadas em conta, 4 medida que a precisao das observagoes
astronomicas foi aumentando.

Uma solucdo exata do problema do movimento de mais de dois corpos, em interacao
gravitacional uns com os outros, ¢ tdo dificil que, mesmo no caso de trés corpos, o problema
s6 pode ser resolvido em casos especiais extremamente restritivos. Por outro lado, solugoes
aproximadas, utilizando o fato de que as perturbagoes exercidas pelos demais planetas sao
muito menores do que a forca atrativa do Sol, podem ser desenvolvidas de forma sistematica,
constituindo o objeto do célculo das perturbacdes. Este complicado problema de mecanica
celeste foi tratado, durante a segunda metade do século 18 e primeira metade do século 19,
por Euler, Lagrange e Laplace. Os resultados foram um sucesso, particularmente a explicacao
por Laplace de irregularidades observadas nos movimentos de Jupiter e Saturno. Atualmente,
a resolucao numérica de problemas de mecanica celeste € grandemente facilitada pela utilizacao
de computadores.

Na noite de 13 de mar¢o de 1781, William Herschel, musico de profisséo e astronomo
amador, descobriu com seu telescépio um objeto que obviamente nao era uma estrela, pois
seu didmetro aparente aumentava incrementando o aumento do telescépio. Pensou a principio
que se tratasse de um cometa, mas cerca de um ano mais tarde se havia tornado claro que se
tratava de um novo planeta, o primeiro descoberto desde a antigliidade. A descoberta teve
grande impacto. O novo planeta, que foi chamado de Urano, tem uma orbita de raio médio
~19,2 U.A., aproximadamente o dobro do de Saturno. Verificou-se depois que ja havia aparecido

em observacdes bem anteriores (desde 1690), embora nao reconhecido como planeta.

Entretanto, as novas observacoes que foram sendo feitas, juntamente com as anteriores,
levavam a desvios da 6rbita predita pelas leis de Newton. Essas irregularidades e desvios
sistematicos, embora pequenos (da ordem de 20° de arco, em média), nao podiam ser
explicados por perturbagdes devidas aos demais planetas conhecidos.
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Tamanho era o grau de confianca nas leis de Newton, nessa época, que, em 1820, Bessel
ja sugeriu que os desvios talvez fossem devidos a um novo planeta ainda nao descoberto,
mais distante que Urano.

Entretanto para provar um tal resultado e determinar os elementos da érbita do novo
planeta, era preciso resolver um problema matematico muito mais dificil do que o tratado por
Lagrange e Laplace, o problema inverso de perturbacoes.

O primeiro a obter uma solugio foi John Couch Adams, jovem matematico de Cam-
bridge recém-formado, em setembro de 1845. Comunicou seus resultados a John Challis,
diretor do observatério de Cambridge, e ao Astrénomo Real, George Airy, prevendo a posicao
do novo planeta em 1/10/1845 (com erro < 2° nessa data). Entretanto, Airy ndo ficou convencido
pelos resultados e houve uma série de quiproquads, em conseqléncia da qual nenhuma tentativa
de observacao foi feita.

Enquanto isso, em Paris, Le Verrier, um astronomo de reputacéo ja estabelecida, comecou
a se interessar pelo problema e publicou, em junho de 1846, um trabalho contendo conclusoes
semelhantes as de Adams (se bem que menos completas). Airy recomendou entdo a Challis
que procurasse o planeta hipotético no observatério de Cambridge. Challis fez observagoes
nas noites de 29/7, 30/7, 4/8 e 12/8, mas s6 efetuou uma comparagao parcial entre os resultados
de 30/7 e 12/8, parando na estrela n° 39. Se tivesse ido 10 estrelas mais adiante, teria percebido

que “uma estrela de 82 grandeza”, observada em 12/8. ndo aparecia nos dados de 30/7 e teria
descoberto o novo planeta. Mas nao o fez.

Em 31/8, Le Verrier publicou outro trabalho e escreveu a Galle, astronomo do observatorio
de Berlim, sugerindo que procurasse o planeta. Galle descobriu-o, a cerca de 1° da posi¢ao
predita, na mesma noite em que recebeu a carta, a 23/9/1846. Verificou-se depois que o planeta
ja havia sido registrado em observagdes feitas por Lalande no observatorio de Paris 50 anos
antes, mas sem que ele percebesse ndo se tratar de uma estrela.

A predicio da existéncia de Netuno foi um dos grandes triunfos da historia da ciéncia e
foi aclamada como tal. Entretanto, além da “dedugdo pura”, interveio também um forte
elemento de sorte. Com efeito, tanto Adams como Le Verrier usaram em seus calculos uma
hipétese que se revelou “a posteriori” injustificada, a “lei de Bode” (descoberta por Titius,
mas publicada por Bode em 1772). Segundo essa “lei”, o raio médio da rbita do n-ésimo
planeta(n=1,2,3, ...), em UA, seria dado, para n > 2, por

R,=0,4+0,3x2"2 U.A. (10.8.2)
A tabela abaixo compara os resultados da (10.8.2) com os valores observados:

Planeta |Mercirio| Vénus | Terra Marte | (Ceres) | Jupiter | Saturno | Urano |(Netuno)| (Plutdo)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Lei de
Bode 0.4 0,7 1,0 1,6 2,8 5.2 10,0 19,6 38,8 77,2

Observado | 0,39 0,72 1,0 1,52 2,77 5,20 9,54 19,2 30,1 39,5

Quando Bode publicou sua regra empirica, Urano ainda ndo havia sido descoberto, e
sua descoberta 9 anos depois estava em muito bom acordo com a lei. Nenhum planeta havia
sido observado na posicao n® 5 da série, mas em 1801 Piazzi descobriu o “planetdide” Ceres,
parte da faixa de cerca de 2.000 asterdides existentes entre Marte e Jupiter, supostamente
resultantes da fragmentacao de um planeta.

Assim, o valor de 38,8 U.A. usado por Adams e Le Verrier para o raio da drbita de Netuno
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estava errado de mais de 20% em relacdo ao valor real. Por coincidéncia, em 1846, Netuno
estava na unica parte de sua orbita para a qual esse erro nao tinha grande importancia, mas
75 anos antes ou depois ele teria invalidado totalmente os resultados.

Em 1930, C. Tombaugh descobriu Plutdo, com base em irregularidades observadas na
orbita de Netuno. O desvio em relagdo a lei de Bode é ainda maior. Até hoje ndo se sabe se 0
bom acordo com a lei de Bode até Urano tem alguma explicacdo ou se se trata de mera
coincidéncia. Os raios das drbitas dos planetas, que Kepler também havia querido deduzir,
dependem das condi¢oes de sua formacao, e talvez estejam ligados ao problema matematico
extremamente dificil e ainda nao resolvido da estabilidade do Sistema Solar.

(e) Além do Sistema Solar

Como se poderia testar a validade da lei da gravitacao além do Sistema Solar? Isto se
tornou possivel depois que William Herschel e seu filho John descobriram que as estrelas
“fixas” nao o sdo realmente, tendo observado varios movimentos estelares; em particular, o
Sol se desloca em dire¢ao a um ponto da constelagao de Hércules, com velocidade comparavel
a da Terra em sua Orbita.

Os Herschels descobriram iniameras estrelas duplas: um par de estrelas em 6rbita uma
em torno da outra. Um exemplo é Sirius, que tem uma “companheira” bem menos luminosa,
descoberta em 1862, denominada Sirius B.

A figura 10.26 mostra a érbita de Si-
rius B em torno de Sirius A (que é a estrela
Sirius mais visivel), projetada contra a es-
fera celeste. E claramente uma elipse Ke-
pleriana (a projecao distorce a posi¢do do
foco), com periodo T =50 anos. Sirius est
a uma distancia de 8,7 anos-iuz da Terra,
mostrando assim que a lei da gravitacio
permanece valida a essa distancia; 0 mes-
mo se observou para outras estrelas bina-
rias mais distantes.

1897 |2=-

1890

A distancias bem maiores, da ordem
de 10* anos-luz, observam-se aglomerados
de estrelas de forma aproximadamente
- s e N ~ 5
Figura 1026 Orbita de Sirius B esférica € dimensoes da ordem de 10” vezes

as do Sistema Solar. Esses aglomerados

devem ser mantidos pela atracdo gravitacional.

A nossa Galédxia (comumente chamada de Via
<A > 30.000_: Sol Lactea) € uma galéxia espiral, como a Nebulosa de
Andromeda. “Vista de lado” ela teria aproxima-
damente a forma esbogada na figura 10.27, com um
nucleo central e um disco em rotacio, contendo os
bragos espirais. Podemos interpretar esta forma como
Figura 10.27 A nossa Galixia. resultante da condensagdo por atracdo gravitacionql

de uma vasta nuvem de gds em rotacdo lenta. A
medida que a nuvem se condensava, sua velocidade de rotacio aumentaria até que impedisse
a contracdo em dire¢do ao eixo, permitindo apenas contrag¢do paralela ao eixo.

O Sistema Solar como um todo e estrelas vizinhas estio num dos bragos espirais, a cerca

1
anos luz ; anos luz




10.8 — O TRIUNFO DA MECANICA NEWTONIANA 209

de 30.000 anos-luz do centro, e giram em torno dele com uma velocidade orbital da ordem de
200 km/s e um periodo de rotagao da ordem de 2,5 x 10% anos. Se tratarmos esse movimento
como uma drbita kepleriana sob a acido da massa total M da Galaxia concentrada em seu
centro, podemos estimar essa massa a partir dos dados acima, como fizemos para o Sol usando
a (10.8.1). O resultado que obtemos é M ~ 3 x 10*! kg. Como o Sol é uma estrela tipica e tem
massa ~ 2 x 10°* kg (pg. 205) concluimos que héa da ordem de 10! estrelas em nossa Galéxia.

Numa escala ainda mais vasta, observamos aglomerados de galdxias, 0 que também
atribuimos a atragdo gravitacional entre elas. A nossa Galaxia faz parte do “Grupo Local”,
que contém cerca de uma vintena de galdxias, inclusive a galaxia de Andrémeda e as nuvens
de Magalhaes. Foram observados aglomerados de até ~ 10° galdxias e ha observacoes de
aglomerados de galdxias até a distancias da ordem de 10 anos-luz, ou seja, ~ 1/10 do raio do
Universo. Podemos portanto corroborar a audaz hipétese de Newton, de que a lei da gravitacao
é realmente universal.

O sucesso imenso da Mecanica Newtoniana em sua aplicacdo a astronomia levou a um
grau de confian¢a muito grande no esquema da fisica por ela sugerido. O préprio Newton
formulou esse esquema no prefacio dos “Principia”: “Oferego este trabalho como os principios
matematicos da filosofia, pois toda a tarefa da filosofia parece consistir nisto — a partir dos
fendmenos de movimento investigar as for¢as da natureza, e depois a partir destas forgas
demonstrar os demais fenémenos...”.

Laplace, em seu “Ensaio Filoséfico sobre as Probabilidades” (1814), enunciou claramente
0 programa associado a esse concepg¢do mecanicista, em termos do que se tornou conhecido
como 0 “determinismo Laplaciano”:

“Devemos ... considerar o presente estado do universo como o efeito de seu estado ante-
rior e causa do que se vai seguir. Se imaginarmos por um instante uma inteligéncia que pudesse
conhecer todas as for¢as de que a Natureza é animada e as posi¢des respectivas dos COrpos
que a compoem — uma inteligéncia suficientemente vasta para submeter estes dados a andlise
— ela compreenderia na mesma férmula os movimentos dos maiores corpos do universo e 0s
do atomo mais minusculo; para ela, nada seria incerto e o futuro, bem como o passado, estariam
presentes a sua visdo. A mente humana oferece, na perfeicio que foi capaz de dar a astronomia,
um exemplo modesto do que seria essa inteligéncia.”

Quando Laplace presenteou Napoledo com um exemplar de sua monumental “Mecanica
Celeste” (5 vols., 1799 - 1825), o imperador lhe perguntou se era verdade que Deus nio era
mencionado em parte alguma do tratado. Laplace respondeu : “Sire, je n'ai pas eu besoin de
cette hypothése-1a.”

f) O Caos deterministico

Sabemos hoje Laplace estava errado: para a “inteligéncia suprema” que imaginou, ainda
que se tratasse do mais poderoso dos supercomputadores, e que as leis ‘deterministicas’ da
mecénica newtoniana, nas quais acreditava, fossem validas, mesmo assim, o futuro seria
incerto.

A razéo disso foi claramente enunciada pelo grande matematico Henri Poincaré, no
inicio do século 20.

“Quando uma causa muito pequena, que nao percebemos, produz um efeito consideravel,
bem perceptivel, dizemos que o efeito é obra do acaso. Se conhecéssemos exatamente as leis
da natureza e a situa¢ao do universo num momento inicial, poderiamos predizer exatamente
a situa¢do do universo num instante posterior. Mas, mesmo que as leis da natureza nao tivessem
mais nenhum segredo para nos, s6 poderiamos conhecer a situacio inicial aproximadamente.
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Se isso nos permitisse predizer a situagao posterior com 0 mesmo grau de aproximagao, iSso
bastaria, e dirfamos que o fendmeno havia sido predito. Mas nem sempre € assim: pode suceder
que pequenas diferencas nas condigoes iniciais produzam diferencas muito grandes nos
fenomenos finais. Um erro inicial muito pequeno pode levar a desvios enormes nos resultados.
As predicdes se tornam impossiveis, € temos um fendmeno aleatorio (fortuito).”

As idéias de Poincaré foram redescobertas em 1963 pelo meteorologista Edward Lorenz.
E notdrio que as previsoes meteorolégicas, baseadas nas leis que regem a dindmica da
atmosfera, tornam-se incertas em periodos de semanas, embora atualmente se utilizem
poderosos supercomputadores para obté-las. A razdo disso é a “sensibilidade a condigoes
iniciais” descrita por Poincaré. Lorentz deu um exemplo que se tornou conhecido como "efeito
borboleta”, num artigo intitulado: “O bater das asas de uma borboleta no Brasil poderia
provocar um furacao no Texas?”. A idéia é que esse desvio infimo das condicdes locais dos
ventos, inacessivel as esta¢oes meteorolégicas, poderia ser suficiente para alterar totalmente
as previsoes a mais longo prazo.

O estudo do caos deterministico tomou um grande impulso a partir dos anos 60. Sabemos
hoje que nao se trata de um efeito raro: pelo contrario, tem grande generalidade. Ele nao
OCOrTe para os sistemas mecanicos que serio analisados’ao longo deste curso, mas, embora

esses sistemas tenham grande importancia teorica e muitas aplicagoes praticas, nao
representam a situacdo tipica mais geral.

10.9 — A atracio gravitacional de uma distribuicao esfericamente
simétrica de massa

Vamos demonstrar nesta Secao o resultado que Newton obteve em 1685 (cf. pg. 201): que
uma distribuicéo esfericamente simétrica de massa (como a Terra) atrai uma particula externa
como se toda a massa da distribui¢do estivesse concentrada em seu centro.

PR N m amimdman 5
(a) cnergia poiciitia

As forcas gravitacionais Newtonianas obedecem ao principio de superposicdo mencionado
a pg. 71: quando varias massas atuam sobre uma particula, a for¢a gravitacional sobre a
particula é a resultante (soma vetorial 1) das atracdes exercidas por cada uma dessas massas.
Para calcular o efeito de uma distribui¢do continua de massa, como a da Terra, sobre uma
particula externa, poderiamos entio subdividir essa distribuicdo em um grande nimero de
elementos de volume (suficientemente pequenos para que cada um pudesse ser tratado como
uma particula), calcular pela (5.1.1) a atrac¢do gravitacional sobre a particula exercida por
cada um desses elementos, e depois efetuar a soma vetorial de todas essas forcas de diregoes
diferentes.

Esse calculo pode ser grandemente simplificado usando o fato (pg. 138) de que a forga
gravitacional € conservativa e substituindo o calculo da forca pelo da energia potencial da
particula na presenca da distribui¢ao de massa. A forca pode ser calculada a partir da energia
potencial pela (7.4.10).

E f4cil ver que o principio de superposi¢ao se aplica também & energia potencial. Com
efeito, decorre imediatamente da definigao (7.4.6) do gradiente que

grad (U, +U, +..)=grad U, +grad U, +... (10.9.1)

Logo, se cada uma das forcas que atuam sobre uma particula é conservativa, a sua
resultante €
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F=-grad U;- grad U, —...=—grad U (10.9.2)
onde U=U,+U, +...=Z_Uj (10.9.3)
J

o que ja utilizamos na (7.6.14). E bem mais simples efetuar uma soma de grandezas escalares
do que calcular a resultante de vetores, o que ¢ uma das grandes vantagens de trabalhar com
a energia potencial.

Ja vimos (cf. (7.5.22)) que a energia potencial associada a duas particulas de massas mq e
m, separadas pela distancia r», correspondente a forca gravitacional (5.1.1), &
U=-GTuTe (10.9.4)
P

(b) Camada esférica

O truque bésico que vamos usar consiste em decompor a distribuicao de massa em
camadas esféricas concéntricas delgadas, como uma cebola é constituida de camadas, e calcular
inicialmente o potencial devido a uma dessas “cascas de cebola™

Figura 10.28 Potencial de camada esferica.

Consideremos entio uma camada esférica de raio a e espessura h muito pequena sobre
a qual, pela simetria esférica da distribui¢ao, a massa estard distribuida uniformemente, e
calculemos a energia potencial resultante sobre uma particula de massa m num ponto Pa
distancia rdo centro (Fig. 10.28). Devido a forma da (10.9.4), ¢ mais simples para isso decompor
a camada em anéis infinitesimais, como aquele mostrado na figura, cujos pontos sdo todos
eqiiidistantes de P (distdncia s). Pela (10.9.4), a contribuicdo de um tal anel para a energia
potencialem P €

AU ey = —gng (10.9.5)

onde dM é a massa (infinitésima) do anel.
Se M é a massa total da camada esférica uniforme, temos

dM _ drea do anel

v o (10.9.6)
na
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Como vemos pela figura 10.28, o raio do anel é p = a sen#, e sua largura € adf, de modo
que

area do anel = 2np - ad6 = 2na® sen 0do
e a (10.9.6) fica

aM =%M senf do

Substituindo na (10.9.5), obtemos

Mni sen 6

dU(anel) == "GT 5 de (10.9.7)

A energia potencial total se obtém somando sobre todos os anéis, o que equivale, pela
figura 10.28, a integrar sobre 6, fazendo esse angulo variar de 0 a m:

=

0
U=-_gMm [send,q (10.9.8)
2 s
00
onde s varia com 6. Podemos relacionar s com aplicando a lei dos cosenos ao tridngulo OAP

da figura 10.28:

s?=a’+r®-2arcos ® (10.9.9
Derivando ambos os membros em relacao a 8 (note que a e r sao constantes), obtemos
ds

25— = —Zari(cose) =2arsen#
do de

sen 0
ar-
S

ou seja, de=ds (10.9.10)

Comparando esta expressdo com o integrando da (10.9.8), vemos que é mais facil mudar
a variavel de integracao de 0 para s e integrar sobre s. Pela (10.9.9), os limites de integracao se
obtém a partir das relacoes

0=0=s2=s2, =(r-af; O=n=s"=s>; =(r+a)’ (10.9.11)
correspondendo aos valores minimo e maximo, respectivamente, da distdncia do ponto P a
camada esférica. Logo, substituindo a (10.9. 10) na (10.9.8), obtemos

GMm ¢ GMm
U=-S | s = s —Si) (10.9.11)

Smin

Embora tenhamos desenhado a figura 10.28 para um ponto P externo a camada esférica,
nenhum dos resultados acima se altera quando o ponto P é interno (verifique!). Logo, podemos
aproveitar o cdlculo para tratar os dois casos. A tnica diferenc¢a surge no sinal da raiz quadrada
das relagées {(10.9.11); como s é uma distancia, s >0,
temos sempre Sy, = '+ 8, Mmas Sy, =r—aparar>a
(ponto P externo) e s, = a — r para r < a (ponto
interno):

Logo, para r>a, Spax — Smin=r+a)-(r-a)=2a
eparar<aeé Spay —Smin = (r+a)—(a-r)=2r, de modo
Figura 10.29 Pontos externo e interno. que a (10.9.11) d4, finalmente,
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U(r):—@fﬂ (r>a) (10.9.12)
e U(r) = -G“:m (r<a) (10.9.13)

Note-se que, em ambos os casos, Ulr) = U(jr|) s6 depende de r = |r| e ndo da direcéo, o que
é 6bvio “a priori” pela simetria esférica da camada.

A (10.9.12) mostra que a energia potencial de interacio entre a camada esférica e uma
particula externa é a mesma que se toda a massa M da camada estivesse concentrada em seu
centro. A {(10.9.13) mostra que, para uma particula interna & camada, a energia potencial é
constante (independente da distincia ao centro).

A forga gravitacional correspondente a cada um dos dois casos se obtém da (7.5.18):

F(r)=-grad U = —%%»fr =F(r)r (10.9.14)

GMm . o
G {r>aj (10.9.15)

onde F(rj=-

€ a mesma que se toda a massa da camada estivesse concentrada em seu centro, ao passo
que, pela (10.9.13),

|Fin=0  (r<a)] (10.9.16)

ou seja, a for¢a gravitacional sobre uma particula interna a uma camada esférica uniforme oca
(cavidade esférica) é nula!

Este resultado de aparéncia tio surpreendente
tem uma explicacao bastante simples.

Com efeito, consideremos uma reta qualquer que
passa pelo ponto P interno a camada, cortando a
esfera nos pontos A e B (Fig. 10.30). Um cone
infinitésimo de vértice P e eixo AB intercepta a esfera
em duas areas infinitésimas dA e dB, cujas projecoes
no plano da figura sdo A" A” e B’ B”. Os tridngulos
infinitésimos PA” A” e PB’ B” sdo semelhantes, pela
igualdade dos &ngulos correspondentes, de modo que

AlA/I_P ’,_PA_-I‘A

B'B” PB” PB rg

Figura 1030 Elementos opostos.

(10.9.17)

Logo, segmentos correspondentes dos elementos de drea dA e dB estdo entre si na razio
constante ra/r, e as areas desses elementos estardo uma para a outra como o quadrado
dessa razdo:

aa_as 0T
ry TIp

0 17 e 0 2° membro dessa igualdade ddo, a menos de um fator comum (= densidade de massa
x espessura da camada x Gm), as magnitudes das for¢as de atragdo exercidas sobre P pelos
elementos de drea dA e dB, as quais tém sentidos opostos. Logo, essas forgas sao iguais e
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contrarias, e se cancelam. Como a superficie da camada pode toda ela ser subdividida
em pares de elementos opostos de forma analoga, isto explica o resultado (10.9.16). Este resul-
tado s6 é valido por ser a lei de for¢as do tipo r2, como vemos pela (10.9.18); se fosse v,
com ¢ # 0, deixaria de valer.

As (10.9.12) e (10.9.13), bem como as (10.9.15) e
(10.9.16), estdo representadas graficamente na figura
10.31. Note-se que as expressoes obtidas sao validas
dentro ou fora da camada esférica, cuja espessura h
supusemos muito pequena (pg. 211). Se extrapo-
lassemos essas expressoes até r = a (limite quando h
— 0), vemos que a energia potencial U(r) seria uma
funcao continua, mas a forga F(r} seria descontinua,
saltando bruscamente do valor 0 para r < a ao valor -
GMm/a? para um ponto externo muito proximo a
superficie. Na realidade, quando levamos em conta
que h # 0, hd uma transi¢do continua entre esses dois
valores da for¢a dentro e fora, transi¢ao essa que tem
lugar no interior da camada, conforme indicado pela
curva em linha pontilhada na figura 10.31. O cdlculo
de U(r) e F(r) dentro da camada pode ser feito de forma andloga ao que indicaremos a seguir.

U(r)
A

Figura 1031 Energia potencial e forga.

(¢) Esfera macica

Dizer que uma distribui¢do de massa é esfericamente simétrica significa que a densidade
dessa distribuicdo (massa por unidade de volume) sé depende da distincia r ao centro da
esfera e nao da direcao, ou seja,

p=pr) (10.9.19)

Nio é preciso que a esfera seja homogénea, o
que corresponderia a p = constante (distribuicao
uniforme). Isto é importante, porque no caso da Terra
sabemos, pelo estudo das ondas sismicas, que a
distribuicio de massa estd longe de ser uniforme: a
densidade média tende a crescer com a profundidade,
conforme indica o gréfico ao lado, que representa p(r)
{em g/cm®) em fungdo de /Ry, onde Ry € o raio da

p (), g/em’
20k

N Terra.
0 0,5 1,0 Considerando o caso geral de uma esfera macica
Figura 10.32 Densidade média no interior de raio R com uma distribui¢ao esfericamente simé-
da Terra. trica de massa, os resultados precedentes permitem

calcular a energia potencial e a for¢a sobre uma parti-
cula de massa m imaginando a esfera decomposta em camadas concéntricas delgadas. Sejar
a distancia da particula ao centro da esfera.

Um ponto externo a esfera {r > R) € externo a todas as camadas, de modo que a energia

potencial resultante ¢ a mesma que se a soma das massas das camadas (igual @ massa total M
da esfera) estivesse concentrada no centro, ou seja,

U(r):—@;?— (r>R) (10.9.20)
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e a forca resultante é F(r) r, onde

N GMm

r2

F(r)= (r>R) (10.9.21)

Estes sido os resultados de Newton. Vemos que sua validade s6 depende da simetria
esférica da distribuig¢ao, e ndo de sua homogeneidade, aplicando-se portanto ao caso da Terra.

Consideremos agora um ponto interno a esfera (r < R). Neste caso, pela (10.9.16), as
camadas esféricas concéntricas de raio > r nao exercem nenhuma forca sobre ele, e as demais
camadas (de raio < r) atuam como se sua massa estivesse concentrada no centro, de modo
que a forga resultante é

M(r)

PZ

F(r)=-Gm

(r<R) (10.9.22)

onde M(r), é a massa total contida dentro de uma esfera de raio r (Fig. 10.33):
Para calcular M(r), &€ preciso conhecer a distribuicdo de densidade.

O caso mais simples € o0 de uma esfera ho-
mogénea, em que p(r) = py = constante. Neste caso

_ 3
Mir)= %nr3p0 = Mr—

R — R =~
de modo que a (10.9.22} da Figura 10.33 Esfera concéntrica interna.
GmM
F[I’)="-“'"‘R3—r, r<R, P=Po
(10.9.23)

Neste caso, portanto, temos uma forca radial atrativa de que varia linearmente com a
distancia r ao centro, como na lei de Hooke (5.2.1).

Se fosse possivel escavar um tunel atravessando
a Terra até os antipodas, e se a Terra fosse homogénea, -
uma particula dentro do tunel se comportaria entdao §§-

como se houvesse uma mola ideal prendendo-a ao
centro da Terra (Fig. 10.34). Evidentemente, nenhuma

dessas duas hipoteses é verdadeira. 9
A energia potencial U(r) associada a (10.9.23)
pode ser calculada com o auxilio da (7.5.16),
laci do- R i
{foﬁl;‘lzo(;in 0-a com U(R) (que pode ser obtido da Figura 10.34 Forca interna e lei de Hooke.

r

r r 2
U(r)=U(R) = — _[ F(rdr =2™M j pape SMM I _GMm o pa)
3 R3 2 2R2
Logo
GMm GM
Ur)=U(R)- SMm , GMm (r<R) (10.9.24)
2R 2R3

——
constante
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Ur) que tem um comportamento parabdlico como funcao
der. A figura aolado da os graficos de U(r) e F(r) para
uma esfera homogénea, representando as (10.9.20),
(10.9.24), (10.9.21) e (10.9.23). Para uma distribuigio
inomogénea como a da Terra, as por¢oes parar> R
dessas figuras permanecem inalteradas, mas o
comportamento para r < R seria modificado.

(d) Duas esferas

Consideremos finalmente (Fig. 10.36(a)) a forca
de interacao gravitacional entre duas esferas 1 e 2
(massas m, e my) cujos centros estao separados por
uma distanciar.

- - A esfera 1 atua sobre 2 (Fig. 10.36(b)) como se
Figura 1035 Ue £ para esferahomogénea. 443 a sua massa m, estivesse concentrada em seu

centro.
@@ 1{ o e 12 Mas, pelo principio da acao e reacdo, a atracao
: r : da particula de massa m, sobre a esfera 2 é igual e
contraria a exercida pela esfera 2 sobre m;, e esta pode
b m@ I @2 ser calculada (Fig. 10.36(c)) substituindo a esfera 2 por
uma particula de massa m, em seu centro.
© m@ d @ Vemos, por conseguinte que a interacdo gravi-

tacional entre duas esferas é a mesma que se toda a
massa de cada uma delas estivesse concentrada em
seu centro. Este resultado desempenha um papel im-
portante na analise da experiéncia de Cavendish (pg. 204}, em que as esferas estao usualmente
muito préximas entre si, mas apesar disso continuam interagindo como se fossem duas
particulas puntiformes, o que nao valeria para corpos de forma ndo-esférica.

Figura 10.36 Interacao gravitacional entre
duas esferas.

10.10 — Massa reduzida

Ao tratar o problema do movimento de um planeta em torno do Sol na aproximacio de
orbitas circulares (pg. 198), tomamos a posicido do Sol como um ponto fixo, que serviu como
origem do referencial empregado na descri¢cdo do movimento. Na realidade, para um sistema
isolado de particulas, ou seja, um sistema sobre o qual atuam apenas forc¢as internas, como as
gravitacionais, € o centro de massa do sistema que permanece em repouso ou em movimento
retilineo uniforme (pg. 154), podendo ser tomado como origem de um referencial inercial.
Como a massa do Sol é muito maior do que a de qualquer planeta (99,9% da massa total do
Sistema Solar concentram-se no Sol), 0 CM estd muito
proximo dele, de modo que o erro da aproximacio
anterior (toma-lo como fixo) é pequeno. Para uma
estrela dupla, porém, em que as massas das duas
componentes do par podem ser de mesma ordem,
uma aproximacao desse tipo é inviavel. Vejamos como
tratar, sem essa aproximacgao, o problema de dois
corpos: a interacdo gravitacional entre duas particulas
de massas quaisquer, my e m,.

Figura 10.37 Interacdo entre duas particulas. A figura 10.37 ilustra as posicoes ry, r» € R das

o
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duas particulas e do CM em relagao a um referencial qualquer de origem O, onde R é dado
pela (8.1.15). Tomando um novo referencial com origem O’ no CM (referencial do CM), os
vetores de posicao rj, e ry das duas particulas relativos a esse referencial sao dados pelas
(8.1.17), ou seja,

rf=——=r, r,=—r 10.10.1
M M ( )
onde M = my + m, € a massa total do sistema, e

r=r-r, (10.10.2)

é o vetor de posicao de my em relacao a m;.
As equagoes de movimento no referencial do CM se escrevem:

miF{ =Fyp,  myf; =Fy (10.10.3)
onde, pelas (5.1.1) e (10.10.2)

mym

B =-G—
r

2 f':"F1(2] (10.10.4)

com £ =r/r, r=|r|.

Substituindo as (10.10.1) nas (10.10.3), vemos que ambas as equagoes de movimento se
reduzem a uma unica:

mm,

. mym, .
r=Fyy=-G—12r 10.10.5
M 2(1) ( )
ou seja ur=F| (=Fyy) (10.10.6)
onde F = F,(;) depende somente der, e
_mmy, i,
== ——— (10.10.7)

que tem as dimensodes de massa, chama-se massa reduzida do sistema de dois corpos (cf. pg.
181).

A (10.10.6) é formalmente idéntica a equacao de movimento de uma tnica particula
de massa p igual a massa reduzida e vetor de posicdo r, sujeita a forca F. Conseguimos
assim reduzir o problema de dois corpos ao de um so corpo. Essa reducao vale nao somente
para o caso gravitacional, mas para qualquer forca de interagdo central, ou seja, sempre que
Fy1) = — Fy») depende apenas de r = r, — rq (iinica propriedade usada).

A "particula" de massa p é ficticia, mas, uma vez resolvida a (10.10.6) e obtido r(t), basta
substituir nas (10.10.1) para obter as posi¢des ri(t) e r5(t) das duas particulas em relacdo ao
CM, em funcao do tempo. Note-se que r(t) da a érbita de uma das particulas em relagdo a
outra.

Temos, pela (10.10.7),

1 m+m 1 1

—= R 4 (10.10.8)

poomm, my M
de modo que U € sempre menor que mq € m». Se uma das duas massas € muito maior que a
outra, por exemplo m, >> my, podemos desprezar 1/m, em confronto com 1/m4 e vem pu =~ m;.
Assim, por exemplo, a massa reduzida do sistema Terra-Sol é aproximadamente igual 8 massa
da Terra.
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Vejamos agora qual é o efeito da massa reduzida no problema das érbitas circulares sob
a acdo de forgas gravitacionais. As (10.10.5) e (10.10.6) ddo

UL S RO (10.10.9)
ur r

Para uma o6rbita circular com periodo T da particula ficticia de massa p, identificamos
i com a aceleracgao centripeta (cf. (10.6.1))

o —4n? L (10.10.10)
T2
Das (10.10.9) e (10.10.10), obtemos
3
L:%(m1+m2): Sl (1+ﬂJ (10.10.11)
T? 4x 47 m,

No caso do movimento dos planetas em torno do Sol, na aproximacao de 6rbitas circulares,
r seria o raio da 6rbita, m, a massa do Sol e my a massa do planeta. Pode-se demonstrar que
a (10.10.11) permanece valida para orbitas elipticas, substituindo r pelo raio médio da 6rbita
(semi-eixo maior da elipse).

Comparando a (10.10.11) com a (10.8.1), vemos que o unico efeito da massa reduzida é
introduzir o fator de correcao 1 + (my/m,) na 32 lei de Kepler (cf. (10.4.1)). Devido a esse fator,
a 32%lei ndo é mais exata, ou seja, a "constante” da 32 lei ndo é exatamente a mesma para todos
os planetas, variando de planeta a planeta pelo fator de corre¢do. Entretanto, mesmo para
Jupiter, o planeta que tem a maior massa, my/m, ~ 10~ (para a Terra, m/m, ~ 3 x 1079), de
modo que o fator de correcdo € muito préximo da unidade e a 3a lei de Kepler € uma excelente
aproximacao (cf. tabela da pg. 195).

Se a particula ficticia de vetor de posi¢ao r descreve um circulo, as (10.10.1) mostram que
as duas particulas reais também descrevem 6rbitas circulares em torno do CM. Para o sistema
Sol-planeta, o CM estd muito préximo do Sol, e o raio da 6rbita do planeta em torno do CM,
Ir{| = (mx/M) r = r, praticamente coincide com o da orbita em torno do Sol. Por outro lado, o

(my/M) r <<< r, ou seja, € extremamente pequeno em confronto com a distancia Sol-planeta.

Para um sistema de dois corpos de massas iguais, my = m,, e para uma orbita circular de
raio r da particula de massa reduzida p = m4/2, as (10.10.1) mostram que rj = -/or e rj = /,r.
Neste caso, o CM é o ponto médio do segmento que une as duas particulas, e elas giram em
torno desse ponto como uma barra rigida em torno do centro, descrevendo circulos de raio r/2.

10.11 — Energia potencial para um sistema de particulas

Pela (7.3.6), a energia potencial de uma particula sujeita a forgas conservativas, num
ponto P, € dada por

P
U(P):—JF-dl onde U(Py)=0 (10.11.1)
P()
e o resultado independe do caminho de Py a P. Vimos também (cf.(7.5.16) e (7.5.22)) que, para

um sistema de duas particulas de massas mq e m, em interacao gravitacional, a energia potencial
da particula 1 numa posicao situada a distancia ry» da particula 2 é dada por (cf. (10.9.4))
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my

U=-G (10.11.2)

Iz
adotando-se como nivel zero de energia potencial um ponto Py, infinitamente afastado, onde
a forga gravitacional se anula (ry; — o).

A (10. 11.2) e também a energia potencial da particula 2 sob o efeito gravitacional da
particula 1. Existe uma completa simetria com respeito as duas particulas, sugerindo que se
deva interpretar U como energia potencial associada ao sistema de duas particulas na
configuracdo considerada, ou seja, quando estdo a distancia ry» uma da outra; podemos usar
a notacdo U = Uj, para exprimir esta idéia.

Consideremos agora uma terceira particula, de massa m,, situada na posicao 3 (Fig.
10.38).

Qual é a energia potencial da particula nessa po-
sicao, sob a acdo das forgas gravitacionais devidas a
my e m»? Podemos calcula-la pela (10.11.1), onde P,
estd infinitamente afastado e F = Fgy) + F3(», usando
notacio andloga a da (5.1.1):

3 3 3
U3=—J.F-dl=—J.F3m-dl—jF3(2)-dl=

By B Fy . . ,
. . Figura 10.38 Sistema de 3 particulas.
13 23
dr{ ars
== Gm1 m3 Jl 132 + sz 3 232
s 2’
'’ (1‘13) < (rzg)

onde as notacgdes estdo explicadas na figura 10.38. Cada uma dessas integrais é analoga as
(7.5.21) e (7.5.22), e o resultado é

T _ mymy N
U3—“U —

{10.11.3}
T3 Tpg
Isto decorre diretamente do principio de superposicao (cf. pg. 210). Note-se que, adotando
a notacao simétrica mencionada acima, escreveriamos a (10. 11.3) sob a forma
U3 = U13 + U23 (10.11.4)
ou seja, a energia potencial da particula 3 € a soma de suas energias de interacdo com as
particulas 1e 2.

A energia potencial total do sistema de 3 particulas obtém-se somando a Us; a energia
potencial (10.11.1) do sistema das duas particulas 1 e 2:

U:U12 +U13+U23:—G (10.11.5)

mm mm mom
'12_+_ 13_|_ 23)

I I3 I3

Novamente, o resultado é simétrico em relacao as trés particulas: a energia potencial
total € uma propriedade da configuracdo. Obteriamos o mesmo resultado, por exemplo,
somando a energia potencial do sistema formado pelas particulas 2 e 3 (U3 ) a energia potencial
da particula 1 sob a acdo das duas outras (U, + Uy3).

O resultado se generaliza imediatamente a energia potencial gravitacional de um sistema
de um numero qualquer N de particulas: a energia total é a soma das energias de interacio
entre todos os pares de particulas:
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N N
U= ZZU” =Y DU, (10.11.6)
i#]f o

i< j=t1

pares distintos i=1
onde os indices I e j tomam todos os valores diferentes de 1 a N que correspondem a pares
distintos. Para isto, como indicado, basta restringir a soma a i <j, o que impede que o mesmo
par seja contado duas vezes (0 par 2 1 € o mesmo que 1 2); isto foi feito na (10.11.5). Também
podemos remover esta restri¢cao, contando cada par duas vezes, e dividindo por 2 o resultado:

1 N N 1 m;m;
UZEZZUU:_EGZZ‘ [‘,.j (10.11.7)

Se as particulas estdo sujeitas unicamente a interagao gravitacional entre elas, a energia
fotal do sistema é

E=T+U-=

N |

N
N myvi+U (10.11.8)
=

onde T € a energia cinética total e v; é a velocidade da particula i. Como a forga gravitacional
¢ conservativa, a energia total se conserva no tempo, embora as velocidades v; e as distancias
ry variem com o tempo. E o que sucede, por exemplo, no movimento do sistema planetario
como um todo em redor do Sol. O fato de que a energia potencial do sistema é negativa
significa que se trata de um sistema ligado: seria preciso fornecer energia aos planetas para
removeé-los a uma distidncia infinita uns dos outros e do Sol (rj — <), onde a interagao
gravitacional seria nula. Por outro lado, a contracao gravitacional de uma estrela ou de uma
galdxia diminui as distancias ry, e por conseguinte também o valor de U (|U] aumenta e U < 0).
A energia assim desprendida pode transformar-se em energia cinética ou converter-se em
outras formas de energia.

PROBLEMAS DO CAPITULO 10

1. Em 1968, a nave espacial Apolo 8 foi colocada numa orbita circular em torno da Lua, a
uma altitude de 113 km acima da superficie. O periodo observado dessa drbita foi de 1h
59 min. Sabendo que o raio da Lua é de 1.738 km, utilize esses dados para calcular a
massa da Lua.

2. Considere um satélite em 6rbita circular préxima da superficie de um planeta. (a) Mostre
que o periodo T dessa drbita s6 depende da densidade média do planeta, e nao de sua
massa total. (b) Calcule o valor de T para a Terra, para a qual p = 5,52 kg/m?, desprezando
os efeitos da atmosfera sobre a 6rbita. (c) Ainda no caso da Terra, calcule a velocidade do
satélite nessa oOrbita.

3. Para uma particula em orbita circular em torno de um centro de forca gravitacional,
demonstre que: (a) A energia total da particula é a metade da energia potencial associada
a orbita. (b) A velocidade da particula é inversamente proporcional a raiz quadrada do
raio da orbita.

4. Considere um satélite em Orbita circular préxima da superficie de um planeta de raio Rp,
onde a aceleracao da gravidade vaie g,. (a) Calcule a velocidade de escape do satélite
partindo dessa orbita. (b) Aplique o resultado a Terra, desprezando os efeitos da atmosfera.
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10.

11.

12.

O didmetro angular aparente do Sol visto da Terra (Angulo subtendido pelo disco solar)
¢ de 0,55°. A constante gravitacional é G =6,67 x 101" N - m#kg?. Utilizando apenas estes
dados, juntamente com o periodo da orbita da Terra em torno do Sol, aproximada por
um circulo, calcule a densidade média p do Sol.

Supondo que a atragdo gravitacional da nossa galdxia, de massa total M, e raio R, atua
como se toda a massa estivesse concentrada no seu centro, e comparando a drbita circu-
lar de uma estrela situada na beirada da galdxia, de velocidade vy, com a drbita da Terra
em torno do Sol, de raio médio R, mostre que

2 2
M, / M =(Ryv2)/ (RV?)

onde m, é a massa do Sol e v é a velocidade orbital da Terra em torno do Sol. Sabendo
que a velocidade orbital do Sistema Solar em torno do centro da galdxia é de
aproximadamente 200 km/s [Se¢. 10.8 (e)] e que a distAncia dele ao centro é de
aproximadamente (3/5) Ry, (a) Estime v, usando o resultado {b) do Problema 3; (b) Estime
My/M,, sabendo que R, ~ 5 x 10% anos-luz.

Em 1795, Pierre-Simon de Laplace antecipou a existéncia de buracos negros, afirmando:
"Uma estrela luminosa de mesma densidade que a Terra, cujo diametro fosse 250 vezes
maior que o do Sol, ndo permitiria, em conseqléncia de sua atra¢do, que os seus raios
luminosos nos atingissem; é possivel, portanto, que 0s maiores corpos luminosos
existentes no Universo sejam invisiveis para nés." Embora este raciocinio ndo-relativistico
nio se justifique, deduza o resultado de Laplace. Para isto, calcule a velocidade de escape
a partir de uma estrela hipotética de mesma densidade que a Terra em funcao do seu
diametro e ache o valor critico do diametro.

Considere um sistema de trés particulas de mesma massa m, ocupando os vértices de um
tridngulo eqiiilatero de lado d. (a) Calcule a for¢a gravitacional que atua sobre cada
particula, em mddulo, direcao e sentido. (b) Mostre que as trés particulas mantém essa
configuracio triangular descrevendo Orbitas circulares em torno do CM do sistema com
velocidade angular o; calcule o valor de o. Este caso particular soluvel do problema de
trés corpos foi considerado por Laplace.

Considere uma estrela bindria cujos componentes, de massas my e m,, separadas por
uma distancia r, descrevem orbitas circulares de periodo T em torno do CM do par (Sec.
10. 10). Seja T, o periodo da orbita da Terra, de raio médio R, em torno do Sol, de massa
Ms . (a) Mostre que

(T/T, P =[M,/(my+m,)x(r/R)?

(b) Aplique este resultado para calcular o periodo da estrela dupla Sirius A - Sirius B
[Sec. 10.8 (e)], sabendo que a massa de Sirius A é 2,2 M, e a de Sirius B é 0,9 M,. A
separacdo do par € de 19,9 U.A.; despreze a excentricidade das orbitas. (c) Calcule os
raios r, e rg das orbitas de Sirius A e Sirius B.

Duas particulas de massas m; e m, sdo soltas em repouso, separadas de uma distancia
inicial ry, movendo-se apenas sob o efeito de sua atracdo gravitacional mutua. Calcule as
velocidades das duas particulas quando se aproximam até uma distancia i< ry) uma da
outra.

Calcule, em kgf, a forca de atracdo gravitacional entre duas esferas idénticas de chumbo
de raio igual a 50 cm, encostadas uma na outra. A densidade do chumbo é de 11,3 g/cm?.

Calcule o periodo de oscilagdo de uma particula no tunel hipotético através do centro da
Terra considerado na Se¢. 10.9 (c). Com que velocidade a particula passaria pelo centro
da Terra? Compare os resultados com os do Problema 2.
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13.

14.

15.

16.

17.

Calcule o campo gravitacional (for¢a por unidade de massa) produzido por uma camada
esférica homogénea de densidade p, raio interno a e raio externo b, num ponto situado
dentro da camada, a distancia r do centro (a < r < b) Mostre que, para uma camada
delgada, o campo varia linearmente (com boa aproximagio) entre as superficies interna
e externa (cf. figura 10.31).

Dentro de uma esfera de raio R e de densidade p A
existe uma cavidade esférica de raio a. A distdncia
entre os centros O e O’ da esfera e da cavidade é
d (figura). (a) Para um ponto P externo, alinhado
com os centros O e O’ e adistancia rde O, calcule
a razdo entre o campo gravitacional (for¢a por
unidade de massa) da esfera com a cavidade e R
aquele que existiria se a esfera fosse macica (sem
cavidade). (b} Calcule o campo gravitacional (em
mddulo, direcdo e sentido) num ponto P’ qual-
quer situado dentro da cavidade. Sugestio: Pro-
cure construir os campos superpondo duas
situagoes.

Calcule a energia potencial gravitacional total (Sec. 10.11) associada a uma esfera

homogénea de raio R e massa M. Sugestdo: Imagine a esfera como sendo construida por
agregacado de camadas sucessivas, como cascas de cebola. Considere a variaciao de energia

114Av1ddy AL A VA, L) = RS L LRGN T QG VAL IGL QU W TR gy

potencial quando uma camada de espessura dr infinitésima € agregada a uma esfera de
raior, e integre sobre r.

Considere um fio retilineo homogéneo de massa
M e comprimento L e uma particula de massa m
alinhada com o fio, a distancia D de uma extre- |4 B m
midade (Fig.}. Mostre que a forca de atracao
gravitacional exercida pelo fio sobre a particula
€ a mesma que se teria se a massa total do fio
estivesse concentrada num unico ponto, a distdncia d da massa m, onde d =VD(D-L) é a
média geométrica das distincias de m as extremidades A e B do fio.

b
Nota: J.d—x = 1—
x> a

A
i
Y

A
~
Y

i
b

Um fio homogéneo de massa M tem a forma de
um anel circular de raio a. Calcule a forca de
atracao gravitacional exercida pelo fio sobre uma
particula de massa m situada sobre o eixo (per- .-
pendicular ao plano do anel que passa pelo seu
centro), a distancia D do centro do anel (Fig.).

3 ?‘T
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ROTACOES
E MOMENTO ANGULAR

Iniciaremos agora o estudo especifico de movimentos de rotagao, em particular dos
chamados “corpos rigidos”, que, além de sua grande importancia prética, estao entre os
sistemas de particulas de tipo mais simples tratados na mecanica. Seremos levados ainda a
introduzir o novo conceito de "momento angular” que, assim como os de energia e momento,
¢ um dos mais importantes conceitos fisicos.

11.1 — Cinematica do corpo rigido

Um corpo rigido corresponde a um conceito limite ideal, de um corpo indeformavel
quaisquer que sejam as forgas a ele aplicadas: um corpo é rigido quando a distancia. entre
duas particulas quaisquer do corpo é invaridvel. Nenhum corpo é perfeitamente rigido: uma
barra de aco se deforma sob a agio de forcas suficientemente intensas e duas bolas de bilhar
que colidem deformam-se ao entrar em contato. Entretanto, as deformagdes sdo em geral
suficientemente pequenas para que possam ser desprezadas em primeira aproximacao.
Translagdo. Diz-se que um corpo rigido tem um
movimento de translacdo quando a direcao de
qualguer segmento que une dois de seus pontos nao
se altera durante o movimento. Isto implica que todos
os pontos do corpo descrevem curvas paralelas, ou
seja, superponiveis umas as outras por translagao (Fig.
11.1). Todos os pontos sofrem o mesmo deslocamento
durante o mesmo intervalo de tempo, de modo que todos tém, em qualquer instante, a mesma
velocidade e aceleracdo, que se chamam, respectivamente, velocidade e aceleragao de
translacdo do corpo rigido. Para estudar o movimento de translacdo de um corpo rigido,
basta estuda-lo para qualquer um de seus pontos (por exemplo, o centro de massa). Este tipo
de movimento reduz-se entdo ao de um Uinico ponto material.

Rotacdo. Se fixamos dois pontos A e B de um corpo rigido, isto equivale a fixar todos os
pontos da reta definida por AB, pois todos eles tém de manter inalteradas suas distancias de
A e de B. Qualquer particula do corpo situada fora desta reta tem de manter invariavel sua
distancia ao eixo AB, de modo que sé pode descrever um circulo, (Fig. 11.2) com centro nesse
eixo. Logo, AB é um eixo de rotagdo: todas as particulas descrevem circulos com centro no
eixo, e giram de um mesmo angulo no mesmo intervalo de tempo.

O estudo do movimento reduz-se neste caso ao estudo do movimento circular de qualquer
particula situada fora do eixo: temos uma rotacdo em torno de um eixo fixo, que pode ser
descrita em termos de uma tnica coordenada, o angulo de rotagao.

Figura 11.1 Translacao de um corpo rigido.
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Se fixarmos um tinico ponto O do corpo, qualquer
outro ponto P situado a uma distancia r de O (Fig.
11.3) tem de mover-se sobre uma esfera de raio r com
centro em O. Temos uma rotacdo em torno de um
ponto fixo, e o deslocamento de um ponto como P
sobre a esfera pode ser descrito por duas coorde-
nadas: por exemplo, os angulos de latitude e longi-
Figura 11.2 Rotacio em torno de umeixo  tyde (cf. pg. 12). Essas coordenadas descrevem a
fixo. posi¢do de P.

Fixando a posi¢do de 3 pontos A, B e C nao
. colineares, fica fixada a posig¢do do corpo rigido. Com
efeito, ao fixarmos A e B, fica fixado o eixo AB. O
. ponto C nao colinear sé poderia descrever um cir-
/ culo em torno de AB; logo, fixando C, fixa-se o corpo
rigido.

Podemos agora demonstrar um resultado muito
importante devido a Chasles (1830): O movimento mais
geral de um corpo rigido se compée de uma translacdo
¢ uma rotacao.

Figura 11.3 Rotacao em torno de um
ponto fixo.

Com efeito, se O’ é o ponto para onde se desloca
um ponto O arbitrario do corpo, efetuemos primeiro
uma translac¢ao de todo o corpo, definida pelo vetor
0O0’. Isto leva a posicdo intermediaria em linha
interrompida na fig. ao lado. Se A e B sdo duas outras
particulas do corpo nessa posi¢ado, nao colineares
com O, as suas correspondentes A’ e B’ na posi¢ao
final do corpo tém de ser tais que os tridngulos O’ AB
e O" A" B’ sejam iguais, pois os lados corresponden-
Teorema de Chasles. tes sdo iguais, pela rigidez do corpo. Logo, esses dois

tridngulos podem ser superpostos por uma rotacio
em torno do ponto fixo comum O’. Uma vez fixados os trés pontos nio colineares O, A’ e B,
fica fixada a posi¢do do corpo rigido, o que demonstra o resultado.

Quantos pardmetros € preciso dar para especificar completamente a posicdo de um corpo
rigido em relagdo a um dado referencial? Inicialmente, para especificar a posicio de um ponto
Pdo corpo, precisamos de 3 coordenadas. Uma vez fixado P, outro ponto A do corpo 4 distancia
r de P permanece sobre uma esfera de raio r, e sua posicio sobre essa esfera ¢ especificada
por mais duas coordenadas (latitude e longitude, por exemplo). Finalmente, uma vez
especificadas as posi¢oes dos dois pontos P e A, qualquer outro ponto B do corpo tem de
estar sobre um circulo com centro no eixo P A, e sua posi¢do sobre esse circulo pode ser
especificada por mais uma coordenada (Angulo de rotagdo em torno do eixo). Logo, precisamos
de 3 +2 + 1 =6 coordenadas para especificar completamente a posicao de um corpo rigido.
Dizemos que um corpo rigido tem 6 graus de liberdade.

De forma geral, chamam-se graus de liberdade de um sistema os parametros que é preciso
fixar para especificar a posi¢do do sistema. Uma particula livre tem 3 graus de liberdade e um
sistema de N particulas tem 3N graus de liberdade (3 coordenadas para cada particula). Uma
particula que se desloca sobre uma superficie tem 2 graus de liberdade; uma conta que desliza
sobre um fio tem 1 grau de liberdade.

O resultado obtido acima sobre o deslocamento mais geral de um corpo rigido permite
associar 3 dos 6 graus de liberdade a translagdo e os outros 3 3 rotacdo. Um corpo rigido com
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um ponto fixo tem 3 graus de liberdade, associados a rotagao em torno desse ponto: se girar
em torno de um eixo fixo, tem 1 s6 grau de liberdade.

11.2 — Representacao vetorial das rotacoes

O movimento mais simples de rotacao de um
corpo rigido é a rotacdo em torno de um eixo fixo (Oz
na Fig. 11.5). Como vimos, o estudo desse movimento
reduz-se ao do movimento circular de um ponto P
qualquer numa seccao transversal ao eixo. O sistema
tem 1 grau de liberdade: a rota¢ao pode ser descrita
pelo dngulo de rotagdo 6 do ponto P nesse movimento
circular. Ja discutimos (Se¢. 3.8.) o movimento circu-

lar no caso geral.

Por conseguinte, se 0 eixo de rotagao permanece
fixo, a rotagdao pode ser descrita por uma grandeza
escalar, que é o angulo de rotacao 8. Entretanto, isto deixa de valer para um movimento de
rotacdo mais geral. Por exemplo, no movimento de um pido, a direcdo do eixo de rotagao
varia a cada instante. Logo, para caracterizar uma rotagao no caso geral, nao basta dar um
angulo de rotacdo: é preciso dar também uma direcao, a dire¢do do eixo de rotagao.

Poderiamos pensar entio em associar um vetor “6” a uma rotacao pelo angulo 6, a direcao
desse vetor sendo dada pela direcdo do eixo. J4 vimos, porém (pgs. 43 - 44), que a grandeza
“9” associada a uma rotacdo finita, embora tendo modulo, direcao e sentido, nao seria um
vetor, pois a adicdo de grandezas desse tipo nao é comutativa (cf. (3.2.5)).

Entretanto, se, em lugar de rotacoes finitas, tomarmos rotagoes por angulos 66
infinitesimais, vamos ver agora que rotacoes infinitesimais sdo comutativas e tém cardter
vetorial. Para isto vamos associar um vetor a uma rotacao infinitesimal, pelo mesmo
procedimento definido a pg. 43 para rotagoes finitas.

A magnitude de 80 € o0 angulo de rotagao infini-
tesimal 68, e sua direcdo € a do eixo de rotacao.
Entretanto, fisicamente ndo hd nada que permita
associar um sentido ao vetor. Como vimos a pg. 43,
isto s6 pode ser feito por conveng¢do. A convengao
usualmente adotada é a que estd ilustrada na Fig. 11.6:
um observador com a cabe¢a na extremidade do vetor
80 e os pés na origem, olhando para “baixo”, vé a
rotacio ocorrer no sentido anti-horario. Vamos adotar ~ Figura 11.6 Convencio de orientacao.
sempre esta convenc¢do (embora pudéssemos igual-
mente bem ter escolhido a oposta).

Consideremos agora um corpo rigido em rotacao em torno de um eixo € uma sec¢ao
transversal (perpendicular ao eixo de rotagcdo) do corpo, que tomamos como plano x y de um
sistema de coordenadas com origem O no eixo de rotacao Oz (Fig. 11.7).

Um ponto P da seccdo transversal, a distancia r da origem, sofre um deslocamento
ds = rd6 em conseqiiéncia da rotacao infinitesimal. Procuremos agora relacionar o deslocamento
vetorial PP’ = 8s (que, por ser infinitesimal, podemos tomar com a direcao da tangente ao
circulo da figura) com 86 e o vetor de posicao OP =r. A relagdo entre esses trés vetores é dada

.\ I

por um novo tipo de produto de vetores, o produto vetorial, indicado pelo sinal “x”:

@12

Figura 11.5 Angulo de rotacio.

50

/éx
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60

z

Figura 11.7 Produto vetorial.

Figura 11.8 Magnitude do produto vetorial.

Ac=axb

Figura 11.9 Interpretacao geométrica.

O produto vetorial dos vetores 6 e r é um vetor,
o deslocamento 8s,cuja magnitude, no presente caso
em que 66 e r sdo perpendiculares entre si, € 0 produto
das magnitudes dos dois fatores: |as| = [86] - |r|. A
direcao de 86 x r é perpendicular ao plano definido
pelas dire¢des de 89 e de r (no caso da Fig. 11.7, em
que tomamos r//Ox, este é o plano Oxz). Finalmente,
0 sentido de 66 x r é tal que um observador, com a
cabeca na extremidade desse vetor e os pés na origem,
que imagine 80 girando em direcio a r, vé essa rota-
¢ao no sentido anti-horario. No caso da Fig. 11.7 por
exemplo, o sentido de 88 xr é o do eixo Oy.

Consideremos agora um ponto P do corpo rigido
nao situado no plano Oxy. Na figura 11.8, o vetor §s é
perpendicular ao plano do papel e aponta para o leitor,
0 que indicamos pela notagdo O. A relacdo (11.2.1)
permanece valida e a direcao e o sentido de 86 x r
continuam sendo dados pela regra acima. A unica
diferenca é na magnitude, que agora é dada por

|8$|=|86x r|=89-p:|86{-‘r|-sen ¢ (11.2.2)
onde ¢ é o angulo entre as direcdes de 85 e r. Estas
consideragoes nos levam a defini¢ao geral do produto
vetorial de dois vetores:

Digressiao sobre produto vetorial

O produto vetorial ¢ = a x b de dois vetoresae b
€ o vetor definido por (cf. Fig. 11.9): Direcdo: perpen-
dicular ao plano definido por a e b. Sentido: tal que,
visto da extremidade de ¢, a gira aproximando-se de
b no sentido anti-horério.

Magnitude de a x b:

cl=la xb| =]a| }b sen @ (11.2.3)

onde ¢ € o dngulo entre as dire¢oes de a e b. Note-se
que esta magnitude é também a drea do parale-
logramo construido sobre os dois vetores, conforme
indicado na figura 11.9.

Como o sentido de rotagao de a para b é oposto
ao de b para a, temos

axb=-bxa (11.2.4)

ou seja, 0 produto vetorial é anti-comutativo. A (11.2.3) mostra ainda que, se [a| # 0 e |b] =0,
ax b =0 quando e somente quando as dire¢des de a e b sdo paralelas. Em particular, axa = 0.

Temos ainda:
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ixj=k=-jxi
Jxk=i=-kxj (11.2.5)
kxi=j=-ixk

onde i, j e k sdo os versores dos eixos coordenados. Note que a orientacao usual dos eixos x,
y e z, formando um triedro dextrogiro, também € uma convencao. O sinal dos produtos vetoriais
na (11.2.5) é positivo quando os fatores se sucedem na ordem de uma permutacao circular de
(i j, k.
Demonstra-se (curso de calculo vetorial) que o produto vetorial é distributivo, ou seja,
ax(b+c)=axb+axc (11.2.6)
Com o auxilio das (11.2.5) e (11.2.6), podemos caicular as componentes cartesianas de

axb=(a,i+a,j+ak)x(bsi+b,j+bK)

com o seguinte resultado, onde o ultimo membro é um determinante:

i j Kk
axb=(a b, -a,b, )i +(a,b, —a,b,)j+(a,b, —a,b )k =|a, a, a, (11.2.7)
b, b, b,

Apos esta digressao, podemos voltar a discussao da representa¢ao vetorial das rotacoes
infinitesimais, completando a prova de que 80 é um vetor.

Consideremos o deslocamento resultante de duas rotagoes infinitesimais sucessivas 86,
e 80,, que podem ser em torno de eixos de dire¢Oes diferentes, aplicadas a um ponto P de
vetor de posicao OP = r. Pela (11.2. 1), temos, para os deslocamentos correspondentes as
duas rotagoes,
85 =86, xr
852 = 892 Xr
Sabemos que os deslocamentos sao vetores. Logo, o deslocamento resultante serd a soma
vetorial
ds = 8s, +9s, =80, xr+380, xr = (86, +50,)xr
onde utilizamos a (11.2.6). Logo, a rotagao infinitesimal resultante é dada pela soma vetorial

86, + 868.(= 80, + 894), provando assim a assercao feita acima de que rotagoes infinitesimais
sdo comutativas e tém carater vetorial, ao contrario de rotag¢oes finitas.

Vetor velocidade angular: O vetor velocidade instantdnea de um ponto P do corpo rigido em
rotacgao, que tem um deslocamento infinitesimal &s durante o intervalo de tempo infinitesimal

8t, é dado por
. | 08 . {66
v=lim|— [=lim| —ixr
50l Ot siool ot

‘- ou seja, como &s = or (cf. Fig. 11.8),

|v=dr/dt=wxr| (11.2.8)

80) do
d = lim| = = =2 11.2.9
onde o=inla)- & )

se chama vetor velocidade angular.
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A magnitude o = df/dt desse vetor corresponde
a velocidade angular escalar definida anteriormente;
a direcao de o € a do eixo de rotagao e o sentido é o
de 86 (Fig. 11.10).

Vimos na Se¢. 11.1 que o deslocamento mais geral
possivel de um corpo rigido se compode de uma
translagao e de uma rotacdo. Correspondentemente,
podemos decompor a velocidade de uma particula
arbitraria do corpo num dado instante em dois termos: uma velocidade instantanea de
translacao u e uma velocidade instantanea de rotacao dada pela (11.2.8), o que dd para a
velocidade total

Figura 11.10 Vetor velocidade angular.

(11.2.10)

Conforme ja foi mencionado, a direcao do eixo instantaneo de rotacao, e por conseguinte
a de w, varia em geral a cada instante. O caso mais simples, que é aquele em que o tem uma
direcao fixa, serd estudado em primeiro lugar, no préximo capitulo.

V=u+v=u+owoxr

Vetores polares e vetores axiais: Vetores como 80 e o diferem dos demais vetores encontrados
até aqui pelo fato de que, embora tenham magnitude e direcao bem definidas, seu sentido é
definido através de uma convenggo.

Seria mais apropriado representar @ geome-
tricamente por um circulo orientado (Fig. 11.11) do
que por uma flecha. A convengao usual quanto ao sen-
tido dessa flecha poderia ser invertida sem nenhum

prejuizo para a fisica, ou seja, nao existe nenhuma
Y caracteristica fisica que permita orientar a direcao do
—w eixo de rotagdo para “cima” ou para “baixo”.
Figura 11.11 Representagao por um
circulo orientado.

&)
A

Devido a sua associacao com uma orientacao
convencional de um eixo, um vetor como 60 ou ®
chama-se vetor axial. Os vetores ordindrios até aqui encontrados, do tipo de um deslocamento,
chamam-se vetores polares: exemplossaor,v,a, peF.

A diferenga éntre vetores polares e vetores axiais
aparece claramente quando examinamos seu compo-
rtamento frente a uma reflexdo. Isto se relaciona com
o fato de que um triedro dextrogiro se transforma em
sinistrégiro quando refletido num espelho, como
mostra a Fig. 11.12, onde o espelho é paralelo ao plano
yz. Vemos também na figura que um circulo orientado

[T
721
=]
(o,
5

(o]

B

Figura 11.12 Reflexdo especular.

com seu plano paralelo ao do espelho se reflete de tal
forma que o vetor axial o associado, perpendicular
ao espelho, nao se altera (0w’ = w), a0 passo que um
vetor polar r perpendicular ao espelho troca de sinal
por reflexdo (r' =-r). E ficil ver, considerando outras
orientagdes do circulo (verifique!) que componentes

paralelas ao espelho de vetores polares e axiais também se refletem com sinal diferente.

A defini¢ao dada acima de produto vetorial envolve uma convengao para definir o seu
sentido em termos dos sentidos dos fatores (pg. 226).

Assim, o produto vetorial de dois vetores polares € um vetor axial. No exemplo da figura
11.12, as componentes y e z de vetores polares nao trocam de sinal por reflexao, ao passo que
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a componente x troca. A (11.2.7) mostra neste caso que, se a e b sio polares, as componentes
yezdeaxbtrocam de sinal por reflexdo e a componente x nao troca, ou seja, ax b comporta-
se efetivamente como um vetor axial. Analogamente, o produto vetorial de um vetor axial por
um vetor polar é um vetor polar. A (11.2.8) exemplifica este resultado: @ € axial, r é polar, v=o
x r é polar. Outro exemplo € a (11.2. 1).

11.3 —Torque

Voltemos agora ao problema abordado no inicio da Secao anterior, 0 movimento de
rotacao de um corpo rigido em torno de um eixo fixo. Do ponto de vista cinematico, como
vimos, a dire¢ao desse movimento se reduz a do movimento circular de um ponto P do corpo
numa seccao transversal. Como hd um s6 grau de liberdade, o angulo de rotacdo 6 em torno
do eixo, podemos estabelecer uma analogia entre esse movimento e 0 movimento unidimen-
sional estudado no Cap. 2. Nessa analogia, temos a seguinte correspondéncia entre grandezas
lineares e angulares (cf. pgs. 57-58):

Deslocamento linear = x <> 8= Angulo de rotacio
dx _de

Velocidade linear =v = Ty om= i Velocidade angular
- dv U do -
Aceleracao linear =a= ' “>a= T Aceleragao angular

Para passarmos a dinamica das rotagdes, vamos utilizar essa analogia a fim de procurar
uma grandeza que desempenhe um papel analogo ao da forca. Uma forma de definir uma
forca F no movimento linear seria através do trabalho AW por ela realizado num deslocamento
infinitesimal Ax de seu ponto de aplicacgao (cf. (6.2.6) e (6.4.11).

AW = FAx
O analogo de F para rotacao seria entdo uma grandeza 7 tal que
AW =146 (11.3.1)
corresponda ao trabalho realizado numa rotacao infinitesimal A8.

Para fixar as idéias, consideremos uma Haste
rigida girando em torno de uma extremidade fixa O
sob a acdo de uma forca F aplicada no ponto P, a
distancia r do ponto O (Fig. 11.13). Poderia ser, por
exemplo, uma régua fixada sobre a mesa (plano do
papel) no ponto O. A for¢a F faz um angulo ¢ com a
direcao de OP = r. Numa rotacgao infinitesimal A8, o
ponto P sofre um deslocamento PP’ que se confunde
com a tangente ao circulo de centro O e raio rno ponto
P, sendo portanto perpendicular a direcao de r. A
projecao de F na dire¢ao do deslocamento é entao
(Fig. 11.13).

FCOS(ZZE_ (p) =Fsen ¢ Figura 11.13 Haste rigida com extremidade
fixa.

e a magnitude do deslocamento do ponto de aplicagao ¢ |PP’| = rA6, de modo que o trabalho é
AW = Frsen ¢ (11.3.2)
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Comparando a (11.3.2) com a (11.3.1), concluimos que

(11.3.3)

deve ser 0 andlogo de F para rotagdes em torno de O.

Este resultado pode ser reescrito de duas ma-
neiras, que destacam aspetos diferentes. Primeiro,
podemos decompor F em suas componentes F,,
paralela a direco de r e de magnitude F;, = Fcos ¢, e
F,, perpendicular a direcio de r e de magnitude

F, =Fseng¢ (11.3.4)
(Fig. 11.14). A (11.3.3) se escreve

(11.3.5)

mostrando que somente a componente perpendicular
da forga é eficaz na producdo da rotacdo. E o que se
deveria esperar, pois a componente paralela exerce
apenas uma tracao (ou compressao conforme o
sentido) sobre o apoio fixo, que deve ser absorvida
pelo mesmo.

Podemos ainda reescrever o resultado como

(11.3.6)

onder, =b=rsen ¢ (11.3.7)

¢ amagnitude de OQ =r, (Fig. 11.15), que é a distancia
da linha de acdo PQ da forca ao ponto O. Esta
distancia € chamada de “brago de alavanca” da forca.
E intuitivo que a forca é tanto mais eficaz na producao
de rotacao quanto maior o braco de alavanca. Assim,
quando empurramos uma porta, poupamos tanto
mais esfor¢o quanto mais longe do eixo de rotagcdo o
Figura 11.15 Braco de alavanca. fizermos; pela mesma razdo, a macaneta deve ser
colocada o mais distante possivel do eixo.

A grandeza t na (11.3. 1) foi introduzida como andaloga a magnitude F de uma forca. no
caso de rotagdes, mas sabermos que a forga é na realidade um vetor. Por outro lado, como ¢
na (11.3.3) é o ngulo entre as direcdes de r e de F, vemos, comparando-a com a (11.2.3), que

t:‘er’ (11.3.8)

ou seja, T é também a magnitude de um vetor, o produto vetorial de r por F:

(11.3.9)

A direcao e o sentido de T tém um significado fisico importante na rotagdo. No exemplo
(Fig. 11.16) da haste que gira num plano (o plano de r e F), 7 é perpendicular a esse plano, de
modo que a dire¢do de 1 € a direcdo do eixo de rotacao. Por outro lado, o sentido de 7 é tal que,
vista da extremidade de 7, a rotacdo tem lugar no sentido anti-hordrio. Se substituirmos F por
uma for¢a em sentido contrario, F’ = - F, o sentido de 7 se inverte (+ = - 7), e 0 sentido de
rotacdo também se inverte (Fig. 11.16).
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O vetor 7 definido pela (11.3.9) chama-se torque
da for¢a F em relagdo ao ponto O.

A palavra torque vem do latim “torquere”, que
significa “torcer”.

Nesta definicao, r = OP, onde P é o ponto de
aplicagdo da for¢a F. E importante lembrar que
definimos o torque de uma for¢a em relacdo a um dado
ponto O: se mudarmos o ponto O, o torque, em geral,
também mudara. Figura 11.16 O vetor torque.

Um caso particular importante é o de for¢as centrais (pg. 137): neste caso,

F = F(r)r (11.3.10)
(cf. (7.5.11), onde r é o vetor de posicao relativo ao

centro de forgas O. Se tomamos o torque em relacao
a esse ponto, teremos sempre F//r, de modo que

r=rxF=0 (forcas centrais) (11.3.11)

E 6bvio nesse caso que as forcas ndo tendem a
produzir rotacdo em relacdo ao centro de forgas O,
porque sua linha de agao sempre passa por ele. Jd se  Figura 11.17 Torque de forcas centrais.
tomarmos o torque em relagdo a um ponto O’ =0 (Fig.

11.17), ele sera em geral # 0. ‘

As dimensdes de 1 sdo as mesmas de trabalho (forca x deslocamento), e a unidade SI de
torque € 1N x 1m (cf. pg. 110 ). Convém notar, entretanto, que se trata de grandezas fisicas
muito diferentes. Em particular, como vimos, o torque é uma grandeza vetorial, ao passo que
o trabalho é uma grandeza escalar.

11.4 — Momento Angular

Além da for¢a F, o outro conceito fundamental na dindmica de uma particula é o do
momento (linear) p, relacionado com F pela 2? lei de Newton

p=2P (11.4.1)
dt
Na dinamica de rotacdo de uma particula P em torno de um ponto O, vimos na Secao
anterior que o analogo de F deve ser o torque 7 =r X F, onde r = OP. Como 0 momento p da
particula estara relacionado com F pela (11.4.1), obtemos, multiplicando vetorialmente por r
ambos 0s membros,

'r=er=r><d—p (11.4.2)
dt

Temos, porém {a férmula de derivacdo de um produto se aplica igualmente ao produto
vetorial, como vemos pela representac¢ao (11.2.7) em termos das componentes),

dp d dr d
rx——=—(rxp) ——x p=—I(rx
gt @) g X P g xp)
N —
[velozi‘:iade)

poisvxp=vx(mv)=0.Logo, a(11.4.2) fica
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dl
T=—
dt

onde (11.4.4)

€ 0 que se chama de momento angular da particula em relagao ao ponto O.

(11.4.3)

Vemos que o momento angular estd para o momento (linear) p assim como o torque estd
para a forca. A (11.4.3) desempenha na dinamica de rotagdes um papel analogo ao da 22 lei de
Newton (11.4.1), ou seja, pode ser considerada como a lei fundamental da dindmica de rotacoes
para uma particula: a taxa de variagdo com o tempo do momento angular de uma particula em
relagao a um ponto O é igual ao torque em relacdo ao ponto O que atua sobre essa particula.
Tanto | como 7 variam, em geral, se mudarmos o ponto O, de modo que é preciso especificar
esse ponto.

A direcdo del é perpendicular ao plano definido
pelas direcdes de r e de p (ou seja, da velocidade

1

P instantanea v), e o sentido ¢ tal que, visto da extre-
P midade de 1, 0 movimento é no sentido anti-horario
o0 T (Fig. 11.18).
- A magnitude de |, por analogia com as (11.3.5) e
Figural1.18 Vetor momento angular, (11.3.6), pode ser escrita como

(11.4.5)

onde p, é a componente de p perpendicular a direcao
P r (Fig. 11.19 (a) e r, a componente de r perpendicular
a direcdo de p (Fig. 11.19 (b)). Por exemplo, para uma
particula em movimento retilineo uniforme, I = mvb,
onde b =r, € a distancia (Fig. 11.20) do ponto O a
r, trajetoria da particula, que corresponde ao pardmetro
0 (‘1;)\“ de choque definido na teoria das colisdes (pg. 176).

Uma conseqtiéncia imediata da (11.4.3) é a lei de
conservacao do momento angular de uma particula:

Figural1.19 Componentes perpencidulares.

| 7=0=1= constante | (11.4.6)

ou seja, se o torque sobre uma particula em relacao a
~—>— > um ponto se anula, 6 momento angular da particula
lrl:b em relacdo a esse ponto se conserva. Como o mo-

mento angular € um vetor, nao s6 a sua magnitude se
0 conserva, mas também direcdo e sentido.

Figural1.20 Parimetro de choque. O movimento de uma particula livre, exemplo
que acabamos de considerar, é um caso particular
trivial de aplica¢do desta lei. Vamos ver agora um outro exemplo, que é muito importante.

Forcas centrais

Vimos (cf. (11.3.11)) que, para uma particula sujeita a forgas centrais, o torque em relagao
ao centro de forgas O é identicamente nulo. Logo 0 momento angular de uma particula sujeita
a forgas centrais, em relacao ao centro de for¢as, se conserva.

A primeira implica¢do nao-trivial deste resultado é que o movimento é plano, ou seja, a
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orbita de uma particula sob a a¢ao de for¢as centrais permanece sempre no mesmo plano.

Com efeito, se ry e vy correspondem a posicao e
velocidade iniciais da particula (Fig. 11.21), 1y = mry x
Vo € 0 momento angular inicial, perpendicular ao plano
definido por ry e vo. Como 1 =1, se conserva, r e vtém
de permanecer sempre nesse plano, que é o plano da
orbita.

Consideremos agora uma porg¢do infinitesimal da
trajetoria correspondente a um deslocamento dr a
partir do ponto P. Nesse deslocamento, o raio vetor r
que liga P ao centro de forgas varre o tridngulo
sombreado na figura 11.22, cuja drea dA é dada por

¢4=%ﬁxd4 (11.4.7)
Com efeito, essa area é a metade da area do

paralelogramo construido sobre r e dr, area esta que,

conforme vimos a pg. 226, € dada por |r x dr].

A taxa de variacao com o tempo da drea varrida
pelo raio vetor, que se chama de velocidade areolar, é
dada entao por ‘

(—L—q—:lrxd
dat 2

r
dt

D=L
2 2m

lo

Yo
Py
o* "

Figura11.21 Plano da orbita.

orbita

0
Figura11.22 Area varrida.

! 148

Fxﬂ=55

ou seja, a velocidade areolar ¢ diretamente proporcional a magnitude do momento angular.

No movimento sob a acao de forgas centrais, 1 se
conserva, de modo que a velocidade areolar é
constante: o raio vetor que liga a particula ao centro
de forcas descreve areas iguais em tempos iguais.
Como a gravitagdo é uma for¢a central, vemos (cf.
pg. 194) que a 27 lei de Kepler nada mais é do que a lei
de conservagdao do momento angular neste caso
especifico.

Em particular, para a érbita eliptica de um planeta
em redor do sol (Fig. 11.23) a velocidade v é perpen-
dicular ao raio vetor r quando o planeta estd no
periélio P ou no afélio A, de modo que

1=|l‘=m1‘PVP=mFAVA { Vp/VA=I‘A/I‘p (11.4.9)

A velocidade é maxima no periélio e minima no
afélio.

Exemplo

Consideremos um pequeno disco de massa m que
desliza sem atrito sobre uma mesa horizontal, girando
em torno do centro O da mesa, ao qual estd ligado
por um fio que passa por um orificio no ponto O e é

vp

Figura11.23 Velocidade no periélio e no
ofélio.

Figural1.24 Disco puxado por um fio.
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puxado verticalmente para baixo com uma forga F.

A forga transmitida pelo fio ao disco é uma for¢a central, dirigida sempre para O, de
modo que o momento angular deve conservar-se. A forca necessaria para manter o disco em
rotagdo com velocidade v € a forga centripeta (4.4.9), de magnitude F = mv?/r, onde r é o raio
do circulo descrito.

Se aumentarmos lentamente a forga exercida sobre o fio, o raio do circulo diminuira
parar+ Ar(Ar < 0), conforme indicado na figura 11.24. Seja v + Av o0 novo valor da velocidade.
Pela (7.2.8), a variagao AT de energia deve ser igual ao trabalho AW realizado:

variacoes

infinitesimais
1 1 mv?
AT= Em[v+Av)2 - 5 mv® = mvAv = AW =~ TVAr
. Ar
ou seja, -mv—=mAv { mrAv+mvAr=0
r
0 que equivale a
Almvr)=Al=0 (11.4.10)

de modo que 0 momento angular se conserva, conforme esperado. A medida que o raio
diminui, a velocidade de rotacdo tem de aumentar.

E também interessante exprimir o momento angular em termos da velocidade angular o
da particula. Como v = or, temos

I=mvr=mrio=Ie (11.4.11)

onde I1=mr? (11.4.12)

se chama o momento de inércia da particula em relagdo a O. Considerando o como anélogo
de v para rotagoes (pg. 229), a relacdo I = Io é analoga a p = mv, ou seja, 0 momento de inércia
desempenha um papel anaiogo ao da massa. Isto também se verifica pela expressao da energia
cinética:

1 - 1 55 1, 5
T== == T==I 11.4.13
2mv 2mmr { 5 [0} ( )

A conservacao do momento angular neste exemplo implica que In = constante. Ao
aproximar a massa m do centro, diminuimos r e, por conseguinte, 0 momento de inércia I;
logo, o tem que aumentar.

11.5 — Momento angular de um sistema de particulas

Consideremos agora um sistema formado por um ndmero qualquer N de particulas, e
seja m; a massa da particula i (i =1, 2, ..., N), de vetor de posi¢do r{t) e velocidade v;(t) em
relagdo a uma dada origem O (Fig. 11.25) no instante t. O momento angular total do sistema
emrelacidoa O é

N
L=Zr,-xp,- =2m,~r,-xv,- (11.5.1)

i=1 i

N
=1

Em geral, como no caso de uma particula, L depende do ponto O em relacdo ao qual é
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tomado. Para o momento (linear) total P do sistema,
vimos nas Secc¢des 8.2 e 8.3 que se obtém uma sim-
plificacao consideravel tomando a origem no CM
(centro de massa), de vetor de posicdo R dado pela
(8.2.9):

R=im,r,-/M, M=Ym, (11.5.2)
i=1

i=1

Se ri e visdo o vetor de posicdo e a velocidade

da particula i em relacio ao CM, vimos nas (8.2.10)a  Figura 11.25 Sistema de particulas.

(8.2.13) que
N
r; =r,-'+R:>Zm,-r,~’=0 (11.5.3)
=1
N N
vi=vi+V=Y mvi=) pi=0 (11.5.4)
i=1 i=1
N
P=V) m =MV (11.5.5)

i=1

onde V é a velocidade do CM, V = dR/dt. A (11.5.4) significa que 0 momento linear do
movimento interno, ou seja o momento resultante em relagao ao CM, se anula, € a (11.5.5) que
o CM se move como se o0 momento total P do sistema estivesse concentrado nele.

Para ver o que acontece com o momento angular total L, basta substituir as (11.5.3) e
(11.5.4) na (11.5.1):

N N ( N \ ( N ) N
L= zmﬂr, +R}(vi+V)= 21‘711‘-,~’x vi+Rx zri,v; + Z m;r | XV +ZT,R xV
=1 i=1 L i=1 J Li=1 J i=1
~ > —_—
=0 peta (11.54) =0 pela (11.5.3) =M
Finalmente, obtemos
|[L=L'+RxP| (11.5.6)
N N
onde L’=Zmir{>< V)= Zr{xp; (11.5.7)
=1 i=1

é 0 momento angular total do sistema em relacao ao CM e R x P é o momento angular do CM
em relacdo a O, considerado como se o0 momento total P do sistema estivesse concentrado
nele. Logo, se o sistema como um todo estd em repouso (P = 0), L ndo depende da origem.

Por conseguinte, ao contrario do momento linear do movimento interno (relativo ao CM),
que sempre se anula (cf. (11.5.4)), o momento angular L’ do movimento interno em geral nao
se anula. Um exemplo disso € o par de bolinhas ligadas por uma mola, considerado na pg.
150. Podemos chamar L” de momento angular interno do sistema e R x P de momento angular
externo. Também se costuma chamar L’ de spin, embora nao se deva identificar este conceito
macroscopico com a propriedade microscépica que tem o mesmo nome para particulas
subatomicas.

Por exemplo: 0 momento angular total da Terra em relacao ao Sol é a soma vetorial de L,
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0 momento angular da Terra em relacao a seu CM,
proveniente da rota¢ao da Terra em torno de seu eixo
(spin), com R x P (Fig. 11.26), 0 momento angular or-
bital da Terra devido a sua 6rbita eliptica em torno do
Sol. Enquanto R x P é perpendicular ao plano de érbita
{ecliptica), L' tem a direcdo do eixo de rotacdo da Terra,
que faz um angulo de 23'/,° com a direcdo de R x P
(pg. 192).

Se o CM do sistema de particulas esta em
repouso, P =0, a (11.5.6) da

RxP

Figura 11.26 Momento angular orbital e
de spin da Terra.

L=L’ (CM em repouso) (11.5.8)

que ¢ independente da escotha do ponto de referéncia O, pois corresponde ao momento
angular interno. Logo, podemos chamar L’ neste caso de momento angular total do sistema (o
mesmo em relacdo a qualquer ponto O), que representa uma propriedade intrinseca do mesmo.

Lei fundamental da dindmica das rotacoes

Podemos considerar a (11.4.3), que € o analogo da 2° lei de Newton (11.4. 1) para rotacoes,
como a lei fundamental da din&dmica das rota¢des para uma particula. Vamos agora generalizar
este resultado para um sistema de particulas.

Para o momento linear total do sistema, o resultado correspondente é dado pela (8.3.1):

dP (ext) - (ext)
—=F :ZF (11.5.9)
i=1

que corresponde a resultante de todas as forgas externas que atuam sobre o sistema. Vimos
na(8.2.5) que a resultante das forgas internas se anula, pela 32lei de Newton (as forcas internas
se cancelam duas a duas).

A(11.5.1)da
. !
N N ’ ) N
dL d dr, dv,
R Zmir,- XV; :Zm,-a‘- ><vj+2mirl- X EL
i=1 i=1 — =1 b e
=0 =a,; = aceleracdo
da particula {
N
dL
i — =Y mr xa; 11.5.10
ou seja, p 2 T Xa; ( )

Se o referencial é inercial (pg. 68), podemos aplicar a 2° lei de Newton a particula i,
escrevendo (cf. (8.2.3))

N
ma, =F§xt)+2Fi[j, (i=12,..,N) (11.5.11)

j=1
(j=0)

onde Fj; é a forga interna sobre a particula i devida a particula j. A (11.5.10) fica
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dL N N N
P 2 r; xF™0 4 er,-x Fy) (11.5.12)
| —
=1 o). Torque 171 J=1
externo sobre (i# j)
a particula i

A dupla somatoria na (11.5.12) nao se altera se trocarmos os nomes dos indices i e j, de
modo que podemos escrever

N N N
1 1
> Y Eijy=5 2, 3 6 xFy+rx Fipl =5 Y Y (1 - 1)) xFy,
nE 2T e e (11.5.13)

(%) (i) peit (%))
lei de Newton

As forcas internas de interagdo entre particulas
encontradas até aqui (forcas gravitacionais (5.1.1) ou
Coulombianas (5.1.3)) sdo tais que sua linha de acio
esta dirigida segundo a linha que une as duas par-
ticulas, ou seja (Fig. 11.27)

y /1 (r;-1))

Fy;

0 que implica
(r;-r;)xFg;, =0 (11.5.14)  Figura 11.27 Forcas internas.
e, pela (11.5.13), leva a

N N
D) rixFy; =0 (11.5.15)

=1 j=1
(i)
ou seja, a resultante dos torques internos do sistema € nula. Este resultado permanece valido
em condi¢des mais gerais, sem que seja preciso fazer a hipétese acima sobre a linha de a¢do
das forgas de interagdo, conforme veremos na Se¢. 11.6.

Substituindo a (11.5.15) na (11.5.12), obtemos

dL N N
= D rixFe = D 2o = gl (11.5.16)
i=1 i=1

que € a lei fundamental da dindmica das rotagcdes para um sistema de particulas: a taxa de
variacdo com o tempo do momento angular total do sistema em relagdo a um ponto O (num
referencial inercial) é igual & resultante de todos os torques externos, em relacao a O, que
atuam sobre o sistema. Este resultado é o andlogo para rotagoes da (11.5.9).

A restricao a um referencial inercial decorre de termos utilizado a 22 lei de Newton na
(11.5.11). O referencial do CM nao € necessariamente inercial: se a resultante das forcas externas
nao se anula, o CM tem uma aceleracao A dada pela (11.5.9):

%:MA:F(EXO (11.5.17)

Apesar disto, vamos mostrar que a (11.5.16) permanece vdlida quando referida ao CM,
mesmo que ele esteja acelerado.
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Para isto, voltemos a (11.5.10), que vale em qualquer referencial, e apliquemo-la ao
referencial do CM:

dl’  +
it =§m,~rixa,- (11.5.18)

Se a; € a aceleracdo da particula i num referencial, dada pela (11.5.11), temos pela (11.5.4),
a;=a;+A (11.5.19)
de modo que a (11.5.18) fica

ar & N N N N
= =;ri’x (ma,) - Zmir,-' xA:ér{xF}ex”+22r{xFﬂj) (11.5.20)

dado pela i=1 =1 j=1
(11.5.11) ———— (i#))
=0 pela
(11.5.3)

O ultimo termo da (11.5.20) se anula pelo mesmo argumento empregado para obter a
(11.5.15). Com efeito, pela (11.5.3), ri - rj=r; - r;, de modo que a demonstragdo permanece
valida.

Obtemos entdo

N

, N
C;Lt DI D WASE S (11.5.21)
i=1 i=1

onde 1V é a resultante dos torques externos em relacao ao CM. Vemos portanto que a (11.5.16)
permanece valida com respeito ao CM, mesmo que este esteja acelerado.

Esta é uma propriedade muito importante do CM, que vale para qualquer sistema de
particulas. No caso particular de um corpo rigido, vimos na Se¢. 11.1 que seu movimento
mais geral pode ser analisado em termos da transiagdo de um ponto arbitrario do corpo e de
uma rotagdo em torno desse ponto (cf. também (11.2.10)). Se tomarmos esse ponto como
sendo o CM, a(11.5.9) se aplica ao movimento de translagao do CM e a (11.5.2 1) ao movimento
de rotagao em torno do CM, de forma que essas duas equacdes constituem as leis fundamentais
da dinamica do corpo rigido.

Exemplo
e Consideremos um haltere, formado por dois
A corpos de mesma massa m, unidos por uma barra
rigida de massa desprezivel e comprimento 1. As
2 Fe l/i?gem) forgas F{#Y e F{™Vilustradas na Fig. 11.28 atuam
5;% 0 m sobre os dois corpos. A figura mostra a forca
o — resultante F® aplicada no CM (ponto médio O) e o

torque resultante 7' em relacio ao CM. Ambos
sendo constantes, o ponto O se deslocaria com
movimento retilineo uniformemente acelerado (com respeitc a um referencial inercial). Ao
mesmo tempo, as duas massas executam um movimento de rotacdo com aceleracio angular
constante em tornc do CM, ou seja, um movimento circular uniformemente acelerado.

Figura 11.28 Haltere.

Se a resultante das forcas externas se anula, o torque é independente do ponto O em
relagdo ao qual é calculado. Com efeito, se tomarmos outro ponto de referéncia O, teremos
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ri=rj+b (11.5.22) e
onde b = OO0’ (Fig. 11.29), o que da

N N
T(ext] — Z I‘,' x Fj(ext) — 2 1‘." x F}ext) +
i=1 i=1
T:.(exn
: (11.5.23) - ‘
N Figura 11.29 Torques relativos a pontos
+bx ZF[(eXt) = /€0 | b Flext i
i=1
=F(ext)

de modo que, se F®V = 0, obtemos 1"V = 9 como queriamos demonstrar.

Um caso particular importante deste resultado é
um par de for¢as iguais e contrarias, F e - F, aplicadas
em pontos diferentes. Este sistema de duas forcas
chama-se um bindrio (ou conjugado). Como a re-
sultante é nula, o torque pode ser calculado em relagdo
a qualquer ponto. Vemos na Fig. 11.30 (cf. (11.3.6))
que a magnitude do torque do binario é t = Fb, onde
b, o brago de alavanca do bindrio, é a distdncia entre
as linhas de agdo de Fe - F. Figura 11.30 Binario.

11.6 — Conservacao do momento angular. Simetrias e leis de conservacio
(a) Conservacdo do momento angular

A lei de conservagdo do momento angular para qualquer sistema de particulas decorre
da (11.5.16), da mesma forma que a lei de conservagdo do momento (linear) foi obtida a partir
da (11.5.9) (Sec. 8.3):

1 =0 & L=L,= constante (11.6.1)

ou seja, se a resultante dos torques externos em relagdo a um dado ponto se anula, 0 momento
angular do sistema em rela¢do a esse ponto se conserva. Em particular, isto vale sempre na
auséncia de forgas externas, ou seja, para um sistema isolado; neste caso, como o torque é
nulo em relagéo a qualquer ponto do espago, 0 momento angular em relacdo a qualquer
ponto se conserva. No caso de uma so particula sujeita a forgas centrais, o momento angular
se conserva, como vimos, em relagdo ao centro de for¢as. Um exemplo especifico foi analisado
as pgs. 233-234.

O momento angular orbital da Terra em torno do Sol se conserva, porque a for¢a gravi-
tacional é central. Quanto ao “spin” devido a rotagéo em torno de seu eixo (pg. 236), os tinicos
torques externos significativos devem-se as acdes gravitacionais do Sol e da Lua, nio sendo
a Terra uma esfera perfeita. Essas perturbagdes sdo extremamente pequenas, de modo que
afetam muito pouco a velocidade angular de rotagdo em torno do eixo: a duracdo do dia
aumenta menos de 107 s por século. Conforme veremos mais adiante, esses torques externos
sdo responsdveis pela precessao dos equindcios (cf. pg. 202).

A (11.6.1) € uma lei de conservacao vetorial. Isto significa, por um lado, que a conservacio
de L implica na conservagdo de seu médulo, direcdo e sentido. Por outro lado, significa também



240 Capitulo 11 — ROTACOES E MOMENTO ANGULAR

que a lei se aplica separadamente a cada componente. Assim, se uma dada componente do
torque resultante se anula, a componente correspondente do momento angular total se conserva,
independente do que suceda com as demais.

(a) Uma ilustrag¢ao vivida deste resultado se obtém
atraves de uma cldssica experiéncia de demonstracio.
Uma pessoa estd sobre um banquinho, sequrando
uma haste horizontal, que serve de eixo para rotacao
) rapida de uma roda nela colocada (roda de bicicleta,
por exemplo). O banquinho tem um suporte bem lubri-
ficado (Fig. 11.31 que lhe permite girar praticamente
sem atrito em torno da vertical, de modo que nio ha
torques externos verticais atuando. Logo, a compo-
nente vertical do momento angular total do sistema
se conserva. Quando a pessoa levanta a haste,
colocando-a em posicao vertical (Fig. 11.31 (b)), o
momento angular L da roda é transferido para a ver-
tical. O banquinho comeca entdo a girar em sentido
oposto, gerando um momento angular -L que, soma-
do ao da roda, conserva = 0 0 momento angular total
na dire¢ao vertical.

Numa variante desta experiéncia, a pessoa segura
Figura 11.31 Conservacio do momento inicialmente a haste na vertical, com a roda para baixo,
angular vertical. de modo que a componente vertical do momento an-

gular total é - L, e depois inverte a haste (a compo-
nente associada a roda passa a + L). Neste caso, 0 banquinho entra em rotagio com o dobro
da velocidade angular do caso precedente, gerando uma componente vertical - 2L, do momento
angular.

(b) Simetrias e leis de conservacao

As leis de conservagao encontradas até aqui (energia, momento, momento angular) fo-
ram obtidas para alguns tipos de sistemas fisicos, mas, conforme ja foi mencionado, tém
validade muito mais geral: estendem-se a toda a fisica, inclusive a sistemas microscépicos,
descritos pela mecanica quéntica. Seria de se esperar, portanto, que esses principios gerais
de conservagdo, que estdo entre as leis fisicas mais fundamentais, estejam relacionados com
propriedades muito gerais de sistemas fisicos.

Isto efetivamente ocorre: as leis de conservacado estio ligadas a propriedades de simetria
de sistemas fisicos. Um sistema tem uma propriedade de simetria quando nao se altera ao
efetuarmos nele uma operacdo correspondente a essa simetria. Assim, por exemplo, uma
esfera tem simetria de rotacdo em torno de qualquer um de seus didmetros, porque nio se
altera se efetuarmos uma rotacdo de um angulo arbitrario em torno de um didmetro.

Consideremos um sistema de N particulas, ao qual podemos associar uma energia
potencial U. Essa energia esta associada tanto as forgas externas como as forgas de interacio
entre as particulas (Seg. 10. 11). Além de depender dos vetores de posi¢do ry, Iy, ..., ry das
particulas, U também pode, em geral, depender explicitamente do tempo, o que acontece se
as particulas estdo sujeitas a for¢as externas varidaveis com o tempo.

Um exemplo dessa situag¢do ¢ um capacitor plano (cf. pg. 137) entre cujas placas existe
um campo elétrico variavel com o tempo (por exemplo, aplicando-se uma voltagem alternada
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entre elas}). Neste caso, pela {7.5.5), a energia potencial

E
de uma particula de carga g e coordenada x (Fig. 11.32) aUR
é o Ll
X

U(x,t)=—qE(t)x (11.6.2)

onde E(t) = E(8)i é o campo entre as placas.

Figura 11.32 Carga puntiforme dentro de
No caso geral considerado acima, temos portanto ~ um capacitor.

U = U(l‘1;I‘2;...;r‘N;t)=U(X1,y1,Z1;...;XN,yN,ZN;t] (11.6-3)

onde (x; y; z) sdo as coordenadas da particula i. Vamos calcular a variacio de energia potencial
quando as particulas de deslocam para as posigdes ry + Ary, ..., ry + Ary (onde Ar; tem
componentes Ax; Ay; e Az) e o instante considerado ¢é t + At, as variacdes sendo todas
infinitesimais. O resultado € uma extensao direta da (7.4.5) para uma funcao de mais varidveis:

AU=U(X1+AX1,Y1 +Ay1,Z1 +AZ'1"""‘XN +AXN,yN+AyN,ZN+AZN;t+At]

~U(X1,¥1,24;.. XN, Y N ZN5t) (11.6.4)
U U U U oU oU U
—AXx, + Ay, +—AZ, +...+ Ax Ay +— Az +— At
Ty gy T T gy Ny TN AN T

Aplicando a (7.4.4) a cada uma das particulas, a (11.6.4) fica
AU =U(ry +Ar;..;ry +Arg st + A = Ulrg;... o1yt =
dU
= ~Fd%; = Fyr8yy = Fpsy ...~ FyyAxy - Eyydy, - Foyz, + S At (11.6.5)

X z
Y at
-F;-Ary -Fy-Ary

onde F; € a for¢a total que atua sobre a particula i. Finalmente,

AU =U(r, +

Py +Ary + At)

N
(11.6.6)
—U(I‘1,.‘.,PN,1‘)=—2F1'Ari+%—UAt

i=1

Este resultado, que generaliza a (7.4.5) para um sistemna de N particulas, servird de base
para relacionar simetrias com leis de conservacéo.
(¢) Uniformidade temporal e conservacio da energia

Suponhamos que a energia potencial ndo depende explicitamente do tempo (ou seja,
ndo ha for¢as externas dependentes do tempo atuando sobre o sistema), o que implica

ou
o _ (11.6.7)
ot :
Neste caso, o sistema serd simétrico para uma ‘Vg /v2 ; \v\'. /v2
translacao temporal (Fig. 11.33). Transladar o sistema, o 4 L
A7 A\ 7Y

como um todo, no tempo, equivale a repetir a ex- - 5 -
periéncia em outro horario, tomando as mesmas My ; e
condigoes iniciais em instantes diferentes. :

Levando em conta a (11.6.7), podemos escrever,
neste caso, Figura 11.33 Translacao temporal.



242 Capitulo 11 — ROTACOES E MOMENTO ANGULAR

au Ar,
ar JLO( J“L{L,o{ } ZF vi (11.6.8)

onde v; = dry/dt € a velocidade da particula i. Temos, porém, pela 22 lei de Newton,

dv; di1 2 d
! vl ml dt vl dt(zmlvl ) dt ! ( 6 9)

onde T; é a energia cinética da particula i. Logo, a (11.6.8) fica

inergia cinética total

dUu d dT
= __= = 11.6.1
dt dth’ dt B
0 que equivale a
dE _d
—(T+U)=0 11.6.11
i dt( )= ( )

ou seja, a conservacdo da energia total E = T + U, obtida como consequéncia da (11.6.7), ou
seja, da simetria por translagao temporal do sistema (uniformidade temporal = conservacio
da energia).

(d) Homogeneidade espacial e conservacao do momento

Suponhamos agora que o sistema seja invariante por translagcdo espacial. Isto significa
que nada se altera (logo, U nao muda) se transladarmos o sistema todo no espaco, dando-lhe
um deslocamento AR (Fig. 11.33). Devemos ter entao (cf. (11.6.6)).

i=1

A
AU =U(r, +AR,...,ry + AR) - U(r,,...,Ty ) = —AR-[ZF,.J:O (11.6.12)

----—-—====;] qualquer que seja o deslocamento AR, o que s6 é
C 1| possivel se for
i vi Vo E
Vi v D / — | N N
S| M F-YR-Y g (11.6.13)
m, M i o b i=1 i
m Yy i i Vi l/
T AR T
0 ? ou seja, sendo P = zp,- o momento total do sistema,
Figura 11.34 Translacdo espacial. i=1
dP
—=0 (11.6.14
dt )

que € a lei de conservagao do momento, obtida como conseqiiéncia da simetria por translacdo
espacial do sistema (homogeneidade espacial = conservacdo do momento).

Um exemplo é um campo gravitacional uniforme vertical, como na vizinhanca da

superficie da Terra: U nao muda para translagoes horizontais, de forma que as componentes
horizontais do momento se conservam.
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(e) Isotropia espacial e conservacao do momento angular

Suponhamos, finalmente, que o sistema seja invariante por rotagdes espaciais, ou seja,
nada se altera se girarmos o sistema todo no espago, em torno de um eixo qualquer. Vimos na
(11.2. 1) que o deslocamento Ar; de uma particula na posi¢ao r;, para uma rotacao infinitesi-
mal A9 é

Ar; = A0 X, (11.6.15)

Devemos ter entdo, pela (11.6.6), para que a energia potencial seja invariante por rotagao,

N N
AU = U{I'1 +Ar1,...,l'N +ArN)“U(I'1,...,l°N)=—2Fj 'AI‘,‘ = —zFi '(ABXI‘]}: 0 (11.6.16)
i=1 i=1

Uma das propriedades do produto vetorial, que se obtém facilmente da (11.2.7), € que

a-{(bxc) ={axb).-c=b-(cxa) (11.6.17)
Nl gl

Produto mixto
de 3 vetores

Aplicando esta propriedade a (11.6.16), vem

N R
AU =-A@- zr,-xFi =-A0-7=0 (11.6.18)
. —

=1

N
onde 7= ZT,- € o torque resultante sobre o sistema.
i=1

Para que a (11.6.18) valha qualquer que seja A6, devemos ter

7=—=0 (11.6.19)

que é a lei de conservagdo do momento angular, obtida como consequéncia da simetria por
rotacdo espacial do sistema (isotropia espacial = conservag¢ao do momento angular).

Se consideramos, em particular, um sistema isolado, em que atuam somente for¢as
internas, decorre imediatamente da uniformidade do tempo e da homogeneidade e isotropia
do espacgo que o sistema goza das trés propriedades de simetria acima tratadas, o que leva a
conservacdo da energia, momento e momento angular de um sistema isolado.

Em particular, obtemos desta forma a (11.6.19), ou seja, que a resultante dos torques
internos de um sistema se anula, sem precisar da hipétese adicional (11.5.14). Esta hipotese,
de que as forcas internas de interagao entre particulas sejam forgas centrais, ¢ mais restritiva
do que a 3*lei de Newton F;;, = - Fy; (cf. (8.2.1)), a qual permitiria que o par de forcas Fj, Fy;
formasse um bindrio (pg. 239), levando a um torque nao nulo. O argumento acima, baseado
na simetria por rota¢do de um sistema isolado, demonstra de forma geral o anulamento da
resultante dos torques internos.

Convém notar ainda que se podem obter leis de conservagao parciais associadas a
simetrias também parciais. Assim, no exemplo do campo elétrico uniforme na dire¢ao x (pg.
94), existe simetria de translacdo nas dire¢des y e z, de modo que as componentes y € z do
momento linear se conservam. Analogamente se existe simetria de rotacao para rotagoes em
torno do eixo z, a componente z do momento angular se conserva.
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PROBLEMAS DO CAPITULO 11

1.

Seja C uma curva plana fechada orientada. A drea orientada S associada a C é definida
como um vetor perpendicular ao plano de C, de magnitude igual a drea S contida dentro
de C e sentido tal que, vista da extremidade de S, C é descrita em sentido anti-horario
(a) Interprete a x b em termos de S. (b) Demonstre que, se orientarmos os contornos das
quatro faces de um tetraedro de tal forma que o sentido de S para cada face seja sempre
o da normal externa (apontando para fora do tetraedro), a resultante das dreas orientadas
associadas as quatro faces é nula.

Um dipolo elétrico é um par de cargas iguais e
opostas, + g e — g, separadas por uma distancia
d. O momento de dipolo elétrico p associado ao
dipolo € o vetor p=gd onde |d| = d e d aponta de E
- g para + q (Fig.). Considere um dipolo elétrico
situado num campo elétrico E uniforme.

(a) Mostre que a resultante das forcas elétricas

aplicadas ao dipolo € nula, mas que o torque
resultante é dado por 7 = p X E (em relacdo a qualquer ponto).

(b) Mostre que a energia potencial do dipolo no campo (Seg. 7.5) é dada por U=-p - E.
Identifique as situacoes de equilibrio estdvel e instdvel do dipolo no campo.

tq

_q

Considere um sistema isolado de duas particulas de massas m; e m,. Exprima o vetor
momento angular total do sistema relativo ao seu CM em fun¢ao da massa reduzida p,
do vetor de posicao r de m; em relacdo a m, e da velocidade relativa v de m, em relagao
a my.

Dois patinadores de massa 60 kg, deslizando sobre uma pista de gelo com atrito
desprezivel, aproximam-se um do outro com velocidades iguais e opostas de 5m/s, segun-
do retas paralelas, separadas por uma distancia de 1,40m (a) Calcule o vetor momento
angular do sistema e mostre que € o mesmo em relacao a qualquer ponto e se conserva
(b) Quando os patinadores chegam a 1,40m um do outro, estendem os bracos e dio-se as
maos, passando a girar em torno do CM comum. Calcule a velocidade angular de rotacio.

No modelo de Bohr do atomo de hidrogénio, o elétron, de carga-e (e = 1,60 x 10°1° Q) e
massa m = 9,11 x 107! kg, descreve 6rbitas circulares em torno do préton, de cargaee
massa 1.840 m. Com muito boa aproximacao, podemos tratar o préton como um centro
de forcas fixo, identificado com o CM do sistema. A tnica forca que atua é a atracao
coulombiana. A hipétese basica de Bohr foi que a magnitude ! do momento angular do
elétron ndo pode assumir valores arbitrdrios, mas tio somente os valores "quantizados"

l,=nh(n=12,3,.) onde  #=1,05x10"*Js

(a) Calcule o raio de Bohrry da 6rbita com n = 1, e exprima o raio r, da 6rbita associada
com I, em fun¢ao de ry. {b) Calcule, em eV, a energia E; da érbita comn = 1, e exprima
E, em funcao de Ej. (¢) Calcule a razao vy/c da velocidade do elétron na orbiia com
n =1 para a velocidade da luz c.
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Considere o movimento de uma particula de massa m num campo de for¢as centrais
associado a energia potencial U(r), onde r ¢ a distancia da particula ao centro de forgas
0. Neste movimento, a magnitude I = || do momento angular da particula em relagdo a O
se conserva (Seg. 11.4). Sejam (r, 8) as componentes em coordenadas polares do vetor de
posicdo r da particula em relacdo a origem O. (a} Mostre que as componentes em
coordenadas polares do vetor velocidade v da particula sao v, = dr/dt, a velocidade ra-
dial, e vy = rde/dt, a componente transversal da velocidade. Mostre que | = m r vy (b)
Mostre que a energia total E da particula é dada por

E= %mv? +V,e(r)

2
onde Velr}=U(r)+

2mr®

chama-se o potencial efetivo para movimento na direc¢do radial (0 < r < «). O termo
/(2m r?) associado a energia cinética de rotagdo da particula em torno do centro, €
chamado de “potencial centrifugo”. Como E e [ se conservam, o problema se reduz ao do

“movimento unidimensional” na direcao radial, na presenga do potencial efetivo V,; (r).
(c) Esboce o grafico de V Ar) quando Ulr) corresponde a atracao gravitacional entre a
particula de massa m e outra de massa M >> m, que pode ser tratada como centro de
forcas fixo em O.

Usando os resultados do Problema 6 e por analogia com a discussdo do movimento
unidimensional com energia E dada num potencial ( Se¢. 6.5), (a) Calcule, para o sistema
de duas particulas em interagio gravitacional do Probl. 6 (c), a disténcia ry associada ao
minimo de V1) e a energia E, correspondente. Mostre que r, € o raio da orbita circular
da particula em torno do centro de forgas, associada a energia total E,. (b} Mostre que,
para 0 > E > E,, a distncia r ao centro de forcas oscila entre dois valores r, e r,. Estes
valores correspondem ao periélio e ao afélio da drbita eliptica de energia E. Calcule o
semi-eixo maior a dessa orbita eliptica e mostre que E sé depende de a (veja Figs. 10.13 e
10.14). Calcule a velocidade da particula numa drbita eliptica de semi-eixo maior a, quando
se encontra a distancia r do centro de forgas. (d) Calcule a excentricidade e da ¢rbita (pg.
194) em funcao de a, E e do momento angular .

Pela geometria da elipse (veja a Fig.), os semi-

eixos maior a e menor b e a semi-distancia focal
¢ estdo relacionados por: a® = b? + ¢%, e a drea da b &
elipse é m a b. (a) Exprima o momento angular | | N

de um planeta numa orbita eliptica em torno do :
Sol em fun¢ao da drea A e do periodo T da orbita, ]
usando a 22 lei de Kepler. (b) Identificando a .«
expressao de | obtida em (a) com a relacéo entre

I, a e a excentricidade da 6rbita obtida no Probl.

7, demonstre a 32 lei de Kepler sob a forma:
T?/a® = 4v* / (GM,) , onde M é a massa do Sol. (¢) O periélio e 0 afélio de Mercurio sdo,
respectivamente, de 4,59 x 107 km e 6,97 x 10" km, e a massa do Sol é M, = 1,99 x 10¥ kg.
Calcule o periodo da drbita de Mercurio.
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10.

—_
—m

12.

O espalhamento Rutherford ¢é a deflexdo de uma
particula carregada (massa m, carga Ze) por
outra (massa M, carga Z'e), sob agdo da forca
coulombiana. Supomos M >> m, de modo que a
particula de massa M pode ser tratada como um
centro de forcas fixo. Para Z e Z’ de mesmo sinal
(ex.: particulas alfa defletidas por um nucleo) e
sendo a particula de massa m lancada a partir
de uma grande distancia da outra, com velo-
cidade inicial v, e pardmetro de choque b (Seg.
9.6). a drbita de m é uma hipérbole do tipo
ilustrado na Fig. ao lado. (a) Escreva o potencial
efetivo V Ar) (cf. Probl. 6) em fungédo de b e v,
(b) Calcule a distancia ry de maxima aproximagio entre as duas particulas, como funcao
de b e v

m, Ze

M, Ze

Uma particula de massa m move-se num campo de forgas centrais repulsivo; a forca
sobre a particula a distancia r do centro tem magnitude F(r) = mA%/r® onde A é uma
constante. A particula aproxima-se do centro vindo de uma grande distancia, com
parametro de choque b e velocidade de magnitude v,. (a) Escreva o potencial efetivo
Ver (r) em fungao de b e vy (b) Calcule a distancia ry de maior aproximacao entre a particula
e 0 centro de forgas como fungdo de b e v,,.

Um automovel de massa M percorre, em sentido anti-horario, uma pista circular hori-
zontal de raio R, com velocidade escalar v constante. Conforme sera visto no Cap. 12,0
momento angular de uma das rodas do carro em relacio ao centro de massa da roda é
dado por L = lw, onde w é a velocidade angular da roda e I é o seu momento de inércia
em relagao ao CM, que identificamos com o centro da roda. Determine, em modulo,
direcédo ¢ sentido, os vetores momento angular interno, momento angular externo (or-
bital) e momento angular total da roda em funcdo de M, R, v, I e do raio a da roda.

Uma bolinha presa a um fio de massa desprezivel
gira em torno de um eixo vertical com velocidade
escalar constante, mantendo-se a uma distancia Z
d = 0,5 m do eixo; 0 angulo 6 é igual a 30° (veja o
Fig.}). O fio passa sem atrito através de um orificio
O numa placa, e é puxado lentamente para cima
até que o dngulo 6 passa a 60°. (a) Que com-

primento do fio foi puxado? (b) De que fator »m
variou a velocidade de rota¢ao?
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13.

14.

15.

16.

Duas particulas de mesma massa m estao presas
as extremidades de uma mola de massa des-
prezivel, inicialmente com seu comprimento rela-
xado I,. A mola é esticada até o dobro desse
comprimento e é solta depois de se comunicar
velocidades iguais e opostas (v, — V) as parti-
culas, perpendiculares a direcao da mola (veja
Fig.), tais que ki§ = 6 mv}, onde k é a constante

da mola. Calcule as componentes (v,, v) radial e transversal da velocidade das particulas
quando a mola volta a passar pelo seu comprimento relaxado.

No sistema da figura, andlogo a um regulador
centrifugo (Seg¢ 5.3), o anel A, de massa des-
prezivel, pode deslizar ao longo do eixo vertical.
Inicialmente as duas bolas iguais de massa m =
200 g estdo a uma distancia r=15cmdo eixoe 0
sistema gira com velocidade angular o = 6 rad/s.
Pressiona-se para baixo o anel A, até que a
distancia das bolas ao eixo aumenta para r.= 25
cm. (a) Qual é a nova velocidade angular de
rotacao? (b) Qual é o trabalho realizado sobre o
sistema?

Quatro discos iguais de massa m ocupam oS
vértices de uma armacao quadrada, formada por
quatro barras rigidas de comprimento | e massa
desprezivel. O conjunto estd sobre uma mesa de
ar horizontal, podendo deslocar-se sobre ela com
atrito desprezivel. Transmite-se um impulso
instantdneo P a uma das massas, na direcao de
uma das diagonais do quadrado (Fig.). Descreva
completamente o movimento subsequente do
sistema.

Um haltere formado por dois discos 1 e 2 iguais,
de massa m, unidos por uma barra rigida de
massa desprezivel e comprimento I = 30 cm,
repousa sobre uma mesa de ar horizontal. Um
terceiro disco 3 de mesma massa m desloca-se
com atrito desprezivel e velocidade vy = 3 m/s
sobre a mesa, perpendicularmente ao haltere, e
colide frontalmente com o disco 2, ficando colado
a ele (Fig.). Descreva completamente 0 movi-
mento-subseqgliente do sistema.

30—2 » O2
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Capitulo ] 2

DINAMICA
DE CORPOS RIGIDOS

12.1 — Rotacao em torno de um eixo fixo

Vimos no capitulo precedente que o movimento de rotacio mais simples de um corpo
rigido € a rotacdo em torno de um eixo fixo. E conveniente portanto iniciarmos por ele o

estudo da dinamica de corpos rigidos. Conforme vimos, o problema se reduz ao do movimento

circular de uma particula- P do corpo em torno do eixo, numa sec¢do transversal.

= Vamos tomar o eixo fixo OO’ como eixo dos z,
com origem num ponto 0 do mesmo (Fig. 12.1} e
considerar um ponto P num plano O’ x’ y’ (seccdo
transversal).

O tnico grau de liberdade é descrito pelo angulo
de rotagao ¢ do ponto P em torno de Oz; a velocidade
de rotacdo v desse ponto é tangente ao circulo, ou
seja, € perpendicular ao raio vetor O’P=p no plano O’
X'y’ (Fig. 12.1), e sua magnitude é

v =pp, p=p (12.1.1)

O momento angular de uma particula de massa
m no ponto P em relacao a origem fixa O é

l=mrxv (12.1.2)
Figura 12.1 Rotacio em torno do eixo 0z onde (Fig. 12.1) r = OP = 00’ + O'P, ou seja
r:Z+p 12.1.3)

Temos entao
l=m(Z+p)xv=mZxv+mpxv

O produto vetorial Z x v é perpendicular a Z, ou seja, ao eixo Oz, a0 passo que pxveé
paralelo a Oz. Para aplicar a equacao fundamental da dinamica das rotacdes (11.5.16) a este
problema, s6 nos interessa, conforme veremos, a componente do momento angular ao longo
do eixo de rotagao (componente 1,), dada pelo tltimo termo mp x v. Como p € perpendicular a
v, obtemos finalmente, com o auxilio da (12.1.1),

I, = mpv = mp®¢p = mp’w
onde w = ¢ ¢ a velocidade angular de rotacao.
Podemos comparar este resultado com as (11.4.11) e (11.4.12): vemos que mp? é o momento
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de inércia da particula P em relacdo a (), que se chama seu momento de inércia em relagdo ao
eixo de rotacao.

O resultado se estende agora imediatamente ao corpo rigido como um todo. Podemos,
analogamente ao que foi feito para o CM de uma distribuicdo continua de matéria a pg. 157,
imagina-lo inicialmente como composto de particulas de massa Am; situadas a disténcias p;
do eixo de rotagdo. A componente L, do momento angular total do corpo rigido em relagao a
O sera entao

L= =Y piam; Jo

Passando ao limite do continuo, de forma analoga ao que fizemos na (8.4.5), resulta

0214

onde I= j 0%dm (12.1.5)

€ 0 momento de inércia do corpo rigido em relacao ao
eixo de rotagao. Para calcular I, temos de multiplicar
cada elemento de massa dm do corpo por p?, onde p é
a distancia de dm ao eixo de rotacao (Fig. 12.2), e (=
integrar sobre todo o corpo. Podemos agora aplicar
a lei fundamental da dinamica das rotacoes. A compo- e
nente z da (11.5.16) da, com a (12.1.4),

dL,
dt

= 9 (1) = e 12.1.6) = : —
dt - Figura 12.2 Movimento de inércia.

onde 1V é a componente z (a0 longo do eixo) da resultante dos torques externos em relacdo
ao ponto fixo O do eixo. Como I e w nao dependem da escolha do ponto O, 0 mesmo deve
valer para ©/V. Com efeito, se mudarmos a origem para outro ponto O’ do eixo, a variagio no
torque resultante, pela (11.5.23), € Z x F**Y onde Z = Q0. Essa variacao ¢ perpendicular a Oz,
de modo que nao altera a componente z do torque. Logo, na (12.1.6), o torque pode ser tomado
em relacao a qualquer ponto do eixo de rotacao.

Para um corpo rigido, as distancias p dos elementos de massa ao eixo sao invariaveis, de
modo que a (12. 1. 6) pode ser escrita, finalmente,

T = Jo, (12.1.7)

onde 0=m=0 (12.1.8)
¢ a aceleracao angular.

A{12.1.7) ¢ andloga a 2% lei de Newton F = ma no movimento unidimensional (cf. pg. 229).
Como no caso de uma particula tnica (pg. 234), o momento de inércia desempenha um papel
analogo ao da massa. Um corpo em rotagao tem a mesma “relutancia” em mudar sua velocidade
angular que um corpo em translacao para mudar de velocidade linear. O ‘coeficiente de inércia’
correspondente € o momento de inércia.

Um elemento de massa dm do corpo a distancia p do eixo tem uma energia cinética de
rotacao (cf.(12.1.1))

1 2 12 1. 2
—vidm=-— dm=—p°dm-o
2V 2P(P 29
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de modo que a energia cinética de rotacdo total do corpo ¢, levando em conta a (12.1.5),

T:%mszzdm=%kn2 (12.1.9)

que e o analogo da expressio T = 1/, mv? no movimento linear de uma particula (cf.(11.4.13)).

Pelas (11.6.15) a (11.6.18), o trabalho realizado pelas forcas aplicadas a um sistema de
particulas numa rotacgao infinitesimal A6 é

AW = ZFI Ar =) F, (A% 1))=Y (r;xF,)-A0=7-A0 (12.1.10)

onde 7 ¢ 0 torque resultante sobre o sistema. No caso atual, temos 7 = 7% e A9 = AgZ, de
modo que

AW =1YA¢ (12.1.11)
e o trabalho numa rotagao finita, de gy a ¢4, é
L
Wopo, = | 70 (12.1.12)
Po ‘
Pelas (12.1.7) e (12.1.8),
g = 10 d = I dit = %{% 12 Jdt —dT
L—-V_—_J
=T pela
(12.1.9)
de modo que a (12.1.12) fica
W, o =slof L Jod =T, - T, 12.1.13
(po—)(p1_§ml_§m0_ 1740 (12.1.13)

ou seja, o trabatho realizado é igual a variagao da energia cinética de rotacao, resultado andlogo
a (6.3.15) no movimento unidimensional.

Podemos estabelecer o seguinte “dicionario” para traduzir as analogias entre movimento
unidimensional e rotacao em torno de um eixo fixo:

Movimento unidimensional Rotacdo em torno de um eixo fixo
Deslocamento = x Q= Angulo de rotacdo
Velocidade=v =% w = ¢ = Velocidade angular
Aceleracdo=a=X a = { = Aceleracdo angular

Massa=m I =Momento de inércia

Momento linear=p=mv | L, = Io = Momento angular (componente z)
Forca=F=ma 7, = lae = Torque (componente z)

2

Energia cinética=T = —;—mv T= %I(o2 = Energia cinética de rotacao

X @
Trabalho=W = j ' Fdx W=| t,dp=Trabalho
Xo Po
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Conservacao do momento angular

Para o caso particular de um sistema em rota¢ao em torno de um eixo fixo, a (12.1.6) leva
a seguinte lei de conservagao do momento angular (cf. pg. 239):

™ -0= L, = Io= constante (12.1.14)

ou seja, se a resultante dos torques externos na direcdo do eixo se anula, o produto da velocidade
angular pelo momento de inércia em relagdo ao eixo se conserva.

Para um corpo rigido, as distancias p ao eixo permanecem constantes, de modo que I =
constante e a (12.1.14) equivale a ® = constante, ou seja, conservacao da velocidade angular.
Assim, se minimizarmos o atrito nos suportes e desprezarmos a resisténcia do ar, um corpo
em rotacao rapida em torno de um eixo (volante} mantém sua velocidade angular durante
muito tempo e pode ser utilizado para armazenar energia — sob a forma da energia cinética
de rotagdo (12.1.9).

A (12.1.14) permanece valida, porém, para um sistema nao-rigido, cujo momento de inércia
em relacao ao eixo pode variar durante a rotagao, passando, digamos, de [, para I;. Nesse
caso, a velocidade angular também varia, de o, para o4 de tal forma que

(12.1.15)

Assim, se I diminui, ® tem de aumentar. Ja4 vimos um exemplo (pgs. 233-234) no caso de
uma so particula. Outro exemplo € uma variante da experiéncia de demonstracao descrita a
pg. 240.

Uma pessoa sentada sobre um banquinho gira-
torio com atrito desprezivel (auséncia de torques
verticais) esta em rotacdo com velocidade @y, com 0s

bracos esticados, segurando pesos afastados do eixo ( (e V4 >
de rotacdo, o que aumenta o momento de inércia I \%/ \b%/
{(Fig. 12.3, (a)). Ao dobrar os brag¢os, aproximando 0s

pesos do eixo, 0 momento de inércia diminui muito () (b)

(I, << Iy), e a velocidade de rotacao (Fig. 12.3 (b)) do

) Figura 12.3 Banquinho giratério.
banquinho aumenta correspondentemente (04 >> o).

A patinadora no gelo que encolhe os bragos para

girar mais rapidamente (Fig. 12.4), como a bailarina
para fazer uma pirueta, o mergulhador que da um
salto multiplo dobrando os joelhos e juntando os
bragos para girar o corpo, o acrobata que executa
um "salto mortal”, o gato que faz girar a cauda e en-
colhe as patas para cair de pé, estdo todos utilizando

0 mesmo efeito.

> Figura 12.4 Patinadora.
E interessante ressaltar esta diferenca entre os

principios de conservacao do momento linear e do momento angular. No caso do momento
linear, um sistema nao pode deslocar seu centro de massa sob a acdo puramente de forcas
internas (pg. 155). Isto nao vale, porém, para a posi¢ao angular: um sistema isolado pode
alterar sua velocidade de rotacao em torno de um eixo através puramente de forcas internas
(esfor¢o muscular, nos exemplos acima), alterando o momento de inércia em relacao ao eixo.
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12.2 — Calculo de momentos de inércia

O momento de inércia de um corpo rigido em relacio a um eixo, para rotacdo em torno
desse eixo, tem, como vimos, um papel andlogo ao da massa no movimento de translacio, ou
seja, representa a inércia de rotagcao. Vamos ver como se calcula 0 momento de inércia em
alguns casos importantes, correspondentes a corpos homogéneos de formas geométricas
simples. Dizer que um corpo é homogéneo significa que sua densidade de massa é constante,
ou seja, que a massa dm de um elemento de volume dV é dm = udV, onde u = constante. Pela
(12.1.5),

= J o?dm (12.2.1)

onde p ¢ a distancia do elemento de massa dm do eixo de rotacao.

1) Anel circular delgado, em torno do centro

Supomos o eixo de rotacao perpendicular ao
plano do anel e passando pelo centro (Fig. 12.5). Para
um anel suficientemente delgado, podemos tomar p

\ = R (raio médio do anel) para todos os elementos de
massa dm, de modo que a (12.2. 1) da

[=R® j dm{ I = MR? (12.2.2)

z

Figura 12.5 Anel circular. onde M é a massa do anel.

2) Disco circular, em torno do centro

Podemos imaginar o disco decomposto em anéis
circulares concéntricos delgados (Fig. 12.6) de raio p
e largura infinitésima dp, onde p varia de 0 a R.

A massa dm de um desses anéis estd para a massa
M do disco assim como o volume do anel estd para o
do disco, ou seja,

dm _2rpdp _ 2
M gR? Rzp

de modo que

dp (12.2.3).

R
s 2M (4. 2M p*| 2MmR*
o220
0

R? 4 4R?
0

ou seja, finalmente,

I =%MR2 (12.2.4)

Note que a deducido, e por conseguinte este
resultado, é independente da espessura do disco (ela
Figura 12.7 Cilindro circular. : se cancela na razao de volumes (12.2.3)) de modo que
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oresultado (12.2.4) também da o momento de inércia de um cilindro circular de massa M, raio
R e altura L (Fig. 12.7) em torno do eixo do cilindro, qualquer que seja L.

3) Barra delgada, em torno do centro

A massa dm de uma porg¢do de comprimento dp
da barra é (Fig. 12.8)
o b,
dm=—M (12.2.5) G ' [ @ 0
L AT
onde L é o comprimento total da barra e M a massa E ‘ip !
da barra. Logo, -~
L2 /2 Figura 12.8 Barra delgada.
IWZJ'Mzd_gMEB‘_ M (LY & i
PP Tar e
onde o fator 2 é devido a igual contribuicao das duas metades da barra. Finalmente,
=L pmp2 (12.2.5)
12 2.
Novamente, o raciocinio independe da "altura" 2
da barra, de modo que a (12.2.5) d4a também o gA_’:>
momento de inércia de uma placa retangular delgada .
(lamina) de comprimento L em torno de um €ixo cen- W 5
tral perpendicular a diregao de L (Fig. 12.9), qualquer et bbbl |
que seja a altura h. ____é S

4) Esfera, em torno de um diimetro

Podemos considerar a esfera como uma pilha de
discos circulares, perpendiculares ao didmetro con-
siderado. A Fig. 12.10 mostra um desses discos, de
espessura dz e raio r, situado a altura z do plano equa-
torial. A massa dm do disco esta para a massa M da
esfera na mesma proporc¢ao dos volumes respectivos,
ou seja.

2 2
dvm: zf dz _3r . (12.2.6)
“nR?
3

Pela (12.2.4), o momento de inércia do disco é

dl = 4 de——%Mr“dz
2 8 p3

Figura 12.10 Esfera.
(12.2.7)

onde utilizamos a (12.2.6). Para obter o momento de inércia total, integramos sobre um
hemisfério (z varia de 0 a R) e multiplicamos por 2 o resultado:
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z=R R
[=2 _[ dI =§M—jr4dz (12.2.8)
4 g3
z=0 0
A relagao entre r e z se obtém considerando o tridngulo OO’P (Fig. 12.10)
r?=R?-z° (12.2.9)
Substituindo na (12.2.8), obtemos
3IM [ IM| .t T T 3 2 1
I-= ——j(R“ _2R?Z2 4+ 7Yz =S Y R"’sz —2R2Izzdz+jz4dz _SmRY1-241
4 g3 4 g3 4 3 5
0 o 0 0
R R/3 R%/5 815
ou seja, finalmente,
2, 2
I:EMR (12.2.10)

Raio de giragdo: Por razdes dimensionais, o momento de inércia é sempre igual 4 massa do
objeto multiplicada pelo quadrado de um comprimento. Esse comprimento k chama-se o raio
de giragdao do objeto em relacao ao eixo considerado. Assim,

I = Mk? (12.2.11)

Se a massa toda do objeto estivesse concentrada a distincia k do eixo, este seria seu
momento de inércia, o que dé a interpretacao fisica do raio de giragao. Os resultados
precedentes correspondem aos seguintes raios de giragao:

1) Anel circular em torno do centro: k = R (cf. (12.2.2));

2) Disco circular em torno do centro: k = R/V2 pela (12.2.4);

3) Barra delgada em torno do centro: k = L/(2V3) pela (12.2.5);
4) Esfera em torno de um didmetro: k = RV2/5 pela (12.2.10).

Em todos esses exemplos, o0 momento de inércia foi calculado em relagdo a um eixo .
passando pelo CM do corpo considerado. Vejamos o que acontece quando o eixo de rotacao
nao passa pelo CM.

Teorema dos eixos paralelos (Steiner)

Vamos relacionar o momento de inércia I de um
corpo qualquer em relagao a um eixo arbitrario 0"z’
(Fig. 12.11) com o momento de inércia Iy desse
mesmo corpo em relacdo a um eixo O’z paralelo a
0"z passando pelo CM do corpo, que é o ponto O da
figura ao lado. Para isso, analogamente ao que
fizermos no caso da esfera, imaginamos o corpo como
uma pilha de fatias delgadas perpendiculares ao eixo
o¥ =cM (uma delas esta representada no plano O”O’P da
figura) A contribuicdao de uma fatia ao momento de
Figura 12.11 Torema de Steiner. inércial é
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dl = j 0’2 dm (12.2.12)

fatia

Vemos pela figura 12.11 que
=p+l (pZ=p?+2l.p+)?
o que da
d1=jp2dm+2]-jpdm+lzj.dm

fatia fatia fatia

e, integrando sobre todas as fatias,

i jpzdm+21-_[pdm+zzj'dm (12.2.13)
H—/
=]CM =M

Sendo r o vetor de posi¢do em relagdo ao CM, a (8.2.11), para uma distribui¢io continua
de matéria, da

_[ rdm=0 (12.2.14)

Pela Figura 12.11, vale uma relagio andloga a (12.1.3),

r=p+Z (12.2.15)
onde Z = O0'. Logo, a (12.2.14) fica

jpdm i jde -0 (12.2.16)

————
componente  componente
10z 110z

Como os dois termos da (12.2.16) representam componentes vetoriais independentes,

cada um deles tem de anular-se separadamente. Logo, ,fadm =0ea(12.2.13)d4

I=Icy+MFP (12.2.17)

que € o teorema dos eixos paralelos, devido a Steiner: 0 momento de inércia de um corpo
qualquer em relacdo a um eixo € a soma do momento de inércia em relacdo a um eixo paralelo,
passando pelo CM, com o produto da massa M do corpo pelo quadrado da distincia I entre
0s dois eixos.

Em termos do raio de giragao definido pela (12.2.11), este resultado se escreve

K2 = k& + 1 (12.2.18)
Vemos pela (12.2.17) que 0 momento de inércia é E——- -
minimo quando tomado em relacio a um eixo que T o \tp

passa pelo CM. Este resultado, bem como o teorema .
dos eixos paralelos, tem uma interpretagio fisica '
simples. Com efeito, conforme mostra a figura 12.12,
uma rota¢do do corpo por um angulo ¢ em torno de
um eixo passando por O” equivale a uma translagao o’ = 1
do corpo ao longo do arco 0’0", seguida por uma
rotacdo de um angulo ¢ em torno do eixo passando  Figura 12.12 Interpretacio do teorema de
pelo CM, o que é um exemplo do teorema de Chasles  Steiner.
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(pg. 224). O termo Iy na (12.2.17) estd associado a rotacdo em torno do CM, e o termo M I
associado a translagao do CM, descrevendo o arco lp em torno de O'.

Podemos agora combinar este resultado com os anteriores, para obter novos momentos
de inércia.

5) Barra delgada, em torno de uma extremidade

- Com o auxilio da (12.2.5}, vem

‘T’ Q"T—j I= {EM+M(LJ2=ML2(1+1J

9

C Qo 2 1274
L Lz
! . 12
Figura 12.13 Barra e extremidade. ou seja
12
[= §ML (12.2.19)

Comparando com a (12.2.5), vemos que é bem mais dificil fazer girar uma vareta em
torno de uma extremidade do que em torno de seu centro (a inércia de rotacao é 4 vezes
maior).

6) Cilindro, em torno de uma geratriz

Vimos que a (12.2.4) se aplica ao momento de
inércia de um cilindro circular em torno de seu eixo
de simetria (que passa pelo CM). Logo, para rotacao
em torno de uma geratriz 0"z (Fig. 12.14),

I= Iy +MR2{ 1=3MR? (12.2.20)
—— 2
-1 v
2
Figura 12.14 Cilindro e geratriz, Isto se aplica, em particular, ao rolamento de uma

roda sobre um plano: a geratriz de contato entre a
roda cilindrica e o plano, conforme veremos logo, é o eixo instantineo de rotacao.

Aplicacao: maquina de Atwood

Como aplicagao e ilustracao dos resultados obtidos até agora para a rotagao em torno de
um eixo fixo, vamos considerar a assim chamada maquina de Atwood , que é um dispositivo
para o estudo do movimento retilineo uniformemente acelerado.

O sistema consiste numa polia de massa M e raio r, que pode girar em torno de um eixo
fixo passando pelo seu centro O, e em duas massas my e m,, suspensas por um fio de massa
desprezivel que desliza sem atrito sobre a polia (Fig. 12.15). Temos de considerar o movimento
de trés corpos: as massas my € m, € a polia. Para os dois primeiros, as equag¢des de mo-
vimento sao simples extensao das obtidas desprezando a massa da polia (pg. 107) . A Fig.
12.15 mostra as for¢as que atuam em cada massa: — T; e — T, sao as tensoes exercidas pelo fio
sobre my e m,, respectivamente, e a a aceleracao (positiva para baixo) de m,; como o compri-
mento do fio é constante, a aceleracao de mq é - a (cf. pg. 107).
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Logo, L .
myg - T, =m,a (12.2.21) / \
mg-T, =-m,a (12.2.22) ) M

A equacao de movimento da polia é a (12.1.7), Tzl lT.
onde, pela figura 12.15, o torque é exercido pelas

reacoes Ty e T» das massas sobre o fio. O eixo fixo de

rotagdo Oz esta dirigido para o leitor, de modo que,
com a convengao de orientagdo, r T =T
42
glext =Tr-Tir=(T,-Ty)r (12.2.23) o D lm‘g
Por outro lado, a aceleragdo angular da polia esté ngl a . T
relacionada com a aceleracao hnear ado fio eda massa
m; pela (3.8.9): Aceleragio
a=ar {o=alr (12.2.24)  Figura 12.15 Miqina de Atwood.

onde « € positivo com a convencao adotada para ana
figura. O momento de inércia I é dado pela (12.2.4), de modo que, finalmente,

1 (T, - Ty)r=1Io= ; mred =%Mra =T,-T; = %Ma (12.2.25)
r

Substituindo as (12.2.21) e (12.2.22) na (12.2.25) e resolvendo em relacdo a a, obtemos,
finalmente,

(m, —my)g (12.2.26)
: .
my+m,+ 3 M

d=

e Ty e T, podem ser obtidos substituindo este resultado nas (12.2.21} e (12.2.22). As massas m;
e my Se movem com movimento retilineo uniformemente acelerado e a polia com movimento
circular uniformemente acelerado. Note que as tensdes T e T, pela (12.2.25), s seriam iguais
em equilibrio (a = 0) ou para uma polia sem massa (M = 0; cf. pg. 92).

Suponhamos que, inicialmente, as duas massas estejam em repouso 8 mesma altura, que
tomamos como origem das alturas (Fig. 12.16 (a)). A energia total do sistema, que é puramente
potencial, € = 0 com essa escolha de origem. Num instante posterior (Fig.12.16 (b)), a massa
m, desceu de uma altura h e tem velocidade v;
correspondentemente, mq subiu de h e tem velocidade / \
- v. A polia adquiriu uma velocidade angular o, onde
v=or. Pelas (12.1.9) e (12.2.4), a energia total, que deve
conservar-se = 0, é dada por

E=O:m1gh—m2gh+%(m1 +m2)v2+%l’m2

2 V

I‘2

1 11
= - h+ +m +—-=Mr-.
(m; —-m,)g 2(m1 2]v 5’5

2

1 M
:(m1—m2)gh+§ m1+m2+? v

(a) (b)

Figura 12.16 Conservacio da energia.

o que da
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_(mp-mg L, (12.2.27)

m1+m2+§M

vi=2

levando em conta a (12.2.26).

A (12.2.27) é a relacido usual (2.5.9) entre velocidade e espago percorrido no movimento
retilineo uniformemente acelerado. Vemos que os resultados sao consistentes com a
conservacao da energia.

12.3 — Movimento plano de um corpo rigido

Diz-se que um corpo rigido tem um movimento plano quando as trajetorias de todas as
particulas do corpo sédo paralelas a um plano fixo, que se chama plano do movimento.

Um exemplo de movimento plano é o movimento de rotacao pura em torno de um eixo
fixo (Se¢.12.1): neste caso, o plano do movimento é perpendicular a diregac do eixo. Por outro
lado, o movimento mais geral possivel de um corpo rigido ¢ uma combinac¢éo de translacéo e
rotacao (Sec. 11.1). Para que um tal movimento seja plano, & necessario que a translacao seja
paralela ao plano do movimento e a dire¢do do eixo de rotacdo se mantenha fixa, perpendicu-
lar ao plano do movimento. Exemplo tipico é o rolamento sobre um plano. Nesta secao,
discutiremos movimentos deste tipo.

(a) Equacoes de movimento

Vimos na Se¢. 11.5 que as equag¢des de movimento de um corpo rigido podem ser escritas
sob a forma

dP
— =F* (12.3.1)
dt
que podemos considerar como a equacdo de movimento para a translagdo do CM (cf. (11.5.9))},
e

g_l_.,_ — T:(ext)
dt

que é a equagdo de movimento para a rotagcdo em torno do CM.

Para aplicar estas equac¢des ao caso do movimento plano, tomemos como plano (x y) o
plano do movimento. Como o movimento de translacao é paralelo a este plano, devemos ter
na (12.3.1)

(12.3.2)

P=P,i+P,], FeY = Fe9) 4 FloYj (12.3.3)

ou seja, tanto o momento linear do corpo rigido como a resultante das for¢as externas estdo
contidas no plano (x y).

Por outro lado, como vimos, o eixo de rotagao deve ter dire¢ao fixa, perpendicular a esse
plano, ou seja, paralela ao eixo dos z. Logo, o vetor velocidade angular de rotacdo é da forma

o=k (12.3.4)

Pela (12.1.4) temos, para a componente z do momento angular interno (relativo ao CM)
do corpo rigido, L, = Icy ©), onde Iy € 0 momento de inércia em relacdo a um eixo de rotagdo
gue passa pelo CM.
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Veremos na Se¢ .12.5 que, quando o corpo rigido é simétrico em relagio ao eixo de rotacao
(0 que acontecerd nos exemplos de aplicagdo de movimento plano que vamos tratar), o
momento angular € paralelo a esse eixo, como conseqiiéncia da simetria. Pela lei fundamental
da din&dmica das rotagoes (11.5.16), o mesmo deve acontecer com a resultante dos torques
externos. Tomando o momento angular € o torque externo resultante em relacao ao CM,
devemos ter entao

L'=0k, 7@ =gl (12.3.5)

ou seja (12.3.6)

Logo, para um corpo rigido simétrico em relagdo ao eixo de rotagdo, o momento angular
interno € proporcional ao vetor velocidade angular. Vamo-nos limitar, por ora, a este caso.

Derivando ambos os membros da (12.3.6) em relagcdo ao tempe, vemos que a (12.3.2)
assume a forma da (12.1.7):

s(ext)

. (12.3.7)

onde a é o vetor aceleragdo angular, que também tem a diregio z. A (12.3.1) também pode ser
escrita sob a forma (11.5.17):

FeU — MA (12.3.8)

onde M é a massa do corpo rigido e A a aceleracio linear do CM.

As (12.3.7) e (12.3.8) sao as equagdes basicas de movimento para o movimento plano de
um corpo rigido simétrico em relacdo ao eixo de rotagéo. E importante notar que, na (12.3.7),
7 & a resultante dos torques externos em relacdo ao CM.

Caso especial da gravidade

) _nagn N "N Aarna
No caso especial da forga-peso, o campo gravi-

tacional g proximo a superficie da Terra é uniforme,
de modo que o torque, em relagdo a um ponto O
qualquer, exercido pela forca externa gravitacional
sobre um sistema de particulas (Fig. 12.17) é

N
70 = Zmir,- xg
i=1

el ) Figura 12.17 Torque gravitacional sobre
um sistema.

ou seja 7Y = R x (Mg) (12.3.9)

onde R é o vetor de posi¢do do CM em relagdo ao ponto O. Logo, o torque das for¢as
gravitacionais em relacdo a um ponto O arbitrario é o mesmo que se toda a massa do sistema
estivesse concentrada no CM. Por esta razdo, o centro de massa é também chamado de centro
de gravidade.

Em particular, se tomarmos o torque em relagdo ao CM (O = CM), teremos R =0, o que d4

| (for¢a externa = peso) (12.3.10)

de modo que a for¢a-peso nao contribui ao primeiro membro da (12.3.7): nido pode produzir
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rotacao em relacdo ao CM, porque podemos imagina-la aplicada no CM. Para o movimento
de translacao, pela (12.3.8), também podemos imaginar a for¢a peso como aplicada no CM.

Em diversos exemplos de aplicacdo das leis da dindmica (pgs. 76, 89-94), discutimos o
movimento de blocos e outros corpos extensos tratando-os como se fossem particulas,
tomando a forca-peso como aplicada num unico ponto do corpo. Vemos agora que esse
tratamento se justifica, tanto para a translacdo como para a rotagdo, desde que o ponto de
aplicagao da for¢a-peso seja o CM (= centro de gravidade).

(b) Energia cinética
Seja T a energia cinética de um sistema arbitrario de particulas:

N
e %Zmiv? (12.3.11)

i=1
Pela (11. 5.4),
v,=vi+V (12.3.12)
onde v/ é a velocidade relativa ao CM e V a velocidade do CM. Logo,

30 vt e S v Sl

A V+V2 =
=0 pela (11.5.4) =M
1+ 1
ou seja T==Y mv?+=MV? 12.3.13
j 221 A (12.3.13)

O primeiro termo representa a energia cinética do movimento interno (relativo ao CM),
e 0 segundo a energia cinética de translagdo do sistema como um todo (massa concentrada
no CM). Logo, a energia cinética de um sistema de particulas é a soma da energia cinética
interna com a energia cinética de translagao do CM.

Vamos aplicar a (12.3.13) ao caso do movimento piano de um corpo rigido. Neste caso, 0
movimento interno, regido pela (12.3.7), é uma rotacdo em torno de um eixo que passa pelo
CM, de modo que o 1° termo do 2° membro da (12.3.13) (energia cinética interna) pode ser
identificado com a energia cinética de rotagado em torno do CM. Aplicando a (12.1.9), obtemos

T= %ICMmz +%MV2 (12.3.14)

como energia cinética total do corpo rigido em movimento plano. A analogia entre rotagao e
translacdo mencionada a pg. 250 aparece claramente nas (12.3.7), (12.3.8) e (12.3.14).

(¢) Rolamento

Consideremos uma roda (idealizada como um cilindro circular rigido) que rola sobre
uma superficie plana horizontal. Dizemos que se trata de um rolamento sem deslizamento ou
rolamento puro se cada ponto da periferia da roda, quando entra em contato com o plano
horizontal, ndo desliza sobre ele. Assim durante uma revolugao completa da roda, cada ponto
de sua periferia terd entrado em contato com um e somente um ponto do plano horizontal, de
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modo que a roda terd avan¢ado ao
longo do plano horizontal de uma
distancia igual a sua circunferéncia
(Fig. 12.18).

A figura mostra a posi¢ao da
roda apos meia revolucao (centro

N - 4 — = ’: -
em O’) e apos uma revolucao com- P.ﬂs = R(pp Pi ik

d 2nR >

pleta (centro em O”). Se inicialmente
o ponto P, estd em contato com o Figura 12.18 Rolamento puro.

plano e o ponto P da periferia entra

em contato com o plano em P” (figura) ap6s uma rotagdo por um angulo ¢ da roda em torno
do centro O, a distancia s = PP seré igual ao arco PyP retificado, ou seja, a Rp, e 0 CM da

roda terd avancado dessa mesma distancia: 00 = PyP”, ou seja,
s=Ro (12.3.15)

Derivando ambos os membros em relacio ao tempo e notando que ds/dt =V éa velocidade
de translacdo do CM e d¢/dt = @ é a velocidade angular de rotagao da roda, obtemos

V=0R (12.3.16)

como a condicdo caracteristica do rolamento seém deslizamento.

O movimento é plano, e corresponde a uma combinagdo de translagéo e rotacao. Um
dado ponto da periferia da roda descreve uma trajetoria denominada cicléide, ilustrada na
figura 12.18 para o ponto P;. A velocidade de um ponto qualquer do corpo se obtém a partir

da (11.2.10):
l v=V+oxr (12.3.17)

onde V é a velocidade de translagio da roda (CM) e r o vetor de posi¢éo relativo ao CM.
Como w é perpendicular ao plano do movimento, temos, efetuando uma decomposigéo analoga
a(2.1.3),

WXr=OXp (12.3.18)
onde p é a componente de r paralela ao plano do movimento (w x Z = 0). Logo, a (12.3.17) fica

(12.3.19)

Esta relacdo esta ilustrada graficamente na figura 12.19.

w X Py iH O X P2

Py

Figura 12.19 Velocidades no rolamento.

Note-se que, para os pontos da periferia da roda, tem-se |w x p| = @R = V (cf. (12.3.16)),
mas a dire¢io de w x p varia ao longo da periferia. Assim, na fig, a velocidade resultante em P,
é v, = 2V, ao passo que, para o ponto de contato Py da roda com o plano horizontal, obtemos
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Vo=V+aoxp =0 (12.3.20)

0 que exprime a auséncia de deslizamento. O contato da roda com o plano horizontal se d4 ao
longo de toda uma geratriz do cilindro (perpendicular ao plano do movimento), cuja velocidade
no instante do contato se anula (corresponde a cuspide da cicléide na trajetoria, ou seja, ao
ponto P17 na Fig. 12.18).

A distribuicio de velocidades resultante na figura 12.19 se assemelha a de uma rotacao
em torno de Py. Com efeito, subtraindo membro a membro a (12.3.20) da (12.3.19), obtemos

v=ax(p-p) (12.3.21)

Conforme mostra a figura 12.20, se p é o vetor
de posi¢do de um ponto Pemrelagdoa O, p-p, = PP
€ 0 vetor de posicdo correspondente em relagio a P,.
Logo, a (12.3.21) é a distribui¢ao de velocidades para
uma rotag¢ao com velocidade angular , em torno da
geratriz de contato do cilindro com o plano, no instan-
te considerado. Por isso, esta reta (perpendicular ao
plano do movimento em Py) chama-se eixo instantaneo
de rotagao. Pela (12.3.21), o movimento da roda tam-
bém pode ser descrito a cada instante como uma
Figura 12.20 Eixo instantineo de rotacio.  rotacdo pura com velocidade angular w, em torno do
eixo instantineo de rotacdo, ou seja, da geratriz de

contato no instante considerado.

Em termos da 17 descri¢do, que corresponde a (12.3.17), a energia cinética do corpo é
dada pela (12.3.14):

T= %ICMmZ +%MV2 (12.3.22)

T= %Icoz (12.3.23)

onde I € 0 momento de inércia em relacéo ao eixo instantaneo de rotacdo. Substituindo na
(12.3.22) V* = @°R? (cf. (12.3.16)) e identificando as duas expressdes para T, obtemos

=1y + MR? (12.3.24)

que nada mais € do que o teorema dos eixos paralelos (12.2.17), uma vez que R ¢ a distancia
entre os dois eixos.

Notemos ainda que, embora tenhamos discutido o rolamento puro, para fixar idéias, em
termos de um cilindro circular, a discussao acima permanece valida para o rolamento puro de
corpos rigidos de outras formas, simétricas em relagdo ao eixo Oz, onde O = CM, tais como
um anel ou uma esfera, desde que se trate de um movimento plano.

12. 4 — Exemplos de aplicacio
(a) O loio
O i0i6, um brinquedo bem conhecido, é formado por dois discos ligados por um eixo

central estreito, em torno do qual se enrola um fio que se mantém esticado. Prendendo a
extremidade do fio e soltando o i0id, ele rola para baixo até desenrolar o fio, que entao passa
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de um lado do eixo para o outro e se reenrola a medida
que o i0i6 volta a subir. Vamos analisar este mo-
vimento, supondo o atrito desprezivel e que o raio p
do eixo central seja suficientemente pequeno para que
o fio possa ser considerado como se mantendo sempre
na vertical. Se M é a massa do i0i0, as for¢as que agem
sobre ele sdo a forca-peso Mg, aplicada no CM, e a
tensdo Ty do fio, que exerce um torque em relagao ao
CM com brago de alavanca p.

A figura 12.21 mostra a situac¢do durante a &
descida: com o eixo dos z apontando para o leitor, o
sentido de rotagdo, a velocidade angular ¢e o torque Figura 12.21 loié descendo.
7V = T,p relativo ao CM séo todos positivos. A
(12.3.7) (cf.(12.1.7), (12.1.8)) fica

e ¥

Tip=Icm® (12.4.1)
onde Icy € o momento de inércia do ioi6 relativo ao CM, que é o centro de simetria do i0i6. A
aceleragdo angular § € positiva: a velocidade angular do i0ié aumenta a medida que ele desce.

A porgdo X do fio que se desenrolou é também a distincia do CM a extremidade fixa, e a
(12.3.8) se escreve '

MX =Mg-T, (12.4.2)
Para uma rotacdo infinitesimal d¢, X aumenta de
dX =p do (12.4.3)

que é a por¢ao adicional de fio desenrolada. Logo, temos uma relagao andloga a condig¢ao
(12.3.16) de rolamento sem deslizamento:

X=pp {X=pp (12.4.4)
que permite resolver as (12. 4.1) e (12.4.2) em relacao as incognitas Ty e X

. 2
g Mgz; Xx=L7 (12.4.5)
Mp Iem
1+—
ICM

Vemos que tanto o movimento de translacdo (descida) do CM como o de rotagao sao
uniformemente acelerados e que a tensao é inferior a forgca-peso.

Durante a subida do i0i0, 0 sentido de rotagao LIS
permanece 0 mesmo, mas o fio passou para o outro
lado do eixo (Fig. 12.22), de modo que o torque é
negativo, e a (12.4. 1) é substituida por

~Tip=Icm® (12.4.6)

que exprime a desaceleracao angular na subida
(< 0). Por outro lado, o fio se enrola em lugar de
desenrolar-se, de modo que as (12.4.3) e (12.4.4) sdo

substituidas por T

e |

dX=-pde {X=—-po (X=-pp (12.4.7)  Figura 12.22 10i6 subindo.
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ao passo que a (12.4.2) ndo se altera. Resolvendo as (12.4.6) e (12.4.2) sujeitas a (12.4.7), obtemos
novamente os resultados (12.4.5), de modo que eles permanecem validos tanto para a descida
quanto para a subida.

Estes resultados também podem ser obtidos a partir da lei de conservacio da energia. A
energia cinética € dada pela (12.3.14):

T= %ICM(pZ + % MX? (12.4.8)
Quer na subida, quer na descida (cf. {12.4.4) e (12.4.7)), temos X? = ¢ de modo que
T- %(ICM + Mp?)o? = %1@2 (12.4.9)

onde, pelo teorema dos eixos paralelos (12.2.17), I ¢ o momento de inércia em relacdo ao
ponto de contato entre o fio e o eixo central. Esse ponto é o eixo instantineo de rotacdo, e a
(12.4.9) é andloga a (12.3.23), exprimindo o fato de que o movimento, em relacio ao eixo
instantaneo, é uma rotacao pura.

Tomando a origem das alturas na posigao inicial do i0id (X = 0), a energia potencial
instantdnea € - MgX, e a energia total, que se conserva, é E = 0, de modo que obtemos

E=0=-MgX +%ICM o> + %MXZ (12.4.10)
x2/p?
Resolvendo em relacdo a X obtemos
¢ 1 2 2y [+ na descida
X = £y2Mp2gX / Iy + Mp?) (_ 1a descid: (12.4.11)

Comparando esta expressdo com a (2.5.9), vemos que ¢é a relacdo entre velocidade e
espago percorrido no movimento retilineo uniformemente acelerado, com aceleragao Xdada
pela (12. 4.5).

Faltou analisar o que acontece na transicao entre descida e subida, quando a velocidade
troca de sinal, passando de V a - V. O valor de V é dado pela (12.4.11) com X =L, onde L é 0
comprimento do fio ao atingir o ponto mais baixo. Logo, 0o momento linear do ioié sofre uma
variagao

AP = M[V - (-V)]=2MV = 2M\/2MngL / e +Mp?) (12.4.12)
num curto intervalo de tempo At, o que corresponde a uma forga impulsiva (Se¢.9.2)

F=AP/At (12.4.13)
Cuja acao se manifesta como um subito pu-

xdono fio. A figura 12.23, onde estao repre-

sentados somente o fio e o eixo central,

ilustra estagios sucessivos dessa etapa de

(O O) transi¢dao. Podemos estimar o tempo At co-
Y \ 4 A

mo sendo o necessario para uma rotacao
por um angulo A¢ = r com velocidade an-
Figura 12.23 Erapa de transicio, gu]ar (p ou seja’

At=n/¢p=mp/V (12.4.14)
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(b) Rolamento sobre um plano inclinado

Consideremos um corpo de sec¢ao circular (anel,
cilindro, esfera) que rola sem deslizar sobre um plano
inclinado de angulo 6 e altura h (Fig. 12.24). Podemos
tomar a forca-peso Mg como aplicada no centro de
massa C (pg. 259). Logo, nem essa for¢a nem a reacao
normal N do plano exercem um torque em relagao ao
CM, capaz de produzir rotacao. Se fossem somente
essas as forcas atuantes, o corpo deslizaria ao iongo
do plano, e o problema seria idéntico ao Exemplo 2 Figura 12.24 Rolamento sobre um plano
da pg. 74. inclinado.

Para que haja rolamento, é necessario que leve-
mos em conta o atrito: a forca de atrito F,, aplicada no ponto de contato P, (figura), exerce um
torque F,R em relacao ao centro C (R =raio da sec¢ao). No caso de rolamento puro, Py pertence
ao eixo instantineo de rotacio, de modo que esta em repouso a cada instante. Logo, F, € a
forca de atrito estdtico (na realidade, em lugar de um ponto de contato, hd uma pequena drea
de contato, correspondente a uma depressao do plano, o que leva ao chamado atrito de
rolamento, mas nao consideraremos este efeito).

Orientando os eixos X e Y da forma indicada na figura, a equa¢do de movimento (12.3.8)
associada a translacdo da:

Componenté Y: N-Mgcos8=0 (12.4.15)
Compoﬁente X: Mg sen8-F, = MX (12.4.16)

A equacdo de movimento (12.3.7) associada a rotagdo em torno do CM fica
F,R=Icu0 . (12.4.17)

e a condi¢ao de rolamento sem deslizamento (cf. (12.3.16) da
X=Rp (X=R¢ (12.4.18)

A (12.4.15) da apenas a reacdo normal; podemo-nos restringir as demais equacgoes.
E conveniente exprimir Iy em funcao do raio de giragdo (cf. (12.2.11))

Iy = MK? (12.4.19)

onde escrevemos k em lugar de kqy, para simplificar. Substituindo as (12.4.19) e (12.4.18) na
{12.4.17), vem

2 e
F-ME % (12.4.20)
R
e, substituindo na (12.4.16), obtemos finalmente
ettty (12.4.21)
K2
1+—
R2

o que deve ser comparado com a (4.4.8): o movimento continua sendo uniformemente
acelerado, mas a aceleracéo é reduzida pelo fator ( 1 + kR 2! em relagéo a do deslizamento
puro, devido a energia cinética adicional (de rotacdo) que tem de ser gerada.

Utilizando os valores de k citados a pg. 254, vemos que
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1 1/2 para um anel
>~ =12/ 3 para um cilindro (12.4.22)
1+ X |5/7 para uma esfera
R

Logo, se soltarmos um anel, um cilindro e uma esfera, rolando sem deslizar, da mesma altura
do plano, a esfera ganha a corrida e o anel chega em ultimo lugar (independentemente dos
raios).

A forga de atrito estatica necessaria para produzir o rolamento sem deslizamento é dada
pelas (12.4.20) e (12.4.21):

2
k*+R?

Por outro lado, se p. € o coeficiente de atrito estatico, devemos ter, pelas (5.2.4) e (12.4.15),

F,=Mgsen0- (12.4.23)

F,<F,=p,N=p,Mgcosb (12.4.24)

Comparando com a (12.4.23) obtemos

2 2
tgosy, X ;f =tg 8, (12.4.25)

onde 6, define 0 dngulo méximo do plano inclinado para o qual é possivel o rolamento sem
deslizamento. Na auséncia de rolamento, como vimos na (5.2.9), 0 corpo comega a deslizar
para 6 > §,, onde tg 6, = u.. Com rolamento, o deslizamento s6 comega para um angulo 6
maior. A (12.4.25) da

21, para um anel

g = 3, para um cilindro

'99=17 (12.4.26)
> U, para uma esfera

Se o corpo € solto em repouso do alto do plano inclinado e rola sem deslizar ao longo de
todo o comprimento ! do plano, a velocidade V com a qual atinge a base do plano é dada por
(cf. (2.5.9) e (12.4.2 1))

. 2 2
V2 =2x1 = 295N o0y R (12.4.27)
k“+R k“+R

onde h =1Isen 8 € a altura do plano inclinado. A energia cinética correspondente é

1. .- 1 o 1. o, K
T=oMV24+—ley @ =MV 1+ (12.4.28)
2 2—=— == 2 R?
Mk? V?/R?
Substituindo V2 pela (12.4.27), obtemos
T = Mgh (12.4.29)

que € a energia potencial inicial.
Logo, a energia total se conserva. A primeira vista, isto parece contraditorio com a
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presenca da forca de atrito (12.4.23). Entretanto, o
ponto de aplicacao P, da for¢a de atrito (Fig. 12.24)
esta sobre o eixo instantaneo de rotacao, ou seja, esta
em repouso a cada instante. Logo, a for¢a de atrito
néo realiza trabalho: seu unico papel é converter
energia cinética de transla¢do em rotagao, o que freia
o corpo; a (12.4.27) mostra que o fator de freiamento
€ dado pela (12.4.22).

Figura 12.25 Tacada em bola de bilhar.
(c) Bola de bilhar

Como exemplo do que acontece quando o rolamento € acompanhado de deslizamento,
consideremos o movimento de uma bola de bilhar, golpeada pelo tace no plano mediano,
com pardmetro de choque b em relagao ao centro da bola (pg. 176 e Fig. 12.25). A forca
impulsiva F exercida pelo taco, que atua durante o intervalo de tempo At de sua colisdo com a
bola, transmite 8 mesma um impulso inicial (Se¢.9.2)

AP = FAt = MV, (12.4.30)

onde V), é a velocidade inicial do centro de massa C apos a tacada.

A for¢a F também exerce um torque - Fb em relacdo a C, que transmite a bola o momento
angular inicial (cf. (12.3.2) e (12.3.6)).

AL’ = T"®YAt = —FbAt = I o, (12.4.31)

onde w é a velocidade angular inicial de rotagdo (g < 0 no caso da figura, em que b > 0).
Lembrando que I é dado pela (12.2.10) e substituindo FAt pela (12.4.30), obtemos

~MVyb= -g-MRzmo { Wy = -~ (12.4.32)
A velocidade de deslizamento da bola é a velocidade v de seu ponto de contato Py com o

plano da mesa de bilhar (Fig. 12.25). O valor inicial vy de v é (cf. (12.3.19))

onde utilizamos a (12 4.32).
A condi¢io de rolamento puro (equivalente a (12.3.16)) seria vy = 0) 0 que da

b= %R =b, (rolamento puro) (12.4.34)

Uma tacada com b > b, chama-se “tacada alta”, e a (12.4.34) mostra que nesse caso v, <0,
ou seja a velocidade inicial de deslizamento se opoe a velocidade V; do CM. A Fig. 12.25
corresponde a uma "tacada baixa", com b < b,, quando v;>0. A forca de atrito cinético F (pg.
85) tem sentido oposto ao do deslizamento, de modo que aponta para a esquerda no caso da
figura 12.25, criando um torque, que tende a aumentar a magnitude da velocidade angular,
diminuindo assim a velocidade de deslizamento (para uma “tacada alta”, € o contrario).

Temos portanto, no caso da tacada baixa, a equa¢dao de movimento para a translagao

MX =F, =—u.N =—y.Mg (12.4.35)
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onde y. € o coeficiente de atrito cinético (cf. (5.2.5)). As forgas verticais Mg e N (reacdo), que
se equilibram, nao foram representadas na figura 12.25; a tinica for¢a horizontal é F,, que
atua enquanto houver deslizamento. A equa¢do de movimento para a rotacdo em torno do
CMé

2
e R ey MoR— 1.~ EMRZU. (12.4.36)
As velocidades linear e angular no instante t sdc dadas pelas expressées usuais para o
movimento uniformemente acelerado:
V=Vy+Xt=V,-p.gt (12.4.37)
5. g
0=05+0t =0y ——U. =t (12.4.38)
2" R
A velocidade de deslizamento do ponto de contato no instante t é portanto
7
v=V+aR=v, —Eucgt (12.4.39)
e se anula para t = f;, onde
2
t,=<20 (12.4.40)
7ucg

com vy dado pela (12.4.33). O valor correspondente da velocidade de transla¢do da bola de
bilhar &, pela (12.4.37),

(b+R)
R

Para t > t;, 0 atrito cinético é substituido pelo atrito estdtico e a bola entra em rolamento
puro, com V = V; e o = 0; = - V4/R. J& vimos que, nestas condigdes, ndo hd dissipacdo de
energia, de modo que o rolamento puro se manteria indefinidamente (na realidade, o atrito
de rolamento e a resisténcia do ar teriam de ser levados em conta). Note-se que a velocidade
final da bola é proporcional a altura b + R da tacada acima da mesa de bilhar.

(12.4.41)

V1 VO Hc9f1—

12. 5 — Momento angular e velocidade angular

No movimento plano de um corpo rigido simétrico em relagdo ao eixo de rotagdo (em
particular, na rotagéo pura em torno de um eixo fixo), o momento angular L’ tem a direcio do
vetor velocidade angular o (cf. (12.3.6)). Em geral, porém as direcoes dos vetores momento

lor o yalacidoada carmerilon mAa mnarlicoms ool S0 Fh Lo S

anguiar € veiociaaae ang ular nao precisam ser as mesmas.

Um exemplo deste resultado é a rotagdo de uma particula P de massa m em torno de um
eixo com velocidade angular e constante, mantendo-se a uma distincia p fixa do eixo, ou
seja, em movimento circular uniforme, como no caso da funda (pg. 73). Podemos imaginar
que P esta ligado ao ponto O’ do eixo por uma haste rigida de comprimento p e massa des-
prezivel. Para manter a rotacdo, é necessario que atue sobre P (exercida pela haste) uma for¢a
F centripeta, de magnitude (cf. (4.4.9))

F=w% (12.5.1)

Apliquemos ao sistema a equac¢ao fundamental da dindmica das rota¢des, porém, tomando
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torque e momento angular em relacao a um ponto O
do eixo de rotagao. A

Na figura 12.26, mantivemos as mesmas notagoes
da figura 12.1: 0 plano do papel corresponde ao plano o
OO'P daquela figura. A velocidade v da massa m é
um vetor perpendicular ao plano do papel apontando
para baixo, o que indicamos na figura pela notacao
& (a notacao (©) representaria um vetor apontando Z
para cima).

O momento angular relativo a O é

l=mrxv (12.5.2) 9
que pertence ao plano da figura 12.26, é perpendicu-
lar a OP e tem o sentido indicado na figura. Vemos 0
que | efetivamente ndo tem a direcido de . Comor é
perpendicular a v, a magnitude del é

Figura 12.26 Momento angular e
velocidade angular.

I=mvr=mopr (12.5.3)

Oanguloentrere F€0 + g de modo que a magnitude do torque de F em relagdoa O é

1= H = Ir X F| =rF sen [9 +§J =rFcos8 = mw’prcos® (12.5.4)

com o auxilio da (12.5.1). Comparando esta expressdo com a (12.5.3) e notando que o angulo

entre as direcoes dem el é g -6 (Fig. 12.26), vemos que

. (ﬁ ,.\ | ¥l -
T=0isen — -8 = |exi {i2.5.5)
27

Comor x F e wx1tém a mesma direcdo e sentido (perpendicular ao plano da figura,
apontando para cima), a lei fundamental da dinamica das rotacées (11.5.16) para este sistema
Se escreve, finalmente,

%=T=wx1 (12.5.6) >

Pela (11.2.8), istoxsigniﬁca que l gira em
torno da direcao de o com velocidade an-
gular w. | . :

Consideremos agora um corpo rigido  Figura 12.27 Rotacio em torno de um eixo de
que tem um eixo de simetria, em rotagdo  simetria.
em torno do mesmo.

Alguns exemplos estao ilustrados na figura 12.27. O CM esta necessariamente sobre o
eixo, e vamos tomar a origem O no CM. A cada particula de massa m situada num ponto P do
corpo, com velocidade de rotacédo v, corresponde por simetria uma particula de mesma massa
no ponto P, simétrico de P em relacdo ao eixo (Fig. 12.28), com velocidade de rotagdo v =—-v.
O vetor de posi¢do de Ps é r; =Z + py = Z - p, usando a mesma notacao da (12.1.3). A Figura
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12.28 mostra as contribuicgdes 1 e I das particulas P e P, a0 momento angular do corpo rigido
em relacdo a O, onde 1 é dado pela (12.5.2) e l; = mr x v,. Os vetores | e I; tém idénticas
componentes paralelas ao eixo de rotagao, mas suas componentes perpendiculares a esse
eixo sdo iguais e contrarias, de modo que se cancelam, ao somar as contribui¢oes delel; ao
momento angular total L’ relativo a O. Logo, continua valendo, como na (12.3.6),

(125.7

para a rotacdo de um corpo rigido simétrico em relacio
a um eixo de simetria, mesmo que a direcao desse eixo
nao permaneca fixa no espago, ou seja, mesmo que a
direcdo de o varie a cada instante.

lwl
1~

3

Em geral, para a rotacao em torno de um eixo
que nao seja um eixo de simetria, a relacao entre L e
0=CM  é bem mais complicada, o que é uma das principais
Figura 12.28 contribuicdes de pontos dificuldaldgs no tratamento geral da dinamica dos
e corpos rigidos. Pode-se mostrar que para qualquer
corpo rigido, mesmo assimétrico, sempre existem trés
eixos mutuamente ortogonais passando pelo CM tais que, para uma rotacao em torno de
qualquer um desses trés eixos, L e w sdo paralelos. Estes eixos chamam-se eixos principais, e
os momentos de inércia Iy, I», I5 relativos aos trés eixos principais chamam-se momentos de
inércia principais. Assim, quando o corpo estd girando em torno do eixo principalj (j=1, 2, 3),
seu momento angular é L; = |; ». Um eixo de simetria de um corpo rigido, pelo que acabamos
de ver, € necessariamente um eixo principal.

Consideremos finalmente um haltere, formado
por duas particulas P, e P, de mesma massa m, ligadas
por uma barra rigida de massa desprezivel, presa por
seu centro O e formando um dngulo 6 (Fig. 12.29) com
ela, a uma barra vertical que serve como eixo de rota-
¢do, girando sobre dois suportes S; e S, (com w =
constante).

O momento angular de cada particula em relagao
a O se obtém pela mesma construcdo da pg. 268. As

1 6 duas particulas tém o mesmo momento angular 1, por-
v > que tanto r como v tém sentidos opostos para as duas
7, = i massas. Logo, o momento angular total L do sistema,

\<§ que representamos na Fig. 12.29 aplicado no CM, é

S L = 2l e ndo tem a direcdo de ». Como a (12.5.6)

Figura 12.29 Rotacao de haltere. permanece valida,

ngkxme (12.5.8)
dt

Conforme ilustrado na Fig. 12.29, o vetor L, de magnitude constante, descreve um cone
em torno de w, com velocidade angular w. Esse movimento de rotacao de L em torno de w,
descrito pela (12.5.8), chama-se de precessdo.

O torque 7 na (12.5.8) é perpendicular ao plano da Fig. 12.29 e aponta para cima. As
forcas centripetas F e - F que atuam sobre as duas massas, respectivamente, formam um
binario (pg. 239) cujo torque € 7. Essas for¢as sao exercidas sobre as massas pelo eixo de
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rotacdo. As forcas de reacao sobre o0 eixo sdo exercidas nos suportes S; e S, (Fig. 12.29),
originando-se da assimetria do sistema em relacdo ao eixo de rotagdo. Dizemos que ha
desequilibrio dindmico. Em maquinas em rotacdo rapida, reacoes deste tipo desgastam os
suportes e tendem a produzir trepidagdo ou até mesmo ruptura, de modo que é importante
assegurar o equilibrio dindmico do sistema.

12.6 — Giroscopio S i

O ingrediente bdasico de um giroscépio € um > T
volante, que é um disco ou roda em rotagdo rdpida, -F T“" g
ou seja, com energia cinética de rotagao muito maior N “D'
que a energia potencial gravitacional, colocado no F
centro de uma haste de comprimento 21 (Fig. 12.30), o
que serve como eixo de rotagio do volante. E também f
um eixo de simetria e, por conseguinte, um eixo prin- l
cipal: para rotagao em torno dele, 0 momento angu- Y S A

lar total €

L=lw (12.6.1)

Se fizermos atuar sobre o sistema um torque 7 paralelo a L (representado na Fig. 12.30
pelo bindrio F, — F) durante um intervalo de tempo At, o momento angular L sofre uma
variagao ‘

Figura 12.30 Giroscopio.

AL = JAw =7At (12.6.2)

que tem a direcdo de L, correspondendo a rotagao em torno de um eixo fixo (cf. 12.1.6)). Logo,
o efeito do torque neste caso € aumentar ou diminuir a magnitude da velocidade angular, ou,
0 que é equivalente, do momento angular L.

Que acontece se o torque aplicado for perpen-
dicular a direcdo de L? Para ver um exemplo concreto, T

coloquemos o volante em rotagao rapida, com seu eixo
horizontal e com o extremo apoiado num suporte O
(Fig. 12.31). Tomemos um sistema de coordenadas -
com eixo z vertical e eixo y na direcao inicial do eixo x
do volante. A forca-peso F = Mgk atua no CM do
volante (ponto C). A reagdo do suporte O é uma forca
- F que, juntamente com F, forma um binario de braco
I e torque

t=-Fli=-Mgli (12.6.3)
(i, j, k sao os versores dos trés eixos); como L = o j)
temos efetivamente 7.LL.

Num intervalo de tempo infinitésimo At, continua
valendo

AL = 7At =-Mglti (12.6.4)
o que é L. Logo,

Precessio

L% _ 1£(L2) -0 (12.6.5) Figura12.31 Precessao de giroscopio com
dt 2dt e eixo horizontal.

o que significa que um torque LL ndo altera a magnitude do momento angular, mas tio somente
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a sua dire¢do. Como no movimento circular uniforme, em que Av L v (Seg. 3.7), o vetor L gira,
no intervalo de tempo infinitésimo At, de um angulo A (cf, Fig. 12.31 e (12.6.4))

do T Mgl
AL=LAp=tAt | |Z2_g-F_Md! 12.6.6
¢ { at L o ( )

Quando o eixo gira do dngulo Ag, porém, o torque 7 gira do mesmo angulo, mantendo-
se constante em magnitude. Podemos dizer que L "persegue" 1, procurando alinhar-se com 7,
mas T mantém-se sempre perpendicular a L, de modo que nunca é "alcancado". Como Q
permanece constante na (12.6.6), o eixo descreve um movimento de precessao em torno da
vertical, ou seja, um movimento circular uniforme com velocidade angular Q (mantendo-se
sempre horizontal).

Na figura 12.31, vemos que o sentido da rotacao
€ positivo, de modo que £ = Qk é o vetor velocidade
angular correspondente, e temos

1=%=Q><L (12.6.7)

dt
o que também corresponde a relacao entre os vetores
velocidade linear e velocidade angular no movimento

de rotacao (cf. (11.2.8): v=dr/dt = @ x1).

A (12.6.7) mostra que o movimento de precessao
do giroscdpio em torno da vertical é solugdo das
equacoes de movimento (ou seja satisfaz a lei funda-
mental (11.5.16) da dinamica das rotagdes), mas nao
mostra como este movimento é estabelecido a partir
de determinadas condi¢des iniciais, problema que
discutiremos mais adiante. Antes de fazé-lo, vamos
estender o tratamento anterior, dentro do mesmo
espirito, ao caso que o eixo do giroscépio forma um
angulo 0 qualquer com a vertical (o caso ja tratado,
em que 0 €ixo € horizontal, corresponde a 6 = 1/2). A
magnitude do torque passa a ser (Fig. 12.32).

t= Mgl sen 6 (12.6.8)

Figura 12.32 Giroscopio com eixo inclinado.  pois 0 braco do binério é [ sen6. O vetor 7 ¢ ainda

perpendicular ao plano definido por F=mg e por L=
Ie, de modo que AL = 1At é ainda perpendicular a L; logo, a (12.6.5) permanece valida. A
magnitude de L se mantém constante, e o vetor L precessa em torno da vertical Oz, descrevendo
um cone de angulo de abertura 6, com (cf. Fig. 12.32)

AL =L senB Ao = 1At (12.6.9)
0 que da a velocidade angular de precessdo

_de_ v Mglsenb_ Mgl
~dt Lsen® Iwsend Io
idéntica a (12.6.6). Vemos também que

Q

1=QLsen9=‘QxL}
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mostrando que a equacgdo basica (12.6.7) do movimento de precessdo do giroscépio permanece
valida para 6 qualquer:

T=%=QXL (12.6.10)
dt
Este resultado pode ser comparado com a (12.5.8), que também descreve um movimento de

precessao.

A outra eguacio fundamental (12.3.8) da dinamica dos cor

ChRaLQl tuliaanatal (-3 BN (ST IRV S a uvo

mento de translacao do CM, ndo f01 con51derada neste tratamento. No movimento de
precessao, 0 CM do giroscopio descreve um movimento circular uniforme de velocidade an-
gular Q em torno da vertical que passa pela base de apoio. A forca centripeta correspondente
como no exemplo do haltere (pg. 270), é exercida pelo suporte, como for¢a de reacio provocada
pelo desequilibrio dindmico do sistema. Esta forc¢a nao foi representada nas figuras 12.31 e
12.32, onde indicamos, no ponto de apoio O, somente a reagio vertical - F a forca-peso F. A
resultante destas duas forcas € nula, e ndo contribui portanto ao movimento de translacio do
CM. Por outro lado, a for¢a de reagdo centripeta estd aplicada no ponto de apoio O, de modo
que nao contribui ao torque tomado em relacdo a este ponto.

lativa ao movi-

Precessao regular

-
~
-

A andlise precedente néo é inteiramente correta, 1 I
pois nao leva em conta que a velocidade angular de K)
precessao €} também contribui para 0 momento an-
gular total L. Levando em conta este efeito, vamos
ver que ele altera ligeiramente a expressdo obtida para
a velocidade angular de precessao Q, para 0 # /2. AT

Conforme mostra a Fig. 12.33, é conveniente
decompor £} numa componente m», perpendicular a S/ 0
direcdo instantanea do eixo do giroscopio, e numa m"
componente na direcdo do eixo, que se soma a velo- N/
cidade angular intrinseca ("spin"} do volante em torno O
deste eixo, para dar a velocidade angular resultante Figura 1233 Componentes da velocidade
w1 ao longo do eixo. Note que angular de precessao.

0, =L sen o (12.6.11) 1

A vantagem desta decomposicdao é que w, i
corresponde a uma rotacao em torno de um eixo 2 Ao
(Fig. 12.34) que é também um eixo de simetria do
giroscopio, como o eixo 1 no qual se encaixa o volante. w I~
Logo, tanto o eixo 1 como o eixo 2 sdo eixos principais e
(pg. 270), de modo que os momentos angulares asso- 2 — )
clados as componentes w4 € w, S0 paralelos a essas
diregoes: Ly = Iy @y e Ly = I, w», onde [; e I, s3o os
momentos de inércia principais correspondentes; I, é
o que chamamos de I na (12.6.1). Geralmente, tem-se

I, << 14 (12.6.12)
pois o volante deve ter momento de inércia elevado em relag@o ao eixo de rotacdo do giroscépio.

Eixo do
giroscopio

S

Figura 12.34 Eixos principais.

O momento angular total é
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L=L1+L2 311MZ+12(92 (12.6.13)
de modo que nio é paralelo a w; conforme haviamos suposto.

A equacao de precessao fica
_dL

1= m =QxL=1[Q%x0 +L{]Xw, (12.6.14)
A figura 12.35 mostra que

|Q><w1| =Qw, sen 8

T |ﬂ><m2’=£20)2 cos 6
e que X w1 aponta para baixo (¥) e @ x w, para
cima (©). Logo, levando em conta a (12.6.8), obtemos
T+ Mgl sen 6 = [,Qo, sen 6 - [,LQw,cos6  (12.6.15)
Substituindo @, pela (12.6.11) e cancelando o

Qxw; fator comum sen$d, a (12.6.15) da

Figura 12.35 Componentes do momento Mgl =TLwQ -1, cos0 Q° (12.6.16)

angular. . ~ . .
g que € a equagao correta para determinar a velocidade

angular de precessao Q.
Para 6 = n/2, o ultimo termo da (12.6.16) se anula, e obtemos

_ Mgl

Q=
Lo,

(12.6.17)

que equivale ao resultado anterior (12.6.6), pois £ ndo tem neste caso nenhuma componente
ao longo do eixo do giroscapio.

Para 0 # /2, a (12.6.16) é uma equacao do 2° grau em Q, de modo que ha duas raizes.
Levando em conta que I, << I, e que 0 2° membro da (12.6.17) é geralmente << w4 (a velocidade
angular de precesséo para 6 = /2 € muito menor que o "spin" do giroscopio), podemos verificar
que uma dessas raizes é muito proxima da (12.6.17):

Q_ =—"<<0y (12.6.18)
10,

pois o ultimo termo da (12.6.16) é desprezivel nestas circunstancias.

A outra raiz Q, é >> Q_, de modo que pode ser obtida desprezando o 1° membro da
(12.6.16):

Lo,

= >> 12.6.19
I,cos® ! ( )

+
Esta solucao representa um segundo tipo de precessao, com velocidade angular muito

maior que a do giroscopio em torno do eixo, que é extremamente dificil de observar, pois
exigiria um ajuste muito especial das condigoes iniciais.

A precessio observada comumente corresponde a raiz _, e chama-se precessao regular
do giroscdpio. A (12.6.6), embora néo seja exata para 6 = n/2, € uma excelente aproximacao
da velocidade angular de precessao.
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Usualmente, como mostra a (12.6.18), a precessao é bem mais lenta que a rotagdo do
giroscopio em torno de seu eixo. Este resultado se exprime pela condicio

L3 >> Mgl (12.6.20)

ou seja, a energia cinética de rotagao é muito maior que a energia potencial gravitacional do
giroscopio na posigao vertical (Fig. 12.30). Temos assim um critério preciso do que significa
“rotagdo rapida”, conforme ja mencionado no inicio desta Secio.

12.7 — Efeitos giroscopicos e aplicacoes

(a) Efeitos giroscopicos Volante ®

Consideremos um giroscépio montado utilizando
a suspensado tipo Cardan, ilustrada na Fig. 12.36, que
permite rotacoes livres em torno dos trés eixos
ortogonais Ox, Oy, Oz, facultando ao sistema assumir
qualquer orientacao no espaco. inicialmente, coloca-
mos o giroscopio na posigao normal, mostrada na figu-
ra, com o volante em rotacao rapida em torno de Ox.
O eixo do volante estd preso ao anel interno, que esta
inicialmente no plano horizontal Oxy. O anel interno
estd suspenso do anel externo, de forma a poder girar ~«~—F,
livremente em torno de OQy. Finalmente, o anel externo Anel B
esta encaixado no suporte S, de forma a poder girar externo
livremente em torno de Oz, e estd inicialmente no
plano Oyz. S

Se pressionarmos o anel interno para baixo,
exercendo uma forga vertical F, no ponto A (Fig.), ou,
o que € equivalente, se suspendemos um peso no eixo do volante, que acontece? A situacio é
equivalente a da pg. 271: o torque 7 devido a F, tem a direcdo y, 0 mesmo acontecendo portanto
com AL = 7At; logo, em lugar de fazer descer o anel interno, o efeito produzido é uma rotagao
do anel externo em torno de Oz, ou seja, um movimento de precessio regular.

~ b\ Anel®
interno

Figura 12.36 Suspensao Cardan.

Partinde novamente da posicdo normal, procuraremos agora pressionar o anel externo
de forma a fazé-lo girar em torno de Oz, aplicando por exemplo uma forca horizontal F,, no
ponto B (Fig. 12.36). O torque T correspondente, e por conseguinte AL = TAt, tem a direcdo de
Oz. Logo, por um raciocinio andlogo ao da pg. 271, vemos que o efeito é levar o eixo do
volante, e por conseguinte o anel interno, para cima, saindo do plano horizontal.

Se mantivermos a pressao no ponto B enquanto o anel interno vai subindo, a resisténcia
oposta pelo anel externo vai diminuindo; quando o anel interno estd préximo da vertical, o
anel externo também entra em rotagao e ambos acabam girando em torno de Oz, com o eixo
do volante também vertical.

A velocidade angular ) de rotacdo dos anéis tem a mesma direcdo e sentido que a
velocidade angular w da rotagao rdpida do volante, como é facil verificar pelo sentido de AL
durante o processo acima descrito. Foucault chamou a atencao sobre este efeito, em termos
da tendéncia dos spins (associados, no caso, a w ¢ €}) de se alinharem paralelamente e no
mesmo sentido.

Se prendemos o anel interno ao externo, for¢ando o anel interno a permanecer no plano
horizontal, o efeito giroscopico desaparece: a pressao horizontal faz girar o anel externo
como se 0 volante em rotacao nao existisse.
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(b) Aplicacoes

Se reduzirmos ao minimo o atrito dos rolamentos nos pivds de suspensao do giroscopio,
o volante se torna praticamente imune a torques externos, que nao lhe podem ser transmitidos
Logo, seu momento angular se conserva, inclusive em direcao e sentido. Por conseguinte, a
dire¢do do eixo do volante permanece fixa no espago {(com respeito a um sistema inercial,
associado, por exemplo, as estrelas fixas). O estabelecimento de uma tal direcao de referéncia
tem grande utilidade para a navegacao maritima e aérea. Giroscopios podem ser usados para
corrigir automaticamente a rota (navegacao inercial).

Foucault utilizou a invariancia da diregao do eixo numa variante de sua célebre experiéncia
do péndulo, demonstrando a rotagao da Terra com o auxilio de um giroscopio.

Consideremos um giroscépio colocado no equa-
dor na posicao A (Fig. 12.37), com seu eixo ao longo
da horizontal Oeste — Leste nessa posicao. Seis horas
mais tarde, a rotagcdo da Terra tera transportado o
giroscopio para a posicao B da figura. O seu eixo con-
tinua apontando para a mesma dire¢ao no espaco, mas
essa direcdo € agora a da vertical no ponto B.

Suponhamos agora que 0 giroscdpio, em lugar
da suspensao tipo Cardan, € montado de tal forma
que seu eixo é forcado a permanecer na horizontal
(por exemplo, com a base flutuando num liquido). Se
aposic¢ao inicial for novamente o ponto A, com o eixo
apontando ao longo da horizontal Oeste — Leste (Fig.
12.37), a rotacao da Terra faz girar o plano horizon-
tal, produzindo sobre o giroscépio um torque que tenderia a transportar o eixo na direcao da
rotacdo da Terra, ou seja, um torque 7 paralelo a diregao Sul — Norte. A situacdo é andloga a
discutida na pg. anterior: o eixo do giroscdpio gira até que o seu spin seja paralelo ao da
Terra, ou seja, até alinhar-se com a direcao Sul —
Norte. Este é o principio da biissola giroscopica. Note
que, ao contrario de uma agulha imantada, a bussola
giroscopica aponta para o polo norte verdadeiro (pg.
186) e nao para o magneético, nao estando pois sujeita
a anomalias locais do campo magnético.

Figura 12.37 Giroscopio no equador,

O piao (Fig. 12.38) é um giroscopio bem familiar,
cujo movimento de precessao € analogo ao que foi
tratado a pg. 272, o torque sendo devido a forca-peso.

Um motociclista que quer virar a direita inclina
0 corpo e a motocicleta para a direita, utilizando um
efeito giroscépico. O momento angular devido a
rota¢do das rodas é elevado. O torque devido a forga-
peso da roda dianteira (Fig. 12.39, (a)) em relacdo ao
ponto de contato O com a estrada leva a roda a
precessar, produzindo o efeito desejado: virar a direita
(a Fig. 12.39, (b), mostra o que acontece, visto de cima).
No caso de uma bicicleta, 0 momento angular é muito
menor e o efeito giroscépico é muito menos pro-
nunciado: além de inclinar o corpo, o ciclista vira o
Figura 12.39 Motociclista virando a direita. ~ guidao.
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(¢) Nutacao

Ao discutir o movimento de precessao regular (pgs. 272-273), observamos que ele satisfaz
as equacoes de movimento, mas nao mostramos como ele pode ser estabelecido, nem qual é
o efeito das condi¢oes iniciais.

Voltemos a considerar o volante com eixo horizontal e extremo apoiado num suporte
(pg. 271). Que acontece se o extremo livre for solto inicialmente em repouso (por exemplo, se
o estamos segurando e largamos no instante inicial)? Se o volante ndo estivesse em rotacgao,
€ 6bvio que o eixo simplesmente cairia, sob a acao do torque associado com a for¢a-peso.

Com o volante em rotacao, se o extremo livre é
solto inicialmente em repouso, no ponto A, acontece
o que estd indicado na figura 12.40: em lugar de entrar
simplesmente em precessao, o €ixo executa um movi-
mento mais complicado; ao mesmo tempo em que
precessa, desce e sobe alternativamente, des-crevendo
um movimento oscilatério conhecido como nutagdo.
Para um volante em rotagao rapida, a osci-lacao e tao
rapida e de amplitude tdo pequena que é dificilmente
perceptivel, mas é facil nota-la quando a velocidade
de rotagao € mais baixa. Assim, um exemplo fartiliar  figyra 12.40 Nuracio.
de nutagao € o do piao que “cabeceia” em seu movi-
mento de precessdo, a medida que vai parando.

Para compreender a origem da nutacao, vejamos o que acontece a partir da posi¢cao
inicial. Para que o extremo livre entrasse imediatamente em precessao regular, com a veloci-
dade angular Q dada pela (12.6.6), seria preciso que ele j& fosse solto com essa velocidade, ou
seja, dando-lhe precisamente o impulso lateral correspondente. Como ele € solto partindo do
repouso, a velocidade angular de precessao dg/dt € zero inicialmente. O efeito do torque
gravitacional € entdac ¢ que se espera intuitivamente: o extremo livre comeca a cair, descendo
abaixo de sua posicao inicial horizontal no ponto A (Fig. 12.40).

Acgoim alle do 1a d ha do h tal + d
ASSIiM que O eixo do volante desce abaixo do pmuu horizontal, o sistema auquire uma

componente nao-nula de momento angular vertical L,, devido a projecao (negativa) do momen-
to angular do volante sobre o eixo z (cf. Fig. 12.33). Mas as for¢as que atuam sobre o sistema,
inclusive a reacao no suporte (cf. pg. 273), ndo exercem nenhum torque na direcao z: 1, = 0.
L.ogo, 0 momento angular total na direcao z se conserva, e a componente negativa adquirida
pela queda do eixo tem de ser compensada por uma componente positiva, igual e contraria:
esta € a origem do movimento de precessao, com dg/dt > 0. A situacao é andloga a do banquinho
que entra em rotagao, no exemplo da pg. 240.

A medida que o eixo vai caindo, a velocidade an-
gular de precessao vai aumentando, e acaba ultrapas-
sando o valor Q da precessdo regular que pode ser
mantida pelo torque gravitacional, dado pela (12.6.6).
Em vista disso, o eixo comeca a subir novamente, ¢
de/dt vai diminuindo, até que volta a posicéo hori-
zontal e o ciclo se reinicia, produzindo as oscilacées
caracteristicas da nutacdo. O grafico do angulo de
queda 6 abaixo da horizontal em funcao de ¢ (veja 0 A > 9
Fig. 12.32), é uma espécie de cicloide, conforme 8y
ilustrado na figaura 12.41 (é também a curva descrita \,_// \__/
pelo extremo livre do eixo). O valor médio do angulo Y

de queda corresponde precisamente a velocidade de - :
precessio regular Q. Figura 12.41 Angulo 6 em funcdo de ¢.

Horizontal
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Outra forma de compreender este resultado é em termos de conservacgao da energia.
Quando soltamos o extremo livre inicialmente em repouso, o sistema tem a energia cinética
de rotagao associada ao spin do volante e energia potencial gravitacional. Entretanto, o eixo
nao pode permanecer na horizontal e entrar em precessio, porque lhe falta a energia cinética
adicional de rotagdo associada a precessio. E a energia potencial ganha através da queda
abaixo da horizontal que se converte em energia cinética de precessio. A variacdo de energia
potencial associada ao angulo médio de queda 8, corresponde a energia cinética da precessao
regular.

Na pratica, o atrito no suporte do eixo amortece

90 A L 4 1 .. f ¢ a amplitude da nuta¢do, de modo que a trajetoria real

R N AN ATAA = é do tipo ilustrada na Fig. 12.42, e acaba por reduzir-

9" """"""""""""""""""""""""""""""""""" se & precessao regular — com o eixo no angulo 6,
abaixo da horizontal.

Figura 12.42 Amortecimento da nutacio.

(d) A precessao dos equindcios

A Terra também se comporta como um giroscé-
A pio, devido a seu movimento de rotagdo em torno do
- L-=Jw eixo. Se fosse perfeitamente esférica, a acdo gravi-
0 Plano da ecliptica |  tacional do Sol equivaleria apenas a forca gravitacio-

: diregdo do Sol nal do Sol aplicada no centro da Terra. Sabemos,
porém (pg. 202), que a Terra é um esferdide oblato,
com eixo de rotagdo inclinado de 6 = 23,5° em relacdo
i ao plano da ecliptica. H4 portanto uma protuberancia
&\3 | ' de massa equatorial (sombreada na figura). A figura

I

mostra a situacdo num solsticio, em que a protu-
berancia B esta mais préxima do Sol e A mais afastada;
num equindcio, a direcdo do Sol seria perpendicular
ao plano da figura e A e B estariam igualmente
afastadas do Sol (cf. Fig. 10.10). Como B estd mais préximo do Sol na situacao da figura, a
forga de atracdo correspondente F + AF é maior do que a forca F no centro O da Terra, e esta
por sua vez é maior que a forca F - AF na protuberincia A mais afastada do Sol. As forcas
residuais + AF e - AF nas duas protuberancias constituem um torque, que tenderia a fazer
girar as protuberancias, aproximando-as de plano da ecliptica (cf. Fig. 10.21). O vetor 7 cor-
respondente é perpendicular ao plano da figura 12.43 e aponta para cima. Como no exemplo
do giroscopio da pg. 272, o resultado é uma precessio do eixo de rotacio da Terra em torno
da normal Oz ao plano da eliptica, descrevendo um cone de angulo 6: é a precessao dos
equindocios.

Figura 12.43 Origem da precessao.

A velocidade angular de precessio é dada pela
expressao (linha seguinte a (12.6.9))

T

- (12.7.1)
Insend

se o torque T constante. Nao é o caso aqui: Té maximo
nos solsticios e se anula nos equinécios, mas procura-
remos estimar Q, tomando um valor médio para .

Obtém-se uma estimativa (um tanto grosseira) do
—  torque imaginando a massa Am da protuberincia
Figura 12.44 Cilculo do torque. equatorial concentrada apenas nos pontos A e B do
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equador, dividida em duas massas iguais Am/2, formando uma espécie de haltere (Fig. 12.44).
Se R é a distancia do Sol ao centro O da Terra, as distancias a A e Bsao R+ ARe R— AR,
respectivamente, onde (figura)

AR = Ry cos@ (12.7.2)
Ry sendo o raio da Terra. A atracdo do Solem B é
GM, -An
Fg= 5_22
(R-AR)
eemA¢é
- GMSATm
(R+ARY
onde M, é a massa do Sol e G a constante gravitacional. Logo,
~4RAR
2 _p_ AR
OAF = Fy— F, = GM;Am [(R+AR)" -(R-ARJ)’]
2 (R+ARY(R - AR)?
; §e
. ' M
ou seja, AF = GAmAR--R—; (12.7.3)

onde utilizamos o fato de que é AR <<< R.
O braco de alavanca do bindrio € dado por (Fig. 12.44)}

CD=2R; sen 8 (12.7.4)
de modo que, levando em conta a (12.7.2), o torque seria dado por
. 2 M.
CD-AF =2GR7 sen 6 cos 8 -Am R; (12.7.5)

Na realidade, a massa Am da protuberancia esta distribuida numa faixa em torno do
equador, em lugar de concentrada, como no modelo do haltere: isso reduz tanto o valor médio
de AR como o brago de alavanca. Além disso, calculamos o torque maximo {nos solsticios); o
valor médio ao longo do ano é menor. Todos esses fatores reduzem o torque médio, e um
calculo bem mais dificil mostra que o fator de reducao € = 3/8, de modo que, finalmente,

3 M

1, ==GR% sen 6 cos 6 Am—= (12.7.6)
4 RS

¢é o torque médio devido ao Sol. Entretanto, é preciso levar em conta também o torque devido

a atracdo gravitacional da Lua, que se soma ao do Sol. O calculo € idéntico, bastando substituir

Mg por M; (massa da Lua) e R por R; (distancia Terra-Lua). O torque médio resultante é

t=15+tL:§GR% sen 6 cos 0 Am M§+£3L (12.7.7)
4 RP R}
Esta expressao deve ser substituida na (12.7.1), onde (cf. (12.2.10))
2 2
I'=—M7Ry (12.7.8)

5
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My sendo a massa da Terra. Levando em conta a elipticidade da Terra, pode-se estimar que

Am 8

— 12.7.9
M, 3.040 ( )

é a fracdo da massa que corresponde a protuberancia equatorial. Efetuando as substituicdes
e simplificando, obtemos, finalmente,

__15 Gcosh MS+ML (12.7.10)
3040 o |R R
onde:
G=~6,67x10" m®/ kg ¢, 0~23,5° “’:12(; ~7x107° g7
1a

M, =2x10%kg, R*=4x10" m?, M, =7x10% kg, R} =6x10® m®

Substituindo esses valores na expressdo acima (note que a contribui¢do da Lua é
aproximadamente duas vezes a do Sol, devido a sua proximidade), obtemos

2—“=8><10“s
Q

kY

Q~7,9x107" g1 { T

precessio —

0 que corresponde a um periodo de precessao de =~ 26.000 anos, de acordo com o observado
(pag. 202). Newton obteve este resultado!

Além da precessao, ocorre também o fendémeno da nutacdo, produzindo pequenas
oscilagOes da direcao do eixo terrestre.

12.8 — Estatica de corpos rigidos
As equacoes de movimento de um corpo rigido {Secs. 11.5, 12.3) sdo

N

E;_l:_ _ Fi_(ext) - F(eXt) (1281)
i=1

dl +

= - ET;[EXU _ Tl(exﬂ {12.8.2)

i=1
onde a primeira descreve a translagdo do CM e a segunda a rotacao em torno do CM.

Um caso particular € o do equilibrio, definido pelo anulamento do 1° membro de ambas
as equacgoes, que implica P = Py (movimento retilineo uniforme) e L’ = L; (rotacdo uniforme),
ambos constantes. Na pratica tomamos em geral Py = Ly = 0, correspondendo a um corpo em
repouso; neste caso temos equilibrio estatico.

Temos portanto como condicoes necessarias e suficientes de equilibrio de um corpo rigido
que a resultante das forgas externas se anule e que a resuifante dos torques externos em relacao
ao CM se anule. Mas ja vimos (pg. 238) que, quando a resultante das for¢as externas € nula, o
torque resultante é independente do ponto em relacac ao qual é calculado. Logo, podemos
reformular as condicoes de equilibrio como:
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F=) F=0
T:zI‘Ti:O

!

(12.8.3)

onde suprimimos a notacao "(ext)", entendendo-se que as forgas consideradas sdao externas.
Assim, para o equilibrio de um corpo rigido, é necessdrio e suficiente que se anulem a resultante
das forcas externas e o torque resultante em relacdo a um dado ponto, que pode ser escolhido
arbitrariamente.

Como cada vetor tem 3 componentes cartesianas, as (12.8.3) representam em geral um
sistema de 6 equacdes escalares simultadneas. Um caso particular mais simples é o de forgas
coplanares, ou seja, quando as forgas externas atuam no mesmo plano (que podemos tomar
como plano (xy)). Neste caso, o equilibrio ¢ um caso particular do movimento plano (Se¢.
12.3), e as (12.3.3) e (12.3.4) mostram que as condi¢des de equilibrio se simplificam, reduzindo-
se as 3 equagoes escalares

F, =0, F, =0, 1,=0 (12.8.4)

Dois sistemas de forgas dizem-se equivalentes quando tém a mesma resultante € 0 mesmo
torque resultante em relagdo a qualquer ponto (para isto, pela (11.5.23), basta que tenham
mesmo torque resultante em relacdo a um dado ponto). Logo, para verificar se um corpo
rigido estd em equilibrio sob a¢do de um dado sistema de for¢as, podemos substitui-lo por
qualquer sistema equivalente, o que ¢é utilizado para simplificar o problema.

Exemplo: Centro de gravidade

Vimos as pgs. 259-260 que, para um sistema
qualquer de particulas, o torque das for¢as gravi-
tacionais (forcas-peso) em relacdo a um ponto -P -P
arbitrdrio ¢ o mesmo que se a resultante das forcas-
peso que atuam sobre todas as particulas do sistema
estivesse aplicada no CM. Logo, o sistema de forcas-
peso é equivalente & resultante (peso do corpo)
aplicada no CM, que é também o centro de gravidade.
Este resultado é a base de um método pratico de - —
determinacio do centro de gravidade de um corpo 184 12:45 Determinagio do centro de
(Fig. 12.45). gravidade. .

Se o corpo é suspenso por um de seus pontos, na posi¢ao de equilibrio € preciso que a
tensido - P do fio de suspensao tenha mesma linha de agcdo que a forga-peso P do corpo
aplicada no centro de gravidade G (porque ndo apenas a resultante, mas também o torque
resultante dessas duas forcas deve ser nulo). Logo, o prolongamento do fio (vertical pelo
ponto de suspensdo) passa por G, e basta suspender o corpo de dois pontos diferentes para
determinar o centro de gravidade, como ponto de intersecao das duas verticais que passam
pelos pontos de suspensao.

Em geral, ao estudar o equilibrio de um corpo rigido sob a acao de um dado sistema de
forcas, temos de considerar os pontos de aplicagao das forgas, porque, se deslocarmos 0s
pontos de aplicagdo, embora isto ndo altere a resultante, pode alterar o torque resultante.
Entretanto, pela (11.3.6), o torque ndo se altera se deslizarmos a for¢a ao longo de sua linha de
acdo, pois isso ndo altera o brago de alavanca. Por isto, as vezes se diz que for¢as aplicadas a
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P

Figura 12.46 Resultante de duas forcas.
Alavanca:
—F,-F,=—-R

re— |—we———— 2———‘

ﬁﬂ“@‘%

F Y

8

Figura 12.47 Equilibrio da alavanca.

um corpo rigido sdo “vetores deslizantes”, pois obte-
mos um sistema de forgas equivalente deslizando
forgas ao longo de suas linhas de acdo. Assim, se as
linhas de acdo das duas for¢as F, e F,, aplicadas nos
pontos A e B (Fig. 12.46), sdo concorrentes, podemos
substitui-las pela resultante R = F; + F,, aplicada no
ponto P de intersec¢ao das duas linhas de acao,
obtendo um sistema equivalente.

Neste caso, as for¢as que atuam (desprezando o
peso da alavanca) sao os pesos F; e F,, suspensos nas
extremidades, e a reacdo - R no ponto de apoio O.
Para equilibrio, devemos ter

-R+F, +F, =0 (12.8.5)

e, tomando torques em relacao ao ponto de apoio,

F _d
Fd -Fdy=0 { |-2=-1 12.8.6
11 22 { F1 d2 ( )

0 que da a vantagem mecanica da alavanca.

A d O d»
Fll l
R”F1+F2

B
}Fz

Figura 12.48 Resultante.

Ao mesmo tempo, como - F equilibra a resultante
das forgas paralelas Fy e F,, vemos que o sistema de
duas forgas paralelas F, e F,, aplicadas nos pontos A
e B de um corpo rigido é equivalente a resultante R =
F; + F, aplicada no ponto O, interno ao segmento AB
', que divide esse segmento na razio dada pela (12.8.6)
(composi¢ao de forgas paralelas). No caso particular

da forga-peso, O € o centro de gravidade do sistema. Se tivermos mais de duas forcas paralelas,

podemos ir compondo-a duas a duas.

Exemplos

Figura 12.49 Equilibrio de um mastro.

1) Consideremos a estrutura ilustrada na figura
12.49: um mastro pesado AB, de peso P, esté pre-
S0 a uma parede por uma articulacao A e € man-
tido suspenso na horizontal por um fio BC de
massa desprezivel, preso a parede em C. Além
da forca-peso P, atuam sobre o mastro a tracao
F,, dirigida ao longo do fio esticado, que faz um
angulo o com a horizontal, e a rea¢ido F; na
articulacdo. O problema é determinar F, e F,.

A forc¢a-peso P esta aplicada no centro G do
mastro. Tomando torques em relacao a A, as (12.8.4)
dao (I sendo o comprimento do mastro):

2

P +IFy, =0 { By =% (12.8.7)
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Fy,+F,~P=0 { F, :P—Fzyzg (12.8.8)
P
F,+E,=0 { F,=-F,= 5 cotg o (12.8.9)

pois Fy,/Fy, = cotg o.. As (12.8.7) a (12.8.9) determinam todas as componentes de Fy e F..

A solucao mostra que a linha de a¢ao de F, aponta para o ponto D, interseccdo com o fio
dalinha de acao da forg¢a-peso P (F; também forma um angulo o com a horizontal). Poderiamos
ter previsto este resultado, pois F,, F, e P sdo vetores deslizantes e devem ter resultante nula,
formando portanto um "poligono de for¢as" fechado; no caso, € um tridngulo isdsceles,
indicado em linha interrompida, com origem em G, na figura 12.49. O problema poderia ter
sido resolvido graficamente, a partir destas consideracoes.

2) Consideremos um corpo pesado que se sustenta
num plano horizontal, sobre varios pontos de
apoio (como uma mesa). As reagoes nos pontos T
de apoio sdo todas verticais. E facil ver, com- ?P 5
pondo-as duas a duas (pg. anterior), que a R "‘\TR;
resultante R dessas forcas paralelas estd aplicada ' ORPs .~
num ponto O interno ao “poligono de sustenta- | 4 —------
¢ao” cujos vertices sao os pontos de apoio (Fig.
12.50). Como R tem de equilibrar a for¢a-peso,

aplicada no centro de gravidade, a condicao de equilibrio é que a linha da acao da forca-
peso {vertical pelo centro de gravidade) passe por dentro do poligono de sustentacao.

Figura 12.50 Poligno de sustentacao.

Se quisermos determinar as reacoes nos pontos de apoio, isto é facil para 3 pontos de
apoio, porque as (12.8.3) dao 3 equacgoOes escalares (verifique!), mas o problema se torna
indeterminado para mais de 3 pontos de apoio, porque o numero de incognitas é superior ao
numero de equacoes (sabemos que bastam 3 pés para sustentar uma mesa). Analogamente,
se 0 mastro do exemplo 1 for cimentado a parede no ponto A, o que permitiria sustenta-lo
sem o auxilio do fio, torna-se impossivel determinar a tracao no fio a partir das equacoes de
equilibrio de um corpo rigido.

Problemas deste tipo chamam-se “estaticamente indeterminados”, e a razao das
dificuldades € a hipdtese idealizada de que se trata de corpos rigidos. Na realidade, as reacoes
sao determinadas pelas deformacoes eldsticas que se produzem nos pontos de apoio, e seria
preciso conhecer as propriedades eldsticas dos materiais para obter as forcas de reagdo
produzidas.

PROBLEMAS DO CAPITULO 12

1.  Demonstre o seguinte teorema dos eixos perpendiculares: O momento de inércia de uma
placa (lamina delgada) plana de forma arbitraria em relacao a um eixo Oz perpendicular
a seu plano, com a origem O no plano da placa, é a soma dos momentos de inércia da
placa em relagao aos eixos Ox e Oy, que formam com Oz um sistema de eixos ortogonais.
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Como aplicacao do teorema dos eixos perpendiculares (Probl.1), calcule: (a) O momento
de inércia de uma placa retangular homogénea de massa M e lados ae b em relacdo a um
eixo perpendicular a seu plano, que passa pelo centro da placa. (b) O momento de inércia
de um disco circular de massa M e raio R, em torno de qualquer um seus didmetros.

Calcule o momento do inércia de uma lamina homogénea de massa M em forma de anel
circular, de raio interno ry e raio externo r,, (a) Em relacdo a um eixo perpendicular ao
plano do anel, passando pelo seu centro. (b) Em relacao a um diametro do anel. Verifique
o resultado, nos casos limites de um disco e de um aro circular.

Calcule o momento de inércia de um cubo homogéneo de massa M e aresta a, em relacao
a um diametro (eixo que passa pelos centros de duas faces opostas).

Calcule o momento de inércia de um cone circular reto homogéneo, de massa M e rajo
da base R, em relacao ao eixo do cone. Sugestao: Considere o cone como uma pilha de
discos circulares de alturas infinitésimas e raios decrescentes.

Uma porta de 15 kg e 70 cm de largura, suspensa por dobradicas bem azeitadas, estd
aberta de 90°, ou seja, com seu plane perpendicular ao plano do batente. Ela leva um
empurrao na beirada aberta, com impacto equivalente ao de uma massa de 1 kg, com
velocidade de 2,5 m/s. Quanto tempo ela leva para fechar-se?

Uma mesa de coquetel tem um tampo giratorio, que é uma tabua circular de raio R e
massa M, capaz de girar com atrito desprezivel em torno do eixo vertical da mesa. Uma
bala de massa m << M e velocidade v, disparada por um convidado que abusou dos
coquetéis, numa direcao horizontal, vai-se encravar na periferia da tabua. (a) Qual é a
velocidade angular de rotacdo adquirida pela tabua? (b) Que fragcdo da energia cinética
inicial é perdida no impacto?

Um al¢apao quadrado, de lado a e massa M, esta levantado verticalmente, em equilibrio
sobre as dobradigas, quando é levado a cair por uma ligeira trepidacao. Desprezando o
atrito, que velocidade angular tera adquirido ao bater no chao?

Calcule o efeito da massa M da polia, de raio R,
sobre o sistema do Cap. 4, Probl. 12 (fig.): a massa
m, que desliza sem atrito, esta ligada a massa m
suspensa m’ pelo fio que passa sobre a polia.
Determine (a) a aceleracdo a do sistema; (b) as
tensoes T e T" nos fios ligados a me n'.

7R
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10.

11.

12.

13.

14.

Um bloco de massa m, que pode deslizar com
atrito desprezivel sobre um plano inclinado de
inclinacdo 6 em relacao a horizontal, esta ligado
por um fio, que passa sobre uma polia de raio R
e massa M, a uma massa m’ > m suspensa (Fig.).
O sistema € solto em repouso. Calcule, por
conservacdo da energia, a velocidade v de m’
apos cair de uma altura h.

Prende-se ao teto a ponta de uma fita metrica leve,
enrolada num estojo circular de massa m e raio
r, e solta-se o estojo em repouso (Fig.). (a) Calcule
a aceleracao linear do estojo. (b) Calcule a tensdo
da fita. (c) Calcule a velocidade linear do estojo
depois que um comprimento s da fita se
desenrolou. Verifique a conservacao da energia.

Uma fita leve esta enrolada em volta de um disco
circular de massa m e raio r, que rola sem deslizar
sobre um plano inclinado aspero de inclinacdo
0. A fita passa por uma roldana fixa de massa
desprezivel e estd presa a um corpo suspenso de
massa m’ (Fig.). Calcule (a) a aceleracdo a da
massa m’ (b} a tensdo T na fita.

.Uma haste metdlica delgada, de comprimento d

e massa M, pode girar livremente em torno de
um eixo horizontal, que a atravessa perpendi-
cularmente, a distincia d/4 de uma extremidade.
A haste ¢ solta a partir do repouso, na posi¢ao
horizontal. (a) Calcule o momento de inércia I da
haste, com respeito ao eixo em torno do qual ela
gira. (b) Calcule a velocidade angular o adquirida
pela haste apoés (Fig.) ter caido de um dngulo 6,
bem como a aceleracao angular .

Uma roda cilindrica homogénea, de raio R e
massa M, rola sem deslizar sobre um plano hori-
zontal, deslocando-se com velocidade v, e sobe
sobre um plano inclinado de inclinacao 6, con-
tinuando a rolar sem deslizamento (Fig.). Até que
altura h o centro da roda subira sobre o plano
inclinado?




286

Capitulo 12 — DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Uma bola homogénea de raio r rola sem deslizar desde o topo de um domo hemisférico
de raio R. (a) Depois de percorrer que dngulo 8 em relacio a vertical a bola deixard a
superficie? (b) Com que velocidade v isso acontece?

Um ioi6 de massa M, raio interno r, raio externo
R e momento de inércia Iy em relagdo a seu
centro de massa, € puxado pelo fio enrolado em F
seu eixo central, de forma a rolar sem desli-

zamento sobre uma mesa horizontal, através de R ﬂ
uma for¢a F que faz um adngulo ¢ com a horizon- ‘ Vh
tal (Fig.). (a) Que condicdo deve ser satisfeita por
F = |F| para que o i0oi6 permaneca em contato
com a mesa? (b) Calcule a aceleracao angular o SRR TRRTRRRRY
do i0i0. (c} Mostre que existe um angulo critico

¢ tal que, conforme a magnitude de ¢ em relagao
a o, 0 fio se desenrola ou enrola, e 0 i0i0 avanga ou recua. Que acontece para ¢ = ¢,?

Uma bola de boliche esférica uniforme é lancada, com velocidade inicial v, horizontal e
sem rotagdo inicial, sobre uma cancha horizontal, com coeficiente de atrito cinético ..
(a) Que distancia d a bola percorrera sobre a prancha até que comece a rolar sem deslizar?
(b) Quanto tempo t depois do langamento isso ocorre? (¢} Qual é a velocidade v da bola
nesse instante?

Um giroscopio, constituido por um disco de 5 ¢cm de raio, colocado no centro de uma
haste de 10 cm de comprimento e massa desprezivel, gira em torno do seu eixo a 1.500
rpm. Ele € colocado com seu eixo horizontal e um extremo apoiado num suporte (Fig. da

ZAY M A1 PN I L

pg. 271) Calcule a velocidade angular de precessao €, em rpm.

Um pido conico homogéneo de massa M tem raio da base R e altura h. (a) Calcule a
posi¢ao do centro de massa do pido. (b) Com o auxilio do resultado do probl. 5, calcule a
velocidade angular Q de precessio regular do pido quando ele é colocado em rotacdo
rpida, de velocidade angular o em torno do seu eixo, com a ponta apoiada no chao. (c)
Se o pido precessiona com seu eixo inclinado de 8 em relacdo a vertical, qual é a for¢a
horizontal de reacao F exercida sobre seu ponto de apoio? (d) Calcule Q e |F| para M =
300g, R=4cm, h=12 cm,

Calcule a magnitude da forca F horizontal que é
preciso aplicar, em direcdo ao eixo O, para
conseguir que um tambor cilindrico, de massa
M eraio R, suba um degrau de altura d < R (Fig.).
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21.

22.

23.

Uma escada uniforme, de comprimento | e massa M, apoiada sobre o chdo, com coeficiente
de atrito estatico U, estd encostada a uma parede lisa (atrito desprezivel), formando um
angulo 8 com a parede. Para que dominio de valores de 6 a escada ndo escorrega?

Qual € a distancia d maxima que um homem de massa m pode subir ao longo da escada
do Probl. 21, sem que a escada escorregue?

Empilham-se N blocos idénticos, de compri-
mento | cada um, sobre uma mesa horizontal. .
Qual é a distancia d maxima entre as extre- E
midades do ultimo e do primeiro bloco (Fig.) para L
que a pilha nao desabe? Sugestdo: Considere as | 5
condicdes de equilibrio, sucessivamente, de cima | |
para baixo. Faca a experiéncia! (use blocos de S = <
madeira, livros, tijolos, dominds, ... idénticos). . .

i«—d;u
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Capirulo ] 3

FORCAS
DE INERCIA

13.1 — A transformacao de Galileu

Todo o nosso tratamento da mecénica até aqui pressupds o emprego de referenciais
inerciais (pg. 68). Na pratica, temos fregiientemente de lidar com referenciais ndo-inerciais: a
propria Terra s6 pode ser tomada como um referencial inercial na aproximacgao em que sio
despreziveis os efeitos de sua rotacdo em torno do eixo. No presente capitulo, vamos estudar
0 que acontece com as leis da mecanica em referenciais ndo-inerciais.

O problema geral a ser tratado é o da passagem de um referencial inercial, que
designaremos sempre por S, a outro referencial S’, em movimento em relacdo a S.

z

(S)

X

Figura 13.1 Referencial concreto.

Um referencial deve ser visualizado em termos
bem concretos: por exemplo, trés barras rigidas,
definindo um sistema cartesiano de eixos, que podem
ser tomadas de comprimento unitario, para medida
das coordenadas, e um reldgio, para medida de tempo
(Fig. 13.1).

Consideremos em primeiro lugar o caso em que
S’ se move em relagdo a S com movimento retilineo
uniforme de velocidade V na dire¢ao x. Neste caso, a
lei da inércia permanece valida em relacdo a S/, e
devemos esperar que S’ também seja inercial (pg. 68).
Qual ¢ a relacdo entre as coordenadas de um ponto

num dado instante em S e os valores correspondentes em S'?

’

Yy Y
) Y
<—Vt—m-><—x'—>§
¥ v| e
O] y o A,

N
[N
~

Figura 13.2 Mudanca de referencial.

Para simplificar, vamos supor que os dois
referenciais coincidem no instante inicial (o que
sempre pode ser obtido por translacao da origem e
rotacao de eixos num dos referenciais).

A relagao entre as coordenadas de um ponto P
num dado instante em S e S’ é baseada na seguinte
hipotese implicita na mecanica cldssica (prerela-
tivistica): o movimento retilineo uniforme nio afeta a
marcha de um reldgio, nem as unidades de compri-
mento (réguas) empregadas para medir as coor-
denadas. Note-se que tanto o "relégio” como a "ré-
gua" foram definidos (Segs. 1.5, 1.7) em termos de

fendmenos fisicos, tais como o periodo e o comprimento de onda da luz emitida por atomos,



13.1 — A TRANSFORMACAQ DE GALILEU 289

de forma que a hipdtese acima estd sujeita a comprovacdo experimental, pelo menos em
principio. Para velocidades nao-relativisticas (digamos, < 10% da velocidade da luz), as quais
estamo-nos limitando, essa hipotese € uma excelente aproximacao.

Nestas condi¢Oes, conforme mostra a figura 13.2, a transformacéao de S para S’ consiste,
no instante t, apenas de uma translacao espacial de Vt ao longo de x:

x'=x-Vt
vi—vy 7' — 7 121 1)
¥ y z 4 (TN P
t'=t

A (13.1.1) € conhecida como transformacado de Galileu especial.

A partir da {13.1.1), obtemos imediatamente, por derivacdo em relacao ao tempo, as leis
de transformacao da velocidade e da acelera¢do de uma particula, na passagem de Sa S”:

v, = Z)t‘, z%_ —v, —V; Vi =v,; Vi=v, (13.1.2)
2 2
;=C;;2 =°;T’2‘=ax; ay=a,;  a=a, (13.1.3)

mostrando que as componentes da aceleracao nao se alteram.

E imediata a extensdo destes resultados ao caso
geral, em que S se move em relacao a S com movi-
mento retilineo uniforme numa direcdo qualquer do
espac¢o (Fig. 13.3). Tomando novamente o0s eixos
paralelos (outra orientacdao sé diferiria por uma
rotacdo espacial) e as origens coincidentes no ins-
tante inicial, a transformacgao corresponde, no instan-
te f, a uma translagao espacial de Vt, onde V é o vetor
velocidade de $’ em relacdo a S. Logo, a generaliza-
caoda(13.1.1) é

, : Figura 13.3 Transformacao de Galileu geral.
=r-Vt gu : 8
r=r (13.1.4)

=t

o que define a transformacao de Galileu geral. Interpretando r como vetor deslocamento de
uma particula em movimento em relacao a S, as relacoes entre as componentes da velocidade
da particula em S e S’ se obtém, como as (13.1.2), derivando as componentes das (13.1.4) em
relacdo ao tempo, o que da

r o LA
vi=v, -V, vy =v, -V, v,=v, -V,

ou seja, | vi=v-V (13.1.5)

0 que corresponde a (3.9.2) (velocidade relativa). Derivando novamente em relacao ao tempo,
obtemos para a aceleracao o mesmo resultado da {(13.1.3):

a’'=a (13.1.6)

ou seja, a aceleracao em relacdo a S’ € a mesma que em relacdo a S.
Como fica a 22 lei de Newton no referencial $’? Novamente faz-se uma hipotese, que era
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tacita até que Einstein chamou a atencao sobre ela, a saber, que a massa inercial de uma
particula em relacdo a S’ € a mesma que em S:

(13.1.7)

Como as demais hipoteses mencionadas acima, trata-se de uma excelente aproximac¢ao
para velocidades nao-relativisticas (<< c).

Que acontece com as forcas? As forcas de interagao entre particulas consideradas até
aqui sd dependem basicamente das distancias mufuas entre as nar‘hmlaq Com efeito, isto

acontece para:

1) A interag¢do gravitacional entre particulas situadas (num dado referencial) nas posicoes
r; e r,, que depende de (cf (5.1.1))

o = |r‘2 - r1| (13.1.8)

2) Forgas de contato;

3) Forga elastica (cf. (5.2.1)), que depende do deslocamento relativo a posi¢ao de equilibrio.
Como a transformacdo de Galileu (13.1.4) equivale a cada instante a uma translacao
espacial, ela nao altera as distancias mutuas:

=5 - | =|r - | =1, (13.1.9)

Logo, as forcas de interacao também nao se alteram:

F’F (13.1.10)

As (13.1.6), (13.1.7) € (13.1.10) implicam que, em ', a 22 lei de Newton (4.3.3) tem a forma

(13.1.11)

ou seja, tem a mesma forma que em S, 0 que se exprime dizendo que a 2? lei de Newton é
covariante por transformacées de Galileu.

Como a 22 lei € o principio fundamental da dindmica, concluimos que as leis da Mecanica
Newtoniana sdo as mesmas em qualquer referencial inercial. A preservacao da lei da inércia,
que define esses referenciais (pg. 68), € um caso particular.

E um fato experimental que um referencial ligado as estrelas fixas €, com excelente
aproximacdo, um referencial inercial (pg. 68). O mesmo vale, portanto, para a infinidade de
referenciais possiveis em movimento retilineo uniforme em relacio a esse. E impossivel detetar
o movimento retilineo uniforme em relacdo a um referencial inercial pelo seu efeito sobre as
leis da Mecanica. Naturalmente, podemos deteta-lo pelas mudancas que produz em posi¢oes
e velocidades relativas, mas nao existe nenhuma lei da Mecanica que diga respeito a estes
parametros. Eles desempenham o papel de condi¢es iniciais, que sao arbitrarias.

Assim, o movimento de translagao do Sistema Solar, com velocidade da ordem de 200
Km/s (pg. 209), ndo afeta as leis da Mecanica verificadas num laboratdrio terrestre. O mesmo
ndo se aplica ao movimento de rotagdo da Terra em torno do eixo, que pode ser detetado por
experiéncias de mecénica, conforme ja vimos no caso do giroscopio (pg. 278) e veremos
também ao discutir a experiéncia do péndulo de Foucault.

A validade das leis da mecanica em qualquer referencial inercial, e a consequente
impossibilidade de detetar o movimento retilineo uniforme em rela¢do a um sistema inercial
pelo seu efeito sobre essas leis, corresponde ao que se chama o principio de relatividade de
Galileu.

Como vimos (pgs. 40-41), Galileu utilizou este argumento em sua defesa do sistema
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heliocéntrico, refutando as objectes dos partidarios
de Ptolomeu. Assim, na aproximacao em que a
vizinhang¢a da superficie da Terra pode ser tratada
como um referencial inercial, decorre das leis da
mecanica que uma pedra solta em repouso cai
verticalmente (com aceleracao g). Galileu afirmou que,
com as mesmas condi¢oes Iniciais (pedra solta em
repouso), isto continua valendo a bordo de um navio
em movimento: a pedra solta do topo do mastro cai ao pé do mastro. Do ponto de vista de um
observador no cais, a pedra descreve uma parabola (Fig. 13.4}, porque tem inicialmente a
velocidade horizontal do navio. Isto ilustra o fato de que a forma da trajetéria ndo é uma lei
fisica, pois depende de condigdes iniciais, que ndo sdo as mesmas vistas de S e . Entretanto,
tanto o observador no cais como um a bordo do navio concluiriam que a for¢a atuante sobre
a pedra € mg, o que corresponde a uma lei fisica (forma aproximada da lei da gravitagao
universal na superficie da Terra). No “Dialogo sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo”,
Galileu escreveu o seguinte:

Figura 13.4 Argumento de Galileu.

“SALVIATI... Encerre-se com um amigo na cabine principal sob o convés de um navio grande,
levando consigo moscas, borboletas e outros animaizinhos voadores. Leve também um grande
aquario com alguns peixes, pendure uma garrafa pingando gota a gota num recipiente largo
debaixo dela. Com o navio parado, observe cuidadosamente como os animaizinhos voam
com a mesma velocidade em todas as dire¢ées na cabine. Os peixes nadam indiferentemente
em todas as diregoes; as gotas caem no recipiente em baixo da garrafa; e, ao jogar algo a seu
amigo, ndo é preciso jogar com mais for¢a numa direcdo do que em outra, as distadncias
sendo iguais; ao saltar de pés juntos, vocé atravessa distincias iguais em qualquer direcio.
Depois de observar cuidadosamente todas essas coisas (embora nio haja duvida de que tém
de ocorrer desta forma com o navio parado), faga o navio deslocar-se com a velocidade que
quiser, contanto que o movimento seja uniforme e nao flutue para um lado ou outro. Vocé nao
percebera a minima alteracao em qualquer dos efeitos mencionados, e serd impossivel dizer
por qualquer um deles se o navio estd parado ou em movimento. Ao pular, vocé atravessara
no chdo as mesmas distancias que antes, e nao dara saltos maiores para a popa do que para
a proa, mesmo que o navio esteja-se movendo rapidamente, apesar do fato de que, durante o
seu tempo de permanéncia no ar, o chao debaixo de seus pés se esteja deslocando em sentido
oposto ao de seu salto.

Ao jogar algo a seu companheiro, vocé nao precisara de mais forca para atingi-lo se
estiver em sua frente em direcdo a proa ou a popa. As gotas continuarao caindo no recipiente
de baixo sem tender em direcao a popa, embora permanecam no ar durante o deslocamento
do navio. Os peixes na dgua nadarao para a frente do aqudrio sem fazer mais esfor¢o do que
para tras, e se dirigirdao com igual facilidade para iscas colocadas em qualquer dire¢do na
beira do aquario. Finalmente, as borboletas e moscas continuarao voando indiferentemente
para todos os lados, e jamais sucedera que se concentrem do lado da popa, como se cansadas
de acompanhar a marcha do navio, do qual estiveram separadas por longos intervalos,
sustentando-se no ar...

SAGREDO. Embora ndao me tenha ocorrido testar essas observagdes enquanto viajava,
estou certo de que ocorreriam da forma que vocé descreve. Como confirmacdo disto, recordo-
me de ter-me encontrado muitas vezes em minha cabine sem saber se o navio estava em
movimento ou parado; e as vezes, por um capricho, imaginei que estivesse a mover-se num
sentido quando seu movimento era o oposto”.



292 Capitulo 13 — FORCAS DF INERCIA

m m . > O principio de relatividade de Galileu desem-
— - - . s .

_O» <O_ penhou um importante papel heuristico na formula-

v v v cao dos principios da teoria das colisoes, feita por

(a) (b) Huygens no século 17. Huygens considerou primeiro

uma colisao frontal elastica entre duas massas iguais
com velocidades opostas, + v e - v (Fig. 13.5 (a) e
argumentou que, por razdes de simetria, as particulas, ap6s a colisdo, s6 podem ter
intercambiado as velocidades, como na Experiéncia 1 da pg. 76.

Figura 13.5 Argumento de Huygens.

A seguir, considerou uma colisao idéntica num barco que se move com velocidade v em
relacdo a praia (Fig. 13.5 (b)); pelo principio de relatividade de Galileu, o resultado da colisdo
dentro do barco é o mesmo. Visto da praia, porém, o processo equivale a colisdo de uma
massa de velocidade 2v, com uma massa idéntica em repouso, levando novamente a um
intercambio de velocidades. Huygens obtém assim, por uma mudanca de referencial, o
resultado da Experiéncia 2 da pg. 75. Casos mais gerais foram tratados por ele de forma
analoga.

Note-se que a passagem de (a) para (b) corresponde a transformacao do referencial do
CM para o referencial do laboratério (pg. 178). Ja vimos na teoria das colisoes (Se¢. 9.6) que a
passagem ao referencial do CM simplifica consideravelmente o tratamento de um processo
de colisdo. Este é um exemplo de como se pode utilizar a-equivaléncia entre referenciais
inerciais para escolher um referencial que leva a uma descrigao mais simples.

13.2 — Referencial acelerado e forcas de inércia

Consideremos agora o que acontece quando passamos de um referencial inercial S para
um referencial S’ em movimento retilineo uniformemente acelerado em relagdo a S.

O vetor de posicao r’ de uma particula P em
relacdo a S’ esta relacionado com o vetor r corres-
pondente em S por (Fig. 13.6)

r'=r-ry (13.2.1)

onde ro = 00’ é 0 vetor de posicdo da origem O’ de
S"em relacao a S. Se A é a aceleracdao do movimen-
to retilineo uniformemente acelerado de S’ em rela-

N cao a S e Vya velocidade inicial (supondo novamente
Figura 13.6 Referencial acelerado. ry =0parat=0), a(3.5.9) dd
ro = Vot + %Atz (13.2.2)
de modo que a (13.2.1) fica
’ 1 2
r :r—VOt—EAt (13.2.3)

e supomos sempre t’ = t. A transformacao de Galileu (13.1.4) é um caso particular, com A = 0.
Derivando em relacdo a t, obtemos a lei de transformacao das velocidades

|V'=v-V,-At| (13.2.4)

que também decorre das (3.9.2) e (3.5.8). Derivando novamente em relacdo a t, obtemos
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a’=a-A (13.2.5)

de modo que a aceleragdo de uma particula em relacdo a S’ difere de sua aceleracao em
relagcdo a S pelo termo constante - A, onde A é a aceleracdo de S’ em relacdo a S.

A cada instante, a (13.2.3) continua sendo uma translacdo espacial, de modo que as
distdncias mutuas entre particulas continuam inalteradas. O mesmo vale portanto (cf. (13.1.10)
para as forc¢as de interacao entre particulas:

F'=F=ma (13.2.6)
mas agora, pela (13.2.5), temos az a”:
a=a’+A { [F=ma’+mA (13.2.7)

Logo, a 27 lei de Newton nao é valida num referencial ndo-inercial S’, em movimento retili-
neo uniformemente acelerado em relagcdo a um referencial inercial S. Aparece um termo novo
mA, proporcional a massa inercial da particula e com dimensoes de uma for¢a, mas que ndo
corresponde a nenhuma forga fisica, resultante da interagdo entre particulas.

Entretanto, estamos tao acostumados a interpretar aceleracdes em termos de forcas que
se convencionou reescrever a (13.2.7) sob a forma

ma’=F*=F - mA = F+F, (13.2.8)
onde F, =-mA (13.2.9)

€ chamado de forca de inércia, em contraposicao a “forca verdadeira” F. Note a troca de sinal:
a forga de inércia é - mA!

Exemplo : Consideremos um foguete suspensc no espaco interplanetario, longe de outros
corpos, de forma que forgas gravitacionais sejam despreziveis: F = 0 ; nessas condi¢des, ele é
com muito boa aproxima¢ao um referencial inercial. Suponhamos agora que os jatos sejam
ligados, imprimindo ao foguete uma aceleracdo A. A (13.2.8) d4 entdo

ma’=F, =-mA (13.2.10)

como equag¢do de movimento de uma particula de massa m no referencial do foguete.

Uma tal particula parecerd portanto estar sujeita a um campo uniforme de forcas, que
sdo de origem inercial. Em particular, para A = g, teriamos uma perfeita simulacao do campo
gravitacional proximo a superficie da Terra, embora ndo exista nenhum corpo exercendo
uma atragao gravitacional. Entretanto, para um observador dentro do foguete, tudo se passa
como se existisse: um objeto solto em repouso “cai” com aceleragdo a’ = ~ g. Para um
observador inercial externo, ¢ o foguete que “sobe” com acelera¢ido g em direcio ao objeto.

Estes efeitos nos sdo familiares pelas sensacoes experimentadas num elevador quando

cional terrestre e a {(13.2.8) fica
e caso, atua também o Campo gr‘avuauuual LEITESIIE € d (10.2.0) Tia

ma’=mg+F, =m(g-A) (13.2.11)

onde g aponta para baixo. Assim, se o elevador esté acelerando para cima, |g- A| > g e nossocs
pés sdo premidos com mais for¢a no chao, como se nosso peso tivesse aumentado. Se o
elevador acelera na descida, |g - A| < g e temos a sensacao de que o peso diminui. Se o cabo
do elevador se rompe e ele entra em queda livre (A = g), a (13.2.11) da

ma’ =0 (13.2.12)
e 0 passageiro tem (enquanto sobrevive!) a sensacdo da “falta de peso”. Nessas condicoes, o
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elevador simula um referencial inercial: um corpo solto no ar, em repouso dentro dele,
permanece em repouso, flutuando no ar. Naturalmente, para um observador inercial externo,
isto se deve ao fato de que tanto o corpo como o elevador estdo em queda livre, tendo portanto
a mesma aceleracao com respeito ao observador.

D

Lua ~__~ Lua Em “Da Terra a Lua”, de Julio Verne, os passa-
geiros da cdpsula flutuam livremente apenas ao atingir
\/ ponto (Fig. 13.7 (a). Na realidade, como a capsula era
um missil propelido somente pela carga inicial, os
passageiros estariam no analogo do elevador em
“queda livre” desde o inicio da viagem, ou seja,
flutuariam todo o tempo (Fig. 13.7 (b). Hoje em dia, os
efeitos da “falta de peso” numa cdpsula espacial em
orbita livre (com jatos desligados) sao familiares a
todos, através das imagens de televisao transmitidas
Figura 13.7 O erro de Jilio Verne. .

A (13.2.8) e 0s exemplos acima mostram que, se
medirmos as forgas pelas aceleragoes que provocam, ndo ha diferenca entre o efeito de uma
forga inercial e o de uma for¢a verdadeira. Na Seg. 4.1, porém, definimos um método estdtico
de medir forcas, pelas disten¢oes que provocam em molas calibradas. Sera possivel, utilizando
este método, distinguir entre uma forga inercial e uma forca verdadeira?

Voltemos ao exemplo do foguete que “sobe” no

é} A espaco interestelar com aceleracdo A = g e supo-

= |T nhamos que se tenha uma massa m suspensa do teto
-
(89

z

o ponto da trajetoria em que as forgas de atracao da
Terra e da Lua se compensam, mas sofrem o efeito
gravitacional dominante de um dos dois fora desse

% pelos astronautas. Note que este conceito “peso nulo”
concorda com a definicao de peso dada a pg. 65:
nessas condigoes, ndo € preciso aplicar forca nenhuma

(m (b}~ Terra coe preciso ap ‘ orcane
para manter um corpo suspenso livremente.

\

da capsula espacial por uma mola, como na “balanca
de mola” da pg. 65. Vista de um referencial inercial S

(Fig. 13.8), a massa m, soliddria com a capsula, tem

uma aceleracdo a = g. A unica forca verdadeira que

(S)

y
/ 0 age sobre ela € a tensao T da mola. Logo, pela 22 lei,
x T=mg (em S) (13.2.13)
Figura 13.8 Balanca de mola em Vista de S’, a massa m esta em equilibrio (a’ = 0)
referencial acelerado. sob a acdo de T e da for¢a de inércia:
0=T+F =T-mg (em S) (13.2.14)

Logo, a forca de inércia, medida pela elonga¢do da mola, também néo se distingue de
uma forca-peso verdadeira. As forgas que sentimos quando um carro freia bruscamente nao
se diferenciam das que seriam provocadas por um empurrio.

Estas consideracdes tém uma aplicacao prdtica nos acelerémetros, instrumentos que
permitem medir uma aceleracdo através das forgas inerciais que provoca. Consideremos,
por exemplo, um péndulo suspenso do teto de um vagao de trem.

Enquanto o trem estd em movimento uniforme, o péndulo permanece vertical (Fig. 13.9

(a)). Se o trem acelerar uniformemente com aceleracdo A, o fio passa a formar um angulo 8
com a vertical. Em S, temos T + mg = mA (Fig. 13.9 (b)). Em ', o péndulo estd em equilibrio
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sob a a¢ao da forca-peso mg, da tensao Dy ,
do fio T e da forca de inércia- mA: T +
mg-mA =0 (Fig. 13.9(c)). O dngulo 0 é A T
dado por (verifique!)
tgb=mA/mg=A/g (13.2.15) " m
de modo que a aceleracdo A é medida me mgy’
porA=gtg. V = const.

Dado que produzem os mesmos @) (0)

efeitos, qual é entdo, em ultima analise, Figura 13.9 Acelerometro.

a diferenca entre forcas de inércia e

forgas verdadeiras? A tnica diferenca fundamental, pelo que vimos até aqui, é que as forgas
de inércia ndo resultam da interacdo com outros sistemas fisicos, ao contrario das forcas
verdadeiras. Em particular, ndo obedecem ao principio da a¢io e reagdo: ndo hé “reacdo” a
uma for¢a de inércia. Note que as forcas de inércia sobre uma particula sdo sempre
proporcionais a massa inercial da particula, e podem ser inteiramente explicadas pela aceleracao
do referencial em que aparecem, com respeito a um referencial inercial.

13.3 — Forca centrifuga

Até aqui, consideramos somente referenciais em translagdo com respeito a um referencial
inercial. Daqui por diante, vamos estudar as for¢as de inércia que aparecem num referencial
5" em rota¢ao uniforme com respeito a um referencial inercial S. A prdpria Terra é um
referencial deste tipo; por este motivo, entre outros, justifica-se uma analise detalhada do
problema.

Seja o a velocidade angular de rotacdo de S’ em relagao a S. Para fixar idéias, podemos
imaginar S’ como uma plataforma girante — por exemplo, um carrossei.

Vamos tomar a origem das coordenadas, tanto
em S como em S’, no centro O da plataforma, o qual
permanece fixo.

Consideremos inicialmente um corpo de massa .
m em repouso em relacao a S’, que esta preso ao centro

da plataforma por um fio esticado (Fig. 13.10). Tanto /(%\ N - me
(S)

em S como em S’, a forga-peso vertical P = mg é
equilibrada pela reacao normal N =- P da plataforma.

o ) Flgura 13.10 Plataforma girante.
Em S, a unica forga horizontal que atua sobre o

corpo € a tensao T do fio. Por outro lado, a massa m em rotagdo tem uma aceleracdo centripeta,
dada pela (3.7.13):
a=-o’rr (13.3.1)
onde r é a distancia do centro O (origem) a massa m e I o vetor unitério radial nessa direcao.
Logo, em S, a 22 lei de Newton dd, como no exemplo da funda (pg. 73),
T = -ma’rr (13.3.2)
Em S, a massa m esta em equilibrio. Concluimos portanto que sobre ela atua uma forca
de inércia F;, tal que
T+F,=0 (13.3.3)

Comparando com a (13.3.2), obtemos
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F, =-ma= mo’rr (13.3.4)

in ——

Esta for¢a de inércia, que s existe no referencial S’ em rotagdo, chama-se forca centrifuga:
ela é dirigida radialmente para fora e tem magnitude mw?r = mv®/r, onde v = or é a velocidade
de rotacgao da particula.

E comum aplicar impropriamente o conceito de forga centrifuga, utilizando-o num
referencial inercial (onde ela ndo existe!). Assim, ao explicar, por exemplo, 6rbitas circulares
sob o efeito da atra¢do gravitacional, diz-se que "o corpo permanece em Orbita porque a
forga centrifuga equilibra a atragdo gravitacional”. Como a drbita é descrita num referencial
inercial, essa afirmacao nao tem o menor sentido. Ela pode ser atribuida a confusio entre
“forca centrifuga” e o produto da massa pela aceleracao centripeta (que tem sinal oposto),
que, pela 27 lei de Newton, € igual a atra¢do gravitacional numa 6érbita circular (pg. 198).

O conceito de for¢a centrifuga é ttil na andlise do processo de centrifugacao, empregado
em laboratorio para separar pequenas particulas de diferentes massas, em suspensao num
liquido, fazendo a amostra girar em altissima velocidade num rotor. O principio é o mesmo
que o da sedimentacédo sob a a¢do da gravidade, mas substituindo a aceleracdo g da gravidade
por um "campo de forgas centrifugas" com w’r >> g, 0 que aumenta enormemente a rapidez

da separacao.

13.4 — Forca de Coriolis

Na Secao precedente, estudamos a for¢a de inércia que atua sobre uma particula em
repouso no referencial girante S’, que é a forca centrifuga. Que acontece para um corpo em
movimento em S'?

Consideremos uma pessoa que caminha sobre a
plataforma girante, descrevendo um circulo de raior
em torno da origem, com velocidade {tan}gencial]

. . ” . A
constante. Introduzindo os vetores unitarios r e 8 das
direcoes radial e tangencial ao circulo (Fig. 13.10 e
Fig. 3.27), a velocidade da pessoa em S’ é v,.Vista de

S, por outro lado, a velocidade é

Figura 13.11 Movimento tangencial em Vg =Vgtar (13.4.1)

referencial girante. pois temos de acrescentar a velocidade de
arrastamento devida a rotacao da plataforma.

Se m é a massa da pessoa, a manutengdo desse movimento circular uniforme requer,
com respeito ao referencial S, uma forga centripeta dada pela (4.4.9):

mv2
- 8
r

F=

(13.4.2)

Essa forga horizontal se originard do atrito entre os sapatos do caminhante e o chio da
plataforma.

Substituindo a (13.4.1) na (13.4.2), vem

er
F=-m % +o°r+20v |¢
r

0 que podemos reescrever
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2

ma’=-m-%+r=F+F,_ (13.4.3)
r
com F,, = mo’rt + 2mov)i (13.4.4)

Na (13.4.3), a’ é a aceleracdo associada em S’ a0 movimento circular uniforme do
caminhante com velocidade vi. Logo, F, representa a forca de inércia. Pela (13.4.4), ela é a
soma da forca centrifuga {13.3.4), que atuaria mesmo sobre a pessoa em repouso, com um
termo novo, que ¢ a forga inercial devida ao movimento sobre a plataforma com velocidade
VB,

ECoriolis = mevéf‘ ‘ (13.45)

Esta nova forga inercial chama-se for¢a de Coriolis (foi obtida por Coriolis em 1835).

Vemos pela (13.4.5) que a forca de Coriolis tem as seguintes caracteristicas:

(a) Ao contrério da forca centrifuga, que é proporcional ar, a forca de Coriolis é independente
da posicao da particula.

(b) A for¢a de Coriolis é diretamente proporcional a velocidade da particula e a velocidade
angular o do referencial girante.

(¢} Aforgade Coriolis € perpendicular 3 direcao da velocidade e tende a desviar o movimento
para a direita (cf. Fig. 13.11), em relacio ao sentido de w.

Neste exemplo, supusemos que a pessoa caminha com velocidade puramente tangencial
sobre a plataforma (mov1mento circular). Vejamos agora o que acontece se a velocidade em S’
for puramente radial: v’ = v, £, ou seja, se a pessoa caminha na plataforma ao longo de um
raio, com velocidade constante v..

Embora em S’ 0 movimento seja puramente ra- V. (1 + Ar)
dial, ele tera uma componente tangencial quando visto (a) (1 + A
de S5, devido ao arrastamento. Assim, além da ¥ S
aceleracdo centripeta, existira em S também uma r(t+ Al) AP v (£)
aceleragao tangencial ag associada a esse movimento. ) /:e

H4 duas contribuicoes para a,:

() A medida quea pessoa caminha para a periferia,
vai atingindo regioes em que a velocidade
tangencial de arrastamento vy = or vai aumen-
tando. Num intervalo de tempo At, a distancia ao (b)
centro aumenta (Fig. 13.12 (a)) de Ar = r{t + Af) -
r(t), e x%aumenta em magnitude de

Avg =0(r+ Ar)- or = wAr (13.4.6)

0 que da uma contribuicao (fazendo At — 0) Figura 13.12 Movimento radial em
referencial girante.

CUOINC SN i (13.4.7)
At dt df

para a aceleracao tangencial.

(I) Durante o intervalo At, a plataforma gira de um angulo A8 = wAt mudando a direcao dev,.
Conforme mostra a Fig. 13.12 (b), Av,. = v, (t + AD) - v,() é um vetor com a direcao 6 e de
magnitude Av, = v,A6, 0 que dd uma contribuico adicional
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Av, A8

— V[' —_—
At At
igual a (13.4.7) para a aceleragao tangencial. Somando as duas contribuicoes, obtemos a
aceleracao tangencial

ov, (13.4.8)

8y =20V, =20V, (13.4.9)

pois a velocidade radial ¢ a mesmaem Se S'.

O movimento radial uniforme em S’ com velocidade v, transforma-se portanto, visto de
S, num movimento acelerado, com acelerag¢ao

a=-0’m+20v'9 (13.4.10)
onde o 1° termo é a aceleragio centripeta usual. Concluimos que, em S’, atua a forga de
inércia

F,, =—ma = mo’rt - 2mamv’8 (13.4.11)
0 1° termo é novamente a forca centrifuga e o 2° termo a forg¢a de Coriolis, que neste
caso é dada por

Feoriolis = —2mmv;é (13.4.12)

Comparando esta expressao com a (13.4.5), vemos que a for¢a de Coriolis neste caso
continua tendo exatamente as mesmas caracteristicas (a), (b) e (c) ja apontadas a pg. 297.
Note-se, em particular, que ela tende a desviar o movimento na direcao - 0, ou seja, para a
direita. Uma pessoa que procure caminhar radialmente sobre um carrossel sentira essa forga
empurrando-a lateralmente, e tera de resistir a ela para manter-se em seu curso (utilizando
novamente o atrito com o chao do carrossel).

(a) H\ Também podemos visualizar o efeito da forca de

i alio Anavor A A Al A annmtaca A

Coriolis considerando o qu€ aconiece nno cxemplo da
pg. 295, da particula de massa m presa ao centro da
plataforma por um fio esticado, se o fio se romper
num dado instante.
w
Como a tensio do fio era a unica for¢a atuante
em S, a particula, vista de S, se movera com movi-
mento retilineo e uniforme de velocidade or (Fig. 13.13
) (a)). A figura 13.13 (a) também mostra a posi¢ao do
(5"

eixo que passava pela posi¢ao inicial da particula em

O IRV SRV LN | Ll VeidvLilaGae Giiy

o
(b) M seis instantes consecutivos igualmente espagados; o
eixe, visto de S, gma com velocidade anagular @. Na

figura 13.13 (b) acima, mostramos a trajetoria da

particula vista em S, onde o eixo permanece fixo e as

r posicoes relativas da particula, com respeito a ele, fo-

0 ram transportadas da figura 13.13 (a). Vemos que

inicialmente (a particula parte do repouso em S’) ela

permanece proxima do eixo, mas, a medida que vai

ganhando velocidade na direcado radial, sua trajetéria

se desvia para a direita. A forca de inércia responsavel

Figura 13.13 Trajetoria vista dos por essa deflexao para a direita em S’ € a forca de
referenciais Se 8. Coriolis.
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13.5 — Forcas de inércia num referencial girante

Consideremos agora de forma geral o que
acontece num referencial S” em rotacao uniforme com k
velocidade angular @ com respeito a um referencial
S, onde o (ou seja, o eixo de rotagdo) aponta numa
direcao arbitraria. Tomemos um sistema de coorde-
nadas cartesianas com vetores unitarios i, j, k nas . LY
diregoes dos eixos (x, y, z) em S e outro sistema car- )
tesiano, de mesma origem O e vetores unitarios i, j,
k’, em S’ (Fig. 13.14). Devido a rotagdo, as diregdes .
desses vetores em S variam com o tempo. O triedro ! i
(i", j’, k) gira como um corpo rigido com velocidade Figura 13.14 Referencial girante com eixo
angular o visto de S, de modo que as velocidades das  de rotacio arbitririo.
extremidades desses vetores em S sdo dadas pela
(11.2.8):

di’ , dj’ dk’

=mwX1 =X

da dt

Sejam x(1), y(t), z(t) as coordenadas cartesianas de uma particula em movimento no
referencial associado a S e X'(1), y'(t), X'(t) as suas coordenadas em S'. Temos entdo, para o vetor
de posicao r(t) da particula:

=wxk’ (13.5.1)

xJ, wxk 13.5.

r(t)=xi+yj+zk=x1+yj +z'k’ (13.5.2)
| S
v

Derivando em relagao ao tempo, para obter a velocidade v da particula em S, temos

fdr\ _dx, dy. dz, _dx'. dy’. df dir  ,dif ,dk’
j k=i + =+ KXty 2 (13.5.3)
dt | dt dt dt dt dt dt dt

[drj ,

= — =V

dt ),

onde os dltimos trés termos representam o efeito da mudanca de dire¢do dos eixos em S’

{dariam a velocidade, em S, de uma particula rigidamente ligada a origem em S, ou seja, com
r’ constante). Substituindo as (13.5.1) nas (13.5.3), obtemos

dr] (dr] rr 5

— | =|—| +tox(xT+y]+zk’)

\ [dt s \dt), ;

ou seja, [QL) =[£) +@xXr (13.5.4)
dt ). \dt ),
[ — f

Interpretando v’ como uma velocidade de translacao em S’ e w x r como a velocidade de
arrastamento devida a rotacdo, a (13.5.4) corresponde a (11.2.10).

Embora tenhamos obtido a (13.5.4) considerando o vetor de posicao r(t), o resultado se
aplica a qualquer vetor u(f), relacionando suas taxas de variagao com o tempo vistas de Se §’
(basta substituir r por u na dedug¢ao acima). Temos portanto
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du) _fdu)  u (13.5.5)
dr ).~ \dr ),

para qualquer vetor u.

Em particular, podemos aplicar a (13.5.5) ao vetor v (velocidade da particula), obtendo
assim a aceleragao a da particula em S:

N _az| Y fexy (13.5.6)
dt ) dt ),
Para calcular o 1° termo, derivamos em relagao ao tempo, em §’, os dois membros da
(13.5.4):
d_v = dv +mx ﬁ ' (13.5.7)
dt )., dt ). dt ).,
A ’ 4
[acel;?agéo Y
emS’)

Substituindo a (13.5.7) na (13.5.6), obtemos
a=za’ toxXvV+exy
e, substituindo v no ultimo termo pela (13.5.4),
a=a’+oxXv+ax(v+exr)

Finalmente, comor =1’ (cf. (1.3.5.2),

la=a’+20xV +ex(oxr) | (13.5.8)

onde o dltimo termo representa um duplo produto vetorial (note que nao é associativol),

Como a 2% lei de Newton F =ma, em S, transforma-se em ma’ = F + F;, em S’ (cf. (13.2.8)),
obtemos, finaimente,

F,=-2moxv -mex(wxr’) (13.5.9)

como expressdo geral das forgas de inércia num referencial S, em rotacao uniforme com
velocidade angular o com respeito a um referencial
inercial.

O ultimo termo da (13.5.9) é a expressao geral da
forca centrifuga:

(13.5.10)

/ <A l Feoone = Mo x{@wxr1’)
—0 X (@ Xr1) e y . . i o
Conforme ilustrado na figura 13.15, a forca
centrifuga € sempre perpendicular ao eixo de rotacao
0 (direcao de w) e dirigida radialmente para fora. Vemos
T T assim que a (13.5.10) é, de fato equivalente a (13.3.4).

da forca de Coriolis. O primeiro termo da (13.5.9) da a expressao geral
da forc¢a de Coriolis:

(13.5.11)

l FCoriolis =-2Me XV’

que é sempre perpendicular & direcio do eixo de rotacdo e & velocidade da particula. E facil
ver que as (13.4.4) e (13.4.11) sao casos particulares da (13.5.9) (verifique!).
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13.6 — Efeitos inerciais da rotacio da Terra
A Terra gira em torno do seu eixo com velocidade angular
2n

W=
86.400

Vamos discutir agora alguns efeitos das forg¢as de inércia observadas num referencial
ligado a Terra.

s1%~7,3x10° rad /s

(a) Ovalor local de g

A proépria forma da Terra, protuberante no
equador e achatada nos poélos (pg. 202), pode ser
considerada como efeito das forcas inerciais cen-
trifugas geradas pela sua rotagdo. Devido a essa
deformacao, pontos da superficie terrestre situados
em latitudes diferentes estdo a distancias diferentes
do centro da Terra, o que leva a uma variacao local do
valor da aceleracao da gravidade g com a latitude,
Este efeito produz um aumento do valor de g com a
latitude: pontos mais distantes do Equador estao mais
préximos do centro da Terra.

Além deste efeito “estatico”, é preciso levar em -
conta o efeito dinamico da forca centrifuga sobre um  Figura 13.16 Valor local de g
corpo em repouso em relacdo a Terra, que se soma a atragdo gravitacional.

Num ponto P de latitude A e colatitude 8 (A + 8 = n/2; cf. pg. 13), a for¢a centrifuga € (Fig.
13.16): '

S

E... = mo’p = mo’Rcosh (13.6.1)
cent. p

dirigida perpendicularmente ao eixo da Terra. Decompondo-a em componentes nas direcoes
A . . A el
r (= radial = vertical) € 8 (N — S ao longo do meridiano), obtemos

Fient r = Feent COSA = mo?Rcos® A (13.6.2)
Feente = Feent S€N A = mo®R sen Acosi (13.6.3)

Supondo inicialmente a Terra esférica, a for¢a verdadeira sobre uma massa m no ponto
P seria

F = —-mgt (13.6.4)

com g constante. A for¢a efetiva no referencial do laboratério serd entdo

F'=F+F, =F+F_, (13.6.5)

com as componentes
F/ =-mg + mo®Rcos’ A (13.6.6)
F; = mo°R sen Acos\ (13.6.7)

A diregao de F’ € a de um fio de prumo, e vemos portanto que, exceto no Equador e nos
polos, difere da vertical, devido ao desvio na dire¢ao norte-sul introduzido pela componente
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Fy. Entretanto, como |F_.. | << |F|, esse desvio € muito pequeno e podemos geralmente desprezar
Fy. A (13.6.6) mostra entdo que a aceleracao da gravidade efetiva na latitude A é

g’(\)=g - w*Rcos® L = g’(0)+ w’R sen?A | (13.6.8)
onde ¢’ (0) = 9,78 m/s? é o valor no Equador. Temos:

®°R=(7,3x10°) x6,4x10° m/s* =3,4x102 m/s°
0 que corresponde a = 0,3% de g:

g’(A)=9,8(1+0,0035 sen®A) m/ s (13.6.9)

E preciso ainda levar em conta o efeito do achatamento nos polos, que, como vimos,
também aumenta com a latitude. Levando em conta os dois efeitos, acha-se (ao nivel do mar)

g(A)=9,7805(1+0,00529 sen® ) m /s (13.6.10)
A for¢a centrifuga é responsavel por ~2/3 do efeito.

(b) Desvio para leste na queda livre

QoSviiivs LN 1vivs e’

superficie da Terra, considerando inicialmente o0 movimento vertical de um corpo em queda
livre, solto em repouso de uma altura h. A forca de
Coriolis é dada pela (13.5.11):

Feoriolis = —2M X V’ (13.6.11)

A figura 13.17 mostra a dire¢ao de - v’ na queda
livre vertical, no hemisfério norte e no hemisfério sul.
Vemos que, em ambos 0s hemisférios, Fc o5 produz
um desvio para leste, que, conforme vamos ver, é
muito pequeno. A medida que o corpo se desvia, v’
muda de direcdo e aparecem novas correcoes de Co-
riolis, mas sdo ainda menores e vamos despreza-las,
tomando (Fig. 13.17)

Passemos a estudar o efeito das forcas de Coriolis sobre objetos em movimente junto a

FCoriolis

Figura 13.17 Forcas de Coriolis devidos a |“’>< V‘ =0V’ sen 6 =wv’cosi (13.6.12)

rotacao da Terra. onde A é a latitude e

v/ =gt (13.6.13)

Tomemos um sistema de coordenadas com eixo O’x’ na direcao da deflexdo (O — L) e
eixo O'7 vertical (Fig. 13.18); temos entdo

4 s
- -QP m C;:; = FCoriolis = 2m(DthCOS7\.
v
l ou seja
»L; TN g cosht (13.6.14)
020G S (L) a0 i
. como equagao de movimento na direcdo x’ (na dire¢do
Figura 13.18 Desvio para leste na queda Z, temos a queda livre). Como dx’/dt é = O para t =0,

livre. obtemos, integrando a (13.6.14),
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’

dx
— = (0g COSAL
a g

e integrando novamente, com x" =0 para t =0,

2

(13.6.15)

de modo que, finalmente, o desvio total d para leste
(Fig. 13.18) é

372
d= 1o)g cosk(&)
3 g

Para h = 20m e A = 45°, isto da d = 1,4 mm, de
modo que o desvio € pequeno.

(13.6.16)

Figura 13.19 Forcas de Coriolis para
movimento horizontal.

(¢) Outros efeitos das forcas de Coriolis

Consideremos agora o efeito das forcas de Co-
riolis sobre um corpo que se move no plano horizontal. A figura 13.19 mostra a direcdo e
sentido do vetor - @ x v’ da (13.6.11) para varias dire¢cdes horizontais da velocidade v/, no
hemisfério norte e no hemisfério sul. Vemos que, em todos os casos, o desvio produzido pelas
forcas de Coriolis em relacao ao sentido do movimento é para a direita no hemisfério norte e
para a esquerda no hemisfério sul. Algumas conseqiiéncias deste efeito sio as seguintes:

(i) A lei de Baer diz que um rio tende a erodir mais a sua margem direita, no hemisfério
norte, e a esquerda no hemisfério sul (note que a margem direita é definida em relagio
ao sentido de percurso do rio). Desvios mais importantes sdo produzidos sobre o Gulf
Stream e outras correntes oceanicas. Nas estradas de ferro do hemisfério norte (sul), o
trilho direito (esquerdo) se desgasta mais rapidamente que o outro.

(ii) O artende a deslocar-se de regioes de alta pres- /:
sdo para regides de baixa pressdo. Quando se
forma uma zona de baixa pressao no hemisfério /" Baixa AN

norte, o ar circunjacente tende a des-locar-se
radialmente para ela, mas as forcas de Coriolis
produzem desvios para a direita (Fig. 13.20 (a)),
forcando o ar a entrar em rotagdo, que € no
sentido anti-horario (Fig. 13.20 (b)). De fato, os
ciclones tendem a girar no sentido anti- hordrio
no hemisfério norte e no sentido hordrio no

e
\
1

Balxa

(1)

hemisfério sul.

Um projétil também se desvia de sua trajetéria
devido as forcas de Coriolis, 0 que é especial-

pressao

i

Figura 13.20 Origem dos ciclones.
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mente importante para trajetorias de longo alcance, como as de misseis balisticos
intercontinentais. Durante a [ Guerra Mundial, numa batalha naval perto das Ilhas Falkland
(50° de latitude sul), os tiros dos artilheiros britanicos passavam sempre cerca de cem
metros a esquerda dos navios alemdes, embora a pontaria fosse feita cuidadosamente. A
razdo era que os dispositivos de mira haviam sido ajustados pelos fabricantes para corrigir
o desvio de Coriolis na latitude aproximada da Inglaterra (cerca de 50° de latitude norte),
e atroca de sinal devido & mudanca de hemisfério duplicava o desvio, em lugar de corrigi-
10!

(d) O péndulo de Foucault

Em 1851, o fisico francés Jean Léon Foucault
suspendeu uma esfera de 30 kg do alto da cupula dos
Invalides em Paris, por um fio de 67 m de
comprimento, colocando-a em oscilacdo como um
péndulo. Durante o movimento, ia se escoando areia
da esfera a fim de marcar no chdo a sua trajetoria. O
resultado foi semelhante ao ilustrado na Fig. 13.21: a
cada oscilagao, o plano de oscilagdo do péndulo se
desviava de um angulo Ag, definindo uma velocidade
angular Ag/At (At = periodo de oscilagdo) cujo valor
era de = 11°15" por hora, até completar uma volta (A
esta muito exagerado na figura). O tempo para uma
rotacdo completa do plano de oscilacdo, numa lati-
Figura 13.21 Trajetdria da extremidade do tude A é, considerando que ® senk é a componente de
péndulo de Foucaulr. o na direcao da vertical local,

2n 24h
wseniA seni

T(A) = (13.6.17)
onde ® é a velocidade angular de rotacio da Terra. Em Sao Paulo, onde A = 23°33’, seni = 0,4
e o periodo T para uma rotacdo completa seria de = 60 horas. O sentido de rota¢do no hemisfério
sul é oposto ao do hemisfério norte.

As forgas verdadeiras que agem sobre o péndulo, que sdo a for¢a gravitacional e a tensao
do fio, estdo ambas contidas no plano vertical, em que ele é colocado em oscilagdo inicialmente.
Num referencial inercial, esse plano permaneceria invaridvel. Assim, a rotagao do plano do
péndulo no laboratdrio refletiria simplesmente a
Terra vista de “cima” rotacao da Terra debaixo dele.

No polo norte (Fig. 13.22), a (13.6.17) d4 um
periodo de rotacdo de 24 hs, igual ao da Terra, e
® senk na (13.6.17) é a componente de » na direcdo
da vertical local, a latitude A (Fig. 13.16).

Entretanto, o péndulo ndo estd preso a um ponto
fixo num referencial inercial, e sim a um ponto fixo
na Terra, que gira junto com ela. A explicagdo correta
do que ocorre com o péndulo de Foucault & que 0
desvio a cada oscilacdo e durante a propria oscilacao
(Fig. 13.22) se deve as forgas de Coriolis. Como ¢
caracteristico de seu efeito no movimento horizon-
tal, elas produzem uma deflexao da trajetoria para a

Figura 13.22 Péndulo de Foucault no polo
norte.
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direita no hemisfério norte e para a esquerda no hemisfério sul, levando a sentidos de rotacdo
do plano de oscilagao do péndulo opostos nos dois hemisférios. O objetivo da experiéncia de
Foucault foi demonstrar a rota¢ao da Terra num recinto fechado (sem necessidade de qualquer
observacao visual do céu) através de uma experiéncia de mecéanica, o que fez também com o
auxilio de um giroscdpio (cf. pg. 276).

13.7 — O que é a gravidade?

Newton teve o cuidado de afirmar, em diversas ocasioes, que suas leis apenas descreviam
os efeitos da gravidade, mas nao explicavam o que ela é, nem qual a sua causa.

Assim, no final dos “Principia”, ele diz: “...Até aqui nao fui capaz de descobrir a causa
destas propriedades da gravidade a partir dos fend6menos, e nao formulo hipoteses; pois tudo
que nao for deduzido dos fenomenos deve ser chamado de hipdtese... E para nos € suficiente
que a gravidade realmente existe e atua de acordo com as leis que explicamos, e serve
abundantemente para dar conta de todos os movimentos dos corpos celestes , e dos nossos
oceanos”.

Numa carta a Bentley, Newton escreveu: “Que a gravidade seja inata, inerente e essencial
a matéria, de modo que um corpo possa atuar sobre outro a distancia através do vacuo, sem
mediacdo de algum agente, por intermédio do qual sua acao e for¢ca possam ser transmitidos
de um ao outro, parece-me um absurdo tao grande, que acredito que nenhum homem que
tenha uma faculdade competente de pensamento em assuntos filos6ficos jamais possa cair
nele”.

O avang¢o mais notavel na compreensao da natureza da gravidade depois de Newton
deu-se com a formulacdo por Einstein da teoria da relatividade geral. Uma das principais
pistas em que Einstein se baseou foi um fato que j& havia chamado a aten¢ao de Newton, mas
jamais fora explicado anteriormente: a igualdade da massa inercial e da massa gravitacional.

A massa inercial m; de um corpo foi introduzida (pg.70) pela 22 lei de Newton, em termos
da aceleragdo a com que responde a qualquer forca F a ele aplicada:

F-ma (13.7.1)

F uma medida do “coeficiente de inércia” do corpo, ou seja, de sua resisténcia a ser acelerado.

A forc¢a F que atua sobre o corpo pode ser de qualquer natureza. Por exemplo, corpos
carregados, em repouso, interagem mediante forcas eletrostaticas, descritas pela lei de Cou-
lomb (5.1.3): a forcga eletrostética de interagao € proporcional a carga elétrica g de cada corpo
e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os dois corpos.

A interac¢do gravitacional é outro tipo especial de for¢a entre dois corpos, andloga a
eletrostatica, mas com a peculiaridade de que a “carga gravitacional” corresponde & massa .
Como se trata de um conceito logicamente de natureza independente, vamos chama-lo de
“massa gravitacional”.

Numa andlise mais cuidadosa, devemos distinguir entre a massa gravitacional ativa mf;}”
de um corpo 1 que produz a forga gravitacional e a massa gravitacional passiva mg[%) de um
corpo 2 sobre o qual atua essa for¢a Fy), reescrevendo a (5.1.1) como

(a) ., (p)
m.sm
Foy =-G—Lr,, (13.7.2)

Ip
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Analogamente a forca gravitacional sobre 1, devida a 2, deve ser escrita

(p) (a)
m. sy m
Fip =-G——ry, (13.7.3)
Iy

onde 921 =- ?12. Mas sabemos que, pela 3? lei de Newton, € Fy(5) = - Fy4). Logo

(a) (a)
m? m
mg‘]’mg’g = m;ﬁ)mg'z) J Tg;) = _?:) (13.7.4)
[ Mgy Mg,

mostrando que a razdo da massa gravitacional ativa a massa gravitacional passiva é a mesma
para quaisquer corpos. Logo, é uma constante universal, que podemos tomar = 1 sem restri¢ao
de generalidade. Obtemos assim uma tnica quantidade mg, que € a massa gravitacional.

Apliquemos agora as (13.7.1) e (13.7.3) ao movimento de um corpo em queda livre na
vizinhanca da superficie da Terra. Obtemos
GM r
Fi = D
T

mmi = m“a (13.7.5)

s M = . . . < - G A ~ N . s A
onde M,re Ky sao a massa gravitacional e o ralo da lerra, Z a direcao da vertical (= rp1) € mg
e m;; a massa gravitacional ¢ a massa inercial, respectivamente, do corpo 1, em queda livre. A
aceleracao de queda € portanto

_ GMyr [ myy 8

> (13.7.6)
Ry \ My

a=

Mas é um fato experimental, que ja era conhecido de Galileu (Sec. 2.6), que a aceleragao
g da gravidade, ou seja, a aceleragdo na queda livre, é a mesma para todos 0s corpos.
Concluimos portanto da (13.7.6) que a razao da massa gravitacional a massa inercial de um
corpo é uma constante universal, que podemos tomar = 1 sem restricao de generalidade. A
(13.7.6) fica entdo, tomando my/m;; = 1,

a=- R Z1=-gi=g , (13.7.7)
—_—
pela?1g().6.6)
Por conseguinte,
my =m; (13.7.8)

ou seja, a massa gravitacional é igual a massa inercial. Este resultado parece ser uma
coincidéncia miraculosa, pois a definicio de uma nada tem a ver com a definicdo da outra. E
como se descobrissemos que a carga elétrica de uma particula é sempre proporcional a sua
massa inercial!

Newton reconheceu o carater extraordindrio dessa igualdade e procurou verifica-la
experimentalmente, com muito cuidado. Para isso, em lugar da queda livre, comparou as
acelerac¢des de queda de péndulos de mesma massa gravitacional (mesmo peso) constituidos
de materiais muito diferentes (madeira, ouro, prata, chumbo etc.), medindo seus periodos de
oscilagdo, que também dependem de m,/m;. O resultado mostrou que mg/m; =1 com precisao
de ~1073, levando-o a enunciar como um Teorema nos “Principia” que “...0s pesos dos corpos,...
aigual distincia do centro de um planeta, sao proporcionais a quantidade de matéria que eles
contém”, o que corresponde a (13.7.8).
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Numa série de exper1enc1as realizadas entre 1889 e 1922, E6tvos mostrou que m;/mg =1
com margem de erro < 1078, Ele utilizou o fato de que a forca gravitacional é proporcional a
mg, ao passo que a forca centrifuga (13.6.1) devida a rotacao da Terra é proporcional a m;.
Suspendeu numa balanc¢a de tor¢ao (pg. 204) um haltere formado por duas esferas de mesma
massa gravitacional my, mas de materiais muito diferentes, como madeira e platina. A ex-
trema sensibilidade da balanca teria levado a uma tor¢ao mensuravel, devido ao efeito desigual
da forca centrifuga, caso as massas inerciais diferissem entre si por mais de uma parte em
10®. A margem de erro foi reduzida para < 107! nas experiéncias de Roll, Krotkov e Dicke em
1964, e para < 1072 por Braginsky e Panov em 1971, de modo que a igualdade da massa
inercial e da massa gravitacional € um dos resultados melhor estabelecidos da fisica.

(b) O Principio de Equivaléncia

Em 1908, quando procurava aplicar os principios de sua recém-formulada teoria da
relatividade a gravitacao, Einstein percebeu que a mecanica newtoniana nao oferecia nenhuma
explicacdo da igualdade entre massa inercial e massa gravitacional. Conforme ele relata, “Esta
lei... da igualdade da massa inercial e da massa gravitacional foi entdo percebida por mim
com todo o seu significado. Fiquei abismado com sua existéncia e conjeturei que ela deveria
conter a chave para uma compreensdo mais profunda da inércia e da gravitacao”.

A propriedade peculiar inexplicada das forgas gravitacionais que resulta da (13.7.8) é o
fato de elas serem proporcionais a massa inercial dos corpos sobre as quais atuam. Que outro
tipo de for¢as conhecemos que tenham essa propriedade? Conforme vimos a pg. 295, essa é
uma propriedade caracteristica das forcas de inércia. Seria entdo possivel explicar a forca
gravitacional como sendo uma forga de inércia? Nesta idéia esta o germe da teoria da
relatividade geral.

Vimos também que as forgas de inércia podem ser explicadas pela aceleracao do
referencial em que aparecem, com respeito a um referencial inercial. Em particular, um campo
gravitacional uniforme g, num referencial inercial, desaparece num referencial uniformemente
acelerado, em queda livre nesse campo gravitacional, ou seja, com aceleragao g relativa ao
referencial inercial, como vimos no exemplo do elevador em queda livre (cf. (13.2.12)) . Esse
exemplo foi utilizado por Einstein (é conhecido como o exemplo do “elevador de Einstein”). A
discussao da Se¢. 13.2 mostrou que, num referencial em queda livre num campo gravitacional
uniforme, as leis da mecanica sdo as mesmas que num referencial inercial na auséncia do campo
gravitacional.

Numa regido suficientemente pequena do espa¢o, qualquer campo gravitacional pode
ser aproximado por um campo uniforme. Note que isso deixa de valer em regides maiores:
por exemplo, 0 campo gravitacional pode ser tratado como uniforme na vizinhanca da
superficie da Terra, mas varia tanto em direcdo como em intensidade quando as dimensdes
da regiao considerada se tornam comparaveis ao raio da Terra.

Einstein generalizou o resultado acima das leis da mecanica para todas as leis fisicas,
formulando o Principio de Equivaléncia: Num pequeno laboratdrio, em queda livre num campo
gravitacional, as leis fisicas sao as mesmas que num referencial inercial na auséncia do campo
gravitacional (“pequeno” significa que o campo gravitacional pode ser tomado como uniforme
na regiao considerada). Logo, o efeito do campo gravitacional é inteiramente equivalente ao
de uma aceleracgao local: a gravidade aparece entao realmente como uma forca de inércia.

Para ilustrar as implicagdes do Principio de Equivaléncia, consideremos um laboratério
em queda livre num campo gravitacional uniforme g, e suponhamos que uma fonte de luz F
emite um raio luminoso numa dire¢ao perpendicular a do campo. Para um observador dentro
do laboratorio (referencial (S”)), pelo Principio de Equivaléncia, a luz caminha em linha reta,
atingindo um ponto P da parede oposta (Fig. 13.23 (a)). Entretanto, para um observador no
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referencial S externo (onde os efeitos do campo
gravitacional sdo observados), tanto o laboratorio
como o raio luminoso se deslocam com a aceleracdo
F g, ou seja, o raio luminoso descreve uma parabola
(Fig. 13.23 (b)). Logo, deve haver uma deflexdo dos
F P raios luminosos num campo gravitacional.

(5" No campo gravitacional da Terra, esse efeito é
pl demasiado pequeno para ser detetado: para um tra-

jeto horizontal de 1 km, o desvio é da ordem de 1 A.
Num campo gravitacional bem mais intenso, como o
‘g (5) do Sol, e para trajetos extensos dos raios luminosos,
Figura 13.23 Deflexio gravitacional da luz. ~ © efeito se torna observavel, causando um desvio da
posi¢ao aparente de uma estrela (em relagao as outras

estrelas) quando a luz dela proveniente passa perto do Sol. A observagdo s¢ pode ser feita

durante um eclipse total do Sol.

As primeiras observacdes foram feitas durante o eclipse total de 29 de maio de 1919, por
duas expedig¢oes organizadas por Eddington (uma das quais a Sobral, no Brasil) . Os resultados
estavam em bom acordo com a predicido de Einstein, de um desvio de 1,75°. Eles foram
anunciados em Londres numa sessdo conjunta da Royal Society e da Royal Astronomical
Society, onde J. J. Thomson referiu-se a relatividade geral como “a maior descoberta sobre a
gravitacdo desde que Newton enunciou os seus principios”.

(a) (b)

(¢) O Principio de Mach

A distingéo entre forgas de inércia e forcas verdadeiras atribui um papel privilegiado aos
referenciais inerciais. Qual € a razao disto?

Um referencial inercial, onde s atuam forgas verdadeiras, distingue-se de um referencial
nao-inercial pelo fato de néo ser acelerado. Podemos perguntar, porém: com respeito a que?

Para Newton, a resposta seria: com respeito ao “espago absoluto”. Logo no inicio dos
“Principia”, ele introduziu esta idéia, dizendo: "”O espago absoluto, por sua propria natureza,
sem relacdo com qualquer objeto externo, permanece sempre idéntico e imével”. Os movi-
mentos “absolutos” se distinguiriam dos relativos pelos efeitos das forcas de inércia. Para
ilustrar esta idéia, Newton deu o seguinte exemplo de uma experiéncia, que ele préoprio havia
feito.

Um balde com dgua € suspenso de uma corda bem torcida e solto, de modo a permanecer
em rotacdo durante muito tempo. Inicialmente, a superficie da dgua permanece plana e hori-
zontal (Fig. 13.24 (a)), com a massa liquida praticamente imo6vel, mas depois de algum tempo,
quando a dgua entra em rotagdo junto com o balde, a sua superficie torna-se céncava, assu-
mindo uma forma parabdlica (Fig. 13.24 {b)). O estagio inicial existe devido a forcas de atrito

(viscosidade): leva algum tempo para que o movi-
(b) mento de rotacdo do balde seja comunicado a dgua.

Segundo Newton, as forcas centrifugas, respon-
saveis pela forma cdncava assumida pela superficie
da agua no caso da Fig. 13.24 (b), demonstram que
nesse caso seu movimento de rotagao é “absoluto”.
No caso da Fig. 13.24 (a) a agua tem um movimento
de rotacdo relativo ao balde, mas sua superficie per-
manece horizontal. Terfamos assim um critério obje-
tivo para determinar a rotagao “absoluta”. A forma
Figura 13.24 Balde girante. da Terra, com sua protuberancia equatorial e achata-

(a)
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mento nos polos sob o efeito da for¢a centrifuga, constituiria evidéncia de sua rotagéao
“absoluta”; o mesmo se poderia dizer da experiéncia do péndulo de Foucault.

A idéia de Newton do espaco absoluto foi criticada por Leibniz e Berkeley, e, dois séculos
mais tarde, pelo fisico austriaco Ernst Mach, que escreveu: “Para mim, s6 existem movimentos
relativos... ndo vejo, neste ponto, nenhuma diferenca entre rotacao e translagao. Obviamente
nao importa se pensamos na Terra como em rotacdo em torno do seu eixo, ou Se em repouso
enquanto as estrelas fixas giram em torno dela... A lei da inércia deve ser concebida de tal
forma que a segunda suposi¢ao leve exatamente aos mesmos resultados que a primeira. Torna-
se entdo evidente que, na sua formulagao, é preciso levar em conta as massas existentes no
universo”. '

Segundo Mach, portanto, a lei da inércia nao diz respeito a auséncia de acelera¢ao com
respeito ao “espaco absoluto”, mas sim com respeito ao CM de todas as massas do universo.
Deste ponto de vista, nao é por coincidéncia que se verifica ser uma boa aproximacgédo de
referencial inercial um referencial ligado as estrelas fixas. A melhor aproximacao de um
referencial inercial seria um referencial em repouso em relagao ao movimento médio da matéria
do universo. Em resposta ao exemplo de Newton do balde em rotacdo, Mach argumentou
que o movimento de rotagdo relativo ao balde nao gera for¢as centrifugas simplesmente porque
a massa do balde é muito pequena. Para que o efeito centrifugo sobre a 4gua fosse comparavel
ao de todas as demais massas (embora muito distantes) do universo, seria preciso que as
paredes do balde tivessem uma espessura gigantesca.

O Principio de Mach corresponde a essa idéia de que a inércia mede uma resisténcia a
aceleracao com respeito as massas de todos os corpos do universo, sendo portanto afetada
por essas massas.

Einstein mostrou que essa idéia encontra confirmagao pelo menos qualitativa na teoria
da relatividade geral. Assim resulta da teoria que a inércia de um corpo aumenta quando
outras massas sdo colocadas na sua vizinhanca: se essas massas sao aceleradas, induzem no
corpo uma for¢a na dire¢io da aceleragdo. Um corpo oco em rotacdo gera em seu interior um
campo de forcas centrifugas e de Coriolis, que atuam sobre massas colocadas dentro dele
(como o “balde girante” sugerido por Mach). Todos esses efeitos sdoc demasiado pequenos
para serem detetdveis na escala de laboratorio.

Por outro lado, a realizacao completa da idéia de Mach depende da distribui¢do da matéria
no universo, ou seja, de um modelo cosmoldgico. Neste sentido, as incertezas existentes nao
permitem uma verificagao conclusiva; o problema continua aberto.

PROBLEMAS DO CAPITULO 13

1. Resolva o problema do cagador e do macaco (Cap. 3, Probl. 1) no referencial do macaco.
A trajetéria da bala é parabdlica no referencial do cagador. Que forma assume no
referencial do macaco? Que tipo de movimento a bala descreve neste referencial? Quanto
tempo leva para atingir o macaco?

2. Um bloco de massa m = 1 kg, capaz de deslizar
com atrito desprezivel sobre um carrinho, esta A
preso a uma mola de constante k = 25 N/m, k m
inicialmente relaxada (Fig.). O carrinho é acele-
rado, a partir do repouso, com aceleragdo cons- (@) (@)
” (o) (o)
tante A, sendo |A] = 2,5 m/s“. Mostre que o bloco 77 777. 7777777 777777777

adquire um movimento harmoénico simples e
calcule: (a) a amplitude do movimento; (b) o periodo; (c) a compressdo maxima da mola.
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Viajando na traseira de um caminhdo aberto, que esta acelerando uniformemente com
aceleragdo de 3 m/s%, numa estrada horizontal, um estudante preguigoso resolve aplicar
seus conhecimentos de fisica, langando uma bola para o ar de tal forma que possa voltar
a apanha-la, sem sair de seu lugar sobre o caminhdo. Em que dngulo com vertical a bola
deve ser lancada?

Um homem de 100 kg, preocupado com seu peso, resolve pesar-se sobre uma balancga de

’

molas confidvel, recém-adquirida, enquanto estd subindo de elevador para o seu
apartamento do 14° andar. O homem constata, com satisfacao, que a balanca registra 85
kg. Qual é a aceleracao do elevador?

Um caminh&o transporta um caixote de 200 kg a 90 km/h numa estrada horizontal.
Avistando um obstéculo, o motorista freia, com desacelerac¢do uniforme de 2,5 m/s?, até
parar. O caixote, em conseqiiéncia da freiada, desliza pela traseira do caminhao com
coeficiente de atrito 0,25. {(a) Qual é a velocidade do caixote no instante em que o caminhéo
para? (b) A que distancia de sua posi¢ao inicial na traseira do caminhéo o caixote se
encontra, quando para de deslizar?

Um bloco de massa m encontra-se em repouso
sobre uma cunha de angulo de inclinacdo 0. A
cunha, inicialmente em repouso sobre uma mesa
horizontal, é colocada em movimento com acele-
racao de magnitude A, que se faz crescer gradu-
almente (Fig.). Se u, € o coeficiente de atrito es- _A
tatico entre o bloco e a cunha, para que valor de 0

A o bloco comegarad a deslizar para cima sobre a eecltaLaLciulinpTareLroarantal
cunha?

Considere um balde cilindrico com dgua, em rotagdo com velocidade angular @ em torno
de um eixo vertical, ap0s atingida a situacdo de equilibrio, em que a dgua esta girando
juntamente com o balde [Se¢.13.7 (c)]. Para obter a forma da superficie de equilibrio da
agua, utilize o fato de que um fluido em equilibrio ndo pode suportar forcas tangenciais
a sua superficie, de modo que, no referencial do balde, as for¢as atuantes na superficie
tém de ser normais a ela. Prove que a superficie é um paraboléide de revolugédo, achando
sua equacdo num sistema de coordenadas com origem no ponto em que a superficie
corta o eixo de rotacao Oz.

Em que latitude A o angulo de desvio entre a direcio de um fio de prumo e a direcio
radial verdadeira (que aponta para o centro da Terra) é maximo? Quanto vale o 4ngulo
de desvio maximo?

Para uma massa de ar em rotacao em torno de um centro a latitude A, com velocidade
horizontal v/, mostre que a componente horizontal da for¢a de Coriolis atua como forca
centripeta [Se¢ 13. 6 (c}]. Tomando A = 45°, (a) Calcule a magnitude da for¢a de Coriolis
que atua sobre 1 m® de ar com v’ = 45 km/h, na direcao horizontal. A densidade do ar é de
1,29 kg/m?3. (b) Estime o raio de curvatura do movimento circular associado.
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10. Aplicando o raciocinio da Seg 13.7 (b), estime o angulo de deflexdo gravitacional 6 de um

11.

raio luminoso que, propagando-se no vacuo, tangencia um corpo esfericamente simétrico
de raio R e massa M, percorrendo depois um trajeto de comprimento I << R (de tal forma
que se possa desprezar a variacao da aceleragdo da gravidade ao longo do percurso !
para o qual a deflexdo é calculada) . Estime o valor de 6 para o Sol (R = 6,95 x 108 m, M =
1,99 x 10° kg) e para ! = 10* km.

Demonstra-se em eletromagnetismo que uma carga g; acelerada com aceleragdo a, pro-
duz, sobre uma carga g, em repouso, situada a distancia r de gy, uma forga elétrica de
magnitude

k Q1C2123
cr
onde a = |a|, ¢ é a velocidade da luz e k é a constante da lei de Coulomb.

Admita, por analogia, que uma massa M acelerada com aceleragao a produz, sobre uma
massa m em repouso, situada a distancia r de M, uma for¢a gravitacional de magnitude

Mma

G
c’r

Se todas as demais massas do Universo tém aceleracdo a em relagcao a m, e se, para
simplificar a estimativa, somarmos as magnitudes das for¢as (em lugar da soma vetorial),
a magnitude da for¢a resultante sobre m serd yma, onde

GM;
Y=,
z,-‘ ¢
a soma sendo estendida a todas as demais massas no Universo. Segundo o Principio de
Mach [Sec. 13.7 (c)], deveriamos ter y ~ 1.
Para estimar y, suponha a massa My, do Universo distribuida uniformemente dentro de
uma esfera de raio igual ao raio R;; do Universo, com m no centro. Mostre que
. 3GM,,
T 2
2 ¢°Ry
e estime o valor numérico de y, tomando para My, o valor estimado no Cap.1, Probl. 8,
com Ry ~ 2 x 10'° anos-luz.
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Respostas dos problemas propostos

CAPITULO 1

Ol

Da ordem de 10°.

A variacao € muito grande. Valores tipicos sdo da ordem de 10* a 10°.
Volume ~ 10* m3; altura da pilha ~ 10% km

Da ordem de 10,

(a) e (b) ambos da ordem de 10".

Da ordem de 30 min.

Até a Terra: 8 min 18s; até Plutdo: 328 min.

(a) Da ordem de 10°? kg ; (b) Da ordem de 107 nucleons (c) Densidade do niicleo ~10* x
densidade média do Universo.

9. Populacio ~ 10'° pessoas; 4rea por habitante ~ 2 x 102 m? (quadrado de ~15 cm de lado).

10. Probabilidade por molécula ~ (volume de ar por inspiracao)/(Volume equivalente a
atmosfera em condigdes NTP) ~1072. Numero total de moléculas por inspiracio ~10%.

11. Diametro angular = 0,5° = 8,7 x 107 rad.

12. 1 parsec = 3,26 A.L. = 3,08 x 10" m.

13. Da ordem de 80%.

14. 1, 45 x 10? anos.

15. (a) dg/dy ~ 19 (Aristarco): (b) 89°51".

CAPITULO 2

1. 6h 38 min 48s.

2. Aceleragao média = 0,71 g; distancia = 55,6 m.

3. Velocidade média = 42,4 km/h; média das velocidades = 50 km/h.

4. Tempo = 34,7 s; distancia = 2,41 km.

5. Entret=0e 1 min, 0,21 m/s% entre t = 2 min e 3 min, - 0,21 m/s?.

6. v= % bt?

7. A 30km/h, 11,6 m; a 60 km/h, 34,8 m; a 90 km/h 69,6 m.

8. Sem levar em conta o tempo de reacdo do motorista, vy, = 38 km/h, v, = 62 km/h;
levando em conta um tempo de reacaoc de 0,7 s, vpin = 45 km/h, v, = 51 km/h.

9. 229 m.

10.
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11. Intervalo = 0,64 s; velocidade = 6,3 m/s.
13. (@) 9,8 m/s; (b) 4,9 m; (c) 2,5 m.

14. 18,5 m.

15. (a) 92 m; (b) 42 m/s = 150 km/h.

16. (a) 16,5 km (b) 570 m/s = 2.050 km/h; 133 s.

CAPITULO 3

1. Instante t =+(h® +d*)/ v, apés o disparo.

2. (a) 2.080 km direcdo e sentido: 38°,4 a O da direcdo N; (b) 730 km/h, dire¢do e sentido N;
(c) 508 km/h, mesma dire¢@o e sentido de (a).

4. 90°

5. (a) S. Paulo - Rio: 381 km; Rio - Belo Horizonte: 337 km; S. Paulo - Belo Horizonte: 504
Km. (b) 504 km, direcéo e sentido 42° acima da dire¢do S. Paulo — Rio.

6. (a) 173 m; (b) 35,3° (c) 45° SE.

7. 10,5m; 124 km/h -

8. (a)12 m/s; (b) 3,35 m.

9. (a)77,7%(b) 73 km/h; (c) 4 s.

10. 67,8°

1. & :% cos™t (gAVY)

13. (a) 9,56 m; (b) 18,7 m
14. (a) 28,5°% (b) 3,85 m/s
15. (a) 45°% (b) 13,9 m/s; (c) 19,6 m.

16. R[1+\/1+(d/h)]

17. (a) 17 m/s; (b) 44 m; (c) 51 m; (d) 34 m.
18. Segundos: 1,05 x 10" rad/s; Minutos: 1,75 x 107 rad/s; Horas: 1,45 x 107 rad/s.

19. Rotacio: 427 m/s; 3,1 x 107 m/s® = 0,32% g (no Rio de Janeiro). Translacao: 29,7 km/s;
5,9 x 107 m/s? = 0,06% g.

20. 56x10°g

21. 9 h 49 min 5%y, s; Meia noite.

22. 1620 rpm; 33,9 m/s.

23. 9,5 min. :

24. (a) 417 m; (b) Magnitude: 5,68 m/s?; diregao e sentido: 60,3° ao N da diregéo E.
25. 29,9 km/h.

26. 104 m.

27. (a) 24 min; 600 m adiante; (b) tanto faz; 30 min.

28. 9 h 12 min; 32 mithas maritimas.

29. (a){vpel| = 85 km/h; direcdo e sentido 45° NO; {b) Reta na dire¢do 45° NO; (c) 1,41 km, para
t=1 min.
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21 / v oo, v?
30. (a) tZV 1—F sen 9/[1—;5]

9 ~-1/2
|
(b) t///t_L =(1‘-—'—V2]

CAPITULO 4

2. 1.000 kgf.

3. Em A: 100 kgf: em B: 273 kgf; em C: 335 kgf.

4. 0,=369%6,=531°

5. T;=1960N; T,=1697 N; T; = 3.394 N; m = 300 kg.
6. 2,5x10*N = 2.550 kgf.

7. 1 grama-forca = 500 vezes o peso.

8. Da ordem de 10?

9. 80 km/h.

10. 2,6 m.

11. a=F/ M+m); T=MF/(M+m)—>F

12. (a)a=m'g/(m’ + m)=m’'g/m; (b) T=mm’g/(m’ + m) =m’g

13. (a) @=+g tg 6/(d+1send); (b) T = mg/cos 6

CAPITULO 5
1. 3,6 m.
2. 90%
3. Razdo = 2,27 x 10°; Distancia = 2,38 x 10°m = 6,2 x (distancia Terra-Lua).
4. 1,68x107C.
5. Mais tempo para descer.
6. k=775N/m.
7. (a) 1,39 m; (b} 0,56s; (¢} 0,76 s; (d) 3,67 m/s.
1 1 1 .
8. —=—+—, comprimento relaxado 2 Ij; (b) k=k; + k>
k ki k
7 1 5 24
10. =——q; =—qg; =—(; T="-
h="79 =179 “=179 17

11. Em 1: 1470 N; em 2 e 3: 735 N; Forga = 245 N.
12. a=1,79m/s% Em 1: 134 N; em 2 e 3: 402 N
13. Estatico: 0,6; cinético: 0,5.

14. 2,35N; 1,46 s.

15. 3,54 kg < m < 10,6 kg.
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16.
17.
18.

19.

20.
21.
22.

29,9 rpm.
47,8 km/h.
7,1 cm.

2
Superior %l[g + %mzl} inferior %\E(%—I - g]; Ocritico =2V / 1

44 4°; 4,2 x 10° m/s.
8,8 x 108 rad/s; 1,07 m.
y=-0,13 m.

CAPITULO 6

U COR UL

10.

11.

12.
13.
14.

4,43 m/s

(A)x=-9m, x=1m; (c) Lei de Hooke; posicao de equilibrio x, = -4 m.
as=-g/3; a, =29/3.

21,5 cm.

15,2 cm.

V5 m/s; 2 m/s; V5 m/s; 3 m/s; V10 m/s.

(a) U(x) = —;—kx2 - %Kx3 (b) Estavel: x = 0; instavel: x = 2/3 m.

(c) Para —1m<x<gm e E<ﬂj
3 3 27

(d) llimitado a direita e limitado a esquerda para x > %m ou para x < % me E> %%QJ i

mg . : mg
(a) Pt (b)x; (c)2 .

v=4gL/2

T=21/{2m(E - V,)

0,81

(a) 7,4 cm; (b) o bloco para; (c) 72,5%
cos! (5/8) = 51,3°.

CAPITULO 7

Ll A

W = . Pl cos®/(cos8 + . send). E dissipado pelo atrito, convertendo-se em calor.
Zero

90°

cos™! (1/3) = 70,5°

(a) Nulo; (b) v =+/2gR(1-cos#8)
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6. 7,59 m/s
7. (a) Wy =-20J; (b) Wz =0; (c) Fy nao é conservativo, F, pode ser;
(d) U, =-10 xy (em J)
8. (a) Fx=-kx, F,=-ky, F, =- Fy; (b) Constante para baixo;
(c) Lei de Hooke, apontando para a origem;
(d) Paraboldides de revolugdo com eixo vertical.
F = - krf; Lei de Hooke, dirigida a origem.
10. () leg = lo + V3 mgrk; (€) Iyin = I3 Imax = lo + 2V3 mgr/k;
(d) M H S de amplitude V3 mg/k
12. 2,4 km/s.
13. (a) 4,22 x 10* km =~ 6,6 Ry; (b) 10,3 km/s.
14. Alavanca: mq I = m; l; plano inclinado: m, sen8, = m, sen6,
15. (@) |sg| = 2|s4f; [v2| = 2|v4); (b) 1,15 m.
16. v=yvi+@PyT)/m
17. (a) 0,46 m; (b) 85J; 0,5; (c) volta a subir ao longo do plano.
18. (a) 7 m/s; (b) 150 g.
19. (@)2m;(b) 0,37 m
5 2( h . h
20. (@ h = ER; (b) cos 8= §(§_ 1]; (b) cos ; {c) sobe de um angulo o =arc cos[1 —?J
depois de ultrapassar o ponto mais baixo, volta a descer e continua oscilando.
21. (a) 8,575 kW; (b) 2.573 J; (c) Sim. 257 W.
CAPITULO 8
1. 3m/s
2. (a)24m/s; (b) 12 N-s; (c) 240 N = 24,5 kgf.
3. (a)2,6 m/s; (b) 0,49 m.
4. (a)10°aE da direcao N; (b) 0,49 m/s; (c) 8,86 kg - m/s na direcio E; (d) 8,86 m/s, de O para
E.
5. Nao. 20 cm.
6. Ode tras: 9,4 m/s; o da frente: 10,4 m/s.
7. 0°<0<4,23°0u85,77° <0 < 90°.
8. (a) 120 m; (b) 8,86 m/s e - 4,43 m/s respectivamente ao mais leve e ao mais pesado na
dire¢ao horizontal; (c} 2,94 J
9. 200 m/s, 100 m/s e 173 m/s, na ordem do enunciado.
0. 211 emm.
626
11. 11 , emm.
218
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12.

13.
14.
15.
16.

17.
18.

19.

20.

(0,—%], em m.

(a) 2,43 km/s; (b) 2,33 m/s?.

(a) 4 km/s; (b) 20.600 km/h.

(a) 6,83 x 10* N = 6,96 x 10% kgf: (b) 1,71 x 10’ W = 2.290 hp.

(a) 59,9; (b) 5,71 J.

mg B

12

(@) r =t (c) a = - g/4; movimento uniformemente acelerado de aceleracao a.

m
H=vy-ugt+ven| ——
v(t) = vo - pegt + v, n(M—ut]

(a) V=-mv/M; (b) AX = - pL/Mv; (c) Ax = mL/M; (d) O CM do sistema nédo pode deslocar-
se sob a ag¢do apenas de forgas internas; {(e) AX =—- EL/(Mc?; (f) Basta comparar (c), (d) e
(e); a energia E do laser, ao ser absorvida na parede direita, pode ser convertida em
qualquer outra forma de energia.

CAPITULO 9

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

(a) 49 kgf; (b) 92 kgf; (c) 5.700 kgf; (d) 25.500 kgf.

ny» = Vo/Vy; NA agua.

(b) vij = — (my/M) v, V3 = (My/M) vyi; Vi = Vi

(€) Vig = —Vij Vop == Voi; Vi = Vip = — Vi

(d) As particulas se aproximam uma da outra, com momentos iguais e opostos; depois da
colisdo, afastam-se uma da outra, com momentos ( e velocidades ) opostos aos iniciais.

@vi=m-m)v/iIim+m)<0; vo=0; v3 =2mv/(m + m’);
(b) v4 = (m - m)? v/(m + M < v, = 2m(m - m’) v/(m + m')* < v5 = 2mv/(m + m").
(@) f=4r/ (1 +N% frax = 1 (para i = 1). 4
2,9 cm.
60 km/h.
167 g.
56,3° ao N da direcao E; 13 m.
(+ 30°, vyV3/2) e (- 60°, v/2).
(a) 0,859 v; (b) (- 57,1°, 0,362 v).
(a) 0 = 30% (b) A = 2; v = ui3; (c) 8, = 120°, 83, = 300°.
(a) 1,2%0,3; (b) (3,1£0,4) x 10" m/s.
14,5°% 0,4; - 37,8°.
(a) 4,85 MeV; (b) 2,15 MeV; - 37,8°.
Be®.
07 b

(a) 8] e 85 = - 6, onde sen —- = —;
2 2a
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20.

(b)(8;,=01/2, vcos 8y) e [92 = g -0,,vsen 91J.

F em a direcdo de v e sentido oposto, € |[F| = 2pv® A.

CAPITULO 10

® N oo e

10.

11.

12.

13.

14.

15.

1

‘\l

. Magnitude

7,35 x 10°* kg
(a) T? = 3n/(Gp); (b) 84,3 min; (c) 7,9 km/s.

(a)v=v=g,R,(\2-1); (b) v=33kms.

n=1,3x 10% kg/m?.

() v, = 155 ki/s; (b) M, /M, ~ 10™.

Ve =C.

(a) As for¢as apontam para o CM (= centro do tridngulo) e tém magnitude V3 Gm%d%

(b) ©=v3Gm/d® .

(b) 50,4 anos; () ry =58 U.A,; rg = 14,1 UA.

E[l_ll Vo =my E[E—l] onde M = my + m,.
mir rn, Vm r n

2,39 x 107 kgf.
84,3 min; 7,9 km/s.

3
££r—)zian r—a— =-4npG(r-a) parab -a<<a.
m 3 r3

/ R)® 4 ‘
(@)|1- (a )2 ; (b) —gand, onde d = OO0’ (campo uniforme)
-4
R

3

~-2GM?/R
5

U=

_(32 N D2)3 T dirigida para o centro O do anel.

CAPITULO 11

N W

(b): Estavel: p paralelo a E; instével: p antiparalelo a E.

l=purxv

(a) 1] = 420 kg m?/s; 1 & perpendicular ao plano da pista; (b) ® = 7,1 rad/s.

(@ ry=0,53x10""m; r, = n®ry; (b) Ey = 13,6 eV; E, = E4/n% (¢) vi/c = 7,3 x 107 = 1/137.
(a) ry = PAGMm®); mv?/ry = GMm/r§; Ey = - GMm/(2ry);
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2
(b) E = - GMm/(2a); (¢ v2=GM[3-1J;(d) - ﬂ1+ L
r a 2ma“E

8. (a)1=2mA/T; (c) 88 dias.
’2 21.2
o (@ V()= 2z | mvozb ;
2r
1/2
77’ mvib j
(b) ry=-—-x{1+| 14| —2
mvy ZZ'e
2 2 2

10. (a) vef(r)zm—";’ b*+= [; b) r, = (b +§2—

2r vy Vo

11. Interno [L’} = Iv/a, dirigido para o centro da pista; orbital: mddulo MvR, dirigido verti-
calmente para cima; total: [L|= v\/M 2R? +(I/a)®, descreve um cone de eixo vertical e
angulo de abertura 6, com tg6 = I/(MRa).

12. (a) 0,6 m; (b) aumentou por um fator 1,4.

13. v, =0, vg=2v,.

14. (a) 2,16 rad/s; (b) 1,04 J.

15. o centro do quadrado (CM) desloca-se com velocidade constante P/(4m) e o conjunto
gira em torno do centro com velocidade angular o = |P[/(2V2ml).

16. O CM ap6s a colisao, situado sobre o haltere, a 10 cm do disco 2, move-se com velocidade
de 1 m/s na dire¢do de v;, e o haltere gira em torno dele com velocidade angular @ =5
rad/s.

CAPITULO 12

2. (@) TM@+b?); (b) LMR?

2 4
3. (a) %M(rf +r2);  (b) %M(q2 +1f)
1,2

4. —-Ma
6

5. S MR?

10

6. 22s.

7. (@ o=2mv/(MR); (b)1-@2m/M).

8 o= \/ 3g/b
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

20.
21.

(a) a =m’g/[m+m’+-¥~);

m+m+-—
2

v? =2gh(m’- m sen e)/(m+m’+%]

(a)=§g; (b)T=%mg; (c) v = 2as

a= m’—E sen 6 m'+§m-
9 mey g™
, (3 , 3
(b) T=mm’g| =+ sen®|/|2m’+=m
4 4
(a)I=4—78md2; (b)m:,f%% sen ; a:%%cose

h=R+——
49

(a) 6 =cos™! (%J =54° (b)v¥= %Q(R +r)

_ F(r-Rcosg)

@F<2L, (o >~ (c}coso=r/R
sen @

Iy + MR

Para ¢ < gy, o fio se desenrola (0 ioid avanga); para ¢ > gy, o fio se desenrola (0 i0id recua);
para ¢ = @, 0 i0i0 permanece em equilibrio.

12 V5 2 v 5y
(@d=—=—2; Mmt==-L; (v=222
Q=23,8rpm

(a) Sobre o eixo, a %h do vértice; (b) Q = ggh/[(oRz);

(c) |F| = %MQ2 h sen®, centripeta com respeito ao circulo descrito pelo CM;
(d) Q=6,1rad/s; |[F|=0,51N

F=Mg+yd(2R-d)/(R~d)
tgl < 2u.
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M my) 1
22. d=—1 tg0|1+— |——
M [uccog(+M] 2}

23. d:1 1+1+1+...+ t
2 2 3 N-1

CAPITULO 13

1. Trajetoria retilinea, movimento uniforme; tempo =1/v, (I = distancia inicial; vy = velocidade
inicial).

(@)0,1m; (b)1,26;(c) 0,2 m

17°, para a frente.

- 1,5 m/s? (est4 freiando).

(a) 0,5 m/s; (b) 2,55 m.

A =gl(tge + pe)/t(1 - p, tge)

SERC U

7. z= % w’p%/g (p = distincia da superficie ao eixo).

8. A=45°Nou45°S; desvio maximo = (0,1°.
9. (a)1,7x 1073 N; (b) 120 km.

10. tg0= %mGI/(cR)z; 3% 1073”,

11. y~6x102
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