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Geometria analitica: circunferéncia

A intersecc¢do de duas circunferéncias de um mes-
mo plano pode ser vazia; ou possuir exatamente
um ponto; ou exatamente dois pontos; ou infinitos
pontos, no caso de as circunferéncias coincidirem.
Por exemplo:

De acordo com o infografico, duas circunferéncias
determinam dois pontos, entdo, é necessaria uma
terceira circunferéncia que intercepte as duas ante-
riores para determinar o Gnico ponto que pertence
as trés.

A equagdo reduzida de uma circunferéncia de cen-
tro C(a, b) e raio R é dada por: (x — a)’ + (y — b)* =R’
Assim, para cada item, temos:

a) C(4,6)eR =10

(x — 4%+ (y — 6)* = 10

Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia de
centro C e raio R é: (x — 4)* + (y — 6)* = 100
C(7,0)eR =43

(c= 7y + (y - 0f = (43)°

Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia de
centroCeraioRé: (x —7)> +y* =3

Kex

9 CO,1)eR=%
2 2
- or+ -1 - (2)
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia de

centroCeraioRé x* + (y — 1)* = 2

9
d) C(0,0)eR = 4
x-07+(y-0°=4
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia de
centroCeraioRé x> +y* =16

Vamos comparar as equagoes dadas com a equagao
(x — a)® + (y — b)’> = R?, em cada caso:

a=6 a=6
a)ib=2 = b=2
R*=49 R=7

Logo, C(6,2) eR = 7.
b) (x -4 +y’=5= (x—47°+(y—-07°=5

a=4 a=4
b=0 = ib=0
R*=5 R=45

Logo, C(4,0) e R = 5.

O K+ +(y+20 =22 =

T2

—(—1))2 _ (o2 = 16

= @@=+ (y - (=2)° =5
a=-1 a=-1
b=-2 _ |b=—2
»_16 _4
R=2 G

Logo, C(-1,-2) e R = 2.

Substituindo as variaveis x e y da equagéo pela abs-
cissa e ordenada de cada ponto, respectivamente,
temos:

a) (5-10°+ (8+5°=4"+13"=185# 25
(1-1)°+(3+52=0"+8 =64 +#25
Logo, (5, 8) e (1, 3) ndo pertencem a circunferéncia
da equagao dada.

b) (21’ +(-1+5°=(-3’+4=9+16=25
(-3 -1+ (-4+5°=(-4"+1"=16+1#25
Logo, (—2, —1) pertence a circunferéncia, mas
(=3, —4) nao pertence a ela.

Q (6-17°+(-5+5°=5+0=25
(1-12+(-1+57=0"+4>=16 # 25
Logo, (6, —5) pertence a circunferéncia, mas
(1, —1) ndo pertence a ela.

d) (4—-17°+(-9+57=3"+(-4)7>=25
(1-1*+(0+5>=0"+5=25
Logo, os pontos (4, —9) e (1, 0) pertencem a cir-
cunferéncia.

e 0-1°+(0+5°=(-1)>+5"=26#25
(3-11+(Q2+5°=22+7"=4+49+#25
Logo, (0,0) e (3,2) ndo pertencem a circunferéncia.
Alternativa d.

Para x = 4, temos:

@E-2+(y-5°=13= (y—-5°=9
Ly—-5=43=y=8ouy=2

Concluimos, assim, que os pontos de abscissa 4,
pertencentes a essa circunferéncia, sdo (4, 8) e (4, 2).

Queremos a equacgdo da circunferéncia que tem
centro C(3, 2) e passa pelo ponto P(7, 5).

O raio R dessa circunferéncia é dado por:
R=dpe=7-3P+(-27=416+9

. R=5

Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia sera:
x-3°+(y—2°=25
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Essa circunferéncia tem centro C(4, —4) e passa por
P(4, 0).
R=d,=4-47+(-4-02=0+16 =4
Logo, a equacao reduzida dessa circunferéncia é:
x—4’+(y+4’=16

a) AmedidaABdoladodoquadradoéAB=5-1=4.
Logo, D(1, 3 + 4) = D(1, 7).
O centro E da circunferéncia circunscrita ao
quadrado pertence as mediatrizes dos lados AB
e AD, cujas equagdes sdo x = 3 e y = 5, respecti-
vamente; logo, E(3, 5).
O raio R da circunferéncia é dado por:
R=EA={3-12+(5-37 =242
Concluimos, entdo, que a equacgao reduzida da
circunferéncia é:

x — 37+ (y - 5 = (242)°, ou seja,
(x-3°+(y-5*=8
b) O ponto de abscissa maxima da circunferéncia
é a solucdo de maior abscissa do sistema:
y=5 M
(x=3F+(y—-5*=8 (I
Substituindo (I) em (II), obtemos:
x=3+2J20oux=3-242
Logo, o ponto F de abscissa maxima, pertencente
3 circunferéncia, é F(3 + 242, 5).
c) O ponto de ordenada minima da circunferéncia
é a solucdo de menor ordenada do sistema:
x=3 (1
(x—37+(y—-57=8 (1)
Substituindo (I) em (II), obtemos:
y=5+2{20uy=5-242
Logo, o ponto G de ordenada minima, perten-
cente 3 circunferéncia, é G(3, 5— 2«5).

Indicando o ponto C por C(c, 0), temos:

CA=CB = J(c — 12 +[0 — (-3)P =A(c — 2>+ (0 — 4
Se-1+9=(c-2*+16=c=5

Logo, o centro da circunferéncia é C(5, 0).

O raio R da circunferéncia é dado por:
R=CA=J5-12+[0—(-3) =5

Concluimos, assim, que a equagao reduzida da
circunferéncia é:

(x—52+y* =25

a) Tracando nesse plano, a circunferéncia \ de
centro P e raio 10 cm, podemos ter:

A intersecgdo entre \ e r possui exatamente

dois pontos distintos C e C’. Nesse caso, exis-

tem exatamente duas circunferéncias de raio

10 cm que passam por P e tém centros em r.

A intersecgao entre \ e r possui exatamente
um ponto C. Nesse caso, existe uma unica
circunferéncia de raio 10 cm que passa por P
e tem centroemr.

N

10 cm

A interseccdo entre \ e r é vazia. Nesse caso,
nio existe circunferéncia de raio 10 cm que
passe por P e tenha centro em .

b) Todo ponto da bissetriz dos quadrantes impares
possui coordenadas iguais. Indicando o ponto C
por C(c, c), temos:

CP=10 = J(c—3’+(c—17*=10
“(c—=3’+(c—1°=100 = 2¢ -8 —-90 =0
s.c=9ouc=-5

Logo, os centros das circunferéncias sdo C(9, 9)
e C'(=5, —5). Concluimos, entdo, que suas equa-
¢oes reduzidas sao:

(x—9)>+ (y —9)>=100e (x + 5>+ (y + 5= 100

O centro de \ é a intersecgd@o das mediatrizes das
cordas EF e FG.

Equacdo da mediatriz de EF:

Ja—+ -2 ={x-6 + [y - (-2F

X —-8x+16+y —4y+4=

=X’ -12x+36+y +4y+4

wXx—2y-5=0

Equagdo da mediatriz de FG:

Nx =67 +[y = (=2F =lx— (-2 +[y - (-6)F

X —12x+36+y +4y+4=

=X +4x+4+y + 12y + 36

So2x+y=0
Assim, as coordenadas do centro de \ sao solugoes
do sistema:

{x—2y—5=0

2 +y=0 =>x=1ley=-2

Temos, entao, C(1, —2).

O raio r da circunferéncia é igual a distancia entre
C e E, ou seja:

r=J1-47+(-2-27 = r=(-3) + (—4)
“r=5

Logo, uma equagdo de A é: (x — 1)* + (y + 2)* = 25
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Tal equacdo representa uma circunferéncia se,
esomentese,k —4>0 = k>4

Tal equacdo representa um Unico ponto se, e
somentese,k—4=0 = k=4

Tal equagdo representa o conjunto vazio se, e
somentese,k —4<0 = k<4

Seja t o tempo em hora. Como o raio da circunfe-
réncia é 10 km, temos:

ot =

10 10
1.200 = T 2 ' To00
1 4=
“10 M08

Portanto, apds a explosdo, levara 30 s para que
sejam atingidos os pontos da circunferéncia
X’ +y>—100 = 0.

a)

b)

d

Comparandoaequagdox’ +y*—10x — 2y + 17 =0
com a equagdo geral
X’ +y* - 2ax — 2by + a* + b> — R* = 0, temos:
—2a=-10 a=>5 (1
—2b=-2 =ib=1 (1)
> +b -R*=17 |a®+b*—R*=17 (1)
Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:
52+ 1°-R =17
S R=3
Assim, concluimos que a circunferéncia tem
centro C(5,1) eraioR = 3.
Comparando a equagdo x* +y* — 8x+ 6y + 19=0
com a equacgao geral
X’ +y* — 2ax — 2by + a’ + b* — R = 0, temos:
—2a=-8 a=4 (0
-2b=6 = ib=-3 (1)
a®+b>-R*=19 a’+b>—-R*=19 (Il
Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:
4+ (-3°-R*=19
s R=6.
Assim, concluimos que a circunferéncia tem
centro C(4, —3) eraioR = J6.
Comparando a equagéo x> + y* — 14x + 44 = 0
com a equacgao geral
X’ +y? — 2ax — 2by + a’ + b* — R> = 0, temos:
—2a=-14 a=7 (1)
-2b=0 =:b=0 (1)
a®+b*-R* =44 a’+Db> - R*=44 (I
Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:
72+0°-R*=44
S~ R=45
Assim, concluimos que a circunferéncia tem
centro C(7,0) eraioR = 5.
Comparando a equagdo x> + y* — 3 = 0 com a
equagéo geral X* + y* — 2ax — 2by + a® + b* — R’ =0,
temos:
—2a=0
-2b=0
a’+b>—R*=-3
Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:
0*+0*-R*=-3
L R=13
Assim, concluimos que a circunferéncia tem
centro C(0, 0) e raio R = 3.

=0 0
0 (11)

e)

b)

d)

Temos: 5x° + 5y* — 10x + 10y — 10 =0 =
=S>X+y —-2x+2y—-2=0

Comparando aequagdox’+y’ —2x+2y —2=0
com a equacao geral

x* +y? — 2ax — 2by + a’ + b* — R* = 0, temos:
—2a=-2 a=1 1))
—2b=2 > 1b=-1 (1)
a+b -R=-2 a’+b*—R=-2 (Il

Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:

12+ (-1 -R2= -2

S R=2

Assim, concluimos que a circunferéncia tem
centro C(1, —1) eraioR = 2.

Temos:

X+y —6x—-2y-26=0=

= X —-6x)+(y"—2y)=26

L -6x+ 9+ (YP-2y+1)=26+9+1
Assim, a equacdo reduzida da circunferéncia é:
x—-3°+(y—-1°=36

Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
ciasdo: C(3,1)eR=6

Temos:

X+y +4x -8y +19=0=

= (X +4%) + (y* - 8y) = —-19

L H4Ax+4)+ (Y -8y+16)=-19+4+16
Assim, a equagdo reduzida da circunferéncia é:
x+2°+(y—4y°=1

Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
ciasdo:C(-2,4)eR=1

Temos:

X+y +10x+23=0 = (x> + 10x) + (y’) = —23
. (X* + 10x + 25) + (y?) = —23 + 25

Assim, a equacdo reduzida da circunferéncia é:
x+5°+y* =2

Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
cia sdo: C(-5,0)eR = 2

Para obter a equacdo reduzida, é mais cdmodo
trabalhar com os coeficientes de x e y unitarios;
por isso, vamos dividir por 9 ambos os membros
da equacgao, obtendo:

2 2_2 _ l:
X +y 3X y+9 0
Temos, entao:

1
2 2 _ £, = —
Xty 3x y+9 0=

Assim, a equagdo reduzida da circunferéncia

, 1\ 1V 1
e:(x_§> +<y_7) T2

Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
11 ) 1

c1asao:C<3,§ eRzi
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Indicando por R, e R, os raios das circunferéncias C,

e C,, respectivamente, temos que a area A pedida é

dada por:

A =1({R,)’ - nR)* = A =1[R,)’ - (R,)]

Para esse célculo, vamos determinar R, e R,:
A equacdo x* — 2x + y* — 2y = 0 é equivalente
ax’—2x+1+y*—2y+1=0+1+ 1;logo, a
equacdo reduzidade C,; é (x — 1) + (y — 1)* = 2,
com o que concluimos que R, = 2.
A equagdo X* — 4x + y* — 4y = 0 é equivalente a
X —4x+4+y -4y +4=0+ 4+ 4 logo,
aequacdoreduzidade C,é (x — 2)° + (y — 2)* =8,
com o que concluimos que R, = 242.

Assim, a drea A é dada por:

A= n[(Z«E)Z - («E)z] = A=6n
Alternativa d.

Resolvendo o sistema formado pelas equagoes das
retas, obtemos o centro C da circunferéncia:

{§t§y+o3=0 =>x=-1ley=1

Logo, C(—1, 1).

Assim, com o centro C(—1, 1) e o raio R = 42, obte-
mos a equacao de \:

(x + 1)* + (y — 1)* = 2 ou, na forma geral,

X+y +2x-2y=0.

Alternativa e.

O centro C da circunferéncia é o ponto em que a
mediatriz de AB intercepta o eixo das abscissas.
Lembrando que todos os pontos P(x, y) da media-
triz r de um segmento AB equidistam de A e B, a
equacdo da mediatriz de AB é dada por:

o = dps = A(x = 3)° + (y — 1) =

=Jx-6F+ (-2

X -6x+9+y —-2y+1=
=xX*-12x+36+y -4y + 4

S 3x+y—-15=0

Entdo, substituimos y por 0 na equagao da mediatriz
e encontramos a abscissa de C:
3k—0-15=0=>x=5

Dessa forma, o centro da circunferéncia que quere-
mos é C(5,0), e seuraio R é a distancia entre A(3, 1)
e C(5, 0), ou seja:

R=4(5-37+(0—17 = 22 + (-1)?

S R=45

Logo, uma equagao dessa circunferéncia é:
x=5°+(y-072=(J5)" = x¥*—10x + 25+ y* =5
X +y —10x+20=0

O centro C da circunferéncia A é o ponto de inter-
seccdo entre a mediatriz de AB e a bissetriz dos
quadrantes impares, cuja equagdo é: x —y =0
Lembrando que todos os pontos P(x, y) da mediatriz
de um segmento AB equidistam de A e B, a equagéo
da mediatriz de AB é dada por:

dop = dpy = N(x — 2 +(y — 8 =
=& -4 +ly - (-2F

X —4x+4+y — 16y + 64 =
=X -8 +16+y +4y+4

S X—5y+12=0

Entdo, as coordenadas de C sdo a solugao do sis-
tema:

x—5y+12=0 _ _
[x—yzo =>x=3ey=3

Dessa forma, o centro da circunferéncia A é C(3, 3),
seuraio R é a distancia entre A(2, 8) e C(3, 3), ou seja:
R=JB3-27+(3-87 = {12+ (=57

s R=426

Logo, uma equagao dessa circunferéncia é:

(x =37 +(y-3°=(26) =

= xX*-6x+9+y’—6y+9=26

X4y —-6x—6y—-8=0

Portanto, a equagdo normal da circunferéncia é:
X+y —6x—6y—-8=0

O centro C da circunferéncia \ é o ponto de inter-
seccdo entre a mediatriz de AB e a reta de equagéo
y=x-5.

Lembrando que todos os pontos P(x, y) da mediatriz
de um segmento AB equidistam de A e B, a equagio
da mediatriz de AB é dada por:

dpp = dpy =
= X -1+ -3 =dx -7 +ly — (-5

X -2+ 14y -6y +9=xX"—-14x+49+y* +
+ 10y + 25

S.3x—4y—-16=0

Entdo, as coordenadas de C sdo a solugao do sis-
tema:
3x—4y-16=0
ly -x=-5

=>x=4ey=-1

Dessa forma, o centro da circunferéncia \ é C(4, —1),
e seu raio R é a distancia A(1, 3) e C(4, —1), ou seja:
R=J@ - 17+ (-1-3) = {3 + (-4)

. R=5

Logo, uma equagédo dessa circunferéncia é:

(x- 4+ - ()P =5 =

> xX-8+16+y +2y+1=25

X+ Yy -8 +2y—-8=0

Assim, a equagao geral da circunferéncia é:

X+y -8 +2y-8=0

a) Temos que a equagaoreduzida da trajetéria circu-
lar da particula é x* + y* = 25; logo, o centro C e 0
raio R da circunferéncia sdo dados por: C(0, 0) e
R = 5. Assim, esquematizamos:

y

A abscissa e aordenadadePsdo5cosae5sena,
respectivamente, isto é, P(5 cos «, 5 sen a). Assim,
concluimos que:

d, =PA = (5 cos a — 57 + (5 sen a — 0’

sodp =542(1 - cos )
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b) d, = PB = J(5 cos a + 5 + (5 sen a — 0)?
sody =542(1 + cos @)

c) Podemos calcular « em fungdo de t por meio da
regra de trés:

Tempo Medida de POA
(minuto) (radiano)

1 —— 60n

t ——————————— «

De onde obtemos «a = 60mnt.
Assim, concluimos que:

d, = 542(1 — cos 60mnt)

a) Nao é equacao de circunferéncia, pois os coefi-
cientes de x* e y* sdo diferentes (5 # 1).

b) Néo é equacdo de circunferéncia, pois o coefi-
ciente de y? é igual a zero.

c) Nao é equacdo de circunferéncia, pois o coefi-
ciente de xy é diferente de zero.

d) Como os coeficientes de X’ e y* sdo iguais e ndo
nulos, e o coeficiente de xy é igual a zero, pelo
método da reducdo, temos:

X+y +6x+6y+2=0=

= (X +6x) + (y* + 6y) = -2

L+ EX+ 9+ (Y +6y+9)=—-2+9+9
Lx+3)2+(y+372=16

que é equagdo de uma circunferéncia de cen-
tro C(—3, —3) eraioR = 4.

A equagdo x* + y* + 4x — 6y + m = 0 satisfaz as
condigdes (1) e (I) necessarias para que ela repre-
sente uma circunferéncia, isto é, os coeficientes
de x* e y? sdo iguais e ndo nulos, e o coeficiente de
xy é zero. Essas duas condi¢des ndo bastam; além
delas, deve ser obedecida a condigéo (III), isto é, na
equacdo reduzida, (x — a)® + (y — b)’ = k, 0o nimero
k deve ser positivo.

Escrevendo a equacao na forma reduzida, temos:
X+y +4x—-6y+m=0=

= X +4x+4)+(yP-6y+9)=4+9-m
Cx+2’+(y-3°=13-m

Impondo a condicao (III), temos que: 13 — m > 0,
ou seja, m < 13. Concluimos, entdo, que a equacdo
representa uma circunferéncia se, e somente se,
m < 13.

Alternativa e.

Como os coeficientes de x* + y*> devem ser iguais,
temos a = 2. Além disso, o coeficiente de xy deve
ser nulo, ou seja, b = 0.

Temos, entao:

X+ 2P +4x -2y +c=2 =

:>x2+y2+2x—y+%=1

(-1

2 2_gy. L 1)
= (X +2x+1)+(y 2y 2+4>—

Essa equacdo representa uma circunferéncia se, e
somente se:
222505 9-2c>0

<2
o<y

Portanto, para que a equagao represente uma cir-

cunferéncia, devemos ter:a =2,b=0ec< %

Como as equagdes representam circunferéncias,
temos que os coeficientes de x° e y* sdo iguais; logo,
p=2

Vamos escrever as equagoes na forma reduzida.
Equacao I:

2X*+ 2y’ +4qx — 8y +22=0 =

=>X+y +2qx—4y+11=0
X2+ P+ Y —dy+a=q+4-11 =
=X+’ +(y-2°=q"-7

Logo, o centro C, e o raio R, dessa circunferéncia

s80: Cy(—q,2) eR = g’ — 7

Equacao II:

X+y?—-5-2-y+24=0 =

= x>+ (y* — 10y + 25) = 25 — 24

X+ (y-5°=1

Logo, o centro C, e o raio R, dessa circunferéncia
sdo: C,(0,5) eR, =1

Como a distancia entre os centros dessas circunfe-
réncias é 342, concluimos que:

CC =342 = 0 - (- +(5-2° =32

L q°+9=18 = q= 3

Resumindo, chegamos a:p=2eq = £3

a) Como (4 — 3>+ (2 — 1)> =2 < 6,0 ponto P é
interior a circunferéncia \.

b) Como4*+9*—-14-9+30=1>0,0ponto P é
exterior a circunferéncia A.

¢) Como (10 — 5)* + (14 — 2)> = 169, o ponto P per-
tence a circunferéncia \.

a) Para que o ponto P pertenca a circunferéncia A,
devemos ter:

P+ (k+2°-2-1+4k+2—-20=0=
=k +8-9=0
S k=-9ouk=1

b) Sendo C o centro da circunferéncia e Py(1, 3) e
Py(1, —7), temos:

y
P1
—
1 X
—21--4C
7T
P2




MODERNA!
PLUS

Resolucdes

MATEMATICA 3

PAIVA

[0S Geometria analitica: circunferéncia

f

Para que o ponto P seja interior a \, devemos ter:
(mM=-2%+mM-2+1)32<25=>m*-3m-10<0
So—2<m<5

Concluimos, entdo, que P é interior a \ para qual-
quer valor real de m, com -2 <m <5.

Todo ponto da reta r é da forma A(a, 2a — 10). Para
que A seja exterior a A, devemos ter:

a® + (2a — 10)> > 100 = a® + 4a® — 40a + 100 > 100
2. 5a>—40a>0 = a<Ooua>8

Logo, 0s pontos que pertencem aretar e sdo exterio-
res a circunferéncia \ sdo todos os pontos da forma:
(a,2a — 10),comacRea<Ooua>8.

a) As solugoes (x, y) da inequacédo
(x — 6)> + (y — 1)> < 4 sdo os pontos da circun-
feréncia de centro C(6, 1) e raio 2, assim como
os pontos interiores a ela.

y

b) Temos:

X+y —4x—-4y+7<0 =

= (X —4%) + (y* —4y) < -7

L —Ax+ )+ (Y Ay +4)<-7+4+4
Tx—-27+(y-27°<1

Assim, as solugdes (x, y) da inequagéo x* — y* —
— 4x — 4y + 7 < 0 sdo os pontos interiores a
circunferéncia de centro C(2, 2) e raio 1.

y

c) Os pontos (x, y) que sao solugdes da inequagao

(x +4)* + (y + 2)* > 25 sdo os pontos da circun-
feréncia de centro C(—4, —2) eraio 5, assim como
os pontos exteriores a ela.

d) Temos:
X+y —-6x—-2y+1>0=
S -6x+9)+(y-2y+1)>-1+9+1
Cx-3)+(y—-1°>9
Portanto, as solugdes (x, y) da inequacgao
x* 4+ y* — 6x — 2y + 1> 0 sd0 0s pontos exteriores
a circunferéncia de centro C(3, 1) e raio 3.

y
41~ T
i ------- . :
- : >

a) Um ponto (x, y) serd solugdo do sistema se, e
somente se, ele for solugao de cada uma das
inequacgdes que o compdem. Assim, a solucao
do sistema é representada pela interseccdo das
regioes (1) e (1I), determinadas pelas inequagoes:
O -2+ (y-2°">4
M x-17+(y—-27°<16
Essa representacéo é a coroa circular a seguir:

y

b) A representacdo grafica do sistema é a inter-

seccao das regides determinadas pelas inequa-
¢oes (I) e (II).

X +y*<9 ()
x<2 (1

Essa representacédo é dada por:

y

<. MODERNA
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A regido do espaco que esta ao alcance do sensor
é uma esfera de centro P e raio 10 m.

Associando-se ao plano o um sistema cartesiano
x0y, a regido do plano que esta ao alcance do sen-
sor é um circulo cujo centro é O(0, 0) e cujo raio r
é a medida do segmento OQ, representado abaixo.

Assim:

r=10°-6"=r=28

Portanto, a regido do plano cartesiano contida no

campo magnético do sensor é representada por:

X’ +y’ < 64

a) A circunferéncia tem centro C(1,2) eraioR = 5.
Calculando a disténcia d.,, temos:
g _13-1+4-2+19] 130l 30

“ 32+ 4 25 5
Como dg > R, pois 6 > 5, concluimos que s é
exterior a \.

b) A circunferéncia tem centro C(0, 4) e raioR = 3.
Calculando a disténcia d.,, temos:

|12-0-5-4-6| |-26] 26 _

des = = =2

§ J12%2 + =5y J169 13
Como dg < R, pois 2 < 3, concluimos que s é
secante a \.

c) Temos:
y:%+1:>x—4y+4:0
e

X+y?—-10x+4y+12=0 =

= (X —10x + 25) + (y* + 4y + 4) =
=-12+25+4 = (x—57+(y+27°=17
Assim, a circunferéncia tem centro C(5, —2) e
raio R = 17. Calculando a distancia d.,, temos:

5-4-(-2)+4
=| (=2 |_M_L_m

e 2+ (cap N7 17

Como d¢, = R, concluimos que s é tangente a \.

(0, 4)

a) s: 4-0

. = y-—4=2%x-0)

“0+2 2
Logo,uma equacdo geraldaretasé:2x—y+4=0

b) O raio R da circunferéncia é a distancia entre C
e s, ou seja:

R-g,-21-1t4_5 g

=T
Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia é:
x—-12+(y—-1?>*=5
Asequacdes das retas paralelas areta s sdo da forma
3x+y+m=0,comme&R.
Oraio da circunferéncia é igual a distancia do centro
a reta tangente, ou seja:

3-4+2+m| [14 + m|
Jo=="—°-""— — JI0 =—r—
3% +1° V10

o 14+ml=10=>14+m=-100uld+m=10
Som=-—-24oum=—4

Assim, as equagoes das retas sdo: 3x +y — 24 =0
e3x+y—-4=0

Na circunferéncia \, o centro é o ponto C(4, 3) e o
raio R é a distancia CO, que é dada por:
R=0C=4-0°+(B3-07=5
O coeficiente angular m, da reta r é dado por:
m, = H = % Assim, a equacgao do feixe de retas
3x
4
geral: 3x — 4y + 4k = 0. Sendo r uma reta desse feixe,
ela sera tangente a \ se d., = 5, isto é:

3-4-4-3+ 4kl

paralelasaréy = + k,com k R ou, na forma

5 = |4k| = 25
3%+ (—4)
- 4k =250udk = —25 = k:%ouk:—%

Concluimos, entdo, que as equagoes pedidas sdo:
3x—-4y+25=0e3x—-4y -25=0

O centro C e o raio R da circunferéncia A podem ser

obtidos pelo método da redugao, conforme segue:

X +y —4y-12=0=x"+y —4y=12

X (Y -4y+4)=12+4 =X+ (y-27=16

Logo, C(0,2) eR = 4.

Para que uma reta s do feixe 12x — 5y + m = 0, com

me R, seja tangente a \, devemos ter d¢, = 4, isto é:

[12-0-5-2+m]|
J127 + (-5)

So.m—10=520um - 10 = =52

m=62oum= —42

Assim, concluimos que as duas retas desse feixe

tangentes a \ tém equagoes:

12x -5y +62=0e12x -5y —42=0

=4 = |m-10/=52

Na circunferéncia \, o centro é o ponto C(2, —1) e o
raio R é dado por R = J2k.
Como s é tangente a \, temos d¢, = 2k, isto é:

%:@ S Rl=24k

L(l+RP=4k = 1+ 2k+ R =4k

LR -2k+1=0=>k=1

Logo,aequacdodaretaséx +y+1=0eaequacdo

da circunferéncia A é (x — 2)* + (y + 1)> = 2.

Assim, respondemos aos itens:

a) F, pois, substituindo na equacao da reta as vari-
aveis x e y por 1 e —1, respectivamente, obtemos
uma sentenca falsa, qual seja: 1 + (-1) + 1 =0

b) V, pois, substituindo na equacgéo da circunferén-
cia as varidveis x e y por 2 e 42 —1, respectiva-
mente, obtemos uma sentenca verdadeira, qual
seja: (2 -2+ (V2 -1+1) =2

c) V, pois, fazendo y = 0 na equacao da circunfe-
réncia, obtém-se uma equagao que admite raiz
real, qual seja: (x — 2)* + (0 + 1)* =2

d) F, pois, fazendo x = 0 na equagdo da circunfe-
réncia, obtém-se uma equagao que nao admite
raiz real, qual seja: (0 — 2)* + (y + 1)* =2

e) V, pois, a distancia d,, entre a origem 0(0,0) e a

. +0+1
retasedadapor:doszlo 0 l—i £

P+ 2 2
f) V, pois, a equagdo reduzida da circunferéncia é
(x—2)* + (y + 1)* = 2, de onde deduzimos que o
raio é 42, que é maior que 1.
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Temos:

X+y?—-12x+20=0 =

= (x¥*—12x + 36) + (y°) = —20 + 36

L (x—6’+y =16

Assim, a circunferéncia tem centro C(6, 0) e raio
R =4

Sendo o raio da circunferéncia igual a distancia
entre o centro e a reta tangente x = n, paralela ao
eixo das ordenadas, temos:

R=|x.—n| = 4=16-n|
SL6-n=-4oub6-n=4

Portanto,n = 10 oun = 2.

A reta serd secante a circunferéncia se, e somente

se, a distdncia entre o centro de \ e a reta for menor
ou igual ao raio de \, ou seja:

[5:6—12-2+ K| 6 + K|
——— <39 =

J5% + (—127 J169
16+ k<1339 = —13439 <6 + k < 13439
s —13J39 —6< k<1339 - 6

< 39

Para que a reta tenha pelo menos um ponto em
comum com a circunferéncia \, a distdncia entre o
centro de \ e a reta deve ser menor ou igual ao raio.
Como areta de equacgdo y = k é paralela ao eixo das
abscissas, temos:

0-kl<2 > -2<k<?2

a) Substituindo as coordenadas do ponto P na
equacdo da circunferéncia A, temos:
B3+1)°+(-2-27=4"+(-4)1=32
Logo, o ponto P pertence a circunferéncia \.

b) O centro da circunferéncia é C(—-1, 2). Como P é
um ponto de \, a reta s é perpendicular ao raio
no ponto de tangéncia. Logo, o coeficiente an-
gular de s é o oposto do inverso do coeficiente
angular da reta CP. Como mg, = 3__27(__3 = -1,
temos que mg = 1.

A reta s passa por P(3, —2); assim, podemos con-
cluir que a equagdo da reta s é:
y—(=2)=1(x-3)

ou seja, uma equacdo daretasé:x -y —-5=0

a) Temos:
O0—-1*+(-5-2°=(-112+(-7*=50#5
Logo, o ponto P ndo pertence a circunferéncia A.

b) Como P & \, hd duas retas distintas que passam
por P e sdo tangentes a \. Pelo menos uma dessas
retas ndo é vertical e, portanto, tem equacgdo da
formay — (=5) = m(x — 0),ouseja,mx —y —5=0,
com m € R. A distdncia entre o centro de \ e
uma reta tangente é o raio da circunferéncia e,
portanto:

|m-171-275|:£:> [m — 7| _5

m? + (—1)° m’ +1

(m_7)2 2 2

——— =5=>m-14m+49=5m"+5

m°+1
2m2+7m—22:O:>m:—%oum:2
Logo, as equagodes das retas sdo:
—12—1x—y—5:Oe2x—y—5=0,

ouseja,11x +2y +10=0e2x -y =0

O raio R da circunferéncia, que é a distancia do
ponto P(0, 7) ao centro C(3, 3), é dado por:
R=(B3-07+(3-7)543%+(-4)
S R=5
Seja m € R o coeficiente angular da reta s. Pelo
grafico, temos m > 0. Assim, uma equacéo de s que
passa por Q(8, 0) é:
y-0=mx-8 > mx—-y—-8m=0
Como areta é tangente a circunferéncia, a distancia
do centro de \ a s é igual ao raio, ou seja:
Im-3-1-3-38m| |-5m — 3|
=5 =2 — =
m? + (—1)? m?+1
(=5m -3y
m?+1

5

=25 = 25m*+ 30m + 9 = 25m* + 25

. _ -8
..30m—16:>m—15

Logo, uma equagao da reta s é:

ouseja: 8x — 15y — 64 =0

a) Para encontrar a intersecgao, resolvemos o sis-
tema:

Xx+y—-6=0 0]
(x+1°+y* =25 (1)

Da equagcao (I), temos:
y=6-x
Substituindo na equacéo (II), temos:
x+1°+(6-%x"=25=
> xX+2x+1+36-12x+ x> =25
X’ -5x+6=0=x=20ux=3
Para x = 2, temos da equagao (I):y = 4
Para x = 3, temos da equagao (I): y = 3
Concluimos, assim, que s N \ = {(2, 4), (3, 3)}.
b) Para encontrar a intersecgéo, resolvemos o sis-
tema:

x+y—-1=0 (03]
X+y*—2x—4y+3=0 (I

Da equagcao (I), temos:

y=1-x

Substituindo na equacéo (II), temos:
X+(1-x"-2x-41-x+3=0=>
=>xX+1-2x+xX*-2x—-4+4x+3=0
L2X%=0=x=0

Para x = 0, temos da equagao (I): y = 1
Concluimos, assim, que s N \ = {(0, 1)}.

c) Para encontrar a intersec¢do, resolvemos o sis-
tema:

x+3y—-4=0 1
(x—4P’+(y—-37=3 (1)

Da equacao (I), temos:

x=4-3y

Substituindo na equacao (II), temos:
(4-3y—-4°*+(y-3°=3=>

=9’ +y"—6y+9=3

S5 -3y+3=0= 3yER
Concluimos, assim, que s N A = .
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d) Para encontrar a interseccgéo, resolvemos o sis-
tema:

y—-5=0

X +y =169
= (x=12ey=5ou(x=-12ey=15)
Concluimos, assim, que s N\ = {(12, 5), (-12, 5)}.

e) Para encontrar a intersecgéo, resolvemos o sis-
tema:

y=x+1 1))
X +y —4x—-6y+11=0 (1)

Substituindo (I) em (II), temos:

X+ (x+1’-4x-6(x+1)+11=0=

> X +xX+2x+1-4x-6x-6+11=0

X' —-4x+3=0=>x=1oux=3
Concluimos, assim, que s N\ = {(1, 2), (3, 4)}.

7% 0 1
O coeficiente angular dareta s é:m, = -8 ~3
Assim, uma equagdo de s é:y — 0 = %(x - 8)

ouseja:x —3y—8=0

O raio R da circunferéncia \ é a disténcia entre o
centro C(2, 3) e o ponto P(-2, 0), isto é:
R=y(-2-2P+(0-3) = (-4 + (-3

S R=5

Logo, uma equacéo da circunferéncia é:
(x—2?%+(y—3)?*=25

Para encontrar a interseccdao de A com a reta s,
resolvemos o sistema:

x—3y—-8=0 (1)
x=2P+(y—-3=25 (I)

Da equagao (I), temos:

x=3y+8

Substituindo na equacao (II), temos:

By +8-2°+(y—-3°=25=

= 9y’ +36y+36+y —6y+9-25=0
LY +3y+2=0=y=-20uy=-1

Paray = -2, temos da equagao (I): x = 2
Paray = —1, temos da equacgdo (I): x =5
Concluimos, assim, que A(2, —2) e B(5, —1).

Para encontrar a intersecc¢ao de s e \, resolvemos o
sistema:

x—-y+1=0 0
x>+ (y—-57=10 (II)

Da equagcao (I), temos:
y=x+1
Substituindo na equacgao (II), temos:
X+x+1-5°=10=x*+x"-8x+16=10
X —-4x+3=0=>x=1oux=3

Para x = 1, temos da equagao (I): y = 2

Para x = 3, temos da equagao (I): y = 4
Concluimos, assim, que os pontos de intersec¢do
entre s e A sdo (1, 2) e (3, 4).
O comprimento da corda que A determina sobre s é
a distancia entre os pontos de intersec¢éo, dada por:

fa=s+@-af =2+ (27 =242

Os pontos A e B sdo as solugdes do sistema:
§2++yy2 _O4X —0™ (x=0ey=0)ou(x=2ey=-2)
Como a abscissa de A é menor que a de B, temos que

A(0, 0) e B(2, —2). Assim, devemos obter a equacio
da reta t tangente a A no ponto B(2, —2). Para isso,
determinamos o centro C de \:

X+y -4x=0= (X -4x+4)+y =4

L x-2P+y'=4

Logo, C(2, 0).

Observamos, portanto, que a reta CB é vertical, pois
C e B tém abscissas iguais. Como a reta t € perpen-
dicular a CB, deduzimos que a reta t é horizontal.
Por ser horizontal e passar por B(2, —2), a equagao
detéy= -2

Alternativa a.

Fazendo y = 0 na equacdo da circunferéncia, ob-

temos:
-m+ Jm? + 16
2

Assim, os pontos de interseccdo dessa circunferén-
cia com o eixo Ox sdo:

-m+ Nm’ + 16 -m—m’ + 16
——,0/eBl—————,0

X¥+mx—4=0>=x=

A 2 2

Como M(i O) é ponto médio de AB, temos:

2’
“m+ Am’ + 16 +<7m7«1m2+16)
2 2 5
2 2=
—2m _ 5
2 2
s.om= -5

Assim, a equacdo da circunferéncia é:

x>+ y> - 5x — y — 4 = 0. Comparando-a com a
equacdo geral x* + y* — 2ax — 2by + @’ + b> - R* =0,
obtemos:

1

-~ Se_9h=— 5.1
—2a=-5e -2b = 1:61—2eb—2

Concluimos, entdo, que o centro da circunferéncia

. 51

€ o ponto C(z, 2).

A distancia do ponto P a circunferéncia \ é igual a
distancia PC — R, sendo R a medida do raio da cir-
cunferéncia.

Assim a distancia é dada por:

J(12-0P+(5-0 —3=4169 —3=10

Portanto, a distancia de P a \ é 10 unidades.

O ponto da circunferéncia de centro C que estd
mais distante de O é uma das intersecgdes entre a
reta CO e a circunferéncia \. O raio R da circunfe-
réncia A é a distancia entre o centro C(3, 6) e 0 ponto
P(1,7), isto é:
R=JB- 17+ (6-7)7 = 2%+ (-1)
S R=45
Logo, uma equacdo da circunferéncia é:
x—-32+(y—60°=5
O coeficiente angular da reta CO é:

6-0

Meo miz
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Assim, uma equacgdo dessareta é:y — 0 = 2(x — 0)
ou seja:y = 2x
Para encontrar a intersecc¢ao, resolvemos o sistema:
y=2x M
x—-3°+(y—-672=5 (I)
Substituindo (I) em (II), temos:
x—-3°+(2x-60°=5=
= x—-6x+9+4x*—24x+36=5
X —-6x+8=0=x=20ux=4
Para x = 2, temos da equagéo (I): y = 4
Para x = 4, temos da equacao (I):y = 8
Assim, os pontos de interseccio de CO e \ s&o (2, 4)
e (4, 8); desses pontos, o mais distante de 0(0, 0) é
o ponto (4, 8).

a) Para encontrar a intersecgdo s N \, resolvemos
o sistema:

y=3

x>+ y>=25

= (x=-4ey=3)ou(x=4ey=23)
Concluimos, assim, que s N \ = {(—4, 3), (4, 3)}.
Um ponto P(x, y) é solucdo do sistema se, e so-
mente se, P satisfaz cada uma das inequagoes

desse sistema. A regido do plano determinada
pelas solugdes do sistema é representada abaixo.

b

~

y

5

3
/ \y_s
—;1 0 4 X

a) O centro C e o raio R da circunferéncia sdo (5, 8)
e4.

Se r é tangente a \, entdo a disténcia d., do cen-
tro C areta r é igual ao raio R, isto é:

58+
I7"5788':4:>|5m|:4«lmz+1
m’ + (—1)°

s25mP=16(m’ + 1) = m = i%

. P 4
Logo, o maior valor possivel de m é

?.
b) O ponto T de tangéncia é a solugdo do sistema:
4x
3 "y*t8=0 Sx=2ey=52
(x—57+(y—8°=16 > >
9 52
Logo, T(g, ?>

a) Comparandoaequacdox’+y*—2x—4y—15=0

com a equacgao geral

X’ +y> — 2ax — 2by + a’ + b* — R’ = 0, obtemos:
—2a=-2
-2b=-4
a’+b*-R’=0

Assim, o centro C e o raio R da circunferéncia A
sdo (1, 2) e 245.

= a=1b=2eR=245

O coeficiente angular m, da reta s é o oposto
do inverso do coeficiente angular m, da reta r,
isto é:
1
mg=—
m

:msz—i=2
2

Com esse coeficiente angular e o ponto C(1, 2),
obtemos a equagdo da reta s:
y-2=2x-1 =>2x-y=0

r

b) Esquematizamos:
y
A
2 -
! 2J5
-6 O 1 X
P
g
-3
S
r
Observamos que P, intersecgdo entre \ e s no ter-
ceiro quadrante, é o ponto pertencente a A mais
préximo de r. Esse ponto é uma das solugdes do
sistema:
_q\2 92 —
x-1°+(y—-2*=20 o
2x—y=0
= (x=3ey=6)ou(x=-1ley=-2)
LOgO, ANs= {(3v 6)7 (_17 _2)}
Como o ponto P pertence ao terceiro quadrante,
concluimos que P(-1, —2).
(Nota: Sem o auxilio do grafico, deveriamos
calcular a distancia entre a reta r e cada um dos
pontos (3, 6) e (—1, —2) para determinar qual
desses pontos estd mais préximo de r.)
a) OcentroC,eoraioR;de\;sdo Cy(1,—1)eR, =5.
O centro C, e o raio R, de N\, sd0 C,(5,2) e R, = 13.
dec, = \/(5 - 1)2 +[2- (_1)]2 =5
Temos: R, + R, =18
|R, —R,|=8
Assim, dcc, < |R; — R,| Logo, A, é interior a \,.
b) Pelo método da reducdo:

X+y —2y-24=0=x"+(y -2y) =24
XY -2+ 1) =24+1 = X+ (y-1)7=25
Logo, o centro C, e o raio R, de \, s@o C,(0, 1) e
R, =5.
O centro C,eoraioR,de \,s30 C,(—3,5) eR, = 10.
dee, =(-3-07+(5-17* =5
Temos: R, + R, =15
R, —Ry|=5

Assim,d¢, = R, — R,). Logo, \, e \,sd0 tangentes
interiormente.
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¢) OcentroC,eoraioR, de\,; sdo C,(0,0)eR, = 5.
O centro C, e o raio R, de )\, sdo Cy(3, 6) e

R, = 420 = 245.

dec, = V6% + 32 = {45 =35

Temos:
R, + R, =345

Assim, dcc, = R, e R,. Logo, \; e \, sdo tangentes
exteriormente.
d) Pelo método da reducéo, temos:
X+y —-8+7=0= (X*—-8x)+y’=—7
L -8+ 16)+y'=-7+16 =
= x-4’+y"=9
O centro C; e o raio R, e \; sd0 C,(0,3) e R, = 1.
O centro C, e o raio R, de \, s@o C,(4,0) e R, = 3.

dee,= @& — 07 +(0—3) =5
R,+R,=4

Temos:

Assim, d;c, > R, + R,. Logo, \, e \, sdo exteriores.
e) Pelo método da redugédo, temos:
X¥+y -8x—-18y +81=0 =
= (X - 8x) + (y* — 18y) = -81
. (X*— 8x+16) + (y* — 18y + 81) =
=-81+16 + 81
T(x—4+(y—-9°=16
Assim, o centro C, e o raio R, de \, s@o C,(4,9) e
R, = 4.
O centro C, e o raio R, de \, sdo C,(6, 8) e R, = 10.
dec, = N6 — 47 +(8 -9 =45
Temos: R, + R, = 14
R, —R,|=6
Assim,d¢c, < |R, — R,| Portanto, \, é interior a \,.
f) Pelo método da redugéo, temos:
4 + 4y’ —16x—8y +11=0 =
11

ax2+y2—4x—2y+T=O
. (x2—4x)+(y2—2y)=—14—1i
:>(x2—4x+4)+(y2—2y+1)=—17r1+4+1

-2 (-1 =g

O centro C,eoraioR, de \;sd0 C,(2,1) eR, =

O centro C,e oraio R, de A\, 580 C(2,1) e R, =

Nw N|w

Comod;c, = 0 e R, = Ry, as circunferéncias coin-
cidem.

O centro C, e oraioR, de \; sdo (2,1) e 2; e o centro C,
e oraioR, de \, sdo (6, —2) e k. Assim, respondemos
aos itens:

a) Para que \, e \, sejam tangentes exteriores,
devemos ter: C,C, = R, + R,, isto é:
J6-27+(-2-12=2+k=>5=2+k
k=3

b) Para que \, e \, sejam tangentes interiores, de-
vemos ter: C;C, = |R; — R,| isto &:
J6-22+(-2-17 =[2-kl = 5=1[2 -kl
s.k=-30uk=7
Como, por hipédtese, k é positivo, s6 nos convém
k=7.

c) Para que \, e \, sejam exteriores, devemos ter:

C,C, > R, + R,, isto é:

J6—2P+(2-1 >2+k=>5>2+k
SLk<3

Como, por hipétese, k é positivo, temos 0 < k < 3.

d) Para que \, e \, sejam secantes, devemos ter:

|R, = Ry| < C,C, <R, + Ry, isto é:
[2-kl<J6-27+(-2-17<2+k =
= [2-kl<5<2+k

l2-rl<s -5<2-k<5

“ls<2+k 3<k
-3<k<

"‘{k?;gk 7:3<le<7

e) Para que \, e \, sejam interiores, devemos ter:

C,C, <|R, — Ry, isto é&:
J6—27+(-2-12<[2-kl = 5<[2 Kl
S k<-30uk>7

Como, por hipétese, k é positivo, s6 nos convém
k>7.

a) Temos que C,C, <|R; — R,|; logo, C, e C, sdo inte-

riores.
Graficamente:
y
>\1
)\2
\JE
T et St oC,
C, }
21 ‘ !
\
3 5 X

b) O coeficiente angular m, da reta r que passa por

d

~

C, e C, é dado por:
4 -2
m=t_3 = 1
Com esse coeficiente angular e o ponto Cy(3, 2),
obtemos a equagao der:
y-2=1x-3) >y=x-1
Os pontos de intersec¢do entre r e \, sdo as so-
lucdes do sistema:

y=x-1
(x—57+(y—47’=2
= (x=6ey=5ou(x=4ey=3)
Logo, N, N r ={(6,5), (4, 3)}.
Pelo grafico do item a, constatamos que entre os
pontos (6, 5) e (4, 3), o mais préximo de A, é (6, 5);
logo, P(6, 5).
Nota: Sem o auxilio do gréfico, deveriamos calcu-
lar a distancia entre a circunferéncia \, e cada um
dos pontos (6, 5) e (4, 3) para determinar qual
desses pontos estd mais préximo de \,.

=
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a) Antena A:
(x— 172+ (y — 2)* =400
Antena B:
(x — 6)° + (y — 10)> = 400
b) A distancia entre os centros das circunferéncias
é dada por:

AB={(1-6+(2—-10 =

= AB = {(-5] + (-8

. AB = J89

Portanto, o comprimento do segmento, em qui-
16metro, é: 2 - 20 — 89 = 40 — J89

L

A interseccdo de \, com \, é o conjunto solucao
do sistema:
(x—22+y*=10
(x+4)P7+(y+3?2=25
que equivale a
X*—4x+y*-6=0 (I
X’ +8x+y +6y=0 (II)
Subtraimos (II) de (I) membro a membro, obten-
do:
-12x-6y-6=0=y=-2x—-1 (Il
Substituindo (III) em (I), temos:
X —4x+(-2x-1°-6=0=>
=> X -4x+4x*+4x+1-6=0
5% -5=0=x=1oux= -1
Para x = 1, temos da equacao (llI): y = -3
Para x = —1, temos da equagdo (IlI):y = 1
Portanto, \; N X\, = {(1, —3), (=1, 1)}.
b) O conjunto A\, N A, é o conjunto solugdo do sis-
tema:
X*+y*-2x+4y+3=0 (]
X*+y*—10x —4y +11=0 (II)
Fazendo (I) — (II), temos:
8x+8y-8=0=>x=1-y (Il
Substituindo (III) em (I), temos:
1-y)P2+y"-2-(1-y)+4y+3=0=
=S 1-2y+y’+y —2+2y+4y+3=0
L2+ 4y +2=0= Yy +2y+1=0
Ly+1)P=0=>y=-1
Paray = —1, temos da equacao (III): x = 2
Portanto, A, N\, = {(2, —1)}.
c) A intersecc¢do A, N \, é o conjunto solucdo do
sistema:
X+y—-172=2
X*+y*—8x—-10y+31=0
que equivale a
X+y -2y-1=0 0
X*+y*—8x—10y+31=0 (I
Fazendo (I) — (II), obtemos:
8y +8x-32=0=y=4-x (I
Substituindo (III) em (I), obtemos:
X+(@A-x"-24-x-1=0=
=>x+16-8x+x—-8+2x—-1=0
L2 —-6x+7=0
A=36-4-2-7=-20<0
Como A < 0, concluimos que A, N\, = .

As intersecgdes das circunferéncias \, e \, sdo as
solugoes do sistema:

(x+ 62+ (y—4)P*=85

x+27+(y—37=34

X’ +12x+y* -8y —33=0 (]

que equivale a {xz +ax+y —6y—21=0 (I

Fazendo (I) — (II), obtemos:
8x—2y-12=0=y=4x-6 (Il
Substituindo (III) em (I), temos:
X+ 12x+ (4x—6)°—-8-(4x—6)—33=0
X+ 12x + 16x* — 48x +36 — 32x + 48 — 33 =0
S 17x* - 68x +51=0
A=(-68)>—4-17-51 = 1.156
_68+34
2-17
Para x = 3, temos da equagao (III): y = 6

=> x=3o0ux=1

Para x = 1, temos da equagao (IlI): y = -2
Portanto, os pontos de interseccao das circunfe-
réncias \, e A\, s80 P(1, —2) e Q(3, 6). A corda comum
a essas circunferéncias é o segmento PQ, cujo
comprimento é:

PQ=3-17+[6 - (-2)F = V68 = 2417

a) Os pontos comuns a \; e \, s@o as solugdes do
sistema:

X*+y*—12x—4y+30=0 (I
X +y?—2x—14y +10=0 (II)

Subtraindo, membro a membro, (II) de (I), temos:

—-10x +10y +20=0 = y=x—2 (Il

Substituimos (III) em (I):

X+ (x—-2’-12x—-4x—-2)+30=0 =

= x*-10x+21=0

wx=70ux=3

Fazendo x = 7 na equacao (III), obtemos y = 5.

Fazendo x = 3 na equacao (III), obtemos y = 1.

Concluimos, entdo, que: \; N A, = {(7, 5), (3, 1)}
b) Aregido do plano cartesiano formado por todas

as solucgdes (x, y) do sistema

X*+y*—12x— 4y +30 <
X +y*—2x—14y + 10 <

I
(Im)
é ainterseccdo das regides representadas por (I) e

(I1). Para representé-las, vamos obter o centro e o
raio de \, e de \,.

0
0

Obtendo o centro C, e o raio R, de \;:
X+y —-12x -4y +30=0 =

= (X*—12x+36) + (y* — 4y + 4) =
=-30+36+4
T(x—6)’+(y—-2?=10

Assim, C,(6, 2) e R, = 10.

Obtendo o centro C, e o raio R, de \,:
X+y -2x-14y+10=0 =

= @ -2x+1)+(y"— 14y +49)=-10+1+49
Cx-1+(y-7) =40

Assim, C,(1,7) e R, = 2410.

12
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Concluimos, entdo, que todas as solugodes (%, y)

do sistema sao representadas por:

y
)\2

7 foCZ
51-b----- ,

: NN
2{-r--4-- L &
IR b

1 3 6 7 X

Exercicios técnicos

a) Para C(—4, —1) eR = 3, temos:
x— (=4 +[y-(-)=3

Logo, a equacdo reduzida da circunferéncia é:

xX+4’+(y+1>=9

b) Para C(—5,0) e R = 245, temos:
= (=5 + (y - 07 = (245)°
Lx+5)P+y'=4-5

Logo, a equagdo reduzida da circunferéncia é:

(x+5)%+y*=20

c) ParaC(0, -8)eR = %, temos:

x-or+ by - (-8 = (%)

Logo, a equagdo reduzida da circunferéncia é:

1
2 2 _ L
X°+ (y +8) =25

d) Para C(g 7%> eR = g, temos:

o] e

. _gz( 1)2 9-2
(x 3>+y+2

Logo, a equagédo reduzida da circunferéncia é:

2\’ 1Y 9
BRETON T

1\ 3\
X‘(‘E) *(Y‘Z):%
__1 _1
a=-5 a=-5
_3 =4 _3
b=7 b=3
R? =136 R=6

3

Logo, C(0,0) eR = 2(.

A circunferéncia tem centro C(1, 2) e passa pela
origem O(0, 0); logo, o raio R dessa circunferéncia é:

R=depo=41-0+@2-0°=J1+4 =
“R=45

Assim, a equacdo reduzida da circunferéncia é:
x—-12+(y—-27°=5

As intersecgdes da circunferéncia A com o eixo das
abscissas sdo as solugdes do sistema a seguir.

(x—-5°+(y+4°=81 ()

y=0 (I1)

Substituindo (II) em (I), temos:

(x =572+ (0+4)72=81 = (x—5)7=65
“X—-5=+65 = x=5+J650ux=5— 65
Portanto, os pontos de intersecc¢ao sao (5 - J65, O)

e(5+ J65, 0).

a) Por ser o ponto médio de AB, o centro C da cir-
0+6 0+8
R ) C(3,4)
O raio R da circunferéncia é a distdncia CA, isto é:
R=CA=J3-07+(4-02=425=5
Logo, a equagdo reduzida é: (x — 3)* + (y — 4)* =25
b) Fazendo x = 0 na equacgado da circunferéncia,
temos:
0-3°+(y—4*=25=y"-8y=0
y=0ouy=28
Assim, os pontos comuns a circunferéncia e ao
eixo das abscissas sao (0, 0) e (0, 8); logo, o ponto
pedido é P(0, 8).

cunferéncia é dado por: C (

Fazendo x = 0 na equacao da reta, obtemos: y = 4
Fazendo y = 0 na equacao da reta, obtemos: x = 2
Assim, os pontos de interseccdo da reta com os
eixos coordenados sdo A(0, 4) e B(2, 0).
O centro C da circunferéncia é o ponto médio de AB
e o raio R é a distdncia CA, isto é:

0+ 2 4+0
c( > > ) C(1,2) e

R=y(1-07+(2-47 =

Logo, a equagdo da circunferéncia é:

x-1°+(y—-2°=5
Alternativa a.

A medida do lado desse tridngulo equilatero é 2;

logo, a medida de sua altura é Q, ou seja, 3.

2
Assim, o vértice do tridngulo, pertencente ao
eixo Oy, é o ponto (O, «E)
O centro da circunferéncia inscrita em um trian-
gulo qualquer é o incentro I (ponto de encontro
das bissetrizes internas), que, no caso do tridngulo
equilatero, coincide com o baricentro G (ponto de
encontro das medianas). Assim, o centro dessa
circunferéncia é dado por:
-1+1+0 0+0+f) G( «/?)

Gl—3 3 0,73~
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O raio R da circunferéncia é a medida do apétema
do tridngulo equilatero, que é a terca parte da altura,

. 3
ouseja,R = 3

Concluimos, entdo, que a equacgdo da circunfe-
réncia é:
S (5] = el 3 -
_n\2 N2 ) (N2 2 N2 ) L
(x O)+(y 3 3 = x+|y 3 3
Alternativa e.

A circunferéncia passa pela origem 0(0, 0), tem
raio 2 e seu centro é da forma C(c, 2c); logo:
CO=2= J(c—0P+(2c—0 =2

245

.'.c2+4c2:4:>c:i—5

o . - 245
Como, por hipétese, ¢ é positivo, temos que ¢ = 245

5
25 445 )
e, portanto,C(T, 5. )

Concluimos, entdo, que a equacio da circunferéncia
2 2
é:(xf—zf) +(yf —45) =4

Alternativa e.

Indicando por M o ponto (2, 1) e por C o centro (1, 0)
da circunferéncia, temos que a reta AB é perpendi-
cular a reta CM. Logo, o coeficiente angular m,; da
reta AB é o oposto do inverso do coeficiente angu-
lar me, da reta CM, isto é:
1
-0
2-1
Com esse coeficiente angular e o ponto M(2, 1),
obtemos a equacao da reta AB:
y-1=-1x-2) =>y=-x+3
Alternativa c.

Myp = — = Myp = =-1

Mey

A4, 4)
Ponto
médio
(0]
C(0,0) B(6,0
/ M (3, 0) (6.0)
Ponto
médio
r
s

As equagdes das mediatrizes de CA e CB sdo, res-

pectivamente: (r)y = —x +4e (s)x =3

O centro O da circunferéncia é a solugdo do sistema
{y =—-x+4

x=3

isto é: 0(3, 1)

A medida R do raio da circunferéncia é a distancia
entre O e um dos trés pontos A, B ou C:
R=0C=43-0)+(1-0)7 =410

Logo, a equacao reduzida dessa circunferéncia é:
x-3°+(y—-1°=10

O centro C da circunferéncia equidista dos pon-
tos E(2, 0), F(2, 4) e G(0, 4); logo, C pertence as
mediatrizes de EF, EG e FG. Bastam duas dessas
mediatrizes para a determinacdo de C; por exemplo,
tracando as mediatrizesr e s dos segmentos EF e EG,
respectivamente, temos o grafico:

y s
4)C—— F
Cc r
L 2 +
2 l
1 E
o 2 X

Logo, C(1, 2).

Concluimos, entdo, que a distancia pedida é a dis-
tancia entre C(1, 2) e O(0, 0), isto é:
co=J1-0f+@2-07 =45

Alternativa d.

Professor!
E oportuno ressaltar aos alunos que nos valemos,
nessa resolugéo, da particularidade de as retas EF
e FG serem vertical e horizontal, respectivamente.
Sem essa particularidade, a resolucgdo geral é apre-
sentada a seguir.
Resolugdo geral:
O centro C da circunferéncia equidista dos pon-
tos E(2, 0), F(2, 4) e G(0, 4); logo, C pertence as me-
diatrizes de EF, EG e FG. Bastam as equacdes de
duas dessas mediatrizes para a determinacao de C:
Obtendo a equagdo da mediatriz r de EF:
O ponto médio M de EF é dado por:
2+2 0+4
M( 2 2
A reta EF é vertical, pois E e F tém abscissas
iguais; logo, a mediatriz r é horizontal.
Por ser horizontal e passar por M(2, 2) a equagao
deréy=2.
Obtendo a equagdo da mediatriz s de FG:
O ponto médio N de FG é dado por:
2+0 4+4
N ( 7 2
A reta FG é horizontal, pois F e G tém ordenadas
iguais; logo, a mediatriz s é vertical.
Por ser vertical e passar por N(1, 4) a equagao de
séx=1
Assim, o ponto C é a solugdo do sistema:

=
x=1
Logo, C(1, 2).

Concluimos, entdo, que a distancia pedida é a dis-
téncia entre C(1, 2) e 0(0, 0), isto é:

CO=J1-0+(@2-072 =45

Alternativa d.

) = M(2,2)

) =N(1,4)

14
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Tal equacdo representa um Unico ponto se, e so-
mente se:

n”-9=0=n=-3oun=3

Tal equagdo representa uma circunferéncia se, e
somente se:

pP’-16>0 = p<-4oup>4

Para que a equacao represente uma circunferéncia,

Substituindo (1) e (II) em (III), obtemos:
(1 + (-3 R =
“R-2

w

Assim, concluimos que a circunferéncia tem

centro C(—1, —3) eraioR = %

devemos ter: a) Temos:
75—k >0 = —5y3 <k <5J3 Py +12x+2y +26=0=

Como 3 = 1,7, entdo, 543 = 8,5, logo temos que o = (X +12x) + (Y2 +2y) = —26
{naior in,tei.ro k que satisfaz a desigualdade é 8, que (P H12x+36)+ (Y2 + 2y +1) = —26+36+ 1
é um multiplo de 4. Assi ~ . . N

. ssim, a equagao reduzida da circunferéncia é:
Alternativa a. (X+6)7+(y+1)7=11
a) Comparandoaequagdox’+y’+2x+4y+1=0 Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-

com a equagéo geral ciasdo: C(-6, 1) eR = J11

x* +y® — 2ax — 2by + a’ + b* — R* = 0, temos: b) Temos:

—2a=2 a=-1 0 X+y +6y+5=0= (X +(y+6y)=-5

~2b=4 = b=-2 (1) L)+ (Y ey +9=-5+9

a>+b?—R>=1 a?+ b2 —-R*=1 (Il Assim, a equagao reduzida da circunferéncia é:
. X+ (y+3°=4

Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos: . . A
1+ (- -R =1 Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-

(=1) cia sdo: C(0, -3)eR =2

S R=2 .

i lui i feréncia tem ©) Temos:
Assim, concluimos que a circun XAty —3—2y+1=0 =
centro C(—1, —2) eraioR = 2. 2 _ 33 4 (V2 — 2v) = —1
b) Comparando a equagdo x> + y> — 4y — 21 =0 = )+ (y y) =

com a equacéo geral . (Xz g3y 2) +(y -2y +1) =

X’ +y* — 2ax — 2by + a’ + b* — R = 0, temos: 2 4
-2a=0 - 1+24

4
_2b =-4 = A . - d d d . f ~ sz
R4 — R = —91 ssm;, ? equacdo re 19121 a da circunferéncia é:
a=0 ) (X—5>+(y—1)2=z
=ib=2 (1) Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
a’+b>—R*=-21 (Il
cia sdo: C<§ 1) eR=2

Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos: T\2? 2

0*+2°-R*=-21 d) Para obter a equacdo reduzida, é mais cémodo

S.R=5 trabalhar com os coeficientes de x e y unitarios;

Assim, concluimos que a circunferéncia tem por isso, vamos dividir por 3 ambos os membros

centro C(0,2) eraioR = 5. da equagao, obtendo:

¢) Comparando a equagdo x> + y* — 8x = 0 com a XAy - 2x - iy _4_y

equacdo geral X* + y* — 2ax — 2by + a® + b> —~R* =0, 3 3

temos: Temos, entao:

—2a=-8 a=4 (1 s 2 oo 4 4
-2b=0 = lb=0 () Xty —2x-3y-3=0=
a’>+b*-R*=0 a’+b>—R>=0 (II

: o el )4
Substituindo (I) e (II) em (III), obtemos:
2 2 p2 _

4;O4R*O .'.(x2—2x+1)+(y2—2y-%+%):

o ) . - 4 4

Assim, concluimos que a circunferéncia tem =3 tgt 1

centro C(4,0) eraioR = 4. Assi 50 reduzida da i feréncia &

d) Temos 9x° + 9y + 18x + 5y + 86 = 0 = ssim, a equagaozre uzida da circunferéncia é:
86 ey 2) =2

= X +y +2X+ 6y + 5 =0 k-1 +ly-3) =75

Comparando a equagao Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-

X +y +2x+6y+ % = 0 com a equacdo geral cia sdo: C(l, %) eR= %

2 2 2 2 — .

X +y —2ax-2by +a’ +b - R, =0, temos: e) Para obter a equacdo reduzida, é mais cdémodo
-2a=2 a=-1 (1) trabalhar com os coeficientes de x e y unitérios;
—Jb=6 bh=-3 (1) por isso, vamos multiplicar por 5 ambos os

= ~
2 12 po_ 86 2 12 po_ 86 membros da equacao, obtendo:
@A -R="gm @+ b - RE= g () X +y? - 10x + 10y + 25 =0
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Temos, entao:

X +y?—10x+ 10y +25=0 =

= (X’ — 10x) + (y* + 10y) = —25

. (¥* — 10x + 25) + (y* + 10y + 25) =
=-25+25+25

Assim, a equacgao reduzida da circunferéncia é:
(x—52+(y+5°=25

Portanto, o centro C e o raio R dessa circunferén-
ciasdo: C(5, —-5)eR=5

O centro C da circunferéncia é o ponto médio de AB
e o raio R é a distancia CA, isto é:

2+6 2+5\_ [, 7
C( 2 2 )‘C(4’2>e

Logo, a equacdo da circunferéncia é:

(x74)2+<y7%)2:%

Alternativa d.

= X +y -8x—-7y+22=0

O centro C da circunferéncia \ é o ponto em que a
mediatriz de AB intercepta o eixo das ordenadas.

Lembrando que todos os pontos P(x, y) da media-
triz r de um segmento AB equidistam de A e B,
a equacdo da mediatriz de AB é dada por:

dep = dpp =

= Jx-3+(y -4’ =Jx -2+ -5

X —6x+9+y' -8y +16=
=x*—4x+4+y*— 10y + 25

X—-y+2=0

Entdo, substituimos x por 0 na equacao da mediatriz
e encontramos a ordenada de C:
0O-y+2=0=y=2

Dessa forma, o centro da circunferéncia A é C(0, 2) e
seuraio R é a distdncia entre A(3,4) e C(0, 2), ou seja:
R=40-3+@—4 =(-3) + (-2

S R=4J13

Logo, uma equacdo dessa circunferéncia é:
(X70)2+(y—2)2=(~fﬁ>2 =X +y —4y+4=13
X4y -4y -9=0

Portanto, a equagao geral de A é:
X+y -4y -9=0

O centro C da circunferéncia é o ponto de inter-
seccdo entre a mediatriz de AB e a bissetriz dos
quadrantes pares, cuja equagao éx +y = 0.

Os pontos P(x,y) da mediatriz r de um segmento AB
equidistam de A e B; assim, a equacao da mediatriz
de AB é dada por:

dep = dpp =

= Jx-2P+ (-1 = {x-117 +[y - (-2)F

X —Ax+4A+y -2y + 1=
=xX*-22x+121+y* +4y + 4

S3x—y—-20=0

Entdo, as coordenadas de C sdo a solugdo do sis-
tema:

Jlax ~y-20=0
x+y=0

= x=5ey=-5

Dessa forma, o centro da circunferéncia é C(5, —5).

Por pertencer a bissetriz dos quadrantes impares,
o centro C é um ponto da forma C(c, c); logo:
CA=CB =
= -6+ (=77 =Alc— (-1)F + (-0
=6+ (-7 =(Cc+1+=c=3
Assim, o centro da circunferéncia é C(3,3) eoraioR
é dado por:

R=CA=4{3-6/+(3-7 =5
Concluimos, entdo, que a equagao da circunferéncia
é(x—-3°+(y—-3°=25

O centro C da circunferéncia \ é o ponto de inter-
seccao entre a mediatriz de AB e a reta de equagao
y=2x—-1.

Lembrando que todos os pontos P(x, y) da media-
triz r de um segmento AB equidistam de A e B,
a equacgao da mediatriz de AB é dada por:

dea = dpy =

= Jx -2+ (-3 =x -3+ -2

X —4x+4+y -6y +9=

=X -6x+9+y —4y+4

x—-y=0

Entdo, as coordenadas de C sdo a solugao do sis-
tema:

|x—y:O

y=2X_1:x:1ey:1

Dessa forma, o centro da circunferéncia A é C(1,1) e
seuraioR é a distancia entre A(2, 3) e C(1, 1), ou seja:
R=1(1-2f + (1 -3 = (-1 + (-2

~R=45

Assim:

x-1"+(y-1'=(5) =
=>xX-2x+1+y"-2y+1=5

X4y -2x—-2y—-3=0

Portanto, a equagdo geral de \ é:

X+y —-2x—-2y-3=0

a) Para x > 0, temos:
X+y -6x+6y+14=0=
= X -6x+9)+(y+6y+9=-14+9+9
Lx=3)2+(y+3°=4 ()
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro Cy(3, —3) eraio R, = 2.
Para x < 0, temos:
X+y +6x+6y+14=0=
=S X +6x+9)+(y+6y+9)=-14+9+9
A3+ (y+3°=4 ()
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro C,(—3, —3) eraioR, = 2.
Assim, a representacdo pedida é a reunido das
circunferéncias de equagoes (I) e (II), isto é:

<. MODERNA
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b) Parax > 0ey > 0, temos:
X+y —6x+6y+14=0=
= x-32+(y+3°=4 ()
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro Cy(3, —3) eraioR, = 2.
Parax > 0ey <0, temos:
X+y —6x—-6y+14=0=
= x-3’+(y-3°=4 ()
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro C,(3,3) eraioR, = 2.
Parax<Oey > 0, temos:
X+y +6x+6y+14=0=
= x+3°+(y+3°=4 ()
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro Cy(—3, —3) eraioR; = 2.
Parax <0ey <0, temos:
X+y +6x-6y+14=0=
= x+3°+(y-3°=4 (V)
Essa equacdo representa uma circunferéncia de
centro C,(—3,3) eraioR, = 2.
Assim, a representacdo pedida é a reunido das
circunferéncias de equacoes (1), (II), (III) e (IV),
isto é:

y
3
SR - R S PR
=5, —3: 3‘ :5 1%
‘77774\ 77777777777777 .\ 77777 1
-3

Comparando a equagdo x> + y* — 16x + my + n =0
com a equagdo geral X* + y* — 2ax — 2by + a® +
+ b? — R? = 0, obtemos:

-2a=-16 0

—2b=m (1)

a’+b*-1>=n (Ill)

De (I) e (II), obtemos:a =8eb = - %; logo, o centro D
deé D(S, —%)
O ponto médio M de BC é dado por:

2+6 4+2
M( 2 ' 2
Como os pontos D, A e M estdo alinhados, temos:

) = M(4, 3).

m
8—21

0 0 1l=0 =>m=-12
4 3 1

Com esse valor de m, obtemos do sistema anterior:
a=8b=6en=99
Alternativa b.

a) Néo é equagdo de uma circunferéncia, pois os
coeficientes de x* e y® sdo diferentes: (% # %)

b) Como os coeficientes de ¥ e y* sdo iguais e ndo
nulos, o coeficiente de xy é igual a zero, pelo
método da reducgdo, temos:

X -y’ +6x+4y-10=0 =
=>x+y -6x—4y+10=0
L -6x)+ (Y -4y)=-10 =
= X -6x+9)+(y —4y+4)=-10+9+4
L x-3)’+(y-2>=3
que é uma equacgdo da circunferéncia de cen-
tro C(3,2) eraioR = 3.
c) Temos:
(2x -2 +4(y-1°+2x+8y =0 =
= 4’ -8x+4+4y" -8y +4+2x+8y=0
SAX*+ 4y -6x+8=0
Como os coeficientes de x* e y* sdo iguais e nédo

nulos, o coeficiente de xy é igual a zero, pelo
método da redugdo, temos: 5

4x2+4y2—6x+8=0:x2+y2—5x+220

que nao é equagao de uma circunferéncia.
d) N&o é equacdo de circunferéncia, pois o coefi-
ciente de xy é diferente de zero.
e) Temos:
(2x+y)*+ (x — 2y)> - 10x — 20y + 5 =0 = 4x°+
+4xy + y* + x* — 4xy + 4y> — 10x — 20y + 5 =0
o 5%+ 5y —10x — 20y + 5=0
Como os coeficientes de x* e y* sdo iguais e nédo
nulos, o coeficiente de xy é igual a zero, pelo
método da reducgdo, temos:
5+ 5y’ —10x — 20y +5=0 =
> xX+y' —2x—4y+1=0
-2+ (Y -y =-1=
> @-2X+D+ (Y -4y+4)=-1+1+4
Lx-D+H(y-27=4
que é uma equacdo da circunferéncia de cen-
tro C(1,2) eraioR = 2.
Como os coeficientes de x* e y* devem ser iguais e
nao nulos, deduzimos que p = 3. Temos, entdo:
3xX*+3y°-6x+qy+3=0=
= x2+y2—2x+%y+120

@2+ |y Ay =1
Y+ 3y

2
+q_):

(YIS

2 _ 2 .
= (x 2x+1)+(y + 2y 36

2
- _ 4
= 1+1+36

2 2

q q

. _ 2 —] = =
L (x 1)+<y+6> 36
Essa equacdo representa uma circunferéncia se, e

somente se:
2

q
¥>0:>q7é0

Portanto, para que a equacao represente uma cir-
cunferéncia, devemos terp =3 e q # 0.
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A equacdo X’ + y* — 4x + 8y + k = 0 satisfaz as condi-
¢oes (1) e (II) necessarias para que ela represente uma
circunferéncia, isto &, os coeficientes de x* e y* séo
iguais e néo nulos, e o coeficiente de xy é zero. Essas
duas condicdes ndo bastam; além delas, deve ser
obedecida a condicéo (III), isto é, na equagao reduzida,
(x — a)* + (y — b)* = q, 0o nimero q deve ser positivo.
Escrevendo a equacdo na forma reduzida:

X¥+y —4x+8y+k=0=

= (X -4x+4)+(y+8y+16)=-k+4+16
T(x—-22+(y+4*=20-k

Impondo a condigéo (III), temos que: 20 — k > 0, ou
seja, k < 20. Concluimos, entdo, que a equagao repre-
senta uma circunferéncia se, e somente se, k < 20.
Alternativa a.

Observamos que para p = 0, as equagdes nao re-
presentam uma circunferéncia, logo, devemos ter p
diferente de zero. Assim:
x—5
x=5+2sent 2
y=1+pcost = ly-1

=sent

=cost

Quadrando ambos os membros de cada equagao
do sistema, temos:

2
(X > 5) =sen’t
o1\

(yT) =cos’t

Adicionando membro a membro, chegamos a:

2 y_12
(x_—S) +(T) =sen’t + cos’t =

2

1 1

= Z(X—5)2+?(y—1)2:1

Essa equagdo representard uma circunferéncia se,
e somente se:

1 1

—_ = = = +

P4 = p=+2

Para qualquer um desses valores de p a equagao
representa uma circunferéncia de centro (5, 1) e
raio 1. Logo, o centro de \ pertence ao primeiro
quadrante e |p| = 2.

Alternativa c.

a) Como 0>+ 0°-8-0+7=7>0,0pontoP é
exterior a circunferéncia \.

b) Como (—3)* + 3% = 18 > 15, o ponto P é exterior
a circunferéncia \.

11y (1 )2_2 4 :
) Como(2 4)+<4 1] =g <3,opontoPé

interior a circunferéncia \.

O centro da circunferéncia é o ponto C(2,
é a distancia entre os pontos C(2,1) e D(2,
R=CD=4{2-2P+[1- (-2 =3
Logo, a equagdo reduzida da circunferéncia é:
x-2’+(y-1°=9
a) Como visto acima a equacao da circunferéncia é
(x—2)>+ (y — 1)*=9,logo, a alternativa a é falsa.
b) O interior da circunferéncia é representado
pela inequagdo (x — 2)* + (y — 1)> < 9, ou seja,
X’ — 4x +y* — 2y < 4,logo, a alternativa b é falsa.
c) O interior da circunferéncia é representado
pela inequagdo (x — 2)* + (y — 1)> < 9, ou seja,
x> — 4x + y* — 2y < 4, logo, a alternativa ¢ é
verdadeira.

l)eoraioR
— 2),isto é:

d) O exterior da circunferéncia é representado
pela inequagdo (x — 2)* + (y — 1)> > 9, ou seja,
x* — 4x + y* — 2y > 4,logo, a alternativa d é falsa.
e) Substituindo x por 5 e y por —1, obtemos
(5-27+ (-1 - 1)* = 13 # 9, portanto o pon-
to (5, —1) ndo pertence a circunferéncia.
Alternativa c.

a) x+2°+y°<9

b) ¥’ +y*+8x+12<0 = (X¥*+8x) +y* < -12
L+ 8x+16)+y < -12+ 16
x4 +y <4

d) +y —-6y-7>0=x+ (Y —-6y)>7
X+ (Y -6y +9)>7+9
X+ (y—-3°>16

18
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31. a) Queremos construir o grafico cartesiano da : (I
regido dos pontos (x, y), que sdo solucdes do Xx=y+12>0

sistema: : y
X’ +y —14x+13<0 :

X+y —-12x+32>0

Pelo método da reducao, temos:

X+y -14x+13<0 = (¥ - 14x) +y* < -13

(X% — 14x + 49) + y? < —13 + 49 -
L x-7P2+y2<36 0 >
Temos também: :

X+y—12x+3220 = (x* - 12x) + y* > —-32
(- 12x+36) +y* > —32 + 36
Lx-6’+y =4

Assim, o sistema é equivalente a:

2 2 (V)
(x-7y+y <36 : X+yP<9
2 2 :
x—6y+y' >4 § y
y 3
f m v -3 0 3 X
-3
A interseccdo das quatro regides vistas anterior-

mente representa o conjunto das solugdes do

b) Ainterseccdo das regides do sistema de inequa- " ‘ A
sistema de inequagdes:

¢oes é:
y : x=0
5 : y=0
N § X—y+1>0
5 X +y'<9
[ L l Ou seja:
0 3 X y
KIN
.—/
: , 1,
32. Observe a representagdo no plano cartesiano de / -1,
cada uma das desigualdades: : -3 -0 3 X
U] y
x=0
y ‘;53 B
Alternativa a.
(@) X
33 a) Temos:
m X+y +4x—-4y+2=0=
y>0 = (P+4ax+4)+ (Y -4y +4)=-2+4+4
y Lx+2P+(y-2°=6

Assim, a circunferéncia tem centro C(-2, 2) e

raio R = J6. Calculando a distancia d.,, temos:

. ; _|2’(_2)+2+2|_M_L_0
X Cs {—22 i 12 E Jg

: Como dg, < R, pois 0 < 46, concluimos que s é

secante a \.
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b) Temos:
y=-X-6=x+y+6=0
A circunferéncia tem centro C(2, —4) e raio
R = 242. Calculando a distancia d,, temos:

; :]2+(—4)+6|:ﬂ:i:25
“ 17+ 12 2 2

Como dg, = R, concluimos que s é tangente a \.
c) Temos:

X+y?—12x+6y+35=0 =

= (*—12x+36) + (y*+6y+9)=—-35+36+9
L (x—6)’+(y+37°=10

Assim, a circunferéncia tem centro C(6, —3) e

raio R = 410. Calculando a distancia d,, temos:

i |6-3-(-3)+15 |30 30
C 1T (cap J10 ~ J10

Como d¢, > R, pois 3410 > 410, concluimos que

s é exterior a \.

=3410

Fazendo x = 0 na equagdo dareta, obtém-sey = —2;
logo, P(0, —2). A circunferéncia de centro P deve
tangenciar o eixo das abscissas; logo, o raio R da
circunferéncia é a distancia do ponto P a esse eixo,
ou seja, R = 2. Assim, temos que a equagao reduzida
da circunferéncia é (x — 0)* + (y + 2)* = 4, que, na
forma geral, é: x> + y* + 4y =0

Alternativa c.

Oraio da circunferéncia é igual a distancia do centro
a reta tangente, ou seja:

g Bara (248

3% + 47 N25
. p=12
.R= 5
Assim, uma equacio da circunferéncia é:
_ 2 2 _ 144
(X 4)+(y+2)_25

Temos:

X+y —6x+4y+9=0=

= (X¥-6x+9)+ (Y +4y+4)=-9+9+4
Cx-3)+(y+2°=4

OraioR = 2 da circunferéncia é igual a distancia do
centro C(3, —2) a reta tangente, ou seja:

[3:3+4-(-2)+m| 11+ ml
2= =2="—"
32+ 42 5
~l1+m=10=1+m=-100ul+m=10
Sm=-1loum=9

Assim, as equacgdes das retas sdo:
3x+4y—-11=0e3x+4y+9=0

Temos:

XH+y+2x-2y—-7=0=>

> X+2x+ )+ (Y -2y+1)=7+1+1
S+ +H(y-12=9

Logo, a circunferéncia tem centro C(—1, 1) e raio
R =3

Além disso, as equagdes das retas paralelas a re-
ta s sdo da forma 3x + 4y + m = 0, sendo m um
namero real.

Oraio da circunferéncia é igual a distancia do centro
a reta tangente, ou seja:

3:|3-(—1)+4-'1+m| . _+ml

32+ 42 25
Sl1+ml=15=1+m=-150ul+m=15
*m=-16oum= 14
Assim, as equacgdes das retas sdo:
3x+4y—-16=0e3x+y+14=0

Sendo o raio R da circunferéncia igual a disténcia
entre o centro e a reta tangente y = p, paralela ao
eixo das abscissas, temos:
R=|yc—p|=3=[5-p|
S5—-p=-30u5-p=3

S.p=8oup=2

Para que a reta tenha dois pontos distintos em
comum com a circunferéncia, a distancia entre o
centro da circunferéncia e a reta deve ser menor
que o raio. Como a reta de equacgdo x = k é paralela
ao eixo das ordenadas, temos:

[k—x] <R =1lk—4l<s8

S.—8<k-4<8 = -4<k<12

Temos:

X +y —4y-5=0=x+(y"-4y+4)=5+4
X+ (y-2%=9

Assim, a circunferéncia tem centro C(0, 2) e raio
R=3.

Além disso, as retas paralelas a reta de equacgao
y — 9 =0, ou seja, y = 9, tém equacgdes da forma
X = k, sendo k um numero real.

Para que a reta seja secante a circunferéncia, a
distancia entre o centro da circunferéncia e a reta
deve ser menor que o raio. Como a reta de equacao
y = k é paralela ao eixo das abscissas, temos:
[k—y|<R=lk-2/<3

So—3<k-2<3 = -1<k<5

Assim, as equacoes das retas paralelas sdo da forma
y = k para todo real k no intervalo |1, 5][.

O centro C e o raio R da circunferéncia sdo (0, —1) e 3.
Aequacdo geraldaretarémx —y +4=0.

A reta sera secante a circunferéncia se a distan-
cia d., entre C e r for menor que o raio R, isto é:
[m-0—(-1) + 4|

de; <R =
m® + (—1)°
5 3
m?+1

Como os dois membros da desigualdade sao posi-
tivos, podemos quadra-los e manter o sentido da
desigualdade, obtendo:

2 _ g
m°+1
Como m”> + 1 é um numero positivo, podemos
multiplicar os dois membros por m> + 1 e manter
o sentido da desigualdade, obtendo:

16

25<9m2+9:m2>?

. _4 4
.m< 3oum>3

Concluimos, entdo, que a reta é secante a circunfe-
4

A 4
réncia para qualquer mreal,comm < — zoum> .
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O ponto P pertence a circunferéncia \, pois:

(-2 +6"°+10-(-2)—8-6+28=0

Para obter o centro A, vamos representar sua equa-
¢do na forma reduzida:
X*+y?+10x -8y +28=0 =

= (X*+10x+25) + (y* -8y + 16) = =28 + 25 + 16
L +5)+(y-4)72=13

Assim, a circunferéncia tem centro C(-5, 4).
Como P é um ponto de A, a reta s é perpendicular
ao raio no ponto de tangéncia. Logo, o coeficien-
te angular de s é o oposto do inverso do coeficiente

angular da reta CP. Como mg, = % = %,
temos que m, = —%.

Assim, como s passa por P(—2, 6), a equagao dessa
reta é dada por:

3
y-6=-5k-(-2)
Ou seja, uma equagao daretasé:3x +2y — 6 =0

O ponto P & \ e é exterior a circunferéncia \, pois:
0-32+(2-2°=9>2

Logo, hé duas retas distintas que passam por P e
sdo tangentes a \. Pelo menos uma dessas retas
ndo é vertical e, portanto, tem equacdo da forma
y —2=m(x—0),ouseja,mx—y+2=0,commeR.
A distancia entre o centro de \ e uma reta tangente
¢ o raio da circunferéncia e, portanto:

. —_ . +
m-3-1-2 2|=Ea |3m| -3

m® + (—1)° im?+1

3m)
. n(qz+)1=2:>9m2:2m2+2
.'.7m2:2=m:—goum=g
Logo:
—?x—y+2=0:>ﬂx+7y—14=0e
J?x—y+220:>ﬂx—7y+1420

Portanto, as equacoes das retas sao:
J1dx+7y-14=0e14x—-7y+14=0

Para obter o centro e o raio \, vamos representar
sua equacgdo na forma reduzida:

X+y —-8&+2y-3=0=

= (X-8x+16)+(y’+2y+1)=3+16+1
Tx-4+(y+1)2=20

Assim, a circunferéncia tem centro C(4, —1) e raio
R =20.

O ponto P & \ e é exterior a circunferéncia \, pois:
(-1-4Y+(-1+17°=25>20

Logo, ha duas retas distintas que passam por P
e tangenciam \. Pelo menos uma dessas retas
nio é vertical e, portanto, tem equacdo da forma
y—(-1)=m(x - (-1)),ouseja,mx—y+m—-1=0,
comme R.

A distancia entre o centro de \ e uma reta tangente
é o raio da circunferéncia e, portanto:

[m-4-1-(-1)+m-1]

=J20 =
m? + (—1)?
ﬂ:@
m?+1
(5m)’ 2 2
T —5—— =20 = 25m” = 20m" + 20
m-+1
sm=4=>m=-2oum=2

Logo:
—2x-y+(-2)-1=0=>2x+y+3=0e
2X-y+2-1=0=2x-y+1=0
Portanto, as equagdes das retas sao:
2x+y+3=0e2x—-y+1=0

Os coeficientes angulares de r e s sdo diferentes,
1 # —4J3,logo, r e s sdo retas concorrentes.
Para descobrir a posicdo das retas em relagdo a
circunferéncia C, necessitamos do centro E e do
raio R de C e, por isso e, vamos determiné-los:
X¥+2x+y’'=0= (X+2x+1)+y =1
T+ +y =1
Logo,E(—1,0)eR = 1.
Calculando a disténcia d;, do centro E a reta r,
temos:
-1-0+1+ 2| 1

12 + (-1
Como a distancia dg, é igual ao raio da circunferén-
cia C, concluimos que r é tangente a C.

Calculando a distancia d;, do centro E a reta s,
temos:

|J§-(—1)+o—2+J§|_1
(&) 1

Como a distancia dg, € igual ao raio da circunferén-
cia C, concluimos que s é tangente a C.
Resumindo, r e s sdo concorrentes e ambas sdo
tangentes a C.

Alternativa e.

a) Indicando por t areta pedida, temos que o coefi-
ciente angular m, da reta t é o oposto do inverso

do coeficiente angular der, isto é, m, = — % Com

esse coeficiente angular e o ponto A(0, 3), obte-
mos a equacao da reta t:

-1k =X
y-3= 5 x—-0) =y 2+3

b) Observamos que o ponto A(0, 3) pertence aretas,
pois, substituindo x por 0 e y por 3 na equagao
da reta s, obtemos:
3=2:0+3=3=3
E que as retas r e s sdo paralelas, pois tém o
mesmo coeficiente angular. Assim, o centro C
da circunferéncia é o ponto médio do segmen-
to AB, em que B é o ponto de intersecgéo da reta
t, obtida no item a, com a reta r. Para obter B,
resolvemos o sistema:

y:—5+3

2 8 11
= x—gey—?
y=2x-1
8 11
Lo O'B(§ £)eC(S O > +3)=C(i E)
80 P55 2 ' 2 55

Oraio R da circunferéncia é a distdncia CB, isto é:

—en- |[8_4aY ﬂ_ﬁz_\/z
R‘CB‘\/(S 5)*(5 5)— 5

Concluimos, entdo, que a equagao da circunfe-
réncia é:

_ 4y (_Ez_i
(X 5)+y 5)‘5
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a) Sendo C o centro de uma das circunferéncias,
temos que C equidista dos pontos A(0, 0) e B(2, 0);
logo, C pertence a mediatriz r de AB. O segmento
AB é horizontal pois os pontos possuem mesma
ordenada, entdo, seu ponto médio é M(1, 0) e sua
mediatriz é vertical de equagdo x = 1. Assim, o
ponto C é da forma C(1, c).

A distancia d, entre C e r deve ser igual a dis-
tancia d., entre C e A, isto é:

B 1-c+2l % —
o= dow = i = (1= 0F + (-0
B-cl=v2-H1+ =
> (3-df=(2-1+ &)

L9-6c+P=2+2=>F+6c—7=0
s.c=1louc=—-7
Concluimos, entdo, que os centros das circunfe-
réncias sao os pontos C(1, 1) e C'(1, 7).

b) Os raios R e R’ das circunferéncias de centros
C(1, 1) e C'(1, —7), respectivamente, sao as dis-
tancias dc, e dc,, isto é:

R=dc = (1_0)2+(1_0)2:
e
R =des =1 -0+ (-7 - 0f =542

a) Para encontrar a interseccao, resolvemos o sis-
tema:
x+y—-3=0 (1)
X+y —-2x-1=0 (1))
Da equagcao (I), temos:
y=3-x
Substituindo na equacgao (II), temos:
+(3-x"-2x-1=0=
=>x+9-6x+xX—-2x-1=0
X —4x+4=0=>x=2
Para x = 2, temos da equagao (I):y =1
Concluimos, assim, que s N\ = {(2, 1)}.
b) Para encontrar a intersec¢ao, resolvemos o sis-
tema:
x—y—4=0 (1)
(x—4°+(y—2?*=34 (II)
Da equagcao (I), temos:
y=x-4
Substituindo na equacao (II), temos:
x—-4>’+(x-4-2°=34 >
=X -8+ 16+x*—12x+36=34
LxX-10x+9=0=>x=1oux=9
Para x = 1, temos da equagao (I): y = -3
Para x = 9, temos da equacgdo (I):y = 5
Concluimos, assim, que s N\ = {(1, =3), (9, 5)}-
c) Para encontrar a intersecgdo, resolvemos o sis-
tema:
x+3y—-11=0 1))
X+y*—2x—-9=0 (Il
Da equagcao (I), temos:
x=11-3y
Substituindo na equacao (II), temos:
(11 -3y +y" -2(11-3y)-9=0 =
=121 -66y + 9y’ +y? - 22+ 6y —9=0
LYy -6y+9=0=y=3
Paray = 3, temos da equacao (I): x = 2
Concluimos, assim, que s N\ = {(2, 3)}.

d) Para encontrar a interseccgéo, resolvemos o sis-
tema:
2x-y=0 (1)
x+3°+@y—-17=4 ()
Da equagcao (I), temos:
y=2x
Substituindo na equagao (II), temos:
xX+3°+(2x-1’=4=>
=X +6x+9+4x> —4x+1=4
5+ 2x+6=0 = AXER
Concluimos, assim, que s N\ = &.

e) Para encontrar a intersecgao, resolvemos o sis-
tema:

x=3

X+12+(y—27=25 "
=>x=3ey=-loux=3ey=>5
Concluimos, assim, que s N\ = {(3, —1), (3, 5)}-

Para encontrar a intersecgao da reta A com s, resol-
vemos o sistema:z

y=x+4 0]
X +y’—4x—-12y +38=0 (I
Substituindo (I) na equacgéo (II), temos:
X+ (x+4)’-4x—-12(x+4)+38=0=
=S X+ x"+8x+16—4x—12x —48+38=0
X —-4x+3=0=>x=1oux=3
Para x = 1, temos da equagado (I): y = 5
Para x = 3, temos da equagao (I):y =7
Concluimos, assim, que os pontos de interseccdo
entre s e A sdo (1,5) e (3,7).
O comprimento da corda que \ determina sobre s é
a distancia entre os pontos de intersec¢ao, dada por:

Q-3 +(5-77 = (-2 + (-2f =242
O coeficiente angular da reta s é:
o =6-0 _1

$ —4-14 3
Assim, uma equacdo de s é:
y—0=%(x— 14),ou seja:x — 3y — 14 =0

O raio R da circunferéncia \ é a disténcia entre o
centro C(2, 1) e o ponto P(5, 5), isto é:

R=J5-2P+(5-17 = 4> +3°

*R=5

Logo, uma equacao da circunferéncia é:
x—22+(y—-17>*=25

Para encontrar a interseccao, resolvemos o sistema:
x—3y—-14=0 (0

x—-27+(@y—-172=25 ()

Da equagcao (I), temos:

x=3y+14

Substituindo na equacao (II), temos:
By+14 -2+ (y-17=25 =

=9y’ +72y+144 +y* -2y +1—-25=0
o y2+7y+12—0:y—740uy—7

Paray = —4, temos da equacao (I): x
Paray = —3, temos da equacao (I): x
Concluimos, assim, que A(2, —4) e B(5, )

Temos, entao:
AB=J5-27 +[-3-
. AB = J10

Portanto, o comprimento da corda AB é J10.

\/32 2
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Para determinar o centro C e o raio R da circunfe-
réncia \, vamos representar sua equacao na forma
reduzida:

¥ +y —10x=0 = x* — 10x +25 + y* = 25

L (x—5)7+y* =25

Logo, C(5,0)eR = 5.

Para calcular a distancia entre o centro C da cir-
cunferéncia e a reta r de equagdo y = mx, vamos
representar essa equagao na forma geralimx —y =0
Assim, respondemos aos itens:

(01) V, como se observa na equagdo reduzida
(x — 5% + y* = 25.

(02) F, pois a distancia d., entre o centro Ce aretar
é menor que 5, como se observa no célculo a seguir:
4 - l10-5-0 __so

(04) V, pois atribuindo-se o valor 0 (zero) a varigvel
x da equacdo dareta, obtém-se y = 0 para qualquer
valor real de m.

(08) F, conforme a justificativa a seguir.

Os pontos de interseccdo da reta com a circunfe-
réncia sdo as solugoes do sistema:

x—y=0
{(x5)2+y2—25: (x=0ey=0)ou(x=5ey=5)

Logo, as extremidades da corda determinada na cir-
cunferéncia pela reta sdo os pontos A(0, 0) e B(5, 5).
O comprimento dessa corda é dado por:
AB = J(5-0) +(5-0) =50 =542
(16) V, pois o raio R é igual ao médulo da abscissa
do centro C da circunferéncia.
(32) V, conforme a justificativa a seguir.
Os pontos de interseccdo da reta com a circunfe-
réncia sdo as solugdes do sistema:
3x—-y=0
(x -5 +y* =25
Logo, os pontos comuns a reta e a circunferéncia
sao D(0, 0) e F(1, 3).
A soma das alternativas corretas é:
01+ 04 + 16 +32 =53

= (x=0ey=0)ou(x=1ey=3)

O ponto da circunferéncia de centro C que esta mais

préximo de P é uma das interseccgoes entre a reta

CP e a circunferéncia \. Da equacéo de \, seu centro

é C(1, 2). Portanto, o coeficiente angular da reta CP é

m._5=2_1
¢ 7-1 2

Assim, uma equagcio de CP é:

L
y—S—Z(X 7)

ouseja:x—2y +3=0
Para encontrar a intersecc¢ao, resolvemos o sistema:
x—2y+3=0 (1
(x—1+(y—27=20 (1)
Da equagcao (I), temos:
x=2y -3
Substituindo na equacao (II), temos:
@y -3-172+(y-272=20 =
= 4y’ - 16y + 16 + y* — 4y + 4 =20
Ly —-4y=0=y=0ouy=4
Para y = 0, temos da equagao (I): x = —3
Para y = 4, temos da equagao (I): x = 5
Calculando a distancia entre o ponto P(7, 5) e cada
um dos pontos A(—3, 0) e B(5, 4), concluimos que o
ponto de A mais proximo de P é B(5, 4).

a) O centro da circunferéncia é o ponto C(3, 0).
Indicando por D o ponto (4, 2), temos que as
retas AB e CD sdo perpendiculares.

A

D(4, 2) :/
*B

C(3,0)

Assim, o coeficiente angular m,; da reta AB é o
oposto do inverso do coeficiente angular m¢, da
reta CD, isto é:

_ 1 1
S Me= 5072

4-3

Com esse coeficiente angular e o ponto D(4, 2),
obtemos a equacio da reta AB:

Myp = —
Mcp

y-2=-3-(x-4 =x+2-8=0
b) Os pontos A e B sdo as solugdes do sistema:
x+2y—-8=0
(x—3)2+y> =25
= (x=0ey=4)ou(x=8ey=0)

Supondo que A seja o ponto de menor abscissa,
temos: A(0, 4) e B(8, 0)

) AB = (8 — 07+ (0 — 4) = V80 = 445

Para obter o centro e o raio \, vamos representar
sua equagao na forma reduzida:

X+y -2x-6y+8=0=>

> X -2x+1D)+(yP-6y+9)=-8+1+9
Lx-D+(y-37=2

Logo, o centro da circunferéncia é C(1, 3) e seu raio
éR=142.

Para que s seja secante a \, a distdncia entre s e
C(1, 3) deve ser menor que o raio de \, ou seja:

I1-1—1~3+k|<5: Ik—zl<E

N2+ (—1)? 2
Llk-2<2=> —2<k-2<2
L 0<k<4

Para que a reta (s) kx — y = 0 seja tangente a cir-
cunferéncia \, a distdncia entre s e C(—2, 6) deve ser
igual ao raio de \, ou seja:

[k-(-2)-1-6| |-2k — 6]
—  =2J10 > ——— =2J10
JR? + (-1) JR2+1
(R + 3y s s
——— =10 = k*+ 6k + 9 = 10k* + 10
R+ 1
1

L9k -6k+1=0 = k:§
Para obter o centro e o raio \, vamos representar
sua equacao na forma reduzida:

X+y —4x—-2y+3=0=>

=5 X -4x+4)+(yY-2y+1)=-3+4+1
Tx-2P+(y-17=2

Logo, o centro da circunferéncia é C(2, 1) e seu raio

éR=142.
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Para que (s) x + y — k = 0 seja exterior a A, a dis-
tancia entre s e C(2, 1) deve ser maior que o raio
de A, ou seja:

[1-2+1-1-K| 13 — K|
= - >0 ==

17+ 12 2
“I3-kl>2=3-k<-20u3-k>2
“k<louk>5

> 2

OcentroCeoraioRdeNsdoC(-1,2)eR=+2;ea
equacgdo geralderémx —y + m = 0.

Como r é tangente a \, temos que a distancia d,,
entre C e, é igual ao raio da circunferéncia, isto é:

|m-(—1)—2+m| 2

-7 —2 -3

m? + (—1)? m?+1
2

n2=42-dm*+1 = 22=(«E-«1m2+1)
“4=2m"+2 => m= =1
Como, por hipdtese, m é positivo, temos que m = 1.
Assim, a equacdodaretaéy = x + 1.

O ponto de interseccgdo entre r e A é a solugdo do
sistema:

y=x+1
x+12+(@y-27=2

Logo, o ponto de interseccdo entrer e X é (0, 1).

x=0ey=1

a) Inicialmente, vamos determinar o centro C e o
raio R da circunferéncia \. Para isso, representa-
mos a equacdo de \ na forma reduzida:

2x2+2y2—12x+9=O:x2+y2—6x+%:0

E x2*6X+9+Y2=*%+9:> (x73)2+y2=%
: 3
Assim, C(3,0) eR = —.
3,0 i

As equacdes reduzidas das retas nao verticais
que passam por 0(0, 0) sdo da forma y = mx, com
meR. Umaretar, dentre essas, serd tangente a A
se a distancia d,,, entre C e 1, for igual ao raio R

de \, isto é:
3«Jm +1

m-3-0
| L3 3=

Jm+ (-1 2 2

il = (2 LY g o v
. — -

L 18m2=9m’+9 = m= +1
Logo, as equagdes das retas r e s que passam por
O e tangenciam A sdo: (r)y =xe (s)y = —x
b) O ponto de tangéncia da reta (r) y = x com a
circunferéncia A é a solucdo do sistema:
y=x

) 2_9:x:§ey:§
(x—3)+y—§ 2 2

Ou seja, a reta r tangencia A no ponto P<%, %)

O ponto de tangéncia da reta (s) y = —x com a
circunferéncia \ é a solucdo do sistema:

y=-X
x=37+y=
3

Ouseja,aretas tangencia \ no ponto Q(% 77).

Portanto, os pontos de tangéncia na circunferén-
cia \ sdo:

f(3 3)ecl33)

3.,-_3
9 =2ey=73

a) Para encontrar a intersecgéo, resolvemos o sis-
tema:
y=x M
(x—47+y*=10 (1)
Substituindo (I) em (II), temos:
(x+4°+x*=10 = xX*-8x+16 + x>’ =10
X’ -4x+3=0=>x=1oux=3
Para x = 1, temos da equacdo (I):y = 1
Para x = 3, temos da equagao (I): y = 3
Concluimos, assim, que s N\ = {(1, 1), (3, 3)}.

a) Para encontrar a intersecgdo, resolvemos o sis-
tema:

y=x+1 (1)

X+ (y—-17=2 (1)
Substituindo (I) em (II), temos:
XH+x+1-11=2=x+x*=2

“xX’=1=x=-1loux=1
Para x = —1, temos da equagao (I): y
Para x = 1, temos da equagao (I): y =
Concluimos, assim, que s N A = {(=1, 0), (1 2)}.
<x+1
b) X+ (y—-17°<
y
1+v2|
]

Para que a reta tenha intersec¢do nao vazia com
a curva, o sistema abaixo deve ser possivel, isto é,
deve ter pelo menos uma solugéo.

y=x+b ()

X +y* =8 (I

Substituindo (I) em (II), obtemos:

X+ (x+b’=8= 2> +2bx +b*-8=0

Para que essa equacdo polinomial do 2° grau na
variavel x tenha raiz real, é necessario e suficiente
que seu discriminante ndo seja negativo, isto é:
(2b)> —4-2-(*—8) >0 = b’ <16

~Ibl<4
Alternativa e.
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O centro M, e o raio R, da circunferéncia C; sdo
M,(0,0) e R, = 3.

O centro M, da circunferéncia C,, por estar na bisse-
triz dos quadrantes impares, é da forma M,(m, m);
e oraiode C, é 3.

Como os centros das circunferéncias e o ponto de
tangéncia sdo colineares, temos que a distancia
Ay, €ntre M, e My, é 6, isto é:

dym, =6 = Jc—0+(c—0 =6

5 22=36 = c=+342

O gréfico informa que c é positivo; logo, ¢ = 342, por-
tanto, o centro da circunferéncia C, é M2(3 42, 3«5).
Alternativa c.

Para que uma circunferéncia de centro C(1, —1) e
raio R seja tangente a circunferéncia A de centro
Q(—2,3)eraioR’ =7 — 3 = 4, devemos ter:
deq=R+ R oude=IR - R

Temos:

dog = (-2- 17 +[3 - (-1)F =5
R+R =R+4

IR - R|=1IR -4

Assim:

doe=R+R =>R+4=5

S R=1

Temos, ainda:

de=IR-Rl=|R—-4[=5
Z.R-4=5=R=90uR-4=-5=R=-1
(ndo convém, pois R > 0)

Portanto, as equagdes das circunferéncias sdo:
-1+ (y+1=1lex—-11°+(y+1)°=81

Temos que:
O centro C, e o raio R, da circunferéncia
X’ +y>=(1+m)®sdo Cy(0,0) e R, = 1 + m.
O centro C, e o raio R, da circunferéncia
(x — 8?2+ (y + 6)°=m?s80 C,(8, -6) e R, = m.
A distancia d, entre os centros C; e C,, é dada
por:
dee, = (8 — 0) + (-6 — 07 =10
Para que essas circunferéncias sejam secantes,
devemos ter:
|R, = R)|<dce, <R, +R, =
S1+m-ml<10<1+m+m

.-.1<1o<1+2m:m>%

Alternativa e.

a) O centro C, de \, é C,(4, —5), e o centro C, de \,
é C,(—5, 4). Assim, o coeficiente angular m¢, da
reta C,C, é dado por:

(=54 1
e T @=5)
Com esse coeficiente angular e o ponto C,(4, —5),
obtemos a equacio da reta C,Cy:
y—-(-5=-1-(x-4) =>y=-x-1
Os pontos de interseccao de r com \; sdo as
solugoes do sistema:

b

~

y=—-x-1

(X— 4P +(y+52=98

= (x=1ley=-12)ou(x=-3ey=2)
Logo, r N\, = {(11, —12), (-3, 2)}.

c) Os pontos de intersecc¢do de r com A, sdo as
solucdes do sistema:

y=—-x-1

X+5P+(y—4P=72 "

= (x=1ley=-2ou(x=-1ley = 10)

Logo, r N\, ={(1, —2), (11, 10)}.

d) Temos que:

O centro C; e o raio R, de \; sdo C,(4, =5) e
R, = 742; e o centro C, e o raio R, de )\, sdo
Cy(—5,4) e R, = 642.
O centro C,(4, —5) é externo a (\,)
(x +5)% + (y — 4)* = 72, pois
(4 + 5)% + (=5 — 4)> > 72; e o centro C,(—5, 4)
é externo a (\,) (x — 4)> + (y + 5)* = 98,
pois (=5 — 4)> + (4 + 5)> > 98.
A distancia d;, entre C, e C,, é dada por:
dec, = «][4 — (-5 +(-5-4)7 =942

Assim, podemos calcular a distancia d,;, entre

A e B, do seguinte modo:

)\2
CZ. A //
.
dAB R| )\1
R, .
7 B

Ri+R,—dus =dee, = 742 + 642 — d, =942
cody =442

a) Os pontos de intersecgdo das circunferéncias
sdo a solucao do sistema:

x+2P+(y—-2°=4
®-1P+@y-1°=2

Xyt ax—4y=-4 ()
X*+y —-2x-2y=0 (II)

Subtraindo (II) de (I), membro a membro, temos:
6x —2y=-4=3x—-y=-2

Sy =3x+2 (1)

Substituindo (III) em (II), temos:

X+ (3x+2°-2x-23x+2)=0 =

= x(10x +4) =0

= -2
Sox=0o0ux= 5
Substituindo em (III) os valores encontrados,
obtemos:

x=0=y=2
x=72:y=i

5 5
Logo:

)

[GIEN

MO, = {(O’ 2); (_%,
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b) Os pontos de interseccdo das circunferéncias
sdo a solugao do sistema:
X+y +2x+6y+2=0 (I
X+y -8 —4y+2=0 (I
Subtraindo (II) de (I), membro a membro, temos:
10x + 10y =0 = x = -y (I
Substituindo (III) em (I), temos:
-y +y+2-(-y)+6y+2=0=
=2 +4y+2=0
sy=-1
Substituindo em (III) o valor encontrado, ob-
temos:
x=1
Logo:
MON = {(1r 71)}
c) Os pontos de intersecgdo das circunferéncias
sdo a solugdo do sistema:

X+(y+2°=8
X*+y*+8+12=0

X+y +4y-4=0 (I
TRy +8x+12=0 ()
Subtraindo (I) de (II), membro a membro, temos:
8x—-4y+16=0=>y=2x+4 (I
Substituindo (III) em (I), temos:
X+ (2x+4 +4-(2x+4)-4=0=
= 5x*+24x+28=0
Resolvendo a equagdo 5x° + 24x + 28 = 0, temos:
A=24"-4-5-28=16

;(:4_24i‘1E = x:—20ux:—ﬁ

2-5 5

Substituindo em (III) os valores encontrados,
obtemos:
X=-2=y,=0

N O, = {(—2, 0); (—%, —%)}

d) Os pontos de interseccdo das circunferéncias
sdo a solugao do sistema:

(x+17+(y—-37=16
X+ (y -2 =4 -

X+y —4y=0 (1)
Subtraindo (II) de (I), membro a membro, temos:
2x—2y—-6=0=>x=y+3 (I
Substituindo (III) em (II), temos:
(y+3P+y —4y=0=2y’+2y+9=0
Resolvendo a equacgéo 2y* + 2y + 9 = 0, temos:
A=22-4.2-9=-68<0

Como o sistema nao possui solugao: A, N\, = J

N {x2+y2+2x—6y—6=0 [y

As equagoes das circunferéncias sdo
M6+ (y—2°=r]

Nx -4+ (y+8)°=r;

Como (—13, 0) € A,, temos:
(-13+ 62+ (0-22=12 = r2=53
E, como (7, 0) € \,, temos:
(7-4+0+8°=r;=>r;=73

Assim, os pontos de interseccao de \, e \, sdo as
solugdes do sistema:

(x+67+(y—2?*=53 -

(x—4+(y+8°=73

X+y +12x—-4y—13=0 ()

X+y -8 +16y+7=0 (I
Subtraindo (II) de (I), membro a membro, temos:
20x—20y -20=0 = x=y+ 1 ()
Substituindo (III) em (I), temos:
(y+1P+y*+12(y+1) -4y -13=0 =
=2y’ +10y =0
S 2y(y+5 =0=y=00uy=-5
Substituindo em (III) os valores encontrados, ob-
temos:
y=0=x=1
y=-5=x=-4
Logo, sendo A e B as intersecgoes, temos:
A(1,0) e B(—4, —5)
Assim, os vértices do quadrilatero sao:
Cy(—6, 2), C,(4, —8), A(1,0) e B(—4, —5)

Sendo S, e S, as areas dos tridangulos ABC, e ABC, e
S a area do quadrilatero, temos:

S=S,+5,=
AT I PR IV I
=E 1 o0 q+E 1 0 1=
4 -5 1 4 -5 1

= S=1 (a5 +55 =102 =50

Logo, a 4rea do quadrilatero é 50.

a) O centro C, e o raio R, da circunferéncia
(x+1?+y =1s80Cy(—1,0)eR, =1;eo0cen-
tro C, e o raio R, da circunferéncia (x — 2)* + y* = 4
sdo C,(2, 0) e R, = 2. Assim, temos o gréfico:

y

2\ 1 0 2 4 x
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Pelo grafico, constatamos que o Unico ponto de x
interseccéo dessas circunferéncias é (0, 0). X =3 cos t 3 —cost
Outro modo: ) y=3sent y_ sen t
Se existirem, os pontos de interseccdo das cir- 3
cunferéncias sdo as solugdes do sistema: Quadrando ambos os membros de cada equagao
®+17+y =1 do sistema, temos:
) ) =>x=0ey=0 2
x—2°+y* =4 (%) = cos? t
Logo, a intersecgdo das circunferéncias contém )
um Unico ponto, ou seja, (0, 0). (Z) - sen’t
b) Pelo grafico construido no item a, constatamos 3

que a abscissa a deve ser negativa. Assim, es-
quematizamos a situagdo pelo grafico abaixo,
em que Ty, T,, Q, e Q, sdo os pontos de tangéncia
entre as circunferéncias e as retas que passam
por A(a, 0).

y
t1
T2
T N
! . L2
A =, \ G,
a -1 0 2 X
®.
O1
®.
Q,

Pela semelhanca entre os tridngulos AT,C, e
AT,C,, temos:

2 _ 2-a

1 -1-a

=>a=-4

Exercicios contextualizados

A distancia percorrida pelo satélite, em quilometro,
em cada volta é: 12.560 - 5 = 62.800

Assim, sendo R o raio da drbita do satélite, temos:
27R = 62.800 = 2- 3,14 - R = 62.800

.. R =10.000 = 10*

Logo, uma equacao da drbita desse satélite é:
(x—0)+ (y — 0 = (10%* = x* +y* = 10°
Alternativa a.

a) Sendo G um dos pontos mais distantes de O
alcancado pelas ondas, esquematizamos a si-
tuacdo pela figura a seguir, em que d é a distancia
entre O e G.

P

6 km

o d G

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
+1=6"=d=435

Assim, a equagado pedida representa a circun-

feréncia de centro O(0, 0) e raio J35; logo, essa

equagdo é:

(x — 0 + (y — 0> = 35 ou, ainda, ¥* + y* = 35

b) Néo, pois a distdncia maxima, a partir de O, al-

cangada pelas ondas transmitidas pela antena

é 35 km, que é menor que 6 km.

Adicionando, membro a membro, chegamos a:

2 2 2 2
X A e 2 x Y _
(3) +<3)—cost+sent: 9+9—1
X4y =9

b) Pelas equagdes paramétricas, observamos que:
Parat = 0, temos que x = 3 e y = 0; logo, no
inicio da marcacdo de tempo, o elétron estava
no ponto (3, 0).

s

2 ’

decrescente e y como fungdo de t é crescente,
portanto, o elétron gira no sentido anti-hora-
rio; logo, para 0 < t < 2r, o elétron percorre
os quadrantes na ordem I, II, IIl e IV. Assim,
ele cruza a bissetriz dos quadrantes impares
pela primeira vez no primeiro quadrante.

Nos pontos comuns a trajetéria do elétron e a

bissetriz dos quadrantes impares, temos que

x =y, de onde deduzimos, das equagdes para-

métricas, que:

3cost=3sent = tgt=1

. t=%+kn,comkez+

Note que k ndo pode ser negativo, pois t repre-

Para 0 < t < -, temos que x como funcdo deté

. T
senta o tempo. Assim, para k = 0, obtemos t = z
Concluimos, entdo, que o elétron cruza a bisse-
triz dos quadrantes impares pela primeira vez
T

no instante 2

u, apés o inicio da marcagao de
tempo.

Esquematizando a situacéo, temos:
(Norte)

¥ (Leste)

Assim, temos que o centro da circunferéncia é
P(0, 0) e o raio é PA:

PA=J0-3P2+(0—-47*=5

Logo, a equagdo geral da circunferéncia é:
X+y"-25=0
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a) Inicialmente, vamos obter o centro C e o raio R
da circunferéncia A representada na tela do GPS:

X+y -8 —-6y-75=0 =

Os pontos P(3TR, yp> e L(— %, yL) pertencem a

o6rbita; logo:

= (x*—8x+16) + (y*— 6y +9) = 75 +16 + 9 (3}2)2 2_pe -+ AR
L (x =47+ (y - 3)" = 100 S TU) =R =y =
Logo, C(4,3) e R = 100. e

Os pontos do anel vidrio mais préximo e mais
distante de O sdo os pontos de intersecc¢ao entre
Neareta 'C_C'), por isso, vamos obter uma equagao
dessa reta.

5R ) 12R
(7 13) + ()7L)2:R2 = YL:il—g

Como P e L pertencem ao primeiro e segundo
quadrante, respectivamente, temos que:

O coeficiente angular mg, da reta CO é dado por: _ 4R _12R 3R 4R )
o _3-0_3 Yo =75 T T3 Logo Pl T
co — — -
4-0 4 SR 12R
Com esse coeficiente angular e o ponto 0(0,0), 13’ 13 f

obtemos a equacio de CO:
3x

3
y-0=72-x-0=y=

Os pontos comuns a \ e CO sdo as solucdes do

O ponto Q é a interseccio da reta OL com a reta r
que contém a trajetéria do meteorito; por isso,
vamos obter as equacgodes dessas retas:

O coeficiente angular m,, da reta OL é dado por:

sistema: 12R 0
13 12
- Moo="5p =75

4 = 1370

(x — 47 + (y — 3/ = 100
= (x=12ey=9)ou(x=-4ey=-3)

Com esse coeficiente angular e o ponto 0(0, 0),
obtemos a equacio de OL:

Logo, A N €O = {(12,9), (-4, —3)}. y-0=-22.x-0) o y=-1X

Calculando a disténcia entre o ponto O(0, 0) e o 5 > )

cada um dos pontos A(12, 9) e B(—4, —3), temos: O coeficiente angular m, da reta r é dado por:

OA = J(12 = 0) + (9 — O = {225 = 15 m, = tg45" =1

e Com esse coeficiente angular e o ponto

OB=(-4-07+(-3-07=425=5 P(%, %), obtemos a equacio de r:

Logo, durante o trajeto no anel viario, a menor

distancia entre o carro do usuéario e o ponto O - % =1- (x - %) =S y=x+ %

foi de 5 km. . , - . )
b) Conforme ja foi dito na resolugdo do item a, Assim, 0 ponto Q & a solugdo do sistema:

os pontos do anel vidrio mais préximo e mais __1x

distante de O s&o os pontos de intersecgéo entre 5 o x= _R ey = 12R

\ e areta CO. Logo, a distancia OA calculada no y=x+ % 17 85

item a é a resposta do item b.

Assim, concluimos que, durante o trajeto no anel
viario, a maior distancia entre o carro do usuario
e o ponto O foi de 15 km.

a) Esquematizando a situacdo, temos:

(=R, 0)

©,-R)

Em relacdo a esse sistema cartesiano, a equacao
da 6rbita lunar é x* + y* = R%.

Concluimos, entdo, que o ponto procurado é:
R 12R
Q<* 17 85 )
b) A distancia dy, entre os pontos O e Q é dada por:
B R\, (12R > [169R* _
dOQ_\j(_U _0> +< 85 _0> “N7225 T
_13R
85

c) A disténcia do, entre o ponto O e a reta r é dada
por:

R

_ ‘O “0t%5| Rrp2

doy = =
7 (- 10
d) A distancia d;, entre o ponto L e aretar é dada
por:
‘ 5R 12R R

L1371 +?‘_36RJ§
T T =

Relacionando as informagoes do enunciado, sob as
condicoes estabelecidas, temos:

x(10.000 — 50x) + y(12.000 — 50y) < 18.750 =
= 10.000x — 50x* + 12.000x — 50y° < 18.750

PAIA Capitulo 4 | i litica: circunferénci 6
apitulo eometria analitica: circunferéncia " MODERNA
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Dividimos ambos os membros por —50, obtendo:
x? — 200x + y* — 240y > 375 =

= (x* — 200x + 10.000) +

+ (y? — 240y + 14.400) > —375 + 10.000 + 14.400
. (x — 100)2 + (y — 120)* > 1557

Alternativa a.

a) Para a produgao de x metros do fio A, o custo total
2

dox-la — X ) =gy — X 5
é:x (4 200) 4x 200,paraaprodugao de

y metros do fio B, o custo total é:
2

Y\ _ oo Y
y-(S— 200)‘ >~ 200
Como o custo ndo deve ultrapassar R$ 1.600,00,
temos:

2

4x—x—2+5y—y—<1600:>
200 200 S

= x> — 800x + y* — 1.000y > —320.000

. (x> — 800x + 160.000) +

+ (y* — 1.000y + 250.000) > —320.000 +

+ 160.000 + 250.000

. (x — 400)2 + (y — 500)* > 90.000

Para x < 700 e y < 800, temos o seguinte grafico:

y

800

500

0 400 700 X

b) Aregido que queremos é a regido complementar
a do item a, isto é:

y
800 1------- T
500 { - - SREEEEES .
0 400 X
s._ b _ 1
a) Temos: 6s = 3600 h= 500 h
Assim, durante ﬁ h, aregido atingida pelo som
tem raio méaximo de: <F&) . 1.200) km = 2km

Temos, entao:
x-0P+(y-0°<2=x+y"<4

Portanto, durante os 6 primeiros segundos a
regido atingida pelo som é representada por:
X+y <4

b) Seja t o tempo em hora. Como o raio da circun-

feréncia é 10 km, temos:

_10 . _ 10

1.200 = ral t= 1200

L, 1

=120
Portanto, ap6s a explosdo, levara 30 s para que
sejam atingidos os pontos da circunferéncia
x* + y* = 100.

h=30s

Seja P(x,y) um ponto atingido pelo terremoto. Temos
dpe < 5, OU seja:

JEx=3P+(y -0’ <5= (x—3°+y* <25
Portanto, a inequacéo (x — 3)* + y* < 25 expressa
toda a regido atingida pelo terremoto.

a) A trajetéria do asteroide estd contida em uma
reta horizontal que passa pelo ponto (0; 3,4); logo,
uma equagao dessa trajetéria é y = 3,4.

b) A trajetéria do satélite é uma circunferén-
cia de raio 4,2 cujo centro é a origem O(0, 0);
logo, uma equacdo dessa trajetéria é
(x —0)*+ (y — 0)* = (4,2)*, ou seja, x> + y* = 17,64.

c) Os pontos P, e P, sdo as solugdes do sistema:

y=34
X +y =17,64

= (x=-25ey=34)ou(x=25ey=34)
Logo, com abscissas aproximadas, os pontos P,
e P, sd0: P,(2,5; 3,4) e P,(~2,5; 3,4)

A distancia d, na unidade u, entre P, e P, é,
aproximadamente [2,5 — (=2,5)|, ou seja,d = 5u.
Como 1 u = 10.000 km, temos que d = 50.000 km.
Assim, o tempo t, em segundo, que o asteroide
levou para percorrer a distancia P,P, é dado por:
50.000 = 7,8t = t = 6.410

Ou seja, o asteroide percorreu a distancia P,P, em
6.410 s, aproximadamente, ou 1 hora e 47 minu-
tos, aproximadamente.

d

~

a) Os pontos onde as duas trajetérias se cruzam
sdo as solugoes do sistema:
4y —3x-7=0
X’+y’—6x—8y=0 =
= (x=-ley=1ou(x=7ey=7)
Logo, os pontos comuns as duas trajetérias sédo
P(-1,1) e Q(7, 7).

b) Para responder a este item, vamos obter o cen-
tro C e o raio R da circunferéncia \ que descreve
a trajetdria do ciclista B:

X+y —6x-8y=0=

=5 (X*-6x+9)+(y’—8y+16) =9+ 16
Lx=3)’+(y-47=25

Logo, C(3,4) eR = 5.

Observamos que C pertence a reta PQ, pois,
substituindo x por 3 e y por 4 na equacgao
4y — 3x — 7 = 0, obtém-se uma sentenca verda-
deira:4-4 — 33 -7 = 0; logo, o segmento PQ é
didmetro da circunferéncia. Assim, o ciclista A
percorre o didmetro PQ e o ciclista B percorre a
semicircunferéncia ﬁa
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O comprimento ¢z do segmento PQ e o compri-

mento {55 da semicircunferéncia PQ sdo dados
por: {55 = 10 e €35 = 5n. Assim, sendo v a veloci-
dade de B, em quilémetro por hora, temos:

10 _ 5¢m

% = T = v =10n
Ou seja, a velocidade do ciclista B deve ser de

10n km/h ou, aproximadamente, 31,4 km/h.

a) Sejam:

t o tempo, em segundo, decorrido a partir do
instante em que foi abandonada a primeira
pedra em P;

d, a distancia percorrida, em metro, por um
ponto da primeira onda provocada em P;

d, a distancia percorrida, em metro, por um
ponto da primeira onda provocada em Q.

Assim, temos:

d, = 1,5t

e

dq =1,5(t — 2),parat > 2

Adicionando, membro a membro, essas equa-
¢oes, obtemos:

dp + dg = 1,5t + 1,5(t — 2)

Quando as ondas se encontrarem, as somas das
distancias d, e d, serd igual a distancia PQ, que
é dada por:

PQ= (-1 8+ (-7 -5 =225 =15

Assim:

15=15t+15(t-2) = t=6

Concluimos, entdo, que as duas primeiras ondas
produzidas em P e Q se encontraram 6 s depois
de abandonada a primeira pedra.

b) Parat = 6 s, o raio da primeira onda provocada
em P serd (6 - 1,5) m, ou seja, 9 m; e o raio da
primeira onda provocada em Q serd (4 - 1,5) m,
ou seja, 6 m. Assim, as equagoes dessas ondas,
no instante t = 6 s, serdo: (x — 8)> + (y — 5)* = 81
ex+ 1)+ (y+7)7=36

c) Para determinar o ponto de encontro das duas
ondas tangentes, poderiamos resolver o siste-
ma formado pelas equagoes obtidas no item a;
porém, nesse caso, é muito mais simples aplicar
o conceito de divisdo de um segmento por um
ponto interno ao segmento. Observe:

O ponto T(xy, y7) de tangéncia das duas ondas, no
instante em que elas se encontram, dividem o

segmento QP, de Q para P, na razdo é, ou seja, %

P(8, 5)

Assim, temos:

XT_(_l):g
8~ Xr 3:>X—£ey— 1
YT_(_7):g TS5 5
5-yr 3
13 11
Logo,T( 5§ )

a) PF, + PF, = [0 — (-3) + (4 — O} +
+J(0-37+ (@ -0y =425 + 425 = 10
b) QF, + QF, =10 = {[3 -~ (-3)P + (y - 0 +
+B -3+ (-0 =10
SA36+ Y +4y? =10 = 36 +y? +|y|= 10
SoN36+y" =10 -y
Quadrando ambos os membros, obtemos:
36 +y’ = 100 — 20|y| + y* = 20|y| = 64
s ly|=32=y=320uy=-32

a) |PF, — PE,| =
=No—of +B - (-9 -0 -0of + 35| =
= |64 - Ja|=6
e

|PE, — PE,| = |PF, — PE,| = 6

b) |QF, — QF|=6 =
= [N =0 + 15— (-5)F — J(x = 0f + (5 - 5F|=
=6
- [ N\x 7100 - d[=6 = =+ 100 - Ix| = +6
. x> +100 = +6 + |x|

Quadrando ambos os membros, obtemos:
x? + 100 = 36 + 12|x| + x> = 64 = +12[x]

: |x|z£:>x=£oux:—E
o 3 3 3
a) PF = (6 — O + (12 — 4 = {100 = 10
e
|6 + 4
Pr=—=10
12+ 07

30
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|x + 4]

b) QF = Qr = Jer = O + (-8 - 4 = =

LNX?+ 144 =|x + 4]

Quadrando ambos os membros, obtemos:
X +144=x*+8x + 16 = 8x =128
wx=16

Matematica sem fronteiras

O custo total C de produgéo, em real, é dado por:

- X -
C= x(lOO 10) + y(SO 10)

Logo, para x = 380 e y = 240, temos:

- _ 380 _20 =
C= 380(100 10 >+ 240(50 10 ) = C=17.320

Assim, a produgcéo de 380 litros do perfume A e 240 litros de B terd o custo de R$ 17.320,00.

Os pontos (x, y) formam o segmento de reta OA obtido pela intersecgdo da reta de equagédo
y = 2x com a regido indicada no texto, isto é:

y
A
350 ,
250 {---- /- - .
0 175 500 600 X

Observamos que a maior produgéo possivel, de modo que y = 2x, ocorre para x = 175 e y = 350;
logo, o maior custo total C possivel, em real, nessas condicdes é:

_ 175 350
C= 175(100 T )+ 350(50 = )

. C=19.687,50

Analise da resolucgao
COMENTARIO: A resolucéo esté errada porque, por definico, a raiz quadrada de um ntmero real,
quando existe, ¢ um nuimero ndo negativo. Assim, obedecida a condicdo de existéncia para a raiz

quadrada, temos que a variavel y na equacdo y = 49 — x? simboliza um niimero nio negativo, isto
é,y = 0. Portanto, o grafico apresentado nessa resolugao estd incorreto, pois possui pontos (x, y)
comy <O0.

Resolugdo correta:

O grafico pedido é formado pelos pontos (x, y) tais que:
X+y'=9
y=0

A equagdo x* + y* = 9 teria como grafico uma circunferéncia de centro (0, 0) e raio 3; porém, sob a
condicdo y > 0, o grafico é a semicircunferéncia representada a seguir:

y

f

RS
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