Neste capitulo, as diversas razdes trigono-
métricas de um mesma arco serdo relacionadas
umas com as outras. Serdo estudadas oito relagdes
entre essas razdes, senda cinco delas chamadas re-
lagGes fundamentais e as demais, relagGes decorren-
tes. As relagGes fundamentais sdo assim chamadas
por serem distintas e independentes umas das ou-
tras. Elas permitem que, dado o valor de uma das
razoes de um arco qualquer, encontremos os valo-
res das demais razdes trigonométricas do mesmo
arco (se existirem).

Nossa tarefa serd facilitada porque, no decorrer
do capitulo anterior, ao definirmos algumas razges,
o fizemos geometricamente, o que favorece a visua-
lizagdo conjunta das razdes.

No entanto, para as quatro dltimas (tangente,
cotangente, secante e cossecante), por se tratar de
quocientes envolvendo senos e cossenos nos deno-
minadores, é necessario, quando apropriado, apurar
as condicdes de existéncia de cada uma delas.

Relagdes fundamentais

Das cinco relagdes fundamentais, as duas primei-
ras foram estudadas em topicos préprios:

l. sen®x +cos?x=1
IL. tgxém
.~ cosx

As outras trés foram desenvolvidas com as defini-
coes das razdes:

COS X
lIl. cotgx=
sen x
1
IV. secx=
Cos X

V. cossecx=

nx

Como afirmamos na introdugao deste capitulo, é
fundamental a preocupagao com as condicdes de
existéncia: uma razao nao pode ter o denominador
nulo. Assim, precisamos estar atentos aos pontos em
gue 0 Seno ou o cosseno se anula.
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Portanto, como ¢ é do 19 quadrante, temos exercic 3

i ot 4 #.'hwﬁ "1"!-““9
seno&>0esenoc—£ : ' 1
A 4. Calcule sen o sendo que o é do 2° quadrante e
Flna1mente pela rela{;ao fundamental I ORIp
: i
tg-('x"— senor 15 L
¢ coso A2 ¢.. Quanto vale cos 0, se sen 0= 0,3 ¢ % <o <m
wm-o NS |
2, Com 4 cos x — 3 = —4, quais sdo os valores pos-
Como podemos notar, obtivemos tg ot => 0, siveis para sen x?

0 que de fato se verlflca para valores de o do
10 quadrante

<tz

#. Quando x é do 49 quadrante, é possivel termos

2 il
senx=-— —3—? Nessas condi¢des, quanto vale cos x?

5. Qual é o significado da ordenada do ponto P?
Qual é o seu valor?

i Dada SE."C)( i _.g_. ; podemos e'nt:ontrar as de- :

mais razées trrgonﬁmetrfcas do arco x, 5|tuad0,
por exemplo, no 49 quadrante - M /
~ Vamos utilizar as relagdes fundamentais: [ A
IV, secx=-— _1 —> COS X = — l =1::—5¥'¢ . K‘/
~ COoSX SECX P Ll
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. Séﬁ--a__ X+ cosix=1=>senx+ (_E) L ©. Apure o valor de tg x, se x é do 19 quadrante tal
il que sen x = —
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Seenry=1- - &
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e e, le tg x, se sen x = ——?
_ @ 40 Q 21 Quanto vale tg x, 5
senx £ senx= oo
\{____‘ - i, Determine cotg O
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- i S\’_ | 10, Sendo cos x = %, qual é o valor de m de modo

= FHOOSSECK = ot

: m_ 7 5 m+1

que se tenha sec x = 1 ?




11. Ache tg x, sabendo que cossec x = 2, com

- ;
— < X< T
2

1¢.Dado sen x = —-\g—, determine as demais razdes

trigonométricas do arco x do 22 quadrante.

vy . -

13. Escreva em ordem crescente as seis razbes
trigonométricas do arco x do 2° quadrante, sa-
bendo que cossec x = 1,5.

14. Descubra os valores de m para os quais temos
simultaneamente sen x=1-2m e cos X =-m.

15, (UFE-R], adaptado) Determine a relagio entre
os mimeros reais 4 e b, de modo que as igualda-
desl+cosx=asenx e 1 —cosx =bsenx,
com x na primeira volta, sejam satisfeitas simul-
taneamente.

15. sabe-se que sen ¢ vale o triplo de cos c.

a) Calcule tg o, cotg o e cos O
b) A que quadrante o pertence?

Relag6es decorrentes

A partir das cinco relagdes fundamentais, pode-
mas deduzir outras relagdes, que serdo Uteis para
simplificar a resolugdo de alguns problemas.

Suponhamos, por exemplo, que seja dado o valor
da secante de um arco x do 19 quadrante:

secx=g,a>1

Para calcularmos tg x somente por meio das rela-
¢Oes fundamentais, fariamos o seguinte:

v ! a1 !
Secx=a:>cosx=%=>sen)(=_aa—1=>
=tgx=—X o121

Cos X

E passivel buscar,por outro lado, uma relagaodireta
entre sec x e tg x. Tomemos a relagado fundamental |
(sen®x +cos?x = 1), e dividamos ambos os membros
por cos? x # 0:

2x+cosix=1

sen
1

cos? x

cos?x

sen? x
+ 5 =
cos? x

coS° X

i

Loah

tg?x+ 1 =sec?x [, valida quando cos x # 0

Da mesma forma, tomando a relago fundamen-
tal | e dividindo ambos os membros por sen®x # 0,
obtemos:

sen®x +cosix=1

1

sen’x . cos®x _
senx  sen®x

sen? x

1 + cotg? x = cossec? x

expressao valida quando sen x # 0 e que se escreve:

cotg® x + 1 = cossec? x

Existe outra relagéo, imediata, que surge da sim-
ples observagdo das relagdes fundamentais Il e lll:

Sen x COs X
Cos X senx

e cotgx=

tg x

Podemas multiplica-las membro a membro:

senx
CoS X

Cos X

senx

tgx-cotgx=

Generalizando, temos a seguinte expressao, va-
lida quando cos x # O e senx # O:

cotgx=
g tg x

X



Dada cossecx = %, séndo'x do 2% quadran-

te, podemos encontrar diretamente cotg x:

i

2

cotga-x 4 1= cossectx
: 10
cotge X + 1 ( )
= ;
i l’UU . 51
1 2 L — e
e
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cotgx +—§1— = cotgx—Jv?i .
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Lf. Dadatgx = = determine cotg X e sec x, sendo

x do 1? quadrante.

8. sen<ax< 3T e cotg oL = ﬂ, quanto vale

11
cossec 0. E tg of

4 {L}

sl o

Quanto vale tg x, sesec?’x=4 ¢ 0 <x < %?

E quanto vale x?

o
a—

£U. Sendo sec x = 7 > quanto vale tg x, se x é do 4°

quadrante? A]ém disso, se cotgx = 1,5 m, quan-
to vale m?

oy

21. Sabendo-se que 2 cos x — 1 = 0, quanto vale
cotg? x?

2. (UE-RN) Sabendo quetg8=2 ¢ n<8< L

calcule o seno e o cosseno do dngulo 8, medido
em radianos.

cotg? x

e e IS i i x 5
.+, Simplifique a expressdo sen’ x + ——=——,
PHid P 1 + cotg? x

34 .
£.4:, Se x ndo é do 1° quadrante e tg x = 1,5, quanto
vale cos x?

5 12
.23, Sendo x arco do 2° quadrante, com |cos x| = =
determine o valor de tg x.
o6
. Sea’®=sec’ x—1 e b? = cossec’ x — 1, quanto

vale o produto a-b?

s
-0 sendo sen x =

x)e

- (U. E Ouro Preto-MG) Um retangulo possui
lados medindo a = sen & e b = cos ¢, onde

£2¢. Com 0 < x < LO , quanto

1
vale tg (%—

T
= Ha
I<o< 7

1 b=cosu

a=sena

Determine a drea do retangulo, sabendo que o
perimetro é igual a V8

£. %, Resolva a seguinte equagao do 29 grau:

x’seno—(2coso)x—sen =10

“'Jnl

21, Resolva a seguinte equacdo do 2° grau na in-
cognita x:
- 2xseco+tgla=0

o5 g
“3 4
]

44 (UF-SC) Sendo sen o + cos o, = LS:

a) determine sen ¢ e cos 0;
b) represente no circulo trigonométrico todos
os angulos ot que satisfazem a igualdade dada.

. Os numeros reais positivos a, b e ¢ formam,
nessa ordem, uma progressdo aritmética. Sen-

5 b atc
do SECX =T, SeN X = =" e COSX =~ , deter-

3
mine a progresso.

o5 ot | ]_ . -
S . Sendo cos x = 3 calcule o valor da expressio:

_ sen X — Cossec X

. secx-cotgx

+. Mostre que sec o pode ser escrito como:
a) senol-tg o+ cos o

2
e
secol—1

1. Mostre que cossec o pode ser escrito como

sen o

cotg ol + ————,
& 1+cosct




tgattgh 7
cotga + cotgb ~ 10

BE.SC

,quanto valetga - tgb?

37. (FGV-SP)
a) Num tridngulo isésceles ABC, em que
AB = AC, o 4ngulo A mede o dobro da

2 {(FMU/Fiam/Faam-SP) Se tg ot = 2 e ot é um arco do
3? quadrante, sen ¢ vale:
s a3 5

S BTy BT

=
NS 25
b) 5 d) 5

2. (Unifor-CE) Se k é o nimero real positivo que sa-
k+1

tisfaz simultaneamente as equacdes sen x = e

cos x = —k, entdo:

1 4
a) k= = d) k= =y
b) k=2 e) k=1
5
3
C) k= ?
3. (FMU/Fiam/Faam-SP) O valor da expressio
2—sen*x Y
cos? x
a1 c) 0 e} =2
b) -1 d) 2
4. (Cefet-PR) A expressio
cosx , lt+senx 1
1+senx COS X COS X
é equivalente a:
a) senx ¢ tgx e) secx

b) cosx d) cotgx

5. (UF-AM) Associe as expressdes equivalentes das duas
colunas e assinale a alternativa correspondente a as-
sociacdo correta:

= : sen? x{ cos? x
(4) cos’ x (1) COS X
(B) secx {2) tg?x+1
(C) sec?x-1 31

(D) cossec? x — cotg? x
a) A2,B1,C3,D4
b) A3,Bl,C4,D2
¢) A2,B3,C4,Dl1

(4) tg?x
d) A2,Bl1,C4,D3
e) A2,B4,C1,D3

240

de vestibulares

soma dos outros dois. O lado BC mede
10 cm. Obtenha o perimetro desse tridn-
gulo.

b) Considerando que sen x + cos x = k, cal-
cule, em fungdo de k, o valor da expressdao
sen® x + cos’ x.

6. (Ucsal-BA) Se x e y sdo nimeros reais tais que

_ senx SEN X P —
ey l_senx,entaoyelguala:
a) 2-secx-tgx  d) 2-secx

b) 2:-senx-cosx e} senx

c) 2-cos*x

?. (Unit-SE) Se x é tal ueO<x<E— e tgx =4, entio
. q > 4

COSX—8ECX

Sen X — COSSeC X & 1gua1 %

a) 256 c) 64 e) .
17

b) 128 d) V17

sectx—sen?x
cossec? x — cos® X

=

(Cefet-MG) A expressio

€ equi-

valente a:
a) 1 d) sec’x
b) cotg?x e} tg8x

c) cossec? x

©

(UF-RS) Na figura, o circulo é unitério e BC ¢é tan-
gente ao circulo no ponto P.

T
N

Se o arca AP mede o, BC vale:
a) tgo+cotgo

b) sen o+ cos o

¢) sec o + cossec O

d) tgo+senc

e) cotgot+ cos




10 (U. E. Santa Maria-RS) Calculando x € R, de modo

que ocorram simultaneamente sen 0. = 1
X

X
Cos O =

T obtém-se:

a) Del
b) le4
) dvel
d) Oed
el de-1

11 (Furg-RS) O valor da expressao y = ﬂ&, quan-

+ 2 o
.~ I+tg°x
docosx=————etgx <0,é
1313 12713
s M
EEY =
yy -J2V13 L
49 39
9 IECAE
108

12. {Ucsal-BA) Qualquer que seja o nimero real x, a ex-
pressdo cos? x — sen? x é equivalente a:
al sen’x-1
b) 2senxcosx
) 2costx—1
d) 2—cox*x
e) (senx+ cosx)-cosx

13. (Cefet-MG) A expressio trigonométrica
SEC X — COSsec X :

, onde sen x # cos X, equivale a:
SN X — CoS X

a) Ssecx-cossecx d 0
b) —secx - cossecx e) 1
c) -1

14. {(U. E Ourc Preto-MG) Dado sen 18° = -—E,

o valor de sec 18° é:

V5-1 W2
b) 22 8
V5+45 5+V5

15. (Funrei-MG) Se existe um 4ngulo x tal que

2 1 vm-2etgx=vVm-2,entdo asoma

SENX =

de todos os valores possiveis de m é igual a:

a) 4 ) 5 e) 3
b) 6 d) 7

i6. (ITA-SP) Seja 6 um valor fixado no intervalo ] 0, —TZ-L—[

Sabe-se que a; = cotg 8 é o primeiro termo de uma
progressdo geométrica infinita de razdo q = sen? 6.
A soma de todos os termos dessa progressio é:

a) cossec@®-tg® d) sec’@

b) secB-tgB e) cossec’ O

¢) sec®-cossec

1. Resolvaa equacdo do 29 grau:

¥ —2x+sencifx—1)—coso(l —x) +sen ccos ot =—1

2. Sendo O o centro da circunferéncia abaixo, com 0. = 307, determine cossec B-

A3




