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FAC. METROPO ITHN.M BE I aRass
IBLIOTECA DANTE ALIGHIE

U |

| Toma.ndo, tudo mais Fdcil!




=T o3
SR e

CileulosPara Leigos®

Tabela geométrica

Todos os triangulos

A= % base - altura

Triangulo eqiiilatero
lado?y3

4
Tridngulo retangulo

Teorema de Pitagoras: a* + b? = ¢?
(c é a hipotenusa)

s

Paralelogramo
Area = base - altura

Trapézio

. hase, + base.

Area =—————% altura
2

Circulo

Area = nr?

Circuferéncia = 271 = ned

Tabela trigonomeétrica rapida

Trigonometria do tridngulo retangulo

SohCahToa:

senﬁ:% CDSBCQ—'—%
cos(—):% sec(’f:%
th:% cntg(}:%

Graus e Radianos:
2nradianos = 360° - radianos = 60°

nradianos = 180° i radianos = 45°

%radianos =90° % radianos = 30°
Para converter de radianos para
180°

=
Para converter de graus para

it

graus, multiplique por

radianos, multiplique por

180°

muito boa

Setor de circulo
(pense no pedago de pizza)

. 10
B - il

Area = nr (SED")

(0 é o angulo central)

Comprimento do arco= 2’“[35800

(Comprimento do arco é o
comprimento da casca)

Esfera

Volume = %nr“

Area da superficie = 4 nr®

Cone da piramide
{base plana, topo pontudo)

Volima:e —; A-h

(A é a area da hase)

ldentidades
Identidades reciprocas:

1

0secld=——
Hoake: send)
cl=——
sec coséd
1
taf=
cotgé 10

Identidades quociente:

~ senf@
o= cosé
cosd
L send

Identidacle Pitagoreana;
sen’0+ cos’@=1
tg*6+ 1= sec’d

1+ cotg®6 = cosec?d

|

- Xy + X:
Ponto médio = -—la—i S 4R

Cilindro circular reto, Prisma reto
ou caixa

Volume=A-h
(A é a area da base)

Area da superficie lateral = P - altura

(P é o perfmetro [ou
circunferéncial da base)

Geometria de Coordenadas
Dados dois pontos

(1) @ (xa,v5)

Yi—Yh

Inclinagéo = -
' o

Distancia= V{3, — x,) + (yz =y )?

1

2

b

Formulas
Formulas do dngulo-metade:

sen’d = % (1-cos26)
cos :% {1+ cos20)

Formulas dos dngulos duplos:
sen26 = 2senkosf

c0820 = 2¢0870 =1

Formulas de redugao:
sen(~6) = —senf

cos(~6) = cosO

tg(—6) = —tg@

T
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= A
Tabela elegante da derivada

10. i COSX = —Senx
dx

13. it secx = secx tgx

dx

Yi=x

1E.£arccasx =
dx

Tabela elegante e iitil da mteqra{

1. dx:x+E

4 E=In|)v(i+13

ot

7. ) senxdx==cosx+C

310 J.cotgxdx———h | senx|+C
% 13. j sec’xdx=tgx + C

> 16. j cosecx cotgx dx =—cosecx+C

>T'9.J.-L=laresecm+c 20. _dx :lln‘}‘:_a +
xya*—x¢ a a ] +a

S Regra do produto: % {uv) =u'v+vu Regra do guociente: % [TH = ”I“;z”’_”.
I.E?—XL‘.:D | Z.d—dx—x:1 B.de—cxﬂ:'
4. Ji_x Xt = 5.;—}(9" = g~ 6. ;—xlnx= i
}'.Ed;a‘:a"ina E.gl—xlagax:%»ﬁ 9.&senx:casx

LI —
H'dx tgx = sec™

14. A cosecx = —cosecx cotgx 15.

dx

d 1
17. o arctgx = T

i

2. | Xdx=
n+1

+C{n?t~1]

5. | a*dx=
o Ina

a‘+ [

'

4
8. | cosxdx=senx+C

11.J.secxdx=1n | secx+tgx |+ C

14. | cosec’xdx=—cotgx +C

-

dx X
i1. | gz =aresen—+L
J ya’—x a

12. i cotgx = —cosec’x

d o
EBI’CSEH!— \” e
d L=E
18. T arccotgx = 11

dx

3; je"dxzewﬂ
fs.jinxdx:xﬂnx_mc

S.Itgxdx=—ln|c05x|+ﬂ

4

<
12,_[ cosecxdx =—In| cosecx + cotx | + C %
15, J. secxtgx dx=secx +C

¢

%

1B.j dezzlarctgi+[2
a’+x* a a

p ® o ai e a
Para Leigos : Colecdo de sucesso para iniciantes
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Introducéo

simples pensamento de ter que fazer um curso de calculo ja é

suficiente para fazer uma legiao de estudantes suar frio. Qutros
que té€m a intengdo de nunca estudar essa matéria tém a nocao de
que calculo é impossivelmente dificil a menos que vocé seja um
descendente direto de Einstein.

Bem, eu estou aqui para dizer a vocé que voceé pode dominar o calculo.
Nao chega a ser tao dificil quanto o seu misticismo leva a crer A maioria do
calculo € apenas algebra, geometria e trigonometria avancada. E baseado
cm e € uma extensao logica dessas matérias. Se voce pode fazer algebra,
geometria e trigonometria, vocé pode fazer calculo.

Mas por que voce deve se incomodar — exceto pelo fato de ter que fazer um
curso? Por que escalar o Monte Everest? Por que ouvir a nona sinfonia de
Beethoven? Por que visitar o Louvre para ver a Mona Lisa? Por que ver Os
Simpsons? Assim como esses esfor¢os, fazer célculo pode ser sua propria
recompensa. Hd muitos que dizem que o calculo é uma das maiores
conquistas de toda a historia intelectual. Como tal, vale o esforco. Leia esse
livro sem jaigoes, entenda célculo, e se junte aos poucos que podem dizer
com orgulho:"Calculo? Ah, é claro, eu sei Calculo. Nao é grande coisa’”.

Sobre este livro

Calculo Para Leigos € destinado a trés grupos de leitores: estudantes que
estao no seu primeiro curso de célculo, estudantes que precisam rever
calculo para se preparar para outros estudos, e adultos de todas as idades
que gostariam de uma boa introducao ao assunto.

Se voce estd matriculado em um curso de calculo e acha que seu livio nao é
muito claro,este € o livro para vocé. Ele abrange os tépicos mais importantes
do primeiro ano de célculo: diferenciacao, integracdo e séries infinitas.

Se voce teve calculo intermediario, mas faz alguns anos,e quer revisar os
conceitos para se preparar para,digamos,algum programa de posgraduacao,
Cadlculo Para Leigos vai Ihe dar um curso de reciclagem completo e sensato.

Os leitores que nao sao estudantes vao considerar a exposicao clara
e acessivel. Calculo Para Leigos tira o célculo de dentro da torre de
marfim e o traz de volta a terra.
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Este & um livio de matematica amigavel. Sempre que possivel, eu explico
os conceitos de calculo mostrando as conexoes entre as idéias do célculo
e as idéias mais faceis da algebra e da geometria. Eu entao mostro como
os conceitos de calculo funcionam em exemplos concretos e apenas
depois é que mostro as formulas de célculo mais sofisticadas. Todas as
explicacdes sdo em portugués claro, e nao em linguagem matematica.

Convencdes usadas neste livro

As convencodes a seguir mantém o texto consistente e muito facil de
compreender.
1~ As variaveis estao em italico.
1 Os termos do calculo estao escritos em italico e definidos logo que
aparecem no texto.
1 Na resolugao de problemas passo a passo,a agao geral que vocé
precisa tomar esta em negrito, seguida pelas partes especificas do
problema em particular.

Como usar este livro

Este livio, como todos os livros Para Leigos,é uma referéncia, ¢ nao uma aula
de reforco. Essa abordagem pode parecer um pouco estranha para um livio
de matematica, mas a idéia basica é que os capitulos possam valer por si s0.
Se vocé nao quiser ler o livio de capa a capa,ndo precisa.Agora,se vOce é
um iniciante absoluto, vocé provavelmente deve iniciar com o Capitulo 1 e
seguir o seu caminho através do livro.Mas se voce ja conhece calculo, fique
a vontade para pular e ler apenas os topicos que lhe interessam.

Pode ser uma grande ajuda para realmente entender célculo — ou, por sinal,
qualquer topico de matematica — focar no porgué juntamente com o de
gue forma.Com isso em mente,eu me esforcei muito para explicar a logica
basica de muitas das idéias desse livro.Se voce quer dar ao seu estudo de
calculo uma base solida, voceé deve ler essas explicacoes. Mas se vocé esta
realmente com pressa, voce pode chegar ao ponto e ler apenas as coisas
introdutdrias importantes, os exemplos, as solucoes passo a passo, e todas
as regras e defini¢oes perto dos icones.Voce pode entao ler as explicagoes
restantes somente se sentir necessidade.

Eu acho as informacoes adjacentes interessantes e divertidas (O que vocé
esperava? Eu as escrevi!). Mas vocé pode pular elas sem perder nenhum
calculo essencial. Nao, vocé nao vai ser lestado nessas coisas.
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Suposicoes tolas

Pode me chamar de doido, mas eu suponho que...

= Voce sabe pelo menos o basico da dlgebra, geometria e da trigonometria.

Se voce esta enferrujado, a Parte Il (e a folha de consulta) tem uma
boa revisao desses topicos pré-calculo. Realmente, se vocé nao esta
fazendo nenhum curso de calculo no momento, e vocé esta lendo
este livro apenas para satisfazer a sua curiosidade geral sobre calculo,
voceé pode ter uma imagem conceitual do assunto sem os detalhes
pequenos e importantes da algebra, da geometria e da trigonometria.
Mas vocé nao val, neste caso, estar apto a acompanhar todas as
solugoes dos problemas. Em resumo,sem o material do pré-calculo,
vocé pode ver a floresta do calculo, mas nao as drvores. Se voce esta
matriculado em um curso de algebra, vocé nao tem escolha — vocé
tem que saber das arvores.

Sim, € t-ra-b-a-l-h-0, trabalho. Eu tentei fazer esse material o mais
acessivel possivel, mas é calculo afinal de contas.Vocé nao pode
aprender calculo apenas cuvindo uma fita no seu carro ou tomando
uma pilula — pelo menos ainda nao.

Isso é pedir muito?

Como este livio é organizado?

O livro € dividido em partes, as partes sao divididas em capitulos e os capitulos
sao divididos em topicos e subtopicos (Eu pedi a patente para esse esquemna).

Parte I: Uma visao geral do cdlculo

Depois de ler a Parte I, vocé vai ser um dos poucos que pode realmente
responder as seguintes perguntas:“O que é calculo?”,“Para que Serve?" e
“Como ele funciona?”. Eu discuto aqui muitos usos praticos do célculo
e como ele tem mudado o mundo de maneiras incontaveis. Eu explico,
em portugués claro, as duas grandes idéias do célculo: diferenciacdo e
integracdo. Finalmente, eu mostro a vocé a idéia matematica chave que
faz o calculo funcieonar: o conceito de limite.

3
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Parte ll: Se aquecendo com
os pré-requisitos do cdlculo

A Parte Il é uma revisao da dlgebra (incluindo fungoes) e trigonometria
(incluindo geometria) que voceé precisa para célculo.Se voc€ nao precisa
dessa revisao, pule, ou apenas use como referéncia.Se, por outro lado, voce
esta um pouco enferrujado, nao seria uma ma idéia revisar essa parte — pelo
menos passar uma vista pela revisdo.Voce nao pode fazer calculo sem esses
prérequisitos — especialmente algebra.

Parte Ill: Limites

A matematica dos limites € toda baseada em céalculo. Limites nos
permitem de certa forma, ampliar um grafico de uma curva — mais e
mais e mais até o infinito — até que fique em linha reta. Uma vez em
linha reta, a velha algebra e geomelria bédsica podem ser usadas. Essa €
a magica do calculo. '

Parte 1U: Diferenciagao

Diferenciacio € a primeira das duas grandes idéias do calculo; integracao
(ParteV) é a segunda.A Diferenciacéo e a integracao sao a essencia do
curriculo do calculo. Diferenciacao é o processo de encontrar uma derivada,.e
uma derivada é apenas uma relagao como quilémetros por hora ou reats por
unidade.No grafico de uma curva,a derivada diz a vocé a inclinagao da curva.

Nessa parte, vocé vai descobrir regras de diferenciagao para iniciantes, regras
de diferenciacao para especialistas,o que a derivada diz a vocé sobre o
formato da curva,e como usar a derivada para resolver problemas.

o~ ry a a 4 4
Parte U: Integracado e séries infinitas
2
o
Integracio,a grande idéia nimero dois, & uma adigao sofisticada — muito (
sofisticada.Isso é tudo que ela é. Em poucas palavras, € 0 processo '
de pegar o formato de uma area que voceé nao pode determinar
diretamente, dividir em pequenos pedacos cujas dreas voceé pode
determinar, e depois somar todos os pedacos para achar a area do todo.
Essa parte lhe da o furo sobre técnicas de integragdo para iniciantes,
técnicas de integracao para especialistas, integra¢ao numérica ou
aproximada, e como usar a integracao para fazer problemas.
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E sobre as séries infinitas? Pense nisso por um instante: Se vocé comeca a
uma distancia de 1 jarda de uma parede e depois anda metade do espaco,

¢ depois mais uma metade, e depois mais uma metade (Eu aposto que vocé
ja ouviu isso), quanto termpo voce vai levar para chegar & parede? Resposta:
Depende. Ha niimeros infinitos de passos nesse processo, entao,se cada
passo leva, digamos, 1 segundo, vocé nunca vai chegar 14. Se, no entanto, vocé
pode manter uma velocidade constante de, digamos, 1 jarda por segundo,
sem parar e diminuir ao final de cada passo,vocé ainda vai dar um niimero
infinito de passos, mas vocé vai chegar 14 em exatamente 1 segundol

Esse surpreendente resultado de somar um ndmero infinito de passos, mas

obter uma soma finita, € o que o dltimo capitulo da Parte V abrange: E um
topico cheio de paradoxos bizarros.

Parte Vl: A parte dos “dez”’

Aqui vocé vai encontrar trés listas dos 10 mais: dez coisas para lembrar, dez
Colsas para esquecer, e dez coisas com as quais vocé pode escapar se seu
professor de calculo nasceu ontem (meu favorito).

lcones usados neste livro

Mantenha seus olhos nesses icones:

Perto deste icone estao regras essenciais de calculo, definicoes, e formulas
/ que vocé deve definitivamente saber.

Essas sao coisas que vocé precisa saber da dlgebra, geometria, ou
trigonometria, ou coisas que voce deve se lembrar de algum lugar do
comeco do livro.

O icone do centro do alvo aparece perto de coisas que vao lormar a sua
vida maijs facil. Anote.

po!
S .
~ | Esse icone destaca erros comuns de calculo. Preste atencao.

@33 —~% Em contraste ao conceito de calculo crilico, vocé geralmente nao precisa
s+ 9 memorizar as formulas sofisticadas perto deste icone a nao ser que seu
"ci 4? professor de calculo insista.
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Para onde ir a partir daqui

Para o Capitulo 1.é claro,se vocé quer comecar pelo comeco.Se voce
ja temn alguma base em célculo ou precisa de apenas um curso de
reciclagem em uma area ou outra,entao fique a vontade para pular
algumas coisas. Use o sumario e ¢ indice remissivo para achar o que vocé
estd procurando. Se tudo estiver indo bem, em mais ou menos um ano,
VOCE val estar apto a ticar o calculo na sua lista:

Correr uma maratona
____Saltar sem para-quedas

Escrever um livro

» _ Aprender calculo

__Nadar no Canal da Mancha

Curar o cancer
— Escrever uma sinfonia

Dar um salto de 3607 invertido no X-Games

Para o resto da sua lista, vocé vai ter que resolver tudo sozinho.
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Capitulo 1
0 que é Calculo?

Neste capitulo
“Voce esta apenas na pagina 1 e vocé ja tem uma prova de calculo
Calculo - é apenas matematica basica modificada
Dar um close é a chave

O mundo antes e depois do célculo

“Meu melhor dia na turma de Cdlculo 101 na Universidade

da California do Sul foi o dia que eu tive que faltar aula para
fazer um canal’.

- Mary Johnson

“Eu continuo a ter o mesmo sonho onde meu professor de cdlculo
me persegue com um machado”.

-Tom Franklin, aluno do 2° ano da Faculdade do Colorado

“Cadlculo € divertido, e é muifo fdcil. Eu ndo entendo porque
tanto aué”.

- Sam Einstein, b'_isneto de Einstein

.

este capitulo,eu respondo a pergunta “O que é cilculo? em

portugués claro e mostro exemplos do mundo real de como o
calculo é usado. Depois de ler isso e dois pequenos capitulos a seguir,
voce vai entender o que é calculo. Mas, vamos inverter, por que vOCeé nao
comecamos pelo contrario, verificando o qué o célculo nac é?

0 que o cdlculo néo é

Nao faz sentido adiar o inevitavel.Vocé esta pronto para o seu primeiro
teste de calculo? Responda verdadeiro ou falso.



7 0 Parte I: Uma visdo geral do calculo

V F A nao ser que vocé seja um nerd, vocé nao tem que se meter com calculo.
V F Estudar calculo é prejudicial i saide.
V F Calculo é totalmente irrelevante.

Falso, falso, falso! Ia essa lenda sobre o calculo de queele é
extremamente dificil, uma matéria tao misteriosa que ninguém em sa
consciencia estudaria a nao ser que fosse um curso obrigatério.

Nao se deixe convencer por esse mito.E claro que calculo é dificil — Eu
Nao vou mentir para vocé — mas é administrivel, passivel de ser feito,

Voce conseguiu sobreviver a algebra, geometria e lrigonometria. Bern,
calculo apenas comeca onde essas matérias terminam — é simplesmente o
Proximo passo em uma progressao logica.

E calculo nao € uma lingua morta como o latim, falada apenas por
professores.E a linguagem dos engenhelros, cientistas e economistas — ok
entao ¢ uma linguagem um pouco fora da sua vida diaria e pouco provavel
de surgir em um coquetel. Mas o trabalho desses engenheiros, cientistas

e economistas tem um grande impacto no seu dia a dia — desde o seu
microondas, telefone celular TV.e carmo até os remédios que vocé loma,

0s mecanismos da economia, e a sua seguranga nacional. Neste exato
momento,algo ao seu alcance ou a sua vista foi impactado pelo calculo.

~ Entdo, o que é o Cdlculo?

Célculo é basicamente toda a dlgebra e geometria avan¢ada.Em certo
sentido,nao € nem uma nova matéria — ele pega as regras corriqueiras
da algebra e da geometria e as ajusta para que possam serusadas em
problemas mais complicados (O problema, claro, é aquelc outro sentido
no qual calculo € uma matéria nova e mais dificil).

Veja a Figura 1-1.Na esquerda tem um homem empurrando uma caixa
€m uma rampa com inclinagao em linha reta. Na direita, o0 homem esta
empurando a mesma caixa em uma rampa com inclinacao curva.O
problema,em ambos 0s casos, é determinar a quantidade de energia
necessaria para empurrar a caixa até o topo.Vocé pode fazer o problema
da esquerda usando matemética basica. Para o da direita, vocé precisa do
calculo (supondo que voc@ nao saiba dos atalhos da fisica).

Para a rampa com uma inclinacio em linha reta, o homem emputrra com
uma forga constante, e a caixa sobe a rampa com uma velocidade constante.
Com algumas férmulas simples da fisica e da matematica basica (incluindo
algebra e trigonometria); vocé pode calcular quantas calorias de energia

SA0 necessarias para empurrar a caixa na rampa. Note que a quantidade de
energia gasta em cada segundo continua a mesma.
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Problema de matematica regular Problema de calculo

Para a rampa com inclinacao curva, por outro lado, as coisas estdo
mudando constantemente. A inclinacao da rampa estd mudando — e
nao apenas em incrementos como, por exemplo, & uma inclinacao para
0s primeiros 10 pés e depois uma inclinacao diferente para os proximos
10 pés — esta constantemente mudando.E o homem empurra com uma
forca que esta constanternente mudando — quanto mais inclinada é a
rampa, mais pesado fica empurrar a caixa. Como resultado,a quantidade
de energia gasta também estd mudando,nao a cada segundo ou a cada
milésimo de segundo, mas constantemente mudando de um momento
para o outro.E isso que o faz ser um problema de céalculo. Por agora,
nao deve ser surpresa para vocé que o calculo seja descrito como “a
matematica da mudanca”. Calculo pega as regras basicas da matematica e
aplica em problemas flexiveis e desdobraveis.

3G
Para o problema com inclinacdo curva, as férmulas da fisica continuam
as mesmas, e a algebra e a trigonometria que vocé usa continua a mesma.
A diferenca é que — em contraste ao problema da rampa com inclinacéao
reta, onde voce de certa forma pode fazer num piscar de olhos — vocé tem
que dividir o problema da inclinacao curva em pedacos pequenos e fazer
cada pedaco separadamente. A Figura 1-2 mostra uma pequena parte da
inclinacao curva ampliada em muitas vezes o seu tamanho.

Prohlema de calculo

Quando vocé amplia o suficiente, o pequeno comprimento da inclinacao
curva se torna praticamente reto. Depois, pelo fato de estar reto, vocé pode
resolver esse pequeno pedago da mesma maneira que o problema com

11
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a inclinacao em linha reta. Cada pequeno pedago pode ser resolvido da
mesma marneira, e depois voceé tem que apenas somar todos 0s pedacos.

Isso é cdlculo em poucas palavras. E preciso de um problema que

nao possa ser feito com a matematica bésica porque as coisas estao
constantemente mudando - as quantidades mudadas sao vistas no gréfico
como curvas — elas sao ampliadas na curva até que se tornem retas, e
depois deixe a matematica regular terminar o problema.

O que torna o calculo uma fantastica realizacao é que ele realmente
amplia infinifamente. Na realidade, tudo que voceé faz em calculo
envolve o infinito de uma maneira ou de outra, porque se algo esta
constantemente mudando, estd freqlientemente mudando infinitamente
de cada infinitesimal momento até o proximo.

Exemplos de cdlculo no mundo real

[l e |
Figura 1-3:
Sem calculo
e cam

calculo

Assim, com a matematica basica vocé pode fazer o problema com a
inclina¢éo em linha reta; com calculo vocé pode fazer o problema com a
inclinagéo curva.Aqui tem mais alguns exemplos.

Com a matematica bésica vocé pode determinar o comprimento

de um cabo subterraneo que corre diagonalmente de uma quina

de um parque para a outra. Com célculo vocé pode determinar o,
comprimento de um cabo subterranec entre duas torres que tem '~|

o formalo de uma catendria (que por sinal & diferente de um arcq|
circular simples ou uma parabola). Saber o comprimento certo é de
extrema importancia para uma empresa de energia elétrica planejando
centenas de milhas de cabos elétricos novos.Veja a Figura 1-3.

blocos

M ] 7200 metras

v 1 Problema de célculo:
p——————#hlticns ~~~——] Qual o comprimento do cabo?

Problema de matemética basica:
Qual o comprimento do cabo?
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Voceé pode calcular a area do telhado plano de uma casa usando a
matematica basica.Com o calculo vocé pode calcular a drea de uma figura
mais complicada e nao esférica como a abdbada do Houston Astrodome.
Os arquitetos desenhando tal construcé@o precisam saber a drea da abdbada
para determinar o custo dos materiais e para descobrir 0 peso da abdbada
(com ou sem neve).O peso,claro, € necessario para planejar a resisténcia da
estrutura de suporte. D& uma olhada na Figura 14.
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G Problema de mateméltica bésica: Prohlema de calculo:
e Qual a drea do telhado? Qual a 4rea da ahdbada?

Com a matematica e a fisica bésicas, vocé pode calcular a distancia,
que um zagueiro deve langar a bola para o atacante para completar o
passe. Note que o atacante corre em uma linha refa e a uma velocidade
constante. Mas quando a NASA, em 1975, calculou a trajetdria
necessaria para o satélite Viking | chegar até Marte, ela precisou de
calculo porque tanto a Terra como Marte giram em 6rbitas elipticas (de
diferentes formas) e as velocidades de ambas estao constantemente
mudando - sem mencionar o fato de que no seu caminho para Marte, a
nave espacial é afetada pela diferente e constante mudanca da atracao
gravitacional da Terra, da lua, de Marte, e do sol.Veja a Figura 1-5.

Vioce vera muitas aplicagoes do calculo no mundo real ao longo desse
livro.Todos os problemas de diferenciacao na Parte IV envolvemn a
inclinagao da curva — como a inclinacao da rampa curva na Figura
1-1.Na Parte V,vocé fara problemas de integracdo como o problema

do comprimento do cabo mostrado na Figura 1-3. Esses problemas
envolvem dividir algo em secdes menores, calcular cada secao, e depois
somar as segoes para obter o total. O Capitulo 2 temn mais sobre isso.
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Problema de matematica bésica: Problema de calculo:
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Capitulo 2
As duas grandes idéias do Calculo:
Diferenciacao e integracdo

Neste capitulo
Investigando profundamente a derivada: é uma razao ou uma inclinacio
Investigando a integral — adi¢ao para especialistas

Séries infinitas: Aquiles versus a tartaruga — facam suas apostas

sse livro abrange dois t6picos principais em calculo — diferenciacao

e integragao — assim como um terceiro topico,séries infinitas. Todos
Os trés topicos tocam o céu € a terra porque todos sao montados com base
nas regras da matematica usual e todos envolvem a idéia de infinito.

Definindo a diferenciacéo

Diferenciacdo € o processo de achar a derivada, e a derivada de uma
curva € apenas um termo sofisticado do célculo para a inclinacao da
curva; a inclinacao de uma curva é também uma simples razio como
quilémetros por hora ou lucro por item.

A derivada é uma inclinagéo

Em algebra, vocé aprendeu sobre a inclinagao da reta — € isual & razéo
aumento
distancia

Veja a Figura 2-1. Deixe-me adivinhar: Uma repentina saudade de algebra

entre o aumento e a distancia. Em outras palavras, Inclinacao =

esta tomando conta de vocé.
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Na Figura 2-1,0 aumnento é mais ou menos metade do tamanho da
distancia,assim a linha tem uma inclinacao de mais ou menos % .

Em uma curva,a inclinacao esta constantemente mudando entao vocé
precisa do calculo para determinar sua inclinacdo.Veja a Figura 2-2.

i
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B
/ﬁ\umentu
C

A Distancia

g

Assim como a linha na Figura 2-1,a linha da Figura 2-2 tem uma
inclinacao de mais ou menos % .E a inclinacao dessa linha é a mesma
em cada ponto entre A e B. Mas vocé pode ver que, ao contrario da
linha, a inclinagao da curva estd mudando entre A e B.No ponto A, a
curva ¢ menos inclinada do que a linha, e no ponto B a curva é mais
inclinada do que a linha. O que vocé faz quando quer a inclinacao
exata no, digamos, ponto C? Vocé pode adivinhar? Tempo esgotado.
Resposta:Vocé amplia.Veja a Figura 2-3.

B
C Aumento
/EE/ o
A

Disténcia

(QQuando voce amplia bastante o suficiente — muito bastante na verdade ao
infinito — o pequeno pedaco da curva se torna reta, e vocé pode descobrir a
inclinacao da maneira antigaE assim que a diferenciacio funciona.
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A derivada é uma razéo

Vi derivada d a é a inclinaca 8 igual a0 Samento
15t0 que a derivada de uma curva € a inclinagio — que é igual ao distancia

ou aumenlo por distncia — a derivada ¢ também uma razao,um disso por
aquilo como, por exemplo, quildmetros por hora ou litros por minuto (o
nome de uma razao em particular depende simplesmente das unidades
usadas nos eixos x e y).Os dois graficos na Figura 24 mostram a relacio entre
distancia e tempo — elas podem representar uma viagem no seu carro,

y {milhas) ¥ (milhas)
A A
?I]U% 700
600+ 600
500 - Va 500 - #
B .
400+ 400 -
3001 300+ >
200 + 200+
C
100+ A 100+
T — P—t—t——t————X = 1 »x
Figura 2-4: Y 1 2 3 4 5 6 7 (horas) v 1 2 3 4 5 6 7 (horas)
Razdo média
e razio Problema de matematica basica: Problema de célculo:
instantanea Qual & a razdo média Qual & a razdo instantanea
R entre os pontos A e B? no Ponto C?

Um problema de algebra bésica € mostrado & esquerda na Figura 2-4.
Se voce sabe onde estao os pontos A e B, vocé pode delerminar a
inclinacdo entre A e B, e, nesse problema, essa inclinacao lhe da a razao
meédia em quilémetros por hora para o intervalo de A até B.

Para o problema da direita, por outro lado, vocé precisa do calculo. Usando
a derivada da curva, vocé pode determinar a inclinacao exata no ponto
C.Logo a esquerda de C a inclina¢@o é menor,e logo a direita de C a
inclinagao é maior. Mas exatamente no ponto C, por um Gnico momento
infinitesimal, voc& acha uma inclinacéo diferente das inclinacoes dos seus
vizinhos.A inclinacao para este ponto infinitesimal tinico na curva da a
VOCE a razao instantanea em quilémetros por hora no ponto C.

Investigando a integracéo

Integracao é a segunda grande idéia em calculo, e é basicamente apenas
uma adi¢ao mais sofisticada. Integragao é o processo de dividir uma area
em pequenas se¢oes, descobrir as areas dessas secoes menores, e depois
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somar os pequenos pedacos da area para achar a area total. A Figura
2-5 mostra dois problemas de area — um que vocé pode fazer usando a
geometria e um onde voce precisa do calculo.

Problema de geometria: Problema de calculo:
eeeeeemmn JU3l € 3 drea da parte sombreada? Qual é a area da parte sombreada?
Figura 2-5:
Se voce E :{
ndo pode
determinar |
aareana _° y=5

esquerda, 4t
desligue 5!
asua ; M

calculadora. Dr ? 1 8 8 10
[ o 1 - ]

A area sombreada na esquerda € um retangulo simples, entao sua area,
é claro, & igual & base vezes a altura. Mas voc€ nao pode descobrir a
area da direita com a geometria basica porque nao ha uma férmula
para essa figura engracada. Entao, o que vocé faz? Vocé amplia, € claro.
A Figura 2-6 mostra a porcao de cima de uma faixa estreita da figura
estranha ampliada em muitas vezes o seu tamanho.

|

s as s e i
Figura 2-6;
Pela enésima
vez, quando /
voce amplia,
d curva se
tornauma _ . : : fras.
reta “l T

=1
(==}
—
=

Quando vocé amplia como mostrado na Figura 2-6,a curva se torna
praticamente reta,e quanto mais vocé amplia, mais reta ela fica —com

a integracao, vocé realmente amplia a uma distancia infinita,de certa
forma.Voceé acaba ficando com o formato da direita na Figura 2-6,que &

um simples trapezéide — ou,se vocé quiser ser bem basico, & um triangulo
sentado no topo de um retangulo.Visto que vocé pode calcular as areas dos
relangulos, tridngulos e trapezoéides com a geomeiria basica,voce pode ter
a Area disso e de todos os outros pedacos finos e depois somar todas essas
areas para obter a area total. Isso € integracao.

A Figura 2-7 mostra dois gréficos do consumo de energia elélrica de duas
cidades em um dia tipico de verao. O eixo horizonlal representa o numero de
horas depois da meia-noite,e o eixo vertical a quantidade de poténcia (em
quilowatts) usada por uma cidade em diferentes horas durante o dia.
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Problema de geometria: Problema de célculo:
Qual & o nimero total de quilowatt-hora Qual & o nimero total de guilowatt-hora
de energia usada entre 0 e 247 de energia usada entre 0 e 24?
v (kilowstts) y (kilowatts!
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Figura 2-7:
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A linha deformada na esquerda ¢ a linha curva na direita mostram como
o namero de quilowatts de poiéncia depende da hora do dia. Em ambos
0s casos,a area sombreada da o nimero de quilowatts-hora de energia
consumida durante um periodo tipico de 24 horas. O problema super
simplificado da esquerda pode ser feito usando geometria basica. Mas

a relacao enire a quantidade de poténcia usada e a hora do dia é mais
complicada do que uma linha reta deformada, assim vocé precisa do
calculo para determinar a area total. No mundo real, a relacao entre as
diferentes variaveis é raramente tao simples quanto um grafico de uma
linha reta. E isso que torna o céalculo tao atil.

Classificando as séries infinitas

Séries infinitas lidam com a soma de um namero infinito de nimeros.
Nao tente isso na sua calculadora — ao nao ser que voce tenha muito
tempo livre. Aqui temos um exemplo simples. A seqiiéncia de nimeros
a seguir é gerada por um processo de duplicacao simples — cada termo
€ duas vezes 0 seu antecessor:

1.2,4,8,16,32,64,128...

As séries infinitas associadas com essa segiiéncia de nimeros é apenas a
soma dos nimeros:

1424+4+8+16+32+64+128+...

Séries divergentes

A séria acima de nimeros duplicados é divergente porque se vocé
continuar a adicao indefinidamente, a soma vai crescer sem limite. E se vocé
pudesse somar“todos” 0s nimeros nessa série —isto &,todos os infinilamente
muitos deles — a soma sena infinita. Divergente normalmente significa — ha
excegoes — que as séries tendem ao infinito.
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Séries divergentes sao pouco interessantes porque elas fazem o que
vocé espera.Vocé fica somando mais nimeros, assim a soma continua
aumentando, e se vocé continuar com isso para sempre, a soma tente
para o infinito, Grande surpresa.

Séries convergentes

Séries convergentes sao muito mais interessantes. Com uma série
convergenle, voc€ também continua somando uma grande quantidade
de niimeros,a soma continua crescendo, mas mesmo vocé somando
nimeros continuamente e a soma crescendo eternamente, a soma de
todos os muitos termos infinitamente € um namero finito. Esse resultado
surpreendente me recorda o famoso paradoxo de Zeno,de Aquiles e a
tartaruga (Quer dizer Zeno de Elea, é claro,do século 5 a.C.).

Aquiles esté participando de uma corrida com uma tartaruga — um
guerreiro corajoso, hein? Nosso generoso heroi da para a tartaruga

uma vantagem de 100 metros. Aquiles corre a uma velocidade de 36
quilémetros por hora; a tartaruga “corre” a uma velocidade de 3,6km/h.
Zeno usou o seguinte argumento para “provar’ que Aquiles nunca vai
alcancar ou passar a tartaruga. A proposito, se voce se sentir persuadido
por essa “prova”, vocé realmente tem que sair mais.

Imagine que vocé € um jornalista cobrindo uma corrida para a Spartan
Sports Weekly, e vocé esta tirando uma série de fotos para o seu artigo.
A Figura 2-8 mostra a situagao no comeco da corrida e nas suas duas
primeiras fotos.

Vocé tira a sua primeira foto instantinea no momento em que Aquiles chega
a0 ponto que a tartaruga comecou.Na hora que Aquiles chega nesse ponto,a
tartaruga “correu”e esta agora a 10 metros na frente de Aquiles (A tartaruga se
move a um décimo da velocidade de Aquiles,entao o tempo que Aquiles leva
para viajar 100 metros,a tartaruga cobre um décimo dessa distancia,ou seja 10
metros).Se voceé fizer as contas vai descobrir que Aquiles levou 10 segundos
para correr 100 metros (Se vocé havia achado estranho os nimeros de 36 e
3,6km/h,agora eles fazem sentido!).
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Vocé tem uma Polaroid bem rapida, entao vocé olha para a sua
primeira foto e anota precisamente onde a tartaruga esta quando
Aquiles cruza o ponto de partida da tartaruga. A posi¢ao da tartaruga
é o ponto A na primeira foto na Figura 2-8.Em seguida voce@ tira a sua
segunda foto quando Aquiles chega ao ponto A, 0 que leva mais um
segsundo. Nesse segundo, a tartaruga moveu para o ponto B.Voce tira a
sua terceira foto (ndo mostrada) quando Aquiles chega ao ponto Be a
tartaruga move para o ponto C.

Toda vez que Aquiles chega ao ponlo onde a tartaruga estava,voce tira
outra foto. Essa série de fotografias nao tem fim.Supondo que voce e

sua camera possam trabalhar infinitamente rapido, vocé vai tirar um
nimero infinito de fotos. E toda vez que Aquiles chega ao ponto em que
a tartaruga estava,a lartaruga terd andado mais um pedago — mesmo que
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somente um milimetro ou um milésimo de um milimetro. Desse modo, o
argumento vale, porque vocé nunca vai poder chegar ao fim da sua série
infinita de fotos, e Aquiles nunca vai poder alcangar a tartaruga.

Bem, como todo mundo sabe,Aquiles, de fato,alcanca e ultrapassa

a tartaruga — ai esta o paradoxo. A matematica de uma série infinita
explica como essa série infinita de intervalos de tempo tende para uma
quaniidade de tempo finila — o tempo exaio de quando Aquiles ultrapassa
a tartaruga. Aqui esta a soma para 0s que Sao Curiosos:

10s + 15+ 0,1s+ 0,015+ 0,001s +..=11,11...s5,0u 11 %segundos.

Aquiles ultrapassa a tartaruga depois de 11 1/9 segundos na marca de
111 1/9 melros.

Séries infinitas € um topico cheio de coisas bizarras, paradoxos absurdos.
Vocé vai ver mais na Parte V.



Capitulo 3
Por que o calculo funciona?

Neste capitulo
Usando limites para ampliar uma curva
Inclinagao € fgmﬂ a aumento sobre distdncia
* Area de um triangulo é igual & base vezes altura sobre dois

O Teorema de Pitigoras: a® + b* = ¢*

e voce leu os Capitulos 1 e 2,vocé ouviu muito sobre o processo de

ampliar uma curva até que ela parega reta. A matematica do célculo
funciona por causa dessa natureza basica das curvas — que elas sao
locaimente retas — em outras palavras, curvas sao retas quando vistas em
um microscopio. A terra é redonda, mas para nos ela parece plana porque
nés meio que estamos embaixo de um microscoépio quando comparados
ao lamanho da terra. Calculo funciona porque uma vez que as curvas sejam
retas, vocé pode usar a algebra e a geometria basica com elas. O processo de
ampliacao € alcancado através da matemaética dos limites.

O conceito do limite: um
microscopio matematico

A matematica dos limifes ¢ o microscopio que amplia uma curva. Aqui
esta como um limite funciona. Digamos que vocé precisa da inclinacao
exata de urma parabola y = ¥’ no ponto (1,1).Veja a Figura 3-1.

Qual é a inclinacao
da linha tangente?

i o s
Figura 3-1:

A parabola
y=x’com
uma linha
tangente em

(1,1).
e
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Com a férmula da inclinacao usada em algebra, voce pode descobrir a
inclinacao de uma reta entre os pontos (1,1 e (24).De (1,1) para (2,4) voce
anda 1 casa e sobe 3, entdo a inclinagao € 3/1 ou apenas 3.Mas voce pode
ver na Figura 3-1 que essa linha € mais inclinada do que a linha tangente

no ponto (1,1) que mosira a inclinagao da parabola nesse ponto especifico.
De certa forma, o processo do limite deixa voce deslizar para baixo o ponfo
que comeca em (2,4) até o ponto (1,1) até que esteja a um milésimo de
milimetro afastado, depois um milionésimo, depois um bilionésimo, e assim
sucessivamernte até o nivel de um microscopio. Se voce fizer as contas, as
inclinacoes entre o ponto (1,1) e o seu ponto mével vao se parecer mais ou
menos com 2,001,2,000001,2,000000001, e assim por diante.E com a quase
magica matematica dos limites, voce pode concluir que a inclinagao em
(1.1) é exatamente 2,mesmo que o ponto mével nunca chegue em (1,1)
(Se ele chegasse, voce sO teria um ponto sobrando e vocé precisa de dois
pontos separados para poder usar a {6rmula da inclinag@o).A matematica
dos limites & toda baseada nesse processo de ampliagao,e ele funciona,
novamente, porque quanto mais voceé amplia, mas reta a curva fica.

0 que acontece quando vocé amplia

A Figura 3-2 mostra trés diagramas de uma curva e trés coisas que voce
talvez goste de saber sobre a curva: 1) a inclinagcao exata no ponto G2)
2 &rea abaixo da curva entre os pontos A e B,e 3) o comprimento exato
da curva entre os pontos A e B.Vocé nao pode responder essas perguntas
com matematica basica porque as férmulas da matematica basica para
inclinacdo, drea e comprimento funcionam para linhas retas (e curvas
simples como circulos), mas nao para curvas estranhas como essa aqui.

A primeira fileira da Figura 3-3 mostra um detalhe ampliado dos trés
diagramas da curva na Figura 3-2.A segu nda fileira mostra uma ampliagao,
maior e a terceira fileira outra ampliagao.Voce pode ver como cada
ampliacdo torna as curvas cada vez mais retas e cada vez mais perto da
linha diagonal. Esse processo € continuado indefinidamente.

Finalmente, a Figura 34 mostra o resultado depois de um ndmero “infinito”
de ampliagoes — mais ou menos.Vocé pode pensar sobre os comprimentos
3 e 4 na Figura 34 (sem trocadilhos) como 3 e 4 milionésimos de

um milimetro, nao, faca isso 3 e 4 bilionésimos de um milimetro, nao,
trilionésimos, nao, zilionésimos...
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Amplia
lvaja abaixn)

Amplie —

(veja abaixo)

Amplic
(wejz abaixal

Qual & ainclinagdo da
curva no ponto C?

Qual é a area abaixo da
curva entre os pontos A e B?

Oual & 0 comprimento da
curva enfre os pontos A e B?
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 Eassimquea
diferenciacdn funciona.

C 3 zilionésimos

4 zilionésimos

SUumento

Inclinagdo é iqual 8 S5
entdo a inclinacao da diagonal &%

E assim que a integrag@o
fUHCIUﬂﬂ —mals ou Menos.

~|3zilionésimos

4 zilionésimos

A &rea de um tridngulo éigual &
%base x agltura, entao a érea
6 zilionésimos ao quadrado.

E assim como o comprimento
de um arco funciona.

3 zilionésimos
 C———— |
Figura 3-4:
Seu destino e
poar 4 zilionésimos
nivel sub, 0 teorema de Pitagoras
sub, sub... (a?+b’=c’lheddo
subatémico. comprimento da hipoatenusa
| === — & b zilionésimos.

Depois de ampliar “para sempre”,a curva esta perfeitamente reta e agora
as formulas da algebra e da geometria basica funcionam.

Para o diagrama da esquerda na Figura 34, vocé pode usar agora a formula
basica da inclinacdo usada na algebra para encontrar a inclinacao no ponto
C.E exatamente % — essa € a resposta para a primeira pergunta da Figura 3-2.
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Para o diagrama do meio,a férmula para um trigngulo regular usada

na geometria lhe da a area de 6.Entio para achar o valor total da rea
sombreada mostrada na [igura 3-2,voce tem que somar esse 6 & area do
pequeno retangulo abaixo desse triangulo (o retangulo escurosombreado
na ligura 3-2 mostra a idéia basica),repita esse processo para todas as outras
faixas estreitas, e depois apenas some todas as pequenas areas.

E para o diagrama da direita, o teorema de Pitagoras regular usado
na geometria lhe da um comprimento de 5, Entao para achar o
comprimento total da curva entre os pontos A e B na Figura 3-2, vocé
faz a mesma coisa para as outras pequenas se¢oes da curva e depois
soma todos os pequenos comprimentos.

Bem, al esta. Calculo usou o processo do limite para ampliar uma curva
até que ela ficasse reta. Depois que esta reta, as regras da velha e basica
matematica funcionam. Calculo, dessa forma, da a dlgebra e a geomelria
basica o poder para lidar com problemas complicados envolvendo
quantidades em constante modificacdo (o que nos graficos aparecem
como curvas).lsso explica o fato de o calculo ter tantos usos praticos, pois
se existe algo que voce com certeza pode contar — além da morte e dos
impostos — € que as coisas estao sempre mudando.

Dois avisos — ou precisdo

Nem tudo nesse capitulo (ou nesse livro por sinal) vai satisfazer os altos
padrdes dos matematicos da acadernia, tao rigorosos e sisternaticos em
suas demonstracoes.

Eu posso perder minha licenca
para praticar matematica

Com respeito aos diagramas do meio da Figura 3-2 até 34, eu tenho
agido como um irresponsavel com a matematica. O processo de
integracao — encontrar a area embaixo de uma curva — nao funciona
exatamente da maneira que eu expliquei. Nao esta completamente
errado, apenas meio enganoso. Mas — eu nao ligo para o que dizem —
essa @ minha historia e eu vou ficar com ela. Na verdade, nao € uma
marnelra ruim de pensar como a integracao funciona, e, de qualquer
modo, esse € apenas um capitulo de apresentacao.
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Mas o que “infinito”
realmente significa?

0 segundo aviso € que toda vez que eu falo sobre infinito — como nas duas
dltimas secdes onde eu discuti ampliagao em um niimero infinito de vezes —
eu coloco a palavra “infinito” entre aspas ou digo algo do tipo “voceé meio que
amplia para sempre”. Toda vez que voce fala sobre infinito, voce esta sempre
em terreno duvidoso.O que significaria ampliar para sempre ou um numero
infinito de vezes? Vocé nao pode fazer isso — voc€ nunca vai chegar [a.N6s
podemos imaginar — mais ou menos — o que é ampliar para sempre, mas ha
algo um pouco estranho sobre essa idéia — e 0 mesmo com as classificagoes.
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'u The dou uma revisao rapida da é,lgebra (incluindo
¥ fracoes) e da trigonometria (incluindo geomelria)
que vocé precisa para o calculo. Se vocé nao precisa dessa

revisao, pule-a, ou apenas use-a como referéncia.Se, por
outro lado, vocé estd um pouco enferrujado, nao seria uma
ma idéia rever esses assuntos — pelo menos dar uma olhada
nessa revisao.Vocé nao pode fazer célculo sem esses pré-
requisitos — especialmente algebra. —_—




Capitulo 4
Pre-algebra e revisao de algebra

Neste capitulo
“Vencendo a batalha das fragoes: separando para controlar
Aumentando os seus poderes
Chegando a poténcia das poténcias
Estabelecendo as leis dos logaritmos
- be divertindo com fatoracao
Passeando pela resolucao de equagoes quadraticas

i 4

Igebra € a linguagem do calculoVocé nao pode fazer calculo sem

algebra, como nao pode escrever poesia chinesa sem saber chings.
Entao, se sua pré-algebra ou dlgebra estd um pouco enferrujada — vocé
sabe, todas aquelas regras para lidar com expressoes algébricas, equacoes,
fracGes, poténcias, raizes, logaritmos, fatoracao, equagoes de segundo grau
etc.— certifique-se de revisar os conceitos basicos a seguir.

1

Ajustando as suas fracées

Abra um livro de célculo em qualquer pagina e vocé vai provavelmente
ver uma fra¢ao — vocé nao pode escapar delas. Lidar com elas requer que
voce saiba algumas regras.

Algumas regras rapidas

Primeirarnente existe uma regra que é simples, mas muito importante
porque sempre aparece no estudo do calculo:

O denominador de uma fracao nunca pode ser igual a zero.

% € igual a zero,masg & indefinido.

E facil de ver que 2 é indefinido quando vocé considera como a
divisao funciona:

S d ]
1]
I
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Isso diz a vocé, é claro,que 8 é 2 somado quatro vezes; em outras palavras, -
2 + 2 + 2 + 2 =8.Bem, quantos zeros vocé precisaria somar para chegar a
5?Voceé nao pode fazer isso, e assim voce nao pode dividir 5 (ou qualquer
outro nimero) por zero.

Aqui esta outra regra rapida.

O reciproco de um nimero ou expressao € o seu inverso multiplicativo — o
que & uma maneira sofisticada de dizer que o produto de algo pelo seu
reciproco € igual a 1. Para achar o reciﬁoroco de uma fragao, coloque-a

invertida. Deste modo, o reciproco deﬁ é %,o reciproco de 6,que é igual a

9 él e preciprocodex—2é !
156 b ? x-2°

Multiplicando fracédes

Somar € geralmente mais facil do que multiplicar, mas com fragoes, o
inverso é verdade — entio eu quero lidar com a multiplicagao primeiro.
Multiplicar fracoes € como um estalar dos dedos — apenas multiplique as
partes de cima e as partes de baixo:

el =g e Sige

g-§: =— 8= ==
5 4 20 10 b d bd

Dividindo fracdes

Dividir fracoes tem um passo adicional: vocé inverte a segunda fracao e
depois multiplica — dessa forma:

3.2
10 " 4
£ o (agora cancele o 5 do numerador e do denominador)
10 4 40
= § e
8

Note que vocé poderia ter cancelado antes de multiplicar. Devido ao fato
de 0 5 ser somado uma vez para dar 5 e ser somado duas vezes para dar
10, vocé pode cancelar um o:!

S

M4 8 5
Note também que o problema original poderia ter sido escrito como

{4 &

=l
=i

o
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Somando fracoes

Vocé sabe que
2,3_2+43_5
T 7 7
Vocé pode somar desse jeito porque vocé ja tem um denominador
comurm. Isso também funciona da mesma maneira com variaveis:
c_I + .@ — a B b
e c

Note que nao importa que vocé tenha um 2 no topo da equacao, ou um

a na parte de baixo da equacao; nao importa se um 3 esta no topo da
equacao,ou um b esta na parte de baixo da equacao; e da mesma maneira
um 7 ou c.Isso ilustra um principio poderoso:

As varidveis sempre s¢ comportam exatamente como 0s nimeros.

Entao, se voce esté se perguntando o que fazer com a varidvel ou com as
variaveis em um problema, pergunte-se como voceé faria um problema com
numeros ao invés de variaveis. Depois faga o problema da mesma maneira
com as variaveis. Isso € ilustrado com o exemplo a seguir:

L
be «d

Yoce nao pode somar essas fracdes como fez no exemplo anterior porque
esse problema nao tem um denominador comum.Agora,supondo que

voce esteja aturdido, faca o problema com niimero em vez de variaveis.

4

- 2 B oz i ;
Voceé se lembra como somar = + g ? Eu nao vou simplificar cada linha da

5

solugao.Voce vai ver por que em um minuto.

1. Encontre o menor denominador comum (na realidade, qualquer
denominador comum vai funcionar ao se somar fracoes), e
converta as fracoes.

O menor denominador comum é 5 vezes 8, ou 40, entao converta cada

fracao em 40:

+

g
3 L, ol
02 goloo

-

Lo 0o

eSO o
s

|

7

Il

=~ (8-5é lqual a 5+ 8 entdo vocé pode inverter a ordem. Essas
fragOes sao 40, mas eu quero deixar 0 5 .8 no denominador
por agora)

(]
oo
o
oo
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2. Some os numeradores e manienha o denominador comuom

inalterado:

Agora voc# esta pronto para fazer o problema original, 2 4 € Nesse
problema, vocé tem um a em vez de um 2,um b em vez de um 5,um ¢ em
vez de um 3,e um d em vez de um 8. Apenas sig2a exatamente os mesmos
passos que voce segue quando esta somando =ty .Vocé pode pensar
em cada um dos niimeros da solugao acima como estampados ern um
lado de uma moeda com a variavel correspondente do outro lado. Por
exemplo, ha uma moeda com um 2 de um lado e um a no lado oposto;
outra moeda tem um & de um lado e um d do outro lado, e assim por
diante. Agora, faca cada passo da solugao anterior, vire cada moeda, e voila,
voce tem a solugao para o problema original. Aqui esta a resposta final:

ad + ¢cb
bd

Subtraindo fracdes

Subtrair fracoes € igual a somar fragoes com excecao de em vez de
somar, voceé subtrai. Percepcdes como essa sao a razao pela qual eles
me pagam muito dinheiro.

Simplificando fracoes

Terminar problemas de calculo - depois que voceé fez todos os
passos do calculo — algumas vezes requer um pouco de matematica
complicada,incluindo a simplificagao. Certifique-se de que vocé sabe
como simplificar e quando pode fazer isso.

S o
Na fracao, % trés x podem ser simplificadosc’dq} numerador e do
denominador, resultando na fracao simplificada %‘K Se vOCE escrever
05 X em vez de usar 0s expoentes, voce podera ver mais claramente
como isso funciona:

XY e X e KX Y ¥,
X'z 06 T

Agora simplifique os trés x do numerador e do denominador:!

XX XX X Yoy
XXX Z

: = X - :5( 2 A ¥ 2 4k
Isso deixa voceé com ______y___}__z — XV
zZ




Se expresse

Uma expressdo algébrica ou simplesmente expressdo é algo do tipo xyz ou
@’ p*Niq — 6, basicamente qualquer coisa sem um sinal de igual (se tiver um
sinal de 1gual, € uma equacdo).Simplificacao funciona da mesma maneira
para as expressoes e paras as variaveis. Por sinal, essa € uma dica nao apenas
para simplificacao, mas para todos os topicos da algebra.

As expressoes sempre se comportam exatamente como as variaveis.

Assim,se cada x no problema acima for substituido por (xyv — g),vocé tem:

xyz— gy y*
yz-q)z

E trés das expressoes (xyv — ¢) sao simplificadas do numerador e do
denominador, assim como 0s trés x foram simplificados. O resultado
simplificado é:
oy —g)*
Z

A regra da multiplicacao
Agora voce sabe como simplificar.E igualmente importante saber guando
voceé pode simplificar.

Voce pode simplificar uma fragao somente quando ela tem uma cadeia

de multiplicagcdo continua através de todo o numerador e de todo o
denominador.

A simplificacao é permitida em fragdes como esta:

a* b (xy - pg)* (c +d)
ab’z (xy - pg)?

Pense na multiplicagdo como algo que conduz eletricidade. Uma
corrente elétrica pode passar de uma extremidade do denominador
para a oulra,do a” até o (¢ + d), porque todas as variaveis e expressoes
estao conectadas através da multiplicacao (Note um sinal de adicao e
de subtragao dentro dos parénteses — 0 “+ em (¢ + d) por exemplo — nio
quebra a cadeia). Devido ao fato de o denominador também ter urna
cadeia de multiplicacao continua, vocé pode simplificar: um a, trés b.e
trés expressoes (xy + pg).Aqui esta o resultado:

alxy —pqg) (c+d)
bz

Mas somando um inocente 1 no numerador (ou denominador) na fracao
original muda tudo:

@’ b (xy —pg)t (¢ + d) +1
ab* z (xy - pg)’
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O sinal de adicao na frente do 1 quebra a corrente elétrica,e nao &
permito nenhuma simplificagdo em nenhum lugar da fragao.

Valor absoluto — absolutamente fdcil

Valor absoluto apenas torna um nimero negafivo em um namero positivo
e nio faz nada a um namero positivo ou ao zero. Por exemplo,

|-51=5,131=3,el101=0 °

E um pouco complicado quando lidamos com variaveis. Se x € zero ou
positivo, entdo as barras de valor absoluto nao fazem nada, e assim,

lxl=x
Mas se x for negativo, o valor absoluto de x & positivo, e voce escreve
Ixl=—x

Por exemplo,se x=-5,1-51==(-3)=5
QRE-SF
& AN ) : : b . Mgl
'" J Quando x é um numero negativo,—x (1&se como “x negativo™ ou "o oposto
b de x”) é um nimero positivo.

Fortalecendo os seus poderes

Vocé é impotente no célculo se nao souber as regras de poténcia:

g X0=1

Esta & a regra sem levar em consideracao a que x € igual — uma fracao,
um niimero negativo, qualquer coisa — exceto zero (zero elevado a zero é
- indefinido).Vamos chamar isso de regra da pia da cozinha:

(tudo menos a pia da cozinha)’ =1

1 1
-3 . — o Erye
X _x&ex >

Por exemplo,4 7 = yii 1_16 _Isso € muilo importante! Nao se esqueca!l

Note gue a resposta 6 ndo € negativa.
e 2= (:;{}}2 i 3\{}2 e x“l = (&-\E‘}a i b\f;u
Vocé pode usar essa regra Gtil ao inverso para transformar um
problema com raiz em um problema de poténcia mais facil.
o X% B =ofe xti b g Ml

Aqui vocé soma as poténcias (A propdsito,voceé nao pode fazer nada
com x° mais x*.Vocé nao pode somar x* a x* porque eles nao sao
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termos iguais.Voce s6 pode somar ou subtrair termos quando a parte
da variavel de cada termo for a mesma, por exemplo, 3x)°z + 4xy’z =
7xy?z. No caso de vocé estar curioso, isso funciona da mesma maneira
— €u nao estou brincando — que 3 cadeiras mais 4 cadeiras é igual a

7 cadeiras; voce nao pode somar termos diferentes, assim como nao
pode somar 5 cadeiras e 2 carros.

o B N
- F-xaex&_x exb_x“

Aquivoce subfrai as poténcias.
1 (XP =g (X =xt
- Aqui vocé rmultiplica as poténcias.
w (xyzP=x*ytzle (xzy)’ =2 y2 2*
-EAqui VOCE distribui a poléncia para cada variavel.
L. 0 S X XN X
() =)

- A mesma coisa.

| (043)? =22+ 2 NAO!

' Néo distribua a poténcia nesse caso.Em vez disso, multiplique da maneira
clonga: O +y)P=(x+y) (x+¥) =x*+xy+yx+y’ =22+ 2xy +y*Veja o que
_ acontece se usar a“regra”acima com nimeros: (3 +5)2= 8% ou 64, ndo 3* +
5%, que éigual a 9+ 25,0u 34.

Fivando as raizes

Raizes, especialmente as quadradas,sempre aparecem em célculo. Entio
saber como elas funcionam e entender a conexao fundamental entre raizes
e poténcias € essencial. E,é claro,isso € o que eu ja vou te dizer.

Regra das raizes — ou melhor,
regra da raiz

Qualquer raiz pode ser transformacda em poténcia, por m:emp]ofﬁ?: X7 x=
X" ¢ Y x* =x* Dessa forma,vocé na verdade no precisa das regras das raizes
— vocé pode apenas transformar cada raiz de um problema em uma poténcia
€ usar as regras das poténcias para resolver o problema (essa é uma técnica
muito 1til, por sinal). Mas caso voce seja um guloso por castigo, aqui estao
mais regras para revisar (aprender pela primeira vez?).Na realidade, quando
voce chega aqui, vocg deve provavelmente saber essas regras,
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L ‘n,'rﬁz 0 E‘Jl_z 1
Mas voce sabia disso, certo?

Vocé ndo pode ter um niimero negativo dentro de uma raiz
quadrada ou qualquer outra raiz de niimero par — pelo menos nao
em calculo basico.

» Va.vb=Vab Va. Vb=Vabe¥a. VD Vab
o e . JTII'_"‘ ”r—n

oM@ _Ja Na _Sa Na _Ya
Vb \}b b vb T

{ 3= 12r- il —— i

1 Ng=Va eNig= la

Vocé multiplica os indices do radical.

i — 4 = 6 ser : :

= Na?=lald"=lalNa* =1 al e assim sucessivamente.

Se vocé tem uma raiz de niimero par, vocé precisa das barras de valor
absoluto na resposta, porque sendo a positivo ou negativo, a resposta
é positiva.Se for uma raiz de nimero impar, vocé nao precisa das
barras de valor absoluto. Assim,

i i : e
¥ Ya®=a,ya’, e assim por diante.
@t + B =a+ b:NAO!L

Cometa esse enro e va direito para a cadeia. Tente resolver com
ndmeros: y22 + 32 = V13, que ndo é igual a 2 + 3.

Simplificando raizes

Aqui estao as duas dltimas coisas sobre raizes. Primeiro, vocé precisa saber
. - & - - == = a
0s dois métodos para simplificar raizes como Y300 ou y504 .

O método rapido funciona para y300 porque é facil perceber o quadrado
perfeito, 100, que tem no numero 300. Pelo fato de 300 ser igual a 100 vezes
3,0 100 sai como sua raiz quadrada, 10, deixando o 3 dentro do radical.
Assim, a resposta é 10y/3.

Para V504, nao é facil achar um quadrado perfeito grande que esteja em
204, entao voce tem que usar o método mais longo:

1. Quebre o niimero 504 em um produto de todos os seus
numeros primos.

V504 =v2.2. 2.3.3.7
2. Circule cada par de niimeros.

TP &7
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3. Para cada par circulado, tire um niimero para fora da raiz.
2- 3427
4. Simplifique.
614

A Gltima coisa sobre rafzes é que, por convencao, vocé nao deixa uma raiz
no denominador de uma fragao — € uma convencio boba e antiquada,
mas ainda € ensinada, entao aqui esta. Se sua resposta é, vamos dizer,%_,
Vace multiblica 1850 por i%: v3
K}

B
y

213
3

S
Calesl

Logaritmo — néo e 0 nome de escola
de danca, nem de academia’

Um logaritmo & apenas uma maneira diferente de expressar uma relacao
exponencial entre niimeros. Por exemplo,

2% =8 entao,
log,8 =3 (l&se como“log de 8 na base 2 é igual a 3)

Essas duas equacoes ldiz:em exatamente a mesma coisa.Vocé pode pensar em
uma delas como a maneira dos gregos escreverem essa relacio matematica

€ a oulra como a maneira latina de escrever essa mesma coisa. A base de

um logaritmo pode ser qualquer niimetro, exceto o I,maior do que zero,e

por convencao,se a base for 10,vocé ndo a escreve. Por exemplo, log1000 = 3
significa log 1000 = 3.E também, log de base e (e = 2,72) & escrito como /n em
vez de log, — matematicos usam tanto isso que eu suponho que eles quiseram
urna abreviacdo especial para isso.

Voce deve saber as seguintes ptopriedades dos logaritmos:

»log 1=0

»log c=1

v log_ (ab) =log a+log_b
3 a-
; ¥ log, ( ]_'j): lufgc a—log b

v log a® =blog.a

!
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!‘,n"} of b_lo_gc_b
98, ~log.a

v Com essa propriedade, vocg pode calcular algo do tipo log, 20 na sua

calculadora digitando log_3
»log a®=b
L a[ogab )

Fatorando — Quando é que
eu vou precisar disso?

Quando € que voceé vai precisar disso? Para calculo, é claro.

Fatorar significa“desfazer a multiplicacao™, como reescrever 12 como 2 - 2 -
3.No entanto, vocé nao vai encontrar problemas como esse no calculo. Para
calculo,voce precisa saber fatorar expressoes algébricas, como fatorar Sxy +
10yz em dy(x + 2z). Fatoracao algébrica sempre envolve reescrever a soma
de termos na forma de produto.O que se segue é um curso de revisao.

Achando 0 MDC

O primeiro passo em fatorar qualquer tipo de expressao é encontrar — em
outras palavras, fatorar — a maior coisa que todos os termos tém em comum
—esse € o mdximo divisor comum ou MDC. Por exemplo, cada um dos trés
termos de 8%y + 12x%y° + 20x*y* z tem o fator 4x*y*, entao ele pode ser
retirado da seguinte forma: 4x° y*(2xy + 3y* + 5x%). Certifique-se de sempre
procurar um MDC para retirar antes de tentar outras técnicas de fatoracao.

Procurando um padréo

Depois de retirar o MDC se houver um, a proxima coisa a se fazer é
procurar por um dos trés padroes. O primeiro padrao é importante; os
outros dois sao menos importantes.

Diferenca dos quadrados
Saber como fatorar a diferenca de quadrados é critico:

a@-bB=(a-b)la+b)

Se voce puder reescrever como que algo do tipo 9x* — 25 se pareca com
(isso)* - (aquilo)® entao vocé pode usar o padrao de fatoragcao.Veja como:

9x! - 25 = (3x%)2 - (5)?
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Agora,desde que (isso)* - (aquilo)? = (isso — aquilo) (isso + aquilo), vocé
pode fatorar o problema:

(3x7)*— (5)°=(3x2-5)(3x*+5)

quadrados, a@* + b* ndo pode ser fatorada. Em outras palavras, a* + % como

RO!
@;’ ' A diferenca de quadrados,a’ - b* pode ser fatorada, mas a soma de
=T
® os numeros 7 e 13,é primo — vocé nao pode quebralo.

Soma e diferenca de cubos

Voce talvez também queira memorizar as regras de fatoracio para a soma
e diferenca de cubos:

a*+ b= (a+b)(a®—ab + b*)

a-b=(a-b)(a®+ab+b?)

Tentando algumas fatoracées trinomiais

Vocé se lembra da fatoragao regular de trindmios dos seus dias de algebra?

Um #rinGmio € um polindmio com trés termos. Um polindmio é uma
expressao do tipo 4x° — 6x* + x* — 5x + 2 onde, com excegao da constante (o
namero 2 no exemplo), todos os termos tém uma variavel elevada a uma
poténcia de niimero infeiro positivo.Em outras palavras, nenhuma poténcia
na forma de fragoes e com nimeros negativos é permitida. E nem radicais,
logaritmos, senos ou cossenos, ou qualquer outra coisa — apenas termos com *
um coeficiente,como o 4 no termo 4x°, multiplicado por uma varidvel
elevada a um poténcia. O grau de um polinémio € a maior poténcia de x do
polindmio. O polinémio acima, por exemplo,tem um grau de 5.

Nao seria uma ma idéia voltar a boa forma com problemas do tipo
6x*+ 13x-5=2x+5)(3x-1)

Umas poucas técnicas basicas, de adivinhar e verificar, para fatorar um
trindmio como esse estao flutuando ao redor do fluido matematico — vocé
provavelmente aprendeu uma delas na sua aula de algebra.Se vocé se lembia,
otimo. Mas tais regras de fatoragao nao sao criticas porque vocé pode sempre
fatorar (e resolver) trinémios com a férmula quadrética, que é abrangida

na proxima secao. Para mais sobre fatoragdo de trinémios, veja Algebra Para
Leigos de Mary Jane Sterling (publicado pela Wiley).
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Resolvendo equacédes quadrdticas

Uma equagdo quadratica € qualquer equacao polinomial de segundo grau
— € quando a maior poténcia de x, ou de qualquer oufra variavel usada, é 2.

Voce pode resolver equacoes quadraticas usando um dos tiés métodos basicos.

Método 1: Fatorando

Resolva 2x% - 5x =12

1. Traga todos os termos para um lado da equacao, deixando o
zero do outro lado.

2t =bx-12=0
2. Fatore.

(2x+3)(x—-4)=0
5 2
Voce pode verificar que esses fatores estao corretos ao multiplica-los.

“Soma e Produto”te diz alguma coisa?

3. Coloque cada fator igual a zero e resolva (usando a propriedade
do produto nulo).

2x+3=0 y—4=0
2x=-3
3
el =4
X > ou ¥

Entédo,essa equacao tem duas solucoes: x = — % ex=1

Método 2: A formula quadrdtica

A solugao ou solugdes de uma equacao quadritica, ax® + bx + ¢,s40 dadas
através da formula quadréatica:

= —bEN b’ —4dac

2a

Agora resolva a mesma equagao do Método 1 com a férmula quadratica:
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1. Traga todos os termos para um lado da equacao, deixando o
zero do outro lado.

2x*-5x—-12=0

2. Coloque os coeficientes na férmula.

e (5) P - AD(12)
2.9

lsso concorda com as solucoes obtidas previamente — € melhor que as
solucdes sejam iguais porque nds estamos resolvendo a mesma equacao.

Aqui esta uma 6tima dica para usar a formula quadréatica para fatorar trinbmios.

Digamos que vocé queira apenas fatorar o trindomio 2x*—5x — 12 em vez
de resolver a equacao quadrética correspondente, 2x* — 5x — 12 = 0.Veja
aqui o que voce deve fazer.

1. Use a férmula quadratica para achar os valores de x (Vocé
também pode usar sua calculadora para achar as solucoes).
Certifique-se de que as solucdes estao escritas como fracoes
em vez de como decimais e que elas estao reduzidas aos
menores valores,

_ . 3
As duas solugbes, novamente,sao 4 e - —-.

=

2. Pegue as duas solucdes e coloque-as em fatores. Se a solucao for
positiva, use a subtracao. Se a solucao for negativa, use adicao.

Entio com a solucéio igual a 4,voce tem (x—4);e com— %,mcé tem (x-l— ; ):
3
(x-4) (x +5- )

3. Se uma das solucoes for uma fracao, pegue o denominador e
coloque-o na frente do x.

- (egp)

E. voila, o trinémio é fatorado em (x —4)(2x + 3).
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Método 3: Completando o quadrado

O terceiro método para resolver equacoes quadraticas € chamado de
completando o quadrado porque ele envolve criar um trindmio quadrado
perfeito que vocé pode entao resolver tirando a sua raiz quadrada.

Resolva 3x% = 24x + 27

1. Coloque o x* e 0s termos de x de um lado e a constante do outro.
3% = 24x =27

2. Divida ambos os lados pelo coeficiente de x* (a nao ser, é
claro, que seja 1).

x2—-8x=9

3. Pegue metade do coeficiente de x, eleve ao quadrado, e depois
some isso em ambos os lados.

-

Metade de -8 é -4 e (—4)% & 16,entao some 16 em ambos os lados:

—-8x+16=9+16

4. Fatore o lado esquerdo. Note que o fator sempre contém
0 mesmo nimero que vocé encontrou no passo 3 (-4 nesse
exemplo).

(x-4)2=25

5. Tire a raiz quadrada de ambos os lados, lembrando de colocar
um sinal de + do lado direito.

J(x— 47 =125
x—4=15

6. Resolva.



Capitulo 5
Funcoes legais e seus otimos graficos

Neste capitulo
Entendendo funcoes e relactes
Aprendendo sobre linhas
- Focando nas parabolas
~ Lutando com os graficos
Transformando fungoes
- Investigando fungoes inversas

irtualmente tudo o que voce faz em célculo envolve funcoes e seus

graficos de uma forma ou de outra. Calculo diferencial envolve
encontrar a inclinacao (ou coeficiente angular) de muitas fungaes, e o
calculo integral envolve calcular a area abaixo das funcoes.E nao somente
o conceito de uma funcao é critico para o cilculo, ele € uma das idéias
mais fundamentais em toda a matematica.

0 que é uma funcéo?

Basicamente, uma funcao é a relagao entre duas coisas na qual o valor
numeérico de uma coisa em alguma forma depende do valor da outra.
Exemplos estao ao nosso redor: A temperatura diaria média para a sua
cidade depende,e € uma funcao de,da época do ano;a distancia que
um objeto caiu € uma funcao de quanto tempo passou desde que vocé o
soltou;a area de um circulo € uma funcao do seu raio; e a pressao de um
gas engarrafado € uma funcao da sua temperatura.

As caracteristicas explicativas
de uma funcéo

Uma [uncao lem apenas um valor de saida (output) para um valor de
entrada (inpul).

Considere a Figura 5-1.
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Magquina de Maquina
refrigerante caca-nigueis
=gl
Figura 5-1: A
Lol ’Qu
méquina de Ql—{
refrigerante S ,fi
& uma ol
fungdo. Uma
maaquina
caca-niqueis
nao € uma - <
funcao. )
—E Uma fungdo N&o é uma funcdo

A méaquina de refrigerante é uma fun¢ao porque depois de insenr os os dados
de entrada (sua escolha e seu dinheiro), voce sabe exatamente qual é o
retorno.Com a maquina caca-niqueis, por outro lado, o output € um mistério,
entao nao & uma funcao.

A funcao elevada ao quadrado,f,€ uma funcao porque iem exatamente

um output designado para cada input. Nao importa que tanto 0 2 como o

-2 produzam o mesmo output de 4 porque dado um determinado input,

digamos -2,nao ha mistério sobre o output. Quando o input € 3 em g,no

entanto, vocé nao sabe se o output vai ser 1 ou 2. Devido ao fato de nenhum
635‘55 mistério sobre o input ser permitido em funcoes,g nao € uma funcao.

| Boas fun¢oes, ao contrario de boa literatura, tém finais prevlswms

@

f g
input output input output
(dominio) {imagem) (dominio) (imagem)

S = -1 >0 ‘;—\_‘“"“‘2

Figura 5-2: 0 1 4““%1_‘3_3

féuma i
fungdo. g 1///:///";4 =10
nao e. 2
ey
‘@?JE-SE O conjunto de todos os inputs € chamado de dominio; o conjunto de

N/ \ todos os outputs é chamado de imagem.

/
L/ Algumas pessoas gostam de pensar na fung¢ao como uma maquina.
Considere novamente a func¢ao ao quadrado, f,da Figura 5-2. A Figura 5-3
mosira dois inputs e seus respectivos outputs.
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| it = et i |
Figura 5-3:
Uma funcgéo f
cOmo uma
maquina: A 1 o >
carne entra, a X
lingiliga sai. 9~ 4
e e

/‘_“-*_\
r"_"‘:ﬁk

Voce insere 1 dentro da maquina, e do lado de fora sai um 1: vocé coloca
unr- 2 e um 4 sai. Uma fungao como uma maquina recebe um Input,opera
de alguma forma, e depois cospe um output.

&

Vavidveis independentes e

Em uma funcao, a coisa que depende da outra coisa é chamada de
varidvel dependente;a outra coisa ¢é a varidvel independente Visto

que vocé coloca nameros na variavel independente, ela também é
chamada de varidvel de entrada. Depois de colocar um niimero, vocé
entao calcula o output ou a resposta para a variavel dependente, assim a
variavel dependente é também chamada de varidvel de saida. Quando
voce desenha o grafico de uma funcéo, a variavel independente vai para
0 eixo x, e a variavel dependente vai para o eixo ¥.

Algumas vezes a dependéncia entre as duas coisas é relacao de causa e
efeito — por exemplo,aumentar a temperatura do gas causa o aumento da
pressao. Nesse caso,a temperatura é a variduvel independente e a pressao é a
variqvel dependente porque ela depende da temperatura.

Muitas vezes, no entanto,a dependéncia nao € uma relacdo de causa e
efeito,mas somente algum tipo de associacao entre duas coisas. Geralmente
a variavel independente € o que nds ja sabemos ou podemos facilmente
verificar,e a variavel dependente é o que queremos descobrir. Por exemplo,
VOCE ngo diria que o tempo causa um objeto cair (a gravidade ¢ a causa),
mas se voce sabe quanto tempo se passou, vocé pode descobrir a altura

da queda.Entao, o tempo é a variavel independente, e a altura a variavel
dependente; e vocé diria que a altura é uma funcao do tempo.

Qualquer que seja o tipo de correspondéncia entre as duas variaveis, a
variavel dependente ¢ a coisa com a qual a gente se preocupa — quando
e quao rapido ela sobe e quando e quao rapido ela desce. Geralmente,
nos queremos saber 0 que acontece 3 variavel dependente ou y quando a
variavel independente ou x aumenta (vai para a direita).
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Notacéo das funcoes

Uma maneira simples de escrever a funcao y = 5x* — 2x* + 3 é trocar
0y’ pelo“f(x)" e escrever f(x) = 5x* — 2x? + 3.E apenas uma notagao
diferente para a mesma coisa. Essas duas equacdes sdo,em todos os
aspectos, matematicamente idénticas. Alunos ficam normalmente
intrigados pela nota¢@o da fung@o quando eles a véem pela primeira
vez. Eles se perguntam o que o “f'significa e se o f(x) significa fvezes
x.Ele nao significa isso.Se a notag¢ao da fungao incomoda vocg, meu
conselho é pensar no f{x) como simplesmente a maneira que o y ¢
escrito em algum outro idioma. Nao considere o f e o x separadamente;
apenas pense no f(x) como um simbolo simples para y.

Pense no i(x) (1&se“f de x™) como uma abreviacao para ‘uma func¢ao de x".
Vocé pode escrever y = f (x) = 3x% traduzido como"y é uma fun¢io de x e
essa funcao é 3x*". Contudo, algumas vezes outras letras sao usadas em vez

de f— como, por exemplo,g(x) ou p(x) — geralmente para diferenciar as
fungdes. A letra da fun¢ao nao necessariamente representa alguma coisa,

mas as vezes a letra inicial de uma palavra € usada (nesse caso voce usa

uma letra maitiscula). Por exemplo, vocé sabe que a area de um quadrado €
determinada elevando a medida dos seus lados ao quadrado: Area = lado® ou
A = §%.A area do quadrado depende, e é uma funcao,da medida do lado.Com
a notacao da funcao,vocé pode escrever A(s) = s°.

Considere a funcio quadratica y = x? ou f (x) = x*. Quando vocé coloca
o niimero 3 no lugar de x,vocé tem como resposta 9. A notagao da
funcio é conveniente porque vocé pode expressar abreviadamente a
entrada e a saida escrevendo f(3) =9 (1é-se“fde 3 é igual a 9”). Lembre-
se que f(3) =9 significa que quando x & 3,f(x) € 9, equivalentemente,
ela diz a voc@ que quandox é 3,y € 9.

Funcéo composta

Uma funcao composta € a combinacao de duas fungoes. Por exemplo, o
custo familiar de energia elétrica depende de quanto voce consome, e

o consumo depende da temperatura do lado de fora. Posto que o custo
depende do consumo e o consumo depende da temperatura, 0 custo val
depender da temperatura. Na linguagem da fungao, o custo € uma fungao
do consumo, o consumo € uma funcao da temperatura, e assim o custo

é uma fungéo da temperatura. Essa dltima fungao,uma combinagao das
duas primeiras, € uma fun¢ao composta.

Deixe f(x) =x* eg (3)=5x—8.Coloque 3emg (x) =g (3)=5-3-8, queé
igual a 7. Agora pegue esse resultado, 7,e coloque em £ (x) = £ (7) = 7 =49.A
metéfora da maquina mostra o que eu fiz aqui.Veja a Figura 5. A maquina g
transforma um 3 em um 7, ¢ depois a maquina ftransforma o 7 em 49.
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[ T = |
Figura
5-4: Duas g f
fungdes
COMO _ ~A{Ex— 8|~ _~a| y2 b

maquinas
ERErenEy

Vocé pode expressar o resultado das duas fungdes em um passo com a
seguinte funcao composta:

(g (3))=49

Vocé calcula primeiro a funcao de dentro de uma fungio composta — g(3).
= 7.Depois voce pega o resultado, 7, e calcula f{7),que é igual a 49.

Para determinar a funcao composta geral, f (g (x)),coloque g(x),que é
igual a 5x - 8,em f(x).Em outras palavras, vo¢é quer determinar f(5x - 8).
A fungao fou maquina f pega esse valor e eleva ao quadrado. Assim,

f(5x—-8)=(5x-8)*
=(5x—8) (5x-8)
= 25x" — 40x — 40x + 64
= 25x" — 80x + 64

Assim, f (g (x)) = 25 - 80x + 64.

AO!
;, \\) Com fungdes compostas, a ordem & importante. Como uma regra deral,

flg@) 2g(f().

Com 0 que uma funcdo se parece?

Eu nao sou um histérico matematico, mas todos parecem concordar que
René Descartes (1596-1650) veio com a idéia do sistema de coordenadas
x-y mostrado na Figura 5-5.

¥
A
2° guadrante 1% quadrante

ST e R ]
Figura 5-5: e (8.3

0 plano 2 :
cartesiano '
(para |
Descartes) -l _I y i y t t } i } t —a=X
ou sistema de A+
coordenadas 2

Xy 3
[ == AT ;
3% quadrante 4° guadranta
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Isaac Newton (1642-1727) e Gottiried Leibniz (1646-1716) foram os
inventores do calculo, mas é dificil imaginar que eles possam ter feito
isso sem a contribuicao de Descartes, muitas décadas antes. Pense no
sistema de coordenadas (ou a tela da sua calculadora grafica) como
sua janela para o mundo do calculo.Virtualmente tudo no seu livro de
calculo e nesse livro envolve graficos de linhas ou curvas — geralmente
funcoes — no sistema de coordenada x-y.

Considere os quatro graficos na figura 5-6.

Essas quatrb curvas sao funcoes porque elas satisfazem o feste da reta
vertical (Nota: Eu estou usando aqui o termo curva para me referir a
qualquer forma,seja curva ou reta).

‘?’?‘E'Sf Uma curva € uma funcao se a reta vertical desenhada —sem levar em
D G
o b\ consideracao onde é desenhada — tocar a curva apenas uma vez. Isso

[
\'"’/ garante que cada input tenha exatamente um output.

Nao importa onde voce desenhe a reta vertical em qualquer um dos quatro
graficos na Figura 5-6,a reta tocara a curva em apenas um ponto. Tente.

Se,no entanto, uma reta vertical puder ser desenhada para que toque a
curva duas ou mais vezes, entao a curva nao & uma funcgao. As duas curvas
na Figura 5-7, por exemplo, nao sao fungoes.

y=3x+h y=xt-2
¥ Y
ll.,r)"‘ A

/ ‘\ /’
- /}" X < \ ; =X
¢
y=|x ¥ =senx
¥ ¥
A A
) < 5 o TN 5
WL
el
Figura 5-6:
Quatro Y f
fungdes.

(Nota: Esses graficos tém escalas diferentes)



| TR 2|
Figura 5-7:
Essas duas
curvas nao
sdo fungdes
porque foram
reprovadas
no teste da
reta vertical.
Elas séo,

no entanto,
relacoes.
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x?+y?=9 x=y3 -5y +10
4 Y
A A
e
»x - :l —_-__‘-__H"""-—-.
=X 4 i _._-____—___,f =X

B G TS SRR AP

e

Y Y

(Nota: Esses graficos tém escalas diferentes)
Entao,as quatro curvas na Figura 56 sdo funcoes, e as duas na | igura 5-7
nao sao, mas todas as seis curvas sdo relacdes.
Uma relacdo ¢ qualquer colecao de pontos no sistema de coordenadas XY,
Voceé passa pouco tempo estudando algumas relacoes que nao sao

funcoes no calculo - circulos, por exemplo — mas a grande maioria dos
problemas de calculo envolve funcoes.

Funcdes comuns e seus grdficos

Voceé vai ver centenas de fungdes no seu estudo de calculo, entao nao
seria uma ma idéia familiarizarse com as funcées basicas nesse topico: a
reta,a parabola,a funcao de valor absoluto, as fungoes ciibicas e de raiz
cubicas, e as funcoes exponenciais e logaritmicas.

Retas no plano em portugués clare

Uma reta é a funcao mais simples que vocé pode desenhar num plano
cartesiano (Retas sdo importantes em célculo porque quando vocé
amplia bem uma curva, ela parece e se comporta como uma reta). A
Figura 5-8 mostra um exemplo: y=3x + 5.
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Figura 5-8:
0 gréfico da
retay=3x+95.

[ s =
Figura 5-9:
Areta
y=3x+5H

Acertando as inclinagdes

A coisa mais importante sobre a reta na Figura 5-8 — pelo menos para o
seu estudo de célculo - € a sua inclinagao. Note que toda vez que x se
desloca em 1 para a direita,y sobe em 3.Uma boa maneira de visualizar
a inclinacao ¢ desenhar uma escada embaixo da reta (veja a Figura 5-9).
A parte vertical do degrau é chamada de aumento,a parte horizontal é
chamada de distancia, e a inclinacao € definida como a razao entre o
aumento e a distancia:

inclinacdo = MGG —?— =3

distancia

=

21

'

]
18 3
15+ 3

12 3

tem uma
inclinacdo

igual a 3.
Ty
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Voce nao precisa fazer a distancia ser igual a 1.A razao do aumento sobre a
distancia,e assim a inclinacao,sempre resulta a mesma,. nao importando qual
0 tamanho dos degraus.Se vocé quer fazer a distancia igual a 1,no entanto,a
inclinacéo € igual ao aumento porque um numero dividido por 1 é igual a ele
mesmo. Essa € uma boa maneira de pensar sobre a inclinagdo - a inclinacao é
0 valor que a reta sobe (ou desce) quando se desloca em | para a direita.

Retas que sobem & direita tém uma inclinacdo positiva; retas que
descem a direita tém uma inclinacdo negativa. Retas horizontais tam
uma inclinacao igual a zero, e retas verticais nao tem inclinag@o — vocé
diz que a inclinagao de uma reta vertical é indefinida.

Aqui estd a férmula para a inclinagio:

inclinacao = 2o

H]

Escolha dois pontos na reta da Figura 59, digamos (1,8) e (3,14),e
1

coloque-os na férmula para calcular
1

juti

Esse calculo envolve, em certo sentido, um degrau da escada que vai
até 2 e sobe em 6.A respostd 3 concorda com a inclinacao que vocé
pode ver na Figura 5-9.

Qualquer linha paralela a essa tem a mesma inclinacao,e qualquer reta
perpendicular a essa tem uma inclinacio de — 5 que € o reciproco oposto de 3.

Retas paralelas t6m a mesma inclinacao. Retas perpendiculares tém
inclinagdes reciprocas opostas.

Desenhando linkas

Se voce tem a equagao da Reta, Y =X+ 5,Mas nao o seu grafico, vocs pode
desenhar a reta da maneira antiga ou com a sua calculadora grafica A
maneira antiga € criar uma tabela de valores substituindo x por niimeros e
calculando y.Se vocé coloca 0 no lugar de x,y vai ser igual a 5;coloque 1 no
lugar de x,e y vai ser igual a &; cologue 2 no lugar de x, e y vai ser 1 1,e assim
sucessivamente.A Tabela 5-1 mostra os resultados.

Tabela 5-1 Pontos naretay=3x+5

|K' )| e o T e
H| 5. 8|11 [14[17] ~f-=->
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AGR

Desenhe ¢ conecte 0s pontos, e coloque setas nas duas extremidades —
al estd a sua reta.

Isso é muito facil com uma calculadora gréfica.Apenas digite y=3x+5 e
sua calculadora ird desenhar o grafico da reta e produzir uma tabela como a
Tabela 5-1.

Equacdo de uma reta na forma inclinagdo-intersecao (ou
forma reduzida) e forma ponto-inelinacédo

Vocé pode ver que a reta na Figura 53-9 cruza o eixo y no ponto 5 — esse é
o ponto onde a reta intercepta o eixo y.Visto que tanto a inclinagao de 3
como a intersecao no eixo y de 5 aparecem na equacao y = 3x + 5,essa
equacao € dita estar na forma inclinacdo-intersecdo. Aqui esta a forma
escrita de maneira geral:

y=mx+Db
(onde m é a inclinacao e b é o ponto de interse¢ao no eixo y)

(Se isso nao te [az lembrar de nada — nem mesmo uma lembranca distante
—va diretamenle ao departamento de matricula e abandone o céaleculo,
mas de maneira alguma devolva esse livro).

Todas as retas, com excecao das retas verficais, podem ser escritas dessa
forma. Retas verticais sempre se parecem com x = 6.0 numero diz a voce
onde a reta vertical cruza o eixo x.

A equacido de uma reta horizontal também parece diferente,y = 10,
por exemplo. Mas ela tecnicamente se encaixa na forma y = mx + b —
somente porque a inclinacao da reta horizontal € igual a zero, e porque
zero multiplicado por x € zero,ndao ha um termo x na equacao.

Uma reta ¢ o tipo mais simples de funcao, e uma reta horizontal (chamada
de funcao constante) é o tipo de reta mais simples. E, todavia, razoavelmente
importante em calculo,entao se certifique de saber que a reta horizontal
tem uma equagao do tipo y = 10 e que sua inclinacao € igual a zero.

Sem =1e b =0,voce tem a fungdo y = x.Essa reta passa pela origem
(0,0) e faz um angulo de 45° com ambos os eixos. E chamada de funcao
identidade porque os Inputs sao iguais aos outputs.

Em adicao a forma inclinagao-intercepto para a equacgao da reta, voce
deve saber a forma do ponto-inclinacdo:

y-y,=m(x-x)
Para usar essa forma, vocé precisa saber — vocé adivinhou — um ponfo

na rela e a inclinacdo da reta.Voce pode usar qualquer ponto da reta.
Considere novamente a reta na Figura 5-9. Escolha qualquer ponto,
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digamos (2,11),depois coloque as coordenadas x e y do ponto em X0
e coloque o coeficiente angular, 3, em m.

y-11=3 (x-2)

Com um pouquinho de algebra vocé pode transformar essa equagio em
uma que nos ja conhecemos,y = 3x + 5. Tente.

Funcdo de 2° grau e modular —
mesmo trabalho

Voce deve estar familiarizada com as duas fun¢oes mostradas na Figura 5-10:
a lungao de 2° grau,f (x) =x*, e a funcaomodular, g (x) = x |.

fix)=x2 gix)=|x]|

¥ 14
4 h

b

- \ > x “ =X

TR
Figura 5-10:

Os graficos
de flx)=x*e
glx)=|x|.
o m S r

Note que ambas as fungoes sao simétricas com respeito ao eixo v. Em
outras palavras, os lados direito e esquerdo de cada grafico sdo reflexos
umn do outro. Isso os torna funcoes pares. Uma funcao polinomial do
tipo y=9x*-4x*+ 3, onde todas as poténcias de x sdo pares (com

ou sem um termo constante), € um tipo de funcao par. Outro tipo de
fungao par € y = cos (x) (veja o Capitulo 6).

Algumas funcées esquisitas

Faga o grafico das fungdes f (x) =x* e g (x) =*/x na sua calculadora grafica.
Essas duas fungdes ilustram uma simetria Impar. Funcées impares sao
simétricas com relagio a origem o que significa que se vocé as girar em 180°
sobre a origem, elas vao aterrissar nelas mesmas. Uma funcao polinomial do
tipo ¥ =4x° — x° + Zx,onde todas as poténcias de x sao fmpares,é um tipo de
fungao impar. Outra funcéo impar € y = sen(x) (veja o Capitulo 6).

Muitas fungoes ndo sao nem pares e nem Iimpares, por exemplo, y = 3x*
— 5x.Minha professora do ensino médio disse que um paragrafo nunca
deveria ter apenas uma sentenca, entao voila, agora ele tem duas.
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Funcoes exponenciais

Uma funcao exponencial € uma com uma poténcia que contém uma
variavel, como f (x) = 2*ou g(x) = 1(¥. A Figura 5-11 mostra os graficos
dessas duas fungoes no mesmo sistema de coordenadas x-y.

=T
Figura 5-11:
Os graficos
de flx)=2e
g (x) = 10~.

Ambas as fun¢des passam pelo ponto (0,1),assim como todas as fungoes
exponenciais da forma f (x) = b .Quando b € maior do que 1 vocé tem

um crescimento exponencial. Todas as funcoes desse tipo aumentam para
a direita para sempre, e como elas vio para a esquerda no sentido negativo
infinitamente, elas avangam ao longo do eixo x,sempre chegando perlo,
mas nunca tocando o eixo.Voce usa essas e funcoes relacionadas para
descobrir coisas como investimentos, inflacao e aumento populacional.

Quando b esta entre 0 e 1,vocé tem uma funcao de decaimento
exponencial. Os graficos desse tipo de funcdes sao como funcgdes de
crescimento exponencial ao inverso. Funcdes de decaimento exponencial
também cruzam o eixo y no ponto (0,1), mas elas sobem para a :
esquerda para sempre, e avancam ao longo do eixo x para a direita. Essas
funcdes exemplificam coisas que encolhem ao longe do tempo,como o
decaimento radiativo do uranio.

Funcdes logaritmicas

Uma fungéo logaritmica é simplesmente uma fungao exponencial com o
eixo x e y trocado. Em outras palavras,a dire¢ao para cima ¢ para baixo em
um grafico exponencial corresponde a direcao direita e esquerda em um
grafico logaritmico,e a direcao direita e esquerda em um grafico exponencial
corresponde a direcao para cima e para baixo em um grafico logaritmico

(Se vocé quiser uma revisao sobre logs, veja o Capitulo 4).Vocé pode ver essa
relacao na Figura 5-12,na qual ambas as fungoes f (x) = 2* e g (x) =log,x sao
desenhadas no mesmo conjunto de eixos.
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= glx)=logyx

| === = e |
Figura 5-12:

e

Os

graficos de

flx)=2% g

glx)= iogﬁ'.

Tanto a funcao exponencial como a funcao logaritmica sio
monotonicas. Uma fungao monotonica pode subir sobre todo o seu
dominio (chamada de funcao crescente) ou descer sobre todo o seu
dominio (uma funcao decrescente).

Note a simetria das duas funcdes na Figura 5-12 sobre a linha y = x.Isso as
torna inversas uma da outra, o que nos leva para o préximo tépico.

Funcdes inversas

As fungdes F(x) = x* (para x 2 0) e a funcao ' (%) =x (1&se como*f
inversa de x € igual a raiz de x7) sao hmgﬁes inversas porque cada uma
desfaz 0 que a outra fez.Em outras palavras, f (x) = x* recebe uma entrada de
3 e produz uma saida de 9 (porque 3?=9); f-! (x) =+x recebe uma entrada
de 9 e torna isso de volta ao nimero 3 (porque V9= 3).Note que 7(3) =9

e £~ (9) = 3.VocE pode escrever tudo isso em um passo como £ (f3)) =
3.Funciona da mesma maneira se vocé comecar com £ (x). £~ (16) =4
(porque V16 =4),e f (4) = 16 (porque 42 = 16).Se voce escreve esse tinico
passo,voce tem f (f '3(16)) =16 (Note que lemos f-! (x) como“finversa de
X",nao temos o inverso de x,mas as fun¢oes sao inversas uma da outra).

MAT.'c
;5”: ':m A maneira sofisticada de somar tudo isso € dizer que 7 (x) e f ' (x) sdo0
’l@ funcoes inversas se, e somente se.f~ (fx)) =x e F(f'(x)) =x.
%

&
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ho! Nao confunda o sobrescrito —1 em F~' (x).com o expoente —1.0 expoente

1
f(x)

voceé talvez pergunte: entao por que o mesmo simbolo € usado para duas

&
&
< U —1 lhe da o reciproco de algo,por exemplo, x =~3]C~ Masf1(x) éo

inverso de f (x).Ndo € igual a que € o reciproco de f (x).E claro que

coisas diferentes? Nao fago a menor idéia.

Quando vocé desenha o grafico de funcoes inversas,cada uma é o reflexo
da outra, refletida sobre a linha y = x.Veja a Figura 5-13, que tem os gréficos
das funcoes inversas f(x) =2 (paraxz0) e f ! (x) =Vx.

gt T flx)=x*

e
Figura 5-13:

Os graficos

de flx)=x* _
(parax>0)e

Flilxl=x

Se vocé rotacionar o grafico na Figura 5-13 no sentido anti-horario para
que a linha y = x fique vertical, vocé pode ver facilmente que f (x) e f-!
(x) sao reflexos uma da outra. Uma consequéncia dessa simetria é que
se um ponto como (2,4) estiver em uma das fungées, o ponto (4,2) vai
estar na outra. E também, o dominio de fé o contradominio de f' e o
contradominio de fé o dominio de F-'.

Deslocamentos, reflexos, esticamentos
e redugoes

Qualquer funcao pode ser transformada em uma funcao correspondente,
deslocando-a horizontalmente ou verticalmente, virando (refletindo)
horizontalmente ou verticalmente, ou esticando ou reduzindo
horizontalmente ou verticalmente. Eu faco os deslocamentos horizontais
primeiro. Considere a funcao exponencial y = 2*.Veja a Figura 5-14.
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¥:

A
8..

V=2
? -
6..
5..
4_.
3_.
2.
e =i ______,.-/

n ETE — e —————— T } + i t } f —= X
A S 3 2 1 1 2 3 4
0 grafico de

y=2%
fibrrm s =t AR

Transformacdes horizontais

Transformag®es horizontais sao feitas somando um nimero ou diminuindo
um nimero da variavel de entrada x ou multiplicando x por qualquer
numero.Todas as transformacgoes horizontais, exceto o reflexo, funcionam

da maneira oposta que vocé espera: Somando um valor a x faz a fungao se
deslocar para a esquerda,subtraindo um valor de x faz a funcao se deslocar
para a direita, multiplicando x por um niimero maior do que 1 reduz a
funcao,e multiplicando x por um ndmero menor do que 1 estica a fungao.
Por exemplo, o grafico de y =2*+% tem a mesma forma e orientagao do que o
grafico da Figura 5-14; ¢ apenas deslocado em trés unidades para a esquerda.
Em vez de passar pelos pontos (0,1) e (1,2),a funcao deslocada passa por
(-3,1) e (-2,2).E o grafico de y =2*-3 esta a trés unidades a direita de y =2~
A funcao original e as transformagoes sdo mostradas na Figura 5-15.

Se vocé multiplicar o x em y = 2% por 2,a funcao reduz horizontalmente por
um fator de 2. Entao todo ponto na nova funcao é metade da sua distancia
original do eixo y.A coordenada y de cada ponto continua a mesma; a
coordenada x é cortada pela metade. Por exemplo, y = 2* passa por (1,2),
entao y = 2% passa por 1 2);_}': 2* passa por (—fl,L), entao y = 2* passa
por (—Q,L .Muitiplicango X por um ndmero menc}tﬁdo que 1 tem um
efeito oposto.Quando y = 2* é transtormado em y = 2%‘”, cada ponto em y

= 2* & afastado do eixo y por uma distancia 4 vezes maior do que era. Para
visualizar o grafico de y= QTIX, imagine que vocé tem o grafico de y = 2" em
um sistema de coordenadas elastico. Agarre o sistema de coordenadas na
esquerda e na direita e estique por um fator de 4,afastando tudo do eixo y,
mas mantendo o eixo y no centro.Agora voce tem o graficode y = o7
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ST TIETE
Figura 5-15:

Os graficos
dey=2,
¥= 2x+3{
y= 21t+3_
| s E P J

5 5 4 3 2

O adltimo deslocamento horizontal é um reflexo sobre o eixo y. Multiplicando
0 xem y=2"por -1 vai refletir ou virar em torno do eixo y.Por exemplo,o

ponto (1,2) setorna (-1,2) e (—2,%],5@ torna (2-}1—) Veja a Figura 5-16.

it S Tl |

Figura 5-16: Os

graficosde y = 3
epy=2"*

|
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Transformacdes verticais

Para transformar uma funcgao verticalmente, voc€ soma um nimero ou
subtrai um nimero de toda a funcao ou muliiplica por um nimero. Para
fazer algo para uma funcao toda, digamos y = 107, imagine que todo

o lado direito da equacao estad dentro dos parénteses, como y = (10%).
Agora, todas as transformacoes verticais sao feitas colocando um nimero
em algum lugar a direita da equacgao do lado de fora dos parénteses
(Obviamente, voceé realmente nao precisa dos parénteses). Ao conlrario
das transformacoes horizontais, as transformacgaoes verticais funcionam da
maneira que vocé espera: Somar faz a funcao ir para cima,subtrair faz a
[ungao ir para baixo, multiplicar por um namero maior do que 1 expande
a uncao, e multiplicar por um namero menor do que 1 encolhe a fungao.
Por exemplo,

y= 10" + 6 desloca a funcao original em 6 unidades para cima

y=10¢ - 2 desloca a funcdo original em 2 unidades para baixo

y=5- 1(F expande a funcao original verticalmente por um fatorigual 3 5
1

y=— 10~ reduz a fungao original horizontalmente por um fator igual a 3.

Ao multiplicar a fungao por-1,ela vai refletir sobre o eixo x, ou,em outras
palavras, virar de cabeca para baixo.
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Capitulo 6
A danca da trigonometria

Neste capitulo

“ Arremessando para eles com SohCahToa

* Todo mundo tem um angulo: 30°,45°, 60°

= Circunavegando um circulo unitario

* Fazendo o grafico de funcdes trigonométricas
- Investigando funcdes trigonomélricas inversas

5 D 88 0 . S B B & B o 8 & 0 i D 8 % g

M uitos problemas de calculo envolvem trigonometria, ¢ o calculo por si
$6 € um desafio suficiente se tivermos que reaprender a trigonometria

ao mesmo tempo. Entao, se sua trigonometria estiver enferrujada — eu estou
chocado —revise essas nogoes basicas, ou faca outra coisa.

Estudando trigonometria no
acampamento SohCahToa

O estudo da trigonometria comeca com o tridngulo retangulo. As trés
funcoes mais importantes da trigonometria (seno,cosseno e tangente)

e seus reciprocos (co-secante,secante e co-tangente) dizem a vocé algo
sobre as medidas dos lados de um tridngulo que contém um angulo
agudo dado — como o @ngulo x na Figura 6-1.0 maior lado desse triangulo
retangulo (ou de qualquer tridngulo retingulo),o lado diagonal,é
chamado de hipotenusa. O lado que mede 3 unidades é chamado de lado
oposto porque esta no lado oposto ao dngulo x,e a medida do lado é4 e é
chamado de lado adjacente porque é adjacente a,ou tocando, o angulo x.

| Pr Sy |
Figura 6-1:
Sentado ao
redor da
fogueira,
estudando
um tridngulo
retangulo.

Hipotenusa (H) 3

Oposto (D)

Adjacente (A)
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SohCahToa € um mnemonico sem sentido que ajuda vocé a se lembrar
as definigdes das fungdes seno, cosseno, e tangente. SohCahToa usa

as letras iniciais de seno, cosseno, e tangente, e as letras iniciais de
hipotenusa, oposto, e adjacente para ajudar voc8 a se lembrar das
definicOes a seguir (Para lembrar como se soletra SohCahToa, note a sua
pronuncia e o fato de que contém trés grupos de letras em cada silaba).

Soh Cah Toa
8] A 0
en =" s F=2 to @=L
sen H COS 5 g <
Para o triangulo na Figura 6-1,
senx:%:—g- cosx:£:% tgx:%:%

As outras trés fungaes sao reciprocas dessas: co-secante (csc)éo
reciproco do seno,secante (sec) é o reciproco do cosseno,e a co-tangente
(cot) é o reciproco da tangente.

cosec @= L |
g SenE 0, 0
H
Ll e e M
sec f= i A =5
H
boo o Lol
cotg 0= i _E-_O
A
Entdo para o triangulo na Figura 6-1,
S —Ezi _E:i :_A..zi
cosE(,x-O 3 secx—A 7 cotg x 0-3

Dois tridgngulos retangulos especiais

SRE-S¢
&

%

~f

Visto que muitos problemas bésicos de calculo envolvem angulos de 30°,45°,
e 60°,& uma boa idéia decorar os dois tridingulos retan gulos na Figura 6-2.

0 trigngulo 45°-45°-90°

Todo 45745°-90° tem a forma de um quadrado cortado pela metade
na sua diagonal. O triangulo 45°-45°90° na Figura 6-2 é metade de um
quadrado de lados I por 1.0 teorema de Pitagoras lhe da a medida da
hipotenusa,y2, ou mais ou menos 1.41.

ﬁ Oteorema de Pitdgoras diz a vocé que para qualquer triangulo retangulo,

a*+ b’ =% onde a e b sdo as medidas das pernas do triangulo (os lados que

'\/ﬁ tocam o dngulo reto) e ¢ € a medida da hipotenusa.



Capitulo VI: A danca da trigonometria 65

V2 = 1.41

Figura 6-2:

0 triangulo
45°%-45°-90°

e o tridngulo
30°-60°90°.
BTN e

[] []

1 V3 %173

Quando vocé aplica as [ungoes trigonométricas SohCahToa e seus reciprocos
ao triangulo 45°45°-90°, voce tem os seguintes valores trigonométricos:

- T V2 V2
rc'————_:_;:g RS o - =
sen 4o =0 B 5 0,71 cosec4b 1 V2 =141
v 0_‘&"__1__,__,\'2 e ru_H___\‘g = A
cos 415 NETAD 2----~0.?1 sec 45 S =vy2=141

O_Q_L_ Fo_é_i_
tg’lS_A_l—l cotg 45 0= 1 =1

0 tridngulo 30°-60°-90°

Todo triangulo 30°60°-30° & metade de um tridngulo eqililatero.

O triangulo 30°-60°90° na Figura 6-2 é metade de um tridngulo eqiiilatero
de 2-por-2-por2. Ele tem pernas que medem 1 e v3 (mais ou menos 1,73), e
uma hipotenusa de medida igual a 2.
™!
g} ““\ Nao cometa o erro comum de trocar o 2 pela V3 em um triangulo 30°-60°-90°.
< ' Lembrese que 0 2 é maior que y3 (4 & igual a 2,entdo y3 deve se menor do
&. / que 2) e que a hipotenusa é sempre o maior lado de um tridngulo retdngulo.

QA Quando vocé amplia um triangulo 30°-60°-90°, exagere o fato de que é
mais largo do que alto. Isso torna 6bvio que o menor lado (de medida

igual a 1) é oposto ao menor angulo (30%).

Aqui estao os valores trigonométricos para o tridngulo 30°-60°90°.

S W L H 2
sen 30 =55 cosec 30 =F5-7 =2
. s A W3 g T EMTENG
cos 30 5 = (0,87 sec 30°= N A = 1,15
-:y_O__.]' _1"\' i E ' D_A__-\S_ W i
thG_f_«.,B_S = (0,58 cotg30_o_ T =ya=1,73
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O triangulo 30°-60°90° mata dois coelhos com uma cajadada sé porque
ele também lhe da os valores trigonométricos para um angulo de 60°.

D& novamente uma olhada na Figura 6-2. Para o angulo de 60°,0 lado do
triangulo que mede 3 é agora o lado oposfo para os fins do SohCahToa
porque esta no lado oposto do angulo de 60°.0 lado de medida igual a 1
se torna o lado adjacente para o angulo de 60°,e o lado de medida igual
a 2 continua, é claro,sendo a hipotenusa. Agora use o SohCahToa de novo
para achar os valores trigonométricos do angulo de 60°.

H 2 28

L oene O _ N3 ¢ oIt __& _ =
sen 60 o T 0,87 cosec b0 0= - 3 = 1.15
oA _ 1 o Tl 20
CDSGOHH—Q sec 60°= —1_2
W ST P, (e I I
tgbO—A_ ! =y3=1,73 CD%GO_O_\,@_ 3 = 0,58

O mnemd&nico SohCahToa,junto com os dois tridngulos retangulos
ruito faceis de serem lembrados na Figura 6-2, te dao a resposta para
18 problemas trigonométricos!

Circulando o inimigo com o circulo unitdrio

SohCahToa somente funciona com triangulos retingulos, e assim 6 pode
lidar com angulos agudos — angulos menores que 30° (Os angulos em um
triangulo devem somar 180° porque um triangulo retangulo termn um angulo
de 90°,e os outros dois angulos devem ser menores do que 90%).Com o
circulo trigonomélrico (unildrio),no entanto,voce pode achar valores
trigonométricos para qualquer tamanho de angulo. O circulo frigonoméfrico
tem um raio de uma unidade e € fixado em um sistema de coordenadas x-y

com o seu centro na origem.Veja a Figura 6-3.
y

}o,1)

Quadrante |l Quadrante |
R 3y
pLEp 2, 2
I P |
Medida = 3
(-1,0 (1,0
- L X

Jar s = e
Figura 6-3: 0 tao

falado circulo
Quadrante IV

(0,1}
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A Figura 6-3 tem bastante informagao, mas nao entre em panico: udo vai
fazer sentido em um minuto.

Angulos no circulo trigonométrico

Para medir um angulo no circulo trigonométrico, comece no lado positivo do
| eixo x e siga em sentido anti-horario para o lado ferminal do angulo.

Por exemplo, o @ngulo de 150° na Figura 6-3 comeca no lado positivo
do eixo x e termina no segmento que toca o circulo unitario no ponto

2 2
obler um angulo com medida negativa.

=
(—-ﬁ %).Se, em vez disso, voceé seguir no sentido horario, vocé pode

Medindo éngulos com radianos

Voce sabe tudo sobre graus.Vocé sabe como sao angulos de 45° e de 90°:
VOCE sabe que meia volta significa uma volta de 180° e que voltando até
onde vocé comecou € uma volta de 360°.

Mas graus nao € a (inica maneira de medir angulos.Vocé também pode
usar radianos. Graus e radianos sao apenas duas maneiras diferentes
de medir @ngulos, como polegadas e centimetros sao duas maneciras de
medir o comprimenlo.

| A medida em radiano de um angulo é o comprimento do arco ao longo

da circunferéncia do circulo unitéario cortado pelo angulo.

Olhe para o @ngulo de 30° no quadrante I na Figura 6:3.Vocé vé a secao
em negrito da circunferéncia do circulo que é cortada por esse angulo?
Visto que o circulo todo tem 360°,0 angulo de 30° é um doze avos do
circulo.Entao o comprimento do arco em negrito é um doze avos da
circunferéncia do circulo. A circunferéncia é dada pela f6rmula C= 2nr.
Esse circulo tem um raio igual a 1,entao sua circunferéncia é igual a 2r.
Posto que o arco em negrito seja um doze avos disso, seu comprimento é
% que € a medida em radiano do dngulo de 30°.

A circunferéncia do circulo trigonométrico de 2 torna mais facil se
lembrar que 360° é igual a 2x radianos. Metade da circunferéncia tem uma
medida igual a mr,entao 180° é igual a 7 radianos.

Se voce focar no fato de que 180° é igual a & radianos, outros angulos

serao faceis:
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+ 90° € metade de 180° entao 90° é igual a metade de n,0u % radianos.
4~ 60° € um tergo de 180°,entao 60° € igual a um tergo de m,0u % radianos.
1 45° & um quarto de 180°,entao 45° € igual a um quarto de ,ou % radianos.

-+~ 30° € um sexto de 180°,entao 307 é igual a um sexto de m,0u % radianos.

Q,%E—‘SE o : _
3‘5 &\ Aqui estao as [Ormulas para converter de graus para radianos e vice versa.

1~ Para transformar de graus para radianos, multiplique a medida do
T

angulo por 180°

1~ Para transformar de radianos para graus, multiplique a medida do
o

angulo por

Por sinal,a palavra radiano vemn de raio.Olhe a Figura 6-3 novamente.Um
angulo medindo 1 radiano (mais ou menos 57°) corta um arco ao longo da
circunferéncia desse circulo de mesma medida do raio do circulo. Isso é
verdade nao apenas para circulos unitarios, mas para circulos de qualquer
tamanho. Em outras palavras, pegue o raio de qualquer circulo, coloque-o ao
longo da circunferéncia do circulo,e esse arco cria um dngulo de 1 radiano.

Nesse ou em qualquer outro livro de célculo, algumas problemas usam
graus e outros usam radianos, mas radianos é a unidade preferivel. Se um
problema nao especificar a unidade, faca o problema em radianos.

Querida, en encolhi a hipotenusa

Olhe novamente o circulo unitario na Figura 6-3.Viu o triangulo de 30°-
60° - 90° no quadrante I? E a mesma figura, porém metade do tamanho do
triangulo da Figura 6-2. Cada um dos seus lados € igual a metade do da
Figura 6-2.Visto que a hipotenusa tem agora uma medida de 1,e porque

quando H é 1,% ¢ igual a O, 0 seno do d@ngulo de 30°, que é igual a %

termina se igualando a medida do lado oposto. O lado oposto ¢ igual a%

.entao isso € o seno de 30°. Note que a medida do lado oposto é a mesma
que a coordenada y do ponto ("2—'3 % .Se vocé descobre o cosseno de 30°

R

nesse triangulo, ele acaba se igualando & medida do lado adjacente, que é
N3 1

2”2
para o sen 30° e cos 30° sdo 0s mesmos que os dados pelo tridngulo de

0 mesmo que a coordenada x do ponto ( ~).N0te que esses valores
30% 607 - 90° na Figura 6-2.1sso mostra a vocg,a propésito, que encolhendo
um triangulo retangulo (ou aumentando) nao tem efeito nos valores

trigonométricos para os angulos no tridngulo.
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Agora olhe para o triangulo de 30°- 60° - 90° no quadrante 1l na Figura:

6-3.Visto que € do mesmo tamanho que o triangulo de 30°- 60° - 90°

¥3 1
)
quadrante I toca o circulo no ponto que esta do outro lado e é simétrico

i
""93 rl) .As coordenadas do ponto no quadrante Il sao (._ %

no quadrante I, que toca o circulo no ponto ( .0 tnangulo no
ao ponto (
; l),Mas lembre-se que os angulos no circulo unitario sao todos medidos
a partir do eixo x,assim a hipotenusa desse triangulo indica um angulo

de 150° e esse € o angulo,e nao 30°,associado com o ponto |— "'23, i) 0
3
\

cosseno de 1507 é

S, 1 1

150° é igual a coordenada v, =

O lado terminal de um angulo no circulo unitario toca o circulo em um
ponto cuja coordenada x € o cosseno do dngulo e cuja coordenada y

¢ o seno do angulo. Aqui estd um mnemonico: x e y estao em ordem

alfabética assim como estdo o cosseno e o seno.

Colocando tudo junto

Olhe a Figura 64.Agora que voceé sabe tudo sobre o triangulo de 45 45°
-90°,voce pode facilmente resolver — ou acreditar no que eu digo -~ que um
U‘lanqulo de 45°- 45°- 90" no quadrante | toca o circulo unitario no ponto

(“;2 1‘22 ) E se voce vira o triangulo de 30°60°90° no quadrante [,vocé tem

P
um angulo de 60° que toca o circulo no ponto ; 1‘23 .Esse ponto tern as
mesmas coordenadas que as do dngulo de 30°, mas invertidas.

4
A
L 1_ \3]
\ (2
2, 2
1 / (1@ l)
s ] T %2
Figura 6-4:
(Quadrante o /
| do circulo 5
trigonométrico :
com trés Sﬂg'i b
angulos e suas -~ - L S
coordenadas. v JZ—
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b

Para evitar misturar 0s nimeros

aquecendo com os pré-requisitos do calculo

Toda vez que voce desenhar um triangulo retangulo no circulo unitario,
coloque o angulo agudo,que sera o imput das fungdes trigonométricas,
na origem - ou seja, (0,0) — e depois coloque o angulo reto no eixo x -
nunca no eixo y.

% w -3?5 ao lidar com um angulo de 30° ou

=

L
com um angulo de 60°,note que % éiguala 0,5 e que 323 € igual a mais

&=

ou menos 0,87. Entao, devido ao fato de um angulo de 30° tocar o circulo

mais para a direita do que para cima,a coordenada x dever ser maior que a

coordenada y.Assim, o ponlo deve ser (

=
V3 ,%),e nao o contrario.

Agora para todo o processo.Por causa da simetria nos quatro quadrantes,

o0s trés pontos no quadrante [ na Figura 64 tem equivalentes nos outros lrés
quadrantes, dando a vocé 12 pontos conhecidos. Some a esses os quatro
pontos nos eixos, (1,0),(0,1),(-1,0),e (0,1),e voceé tem um total de 16 pontos,
cada um com um angulo correspondente, como mostrado na Figura 6-5.

Figura 6-5:
0 circulo
unitario com
16 dngulos

a suas

coordenadas.
=S |

{0, 1)

V3 _1

A

|

V3

¢ (0,-1) (% 2

Esses 16 pares de coordenadas te dao automaticamente 0 CoOsseno € o seno

sen ¢
dos 16 dngulos. E devido ao fato de tg #="_5-"7, voce€ pode obler a

tangente desses 16 angulos dividindo a coordenada y do angulo pela
coordenada x do mesmo (Note que a tg Ztambém € igual a inclinacao
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do lado terminal do angulo). Finalmente, vocé pode encontrar a co-
secante,secanle, e co-tangente dos 16 angulos porque essas fungdes
trigonomeétricas sao apenas 0s reciprocos do seno, cosseno, e tangente.
Agora vocé tem, na ponta dos seus dedos — ok, talvez eu esteja

exagerando — a resposta para 96 questoes trigonométricas.

O Saber os valores trigonomeétricos para o circulo unitario é muito

_importante em calculo. Entao fagca um teste com vocé mesmo. Comece
memorizando os triangulos de 45°% 45°- 90° e de 30° 60°- 90°. Depois
imagine como esses triangulos cabem dentro dos quatro quadrantes do
circulo unitério. Use a simetria dos quadrantes como ajuda. Com alguma
pratica, voce pode produzir os valores pra as seis fungdes trigonométricas
dos 16 @ngulos na sua cabeca.Tente fazer isso com radianos e também
com graus. Isso vai aumentar o seu total para 192 fatos trigonométricos!
Rapido — qual € a secante de 210°, e qual é o cossenao de 277 Aqui estao as

23, 1 )
3

respostas (sem olhar):— 5

Desenhando o grdfico do seno,
cosseno e da tangente

A Figura 6-6 mostra os graficos do seno, cosseno e da tangente, os quais
vocé pode, naturalmente, produzir em uma calculadora gréfica.

O seno,cosseno e a langente — e seus reciprocos, co-secante, secante e co-
tangente — sao fungoes periodicas, o que significa que seus graficos contém
uma forma basica que se repete indefinidamente para a esquerda e para a
direita. O periodo desse tipo de fungao é o comprimento de um de seus ciclos.

__24

¥

¥=senx

A f
/ | s
}'. [ E x

y=cosx | 45 @ 80 270

|iesmsr o~ rey=ta] H
Figura 6-6: 1 : :
Os gréficos \ Ly :

Y ¥ Y

das fungdes a0 o) 180 ’///,
seno, ; =N Assintota
COSSeno e gl

tangente.
| B e ol |
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Se vocé conhece o circulo unitario,vocé pode facilmente reproduzir esses trés
graficos manualmente. Primeiro, note que os graficos do seno e do cosseno
tém a mesma forma — cosseno € 0 mesmo que seno.apenas deslize em 90°
para a esquerda.Também, note que sua forma de onda simples vai até 1 e até
-1 e segue para esquerda e para direita eternamente, se repetindo a cada 360°.
Esse € o periodo de ambas as funcoes, 360° (Nao € coincidéncia, por sinal,
que 360" e também uma volta ao redor do circulo).O circulo unitario diz a
voce que sen 0°=0,sen 90° = 1,sen 180° =0,sen 270° =—1.e que o sen 360° =
0.Se vocé comecga com esses cinco pontos, vocé pode eshocar um circulo.O
ciclo entao se repete para a esquerda e para a direita.Vocg pode usar o circulo
unitario da mesma maneira para esbocar a funcao cosseno.

Note na Figura 6-6 que o periodo da funcao tangente é 180°.Se vocé se
lembrar disso e do padrao basico de repetir o formato em S para iras,
esbogar nao é tao dificil. Devido ao fato de atg 6 = —;— voce pode usar o
circulo unitario para determinar que a tg (—45%) =—1,tg 0°=0 e tg 45° = 1.Iss0
da a vocé os pontos (-45°-1),(0,0),e (45°,1).Visto que a tg (-90°) e a tg 90°
sao indefinidas (X nesses pontos te ddo um zero no denorminador), vocé
desenha assinfotas em -90° e 90°.

Qﬁg’“ﬁ-sf

u/'ﬁ ﬁ‘ Uma assintota € uma linha imaginaria com a qual a curva vai se

aproximando cada vez mais, mas nunca toca.

As duas assintotas em -90° e em 90° e os trés pontos em (45°-1), (0,0),e
(45°,1) mostram a vocé onde eshocar um S para tras. Os formatos em S se
repetem a cada 180° para a esquerda e para a direita.

Funcdes trigonométricas inversas

Uma funcao trigonométrica inversa,assim como qualquer funcao inversa,

inverte o que a funcao original faz. Por exemplo, sen 30° =u1_, entao a fungao

inversa do seno — escrita como sen™ — inverte a entrada e a saida. Assim, sen™

% =30° Isso funcicna da mesma maneira para as funcoes trigonomeétricas.

& BO! O nimero 1 negativo sobrescrito na fungao inversa do seno ndo é uma
é"}f \ poténcia negativa,apesar de o fato de se parecer com isso.Elevar algo a
[ ' ) poténcia -1 lhe da o reciproco,entao voce talvez pense quesen”' xé o
\\!/ reciproco do sen x, mas o reciproco do seno € a cosecante, e ndo o inverso
do seno.Voce pode pensar que eles poderiam ter sugerido uma maneira
menos conlusa de indicar o inverso de uma fungao Va entender.
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O anico truque com funcdes trigonométricas inversas € memorizar seus
intervalos — ou seja, o intervalo das suas entradas. Devido ao fato de sen
300 = L esen 150°= % nao ha como saber se o sen™ % é igual a 30° ou
a 150° a nao ser que voce saiba como o intervalo das entradas ¢ definido.
E lembre-se, para que algo seja uma funcao, nao pode haver nenhum
mistério sobre a entrada de uma dada saida.Se voce reflete a funcao seno
sabre a linha y = x para criar o seu inverso, vocé tem uma onda vertical
que nao € uma fungao porgue nao passa no teste da linha vertical. (Veja

a definicao do teste da linha vertical no Capitulo 5). Para tornar o inverso
do seno uma func¢ao, vocé tem que pegar um pequeno pedago da onda

vertical que passa pelo teste da linha vertical. Aqui estao os intervalos:

O intervalo do sen-! x é (ﬁ %;3] ou [-90°,90°]
J

O intervalo do cos™ x & [0,7] ou [0°, 180°]

Qintervalodalg’ xé [— %%} ou [-90°,90°]

O intervalo da cotg™ x é [0,7] ou [0°,180°]

Note o padrao: o intervalo do sen™' x € o mesmo da tg"' x ,e o intervalo
do cos™ x é o mesmo da cotg™ x.

Acredite se quiser, mas os autores de calculo nao concordam com o
intervalo para as funcoes do inverso da secante e da co-secante.Vocé
pensou que eles concordavam sobre isso assim como concordam

com quase completamente todo o resto em matematica.Tolice. Use os
intervalos dados no seu livro em particular. Se voceé nao tem um livro,use o
intervalo do sen™ x para o seu primo cosec™ x, e use o intervalo do cos™
x para sec™! x (Por sinal,eu nao me refiro a cosec™ x como o reciproco

do sen™ x porque nao € o seu reciproco — mesmo (ue cosec x seja o
reciproco de sen x.0 mesmo para cos™ x e sec™ x).

ldentificando com identidades
trigonomeétricas

Vocé se lembra das identidades trigonométricas sen” x + sen“x=1e
sen 2x = 2sen x cos x7 Diga a verdade agora — a maioria das pessoas
se lembra das identidades trigonométricas assim como se lembra dos
presidentes do século dezenove. Elas sao uteis no calculo,entao uma
lista de outras identidades Gteis estd na folha de consulta.
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|| Ronny finha o tamanho e a velocidade, mas | |
- || ndo sabia nada sobre gréficos de equagdes \
- |l quadréticas para jogar um 6timo futebol
- ||americano

| ( Ok-imaginem um sistema

- cartesiano. Ronny, vocé é
x* + 2%+ 3; Doug, vocé é
ax? + bx +c...




Nesta parte...

matematica dos limites fundamenta todo o calculo. De
certa forma hmltes nos perm' al_nplta “um graﬁce




Capitulo 7
Limites e continuidade

Neste capitulo
- Dando uma o[hada em limites

Avaliando fungées com intervalos abertos — quebrando as bolas de naftalina

Explorando a continuidade e a descontinuidade (desprezar a continuidade é

extremamente proibido)

imites sao fundamentais para o calculo diferencial e integral. A

defini¢ao formal de uma derivada envolve limite assim como a
defini¢ao de uma integral definida (Se vocé é realmente uma pessoa
empreendedora e nao pode esperar para ler as defini¢oes reais, dé uma
olhada nos Capitulos 9 e 13). Agora, constata-se que depois de vocé
aprender os atalhos para calcular derivadas e integrais, voc@ nao vai mais
precisar usar os métodos de limite longos. Mas entender a matematica
dos limites € todavia, importante porque forma a base na qual a vasta
arquitetura do célculo esta construida (Ok, entdo eu exagerei um pouco).
Nesse capitulo, eu mostro a base para diferenciacio e integracao ao
explorar limites e o topico intimamente relacionado, continuidade.

Leve ao limite — NAQ

o nﬁic{,(a

2 ._
f-?.?m 09

Limites podem ser complicados. Mas nao se preocupe se voce nao
compreender o conceito de uma vez.

Olimite de uma funcao (se ele existir) para algum valor de x,a,€ a altura da
qual a funcao cada vez mais se aproxima a medida que x se aproxima de

| Dela esquerda e pela direita.

Entendeu? Vocé esta brincando! Deixe-me dizer de outra maneira. Uma
fungao tem um limite para um dado valor de xse a fungao zera em algum
porito a medida que x se aproxima ao dado valor pela esquerda e pela direita.
Isso ajudou? Eu achei que ndo.E muito mais facil entender limites através de
exemplos do que através dessa bobagem, entao dé uma olhada em alguns.
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T
Figura7-1: 0
graficode f
(x)=3x+1.
j e — s |

Usando trés funcies para
ilustrar 0 mesmo limite

Considere a funcao f(x) = 3x + 1 na Figura 7-1. Quando nés dizemos que o
limite de /{x) quando x se aproxima de 2 & 7,escrito como Imf (x) =7 nés
queremos dizer que a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda ou pela
direita, f(x) se aproxima de uma altura igual a 7. Por sinal,até onde eu sei,

o numero 2 nesse exemplo nao tem um nome formal, mas eu o chamo de
nimero x.Com 0 X em seu nome, vocé nao vai confundi-lo com a resposta
para o problema de limite ou simplesmente limite,ambos se referem a um
valor y ou altura da fungao (7 nesse exemplo).Agora,olhe a Tabela 7-1.

¥
X

[ I R~ L B = B B == S o =
N \ | i | | h :
t t | | { t

—
A

AR

Tabela 7-1s Valores de entrada e saidade f (x)=3x+1a
medida que x se aproxima de 2

X se aproxima de 2 X se aproxima de 2
pela esquerda pela direita

x| 1 15]19]199/1.99 [2001/201] 21|25/ 3
x| 4 | 556764976997 {7.003/7,03] 73| 85| 10

Y
M

y se aproxima de 7 y se aproxima de 7

A partir da Tabela 7-1,vacé pode ver que y estd cada vez mais perto de 7 em
ambos os lados.Se voce estiver pensando sobre porque todo o alvoroco —
porque nao colocar o namero 2 no lugar de x e obter ua resposta igual a

7 —eu tenho certeza que voceé tem muita companhia.Alias,se todas as funcoes
fossem continuas {sem descontinuidades,sem “quebras™) como a da Figura
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i e |
Figura 7-2;

0 grafico de
g(x), que é
flx)como
ponto (2,7)
movido para

{2,5).
S as)

7-1,voce poderia apenas colocar o niimero x para ter a resposta, e nio haveria
necessidade desse tipo de problema sobre limite. Nés precisamos de limites
em calculo por causa das importantes fungdes que tém buracos.

A fungao na Figura 7-2 é idéntica a fungio na Figura 7-1 exceto pelo
buraco no ponto (2,7) e o ponto em (2,5).

Na verdade, essa funcao, g(x), nunca apareceria em um problema de
calculo simples — Eu apenas uso para ilustrar como os limites funcionam
(Continue lendo, eu tenho mais coisas essenciais para mostrar antes de
VOCE ver porque eu as coloquei aqui).

As funcdes importantes sao as fungées como as da Figura 7-3,que aparecem
com freqii€ncia no estudo das derivadas.A terceira funcio, fi(x),é idéntica a
fix) exceto pelo fato de o ponto (2,7) ter sido arrancado, deixando um buraco
em (2,7) e nenhum outro ponto onde x seja igual a 2.

e LA LRERLILLER AN WOEAAINLS

e 1(x).Vocé pode ver que os valores seriam idénticos aos valores na Tabela
7-1 para f(x)? Tanto para g(x) como para h(x),4 medida que x se aproxima
de 2 pela esquerda e pela direita, y se aproxima cada vez mais de uma
altura igual a 7. Para todas as trés fungoes, o limite 4 medida que x se
aproxima de 2 € 7.Isso nos leva a um ponto critico: quando determinamos
o limite de uma fun¢ao a medida que x se aproxima, digamos que de

2,0 valor de f(2) - ou mesmo se f(2) realmente existe — & totalmente
irrelevante. D& uma olhada nas trés fungdes novamente na Figura 7-4.

Imagine que a tabela de valores de entrada e saida seja parecida para g(x)

¥
A
9__
8_
?‘4
E__
5-- ]
q_.
3..
271/
l/{
- ; | : } } X
-1 1 2 3 4 5§
0+
1 5
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==
Figura 7-3:

0 grafico

de f(x): a
fungdo f(x)

COm Ut =

buraco em
(2,7).

ot CALey,

CRITY
,\a v _7..‘5'0

:nu.ﬁ'.l'

= e
Figura 7-4:
Os gréaficos
de f(x),

g(x), & h(x).
= S ]

-1/ 1 alegl e

Considere as trés funcdes onde x = 2:f(2) éiguala 7,8(2) € 5,e

h(2) nao existe (ou,como os matematicos dizem, ¢ indefinida). Mas
quando vocé esta calculando o limite dessas fungoes a medida que x
se aproxima de 2,0 que realmente acontece em x = 2 € irrelevante.”E
se em x = 2 a funcao fizer assim e assado?” voce talvez pergunte. Nao
importa — nao ha se, e, ou, mas.

Em um problema sobre limite, x se aproxima cada vez mais do ndmero x,
mas nunca chega ld,e o que acontece com a funcao quando x € igual ao

| nimero x ndo lem efeito na resposta do problema sobre limite (embora

para funcoes continuas como f(x),0 valor da funcao € igual ao limite e
pode ser usado para calcular o limite).

-
-
=

T

=

fix) fix)

] [ 5 TR = ] [=r] | [==] [1=]
: f 1 4 i L f 4
T T 1 t

(] (%] = (23] [=r] = [==] =}
5 f A . L .
t I T T il 1 T

—
Y
LS
h
-..L_‘_-:
Y
43
'-...___:"

g ' + r + - - : ~£—i + t ¥ t
—i/ JryS =y -1/ TR B a 102 (g
-1_ - _‘l-- 'l"

r v &
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Andando de lado com limites laterais

Limites laterais funcionam como limites bilaterais regulares com
excecao do x s¢ aproximar do niimerc x apenas pela esquerda ou pela
direita. O objetivo mais importante para esses tipos de limites é que eles
sao usados na definigao formal de um limite regular (veja o préximo
tépico sobre definicao formal de um limite).

Para indicar um limite lateral, vocé coloca um pequeno sinal de
subtrag¢ao sobrescrito no nimero x quando x se aproxima do nimero

X pela esquerda ou um sinal de adicao sobrescrito quando o x se
aproxima do nimero x pela direita. Dessa maneira:

imf(x) ou limg (x)

Olhe a Figura 7-5.A resposta para um problema sobre limite regular,

limp (x)z ¢ que o limite nao existe porque x se aproxima de 3 pela
esquerda e pela direita, p(x) néo tende a zero em nenhum ponto.

No entanto,ambos os limites laterais existem.A medida que x se aproxima
de 3 pela esquerda, os zeros de p(x) estdo a uma altura igual a 6,e quando
x se aproxima de 3 pela direila, 0s zeros de p(x) estdo a uma altura igual a 2.
Assim como os limites regulares, o valor de p(3) nao tem efeito na resposta
de nenhum desses problemas de limites laterais, Assim,

limp (x) =6 ou limp (x) =2

e 1
Figura 7-5: /_\
plx): uma 2T 0\

ilustracao = I:::rs__..é....—x
de um limite i \

lateral. i
o= e ey

Uma fung¢éo do tipo p(x) na Figura 7-5 é chamada de funcao definida
por partes porque tem pedagos separados. Cada pedago de uma funcao
definida por partes tem sua prépria equagao — como, por exemplo, a
funcao de trés pedacos a seguir:

X para  x<1
y={3x-2 para 1l<x<10
x+5 para  x>10

Algumas vezes um pedaco de uma funcao definida por partes se conecta
com o pedago vizinho, e nesse caso a funcao é continua nesse pedaco.

E algumas vezes, assim como p(x), um pedaco nao se conecta com o
pedago adjacente — isso resulta em uma descontinuidade.
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A definicao formal de limite —
0 que Vocé estava esperando

Agora que vocé sabe sobre limites laterais, eu posso dar a voc€ a defini¢ao
matematica de um limite. Aqui vai:

Definicao de limite: Deixe que fseja uma fungao e deixe que a seja um
nimero real.

limf (x) existe se, e somente se

1.limf (x) existir

xevd

2.limf (x) existir

r—a

3. limf (x) = limf (x)

r=a 3k 0

Livros de calculo sempre apresentarm isso como um teste de trés partes para
a existéncia de um limite, mas a condicao 3 € a tinica que Voce precisa se
preocupar porque 1 e 2 estdo inseridas na 3.Apenas lembre que vocé nao
pode satisfazer a condicao 3 se o lado esquerdo ¢ o direito da equacao forem
ambos indefinidos ou inexistentes; em outras palavras,ndo € verdade que
indefinido = indefinido ou que inexistente = inexistente. Desde que voce
tenha entendido isso,a condicao 3 é tudo o que voce precisa verificar.

5 Quando nés dizemos que um limite existe, isso significa que o limite

é igual a um nimero finito. Alguns limites sao iguais ao infinito ou ao
infinito negativo, mas vocé, no entanto, diz que eles ndo existem. Isso
pode parecer estranho, mas leve o que eu digo em consideragao (Mais
sobre limites infinitos no proximo topico).

Limites infinitos e assintotas verticais

(x+2) (x—5)
x-3)(x+1)

ponto x =3 e x=—1.Vocé se lembra das assintotas? Elas sao linhas imaginarias

tem assiniotas verticais no

Uma fungao racional como f (x) =

das quais uma funcao se aproxima cada vez mais a medida que sobe,desce,

val para a esquerda,ou para a direita em direcdo ao infinito.Veja a Figura 7.

Considere o limite da funcdo na Figura 7-6 & medida que x se aproxima
de 3.A medida que x se aproxima de 3 pela esquerda, f(x) sobre para
;¢ & medida que x se aproxima de 3 pela direita, f(x) desce para —ee.
Algumas vezes é informativo indicar isso escrevendo,
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o grafico de
J = (x+2){x-5)
 (x=3)er1)
. Assintots
,ﬁ.ss:rymt_as horizontal
Verticais

Figura 7-6:
Uma fungéo
racional tipica,
ErEEssermge]

Mas também ¢ correto dizer que ambos os limites acima ndo existem porque
o infinito nao € um nimero real. Se pedirem a vocé para determinar um limite
bi-lateral regular imf (x) ,voc@ nao lem escolha a nao ser dizer que cle néc
exisle porque os limites da esquerda e da direita sao desiguais.

Limites no infinito — bem distantes, cara!

Até agora eu olhei para limites onde o x se aproxima de um niimero finito
e regular. Mas x também pode se aproximar de « ou —ee, Limites no infinito

existemn quando a funcado tem uma assintota horizontal. Por exemplo, a
(x+2) (x-5)

x-3)(x+1)°
em y = 1,no qual a fun¢ao se move & medida que segue na dire¢do do =

tem uma assintota horizontal

funcao na Figura 7-6,f (x) =

para a direita e —eo para a esquerda (Indo para a esquerda, a funcéo cruza
a assintota horizontal em x = -7 e depois vai gradualmente descendo em
dire¢do a assintota). Os limites sao iguais a altura da assintota horizontal e

escritos como:

limf (x) _ {

X e I}E{l‘f {:x) = 1

Vocé vera mais sobre limites no infinito no Capitulo 8.
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Caleculando a velocidade
instantdnea usando limites

Se vocé estava cochilando até agora, ACORDE! O problema a seguir,
que eventualmente se torna um exemplo de problema sobre limite (eu
prometo), traz vocé para o ponto inicial do calculo propriamente dito.
Digamos que vocé e o seu gato que adora calculo estejam passeando
um dia e vocé decida soltar uma bola da sua janela do segundo andar.
Aqui esta a férmula que te diz a altura da bola depois de passados
alguns segundos (ignorando a resisténcia do ar):

h (f) =H¢

(onde h é a altura da qual a bola caiu,em metros, e £ € o valor do
tempo desde que a bola foi jogada, em segundos)

Se vocé colocar 1 no lugar de t,h € 5;entao a bola cai 5 metros durante

o primeiro segundo. Durante os 2 primeiros segundos, ela cai um total

de 5- 22 ou 20 metros, e assim sucessivamente. Agora, e se voce quisesse
determinar a velocidade da bola a exatamente 1 segundo depois que
vocé a jogou? Vocé pode comecar usando essa velha e confidvel [ormula:

\ Disténcia = velocidade - fempo, entao velocidade = distancia/tempo

Usando a formula da velocidade,vocé pode descobrir facilmente a
velocidade média da bola no 2° segundo da sua queda. Devido ao fato de a
bola ter caido 5 metros depois de 1 segundo e um total de 20 metros depois
de 2 segundos, ela caiu 20 — 5,0u 15 metros de £ = Isegunto até t = 2 segundos.
A férmula a seguir lhe da a velocidade média:

distancia total
tempo total

Velocidade média =

_20-5
2]
=il

1
= 15 metros por segundo

Mas essa nao € a resposta que vocé quer porque a bola cai cada vez
mais rapido a medida que ela cai, ¢ vocé quer saber a sua velocidade
a exalamente 1 segundo depois que voce a joga.A bola acelera entre |
e 2 segundos, entao a sua velocidade média de 15 metros por segundo
durante os 2 segundos é certamente mais rapida do que a velocidade
instantanea no final do 1° segundo. Para uma melhor aproximacgao,
calcule a velocidade média entre £ = 1 e t = 1,5 segundos. Depois de 1,5
segundos, a bola caiu 5 - 1,5°, ou 11,25 metros,entao det =1 até t = 1,5,
ela cai 11,25 - 5,0u 6,25 metros. Sua velocidade média € assim:
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11.25—=5
1,5-1

_ 625
05

= 12,5 metros por segundo

Velocidade média =

Se vocé continuar esse processo para lapsos de tempo de um quarto de
segundo, um décimo de segundo, depois um centésimo, milésimo, e dez
milionésimos de um segundo, vocé chega a uma lista de velocidade
média mostrada na Tabela 7-2.

Tabela 7-2 velocidades média a partir de 1s até rsegundos
|
tsegundos | 2 1 % 1% ’ 11—1[.- 111ﬁ 1 T[’;t':i}' T—TD.:JOD
velocidade média .
do1s st tsagondos | 12 125 | 11,25 ‘ 105 | 10,05 | 10,005 | 10,0005

-

A medida que f se aproxima cada vez mais de 1 segundo,a velocidade
meédia aparenta se aproximar cada vez mais de 10 melros por segundo.

Aqui estd a formula que nos usamos para gerar os nimeros na Tabela 7-2.
Ela Ihe dé a velocidade média entre 1 segundo e t segundos.

ol
]
50— L)
(=1
_50-D+1)

-1
=ot+5(t=1)

Velocidade média =

A Figura 7-7 mostra o grafico dessa funcao.

Y
X
a0+
70T
60T
b T
40T f{)=5t+5t(=1)
30+
207
LIS L | 10+
Figura 7-7: *
= < - e T
Afungao da = iy g
velocidade
media |
= s s hioer ) s
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Esse grafico é idéntico ao grafico da linha g (£) = 16f + 16, exceto pelo
buraco em (1,10). Ha um buraco 14 porque se voceé colocar 1 no lugar de !
na funcao da velocidade média, vocé tem

B
Velocidade média = 3 (11_ 1]

0
0

que é indefinido. E-por que vocé obteve %? Porque voce estava tentando
determinar a velocidade média — que é igual a distancia total dividida pelo
fempo decorrido—def=1ai=1.Masdef=1at¢ = 1ndo & ¢ claro,tempo,

e“durante” esse ponto no tempo,a bola nao percorre nenhuma distancia,
Zero metros
zero segundo

entao voce tem como a velocidade médiaentref=lef= 1.

Obviamente, ha um problema aqui.Segure 0 seu chapéu,vocé chegou a um dos
grandes momentos ‘A-hal”no desenvolvimento de cdleulo diferencial.

\ Velocidade instantanea € definida como o limite da velocidade média a
medida que o tempo decorrido se aproxima do zero.

O fato de que o tempo decorrido nunca chega a zero ndo afeta a precisao da
resposta para esse problema sobre limite — a resposta € exatamente 10 mefros
por segundo,a altura do buraco na Figura 7-7.0 que & incrivel sobre limites

é que eles permitem que vocé calcule a velocidade instantanea exata em

um determinado ponto no tempo achando o limite de uma funcao que esta
baseado no tempo decorrido,um periodo entre dois pontos no tempo.

Unindo limites e continuidade

Antes que eu amplie o material incrivelmente maravilhoso sobre limites que
apresentei nas secoes anteriores desse capitulo,eu quero introduzir uma idéia
correlata — continuidade Esse € um conceito super simples — de verdade,
confie em mim. Uma funcao confinua é simplesmente uma fungao sein
intervalos — uma fungao que vocé pode desenhar sem tirar o lapis do papel.
Considere as quatro funcoes na Figura 7-6.

Se uma funcao € ou ndo continua e quase sempre 0bvio.As duas primeiras
funcoes na Figura 7-8 — f{x) e g(x) — nao tem interrupgoes entao elas sao
continuas. As proximas duas — p(x) e g(x) — tém interrupcoes em x=3,
entdo elas nao sao continuas. Pronto, resolvido. Bem, nao realmente. As
duas funcoes com interrupgoes nao sao continuas em todos os lugares,
mas devido ao fato de vocé poder desenhar secoes delas sem tirar o lapis
do papel, vocé pode dizer que partes dessas funcgoes sac continuas. E
algumas vezes a funcao € continua em qualquer lugar que seja definida.
Esse tipo de funcao € descrita como sendo continua sobre todo o seu



oRE-SF
3\‘"

e
Figura 7-8:

Os graficos
de f(x),
g(x), p(x), e
qQx).

Capitulo VII: Limites e continuidade 8 7

dominio, e significa que seu intervalo ou intervalos acontecem em valores
de x onde a funcao € indefinida. A funcao p(x) nao é continua sobre todo
0 seu dominio porque nao € continua em x = 3, que esta no dominio da
funcao. Muitas vezes, o importante é se uma funcao é continua em um
dado valor de x.E ela € a nao ser que haja uma interrupcao naquele x.

Todas as [uncoes polinomiais sao continuas em todas as partes.

g y
3;.
2.-,
i__
-4 t t e } X
gé 1 3 159, .3
1 a4
ki
P y q y

- "".‘l_'_'u__.rﬂi

=
Spak

Todas as fung¢des racionais — uma fungao racional & o quociente de duas

. fungaes polinomiais — sao continuas sobre todo o seu dominio.

Continuidade e limites
normalmente andam juntos

Olhe para x = 3 nas quatro fungdes na Figura 7-8. Considere se cada
fungao é continua nesse ponto e se existe um limite no valor de x.As duas
primeiras, f e g nao teém interrup¢des em x = 3, entéo elas sao continuas
nesse ponto.Ambas as funcoes também tém limites em x = 3,e em ambos
0s casos, 0 limite € igual a altura da funcédo em x = 3, porque o x se
aproxima cada vez mais de 3 pela esquerda e pela direita, y se aproxima
cada vez mais de f(3) e g(3),respectivamente.

As fungoes p e g,por outro lado, nao sao continuas em x = 3 — ou vocé pode
dizer que elas sao descontinuas nesse ponto — e nenhuma tem limite em x
= 3.Para ambas as fungoes, as interrup¢oes em x = 3 nao apenas quebram a



8 8 Parte Ill: Limites

continuidade, mas também fazem com que elas nao tenham limites nesse
ponto porque,a medida que vocé move em dire¢ao a x = 3 pela esquerda ou
pela direita, vocé nao tende a um valor especifico de y.

Entao aqui estd. Continuidade em um valor de x significa que ha um limite
para esse valor de x. Descontinuidade em um valor de x significa que nao ha
limite nesse lugar. Bem, quase. Continue lendo para saber a excecao.

A excecao do intervalo aberto
conta toda a histovia

A excecao do intervalo aberto € a Uinica excecao para a regra que diz que
a continuidade e o limite andam juntos, mas € uma importante excecao.
E,eu tenho que admitir, é um pouco estranho dizer que continuidade

e limite geralmente andam juntos e falar sobre essa excecdo porque a
excecao é o ponto crucial. Quando voce chega aqui,a excecao € mais
importante do que a regra. Considere as duas fungoes na Figura 7-0.

Essas funcoes tém interrupgoes em x = 3 e nao sao obviamente continuas
nesse ponto, mas tém limites & medida que x se aproxima de 3.Em cada
caso,o limite & igual & altura do intervalo aberto.

Um intervalo aberto infinitesimal em uma fungao € o Unico lugar em que
a funcao pode ter um limite onde ndo € continuo.

Entao ambas as funcoes na Figura 7-9 tém os mesmo limite a medida
que x se aproxima de 3;0 limite € 9,e o fato de que r(3) =2 e que s(3) €
indefinido é irrelevante. Para ambas as funcoes,a medida que x tende a 3
pela direita e pela esquerda, a altura da funcao tende a nove na altura do
intervalo aberlo — esse € o limite. Isso tolera repeticéo — e até um icone:

'\ O limite de um intervalo aberto é a altura do mesmo

e s sty i |
Figura 7-9;
Os graficos
der(x)e
s(x).

J= s al ok

y ix) H s{x)
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9 q 4
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{
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/
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2 -2 1




Capitulo VII: Limites e continuidade 8 9

“Isso é 6timo”,vocé deve estar pensando.“Mas por que vocé deveria se
preocupar?”. Bem continue comigo por apenas um minuto. No exemplo
da bola caindo no topico “Calculando a velocidade instantanea usando

limites” no comeco do capitulo, eu tentei calcular a velocidade média
zero metros

] 0 : ) ‘ zero segundo
Devido ao fato de 0 ser indefinido, o resultado foi um intervalo aberto

durante o intervalo de tempo igual a zero. Isso me deu

na funcao. Intervalos abertos nas funcées freqiientemente vémn da
impossibilidade de dividir zero por zero. E nessas funcoes que o processo
do limite € critico, e esses tipos de funcées sao o coragao do significado de

uma derivada. e a derivada é o coracao do calculo diferencial.

Uma derivada sempre envolve a fracao indefinida % e sempre envolve
o limite de uma fungao com um intervalo aberto (Se vocé esta curioso,
todos os limites do Capitulo 9 — onde a derivada é formalmente definida —

sao limites de fungoes com intervalos abertos).

Descobrindo a bobagem
matemdtica da continuidade

Tudo que vocé precisa saber para enfender plenamente a idéia de
continuidade € que a continuidade de uma funcao em um dado valor de x
significa que nao ha intervalo nesse valor. No entanto, visto que vocé pode ser
testado na definicao formal a seguir,eu suponho que vocé va querer saber,

Definicao de continuidade: Uma funcao f(x) é continua em um ponto x
| = a se as trés condi¢des a seguir forem satisfeitas:

1. f{a) é definido,

9 imf (2) existe, e

3.(a) =10V (),

Assim como a definicao formal de limite, a definicio de continuidade
estd sempre presente como um teste de 3 partes, mas a condicao 3 é a
unica com a qual vocé precisa se preocupar porque as condicoes 1 e 2
estao inseridas na 3.Voc€ deve se lembrar, no entanto, que a condicio
3 ndo é satisfeita quando tanto o lado esquerdo como o lado direito da
equacao forem indefinidos ou inexistentes.
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0 mneménico 33333 do limite’

Aqui esta um 6timo dispositivo de memadria que coloca um bocado de
informagao junta em uma tacada de mestre.Isso talvez pareca forcado ou
bobo,mas com dispositivos mnemonicos, forcado e bobo funcionam. O
rmnemonico 33333 do limite ajuda vocé a se lembrar de duas coisas sobre
limites, duas coisas sobre continuidade e uma coisa sobre derivadas (eu
sei que ainda nao chegamos a derivadas, mas este € o melhor lugar para
apresentar esse mnemonico.Acredite no que eu digo - nada é perfeito).

Primeiro, note que a palavra “limit” tem cinco letras e ha cinco 3s nesse
mnemonico. Depaois, escreva limif com um { mindsculo e tire o traco do“f*
para que ele se torne um “I" = assim:

limil

Agora, 0s dois“"s sdo para limite, os dois “i”s s3o para continuidade (note
que a letra”i"tem um buraco nela, nao sendo, dessa forma, continuo), e o
“m’ ¢ para inclinacao (vocé se lembra de y = mx + b?),que é sobre o que
as derivadas falam (voce vera isso daqui a algumas paginas no Capitulo 9).

Cada uma das cinco letras ajuda vocé a se lembrar de trés coisas —
dessa maneira:

1 imi
333

L =
Ly —

+~ 3 partes para a definicao de um limite:

Veja a defini¢ao de limite no tépico“Definicao formal de limite”.
Lembrando-se que ela tem trés partes que ajudam vocé a lembrar das
partes — confie em mim.

.+~ 3 casos onde o limite nao existe:

- Em uma assintota vertical = chamada de descontimiidade infinita -
como em x = 3 na funcao p na Figura 7-8.

- Pulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcao g na Figura 7-8.

- Com um limite no infinito de uma funcdo oscilante como 1Mf (%)
sen x,onde a fun¢ao sobe e desce para sempre, nunca tendendo
a um valor definido.

| 13 partes para a definicao de continuidade:

Assim como a defini¢ao de limite, lembrar que a definicao de
continuidade tem 3 partes ajuda vocé a lembrar as 3 partes (veja
o topico“Descobrindo a bobagem matemaética da continuidade”
abordado anteriormente no capitulo).
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- »~ 3 tipos de descontinuidade:

- Uma descontinuidade removivel — esse é um termo mais sofisticado

para um intervalo aberto — como 0s intervalos na funcao re s na
Figura 7-9.

- Uma descontinuidade infinita como em X = 3 na funcao p na
Figura 7-8.

- Fulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcao ¢ na Figura 7-8.

1~ 3 casos onde a derivada nao existe:
-(_Eu explico isso no Capitulo 9 — fique calmo)
- Em qualquer tipo de descontinuidade.
* Em um ponto acentuado de uma fung¢ao — chamado de inflexao.

- Em uma tangente vertical (porque a inclinacao € indefinida
nesse lugar).

Bem, ai esla.

Voce provavelmente notou que a outra maneira que esse mnemanico
funciona € que ele lhe da 3 casos onde um limite ndo existe, 3 casos
onde a continuidade nao existe, e 3 casos onde a derivada nao existe.
Santo triplo trio de inexisténcia Batman, isto ainda é outro 3 — 0s 3
topicos do mnemonico: limites, continuidade, e derivadas!

91
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Capitulo 8
Avaliando limites

Neste capitulo
Calculando limites com uma calculadora
Multiplicando conjugados
~ Resolvendo limites com um sanduiche

Encontrando limiles no infinito

Ve |

Capitulo 7 introduziu o conceito de limite. Esse capitulo fala dos

elementos basicos e apresenta muitas técnicas para calcular as
respostas para problemas sobre limites. E enquanto eu suspeito que vocé
esteja extremamente extasiado e totalmente horrorizado pelo material no
Capitulo 7 - e,nao me entenda mal, isso € coisa importante — sao os métodos
de resolugao de problemas nesse capitulo que realmente pagam as contas.

Limites fdceis

Alguns problemas de limites sao muito faceis.Tao faceis que eu nao
preciso tomar seu tempo com comentarios introdutorios desnecessarios
e palavras dispensaveis que ocupam espago e nao fazem nada para
aprofundar o seu conhecimento da matéria — em vez disso, eu posso
apenas dizer o que € importante e lhe dar apenas os fatos criticos e ir
direto ao ponto e comecar a trabalhar e... Ok, vocé esta pronto?

Limites para memovizar

Vocé deve memorizar 0s limites a seguir. Se vocé fracassar em decorar
o0s trés ultimos, voc€ pode perder muito tempo tentando descobri-los.
Leve o que eu digo em consideracao.
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e lime=c

X—ra

y (¥ = ¢ € uma linha horizontal,entdo o limite — que € a altura da funcéo
—deve ser igual a ¢ nao importando o nimero x).
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Peqgue e Leve

Os problemas “pegue e leve” fazem parte da segunda categoria de limites
faceis. Apenas plugue um numero na funcao limite, e se o calculo resultar
€ uImn Namero, essa € a sua resposta. Por exemplo,

hm 210y =1

Esse método funciona pra limites envolvendo funcées continuas

e fungoes que sao continuas sobre todo o seu dominio. Esses sdo
problemas sobre limite bobos, €, para ser sincero, eles nao tém nexo. O
limite € simplesmente o valor da funcao.

jgf*:“‘ \ O método plug-and-chug funciona para qualquer tipo de fun¢ao, incluindo
') funcoes definidas por partes, a n@o ser que haja uma descontinuidade no

\_® nimero x que voce plugou (Veja o Capitulo 7 para uma descricao sobre
N funcoes definidas por partes).
N Se vocé plugar o niimero x em um limite do tipo lim xm e obtiver
qualquer nimero (exceto zero) dividido por zero — como L/ entao

0

vOCe sabe que esse limite nao existe.
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Os “verdadeiros” problemas
sobre limites

Nenhum dos métodos rapidos que eu apresentei no I6pico anterior funciona
para a maioria dos problemas sobre limites.Se vocé plugar o niimero x e o
resultado for indefinido, em geral —— voc@ tem um problema sobre limite
“verdadeiro”- e um pouco de trabalho para fazer. Esse é o foco principal
desse topico. Esses sao os problemas sobre limites interessantes, os que
provavelmente t&m buracos infinitesimais, e 0s que sdo importantes para o
calculo diferencial — vocé vera mais sobre eles no Capitulo 9.

Quando vocé pluga um nimero x e o resultado é indefinido, vocé pode
tentar quatro coisas: sua calculadora, a algebra, fazer um sanduiche de
limite, e a regra de L'H8spital (que sera visla no Capitulo 16).

Descobrindo o limite com
a sua calculadora

.0 método

; st : AT M, oo
Digamos que voce queira avaliar o seguinte limite: lim “x_5 "

plug-and-chug nao funciona porque plugando 5 no lugar de x produz o

resultado indefinido de —0—, Mas assim como a maioria dos problemas sobre

0
limites, vocé pode resolver esse problema na sua calculadora.

Método 1

O primeiro método é pegar um nimero extremamente perto de 5 e plugar
no lugar de x.Se voce tiver uma calculadora como a Texas Instruments
TI-83, digite o seu ndmero, digamos 4,9999, na pagina inicial, pressione o
botao Sto (armazenar), depois o botao x, e por fim o bot‘al)?rEnfer (isso
guarda o niimero em x). Depois introduza a funcao ﬁ*e aperte
Enter.O resultado, 9,9999, é extremamente perto de um niimero inteiro,

10, entao essa € a sua resposta. Em adigéo a isso, armazene 4,999999 em x,
depois suba a barra de rolagem de volla para a fungao teclando 2nd, Enter,
2nd, Enter.Teclando Enter mais uma vez lhe da 9,999999 — muito mais
perto de 10.Se vocé ainda tiver diividas, tente mais um nimero. Armazene
4,99999399 em x, volte para a fungao, e aperte Enter.O resultado, 10,
aparece (O valor da fungdo em 4,99999999 nao é exatamente 10, mas é tio
perto que a caleuladora arredonda para 10). A propésito, se vocé estiver
usando um modelo de calculadora diferente, é bem provavel que vocé .
encontre o mesmo resultado com a mesma técnica ou algo bem parecido.
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AGA

Método 2

0O segundo método usandg uma calculadora é produzir uma tabela

de valores. Digite y :r—__;"— no modo de desenhar graficos na sua
calculadora. Depois vé{;oar@x“conﬁgurar tabela”e digite o nimero do
limite, 5, como o nimero “inicial da tabela”, e digite um nimero pequeno,
digamos 0,01, para ATbl — esse é o tamanho dos incrementos de x na
tabela. Aperte o botao Table para produzir a tabela. Agora suba a barra
de rolagem para que voce veja alguns nimeros menores do que 5,e vOCe
deve ver uma tabela de valores como os da Tabela §-1.

Tabela 8-1 Tabela TI-83 para x;::éS depois de subir a

bharra de rolagem até 4,998

x y
1998 9,998

4,999 9,999

5 erro

5,001 10,001

5,002 10,002

5,003 10,003 5

Devido ao fato de y chegar bem perto de 10 & medida que x se
aproxima de 5 por cima e por baixo, 10 € o limite.

Fssas técnicas em calculadoras sao Gteis por varias de razoes. Sua
calculadora pode lhe dar as respostas para problemas sobre limites

que sao impossiveis de serem feitos algebricamente. E ela pode resolver
problemas sobre limite que voc@ poderia fazer com papel e lapis a menos
que voce esleja confuso. Também, para problemas que voce faz no papel,
vocé pode usar a calculadora para verificar suas respostas. £ mesmo
quando vocé escolhe resolver um limite algebricamente — ou € obrigado a
fazer dessa maneira — é uma boa idéia criar uma tabela como a Tabela &-1
nao apenas para confirmar sua resposta, mas para ver como a funcao se
comporta perto do niimero x.Isso da a vocé uma compreensao numerica
sobre o problema, o que aumenta seu entendimento algébrico.Se vocé
olhar o grafico da funcao na sua calculadora, vocé tem uma terceira
maneira grdfica ou visual de pensar sobre o problema.

Muitos problemas de calculo podem ser feitos algebricamente,
graficarnente e numericamente. Quando possivel,use duas ou trés dessas
abordagens. Cada abordagem dé a voce uma entrada diferente no problema
e aumenta o seu entendimento sobre 0s conceitos relevantes.
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Use os métodos da calculadora para complementar os métodos algébricos,
mas nao confle muito neles. Para comeco de conversa, as técnicas da
calculadora nao vao lhe dar uma resposta exata a nao ser que os niimeros
que a sua calculadora Ihe da estejam se aproximando de um nimero que
voc€ reconhece — como 9,99998 esta perto de 10,0u 0,333332 esta perto

de 1/3; ou talvez vocé reconheca que 1,414211 esta bem perto de v2. Mas

Se a resposia para um prob]ema sobre limites é E:IIU() d[) tl] 10 ]',_ VOCE
2 v 3
e apm\unddameme

provavelmente nao vai reconhecer isso, O nimero !—

1gual a 0,288675. Quando vocé vé niimeros na sua tabe?a perto desse

decimal, vocé nao vai reconhecer lr- como o limite — a ndo ser que vocé

seja um Arquimedes,um Gauss, ou um Ramanujan (membros da Galeria
da Fama da matematica). No entanto, mesmo quando vocé nao reconhece
a resposla exata nesses casos, vocé ainda pode descobrir uma resposta
aproximada, na forma decimal, para a questao do limite.

A segunda limitacao da calculadora é que ela nao vai funcionar com

- * -3 @5 . 1 * - - -
algumas funcoes peculiares como }rlm =5 -sin (x_f:-) Esse limite é igual
a Zero,mas voce nao pode achar essa resposta com a sua calculadora.

A proposito, mesmo quando o método da calculadora funciona, as
calculadoras podem fazer algumas coisas esquisitas de tempos em
tempos. Por exemplo, se vocé esti resolvendo um problema sobre limite
onde x se aproxima de 3, e vocé coloca nimeros na sua calculadora
que sao muito perto de 3 (como 3,0000000001), vocé pode chegar bem
perto do alcance decimal maximo da calculadora. Isso pode resultar
em respostas que se distanciam da resposta do limite, mesmo quando
vocé coloca nimeros cada vez mais perto do nimero x.

A moral da histéria é que voce deve pensar na sua calculadora como
uma das muitas ferramentas a sua disposicao para resolver limites — e nao
como uma substituta para as técnicas algébricas.

Resolvendo problemas sobre limite
com a dlgebra

Voce usa duas técnicas algébricas importantes para problemas “reais”sobre
limite: fatoracao e multiplica¢ao conjugada. Eu agrego outras técnicas da
algebra na se¢do ‘Algebra diversa” Todos os métodos algébricos envolvem

a mesma idéia basica. Quando a substiluicdo ndo funciona na funcao
original — geralmente por causa do intervalo aberto na fungiio — vocé pode
usar a algebra para manipular a fungao até que a substituicdo funcione (ela
funciona porque a manipulagao tampa o intervalo aberto).

Se divertindo com a fatoragio
Aqui esta um exemplo. Avalie hm =25 .0 mesmo problema que vocé fez

xX-23
com uma calculadora no tépico anterior.

Capitulo VII: Avaliando limites 9 7
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1. Tente plugar 5 no lugar de x - vocé deve sempre tentar primeiro
a substituicao.

Voceé obtém %— nao é bom, va para o plano B.

2. x* — 25 pode ser fatorado, entao faca isso.

lim X =25
X=r3 x_5

-5) 5
N {(x—5)(x+5)

h
= x5 I_S

3. Cancelé o (x - 5) do numerador e do denominador.
hm e . 5
4. Agora a substituicao vai funcionar.
=5+D
=10
Entéo,_!ijp _x“_—_%f'_ =10, confirmando a resposta da calculadora.
A propésitoj(a_hmgéo que voce obteve depois de cancelar o (x—5),a saber, (x
+5),€ idéntica a funcao oﬁginal,ui, exceto pelo fato de o intervalo aberto

xX=5
na funcao original em (5,10) ter sido plugado.E note que o limite a medida

que x se aproxima de 5 é 10,que € a altura do intervalo aberto em (5,10).

Multiplicacdo conjugada — Néo, isso néo tem

nada a ver com produgéo

Tente esse método para funcoes racionais que contenham raizes
quadradas. A multiplicacao conjugada racionaliza o numerador ou o

denominador de uma fracao, o que significa se livrar das raizes quadradas.

Tente esse aqui: Avalie lim —’*’% 4
X -

1. Tente a substituicao.
Insira 0 nimero 4:isso lhe da %— va para o plano B.

2. Multiplique o numerador ¢ o denominador pelo conjugado de Vx —Z.

que é Vx + 2.

Oconjugado de uma expressao de dois termos € a mesma expressao com
a subtracao trocada pela adicao e vice-versa.O produto de conjugados €
sempre igual ao primeiro termo ao quadrado menos o segundo termo ao
quadrado.

Agora faca a racionalizagao.
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lim Nx~=2
R el

_lim__((x)=2?
P (x—DH x+2)
_lim —_(x—4)

7 - DX+ 2)

3. Cancele 0 (x - 4) do numerador e do denominador.

=lim __1
r-xd \’;’-2

4. Agora a substituicao funciona.

. [ =
Entaop, lim M:i,

X —d4 x_ 4 4
Assim como o exemplo da fatoracao, esse processo de racionalizacao
plugou o intervalo aberio na funcao original. Nesse exemplo,4 € o nimero

x,% é a resposta, e a funcao YX=2_tem um intervalo aberto em(ﬂl,%}.

x—4

Algebra diversa

Ao fatorar e fazer a multiplicacao conjugada nao tenha trabalho, tente
outra algebra basica para somar ou subtrair fragoes, multiplicar ou dividir
ﬁagﬁ:es,canc?lar,ouloutra forma de simplificagao. Aqui estda um exemplo:

x+4 4
Avalieim  x

1. Tente a substituicao.

Insira o namero 0:isso lhe da % —nao ¢ bom.

2. Simplifique a fracao complexa (essa é uma fragio grande que
contém pequenas fracoes) multiplicando o numerador e o
denominador pelo menor denominador comum das pequenas
fracoes, a saber, 4(x + 4).

Nota: Somar as pequenas fra¢des no numerador também funcionaria, mas
¢ mais demorado do que o método descrito aqui.
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lim X
X-»i

] 1
(x+4 4) Alx+4)
lim X A+ 4)

= ma={x+d)
=0 dx(x+4)

“lim——X
=0 dx(x+4)
- =3

lim
=0 4(x +4)

3. Agora a substituicao funciona.

e =
40+ 4)

sszaiatl o
16

Esse é o limite.

Faca uma pausa e prepare um
sanduiche de limite

Quando a dlgebra nao funciona, tente fazer um sanduiche de limite.
A melhor maneira de entender o método do sanduiche ou da
espremedura’ ¢ olhando um grafico.Veja a Figura 81.

| S |
Figura 8-1: 0
método do
sanduiche
para resolver
umlimite. A« P S S S T
fungesfeh * 2 2 ‘1_1__ L
S80 0 pdo, e

g é o salame. [
v s =S ]

Olhe as fun¢oes f,g,e h na Figura &-1: g € o sanduiche entre f e h.Se perto
do nimero x — nesse exemplo o niimero 2 — £é sempre maior ou da mesma
altura que g, e g € sempre maior ou da mesma altura que h,e se o lim f(x) =
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lim /2 (x),entdo g(x) deve ter o mesmo limite porque esté sendo espremido
ou apertado entre fe h.O limite de fe h & medida que x se aproxima 2 é 3.
Entéo,3 lambém tem que ser o limite de g.Nao ha nenhum outro lugar pra ir.

Aqui estd outro exemplo: Avalie lim x sen 1
s x

1. Tente a substituicao.

Coloque 0 em x.Isso The da uma sen A _naoeé bom, nao pode dividir

por zerc.Varmos para o plano B.

2. Tente os métodos algébricos ou qualquer outro truque que
vocé tenha na manga.

V& nessa.Vocé nao pode fazer Plano C.
3. Tente a calculadora.

E sempre uma boa idéia ver o que sua calculadora diz mesmo que
esse seja um problema para“mostrar o scu trabalho”. Para desenhar o
grafico dessa funcao, ajuste o modo da sua calculadora para radiano e
a janela para:

xmin=-04
xmax=04
ymin=-0,3
ymax=03

A Figura 8-2 mostra como o grafico se parece:

k.

Figura 8-2: 0
grafico de =
glx) = xsen -1, 3T
" '
o EsTe

Parece que definitivamente o limile de g é zero 3 medida que x se aproxima
de zero pela esquerda e pela direita. Agora, verifique a tabela de valores na sua
calculadora (ajuste o ThiStart para 0 e ATDI para 0,001).A Tabela 82 da alguns
dos valores para a tabela Nota: Mova a barra de rolamento para baixo para ver
todos os ndmeros da Tabela 82 na sua calculadora.
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Tahela 8-2 Tabela de valores para g(x) = x sen %

X | g(x)

0 - erro

001 | 0008269
002 -.000936
003 0009565
004 -.0033882
005 -.004366
006 -.000969
007 -.006975
008 -004928
009 -.008234

Esses numeros se parecem mais ou menos como se estivessem chegando
cada vez mais perto de zero & medida que x se aproxima de zero, mas
eles ndo sao convincentes. Esse tipo de tabela nao funciona tao bem para
funcoes oscilantes como o seno e o cosseno (Note que alguns valores da
func¢éo na tabela, por exemplo — 0.000969 para x = 0.006, estao mais perto
de zero do que outros valores maiores na tabela onde x é menor.Isso € o
oposto do que 0 que Nos qUEremos ver).

Uma melhor maneira de ver que o limite de g € zero € usar o primeiro
método da calculadora que eu mencionei no topico “Descobrindo o
limite com a sua calculadora”. Digite a funcao na tela inicial e insira
sucessivamente os valores de x lislados na Tabela &3 para obter os valores
da funcao correspondentes.

Tahela 8-3 Tabela de valores para g(x) = x sen %

x g(x)

1 -.054

01 -0051

001 00083
.0001 -000031
00001 00000036

Agora vocé pode definitivamente ver que g tende para zero.



A longa e tortuosa estrada

Considere a funcéo, g(x) = x sen l , mostra-
da nas Figuras 8-2 e 8-3 e discutida no topico
sobre fazer um sanduiche de limite. Ela & de-
finida em todo lugar exceto em zero. Se nos
agora a alterarmos um pouco — definindo
que f0) & 0 —nos criamos: uma fungdo com
propriedades bizarras. A funcdo é agora
continua em todo lugar; em outras palavras,
ela ndo tem intervalos abertos. Mas em(0,0),
ela parece contradizer a idéia basica da
continuidade que diz que vocé pode tragar
a fungdo semtirar o lapis do papel.

Imagine comegando em qualguer lugar em
g(x) para a esquerda do eixo y e dirigir ao
longo da estrada tortuosa na origem, (0,0).
Veja isso. Vocé pode comecar sua viagem o
mais perto que voce quiser da origem—ao que
voce acha da largura de um proton longe de
(0,0)—e o comprimento da estrada entre vocé
e (0,0) é infinitarnente longa! 1sso mesmo.
Ela se enrosca para cima e para baixo com
tal fregiiéncia crescente a medida que vocé
se aproxima cada vez mais de (0,0), que a
duracao do seu passeio & na verdade infinita
apesar de o fato de cada “reta” estar ficando
cada vez menor. Nessa longa e tortuosa es-
trada, vocé nunca vai chegar a porta dela.

Essa funcdo alterada € claramente continua
em todos os pontos 0 com a possivel exce-
¢ao do (0,0) - porque é uma estrada tortuosa
calma e conectada. E porque o lim x SPni
=0(veja o topico do sanduiche de Ilmnte para
prava), e porque f{0) é definido como sendo
0, o teste de trés paries para continuidade
em 0 & satisfeito. A fung&o & entao continua
em todo lugar.

Mas me diga, como pode a curva alguma
vez tocar (0,0) ou se conectar a (0,0) pela es-
guerda (ou pela direita)? Supondo que vocé
possa atravessar uma distancia infinita di-
rigindo infinitamente rapido, quando vocé
finalmente passa pela origem, vocé esta em
uma das pernas da rua que estdo para cima
ou uma das pernas que estdo para baixo?
Nenhum dos dois parece possivel porque
nao importa a distdncia que vocé esteja
da origem, vocé tem um nimera infinito de
pernas e um numero infinito de curvas na
sua frente. Ndo ha uma dltima curva antes
de chegar a (0,0). Entdo parece que a fun-
¢Ao ndo pode se conectar a origem e isso,
conseqiientemente, ndo pode ser continuo
nesse [ugar — apesar de a matematica nos
dizer que ela é continua.

Agui esta outra maneira de olhar para isso.
Imagine uma linha vertical desenhada no
topo dafuncao emx = -0.2. Agora deslize va-
garosamente a linha para a direita ao longo
da funcdo até que vocé passe por (0,0). Naa
ha intervalos abertos na funcéo, entdo em
cada instante, a linha vertical cruza a fungao
em algum lugar. Pense no ponto ande a linha
vertical se intercepta com a funcdo. A medi-
da que vocé puxa a linha para a direita, esse
ponto viaja ao longo da fungao, se enros-
cando para cima e para baixo ao longo da
estrada, e, 4 medida que vocé puxa a linha
sobre a origem, o ponto chega e depois pas-
sa (0,0). Agora me diga o seguinte: quando
o ponto atingiu (0,0}, ele estava subindo ou
descendo? Como vocé pode comparar tudo
isso? Eu gostaria de saber.

Coisas como essa realmente bagungam a
sua cabeca.

Capitulo VIll: Avaliando limites 7 03
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4. Agora voce precisa provar o limite matematicamente, mesmo
que voce ja tenha resolvido na calculadora. Para fazer isso, vocé
precisa fazer um sanduiche de limite (Enganei vocé — aposto que
VOCE pensava que o passo 3 era o iltimo passo).

A parte dificil sobre usar o método do sanduiche é produzir as funcoes dos
“‘paes” (As funcoes fe 530 o pao e a g é o salame). Nao ha uma maneira
automatica de fazer isso.Voce temn que pensar sobre o formato da funcdo do
salame, e depois usar o seu conhecimento sobre fungoes e sua imaginacao
para produzir alguns bons prospectos para as fungoes dos paes.

Devido ao fato de a imagem da funcao seno ser do 1 negativo até o 1 positivo,
toda vez que voce multiplicar um niimero pelo seno de alguma coisa, 0
resultado ou fica a mesma distancia de zero ou se aproxima de zero. Assim, x
sen L nunca vai chegar acima de Ixl ou abaixo de lxd.Ento tente desenhar o
gréﬁgo das funcoes f(x) = Ix e A(x) =-Ix junto com g(x) para ver se fe h sao

fungoes de pao adequadas para g.A Figura 83 mostra que elas sao.

NoOs mostramos — apesar de talvez nao ser a satisfacao de um matematico, por
Deus! — que {(x) > g(x) = h(x).E devido ao fato de o limf (x) = limh (x) =0,se
segue que g(x) dever ter o mesmo limite: voila —limg (x) =0.

Figura 8-3: 0
grafico de
f(x) = x|,

h(x)=-|x|eg

(x) =xsen ul
E uma gravé}t’a

borboletal
RN e T

Avaliando limites no infinito

Nos topicos anteriores, eu olhei os limites & medida que x se
aproximava de um namero finito, mas vocé também pode ter limites
onde x se aproxima do infinito ou do infinito negativo. Considere a

funcdo f(x) = -L e dé uma olhada no seu grafico na Figura 8-4.
X
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g

i e i
Figura 8-4:
0 grafico de
)=l

¥
EEe=aEaa

Vocé pode ver no grafico que a medida que x aumenta cada vez mais — em
outras palavras,a medida que x se aproxima do infinito —a altura da funcao
fica cada vez menor,mas nunca chega a zero.Isso € confirmado considerando
0 gue acontece quando voce insere nimeros cada vez maiores em 1 Os
outputs se tornam cada vez menores. Esse grafico dessa forma tem Wha
assintota horizontal de y = 0 (0 eixo x),e nés dizemos que o fi}'ﬂ 1 -0.0fato
de x nunca realmente tocar o infinito e de fnunca chegar a zero ﬁao lem
relevancia. Quando noés dizemos que lim 1= 0,queremos dizer que a medida
que x fica cada vez maior sem fim. fse apr'?:nxjma cada vez mais de zero—f
tende a zero para sempre.A funcao ftambém se aproxima de zero a medida

1

que x se aproxima do infinito negativo,o que & escrito como lim =0,
BT o

Limites no infinito e
assintotas horvizontais

Assintotas horizontais € os hrmites no infinito sempre andam de maos juntas.
Voce nao pode ter um sem o outro.Se voce tem uma funcao racional como

) :%: determinar o limite no infinito ou no infinito negativo é o
X+
mesmo que encontrar o local da assintota horizontal.

Aqui esta o que vocé faz. Primeiro, preste atencao no grau do
numerador {(esse € a maior poténcia para x no numerador) e o grau do
denominador. Agora, vocé tem trés casos:
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1~ Se o grau do numerador for maior do que o grau do denominador,

por exemplo,f(x) = ﬁf—'{'ﬂ-"s‘_? nao ha uma assintota horizontal e o
limite da funcao a megg:;; c?ue x se aproxima do infinito (ou infinito
negativo) nao existe.

~»~ Se o grau do denominador for maior do que o grau do numerador, por

 exemplo,g(x) :_4_’52;?'—,0 eixo x (isto é,a linha y = 0) € a assintola
horizontal e 0 h_.m ggx) =lim g3 = 0.

1~ Se o grau do numerador e do denominador for igual, pegue o
coeficiente da maior poténcia de x no numerador e divida pelo
coeficiente da maior poténcia de x no denominador. Esse quociente
da a resposta para o problema sobre limile e para a altura da assintota.
Por exemplo,se h(x) = 4c—10x+ 1 ,0 ,le h(x) = iz h(x)= _g- eh

5x3+2x —x
temn uma assintota horizontal emy = 4.
5

WMATy . ; . indi i
*'-‘?H Para impressionar seus amigos, aponte o seu dedo indicador para cima,

ﬁ\?;&) levante uma sobrancelha, e diga em tom profissional:"Em uma funcao

2R racional ande o numerador e o denominador t8m graus iguais, 0

%0y limite da funcio a medida que x se aproxima do infinito ou do infinito
negativo € igual ao quociente dos coeficientes dos termos principais.”

=
[ET]
[is]

!
@ A substituicao nao funciona para os problemas desse topico.Se voceé
“'{ tentar inserir = no lugar de x em qualquer uma das funcoes racionais
e nesse tGpico, vocé obtém -, mas isso ndo é igual a 1.Um resultado de

<> n&o te diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Resolvendo problemas no infinito
com uma calculadora

Aqui estd um problema que nao pode ser feito pelo método do topico
anterior porque nio é uma fungao racional: lim (Y + x —x).Mas € muito
facil com uma calculadora. Digite a fungao no modo de graficos, depois va
para table setup e configure ThiStart para 100.000 e ATb! para 100.000.A
Tabela 84 mostra os resultados.



Tabela 8-4 Tabela de valores para y = (Vx? + x — x)
x ¥y
100.000 4999988
T RsE e 200000 | .499999%
300.000 4999996
400.000 4999997
500.000 . 1999998
600.000 . 4999998
700.000 . 4999998
~ 800.000 4999998
900.000 . 4999999

Vocé pode ver que y estd chegando bem perto de 0,5 a medida que x

fica cada vez maior. Entao 0,5 é o limite da funcdo a medida que x se
aproxima do infinito,e hé uma assintota horizontal em y = 0,5.5e vocé tem
alguma duvida sobre o limite ser igual a 0,5, volte para fable sefup e insira
um nimero extremamente grande para ThiStart e para ATbl,digamos,
1.000.000.000, e verifique os resultados da tabela de novo.Tudo que vocé
vé é uma coluna de 0,5s.Esse é o limite (A propdsito, ao contrario das duas
fun¢oes racionais nos topicos anteriores, o limite dessa funcao @ medida
que x se aproxima do infinito negativo nao € igual ao limite a medida

que x se aproxima do infinito: lim (12 + x — x) = = porque quando vocé
coloca — e vOCE tem < + o= que € igual a =°). Mais uma coisa: Assim como
com limites regulares, usar uma calculadora para limites infinitos nao

Ihe da uma resposta exata a nao ser que 0s numeros na tabela estejam se
aproximando de um ndmero que voce reconheca como, por exemplo, 0,5.

A substituicdo nao funciona no problema acima,lim {:\&3 +E—x).Se VOCE
coloca == no lugar de x,voce obtém o= - == que ngo € igual a zero.Um resultado
de « - ©0 nao diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Usando a dlgebra para
limites no infinito

Agora tente um pouco de algebra para o problema lim (o + x — x) Vocé
obteve a resposta com a calculadora, mas em igualdade de circunstancias,
é melhor resolver o problema algebricamente porque assim vocé tem uma
resposta matemaética incontestavel. A resposta da calculadora nesse caso é
bem convincente, mas nao é matematicamente rigorosa, entio se vocé parar
aqui,a policia da maternitica pode te pegar.

1. Tente a substituicao — sempre uma boa idéia.

Capitulo VIII: Avaliando limites 1 0 7
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Nada bom.Vocé obtém s — co, que nao te diz nada — veja o icone
“Atencao!” no tépico anterior.Va para o plano B.

Devido ao fato de (Ya® + x — x) conter uma raiz quadrada, o método
da multiplicagao conjugada seria uma op¢o natural,exceto pelo
fato desse método ser usado para funcoes fracionarias. Bem, apenas
coloque (Y22 + x — x) sobre o niimero 1 e, voila, vocé tem uma fragao:

VI +X—X
T -Agora faca a mulliplicacdo conjugada.

2. Multiplique o numerador e o denominador pelo conjugado de

(V3@ + x — x) e simplifique.
lim O+ x-x

2
_lim YW+ X=X i (N + X+ x)
o TR x+X)

xirx—x

=M X+ x)
=lim %
=l ] 4 1)
¥

_ lim 1__
T xs= i
@1 +;+ 1)

(Fatore x para fora do denominador)

3. Agora a substituicao funciona.

1

Vi+1 +1
= : |
=y1+0+1 (Lembrese que lim ——=0no tépicoLimites para
: mermorizar) 4
~ A
ol
2

Assim, lim (Yx* +x —x) = % que confirma a resposta da calculadora.
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Capitulo 9
Orientacdo da diferenciacéo

Neste capitulo
~ Descobrindo a algebra basica por tras do calculo
* Entendendo os simbolos estranhos do cilculo
* Fazendo a diferenciacao com Laurel e Hardy
* Encontrando as derivadas de equagdes lineares e quadraticas
» Lidando com problemas sobre tangente e o quociente da diferenca

® 8@ 98

alculo diferencial € a matemética da mudanca e a matemética do
infinitesimal.Voce talvez diga que é a matematica das mudancas
infinitesimais —~ mudancas que ocorrem a cada milésimo de segundo.

Sem o calculo diferencial — se voce tem somente a algebra,a geometriae a
trigonometria - vocé esta limitado & matematica das coisas que mudam ou
Nao,ou que mudarm ou se MOovem a uma razao constante. Lembrase daqueles
problemas da algebra? O trem sai da estagao indo para o norte a 90km/h, voce
dirige para o leste a 80km/h...Vocé pode lidar com esse tipo de problema com
a algebra porque as velocidades ou razoes sao constantes. Nosso mundo,no
entanto,nao € uma das razoces constantes — as razoes estao em fluxo constante.

Pense sobre colocar um homem na lua.Apollo 11 decolou de uma
plataforma de lancamento mdvel (a terra esta tanto rodando em torno do
seu eixo como girando ao redor do sol).A medida que o Apollo subia cada
vez mais alto, o alrito provocado pela atmosiera e o efeito da gravidade da
terra estavam mudando n&o apenas a todo segundo, nao apenas a cada
milionésimo de segundo, mas a cada fragdo infinitesimal de segundo.

O peso da nave espacial também estava constantemente mudando a
medida que queimava combustivel Todas essas coisas influenciaram a
mudanga de velocidade do foguete. E além disso, o foguete tinha que
atingir um alvo mével,a lua.Todas essas coisas estavam mudando, e suas
razoes de mudanga estavam mudando. Digamos que o foguete estava a
uma velocidade de 2000km/h em um segundo e a 2020km/h um segundo
depois — durante esse segundo,a velocidade do foguete passou literalmente
através do namero infinito de velocidades diferentes entre 2000 e 2020km/h.
Como fazer as contas para essas coisas efémeras que mudam a cada parte
infinitesimal de segundo? Vocé nédo pode [azer isso sem a diferenciacao.

O calculo diferencial € também usado para todo tipo de coisa terrestre.
Grande parte da teoria da economia moderna seria impossivel sem a
diferenciagao.Em economia, tudo estd em um fluxo constante. Precos
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sobem ¢ descem,suprimentos e demanda flutuam, e a inflacao esta
constantemente mudando. Essas colsas estao constantemente mudando,
e as maneiras que elas afetam cada um estao constantemente mudando.
Vocé precisa do calculo para isso.

O calculo diferencial é uma das invengGes mais praticas e poderosas na
histéria da matematica. Entdo, vamos logo comecar.

Fazendo a diferenciacdo: E somente
encontrar a inclinagcao

A diferenciaciio é a primeira das duas maiores idéias em célculo —a outra
é a integracao, que eu abordo na Parte V.A diferenciacao é o processo

de encontrar a derivada de uma fungéo do tipo y = x*. A derivada €
apenas um termo sofisticado do célculo para uma simples idéia que voce
sabe da algebra —a inclinacao. A inclinacdo,como VOCE sabe, € 0 termo
sofisticado da algebra para declive. E declive € a palavra sofisticada para...
Nzo! Declive é a palavra usual que vocé conhece desde crianca, como
em,“Ei, essa rua é realmente ingreme”. Tudo que voce estuda em célculo
diferencial é relacionado a simples idéia de declive.

No caleulo diferencial vocg estuda a diferenciagdo,que é o processo de
derivar— isto & encontrar — derivadas. Essas sao grandes palavras para

' uma simples idéia: Encontrar a inclinacdo de uma reta ou de uma curva.

Use alguns desses termos para impressionar 0s seus amigos. A proposilo,
a raiz das palavras diferencial e diferenciacao ¢ diferenca — eu explico a
conexao no final desse capitulo no tépico sobre o quociente da diferenca.

Considere a Figura 9-1.Uma inclinagao de % significa que a medida que
o homem palito anda um metro para a direita, ele some 2 metro; onde

a inclinacao for 3,ele sobe 3 metros & medida que anda 1 metro para

a direita. Onde a inclinacao for zero, ele esta no topo,nem subindo e
nem descendo: e onde a inclinagéo for negativa, ele esta descendo.Uma
inclinacao de -2, por exemplo,significa que ele desce 2 metros para cada
metro para a direita.Isso é mostrado com mais precisao na Figura 5-2.

Para lembrar que subir e descer para a direita (ou para cima a
esquerda) ¢ uma inclinagio negativa,imagine um “N” maiisculo como
mostrado na Figura 9-3.



| ==
Figura 9-1:
Fazer a
diferenciacao
apenas
significa
enconirar a
inclinagéo.

== —rr
Figura 9-2:
A derivada
= inclinagdo =

declive
BT
»

==
Figura 9-3:
Esse N

tem uma
inclinagédo
negativa.
TS
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-«— Pgassando calculo

Primeiro més
de calculo

T Inclinagdo
0 2
L }—_x
Y
?*’r 3 metro
Z
1 metro 1metra
Portugués: declive = —;— declive =3
Algebra: inclinagdo = —é— inclinagdo =3
A ; gy _ 1 dy _
Calculo: =7 Hi; B
{%}f . lido como /dé y, dé x/, & um dos muitos simbolos
para a derivada — veja o texto complementar).
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Variedade e o que torna a vida mais excitante

Tode mundo sabe que 3 = 9 . Agora, ndo
seria estranho se da proxima vez que vocé
lesse esse fato matematico, ele fosse escri-
to como “3 =9 ou 3, = 97 Como 529 te cha-
ma a aten¢ao? Ou 3= 9? Variedade nao é o
que torna a matematica excitante. Quando
os matematicos decidem por uma maneira
de expressar uma idéia, eles a mantém —ex-
ceto, isto €, com calculo. Vocé estéa pronto?
N&do perca as estribeiras. Tudo o que se
segue sdo diferentes simbolos para a deri-
vada — todos eles significam exatamente a
O e g e

isa: —L ou—ou —f(x
mesma coisa = 0l - 0U— =0 (x)

ouy oufouyouD fouD youD fix). Existem
mais. Agora, vocé tem duas alternativas: 1)
Bater sua cabeca na parede tentando en-
tender coisas como essa quando algum au-
tor usa um simbolo uma vez e um diferente
simbolo outra vez, e o que exatamente o d
e f significam de qualquer maneira, e assim
por diante, e etc., ou 2) Nio tente entender
ISS0; apenas trate esses diferentes simbolos
como palavras em idiomas diferentes para
a mesma Idela — em outras palavras, ndo se
preocupe. Eu recomendo fortemente a (lti-
ma opgao.

pO!
&a}"\
<

&/

Nao fique no meio da legiao de estudantes que confundem as

inclinacoes das linhas verticais e horizontais. Qual a inclinacao de
uma estrada plana e horizontal? Nem um pouco inclinada, é claro.
Inclinagao zero.Entao,uma linha horizontal tem uma inclinacao igual 2

zero.Como € dirigir em uma estrada vertical? Vocé nao consegue fazer
iss0. E voce nao pode obter a inclinacdo de uma linha vertical — ela
nao existe, ou, como os matematicos dizem, é indefinida.

A inclinacdo de uma reta

Continue com a idéia da inclinacao - a esta altura vocé ja deve saber que
ainclinagao € do que se trata a diferenciagao. D& uma olhada no grafico

da reta,y = 2x+ 3,na Figura 9.

Vocé se lembra da élgebra — eu estou totalmente confiante sobre isso —

que voce pode encontrar pontos nessa reta inserindo nimeros no lugar de

x e calceulando y: coloque 1 no lugar de x e y é igual a 5,0 que lhe da um
ponto localizado em (1,5); coloque 4 no lugar de x e y vai ser igual a 11, te
dando o ponto (4,11),e assim por diante.

Eu tenho certeza que vocé também se lembra como calcular a inclinacao
dessa reta. Eu percebo que nenhum célculo é necessario aqui - vocé sobe
2 & medida qgue passa por 1,entao a inclinacao é automaticamente 2 Vocé
também pode simplesmente notar que y = 2x + 3 est4 na forma inclinacao-
intercepta (y=mx + b) e que,desde que m = 2,a inclinagao é 2 (Veja o
Capitulo 5 se vocé quiser revisar y = mx + b). Mas fique firme comigo porque
voce precisa do que se segue. Primeiro lembrese que:
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&‘Q,?\E‘SE
5 aumento

inclinaco =———
§ distdncia

<— Escada para o céu

k.

Figura 9-4: “/-i 0] 1 2345678910
0 grafico de

y=2x+3. \
—_ ]

O aumento ¢ a distancia que voce sobe (a parte vertical de um degrau da
escada),e a distancia € o espaco que vocé passa através (a parte horizontal
do degrau da escada). Agora, pegue quaisquer dois pontos na reta, digamos,
(1,5) e (6,15),e descubra o aumento e a distdncia.Vocé aumenta em 10 a
partir de (1,5) para (6,15) porque 5 mais 10 é igual a 15 (ou voce pode dizer
que 15 menos 5 é igual a 10).E vocé encontra 5 a partir de (1,5) até (6,15)
porque 1 mais 5 € igual a 6 (ou em outras palavras,6 menos 1 & igual a 5).
Depois, voce divide para ler a inclinacao.

aumento
distancia
rell)

)

=7

inclinacdo =

Aqui esfa como voceé faz o mesmo problema usando a férmula da inclinagao:

- - ~— by }
inclinacdo = i) e
3 X=X
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Insira os pontos (1,5) e (6,15):

inclinacao = D
$0="6-1
10
B

2

i

Ok, vamos resumir o que sabemos sobre essa reta. A Tabela 5-1 mostra seis
pontos na reta e a inclinagao imutavel de 2.

Tabela 9-1 PontosnaretaY=2X+3ea
inclinacao nesses pontos
* 1 2 3 4 5 8
(posigdo horizontal) Eh
y
taitura) 5 7 9 11 13 15 etc.
inclinagdo 2 2 2 2 2 2 etc.

A derivada de uma reta

O t6pico anterior mostrou a vocé a algebra da inclinagao. Agora, aqui estd o
calculo.A derivada (da inclinagao) da reta na Figura 94 é sempre 2,entao
VOCC CSCreve:

T‘:XJL =2
(Lese:dy, d x igual a 2)
Outra forma comum de escrever a mesma coisa €
y=2
(Lésey linha é igual a 2)
E vocé diz,

A derivada da funcao, y=2x+3, € 2.

(Le-se a derivada da fungdo.y = 2x + 3,€ 2.1sso € uma piada.)
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A derivada: E apenas uma razéao

Aqui esta outra maneira de entender a idéia de uma derivada que é mais
fundamental do que o conceilo de inclinagao: a derivada é uma razdo. Entao
por que eu comecel o capitulo com a inclinacdo? Porque a inclinagio é em
alguns aspectos o mais facil dos dois conceitos, e a inclinacao é a idéia para

a qual voce volta muitas vezes nesse livro e emn qualquer livro de céleulo a
medida que vocé olha para o gréfico de duzias e dizias de funcoes. Mas antes
de voce ter uma inclinagdo, vocé tem uma razio. Uma inclinacio é, de certa
forma, uma imagem da razao; a razdo vermn primeiro,a imagem dela vem em
segundo.Assim como vocé pode ter uma funcao antes de ver o seu grafico,
voce pode ter uma razdo antes de véla como inclinagio.

Calculo no parque infantil

Imagine Laurel e Hardy em uma gangorra — dé uma olhada na Figura 9-5.

[ e |
Figura 9-5:
Laurel e
Hardy — n
alegremente 20
alheios das
implicagdes

do calculo.
[

Supondo que Hardy pese duas vezes mais do que Laurel, Hardy tem que
sentar duas vezes mais perto do centro do que Laurel para que eles se
equilibrern. E para cada centimetro que Hardy desce, Laurel sobe dois
centimetros. Entdo Laurel se move duas vezes mais do que Hardy Voila,
voce tern uma derivadal

A derivada € simplesmente a medida de quanto uma coisa muda
) comparada com oulra — e isso € uma razdo.

Laurel se move duas vezes mais do que Hardy, entao com os simbolos
do cdlculo vocé escreve:

dl.=2dH

Vagamente falando,dL pode ser pensado como sendo a mudanca na
posicao de Laurel e dH como sendo a mudanca na posicao de HardyVocé
pode ver que se [Hardy descer 10 centimetros entao dH é 10,e devido ao
fato de dL ser igual a 2 vezes dH,dL € igual a 20 — entdo Laurel sobe em 20
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centimetros. Dividindo ambos os lados dessa equacao por dH,vocé tem

dL
aH =’
E essa é a derivada de Laurel em relagio a Hardy (E lida como,“d L,

S
dH
simplesmente significa que Laurel estd se movendo 2 vezes mais do que

d H”,ou como,”a derivada de L em relacac a H7).0 fato de

Hardy A razdo de movimento de Laurel € de 2 cenfimeiros por centimetro

do movimento de Hardy.

Agora vamos olhar para isso do ponto de vista de Hardy. Hardy se move a
metade de Laurel, entdo vocé também pode escrever:

dH=—+dL
Dividindo por dL,voce tem
ad _ 1
dl. 2

Essa é a derivada de Hardy em relacéao a Laurel, e isso significa, é claro,

que Hardy move centimetro para cada centimetro que Laurel

5.3
: 1
se move.Assim, a razao de Hardy & 5 cenfimetro por centimetro

de movimento de Laurel. A propodsito, voceé também pode obter essa
derivada usando f—é =2,queéo meszn@ que f—i; = %,e colocando de
cabeca pra baixo voceé obtém AR

Essas razoes de 2 centimetros por centimefro e centimetro por
centimetro podem parecer um pouco estranhas porque nos normalmente
pensamos em razoes como se referindo a algo por unidade de tempo,como
quilémetros por hora.Mas uma razao pode ser qualquer coisa por qualguer
coisa. Enlao, toda vez que vocg tiver isso por aquilo,voce tem uma razao; e se
vocé tem uma razao,voceé tem uma derivada.

Velocidade — a razdao mais familiar

Falando em quilometros por hora,digamos que voce esteja dirigindo a uma
velocidade constante de 60 guilometros por hora.Essa é a razdo do seu
carro,e 60 quilémelros por hora é a derivada da posicao do seu carro (p) em
relagao ao tempo (£).Com os simbolos do calculo,voce escreve:

dp 50 quilometros

dt hora

Isso diz a voc@ que a posigao do seu carro muda a cada 60 quildmetros
para cada hora que o tempo muda. Ou voceé pode dizer que a posicao
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do seu carro (em quildmetros) muda 60 vezes até que o tempo mude
uma vez (em horas). Novamente, a derivada apenas diz a vocé quanto
uma coisa muda comparada a outra.

E assim como o exemplo de Laurel e Hardy, essa derivada, como todas as
derivadas, pode ser colocada de cabeca para baixo:

dt 1  horas

dp 60 guilémetro

A razao horas por quilomefro € muito menos familiar do que a razio
quilomeltros por hora,mas € uma razao valida mesmo assim. Ela diz
a voce que para cada quildmetro que vocé anda, 0 tempo muda em
G0 da hora, que € um minuto. Ou seja, a cada quildmetro de estrada e

percorrido, um minuto que passa.

Nao ha fim para as diferentes razoes que voce talvez veja: quilémetros por

f e ~— - = . -
) galdo (para o consumo de combustivel), litros por minuto (para a torneira

== S
Figura 9-6:

0 gréafico de
L2l

mal fechada), producdo por funciondrio (para a produtividade de uma
fabrica), e etc. Razdes podem ser constantes ou mutaveis. Em qualquer
caso, toda razao é uma derivada, e toda derivada é uma razao.

A correlacdo razéo — inclinacao

Razbes e inclinages tém uma correlacao simples. Todos os exemplos anteriores
sobre razao podem ser desenhados em um sistema de coordenadas x-y,onde
cada razao aparece como uma inclinacao. Considere novamente o exemplo

de Laurel e Hardy Laurel se move duas vezes mais do que HardyIsso pode ser
representado pela seguinte equagao:

L =2H

A Figura 9-6 mostra o grafico dessa funcao.

h, -
-

246 810
(centimetros)

As centimetros no eixo ff indicam a distancia que Hardy se moveu para
cima ou para baixo a partir da posicao inicial da gangorra; as centimetros
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O ch iT.'ca

JInDd

Figura 9-7:

0 gréfico de
1

'}.r T 4 r X

o= e ]

z

no eixo L mostram a distdncia que Laurel se moveu para cima ou para

baixo.A reta sobe 2 centimetros para cada centimetro que vai para a direita,
2 . - =

e assim sua inclinacao é 7ou 2.Essa € a representacao visual de EE= 2.e

mostra que a posicao de Laurel muda 2 vezes mais que a de Hardy,

Um ultimo comentario antes de seguirmos em frente Vocé sabe que a

inclinacdo = GRIHEH. .Bem, voce pode pensar em dL como o qumento e
distdncia

dH como a distancia.lsso amarra tudo junto muito bem.

inclinacdo = H”mu—?@— e = razdao
¢ distincia ~ dH

Lembre-se, uma derivada é apenas uma inclinacao, e a derivada é
apenas uma razao.

A derivada de uma curva

O topico anterior nesse capitulo envolveu fungdes lineares — linhas retas
com inclinagoes constantes. Mas se todas as funcoes e graficos fossem
retas com inclinagoes constantes, nao haveria necessidade para o calculo.
A derivada da fungao de Laurel e Hardy desenhada no grafico acima é
2,mas voce nao precisa do célculo para determinar a inclinacio de uma
reta. Calculo é a matemaética da mudanca, entio agora € uma boa hora
para irmos para as pardbolas,curvas com inclinagoes varidveis. A Figura

9-7 € o grafico da parédbola, y= %Tx-

¥ A
A
07
gt
o
24
ot
51
it
st
(1,0.25) 27T
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Note como a pardbola fica cada vez mais inclinada i medida que vai para
a direita.Voce pode ver a partir do grafico que no ponto (2,1),a inclinacao
€igual a I;em (4,4),a inclinagao é igual a 2: em (6.9),a inclinacao é

igual a 3, e assim por diante. No fim das contas, a derivada dessa funcao é
igual a %x (eu mostro a vocé como cheguei a isso em um minuto). Para
encomm—r a inclina¢éo da curva em qualquer ponto, vocé apenas insere

a coordenada x do ponto na derivada,-gl— X,e Voce tem a inclinacao. Por
exemplo,se vocé quiser a inclinagao no ponto (3, 2.25),coloque 3 no
lugar de x, e a inclinagao serda — vezes 3,0u 1,5.ATabela 92 mostra alguns

2
pontos na parabola e a inclinacao nesses pontos.

: 1
Tabela 9-2 Pontos na parabola y= 2 X‘eas
inclinacdes nesses pontos
X l =i

{posi¢do horizontal) | 1 & 3 4 5 b Bli:
y

(altura) 0.25 1 2,25 4 6,25 g9 eic.
1x

2 0.5 1 15 2 25 3 etc.

{inclinagdo)

Aqui estd o calculo.Vocé escreve:

sty i ] el cton iy
dicts 22% ST 9
E vocé diz,
3 2 IS ]
A derivada da funr;::my:—4 e S e o

Ou vocé pode dizer,
A derivada de —Jl—xz’ B —;—x.

; = . 1
Agora, eu prometo dizer a vocé como fazer essa derivada de Y= B

1. Pegue a poténcia e coloque na frente do coeficiente!.

T4
2. Multiplique.

Sieberbia sl s el
2 vezes 1 €5 e_ntao isso lhe da 5 X
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3. Reduza a poténcia em 1.

%x’ ou apenas %x‘

Essa e muitas outras técnicas de diferenciacao serao discutidas no
Capitulo 10.

0 quociente da diferenca

reE——
- Figura 9-8:
0 grafico de
y=x*com
uma reta

tangente em

(2,4).

Soem as trombetas! Voca chega agora ao que talvez seja a pedra
fundamental do calculo diferencial: © quociente da diferenca,a ponte
enire limites e a derivada. Eu continuo repetindo — vocé notou? — o
importante fato de a derivada ser apenas uma inclinacao.Vocé aprendeu
Como encontrar a inclinacao de uma reta em algebra.Na Figura 9-7, eu
dei a inclinacao da parabola em diversos pontos, e depois eu mostrei o
método do atalho para encontrar a derivada — porém eu deixei de fora a
matematica importante no meio. Fssa matematica envolve limites, e nos
leva para o limiar do calculo. Nao perca a calma.

= S s o ; aumento
A inclinacdo é definida como -247ENt

————— ¢
distdncia
inclinacdo =22 =1
X, — X,

Para calcular a inclinacio, vocé precisa de dois pontos para inserir na
formula. Para uma reta, isso é facil Vocé apenas escolher quaisquer dois
pontos na reta e os insere. Mas digamos que voca queira a inclinacdo da
parabola abaixo no ponto (2,4) como mostrado na Figura 9-8.

| £
{ 7
o0 +
a0+
10+
B0 +
50 —
a0 +
30+
20+

0

1
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Voce pode ver a reta desenhada tangente a curva em (2.4), e devido ao fato
de a inclinagao da reta tangente ser igual a inclinagao da parabola em (2,4)
tudo o que voce precisa € a inclinacao da reta tangente. Mas vocé nao sabe
a equagao da reta tangente, entao vocé nao pode pegar o segundo ponto —
em adicao a (2,4) — que voce precisa para a formula da inclinacao.

]

Aqui esta como os inventores do calculo contornaram essa barreira.
A Figura 99 mostra a reta tangente novamente e uma reta secante
interceptando a parabola em (2,4) e em (10,100).

Uma reta secante & uma linha que intercepta a curva em dois pontos. [sso
¢ um pouco simplificado demais, mas vai servir.

{10, 100

EEEssssm 50T
Figura 9-9:

0 gréfico de
y=x*com
uma reta 207
tangente 5l

e uma reta

secante. 01
|F=rce T e]

A inclina¢ao dessa reta secante € dada pela férmula da inclinacao:

inclinacdo = LI s
distéincia
Y=
X, =X,
__100-4
10-2
96

8
2

Il

1

Voceé pode ver que essa reta secante é mais inclinada do que a
reta tangente, e assim a inclinacao da secante, 12, & maior do que a
inclinacao que voceé esta procurando.

Agora adicione mais um ponto em (6,36) e desenhe outra secante usando
esse ponto e (2.4) novamente. Veja a Figura 9-10.

Calcule a inclinacao dessa segunda secante:
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inclinacdo =

§

ab—-4
-2

6
32

=8

Voce pode ver que essa reta secante & uma melhor aproximacao da reta
tangente do que a prnimeira secante.

Agora,imagine o que aconteceria se voceé pegasse o ponto em (6,36) e o
deslizasse parabola abaixo em direcao a (2,4),arrastando a reta secante
ao longo com ele Vocé consegue ver que a medida que o ponto se
aproxima cada vez mais de (2,4),a reta secante se aproxima mais e mais
da reta tangente, e que a inclinagao dessa secante se aproxima cada vez
mais da inclinacdo da tangente?

Entao,vocé pode pegar a inclinagdo da tangente se vocé pegar o limite

da inclinagcao dessa secante movel.Vamos dar aos pontos moveis as

coordenadas (x,,y,)./A medida que esse ponto (x,,y,) se aproxima cada

vez mais de (x,,¥,),a saber, (2,4),a distancia — isto & (x, —x,) — se aproxima

cada vez malis do zero. Entdo aqui estd o limite que vocé precisa:
Inclinacao limite  (inclinacao

a medida que o poma

desliza em diregio a {24

da tangente da secants mn:'l'.'e;-)

_ lim _qumenio
alistdoavio — 0 dfsffin('llﬂ

_ lim Y=Y
afsedingia —+ 0 x2 T xl
= lim ¥ =4

o aisidncig =s 0 xi‘ Sy 2

Veja o que acontece a esse limite quando vocé insere mais trés pontos na
pardbola que estao cada vez mais perto de (2,4):

Quando o ponto (x,,y,) desliza para (2.1,4.41),a inclinagédo € 4,1.
Quando o ponto desliza para (2.01,4.0401),a inclinacac € 4,01.
(Juando o ponto desliza para (2.001,4.004001),a inclinacao é 4,001.

E claro que parece que a inclinacao esta caminhando em direcao a 4.

Assim como todos os problemas sobre limite, a variavel nesse problema,
a distancia,se aproxima,mas nunca realmente chega a zero.Se chegasse
a zero — o que aconteceria se voce deslizasse 0 ponto que voce pegou ao

longo da pardbola até que ele realmente ficasse no lopo de (2.4) —voca teria
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uma inclinacao de g ,que € indefinida. Mas, é claro,essa € precisamente a
inclinagao que vocé quer —a inclinacao da reta quando o ponfo pousa no
topo de (2,4).E nesse fato que esta situado a beleza do processo do limite.

Com esse limite, voce obtém a inclinagdo exata da reta tangente mesmo que

a funcao hmltr: gere inclinacoes de retas secarnles.

2 1
Aqui esta, de novo,a equacao para a inclinacdo de uma reta tangente:
-4

. 5 - B ].i yz
inclinacdo == t’*mm‘-'—x —5
=2

E a inclinagao da reta tangente é — voce adivinhou — a derivada.

A derivada de uma fungao f(x) em algum nimero x = ¢, escrito como
F(c).é a inclinacao da reta tangente a / desenhada em c.

_ BT =4 ; 1 =
A fracao da inclinacdo i——Z ¢ expressa com a terminologia da algebra.

7

Agora vamos reescrever para dar aquele toque pomposo do célculo.Mas

primeiro,a definicao:

Existe um lermo sofisticado do calculo para a fracao geral da inclinagéo,
aumerilo Yo — ¥
distdncia B

Como x, - x, sao diferencas,certo? Entao,voila, é chamada de quociente

.A fracao é um quociente, certo? E tanto V=

da diferenca.

Ok, aqui estd a maneira mais comum de escrever o quociente da diferenca
(voce talvez se depare com outras maneiras equivalentes). Primeiro,a
distancia, x, — x, (nesse exemplo,x, — 2),é chamada — ndo me pergunte o
porqué — f. Depozs devido ao falo de x, =2 e a distdncia ser igual a h, KB
igual a 2 + h.Voce entao escreve y, como f(2) e y,como A2+ h). Fazendo
todas as substituicoes, vocé tem a definicao da derivada de x2 em x = 2
como o limite do quociente da diferenca:

ey _Tim [ (2 = ) —F(2)
r@-=lip et

lim F(2 + h) F(2)

bl

aumenio
distancia
que vocé pode ver na Figura 5-10 a medida que o ponto desliza pardbola

€ apenas o contraido degrau da escada

abaixo em dire¢do ao ponto (2,4). Dé uma olhada na Figura 9-11.



1 26 Parte IV: Diferenciacéo

100 + (10, 100) A
90+ ;
80+ :
70+
B0 -
ey 50 + 795
Figura 9-10: al
0 gréfico ‘
dey=x2 37 ,

comareta 20+
tangentee
duas retas w«__

secantes. U“r"*
s m———

¥
A
701
80 1 /
(24 B, F12+ )l
50 4
P o | 0T
Figura 9-11:
0 grafico W0+ £2+ b - £12)
dey=x =
mostrando A7
como o limile ;
produz a L | -
inclinagdo ™ i i e B
dareta 5 0 &7 7 | 8
tangente em ' __2; h
(2,4). h

Fazendo as contas vocé tem, pelo menos, a inclinagao da reta tangente
em (2,4):

,  F2+h)-f(2)
- :
r@=ln ==

=il =14)
h

K=l

=lim

e

(4 + 4h +h?) —4
h

=kLmﬂi_J’h_)

_lim A =)

ZO



Capitulo IX: Orientacdo da diferenciagio 7 2 7

=@ s
=440
=4

Entao a inclinagéo é 4 (A propésito, &€ uma coincidéncia absurda que a
inclinagao em (2,4) seja igual a coordenada y do ponto).

Y ALc
ol

Definicao da derivada: Se vocé substitui o ponto (2,f2)) na equacao do
limite acima pelo ponto geral (x, f(x)),vocé tem uma definicao geral da
derivada como uma funcao de x;

o

© chiTIe

JNDID

f’(x):}i.{lrll F(x + h;—f(x)

A Figura 9-12 mostra essa definicao geral graficamente. Note que a
Figura 9-12 € virtualmente idéntica & Figura 9-11 exceto pelo fato de o3
Xs substiturem os 2s na Figura 9-11 e que o ponto mével na Figura 9-12
desliza para baixo em direcdo a qualquer ponto antigo (x,f(x)) em vez
de em dire¢ao ao ponto (2,f2)).

¥
A
0y (x+ h, flx+ h)
60 1
50+
Fi 9-12 40
igura 9-12: T
0 gréfico > Flx+ h) - Fix)
dey =x2 30+
mostrando
como o limite iy
produz uma il
inclinagao
daretada T~_ : S
tangenteno 4 0 |
ponto geral \f x X+h
\--__—_____‘w___,—‘___,_.-v'
(x, flx)).

Agora calcule esse limite e obtenha a derivada para a parabola f(x)=x%

f:(}{:}zli_'r:[;l f(x-f- hg—f(x_)

_lim (X )P = ()

=D h
_lim (.xi + 2xh +.'JI2:) —x*
T h
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—lim

£

2xh +h*
h

= lim

F-2d

h(2x + h)
h

=lim (2x+h)
=2x+0
=Z2%
Assim, para essa parabola, a derivada, isto €,a inclinacao da reta

tangente, & igual a 2x.Insira qualquer nimero no lugar de x e vocé ira
obter a inclinacao da parabola naquele valor x! Tente.

Razdo média e instantdnea

Retornando mais uma vez para a correlacao entre inclinacoes e razoes, a
_aumenlo
" distancia ’
apenas diz a voc@ a razio na gual y muda quando comparado com x.Se, por

inclinacao & apenas a descricao visual da razao: a inclinacao

exemplo,y for o niimero de quilémetros e x o niimero de horas, voc€ obtera

uma razao familiar de quilémetro por hora.

Cada reta secante nas Figuras 99 e 9-10 tém uma inclinacao dada pela

2 _ ! : - .
formula %Essa inclinacao € a razao média no intervalo de x, até x,.5e
y estiver em quilémetro e x em horas,vocé obtera uma velocidade média em

quildmefros por hora durante o intervalo de tempo de x, até x,.

Quando vocé pega o limite e obtém a inclinacao da reta tangente, voce
obtém a razio instanldnea no ponto (x,,y ). Novamente,se y esta em
quildmetros e x em horas, vocg tem uma velocidade instanlanea no
ponto no tempo,x,. Devido ao fato de a inclinagao da reta tangente ser a
derivada, isto nos da outra definicao da derivada.

A derivada de uma funcao f{(x) em algum valor de x € a razao instantdnea
da mudanca de f em relacao a x naquele valor.
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Ser ou nao ser? Trés casos
onde a derivada néao existe

Eu quero discutir as trés situacoes onde a derivada niao existe. A esta
altura voce certamente sabe que a derivada da funcao em um dado
ponto € a inclinagao da reta tangente nesse ponto. Entao. se vocé nao
pode desenhar a reta tangente, ndo ha derivada — isso acontece nos
dois primeiros casos. No terceiro caso, hd uma reta tangente, mas sua
inclina¢ao e a derivada sao indefinidas.

v~ Nao ha uma reta tangente e assim nao ha derivada em nenhum
tipo de descontinuidade: infinita, removivel, ou pulos (Esses tipos
de descontinuidade foram discutidos e ilustrados no Capitulo 7). A
continuidade €, entao, uma condi¢ao necessdria para derivada. Nao
€,no entanto,uma condicao suficienie como os dois casos a segduir
mostram. Entenda essa linguagem dos logicistas.

»# Nao hé uma reta tangente e assim nao ha derivada no vértice em
uma fungao.Veja a funcao fna Figura 9-13.

1+~ Onde a funcao tem um ponto de inflexdo vertical,a inclinagao é
indefinida e assim a derivada nao existe.Veja a fungao g na Figura
9-13 (Pontos de inflexao serao explicados no Capitulo 11).

| ! ' olx)

A

Vérlice flx)

Reta tangente

/ // vertical

¥

-X = 7 =X
|l e Tt / i

Oscasoslle Y
Il ende ndo

héa derivada. v | /r
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Capitulo 10
Regras da diferenciacéo -
Sim, cara, elas mandam.

Neste capitulo
* Aprendendo as regras quer vocé goste ou nao —desculpa aImigo, mas essas sao as regras
- Dominando as regras basicas da diferenciacao
Graduando em regras para especialistas
Entendendo a diferenciacao implicita
Usando logaritmos em diferenciacao
Fazendo a diferenciacao de funcoes inversas
Encontrando as segundas e terceiras derivadas

Capitulo 9 da a vocé a idéia basica do que é uma derivada

— € apenas uma razdo como a velocidade e é simplesmente
a inclinagao de uma funcao. E importante que vocé tenha uma
compreensao solida e intuitiva dessas idéias fundamentais.

Voce também sabe agora a base matematica da derivada e sua defini¢ao
técnica envolvendo o limite do quociente da diferenca. Agora, eu vou ser
banido para sempre da Ordem Real de Pitagoras por dizer isso, mas, para
ser perfeitamente franco, vocé pode basicamente esquecer esse negocio
sobre limite — exceto que vocé precisa saber disso para sua prova final —
porque neste capitulo eu dou técnicas de atalho para encontrar derivadas
e evitar as dificuldades dos limites e o quociente da diferenca.

Um pouco desse material € inevitavelmente seco.Se vocé tiver problema em
ficar acordado ao trabalhar arduamente por essas regras, dé uma olhada

no tltimo capitulo e dé uma espiada nos dois préximos capitulos para ver
por que voce deve se preocupar em dominar essas regras da diferenciacao.
Problemas incontaveis em administracao,em economia, medicina,
engenharia e fisica, assim como em outras matérias, lidam com a velocidade
com a qual uma fun¢ao aumenta ou diminui, e isso é o que a derivada nos
diz.Muitas vezes € importante saber onde a funcao esta aumentando ou
diminuindo mais rapidamente (a inclinacao méxima ou minima) e onde
seus picos e vales estao (onde a inclinagio é zero). Antes que vocé possa
fazer esses problemas interessantes, vocé tem que aprender como encontrar
derivadas. Se os Capitulos 11 e 12 sdo como tocar piano,entao esse capitulo
€ como aprender suas escalas — € banal, mas vocé tem que fazer isso.Vocé
talvez queira pedir um café com leite com espuma extra.
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Regras bdsicas de diferenciacéo

Calculo pode ser dilicil, mas vocé nunca saberia isso julgando somente
esse topico. Aprender essas seis ou mais regras € um estalo.Se vocé ficar
cansado desse material facil,no entanto, eu prometo a voce muitos
desafios no topico a seguir.

A regra da constante

[sso é simples. fix) =5 € uma reta honzontal com uma inclinacao igual a zero,
e assim sua derivada é também igual a zero. Entao, para qualquer niirnero c,se

fix) =c,entao f'(x) = 0.0u voceé pode escrever - c= 0.Fim da histéria.

Nl o e el S T S SRR A
ATregra da poiLciicia
Digamos que f(x) =x°.Para encontrar sua derivada, pegue a poténcia, 5, traga
para frente de x,e entdo reduza a poténcia em 1 (nesse exemplo,a poténcia
se torna 4).1sso da a voce F(x) = 5x'. Para repetir leve a poténcia para frente,
depois reduza a poténcia em 1.Isso € tudo a se fazer. N

‘\I

No Capitulo 9, eu fiz a diferenciacdo de y=x* com o quociente da diferenca:” :
y=x

y‘: ]lITl

(x+h)P-2x°

B-s0 h

—lim X° + 2xh +h* — x°
i) h.

. lim 2xh +h2
=0 h

=lm 2x 4 h

=2X

Isso exige trabalho demais.Em vez de tudo isso,apenas use a regra da
poténcia:Traga o 2 para frente, reduza a poténcia em 1,0 que deixa vocé
com uma poténcia igual a 1 que voceé pode deixar pra la (porque uma
poténcia igual a 1 ndo faz nada).Assim,

y=x
y'=2x

Voce talvez esteja pensando, Entao por que vocé nao me disse apenas isso
em primeiro lugar?”. Bem,eu reconhec¢o que teria economizado algum
tempo, especialmente considerando o fato de que uma vez sabendo os
métodos de atalho, voce nunca usaria o quociente da diferenca de novo

— excelto na sua prova final. Mas o quociente da diferenca esta incluido
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em todos os cursos ¢ livros de célculo porque lhe d um entendimento
completo e mais rico sobre o célculo e seus fundamentos — pense nele
como um formador de carater matematico. Ou porque os professores de
matematica sao sadicos.Vocé sera o juiz.

A regra da poténcia funciona para qualquer poténcia: positiva, negativa
ou fracionaria.

Se fix)=x entdo F (x) =—2x

Se g(x) =x"entao g' (x) = % ¥ 13

Se h(x) =xentao h’'(x) =1

Certifique-se de que vocé se lembra como fazer a tltima funcao.E a
funcao mais simples, embora seja o problema mais facil de errar.

A melhor maneira de entender essa tltima derivada é perceber que A(x) = x

€ uma refa que se encaixa na forma y = mx + b porque h(x) =x é o mesmo

que h(x) = 1x+ 0 (ou y = 1x + 0). Devido ao fato de a inclinacao dessa reta

ser 1,a derivada € igual a 1.0u vocé pode apenas memorizar que a derivada =
de x € 1.Mas se voce esquecer essas duas idéias, voceé sempre pode usar a ;
regra da poténcia. Reescreva h(x) = x como i(x) =x' e aplique a regra: Traga

o 1 para frente e reduza a poténcia em 1 até zero,te dando A’(x) = 1x" Visto

que x' é igual a 1,vocé tem h'(x) = 1.

QA Vocé pode achar a derivada de fun¢ées com radicais reescrevendo-as como
funcoes exponenciais e entao usar a regra da poténcia. Por exemplo, se f(x) =
%,IFP, reescreva como f (x) = x > e use a regra da poténcia.Vocé também pode
usar a regra da potencia para diferenciar funcées do tipo Ax) = = Reescreva
a funcao como £ (x) =x ~ e use a regra da poténcia.

A regra do miltiplo constante

O que aconteceria se a funcao que voce esta tentando diferenciar
comecasse com um coeficiente? Nao faz diferenca. Um coeficiente nao
tem efeito no processo da diferenciacao.Vocé apenas o ignora e acha a
derivada de acordo com a regra apropriada. O coeficiente continua onde
esta até o passo final quando vocé simplifica sua resposta multiplicando
pelo coeficiente.

Ache a derivada de y = 4x°.

Solugdo: Vocé sabe através da regra da poténcia que a derivada de x° é
3x*,enlao a derivada de 4(x%) é 4(3x2).0 nimero 4 fica apenas ai sem
fazer nada. Depois, como um passo final, vocé simplifica: 4(3x%) é igual
a 12x* Entao y'=12x2.

Ache a derivada de y = 5x.
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Solucdo: Esta é uma reta na forma y = mx + b com m =5,entao a

inclinagao € 5 e assim a derivada € 5: y'=5 (E importante pensar

graficamente dessa maneira de tempos em tempos). Mas vocé também
d

pode resolver o pmblema com a regra da poténcia.— x'= 1x"= 1; entac

dx
— b(X‘) o ()=

Em poucas palavras,a regra do miiltiplo constante pega a funcao do tipo
f(x) = 10 (coisa),acha a derivada dessa coisa —isto é coisa’— enquanto
o nimero 10 fica apenas quieto no seu lugar. Assim, se g(x) = 15 (coisa),
entao g'(x) = 15 (coisa’).

3T : haa
Um ultimo exemplo: Ache a derivada de y = 7 :
47 : 2 EigR sy ; d B
Solucao: O coeficiente aqm é 4 -.Entao, devido ao fato de dxxm T
(pela regra da potpnma} ( x'%) _T ; RS 152 S

Nao se esqueca que nt (= 3,14) e e (= 2,72) sdo mimeros, e nao variaveis,_
entao eles se comportam como numeros normais. As constantes nos
problemas, como ¢ e k também se comportam como nimeros normais (A
propdsito, o numero e, em homenagem ao grande matematico Leonhard
Euler, é talvez o niimero mais importante de toda a matematica, mas eu
nao vou entrar nisso aqui).

Dessa forma,se y = nx,y = n — isso funciona exatamente como achar a
derivada de y = 5x.E devido ao fato de n’ ser apenas um namero,se y =

7 entdo y'= 0 — isso funciona exatamente igual a achar a derivada de y =
10.Vocé também vera problemas contendo constantes como ¢ e k. Tenha
certeza de tratéd-los como niimeros normais. Por exemplo, a derivada de y =
5x + 2k* (onde k é uma constante) é 5,e nao 5 + 6k%

A regra da soma — Eb! Essa é uma
regra e tanto que vocé tem ar

Quando vocé quer a derivada da soma de termos, ache a derivada de
cada um dos termos separadamente.

Qual é FI(x) se f(x) =x5 + ¢ + x> + x + 10?

Solugdo: Apenas use a regra da poténcia para cada um dos primeiros quatro
termos e a regra da constante para o ulimo termo.Assim, £ " (x) =6 + 33 + 2x + L.
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A regra da diferenca — néo faz
diferenca

Se voce tem uma diferenca (isto ¢ uma subtracao) em vez de uma soma.
nao faz diferenca Vocé ainda acha a derivada de cada termo separadamente.

Assim,se y=3x"—-x'— 2%+ 0x + dx.entao ¥y’ = 15 — 4 - 6x* + 12x+ 5.0s
sinais de adicao e subtracao nao séo afetados pela diferenciacao.

Achando a derivada de
funcdes trigonométricas

Senhoras e senhores: Eu tenho um grande prazer e um distinto privilégio
de introduzir as derivadas de seis funcoes trigonomeétricas.

d d

— SeIX = COSX —— COSecx = —cosecx cot
dx dx > X
. COSX = —S€enx Lo Secx =secx tg

g D= Pl X

4 tgx =sec’x 4. cotgx = —cosec’x

dx dx O

Certifique-se de memorizar as duas primeiras — elas sao muito faceis — eu
nunca conheci ninguém que as esquecesse. Se voce for bom em decoreba
mermnorize as quatro ultimas da mesma maneira. Alternativamente, se vocé
nao for louco pela memorizacao ou tiver medo que esse conhecimento va
desalojar a data da Batalha de Hastings (1066) — que € muito mais provavel
de aparecer em um jogo de tabuleiro do que as derivadas trigonométricas
—voce pode descobrir as quatro tltimas derivadas pelo comego usando a
regra do quociente (veja o topico A regra do quociente” mais adiante).

1

Ou voce talvez goste do seguinte truque mneménico para as guatro dltimas
derivadas trigonometricas.Imagine que vocé esteja fazendo uma prova e
nao consiga lembrar essas derivadas.Vocé se debruca sobre o aluno sentado
proximo a voce e sussurra,“psst,qual é a derivada de cosecx?” . Agora, pegue
as trés ultimas letras de psst (sst) — essas sao as letras iniciais de sec,sec, ig.
Escreva esses trés e abaixo deles escreva suas co-fungdes: cosec, cosec, cotg.
Coloque um sinal negativo no cosec do meio. Finalmente, adicione setas
como no diagrama abaixo.

Sec—» sec < tg
cosec—» —cosec < cotg

Acredite no que eu digo,voce vai se lembrar da palavra psst,e depois disso
o diagrama sera muito facil de lembrar. Olhe para a fileira de cima: A sec da
esquerda tem uma seta apontando para sec {g — entao a derivada de secx
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& secxtanx. A Ig da direita temn uma seta apontando para sec sec,enfao a
derivada de tox é secix.A fileira debaixo funciona da mesma maneira, exceto
que ambas as derivadas sao negativas.

Achando a derivada das funcoes
exponenciais e logaritmicas

Cuidado: decoreba a frente. Que alegria, felicidade pura,mana dos céus...

Funcoes exponenciais
Se voce nao conseguir decorar a proxima regra, desligue a sua calculadora.

E. GJ' — er'l'

dx

Isso mesmo — pode realaxar —a derivada de e* ¢ cla mesma! Essa & uma
funcio especial. e* e seus multiplos,como 5e*,530 as tnicas fungoes que
sho suas proprias derivadas. Pense sobre 0 que 1550 significa. Olhe o grafico
de y = e* na Figura 10-1.

¥
A
T
104
g_.
8.
71 (2,~7.4)
6t ;
Inclinagao= 7.4
5..
4_.
3__
2--
____,_—-—4'*—-—..‘——-""/
e )| s
Figura 10-1: : : ; | : i — ——
0 grafico de 1.5 = -05 0.5 1 15 ? 25
y= e r

Escolha qualquer ponto nessa fungao, digamos (2,~ 7,4) e a altura da
funcao nesse ponto, = 7,4, € igual & inclinagao nesse ponto.

Se a base for um nimero diferente de e, vocé tem que ajustar a derivada
multiplicando-a pelo log natural da base:

Se y=2%, entio y'= 24n2.
Se y = 107, entao y'= 1(¥In10.
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Funcoes logaritmicas

E agora — o que todos vocés estavam esperando — as derivadas de fung¢oes
logaritmicas (Veja o Capitulo 4 se quiser revisar logs).Aqui esta a derivada de
um log natural (ou logaritmo neperiano) — isto é,0 log com base e:

Se a base do log for um miimero diferente de e, vocé ajusta essa derivada —
assim como fungoes exponenciais — exceto pelo de vocé dividir pelo log
natural da base em vez de multiplicar. Assim,

1
B T Ly g
dx 0% "2 xInZ
d —— A :
Ix logx = ~Inl0 (Lembre-se que log, x € escrito sem o 10)

Regras da diferenciacédo para
especialistas — Ah, sim, eu sou
um nerd do cdlculo.

Agora que voceé ja dominou fofalmente todas as regras basicas, faca uma
pausa e aprecie seu sucesso por um instante... Ok, pronto para um desafio?
As regras a seguir, especialmente a regra da cadeia, pode ser dificil.

Mas vocé sabe o que eles dizem:"(QQuem nao arrisca nao petisca”,"Sem
sacrificio, nao ha recompensa”, bla, bla, bla.

A regra do produto

Voce usa essa regra para — nao perca a calma - o produtfo de duas
funcoes do tipo
y=x°.senx

A regra do produto:
Se y = isso - aquilo,

Entao y’ = isso’ - aquilo + isso - aquilo’.

137



7 3 8 Parte IV: Diferenciacao

Assim, para y = x ® - sinx,
v'= (%) .sen + 27 . (senx)

= 3x%senx + x* cosx

A regra do quociente

Eu tenho a sensagao que vocé pode adivinhar para que serve essa regra —
o quociente de duas fungoes do tipo

A regra do quociente:

topo
Se y:L’
base
__ ., topo’- base - fopo - base’
entao y’'= P P ;

base*

Quase todos os livros de célculo que eu ja vi dao essa regra em uma forma
um pouco diferente que € mais dificil de lembrar E alguns livros fornecem
um "mnemonico” que envolve as palavras lodeehi e hideelo ou hodeehi ¢
hideeho,que é muito facil se confundir — 6timo, muito obrigado.

Decore a regra do quociente da maneira que eu a escrevi.Vocg nao vai ter
problema em se lembrar do que vai no denominador — ninguém nunca
esquece isso. O truque € saber a ordem dos termos no numerador. Pense
nisso dessa maneira.Voce esta fazendo a derivada, entao a primeira coisa
a fazer é achar a derivada. E é mais natural comecar no topo ou na base
da fracao? No topo, € claro. Assim, a regra do quociente comega com a
derivada do topo.Se vocE se lembrar disso, o resto do numerador é quase
automético. Concentre-se nesses pontos e vocé vai se lembrar da regra do
gquociente daqui a dez anos — ah, é claro.

Entao, aqui esta a derivada de y = Si,ri‘x :
_ (senx)’- x* —senx- (x')
Y= [:x'l)Z
_ X' cosx—4x’ senx
T X

_ x? (xcosx — 4senx)
- x

_ XCOSX — 4senx

X
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No topico"Achando a derivada de [ungoes trigonométricas”, en

prometi mostrar a voce como encontrar a derivada de quatro funcoes
trigonométricas — fangente, cotangente, secante e co-secante — com a
regra do quociente. Eu sou um homem de palavra, entao aqui vai.Todas as
quatro funcoes podem ser escritas em funcao do seno e cosseno — certo?
(Veja o Capitulo 6). Por exemplo, tgx = sem,ﬁgora,se voCcé quer a derivada

= COSX
da tg x,vocé pode usar a regra do quociente:

tox = senx
Cosx
. (senx)’cosx —senx(cosx)’
(1gry =)

CcoOsZx
COSX - COSX — senx - (—senx)’
cos’x

cos’x +sen’x
Cos’x

-
- cosix

(A identidade trisonométrica de Pitagoras diz que
cos’ x + sen® x = 1.Veja a folha de consulta para esta
e outras identidades trigonométricas tteis)

=sectx

Reconheco que isso é muito trabalho comparado com apenas decorar

a resposta ou usar o mnemonico mostrado algumas paginas atras, mas €
bom saber que vocé pode achar a resposta dessa maneira em tltimo caso.
As outras trés fungoes nao sao mais dificeis. Tente fazé-las.

A regra da cadeia

A regra da cadeia é de longe a regra da derivada mais complicada,
mas nac € tao ruim assim se voceé se concentrar com cuidado em
alguns pontos importantes. Comece achando a derivada de y =vy4x* -5
.Vocg usa a regra da cadeia aqui porque vocé tem uma funcao (4x*

— ) dentro de outra funcéo (a fungao da raiz quadrada) — em outras
palavras, @ uma funcao composta.

A propasito,aqui esta uma maneira de facilmente reconhecer uma funcao
composta.y =yx ndo é uma funcao composta porque o argumento da raiz
quadrada - isto €,a coisa da qual vocé tira a raiz quadrada — é simplesmente

- x.Toda vez que o argumento de uma funcao for algo com excecao do

simples e velho x, voce tem uma luncao composta. Tome cuidado ao
distinguir uma fungio composta de algo do tipo y=vx - sen x,0 que é
o produto de duas funcdes,yx e sen x,cada qual contendo apenas um
simples e velho x como argumento.

Ok, entao voceé tem essa funcao composta,y = V4x* — 5. Aqui estd como
achar a derivada usando a regra da cadeia.
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1. Vocé comeca com uma funciio externa, | , e acha a derivada disso,
IGNORANDO o que esta dentro. Para ter certeza de ignorar o que esta
do lado de dentro, substitua temporariamente a fungio de dentro pela
palavra coisa.

Ent&o vocé tem y = ycoisa. Ok, agora ache a derivada de y =coisa da
mesma maneira que vocé acharia a derivada de y=+x . Devido ao fato
de y=+x ser o mesmo que v =x'?,a regra da poténcia lhe deiy’:%x HE
Entao para esse problema, vocé comeca com > coisa ', )

2. Multiplique o resultado do Passo 1 pela derivada da funcao
interna, coisa’.

g 1 _ £ i e | J2 " ¥
Y= 9 COIsda " - colsda

D& uma olhada nisso. Todos os problemas basicos envolvendo a regra da cadeia
seguem esse formato.Voce usa a regra da derivada para a funcao externa,
ignorando a coisa interna, depois multiplica isso pela derivada da coisa.

3. Ache a derivada da coisa interna.

A coisa interna nesse problema @ 4x° - 5 e sua derivada é 12x° pela regra
da potencia.

4. Agora coloque a coisa real e sua derivada de volta no lugar
de origem.

¥ = (40 -5y (12x)

5. Simplifique.

¥'= 6% (Ax* = 5)12

JIR. %2 : : 6%
Ou,se vocé tiver algo contra poténcias negativas, vy’ = W

Vix® -5
Vamos tentar achar a derivada de outra funcao composta: y = sen(x?).

Ou, se voce tiver algo contra poténcias fracionarias, y’'=

1. A funcao externa é a funcao seno, entio vocé comeca ai, tirando
a derivada do seno e ignorando a coisa interna, x° A derivada do
senx € o cosx, entao para esse problema, vocé comeca com:

cos(coisa)

2. Multiplique a derivada da funcio externa pela derivada da
coisa.

vy = cos(coisa) - coisa’

3. A coisa nesse problema é x°, enlao coisa’é 2x. Quando vocé
insere esses termos de volta, vocé obtém:

y=dos(xt) . 2x
= 2xcos(x®)



Capitulo X: Regras da diferenciacéo — Sim, cara, elas mandam.

o
De vez em quando descobrir qual funcao esld dentro de qual pode ser
um pouco complicado - especialmente quando a funcéo esta dentro
de outra e ambas estao dentro de uma lerceira fungao (voce pode ter
quatro ou mais fun¢des aninhadas, mas trés ¢ provavelmente o maximo
que vocé verd).Aqui esta uma dica.

Reescreva a funcao composta com um conjunto de parénteses para cada
funcao interna, e reescreva as fungdes trigonométricas do tipo sen®x com a
poténcia do lado de fora dos parénteses: (senx)®

Por exemplo — esse é dificil, se prepare — ache a derivada de y = sen®(5x" —
4x). Primeiro, reescreva a fungao cibica do seno:y = [sen(Sf —~ ’}x))"‘.Agora
& facil de ver a ordem na qual as fungoes estao aninhadas. A fungao mais
interna esta dentro dos parénteses mais internos — isto €,5x° — 4x. Depois,

a funcao seno estd dentro do préximo conjunio de parénteses — isto &,
sen(coisa).Por fim,a fungdo ciibica esta do lado de fora de tudo —isto £,
coisa® (Por eu ser um professor de maternalica, eu sou obrigado a mostrar
que coisa em coisa’ é diferente de coisa em sen(coisa). E totalmente néo
matematico de minha parte usar o mesmo termo para me referir a coisas
diferentes, mas nao se preocupe — eu estou apenas usando o termo coisa
para me referir ao que quer que esteja dentro de qualquer funcao. O termo
técnico para essa coisa € o argumento da fungao). Ok, agora que voce sabe
a ordem das fungdes, voceé pode achar a derivada as avessas.

1. A funcio mais externa é coisa* e sua derivada ¢ dada pela regra
da poténcia.
3coisa’

9. Assim como todos os problemas que envolvem a regra da
cadeia, vocé multiplica isso por coisa’.

Scoisa® - coisa’

3. Agora coloque a coisa, sen(5x* — 4x), de volta ao seu lugar de
~ origem.

3{sen(5x2 - -'lx])? ; (sen(5x3 - 4};})'

4. Use a regra da cadeia de novo.

Vocé nao pode terminar esse problema rapido apenas tirando uma
simples derivada porque vocé tem que achar a derivada de outra fungao
composta, sen(5x* - 4x).Apenas trate sen(5x* - 4x) como se fosse o
problema original ¢ ache a sua derivada. A derivada de senx € cosx, entao
a derivada de sen(coisa) comega com cos(coisa). Multiplique isso pela
coisa.Assim, a derivada de sen(coisa) &

cos(coisa) - coisa’
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5. A coisa é 5x* — 4x e sua derivada é 10x - 4. Insira essas coisas
de volta.

cos(5x% - 4x) - (10x — 4)

6. Agora que voct tem a derivada de sin (52 — 4x), insira esse resultado
no resultado do Passo 3, dando a vocé o grupo todo junto.

3(5911(5.1:3 - 4x))3 - €08 (Ox* —4x) - (10x—4)
Isso pode ser um pouco simplificado.

(30x — 12) sen*(5x* — 4x) cos(5x% - 4x)
Eu disse a vocg que era um problema dificil.

Voce talvez tenha imaginado que pode economizar tempo nao mudando
para a palavra coisa e depois mudando de volta.Isso é verdade, mas as
técnicas forcam vocé a deixar a coisa sozinha durante cada passo do
problema. Esse é o ponto eritico.

Certifique-se de NAO TOCAR NA COISA.

Desde que voce se lembre disso, vocé nao precisa, na prética, usar a palavra
coisa ao fazer um problema envolvendo a regra da cadeia.Vocé s6 precisa
ter certeza de nao mudar uma funcao interna quando estiver achando a
derivada de uma func¢ao externa. Digamos que voceé queira achar a derivada
de f(x) =In(x*) .0 argumento dessa funcao logaritmica basica é x*. Nao
toque nele durante o primeiro passo da solugao, que é usar a regra do

log natural: % Inxs i— Essa regra diz que vocé coloca o argumento da
funcao no denominador sob o niimero 1. Entao, depois do primeiro passo
em diferenciar a derivada de In(x?), vocé tem I—.Vacé entao termina o

X1
problema multiplicando isso pela derivada de x* que é 3x2.

Outra maneira de ter certeza que voc@ entendeu corretamente a regra
da cadeia € lembrar que voc@ nunca usa mais do que uma regra da
derivada de cada vez.

No exemplo anterior, In(x*), vocé usa primeiro a regra log natural, depois,
COMOo um passo separado,voce usa a regra da poténcia para achar a
derivada de x*. Em nenhum ponto,em nenhum problema envolvendo a
regra da cadeia, voc@ usa ambas as regras ao mesmo tem po. Por exemplo,

com In(x*), vocé nao usa a regra natural do log e a regra da poténcia ao

mesmo tempo para obter =—.

Aqui estd a bobagem da regra da cadeia.
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Sey=F(g(x)),

entdo y'=F '(g(x)) -2 (x)

Ou, de forma equivalente,

Sey=fu),
eu=g(x),

2 dy _dy du
R dc  du dx

Veja o texto complementar a seguir,"Por que a regra da cadeia funciona?”, para

(note como os duas se cancelam)

uma explica¢do em portugués claro de toda essa confusao.

Por que a regra da cadeia funciona?

Vocé ndo saberia a partir da dificil mate-
matica nesse topico ou da bobagem so-
fisticada da regra da cadeia, mas a regra
da cadeia é baseada em uma idéia muito
simples. Digamos que uma pessoa esteja
andando, outra caminhando lentamente,
e uma terceira andando de bicicleta. Se
a pessoa gue estd andando lentamente
vai duas vezes mais rapido que a pessoa
que esta andando, e a pessoa andando de
bicicleta vai quatro vezes mais rapido que
a que anda lentamente, entao a pessoa na
bicicleta vai 2 vezes 4, ou 8 vezes mais ra-
pido que a pessoa andando, certo? Essa é
a regra da cadeia resumida —vocé apenas
multiplica as razes relativas.

Voce se lembra da Figura 9-5 mostrando
Laurel e Hardy em uma gangorra? Lem-
bre-se que para cada centimetro que Har-
dy desce, Laurel sobe em 2 centimetros.
Entdo, a razdo do movimento de Laurel é

duas vezes a razdo de Hardy, e em con-

seqiiéncia disso % = 2. Agora imagine

que Laurel tenha uma lingua de sogra

na boca — aguela que desenrola quando
vocé assopra, e para cada polegada que
ele sobe, ele assopra a lingua de sogra em
3 centimetros. A razao do movimento da
lingua de sogra (S) é assim 3 vezes a razdo

de movimento de Laurel. Nos simbolos do

calculo, % =3. Entao, qual & a velocidade

de movimento da lingua de sogra em rela-
¢do a Hardy? Isso é apenas bom senso. A
lingua de sogra esta se movendo 3 vezes
mais rapido do que Laurel, e Laurel esta
se movendo 2 vezes mais rapido do que
Hardy, entdo a lingua de sogra se move
3 vezes 2, ou B vezes mais rapido do que
Hardy. Aqui esta em simbolos (note que
isso € o mesmo que a definicdo formal da
regra da cadeia perto do icone de boba-
gem matematica);

dN _dN dL
dH  dL dH
=3-2

=6

Apenas uma brincadeira de crianga.

Um dltimo exemplo e uma tltima dica. Ache a derivada de 4x2 sen(x®).

Esse problema tem uma nova distorcéo — ele envolve a regra da cadeia e a

regra do produto. Como vocé deve comecar?

-
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Se vocé nao tiver certeza de onde comecar a fazer a diferenciacao da
expressdo complexa,imagine inserir um niamero no lugar de x e depois
avaliar a expressao na sua calculadora um passo de cada vez.Seu
dltimo calculo diz a vocé a primeira coisa a se fazer.

Digamos que vocé tenha inserido 0 nimero 5 no lugar de x em 4x* sen(x’).
Vocé avalia 4 - 52— isto €, 100; assim, depois de achar 5* = 125,voce [az o
sen(125),que é mais ou menos -0,616.Finalmente, vocé multiplica 100 por
-0,616.Posto que seu dlfimo calculo é uma multiplicac@o,seu primeiro
passo na diferenciagao € usar a regra do produio (Se o seu altimo calculo

fosse algo como sen (125),entao vocé comegaria com a regra da cadeia).
Vocé se lembra da regra do produto?

Se f(x) = isso - aquilo,entao F(x) = isso’ - aquilo + isso - aquilo’.
Entao para f(x) = 4x° sen(x¥),
FG0) = (@6 (sen(x®)) + () (sen ()’

Agora vocé termina o problema achando a derivada de 4x* com a regra da
poténcia e a derivada de sin(x®) com a regra da cadeia:

F(x) = (8%) (sen{x’)] + (4x%) (cos(x") : S.xﬁ)
E agoré simplifique:

F(x) =8x sen(x®) + 12x* cos(x®)

Diferenciagdo implicita

Todos os problemas de diferenciacao mostrados nos tépicos anteriores
desse capitulo sao funcdes do tipo y = x* + 3x” ou y =senx (e y €ra
algumas vezes escrito como f(x) como em f(x) = x° — 4x"). Nesses

tipos de casos, y é escrito implicitamente como uma fungao de x. Isso
significa que a equacao é resolvida em funcao de y; em outras palavras,
y esta sozinho de um lado da equacao.

As vezes, no entanto, pedem para vocé achar a derivada de uma equacao
que nao é resolvida em funcao de y,como y* + 3x* = senx - 4)*. Essa
equacao define y implicitamente como uma funcao de x,e vocé nao pode
escrevé-la como uma funcgao explicita porque nao pode ser resolvida em
funcao de y.Para esse tipo de problema, voce precisa da diferenciacdo
implicita. Ao diferenciar implicitamente, todas as regras da derivada
funcionam da mesma maneira com uma excecao: quando voce diferencia
um termo com um y nele, vocé usa a regra da cadeia com uma pequena
distorcao.

Vocé se lembra de usar a regra da cadeia para achar a derivada de algo do
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tipo sen(x?) com a técnica da coisa? A derivada do seno é o cosseno, entio
a derivada de sen(coisa) ésen(coisa) - coisa’ Vocé termina o problema
achando a derivada da coisa,x*,que € 3x* e depois fazendo as substituicces
para obter cos(x?) - 3x*.Com a diferencia¢io implicita,um y funciona
exatamente como a palavra coisa. Assim, devido ao fato de

( sen(ffoisaj)’ = cos(coisa) - coisa’,
) (seny)'=cosy.y

A distor¢ao. € que enquanto a palavra coisa esta tomando o lugar da
funcéo de x (x* nesse exemplo) temporariamente, voc nao sabe a que o
¥ € igual em termos de x.Entao o y e 0y’ — ao contrario de coisa e coisa’
— continuam na resposta final. Contudo, 0 conceito é exatamente o mesmo
e voce pode pensar em y como sendo igual a uma funcio misteriosa e
desconhecida de x. Mas como voce nao sabe qual é a fungio, vocé nao
pode voltar aos xs no final do prablema como pode com um problema
regular envolvendo a regra da cadeia.

Eu creio que vocé deva estar pensando se eu vou em algum momento
chegar a [azer o problema. Aqui vai. Novamente, ache a derivada de Y+
3x* =senx - 4y*.

1. Ache a derivada de cada termo em ambos os lados da equacio.

k)

oyt - ¥ +bx=cosx-12)% - y
Para o primeiro e quarto termo, voceé usa a regra da poténcia e a regra da
cadeia. Para o segundo termo, vocé usa a regra regular da poténcia. E para

0 terceiro termo, voce usa a regra regular da trigonomelria.

2. Retina todos os termos contendo um y’no lado esquerdo da
equacao e todos os outros termos no lado direito.

-y + 1292 .y’ = cosx — bx
3. Fatore o y".

Y (5y' + 12y%) = cosx — 6x
4. Divida para a resposta final.

o cosx — bx
“ 7 Byta 124

Note que essa derivada,ao contrario das outras que vocé fez até agora,

€ expressa em termos de x & y em vez de apenas x.Entao,se vocé quiser
avaliar a derivada para achar a inclinacao de um determinado ponto, voce
precisa ter os valores de x.e y para inserir na derivada.
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Também note que em muitos livros, o simbolo d—f{e usado em vez de y em

cada passo das solugdes como a solucao acima. Eu acho y’ mais facil e

d
menos inconveniente para se trabalhar. Mas d—i tem a vantagem de lembrar
a voceé que voceé estd achando a derivada de y em relacao a x.Cada uma

das maneiras esta certa. [Faca a sua escolha.

Entrando no ritmo com a
diferenciacéo logaritmica

Digamos que vocé queira achar a derivada de f{x) = (* - 5)(3x* + 10)
(1x°— 1)(2x° — 5 + 10).Agora, vocé pode multiplicar tudo e depois achar

a derivada, mas isso seria um grande sofrimento. Ou vocé pode usar a
regra do produto algumas vezes, mas isso também seria muito entediante e
demorado. A melhor maneira é usar a diferenciacao logaritmica.

1. Tire o log natural de ambos os lados.
Infix)=1In ((x3 -5)(3x+ 10)([dx* - D2 -5 + H})J

2. Agora use a propriedade do log do produto, que vocé com
certeza se lembra (se nao, veja o Capitulo 4).

InAx) = In(x® -5} + In(3x* + 10) + In(dx*— 1) + In(2x° - 5x° + 10])
3. Faca a diferenciacdo de ambos os lados.

De acordo com a regra da cadeia,a derivada de Inf(x) € — . F(x),ou

)
f’ (a) { o

(O fx) funciona da mesma maneira que a palavra coisa em um
prublema regular envolvendo a regra da cadela ou um y em um problema
de diferenciacio implicita). Para cada um dos quatro termos do lado

direito da equacao, vocé usa a regra da cadeia.

FGY. B . TR B JORI0E
o) C+5) G +10) L (@E-1) @ (2C-52+10)

4. Multiplique ambos os lados por f{x) e vocé terminou.

o3, 12¢ & . 10c-10x
‘L(f+53 Gr+10) © (Be-1) @ (2xX-52+10)
¢ = 5) (3¢ + 10)(dx? — 1)(2x%° - 5x2 + 10) -

Eu admito que essa resposta € bem cabeluda, e o processo de solugao nao é
exatamente um passeio no parque, mas, leve o que eu digo em consideracao,
esse método é muilo mais facil do que as outras alternativas.
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Fazendo a diferenciacao
de funcies inversas

Existe uma férmula dificil envolvendo as derivadas de funcoes inversas,
mas antes de chegarmos nela, olhe a Figura 10-2, que gentilmente
resume a idéia toda.

107
g4
g+
FET
64
51
il
34

s =~ | 27
Figura 10-2:
Os graficos 5
dirﬁﬂg:;;aess, Y 1
f(x) e gix). » _,./1

A Figura 10-2 mostra um par de funcdes inversas, fe g. Lembrese que

funcoes inversas sao simétricas em relaco a linha, y = x.Assim como

qualquer par de funcoes inversas,se o ponto (10,4) estiver em uma

funcao, (4,10) esta na sua inversa.E, por causa da simetria dos graficos,

, voce pode ver que as inclinagoes nesses pontos sao reciprocas: Em
(10.4) a inclinacéo € 1/3 e em (4,10) a inclinacéo é 3/1.E assim que a
idéia funciona graficamente, e se vocé continua comigo até agora, voce
aprendeu pelo menos visualmente.

No entanto,a explicacao algébrica é um pouco complicada.Q ponto (10,4)
em fpode ser escrito como (10,(10)),¢ a inclinacao nesse ponto — e desse
modo a derivada — pode ser expressa como /(10).0 ponto (4, 10) em g pode
ser escrito como (4,£(4)).Entao, por A10) = 4, vocé pode substituir os 4s em
(4,g(4)) por f(10)s,dando a vocé (f(10),g(f(10))).A inclinacao e a derivada
nesse ponto podem ser expressas como g'(f(10)).Essas inclinacoes sio
reciprocas, entao isso lhe da a equacao:

1

PA0) ==ty
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Essa equacao dificil expressa nada mais e nada menos do que dois
tridngulos nas duas fungoes na Figura 10-2.

Usando x em vez de 10,vocé tem a férmula geral:

; 1
=gy

AT, 2 , L i
;;?‘tf: '¢¢ Em outras palavras, essa férmula diz que a derivada de uma funcao,f,em
= ?Xﬂ relacdo 2 x, é o reciproco da derivada do seu inverso em relagao a .
CAA: ~/ OkTalvez seja muito complicada.
6*0,3“’ Yo

Escalando as alturas das
devivadas de ordem superior

Encontrar a segunda, terceira, quarla,ou maior derivada € incrivelmente
simples. A segunda derivada de uma fungao é apenas a derivada da sua
primeira derivada.A terceira derivada ¢ a derivada da segunda derivada,a
quarta derivada € a derivada da terceira, e assim por diante. Por exemplo,aqui
esta uma funcao e sua primeira,segunda, terceira, e subsegiientes derivadas.
Nesse exemplo,todas as derivadas sdo obtidas pela regra da poténcia.

fixy=x'—5x+12x-3
F(x)=4x*-10x+ 12
0= 12¢=10

f7(x) = 24x
00 =24
=)=0
fA(x)=0
elc. =0
etc. =0

Todas as funcdes polinomiais como essa vao eventualmente para o zero

quando voce faz a diferenciacao separadamente. Fungoes racionais do tipo

xX*—=3
+8°

achando as derivadas superiores.E as derivadas superiores do seno edo

por outro lado, ficam cada vez mais confusas & medida que voce vai

cosseno sao ciclicas. Por exemplo,

y=senx
y=CosX
y =-—senx
y'=—cosXx

y&) = sen x

-

O ciclo se repete indefinidamente com todo muiltiplo de quatro.

Nos Capitulos 11 e 12,eu mostro as muitas utilidades das derivadas
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superiores — na maioria de segunda ordem (Aqui esta uma prévia: A
primeira derivada da posicao € a velocidade, e a segunda derivada

da posicao é a aceleracido). Mas por enquanto, deixe-me dar a vocé
uma das muitas idélas em poucas palavras. A primeira derivada, como
vocé sabe, diz qudo rapido uma fungao esta mudando - quéo rapido
esta subindo ou descendo — isto é,sua inclinacao. A segunda derivada
diz quao rapida a primeira derivada estd mudando — ou, em outras
palavras, quao rapido uma inclinacio estd mudando. Uma terceira
derivada diz quéo rdpida a segunda derivada estda mudando, que diz

a VOCe quao rapido a razdo da mudanga da inclinagao esta mudando.
Se vocé estiver um pouco perdido aqui, nio se preocupe — eu também
estou perdido. Fica muito dificil entender o que as derivadas superiores
te dizem a medida que vocé passa da segunda derivada, porque vocé
comeca a entrar na razao da mudancga da razdo da mudanca da razao
da mudanca, e assim por diante.
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Capitulo 11
Diferenciacéo e o formato das curvas

Neste caprtulo
7 Aglientando os altos e baixos das funcées mal humoradas
Localizando os valores extremos
Usando os testes da derivada primeira e segunda
~ Interpretando a concavidade dos pontos de inflexao
~ Comparando os graficos das fungoes e derivadas

- Apresentando o teorema do valor médio — GRRRRR

e voce leu os Capitulos 9 e 10,voc@ é provavelmente um

especialista em achar derivadas. O que é uma coisa boa, pois
nesse capitulo vocé usa as derivadas para entender os formatos das
fungbes — onde elas sobem, onde caem, onde atingem o limite maximo
e 0 minimo, como elas se curvam, e assim por diante. Depois, no
Capitulo 12,vocé usa seu conhecimento sobre o formato das funcoes
para resolver problemas da vida real.

Fazendo uma longa viagem
de carro através do cdlculo

Considere o grafico de f(x) na Figura 11-1.

Imagine que voce esteja dirigindo ao longo dessa funcéo da esquerda para a
direita. Ao longo da sua viagem, existem diversos pontos de interesse entre @

¢ L Todos eles,com excecao dos pontos de partida e chegada, se relacionam

com o declive da estrada — em outras palavras,sua inclinacao ou derivada.

Agora, se prepare — eu vou mostrar a voce muitos termos e definicoes novas
de uma sd vez.Voce nao deve, no entanto, ter muito trabalho com essas idéias
porque elas, na sua maioria, envolvem no¢oes de bom senso como dirigir para
cima ou para baixo de uma rampa,ou passar pelo topo de uma colina.
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[ — ]
Figura 11-1:
0 grafico

de f{x) com
diversos
pontos de

interesse.
-1} e S el

fix)
A

Valor méaximo local Y Maximo absoluto

Aj k¢

Valor minimo local

2.,

¥ o

s
-

]

Y Minimo absoluto

Escale cada montanha, cruze cada
riacho: inclinagdes positivas e negativas

Primeiro, note que a medida que vocé comega uma viagem em a,
voce esta subindo. Assim a funcao esta crescendo e sua inclinacao e
derivada sao consequentemente positivas.Voce escala a colina até
chegar ao topo em b onde a estrada se torna igual. A estrada esla
nivelada, entao a inclinagao e a derivada sao iguais a zero.

Devido ao fato de a derivada ser zero em b,0 ponto b é chamado de ponto
critico da fungao. O ponto b também é um valor maximo local ou méaximo
relativo de fporque é o topo da colina.Para um valor méximo local, b tem

que apenas ser 0 ponto mais alto na sua vizinhang¢a imediata. Nao Importa
que a colina do lado em g seja maior.

Depois de alcangar o topo da colina em b, voc€ comeca a descer

— bem, é claro. Entdo, depois de b,a inclinagdo e a derivada sao
negativas e a funcéo estd decrescendo.Para a esquerda de qualquer .
valor maximo local,a inclina¢do € positiva; para a direita de um valor
méximo local, a inclinacdo é negativa.

Eu ndo consigo pensar em uma

metdfora sobre viagem para essa se¢ao:

concavidade e pontos de inflexao

O préximo ponto de interesse é c.Vocé consegue ver que a medida que
desce de b para ¢, a estrada fica cada vez mais inclinada, mas depois de
c,se bem que voce ainda esta descendo, a estrada esta comecando a se
curvar gradualmente e ficando menos inclinada? A pequena seta para
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baixo entre b e ¢ na Figura 11-1 indica que essa parte da estrada esta
curvando para baixo — nesse local,a funcao é dita ter uma concavidade
voltada para baixo.Como vocé pode ver,a estrada também tem uma
concavidade voltada para baixo entre g e b.

QR Uma porgao da funcdo que é cdncava para baixo se parece com uma
expressao de mau humor. Onde é cOncava para cima,como entre ¢ e e,
parece com uma xicara.

Toda vez que a funcao for concava para baixo,sua derivada esta decrescendo:
toda vez que a fungao for concava para cirna, a sua derivada esta crescendo.

Assim a estrada € concava para baixo até ¢ onde muda para céncava
para cima.Porque a concavidade muda em ¢, ele é um ponto de inflexdo.
O ponto ¢ € também ¢ ponto mais inclinado nesse trecho de estrada. Os
pontos mais inclinados em uma fung¢ao — assim como os pontos menos
inclinados — sempre ocorrem nos pontos de inflexao,

‘«'efltﬂa Tome cuidado com as partes das fun¢des que t8m uma inclinagio negativa. O
" ponto ¢ € o ponto mais inclinado na sua vizinhanga porque ele tem a maior

inclinacao negativa do que qualquer outro ponto proximo. Mas lembrese.
\. um nimero negativo grande é na realidade um niimero pequeno, entao a
inclinacac e a derivada em ¢ sao na verdade os menores de todos os pontos
da vizinhanca. De b para c a derivada da fungao esta decrescendo (porque
estd se tornando um nimero negativo maior). De ¢ para d,a derivada esta

crescendo (porque esta se lornando um nimero negativo menor).

Esse vale das ldgrimas:
0 valor minimo local

Vamos voltar a sua viagem. Depois do ponto ¢, vocé continua a descer
a colina até chegar em d,a parte final do vale. O ponto d é outro ponto
critico porque a estrada estd nivelada e a derivada é zero. O ponto d

€ também um valor minimo relativo ou local porque é o ponto mais
baixo da vizinhanca imediata.

Uma vista panordmica:
0 mdximo absoluto

Depois de d,vocé viaja para cima, passando e,que & outro ponto de inflexao.
E o ponto mais inclinado entre d e g e 0 ponto onde a derivada é a maior.
Voce para na vista panoramica em g, outro ponto critico e outro valor
maximo local. O ponto g também é o mdximo absoluto no intervalo de a
até I porque € o ponto mais alto da estrada de a até /.
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Problema no carro: preso no vértice

Descendo de g, voce passa por outro ponto de inflexao, i1, outro valor local
minimo, i, depois vocé sobe para j onde vocé estupidamente tenta dirigir
sobre o pico.Suas rodas da frente conseguem passar,mas o chassi do carro
fica preso no precipicio, deixando voce balancando para cima e para
baixo com suas rodas girando.Seu carro balanga em j porgue vocé nao
pode desenhar uma reta tangente nesse ponto.Sem reta tangente significa
sem inclinacao; e sem inclinagéo significa que nao hé derivada, ou

vocé pode dizer que a derivada em j é indefinida. Um ponto de inflexao
acentuado como j € chamado de vértice.

E uma descida a partiv daqui

Depois de remover o seu carro,voce segue descendo, a estrada esta

Arandn rada vas mannce inelinada 2t48 ana Aea nlana nor nim mamanta
1Calll Cadd VEZ HNICIIOS HICiaAa aic QU [1C4 pualla DO Ul MOIICHG

em k (Novamenile, note que devido ao fato de a inclinacao e de a derivada
estarem ficando cada vez mais numeros negativos menores a caminho

de k,elas estao de fato crescendo). O ponto £ € outro ponto critico

porque sua derivada é zero.E também outro ponto de inflexao porque a
concavidade muda de virada para cima para virada para baixo em k.Depois
de passar por k,voce desce até [,seu destino final. Devido ao fato de [ ser

a extremidade do intervalo,nao & um valor minimo local — extremidades
nunca sao qualificadas como valores locais minimos ou maximos — mas é o
minimo absoluto no intervalo porque é o ponto mais baixo de g até L

Espero que voce tenha gostado da sua viagem.

Seu didrio da viagem

Eu quero revisar a sua viagem e os termos e defini¢coes anteriores e ainda
introduzir mais alguns termos:

|1~ A funcéo f na Figura 11-1 tem uma derivada igual a zero nos pontos

. criticos b, d, g, I, e k.Se voceé soma 0 a essa lista — em j a derivada
é indefinida — vocé tem uma lista completa dos pontos criticos da
funcao. Os pontos criticos estao onde a derivada é zero ou indefinida.
Os valores de x desses pontos criticos sao chamados de niimeros
criticos da funcao.

-+~ Todos os valores maximos e minimos locais — 0s topos e vales — devem
ocorrer em pontos criticos. No entanto, nem todos os pontos criticos
sao necessariamente valores maximos ou minimos locais. O ponto
k,por exemplo, € um ponto critico,mas nao € nem valor maximo e
nem minimo local. Os valores maximos e minimos locais — ou pontos
de mdximo e minimo —sao chamados, conjuntamente, de valores
extremos locais da funcao. Use muitos desses plurais sofisticados se
voce quiser soar como professor. Um niimero maximo ou minimo local
unico € um exfremo local.
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1~ A fungao € crescente toda vez que vocé estiver subindo — onde
a derivada for positiva; € decrescente toda vez que vocé estiver
descendo - onde a derivada for negativa. A funcao também é
decrescente no ponto k,um ponto de inflexao horizontal, mesmo que
a inclinacao c a derivada sejam, nesse ponto,igual a zero. Eu percebo
que parece um pouco estranho, mas € assim que funciona — acredite
na minha palavra. Em todos os pontos de inflexdo horizontais, uma
fungdo esta ou crescendo ou decrescendo. Nos valores extremos b, d,
g, i, e ],a funcdo nao estd nem crescendo nem decrescendo.

1~ A funcao € concava para cima toda vez que se parecer com uma xicara
ou cdm um sorriso (alguns dizem que é onde ela “segura agua”) e
concava para baixo toda vez que se parecer com uma careta (alguns
dizem que € onde ela“derrama agua”).Os pontos de inflexdo ¢, e, i,
k estao onde a concavidade muda de céncava para cima para concava
para baixo ou vice versa. Os pontos de inflexao também sao os pontos
mais ou menos inclinados nas suas vizinhancas imediatas.

Encontrando os valores extremos
locais — Minha mée, ela é assim,
totalmente extrema

Agora que voceé terminou o topico anterior e sabe o que valores
extremos locais sao, vocé precisa saber como fazer os calculos pra
aché-los.Voce viu no 1ltimo tépico que todos os valores extremos
locais ocorrem nos pontos criticos de uma funcao - isto é, onde a
derivada € zero ou indefinida (nao se esqueca, no entanto, que nem
todos os pontos criticos precisam ser valores extremos). O primeiro
passo para encontrar os valores extremos locais da funcéo é encontrar
0s seus numeros criticos (os valores de x dos pontos criticos).

Escrevendo os nimeros criticos

Encontre os nimeros criticos de f{x) = 3x° - 20x°. Veja a Figura 11-2.
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=== ———— |
Figura 11-2:

0 grafico de
flx) =

30— 20%F
[y

3

Y

Y

Aqui esta o que voce deve fazer
1. Encontre a primeira derivada de fusando a regra da poténcia.

1(6) = 355 — 20%°
() = 151 = 6052

Coloque a derivada igual a zero e resolva em fungao de x,

15 - 60x* =0

157 (2 -4)=0

15x* (x+2)(x-2)=0
ISﬂ:Uoux+2=0011x52:G

x=0,-2,0u2

Esses trés valores de x sao nimeros criticos de £ Nidmeros criticos
adicionais podem existir se a primeira derivada for indefinida em alguns
valores de x,mas devido ao fato de a derivada, 15x" — 60x2, ser definida -
para todos os valores de entrada, o conjunto solucdo acima,0,2,e 2,é a
lista completa dos nimeros criticos.Visto que a derivada de fé igual a zero
nesses niimeros criticos,a curva tem tangentes horizontais nesses niimeros.

Agora que voce tem a lista dos niimeros criticos, vocé precisa
determinar se picos e vales ocorrem nesses valores de x.Vocé pode
fazer isso com o teste da derivada primeira ou com o teste da derivada
segunda. Eu creio que voce talvez esteja se perguntando por que vocé
tem que testar os numeros criticos quando vocé pode ver onde os
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TR
Figura 11-3: _

Os nimeros
criticos de
flx} =

35— 2003
(et s oo )

-

picos e vales estao apenas olhando no grafico da Figura 11-2, que vocé -
pode, é claro, reproduzir na sua calculadora grafica. Bem pensado. Ok,
entao esse problema — sem mencionar outros incontaveis problemas
que voce fez nos cursos de matematica — é um tanto artificial e
impraticavel. Que novidade!

0 teste da derivada primeira

O teste da derivada primeira € baseado em idéias do calibre do Prémio
Nobel: a medida que vocé passa sobre o topo de uma colina, primeiro
voce sobe e depois vocé desce, e que quando voce dirige entrando e
saindo de um vale, vocé desce e depois sobe. Essa matéria de calculo é
muito impressionante, nao é?

Aqui esta como voce usa o teste. Pegue uma_linha numerada e coloque os
nameros criticos que vocé achou acima: 0,-2, e 2.Veja a Figura 11-3.

& : 5 ! & L
bl T

9 0 BisSIE aa
l Mimeros ‘

criticos

=

Essa linha numerada é agora dividida em quatro regides: para a
esquerda de -2, de -2 até 0,de 0 até 2, e para a direita de 2. Agora
escolha um valor de cada regiao, insira na derivada primeira, e note se
0 seu resultado é positivo ou negativo.Vamos usar os nimeros -3,-1, 1, e
3 para testar as regioes.

£ () = 15x" — 60x2

£(=3) = 15(=3)" — 60 (=3)?
= 15-81-60-9
= 675

£ (—1) = 15(=1)* - 60 (=1)?
= 15— 60
= 45

(1) = 15(1)' = 60(1)?
= 15— 60
=45

P(3) = 15(3)! — 60(3)?
=15-81-60-9
= 675
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A propésito, se voceé notou que a derivada primeira € uma funcao par,vocé

sabe,sem fazer os calculos,que (1) = f-1) e que f(3) = f{-3) (Funcoes pares
sao descritas no Capitulo 5. Uma fungao polinomial com todas as poténcias
pares,como f(x) acima, & um tipo de funcao par).

Esses quatro resultados sao, respectivamente, positivo, negativo, negativo, e
positivo. Agora, pegue a sua linha numerada, marque cada regiao com o sinal
positivo ou negativo apropriado, e indique onde a funcao esta crescendo
(onde a derivada € positiva) e onde esta decrescendo (onde a derivada é
negativa). O resultado & um suposto grdfico de sinais Veja a Figura 114.

i I
1 I
i I

Crescendo i[lranmsnrzndu: Decrescendo; Crescendo
_ : — ; — : +
Figura 11-4: : ! '
0 grafico de = *2 = a ; »
sinais de f(x) E )
- b__' 3 - o j
M Numeros criticos

A Figura 11-4 diz simplesmente o que vocé ja sabe se vocé olhou o
grafico de f— que a [uncao sobe até -2, desce de -2 até (, desce mais de
0 até 2, e sobe novamente a partir de 2.

Agora aqui esta o bicho-de-sete-cabecas. A fun¢ao muda de crescente
para decrescente em -2; em outras palavras, vocé sobe até -2 e depois
desce. Assim, em -2 vocé tem uma colina ou um valor maximo local.

De maneira oposta, visto que a funcao muda de decrescente para
crescente em 2, vocé tem ai um vale ou um valor minimo local.E
devido ao fato de os sinais da derivada primeira nao mudarem em zero,
nao ha nem um minimo ou maximo nesse valor de x.

O dltimo passo € obter os valores das funcoes, em outras palavras as alturas,
desses dois valores extremos insenndo os valores de x na funcao original:

f’(x) = 3x*—20x°

f(=2)= 3(=2)° - 20(=2)°
= 64

F(2) = 3(2)° = 20(2)}
S

Assim, o valor maximo local esta localizado em (-2,64) e o valor
minimo local esta em (2.- 64).Vocé terminou.

Para usar o teste da derivada primeira para testar o extremo local em um
niamero critico em particular,a funcao deve ser continua para esse valor de x.
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0 teste da derivada segunda —
nao, nao, tudo menos outro teste!

Se vocE nao gosta do teste da derivada primeira, vocé pode usar o teste da
derivada segunda para encontrar o extremo local da funcao.

O teste da derivada segunda é baseado em mais duas idéias sanhadoras do
Premio Nobel: Primeiro, que no topo de uma colina,a estrada tem um formato
corcunda — em outras palavras, € uma curva para baixo ou uma concavidade
para baixo; e segundo,que no final do vale,a estrada tem urm formato de uma
xicara,entao € uma curva para cima ou uma concavidade para cima.

A concavidade de uma funcdo em um ponto é dada pela derivada
segunda: uma derivada segunda positiva significa que a funcao é céncava
para cima,uma derivada segunda negativa significa que a funcao é
cOncava para baixo,e uma derivada segunda igual a zero é inconclusiva
(a fun¢ao pode ser concava para cima, céncava para baixo, ou pode haver
um ponto de inflexao nesse lugar). Entao, para a nossa fungao £ tudo o
que voce tem que fazer & encontrar a derivada segunda e depois inserir os
nuameros criticos que voceé achou —-2,0,e 2 — e notar se seus resultados sao
~ positivos, negativos, ou zero. Quer dizer —

F'(x)=3x°-20x3 _
f”(x) = 15x * - 60x 2 (regra da poténcia)
7(x) = 60x* - 120x (regra da poténcia)
£7(=2) = 60(=2)% - 120(-2) =240

£2(0) = 60(0)3 = 120(0) =0
£7(2)=60(2)2-12002) = 240

Em -2,a derivada segunda é negativa (-240). Isso diz a vocé que Fé
concava para baixo onde x € igual a -2, e entao que ha um valor maximo
local em -2.A derivada segunda é positiva (240) onde x é 2, entao fé
coOncava para cima e dessa forma ha um valor minimo local em x = 2.
Devido ao fato de a derivada segunda ser igual a zero em x = 0,0 teste da
derivada segunda falha — ele nao diz nada sobre a concavidade em x = 0
ou se ha um valor minimo ou maximo nesse lugar. Quando isso acontece,
voce tem que usar o teste da derivada primeira.

Agora dé mais uma olhada nos testes da derivada primeira e segunda
com outro exemplo. Encontre os valores extremos de g(x) = 2x — 3x2% +
4 (Veja a Figura 11-3).
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1. Encontre a derivada primeira de g.

8(x) = 2x— 33 44
£0)=2-2x""

2. Coloque a derivada igual a zero e resolva.

2-2x""=0
—2xB=-2
R =1
(x—iﬂ-})—S =13
x=1

3. Determine se a derivada primeira € indefinida para algum
valor de x.

A5 éigual a '—%';'.Agora, posto que a raiz ctibica de zero seja igual a
0

derivada, 2 — 2x %, é indefinida em x = 0, e assim 0 € outro nimero critico.

ZEero,Se VOCe INserir zero em 3",_‘; ,voce teria —, que € indefinida.Entao a
A

Agora voceé tem uma lista completa de nimeros criticos parag:0e 1.

4. Insira os niimeros crificos em uma linha numerada, e entao use o
teste da derivada primeira para descobrir o sinal de cada regiao.

Voce pode usar —1,0.5, e 2 como niameros testes.
g)=2-2x18

g-h=4
g'(0.5) =052
g(2) = 041
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A Figura 11-6 mostra o grafico de sinais.

—_— 1 — | —
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1
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I 1
i 1
1 1
I 1 Crescendo
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Decrescendo

Crescendo
+
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Figura 11-6:

[

0 gréfico = :
de sinais de 0
glx} = 2x ‘ T
N

j

—3x¥ 4 4, : e
3 imeros criticos

Visto que a derivada primeira de g muda de positiva para negativa em 0, ha
um valor maximo local ai.E porque a derivada primeira muda de negativa
para positiva em 1,h& um valor minimo local em x = 1.

9. Insira os niimeros criticos em g para obter os valores da funcao
(as alturas) desses dois nlimeros extremos.
glx)=2x—-3x 2 4+5

g(0) =4
g(1)=3

Assim, ha um valor maximo local em (0,4) e um valor minimo local em
(1,3).Voceé terminou.

Vocé poderia ter usado o teste da derivada segunda em vez do teste da
derivada primeira no passo 4. Primeiro vocé precisa da derivada segunda
de g,que &, como voce sabe,a derivada da primeira derivada.

gy =2 = Jx
g =L
Agora, avalie a derivada segunda em 1 (o niimero critico onde g°=0).

)

Posto que g”(1) é positivo (%),vocé sabe que g € concava para cima em
x = 1 e, conseqiientemente, que ha um valor minimo local af. O teste da
derivada segunda nao ajuda onde a derivada primeira é indefinida (onde
x=0),entdo voce tem que usar o teste da derivada primeira para esse

nuamero critico.
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Encontrando os valores
mdximos e mimimos absolutos
em um intervalo fechado

Toda funcao conlinua em urm intervalo fechado tem um valor maximo
e um valor minimo nesse intervalo — em outras palavras, um ponto
maximo e minimo — embora, como vocé pode ver no exemplo a seguir,
possa haver um empate entre o valor maximo e minimo.

Um intervalo fechado como [2,5] inclui os pontos finais 2 e 5.Um intervalo
aberto como (2,5) exclui os pontos finais.

Encontrar o valor maximo e minimo absoluto é muito facil. Tudo o

que voce faz é calcular o niimero critico da funcao no dado intervalo,
determinar a altura da funcao em cada nimero critico, e depois descobrir
a altura da funcao nos dois pontos finais do intervalo. O maior desse
conjunto de alturas € o valor maximo absoluto; e o menor, € claro,é o
valor minimo absoluto. Aqui tem urmn exemplo: Encontre o valor maximo e

minimo absoluto de h(x) = cos(2x) — 2senx no intervalo fechado [—gm,Qn].

1. Encontre os niimeros criticos de /1 no intervalo aberto (%,27[).

(Veja o Capitulo 6 se vocé estiver um pouco enferrujado em fungoes
trigonomeétricas.)

h(x) = cos(2x) — 2senx
h'(x) = —sen(2x) .2 -2cosx
(regra da cadeia)
() =—-2sen(2x) — 2cosx
(0 =sen(2x) + cosx (divida ambos os lados por-2)
0 =2 senx cosx + Cosx
0=cosx (Zsenx+1) (identidade trigonométrica; olhe

a folha de consulta)

cosx =) ou 2senx+ 1 =0
E 1
Senx =——-
L1
i BE
Assim, 0s zeros de /'sao EE—T@ E”e porque A’ € definida para todos os

nimeros de entrada, essa € ura lista completa de nimeros criticos.
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2. Calcule os valores da funcao (as alturas) em cada niimero critico.

h(x) = cos(2x) — 2senx

g con(z ) - 25en()
=05-2-(-05)

15
{ (Sﬁl—[) cos(2 - 3(1[ ) 25en (SGTJ
= ST
=

Ilx 11x Il
o I @
(g cos(2 - 7g7) - 2sen(1T)
=05-2-(=0,5)
=4
3. Determine os valores da funcio nos pontos finais do intervalo.

H5)=cooe 5)-20e(3)

==3

h (2m) = cos(2 . 2n) — 2sen(2m)
=1-2-0
=

Assim, a partir dos passos 2 e 3,vocé encontrou cinco alturas: 1.5 i
1,15,-3,e 1.0 maior nimero nessa lista, 1.5, & o valor maximo
abc;o]uto 0 menor,—3, é o valor minimo absoluto.

O valor maximo absoluto ocorre em dois pontos: ( FL 1 5) (léﬂ, 1,5) O

valor minimo absoluto ocorre em um dos pontos finais, ? 3) e é entao

e

chamado de ponto final extremo.

ATabela 11-1 mostra os valores de h(x) = cos(2x) =2 em trés nimeros

oy 5 TT - 4 .
criticos no intervalo de fz— até 2 e no intervalo dos pontos finais; a Figura

11-7 mostra o grafico de h.
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T
Figura 11-7:
0 grafico de

Hix)
= cos(2x)

—2sen x.
Jrszssiars ol in 4]

Tabela 11-1 Valores deh(x) = cos(2x) — 2senx nos

numeros criticos e pontos finais

para o intervalo {%, 271)
hix) =3 [15] 1 [15] 1 ]
X l ?_ﬂ' 3_17 Tn 2
2162|686

Algumas observag¢des. Primeiramente, como vocé pode ver na Figura 11-7,

el

& um valor minimo local de h.Todavia,se vocé

ambos os pentos

)

tem que prestar atencao se os pontos criticos sao maximos ou minimaos

1 5) s&0 valores maximos locais de h,

locais,ou nenhum dos dois. E assim voceé nao tem que se preocupar em
usar o tesle da denvada primeira e segunda.Tudo o que voce tem que
fazer & determinar as alturas nos nimeros criticos e nos pontos finais e
depois escolher os maiores e menores niimeros da lista. Em segundo lugar,
o valor méximo e minimo absolute no dado intervalo nao diz nada sobre

como a funcao se comporta fora do intervalo. A funcéo h, por exemplo,

2
cresca), e ela pode descer mais baixo que -3 (embora também nao desca).

pode crescer para além de 1,5 fora do intervalo de — até 2rx (embora néo

y
A
i B = !..-\":::—'_‘
3t : ¥
21 : :
[ G e
-« - -t ’ > X
s /| mix 3x lxaln
1l 2 " T B
o |
21 s :
A /
| : :
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Encontrando os valores mdximos
e mimimos absolutos sobre todo

o dominio de uma funcéao

O mdximo absoluto e o minimo absoluto de uma funcao sobre fodo o seu
dominio sao os valores maior e menor inicos da funcao em qualquer lugar
que seja definida. Uma funcao pode ter um maximo ou minimo absoluto ou
nenhum dos dois. Por exemplo,a parabola y =" tem um minimo absoluto

no ponto (0,0) — a base do seu formato de xicara — mas nenhum maximo
absoluto porque sobe para sempre para a esquerda e para a direita.Voce pode
dizer que seu maximo absoluto € infinito se nao fosse pelo fato que infinito
nao € um namero e assim nao pode ser qualificado como um maximo—e o
mesmo, € claro, para o infinito negativo como um minimo.

A idéia basica é essa: Ou uma funcao vai alcancar o limite maximo em
algum lugar ou vai crescer para sempre até o infinito. E a mesma idéia
se aplica a um minimo e descendo até o infinito negativo. Eu passo pelo
método basico e depois mostro algumas excecoes.

Para localizar o maximo e minimo absoluto sobre seu dominio de uma
fungao, apenas encontre a altura da funcao em cada um dos seus nimeros
criticos.Voce fez isso no topico anterior, exceto que dessa vez voce considera
fodos os nimeros criticos, nao apenas os de um dado intervalo. O maior
desses valores € o maximo absolulo a nao ser que a [ungao cresca para

o infinito positivo em algum lugar, no qual voce diz que nao ha maximo
absoluto.O menor desses valores é o minimo absoluto,a nao ser que a
funcao desca para o infinito negativo,no qual nao tem um minimo absoluto.

Se uma funcao sobe para o infinito positivo ou desce para o infinito negativo,
ela faz isso nos seus extremos da direita e da esquerda ou em uma assintota
vertical. Entao, scu dltimo passo (depois de avaliar todos os pontos criticos) €
avaliar o lim e o lim — o a0 chamado comportamento final da fun¢do—e o
limite da fungao & medida que x se aproxima de cada assintota vertical pela
esquerda e pela direita. Se cada um desses limites for igual ao infinito positivo,
entio o maximo absoluto é o valor da funcao no maior dos pontos criticos.E
se qualquer urn desses limites for o infinito negativo,entdo a fungao nao tem
um minimo absoluto; se nenhum deles for igual ao infinito negativo,entao o
minimo absoluto € o valor da funcao no menor dos pontos criticos.

A Figura 11-8 mostra algumas funcoes onde o método acima nao vai
funcionar A funcao f{x) nao tem um maximo absoluto apesar de o fato de
que ela nao sobe para o infinito.Seu maximo nao é 4 porque ela nunca
chega a 4, e seu maximo nao pode ser nada menor do que 4,como 3.999,
porque sobe mais do que 3.9999.A fungdo g(x) nao tem um minimo
absoluto apesar de o fato de que ela nao desce para o infinito negativo. Indo
para a esquerda,g(x) avanga lentamente ao longo da assintota horizontal
em y = (), mas nunca fica menor do que zero e, entao, nem o zero e nem
nenhum outro nimero pode ser o minimo absoluto.
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Figura 11-8:
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Localizando a concavidade
e os pontos de inflexao

Olhe novamente a funcao fx) = 3x° - 20x® na Figura 11-2.Voce usou os
tres niimeros criticos de f,-2,0,e 2, para achar ¢ valor extremo local: (2,64)
e (2,-64).Esse topico investiga o que acontece em outra parte da fun¢ao

— especificamente, onde a funcao é concava para cima ou para baixo e
onde a concavidade muda (os pontos de inflexao).

O processo para encontrar a concavidade e os pontos de inflexao &
parecido com usar o teste da derivada primeira e o grafico de sinais para
encontrar o valor extremo local, exceto que agora vocé usa a segunda
derivada (Veja o topico “encontrando o valor extremo local”).Aqui o que
voce faz € encontrar os intervalos da concavidade e os pontos de inflexao
de flx) = 3x° — 205

1. Encontre a derivada segunda de £
fx) =3x° - 20°
f'(x) = 15x* — 60x* (regra da poténcia)

f”(x) = 60x* — 120x (regra da poténcia)

2. Coloque a derivada segundo igual a zero e resolva.

60x° —120x=0

60x (X2 —2)=0

60x =10 ou x-2=0

x=0 xE=2
x=+y2
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3. Determine se a derivada segunda é indefinida para qualquer
valor de x.

f(x) = 60x° — 120x é definida para todos os nimeros reais, entao
nao ha nenhum outro valor de x para adicionar a lista do passo 2.
Assim, a lista completa é =v2,0,¢ 2.

Os passos 2 e 3 lhe dao o que vocé chamaria de “ndmeros criticos
da segunda derivada” de f porque eles sao parecidos com os
numeros criticos de f'que vocé encontra usando a derivada
primeira. Mas, até onde eu sei, esse conjunto de numeros nao tem
um nome especial. Em qualquer evento, o importante, a saber, é
que essa lista é formada pelos zeros de /" mais qualquer valor de x
onde /' é indefinido.

4. Represente esses nlimeros numa linha numerada e teste as
regioes com a derivada segunda.

Use-2,-1,1,e 2 como niimeros testes.

F=60x—120x

P (=2) = ~240
F(=1) =60
£ (1) =—60
F(2) = 240

A Figura 119 mostra o grafico de sinais.

et S 2 3 ~=o)
Figura 11-9:
0 grafico : : .
de sinais - : ' S
da derivada —\F;T 0 V2
segunda Cincava Cincava Cincava Cancava
para f(x) = parabaixoi paracima | parabaixe | paracima
35 — 205 | | ’
EETr—————

FLT = Ly

Um sinal positivo no grafico de sinais diz a voce que a fungao é concava
para cima naquele intervalo; um sinal negativo significa uma concavidade
para baixo.A funcao tem um ponto de inflexao (geralmente) em qualquer
valor de y onde 0s sinais mudarm de positivo para negativo e vice versa.

Devido ao fato de os sinais mudarem em —y2,0,e V2 e porque esses trés
numeros sao zeros de /', 0s pontos de inflexao ocormrem nesses valores de
x.5e,no entanto, vocé tem um problema onde os sinais mudam em numero
onde /' & indefinido, voce tem que verificar uma coisa adicional antes de
concluir que nesse ponto ha um ponto de inflexao. Um ponto de inflexao
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existe em um dado valor de x somente se ha uma reta tangente a funcao em
qualquer nimero.Esse € 0 caso toda vez que a primeira derivada existe ou
onde ha uma tangente vertical.

2. Insira esses trés valores de x em fpara obter os valores da
funcao dos trés pontos de inflexao.

f=3x°—20x°

f(—v2) =396
f(0)=0
f(V2)=39,6
A raiz quadrada de dois é igual a mais ou menos 1.4,entao ha pontos de
inflexao por volta de (-1.4,39.6),(0,0),e por volta de (1.4,-39.6).Vocé terminou.
A Figura 11-10 mostra os pontos de inflexao de f,bem como seus
valores locais e seus intervalos de concavidade.

E
-

= a—
Figura 11-10:

0 gréfico -

de f{x) = -3
3x5 — 203
mostrandao
seu valor
local, seus
pontos de
inflexdo
e seus
intervalos de
concavidade.

Olhando os grdficos das derivadas
até que eles me tivem do sévio

Vocé pode aprender muito sobre as funcdes e suas derivadas olhando

para elas lado a lado e comparando as suas caracteristicas importantes.

Siga f(x) = 3x° — 20x¢’ da esquerda para a direita (veja a Figura 11-11), pausando
para observar seus pontos de interesse, e também para observar o que esta
acontecendo com o grafico de F(x) = 15x" - 60x* nos mesmos pontos.
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o nO! Enquanto vocé olha o grafico de £ na Figura 11-11,0u o grafico de
é" ' qualquer outra derivada, talvez vocé precise se lembrar a cada minuto
que esta olhando para a derivada e nao para a fung¢io — de novo, isso
& nao ¢ a funcdo. Vocé ja olhou para centenas e centenas de graficos
de fungdes ao longo dos anos, entao quando vocé comeca a olhar os
graficos de derivadas, vocé pode facilmente pensar nelas como sendo
funcoes regulares.

V
! : £
(-2,64): ko f
.' 4
- t ; E t | 1: E ; X
3 2 ] 3
P T Lo
o)
AR AN
(2 -64)
A B B EE F
i i 4 e, 5
) k T
& B0+ oA
L= RS |
B 40+ | :/ Ii
vod Wt .
s T i i " ! ! ,
Figura 11-11: —= : | ; =X
flx) = Nt B ol 8
IE-20%% e o
sua derivada : . ' .
primeira R et
flx)="{-2,-60)——>\ e (2, -60)
15x* — BOx~. i e
[ e v f

Vocé pode, por um instante,olhar para um intervalo que esta subindo no
grafico de uma derivada e por engano concluir que a funcéo original também
pode estar subindo no mesmo intervalo.Este & um erro facil de ser cometido.
Voce sabe que a derivada primeira é a mesma coisa que a inclinacao.Entao,
quando voce vé o grafico da derivada primeira subindo, vocé talvez pense,
“0Oh,a derivada primeira (a inclinacae) esta subindo, e quando a inclinacao
sobe € a mesma coisa que estar subindo uma colina, entdo a funcao original
deve estar crescendo”. Isso parece razoével porque, livremente falando, vocé
pode descrever o lado da frente de uma colina como uma inclinacao que esta
subindo, crescendo. Mas matematicamente falando,o lado da frente de uma
colina tem uma inclinagao positiva,nao necessariamente uma inclinagio
crescenle. Assim,onde a funcao esta crescendo,o grafico da sua derivada sera
positivo,mas pode estar subindo ou descendo.
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Digamos que vocé esteja subindo uma colina. A medida que Vocé se
aproxima do topo da colina, voce ja esta subindo,em geral,a inclinacdo
(o declive) esta descendo.Talvez seja 3,depois 2,depois 1,e depois, no
topo da colina,a inclinagao é zero.Entao a inclinacao esta ficando menor
ou decrescendo,ao mesmo tempo em que vocé estd subindo a colina ou
crescendo. Nesse tipo de intervalo, o gréfico da funcao € crescente, mas o
grafico da sua derivada € decrescente. Entendeu?

Ok.Comecando da esquerda, f cresce até o maximo local em (-2,64).Ela
esta subindo,entdo a sua inclinagao ¢ positiva,mas f esta ficando cada

vez menos mnclinada e assim sua inclinagao é decrescente — a inclinagao
decresce até se tornar zero no topo.Isso corresponde ao grafico de I (a
inclinacao) que é positiva (porque esta acima do eixo x), mas decrescente
a medida que desce para o ponto (-2,0).

Agora que a sua cabeca estd bem menos confusa, vocé esta pronto para as
regras a seguir sobre como o grafico de uma funcéo se compara ao grafico
da sua derivada:

1+~ Um intervalo crescente em uma funcao corresponde ao intervalo positivo
no grafico da sua derivada (ou zero para um ponto se a funcao tiver um
ponto de infllexao horizontal). Em outras palavras, o intervalo crescente de
uma funcéo corresponde a parte do grafico da derivada que est acima
do eixo x (ou que foca o eixo em um Unico ponto no caso de um ponto
de inflexao horizontal).Veja os intervalos A e F na Figura 11-11.

= Um mdximo local no grafico de uma funcao corresponde ao zero (ou
. aintersecdo x) em um intervalo do grafico da sua derivada que cruza
0 eixo x descendo.

- »* Quando vocé esta olhando para varios pontos no grafico da derivada,

| nao esqueca que a coordenada y do ponto — como (-2,0) — em um
grafico da derivada primeira diz a vocé a inclinacdo da funcao
original, e nao a sua altura. Pense no eixo y no grafico da derivada
primeira como sendo o eixo-inclinacdo ou o eixo-m.

" 1# Um intervalo decrescente em uma funcao corresponde a um intervalo
negativo no grafico da derivada (ou zero para um ponto se a funcao
tiver um ponto de inflexao horizontal). O intervalo negativo no grafico
da derivada esld abaixo do eixo x (ou no caso de um ponto de
inflexao horizontal, o gréfico da derivada toca o eixo x em um tinico
ponto).Veja os intervalos B,C,D,e E na Figura 11-11, onde fdesce o
caminho todo até o minimo local em (2,-64) e onde ' € negativo —
exceto pelo ponto (0,0) — até chegar a (2,0). '

1 O minimo local no grafico de uma funcdo corresponde ao zero (ou
intersecao x) em um intervalo do grafico da sua derivada que cruza o
eixo x subindo.

Agora reconstitua mentalmente seus passos e olhe para a concavidade
¢ para os pontos de inflexdao de fna Figura 11-11. Primeiramente,
considere os intervalos A e B na figura. Comecando pela esquerda de
novo, o grafico de f € concavo para baixo — 0 que significa a mesma
coisa que uma inclinagao decrescenfe — até que chegue ao ponto de
inflexao em mais ou menos (-1.4,39.6).
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Entao, o grafico de I’ decresce até chegar 4 base em mais ou menos (-1.4,
-60).Essas coordenadas dizem que o ponto de inflexdo em -1.4 em ftem
uma inclinacao igual a -60. Note que o ponto de inflexao em (-1.4,39.6) € o
ponto mais ingreme nesse pedac¢o da fungao, mas tem a menor inclinagao
porque sua inclinagao € um nimero negativo maior que a inclinacao de
qualquer ponto proximo.

Entre (-1.4,39.6) e o préximo ponto de inflexio em (0,0),/é céncava para
cima, o que significa a mesma coisa que uma inclinacéo crescente. Assim o
grafico de F’ cresce a partir de mais ou menos -1.4 até onde toca o maximo

local em (0,0).Veja o intervalo C na Figura 11-11.
Z

-

E hora para mais algumas regras:

1+ Um intervalo de concavidade para baixo no grafico de uma funcao

~ corresponde a um intervalo decrescente no grafico da sua derivada
—intervalos A, B,e D na Figura 11-11.E um intervalo com concavidade
para cima na funcao corresponde a um intervalo crescente na derivada
—intervalos C,E.e F

= Um ponto de inflexdo em uma fungéo (exceto para um ponto de

. inflexdo vertical onde a derivada é indefinida) corresponde ao
extremo local no grafico da sua derivada. Um ponto de inflexio
de inclinacao minima corresponde ao minimo local no gréfico da
derivada; um ponto de inflexio de inclina¢ao mdxima corresponde
ao mdximo local no grafico da derivada.

Depois de (0,0), f € cGncava para baixo até o seu ponto de inflexao
em mais ou menos (1.4,-39.6) - isso corresponde & secio decrescente
de ' de (0,0) até seu minimo em (1.4,-60) - intervalo D na Figura
11-11. Finalmente, fé cbncava para cima no resto do caminho,que
corresponde a se¢ao crescente em £’ comecando em (1.4,-60) -
intervalos E e F na figura.

Bern, isso quase leva vocé ao final da estrada por agora.Ir e voltar entre os
graficos de uma funcao e da sua derivada pode ser muitfo irritante no COMECO.
Se sua cabega comegar a girar, faga uma pausa ¢ volte para isso depois.

Se eu ainda nao consegui te fazer derivar alucinacdes — esses
trocadilhos do célculo nédo sao fantasticos? — talvez esse tépico final
laga isso. Olhe novamente para o grafico da derivada, £ na Figura 11-11
e também para o grafico dos sinais na Figura 11-9. Esse grafico de sinais,
porque € um grafico de sinais da derivada segunda, produz exatamente
(bem, quase exatamente) a mesma relacao para o grafico de " como

o gralico de sinais da derivada primeira produz para o grafico de uma
fung¢ao regular. Em outras palavras, intervalos negativos no grafico de
sinais na Figura 11-9 - para a esquerda de —2 e entre 0 e V2 — mostram
onde o grafico de F’ esta decrescendo, e intervalos positivos no grafico
de sinais - entre -2 e 0 e para a direita de V2 - mostram onde £ esta
crescendo.E o ponto onde os sinais trocam de positivo para negativo
ou vice versa € o extremo local de . Nem um pouco claro, nao €?
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0 teorema do valor médio —

GRRRRR

Voce nao precisa do teorema do valor médio para muita coisa, mas & um
teorema famoso — um dentre os dois ou trés mais importantes em todo o
célculo — entdo vocé realmente deveria aprendé-lo. £ muito simples ¢ tem
uma conexao legal com o leorema do valor médio para as integrais que
eu mostro no Capitulo 16.Veja a Figura 11-12.

Y
A

et s
Figura 11-12;

Uma
llustracao do
teorema do

valor médio. =<
(== e et L

X

Aqui esta a definicao formal desse teorema.

K ?—m”-‘-’-‘q O teorema do valor médio: Se fé continua no intervalo fechado

? [a,b] e diferencidvel no intervalo aberto (a,b), entdo existe pelo menos
G’J

um ndmero ¢ em {(a,b) tal que
e By =Ka)
e b—a

Agora para a versao em portugués basico. Primeiro voce precisa tomar
cuidado com os detalhes. As exigéncias no teorema de que a fungao seja
continua e diferenciavel apenas garantem que a funcao é uma funcao
regular e uniforme sem intervalos e vértices. Mas, pelo fato de somente
algumas funcoes estranhas terem intervalos e vértices, voce geralmente nao
precisa se preocupar sobre esses detalhes.

Ok.Aqui esté o que o leorema significa. A reta secante que conecta os
pontos (a, f{a)) e (b, f(b)) na Figura 11-12 tem uma inclinacao dada
pela formula da inclinacao:
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Nota para pessoas persistentes como eu

Em adicéo a desqualificacao das funcoes
estranhas com intervalos e vértices, a exi-
géncia da derivada do teorema do valor
médio também desqualifica fungoes per-
feitamente sas como f(x) = *Vx que tem um
ponto de inflex8o com uma tangente verti-
cal onde a inclinagao e a derivada sao in-
definidas. Mas o teorema funciona muito

Eu acho estranho que esse esclareci-
mento ndo seja mencionado nos livros
de calculo — pelo menos nédo nos que eu
ja vi até hoje. 0 teorema ndo deveria exi-
gir a derivada; ele deveria exigir um pou-
co menos — que uma tangente pudesse
ser desenhada em qualguer ponto da
func@o em um dado intervalo.

bem com esses tipos de funcoes.

inclinacdo = —yf’;il—

2 1

_ B ~fa)

b-a

Note que isso ¢ 0 mesmo que o lado direito da equacao do teorema do
valor médio. A derivada em um ponto é a mesma coisa que a inclinacao
da reta tangente nesse ponto,entdao o teorema diz apenas que deve haver
pelo menos um ponto entre a e b onde a inclinacdo da tangente seja a
mesma que a inclinacao da reta secante de a até b.

Por que tem que ser assim? Aqui estd um argumento visual.Imagine
que vocé pedue uma reta secante que conecta (a, f{a)) e (b, f(b)),e
depois vocé a deslize para cima, mantendo-a paralela a reta secante
original.Vocé consegue ver que os dois pontos da intersecao entre essa
linha deslizante e a funcao — os pontos que comecam em (a, f{a)) e
(b, f(b)) - vao comecar a ficar gradualmente mais perto um do outro
até que fiquem juntos em (¢, f{c))? Se vocé aumentar uma linha pra
mais longe, voceé se solla da funcao completamente. Nesse tltimo
ponto de intersecao, (¢, f(c}),a linha deslizante toca a funcgao em um
inico ponto e € assim tangente a func¢é@o nesse lugar, enquanto tem a
mesma inclinacao que a reta secante original. Bem, é o suficiente. Essa
explicacao & um pouco simplificada demais, mas vai servir.

Aqui estd um tipo de argumento completamente diferente que deve
apelar para o seu bom senso. Se a fun¢ao da Figura 11-12 lhe da a
leitura do indicador de distancia do carro como uma funcgio do tempo,
entao a inclinacao da reta secante de a até b lhe da a velocidade
meédia durante esse intervalo de tempo, porque dividindo a distancia
viajada, f(b) — f{a), pelo tempo decorrido, b — a, voce vai ter a
velocidade média. O ponto (¢, f{c)), garantido pelo leorema do valor
meédio, € um ponto onde a velocidade instantanea — dada pela derivada
de F(c)— é igual a velocidade média.
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Agora,imagine que voce tenha feito uma viagem e a velocidade média
tenha sido de 80 quilometros por hora. O teorema do valor médio garante
que voce estava indo a exatamente 80km/h por pelo menos um momento
durante sua viagem. Pense sobre isso. Sua velocidade média nao pode

ser 80km/h se vocé for a menos de 80km/h em uma parte do caminho e

a mais de 80km/h em outras partes. L se voceé estiver dirigindo a menos

de 80km/h em um ponto e a mais de 80km/h em outro ponto (ou vice
versa), voce tera que alcancar exatamente 80km/h pelo menos uma vez

a medida que voce acelera (ou freia).Vocé nao pode pular para mais de
80km/h — por exemplo, vocé estd indo a 79km/h em um momento e depois
a 81km/h no préximo — porque as velocidades aumentam deslizando

pela escala,e nao pulando. Entao, em algum ponto,seu velocimetro vai
deslizar passando de 80km/h, e por pelo menos um instante, voce vai estar
a exatamente 80km/h.Isso é tudo que o teorema do valor médio diz.



Capitulo 12
Seus problemas estéo resolvidos:
A diferenciacdo ao resgate!

Neste capitulo
Fazendo um bom negécio — problemas de otimizacao
~ Posigao, velocidade, e aceleracao —VROOOOM
* Taxas relacionadas — preparem-se
Complicando-se com as tangentes
* Negociando normais
- Alinhando para aproximacaes lineares

* Lucrando com problemas de administragao e economia

Na introdugéo, eu argumento que o célculo tem mudado o mundo de
maneiras incontaveis, que o seu impacto nio esta limitado i Torre
de Marfim da matematica, mas que esti ao nosso redor em coisas praticas
como nos microondas, telefones celulares e carros, Bem, agora estamos no
Capitulo 12, e eu estou firalmente preparado para mostrar como usar o
célculo para resolver alguns problemas praticos. Antes tarde do que nunca.

Aproveitando o melhor (ou pior)
da vida: problemas de otimizacéo

Uma das utilidades mais praticas da diferenciagao € encontrar valor maximo
ou minimo de fungdes reais: o output maximo de uma fabrica,a forca maxima
de um feixe, 0 tempo minimo para realizar uma tarefa, 0 alcance maximo

de um missil, e assim por diante.Eu lhe dou alguns exemplos padrio de . _
geomelria agora, e eu retorno a esse topico no final do capitulo com alguns
exemplos administrativos e econdmicos.
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O volume mdximo de nma caiva

Uma caixa sem tampa vai ser manufaturada a partir de um pedaco de
papelao de 30 polegadas por 30 polegadas cortado e dobrado como
mostrado na Figura 12-1.

EUY—W fold

o e s ] : h
Figura 12-1: :
A caixa é
feita de

Pf = = =

pedacos de
papeldode | p— 30-2h{ — h— 30
30 polegadas
por 30 .
polegadas ’
cortando  [---- | ey

as quinas e h
dobrando os |

lados. l 20 |

t 30-2h t

Quais sao as dimensdes que vao produzir uma caixa com o volume maximo?
A matematica geralmente parece abstrata e impraticavel, mas aqui esta um
genuino problema pratico.Se um produtor pode vender caixas grandes por
mais e esta fazendo cem mil caixas, & melhor voce acreditar que ele ou ela
quer a resposta exata para essa pergunta.Veja aqui como fazer.

1. Expresse as coisas que vocé quer maximizar, o volume, como
uma funcao do desconhecido, a altura da caixa (que é a mesma
que o comprimento do corte).

V=I0[-m-h
V(i) =(30-2h) (30-2h) - h (Vocé pode ver na Figura 12-1
que tanto o comprimento como a
largura sao iguais a 30 -2h)
= (900 - 1201 + 4h%) -h
=4h* - 120h* + 900A

2. Determine o dominio da sua funcao.

A altura nao pode ser negativa ou maior do que 15 polegadas (o
papelao tem apenas 30 polegadas de largura, entao metade disso €

a altura maxima). Assim, valores sensiveis para &z sao 0 < i <15.Vocé
agora quer encontrar o valor maximo de V(1) nesse intervalo.Voce
usa 0 método do tépico “Encontrando os valores maximos e minimos
absolutos em um intervalo fechado”no Capitulo 11.
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3.Encontre os nimeros criticos de V (#) no intervalo aberto
(0,15) colocando a derivada igual a zero e resolvendo. E nio se
esqueca de verificar os niimeros onde a derivada é indefinida.

V() =4h° — 120h% + 900h

Vi(h) =12 — 2400 + 900 (regra da poténcia)
0=12A% - 240h + 900
0=h*—20R+ 75 (dividindo ambos os lados por 12)
D= (h—15)(h-5) (fatoragdo trinomial comum)
h=150u5

4. Avalie a funcao no niimero critico, 5, e nos pontos finais do
intervalo, 0 e 15, para localizar o maximo da funcao.

Vh=4h* - 120k + 900H

V) =0
V(5) = 2000
V(15) =0

~ O extremo (entenda essa palavra sofisticada para mdximo ou minimo)
que voce esta procurando geralmente nao ocorre em um ponto final,
mas pode ocorrer— entdo nao falhe em avaliar a funcio no intervalo
dos dois pontos finais,

Entao, uma altura de 5 polegadas produz uma caixa com um volume
maximo (2000 polegadas cibicas). Devido ao fato de o comprimento e
a largura serem iguais a 30 — 2h,a altura de 5 da um comprimento ¢ uma
largura de 30 - 2.5, 0u 20, e assim as dimensoes da caixa desejada sio 5"
por 20" por 20™. E isso.

A drea mdxima de um curral — yeehaw!

Um fazendeiro tem dinheiro para comprar pode acomodar 300 metros
de cerca para fazer um curral que € dividido em dois retangulos iguais.
Veja a Figura 12-2.

X X
5 I e o I S G 4

TR
Figura 12-2; % y ¥

Calculo para
cowboys —
maximizando

rral.
um cu % 5

s N ) % O Y B e
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Quais sao as dimensoes que vao maximizar a area do curral? Esse € outro
problema préatico. O fazendeiro quer dar para os seus animais o quanto
de espaco for possivel dado o comprimento da cerca que ele pode pagar.
Como todos os executivos, ele quer fazer um bom negocio.

la. Expresse o que vocé quer maximizar, a drea, como uma funcao
de duas incognitas, x e y.

A=1-w
=(2x) O

No exemplo da caixa de papelao no topico anterior,voce pode
escrever o volume como uma funcao de uma variavel — o que sempre
é o que vocé quer.Mas aqui, a drea é uma funcao de dnas variaveis,
entao o passo 1 tem dois sub-passos adicionais.

1b. Use a informacao dada para relacionar essas duas incognitas.

A cerca é usada para sete secoes, assim
M=x+x+Xx+XxtYy+y+y
300 =4x+ 3y

1c. Resolva a equacao em funcao de y e coloque o resultado no
lugar de y na equacao do passo 1.a. Isso vai lhe dar o que vocé
precisa — uma funcao com uma variavel.

4x + 3y =300

3y = 300 — 4x
F_&QQ—_"UC
3 3 4
y=100- 2
A=(2x)(v)

AG) = @100 %x)

A(x) = 200x - -g—x?

2. Determine o dominio da funcao.

Voce nao pode ter um comprimento negativo para a cerca, entao x nao
pode ser negativo,e o maximo que x pode ser € 300 dividido por 4,0u
75.Assim, 0 < x < 75.

3. Enconfre os nimeros criticos de A(x) no intervalo aberto (0,75)
igualando a derivada a zero e resolvendo.

A(x) =200x - % AR

A(x)=200- L x (regra da poténcia)

16 ;
EDO—TJ{:O

16
—-S—JC— — 200
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x=—200-(-%)
600
T
375

4. Avalie a funcdo no niimero critico, 37,5, ¢ nos pontos finais do
intervalo, 0 e 75.

.A@hmwwgﬁ

A) =0
A(37,5) = 3750

A(75) =0

Nota: Avaliar uma fungao nos pontos finais de um intervalo fechado
€ um passo padrao em encontrar o extremo absoluto do intervalo. De
qualquer forma, vocé poderia ter pulado esse passo aqui se tivesse
notado que A(x) ¢ uma parabola invertida e que, conseqiientemente,
seu pico deve ser maior do que qualquer ponto final.

O valor maximo no intervalo é 3750,e assim, um valor de x igual a 37,5 metros
maximiza a area do curral. O comprimento é 2x,0u 75 metros.A larsura é ¥,

que € igual a 100 -%x. Inserindo 37,5 voceé temn 100 —-% (37,9),0u 50 metros.
Entao o fazendeiro vai construir um curral de 75m por 50m com uma area de

3720 metros quadrados.

loio: Posigdo, velocidade,
e aceleracao

Toda vez que vocé entra no seu carro, vocé presencia a diferenciacao
em primeira mao. Sua velocidade é a derivada primeira da sua posicao,
E quando vocé pisa no acelerador ou no freio — acelerando ou
desacelerando - vocé experimenta a derivada segunda.

QQ%__"-M%(Q Se uma funcgéo da a posi¢ao de alguma coisa como uma funcao do

) tempo, a derivada primeira fornece a velocidade, e a derivada segunda
a aceleragao. Entdo, voce diferencia a posicdo para ter a velocidade, e
diferencia a velocidade para ter a aceleracdo.

Veja um exemplo. Um i0i6 se move em linha reta para cima e para baixo.
Sua altura acima do chéo,como uma fun¢io do tempo, é dada pela fungao
H(f) = £ - 6F + 5t+ 30,0nde ¢ estd em segundos e F(t) estd em polegadas.
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Em t = 0,0 i0i6 esta a 30 polegadas do chao, e depois de 4 segundos, esta a
uma altura de 18 polegadas.Veja a Figura 12-3.

H{t)
A

30 -

{4,18)

]
Figura12-3: 9
Aalturado  3-
ioio, de0 a4

segundos.
[~ a2 ]

A velocidade, V(t), é a derivada da posicao (a altura nesse problema),e a
aceleracao,A(1),é a derivada da velocidade. Assim —

H(f) = £ = 6F + 5t + 30
Vi =H{@ =37~ 12t+5 (regra da poléncia)
AOH=V({H)=H"(f)=6f-12 (regra da poléncia)

D& uma olhada nos graficos dessas trés funcoes na Figura 12-4.

Usando as trés luncoes e seus graficos, eu quero discutir algumas coisas
sobre o movimento do 1010.

1w Altura maxima e minima
1~ A velocidade méxima, minima e média
1”0 deslocamento total
1 Velocidade maxima, minima e média
1~ A distancia total viajada

v (s periodos de aceleracao e desaceleracao
1~ A aceleracio méxima e minima
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(4, 18)

H=13-6tt+5:+30

A

%}
i
e e it s

)

b {4,5)
3 | Mo=3t2-12t+5
1

{4,12)

= e |
Figura 12-4: Alth=6t-12
Us graficos
das fungoes
da altura,
velocidade,
e aceleracéo
doioiddeDa

4 sequndos.
| e

Visto que € muita coisa para abordar,eu vou ignorar alguns detalhes — como
nem sempre verificarei os pontos finais ao procurar pelo extremo se for

Gbvio que eles ndo ocorrem nos pontos finais.Vocé se importa? Eu achei que
nao (Problemas de posicao, velocidade e aceleracao usam muitas idéias do
Capitulo 11 —valores extremos locais, concavidade, pontos de inflexdo — entio
voce lalvez queira olhar essas definicdes de novo caso esteja um pouco
confuso). No entanto,antes de lidar com os tGpicos nos marcadares,hd uma
coisa que eu quero discutir —a diferenca entre a velocidade e a rapidez (ou
celeridade), e a relacao delas com a aceleracio.
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Velocidade versus rapidez
ou celeridade)

Nenhum dos seus amigos val reclamar — ou até mesmo notar — se voce usar
as palavras “velocidade”e “rapidez’uma no lugar da outra, mas seu amigo
matemético vai reclamar. Para a funcao da velocidade na Figura 124,0
movimento para cima do i0id é definido como uma velocidade positiva,

e o movimento para baixo como uma velocidade negativa.Essa € a forma
padrdo que a velocidade € lidada na maioria dos problemas de calculo e de
fisica (Ou,se o movimento for horizontal, indo para direifa € uma velocidade
positiva e indo para a esquerda é uma velocidade negativa).

Rapidez, por outro lado, é sempre positiva (ou zero).Se um carro vai a
50km/h, por exemplo, vocé diz que a sua rapidez € 50, e vocé quer dizer 50
positivo,nao importando se esta indo para a direita ou para a esquerda.
Para a velocidade,a direcdo € importante; para a rapidez, nao. A rapidez,
por um lado, é uma simples idéia da velocidade, apelando para o nosso
bom senso, mas é singular no célculo porque nédo se encaixa bem no
esquema das trés func¢des mostrado na Figura 12-4.

Vocée tem que ter em mente a distingao entre a velocidade e a rapidez ao
analisar a velocidade e a aceleracao. Por exemplo,se um objeto esta descendo
(ou indo para a esquerda) cada vez mais rapido,sua rapidez estd aumentando,
mas sua velocidade esta diminuindo porque a velocidade esld ficando cada
vez mais negativa (e negativos grandes sao niimeros pequenos).lsso pode
parecer estranho, mas é assim que funciona.E aqui estd outra coisa estranha.
A aceleragao é definida como a taxa de mudanca da velocidade,e nao da
rapidez. Entdo,se um objeto esta diminuindo a velocidade enquanto segue
para baixo, e assim tem uma velocidade crescente — porque a velocidade esta
ficando cada vez mais um negativo pequenc — o objeto tem uma aceleracao
positiva. Nocé vé o objeto diminuindo a velocidade, mas voce diz que esté
acelerando em vez de desacelerando.Eu posso continuar com isso, mas eu
aposto que voce ja aglientou muito,

A altura mdxima e minima

O méaximo e minimo de H(t) ocorre nos valores extremos locais que vocé
pode ver na Figura 12-4. Para localiza-los,iguale a derivada de H(t),isto &
V(t),a zero e resolva.

Vin=H(H=3E—-12t+5
0=3F-12t+5

_—C12=CT2 G

2.3
12484
LR~ v

s

)6) (férmulas quadraticas)
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Esses dois ndmeros sao os zeros de V(#) e as coordenadas de ¢, isto € das
coordenadas do fempo,do maximo e minimo de H(1),que vocé pode ver na
Figura 124.Em outras palavras, esses sao os tempos quando o ioid alcanca sua
altura maxima e minima. Insira esses niimeros em (%) para obter as alturas:

H(0,47) = 31,1
H(3,53) ~ 16,9

Entao o 10i6 chega a uma altura méxima de mais ou menos 31,1 polegadas
acima do chao em ¢ = 0,47 segundos e cai a mais ou menos 16,9 polegadas
em f= 3,53 segundos.

Velocidade e deslocamento

Como eu expliquei no tépico “Velocidade versus rapidez (ou celeridade)” a
velocidade é basicamente como a rapidez exceto que a rapidez é sempre
positiva, mas descendo (ou indo para esquerda) € uma velocidade negativa. A
relagao entre deslocamento e distéincia viajada é similar: a distancia viajada
€ sempre positiva, mas descendo (ou indo para a esquerda) conta como um
deslocamento negativo. A idéia bésica € essa:se vocé dirige da sua casa para
uma loja que estd a 1 quilémetro de distancia — passando no caixa eletrdnico
e marcando 3 quildmetros no seu hodémetro — sua distancia viajada total é 3
quilometros, mas seu deslocamento € de apenas 1 quilometro.

Deslocamento total

O deslocamento total é definido como a posicao final menos a posicao
inicial. Entao, devido ao fato de o i0io comecar de uma altura de 30 e
terminar a uma altura de 18,

Deslocamento total = 18 —30 = -12

Isso € negativo porgue o movimento liquido é para baixo.

Velocidade média

A velocidade media é dada pelo deslocamento total dividido pelo tempo
decorrente. Assim,

Velocidade média =— ]4—2

==3
Isso diz a vocé que o i0i0 estd, em média, descendo 3 polegadas por segundo.
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Velocidade mdxima e minima
Para determinar a velocidade maxima e minima do i0id durante o intervalo
de 0 a 4 segundos,iguale a derivada de V(¢),isto é A(t),a zero e resolva:

V) =A(f)=6t—12
61—-12=0
6f= 12
=3
Olhe novamente a Figura 124.Em At f = 2,voceé tem o zero de A(£), 0 valor
minimo local de ¥(t),e o ponto de inflexao de H(t). Mas vocé ja sabia

disso, certo? (Se nao,dé uma olhada no Capitulo 11).

Agora,avalie V(t) no mimero critico,2,e nos pontos finais do intervalo,() e 4:

V(0)=5
V() = -7
V(4)=5

Assim, 0 10i0 termn uma velocidade maxima de 5 polegadas por segundo
duas vezes — no comeco e no final do intervalo.Ele alcanca a velocidade
minima de -7 polegadas por segundo em [ = 2 segundos.

Rapidez e distancia viajada

Ao contrario da velocidade e deslocamento,que tém defini¢oes técnicas,
rapidez e distancia vigjada tem significados de bom senso.Rapidez, é claro,
€ 0 que voceé |é no seu velocimetro, e vocé pode ler a distancia viajada no
seu hodometro ou no seu *hodometro parcial” depois de ajustar para zero.

Distancia total viajada
Para determinar a distancia total, some as distdncias viajadas em cada parte
da viagem do i0i0: a parte para cima, para baixo, e a segunda parte para cima.

Primeiramente, 0 i0i0 sobe a partir de uma altura de 30 polegadas até 31,1
polegadas (onde o primeiro ponto de meiavolta esta).Essa é uma distancia de
mais ou menos 1,1 polegadas. Depois, ele desce de mais ou menaos 31,1 para
mais ou menos 16,9 (a altura do segundo ponto de meiavolta). Isso € uma
distancia de 31,1 menos 16,9,0u mais ou menos 14,2 polegadas.Iinalmente,0 -
1010 sobe de novo a partir de mais ou menos 16,9 polegadas para sua altura final
de 18 polegadas.sto sao outras 1,1 polegadas. Some essas trés distdncias para
obter a disténcia total viajada: ~1,1 +~14,2 + 1,1 = 164 polegadas.

Rapidez média -
A rapidez média do 1010 é dada pela distancia total viajada dividida pelo

tempo decorrido. Assim,

16,4
Rapidez média = 4’

=41 polegadas por segundo
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Rapidez mdyima e minima

Voce determinou previamente a velocidade méxima do ioid (5 polegadas por
segundo) e sua velocidade minima (-7 polegadas por segundo).A velocidade
de-7 € uma rapidez de 7,entao essa é a rapidez méaxima do ioi6.Sua rapidez
minima de zero ocorre nos dois pontos de mudanca de direcao.

Para uma funcao da velocidade continua, a rapidez minima é zero toda

=(+ ?};1 vez que as velocidades, maxima e minima, forem de sinais opostos ou

g% p/ quando uma delas for zero. Quando as velocidades, maxima e minima,
o~ forem ambas positivas ou ambas negativas, entio a rapidez minima é

o menor dos valores absolutos das velocidades méxima e minima. Em

todos 0s casos, a rapidez mdxima é o maior dos valores absolutos das

velocidades maxima e minima.

Cantando pneu e marcas
de derrapagem: aceleracéo
e desaceleracdo

Nao se esqueca que para o calculo a aceleragdo e a desaceleracdo tem
defini¢oes técnicas, nao as que voceé esta acosturnado — veja a discussao
dessas defini¢des no tépico “Velocidade versus rapidez (ou celeridade)”.

Periodos de aceleragcao e desaceleracéo

Voce pode ver de imediato os periodos de aceleracao e desaceleragao

no grafico de A(#) na Figura 124.0nde A(7) é negativo —de t = 0 até ¢ =
2—isto € uma aceleracao negativa, ou uma desaceleracio,o que significa
que a velocidade esta diminuindo.Onde A(%) € positivo —de =2 até f =
1—voceé tem aceleracao,o que significa que a velocidade esta aumentando.
Quando ¢ é exatamente 2, A(1) é zero,entio nao ha nem aceleracao e nem
desaceleracao - a velocidade,somente por esse instante,é constante.

Aceleracdo mdvima e minima

Usando o calculo para determinar a aceleracao maxima e minima
pode parecer initil quando vocé pode simplesmente olhar o grafico de
A(U) e ver que a acelera¢ao minima de -12 ocorre na extrema esquerda
quando { = 0,e que a aceleragao entio sobe para o seu maximo de

12 na extrema direita quando f = 4. Mas nao é inconcebivel que vocé
tenha um daqueles professores de calculo extremamente exigente

que tem a petulancia de exigir que vocé realmente faca os calculos e
mostre 0 seu trabalho - entao seja forte e faca.

Para encontrar a aceleragdo maxima e minima de ¢ = 0 até f = 4,iguale a
derivada de A(t) a zero e resolva:

A(D)=6£-12
A (D=6
0=6
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0 que diabos significa segundo ao quadrado?

Mote que eu uso a unidade

centimetros por segundo

segundo : :
em vez da unidade equivalente, porém estra-

para a aceleracdo

nha, centimetros/segundo®. Vacé geralmente
vé a acelera¢ao dada em termos da distancia
dividida por segundo®. Mas que diabos é se-
gundo®? E sem sentido, e algo do tipo metros/
segundo? & uma pessima maneira de pensar
sobre a acelerac&o. A melhor maneira de en-
tender a aceleragdo é como a mudanca da
rapidez por unidade de tempo. Se um carro
pode ir de 0 até 60km/h em 6 segundos, ou,
em média, 10km/h em cada segundo — isto
: = 10km/h -
¢ uma aceleragdo de —————. E um pou-
{ segundo
co mais confuso quando a rapidez tem uma
unidade do tipo mefros/segundo e a unida-
de de tempo para a aceleracdo também &

segundo, porque assim a palavra segundo

aparece duas vezes. Mas ela ainda funciona
como o exemplo do carro. Digamos que um
objeto comece parado e aumente a velocida-
de até 10 metros/segundo depois de 1 segun-
do, depois para 20 metras/segundo depois de
2 segundos, para 30 metros/segundo depois
de 3 segundos, e assim sucessivamente. Sua
rapidez esta aumentando 10 metros/segundo

a cada segundo e isto & uma aceleracao de
metros por segundo metros/sequndo

. .. segundo segundo
. E (til escrever a unidade da aceleragdo em

qualguer uma dessas maneiras como a rapi-

dez sobre a unidade do tempo — em vez de
10 metros por segundo por segundo ou 10
metros/segundo/segundo — para enfatizar
que a aceleracao & uma mudanca na rapidez
por unidade de tempo. Pense na aceleragédo
dessa maneira, e nao no absurdo segundo®.

Essa equacao, é claro,nao tem sclucao,entiao nao ha nimeros criticos e assim
o0 extremo absoluto deve ocorrer nos pontos finais do intervalo,0 e 4.

A(0)=6.0-12

centimeltro por segundo
segundo

A4)=6.4-12

=12

centimeiro por segundo
segundo

Amarrando tudo junto

Note as seguintes ligacoes entre os trés graficos na Figura 12-4.A secao
negativa no grafico de A(1) —de t = 0 até f = 2 — corresponde a secao

decrescente no grafico de V(1) e a secao com concavidade parg baixo do
grifico de H(t).O intervalo positivo no graficode A(1) —def=2até =4 —
corresponde ao intervalo crescente no grafico de V(t) e ao intervalo com
concavidade para cima no grafico de H(t). Quando t = 2 segundos, A(f) tem
um zero, V(1) tem um valor local minimo,e H(t) tem um ponto de inflexao.
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Taxas relacionadas —
elas avaliam, relativamente

Digamos que vocé esteja enchendo sua piscina e vocé saiba a
velocidade que a agua esta saindo da mangueira, e vocé queira calcular
a velocidade de subida do nivel da agua na piscina.Vocé conhece uma
taxa (a velocidade que a agua esta sendo jogada na piscina), e vocé
quer determinar a outra taxa (a velocidade de subida do nivel da agua).
Essas taxas s@o chamadas se faxas relacionadas porque uma depende
da outra — quanto mais rapido a agua for jorrada dentro da piscina, mas
rapido o nivel da agua vai aumentar. Em um problema tipico de taxas
relacionadas, a taxa ou taxas dadas sdo constantes, mas a taxa que vocé
quer descobrir esta mudando com o tempo.Vocé tem que determinar
essa taxa em um ponto do tempo em particular.

Resolver esses problemas, a principio, pode ser dificil, mas com a
pratica voce vai ficando por dentro das coisas. As estratégias e dicas
que eu discuto sao de grande ajuda. Agora para trés exemplos.

Enchendo um balao

Vocé esta enchendo um balao a uma taxa de 300 centimetros ciibicas
por minuto.Quando o raio do balao atinge 3 centimetros, qual a
velocidade de crescimento do raio?

1. Desenhe um diagrama, classificando o diagrama com
qualquer medida consfanfe (nao ha nenhuma nesse
extraordinario problema simples) e tenha certeza de
designar uma variavel para qualquer coisa no problema
que esteja mudando (a nao ser que seja irrelevante para o
problema). Veja a Figura 12-5.

T R
Figura 12-5: 78]

Enchendo |
um baldo—¢é
hora de se

divertir.
oo e

Note que o raio da Figura 12-5 esta classificado como a variavel ».O raio
precisa de uma variavel porque a medida que o balao é enchido, o raio
muda.Eu coloquei o 3 entre parénteses para enfatizar que o nimero 3 ndo €
uma medida constante. O problema pede que vocé determine algo quando o
raio € de 3 centimetros, mas lembre-se, 0 raio esta constantemente mudando.
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QEh

Em problemas de taxas relacionadas, & importante distinguir entre o que
estd mudando e o que ndo esta mudando.

O volume do balao também esta mudando, entao voce precisa de uma
varidvel para o volume, ¥ Vocé poderia colocar o ¥ no seu diagrama para
indicar o volume mutavel, mas nao ha nenhuma maneira facil de marcar
parte do balao com o V como vocé pode mostrar o raio com um r,

2. Liste todas as taxas dadas ¢ a taxa que vocé quer determinar
como derivadas em relacao ao tempo.

Vocé esta inflando o balao a 300 centimetros cibicos por minuto.
Essa é uma taxa — € uma mudanca no volume (centimetros
ciibicas) por mudanca no tempo (minutos). Entao,

d 2 s :
b 300 centimetros cubicos por minuto

Vocé tem que descobrir a velocidade de mudanca do raio, entdo

dar
ol
at. "

3. Escreva a férmula que conecta as variaveis do problema, Ve r.

Aqui esta a formula para o volume da esfera:

4 .
:?:T[]"J'

4. Diferencie sua formula em relacao ao tempo, L

Isso funciona como uma diferenciacao implicita porque voce esta

diferenciando em relacido a f, mas a férmula € baseada em outra

coisa, a saber, r.
av_4
df T 3 T[ -t

- 5 dr i
Voce obtém um 7+ 4ssim como um y "ou um Jx Coma
diferenciacao implicita.

5. Substitua os valores conhecidos para a taxa e as variaveis na
equacao do passo 4, e depois resolva o que vocé quer determinar.

E dado que Vi 300, e pedem que voce descubra % quando r = 3,

R p 2 = dr
entao insira esses nimeros e resolva em funcao de ——

Ro! dr-

Ly . A R ’ ; Z=

5y Tenha certeza de diferenciar (passo 4) antes de inserir a informacao dada
[ 4! c
u nas incognitas (passo 5.
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s e |
Figura 12-6:

Enchendo
uma calha
com comida
—hora do

almoco.
e

L dr
300:4n*3£E

dar
300 =367 ar

300 dr
36w Tdr
dr

o 2,65 centimetros por minuto

Assim o raio esta aumentando a uma taxa de mais ou menos 2,65
centimetros por minuto quando o raio mede 3 centimetros. Pense em
todos os baldes que vocé encheu desde a sua infancia. Agora vocé
finalmente term uma resposta para a questao que vem ite incomodando
ao longo de todos esses anos.

A propdsito,se voce colocar 5 no lugar de rem vez de 3,voce obtém uma
resposta de mais ou menos 0,95 centimetros por minuio.lsso deve concordar
com a experiéncia do enchimento do balao — quanto maior fica o baldo, mais
devagdar ele aumenta. E uma boa idéia verificar coisas desse tipo de vez em
quando para ver se a matematica concorda com o seu bom senso.

Enchendo uma calha

Aqui estd um problema basico de taxa relacionada. Uma calha estd sendo
enchida com alimentos para porcos. Ela tem 3 metros de comprimento,

e seu corte transversal é um triangulo isésceles com uma base de 60
centimetros e uma altura de 80 centimetros (com o vértice em baixo,

é claro).A comida esta sendo derramada a uma taxa de 90 decimetros
ctibicaos por minuto (ou 90 litros por minuto). Quando a profundidade da
comida for de 40 centimetros?

1. Desenhe o diagrama, classificando o diagrama com qualquer
medida constanfe e designando variaveis para gqualquer coisa
mutivel. Veja a Figura 12-6.

80cm

Nivel da comida

{Mote: A perspectiva nda esta completamente certa, assim vocé pode ver a forma exata do tridngule
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Note que a Figura 12-6 mostra as dimensdes constantes da calha, 60
centimetros, 80 centimetros, e 3 metros, e que essas dimensoes nao tem
nomes com variaveis como ¢ para comprimento ou £ para altura.E note
que as coisas mutdveis —a altura (ou profundidade) da comida e a largura
da superficie da comida (que fica cada vez mais larga a medida que a
comida fica mais profunda) — tém nomes com variaveis, i para altura e

b para base (eu chamo de base em vez de largura porque € a base de

um tridngulo de cabega para baixo formado pela comida). O volume da
comida também estd mudando, entao vocé pode chamar isso de V, é claro.

2. Liste todas as taxas dadas e a taxa que vocé quer determinar
como derivadas em relacao ao tempo.

b

dt

dh .

o
3.a. Escreva a formula que conecta as variaveis do problema, V,
beh

=5 litros por minuto

Eu estou absolutamente certo que voce se lembra da formula para o
volume de um prisma reto (o formato da comida na calha):

V = (drea da base) (altura)

Note que essa “base”é a base do prisma (que & o tridngulo de base be
altura A no final da calha),e nao apenas a base do triangulo que esta
classificada como b na Figura 12-6.Também, essa “altura™¢ a altura do -
prisma (o comprimento da calha),e nao a altura classificada como & na
Figura 12-6. Desculpe a confuséo.Lide com isto.

. 1 . :
A area da base triangular € igual a 5-bh e a"altura”do prisma ¢ de 3
metros, ou 30 decimetros, entao a formula lica:

1
V =15bh

Agora,ao contrario da férmula no exemplo do balao, essa formula contém
uma variavel b, que vocé nao vé na lista de derivadas no passo 2.Entao o
passo 3 termn uma segunda parle — se livrar dessa varidvel extra.

3.b. Encontre uma equacéo que relaciona a variavel nao desejada, b,
a alguma ouftra variavel do problema para que vocé possa fazer
a substiluicao que lhe deixe apenas com Ve fi.

A face triangular da comida na calha é parecida com a face
triangular da propria calha, entao a base e a altura desses triangulos
sao proporcionais (Lembre-se que na geometria esses triangulos
semelhantes sio triangulos de mesmo formato; seus lados sao
proporcionais).Assim,
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806 = 60/ (multiplicacao cruzada)
60h
Dz
"~ 80
3h
b= 4

QLA Tnangulos semelhantes aparecem bastante em problemas de taxas

relacionadas. Procure por eles toda vez que o problema envolver
um triangulo,um prisma triangular ou um cone.

Agora substitua b por 3/4h na férmula do passo 3.a.

V=15bh
V:lS'%h'h
A9,
T

4. Faca a diferenciacao dessa equacio em relacio a £

dv_45, dn

dt — 4 dr

5. Substitua os valores conhecidos para a taxa e as variaveis na
equacao do passo 4, e depois resolva.

= aVv . . % ,
Voce sabe que = 90 litros por minuto, e vocé quer determinar %!;-

quando /1 for igual a 40 centimetros, ou 4 decimetros, entao insira 90 e 4

= dah
e resolva em relacao a a0

av_45, dh
A vt
45 dh
ST
dh
90:45'E

dh 7 ;
e 2 decimetros por minuto
E isso.O nivel de comida estia aumentando a uma velocidade de 20

centimetros por minuto quando a comida esta a 40 centimetros de
profundidade. Maos a obra.

Aperte o cinto de seguranca: vocé estd se
aproximando do cruzamento do calculo

Pronto para outro problema comum de taxa relacionada? Um carro sai de
um cruzamento viajando rumo ao norte a 50km/h, outro esta dirigindo
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rumo a oeste em direcao ao cruzamento a 40km/h.Em um ponto, o carro
rumo ao norte esta a trés décimos de milha ao norte do cruzamento e o
carro rumo a oeste estd a quatro décimos de milha a oeste do cruzamento.
Nesse ponto,qual a velocidade de mudanca da distancia entre os carros?

1. Use a idéia do diagrama. Veja a Figura 12-7.

% N
2 }3" W E
&) Carro
50km/h @
S
5
y(0.3)
F
igura 12-7:
Céicgln ~8 %..g_p Carro B
uma viagem < ] "
dentro do
pais. #
x|04) 40km/h
QA Antes de continuar com o problema, eu quero mencionar um problema

semelhante com o qual vocé pode se deparar se estiver usando um

liviro padrao de calculo. Ele envolve uma escada apoiada contra uma
parede e deslizando contra a parede.Vocg consegue ver que o diagrama
para esse tipo de problema sobre uma escada seria muito parecido

com a Figura 12-7, exceto que o eixo y representaria a parede, o eixo

x seria o chao, e a reta diagonal seria a escada? Esses problemas sao

um pouco semelhantes, mas ha uma diferencga importante. A distancia
entre os carros estd mudando, assim a reta diagonal na Figura 12-7

esta classificada com a variavel, s. A escada, por outro lado, tem um
comprimento fixo, entao a reta diagonal no seu diagrama para o
problema da escada seria classificada com um ndmero, nao uma variavel.

2. Liste todas as taxas dadas e a taxa desconhecida.

@
dt

dx
= -40
ds

—_=7

dr "

=30

dx | 5 = < -
Jf & negativa porque o carro B esta indo para a esquerda, na direcao

do x negativo.
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LA

3 Escreva a férmula que relaciona as variaveis do problema: x; y, e s.

Ha um triangulo retangulo no seu diagrama, entao vocé usa o Teorema
de Pitagoras: @* + b* = ¢*. Para esse problema, x e y sao os catetos do
triangulo retangulo e s € a hipotenusa, assim x2 + y* = s2.

O teorema de Pitagoras é muito usado em problemas de taxa
relacionada.Se houver um triangulo retdngulo no seu problema, é
bem provével que a* + b* = ¢* seja a férmula que vocé vai precisar,

Devido ao fato de a férmula conter as varidveis x e y, e 5,as quais
aparecem na sua lista de derivadas no passo 2,vocé ndo tem que
ajustar essa formula como fez no problema da calha.

. Faca a diferenciacao em relacao a t.

= Ll B
a’ dx : AN L A8
S = 2x—- + 23 d (diferenciacdo implicita com a regra da
poténcia)

ds
5. Substitua e resolva em funcio de - dr-

dx
Y df

“Santa falta de distancia dcsprovidd de comprimento, Batman — como

x=04,y = 0,3, flU,dI-S{}cs

podemos resolver em funcéao de —- d{ a menos que tenhamos valores

para o resto das incognitas na equacao?”

“Tome uma pilula calmante, Robin — apenas use o Teorema de
Pitagoras de novo”.

st=xt )

s:=04*+03
=0,16 + 0,09
=0,25

s*=x0,5 (tirando a raiz quadrada de ambos os lados)

Voce pode rejeitar a resposta negativa porque s tem obviamente um
comprimento positivo. Entao s = (,5.

Agora insira tudo na sua equacéao.

ds dx dy

SGERE
2.[),5%22'0.4-[—410)1-2-[},.3'50
ds _
1'E——32+30
ds

b i
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Essa resposta negativa significa que a distancia, s, esta diminuindo.
Assim, quando o carro A estd a 3 quadras ao norte do cruzamento e o
carro B esta a 4 quadras a oeste do cruzamento, a distancia entre eles
estd diminuindo a uma taxa de 2km/h.

Tangentes e normais:
conectadas intimamente

A esta altura vocg sabe com 0 que uma reta tangente a uma curva se parece
— se nao,um de nos dois ou os dois definitivamente deixaram a bola cair.
Uma reta normal é simplesmente uma reta perpendicular a reta tangente
em um ponto de tangéncia. Problemas envolvendo tangentes e normais sao
aplicacoes comuns da diferenciacao.

0 problema da tangente

Eu aposto que houve muitas vezes, apenas no mes passado, que Voce quis
determinar a localizacao de uma reta através de um dado ponto,isto €,
tangente a uma dada curva. Aqui esta como se faz.

Determine os pontos de tangencia dessas linhas atraves do ponto (1,
-1) que sao tangentes a parabola y = x°. Se vocé desenhar o grifico da
parabola e inserir o ponto,vocé pode ver que ha duas maneiras de
desenhar a reta tangente de (1,-1): para cima a direita e para cima a
esquerda.Veja a Figura 12-8.

= e ]
Figura 12-8:

A parabola
y=xle
duas retas
tangentes 5]
atraveés de
(1,-1). 3]

i e e Y

O segredo desse problema estd no significado da derivada: A derivada de
uma funcao em um dado ponto € a inclinacao da reta tangente a esse
ponto.Assim, tudo o que voce tem a fazer € igualar a derivada da parabola
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a inclinacao das linhas tangentes e resolver.
1. Posto que a equacao da parabola seja y = x*, vocé pode pegar
um ponto comui na parabola, (x,)), e substitua x* por y.
Assim, classifique os dois pontos de tangéncia (x, x%).
2. Ache a derivada da parabola.
y=x
y=2x
3. Usamin a formula da inclinacio, % estabeleca a inclinagiio de cada reta

tangente de (1,-1) até (x, x°), que é 2x, e resolva em funcio de x.

A propasito,a matematica que voce usa para fazer esse passo talvez faca
mais sentido se voce pensar nela como aplicavel para apenas uma das
refas tangentes — digamos a que sobe para a direita — mas, na verdade, a
matematica se aplica para ambas as retas tangentes simultaneamente:

8- -1}
x-1
X—(=D=2x(x-1)

=2y

X+ 1=2x"-2x

4

0=x—-2x-1

e 2+ (—2?12‘_—14(1)(_1) (férmula quadratica)

Assim, as coordenadas x dos pontos de tangénciasio 1 +v2 e 1 -2,
4. Insira cada uma dessas coordenadas x em y = x? para obter as

coordenadas y.
y=(1+v2)?
=1+2{2+2
=3+22
y=(1-v2)
=1-22+2
=3-2¢2

Assim, 0s pontos de tangénciasio (1 +vV2.,3+2v2)e
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QLA

EmETeae—)
Figura 12-9:

A parabolay
-1 vigas
16
normais gue
passam pelo

ponto (3, 15).
==

(1-v2,3-2+2),0u mais ou menos (2.4,5.8) e (0.4,0.2).
0 problema da normal

Aqui esta o problema companheiro do problema da tangenie no tapico
anterior. Encontre os pontos de perpendicularidade para todas as retas

normais a parabola, y = 11_6 x?,que passam pelo ponto (3,15).
Uma reta normal a uma curva em urn dado ponto é a reta perpendicular a
reta que € tangente no mesmo ponto.

Desenhe o grafico da parabola e insira o ponto (3,15). Agora, antes de fazer
as contas, tente aproximar os locais de todas as retas normais. Quantas
vocé pode ver? E muito facil de ver isso, comecando em (3,1 D), uma reta
normal desce suavemente para a direita e outra desce um pouco inclinada
em direcao a esquerda. Mas vocé encontrou a terceira que esta entre essas
duas? Nao se preocupe se vOCE nao viu essa reta porque quando vocé fizer
as contas, voce vai obter as trés solucoes.

Ao fazer o calculo, alias, qualquer conta,sugira uma estimativa aproximada

e use 0 bom senso e faca estimativas da solucdo do problema antes de fazer
as contas para o problema antes de fazer as contas (quanto possivel e o
tempo permilir).Isso aprofunda seu entendimento dos conceitos envolvidos
e fornece uma verificacao para a solugao matematica.

A Figura 12-9 mostra a parabola e as trés retas normais.

¥

W (315

1
y=15%

\

-« i

Olhando para a Figura 12-9,voce pode apreciar a praticidade desse
problema.Ele vai ser atil se voce por acaso se vir parado dentro de uma
curva de uma parede parabolica e quiser saber o local exato desses trés
pontos na parede onde voce possa jogar uma bola e fazer com que ela
volte em linha reta para vocé.

A solugao é muito semelhante & solugo do problema da tangente, exceto
que nesse problema vocé usa a regra para linhas perpendiculares:
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ib?tE‘ SF
S

'"!i ] As inclinacoes de retas perpendiculares sao reciprocos opostos.

Cada linha normal na Figura 12-9 & perpendicular a reta tangente desenhada
no ponto onde a normal se encontra com a curva.Assim, a inclinagao

de cada reta normal € o reciproco oposto da inclinacao da tangente
correspondente — que, € claro, € dado pela derivada. Entao aqui vai.

1. Pegue um ponto qualquer, (x, y), na parabola y = % x e
substitua y por % x%

Entao, classifique cada ponto de perpendicularidade [ix ,Lx?).

16

2. Ache a derivada da parabola.

Y
B T

1

¥ =?x

7
A

3. Usando a férmula da inclinacio, Y2~ Y1 | estabeleca a inclinacio

2 1

de cada reta normal de (3, 15) até (x, 116

x%) igual ao reciproco

oposto da derivada em x, 1—16 x%, e resolva em funcio de x.

1
—=x*-15
BT Gt SR . (o reciproco oposto de %x ou

x—3 ¥ 8
ou —i}
X

% ¥ —15x=-8x+24  (fazendo a multiplicacao cruzada e
distribuindo)

X¥=112x-384=0 (trazendo todos os termos para
um lado e multiplicando ambos os
lados por 16)

Agora,nao ha nenhuma maneira automatica para obter resultados
exatos para essa equacao cibica (3° grau) como a formula quadréatica
que lhe da as solucoes para a equacao de 2° grau. Em vez disso, vocé
pode desenhar o grafico de y=x*— 112x — 384 e as intersecoes em x

vao lhe dar as solucdes, mas com esse método nao ha garantia de que
voce vai obter solucoes exatas (Geralmente,solucoes aproximadas sao
o melhor que voce pode fazer com equacoes cabicas). Aqui, no entanto,
vOCE teve sorte — na verdade eu tive algo a ver com isso — e obteve as
solucoes exatas de —8,—4,e 12.

4. Insira cada uma dessas coordenadas x em y = 1_16 X" para obter as
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coordenadas v.

e e
y= 16(8)

1
=_ (1=
y 16()
2

Assim, os trés pontos de normalidade sao (-8,4), (~4,1),e (12,9) -
vamos jogar!

Atirando em linha veta com
aproximacaoes lineares

Felo fato de as fungoes comuns serem localmente lineares (isto é,em

linha reta) — e quanto mais vocé as amplia, mais retas elas ficam — uma

reta tangente a uma funcéao € uma boa aproximagao da fungao perto do
ponto de tangéncia. A Figura 12-10 mostra o grafico de f(x) = yx e uma reta
langente a fungao no ponto (9,3).Vocé pode ver que perto de (9,3),a curva
e a reta tangente sao virtualmente indistinguiveis.

(o ey
Figura 12-10:

0 gréafico de
Ax) =Vx
e areta
tangente & | |
curva em -1 1
(9, 3). $

b -
(L]
=
e
o
-]
oo
w
—
=
—
-
—
o]
L2
b
£

Determinar a equagao dessa reta tangente € {acil.Vocé tem um ponto, (9,
3),€ a inclinacao é dada pela derivada de fem 9:

) =vx

a
= xl:u

)= %x 12 (regra da poténcia)

1
24x
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O)= 55
=Xl

3

Agora apenas pegue essa inclinagao,%, e 0 ponto (9,3), e coloque-0s na
forma ponto-inclinacao:

y=y,=m(x-ux,)
y-3=—(x-9)

=31 %(x -9)
Essa é a equagao da reta tangente para f(x) =vx em (9,3). Eu suponho que
voce talvez esteja pensando por que eu escrevi a equacao como y=23 + é
(x—9).Pode parecer mais natural colocar o 3 i direita de %(x— 9),que,é

claro também estaria ¢

eu escrevi da maneira que fiz — nao me apresse.

Se voce tiver a sua calculadora grafica préxima, faca o grafico de f(x) =
Vx e da reta tangente. Amplie algumas vezes o ponto (9,3), e vocé vera

que a curva lica cada vez mais reta e que a curva e a reta tangente se
aproximam cada vez mais.

Agora,digamos que voceé queira aproximar a raiz quadrada de 10. Posto que 10
seja bem perto de 9,e pelo fato de vocg poder ver na Figura 12-10 que fix) e
sua langente estao perto uma da outra em x = 10,a coordenada y da linha em
x = 10 € uma boa aproximagao do valor da funcao em x = 10.a saber, {10.

Apenas coloque o 10 na equacao da reta para sua aproximacao:

y=3+%(x—9)
y=3+%(]0—9)
1
:3 —
:G
31
6

Assim. a raiz quadrada de 10 é mais ou menos 3%. Isso € mais ou
menos s6 0,004 maior que a resposta exata de 3,1623...0 erro é

aproximadamente um décimo de um por cento.

Agora eu posso explicar por que eu escrevi a equacao para a reta tangente
da maneira que fiz.Essa forma faz o calculo ficar mais facil e é mais facil de
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entender o que esta acontecendo quando vocé calcula uma aproximacao.
Aqui esta o porqué.Vocé sabe que a linha passa pelo ponto (9,3),certo? E
voce sabe que a inclinacao da reta é % Entao, voce pode comecar em (9,3)
e ir para a direita (ou para a esquerda) ao longo da reta na figura do degrau
da escada,como mostrado na Figura 12-11:sobre 1,acima de i_;sobre 1,
acima de %; e assim sucessivamente. s

12,33
1,2 %] ( &)

1
gy 03 fsj_f,,
(8, 2 %)
(7,2 %)

y=3+s(x—9)

Entao, quando voce estiver fazendo uma aproximacao, vocé comeca no valor

vde 3 esobe %_ para cada 1 que voce for para a direita. Ou se voceé for para a

esquerda, voce desce % para cada 1 que voce for para a esquerda. Quando a

equagao da reta for escrita na forma acima, o calculo de uma aproximacao se

compara ao esquema do degrau da escada.

A Figura 12-11 mostra os valores aproximados para as raizes quadradas de
7,8,10,11,e 12.Aqui estd como voce obtém esses valores. Para obter 8, por
exemplo a partir de (9,3}, vocé anda 1 para a esquerda, e desce 1 para 2
;ou para obter 11 a partir de (9,3), vocé anda dois para a direita, e sobe
30{5 sextos para ‘32 ou 3-: L .(5e voce for para a direita de um meio para 8
E ,VOCE sobe mefade de um sexto, isto €, um doze avos, para 3 ] - a raiz

quadrada aproximada de 9—)

A seguir eslao os erros para as aproximacoes mostradas na Figura
12-11. Note que os erros aumentam a medida que vocg se afasta do
ponto de tangencia (9,3); além disso, 0s erros aumentam mais rapido
indo para baixo a partir de (9,3) do que subindo a partir (9,3) — erros
geralmente aumentam mais rapido em uma direcao do que na outra
com aproximacoes lineares.

x’.T 0.8% erro
V8:0.2% erro
v10:0,1% erro
V11:0,5% erro
V12:1,0% erro

Equacao de aproximacao linear: Aqui esté a forma geral para a equacio
da reta tangente que voce usa para urna agproximacdo linear.Os valores
de uma funcao f(x) podem ser aproximados com base nos valores da reta
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tangente I(x) perto do ponto de tangéncia, (x,.f (x,)),onde

I(xX) =fx) +F (x)(x—x,)

Isso é menos complicado do que aparenta. E apenas a versio do calculo
elegante para a equacao ponto-inclinacao da reta que voceé sabe desde a
Algebra 1,y —y, = m(x—x),com o y, movido para o lado direito:

J”:J’ﬁm(x—xl)

Essa equacdo algébrica e a equacao acima para {{x) se diferenciam apenas
nos simbolos usados; o significado de ambas as equagoes — termo por termo
— & idéntico.E note como ambas as equactes lembram a equacao da reta
fangente na hgura 12-11.

S
Toda vez que for possivel, tente ver os conceitos basicos da algebra e da
geometria no coracao dos conceitos sofisticados do célculo.

Problemas de administracéo e economia

Acredite ou nao, o calculo é na verdade usado no mundo real da
administragao e na economia — aprenda calculo e aumente seu lucro!
Quero saber uma coisa: quando vocé esta dirigindo em uma parte luxuosa
da cidade e passa por uma casa enorme,qual € a primeira coisa que

vem a sua mente? Eu aposto que é*0Olha aquela casa! Esse cara (ou essa
mulher) deve saber calculo™.

Controlando marginais em economia

Olhe novamente a Figura 12-10 e a 12-11 no 6pico anterior. Lembre-se
que a derivada e, desta forma, a inclinacéo de y=+x em (9,3) é %,c que
a refa tangente nesse ponto pode ser usada para aproximar a funcao para
perto do ponto de tangéncia. Entao, conforme vocé passa de | de 9 para
10 ao longo da prépria funcéo, vocé sobe em mais ou menos i.E,assim,
V10 & mais ou menos - a mais do que y9.A matematica das marginais
funciona exatamente da mesma maneira.

Custo marginal, renda marginal e lucro marginal envolvem quanto
1 uma fungao sobe (ou desce) conforme vocé vai | unidade para a
direita — assim comoe uma aproximacao linear.

Digamos que voceé tenha uma funcao custo que te da o custo total, C(x),
de producao de x itens.Veja a Figura 12-12.
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/ Custo
i marginal
//dx;]r I
Custo extra
—— - de producdo de
Figura 12-12: mais um item
0 graficode
uma funcao 3
custo C(x). "
[l = == =i |

A derivada de ((x) no ponto de tangéncia lhe da a inclinacao da reta
tangente e assim a quantia que vocé sobe conforme vai 1 para a direita
ao longo da reta. Indo 1 para a direita ao longo da propria fungao custo
mostra a voce o aumento no custo de produgao de mais um item. Assim,
posto que a reta tangente seja uma boa aproximacao da funcao custo,a
derivada de C'— chamada de cusfo marginal — é o aumento aproximado
no custo de producao de mais um item. Receita marginal e lucro marginal
funcionam da mesma maneira.

Antes de fazer um exemplo envolvendo marginais, ha mais uma questio

a ser resolvida. Uma fungdo demanda diz a voc€ quantos itens serao
adquiridos (qual sera a demanda) dado o preco.Quanto mais baixo o preco,
¢ claro, mais alta € a demanda.Vocé pode pensar que o nimero adquirido
deveria ser uma fungéao do preco — entre com o prego e descubra quantos
itens as pessoas vao comprar a este preco — mas tradicionalmente, uma
fungao demanda ¢ feita de outro modo. O prego € dado em funcio do
niimero demandado. Eu sei que parece um pouco estranho, mas a funcio
funciona de qualquer maneira. Pense nela dessa forma — se um varejista
quer vender um dado nimero de itens,a fung¢ao demanda diz a ele ou ela
qual deve ser o preco de venda.

Ok. Aqui estd um exemplo. Um produtor de um produto qualquer

determina que a funcao demanda para seu produto &
_ 1000
e
VES

onde x é a demanda para os produtos em um dado preco, p. 0 custo'de
producdo de x produtes € dado pela fungao custo a seguir;

C(x) = 10x + 100 yx + 10.000

Determine o custo marginal,a renda marginal e o lucro marginal em x =
100 produtos. Além disso, quantos produtos devem ser manufaturados e a
quanto devem ser vendidos para produzir um lucro maximo, e qual é esse
lucro maximo? (Se vocé conseguir completar isso, eu vou indicar vocé para
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0 Prémio Nobel em economia).

Custo marginal

O custo marginal é a derivada da funcédo custo, entdo pegue a derivada
e a avalie em x = 100.

C(x) = 10x + 100 yx + 10.000
: 50 .
C'lx)=10+ x (regra da poténcia)
50
C’(100) =10+ “pp~

50
- 10
T 10

=15

Assim, o custo marginal em x = 100 é $15 — esse é o custo aproximado para
produzir o 101° produto.

Renda marginal
Renda,R(x), ¢ igual ao nimero de itens vendidos,x, multiplicado pelo prego, p:
Rlx)=x.p

=ye--1000 (usando a funcao demanda acima)

VX
:—I% - :;—ﬁ (racionalizando o denominador)
VX x
_ 1000xyx

X
= 1000 yx

Renda marginal é a derivada da funcao rendimento, entao pegue a
derivada de R(x) r avalie em x = 100:

R(x)=1000yx

Rix)= % (regra da poléncia)
: < 500
R (100) =
() V100
=20

Assim, a renda aproximada para vender o 101° produto € de $50.

Lucre marginal
Lucro, P(x),é igual 4 renda menos o custo. Entao,
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. P(x) =R(x) - ((x) .
ks = 1000 x = (10x + 100 {x+ 10.000)

=—10x + 900 v — 10.000

Lucro marginal € a derivada da funcao lucro, entao pegue a derivada de
P(x) e a avalie em x = 100.

P(x) =-10x + 900 yx — 10.000

P (x)=-10+ %— (regra da poténcia)
450

V100

=—10+45

=35

P’ (100)=-10 +

Vender o 101° produto produz um lucro aproximado de $35.

Voce notou um dos dois atalhos que vocé poderia ter usado aqui?
Primeiramente, vocé pode usar o fato a fim de

P'(x) =R’(%) - C'(x)

determinar P'(x) diretamente, sem primeiro determinar P(x). Em
seguida, depois de achar P’(x), vocé apenas insere 100 no lugar de x
para a sua resposta.

E,se tudo o que vocg quiser saber é P(100),vocé pode usar o atalho a seguir:

P(100) = R'(100) — (100
=50-15 : \
=35

Isso € bom senso. Se voce gasta $15 para produzir o 101° produto e vocé o
vende por mais ou menos $50, entao seu lucro é de $35.

Eu fiz da maneira mais longa porque vocé precisa tanto da funcio lucro,
P(x),como da funcéo lucro marginal, P'(x), para os problemas a seguir.

Lucro mdaxime ,

Vocé determina o lucro maximo da mesma forma que voce descobre o
maximo de qualquer fungao: [guale a derivada do lucro — isto é,0 lucro
marginal — a zero, resolva em fungéo de x, depois insira o resultado na
funcao lucro.

bt 450
P(x)==10+ e
el 450)
0==10+ i
ffepatel.

Vx
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10vx =450
Vx=45

x=2025

Entao, o lucro maximo ocorre quando 2025 produtos sao vendidos. Agora,
insira isso em P(x):

P(x) = =10x + 900 + yx — 10.000
P(2025)-=-10 - 2025 + 900 2025 - 10.000
= 20.250 + 900 .45 — 10.000
=10.250

Esse é o lucro maximo - $10.250. Por fim. insira o ndmero vendido na
funcao demanda para determinar o preco de maximizacio do lucro:

1000
Vax

1000
V2025

1000
45

~ 22,22

p=

p=

D

Entao, na teoria, o lucro maximo de $10.250 ocorre quando o preco é
fixado em $22,22. Nesse pre¢o, 2025 produtos serdo vendidos. A Figura
12-13 resume todos esses resultados. Note que devido ao fato de o lucro
ser igual a renda menos o custo,a distancia vertical ou intervalo entre a
fungao renda e a funcao custo em um dado valor de x da um lucro nesse
valor de x. O lucro maximo ocorre quando o intervalo € o maior.

=R
Figura 12-13: ¥
As fungdes
de lucro $80,000
e custo. Alx)
A distancia o, 000
vertical entre
as duas
fungdes, em 40,000+
um dado
- valor de x, $20,000-
representa o
lucro nesse

dado valor - | . t | =X
s 000 2000 3000 4000

Lucro maximo = $10,250

(Note que enquanto a escala des';e grafico faz C(x) parecer uma linha
reta, seu segundo termo 100 vx significa que nao é exatamente reta).
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E outra coisa. Devido ao fato de o lucro méaximo ocorrer quando P'(x)
= 0,e visto que P'(x) = R'(x) — C'(x),se segue que R'(x) = C'(x) onde o
lucro & o maior. Entao se voceé fosse desenhar as retas tangentes a R(x)
e C(x) onde o intervalo entre os dois € 0 maior, essas tangentes seriam
paralelas. Nesse momento vocg deve estar pensando algo do tipo — Que
simelria, que elegdncia simples, que beleza! Realmente, a inspiracdo
malemdlica seduz o coracdo tanto quanfo a menfe. Sim, é muito bom,
mas nao vamos nos deixar levar.
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E as séries infinitas? Pense TSSO por um_segundqf Se vocé
comeca a 1 metros de distancia de uma parece e depois
‘anda metade, e depois outra metade, e depois outra metade
(Eu aposto que Vocé ja ouviu isso),quanto tempo voce vai
levar para chegar a parede? Resposta: depende  Existe um
nimero infinito de passos nesse processo, entao,se cada
passo levar, digamos, um segundo, voce nunca vai chegar 1a.
Se,no entanto vocé mantiver uma velocidade constante de
1 jarda por segundo,sem parar ou diminuir ao final de cada
passo, vt}c& ainda vai dar um niimero infinito de passos, mas
i chegar na parede em exatamente 1 segundo! Esse
arum numero mfimto cle
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Somando trapézios
Regra de Simpson: Calculo para Bart e Homer

a que voce ainda esta lendo esse livro, isso significa que voce

sobreviveu a diferenciacao (Capitulos 9 até 12). Agora vocé comeca o
segundo maior topico em calculo — a integracao. Assim como duas idéias
simples eslao no coragao da diferenciacao — razdo (como quilémetros
por hora) e o declive ou inclinacdo de uma curva - a integracao também
pode ser entendida em termos de duas idéias simples — somando
pequenos pedacos de alguma coisa e a dreq embaixo de uma curva.
Nesse capitulo, eu introduzo esses dois conceitos fundamentais.

Integracao: apenas adicéo sofisticada

Considere a luminaria na Figura 13-1. Digamos que voc@ queira determinar
o volume da base da luminaria. Por que voce iria querer fazer isso? Nao faco
a menor ideia. De qualquer forma, a férmula para o volume de uma forma
estranha nao existe,entao vocé ndo pode calcular o volume diretamente.

|- S S i s
Figura

13-1: Uma
luminaria
com uma
base

sinuosa.
= == e |
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Vocé pode, no entanto, calcular o volume com a integracao. Imagine que a
base ¢ cortada em fatias finas e horizontais como mostra a Iigura 13-2.

B
Figura 13-2:

A base da
lampada
cortada em
fatias finas e

horizontais.
| st a1

Vocé consegue ver que cada fatia fem a forma de uma panqueca fina?
Agora_visto que existe uma férmula para o volume da panqueca, voce
pode determinar o volume total da base simplesmente calculando o
volume de cada fatia no formato de panqueca e depois somar os volumes.
Isso & em poucas palavras, a integragao.

Mas, é claro, se 1sso era tudo que havia para a integracao, nao haveria
tanto alvoroco sobre ela — certamente nao o suliciente para alevar
Newton Leibnitz, e outros grandes matemdticos para a daleria da fama
da matematica. O que faz a integragcao ser uma das grandes conquistas
na histdria da matematica é que — para continuar com o exemplo da
lampada — ela lhe da o volume exafo da base da lampada mais ou
menos cortando ela em um nimero infinito de fatias finas infinitas.
Agora isso € alguma coisa.Se vocé cortar a lampada em menos do que
um nimero infinito de fatias, vocé pode obter apenas uma muito boa
aproximacao do volume — e nao a resposta exata — porque cada fatia
na forma de panqueca vai ter uma borda estranha e curvada que pode
causar um pequeno erro.

A integracdo temn urm simbolo elegante: I.Vocé provavelmente ja o viu

antes — talvez em algum desenho com algum rapaz Einstein na frente de um
quadro-negro cheio de jargoes indecifraveis e de dificil compreensao. Logp,
esse serd vocé. Isso mesmo — voce vai estar enchendo as paginas do seu
caderno com equacgoes contendo o simbolo da integracao. Os espectadores
vao ficar impressionados e cheios de inveja.

Vocé pode pensar no simbolo da integracao como apenas um S alongado
para“soma’”. Entao, para o nosso problema da luminaria, voce pode escrever

topo

J.a’L:L

base

onde dL significa um pequeno pedaco da lumindria - na verdade um
pedaco infinitamente pequeno. Entao a equacao significa que se vocé
somar lodos esses pequenos pedacos da luminaria da base até o fopo,
o resultado é L, o volume da luminéria toda.
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Isso & um pouco simplificado demais — eu posso escutar a sirene da
policia matematica agora — mas € uma boa maneira de pensar sobre

a integracao. A propésito, pensar no dL como um pedacgo pequeno ou
infinitesimal de L é uma idéia que voce viu antes com a diferenciacio
(veja o Capitulo 9), onde a derivada ou inclinacao, j—i e igual a relacao
entre um pouco de y (Ay) e um pouco de x (Ax),a medida que vocé
encolhe a inclinacao do degrau da escada a um tamanho infinitesimal —

veja a Figura 13-3 (e dé uma olhada na Figura 9-12).Em outras palavras, &
dy _ ﬂy

medida que Ax se aproxima de zero,—— s

fix)

y Ay = aumenta
| == = st

Figura13-3: __—~"Ax=dx= distancia

Na limite,

dy Ay

dy  Ax . .. dy _ umpoucode aumento
P No limite, dx —  um pouco de distincia

Entao, toda vez que voce vir algo do tipo
b

j pequeno peda¢o de bobagem

(7]
isso apenas significa que vocé soma todos os pequenos pedacos da
bobagem de a até b para obter o total de toda a bobagem de a até b.
Ou vocé talvez veja algo do tipo

(=20
pequeno pedaco de bobagem
f=1)

que significa somar todos os pequenos pedacos da distincia viajada
entre 0 e 20 segundos para obter a distancia total viajada durante esse
intervalo de tempo.

Resumindo,a expressao matematica a direita do simbolo de integragao
sempre corresponde a um pouco de alguma coisa, e integrar esse tipo de
expressao significa somar todos os pequenos pedacos entre algum ponto
de partida e algum ponto de chegada.

Encontrando a drea sob uma curva

Como eu discuti no Capitulo 9,0 significado mais basico de uma derivada
¢ que € uma razao, um isso por aquilo,como quilémetros por hora, e

que quando voce desenha o grafico do isse como uma funcao do aquilo
(como guilometros como uma funcao da hora),a derivada se torna a
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o= ==
Figura 13-4
Fazer a
integragao
de f{x)
deaaté b
significa
encontr_ar [
area sob a
curva entre

aeb.
=

inclinacdo da fun¢ao. Em outras palavras,a derivada € uma razao,que em
um grafico aparece como uma inclinagao.

E funciona mais ou menos da mesma mancira com a integracao. O
significado mais basico da integracao ¢ somar. E quando voce descreve
a integracao em um grafico,vocé pode ver o processo de soma como a
soma de pequenos pedacos da area para chegar a arca total sob a curva.
Considere a Figura 134.

Some todas
as tiras finas
COMo essa.

=
7

- _ HJ = P x

Y

A drea sombreada na Figura 134 pode ser calculada com a seguinte integral:

b
J f(x) dx

Olhe para o retangulo fino na Figura 134.Ele tem uma altura de f{x) e uma
largura de dx (um pouco de x),entao a sua area (base vezes altura,é claro)
é dada por f(x) - dx.A integral acima diz para voce somar as areas de todos
os filetes retangulares estreitos entre a e bsob a curva f(x).A medida que o
filete fica cada vez mais estreito voce obtém uma estimativa cada vez melhor
da drea. O poder da integracao esta no fato de que ela lhe da a area exata ao
somar mais ou menos um namero infinito de infinitos retangulos finos.

Sem levar em consideracao o que os pequenos pedacos que voce esta
somando sao — eles podem ser pequenos pedacos de distdncia ou volume
ou energia (ou apenas area) — vocé pode representar o somatorio como a
soma das areas dos finos filetes retangulares sob a curva.Se as unidades nos
eixos x e y forem, digamos, mefros,entao cada fino retangulo mede tantos
metros por tantos meltros, e sua area — base vezes alfura — € algum numero
de metros quadrados. Nesse caso,a drea total de todos os retangulos lhe da
a area sob a curva entre a e b (embora nao para escalonar).
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Se, por outro lado, a unidade no eixo x for horas (1) e no eixo y for
classificada como quilémetros por hora,tendo em vista que a velocidade
vezes lempo e igual a disiancia,a area de cada retangulo representa uma
quantidade da distancia e a area total lhe da a distancia total viajada
durante o dado intervalo de tempo.Ou se o eixo x for classificado em horas
(1) e o eixo y em quilowalts de poténcia elétrica — e nesse caso a curva, f{1),
da o consumo da energia em funcdo do tempo — entao a area de cada filete
retangular (quilowalls vezes hora) representa um nimero de guilowatt-hora
de energia. Nesse caso,a area total sob a curva lhe da o nimero total de
quilowatt-hora de consumo de energia entre os dois pontos no tempo.

A Figura 13-5 mostra como vocé faria o problema da luminaria — do comeco
desse capitulo —somando as areas. Nesse grafico,a funcao A(h) da a drea
da secao transversal de uma fina fatia de panqueca da lampada como uma
funcédo da sua altura medida a partir da base da lampada. Entao, dessa vez,

0 eixo f1 € classificado em polegadas (isto €, h como em altura a partir da
base da lampada),e o eixo y é classificado em polegadas ao quadrado, e
assim cada retangulo fino tem uma base medida em polegadas e uma altura
medida em polegadas ao quadrado. Entao a sua area representa centimetros
por centimetros ao quadrado,ou cenlimnelros ctibicos de volume.

¥
s (centimetros 4
Figura 13-5: ao M

A grea  quadrado)
sombreada lhe

da o volume
da base da
lampada na h
Figura 13-1. 10
fo=—= et it T ] ¥
{centimetros)

A area do retangulo fino na Figuras 13-5 representa o volume da fina
fatia de panqueca da luminaria a 5 centimetros acima do fundo da
base. A drea total sombreada e assim o volume da base da luminaria
sao dados pela integral a seguir:

. Volume = drea da secdo transversal = espessura

it

13
'v’:j ACH) dh
i

que significa que vocé soma os volumes de todas as finas fatias de
panqieca de 0 a 15 polegadas (isto €,do fundo até o topo da base da
lampada), cada pedaco tendo um volume dado por A(h) (sua area da
secao transversal) vezes dh (sua altura ou densidade).
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Lidando com a drea negativa

Area

Nos exemplos envolvendo volume, distancia e energia (do topico
anterior), vocé esta sempre somando pedacos positivos de algo.Isso é
geralmente o caso com problemas praticos porque voce nao pode, por
exemplo, ter um volume de dgua negativo ou usar um numero negativo
de quilowatt-hora de energia. No entanto, voceé algumas vezes val integrar
funcoes que entram nos negativos — isto é,abaixo do eixo x.Aqui esta
alsuns indicadores para quando isso acontecer.

= Ao usar a integracao para calcular a area, a area abaixo do eixo x €

| considerada como uma area negaliva. A area total entre a e b para uma

b
curva f{xx) —dada pela integral _[ f(x) dx — é realmente uma area liguida

- - a - - - -~
onde a area total abaixo do eixo x (e acima da curva) é subtraida da area

total acima do eixo x (e abaixo da curva).

Pense no eixo x como no nivel do solo, areas acima do eixo x como
montes de arcia e area abaixo do eixo x como buracos no solo. A area
liquida entao representa a quantidade de terra deixada acima do nivel
do solo depois que voce usa a terra dos montes para encher os buracos
(Essa area liquida pode ser uma nimero negativo).

No Capitulo 16, eu mostro a vocé como calcular a area total entre uma
curva e o eixo x onde todas as se¢oes da area sao ditas positivas.

Ok.J4a esta bom dessa coisa introdutoria. No proximo topico, voce vai
realmente calcular algumas areas.

aproximada

Antes de explicar como calcular areas exatas, eu quero mostrar a voce
como aproximar areas. O método de aproximacao é util nao apenas
porque prepara a base para o método exato — integra¢ao — mas porque para
algumas curvas,a integracdo ¢ impossivel,e a aproximacao de uma area € o
melhor que vocé pode fazer. 3

Area aproximada pela soma
dos extremos esquerdos

Digamos que VOcé queira a drea exata sob a curva f(x) =x*+ 1 entre O e 3.
Veja a area sombreada no grafico da esquerda na Figura 13-6.
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Primeiramente, vocé obtém uma estimativa aproximada da area
desenhando os tres retangulos sob a curva, como mostrado 2 direita da
Figura 13-6, e depois determinando a soma das suas areas.

Os retangulos na Figura 13-6 representam o tao falado extremo esquerdo
porgue o canto esquerdo superior de cada retangulo toca a curva. Cada
retangulo tem uma base de 1 ¢ a altura de cada é dada pela altura da
fungao da borda esquerda do retangulo. Entao, o retangulo nimero 1 tem
uma altura de f{0) = 0° + 1 = 1;sua area (comprimento x largura ou base

x allura) € assim 1 x 1,0ou 1.0 retangulo 2 tem uma altura de A1) = 12+ 1 =
2,entao sua area & 2 x 1,0u 2.E o retangulo 3 tem um altura de f2)=2%+

1 =5,entao sua area é 5 x 1,0u 5.Somando essas trés areas lhe da um total
de 1+ 2 +5,0u 8.Vocé pode ver que isso & uma avaliacao abaixo do valor
total da area sob a curva por causa das trés lacunas entre os retangulos e a
curva mostradas na Figura 13-6.

Para uma melhor estimativa, dobre o niimero de retangulos para seis. A
Figura 13-7 mostra seis retangulos com “extremos esquerdos”sob a curva e
tambeém como os seis retangulos comecam a encher as trés lacunas que
vocé vé na Figura 13-6.

Y y
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2l 4 '. it
“extremos = ] - 2 T_____
esquerdos” = =X < X
3 1 2 3

aproximam a Y S AT ALBA2 }2.
drea sob .J
fix)=x2+1. i

e e Rl R2 R3 R4 R5 R6
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Vocé consegue ver os trés retangulos pequenos sombreados no grafico
da direita na Figura 13-7? Eles sentam no topo dos trés retangulos da
Figura 13-6 e representam quanto da area estimada fol melhorada
usando seis retangulos em vez de trés.

Agora some as areas dos seis retangulos.Cada um tem uma largura de 0.5

e as alturas sao f(0),f05),A(1),/1,5),e assim por diante. Eu vou livrar vocé
da aritmética. Aqui estd o total: 0,5+ 0,625+ 1+ 1,625+ 2,5=9,875.Essa &
uma estimativa melhor, mas ainda € uma subestimacao por causa das seis
lacunas pequenas que vocg pode ver no grafico da esquerda na Figura 13-7.

A Tabela 13-1 mostra as estimativas da area dadas por 3,6,12,24,48 96,192,
384 retdngulos.Voce nao tem que dobrar o nimero de retangulos toda vez
como eu fiz aqui.Vocé pode usar qualquer nimero de retangulos que quiser.
Eu apenas gosto do esquema de dobrar porque, com cada duplicacao,as
lacunas sdo tapadas cada vez mais como mostradas na Figura 13-7.

Tabela 13-1 Estimativas da area sob f(x) = x2 + 1 dadas
por nimeros crescentes de retdngulos
com “extremos esquerdos”

Nimero de Area
retangulos estimada
3 8
6 9,875
12 ~10,906
24 ~11,445
43 ~11,721
96 ~11,860
192 ~11,930
384 ~11,965

Algum palpite sobre para onde as estimativas da Tabela 13-1 estao
seguindo? Para mim parece que para 12.

Aqui estd a formula elegante para a soma dos retangulos de extremos
esquerdos;
A regra do retdngulo de extremos egquerdos:\f’océ pode aproximar a
drea exata sob uma curva entre a e b, If@c},com a soma dos retangulos

a

de extremos esquerdos dados pela seguinte {6rmula. Em geral, quanto mais

retangulos, melhor € a estimativa.



L=

At RO l)}

. . b b-a . il "
Onde n1 € o nimero de retangulos, o ea largura de cada retangulo,e os
valores da funcao sao as alturas dos retangulos.

E melhor eu explicar um pouco a férmula. Olhe de volta para os seis
retangulos mostrados na Figura 13-7.A largura de cada retangulo é igual ao
comprimento do intervalo total de 0 até 3 (que, é claro,é 3 — 0,0u 3) dividido

7 Z 3 - V.
pelo nimero de retangulos, 6.1sso ¢ o que o il faz na formula.

Agora, e sobre 0s xs com 0s subscritos? A coordenada x do lado esquerdo
do retangulo 1 na Figura 13-7 € chamada de x,,0 lado direito do retangulo
| (que € o mesmo que o lado esquerdo do retangulo 2) esta em x;.0 lado
direito do retangulo 2 esta em x»,0 lado direito do retangulo 3 esta em x;, e
assim por diante o tempo todo para o lado direito do retangulo 6, que esta
em xs. Para os seis retangulos na Figura 13-7, %€ 0, € 0.5, x: € 1,x: ¢ 1.5,x,
é2 x5 & 2.5, e x; € 3.As alturas dos seis retangulos esquerdos na Figura 13-7
ocorrem nos seus lados esquerdos, que estao em 0,0.5,1,1.5,2.€ 2.5 - isto
€,de x; até x;.Voce nao usa o lado direito do Gltimo retangulo, x;, em uma
soma de extremos esquerdos. E por isso que a lista de valores na férmula
termina em x,-1.1ss0 tudo se torna claro - cruze seus dedos — quando vocé
olha a formula para os retangulos de extremos direitos no proximo topica.

Aqui esta como usar a formula para os seis retangulos na Figura 13-7:

Le= 3—»?0_ () + Fx0) + F(x2) + Fos) + o) + F(x5) ]

[ﬁ\(}} f05)+ A1)+ A(1,5) + A2) +f(‘7,d}]

?
%(1+12;+2+325+5+725)
i

5 (19775)
= 9,875

Note que se eu tivesse distribuido a largura de ' por cada uma das alturas
depois da terceira linha na solu¢ao acima, voce teria visto a soma das
areas dos retangulos — que vocé viu uma pagina atras. A formula apenas
usa o atalho de somar primeiro as alturas e depois multiplicar pela largura.

Usar areas aproximadas ou encontrar dreas exatas, as areas sob o eixo
X sao ditas negativas.Veja o topico “Lidando com dreas negativas” no
comego desse capitulo,

Capitulo XIII: Introducé@o a integracéo e area aprnximada2 7 7
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Ok.Agora estime a mesma area sob f(x) =x*+ 1 de 0 até 3 com os
retangulos de extremos direitos. Esse mélodo funciona como a soma dos
extremos esquerdos exceto que cada retangulo é desenhado de maneira
que o canto direito superior toque a curva.Veja a Figura 13-5.
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As alturas dos trés retangulos na Figura 13-8 sao dadas pelos valores

da funcao nos seus lados direitos: (1) = 2,f(2) = 5,e f(3) = 10.Cada
retangulo tem uma largura de 1,entao as areas sao 2,5,e 10,que totalizam
17.Vocé nao tem que ser um genio para ver que dessa vez voce obtém
sobrestimativa da area atual sob a curva,ao contrario da subestimacao
que voce obteve com o método do retangulo esquerdo que eu detalhei no
topico anterior (mais sobre isso em um minuto).A Tabela 13-2 mostra as
estimativas seguindo uma tendéncia com mais € mais retangulos direitos.

Tabela 13-2 Estimativas da area sob f(x) = x? + 1 dadas
por nimeros crescentes de retangulos
com “extremos direitos”

Numero de Area
retangulos | estimada |
3 17
6 14,375
12 ~13,156
24 ~12,570
43 ~12,283
96 ~12,141
192 ~12,070
384 ~12,035
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Parece que essas estimativas também estao em diregao a 12, Aqui esta a
formula para a soma dos retangulos de extremos direitos:

A regra dos triingulos retangulos: Vocé pode aproximar a area exata sob
umacurvaentreae b, .[ f(x) dx,com a soma dos retangulos certos dadaos
pela seguinte formula. Fm geral, quanto mais retdngulos, melhor é a estimativa.

b-a
n

Rn — [f(x;) + fl:x-z:} + f[x;;) i R + f(_-.l'.-,:)]

] . - a . "
onde 1 é o numero de retangulos, ¢ a largura de cada retangulo, e os

valores da funcao sao as alturas dos retangulos.

Agora se vocé comparar essa formula com a férmula para a soma dos
retangulos com extremos esquerdos (no tGpico “Area aproximada pela
soma dos extremos esquerdos”), vocé tem a imagem completa sobre esses
subscritos. As duas formulas sao a mesma exceto por uma coisa. Olhe para
as somas dos valores da funcac em ambas as formulas. A formula para a
soma dos extremnos direitos tem um valor, f{x,), que a formula da soma dos
extremos esquerdos nao tem, e a formula da soma dos extremos esquerdos
temn um valor, f(xs), que a férmula da soma dos extremos direitos nao tem.
Todos os valores da funcao entre esses dois aparecem nas duas férmulas.
Voce pode entender melhor comparando os trés retangulos com extremos
esquerdos da Figura 13-6 com os trés retangulos com extremos direitos da
Figura 13-8.Suas areas e totais, que nés calculamos mais cedo,sao:

Trés retangulos com extremos esquerdos:  1+2+5=8
Trés retangulos com extrernos direitos: 2+5+10=17

As somas das areas sao as mesmas exceto pelo retangulo com extremo
esquerdo mais a esquerda e pelo retangulo com extremo direito mais

a direita. Ambas as somas incluem os retangulos com areas de 2 e 5.Se
voce olhar para como os retangulos sao construidos, vocé podera ver que
0 segundo e terceiro retdngulos na Figura 13-6 sao iguais ao primeiro e
segundo retangulos na Figura 13-8.

Uma tltima coisa sobre isso. A diferenca entre a drea total do retangulo com
extremo direito (17) e a area total do retangulo com extremo esquerdo (8)
—isto €, 17 menos 8,0u 9. caso vocé ame calculo mas ainda nao aprendeu

a subtragdo basica — vem da diferenca entre as dreas dos dois retangulos
“finais” discutidos agorinha — 10 menos 1 também é 9. Todos os outros
retangulos sao repetidos, nao importa quantos retingulos vocé tenha.
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Area aproximada pela soma
dos pontos médios

Uma terceira maneira de aproximar areas com retangulos é fazer cada
retangulo cruzar a curva no ponto médio da sua parte superior. A
soma do ponto medio ¢ uma melhor estimativa da area do que a soma
esquerda ou direita. A Figura 13-9 mostra por que.

10+
(2.5, ?.25}/\

Aproximadamente igual
i

o ey — |
Figura 13-9:
Trés pontos
méedios dos

retdngulos
lhe dao

uma melhor
estimativa da
area sob

oy
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Voce pode ver na Figura 13-9 que a parte de cada retangulo que esta
acima da curva aparenta ter o mesmo tamanho que a lacuna entre o
retangulo e a curva. A soma do ponto médio produz uma boa estimativa
porque esses dois erros cancelam, em linhas gerais, um ao outro.

Para os trés retangulos da Figura 13-9,as larguras sao iguais a 1 e as alturas
sao f(0.0) = 1.25,f(1.5) = 3.25,e f(2.5) = 7.25.A drea total chega a 11,75.A
Tabela 13-3 lista as somas dos pontos médios para 0 mesmo nimero de
retangulos na Tabela 13-1 e 13-2.

Tabela 13-3 Estimativas para a area sob f(x) = x2 + 1
dadas pelos nimeros crescentes dos
“pontos médios” dos retangulos

[ Nimerode |  Area

reténgulos | estimada
3 11.75

B 11.9375

12 ~11.9844

24 ~11.9961

48 ~11.9990

96 ~11.9998

192 ~11.9999

384 | ~11.99998
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Se voce tem qualquer divida que as somas dos extremos esquerdos e
direitos nas Tabelas 13-1 e 132 estao na direcdo de 12, a Tabela 13-3 deve
refuta-las. Sim, de fato,a drea exata é 12 — desculpe entregar o final.E para ver
quao rapido as aproximagoes do ponto médio se aproximam da resposta
exata de 12 do que as aproximagées esquerda ou direita, compare as trés
tabelas. O erro com os 6 pontos médios dos retangulos é mais ou menos o
mesmo erro com 192 retangulos esquerdos ou direitos! Aqui esta a bobagem.

A regra do ponto médio: Vocé pode aproximar a area exata sob uma curva
b
entreq e b,J fx) dx,com a soma dos pontos médios dos retangulos dados
a

pela seguinte férmula. Em geral, quanto mais retangulos, melhor € a estimativa,

b- f X 1 + X2 .2 : (n—1 + X
M=l [ (T (R Ry, (e -

g us - s i
onde n € o niimero de retangulos, € a largura de cada retingulo,e os

valores da funcao sao as alturas dos retangulos.

o Todas as trés somas — esquerda, direita e ponta médio - sio chamadas de

somas de Riemann em homenagem ao matematico G.FB. Riemann (1826-
66). Basicamente, qualquer soma aproximada feita de retangulos ¢ uma
soma de Riemann, incluindo somas estranhas consistidas de retangulos de
larguras desiguais. Com sorte, vocé nao vai ter que lidar com essas somas
nesse livro ou em qualquer curso de cilculo.

A soma esquerda, direita e ponto médio nas Tabelas 13-] 13-2,e 13-3 estao
lodas seguindo na direcao de 12, e se vocé puder dividir a 4rea em um
numero infinito de retangulos, vocd obtera a drea exata de 12. Mas eu estou
me excedendo.

Ficando sofisticado com
a notacao somatoria

Antes que eu entre na definiciao formal da integral definida - isto é,a
incrivel ferramenta do calculo que corta mais ou menos uma area em um
numero infinito de retangulos e com isso vocé tem a area exata — ha mais
uma coisa para tomar cuidado: a notacao somatéria.

Resumindo os conceitos bdsicos

Para somar séries longas de niimeros como as areas do retangulo em uma
soma esquerda, direita ¢ ponto médio,a notacio somatéria ou sigma é util.
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Digamos que voceé quisesse somar os 100 primeiros miuiltiplos de 5 — isto é,de
5 até 500.Voce poderia escrever essa soma da seguinte forma:

5410+ 15+ 20+ 25 + ..+ 490 + 495 + 500

Mas com a notacao sigma (sigma,z, ¢ a 18" letra do alfabeto grego —
nao diga!) a soma fica muito mais condensada e eficiente, e, vamos ser
honestos, parece muito legal:

Essa notagao diz para vocé apenas inserir 1 no lugar de i em 54, depois
inserir 2 no lugar de 1 em 57, depois 3, depois 4, e assim até chegar a 100.
Depois vocé soma os resultados. Entao isto é 5 x 1 mais 5 x 2 mais 5 x 3,
e assim por diante, até 5 x 100.1sso é a mesma coisa que escrever a soma
da maneira longa. A proposito,a letra i nao tem significancia.Vocé pode

100

escrever a Soma com um J, Z 5j,0u qualquer outra letra que vocé gostar.
i=1

Aqui tem mais um. Se vocé quiser somar 10?2+ 112+ 122+ ... + 29 + 307,
VOCE pode escrever a soma com a notagao sigma como segue:

E realmente simples.

Escrevendo as somas de Riemann
com a notagcdo sigma

Voce pode usar a notagao sigma para escrever a soma dos extremos direitos
para a curva x>+ 1 nos topicos de “Area aproximada”. A proposito, vocé

nao precisa da notacao sigma para o calculo que se segue.E apenas uma
‘conveniéncia” - sim, certo. Cruze os dedos e tor¢a para que o seu professor
decida ndo abordar o que se segue.Fica muito dificil.

Lembre-se da férmula para a soma dos extremos direitos do tépico
anterior ‘Area aproximada pela soma dos extremos direitos”™:

b-a
mn

R [f(x,) + () + (X)) + oot f{f.xn)] '

Aqui esta a mesma formula escrita com a notagao sigma:
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Rn:rz [f(xa . [b ;“]l

Agora resolva isso para os seis retangulos direito na Figura 13-10.

Voce esta descobrindo a drea sob x* + 1 entre 0 e 3 com seis retangulos,

3-0
i

b-a .
—1(.!

" 3 1 ; =
entdo a largura de cada, ,0U —, ou . Assim, agora voce tem
o 6 2 =

)

i=1

104 —

pE——=—r |
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I
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Agora,devido ao fato de a largura de cada retangulo ser 5.0s ladaos direitos

dos seis retangulos caem nos seis primeiros multiplos de %‘. 0.5,1,1.5,2,25,¢
3.Esses niimeros sao as coordenadas x dos seis pontos x; até x:; eles podem
ser gerados pela expressao % f,onde i éigual de 1 até 6.Voce pode verificar
que isso funciona inserindo 1 no lugar de i em ; i,depois 2,depois 3, até 6.

i L W= ) 103 o
Entéo agora vocé pode substituir o x; na férmula por 5 b dando a vocé

fy

re=}, [13) )

*

Nossa funcao, f{x),é x* + 1 entao f(—%x] = /(%l) + 1, e assim vocé pode
agora escrever
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Se voceé colocar 1 no lugar de i, depois 2, depois 3, e assim por diante
até 6 e fizer os calculos, vocé obtém a soma das areas dos retangulos
na Figura 13-10. Essa notacao sigma € apenas uma maneira sofisticada
de escrever a soma dos seis retangulos.

Estamos nos divertindo? Espera ai, fica mais dificil — desculpe. Agora
voce val escrever a soma geral para um nimero desconhecide (n) de
retangulos direitos.O intervalo total da area em questao é 3,certo? Voce
divide esse intervalo pelo nimero de retangulos para obter a largura
de cada retangulo. Com 0 retangulos, a largura de cada um é Gicomn

- 53 e =
retangulos, a largura de cada um é 5 E os lados direitos dos n retangulos

4 i 8 ) )
sao gerados por—i,para i igual de 1 até n.lIsso te da

o5 83

Ou, porque f{x) =x"+ 1,

n
271 3 !
=1 Z = (acredite em
= i=1 mir)

Para esse tltimo passo, extraia o EE‘: eo— através dos sinais do somatorio

— & permitido que voce exiraia qualquer coisa excelo por uma funcao de
i,também conhecida como index da somatoria.Além disso, 0 segundo
somatorio no Gltimo passo tem apenas 1 depois dele e nao um i. Entao nao
ha nenhum lugar para inserir os valares de i.Essa situagao pode parecer
um pouco estranha, mas tudo o que voce faz € somar n 1s,que € igual a n
(Eu fago isso abaixo,no préoximo passo).

Vocé agora chegou a um passo critico. Com um trugue vocé vai
transformar a soma de Riemann anterior em uma férmula em funcao
de n.Essa formula € o que vocé usa para obter a area exata sob a curva
no proximo topico, chamado apropriadamente de "Encontrando a area
exata com a integral definida’”.

Agora, como guase ninguem sabe, a soma dos primeiros n numeros ao
"+ DH(Zr+1)
6

quadrado, 1 + 22+ 32+ ...+ n éiguala i (A propdsito, esse
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6 nao tem nada a ver com o fato de nos termos usado 6 rel;'mgulos algumas

pagdinas atras). Entao, voce pode substituir essa expressao por Z £ na dltima
e i
linha da solugao da notagao sigma, e ao mesmo tempo substituir n por Z I:
i=]

27 n(n+1)(2n+1) 3 3

Rr.’ = n I3 n

97 3. 2 . ., :
= —i . (n_ +'r.l +£) +3 (Ok,eu admito, eu nao mostrei a

A3 2 6 2 i g

voce todo o meu trabalho)
S 27 9
U 2n 2n?
s Al 9

= 12 <+ E a 2 3

Fim. Finalmente! Essa é a formula para a drea de n retangulos direitos entre
0 e 5sob a funcao = x* + 1.Voce pode usar essa [ormula para produzir os
resultados dados na Tabela 13-2.Mas, uma vez que vocé tenha tal férmula,
seria um pouco sem sentido produzir uma tabela de dreas aproximadas,
porque vocé pode usar a formula para determinar a area exata.E é muito
facil. Eu vocé chegar nisso em um minuto no proximo topico.

Mas primeiro,aqui estao as férmulas para n retangulos esquerdos e n

pontos medios dos retangulos entre () e 5 sob a funcao »° + 1.Essas formulas
produzem as areas aproximadas nas Tabelas 13-1 e 13-3.A dlgebra para
derivar essas formulas € mais dificil do que o que vocé fez para a férmula do
retangulo direito, entao eu decidi pularVocé se importa? Eu achei que nao.

2? 9
Ln=12- F
» 9
M, =12 - )

E agora, 0 que vocés todos estavam esperando...

Encontrando a drea exata
com a integral definida

Tendo mostrado todos os lundamentos necessarios, voceé finalmente
estd pronto para determinar areas exatas — que € o que faz a integracao.
Voceé nao precisa do calculo para fazer todo o negouo da aproximacao
que voce acabou de fazer.

Come voce viu com o retangulo esquerdo, direito e o ponto médio nos
topicos de “Area aproximada”,quanto mais retangulos vocé tiver. melhor serd
a aproximacao. kntao,"tudo” o que vocé tem que fazer para obter a drea exata
sob uma curva & usar um nimero infinito de retangulos.Agora, na verdade,
voce nao pode usar um ndmero infinito de retangulos, mas com a fantastica
invengao dos limites, isso € mais ou menos o que acontece. Aqui esta a
definicao de uma integral definida que é usada para calcular as dreas exatas.
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A integral definida (definicio “simples”): A drea exata sob uma curva
entre a ¢ b é dada pela integral definida,que € definida como segue:

ff[x) dx=lim E [0+ (53]

Isso € bonito ou nao? O somatdrio acima € idéntico a férmula para n
retangulos direitos, R, que eu mostro algumas paginas atras. A unica
diferenca aqui é que voce acha o limite dessa formula como o nimero
de retangulos se aproximando do infinito ().

Hssa definicao de uma integral definida é a versao simples baseada na
formula do retangulo direito.Eu vou lhe dar a verdadeira definicao McCoy
mais tarde, mas pelo fato de todas as somas Riemann terem o mesmo
limite — em outras palavras,nao importa qual tipo de retangulo voce usa —
& preferivel usar a definicao do retangulo direito. E o menos complicado e
vai sempre ser suficiente.

Vamos fazer soar os tambores! Aqui, finalmente, estd a drea exata sob o
nosso velho amigo x*+ 1 entre 0 e 3:

ff(x-un de=lim Z e - (=]
0 1=

—11111(]2 27, 9 ) (Lembre-se,em um problema sobre limite,

"o qualquer nimero dividido pelo infinito €
27 g igual azero)
=12+ b
Do Do
=12 i—?+ %

=12+ 0+0 (Isso é o que nos obtivermnos no topico
12 “Escrevendo as somas Riemann com a notagao
sigma” depois de todos aqueles passos.)

Grande surpresa.

Esse resultado é muito incrivel se vocé pensar nele. Usando o processo
do limite, vocé obtém uma resposta exata de 12 — que € mais ou menos
12,00000000... até um nimero infinito de casas decimais — para a area
sob a funcao curva e suave x*+ 1,baseada nas areas de retangulos

de topo plano que vao ao longo da curva no formato de dente de

serra recortado. Deixe-me adivinhar — o simples poder dessa beleza
matemadtica traz lagrimas aos seus olhos.

Encontrar a area exata de 12 usando o limite de urma soma de Riemann é
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muito trabalho (lembre-se, vocé teve que primeiro determinar a férmula
para n retangulos direto). Esse método complicado de integracao é
comparavel a determinar a derivada da maneira dificil usando a definicao
formal que € baseada no quociente da diferenca (se vocé esqueceu e

tem vontade de lembrar, veja o Capitulo 9).E assim que voceé parar de

usar a definicao formal da derivada depois que voce aprender os atalhos
da diferenciagao, voceé nao tera que usar a definicao formal da integral
definida baseada na soma de Riemann depois de aprender os métodos de
atalho nos Capitulos 14 e 15 — exceto, isto €, para o seu exame final.

Devido ao fato de o limite de fodas as somas Riemann ser o mesmo, 0s
limites no infinito de n retangulos esquerdos e n pontos médios dos
retangulos — para x* + 1 entre 0 e 3 — devemn nos dar o mesmo resultado
como o limite de n retangulos direitos, e eles dao.As expressoes depois dos
simbolos do limite a seguir sao as férmulas para n retangulos esquerdos

e n pontos médios dos retangulos que aparecem no final do tépico
“Escrevendo as somas de Riemann com a notagao sigma’no comeco
desse capitulo. Aqui esta o limite do retangulo esquerdo:

3
j(f+l)dx=Lx=!i{l_1 12+%+%}
D =12+ 22‘?;0 + 5 _90,2
= 12—% +%
=12-0+0
=12

E aqui esta o limite do ponto médio do retangulo:

f(xﬂ +1) de=M.= 5@_{9(12 ” 4?1?_)
4]

Se voce esta um tanto incrédulo que esses limites lhe d&o a area exafa sob
x*+ | entre 0 e 3,vocé nao esta sozinho.Afinal de contas, nesses limites, assim
como em todos os problemas com limites, o niimero x (e nesse exemplo)

& somente aproximado; na verdade, nao € nunca alcanc¢ado.E, além disso, 0
que significaria alcangar o infinito? Voce nao pode fazer isso.E sem levar em
consideracao quantos retangulos vocé tem, voce sempre tern aquele lado de
dente de serra recortado. Entao como pode tal método lhe dar a area exata?

Olhe para ele dessa maneira.Voceé pode dizer a partir das Figuras 136 e 13-7
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Area

que a soma das areas dos retangulos esquerdos,sem levar em consideracao
a quantidade, vai sempre ser uma subestimacdo (esse € © caso para as
fungoes que estao aumentando ao longo do intervalo em questao).E a partir
da Figura 1.3-8,voceé pode ver que a soma das dreas de retangulos direitos,
sem levar em consideracao a quantidade que voce tem, val sempre ser uma
superestimacdo (para funcoes crescentes). Entao, visto que os limites no
infinito da subestimacao e da superestimacao sao iguais a 12,essa deve ser a
area exata (Um argumento semelhante funciona para fun¢oes decrescentes).

Nao somente os limites no infinito dos retangulos esquerdos, direitos e dos
pontos medios sao 0s mesmos, o limite de qualquer soma de Riemann
também lhe da a mesma resposta.Vocé pode ter uma série de retangulos
com larguras desiguais; vocé pode ter uma mistura de retangulos esquerdos,
direitos e de pontos médios; ou vocé pode construir retangulos para que cles
toquem a curva em algum ponto diferente do canto superior esquerdo ou
direito ou nos pontos médios dos seus lados superiores. A tinica coisa que
importa é que, no limite, a largura de todos os retangulos tende para zevo. Isso
nos traz para a bobagem da integracao totalmente extrema e vulgar que leva
em conta todas essas possibilidades.

A integml definida (a real definicao de McCoy): A integral definida de a

até b, If(x)dx, € o nimero para o qual todas as somas de Riemann tendem
a medida que o numero de retangulos se aproxima do infinito e & medida
que a largura de todos os retangulos tende a zero:
b m
jf{x} dx=lim Y’ fc)) Ax,
a =1

onde Ax; € a largura de i retangulos e ¢; € a coordenada x do ponto onde o
I retangulo toca f(x).

aproximada com a regra do

trapézio e a regra de Simpson

O método da area exata nao funciona para certos fipos de fungoes. Esta
além do objetivo desse livro explicar porque esse € 0 caso OU,Como sao
exatlamente essas [ungoes, entao apenas leve em conta o que eu digo.A
seguir temos mais duas maneiras para estimar a area — em acréscimo a usar
o retangulo esquerdo, direito e os pontos médios — que podem ser (iteis caso
voce obtenha uma dessas fungoes nao cooperativas.
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e e
Figura 13-11:

Trés
trapézios
aproximam a
area sob
flx)=x"+1
entre 0 e 3.

A regra do trapézio

Com a regra do trapézio,em vez de aproximar a area com retangulos, vocé faz
isso com,vocé consegue adivinhar? — trapézios.Veja a Figura 13-11.

y

A

10 1

(3, 10)

4.-

2_

-

> X

-

Trap. 1 Trap. 2 Trap. 3

Por causa da maneira como os trapézios abracam a curva, eles lhe
dao uma melhor estimativa da area do que o retédngulo esquerdo ou

o direito. E no fim das contas a aproximacao pelo trapézio é a média
das aproximagoes do retangulo esquerdo e do retangulo direito.

Voce consegue ver o porqué? (Dica: A area do trapézio — digamos o
trapézio 2 na Figura 13-11 — € a média das areas de dois retangulos
correspondentes nas somas dos extremos esquerdos e direitos, a saber,
o retangulo nimero 2 na Figura 13-6 e o retangulo 2 na Figura 13-8).

A Tabela 134 lista as aproximacoes usando os trapézios para a area sob
x>+ 1 entre 0 e 3.

Tabela 13-4 Estimativas da area sob f(x) = x? + 1
entre 0 e 3 dadas pelo nimero de trapézios
Nimerao de Area
trapézios estimada
3 125
B 12.125
12 ~12.031
24 ~12.008
48 ~12.002
96 ~12.0005
| 192 | ~12.0001
| 384 ~12.00003
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otk

Ao olhar a Figura 13-11, voceé talvez espere que uma aproximacao usando
um trapézio seja melhor do que a estimativa do ponto médio, mas na
realidade, como uma regra geral, estimativas usando o ponto médio

sao mais ou menos duas vezes melhores do que as estimativas usando
trapézios.Vocé pode confirmar isso comparando a Tabela 13-3 e a 134.
Por exemplo, a Tabela 13-3 lista uma area estimada de 11.990 para 48
retangulos formados pelos pontos médios. Isso difere da area exata de 12
por 0,01.A area estimada com 48 trapézios dados na Tabela 134, a saber,
12.002, difere de 12 por duas vezes mais.

Se vocé ja calculou as aproximacoes dos retangulos com extremos
esquerdos e com extremos direitos para uma fungao em particular e para
certo numero de retangulos, vocé pode apenas calcular a média deles para
obter a esiimaliva do lrapézio correspondente. Se nao,aqui esta a formula:

A regra do trapézio: Voce pode aproximar a area exata sob uma curva
b
entrea e b, jf(x}dx*com a soma dos frapézios dada pela seguinte formula.

il
Em geral, quanto mais trapézios, melhor € a estimativa.

T.— f’;n“ [Fe) + 2003) + 2706) + 20(Q05) + .ot 2K201) + 2(5)]
onde n é 0 numero de trapézios,x; € igual a a,e x, até x, sao as coordenadas
X igualmente espacadas dos lados direitos dos trapézios de 1 até n.

Mesmo que a definicao formal da integral definida seja baseada na soma
de um numero infinito de refangulos, eu prefiro pensar na integragao
como sendo o limite da regra do trapézio no infinito. Quando voce

usa um nuamero de trapezios cada vez maior e depois amplia no local
onde os trapezoides tocam a curva,as partes superiores dos trapézios se
aproximam cada vez mais da curva. Se vocé amplia “infinitamente”, as
partes superiores dos “infinitamente muitos” trapézios se fornam a curva
e,assim,a soma das suas areas Ihe da a area exata sob a curva.Essa é uma
boa maneira de pensar sobre por que a integracao produz a area exata — e
faz sentido conceitualmente — mas, na verdade, nao é feita dessa maneira.

A regra de Simpson — isto é, Thomas
(1710-1761), e ndo Homer (1987-)

Agora eu realmente fico mais sofisticado e desenho formas que sao parecidas
com trapezios, exceto que em vez de ter partes superiores inclinadas,elas tém
partes superiores curvas € parabolicas. Veja a Figura 13-12.

Note que com a regra de Simpson cada “trapézio” tem uma distancia de dois
intervalos em vez de um; em outras palavras, 0 “trapézio” niimero 1 vai de x;
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até x», 0 “trapézio” 2 vai de x: até x,,e assim por diante. Por causa disso, o total
de intervalos deve sempre ser dividido em um nimero par de intervalos.

glxl

I
Figura 13-12:
Tres
“trapézios” .|
com parte
superior 1+
curva
aproximam a
area sob g(x)

entre 1 e 4,
———

A

Trap™1 "Mrap’2  "Trap’3

A regra de Simpson € de longe o método de aproximacao mais exato
discutido nesse capitulo. Na verdade, ele da a area exata para qualquer
funcao polinomial de grau trés ou menor. Em geral, a regra de Simpson
da uma estimativa muito melhor do que a regra do ponto médio ou a
regra do trapézio.

QUA Uma soma usando a regra de Simpson € um tipo de média ponderada da
soma do ponto médio € da soma do trapézio, exceto que voce usa a soma
do ponto médio duas vezes na média. Entdo, se vocé ja tem a soma do
ponto médio e do trapézio para algum niimero de retangulos ou trapézios,
vocé pode obter a aproximacao pela regra de Simpson com a seguinte
meédia ponderada:

M + My + T,

52!1 - 3

Note o subscrito 2n.[sso significa que se voce usar,digamos,M; ou T, voce
obtém um resultado para Ss. Mas S;, que tem seis intervalos, tem trés“trapézios”
curvos porque cada um distancia um do outro em dois intervalos. Assim, a
formula acima sempre envolve o mesmo nimero de retangulos, trapézios, e os
“trapézios”da regra de Simpsonn.

Se voceé nao tem a soma do ponto médio e nem do trapézio para o atalho
acima,voce pode usar a seguinte formula para a regra de Simpson.
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A : s : i
gﬁﬂ_“;ﬁn"«? A regra de Simpson: Vocé pode aproximar a area exata sob uma curva
= 3 >
+ _,+_ | - - -
entre a ¢ b, | f(x)dx,com a soma de parabolas com a parte superior no
v/ .
formato de“trapézios” dada pela seguinte férmula. Em geral, quanto mais

“trapézios”, melhor é a estimativa.

b—a

e 3n

[f{xn) +4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x) + 2f(x) + ... +4f(x,- ) + 2f(xn)]

onde n é o dobro do numero de “trapézios”, xyaté x, sao os pontos
igualmente espacados x, - de a até b.



Capitulo 14
Integracao: sua diferenciacao
ao contrario

Neste capitulo
Fazendo a antidiferenciagao — colocando ao contrario
Usando a funcao da area
Familiarizando-se como o Teorema Fundamental do Calculo
Encontrando as antiderivadas

Calculando areas exatas do jeito facil

Capitulo 13 mostra o jeito dificil de calcular a area sob uma funcao

usando a definicao formal da integragao — o limite da soma de
Riemann. Nesse capitulo,eu faco do jeito facil, tirando vantagem de uma
das mais importantes e maravilhosas descobertas da matematica — que a
integracao € apenas a diferenciagao ao contrario.

Antidiferenciacdo — isto é,
a diferenciacdo ao contrario

A antidiferenciacdo € apenas a diferenciacao ao contrario. A derivada de
sinx é cosx, entao a antiderivada de cosx € sinx; a derivada de x* é 3x*, entao
a antiderivada de 3x* € x* — vocé apenas laz o inverso.Ha mais um pouco a
iss0, mas essa € a idéia basica.Mais adiante nesse capitulo eu mostro a vocé
como integrar (encontrar areas) usando as antiderivadas. Isso é muifo mais
facil do que encontrar dreas com a técnica da soma de Riemann.

Agora considere de novo x* e sua derivada 3x°. A derivada de x*+ 10
também ¢ 3x*, como € a derivada de x* — 5. Qualquer fung¢ao na forma
x* + C,onde C é qualquer nimero, tem uma derivada de 3x°. Entao, cada
semelhante func¢ao é uma antiderivada de 3x°.

A integral indefinida: A infegral indefinida de uma funcao f(x),
escrita como J‘ f(x) dx,€ a familia de todas as.antiderivadas da fungao.

Por exemplo, devido ao fato de a derivada de x’ ser 3x°,a integral

indefinida de 3x* é x* + C, e vocé escreve:
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==
Figura 14-1:
A familia das
curvas x* + C.
Todas essas
funcoes tém
a mesma

derivada, 3x%.
e TN

JSx%ix:x“‘-rC

Vocé provavelmente reconhece esse simbolo de integrat;éo,-‘:da
discussao sobre a integral definida no Capitulo 13. O simbolo da
iﬂ]tegral definida, no entanto, apresenta dois nimeros pequenos como
I que diz a vocé para calcular a area de uma funcao entre esses
?ﬂois pontos.chamadﬁs de limites da integracdo. A versao basica do

simbolo, j indica uma integral indefinida ou uma antiderivada.Fsse

capitulo € todo sobre a conexao intima entre esses dois simbolos.

A Figura 14-1 mostra a familia das antiderivadas de 3x%,a saberx® + C. Note
que essa familia de curvas tem um niimero de curvas infinito. Elas sobem
e descem para sempre e sao infinitamente densas.A lacuna vertical de 2
unidades entre cada curva na Iigura 14-1 é apenas uma ajuda visual.

Considere algumas coisas sobre a Figura 14-1. A curva no alto do grafico

€ x’ + 6;a debaixo dela é x* + 4;a da base € x* — 6. Pela regra da poténcia,
essas tres fungoes, assim como todas as outras nessa familia de funcoes,
tem uma derivada de 3x°. Agora, considere a inclinacao de cada uma das
curvas onde x € igual a 1 (veja as retas tangentes desenhadas nas curvas).
A derivada de cada curva € 3x°, entao quando x € igual a 1,a inclinagcao
de cada curva € 3 - 1%, ou 3. Dessa forma, todas essas pequenas linhas
tangentes sao paralelas. Depois, note que todas as fungoes na Figura

14-1 sao identicas exceto por serem deslizadas para cima ou para baixo
(lembra dos deslocamentos verticais do Capitulo 57). Por que elas diferem
somente pelo deslocamento vertical, a inclinacao de qualquer valor x,
como x = 1,é a mesma para todas as curvas.E por isso que todas elas tem
a mesma derivada e todas sao antiderivadas da mesma funcao.



Capitulo XIV: Integracao: sua diferenciacédo ao contrario 2 3 5

Vocabulario, Voshmabuldrio:
Oue diferenca isso faz?

Em geral, definigoes e vocabuléario sao muito importantes em matematica,
e € uma boa idéia usa-las corretamente. Mas com o tépico atual,eu vou ser
um pouco indolente com as terminologias exatas e, com isso, eu lhe dou
permissao para fazer a mesma coisa.

Se voce for uma pessoa persistente, vocé deve dizer que a integral
indefinida de 3x* € x* + C,que x° + C ¢ a familia ou o conjunto de todas
as antiderivadas de 3x* (vocé nao diz que x* + C é a antiderivada), e
que x*+ 10, por exemplo, é uma antiderivada de 3x%. E em uma prova,
voce deve definitivamente escrever ISxde =x*+ C. Se vocé deixaro C

de fora,vocé provavelmente vai perder alguns pontos.

Mas, ao discutir essas questoes, ninguém vai se preocupar ou ficar confuso
se voce cansou de dizer C depois de cada integral indefinida e apenas dizer,
por exemplo, que a integral indefinida de 3x* é x*. F em vez de sempre falar
sobre o negdcio daquela familia de fungdes, vocé pode apenas dizer que

a anliderivada de 3x* é x* + C ou que a antiderivada de 3x* é ¥’ Todos vio
saber o que voce quer dizer. Isso pode me custar o meu titulo de sécio no
Conselho Nacional de Professores de Matematica, mas, pelo menos de vez
em quando,eu uso essa abordagem flexivel.

A irritante funcéo da drea

== e
Figura 14-2;
A area sob
fentresex
¢ deslizada
movendo a

linha em x.
=== =

Essa € uma funcao dificil - se prepare. Digamos que vocé tenha
qualguer funcgao antiga, f(x).Imagine que em algum valor de t,chame
de s,vocé desenhe uma linha vertical fixa.Veja a Figura 14-2.

¥ 4
A I—F A I—)-
e L — |
] —> fit T
f — :
l |
) f i ; ' i
5 X 5 X
|

Depois vocé pega uma linha vertical mavel, ¢ omecando no mesmo ponto,s
(“s”é para ponto de partida), e leva para a direita. A medida que vocé leva a
linha,voce desliza cada vez mais a drea sob a curva.Essa area é uma funcao
de x,a posicao da linha mével. Em simbolos, voce escreve:
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pler —=—p =]
Figura 14-3:

A area sob
fit) =10
entre 3 e x

e deslizada
movendo a
linha vertical

em X.
P e

Ar(x) = I f(H)dt

Note que f € a varidvel de entrada em f(t) em vez de x porque x ja esta
sendo usada — € a variavel de entrada em A/{(x). O subscrito fem A(x)
indica que A{x) € a funcao da area para a curva em particular fou Kt).
O dif € um pequeno incremento ao longo do eixo £ — na verdade um
pequeno incremento infinitesimal.

Aqui esta um simples exemplo para certificar que vocé entendeu
como uma funcao da area funciona. A propdsito, nao se sinta mal se
voce achar isso extremamente dificil de compreender — vocé tem
muita companhia. Digamos que vocé tenha uma fungao simples, f(t)
= 10 = isto ¢, uma linha horizontal em y = 10, Se vocé deslizar a area
comegando em s = 3,voce tera funcao da drea a seguir:

A0 = j 10dt
3

Vocé pode ver que a drea deslizada de 3 para 4 é 10 porque, ao levar a reta
de 3 até 4,voceé desliza um retangulo com largura de 1 e altura de 10, que
tem uma area de 1 vezes 10,0u 10.Veja a Figura 14-3.

Fntao,A(4),a area deslizada & medida que vocé alcanca 4, é igual a 10,
A(5) é igual a 20 porque quando vocé leva a linha para 5, vocé aumenta
um retangulo com uma largura de 2 e altura de 10,que temn uma area de 2
vezes 10,0u 20.A46) é igual a 30,e assim por diante.

Agora,imagine que voce leva a linha para direita a uma razao de unidade
por segundo Voceé comecga em x = 3,e vocé alcanca 4 em 1 segundo,5 em
2 segundos, b em 3 segundos, e assim sucessivamente. Quanta area vocé
esta expandindo por segundo? Dez unidades ao quadrado por segundo
porque voce amplia outro retangulo 1 por 10 a cada segundo. Note — isso
€ grande - que porque a largura de cada retangulo que voceé deslizada é
1,a area de cada retangulo - que & dada pela alfura vezes a largura — é

a mesma que a sua altura porque qualquer coisa vezes 1 é igual a ela
mesma.Vocé verd porque isso € grande em um minuto.
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oS8y, Ok, voce esta sentado? Vocé chegou a outro grande momento Ak ha! Na
o' S

S ¢\ historia da matematica. Lembre-se que a derivada é uma razio. Entao,
= pelo fato de a razao na qual a funcao da area anterior aumentar em 10
2, unidades por segundo ao quadrado, vocé pode dizer que sua derivada é

INOY  jgual a 10. Assim, vocé pode escrever —
d :
— A () =10
dx ()

Novamente, isso apenas diz a vocé que com cada 1 unidade aumentada em
x,A; (a fungao da drea) aumenta em 10,Agora aqui estd a coisa critica: note
que essa razao ou derivada de 10 & a mesma que a altura da funcao original
f(t) = 10 porque a medida que voce vai ao longo de 1 unidade,vocé desliza o
retangulo que é 1 por 10,que tem uma area de 10,a altura da funcao.

Isso funciona para qualquer fungao, ndo apenas linhas horizontais.
Olhe a fungédo g(t) e sua funcao da area Ay (x) que desliza a area
comecando em s = 2 na Figura 14-4.

¥
A

20T
15T

10+
TS e

Figura 14-4:
A area sob
alt) entre 2 e
X € deslizada
pela linha =

vertical em x. ¥
T e

R+

Voce pode ver que A,(3) é mais ou menos 20 porque a area deslizada
entre 2 e 3 tem uma largura de le a parte superior curva do ‘retangulo” tem
uma altura média de mais ou menos 20. Entao, durante esse intervalo. a
razao de crescimento de A,(x) é mais ou menos 20 unidades ao quadrado
por segundo.Entre 3 e 4,vocé desliza mais ou menos 15 unidades ao
quadrado de area porque isto é aproximadamente a altura média de g(t)
entre 15 e 4. Entao, durante o segundo nimero dois — o intervalo de x < 3
até x = 4 —a razao de crescimento de A,(x) é mais ou menos 15.

A razdo da area sendo deslizada sob a curva por uma fungao da area em
um dado valor de x é igual & altura da curva naquele valor de x.

Eu percebo que estou sendo um pouco flexivel — na minha discussao
na Figura 144 - dizendo coisas do tipo ‘aproximadamente” isso ou
‘meédia”daquilo. Mas leve em conta o que eu digo, quando vocé faz

Capitulo XIV: Integracdo: sua diferenciacdo ao contrario 2 3 7
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0s calculos, tudo da certo.Voce viu no Capitulo 13 que a area sob a

curva € aproximadamente cada vez melhor quando nimeros crescentes
de retangulos cada vez mais finos sao somados, ¢ que a area cxata ¢
determinada somando as areas de um nimero infinito de retangulos finos
infinitos. O mesmo tipo de processo envolvendo limite estd acontecendo
aqui — as areas e razoes que sao "aproximadamente”tais e tais se tornam
exatas no limite, O importante para observar é que a velocidade de
crescimento da area sob a curva é a mesma que a altura da curva.

0 poder e a glovia do Teorema
Fundamental do Calculo

Soem as trombetas! Agora que voce viu a relacao entre a razao de
crescimento de uma funcao da area e a altura da curva dada, vocé esta
pronto para o Teorema Fundamental do Calculo — como dizem, é um
dos mais importantes teoremas na historia da matematica.

O Teorema Fundamental do Calculo: Dada uma funcao da area A, que
desliza a area sob f(t),

Ar(x) = f fH)dt,

a razao na qual a area esta sendo deslizada é igual a altura da funcao
original. Entao, porque a razao € a derivada, a derivada da funcao da area ¢
igual a fungao original:

LA =1,

X
Porque Adx) = J f(f)dt,voce também pode escrever a equacao acima
como a seguir:®
& ff(f)d! - f(x)
dx |
5
E hora de comemorar!

Agora, pelo fato de a derivada de A{x) ser f{x), A{x) sera por definicao
uma antiderivada de f(x).Veja como isso funciona retornando para a fungao
X

simples do tépico anterior f{(t) = 10,e sua funcao da area, A{x) = I]Udr.

5
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De acordo com o Teorema Fundamental, ;; Adx)=10. Assim A, deve ser
uma antiderivada de 10;em outras palavras,A; é uma funcio cuja derivada

€ 10.Porque qualquer funcao na forma 10x + C,onde C é um ntimero, tem
uma derivada de 10,a antiderivada de 10 é 10x + C.O nimero em particular
C depende da sua escolha de s,0 ponto onde voceé comeca a deslizar a area.
Para essa fun¢ao,se voc:é comecar a deslizar a area em, digamos, s = 0, entao
C =0,eassim, 4 (x)= Jlﬂdf: 10x. (Note que C ndo é necessariamente
igual a s.A!iés,geralmer?te nao é.A relagao entre Ce s € explicada no texto

complementar“Zero nem sempre € zero”no final desse t6pico).

A Figura 14-5 mostra por que A{x) = 10x é a funcao da area correta se vocé
comecar a deslizar a area em zero.No primeiro grafico da figura,a area sob
a curva de 0 até 3 ¢ 30, e ¢ dada por A(3) =10 - 3 =30.E vocé pode ver que a
area de 0 ate 5 € 50, que concorda com o fato que A(5) = 10 - 5=50.

Titulo: Antiderivadas excluidas do
testamento da familia porque elas
nao tém uma intersecdo em x

Olhe de volta para a Figura 14-1. Todas
as familias das antiderivadas parecem
uma pilha de curvas paralelas subindo e
descendo para sempre. Mas samente um
subconjunto de cada tipo de familia pode
ser usado como funcdes de area — a saber,
as antiderivadas que tém pelo menas uma
interse¢cdo em x (algumas vezes, assim
como a Figura 14-1, esse subconjunto é a
familia completa). Aqui esta o porqué: Se
uma funcdo da area comeca deslizando

a area em, digamas, x = 5, A{5) deve ser
igual a zero porque em b nenhuma area foi
ainda deslizada. Entao a antiderivada para
a funcdo da area comegando em 5 deve
ter uma intersecao em X, um zero, em x =
5. Se o deslizamento comecar em x = -10
voCcé entao usaria a antiderivada com uma
interse¢do em x de -10 e assim por diante.
Uma antiderivada sem intersecdes em x
nao pode ser usada como fungdo da area.
A vergonha, a desgraca!

Se em vez de vocé comecar a deslizar a area em s = — 2 é definir a
X

nova funcao da area, B, = [lﬂdf,e definir que C serd igual a 20, entao By

=k

(x) sera assim 10x + 20.Essa fun¢do da 4rea é 20 mais que A, (x), que

comega em s = (), porque se voc€ comegar em s = -2, voce ja vai ter

deslizado uma darea de 20 até a hora que vocé chegar ao zero. A Figura

14-5 mostra por que B,(3) € 20 mais que A;(3).
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E se vocé comecar a deslizar a drea em s = 3,a funcao da area sera

ledr_ 10x — 30, Essa funcao é 30 menos do que em Af{Xx) porque
com (', {(x),vocé perde o retangulo 3 por 10 entre 0 e 3 que Adx) tem
(veja o ultimo grafico da Figura 14-3).

SPRESE

V)
:“""!

A area coberta sob a linha horizontal f(t) = 10, de algum namero até
| x,é dada pela antiderivada de 10, a saber, 10x + C,onde o valor de C

Y,
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depende de onde vocé comeca a deslizar a drea.

Para o proximo exemplo, veja novamente a parabola x* + 1, nosso amigo do
Capitulo 13 e a discussao das somas de Riemann.Volte para a Figura 13-6.
Agora vocé finalmente pode calcular a drea exata no grafico do jeito facil.

X
A fungao da area para deslizar a dreasob x>+ 1 & Alx) = I (F+ 1) Pelo
Teorema Fundamental, —%A,{x) =x*+ 1,e assim A é uma antiderivada de
x*+ 1.Qualquer funcao na forma %—x" +x+ Ctem uma derivada de x2 + 1
(tente), entao essa é a antiderivada. Para essa funcao da area, assim como

0 exemplo anterior,quando s = 0,C = 0, e assim

x
Adx) = J(F‘-F— 1) dr:%—x'@x
0 e

A area deslizada de 0 até 3 — que nos fizemos do jeito dificil no Capitulo 13
calculando o limite de uma soma de Riemann — & simplesmente 4,3):

A = X 4x
A3)=53+3
=9+3
=12

Muito facil. Esse deu muito, muito menos trabalho do que fazer do jeito dificil.

X
E depois de saber a funcio da area que comeca em zero, J.{f-’ + 1)dt =%
X'+ fica facil descobrir a drea de outras secoes sob a pa[%eibola que nao
comegam no zero. Digamos, por exemplo, que vocé queira a area sob a
parabola entre 2 e 3. Vocé pode calcular a drea subtraindo a area entre D e 2 da

area entre 0 e 3 Vocé acabou de calcular a drea entree 3 —

Zero nem sempre é zero -

Nos dois exemplos f{t) = 10 e flt) =t + 1, ¢oes. Para os curiosos, vocé pode calcu-
as fungOes da area que comecam ems =  lar o valor em particular de C dada sua es-
0 tém um valor de 0 para C na antideriva- colha de s igualando a antiderivada a zero,
da. Isso é verdade para muitas fungbes inserindo o valor de s em X, e resolvendo
— incluindo todas as fungdes polinomiais  em funcdo de C.

—mas de forma alguma para todas as fun-
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o = S L ks ; = 3
istoé, 12 Eaareaentre 0 e 2 é A(2) ey 2%+ 2 = 4%, Enlao a drea entre 2

e 3¢ 12-4%,.,0u 7'/; Esse método de subtragao nos leva para o préximo
topico — a segunda versao do 'Teorema Fundamental.

0 Teorema Fundamental
do Calculo: parte dois

Agora nos finalmente chegamos ao extraordinario atalho do teorema da
integracdo que voceé vai usar pelo resto dos seus dias — ou pelo menos até
o final da sua obrigacao com o calculo. Esse método de atalho é tudo que
vOCE precisa para os problemas de integracao no Capitulo 16. Mas, primeiro
um alerta para ter em mente ao fazer a integracao.

C do Calculo ou sua segunda versao, as areas abaixo do eixo x sao ditas
\ areas negativas.Veja o Capitulo 13 para mais sobre areas negativas.

e

hO!
é_‘f#'eﬁ/' Ao usar uma funcao da area,a primeira versao do Teorema Fundamental
@

cAL = 2 y
@t c"e‘a O Teorema Fundamental do Calculo (versao de atalho): Deixe Fser
é" ' q qualquer antiderivada da funcao £, assim
A
o

CATTR

b
J-f(x} dx=F(b) - F(a)

Fsse teoarema lhe da o maravilhoso atalho para calcular a inlegral definida

como J(ﬁ + 1)dx,a area sob a parabola x*+ 1 entre Z e 3.Como eu

2
mostrei no topico anterior, vocé pode obter essa area subtraindo a area
entre 0 e 2 da area entre 0 e 3, mas para fazer isso voce precisa saber que a

funcao da area em particular deslizando a area comegando em zero,
X

J,(F +1) dté %x*’ +x (com Cigual a zero).
0

A beleza do teorema do atalho e que voce nao tem nem que usar uma
funcao da area como Adx) = J. (£ + 1)dt.Voce apenas acha qualquer
antiderivada, F{x),da sua fungéae faz a subtracao, F(b) — Fia).A
antiderivada mais simples para usar € aquela onde C = (). Entao aqui esta

como voce usa o teorema pra descobrir a area sob nosso pardbola de 2 até 3.
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{ B - ol . -
F(x)= gx‘ +Xx e uma antiderivada de x* + 1 entao, pelo teorema,

3
j(xh. Ydx=F(3)-F(2)
2

F(3)—F(2) pode ser escrito como [é—x’3 +x] 3, e assim,

3
' _[(f + 1) dx= [%x" +Ar}3
3 >

=P 3- (3 2043)
=12 - 4%/,
2?:!":;

Eu concordo, esse € o mesmo calculo que fiz no toépico anterior usando

a funcao da area com s = 0, mas isso é somente porque para a funcao

x* +1,0nde s é zero, Ctambém é zero.E um tipo de coincidéncia,e nao

€ verdade para todas as funcoes. Mas independente da funcao, o atalho
funciona, e vocé nao tem que se preocupar sobre funcoes da drea ou s ou
C.Tudo o que voce faz é F(b) - F(a).

Aqui esta outro exemplo: Qual é a area sob f(x)=e*enlrex=3ex=57A
derivada de e* é e*, entao e* é uma antiderivada de e*, e assim

e’ dx = [»&3”]3
2

phel SRS

= g — o3
= 1484 -20.1
= 1283

O que poderia ser mais simples? E se um grande atalho nao for o
suficiente para fazer o seu dia,a Tabela 14-1 lista alguma regras sobre as
integrais definidas que podem fazer sua vida muito mais facil.

Tabela 14-1 Cinco regras faceis para integrais definidas

d
1) ff{x:ldx =0 (Bem, é claro —nao ha area “entre” a e a)
da

2) ff{x}dx =— fﬂx]dx
b 2

3) fﬂxldx = Jgf[x)dx +fﬂx]dx
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Figura 14-6:
Descobrindo
a area entre

aebcom
duasfuncdes
da area

diferentes.
jr———— ]

b b
jk flx)dx = kjf(x]ldx (k & uma constante; vocé pode tirar uma constante da

d d
integral)

b b b
5) j[ﬂx} + glx)]dx = J.ﬂx]dx + J-g(x}dx

Agora que eu mostrei o atalho, isso nao significa que vocé esteja fora de perigo.
Aqui estio trés maneiras totalmente diferentes de entender por que a segunda
versao do Teorema Fundamental funciona.lsso-é coisa dificil — prepare-se.

Por outro lado, vocé pode pular essas explicagoes se tudo o que voce quer &
saber como calcular uma drea: esqueca C ¢ apenas subtraia F{a) de F{b).Eu
incluo essas explicagoes porque eu suspeito que algum de voces esteja doido
para aprender matemaltica extra apenas pelo prazer de aprender — certo?
Outros livros apenas dao as regras; eu explico por que elas funcionam e os
principios basicos — € por isso que eles me pagam muito dinheiro.

Na verdade, nao pule a terceira explicacao,"Por que o teorema funciona: A
relacao entre integracao / diferenciacao”. E a melhor das trés porque mostra
a relagdo ving/yang entre a integragao e a diferenciacao.

Por que o teorema funciona:
14 explicacdo das funcoes da drea

Uma forma de entender o Teorema Fundamental é olhando as fungoes
da area. Como voceé pode ver na Figura 14-6, a area entre a e b pode ser
calculada comecando com a area entre s e b, depois subtraindo a area
entre s ¢ a. E ndo importa se vocé usa o () como o lado esquerdo das
areas ou qualguer outro valor de s.

k/

]

s
-

5=0 o 3
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Dé uma olhada em f(t) = 10 (veja a Figura 14-7) para tornar essa discussao
menos abstrata. Digamos que vocé queira a drea entre 5 e 8 sob a linha
horizontal f(t) = 10, e vocé seja forcado a usar o caleulo,

4

. h
e ]
Figura 14-7: <H—
A area
sombreada
éiguala
30 —bem, é
claro, & um
retangulo 3

t t + - i + ]:ﬂ
por 10. , B B
[ e e

> flt}

a3 R [=5] ==
t i 4 t

e T e e R ]
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(=]
—
3 =
Ta
=

Dé uma olhada em duas das fungoes da drea para fz) = 10 na Figura 14-5;
Adx) comegando em 0 (no qual C = 0) e B/(x) comecando em -2 (C = 20):;

A
A @)= IlUdt: 10x
0
X
B,(x) = JlUdr: 10x + 20
-2

Se voce usar A,(x) para calcular a area entre 5 e 8 na Figura 14-7, vocé
obtém o seguinte:

8
IiOd{ =A:(8) - A(5)

=10.8-10.5

=80 -50 (80 € a area do retangulo de 0 até 8:50 é a
area do retangulo de 0 até 5)

=30

Se, por outro lado,vocé usa B{x) para calcular a mesma area, voce obtém
o mesmo resultado:

8
jmdr: B (8) - By (5)

2 =10-8+20-(10-5+20)
=80+ 20 — (50 + 20) (isto € 100 - 70,é claro;: 100 é a
area do retangulo de -2 até 8; 70 é
o retangulo de -2 até 5)
=80+ 20-50-20
=80 - 50
=30

Note que os dois 20 na terceira linha dessa parte de baixo se cancelam.
Lembre-se que todas as antiderivadas de f(t) = 10 estdao na forma 10x +
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C.Apesar do valor de C, ele cancela assim como nesse exemplo. Assim,
vocé pode usar qualquer antiderivada com qualquer valor de C. Por
conveniéncia, todos usam a antiderivada apenas com C = ), entao nao
se meta com C de maneira nenhuma.E a escolha de s (o ponto onde a
fungao da area comeca) é irrelevante.

Por que o teorema funciona:
2* explicacao das funcoes da drea

Aqui esta outra maneira de ver o que esta acontecendo com o Teorema
Fundamental quando vocé subtrai F(a) de F(b).0 oposto de F{a) é na
verdade o valor de C para a funcao da area para fque comeca em § = a.Dé
uma olhada em um exemplo: Qual € a area entre 2 e 3 sob x* + 10?7

5
j(f+ 10) dx=F(3)-F(2)

= [-%-x3 + lﬁx}

g
i
4

1---3~'*+10~3—%-2H+m-2)

: '33 + 10 - 3—22?{3

Il
| —

Vocé pode ver que F(2) € 22%/;. Se vocé usar o oposto disso, - 22%/;, para
seu valor de C,vocé tem a funcao da area para x* + 10 que comeca a
deslizar a area em 2. Em outras palavras,

X
Af(x) =jr[f’f +10) dt =%f + 10x — 22%/4 e assim
2

AF(3) =%- 37+ 10+ 3-227%,

Isso ¢ idéntico a ultima linha do calculo anterior, Assim, encontrar a area
entre 2 e 3 subtraindo F(2) de F(3) é matematicamente equivalente a
calcular Af(3) para a funcao da area que comeca em s = 2.

Por que o teorema funciona: a
relacéo integracao / diferenciacéo

Eu sei, eu sei.Voce esta perguntando,”Uma terceira explicacao?”. Ok.Talvez
eu tenha ido longe demais com todas essas explicacoes, mas nao pule
essa aqui — € a melhor maneira de entender a segunda versao do Teorema
Fundamental e por que a integracao é o inverso da diferenciacao. Aceite o
que eu digo — vale a pena o esfor¢o. Considere a Figura 14-8,
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A Figura 148 mostra a fung@o,»® + x,e sua derivada, 2x + 1.Olhe com cuidado
para os numeros 4,6,e 8 em ambos os grificos. A conexao entre 4,6,¢ 8 no
grafico de f— que sao os valores de aumento entre os pontos subseqlientes
na curva - ¢ 4,6,e 8 no grafico de ' que sao as dreas dos trapézios sob ' —
mostra uma relacao intima entre a integracao e a diferenciacao. A Figura 14-8
€ provavelmente a figura mais importante nesse livro. E uma figura que vale
por mil simbolos e equagdes, envolvendo a esséncia da integracao em uma
unica fotografia. Ela mostra como a segunda versio do Teorema Fundamental
funciona porque ela mostra que a area sob 2x+ l entre 1 ¢4 é Igual ao
aurmento total de Fentre (1,2) e (4,20),em outras palavras que

4
Jf’ X)) de=F(4) -F(1)
i

Note que eu chamei as duas fungées na Figura 14-8 e na equacao facima
e em [’ para enfatizar que 2x + 1 é a derivada de x* + x.Eu poderia ter
chamado x* + x de Fe chamado 2x+ 1 de f.0 que enfatizaria que x* + x é
uma anfiderivada de 2x + 1. Nesse caso vocé escreveria a equacao da drea
anterior na forma padrao,

4
_ff(_x) dx=F(4) - F(1)
1

Qualquer uma das duas maneiras, o significado é o mesmo. Eu uso a versio
da derivada para mostrar que encontrar a area é a diferenciacao ao contrario.
Indo da esquerda para a direita na Figura 14-8 vocé tem a diferenciacao: As
alturas em £’ lhe dao as inclinacées de £ Indo da direita para a esquerda vocé
tem a integragao: A mudanca entre duas alturas em flhe d4 uma drea sob £’

Ok.Aqui estd como funciona.Imagine que voc@ esteja subindo ao longo
de fde (1,2) até (2,6).Cada ponto ao longo do caminho tem certo declive,
uma inclinagao. 'ssa inclinacao é esbocada como a coordenada y,ou
altura, no grafico de .0 fato de f’ subir de (1,3) até (2,5) diz a vocé que a
inclinacao de fsobe de 3 para 5 a medida que vocé viaja entre (1,2) e (2,
6).Isso tudo vem da diferenciacao basica.
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Agora,a medida que vocé segue em fde (1,2) até (2,6),a inclinacao esta
constantemente mudando. Mas descobrimos que voce tem um aumento
total de 4 3 medida que desliza de 1 para a direita,a média de todas as
inclinagoes em fentre (1,2) e (2,6) é Tou 4 Visto que cada uma dessas
inclinacoes é esbocada como uma coordenada y ou altura em £, segue
que a altura média de £’ entre (1,3) e (2,5) também é 4.Assim, entre dois
pontos dados, a inclinagao média em fé igual a altura média em /",

aumento
distancia
_entao quando a distancia é 1,a inclinagao é igual ao aumento. Por

Sé um minuto, vocé estd quase 1a. A inclinagdo € igual a

exemplo,de (1,2) até (2,6) em f,a curva aumenta em 4 e a inclinacao
média entre esses pontos também € 4. Assim, entre dois pontos dados

em f,a inclinacao média € o aumento.

A area de um trapézio como os da direta na Figura 14-8 € igual a largura
vezes a sua altura média (Isso € verdade sobre qualquer outra forma
semelhante que tenha uma base parecida com um retangulo; o topo pode
ser qualquer linha deformada ou qualguer curva que voce quiser). Entao,
devido ao fato de a largura de cada trapézio ser 1,e porque qualquer coisa
vezes 1 é ela mesma,a altura média de cada trapézio sob £’ € a sua area; por
exemplo,a drea desse primeiro trapézio € 4 e sua altura média também ¢ 4.

Vocé esta pronto para o grand finale? Aqui estd o argumento completo

em poucas palavras.Em f,aumento = inclina¢ao meédia;indo de faté £,
inclinacdo média = altura média;em F,altura média = drea.Entao isso lhe
da aumento = inclinagd@o = altura = drea, e assim, finalmente, aumento = darea.
Eisso é o que a segunda versao do Teorema Fundamental diz:

b
_[ F(x) dx = (b) - £ (a)
Area = aumento

Muito facil,nfo é? (Isso € apenas um palpite, mas para a eventualidade de
vocé achar isso ndao muito claro,eu acho que nao vai fazer muila diferenga
para vocé que eu esteja satisfeito com o que acabei de escrever). Deixando
as brincadeiras de lado, isso é inevitavelmente dificil. Vocé talvez tenha que
ler duas ou trés vezes para realmente entender.

Note que nao faz diferenca para a relagao entre a inclinagao e a area se
vocé usar qualquer outra func¢io na forma x* +x+ C em vez de x* + x.
Qualquer parabola do tipo x* + x + 10 ou x* + x + 5 é exatamente da mesma
forma que x* + x — ela acabou de ser deslizada para cima ou para baixo
verticalmente. Qualquer parabola desse tipo aumenta entre x = e x = 4

da mesma forma que a parabola na Figura 14-8.De | até 2 essas pardbolas
correm | e sobem 4.De 2 para 3 elas correm 1 sobem 6, e assim por diante.
E por isso que qualquer antiderivada pode ser usada para encontrar a area.
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A drea total sob Fentre 1 e 4. a saber, 18, corresponde ao aumento total em
qualquer uma dessas parabolas de 1 até 4.3 saber4+6 + 8,0u 18.

Bem, al esta — explicacoes reais sobre por que a versao do atalho

do Teorema Fundamental funciona e PoOr que encontrar a area é a
diferenciacao ao inverso. Se vocé entendeu apenas metade do que eu
acabei de escrever, vocé esta bem a frente da maioria dos alunos de
céaleulo. A boa noticia é que vocé provavelmente nao vai ser avaliado
nessa parte teorica.

Agora vamos voltar para a realidade.

Encontrando as antiderivadas:
trés técnicas bdsicas

Eu venho falando um bocado sobre as antiderivadas, mas como é que
voce as encontra? Nesse t6pico, eu mostro a vocd trés téenicas basicas.
Depois, no Capitulo 15, eu mostro quatro técnicas avangadas. Se vocé
esta curioso, voce vai ser avaliado nisso.

Regras inversas para
as antiderivadas

As regras de antiderivadas mais faceis sao aquelas que sao o inverso das
regras das derivadas que voce ja sabe (Moce pode revisar as regras das
derivadas no Capitulo 10 se precisar). Essas sao automaticas, antiderivadas
COI1 apenas Um passo, com excegao da regra da poténcia ao inverso que é
a unica mais ou menos dificil.

Regras inversas dbvias

Voceé sabe que a derivada do senx é o Cosx, entao invertendo isso

voce tem que a antiderivada do cosx é o senx. O que poderia ser mais
simples? Mas nao esqueca que todas as fungoes da forma senx + Csao
antiderivadas do cosx. Em simbolos, vocé escreve

d .
e SENX= COSX, e conseqilentemente

'[ cosxdx=senx+C

Tabela 14-2 lista as regras inversas para as anfiderivadas.
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Tabela 14-2 Basic Atiderivative Formulas
~ xn+l

1| de=x4+C Z)J-x“dx= + C(n=-1)
d n+1

3}'a”dx=e”+ﬂ 4)j%=in{x)+c

5) [ a“dx-—La*-rC
4 Ina

6) [ senx dx = -cosx+C 7) | cosxdx=senx+C

8) i secx dx=tgx + C 9) § cosec dx =—cotgx +C

10) ! secx tgx dx = secx + C 11) ] cosecx cotgx dx =—cosecx + C

12) ol =arcsen X+ C 13) [ _dx :larﬁtg 9T
J ~a?-x? a J a?+xt a a

14) i —~d: ; =Larcsen XL ¢
J xyx*-a a a

A mais ou menos dificil regra inversa da poténcia

Pela regra da poténcia, vocé sabe que

d _x s 2
&x} = 3% ¢ conseqiientemente

IBﬂdx:f+C

Aqui esta o método simples para inverter a regra da poténcia. Use 5x* para
sua fungao. Lembre que a regra da poténcia diz para:

1. Trazer a poténcia para frente onde vai multiplicar o resto da
derivada.
5xt — 4 - 5x°

2. Reduzir a poténcia em 1 e simplificar.
4-5x* >4 52 =208

Para inverter o processo, voceé inverte a ordem dos dois passos e inverte
a conta dentro de cada passo.Aqui estd como isso funciona para o
problema anterior:
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1. Aumente a poténcia em um.
0 3 se torna um 4,
20 — 20x

2. Divida pela nova poténcia e simplifique.
20 e
200! — ? xh=5t

E assim vocé escreve j 200 dx=5x'+C.

Sobretudo quando vocé é novo em antidiferenciacao, é uma boa idéia
verificar as suas antiderivadas fazendo a diferenciacao delas — voceé
pode ignorar o C.5e vocé voltar para a sua funcao original, voce sabe
que sua antiderivada esta correta.

Com a antiderivada encontrada e a segunda versio do Teorema
Fundamental, vocé pode determinar a area sob 20x® entre, digamos, 1 e 2:

J'zox*dxzamc,assim
2

jzox? dx = [5x]]
1

=5-2'-5.-13

Adivinhando e verificando

O método de adivinhar e verificar funciona quando o integrando — isto
€,a coisa que voce quer antidiferenciar (a expressao depois do simbolo
da integral nao contando o dx) — esté perto de uma funcio da qual

vocé conhece a regra inversa, Por exemnplo, digamos que vocé queira

a antiderivada de cos(2x).Bem,voce sabe que a derivada dosenoc é o
cosseno. Invertendo isso vocé tem que a antiderivada do cosseno & o seno.
Entdo vocé talvez pense que a antiderivada do cos(2x) é sen(2x).Esse é o
seu palpite. Agora verifique isso fazendo a diferenciacao para ver se voce
obteve a funcao original, cos(2x):

% sen(2x)

=cos(2x) -2 (regra do seno e regra da cadeia)

=2 cos(2x)
Esse resultado € muito perto da fungao original, exceto pelo coeficiente extra
de 2. Em outras palavras, a resposta ¢ 2 vezes tanto quanto o que voceé quiser.

Pelo fato de vocé querer um resultado que é metade desse, lente apenas uma
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antiderivada que é metade do seu primeiro palplte:";z-"sen@x} Verifique esse

segundo palpite diferenciandc-o,e vocé obtera o resultado desejado.

Aqui estd outro exemplo. Qual € a antiderivada de (3x - 2)*?

1. Adivinhe a antiderivada.
Esse parece um problema sobre a regra da poténcia,entao tente
: - P N —
a regra inversa da poténcia.A antiderivada de x' € X pela regra

inversa da poténcia,entao seu palpite é ; (Bx—2)".
2. Verifique o seu palpite fazendo a diferenciacao dele.
d [—I-ﬁx _ 2)5]

&Bh~en (dx 2)*-3  (regrada poténcia e regra da
cadexa}

=33x-2)*
3. Ajuste o seu primeiro palpite.

Seu resultado, 3(3x — 2}, é trés vezes mais do que o suficiente, entao dé

0 seu segundo palpite um ter¢o do seu primeiro palpite — isto & 3

] = 1

J=——F = Y — 93
5 (B3x—2),0u 15 (Bx—2)".

4. Verifique o seu segundo palpite fazendo a diferenciacao dele.

Bx-2)"3 (regra da poténcia e regra da
ca dwdrﬁ

=(3x-2)°
Esta certo.Voce terminou. A antiderivada de (3x — 2)° e (?uc 2)° + &

Os dois exemplos anteriores mostram que adivinhar e verificar flunciona
bem quando a funcao que vocé quer antidiferenciar tem um argumento

do tipo 3x ou 3x + 2 (onde x é elevado a primeira poténcia) em vez de um

x simples (Lembre-se que em uma funcao como y5x ,0 5x é chamado de
argumento). Nesse caso, tudo o que voce tem que fazer é ajustar o seu palpite
pelo reciproco do coeficiente de x — o 5 em 3x + 2, por exemplo (0 2 em 3x +
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2 nao afeta a sua resposla). Na verdade, para esses problemas faceis, vocé nao
tem que realmente fazer qualquer adivinhacao e verificacao.Vocé pode ver
imediatamente como ajustar o seu palpite.Ele se torna um tipo de processo
de um passo.Se o argumento da fungao for mais complicado do que 3x + 2 -
como o x° em cos(x”) — voce tem que tentar o proximo método,a substituicao.

0 método da substituicéo

Se voce voltar a olhar os exemplos sobre o método de adivinhar e verificar
no topico anterior, voce podera ver por que o primeiro palpite em cada
caso nao funcionou. Quando voce diferencia o primeiro palpite, a regra

da cadeia produz uma constante extra: 2 no primeiro exemplo, 3 no
segundo.Vocé entao ajusta os palpites com '/, e /5 para recompensar pela
constante extra.

Agora digamos que vocé queira a antiderivada do cos(x?) e vocé
palpite que € sen(x”).Veja o que acontece quando vocé diferencia o
sen(x*) para verifica-lo.
d 3
— sen(x®
dx )

con(x?) .2x  (regra do seno e regra da cadeia)

= 2x cos(x®)

Aqui a regra da cadeia produz um 2x extra — porque a derivada de x?

€ Zx — mas se voce tentar recompensar isso anexando um — ao seu

palpite, nao ird funcionar.Tente.

2y

Entio,adivinhando e palpitando nao funciona para a antidiferenciar o
cos(x”) — na verdade nenhum método funciona para esse integrando de
aparéncia simples (nem todas as func¢oes tém antiderivadas) — mas seu
admiravel empenho na diferenciacao aqui revela uma nova classe de funcoes
que vocé pode antidiferenciarVisto que a derivada do sen(x¥) é 2xcos(x?),a
antiderivada de 2xcos(x*) deve ser sen(x*).Essa [un¢ao, 2xcos(x?),é o tipo de
fungao que vocé pode antidiferenciar com o método da substituicao.

Y%, O método da substituic@o funciona quando o integrando contém uma

\ fungao e a derivada do argumento da fun¢do — em outras palavras,
quando ele contém aquela coisa extra produzida pela regra da cadeia
- ou alguma coisa parecida com isso exceto pela constante.E o
integrando nao deve conter mais nada.

A derivada de e é e’ 3x [_}E‘.‘ld regra do e* e pela regra da cadeia. Entao,a
antldenvada de e’ .3x* é ' E se pedisseem para vocs achar a antiderivada
de e . 3x% vocé saberia que o método da substituicao funcionaria porque
essa expressao contém 3x°, que ¢ a derivada do argumento de e’ a saber.x’,
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A esta altura,voce esta provavelmente se perguntando por que isso é
chamado de método da substituicao. Eu mostro a vocé o porqué no método
passo a passo abaixo.Mas primeiro, eu quero mostrar que vocé nem sempre
tem que usar o método passo a passo.Supondo que vocé entenda por que
a antiderivada de e .3x* é <, voce pode se deparar com problemas onde
vaceé pode apenas ver a antiderivada sem ter nenhum trabalho. Mas se vocé
pode ou nao apenas ver as respostas para problemas como o anterior,o
método da substituigao € uma boa técnica para aprender porque, por um
lado, ele tem muita utilidade em calculo e em outras areas da matematica,
e por oulro,seu professor pode exigir que voce o saiba e 0 use. Ok.Aqui esta
como encontrar a antiderivada de Jixc‘.os(x;’) dx com a substitui¢ao.

1. Iguale u ao argumento da funcao principal.
O argumento do cos(x”) éx*,entao voceé iguala x* a u.

2. Ache a derivada de 7 em relacao a x.

. du
i=x%ou E_Zx

3. Resolva em funcao de dx.
du 2x

dx 1
du = 2xdx (multiplicacao cruzada)
d

?E; = dx (divida ambos os lados por 2x)

4. Faca as substituicoes.

Em ercos[x{)dx,u toma o lugar de x* e du

2x

agora voce tem JZxcosu%. Os dois 2x se cancelam,dando jExcosudu.

toma o lugar de dx.Entao

5. Faca a antidiferenciacao usando a regra inversa simples.

I(:(JSU(fEI =senu + C
6. Coloque x* de volta no lugar de u - fazendo o ciclo completo.

u € igual a x*, entao x* entra no lugar de u:

jcosudu =senu (x) + C

-

E isso.Entao J 2xcos(x?) dx =sen(x®) + C.

Se o problema original tivesse sido Ichos(f) dx em vez de j?‘xcaét:xﬂj
dx, VOCE seguiria 0s mesmos passos exceto o passo 4, depois de fazer a

o = du .
substitui¢do, vocé chega em Ierrnsu S Os x ainda se cancelam — essa

; it s ; it 5
€ a colsa importante — mas depois de cancelar vocé tem J.—Z,—cosudu, que

0 . 2 SR
tem um —- extra. Nao se preocupe. Apenas puxe o - atraves do simbolo

2
I, lhe dando %J- cosudu. Agora voce termina esse problema assim
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3
3 o
como fez acima nos passos 5 e 6, exceto pelo — extra.

2
5 5
TJ cosudu = —-(senu + C)
oy [
= -;— Senu + —;E-C
5 ; 5
=5~ sen (x*) + ?C

L .
Pelo fato de C ser qualquer velha constante,-C ainda é qualquer velha
S e . 5 2
conslante, entao voceé pode se livrar do 5 ha frente de C.Isso pode
parecer um tanto (excessivamente?) nao matematico, mas esta certo.
Assim, a sua resposta final é o sen(x®) + C.Vocé deve verificar a sua

resposta usando a diferenciacgao.

Aqui estao uns poucos exemplos de antiderivadas que vocé pode fazer com o
método da substitui¢io de modo que vocé possa aprender como distinguios.

> j dx’cos(x®)dx
A derivada de x* é 3x*, mas vocé nao tem que prestar nenhuma atencao
a0 3 em 3x° ou ao 4 no integrando. Pelo fato de o integrando conter x* e
nao conter qualquer outra coisa extra,a substituicao funciona. Tente.

o J 10sec® x - e dx

O integrando contém uma funcao,e®* e a derivada do seu argumento,
tgx — que € sec’x. Pelo fato de o integrando nao conter qualquer outra
coisa extra (exceto pelo 10, que nao importa),a substituicao funciona.
Faca.

-

Pelo fato de o integrando conter a derivada do senwx, a saber, cosy, e
nenhuma outra coisa exceto pelo /3,a substituicao funciona.Vai nessa.

; cosxysenx dx

Ei,eu acabei de ter uma grande idéia (Isso mesmo. Fu ainda estou
aprendendo).Vocé pode fazer os trés problemas listados com um método
que combina a substitui¢ao e o método da adivinhagao e da verificacao
(desde que seu professor nao insista para voceé mostrar os seis passos da
solugao da substituicao). Tente usar esse método de combinacao para
antidiferenciar o primeiro exemplo, | 4x’cos(x®)dx. Primeiramente, vocé
confirma que a integral se enquadra no padrao para a substituicio — ela se
enquadra, como mostrado no primeiro item da lista. Essa confirmacao € a
tnica parte que a substituicao faz no método da combinacao. Agora vocé
termina o problema com o método da adivinhagéo e da verificacao.
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1. D€ o seu palpite.
A antiderivada do cosseno ¢ o seno,entdao um bom palpite para a
antiderivada de 4x*cos(x*) é sen(x?). D€ o seu palpite.

2. Verifique o seu palpite fazendo a diferenciacao dele.

%sen[’f‘j = cos(x?) .3x" (regra do seno ¢ regra da cadeia)

= 3x* cos(x?)

3. Ajuste o seu palpite.
Seu resultado do passo 2, 3x2(x%), & ¥/, do que vocé quer, 4x*cos(x®),
entio dé o seu palpite é ¥/, maior (note que *; é o reciproco de */,).

Seu segundo palpite € assim 3 sen(x?).

4. Verifique esse segundo palpite fazendo a diferenciacao dele.

Ah, droga, pule isso — sua resposta tem que funcionar.

Encontrando a drea com
problemas de substituicao

Voce pode usar o Teorema Fundamental para calcular a area sob uma
funcéo que vocé integra com o método da substituicao.Voce pode lazer
isso de duas maneiras. No topico anterior, eu uso a substituigao, colocando
u igual a x?, para encontrar a antiderivada doe 2xcos(x?).

J. 2xcos(x®) dx =sen(x’) +C

Se vocé quer a area sob essa curva de, digamos, % até 1, o Teorema

Fundamental faz a magica:
1

[ 2xcos(x) dx= [sen],
112

=sen(1?) - sen((‘fgj?)
=sen 1 -sen (/)
~(0.841 - 0.247

=~ (0.594

Outro método, que corresponde a mesma coisa, & mudar os limites da
integracao e fazer o problema todo em relagao a u. Consulte a solugao
de seis passos no topico “O método da substituicao”. O que vemn a seguir

é muito semelhante, exceto que dessa vez voce esta fazendo a integragao
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definida no lugar da integracao indefinida. De novo, vocé quer a area dada
1

porj 2xcos(x?) dx.
172

1. Iguale u ao x%

2. Ache a derivada de u em relacdo a x.

du
dx

3. Resolva em funcao de dx.

du
d}{—'g'E

4. Determine os novos limites da integracao.

— 1 I
u=x" entao quando X=ru=—

=2X

equandox=1lu=1
5. Faca as substituicoes, incluindo os noves limites da integracao,
e cancele os dois 2x.

Neste problema somente um dos limites é novo porque quando x=1, u=1

|

jExcos[xQ) dx
1/2 {

_j 2xcosu du
= 2x

174
1

:J cosu du
1M

6. Use a antiderivada e o Teorema Fundamental para obter a area
desejada sem ter que voltar para x°.

1

cosudu = [senu] |,
i
1
=sen 1 —sen—

4
~ (.594

E um caso de seis de um, meia diizia de outro com os dois métodos.
Ambos exigem a mesma quantidade de trabalho.Faca a sua escolha.
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Capitulo 15
Tecnicas de integragdo para especialistas

Neste capitulo
Decompondo as integrais em partes
Encontrando integrais trigonométricas
Voltando as origens com SohCahToa
Entendendo os As, Bs.e Cxs das fracoes parciais
LIATE: Logaritmicas, inversas de trigonomeétricas, algébricas, trigonométricas, exponenciais

u imagino que ndo doeria lhe dar uma folga do tipo de

fundamentacao teérica (Ue €u apresentei de forma bem pesada no
Capitulo 14, entao esse capilulo vai direto ao ponto e mostra apenas os
detalhes praticos de muitas técnicas de integracao.Vocé viu trés métodos
basicos de integracao no Capitulo 14: as regras inversas, o método de
adivinhar e verificar e a su bstitui¢ao. Agora vocé vai se qualificar em
quatro técnicas avancadas: integracao por partes, integrais trigonométricas,
substituicao trigonométrica e fracoes parciais.Voceé esta pronto?

Integracao por partes:
dividir para conquistas

Integrando por partes é a versio da integracao da regra do produto para
a diferenciacao. Leve o que eu digo em consideracao.A idéia basica da
infegracao por partes é transformar uma integral que vocé ndo pode fazer em

ok cAlLg, 0 um simples produto menos a integral que voce pode fazer, Aqui esta a formula:
ﬁ -
L)
= Integracao por partes: '[udu = Ui — J-ucfu
(=
e,

9809 Nao tente entender isso agora.Espere pelos exemplos a Seguir.
Note que u e v estio em ordem alfabética em Judv e uv.Se voce se
lembrar disso, vocé pode facilmente lembrar gqlie a integral a direita é

justamente igual & integral da esquerda, exceto COIN O & e v ao inverso.

Aqui estd 0 método em poucas palavras. O que é J‘ur}ln(x) dx?
Primeiramente, vocé tem que separar o integrand® em um o e um dp para
que se enquadre na férmula, Para esse problema, escoiha In(x) para ser
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seu . Assim todo o resto é o du,a saber,\x dx (Eu mostro a vocé como
escolher o u no proximo topico — € muito facil). Depois, vocé diferencia u
para obter o seu Du, e vocé integra o dv para obter o seu v. Por fim,vocé
insere tudo na formula e voce terminou o problema.

QP Para ajudar tudo a ficar certinho, organize os problemas envolvendo a
integracao por partes com um quadrado como a da Figura 15-1. Desenhe *
um quadrado 2 por 2 vazio, depois coloque o seu u,In(x},no canto superior
esquerdo, e o seu dv,Vx dx,no canto inferior direito.Veja a Figura 15-2.

I .
Figura 15-1:
Aintegracao
por partes
em um
quadrado.

du dv

In(x) A

=
Figura 15-2: Diferenciacdo Integragdo
Preenchendo Jrdx
0 quadrado.
ISt = |

As setas na Figura 15-2 lembram a voce de diferenciar a esquerda e a
integrar a direita. Pense na diferenciagao — a coisa mais facil - como indo
para baixo (como descendo uma colina), e a integracao — a coisa mais
dificil — como indo para cima (como subindo uma colina).

Agora complete o quadrado:

u=In(x) dv=1x dx
.l fanfs
g dv=| Vx dx
du= % dx v =§ X2 (regra inversa da poténcia)

A Figura 15-3 mostra o quadrado completo.

Uma boa maneira de lembrar a férmula da integracdo por partes é
comecar do quadrado superior esquerdo e desenhar um namero 7
iImaginario — atraves, depois para baixo a esquerda.Veja a Figura 15-4.

Figura 15-3:
0 quadrado Infx) | zx*
completo pisarenciagan Integragéo

ara

x'r;in(xl; dx. x| X dx
e g i e !
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e
Figura 15-4:

Um quadrado
com um Sk 2

7 nele. Duem
disse gue -

o calculo é / -
um bicho-
de-sete-

cabecas?
=== S

Para lembrar como vocé desenha o 7,olhe de volta para a Figura 15-3.

A formula da integracao por gartes diz para voce fazer a parte de cima
do niimero 7,a saber In(x) vy = X" menos a integral da parte diagonal
do namero 7, gx : ;dxcv A proposito, isso € muito mais facil de fazer
do que de explicar. Tente.Voce vai ver como esse esquema lhe ajuda a

aprender a férmula e a organizar esses problemas.

Pronto para terminar? Insira tudo na férmula:

Juﬂ'u =uy — _[Udu

Jﬁln(x} dx=In (x) -%—xm —-JA%:CS’T 3 %dx

I o :
:—%x*” In(o) -3 J-x”"z “dx

[y Xor ) i z J
- % X2 In() _i(ﬁl&-u.l.c)(regm inversa da poténcia)
12 an 43 o1 _2

Ty .3{3 II'I(X) q 3 C

=%xﬂ~ In(x) —%x +C

2 2
No altimo passo, vocé substitui o — —3{' pelo C porque ~ 5 vezes qualquer
niimero continua sendo qualquer numero.

Escolhendo o seu u

Aqui esta um otimo mnemonico para como escolher o u (de novo,uma
vez selecionado o u,tudo o mais € automaticamente o dv).
\CA
Herbert E.Kasube propos o anagrama LIATE para ajudar vocé a escolher
o u (nerds do calculo podem dar uma olhada no artigo de Herb na
American Mathematical Monthly 90, edi¢ao de 1983):
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e =EE
Figura 15-5:

0 esquema
do guadrado.
=

L Logaritmicas (como log(x))

I Inversas de trigonométricas (como arctan(x))

A Algébricas (como 5x* + 3)

il Trigonométricas (como cos(x))

E Exponenciais (como 10#) =

Para escolher o seu u, siga essa lista na ordem; o primeiro tipo de funcao
nessa lista que aparece no integrando € o u.

Aqui estao algumas dicas titeis para lembrar o anagrama LIATE. O que vocé
acha de Lulu [gnorava Amar Tiago Eternamente? Ou talvez vocé prefira
Lilliputs /ndianos Armavam Trair Eduardo,ou Lucia [dealizava A Tropa

Lstelar Essa dltima no € muito boa porque também pode ser A Tropa Estelar_
Idealizava_Lucia. Por Deus! O que eu fiz? Agora vocé nunca vai se lembrar!

Bem, o que vocé acha de tentar um exemplo? Integre j(ﬂ‘ftﬂﬂ()(j(ik‘. Note
que algumas vezes a integracao por partes funciona para integrandos
COmo esses que contém apenas uma unica funcao.
1. Siga a lista LIATE e escolha o u.
Voce pode ver que nao ha fungoes logaritmicas no arctan(x)dx,
mas ha uma funcao trigonométrica inversa, arctg(x)dx. Entao esse é
0 seu u.Todo o resto & o seu dv, a saber, o simples dx.

2. Faca o esquema do quadrado.

Veja a Figura 15-5.

arctan(x) arctan(x| X
Diferenciagédo Integragdo ——t———
! |
| 1
i- ox T dx dx

3. Insira tudo na férmula da integracio por partes ou apenas
desenhe o niimero 7 imaginario no quadrado da direita na
Figura 15-5.

Iudu =Up — Iudu

1
T+

ja rctan(x)dx = x arctan(x) — J. X dx

4 5 : | '
Agora vocé pode terminar o problema integrando j X g7 dx com o
metodo da substitui¢ao,definindo u = 1 + x%.Tente (veja o Capitulo 14 para
mais sobre o método da substituigao). Note que o u em u= 1 + 3% nao tem
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nada a ver com a integrac@o por partes de u.Sua resposta final deve ser
arctan(x)dx = x arctan(x) — 5 In(1+x)+C

Aqui esta outro problema. Integre J..x'sen(:ix)dx.
1. Siga a lista LIATE e escolha o u.

Seguindo a lista LI4TE, o primeiro tipo de funcao que vocé encontra

em xsin(3x)dx € uma fungao algébrica muito simples, a saber. x, entao
£sse € 0 Seu w.

2. Faca o esquema do quadrado.

Veja a Figura 15-6.

1
b x  [~zvosiid
=k~ i) : ittt :,
Figura 15-6: Diferenciacao - |Integragao — =
ARG RS LEF'I{SXIC'E-: | dx  [SEN3x)dx
quadrados. [

[nsira tudo na férmula da integracao por partes ou apenas desenhe o
nimero 7 imaginério no quadrado da direita na Figura 15-6.

J-udu =1y - J.udu

J xsen(3x)dx =— % xcos(3x) — I— % cos(3x) dx

:—%xcns(&x) + ‘;‘J. cos(3x) dx

Vocé pode integrar facilmente Ims(Sx] dx com o método da
substituicao ou da adivinhacao e da verificagao, Faca. Sua resposta final

deve ser — 7 XC0s(3x) + % sen(3x)+ C.

Integragéo por partes:
sequnda vez, igual a primeira

De vez em quando vocé tem (que usar o metodo da integracao por partes
mais de uma vez porque a primeira vez apenas o leva a apenas um pedaco
da resposta. Aqui estd um exemplo. Encontre Jﬂ e dx.

1. Siga a lista LIATE e escolha o .

x* e* dx contém uma funcao algébrica, x*,e uma funcao exponencial,
e* (€ uma funcao exponencial porque ha um x no expoente).O
primeiro na lista LIATE é x* entio esse é 0 seu .



2 6 ﬁ Parte V: Integracao e séries infinitas

2. Faca o esquema do guadrado.

Veja a [igura 15-7.
e
Figura 15-7:
Os e x° e
quadrados

para
I x et dx. ey 2xelx e4dx

Diferenciagén Integragdo

3. Use a formula da integracao por partes — ou o mnemonico “7”.
er-vdx=x2er-jex-2xdx
= Xx* e =2 | xe* xdx
Voce acaba ficando com outra integral,r[xe" dx,que nao pode ser [eita
por nenhum dos métodos simples — regras inversas, adivinhar e verificar,
e substituigao.Mas note que a poténcia v foi reduzida em um, entao
voce progrediu. Se voce usar a integracao por partes de novo para |xe
dx, 0 x vai desaparecer por completo e voceé vai ter terminado,
4. Integre por partes de novo.
Eu vou dizer para vocé fazer isso sozinho.
Jxe* ax = xe* — I e dx
=xe*—e*+
5. Pegue o resultado do passo 4 e o substitua pelo da resposta do
passo 3 para produzir todo o problema.
J.fede::x'"’e”—Mxe*—-e* + )
=x e —2xe*+2e* - 2C

=xte*—2xe +2e+ C

Andando em circulos

As vezes se vocé usar a integracao por partes duas vezes,vocé voltard
para onde comggou — que, ao contrario de se perder,ndo é uma perda de
tempo. Integre f@” cos(x) dx e entenda.

Seu u é cos(x) (€ o Tem LIATE), e e* dx € 0 seu dv. Agora avance
rapidamente para o passo da férmula:

Ie*‘ (cosx)dx = e* cos(x) — j e* (—sen(x}) dx
=e* cos(x) + I e'sen(x) dx

Integrando por partes JeT sen(x) dx de novo,vocé tem
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Je’f sen(x) dx =e*sen(x) — J e* cos(x) dx

Primeiramente, substitua o lado direito da equagao acima por | e*

E vocé esta de volta onde comecou: Je’-‘ cos(x) dx.Nao se precTupe,
sin(x) dx da solugao original:

je*‘ cos(x) dx = e* cos(x) + J e'sen(x) dx

_ '[e’-‘ cos(x) dx = e* cos(x) + e* sen(x) —J. e* cos(x) dx
Voce pode agora resolver essa equagao para a integralJe" cos(x) dx.Use Ino
lugar dessa integral para fazer essa equacao confusa ficar mais facil aos olhos:

[=e*cos(x) +e*sen(x) =1

Some I a ambos os lados:

20 = e* cos(x) + e* senix)

Multiplique os dois lados por Y:
I= % (e* cos(x) + et scn{_'x})

= % e* cos(x) + %— e* sen(x)

Fah

Finalmente, coloque o je‘ cos(x) dx de volta no lugar de /,e nao se
esquega do (:

J.ex cos(x) dx:é e* cos(x) + % esen(x) + C

Integrais trigonomeétricas complicadas

Nesse tOpico, vocé integra poténcias das seis lungoes trigonométricas, como
J‘seni‘(x) dx e Jsec*(x) dx, e produtos ou quocientes de diferentes fungoes
cosec?(x)
cotg(x)
entediante — ¢ hora de pedir um expresso duplo.

trigonométricas, como Jsen”(’x) cos’(x) dx e J. dx.1ss0 € muito

Para usar as técnicas a seguir, vocé deve ter um integrando que contenha
apenas uma das seis fungoes trigonomeétricas como | cosec3(x) dx ou um
determinado parde fungoes trigonométricas como |sen(x) cos(x) dx. Se
0 integrando tiver duas funcoes trigonométricas, as duas devem ser uma
desses trés pares: seno com cosseno,secante com tangente, ou co-secante

com cotangente. Se voce tiver um integrando contendo algo diferente desses
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AR

trés pares, vocé pode facilmente converter o problema em um desses pares
: ; : S : |

usando as identidades trigonométricas como sen(x) = proveyeds tg(x) =

% (veja a folha de consulta para mais identidades trigonomeétricas

titeis). Por exemplo,

sen®(x) sec(x)tg(x)dx
[ certiy L sen(0
= sen’(x) a0 | cos (%) i
_( sen’®(x)
~ ) eost(x)

Depois de fazer qualquer conversao necessaria, vocé obtem um dos
trés casos a seguir:

I sen™(x) cos"(x) dx

J sec™(x) tg"(x) dx
J. cosec™(x) cotg™(x) dx

onde m ou n é um inteiro positivo.

Poténcias positivas de fungoes trigonomeétricas sao, via de regra, mais
desejaveis do que poténcias negativas, entao, por exemplo, vocé quer

converter j sen™(x) tg%(x) dx em J. cosec?(x) cotg?(x) dx.

A idéia basica com a maioria das integrais trigonométricas a seguir &
organizar o integrando para que vocé possa fazer uma utfil substituicao
em u e entdo integrar com a regra inversa da poténcia.Voceé vai ver o
que eu quero dizer em um minuto.

A proposito, apesar de a lista de casos a seguir ser cansativa, ela nao é
completa. A meu ver, passar por todas as possibilidades seria tanto cruel
quanto masoquista. Se seu professor lhe der integrais nao abordadas
pelos casos a seguir, boa sorte!

Integrais contendo senos e cossenos

Esse tépico cobre as integrais contendo — voceé consegue adivinhar? —
SENos e Cossenos.

Caso 1: A poténcia do seno é impar e positiva

Se a poténcia do seno for impar e positiva, remova um fator seno e
cologue na frente do resto da expressao, transforme os fatores seno
restantes (pares) em cossenos com a identidade Pitagoreana, e depois
integre com o método da substituicao onde u = cos(x).
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A identidade Pitagoreana diz que, para qualquer angulo x,sen’(x) +
cos*(x) = 1.E assim sen?(x) = 1 - cos*(x) e cos’(x) = | - sen’(x).

Agora integre Jw n*(x)cost(x)dx,

1. Remova um fator seno e mova para a direita.
J-sen**(xj cos'(x)dx = J.sen’-’{xj cos'(x)sen(x)dx

2. Transforme o0s senos restantes (pares) em cossenos usando a
identidade Pitagoreana e simplifique.

J‘senz(x]cos:' (x)sen(x)dx
= I(I - Cﬂsz(x))cof;"(x)}sen(xjdx
= J‘(COS*‘O{) - CDSED sen(x)dx

3. Integre com a substituiciao, onde u = cos(x).
u=cos(x)

% =-sen(x)

du=-sen(x)dx

QUA Vocé pode economizar um pouco de tempo em todos os problemas
envolvendo substituicao apenas resolvendo em funcao de du — como
eu fiz logo acima — e nao se preocupar em resolver em funcao de dx.
Voce entao ajusta a integral para que ela contenha o du igual a (-
sen(x)dx) nesse prablema. A integral contém um (sen(x)dx), entao
vocé o multiplica por -1 para transforma-lo em - sen(x)dx e depois
recompensa esse -1 multiplicando toda a integral por -1.Isso é simples
porque -1 vezes -1 é igual a 1.Isso talvez soe um tanto quanto um atalho,
mas poupa tempo uma vez que voce se acostuma a ele.

Entao, ajuste a sua integral:
j(cos*(_x] - cos’( x)] (sen[x)dx)
== J.(cos‘l(x) - Ct'JsG(x}] (-— sen[x)dr)

Agora substitua e resolva usando a regra inversa da poténcia:

—j(u"—u“]du
| =)
s+
5 7

= —Tlf.- cos'(x) — -,-1;- cos*(x)+C
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Caso 2: A poténcia do cosseno é impar e positiva

Esse problema funciona exatamente como o Caso 1,exceto que as fungoes

w ik
g ) cos*(x
do seno e cosseno sao invertidas. Encontre I—I—Ll dx.
ysen(x)

1. Remova um fator cosseno e mova para a direita.

J;%%%%% dx= jﬂ.:os'j (x) [scn‘”E (_x})dx

- Icu_s’*’(x) [sen‘“”(_xj)cos{xjdx

2. Transforme os senos restantes (pares) em cossenos usando a
identidade Pitagoreana e simplifique.

J.cosz()c) (scn—l"z(x})cos(_x)dx
= j(l = senz(x))(sen‘-'“(_x))cos(x}dx
= j[sen‘i“{xj — sen’? [xj)cos[.ﬂdx
3. Integre com a substituicao, onde u = sen(x).
u=sen(x)
% = cos(x)

du = cos(x)dx
Agora substilua:

= j(u‘”z 1 us’gjdu

E termine a integracao como no Caso 1.

Caso 3: As poténcias do seno e do cosseno
sdo pares e ndo negativas

Aqui vocé transforma o integrando em poténcias impares dos cossenos
usando as identidades trigonométricas a seguir:

1 —cos(Zx)
2

1 + cos(2x)

sen’(x) = e Cos*(x) = :

Depois voce termina o problema como no Caso 2. Aqui estd um exemplo:
'

sent(x)cos?(x)dx

= H[sen?{jx]j! cos*(x)dx
_ (71 =cos(2x)\* 11 + cos(2x)
i ( 2 ) L 2 jdx

l i ; " . s o >

=% J.(l - cos(2x) — cos’(2x) + cos-'[gx))dx (E apenas algebra!)
1
8

af

J-]dx - % Jcos(Ex}dr - % Jcoﬁ(?xjdx i % JCOSS(Qx)dx
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O primeiro nessa seqiiencia de integrais é 6bvio; o segundo é uma regra
inversa simples com um pequeno ajuste para o 2;voce faz a terceira integral
usando a identidade cos*(x) uma segunda vez; e a quarta integral é feita
seguindo os passos no Caso 2.Faca isso.Sua resposta final deve ser

1 _1 - L R ¥
65X sen(4x) — 7g Sen (2x)+C

Um verdadeiro passeio.

Integrais contendo
secantes e tangentes

Pronto para um choque? Esse t6pico é sobre integrais contendo
secanles e tangentes.

Caso 1: A poténcia da tangente é impar e positiva
Integre j\fsec{x) ta® (x)dx
I. Remova um fator secante-tangente e mova para a direita.

Primeiramente, reescreva o problema: jszec{x} g’ (x)dx = |sec'(x)

tg'(x)doxc.

Agora, tirar o fator secante-tangente de sec'(x)tan®(x) pode parecer
como tentar tirar leite das pedras porque sec(x) tem uma poténcia
menor do que sec'(x), mas funciona:

Jsec””{x’) tg*(x)dx = J.(sec"f?{x}tgﬁ{ x))sec(x)tg(x)dx

2. Transforme as tangentes restantes (pares) em secantes usando a
versao da tangente-secante da identidade Pitagoreana.

Uma maneira facil de lembrar a versao tangente-secante da
identidade Pitagoreana é comecar com a versao seno-cosseno,sen(x)
+cos°(x) = 1,e dividir ambos os lados dessa equagao por cos?(x).

Isso produz tg*(x) + 1 = sec*(x). Para produzir a versao cotangente-co-
secante, divida ambos os lados de sen*(x) + cos?(x) = 1 por sen?(x).O
resultado € 1 + cotg*(x) = cosec’(x). s

A identidade Pitagoreana € tg*(x) + 1 = sec?(x), e assim tg*(x) = sec’(x)
— 1.Agora faca a troca.

_I-(sec ”?(x}tg%xj)sec(x’)tg{x}dx
:j [jsec-."’"(_x} (sec’(x) — 1] sec(x) tg(x)dx
:J (sec*""f(x} —sec "”(x))sec(x)tg (x)dx
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3. Resolva pela substituicao com u = sec(x) e du = sec(x)tg(x)dx.

- J. (u””-' - u"-’g)du
2

=204 C

== sec™ -2 sec'(X)+ C

Caso 2: A poténcia da secante é par e positiva
Encontre _[sefﬁ (x)tg(x) dx.

1. Remova um fator sec'(x) e mova para a direita.
= jse::i[x}tg“‘(_xjsecz(_xjdx

2. Transforme as secantes restantes em tangentes usando a
identidmﬂle Pitagoreana, sec’(x) = tg“(x) + 1.
- h(tgz(x) + l)tg‘-(xjsecg(xjdx
= | (tg°C0) + tg'(20) Jsec* (x)dx
3 Resnlv.a pela substituicao, onde u = tg(x) e du = sec’(x)dx.
= ] (uﬁ - u“)du

]

=—M+%W+C

I 1 sren o
—?ig(XD+5tg(xJ €

Caso 3: A poténcia da tangente é par e positiva e ndo hd
fatores com secante

Integre _[tgt' (%) dx.

1. Transforme um fator tg*(x) em secantes usando a identidade
Pitagoreana, tg’(x) = sec*(x) - 1.

= j{g'?(x_) (sec*(x) - 1)dx

2. Distribua e separe a integral.

= Jﬂtg'i(x]secgixj dx — '[tg”ijdx

3. Resolva a primeira integral como no passo 3 do Caso 2 para
secantes e tangentes.

Vocé deve obter jtg"(x)sec”(x) dx :—l)— tg’(x) + C.

4. Para a segunda integral do passo 2, volte para o passo 1 e
repita o processo.

Para esse pedaco do problema, voce obtém

— Itg{x}dx = J.tgzixjsecgﬂx)dx + thf(x)dx
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5. Repita o passo 3 para - _[tg*(x)secz(x)dx (usando o Caso 2 (passo
3) para secantes e tangentes de novo).

- jtg? ()sec’(x)dx = — % tg )+ C
6. Use a identidade Pitagoreana para transformar a ftg*(xj dx do
passo 4 em J.secz(x)tﬂr— J-ldx.
Ambas as integrais podem ser feitas com regras inversas simples da
diferenciagao. Depois de coletar todos esses pedacos — pedago I do
passo 3, pedaco 2 do passo 5, e pedagos 3 e 4 do passo 6 — sua resposta
final deve ser | tgf(x)dx =é tg™(x) — gl te’(x) +tg() —x + C.

Muito fécil.

Integrais contendo co-secantes
e cotangentes

Integrais com co-secante e Cotangente funcionam exatamente como
0s trés casos pra secantes e tangentes — vocé apenas usa uma forma

diferente da identidade Pitagoreana: 1 + cotg®(x) = csc?(x). Tente
A cotg’(x S i 2
€ssa aqui - integre Iﬁ%ﬂ X. Se vocé obtiver — 2sen (x) 3

cosec**(x) + C, siga em frente e retire o prémio de $200.

N Se vocé tiver um problema secante-tangente ou co-secante-cotangente
que nao se enquadra em nenhum dos casos discutidos no tépico
anterior ou se estiver confuso com o problema, tente transforma-lo em
SENOs € cossenos e resolva com um dos métodos SENO-COSseno ou com
identidades do tipo sen“(x) + cos?(x) = 1e cos’(x) = —IJ'-C—ES@.

4
X =
Por exemplo, J.—[gl—]— dx nao se enquadra em nenhum dos casos

sec*(x) 1
. ¥ = 2 Sen’ 2
discutidos, mas vocé pode transforma-la em J%%—dx Essa nao se

enquadra em nenhum dos trés Casos seno-Cosseno, mas voce pode usar
: ; : x 1 —cos*(x))*
a identidade Pitagoreana para transformé-la em _(?yf_le)‘ dx=
1 - 2cos*(x) + cos! ; AT
C{;R{;f' (20) dx.lsso se separa em |sec’(x)dx— | 2dx + cos*(x)

dx,e o resto é facil. Tente. E veja se vocé pode diferenciar seu resultado e

chegar de volta ao problema original.
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Vocé também pode fazer muitos problemas basicos de secante-tangente ou
cosecante-cotangente convertendo-os em problemas seno-cosseno — em vez
de fazé&los da maneira que eu descrevi aqui e no topico anterior.

Seu pior pesadelo:
substituicao trigonométrica

oGk

Com o método da substitui¢io trigonométrica, vocé pode fazer integral
— . s e — e > ol
contendo radicais da seguinte forma: yu* + a@°, Va® -2, e \u® - @
(assim como as poténcias dessas raizes),onde g é uma constante e u €
P - 22 2 T 2 _ §p3
uma expressao contendo x. Por exemplo, V3 - x* esta na forma Va* - u

Vocé vai amar essa técnica... mais ou menos tanto quanto enfiar um
ferro no seu olho.

Considere puxar o alarme de incéndio no dia que o seu professor estiver
apresentando esse tdpico. Com alguma sorte,seu professor vai concluir que
nao pode ficar atrasado no cronograma e vai apenas omitir esse topico

da sua prova final. Antes de mostrar como a substitui¢ao trigonométrica
funciona, eu tenho alguns trugues mnemaonicos bobos para ajudar voceé a
manter os trés casos desse método corretos. Lembrarse com os artificios
mnemonicos, de coisas bobas (e vulgares) funciona. Primeiramente, os
trés casos envolvem trés fungoes trigonomeétricas, tangente, seno e secante.
Suas letras iniciais, f,s, e $,530 as mesmas letras que as letras iniciais do
nome dessa técnica, substituicao frigonométrica.Legal, né?

A Tabela 15-1 mostra como essas tres funcoes trigonometricas se
organizam com as formas radicais listadas no primeiro paragralo.

Tabela 15-1 Uma tabela totalmente radical

tg( @) =—— v ut + &
sen(f) =—— at- u?

secl@)<e— it - &

Para manter esses pares corretos, note que o sinal de mais em yu° + @’ parece
um pequeno ¢ para tangente, e que as outras duas formas,\a* — u* e\u® — a* ,
contém um sinal de subfracdo — s é para seno e secante.Para decorar com o
que 0 seno e a secante combinam, note ue \Ifﬂz_— o’ comega com.a letra a,e
& uma sina ser torcedor do América. Ok.Eu admito que essa foi muito ruim. Se
vocé elaborar um mnemonico melhor, use-o!

Pronto para fazer alguns problemas? Eu ja protelei o bastante.
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Caso 1: Tangentes

Encontre IW Primeiro, note que isso pode ser escrito como
T 5 entao se enquadra na forma Vit + @, onde u = 3xe q = 9.
Ixf[Bx)-'+2~' ¥ ¥

1. Desenhe um triangulo retangulo - basicamente um triangulo

SohCahToa - onde tg ( 0) é igual a X, que é —Eéi
- a

Visto que vocé sabe que tg(8 )= % (proveniente do SohCahToa -
veja o Capitulo 6),seu tridngulo deve ter 3x como 0,0 lado oposto
ac angulo 6,e 2 como A, o lado adjacente. O comprimento da
hipotenusa é automaticamente igual ao seu radical, (3x)* + 22, ou
V9x* +4 . Nao é uma ma idéia confirmar isso com o teorema de
Pitagoras, a® + b* = ¢*.Veja a Figura 15-8.

2.Resolva a tg (0) 3—2“ em funcao de x, diferencie, e ache o valor de dx.

3x
=5 =t8(8

Sx = 2tg(0)

[ b S|
Figura 15-8;

Um tridngulo
SohCahToa
para o caso
de yu? +a?.

Seja como
for, gue
mente
sinistra
sonhou

com essa
técnica de
integracao?
HrES =g e ree ]
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3. Encontre gqual funcao trigonométrica € representada pelo
radical sobre o a, e depois ache o valor do radical.

Olhe para o triangulo na Figura 15-8. 0 radical € a hipotenusa e o

O0x2+ 4
% é % que € igual a secante.
Entao sec(@) =V9x* +4 = 2sec(6).

a € 2,0 lado adjacente, entao

4, Use os resultados dos passos 2 e 3 para fazer substituicoes no
problema original e depois integre.

Dos passos 2 e 3 vocé tem dx :gsecz({})dﬂ e Vox*+4 =2sec(d).
Agora vocé pode finalmente fazer a integracao.

2

B 5 sec’(d)dd

X =

j vOx? + 4 “.[ 2sec’(d)
:%J‘sec((?)d{?

% In | sec(d) +tg(d) |+ C (da facil e elegante tabela
de integrais na folha de

c::msu[ta)

5. Substitua de volta as expressoes contendo x dos passos 1 e
3 pela sec(6) e tg(H). Vocé também pode obter a expressao a
partir do triangulo na Figura 15-8.

VOx*+4 3

1 "
—glﬂ‘ 9 —I—2 + O

e VOxP+443x | .
=3 In ‘ 5 |+ C
= % In ‘ Y9x" +4 +3x | - % m2+C pelo log da regra do quociente,
( é claro, e distribuindo %J
=}%in|\“9x3+4 +3x|+C (porque—%[nZH?é)
i apenas uma constante

Agora me diga,quando foi a tltima vez que voce se divertiu tanto? Antes
de lidar com o caso 2,aqui estao algumas dicas.

QEA Para todos os trés casos na substituicao trigonomeétrica, o passo 1 sempre
envolve desenhar um triangulo no qual a funcao trigonométrica em

m et u
questao seja igual a E:

No caso 1 étg(@) = %.
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A
=
No caso 3 € tg(0) = -:Ii.

No caso 2 é sen(f) =

H = u i
O fato do u ficar no numerador dessa fracao - deve ser facil de

. . X BBy
lembrar porque u € uma expressao com x e algo do tipo 5 é de certa

forma mais simples ¢ natural de se ver do que 3 Entao apenas lembre

que o x fica na parte superior.

Para todos os trés casos, 0 passo 3 sempre envolve colocar o radical

sobre 0 a.Os trés casos sao dados abaixo, mas vocé nao precisa decorar

as fungoes trigonométricas nessa lista porque vocé vai saber qual delas
voce tem apenas olhando para o triangulo - supondo que vocé saiba
SohCahToa e as fungdes trigonométricas reciprocas (volte para o Capitulo
b se voce nao souber). Eu deixei de fora o que vai dentro do radical
porque na hora que voce estiver fazendo o passo 3, voceé ja vai ter a
expressao do radical correta.

i v

No caso 1 é sec(#) =
|

No caso 2 € cos(d) }‘E

e

No caso 3 é tg(0) %_

: el v
Resumindo, apenas lembre-se de 4 Para o passo le -, Para o passo 3.

Caso 2: Senos

Integre ;ﬁ -, reescrevendo primeiro COIH(JJ‘—dx—'_ alad que
8¢ ) eNT6 -2 P XN — ¢ Parad

se enquadre na forma ya®*—u?,ondea=4eu = x

1. Desenhe um tridngulo retiangulo onde sen(@) = g, que € 71{

Seno € igual a g entao o lado oposto € x e a hipotenusa é 4.0
comprimento do lado adjacente € entao automaticamente igual ao
seu radical, 16 — 2 .Vocé deve confirmar isso com o teorema de
Pitagoras.Veja a Figura 15-9.
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e =

Figura 15-9: 4
Um tridngulo

SohCahToa

para g caso P

de "'i'laz_ le ¥ |7"\,|I1B = x'_z _.___I

2. Resolva a sen(0) = % em funcao de x, diferencie, e ache o
valor de dx. '

% =sen(f )
x=4sen()

dx _

o 4cos(8)

dx =4cos(8)do

3. Encontre qual funcao trigonométrica é igual ao radical sobre o
a, ¢ depois ache o valor do radical.

Olhe para o triangulo da Figura 159.0 radical y16 - x* .sobre 0 ¢,4,é
voce conhece do SohCahloa,é igual ao cosseno.Entao isso lhe da

ﬁfquef

ed P

cos (6)= MT_re assim

yv16=x* =4cos (0)

4. Use os resultados dos passos 2 e 3 para fazer substituicoes no
problema original e depois integre.

Note que nesse problema em particular voce tem que fazer trés substituicoes,
nao apenas duas como no primeiro exemplo. Dos passos 2 e 3 voce tem

x =4sen(0),dx = 4cos(0)dE ,e V16 — x* = 4cos (), entao

it Acos(Ghdd
Im =J. (4 sen(d))* 4 cos(H)

_JL
~J 16 sen*(8)

1 j
=16 cosec*(8)de

=— 11_6 colg(d)+ C

5. O triangulo mostra que cotg(t) M. Agora, substitua de

volta para a sua resposta final. *

1 16—-x*°

160 x il

E muito facil.



Capitulo XV: Técnicas de integracéo para espenialistasz 7 7

Caso 3: Secantes

Tendo em vista o tempo — e a sensatez — eu vou pular esse caso.Voce nao vai
ter nenhum problema com esse caso porque a esta altura vocé ja esta perito
nos casos 1 e 2, e todos os passos para 0 caso 3 s3o basicamente 0s mesmos.

i -9 5
Tente essa aqui. Integre j\‘ - dx. Eu vou comecar para vocé.No passol,
= . ‘ . =9 4
voce desenha um triangulo,onde sec (6) = %,ﬁm e ?Agum continue

daqui. Aqui esta a resposta (nao vale olhar se vocé ainda nao tiver

hE_q
terminado): yx* - 9- 3 arctg ﬁ"x“x 9} £

Os As, Bs, e Cxs das fracdes parciais

Logo quando vocé pensou que nao podia ficar pior do que as subsituicoes
trigonometricas, eu apareco com a técnica das fraces parciais.

Vocé usa o método das fragoes parciais para integrar func¢des racionais
6x® +3x -2

5.5 -4\ idéia basica é desfazer o resultado da soma de
X3+ 2x%

do tipo

uma fracao: L] + 12 ara que vace divida 2 em L mais 5 Vocé comeca
sty T AR auevee T R ¢

" S e v B [ Mg

com uma fragdo do tipo 35 €a divide em uma soma de freu_,;oes,-a— +750

que voce esla lidando com fungdes racionais complicadas e néo fracoes

numericas simples,

Antes de usar a técnica das fragoes parciais, vocé tem que verificar que
o seu integrando é uma fracao “propria”- isto é uma onde o grau do

numerador seja menor que o grau do denominador.Se o integrando for

2% + 52— 10 ; S

— 5 _a. 5 dx,voce tem que primeiro fazer a
X' -3x-2

divisao polinomial longa para transformar a fracao imprépria em uma soma

“impréprio”, como em _[

de um polindmio (o que. as vezes, vai ser apenas um nimero) € uma fracao
propria. Aqui esta a divisao para essa fragao imprépria (sem explicacao).
Basicamente, funciona como uma divisao longa regular.

2

X =3x-2) 28+ x%+ 0x-10
2 —Gx-—4

X +6x-6
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Com a divisao regular, se vocé dividir 23 por 4, vocé obterd um
. : ‘ . 207 o -
quociente igual a 5 e um resto de 3, que te diz que = igual a 5
3 R . ; . . "
+7.0u 5 A .0 resultado da divisdo polinomial acima diz a vocé a
mesma coisa. O quociente € igual a 2 e o resto € igual a x* + 6x - 6,

assim 2 +x=10 igual a 2 + 2 whx— 1) O problema original

y x’*’—ﬁsx—z AL L TR Zx . B,
2+ xt—1 : 4, 1 j' X'+ 6x - S
= e dx,se torna entao | 2dx + O dx.A primeira

integral é simplesmente 2x.Voce vai entao fazer a intedral segunda com
o método da fracao parcial. Aqui estad como funciona. Primeiro um

exemplo basico e depois um mais avanc¢ado.

Caso 1: O denominador contém

apenas funcées lineares

5 5 o ,
Integre J Pix-b dx.Esse é um problema do caso 1 porque o

denominador fatorado (veja o passo 1) contém apenas fatores lineares —
em outras palavras, polinémios de primeiro grau.

1. Fatore o denominador.
5 5

2+x-6 (x-2) (x+3)

2. Divida as fracoes da direita em uma soma de fracoes, onde cada
fator do denominador no passo 1 se torne o denominador de
uma fracao separada. Depois coloque incognitas no numerador
de cada fracao.

5 A B
-2 (x+3) (x-2) (x+3)

3. Multiplique ambos os lados dessa equagao pelo denominador
do lado esquerdo.

Isso é Algebra [, entao voceé nao espera que eu va mostrar os passos. Certo?
5=A(x+3)+B(x-2)

4. Tire as raizes dos fatores lineares e os insira — um de cada vez -
em x na equacao do passo 3, e ache os valores das incognitas.

Sex=2 Sex=-3
5=2A2+3)+B(2-2) 5=A(-3+3)+B(-3-2)
5=54 5=-5B

A=1 B=-1

5. Coloque esses resultados em A e Bna equacao do passo 2.
] Lo i =1
x-2)(x+3)  (x-2) (x+3)
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6. Separe a integral original nas fracdes parciais do passo 5 e vocé
esta dispensado.

5 1 -1
J‘ x2+i~:—6 dx:J-x—E dx+.[_x+3 ax
zIn‘x—ZI—in‘x+3|+C

= In ’5._2
w X

3 C  (olog de uma regra

do quociente)

Caso 2: 0 denominador contém
fatores quadrdticos irredutiveis

As vezes vocé nao pode fatorar um denominador até chegar aos fatores
lineares porque alguns quadrados sdo irredutiveis — como nimeros
primos, eles nao podem ser divididos.Vocé pode facilmente verificar se
um quadrado (ax® + bx + ¢) € redutivel ou nao verificando seu delta, b* -
4ac. e o delta for negativo, o quadrado é irredutivel. Usando a técnica das
fragdes parciais com quadrados irredutiveis é um pouco diferente,

5+ 9x — 4

s : -1 e :
Agqui estd um problema: Integre Xx=1D 2+ )

1. Fatore o denominador.
Ja esta feito! Nao diga que nunca fiz nada por voce.

2. Divida a fracao em uma soma de “fracoes parciais”.
Se vocé tiver um fator quadrado irredutivel (como ox®+4),0
numerador para essa fragao parcial precisa de duas incdgnitas na
forma Ax + B.

X +9x -4 hi_'_ B +CX+D
x(x-1)(x*+4) x x-1 x*-4

3. Multiplique ambos os lados dessa equacao pelo lado esquerdo
do denominador.

X+ -4 =A(x- 1) +4)+B @) +4) + (Cx+ D)) (x—1)

4. Tire as raizes dos fatores lineares e cologue-0s - um de cada vez
- 1o lugar de x na equacao do passo 3, e depois resolva.

Sex=1() Sex=1,
—4=-A 10=5R
4=1 B=2

Ao contrério do exemplo do caso 1,vocé nao pode achar todos os
valores das incognitas inserindo as raizes dos fatores lineares, entao
voce vai ter que ter mais trabalho.
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5. Insira na equacao do passo 3 os valores conhecidos de Ae Be
quaisquer dois valores para x nao usados no passo 4 (nimeros
pequenos tornam os calculos mais faceis) para obter um sistema
com duas equacoes em Ce D.

A=1eB=2entao

Sex=-1 Sex=2

-18=-10-10-2C+2D 54=8+32+4C+2D
2=-20+2D 14=4C+2D
1=-C+D 7=2C+D

6. Resolva o sistema: 1=—C+ D e7=2C+ D.
Vocé obtém C = 2 e D = 3.Faga-me um favor e verifique os meus calculos.

7. Separe a integral original e integre.
Usando os valores obtidos nos passos4 e 6,4 =1,B=2,C = 2eD
= 3, e a equagao do passo 2,vocé pode separar a integral original
em Lres pedacos:

5 + 9x +4 _jl J‘ 2 .[EX+3
*x—1) [x”-l-ﬂdx_ de+ x—=1 gt X +4 s

E com a algebra basica,vocé pode separar a terceira integral da
direita em dois pedacos, resultando na decomposigao em fracao
parcial final:

5x* + 9x +4 _J'_]_ J'__?._ J 2% +j 8
e R e P W R e

As duas primeiras integrais sao faceis. Para a terceira, voce usa a
substitui¢ao com u = x? +4 e du = 2xdx.A quarta ¢ feita com a regra do
arco tangente da folha de consulta.

j 5x% + Ox + 4
x(x—1) (x*+4)

dx=In|x|+2In|x=1|+In|x+4 |+—§—mttg(%)+(3

=In |x (x—1)? [xa+4)1+%ﬂrdg (%)HZ‘

Caso 3: O denominador contém fatores
lineares ou quadrdticos repetidos

Se o denominador tiver qualquer fator repetido, como (x +5)* aqui esta
0 que vocé deve fazer.

_ = B 1 3
Digamos que voce queira integrhnar .Lrw dx. O x no denominador

tern uma poténcia igual a 2,entao vocé obtém duas fragoes parciais
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QLA

para 0 x ( para as poténcias 1 e 2);0 (x—1) tem um poténcia iguala 3,

entao voce obtém 3 fragdes parciais para esse fator (para as poténcias 1,

2,e 3).Aqui esta a forma geral para a decomposicao em fracdo parcial:

i-f-£+ ¢ + - ! + i Aqui estd ouira forma.Vocé divide
A T T e T | ' '
X -x"+8 A B Cx+D  Ex+F

Qx=BP G+ 7 7 @x=3) " @x—37 T (e 1) T dy Ty EU estou

pulando a solugao para esses exemplos. O método é o mesmo dos casos
1 e 2 acima - apenas mais confuso.E, também, eu tenho um aviao para

pegar — de volta para a ensolarada Flérida.

Bonus: Equacionando coeficientes
de termos semelhantes

Aqui esla outro método para encontrar a incognita maidscula que vocé deve
ter na sua bolsa de truques. Digamos que obtenha a equagao a seguir para o
passo 3 (isso vern de um problema com dois fatores quadrdticos irredutiveis):

20+ X" -5x+4=(Ax+B)(x2+ D+(Cx+D) (2 +2x+2)

Essa equagao nao tem fatores lineares, entio vocé nio pode inserir as raizes
para obter as incognitas. Em vez disso, expanda o lado direito da equacio:

27 + X =bx+4=Ax + Ax +B.x”+B+Cx""+?,Cx'"’+2Ck'+2Cx+Dx?+2,Ux+2D

E retina termos semelhantes: !
2%+ x-5x+4=(A +O X+ (B+2C+ D)X+ (A« 2C + 2D) x + (B+2D)

Depois equacione os coeficientes dos termos semelhantes dos lados
esquerdo e direito da equacao:
2=A4+C
1=B+2C+D
-3=A+2C+2D
4=B+2D

Voce entao resolve o sisterna de equagoes simultdneas para obter A,B,C.e .

Voce pode terminar o exemplo do caso 2 usando uma versao mais curta
do método para equacionar os coeficientes. Olhe para a equacao no passo
3 do caso 2,e equacione os coeficientes do termo x* dos lados esquerdo
e direito da equacio.Vocé consegue ver sem realmente fazer a expansao,
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que na direita vocé obteria (A + B + C)x'? (Se voce nao consegue ver isso,
pule esse atalho — desculpe por Ihe dar esperanga). Entao, 5x*=(A+ B+
C) x*,que significa que 5=A+ B+ C,e porque A = 1 e B = 2 (do passo 4),
C deve ser igual a 2. Depois, usando esses valores para A, B, e C, e qualquer
valor para x (com excecao de 0 e 1),vocé obtém D.O que voce acha disso
para um atalho simples?

Q%A Resumindo,vocé tem trés maneiras para achar o seu A,B,C, e assim por
diante: 1) Insira as raizes dos fatores lineares do denominador se houver
algum, 2) Insira os outros valores de x e resolva o sistema de equagoes
resultante, e 3) Equacione os coeficientes dos termos semelhantes. Com a
prética, vocé vai ficar bom em combinar esses métodos para rapidamente
encontrar as suas incognitas.



Capitulo 16
Esqueca o Dr. Phill: Use a integral
para resolver problemas

Neste capitulo
* Um teorema médio: "Altos e baixos ? S6 na montanha russa”
Somando a area entre as curvas
- Caleulando volumes de formatos estranhos: carnes frias, panquecas, e rosquinhas
Encontrando o comprimento e a drea de superficie do arco
A regra do hospital — caso estudar célculo o deixe doente
Conhecendo integrais sem modos
O paradoxo da corneta de Gabriel

omo eu disse no Capitulo 13, a integracao é basicamente apenas

somar pequenos pedacos de alguma coisa para obter o total para
a coisa toda — pedacos muito, muito pequenos, na verdade, pedacos
infinitamente pequenos.Assim, a integral

ks,

.[ pequenos pedacos da distancia

o

diz a voce para somar todos os pequenos pedacgos da dislancia viajada
durante os 15 segundos de intervalo entre 5 até 20 segundos para obter a
distancia total viajada durante esse intervalo.

O pequeno pedaco em questao é sempre uma expressao contendo

x (ou qualquer outra variavel). Para a integral acima, por exemplo, o
pequeno pedaco da distancia pode ser dado por, digamos, x’dx. Entao a
integral definida

)
j S

daria a voce a distancia total viajada. Pelo fato de vocé agora ser um
especialista em calcular integrais como a que esta acima,seu principal
desafio nesse capitulo e simplesmente propor a expressao algébrica
para os pequenos pedacos que vocé esta somando.
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Nesse capitulo, vocg usa integrais para resolver diversos problemas
geométricos — drea, volume, comprimento do arco e area da supertficie.
Vocé também descobre como encontrar a altura média da funcao e um
atalho para os problemas envolvendo limites — a regra de L'Héspital — que
VOCE precisa para as integrais improprias (infinitas) no final do capitulo.

0 Teorema do Valor Médio para
as integrais e valor médio

A melhor maneira de entender o Teorema do Valor Médio para integrais é
com um diagrama — olhe a Figura 16-1.

-

Figura 16-1: P 4

Uma “prova” V4 F
visual do / -

teorema do |

valor medio = -~

para as } f—t i X t — f X

integrais. 1 2 3 4 8§ 6 1 2 3 4 5 6
e Muito pequeno Muito grande

O grafico da esquerda na Figura 16-1 mostra um retangulo cuja area é
claramente menor que a area sob a curva entre 2 e 5. Esse retangulo tem
uma altura igual ao menor ponto na curva no intervalo de 2 a 5.0 grafico
do meio mostra um retangulo cuja altura é igual ao ponto mais alto na
curva.Sua area € claramenle meaior gue a area sob a curva. A esta altura
voce esta pensando,“Nao ha um retangulo maior que o menor e menor
do que o maior cuja area seja a mesma que a area sob a curva?". E claro.
E esse relangulo cruza,com certeza,a curva em algum lugar no intervalo.
O tao falado “retangulo de valor médio” mostrado a direita resume
basicamente o Teorema do Valor Médio para as integrais. E, de verdade,
apenas bom senso. Mas aqui esta a bobagem.

év?liﬂi’g

=+ ? »| O Teorema do Valor Médio para integrais: S¢ f{x) ¢ uma funcao
A RA continua em um intervalo fechado [aq, b],entao existe um nimero ¢ no
&03 — intervalo fechado que

b
J.f{x) dx=Ff(c).(b-a)

O teorema apenas garante, basicamente, a existéncia do retangulo de
valor médio.
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A area do retangulo de valor médio — que é 0 mesmo que a area sob a
curva — é igual ao comprimento vezes a largura,ou base vezes a allura,
certo? Entao, se vocé dividir sua area, J-f(_x}{i’f,pela sua base, (b — a),vocé
oblera a sua altura, f{(c).Essa altura é 0 valor médio da funcao sobre o

intervalo em questao.

I
1 j :
—— | Ax)dx
b-a. @)
que € a altura do retangulo de valor médio.

Aqui estd um exemplo. Qual a velocidade média de um carro entre £ = 9

segundos e f = 16 segundos cuja velocidade em metros por segundo &

-

dada pela fungio () =30 ¢ ? De acerd'o“g:(;lm a definicao do valor médio,

16

1. Determine a area sob a curva entre 9 e 16.

essa velocidade média é dada por 1_ 3 J.B(J' V't dt.
9

13
j30 JT dt

16

€ z 33
f2e

1

128 54
‘BG[T"??)

=740

Essa area,a propésito, € a distancia total viajada de 9 até 16 segundos.
Voceé vé por qué? Considere o retangulo de valor médio para esse
problema. Sua altura é a velocidade (porque os valores da fun¢ao,
ou alturas, sao velocidades) e sua base € uma quantidade do tempo,
entao sua area € velocidade vezes tempo que € igual a distancia.
Alternativamente, lembre que a posicdo da derivada ¢ a velocidade
(veja o Capitulo 12). Entao, a antiderivada da velocidade — o que eu
acabel de [azer nesse passo — & a posicao, e a variacio na posicao de 9
até 16 segundos lhe da a disténcia total viajada.

2. Divida essa drea, distancia total, pelo intervalo de tempo de 9
até 16, a saber, 7.

distancia total 740 metros
tempo total — T segundos

Velocidade media =

= 105,7metros por segundo
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A definicao de valor médio diz a vocé para multiplicar a 4rea total por
1

= 1 e =
b — a,que nesse problema é T —T-.Mas pelo fato de dividir por 7 ser
a mesma coisa que multiplicar por - voce pode dividir como eu fiz nesse

passo. Faz mais sentido pensar nesses problemas em termos da divisao: a
drea € igual a base vezes altura, entao a altura do retangulo de valor médio
€ igual a sua éarea dividida pela sua base.

0 TVM para as integrais e para
as derivadas: irmdos gémeos

Vocé se lembra do Tearema do Valor Mé-
dio para as derivadas no Capitulo 11?7 0
grafico a esquerda na figura mostra como
ele funciona. A idéia basica é que ha um
ponto na curva entre 0 e 2 onde a inclina-
cado é a mesma que a inclinacdo da reta
secante de (0,0) até (2,8) — isto &, uma
inclinag@o igual a 4. Quando vocé faz os
calculos, voce ubtém%gmpara esse pan-
to. Bom, constata-se que o ponto garanti-

do pelo Tearema do Valor Médio para as

¥
r
12 1
flx) = x?
105
i f{lﬂl
i
B %0
2
i A
: W “Irlc}inagﬁn =4
g4
< : — : > X
23

o Ry .

sEmx =24 inclinacdo é 4 e esta é a
inclinacad média de fentre 0 e 2.

* A menor inclinagao de 7no intervalo é 0.

* A maior inclinagao de /no intervalo é 12.

* 0 aumento total ao longo de fde 0 até
268

integrais — o panto onde o retdngulo de
valor médio cruza a derivada da curva
da (mostrada a direita na figura) — tem o

mesmo valor de x. Muito legal, né?

Se voce quiser realmente entender a rela-
¢do intima entre a diferenciacdo e a inte-
gracao, pense muito e arduamente sobre
as muitas conexoes entre os dois graficos
na figura que segue. Essa figura é uma
verdadeira joia, se eu assim digo (Para
mails sobre a conexdo entre a diferencia-
cao/integragdo, dé uma olhada na minha
outra favorita, a Figura 14-8).

‘F f{x) = 3x2
21 (2,12
10+

E...

6+ Altur
retd
dev
méd

243

x=532

3

23

SEmX=—r—
media de’ /" entre 0 e 2.

aaltura é 4 e esta é a altura

* A menor altura de /" no intervalo é 0.
* A maior altura de /" no intervalo é 12.
* A drea total sob /" de 0 até 2 é 8.
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A drea entre duas curvas —
duas vezes a diversao

Esse € o primeiro de sete tGpicos nesse capitulo onde é pedido que vocé
proponha uma expressao para um pequeno pedaco de alguma coisa, e
depois some os pedagos usando a integracao. Para esse primeiro tipo de
problema, o pequeno pedaco é um retangulo estreito que senta sobre uma
curva e sobe até a outra. Aqui estd um exemplo: Encontre a area entre y=
2-—x* ey:%x de x = 0 até x = 1.Veja a Figura 162,

Figura 16-2; A 2

area entre y =
. 1
2=xtey=—

x‘ey 2
Xxdex =0até adt

x=1. )/ Y
(BT e

Para obter a altura do retangulo representativo na Figura 16-2, subtraia a
coordena y da sua base da coordenada y da sua parte superior — isto é (2

—x%) ——x.Sua base é o dx infinitesimal. Entio, pelo fato de a drea ser igual
a alturd'vezes a base,

Area do retangulo representativo = ( (2—x%) - %x]dx

Agora apenas some as dreas de todos os retangulos de 0 até 1 usando a

i

integragéo:_[ ((2 -x%) - %x}dx

: :
= [zx - % x° _ji—r’J (regra da poténcia para todos os trés pedagos)
]

Bred]
-2-3)--0-9

= —1% unidades ao quadrado
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= ==l
Figura 16-3:

Quem esta

no topo? ::"4 :1
e

Agora para tornar as coisas um pouco mais distorcidas, no proximo

problema as curvas se cruzam (veja a Figura 16-3). Quando isso acontece,

voce tem que dividir o total da area sombreada em regioes separadas antes
. E - i— : -
de integrarTente essa aqui: Encontre a area entre yx ex*dex =0 até x =2,

y=x

1
i
1
1
1
i
i
1
1
1
i
1
!
I
]
I
¥
I
I
|

S
: L
2 3

1. Determine onde as curvas se cruzam.

Elas se cruzam em (1,1) — que coincidéncia maravilhosa! Entao vocé

tem duas regioes separadas —uma de 0 até 1 e outra de 1 ate 2.

2. Descubra a zirea da regiao da esquerda.

Para essa regiao, w x esta acima de x*. Entao a altura do retangulo
representativo € Vx —x% sua drea é a alrura vezes a base,0u (Yx —
dx, e a area da regiao é entao

j Ax - x%)dx

ooz,

[ T
ﬂ”)

2

3. Encontre a area da regiao da direita.

-H'}

7 = 1 3 £ = - =
Agora, x* esta acima de Y x, entao a altura de um retiangulo é x* —yx e

assim voce tem

_[ (x ~ Vx)dx
1

_L _é USB
_ldxfl = x }
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3 3 l i
o e i ‘(4 4)
4,

5—=1.55

‘_,_\_..-'..H.'.

4. Some as areas das duas regioes para obter a area total.
05+45-1,5 :EJ-E_: b-15 j\, 2 = 3,11 unidades ao guadrado

Note que a altura de um retangulo representativo é sempre seu [opo
menos sua base, independentemente de esses niimeros serem positivos ou
negativos. Por exemplo, um retangulo que vai de 20 até 30 tem uma altura
de 30 - 20,0u 10;um retangulo que vai de =3 até 8 tem uma altura de 8 —
(=3),0u 11; e um retangulo que vai de ~15 até —10 tem uma altura igual a
-10 = (~15),0u 5.

Se vocé pensar nesse método do lopo menos a base para encontrar a
altura de um retangulo, vocé pode ver agora - supondo que vocé ja nao
viu — porque a integral definida de uma fungao considera a area abaixo
do eixo x como negativa (Eu menciono isso sem explicacao no Capitulo
13). Por exemplo, considere a Figura 164.

14
A

Vv = sen(x)

Altura = sen(x)

’&_,«-"
Figura 16-3: = N TH
Qual é a drea /
somhbreada?
;Elzica: nao e

Pl

Altura = -sen(x)

sen(x)dx.

1 v
e |

Se voce quiser a drea total da regiao sombreada mosirada na Figura 164, vocé
tem que dividir a area sombreada em dois pedagos separados como vocé fez

no dltimo problema, Um pedaco vai de 0 até m e o outro vai de 1t até —3;—.

Para o primeiro pedaco,de 0 até 7,0 retangulo representativo tem um allura
igual a funcao,y = sen(x), porque sua parte superior esta na funcao e sua
base esta no zero — e, é claro, qualquer coisa menos zero é ela mesma. Entao

a area desse primeiro pedaco é dada pela integral definida _[ sen(x)dx.



290Parte V: Integracao e séries infinitas

Mas para o segundo pedaco de it até — e a parte superior do retangulo

2 ¥
representativo esta no zero — lembre que o eixo x é a linha y = () — e sua base

esta em y =sen(x),entao sua altura € 0 —sen(x),ou apenas - sen(x).Entao,
para obter a area desse bﬁgundo pedago,voce descobre a inte {Zgral definida

do negativo da fungéo,J -sen(x)dx, que é o mesmo que —J sen(x)dx.

Devido ao fato de essa integral negativa lhe dar a area comum, positiva
ans2

do pedaco abaixo do eixo x ,a integral definida positiva .[ sen(x)dx lhe

Inf2

& (1]
da a area negativa.E por isso que se vocé descobrir a integral deﬁnidaj
- - - - . l:l
sen(x)dx sobre todo o intervalo, o pedago abaixo do eixo x € considerado
COmo uma area negativa, e a resposta lhe da o liquido da area acima do

eix0 X menos a area abaixo do eixo — em vez da area total sombreada.

Encontrando os volumes
de sdlidos estranhos

Em geometria, voce aprendeu como encontrar os volumes de solidos
simples como caixas, cilindros e esferas. A integracao permite que voce
calcule os volumes de uma variedade interminavel de formatos muito
mais complicados.

0 método do cortador de carne

Essa metafora é na verdade muito precisa.Ilmagine um pedago grande
de carne sendo cortado em pedacos muito finos naqueles cortadores
de carne congelada. Essa € a idéia basica aqui.Voce fatia um formato
tridimensional, depois soma os volumes dos pedacos para determmdr 0
volume total.

Aqui esta um problema: Qual é o volume do sélido cujo comprimento corre
ao longo do eixo x de 0 alé n e cujos cortes transversais perpendiculares ao
eixo x sao triangulos eqiiilateros lais que os pontos médios das suas bases
estejam no eixo x e seus vertices superiores estejam na curva y = sen(x)?
Isso € um bocado ou o qué? Esse problema € quase tao dificil de explicar e
desenhar como fazé-lo.Dé uma olhada nessa coisa na Figura 16-5.
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g

Figura 16-5:

Um grande

pedaco
estranho

de carne

defumada. ]
==

Entao, qual é o volume?

1. Determine a area de qualquer corte transversal.

Cada corte transversal € um triangulo eqiiilatero com altura igual a
x’S

sen(x).Se voce fizer a geometria, vocé vai ver que sua base é
pER
vezes sua altura, ou "-—;i - sen(x) (Dica: Metade de um tnanqufo

eqililatero € um triangulo 30° - 60° - 90%). Entao,a area do triangulo,
Ty

dada por A “- (b)(h) e ( 23 sen(x)) sen(x),ou —Vji * Sen-x.

2. Encontre o volume de um pedaco caracteristico.

O volume de um pedacgo é apenas seu corte transversal vezes sua
espessura infinitesimal, dx. Entdo vocé obteve o volume

Volume do pedaco caracteristico = TS sen’(x) dx

3. Some os volumes dos pedacos de 0 até n usando a integracao.
Se 0 que vem a seguir parecer um pouco dificil, bem, paciéncia, é

melhor voce se acostumar Afinal de contas, isso é calculo (Na verdade,
nao € tao ruim assim se vocg o fizer pacientemente, passo a passo).

m llf_
J.-?— - sen?(x) dx
l,J_ n
= ‘—; '[ sen*(x)dx

e n
b l = [ . . a = -
- V_-; J. C(;S (ZX) dx [mmgrais trigonomeétricas com senos e

co-senos, caso 3, do Capitulo 15)
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~ \"J U ldx - J cos(2x) de

:lﬁ— ([x]? - [5&:1152.{_') TD

V3 (H - _[ senfﬂj Iy ‘ﬂﬂgﬂln

=

= (),91 unidades cuibicas

E muito facil.

0 método da pilha de panquecas

A técnica é basicamente a mesma do método do cortador de carne — na
verdade, € um caso especial do método do cortador de carne que voce
usa quando os cortes transversais sao circulos. Aqui esta como funciona.
Encontre o volume do solido —entre x = 2 e x = 3 — formado ao girar a
curva y=e* sobre o eixo x.Veja a Figura 16-6.

1. Determine a area de qualquer corte transversal ou panqueca
representativa.
Cada corte transversal € um circulo com um raio de e*.Entao, sua area
é dada pela férmula para a area de um circulo,A = m®. Inserindo e* no
lugar de r voce tem
A =ni(e*)? = me*

2. Junte um dx para obter o volume de uma panqueca
representativa infinitesimalmente fina.

drec profundidede

i "y
Volume da panguenca = ne* - dx
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¥
A
21
18 +
il Panqueca
: representativa
12+

IR |5

Figura 16-6: Densidade é

Umapilhade °T iqual & dx.
panquecas 217
de lado. )

3. Some os volumes das panquecas de 2 até 3 usando a integracio.

Volume total = J. ne™ dx

= Tt_[ e” dx
T g

= 718 I3 (pela substituicao com u = 2x e du = 2dx)
T o

= _ii_(f-’“ o €'|}

~ 548

unidades cubicas

O método da pilha de vosquinhas
nas quais alguém sentou em cima

Outros livros chamam isso de método da argola, mas qual a diversio disso?
A tnica diferenga entre o método da rosquinha e o método da panqueca
€ que agora cada pedaco tem um furo no meio que voce tem que subtrair.
Nada além disso.

Aqui vai, Pegue a area delimitada por y =x* e y =V x e crie um sélido
girando essa drea sobre o eixo x.Veja a Figura 16-7,
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Rosquinha ou argola
4 representativa.

b= 14 (1,1)

Agora gire essa
area sombreada
sobre o gixo X
e

Figura16-7: | —
Uma pilhade  [{0,0) 1
rosquinhas Y
de lado -
apenas some
os volumes

de todas as _
rosguinhas. ' Densidade = dx
e

Apenas pense: Todas as forcas do universo em desenvolvimento e todas as
reviravoltas da sua vida lhe trouxeram para esse momento quando vocs
esta finalmente apto a calcular o volume desse sélido — algo para o seu
diario. Entao qual é o volume?

1. Determine onde as duas curvas se interceptam.
Nao é preciso muita habilidade para ver que y=x2e y=+x se
interceptam em x = 0 e x = 1 — muito bom isso, ndo? Entao o solido
em questao atravessa o intervalo no eixo x de 0 até 1.

2. Descubra a area de um corte transversal fino da rosquinha ou
da argola.
Cada pedaco tem a forma de uma rosquinha — veja a Figura 168 — entao
sua area € igual & area de todo o circulo menos a area do buraco.

e
Figura 16-8:
A area
sombreada
eiguala |
mRi—mr o
todo menos
o buraco —

entendeu?
==

A area do circulo menos o buraco é nR?—nr, onde R é o raio mais externo
(o raio maior) e r € o raio do buraco (o raio menor). Para esse problema,o
raio mais externo é \ x e o raio do buraco é x2 entao isso lhe da

A= (V) - m0d)?
=nx —mx!
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3. Multiplique essa area pela profundidade, dx, para obter o
volume de uma rosquinha representativa esmagada.
Volume = (nx — nx")dx

4. Some os volumes das rosquinhas finas como papel de  a 1 pela
integracao. |

Volume total = j (mx — mx*)dx
= ]T.[ (x —x*)dx
0

1 1 1
:n[g.x&—ﬁ.xr‘}

i nl(% —%) - (OD— 0]]

-r(ig
_20
=10

= (0,94 unidades cithicas
QGA Preste atencao ao simples fato de a area da rosquinha ou argola ser a area

de todo o disco,nR?, menos a area do buraco, A = nR? - nr2. Quando
]

t

voce integra, vocé obtém J.(ﬂ_Rz —ar*)dx. 1ss0 € 0 mesmo, é claro, que n J
o

(R*—r’)dx,que é a formula dada na maioria dos livros. Mas se vocé apenas
aprender isso automaticamente, vocé talvez esqueca.Voce vai lembrar
melhor como fazer esses problemas se voce entender a simples idéia do

circulo grande menos o circulo pequeno,

0 método das bonecas russas
aninhadas uma dentro da outra

Agora vocé vai cortar um sélido em cilindros concéntricos finos e depois
somar os volumes de todos os cilindros. E mais ou menos como essas
bonecas russas cabem uma dentro da outra. Ou imagine uma lata de sopa
que de alguma forma tem muitos rétulos, cada um cobrindo o outro de
baixo. Ou pense naquelas brincadeiras de embrulhar caixas com varios
papéis de presente. Cada rétulo da lata de sopa ou pedaco de papel é
uma casca — antes de voce rasga-la, € claro. Depois que voce rasga, é um
retangulo comum.

Aqui esta um problema: Um solido € criado pegando-se a area limitada
pelo eixo x,as linhas x = 2 e x = 3,¢ y = e*, e depois girando ela sobre o
eixo y.Veja a Figura 16-9.
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=)
Figura 16-9:
Um formato
mais ou
menos comao
o Coliseu

e uma das
suas cascas
represen-

tafivas.
=S i ==

Qb

Corte transversal
¥ vertical da casca
y=g* representativa

: Essa area &
girada sobre
v 0 Bixo ¥
Casca !
representativa Densidade
@ dx
Altura
g a”
Lis B P B e l.—__ =) = I 38
= o o R -

Qual é o volume?

1. Determine a area de uma casca cilindrica representativa.

Ao Imaginar uma casca representativa, concentre-se em uma casca
que nao estd em nenhum lugar em particular. A Figura 16-9 mostra
esse tipo de casca comum. Seu raio € desconhecido, x, e sua altura é a
altura da curva em x,a saber,e*. Se, em vez disso, vocé usar uma casca
especial como a casca mais externa com um raio de 3, vocé vai mais
facilmente cometer o erro de pensar que uma casca representativa
tem algum raio conhecido como 3 ou uma altura conhecida como e”.
Tanto o raio quanto a altura sao desconhecidas (Esse mesmo conselho
se aplica aos problemas da panqueca e da rosquinha).

Cada casca representativa, como o rétulo da lata de sopa ou o

papel adesivo da fibra, & apenas um retangulo cuja drea é,é claro,
comprimento vezes largura. O rétulo retangular da lata de sopa envolve
toda a lata, entao seu comprimento € a circunferéncia da lata, a saber,
2nr; a largura do rétulo é a altura da lata. Entao agora vocé tem a
formula geral para a area da casca representativa:

Area = comprimento - largura
=2nr. h
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Para o problema atual, vocé insere x para o ralo e e* para a altura, dando a
VOCE a area da casca representativa:
Area de concha =2nx - e

2. Multiplique a drea pela espessura da casca, dx, para obter o
volume.

Volume da casca infinitesimal = 2nxe*dx

3. Some os volumes de todas as cascas de 2 até 3 usando a
integracao.

3
Volume total = J. 2nxerdx

3

= 211_‘- xe*dx

"
3

=2n [.re’f— ex]j (integracao por partes)
— 271(383 —g —{2&2 = ez]]
= 27‘:(283 - 82)

= 206 unidades cithicas

QEA Com os métodos do cortador de carne, da panqueca e da rosquinha, e
geralmente muito obvio quais devemn ser os limites da integracao (lembre-
se que os limnites da integracdo sao,por exemplo,o 1 e 0 5 em Ij.Com
as cascas cilindricas, no entanto, nao e sempre tao claro. Aqui vlai uma
dica.Vocé integra da margem direita do cilindro menor para a margem
direita do cilindro maior (como de 2 para 3 no problema anterior).E note
gque voce nunca integra da margem esquerda para a margem direita do

cilindro maior (como de -3 para 3).

Analisando o comprimento do arco

Afe agora nesse capitulo, voce somou as areas de retangulos finos para obter
a area total,0s volumes dos pedagos finos para obter o volume total,e os
volumes de cilindros finos para também obter o volume total. Agora, vocé
vai somar pequenos comprimentos ao longo de uma curva, de um “arco”,
para obter o comprimento total.

Eu poderia apenas lhe dar a formula para o comprimento do arco, mas eu
prefiro mostrar a vocé porque ela funciona e como deriva-la.Vocé tem sorte.

A idéia é dividir o comprimento da curva em pedacos pequenaos, descobrir
o comprimento de cada pedaco, e depois somar todos 0s comprimentos.
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_
Figura 16-10:

0 Teorema
de Pitagoras,
a’+b*=c? é
a chave para
a formula do
comprimento

do arco.
e e i

g_f-ﬁn'.ﬂ'&(
0

D
e 2
Ew
oNd
K JNOD

A Figura 16-10 mostra como cada pedaco de uma curva pode ser
aproximado pela hipotenusa de um pequeno triangulo retangulo.

Pegueno pedaco

" ;
A Hipotenusa da curva

representativa

V{dx ) + (dy)?

dy

j.j =¥ /'\. i
ax

m—A——————————

Voce pode imaginar que a medida que vocé amplia cada vez mais,
dividindo a curva em mais e mais pedacos, as pequenas secoes ficam
cada vez mais retas e a hipotenusa cada vez mais se aproxima da curva. E
por 1ss0 — quando esse processo de somar pedacos cada vez menores é
levado ao limite — que vocé obtém o comprimento exato da curva.

Entao, tudo o que vocé tem a fazer & somar todas as hipotenusas ao longo
da curva entre seus pontos de partida e de chegada. Os comprimentos das
partes de cada triangulo infinitesimal sao dx e dy, e assim o comprimento
da hipotenusa — dada pelo Teorema de Pitagoras — €

Para somar todas as hipotenusas de a alé b ao longo da curva, vocé
apenas integra:
b

| @@y

i

Um pequeno ajuste e vocé tem a formula para o comprimento do arco.
Primeiro, fatore o (dx)* dentro da raiz quadrada e simplifique:

b » E
<P s (ﬂ'y
,,L'“ () 1+ (2
Agora vocé pode tirar a raiz quadrada de (dx)? - isto é,dx, é claro — e trazer
para fora do radical, e, voila, vocé obteve a formula. -

(dy)?

1+(dxj2

Comprimento do arco: O comprimento do arco ao longo da curva,y =
f(x),de a até b, € dado pela integral a seguir:

fﬁfﬁ ! (j—ﬂ? (dx)

A expressao dentro dessa integral é simplesmente o comprimento de uma
hipotenusa representativa.
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Tente esse aqui: Qual € o comprimento ao longo de y=(x-1)* dex = 1
atéx =5?
Tire a derivada da sua funcao.

y=(x—1)"
d}’_g 172
d_r_z' (x_ ljj

Insira isso na formula e integre.

[ — ’
J' 1+ (“'y) (dx)

s T
= 'r1+|—(x+1}“2) b
N

1) dx

" £ 12
= (%x - %) dx

[i 2(9 5y
973145 4) |,

(Vocé viu como eu obtive isso,nao viu? E a técnica da integracio de
adivinhar e verificar com a regra inversa da poténcia.O /s é a quantidade
mudada que voce precisa por causa do coeficiente %/,).

e I

3215 : ] o
[21? (9% - 5) J (Perguntas algébricas sao estritamente proibidas!)
1
B (\um] - 7'— -8
=2 ((’“ 0) - )
= 907 unidades
Agora se voce alguma vez se achar em uma rua com o formato y =
(x - 1)** e 0 seu hodometro estiver quebrado, vocé pode descobrir

0 comprimento exato do seu pereurso. Seus amigos irio ficar muito
impressionados — ou muito preocupados.

Superficies de revolucao — passe a
garrafa de pessoa para pessoa

Uma superficie de revolugao é uma superficie tridimensional com um
corte transversal circular, como um vaso ou um sino ou uma garrafa de



300Parte V: Integracao e séries infinitas

vinho. Para esses problemas, voce divide a superficie em faixas circulares
estreitas, descobre a area da superficie de uma faixa representativa, e depois
apenas soma as areas de todas as faixas para obter a area total da superficie.
A Figura 16-11 mostra esse tipo de forma com uma faixa representativa.

T
Figura 16-11:
0 problema
¥ Largura d
da garrafa e il
de vinho. Se y=Fld "’ angu;am da faixa
voce estiver | n\jw _ representativa
h ca’nisa;'ln /T‘] y éiguala f(x)
e calculo, ; T |
= < AN X
relaxe e dé =~ |7 i I
uma olhada Faixa representativa—""|1 *:,
no livro —
X |
Vl"hﬂ Pﬂr-"‘-" f Comprimento da faixa representativa ou
Leigos—& .{, “retédngulo” & igual a circunferéncia da faixa, 27or
um Best
seller.
=

Qual é a area da superficie de uma faixa representativa? Bom, se

vOCe cortar a faixa e a desenrolar, voce obtém um tipo de retangulo
longo, estreito cuja area, € claro, € o comprimento vezes a largura.O
retangulo envolve toda a superficie circular, entdo seu comprimento é
a circunferéncia do corte transversal circular, ou 2rr, onde r é a altura
da funcao (para problemas de tipos de jardim, de qualquer maneira).
A largura do retangulo ou faixa é a mesma que o comprimento da
hipotenusa infinitesimal que voc¢é usou no tépico do comprimento

(2 ; y s ;
do arco,a saber, J’H i (d_i’] .Assim, a area da superficie de uma faixa
L J f 2
representaliva, do comprimento vezes a largura, é 2y f] it (%) dx,0
¥ X)
que nos tras para a férmula.

Superficie de revolucao: A superficie gerada girando a fungao,y =
f(x),sobre um eixo tem uma area de superficie — entre a e b — dada pela
integral a seguir: :

T by [ e
M | d_) - Lo (ay
J‘"r\jl+[dx‘ dx =2n .ha]Jr 2 &

i

Se o eixo da revolucao for o eixo x, r sera igual a f{x) — como mostrado na
Figura 16-11.5e o eixo de revolucao for alguma outra linha,como y = 5,é
um pouco mais complicado — algo para se estar ansioso.
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Agora tente um: Qual é a arca da superficic—entrex=lex=2-da
superficie gerada girando-se y = x’ sobre o eixo x.Veja a Figura 16-12.

et e o]
Figura 16-12:
Uma
superficie de
revolucda
—gssa tem
um farmato
parecido =B representativa
coma parte ;|
final de uma

trombeta. Y

1. Pegue a derivada da sua funcao.
y=x

dy

e Boe
Agora voceé pode terminar o problema apenas inserindo tudo na
formula, mas eu quero fazer isso passo a passo para reforgar a idéia
que toda vez que voce intedra, vocé escreve um pequeno pedaco
representativo de algo — isso € o integrando — depois vocé soma todos
esses pequenos pedacos pela integragao.

2. Descubra a drea da superficie de uma faixa representativa
estreita.

O raio da faixa é x°, entao sua circunferéncia é 2m x* —isto é,0

“‘comprimento’ da faixa.Sua largura, uma hipotenusa minudscula, é

d 2
r'fl] + (ﬁ) dx =V[1 + (3x%)* dx. E,assim,sua area — comprimernto vezes
\

largura — € 2\ [1 + (3x9)% dx .
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Some as areas de todas as faixas de 1 até 2 usando a integracao.

J 2 VT + (330) dx

=2rrj;(‘u'1 + 9% dx

= %g f 36241 + 9 dx (O 36 € o valor mudado para a
o substituicao em «; veja a préxima linha da
145 : equacao)

18 u'* du (substituicao com u =1+ 9x*, du = 36x°dx;

: 10 quando,x = 1,u = 10;quando x = 2,u = 145)
LB . . s

= — T
18 3 ’

L] e J
= = ll) e o 32
=18 [3 145 3 10

= 1995 unidades ao quadrado

Regra de ['Hospital:
Calculo para o doente

A regra de LLHospital € um étimo atalho para fazer problemas erwo]vepdg
. = - ATl . i Xe=l
limites.Vocé se lembra dos limites — dos Capitulos 7 e 8 — como 1M 3

? A proposito, se voce estiver se perguntando por que eu estou mostrando
1SS0 agora, € porque (a) voce talvez precise dele algum dia para resolver
algum problema de integral imprépria (o assunto do proximo tépico desse
capitulo),apesar de nao fazermos esse tipo de problema, e (b) vocé também
precisa dele para alguns problemas de séries infinitas no Capitulo 17.

Assim como a maioria dos problemas envolvendo limites — nao

x =9

x-3

com a substitui¢@o direta: inserindo 3 no lugar de x,vocé obtém &, que é

considerando os problemas Gbvios - voce nao pode fazer lim

indefinido. No Capitulo 8,vocé fatorou o numerador em (x—3)(x+3) e
depois cancelou o (x - 3).Isso lhe deixou com 1M (x 1 3),que é igual a 6.

X—=3
Agora veja como € facil pegar o limite com a regra de LHospital. Apenas
pegue a derivada do numerador e do denominador. Nao use a regra do
quociente; apenas pegue as derivadas do numerador e do denominador
separadamente. A derivada de x* —9 € 2x e a derivada de x — 3 é 1.A regra
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de L'Hospital deixa vocé substituir o numerador e o denominador pelas
suas derivadas assim:

lim X9 _lim 2x
A= = 3 X=53 I
O novo limite é Sbvio: lim ~21£ = —%-]—3 =6
Isso é tudo que ha. A regra de L'Haspital transforma o limite que vocé nao
pode fazer com a substituicao direta em um que voce pode fazer com a
substituicao. Isto € o que o faz ser um otimo atalho.

Regra de L'Hospital: Deixe fe g serem funcées diferencidveis. Se o limite
de ;‘g‘; a medida que x se aproxima de ¢ produzir—g— ot —j% quando
VOCE substituir x pelo valor de ¢, entao

lim AX) _ | G0

Tregll gl

Note que esse ¢ pode ser um niimero ou + .

Aqui estd um exemplo envolvendo E: Qual é o lim -!-n—_](fﬁ? A substitui¢io
]

direta lhe da - €ntao voce pode usar a regra de LHéspital. A derivada de

In(x) é Pk derivada de x é 1, entao

1 |
lim NG _1im X s )
X 1 | S

X—p

0

X—¥m

Ve o |
x

Tente outro; Avalie !l_l:lg A substituicao lhe da 7 +€Ntao a regra de

L'Hospital se aplica.A derivada de e® — 1 é 3e™ e a derivada de x & 1,assim

lim _€*—1_|jm _3e*_3-1

=223

x— 0 =l T 1

X

A bobagem diz que para usar a regra de L'Héspital, a substituicao deve

* :I: s = we . - = _ 1
produzir ou o ou m—.‘mce deve obter uma dessas formas indeterminaveis

aceitaveis para aplicar o atalho. Nio se esqueca de verificar isso.

Colocando as formas inaceitdveis em forma

Se a substituicido produzir uma das formas Inaceitaveis,+ o | 011 0 — o,
voce tem que primeiro ajustar o problema para obter uma forma aceitavel
antes de suar a regra de L'Hospital.
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Por exemplo, encontre lim (e x).A substituicao lhe da 0 - = entao voce
Ho=pem

teve que ajustar ele:
Vx
m e 3 = 1im |—
3-:—>M{-e y X) T x—sm X er

o0

Agora vocé tem o caso —, enldo voce esta pronto para usar a regra de

L'Hospital. A derivada de yx é 2\ x,e a derivada de e* é e*,entio

1 1

— =0 T N

lim (—ﬂ"x) iim(Q\'I) Pes. o B
o el e -—e‘I== :—:___:_:O

4

Mais trés formas inaceitdveis

Quando a substituicao produzir 1=°,0°, ou =", use o truque do logaritmo
a seguir para obter uma forma indeterminada aceitavel. Por exemplo,
encontre M (senx)* (lembre-se do Capitulo 7 que o 1M significa que
x se aproxima de () apenas pela direita; este é um limite de um lado). A
substituicao lhe da 0°,entao voce faz o seguinte.

1. Iguale o limite a y.
y= 11_1}} (senx)*

2. Tire o log de ambos os lados.
In(y) = In@im_(senx]"j
In(y) = lim (in {senx)*’) (leve em conta o que eu digo)
= lim [xln (senxj) (E melhor revisar as regras dos

logaritmos no Capitulo 4 se vocé nao
entender isso)

3. Esse limite € um caso () — oo, entio ajuste ele.

fIn (senx)

lim 1
|
\ X J
"] i a“
4. Agora vocé tem um caso —, entio vocé pode usar a regra de
L’Hospital.

A derivada de (In(sen(x)) é

de "1*(—':- —5,ent3
ex x;g_.l'laD

(senx) - cos(x),ou cotg(x),e a derivada
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lim

E

b

1
| X

_lim (=X
B (69

5. Esse é um caso -8—, enido usa a regra de L'Héspital de novo.
X H]T,l ’__2.—-:(-
s S

_‘c;

=0
Calma! Essa ainda nao é a resposta
6. Ache o valor de y.
Vocé pode ver que a resposta de 0 no passo 5 é a resposta para a
equagao la de tras no passo 2:In(y) = ]nﬂ@;(sanx)”)? Entao,o 0 no
passo 5 diz a vocé que
In(y) = 0.Agora ache o valor de y:
In(yv)=0
v="1
Pelo fato de voceé ter igualado o limite a ¥ no passo 1,isso, finalmente, é
a sua resposta;

Syl
lim (senx)= 1

QQ,FHP___ Nao cometa o erro de pensar que vocé pode usar aritmeética basica ou as
&&/"\} leis dos expoentes ao lidar com qualquer forma indeterminada aceitavel
| ./ ou inaceitavel. Pode parecer que e — s deva ser igual a zero, por exemplo,
_ mas nao é.Da mesma maneira, () - oo # (), % 1,002 1,02 e l=%1.

Integrais improprias: basta olhar
para a maneira como a integral
estd sequrando o seu garfo!

Integrais definidas sao impréprias quando elas vao infinitamente para

cima, para baixo, para a direita, ou para a esquerda. Elas vao infinitamente
<4

longe para cima ou para baixo em problemas do tipo I dx que tem

x—23

i

uma ou mais assintotas verticais. Elas vao infinitamente longe a direita

: 1 1
ou a esquerda em problemas do tipo jr’ dx, ou J.m dx,onde um
5 —=
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ou ambos os limites da integragao sao infinitos (Ha outros poucos tipos
estranhos de integrais improprias, mas elas sao raras — nao se preocupe com
elas). Faria sentido apenas usar o termo infinifo em vez de imprdprio para
descrever essas integrais, exceto pelo fato marcante de que muitas dessas
integrais “infinitas” tém uma area finita. Mais sobre isso em um minuto.

Vocé revolve ambos os tipos de integrais improprias transformando-as em
problemas envolvendo limites. Voceé somente nao pode fazé-los da forma
regular. D& uma olhada em alguns exemplos.

Integrais impriprias
com assintotas verticais

Uma assintota vertical pode estar na margem da érea em questdo ou no
meio dela.

Uma assintota vertical em um dos limites da integragéo

1 . S : :
Qual é a area sob y = & de 0 até 1?7 Essa funcao é indefinida em x = 0,e
ela tem uma assintota vertical ai. Entao vocé tem que lranslormar a integral

definida em um limite:

1
] : 1 2 o B
j 2 dx= lim =z dx (aareaem questao é a direita do zero,
§ entao ¢ se aproxima do zero pela direita)
|

(regra inversa da poténcia)

C

-im{en-(-3)

=-1~(-)

I

lim [L
X

o=l

=—l+m

=T

Essa area € infinita, o que provavelmente nao o surpreende porque a curva
sobe infinitamente. Mas fique calmo, apesar do fato de a préxima funcao
também subir infinitamente em x = 0,sua area € infinita!

’ : 1 : : § oo
Encontre a area sob y= Tx de 0 até 1.Essa funcao também & indefinida
em x = (), entao o processo € o mesmo do exemplo anterior,

! 1 : |
= (X = 1”]‘.jq—_dx
VX =) Nx

¢

(regra inversa da poténcia)

_ lim ixzm]]
Tealr| o :
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C—

3
=g -0
o
g

k: Convergéncia e divergéncia: Vocé diz que a integral impropria
= converge se o limite existir, isto é,se o limite for igual a um nimero finito
= / como no segundo exemplo. Caso contrério,a integral imprépria é diga

% divergente — como no primeiro exemplo. Quando uma integral impropria
diverge, a area em questao (ou parte dela) é igual a eo QU — o0,
Uma assintota vertical entre os limites da integracao
Se 0 ponto indefinido do integrando estiver em algum lugar entre os
limites da integracdo, vocé divide a integral em duas — no ponto indefinido
—e depois lransforma cada integral em um limite ¢ comeca dai. Avalie
J- -3|]= dx.Esse integrando € indefinido em x = 0.

Vx

~]

1. Divida a integral em duas no ponto indefinido.

h [ B
J.T.I-——dx= J--glI=dx + ﬂ_ﬂ1-=dx
=1 \'le -l -"I i (it \Ix
2. Transforme cada integral em um limite e avalie.
Para a integral J ,adrea éa ESQUE!I’d;:l do zero, entao ¢ se aproxima do
zero pela esqa_lé'rda.Para a integral J-,a area € a direila do zero, entao ¢

se aproxima do zero pela direita.

c 8
_ lim 1 lim [ _1
= s J‘de + ¢ ,c--J.’s\?d'f
[ 8

=lim |3 '4.!3] " lim [_3_ x2.-‘3}

0ol { 2 x » ¢ = 2 .
18 Elr’I;i (_g CYs _ ;;_ ) % li_l?%- (6 - % sz)
o el
=45

Se vocé falhar em notar que a integral tem um ponto indefinido entre os

limites da integracao, e vocé integrar da maneira comum, voed talvez obtenha
8

a resposta errada. O problema acima,J‘ ‘ql? dx,acontece de dar certo se
VX
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vocé o fizer da maneira comum. No entanto,se voce fizer ) L v da maneira
comum, voceé nao apenas obtém a resposta errada como tambem uma
resposta totalmente absurda de 2 negativo,apesar do fato de a funcao ser

positiva de-1 até 1.Moral da historia: nao arrisque.

Se uma das partes da integral dividida divergir,a integral original diverge.
Vocé nao pode obter,digamos,-= para uma parte e e« para a outra parle e
depois somar para obter zero.

Integrais improprias com um ou dois
limites infinitos de integracéo

Voceé faz essas integrais improprias transformando-as em limites onde ¢ se

aproxima do infinito ou do infinito negativo. Aqui estao dois exempkjs l dx

ja’x

Entao essa integral impropria converge.

Na proxima integral, o denominador € menor — x em vez de x* — e assim a
fracao é maior, entao voce esperaria J% dx ser maior que j % dx, 0 que
€. Mas nao € apenas maior, € muito, muito maior. |
j I = ll_f}}, il dx
X
-l i

=lim (jpe —n1)
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=oo—()

= o

Essa integral imprépria diverge.

A Figura 16-13 mostra essas duas fungbes. A drea sob ﬁ delatéewén
mesma que a area do quadrado 1 por 1 -a grosso modo, 1 centimetro ao
quadrado. A drea sob - de 1 até e« € muito, muito maior - na verdade, é
infinitarnente maior dgque quadrado grande o suficiente para cercar a
galaxia da via lactea. Seus formatos sio muito parecidos, mas suas areas
nao poderiam ser mais diferentes.

[E=—s |
Figura 16-13:
A area sob

1 3
— de 1 até
x°

o 2 aarea

sob-]— de 1%
x #
ate «. )
EEmses—ea—

A propésito, essas duas fungdes aparecem novamente no Capitulo 17 em
séries infinitas. Decidir se uma série infinita converge ou diverge - uma
caracteristica distinta bastante parecida com a diferenca entre essas duas
fun¢oes — ¢ um dos tépicos prin¢ipais do Capitulo 17.

Quando ambos os limites da integracéo forem infinitos, vocé separa a
integral em duas e transforma cada parte em um limite. Separar a integral
em x =0 & conveniente porque o zero é um numero facil de lidar mas
voceé pode dividir em qualquer lugar que vocé quiser. Zero talves pareca
uma boa escolha porque parece estar no meio entre - e oo, Mas isto é
uma ilusdo porque nao ha meio entre -co e co, 0u vocé poderia dizer que
qualquer ponto no eixo x é o meio.

Aqui estd um exemplo: J ! dx
X' +1

—t

1. Divida a integral em duas.
] 0

1 (1 F 4
J.fudx‘_jxuld“affﬂdx'

2. Transforme cada parte em um limite,
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i 1 i 1
:.-IHE,J. ﬁ dx + LhH} r]J. X“'}T dx
3. Avalie cada parte e some 0s resultados.
= M [arctg(x)]2+ 1M [arctg(0)]]
= ]Lﬁl (arctg(0) —arctg(c)) + lim (arctg(c) —arctg(0))

SO

T

]

et
=
Il

' Se qualquer “pedaco”da integral divergir, o todo diverge.
@

2o Fazendo soar a corneta de Gabriel

qk' Esse problema da corneta talvez o impressione.

A corneta de Gabriel é o solido gerado ao girar sobre o eixo x a regiao

ilimitada entre y = 1 € 0 eixo x (para x = 1).Veja a Figura 16-14.
%X

Tocar esse instrumento apresenta desafios nao insignificantes: 1) Nao tem
parte final para vocé colocar na boca; 2) Mesmo se tivesse, levaria muito
tempo para chegar ao final; 3) Mesmo se vocé conseguisse chegar ao

final e coloca-lo na sua boca, voce nao poderia soprar ar nenhum através
dela porque o buraco é infinitamente pequeno; 4) Mesmo que vocé
conseguisse assoprar a corneta, seria um tanto quanto inutil porque levaria
muito tempo para o som sair. Existemn dificuldades adicionais — peso
infinito, nao cabe no universo, e assim por diante — mas eu desconfio que
voce tenha entendido totalmente.

Acredite ou nao,a corneta de Gabriel temm um volume finito, mas uma area
de superficie infinita!

Voce usa 0o método da panqueca para descobrir seu volume (veja o topico
da pilha de panquecas). Lembre-se que o volume de cada panqueca

representativa é nr'dx. Para esse problema, o raio é ~1—, entao o pequeno
x -

2
pedago do volume é n (lj dxNoceé encontra o volume total sornando os
X

pequenos pedacos entre 1 e .
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¥

3

ra -
=
o -
-
(=2

r

|

Y

8

Figura 16-14: -1

A corneta de

Gabriel. L
(=]

o

kY
Eu calculei no topico sobre integrais improprias que J(-;—e |dx = 1,entao o
volume € - 1,0u apenas . ; i

Para determinar a area da superficie, primeiro vocé precisa da derivada da
funcao (veja o tépico “Superficies de revolucac™):

Y=
X
dy __1
ay X
Agora insira tudo na férmula da area da superficie:
) b I oy 1 "2
Area da superficie =2n | — f +L— —J dx
xV el
=on[L f+L ax
J X vV
' : (1 Ny
NOs determinamos que J— dx=eo,e pelo fato de — 1+ ser sempre
x - o R
L 1 - | 155 A . : -
maior que — no intervalo [1,e), | — 1 +— também deve ser igual
X J x N X

a = Finalmente, 2r vezes » continua sendo ., é claro,entdo a area da
superficie € infinita.

Pergunta boénus para aqueles com propensao filoséfica: Supondo
que Gabriel seja onipotente, poderia ele superar as dificuldades
mencionadas acima e assoprar sua corneta? Dica: Todo o calculo do
mundo nao vai lhe ajudar com essa aqui.
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Capitulo 17
Serie infinita

Neste capitulo
Continuandoe da seqiiencia para a série
Urna série infinita — o atrasado devido a chuva nao vai ter fim
Ficando musical com a série harmonica
Dando uma boa olhada na série telescopica
Testando em busca de convergéncia
Torcendo pelo teste da raiz

Analisando série alternativa

ssim como quase (que completamente com todos os topicos, o
assunto desse capitulo envolve a idéia do infinito — especificamente,

series que continuam para o infinito. Uma série infinita é a soma de uma

lista sem fim de numeros como = ] +; +‘; +é +....Pela lista nao ter fim, nao

e surpreendente que esse tipo de soma possa ser infinita. O que é incrivel é
que algumas séries infinitas somam um nimero finito. Esse capitulo abrange

dez testes para decidir se a soma de uma série é finita ou infinita.

O que voce faz nesse capitulo é muito fantastico quando vocé pensa
sobre isso. Considere as séries 0.1 + 0,01 + 0,001 +0.0001 + ... Se vocé se
distanciar o suficiente, vocé vai encontrar um niamero que tem tantos zeros
a direita do ponto decimal que mesmo que cada zero fosse tao pequeno
quanto um proton,nao haveria espaco suficiente em todo o universo
apenas para escrevé-lo! Por nosso universo ser tao vasto, qualquer coisa
nele — digamos o nimero de particulas elementares — é uma gota d’agua
no oceano perto das coisas que voceé ve nesse capitulo. Na verdade, nem
mesmo uma gota d'agua no oceano, porque perto do infinito, qualquer
coisa finita soma nada.Voce ja deve ter provavelmente ouvido Carl Sagan
se emocionar com os“bilhoes e bilhoes e bl]hoes de estrelas na nossa
galaxia."bilhoes e bilhoes™— pffffii.
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Seqiiéncia e série: 0 que elas sao

§ s hzadadid & : B
Aqui estd uma segliéncia: 9'4'3°'16 ,.... lransforme as virgulas em sinais
de adicéo e vocé tem uma xér."e:E + El + %+ 1—1{3 +....Muito simples, hein?

Investigar as séries € o que esse capitulo vai fazer, mas eu preciso discutir

brevemente a seqiiéncia para criar a base para série,

Amarrando as seqiiéncias

Uma seqiiéncia é simplesmente uma lista de nimeros. Uma seqiiéncia
infinita € uma lista de nimeros sem fim. Esse € o (inico tipo que nos
interessa, e toda vez que o temo segiiéncia (ou série) é usado sozinho,
ele significa uma seqiiéncia infinita (ou série infinita).

Aqui estd a forma geral para a seqiiéncia:
ay,dz,az, Aa, ... Ag,

onde rz vai de 1 (geralmente) até o infinito (algumas vezes n comeca

no zero ou outro nimero). O quarto fermo da seqiiéncia, por exemplo,

€ a; (Iese“a indice 4"); o n-€simo termo € a, (1&se“a indice n™). A coisa
com a qual nés nos preocupamos € o que acontece com uma seqiiéncia
infinitamente distante a direita, ou como 0s matematicos dizem, no limite”.
Uma notagao abreviada para essa seqiiéncia € {a,}.

Bem la atras, na introducao, eu discuti a seguinte seqiiéncia. E definida

2 1
pela [ormula n-55°

1L L 1

111 .
2'4°8'167 " 2
O gue acontece com essa seqiiéncia no limite é dbvio. Cada termo fica
cada vez menor,certo? E se voceé se distanciar o suficiente, vocé pode
encontrar um termo tao perto do zero como voceé quer, certo? Entao,

g =l 1 b g

i oe n ‘“2.1_2“-_
Lembre dos Capitulos 7 ¢ 8 como inlerprelar esse limite. A medida que n
se aproxima do infinito (mas nunca chega 13), a, fica cada vez mais perto
de zero.

Convergéncia e divergéucia de seqiiéncias
Devido ao fato de o limite da seqiiéncia anterior ser um niamero finito,
voc€ diz que a seqiiéncia converge.
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i’ ﬁA’LC&; -~ - - - - L #
o ‘o Convergéncia e divergéncia de uma seqiiéncia: Para qualquer

seqiiéncia {a,},se n[lfﬁ a,=L,onde L &€ um nimero real, entao a seqiiéncia
converge para L.Caso contrario, a seqiiéncia diverge.

As seqliéncias que convergem, de certa forma, se estabilizam em um
numero em particular — mais ou menos alguma quantia miniscula — depois
que voceé se distancia o suficiente & direita. As seqiiéncias que divergem
nunca se estabilizam. Ao contrério, as seqiiéncias divergentes podem...

1~ Aumentar para sempre, nesse ¢aso lim g, = e Dizse que esse tipo

[

de seqiiéncia “explode”. Uma seqiiéncia também pode ser igual ao
infinito negativo no limite.

1+ Oscilar (ir para cima e para baixo) como a seqiiéncia 1,-1,1,-1,1,-1

+# Nao exibir padrao nenhum - isso é raro

Seqiiéncias e fungoes andam de maos dadas

s sl i ipodf- ser pensada como um
T274'8'16 2 i

21’:

A seqliéncia

conjunto infinito de pontos descontinuos (descontinuo é uma palavra

maternatica sofisticada para separado) ao longo da funcao continua f(x)
1 1

= 2—X,A Figura 17-1 mostra a curva fix) = 5 €08 ponlos na curva que

marcam a sequencia.

y

A

3__

1
EaEEe— A flx) ==
Figura17-1; 2 2

Os pontos da
curva \
1

]
flx) = — _1
f "7 Ll f(2) =
SEQUEIT]C[E < 1 ; _H___'__'f'———-——-—%iﬁ—-——q:j- : =X
o0 . 1 2 4 5 6
—— ¥

A sequiéncia € formada pelos outputs (os valores de y) da funcao onde os
inputs (os valores de x) sao inteiros positivos (1,2,3,4,...).
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A seqliéncia e a funcao relacionada andam de maos dadas.Se o limite da
fun¢ao,a medida que x se aproxima do infinito, é algum nimero finito, L,
entao o limite da seqiiéncia também € L. e assim, a seqiiéncia converge
para L. Também o grafico desse tipo de par de func¢oes convergente/
seqguiéncia tem uma assintota horizontal em L; o grafico na Figura 17-1 tem
uma assintota com a equacao y = (.

Determinando limites com a regra de ['Héspital

Lembra-=se da regra de L'Hospital do Capitulo 167 Vocé vai usa-la agora
]

- e s T 7

para encontrar os limites da seqgiiéncia. A sequéncia a, = 5n converge ou
. : ; ; : O ¥ n?

diverge? Inserindo 1,depois 2, depois 3, e assim sucessivamente, em S

vOCE gera alguns primeiros termos da seqiiéncia:
1,9,2536 49 64
2' 8 32647 128° 256"

O que voce acha? Depois de subir por alguns termos, a seqiiéncia desce

e parece que vai continuar descendo — parece que ela vai convergir para
zero. A regra de L'Hospital prova isso.Voce usa a regra para determinar o

gt = 2 o o -
limite da fungao filx) = _ X que anda de maos dadas com a seqiiéncia
n’ 2

2;? "

Para usar a regra de L'Hospital, pegue a derivada do numerador e a
derivada do denominador.

Para esse problema, voceé tem que usar a regra de L'Hospital duas vezes:

Lo L B 2 £
im 5= lim S5 = im o ms ==

Xopes = X XN e

=1

Pelo fato de o limite da fungao ser 0,e também o limite da seqiiéncia, e

¥

assim a seqiiéncia 5 converge para zero.

Somando séries

Uma série infinita (ou apenas série em resumo) € simplesmente a soma

de um nimero infinito de termos de uma seqliéncia. Aqui esta a seqiiéncia

o . 1
do topico anterior de novo,a, =D

E aqui esta a série associada com essa seqgiiéncia:

kL b 4
S+ T Tg gt
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Vocé pode usar uma notagao sofisticada, usando o sigma para escrever
essa soma em uma forma mais compacta:
Sl
n=1 zﬂ
O simbolo de somatéria diz para vocé inserir 1 no lugar de n, depois 2,
depois 3, e assim sucessivamente, e depois somar todos os termos (mais
sobre notagao sigma no Capitulo 13).Um procurador de defeitos pode
observar que voce, na verdade, nio pode somar um nimero infinito de
termos. Ok. Entao aqui estd o detalhe para os procuradores de defeitos.
Uma soma infinita é tecnicamente um Iihmite.Em outras palavras,
1 _ lim ZL
LA T

Fara encontrar a soma infinita, vocé pega o limite — do mesmo jeito que voce
faz para as integrais (veja o Capitulo 16) improprias {1r1d9ﬁmdas) L)aqm em

diante, de qualquer forma, eu so escrevo somas infinitas como Z? e abro
i=1

mao da bobagemn do limite.

Somas parciais

Continuando com a mesma série, dé uma olhada em como a soma cresce
listando a“soma” de um termo (tipo o som de uma mao aplaudindo),a
soma de dois termos, trés termos, quatro, e assim sucessivamente:

[S—

Sg='§'

el ecllind

R=g+y=y

gt s slual wgd

o e

gL IrAnele o 948

R T T

gt d g L 1 1 ]
ahFt gttt Tt o

Cada uma dessas somas é chamada de soma parcial da série.

) Soma parcial: A n-ésima soma parcial,S,, de uma série infinita é a soma
/) dos primeiros n termos da série.

A convergéncia e a divergéncia de
uma série — o evento principal

Se voce listar agora as somas parciais anteriores, vocé tem a seguinte
seqguencia de somas parciais:

13

[
2AAE ]G

goeamn
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O ponto principal desse capitulo é descobrir se esse tipo de seqiiéncia de
sOmas parciais converge — se move em direcédo a um nimero finito — ou
diverge.Se a seqiiéncia de somas parciais convergir, vocé diz que a série
converge; caso conlrario,a seqiiencia de somas parciais diverge e vocé diz
que a scrie diverge. O resto desse capitulo é dedicado as muitas técnicas
usadas para fazer essa determinacao.

A propasito, se voce estiver um pouco confuso pelos termos seqiiéncia e
$érie e a conexao entre eles, vocé nao esta sozinho Manter as idéias certas
nao e facil. Para comecar, note que existem duas seqiiéncias associadas

b VIR SN o IS | ”
com toda e qualquer série. Com a série 5 + — + 3 + = ..., por exemplo, vocé

1 2 4 8 18°
tem a seqlencia subjacente, +, ., 5,75 ..., também a seqiiéncia de somas
'3 7-15 #4816
parciais, TR Nao & uma ma idéia tentar manter essas coisas correlas,

mas tudo que vocé realmente precisa se preocupar é se as séries somam
um nimero finito ou nao.Se ela somar, ela converge; se nao, ela diverge. A
razao para entrar na nogao um tanto quanto confusa de uma segiiéncia

de somas parciais € que as definicdes de convergéncia e divergéncia sao
baseadas no comportamento da seqiiéncia,e nao da série. Mas — eu espero
que seja 6bvio - as idéias so mais importantes do que a terminologia, e de
novo,a idéia importante que vocé precisa observar é se a série soma ou nao
um namero finito.

E a série anterior? Ela converge ou diverge? Nao precisaria ter muita
imaginacao para ver o padrao a seguir:

g L 1
b._%_l——é—
I
S-g:z:]—&"
o T 1
b:4=85—1—§
1 1
#1676
. 1
bﬂ_l 2?1

Encontrar o limite dessa seqiiéncia de somas parciais é 6bvio:

1 1
!iﬂ}o‘s”:]im (1_2_“):1_;=1_ﬂ:1

il —x -
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Entao, essa série converge para 1. Em simbolos,

: + L + 03 +au=1

8 16"
A proposito, isso talvez faca vocé se lembrar do paradoxo sobre andar em
direcao a uma parede, onde seu primeiro passo € metade da distiancia da
parede, seu segundo passo é metade da distincia restante, seu terceiro
passo € metade da distancia restante, e assim sucessivamente.Voce vai
conseguir chegar a parede? Resposta: Depende. Mais sobre isso depois.

Convergéncia ou divergéncia?
Essa é a questéo

Esse topico contém nove maneiras de determinar se uma série converge
ou diverge. No proximo topico sobre séries alternadas, eu olho a décima
maneira, e depois eu resumo todas as dez no topico final.

Um teste de divergéncia ébvio:
0 teste do n-ésimo termo

Se os termos individuais de uma série (em outras palavras, os termos da
seqiencia adjacente da série) nao convergdirem para zero, entao a série
deve divergir. Esse € o teste do n-ésimo termo para divergéncia.

O teste do mésimo termo: Se lim ¢, = 0,entao Za,, diverge (Eu suponho
§ fMpoa
que voce descobriu isso com esse simbolo de somatoria sem nada, n vai do 1

até o infinito).

Se vocé pensar bem, é apenas bom senso. Quando uma série converge,
d50ma se concentra em certo niimero, A tinica maneira que isso pode
acontecer é quando os nimeros que estio sendo adicionados estio

ficando infinitesimalmente menores — COmMO na série sobre a qual eu

| g e’ | : AT
venho falando: 7+~ +=5+—4 Imagine, em vez disso, que os termos de
24 8716 3

o . ; : 2] 2
uma serie estejam convergindo, digamos, para 1,como na série PR
4 5 5 n o
T+ Gt --.,gerada pela férmula a, = o -Nesse caso, quando vocé soma

0s termos, voce esta somando niimeros extremamente perto de 1 repetidas

VEZes para sempre — e isso deve somar ao infinito. Entao, para que uma
serie seja convergente, os termos da série devem convergir para zero, Mas

tenha certeza que vocé entendeu o que o teste do n-ésimo termo ndo diz.
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Quando os termos de uma série convergem para zero, 180 ndo garante que
a série converge. Na linguagem logico-matematicalesa — o fato de que os

| termos de uma série convergem para zero € uma condigdo necessdria, mas

w ndo suficiente para concluir que a série converge para uma soma finita.

Pelo fato de esse teste ser geralmente muito facil de aplicar, deveria ser
uma das primeiras coisas que vocé verifica ao tentar determinar se uma
série converge ou diverge. Por exemplo,se lhe pedem para determinar se

o 11" Y =
L(l + H) converge ou diverge, note que cada termo dessa scrie € um

=1 r
niimero maior do que 1 sendo elevado a uma poténcia positiva.Isso sempre

resulta em um namero maior do que 1 e, assim, 0s lermos dessa série nao

convergem para zero, e a séric deve entao divergir.

0 teste do n-ésimo termo nao funciona apenas para série positiva comuin
como as desse topico, mas ele também funciona para séries com termos
positivos e negativos (Mais sobre isso no final deste capitulo no topico sobre
“Séries Alternadas™).

Trés séries bdsicas e seus testes
de convergéncialdivergéncia

Séries geométricas e as chamadas sériesp sao relativamente simples, porém
sdo séries importantes que vocé pode usar como referéncia ao determinar a
convergéncia ou divergéncia de séries mais complicadas. Séries telescopicas
ndo aparecein muilo, mas muitos livros de calculo as descrevemn. Entao quem
sou eu para me opor a tradigao?

Série geométrica
Uma série geomélrica ¢ uma série na forma:
a+artar+af+ar+..= 2, ar
n=0
O primeiro termo,a, é chamado de primeiro termo.Cada termo depois do
primeiro € igual ao termo antecedente multiplicado por r,que é a razado.
Por exemplo,se a for 5 e r for 3,voce tem '

5+5.3+5.3+5 .35+ ..
=5+15+454+135+...

Vocé apenas multiplica cada termo por 3 para obter o préximo termo.
A proposita, 0 3 nesse exemplo é chamado de razdo porque a razao de
qualquer termo dividido pelo seu termo antecessor € igual a 3, mas eu
acho que faz muito mais sentido pensar no 3 como o seu multiplicador.
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Se a for 100 e r for 0.1, entao vocé tem

100+ 100.0,1+100.0,1*+ 100 .0,12 + 100 .0,1% + ...
=100+ 10+ 1+0,1+0,01+...

Se isso te faz lembrar de alguma coisa, vocé tem uma boa meméria.E a série
para o paradoxo de Aquiles versus a tartaruga (volte até o Capitulo 2).

E se a for %2 e rtambém for ¥, vocé tem a série que eu tanto venho falando:
q

1,111
s

A regra da convergéncia/divergéncia para série geométrica ¢ muito facil.

Regra da série geométrica: Se 0 <|r| <1, a série geométrica

( M 2 fimp
;.Se I r]21,asérie diverge (Note que essa

ar® converge para 7

regra funciona quando -1 < r < (), neste caso vocé obtém uma série

alternada; mais sobre isso no final desse capitulo).

No primeiro exemplo,a = 5 e r = 3,entao a série diverge. No segundo
100 100

1-01~ 09 ~
111*/s.Essa é a resposta para o problema de Aquiles versus a lartaruga:

exemplo, a € 100 e r € 0.1, entao a série converge para

Aquiles ultrapassa a tartaruga depois de correr 100!/, metros.E no terceiro
exemplo,a =12 e r="Y% entio a série converge para l—iél? =1.Essaéa
distancia que vocé anda se vocé comegar a 1 jarda da parede, depois de
uma passo e fique a meia distancia da parede, depois melade da distincia
restante, e assim sucessivamente Vocé da um niimero infinito de passos, Imas
viaja uma mera jarda.E quanto tempo vai levar para chegar a parede? Bem,
se voce mantiver uma velocidade constante e ndo pausar entre os passos

(0 que, é claro, é impossivel), vocé vai chegar 14 no mesmo tempo que vocé
levaria para andar toda uma jarda.Se voce pausar entre 0s passos, mesmo

que por um bilionésimo de segundo, vocé nunca vai chegar a parede.

Série-p
Uma série-p é da forma:

Sl ko3 11
+‘jp 2P+3,U+4.ﬂ+"'

il

(onde p & uma poténcia positiva).A série-p para p = 1 € chamada de série
harmaonica. Aqui esta ela:

T gy

gty
Embora isso cresca muito devagar — depois de 10.000 termos,a soma é somente,
mais ou menos,9,79! - a série harmonica de fato diverge para o infinito.

o e
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A proposito, isso é chamado de série harménica porque 0s nUMeros na
série tém algo a ver com a maneira que uma corda musical,como a corda
de um violao, vibra — nao pergunte. Para entusiastas da historia, no século
6 a.C., Pitagoras investigou a série harménica e sua conexao com as notas
musicais de uma lira.

Aqui esta a regra da convergéncia/divergéncia para a serie-p:

Regra da série-p: A série-p z = converge seP>1edivergese P< 1.

n=1

Como voceé pode ver a partir dessa regra,a série harmonica forma a linha
diviséria da convergencia/divergéncia para a sériep. Qualquer série;p com
termos maiores do que os termos da série harmonica diverge; e qualquer
série-p com termos menores do que os termos da série harmonica, converge.

A série-p para p = 2 é outra série comum:

il Ul S S i
]+?+§+}l—2+?+§+_..,
i L8 alionslcnl

1
R e e s
I R (e
A regra da série-p diz a vocé que essa série converge. Isso pode ser
mostrado — embora seja além do objetivo desse livro — que a soma

J.
converge para - .Mas, ao contrario da regra da série geomeirica, a regra da
série-p apenas diz a voce se uma série converge ou nNao, € nao para qual

nimero ela converge.

Série telescopica

Vocé nao vé muitas séries telescopicas, mas a regra da série telescopica
& boa para ter na sua bolsa de truques — vocé nunca sabe quando ela
vai ser ttil. Considere a seguinte série:

S RIS o W

== n(n+l) ol feres e g
Para ver que essa série € uma série telescopica, voce tem que usar a
l1écnica das fragoes parciais do Capitulol5 — desculpe ter que trazer isso a

cOmo —— —L—.Agora VOCE tem

1
nin+1) n n+1

S )= (-0 32 BB -4

Vocé vé como todos esses termos vao agora colapsar ou encurtar? Os '/, se
cancelam,os /3 se cancelam,o0s '/, se cancelam, e assim sucessivamente.
Tudo o que resta é o primeiro termo, 1 (na verdade, € apenas metade de

tona de novo — para reescrever

ot G T 1 £ HIE
um lermo), e o “altimo” meio-termo, T .Entao a soma é simplesmente
n+
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|

.No limite, & medida que n se aproxima do inﬁnito,—t——
n+1 n+1

converge para zero, e assim a soma converge para 1 -0,ou 1.

Cada termo em uma série telescopica pode ser escrito como a diferenca de
dois meiostermos — chame-o0s de termos /1. A série telescépica pode entio ser
escrita como:

(h] =h)+ (Fr, —hg) + (_h;;‘— h) o+ (hs -h)+.. .+ (h,—h,. 1)

Eu aposto que vocé esta doido POr outra regra, entao aqui esta a proxima.

Regra da série telescopica: Uma série telescopica da forma acima converge
) se h, converge para um nimero finito. Nesse caso, a série converge para h,
> ~lim g, Se h,.; diverge,a série diverge.

L

Nole que essa regra, como a regra para a série geométrica, permite
que voce determine qual niimero uma série telescopica convergente
converge. Essas sao as tinicas duas regras que eu falo que voce

pode fazer isso. As outras regras para determinar a convergéncia ou
divergéncia nao permitem que voce determine para onde uma série
convergente converge. Mas, ei, vocé sabe o que eles dizem,“dois dentre
dez nao é tao ruim”.

Trés testes de comparaciio para
convergéncialdivergéncia

Digamos que vocé esteja tentando descobrir se uma s€rie converge ou
diverge, mas ela néo se encaixa em nenhum dos testes que vocé conhece.
Nao se preocupe.Vocé encontra uma serie padrao que vocé sabe que
converge ou diverge e depois Compara a sua nova série com o padrao
conhecido. Para os trés testes a seguir, se 0 padrao convergir,sua série
converge; e se o padrao divergir, sua série diverge.

0 teste da comparacéo direta
Essa é uma regra simples ¢ de bom SCNS0. 5e VOoce tem uma série que
€ menor que uma série padrao convergente, entdo a sua série também
) deve convergir. E se sua série for maior que a séric padrao divergente,
MATe,  entao a sua série também deve divergir. Aqui esta a bobagem.

u | ? #| Teste da comparacio direta: Deixe que 0 > a, > b, para todo n,

L3 oy
Se Z b, converge, entao Z a, converge,
fi=] n=] L

Se 2_ a, diverge, entao 2. b, diverge.
fi=1] 1

=1



3 2 é Parte V: Integracao e series infinitas

0 que voceé acha de um exemplo? Determine se Z converge ou
=1

S+ 3"
diverge. Muito facil. Essa série lembra a }: 3w que € uma serie com rigual a

n=1

/5 (Note que vocé pode reescrever isso na forma padrao da série geométrica

1 1 2 " - - ' 3
s (EP Porque D<|rl<1,essasérie comerge_ E porque T

menor do que 7q para todos os valores de n, Z N %“ também deve convergir.
. n=1

Comao

"‘».qm esta outro exemplo: O Z— converge ou diverge? Essa série lembra

Z Inn .
Fi série-p harmdnica que é conhecida por dl*\f(—'!’glr Porque g é

al

maior que — -, para todos os valores de n z 3, entao Z— também deve

=1

divergir A propos.lto,se voce estiver pensando porque eu posso considerar

apenas os termos onde n > 3,aqui esta o porque:

G Para qualquer um dos testes de convergéncia/divergéncia, vocé pode

desconsiderar qualguer nimero de termos no comego de uma série.E se
vocé estiver comparando duas séries, vocé pode ignorar qualquer nimero
de termos do comego de qualquer uma ou de ambas as séries — e vocé
pode ignorar um nimero diferente de termos em cada uma das duas séries.

Essa lolal desconsideracao de termos iniciantes inocentes € permitida porque
os primeiros, digamos, 10 ou 1000 ou 1.000.000 termos de uma série sempre
somarm um nimero finito e assim nunca tem qualquer efeito em se uma série
converge ou diverge. Note, no entanto, que desconsiderando um numero de
termos afetaria o total para o qual uma série convergente converge.

O teste da comparacao direta diz a voce nada se uma série que voce
esteja investigando for maior que uma série convergente conhecida ou
menor que uma série divergente conhecida.

Por exemplo, digamus que voce queira determinar se 2, 10 convcrge
n=l

Fssa série lembra a Z—,que € uma série-p com p igual a ‘fp O teste da

série-p diz que essa série diverge, mas isso nao te ajuda porque sua série €

menor do que esse padrao divergente conhecido.

Em vez disso,vocé deve Comparar sua série com a série harmonica

divergente, Z .Sua série,
a=1 N 10+
um pouco de trabalho demonstrar isso; tente). POrque a sua série é maior

do que a série harmonica divergente,sua série também deve divergir.

f— € maior do que — sl para todo n = 14 (da

0 teste da comparacdo do limite
A idéia por tras desse teste é que se vOocé pegar uma série convergente
conhecida e multiplicar cada um dos seus termos por algum nimero,
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entao essa série também converge. E nao importa se esse multiplicador

e, digamos, 110, 0u 10.000, ou /o0 porque qualquer nimero, grande ou
pequeno, vezes a soma finita da série original ainda é um nimero finito.

A mesma coisa vale para uma série divergente multiplicada por qualquer
namero. Essa nova série também diverge porque qualquer ntimero,
grande ou pequeno, vezes o infinito ainda é igual ao infinito. Isso é muito
simplificado — é somente no limite que a série é tipo um multiplo da outra
— mas isso transmite o principio basico.

Voce pode descobrir se esse tipo de conexéo existe entre duas séries olhando
para a relagao entre os n-ésimos termos das duas séries 4 medida que n se
aproxima do infinito. Aqui estd o teste.

Teste da comparacao do limite: Para duas series, Zan 5 Zb,. se a, >

I

- [a Ir e = % =
/ 0,6,50,e E'_'H ( bﬂ) =L,onde L é finito e positivo, entao ou as duas séries

convergem ou as duas divergem.

Esse € um bom teste para usar quando voce nao pode usar o teste da
comparacao direta para sua série porque vai para o lugar errado — em
outras palavras,sua série é maior que uma série convergente conhecida
Ou menor que uma série divergente conhecida.

Aqui estd um exemplo: A Z—ql—
n=2 N> —Inn

lembra a série-p convergente, et entao esse € o seu padrao. Mas vocé nao

converge ou diverge? Essa série

pode usar o teste da comparacao direta porque os termos da sua série sio

) 1 ; % » R
maiores do que P Em vez disso, vocé usa o teste da comparagao do limite.

Pegue o limite da relacao dos n-ésimos termos das duas séries. Nao importa
quais séries vocg coloca no numerador e no denominador, mas colocando
a conhecida série padrao no denominador faz com que esses tipos de

problemas figuem mais faceis de fazer e de adivinhar os resultados.

1
2
. nt=1
lim A —inn
N —p on
n?
H;:
~ lim p2_qpp
T —%w=

2 .
= lim o _n (Regra de L'Haspital)

=4 o

5
n

= limz—z_l_ (Regra de L'Hospital de novo)
o~ +

n
s s
-2+—-1
o Tl
T 2+0
|
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ock

Porque o limite é finito e positivo e porque a série padrao converge, sua
série também deve convergir,

Assim, Z comerge

n=2 N

O teste da comparacao do limite € um bom teste para séries onde o
termo geral € uma fung¢ao racional; em outras palavras, onde o termo
geral & o quociente de dois polinomios.

Por exemplo, determine a convergéncia ou divergéncia de ZM

n=1 !‘.! + 4” + 3
1. Determine a série padrao.

Pegue a malor poténcia de n no numerador e no denominador
—ignorando qualquer coeficiente e todos os outros termos — e
simplifique. Dessa forma: !

@' 2}_— n+1 nd o1
: - = =—
@+4n+3 T n* "
s ' 58] § S :
Essa & a série padrao, F’a série harmonica divergente.

2. Pegue o limite da relacao enire os n-ésimos termos das duas
séries.
5n°—n+1
m+4n+3
im—

f— &

n
lim Sm-n?+n
= sl +4n+3

1

1
= i 27"5 (dividindo o numerador e o denominador por n*)
_2

i —» = } +—
n_
oo e

o 4w

=T

l+— —

20 4 oo

" 5=0+0
1+0+0

=5

3. Porque o limite do passo 2 € finito e positivo e porque a serle
padrao diverge, sua série também deve divergir.

onf—n+1 .
Assim, ;m diverge.

O teste da comparacao do limite & sempre expresso como aparece no
cormeco dessa secao,mas eu quero mostrar — ignorando de forma imprudente
a nobre tradicao dos autores de livros de calculo — que é de certa forma,
incompleto. O limite, L, nao precisa ser finito e positivo para o teste funcionar.
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Primeiro,se a série padrao é convergente, e vocé a coloca no denominador do
limite, e o limite & zero,entao a sua série também deve convergir. Note que se
o limite é infinito, vocé nao pode concluir nada. E segundo,se a série padrao

é divergente, e vocé a coloca no denominador, e o limite € infinito, entao sua
série também deve divergir. Se o limite € zero,vocé nao aprende nada.

0 teste da comparacao da integral

O terceiro teste padrao envolve a comparacao de séries que vocé esta
investigando em relacao a sua integral imprépria familiar (veja o Capitulo
16 para mais sobre integral imprépria).Se a integral converge,sua série
converge; e se a integral diverge, assim faz a sua série. A propdsito, no
meu conhecimento, ninguém mais chama isso de teste da comparagao
da integral — mas deveriam, pois é dessa maneira que funcicna.

Aqui esta um exemplo. Determine a convergéncia e a divergéncia de
%‘.ﬁ O teste da comparacao direta nao funciona porque a série é
menor que a série harmonica divergente, ,]I-.Tentar o teste da comparagao
do limite € a proxima escolha natural, mas também nao funciona — tente.
Mas se voce notar que a série € uma expressao que voce sabe como
integrar, voce terminou (vocé notou, nao foi?). Apenas calcule a integral
impropria familiar com os mesmos limites de integracao como os

numeros-indice do somatorio — assim:

o

I 1 dx
xIlnn

s

B
. j 1
=lim ) xinx
hpe= InZ

B

= fid Jrﬁ dx (substituicdo comu=Inx e du= L dx;quando x = 2,

b 2 u=In2 e quando x = b,u=Inb)

Inb
Inz

- lim [lne]
=" (In(inb) - In(In2))
=In (Ine) - In(In2)

= =]
Porque a integral diverge, a série diverge.

Depois que voceé tiver determinado a convergéncia ou divergéncia de
uma série com o teste da comparacao da integral, vocé pode entao usar
essa serie com um referencia para investigar outras séries com o teste da
comparacao direta ou com o teste da comparacao do limite.
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och

NP

Por exemplo, o teste da integral acabou de dizer que L diverge.,

n: ]I‘L

Agora vocé pode usar essa série para investigar Z—[ — com o
o I —aln

teste da comparagao direta.Vocé vé o porqué? Ou voce pode investigar,

digamos, ZFInnl—H com o teste da comparacao do limite. Tente.
n=1 =

O teste da comparacao da integral € razoavelmente ficil de usar entao
nao esqueca de se perguntar se voce pode integrar a expressao da série ou
qualquer coisa parecida com ela.Se puder, BINGO.

A proposito, no Capitulo 16,vocé vé as duas integrais imprdprias aseguir:J‘

] : 1 L :
" dx,que diverge e = dx, que converge. D€ uma olhada de novo na Figura
1
16-13. Agora que voce sabe o teste da comparacao da integral, vocé pode
apreciar a conexao entre essas integrais e suas séries-p familiares: a série

= ' 1 2 1
harmonica dwergente,?, e a série-p convergente,;.

Aqui esta a bobagem para o teste da comparacao da integral. Note o detalhe.

Teste da comparacao da integral: Se f(x) for positivo, continuo,
e descrente para todo x 2 1 e se @, =f(n),entao ZQ,, jf(x)dx ou

ambos convergem ou ambos divergem.

Os dois testes do “R”: Razao e raizes

Ao contréario dos trés testes referenciais dos topicos anteriores, o teste da

razao e da raiz nao comparam uma nova série a um padrao conhecido.Elas
funcionam olhando apenas para a natureza da série que voceé esta tentando
descobrir Elas formam um par coeso porgue os resultados de ambos os testes
dizem a voce a mesima coisa. Se sua resposta for menor do que 1,a série
converge; se for maior do que 1,a série diverge; e se for exatamente 1,vocé nao
aprende nada e deve tentar um teste diferente.

0 teste da razde

O teste da razao olha para a razao de um termo de uma série com o seu
termo anterior imediato. Se, no limite, essa razao for menor do que 1,a série
converge; se for maior do que 1 (isso inclui o infinito),a série diverge: se for
igual a 1,0 teste é inconclusivo.

0 teste da razao funciona especialmente bem com as séries envolvendo
fatoriais como n! ou onde n estiver na poténcia como 3"
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O simbolo fatorial |, diz a vocé para multiplicar dessa maneira;
p I

6!=6-5.4.3.2- I.E note como as coisas cancelam quando voceé

S x 6
lem fatoriais no numerador e no denominador de uma fragao:rl_—} =
.

6- 5’ ﬂggzgzl‘be_! . 54\}13\3321‘_— Em ambos os casos, tudo

. (n+ 1) ! 1
cancela menos o 6.Da mesma maneira,~~———=n+1¢e = :
: n! (n+1)! n+1

tudo cancela menos o (1 + 1). Por fim, parece estranho, mas 0l = 1 — apenas

acredite no que eu digo.

Tente esse aqui: A Z— converge ou diverge? Aqui estd o que vocé vai

=

fazer. Olhe para o Ilmlte da razdo do termo (n + 1) com o n-ésimo termo:

1]

lim G+ L 3

Porque o limite é menor do que 1, Z

= [:ﬁ[

converge.

Aqui esta outra série: Z - Qual € o seu palpite — ela converge ou diverge?

rrlﬂ

Olhe o limite da razio:

(n + ™
lim _n+ 1)

B o n

n!
(n+1)™-nl
|11T1 (n+1) . n"

n+ 1)
l1m (n+1)-n"

3 (n+1)"
. “m n"

= =
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Quh

bl (1 + %) = e é um dos limites para

decarar,como discutido no Capitulo 8)
= 2718

Sollish : i
Porque o limite ¢ maior do que 1, Z"F diverge.
=1 .

0 teste da raiz

Como o teste da razao, o teste da raiz olha para um limite. Dessa vez
voce investiga o limite da raiz n-ésima do n-ésimo termo da sua série. O
resultado diz a vocé a mesma coisa que os resultados do teste da razao:
Se o limite for menor do que 1,a série converge; se for maior do que

1 (incluindo o infinito), a série diverge; e se o limite for igual a 1, vocé
nao aprende nada.

O teste da raiz € um bom teste de se tentar se a série envolve poténcias

e::'u
”Fi

Tente esse aqui: Z converge ou diverge? Aqui esta o que voceé tem de fazer:
=l

lgn

-
fim ¥

= lim evn
M

b, n/n

2 e
~ lim p
FE—

s

]

=0

Porque o limite € menor do que 1,a série converge. A proposito, voceé
também pode fazer essa série com o teste da razdo, mas € mais dificil —
acredite no que eu digo.

Algumas vezes € util dar um palpite instruido sobre a convergéncia ou
divergéncia de uma série antes que vocé comece um ou mais testes de
convergencia/divergéncia. Aqui estda uma dica que ajuda com algumas
series. As expressoes a seguir estao listadas da “menor” para a“maior”: n'°, 107,
nl,n" (O 10 € um nimero arbitrario; o tamanho do niimero nao afeta essa

ordem). Uma série com uma expressao “menor’ sobre uma expressao “maior”
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I

L s :
converge, por exemplo, | o ou ZF € uma série com uma expressao

=1 > =1

W s 1 & Lt} . = lrin- = 25”
maior”sobre uma “menor” diverge, por exemplo, Tog7 ©U > N
n=1

n=1

Série alternada

Nos topicos anteriores, vocé estava considerando series com termos
positivos. Agora vocé vai considerar as séries alternadas — séries onde os
termos alternam entre positivos e negativos — dessa forma:

2 4 8 16 PT84

Encontrando a convergéncia absoluta
versus a condicional

Muitas séries divergentes com termos positivos convergem se vocé mudar
0 sinal dos seus termos para que eles alternem entre positivos e negativos.
Por exemplo, vocé sabe que a série harménica diverge:

1 +—1+i+~1—+-]—+—]—+
2 drPSE TR Y
Mas, se vocé mudar um ou outro sinal para o negativo, vocé obtém a série

harmonica alternada, que converge:

2.8 HTE BT m
A propesito, ainda que eu ndo va mostrar a voce€ como calcular isso, essa
s€rie converge para In 2,que é igual a mais ou menos 0,6931.

Uma série alternada € dita ser condicionalmente convergente se for
convergenle como esta, mas se tornaria divergente se todos s seus termos
se tornassem positivos.

Uma série alternada é dita ser absolutamente con vergente sc ela for
convergente mesmo que todos os seus termos se tornassem positivos.
E qualquer série convergente absoluta é também automaticamente
convergente como esta.

Aqui esla um exemplo. Determine a convergéncia ou divergéncia da
seguinte série alternada:

= ko 1.1 31
1) i T i T

n=1
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Se todos esses termos fossem positivos, vocé teria a série geométrica familiar,

Zm: Y 1+ ! + e + ]— B 1

— 24 16

que, pela regra da série geomeétrica, converge para 2. Porque a série positiva
converge, a série alternada também deve convergir e vocé diz que a série
alternada é absolutamente convergente.

O fato de que a convergéncia absoluta implica em uma convergéncia
simples é apenas bom senso se voc€ pensar bem, A série geométrica
anterior tem termos positivos € Conveme para 2.5e voce tornasse todos os
termos negativos, eles somatriam -2, ) certo? Entao,se alguns dos termos forem
positivos e outros negalivos, a série deve convergir para algo entre -2 e 2

Vocé notou que a série alternada acima é uma série geometrica do jeilo
, 1 2% 2 :
que esta com r=~?? (Lembre que a regra da série geomeétrica funciona

para séries alternadas assim como para série positiva). A regra da a sua

a
s0ma: ( T

1 EJ

0 teste da sévie alternada

Teste da série alternada: Uma série alternada converge se duas
condigoes forem satisfeitas:

1.0 seu n-ésimo termo convergir para zero.

9 Seus termos serem nao-crescentes — em outras palavras, cada termo
é ou menor do que ou maior do que seu antecessor (ignorando o
sinal de menos).

Usando esse teste simples, vocd pode facilmente descobrir que muitas

séries alternadas convergem. Os termos tém gue apenas convergir para
zero e ficarem cada vez menores (eles raramente ficam 0s mesmos). A
série harmonica alternada converge pelo teste:

ks Lol Lo L. L
;z:;“} 5*3 a5 6
Assim como as duas séries a seguir:
B 1 1 1
1y i
Z:[, 1) \”2 |2 \'E \II4+ “JE \lvg‘i-
bl ]

1o
S s l-gtg-prtEgt

n=1
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O teste da série alternada pode apenas dizer que uma série alternada
converge para ela mesma. O teste nao diz nada sobre a série com
termos positivos. Em outras palavras, o teste nio pode dizer se uma
série & absolutamente convergente ou condicionalmente convergente.
Para responder a essa pergunta, vocé deve investigar a série positiva
com uin teste diferente.

Agora tente alguns problemas. Determine a convergéncia ou divergéncia
das seguintes séries. Se forem convergentes, determine se a convergéncia é

condicional ou absoluta.

5 my AN
2 ChE

n=3
1. Verifique que o n-ésimo termo converge para zero.
. Inn
lig——
- ]im% (pela Regra de L'Hospital)

=0

Sempre verifique o n-6simo termo primeiro porque se ele nao convergir
para zero, voce Ja vai ter terminado — a série alternada e a série positiva
vao ambas divergir. Note que o teste de divergéncia do n-ésimo termo (veja
0 topico sobre o teste do n-ésimo termo) se aplica as séries alternadas
assim como as séries positivas.

2. Verifique se os termos decrescem ou permanecem 0s mesmos
(ignorando os sinais de menos).

Inn

Para mostrar que decresce, pegue a derivada da funcao flx) =

In n 5 Sl . L .
= Lembra-se da diferenciagio? Eu sei que Ja faz um tempinho.

117- xX-Inx
f'(x)=———— (Regrado quociente)

Isso € negativo para todo x > 3 (porque o log natural de qualquer coisa
3 ou maior é maior do que 1 e x2,é claro, é sempre positivo), entao a
derivada e assim a inclinacao da funcao sio negativas, e entao a funcao

€ decrescente. Finalmente, porque a funcao é decrescente, 0s termos da
Inn

série também séo decrescentes.E o suficiente: > (-1 converge

=13

pelo teste da série alternada.
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AGR

3. Determine o tipo de convergéncia.
In n

Vocé pode ver que para n 2 3 a série positiva, ,€ maior

s <o g ; 1 " G .
do que a série harmonica dwergeme,ﬁ, enlao a série positiva
diverge pelo teste da-comparacao direta. Assim, a série alternada é

condicionalmente convergente.

Se a séria alternada falha emn satisfazer a segunda exigéncia do teste da
serie alternada, isso nao diz que sua série diverge, apenas que esse teste
falha em demonstrar a convergencia.

Voce esta ficando muito bom nisso. O que acha de outro problema? Teste

In n Sxa T )
—. Porque a série positiva

gl
— lembra a
n’

a convergéncia de 2. (=1)"

serie-p convergente, ;:T_i,vncé aposta que ela converge.

Se voce acha que pode mostrar que a série positiva converge ou diverge,
voce lalvez queira tentar antes de usar o teste da série alternada, porque...

¥ Voce talvez tenha que fazer depois de qualquer jeito para
determinar o tipo de convergéncia, e
1 Se vocé puder mostrar que a série positiva converge, vocé termina

0 problema em um passo, e voce teria mostrado que a série
alternada é absolutamente convergente,

lnsn .0 teste da
n

Entao tente mostrar a convergéncia da série positiva
comparacao do limite parece apropriado aqui, e pec ¢é a escolha natural
para essa série padrao, mas com esse padrao, o teste falha — tente. Quando
1sso acontece, vocé pode algumas vezes terminar o problema tentando
uma série convergente maior. Entao tente o teste da comparacao do limite

- 1
COII a sere-p CUIIVETgEIltE,F.

Inn
nﬁ
lim :
s | 12
. Inn
lim
= g I

=0  (NOs acabamos de fazer isso acima com a Regra de L'Hospital)
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In n

3

Porque o limite é zero, a série positiva Z converge (veja o topico

n=+4
sobre O teste da compa ragao do limite™); e porque a série positiva

o s : ' S LT
converge, a série alternada dada também converge. Assim, > (-1 =
e

absolutamente convergente,

Um dltimo problema e eu deixo vocs ir pra casa.Teste a convergéncia de

~ 1 |t SR e e e T o S
St e B SIS .Esse é muito facil,
Z( ) [Fi O s R

O n-€simo termo dessa série converge para 1 (€ a regra 6bvia de

L Hospital), entao voce 1a terminou. Porque o n-ésimo lermo nao converge
para zero, a série diverge pelo teste do n-ésimo termo.

Mantendo todos os testes corretos

Agora vocé provavelmente sente que sabe ~ tem uma vaga lembranca? —
um bocado de testes de convergéncia/divergéncia e est4 pensando em
como ficar de olho em todos eles,

Na verdade, eu apenas lhe dei dez testes ao todo — esse é um nimero
inteiro, facil de lembrar.

Primeiro temos as trés séries com NOMEs: a serie geométrica, a serie-p
€ a serie telescopica. Uma série geometrica converge se 0 < | r| < 1.A
série-p converge se

p > 1.Uma série telescpica converge se o segundo “meio termo”
converdge para um numero finito.

Depois temos os trés testes da comparacao: da comparacao direta, da
comparagao do limite e da comparagao da integral. Todos os trés comparam
Lima nova série a um padrdo conhecido.Se o padrao convergir entao a série
que voce esta investigando também converge; se o padrao divergir a sua
nova série também diverge.
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Siga a bola quicante

Existem paradoxos incontaveis envolven-
do série infinita. Aqui esta um dos meus
favoritos. Digamos que vocé deixe cair
uma bola a 1 metro acima do solo, e ela
quica para cima até uma altura de meio
metro, e depois continua a quicar para
cima em exatamente metade da sua altu-
ra depois de cada quique. Qual a disténcia
que ela viajara e quando ela vai parar de
quicar? Descobrir a distancia total é fa-
cil. Primeiro, ignore temporariamente o 1
metro que a bola cai quando vocé a deixa
cair. Depois ela quica pela primeira vez
e sobe meio metro, e depois desce meio
metro a um total de 1 metro. Depois do seu
sequndo quigue, ela sobe a uma altura de
um quarto de metro e depois desce em um
quarto de metro a umtotal de meio metro, e
assim sucessivamente. Isso lhe da a serie

geométrica simples, 1+ 1/2+ 1/4 + 1/8 + ...,
S milion

T—=r 1- = =2

Agora apenas some o 1 metro que vocé ig-

que tem uma soma de

norou para a distancia total de 3 metros.

E quando tempo vai levar para a bola
parar de quicar? Essa pergunta e um
pouco trapaceira porgue envolve a

aceleracdo devido & gravidade, aproxi-
98 metros por segundo

segundo

madamente

Eu vou lhe poupar dos detalhes sangren-
tos. Se vocé fizer os calculos, vocé obtém
um tempo total de mais ou menos 2,63 se-
gundos.

Mas espere um pouco, vocé diz. Como pode
a bola parar de quicar se ela quica a cada
vez que toca no chao? Boa pergunta. Esses
paradoxos s@o bizarros. A bola quica, sim,
todas as vezes gue toca o chao e vai quicar
um namero infinito de vezes (de qualquer
jeito a principio, bolas reais ndo podem fa-
zer issa porque nao podem quicar, digamos,
a altura do tamanho da largura de um éato-
mo). Mas, no entanto, a bola viaja apenas
uma distancia finita e para de quicar de-
pois de uma quantia finita de tempo. Dificil
de acreditar, mas é verdade. Se vocé nédo
estiver acreditando, olhe dessa maneira.
Vocé ndo tem nenhuma divida sobre Aqui-
les passando a tartaruga em uma distancia
finita de tempo, tem? (Se voceé se esqueceu
sobre a corrida de Aquiles com a tartaruga,
dé uma olhada de novo no Capitulo 2. Bem,
o nimero finito de vezes que a bola quica
& analogo ao namero finito de fotos tiradas
de Aquiles. Apesar de o nimero infinito de
fotos, Aquiles passou definitivamente a
tartaruga, e apesar de o nimero infinito de
quiques, a bola para de quicar.

E depois vocé tem os dois testes do“R": o teste da razao e o teste da raiz.
Ambos analisam apenas a série em questao em vez de compara-la a série
padrao.Ambas envolvem pegar um limite, e 0s resultados de ambas sao
interpretadas da mesma maneira. Se o limite for menor do que 1,a série
converge; se o limite for maior do que 1,a série diverge; e se o limite for

igual a 1,0 teste € inconclusivo.

Finalmente, vocé tem dois testes que sao apoio para 0s outros oito — o teste

de divergéncia do n-ésimo termo e o teste da série alternada. Esses dois
formam um par coerente.Vocé pode lembrarse deles como sendo o teste
de convergéncia do n-ésimo termo e o teste de divergéncia do n-ésimo
termo. O teste da série alternada envolve mais do que apenas testar o
n-ésimo termo, mas € uma boa ajuda para a memoria.

Bem, ai esta: Calculo, 6sculos e amplexos, chegal







Nesta parte...

odo livro Para Leigos termina com divertidas listas

dos dez mais. Eu lhe dou dez coisas para se lembrar,
dez coisas para esquecer, e dez coisas com as quais voce
pode escapar se seu professor de calculo tiver nascido
ontem (meu favorito).




Capitulo 18
Dez coisas para se lembrar

Neste capitulo

Conceitos criticos de célculo (assim como o icone que venho usando)
Informacao salva vidas (ou pelo menos salva nota)

sse capitulo contém dez coisas que vocé deve definitivamente
lembrar. Apenas dez — nao é muito para pedir, €7 Se sua cabeca ja

estiver cheia, vocé pode abrir espaco lendo primeiro o Capitulo 19 “Dez
coisas para esquecer”,

Seu dculos de sol

Qeh Se vocé vai ter que estudar calculo,é bom que vOCe esteja bem.

Se voce usar dculos de sol e um protetor de bolso, vai arruinar o efeito.

a’—6°= (a-6)(a+b)

Esse fator padrdo é aparentemente encontrado em todos os lugares e um
lanto onipresente; ¢ usado em muitos problemas e esquece-lo vai causar
um grande nimero de erros. Em resumo, é importante. Nao o esqueca.

g = 0, mas —‘g— € indefinido

Voceé sabe que § =4 e portanto 4 vezes 2 é §.Se % tivesse uma

resposta, essa resposta vezes zero teria que ser igual a 5. Mas isso é

o . 2 ; ity
impossivel, fazendo o ser indefinida,
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Oualqur coisa’ = 1

A tinica excecao é 0, que é indefinido. A regra inclui fodo o resto,
incluindo nimeros negativos e fragoes. Isso pode parecer um pouco
estranho, mas é verdade.

SohCahToa

Nao, nao é um famoso chefe indigena, apenas um mnemonico para
lembrar suas trés fungoes trigonométricas basicas:

senG:%

cosﬂ—%
1.9

tgh = A

Coloque-os de cabecga para baixo para as fungoes reciprocas:

‘Osech =—
COSEC 0
W |
SELU—A
A
Loth.--O—

Valoves trigonomeétricos para
angulos de 30, 45, e~60 graus

s 1 o V2 » V3
seniie= > sends” S sen60v =
a r
(&) \' 3 I £ L - 1
cos3( = =5 cosds0 = 5 cosbi° = =
tg30° = Ts tg45° = tghoe = {?

Nao ha necessidade de decorar isso se voce souber SohCahToa e os seus
trigangulos de 45 —15° -90° e 30° -60° -90°.



Capitulo XVIII: Dez coisas para se Iemhrar3 4 7

sen? (0) + cos? (0) = 1

Essa identidade é verdadeira para qualquer angulo. Divida ambos os
lados dessa equacao pelo sen? (6) e vocé obtém 1 + cot? 8= cosec? (6):
dividindo ambos os lados por cos? @vocé tem tg 0+ 1 =sec* @

A regra do produto

% (uv) = u'v + uv’ Muito facil.

A regra do quociente

é (%) = U—U—;,ﬂ -Ao contrario da regra do produto, muitos estudantes
se esquecem da regra do quociente. Mas vocé nao vai, se apenas se
lembrar de comecar a resposta com a derivada da parte superior da

sua fracao, u.Isso é facil de lembrar porque é a maneira mais natural de

comecar. O resto se arruma.

Onde vocé coloca as suas chaves

Ninguém pode prever qual resultado vocé vai obter no seu proximo teste
de calculo - a nao ser, isto é, que vocé nao apareca.
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Capitulo 19
Dez colsas para esquecer

Neste capi tufa

Um aglomerado de erros comuns

* Alguns conceitos que vocé precisa tirar da sua cabeca

a t

Ete € sem divida nenhuma o capitulo mais ficil desse livro. Nao
ha nada para estudar, nada para compreender, nada para aprender.
Apenas relaxe, aumente o som, e esqueca essas coisas.

(a + b)° =a’ + b? — Errado!

Nao confunda isso com (ab) = a®b*,que esta certo. (a + b)y* éigual a,é claro,a®
+2ab+ 1.

VaZ + 62 = a + b — Errado!

Nao confunda isso com Va’h? = ab, que e certo.ya* + b* nao pode ser
simplificado.

Inclinacao = y e - Z’, — Errado!

A inclinagao esta de cabega pra baixo.A inclinacio é igual a t’;—-i’:—
2T

Ja+b _b — Errado!

3a+c ¢

Voce nao pode cancelar 3a porque ndo é um fafor do numerador e

3ab b
do denominador. Nao confunda isso com e e qual voce pode

cancelar o 3a.
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Zd};n"’ = 31 — Errado!

Pi (n) é um nimero e nao uma variavel, entao 7° também & apenas um

namero, e a derivada de qualquer nimero é zero.Assim:g; =0,

Se k for uma constante, lex kv + ky’
— Errado!

Vocé nao usa a regra do produto aqui.As constantes funcionam como
S O T = d B N2 _ d
nimeros, nao como variaveis, entao e kx funciona exatamente como 7

3x que éigual a B.I*e.ssim,% kx.=k.

A regra do quociente é 2‘{; %

Y J
v ";2”" — Errado!

Veja o segundo ponto a partir do Gltimo no Capitulo 18,"Dez coisas para
[embrar”

xldy= ?\"3 Errado!

Vocé Consegue ver por que isso esta errado?

j (senx) dx = cosx + C — Errado!

A derivada do cosseno é o seno negativo, entao a derivada do cosseno

negativo € o Seno, e assim J.(‘-,erl.x) dx=-cosx+ C.

Teorema de Green

J-(deﬂ"vdy) _” (———

Esse aqui esta certo, mas esqueca de tentar lembrar isso.



Capitulo 20
Dez coisas com as quais
voceé nao pode escapar

Neste capitulo
O que fazer se apesar de ler lodo esse livro impressionante, vocé continuar a nao

entender calculo.

titulo original para esse capitulo era“Dez coisas com as quais vocé

pode escapar se seu professor de calculo tiver nascido ontemn”, mas o
departamento juridico da editora ficou com medo de que alguém tentasse
algumas dessas facanhas na pratica, fosse pego, e entao entrasse com uma
agao judicial. Entao eles mudaram o titulo para o titulo entediante que voce
tem agora. Os advogados querem que eu lhe diga isso:“As dez coisas com
as quais voce nao pode escapar supracitadas sao descritas abaixo como
se voce realmente pudesse escapar delas.Isso € um exemplo de sarcasmo
(definicao — sarcasmo: irnico ou humor sarcéstico). Essas dez facanhas
sao listadas apenas com finalidade humoristica, nao como uma prescricao
para o comportamento atual. Nos da Wiley Publishing nao apoiamos os
estratagemas citados”. Desculpe. Eles me forcaram a escrever isso.

Dé duas respostas em
perguutas de prova

Se nao conseguir decidir qual das duas respostas é a certa, anote as duas
mais ou menos circuladas ou riscadas. Se uma das suas duas respostas
estiver certa,seu professor vai lhe dar o beneficio da diivida.

Escreva de forma ilegivel nas provas

Obtenha uma resposta na sua calculadora e depois rabisque seu
“calculo”bem desarrumado de forma que seu professor nao consiga ler.
Porque vocé obteve a resposta certa, ele vai supor que vocé sabia o que
estava lazendo e vai lhe dar o ponto todo da questao.
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Néo mostre seu cdlculo em provas

Obtenha uma resposta na sua calculadora e escreva o seguinte perto
do problema:“Problema facil — fiz os céalculos na minha cabeca”. Seu
professor vai levar em conta o que voceé disse.

Nao faca todos os
problemas da prova

Quem disse que voce tem de fazer todos os problemas das provas? Se
uma prova tem, digamos, quatro paginas longas e grampeadas juntas,
encontre a pagina com os piores problemas, remova cuidadosamente
0 grampo, coloque a pagina ruim no seu bolso, e recoloque o grampo
com cuidado. Seu professor vai supor que a pagina foi omitida

no centro de copias. Quando vocé mais tarde completar a parte
“desaparecida” da prova e fizer todos os problemas perleitamente, seu
professor nao vai suspeitar de nada.

Culpe seu companheiro de estudo
pela sua nota baixa na prova

Diga ao seu professor que a pessoa com a qual vocé estudou explicou tudo
errado,entao nao e culpa sua. Seu professor vai deixar vocé refazer a prova.

Diga ao seu professor que vocé
precisa de um “A” em cdlculo para
impressionar sua cara metade

Seu professor, sendo no fundo um romantico — ¢ lembrando seus dias
como universitario quando tirou um dez na prova de célculo e entdo se
tornou um ima de garotas — vai lhe dar o "A’.
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Reclame que provas de manhé cedo
nao sao justas porque vocé nao é
uma “pessoa matutina”

Explique que seu relégio biolégico nao esti sincronizado com a ética
protestante obsoleta de que Deus ajuda a quem cedo madruga da sua
escola. Seu professor vai deixar que voce faca todos 0s seus exames a
tarde e vai confiar que voce nao falara com seus amigos que fazem os
exames pela manha.

Proteste contra toda
essa idéia de notas

Faga uma ofensiva politica sobre professores com coragem de supor que
tem o direito de lhe dar uma nota. Quem sao eles para avaliarem vocé?
Reivindique ser um opositor consciente quando se tratando de notas.
Argumente que dar notas reflete um talento injusto e uma inteligéncia
preconceituosa — que todo o sistema é baseado nas classes sociais e no
QI das pessoas. Seu professor vai ficar impressionado com a sinceridade e
profundidade das suas conviccoes filosdficas e vai deixar que voce faca
todos os seus exames na forma passou/reprovou.

Puxe o alarme de incéndio
durante a prova

Esse aqui € um pouco infantil - ao contrario, é claro,das dicas anteriores.

Use esse livro como desculpa

Se voceé for pego tentando qualquer um dos fruques anteriores, diga ao
seu professor que vocé pensou que podia fazer isso porque leu em um
livro. Seu professor nao vai castigar vocé.
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processo de dividir 17

processo de integracao 27

processo de pegar o formato de uma
area 4

professor de calculo me persegue 9

progressao logica 10

proibido 77

psst 135

.Qo

QI 347

quadrada 193

quadrante 71

qualificacoes 28

Qualquer funcao na forma 233

Quando é que eu vou precisar disso 40

Quatro funcoes 50

quebras 78

Que simetria, que elegancia simples,
que beleza 206

guilometros por hora 15

quilowatt-hora 213

guilowatts 19

quilowatts-hora 19

guociente 87

quociente da diferenca 122

o R e

racionalizacao. 99
radianos 68,71
raio 68
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raiz cubicas 51

Ramanujan 97

rampa curva 13

Rapidez 181

razao de movimento de Laurel 118

razao instantanea 17

razao mais familiar 118

razao média 17

Razoes e inclinacoes 119

real definicao de McCoy 228

reciprocos 65

redonda, 23

reducoes 58

referéncia 30

reflexos, esticamentos e redugoes 58

refrigerante 46

regra da cadeia funciona? 143

regra da diferencga 135

regra da poténcia 177

regra da raiz 37

regra da soma 134

regra de L'Hospital 316

regra de Simpson 232

regra do ponto médio 221

regra do quociente 341

regra do trapézio 231

regras basicas da diferenciacao 132

regras da velha e basica 27

regras essenciais de calculo, defini¢oes,
e [ormulas 5

relacdo de causa e eleito 49

relacao existente 207

relagao integracao / diferenciacao 246

relogio biologico 347

remédios que voceé toma 10

removivel 93

René Descartes 51

repentina saudade 15

Resolvendo limites com um sanduiche
93

resolver tudo sozinho 6

resposta exata 97

reta enfre os pontos 24

reta horizontal 54

reta na forma inclinagao-intersecao 54

retangulo escuro-sombreado 27

retangulos especiais 64

retangulos finos infinitos 238

retangulo simples 18

reta secante 123

Retas no plano 51

retas verticais H4

revisao 31

Riemann 221

ritmo com a diferenciacao 148

ritmo com a diferenciacao logaritmica
146

Robin 193

Ronny 75

rotacionar 58

oS e

Sam Einstein 9

Santo triplo trio 91

satélite Viking 1 13

Se aquecendo com os pré-requisitos 4

secante movel 124

segOes menores, 17

segundo ao quadrado 186

seguranc¢a nacional 10

sentido anti-horario 58

sequéncia de nimeros 19

seéries basicas e seus testes de
convergencia/ divergéncia 320

Séries convergentes 20

Séries divergentes 19

séries infinitas 1

simbolos do limite 227

simbolo simples 48

simetria impar 55

simetria nos quatro quadrantes 70

simples trapezdide 18

simplificacao 35

sistema cartesiano 75

sisterna de coordenadas 51

sobreviver a dlgebra, geometria e
trigonometria. 10

Soem as trombetas 122

sofisticada 57
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SohCahToa 340

Solucao 135

soma do ponto médio 220

soma dos extremos direitos 222

soma dos niumeros 19

soma e diferenca de cubos 41

soma finita 208

somando tudo 209

somas de Riermnann com a notagao
sigma 222 '

Spartan Sports Weekly 20

Sports 20

sst 137

sub-passos 178

subscrito 259

substituicao trigonométrica 272

sumario e o indice para achar 6

superestimacao 228

eJ e

table setup 107

tangente e o quociente 111

tangente vertical 91

tartaruga 20

Taxas relacionadas 175

ThiStart 107

telefones celulares 175

temperatura diaria média 45

Tempo esgotado 16

tempo finita 22

Teorema de Pitagoras 193

Teorema do Valor Médio 284
Teorema Fundamental faz a méagica 257
terceira funcao 141

termo curva 50

teste da comparacao da integral 327
teste da comparagao direta 325
teste da comparagao do limite 326
leste da derivada segunda 161

teste da razao 328

teste da reta vertical 51

teste da série alternada 332

teste de calculo 9

teste de divergéncia obvio; o teste do

n-simo termo 319

testes de comparagao para
convergéncia/ divergencia 323

testes do"R": Razao e raizes 328

Texas Instruments TI-83 95

toque a curva duas ou mais vezes 50

Torre de Marfim 175

Transformacoes 61

Transformando funcoes 45

frapezoides 18

Trés casos onde

a derivada nao existe 129

tres diagramas de uma curva 24

triangulo 45°45°-90° 71

tridngulo regular 27

trigonometria 30

trigonomeétricas complicadas 265

trigonométricas inversas 73

trigonomeétricos para angulos de 30,45,
e 60 graus 340

trilionésimos 24

trinémio quadrado perfeito 44

truque com fungoes trigonométricas
inversas 73

truque que voce tenha na manga 101
TV, 10

TVM para as integrais e para
as derivadas: irmaos gémeos
286

o[l o

tltimo calculo 144

Unindo limites 86

Universidade da California do Sul 9
uranio 56

usado no mundo real 201

usa-las corretamente 235

Usando logaritmos 131

e (/e

Vagamente falando, 117
Valor absoluto 38
valor de entrada 45



valor de saida 45

valores extremos locais 154

valor numeérico 45

variaveis 33

variavel de entrada 47

variavel dependente 47

variavel de saida 47

variavel independente. 47

velha algebra 76

velocidade constante 10,210

Velocidade instantanea 88

velocidade instantanea usando limites
84

versao de atalho 242

verticais 63

verticalmente 61

viagem de carro através do calculo 151

Virtualmente 47

vista panoramica:

o maximo absoluto 153

visual 96

Voceé pode pensar no simbolo 210

Voila, 125

volume maximo de uma caixa 178
Voshmabulario 237

o [{/ o
Weekly 20

o X o

x como no nivel do solo, 216
X itens 203

® y ®
yeehaw! 179
y=mx+b 201

o/ @

zagueiro 13

Zeno, de Aquiles 20

Zeno de Elea 20

Zero nem sempre € zero 243
zilionésimos 24
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