. RAZAO, PROPORCAO E
REGRA DE TRES

O foco desta apostila serd o estudo da boa e velha regra de trés! Ela é muito utilizada em
areas como a matematica, a fisica e a quimica. Costumamos usar a regra de trés para
relacionar grandezas através de uma certa proporcao.

Proporcao, assim como razao, € um conceito muito importante para termos em mente
ao falarmos de regra de trés. Comegaremos 0s nossos estudos por razao.

RAZAO

Fazemos comparacbes entre duas grandezas através da divisdo entre as medidas
dessas grandezas, sendo assim:

Dados dois nimeros reais a e b, com b #0, definimos a razao como o quociente entre
a e b, denotado por %, a:b ou a/b.

Lemos & como: a estd para b.

b

» aé chamado de numerador (ou antecedente);
» b é chamado de denominador (ou consequente).

Observacao: Poderiamos também nos referir a razdo de b para a. Nesse caso,
representariamos essa razdao como 2 b ,b:aoub/a.

Independentemente de como for representada a razdo entre dois valores a e b, é
importante notarmos que isso indica uma relacao entre esses valores. Confira alguns
exemplos de razao:

1. Imagine a seguinte situacdo: um certo evento de divulgacido cientifica contou com
cerca de 1.500 pessoas. Dessas pessoas, 900 eram visitantes de outras cidades. Isso
significa que a razao do nimero de visitantes para o ndmero total de pessoas foi de
900 - 300 - 3. Isso significa que, para cada 5 pessoas do evento, 3 delas eram
1.500 500 5

visitantes de outras cidades.

2. E comum, em provas de vestibulares, que sejam divulgadas as relagdes candidatos/
vaga para os cursos. Essas relagdes sdo uma razao do numero de candidatos pelo
ndmero de vagas de um determinado curso. No vestibular unificado UFSC/UFFS para
2020, por exemplo, 380 candidatos se inscreveram para o curso de engenharia civil.
Para o primeiro semestre letivo de 2020 foram disponibilizadas 38 vagas para o curso.
Nesse caso, a relagao candidatos/vaga para o curso é a razao de 380 candidatos para
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38 vagas, ou seja: % ou entdo 380:38. O valor dessa razao € 10. Isso significa que,

para cada vaga do curso de engenharia civil, hd 10 candidatos.

3. Quando um mapa € criado, normalmente, utiliza-se uma escala para dar uma ideia
das dimensodes reais do local representado. Essa escala consiste na razao de quanto
do tamanho de uma parte do mapa corresponde ao tamanho dessa mesma parte no
tamanho real. Na imagem abaixo, temos um mapa da América do Sul:

1 centimetro = 300 quilémetros

e

e e—
0 600 1.200 1.800

De acordo com o mapa, a escala € de 1:30.000.000. Ou seja, um centimetro do mapa
corresponde a 30.000.000 centimetros no tamanho real. Para representar uma escala
é importante que a razdo seja entre termos de uma mesma unidade, caso isso nao
aconteca, deve estar claro na razao quais sao as unidades envolvidas.

PROPORCAO

Uma igualdade entre duas razbes é chamada de proporcao.

Por exemplo, se considerarmos duas razoes, % e % a igualdade

a-c
b d

estabelece uma proporcao entre as razoes. Os valores a e d sao chamados de extremos
e b e c sao chamados de meios.



Lemos a proporcdo acima como: a esta para b assim como ¢ estd para d.

Pela igualdade acima obtemos a propriedade fundamental das proporcoes:
ad=c-b

Essa propriedade nos diz que o produto dos meios € igual ao produto dos extremos.

\Veja a proporcao:
) propore 10 20

2 T T4

Sabemos que tanto a razao % quanto a razao 27? sdo iguais a 5. Também podemos

verificar isso através da propriedade:

10-4=20-2=140

Grandezas Diretamente e Inversamente Proporcionais

Dizemos que duas grandezas sao proporcionais se, ao alterarmos uma delas, a outra
€ consequentemente alterada.

Grandezas Diretamente Proporcionais

Se o aumento do valor de uma grandeza acarretar no aumento do valor da outra
grandeza, ou entdo, se diminuirmos o valor de uma grandeza, a outra também diminuir
seu valor, estamos tratando de grandezas diretamente proporcionais e representamos
tal proporcao da seguinte forma:
ta -k
th
Podemos perceber que as grandezas sao diretamente proporcionais da seguinte forma:
se quisermos que a razao seja constante, ou seja, se quisermos que o valor de k nao se
altere, ao aumentarmos (ou diminuirmos) o valor de a, devemos também aumentar (ou
diminuir) o valor de b.

Observacao: k é uma constante, chamada de constante de proporcionalidade e € o
resultado da divisao de a por b.

. ~ 2 .
Exemplo: Se tivermos a razao 7 e aumentarmos o numerador para 10, o denominador
tem que aumentar para 20, para que no final o valor de k se mantenha em k=0,5:

2=05€e =05
Vamos a um exemplo mais pratico: uma das equacoes mais famosas da fisica € a da
Segunda Lei de Newton, que, de maneira simplificada, nos diz que a forca resultante F
sobre um corpo de massa m € diretamente proporcional a aceleracdo a que esse corpo
adquire:
F=m-a
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ou entao
F
—=m
a
nesse caso, estamos considerando que a massa m do corpo ndo muda: € a nossa
constante. Quanto maior for a forca que exercemos sobre o corpo, maior serd a
aceleracao adquirida por ele. Ao dobrar a forca, a aceleracdo dobrard. Ao triplicar a
forca, a aceleracao triplicara. E por ai vai. Em resumo, ao aumentar (ou diminuir) a forca,
a aceleracdo aumentard (ou diminuird) na mesma proporgao.

Representamos trés razoes cujas grandezas sdo diretamente proporcionais da seguinte
forma:

Essa propriedade € (til na resolucdo de exercicios conforme o exemplo abaixo.

Exemplo: Uma empresa distribuiu um lucro de RS 3.000,00 a seus trés sécios. A quantia
que ficard com cada sdécio serd diretamente proporcional aos ndmeros 2, 3 e 5. Quanto
de lucro cada um dos sécios recebeu?

Resolucao: Chamemos de A, B e C os trés sdcios. Pelas condicdes do exercicio temos
que:

Pela propriedade temos:

Perceba que A + B+ C =3.000, pois o total a ser repartido deve serigual ao lucro. Logo:

5 243+5 10

B ¢ A+B+C 3.000
3

O que significa que:

= 300

A B
2 3

5

Portanto, conseguimos encontrar quanto cada sdcio recebe a partir das igualdades:

A 3008 2 300e & =300
2 oz Totieg =

Ou seja, A=600, B=900 e €=1500 e descobrimos quanto cada sdcio recebeu.



Grandezas Inversamente Proporcionais

Agora, se ao aumentarmos o valor de uma grandeza, a outra diminuir o seu valor, ou
entao, se diminuirmos o valor de uma grandeza, a outra aumentar seu valor, estamos
tratando de grandezas inversamente proporcionais e representamos tal proporcao da
seguinte forma:

ta-bl =k

Podemos perceber que essa relacao mostra uma proporcionalidade inversa da seguinte
forma: se quisermos que a razao seja constante, ou seja, se quisermos que o valor de k
nao se altere, ao aumentarmos (ou diminuirmos) o valor de a, precisamos diminuir (ou
aumentarmos) o valor de b.

Vejamos um exemplo: imagine que vocé faz um mesmo trajeto todos os dias. Pela
pratica, vocé sabe que, no seu ritmo de caminhada, vocé leva um tempo para percorrer
esse trajeto. Em um certo dia, vocé acabou se atrasando e precisou mudar o ritmo
de caminhada, andando mais rdpido para chegar a tempo ao seu compromisso. O
trajeto foi o mesmo, mas vocé precisou reduzir o tempo de caminhada e, para isso, foi
necessario aumentar a velocidade. O aumento da velocidade implicou na reducao do
tempo decorrido.

Representamos trés razdes cujas grandezas sdo inversamente proporcionais da
seguinte forma:

a-b=c-d=e-f=k

A igualdade anterior possui a seguinte propriedade

a-b=c-d =e-f =

(2)

STTSVES
Q| a
| ©

A propriedade anterior, juntamente com a propriedade (1) sdo Uteis na resolucdo de
exercicios conforme o exemplo a seguir.

Exemplo: Marcos € avo e possui 115 balas. Ele vai distribuir essas balas entre os seus
trés netos André, Bruno e Luis, cujas idades sao 4, 5 e 8 respectivamente. A distribuicao
vai ocorrer de forma que cada neto receberd uma quantia que seja inversamente
proporcional as suas idades. Quantas balas cada neto receberd?

Resolucao: chamando cada neto por A, B e L, pela propriedade (2) temos:

4,81 = 4A =5B = 8L
T M
4 5 8
Agora, pela propriedade (1) temos:
A B L _A B+ L
I T 1T, 1.1
4 5 8 458
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1 1 1
Sabendo que A+B+L=115e —+-+ - = — temos
9 4+5+8 40
A B L 115
17171723
4 5 8 0
A B L _ 4600
TYTYT T 3
4 5 8
Assim,
4A=5B=8L = 200
Portanto,
A:ﬂzso,szzsﬂ =40e L=22 =25

Concluimos que André ficarda com 50 balas, Bruno ficard com 40 e Lufs ficard com 25
balas.

REGRA DE TRES

Agora que temos as ideias de razdo e proporcdo, podemos falar de regra de trés. Ela
pode ser utilizada em inUmeras dreas do conhecimento e até em situagdes simples do
dia a dia e nos permite encontrar um valor desconhecido a partir de uma relagao de
proporcionalidade de determinadas grandezas.

Regra de Trés Simples

O caso em que temos uma regra de trés simples é aquele em que existe uma
proporcionalidade com quatro valores envolvidos, dos quais conhecemos trés.

Dessa forma, sé podemos utilizar uma regra de trés se de fato houver uma proporcao
(independentemente de ser direta ou inversa) entre as grandezas envolvidas.

Havendo uma proporcao, a primeira coisa que devemos fazer € parar e nos perguntar:
“a relacdo entre as grandezas é direta ou inversamente proporcional?”. E muito
importante, antes de montar uma regra de trés, determinar o tipo de proporcionalidade
entre as grandezas. Somente apds essa andlise das grandezas é que resolvemos a
conta e descobrimos o valor de interesse. Veja abaixo um exemplo de regra de trés com
grandezas diretamente proporcionais.

Exemplo: Para fazer um bolo de chocolate que renda 10 porcoes, sdo necessarias
4 colheres de sopa de chocolate em pd. Para fazer um bolo que renda 15 porc¢odes,
devemos utilizar quantas colheres de sopa de chocolate?



Resolucao:
Primeiro identificamos as grandezas envolvidas: porcoes e colheres

Depois fazemos a andlise das grandezas: se aumentarmos as porcdes do bolo,
naturalmente precisamos de uma maior quantidade de chocolate, ou seja, de mais
colheres. Entdo a relacdo entre o nimero de porcdes e quantidade de chocolate é
diretamente proporcional.

Agora montamos a regra de trés para encontrarmos a quantidade de colheres
necessarias para as 15 porgoes:

Porg¢des Colheres
10 ——4
15 —x

Antes de fazermos as contas, colocamos uma flecha (para cima ou para baixo) na coluna
da incégnita, no nosso exemplo, na coluna das colheres.

Por¢des  Colheres
10 — 14
15 —1x

Como as grandezas sao diretamente proporcionais, colocamos uma flecha na coluna
das porgcées no mesmo sentido que na coluna das colheres.

Porg¢des Colheres
110 —— 14
t15 — 1x

Agora, para resolvermos a regra de trés fazemos:

10 4
15 x
10-x = 4 - 15
10-x = 60
x =6

Ou seja, para fazer um bolo de chocolate que renda 15 porc¢des, precisamos utilizar 6
colheres de sopa de chocolate em pé.

A situacao muda um pouco se tivermos uma proporcionalidade inversa entre as
grandezas. Por exemplo: uma empreiteira afirma que consegue edificar uma construcao
em 20 dias utilizando 6 pedreiros. Caso a construcao precise ficar pronta em 10 dias, de
quantos pedreiros ela precisaria?

Razao, Proporcao e Regra de Trés
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Resolucao:
Primeiro identificamos as grandezas envolvidas: pedreiros e dias.

Depois, fazemos a andlise das grandezas: se diminuirmos a quantidade de dias,
naturalmente precisaremos de uma maior quantidade de pedreiros para compensar.
Entdo a relacdo entre o nimero de dias e quantidade de pedreiros € inversamente
proporcional.

Agora montamos a regra de trés para encontrarmos a quantidade de pedreiros
necessarios para a obra ficar pronta em 10 dias:

Dias Pedreiros
20— 6
10— x

Antes de fazermos as contas, colocamos primeiro uma flecha (para cima ou para baixo)
na coluna da incdgnita, no nosso exemplo, na coluna dos pedreiros.

Dias Pedreiros
20 ——1t6
10 ———tx

Como as grandezas sao inversamente proporcionais, colocamos uma flecha na coluna
dos dias no sentido contrario que na coluna dos dias.

Dias Pedreiros
120 ——— 16
110 —83 — tx

Fazendo as contas da mesma forma que no exemplo anterior, chegarfamos em x=3.
Ou seja, se quiséssemos reduzir o tempo de obra, precisariamos de 3 pedreiros?!
Claramente, hd alguma coisa errada nisso. A proporcionalidade € inversa, entdo o
ndmero de pedreiros deveria aumentar para que o tempo diminuisse!

No caso da regra de trés simples com grandezas inversamente proporcionais, uma
das colunas precisa ser invertida na hora de montar a conta.

Invertendo a coluna dos dias temos:



10 6
20 «x

Zﬂ-6=1ﬂ~x
x = 12

Ou seja, para realizar a obra em 10 dias, seriam necessdrios 12 pedreiros, ao invés de 6.
O que faz todo o sentido! O resultado seria 0 mesmo se invertéssemos a outra coluna.

Mas, e se quisermos analisar mais do que duas grandezas? Neste caso devemos usar a
Regra de Trés Composta.

Regra de Trés Composta

Até agora, vimos situacdes em que somente duas grandezas variavam. Isso caracteriza
uma regra de trés simples. No entanto, podemos incluir mais grandezas em nossas
andlises. Poderiamos ter, por exemplo, trés grandezas e analisar duas situacdes onde
ha proporcdes entre essas grandezas. Para resolver problemas envolvendo mais do que
duas grandezas utilizamos a regra de trés composta.

Para resolver uma regra de trés composta, devemos, primeiramente, analisar todas
as grandezas em relacdo aquela grandeza onde ha a incdgnita.

Essa andlise consiste em verificar se as grandezas sdo diretamente ou inversamente
proporcionais em relacdo a grandeza que possui o valor desconhecido. Identificando
as proporcoes e colocando as flechas nas colunas e montamos uma equacao da
seguinte forma: mantemos a coluna da incdgnita de um lado da igualdade e do outro
lado multiplicamos as demais colunas. Deixamos as colunas que possuem a flecha na
mesma direcdo que a coluna que possui a incégnita e invertemos as colunas cujas
flechas estdo no sentido contrario. Veja um exemplo:

Suponha que a empreiteira disponibilizou 20 pedreiros para realizar uma certa obra.
Eles trabalharam durante 15 dias, com um expediente de 6 horas por dia. A fim de
agilizar o processo, a empreiteira encaminhou mais b pedreiros para ajudarem na obra.
Supondo que os pedreiros aumentassem o expediente para 8 horas por dia, em quantos
dias eles finalizariam a obra?

Resolucao: Primeiramente, perceba que a grandeza que possui o valor que queremos
descobrir € o nimero de dias. Montando as colunas temos:

Pedreiros Dias Horas
20—1t15—6

25— tx —8

Razao, Proporcao e Regra de Trés
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Colocamos uma flecha com sentido para cima na coluna do x e faremos duas anélises:
pedreiros x dias e horas x dias.

Analise 1: Pedreiros x Dias

Supondo que as horas do dia sdo constantes, se aumentarmos o ndmero de pedreiros,
diminuimos a quantidade de dias necessarias. Sendo assim, como as grandezas sdo
inversamente proporcionais, colocamos uma flecha com sentido para baixo na coluna
dos pedreiros.

Pedreiros Dias Horas
120 — 115 — 6
25— tx — 8
Anilise 2: Horas x Dias

Supondo que o ndmero de pedreiros € constante, se eles trabalharem mais horas
por dia, eles precisarao de menos dias para concluir a obra. Sendo assim, como as
grandezas sao inversamente proporcionais, colocamos uma flecha com sentido para
baixo na coluna das horas.

Pedreiros Dias Horas
120 — t115—— 16

125——tx — 18

Mantendo a coluna da incdgnita temos: 15

X
Como as outras colunas possuem flecha no sentido contrdrio, invertendo-as temos:

25,8
20 6
Igualando a razao 15 4 produto 25.8 montamos a equacao:
X

15 25 8

x 20 6
Realizando as operacoes, temos:

15 200

x 120

200-x = 120 - 15
200-x = 1.800
1800

* = 200

x =9

Ou seja, na segunda etapa, os pedreiros finalizaram a obra em 9 dias.



Observacao:

» N&o montamos a regra de trés baseados nos ndmeros, montamos a regra de trés
baseados nos sentidos das flechas.

ANOTACOES

)
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