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INTRODUCAO

Durante o estudo realizado, Bombelli, um
matematico italiano, identificou uma nova
classe de niumeros, aqueles que resultam da
extracdo da raiz quadrada de um numero
negativo, os quais ele chamou de numeros
imagindrios. A unidade imaginaria é
determinada por i = vV—1. Uma caracteristica
bem importante de ser observada
na unidade imaginaria sdo suas poténcias:

i°=1,i'=i,i2=-1,i3=—i.
Exemplo: Para calcular o resultado da
poténcia imaginaria i2°?1, vamos realizar a
divisao de 2021 por 4 :
2021 +4 =4 x505+1. Logo, o resto da
divisdo de 2021 por 4 é 1. Portanto,

i2021 - l'l =i

FORMA ALGEBRICA DOS NUMEROS
COMPLEXOS

O conjunto dos numeros complexo
é o0 conjunto C={ztalquez=a+bhi,aeb€R},
ou seja, o numero complexo z é da forma
Z =a+ bi,com a e b sendo valores reaise i é
a unidade imagindria. Um nimero complexo
é composto por duas partes, parte real (a) e
a parte imaginaria (b).

Z=a+ Db

aéapartereal b éaparteimagindria

O numero complexo z = bi é chamado de
imaginario puro.

Dessa forma, o diagrama dos conjuntos
numeéricos passa a ser representado dessa
forma.

Numeros
Irracionais

Dados dois numeros complexos z = a + bi e
w = ¢ + di, eles serdo iguais se e somente se:
z=w&a=c eb=d

Propriedades:

e Conjugado de z (z): O conjuga
do do namero complexo
z=a+bi é o numero complexo
Z=aqa - bi;

Simétrico de z: O simétrico do numero
complexo z = a + bi é o nUmero complexo
z = —-a + bi;

e Oposto de z (-z): O oposto de do
numero complexo z = a + bi é o numero
complexo -z = —a — bi;

e Mddulo de z (|z|): O mddulo do nimero
complexo z = a + bi é o numero real

|z]| =+ a? + b2
e Norma de z (||z]| ou|z|?: A norma de

numero complexo z = a + bi é o numero
real [|z[l = a® + b?;
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Operacoes algébricas com
numeros complexos

Adicao: Sejam z =a+ bi e w =c + dinimeros
complexos. A soma z +w ¢é dada por:

z+w=(a+bi)+(c +di)=(a+c)+ (b+d)i

Exemplo: z=3+4iew =—7+ 5i. Asoma
sera:

Z+w=(3+40)+(-7+5{))=(3+(-7)+(4+5)i=-4 +9i

Subtracao: Sejam z =a+ bie w =c + di
numeros complexos. A diferenga z —w é dada
por:

z-w=(a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-4d)i.

Exemplo: z =3+4 ie w=—7+5i. Adiferenca
sera:
z-w=(3+41i)-(-7+5i)=(3-(-7))+(4-5)i=10-1i

Multiplicacdo: Sejam z =a+ bi e
w =c + di nimeros complexos. O produto é
dado pela propriedade distributiva entre z .
w, da seguinte forma:

zZw=

=(a+bi)-(c +di)=

=ac+adi+bci+ bdi%=
=ac+adi+bci+bd(—1)=

=ac+adi+ bci—bd =

=ac—bd+adi+ bci=

=(ac — bd) + (ad + bc)i.

Exemplo: z =3+4 ie w =—7+5i. O produto
sera:

Z'W=

=B +40)(-7+50) =
=(3-(-7)—4-5)+(B-5+4 - (=7)i=
=[(—21 — 20) + (15 — 28)i] =

=—41—13i.

Divisdao: Sejam z=a+ bie w=c + dinimeros

z
complexos. O quociente 3, , é dada por:

z a+bi (a+bi).(c—di)

w c+di (c+di).(c—di)

(a+ bi).(c—di) (ac —bd) + (bc + ad)i
c? + dz? - c? + d? '

Exemplo: z =4 +5ie w =2-3i. A divisdo sera:
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Zz A+5i 2+3i (4+50).(2+30)
w_ 2-3i'2+3i  22+3%
(42 —53) + (5.2 +4.3)i —7 + 22i
4+9 T 13
FORMA TRIGONOMETRICA DOS
NUMEROS COMPLEXOS

Um mesmo numeros complexo, além de
sua representacdo algébrica, existe também
sua representacdo trigonométrica (ou
polar). Esse nome se da pela associacdo dos
numeros complexos com os conhecidos seno
e cosseno. Essa representacdo é obtida por
meio do Plano Complexo, também chamado
de Plano de Argand-Gauss. E o mesmo plano
cartesiano, com a seguinte adaptacdo: o eixo
das abscissas agora é o eixo da parte real dos
numeros complexos (eixo real) e o eixo das
ordenadas é o eixo da parte imaginaria (eixo
imaginario).

Para cada ponto no plano complexo z=a+bi
é possivel construir um triangulo retangulo
com catetos de tamanho a e b, conforme
ilustrado na imagem abaixo, no qual o ponto
vermelho representa o numero complexo
z=a+bi, a hipotenusa (segmento azul)
sempre terd tamanho igual a p=/z[e o angulo
formado entre a hipotenusa e o eixo real é 6.

b
senf = l—)@ senf.p=b

a
cosf = 5 & cosb.p=a

Se substituirmos esses valores em z, temos:
z=a+bi=cosl p+send.p.i=p.(cosf+senb.i).
Ja pnada mais é do que /a2 + b2, também
denotado como [z].
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Exemplo: Escrever o numero complexo
z=1+1 na forma trigonométrica.

Para determinarmos sua representacgao polar,
iniciamos por calcular o médulo de cada um

deles: |z] =12 +12 =2

Na sequéncia, devemos determinar o valor

a b

de 6 de modo que coso =— e senf =, onde
p

temos:

a 1 7
cosfl = = cosh = — cosfl = E
p V2 2 T
= 1 = =8 =45" = 2
senf = — senf = — senfl = ~._2
A V2 ’ 2

. V2
Portanto, o valor de O cujo cos6=— e o
sen@:?éo 6=45 =2 . Logo,

/i T
z = V2. (cos45° + isen45°) = /2. (cosz + isenZ).

Operacoes entre Numeros Complexos
na Forma Trigonométrica

Multiplicacdo: Dado dois nimeros complexos
z,=a+bi e z,=c+di, cujas representacdes
polares sdo z,=p..(cosf +isend ) e z,=p.,.
(cos®,+isend,). O produto sera:

24.25 = pq.(cosO; + isenb,) . p,. (cosh, + isenf,) =
= (p1.p2)- (cos(8y + 6,) + isen(6; + 6,)).

Exemplo: Vamos multiplicar

z; = V2. (cos45° + isen45°) e

7z, = 4.(c0s90° + isen90°)
24.25 = V2. (c0s45° + isen4d5°). 4. (cos90° + isen90°) =
= (\/E 4). (cos(45° +90°) + isen(45° + 90°)) =
= 4+/2. (cos135° + isen135°).

Divisdo: Dado dois numeros complexos
z,=a+bi e z,=c+di, cujas representacdes
polares sdo z,=p..(cosO +isend) e
z,=p,.(cos8,+isend,). O quociente sera:

21 pi1.(cosOy + isenb,) p; .

Z = m = E (COS(Hl - 92) + lsen(91 - 92))
Exemplo: Vamos dividir z,=10.(cos80°+isen80°)
e 2,=6.(cos35°+isen35°).

zy 10 (cosB0° + isen80°)

z, 6 (cos35°+ isen35°)
= g (cos(80° — 35°) + isen(80° — 35°) =

= g cos(45°) + isen(45°).

POTENCIACAO E RADICIACAO DE
NUMEROS COMPLEXOS

Potenciacdo de Numeros Complexos

A potenciacdo de numeros complexos na
forma trigonométrica é mais simples do que
na forma algébrica e esse sera o nosso foco.

Seja z=p.(cosf+isent), a poténcia z sera
dada por: z'=p” (cos(n.0)+isen(n.6)), que
é conhecida como 12 Férmula de Moivre.

Exemplo: Vamos calcular w?, sendo w=41.

Primeiro temos que transformar o nimero
complexo w=41, que esta na forma algébrica,
para a forma trigonométrica, onde temos:

w = 4. (c0s90° + isen90°) = 4 (cosE + isen E)
=4, =4, > 5)

Agora calculemos a poténcia w?, da seguinte
forma:

w3 = [4. (cosg-l- iseng)g] =
43, (cosg + iseng)3 =

43, (cos (3%) +isen (3%)) -

64 3 b 3n
0057 lSETLT .

Radiciacdo de Numeros Complexos

A ideia aqui é a mesma que conhecemos
para calcular %/z e para conseguirmos fazer
tal operacao recorreremos a 22 Férmula de
Moivre.

Seja z=p(cos@+isend), a raiz Vz serd dada
por:

0 + 2km 0 + 2km
Yz =1%/p| cos — + isen —

com k={0, 1, 2, ..., n—1}.

Exemplo: Vamos calcular as raizes de
Z*4+16=0, ou seja, z = 4\/—16. O primeiro
passo é encontrar a forma trigonométrica
do numero complexo w=-—16, que é:
w=16.(cosm+isenr).

Agora podemos usar a 22 Férmula de Moivre
para os valores de p=16 e #=m, resultando
em:
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+ 2k + 2k
{w = V1e. (cos <n4—n> + isen (¥>>

Para cada valor de k, obteremos uma raiz w,
assim temos:

—5 m+20.m +i m+20.w -9 7T+‘ T
= 2| cos 7 isen 7 = (cos4 lsen4).

> n+21m +i nm+ 21w -3 37r+. 3
= 2| cos 2 isen 7 = 2| cos 7 isen 7 )

> m+2.2.1w i m+22.w > 5n+, 5
= 2| cos 7 isen 7 = 2| cos 7 isen 7 )

5 m+23.1m 1 w+23.m\\ ( 77T+‘ 7n)
= 2| cos 7 isen 7 =2(cos~+isen—-).

Uma caracteristica muito importante das raizes de nimeros complexos é que suas solugdes
estdo sempre sobre uma circunferéncia no plano Argand-Gauss. No exemplo dado, as raizes
estardo sobre uma circunferéncia de raio 2, pois ¥/p = 2 sempre determina qual serd o raio da
circunferéncia sobre a qual as raizes estdo dispostas. A imagem abaixo mostra o resultado:

3 -
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