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1. Principais casos de
fatoracao

Fatorar um polindmio é decompor esse poli-
nomio em fatores, isto é, transforma-lo em um
produto.

1e caso: Fator comum

Aplicando a propriedade distributiva no produto
a(x + y) temos:

a-(x+y)=ax+ay
Assim:

ax+ay=a-(x+y)

Dizemos que o fator comum foi colocado em evi-
déncia.

2: caso: Rgrupamento
Consideremos a expressao algébrica a sequir:

ax + ay + bx + by

Essa expressao nao possui um fator comum, mas,
se separarmos as parcelas em grupos, teremos o fator a
comum as duas primeiras parcelas e o fator b comum as
duas ultimas. Entdo:

a-(x+y)+b-(x+y)
Essa nova situacdo, x + y € um fator comum e,
portanto, pode ser colocado em evidéncia:

(x +y)-(a+b)
3¢ caso: Iliterent;a de dois quadrados

a2—-b2=(@+b)-(a—-Db)

4

4- caso: Trinomio quadrado perfeito
a2 + 2ab + b2 = (a + b)?

a2 — 2ab + b2 = (a — b)?

2. Produtos notaveis

I.@a—=b)-(a+b)=2a—b?
. (3 + b)?=2a*+ 2ab + b?
lll. (@ — b)? = a? — 2ab + b?
IV. (3 + b)® = a®> + 3a%b + 3ab? + b3
V.(@a — b)® = 3> — 3a?b + 3ab? — b3
Além desses, também temos:

V1. Soma de dois cubos:
(@+b)-(a—ab+b?=2a+b?

VII. Diferenca de dois cubos:
(@—b)-(*+ab+b?)=2a—-b

1 Fatore as expressoes:
a) 12x%y3 — 16x3y? + 20x%y

4x%y - (3y? — 4xy + 5x?)

b) 8a? — 4ac + 6ab — 3bc

4a-(2a—c)+3b-(2a—c)=Q2a—c)-(4a+ 3b)




C) Xt -y SA=a+b=>A=19+11..A=30

PP =—y) +y)=x—y) &+y) 6 +y)

2 2 4
d) m?+ 6mn* + 9n 4 Determine ae bde modoquea — b =1ea? + b2 =41,

2\2
(m +3n%) @a—bP=1Da—2ab+b’=1ma+b—2ab=1=

=41 —2ab=1=2ab=40..ab=20
a—b=1
a-b=20

]a=5eb=4

e) 27x} — 54x%y + 36xy? — 8y}

(3% =3-(3x)?2-2y +3-(3x) - (2y)2 — 2y’ = 3x — 2y)®

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 Sendoa # 1ea # —1, simplifique a expressao

E:af1 a+t1 a-a+2
2 (PUC-MG) A expressdo a* — 2a’> — a + 2 pode ser escrita at+1 a-—-1 a2 —1
na forma de um produto de trés fatores. A soma desses
fatores é igual a:
a) a¥+2a—4 ) 33-2
b) a? + 2a d) 3a o valor de x2 + %

1
2 (Vunesp-SP) Se x + - = A, calcule, em fungdo de A,

a?—2a—a+2=aa—-2)—@—2) =

3 Considere os numeros naturais m e n tais que m? — n? =

=@-2-@-N=@-2-@-1-@+1 = 13. Determine os possiveis valores de m e n.

Soma:ta—2+a—1+a+1=3a—-2

. 4 (FGV-SP) Imagine dois nimeros naturais ndo nulos. Seja D
Alternativa ¢ a diferenca entre o cubo de sua soma e a soma de seus
cubos. Mostre que D é muliltiplo de 6.
= = 3 2 _ 2 2 + + 2
Sendoa =19 eb = 11, calcule o valor da expressdo A em 5 0 valor da expressdo X -y X+ 2xXyty . para
cada caso: X+y X—y
4a — 2ab x=125ey= —0,75¢
A A= "0 a) —025 ) 0 e) 0,25
=4a—2ab =—2ab+4a =—2a~(b—2) bY —0125 d) 0125
A ab—Za: ab — 2a = A a-(b—2) ) ! ) !
L A=-2 ~ aZ bZ d b .
— + = - = = -
6 A expressdo <b2 v 2) (b . 2) é
equivalente a:
25y _ al— b2 (a — b)?
b) A:(a+b) 5a — 5b a) — d) ——
at+tb—-5 a a
_ (@t b)—5a—"5b
A= at+tb—->5 = b) (a+b)2 e) a’ + b?
_(@a+b:@+b)—5-@+bh) ab ab
=SA= =
at+tb-5 b
a_latb @tb=s) 9 arth
(atb—5) (ab)?

- @



1. Porcentagem

Razdes de denominador 100 sdo chamados de ta-
xas percentuais ou porcentagens. Elas podem ser repre-
sentadas na forma de fracdo centesimal (denominador
100), ou na forma decimal.

Exemplos
2 35
. 0 = — L 0 = —
2% 700 0,02 35% 100 0,35

Aumentos e descontos percentuais
Para um aumento

Sendo V, o valor inicial e V, o valor ao final de um
aumento de x%, temos:

X X
Vi=Vit 900 V7 Vf=<1 +W>'Vi
Paraum desconto

Sendo V, o valor inicial e V, o valor ao final de um
desconto de x%, temos:

—y - X . (- X ).
V=V 700 V.= vV, <1 100) \/
Para aumentos sucessivos e iguais

Sendo V. o valor inicial de um produto e V_ o valor
ao final de n acréscimos sucessivos de x%, ao final do
enésimo acréscimo:

X
Vn—<1+m> -V,

Para descontos sucessivos e iguais

Sendo V. o valor inicial e V_ o valor ao final de n des-
contos sucessivos de x%, ao final do enésimo desconto:

X
Vn—<1_m> -V,

2.]Juro

Investido (ou emprestado) um capital C a uma taxa
i (em porcentagem), durante n periodos, o célculo do
juro simples ] é dado por:

Se o periodo for dado em “anos”, a taxa deve ser
“por cento ao ano”, ou seja, a taxa deve acompanhar a
unidade do periodo.

Juro composto

0 cdlculo do juro composto é feito da sequinte ma-
neira:

M=C-(1+i)n

em que: M é o montante (capital investido mais juros)
a ser resgatado, n é o periodo de aplicacdo, C é o capi-
tal inicial e j é a taxa.

Nesse tipo de aplicacdo, o juro é incorporado ao
capital, passando também a render juro.

1 (PUC-MG) Um objeto que custava R$ 700,00 teve seu preco
aumentado de R$ 105,00. O acréscimo percentual em rela-
¢do ao custo anterior foi de:
a) 12% b) 15%

Q) 18% d) 20%

X
= —— = 0,
105 100 700 = x = 15%

Alternativa b




2 (Fuvest-SP) Em uma pesquisa relativa a aceitacdo de um
determinado produto, 65% dos entrevistados sdo do
sexo masculino. Apurados os resultados, verificou-se
que 40% dos homens e 50% das mulheres aprovaram
o produto. A porcentagem de pessoas que aprovou o
produto é:

a) 43,5% ) 90% e) 26%
b) 45% d) 17,5%

Se 65% é a porcentagem de homens, dentre os entrevistados,
entdo a porcentagem de mulheres é 35%.

Aprovagao:

(40% de 65%) + (50% de 35%) = 0,40 - 65% + 0,50 - 35% = 43,5%

Alternativa a

(Vunesp-SP) Uma mercadoria teve um aumento de 25%
e, logo depois, um aumento de 20% sobre isso. Para en-
contrar o preco da mercadoria ap6s 0s aumentos, basta
multiplicar o preco inicial por:

a) 1,45 ¢ 1,50 e) 3,75

b) 0,45 d) 0,50

25 20 )
(1 + o .(1 +00) = 125120 =150

Alternativa ¢

(UF-MS) O tanque de um carro tem 40 litros de uma
mistura de 3lcool e gasolina, e o dlcool representa 25%
dessa mistura. A fim de que essa mistura apresente
uma porcentagem de 60% de dlcool, deve-se substituir
x litros da mistura original por x litros de dlcool. Assim,
o valor de x é:

1 1 2
a) 8— 0 18— e) 18—
) 3 ) 3 ) 3
2 2
b) 12= d) 14—
) 3 ) 3
Tirando x litros da mistura, ficaremos com (40 — x) litros da
mistura no tanque, onde: % (40 — x) = 40— x é alcool.
Devemos ter:
40 — x 64 40 — x + 4x
+ = " —_— =
4 X 100 49 = 4 24 =
56
z3x+40=96z3x=56zx=Tz
54 2 2 2
:X—T+ 3 =X= 18 + 3= 18 3 litros

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 Um objeto teve uma majoracdo de seu preco da ordem de

20% e, em sequida, uma reducdo do preco da ordem
de 20%. Com relacdo ao preco inicial, depois dessa varia-
cdo de precos podemos concluir que o objeto:

a) ndo variou de preco.
b) estd 4% mais barato.
¢) estd 4% mais caro.

d) estd 8% mais barato.

e) estd 8% mais caro.

(PUC-SP) Ao responder a um teste, um aluno acertou 20
das 30 primeiras questdes e errou 64% do nimero res-
tante. Feita a correcdo, verificou-se que o total de acertos
correspondia a 47,5% do nimero de questdes. O ndmero
total de questoes é:

a) 40 d) 80
b) 50 e) 120
) 60

(Fuvest-SP) 0 preco de uma mercadoria subiu 25%. Calcule
a porcentagem de que se deve reduzir seu preco atual
para que volte a custar o que custava antes do aumento.

(UE-CE) Uma pessoa investiu R$ 3000,00 em acoes.
No primeiro més de aplicacdo, ela perdeu 30% do va-
lor investido. No sequndo més, ela recuperou 40% do
que havia perdido. Em porcentagem, com relacdo ao
valor inicialmente investido, ao final do sequndo més
houve um:

a) lucro de 10%. ¢) lucro de 18%.

b) prejuizo de 10%. d) prejuizo de 18%.
(Mackenzie-SP) Nos trés primeiros meses de um ano, a
inflacdo, em determinado pais, foi de respectivamente
5%, 4% e 6%. Nessas condicdes, a inflacdo acumulada
no trimestre foi de:

a) 15,752% d) 18%
b) 15% e) 15,36%
A 12%

(UF-MT) Uma financiadora oferece empréstimos, por um
periodo de 4 meses, sob as sequintes condicdes:

12) taxa de 11,4% ao més, a juro simples;
22) taxa de 10% ao més, a juro composto.

Uma pessoa fez um empréstimo de R$ 10000,00,
optando pela 12 condicdo. Em quantos reais os juros co-
brados pela 12 condicdo serdo menores que os cobrados

pela 22 condicdo?



1. Equacao do 1° grau

Chama-se equacdo do primeiro grau, na inc6g-
nita x, toda sentenca que pode ser representada
sob a forma:

ax+b=0
em que a e b sao ndmeros reais, com a # 0.

Raizes de uma equacao

Raizes (ou solucdes) da equacdo sao os valores
que, atribuidos a incégnita, tornam a sentenca
verdadeira.

Em5x — 10 =0, 0 nimero 2 é raiz, pois:5-2 — 10 =
= 0, e o nimero 3 ndo é raiz, pois: 5 -3 — 10 # 0.

Conjunto solucao (S)

Em R, é o conjunto formado pelas raizes da equacao.
No exemplo anterior, 5x — 10 = 0, 0 conjunto so-
lucdo é S = {2}.

Resolver uma equacao significa encontrar seu
conjunto solucdo.

Problemas envolvendo equacao do 1° grau

Para resolvermos problemas que envolvam equa-
coes do 12 grau, é fundamental interpretarmos o enun-
ciado. Acompanhe algumas interpretacdes para enun-
ciados e suas respectivas expressdes matematicas.

8

- Linguagem
Linguagem usual

Um ndmero X

, X
A sexta parte desse nimero 3
0 dobro desse nimero 2X
A metade desse nimero “mais” X, X
sua terca parte 2 3
Esse nimero acrescido de 5 uni- « 45
dades
Esse nimero acrescido de 20% o 20 X
dele 100

2. Equacao do 2° grau

Chama-se equacdo do seqgundo grau, na in-
cognita x, toda sentenca que pode ser repre-
sentada sob a forma:

ax2+bx+c¢=0
em que g, b e ¢ s3o nimeros reais, com a # 0.

Exemplos
a) 5xX2+3x+9=0
a=>5b=3;c=9exéaincognita.

b) Z-r+1=0
az%bzo;c:1eréainc()gnita.

— 2+
0 3’[3 5t -0

a=-1b =%;c= 0 e t é a incognita.



Nos exemplos b e ¢, temos o termo b = 0 e o
termo ¢ = 0, respectivamente; nesses casos, as
equacdes sao chamadas incompletas.

Formula resolutiva

A férmula resolutiva de uma equacdo do 2° grau
ax’+bx+c=0¢

—b +/b? — 4ac

X= 23

A expressao b?> — 4ac é representada pela letra
grega maitscula delta (A) e é chamada discriminante
da equacdo do 2¢ grau.

A = b2 — 4ac

Discussao das raizes da equacao do 2° grau

0 discriminante da equacdo do 2¢ grau (A) informa
a respeito das raizes dessa equacao:

* Se A > 0, entdo a equacdo admite duas raizes
reais e distintas.

* Se A = 0, entdo a equacdo admite duas raizes
reais e iguais.

* Se A < 0, entdo a equacao nao admite raizes
reais.

Soma e produto das raizes da equacao do
2¢ grau

Na equacdo do 2° grau ax?> + bx + ¢ = 0, em que
X, € X, S30 raizes, temos:

—b +/b? — 4ac

X= 23

Dividindo ambos os membros de ax2 + bx + ¢ =0
por a, temos:

b C
X+ —-x+—=0
a a

Podemos reescrever essa equacao na forma:

X*=5x+P=0

em que S é a soma das raizes e P é o produto das raizes.

1 (PUC-MG) Uma garrafa cheia de dqua “pesa” 815 g e,
4
quando cheia de dgua até 3 de sua capacidade, “pesa”

714 g. 0 “peso” da garrafa vazia, em gramas, é:

a) 210 b) 265 ¢) 310 d) 385
A —agua G —> garrafa
JG+A=815 [G+A=2815 [5G + 5A = 4075

AA
[G +?= 714 [5G +4A=3570 [5G +4A=3570
A = 505

De G+ A =815, temos: G+ 505 =815

G=3109

Alternativa ¢

2 Resolver, no campo dos nlimeros reais, as equacoes:

a) 2¢—1Ix+5=0

A=(=112—-4-2-5=281

w
|

——

N |[—

b) x* —8x+16=0

A Y —4-1-16=0

= (-8
_8+0

X =X =x,=4..5={4)

) 2¢-3x+5=0

A=(=32-4-2-5=-31..5=0

dy 2¢-7x=0

X —7x=0=x(2x—7)=0=

:x=00u2x—7=O:x=%.‘.5={0;—]




e) 2x2—-18=0

Xx=3 oux=-—3

S={-33}

3 (U. E. Londrina-PR) Determine os valores de m para os

quais a equacdo 3x*> — mx + 4 = 0 admite duas raizes
reais e iguais.

Condicdo:A=0

A=(-m)P—4-3-4=>m?-48=0=

=m2=16-3. m=—-4Boum=4/3

A equagdo 2x? — 5x + 1 = 0 possui as raizes x, e x,. De-
termine:

a) x, +x,
b_5
X1+X2=—;=7
b) x,-x,
_c_ 1
X n=o=5
1 1
Q) y t ¢
) X, X,
2
R L
XW XZ XW.XZ l
2
2 2
d) x2+x2
5
x1+x2=7
25
b %)==
xf+2x1~x2+x§—%TS
25 1 21
2y =22 9. — =20
R N

17 1 1 T\ 2

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1

2

(Fuvest-SP) Um casal tem filhos e filhas. Cada filho tem o
nimero de irmdos igual ao ndmero de irmds. Cada filha
tem o nimero de irmdos igual ao dobro do ndmero de
irmas. Qual é o total de filhos e filhas do casal?

a) 3 0 5 e) 7
b) 4 d) 6

(Unicamp-SP) Roberto disse a Valéria: “Pense em um nu-
mero, dobre esse nimero, some 12 ao resultado, divida
o novo resultado por 2. Quanto deu?”. Valéria disse: “15”.
Roberto imediatamente revelou o nimero original em
que Valéria havia pensado. Calcule esse nimero.

(Mackenzie-SP) Uma pessoa quer distribuir, entre seus
amigos, um determinado numero de convites. Se der 2
convites a cada amigo, sobrardo 25 convites; entretanto,
se pretender dar 3 convites a cada amigo, faltardo 15
convites. Caso essa pessoa prentenda dar 4 convites a
cada amigo, ela precisara ter mais:

d) 80 convites.
e) 70 convites.

a) 45 convites.
b) 55 convites.
¢) 40 convites.

(Mackenzie-SP) Se x e y sdo nimeros reais e positivos, tais
que x> + y> + 2xy + x +y — 6 = 0, entdo x + y vale:
a) 2 ) 4 e) 6

b) 3 d) 5

(Unifor-CE) Sejam a e b as raizes da equacdo 2x? — 3x —
— 2 = 0. A equacdo do 29 grau cujas raizes sdoa + 1e
b+ 1é:

a) 22 —-7x+3=0
b) 2x* + 7x +3 =10
) 2¢-5x+3=0
d) X2 +5x=0
e) XX —-5x=0

Resolva, considerando apenas os ndmeros reais, a equa-
¢do 4x* —3x2 —1=0.



1. Produto cartesiano

Dados dois conjuntos A e B nao vazios, chama-se
produto cartesiano de A por B ou A X B (A carte-
siano B) o conjunto de todos os pares ordenados
(x,yyemquex € Aey € B.

Exemplo
A =12 3,4}
B=1{4,5}
AXB=1{(24),(25),3, 4),3,5),
(4, 4), (4, 5)}
B X A=1{(42),(52),(43),(5,3),
(4, 4), (5, 4)}

AXA=1{(22),(273),(24),3,2),3,3),3, 49,
(4,2), (4,3), (4, 1)}
BXB= {(41 4)/ (41 5)/ (51 4)/ (51 5)}

Se A possui m elementos e B possui n elementos,
entdo A X B possui m - n elementos.

RepresentacdodeA x B
Sejam A = {2, 3,4} e B = {4, 5}.

Forma escrita
AXB=1{(24),(25),3,4),3,5), (4, 4),(4,5)}

Diagrama de flechas

Grdafico cartesiano
y(B)

5_ ______
4_ ______

W e — 4

b x()

T
Nt~ ——9¢——-

Relacao

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, chama-
mos relacdo de A em B qualquer subconjunto de
A X B.

Exemplo
Sejam A = {1, 2,3} e B = {5, 6}.
Eis algumas das relacdes de A em B:
R, ={(1,5), (2, 6)
R,={(1,5),(2,5), 3, 5)}
R, =0
R,=AXB

2. Funcao

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, chama-
-se funcao de A em B toda relacdo na qual, para
todo x pertencente a A, existe um Unico y per-
tencente a B ey = f(x).

Notacdes f: A —» By = f(x)
(Ié-se: “y é funcao de x”).

e



Assim, consideremos os conjuntos A = {1, 2, 3},
B = {3, 4} e as relacbes a sequir:

R, =1{(1,3),(23), (3 4)}ou

Observemos que R, e R, sdo funcdes, pois todo ele-
mento do conjunto A possui um Unico correspondente
no conjunto B.

A relacao R, ndo é funcao, pois existe elemento no
conjunto A que ndo possui correspondente no conjunto B.

A relacao R, ndo é funcdo, pois existe elemento no
conjunto A que possui mais de um correspondente
no conjunto B.

Dominio, contradominio e conjunto ima-
gem de uma funcao

Dada uma funcdo f: A > B, temos que A é o con-
junto de partida da funcdo e B é o conjunto de chegada
da funcao.

Desse modo:

A é o dominio da funcao.

B é o contradominio da funcao.

0s elementos de B que tém correspondéncia de
algum elemento de A formam o conjunto imagem
da funcao.

12/

Assim, na funcdo a sequir, tem-se:

f:A—>B
Dominio da funcdo ou Dy = {1, 2,3}
Contradominio da funcdo ou D, = {4, 5, 6}
Imagem da funcdo ou Im, = {4, 5}

Valor numeérico de uma fun¢ao

Seja f uma funcdo: f(a) é o valor numérico dessa
funcdo quando x vale a. Podemos dizer que f(a) é a
imagem do elemento a.

Exemplo
A=1{1,2,3} e B=1{23,4}
f:A>Bef(x) =x+1

Entao:
f(y=1+1=2
f2)=2+1=3

(3)=3+1=4

0s conjuntos A e B podem ser qualquer conjunto
numérico. Assim, f: R > R significa que o dominio
da funcao sdo todos os reais e o contradominio
dessa funcdo também sdo todos os reais.

Reconhecimento de uma fun¢ao por meio
de um grafico

Dado um grafico qualquer, para descobrirmos se
ele representa o gréfico de uma funcdo de A em B, tra-
camos retas verticais ao longo de seu dominio. Se cada
uma dessas retas interceptar esse grafico em um dnico
ponto, concluimos tratar-se do gréfico de uma funcao.

Exemplos

a) f:[-2, 2] > R, em que [—2, 2] representa o
conjunto {x € R| —2 < x =< 2}, e seu gréfico é:

y
/3\
7'202'x

que é o grafico de uma funcao.



Dy, = [=2; 2] (variacdo do grafico ao longo do
eixo Ox)
Im,, = [0; 3] (variacao do grafico ao longo do
eixo 0y)
b) f:[-2;2] > R, e seu gréfico é:
y

que ndo é o grafico de uma funcao.

3. Funcao constante

Chama-se funcao constante uma funcao da for-
may = b, em que b é um niimero real.

Representacao grafica

0 gréfico de uma funcdo constante é uma reta pa-
ralela ao eixo Ox que passa pelo ponto (0; b).

y
b
—>
0 X

4. Funcao afim

Chama-se funcdo afim ou funcdo do 12 grau uma
funcao da forma y = ax + b, em que a e b sdo nu-
meros reaise a # 0.

Representacao grafica

0 grafico de uma funcdo afim é uma reta obliqua,
0u Seja, uma reta nao paralela a nenhum dos eixos, Ox
ou Oy.

Exemplos

a) y=2x+6
A abscissa do ponto em que a reta intercepta o
eixo Ox é a raiz ou o zero da funcao.

A ordenada do ponto em que a reta intercepta o
eixo Oy é o coeficiente linear da reta.

y
6
ERNa
0 6
-3 -3

Para a > 0, temos:

- Se x, > x,, entao f(x,) > f(x,)
- Se x, < x,, entao f(x,) < f(x,)
A funcao é crescente.

b) y=-x+2

]
0 2

Para a < 0, temos:

- Se x, > X,, entdo f(x,) < f(x,)
- Se x, < X,, entdo f(x,) > f(x,)
A funcao é decrescente.

Q) y=x
Neste caso, ao atribuirmos o valor zero para x,
encontramos o valor zero para y, entdo atribui-
-se um outro valor qualquer para x e encontra-se
0 y correspondente.

y
| x [y |
0 0 2 V4
2 2 ‘02 X

A funcdo da forma y = ax é chamada funcao line-
ar e é um caso particular da funcao afim.

Atividades

1 (UF-MS) Considere afuncao y = f(x), dada pelo gréfico a sequir:
y

[
b




E correto afirmar que:

(01) se x <5, entdo f(x) < 3.

(02) se —4 <x < —2, entdo f(x) > 0.
(04) se —1 <f(x) <3, entdo —5 < x <5.
(08) sef(x) <0, entdo -2 <x<1.

Dé a soma dos nlimeros dos itens corretos.

(01)V, pois f(x) > 3 se, e somente se, x > 5.

(02) V, pois, para qualquer valor de x entre —4 e —2, a sua

imagem f(x) esta acima do eixo das abscissas.

(04)V, pois, para valores de x entre —5 e 5, verificamos que a

imagem f(x) é de —1 até 3.

(08) F, poais, se x < —4, teremos também f(x) < 0.

Soma =7(01+ 02 + 04)

Sejam as funcoes reais f e g dadas por f(x) =+ x—2¢e
V6 — X

g(x) = - —=. Sendo o conjunto A o dominio da funcdo f
X—3

e o conjunto B o dominio da funcdo g, a soma dos valores

inteiros do conjunto A N B é igual a:

a) 12 d) 20
b) 9 e) 17
) 16

x—2=0=x=2. A=xER|x=2}
6—x=0=x<6
X—3#0=x+#3

].‘.B={x€ R|x<6ex# 3}

ANB=xER|2<x<6ex+#3}

Os numeros inteiros pertencentes ao conjunto A N B

s302,4,5e6,easomadelesé17.

Alternativa e

3 (Fipel-MG) Dentre as alternativas a sequir, assinale aquela

que mais bem representa a reta cuja equacdo éy — x —
—-2=0:

a) y

I

N
I

—_

o

—_

N

>

\N\
|
il
o
— ]
ol
>

d) Y

Alternativa ¢




4 (UE-MT) Para que os pontos (1; 3) e (3; —1) pertencam
ao grafico da funcdo dada por f(x) = ax + b, o valor de
b — a deve ser:

a) 7 0 3 e) —7

b) 5 d -3
{f(1)=a~1+b=3 (1)
fB)=a-3+b=-1 ()
De(l) —():2a= —4=a= —2)

Em():—2+b=3mb=5 | P 3=5-(72:b-a=7

Alternativa a

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Fapa-RS) Na funcao real f(x) = 3X; 1, o elemento 7
¢ a imagem do elemento:
a) 10 ) 7 e) 5

b) 8 d) 6

(Unifor-CE) Seja f a funcdo real definida por f(x) = 1 — %

para todo x do intervalo [—3; 1]. Seu conjunto imagem é:

2 R o33 9|3
3] ol

Uma funcdo real f do 12 grau é tal que f(0) = 1 + f(1) e
f(—1) = 2 — 1(0).
Entdo, f(3) é iqual a:
7
a) -3  —1 e) 5

b) f% d) 0

(Fefisa-SP) 0 grdfico mostra como o dinheiro gasto (y) por
uma empresa de cosméticos na producdo de perfume
varia com a quantidade de perfume produzida (x). As-
sim, é correto afirmar que:

190 L

105 L

20

0 5 10 x (litros)

a) quando a empresa ndo produz, ndo gasta.

b) para produzir trés litros de perfume, a empresa gasta
R$ 76,00.

¢) para produzir dois litros de perfume, a empresa gasta
R$ 54,00.

d) se a empresa gastar R$ 170,00, entdo ela produzird
cinco litros de perfume.

e) para fabricar o terceiro litro de perfume, a empresa
gasta menos do que para fabricar o quinto litro.

(U. F. Ouro Preto-mMG) O custo total y para se produzir um
determinado produto ¢ calculado por meio da soma de
um custo varidvel, que depende da quantidade produzi-
da x, cujo custo unitdrio de producdo é de R$ 10,00 mais
um custo fixo de R$ 1000,00.

Pede-se:

a) a funcdo que representa o custo total em relacdo a
quantidade produzida;

b) o custo total na producdo de 20 unidades;

¢) o ndmero de unidades que deverdo ser produzidas
para que o custo total seja de R$ 4000,00;

d) o gréfico da funcdo da quantidade produzida X custo
total, destacando-se os dados obtidos nos itens ante-
riores.

(UF-RJ) Uma operadora de celular oferece dois planos no
sistema po6s-pago. No plano A, paga-se uma assinatu-
ra de R$ 50,00 e cada minuto em ligacdes locais custa
R$ 0,25. No plano B, paga-se um valor fixo de R$ 40,00
para até 50 minutos em ligacdes locais e, a partir de 50
minutos, o custo de cada minuto em ligacdes locais é de
R$ 1,50.

a) Calcule o valor da conta em cada plano para um con-

sumo mensal de 30 minutos em ligacdes locais.

b) Determine a partir de quantos minutos, em ligacoes
locais, o plano B deixa de ser mais vantajoso do que
o plano A.



1. Definicao

Chama-se funcdo quadratica ou do 22 grau uma
funcao da forma
y=ax2+bx+c¢

em que g, b e ¢ sao nimeros reais e a # 0.

Raizes ou zeros da funcao quadratica
Seja a funcao, de R em R, definida por:

f(x) = ax? + bx + ¢
coma # 0 e A = b? — 4ac (discriminante).

As raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 s3o as rai-
zes ou zeros da funcdo f(x) =ax? + bx + ¢ =0

Em relacdo a quantidade de raizes de uma fun-
¢do quadratica, temos:

I. Se A > 0, entdo a funcdo tem duas raizes reais
e diferentes.

Il. Se A = 0, entdo a funcdo tem duas raizes reais
e iguais.

lll. Se A < 0, entdo a funcao nao tem raizes
reais.

Representacao grafica

0 grafico de uma funcdo quadrdtica é uma para-
bola.

Vamos considerar uma parabola com A > 0 e con-
cavidade para cima (a > 0). Vejamos alguns pontos no-
taveis:

O

y — Eixo de
simetria

0; ¢ :
09 Abscissa
do vértice
Ordenada b
( do vértice ) = 2a
valor minimo
0] X X, X
\A} ™ Raiz
4a Vv
Raiz \Vértice
D.=R

0 gréfico dessa funcao obedece os seguintes para-
metros:

I. Se a > 0, entdo a pardbola tem concavidade
para cima.

Il. Se a <0, entdo a parabola tem concavidade
para baixo.

Sinal

0 grafico da funcdo quadrdtica pode assumir dife-
rentes posicdes em relacdo ao eixo Ox, a saber:

T S T o

@\/@
—— X

em que x, e X, $ao as raizes de ax* + bx + ¢ = 0.



Construa o gréfico e dé o conjunto imagem da funcao real,
do 29 grau, dada por f(x) = x2 — 2x — 3.

(U. Gama Filho-R)) O custo de producdo, por hora, de uma
. a=1= concavidade voltada para cima. fabrica de sapatos, é representado pela funcdo quadra-
tica f(x) = x2 — 6x + 8. A varidvel x representa a quan-
tidade de sapatos, em centenas de unidades, produzida

« A=(=2)2—4-1-(—3) = 16 = duas raizes reais e distintas.
2+ 4

Raizes: x = =x=—lex,=3 em uma hora.
Vértice: x, = _2(._12) =x,=ley, = ;116 Sy, = —4 0 nimero de sapatos que deverd ser produzido, por hora,
para que o custo seja o0 menar possivel é:
Interseccdo com o eixo y: (0; —3). a) 100 d) 400
\ y , b) 200 e) 500
\ / ¢) 300
\ 1‘ fx) =x2—6x+ 8
7 e 3
\ i / =5 = 3 em centenas de unidades
\ | / Deverao ser produzidos 300 sapatos.
=3\
4 7&/ Alternativa ¢

Im={yER|y=—4}

4 (Fuvest-SP) Para quais valores de m a equacdo
X2+ mx +m?=0

possui duas raizes reais e distintas?

a) Somente param = 0.
2 (Unicamp-SP) Determine a funcdo do 22 grau cujo grafico b)

Para todo m > 0.
passa pelos pontos A(0; 2), B(—1; 1) e C(1; 1).

¢) Paratodom < 0.

y=ax+bx+c d) Para todo real.

L A(;2) e) Para nenhum m.
2=a:0®+b-0+c=c=2 Condicao:A>0

I B(—1;1) A=m’—4-1T-m*=>A=-3m’= —-3m’>0
l=a—-b+2=a—-b=-1 (Nao existe m real nessas condi¢ées.)

. C(1;1) Alternativa e

l=a+b+2=a+b=-1

De Il e lll temos:
{a—b= —1
atb=-1

2a=—-2=a=-1eb=0

Ly=-—x2+2

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Vunesp-SP) Uma funcdo quadrdtica tem o eixo y como
eixo de simetria. A distancia entre seus zeros é de 4 uni-
dades e a funcdo tem (—5) como valor minimo. Essa fun-
cdo quadrética é:

a) y=5-x-4-x-5
b) y=5-x2-20

9) y=%-x275-x

d) y=%-x275
_2 e

e) y=7 X 20

2 (Acafe-SC) Os fisiologistas afirmam que, para um individuo
sadio e em repouso, o nimero N de batimentos cardiacos,
por minuto, varia em funcdo da temperatura ambiente ¢
(em graus Celsius), sequndo a funcdo N(t) = 0,1 - 2 —
— 4 -t + 90.0 nimero minimo de batimentos por minu-
to e a temperatura em que ocorre, respectivamente, sdo:

a) 60 e 30° d) 50e20°
b) 50 e 40° e) 60e40°
¢) 80e20°

3 A funcdo quadratica f, definida por
fx)=(m—1)-x2+2m-x + 3m
assume somente valores estritamente positivos, para todo
X € R, se, e somente se:

a)m<00um>% d) m<1
3
b)0<m<? e) m<o0
3
0 m>—

4 (ESPM-SP) Na figura, fazendo-se o valor de x variar de 0
a 4, a drea da regido sombreada também varia. O valor
maximo que essa area poderd ter é:

2%

J—

[] L]

4

X
B [
8

a) 30 d) 18
b) 24 e) 16

) 20

5 (Fund. Carlos Chagas-SP) Quantos nimeros inteiros satisfa-
zem este sistema de inequacdes?

2X+1>3x— 2
X2 —6X+8=<0

6 (U. F. Ouro Preto-MG) Dado um quadrado ABCD, cujo lado
mede 20 cm, marcam-se os pontos M em AD e P em AB,
tais que PB = 2AM.

D C
M
A P B

(alcule a distancia AM para que a drea do triangulo AMP seja
maxima.



1. Funcao exponencial

Chama-se funcao exponencial toda funcao
f: R > R definida por uma lei na forma:

f(x) = ax
em que aé um ndmeroreal,a >0ea # 1.

A funcdo exponencial pode ser crescente ou de-
crescente, dependendo do valor de a.

* Sea> 1, afuncdo é crescente.
* Se 0 < a < 1,afuncdo é decrescente.

Exemplo
Observe os graficos da funcdo f(x) = 2x e da funcao
f(x) =
f(x) = 2%

Pronriedades da funcao exponencial

P, Da funcdo y = a*, temos que o grafico cruza o

eixo0yem 1, poisx=0=y=2a%=1.
P, Sea> 1, entdo f(x) = a* é crescente, isto é:
X, <x,ea <a2Vi{x;x} CD,
P, Se 0 < a < 1, entdo f(x) = ax é decrescen-
te, isto é: x, < x, & a1 > a2 V{x; x,} C D,
P, Sea>0ea+#1,temos:
a1 =a2ex, =X, V{x, x,} CD,
P. Conjunto imagem dey = 3 é:

={yeR|y>0}=

2. Equacao exponencial

Uma equacdo é chamada exponencial quando
apresenta incégnita no expoente de pelo menos
uma de suas poténcias.

Sendo a > 0 e a # 1, podemos generalizar:

F=axX=Y

Aresolucdo de uma equacdo exponencial baseia-se
nas propriedades da potenciacdo e nas propriedades da
funcao exponencial.

Exemplos
a) Em 3* =9, o conjunto solucdo é S = {2}:
F=9=3F=3=x=2=5={2}
b) Em 13¥-5+6 =1, 0 conjunto solucdo é S = {2, 3}:

13¢5+ 6= 1= 137 "%+6 =130 = X" — 5x +
+6=0=x,=2ex,=3=5={23}

s



3. Inequacao
exponencial

vimos em fun¢des exponenciais que, dada a funcao
p— * .
f(x) = &, de Rem R’ :
I. sea>1,afuncdo é crescente, ou seja:

M <are X, <X,

ll. se0<a<1,afuncdo é decrescente, ou seja:

> au e X, <X,

Para resolver equacdes exponenciais, pode-
mos, entdo, reduzir os membros da inequacdo a
poténcias de mesma base e aplicar essas pro-
priedades.

Exemplos
a) Em 3* > 32, 0 conjunto solucdo é:
xeR|x>2}

X 2
b) Em (%) > (%) , 0 conjunto solucdo é:

XER|x<2}

1 Determine x, com x € R, em cada equacao:
a) 2¢=128

2=128=2*=2"=x=7..5={7}

by 31+ 32— 3x=25
3*-1+3x+2—3x=25:3?+3x~32—3x=25

Fazendo 3* = t, temos:

§+9t—t=25:25t=75:t=3,0useja:

¥F=3=23*=3=x=1...5S={1}

Q) &#=7-2+38

F=7- 24820 -7-2-8=0>

=(2)-7-22-8=0

Fazendo 2* = t, temos:

?—7-t—8=0=t=—1o0ut= 8 ouseja:

2* = —1 (Nao convém.)

ou

2=8=22=2=x=3..5={3}

d) 254 =5+ 20

25=5+20=(5)?—-5—-20=0

Fazendo 5* = t, temos:

t?—t—20=0=t= —4out=>5 ouseja:

5= —4 (Nao convém.)

ou

5 =5=x=1..S={1}

2 (Unama-PA) Em pesquisa realizada, constatou-se que a
populacdo (p) de determinada bactéria cresce sequndo
a expressdo p(t) = 25 - 2', em que t representa o tempo
em horas. Para se atingir uma populacdo de 400 bacté-
rias, qual serd o tempo necessdrio?

p(t) = 400

Assim, teremos:

400=25-2'=2'=16=t=4

Serd necessario um tempo de 4 horas.

3 (Mackenzie-SP) A soma das raizes da equacao
22X+1 — 2X+4 — 2X+2 — 32

é:
a) 2 Q 4 e) 7
b) 3 d) 6

D+ X+ A = Jx+2 37 s IX . DT IX. Q4= DX. D2 _3) —

=2-(2)P2-16-2=4-22-32=2-(2)92-20-22+32=0=>




=(29-10-2*+16=0

Fazendo 2* = m, vem:

m?—10m+16=20

Mm=2=S2X=2-x=1
m2—10m+16=040u

M=8=2=2"-x=3
=S ={1;3}

Alternativa ¢

(PUC-SP) A desigualdade (0,4) ¢ < (0,4)> é verdadeira
para todo x real tal que:

a) x<2oux>3 d) x>2
b) 2 <x<3 e) x<3
) x>3

XX+ 6>5x=2x2—5x+6>0=>x<20ux>3

Alternativa a

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UF-RS) S?bendo que 4 — 4" =24, entdo o

valor de x* é igual a:

V2

a)T
py 35
c)\/E
02

J10
© 5

2 Se os inteiros x e y satisfazem a equacdo 3x*' + 2V =

= 2v+2 — 3¥ entdo o valor de 3* é:

a) 1 d) 3
1
b)? e) 9
1
C) ?
X/ =y
(Mackenzie-SP) Do sistema ¢ X _ 5, com x> Oey>0,
y
(5x — y) vale:
a) 14 d) 16
b) 12 e) 20
) 18

(Unisinos-RS) Dado o sistema de equacdes

{4X+3y:43 ,ovalordex +vyé:
-3 =1

a) 3 d) 6
b) 4 e) 7
0 5

(PUC-SP) Se 5% = 64, o valor de 57 é:

1 1

D 7 D%
1 1
1

C) %

0 menor nimero inteiro positivo que é solucdo da
1

equacdo (0,25); <ge:

a) 1 d) 4
b) 2 e) 5
0 3

e @)



1. Definicao

Para resolvermos a equacdo exponencial 2 = 8,
reduzimos os membros a poténcias de mesma base.
Assim:

X=8=2=2=x=3

S = {3}

Consideramos, agora, a seguinte equacao:

2x=3

Para resolver equacdes exponenciais como esta, as
quais ndo conseguimos reduzir a poténcias de mesma

base, aplicamos, entdo, os logaritmos, que veremos a
sequir:

1. Sejam a e b nimeros reais e positivos, com
a # 1.Chama-se logaritmo de b na base a o
expoente x a que se deve elevar a, de modo que
a poténcia obtida seja igual a b.

Notacao

log. b=xea=b

Dizemos que: a é a base do logaritmo; b é o loga-
ritmando e x é o logaritmo de b na base a.

Se a base do logaritmo é 10 (logaritmo deci-
mal), podemos usar a sequinte notacao, omitindo
a base:

log,, b =log b

Consequéncias da definicao

Sejam0<a# 1,b>0ec>0:

22/

l. log, 1 =0, pois a® = 1.

Il. log,a =1, poisa’ = a.

ll. a'® = b, pois, sendo log, b = ¢, temos a® = b.
Dai: 39%b = 3¢ = b.
Logo, a'%b = b.

IV. log, b =log, c= b =c

1 A soma dos valores inteiros de x para os quais a funcao

f(x) = log,, |1~ % existe é igual a:
a) 6 0 4 e) 2
b) 5 d) 3

2x—1>0:2x>1:x>%

1

X—1#1=22Xx#F2=x# 1 7<x<4ex=,é1

1—%>0:—%>—1:x <4

Os valores inteiros de x sdo os numeros 2 e 3, cuja soma é 5.

Alternativa b

(Inatel-M@) Se y = log, (log, 32), entao tem-se que:

a) log.y =1 d) logy =10
b) log.y=10 e) y=10
Q) log,y=5

log,32=x=2=32=22=2=x=5

y=log,5=1

log,y=1log,1=0

Alternativa b




3 (U. F. Lavras-MG) O valor de x que satisfaz a equacdo EXERGICIOS COMPLEMENTARES
[2%s: 0 =] = 8 ¢ iqual a: R
y ) -2

a) 0 Q 2 e) W2 1 (UF-BA) No sistema A, ,ovalordeyé:
log, (4\5) =y
b) 1 d V2
[2100, 00+ 112 = § = Mo, 00+ 1 = 22 = g, 0 +1 = 9.2 — 2 6 4
3

:ZIogz(x)+1=22:|092(X)+ 1= %2 b) i d) 2

1 o 4 2
:Iogzx=7:x= 2 =x=12
Alternativa d 2 (Fabrai-MG) A condicdo de existéncia da funcao

f(x) =log _,(x* —2x —3)é
a) XxXERI—-1>x>3}
b) xeRIx>1ex#2}
) xXERIXx>3}

d) {xeRI12<x<3}

27
3 Em que base o logaritmo de g~ € igual a —3?

4 Determine o valor da expressdo a sequir:

4 (U. F. Sdo Carlos-SP) Calcule os valores de x, tais que
log, V27 + log_m —log 1 + 23 +ha5 — 52

log, (8 + x — x*) = 1 + log, (2x — 5).

22 33 23
log,(8+x—x)=1+log,(2x — 5) = a) 3 Q) > e) I
=log, (8 + x —x)) =log,2 +log, (2x — 5) = 3_5

b) 19 d 5
= log, (8 + x — x?) = log, [2(2x — 5)] =
2B TN oK I X180 B (FumecMG) Se log, 125 = —3 e log,, y = x, sendo x um
[x= —6 (Nao satisfaz as condicées de existéncia.) nimero real positivo, diferente de 1, y s6 pode ser o
10” ndmero:
x=3 a) —5 b) -2 ) 5 d) 2

.S ={3}

6 (Mackenzie-SP) A raiz real da equagdo log, (% — 2) =x é:

a) I0g3\5 d) log, 2

b) 2 -log, 2 e) log, V3
2

) I0g3?

c$neCtE @



1. Funcao composta

Considere a sequinte representacdo:
A B C
f g

AT N
X f(x)

9(1(x)

h(x) = g(f(x))

Sendo f: A~ B e g: B~ (, a funcdo composta de
g com fé afuncao h: A — (, definida por h(x) = g(f(x)).
Indica-se essa funcdo por (g O f)(x) = g(f(x)) — lé-se:
“g composta com f”ou “g bola f”.

2. Funcao inversa

Uma funcdo f é bijetora se:

* injetora - cada elemento y, pertencente ao conjunto
imagem de f, é correspondido, por meio de f, com
um Unico elemento x pertencente ao dominio de f;

* sobrejetora - 0 conjunto imagem é o préprio contra-
dominio de f.

Observe a representacdo, em diagramas, de uma
funcdo f: A — B, bijetora:
A

Notemos que, invertendo os sentidos das flechas,
continuamos com a representacao de uma funcao, ago-

ra de B em A. 8

24

Essa nova funcdo é chamada funcao inversa de f e
representa-se por f~".

Notemos, ainda, que o dominio de f é o conjunto
imagem de f~7, e vice-versa.

Determinacao da funcao inversa(f -

Para determinarmos a inversa de uma funcdo bije-
tora, usamos uma regra pratica:

* “trocamos” x por y e y por x;
* “isolamos” y.

Observacao: O grafico de f='(x) sdao os pontos si-
métricos de f(x) em relacdo a bissetriz dos quadrantes
impares no plano cartesiano.

y

1 Sendo f(x) = XTZ
a) (3O N(5)

(g Of)(5) = g(f(5)) = g<7) =2-=—-1=24

e g(x) = 2x — 1, determine:




b) (0 g)(5) b) f(x) = *—

(FO6)(s) = flg(s) = fo) = 2 _x—1
Y x+2
Trocando x por y e vice-versa, temos:
_y-1 —y— oy = —2x—
—y+2:>xy+2x—y 1=xy—y 2x— 1
- —2x — 1
0 (90K X1
X2 2% X = —2x—-1
(QOf)(x)=9(f(X))=9<7)=T—1=X2—1 x—1
d (f © 9K
_ _ oy (2x =12 4 —4Ax+ 1
(FO )60 =Flgh) = fax = 1) = =—=—= 2 [ (unifor-CE) Seja a funcdo £, de R em R, dada por f(x) =
= 2x + 1. Se f[f(x)] = ax + b, entdo a — b éigual a:
a) —2 d) 1
b) —1 e) 2

00

fx) =2x+1 :>{

fifx)l=a-x+b

fF0] = 2 - 0) + 1 = fIf(x)] = 2f(x) + 1

Considere as funcoes f(x) = 2x — 7 e f[g(x)] = 2x* — 5.

Determine a sentenca que representa a funcao g(x). 2-x+N+1=axtb=dx+3=ax+b=>

—a=4eb=3a—-b=1

glx) =x2+ 1

Alternativa d

fix) =2x—7=flgX)]=2-gx)—7

flgx)] =2x> =5

2:gX)—7=2x*-5=2-gx) =2+ 2. ..gx)=x>+1

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UF-AM) Considere f(x) = 2x — 2 e g(x) = —x + 3.
Se b = g(a), entdo f(b) vale:

3 Determine a inversa das funcoes:

)f()_5x77 a) —2a+1 d) —2a-38
4 =" by —2a+ 4 e) —2a—4
y= 5X_2—7 ) —2a+2
Trocando x por y e vice-versa, temos: 2 (UF-MG) Considere a funcdo definida por:
x=¥:>2x=5y—7:>2x+7=5y 3¥se—-1=x=<1
_x+7 fx) = 5se1<x=<4
Y 5 X— 4, sex>4
) = 2x+7
Pode-se afirmar que o valor de f(f(f(2))) é:
1
a) 3 0 3
b) 1 d) 5

e



3 (U. Gama Filho-R)) Atente para os graficos:

4 (FEI-SP) Se a funcdo real f definida por f(x) =

y y
a(x)
4 4
f(x)
0 2 X 0
-2k

0 grdfico que representa f(g(x)) é:

a) V[ dy v
24
-0 X
’72
b) V[ e) Y
o2 x
a :
0 V[
0 1T X
-2

X+ 1
para todo x > 0, entdo f~'(x) é igual a:

1
a) Y*'l
1
b) Y+1

¢ x+1
d) 1-x

]
0 X+

A funcdo f, definida de R — {3} em B pela sentenca
f(x) = ZXX:;, admite inversa. O contradominio B é
dado por R — {a}. 0 valor de a é:

a) 2

b) —2

O 1

d)y —1

e) 0

(U. F. Alfenas-MG) Seja f funcdo real tal que f(2x — 9) = x
para todo x real. A igualdade f(c) = f~'(c) se verifica para
cigual a:

a) 1
b)
0
d)
e)

U W N O



1. Poligonos

Chama-se poligonal a figura formada pelo conjunto
de segmentos de reta consecutivos com quaisquer dois
vizinhos ndo colineares.

Poligono é uma poligonal simples (ndo se cruza)
em que as extremidades coincidem.

Um poligono é regular quando todos os seus lados
sao congruentes e todos os angulos internos sao con-
gruentes.

Soma das medidas dos dngulos internos

Seja um poligono qualquer de n lados. A soma S
das medidas dos angulos internos é dada por:

S=(n—2)-180°

Soma das medidas dos dngulos externos

S = 360°

_n-(n-3)
==

2. Triangulos

Triangulo é um poligono que possui trés lados. E
o poligono que possui o menor nimero de lados, ou
seja, todo triangulo possui trés vértices, trés lados e trés
angulos.

Na figura, temos:

¢ Vértices: A, B, C.
« Lados: AB, BC e AC.
+ Angulos internos: a, b e c.

Considere o triangulo ABC, de vértices A, B e C, da
figura a sequir:

A B D
0s angulos «, B e y sao chamados angulos internos
e & é um angulo externo.

Um angulo interno e um angulo externo adjacen-
tes sao suplementares, ou seja, a soma dos dois é
igual a 180°.

Soma das medidas dos dngulos internos

A soma das medidas dos angulos internos de um
triangulo qualquer é igual a 180°.

a+p+y=180°

e @)

No nosso triangulo:



Teorema do dngulo externo

A medida de um angulo externo de um trian-
gulo qualquer é igual a soma dos angulos internos
nao adjacentes ao externo considerado.

No nosso triangulo: 8 =a +

Condicao para a existéncia de umtriangulo

Seja o triangulo ABC de lados g, b e c.

B
a \
C
C b A
Para que exista esse triangulo, devemos ter:

. a<b+c
. b<a+c
M. c<a+b
Classificacao

0s triangulos podem ser classificados quanto aos la-

dos e quanto aos angulos.

Quanto aos lados

Triangulo Possui 0s trés lados congruentes.

equildtero  Cada angulo interno mede 60°.
Possui dois lados congruentes.

Triangulo 0s angulos da base sao congruentes.

isdsceles A altura divide a base em dois
segmentos congruentes.

Triangulo . . <

9 Possui 0s trés lados nao congruentes.
escaleno

Quanto aos angulos

Triangulo . A A

2 Possui 0s trés angulos agudos.
acutangulo
Tnapgulo Possui um angulo reto (e dois agudos).
retangulo
Triangulo Possui um angulo obtuso (e dois

obtusangulo agudos).

0s triangulos possuem as duas classificacoes si-
multaneamente: um triangulo pode ser, por exemplo,

retangulo isdsceles.

Seja a o lado de maior medida de um triangulo:
¢ Se a? = b? + % o triangulo é retangulo.
¢ Se 3> < b? + ¢% o triangulo é acutangulo.
¢ Se a> > b? + ¢% o triangulo é obtusangulo.

26/

Atividades

1 Determine a soma do nimero de lados com o nimero de
diagonais de um poligono regular que apresenta angulo
externo de medida iqual a 24°.

a) 90 ¢) 105 e) 45
b) 95 d) 15
Se=360°eae=§:n=§:n=ﬂ.:n=15
n a 24°
d=n'(nz_3):d=15'(125_3).‘.d=90

Assim:n +d = 105

Alternativa ¢

2 Determine x na figuras:

3)

130° 100°

130° 80° | 100°
50°

x + 500 + 80° = 180° ... x = 50°

b)
110°

120°

110°

70°

120°
60° X

X + 60° + 70° = 180° .. x = 50°




3 (Fuvest-SP) Na figura, AB = BD = (D.

X
A B C

Determine y em funcéo de x.

O triangulo ABD é isdsceles, portanto:

med(ADB) = x

med(C@D) = 2x (externo do AABD)

med(BDC) = 180° — 4x

Entdo: y + med(BDC) + med(ADB) = 180° =

=y +180°—4x+x=180°=y = 3x

4 (UF-PE) Na figura ilustrada ao
lado, 0s segmentos AB, BC, (D,
DE e EA sdo congruentes.

Determine, em graus, a medida
do angulo CAD.

Observe a figura:

No triangulo ADC, temos:

3x + 2y = 180°

No triangulo DCE, temos: X

2x + 3y = 180°

Assim:3x + 2y =2x +3y=x=y

Portanto, voltando ao triangulo ADC, temos:

3x + 2x = 180° = 5x = 180° = x = CAD = 36°

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (PUC-SP) No tridngulo a sequir, AM é bissetriz do angulo

CAB.
Entdo, (x — ) vale: C
a) 30° d) 60° - M
b) 100° e) 40°
) 20° X
30° )
A B

Os ndmeros x — 1, 2x + 1 e 10 representam, respectiva-
mente, as medidas dos lados de um tridngulo, e x é um
nuimero natural. 0 ndmero de possibilidades de x é:

a) 1 0 3 e) 5
b) 2 d) 4

Considerando AB = AC e as informacdes apresentadas na
figura, podemos afirmar que x vale:

a) 30°
by 40°
) 50° X
d) 60°
e) 70°

Determine a soma das medidas dos angulos A, B, C, D
ek.

(UF-MG) Observe a figura:

<7

A B C

Nessa figura, AB = BD = DE, e 0 segmento BD é bissetriz
de EBC. A medida de AEB, em graus, é:

a) 96 b) 100 Q) 104 d) 108

(ITA-SP) Seja n o nimero de lados de um poligono conve-
x0. Se a soma das medidas de (n — 1) angulos internos
do poligono é 2004°, determine o ndmero n de lados do

poligono.
e



1. Tinos de angulo

Angulo central

Chama-se angulo central o angulo que possui o
vértice no centro da circunferéncia.

B

AOB é um anqulo central de medida «.

Segundo a prépria definicdo de grau, a medida
do angulo central é igual a medida do arco por ele
determinado.

Angulo inscrito

D4-se o nome de angulo inscrito ao angulo que
possui o vértice sobre a circunferéncia, e os lados secan-
tes a essa circunferéncia.

N

A
ACB é um angulo inscrito de medida B.

Teorema

A medida do anqulo inscrito é igual a metade da
medida do arco por ele determinado.

o
P=7

D

Angulo de segmento

E 0 angulo que possui o vértice sobre a circunferén-
cia, um de seus lados é secante, e o outro é tangente a
essa circunferéncia.

ABC é um angulo de segmento de medida B.

Teorema

A medida do angulo de segmento é igual a metade
da medida do arco por ele determinado.

3
ﬁngulos excéntricos
C
‘ B
D IA

0 anqulo CED ¢é chamado excéntrico interno e
mede a média aritmética entre os arcos determi-
nados por ele e por seu oposto pelo vértice.

_ med(AB) + med(CD)
X= 2




0 anqulo AEB é chamado excéntrico externo e
mede a metade do médulo da diferenca entre os
arcos por ele determinados.

Imed(AB) — med(cD)|
X= 2

1 Determine a medida do &ngulo x nas circunferéncias a

sequir:
3)
24
X!
N
108°
DL Z
2
b)
148° 22° X1

_ 1480 — 229|
y = 11480 — 22°]

SUX=63°
> X

(Unifor-CE) Seja uma circunferéncia A de centro 0. Por um
ponto P tracam-se uma tangente PT e uma secante PS,
que contém o ponto O, como mostra a figura sequinte.

Se U € PS, a medida 6, do angulo assinalado, é:

a) 85° () 65° e) 45°
b) 75° 30 d) 57°30'
I. med(TS) = 20
med(UT) = x
X + 26 = 180°
20

||.T_X=25°:>2e—x=500

Somando (l) e (Il), temos:

46 = 230°

6 =57,5°=57°30’

Alternativa d

(UF-ES) Na figura, os segmentos de reta AP e DP sdo tan-
gentes a circunferéncia, o arco ABC mede 110 graus e o
angulo CAD mede 45 graus.

A medida, em graus, do angulo APD é:
a) 15 ) 25 e) 35
b) 20 d) 30

1100
2

O angulo ADC é inscrito, de medida = 550,

0O angulo CAD é inscrito, de medida 45°.

Logo, o arco DC mede 90°.

Em consequéncia, o arco AD mede: 360° — 110° — 90° = 160°
med(ABD) — med(AD) _ 2000 — 1600 _
2 2

Assim: med(AﬁD) = 200

Alternativa b




4 (F. M. Santa Casa-SP) 0 tridngulo ABC inscrito na circun-
feréncia de raio R tem angulo BAC com medida 30° e
o lado oposto valendo 12 cm. Entdo, o didmetro dessa
circunferéncia é igual a:

a) 12c¢m A
b) 6 cm -
30°
¢) 18cm
d) 30cm
e) 24.cm
C B
A
/'7/77 N
/ /30°\ N\
/ / \ \
| 0 |
\\ //,’R/ o R //
€ t2am 7B

med(BAC) = 30° = med(BOC) = 60°

O tridangulo OBC é isésceles (OB = OC = R) e, portanto:

med(OBC) = med(OCB)

Temos: med(O@C) + med(O€B) + 60° = 180° =

= med(0BC) = med(OCB) = 60°

Podemos concluir que o tridngulo OBC é equildtero e o raio R

da circunferéncia é igual a 12 cm. Sendo assim, o diametro da

circunferéncia é igual a 24 cm.

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 Observe a figura a sequir e determine a medida x.
A

Ji g

X

O

(35°

2 (Unimontes-MG) Os pontos A, B e C pertencem a uma
circunferéncia de centro 0. Os pontos A e B estdo na
mesma semicircunferéncia, e o didmetro passa por C.
Sendo med(0CA) = 20° e med(COB) = 80°, o angulo
ABO mede:
a) 120°

32

b) 100° Q) 80° d) 60°

(U. E. Feira de Santana-BA) Na figura abaixo, em que se
tem um circulo de centro O, o arco AC mede 130° e o
angulo ACB mede 62°. A medida x, do angulo BAC, é:

C
0
Cx
A : B
a) 65° () 50° e) 28°

b) 53° d) 31°
4 (UF-MG) Observe a figura:

A 1g°

suponha que as medidas dos angulos BAC, CAD e ABC,
assinalados na figura, sejam 4§°, 18° e 38°, respectiva-
mente. A medida do angulo ACB, em graus, é:

a) 38 Q79 e) 58

b) 63 d) 87

5 (Fatec-SP) Na figura, os pontos A, B e C pertencem a circunfe-
réncia de centro O.

Se B = 150° e y = 50°, entdo o é igual a:
a) 30° ) 35° e) 20°
b) 45° d) 15°

6 (PUC-SP) O pentdgono ABCDE da figura sequinte estd ins-

crito em um circulo de centro 0. 0 angulo COD mede 60°.
Entdo, x + y é igual a:

a) 180° A
b) 185° 2l /
) 190° X E
d) 210° 72 TS
e) 250° 60°

C D



1. Segmentos
proporcionais

Considere um feixe de retas paralelas interceptado
por duas retas transversais, t e u.

A /M

Chamam-se segmentos correspondentes aqueles
que tém suas extremidades sobre as mesmas paralelas.

Dessa maneira, temos:
DE e QR sao correspondentes;
AE e MR sao correspondentes.

2. Teorema de Tales

A razdo entre dois segmentos correspondentes
quaisquer é constante. No feixe acima, temos:

AB _ D
MN PQ
Ainda: a razdo entre dois segmentos quaisquer de
uma das transversais € igual a razao entre os segmentos
correspondentes da outra transversal.
AB _ N
D PQ

3.Semelhanca de
tridngulos

Dois triangulos sao semelhantes (representa-se
pelo simbolo ~) quando existe uma correspondéncia
entre seus angulos internos de tal modo que:

I dois angulos correspondentes sdo congruentes;

Il. lados opostos a angulos correspondentes (lados
homaélogos) sao proporcionais.

Q U
=
S
p fir- o
T
P=S5
5_7.PQ_PR_QR _
APQR ~ ASTU = Q—Ie ST_SU_TU_k
R=U

* 0 nuimero real k é chamado razdo de seme-
lhanca ou constante de proporcionalidade do
triangulo PQR para o triangulo STU.

* A razao de semelhanca se mantém quando se
dividem dois elementos lineares homologos
(altura, raio do circulo inscrito, perimetro etc.).

* Se arazao de semelhanca é igual a 1, os trian-
gulos sao chamados congruentes.

Casos de semelhanca de tridngulo

Para determinarmos a semelhanca de triangulo,
ndo é necessario verificarmos a congruéncia de todos
os angulos homoélogos nem a proporcionalidade de

e @



seus lados; basta observarmos os casos de semelhan-
€a a sequir:

Caso AA (angulo — angulo)

Dois triangulos sao semelhantes se possuem dois an-
gulos correspondentes congruentes.

Caso LAL (lado — angulo — lado)

Dois triangulos sao semelhantes se possuem dois
pares de lados homélogos, respectivamente, proporcio-
nais, e se os angulos formados por estes pares de lados
homoélogos sao congruentes.

Caso LLL (lado — lado — lado)

Dois triangulos sao semelhantes se possuem os la-
dos homoélogos, respectivamente, proporcionais.

1 Determine x em cada figura, sabendo que asretas a, be ¢
sdo paralelas:

a) a
X 3
b
5 8
C
S
r
Pelo teorema de Tales, temos:%= i:x = %
b)
X
3
_ 5
s X—1
r
a b C
x| =§:5x—5=3x:2x=5:x=£
X 5 2

10 15

X5 =i:X_5 =£:5x—25=30:
15 10 15 5

=5x=55=x=11

2 (FEI-SP) Trés terrenos tém frente paraaruaAe paraarua
B, conforme a figura. As divisas laterais sdo perpendicu-
lares a rua A. Qual a medida de frente para a rua B de
cada lote, sabendo-se que a frente total para essa rua é
120 m?

Rua A
30m

Sejam a, b e c as medidas dos terrenos, como o indicado na figura.

Rua A
A0m 30m 20m
a
kK
U
RU&B C

(40+30+20) 40 30 20

120 a b

Assim:
t—o=§:3a= 160.‘.a=13LO
%:%:%: 120 b = 40 m
%z%:3c=80:.c=83—0m




3 (PUC-R)) A figura ao lado re- ¢
presenta um retangulo PQRS,

inscrito em um tridngulo ABC, S R
de base AB = 12 cm e altura 13
13 cm. 7

Seja x o comprimento de PQ e z
o comprimento de PS. Compa- A P Q B
rando os triangulos ABC e SRC, 12
determine z em funcdo de x.

12 x
13 13—
156 — 13x

12

Zz156— 12z=13x=12z2= 156 — 13x =

=Z=

(Mackenzie-SP) Na figura a sequir, a medida x vale:

A 10
D

15 I 15
X
5 ¢
20
a) 12,75 Q 11,75 e) 11
b) 12,25 d) 11,25
%=%:20x=15~15:x=%.‘.x=11,25

Alternativa d

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Mackenzie-SP) A drea do quadrado assinalado na figura

é:

2 | 8 |
a) 20 ) 25 e) 16
b) 18 d) 12

(Cesgranrio-RJ) Certa noite, uma moca de 150 m de estatu-
ra estava a dois metros de distdncia de um poste de 4 m de
altura. 0 comprimento da sombra da moca no chao era de:

a) 0,75m ¢) 1,80m e) 3,20m
b) 1,20 m d) 2,40 m

3 (Unirio-R)) Observe os dois tridangulos representados a sequir.

0 perimetro do menor triangulo é:

a) 3 ‘\
b)
5 4

15
4 -

e) 15

5

(UF-SE) Na figura a sequir, sdo dados AC= 8cm e (D = 4cm.
A medida de BD, em centimetros, é:

a) 9 A

b) 10 Yo

0 12

d) 15 (a

e) 16 D

(Vunesp-SP) Na figura, B ¢ um ponto do segmento de
reta AC, e os angulos DAB, DBE e BCE sao retos.

D

E
D] QAo
A B €

Se AD = 6 dm, AC = 11 dm e EC = 3 dm, as medidas
possiveis de AB, em dm, sdo:

a) 45e6,5 () 8e3 e) 9e2
b) 75e3,5 d) 7e4
Observacdo: a figura estd fora de escala.

(Unirio-R)) Em uma cidade do in-
terior, a noite, surgiu um objeto
voador ndo identificado (6vni),
em forma de disco, que estacio-
nou a 50 m do solo, aproximada-
mente. Um helicéptero do Exér-
cito, situado a aproximadamente  QGyni
30 m acima do objeto, iluminou-

-0 com um holofote, conforme

mostra a figura ao lado.

30m

Sendo assim, pode'—se afirmar 50 m
que o raio do objeto voador
mede, em m, aproximadamente:

a) 3,0 d) 4,5

b) 35 &) 5,0 Sombra
>

Q) 40 16 m

35



1. Triangulo retangulo

Considere um triangulo retangulo ABC, a altura AH
relativa ao lado BC e as medidas indicadas na figura.

A
2O
C h b
B [ C

! n H m

0 segmento BH (de medida n) ¢ a projecao do cateto AB
sobre a hipotenusa, e o segmento HC (de medida m) ¢ a
projecdo de AC sobre a hipotenusa.

Nessa situacao, sao validas as sequintes relacdes
métricas para o triangulo retangulo ABC:

« h=m

*b-c=a-h

e ?=a-n ou b2=a-m

e ¢c-h=b-n ou b-h=c-m

* 32 = b? + ¢* (teorema de Pitagoras)

Aplicacoes do teorema de Pitagoras

Diagonal de um quadrado 8 c
Seja o quadrado ABCD de
lado a e diagonal d, como mostra
a figura ao lado. d a
I~
A a D

Aplicando o teorema de Pitdgoras, temos:
d?=a+at=d=2-3a=>

= d=a-2

D

Altura de um triangulo equilatero

Seja o triangulo equildtero ABC, de lado a e de al-
tura AM, conforme a figura sequinte.

A

B M a C
2

Aplicando o teorema de Pitdgoras, temos:

2
a a2
2 ] = 32 2 — 32 _
h+<2> aA=h?=2a 1=

:>h2:—3'a2:> h:a\/g
4 2

1 (Faap-SP) No retdngulo ABCD, AB = 4 ¢m e BC = 3 ¢m,
o0 segmento DM ¢ perpendicular a diagonal AC. Calcule o
comprimento do segmento AM.

D C

O comprimento do segmento AM é 1,8 cm.

(AC)? = (AB)> + BC)’ = (AC)? =4+ 32 AC=5

(AD)? = (AC) - (AM) = 32 = 5 - (AM) . AM = % —18cm




2 (UF-RJ) Em um tridngulo retdngulo, a altura relativa a hi-
potenusa mede 12 e o menor dos segmentos que ela
determina sobre a hipotenusa, 9. 0 menor lado do trian-

gulo mede:
a) 12,5 ¢ 15 e) 16,5
b) 13 d) 16

b c

. 12

9 ol m
122=9m:m=%:m=16ea=25

b?=25-9=b=15

2=25-16=>c=20

O menor lado do tridngulo mede 15 cm.

Alternativa ¢

3 (Fuvest-SP) Os lados de um tridangulo medem \/E J1oes.

3)

b)

Qual a medida da altura relativa ao maior lado?

V10

h \V5

5

h2+x2=<£)2:h2=5—x2 (1

he+(5—xP=(10 s h+25—10x+xx=10 (Il

De(lem():5—x*+25—10x+x*=10= —10x = —20

X =2

Em():h=5-x=h’=5-22=h’=1.h=1

Qual a drea desse triangulo?

=B = a =0

A
3 A

por duas cordas perpendiculares presas ao teto.

=

4 (UF-RS) O lampido representado na figura estd suspenso

Sabendo-se que essas cordas medem % e % a distancia

do lampido ao teto é:

6
a) 1,69 ¢ 0,6 e) —
)1 ) 0, ) 5
b) 1,3 d L
2
Observando a figura, temos:
X
:’j
N h
>\ | 6
2 | 5
<
Pelo teorema de Pitagoras:
_13

Xzz(%)n(g):l 36_25+144 _ ,_ 169

4725 100 X T 100 "

10

Usando a relacdo bc = ah, temos:

ul|o
I
|
>
>
|
|

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UE-CE) Uma escada de 2,5 m estd encostada na parede

vertical de um edificio de modo que o pé da escada estd
a 0,7 m do prédio. Se o topo da escada escorregar 0,4 m,

quantos metros escorregard o pé da escada?
a) 1,0m ¢ 08m
b) 0,9m d) 1,5m

e @



(Mackenzie-SP) Na figura, a soma das dreas dos trés qua- 4 No triangulo isésceles da figura, M é o ponto médio da

drados ¢ 18. A drea do quadrado maior é: base BC.
A
26 cm 26 cm
B M C
20 cm
]

Determine a distancia do ponto M até o lado AB.

5 (Fuvest-SP) Um triangulo retangulo tem catetos AB = 3 e
AC = 4. No cateto AB, toma-se o ponto P equidistante do
ponto A e da reta BC. Qual a distancia AP?

Sendo g um valor conhecido, tem-se que, na figura, o
valor de x é igual a:

a) 9 0 12 e) 8
b) 10 d) 6 d
E
X
3 (Fatec-SP) Na figura a sequir, ABCD é retangulo. A medida
do segmento EF é: F
4
A, B
F
2
3
<'E
D C
a) 08 Q 26 e) 3,8
b) 1,4 d) 3,2




1.Ponto Pinterno a
circunferéncia

C

B

Utilizando-se a semelhanca de triangulos, demons-
tra-se que:

PA - PB = PC - PD

2. Ponto P externo a
circunferéncia

D

Utilizando-se a semelhanca de triangulos, demons-
tra-se que:

PA - PB = PC - PD

Gaso particular

Na figura, a reta P ¢ tangente.

Utilizando-se a semelhanca de triangulos, demons-
tra-se que:

(PT)? = PA - PB

1 (Cefet-SP) Sabendo que y é
parte do segmento DC na cir-
cunferéncia ao lado, o valor

de y é:

a) 1 9

b) 4 d) 18

(EA) - (EB)=(EQ)- (ED)=2-6=3-y..y=4

Alternativa b

2 Sejam P um ponto externo a uma circunferéncia e B e D
pontos dessa circunferéncia. Os segmentos PB e PD in-
terceptam essa circunferéncia nos pontos A e C, respec-
tivamente, de tal forma que AB =5,PD =6e PC=4. A
medida do segmento PA é igual a:

a) 2 b) 3 ) 4 d) 6 e) 1

Seja PA = x

(PA) - (PB) = (PC)- (PD)=>x-(x +5)=4-6=

Jx = —8 (Nao convém.)
=X +5x=24=x>+5x—24=0

(x=3..PA=3

Alternativa b

e @



3 (Vunesp-SP) Em uma residéncia, hd uma drea de lazer com
uma piscina redonda de 5 m de didmetro. Nessa drea, hd
um coqueiro, representado na figura por um ponto Q.

6m
T

Se a distancia de Q (coqueiro) ao ponto de tangéncia T (da
piscina) ¢ 6 m, a distancia d = QP do coqueiro a piscina, é:
¢) 5m

d) 55m

a) 4m
b) 4,5m

e) 6m

QA - QP =(QT)

(d+5)-d=36 e

d?+5d—-36=0 “/ \\\‘ p d o)

A=25+144=169

— [
d=5%13:d=4m ~ y

Alternativa a

4 (Fafipa-PR) Na figura, AB = 1, OA = % e (B = a. Consi-

derando-se que 0A seja o raio do circulo, entdo a vale:

NG

a) N2
2 A 1 B8
\/E+1 1
hy Y21 a1 a
) 2 2 C
V5 -1
0
C
) 2
1
d) —
) 2
e) 2
BC - BD = (AB)?
a‘(@a+1)=1=a’+a—-1=0
A=1+4=5 A 1 B
— T .
_—1+45 1 .
T , 2 \\‘c
Como a >0, vem: ( JO | ‘
] 0 2
a=—142m/5 X 2 ;

Alternativa ¢

10

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1

2

%Z%,BE=8cmeED=6cm.
0 comprimento AC, em ¢m, €é: C

a) 10

b) 12

) 16 B
d) 18
e) 20

Na figura, sdo dados

(UF-MG) Em um circulo, a corda CD é perpendicular ao
d_iémetro AB no ponto E. Se AE - EB = 3, a medida de
(D é:

a) J3
by 2v3

0 3

d) 33

(Inatel-MG) Na figura a sequir, ha uma tangente AT e uma

secante AP a um circulo. Se AT = 12 cm e PR = 10 cm,
calcule o comprimento AR.

(Mackenzie-SP) Em uma circunferéncia de raio 5 cm, uma
corda perpendicular a um didmetro separa esse diametro
em duas partes, uma das quais mede 2 cm. O compri-
mento da corda, em cm, é:
a) 4 Q7
b) 6 d) 8

e) 5

(Fuvest-SP) Os segmentos AB e (D se interceptam em um
ponto P e sao cordas perpendiculares de um mesmo circu-
lo. Se AP = (P = 2 e PB = 6, determine o raio do circulo.

0 tridngulo ABC é circunscrito a circunferéncia.

A

BT C

Sendo AB = 8, AC = 9 e BC = 7, entdo x vale:
a) 1,5 0 3 e) 5
b) 2,8 d) 46



1. Area de poligonos

Area do retingulo

Retangulo é o quadrildtero que possui 0s quatro an-
gulos internos iguais a 90°. A drea do retangulo é dada
pelo produto da medida da base (b) pela medida da
altura (h).

0 quadrado é um retangulo cujas medidas da base
e da altura sdo iguais; logo, a drea de um quadrado de
lado ¢ é dada por:

€

Paralelogramo é o quadrilatero que possui 0s la-
dos opostos paralelos, dois a dois.

A 3drea do paralelogramo ABCD (com base b
e altura h) é igual a area do retangulo EFCD e é expressa
por:

Area do tridngulo

A darea do triangulo pode ser calculada de varias
maneiras. Vejamos a sequir algumas delas.

Em funcio das medidas da base e da altura relativa a
essa hase

A drea do tridangulo (com base b e altura h) é a
metade da area do paralelogramo ABDC.

o
N
=

Em funcao das medidas de dois lados e da medida do
angulo formado por esses lados

B
No triangulo ao lado, temos: ;
b-h a
A= 5 ih
Mas: 0/
h A H C
~ ~ -
senczg:hza-senc b

1 .
A—7-a-b-senc

Em funcio das medidas dos lados e do
semiperimetro

Seja o triangulo ABC de lados a, b e ¢ e semi-
perimetro p. E vdlida a sequinte relacdo (também
conhecida por férmula de Hierdo):

A=Vp -9 G- 60

cree @)



Area do triangulo equilatero

Considere o triangulo equildtero da figura:

60°

¢

Empregando a formula A = % -a-b-senC temos:

A=%-€-€-sen60°:>

Area do trapézio
Chama-se trapézio o quadrilatero que possui pelo
menos um par de lados paralelos.
N b P

-l
M H B Q
A drea do trapézio (de base maior B, base menor
b e altura h) é dada pela soma das dreas dos triangulos
MNQ e NPQ, isto é:

_ Bh  bh _ B+Db)-h
A_T+T:> A—iz
Area do losango

Losango é o paralelogramo que possui 0s quatro
lados de mesma medida.

Observe a figura:

N
2,
2
M ' P
d
4
Q

D

Como as diagonais do losango sdo perpendiculares
entre si e se cruzam no ponto médio, podemos calcular
a area do losango (com diagonal maior D e diagonal
menor d) como a soma das dreas dos triangulos MNP
e MQP:

12

2. Area do circulo

Um circulo de raio r tem sua area expressa pela for-
mula:

Partes do circulo

Podemos calcular a drea de apenas uma parte do
circulo. Veja algumas com as quais trabalhamos com
maior frequéncia e suas nomenclaturas.

Area da coroa circular

Chama-se coroa circular a regido do plano
compreendida entre dois circulos concéntricos.

Oe

A drea da coroa circular ¢ a diferenca entre as areas
dos dois circulos de raios R e r, respectivamente.

A=m-R-7m-’= A=x-(R-1)

Area do setor circular

Chama-se setor circular a regidgo do plano
compreendida entre dois raios distintos de um
mesmo circulo.



Sendo A a area do setor circular, r o raio do circulo e
« 0 angulo central medido em graus, temos:

360° @ —— 2
o _ A

o
360°

Area do segmento circular

Chama-se segmento circular a regido do plano
compreendida entre um circulo e uma corda desse
circulo.

A drea do segmento circular é calculada associan-
do-se a area do setor circular e a area do triangulo for-
mado pelos raios OA e OB. Assim, podemos ter:

A

A= Asetor circular Atriéngulo

A= Asetor circular + Atriéngulo

Atividades

1 (UF-SC) A drea da figura sombreada é:
a) (4-m) :
b) 4-(1 —m)
Q) 2:-(2-m)
d) 4
e) m

S

1
= Squadrado - Z . Scl’rculo =

sombreada

1
= Ssombreada =2 - Z : (‘IT : 22) Ssombreada =4-m

Alternativa a

2 (PUCG-MG) A bandeira de um time de futebol tem o for-
mato de um retangulo MNPQ. Os pontos A, B e C dividem
o lado MN em quatro partes iguais. Os tridangulos PAM e
P(B sdo coloridos com uma determinada cor C;, o triangulo
PAB, com a cor C,, e o restante da bandeira, com a cor .
Sabe-se que as cores C,, G, e G sdo diferentes entre si.

Q: P

M A B C N
Que porcentagem da bandeira é ocupada pela cor (;?
a) 12,5% Q) 22,5% e) 28,5%
b) 15% d) 25%

Os triangulos PAM, PAB, PBC e PCN possuem a mesma area, por

isso representam a metade do APMN.

Logo:S = % - MNPQ ou 25% da érea do retangulo.

Alternativa d

3 (EEM-SP) Em um tridngulo retangulo, um cateto mede 5 m
e a altura relativa a hipotenusa mede 25 m. Determine a
area do triangulo.

25

e @



No triangulo ACH:

“(CH? + (V57 = 5= (CH? =5..CH=+5m

«52=CH-CB
25=1/5-CB
B==2.B=5/5m
o Js) - 2/
(BC) - (AH) (5V5) - (2V5)
Sasc = f: Spsc = f Sppc = 25 m°

4 (Mackenzie-SP) No setor
da figura, a = 60° e M,

N e P sdo pontos de tan- P
géndia. 0
. . 0
Se o raio do setor € 12, a
area do circulo de centro \& .
0é: M
a) 18w ) 9m e) 12w

b) 16m d) 4n

o

s

Observe a figura:

R 1
==

R
0 —
Sen 30 = T R T 2R

=12—-R=2R=

=3R=12=R=4

A=mR= 167

Alternativa b

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (FEI-SP) Determine a C
area do tridngulo ABC,
da figura ao lado, sa- V2
bendo que AB = 4,
BC =2 emed(ABC) = 45°
— 45°. A 4

2 (U. F. Sdo Carlos-SP) A figura representa trés semicirculos,
mutuamente tangentes dois a dois, de didmetros AD, AC
e (D.

Sendo BC perpendicular a AD, e sabendo que AB = 4 cm e
DB = 3 cm, a medida da drea da regido sombreada na figura,
em cm?, é igual a:
a) 1,21 =
b) 1,25 =

¢ 135w
d) 1,44-m

e) 1,69

(UF-MG) Na figura I, estd representado um retangulo, cuja
base mede 25 cm e cuja altura mede 9 cm. Esse retangu-
lo estd dividido nas regides «, B e .

Sem que haja qualquer superposicdo delas, essas regides
podem ser reagrupadas, formando um quadrado, como
mostrado na figura II.

I
Entdo, é correto afirmar que a drea da regido « mede:

a) 24cm2 b)) 28cm?2  ¢) 30cm2 d) 32cm?

4 (PUC-PR) Seja O o centro da circunferéncia de raio unitdrio:

— B

L 1
Y

A area do tridngulo retdngulo ABC que tem o cateto AC no
diametro vale:

J3 3 33

o0y o
3 3
b)3T d)T

(PUC-SP) Um terreno de 120 m? contém uma piscina de 6 m
por 8 m. A calcada ao redor da piscina tem largura x,
conforme a figura. Calcule o valor de x em metros.

Ix

(Mackenzie-SP) Na figura, a diferenca entre as dreas dos
quadrados ABCD e EFGC é 56. Se BE = 4, entdo a drea do
trianqulo CDE vale: A B

a) 18,5 £ F
b) 20,5
) 22,5
d) 245
e) 26,5 D C G




1. Prisma

Considere um poligono P, convexo, contido em um
plano « e um segmento AB com apenas uma de suas
extremidades pertencente a «.

Chama-se prisma a unido de todos os segmen-
tos paralelos e congruentes a AB, com uma de
suas extremidades em P e contidos no mesmo se-
miespaco em que esta contido o segmento AB.

Elementos
Da figura anterior, temos:
* 0s poligonos A A,AA,..A, e B,B,B;B,..B, 530 as
bases (que sao paralelas).
+ Adistancia h entre as bases é a altura do prisma.
¢ Ospontos A, A,, ..., A, B, B, ..., B, 530 0s vértices.
* (ada lado das bases é chamado aresta da base.

« 0s segmentos A,B,, AB,, ..., AB, sdo as arestas
laterais.

* 0s paralelogramos A,A,B,B,, A,A;B;B,, A;A,B,B;,
..., A,A,B,B, sdo chamados faces laterais.

« 0 segmento que une dois vértices nao consecutivos e
pertencentes a mesma base é chamado diagonal da
base.

* 0 segmento que une dois vértices ndo pertencentes
a mesma base e ndo pertencentes a mesma face la-
teral é chamado diagonal do prisma.

+ A drea de uma base serd indicada por A,.

« A drea de uma face lateral serd indicada por A,

« Asoma das areas das faces laterais é chamada drea
lateral e serd indicada por A,.

* A soma das dreas das bases com a drea lateral é
chamada drea total e serd indicada por A,

Nomenclatura

0 nome de um prisma é dado de acordo com o
poligono da base.

Um prisma cuja base é um triangulo é chamado
prisma triangular; se a base é um quadrilatero, prisma
quadrangular; se a base é um pentdgono, prisma pen-
tagonal; e assim sucessivamente.

0 volume de um prisma é dado pelo produto da
area da base pela altura.

V= Ab * h
Prismareto

Um prisma é chamado reto quando as arestas
laterais sao perpendiculares as bases.

o

Repare que as faces laterais de um prisma reto sao

retangulares.
concs @)



Paralelepipedo reto-retingulo

Da-se o nome de paralelepipedo reto-retangulo
ao prisma reto cuja base é um retangulo.

H G
[+
D ¢ ¢
- =F
D] b
A a B

Considere um paralelepipedo reto-retangulo de di-
mensodes 3, b e ¢.

+ Diagonal d=Va+b+2

+ Areatotal A ,=2-(ab + ac + bc)
* Volume V = abc

Cubo

0 cubo é um paralelepipedo reto-retangulo
que apresenta a particularidade de ter todas
as arestas congruentes.

D=2a-V3

+ Diagonal:
+ Areatotal: A =62 D 2
* Volume: V=a 3
a
Prisma regular

Prisma regular é um prisma reto cujas ba-
ses sao poligonos requlares.

_ -
0segmento OM que une o centroda &
base ao ponto médio M de uma aresta
da base é chamado apétema da base.
0
BLSTM

Nomenclatura

Para nomear um prisma regular, basta acrescentar
a palavra “regular” ao seu nome, isto é, prisma hexago-
nal reqular, prisma pentagonal reqular etc.

16/

Seccao transversal

Chama-se seccao transversal a interseccdo de um
prisma com um plano paralelo a sua base.

N \
Seccéo
transversal

Volume

0 volume de qualquer prisma é o produto da area
da base pela altura.

Dados dois poligonos (P, e P,) semelhantes, e va-
lendo-nos da propriedade de semelhanca, temos:
3, b,
DR
em que a, e b, s3o arestas do poligono P, e 3, e b,
sao arestas correspondentes no poligono P, que
satisfazem a proporcdo, com k como a constante
de proporcionalidade.
Temos, também:
A
A
em que A, é a drea do poligono P, e A, é a drea do
poligono P,.
Dados dois sélidos (S, e S,) semelhantes, vale
também a sequinte relacdo:

:k2

em que V, é o volume do sélido S, e V, é o volume
do sélido S,.

- N -
2. Piramide
Considere um poligono P, convexo, contido em um
plano « € um ponto V ndo pertencente a «.

v
h
A, As A ‘
A, P A,
a A, Ay



Chama-se piramide a unido de todos os seg-
mentos com extremidades em P e V.

Elementos

Da figura anterior, temos:

* 0 poligono P é a base.
« O ponto V é o vértice da piramide.

+ Adistancia h entre a base e o vértice da piramide é
a altura.

e 0s pontos A, A,, ... € A, sdo os vértices da base.

+ (ada lado da base é chamado aresta da base.

+ 0ssegmentos AV, AV, ..., AV sdo as arestas laterais.

« 0s triangulos A\A,V, AAV, A5A,, ..., AAV sdo cha-
mados faces laterais.

* 0 segmento que une dois vértices da base nao con-
secutivos é chamado diagonal da base.

+ A drea de uma base serd indicada por A,.

* A drea de uma face lateral serd indicada por A.

* A soma das areas das faces laterais é chamada drea
lateral e serd indicada por A,.

* Asoma da drea da base com a area lateral é chamada
drea total e serd indicada por A,.

Nomenclatura

0 nome de uma piramide é dado de acordo com o
poligono da base.

Uma piramide cuja base é um triangulo é chamada
piramide triangular; se a base é um quadrilatero, pira-
mide quadrangular; se a base é um pentdgono, pirami-
de pentagonal; e assim sucessivamente.

Volume

0 volume de uma pirdamide é um terco do produto
da area da base pela altura.

Piramide reqular é aquela cuja base é um po-
ligono regular e a distancia do vértice ao centro
da base é a altura da piramide.

Na figura a sequir, temos uma piramide hexago-
nal reqular (a base é um hexdgono regular).

Elementos

« A medida h do segmento VO ¢ a altura da piramide.

* M é o ponto médio de uma aresta de base.

* 0 ponto O é o centro da base.

+ 0 segmento OM de medida n é chamado ap6étema
da base.

+ 0 segmento VP de medida ¢ é uma aresta lateral da
piramide.

+ 0 segmento VM de medida m é o ap6tema da pira-
mide.

+ 0 segmento OP de medida r ¢ o raio da circunferén-
cia circunscrita a base.

* 0s triangulos PVO e MVO sdo retangulos, logo:
C=h+rrem=h+n

Nomenclatura

Para nomear uma piramide reqular, basta acrescen-
tar a palavra “reqular” ao seu nome, isto é, piramide
hexagonal reqular, piramide pentagonal reqular etc.

Seccao transversal

Chama-se seccdo transversal a interseccdo ndo vazia
de uma piramide com um plano « paralelo a sua base e
que nao passa pelo seu vértice.

o A<‘ _\'<
A, Te A Seccdo

VA, transversal

* A seccdo transversal é um poligono semelhante ao
poligono da base.

A distancia do vértice da piramide até a seccdo trans-
versal dividida pela altura da pirdmide é a razao de
semelhanca.

+ Arazdo entre a area da seccdo transversal e a 4rea da
base, nesta ordem, é igual ao quadrado da razao de

semelhanca.



* 0 solido compreendido entre a seccdo transversal
e a base é chamado tronco de pirdmide de bases
paralelas.

Tronco de
piramide

+ A distancia entre as bases é a altura do tronco.

(Ucsal-BA) No prisma reto de base triangular, da figura,
todas as arestas medem 2 m.

0 volume desse prisma, em metros cubicos, é:

a) 2\/5 C) 4 e) 4\/§

b) 2v3 d 42
3
V=A,. hoV= (%) 2ov=22/3m
2m
Alternativa b
2m 2m
I 2m

2 (U. F.Juiz de Fora-MG) A maior distancia, em metros, entre
dois vértices de um comodo na forma de paralelepipedo
retangular de 3 m de altura, com piso de dimensdes 2 e
6 metros, é igual a:

a) 2710 by V11 0 7 d) sv2

A distancia pedida é a medida da diagonal do paralelepipedo:

P+22+6=d=V9+4+36

d=v49=>d=7m

Alternativa ¢

16/

(Acafe-SC) A figura a sequir mostra a planificacdo de um
sélido. O volume desse sélido é:

110\ ¢m
2
[T L]
~10M:12 m =10 s
5 12I.cm =
1
110/m
|
1
a) 1152 cms3 ¢) 384 cm3 e) 240 ¢cm3
b) 1440 cms3 d) 1200 cms3

A figura é a planificacdo de uma piramide de base quadrada de

lado 12 cm. O apétema (m) da pirdmide é 10 cm e 0 apStema (a)

da base é 6 cm (metade do lado do quadrado).

m’=a’-h’=100—-36=h’=h’=64=h=8cm

em que h é a altura da piramide.

T hel 9. g=144"8
S Sh=5 (127 8="1

V= = 384cm?

Alternativa ¢

(Vunesp-SP) Aumentando-se em 2 ¢cm a aresta de um
cubo C,, obtemos um cubo G, cuja drea da superficie to-
tal é aumentada em 216 cm? em relacdo a do cubo C,.

a a+2
Determine:

a) a medida da aresta do cubo (;;

(Alateral)W =62

(Alateral)z =6 (a + 2)2

Ainda: (Alateral)z = (Alateral)W +216=

=6-(a+4-a+4)=6-a%+216=

S>ad+4-a+4=a+36=>4-a=32..a=8wm

b) o volume do cubo C,.

V,=(@+ 2=V, =10..V, = 1000 cm?




EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (EEM-SP) A diagonal de um paralelepipedo reto-retdngulo
mede V14 m. Calcule o volume do paralelepipedo,
sabendo que as medidas das trés arestas sdo ndmeros
inteiros consecutivos.

(FBJ-PR) De um paralelepipedo de dimensdes 3x, xe x, em
dm, retira-se um prisma de medidas 1 dm, 1 dm e x dm,
conforme afigura. Se o sélido restante tem volume 22 dms,
o valor de x, em dm, é igual a:

1
! X
X
3X
a) 0,5 d) 2
b) 1 e) 3

0 1,5

(Fuvest-SP) Qual a altura de uma pirdmide quadrangular
que tem as oito arestas com medidas iguais a V22

a)\/? d)‘/zl_5
by V1,5 e) V3
) V2

(F. M. Santa Casa-SP) Dispondo-se de uma folha de car-
tolina, medindo 50 ¢cm de comprimento por 30 cm de

largura, pode-se construir uma caixa aberta, cortando-se
um quadrado de 8 cm de lado de cada canto da folha. O
volume dessa caixa, em ¢m3, sera:

a) 1244 d) 3808
b) 1828 e) 12000
) 2324

Dado um cubo de aresta ¢, qual é o volume do octaedro
cujos vértices sdo os centros das faces do cubo?

(Vunesp-SP) A figura representa uma piramide com vérti-
ces no ponto E. A base é um retdngulo ABCD, e a face EAB
é um triangulo retangulo com angulo reto no vértice A.
A piramide apresenta-se cortada por um plano paralelo a

base, na altura H.
E

D' c

A B

Esse plano divide a piramide em dois sélidos: uma piramide
EAB'C'D’ e um tronco de piramide de altura H. Sabendo
queH=4cm, AB=6wm,BC=3cmeh =AE =6cm,
determine:

a) o volume da piramide EA'B'C’'D’;

b) o volume do tronco da pirdmide.



1. Cilindro

Considere um circulo C contido em um plano o e
um segmento AB com apenas uma de suas extremida-
des pertencente a a.

Chama-se cilindro a unido de todos os segmen-
tos paralelos e congruentes a AB, com uma de
suas extremidades em C e contidos no mesmo se-
miespaco em que estd contido o segmento AB.

Elementos
Da figura anterior, temos:
* 0s circulos C e C, sao as bases de raio r.
* 0s pontos O e 0, sdo os centros das bases.

+ A reta que passa pelos centros das bases ¢ o eixo do
cilindro.

* Qualquer segmento paralelo ao eixo e com extremi-
dades nas circunferéncias das bases é chamado gera-
triz (g) do cilindro.

« A distancia h entre as bases é a altura do cilindro.
« A drea de uma base serd indicada por A,.
+ A drea lateral serd indicada por A,.

* A soma das areas das bases com a area lateral é
chamada drea total e sera indicada por A,

D

Seccao transversal

Chama-se seccdo transversal a interseccao nao va-
zia de um cilindro com um plano paralelo a sua base.

I - Seccao
transversal

0 volume de um cilindro é o produto da area da
base pela altura.
Como a base do cilindro é um circulo, temos:

Seccio meridiana

Chama-se seccdo meridiana a interseccdo de
um cilindro com um plano que passa pelos centros
das bases.

0 paralelogramo ABCD
¢ a seccao meridiana.

Cilindro reto

Um cilindro é chamado reto quando a sua seccdo
meridiana é um retangulo.



p B0
Em um cilindro reto, a medida g da geratriz é igual

a da altura do cilindro.

firea da seccdo meridiana

A seccdo meridiana de um cilindro reto é um retan-
gulo de dimensdes 2r e h; logo:

Asecgéo =2-r-h

Cilindro equilatero

Um cilindro reto é chamado equilatero quando
sua seccao meridiana é um quadrado.

Em um cilindro equildtero, a altura h, a medida g
da geratriz e o diametro da base sao congruentes.

Planificacao de um cilindro reto

A planificacdo da superficie de um cilindro reto é
composta por um retangulo de comprimento 2= e al-
tura h e por dois circulos de raio r.

2-m-T
Area lateral de um cilindro reto

A drea lateral é a drea do retangulo, isto é:

Aj=2-wm-1-h

Area total de um cilindro reto

A area total é a soma da area lateral com as areas
das bases, isto é:

A=2nth+2m?= A=2-w-1-(h+r1)

2.Gone

Considere um circulo C contido num plano o e um
ponto V ndo pertencente a a.

Geratriz

Chama-se cone a unido de todos os segmen-
tos com extremidades em C e V.

Elementos

Da figura anterior, temos:

* Ocirculo C é a base de raio r.

« 0 ponto O é o centro da base.

« O ponto V é o vértice do cone.

* A reta que passa pelo centro da base e pelo vértice é o
eixo do cone.

* Qualquer segmento com extremidades na circunfe-
réncia da base e no vértice é chamado geratriz (q)
do cone.

« A distancia h entre o vértice e a base é a altura do

cone.

A area de uma base serd indicada por A,.

A area lateral serd indicada por A,.

A soma da drea da base com a drea lateral é chamada

drea total e serd indicada por A,.

Seccao transversal

Chama-se seccao transversal a interseccdo ndo va-
zia de um cone com um plano « paralelo a sua base e
que nao passa pelo seu vértice.

* A seccdo transversal e a base sao circulos.
* A razao do raio da seccdo (Iyq,) Para o raio da base
(r) é a razdo de semelhanca.



+ Arazao entre a drea da seccdo e a area da base, nesta
ordem, é igual ao quadrado da razao de semelhanca.

+ 0 s6lido compreendido entre a seccdo transversal e a
base é chamado tronco de cone, de bases paralelas.

~—Tronco
de cone

* A distancia entre as bases é a altura do tronco.
Volume

0 volume de um cone é igual a um terco do produ-
to da drea da base pela altura.

Como a base do cone é um circulo, temos:

Seccio meridiana

Chama-se seccdo meridiana a interseccdo de um
cone com um plano que contém o eixo.
v

0 tridngulo ABV é uma seccdo meridiana.

Gone reto

Um cone é chamado reto quando suas seccoes
meridianas sao triangulos isésceles.

O.ﬂ\r B
A
Num cone reto, o triangulo OBV é retangulo, entdo:

gz:hz+rz

52

firea da seccdo meridiana

Sendo r o raio da base de um cone e h a sua altura,
a seccdo meridiana é um triangulo de base 2r e altura
h, logo:

Asecgéo =r1-h
Cone equilatero

Um cone reto é chamado equilatero quando suas
seccdes meridianas sdo triangulos equilateros.

Num cone equildtero, a geratriz g tem como medida
o diametro da base.

Planificacdo de um cone reto

A planificacdo da superficie de um cone reto é
composta por um circulo de raio r (base do cone) e um
setor circular (superficie lateral do cone), cujo arco tem
comprimento 2, angulo central «, e 0 raio é a geratriz
g do cone.

2mr

Medida do dngulo central em funcio do
comprimento do arco do setor

360° -1
o=
g

Ou, em radianos:




Area lateral de um cone reto em funcao do angulo do
setor circular

A - @ TG
360°

Ou, em radianos:

firea lateral de um cone reto em funco do comprimen-
to do arco do setor circular

Ae:'lT'f'g

Areatotal de um cone reto

A drea total é a soma da area lateral com a drea da
base, isto é:

A=m-r1-(g+7)

1 (Vunesp-SP) Um pedreiro deseja construir uma caixa-
-d’dgua, em forma de cilindro, com capacidade para
25,12 mil litros. Considerando w = 3,14, para que a altu-
ra desse reservatorio seja 2 metros, a medida aproxima-
da do raio da base, em metros, deverd ser:

a) 2,0 d) 4,0
b) 2,8 e) 6,2
0 3,2

V=A,. -hsV=m-R-h=2512=314-R-2=

=628-R*=2512=>R*=4.-.R=2m

Alternativa a

2 (U. F. Itajubd-maG) O retangulo ABCD a sequir sofre uma

rotacdo de 45° em torno do eixo que contém o lado AB.
Calcule o volume do sélido gerado por essa rotacdo.

(Dados: (D = 6 cm; BC = 8 ¢m)
A

o

6 cm

B ;

@)

8 cm

Se a rotacao fosse de 360°, teriamos gerado um cilindro e

bastaria encontrar o volume desse cilindro.

Como a rotacao foi de 45° (ou seja, 368£) iremos calcular%do

volume do cilindro.

V= %"rr~82~6:V=48‘rrcm3

0 raio da base de um cone reto mede a metade da altura.
Sendo o volume desse cone igual a 18w m?, determine
sua area lateral.

Se o raio da base for R, a altura sera 2R.

Seja g a geratriz desse cone.

Assim:

@=R+ (QR2= g2 =5R-.g = RV5

/N

]
!
|
! g=R/5
i
I
I

vV,

cone

=181T:%~1T~R2~2R=181T:

SR =27=R=3=g=3V5

Slateral =m-R- 9= Slateral =m-3- 3\/E

Slateral = 9\/E s m?

P



4 (Fuvest-SP) Um copo tem a forma de um cone com altura

8 ¢m e raio da base 3 cm. Queremos enché-lo com quan-
tidades iguais de suco e de dqua. Para que isso seja pos-
sivel, a altura x, em c¢m, atingida pelo primeiro liquido
colocado deve ser:

) % Q) w3
b) 6 e) 44
) 4

Seja V o volume do liquido e 2V o volume total do cone.

3 m

Observe, na figura, que os dois cones sao semelhantes.

Entao:

3
%=(8> z2=5)3—32zx3=256zx=43\/2cm

X

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UE-CE) O volume de um cilindro circular reto é
(36V 6)m cm?. Se a altura desse cilindro mede V6 cm,
entdo a drea total desse cilindro, em cm?, é:

a) 72w d) 94m
b) 84mn e) 96m
) 92w

(Unicentro-PR) Um doce de leite é vendido em dois tipos de
latas cilindricas A e B. O raio da base da lata B é a metade
do raio da base da lata A e a altura da lata B é o dobro
da altura da lata A. O preco da lata de doce A é R§ 8,00 e
o preco da lata de doce B é R$ 6,00. Sobre esta situacdo,
considere as afirmativas a sequir.

I. Levando em consideracdo a relacdo entre preco e
quantidade de doce, é vantajoso comprar a lata de
doce A.

Il. 0 volume de doce dalata B é a metade do volume de
doce da lata A.

Ill. Se dobrarmos a altura da lata B, o volume de doce
das duas latas serd igual.

IV. As duas latas tém o mesmo volume de doce.
Estdo corretas apenas as afirmativas:

a) lell d) Lleln
b) nelv e) Lillelv
Q) lelv

(Unisa-SP) Um cubo de lado 2 cm é inscrito em um cilin-
dro. A drea lateral do cilindro, em cm?, é:

a) m d) 4mV2
b) w2 e) 8w
) 2m/2

Em um cone equildtero, a drea lateral mede 128w cm?. O raio
da base desse cone, em centimetros, mede:

a) 6 d)y 9
b) 7 e) 10
0 8

(Mackenzie-SP) Uma xicara de chd tem a forma de um
tronco de cone reto, conforme a figura.
8cm

6 cm

4.cm

Supondo w = 3, o volume de liquido que ela pode conter é:

a) 168 ¢m? d) 176 cm?
b) 172 ¢cm? e) 164 cm?
¢) 166 cm?

(F. M. Jundiai-SP) A base de um cone circular reto estd
inscrita em uma das faces de um cubo e o vértice deste
cone estd no centro da face oposta a essa base. 0 volume
desse cone é 18w ¢cm3. Calculando-se a drea total desse
cubo, encontra-se:

a) 216 cm? d) 5474 cm2
b) 108 cm? e) 72 cm?
) 7273 cm2



1. Relacoes
trigonomeétricas

Considere o triangulo ABC, retangulo em A:

b C

0 lado BC, oposto ao angulo reto e de medida a,
é chamado hipotenusa; os lados AB e AC, de medidas
c e b, respectivamente, sdo chamados catetos.

Nesse triangulo, sdo definidas as sequintes rela-
¢bes para o angulo agudo a:

cateto opostoa« _ b

seno de a = . =
hipotenusa a
cateto adjacentea ¢ ¢
cosseno de o = . = —
hipotenusa a
cateto oposto a « b

L adjacenteaa ¢

Analogamente, para o anqulo agudo B, temos:

C b C
= — —— t = —
senp = 3 Cos B = — qp b
Note que:
esen o« = C0S B, sen B = €0S a e, ainda,
tgoL:L

gp
Iss0 ocorre porque « e B 530 angulos comple-
mentares, isto é: a + B =90°.
b

-tga:%: _ sena

a
C s«
a

Tahela de dngulos notaveis

sen 1 2 3
2 2 2

cos 3 V2 1
2 2 2

tg ? 1 V3

Recordando o teorema de Pitagoras

0 teorema de Pitagoras relaciona a hipotenusa
com os catetos da sequinte forma: o quadrado da me-
dida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das
medidas dos catetos.

Para o triangulo ABC, representado no item 1, temos:

a2 =b2+¢

. B
1 Trés cidades —A, Be C—sao
interligadas por estradas
conforme mostra a figura. X
As estradas AC e AB sdo asfal- | 30° -
tadas, a estrada (B é de terra A 30 km C

e serd asfaltada ainda este

ano. Sabe-se que AC tem 30 km, que o angulo entre AC e
AB mede 30° e que o tridngulo ABC é retangulo em C. Qual
¢ o comprimento, em km, da estrada que serd asfaltada?

a) 30v3 ) @ ﬁ
3 2

b) 10v3 d) 83

tg30°=%:§=;—o.xx=10\/§

Alternativa b

e @



9 (Vunesp-SP) Um pequeno avido deveria partir de uma cida- Os centros das rodas estao a uma distancia PQ igual
de A rumo a uma cidade B ao norte, distante 60 quilome- a 120 cm, e os raios PA e QB medem, respectivamente,
tros de A. Por um problema de orientacdo, o piloto sequiu 25cme 52 cm.
erradamente rumo ao oeste. Ao perceber o erro, ele corri-
giu a rota, fazendo um giro de 120° a direita em um ponto
C, de modo que o seu trajeto, juntamente com o trajeto
que deveria ter sido sequido, formaram, aproximadamen-
te, um tridangulo retdngulo ABC, como mostra a figura.

De acordo com a tabela, o angulo AOP tem o sequinte valor:
a) 10° ¢ 12° e) 14°
b) 11° d) 13°

Esquematizando:

O

B (Norte) 120
p_—\& R
52
25
e
0 A B
12Q° o Isolandosztriaggulo P;;R:
[ d seno = 50 = m = 0,225
(Oeste) C A

Pela leitura direta da tabela: « = 13°

Com base na figura, a distancia em quilémetros que o

avido voou partindo de A até chegar a B é: Alternativa d
a) 30V3 ) 6043 e) 90v3
b) 40v'3 d) 803
B
4 (Mackenzie-SP) Na figura a sequir, determine a medida
de AB.
/ 60 B
\\'A(\O =
A
B0 560 803 0
Dtg60° = 7= =3 = 2= = AC= === = AC = 20V3km
,_60 N3 60 _ _ 1203
1) sen 60° = 2= = = BC:BC\E 120=5BC= -2 =
= BC = 40V3 km
Assim:
AC + BC = 20V3 + 40V3 = 60v/3 km A
B
Alternativa ¢ 50— <
_ X
_
3 (UE-RJ) Observe a bicicleta ? b L 30° Eie
e a tabela trigonométrica. 2 i
50 50
309
TR [
P C A
0

O triangulo BCD é isésceles com base BCe, portanto, CD = BD.

A B
| Angulo | Seno | Cosseno | Tangente |HUNRRPNNURPHN SR

10° 0,174 0,985 0,176 oo X x 1

11° 0,191 0,982 0,194 s T Ty T

120 0,208 0,978 0,213 AB=AE+EB=AB=50+25. . AB=75
13° 0,225 0,974 0,231

14°¢ 0,242 0,970 0,249




EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Fuvest-SP) Na figura abaixo, tém-se AC = 3, AB =4 e
(B = 6. 0 valor de (D é:

A

3 4
X ol 6 — X
D 6 B

) LA WL Ao W A P R A 4
12 12 12 12 12

2 (UF-CE) Na figura, o tridangulo ABC é retdngulo em B.

C

A -8

0 cosseno do angulo BAC é:

12 6
a) — d) =2
) 13 ) 13
11 1
by —— e) 1
) 13 ) 13
10
C -
) 13

(U. F. Juiz de Fora-MG) Ao aproximar-se de uma ilha, o
capitdo de um navio avistou uma montanha e decidiu
medir sua altura. Ele mediu um angulo de 30° na direcdo
do seu cume, como indicado na figura. Depois de na-
vegar mais 2 km em direcdo a montanha, repetiu o
procedimento, medindo um novo éngulo de 45°.

30° 459
2 km

Entdo, usando v/3 = 1,73, o valor que mais se aproxima
da altura dessa montanha, em quilometros, é:

a) 2,1 d) 2,7
b) 2,2 e) 2,0
0 25

(U. F. Alfenas-MG) Um observador encontra-se no topo
de um prédio de 40 m de altura. Ele vé um prédio em
frente, em toda a sua extensdo, sob um éngulo de 60°.
vé também sob o mesmo anaulo a “distancia” entre os

dois prédios, conforme ilustrado na figura a sequir. Des-
prezando a altura do observador, a altura do prédio que
ele vé, em metros, é:

60°
60° ]40m
a) 40V3 d) 353
b) 80 e) 90

¢ 70

(Fuvest-SP) Na figura a sequir, a reta suporte do segmento
MP ¢ perpendicular a reta s; o segmento MQ é perpendi-
cular ao segmento PQ e MP = 6.

30°

-

Entdo, PQ é igual a:

a) 33 d) 43
b) 3 e) 23
0 &3

(Vunesp-SP) Ao chegar de viagem, uma pessoa tomou um
téxi no aeroporto para se dirigir ao hotel. 0 percurso feito
pelo taxi, representado pelos segmentos AB, BD, DE, EF
e FH, estd esbocado na figura, onde o ponto A indica o
aeroporto, o ponto H indica o hotel, BCF é um triangulo
retangulo com angulo reto em C, o angulo no vértice B
mede 60° e DE é paralelo a BC.

F 3,3 km H

1 km

2km / 60°
A B 3 km C

Assumindo o valory/3 = 1,7 e sabendo-se que AB = 2 km,
BC =3 km, DE = 1 km e FH = 3,3 km, determine:

a) as medidas dos segmentos BD e EF em quilometros;
b) o preco que a pessoa pagou pela corrida (em reais),
sabendo-se que o valor da corrida do téxi é dado pela

funcdo y = 4 + 0,8x, sendo x a distancia percorri-
da em atiléametroc e v o valor da corrida em reaic



1.Lei dos senos

Sendo g, b e ¢ as medidas dos lados de um trian-
gulo ABC qualquer e R o raio da circunferéncia cir-
cunscrita a esse triangulo, entdo:

a b C

— = — = —~ = 2R
senA senB senC

2.1ei dos cossenos

B

A ‘ b : C
Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um triangu-
lo ABC qualquer, entao:

a2 =b?+ 2 — 2bc-cos A
b2 = a2 + ¢2 — 2ac - cos B

@ =a?+b2—2ab-cosC

58)

1 (Fuvest-SP)

6
X / e V
— 4
75 45° \
5
Figura 1 Figura 2

a) Na figura 1, calcular x.

Pelo teorema angular de Tales, o angulo oposto ao lado de

medida 5 vale 60°.

Pela lei dos senos, temos:

5 X 52

—— = - 2
“enB0° _ Sendge = 0 send5e=x-sen60° = —

_ xv3

-2

o2 56
3 3

b) Na figura 2, calcular y.

Pela lei dos cossenos, temos:

y2=62+4>—-2-6-4"-cos60°

1

y?=36+16-48

Y =52-24=y =28=y=27




2 (Fuvest-SP) Em um triangulo ABC, AB = 4+/2 e 0 angulo C
oposto ao lado AB mede 45°. Determine o raio da circun-
feréncia que circunscreve o triangulo.

; R / 45° \ "
N |
AT 7B
. N2 ,
5
AB R M2 _pop=aV2- 2 - R=4
sen C 5 2

(Unicamp-SP) Observadores nos pontos A e B localizam
um foco de incéndio em F. Conhecendo os &ngulos
med(FAB) = 45°, med(FBA) = 105° e a distancia
AB = 15 km, determine as distancias AF e BF.

B
15km /. 105°

45°
A F

Pelo teorema angular de Tales, o angulo AFB mede 30°.

Pela lei dos senos, temos:

BF __ 15 :BF=15~sen45 —BF = 2 -
sen45 sen 30 sen 30 1

2
=BF = 15V2 km

E pela lei dos cossenos:

152 = (15V2)%+ (AF)? — 2- 1572 - AF - cos 30°

225 = 450 + (AF — 2- 152 - @ - AF

225 = 450 + (AF)2 — 15V6 - AF

(AF)2 — 15V6 - (AF) + 225 =0

A = 1350 — 900 = 450
_15V6 = 15\2
- -

=15f2~§f3+1)km

AF AF

1572 (3-1)
)

Professor, AF nao poderia ser por se tratar do

do maior lado do triangulo ABF.

(UE-PA) Sobre uma circunferéncia de raio 1 tomamos os
pontos A, B e C, conforme mostra a figura. O arco AB mede
120°, e a corda AB mede 12 ¢m. Calcule o valor de r.
)

2

(Dados: cos 120° = f% esen 120° =

B

(AB)? = (OA)> + (OB)* — 2(OA) - (OB) - cos (AOB) =

=122=r>+r>=2-r-r-cos120°=

:144=2~r2+2~r2~%:

—=3r2=144=1"=48 ~.r=4/3cm

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (FEI-SP) Em um triangulo ABC, BC = 3, AC= b, med(A) = 45°

e med(B) = 30°.Sendoa + b =1 + /2, 0 valor de a ¢:

a) V2 d V3

J3
b) 2 e)T
O 1

(Vunesp-SP) Os lados de um triangulo medem 2v'3,J6 e
(3 + +/3). Determine a medida do angulo oposto ao lado
que mede V6.

a) 30° d) 90°
b) 45° e) 120°
Q) 60°

(UE-CE) A medida, em c¢m, da diagonal maior de um pa-
ralelogramo cujos lados medem 6 ¢cm e 8 cm e o menor
angulo mede 60° ¢ igual a:

a) 337 d) \/?

b) 237

0 V37 e) \/?
cgnecte @



4 (UF-CE) As diagonais de um paralelogramo formam entre (Cefet-MG) A dqua utilizada na casa de um sitio é capta-

si um angulo de 30° e seus comprimentos sdo 2J3 m da e bombeada do rio para a caixa-d’agua a 50 metros
e 4 cm, respectivamente. O perimetro desse paralelo- de' distancia. A casa estd a 80 metros dg disténciq da
NE) caixa-d’dgua e o anqulo formado pelas direcdes caixa-

gramo, em centimetros, é: (Dados: cos 150° = - -d’dgua-bomba e caixa-d’dgua-casa é de 60°. Se se
pretende bombear dgua no mesmo ponto de captacdo

o 1
esen 150° = — diretamente até a casa, a quantidade, em metros, de

a) 213 d) 2+ 213 encanamento necessario ¢ de:

by 413 e) 4+ 2J13 a) 40 d) 94

Q) 1+V13 b) 65 e) 100
) 70

5 (Mackenzie-SP) Trés ilhas, A, B e C, aparecem em um
mapa, em escala 1: 10000, como na figura. Das alter-
nativas, a que mais bem aproxima a distancia, em km,
entre as ilhas A e B é:

B
30°
105°
\
A 12 cm C
a) 2,3 Q0 1,9 e) 17
b) 2,1 d) 1,4



1. Unidades de medida
de arcos e de angulos

Grau é o angulo central determinado por um arco

. . 1 . . .
cujo comprimento é ——= da circunferéncia que contém

esse arco.

0 1°=___.C..C=360°
360

\_/10

Define-se que o angulo central e o arco por ele de-
terminado tém a mesma medida em graus.

Submiiltiplos do grau

o

. , 1
Minuto: 1" = 0

1/
60

* Segundo: 1" =

!

assim: 1 17 =60 40 — 3600”
_ 60”

Um radiano é o angulo central determinado por um
arco cujo comprimento é igual a medida do raio da cir-
cunferéncia que contém esse arco.

Define-se que o angulo central e 0 arco por ele deter-
minado tém a mesma medida em radianos.

med(AB) = comprimento do arco_ 4
comprimento do raio
Conversao de unidades

A circunferéncia mede 360°, o que equivale a 27 rad.
360° —— 2arrad

ou, ainda:
180° —— rrad

Essa expressao nos permite, por regra de trés, con-
verter grau em radiano ou radiano em grau.

GComprimento de arcos

Seja uma circunferéncia de centro O, raio r e angu-
lo central o, medido em radianos. O comprimento ¢ do
arco AB, em unidade de comprimento, é dado por:

{=a-r

e @)



2. Ciclo trigonometrico

Consideremos, no plano cartesiano, uma circunfe-
réncia de raio unitdrio tal que o centro da cir-
cunferéncia coincida com a origem do sistema de
eixos. Essa circunferéncia é denominada ciclo trigo-
nomeétrico ou circunferéncia trigpnométrica.

A circunferéncia fica, 8
dessa forma, dividida em
quatro partes iguais de-
nominadas quadrantes.
0s quadrantes sao nume-
rados, a partir do ponto A,
percorrendo-se a circun-
feréncia no sentido anti-
-horario.

0s pontos A, B, A" e B’ ndo pertencem a quadrante
nenhum. Sdo chamados pontos limitrofes de quadran-
te. Os arcos sobre essa circunferéncia tém origem no
ponto A. Se orientados no sentido anti-hordrio, terdo
medidas algébricas positivas e, se orientados no sentido
hordrio, terdo medidas algébricas negativas.

Al

Bl

Deste ponto em diante, vamos nos referir ao
arco de medida « rad apenas como arco de me-
dida «.

Pontos simétricos

No estudo da trigonometria, é muito importante e
pratico utilizarmos simetrias que envolvam pontos do
primeiro quadrante. Assim:

180° —« B «
N M
Al
0 A
P Q
180° + B’ 360° — o
B
'1T*OLN M «
Al
0 A
P Q
T+ B! 2T«

Dizemos que o ponto N é o correspondente de M no
segundo quadrante, e vice-versa; o ponto P é 0 corres-
pondente de M no terceiro quadrante, e vice-versa; e o
ponto Q é o correspondente de M no quarto quadrante,
e vice-versa.

3. Seno e cosseno
de um arco

Considere, no ciclo trigonométrico, um arco AM de
medida a.

B
Q M
A [ ¢
0 PA

Bl
No triangulo retangulo OPM temos:

sena = M—Pe 0Sa = o e, como o raio da circunferéncia
oM om ™’

trigonométrica vale 1, temos: sen « = MP e c0s o = OP

Repare que OP ¢ a abscissa do ponto M e MP = 0Q
¢ a ordenada do ponto M; assim, podemos afirmar que
cos o ¢ a abscissa da extremidade do arco de medida « e
sen o é a ordenada da extremidade do arco de medida «
e, portanto, as coordenadas do ponto M sao (cos «; sen ).

B

M(cos «; sen o)

0| cosaa  PA

A’ sen a

Bl
0 eixo AA’ é chamado eixo dos cossenos, e 0 eixo
BB’ é chamado eixo dos senos.
Com base nesse estudo, concluimos:

+ 0 maior valor que o seno pode assumir é 1, e 0
menor é —1, isto é:
—1<senas1
0 maior valor que o cosseno pode assumir é 1, e
0 menor é —1, isto é:
—1<scsas<1



Sinais do seno e o cosseno

nos quatro quadrantes
Sinais do seno Sinais do cosseno
B B
+ + - +
A A
0 A 0 A
- - - +
B' B'

Alguns valores notaveis

0s0 =1 e sen0=20
COSEZO e sen1=1
2 2
cosmT=-—1 e senw =20
COS3—1T=0 e sen3—ﬂ=—1
2 2
€os 2m = 1 e sen2w =0

Conhecemos, agora, os valores de seno e cosseno
nos pontos A, B, A" e B’ e ja conheciamos, de mddulos
anteriores, a tabela de valores dos arcos notaveis do
1¢ quadrante.

sen l Q B
2 2 2
(€0 ﬁ Q l
2 2
Seno & cosseno fe um arco
fora do 1° quadrante

Para se encontrar o valor do seno (ou do cosse-
no) de um arco dado cuja extremidade esteja fora do
12 quadrante:

+ determina-se, no 12 quadrante, o correspondente do
arco dado;

« mantém-se o sinal do seno (ou do cosseno) do qua-
drante ao qual a extremidade do arco dado pertence.

Exemplo
Encontre o valor de sen 225°.

Resolucdo

Observe que 225° estd no 3¢ quadrante, portanto o
valor do seno serd negativo. Arcos no 3¢ quadrante sao
do tipo 180° + «.

180° + oo = 225° = o = 45° .. sen 225° =

V2

= —sen 45° = —
2

4. Relacao
trigonometrica
fundamental

Para todo x € R, vale a seguinte relacdo:
sen2x + cos2x = 1 (Teorema de Pitdgoras)
De onde vem:

sen?Xx=1-—c0s’Xx e C€0s’x=1—sen?x

1 (UF-PR) Na circunferéncia a sequir, o raio mede 2 e 0 arco
€ = AB mede 3.

Supondo-se = 3,14, o valor aproximado, em graus, do
angulo « serd:

a) 78° d) 90°
b) 82° e) 94°
Q) 86°

€ = o - r(com a em radianos)

3=a~2:a=%rad

Conversao:
180° o
N 3
2
wx =270
270 o
314 %6

Alternativa ¢

cgnecte @



2

@

Determine os valores reais de m para os quais € possivel
2m — 1

3
a) —1<m<?2

b) m<-1oum=2
) -1<ms=?2
d 1=sm=2
e) m< —-1oum>2

ocorrer sen x =

2m — 1

—Tssenxs1=-1=< 3 s1=
=>-3=s2m-1=3=
S-=-2=2m=4. .. -1=m=2
Alternativa d
(PUC-SP) Se cos a = f% e a é um angulo do terceiro
quadrante, entdo o valor de sen « é igual a:
J15 J13
a) ——— dy —
4 4
J13 J15
b) ——— e) ——
4 4
Jit
0 2

2
)=1:

ENE

sen?a + cos?a =1 :sen2u+(—

=sen’a + 11_6 =1=senla= 13

16
V15
senq = ———
. jou
15
sena = Z (Nao convém.)

Alternativa a

Obtenha x no intervalo 0 < x < 2m que verifique

. 1 m +1
simultaneamente cos x = o esenx = ——,
m L
a) 1— — d {—m=
m L
b - = e -,
) 372 ) 3
m
9 {35
2 + 2
sen2x+coszx=1:(l)+(m 1)=1:

m 2
:#-an:z]:]:
S1T+m+1=m’=>m-m-2=0=>m=—-1loum=2
m=—-1=cosx=—lesenx=0..x=1
ou
m=2:cosx=lesenx=£'x=l

2 2 3

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1

Converta:
5%
a) 5 rad em graus;
b) 215° em radianos.
(UF-CE) Um reldgio analdgico marca que faltam 15 minu-

tos para as duas horas. Entdo, o angulo formado pelos
ponteiros das horas e dos minutos mede:

a) 142030’ d) 135°
b) 150° e) 127°30'
) 157° 30’

(Ucsal-BA) Se 8 € ]% 17[, os valores reais de m, para

. 3m-—1 . .
0s quais ¢os B = YR sdo tais que:
1
aym>—
) 3
b) m<3

1
0 —-1<m<-—
) 3

1
d) ——<m<1

3

5

e) m>?0um<f1

Sabendo que sen (x) = % e x é um arco do 2¢ qua-

drante, encontre o valor da tg (x).

< + L.
(Aman-RJ) A expressdo cen X THcosx, igual a:
1+ cos x sen x

sen X sen X
a) — d) ——
b) 1 e) 2

€os X €os X

sen x

. 1
(Unirio-RJ) Se senx — cosx = 570 valor de senx - cos x

é igual a:

. 02
b = Q) >
) %



1. Tangente de um arco

Considere, no ciclo trigonométrico, o eixo real de
origem A(1, 0), perpendicular ao eixo dos cossenos e
com a orientacao do eixo dos senos. Esse eixo é cha-
mado eixo das tangentes.

A
B — Eixo das
tangentes
=]
A 0 A
Bl

Prolonga-se o raio que passa pela extremidade de
um arco AM, com M n3o pertencente ao eixo dos senos,
até que esse prolongamento intercepte o eixo das tan-
gentes num ponto T.

A
B
MAT
N\ [tgx = AT
A 0 P A
Bl

A medida algébrica do segmento AT é o valor da
tangente do arco AM.

Demonstracao

Estudamos, anteriormente, que tg x =
com cos x # 0.

sen x
cos x

Consideremos um arco AM, de medida x, do primeiro
quadrante. A projecdo ortogonal do ponto M sobre o eixo
dos cossenos determina o ponto P, conforme a figura an-
terior.

0s triangulos OAT e OPM sdo semelhantes, entdo:

AT _ M
OA  OP
Mas OA = 1 (raio), MP = sen x e OP = (05 X, logo:
AT _ senx . (IS
1 €0S X

* As demonstracoes para arcos com medidas nos
quadrantes 2, 3 e 4 sao andlogas a demonstra-
cao feita para o 12 quadrante, desde que res-
peitados os sinais do seno e do cosseno.

* Se cos x = 0, entdo a extremidade do arco es-
tard no ponto B ou no ponto B’, logo o prolon-
gamento do raio e o eixo das tangentes nao se
interceptarao, pois serao paralelos, assim:

sen x

oS X

tgx = com cos x # 0

Sinais da tangente

Com base nas observa- B
¢des anteriores, concluimos
que os sinais da tangente - P
nos quatro quadrantes s3o:

A' 0 A

Valores notaveis
tg0=0
tg % (N3o existe.)

tgm=20

3T )
tg =5 (Nao existe.)

tg 2m = 0

e @



Arcos notaveis do 1° quadrante

sen

€os 3 V2 1
2 2

tg ? 1 3

2. Outras relacoes
trigonomeétricas

Ja estudamos que:

* sen?x + ¢os? x = 1, para todo x real

sen x

. tgx=m,c0mc05x¢0

Agora, definimos as relacdes:

oS X

. cotgx = ,comsenx # 0
sen x

.
Il secx=—x,com cosx#0

,comsenx # 0

.
1. cossecx =
sen X

e demonstram-se as identidades:

V. cotgx=—— = 05X
tgx senx

,comsenx # 0

V. se?x=1+tg?x, comcosx # 0

VI.  cossec®x = 1 + cotg? x, com sen x # 0

1 (U. E. Londrina-PR) Seja x um angulo agudo. Se sec x = %

66/

entdo tg x é igual a:

a) Q ) l e) £
3 2 2
by 2 g 5
3 2
sen2x+coszx=1zsenzx+ cos'x _ 1

=
COs’x  COS’X  cos’x

Stg’x+1=sec’x=>tg?x =sec’x— 1=

3 )2 5 5
2y =|2] — 2y = 2 . — 2
= tg’ x (2 1=1t9°x 4..tgx >
Alternativa d
Mostre que: — 9% = senx - cos x
1+1g%x
Desenvolvendo o 1¢ membro, temos:
sen x sen x
tgx _ cosx COS X _ senx-Cos’x _
1+ tg”x sen?x  Cos?x + sen?x cos X
cos?x cosZx

= Sénx-Ccosx

(U. Marilia-SP) Qual das expressoes a sequir é idéntica a

1-sen?x ,

cotg x - senx
a) senx d) cossec x
b) cos x e) cotg x
) tgx

1—sen’x _ cog?x _ Cos’x _
cotgx-senx  cosx-semx  cosx X

sefn x

Alternativa b

(UF-SC) Sabendo que cossec x = % exéum angulo agudo,

calcule o valor da expressdo: 9 - (sec? x + tg? x).

cossec x =£:senx=i:sen2x=E
4 5 25

16 9
cos’X=1—sen’x =cos’x=1— - = Cos’x = =

25 25
2 (1 + 2
9~(sec2x+t92x):9.( 1 senzx)zg (1 sen x) _
cos’X ' cos’x cos”x

o-(1+18) o.21

_ 25) 25 o 41 25
ST 9 T T eC
25 25




EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 Sendo x um arco do 3¢ quadrante, com cos X =

V2o
== entdo a tg x

9) f@

2 (Udesc-SC) A forma mais simples para a expressao

;
c0s? X - c0ssec? X

a) 1

b) —1

¢ 0

3 (UF-AM) A simplificacsgo de ———= =
€0s* X —sen* x

a) cossec* X
b) cos*x

¢) sen*x

4 (UF-MS) Se sen (x) = % emque 0 < x < ; entdo o

valor da expressaoy =

vale:

—sec X é:

d) tgx
e) senx

1-— tg*x

d) sec*x
e) cotg* x

oS X
tg X + secx

0

(Cefet-SP) A expressdo trigonométrica

~[G

A-tex
1—sec?x’

que secx # —1 e secx # 1, equivale a:

3)
b)
0
d)
e)

—1g? x — cotg? x
—cotg? x
1-tg?x

1— cotg? x

cossec® X

(UE-MT) Na expressao:

sec? X+ 0S X — cotg X - sen X

cossec2x - sen X — sec X - cotg X + cotg X - €os X

podemos afirmar:

V.

0 numerador é igual a sen x - tg x.
0 denominador é igual a cos x - cotg x.
Podemos dizer que:

sec? X+ €0s X — cotg x - sen x
cosseC? X - sen X — sec X - cotg X + cotg X - cos X

=1tgx

Se considerarmos sec x-cotg x + cotg x - cos x isolada-
mente, entdo podemos substitui-la por sen x. 0 nu-
merador é igual ao denominador; portanto, a expres-
sdo éigual a 1 (um).



1. Ointervalo0 <x< 2«

Resolver uma equacdo trigopnométrica signifi-
ca encontrar sua(s) raiz (raizes), isto é, encontrar o(s)
valor(es) da incégnita que satisfaz(em) a igualdade.

A expressdo 0 < x < 2 significa que os valores de
X que estamos procurando devem estar na primeira volta,
no sentido positivo, da circunferéncia trigopnométrica.

I
B| 2
"\+
b 0
A A 2w
B'|3m
2

Exercicio resolvido

Resolver a equacdo sen x = 1, para 0 < x < 2.
Resolucdo

Vimos, anteriormente, que sen x é a ordenada da
extremidade do arco de medida x.

Observando o ciclo trigopnométrico, notamos que o
ponto B ¢ o Unico que tem ordenada 1.

Logo, o arco x tem extremidade no ponto B e,
como 0 < x < 2w, vem:

2 2

2.Inequacoes
trigonomeétricas

Para resolvermos inequacdes trigonométricas no
dominio 0 < x < 2, devemos, inicialmente, encon-

68

trar as raizes da equacao correspondentes a inequacao
e representa-las no ciclo trigopnométrico.

Observaremos que elas dividirao o ciclo trigonomé-
trico em arcos de circunferéncia. A solucdo dessa ine-
quacdo é o conjunto dos pontos do(s) arco(s) de circun-
feréncia que satisfaz(em) a desigualdade.

1 (U. F. Ouro Preto-MG) Resolva a equacdo trigopnométrica:
sen X + 2sen x - cos x = 0, para x € [0; 2x].

senx-(1+2cosx)=0

senx=0=>x=0oux=m

ou

B __1 _2m _A4m
1+2cosx=0=cosx = Z:X 3 ou X 3
27 4t
S—{O,‘rr,3,3J’

2 A soma das raizes da equacao 1 + cos x — sen? x = 0,
para 0 < x < 2, é iqual a:

a)

by T
)2

Q) 2 e) —

d) 3m

Sendo 1 — sen?x = cos? x, temos:

1+cosx—sen’x=0=(1 —sen’x) +cosx=0=

= cos’x+cosx=0=cosx-(cosx+1)=0=

[cosx=0:x=£ou x=‘:"—‘rr
2 2

ou
coOsx=—1=x=m




Assim, temos a soma: % + 37‘" + =37

Alternativa d

Resolva no intervalo 0 < x << 217 as seguintes inequa-
coes:

1
d sen X = —
) 7

sen >£
=7

w
(3
I
\
I
|
T
I
>/
M (N

b) 2cos?x —1<0

2cos?x — 1 <0:2coszx<1:coszx<l:

2
V2 2
:——2 <cosx<—2
2
I)cosx<—2

T

—\

___4_
S
N}

.
)

;;ﬂm(/ 1
)

De acordo com o dominio:

s={xeR|%<x<3Tﬁ}

(FGV-SP) Resolvendo a inequacdo 2 - cos x < 1, no inter-
valo [0, 277[, obtém-se:

3 o

0
d)

wla w|a

1
e) x=—
) 2

1
2-cosx=1=cosx=

—

\

1
2

TN
\

S S ) E
w‘:n\

Alternativa ¢

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UF-PI) O ndmero de solucdes da equacdo sen? x —

— 052 x = 0 no intervalo [0, 27| é:
a) 1 b) 2 0 3 d) 4 e) 5

- esolva a equacdo sen X = ——, par
FGV-SP) Resol a 22
0=x<2m.

(Mackenzie-SP) Asoma das solucdes da equacdo 2 - cos? x +
+csx—1=0,parr0 =x<2m, &

a) m ) 3m e) 5m
b) 2w d) 4n

(Fuvest-SP) A soma das raizes da equacdo sen? x —
— 2 cos* x = 0, que estdo no intervalo [0, 27], é:

a) 2w () 4m e) 7m

b) 3w d) 6m

(PUC-SP) Para que valores de x, no intervalo [0, 2m],

verificam-se sen x > % e (os X = %?

(PUC-SP) O conjunto solucdo da inequacdo

[cos x| < % no intervalo [O, %] é:

o3l ozl o R3]

03l o 53]



1. Algumas identidades

Sendo x e y as medidas de dois arcos quaisquer,
sao vélidas as sequintes identidades:

e sen(x+y)=sSenx-cosy+ seny - oS X
e sen(x —y)=Senx-cosy — seny - oS X
¢ 0S(Xx+Yy)=C0oSX-COSYy —senx-seny

* 0S(X—Yy)=COSX-COSYy +senx-seny

. _ tgx+tgy
tg(X+y)_1—tgx-tgy

. _yy=_9x—1tg9y
g (x—y) T+tgx-tgy
Observacoes:

* sen(x +y)#senx+seny
* sen(x —y)#senx —seny
e €0S (X +y) # COS X+ COSYy
* €0S (X —y) # COSX — COSY
s tg(x+y)#Ftgx +tgy
*tgx—y)#tgx—tgy

2. Arco duplo

Sendo x a medida de um arco trigonométrico qual-
quer, demonstram-se:

* sen2x =2-Sen x - €os X
* (0S 2X = €0S* X — sen? X

2-tgx
1—1tg%x

* tg2x =

D

Observacoes:

* sen 2x # 2 - sen x
* (0S2X # 2 - C0S X
e tg2x # 2-tgx

cos [+ x
1 (U. F. Ouro Preto-MG) A expressao —————— € equi-
n
sen <? - x>
valente a:
a) tg x b) cotg x ¢) —tg x d) —cotg x
Cos 1‘|‘X COSE'COSX—SQHE'SQHX
2 2 2 —senx
_sen(l— )_SQHE'COS — sen 'COS1 - cosx -
2 2 X X 2
= —tgx

Alternativa ¢

2 (U. F. S30 Jodo del-Rei-MG) No intervalo [0; 27| a soma de
todos os valores de X, tais que sen 2x = cos x, é igual a:

a) 2w b) = Q) 3w d) 4m
2-senx-cosx —cosx =0

cosx-(2-senx—1)=0 % y
cosx=00usenx=% . /\

5?"T+3"T=6—"T+4—"T=‘rr+2‘rr=3‘rr

™
s " 2 "6 '

(SIE]

+

Alternativa ¢




(Fuvest-SP) Um arco x tem extremidade no terceiro qua-
drante do ciclo trigonométrico e verifica a equacdo:

5:cs52x+3-senx=4

Determine os valores do sen x e cos X.

5:-cos(2x)+3-senx=4=5-(1 —2sen’x)+3 -senx=4=

=5—10sen’x+3senx=4=10sen’x —3senx—1=0=

senx = -1
5

o |
20

SeNX = ]
senx = 5 (Nao convém, poisx € 3°Q.)

2
sen’x + cos’x = 1 :(—l\ +cos’x=1=
o)

( 2.6

ACOSX:—i

5

2Je . :
[ senx = = (Nao convém, pois x € 3°Q.)

24
2y = =7
=cos’x ==

(Cefet-CE) Considere que tg o e tg B sejam raizes da
equacao 2x? —x +1=0.5e0 <o + B <, asoma
a + B éigual a:

a) 0 o)

) ) 2

b) % e) m
K

) —

) 4

tga+th=—%=%

_tgat+tgB
tg (o + p) = — LTt
1—tga-tgB
1 a1
2 2
tgla+pI= T 1

2 2
tg(u+B)=12tg(u+[3)=tg%:u+[3=%

Alternativa ¢

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Cesgranrio-RJ) Sejam « um arco do primeiro quadrante e

B um arco do segundo quadrante, tais que cos « = 0,8
esen B = 0,6. 0valor de sen (a + B) é:

a) 1,00 d) 0,48
b) 0,96 e) 0,00
¢) 0,70

Determine o valor da expressdo E = sen 75° + cos 105°,

Considere um angulo agudo de medida x tal que:
senx +cosx =m
Entdo, é correto afirmar que o valor de sen (2x) ¢ igual a:

a) 2m d) m?—1
b) m? e m? — 1
) ) ™
¢ m-—1

(Fesp-SP) No intervalo [0; =], o nimero de solucdes da
equacdo sen (2x) + senx =0 é:

a) 0 d) 3
b) 1 e) 4
Q0 2

(Mackenzie-SP) A soma dos valores inteiros de k para que
a equacao V3 -senx + cosx=k-3 apresente solu-

cOes reais é:

a) 7 d) 15
b) 10 e) 20
0 13

(Unisa-SP) Sabendo que x — y = 60°, assinale a alternati-
va que corresponde ao valor da expressao:

(cos x + cos y)2 + (sen x + sen y)?

a) 1 d) 3

1 3
b) 7 e) 7
Q0 2

e Q)



1. Fatorial

Para n € N, define-se n! (lé-se: “n fatorial” ou
“fatorial de n”) como:

nNn=n-n—-1-(n—=2)-..-1, comn =2
=1
0r=1

Exemplos

a) 6!=6-5-4-3-2-1=720
b) 71=7-6-5-4-3-2-1= 15040
Q) 2=2-1=2

Propriedade fundamental

n'=n-(n—1)!Vvn, comne N*

Exemplos
a) 81=8-7!
b) 81=8-7-6!

() 81=8-7-6-5!

2. Nimero hinomial

Sendo {n; p} C N de tal modo que n = p, define-se:
n) n!
p/” p'-(n—p)

, ny , . , . .
* 0 simbolo {p] é lido como: nimero binomial

n com classe p, ou simplesmente niimero bino-
mial n sobre p.

. n . .
* No simbolo [ , N é o numerador e p é a classe
p

ou denominador.

o

Exemplo
6)_ 6 _ 654 .
4) A-(6-4y A2
Propriedades

Satisfeitas as condicoes de existéncia, sdo validas
as sequintes propriedades para os nimeros binomiais:

Binomiais complementares [l’1]

* Dois numeros binomiais, de mesmo numerador, se-
rao chamados complementares quando a soma de
seus denominadores for igual ao numerador comum.

Exemplo

[2] e [3} sao binomiais complementares.

« Dois nimeros binomiais complementares s3o iguais,
isto é:
nj_( n
p n—">P
lgualdade (P,)

Dois nimeros binomiais de mesmo numerador serdo
iguais se, e somente se, os denominadores forem iguais
ou os nimeros binomiais forem complementares, isto é:

P=q
BRHEE
P/ \4 P+q=n
Exemplos

2 [5)-6)
) (5)-)

Relacdo de Stifel

[n]+ n ]+[n+1Jcomn,pENen>p
p p—+1 p+1




-

3. Triangulo de Pascal

Chama-se triangulo de Pascal o triangulo formado
por nimeros binomiais da seguinte forma:

— Corresponde a linha
— Corresponde a coluna

1
1

o o

2
.

[ NN S W SN o =
- W
N D N W N N

NN
w w W

Substituindo cada binomial pelo seu respectivo va-
lor, temos:

R N T G 'Y
A W N =
w
—

Para construirmos o triangulo de Pascal, basta apli-
carmos algumas propriedades ja vistas, lembrando que o
primeiro e ultimo valores de cada linha do tridangulo de
Pascal sao iguais a 1.

Relacao de Stifel

Observe no triangulo de Pascal esta propriedade:

A soma de dois elementos consecutivos de uma
mesma linha do triangulo de Pascal resulta no elemento
da linha posterior e mesma coluna do binomial de maior
denominador (exceto para a primeira linha e para cada
Ultimo elemento de cada linha). Observe:

;
11
12 1
17 3 3 1
1 4 6 4
1 5 10 10
Teorema das linhas

A soma dos elementos da linha n no triangulo

de Pascal é 2",

Exemplo

HRORHNHRAE

=1+4+6+4+1=16=2"

U
Atividades

Generalizando:

(6)5)+(5)+(5)(5

1 (FDBEF-DF) Sendo

que n > 0, o valor de n é:
a) 6 b) 8 ¢ 10
(in+1r-nat _

(n+1)-
(n+ 2)!

n!

d) 12

1
10

= — e tendo em vista

e)9

1
(n+2) -a+t-at 10
1 1 0

n+2 10

=>n+2=10=>n=

Alternativa b

2 A soma das raizes da equacdo BSJ =

é igual a:
)3 b) 4 0 8

R

d) 5

()l

e) 10

RERAE

ou

JZx—x+1:x—1
i

2Xx+x+1=10=>x=3

As raizes sdo 1 e3easomaés.

Alternativa b

e @)



3 (Unifor-CE) Usando uma propriedade do tridngulo de

Pascal, a soma [gg] + (g?) + G;} + [g;] éigual a:
) 3] 2 3

o el

g

e bl e

i) K

Alternativa a

- - n“—n
(FGV-SP) Se [” 1] + (” 1] = . entdo n ¢

5 6 2
igual a:
a) 4 b) 6 9 d) 5 e) 8
[n B 1] +[n B 1] = [nj (Relagao de Stifel)
5 6 6
Entao:
() 2 At —h)
l6)~ 2 “e-n-61 2
N1 (n=2)(n=3):(n=4)-(n=5)-(p~6)! _\-p~1)
654320 (n~6) Zz

n=2n=3)-n—4-h—5= 6-5-4-3
TTh=2=6=n=28¢

n—3=5=n=38e

n—4=4=n=8e

n=5=3=>n=28§

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 0 conjunto solucdo da equacdo (x!)2 = 36 é:

a) {3; -3} d) {6}
b) {6; —6} e) {3}
o {36}

(Vunesp-SP) Sao dados os nlimeros n e m, naturais:
a) Calcule o valor de n em que (“;'1)' =9
n!

_(m+tn

b) Sabendo que b_ (M2

(m? — 4), calcule b,
(UF-AL) Determine o valor da seguinte soma:

7 n 7 n 8 n 9

2 3 4 5

(PUC-SP) O valor de x na equacdo [Znn] =X [ 2n ]e’:

n-—1
a) n+1 d) 2n +1
n n
b) n—1 e) 2n—1
n n
C) 1—n
n

(Cefet-PR) O(s) valor(es) de x na equacdo [Ei] =

= [x A 8]’ cujos coeficientes binomiais sdo iguais, é(sdo):

a) 2ou3 d) 20u0
b) Tou0 e) 4
¢) Oou3

5
sdo complementares, com k € N e k > 3. Entdo, k vale:
a) 6 b) 15 0 8 d) 5 e) 10

(Mackenzie-SP) Os nlimeros binomiais (k ;r ZJ e (k + ZJ



1. Definicao

Sejam a, b R e n & N. 0 bindmio (a + b)" é de-
nominado bindmio de Newton e seu desenvolvimento
¢ dado por:

p=0

(@ +b)= s (”]-a“—f’- be

0s nuimeros a sequir sdo resultados dos ndmeros
binomiais vistos, anteriormente, no tridangulo de Pascal.

1

171

172 1
73 3 1
1T 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Acompanhe os exemplos:

I. (@ + b)>= 1 (Observe que o coeficiente 1 é o
da linha zero do triangulo de Pascal.)

Il. (@ +b)y'=a+ b= 1a+ 1b (0s coeficientes
sao 0s que aparecem na linha 1 do triangulo de
Pascal.)

. (@ + b)? =a%?+ 2ab + b? = 1a?+ 2ab + 1b?
(Os coeficientes sao os que aparecem na linha
2 do triangulo de Pascal, e na mesma ordem.)

IV. (a +b)* = 1a® + 3a?b + 3ab? + 1b* (0s coe-
ficientes sdo os que aparecem na linha 3 do
triangulo de Pascal, e na mesma ordem.)

Deduzimos, entdo, que, para (a + b)*, os coefi-
cientes do binémio sdo os nimeros que aparecem na li-
nha 4 do triangulo de Pascal e nessa mesma ordem, ou
seja:14 64 1.

Observe, nos exemplos anteriores, que as poténcias
de a em (a + b)" decrescem de n até 0, e as potén-
cias de b crescem de 0 até n.

Assim, o desenvolvimento de (a + b)* é:
1a* + 43°b + 63%b? + 4ab* + 1b* =
= 1a’b° + 4a°b + 6a%?b? + 4ab’ + 13%* =

:[4].34.b0+[4J.a3.b1+[4].a2.b2+
0 1 2
+[4]-a‘-b3[4}-a°- b

3 4
[4]-a4—o- b°+[4J-a4—1-b1+[4]-a4—2- b+
0 1 2
+[4]-a4—3-b3+[4].a4—4.b4

3 4

A poténcia de a ¢ a diferenca entre o numerador e
0 denominador do binominal, e a de b é o denominador
do binominal.

Podemos representar essa expressao de uma for-
ma simplificada, como segue:

4 (4
(@+by=3x -a*-P. b
p=olp
Substituindo 4 por n, temos:

oo (n
@+byr=2% ~an—P- bp
p=0{p
0 termo de niimero p + 1, isto é, T, € determi-
nado da seguinte maneira:

n) ..
Tp+1 :[p].a P. bp

Soma dos coeficientes de (x + y)"

Para encontrarmos a soma dos coeficientes de
(ax + by)", coma, b € Re n €N, basta substituir-
mos x e y por 1. Portanto, a soma dos coeficientes de
(ax + by) é:
@-1+b-1)=(@+b)

e @



4 (U.E. Londrina-PR) Se um dos termos do desenvolvimento do
binémio (x + a)°, com a € R, é 80x?, entdo o valor de g é:
a) 6 b) 5 Q) 4 d) 3 e) 2

1 (UF-RN) O coeficiente de x> no desenvolvimento de
O termo em questdo é o termo em x2

_I 8
[x + [—H ¢ dado por:
XZ

a) 0 . b) 1 0 8 d) 28 e) 56
{x+(%ﬂ =x+x?=T, = [ij ek (k) =

8 8
= TKM — [k] . X8—k, X—Zk = TKM — [k] . X8—3k

O termo em x° apresenta 8 — 3k = 5, ou seja, k = 1.

Assim, o seu coeficiente é dado por [:3] que éigual a 8.

Alternativa ¢

0 termo independente de x no desenvolvimento de

1)°
[X - —] é:
X

a) 252 ¢) 335 e) 96
b) —252 d)y 335

p
TpH = [mj . x10-p . [;1] = [10} SX10-P P (= 1)P
P X P

-I-per _ (’IOJ - X10-2 . (—1)P
D

Devemoster:10 —2p=0=p =5

Assim:

(10 ,_ 100 10-
o

Alternativa b

(FEI-SP) Considere a sequinte igualdade:

s=[20 +[2° 24 20]-22+...+[2°]-219+[2°]-220
0 1 2 19 20
Asomas éigual a:

a) 2 by 9 ) 202 d)20° e 20

s=[2(§’}~12°~2°+[20}~119~21+[220}~1*8~22+...+
1

+[20] L1009 +[ZO], 12. 92 —
19 20

20
=S = ;0(120"“ 2)=S=(1+2)"=S5=3"=5=32">

=5=(3)° .. 5=9"

Alternativa b

D

5 -

Devemos ter:

5—-p=2=p=3
T4=@ X - a* = 80X’

~a3=80:%~a3=80:a3=8:a=2

5!
3-2!

Alternativa e

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Unatec-MG) No desenvolvimento do binémio (x — 1)'°,

seqgundo poténcias decrescentes de x, o 82 termo é:
a) —120-x3 () 45-x3
b) —45 . x2 d) 120-x3

(UF-PA) No desenvolvimento do binémio (xz + % , qual
o termo independente de x?
a) 2¢ b) 3¢ ) 4¢ d) 5¢ e) 69

(Mackenzie-SP) Qual a soma dos coeficientes numéricos do

8
desenvolvimento de [3x2 — %J ?

a) 256 b) 128 Q) 4 d) 1 e) o0

(AFA-SP) Sabendo que, no desenvolvimento de (1 + x)?%,
os coeficientes dos termos de ordem (2r + 1) e (r + 3)
sdo iguais, pode-se afirmar que r é igual a:

a) 8ou4 b) 8 ou2 () 40u2 d) 2out

(Unicentro-PR) O termo independente de x, no desenvol-
vimento de [% - 3X4Jm, éigual a:
a) 2 b) 30 ) 120 d) 240 e) 405

(lesville-SC) 0 bindmio de Newton (x2 — 3x)° tem:
a) quatro termos no seu desenvolvimento.
b) cinco termos no seu desenvolvimento.

¢) um valor compreendido entre 32 e 243 para a soma
de seus coeficientes.

d) um valor negativo para a soma de seus coeficientes.

e) um valor major do que 243 para a soma de seus coefi-
cientes.



1. Propriedades dos
logaritmos

Vamos acompanhar as propriedades operatérias
mais importantes dos logaritmos.

Respeitando as condicdes de existéncia dos logarit-
mos, temos:

P, log, (n - m) = log, n + log, m
Pz log, (%) = log, n —log, m
P, log, b" = n - log, b

P4 log, Vb = % -log, b

P; log, b = % -log, b

2. Mudanca de hase

No uso dos logaritmos, encontramos as seguintes

situacoes:

I. Temos o logaritmo de um determinado nimero
numa certa base, mas precisamos do logaritmo
desse nimero em outra base.

Il. Estamos tentando efetuar uma operacdo que
pode ser de adicdo ou de subtracdo de logarit-
mos, mas eles tém bases diferentes.

vVamos acompanhar o desenvolvimento a sequir,
respeitando as condicdes de existéncia dos logaritmos:

log,n=a=2a3a*=n ()
B=DbF=n (I
log,b=vy=2a=b (I

log, N

Substituindo a equacao (Ill) na equacao (1), temos:
bP=n=(@)=n=a*f=n (IV)
Comparando as equacdes (1) e (IV), temos:
aVB:a“jy-B:a:)B:g

Assim:

0 logaritmo de um ndmero, em uma base con-
veniente, é igual ao quociente entre o logaritmo
do mesmo numero em outra base escolhida e o
logaritmo da base original na base escolhida.

log, n

log,n =
9 log, a

Consequéncias da mudanca de hase

Sempre respeitando as condicoes de existéncia dos
logaritmos, temos as sequintes propriedades:

log, n .

I. log,n = log, n = ——
R °" log,a
log, n
. log,n= LUt LN log, a - log, n = log, n

log, a

1 Sabendo que log, 7 = 2,80, calcule:
a) log, 14

log, 14 =log, (2-7) =log,2 +log,7 =1+ 2,80 = 3,80

b) log, 49

log,49 =log, 72 =2"-log,7 =2-2,80= 5,60

e @




D

¢) log, 3,5

log,3,5= Iogzg =log,7 —log,2=2,80—-1=1,80

d) log, 2

_log,2 _ 1
log,2 = log,7 ~ 2,80 0,357

(Fuvest-SP) Se log,, 8 = a, entdo log,, 5 vale:

2a a

3 - o

a) a 0 3 e) 1 3
b) 5a — 1 d)1+—g

a

I09108=a:Iong3=a:3~Iogmz=a.‘.logmz=§

log,, 5 = log,, (%}: log,,5 =log,, 10 — log,,2.".log,, 5=1 — %

Alternativa e

Selog,,2 = 0,30 e log,,3 = 0,48, entdo é correto afirmar
que log,, 3,6 é igual a:
a) 0,78 ) 1,56 e) 0,48
b) 0,56 d) 0,36
o

log,,3,6 =log,, (%}: log,,3,6 = log,,2* + log,,3% — log,, 10 =

=log,,3,6 =2-log,,2 + 2 -log,,3 — log,, 10 =

=109,,36=2-030+2-048—1..log,,3,6=0,56

Alternativa b

(Unifor-CE) Se log,a = x, log. b =y elog,c =z, entdox - y - z
éigual a:

a)% c)% e)?
b) 2 d) 1

x-y-z=log,a-log.b-log,c=

_loga logb logc
logbh logc loga

Alternativa d

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 A relacdo entre as bases a e b, quando é valida a relacao
log, N = k - log, N, é dada por:

a) b=a d) (ab)}=1
b) log, a = % e) log,b = k?
() b=a

2 (PUC-MG) Considere como verdadeiras as igualdades:

log, A + log, B = 2; A_ 256eA+B= ﬁ. Nessas condi-

B 8
coes, o valor de N é:
a) 123 ¢) 238
b) 146 d) 257

3 0s valores reais de x e y que satisfazem o sistema

log; x +log;y =1
3Xx — 5y =12

sdo, respectivamente:

3 3
a)Se? d)3ef?
3 9
b)EeS e)1ef?
) —1e-3

4 Calcule o valor do produto:

log; 8 - log, 9 - log, 343

5 (U. F. Sdo Carlos-SP) Um paciente de um hospital estd
recebendo soro por via intravenosa. O equipamento foi
regulado para gotejar x gotas a cada 30 segundos. Sa-
bendo-se que este niimero x ¢ a solucdo log, x = log, 3
e que cada gota tem volume de 0,3 mL, pode-se afirmar
que o volume de soro que este paciente recebe em uma

hora é de:
a) 800 mL d) 500 mL
b) 750 mL e) 324 mlL
¢) 724 mlL

6 (U. E. Ponta Grossa-PR) Sendo a € R, com a > 1, é correto
afirmar que:
(01) log Ya=5 log a
(02) log,3-log;a =1
(04) log,4 + log,9 = 2 log,6
(08) 10°93 =3
(16) quando A = log,5 e B = log,: 5, entdo: B = 2A

Dé a soma dos niimeros dos itens corretos.



1. Funcao logaritmica

A funcdo logaritmica apresenta a varidvel no
logaritmando.

Sentenca
f(x) = log,x, comx>0,a>0ea # 1
Na expressao:
e 3é abase;
* x é o0 logaritmando.

Grafico
Para obtermos o grafico da funcao logaritmica, va-
mos considerar duas sentencas:
I. g(x) = log, x
Il. h(x) =log,, x
)

Vejamos a tabela abaixo.

gx) -3 -2 -1 0 1 2 3
h) 3 2 1 0 -1

-2 -3

Vamos construir os graficos das funcdes g(x) e
h(x), cada uma em um plano cartesiano.

Y1 9(x) = log, x
g(x)

<y

Com base ne
tar o gréfico da fu

h(x)

ssas duas situacdes, podemos apresen-
ncao logaritmica dada pela sentenca:

f(x) = log, x,comx >0,a>0ea # 1

YA

0<a<
Funcao decrescente

YA

Para as duas
Dominio: R
Contradomin

a>1
Funcao crescente

bases, temos:

io: R

Conjunto imagem: R

e @



2.Tipos de equacoes
logaritmicas

Equacdo logaritmica é aquela que traz um ou
mais logaritmos com varidvel no logaritmando ou
na base ou em ambos.

Para resolvermos uma equacao logaritmica, de-
vemos usar as propriedades dos logaritmos, vistas no
modulo anterior, para que a equacao fique em uma das
formas apresentadas a sequir.

lyualdade entre um logaritmo e uma
constante

log, E(x) =

Nesse caso, podemos usar a definicdo de logaritmo,
0u Seja, a constante «, que é o logaritmo, é o expoente
a que se eleva a base a para que o resultado seja o
logaritmando E(x), ou seja:

log, E(x) = o & E(x) = a¢

lyualdade entre dois logaritmos de
mesma hase

log, E,(x) = log, E;(x)

Nessa situacao, podemos afirmar que, se os loga-
ritmos sao iguais e tém a mesma base, entdo os logarit-
mandos também serao iguais. Assim:

log, E,(x) = log, Ey(x) = E(x) = E,(x)

J3.Inequacaologaritmica

Chamamos inequacdo logaritmica a toda ine-
quacdo que apresenta a incognita no logaritman-
do ou na base (ou em ambos) de um ou mais
logaritmos.

Pelo uso das propriedades dos logaritmos, condu-
7imos a inequacdo a uma desigualdade entre dois loga-
ritmos de mesma base.

Quando a base for um nimero compreendido no
intervalo aberto de 0 a 1, a funcao logaritmica é decres-

D

cente e, entdo, a desigualdade entre os logaritmandos
apresenta sentido inverso daquele indicado para os lo-
garitmos.
Vejamos o grafico:
y

Generalizando:

log, x, > log, x, & X, <X,
log, x,, <log, x, & X, > X,

Quando a base for um nimero maior que 1, a
funcdo logaritmica é crescente e, entdo, a desigualda-
de entre os logaritmandos apresenta o mesmo sentido
daquele indicado para os logaritmos. Vejamos o grafico:

Generalizando:

log, x, > log, x, & X, > X,
log, x,, <log, x, & x,, <X,

Tanto na equacdo como na inequacdo logarit-
mica, devemos nos preocupar com as condi-
¢oes de existéncia dos logaritmos. A diferenca
é que, na equacao, podemos verificar os resul-
tados no final da resolucdo; na inequacao, de-
vemos impor as condicdes de existéncia no co-
meco da resolucao.

Quadro-resumo (a €E R, ea # 1)

log, x; > log, x, & X, < X,
0<a<1
log, x; < log, x, & X; > X,

log, x; > log, x, & X; > X,
a>1
log, x; < log, x, & X, < X,

Inicie a resolucao impondo as condicdes de existéncia dos
logaritmos.



ntI“Id ades 9 (UE-PB) Na equacdo logaritmica log, [log, (log, x)] = % 0

valor de x é:

1 (Fuvest-sP) Qual das figuras a sequir & um esbogo do grs- a) um mdltiplo de 5.

fico da funcdo f(x) = log, 2x? b) um nimero divisivel por 3 e 9.
d 4 ¢) um numero par.
d) um namero decimal.
1/ e) um numero irracional.
| 1 3
> 0 l/ _‘I > log, [log, (log; x)] = 5:> log, (log; x) = 4> =
2
=log, (log;x) =2=log;x = 22=
e) p
1 =log;x=4=x=3"'=x= 81
121 ,
0 i ” Alternativa b
,
3 (Univale-MG) A solucdo da equacdo log x? +1log x=18&
> a) 1073 O 1 e) 103

b) 10 d) 10

Como abase é 2 e 2 é maior que 1, a fungao é crescente. log X+ log x= 1=

_ f(x) = A _
Sex—?temos.f(x)—logz<2 2)—Iogz1—0 —2-log x +log x = 1=

Sex =1, temos: f(x) = log, (2 1) = log,2 =1 =3-logx=1
’I l
Alternativa d log X=2=x= 10°

Alternativa e

logs {x +3)
4 (PUC-SP) As solucdes reais da inequacdo (;) >

sdo todos os nimeros tais que:

a) 3<x<-2 d) x<-2
b) x> -3 e) 0<x<3
Q) x>-2

Condicéo de existéncia:x + 3 >0=x> — 3

1 log, (x + 3) 1 log; (x + 3) 1 0
Il I

1 \logs G+ 31 10
:><E) ><E)=>|095(X+3)<0=>

=logs(x+3)<log; 1T=x+3<1=x<—-2 .. -3<x<-2

Alternativa a

e )



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3 (UF-SQ) A solucdo da equacdo logaritmica

log; x + logy; X2 + ... + log; x* + log, x** = 2550 é:
1 (Unifesp-SP) Afigura representa os grdficos das funcdes % % % %

f(x) = log, x @ g(x) = X2 — 2x. a) x=1 d) x =log; 1275
b) x=3 e) x =log; 550
v ) x=9
g(x) 4 (Faap-SP) Os valores de x para os quais
log x + log (x + 3) < 1 sdo:
fx) a) x>-5 d) x<-50ux>2
> b) x>2 e) 5<x<2
0 1 2 X
) 0<x<2
5 (U. F. Ouro Preto-MG) Para que se tenha
Pode-se afirmar que a equacdo x2 — 2x = log,, X: log, (x — 3) + log, (x — 2) <1, deve-se ter:
a) ndo tem solucdo. a) 2<x<4
b) tem somente uma solucdo. b) x<2oux>4
¢) tem duas solucdes positivas. ) x<3oux>4
d) tem duas solugdes cujo produto é negativo. d) 3<x<4
e) tem duas solucdes cujo produto ¢ nulo. e) 2<x<3
9 (Vunesp-SP) Numa fabrica, o lucro originado pela produ- 6 (Udesc-SC) Os valores de m, com m € R, para os quais 3
cdo de x pecas ¢ dado em milhares de reais pela funcao equagdo x* — 2x + log, (m — 1) = 0 possui raizes reais
L(x) = log, (100 + x) + k, com k constante real. e distintas sdo:
a) Sabendo que sem producdo ndo hd lucro, determine k. a) 2<m<4 d) 1=m=<3
b) Determine o nimero de pecas que é necessdrio pro- b) m<3 e) T<m<3
duzir para que o lucro seja igual a mil reais. ) m=<3



1. Sequéncias
numericas

Se um conjunto de nimeros se apresentar em uma
determinada ordem ou sucessao, eles formardo uma se-
quéncia numérica. Cada elemento dessa sequéncia é
chamado termo.

Observe a sucessao a sequir:
(1;1;2;3; 5, 8;13; 21; ...)

Nela, cada termo ap6s os dois primeiros é a soma
dos dois imediatamente precedentes (anteriores).

2. Progressao
aritmética

Progressao aritmética, ou simplesmente PA, é
uma sequéncia numérica na qual cada termo, a
partir do sequndo, é o anterior somado a uma
constante r, denominada razao da PA.

Assim, para apresentarmos uma PA, devemos
informar um de seus termos, representado por a,, e
qual é a razao r. O indice indica a posicdo do termo
na sequéncia.

Seja a sequéncia (2; 5; 8; 11; 14; ...).

0 primeiro termo (3,) é 0 2; 0 sequndo termo (a,) é
0 5. Para obtermos o sequndo termo, adicionamos 3 ao a;.

Todos 0s demais termos sao assim obtidos.

a,=2er=3

3,=2+3=5

3,=5+3=80U3,=2+3+3=38

3, =8+3=110uag=2+3+3+3=11

Portanto, 3 é a razao dessa PA.

Termo geral da PR

Vejamos o seguinte procedimento:
Primeiro termo: a,

Razdo: r

a=a, +r

=3, +tr=a, +r+r1 ..a=a +2
a,=a,tr=a, +2r+r..a, =a, +3r

a,=a,+(n—="1)-r1

Classificacao da PR

Classificamos as progressdes aritméticas de acordo
com o valor dos seus termos da seguinte maneira:
I. PA crescente. O valor de cada termo é maior
que o anterior: 1 >0 (=5, =2; 1; 4, 7; ...)
Il. PA decrescente. O valor de cada termo é menor
que o anterior: 1 < 0 (14; 8; 2; —4; —10; ...)
lll. PA constante. O valor de cada termo é igual ao
anterior:1=0(7,7;7,7;7; ...)

Termos equidistantes dos extremos numa
PA de n termos

Dois termos sdo equidistantes dos extremos de
uma PA de n termos quando o nimero de termos que
um deles apresenta apés a, é igual ao nimero de ter-
mos que o0 outro apresenta antes de a,.

SejaaPA(3;5;7;9;11;13; 15; 17).

0s termos 7 e 13, por exemplo, sdo ditos termos
equidistantes dos extremos.

Observe o que acontece com os pares de termos

equidistantes dessa PA.
Extremos

[ 1
3; 5 7, 9; 11; 13; 15, 17
vz |
9+ 11 = 20

‘ 7+13=20 ‘

5+ 15=20
3+17=20

s



* Numa PA de n termos, a, e a, s3o termos equi-
distantes dos extremos se, e somente se:
p+q=1+n
* Numa PA de n termos, a soma de dois termos
equidistantes dos extremos € igual a soma des-
ses extremos.

Para trés termos consecutivos de uma PA, o ter-
mo médio é igual a média aritmética dos outros dois
termos.

PA(g; b;¢c) = b=

Soma dos primeiros nmtermos de uma PA

Indicando por S, a soma dos n primeiros termos de
uma PA, temos:

_(a1+an)'n
Sn—iz

Representacoes especiais de uma PA

Existemn situacfes nas quais é conveniente usarmos
representacdes especiais para a PA.

PA de trés termos

Representamos por x o termo central e subtraimos
ou adicionamos a razao para obtermos, respectivamente,
0 primeiro e o terceiro termos.

xX—rx;x+r)
PA de quatro termos

Por ndo possuir termo central, a PA de quatro ter-
mos serd assim representada:

(x=3x =16 Xx+1x+ 30

Interpolacao aritmeética

Seja a PA finita: (a;; 3, a3; ..; 3,_+; 3,)-

0s termos a,; 3; ...; 3,4 sao denominados meios
aritméticos.

Numa PA finita podemos interpolar (ou inserir)
meios aritméticos.

Na PA (5; 8; 11; 14; 17), os termos 8, 11 e 14 sao
meios aritméticos.

@

Atividades

(Mackenzie-SP) Se f(n), com n € N é uma sequéncia
definida por f(0) = 1 e f(n + 1) = f(n) + 3, entdo f(200)

é igual a:
a) 597 ¢) 601 e) 607
b) 600 d) 604

a,=f0)=1=a,=1

a,=f(1)=f0)+3=a,=4

a,=f2) =f1)+3=a,=7

2, =1f3)=f2)+3=a,=10

PA:a,=1er=3

Determinar f(200) é calcular o termo a,,, dessa PA. Assim:

A =a; + (201 = 1) r=a,, =1+ 200-3 .. a,, =601

Alternativa ¢

2 (Cesgranrio-RJ) Em uma progressao aritmética, o termo de
ordemnéa,a, — a, =3 ea, +a, = —1. Nessa progres-

sdo, a,; vale:

a) 26 ) 22 e) 13
b) —22 d) —13

Iag—a7=3 @

la, Fag=—T1 )

20, =2=a,=1

e a,=—2

r=a,—a,=3

as=a+t7r=1+7-3=22

Alternativa ¢

3 (PUC-SP) As medidas dos angulos internos de um trian-
gulo estdo em PA de razdo 20°. 0 menor desses angulos

mede:
a) 30° ) 50° e) 80°
b) 40° d) 60°



Sejam «, 3 e 6 os angulos desse triangulo. Nessa ordem, eles

formam uma PA.

Assim:a = —20°e6 = + 20°

Temos:

a+B+0=180"= (B —20° + B+ (B +20°) =180°=

=3 =180°=p =60°.. o =40°e 6 = 80°

Os angulos desse triangulo sao 40°, 60° e 80°, sendo o menor

deles 400.

Alternativa b

(Uniaraxa-MG) A soma dos 30 primeiros termos da
PA(2;5;..) &

a) 1825 ¢) 300 e) 90

b) 1365 d) 180

agp=a, +t29r=a;, =2+29-3=a,,=2+87=89
+ - 30

Sy = (a 3230)

Sy, = (2+89)-15

Sy = 1365

Alternativa b

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (ITA-SP) O valor de n que torna a sequéncia

2+3n,—5n,1—4n
uma progressdo aritmética pertence ao intervalo:
3 [-2 -1 9 [0;1] e) [2;3]
b) [-1;0] d [1;2]

(Faap-SP) Calcule a soma dos niimeros inteiros positivos
inferiores a 501 que ndo sejam divisiveis por 7.

(U. Gama Filho-RJ) Um fazendeiro resolveu arborizar sua
fazenda. Deu instrucdes aos empregados para fazerem
o servico da sequinte forma: no primeiro dia plantarem
3 mudas de arvore; no sequndo dia, 7 mudas; no ter-
ceiro, 11, e assim sucessivamente. No final do décimo
quinto dia, o nimero total de drvores plantadas serd de:
a) 450 ¢) 460 e) 470

b) 455 d) 465

(FGV-SP) Um atleta corre sempre 500 m a mais do que
no dia anterior. Sabendo-se que ao final de 15 dias
ele correu um total de 67500 m, o nimero de metros
percorridos no terceiro dia foi:

a) 1000 ) 2000 e) 2600

b) 1500 d) 2500

(PUC-RJ) Trés nlimeros estdo em progressdo aritméti-
ca. A soma dos trés ndmeros ¢ 21. Assinale a opcao
que apresenta o valor correto do termo do meio:

a) 2 0 7 e) 2V3
b) 6 d) 5

(F. M. Santa Casa-SP) Seja S, = 2n*> — 8n, comn €N, a
expressao da soma dos n primeiros termos de uma PA. A
razao dessa progressdo é:

a) 4 ¢ 0 e) —4
b) 2 d -2

e @



1. Definicao

Progressao geométrica, ou simplesmente PG,
é uma sequéncia numérica na qual cada termo, a
partir do sequndo, é o anterior multiplicado por
uma constante g, denominada razao da PG.

Assim, para apresentarmos uma PG, devemos
informar um de seus termos, representado por a,, e
qual é a razdo q. O indice indica a posicdo do termo na
sequéncia.

Observe esta sucessao:

(3; 6; 12; 24; 48)

0 primeiro termo (a,) é 0 3, e 0 sequndo termo (a,)
¢ 0 6. Para se obter o termo a,, multiplica-se a, por 2;
portanto, 2 é a razao dessa PG.

Todos 0s demais termos sao assim obtidos:

a,=3

3,=3-2=6

3,=6-2=120U03,=3-2-2=12

a,=12-2=240ua3=3-2-2-2=24

Termo yeral da PG

Vamos determinar uma expressao geral que repre-
senta todos os termos de uma PG.

Primeiro termo: a,

Razdo: q

;=44

3373°9=3,°Q:qQ .3 =3¢
3 =3°9Q=23-¢-qQ .. =3 Q¢

Classificacao da PG

Classificamos as progressdes geométricas de acor-
do com o valor do primeiro termo e da razao.

PG crescente. O valor de cada termo, a partir do
segundo, é maior que o anterior:
a;,>0eq>1Toua, <0el<qg<1
(2;6;18;54;...) a,=2eq=3

(—4; —-2;—1; %; ) a; = —4deq-= %
PG decrescente. O valor de cada termo, a partir do
segundo, é menor que o anterior:
a3, >0el0<qg<loua, <0eqg>1

1
(9; 3;1; EYRS

(—5; —10;

) a,=9eq= %
—20; —40;..) a,=-5eq=2
PG oscilante ou alternante. Cada termo, a partir
do sequndo, apresenta sinal contrdrio ao do anterior:
q<o
(2; —4;,8 —16;32;...) a,=2eq=—2
PG constante. O valor de cada termo, a partir do
segundo, é igual ao anterior:
q=1
(5;5;5;55...) a,=5eq=1

Termos equidistantes dos extremos numa
PG de n termos
Veja 0 que acontece com os termos equidistantes
dos extremos de uma PG:
(1; 3; 9; 27; 81; 243)
L1

927 =243
3-81=243
1-243 =243




* Numa PG de n termos, a, e a, sao termos equi-
distantes dos extremos se, e somente se:
p+q=1+n
* Numa PG de n termos, o produto de dois termos
equidistantes dos extremos é igual ao produto
desses extremos.

Para trés termos consecutivos de uma PG, o termo
médio é igual 3 média geométrica dos outros dois termos.

PG(3;b;c0)= b*=a-c

Soma dos 7 primeiros termos de uma PG

Indicando por S, a soma dos n primeiros termos de
uma PG (com q # 1), temos:

S — 3 (' -1)
' (@-1)
Se q =1, temos:
S.=n-a,

PG convergente

Vamos considerar a PG cujo primeiro termo é a, = 4

earazaoq = %

(4; 2 PR PP I )
274 8 16 32 64

Dizemos que PG convergente é aquela cujo ter-
mo a, vai se aproximando do valor zero quanto
maior é o valor de n.

A condicdo para uma PG ser convergente é |[q| < 1,
ouseja, —1<q<1.

Limite da soma

Quando trabalhamos com PG convergente, ndo
calculamos a soma de seus termos, mas sim o limite
da soma, que sera indicado por S, para n tendendo ao
infinito.

Temos, entdo:

Sn:af(qn_’l)‘.‘ '5:L
@-1)

No nosso exemplo, temos:

sm=<4+2+1+%+...>
Sm: 4 :i:}SmZS
1 1
1-L L
2 2

Representacoes especiais de uma PG

Existern situacfes nas quais é conveniente usarmos
representacdes especiais para a PG.

PG de trés termos

Representamos por x o termo central e dividimos
ou multiplicamos pela razdo para obtermos, respectiva-
mente, 0 primeiro e o terceiro termos.

X
— X X Q>
;
PG de quatro termos
(L;L;X'Q;X'T)
@ q
Produto dos # primeiros termos de uma PG

Seja a sequéncia a;; a,; as; a4 -..; 3, UMA PG de
razdo q. O produto P, dos n primeiros termos dessa
sequéncia é dado por:

nn — 1)

Atividades

1 (UF-RS) Em uma progressdo geométrica, de razdo posi-
tiva, o sequndo termo é 8 e o oitavo é % A soma dos

dois primeiros termos ¢é:

a) 24 ¢ 12 e) 4
b) 16 d) 8
a=a-q=a -q=38 n

aszaw'q7:aw'q'q6=% (1

1 1
. . = — 6 —
De()e():8-q —8:q = 64:

Em (I): a, ~%=8:a1 =16

Assim:a, +a,=16+8 ..a, ta,=24

Alternativa a

e @



2 (Universitas-MaG) O terceiro termo de uma sequéncia geo-

métrica é 10, e o sexto termo ¢ 80. Entdo, a razao é:

a) 1 b) —1 0 3 d) 2
a;=80=a,.q° =80 (1)
a;,=10=a,.q9’=10 (1)

Fazendo (1) : (II), temos:

g*=8=q=2

Alternativa d

(U. E. Londrina-PR) A sequéncia <2x +5x+1; %; >

com x € R, é uma progressdo geométrica de termos
positivos. 0 décimo terceiro termo dessa sequéncia é:

a) 2 ) 37 e) 374
b) 3-10 x d) 3730
x+1 2

5x
= = + 22X+ 1=y +=
q 2x+5 x+1:’xz 2 2

=4x+2=5x=>x=2

33—§=’| l‘ﬁ:—azl
J " a, 3
a,=x+t1=3
Assim:
\10
awazaa'qm:awaz’l'(g} Soay =370

Alternativa b

(Fuvest-SP) Em uma progressao geométrica de quatro ter-
mos positivos, a soma dos dois primeiros vale 1 e a soma
dos dois dltimos vale 9. Calcule a razdo dessa progressao.

{a1+a2=1:{a1+a1~q=1 N
a+aA:9 a1.q2+a1.q3=9

a - (+q=1 (0
:{aqu~(1+q)=9 (I

De (e ), vem:

Jq = —3(Ndo convém.)
?=9 ou

la=3

A razao dessa PG vale 3.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Faap-SP) Dados os nimeros 1, 3 e 4, nessa ordem, deter-

minar o nimero que se deve somar a cada um deles para
que se tenha um progressdo geométrica.

(FGV-SP) Os ndmeros , y, z formam, nessa ordem, uma PA
de soma 15. Os nimeros x, y + 1 ez + 5 formam, nessa
ordem, uma PG de soma 21. Sendo 0 < x < 10, o valor de
3z é:

a) 36 d) 48
b) 9 e) 21
) -6

(FEI-SP) Dada a progressao geométrica 1, 3, 9, 27, ...se a
sua soma é 3280, entdo ela apresenta:

a) 9 termos.
b) 8 termos.
¢) 7 termos.
d) 6 termos.
e) 5termos.

. X X X )
Ovalordexnaequagaox+?+7+§+...=10e:

a) 5

(=9
~

b) 10

&
NI

¢) 20

(PUC-SP) Em uma progressao geométrica de termos positi-
vos, o primeiro termo é igual a razdo e o sequndo termo
é 3. 0 oitavo termo dessa progressdo é igual a:

a) 81 d) V273
b) 37 e) 333

) 3

(Fuvest-SP) Seja S, a soma dos n primeiros termos da
sequéncia infinita 107", 1072, 1073, ..., 107", ...

a) Calcules..

b) Qual o limite de S, quando n tende ao infinito?



1. Definicao

Chamamos matriz do tipo m X< n (lé-se: m por n)
toda tabela numérica na qual os elementos (0s nu-
meros) estao distribuidos em m linhas e n colunas.

2. Representacoes

Representa-se uma matriz por uma letra latina
maitscula (A, B, C, ...) acompanhada de dois indices nu-
méricos (o primeiro indice indica o nimero de linhas da
matriz, e 0 sequndo, 0 ndmero de colunas).

Aan

Numero de |

linhas da matriz

Nimero de
colunas da matriz

0s elementos da matriz (0s nimeros) sao coloca-
dos entre parénteses, colchetes ou dois pares de barras
verticais.

Exemplo
-1 -9
Asxz = 0 5
-3 1

¢é a matriz A do tipo 3 por 2.

3 EI p I

Costuma-se representar, genericamente, um
elemento de uma matriz pela mesma letra com que
se representou a matriz, porém minuscula, acompa-
nhada de dois indices numéricos (o primeiro indice
indica em qual linha estd o elemento, e o sequndo,
em qual coluna).

3y

Numero da |

linha do elemento

Numero da
coluna do elemento

Exemplo

Sendo a matriz:
3 -9 —1
A s = [6 _5 0]

seus elementos sdo:

an =3 3y =6

ap =9 =5

a3 = —1 ;=0
Matriz genérica

Em geral, uma matriz possui m linhas e n colunas e
é formada por elementos genéricos.

dyp dyp dg dip
d1 dp dp dzn
Anxn = a‘31 a‘sz a‘33 a‘sn
Ami Amz A3 dmn

0U: A = (3)nxn, €MQque T <i<mel<j<n.

4.Tipos de matriz

Acompanhe, a sequir, a classificacdo de algumas
matrizes.

Matriz quadrada

Uma matriz A é chamada quadrada de ordem n
(representa-se: A,) quando possui n linhas e n colunas,
isto é, 0 numero de linhas é igual ao nimero de colunas.

3 -2 5
Ay =Ay =] -1 9 -2
-6 2 1

¢ uma matriz quadrada de ordem 3.

s



Diagonal principal e diagonal secundaria

Na resolucdo de exercicios, é importante identifi-
carmos na matriz quadrada estas diagonais.
Diagonal principal
Formada pelos elementos a;, em que i = j, ou seja,
os indices sao idénticos.
Diagonal secundaria
Formada pelos elementos a;, em que i + j =
=n + 1, ou seja, a soma dos indices é igual a ordem
da matriz mais 1 (uma) unidade.
Observe:
dyy dy; dg3
Asx3= |3y 3p ap

a31 a32 a33

Diagonal Diagonal
secundaria principal
Exemplo
2 57
0 -3 4
8 1 3

A diagonal principal é formada pelos elementos 2,
—3 e 3; a diagonal secunddria é formada pelos elemen-
tos7, —3 e 8.

Matriz identidade

Uma matriz quadrada é chamada matriz identida-
de ou unidade quando:

3 = 1,5ei=]
0, sei #j
Em outras palavras, todos os elementos da diago-

nal principal sdo iguais a 1 e todos os outros elementos
(se existirem) sdo iguais a zero.

Exemplo

w_
|
L R

00
1 0 |é a matriz identidade de ordem 3.
0 1

Matrizes transpostas

Duas matrizes, A = (3; )y, € B = (b; ), x m, 530
transpostas se, e somente se, a; = b; para quaisquer i
(om1<i<m)ej(com1<j<n).

A matriz B, ., é representada por At.

Exemplo
7
Ay, =|—1 0 eBzx3:|:3 -1 2j|
2 5 7 05
"'BzxszAtsxz

Ou seja, B é a transposta de A.

o)

As matrizes A = (3;))p < € B = (D)) x », d0 Mesmo
tipo, sdo iguais se, e somente se, a; = b; para quaisquer i
(com1<i<m)ej(com1<j<n).

Em outras palavras, duas matrizes s3o iguais quan-
do todos os seus elementos correspondentes sao iguais.

Exemplo

AL = ab—quX:[Mz—q
23[53 C 25 d -1

Para termos a igualdade, é necessario:
a=9b=12,c=-1;d=3

6. Operacoes com
matrizes

As matrizes podem ser “operadas” em determinadas
condicdes. Veremos que uma propriedade da multiplica-
¢do que conhecemos nao é vélida para o célculo do produ-
to de matrizes. Vamos, entdo, especificar essas operacdes.

Adicao e subtracao

Sendo A = (3;)n xn € B = (b;)n x, duas matrizes
do mesmo tipo, a matriz soma de A e B (representa-se:
A + B) é a matriz C = ()« , tal que ¢; = a; + b, e
a matriz diferenca entre A e B (representa-se: A — B),
nessa ordem, é a matriz D = (d),, x, tal que d; = a; — by,
para quaisqueri(com 1 <is<m)ej(com1<j=<n).

Em outras palavras, para se adicionarem duas matri-
zes de mesmo tipo, basta adicionar os elementos corres-
pondentes e, para se subtrairem duas matrizes de mes-
mo tipo, basta subtrair os elementos correspondentes.

Produto de um niimero real por matriz

Sea €EReA = (3)nxn 0 produto de o por A
(indica-se: a - A, ,) € @ matriz B = (b ),, « ,, tal que
b, = a - a;. Ou seja, para se multiplicar uma matriz por
um ndmero real «, basta multiplicar todos os elementos
da matriz por a.

Exemplo
Se A, ;= -4 8 5,entéo
30 -2
5-A2X3=[5'(_4) 5.8 5.5 }_
5-3 5.0 5-(=2)

:[—20 40 25}
15 0 —10



Se A e B sao matrizes do mesmo tipo e « e B sdo
numeros reais, entdo sao validas as propriedades:

P, Associativa:a - (B-A) = (a-B) - A

P, Comutativa:a A=A«

P, Distributiva: « - (A + B) = a - A + a - B
oU(a+B)-A=a-A+B-A

P, Elementoneutro: 1-A=A-1=A

Multiplicacao de matrizes

Sendo A = (3;)y xn € B = (by), «,, 0 produto de A
por B serd a matriz C = ()« , tal que:
G = by t+a, by+as-by+ .. +a-b,

ij j

Para existir o produto de duas matrizes, é necessario,
e suficiente, que o nimero de colunas da primeira ma-
triz fator seja igual ao nimero de linhas da segunda
matriz fator. A matriz produto terd o nimero de linhas
da primeira matriz e 0 nimero de colunas da sequnda.

Amxn'anp:CmXp
L |
Exemplo
5-2 3 7 1_
o 113737
1T 0

:[5-7—2-3+3-1
0-7+1-3-1-1

32 1
12 -3

1. Definicao de
determinante

5-1—2-(—3)+3-0]
0-1+1-(3)—1-0

A toda matriz A, quadrada de ordem n, associa-
-se um Unico nimero chamado determinante da
matriz A (indica-se: det A).

Representacao

Representa-se o determinante colocando-se o0s
elementos da matriz entre um par de barras verticais.

8. Galculo do
teterminante

Dada uma matriz, precisamos conhecer sua ordem
para calcular seu determinante.

Matriz unitaria

0 determinante de uma matriz A, unitaria, é o
préprio elemento da matriz A, isto é, sendo A = [a,],
entdo det A = |a;y| = a,,.

Matriz de ordem 2

« Multiplicam-se os elementos da diagonal principal.

« Multiplicam-se os elementos da diagonal secunddria
e troca-se o sinal do produto.

* Somam-se os resultados assim obtidos.

Exemplo
A = [ 3 —2}
4 5
3. 2
detA = =15+ 8 =23
4 5
—[(-2)-4]1=28 3-5=15
Matriz de ordem 3

Para esse célculo, usaremos um algoritmo elabo-
rado pelo matematico francés Pierre Frederic Sarrus
(1798-1861). Essa resolucdo é chamada regra de Sar-
rus (1&-se: “Sarris”) e é feita da sequinte maneira:

* Repetem-se as duas primeiras colunas a direita da
matriz.

« Multiplicam-se os elementos da diagonal principal e
de suas paralelas que cortam trés elementos.

« Multiplicam-se os elementos da diagonal secundd-
ria e de suas paralelas que cortam trés elementos e
trocam-se 0s sinais dos produtos.

« Somam-se os resultados assim obtidos.

Exemplo

Dada a matriz:

-2 3 -1
A, = 2
1 -3 3



temos:
“[(-1)-2-1]=2
(-2 -4-(-3)] = 24
~(3-0-3)=0

detA=| 0 /1 2 =

,1.0.(73):0
3:4-1=12
—2-2-3=-12

=>detA=2-24+0+0+12-12=-22

Matriz de qualquer ordem n > 2

Para realizarmos esse calculo, primeiramente va-
mos definir cofator.

Cofator de um elemento a, (A,)

A cada elemento a; de uma matriz A, quadrada de
ordem n = 2, é associado um nimero chamado cofator
do elemento a;, representado por A; e definido como o
produto do nimero (—1)'*/ pelo determinante da ma-
triz B, que se obtém quando se eliminam a linha i e a
coluna j da matriz A, ou seja:

Aij = (_1)I+J * det B

Exemplo
Dada a matriz:
-2 1 3
A = 0 5 —4
2 -1 6

temos:

0 cofator do elemento a,, é:

5 —4

A11:(_1)1+1'_1 6‘=1-26=26
0 cofator do elemento a,; é:
-2 1

Ay = (—1)2%3- =-1-0=0
23 ( ) 2 _1‘
0 cofator do elemento a;, é:
L -2 3

Ap = (=1pr2-| 0 1= —1-8=-8

9. Teorema de Laplace

0 matematico francés Pierre Simon (1749-1827),
marqués de Laplace, enunciou o seguinte:

Q

0 determinante de uma matriz A, quadrada de
ordem n = 2, é a soma dos produtos dos elemen-
tos de uma fila (linha ou coluna) pelos seus res-
pectivos cofatores.

Exemplo

Consideremos a matriz:

2 3 -1 1
-1 0 4 2
M=1 g 2 0 -9
30-2 1

vamos aplicar o teorema de Laplace na sequnda
coluna.
detA=3-A, +0-A,+(=2)-A;, +0-A, (1)
Note que ndo é necessario calcular A,, e A,,, pois
serao multiplicados por zero; assim:
0 cofator do elemento a,, é:

-1 4 2
Ap=(=1)"2- 10 =1|=(=1)-(-18) =18
3 -2 1
0 cofator do elemento a;, é:
2 -1 1
Ap=(=1P72| =1 4 2|=(=1)-(-1)=1
3 -2 1

Substituindo esses valores em (1), temos:
detA=3-18+(-2)-1
. detA =52

E conveniente aplicar o teorema de Laplace na
fila que tiver o maior nimero de zeros.

Atividades

1 Considere a matriz A = (3;), .5, com
. . 1 1
d; = !+J.'Se!<J.,eB: 2 0.
i—j,sei=]j 5 4
Determine a matriz X, de ordem 3 X 2, tal que A' + X = 2B.

|

1-1 142 143

anan an 034
A= A= At =
2122243 (105]:> [

W
vl o —

A+ X=2B=X=2B—- A"



(11 (01 22 (01
X=2-12 0| =3 0| =>X=|4 0[ =3 0
2 4 45 4 8 45

2 (UF-CE) O valor de a para que a igualdade matricial

[2 1}[ 1 1}:[1 o}
11 -1 a 01
seja verdadeira é:

a) 1 ¢ 0 e) —1
b) 2 d) -2

s e

2—1 —2+a 10
= = =
1T—1 —1+ a] 0 1]

r

[1 —2+a] [1 0]
= =
10 —1+a] |0

- O

Ha—2=0=a=2

Ma—1=1=a=2

Alternativa b

3 Calcule os determinantes das matrizes nos casos a sequir:

a) A=(3)

A=(3)=detA=3

-}

B=|! 72|odetB=|! "2|=1-4-(-2-2
2 4 2 4

.. detB=38

1 2 1
c) C=(0 2 1
2 6 4
121 121
C=|0 2 T|=detC=]|0 2 T[=
LZ 6 4J 2 6 4
=detC=(1-2-49+2-2-1)+

+(1-0:6)—(1-2-2)—(2-0-4—-(1-1-6)=

=detC=8+4+0-4-0-6

sodetC=2

2ol 3

O determinante dessa matriz nao é definido, pois a matriz

nao é quadrada.

4 Calcule o valor do determinante da matriz:

b
Il
O OO O =
O OO = =
N W = N =
_ W = = .
_ a NN =

Aplicando Laplace na primeira coluna, temos:

|A|=(_'|)1+1.'|. (_1)1+1.’|.

== NN

oo O =
NfWw =N
W = =
N W
- W
RN ¢
Il

=34+2+6-12-1-3=-5

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Cefet-SP) Considere A = (a,), «, a matriz dos elemen-
tos:

cos (j-m), sei=j
%= ] sen <'Tﬂ> sei#j

Dessa forma, a matriz A? serd igual a:

0 1 11
RN Y
10 0 1
Y e
1 0
c)01]

(U. E. Londrina-PR) Sejam as matrizes A e B, respectiva-
mente, 3 X 4 e p X q.Se a matriz A X Bé 3 X 5, entdo
¢ verdade que:

d) p=3eq=4

e) p=3eq=3

a) p=5eq=5
b) p=4eq=5
() p=3eq=5

(U. F. Vicosa-MG) Dada a matriz mostrada adiante

12 3
A= 0 1 2
-1 1 —1
determine:
a) A?
b) A-A
) 2A + 3A

y 2 1

4 (UF-BA) O determinante da matriz |0 2y —1]é igual

4 3 2

a maior raiz da equacdo x> + 20x + 96 = 0. O maior
valor de y é:

a) 0 C)X e —

5 4
b) —+ d ¢

(U. F. Santa Maria-RS) A equacdo

x 0 0
2x+1T m| =0
0 3 1

na varidvel x tem duas solucdes reais:
a) somente para m € Z.

b) paratodo m € R.

¢) somente param = 0.

]
d) somente para m # 3

(U. F. Sdo Carlos-SP) Sejam a matriz A, apresentada a se-
guir, e a funcdo f: R — R tal que f(x) = det A.

x 8 0 0O
0 x 300
A=]|0 0 x 1 O

00 0 x 2

0 0 0 k x
Se x = 2 é uma das raizes de f(x), entdo k vale:
a) —1 O 1 e) 8
b) -2 d) 2



1. Sistema linear

Sistema linear é um conjunto de equacdes
lineares consideradas simultaneamente.

Exemplos
3x+ 2y =-5
TIXx—2y=-7
A4x — 2y =12
2|12x—y=6
3X—y=6
33 x —y=-4

Solucao de um sistema linear

A solucdo de um sistema linear é toda n-upla orde-
nada que satisfaz, simultaneamente, todas as equacdes
do sistema, sendo n o nimero de incégnitas do sistema.

Exemplo
X+y=4

No sistema {x —y=g/0par ordenado (6, —2)

satisfaz ambas as equacdes; logo, ele é solucao do sis-
tema. O conjunto formado pelas solucdes do sistema é
chamado conjunto solucao.

No exemplo dado, temos: S = {(6, —2)}

Classificacéo de um sistema linear

Quanto ao nimero de solucdes, um sistema linear
pode ser classificado em possivel e determinado, possi-
vel e indeterminado ou impossivel.

Sistema possivel e determinado (SPD)

Um sistema linear é chamado sistema possivel e
determinado quando possui uma unica solucao.

Sistema possivel e indeterminado (SPI)

Um sistema linear é chamado sistema possivel
e indeterminado quando possui mais de uma so-
lucdo.

No campo dos nimeros complexos, é possivel
provar que, se o sistema possui mais de uma solu-
¢do, ele possui infinitas solucdes.

Sistema impossivel (SI

Um sistema linear é chamado sistema impossivel
quando possui conjunto solucao vazio, isto é, nao
existe n-upla ordenada que satisfaca as suas equacdes
simultaneamente.

Esquematizando

Determinado (SPD)

Possivel { Indeterminado (SPI)

Sistema

Impossivel (SI)

Sistema escalonado

Um sistema linear é chamado escalonado quan-
do, admitindo-se uma mesma ordem para as in-
cégnitas em todas as equacdes, o nimero de coefi-
cientes nulos, que antecede o primeiro coeficiente
ndo nulo, aumenta de equacao para equacao.

Exemplo
=2r + 4s + t — 2u = =5
s + 2t + u = 0
—2u = 6

e @



2. Escalonamento de um
sistema linear

Escalonar um sistema S significa transforma-lo
num sistema equivalente S’ na forma escalonada.

A solucdo de um sistema linear ndo se altera se:
I. multiplicarmos uma equacao do sistema por
uma constante real diferente de zero;
Il. permutarmos entre si as equacdes do sistema;

lll. substituirmos uma equacdo pela sua soma com
outra equacao do sistema multiplicada por uma
constante real ndo nula.

Exemplo
Seja o sistema ndo escalonado:
X—y—72=-3
IX—4y—z=1

—2X+y+32=12
Usando a propriedade Ill, multiplicamos a primeira
equacdo por —3 e adicionamos o resultado a sequnda:
53X x-y—-72=-3
* 3x—4y—z1=1 ~
—2X+y+32=12

X—y—171=-3
Ox—y+22=10
—2X+y+32=12

Multiplicamos a primeira equacao por 2 e adiciona-
mos o resultado a terceira:

, X |x—y—-1=-3 X—y—71=-3
0OX—y+2z=10 ~40x—-y+22=10
* —-2x+y+32=12 |0x—y+z1=6

Multiplicamos a sequnda equacdo por —1 e adicio-
namos o resultado a terceira:

X—y—171=-3 X—y—71=-3
XX —y+22=10~{0x—y+2z=10
+ OxX—y+z=6 0xX+0y—z=-4
Temos um sistema escalonado:
X—y— 1=-3
-y+22=10
—1=—4

Se durante o escalonamento ocorrer:

1) 0x, + 0X, + 0X; + ... + Ox, = O, retira-se essa
equacao do sistema e verifica-se se o sistema
remanescente estd escalonado. Se ndo estiver,
continua-se o escalonamento.

2) 0x, + 0x, + 0x; + ... + 0x, = k (com k # 0), 0
sistema sera impossivel.

96/

3. Resolucao de sistema
linear escalonado

Existem somente dois tipos de sistemas lineares
escalonados: aqueles em que o nimero de equacdes é
igual ao ndmero de incégnitas e aqueles em que o nu-
mero de equacdes é menor que o nimero de incognitas.

Sistema escalonado do primeiro tipo

0 nuimero de equacdes nesse sistema é igual ao
nimero de incognitas.

2x + 3y + 7 = 1
y — 1 = =5
47 = 20

Resolve-se um sistema escalonado do primeiro tipo
“de baixo para cima”, isto é, a ultima equacdo fornece o
valor de uma das incégnitas.
427=20=>2=5
Substitui-se o valor de 7z na sequnda equacao:
y—1=-5=>y-5=-5=y=0
Substituem-se os valores de z e de y na primeira
equacdo:
2X+3y+z1z=1=2x+3-0+5=1=>
=S 2X=—-4=X= -2
Logo: S = {(—2, 0, 5)}

Todo sistema escalonado do primeiro tipo admi-
te uma unica solucdo, ou seja, é possivel e deter-
minado (SPD).

Sistema escalonado do segundo tipo

Esse tipo de sistema apresenta nimero de equa-
¢des menor que o nimero de incégnitas.

{x—3y— 7 = 12

y + 3z = —4
Todo sistema escalonado do sequndo tipo tem uma
incégnita (ou mais de uma) que nao € o primeiro termo
de nenhuma equacdo. Essa incégnita é chamada varia-
vel livre, e o sistema é resolvido em funcao dela.

No nosso exemplo, z é varidvel livre.
y+3z2=-4
Ly=-4-32
Substitui-se o valor de y na primeira equacao:
X=3:(-4-37)-71=12=x+12+92-12=12
SoXx= -8z



Logo:
S={(-8z, -4 — 32,7),em que 7 € R}

Todo sistema escalonado do sequndo tipo admi-

te mais de uma solucdo, ou seja, é possivel e
indeterminado (SPI).

.

Podemos, por exemplo, atribuir a z o valor 1:
z=1

Xx=-8=—-8-1..x=-8
y=—4-3-1=-4-3"1

sy =-7

Entdo, uma possivel solucao é:
S={(-8,—7,1)}

Discussao de um
sistema linear

Discutir um sistema linear, em funcdo de um para-

metro real, significa encontrar os valores do parametro

que

tornam o sistema SPD, 0s que tornam o sistema

SPI e 0s que tornam o sistema SI.

Sistema linear quadrado

Para discutirmos um sistema linear quadrado (isto

é, aquele em que o nimero de equacdes é igual ao nu-
mero de incdgnitas), devemos:

inicialmente, impor que o determinante geral
(D), ou seja, formado pelos coeficientes, nao
seja zero e encontrar o(s) valor(es) que o(s)
parametro(s) ndo pode(m) assumir para que
ocorra um sistema possivel e determinado;
substituir o parametro no sistema por aquele(s)
valor(es) que anula(m) o determinante geral
(D) e verificar, por meio de escalonamento, se
acontece um sistema possivel e indeterminado
ou um sistema impossivel.

Exercicio resolvido

X+ my=2

Discutir, em funcdo de m: { X+y=5

Resolucao

m é nosso parametro. De acordo com o item |, cita-
do, devemos impor D # 0 para que ocorra SPD; logo:

B m
D= 1 1¢0‘.1—m¢0
s.m#1=5SPD

De acordo com o item I, admitimos m = 1 e veri-
ficamos a ocorréncia de SPI e/ou SI.
) {x+y=2 {x+y=2

* X+y=5 0x +0y =5 -3l

Resumo: Se m # 1, entdo: SPD
Sem = 1, entdo: Sl

Sistema nao quadrado

Um sistema ndo quadrado ndo possui determinan-

te geral; entdo, trabalha-se diretamente com o escalo-
namento. Acompanhe o exercicio a sequir.

Exercicio resolvido

Discutir o sistema linear em funcao de m:
mx+y=1
X+y=2
X—y=m

Resolucao

0 sistema nao é quadrado, entdo vamos escalona-lo:

X

mx+y=1 -1 X—y=m
X+y=2 ~ X+ty=2
X—y=m mx +y=1

X
-m “(x—y=m

~ . 2y =2—m ~
mx +y=1
— :m
~ —(1+m) x| XY

>, 2y =2—m ~
(m+1)y=1-m’

X—y=m
_l2y=2-m
m’—m
oy=—-——-—
Y 2
Temos:
Sem=0,y=1¢e x=1 .. SPD
3 1
Sem=-1y=5ex=75 SPD
Sem#0 e m# —1 |
SPD

m=0o0um=—1
Resumo:

SI
m+0em#* —1

N



5 s- h

Chama-se sistema homogéneo qualquer sis-
tema linear em que todos os termos indepen-
dentes sao nulos.

Exemplo
2Xx—y+z72=0
S<x+3y+22=0
—3x+2y—-32=0

1. 0 sistema homogéneo nunca é impossivel, pois
sempre admite a solucdo (0, 0, ..., 0), chamada
solucao trivial, solucdo impropria ou, ainda,
solucao nula.

2. Se, num sistema homogéneo quadrado, o de-
terminante geral for diferente de zero, o siste-
ma serd possivel e determinado (SPD); se o
determinante geral for igual a zero, o sistema
serd possivel e indeterminado (SPI).

x+(c+Ty=0

1 (Fuvest-SP) O sistema {
x+y=-1

admite uma solucdo (x, y), com x = 1. Entdo, o valor de ¢ é:

a) —3 0 -1 e) 2
by -2 d) 1

Sex =1, entao:

,com ¢ # 0,

{1+(c+1)~y=0:{1+c~y+y=o ()
c-1+y=-1 y=-1-c¢ (I

De (Il) e (1), vem:

1+c(-1-+(-1-=0=21-c—-c?-1-c=0=>

=c+2c=0=c=0(Naoconvém.)ouc = —2

Alternativa b

2 (PUC-SP) Certo dia, em uma mesma casa de cdmbio, Sassa

trocou 40 délares e 20 euros por R$ 225,00, e Lilli trocou
50 délares e 40 euros por R$ 336,00. Nesse dia, 1 euro
estava cotado em:

a) R$3,80 ¢) R$3,70 e) R$3,65

b) R$ 3,75 d) R$ 3,68
{40d +20e=225 X5
50d +40e =336 X (—4)
:{ZOOd + 100e = 1125 0)
—200d — 160e = —1344  (ll)

De (I) e (Il), vem:

—60e = —219= e = —22
—60

-.e=R$3,65

Alternativa e

2X+y+z12=3
(Unifor-CE) O sistema X + 2y +z =k, nas varidveis
X+y+k=2
X, ¥, Z, admite uma Unica solucdo se, e somente se, k satisfi-
zer a condicdo:

a) k# -2 ou k#2 d)k#%
1
b) k=1 e)ka&?
1
) k#—
) 2
D#0
211
2 1 #0=4k+14+1-2—-2—-k#0=>
11k‘
2
:3k—2=ﬁ0:k=ﬁ§

Alternativa d




X+y—-1=3
4 (UF-RS) O sistema de equacdesyx —y +z=1
X+3y—31=a

tem solucdo se, e somente se, o valor de a é:

a) 6 ) 4 e) zero

b) 5 d) 2

'x+y—z=3 _ 'x+y—z=3 o
x—y+tz=1 ~ L+ L Ox —2y+2z=—2 (D)}

=ttt

x+3y—3z=a 3 lOox+2y—2z=a—3 ()

Somando (Il) e (Ill), temos:
Ox+0y+0z=-2+a—3
S.—2+a—-3=0=a=>5

Alternativa b

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (U. F. Juiz de Fora-MG) Resolvendo o sistema de equacoes

lineares apresentado a sequir, o valor de y é igual a:

3X—y+22=7
2Xx—3y+z2=-1
X+2y—1=2
a) 1 ) 5 e) 4
b) 3 d) 2

2 (U. F. Juiz de Fora-MG) Dois garfos iguais, cinco colhe-
res iguais e oito facas iguais “pesam” juntos 991 g. Um
desses garfos, duas dessas colheres e trés dessas facas

“pesam” juntos 391 g. Portanto, um desses garfos, uma
dessas colheres e uma dessas facas “pesam” juntos:

a) 117 g d) 202¢
b) 155¢ e) 209¢
() 182¢

(FGV-SP) Para que valores de k o sistema

X+2y—-1=0
3+ ky =0 ¢ indeterminado?
2x+y—1=0

X—y=1

¢ possivel e de-
4X + my = 2 P

(UF-RS) O sistema Iinear{

terminado se, e somente se:
a) m=2 ) m# —4 e) 4m =1
b) m=4 d) m#1

(FGV-SP) Considere o sistema linear nas incognitas x e y:
{mx —2y=3
4 +y=n
Determine para quais valores de m e n o sistema ¢é:
a) possivel e determinado;
b) possivel e indeterminado;
¢) impossivel.

(PUC-MG) O sistema a sequir:

X+ my=3

2X + 4y = 3m
¢ indeterminado.

2
0 valor de m é:
2+m

a) 0 () 2 e) 4
b) 1 d) 3



1. Definicao

Chama-se esfera o sélido gerado pela revolucdo
de um semicirculo de centro O em torno do seu dia-
metro AB.

Elementos da esfera

A

Na figura, o ponto 0 ¢ o centro da esfera, OA é o raio
(R), e areta AB é o eixo de revolucao ou eixo de rotacdo.

Volume da esfera
0 volume da esfera é dado pela férmula:
41 - R?
V=3

A drea da superficie esférica é dada pela férmula:

A=A4m-R?

Secao plana na esfera

Chama-se secdo plana na esfera a intersecdo nao
vazia dessa esfera Secio
com um plano. esférica

Na figura, o ponto 0 é o centro da esfera, o ponto 0'
¢ 0 centro da secdo, que é um circulo, r é o raio da secao
e d é a distancia entre os centros e é tal que:

R =2 + 12

Circulo maximo é uma secao plana que passa pelo
centro da esfera; portanto, o raio da secdo é o proprio
raio da esfera.

0 circulo maximo divide a esfera em dois sélidos
chamados hemisférios.

Determine a drea da superficie esférica e o volume da es-
fera inscrita em um cubo cuja aresta mede 4 m.

AreadaesferaiA=4-w-RP=A=4 -7 -2 " A= 16mm>

Volume da esfera:V=§-frr : R3:>V=§-frr =23 .'.V=32Tﬂrrm3




Um planeta possui uma drea de superficie 81 vezes a drea
de seu satélite. Se ambos sao esféricos, o diametro do
satélite em relacdo ao diametro do planeta é de:

1 1 1
a) a C) § e) E
1 1
b o &) -

S, = drea do planeta, cujoraio é R

S, = area do satélite, cujoraio ér

$5=81-5,=4r-R*=81-4w-r=R*=81-=R=9-r

R
et

Alternativa b

(PUC-SP) A razao entre o volume de uma esfera de raio R
e o cubo nela inscrito ¢ dada por:

a)g-fn ) NER e)@-fn
b) é-fn d)\/E"‘lT

Volume da esfera: V.., = % - R®

O diametro da esfera é igual a diagonal do (

| )

1Y SR

cubo. Sendo aa aresta do cubo, temos:

a-f3=2-Roa=2R-2¥3'R
/3 3
Volume do cubo:
. Rp\3 - 3
V=2’ :>chbo = (%) :>V(ub0 =8\/%
4 -1 -R°
Vestera = f :>VEsfera= 4'1T'R3. ’9_ -
V(ubo 8'\/§'R3 Veubo 3 8'\/3'R3
T
= —VES@E = 3-m . £ Vesfera = £ T
V(Ubo 2\/5 \/5 B chbo 2

Alternativa b

4 (Univale-MG) 0 sélido da figura é formado por um he-

misfério cujo raio mede 3 ¢m e um cone circular cuja
altura é 10 cm.

Se o volume do sélido é 48w cm?, o volume, em cm3, do
hemisfério é:

a) 36m d) 27w
b) 30m e) 32w
¢) 18w
Vone = Volume do cone
V. rs = volume da esfera
Vesfeva m-r’-h Vesfeva
_esfera _ = =
Vcone + 2 48w 3 + 2 a8m
_Veszfeva = 48w — w = 48w — 30w = 18

Outro modo: observe que o volume indicado (de todo o sélido)

é irrelevante, pois precisamos apenas do raio para

calcularmos o volume do hemisfério.
1 4w-R 2w-33
2 3 3

= 18w cm?

Alternativa ¢

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1

2

Calcular o volume do cilindro equildtero inscrito em uma
esfera de raio R.

(U. F. Alfenas-MG) Em um recipiente que tem a forma de
um cilindro circular reto, com diametro da base igual a
16 ¢m, sdo colocadas duas esferas de chumbo de raios
iguais a 6 cm e 4 cm, conforme ilustra a figura abaixo.

AT
> 000 0

Ja

.

«— 16 ———>

A altura, em cm, necessaria para que um liquido colocado
no recipiente cubra totalmente as esferas é:

a) 15
b) 18

Q) 16
d) 19

e) 17

Calcule o volume de uma cunha esférica e a drea do

fuso esférico da figura a sequir, sabendo que o = 20°

e que a medida do segmento OA é igual a 12 cm.
A

0 <og—

4 Uma esfera é secionada por um plano que dista 5 cm do

seu centro. A drea da secdo assim obtida é de 144w cm?,
Determine o volume da esfera e a sua area.

(UF-RN) No final de um curso de geometria, o professor
fez um experimento para saber a razdo entre os didame-
tros de duas bolinhas de gude de tamanhos diferentes.
Primeiro, colocou a bola menor num recipiente cilindri-
co graduado e observou que o nivel da dgua se elevou
1,5 mm e, logo em sequida, colocando a bola maior, ob-
servou que o nivel da dgua subiu 12,0 mm. O professor
concluiu que a razdo entre o didmetro da bola maior e o
didmetro da bola menor é igual a:

3) 2 b) 3 J 6 d) 8

(Unibratec-SP) Uma esfera estd inscrita em um cilindro
equildtero de didmetro 8 cm, como mostra a figura.

Julgue (V ou F) as proposicdes a sequir:

I. A superficie da esfera é 64m cm2.

II. 0 volume do cilindro é de 128w cm?.
Il A drea lateral desse cilindro é 64 cm?.

IV. Se secionarmos a esfera com um plano a uma distan-
cia de 2 cm do centro, teremos uma circunferéncia de
raio 2\/§cm.

V. Estando o cilindro da figura cheio de certo liquido e
introduzindo nele essa mesma esfera, serdo derra-
mados 128w cm? desse liquido.



1. Numeros complexos

Chama-se conjunto dos ndmeros complexos e
indica-se por Co conjunto formado por elementos
zna forma z = a + bi, em que a e b sdo nimeros
reais, isto é:

C={z|z=a+bi,coma b CR}

Na expressao:
* a + bi é a forma algébrica do nimero complexo z;

* a é chamado parte real do nimero complexo z e é
indicado por Re,;

* b é chamado parte imagindria do nimero complexo
z e é indicado por Im,;

* i é 3 unidade imagindria e é definida como:
2= -1

Exemplos
a) z,=5+3i
by ,=9=9+0i

SeIm, = 0, entdo z é chamado numero real.

Q) z,=T7i=0+7i

Se Re, = 0 e Img, # 0, entdo z é chamado nd-
mero imaginario puro.

Sejamz,=a + biez, = c +di,com{a; b; ¢; d} C
C R, entdo z, =z, se, e somente se,a = ce b = d.

Exemplo
Sejamz, = a + 5iez, = —3 + bi. Se z, = 7,, entdo:
a=-3eb=5.

Adicio e subtracio

Sejamz, = a + biez, = ¢ +di,com {3; b; ¢; d} C
C R, entdo:
z,+2,=@+ ¢+ (b+d)-i
e
2,—-2,=@—¢+(b—-d)-i

Exemplo

Sejamz, = -3 + 6iez, =5 — 2i, entdo:
2,+2,=(-3+5) +[6+(=2)]i=2+4i e
Z,-2,=(-3—-5)+[6 - (—-2)]i=—-8+8i

Multiplicacao

Sejamz, = a + biez, = ¢ +di,com {3; b; ¢; d} C
C R, entao:
7,- 7, = (a + bi) - (c + di)

Aplicando a propriedade distributiva, temos:
7, I, = ac + adi + bci + bdi?

Lembrando que i = —1 e destacando a parte real
e a parte imaginaria, temos:
7, -7, = (ac — bd) + (ad + bo)i

e



Exemplo
Sendo z, = =3 + 6i ez, =5 — 2i, vamos deter-
minar:
7,7, = (=3 + 6i)- (5 — 2i)
Aplicando a propriedade distributiva, temos:
7,1, = —15 + 6i + 30i — 12i?
Como i = —1, temos:
7,2, = —15+ 36i + 12
1,07, = —3 + 36

Complexos conjugados

Dois nimeros complexos, z, e z,, sdo chamados
conjugados se, e somente se:

Re(11) = Re(ZZ) e Im(11) = _Im(

12)

Em outras palavras, para determinarmos o conju-
gado de um nimero complexo, “trocamos” o sinal da
parte imaginaria.

z,=a+biez,=a-bi

Temos: z, é 0 conjugado de z, ou z, é 0 conjugado
de z,.

Representa-se o conjugado de z por z, entdo:

,=1, OU Z, = 1,

Divisao

Sejam z,, 7, # 0 e z, trés nimeros complexos.

Z
Teremos Z_ = 15;5€¢, € somente se:
2

1,=1," 1,

0 processo de divisdo de dois ndmeros complexos
pode ser agilizado por meio do seguinte procedimento:

Para dividirmos dois nimeros complexos, multipli-
camos o numerador e o denominador pelo conjugado
do denominador.

Exemplo

Sez, =4 —2iez,=5+ 3i, entdo:
Z, _4-2i 5-3i

L, 543 5-3
L L 20 = 120 = 10i + 602 _
z (52 — (3i)?
14-22i 14— 22i
25+9 34
L7 11
, 17 17

0

Propriedades dos complexos conjugados

Dados os complexos z e w, temos:

P, Z+w)=z+w

2|

P, mzf—

Ps

—~

7-W)=171-w

>=é,paraW¢0
w

=
—
s |~

2.Potencias de /

Se n €N, entdo i" assume apenas quatro valores
distintos:

o =1
=i
2= —1
P=i2-i=—i
Teorema

Se {n; r} C N, entdo i"=1i", em que r é o resto da
divisao de n por 4.

Demonstracao

I. Para um expoente positivo:
Consideremos a divisao de n por 4:

n 4 “n=4q+r
r q .. -
in — i4q+r — i4q . ir — [(iz)z]q . ir —

— (=1 =100 =

.In_lr

Il. Para um expoente negativo:

i = (in)—1 = (ir)—1 S = ;I_n = %

Duas consequéncias Uteis na resolucdo de alqu-
mas poténcias de nlimeros complexos:
) (1+i)?=2i
Iy (1—i32=-2i



A representacdo geométrica de um numero com-
plexo consiste em associar cada nimero complexo z =
= a + bi ao ponto de coordenadas (a; b) no plano cartesia-
no. Essa representacdo foi estudada independentemente
pelos matemdticos Argand e Gauss (dai seu nome).

i
Imagem
ou afixo de z
bl /z =a+ bi
0 é R;

0 ponto que representa o nimero z é chamado
imagem ou afixo de z. O eixo vertical é chamado eixo
imaginario (Im), e o eixo horizontal é o eixo real (Re).

Chama-se médulo de um nimero complexo z a dis-
tancia de sua imagem a origem do sistema cartesiano.

Representa-se o mddulo de z por | z]| ou pela letra
grega p (ro).

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo co-
lorido, temos:

p=+a +b?

p?=a?+ b7

Se{z, w}C CeneEN, entdo:
P, |z]|=0
P, |z-w|=]z]-|w]

——ﬁ,pafaw¢0

w

P, 2-7=|z)

P. |7"| = |z|", paraz # 0

1 (Fuvest-SP) Os ndmeros reais x e y, que satisfazem a

equacdo 2x + (y — 3) - i =3y — 4 + x - i, sdo tais que:
a) x+y=7 ) x-y=10 e) x =32
by x—y=3 d)§=3

X+ (y—3)-i=3y—4+x-i=

2x =3y — 4 o
:{y—3=x )

Da equacao (Il), temos:y = x + 3 (lll)

Substituindoem (I):2x=3-(x+3) —4=x= —5

Substituindoem (lll))y = =5+3 =y = —2

Assim:x -y = (=5)-(=2)=x-y=10

Alternativa ¢

2 (PUC-PR) Sabendo-se que o complexo z = a + bisatisfaz a
expressdo iz + 2z = 2i — 11, entdo 72 é igual a:

a) 16 — 9i ¢) 25— 24i e) 7 — 24i
b) 17 — 24i d) 25 + 24i
z=a+ bi

iz+2z=2i—-11=(@+bili+2@+b)=2i-11=

—ai—-b+2a+2bi=2i-11=

=(@+2b)i+2a—b=2i—11
at+2b=2
{za—b=—11:>
:{a+2b=2
da—2b=-22

=

=5 =-20>a=—4eb=3

sz=—4+3i

Z=(-4+3)P=16-24i—9=7—24i

Altenativa e

e



i++v3
3 (Univale-mMG) 0 médulo de NE vale:
a) 0 ) V3 e) %

b) 1 ¢

ERERTSNERS) YERD
V3oi W3—iW3+i)

1 V3
=yt

_3+42/3i—1_2+2V3i
A

3 +1

T3
= |—+2 =
2| J4 e

Alternativa b

3o .
4 Represente o complexo -5 + ~ no plano cartesiano,

destacando seu médulo.

NE s

N
wl /
N

|
2

N

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

Determine o valor de m, com m € R, para que

1+3i . ,
= - Seja um ndmero:
3+ mi

a) real;
b) imagindrio puro.

2 (Mackenzie-SP) Se z ¢ um niimero complexo e 7 é seu con-
jugado, entdo o nimero de solucdes da equacdo 7 = 72 é:
a) 0 () 2 e) 4
b) 1 d) 3

3 (PUC-SP) Sao dados os seguintes complexos:
,=a+8-aie,=—-4+b-i
Determine os nimeros reais g e b tais que z, + z, seja
imagindrio puro.

j246  j121\2
q (Fuvest-SP) O valor de — é:
a) 1 Q) i e) 2
b) 2i d)y —2i

1342
(1 -
Alimagem de z no plano complexo é um ponto que per-
tence ao:

5 (U. E. Londrina-PR) Seja o nimero complexo z =

a) eixo imagindrio. d) terceiro quadrante.

b) eixo real. e) quarto quadrante.

¢) segundo quadrante.

(1 + i)

6 Calcule: G 30y




1. Polinomio

Polindmio, ou funcdo polinomial, na varidvel
complexa x, é toda e qualquer funcdo que pode
ser representada sob a forma:

P(X) =ax"+ a,_ X"~ "+ ... + a,x" + a,

em que x é a variavel complexa, a,, a,_,, 3,5 ..., 3
sao nimeros complexos chamados coeficientes, a, é o
termo independente e {1, 2, 3, ..., n} CN.

Grau de um polindmio P(x) — indica-se por 3(P)
e lé-se “del P” — é o maior expoente da varidvel cujo
coeficiente é diferente de zero.

0 coeficiente da varidvel que determina o grau é
chamado coeficiente dominante.

Polindmio completo e polinémio
incompleto

0 polindmio de grau n:

P(X) = a3, X" + @, X" 1+ a,_,X"" 2+ ... + ax" + 3,
¢ chamado completo quando a, # 0; a,_, # O;
a,_, #0,..,3 # 0, e é chamado incompleto se
a, # 0 e pelo menos um dos coeficientes a,_, a,_5, ...,
3, for igual a zero.

Valor numérico do polinémio P(x) para x = a é
0 numero encontrado quando substituimos x por g,
isto é, P(a).

Se P(a) = 0, entdo o nimero a é chamado raiz
(ou zero) do polinémio.

Exemplo
No polindmio P(x) = x> — 3x* — 4x + 12, temos:

a) P(5)=5—3-5—4-5+12=P(5) =42

by P()=1—=3-12-4-1+12=P(1) =6
Note que P(1) é a soma dos coeficientes de
P(x).

¢) P(0)=0"—3-02—4-0+12=P(0) = 12
Note que P(0) é o termo independente de
P(x).

d) PQ)=22-3-22-4-2+12>
= P(2) = 0 (2 é raiz)

e) P(=2)=(-2PF—-3-(-2—-4-(-2)+12>
= P(—2) = 0(—2 é raiz)

ldentidade de polindmios

0s polindémios

P(X) =ax"+3,_X"""+a,_x""?+..+ax" +a,
e Q(x) =bx"+b,_x"~"+b,_x""2+ ... + bx" + b,
sdo chamados idénticos se, e somente se:
bn —27

Representa-se essa identidade por P(x) = Q(x) e
[6-se: “P de x é idéntico a Q de x”.

3, =bya,_;=b,_y;a,_,= .3y = by

P(x) = Q(x) se, e somente se, P(ar) = Q(c) para
qualquer o € C.

Vocé encontrard, principalmente em questdes
de vestibulares, a notacdo P(x) = Q(x) na intencdo

de P(x) = Q(x).

cree @



Polinémio identicamente nulo

0 polindmio P(x) = a,x" + a3, _ X"~ "+ a,_,X""2 +
+ ... + a,x" + a, é chamado polindmio identicamen-
te nulo ou, simplesmente, polinémio nulo, se, e so-
mente se:

3, =3,_,=3,_,=...=3,=0

Representa-se o polinémio nulo por P(x) = 0 e lé-
-se: “P de x é identicamente nulo”.
Consequéncias

1) P(x) = 0 se, e somente se, P(a) = 0 para qual-
quera € C.

2) Se P(x) =0, entdo nao se define 3(P).

2. Operacoes com
nolinomios

Vamos estudar as operacdes com polinémios em-
pregando a nocdo de termos semelhantes.

Adicao e subtracao

A adicdo e a subtracao de polindomios sdo feitas so-
mando-se ou subtraindo-se os coeficientes dos termos
semelhantes.

Multiplicacao

A multiplicacdo de polindmios ¢ feita por meio da
propriedade distributiva e da reducdo de termos seme-
Ihantes.

Divisao
Dividir o polindomio P(x) pelo polinémio ndo nulo
S(x), em que 3(P) = §(S), significa encontrar os poli-
nomios Q(x) e R(x) tais que P(x) = S(x) - Q(x) + R(x),
ou seja:
P(x) = S(x) - Q(x) + R(x)

e
3(R) < 8(5) 0U R(X) = 0

P(x) [ S(x)
R(X)  Q(x)

Na expressdo: P(x) é o dividendo, S(x) é o divisor,
Q(x) é 0 quociente e R(x) é o resto.
Temos, ainda:

8(Q) = 3(P) — 3(S)

0g

Dizemos que o polindmio P(x) é divisivel por S(x)
se, e somente se, R(x) = 0.

Divisao pelo método dos coeficientes a determinar
(método de Descartes)

Para dividir P(x) por S(x), com 3(P) > 3(S), sequi-
mos as etapas:
* Determinamos o grau do quociente Q(x):
8(Q) = 3(P) — &(S)
« Consideramos o maior grau possivel para o resto R(x),
sabendo que §(R) < 8(S) ou R(x) = 0.
* Escrevemos Q(x) e R(x) com coeficientes literais e im-
pomos que P(x) = S(x) - Q(x) + R(x).

Divisao pelo método da chave

A divisdo pelo método da chave obedece ao se-
guinte procedimento:

+ Completa-se o polindmio dividendo com coeficientes
nulos.

* Divide-se o primeiro termo do dividendo pelo primei-
ro termo do divisor.

* Multiplica-se 0 quociente dessa divisao por todo o
divisor, colocam-se os produtos obtidos embaixo dos
termos semelhantes do dividendo e subtrai-se.

* Divide-se o primeiro termo do resto parcial pelo pri-
meiro termo do divisor e repete-se o processo ante-
rior até que o grau do resto seja menor que o grau do
divisor ou o resto seja zero.

3. Teorema do resto

0 resto da divisdao de um polindmio P(x), de
grau n = 1, pelo binémio do primeiro grau bx — a,
com b # 0, é o valor numérico de P(x) para x igual

a raiz do divisor, ou seja, P(%).

Demonstracao

P(x) [ bx—a
R Q(x)

Portanto: P(x) = (bx — a) - Q(x) + R.

a

Fazendo x = Y temos:
3\ _(p.2 _3).of2 )
P<F>_<b b a) Q<b>+R:>P<b> R
%/—/
Z€ero



4.Teorema de
D'Alembert

Um polindmio P(x), de grau n = 1, é divisivel pelo
binémio do primeiro grau bx — a, com b # 0, se, e
somente se, 0 valor numérico de P(x) para x igual a

raiz do divisor é igual a zero, ou seja, P(%) =0.

Demonstracao
P(x) | bx—a
R Q)
Portanto: P(x) = (bx — a) - Q(x) + R.
a
b
entdo P(x) é divisivel por bx — a.

1 (Mackenzie-SP) O polindmio
P(x) = (m — 4)x3 + (m? — 16)x* + (M + 4)x + 4 ¢ de grau 2:
a) se,esomentese, m=4oum = —4.

Pelo teorema do resto, P( ) =R, mas,seR =0,

b) se, e somente se, m # 4.

¢) se, esomente se, m # —4.

d) se, esomentese, m#4em # —4.
e) para nenhum valor de m.

Nm—-—4=0=m=4

IHhm—-16#0=>m’#16=>m#*—4em#4

Portanto, de | e Il, conclui-se que para nenhum valor de m

esse polindmio sera de grau 2.

Alternativa e

(Unisa-SP) Se os polindmios ax®> + bx? + <x + d e
X+ (x — 1) - (x — 2) sdo idénticos, entdo:

a) a=0 dy d=3
b) b=1 e) atb+tc+d=1
) c=2

axl+ b +ax+d=x-x—-1 " x—2)=

sat+b’+ax+d=x—x - x—2)=

salttb+x+d=x*-22—-x2+2x=>

Saxl+b+tx+d=x*—-3x2+ 2x=>
a=1

b=-3

c=2

d=0

Alternativa ¢

(Mackenzie-SP) O resto da divisdo do polindmio p(x) =
= 4%} + 2x2 — mx + 5 pelo binémio (x + 2) € 1. Entdo m
¢ iqual a:

a) 22 ¢) 20 e) —10

b) —20 d) 10

pXx):(x +2) = R=p(-2)

R=1=p(-2) =1

p(=2) =124 (=2°+2- (=22 -m- (-0 +5=1=

=-32+8+2m+5=1=2m=20-.m=10

Alternativa d

(Fuvest-SP) Seja P(x) um polinomio divisivel por x — 3.
Dividindo P(x) por x — 1, obtemos quociente Q(x) e resto
R = 10. O resto da divisdo de Q(x) por x — 3 é:

a) 5 b) 3 o0 d) 3 e) 5

P(x)=(x—1)-Q(x) + 10

Temos: P(3) =0

Entao:

(3-1-QB3)+10=0=0Q(3)= -5

O resto da divisdo de Q(x) por x — 3 é Q(3), ou seja, —5.

Alternativa a

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1SejaP(x)=x“+mx37mx2+x72,comxe<€e
meE R.

a) Calcule P(0).
b) Mostre que 1 ¢ raiz de P(x).

(UF-SC) Se o polindmio 2x* — ax2 + bx + 2 é divisivel por
2x? + 5x — 2, qual o valorde a — b?

(ITA-SP) Dividindo o polindmio P(x) = x* + x2 + x + 1
pelo polinémio Q(x), obtemos o quociente S(x) = 1 + x
e oresto R(x) = x + 1. 0 polindmio Q(x) satisfaz:

a) Q(2) =0
b) Q(3) =0
) Q) #0
d) Q(1) #0
e) Q(4) =2

(U. F. Vicosa-MG) O polindmio
P(x) = x> — 4%* + mx + 1 é divisivel pelo binomio (x — 1).
0 valor de m é:

a) 1 d) 0
b) 2 e) —1
Q) -2

Dividindo-se por 2x2 — 3x + 1 o polinémio P(x), obtém-
-se quociente 3x% + 1 e resto —x + 2. Nessas condicdes,
o resto da divisdo de P(x) por x — 1 é:

a) 2
b) 1
¢ 0
d)y —1
e) —2

(Faap-SP) Os valores de a, b e ¢ para os quais o polindmio
P(x) = 2x* — 3x® + ax? + bx + ¢ é divisivel pelo polino-
mio Q(x) = x* — 7x + 6 sdo, respectivamente:

a) —14,9¢e4

b) 2, -1e0

) —7,11e5

d) 14, -9e3

e) —14,33e —18



1. Dispositivo pratico de
Briot-Ruffini

A divisdo de um polindmio P(x), de grau n = 1, por
um bindémio do 12 grau na forma x — a pode ser feita,
de forma rapida e simplificada, por meio de um método
conhecido como dispositivo de Briot-Ruffini, exemplifi-
cado a sequir.

Para dividir o polindmio P(x) = 3x* — 5x* + x — 1
pelo bindmio S(x) = x — 2, constréi-se o sequinte es-
quema:

I. Desenham-se dois segmentos: um horizontal e
outro vertical.

ll. Acima do segmento horizontal e a direita do
segmento vertical, colocam-se os coeficien-
tes do polindomio dividendo, P(x), completo e,
abaixo do segmento horizontal e a esquerda do
segmento vertical, coloca-se a raiz do polinémio
divisor, S(x).

Coeficientes de
P(x) completo

Raiz do
divisor
lll. Repete-se o coeficiente dominante abaixo do
segmento horizontal.
| 3 0 -5 1 —1
2] 3

IV. Multiplica-se a raiz do divisor pelo coeficiente
dominante, que acabou de ser escrito abai-
xo do segmento horizontal, e soma-se esse
produto ao proximo coeficiente acima do seg-
mento horizontal.

V. Repete-se o item IV até chegar-se ao termo in-
dependente do dividendo.

o/

X

X

VI. 0 ultimo nimero escrito abaixo do segmento ho-
rizontal (29) é o resto R da divisdo, e 0s nimeros
que estaoentrearaizdodivisore oresto dadivisao
(3, 6, 7 e 15) sao os coeficientes do polindmio
quociente Q(x), nessa ordem.

Coeficientes de
P(x) completo

-

|3 0 -5 1 -1
21 3 6 7 15 29
e v
Raiz do Coeficientes Resto R
divisor de Q(x)

Assim, dividindo-se P(x) = 3x* — 5x2 + x — 1 pelo
binémio S(x) = x — 2, obtém-se o quociente Q(x) =
=3x*+ 6x>+ 7x + 15eo0restoR = 29.

No caso de o polindémio divisor ser um bindmio na
forma S(x) = bx — a, com b # 0, temos:

P(x) | bx—a
R Q(x)
P(x) = (bx —3) - Q(x) + R =
= P(X) =b- <x——> Qx) +R =

= P(x) = <x—F> b-Q() + R

crere @



Fazendo b - Q(x) = Q'(x), vem:

P(x) = (x - %) - Q'(x) + R, ou seja, aplicando-se

4a
bl
R e, portanto, para se obter Q(x), basta dividir Q'(x) por b.

Briot-Ruffini na divisdo por x — +—, obtém-se Q’(x) e resto

Exemplo
Vamos dividir o polinémio P(x) = 4x*> + 3 pelo bi-
nomio S(x) = 2x + 1.

Coeficientes de
P(x) completo

| 4 0o 0 3
_1l 4 -2 1 s
2 2
N N
Raiz do Coeficientes Resto R
divisor de Q'(x)

Para obtermos o quociente Q(x) da divisdo de
P(x) por S(x), dividimos os coeficientes de Q'(x) por
2, assim:

5

;
= 2x? — + — = =
Q(x) = 2x? — x 2eR >

2. Divisao pelo produto
X-a)-x-h)

Se um polindmio P(x), de grau n = 2, é divisivel
pelo bindmio x — a e também por x — b, com
a # b, entao P(x) é divisivel pelo produto (x — a) -
- (x — b), e a reciproca é verdadeira.

Demonstracao
P(x) | (x—a) - (x—b)
R(X) Q%)

Portanto: P(x) = (x — a) - (x — b) - Q(x) + R(x).
Como 3(R) < 2 ou R(x) = 0, facamos R(x) = ¢x + d,
entdo: P(x) = (x — a)(x — b) - Q(x) + cx + d
Sabemos que P(x) é divisivel pelo bindmio x — a e
também por x — b, com a # b; assim, pelo teorema de
D’Alembert, P(3a) = 0 e P(b) = 0:
P@G)=(@—a)a—b)-Q@@) +ca+d=0
P(by=(b—a)b—-b)-Qb)+cb+d=0
{ca +d=0
hb+d=0

@

Subtraindo as igualdades, membro a membro,
temos:

¢(a—b)=0=a=b(Absurdo!) ouc =0
Substituindo o valor de ¢ no sistema, encontramos:
d=0,l0ogo: R(x) = cx +d = 0.
Reciproca
Se um polindmio P(x), de grau n = 2, é divisi-
vel pelo produto (x — a) - (x — b), entdo P(x) é divisivel
pelo fator x — a e, também, por x — b.

Demonstracao
P() | (x—2a)-(x—b)
0 Qi)

= P(x) = (x = a)(x = b) - Q(x)

Calculemos P(a) e P(b):

P(a) = (@ — a)(a — b) - Q(a) = 0, entao, pelo teo-
rema de D’Alembert, concluimos que P(x) é divisivel por
X — a.

P(b) = (b — a)(b — b) - Q(b) = 0; entdo, pelo
teorema de D’Alembert, concluimos que P(x) é divisi-
vel porx — b.

Atividades

1 (Fatec-SP) Os restos da divisao de um polindmio P por
(x — 1) e por (x + 2) sdo, respectivamente, 1 e —23. 0
resto da divisdo de P por (x — 1)(x + 2) &

a) —23 ) x—2 e) 8 —7
b) —22x d) 3x+1
P(1)=1eP(-2)=-23

e

PXx) | x= 1) (x + 2)

R(x)  Qx)

Rx)=ax+b

Dai:PxX)=(x—1)-x+2)-Qx) +ax+ b

Portanto:

PM=a+b=1

P(=2)= —-2a+b=-23

Resolvendo o sistema, encontramos:a =8eb = -7

L RX)=8x—7

Alternativa e



2 (Fuvest-SP) O quociente da divisdo de
2X* — 5% —10x —1porx —3¢é&

a) 2¢ — 11x2 + 23x — 68

b) 2x* — 11x% + 33x — 109

) 22X+ x+3x—1

d) 2x* — 11x% + 33x + 109

e) 22 +x—7

3/]2 =5 0 —10 —1

2 1.3 -1 .i—4
T ——

[pe—

Quociente Resto

QX) =2 +x2+ 3x — 1

Alternativa ¢

(UE-CE) Se Q,(x) é o quociente da divisdo de x? + 2 por
x + 1eQ,(x) é o quociente da divisdo de x2 + 2 porx — 1,
entdo Q,(3) + Q,(4) éigual a:

a) 7 b) 8 0 9 d) 10
Aplicando Bri6t-Ruffini na divisdo de x> + 2 por x + 1, temos:

=111 0 2
1. -1 3

QX =x—-1=Q,(3)=3-1=2

Aplicando Bri6t-Ruffini na divisdo de x> + 2 por x — 1, temos:
11 0 2
1.1 3

QLX) =x+1=Q,4)=4+1=5

L Q3)+Q,4=2+5=7

Alternativa a

(UE-CE) Se m e n sao nimeros reais tais que o polindmio
P(x) = x* + 3x2 + mx + n é divisivel por x2 — 3x + 2,
entdo m + n é igual a:

a) 0 Q 4 e) 6

b) —4 d) 6

Temos: x> —3x+2=(x—1):(x—2)

Se P(x) é divisivel pelo produto (x — 1) - (x — 2), entdo

P(x) é divisivel, separadamente, por (x — 1) e por (x — 2),

ouseja, P(1) =0eP(2) =0.

{P(1)=15+3~12+m~1+n=O:

PRQI=2+3-224+m-2+n=0
{P(1)=m+n=—4
PQ)=2m+n=—44

Alternativa b

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Universitas-MG) Os valores de a, b e ¢ que tornam o po-

linomio A(x) = x> — ax? + bx + c divisivel por B(x) =
=x2—2e((x) =x — 1sdo:

a) a=0b=3,¢c=7

b) a=5b=0c=0

() a=8b=1c¢=10

d) a=1,b=-2c=2

Dividindo-se o polinémio P(x) por (2x — 1), obtém-se
quociente (x> — x) e resto m. Se P(—1) = 0, entdo o
valor de m é:

a) 0 0 3 e) 6
b) 1 d) 4

(PUC-PR) Se o polinomio x* + px? + q é divisivel pelo
polinémio x? — 6x + 5, entdo p + q vale:

a) —1 0 5 e) 10

b) 3 dy —4

(FGV-SP) Dividindo-se um polindmio P(x) por (x — 2),
obtém-se resto 6. Dividindo-se o mesmo polindémio por
(x + 2), obtém-se resto 10. Entdo, o resto da divisdo do
polinémio P(x) por (x — 2) - (x + 2) sera:

a) 0 ) 16 +x e) x—6

b) 8 — x d) x4

(Acafe-SC) Determine p + q para que o polindmio
P(x) = 2x* + 3x* + px* + gx — 3 seja divisivel por
(x + 1) (x — 3).

a) —23 0 —42 e) —19

b) 4 d —4

(F. M. Santa Casa-SP) Dividindo-se um polinémio f(x) por
X2 — 3X + 1, obtém-se quociente x + 1 e resto 2x + 1.
0 resto da divisdo de fporx + 1 é:
a) —2 0 3

b) —1 d) 2x -1

e) 2x + 1

cgnecte @



1. Definicao

Equacdo polinomial, também conhecida por
equacdo algébrica, de grau n, comn = 1, é todo e
qualquer polindmio de grau n igualado a zero, isto é:

A, X" +a,_ X" T+a _, X" "2+
+..+3a-x'+3 =0

Exemplos

a) 2x — 6 = 0 é uma equacdo polinomial do pri-
meiro grau cuja raiz é o nimero complexo 3.

b) 3x2 + 12 = 0 é uma equacao polinomial do se-
gundo grau cujas raizes sao os nimeros comple-
X0S 2i e —2i.

€) x> —5x*+ 7x} — 5x? + 6x = 0 é umMa equacao
polinomial do quinto grau cujas raizes sdo o0s
nimeros complexos 0, 2, 3, i e —i.

2. Teorema fundamental
ta algebra

Toda equacao polinomial de grau n = 1 possui
pelo menos uma raiz complexa.

Teorema da decomposicao

Sendo P(x) = a X" + a,_ X"~ " 4+ ... + ax' + 3,
um polinémio de grau n = 1 e o, ay, ..., &, SUAS raizes,
entdo P(x) pode ser fatorado na forma:

POO) =2, (x = o) - (X = o) + oo - (X — )

Decorréncia do teorema da
decomposicao

Toda equacdo polinomial de grau n = 1 possui
exatamente n raizes complexas.

@

Exercicio resolvido

Resolver, no campo dos nimeros complexos, a equa-
¢do polinomial x* — 5x> + 10x? — 20x + 24 = 0,
sabendo-se que duas de suas raizes sao 0s nimeros
2e3.

Resolucdo

Se 2 e 3 530 raizes, entdo a equacdo polinomial pode
ser decomposta na forma (x — 2) - Q,(x) = 0, em que
Q:(x) = (x — 3) - Qx(x). Assim, por Bridt-Ruffini, temos:
1 -5 10 -20 24
21 -3 4 -12 0

Coeficientes de Q,(x)
Q,(x) = x> = 3x2 + 4x — 12
1 -3 4 =12
301 0 4 0

S——

Coeficientes de Q,(x)
Q,(x) = x? + 4, assim:
(x—=2)-Qx)=0
(X =2)-(x=3)-Q(x)=0
x=2)-(x=3)-x+4)=0
X—2=0=x=2
X—3=0=x=3

X+4=0= x=-4 =
= X=—-N—-4doux=v—4 =
=X=—2i ou X =2i

=S ={2; 3; 2i; —2i}

Considere a resolucdo da equacdo polinomial de

quarto grau escrita sob a forma de um produto de qua-
tro fatores do primeiro grau:

(x=5 - -(x=5-(x=5-(x+6)=0
I Il Il v



0 produto é nulo se, e somente se, um dos fatores 9 (FuvestsP) As raizes do polinomio P(x) = x* + mx* +

é nulo, logo: + nx + p sdo 1, 2 e 3. 0 quociente da divisao de P(x)
L x—5=0 L x=5 ou por (x — 3) é:
I.x—5=0 L x=5 ou a) x2+2 d) x—2x +1
Mm.x—5=0 L X=5 ou b) x* —3x+2 e) x2—2
IV.xX+6=0 X = —6 Q) X2 +3x -2
S={-6;5}
Px) =a, - (x—1)-(x—2)(x—3)
Note que o nimero 5 é raiz dessa equacao “trés
vezes” e 0 nimero —6 é raiz apenas “uma vez”. Paraa, = 1, temos: P(x) = (x — 1) - (x — 2) - (x — 3)

Assim, o quociente da divisdo de P(x) por (x — 3) é

Chama-se multiplicidade de uma raiz complexa
o a quantidade de vezes que o nlimero « aparece
como raiz de uma equacao polinomial. Alternativa b

(x—=1)-(x —2),ouseja, x> — 3x + 2.

Portanto, no nosso exemplo, 5 € raiz tripla (ou de
multiplicidade 3) e —6 é raiz simples (ou de multiplici-
dade 1).

Atividades
3 (UnB-DF) Sabe-se que P(x) é um polindmio que possui

1 (FGV-SP) A equagdo polinomial unicamente as raizes % (com multiplicidade 2) e % (com
X-1D-+D+x+1)-2-1)=0
apresenta:

multiplicidade 3). Entdo P(x) poderd ser:

a) 5x6—8x* +7x2+ 4

b) x6 + x* — 7x3 4+ 8x2 + 9x + 2

Q) (92 —12x +4) - (8x> — 12X + 6x — 1)
d) Bx—2p-(2x—1)

e) (2x —3)2-(x —2)

Bx—2P (2x—1) _
9 8

a) trés raizes inteiras.

b) uma raiz igual a —1.

¢) duas raizes complexas conjugadas.
d) duas raizes irracionais.

e) trés raizes irracionais.

0

xX=—1)-+N+xx+1)- X*—1=0=>

Sx=1)- 0+ + X+ x+1) - x—1)=0= Bx =27 -(x=1°=0

S = 1) TR E N+ K1)+ 1)] = 0= Ph) = (3x = 21"~ 2x-1P'=

=SPX)=Ox*—12x+4) - 8x3 — 12x> + 6x — 1)

Sx—1-0+1+x+2x+1)=0=

=2x—-1)-2¢+2x+2)=0= Alternativa ¢

=1 -0+x+1)=0

Possui uma raiz inteira e duas raizes complexas conjugadas.

Alternativa ¢

e



4 (Fuvest-SP) O polindmio P(x) = x> — x2 + x + a é divi-

sivel por (x — 1). Determine todas as raizes complexas
de P(x).

2 (Universitas-MG) Encontre o valor de k de modo que 1

seja raiz da equacdo x> + kx2 + x + 1 = 0 e, em sequi-
da, resolva a equacdo.

5€ P(x) € divisivel por (x — T). entéo P(1) = 0. @ (PUCSP) Um polinomio do terceiro grau anula-se para

Portanto, x = 1 é uma das raizes de P(x). X =1eparax = —3; assume os valores —12 para x = 0
T -1 1 a e 30 para x = 2. Esse polindmio é:

11 0 1 la+d 3) P(X) = (x+ 1)« (x —3) - (x + 4)
X+ 1=0=x=—ioux=i b) P(X) = (x + 1) - (x + 3) - (x — 4)
) PX)=(x—1) - -(x+3)-(x+4)
d) PX)=(x+1)-(x—3) (x— 4)
e) PX)=2-(x—1)-(x+3) - (x+4)

As raizes complexas de P(x) sdo os numeros 1,ie —i.

4 (Cesgranrio-RJ) Um dos fatores do polinémio P(x) = 2x* —
— 11 + 17x — 6 é 2x — 1. A maior raiz de P(x) é:
a) 1 b) 2 0 3 d) 4 e) 6

5 (Mackenzie-SP) As raizes de um polindmio do terceiro

grau sdo 0, 1 e 2. Sabendo-se P(%) = f%, ¢é correto

afirmar que:
a) P(x) =4x> — 12x2 — 8x
b) P(x) = —4x> + 12x2 — 8x

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (PUC-SP) Sabe-se que —1 ¢é raiz do polindmio f(x) = x3 + ) P(X) = —4x> + 12x* + 8x
+ x2 — 2x — 2. As demais raizes desse polinémio sdo d) P(x) = 4x* + 12x? + 8x
numeros: e) P(x) = —4x* — 12x2 — 8x
a) irracionais.
b) ndo reais. 6 (PUGSP) Araizx = 1daequacdox! — x* —3x2 + 5x — 2 = 0:
¢) racionais ndo inteiros. a) ésimples. d) équédrupla.
d) inteiros positivos. b) é dupla. e) é quintupla.
e) inteiros e opostos entre si. ¢) étripla.



1. Relacoes de Girard

Para um polindmio de yrau 2

Considere o polindmio P(x) = ax* + bx + ¢, com
a # 0, cujas raizes sao x, € X,.

Sao validas as sequintes relacdes de Girard para 0s
coeficientes de um polindmio do sequndo grau:

b
X1+X2:_E

Considere o polindmio P(x) = ax®> + bx? + ¢x + d,
com a # 0, cujas raizes sdo x,, X, € Xs.

Sdo validas as sequintes relacdes de Girard para o0s
coeficientes de um polindmio do terceiro grau:

b
X+ X+ Xy = ——
a
C
XX XX X Xy =

Xy * Xy X3 = —

Para um polindmio de grau n

Considere o polinomio de grau n, a sequir:

P(X) =a, X"+ 3,_;-X"""+a,_, - xX""2+ ...+
+a, - X"+ a, com a # 0, Cujas raizes sao X,, X,, X,
Xp-

ceey

Estas sdo as relacoes de Girard, para um polindmio
de grau n:

_a,,
X1+X2+X3+---+Xn__a—

n

_ 3>
Xq X+ Xq o Xy o X, g0 X, =
4 a
_ an—3
XXt X FX X Xyt Xy Xy X =
n

+1) - a
g = (EDR 2,

Xyt Xyt Xyt .
n

2. Teorema das raizes
complexas

Considere {a; b} CReb # 0.

Se 0 nimero complexoz = a + b - i é raiz de
uma equacdo polinomial de coeficientes reais,
entdo o conjugadode z,z =a — b - i, também ¢
raiz dessa equacao.

Em toda equacdo polinomial de coeficientes reais:

I. A multiplicidade de uma raiz imaginaria z é igual
a multiplicidade de seu conjugado z.
II. O ndmero de raizes imaginarias é sempre par.

ll. Toda equacdo polinomial de grau impar admite
pelo menos uma raiz real.

Exercicio resolvido

Resolver, em C, a equacdo x* — 3x* — 3x* + 17x% —
— 4x — 20 = 0, sabendo-se que o nimero 2 — i é

uma de suas raizes.
crece @)



Resolugdo 2 (UE-MT) Seaequacao x® — 9x4+ 28x> — 48x2 + 44x — 20=0

Se 2 — i é raiz, entdo 2 + i também o é. admite araiz 1 — i, com multiplicidade 2, entdo apresenta
Pelo dispositivo pratico de Bridt-Ruffini, temos: uma raiz real x, tal que:
a) 4<x<6 d) 1sx<2
X |1 _3. _3. 17. _4. 20 b) 3<x<5 e) 0<x<2
2—1 |1 =1—-1 —6-1 4+4 8+4 0
. () 2<x<3
241 |1 1 -4 -4 0

Se 1 — i é umaraizde multiplicidade 2, onimero 1 + i,

xX—2+DxX—2-DX*+x2—-4x—4)=0

. . conjugado de 1 — i, é também raiz de multiplicidade 2.
L X=24+i=0=x=2-1
I x—=2—-i=0=>x=2+Ii Assim:
M. x*+x2—-4x—-4=0= x1+x2+x3+x4+x5=_a:*:
=Sxx+1)—4x+1)=0= 9

SO+D+0+D+00-D+0=0)+x,= ]
SK+NE-4)=0=>

=>xt+1=0=>x=-1To0uxX=4= SA4+4%=9%=5
=>X=-20UX=2 Alternativa a
S={2-i2+1i—-2;,-1;2}

1 (Mackenzie-SP) A equacdo x* — 4x2 — 4x + 16 tem raizes

. 1 1 b |
abectaisquea=>b+ cOvalorde—+-—+—¢
a b a-c
1
a) —16 d) 7
3 (Mackenzie-SP) Um polindmio P(x) de coeficientes reais e
b) —4 e) T menor grau possivel admite as raizes 1 e i. Se P(0) = —1,
entdo P(—1) vale:
Q4 _a a) 4 dy 2
ex,+X,+x;,=——'=a+b+c=4=2a=4=a=2
EN P b) 4 e) 3
-x1~x2~x3=_aa3:a~b~c=—16:2~b~c=—16: Q) -2
0

=b-c=-8 As raizes do polindémio sao: 1;i; —i.
1,1, b b-cta-c+b’_b-b+d+a-
e —+—+—= crac = ( dtac_ Sendo a € R, temos:
a b a-c a‘b-c a‘b-c
=a~b+a~c=a~(b+c)=b+c= a _ . .

a‘b-c a-b-c b-c b-c PX)=a-(x—1)-(x—i)-(x+1i)
1T 1, b a 1T 1, b 2
°g+g+;=b,c2g+g+;=_—8 PO =—-1=a-(-1)-(-i)-()=—-1=-a=—-1=a=1

1T 1, b 1
Rt AP == 1) x— i) - (x+ )
Alternativa e P=T=-2-(=1—-i)-(=1+i)=-2-(1—i+i+1)=—-4

Alternativa a




4 (F. M. Santa Casa-SP) Sejaa equacdo x* + x2 + kx +t =0, 2 (Mackenzie-SP) Se as solucoes da equacdo x> — 9x2 +

em que k e t sdo coeficientes reais. Se o complexo 1 — 2i + kx — 24 = 0 estdo em progressdo aritmética, entdo k
¢ uma das raizes dessa equacdo, o produto das trés vale:

raizes é: a) 16 ) 20 e) 26

a) —15 0 -9 e) 15 b) 18 d) 24

b) —12 d) 9

3 As trés raizes de x> — 9x2 + 33x — 65 =0s3o0 g, b e 5.

As raizes do polinémio sdo: 1 — 2i; 1 + 2iep. Determine o valor de /ab

Das relages de Girard, temos:

4 (UE-MT) Se a equacdo x> — 3x2 — 4x + 12 = 0 apresenta

1-2i+1+2i+p=—-1=p=-3 . sl . ,
P P duas raizes simétricas, a outra raiz ¢ um numero:

Logo: a) negativo. d) entre 2 e4.

(1=2)-(1+2)- (=3)=(1+4)-(=3)= —15 b) irracional. e) entre0e .
¢) maior que 12.

Alternativa a

5 (Mackenzie-SP) Aequacao 2x* — 3x* — 13x2 + 37x — 15 =
= 0 tem uma raiz igual a 2 + i. As outras raizes sao:

a)zfi,73e% d)3+i,f1ef%
EXERCICIOS COMPLEMENTARES . 1 o3
b) 72+|,3ef? e)27|,1e?
1 Dada a equacdo algébrica 2x* + 4x? — 12x —2 =0, e O 3-i -3 el
sendo X,, X, e X; as suas raizes, encontre: ’ 2
1 1 1
a) *  x 6 (Vunesp-SP) A equacdo x* + ax® + bx2 + cx + d = 0,
1 2 3
b) X, - %, - X de coeficientes reais, admite as raizes 2 — i e 3 + 2i.
e Entdo d é:
QO XXt a) 75 0 25 e) 10
d) X7 X, Xg Xy Xe Xy F Xt Xyt X b) 65 d) 15

e @



1. Principio fundamental
da contagem

Como o proprio nome diz, o principio fundamental
da contagem é o fundamento, a base do processo da
contagem.

Para seu entendimento, vamos analisar as duas
situacdes descritas a sequir.

Situacio 1

'WAY

Angela foi a um centro comercial para comprar uma
blusa. Na loja A, interessou-se por trés marcas de blusa e,
na loja B, por duas. Considerando-se apenas essas infor-
macdes, quantas opcdes de compra Angela tem?

Acompanhe: a blusa serd comprada na loja A (trés
opcdes) ou na loja B (duas opcdes); logo, Angela tem
trés mais duas (cinco) opcdes de compra.

Situacdo 2

Angela foi a um centro comercial para comprar uma
blusa. Na loja A, interessou-se por trés marcas de blusa,
e cada uma das marcas é oferecida nas cores laranja,
verde, branca e azul. Considerando-se apenas essas in-
formacdes, quantas opcdes de compra Angela tem?

@

Observe: ela deve escolher uma marca e uma cor.
Vamos construir uma tabela de op¢des.

(L) (V) (8) (A)

MarcaM, (M, L) (M, V) (M,B) (M, A)
Marca M, (M, L) (M, V) (M, B) (M, A)
Marca M;  (My, L) (M, V) (M, B) (M, A)

Assim, Angela tem doze (trés vezes quatro) opcdes
de compra.

Repare que na situacdo 1 tinhamos dois experi-
mentos, a saber:
« Experimento E,: comprar na loja A (trés opcdes)
* Experimento E,: comprar na loja B (duas opcdes)
Nossa personagem, Angela, deveria realizar E, ou

E,, e 0 nimero total de opcdes foi 0 nimero de opcdes
de E, mais o nimero de opcdes de E,.

Ja na situacdo 2, tinhamos também dois experi-
mentos:
« Experimento E,: escolher a marca (trés opcdes)
« Experimento E,: escolher a cor (quatro opcdes)

Nossa personagem deveria realizar E, e E,, € 0 nu-

mero total de opc¢des foi 0 nimero de opcdes de E, ve-
zes 0 nimero de opcoes de E,.

Concluindo:
E, r
EZ rZ
E3 r3
E, r,

E,OUE,OUE,0U..OUE, h+n+rn+..+r1,

E,eE,eEe..ekE, | PRI PR PRI S



2. Arranjos simples

Analisemos a sequinte situacdo-problema:

Quantos numeros naturais de dois algarismos distin-
tos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3 e 4?

Sabemos, pelo principio fundamental da contagem,
que:

Dezenas Unidades

4 - 3 = 12

Logo, podemos formar 12 nimeros nas condicdes
do problema, a saber:

12 21 31 41
13 23 32 42
14 24 34 43

Como cada nimero é um agrupamento de dois alga-
rismos, conseguimos formar 12 agrupamentos diferentes.
Tais agrupamentos sdo diferentes por dois motivos:

12) 0s elementos componentes do agrupamento
sao diferentes.

Exemplo

0s agrupamentos 12 e 13 sdo diferentes, pois sao
compostos por elementos diferentes, ou seja, os ele-
mentos sdo de naturezas diferentes.

22) A ordem dos elementos nos agrupamentos é
diferente.

Exemplo

0s agrupamentos 12 e 21 sao diferentes, pois, em-
bora sejam compostos pelos mesmos elementos (tém a
mesma natureza), a ordem dos elementos nos agrupa-
mentos é diferente.

Agrupamentos que diferem pela natureza dos ele-
mentos que os compdem ou pela ordem dos elementos
em cada agrupamento sao chamados arranjos simples.

Sejam M = {m;; m,; my; ..., m,} um conjunto
com n elementos distintos e p um nimero na-
tural tal que n = p. Chama-se arranjo simples
toda sequéncia de p elementos tomados dentre
0s n elementos de M sem repeticao.

0s arranjos simples sao representados pela letra A
maiuscula acrescida de dois indices numéricos, n e p,
comn=pe{np CN:

n'

A

0 primeiro indice (n) indica de quantos elementos
dispomos para formar os arranjos, e o segundo indice
(p) mostra quantos elementos determinam um arranjo.

A, , lé-se: “arranjos de n elementos tomados de p
em p, ou arranjos de n elementos tomados p a p”.

3. Permutacoes simples

Considere o sequinte problema:

Quantos ndimeros naturais de trés algarismos dis-
tintos podem ser formados com os algarismos 1, 2 e 3?

Sabemos, pelo principio fundamental da conta-
gem, que:

Centenas Dezenas Unidades

3 . 2 1T = 6
Logo, podemos formar 6 nimeros nas condicdes do
enunciado do problema, a saber:

123 213 312
132 231 321

Observe que nos agrupamentos houve apenas “tro-
ca” da posicao de seus elementos.

Tais agrupamentos diferem pela ordem dos ele-
mentos e, portanto, correspondem aos arranjos de trés
elementos tomados 3 a 3, isto é:

A3, 3

Quando os agrupamentos diferem apenas pela or-
dem dos elementos, isto é, quando os dois indices dos
arranjos sao iguais, eles sao chamados permutacoes
simples.

Seja M = {m,; m,; m,; ...; m,} um conjunto com
n elementos diferentes. Chama-se permutacao
simples toda sequéncia de n elementos tomados
dentre os n elementos de M sem repeticao.

As permutacdes simples de n elementos sdo repre-
sentadas pela letra P maiuscula, acrescida do indice n:

4

P, lé-se: “permutacdo de n elementos”.

Formula das permutagdes simples

n! n! n!
PnzAn,nanzmzﬁszn!

@



Portanto: 3 (UF-RS) O valor de n que satisfaz a equacdo % =

n, 3

P,=n! 3, |
=—¢éigual a:
2 €19
No problema que acabamos de resolver, temos: a) 4 9 N e) 13
P,=31=3-2-1=6 b) 5 d) 12
n—1)
Ab s 3 In—=1-30 3 (n—=1)! (n=3)_3
A, 4 n! 47 (n—4 nl 4
- - (n—3)!
Atividades NE TSNS
M n- M 4 n 4
1 (Mackenzie-SP) 0 niimero de filas diferentes que podem
ser formadas com dois homens e trés mulheres de modo =4:(n=3)=3n=4n—-12=3n
que os homens ndo fiquem juntos, é: h=12
a) %6 C) 48 e) 120 Alternativa d
b) 72 d) 84
H-M—-—H-M-M—2-3-1-2-1=24filas diferentes
M—H-M-H-M—3-2-2-1-1=24filas diferentes
M-—M-H-M-H—>3-2-2-1-1=24filas diferentes
Sao, no total, 72 filas diferentes.
Outro modo:
Total defilas:5-4-3-2-1=120
Homens juntos: 2!- 41 = 48
Homens separados: 120 — 48 =72
Alternativa b 4 (ITA-SP) Listando-se em ordem crescente os nimeros de

cinco algarismos distintos, formados com os elementos
do conjunto {1, 2, 4, 6, 7}, o ndmero 62417 ocupa o
n-ésimo lugar. Entdo n é igual a:

a) 74 Q79 e) 92
b) 75 d) 81
1,2;4 + 6 1
. . ) ) 3432 - 1 T 1 -3 -2 - 1
2 (Mackenzie-SP) Os nimeros pares com 4 algarismos dis- +
tintos que podemos obter com os elementos do conjun- 6 2 ) 1 T16 241 7 )=
to {0, 3, 4, 5, 6, 7, 8} sdo em numero de: tot-r-2 -1 L B N B
a) 6 Q) 5-6 e) 380 =72+6+2+1=281
b) 420 d) 5-4 Alternativa d
S S
0 46,8

=6-5-4-1+5-54-3=120+ 300 =420

Alternativa b




EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Unicamp-SP) Em matemdtica, um nimero natural é cha-
mado palindromo se seus algarismos, escritos em ordem
inversa, produzem o mesmo ntmero. Por exemplo, 8; 22
e 373 sdo palindromos. Pergunta-se:

Quantos nimeros naturais palindromos existem entre 1
e 9999?

(Mackenzie-SP) A quantidade de nimeros inteiros com-
preendidos entre 300 e 500 que podemos formar usando
apenas os algarismos 3, 4 e 5 é:

a) 30 d) 52
b) 24 e) 18
) 42

Considere todos os anagramas da palavra GRITO.
a) Quantos anagramas podem ser formados?
b) Quantos anagramas comecam por consoante?

¢) Quantos anagramas comegam por consoante e termi-
nam por vogal?

d) Quantos anagramas possuem as consoantes e as vo-
gais alternadas?

4 (Vunesp-SP) Certo tipo de c6digo usa apenas dois sim-

bolos — o ndmero zero (0) e o nimero um (1) — e, con-
siderando esses simbolos como letras, podem-se formar
palavras. Porexemplo: 0,01,00,001e110sdoalgumaspa-
lavras de uma, duas e trés letras desse cédigo. O nimero
maximo de palavras, com cinco letras ou menos, que po-
dem ser formadas com esse cddigo é:

a) 120 () 60
b) 62 d) 20

e) 10

(Vunesp-SP) Quatro amigos, Pedro, Luisa, Jodo e Rita,
vdo ao cinema, sentando-se em lugares consecutivos na
mesma fila. 0 nimero de maneiras que os quatro podem
ficar dispostos de forma que Pedro e Luisa fiquem sem-
pre juntos e Jodo e Rita fiquem sempre juntos é:

a) 2 0 8 e) 24
b) 4 d) 16

(Unifor-CE) Trés homens e trés mulheres vao ocupar 3
degraus de uma escada para tirar uma foto. Essas pes-
soas devem se colocar de maneira que em cada degrau
fique apenas um casal. Nessas condicdes, de quantas
maneiras diferentes elas podem se arrumar?

a) 1080 () 360 e) 144
b) 720 d) 288



1. Permutacoes com
elementos repetidos

Seja a,, ay, ..., 3y, Ay, Ay, oy 3y -
quéncia com n elementos em que:

, d, ..., 3, uma se-

* 0 elemento a, aparece repetido n, vezes;
* 0 elemento a, aparece repetido n, vezes;
+ 0 elemento a, aparece repetido n, vezes;

* 0 elemento a, aparece repetido n, vezes.

E possivel provar que o numero de permutacdes
desses n elementos é dado por:

n!
NNt -

P(”1i Ny i M) —
n

2. Combinacoes simples

Vamos resolver o sequinte problema:
Quantas retas distintas ficam determinadas por
quatro pontos distintos e nao colineares trés a trés?
Considere que quatro pontos distintos e nao coli-
neares trés a trés sao os vértices de um quadrilatero.
A B

D °c

Como uma reta fica determinada por dois pontos
distintos, vamos escrever todos 0s possiveis pares de
pontos distintos.

AB BA CA DA
AC BC (B DB

AD BD (D DC

Esses doze pares de pontos sdo os arranjos dos
quatro pontos tomados dois a dois, isto é:

A,,=4"3

Repare que a reta determinada pelos pontos Ae B e
a reta determinada pelos pontos B e A ndo sdo distintas,
isto é, a ordem em que tomamos o0s elementos no agru-
pamento nao importa. Devemos, pois, excluir as retas

que estao sendo contadas duas vezes e escrever apenas
os pares de pontos que determinam retas distintas.

AB  BC
AC BD
AD (O

Logo, ficam determinadas seis retas distintas.

Agrupamentos que diferem apenas pelos elemen-
tos que os compdem (natureza), e nao pela ordem dos
elementos, sdo chamados combinacdes simples.

Sejam M = {m,; m,; m,; ..., m,} um conjunto
com n elementos diferentes e p um nimero
natural tal que n = p. Chama-se combinacao
simples todo subconjunto de p elementos toma-
dos dentre os n elementos de M sem repeticao.

As combinacoes simples sao representadas pela le-
tra C maitscula, acrescida de dois indices numéricos, n e
p,comn=pe{n;p} CN:

|
Gp = %
p!- (n —p)!

0 primeiro indice (n) indica de quantos elementos
dispomos para formar os agrupamentos, e o sequndo
indice (p) mostra quantos elementos determinam um
agrupamento.

C, , lé-se: “combinacbes de n elementos toma-
dos de p em p, ou combinacdes de n elementos tomados

p a pI/.



1 (Unifor-CE) Seis pessoas classificadas para a etapa final de
UM CONCUrso concorrem a seis prémios: 2 deles distintos,
correspondentes ao primeiro e sequndo lugares da clas-
sificacdo, e 4 iguais, como prémios de consolacdo aos
demais classificados. De quantos modos podera ocorrer a
premiacdo dessas pessoas?

a) 120 () 60 e) 30
b) 80 d) 40

6!
PZ=E=6~5=3O

Alternativa e

2 (Fuvest-SP) Uma ONG decidiu preparar sacolas, contendo
quatro itens distintos cada, para distribuir entre a popu-
lacdo carente. Estes itens devem ser escolhidos entre oito
tipos de produtos de limpeza e cinco tipos de alimentos
ndo pereciveis. Em cada sacola, deve haver pelo menos
um item que seja alimento ndo perecivel e pelo menos um
item que seja um produto de limpeza. Quantos tipos de
sacolas distintas podem ser feitos?

a) 360 ¢) 540 e) 640
b) 420 d) 600
e 1 tipo de alimento e 3 produtos de limpeza:
n =G, G;=n= % 2 ; ? ..n, = 280 tipos de sacolas

o 2 tipos de alimentos e 2 produtos de limpeza:

5-4 8-7

n, =G, G,=n = 51371 ..n, = 280 tipos de sacolas
e 3 tipos de alimentos e 1 produto de limpeza:
ny =G5 G r=n, = g ;? % n; = 80 tipos de sacolas

Serdo, no total, 640 tipos distintos de sacolas.

Alternativa e

3 (PUC-MG) Sobre a reta r, tomam-se trés pontos; sobre a
reta s, paralela a r, tomam-se cinco pontos. Nessas con-
dicdes, o nimero de triangulos distintos e com vértices
nesses pontos é:

a) 45 ) 47
b) 46 d) 48
r
s
12 solucado

Gy Csr+ Gy Gy =3-10+3-5=30+15=145

22 solucao

Cos—=Coys—Coy=56—1—10=45

Alternativa a

4 (ITA-SP) Considere 12 pontos dispostos no plano, cinco
dos quais estdo em uma mesma reta. Qualquer outra
reta do plano contém, no maximo, dois desses pontos.
Quantos tridngulos podemos formar com os vértices nes-
ses pontos?

a) 210 ¢) 410 e) 521
b) 315 d) 415
Numero de triangulos:n=C,, 5 — Cs 5
12! 5! 12-11-10 5-4

"T3m2—3 35— """ "33 2.

=n =220 —10..n =210 triangulos

Alternativa a

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (Fuvest-SP) A primeira fase de um campeonato de xadrez
cada jogador joga contra todos os demais. Nessa fase,
foram realizados 78 jogos. Quantos eram os jogadores?

a) 10 ¢ 12 e) 14

by 11 d) 13
cgnecte @



2 (U. F. Santa Maria-RS) De quantas maneiras distintas se po-

dem alinhar cinco estacas azuis idénticas, uma vermelha
e uma branca?

a) 12 d) 240
b) 30 e) 5040
) 42

(U. F. Juiz de Fora-MG) Dada uma circunferéncia, o ndmero
de cordas que podemos tracar com seis pontos distintos
sobre ela é:

a) 6 d) 24
b) 12 e) 30
¢ 15

(Univale-MG) O ntimero de comissoes diferentes de 2 pes-
so0as que podemos formar com os n diretores de uma
firma é k. Se, no entanto, ao se formarem essas comis-
soes, tivermos que indicar uma das pessoas para presi-
dente e a outra para suplente, poderemos formar k + 3
comissoes distintas. Entdo n vale:

a) 3 d) 30
b) 10 e) 40
¢ 13

(Mackenzie-SP) Nove pessoas desejam subir a cobertura
de um edificio dispondo, para isso, de dois elevadores,
um com quatro lugares e outro com cinco. O nimero de
formas diferentes de distribui-las nos elevadores é:

a) 630 ¢) 180 e) 126
b) 252 d) 378

(Fuvest-SP) Um tabuleiro tem 4 linhas e 4 colunas. O
objetivo de um jogo é levar uma peca da casa inferior
esquerda (casa (1, 1)) para a casa superior direita (casa
(4, 4)), e essa peca deve mover-se, de cada vez, para a
casa imediatamente acima ou imediatamente a direita.
Se apenas uma dessas casas existir, a peca ird mover-
-se necessariamente para ela. Por exemplo, dois ca-
minhos possiveis para completar o trajeto sdo (1, 1) —
1,2)»(2,2)>2,3)>3,3)~>3B,4) @, 4e(1,1)~
2,1)~>2,2)~32) @2 ~4,3)~(44).

4 O——

T

1
1 2 3 4

Por quantos caminhos distintos se pode completar esse
trajeto?



1.“Chance”

Suponha que uma urna contenha seis bolas, sendo
cinco azuis e uma vermelha.

999
999

Se retirarmos aleatoriamente, isto é, ao acaso, uma
bola dessa urna, é “mais facil” sair uma bola azul que
uma vermelha, pelo fato de que o nimero de bolas azuis
¢ maior que o nimero de bolas vermelhas. Dizemos
que a “chance” de sair uma bola azul é maior que a
“chance” de sair uma bola vermelha. Essa “chance” é
medida por um nimero real chamado probabilidade.

Espaco amostral

Chama-se espaco amostral o conjunto de to-
dos os resultados possiveis na ocorréncia de um
fenémeno aleatoério.

Exemplos

a) No lancamento de uma moeda ndo viciada, os
resultados possiveis sdo: cara (C) ou coroa (K), e
0 espaco amostral é E, = {C; K}, sendo o nimero
de elementos desse espaco amostral represen-
tado por n(g,) = 2.

b) No lancamento de um dado ndo viciado, os re-
sultados possiveis sdo: face 1, face 2, face 3,
face 4, face 5 ou face 6, e 0 espaco amostral
é: E, = {1; 2; 3; 4, 5; 6}, sendo 0 nimero de

elementos desse espaco amostral representado
por n(E,) = 6.

Sandra H. Bordini

Evento

Chama-se evento todo subconjunto de um
espaco amostral.

Exemplo

Considere o experimento: lancamento de um dado.
Tal experimento tem como espaco amostral o con-
junto E = {1; 2; 3; 4, 5; 6} e n(E) = 6.
Considere, ainda, os conjuntos citados a sequir, que
se referem ao lancamento desse dado:
a) A={xekE|xépar}
0 conjunto A = {2; 4; 6} é um subconjunto
de E, logo A é um evento de E, e 0o nimero de
elementos desse evento é representado por
n(A) = 3.
b) B = {x € E| x é maior ou igual a 5}
0 conjunto B = {5; 6} é um subconjunto
de E, logo B é um evento de E, e 0 nimero de
elementos desse evento é representado por

n(B) = 2.
cgz;necte @



() C={x€eE|xéiguala3}
0 conjunto C = & é um subconjunto de E, logo
C é um evento de E, e o nimero de elementos
desse evento é representado por n(C) = 0.

No lancamento de um dado nunca ocorrerd uma
face igual a 13; logo, o conjunto C é chamado
evento impossivel.

d) D = {x € E|x é menor que 10}
0 conjunto D = {1, 2, 3, 4, 5, 6} é um subcon-
junto de E, logo D é um evento de E, e 0 nimero
de elementos desse evento é representado por
n(D) = 6.

No lancamento de um dado sempre ocorrerd uma
face menor que 10; logo, o conjunto D é o préprio
espaco amostral e é chamado evento certo.

Evento complementar

Chama-se evento complementar de um evento
A, e é representado por A, o conjunto formado por
todos os elementos do espaco amostral E que ndo
pertencem ao evento A.

pdl

Exemplo
Considere os eventos do exemplo do item anterior.

a) A={x€E|xéparteA={yEE|yéimpar}
sao eventos complementares, pois:
A={2, 4, 6}eA=1{1,3,5}, portanto:
AUA=EeANA=0

b) B = {x € E|x é maior ou igual a 5} e
B = {y € E|y é menor que 5} sdo eventos com-
plementares, pois:
B = {5, 6} eB = {1, 2, 3, 4}, portanto:
BUB=EeBNB=0

128

() C={xe€kEk|xéigualai3}e
C = {y € E| y é diferente de 13} sdo eventos
complementares, pois:
C=QeC={1,23, 4,5, 6}, portanto:
(UC=EeCNC=0
Repare que o complementar do evento impos-
sivel é o evento certo.

d) D={xe&E|xémenorque 10} e
D = {y €E|y é maior ou igual a 10} sdo eventos
complementares, pois:
D={1,23,4>56}e
D=¢, portanto: DUD=EeDND=(
Repare que o complementar do evento certo é
o evento impossivel.

2. Probabilidade

A probabilidade de ocorréncia de um evento
A, indicado por P(A), é o0 quociente entre o nu-
mero de casos favordveis a ocorréncia desse
evento e o ndmero total de casos em que é pos-
sivel ocorrer tal evento.

A probabilidade pode ser expressa por:

nimero de casos favoraveis
nimero de casos possiveis

P(A) =

Em outras palavras:

A probabilidade de ocorréncia de um evento A —
P(A) — é o quociente entre o nimero de elementos do
evento A — n(A) — e o nimero de elementos do espaco
amostral E— n(E) — que contém tal evento.

Exemplos

Para os exemplos a sequir, considere o experimen-
to: lancamento de um dado, cujo espaco amostral é
E=1{1,23,45 6en(E) = 6.
a) Seja:
A={xeE|xépar}
A =1{2, 4,6} en(A)=3, entdo:
n(A) 3

P(A):TE)—K

P(A) =



b) Seja:
A={y EE|yéimpar}
A=1{135e n(K) = 3, entdo:

n(A)
PN = g = 2 P =
Note que: P(A) + P(A) = 1
) Seja:

B = {x € E| x é maior ou igual a 5}
B={56}e n(B) = 2, entdo:
n(B
P(E) = DO = £ () =
d) Seja:
B ={y € E| y é menor que 5}
B=1{1,23,4}e n(ﬁ) = 4, entdo:

n(B)
PE) = 1) = ¢ P® =
Note que: P(B) + P(B) = 1
e) Seja:

C={x€ekE|xéiguala13}
C=Jen(C) =0, entdo:

nO) _
PO =16 = 6 PO =0
Note que a probabilidade do evento impossivel
vale zero.
f)y Seja:

C={y € E| y é diferente de 13}
=112, 3,45, 6}en(E)=6,entao:

16 6  P@©) = 1

Note que:

+ A probabilidade do evento certo vale um.
* P(Q) +P(C) =1

g) Seja:
D = {x € E| x é menor que 10}
D={1,23, 4,5, 6}en(D)=6,entéo:

p(o) = 10) _

n(E) 6 ~P(D) =1

De fato, a probabilidade do evento certo vale um.

h) Seja:
D = {y € E| y é maior ou igual a 10}
D = @ en(D) = 0, entdo:

P(D) = n®) _

n(E) 6 “P(D) =0

Note que:

+ A probabilidade do evento impossivel vale zero.
* P(D) + P(D) = 1

Propriedades da prohahilidade
P,. P(@) =0
P,. P(E) = 1
P,. 0 <P(A) <1
P.. P(A) + P(A) =

Adicao de prohabilidades

Sejam A e B dois eventos ndo vazios de um mesmo
espaco amostral E.

Sabemos, pelo estudo de conjuntos, que:

n(A UB) =n(A) + n(B) — n(ANB)=

n(A UB) _ n(A) N nB) n(ANB)
ne)  nE)  nE) n(E)

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Quando a interseccao de dois eventos, A e B, é
vazia, os eventos sao chamados mutuamente ex-
clusivos, isto é, a ocorréncia de um deles exclui a
possibilidade de ocorréncia do outro.

Sendo A e B eventos mutuamente exclusivos, temos:

P(A U B) = P(A) + P(B)
Interferindo na probabilidade

Se a probabilidade de ocorréncia de um evento A
interfere na probabilidade de ocorréncia de um even-
to B, entdo dizemos que a probabilidade de B esta
condicionada a probabilidade de A e é representada
por P(B/A) (Ié-se: “probabilidade de B dado A”).



Multiplicacao de prohabilidades

Se A e B sdo dois eventos ndo vazios de um mesmo
espaco amostral E, entdo a probabilidade de B condicio-
nado a A é expressa por:

p(e/a) = “ANLE) (Q)B)

Dividindo o numerador e o denominador do sequn-
do membro da igualdade por n(E), temos:

n(A N B)
_n(E) _ P(ANB)
PB/A) = n(A)  P(A)
n(E)
ou seja:
P(A N B) = P(A) - P(B/A)
Eventos independentes

Dois eventos, A e B, sdao chamados independentes
quando a probabilidade de ocorréncia de um deles nao
interfere na probabilidade de ocorréncia do outro, ou
seja:

P(B/A) = P(B) ou P(A/B) = P(A)
Dai: P(A N B) = P(A) - P(B).

1 (FGV-SP) Uma urna contém quatro bolinhas numeradas
de 1 a 4. Uma bolinha ¢ sorteada, seu niimero é anota-
do, e é recolocada na urna; em sequida, outra bolinha é
sorteada. A probabilidade de a soma dos nlimeros obser-
vados ser 6 é igual a:

1 1 3
a) g C) Z e) g
3 5
b) % d) T

nE)=4-4=16

A=1{2;4);(3;3);(42}=n(A)=3

—nA) =3
PIA) =5 PO = 7

Alternativa b

2 (U. F. Alfenas-MG) Os bilhetes de uma rifa sdo numerados
de 1 a2 100. A probabilidade de o bilhete sorteado ser um
nGmero maior que 40 ou um nimero par ¢ de:

a) 60% d) 90%
b) 70% e) 50%
) 80%

P(A) = probabilidade de o nimero ser maior que 40

P(B) = probabilidade de o nimero ser par

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
60 50 30 _ 80

100 ' 100 100 _ 100

Alternativa ¢

3 (PUC-SP) De sua turma de 30 alunos, é escolhida uma

comissdo de trés representantes. Qual a probabilidade
de vocé fazer parte da comissao?

1 5 3
a) E C) ﬂ e) g
1 1
b) =5 d 3
n(E) = Cyy , = 30! 30!

31-(30—3)! ~ 31-27!

Se uma das pessoas, no caso “eu”, ja faz parte da comissao,

é preciso escolher mais dois representantes entre os 29 alunos

restantes.
n(A) = Co» = 517 (2299!_ o 2!2~92!7!
29!
P(A) =%: P(A) = 2!3';% LG EERE T
312
S22 o= 2=

Alternativa a




4 (UF-PE) Um economista apresenta proposta de trabalho

as empresas X e Y, de modo que: a probabilidade de ele
ser contratado pela empresa X é de 0,61, a de ser con-
tratado pela empresa Y é de 0,53 e a de ser contratado
pelas duas empresas é de 0,27. Determine a probabilida-
de (P) de o economista ndo ser contratado por nenhuma
das empresas e indique 100P.

P(XUY) =P(X) + P(Y) = P(XNY)

em que P(X) é a probabilidade de ser contratado pela empresa X;

P(Y) é a probabilidade de ser contratado pela empresa Y.

PXUY)=061+053—-0,27=087

A probabilidade de nao ser contratado por nenhuma delas é:

P=1-PXUY)=1-087=0,13

P=10,13

100P = 13

EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 100. Escolhen-
do-se, ao acaso, uma dessas bolas, qual é a probabilidade
de se obter um niimero par ou mdltiplo de 5?

(UF-CE) Sejam A e B dois eventos de um mesmo espaco
amostral E. Sabendo-se que a probabilidade de ocorrer o

L. 5 s
evento A é iqual a ge?d probabilidade de ocorrer o evento

- 1 o .
B ¢ iqual 5 e, além disso, que a unido dos eventos A e B
¢ igual ao espaco amostral £, qual é a probabilidade de
ocorrer um resultado que satisfaca tanto o evento A quan-
to o evento B?

a) % ) e) %

b) d)

0| =
colun oco|lw

3 (PUC-SP) Em uma urna, hd dez fichas idénticas, nume-

radas de 1 a 10. Retiram-se duas fichas ao acaso (sem
reposicao). A probabilidade de que a soma dos dois nu-
meros seja iqual a 10 é igual a:

1 1
? T00 9 5
9 4
b) S0 ¢ 75
3
C) E

(Fuvest-SP)

a) Uma urna contém trés bolas pretas e cinco bolas
brancas. Quantas bolas azuis devem ser colocadas
nessa urna de modo que, retirando-se uma bola ao

acaso, a probabilidade de ela ser azul seja iqual a %?

b) Considere agora uma outra urna que contém uma bola
preta, quatro bolas brancas e x bolas azuis. Uma bola é
retirada ao acaso dessa urna, a sua cor é observada e
a bola é devolvida a urna. Em sequida, retira-se nova-
mente, ao acaso, uma bola dessa urna. Para que valo-
res de x a probabilidade de que as duas bolas sejam da

1
mesma cor vale 5?

(PUC-SP) Em uma caixa hd quatro bolas vermelhas e sete
bolas azuis, todas elas do mesmo tamanho. Um expe-
rimento consiste em retirar uma bola e, sem devolvé-
-la para a caixa, retirar uma segunda bola. Se a primeira
bola retirada for azul, a probabilidade de que a sequnda
retirada seja vermelha ¢é igual a:

a) 20% ) 40% e) 60%
b) 30% d) 50%

(Unifesp-SP) Os alunos quartanistas do curso diurno e do
curso noturno de uma faculdade se submeteram a uma
prova de selecdo, visando a participacdo numa olimpia-
da internacional. Dentre os que tiraram nota 9,5 ou 10,0
serd escolhido um aluno, por sorteio.

9,5 6 7
10,0 5 8

Com base na tabela, a probabilidade de que o aluno sor-
teado tenha tirado nota 10,0 e seja do curso noturno é de:

12 4 1
a) % ) D) e) 3
6 12
b) i d) o



1. Sistema ortogonal

Recordando:

Dois eixos reais perpendiculares entre si deter-
minam um unico plano, chamado sistema ortogo-
nal de coordenadas cartesianas ou, simplesmen-
te, plano cartesiano. O ponto de cruzamento
desses eixos é associado ao nimero zero, consti-
tuindo a origem do sistema cartesiano.

Um ponto qualquer desse plano é identificado por
suas coordenadas:

Y4
Coordenadas
yp—jﬁfﬂl P(XP/ yP)
Ordenada
i Abscissa
o N
0 XP X

* 0s pontos pertencentes ao eixo Ox possuem or-
denada nula e sao da forma: (x,, 0)

« 0s pontos pertencentes ao eixo Oy possuem
abscissa nula e sdo da forma: (0, y,)

Distancia de ponto a ponto

A distancia entre dois pontos, A e B, de coordena-
das (x,, Ya) € (Xg Ys), respectivamente, é definida como
o comprimento de AB, sendo representada por d,; ou
AB e obtida pela férmula a sequir.

@

dys = \/(XB = X2 + (Vs — Ya)?

V4
Y81

7y

° (XB - XA)2 = (XA - XB)Z € (ys - yA)2 = (yA - yB)ZI
isto é, a ordem em que as subtracdes sao efe-
tuadas ndo altera o resultado; logo, a férmula
pode ser escrita como:

dpg =V (AX)Z + (Ay)z
em que Ax (lé-se: “delta x”) representa a dife-
renca entre as abscissas em qualquer ordem e

Ay (Ié-se: “delta y”) representa a diferenca en-
tre as ordenadas em qualquer ordem.

* Se 0 segmento AB for paralelo a um dos eixos
coordenados, a formula continua valendo.

Goordenadas do ponto médio

Sejam A e B dois pontos distintos representados no
plano cartesiano pelas coordenadas (x,, y,) € (Xg VYs), T€s-
pectivamente.

Sendo M o ponto médio de AB, entdo a abscissa do
ponto M é a média aritmética entre as abscissas de A e
B, e a ordenada do ponto M é a média aritmética entre
as ordenadas de A e B, isto é:

Xy + X +
Xy = A2 B e yM:yAzyB



L} L}
ntI“I 3 (Mackenzie-SP) Determine o ponto P distante 10 unidades
do ponto A(—3, 6) com abscissa igual a 3.
o - Ji=3- —yr=
1 Calcule o valor de k sabendo que a distancia entre os pon- de=10=V(=3-3P+6-yP=10=
tos A(—1, 2) e B(3, k) vale 5 unidades. =36+ (6—yP=10=36+ (6 — y)= 100 =

6-y=8=y=-2
- 6— 2=64:>{
das=5 =6 6—y=-8=y=14
NB+1)P+k—-22 =5=16+kK -4k +4=25= Portanto: P(3, —2) ou P(3, 14).

Sk —4k-5=0

k,=—1Touk,=5

O ponto B pode ser B(3, —1) ou B(3, 5).

4 As coordenadas do ponto P, situado a igual distancia dos
pontos M(4, 0), N(6, 4), Q(0, 4), sdo:

: : a) PG3,3) d) P(5,5)
(EEM-SP) Determine as coordenadas dos vértices de um
.A - b) P(2, 2) e) P(4, 4)
triangulo, sabendo-se que os pontos médios de seus la-
dos sdo (-2, 1), (5,2) e (2, —3). o P, 1)
A (XA’ Yy Seja P(x; y) o ponto procurado:

(-2 1)/ \(5 2) ) doy = dy

x—4r+y’=x—-62+(y—4r’=

B(X, Vy) (2, -3) X, v =Sx -8+ 16+y’=x2—12x+36+y?— 8y + 16 =

=4x=36—8y=x=9—2y

Xa T Xg _ _
o= 2=x, +x; = —4 , 1) Aoy = oo = (x — 42+ y2 =2 + (y — 4 =
Xa + Xc X1

> =5=x,+x. =10 =% = —5 =SxX—8x+16+y =x>+y’—8y+16= —8x=—8y=x=y
Xg + Xc _ Xc =7
-5 7 25Xt x =4 Substituindo Il em I, vem:

X=9—-—2Xx=3x=9=x=3

+
YAZYB=’|:>yA+yB=2 ] P(3,3)
Yat Ve Ya=0
R =2=y,ty. =4 =3y = —4 Professor(a), o ponto P é o circuncentro do AMNQ ou o centro
Vet Ve _ lyc= -2
% =-3=yty. =6 da circunferéncia que contém os pontos M, N e Q.

As coordenadas dos vértices sao (1,6), (=5, — 4) e (9, —2). Alternativa a

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (F. U. Regional-RN) O ponto P, do eixo Oy, equidistante dos
pontos Q(2, 0) e R(4, 2), é:

3) <o, %) O (0, 4) e) (0,0)
b) <o, %) d) (0, 3)

Determine a natureza do tridngulo de vértices A(5, 10),
B(11, 2) e (8, 11) quanto aos angulos e calcule a drea
desse tridangulo.

(UF-SC) Dados os pontos A(—1, —1), B(5, —7) e C(x, 2),
determine x, sabendo que o ponto C é equidistante dos
pontos A e B.

a) 8 ¢ 15 e) 7

b) 6 d) 12

0 triangulo de vértices com coordenadas A(2, 0), B(—3, 3)
e (5, 3) tem circuncentro de coordenadas dadas por:

a) (2,3) d) (0,0)
b) (1,4) e) (-2, -3)
Q (=1, -4)

(Fuvest-SP) Dados os pontos A(1, —4), B(1, 6) e C(5, 4) e
sabendo que (AB)2 = (BC)? + (AC)? é correto afirmar que
a soma das coordenadas do centro da circunferéncia que
passa pelos pontos A, Be C é:

a) 2 d) 4
b) 1 e) 5
0 3

(U. F. Sdo Carlos-SP) Dados os pontos A(2, 0), B(2, 3) e
(1, 3), vértices de um tridngulo, o raio da circunferéncia
circunscrita a esse triangulo é:

a)@ c)g e)m
R



estudo daretd

1. Equacionando a reta

Coeficiente angular a partir da inclinacao

Sendo « 0 angulo de inclinacdo de uma reta, com
a # 90°, chama-se coeficiente angular da reta e re-
presenta-se por m o valor numérico da tangente de «,
isto é:

m=f{ga
Exemplos
a) v :
60°
o X
m, = tg 60° =3
b) v t

X
Como a = 90°, 4 m,

0 v

Coeficiente angular a partir de dois pontos

Considere, no plano cartesiano, uma reta nao
perpendicular ao eixo Ox e dois pontos distintos, A e
B, dessa reta. Tracando por A a paralela ao eixo Ox,
determinamos o angulo BAC = «, conforme a figura
abaixo.

Gondicao de alinhamento de trés pontos

Sejam A, B e C trés pontos distintos sobre uma mesma
reta r nao perpendicular ao eixo Ox.

Como esses pontos estdo alinhados, o coeficiente
angular da reta r pode ser determinado pelas coordena-
dasdeAeBouAeCouBeg(, istoé:

M, = Myg = My = My

:



2.Tinos de equacoes

Equacao fundamental da reta

Consideremos um ponto M, de coordenadas (x,, Y,),
e um ponto P, genérico, de coordenadas (x, y), ambos
pertencentes a uma mesma reta ndo perpendicular ao
eixo Ox.

YA
A P
Yot M
0 )ko X ;(

0 coeficiente angular da reta determinada por M
ePé:
Y~ Yo
X = X,

m =

Multiplicando ambos os membros dessa igualda-
de por x — x,, temos a expressao:

Yy = Yo=m- (X~ X)
que é chamada equacao fundamental da reta.

Equacao geral da reta

Chama-se equacao geral da reta toda sentenca que
pode ser escrita sob a forma:

ax + by +c=0

em que {a; b; ¢ C R e a e b ndo sdo nulos simulta-
neamente.

Equacao reduzida da reta

Chama-se equacao reduzida da reta toda senten-
¢a sob a forma:

y=mx+q

em que {m; q} C R, m é o coeficiente angular da reta
(m = tg o) e g é chamado coeficiente linear da reta,

39

representando a ordenada do ponto de interseccdo da
reta com o eixo Oy.

(0; q)

Exemplos

a) y = x — 2 representa a equacdo reduzida da
reta, emquem=1eq= —2.

by y= %x representa a equacdo reduzidada reta,
emquengeqzo.

¢) y = 0 representa a equacao reduzida da rets,
emquem=0e q=0.

* Se a reta é paralela ao eixo 0x, o coeficiente
angular é igual a zero e existem as trés equa-
coes: fundamental, geral e reduzida.

+ Se a reta é perpendicular ao eixo 0x, ndo exis-
tem o coeficiente angular nem as equacdes fun-
damental e reduzida, mas existe a equacao geral
(x — k = 0, em que k é a abscissa por onde
passa a reta).

Equacao segmentaria dareta

Seja r uma reta nao paralela aos eixos 0x e 0y, con-
forme mostra a figura a sequir.

A
Q
(0; q)
y R
S P
0 X (p o)\

A equacdo da reta r pode ser determinada em fun-
¢do das medidas dos segmentos OP = pe 0Q = q, da
seguinte maneira:

X

+ L
P q



Essa expressao tem a propriedade de representar a
reta r em funcao dos segmentos OP e 0Q, respectivamen-
te, sendo chamada equacao segmentdria da reta r.

Equacoes paramétricas dareta

As abscissas e as ordenadas dos pontos de uma reta
podem ser comparadas a um parametro real, obtendo-
-se assim as equacdes paramétricas da reta, isto é:

x = f(t)
{y = q(t)

emque t € R.
Exemplo

x=2t—-1
y=t+4 ,emqueteR.

3. Retas concorrentes

Duas retas, r e s, sao concorrentes quando possuem
um unico ponto comum.

A
q,
P
qs
o OLS
r S
rNs=~P

A condicao necessdria e suficiente para que duas
retas coplanares sejam concorrentes é que tenham in-
clinacoes diferentes; consequentemente, se nenhuma
delas for perpendicular ao eixo Ox, terdo coeficientes
angulares diferentes, isto é:

m, # m,

Nada se pode afirmar com relacdo aos coeficien-
tes lineares, conforme ilustram as figuras a sequir:

y y
q; # Qs 4 = qs
' P
P qr s
ds
o Qg R o Qg R
r S /f S

0 ponto de concorréncia das retas é determinado
pela solucado do sistema formado pelas equacdes dessas
retas.

Feixe plano de retas concorrentes

Considere todas as retas de um mesmo plano que
concorrem no ponto P(X,, Y,)-

y

A esse conjunto de retas é dado o nome de feixe
plano de retas concorrentes de centro P(x,, Y,).

Repare que, de todas essas infinitas retas, ape-
nas uma nao tem coeficiente angular: a reta perpen-
dicular ao eixo Ox de equacdo x = x,. Isso posto, a
expressao:

Y—Yo=m-"(X—X,), emquemeEROUX = X,

tem a propriedade de representar qualquer reta do feixe
plano de retas concorrentes de centro P(x,, Y,), sendo
chamada equacao do feixe.

Exemplo

A expressaoy — 5 =m(x — 2), em quem € R
ou x = 2, é a equacao do feixe plano de retas concor-
rentes no ponto (2, 5).

A perpendicularidade entre duas retas coplanares é
um caso particular de concorréncia.

Sejam r e s duas retas coplanares e nenhuma de-
las perpendicular ao eixo Ox. A condicdo necessaria e
suficiente para que r e s sejam perpendiculares é que
o produto de seus coeficientes angulares seja igual a
—1, isto é:

m,-m, = —1

137



4. Retas paralelas

Duas retas, r e s, coplanares, sao paralelas quando:

* nao possuem ponto comum, sendo chamadas para-
lelas distintas;

+ possuem todos os seus pontos comuns, sendo cha-
madas paralelas coincidentes.

Retas paralelas distintas

Y4 YA
o =a;=0
oy = Qg al
qr r
qr a
Qs S
&y (&
X X
A
Qs
S

Sejam r e s duas retas coplanares e nenhuma delas
perpendicular ao eixo Ox. Para serem paralelas e distin-
tas, essas retas (r e s) devem ter coeficientes angulares
iguais e coeficientes lineares diferentes, isto é:

m, = m;
e

q # g

Retas paralelas coincidentes

YA r=s YA

dr = Qqs

QO = Qg

xvy
vy

dr = Qqs

Sejam r e s duas retas coplanares e nenhuma delas
perpendicular ao eixo Ox. As condicbes para que re s
sejam paralelas coincidentes sdo: r e s devem ter coefi-
cientes angulares iguais e coeficientes lineares também
iguais, isto é:

9. Distancia de ponto a
reta

Dados um ponto P(x,, Y,) € uma reta r na sua forma
geral ax + by + ¢ = 0, a distancia entre o pontoP e a
retaré:

_ |ax, + by, +

Va? + b?

A formula também é valida nos casos em que r
é perpendicular ao eixo Oxou P € 1.

Exercicio resolvido

Calcule a distancia entre o ponto A(—2; 3) e a reta
r:5x — 12y + 7 =0.

Resolucdo

Aplicacao direta da férmula:

de [5-(=2)—12-3+7| d:|—39|:>
V52 + (= 12y V169
=d=3

Atividades

1 (U. Gama Filho-R]) Os pontos A(0, 1), B(1, 0) e ((x, y) per-
tencem a reta r. Entdo devemos ter:

a) x+ty=0 d) x+y=1
b) x —y=0 e) x+y=2
) x—y=2
_ 0—1_vy—1
M =M= 0" x—0
0-1_y-0_  __ . _
:1_0 X_]:y x+1o.x+y=1

Alternativa d




2 Para que os pontos A(k, 2k); B(5, 8) e C(—3, —4) sejam
colineares, ¢ necessdrio que k assuma o valor:

a) 1 d) 4
b) 2 e) 5
0 3

e —m. 872k_—4-8 8-2k_ —12
e 75—k —-3-5 5-k -8
8—2k _3

===16—4k=15-3k=k=1
=>5_k 2=> =

b) perpendiculares;
Alternativa a

[ 1
. = —1 = === -1 = =1 =8
m, - mg :>2 ( ) :>8 =

4

eVp

3 (FEI-SP) Uma reta r, tem inclinacdo de 135° e passa pelo
ponto P(3, 5). Determine a equacdo da reta r, que é per-
pendicular a reta r, e passa pelo ponto Q(5, 3).

m, =tg135°=m, = —1

Searetar, é perpendiculararetar;, entaiom, = — mL ou seja, C) paralelas distintas;
N

m,=mset,¢ts:>a=—le3¢§:>[3¢12
m, = 1. 2 4

2

ousejara = —%eB * 12

Yy=Yo=m-(X—X%X)=>y—3=1-x—5..(hLy=x—2

d) paralelas coincidentes.
Determine « e B para que as retas (r) ax — 2y +

_ - = lep=
+6=0¢e(s)x+ 4y — B = 0sejam: m=met=t=a=-5ep=12

a) concorrentes;

r: coeficiente angular (m,) = %

coeficiente linear (t,) = 3

.. 1
s: coeficiente angular (m,) = 7

coeficiente linear (t,) = %

[ 1 1
m,;&ms:>2;E 4:>a¢ >

eVp

e @



EXERCICIOS COMPLEMENTARES

1 (UF-RS) Considere a figura a sequir.

y
;
V3
[*]
0 1 X
Uma equacdo cartesiana da reta r é:
SIEELE d) y=v3-(1-%)
3-X
V3
b) y=—"— =3 (x—1
V=3 QY=

) y=1f\/§x

2 (U.F. Alfenas-MG) Para que areta que passa por A(m — 1, 2)
e B(3, 2m) forme com o eixo das abscissas, no sentido
anti-hordrio, um angulo de 45°, m deve ser igual a:

a) —2 O 1 e) 2

1 1
b 5 d -

3 (UF-PB) Determine as coordenadas do ponto P representa-
do no gréfico a sequir.

y
r 6 s
P(X; y)
3
-1
=2 0 6 X

4 (Fuvest-SP) As retas r e s sao perpendiculares e intercep-

tam-se no ponto (2, 4). A reta s passa pelo ponto (0, 5).
Uma equacdo da reta r é:

a) 2y + x=10
b) y=x+2

Q) 2y —x=6
d) 2y + x=8
e) y=2x

A equacdo reduzida da reta que passa pelo ponto
P(—1, —3) e é perpendicular a reta (s) 2x — 3y + 4 =
=0é:

2 4
a) y=3x+35
3 9
Dy=axey
2
9) y=35x-73
d) y=-3xt73
e) y=ix+—
2

(Cefet-PR) As coordenadas do ponto do eixo das ordena-
das que pertencem a mediatriz de AB, em que A(2, 2) e
B(0, 6), sdo:

d) (0; -2)



1. Equacao reduzida da
circunferéncia

Uma circunferéncia A de centro C(a, b) e medida
do raio igual a R pode ser representada por meio da
expressao:

(= ap + (y ~ b2 =R

que é chamada equacao reduzida da circunferéncia.

0 a X

0 ponto P representa um ponto qualquer, de coor-
denadas (x, y), pertencente a circunferéncia A.

Exemplos
a) Aequacao (x — 3)2+ (y + 5)* = 9 representa a
circunferéncia de centro C(3, —5) e raio R = 3.

b) A equacdo x* + y? = 5 representa a circunfe-
réncia de centro (0, 0) e rAiO R = NES

2. Equacao normal da
circunferéncia

Dada a equacao reduzida de uma circunferéncia,
(x —a)? + (y — b)? = R?, desenvolvendo o0s seus pro-
dutos notaveis, temos:
(= ay +(y — by = R
X2 —2ax + a2+ y? — 2by + b2 = R?

x2+y?—2ax—2by +a?+b2-R?2=0

A sentenca dada é chamada equacao normal da

circunferéncia.

. Dividindo-se os coeficientes de x e y por —2,

obtém-se a abscissa (a) e a ordenada (b) do
centro, respectivamente.

. Conhecendo-se ae b, e sendo a2 + b2 — R? =

=, 0raioRédadopor:R=val+b2—c

. Dada a equacao da circunferéncia:

X*+y +Ax+By+C=0
temos:
-8B

—A
Centro: C<T, 7)

. —A\  [—BY
o = — — — >
Raio: R /<2>+<2> C eR>0

1 (Unifor-CE) A circunferéncia de equacao

X2+ y2 —6x — 8y +24 =0tem:
a) centro no ponto (-3, 4). d) raio 2.
b) raio 1. e) centro no ponto (3, 0).

¢) centro no ponto (4, 3).

~5_ -8_
a—2—3eb > 4

R=V3+4—24=1

Alx =324+ (y—4?2=12

Centro (3,4) eraio 1.

Alternativa b

e @



2 (UF-CE) 0 segmento que une os pontos de intersec¢do da [T JoV [ S Jav
. ' 14 14 14 14
reta 2x +y — 4 = 0 com os eixos coordenados deter- W=7 T2 ) T\" 2 2/
mina um didmetro de uma circunferéncia. A equacao
dessa circunferéncia é: —d, = (V1a) + (=V1a) —dy=v28 dy =27

a) (x— 1+ (y-2¢=5
b) (x — 1)2+ (y — 2)? =20
Q) (1t (- 2r=25
d) x+1)2+(y+2)2=5
e) x+ 1)+ (y+2)2=20

O comprimento da corda é igual a 7.

Sejam os pontos A e B as intersec¢des com os eixos das

abscissas e das ordenadas, respectivamente.

PontoA:x=0=2-0+y—4=0=y=4 . A0;4)

PontoB:y=0=2x+0—-4=0=x=2 .. B(20)

4 (PUC-MG) Uma circunferéncia de raio Js passa pelo pon-

Seja R o raio da circunferéncia. Assim: to P(2, 3) e tem o centro de coordenadas (x, x). Os
possiveis centros dessa circunferéncia sdo os pontos:
R_dAB _N@E-02+0-27 o,
=48  R=—on - 7 RZ=175
2 2 a) (1,1)e(4 4)
b) (1,4)e(4 1)
Seja C o centro da circunferéncia. Assim: c) (71, 4) e (4/ 71)
_ Xat X _0+2 _ 1
KT TNT Ty X d) (-1, -1)e(44)
_Yaty _4+0 o _
yo= A2 By = > SLYe=2 CXor Xo)
X=X+ ly—yP=R=x—12+(y—-27=5 (x = %) + y —y)? = (V5)
Alternativa a Como passa pelo ponto P(2, 3), temos:

=%+ B—Xx)P2=5=24—4,+x+9—6x,+x=5 =

= 2~ 10, +8=0 =x —5x,+4=0

A=25-16=9
5+3
2

Xo =

Xo=1o0u x,=4

C(1,1) ou C(4,4)

Alternativa a

3 (Mackenzie-SP) Determine o comprimento da corda de-
terminada pela reta x — y = 0 sobre a circunferéncia de
equacao dada por (x + 1)2+ (y — 1)2=09.

Sejam A e B os pontos que representam as extremidades da

corda definida pelos pontos de interseccao da reta com a

circunferéncia.

x—y=0=x=y

{(X+1)2+(y— 1)2=9""
SX+1)2+x—1?2=9=x= —@oux=%
Assim,temos:A(—“;“,%)eB(__V;“, __V;“)

112



EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5 (U.F Santa Maria-Rs)

y
1 (Unifor-CE) Os pontos (x, —2) e (1, y) sdo as extremidades

de um didmetro de uma circunferéncia A de centro no
ponto (1, 0). A equacdo de A é: A
a) X+y2-2x+2y—-2=0
b) x* +y?+2x -2y —2=0
) XX+y2-2x+3=0 2 B
d) x+y2+2x-3=0
e) X! +y?—2x—-3=0

2 6 X
2 (Fuvest-SP) A reta x = m intercepta a circunferéncia

0 segmento AB da figura representa um didmetro de
(x — 1%+ (y + 3)? = 4, entdo:

uma circunferéncia. A equacdo dessa circunferéncia ¢

a) m=3oum=—1 d -1=sm=3 dada por:
b) —1=m=1 e) 1=sm=3 a) XX+y2—-8x—-7y+20=0
) m=<-loum=3 b) xx —y?+8x -7y +20=0
Q) XX+y =25
3 (Fuvest-SP) Uma circunferéncia passa pelos pontos (2, 0), d) ¥ +y2 -8 —-7y+22=0
(2, 4) e (0, 4). Logo, a distancia do centro dessa circunfe- e) X Hy +8x+7y—22=0
réncia a origem é:
a) V2 0 V4 e) Ve G (Fav-sP)Opontodacircunferénciax’ +y* — 6x — 8y +24=
= (0 que possui abscissa minima é:
by V3 d Vs s
a) (2,4) d) <? 3>
4 (UF-GO) Escreva a equacdo de uma circunferéncia de cen- b) <i 4> e) (3,2
tro (4, 4) e tangente externa a circunferéncia dada pela 2
equacaox? +y? —2x — 3 =0. 0 (2,3)



Respostas dos exercicios complementares

P4gina 5
_
TE= "
2.0 -2
3.m=7en=6
4. Demonstracao.

5.e 6.b
Pagina 7

1.b 2.d

3.20% 4.d

5.a 6. R$ 81,00
Pagina 10

1.e

2. Valéria pensou no nimero 9.

3.b 4.3

5.3 6.5=1{-1.1}
P4gina 15

1.e 2.e

3.b 4. c

5.2) f(x) = 1000 + 10 - x
b) R$ 1200,00
€) 300 unidades
d)
Custo total (R$)
4000 {-—-------—=
1200 Jo----
1000 1

3>

6. a) R$ 40,00
b) Apés 68 minutos.
P4gina 18
1.d 2.d
3.¢ 4. c
5.2 6.5cm
Pagina 21
1.e 2.d
3.¢ 4.c
5.e 6.2
Pagina 23
1.b 2.¢
2
3.b= 3 4.d
5.d 6.d
P4ginas 25 e 26
1.b 2.¢

@

0 20 300 Quantidade produzida

3.d 4.3
5.3 6.b
P4gina 29
1.d 2.d
3.b 4.180°
5.d 6. 14
Pagina 32
1. 55° 2.d
3.b 4. c
5.¢ 6.d
P4gina 35
1.e 2.b
3.d 4. c
5.e 6.3
Paginas 37 e 38
1.¢ 2.3
120
3.b 4. 13 (M
5. A distancia AP é %
6.2a
P4gina 40
1. ¢

.b

.d
. 0 raio do circulo é 2v/5.
6. C

P4gina 44
154 =2 2.d
3.¢ 4.e
5.x=2m 6.cC
P4gina 49
1.Vv=6m* 2.d
3.3 4.d
€3
5. 3
A4
6.2) 3 M
104 s
b) 3 m
P4gina 54
1.b 2.d
3.d 4.c
5.3 6.3

2
3. 0 comprimento de AR vale 8.
4
5

Pagina 57
1.e 2.3
3.d 4.b
5.b

6.3) BD = 4km e EF = 1,7 km
b) R$ 13,60

Paginas 59 e 60
1.3 2.3
3.b 4.
5.e 6.

a

P4gina 64

1.3) 112,5°
431
b) 36 rad

2.3 A 3.¢
4.—§

5.¢

6. ¢

Pagina 67

1.d 2.
3.d 4.d
5.d
6.V-V-F-F

(@]

P4gina 69

P4gina 71
1.e 2.E
3.d 4.d
5.d 6.d

~[5

Pagina 74
1.e
2.3)n=28
b) b,y; = 135
3. 252 4.3
5.3 6.3

Pagina 76
1.3 2.b
3.d
5.e 6.d

&
o



Pagina 78 6.b 3.3) 120 anagramas
1.2

24 Pagina 102 b) 72 anagramas
3' . ] J2 w3 €) 36 anagramas
418 2 d) 12 anagramas
5.¢ 2.b 4.b
3
6. 50ma = 14 (02 + 04 + 08) 3. ;2788“; cm 5. ¢
X
Pagina 82 4. 3 cm® e 676w cm? 6.d
1.¢ 5.3 Paginas 125 e 126
2.3) —2 b) 900 6.V-V-V-V-F
3. c 1.d
A Pagina 106 2. ¢
.C = b) m =
5.d ;-2>m—9 ym= -1 3.¢
6.e : 4.3
3.a=4eb#-32
Pagina 85 a.d 5.¢e
1.b 5. 3 6. 20
2. 107358
3.d 6. g Pagina 131
3
4.c . 1. = ou 60Y%
5 Pagina 110 5 OUOYY
6. 3 1.a) -2 b) Demonstracao. 2.b
2.4
Pdgina 88 3.4 3.
1. =5 1. b 4.3) 16 b)1OU9
2. e 5. b 5. C
3.b 6. e 6.cC
4.3 . .
5.3 Pagina 113 Pagina 134
1.d 1.¢
6.2) 0,11111 b) ~ 5 e . i ,
9 3' 2. Triangulo retangulo com drea
. .a .
Pagina 94 4 b igual a 15 u.a.
1.¢ 5' c 3.3
2.b ] 6.b 4.b
-2 7 4 .
3.9)|-2 3 0 Pagina 116 5.2
Lo -2 0. 1.3 6.d
i T 2.k=-3e .
14 8 -2 Pagina 140
by| 8 5 —1 S={1;1-v2,1+2) 1gd
-2 -1 3 3.¢ |
5 4 3] a.c 2.e
Ogl6 5 7 5.b 3 (g 2_4)
L7 8 -5 6. ¢ "\5"5
4. c
‘. 4. ¢
5.d Pagina 119
6.d 1.3) —6 ) 16 5.b
- b) 1 d) -2 6. ¢
Pdagina 99 9 e> )
1.d ’ Pagina 143
3.413
2.¢c 4 d 1.e
3. _3 5 a 2. d
4. c 6. 3. d
5.3) m# —8,Vn € R (SPD) ’ 4'( 4+ (y — 4 = 16
- 3 Pagina 123 - X = y—4)y=
b) m = —-8en==(SPI
) 2 P 1.198 5. d
c)m=—8en¢%(5|) 2.¢ 6.2

O



Resolucao dos exercicios complementares

P4gina 5
1 E_a—1+a+1_a2—a+2
Tooa+1 o a—T a? —1
a-—1P+@+1Pp-(*-a+2)
@+1)-(@-1)
a?—-—2a+1+a°+2a+1—-a+a—-2
@+1)-(@a-1

:>E=( =

=t =

a-(a+1)
ERSTReE

1)

2
=E =1 3 -

a+1)-(a—1)
a
3 —

~E=

7
1 17,
22X+t —=A|X+—|=NMN>
X X
1,1 1
X

=S>x2+2-x- +F:)\2:>XZ+F+2:)\2:>

1

:>X2+F: N —2

3.m*-n2=13=m+n)-(M-n)=13-1=

:>m+n—13} M=7en=é
m-n=1

4. Sejam g e b esses nimeros naturais:
D=(@+by—-@ +b=
=a’+33b+3ab?+b* -3 -b>=
= 3a%b + 3ab? = 3ab(a + b)

Se aou b forem pares, teremos a - b par.

Como 3 vezes um numero par ¢ mdltiplo de 6, D é
multiplo de 6.

Se g e b forem impares, teremos (a + b) par.
Como 3 vezes um numero par ¢ mdltiplo de 6, D é
multiplo de 6.

e
W'w:(xw)k
y

=[1,25 + (—0,75)]2 = (0,5)2 = 0,25

6.
&, b2 \fa b )=
2, ﬂ[b+a ﬂ
_ (a“ + bt— 2a2b2] (az + b2 — 2abj
a’h? ab

O

o

_ (a“ — 2a%h? + b“j : (az —2ab + sz _
a?b? ab

_(@-b) (@a-by_[@-b}a+bJ ab

ab? " ab ath? (a-by
~(@—b)(a+by* ab  (a+b)
B (ab)? (@a—by  ab
Pagina 7
1.b

Sendo x o preco inicial do objeto, temos:
1,2 - 0,8x = 0,96x
Portanto, estd 4% mais barato.

2.d
Seja n o nimero de questdes.
Acertos:
20 + 36% de (n — 30) = 47,5% de n =
=20+ 0,36 -(n —30)=0475-n=
=20+ 036-n—-108=0,475-n=
=0,115-n=92 ..n= 80

3.5eja f, o fator de desconto que fard o preco re-
tornar ao valor inicial.
Assim:
;
1,25

V-1,25-f,=Vv=125-f =1=f =
fD = 0,80

Se o fator de desconto é 0,80, isso significa que se
deve calcular 80% do valor final para que se tenha

o valor inicial. Logo, o desconto que fara o preco da
mercadoria voltar ao valor inicial é de 20%.

4.d
1.0,7-3000 = 2100
Perdeu R$ 900,00 no primeiro meés.
Il. ﬂ
100

Recuperou R$ 360,00, ficando, entdo, com
2100 + 360 = R§ 2 460,00.

900 = 360



Assim:

X
2460—m-3000:>x—82

Ou seja: 2460 = 82% de 3000
Logo, houve um prejuizo de 18%.

.a
Seja V. o valor inicial e V, o valor final.
Assim:

= e S e A ) e 8 )
' 100 100 100

=V, =V -1,05-1,04-1,06=
=V, =V-1,15752 =

SV =V - [1 412022
| 100

Portanto, a inflacdo acumulada é de 15,752%.

. 5ejaR$ 10000,00 o total do empréstimo; ao final de
4 meses, a pessoa estard devendo:
a) na condicdo 1:
45,6
. 0 - = !
4-11,4% - 10000 700
= R$ 4560,00 de juros
R$ 14560,00.
b) na condicao 2:
C=10000(1,1)* = 10000 - 1,4641 =
= R$ 14641,00
Portanto, 0s juros cobrados na primeira condicao
fardo com que a divida seja menor em R$ 81,00.

- 10000 =

P4gina 10

1.e

Sejam x o numero de filhos do casal e y o nimero
de filhas. Portanto, cada filho tem (x — 1) irmdos e
y irmds; cada filha tem (y — 1) irmas e x irmdos.

{x—1=y
x=2(y—-1)
x=2(x—-1-1)

X =2(x —2)
X=2x—4
X=4

y=4-1=y=3
0 total de filhos e filhas é 7.

. Seja x o nimero pensado por Valéria.

Assim:

2X + 12
2

L X=9

=15=2x+12=30=2x=18

Valéria pensou no ndmero 9.

3.b

Seja x 0 nimero de amigos.
2X+25=3x—15=x=40

Logo, o nimero de amigos é 40 e o nimero de con-
vites é:

2x + 25 =2-40 + 25 =105

Temos:

4X = 4 - 40 = 160

Portanto, precisara de mais (160 — 105) =

= 55 convites.

.a

XX+y2+2Xy +X+y—-6=0=
SXF2XY+Y+X+Yy—-6=0=
=S>X+y)l+(x+y)—6=0
Fazendo x + y = m, temos:

.d

m= -3
M+m-6=0=m=_—1=2_.40U
m=2
Logo:
X +y = —3 (Ndo convém, pois x e y 530
ou numeros positivos.)
X+y=2
Na equacao dada, temos:

_ (=3 _3 I )
a+b= S =5ea b—2—1
Na equacdo procurada, temos:

3 7
(a+1)+(b+1)=a+b+2=7+2=?e
@+17)-(b+1)=ab+a+b+1=

3 3
——1+?+1—?

Assim:
@+1)+b+)="Te@+1)b+1)=2,aj

equacao pode ser:
2x2—=7x+3=0

. Fazendo x2 = m, temos: 4m? —3m — 1 =0

A= (=3 —4-4-(=1) =25

X_3i5
8
m=1=xX=T=x=1oux=—1
T a1 s .
= —— = —— (Ndo convém.
m, 7 =X 4( )
“S={-1,1}



P4gina 15

1. e

3x — 1
2

=7=3Xx—-1=14=3x=15=x=5

.e

Afuncdo f é representada por um segmento de reta
decrescente, pois o coeficiente angular é negativo.
Logo, o maior valor de x determinard a menor ima-
gem e vice-versa.

f()=1-+ K1) =1

2 2 S Im :|:%/ %i|
(-3)=1- 2 Sp-3=2
2 2

.b
Seja f a funcao dada por f(x) = ax + b.

f(0)=1+f(1)=b=1+a+b=a=—1

K—U=2—K®:—a+b=2—b:b=%
1

sf(x) = —x + >

() = -3+ - ((3) ===

.C

Seja a funcao que representa o dinheiro gasto (y)
em funcdo da quantidade de perfume produzida (x)
dada pela sentenca y = ax + b.

Observando o gréfico, temos:
a-0+b=20=b=20
a-10+b=190=2a=17
A alternativa a é falsa, pois, quando a empresa nao
produz, existe uma despesa fixa de R$ 20,00.

A alternativa b é falsa, pois, para produzir trés litros,
aempresa gastaR$ 71,00 (x =3 =y =17 -3 +
+ 20 = 71).

A alternativa d é falsa, de acordo com o gréfico.

A alternativa e é falsa, pois o custo adicional de um
litro é sempre igual, ja que o crescimento é linear.
A alternativa ¢ ¢ verdadeira, pois para produzir dois
litros a empresa gasta R$ 54,00 (x =2 =y =17 -
-2+ 20 = 54).

}.-.y=17x+20

.a) f(x) = 1000 + 10x
b) x = 20
f(20) = 1000 + 10 - 20
f(20) = 1000 + 200 = 1200
0 custo na producdo de 20 unidades é de
R$ 1200,00.

¢) y = 1000 + 10x
4000 = 1000 + 10x
10x = 3000
x = 300 unidades

d) Custo total (R$)

4000 |
12007
1000

20 300 Quantidade produzida

6. Sejam x 0 tempo da ligacdo em minutos e y o valor
a ser pago em reais.
Plano A:
y = 50 + 0,25x
Plano B:
y =40,5e 0 < x < 50
y =40 + 1,5 (x — 50), se x > 50
a) Plano A:
y =50+ 0,25 - 30 = R$ 57,50
Plano B:
y = R$ 40,00

b) v, >v,
40 + 1,5 (x — 50) > 50 + 0,25x =
=40 + 1,5x — 75> 50 + 0,25x =
= 1,25x > 85 = x > 68

Pagina 18
1.d

-2\ 0 2 X
=5

A melhor maneira de se resolver esse exercicio é
trabalhar com o trindmio do 22 grau na sua forma
fatorada, ou seja:

f(x) =ax?+bx+c=a-(x—x) (x—x,)
Assim, teremos:

fx) =a-(x—x) - (x—x,)=f(x)=
=a-(x—2)-(x+2)y=>f(x)=a-(x2—4)

(0)=-5=-4-a=-52a=">=

:ﬂ@z%-&—@gﬂ@z%-ﬁ—s



2.d

N(t) = 0,1t2 — 4t + 90
Coordenadas do vértice:
abscissa (temperatura)
(-=-b__4
v 2a 02
y,=0,1-202—4-20+ 90

y, = 40 — 80 + 90 = 50

Temperatura de 20 °C e nimero minimo de bati-
mentos igual a 50.

= 20 batimentos

. C

=<V

a>0=>m—-1>0..m>1
A<0=02m)3?—-4-(mMm—-1)-3Bm)<0=
= -2m*+3m<0

3
.-.m<00um>?

. - 3
Pela interseccao, temos: m > >

.C

AG) = 4-8 - [xésj_(s—zx)z. (4=x _

=A(X) = —x> + 4x + 16

_, e -4-(=1)-16] _
max. YV 4.(_1> "Améx._zo

A

.{2x+1>3x—2
X2 —6Xx+8<0

L2X+1>3X—2=2X—3x> -2 — 1
-x>-=3 (=1)
X<3

Logo, temos apenas um numero inteiro, que é o 2.

6.

X
20 —2x 2X
(20— 2x) - x
B 2

y = 10x — x?

y = —x*+ 10x

« = -10
=2

X, =5..AM=5cm

v

P4gina 21

1.e

(x4)

Y/
F— =Ml - =2 - K=

=96=3 - 4=96=24=32=22=2=

5
:>2x—5..x—2
X%:&:ﬁzﬁ,ﬂzﬂ
2 2 V2 2
2.d
3Xe3+2y=2v.22 — 3 4.3x=3.2 1_3_1
B IO TP T
Como x e y sdo inteiros, temos:
x=Tley=2
L 3¥=3"=3
3.¢
Xy:yx X
X = (2y) =y"=
VZZ:}XZZV

S22y =y -y 2=y . . y=2ex=4
Logo:5x —y=5-4—-2 ... 5x—y =18

4.c
4+ 3y =43
{4*—3V=—11
2 =324 =164=42=Xx=2
De 4 + 3Y = 43, temos:
424+ 3y=43=3y=43 - 16>
=S>I=27T=2F=3F=y=3
X+ty=2+3=5

5.e

1 1
3y = V)3 = 43 Yy = _— = —
1 =64 () = A5 =4 =



6.3 6.d

r 3 2 3 l0g, (9*—2)=x=2¥-2=3=29%-3-2=0=
< s <1523 3
2 2 2 X 2 =(3)2-3-2=0
2,3 _ x4, Fazendo 3* = m, vem:
X772 2X m-m-2=0=m=-loum=2
777777 B {m = —1=3*= —1(Nao convém.)
,,,,,, %%,,ﬁH m=2=3=2.x-=log,?2
+ i - f+
%4 0 P4ginas 25 e 26
- _4 1.b
S=XERIXx<ZToux>0 f(b) = flg@)] =2-9(@) —2=2-(-a+3) -2
0 menor nimero inteiro positivo que é solucdo da - f(b)=—2a+4
inequacao é o 1. 2. ¢
f(f(f(2))) = f(f(5) =f(5-4)=f(1)=3"=3
Pagina 23
b 3.d
f(x) =ax +b
¥2) = \/—:>28—22:>§ %‘.X=4 Em (0, —2), temos: b = —2
1 . = 2=
Iog4(4x/§)=y:>4yz(4x/—) = 3. 97 ina(z_,(;),temos.ZawLb 0=>23-2=0=>
: -
:ZZyzzszy:%,-,y:% Portanto: f(x) = x — 2
g(x) = x +d
2. ¢ Em (0, 4), temos: d = 4
) Em (2, 0), temos: 2c +d = 0=2c +4=0=
Lx—1>0=x>1 =2
LXx—=1#1=x#2 Portanto: g(x) = —2x + 4
N.x2=2x—-3>0=>x<-10ux>3 f(g(x)) = f(=2x +4) = —2x +4 -2 = =2x + 2
CE:{xeR|x>3} 0 gréfico de f(g(x)) é o da alternativa d.
3. Seja b a base do logaritmo. 4.3 1
Assim: f(x) = X+1:>y=x+1=>y'(x+1):1=>
log 2 = 35b3=2 pe=3 L, - 17y
b 8 23 =Yy x+y—1:>y X = 1—y:>x T:}
3 2 2 a1 X 1
3= ]2 3= £ =< =y '==-- X —1
=b [Zj =b [3] =b 3 y X f=(x) =
5.3
a.d T P S NV Sk SINVIVNEE AP VIR
I.log, V27 = log =3 X3 X3
e 3 2 Sy X—3y=2X—-4=y-x—-2Xx=3y-4=
II.log_m =1 :>(y—2)-x=3y—4:>x=3y_24
.log1=0 - V4‘
IV, 2310525 = 23 . 2055 = 8- 5 = 40 =Y E I 1()—
Entdo: Bzcof—Df_1—R {2}..a—2
3 35
>+ 1-0+40-25== 6. b
+9
5.d K= 9= Cox =
3
I X—3:125:>G] =125:>l=5:>x=l Entdo:

X 5
1 1 —
322 =y=> (B2 =y= () =y=y=2 f(o) =




c+9

¥=7

Trocando ¢ por y e y por ¢, vem:
c=y;9:>y=2c—9

wf () =2c-9

(0 == =20-9=c+9=dc—18=

=3=27=c=9

Pagina 29
1.d

X=y+60°=>x—y=060°

2.d

X—1<2X+14+10=x>—-12
2X+T<Xx—1T4+10=2x<38 X€{4567}
10<2x+1+x—1:>x>?

3.b

D

No AABD, temos: 120° = 2x + X .. X = 40°

4. Observe a figura:
E

VAN

B C

X é externo ao AADX =med(X) = med(A) + med(D)
Y é externo ao ABEY = med(Y) = med(B) + med(E)
No AXYC, temos:

med(X) + med(Y) + med(C) = 180°

. med(A) + med(B) + med(C) + med(D) + med(E) =
= 180°

Pagina 32

5.d D

Chamemos de x cada angulo
assinalado e de y o angulo

BDE. £
X
y
A . B C
0 triangulo BDE é isésceles de base BE.
.. med(BED) = x

Como o triangulo ABD ¢ isosceles de base AD, temos:
med(BAD) =y

No triangulo ABD, x é um angulo externo.

Assim: x = 2y (1)

No triangulo BDE, temos: 2x + y = 180° (Il)

Substituindo (1) em (1I), temos:
2X+y=180°=2-2y +y=180°=5y =180° =
=>y=36°ex=172°

0 angulo AEB mede 180° — x = 180° — 72° = 108°

. Seja x 0 angulo interno desse poligono que nao foi

incluido na soma.
. 0° < x < 180°
Il.2004° + x = (n — 2) - 180° =
=2004° + x = 180n — 360° =
=2364° + x =180n = x = 180n — 2364°
De I, temos:
0° < 180n — 2364 < 180°
2364° < 180N < 2544° = 13,13 < n < 14,13
ComoneNen>2 temosn = 14.
Portanto, o poligono possui 14 lados.

0B = 0C = raio = O triangulo 0BC é is6sceles:
med(0(B) = med(0BC) = 35°
med(BOC) + 35° + 35° = 180° = med(BOC) = 110°
med(BOC) _ 110°

> = S X

med(BAC) = 5

= 55°

.d

Observe a figura:

med(ABO) = 180° — 80° — 40° = 60°



3.b

Se ACB mede 62°, entdo 0 arco AB mede: 2 - 62° =

= 124°
med(AC) + med(BC) + med(AB) = 360° =
= 130° + med(BC) + 124° = 360° =

med(8C) _

= med(BC) = 106° e x = 53°

38° + 45° + 18° + med(D) = 180°
med(D) = 79°

med(D) = med(C) = 79° (“Enxergam” 0 mesmo

arco.)
5.¢
y = Med(AC) 16 d(AT) = 100°

2
B = med(AB) = 150°

med(BC) = 360° — med(AB) — med(AC)
med(BC) = 360° — 150° — 100°

med(BC) = 110°

20 + med(BC) = 180° =2« + 110° = 180° =
=20 = 70° =>a = 35°

6.d
med(ADC ACD
_ (ADC) oy — med(ACD) .
2 2
360° + 60°
:>x+y=f.-.x+y=210°
Pagina 35
1.e
4
4 4
I I 6 I 1
7 ‘ : |

0s triangulos | e Il sao semelhantes.

.d

4 L
Poste 15%
2 X
x*2z_ X =4x=15x+3=2,5x=3 . x=1,20m
4 1,5
i:—:i
2 X y
x=2
2
y=3
‘ 5 5 15
Perimetro: 2 + — +3 =5+ —=—
2 2 2

i C

BD+4 8 8.8
-8 .gp4+4=-838
8 4= 4
—BD+4=16 - BD = 12

.e

Chamemos x o lado BC.

& X L ix—xe=18=x— 11X+ 18 =0

M-=x 3
A=121-72=49

11+7
X =

2

X, =2
X, =9

As medidas possiveis sdo 2 dm e 9 dm.



6.3

Observe a figura a sequir:

30m

X

50m

16 m
16 _80 1630
X 30 80
Portanto, sendo x o diametro do disco voador, o raio é
de 3 m.

=X=6m

Paginas 37 e 38
1. ¢

Seja d o deslocamento do pé da escada.

]
-
0,4m| 1|
-

- Escada: 2,5 m
——
-
a| [T
-
-
-

0,7m d

@+ 0,4)2 + (0,7) = (2,52 = (a + 0,4)2 = 5,76 =
=a+04=24..a=20

(d+0,7)2+a2=(2,5)2=(d+0,7)2 + (2,02 = (2,5)=
=(d+0,7)?=225=d+07=15..d=08m

.3

Sejam g, b e coslados dos triangulos coma >b > c.
Sendo assim, o maior quadrado tem lado a.
Sabemos, pelo teorema de Pitagoras, que a> = b? + ¢
Temos, pelo enunciado do exercicio, que: a> + b? +
+ 2 = 18.Isso implica: b? + ¢ = 18 — a%
Substituindo na equacao anterior, temos:
A=18-23a=22=18=

= a2 = 9 (4rea do maior quadrado)

.b

A 4 B
<
3 3
E
D C

Por Pitagoras, temos: BD = 5

Das relacdes métricas no triangulo retangulo, vem:

32=5-DE:>DE=%

Da mesma forma: BF = %

BD = DE + EF + FB
9 9 18 7
5=2 tEF+2spF=5- =L
5 5 5 5

= EF=1,4

. Observe a figura:

26 cm 26 cm
b

h

o
B 10 M 10 C

Aplicando Pitagoras no triangulo AMC, temos:
267 = b? + 102

b? = 576

b=24

Da relacao bc = ah, temos no triangulo ABM que:
10-b=26-h

10-24=26-h
h=240_120
26 13
B
3o4 O
d
P
d
A ¢

0s triangulos ACP e QCP sdo congruentes (dois
triangulos retangulos com a mesma hipotenusa e
dois catetos de mesma medida).

Assim:

«AC=QC=4=BQ=1
«PA=PQ=d=BP=3-d

No triangulo retangulo PBQ, temos:

(PQ)?* + (BQ? = (PB=d*+12=(3 - d)*=
Sd+1=9-6d+d6d=8 . d=>

A distancia de AP é %

6.3

(BG)? = (AG)? + (AB)? = (BG)? = a? + a? =BG = a2
(CG)? = (BG)? + (BC)? = (CG)? = 2a% + a2 = (G = a3



(DG)? = (CG)? + ((D)?= (DG)? = 38’ + a*= DG = 2a 5. Sejam os segmentos A’B’ e C'D’ perpendiculares as

(EG)? = (DG)? + (DE)? = (EG)? = 42’ + > = EG = aV/5 cordas (D e AB, respectivamente, interceptando-as
(EG) - (DF) = (DG) - (DE) = a5 -x = 23 - 3 = perpendicularmente e passlando pelo ponto m,edlo
2E - 3 de cada uma delas e também pelo centro do circu-
-2 2 y5 2503 lo. Temos:
5 V5 s > (PA) - (PB) = (PC) - (PD) =2 -6 =2 - (PD) .. PD = 6
. Portanto, as cordas AB e (D tém medida igual a 8
Pagina 40 e seus respectivos pontos médios dividem-nas em
1.¢ dois segmentos com medida 4 cada um deles.
Seja AE = x e, assim, AC = 4x. Pela figura a sequir, temos um triangulo retangulo
CE = AC — AE = CE = 3x de catetos 2 e 4 e hipotenusa igual ao raio R do
Tem-se: circulo.

(AE) - (CE) = (BE) - (DE) =
=X-3X=8-6=3x=48=
=>X=16=>x=4wm

Sendo AC = 4x, conclui-se que AC é igual a 16 cm.

2.b
Observe a figura:

Assim:
A B R2=22+4 =R =20..R=2V5

6. ¢C
5 Observe a figura:
Temos: CE=ED e
AE - EB = CE - ED
3=(2=(CE=+3
(D=2-CE=2J3

8—x+7—-—x=9

3. 0 comprimento de AR = 8
Seja AR = x
(AR) - (AP) = (AT’ = x - (x + 10) = 12 = 7-x
x = —18 (Nao convém.)
=x2+ 10x —144=070u
x=8. .AR=38

P4gina 44
4.d

Sejam (D o diametro e AB a corda cujo comprimen- 1.5, = % - (AB) - (BC) - sen 45° =
to deverd ser determinado. ; NG
:»sABC=74-J§ o S = 2

A ABC
X 2.d
0 5 BE (AD)? = (AB)2 + (BD)?= (AD)? = 42 + 32 =AD = 5
0 Sejam BC = h e (D = 2r. Assim, AC= 2R = 5 — 2r.
X
B

(AE) - (BE) = (CE) - (DE) =
=X X=8'2=>xX=16=>x=4
Sendo AB = 2x, conclui-se que a corda AB tem com- \

primento igual a 8 cm. A 52 C 2 D




h2+(5—2r2=4
h? + (2r)? = 32
{hz + 25— 201 + 4,2 = 16 (1)

h + a2 = 9 0
De () e (I): 9 + 25 — 20 = 16 = 20r = 18 =
=

10 9 16
R=5-222R=5-2-—p=10
= 0 "7 70

2 2
S = |17 (S]] 1w (2]] -
sombreada 2 2 2 10
s _1 [5)2_[1)2_ [m)
sombreada 2 2 10 10

s :l.ﬁ.[@_5_8_1_@)
sombreada 2 100 100 100
_ 1 288 B
sombreada 5 T m o SSOmbreada - 1/44 ©
3.¢
Figura 1
9
C
a b
25
Figura 2

15

a

15
S, =S5 =(=25-9
L {=5-3=15cm
l.a+b=25
Da figura Il, temos: a = 15
Logo, b = 10; e, ainda pela figura II, temos: ¢ = 6
Area = % =30 cm?

4. ¢
Observe a figura:

0 triangulo OBD é equildtero:

ERRE]
BC =22 =22
2 2
2 2
AC=3
2
_AC-BC _ 3 V3 133
T2 2 s
X
6
X
X 8 X

(2x +8) - (2x + 6) = 120 =
=S54 +2X-6+2x-8+6-8=120=>
=432+ 28x—72=0=

x = —9 (Ndo convém.)
=x2+7x —18=0=]0u

x =2 (m)

6.C

Sejam a a medida do lado do quadrado maior e b a
medida do lado do quadrado menor.

Sabemos que BE = 4, ou seja, (a — b) = 4. Temos,
também, 3> — b? = 56 (diferenca entre as 4reas).

Assim:
(@a—-b)-(@a+b)=56=4-(a+b)=5=
=a+b=14
a_b:4}:>a=9eb=5

a+b=14

Seja S a area do triangulo.

s=(M) (B _yg-3b_g_95.¢-225
2 2 2
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1.

n+1
d=J(n—12+n+(n+1)2 =14 =

=/m-2n+1+n+n+2n+1=




. 1 € € _
V14 =32 +2=32+2 = 14=3n2=12 = AsSIM: V= 2- e oo =
=Sn=4.n=2
As dimensoes desse paralelepipedo reto-retangulo 6. Seja V, 0 volume da piramide EABCD e V, 0 volume
530 1m, 2 m e 3 m. Assim: da piramide EA'B'C'D".
V=1-2-3..V=6m3 Temos:
LV =".6-3-6=36m
2.d 3
3¢ =x=2=3x—x—-22=0 a) Os triangulos EAB e EA'B’ sdo semelhantes.
2 éraizdaequacdo, pois3-22—2—-22=0..x=2 Dai, temos:
h—-H_6-4_2 1
3- a - = = =
h 6 6 3
0V [h—_HT:ﬁ _ (ijgﬁ _ 1
) v h vi 3)7 v 27
C Substituindo (1) em (II), temos:
m ﬁ:i:vllzﬁzicm:;
B 36 27 27 3
N V23 6 b) 0 volume V, do tronco é dado por:
m=-—ea= =a=——
2 2 2 4 108—-4 104
V=V-V=36—-—=—"=—7-@m3
\/E 2 6 2 T | Il 3 3 3
H?2 + m? = a2 = H? +[TJ 2[7] =
P4gina 54
SH 4+ =3 Sw=1.H=V1 9

1.b

a.d ——

——————————————

i i H = 6V6 cm?
30am | 14.am
T 34 cm "37 %
=0an .1 78cm
Viao = AD-h =36 V6 -m=m-R-6J6 =
V=A,. -h=V=(14-34)-8 . V=3808 cm’
SR =6..R=1V6
5. ABCD ¢ um quadrado de diagonal €. Aol = Ao T2 A =
Sendo AD = (D = BC = AB e aplicando Pitdgoras no —A, =27 R-H+2m R=
triangulo retangulo ADC, temos:
2 2 2 2 2 b 62 :A‘O‘a'ZZF‘T'R'(H—’—R):}
C=x+x=222=¢ :>x—7:>x—7 :Atotmzz'"'*/g'(é*/g”LJg):}
8 = A, = 84mwm?
2.d
) B
A ¢ C

2h

0 volume do octaedro é igual ao volume de duas
piramides quadrangulares de base quadrada de X
= . 2 = 2,
aresta x = th e altura ﬁ. V, = m- 4xh Vy =’ - 2h
2 2 V,=2-2mx*h V, = 2mx*h




A tem o dobro de volume de B, logo A deveria cus- h+6 4

tar o dobro de B. h 2
I (V) 2(h + 6) = 4h =
1. (V) =>h=6meH=12cm
M. (V) v.=ax2-4h =4nxth =V
(V) Vy =m T » V=V__ v A T EIr o NN
V. (F) cone maior conemenor 3 3
1
.d :>V=§'1T'(R2'H—r2'h):>
Observe a figura:
) :>V=%-3-(42-12—22-6)
V=168 cm3
/\\ 2
6.3
. Observe as figuras:
I. 2r = diagonal do quadrado de lado 2 9
l.
a=22=r1=12 /\
Il.h=2 -
. A, = drea lateral = 2zrh \/
A =2m-2-2
A = 4m2 Il Y
C ; h=2r
[ In
g=2r , g _\&“
h ,/,
! V=18m=
o L . :>l1Tf2'2[=181T:>
No cone equildtero, a geratriz é igual ao diametro 3
da base, ou seja, g = 2r. P =27=
Alateral:Tr'r'g:>Alateral:Tr'r'zr:> :>r=3cm
= Ao = TP = 21 =128 = 5. =4readocubo = 6(2r)? =6 -4 =24 -9 =216 cm?
?=64.1=8m .
- Pagina 57
.3 1.e p
h 3/ h 1
H 2 cm
X B 6 —X
6 C D B
4am No triangulo ACD, temos:

3¥=h+x=h2=9 —x
No triangulo ABD, temos:

0 volume maximo de liquido que pode conter a xi- B =h +(6-x2=h=16—(6—x)* ~ 9 —x2 =

cara é a diferenca de volumes de dois cones — =16 — (6 — X)?

0 maior, que tem raio da base igual a R = 4 cm 9— ¥ =16 —36 + 12X —X*
e altura H = 12, e 0 menor, que tem raio da base 9 =—-20 +12x

r=2cm e altura h = 2 cm —, valores obtidos 12x =29

usando-se semelhanca de triangulos, como vemos _29

. . X =
nas figuras acima. 12



2.3
(AB)? + (BC)2 = (AC)? = (AB)? + 52 = 132 =

2 . -
= (AB)? =144 .. AB = 12 c0s60° =LE 1 =1 L pp—okm

tg 60°=%:>J§=$:>EF=1,7km

Y L2 DF ~ 2 DF
cos (BAQ) =— cos (BAQ) = —
(BAQ) =3¢ = s (BAO =3 ¢
3.d
60° i
B 3 C
3 .13
(05 60°=—"=—=—"=BF =6km
BF ~ 2 BF
tg3e =N 3 __h 173 h BD =BF-DF =6 —2 =4km
2+h =3 2+h =3 2+h - BD =4km e EF =1,7 km

=3,46 +1,73h =3h=1,27h =3,46 = h =2,7km
b) A pessoa percorreu:

4.b 2+4+1+1,7+3,3)km =12 km
y=4+08-12=R$13,60

H
60°

H HQ@ 60°
60° B 40 m 1.a

30° (1) <

Paginas 59 e 60

No triangulo 1, 0 angulo formado entre a horizontal
e a linha de visao do observador mede 30° e, as- e 452 R
sim, 0 angulo consecutivo dele, no triangulo 2, mede

. - . S BC AC 3 b
60°. Observa-se, entdo, que o triangulo 2 é equildtero =
e, por isso, a altura H, do prédio, é a hipotenusa do

— = —= =
senA  senB ~sen45° sen30°

triangulo 1. =3 -sen 30° =b-sen 45° =
Assim: :a-l:b-ﬁzazbﬁ
sen300=2040_1 h_gom 2 g

H H 27 a+b=1+2=bV2+b=1+V2=

=b-V2+1)=14+V2=b=1.a=\2

2.3

V6)=(2V3/+(3+V3/-2-(23)-3+3)-cosa =

6. 3) F =6=12+9+6/3+3— (123 +12)-cosa =

=123 +12) - cosa =18 + 643 =

—12-3 +1) -c0sa=6-3+3)=
6-3+v3) V3 -1

5 =05 a = .

A .. 2B o




.d

:>c05a=6'(3£_3j3_ﬁ):> 12,£
12-[W3) =12 oy 12 R
123 2
=5 =" "=
=>x=12{2=x=17m
—5 (0S o = ﬁ o =30° Como a escala estad na proporcao 1: 10000, temos:
17 - 10000 = 170000 cm ou 1,7 km
6. C
Casa
\ X \80
8 \\
\\
Pela lei dos cossenos, temos: 600%
X2 =62+8—2-6-8-c0s120° Bomba 50 Caixa-d'4gua
X2 =36 + 64 — 96 .[_l] Pela lei dos cossenos, temos:
2 X2 =502 + 802 — 2 - 50 - 80 - c0S 60°
X =100 1 48 =148 = 2 = 2500 + 6400 — 8000 -
X = + J— - —
=x =2V37 2
x2 =8900 — 4000 =4900 = x =70 km
Pagina 64
1.2) 2T =2 180 _ 4955
8 8
b) 180° T
215° X
= 180° -x =215° -1
2 =N3+22-2-2-J3 -c0s 30° =
5 oy = 215° 1
L @=3+4-43 B4 180°
g : x=43—ﬂrad
=a=1.3a=1 N 36
b2={3f+22—2-2-V3 -cos 150° = 2.3
—br=3 +4—4\/§-{—§J:>b2=13:.b=x/ﬁ

Perimetro: 2p =2a +2b .. 2p =2 + 2V13

.e

0 angulo formado pelos ponteiros serd de 120° + «,
em que « é o deslocamento do ponteiro das horas
em 45 minutos. Fazendo uma regra de trés para o
ponteiro menor, temos:

Minuto Angulo
60 30°
Pela lei dos senos, temos: 45 a
X 12 o =22,5°

=
sen 45° sen 30° 120°+ 22,5° = 142,5° = 142° 30’



3.¢c

%<6 <

Lembrando que cos % =0ecosmT=—1:

L3m=1
4

—-1<sH<0= —1 0=

= -4<3m-1<0=

:>—3<3m<1:>—1<m<l

16
4.5e’X + 0’ X =1=0’xX=1——=

25

= (08’ X = %:cos X = % (12 quadrante) ou

os X = %3(29 quadrante)

4
g x = SENX _ 5 __4
€0s X

sen x +1+cosx:sen2x+(1+cosx)2:
1 4 €os x sen x (1 + cos x) - sen x
_sen !X+ 1+2-C05X +C0s2X

- (1 + cos X) - sen x -

_ 242-c05x _  2-(1+c5x) _ 2
~ (1+cosx)-senx (1+cosx)-senx  senx

6.C

_ , (1Y
senx—cosx—3:>(senx—cosx) =53] =

;
:>sen2x—2-senx-cosx+coszx=1:>

=1 —2-senx-cosx=%:>

3 3
= —2-SeNn X -C0SX =—-— .. Sen X - C0Ss X = —
4 8
Pagina 67
1.d
sen2x+coszx=1:>sen2x+22_5:1:>
2 _— 2
=>serx=1-—=
25
:>sen2x=§:>senx:_ﬁ
25 5

_senx _ 23 _ 46
€0S X 2 2

tg x

;
1+ —secx =
€052 X - €0sseC® X

1

1

- 1T x|
OS2 X - ——— X
sen? x
_ sen’x 1 _ cos’x+sen*x —1 _
€0S? X €0S? X €0S? X
1-1
= :0
€0S2 X
3.d
1—1tg*x

€0s* X — sen* x

(1 +1tg2x) - (1 —tg*x)

~ (cos2x + sen? x) - (cos? X — sen?x)

sen’x C0S*X —Sen?x
(secx) - {1 - cossz (sec?x)- (7(052 . J
~ (costx —sen?x)  (cos?x — sen?X)
_ €082 X — sen? X 1 _
= (SeCZ X) . . =
(cos? x) (cos? x — sen? x)
;
= (sec?x) - ——— =(sec®x) -(sec*>x) =sec*x
(58C) - ooy = (580 ~(sechy)
4.d
_ Cosx  _ €0S X _
tg x +secx sen X 1
0SX  (0SX
€0S X €082 X

 1+senx 1+senx

0s X

_1-—sen’x _ (1—senx)-(1 tsefx) _

1+ senx

—1-senx=1-—+=
2

1

sen x)

5.d
_sen?x (0S2 X — sen?x
1—1g°x 02X €0S% X _
1—sec2x ., 1 cosx—1
0s? X 0% X

€0s2 X — sen?x

€0S2 X — sen?x

s2x—1  €OS2X — (sen? x + C0S2X)
—sen’x +¢os’x _ —sen’x 0S°X
—sen? x —sen’x  —sen?x
=1 — cotg? x
6.V-V-F-F
I. (V)sec®x -cosx—cotg x-senx =
S X
=———-(0SX — “senx =
0s? X X
1 —cos* X
= —OSX=—T__—=
€0S X €os X
sen’x _ senx-senx
= = =senx-tgx
€0S X €0S X



. (V)cossec’x-senx —secx -cotgx +cotg x -cosx = 4. c

1 SX  COS X sen?x —2¢0s*x =0=(1—c0s?x) —2¢os*x=0=
= senx — . “C0S X = _ Iy _ eac _
sen? x C0SX Ssenx  senx = —20s'x — s’ x+1=0=
1 1 C0S?X _ COS X * COS X = 2cstx+ oS x —1=0=
“senx senx  senx  senx =OExX=m=2mi+m-1=0=
-1=
= (0S X - cotg x =m=—) :>m=—1oum=%
lll. (F) De I e II, temos: m = —1=c0s?x = —1 (Ndo convém.)
senx-tgx _ tg’x _
cosx-cotgx 1 =1g°x = m=%:>coszx=%:>cosx=gou
tg x
’ COSXZ—Q
IV. (F) sec x - cotg x + cotg x - €0S X = 2
= cotg x - (sec X + €0s X) = No intervalo [0; 2], tem-se:
€0s X 1
- senx'[cosx+cossz cosx=g:>x=%oux=77'"
_cosx  (1+cos’x) 1+ cos’x 2 3 5o
~ senx cosx  senx  en¥ OSX=——"=X=" oux="r
As raizes sio . 3T 2T IT (ong del
Pagina 69 .sralzes 580 -, =,/ =, €~ sendo asoma delas
igual a 4.
1.d
sen’x — cos?x =0 5. 1. senx >
sen? x = cos? x 2
sen? X .
——— = 1(cos x # 0, pois sen 0° # cos 0°) =
€0s? X
=>tgPx=1=tgx==%1
g=|m 3m 5w Imw
4" 4’ 4’ 4
Portanto, 4 solucdes. Ty 2T
6 6
2. Temos: sen x = \5, para 0 < x < 2m. ;
2 Il cos x = — -
3w 2 3
\ 1
12 \o
i A
\/}n
g—|m 3m T
4’ 4 3
O=x=T ou2T <x<2m
3.¢ 3
-1+3 De (1) e (1), verificamos que as duas desigualdades
2-0052X+CsXx—1=0=0sX= = N e . T T
4 sao satisfeitas no intervalo [0; 2], < <X s 3
(OSX=—-1=>x=mw
= ou 6.d
€0s -1 =T _Eu 1 1 1
X=5=X=z0x== |cosx|<?:>—?<cosx<[?]

. 1
Assim, temos a soma: % 2T =3y l. cosx < >

3



Il cosx> ——
2

De | N II, temos:

3.d
sen x + ¢os x = m = (sen x + ¢os x)? = m? =
=sen’Xx+2-senx - cosx + 0s’Xx =m? =
= 2-Sen X - C0SX + sen’x + 02X = M’ =
=sen (2x) + 1 =m? .. sen (2x) = m? — 1

4.d
sen2x +senx=0=

dhY

=2senx-cosx+senx=0=
=senx-(2cosx+ 1) =0
Zn Y l.senx=0=>Xx=00UX=1r
: 1 2 47
| lceosx = ———=x=“Toyx = 2
/f"\ 2 3 3
; > As solucdes no intervalo [0; 7] sdo [0; ZTﬂ; 17], um
\Q\v’/ total de 3.
Az 5.d
3
V3 -senx + cosx =k -3 x[%j
2w yp senx-§+l-cosx=¥:>
3 3 _
/“\\ :>senx-cos30°+sen30°-cosx=¥:>
= sen (x+30°)=u
: | X .
\MJ Assim:
L kT30 ko322
3 3

S={xeR|1<x<2—“ou4—“<x<5—“} . .
3 3 3 3 0s possiveis valores inteiros de ksdo 1,2, 3,4 e 5,
No intervalo [0; %] temos: cuja soma € 15.
6.d
5= ]% %] (cos x + cos y)? + (sen x + seny)? =
. = (0S?X + 2 C0S X - COSY + COS?y + sen?x +
Pagina 71 +2senx-seny + sen’y =
1. e =24+2C0SX-COSYy+2senx-seny =
sa=08esenp =06 =2(1+coSx-cosy+ senx-seny) =
Aplicando a relacdo fundamental, encontramos: = 2[1+ cos (x — y)] = 2(1 + cos 60°) =
sena=06ewsp=-08(aE12Qep E20Q) :2{1 +lJ:2.i:3
sen (o + B) = sena - 0SB + sen B - 0s o= 2 2
= 0,6-(—0,8) + 0,6-0,8=0 Pagina 74
2. E = sen 75° + ¢os 105° = 1.?x!)2=36

= E = sen (45° + 30°) + cos (45° + 60°) =
= E = (sen 45° - cos 30° + sen 30° - cos 45°) +
+ (c0s 45° - cos 60° — sen 45° - sen 60°) =

=Et=

=E

=E

X'=6=x=3

(n+ 1) (n+1)-n! _
Q.£+l.ﬁj+[ﬁ.l_£.ﬁ]: T
202 22)2 2 2 2 Sn+1=9.n=8
~Je+V2 2-16 _ 138! o,
== T = b) b.,, 1301 (1372 - 4) >
138!

_J6+V2+V2-V6 _ 22 V2

E= F = =b

=———-(137-2)- (137 + 2) =
4 4 o 2 137 139'138' ( ) ( )



=b, =——-135-139 b =135

139
00
Entdo:
() (g -9
4.3 [Zn] o
(Zn”]X'[nZ”J:X[;‘nfxn(’z;;j
n-1 (=1t~ (n+17)!
:X:(”EQKT@@$1>~X=E%J-
5.3

. 5X =X+ 8=24Xx=8=x=2
. 5X +X+8=26=26Xx=18=x =3
LX=20Uux=3

6.3
3+5=k+2=k=6

Pagina 76
1.a 0 0.9
_[10].ys. 7o 1 5_—10-
TS[]X(U 7031 3.2
= —120x3
2.b
1y 5 (1
= = [{) e [ =
=T = i]'xz(s_k)'(x‘3)k:>
5 _ _ _ (5 _
:>TK+1:[k].X1o 2, y=3k "'TK+1_[k]'Xm sk

Devemos ter: 10 — 5k =0=k =2

Logo, o termo independente de x é o 32 termo des-

se desenvolvimento.

3.d

Para determinacao da soma dos coeficientes numé-
ricos, devemos fazer a variavel x iqual a 1. Assim:

8
Soma dos coeficientes = [3 -(1)? = L} =

(1)
—(3-2p=1=1
a.b
26

(T+x)*=T ., = [kj-ﬂﬁ‘k-xk

Ainda:

cek+1=2r+1=k=2r=T —[22?

2a+1

J. 126—2r.X2r

ck+1=r+3=k=r+2=

=T .,= (r 162]. 126-1-2. yi+2

Devemos ter T =T entao:

aA+1° T+
[26}_(26}
) U+2
Assim:
2A=1+2=1=2

ou
2W+T1+2=26=23=24=1r=28

.e

10 —1\10-
Tp+‘| = 0 S (x7TTY10P (=3)P - (x*)P
10 -10+p+
Tp+‘| = CxXTW0Hp 4D (_3)p
P
10 -
Tp+1 = p SXP 0 (=3)P

5p—-10=0=5p=10=>p=2

10
T3=[2]-(—3)2=45-9=405

.d

O bindmio possui 5 + 1 = 6 termos, e a soma
de seus coeficientes é dada por: (12 — 3 - 1)° =
=(—-2)°=-32
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1.2

1 1
log N=k-log N=+——=k - —=
gi . 9 log,, a log,, b
il‘)gw —k=log b=k..b=a
0g, a 2

.d

De log, A + log, B = 2, vem:
log, (A-B)=2=A-B=4()
Do enunciado, temos:

A—256=A=256-8 (I)

Substituindo (I1) em (1), temos:

A-B=4:>256-B-B=4:>82=61—4:>

:>B>0:>B=% e A=256%:>A=32

Temos, também:

A+B=N3+ =N o5 i1=Nno
8 83

= N = 257



3.3
log, x + log,y =1=log, (x-y)=1..x-y=3

_3x— 12 (3x—12>
y=—F—=X'|\—¢—/]=3=

5 5
:>3x2—12x—15=0:>x=%
x = —1 (Ndo convém.)
ou
x=5:>y=i

5
log 8 log9 log343 _
log3 log7 log2
_log2® log3? log7® _
~log3 log7 log2

3log 2 - 2log 3 - 3log 7

4.log, 8 - log, 9 - log, 343 =

= Tlog3-log7-log2 > 23718
5.e
Iog4x=logz3:>:ggzz =log,3 =

2
=log,x=2"log,3 =
=log,x=l0g,3?=>x=9
Observacao: Em uma hora, temos 120 intervalos
de 30 sequndos.
(9 gotas) x (0,3 mL) X 120 = 324 mL de soro por
hora

6. Soma = 14 (02 + 04 + 08)
1

(01) (F) log ¥a = log a5 = % log a

: _log3 'loga _
(02) (V) log, 3 - log, a loga Tog3 1
(04) (V) log, 4 + log, 9 = log, (4-9) =

= log, (36) = 2log_ 6

(08) (V) 1093 = 3 (Consequéncia da definicao)
(16) (F) l0g,, 5 = B =~ -log, 5 = B =

:%~A=B$A=ZB

Pagina 82

1. ¢
As solucdes da equacdo x* — 2x = log,, x sdo as
intersecdes dos graficos de f(x) e g(x).
Assim, observamos que existem duas solucdes po-
sitivas.

2. L(x) = log,, (100 + x) + k
a) Lx)=0ex=0
log,, (100) + k = 0 = log,; 100 = -k =
=-k=2=k=-2

b) L(x) = 1 (mil reais)
1 =1log (100 + x) + k=
= 1=log (100 + x) — 2 =
=log (100 + x) =3 =
= 100 + x = 1000 = x= 900

.C

log, x + log, x* + ... + log, x** + log, x** + 2550 =
= log, x + 2 - log, x + ... + 49 - log, x +
+ 50 - log, x = 2550 =
=(1+2+..+49+50)-log, x =2550 =

:>[1+520 '50}-Iog3x=2550:>

= 1275 - log, x = 2550 =

=log,x=2=x=3?
SLX=9

.C

Condicao de existéncia:
x>0ex+3>0=>x>0
logx +log(x +3)<1=
=log[x-(x +3)] <log 10 =
=>x-x+3)<10=
=>x+3x-10<0=>

= -5<x<2 . 0<x<?2

.d

C.E.

X—3>0=>x>3

X—2>0=>x>2

S CE:x>3 ()

Temos:

log, (x —3) +log,(x —2) < 1=

= log, [(x — 3)(x — 2)] <1

XX =5x+6<2=x2-5x+4<0 ()

S=xeR/3<x<4}



6.¢e 4. c

Condicao de existéncia: Seja x o nimero de metros percorridos no primeiro
A>0em—-1>0=m>1() dia. Assim, nessa PA de razao 500, temos a, = X.
(=2’ —4-1-log,(m—1)>0= *a,=a, +14-r=a3,=x+14-500=
=4—4-log,(m-1)>0= =a,, = x + 7000
=4-log,(m—1)<4= 0515:(a1+a15)-15
=log,(M-1)<1=
+ X + .

= log, (m — 1) <log,2 = =S, = (x+ x ;000) 15 _ 67500 =
>m-1<2=m<3(ll) .

= 2x + 7000 = 287300 5y — 2000
De I e Il, temos: 15
1<m<3 S X = 1000

- *a,=a +2r=a,=1000+2500=
Pdgina 85 Z 5. < 2000
1.b
5.c¢
_2+3n+1—4n
—5n = 7 = Representamos essa PA por: (X — I; X; X + 1)
—-10n=-n+3>-9n=3>n= -~ Temos:
3 X—T+X+x+r1r=21=

.. n pertence ao intervalo [—-1; 0]. =>3x=21=>x=17

. L e Portanto, o termo do meio é iqual a 7.
2. 0s nimeros inteiros positivos inferiores a 501 for- ’ 9

mam uma PA com a, = 1,3 = 500 e n = 500. Se 6.3
S representar a soma desses nimeros, teremos: ¢S =2n—28n
_ (14500)-500 . _ « S =a=2-12-8-1=a =—6
5= 2 75 =125250 e -a+a=2-2-8-2>a+a =8
Os ndmeros inteiros positivos inferiores a 501 divi- *3,+3,=-8e3,=-6=3,=-2
siveis por 7 formam uma PA com a, = 7,a_ = 497. cr=a,-a,=r=-2-(-6) ~r=14

Nessa PA, pode-se calcular o nimero de termos da
seguinte maneira: Pagina 88

3, =a,+(n=1) 1=497=7+(n~-1)-7= 1. Seja x o nimero procurado.

=n=7 Assim, (1 + x), 3 + x) e (4 + x) formam, nessa
Se S’ representa a soma dos nimeros positivos divi- ordem, uma progressao geométrica.
siveis por 7 e menores que 501, temos: B+xP=@A+x-(1+x)=
. 2 — 2
S,:§7+497§ 71,-,S'=17892 =9 +6x+x=4+5Xx+X
2 SoX=-=5
A soma dos nimeros inteiros positivos inferiores a
e e . , . 2.e
501 nao divisiveis por 7 é dada por S — §’, ou seja, cend ‘ d PA
iqual a 107 358. endo x, y e 7 0s termos de uma PA, temos:
y = X+1 0
3.d 2
Do enunciado, obtemos a sequéncia (3; 7; 11; ...), e
que é uma PA de razao 4. x+y+z=15=x+z=15-y ()
Queremos obter S .: De (1) e (I), vem:
515:(a1+3215>'15 y=X;LZ:>2y=x+z:>2y=15—y:>
Primeiramente, vamos encontrar a,: = 3y=15=y=5 ()
a,=a +14r=a,=3+14-4= x+2=10=7=10-x (IV)
=3,=3+56=a,=59 Sendo a sequéncia (x; y + 1;z + 5) uma PG, temos:
¢ _B3+59-15 _ . (y+1)2=x-(z+5) (V)
" 2 Substituindo (111) e (IV) em (V), temos:

Serao plantadas 465 mudas. G+1P=x-(10-x+5=



=6 =x-(15—x) = Pagina 94
=36 =—x2+ 15x =

1. ¢
=>x2-15x+36=0 1o
= = cos (1 - sen[—]
A =225 144 = 81 s (1-m) 2
15+9 A T a _ (=11
g sen[z—“] cos (2 - ) - _[0
X, = 12 (Ndo convém, pois 0 < x < 10.) 2
ou X2=3 —v—’a21 a5,
logo:x =3;y=5ez=7 AZZ[_1 1].[—1 1]‘_‘A:[1 0]
Portanto, 3z = 3 - 7 = 21. 0 110 T 01
3.b 2.b
Snz%n,l_wi A3><4'Bp><q C3><5:>
1-(3" — 1 :>A3x4 B4><5:C3><5
= 3280 = 31 = ~p=4eq=5
=3"-1=6560>
=>3"=6561=3"=3=n=38 3.a9)A2=A-A=
Portanto, possui 8 termos. (1 2 3 1 2 3
=10 1 2 0 1 2=
4.3 -1 1 =1 |[-1 1 —1
0 primeiro membro da equacdo é a soma de uma (1+0-3 2+2+4+3 3+4-3
PGinfinita,coma1=xerazéoq=l. = 0+0-2 0+1+2 0+2-2
2 —T+0+1 —2+1-1 =3+2+1
Assim, temos: (-2 7 4
S = 31 =10 = :>10—L:>X=5 =|-2 3 0
1-4q -1 1 L0 —20
2 2
5.3 : 1
. = A - Al =
a =q >,
-aZ=a1\/-7q:>3=q\-/S:>q2=3 - (1) % ; ; (1)—11
-.q=+3o0uq= —v3 (Nao convém. - ' -
q . (7 vem.) 11 -1 [ 3 2 -1
Oa:a- a: . _
’ “3:8 \qu: 1+44+9 0+2+6 —-1+2-3
=3, =0"=23=(3) = 0+2+6 0+1+4 0+1-2
3, = 81 ~1+2-3 0+1-2 1+1+1
. (14 8 -2
6.3) 107",1072, 1073, ..., 10", ... é uma PG com —lg s _1]
1
=q=— -2 -13
a,=9=15 i
€. [(i> —1} Q) 2A + 3A! =
(q—1) 10 0
i 5= 1 2 4 6 3 0-3] 1[5 4 3
0! 0 2 4|+|6 3 3|=|6 5 7
:>S:l-(—99999>-(—_0> -2 2 =2 9 6 —3 7 8 -5
510 100000 9
Lo L 11111 _ 4. ¢
55 = 100000 =01 X2 +20+96=0=x=—-120ux=—8
1 1 y 2 1
10 10 0 2y —1|=-8=
10 10
b)'S—1 1 S = :>Sm=7 4 3 2
BT 10 =4y2—8—8y +3y=-8=4y? — 5y =0

! 5
nS. == Sy = -2
=g sLy=0o0uy 2



5.d
X(x +1)=3mx=0=x(x+1-3m)=0=
=x=00ux=3m-—1

Portanto possui duas solucdes reais para valor de

;
meR {3}
6.d
X8 0 0 0 )
0x 30 0 x 3* 00
detA=]0 0 x 1 o|=x-{09%x 10
00 0 x 2 00 x 2
00 0 k x 00 k x
x 1 0
=Xx-x-|0 x 2|=
0 k x
—x-oxex-| X2 =x3 - (% = kx)
k x
s f(x) = x5 — kxt
fQ)=0=2—k-2¢=0
k=2
Pagina 99
1.d
X+2y— 2=2 ﬁ x (3
2X—3y+ 1=—-1<3 =
3X— y+2=17 -
X+2y — 71=2
=9y —7y+3z1=-5 xg:):
=7y + 52 =1
X+2y —1= 2=x=1
= -7y +31=-5=y=2
2= 6=>1=3
2. ¢

G = qarfo; C = colher; F = faca

2G + 5C+ 8F = 991 G+ 2C+ 3F = 391
1G+2C+3F=391 ~32G +5C+ 8F =991 ~
16+ 1C+1F =X G+ C+ F=x

G+ 2C+ 3F =391
~(-2) L+ —L +1, C+ 2F =209
Adicionando (1) e (II), temos:
209+ x—391=0=
=X =391 — 209 = 182

3. Condicdo: D = 0, pois o sistema é homogéneo e

nunca sera Sl.

1 2 -1

3 k 0
—1

D=0= =0=

=-k-34+2k+6=0..k=-3

(N

—C—2F=x—1391 (Il)

4.c

1T -1
D#0=|4 m| #F0=>=m+4+#0>
=m+* —4

m

—2
&D=‘4 1‘:D=m+8

a) D#0=m=+ -8,V neR(SPD)
by D=0=>m=-8
m:_gj{—&—2y=3:(aj

4X+y=n
4x+y=%
4X+y=n

m=—8en=%(SPl)

) m=—8en¢%(5l)
6.b
D—0:>2 4 =0=4-2m=0=

=>2mM=4=m=2

@ _4_,
2+m 2+2 4
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1.

Vcilindro
= Vcilindro
= Vcilindro = ’
222 a@-p
= Vcilindro - 8
) B V2 @R
* Vlindro 2
2.b T
4
4
H X 6




102 =62+ x2=x=8wm
Portanto, a altura necessaria é:
H=6+4+x=10+8=

A

= H=18wm
- & 4.2
cunha 360° (4 ™R ) =
= Acunha = 326000 : (4 care 122)
A = 32T am?
o (4
chnha - 360° (3 ™R ) =
_ 200 (4 45
=V = 360° (3 T 12)
Y = 128w cm?

cunha

. Sendo r o raio da secdo, temos:

A =m-P=14-m=ax-1 ~.r=12wm

secdo

T

£

Sendo R o raio da esfera, temos:
RZ=1r+5 =R =12 +5 =R = 169
S R=13cm
Areadaesfera:A=4- 7w -RR=A=4-7-132
S A = 6767 cm?

4

Volume da esfera: v =3 T R=
4

:>V=§'1T'(13)3

V= %CW

.2
Sejam R e r 0s raios das bolas maior e menor, respecti-
vamente.

Temos:

A o3 p.
3'rrR—A 12

A 5.
ST = A5

em que A ¢é a drea da base do cilindro.
4
3™ an

_’1Tr3

3

6.V—V—V—V—F

h=2R=>h=8eR=14
. (V) S, = 4mR? = 64w cm?
. (V) V= wR*h = 1287 cm?
. (V) S, =2wRh =27 -4 -8 = 64w cm?
IV.(V) £=22+P=P2=12=1=2J3m

V. (F) 0 volume derramado corresponde ao vo-
lume da esfera:

4 256m
= — . . A3 = 3
V. 3 74 3 cm
Pagina 106
14 3i
1.2=—"7"7"7"
3+ mi

Vamos racionalizar o denominador:
14+3i 3-mi  3—-—mi+9%+3m
3+mi 3-mi 9 + m? B
_(3+3m) +(9—m)i
N 9 + m?
a) Para ser real:
99— m=0=m=9
b) Para ser imaginario puro:
9-m#0=>m+*9

.e

343m=0=>m= —1
Sejam:z=a+b-iez=a—-b-i
Assim:
1="=a-b-i=@+b-ip=
=a-b-i=a+2-a:-b-i+(b-i)=
=a-b-i=a2-b2+2-a-b-i>
2-a-b=-b
“la=a2 - b?
b=0=a=0oua=1(duas solucdes)
b#O:az—%ebzg ou bz—g

(duas solucdes)
Serdo, no total, quatro solucdes.

.,+7,=(@—4)+(8a+b)-i

0 ndmero complexo z, + z, serd imaginario puro
se,esomentese,a —4=0 e 8 +b#0.
Logo, devemos tera =4 e b # —32.



4.d

j246 4 j121\2 4 61+2 4 j4-30+1\2
i34 - j4-8+2 -

[ (-
=(1—-ip=x-2-1-i+#=-2i

5.2
Im
R
—-14z
e ik =2 1
B T T TR
6 a4+t _ | [a+P | _
13 =30 331 -i)
B Qi) B 2i - 21 B
270 =0y - (1 = i) _‘27-(1—i)(7{|) B
3 —2i(1 + i) | =2i-2i|
B 27(1—i)-(1+i)‘_‘27(1+1) B
2 —2i 1 [ 1Y 1\
- 2-27‘:‘5_5 #(E) +<_ﬁ> B
2 _\2
729 27
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1.3) PO)=0"+m-0*—m-02+0—2= -2
b) Devemos ter P(1) = 0:
P()=1"+m-1B-m-12+1-2=
=1+m-m+1-2=0
(c.q.d.)

2. 2x3—axt+bx+2 \2x2+5x—2

X + 7(_32_ 5)

—2x3 — 5x2 + 2x

(—a—-5 -x+(b+2)-x+2
~(-a-5) - A2 oy (a5

(53 ;L 25) X

(b+2)-x+
_ 29 53\, _ . _
R—(b+2+2>x a—3

Como 2x3 — ax? + bx + 2 é divisivel por 2x2 + 5x —
— 2, temos:

—a—-5+2

R=0.-3a—-3=0=a=-3
e

29 ba
b+ > + >

logo:a —b=-3-(-7)=14

=0=b=-7

3.d

Q(x) - 5(x) + R(x) = P(x)
Q(x) = P(x) = R(X) _,

S(x)
= Q) = X+ X +1x:X1—x—1 N
_ X+ X
= Q) = X+ 1
_X(x+ 1)
=0 =775 2
=Q(X) =x*=
=Q(1)=1+#0
4.b

P(x): (x — 1) =R =P(1)
Se P(x) é divisivel por (x — 1), entdo: P(1) = 0
P =1-4-12+m-1+1=0 . .m=2

5.b
P(x) =(2x* =3x + 1) - 3x* + 1) + (—x + 2)
Queremos encontrar P(1).
P()=R2-3+1)-B3+1)+1=1

6.e
X4 =33 +ax2+bx+c | X¥-7x+6
0 mx + n

2x* —3x3+ax2+ bx +c=

=(xX*—-7x+6) - (mx +n)=

=2 —-3¢+axt+bx+c=

=mx* + nx3 — 7mx2 — 7nX + 6mMx + 6n =

=2 -3 +ax+bx+c=

=mx* + nx® — 7mx2 — (7n — 6m) - X + 6N
m=2
n=-3
a=-m=a=-14
b=-7n+6é6m=b=233
(=6n=c=—18
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1.d
A(x) = B(x) - C(x) =
>xX-—ax+bx+c=x-2)-x—1)=
> —a+bx+c=x3-x2-2x+2
La=1b=-2ec=2



2.¢

P(x) =(2x-1) - (x*=x) + m=
—P(=1)=[2-(~1)=1]-[(~1)2 = (~1)] + m=0=
=(-3)-2+m=0.-.m=6

.a
X+ 03+ px2+0x+q
—x*+ 6x3 — 5x?

| X —6x+5
X2+ 6x+ (p +31)

6x+ (p—5)x*+0x+q
—6x3 + 36x% — 30x

(p+31)x2—-30x + q
—(p +31)x* + 6(p + 31)x — 5(p + 31)

[6(p +31) —30]x + [q — 5(p + 31)]

Entdo: 6(p +31) —30=0eq—5(p +31) =0
Assim: 6(p +31) =30=p +31=5

o p=-26

q-5(-26 +31)=0=
=qQ-55=0=q-25=0=q=25
Logo:p +q = —1

.b
*P(X): (x —2)=>R=P(2)..PQ2)=6
* P(X): (x+2)=>R=P(=2) .. P(=2) =10
Assim:
P(X): [(x+2)-(x—2)]=>R(x) =ax + b
PX) =[(x +2)-(x—=2)]-Q(x) +ax + b
PR)=[2+2-2-2]-Q2)+a-2+b=6
P(=2) =[(-2+2)- (-2 -2)]-Q(-2) + a-
-(=2)+b=10

2a+b=6
{—2a+b=10:>
=a3a=—-1eb=38
S R(X)=—x+8

.C
Devemos ter:
P(-1)=0=2-3+p—-q—-3=0=
=p-q=14 ()
PB)=0=162+81+9p +3q—3=0=
= 9p + 3q = —240

3p+q=—80(l

Fazendo (1) + (1), temos:
4p=-76=p=-19eq=—23

.b

L p+q=—42
f(x) X2 —3x + 1
2X + 1 X+ 1

f)==3x+1) - xX+1)+2x+1=

=f(x)=x> -2 +2

f(x): x +1)=>R=1(-1)=
=SR=(-1)p}-2-(-1)*+2
R=-1
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Aplicando Briot-Ruffini, temos:

1 1 -2-2
—1|1 0 —2 0 <« Resto

Devemos encontrar as raizes de x2 — 2 = 0.
X—-2=0=>xX2=2=

:>X:_\/EOUX:\/E
S =={-—1;-—\/E;\/E}

P(1)=0=>1+k+1+1=0=k=-3

Entao:
X=3x+x+1=0
1 é raiz, pois a soma dos coeficientes é zero.
Aplicando Briot-Ruffini, temos:
1 -3 1 1

111 =2 =1 0 <« Resto
Devemos encontrar as raizes de x2 — 2x — 1 = 0.
A=4+4=38

x=¥:>x=1i\/§

s={1;1-+2;1+2}

.C

Seja « a terceira raiz, além das raizes 1 e 3. Assim,
temos:

PX)=a-(x—1)-(x+3):-(x—a)
P(0)=—-12=a3:-(0—1)-(0+3)- (0 —a)=—12=
=a-a=-4 (1
PR)=a-2-1)-2+3)-Q-a)=30=
=2-a—-a-a=6 ()

De (Il) e (1), vem:
2a-(-4)=6=2a=2.a=1

Substituindo em (1), temos:

T-a=—-4. . a=—-4

Assim: P(x) = (x — 1) - (x + 3) - (x + 4)

.C

2x=1)-(@x*+bx+0)=2¢ -1+ 17x — 6 =
= 2ax3 + 2bx? + 2cx — ax? — bx — ¢ =
=268 -1+ 17x — 6=
=2+ 2b—-a)-x¥*+(2c—-b)-x—c=
=2 —1Ix*+17x - 6
L2a=2=a=1
lL2b—-a=-11=22b-1=-11=



=2b=-10=b=-5
M.2c—-b=17=2c+5=17=
=S20=12=>c=6
Assim:
2¢ — 12+ 17x — 6 =
=(2x—=1)-(=5x+6)=0
AS raizes sao %;2e3,eamaior raiz é 3.
.b
PX)=a-(x—0)-(x—1)-(x—2)

1 3 1 1 1
P(i):‘?:‘a'(i)'(i‘1)'(5‘2):
3 33 3
2:?=—?:>a=—4:>
=SPX)=—4-x-(x—1)-(x—2)

S P(X) = —4x® + 12x% — 8x

.C

OS|N

S |IN U

~ PR

alalalala

WN [ = O—=
S l\l) w|w

Temos x = 1 como raiz de multiplicidade trés do
polindémio apresentado.
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—12
1.2) l+l+l:x2x3+x1x3+x1x2:L:_6
X, XX X XX, %

_(z2)\_
b) x1-x2-x3——(7>—1
2 —
0 (X, +x,+x)*=
2 2 2
=X+ X+ X+ 200X, + XX, + XX) =
=X+ X+ X =
= (X, + X, F X)2 — 206X, + XX, + X,X,) =
2 2 2 [—4)? 12\
:>x1+x2+x3—(7>—2-(—7 =
=4+12=16
d) XX, X, X XK X X, X =

=x1-x2-x3-(x1+x2+x3)=1-(_74>=—2

Sejam g, b e ¢ as raizes da equacdo. Se elas estdo
em PA, temos:
a+tc
b =
2
Temos:
at+tb+c=9=>b+a+c=9=

=a+c=2b

=b+2b=9=3b=9=b=3
APB)=0=3-9-3+3k-24=0=
=27-81+3k—-24=0=3k=78=k =26

.a-b-5=ﬂ:ab=13

1

Nab =13

.d

Sejam o, —a € B as trés raizes da equacao, sendo,
evidentemente, o € —a as raizes simétricas. Assim,
temos:

-a —(=3)

_ 1 _ _
X1+X2+X3_30:> atot =y
B =

.d

Se 2 + i é uma raiz da equacdo, 0 nimero complexo
2 — i (conjugado de 2 + i) é outra raiz.

—-a
X, X X+ X = ao1z>
:>(2+i)+(2—1)+x3+x4=jz_—32:>
_3 _ 5
=S4t tX =52 X =5 (1
a
)(1')(2')(3')(4:_4:>
aO
S QAR XX, =2
3 4 2
:>5-x3-x4=_T15:>x3-x4=—% (N
5 1
Xt X =5 x3+x4=—3+7
=
X X:_i X X :—3 l
3 4 2 3 4
;
x3=—3ex4=?
As outras raizes sao: 2 — i; —3 e%

.b

As raizes do polindmio sdo:
2—0i;2+0i:3+2i;3-2i

Das relacoes de Girard, temos:
R--Q+i-B3+2)-3-2)=d=
>M@A+1)-9+4)=d=
=d=5-13=d=65
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9 - 1 9 - 10 - 1 9 - 10 - 1 - 1
=9+9+90+ 90 =198



2.e Paginas 125 e 126
Atencdo! Os algarismos nao precisam ser distintos.

. 1.d
Comecando pelo algarismo 3: 0!
3 Cn12=78:>72!'(n_2>!=78:>
LA n-(n—1
3-3=09 =5 =14=n-n=156=
Comecando pelo algarismo 4:
5 _ _1=x25
4 =n-n—-156=0=n= 3 =
LA A <fn = —12 (Ndo convém.)
< , =19 ou
Sao, no total, 18 nimeros.
ln=13
3.3) P, =5!= 120 anagramas 530 13 jogadores.
b> consoante 2. C
v ' ! ! ¢ 71
3 . 4 3 - 2 1 = 72 anagramas p5 =—=7-6=42
75!
C> consoante vogal
} | | | | 3.¢
o003 - 2 1 2 =36anagiamas Seja n 0 nimero de cordas.
d) consoante  vogal  consoante vogal  consoante n= Cé ,=>N= % -.n =15 cordas
v ! ! | v '
3 . 2 - 2 . 1 . 1 = 12 anagramas
4.3
4. b _..nt k
¢ ,=k 21 (n —2)!
O O OO D) P =
@Q+Q-)+Q-2-D)+@-2-2-2)+Q2-2-2-2-2) =62 cidigos n, 2 n' k43
(n —2)
5.¢ 1 k
—_ = —_—— = + =
PLJ R > k+3:>2k k+3=k=3
PL R =P DeC ,= k, temos:
. . |
Pedro e Luisa podem trocar de posicdo entre si (P,). C =35—"1 3.,
< . - . n2 2!-(n—=2)
Jodo e Rita podem trocar de posicao entre si (P,).
< =>n-(h—1)=6=
Temos, entdo:
P-P,-P,=2-2-2=38 =>n-n—-6=0
A=1+24=25
6.d 0= 1+5
Primeiro degrau: A, . - A, , - 2 (arranjo de trés homens 2
um a um vezes arranjo de trés mulheres tomadas uma n, = —2 (Ndo convém.) ou n, = 3
a uma vezes permutacao entre eles). n=3
Segundo degrau: A, | - A, , - 2 (arranjo de dois
homens restantes um a um vezes arranjo entre as 5.e
duas mulheres restantes uma a uma vezes permu- Basta determinar o nimero de formas para se ocu-
tacao entre eles). par um dos elevadores, pois, quando isso ocorre, as
Terceiro degrau: A A2 (0o homem que sobrou demais pessoas irdo usar o sequndo elevador, ou
vezes a mulher que sobrou vezes permutacao entre seja, elas j& foram “selecionadas”.
eles). Seja n o nimero de formas.
Assim, temos: n=¢,=n= 72 ;3 ; ? ~.n = 126 formas

18-8-2 =288



6. A =acima

D = direita

De (1; 1) até (4; 4) deveremos mover 3 casas
acima e 3 casas a direita.

Uma dessas possibilidades sera:

AT GO N
(5+x)? 2
=2X+34=25+10x + X* =
=X -10x+9=0

A=100—-36 =064

A={(1;9);:(2;8); (3, 7); (4,6); (6, 4): (7:3), (8 2, (% N} =
=n(A) =8

LIGY] 8 pay = A
P(A) n(®) = P(A) %0 P(A) a5
.3a) Temos trés bolas pretas (P), cinco bolas brancas
(B) e x bolas azuis (A).

__x 2_ X
P =3 s XT3 T x
=3Xx=16+2x=Xx=16

Devem-se acrescentar 16 bolas azuis.

b) P(B) - P(B) + P(P) - P(P) + P(A)-P(A)z%
4 4 n 1 1 X X :l:}
54X 5+x 5+x 5+x 5+4+x 5+x 2

AAADDD 03
3 _ 60 x=19%8 Ly —qoux, =9
Po =337 20 2 1 ’
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Se a primeira bola foi azul, restaram quatro bolas
1.A: par vermelhas e seis azuis. Assim, a probabilidade de
B: multiplo de 5 4
P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) ocorrer uma bola vermelha serd de 0° 40%.
_ 50 _ 1
P =300 = 2 6.cC
P(B) = % - % P(D) = probabilidade de ter tirado nota 10
P(N) = probabilidade de ser do curso noturno
ANB= {10;1%0; ...;1100} Queremos:
PAANB) ==55= 19 PONN) =2 =24
1,1 1 _5+2-1_3 2613
. gt _ 2 0
LPANB) =2+ < - -5 = 0U 60% .
Pagina 134
.b 1.
P(E) =P(AUB)=P(AUB) =1= )
_ _ P(0, k)
= P(A) + PB) —P(ANB)=1=
5.1 5 B) — g = dpe =
=gty PANB=1= = (0— 22+ (k—0)2=(0— 42 + (k— 27 =
5 1 k=4
=-PANB)=1--+5=
Ane =15 P(0; 4
—P(ANB)=1-2+2=—PANB)=—7
1 2.d_ =J1 -5 +Q2-10p=
~PANB) =73 —d, =V36+64.-.d, =10
e d, =~@-57+11-100=
10! _ 10-9 - 8! =d =vo+1.d_=v10
n(E) = A10,2 = ? = T = n(E) =90 AC AC

d . =Ja1-8r+@2-11p=
=d, =v9+81..d =310
Assim: (d,)? = 100, (d, )* = 10, (d,)? = 90
(d,.)? = (d,)* + (d,)? logo ABC é um triangulo
retangulo, com hipotenusa AB e catetos AC e BC.

AC) - (BC J10 -3v10

SABC = 2 = SABC = 2

S = 15ua.

3.3
d, =d, =Kx+1)+@2+1)=(x-52+Q2+7)’=
SX+2X+1T+9=x2-10x+25+81=
= 12x =96
x=28
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1.d

:[Ja—zy+@—oy=J@+3y+@—3yj
Vi =2y + (= 0 =V (x = 5) + (y = 3)’
{5x—3y=—7 {5x—3y=—7
X+y=5 3x + 3y =15
LXx=ley=14
0 circuncentro desse triangulo é o ponto de coorde-
nadas (1; 4).

5.3
ABC é um triangulo retangulo e, portanto, inscritivel
em um semicirculo. O didametro coincide com a hi-
potenusa AB, e o centro da circunferéncia é o ponto
médio desse diametro.

G4

o 3 Xy = > Xy =1
Y. tY -4+ 6
y0=7“2 B:>y0=72 Y =1
Assim:x, +y, =1+ 1
S Xy T Y, =2
6.d
y
(1, 3) B(2, 3)
34 >
T AQ0) X

Como AABC é retangulo, o raio da circunferéncia é
metade da medida da hipotenusa.

d . =va-22+@ -0 =10
m

2

R:

Equacdo segmentdria:

X Y _ Y _ X
-+ =1= =1-==
1 3 J3 1
=y=v3-(1-x)

. e
m,, = tg 45°=1

2m — 2 TN
3—m+1
=>2m-2=4-mMm=
=3mM=6=>m-=2

.(r):%+%=1:>x+y=6

(s):_i2+%=1:>3x—2y=—6

{x+y=6 {2x+2y=12

3Xx—2y=—6 " |3x—2y=—-6
_6,,2

=X=gey=T

0 ponto P tem coordenadas (% 2%)

.e

s 0-2 s 2
Se areta r é perpendicular a reta s, entdo:

m =—i:>m=2
m r

Yy = Yo =m- (X = X)
Assim: (r):y —4=2-(x —2)

)y = 2x

_2
m, =3
mr-m5=—1:>mr=—%

(r)y+3=—%-(x+1):>

=2y +6=-3x—3>
=2y=-3x—-9=

_ 3 9
Y=ty
2+0
XM: 2 :1
2+6
yN\: 2 :4



Logo: M(1; 4)

6 —2
Me=0_3 " 2

1
mt'mAB:_1:>m1:?

Como m € 1, temos:

MOy —a=7-(=1)

0 ponto serd do eixo das ordenadas quando x = 0.
Entdo:

y—-4==-(0-1)>

1
2

__1
=>y—4= 2:>

41 _7
=Y=4-5=3
As coordenadas do ponto s3o: (0; %)
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1.e

C(x, Y,) € o centro da circunferéncia A.
_Xx+1 =X +1
0 2 2
—2+y —2+y
2

=x=1

y(): 2 :}0:

r = raio da circunferéncia

r:*/“_X)2+(V+2)2:*/02+42:i:2
2 2 2

AXX—=12+(y—-02=2=
X -2X+1+y=4=
SAhX+y?—-2x—-3=0

=>y=2

.d

A circunferéncia tem centro de coordenadas (1, —3)
e raio igual a 2. 0 ponto da circunferéncia de abscis-
sa minima tem coordenadas (—1, —3) e o de abs-
cissa maxima (3, —3).

A reta x = m é vertical e interceptara a circunferén-
cia se, e somente se, —1<m < 3.

.d
Sejam o0s pontos A(2, 0), B(2, 4), C(0, 4) e
P(x,, Y,), sendo P o centro da circunferéncia.
1. dAP = dCP
(%, = 2+ (y, = OF = (x, = OF + (y, — 4F =
=X — A, +A4+Yy. =X +Y, —8,+16=>
=4x, — 8y, +12=0=

=X -2y +t3=0=
=X, =2y, — 3
n.d,,=d

AP “BP

G 27 Y, =27 + (v, —4) =
=y =y, -8y, +16 =8y, =16 =y, =2
Substituindo (I1) em (1), temos:
x,=2-2-3

X, =1

~P=(1,2)

d, =J@-0r+@-0p=vi+4=15

4.2+y?-2x—-3=0=>

5>X-2X+1+y-3=0+1=
=>(X—1)2+y2=2?

A circunferéncia dada tem centro de coordenadas
(1, 0) e raio r = 1. A circunferéncia procurada tem
centro (4, 4) e raio R.

Do enunciado, R + r é igual a distancia entre os
centros das circunferéncias, que sdo os pontos de
coordenadas (1, 0) e (4, 4).

R+r=V(I -4 +(0—-42=R+1=5=R=4
A equacao procurada tem equacao:

(x =42 +(y—4)?2=16

.d

d,=V(6-2¢+2-52=V16+9=5
0 centro da circunferéncia é o ponto médio M de

AB, e 0 raio ré%

(2+65+2\ [, 7
M‘( 2 2 )‘(4'2>

7V 5\
. — 2 _ — = |—
A:(x—4) +(y 2) (2> =
:>x2—8x+16+y2—7y+%=%5:>

S>X+y: -8 —-7y+22=0

.d

X2+y2—6x—8y+24=0=>
S5X—-6X+9+y?—-8y+16+24=0+9+16=
S -6x+9)+(y2-8y+16)=1=
=>X-=-32+(y—4)?2 =1

0 ponto de abscissa minima tem a mesma orde-
nada do centro da circunferéncia e abscissa igual
a abscissa do centro, diminuida em uma unidade,
ou seja, o valor do raio. Assim, o ponto da circunfe-
réncia que possui a abscissa minima é o ponto de
coordenadas (2, 4).
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