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APRESENTACAO

“Fundamentos de Matematica Elementar’” é uma cole¢ao em dez volumes
elaborada com a pretensdo de dar ao estudante uma visdo global da Matemdtica,
ao nivel da escola de 22 grau. Desenvolvendo os programas em geral adotados para
o curso colegial, os ‘“Fundamentos’’ visam aos alunos em preparativos para exames
vestibulares, aos universitdrios que necessitam rever a Matemdtica Elementar e
também, como & 6bvio, aqueles alunos de colegial mais interressados na “‘rainha
das ciéncias”’.

No desenvolvimento dos inGimeros capitulos dos livros de “Fundamentos”
procuramos seguir uma ordem ldgica na apresentagdo de conceitos e propriedades.
Salvo algumas excegdes bem conhecidas da Matematica Elementar, as proposicdes
e teoremas estido sempre acompanhados das respectivas demonstracdes,

Na estruturacio das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenacdo
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes
que envolvern outros assuntos jd vistos, obrigando o estudante a uma revisdo. A
seqliéncia do texto sugere uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios
resolvidos, apresentados em meio aos propostos, pretendern sempre dar explicagio
sobre alguma novidade que aparece. No final do volume o alunc pode encontrar
a resposta para cada problema proposto e asim, ter seu réforc;o positivo ou partir
3 procura do erro cometido.

A Gltima parte de cada volume € constituida por testes de vestibulares até
1.977 selecionados e resolvidos o que pode ser usado para uma revisdo da matéria
estudada.

Queremos consignar aqui nossos agradecimentos sinceros ao Prof. Dr. Fernando
Furquim de Almeida cujo apoio foi imprescindivel para que pudéssemos homenagear
nesta colecdo alguns dos grandes matemdticos, relatando fatos notdveis de suas
vidas e sua obras.

Finalmente, como hd sempre uma enorme distdncia entre o anseio dos autores
e o valor de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apre-
ciagdo sobre este trabalho, notadamente os comentdrios criticos, os quais agra-
decemos.

Os autores



INDICE

CAPITULO | — COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

I, NOEBes basicas . . - v . i i e e e e e 1-G
Il. Posi¢cbes de um ponto em relagdo ao sistema .. ............. 3—-G
It. Distdnciaentre doispontos . .. . ... ... .t i i i 6—G
IV. Razdodesecgdo ... . v vttt i it et e 10-G
V. Coordenadas do ponto divisor . ....................... 12-G
V1. Condiglc para alinhamento de tréspontos . .. .. .. ......... 18-G
VIl. Complemento-Caélculo de determinantes . . .. .............. 21-G
VIll. Demonstracdo de teorema de geometriaplana .. ............ 24—-G
CAPITULO Il — EQUACAO DA RETA
I. BEquagdogeral ... ... ... ..t e e e 25-G
I, Interseccdodeduasretas ... ... ... ...t 30-G
IIl. PosigOes relativasdeduasretas ... ...... .. ... vun..n 31-G
IV. Feixederetasconcorrentes . . ... .......c.oe vt vuneenen. 38-G
V. Feixederetasparalelas . .................. cocue.n... 43-G
VI. Formasdaequagdodareia ............c.iiineennnns, 45—-G
CAPITULO Il — TEOREMA ANGULAR
I. Coeficiente angular ... ... ... ... .. ... 51-G
I Calculode m .. ... . . e e e 53-G
. Equac8o de uma reta passando por Plx,,y,) ......... .. ... 56—-G
IV..Condigdo de paralelismo .. ... ... .. ... . ... ... 58-G
V. Condigdo de perpendicularismo . ...................... 61-G
VI. Angulodeduasretas ... ... .. ... 70-G



CAPITULO IV — DISTANCIA DE PONTO A RETA

b. TranslacBo desistema . .. . v v vt it it it i en s ey 77-G
H. DistAnciaentre pontO 8 TEta . . . . v v v v v e v s vt v ie e ans o 78-G
e, Area dotridngulo . . . o oo it e e e e 83—-G
1V. Variacdo de sinal da fungdo E(x,yl=ax+by+c ........... 87-G
V. InequagBesdo 19grau . . ... .ot 90-G
VI. Bissetrizes dos dngulosde duasretas .. .................. 93-G
Vil. Complemento-Rotagdodesistema .. .................... 98-G

CAPITULO V — CIRCUNFERENCIA

|. Equagdoreduzida . ............ ... e e e -, 99-G
I, Equagdonormal .. ...... ... it 100—G
Ill. Reconhecimento . ..... ... ¢t er i ninnerana 100-G
IV. Pontoecircunferncia .............0c it enianas 106—-G
V. Inequagdes do22grau ... .. ... 108—G
VI. Retaecircunferdncia . ........ovvvvuenna. T 112-G
VII. Duascircunferéncias . ... .. ... ..ot ittt 117-G

CAPITULO VI — PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERENCIAS

I. Problemasdetangéngia . ....... ... 0 e 123-G
I1. Determina¢dode circunferénecias . . ... .......... ... v 129-G
I, Complemento . ... ... ...\ ovireennnennranneeranas 140-D

CAPITULO VII — CONICAS

R = 1+ -7 S T R 143—G
I, Hipérbole .. ... .ot e 148-G
I, PardDOla . . o v v v vt et ne et et a ettt e e 163—-G
IV. Reconhecimentodeumaconica ............couvionnnn 158—G
V. InterseccBes de CONICAs . . . ..o v v 164—-G
VI, Tangentesaumaconica . .........ceocuienenrnnaenn. .. 165-G

CAPITULO VIl — LUGARES GEOMETRICOS

I. Equacdodeum LG. ... ... . i e 171-G
Il. {Interpretagio de uma equagiodo22grau . .. ... ... ...l 176—G

RESPOSTAS

Y
Capfulo ] L. e e 183-G
Capftulo 1l L. e e 184—-G
Capitulo Il .. ... .. .. e e e e ... 185-G
Capitulo IV . .. e e s 188—G
Capftulo V e e e e e 190-G
Capitulo VI .. o e e e e 191-G
Capitulo VIL ... . i e s 194—-G

TESTES
POMTO @TBLA .+ o v v vt et e et ittt aan e e 195-G
CircunferénCia .. ... i it e i i e i e e e 209-G
(0o 117 13 216-G
Lugares geomeLriCOS . .. . o v o v ittt s e 221G
RESPOSLAS . . v vt eo v v e is bt i e 229-G



René Descartes
{1596 - 1650)




Geometria e Algebra fazem as pazes

René Descartes nasceu na Franga, de familia nobre, recebeu suas primeiras
" instrugbes no colégio jesurta de La Fléche, graduando-se em Direito, em Poitier.

Foi participante ativo de vérias campanhas militares como a de Maurice, o
Principe de Nassau, a do Duque Maximiliano | da Baviera ¢ a do exército francés
no cerco de La Rochelle. Foi amigo dos maiores séabios da época como Faulhaber,
Desargues e Mersenne e é considerado o "Pai da Filosofia Moderna®’.

Em 1637 escreveu seu mais célebre tratado, o “Discurso do Método”” onde
expde sua teoria de que o universo era todo feito de matéria em movimento e
qualquer fendmeno poderia ser explicado através das forgas exercidas pela maté-
ria contigua. Esta teoria sé foi superada pelo raciocinioc matematico de Newton.

Suas idéias fitosoficas e cientificas eram muito avancadas para a época mas
sua matemdtica guardava caracteristicas da antiguidade tendo criado a Geometria
Analitica numa tentativa de volta ao passado.

Durante o periodo em que Descartes permaneceu com o exército bavaro, em
1619, descobriu a formula sobre poliedros que usualmente leva o nome de Euler:
v+f = a+2 ondev,fe asio respectivamente o nimero de vértices, faces e arestas
de um poliedro simples.

Em 1628 j4 estava de posse da Geometria Cartesiana que hoje se confunde
com a Analitica, embora os objetivos do autor fossem diferentes tanto que em seu
“Discurso’’ se mostra imparcial guando discute os méritos da Geometria e da
Algebra. Seu objetivo era por processos algébricos libertar a Geometria da utilizagdo
de tantos diagramas que fatigavam a imaginacdo, e dar significado as operacdes da
Algebra, tio obscura e confusa para a mente, através de interpretagdes geométricas.

Descartes estava convencido de que todas as ciéncias matemadticas partem do
mesmo principio bésico e aplicando seus conceitos conseguiu resolver o problema
das trés e quatro retas de Pappus. Percebendo a eficiéncia de seus métodos publicou
A Geometria’’, que consta de trés livros, onde da instrucdes detalhadas para resol-
ver equacdes quadraticas geometricamente, por meio de pardbolas; trata das.ovais
de Descartes importantes em Optica e ensina como descobrir raizes racionais e
achar solucdo algébrica de equacdes clbicas e quadraticas.

Em 1649, convidado pela Rainha Cristina da Suécia, estabeleceu uma Acade-
mia de Ciéncias em Estocolmo e como nunca gozou de boa saide ndo suportou o
inverno escandinavo, morrendo prematuramente em 1650,

CAPITULO I

COORDENADAS
CARTESIANAS NO PLANO

I. NOCOES BASICAS

1. Consideremos dois eixos x e y per-
pendiculares em O, os quaisdeterminam
o plano a.

Dado um ponto P qualquer, PE€a,
conduzamos por ele duas retas:

x4 x e yily

Denominemos P, a interseccio de
x com y’' e P, a interseccdo de y com

.

X

Nestas condi¢cOes definimos:

a) abscissa de P é o namero real xp = OP,

b) ordenada de P é o nGmero real vyp = OP,

¢) coordenadas de P sdio os nimeros reais xp e yp, geralmente indicados
na forma de um par ordenado (xp, yp) onde xp € o primeiro termo.

d) eixo das abscissas é o eixo x {ou OXx)

e) eixo das ordenadas é o eixo y (ou Oy)

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal {ou ortonormal ou retangular) é o
sistema xOy.

g) origem do sistema é o ponto O

h) plano cartesiano € o plano



2. Exemplo

Vamos localizar os pontos A(2, 0), B(O, -3), C(2,5), DI(-3, 4},
5 9 5 9
E{(-7 - - =~ = _ _
(-7, -3), F(4, -b), G(2, 2) e H{ 2 2)

no plano cartesiano lembrando que, no par ordenado, o primeiro namero repre-

senta a abscissa e 0 segundo a ordenada do ponto.
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3. Teorema

Entre o conjunto dos pontos P do planc cartesiano e o conjunto dos pa-
res ordenados (xp, yp) de nGmeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

Demonstracao

19 Parte

As definicGes dadas anteriormente indicam gque a todo ponto P, P € q,
corresponde um Unico par de pontos (P, P,} sobre os eixcs x e y respecti-
vamente e, portantc, um Onico par ordenado de nimeros reais (xp, yp) tais
que xp = 6?’, e vyp = _O_Pz.

Esquema: P —— (P, P;}) —— ({xp, yp)

2-G

28 Parte

Dado o par ordenado de nameros reais (xp, yp), existem P; € x e
P, €y taisque OP; =xp e OP; = yp.

Se construirmos x' # x por P, e y' # y por Py, essas retas vdo concorrer
em P. Assim, a todo par (xp, yp} corresponde um unico ponto P, P € a.

Esquema: {xp, yp) —— (P, P} —— P

v
4, Notemos que os pares ordenados !
(4, 2) e {2, 4 ndo sdo iguais. Eles se
diferenciam pela ordem de seus termos e,
portanto, ndo representam O MesmMo pon- o @2

(2.4)

R S -
to do plano cartesiano.
De maneira mais geral, se a e b- r |
sdo nameros reais distintos, entdo: ) L L
o} x

(a, b) # (b, a)

5. A principal conseqiiéncia do teorema do item 3 é que em Geometria Ana-
litica Plana:

a) “dar um ponto P* significa der o par ordenado ({(xp, yp);
b) “pedir um ponto P significa pedir o par de coordenadas (xp, yp);

c) todo ponto P procurado representa duas incognitas (xp e yp).

Il. POSICOES DE UM PONTO EM RELAGAO AO SISTEMA

6. Os eixos x e y dividem o plano vi
cartesiano em quatro regiOes angulares
chamadas quadrantes, que recebem os no- 22 guadrante 19 guadrante
mes indicados na figura. E evidente que:

P € 19 quadrante +<— xp

=Y

=20e yp=20 o
P & 29 quadrante «—= xp <0 e yp = 0
P € 39 quadrante —— xp <0 e yp < 0 3%quadrante 49 guadrante
P € 49 quadrante —= xp >0 e yp <0

3G



7. Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua ordenada
é nula:

PECOx = yp =0

Isto significa que o eixo das abscissas ¢ o conjunto dos pontos de ordenada
nula:

Ox = {(a, 0) | a € IR}

Notemos que, para todo nGmero real a, o ponto (a, 0) pertence ao eixo
das abscissas.

8. Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e somente se, sua abscissa ¢
nula:

PEOy <= xp =0

Isto significa que o eixo das ordenadas é o conjunto dos pontos de abscissa
nula:
Oy = {{0, b} | b € R}

Notemos que, para todo nGmero real b, o ponto (0, b} pertence ao eixo
das ordenadas.

9. Um ponto pertence & bissetriz dos
quadrantes fmpares se, e somente se, ti- vh by

ver coordenadas iguais: — m7

PE b3 == xp = vVp

Isto significa que a bissetriz by

¢ o conjunto dos pontos de coordenadas l 0
|
|

|

iguais:

by - {la, a) | a € IR}

Notemos que, para todo a real,
o ponto (a, a} pertence a bissetriz b3,

4-G

10. Um ponto pertence a bissetriz dos bsa vl
‘quadrantes pares se, e somente se, tiver
coordenadas simétricas:

Isto significa que a bissetriz by
¢ o conjunto dos pontos de coordenadas 0
simétricas.

<Y

by = {{a, -a) | a € IR}

Notemos que, para tode a real, o -
ponto {a, -a) pertence & bissetriz bag.

11. Se uma reta é paralela ao eixo das abscissas, entdo todos os seus pontos
tém a mesma ordenada.

Se uma reta é paralela ao eixo das ordenadas, entdo todos 0s seus pontos
tém a mesma abscissa.

Também valem as reciprocas dessas duas propriedades.

EXERCICIO

G.1  Dados os pontos:

A(500, 500) E(0, 0) 110, 8198)
B{-600, -600) F(711, 0) w3
ci715, -715) Glo, -517) K2, -2
D(-1002, 1002) H(-321, 0} L(%, %)

Pergunta-se quais sdo pertencentes:

a) ao primeiro quadrante;

b) ao segundo quadrante;

¢} ao terceiro quadrante;

d} ao quarto quadrante;

e) ao eixo das abscissas;

f) ao eixo das ordenadas;

g) & bissetriz dos quadrantes impares;

h) a bissetriz dos quadrantes pares.

5-G



I1l. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS \13. Exemplo

. Calcular a distancia entre os pontos A(-2, 5) e B4, -3).
12. Dados dois pontos Alx;, y;} e Blxy, y2), caiculemos a distincia d entre
eles. d=vVq-x)7+ iya-vyy)? =

Y = +2)2 + (-3-5)7 =

19 Caso: AB / Ox A B Via+27+-3-5)
T o =V36+64 = 10

d:dAlBl=|X2—X1I l : !

ol A, éx ™ Observemos que, se mudarmos a

v ordem das diferencas, d ndo se altera: .

___________ d = - 2.|. - 2 .4
20 Caso: AB / Oy B, B \/(x, X3) + (yy - v2)
= -4+ (B5+3)°

d=da,B; = lyy - v, ! V(-2-42+(5+3)

J S A =+/36+64 = 10

9) "
3% Caso: AB #|Ox e AB X 'Oy 14. Convém observarmos que, como a ordem dos termos nas diferencas de abs-

. cissas e ordenadas ndo influi no calculo de d, uma forma simples da formula
¥y A vi da distancia é:
d = Vv (ax)? + (Ay)*
onde  Ax = x3-X; ou Ax = Xy - x5 (& indiferente}
9] =x ) >x Ay =yy-v, ou Ay = yy -y, (€ indiferente)
Temos iniciaimente:
AC 7/ Ox == yc =Y
B IO — XZ} —— Clxa, i)
De acordo com .05 casos iniciais, temos:
dac = Ixg - xal = Ixg = xi EXERCICIOS

dgc = lys - vc!l = lvz - vil
Aplicando o teorema de Pitdgoras ao tridangulo ABC temos:

G.2 Calcular a distancia entre os pontos A(1, 3} e B(-1, 4).

d? = dzAC + dzBC = (x; - xl)l + {y, - y'l)2 G.3 Calcular a distancia do ponto P(-6, 8} 3 origem do sistema cartesiano.

- . G.4 Calcular a distancia entre os pontos Ala-3,b+4)eBla+2,b-8).
entdo: d = \/(Xz - x)? # lyy - vyF?

G5 Calcular o perimetro do tridngulo ABC, sendo dados A(2, 1}, B{-1, 3) e Cl4, -2).

6-G 7-G



' d%;A = (A2 + (Ay)2

G8

G9

G.1

G112

- 8-G

Provar que o tridngulo cujos vértices sdo A(2, 2), B(-4, -6) e Cl4, -12} é retdngulo.

Solugdo

Para demonstrar que um triangulo & retangulo basta provar que as medidas dos seus la-
dos verificam a relagdo de Pitdgoras: ‘o quadrado da medida do maior lado é igual
4 soma dos quadrados das medidas dos outros dois lados’".

(A2 + (Ay)2 = (2 + 4)2 + (2 +6)2 =100
(Ax)2+ (Ay}2 = (4 +4)2 + (-6 +12)2 = 100
{2 - 4)2 + (2 +12)2 = 200

2
dzAB
dBC

1}
1

entdo dZCA = diB + dléc

Determinar x de modo que o tridngulo ABC seja retdngulo em B. Sio dados: Al4, 5),
B{(1,1) e Cix, 4).

Se Pix, y} equidista de A{-3, 7] e B4, 3}, qual é a relagdo existente entre
x e y?

Solpc;éo
dpa = dpg == Ix + 312 + [y - 72 ={x - 42 + (y - 312

entdo’

ﬁ+6x+g+ﬁ—14y+49=ﬁ—8x+16+ﬁ-6y+2
{6x — 14y + 49) - {-8x + 16 - 6y) = 0 -
14« -8By +33 =0

Resposta: 14x - 8y + 33 = 0

Dados Alx, 5), B{-2, 3) e C(4, 1), obter x de modo que A seja equidistante de
BeC.

Determinar o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas. sabendo que é equidistante
dos pontos A{1, 3} e B{-3, 5).

Determinar o ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares, que egliidista de AI(8, -8)
e B{12, -2).

Dados os pontos Al8, 11), B(-4, -5} e C{-6, 9), obter o circuncentrg do tridn-
gulo ABC.

Solugdo

O circuncentro {centro da circunferéncia
circunscrita ao tridngulc) € um ponto P
eqlidistante dos trés vértices.

"

dpB

Pix, y) {1} OPA
dpC

(<) dpB

G.13

G.14

@1x—8)2+(y—11)2=(x+4)2+(.y+5)2
X2 - 16x + 64 + y2 - 22x + 121 = x2 + 8x + 16 + y2 + 10y + 25
-24x - 32y = -144 =

3x + 4y - 18 ()

(@) x+ A2+ iy +5)2 = (x +6)2 + [y - 9)2
X2+ 8x+ 16 + y2 + 10y + 25 = x2 + 12x + 36 + y2 - 18y + 81
“ax + 28y - 76 .

x -7y = -19 (2)

De (2), temos x = 7y - 19 que substituindo em (1) d4:
7y -18) +4y - 18 = 2By =76 —==> y -3 = x-7+3-19=2

Resposta: P{2, 3).

Dados os pontos Mila, O} e N(O, a}, determinar P de modo que o tridngulo MNP
seja equilatero.

Dados os pontos B(2, 3) e Ci-4, 1), determinar o vértice A do tridngulo ABC,
sabendo que € o ponto do eixo y do qual se vé BC sob angulo reto.

Solugdo Y
A
1) A&y
Al vl {.2) AC L AB
1) x =0 B
== 2 2 2
{2) dac * 9aB = dBc C

o |

0

De (2) temos:
X+ M2 +{y =124+ (x-212 +(y-32=(2+4)2+(3-1)2

Levando em conta que x = 0, temos:

16+ (y2 -2y +1)+4+(y2 -6y +9) =36 +4
2y? -8y -10 -0 — V2—4V-5;0 == y=-1 ou y=25

Resposta: A{Q, -1) ou AlQ, 5)

Dados A(-2, 4) e BI3, -1) vértices consecutivos de um quadrado, determinar o0s
outros dois vértices.

Dados A8, 7} e C{(-2, -3), extremidades da diagonal de um quadrado, calcular as
coordenadas dos vértices B e D, sabendo que xg > xg-

9-G



IV. RAZAO DE SECCAO

15. Dados trés pontos_cglineares A, B eC (com A # B # C), chama-se razao
de seccdo do segmento AB pelo ponto C o nOmero real r tal que:

Exemplo

Para esclarecermos a definicdo dada, consideremos sobre um eixo e os pon-
tos C, D, E, F, G, H, |, J tais que os segmentos CD, DE, EF, FG, GH, Hi e IJ tém
comprimento ¥. Tomemos A = F e B =H e calculemos as razdes (ABC), (ABD),
(ABE), (ABF), (ABG), (ABH), (ABI), (ABJ).

Y Y ¢ Ak B €Y
C D E F G H i J €
AC -3¢ 3 AG
(ABC) = o= —— = - — (ABG) = —=—=1
CB 5 ¢ 5 GB ¢
(ABD) AD -2t 1 (ABH) AR 2K (n3o existe)
Ee——— T ————— = - —— = = — n
DB 44 2 HB 0
AE -¥ 1 AT 3¢
ABE == = - (AB” = —_ = — = —3
|ABE) EBE 3¢ 3 B Y
AF 0 . Al 44
s —— = — = ABJ) = — = — = -
ABF) = =57 54 0 R Y

—>
16. O sinal da razdo r nao depende da orientacdo do eixo que contéem AB
—
nem do sistema cartesiano; depende de uma camparacao de sentidos entre AC

- . a -~ .
e CB. Padem ser verificadas facilmente as seguintes propriedades da razao de seccao.

-—
) r>0 <= C ¢ inteiror a AB
.
) r <0 = C ¢exterior a AB
)y r =0 == C=A
—

V) r -~ 1 == C ¢ médio de AB
VI¥C £ -1,
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17.  Uma pergunta importante ¢ “como se poderia calcular o valor de r quando
‘v sdo dadas as coordenadas de A, B e C?"

Uma primeira idéia seria escrever:

B ‘\/7)(3 - 7‘1)2 + (yy - v.)?
\/_(Xa - x) + lyy - vl)?

| &)

r

C

s o)

mas esta ndo é uma boa saida pois:
AC ATl dac

— endo r = —— = —
CB ICB I des
sempre r = 0 e quando C ¢ exterior a AB incorrerfamos em erro.

I

isto €, a formula acima daria

19) r =

'

29) ¢é muito trabalhosa por causa da formula da distdncia.
39) dados A, B er, ndo é possivel determinar C pois terfamos duas incog-

nitas (xz, ye) e uma s6 equacdo.

18. Contornamos essas dificuldades com a sequinte teoria

79 Caso: AB ndo € paralelo a Ox e nem a Oy.

Aplicando o teorema de Tales as y*
transversais AB e A;B, do feixe de pa- |

i
ralelas AA,, BB,, CC, e notando que A;% \A
— — . ! .
se AC e CB concordam ou ndo em sen- Co C
. —_— _— 2 ‘
tido o mesmo ocorre com A,C, e C,B,, 8. t B

temaos:

\
i
_AC |, of A, ¢, B,

Cl 1

>

Aplicando analogamente o Teorema de Tales para as transversais AB e
A,B, do feixe de paralelas AA,, BB,, CC,, temos:

AC  AG
—_— T = (2)
CB C,B,
Se tivermos Alx;, v}, Blxs, y;) e Clx;, vi), entdo teremos a partir de
{1) e (2):

>
A
>
>

’9

X3~ % ¥3-Y,
CB, C.B, X3 - X3 Y2 - ¥3




N
2% caso: AB é paralelo a Ox .

Neste caso, temos y; = y; = y3 e somente podemos escrever:

g g T
X7 X3

-
39 caso. AB é paralelo a Oy

Neste caso, temos x; = X, = X3 e somente podemos escrever:

. Vimvs

19. Exemplo

Dados A(3, 7), B(5, 11) e CG{6, 13} calculemos a razdo (ABC}:
pelas projecdes no eixo Ox

X3 — Xy -
r = =

6-3
X2 = X3 5—6__3

pelas projecdes no eixo Oy

_ Y3~ V¥Yr _ 13-7 o
v vl § R i

E evidente que sé poderiamos obter resultados iguais.

V. COORDENADAS DO PONTO DIVISOR

20. Dados Alx, y,), B{xy, ya} e'rlr # ~1), calculemos as coordenadas (xs, y3}
—_—
do ponto C que devide AB narazio r. Temos:

X3 - X

r;J__l == [+ X —-F* X§= X3 - X =—>x3+r-x3:xl+r-x2:>
¥
X3 = X3 -

| xaatrem
Ka=——gT F

12-G

Yz~ Y
\r:—3 L == 1.y, -rey3=y3-v, == Y3 tr-y3=y,tr-y, ==
Y2 - Y3
Y Ry,
3 e ———————
Ya.® 1+r
Exemplo

Obter as coordenadas do ponto C que divide ATB> na razdo 2, quando
A = (1, b) e B(4, 17).

_xptrex, 1 +2.4 9 N
e e 3 B (
= C(3, 13)
_v|+r-yz_5+2-17_§_9713j
Y3 = 1+ 7 o1+ 2 3 7

21,  No caso particular de C ser 0 ponto médio de AB entdo r=1 é:

Xyt % ¥, oy
_)(3 = -—--—-i--—- V3 = -m-%mE-—-—-—

Exemplo

Obter o ponto médio do segmento AB quando A = {7, -1) e B=(-3, 11).

Xy txe o (b4 (F3)
X3 = 5 = 2 =2
= C(2, 5)
_ Y1ty -1+ (1N _5
y3 2 - 2
EXERCICIOS

N : 4 1
G.17 " Calcular a razao {ABC) sendo dados os pontos A(2, 3), B{1, -2} e C(—3—, ——3—).

G.18 Dados Al4, 3) e B(2, 1), seja C a intersecgéo da reta AB com o eixo das abscis-
sas. Calcular a razdo (ABC).

13-G



G.19

G.20

G.21

G.22

14-G

Determinar as coordenadas dos pontos que dividem o segmentc AB em trés partes
iguais, sabendo que A = (-1, 7} e B = {11, -8).

Solugdo
10) A -/ _ \e/.//>/’_.xA B
C D
-
C divide o segmento AB na razdoc —
1
00 =
Xp trovoxg 2 2
X = = =—=3
o 14 r 1 3
14— =
2 2
1 6
(7) + {51 (-8) =
v B YA +r - YR - 2 _ 2 -2
C* Ty R 3
2 2
29 A ,'/'//-//J . ﬁ\‘\'\-/ \\\\4_ 8
' C D
-_—
D divide o segmento AB na razdo 2:
_oxpg +rexg  -1)+2-11 21
W= Ty - 1+2 -5 7
__VA+r"yB_7+2.(-8)f-9__
Yo ® Ty r =~ +z "3
Observemos também que D € ponto médio de BC:
xg + X {(11) + (3} vyg t v (-8) + 2
e 2 =7 vp = PBE - S -
Resposta: C(3, 2) e DI(7, -3}
Determinar os pontos gue dividem AB em quatro partes iguais quando A = (-1, -3)

e B = (23, 33).

Até que ponto o segmento de extremos Al(+1, -1) e B(4, B) deve ser prolongado
— ]
no sentido AB, para gue seu comprimento triplique?

Calcutar o comprimento da mediana AM do tridngulo ABC cujos vértices sdo os pon-
tos AI(0, 0}, B(3, 7) e Ci5, -1},
Sclugdo

O panto M é tal gue:

xg + xC 3+5
WS T T

_¥YBTtYC 7+ (-1}
Ym-—3 -3 -3

O comprimento da mediana AM é a distdncia entre A e M:

dAM = \/(XM - )(A)2 + (VM - VA)2 = \/16 +9=5
Resposta: dap = 5

Dados os vértices consecutivos, Al(-2, 1) e Bl4, 4), de um paralelogramo, e 0 ponto
E(3, -1), interseccdo de suas diagonais, determinar os outros dois vértices.

Do tridngulo ABC sfo dados: o vértice A{2, 4), o ponto M{1, 2} médio do lado
AB e o0 ponto Ni(-1, 1) médio do lado BC. Calcular o perimetroc do tridngulo ABC.

Solugéo A

19) M é o pontc médio de AB entdo:

Xa t X 2+ x
xM:_A__Q —— 1= B = xg =0

2 2

YAt Y 4+vp M
yMz% :——'—>2=.2— =>yB=0

portanto, B{0, 0)

2°) N é o ponto médio de BC entdo: B N c

ay=B X — 4.0t _ 2
N= Sy 5 c

+ +

YN = % = 1 = O—VC = yc =2
2

portanto, C(-2, 2}

39) perimetro = dapg +dge t dca =
ViEz-02+r@-02+Vior22+0-22+VI(2+22+(4-2)2-
-V20 + VB + V20 = a5 + 2V2 = 212V5 + V2)

Resposta: 2(2\/—5-+ \/E)

Se MI2, 1), N{3, 3) e P(8, 2} sdo os pontos médios dos lados AB, BC e CA, res-
pectivamente, de um triangulo ABC, determinar as coordenadas de A, B e C.

Calcular as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC cujos vértices sdo Alxy, v,
B{x,, y3) e Cixs, y3). A

Solugdo

O baricentro G é a interseccdo das
medianas do tridngulo.

Tomando um tridngulo ABC e construin-
do as medianas AM e BN, formamos
os tridngulos ABG & MNG que sdo se-
melhantes, portanto:
AG AB

_ -2
GM .

T OMN

M{m'kz

15-G



—
isto é, G divide a mediana AM na razdo 2.

Aplicando a formula do ponto divisor, temos: \ x4 (4 - \/Ex)z = 1\3_"——" X2 + 16 - 8V 3x + 3x2 ;/E =
. = 4x2 -8V 3x =0 == x =0 ou x =2V3 =
Xy + 2 X3 + X3 == y =4 ou y = -2 lrespectivamente)
a2 XA T 2 2 xitxatoxs Resposta: B2V 3, 2) e C(0, 4) ou C(2V/3, -2)
G T+2 2 3
vy + 2 vz + vy3 G.30 Num triangulo ABC sdo dados:
v - YAl M 2 _yityatys N A2, 0)
1+2 , 3 3 ) M(-1, 4) ponto médio de AB
. Xy +Xgt Xy ypryytys ) dag = 10
Resposta: G< 3 , 3 IV) dge = 10V 2

Obter o vértice C do triangulo.
A conclusdo tirada no problema anterior, isto &, o fato de gue “as coordenadas do

baricentro sdo as médias aritméticas das coordenadas dos vértices'' poderd ser utilizada G.31 Provar que os pontos médios dos lados do quadrilatero de vértices Afa, b), Blc, d),
doravante em outros problemas de Analitica. Cle, f}) e Dig, h} sdo vértices de um paralelogramo.
G.27 O baricentro de um triangulo é GI(1, 6) e dois de seus vértices sdo A(2, 5) e B(4, 7). Solucéo

Determinar o terceiro vértice. 19) Aplicando a formula do ponto médio determinemos M, N, P e Q:

B N
4 4 . . 5 atc b+d —_ N
G.28 O baricentro de um tridngulo ¢ Gi- =, =), o ponto médio do lado BC & N(- = -1) M . ) /_ “ \
3" 3 2 2 2 / - \
: ! i rti +e d+f e N
e o ponto médio do lado AB ¢ MIOD, ?). Determinar os vértices A, B, C. N E 2 e’ > ): / R \&
. " .. P
etg f+h, / S rd \\
G.29 Determinar os vértices B e C de um tridngulo équilitero ABC, sabendo que o pon- Pl 7 2—). ’ \
to médio do lado AB é M(\/E, 1) e A é a origem do sistema. atg b+h / ‘\/; o
Qf 5 5 ). Al — —
Solugio C C

2%) Provemos que as diagonais do quadrilatero MNPQ se cortam aoc meig, isto é, os

19) Obter B seus pontos médios, R e S, sdo coincidentes:
XAt xg 0+ xpg
R i Ch ¢ ¢ cte,ats
XNt ox 2 2 a+cte+g
== xB = 2\/5 - XR = N 5 Q = 5 = 2 =
VM:VA*VB — 1.9*%v8 d+f  b+h
2 2 & ywtva . 2 2 bid+fin
= yp - 2 A M B YR ~ 7 B 2 - 4
o atc  Btg
2%) Obter C xS xM T xp 2 2 :a+c+e+g;
Temos ) 2 2 4
Q-dpg-V2V3-02+(2-02-4 s brd, fih
2 2 b+d+f+h
- S0+ iy -012 <16 - ym tye | - .
Cix, y) 1) dac ¢ —_ { 1) {x - 0} 2\/ , ¥s . ) :
2) dgc = ¢ 2) (x -23/312 + {y - 212 = 16
1) x2 +y2 =16 ) R =8 —= MNPQ ¢ paralelogramo
2) x2 4+ y2 - 4\/§x—4y:0
3
De {1) em (2) resulta: 16 - 4\/3)( -4y =0 == y =14 - \/gx G.32 O quadrilatero de vértices A(——2—, 1?), B(-12—, 2), Cl2, —%) e DIO, —%) é um pa-
que substituindo em (1) da: ralelogramo? Justifique.
16-G -
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VI. CONDIGAO PARA ALINHAMENTO DE TRES PONTOS

22. Teorema

Trés pontos A(x,, vi), Blxz, vy}, Clx3, y3) sd0 colineares se, e somente se,

X yr 1
D = X7 Ya 1 = 0.
X3 vy 1
Hipotese Tese

12 parte: |A, B, C colingares i = D=0

Demonstracéo

Consideremos os 3 casos possiveis:

12 caso: dois dos pontos coincidem (C = A, por exemplo)

enté‘o{ XLEX o D=0 {tem 12 e 32 linhas iguais)
Y1 = Y3

29 caso: os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta paralela a um
dos eixos {# Ox, por exemplo} entdo

Vi = V2 =y; == D=0 (tem 23 ¢ 32 colunas proporcionais)

39 caso: os trés pontos sdc distintos e pertencem a uma reta nado paralela
a Ox nem a Qy.
Seja r a razio em que C divide AB{r % -1). Temos:
X3 = X Y3 - Vi
r = = {x3 - xp)ly, —v3) =
X2 = X3 Y2 - ¥3
= {xy - x3klys - y1) == xays - X1¥2 + Xq¥3 ~x2v3 * xay1 - X3y; = 0

= x3ly; - va) - valx; - x2) + (x1y2 - X2v3) = 0 =
\

-/
'S

D (segundo teorema de Laplace}

Ver nota sobre o teorema de Laplace no final deste capftulo.
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Hipotese Tese

;_a parte: = l A, B, C colineares I

Preliminar: transformemos a hip6tese para uma forma mais conveniente:

D=0 == x3ly; - v2} - valxy - xa) + (X372 - Xay3} = 0 &=

— {x3 = Xy} = {ya - y3) = {%y = *3) < lys = vyl {H)

Demonstragao
Consideremos os 3 casos possiveis:

de (H), temos {x3 - x;) + {y2 - y3} = 0 entdo

ou X3 -X =0 == x3=x; =x, = A, B C
pertencem & mesma reta paralela a Oy, isto é,
A, B, C sdo colineares.

0 == y;=y; == B=C
existe uma reta contendo B =C e A, isto g,
A, B, C sdo colineares.

0O e y;-y3=0=—= B=C e A BC
pertencem 4 mesma reta paralela a Oy, isto é,
A, B, C sdo colineares.

< 0U Y2 - ¥

ou X3 - X

29 caso: == Y3 =Y,

de (H),temos (x3 - x;) * {y2 - y3) = 0 entdo:

ou Xz -x3=0 == x3=%x, == A=C
existe uma reta contendo A = C e B, isto é,
A, B, C sdo colineares.
ﬁou y2-v3=0 =—= y2=y;=yy = ABC
pertencem 4 mesma reta paralela a Ox, isto é,
A, B, C sdo colineares.

ou x3 -x; =0 e ya-y3=0 == A=C'e A BC
pertencem & mesma paralela a Ox, isto §
A, B, C sdo colineares.
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3 caso: Ixz—x3¢0 e Ys'qu’:O]

de (H) temos (x3 - x;} - {y, -y3} #0 :;,{XS‘XI%O
vz ~y37# 0
ainda de (H), (x3 ~ x;}yz - va) = (x2 = x3)ly; - y;) vem:
‘ () XX ¥s-ovy o,

X2 — X3 Y2 - VY3
chamemos de 1 a estes dois quocientes iguais e consideremos o0 ponto C’(x4, va)

. - — ~
que divide AB na razio r.
Pelo item 18, temos:

(2) r= X8 X _ Ya-¥i
X2 — Xy Y2 - ¥Yaq

comparando (1) e (2), temos:

Xq - X X3 = X - -
BT X Xs LI Ya Y1=r:V3 Y1
X2 — Xq Xz = X3 Y2 = Ya Y2 - Y3

:>X3:X48y3:y4::.c;c'

uma vez que A, B, C' sdo colineares e C = C’, entdo A, B, C sio colineares.

23. Exemplos

19 Mostrar que A{-1, 1), B{1,3) e C{7,9) sio colineares.

X oy 1 -1 1 1
D=fxs va 1] =1]1 3 1 :-,g ”_’; 1 N
Xa vz 1 7 9 1
* l; 9‘ =+6+6-12=0 == A, B, C colineares

29) Para que valores de x os pontos Alx, x), B(3, 1) e C(7, -3), sdo
colineares?

X x 1
A, B, C colineares =—— D = |3 1 11 =0
7 3 1
1 3 3
D’x'la 1|‘ ar 1‘+|7 4|=4X+“_16:

=8x-16=0 = x =2

VIl. COMPLEMENTO — CALCULO DE DETERMINANTES

Um determinante de 22 ordem

aip @
dz1  dn

D=

¢ calculado pela férmula:
D=ay «axn-an - any

Exemplo

1 -
= =1-7-(b)-4=7+720=27
b ‘4 7\ (-8l

Um determinante de 32 ordem

aj; 3 413 Q
D=|ay &, a3
a3; dy  da3

de acordo com o Teorema de Laplac?} é calculado da seguinte maneira:
i .-

12) escolhe-se uma_linha_ou coluna gualguer de D;
29) multiplica-se cada elemento da linha ou coluna escolhida pelo determi-
nante de ordem 2 que se obtém suprimindo em D a linha e a coluna a qual per-

ienge o elemento tomado; 4

9} multiplica-se cada ‘conforme se tenha

49) somam-se 0s trés produtos obtidos.

Exemplos

19) Desenvolvimento de D pela 32 linha:
anp A
a1 a2

a1 a3
az; a3

a5 an
dgz 23

+ (+1) - as3

D= (+1) ¢+ d3j + ('1) ¢ a3

. - . . — 2, - & )
= ayfay; < a3 —axn * a3) - a(ayy » a3 - dy » ana) + asafan + ax 21 12

29) Calcular D

1 3 2
D=1}2 5 2
4 3 1
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Temos, pela 12 linha:
5 2 2 5| )
3 1 4 3|7

=+16+1-3-2)-3(2-1-4.2)+2(2-3-4.585)-=
=15-6)-3(2-8) +2(6-20)=-1+18-28=-11

D=+1-.

2 2|
‘_3"4 1l 2

EXERCICIOS

G.33 Calcular os determinantes:

1 2 3 x y 1 I T 3 7 1
A=|5 7 e} B=|2 1 1 c=}|5 4 72y D=1I|11 o 1
6 14 22 0 0 1 25 16 49 5 1

G.34 Os pontos A1, 3}, B(2, 5) e C(49, 100} sdo colineares?

G.35 Determinar y para que os pontos AI(3, 5}, B{(-3, 8) e C(4, y) sejam calineares.

Solugéo
3 65 1

A, B, C colineares == | -3 8 =0 =
4 vy 1

—=4(5 -8} -y{3+31+{(24+15) =0 = 12 -6y +39 = 0 ==
=6y:27 =y:%

9

Resposta: y = )

G.36 Mostrar que Alfa, 2a - 1), Bla + 1, 2a + 1) e Cla+ 2, 2a + 3) sdo colineares para
todo valor real dado a a.

G.37 Se. AIlD, a), Bla, -4) e C{1, 2), para gue valores de a existe o tridngulo ABC?

Solugic

Existe o tridngulo se a € IR e os pontos A, B, C ndo sdo colineares. Impondo o
alinhamento:

A va 1 0 a 1 i
= a 1 a -
D=]xg vyg 1| =]a -4 1] =0 entaol—a-'1 1|+1- 1 ZI:O
xc veg 1 1 2 1 !

isto é:
;ala-1)+(2a+4 =0 == a2 -3a-4=-0 donde a=-1 ou a-=4

Resposta: a real, a7 -1 e a # 4.

G.38 Dados A{1, 1) e B{10, -2), obter o ponto em que a reta AB intercepta o eixo das
abscissas.
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G.39

G.40

G.41

G.42

G.43

G.44

G.45

Dados Al(3, 1) e B(5, 5}, obter 0 ponto em que a reta AB intercepta o eixo das orde-

nadas.

Dados A(2, -3) e B(8, 1), obter o ponto em que a reta AB intercepta a bissetriz dos
quadrantes impares.

Dados A{7, 4] e B{(-4, 2), obter 0 ponto em que a reta AB intercepta a bissetriz dos
quadrantes pares,

Dados A(-3, 4), B(2, 9), C(2,7) e Di4, 5), obter a interseccdo das retas AB e CD.

Solugdo

Seja Plx, y} a intersec¢do das retas.’
Como P, B, A colineares, temos:

X oy 1

2 9 1|=0 —

3 4 1

— bx -8y +35=0=x-y=-7 (1}

Como P, C, D colineares, temos:

X ¥ 1
2 7 11=0 =—= 2x+2y-18=0=x+y =9 {2)
4 5 1

Somando (1) e (2}, vem: 2x =2 —= x =1 —= 1 +y=9 —= y =28

Resposta: P{1, 8)

Determinar Plxg, yo) colinear simultaneamente com Al-1, -2) e B(2, 1) e com
Ci(-2, 1) e Di1, -4).

Determinar o ponto P da reta AB que estd a distdncia 5 da origem. Dados A(0Q, -25)
e Bi(-2, -11).

Solugdo

1) dop = 5 1) {x -0)2+({y-0)2 =25
Pix, y) = x v

2} P, A, B colineares 2y |0 =26 1]|=0

-2 11 1

De (2}): -14x -2y - 50 = 0 =—= y = =7x - 26 que substituindo em (1) da:

x2 + {-7x - 25)2 = 26 =—=> x2? + 49x? + 350x + 625 = 25 ——
= B0x? + 350x + 600 =0 == x =-3 ou x = -4 =—
= y =-4 ou y =+3 [(respectivamente)

Resposta: P{-3, -4} ou P{-4, 3}

Determinar na reta AB os pontos eqlidistantes dos eixos cartesianos. Dados: Al-1, 5)
e Bl4, -2)
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VIii. DEMONSTRACAO DE TEOREMAS DE GEOMETRIA
PLANA

19} Faz-se a figura correspondente ac teorema CAPITULO I1
29) Escolhe-se um sistema cartesianc em posicdo conveniente

22; iia);ir:-saeda:mzc;os::i:‘godas dos por\lto;s da figura impondo as hipdteses ) E QU A QA' O D A R E T A

EXERCICIOS

G.46 Demonstrar que a mediana relativa a hipotenusa de um trianguto retangulo é igual

a metade da hipotenusa. v \ I EQUACAO GERAL
Coordenadas:
A0, 0}, Bla, 0), C(0, b) ©
Temos: 25. Teorema
_ xg t x¢ a M
X =_2 M = — 5 . . ~
M 2 2 “A toda reta r do plano cartesiano estd associada ao menos uma equacao
vg * v¢ b da forma ax + by + ¢ = 0 onde a, b, ¢ sGo nimeros reais, a# 0 ou b * 0,
Y = =™ = — Ari "
M 2 2 A s - e {x, y) representa um ponto genérico de r’.
x
Demonstragdo Demonstragao
a b \/a’- + b2 .
= — -0+ (7 -0 ——— j e Rix dois
dam \/tz 2+ (5 -0 3 e am- BTC Sejam O(xé.vll) (x2, y2) © ‘
rtesiano. Isto [
dag = Vi 02 +(0-0)2=va?+b? gon.tc?s distintos do plano ca tss ! ‘
significa que X, Y1, X2, Y2 $30 nUMeros ;
G.47 Demonstrar que as diagonais de um trapézio isosceles sdo iguais. reais (constantes) conhecidos. :
. . I
Coordenadas vy A Seja r a reta definida pelos pontos |
, I
AlD, 0], Bfa, 0), Cib, e e Dl - b, c) b c Q e R. Se Plx, y) é um ponto gue | |
e ~ Lo 1 1
Demaonstragdo percorre r, entad X e y 540 variaveis. \‘ !
Como P, Q, R sdo colineares temos ne- . L -
dac = Vib-07 + {c- 02 - Vb2 + 2 . 5 o s ”
cessariamente:
dBDr\/(a—b—a)7+ {c - 0)2 = Vb2 + ¢
. - X y 1
AC = BD A B x X, y; 1]/=0
1
G.48 Provar analiticamente que o segmento, cujas extremidades sdo os pontos médios dos X2 Y2
lados de um tridngulo, @ paralelo a0 terceiro lado e igual @ metade deste. Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos:
G.49 (EPUSP-47} Demonstrar que, num trapézio, os pontos médios das bases, a inter- y: 1 x; 1 +1 X1 Y1} 0
sec¢ao das diagonais e o ponto de intersecgdo dos lados ndo paralelos sdo colineares. x - Ya 1 i A Xz 1 X2 Ya -
G50 (EPUSP-44) Demonstrar que, num quadrilatero ABCD, os pontos médios das diago- (yi —v2) » x + {xg - xi) « ¥y +{xyyy - xav1) = 0
nais e o ponto médioc do segmento cujos extremos sd0 0s pontos de intersecgdo de dois — S S
lados opostos sdo colineares. a b c
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Fazendo vy, -y, =a, X3 -%x;=b e x;y; - xay, = ¢, decorre que todo
ponto P & r deve verificar a equacio

ax +tbhy+c=0

chamada equagdc geral de r.

26. Comentarios

19) Ficou provado que toda reta (por mais “gsquisita’’ que seja sua posicio)
tem equacao geral.

29} Convém notar que a mesma reta admite vérias {infinitas) equagoes gerais
pois, se usarmos Q'(x}, y]) e R’(x5, yi) para definirmos r, com Q' # Q
e R"# R, obteremos provaveimente uma outra equagdo: a'x + b'y + ¢’ =C.
Veremos, no item 35, que a'x + b’y + ¢’ = 0§, entretanto, equivalente a
ax +by+c=0 '

Isto significa que a toda reta r do plano cartesiano estd associado um con-
junto de eguacdes equivalentes entre si.

3% Os coeficientes a e b ndo podem ser simultaneamente nulos pois:

a=0 == vy, -y;=0 — vy, =y,

}————» Q=R

b =0 =—== X - X =0 == x,; = x

e Q# R por hipdtese.

27. Exemplos

19) Obter a equagdo da reta que pas- v A

sa por Q(4, 3) e RI(0, 7). \ R{0, 7)
Entendemos por equacdo da reta

QR a condicdo que as coordenadas do

ponto P{x, y) devem satisfazer para

que P seja colinear com Q e R. Se

P, Q e R sdo colineares, entdo:

x y 1 © N
0 7 1|=0 =—= 4x+4y-28=0 = x+y-7=0
4 3 1

Qi4, 3)

Pix, y)

isto ¢, todo ponto da reta QR deve apresentar soma das coordenadas igual a sete.
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29) Obter a equacdo da reta da fi- y
gura.

Devemos escolher dois pontos da-
dos para montar o determinante junta-
mente com o ponto (x, y) varidvel. Se
escolhermos (2, 1) e (1, 0) vem:

x y 1
2 1 1 =0 — x—y—1 =0 -
1 0 1 o 1, 0 x
Se escolhermos (4, 3) e (0, -1} vem: {0, -1)
X y 1
4 3 1|=-0 = 4x-4y-4-0
0o -1 1

que é equivalente a anterior. Assim, a equacio da reta 6 x -y -1 =0 {a
mais simples) ou qualquer equacgdo equivalente a esta.

28. Teorema

“A toda equacdo da forma ax + by + ¢ =0, com a, b, cE IR, a#0
ou b # 0, estd associada uma Unica reta r do plano cartesiano cujos pontos
P(x, y} s3o as solu¢bes da equagdo dada™.

Demonstracdo

Faremos a demonstracio apenas para o caso geral emque a ¥ 0 e b # 0.
Sejam Py(x;, vi), P2ix;, y2) e Ps(xs, y3) trés pontos dois a dois distin-
tos que satisfazem a equagdo dada. Entdo temos:

ax; +by; +¢ =0 == ax; =-by; -c
axqy + by, + ¢ =0 = ax; = -by, - ¢
axs +bys +¢c =0 == ax3 = -by; -c

H

Temos ainda:

X3 - Xp _ @X3 - ax (-by; - c) - {-by; - ¢} _ by, - bys

Xa - X3 ax, - ax; (-by, - ¢} - {-bys - ¢)  bys - by;
Y3~ V1
Y2 - Y3

portanto P,, P, e P3 sdo colineares.
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Esté provado que todo ponto P; (varidvel), que satisfaz a condicdo

ax + by + ¢ = 0, pertence necessariamente a reta P,P, {(que existe e é Unica),-

a qual daremos o nome .

29. Comentarios

19) Este teorema mostra que, dada a equacio ax + by + ¢ = 0, o conjun-
to dos pares (x, y} que a satisfazem é uma reta.

Exemplo

Construir o grafico dos pontos que
verificam a equacdo x +2y -6 =0.

"Como ja sabemos, o drafico é uma
reta e, para localizé-la, basta localizar dois
de seus pontos. Assim, temos:

Xx=0 = 0+2y-6=0 ==

:y:3

xX=6 — 6+2y-6=0 — o

isto €, os pontos {0, 3) e (6, ) definem a reta.

29) Este teorema mostra também que s6 os pontos que satisfazem a equacao
ax + by + ¢ = 0 pertencem a reta, portanto, um ponto estd sobre uma reta
somente se suas coordenadas verificam a equacdo da reta.

Exemplo

Verificar se A2, 2), B(4, 1) ¢ C(7, -1) pertencem & reta r de equacdo
x+2y -6=0.

Basta substituir x e y na equagdo dada pelas coordenadas de cada ponto e

verificar se a igualdade obtida é verdadeira ou falsa:

A —— (2) +2(2) -6 =0 (verdadeira) —— AE¢
B —— {4) +2(1) -6 =0 (verdadeira) —— B & r
C — (N +2(-1)-6=0 (falsay ——> CE&r

30. A principal conseqiiéncia dos teoremas dos itens 25 e 28'é que em Geo-
metria Analitica Plana: '

a) “dar uma reta’” significa dar uma das equacSes da reta;
b) “peéir uma reta” significa pedir uma das equagdes da reta.
R ———
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31. O anulamento de um dos coeficientes da equacdo geral da reta revela
propriedade especial da reta. Assim, temos:

Na=0 &= y;-y,=0 & y, =y, — rf x
isto é, quando a equagdo ndo tem o termo em x {exemplos: 3y - 4

7y + 11 = 0), areta é paralela ao eixo das abscissas.
Mb=0 = x3-%x =0 == x3=%x — rfy

isto é, quando a equagic ndo tem o termo em y (exemplos: 7x ¥ 5
Ox - 4 = D), a reta é paralela ao eixo das ordenadas.

uma

1
o

0
o

) c =0 <= ax+by =0 == (0, 0) satisfaz a equagdo pois

a-0+b-0=0 = (0,0€Er

isto é, quando a equagdo ndo tem o termo independente (exemplos: 3x +4y =0,

2x - 13y = 0), a reta passa pela origem.

Ja vimos que a =0 e b =0 é impossivel, mas é possivel:

V) (a=0 e ¢c=0 == {rfx e {0,0)Er) = r=x

Vilb=0 ¢ ¢c=0 — (rfy e {0,0)Er = r=y
0, v2.x=0 sio equacdes do eixo dos
0, -513y = 0 sdo equagdes do eixo dos x.

Assim: x =0, 7x
y =0, by

1l

EXERCICIOS

Y.

G.51 Determinar as equagdes das retas suportes dos lados do triangulo cujos vértices

sio Al(0, 0), B(1, 3} e Ci4, 0).

Solugdo
Cada reta é definida por dois vértices:
reta AB
X Y 1
1 3 1 |=0=3x-y=0
o 0 1
reta BC
X Y 1
1 3 1 |=0=3x+3y-12=0 =2x+y-4=0
4 0 1
reta CA
X y 1
4 0 1 =0=>4y =0=> y =0
0 4] 1

Resposta: 3x -y =0, x+y -4=0, y=20.
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65/2 Determinar a equacdo da reta definida pelos pontos A( % , g) s B(- =, _E)'

G.53 A reta determinada por Ala, O} e B{0, b) passa por C(3, 4). Qual & a relagio en-

/ tre ae b?

QS{ A reta determinada por  Alp, q) e B(3, -2) passa pela origem. Qual é a relagdo
entre p e aq’

G,b’5 Provar gque os pontos Ala;b+c), Blb;ja+c) e Clc; a+ b) sdo colineares e
deferminar a equagdo da reta que o5 contém.

G/B Dados  A[-5, -5), B{1, B), C{19, O} e (r)Bx - 3y = O, verificar se r passa pelo
baricentro do tridgngulo ABC.

Solugio

Conforme vimos no G.26, as coordenadas do baricentro sdo:

+ +
xXG = XA T XB T xg _ 483+ (1) + (19) .5
3 3
ya tvyg ty -
VG = A ?:3 C:(5)+(§)+(0):O

Substituindo  G{5, 0) na equacdo de r, temaos:
5(5) - 3(0) = 0 (falsa) = G &r
Resposta: G §:/r

G.57 Desenhar no plano cartasiano as retas cujas equagoes sdo dadas abaixo:

al y = 2x b) x +y =5 ¢t x-y+5=0
d) x +y +3 =0 e} 2y + x = 0 f)x—y—4=b

Il. INTERSECCAO DE DUAS RETAS

32. Todo ponto de interseccdo de duas retas tem de satisfazer as equacdes de
ambas as retas, portanto, obtemos o ponto comum P{x,, y,) a duas retas
concorrentes resolvendo o sistema formado pela suas equacdes:

(rlajsx+b-4+tc =0

S
(S) (s) ag=x + by ¥ +c;=0

i]

Exemplo
Obter a intersecgdo das retas:

) x-y+1=0 ¢ (s) 2x+y-2=0
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Vamos fesolver o sistema pelo mé-

todo da adicdo: v

-
1t

X -yt
2x + ¥y

3x - 1=

1 4
— -y+1=0 = .

Logo a intersec¢do de r com s é P(

+

ol
»
il

I1l. POSICOES RELATIVAS DE DUAS RETAS

33. Dadas duas retas r e s cujas equagdes sdo:

(r) ayx + by = ¢ @

%)
( (s) a;x + byy = @

elas podem ocupar apenas trés posicdes relativas no plano cartesiano. Essas
posiches sdo definidas com base no nimero de pontos comuns as retas, Isto €:

r e s concorrentes <= um Unico ponto comum

r e s paralelas e distintas <= nenhum ponto comum

r e s coincidentes <= infinitos pontos comuns

\ r V4

x

[ 0
rXs rfs=¢ r=:

Com o simbole r X s indicaremos que r e s 330 concorrentes; com

rM's = ¢ indicaremos que r e s sdo paralelas e distintas; com F =5 indica-
remos que res sdo coincidentes (ou paralelas coincidentes).

Notemos que r # s significa r Ms=¢ ou r=s.



34. Todo ponto comum a r e s ¢ solucdo do sistema (). Resolvendo
o sistema (Z) pelo método da adicdo, temos:

@X b2 = albzx + b] bly = Clb2 @
@X {-bi} = -a;bix - bybyy = —¢; b,

(31 b2 - albl)x = (Cl b2 - C2b1) @
@X (—az) == —-a;d3X - blag_y = -C14d; @
@ X a — apa;x + albzy = a,C;

{a;by - a;byly = (a)¢; - a3¢) @

Fazendo:
CH b,
N b2 - azbl = =D
dy b2
<y by
ciby - ¢pby = =D,
&) b,
ay €y
1€y ~ @3¢y = =D,
dy C2
o sistema (Z) fica reduzido a:
_ fo.x-D, (W)
(=)
L )

cuja discussdo é imediata.

35. Sdo possiveis trés casos:

19 caso:

D#0 <= (%) tem uma Gnica solugo <= r X s

29 caso:

b=20

) ndot lugs Ns =
D, (ou Dg)?’:O} == (X} ndo tem solugo <= rNs=¢

39 caso:

D -0 ]

D, =0 I == () tem infinitas solucdes == r = s
D, =0 ‘
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Quando a, # 0, by #0 e c; # 0, temos:

a b1
ay bl =0 < a;b,=a b — ._1 = —
= = 2 2 Y1

D as b2 ! ay b2
b Cy

Cy b] _ Bt = -

Dl = ., b2 =0 = Cy b-2 = C2bl — b'z &
a1 C1

D, = B0 e g = ac = o T
a3 QO 2 2

e a teoria pode ser simplificada para:

E ay bl

x L —— 1 —_ ¢ Pe——

r $ 2 bz
rﬁs=¢ Sezrd _a.l_. = ——bi #* -—CI

a9 bz C2

aj b — EL
ax b, C2

36. Exemplos

1% Asretas (r) x + 2y +3=0 e (s) 2x + 3y + 4 = 0 sdo concorren-
tes pois

81 b isto 6 1 * 2
W b 2 7 3
29 As retas (N x +2y +3=0 e (s) 3x + 6y + 1 = 0 sdo paralelas

e distintas pois

izp—liﬂ,istoé,l=£¢i

C:P) by ) 3 6 1
30)As retas {r) x + 2y + 3=0 e (s} 2x + 4y + 6 = 0 sdo coinciden-

tes pois

al:&zcl'istoél_:z:_a_

E bz Cy 2 4 6
4%)As retas (r) x -2 =0 e {s) y +4 = 0 sdo concorrentes pois

b 1 0
I I 140
a3 b')_ 0
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o . .
5P)Asretas {r) x +y +m=0 e (s) x +y +2=0 sdo paralelas pois G.61 Demanstrar que as retas

a b P 1 S ) x-2y =0, {shx+2y ~8=0 ¢ () (1 +Kkx+2(1-kly-8=-20
- 2 isto s, — = — i
a4z b, " 1 s30 concorrentes no mesmo ponto P, ¥ k € IR,
para m = 2, temos r = s ({coincidentes) Solugdo
pata m+ 2 e m< IR, temos r M s = isti
s ¢ (paralelas distintas) 19)  Obtemos a intersecgdo de r e s

x-2y =0 resolvendo
iy x=4 ¢ y =2 — Pl4,2)

x+2y -8=0

EXERCICIOS
. 2°) PEt
?58 {MAPOFE{-74] Determinar a interseccdo das retas x + 2y = 3 e 2x + 3y = 5. Provamos que
(1 +k]xp+2(‘! —k)yp—S:(l + kia+ 2 {1 - Kki2-8 -
G.59 As retas suportes dos lados do triangulo ABC sio (AB) 3x - 4y = 0, =4+4k +4 -4k -8 =0, % k&R

(BC) x +y -7 =0 e (CA)4x - 3y = 0.

Mostrar que ABC & um tridngulo isdsceles. G.§,2 Determinar a para que as retas de equagdes x + 2y ~2a =0, ax -~y - 3=0

7 e 2x - 2y -a = 0 sejam concorrentes no mMesma ponto.
Solugdo ;
19} Cada vértice do tridngulo & a intersecdio de duas retas supartes: G.68 Demonstrar que as retas de equagdes 2x + 3y = 0, {2k + 1)x + (3k - 2}y + 5 = 0
/ ¢ x -2y + 5 =0 sdo concorrentes no mesmo ponto, qualquer que seja k.
(A} A 3x -4y = 0 b
= ABMNCA — 4x - 3y - 0 G764 Determinar m de modo que as retas de equagdes 3x + vy - m=0,3x -y +1 =0
v = / e 6x -y -1 =10 definam um trigngulo.
3% - 4y =
B AB M BC - .
te} Xty -—7-= ¢ G.65 Qual é a equagdo da rewa que passa por P(3, 1), intercepta (r) 3x - v = 0 em

A e sl x+5 =0 em B tais que P & médio do segmento AB,

J x+ty-7=20
jct=BCrNcAa — {

4x -3y =0 Solugdo
R i 19)  Se A E€r, entdo as coordenadas
esolvendo os trés sistemas formados, temos: de A verificam a equacdo de r. Fa-
A=10,0, 8-=1(423 = C=1(34) zendo xp = a, decorre:

29)  Calculemos as medidas dos lados AB e AC va = 3xp = va = 3a = Ala, 3a)

dAB=\/(0—4)2+(0—3)2—5}
e =
dac = 0-3"+(0-4)"=5 .

— 29 Se B Es, entdo as coordenadas
AC de B wverificam a equacdo de s. Fa- / ‘\Q> 5
zendo yg = b, decorre: xg = -Byg = xg = -%b = B(-5b, b)

AB

G.60 Provar gque as retas de equagh Iy o+ - - _ =
e quagbes 2x + 3y -1 =0, x+y=0e 3x+4y -1 =0, o o .
concorrem no mesmo ponto P, . 39) P & ponto médio de AB, entio:

X + X a -
Solugdo xp = #Az 8 :'3=—d—?5b =>a-5 =6 nm
19 termi i 5 a a !
) Determinemos P, interseccdo da 19 com a 2° yp = YA 5 YB L1 . B3a+b _, Ja+b=2"* (2)
23y -1 =0 asoivendo
- x=-1 e y=+1—P-1, +1) Resolvendo o sistena formado poer (1) e {2), temes a = 1 e b =-1, ponanto,
X+y-0 A-(1.3eB=(5 -1 -
X ¥ 1
29)  Provemos que P pertence 3 39 reta 4%) A equagdo da reta AB & 13 1 |-0=ax+dy-16-0
5 -1 1
3xp + 4yp -1 = 3{-1} +4(+1}) -1 = -3+ 4 -0 > xty-4=20
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* G.66 (EPUSP-63) Dado o ponto A1, 2), determine as coordenadas de dois pontos G.73 Discutir a posicdo relativa das retas
P e Q, situados respectivamente sobre as retas y = x ¢ y = 4x, de tai mado Mim-1Tx+my-1=0 e {st(1-mx+(m+1y+1=20
que A seja o ponto médio do segmento PQL

Solugdo
*G.G? Determinar o ponto B da bissetriz do 2° e 49 quadrantes de tal forma que o Calculemos D e os valores de m que anulam D:
ponto médio do segmento AB pertenca & reta r. S3o dados: A(+3,+1)e (r) x -2y + @ g ' >
+1=0. a) bl m -1 m
_ D= S (mP o -ml - m) - 2m - m -1
G.68 Determinar o ponto B da reta s de tal forma que o segmento AB intercepte ay by 1 -m m+1
areta r nc ponto C que o divide na razdo X S8o dados: A(-3,+1), r}x+y =0, e
2 N m = 1
(5}2y - 3x+1 -0 D:0$2m2—m-1=0:>m-*1;4—9“:> ou
1
m = - —
G.69 Determinar o perimetro do tridngulec ABC que verifica as seguintes condigdes: 2

a) o vértice A pertence ao eixo dos x;
b} o vértice B pertence ao eixo dos y;

¢} areta BC tem equagio x -y = 0; mGIR,m.,-&‘Iem#-l:D;EO:rT'(s
d) a reta AC tem equagdo x + 2y -3 = 0. 2

E evidente gue, quando D F 0, as retas sdo concorrentes entao:

)

Solugdo Por outro lado, quando D = 0, trocamos m pelos valores criticos (1 e - %

MAEx=>ya=0 nas equagdes iniciais e verificamos © que ocorre:
= A(3, 0]

2} ACAC =xa +2yp -3=0 rby-1=0
=1 =
{(s)2v+1=0

Alxp, val {

= r MNs=¢

1NMBECy=xg=0
B(XB, yB) = BI(0, 0) P
2) BEBC =xg - yg = 0 , 1
: (r)—;x-;y—‘l:O
HCEAC=xg+2yc-3=0 me=-4 = R
Cixg, y¢! = C(1, 1) 2 3 1 _
2) CEBC=xc-vc=0 () S x+ y+1=0

per(rnetro:dAB+dBc+dCA=\/32+02+\/12+12+\/22+12= o '
G.74 Discutir em fungo de m e p a posicdo relativa das retas FImx+y-p=0

-3+V2+Vs e (sh3x +3y -7=0
Resposta: 3+ V2 +WV5

Solugdo ay b, m 1

G.70 Nuwm tridngulo ABC sabe-se que: Calculemos as rafzes de D: D = = - 3m-3=0
I, A pertence ao eixo das abscissas a b 3 3

1. B pertence & bissetriz b3 E evidente quee. mMEIR, mF1 = D£0 =>r Xs
Ill. a equagdo dareta AC ¢ x +y +5 =20

iV. a equagdo dareta BC é 2x -y -2=20 Quande D = 0, temos:

7

Calcular 0 perimetro do tridngulo ABC. M x+y-p=0 ® p= o, =
G.71 Determinar y de modo que P(3, y) seja ponto interior do triangulo definido pelas m=1 = entdo

retas 2x -y =0, x+ty =0 ¢ 7x+y -36=20 {s) 3x + 3y -7 =0 sep;&%,rﬂs=¢
G.72 ODeterminar a posicdo relativa das seguintes retas, tomadas duas a duas: Respostat mE IR, m#=1 = r Xs

) 2x -y +3 =0 (s} x -2y +3=0 m:lep=%:>r—s

{tt 2x -y +5 =0 fu) 2x + 4y + 3 =0 5

(v} 3x -6y = -3 (z) 4x - 2y = -6 m=1ep:#?='rﬁs:(i)
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G.75 Discutir a posicdo relativa das retas {r)3mx-my-4=0 e (s)12x-4my-m=0
em fun¢do de m.

G.76 Discutir em fungido de m a posicdo relativa das retas

f)2x -y +2 =0 e [5§)3x ~my + 2m = O.

G.77 (MAPOFEI-74) Para que valores de k as retas (k-1)x+6y+1=0 e
4x + {k + 1)y -1 = 0 s30 paralelas?

G.78 Discutir em fungdo de| a e b a posicio relativa das retas (rlax+3y-b=0 e
(s)2x + 9y -1 = 0.

G.79 (EPUSP-65} Entre os triangulos OAB com o vértice O na origem e os outros
dois vertices A e B, respectivamente, nasretas y=1 e vy =23 e alinhados com
o.ponto P{7, 0) determinar aquele para o qual é minima a soma dos quadrados dos
lados.

IV. FEIXE DE RETAS CONCORRENTES

37. Exemplo preliminar

Consideremos as retas {r) x -y +1=0 e (s} 2x + y - 4 = 0. Essas
retas sdo concorrentes e seu ponto de intersecgdo é P{1, 2).

Vamos agora repetir a mesma experiéncia trés vezes; vamos multiplicar
as equactes de r e s por nGameros reais (arbitrdrios e ndo ambos nulos), somar
os resultados obtidos e analisar como é a nova reta em relagdo a P.

®X2—>2x—2y+2=0} A
(1) X 3— Bx + 3y - 12 =0
() 8x+y-10=0

Substituindo P, vem:

B(1)+(20-10-0 —PET -

(Dx s —>5x—5y+5-0} /

(DX (-2) > -4x -2y +8 =0
{u) x -7y +13 =0 i
Substituindo P, vem:

(M -7(2) +13 =20 = P&u
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(DX (-4) > -ax + 4y 4=o}
(DX (-1 »-2x- y +4=0

{v) -6x + 3y =0
Substituindo P, vem. -6{1) + 3(2) =0 =P E vy

As .trés novas retas obtidas também passam por P. Serd que isso foi
por acaso, isto é, serd que isso aconteceu por causa dos multiplicadores escolhidos?
Ou serd que a nova reta passard por P, quaisquer gue sejam os multiplicadores?
A teoria seguinte vai explicar.

38. Defini¢ao

Feixe de retas concorrentes é um conjunto de retas coplanares, concorrentes
num unico ponto Plx,, vl

Um feixe de concorrentes fica definido por seu centro Plx,, yo) ou por
duas de suas retas.

Consideremos o feixe definido pelas retas:

{r)ayx +byy + ¢, =0
concorrentes em  Plxg, vo)
(S) agx+b2y+02=0r

Temos:
PEr = a,+%xgtbhy+yg+tc, =0 (1)
0 (2)

Il

PEs = a3-Xg+ by votc

Consideremos a equagdo:

kl‘(al)('f'bly"f'cl)+k7'(azx+b2v+02)=0 (3)

onde ki€ IR, k; €EIR e ki #0 ou ky#0.
Esta equacdo representa uma reta pois, desenvolvendo e ordenando, temos:

(kya; + Kya)x + (kyby + kyby)y + (kycy + kacy) = 0

O ponto Pixy, yo) pertence a essa reta pois:

kl(a1X0+b‘y0+cl)+k2(azx0+b2y0+c2):k1-0+k2-0=0 V‘kl,’v‘
- — — A - —
veja {1) veja {2)
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Isto significa que a equagdo (3), para cada valor atribuido a k; e k,,
representa uma reta t passando por P. Variando k, e k;, essa reta t se EXERCICIOS
"movimenta” descrevendo o feixe de centro P. A equagio (3) representa, pois,
o feixe de retas concorrentes em P.
é;80 (MAPOFEL-74) O que representa a equagdo 2x +y + 1 +t{x -2y - 7) =0,
sendo t uma varidvel real?

39. Exemplos ‘ ] ] ) .
G.81 Determinar o centro do feixe de retas concorrentes cuja equagio é:
Y

19) As retas Nx-y+1=0 e {s) 2x +y -4 =0 definem um feixe kil7x = Vhy 31+ ka(3x + 11y + 9} = 0

de retas concorrentes cuja equal,‘ao e G.82 Determinar a equacdo da reta que pertence ao feixe definido pela equagdo:

kil -y + 1) + kg (2x +y - 4) = 0 ! (7x + 3y - 16) + k- (3x - 3y - 6) = 0

onde k;, e ky sdo reais e ndo nulos simultaneamente. e que passa pela origem do sistermna cartesiano.

‘ i ; 50 4 . i & feixes:

29)‘\0 feixe de concorrentes cuja equacdo é: G.83 Determinar a equacdo da reta comum aos feixes
{1) x+y+1)+m+{x-y-3=0

k(2% - 3y} + ko{x + 3y - 9) =0 2) (2x+3y -8Bl +p-M@x+y-5)=0
tem centro no ponto de interseccdo das retas (r} 2x - 3y = 0 e Solugdo
(s) x+3y -9=0, isto & P(3, 2). 19)  Determinemos o centro do feixe (1), achando a interseccdo de duas retas:
m=1 = (x+y+1)+1-{x-y-31=0=2x-2=0
Esse ponto pode também ser determinado, achando a interseccio de m=0 = x+y+1+0-(x-y-31=0=x+y+1=0
duas retas quaisquer do feixe: e, resolvendo o sistema, vem x = 1 e y = -2,
) . .
ki=1 e ky=2 = {2x-3y) +(2x + 6y - 18) = 0 = 29)  Analogamente para ’o feixe (2):
- = =0 2x + 3y -5 =10
= 4x + 3y -18=10 P 32:0 +y10 0}=x:1ey=1
= = = - x =
kKi=2 e ky=3 = [4x - By) + (3x + 9y - 27) = 0 = 3 :
= Ix+3y -27=0 39 A reta comum aos dois feixes & aquela definida pelos pontos (1, -2) e (1, 1}
e . X y 1
e, resolvendo o Gltimo sistema, temos x = 3, y = 2. 1 2 1120 = “3x+3=0 = x=1

- i . 3 1 1 1
39 E comum apresentar-se a equacio de um feixe em funcdo de um sé

pardmetro (k) em vez de dois (k; e k;). No exemplo anterior, supondo Resposta: x =1

ky # 0 e dividindo por k,, temos: G.BQ//S:SO dados os feixes de retas concorrentes:
e Xx+y+1+tkix -y+1)=0
(zx-3y)+k_2.(x+3y_g)=o 2x + 2y + 6 + L{2x -2y + 1) = 0
Ky
Obter a equacdo da reta comum aos dois feixes.
k, .
e fazendo = = k, resulta:
1 G.85" Calcular o valor de m para que os trés feixes definidos pelas aquagdes:
(2x - 3y) +k-{x+3y -9 =0 X-y+1+kimx -y +1 =20
X -y -1+ k3x-y-3=20
Notemos, porém, que estd ultima equacdo exclui uma reta do feixe: mx - my + kaldx =my -1} =0
areta x + 3y -9 =0, correspondente a k, = 0. ' tenham uma reta comum.
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Demonstrar que as retas de equacgdes
m+2x -my -4+ m=20

onde m e uma varidvel real passam por umM MesSMO ponto.

Solugao 1
A equagdo dada representa um conjunto de retas pois m é varidvel. Tomemos

duas retas particulares do conjunto:

m=20 :?2x—4=0}
m=-~-2 = 2y -6 =20

[

A interseccdo dessas retas 6 o ponto P(2, 3). Provemos que P pertence a qualquer
reta do conjunto, substituindo-o0 na equacdo dada:

m+2l-xp-m-yp-4+m=m+2})+2-m+3-4+m-=
-2m+4-3m-4+m=0 ¥mER
Solugdo 2

Desenvolvendc a equag¢do dada, temos: mx + 2x -my -4 + m =0 isto &,
x ~v +1m + {2x - 4} = 0 que é a equagdo de um feixe de concorrentes.

Solugao 3

Temos:
mx +2x ~-my -4 +m-=20
x -y +1im+ (2x -4) =0

imponde que o polindmio do 1° membro, na varidvel m, seja idéntico a zero,
temos:

x-y+1-=0 resolvendo
— x =2 & y=3

2x -4 =0

Portanto o ponto P(2, 3} anula~d 1° membro ¥ m &€ IR, isto &, ele pertence
a todas as retas cujas equagdes sdo obtidas atribuindo valores a m, logo, todas

essas retas passam pelo mesmo ponto P.

87

G.88;

Ve

e

G.90
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Demonstrar que as retas de equagBes (2m + 1)x + (1 - 3mly - 1 =0 onde m
é uma varidvel real, passam por um mesmo ponto.

Demonstrar que as retas de equagdoes (m+ 2)Jx -my -4+ m=0 onde m §
uma varidvel real, passam por um mesmo ponto.

Provar que as retas de eguagdes (m2 +6m +3)x - (2m?> + 18m + 2ly-3m+2=0
onde m & uma variavel real, passam pelc mesmo ponto.

(MACK-70} Dadas as retas rpy: (2m+1)x-Bm-1ly+3m-1=0, onde m
é um ndmero real qualquer, pergunta-se:
a) As retas passam por um ponto fixo?

b) Existe m para o qual rp coincide com um dos eixos?
Justifique as respostas,

V. FEIXE DE RETAS PARALELAS

40. Exemplo preliminar

Como poderiamos construir a equagdo de uma reta paralela a
r) 3x +4y + 1 = 0?

Uma paralela a r deve ter coeficientes a e b respectivamente proporcio-
nais a 3 e 4; em particular se a =3 eb =4 fica garantido o paralelismo.
Assim, sdo paralelas a r as retas: 3x + 4y = 0, 3x + 4y + 500 = O, 3x +

+4y—\/2=0,3x+4y—%=0,6x+8y'+1=0, etc.

Como vemos, desde que % = -% , 0 termo independente pode ser

qualquer nGmero real que o paralelismo j& estd garantido.

41. Defini¢ao

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares, todas paralelas
a uma reta dada {logo paralelas entre si).

Um feixe de paralelas estd determinado quando conhecemos uma de suas
retas {ou sua diregdo).

Consideremos o feixe de retas paralelas determinado pela reta r de equagio
geral:
ax+b.y+c=20 v 4
r
/s
/t
. VX

Consideremos a equagdo:

ax +by +c¢" =0 (¢" € IR)

]

Para cada valor atribuido a ¢
esta equacdo representa uma reta s pa-
ralela a r, pois:

ay bl a b
D = = =0

as b, a b

Variando c¢’, essa reta s se “"movimenta” descrevendo o feixe de paralelas
a r. A equagdo ax + by + ¢’ = 0 representa, pois, o feixe de retas paralelas

dreta r.
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42. Exemplos

19) A equagdo do feixe de paralelas areta (r) 3x + 4y - 2 =0 ¢
3x +4y + ¢ =0 onde ¢ € IR.

Pertencem a esse feixe, por exemplo, as retas
(s 3x +4y +1=0 e (1) 3x+4y -5=0
29)A equagdo do feixe de paralelas a reta (r) 5x + 11y - 51
5x + 1y + ¢’ = 0 onde ¢’ € IR.
Em particular a paralela a r passando por P{2, -1) & tal que:
52) + 11{-1) + ' =0 = ¢ =1
portanto sua equagdo é 5x + 11y + 1 = Q.

EXERCICIOS

G.91 Dada a equacdo da reta r: 7x + 3y + V2 = 0, pede-se:
a) a equagdo do feixe de paralelas a r;
b) a equagdo da paralela a r pela origem;
c) a equagdo da paralela a r por P(9, -10).
Solugio

a) Para construir a equagio do feixe basta copiar a e b e deixar “livre’’ o termo
independente: 7x + 3y + ¢ =0, ¢ € IR.

b} A reta do feixe que passa pela origem apresenta ¢ = 0, portanto sua equagdo
¢ Tx + 3y =0.

c) O ponto P deve verificar a equagdo da paralela, iogo: |
Ixp + 3yp+c=7+(9) +3(-10) +c =0 = ¢ =-33
logo sua equagdo ¢ 7x + 3y - 33 = 0.

G.92 Determinar a equagdo do feixe de paralelas a reta 3x - 5y + 1 = 0.

G.93 Determinar a reta do feixe ky* (x+3y-8)+k,<{6x-7y +4}=0 que & paralela
dreta (r) 1Mx - by +7 =0,

G.94 Dois dos lados de um paraleiogramo acham-se sobre as retas (r}2x+3y-7=0
e (s)x-3y+4=0. Obter as equagdes das retas suportes dos outros dois lados,

sabendo que um dos vértices do paralelogramo é o ponto (3; 2).

G.95 Damonstrar que 0s pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a
equacdo sen{x - y) = O constituem um feixe de retas paralelas.

G.96 Demonstrar que os pontos do piano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a equacdo
tgx = tgy constituemn um feixe de retas paralelas.
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VI. FORMAS DA EQUAGAQ DA RETA

43. Forma geral

Vimos no item 25 que, dada uma reta r, podemos determinar pelo menos
uma equagdo do tipo

ax+b’y+c:0

denominada equagdo geral da reta r, a qual é satisfeita por todos os pontos
P(x, y) pertencentes a reta r.

44. Forma reduzida

Dada a equagdo geral da reta r, ax + by +c =0, se b # 0, temos:

by = -ax -¢c=>y = {- %‘)x+(— %): y=mx+q

m q

que é denominada equagdo reduzida da reta r,

Conforme veremos, m é o coeficiente angular da reta (item53) e q é
a medida do segmento que r define no eixo Oy (item 45).

Exemplo

Se uma reta r passa por A0, 3) e B{-1, 0) qual é sua equagdo reduzida?

X y 1
0 3 1|=0 = 3x-y+3-0 = y=3x+3
-1 0 1 — - —

aquacdo geral squagdo reduzida
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45. Forma segmentaria

a) Consideremos uma reta r que vi
intercepta 0s eixos cartesianos nos pontos
Q(0, g} e Pi{p, 0}, distintos.

A equacdo dessa reta é:

b ¥ 1
0 q 11 =0 =
o] 0 1

=ogxtpy-pg=0=
=ax * py = pq =

X 4 -1
p

y
q

denominada equac¢do segmentaria.

Exemplo

Obter a equagdo geral da reta que intercepta os eixos em P(2, 0) e Q{0, -3).

A equacgdo segmentaria é % + % = 1 e a equacgdo geral é obtida eli-
minando os denominadores: 3x - 2y - 6 = 0.

b) Consideremos uma reta r de equacdo geral ax + by + ¢ = 0 com a # 0,
b+ 0ec+# 0 para que a reta corte os eixos em pontos distintos P{p, 0}
e Q(0, gq). Determinemos p e Qq:

PEr =a-p+b-0+c=0= p=——Z—

Q&€r =»>a-0+b-gq+c=0 = q;-%
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c) A equacdo segmentdria é obtida a partir da equagdo geral da seguinte
maneira:

ax +by +c=0 = ax+by=-c =»- Zx-
c

oo

X 4y Y
p q

-

Exemplo
Obter a equagdo segmentaria da reta (r) 7x + 11y + 3 = 0.

7x+11y§-3=>——:7§x— —y=1=

46. Forma paramétrica

As equacOes geral, reduzida e segmentaria relacionam diretamente entre si
as coordenadas (x, y) de um ponto genérico da reta. As equagdes paramétricas
ddo as coordenadas (x, y) de um ponto qualquer da reta em funcdo (geralmente
funcdo linear) de uma terceira variavel t (parametro}.

x=f{t) e y=+f{t)

A partir das equagbes paramétricas obtém-se a equa¢do geral da reta eliminan-
do o parametro t.

Exemplo
. - t+ 1
Qual é a equagdo geral da reta em que x = 2 e y=23t-2?
Temos t=2x-~1 e t= y +2 entdo:
+
2x - 1 = %—236x—3ry+2:>6x—y—5:0
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47. Como norma geral, no caso em que é dada a equacdo de uma reta na forma
@, e pede-se a forma , devemos usar O esquema

@, —>’ equagdo geral I —

isto é, devemos comegar obtendo a equagdo geral.

Exempio

Obter a equacdo segmentdria da reta cujas equagOes paramétricas sdo

x=3t+1 e y=4t+56

x -1
t =
Temos: 3 — x-1 _ u=>4x—3y+11=0
= Y-5 3 4 S ~
4 geral
4 3 X y
4x - = -11 - —x + — = 1= - _+ L _
x - 3y IERERT 117 THAEET I

3

EXERCICIOS
G.97 Determinar a equagdo reduzida da reta AB quando Al-1, 1) e B(7, 25).
G.98 Dados AI3, 10) e B(-8, -5}, determinar a equacdo segmentéria da reta AB.

G.99 Determinar a equagdo geral das retas abaixo:

v A v i v

/

x"
!

A .

G.100 Dadas as equagdes paramétricas de uma reta (r)x=5t-3 e y=2t+4, obter
sua equagdo segmentdria. i
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G.101 (MAPQFEI-75) Achar as coordenadas do ponto de interseccdo das retas

x = 3t X=3-u
r tER e sd uE R
y = 2t y=2+u
G.102 Qual é a posicdo relativa das retas (r} % + % =1 e (s x=8t,y =1-16t?
G.103 Obter uma reta paralela a (r) 2x +y =0 e gque define com os eixos um tridngulo
cuja area & 16. vl
Solugdo ' v
10, g}
A equagdo da paralela tem a forma 2x + y +¢c=0.
Como a area é 16, temos:
|- € - L s
g lel-lal o 2 1 SN
2 2 0 N
&2
= — =16
2 N \
entdo c2=64 = ¢ =18

Resposta: 2x + y + 8 =0 ou 2x +y -8 = 0.

G.104 Provar que se uma reta se desloca de modo que a soma das medidas p e q dos
segmentos determinados por ela sobre os eixos seja igual ao produto dessas medidas,
entdo a reta passa por um ponto fixo P do plano cartesiano.

Solugido y
A reta tem equacdo segmentdria Qo
X v ~ s
2+ T =1 onde peq sio varidveis
[ q
reais mas p + q = pg, por hipotese.

- - Pip, O}
Vamos eliminar ¢ pardmetro q da

ol N

equagdo da reta, usando a hipOtese:

X o4 Y = Xy Y g ko= ly = p (1)
p ) P P
p -1

Dando a p dois valores arbitrdrios e diferentes de 0 e 1, temos:
p=2==x+y =2 i) p=3=x+2y = 3 (s}

As retas r e s, concorrentes em (1, 1), sdo elementos do conjunto de retas dado
por (1), que & um feixe de concorrentes em (1, 1) pois

M+p-N=p¥pER-{0, 1}

G.105 (EPUSP-58) Provar que se uma reta se desloca de modoc que a soma dos inversos
das medidas dos segmentos por ela determinados sobre os eixos seja 1: (constante},

entdo a reta passa par um ponto fixo P do plano cartesiano.
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Os conjuntos invadem a geometria

David Hilbert nasceu em Konigsberg, na Prassia Oriental.

Dindmico e com idéias notavelmente originais, participou de quase todos
os Congressos internacionais de Matemdtica que, a partir de 1893, passaram a ser
realizados com freqiiéncia.

Em 1899 publicou os “Fundamentos da Geometria”, que exerceu grande
influéncia sobre a Matematica do século XX,

Hilbert percebeu que nem todos os termos podem ser definidos e por esta
razdo iniciou sua Geometria com trés objetos nfo definidos — ponto, reta e pla-
no — e seis relagdes ndo definidas — estar sobre, estar em, estar entre, ser con-
gruente, ser paralelo e ser continuo —, formulando vinte e um postulados conheci-
dos como Axiomas de Hilbert. A Teoria dos Conjuntos passa a invadir a Geometria
num grau crescente de generalizacao e abstragcdo.

Em 1900, Hilbert j& era afamado professor em Gottingen, Alemanha, e
depois de muito analisar as pesquisas dos fins do século XIX, durante sua partici-
pacdo no Congresso de Paris, apresentou e propds vinte e trés problemas os quais,
segundo acreditava, ocupariam a atencdo dos matematicos do século XX, numa
tentativa de prenunciar os rumos que tomaria o progresso neste século. Dizia ele:
"‘se quisermos ter uma idéia do desenvolvimento provével do conhecimento mate-
mdtico no futuro imediato devemos fazer passar por nossas mentes as questdes
ndo resolvidas e olhar os problemas que a Ciéncia de hoje coloca e cujas solucdes
esperamos no futuro, Destes problemas, o primeiro trata de Teoria dos Conjuntos,
o segundo ¢ sobre os axiomas da Matematica, e os outros sdo sobre Topologia,
Equagdes Diferenciais, Cdlculo das Variagbes e demais campos. Pode-se afirmar
que muitos deles ainda ndo estdo resolvidos e que a Matemdtica neste século se
desenvolveu em muitas dire¢Ges ndo previstas como disse o préprio Hilbert: “En-
quanto um ramo da Ciéncia oferece uma abundéncia de problemas, ele ests vivo''.

Depois do Congresso de 1900, os matematicos se agruparam em duas escolas,
dependendo da sua linha de pensamento: os ‘‘formalistas’”’ liderados por Hilbert,
e os "logicistas’’ tendo a frente Russel,

Hilbert interessou-se por todos os aspectos da Matemadtica Pura, contribuindo
para a Teoria dos Numeros, Légica Matematica, Equacdes Diferenciais e também
para a Frsica Matemdtica, sendo considerado uma figura importante de transigao
entre os séculos XIX e XX.

CAPITULO III

TEORIA ANGULAR

I. COEFICIENTE ANGULAR

48. Dada uma reta r, fixemos em r
dois pontos distintos A e B. Se yp =
= yg, I € paralela ao eixo x; neste
caso, adotaremos como sentido positivo
da reta r o sentido positivo do eixo x.

Se ya # yg, entdo yp > yg
Ou yg > ya: neste caso, adotaremos
como sentido positivo da reta r aquele
em que se parte do ponto de menor
ordenada (A ou B) e se chega ao ponto

v A

® >

e}

de maior ordenada (B ou A, respectivamente).

o




49. Angulo gue uma reta r forma com o0 eixo x & o angulo X assim defi-
nido:

se r/x, X é nulo;

se r'Ax, 8 é o angulo convexo formado pelas semi-retas Ix e Ir,
onde | é o ponto de interseccio de r com x.

v d v

/ - -
- -

. e} X 0 I\

-

*

fs agudo fs obtuso

m m
o< < =~ = <a<mw

2 2
v A I v

.
(@] | X @] X
s reto s nulo
o = E @ =0
2

. - . - s
De acordo com esta defini¢do, a medida do angulo rx, que chamaremos
a, na unidade radiano, é tal que 0 < a < 7w

50. Coeficiente angular ou declive de uma reta r ndo perpendicular ao
eixo das abscissas (*) é o nGmero real m tal que:

m=tga

{*} Doravante em vez de ''perpendicular ao eixo das abscissas” diremos s& que r & “vertical’’.
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Sdo evidentes as seguintes propriedades do coeficiente angular:

19) se fx & agudo, entdio m & positivo

.

29) se FX é obtuso, entdio m & negativo
39} se rx é nulo, entio m é nulo
43) se fx €& reto, entdo ndo se define m

53) dar o declive de uma reta equivale a dar a direcio da reta; assim,
guando dizemos que uma reta r tem declive m = 1, r forma com o eixo
Ox um éangulo de 45°, portanto ¢ & qualquer reta do feixe de paralelas
da figura; analogamente, se o declive de r é m = -1, entdo tx = 135°, por-
tanto r pode ser qualquer reta do outro feixe de paralelas.

YA N |

AN

™

|

x

NG X

retas com m = 1 retas com m = -1

Il. CALCULO DE m

51. SO é possivel calcular o coeficiente angular de uma reta quando dela se
conhece;

19)  dois pontos distintos;

ou
29) a equacdo geral;
ou
39 a diregdo {por exemplo, sabe-se que a reta é paralela a uma reta da-
da). '
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52. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta que passa por dois pontos
conhecidos: A{x;, v;} e B(x,, v,).

v . by

By

A,

[+

G Bl AI \X

. — - - - N
Projetemos AB sobre os eixos do sistema cartesiano e apliquemos o teore-
ma da projec¢do:

sobre x~ A, By = AB - cos
sobre y A,B, = AB.cosf = AB - cos (90° - a) = AB - sena

Temos:

|

>

B AB - sen «
28,
= ——2"" - tga=m
AB « cos a g

A B,
mas A;By =y, -y, e A;B, = x; - x;, logo:

m=Y27V%1 (x5 # X;)
Xy = Xy

Preferimos a notagdo

mo= 0 {Ax # 0)

onde Ax e Ay sdo, respectivamente, a diferenga de abscissas e a diferenca de
ordenadas entre A e B, calculadas no mesmo sentido.

Assim, por. exemplo, o declive da reta que passa por A(-5, 4) e B(1, 10)

Ay (10) - (4) (4) - (10)

me 2Y - =1
Ax {1} - (-5) (-5} - {1)

53. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta cuja equagdo geral é
conhecida: ax + by + ¢ = 0. :

Lembremos que, dados Alx;, y,;} e Bix;, yi) pertencentes & reta, a
equag¢do geral é:

iIsto &,

yi - vl x+{x; - xy)-y +{x3y; - x5y} =0

-
a b
Como vimos m = Y2~ Yt portanto resulta:
X2 -~ Xy

{b # 0)

Assim, por exemplo, o coeficiente angular da reta (r) v/ 3x - 3y+K=0

mo- a4 __ \/73 - v 3
b -3 3
Notemos .que o termo independente K n3o tem influéncia no cdlculo
de m, isto &, retas como W 3x - 3y+1=0 e vV3x -3y +500=0 tém
o mesmo declive.

54. No item 44 do capitulo || demonstramos que a equacdo reduzida de uma
reta e

y=mx +q

portanto, sempre que uma reta tiver equacdo reduzida (isto é, b # 0), ao
expressarmos y em fungdo de x o coeficiente de x é m.

Exemplo

Dada a equac@io geral 2x - 7y + 1 = 0, temos que a equacdo reduzida
2 1 2

é = = x + —, logo, m= =,
Y= 3 7 % 7
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EXERCICIO

G.106 Calcular o coeficiente angular das retas:

al x -3y +4 =0 fi x = 11

b) Bx + 1 - 3y gl 2y = -3

el y=-3x+4 h) 2x + 3y = 0O

d)g%%:‘l Dok 2y 1)+ Ax -y +1) =0

) o °
i) x=cos30 + vy sen30 = 7

X = 4t Ala; b}
e} k} contém
y =1 -7t Blb; a)

it

IIl. EQUACAO DE UMA RETA PASSANDO POR P(x,. V,)

55. Seja Pixg, ve) um ponto conheci-
do. Se quisermos obter a equacdo de y | s v
uma reta que, entre outras propriedades,
tem a propriedade de passar por P, Qlix, y)
podem ocorrer dois casos:

19) essa reta (r) ndo é perpen- Pixg, Yol
dicular ao eixo dos x, portanto, existe
o coeficiente angular de r que €
Y - VYo
X - Xg

m =

onde (x, vy representa um ponto
genérico Q, pertencente & reta. o /

x ¥

Neste caso, a equacdo da reta é:

Y - Yo = mix - xg} {1

29) essa reta (s) ¢ perpendicular ao eixo dos x, portanto sua equago é:

X = Xo (2)
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56. Exemplo

Conduzir por P{5, 4) retas que formam com o eixo dos x os seguintes an-

gulos: a) 45°; b) 90°; c) 135°; d) 60°; e)arctg (- 2 )

aly -4 =1Ux -5}

istoé: x-y-1=20 V*

b)X—5: O ! \\ ///
¢l y-4=-1x -5 } Ué’tb 4)
isto é:x +y -9=0 ‘ AN

| S/ N
dy-4=vV3(x-5 L

isto é: V3x -y +4-5/3=0 . .\\\
/ | ///’ “‘\ X
ely-4=- % {x - B} o T e T 74\?:

isto é;: 4x + 3y -32=20

57. Se fizermos, na equagido (1}, m assumir todos os valores reais, para cada
m _teremos a equacdo de uma reta passando por P e formando com o eixo dos
x um angulo cuja tangente ¢ m; assim, a equacdo (1) representa um conjunto
de infinitas retas que passam por P, contidas no plano cartesiano. 56 ndo pertence
a esse conjunto a reta s, que ndo tem coeficiente angular. O feixe de retas con-
correntes em P é:

rcalP€redm}tu{sCalPEsedmy}

portanto a equacdo do feixe é:

Y -ye=milx - xg} ou x =x4 (m variavel real)

EXERCICIOS

G.107 Determinar a equagdo da reta que passa por P e tem inclinagdo Q@ em relagdo
a0 eixo dos X nos casos seguintes:

19 P{-1, -3) e @@ = 45° 49)  P(<1, +3) e & = arc sen %
29  P(+2, -4) e a = 60° 59 P{7,2) ea=0°
39 P(-1, -4) e & = 90° 6%} P(-1, +5) e & = arctg?

G.108 Qual & a equagio do feixe de retas concorrentes em P(5, 2)?
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IV. CONDICAO DE PARALELISMO 60. Exemplos

19) (r) 3x +6y -1=0¢€ (s) 2x + 4y + 7 = 0 sdo paralelas pois:
58. Teorema

a; _ 3 _ _ 1
-~ - . ~ . mr = - _ = - F = 7
“Duas retas r e s, ndo verticais, sdo paralelas entre si se, e somente se, b,
- i, = m, = Mg
seus ooeficientes angulares sio iguais”. 2, 2 1
— O ]
o f Is. "‘"“‘r = M e também:
a b 3 6
Demonstragio o= | & L. =12-12=0
ay b, 2 4
VIP . v i
'\ s 20) () 600x -1 =0 e (s} 71x - 13 = 0 sdo paralelas pois:
a; by 500 O 0
D= = =
- % das bz 71 0
N
° o o N N+ embora § m, e §m,

ris = =0 = g0 -9 = *“r"m,

61. Construgdo importante
99.  Observagdo Obter uma reta s que passa por um ponto P {dado) e é paralelaa uma

reta r (dada, ndo vertical).
No item 35 do capitulo |l vimos que: ““duas retas (r) ayx+hyy+eg =0

5 ; Por exemplo vamos resolver este problema guando r tem equago
e (s)a;x+b,y+c;=0 sdo paralelas (distintas ou ndo) se, e somente se,
' 5x + 7y + 1 =0 e P = (6, -5):

a b
D= 1 1 - O". m, = - _a_ = - —5—
a8 b2 r b 7
Nos casos em que r e s ndo sdo verticais, vamos provar que as condigdes sdr=mg=m = - .g.
de paralelismo D =Q0em, = mg sdo equivalentes. Lembrando que b; # 0

e b, #0, temos: Como s passa por P, vamos aplicar a teoria\do item 55; a equagdo de s

I ~
e: ~
- . ~
D = ’ - = = ﬂ = 3_2 P
= 0 = aib; - a,b; = 0 = a;b; = a;b; = b, b, .<=» v - (B) = - 5 (x - 6) \\
7 SO
— ‘m,ﬂ#’m’,f 7(y + B) = -blx - 6) ~s
. o 7y + 35 = -5x + 30
Nos casosem que r / s # Oy so vale a condigdo D = 0 pois ndo existem r
os coeficientes angulares m, e m;. Sx +7y +5=10
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62. Vimos no item 44 que a equac¢do reduzida de uma reta r é V. COND|CAO DE PERPENDICULARISMO
y=mx +gq

a ,
— é a ordenada do pon-

onde m = - é o coeficiente angular de re q = -

63. Teorema

Tlo

to onde r corta o eixo Oy,
“Duasretas r e s, ndo verticais, so perpendiculares entre si se, e somente

Supondo m constante e g varidvel, a equacio reduzida passa a representar o i .,
se, 0 produto de seus coeficientes angulares ¢ -1,

um conjunto de retas paralelas (mesmo declive), isto é, um feixe de retas

paralelas.
Assim, por exemplo, y = 3x + q é a equagdo do feixe de retas paralelas ris = m-mg=-1
com coeficiente angular 3.
Demonstracdo
EXERCICIOS Fls =  mpemg=-1

G.109 Determinar a equag3o da reta (s) que contém P(-5, +4} e é paralela a reta {r)
cujas equagdes paramétricas sfo x = 3t e y = 2 - 5t.

Solugdo

1%} coeficiente angular de {r}
t= %: __zéy = 5x-6-3y = Bx+3y-6-0
m=-2--25
' b 3

28} equagio de {s)

s r= ms:mr:——s-.
3
PEs = y-4=m5(x+5)=:-y—4=—% {x + B) ==
= 3y - 12=-5x-25 = 5x+ 3y +13-0 Conforme o caso, das figuras acima tiramos:
Resposta: {s) B5x + 3y + 13 = 0 . -
(12=Oll+—— ou Q) =0y t —
2 2

G.110 Determinar a equacdo da reta que passa por P(-5, 2} e é paralela & reta definida por

A(_]2_, ..g_) e B(%, - %)_ [o 4ngulo externo é igual 4 soma dos internos ndo adjacentes)

entao:
G.111 Determinar a equagdo da reta u que passa pelo ponto de intersecgdo das retas . - 1
ret eé paralela 3 reta s. Dados: tga, = tg (og + 7) = tgoy = cotg (-oy) = tgay = - tg &, =
{r) % + % =1, (&) x=3tey=2+3t e (1) 3x + 4y = 0. = tga; - tga; = -1 = m . -mg = -1

¥ G.112 Dois lados de um paralelogramo ABCD estio contidos nas retas fhy=2x e
{s) x = 2y. Dado o vértice Al5, 4), determinar B, C e D.

mrlms=-1—_'-:# rls
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19) memg = -1 = my = - —

isto § m, # m; portanto as retas
r e s sHo concorrentes e formam um
dangulo @ tal que

29 Temos:
m=- — = ga-=-- — = o
m, a2 gl
= tgoy = tg{ 5 +a;) =

Comparando@ e @: 9 = —; = f_!_s}q",:

64. Exemplos

1) 3x+2y-1=0 e (s)4x -6y +3 =0 sio perpendiculares pois

mrz—%l, =——§—.
1
=>mr-ms=_1
mg=-32 _+4 _ 2
by 6 3

me = ﬂ = _3_
b, 11

= m,+ mg = -1
ms= 2 :-]_1
b, 3

39(r) x =3 e (s) y = -1 sdo perpendiculares pois r/y e s/ x.

Notemos que neste Ultimo caso ndo vale a relagio mg+*mg = -1 uma

vez que r ¢é vertical.
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65. Comentério

Existe uma condicdo de perpendicularismo que vale também no caso de
uma das retas ser vertical. Deixamos como exercicio a sua demonstracdo:

"“Duas retas {r) a,x + b,y + ¢, =0 e (s) aax +byy + ¢z =0 sdo perpendi-

) s

culares se, e somente se, a;a; + bybs = 0.
Assim, por exemplo as retas x =3 e y = -1 sdo perpendiculares pois:

ala2+b‘b2=1-0+0-1=0.

66. Construgio importante

Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado} e é perpendicular a
uma reta r {dada, ndo horizontal).

Por exemplo vamos resolver este problema quando r tem equacdo

Ex + 7y +1=0 e P =(6 -b):

mo--2 .58
' b 7
slr=>ms=——1-=—izl
my 5 b
7
Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 55: a equagdo de
.. . H
s é: /
/

v- (6 =L ix-6 / g
AN

5y + B) = 7{x - 6)

By + 25 = 7x - 42

EXERCICIOS

G.*13 Demonstrar que (r) + % =1 e (s = % sdo retas perpendiculares.

x
9

x
7

G.114 Determinar p de modo que as retas Np2x+py+2=0ce (s Bx+(p+tly~-7= 0
sejam perpendiculares.
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G.115 Dentre os seguintes pares de retas, qual ndo é formado por retas paralelas ou perpen-

diculares?
1% 3x -6y +4=0 & X +2Y
3 5
=4t -1
29 { " 4% - 2y + 7 =
{v=4-2t © x-2y+7=0
3% 3x+4-=-0 e By -3=0

490) x=\/§ e x:‘\/;

59) la+1llx+{a~-Ny=0 ¢ (a-1x={(a+ 1)y

G.‘1\16 Determinar a equagdo da reta s que contém P(3, 4) e é perpendicular & reta
{rl 2x + 3y = 0.
G.‘lq\? Determinar a projegdo ortogonal do ponto P(-7, 15} sobre a reta
(r) x == 21, y = 3t
Solugdo

19) coeficiente angular de r

tcf.-.ﬂg =3%x =2y =>3x -2y = 0
a 3 3
My = — — = = — = =
r b -2 2
s p
2% equagdo de s tal que slr, por P
slr=>ms:-i .2
my 3
PEs=y-158 =mgix + 7] =
2
:>y-15:-3(x+7)=> al r
=2+ 3 -31-0 M
s

3?

intersec¢do de r com s

(r) 3x - 2y = 0
(s) 2x + 3y = 31

Resolvendo o sistema, obtemos x = 2 y = 83
13 13
62 93
Resposta: M{ =, ==}
po 13" 13

G\.‘118 Determinar o pé da perpendicular baixada de P{2, 6) sobre () x +vy -2 = 0.

G.1\9 {(MAPQFEI-75) Sdo dadosareta rix -y +1=0 eo ponto P = (3 2). Deter-
'.minar as coordenadas da projecdo ortogonal de P sobre a reta r.
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G.320 Determinar o ponto Q, simétrico de P em relagdo a reta {r). Dados P(-3, +2)
Ve ) x+y~1=0

Solugdo
13) s, por P, perpendicular a r b
}
a
-2 o= i
T »
! r
Smg=-— =+ o
mr M
PEs=y-~2=1x+3 = ¥
= x-y+5=0 I
s

23) intersecgao de r com s

rh x+y-1=0

(s} x-y+56=0

Resolvendo o sistema, obtemos x = -2 e y = 3, portanto
M= (-2, 3

3% a —
M é o ponto médio de PQ, entdo:

xM:w:xQ=2xM—xp:—4+3=—1

VM“VPZVG =y 2yM—yp=6—2:4

Resposta: Qi-1, 4)

G.121 (MAPOFEI-74) Em um sistema cartesiano ortogonal xQy sdo dados os pontos A,
sobre Ox de abscissa +1, e B sobre Oy de ordenada +2. Calcular as coordenadas do

ponto P simétrico da origem O em relagdo a reta AB.

G.122 Determinar a reta s, simétricade {r) x -~y +1 = 0 emrelagioa (1) 2x +y +4 = 0.
Solugéo (/’
18) intersecgio de r com t P
(H x-y+1=0
P 2x+y+a=0 . B .
’ M
Resolvendo o sisterma, obtemos
¥
5 2
x=-p e Y= oo
a
5 2 r\
tanto R = (-—, -=). ul Y}
portanto 3 3
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2% tomar PEr tal que P # R

{rh vy = x + 1, portante yp = xp + 1

.

Fazendo xp = 0, obtemos yp =1, isto & P = (0, 1)

3%) equagio de ult, por P
a 1 1
mt:-—=~2:m:-_:_
u mg 2
PEu:#v—1=%(x—0)=>(u)x-2y+2=0
4?) intersecgio de u com 1t

W x-2y+2=0

(th 2x + y +4 =0
Resolvendo o sistema, obtemos x = -2 e y = 0, portanto,
M= (-2, 0

5%) Q, simétrico de P em relagdo a t

XM=X_P%E:-2=O_+2£=XQ:_4

|
i
—_

+
VM:yiz—yQﬁ 0= Ltzﬂﬂyo‘_

portanto- Q = (-4, -1)

6% s éareta RQ

X y 1 X y 1
xR YR 1| =0=>[-2 .2 1] .0 —
3 3
*a vQ ! 4
=X_7 4.9
3 3

x.-7Jy -3=0
1

G.123 Determinar a equagdo da reta s simétrica dareta (r) x + 2y - 3 =0 em relagao
4 bissetriz do 29 quadrante.

G.124 (MAPOFEI-75) Escrever a equacdo cartesiana da reta simétricadareta 2x - y~4 =0

x

em relagdo d reta 4x - 2y + 3 = 0.

G.125 Dados P(-3, -3) e (r) 4x + By - 14 = 0, pede-=se:

a) equagdo de s perpendicular a r por P;
b) o ponto M pé da perpendicular a r por P;
c} o ponto Q simétrico de_P em relagdo a r;
d) a reta t simétrica de r em relagio a P.
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G.126 Determinar a simétrica da reta (r) x -~ 8y + 16 = 0 em relagdo:

al ao eixo dos X;
b) ao eixo dos y;
c) areta {s) 2x - 3y -7 = Q.

G.127 Determinar as equagles das alturas do triangulo ABC e provar que elas concorrem

no mesmo ponto H (ortocentro).
Dados: Al0, -3}, Bi(-4,0) e Cl2, 1)

Solugdo
12) equacdo de hy tal que hy LBC, por A.

a mBC
AE€hy=>y +3=-6(x-0=
:6X+y+3:0 (ha)

23) equagdo de hy tal que hp LCA por 8.

Ay 1+3
= ==L = =2 =m = -
MCA = "Ax 2-0 Pb

=

BEhb=>y—0:-%(x+4) 2y =-x-4=>x+2y +4-0 (hp

equagio de hg tal que hgLAB, por C

Ay 0+3 3 _,
= = e— = - Mpy,. =
MAB = Ay T 2-0 a he

CEhc=y~1:%(x-2)=>3y—3=4x-8=>4x-3y-5:0

K

3

4%) Provemos que existe H &€ hy Mhy M hg

6x +y+3=0 resolvendo 2 21
- N H{- =, -=}
() = g hb{x+2y+4=0 1T
8 +63-55
H € he pois 4xH—3yH—5=—1—31+%-5=—»?—:0

G.128 Determinar o ortocentro H do tridngulo ABC cujos vértices sfo A(1, 3), B(2, 1)
e C{4, 5).

G.129 Dados os pontos A{0, 0}, B{4, 4) e C{-1, 3), determinar a razdo entre as dreas
dos triangulos ABC e BCD, onde D & o pé da altura do triangulo ABC, tragada

por C,

G.130 Dados HI0, 0), (r) x + 2y -6 =0 e (st x +y + 3 =0, obter areta t que
determina com r € § um tridngulo cujo ortocentro & H.
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G.131 Demonstrar que o quadrilatero de vértices
Ala, b}, Bla+4, b+ 3), Cla+7, b+7) e Dla+3, b+ 4}

é um losango. B

Solugdo

Uma das maneiras de provar que ABCD

é losango & mostrar que seus lados sdo A : c
paralelos dois a dois e suas diagonais

sdo perpendiculares.

m = —_— E — = = =
AB Ax (a +4) -a 4 D
= AB/CD

m ==Y o 2T 7T =2
€0 = "Ax (a+7) ~({a+ 3 4
4
mBC:—A—y:(b+7)'(b+3)_i
Ax (a+7)-(a‘+t‘-l)_3> ,
= BC/A
mAD:Lﬁl:(b+4)—bcﬁ /#D
Ax fa + 3} -a 3
A ~
ma = 2y _ b+ 7 -b
AC Ax fa+7)-a ! .
= AC.1BD
mgp - S _ b+4-b+3
Ax a + 3 -(a+4)

G.132 Obter os vértices de um losango ABCD tal que:

al A estd no eixo dos vy,

b) B estd no eixo dos x,

c) a diagonal AC esta contida em (r) 2x + y - 3 = O,
d) as diagonais se interceptam em El(x, 1),

G.133 Obter uma reta perpendicular a f{r) 4x + 3y = 0 e que defina com o0s eixos coorde-
nados um triangulo de drea 6. i
Y

Solugdo
4 3
my = —-\:3— = Mg = +z

A equacdo reduzida da reta s é&:

3
= = x4+

y g ta 5/
Fazendo 4q - ¢, a equagdo geral de 7 o -—r
s é:

3x ~4y + ¢ =0 o

A reta § corta 0s eixos nos pontos
{0, %) e (-%; 0). Como a &rea do /
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trianguio é 6, temos:

°|

3 2

6:—3—=12=L =¢? - 144 =c = +12
) 2 12

1< ]

Resposta: 3x -4y +12.=0

G.134 (EESCUSP-69) Encontrar a equacdo da reta que € perpendicular a reta x + vy - 3=0
e forma com os eixos coordenados um tridngulo de srea 8 unidades de 4rea, de modo
que este tridngulo tenha interseccdo ndo vazia com a reta X - 2y = 1.

G.135 {(EPUSP-51) Dados os pontos Ala, 0} e B(O, b), tomemos sobre a reta AB um
ponto C de modo que BC = m+AB {m = 0 reall. Pede-se a equa¢do da reta
perpendicular a AB, a qual passa pelo ponto médio do segmento AC.

G.136 (MAPOFEI-73) O ponto P = (2, 4) & o centro de um feixe de retas no plano
cartesiano. Pede-se determinar as equacGes das retas desse feixe, perpendiculares entre
si, que interceptam o eixo Ox nos pontos A e B, e tais que a distdncia entre eles

seja 10,

G.137 (EPUSP-B4) Dados o ponto A(3, 1} e a reta r cuja equagdo & y = 2x, tragam-se
por A asretas ABlx e AC Lr, onde B e C sdo respectivamente os pés das
perpendiculares AB e AC. Provar que a reta determinada pelos pontos meédios de
OA e BC é perpendicular a BC.

G.138 Dados Al(4, 2}, B{0, 4}, C{(3, 0} e P(3, 4), tracam-se por P as perpendiculares
aos lados do tridanguloe ABC. Pede-se:
al obter os pés das perpendiculares
b) provar que sdo colineares,

G.139 (MAPOFE|-70) Pelo ponto P de coordenadas’ cartesianas® ortogonais cosf, sen &

o<a<fkg g) passam duasretas r e s paralelas aos eixos coordenados (ver figura).

a) Determinar as coerdenadas das inter- v
seccbes de r e s com a circunfe- :
réncia x2 + y2 = 1.
. ~ C/. PNA ¢
b) Determinar a equagdo da reta PM, 7 s m
onde M & o ponto médio do seg- o 2 -
mento AB.
¢) Demonstrar analiticamente gue as
retas CD e PM sdo perpendicu- _/D
lares.

G.140 {EPUSP-42) Dado um ponto P situado no prolongamento do lado AB de um
quadrado ABCD, tragam-se as retas PC e PD; pelo ponto E, intersecgdo de BC
e PD, conduzimos a reta AE cuja interseccdo com PC é o ponto F. Provar que
BF e PD sdo perpendiculares.



VI. ANGULO DE DUAS RETAS

67. Dadas duas retas (r) a;x + byy + ¢, =0 e ({s) ayx + b,y + ¢, =0,
vamos calcular os dngulos que elas determinam.

Se rfs ou rls o problema é imediato, portanto, deixaremos esses dois
casos de lado.

Quando duas retas sdo concorren-
tes, elas determinam quatro angulos, dois
adois opostos pelos vértices (congruentes).

E evidente que 0, e 8, sdo suple-
mentares, portanto, quem conhece a
medida de um deles, automaticamente
tem a medida do outro.

Também é evidente que tgd, e
tg 6, sdo simétricas, isto é, tg#, = -tg 8,.

68. Calculemos 6,, édngulo agudo formado por r e s:

19 caso: uma das retas (s, por exemplo) é vertical.

v A N |

AN

O X (0]

i b
0]:3—ﬂ1 BI:al-___
g8, = g~ - & tg8, = tg (o, - —
9o, 9(2 1) g4, g (o, 2)
198, = cotg oy tgf, = -cotg o,
g, = 2 tgel:“l

mr r
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Unificando as duas possibilidades, temos:

Resumo

Dadas r e s, se uma delas ndo tem coeficiente angular, a tangente do
angulo agudo TS é o modulo do inverso do declive da outra.

29 caso: nenhuma das retas é vertical

vk v

o o| /
L J
0=02—(¥1 Gtal—az
tgf = 1g (ay - o) tgf = tg oy - ay)
g0 = 9% WU tgh = 9 - W
1+tgar-tgay 1+tgay-tgoy
tgf = s~ Me tgh = - — s = Mr
1T+ mg-m, 1+ mg-m,

Portanto, em qualquer situacdo, temos:

Nas duas situacdes, se obtivermos tg8 > 0, teremos calculado a 1tgd,;
se tgf < 0, entdo calculamos tgfl, e, para obtermos tgf,, bastara uma
troca de sinal.

Resumo

Dadas r e s, se as duas tém coeficiente angular, a tangente do dngulo
agudo s é o modulo da diferenca dos declives dividida por 1 somado ac
produto dos declives.
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69.

Exemplos .
71. Construgdo importante

19) Calcular o angulo agudo formado pelas retas

Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e forma angulo
(r) 3x -y +5=0 e (s§2x+y +3=0

agudo @ (dado’) com uma reta r {dada, ndo vertical).

tgf = [ M2 M) (3 - {-2) l T R Por exemplo, vamos resolver este
1T+ mymy 1+3-(-2) -5 4 problema com os seguintes dados:
o - . . P(6, -5)
29) Calcular o angulo formado pelas retas cujas equacfes sdo 0 - 45°
2x + 3y -1 =10 6x - +5 =0, N
{r} 2x y e (s 6x -4y +5 =0 ) Bx 4Ty +1=0
m1:~g e m2=+§»=:>m,m2:-1=>rls=>0=£
3 2 2 __a _ b
m =-— =-—
b 7
. m (__5) .
3%) Calcular o angulo agudo formado pelas retas me - m o 5 7 7m, + 6
‘tge: s Y =>tg45: =>1=| L] =>
(f)4x +2y -1 =0 e (s)3x-4=0" 1+ mg-m, 1+ md-2) 7 - bmg
S
mi = 4 2 (7m + 5)2 7
1= T —— =~ 2 2
, 1= "= 49 - 70m, + 25m; = 49m; + 70m + 25
2 :tg@:{_l_ :ij._‘:l :H:arctgl = (7_5ms)2 = s mg mg mg =
ﬁ m my -2 2 2 2 1
2 = 24m; + 140m; - 24 = 0 =>m5:E ou m; = -6
49)Calcular o anguio formado pelas retas Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 55; existem duas
(1 6x +2y =0 e (s)10x+4dy -7=0 possibilidades para a equagao de s:
5 18 28
my = _?
10 5 >m=mg =rfs =0=0 y—(—5):-‘1§(x—6) y ~ {-B) = -6(x - 6)
ms. = - — = = -
s 4 2 6ly + B) = (x - 6) y + 5 = -6{x ~ 6)
6y +30=x -6 y +5=-6x + 36
70. Comentério X = Gy - 36 =0 ou Gx +y-37T=0
Existe uma formula para calcular o dngulo agudo entre duas retas que s6
nio é véalida se as retas forem perpendiculares. EXERCICIOS

é 6 tal que tgl =
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i (ci onstracao: . .
Deixamos como exercicio a sua demonstragdo G.141 Calcular o angulo agudo formado pelas seguintes retas:

A A 19caso: (rf x+y+1=0 e (s)4x-3y+1=0
‘0O angulo agudo formado pelas retas Y Y

. i Y x-2t—5
(N ayx+by+ec; =0 e (s)ax+by+c;=0 29 caso: (r)2+2’1 ¢ (S){v——7—t

_ . o . ° ° _ - =
@2 a, by (ayas + byby # Q). 30 caso: (r) xcosd45 +ysend5 =5 e (s} 2y \/5 0

aja, + byb .
1@ 1 D2 4% caso: (r)i+l3:18(s)3)(—4=0

5

73-G



G.142 (EESCUSP-69) Em um plano, munido de um sistema cartesiano ortogonal de refe-
réncia, sdo dados os pontos A(2: 3), B(9; 4) e MI(5, k). Determinar o valor de
k para o qual o dngulo BAM = 45°

&.143 Dados os pontos A(3, 0}, B(1, 01 e Ci4 + \/—5 1+ \/E) calcular os angulos
) internos do tridngulo ABC.

G.144 Conduzir por P[0, 0} as retas que formam éngulo ¢ - %T com {r} 6x + 2y -3 =0.

Solugdo

A equagdo de uma reta qualquer passando por P & y - 0 = m{x - 0}, isto &,
mx -y = Q.

Para obter m vamos impor que essa reta forme dngulo 0 - 45° com

tgﬂ:l_’"_‘ml s | M- :>1:|u
1 + mm, 1 + mi-3) 1 - 3m

entdor 1 -3m=m+3 ou 1 -3m=-(m+ 3}
istoé:m:—%ou m=2
As retas procuradas tém equacgoes: - ;—x -y =0 ou 2x -~y =0

Resposta: x + 2y =0 ou 2x -y =0

G.145 Dados o ponto P(5, 4) eareta (r) 2x - y + 7 = 0, pede-se conduzir as seguintes

retas por P:
s paralela a r
t perpendicular a r
u formando @ = arctg3 com r
v paralela ao eixo Ox
2z paralela a0 eixo Oy
Solugdo

A principal finalidade deste problema é mostrar que as retas s, t, u, v s80 retas que
passam por P e tém coeficiente angular, portanto, suas equagdes sdo da forma:

y -4 =m:+{x - 5}

e o que as distingue ¢ o valor de m.

Assim, temos:

sfr= mg=m =2

tlir = mtz—.1__=-.1_
mp 2
~ my -2 1
ur =arctg3 = 3= |-—M_— | = my=-1 ou my =-—
1+ my,-2 7

vfiOx= m, =0

A reta z passa por P e ndo tem declive, portanto, sua equagio é:
x-5=0
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Resposta: (s) yv-4=2-(x-05)
ft) v—6=-%-(x-5)
< {u y-4=-1-(x-5 ou y—4=-%-(x—5)
vi y-4-=0
(z) x-5=20

G.146 Determinar as equagdes das retas s; e s; que passam por P ¢ formam angulo §
com a reta r nos seguintes casos:
19 caso: P(0, 0) 6 = 45° ) x-2y +4=0
20 caso: P{1, 1) 6 = 30° {riBx+3y -1=0
39 caso: P{O, 0} 0@

"

arc tg 3 rhx-y+2=0

G.147 Determinar areta s, simétricade {r} x -y +1 =0 emrelagdoa () 2x + y + 4 = 0.
Solugdo T
19) intersecgdo de r com t

J4 vimos no G.122 que & R('%' —%)

29) angulo agudo rt

-

- {-2)

AR NI
1+ m e my 1+ (1) - (-2)
32} declive da reta s 5
tge= Mg - My l:3=| ms—(—2) =3 mg + 2 —
1+ mg+myg 1+ mg-(-2) 1-2+myg

= 9(1 - 2mg)? = (mg + 2)2 => 36m? - 40mg + 5 = 0==mg = 1 ou mg = —

49) equagdo de s
Como mg = 17 {pois mg = 1 ndo convém uma vez gue acarreta r = s) e
R €5, a equagdo de s é:
2 1 5
--f) s 2 x - -2 = -7y -3=0
y - { 3) = {x 3” x y ,
Resposta: (s) x -7y -3 =0

G.148 Conduzir pelo ponto P(3, 0) uma reta igualmente inclinada em relagdo a (1} y = 2x

e (s} x = 2y.
Solugdo
Seja m o declive da reta t procurada.
Temos:
~~ ~~
rt = st
entdo

tgft = tg st

75-G



1
m - —
i m - 2 _ 2
1+ 2m 14 M
2
m-2)2 (2m - 1)2
(1 + 2m)2 (2 + m)?
donde vem:

fm+2)2m - 2)2 - 2m + 122m - 1)2 = 15m4 = 15 = m - +1

Resposta: y - 0 = +1{x - 3)

G.149 (MACK-70) Determine as equagdes das retas que contém os lados de um tridngulo,
conhecendo-se:

o seu vértice A de coordenadas (0, 1),
areta r:3x -4y + 41 = 0, gue contdm uma altura,
areta s:x + 2y - 7 =0, gue contém uma bissetriz,

sendo a altura e a bissetriz relativas a dois vértices distintos,
G.150 Demonstrar que, em um triangulo retangulo, a reta determinada pélo vértice do angulo
reto e o centro do quadrado construfdo sobre a hipotenusa, externamente ao triangulo,

€ a bissetriz do angulo reto.

G.151 No retanguic ABCD tragam-se por A e C as perpendiculares & diagonal BD.
Demonstrar que os pés das perpendiculares, A e C formam um paralelogramo.
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DISTANCIA DE PONTO

I. TRANSLAGCAQ DE SISTEMA

72. Sejam P{x, y) e O'{xg, yo) dois
pontos referidos a um sistema cartesiano
xOy.

Se x'O’y" & um sistema tal que
xX'fx,y'/y e x', y tem respectiva-
mente 0 mesmo sentido positivo de x,
y, dizemos que x'O'y’ foi obtido por
uma translacdo de xOQy.

.

Nosso problema é estabelecer uma
relacdo entre as coordenadas de P no
“novo’’ sistema x'O’y’ e no “antigo”
xQy.

No eixo dos x, temos:

OP, = 00} + O{P;, ==

No eixo dos y, temos:

632 = (%,2 + O’2P2 =

Y

CAPITULO IV

A RETA

N i P
I
!
i
1
I
[}
Ohe¢-————- ! -
o ! x
1
I |
! 1
| 1
[} i
t |
| !
0 o P x
X =Xgt X
Y=votY
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73. Consideremos, por exemplo, a reta
de equacdo x +y - 7 = 0. Eis alguns
pontos que pertencem a essa reta:

A1, 6), B2, 5), C(3, 4),

D4, 3), E{5, 2), F(6, 1).

Se é dada uma translacdo no siste-

ma x0y de modo que a nova origem
seja 0’(2,1), todos os pontos citados

mudam de coordenadas, obedecendo a
lei:

x = X - 2
{nova) {antiga) {origem Q')
y =y - 1

portanto, temos: ‘

1

; c
A(-1, 5), B(0, 4), C(1, 3), , D
D(2, 2), E(3, 1}, F(4, 0). ' 3
| F
A equacdo da reta no sistema -“L*O_L_“*,A_*, ,,-Z’
x'Q'y’ é obtida a partirde x +y-7=0, o x

assim:

x+ty-7=0 =2(x+2)+(y+1)-7=0 =>x"+y -4=20

1. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

74. Calculemos a distidncia entre a origem O e uma reta r cuja equagdo geral é:

ax +by +c=0 - (1) v

A reta s, perpendicular a r pas-
sando por O tem equacgdo geral:
bx -ay = 0 {2
Se resolvéssemos o sistema farmado

pelas equacgdes (1) e (2), obteriamos
Q{x, y} ponto de interseccdo de r

.’ O
com s.

O que nos interessa, no entanto, € a distancia
entdo operamaos assim:
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d = 0Q

=1

=V x2+y?,

(12— (ax + by)? = (—0)2} N
(2)2 — {bx - ay)? = 0

{ax + by)? + (bx - ay)? = ¢?
a*x? + 2abxy"+ b?y? + b%x? - 2abxy + a?y? = ¢?

a?x + y?) + b2 (x? + y?) = ¢?
2

{2 + b2 E +yH) =2 = d2 = — &
— a2+b2
d2

e, finalmente temos a formula:

Assim, por exemplo, a distancia da reta (r) 3x + 4y - 25 = 0 3 origem

é dada por:
_ c -25 25
do_,fl |=l |=_=5
vV a? + b? V3 + 42 5
75. Calculemos a distancia entre um y4\ y“

ponto  Plx,, yo) € uma reta

{r) ax + by + ¢ = 0.

A idéia é transformar P em origem

do sistema e, entde, aplicar a formula ja d
deduzida no item anterior.
Dando uma translagao no sistema Pixg, vo!

xOy de modo que P seja a origem
do sistema x'Py’, a equacdo da reta

o |

r no ““novo’’ sistema é: o

]

ax + by + ¢ = 0= a(x" + x5) + bly’ +yy) +¢
= ax’' + by' + (axy + by, + ¢} =0
—_————~

’

Cc

o |

Conforme vimos no item 74, a distancia da origem (P) & reta r é:

’

Cc

v at + b?

dp,r =
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donde vem a formula importantissima:

axg + by +
dp , = 0 Yo ‘:1

V@t b

Resumo |

Calculamos d substituindo as coordenadas de P. no primeiro membro da
equacio de r e dividindo o resultado por Vv a? + b2,

Assim, por exemplo, a distancia do ponto P{2, -3} dreta {r}3x-4y+2=0
é dada por:

axg + byg + ¢

,/az*bz

d = -4

:}3(2)—4(—3)+2'=|2_0L
vV 3% + 42 5|

76. Observacoes

19} Adistancia d é, em qualquer caso, um nimero real ndo negativo, isto é:
d 2> 0 quaisquer que sejam P e r.

2%} A farmula deduzida no item 74 (distdncia de r a origem) passa a ser
um caso particular da formula deduzida no item 75.

De fato, a distincia de (r) ax + by + ¢ = 0 ao ponto P = (0, Q) é:

a-0+b-0+c¢

vV a? + b?

C

,,/32+b2

77. Uma aplicacdo notdvel da férmula da distancia entre ponto e reta é o
seguinte problema: calcular a distancia entre as retas paralelas
(rhax + by +c=0 e VA ’

(shax +by + ¢ =0

N s
Como sabemos, a distancia entre \
r e s é igual a distancia de um ponto

d
guaiquer P € s até a reta r, entdo:
19) seja Plxg, yo) pertencente a s P
PEs=axpg+byy,+c =0=
= axo + byo = ¢’ o N x
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20)  a distancia de P até r

{-c') + ¢

Vat + b?

——
axgt byg + ¢
~/ az + b2

entdo vem a formula:

c'P,r =

EXERCICIOS

G.152 Calcular a distancia da origem a reta {r) ax + by + vV a? + b2 = 0

Solugio dm:’ . _ 1/32fi?"=1
Va2 + b2 Va? + b2 |
Resposta: 1
G.153 (MAPQOFEI-78) Achar a distdncia dareta r {\;j :3 : 3: (t € IR} a origem.

G.154 Calcular a distancia do ponto P 3 reta r nos seguintes casos:
190 P-3;-1) e (N3x-4y+8=0
2°)  P{43; +2) e (r} Bx. =By + 2 =0

%) P(+1; -2 (rh X+ Y o
39 (+1; -2} e r)12+

5

0 . x =7t -1

49)  P{2; 43 e (r){v=24t+1

5%)  P{-1; -2) e {t) x-cos & + y L
3 3

G.155 Calcular o comprimento da altura AM, do tridangulo de vértices A{-3, 0}, B{0O, O}

e Cl(6, 8). A
Solugdo
19) equacdc geral da reta BC
x y 1
6 B 1| -0=>8x-6y-0
0 0 1 4x - 3y = 0
20) AH, =da, BC
4(-3} - 3(0)
AHL - da ge - |5 22 = | 55| -
42+ 32
12

Resposta: AH, = e
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G.156 Calcular a altura do trapézio cujos vértices sdo A(0, 0}, B(7,1), C(6,5) e D(-8, 3).

G.157 (MAPOFEI-74) O ponto P = {2, - & um vértice de um guadrade que tem um
dos seus lados nédo adjacentes a P sobre a reta x - 2y - 7
do quadrado?

= 0, Qual & a area

G.158 Calcular a distdncia entre as retas
{r) 3x + 4y =13 =0 e (s) Ix+4y + 7 = 0.
Solugao
Distancia entre duas retas paralelas é a distancia de um ponto P, pertencente a uma

delas, até a outra. .

12) Tomemos P & r s
PECr=>3xp +dyp - 13 - 0 P
R L LI
portantc P(-1, 4)
29} Calculemos dy ¢
3(-1) + 4(4) + 7 20
dr, s = dp, s = —)"""(“)‘—| = '?’ =4
v+ 16

Resposta: dr g = 4
G.159 Calcular a distancia entre as retas cujas equagdes sdo ax + by +c=0 e ax +by - c = 0.
G.160 Determinar os pontos da reta {r) y = 2x que estdo a distdncia 2 da reta (s) 4x + 3y = 0.

G.161 Determinar as equagdes das retas que formam 45° com o eixo dos x e estdo a
distancia \/5 do ponto P(3, 4). v

Solugao
=45° = m, = +1 = - 2
b
Fagamos a =1 e b = -1, entdo / r2

a equagdo de (r) &

x-y+c=0.

Mas dpy = \/5, entdo: o / vl

(3) - {4 +¢ =\/5=)-1+c V2=
V2 + 12 V2
@ |c-1]=2=¢c-1=-#2=c=-1 ou ¢=3

Resposta: (r) x -y +3=0 ou () x-y-1=0

G.162 Obter uma reta paralela a {r) x + vy + 6 = 0 e distante \/5 do ponto C(1, 1}.
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G.163 Determinar as equag¢Bes das perpendiculares a reta (r) 7x - 24y + 1 = 0,

= as quais
estdo & distancia \3 unidades do ponto P(1; 0}.

(G.164 Determinar a equagdo de uma reta que passa por P{3; 0) e dista 2 unidades da origem.

. AREA DO TRIANGULO

78. Calculemos a éarea do triangulo cu- v A
jos vértices sdo

Alxy, 1), Blxz, va) e Clxa, y3).

(1} Lembrando a férmula da area

do triangulo da Geometria Plana: B
drea = 1, base « altura
2 c
temos
s-1 .Bc.aAH o "
2
{11} Aplicando a férmula da distincia entre dois pontos:
=V (%3 - x3)% + ly; - ya)?
(111} A equacdo geral da reta BC é:
X Y 1
X3 va 1| =0=ly; - y3]x + [x3 - x3]y + [xay3 - x3y2}1 = 0
X3 ys 1

a b c
(IV) A distancia do ponto A a reta BC

Alxy, yy1) = d = |3t +by, tc
(BC)ax + by + ¢ =

A a* + b?

entdo:

X3 Y1 1
X2 Y2 1
X3 Y3 1

\/ (Xz'x3)2 + (V2'V3)2

AH = d= | Y2oyahxit (a-xoly, + {X2Y3-X3¥3)
Viyz-y3)? + (x3-%,)? .
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{V) Indicando Dagc

s= 1.
2
donde ve

Assim, por exemplo, a area do tridngulo cujos vértices sdo

B(-2, 3)

79. Ob
19)
29)

39

BC . AH = |

N

m a férmula:

e C(0, -6}

Dagc =

servagdes

: \/(Xz'xa)2 + lya-va)? -

»

e:

X3 Y1 1
= | Xy Y2 11, temos:
X3 Y3 1

| Dagc|
V (x-x5)2 + {yz-v3)?

8= ~1°5?‘?;’,

A(4, 1),

va | 4 1 1

ye 1}=s]|-2 3 11=36+2+12=50
yve 1 0 -6 1

L. [Dagcl = 1.s50=125

2 2

Para todo tridngulo ABC, a 4rea ¢ um nGmero real S > 0.

Se A, B e C sdo colineares, isto &, se no existe o trianguio ABC,
temos Dagc =0 e S =0,

A unidade de drea, raramente indicada nos problemas de Analitica,
€ o quadrado da unidade de comprimento utilizada nos eixos.

EXERCICIOS

G.165 Calcular a drea do tridngulo cujos vértices sdo Ala,a+3), Bla-1,a) e Cla+1,a+1).

G.166 (FAUUSP-68)

Determine a drea do tridngulo ABC onde A, B e C séo, respectiva-

mente, os pontos médios dos segmentos MN, NP e PM, sendo MI(-1, -5), N(1, 3)
e P(7, -5).

G.167 Calcular a drea do quadrilatero ABCD, dados: A(C, 0), B4, -2), CI6, 8) e DI(0, 4).
L

Solugdo Y A
19} 4rea do AABC
0 0o 1
Dapc = |6 8 1 =-44
4 -2 1
SaBc = 'D——’;Bci =22
29) 4drea do AACD
o 0 1 ) -
Dacp - |6 8 1| =24 x
0 4 1 [
I B
SACD - 'DAZCD| - 12

3% SABCD = SABC * Sacp =22+ 12 =34
Resposta: S = 34. .

G.168 Calcular a 4rea do quadrilatero cujos vértices sio Al(-1, 1), B(5,0), C(7,3) e D3, ~11).

G.169 Calcular a drea do pentdgono ABCDE, dados: A{D, 0), B(O, -1}, C(-2,-5), Di-4,0)
e E(-2, +3).

G.170 Determinar y de modo que o tridngulo de vértices A{1, 4}, Bi4, 1) e C{0, y}
tenha drea 6.

Solugdo
1 4 1
Dapc - |4 1 1| =3y -15
0 y 1

s- Dascl g 1y -18l gl |y sl 5-ta=y-514
2

Resposta: y =9 ou vy =1,

G.171 Dados os pontos A1, 4), B{3, -2) e Cl2, y}, calcular y para que a drea do

triangulo ABC seja 10.

G.172 Num triangulo ABC, temos:

19) AB Cr tal que (r) y = 3x

29) AC Cs tal gue (s) x = 3y

3°) BCCt talque tfu e (ubx+y=0
49) a jrea do tridngulo ABC é 4.

Obter a equagdo da reta t.
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Solugido u
Seja x +y + ¢ =0 a equagdo da . /
reta t/u. Falta apenas determinar o

coeficiente c.

19) determinemos r s

[y = 3x resolvendo
J
x = 3y

x =y =0—A(0,0)

2%)  determinemos r M1t

. \5
y = 3x M_d_o_;x:_ie v:_gﬁ_*a(_i'_;’ﬁ)
x+ty+tc=0 a 4 4 4
3°%) determinemos s Mt
x = 3y resolvendo 3c . cC 3c c
{X+v+c:0 S N L
4%) determinemos c¢
0 0 1
VTR DS " A S )
AB 2 a 16 16 Z
J3¢ oty
4 4

2
SABC - ]DAZBC|=4: C_4=c2 =16 =1¢ = +4

Resposta: {t) x +y +4 =0

G.173 Calcular as coordenadas do vértice C do tridgngulo ABC de drea 6, sabendo que
A =1(0,2), B éaintersec¢do dareta (r)} x-y-4=0 comoeixodos x e CCr.
G.174 (FAUUSP-69) Determinar a area do triagngulo ABC sabendo-se gue:

al A={1,-1) e B=I(-3 2|
b) vy = -x ~ 1 & a equagdo do lade BC
¢) o coeficiente angular da reta AC ¢ 1

G.175 Determinar o vértice C de um tridngulo ABC, de érea igual a 1,5, no qual Al(2, -3),
B(3, -2) e cujo baricentro estd sobre a reta 3x -y - 8 = 0.

G.176 Num tridngulo ABC, onde A(0, 0), B(5, 1) e C(1, 5, tomase M nareta BC
tal que as dreas dos triangulos AMC e AMB ficam na razdo % Calcular as coorde-

nadas de M.

G.177 Os vértices de um tridngulo sdo A(0 0), B(7, 11) e C{8, 1). Pede-se:

a) obter o baricentro G do tridngulo,
b) mostrar que os triangulos ABG, ACG e BCG tém a mesma drea.
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G.178 Demonstrar que uma mediana de um tridngulo divide-o em partes equivalentes.

G.179 Demonstrar que a area de um tridngulo é o quddruplo da é4rea do tridngulc cujos
vértices sdo os pontos médios de seus lados.

G.180 Determinar uma reta perpendicular a (r) 3x + 4y = 0 que defina com as bissetrizes
dos guadrantes um tridngulo de drea 28 unidades.

G.181 Obter uma reta que passe por P{-4, 6) e defina com os eixos coordenados um
tridngulo de drea 6, no primeiro quadrante.

G.182 (MAPOFEI-69} S&o dados, num plano, as duas retas r;, de equagdo y - 1, e
r; com equagSes paramétricas x = -2 + X e y =1+ 2\ e o ponto A = (1,2

a) Entre as retas que passam por A, determinar a reta r para a qual as distancias
de A as intersecgGes com ry e rp sd0 iguais.

b} Satisfeita a condicdo do item anterior, determinar a area do tridngulo formado
pelas retas r, ry e rj.

V. VARIACAO DE SINAL DA FUNCAO E(x, y) = ax + by + ¢

80. Consideremos o trindmio.
E{x, y} ou E(P) =ax +by+c (a#0 ou b+#0)

funcido de duas variaveis x e y cujo dominio é 0 conjunto dos infinitos pares
ordenados {x, y), isto &, é o conjunto de pontos P do plano cartesiano.

Sabemos que os pontos P(x,, yo) para os quais«E(P) = axq + by, + ¢ =0
estao todos sobre a mesma reta r do plano cartesiano.

Consideremos dois pontos Q{x,, y,) v A
e Rix,, ya), ndo pertencentes a reta
r, 0s quais determinam a reta s con- r\ R
corrente com r em M(x, y}. "
—_—
O ponto M divide QR na razdo.
k, entdo: /
oo Xitkexy Q
1 +k
yit kv, -
y = T R fo) Nox
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Por outro 'ado, M pertence & reta r entdo deve satisfazer sua equacdo:

a~[xl+k~'—xll +b'[y1 +,l_:.ﬁ‘]+(::0

17+ k 1+k

alxy +kexy) +bely; +k-y) +c-{1+k =0

donde tiramos:

ax; + by; + ¢ EQ
k = - - = -
ax, + by, + ¢ E(R)

Finalmente termos:

10) Se Q e R estdo no mesmo semi-plano em relagdo a r, entdio M é
— . - Il
exterior a QR o que implica k < 0, isto é, ax; +by, T ¢ & ax; + by, + ¢C

de mesmo sinal. Em simbolos

Q num semi-plano_ f; E(Q) - E(R] > 0
R no mesmo semi-plano

29) Se Q e R estdo em semi-planos opostos em relacdo a r entdo M é
ey . .
interior a QR o que implica k > 0, istc é ax; + by, +¢ e axy* by, + ¢
de sinais contrarios. Em simbolos:

Q_ num semi‘plano} —— E(Q) - E(R) < 0
R no outro

81. Resumo
1) o conjunto de pontos Plxo, Yol €7 anulam E(x, v};

9) o conjunto de pontos Qfx;, y;} pertencentes a um mesmo semi-plano
e ndo pertencentes a {r) tormam Elx, y) >0 e

3) o conjunto de pontos Ri{x;, y,) pertencentes ag outro semi-plano e
nio pertencentes a (r) tornam E{x, y} <0.

82. Exemplos

1. Estudar a variacdo de sinal de - E=2x+y-2.
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19} Determinemos o conjunto dos Y
pontos que anulam E:

E=0=2x+ty-2=0—r @ @

29  Determinemos o sinal de E

no semi-plano da origem .
E(0}) =2-0+0-2=-2<0
39} concluimos que, para todo @
ponto do semi-plano ra, temos E > 0 -
e, de 8, temos E < 0 (veja figura). o @\ x
.
2. Estudar a varia¢do de sinal de vk
.
E=x-¥ @ @
19 E=0=x-y=0-—7r
29) EM,0=1-0=12>0 1, 0l
39) Conclusdo: 9] -:
P&r = E(P) =0
PEra= EP)>0 @
PEr = E(P) <O ®
83. Regra prética
Do estudo da variacdo de sinais do trindmio Ef{x, y} = ax + by + c,

podemos tirar a seguinte regra pratica:

19) Dado o trinomio E(x, y) = ax + by + ¢, buscamos os pontos que
o anulam (pontos da reta r de equacdo ax + by + ¢ = 0);

29) Calcuiamos o sinal de E na origem O(0, 0}. Este sinal é o de ¢,
pois E(0) =a-0+b-0+c=c Aplicamos a teoria concluindo que o sinal
E(0) é o sinal de E em qualquer ponto do semi-plano onde estd O.

39) Atribuimos a E, nos pontos do semi-plano oposta ao anterior, sinal
contrdrio ao de c.

Observamos que, se a reta r contiver O, o raciocinio anterior ndo é
valido. Neste caso, em vez de O, temos de tomar P qualquer, fora de r.
(Por exemplo num guadrante onde ndo pas:a a reta r).
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s

Vv |NEQUACOES DO 1° GRAU G.184 Resolver a inequagdo 2x + 3y 2= 6,

Solugdo v |
R 1%) equagdo de r
84. A principal aplicacdo do estudo G?e stlnafs ora COﬂC|l{ldO] é na .resoluc;ao 9e E—2x+3y -6-0 ¢
inequacBes do primeiro grau a duas incognitas, as quais sO admitem solucdo i \
grafica. x y ponta AfD, 2
Exemplos 0 2 A
83,0
1. Resolver x -y +1 >0 v i //r 3 0 B -
- /® 0 \ x
19) equacdo de r il
E-0 ox-y+1=0 N 2%) valor de E na origem
e E(0) = 2(0) + 3(0) - 6 = -6
29y E(0) =1>0 =E>0 em ru / E <0 no semi-plano rf3
s/ o~ x E 20 no semi-plano r
39) E<0Q0 em P k
. / 3% Elx,y) >0 =lx y) Era
Resposta: regido rw A ® v > v

Resposta: semi-plano r& {incluindo r)

G.185 Resolver graficamente as inequagGes:

2. Resolver 2x +y =0 ® vi

al 2x + 3y +1 >0 b) 3x -4y -6 <0
19) equacido de r c) 2x ~y <0 d 2x -4y + 4 2 0
E-Q =>2x+y=0 e} 3x +4y 20 fl Bx +y -5<0
(1, 1) -
29) E(1, 1) ' G.186 Resolver a inequagdo £+—y—% >=0. © .
E(1,1) =2-1+1=3>0 - ) x+ty- +2 ®
a o} X Solugao
entdto E> 0 em ra
1%) Varisgio de E; =x -y + 2 R
39) E<0 em f E, =0 =x-y+2=0 I o7 ] -
O, E((0) = +2 >0 ®
Resposta: ra U r . 2
29) variagdo de Ey = x + y - 2
Ey'=0 =x+y-2=0 (s
E,(0) = -2 <0
EXERCICIOS E, e E, com sinais iguais
39) E =0 = <ou
G.183 Estudar a variagdo de sinais dos trindmios: E; E; =0 e E; #0

al E=x+y~2
b) E=2x -3y + 6
¢t E--x+2y+4
dl E =3x + 2y + 12
el E = 4x + 3y

Resposta: a inequagdo & satisfeita pelos
pontos (x, y} dos dois angulos opostos
pelo vértice da figura, com excecdo dos
pontos da reta s.
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G.187 Determinar os pontos Pl{x, y) do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a
condigdo:
19 caso: x -y +1 <0 e x+y+2<0
20 caso: x + 3y <0 e x =20
3% caso: y =1 e x-2>0
49 caso: 6x + Jy -6 <0 e 3x + 6y =-12
59 caso: 2x - by < 10 e y =22

G.188 Resolver a inequagdo |x + y| < 1.

Solugao

19) Ix+yl<<1 &= (x+y)? K1 &= (x+y+Uix+y-1<K0

S/\‘D
29) varigcdo de E; = x +y + 1 ON,
E, -0 =x+y+1=0 {r \ @
E,(0) =1>0 “ . 1
0

3%) variagdo de E; = x +y -1
B, =0=x+y~1=-0 (s
E,(0) = -1 <0

E, e E; com sinais contrarios
49) E,-E; €£0=> ¢ ou
E; =0 ou E; =0 .
2
Resposta: a inequagdo é satisfeita pelos [
pontos (x, y} da faixa de piano com-
preendida entre r e s, incluindo as

retas r e S. /f>®

G.189 Determinar os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as desi-

qualdades:

19 caso: x| >1 49 caso: x| + Iyl <1

29 caso: Ix + y| <1 B caso: y-22>0 e |Ixl <1

39 caso: Ixl+y >1 60 caso: 1 < |yl <2 e 1 <ixl <3

G.190 Determinar os gontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as desi-
gualdades:

19 caso: (3x -y + B) (2x + 4y - 12) <O,
20 caso: (4x + 2y + 4)ix -y - 1) =0

39 caso: xHtv-1 59 49 caso: uiéo e y =0
2X*V+2f x -y t1

G.191 Assinalar no plano cartesiano o conjunto no qual estdo contidas todas as retas de
equagdo x +y +¢ =0 com ¢ -1
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VI. BISSETRIZES DOS ANGULOS DE DUAS RETAS

85. Vamos obter as equagles das bissetrizes dos angulos definidos pelas retas
concorrentes {r) ajx + b;y + ¢, =0 e (s) azx + byy + ¢, = 0.

A reta r divide o plano em dois
semi-planos nos quais o trindbmio E, = V|
=a;x + b;x + ¢y assume valores numé-
ricos de sinais contrarios, excluidos os
pontos de r. Analogamente, a reta s
divide o plano em dois semi-planos nos
quais o trinémio E; = a;x + by + ¢,
assume valores de sinais contrarios, ex-
cluidos os pontos de s.

O\®

Admitamos, para raciocinar, que a
distribuicio de sinais seja a da figura. o

Verificamos que sempre r e s determinam dois angulos opostos pelo
vértice (assinalados na figura) onde E, e E, assumem valores numéricos de
mesmo sinal e determinam dois outros angulos oposfos pelo vértice onde E;
e E; assumem sinais contrdrios.

Temos entao:

19) Se Pl{x, y) €t, entdo dp, = dps, isto &,
=T U I E; (P)
Vv a? + b} v al + b3

sendo E;(P) - E5(P) > C

ayx +thyte _ amxthy+te

Vai+ b Vv + b3

gue ¢ a equacdo da reta t;.
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29) Se Pix, y) €t, entio dp, = dps, isto é,
E, (P)
\/azl + bl

E, (P)
\/a"z’ + b%

sendo E; (P} - E5(P) < 0 entdo

ax thyyteo _ mxtbhyte

Val by Va + b

que é a eqguacgdo da reta t,

86.
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Resumo

As equacdes das bissetrizes sdo

ax thyte , ax+thytc

Vv a2t + by \/iﬁ-ﬁ'b;i

=0 .

Exemplo

OLter as equagOes das bissetrizes dos angulos formados pelas retas
N 3x+4y -1 =0 e (s) 12x -6y =0
As equacles s3o:
3x +4y -1 12x - by
Va+ 16 V144 + 25

o x4y -1, 12x - by
b 13

Resposta: 99x + 27y - 13 =0 ou 21x + 77y - 13 =0

Observemos que as bissetrizes sdo perpendiculares:

m o9 1
27 3
2 3 > m-my=-1 =11t
m, = ~ — = —
77 11

=0 = 13{3x+4y-1) £ 5{12x -5y} = (

EXERCICIOS

G.192 Obter as equagOes das bissetrizes dos angulos formados por {r) 3x + 4y = 0 e
(s) 8x - By - 1 = 0.

Solugédo

Pela teoria, temos:

3x + 4y + 8x - 6y ~ 1 =0
V9 + 16 v 64 + 36
2(3x + 4y} + (Bx -6y -1 =0
(6x + By) X {8x -6y -1) =0
Separando as equagbes, vem:
(6x + 8y} + {8x - 6y

ou
{6x + 8y) - (8x - 6y

1) =0 =>14x+2y -1 =0

il

0 =-2x+ 14y +1 =0
Resposta: 14x + 2y ~1 =0 e 2x -14y -1 =0

G.193 Determinar as equacdes das bissetrizes dos dngulos formados por (r) 3x + 3y -1 =0
e (s)2x -2y +1 =0.

G.194 Qual é a equagdo do lagar geométrico dos pontos Plx, y} equidistantes das retas
Md4x -3y ~10=0 e (s) 12x + 5By - 13 = 0.

G.195 Qual é a equagdo do lugar geométrico dos pontos Plx, y} equidistantes das Fetas
() 3x+4y =15 =0 e |{s) 24x + 7y + 26 = 0.

G.196.Qual é a bissetriz do dngulo agudo formado pelas recas (r) 2x + 3y -1 =0 e
{s) Ix + 2y +1 =07
Solugdo
19) obtemos as duas bissetrizes

2x + 3y - 1 + 3x + 2y + 1

+ =0
vVa+9 Vo + 4
2x + 3y - 1) +{3x + 2y + 1) =0

0 =xt+ty=0

0 =x-y+2=0
byss.

. {t1) 2x + 3y = 1 + 3Ix + 2y + 1
entdo
{ty) 2x + 3y - 1 - 3x - 2y - 1

20) determinemos qual delas é a bisse- o
triz do angulo agudo. -

Para isso tomamos qualquer P Er i biss.
e caicularmos dpy, € dpy,-

A menor distancia corresponde a
bissetriz do angulo agudo. s




PCr—=2xp +3yp-1-0 = Como E((B} e E,(C} tém sinais opostos, B e C estdo em semi-planos

=vp - 1 —32xp opostos em relagdo a 1;.
Resposta: {t;) (3V 13 + \/E)x - (V13 + 5\/?)\/ =0

Fazendo Xp = 2 resulta Yp ~ -1.

Seja P{2, ~1) €Er. Temos: G.199 Obter a equacdo da bissetriz interna, por B, do tridngulo cujos vértices sdo A5, 4),
B{1, 1) e C(4, -3).

2) + (-1) 1 1
dpy, = | —" | = ]—]| = —
h V14 ’\/E 5 G.200 Dados AlQ, 0}, B(3, 0) e Cl0, 4), obter o centro da circunferéncia inscrita no
o - , = dPtl <dPt2 triangule ABC.
- - +
dPTg =1 m = % = \/5- G.201 Dados A(0, 0}, BI(3, 4) e C{12, -5},
2 2 calcular o comprimento da bissetriz in-
Resposta: (t;} x +y = O terna AP do triangulo ABC.
Solugdo

G.197 Determinar a bissetriz do angulo agudo definido pelas retas {r) x + By . 0 e -
(s} 4x - 10y - 0. 1¢)  Aplicando determinante, obtemos B P C
as equacgdes dos lados do tridngulo:

G.198 Qual ¢ a equacdo da bissetriz interna, por A, no triangulo de vértices Al0, 0) (AB} 4x -3y =0, {BClx+y~-7=0,
B(2, 6} e Ci5, 1)? -
{CA) 3x + 12y = 0
Solugao externg
19) equacdes de AB e AC 29)  As equagoes das bissetrizes por A sdo:
x oy 1 Ax -3y 4 Sx 12y g o 13(4x - 3y) + 5(5x + 12y} - O
2 6 1| 0=6x 2y - 0—s V16 +9 25+ 144
o 0 1 =3x -y =0
fty) 11x + 3y =0
x vy 1 donde vemn {112) 3%~ 11y - 0
5 1 1 =0 x -5y = O B
0 0 1
3%} Fazendo E = 11x + 3y, temos:
29) equagBes das bissetrizes interna E(B) = 11(3) + 3(4) = 45
-y , x5 g E(C) = 1112} + 3(-5) - 117
10 - v 26 entdo a bissetriz interna é (t3) 3x - 11y = 0

V13 3x -yl £VE (x -8y) = 0

4%9) A intersecgdo de t, com BC ¢é a solugdo do sistema
() 3V3 V5 )k - (V13 + 5VE )y - 0 - 11y - . 5
entao - Iy = -

(t2) (3313 - Vs ik - (V13 - 5351y { —

1 3
= — = = Pl— =
x+y-7=0 X 7 Y 29(2’2)

]
)

o . . . . . . . </
39) uma diferenca basica entre as duas bissetrizes é que a interna deixa B e C 59) A distincia AP & AP = (L;_ -0+ (% _ 02 - 130

em semi-planos opostos enguanto a externa deixa no mesmo semi-plano. To- 2
mando a bissetriz t; e fazendo /
130

= (3V13+\/§|x—(v13+5\/g)y, temos: ' Resposta:  — 2
E,B - 3vV13+vV51-2-(vV13+5vV51-6--28V5 <0

G.202 Calcular o comprimento da bissetriz interna AS do triangulo cujos vértices sjo A(0, 0},
£,0C1 - 3V13+ V515 - (vV13+5VE)-1=1aV13>0 12 8] » O 18)
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VIi. COMPLEMENTO — ROTACAO DE SISTEMA

87. Seja P(x, y) um ponto referido a um sistema cartesiano ortogonal xQOy.

Se XOY € um sistema ortogonal com mesma origem que xOy e o angulo
entre os eixos x e X ¢ «, dizemos que XOY foi obtido por uma rotagdo
de xOy.

v Y vi

Nosso problema é estabelecer uma
relagdo entre as coordenadas de P no
novo sistema (XOY) e no antigo (xQy). Py — — — — ’j\P

Notemos que:

— N | \ X
x = OP,, y = OP, Pt o
4 ’ \‘
_ _ - o ‘
X = OP; = P4P, Y = OP, = P4P P
Temos «
e 2 . -
19y OP = QP; + PP - !
Projetando os trés segmentos sobre Ox, temos:

—

] H-} . q
proj. OP = proj. OP; + proj. P3P

O_Pl :O_Pa- cosa+P—3f’-cos(%+a)

X=X+ cosqa~Y-senao

—> —> -~
29) OP - OP, + P4P

Projetando os trés segmentos sobre Oy, temos:
—>

. = - g -
proj. OP = proj. OP, + proj. P4P

O_P2= GF,; - cosa + E,,_P-cos(% - al

y=Xssena + Y cosa
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CAPITULO V

CIRCUNFERENCIAS

I. EQUAGCAO REDUZIDA

88. Definigdo

Dados um ponto C, pertencente a um plano o, e uma distancia r ndo
nula, chama-se circunferéncia o conjunto dos pontos de « que estdo a distancia
r do ponto C,

circunferéncia = {P € a | PC = r}

89. Consideremos a circunferéncia A V“
de centro Cla, b) e raio r.

-l

Um ponto Plx, y} pertence a A
se, e somente se, a distancia PC é igual
ao raio r.

PEXN | PC=r .
: (8] a

o
X

Chama-se equacdo da circunferéncia aquela que é satisfeita por todo ponto
P(x, y} pertencente a curva. E imediato que um ponto genérico P € )\ verifica
a condicdo PC = r, portanto temos:

PEN e PC=r e Vix-a2+ly-b?=r

e, dai, vem a equagdio reduzida da circunferéncia

(x ~a)? +ly-b)=r? (1)
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Assim, por exemplo, a circunferéncia de centro C{5, 6) eraio r=2 tem
equacdo {x -~ 8)® + {y - 6)% = 4; a circunferéncia de centro C(-1, -2) e
raio r = 3 tem equacdo (x + 1)? + (y + 2)2 = 9. a circunferéncia de centro
Ci0, 0) eraio r =4 tem equacdo x2 + y2 = 16.

Inversamente, toda equacgio da forma (I}, com r2 > 0, representa em um
sisterma cartesiano ortogonal uma circunferéncia de centro Cla, b) e raio r.

Assim, por exemplo, a equacdo (x - 2)> + {y - 32 = 1 representa uma
circunferéncia de centro C{2, 3) eraio r =1: aequacdo {x +2)% + {y +3)2 =1
representa uma circunferéncia de centro C{-2, -3} e raioc r = 1; a equacdo
x? + y? = 1 representa uma circunferéncia de centro C(0, 0) e raio r = 1.

Il. EQUACAO NORMAL

90. Desenvolvendo a equacdo reduzida (1), obtemos:

(x2 - 2ax + a%) + (y? - 2by + b?) =2
isto e,

x2+y? - 2ax -2by +(a® +b?~1) =0 {1

chamada equagdo normal da circunferéncia.

Assim, por exemplo, a equacdo x2 + y2 -~ 2x - 2y - 7 = 0 representa
uma circunferéncia de centro C{1, 1) e raio r = 3 pois equivale a

(x - 12+ {y - 1)? =09

itl. RECONHECIMENTO

91. Vamos examinar agora um problema importantissimo: “dada uma equacio
do 29 grau, em x e y, com coeficientes reais.

Ax? + By’ + Cxy +Dx + Ey + F=0 {tn

pergunta-se:
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1) quais sdo as condicdes que A, B, C, D, E, F devem obedecer para
que ela represente uma circunferéncia?

2} quais sdo as coordenadas do centro?

3} qual € o raio?”

Para resolver o problema, comparemos as equacdes:

x2 +y? -2ax - 2by +{a®> + b? - r?) =0 (m
B c D E F

x? + 2+ xy + + + =0 (1
Ay Ay A)< Ay A i

Notemos que {I1) é certamente a equacdo de uma circunferéncia e (111} foi
obtida dividindo (I11) por A (suposto ndc nulo}, portanto {tH1'} equivale a (Ii).

Para que as equacoes (I1) e (111"} representem a mesma curva (circunferéncia),
devem ser satisfeitas pelos mesmos pares ordenados (x, y), isto &, devem ser
equivalentes e, para isso, devem apresentar coeficientes respectivamente iguais:

termo y? »%:1 === B =AF*0
C -
termo xy QVK:O--QC:O
termo X —>)D— = -2a== a :—E
A 2A
termo y %Ez—zb::"b:—i
A 2A
termo independente — % =al+ bt -r? =r?=a"+b?- L.
D, B _F Dt E2-4AF
4A*? 4A? A 4p?

Notemos que r é namero real positivo entdo r2 > Q portanto

D? + E* - 4AF >0

¢ condicdo necessaria para a existéncia da circunferencia.

Vamos responder as trés perguntas feitas pelo problema:

Nl B2A=%0 C=0 D?+E>-4AF >0

Quer dizer que uma equacdo do 29 grau so representa circunferéncia se
x? e y? tiverem coeficientes iguais, se nao existir termo misto xy e se
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2o D’ + E? - 4AF for real e positivo
B 4A?

. : : D E
2 3 i
) | centro { T ZA}

» N DR+ ER -éAF
- 3) | i it -
1 3) | oraio 2 Al

92. Observagdes

18)  Se uma das trés condicfes necessarias
(A=B#0, C=0 D?+E*-4AF > 0)

ndo for satisfeita, a equacdo Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 nio repre-
senta circunferéncia mas pode representar uma conica ou a reuniao de duas

retas ou um ponto ou O conjunto vazio. Sobre este assunto deve-se ler o item
159 deste livro.

28} Quando a equacdo de uma circunferéncia apresenta x2 e y? com

coeficientes unitarios (A = B = 1) as coordenadas do centro e o raio podem
ser calculados assim:

a:—%, b:—%—, r=\/a2+b2—F

3%) Outro processo pratico, quando A = B = 1, para obter centro e
raio é passar a equacdo para a forma reduzida (x - a)® + (y - b)* = r?, onde
a leitura de a, b, r é imediata.

93. Exempios

1) Qual das equacgdes abaixo representa uma circunferéncia?
a} x2+ 3y?2 -bx -7y -1=0
b) x? + y2 + xy ~4x ~ 6y -~ 9 =0
c) 3x2 + 3y? + 4x - 6y + 15 =0
dy x2+y?-2x -2y +2=0
e) 2x2 + 2y -dx -6y -3 =20
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Solugdo

a) nio, porque A =1 e B =3 (x e y? ndo tém coeficientes iguais)

b} ndo, porque C = 1 (existe termo misto xy)

¢) ndo, porque D? + E? - 4AF = 16 + 36 -~ 180 = -138 < 0
_lo rajo seria um niimero complexo)

d) ndo, porque D? + E? - 4AF =4 +4 - 8 =0 (o raio seria nulo)

(e) sim porqgue A=B=2 C=0, D) +E?-4AF=16+36+24=76>0

et

29) Achar centro e raio da circunferéncia A cuja equacdo &
X2+ y2-2x+y-1=0
Solugdo

Temos A=B=1 D=-2, E=1, -F = -1, entdo:

rP=a?+b?-F=1+—+1=""-

Resposta: centro (1, —%) e raio = —g—

32)Obter o centro e o raio da circunferéncia A cuja equac3o é
4x2 + 4y? - 4x -~ 12y + 6 =0

Solucdo

Dividimos a equagdo por 4:

x2+y2—x—3y+%—0

e aplicamos as formulas simplificadas:

D 1 E 3
a=-=-—, b--— =2
2 2 2 2
r2 — az + b2 F = ,1_ + g — 3 = %
4 4 2
Resposta: centro (l, ) e raio =1
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EXERCICIOS

G.203 Determinar a equacdo da circunferéncia de centro C e raio r nos seguintes casos:

1) Cl0,0) e r=3 4%} C(2,4) e r=1
29) Ci2,0) e r=4 59) Cl0,-3) e r=2
3°) C-1,-2) e r=56 69 cc]?, %) e r-A4

G.204 Qual é a equacdo da circunferdncia de centro C(1, 2) que passa por P(5, 5)?

G.205 {MAPOFEI|-74) Indicar as condighes gue devem ser satisfeitas pelos coeficientes da
equagdo  ax? + by2 + 2cxy + 2dx + 2ey + f - 0, para que os pontos de coorde-
nadas (x, y} do plano cartesianc representem uma circunferéncia.

G.206 Determinar o centro e o raio das seguintes circunferéncias:
12) x2 +y2 -Gx +4y -12 =0 4%) 2x2 + 2y2 - 8x -6y = 0
2% X2 +y2 -8x+7=0 59) 3x2 + 3y2 - 6x + 12y + 14 = 0
39 x2 +y2+8y +6x =0

G.207 (MAPOFE}-76) Achar a equagdc da reta que passa pelo centro da circunferéncia
(x - 3)2 4+ (y -2)2 =8 e & perpendicular a reta x —y — 18 = 0.

G.208 (MAPOFEI-74) Determinar o centro e 0 raio da circunferéncia cuja equagido &
4x? + 4y? - 12x + 12y - 7 = 0.

G.209 (MAPOFEI-76) Se Ax? + Ay2 + Bx + Cy + D = 0 {A %= 0) ¢ a equagdo de
uma circunferéncia, determinar 0 centro e o raio.

G.210 Para que valores de m e k a equagdo mx2 + y2 + 4x - By + k = 0 representa
uma circunferéncia?
Solugdo
A=B = m-=1
D? + E? - 4AF >0 == 16 + 36 - 4mk > 0 == 16 + 36 > dk—
= k <'% = k <13

Resposta: m =1 e k <13,

G.211 Para que valores de m e k a equagdo abaixo representa uma circunferéncia?
19) mx?2 + y2 +4x + 6y + k=0
29) mx2 + 2y2 + 2x + 8y - k =0
3% mx2+y2+2x -4y + k=0

G.212 Determinar a, b, ¢ de modo que a equagdo 2x2 + ay? + bxy + 3x + 4y +c = 0
represente uma circunferéncia,
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G.213 Determinar @, f e ¥ de modo que a eguagdo Qx2 + y2 +fxy + 6x +8y + Y=0
represente uma circunferéncia de raio 6.

Solugdo

19) Vamos impor duas condigBes necessirias para gue a equagao represente circun-
feréncia:
=1

A=B = «
0=>ﬁ=0

C =

2%} Se r =6, temos:
36+ 64 -144

D2 + E2 - 4AF 36 + 64 - 47
2z _ = =3 = = = -
Y aAT 7y 6 Y 7 1

Resposta: ¢ =1, B =0 e ¥ = -11.

G.214 Qual deve ser a relagdo entre m, n, p para que a circunferéncia de equacao
x2 +yZ - mx -ny +p =0 passe pela origem?

Solugao

19} Para que a circunferéncia passe pela origem, o ponto (0, 0) deve anular o
1° membro da equagdo, portanto:

02 +0*-m+0-n-0+p=0=>p-0
2°) Para que a circunferéncia exista, devemos impor:
DZ+E?-4AF =m2+n2-4.1:0=m2+n2 >0
Resposta: p=0 e m2 +n?2 >0
G.215 Qual deve ser a relagdo entre m, n, p para que a circunferéneia de equacdo
x2 + y2 -mx ~ny + p=20 tenha centro na origem?

Solugdo

19) Para que a circunferéncia tenha centro na origem devemos impor:

az——D:£:0=>m:0
2A © 2

b---£ - _g= n-o0
2A 2

29) Para que a circunferéncia exista, devemos impor:
D2+E2-4AF =02+ 02 -4.1.p>0=>p <0

Resposta: m=n=0 e p <O

G.216 Dada a circunferéncia de equagac x2 + y2 - mx - ny + p = 0 pede-se a relacdo
entre m, n e p para que a circunferéncia tangencie os eixos.

G.217 Um quadrado tem vértices consecutivos A(5, 0) e B(-1, 0). Determinar a equagio
da circunferéncia circunscrita ao guadrado,
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IV. PONTO E CIRCUNFERENCIA

94. Vamos resclver o problema: ‘'dados um ponto Plx,, vo!

e uma circun-

feréncia A de equacdo (x - a)®> + (y - b}* =2, qual & a posicdo de P em

relacdo a A?"

Calculemos a distdncia de P{xy, yo) até o centro C(a, b)

com O raio r.

Sdo possiveis trés casos:

19 caso: P é exterior a A
Isto ocofre se e somente se

PC > r

isto é

{xg - @)% + {yp = b)? > 12

v

e comparemos

ou melhor

(xo‘~ a¥ +lyg=b?-r>0

29 caso: P pertence a A
Isto ocorre se, e somente se

PC=r
isto &

(%o - a)® + (yo - b}* = r?

v

®

ou melhor {xp—al +lys-b)2=-r2=0

39 caso: P é interior a A
Isto ocorre se, e somente se

PC <
isto &

Ixg - a)% + (yg - b)? < 12

ou melhor %o =2l # lyp - b -2 <0
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A

Podemos resumir esta teoria assim: dada a circunferéncia A de equacio
x? + y? - 2ax - 2by + a? + b?2 - 12 = 0, seja f(x, y) o polindmio do primeiro
membro, isto é:

flix, y) = {x - a)? + ly - b)? - r2
Quando é dado P(xy, y,), cuja posicdo em relagda a A queremos
determinar, substituimos {xq, yo) em f, isto &, calculamos:
f(Xo, Yol = (xp - a)* + {yo - b)? -~ 12

entao, conforme vimos:

fixg, Yol > 0 <= P exterior a A
f(Xo,yo) =0 < P&
fixo, vo) <0 <> P interiora A

95, Exemplos

10)Qual é a posigio de P(2, 3) e (A) x® + y? - 4x = 07
Temos f(x, vy} = x* + y? - 4x
entdo:
1(2,3) =2 +3"-4(2) =5>0 = P exteriora A

29) Qual é a posicio de P(O, 0)‘e A x2+y2~\/_3x+\/§y=0?
Temos f(x, y) = x2 + y? - v/ 3x +v 2y

entao:

0,00 =02+0*-v3.0+vV2-0-0 = PC

39) Determinar a posicdo de P(0, 1) e (A) 2x2 + 2y2 + Bx + y -11=0.
Temos f(x, y) =2x2 + 2y +6x +y - 11 =0
entdo:

O, 1) = 20012+ 201> +50) +1-11=-8<0 = P interior a A

96. Notemos que substituir Pixq, vo) na funcdo f(x, y) é muito mais
simples que calcular PC e comparar com o raio r, pois obter C e r é uma
Operacdo trabalhosa principalmente se a equac¢do da circunferéncia tiver coefici-
entes irracionais.

107-G



G.219 Determinar posigio de P em relagdo a circunferéncia A nos seguintes casos:
19) P{2,1) e (M 2x2+2y2=9
29) P-4, -5) e A} x2+y2 +2x+2y-2=0
39 P0,0) e (N x2+y2-V3x+my-1=-0

G.220 Determinar p de modo que o ponto A{7, 9) seja exterior a circunferéncia de
equagdo x2 +y2 -2x -2y - p =0,
Solugao
Fazendo f{x, y) = x2 + y2_- 2x - 2y - p, devemos ter: f(7,9) >0
£17,9) =72 +92 - 2.7-2-9-p=98-p>0
portanto: p < 98.
Para a existéncia da circunferéncia, devemos ter

D2+ E*-4AF =4 +4+4p >0 = p>-2
Resposta: -2 <p < 98.

G.221 Resolver as seguintes inequagdes:
13) x2 +y2 g9 3 2+ 2+ 2t 2y -7<K0
22 2 +y? >4 48) x2 + y2 - 2x -2y +1 >0

. . x x2 + y2 £ 25
G.222 Resolver o sistema de inequacgdes:
x2+y2 >4

$olugio
19)  Conforme vimos, o conjunto-solu-
¢ao da inequagao

fix, y) = x2 + y2 - 26 €0

)

é o circulo de centro na origem
e raio 5.

29} Também vimos que o0 conjuhto-so-
lugdo da inequagao

gix, y) = x2+y2 -4 20

4l
RN

é o plano cartesiano menos o con-
junto dos pontos interiores a cir-
cunferéncia de centro na origem
e raio 2,

3%) Como as condigSes sdo simulta-
neas, basta fazer a intersecgdo dos
dois conjuntas ja4 obtidaos,

] ‘

Resposta: o conjunto-solugdo do sistema
€ a coroa circular da figura ao
lado.

(AN
S

\
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. — . x2 + y2 L9 %
G.223 Resolver ¢ sistema de inequacdes:
x +y K3

Solugao

1%} Conforme vimos, o conjunto solu-
¢do da inequagdo o

fix, y) = x2+y2 -9 o

N

¢ o circulo de centro na origem
e raio 3, Y

29} Também vimos no capitulo V que
o conjunto-solugdo da inequagdo

Elx, y) = x+y -3<0 o x
2 o semi-plano que contém a ori-

gem, definido pela teta

x+y-3=0
3%) Como as inequagbes sdo simulta-
neas, basta fazer a intersecgdo dos

Y
dois conjuntos j§ obtidos. !

Resposta: o conjunto-solugao do sistema
é o segmento circular da figura
ao lado.

a

>

>

G.224 Resolver os seguintes sistemas:

19) X2 +y2 =1 39) x2 +y2 £ 25
*+ylgyg x2 +y2 - 12x + 2030

g0 T VS a9 ¥ VST
(x—1)2'+y2>4 xty>=1

G.225 (MAUA-65) Achar a regido do plano de pontos P, cujas coordenadas ({x, y)
satisfazem as relagdes x + y <2 e x2 + y2 < 16. Pede-se fazer o grafico da solugio.
G.226 Dados os conjuntos:
A= {ix, y) | x2 +y2 <28}
B ={ix y)|x2+y2-2x+k<0}

determinar k para que B seja subconjunto de A,

G.227 (MACK-71) Séo dados os conjuntos:
A= {ix, y) | x2 + y2 - 4x + 6y < 3}
B = {{x, y}|x+3y <k}

a) Determine os valores de k para os quais A é um subconjunto de B.
b) Determine os valores de k para os quais A e B sdo disjuntos.
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VI. RETA E CIRCUNFERENCIA

99. Intersecgdo

Dadas uma reta (s} Ax + By + C = 0 e uma circunferéncia

(\) (x - a)*+ (y - b} = r?, achar a interseccdo de r com X ¢é determinar os

pontos P{x, y} que pertencem as duas curvas.

E imediato que P& r e P € A, portanto, P satisfaz o sistema:

Ax + By +C =20
(x -az+{y -p}?=r?

que pode ser resolvido facilmente por substituicdo.

100. Exemplos

19)Obter a interseccdo de (s) y = x com (A} x® + y2 = 2,

Substituindo, temos:

x2+ {x)? = 2= 2x2 = 2=—= < ou

Os pontos comuns a s e A sdo P(1, 1) e Q(-1, -1}
Resposta: s N A = {{1, 1}, (-1, -1)}

20)Obter a interseccdo de (t) y = x - 2 com {A} x2 + y2 = 2,
Substituindo, temos:

X2+(X“2)2=2:¢>2X2-4X+2 0= x = 1=y = -1

il

S6 ha um ponto comum a t e A, gque é P(1, -1)
Resposta: t M A = {{1, =1}}
39} Obter a intersecgdo de

e} y=x-3 com
A) x2 + y2 =2

Substituindo, temos:

o]

Nio hé ponto comum a & e A

X2+ (x - 3 = 2= /
:2x2—6x+7:0=/ijIR /

Resposta: e N A = @
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A interpretacdo geométrica que podemos dar a estes exemplos é clara:

s e A sdo secantes
t e A sdo tangentes
e e A sdo exteriores

101. Posigoes relativas

A posicdo relativa de uma reta (s) Ax + By + C =0 e uma circunferéncia
) {x -~ a)® + (y - b)? = r? & determinada pesquisando o nlmero de solucdes
do sistema:
Ax+By +C=0
{x -~ a?+(y-b)?=r?

Conforme vimos, aplicando o método da substituicdo, a equagao da circun-
feréncia se reduz a uma equagio do 29 grau a uma incdgnita.

E o discriminante {A) dessa equacdo que define o niimerc de solucdes do
sisterna e, portanto, a posigdo da reta e da circunferéncia.

; y
A> 0 <= secantes A
b
t
A= 0 <= tangentes .
A< Q0 <= exteriores o
0 X

102. Exemplos

1%)A reta y = 2x + 1 e a circunferéncia x? + y? - 2x = 0 sdo-exteriores
pois, substituindo vy, temos:
X2+ (2x+ 1P -2x=0= 6x*+2x+1=0
A=b?-4ac=4-20=-16<0

20)A reta 3x + 4y = 0 e a circunferéncia x> + y2 + x +y - 1 =0 sdo
secantes pois, substituindo vy, temos:

x2+(-3—:)%x+(-§45)-1=0=> 26x? + 4x - 16 = 0

A= 4% - 4(25)(-16) = 1616 > 0
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103. A posicdo relativa de uma reta (u) Ax + By + C = 0 e uma circunferéncia
(A) {x - a)® + {y - b)? = 12 pode ser determinada com mais facilidade, compa-
rando a distancia entre o centro e a reta com 0 raio. Sao possiveis trés casos:

19 caso
, Aa + Bb + C

VvV A? + B2

< r <= secantes

29 caso
Az + Bb + C

vV A? + B?

= r <= tangentes

39 caso
Aa + Bb + C

v A? + B?

> r < exteriores

Assim, por exemplo, qual é a posigdo da reta {u) 3x +4y - 10 =0 e da
circunferéncia (A} x? + y? = 97

\/32+42

duc =2<3=r

entdo u e A sdo secantes.

EXERCICHOS

G.228 Calcular a distancia do centro da circunferéncia x2 + y2 + Bx - 7y -1 = 0 4 reta
4x + 3y = 0.
G.229 Qual é a posicdo da reta (r) 4x + 3y = 0 em relagdo a circunferéncia
x2 +y2 +5x -7y -1 =07
Solucdo 1

Da 12 equagdo x = - .‘?'4_V; substituindo na segunda:

) AT ST AN R
(4) y { 4) y

9y2 + 16y2 - B0y - 112y - 16 = 0
26y2 - 172y - 16 =0 = A -b?-4dac >0 = 1 ¢ secante
Solugao 2

A circunferéncia tem centro C(-%, %) e raio
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R-vVa2+b2-F-= 35_+_+1: 4.4,
4 4

H
[{a]
mm
[#+]
N

A distidncia do centro a reta r é:

5 7
4-2) + 3(2)
g 2 2|

V16 + 9

Como d < R, r é secante.

|21-20

-1 o1
10 10

G.230 Dadas a reta (r) 3x+2y +17=0 e a circunferéncia (A) x2+y2 +6x+8y +12=0,
pede-se:

a) a posigdo relativa de r e A b) a interseccdo de r com A

G.231 Determinar os pontos P e Q onde a circunferéncia x* + y2 - 5x + 4y + 4 = 0
encontra o eixo dos X,

G.232 Determinar os pontos P e Q onde a circunferéncia x2 + y2 + 4x + 6y = 0 encontra
a reta cuja equagdo & 3x + 2y + 12 = Q.

G.233 Dadas a circunferéncia (x - 1)2 + y2 =4 e areta x = K para que valores de k
a reta intercepta a circunferéncia em pontos distintos?

G.234 Determinar ¢ de modo que a reta Ir) 4x - 3y + c = O seja exterior & circunfe-
réncia (N x2 + y2 - 2x =2y + 1 = O,

Solugdo 1.
dx + ¢

3 e substituimos na 23:

Da 12 equagdo tiramos y =

4x + ¢

M)2—2X—Z(T)+1=O

x2 +
donde vem: 25x2 + (8c - 42)x + ((:'2 -B6c+9) =0 cujo discriminante é
A = (8¢ - 42)2 - 100(c? - 6¢c + 9) = -36c2 - 72c + 864

Para que r seja exterior a A devemos impor A <0, portanto:

-36¢2 - 72c + 864 <0 =2c2 +2c-24>0 =c<-6 ou ¢ >4
Solugde 2
A circunferéncia A tem equacdo reduzida x-1N2+ly-1n2-1=-0
portanto seu centro € C(1, 1} e seu raioc &€ R = 1.

Para que a reta r seja exterior a A devemos impor dg; > R, portanto:

dgy - |4 -8 v | c;1i>1
vVie+9
isto &, E+1N2>2 =22 +2c-24>0 =>¢<-6 ou c>4

Resposta: ¢ <{-6 ou c > 4.

115-G



G.236 Dadas areta (r) x + vy + ¢ = O e a circunferéncia (A} x2 + y2 - 2x = O, obter ¢
de modo que r seja exterior a A.

G.236 Determinar as equag¢Ges das paralelas & reta 3x - 4y + 1 = 0 exteriores a circunfe-
réncia x? + y2 = 25.

G.237 {EPUSP-59) Quais sdo as equagdes das retas paralelas ao eixo dos x e tangentes &
circunferéncia (x - 1)2 + (y - 2)% = 9?

G.238 (FAUUSP-688) Determine a equagao da reta que passa pelo centro da circunferéncia de
equagdo 2x2? + 2y2 + 4x + 1 = 0 e & perpendicular 3 reta de equagio x + 2y - 1= 0.

G.239 Obter a equagde da circunferéncia de centro C(-2, +1} e que tangencia a reta de
equagdo 4x + 3y = 0.

G.240 Qual é o comprimento da corda que a reta (s} 7x - 24y ~ 4 = 0 determina na
circunferéncia (A) x2 + y2 - 2x + By - 15 = O,
Solugdo 1
Vamos resolver o sistema formado pelas equagdes de s e A:

(1) em (@ = x2+ (2222 2ars i -me0 o

= 25x2 -8x - 368 =0 =x-4 ou x - - 22

25

Ix - 4 X =4 = y =1
em @ y = “5a portanto x——92

—

2.2 5, .3
25 25
Assim, os pontos de intersec¢do de r com A sdo Ai4,1) e Bi(- 9—2 -3 )
odo. 26" 25"
go:
€ -dag-Via+ 3224 g, 32 200
- ©AB 25 25 % P
Solugao 2

A circunferéncia A tem equacgdo redu-
zida:

x-1%2+(y+32-25=0

entdo seu centro & Cl1, -3} e seu
raio & r = b,

des = 7(1) - 24(-3} - 4 :%5_ -3
Va9 + 576 5
Pelo teorema de Pitdgoras:
2
—Q—+c:12=r2 =>&: 2 - g2 =
4 2

Resposta: £ = 8
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G.241 Determinar o comprimento da carda determinada pela reta x -y = 0 sobre a circun-
feréncia (x + 2)2 + (y - 2)2 = 18,

G.242 Determinar o comprimento da corda determinada pela reta x +y - 2 = 0 sobre a

circunferéncia de centro C(1, 1} e raio 2\/;.

G.243 Determinar as 4reas dos tridngulos isbsceles inscritos na circunferéncia (A} x2 +y2 = 100
e que tém base sobre a reta (r} 3x - 4y + 30 = Q.

G.244 Determinar os vértices do triangulo retdngulo inscrito na circunferéncia de eguacao
x2 + y2 - 2x + 4y = 0 o qual tem hipotenusa paralela dreta 2x ty-1=0 ¢
um cateto paralelo’areta x -4 = 0.

(G.245 (MACK-72) Dadas & circunferéncia x2 +y2 -4x -y +1=0 eareta 3x +2y -500=0,
determinar a drea de um tridngulo inscrito na circunferéncia e com lados paraielos aos
eixos cartesianos e a reta dada.

VIl. DUAS CIRCUNFERENCIAS

104, Intersec¢do

Dadas duas circunferéncias

M Hx - a)? +{y - by)? =1}

e

Ay b(x - az)® + {y - by)? = 13
achar a interseccdo de A, com A, ¢é determinar os pontos P(x, vy} que pertencem
as duas curvas.

Se Pl(x, y) pertence a A; e A, entdo P satisfaz o sistema:

(x - a, ¥+ (y - by)?
(x ~a)?+{y -b)? =13

Il
—
—-

que pode ser resolvido assim:

1} subtrai-se membro a membro as equagGes;

i) isola-se uma das incdgnitas da equagdo do 19 grau obtida e substitui-se
em uma das equacbes do sistema.
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105. Exemplo

Obter a interseccdo da circunferéncia de centro C,(0, 2) eraio r = 2
com a circunferéncia de centro C,{1, 0} e raio r; = 1.

Temos:
{(x—0)2+(y-2)2=4:>{x2+y2—4y=0
(x - N2+ ({y -0 =1 x2+y2-2x =0

Subtraindo, vem: —41+ 2x =0 = x =2y
Substituindo na 12 circunferéncia, vem:’
2y 0¥ + (y-2=4 = 5y’ -4y =0
y =0 = x =2y =0
donde { ou

=
"
|
)
x
!

=92y = 2
Y= 5

;joo
o &

Assim, as circunferéncias tém dois pontos em comum: P(0,0) e Qf

Resposta: A; M A, = {(0, 0, (%, %)}

106. Posigoes relativas

A posicdo relativa de duas circunferéncias
M) x - 31)2 + 1y - b)? = r?i e (M)ix - 32)2 + (y - b2)2 =}

é determinada comparando a distdncia C;C, entre os centros com a soma
r, + r, ou com a diferenca [ry - ry| dos raios.

Calculada a distancia entre os centros:

d = C1C2 = \/Tal - 62)2 + (b] - b2)2

sao possiveis seis casos distintos:

19 casa: vi

pois
P, Py
d= ClPI + P1P2 + P2C2 > I + ry
[ s e
r >0 n” ——
(o] X

circunferéncias exteriores
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29 caso:

d = 1y hory pois

d = C,P + PC,
" r2

circunferéncias tangentes exteriormente

39 caso:
d = [ry=rl pois
d = Clp - PC2

D N

r r

circunferéncias tangentes interiormente

49 caso:

ey = 12l <d <y +r pois

d=C;P,+C2P2—P1P2<r1+r2
8] rz >0
d=C]P1+P1C2>r1—r2
& >0

circunferéncias secantes

59 caso:

0<d<ln=nl| poi

d=CPy~-CP -PP<<kry -1y
. 22 ,
8] ra >0

circunferéncia de menor raio é interior

a outra.

Y4

Py

x
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circunferéncias concéntricas

(& caso particular do 59)

107. Exemplo

Qual é a posicdo das circunferéncias
A) xT+y2 =49 e (X)) x2+y?-6x -8y - 11 =07
Temos:

A, - centro Cy(0, 0) eraio ry =7
A, — centro C,;(3, 4} eraio r, =6

de,c, -V I(3-02+(4-02=5
Comparando com a soma dos raios: C,C, =5 e r; +r1, =13 portanto

C,Cy < r, + ry, concluimos gque A; e A; ndo podem ser exteriores, nem
tangentes exteriormente.

Comparando com a diferenca dos raios: C;C; =5 e r; -r, =1 portanto
C,Cy > 1, - ry, concluimos que A; e X, ndo podem ser concéntricas, uma
interior a outra ou tangentes interiormente.

Por exclusdo, A; e A, sdo secantes.

Notemos que este & o caso que exige mais cuidado pois sdo necessarias duas
comparagbes {C;C, << ry +r, e C;Cy>ry-rp); nos demais casos, ao
comparar C,;C, com r, + r, ou com r; - ry, j&podemos tirar a conclusdo.

EXERCICIOS

G.246 Qual é a posigao relativa das circunferéncias
x2 +y2 .49 e x2+y? -6x -8y +21 =07
Solugdo
Temos: x° +y2 =49 = C0,0) e ry -7
x2 4 y2 -Bx -8y +21 -0 = C(3,4) e rp=2

i Sl S
dc,c, V-0 14 02 =5 -1 -1y

Resposta: tangentes interiormente
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G.247 Qual ¢ a posigdo relativa de {A) e (A} nos seguintes casos:

19 (A} =2 + y? = 36 e (M) x2+y2-6x -8y +21 -0
200 (A) 2x2 + 2y2 - 4x - 0 e (N} x2+y2-2x-3-=0

39) {A) x2 + y2 . 8 e (N) x2+y2Z+6x+6y+17 -0
49 A) %2+ y2 4 8x -6y -0 e (ANl x2+y2-2x=-0

59 (A) x2 + y2 49 g M) x2+y2+6x+8y+21 =0

G.248 Obter a interseccdo das circunferéncias

(A x2 +y2 100 e (N x%+y2-12x - 12y + 68 - 0.

Solugdo
Subtrainde membro a membro, temos:
(x2 + y2 - 100) - (x2 + y2 -~ 12x ~ 12y + 68) - O
12x + 12y - 168 =0 = x+y - 14 =0= y = 14 - x
Substituindo v em A:
x2 + (14 - x)? - 100 => 2x2 - 28x + 86 = 0 =

(x-6= y=-14 -6 =8
=>x2714x+4870%0u
(X:S::’ y =14 -8B =6

Resposta: A M X = {(6, 8], (8, 6)}

G.249 (MAPOFE!-74) Dadas as circunferéncias
x2 +y2 -8x -2y +7-0 e xZ+yl-6x-4y+89=0,

achar seus pontos de intersec¢do.

G.250 (FAUUSP-69) As circunferéncias de equagao
x2+y2 -6x -2y +6=0
x2 +y2 -8x -4y +10 =0

interceptam-se nos pontos A e B. Determinar a distancia do centro da circunferéncia
de raio maior 3 reta AB.

G.251 Obter as circunferéncias de centre C{3, 1} e tangentes & circunferéncia

x? + y2 + 2x + 6y = O
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CAPITULO VI

PROBLEMAS SOBRE
CIRCUNFERENCIAS

Hé duas colecdes de problemas classicos sobre circunferéncias que merecem
um destaque especial: problemas de tangéncia {entre reta e circunferéncia) e
problemas de determinacdo de circunferéncias.

I. PROBLEMAS DE TANGENCIA

108. 19 Problema

“Conduzir as tangentes a uma circunferéncia dada, paralelas a uma reta

dada”’.
C (x-a)? + ly-b)? =2

J .
dados ¢ () Ax + By + C= 0

paralelas a s

obter: 1, e t
! 2 {tangentes a A

Solugdo

I} Consideremos a equagdo do feixe
de retas paralelas a s {veja item 41):

Ax + By + k=0

v A

o]

(1) as retas t, e t, desse feixe correspondem dois valores particulares de
k na equacdo do feixe. Para determinar esses dois valores (k; e ki), devemos

impor. a condigdo de tangéncia:

dCtl = dC12 =T
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Logo
; G.253 (MAPOFEI-75) Escrever as equagdes das retas tangentes a circunferéncia

A-atB-b+k| _ x2 + y2 - 8x - 8y + 24 = 0, paralelas a reta y = x.
A? + B?

G.254 (MAPOFEI-74) Determinar as equagdes das retas tangentes a circunferéncia

(Aa + Bb + k}? = 12 . {A? + B?) s
x2 + y2 -2x -2y + 1 - O e perpendicular a reta X = -y.

donde vem:

2 2.2 242 2 2 ~ . R N
k? + 2{Aa + Bblk + (A%a%Z + B*b2 - A*r2 - B*r2) = 0 G.255 Obter as equagSes das retas (t} tangentes a circunferéncia {A) e que formam angulo
f com a reta (r) nos seguintes casos:

equacdo do 29 grau cujas raizes sdo k; e ks.
1) AP x2+y2 -dx -6y ~12-0, 8 -90° e (1) x+2y=-0

Resposta: Ax + By +k, =0 e 29 (A) x2 +y2 -8y +12 -0, 8 =90° e (rhx+3y -0
Ax + By + kp = 0 3% (A} x® +y2 - 100, 6 - 45° e {N3x+y-7-0
. e G.256 Obter a equagdo de uma reta paralela a (r) y = 3x que determine na circunferéncia
109. Aplicagdo {A) x2 + y2 = 25 uma corda de comprimento £ = 6.

Determinar as equagGes das retas t que sdo paralelas a (s} 12x+5y+1=0
e tangentes a (A\) x2 + y2 - 2x - 4y - 20 = 0.

Solucdo
o . 110. 29 Problema
19)  centro e raio de A

AN 6 (x-12+(y-22-26-0= C(1,2) ¢ r=5 “Conduzir por um ponto dado as retas tangentes a uma circunferéncia

dada”.
29) equacdo de t —_ aca

ths=— (t) 12x+5y +c=0 p TN (x -a) + (y -b)? =12
dados Pixq, yo)

oot - |12 e 524 c] 0. Yo

V144 + 25

obter 1. e t passando por P

lc + 22| = 65 ! 29 tangentes a A

c+22=1%*65 = ¢ =43 ou ¢ = -87

Resposta: 12x + 5y + 43 =0 ou 12x + By -~ 147 = 0 Solugdo
' Utilizando a teoria do item 94, verificamos inicialmente qual é a posigao
P em relagio a A. Existem trés casos possiveis:

EXERCICIOS
G.252 Determinar as equagSes das retas (t) tangentes a circunfergncia {A} e paralelas a 19 caso: (xq - a)® + {yo - b)> < r* — Py & interior & circunferéncia e
reta {r} nos seguintes casos: o problema ndo tem solucdo.
190 (A x2 + y? - 4 e (b X4+ Y o
2 2
;Z: :;; :z i :z ; iz t ‘11;\/24‘—04 o : ::: ;x:f;v v oo 20 caso:  (xo - al* + (yo - b)2'=. 2 - Pi) pertence & circunferéncia:
i o problema tem uma Onica solugdo: t; = 1.
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\,
~
ey P()(X(), \/()}
\.
. .
C(a, [o}] \t
|
- - —_— - 4 -~
(@] x O x O X
I) se xy=a—» aequacao tangente é VY = Yo
ll) se yo=b— a equacdo da tangente é X = Xp

HIY se xy5=2a e yy = b, consideremos o feixe de retas de centro Py:
Y - vo = mix - xg)

e determinemos m impondo a condigdo de tangéncia:

Calculemos os valores de m para satisfazer a condigdo de tangéncia:

m-a-b+ {yg- m-xp) _
vV m?+

equacdo do 29 grau (geralmente) donde se tiram m; € my (*)

r

my{x ~ xo} €
my (X - X}

W

Resposta: Y - Yo
Y- Yo

#

111. Aplicagdo

Determinar as equagbes das retas t que passam por P(2, 3) e sdo tangentes
a (N xt+yr-2x-2y-3=0

Solugéo

19}

centro e raio de- A
) 6 (x-12+(y-1-5=0-= Cl1, 1) e r=v5

t1PyC=m- - 1 __ Xo-@&8 _ a-Xp
mp, ¢ Yo - b Yo - b
~ , a - Xp
a equacdo da tangente é Y -VYo = (x - xg)
o -
30 caso: (xg-a)? + {yp - bl > 1% > Py ¢ exterior & circunferéncia: o
problema tem duas solugdes.
I} Consideremos o feixe de retas Yk,
1
concorrentes em Pgy. Sua equa- - -—
cio & Thy
Y- Yo = m-{m-xo) -
<
isto é,
1,7
mx -y + [yo -~ mxq) = 0 o iy

I1) As retas t; e t, constituem retas particulares desse feixe que obedecem
a condi¢o de tangéncia:

doy, = der, =T
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29) namero de solugdes
dep = V(2 - 12+ (3-12=V5=r= PEX=1 soluio
39) t, por P, perpendicular a CP
Dy 3-1 1 1
- =Y L2 o2 = my= — = ==
mee Ax 2 -1 ! mcp 2
PEt ) ,
1 54t) é y-3=-=21(x-2)= x+2y -8=20
Me = -5 2

Resposta: x + 2y - 8=20
EXERCICIOS

G.257 Obter as equacdes das retas {t) tangentes & circunferéncia (M) conduzidas pelo ponto
P nos seguintes casos:
19) (A x2 + y? = 25 e P(-3, 4]
29) (M) x2 +y?-6x+2y-16=10 P(8, 3}
39 (A} x2 +y2-12x-12y +47 =0 e P{6 13
4% (M) x2 +y2 -4x-56=0 e P-1,7)

©

(+) Pode ocorrer que a equacdo acima seia do 19 grau: isto significa que uma das tangentes
é perpendicular ao eixo Ox e, portanto, ndo tem coeficiente angular. Sua equagdo é:
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G.258 {MAPOFEI-71) E dada a circunferéncia x2 + y2 + 2ay = 0, a >0, e a reta
x +a=0. Seja P um ponto do eixo Ox de abscissa A. Por esse ponto conduzem-se
as tangentes a circunferéncia.

al Exprimir as coordenadas dos pontos de tangéncia em funcdo de A e de a.
b) Provar que os pontos de tangéncia e o ponto Q, de ordenada A, dareta x +a =0,
estdo alinhados.

G.259 Determinar as tangentes 3 circunferéncia x2 + y2 + 6x - 8y - 7 = 0 nos seus pontos
de abscissa 1.

G.260 (MAUA-66) Determinar as retas do. feixe: A(3x + 4y - 10} + U(3x -~y - 5) = O
tangentes & circunferéncia de equagdo x2 + y2 + 2x — 4y = 0.

G.261 Determinar as retas do feixe Alx + 2vy) + Ulx - 3y} = O tangentes a circunferéncia
X2 +y2 +4x + 6y + 9 = 0.

G.262 Determinar o coeficiente angular das retas gue passam pelo ponto P(-2, 3} e sdo
externas a circunferBneia x2 + y2 - 2x + 4y = 0,

G.263 Determinar as equagfes das retas pela crigem externas as circunferéncias
X2 +y?2 - 12x + 2y + 36 =0
e

x2 +y2 - 6x -4y + 12 =0

G.264 A circunferéncia x2 + y2 + 5x + 4y + a = 0 determina no eixo Ox uma corda de
comprimento 3. Calcular a.

G.265 Obter a equagdo de uma reta que passe pela origem e determine na circunferéncia
M ix-12 41y + )2 =4 uma corda de comprimento ¢ = 2\/5—.

G.266 Obter a equagdo de uma reta que contenha P{2, 3) e determine na circunferéncia
(A\) x2 + y2 = 9 uma corda de comprimento £ - 2\/?.

G.267 (MACK-68) A reta 2x + v = O contém o didmetro de uma circunferéncia. Uma
reta, que forma éngulo de 45° com a primeira e tem declive positivo, corta a circunfe-

réncia no ponto {1, 1} e determina sobre a mesma uma corda de comprimento V 10
unidades. Estabelecer as equacGes da segunda reta e da circunferéncia.

G.268 Obter a equacio da reta que contém P({1, 2) e determina na circunferéncia de equagao
x2 + y2 - 25 uma corda cujo ponto médio é P.

G.269 Determinar a érea da superficie delimitada pelos eixos e pela tangente a circunfe-
réncia x2 + y2 = 8 no seu ponto (2, 2).

G.270 Obter as eguagGes das tangentes comuns as circunferéncias x2 + y2 - 64 e

25 2
(x -~ =) +y2 -9
X 3 Y
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Il. DETERMINACAO DE CIRCUNFERENCIAS

112. Em Geometria Anaiitica, ‘“‘obter” ou “‘construir” ou “determinar’” uma
circunferéncia significa obter a sua equacdo:
2
(x —a+ (y -B)?-r
pois, tendo-se a equacdo, estdo determinados o centro C(a, b} e oraio r e,
assim, a circunferéncia estd localizada perfeitamente no plano cartesiano.
A maioria dos problemas de determinacdo de circunferéncia apresenta como
incbgnitas a, b e r, portanto, necessita de trés equacdes independentes para

ser resolvida.

113. Nio devemos, na resclucio desses problemas, esquecer o0s seguintes trés
topicos da teoria ja dada: vk Pixg, vo!

19)  Um ponto  Plx,, vel per-
tence a uma circunferéncia A de centro
Cla, b) g ralo r se, e somente se,
a distancia entre C e P & igual ao raio.

PEXN e {a-x5)%+ {b-yg)?=r?

29) Umareta () Ax +By +C=0 4\ s
é tangente a uma circunferéncia A de
centro Cla, b} e raio r se, e somente
se, a distdncia entre s e C & igual ao
raio. )

stg)\‘_ﬂ==>‘Aa+Bb+C |:r

=
X

3%} Uma circunferéncia X, de centro Cg{ag, by) e raio ry é tangen-
te a outra circunferéncia A de centro C{a, b) e raio r se, e somente se, a
distancia entre C, e C & igual & soma ou a diferenca dos raios.
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e o | “ 115. 29 Probt
oA == {a-ag)?+b-bo)? = lrtr)? roblema

“Determinar uma circunferéncia A que passa pelos pontos P, (x;, v;) e
Pix,, y,) e tem raio r (dado)”.

v | vi Solucdo
PLEN &= (x,-a?+ (y, -b)?=r? I

: B
P,EXN &= [x,-al"+(y,-bf=r" .

|
b

O sistema @ resoivido, da os valores de a e b (incégnitos).

Exemplo

xY
X"

Determinar a equacdo da circunferéncia que contém A(-3, 0) e B(O, 3)
e tem raio 3.

IRON
BEN — (a-0°+1(b-32=9 @J

Desenvolvendo e subtraindo membro a membro, obtemos:

AEN «— (a+3)2+ (b-07
Vejamos agora alguns problemas cldssicos.

114. 19 Problema 6a+6b=0 = a=-b 1l

“Determinar uma circunferéncia A que passa pelos pontos P, (x,, v}, Substituindo @ em @ vem:
e P,(x;, vyl & Pilxs, y3)". '

Solucdo fa+ 32+ (-a-02=9 = 22> +6a=-0

PLEXN o= (a-x )2+ (b-y)?=r?
PEXN == (a-x)?+(b-y)?=r a=0 = b=0 = Cl0, 0
PyEXN e= (a-x3)2+(b-y3)?=r? donde { ou

a=-3> b=3 = C{-3, 3

|
-

Este sistema é equivalente 2o sequinte:

x,(-2a} + y,(-2b) + 1{(a® + b? - 1) = - {x} + y?
1 Y1 ) (az , rz) (X; yl) ReSDOSta: X2 + y2 =9 ou (x + 3)2 + (y _ 3)2 -9
X3 (-2b) + y,(=2b) + 1(a® + b? - ¥} = - (x} + v3)
x3(-2¢) + y3(=2b) + 1{a> + b? =) = - (x5 + v})
cujas incognitas sdo  -2a, -2b, a® + b? - rZ 116. 32 Problema

Resolvido o sistema, tiramos a, b, r. . . N .
“Determinar uma circunferéncia A de centro Cla, b} dado, gue € tangente

Um exemplo deste problema é o G.12 do capltulo |. areta (s) Ax + By + C = Q dada".
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Exemplo

Solucdo 1
Obter uma circunferéncia que passa por A{0, 1) e B{1, 0) e é tangente
O Ax + By + C = 0 — equacdo da reta tangente dreta () x+y+1=0
S 2 2 2 equacdo de uma circunferéncia
= - + - -
(x - a) ly - bl " 7 Y de centro C e raio r AEN > (@a-0%+(b-1?=r? @
S BEXA <= (a~-12+(b-0?=1?
Por substituicdo obtemos uma equagdo do 292 grau em x ou em . ( ) ( 2 ) @
A condicdo de tangéncia é que A = 0 -nessa equacdo. Impondo essa condicio, s g A e= atbti = r? 11 J
calculamos r {Unica incognita). Vv 2
Solugdo 2 Desenvolvendo e subtraindo @ e @ membro a membro temaos:
Notamos que r é a distdncia de C a reta dada, isto é: 2a-2b=0 =>a=>b @
[ Aa+Bb+C © em (D=a+@-1 -0
T @ o @t
Donde vem:
Exemplo 2
Pl ( gzaz-zmif‘afgdu
Obter uma circunferéncia de centro no ponto C{1, 2) e tangente a reta V2 )
{s) x -y +3=0. ‘iV .
r‘dCS:)1—2+3 __2 5
ViE 41l V 2 Resposta: (x - — )2 + [y - )2 - 25
‘ P 8 Y78 32
Resposta: (x -~ 1)2 + {y - 202 = 2
118. 59 Problema
117. 49 Problema
“Determinar uma circunferéncia A que passa por Pi(x,, y,} dado e
“Determinar uma circunferéncia A que passa pelos pentos Py(x;, y,) € tangente as retas (s} Ayx +B,y +C;=0 e () A;x+ B,y +C,= 0 dadas”.
e P,{x,, y;) dados e é tangente dreta (s) Ax + By + C = 0 dada". .
Solugdo
Solugdo PEXN = (a-x)*+(b-y)t=r?
!
/ + + 2
P1€h<=>(a—x1)2+(b—y1)2=r2 stg)\c.:: MBI_——bCl> :r2 N
| 2 2 4
PrEN o= (a-x) 4 (b-yy)?=r | (5 . VAl+rB? | s)
+ + 2 / 2
; tgh (Aa Bb C):r2 g ) e .A2a+82b+C2> _rgJ
/a2 2 :
A“+ B | \/A% + B%
. . L Resolvido o sistema (S), obtemos as incognitas a, b, r.
Resoivido o sisterna (S), obtemos as incognitas a, b, r.
133-G
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Exempio 119. 62 Problema

Obter uma circunferéncia que passa por P(0, 0) e € tangente as retas

“Determinar uma circunferéncia X\ tangente as retas dadas
{s) 3x +4y + 2=0 e (1) 4x -3y + 1 =0

{s) Ayx +Biy + Cy =0, {t) Ayx + By +C; =0 e {u) Ayx + Byy + Cy = 0.7

PEXN = (a-02%+(b-0?=r2 @

_ Solucdo
3a+4b + 2 ,
stgA == tﬁ. =r L i 2
g 5 0, S g\ e |A1a+[31b+01) 2
4a - 3b + 1 LV AL+ B8]
ttg A o= —5~—| r dn
e A7a+B b+C»\2 2
. + + 2 4a - 3b + 1 \S J t 19 A e=> g - Pre 2 -
Co.mparando @ e @, vem: ‘33._4: \ = ‘_ma g I = /A§ + B2 /

Temos entao, duas possibilidades: )

g 3 @ utg A == /A3a+B3b+C3\" :

1) Ba+4b+2-8a-3b+1— a=7b+1 | | =
g L VATrB

ou s k ; ;

23) 3a+4b+2--(da-3b+1) = b--7a-3 (V)

Substituindo @ em @ decorre: 120. 7° Problema

3{7b + 1) ¥ 4b + 2 ‘ —r= r=|5b+ 1| @ “Determinar uma circunferéncia A que tem centro em Cla, b) dado e é
5

tangente a circunferéncia (\,) (x - ay)® + {y - bg)? = r§ dada.”
Substituindo @ e @ em @ decorre:

(7b + 1312 + b% = (Bb + 1)> — 25b% + 4b = Q

@

Solucdo

Vamos impor a condicdo de tangéncia:

b=0=a=1= r=1 {12 solucdo) Atghg &= dcg, = Frg = (a - agl? + (b - by)? = (r = rp)?
ou
Dessa equacao tiramos r que & a Unica incognita.
1l
. @ a- - i@r: 1 (22 solucdo)
25 25 5
Por outro lado, substituindo @ em @ decorre: Exemplo
‘3§ + 4(—7a”— 3) +2 o — - |-Ba - 2| QD Obter uma circunferéncia A de centro C(4, b) tangente a
5
_ Mollx - N2+ {y - 1) = 4
Substituindo ’@ e @ em @ decorre: 0 , ,
= = * - 2 + - = +
a® + (7a+3)? = (5a + 2)? > 2522 + 22a + 5 = 0 A 1g Ao dogg = FEfo = {4 -1+ (5 - 17 = {r2)

donde a ﬁf/ R pois A <0, istoé, ndo ha solucdo. centio (r+2?=26 = r+2=5 = r=7 ou r=23

3 4 .2 1
R ta: -1+ v e + )y + =)=
esposta:  (x ) v ou (x 25) {y 75

25 Resposta: (x - 42+ (y -5 =49 ou (x - 4%+ (y-5*=09
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121. 82 Problema

“Determinar uma circunferéncia A de raio r dado que tangencia a cir-
cunferdncia (AgHx - ag)? + {y - bo}® = r2 dada no ponto P{xq, vo) dado”.
das solucBes do problema é conveniente

usar a teoria da razao: !
— o
C divide CgP na razdo
CC  rg-r

Solugdo

Para obter os centros (C ou C)

CP r

.. _ﬁ
C’ divide CyP na razdo

CoC' _ ro#r
C'P -r
Exemplo

Obter uma circunferéncia de raio 3 que tangencia (A,) x* + y? - 25
no ponto P{4, 3).

Ao tem centro C,(0, 0) e raio r = 5,

C divide (m; na razio i - 5-3 _ l, entdo
CP 3 3
0+3-4 0+—2.3
3 8 3 6.
¢ 7 "5 ¢ P- 2 5
1+ = 1+ =
3 3
C' divide 60—P> narazio & _ 8*3 8
C'P -3 3
8 8
0+ (- 2).4 0+ (- 2.
: ! 3) 32 . ( 3)3 24
s g -~ 5 ° Y- 8 T 5
1+ (- — 1+ (- =
3) ( 3)
. 8 2 6 2 32 2 24 .,
R ta: - = + - =) =9 - 24 + . <7 =9
esposta:  (x 5) {y 5) ou (x c )+ ly 5)
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122. 99 Problema

“Determinar uma circunferéncia A que passapor P (x;, y,} e Py{x;,v,) e

é tangente a (A} {x — ag)? + {y - bg)? = 3"

Solugio

PLEN = la-x)2+4h-y)?2="?
@ P,EA = la-x)2+(b-y)2=1r?
Notg A === (a - ag)? + (b - by)?

* r())z

[
=

Resolvido o sistema (S}, obtemos as incognitas a, b, r.

Exemplo

Obter uma circunferéncia A que passa por P,(4, -1) e
é tangente a (\,) x* + y? = 1.

PLEN «= (a-4%+ (b+1N2= D)

PEN = (a-02+(b- 372 =r? 0

otgh = (a-0%+(b-0*=(*+n* (1
Comparando@ e @ resulta;

fa-47+(b+ 12 =a+b-32=>a=b+1 V)

Comparando @ e @ , resulta:
a’+ (b -3)?%=

(3 -5 (V)
Substituindo @ e @ em @, resulta:

(b-324+(b+12=(3b-5)7%=7p>-26b+15=0

A +bPt2r - 171 =

i+

b=3 =2a=4 = r=24
entdo < ou
5

b= = a
7

12 1
= = e
7 7

Resposta: (x - 42 + {y - 32 =16 ou (x - 1—72—)2 +y - =

PZ (Or

3} e



123. 102 Problema

“Determinar uma circunferéncia A que passa por P, {x;, y,) e é tangente
as circunferéncias  (Ag){x - ag)? + {y - bg)?
M) x - a)? + {y - b)? = L

Solucdo

PiEA e== (a

@ AN tgh == (a
A tgh = (a

Resolvido o sistema (S),

Exemplo

Obter uma circunferéncia

Modx - AT+ (y-42=9 e (AM)x-3*+(y+4?=09

Solucgdo

PEX = (a-07%+(b-2?
NotgX = (a - 3)2+ (b - 4)?
Atgh = (a-3)%+ (b+4)?

Ha guatro possibilidades por causa dos duplos sinais em @ e Qm :

19) wusando + e + e resolvendo, obtemos:

a=0 b=0 e

28) usando - e

a=0b=0 e

t

32) usando + e -, obtemos:

72.:__4£,b=_2_2\/7,r: 8+8V7

49} usando - e +, obtemos

_2+4v7

4920 M

]

- Xl)2 + (b - \7’1)2
- ap)? + (b - by}?
- 31)2 +{b - b1)2

1]

obtemos as incognitas

A que passa por P(0, 2) e é tangente a

I it

-+

, obtemos:

b 2+2T - B8V

EXERCICIOS

G.271 Determinar 0 centro e o raio da circunferéncia que passa pelos pontos de interseccédo

dasvetas x +y +1 =0 x=0 e vy =0.

G.272 Determinar a circunferéncia circunscrita ao tridngulo de vértices A(5, 4), B(6, 1)
e Cl{-3, -2).

G.273 Obter uma circunfardncia de raic 3 que tem centro na bissetriz do 1%e 3% quadrantes
e tangencia a reta 3x + 4y + 1 - O

G.274 Obter uma circunferéncia, cujo centro estd no eixo dos x, sabendo que é tangente
asretas x +y -3 0 e x -y -1-0

G.275 Achar as circunferéncias de raio 10 que sdo tangentes a reta 4x + 3y - 70 = 0 no
ponta {10, 10}

G.276 Obter a equacdo da circunferéncia que passa pela origem, tem centro na reta
y - 2 e tangencia a8 reta (1) x +y -8 = 0.

G.277 Achar as equagdes das circunferéncias tangentes acs @ixos @ cujos centros estdo sobre
areta x -3y + 4 -G

G.278 Obter a equagdo da circunferéncia que passa pela origem e & tangente as retas
{r) 2x + 3y = 0 e {s) 3x + 2y +2 = 0.

G.279 (EPUSP-84) Achar a equacdo da circunferdncia de raio ndo unitério que passa pelo
ponto  Al(1, -2} & tangencia as retas x = 0 e y = 0.

G.280 Obter a equa¢do da circunferéncia que passa por A6, 0) & & tangente a reta
x +y - 0 na origem.

G.281 Achar as circunferdéncias que passam por P(6, 8) e P'(24, 32) e sdo tangentes
areta (thy =0

G.282 Achar a equagdo da circunferéncia que tangencia o eixo dos y no ponto {0, 5}
e determina no semi-eixo negativo dos x uma corda de comprimento 24.

G.283 (MACK-69) As retas r, s, t sdo tais que:
1°) Aequagdode r é x+y +1=0
2%} Asretas r e s formam um angulo de % rad
39) s passa pela origem
4°%) ¢ passa por (1, 2)

59 s & perpendicular a t

Pede-se:

a) a equagao de s b) a equagio de t
¢) a equacgdo de uma das circunferéncias tangentes a r, s, t.

139-G



G.284 Achar as circunferéncias de raio 3 que sdo tangentes a @ x* +y? =100 no ponto
P(6, 8).

G.285 Achar as circunferéncias de centro Ci(5, 12) e tangentes a X2+ VI =1

. " . . s . 2 2
G.286 Determinar as equagdes das circunferéncias tangentes a circunferéncia x” + vy~ = 25

no ponto {4, 3} e que tdm raio unitdrio.
G.287 Achar as circunfergncias que passam por P{(0, 3} e P'(4, -1) e s3o tangentes externas

a®x2+v2:1

G.288 Obter a equacdo da circunferéncia tangente 4 reta 3x + 4y - 12 = @ e a circunferéncia
x2+ y2 +2x - 8 =0 no ponto P(2, 0).

G.289 (MACK-71} Mostre que existem duas circunferéncias, C; e C,, de centros fora
do eixo Ox, raio 12, passando pela origem e tangentes & circunferéncia C de
equagao X2+ y2 - 40x + 384 = 0. Determine as coordenadas dos centros e as
coordenadas dos pontos de contacto de C com C; e de C com C;.

G.290 Escrever a equagdo da circunferéncia que tangencia a reta 2x +y +4 = 0 no ponto
de ordenada 2 e determina na circunferéncia x2 +vy“ =1 uma corda paralela ao
eixo dos Xx.

. o 2 2 2 2 ~

G.291 Provar que as circunfergncias (x - 1) +({y-2)"_-5e (x+2)"+(y-1}" =6 sdo or-

togonais, isto €, as retas que ligam cada centro a um ponto de intersecgao das circunfe-
réncias sdo perpendiculares.

1. COMPLEMENTO

124 Dados um ponto P(x,, yo) e uma circunferéncia {(A)(x ~a)>+{y -b)?=r?,
chama-se poténcia de P em relacdo a A o ndmero real

k= (xg-al*+ lyy-b?-1?

Confrontando com a teoria do item 94, observamos que:
a) se P & exterior a A, entdo k > 0

h) se P pertence a A, entdo k =0

cl se P é interior a A, entdo k <0
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125. Dadas duas circunferéncias ndo concentricas
AMx a2 +{y -bp)? =13 e M)ix - a)2 + (y - by)? = 13,

chama-se eixo radical o conjunto dos pontes do plano cartesiano que sdo
equipotentes em relagdo as duas.

S,e P{x, y} é ponto do eixo radical, entdio k; = k,, isto &:
x-a)?+(y-b)-ri=(x-a)*+y-b)-¢

donde vem:

'

2, ~a)x + 2b, - by + @2+ bl + ¥ -ai-bi-ri) =0

que € a equacdo do eixo radical. Como a, # a, e b, # b, pois as circunferéncias
ndo sdo concéntricas, estd provado que o eixe radical é uma reta.

126. Assim, por exemplo, o eixo radical das circunferéncias x> + y? = 9 e
(x - )2+ (y ~ 2 = 4 tem equagdo:

X2+ yi -0 =(x-1N2+{y-1)?*-4
donde vem:

2x + 2y -7 =0
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Matematico foge para a religidao

Blaise Pascal, francés, tinha como o pai, Etienne Pascal, inclinagdo para a
Matematica.

Pascal, aos doze anos, participava com seu pai de reunides informais na
Academia de Mersenne em Paris, onde conheceu as idéias de Desargues. Baseado
nelas, aos dezesseis anos publicou “Ensaioc para as Cénicas”” com apenas uma
pagina mas a de maior importdncia para a Historia. Nela estava o Teorema de
Pascal sobre hexagonos inscritos numa cdnica, a partir do que deduziria muitos
corolarios como, por exemplo, o que da a construgdo da tangente a uma conica
por um ponto dela.

Aos dezoito anos Pascal dedicou-se a construgo de uma maguina de cal-
cular e no ano seguinte vendeu aproximadamente cinguenta delas.

Em 1648 interessou-se por hidrostitica do que resultaram experiéncias
sobre peso do ar e pressdo de fluidos.

Em 1654 voltou a Matematica com o trabalho “Obra Completa scbre
Cénicas”, que ndo chegou a ser publicada mas onde, segundo Leibniz, se utilizava
de métodos sintéticos pois, Pascal ndo dava a merecida atengdo e importancia
ao uso da algebra simbolica e suas notaces, estando neste aspecto bem atrasado
em relagcdo a seu tempo.

Em uma carta enviada a Fermat, Pascal d4 o ponto de partida real para a
moderna teoria das probabilidades, ligando este assunto ao tridngulo aritmético
de Cardan, que, desde entdo, é conhecido como “tridngulo de Pascal’’, desco-
brindo algumas novas propriedades.

Em 1654, com habilidade excepcional no esclarecimento de conceitos, torna-
-se responsavel, com Fermat e outros, pelo desenvolvimento dos métodos intuitivos

ou “‘indugdo matematica
A 23 de novembro de 1654 Pascal

abandona a Matematica e Ciéncia, dedi-
cando-se inteiramente & Teologia sobre a
qual escreveu a obra “‘Cartas Provinciais”
e “Pensamentos”’.

Mas, numa noite de 1658, impedido
de dormir por uma dor de dentes ou mal-
estar e, para distrair-se, comegou a estudar
as cicloides, achando volumes, dreas e
centros de gravidade. A dor passou mila-
grosamente e Pascal tomou isso como
sinal de aprovagdo de Deus ao seu estudo
da Matemidtica. Esta foi a ultima noticia
Blaise Pascal que se tem da obra deste matematico ex-
(1623 — 1662) tremamente religioso.

CAPITULO VI

CONICAS

l. ELIPSE

127. Definigdo

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano a, seja
2c a distancia entre eles, )

Elipse é o conjunto dos pontos de « cuja soma das distdncias a F, e F,
é a constante 2a(2a > 2c).

elipse = {P € o | PF, + PF, = 2a}

Assim, temos:

QFI + OF2 = 23
RFI + RF2 = 2a
SF, + SF, = 2a

AF + AF, = 23
B,F, + B,F, = 2a
A Fy + AyF, = 2a
B,F, + ByF; = 2a

Notemos que A;A; = 2a pois:
ARy + AR = ApF, + ARy

entdo
X+ (x+ 2 =y +ly + 2)

portanto x = vy.

AjAy=AF+F F+F A =x+2c+ty=2x+c) =2a
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128. Elementos principais B,

FyeF, - focos
0O - centro a
A A, — eixo maior b
B,B, — eixo menor
' cn Ay , (1 A,
2¢ -» distancia focal ¢ o
. . . ]
2a — medida do eixo maior
2b — medida do eixo menor
€ ., excentricidade
a

B>
relacdo notavel: a? = b?+¢?
129. Equacdo reduzida
Tomemos um sistema cartesiano
ortogonal tal que v A
B
AA, Cx e BBy Cy. ‘ Pix, v)
£ evidente que os focos sdo 0s
pontos: /
x
Fy{~c, 0) e F,ic, O -
1 ) 2 ) A s 5 N
Nestas condicdes, chama-se equagdo
reduzida da elipse a equacdo que Plx, y),
ponto genérico da curva, vai verificar,
A deducdo & imediata: B2

P € elipse <= PF, + PF, = 2a

entdo:

Vix+to?+ly -0 +Vix-c+ly-0° -2
Vix+o?+yi=2a-vVix-a>+y
(x+c:)2+y2=4a""—4a\/(_x—c)2+y2+(x'—c)2+y2
52+ZCx+g+iz=,432—4:11\/(x_—c)2—+y——"+§2—2(:xJrngr%2

4cx - 4a® = -4a vV (x - ci? +y?
avix-c?+yl=a-cx = a(x - c)? + a2y? = (a® - cx)?

a?x? - 2a%cx + atc? + aty? = a* - 2a%cx + ¢*x?

P

)
G [ (\"_\j"({ -~

"l

!
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alx? - ¢2x? + a’y? = a* - a’c
(a2 _ C2)X2 + 82\/2\: 82(82 _ CZ)

b’Zx'l + a’lyl _ a‘2b2

x? v
X Y_ .1
-32 + bi

Assim, por exemplo, uma elipse
com eixo maior 10 e distdncia focal
6 apresenta:

a

5
=>b*=a?-¢*=25-9=18
c=23 Ay

LB

Se a posicdo da elipse é a indicada
na figura, isto &,

AA Cx e BBy C oy,

entdo sua equacgdo é:

XV
25 16

»
~

130. Analogamente ao que vimos no item 129, se a elipse apresentar
AJA, Cy e BB, T x, v

temos: Az

PF, + PF, = 2a
Fz(O,C)

Vix-02+ly +c)*+vVx -0+ (y-c)?= Pix, y)
=2a

(notemos que esta relacBo € a mesma
que se obtém permutando x com y B8, o) B,
na relagio inicial do item 129) e, dai,
decorre a equacdo da elipse:

\E

FL(O,-C) ~
2 2
)!5 + ,..’5.2. =1 ~
a b !
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Assim, por exemplo, uma elipse
com eixo maior 10 e eixo menor 8,
na posicdo indicada na figura, isto é,
AA, Uy e BB, Cx, tem equagdo:

¥R
25 16

ou ainda:
2 2
x v
16 25

10

i

8,

v ]
F2
/ x
8]
Fy

- 8 -

131. Se uma elipse tem centro no ponto O'(xy vo) e A;A, /7 x, sua equacio
em relacdo ao sistema auxiliar x'0Oy" é:

(=) (v'z)2 1

a? b

portanto, de acordo com as férmulas da
translacdo vistas no item 72, sua equagdo
relativamente ao sistema xQOy &

T N Al 7 il
=1
a’ b?

kv

Yo

Analogamente, se uma elipse tem
centro no ponto O'(xq, yo! & A Ay,
sua equacdo relativamente ao sistema
xQy ¢&:

‘Y - Y[).}z (X - x(‘)2
a2 b'l
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Assim, por exemplo, uma elipse que tem centro no ponto 0O'(7, 8)

semi-eixo maior a = b e semi-eixo menor b = 4 apresents equacio:

x -7)? {y - 8)?
+ = 4
25 16 1 se AAL T x
ou
(x - 7)? ly - 8)?°
+ =1 AA, 7
16 25 ¥ MM Ty
EXERCICIOS
G.292 Determinar as equagdes das elipses seguintes:
a) b) v

c) v gt
4, 3)
(8. 0!
x QO x®
i, -3
el f) '
¥ i
’ v &
!
—— H
0 X ‘O x




G.293 Determinar as coordenadas dos focos de cada elipse do problema anterior.

G.294 {MAPOFEI-76) O ponto C = {3, 2} ¢ o centro de uma elipse tangente aos eixos coorde-
nados. Se os eixos de simetria sdo paralelos aos eixos coordenados, escreva a equagao
da elipse.

G.295 (MAPOFEI-75) As metades do eixo maior e da distancia focal, de uma elipse

medem, respectivamente, 10cm e B6cm, e seu centro &€ o ponto (4, -2). Se o
eixo menor é paralelo aoc eixo coordenado Ox, escrever @ equacdo reduzida dessa

elipse.

G.296 Calcular a distancia focal e a excentricidade da elipse (A 26x° + 169v2 = 4225,

G.297 Determinar a equacdo da elipse corn centro na origem, que passa pelo ponto P(1, 1) e

Ve

temum foco Fy (- 5 o).

G.298 Construir o gréfico da cdnica cuja equagdo é 25x° + 16y2 - 400 e obter as coordenadas

dos focos.
. . - 1) ty - 17
G.299 Determinar os focos da cdnica de equagio Tog + - 9
x -1ty -1?
G.299 Determinar os focos da conica de equacgao 25 + 5 -4,

G.300 Qual é a equacdo do conjunto dos pontos P{x, y) cuja soma das distincias a
Fil0, -6} e F{Q, 10} ¢é 347

Il. HIPERBOLE

132. Definigdo

Dados dois pontos distintos F, e F,, pertencentes a um plano ¢, seja
2c a distancia entre eles. Hipérbole & o conjunto dos pontos de a« cuja diferenca
{em valor absoluto) das distdncias a F, e F, & a constante 2a (0 < 2a <2c}.

hipérbole = {P € | |PF, - PF,| = 2a}
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Assim, temos:

QF, - QF, = 23
RF, - RF, = 23
SF, - SF, = 2a

AF, - AF, = 2a

AF, - ALF, = 23

Notemos que o modulo é abolido
desde que fagamos a diferenca da maior
para a menor distdncia. Se um ponto
X estd no ramo da direita, temos:

XF, - XF; = 2a pois XF, > XF,

Se X estda no ramo da esquerda,

temos:
XF, - Xf; = 28 pois XF; > XF,.

133. Elementos principais

F, e F, - focos

O — centro

A; A, — eixo real ou transverso
BB, —» eixo imagindrio

2c — distancia focal

2a - medida do eixo real
2b - medida do eixo imaginario

c .
3 - excentricidade

relagdo notavel: J» B
2

¢ = a? + b?

Notemos que, sendo a hipérbole uma curva aberta, o significado geometrico
do eixo imagindrio B,B, é, por enguanto, abstrato.
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134. Equagao reduzida

Tomemos um sistema cartesiano
ortogonal tal que
AA, O x e BB, Cy.
E evidente que os focos sdo os
pontos:

F1 (_C, 0) € F2 (C, 0)

Nestas condigGes, chama-se equagdo
reduzida da hipérbole a equagdo que
P(x, y), ponto genérico da hipérbole,
vai verificar.

A dedugdo é imediata:

P € hipérbole «<= |PF; - PF,| = 2a

entdo:

LY

Pix, y)

Ay

<Y

Ar Fa

Vixteal+ly-02-vVix-c?+ly-07==+2a

Vix+e?+yi=vVix-c?+y*t2a

(x+ e +y?=(x-c+y £aaVix-0+y®+aa

dex - 43 = t4aV (x - )2 + yP = cx - a® =

(cx - a%)? = a%- (x - ¢)? + a’y?

tavix-o?+y?

cix? - 2a%cx + a* = a®x? - 2a’cx + a’c? + a’y?

(C2 - 32))(2 _ a2y2 - 82(02 _ 32] =b2x2 _ a2y2 - albl
xz . y2 E.'
2 B
' A
Assim, por exemplo, uma hipérbole
com eixo real 8 e distancia focal 10,
apresenta:
bt=c*t-2a*=25-9=16
b ¢t -at =2 A £,
Se a posicdo da hipérbole é a Foo Aol ) x
indicada na figura, isto é, A A, C X 5
e B,B, Cy, entdo sua equagdo é:
2 2
X .Y g
9 16
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135. Analogamente ao que vimos no item 134, se a hipérbole apresentar

AJA,Cy e BIBZCX,\temos: v
PF, - PF, = *2a
V=024 {y + o2 -Vix - 02+ (y - ol = £ 22 N
{notemas que esta relacdo é a mesma que Az
se obtém permutando X com y na -
relagdo inicial do item 134) e, dai, de- 0 x
corre a equacdo da hipérbole: A
Pix, y)
Fi
VA G 1
L
Assim, por exemplo, uma hipérbole ¥ 4‘
com eixo real 6 e distancia focal 10,
na posicdo indicada na figura, isto &, Faf
AjA, Cy e BB, C x, tem equacio T
2 2 Ay
Yoo_X 6 10
9 16 ’ ol
X
que evidentemente ndo é equivalente a:
x ¥y = 1
16 9
136. Se uma hipérbole tem centro no
ponto  O'{xg, yo) © AJA, / X, sua vA
equagdo em relagdo ao sistema auxiliar
x'0O'y" é:
(CH L L
a? b?
portanto, sua equagdo relativamente ao Yo and
sistema xOy é:
{x - xo)? ty = yo!?
32 oo b?- =1 Lol
0 X
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Analogamente, se uma hipérbole Av
tem centro no ponto O'(x,, yo) e
AA, / vy, sua equagdc relativamente

ao sistema xOy é: F2
i " | A2
‘ ; |
(y - YG)z - _(x = x0)2 1 yo—-——————————Tf- ———————— —
a b? o X
Ay
3
|
Assim, por exemplo, uma hipérboie TFI
que tem centro no ponto Q'(7, 8), |
semi-eixo real a = 4 e semi-eixo J
imagindrio b = 3 apresenta equacdo: 0 xo ool
_ 2 a2
x-77 _ -8~ _, se AA, 7 x
16 9
ou ({y -8)? (x - 7)?
- = 1 5e A A //
18 9 1/ ry
EXERCICIOS
G.301 Determinar as equagBes das hipérboles seguintes:
a) VA b)
\\\\\A O M/////,‘
/ WK ix
2\
Al
ct v | d |} x-4

N

A

TN

F/A:‘l ’ e
(8]
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2 2
G.302 Obter a distancia focal da hipérbole cuja equagio & XY o

N 36 64
G.303 Calcular a excentricidade da hipérbole cuja equagdo é ax? - 25y2 = 1.

2

G.304 Construir os graficos das conicas (A) x? - y2 =1 e W)y -x? = 1. Sdo coincidentes?

G.305 Determinar as coordenadas dos focos da hipérbole cuja equagdo é 9\/2 - 16x% = 144,

. x -1y -1
G.306 Obter os focos da conica cuja equacio é 7 - 2 =1
G.307 Determinar a equagdo da hipérbole que tem as seguintes propriedades:

a) seu centro é a origem
b} um de seus focos & F,{0, -2}
¢l um de seus pontos ¢ P{1, v/ 3)

Itl. PARABOLA
137. Defini¢do

Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano a, com
F 9_1 d, seja p a distincia entre F e d. Parabola é o conjunto dos pontos
de o que estdo a mesma distancia de F e de d.

pardbola = {P € « | PF = Pd}

Assim, temos:

VF = VV'
PF = PP’
QF - QQ’
RF - RR’
SF - S8’

138. Elementos principais

- foco

diretriz

— parametro

V — vértice

reta VF — eixo de simetria

T amn
4

relagdo notavel:

p
VF = -
2
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139. Equagio reduzida

Tomemos um sistema cartesiano
ortogonal com origem no vértice da
paradbola e eixo das abscissas passando p-
pelo foco. E evidente que o foco &

'

]

- Plix, v)
F(E, o0
2
e a diretriz d tem equacdo P
F
. °F
2
Nestas condi¢cdes, chama-se equacgio
reduzida da pardbola a equacdo que
P(x, y), ponto genérico da curva, vai
verificar.

< [N

A dedugdo é imediata:
P € parabola <= PF = PP’

entdo:

<Y

ﬂ—%)ﬁ (y-O)Z:\/(x+ %)M(y-y)2

(x——;—)2+ Tox+ B2

~
it

2 2

2 p p

X* - px + +y = x"+ px + —
- P 4 4

y? = 2px

Assim, por exemplo, uma parabola com parametro p = 2, vértice na origem

e foco no eixo dos x, tem equagdo:

d YV N
1 !
’ K ' MV \ X
y? = 4x se F i direita de V ou y? = -4x se F a esquerda de V
154-G

140. Analogamente ao que vimos nho
itern 139, se a parabola agresentar vértice
na origem e foco no eixo das ordenadas,

1emos:

PF - PP’

\/(x-ou(y- ;)2:\/(><—x)2+(y+ g)z

{(notemos que esta relacdo é a mesma
que se obtém permutando x com vy
na relacdo inicial do item 139}; e, dai,

decorre a equacdo da parabola

3

Assim, por exemplo, uma parabola

com parametro p = 2, vértice na origem

e foco no eixo y tem equagado:

x? =4y, se F acima de V

ou

x? = -4y, se F abaixc de V

141. Se uma parabola tem vértice no vy}

ponto V(x,, yo) e VF # x, suaequacao

em refacdo ao sistema auxiliar x'Vy' é:

(y)? = 2px Vob — - —1

portanto, sua equagdo relativamente ao

sistema xQOy é:

Ay
i Pix, vy}
Fo
P
2 j o —
e v X
2 o
p’ d
y
F
1
\Y% X
1
d
Ay
d
V ! g
,l X
F

ly = yol® = 2pix - xo)

Y
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Analogamente, se uma parabola tem
vértice no ponto

Vixg, vo) e VF 7y,

sua equagdo relativamente ao sistema
xQy é:

- %) = 2ply - yg)

Assim, por exemplo, uma paréboia

de vertice V{7, 8) e parametro 3
apresenta equacgio:

ly-82=6(x-7) se VF/x e F & direitade V ou
(x -7 =6y -8) s¢ VF/#y e F acimade V

Notemos ainda que uma pardbola
de vertice V{7, 8) e parametro 3
apresenta equagdo

ly - 8% = -6(x - 7)

se VF#x e F aesquerda de V
ou

(x - 7) = -6ly - 8)
se VF /vy e F abaixode V

EXERCICIOS

— o ——
0 g
v by
|
|
1
i
|
I
I
l
.-
I
]
R o e S — -
0 ‘V x'
|
J d
4 o
e} X0 x

G.308 Ceterminar as equagdes das parabolas seguintes:

a) v b}

d

o Fiz. 01 x
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4

+FIO, 30

c) v d} v

$Fi0. -2}

f)

G.3092 (MAPOFEI-76) Achar as coordenadas do foco F e a equagdo da diretriz da
parabola v2 = -Bx.

G.31G Determinar o foco e o vértice da parabota (A (y - 312 = 8ix- 1)
G.311 Achar a equacio da diretriz da pardbola representada pela equagdo vy = (x - 3)2

(G.312 Achar a equacdo da pardbola que tem eixo de simetria vertical e passa pelos pontos
A{0, 0}, B(2, 2}, Cl-4, 20).

G.313 Obter a equagdo da pardbola cuja diretriz & (d) x = 0 e cujo foco & F{2, 2).

G.314 Qua!l ¢ a equagio do conjunto dos pontos Plx, y) que sdo equidistantes da reta
{d) y = 5 e do ponto F(O, 0).

G.315 (MAPOFEI-74) Achar a distincia do ponto P = (2, 4) & reta determinada pelos

pontos de interseccdo da fungdo f(x) = x~ - x com a sua inversa,
G.316 {IMAPOFEI-75) Representar graficamente o conjunto dos pontos {x, y} do plano
que satisfazem a inequagdo: f{y - XHix +y -2 20,

G.317 (MAPOFE!I-75) Obter a equacdo da mediatriz do segmento cujas extremidades s8o os
vértices das pardbolas vy = x2 + 4x +6 e y = x> - dx + 2,

X = y2 - 6y + 8, determinar as

G.318 (MAPOFEI-76) Dada a parabola de equacdo
coordenadas do vértice.
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IV. RECONHECIMENTO DE UMA CONICA

142. Comparando entre si as equagdes do item 131:
(x = x0)? | {y - yo)?
a2 b2
ly - yo!? + Ix - Xo)?
a2 b2
concluimds que:

= 1 (elipse com eixo maior horizontal)

= 1 {elipse com eixo maior vertical)

19) uma equagio do 29 grau nas incognitas x e y representa uma elipse

com eixo maior paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutivel 4 forma:

VRY TRY
Xy VoYl Ly com k20, k50 e ki # ks
ki k;
2%) guando k; > ky, k; = a® e- k, = b?, portanto, o eixo maior é ho-
rizontal:
39) quando k, < k;, k; = b® e ky, = a®, portanio, o eixo maior é ver-
tical;

4°)  {xq, Yo) €é o centro da elipse.

143. Comparando entre si as equa¢des do item 136:

{x - x4} + ly - \/0)2 _
a? -b2

1 (hipérbole com eixo real horizontal)

(x - X0)2 ¥ ly - \/0)2
Y az

= 1 (hipérbole com eixo real vertical)

concluimos que:

19)  uma equacdo do 29 grau nas incégnitas x e y representa uma hipérbole
com eixo real paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutivel & forma:

fx - xo)® |, by -vd? _,
k, k;

onde k; e k, tém sinais contrarios:

29 quando k, > 0e k, <0, temas k;=a’e ky, = -b?, portanto,
o eixo real é horizontal;

3% quando k; < 0 e ky, >0, temos k, = -b® e k, = a?, portanto,
o eixo real é vertical;

4% (xq, vo) é o centro da hipérbole
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144. Desenvolvendo as equacdes do item 141, temos:

1 2 _ Yo vé + 2pxg
X = e« y" - 2.y + 18 =F0 2 1 i |
5 D K 2 {parébola com eixo horizontal)
2
+ . .
Sl Xe . x4 Xb* 2pyo (pardbola com eixo vertical)
2p P 2p

Comparando as duas, concluimos que:
12} uma equacdo do 29 grau nas incognitas x e y representa uma parabola
com eixo paralelo a Ox ou Oy se, e somente se, for redutivel as formas:
D x =ay? + by + ¢ (a # 0} ou
(l_l) y = ax®+ bx +¢ {a # 0)

2%} guando redutivel & forma f\_lj, a pardabola tem eixo horizontal e

2
a - L b = - Vo’ c = y0+2px0;

2p p 2p
39) quando redutivel & forma QD, a parabola tem eixo vertical e

2
a1 po- X oo X0t 2ovo.

2p p 2p

49) (x4, yo) & o vértice da pardbola.

145. Aplicagdes

19) Caracterizar a conica representada pela equacdo 4x? + 9y? = 36 e
esbocar seu grafico.

Solugdo

Dividindo por 36, temos: Vi
2 2 2 2

2, S A< 1< R S

36 36 36 9 4

[

portanto a cOnica € uma elipse com
centro na origem e eixo maior horizontal

tal que: £ 0 X
a® = 9 o _
e Ve s
b?= 4]
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. . 0 — - - 2 W22 19
29) Caracterizar a cdnica representada pela equacio 4x% - 9y? = 36 e 5°) Quais sdo os focos da conica cuja equagdo & x” -~y 1:

e v
esbogar seu grafico. Solugdc N .
- vi 2 2
Solucdo Aoyt =X U g
R 1
4xT - oy? =36 = = - Y -1 al .
Y o] 4 A cbnica é uma hipérbole com
o, _ centro {0, 0} e eixo real hirozontal tal .1 .]o -
portanto a conica € uma hipérbole com F . — - F o
. 2 X
centro (0, 0}, eixo real horizontal o3 fa F que: ' v
pois a diferenca é feita de x° para y* e F A 2 > ~
. V13 a? = 1 ‘ o
a?=9=a=3 . Va2
b= c=+/13 b?= 1 J'
|
b’=4=h=2 J
portanto os focos sdo
3% Qual é a cbnica representada pela equacio y2 = 6x? Esbocar seu grafi- Fii-+v/2,00 e F,;(vV2 0
co.
d v
Solucdo
v2i=6x =>y=2.3.x o . 69)Qual é a conica representada pela equacdio 9x? + f6y* - 90x - 160y +
portanto a conica é uma pardbola com VA x + 481 = 07 Esbogar seu grafico:
s t . . . B 5 "
vértice na origem, eixo horizontal e pa Solucdo
rametro p = 3. .
Tendo os termos x2 e y?, é evidente que a equagdo sO pode representar
elipse ou hipérbole.
49)Qual é a distancia entre os focos da conica cuja equacdo é 9x* + 4y? = 367 Vamos identifica-la com a equagdo teodrica
Solucio {x - xg)? + v - vol? 1
2 2 k k
o2+ 4y =36 = X+ Y - ! :
4 9

A cbnica é uma elipse com centro (0, 0) isto &,

e eixo maior vertical tal que:
f kyx? + kyy? - 2koxox - 2K Yoy + (Kaxg + kKyvg - kiky) = 0

aZ

It

.l Temos coeficientes respectivamente iguais aos da equacdo dada, portanto:

9
14\/ﬁbﬁ
4 .

p? =

y ky= 0, K, = 16, 2Ky xo= 90, 2k vo = 160, ko x3 + Ky y§ - Ky ky = 481
portanto os focos sdo donde vem:
F, (0, -v5 e F,(0,V5)
e a distancia entre eles ¢ 2¢c = 24/ 56 k, = 9, ky = 16, xg = 5, vy = 5
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Como k; > k; > 0, a equacdo y[P
representa uma elipse com eixoc maior
horizontal, centro (5, 5), sendo

a’=16 e b?=9. {5, 5

A equacao reduzida é 4

)

-8 ly-8° _,
16 9

2

e . o
77) Caracterizar a cbnica representada pela equagdo x = Yy - y +—5
4

N

1
" 4
e esbogar seu grafico.

Solucdo
Evidentemente a equagdo representa uma pardbola com eixo horizontal.

ldentificando-a com a equagdo ted-

rica
d=
X = 1 -yz-ﬂ-y+y‘%+29x0 v A
2p p 2p
decorre:
1l
4.1y o1 Yot2pxe 5 V\F
2p 4 p 2 2p 4 5 -
donde tiramos:

p=2 vo=1 %=1

Assim, a parabola tem vértice (1, 1)
e parametro p = 2.

A equacio reduzida é:
{y - H?=4(x-1)

89) Qual é a conica representada pela equacdo 4x%-y?-32x + 8y +52 = O?
Esbocar seu grafico.

162-G

Solugdo

Tendo os termos x? e y2, & evidente que a equagio sO pode representar

elipse ou hipérbole.

Se identificarmos a equatdo dada vi
com a tedrica
(x - X())2 + (V - Vo)z -1
Ky ko >
obteremos:
(4,4)
k1=—1,k2=4,)(0:4,\/0=4 2
Como k; <0 ek, >0, aequacdo
representa uma hipérbole com eixo real
vertical, centro (4, 4), sendo a® = 4
2 _ -
e b= 1 5T 7 -
A equacado reduzida é
y-47  x-4" _
4 1

146. Estamos observando que a teoria dos itens 142, 143 e 144 sd permite carac-
terizar a conica representada por uma equacdo do 22 grau do tipo.

Ax* +By? +Cxy + Dx + Ey + F =0
com C =0, isto & sem o termo Xy.

Para discutir o casc quando C # 0 ¢é preciso ver o capfitulo seguinte.

EXERCICIOS

(G.319 Caracterizar a conica representada por cada uma das equagdes abaixo:

a) 3x2+2y2 - 12x -4y +8 =0
b) 2y = x2 + 2x + 7

c) 4x2 - 3y2 +6y -15=0

d x-y?+y+1

p) 4x2 + 9y? - 8x - 36y + 4 =0

G.320 Uma conica tem equacao x2 + 2y2 - 4x + 2 = 0. Caracterizar a cdnica, determinar
seus focos e sua excentricidade.
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V. INTERSECGCOES DE CONICAS

147. E regra geral na Geometria Analitica que, dadas duas curvas f(x, y} = 0
e gi{x, y) = 0, a interseccdo delas ¢ o conjunto dos pontos gue satisfazem n
sistema: p

| f(x, y) - 0
gix, vy} =0

Ja aplicamos este conceito ;;ara achar a interseccdo de duas retas (item 32),
de uma reta e uma circunferéncia (item 99) e de duas circunferéncias (item 103}.
O mesmo conceito se aplica para obter a intersec¢do de uma reta e uma cOnica,
de uma circunferéncia e uma conica, de duas cOnicas, etc.

148. Aplicagdo

Achar os pontos comuns & reta (r} x -y = 0 e a pardbola (N y = x*.

Solugdo

Vamos resolver o sistema de equacoes

v (1)

2 y
x* (1D !
Substituindo {\D em @ resulta: /

y:(y)2=>y—y:0£

Y

1, 1)

ou (0, 0) x

Resposta: r M A

n
—
o
A=)
-

EXERCICIOS

G.321 Calcular o comprimento da corda que a reta (r} y = ~x define na elipse

(N x2 + ay? = 20.
G.322 Achar a interseccdo da circunferéncia (Ax2+y2 . 17 com a hipérbole (A')x2 -y2 - 1.

G.323 Obter a interseccio da pardbola (Aly2 = x com a elipse {A)x? + 2y2 - 3,
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Vi. TANGENTES A UMA CONICA

149. Vamos resolver dois problemas cldssicos de tangéncia entre uma conica e
uma reta:

19 Problema: obter as retas {t} tangentes a uma dada cdnica (A} e parale-
las a uma dada reta {r).

29 Problema: obter as retas (1) tangentes a uma dada conica (A) e pas-
sando por um dado ponto (P).

Para a resolucao desses dois problemas é fundamental notar que uma reta t
e uma conica A, coplanares, s30 tangentes se, e somente se, tém (nico ponto
comum. "’

A reta (tJax + by + k = 0 e aconica (Mf(x, y} =0 tém um dnico ponto
comum se o sistema de equaces:

fix, y) =0

ax +by + k=0 (1)
a

admitir uma unica solucdo (x4, Yol
Seja A o discriminante da equacdo do 29 grau resultante da substituicdo da

incagnita y de @ em @ A reta t e a cOnica X sdo tangentes se, g somen-
te se: A = 0.

150. Solugao do 19 problema

Se a reta dada ¢ {(rJax + by + ¢ = 0 e a conica dada ¢ (Nf(x, y) =0
temos:

19y t 4 v

s {tlax + by + k =0

29) como t é tangente a A, determinamos k impondc A =0 (confor-
me item 149).

{*) No caso da parabola deve-se exigir que a reta tenha um Unico Ponto comum Com a curva
e nao seja paralela ao eixo da parabola.
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151. AplicacOes

1. Obter as tangentes a elipse (M)2x° + 3y = 6 que sido paralelas a reta

(rly = x.

Solucdo

190t/ r === (thy = x + k

2x* +3y? =6

29) sistema
) y =x +k

Substituindo, temos:

2x* + 3{x + k¥ =6
5x% + B6kx + (3k? - 6) = 0

39} t tangente a A =——+» A - O

A

i}

= -24kP + 120 =0 = k= *V5

Resposta; v = x+v 5 ou y=x-vV5h

2. Obter as tangentes a hipérbote (M)x? - y? = 1

ta {rly = 2x,

Solucédo

19 1/ ¢ == {thy = 2x + k

2 2
_ -1
2%} sistema Y

{Bk)? -4 - 5. (3k? - 6) = 36k* - B0k® + 120 =

Y

que sdo paralelas are-

y = 2x + k
Substituindo, temos:
Xt - {2x + k)P =1

3x2 + 4kx + (k2+ 1) =0

39 t tangente a A —== A =0

A=(4Kk¥2 -4-3-(k¥+1) =4k? - 12 =0 =— k =1V 3

Resposta: y =2x + V3 ou y = 2x -V 3
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3. Dadas a reta (r)y = - —13— X e a pardbola {My = x* - x -2, pede-se a

tangente a A que é perpendicular a r bem como o ponto de tangéncia.

Solucdo
o 1 1
19 1lr = my=-— - - — =3
my B 1_
3
y
entao (tl)y = 3x + k
2
. y = x" - x -2 r
20 t
} sistema v = 3x + K
+2
Substituindoe, temos: 3
3x +t k= x% - x -2 \
x> -4x -k +2) =0
39) t tangentea A —= A =0 !
A (=42 +4.1:(k+2)=16+4k +8 =
=4k + 24 == k = 6 == (t)ly - 3x - 6
49) Obtemos o ponto de tangéncia fazendo k = -6 na equagdo do 29
grau em Xx:
X —dx - (-6+2 =x*-4x+4=0 > x =2

Substituindo na equacdo da reta 1, resulta:
y=32)-6=0

portanto P(2, 0)

Resposta: v = 3x - 6 e P{2, 0).

162. Solucdo do 22 problema

Se o ponto dado é P{x,, ys) € a conica dada € (A)fix, y) = 0, temos:

> (tly - yg = mix - xg)

19 P&t

2% como t ¢ tangente @ A, determinamos m impondo A =0

me item 149),

{confor-
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153. Aplicacoes

1. Obter as tangentes & elipse (A)4x® + 9y® = 36 que passam por P{7, 2).

y
Solucdo 1 p
1M Pt == y-2=mix-7) = 9
= y=mx-7m+2
X

o . , Jy=mx-7+2
29) o sistema é: 4x* + Oy? - 36

Substituindo, temos:

4x* + 9(mx - 7m + 2)* = 36 t
4x2 + 9(m?x% + 49m? + 4 - 14m?x - 28m + 4mx) = 36
(Om? + 4)x* + 18m(2 - 7m) - x + 63m{7m - 4) = 0

39) t tangentea A == A =0
A=18 . m* . (2-7m)* -4 (9m* +4) - B3m - (Im - 4) =
=576m « {7 - 10m) = ) —m

m -~ 0
ou
_—
.
10
7 29
Resposta: y = 2 ou y:‘l_O X e
2
2. Conduzir por P(0, 0} as tangentes & pardbola (A\)x = ¥ '3 ¢ caleu-
lar o dnguio f entre elas. vk
Solucao

19) PEt —— (t)y = mx

Y. - mx

2%) o sistema é { y: + 3 p
X = 3 g

x"

Substituindo, temos:
mix® + 3
3

2.2
mx°-3x+3-0 \
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xX =

39) t tangente a A = A =0

V3

2

A=3-4m* . 3=29-12m* =0 —= m =%

portanto (1) é yzgx ouU y = - ——x

o | m-m _ vi3i
49) tgb = Pp— —3 =4+ 3
4

Resposta: 0 = arctg4v 3

154. Demonstra-se que toda hipérbole s, ! )
admite duas retas, s, e s, passando
pelo seu centro e tangenciando os dois
ramos da curva no panto impréprio (pon-
to infinitamente afastado da reta).

As retas s; e s; recebem o nome
de assintotas. b b

A n m - - -
Suas Efqtljac;oes,' 0 calso e f;ue o] P A Ay £, x
centro da hipérbole € a origem, sdo:

b
(S])V = —— ¢ X
a

{s2)y = LR
a

EXERCICIOS

G.324 Obter uma reta t paralela a bissetriz dos quadrantes impares e tangente a parabola
My = x2 - x + 3. Achar o ponto T de tangéncia.

G.325 Obter uma reta t perpendicular 'a reta (r)x + 2y + 1 = 0 e tangente a hipérbole
{ABx2 -y = 1.

G.326 Conduzir por P(0,0) asretas t gue sdo tangentes a elipse (A}x2 + 2y2 - 8y +6 ~ 0.
G.327 Conduzir por P(0, 3) asretas t que sdo tangentes & hipérbole (N)x2 - y2 = 1.

G.328 Obter as equagdes das retas t que passam por P{5, 0) e sdo tangentes & parabcla
(Nx = -y2,

G.329 Achar as equagdes das assintotas da hipérbole (A9x2 - 3y2 = 1,
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G.330

G.331

G.332

(EESCUSP-63} Achar as coordenadas de quatro pontos da curva b2x2 + a2y2 = aZp?
com a >0, b.>0, de modo gue eles sejam os vértices de um quadrado cujas diago-

nais passam pela origem.

{(MAPOFEI-63) Determinar a equagdo reduzida da elipse cujo eixo menor tem por
extremos os focos da hipérbole 9x2 - 16y2 = -144 e cuja excentricidade é o inver-
so da excentricidade da hipérbole dada.

{(MAPOFE|-70) E dada a pardbola de equacdo y = x2 em coordenadas cartesianas
ortogonais. Sendo A = {a, a2), B = (b, b?) e X = (x, x?) 1trés pontos distintos

da pardbola:
a) determinar a area do tridngulo ABX.
b) para cada x, distinto de a e de b, seja f(x) a drea (positiva) do triangulo ABX,

esbogar o grafico da fungdo f.
c) determinar o valor de x para o qual f{x) & maximo local (ou relativo).
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CAPITULO VIII
-
LUGARES GEOMETRICOS
I. EQUACAO DE UM L.G.
155. Deéefinigdo
Uma figura é um fugar geométrico {i.g.) de pontos quando todos os seus pon-

tos, e apenas eles, tém uma certa propriedade comum.

156. Exemplos

19)Sejam A eB dois pontos distin- o
tos de um plano «. AP

O lugar geométrico dos pontos de e T
« equidistantes de A e B é a mediatriz A o al "o g

do segmento AB.

Isto significa que, no plano a to-
dos os pontos gue estdo a mesma distan- m
cia de A e de B pertencem necessaria-
mente a mediatriz m, e reciprocamente, todo ponto de m € equidistante de

A e B.

29)Seja O um ponto pertencente a um plano a e r # 0 uma distancia.

O lugar geométrico dos pontos de a
que estdo a distdncia r de 0 é a circun-
feréncia de centro 0 e raio r.

Isto significa que, no plano «, to-
dos os pontos gue estdo a distincia r de
O pertencem necessariamente & circunfe-
réncia A, e reciprocamente, todo ponto
de A estd a distdncia r de O,
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1567. Em Geometria Analitica, “‘obter um lugar geométrico’ significa obter a
equacao que representa o l.g. e interpretar a equacao, isto é, dizer qual é a curva
por ela representada.

Os problemas de l.g. devem ser resolvidos pelo seguinte processo:

19} Colocam-se no plano cartesiano os dados do problema:

2%) Toma-se um ponto P(X, Y) pertencente a |.g.;

39) Impde-se analiticamente que P obede¢a as condigdes validas para qual-
quer ponto do l.g.;

49) Obtém-se a equacdo do l.g., na qual devem figurar apenas as varidveis
(X e Y) e os parametros indispensaveis do problemna;

59) Caracteriza-se a curva representada pela equacao do lg.

158. AplicacGes

1. Veja item 25 do capitulo Il.
2. Veja item 85 do capitulo IV,
Veja itemn 89 do capltulo V.
Veja itens 129, 134 e 139 do capitulo V.

o A~ W

. Determinar o l.g. dos pontos do plano cartesiano situados & distdncia d
dareta Ax+ By +C =0.

Solugdo
Se P(X, Y) pertence ao l.g., isto é, esta a distdncia d da reta dada,

deve obedecer a condicdo:

A:)};Z—B—_—% —d —= (AX +BY +C) - d*{A? + B}) =——

AX + BY + C-dvV A? + B2 = 0
— 0ou
AX +BY + C+dV A? + B - 0
equacdo do lugar geomeétrico.
Conclusdo

O lugar geométrico € a reunifo das retas paralelas a reta dada, a distancia d.
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6. Determinar o l.g. dos pontos do plano cartesiano dos quais as tangentes

conduzidas a circunferéncia (x - a)® + {y - b)2 = r* tem comprimento ¢,

Solugdo

Sejam P{X, Y) pertencente ac l.g. e Po(xe. yo) 0 ponto de tangéncia
na circunferéncia:

OP* - GF} + PoP?
entdo:
(X -a)> +(Y -b)? = + &

fazendo 1r° + #% = k%, temos:

(X - a)® + (Y - b)? =K

equacdo do l.g.

Conclusao

O lugar geométrico é a circunferéncia de centro Ola, b) e raio k = V r? + €2

7. Determinar o l.g. dos pontos cuja soma das distdncias aos eixos coorde-
nados é igual ao quadrado da distdncia até a origem.
Solugdo
Seja P{X, Y) pertencente ao |l.g.
entdo:
2
dpx * dpy = dgp

Py PIX. Y)

¥l + Xl = X* + Y? > dpx

equacdo do lLg.
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Temos, entdo quatro possibilidades:

18) quando X220 e Y =0,
IXI =X e 1Yl =Y,
entdo a equacao fica:

X+ ¥ ox-Y

1l
S

23) quando X <0 e Y >0 a
equacdo fica:

X2+Y*+X-Y=0 -

39 quando X <0 e Y <0,
temos X2+ Y2+ X+Y=0

48) quando X > 0 e Y < 0,
temos X2+ Y2 - X +Y =0
Conclusdo

O lugar geométrico é a reunido de 4 arcos de circunferéncia com a origem.

8. Sejam r =r{m) e s = s(m) duas retas, cujas posicdes dependem da
varidvel m, dadas pelas equacdes

(X -2Y+12m =0 e (s)BX -Y -3m =0
Qual é o lg. das interseccbes de r com s?
Solugdo
Seja P(X, ¥Y) um ponto de interseccio de r com s. Temos:
PCr — X-2Y=-12m ()
PEs —= B6X-Y=3m ()

Resolvendo o sistema 1, Il, ocbtemos X =2m e Y =7m. A equacdo do
l.g. relaciona X e Y entre si, portanto, vamos eliminar m:

X
m=-_
2L XY yx-a2v-o0
Y 2 7
m= 7
Conclusdo

. . 7
O lugar geométrico é a reta que passa pela origem e tem declive - -
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EXERCICIOS

G.333 Determinar o |.g. dos pantos equidistantes de Ala, b} e Blc, d} com A + B.

G.334 Determinar o l.g. dos pontos eqiiidistantes das retas (rlax + by +c=0 e
(s)ax +by + ¢’ =0 com c¢ # c.

G.335 Determinar o i.g. dos pontos cuja distancia ao eixo dos x & o dobra da distancia ac
eixo dos vy.

G.336 Determinar o l.g uss pontos cuja distdncia 4 reta (r}3x + 4y -5 =0 ¢ o triploda
distancia & keta {s)dx - 3y + 5 = 0.

G.337 Determinar o Lg. dos pontos eqlidistantes do ponto F(0, 0} e da reta
(di 3x + 4y - 10 = 0,

G.338 Determinar o l.g. dos pontos dos quais se vé o segmento AB sob dngulo de 45°.
Dados: A(-5, 0) e B(+5, 0).

G.339 Determinar o |g. dos pontos dos quais se vé o segmento AB sob angulo de 30°.
Dados: A{0, 0) e BI20, 0}.

G.340 Determinar o l.g. dos pontos P que ligados a QI0, 0) determinam retas que intercep-
tam (r)x+y+1 =0 em pontos R tais que PQ/AR - 1.

G.341 Determinar o l.g. dos pontos P que ligados a QI0, 3) determinam retas que inter-
ceptam a circunferéncia x2 + yZ =1 em pontos R tais que PQ/QR = 1.

G.342 Determinar o |.g. dos pontos P que ligados a Q{0, 0) determinam retas que intercep-
tam a pardbola y = x2 - x em pontos R tais que PQ/QR = 2.

G.343 Sdo dados os pontos Ol0, 0), A1, 0) e B{0, 1) e considera-se uma reta variavel
A’B' paralela a AB. Determinar o l.g. dos pontos | de interseccdo das retas variadveis
AB’ e A'B, sabendo que BE OB e A’ € 0A.

G.344 Num planc sio dados uma reta r e um ponto O cuja distdncia a r € maior gue um
namero dado d. Sobre a circunferéncia que passa por O e tem diametro d conside-
remos o ponto M mais proximo de r, Qual é o |.g. dos pontos M?

G.345 (MAPOFEI-72) Consideremos um sistema cartesiano retangular e nele os pontos
O = (0, 0}, A(3, 0) e Plx, y). Determinar o lugar geométrico dos pontos Px, y)

tais que OP = 2 - AP.

G.346 (EPUSP-52) Dados o centro C(2,0}, oraio r =2 de uma circunferéncia ¢ a reta de
equagio x = -2, sejge P um ponto qualquer dessa circunferéncia e Q a interseccao
da paralela por P a0 eixo, com a reta dada. Determinar a equacdo do l.g. descrito
pelo ponto médio M do segmento PQ, quando P descreve a circunferéncia.
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G.347 Dada a elipse x? + 4y? - 4, determinar o |.g. dos pontos M externos & elipse tais
que as tangentes a elipse, tracados por M, sejam perpendiculares.

G.348 (EPUSP-50) Os veértices de um triangulo ABC 1ém para coordenadas A(0, 0), B(O, 4)
e C{2, 0). Sendo P um ponto do plano ABC tal que a reta AP encontrea mediana
BM, relativa ao lado AC, num ponto Q, determinar a equacdo do t.g. de P quando

AQ 1

Q percorre a mediana, sabendo-se que a relacdo simples o T

It. INTERPRETACAQ DE UMA EQUACAO DO 2° GRAU

‘i59_ Uma equacdo do 2% grau nas incgnitas x e y:
Ax? + By + Cxy + Dx + Ey + F = 0

pode representar vdrios tipos de curvas: circunferéncia, reunido de duas retas,
elipse, hipérbole, pardbola, ponto ou conjunto vazio.

160. J& vimos que no item 91 que essa equacdo representa uma circunferéncia
se forem obedecidas trés condigDes:

A=B#0, C=0 D?+E-4AF >0

v

161. Uma equacio em x e y, do 29 grau, representa a reunido de duas retas
se, e somente se, o primeiro membro for fatordvel num produto de dois polino-
mios do 19 grau com coeficientes reais:

{ajx + by + c){agx + by + ¢3) =0
pois, nesse caso, temos a equivaléncia entre a equacao
Ax* +By? +Cxy +Dx + Ey + F =0

e o sistema
aixtbhyte =0 ou ayx+byy+c, =0

162. Exemplos

19) As equaches x =y e X° = 2 representam o mesmo lugar geométrico?
quac

Solugao
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A equagdo x =y & satisfeita por todos os pontos cuja abscissa é iqual a
ordenada, isto é, por todos os pontos pertencentes d bissetriz do 12 e 3° qua-
drantes.

= 2 . . .
A equacio x* =vy? & equivalente a

s x+ty:0
oyl =0 = (x+y)x-yl=0 — ou
x-y=20

portanto ela é satisfeita por todos os pontos da bissetriz do 12 e 32 quadrantes
ou da bisssetriz do 29 e 49 quadrantes.

x Y

Resposta: As equacGes ndc representam o mesmo |.g.

20} Provar que a equaciio 2x® - xy + x - y2 -y = 0 representa duas
retas concorrentes.

y
Solucdo
Temos:

2 oxy+tx2-yi+x-y=0

x{x -yl +{x+ylx-yl+{x-y)=0
{(x-ylx+x+y+1)=0 =
(x-y){2x+y+1) =0

Xx-y=0 ou 2x+y+1=0
. \

x

r X

Os pontos que satisfazem a equagdo dada pertencem a r ou s que sio
concorrentes pois:

az 2 b, +1 as b,

a bbb C A, b
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163. A equacdo Ax® + By’ + Cxy + Dx + Ey + F = 0 (1) pode ser encara-
da como equacdo 29 grau em x:

Ax? + (Cy + D)x + (By> + Ey + F) = 0
A forma fatorada dessa equacdo é:
A-x-x) - (x-x]=0

onde x; e x, sdo as rafzes da equac¢do calculadas pela formula:

Cy + D) *V (Cy + DV} -4 . A . (By> + Ey + F)
2A

Concluimos, entdo, que a equagao (1) ¢ fatordvel num produto de dois
polindmios do 19 grau se, e somente se, x; e x, forem polindmios do 19 grau
em vy. lsto também poderia ser dito assim:

“A eguacdo (1) representa a reunido de retas se, e somente se, o discrimi-
nante A= (Cy + D)2 -4 - A - (By? + Ey + F) for polinémio quadrado perfeito.”

164. Exemplos

19) Determinar m de modo que a equacdo 3x® - 2y? + Bxy + mx + 2y = 0
represente a reunido de duas retas.

Solucdo

Temos:
3x* + (By + mix - (2y* -2y} = 0
A=(By +m? +4 .3 (2y - 2y) =
= (2By? + 10my + m?) + (24y* - 24y) -
= 49y? + (10m - 24}y + m’
Este uitimo polindmio é um gquadrado perfeito somente se o seu discrimi-
nante for nulo:
A = {10m -24) -4 .49 . m* -
- -96m* - 480m + 576 -
-96(m* +5m -6) =0 —— m=1 ou m = -6

Resposta: m =1 ou m = -6

29) No problema anterior, achar as equaces das retas e esbocar o seu grafico,
para m = 1.

Solucdo
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Para m =1, temos:

A =49y - 14y + 1 = (Ty - 1)?
As raizes da equac¢do do 29 grau em x:

3x2 + (By + 1)x - (2y? - 2y) = 0

séo calculadas pela formula cldssica:

-(by + 1} - {7y - 1)

-b £ VA By +1) £ {7y - 1) - 6
2 B ] - -
a 6 % - (By + 1} + (7y - 1)
6
y -1
donde vem x;, = -2y e x, = ——
y A
A forma fatorada da equacdo do 2° grau é: s
3x - x){x -x3) =0
y - 1 -2, 1
3(x + 2y)(x - 3 )} =0 {0, 1)
{(x +2y})38x -y +1) =0 o

e, finalmente, obtemos as equacOes das retas: (-

| —

X+2y =0 ou 3x-y+1=0

cujos graficos séo r e s respectivamente.

165. Ja vimos nos itens 142, 143 e 144 que a equacdo
Ax* + By’ + Cxy + Dx + Ey + F = 0

pode representar uma cOnica {elipse, hipérbole ou pardbola) mas ndo vimos ainda
como fazer o reconhecimento dessa conica nos casos em que C # 0.

Consideremos uma equagdo da forma acima e que ndo representa nem cir-
cunferéncia nem reunifo de duas retas. Sejam:

26 C D
a=| C 2B E|, 8=4AB-C> ¢ y=A+8B
D E 2F

Usaremos, sem demonstracdo, o seguinte resultado:

a#F0, >0 e ay <0 <= a equagdo representa uma elipse
a ¥ 0, <0 <= a equacdo representa uma hipérbole
a#* 0, 83 =0 < a equacdo representa uma parabola
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166. Exemplos

19)Qual é a conica representada pela equagdo xy = 57

Solucido

Temos A=B=D=E=0, C=1, F=-b, entio:

0 1 0
a=|1 0 0 |=10 ¢ $=4-0-0-1%=-1,
0 0 -10

portanto « >0 e f$<0.

Resposta: hipérbole.

29):Qual é a cdnica representada pela equacdo

X2 +4y? —4xy -3y -y -1=0?
Solugao
Temos A =1, B=4, C=-4 D=-3, E=-1, F=-1 portanto

2 -4 3
a=|-4 8 -1|=-98¢e f=4-1-4-{(47=0,
-3 -1 -2

isto é: «a<0 e =20

Resposta: pardbola.

39): Qual a conica representada pela equacado

¥ +3y> +xy-2x+4y -5=07

Solucido
Temos A=1, B=3, C=1, D=-2, E=4, F=-5 portanto
2 1 -2
o = 1 6 4(=--182, f=4-1-3-1"=1, y=1+3=4
-2 4 -10

istoé: <0, >0 e oy <0

Resposta: elipse.

180-G

167. Ainda de acordo com a notacdo do item 165, vamos aceitar o resultado:
a#0, >0 e ay >0 ==> a equacdo representa o conjunto vazio.

Assim, por exemplo, a equacdo x* + 3y? - 2x - 6y + 9 = 0 representao
conjunto vazio pois:

2 0 -2
a=|0 6 -6|(=12 f=4.1-3-(-22=8 v=1+3=4
-2 6 9

Isto significa que nenhum ponto tem coordenadas que verifiguem a equacio
dada.

168. Finalmente, a equacdo do 22 grau em x e y representa um ponto se for
redutivel & forma k; (x = Xo)2 + kaly - yo}? =0 com k;, >0 e k; >0,
pois s6 0 ponto (Xq, yo) verifica esta equacio.

Assim, por exemplo, a equacdio x* + y? = O representa o ponto {0, 0); a
equacdo (x - 1) +{y - 2)2 =0 representa o ponto (1, 2) e a equacio
2(x - 1)* + 3(y + 4)2 = 0 representa o ponto (1, -4).

EXERCICIOS
G.349 Demonstrar que a equacdo x2 - y2 + x +y =0 representa duas retas concorrentes.

G.350 {(MAPOFEI-74) Mostrar que a equacdo v2 - xy - 6x2 = 0 representa um par de
retas concorrentes na origem de um sistema cartesiano ortogonal.

G.351 Esbogar o grafico cartesiano dos pontos P(x, y) que verificam a condi¢do

X2+ 2xy +y2 -4 -0,
G.352 Provar que a equacdo 2x2 - 2y2 + 3xy =0 representa um par de retas perpendiculares.

G.353 Calcular o angulo formado pelas retas representadas pela equacédo:

a) 5x2 + Bxy - 9x +y -2 =0 b) x2 ~y2 +x+56y-6=0

¢l x2+y2 +2xy + x +y =0

G.354 Obter m de modo que a equagdo: x2 - my2 +xy +5x -my +4=0
represente a reunido de duas retas.

G.355 Caracterizar a conica definida pela equagdo xy = 1.
G.356 Qual é a curva representada pela equagdo x2 - yZ - xy = 0?

G.357 Qual é o grafico da relacio R = {(x, y) | x% + 4y + 2mxy - 1 = 0}?

181-G



RESPOSTAS

CAPITULO |
Gt a) AE,F I,JL G33 A-0

b) D, E, H, | B =x -2y

c) B,E, G, H C=-6

d C. E F, G K D = -125

el E, F, H G.34 Nio

fl E G, I G.38 (4, 0)

gl A B E L G.39 (0, -5)

h) C, D, E, K G.40 (-13, -13)
G2 d-V5 car (- 2. 3,
G3 d=10 1 3

G.43 (-, -2)

G4 d=13 2 2
G5 2vV13+5v2 G.45 (9, -9) e (%, -j»)
G7 x=-3 G52 x-y-1=0
G9 x=2 G.53 3b + 4a -apb =0
G.10 P(-3, 0) G54 2p + 3q = 0

P(5’5) G55 x+y-{a+b+c)=0
G.11 -5, G.57
G.13 P(a+aﬁ a+a\/§)°“
. 5 , 5

P(a~a\/3 a—a\/3)

2 ’ 2

G.15 { C(8, 4) e D(3, 9)
Ci-2, -6) e D{-7, -1)

G.16 BI8, -3) e D{-2, 7)
G.17 {ABC) = 2
G.18 (ABC) .. -3

G.20 (5, 6), {11, 15) e {17, 24) GS58 (1, 1)
G.21 P10, 17), : G62 a-2 ou a- - %
G.23 C{8, -3) e DI2, -6) G664 m£7 e mT R
G.25 A(5,0), BI-1, 2), C(7, 4) ges P2 %) . 2 8,
G.27 C(-3, 6) 303 33
G.67 B(-1,1
G.28 A(1, 6), B(-1, -5), C(-4, 3) 67 Bl '”
ges B2 11
G.30 C(10, 6) ou Cl-6, -6) 5 5

G.32 Nio pois as diagonais ndo se cortam G.70 vV 63 +4+v 2 +3vV 5
a0 meio G71 -3<y <6

183-G



G.72 paralelas e distintas ret sev, t ez CAPITULO II

coincidentes r e z,

concorrentes res, reurev,se t,
seu,sez, teu teyv,

Uuev,uez vez

G75 m=1 = /45
m =0 ﬂigr
mE R, m#1T m#£0Q = r Xs
G.76m:%:>rfs
mEIR,m#%QrXs
G77 k=5 ou k=-5
G.78 aEIR,a;‘:%arXs
a- 2 ¢ b# L bCR
3 3
.'_>r{\ls:(i)
azle bf-]-=>r §
3 3

G.79 A5, 1) e B{1, 3)
G.80 Representam uma familia de rejas
_concorrentes no ponto {1, -3).
6
11
GB82 x -6y -0
G.84 Hx -3y +5=0
G855 m -2
G.90 a) sim, (0, 1}

b) sim, m = il
3

G.81 P{-1,

G92 3x -by +c=0, cE R
G93 11x -5y -12-0

G.94 Ix +3y -12=0 ¢
x -3y +3=0

G97 y - 3x+ 4

Gog X + Y .

-3 5
G99 3x -2y + 6 = 0,
x -2y -2 =10,
3x+2v~+4:0
G100 2 + Y_ =1
q 26
5
G.101 (3, 2}

G.102 paralelas e distintas
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G.106 ab - b 2
3 3
2 7
d) = e) a
2
)} 0 h} - =
g } 3
” )\‘ru K) -1
A - 2u
G10719% x -y -2-0

29) V3ex-y-02V3+a -0

39) x + 1 -0

49} 3x -4y + 15 =0

5%) y-2-=0

6%} 2x -y + 7 =0
G108y - 2 = mix - 5}V x -
G1102x +y +8 =10
G111x -y - 14 - 0

G.112 B(4, 2}, C(0, 0}, D{1, 2)

’
G114p - - —
G.115 nenhum
G.116 (s} 3x -2y -1 =0
G.118 (-1, 3)
G.119 (2, 3)
cazip 2, 4,
. 55

G.123{s} 2x + vy + 3 = O
G124 (1} 2x -y + 7 =0

G125(s) 5x - 4y + 3 = O
M1 2)
..Qls, 71

(t} 4x + 5y + 68 = O

G.1261%) x +8y + 16 =0

29 x+8y-16=20

3% Ix -4y -44 -0

Ga28H(, 13
2 4

G120}
3

G.1304x - 3y -2 =0
G.132 A(0, 3),

B(-1, 0},

c{2, -1,

Di{3, 2}
G134x -y -4 =0

5=0

G.135 2ax - 2by + [b%{1 + m) - a®(1 -

mi] = a
G136 (r) 2x -y =0
(s) x + 2y -1

ry x ~2y + 6
(s)2x+y -8=20
G.138 a) (%, 6, (27, 64

5 25 ° 25
1214,
5" 8§

G.139a) Afcos @, sen @), Bicos 8, sen f3)

Cl-cos & senal, Dicosf, -sen )

b} cos a+f * X - sén (%g .y

2
B-a
2

- cos ccosif+ @) =0

G.141 19} arctg 7

. 3
2°)  arctg =
g 4

30y
a

4% arc g 5
3

G142k - 7 ou k= i_

G433 T 1
46 12
G.1461°%) 3x -y =0 ou x+3y=0
2% W3 -6ix-1{3+ 23y +
g+\/§=0 ou
V34 6lx+ 3 -2vV3y -
9+v3-0

39) 2x+y =0 ou x+2y =0
G.1494x + 3y -3 =0, vy -5 =0,

x+ 7y -7=0
CAPITULO 11l

G153 17 V13

615419) S 20y 71V2 g9 79
5 70 13
25 7

G.156 2910 2

2c

G.159‘

al+ b2
G.160 (1, 2) e (-1, -2}
G.162x +y =0 ou xt+y-4=0

G.16324x + 7y + Bt = 0 ou 24x + 7y -

G164y == _ < .« (x - 3)

G.165 >
3

G.166 8
G.168 44
G.169 17
G171y =11 ou y = -9
G.173 (6, 2) ou (2, -2)
G174 .

4

G.175 (1, -1) ou (-2, ~-10).

Gize (2, ) o (-1, 19,
5 5 3

G.177 G(5, 4)

G.1804x - 3y ¥ 14 =0

G.1813x + 4y - 12 =0

G.182a) x + 2y -5 =0
b) 5

G.183 a)
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29} CAPITULO IV

620319 xZ+y?-9
2% x-2%2+yr-16
P x+ 1P+ y+r2*-25
49 (x-2% 4ty - @t =1
59 x* +(y + 3% -4

89) (x - 1)Z 4y - 232 - 9p
2 2

G204 (x - N2+ iy -212- 25
G.205a =b=£0,¢c=0, d° +e_—af >0
G.2061°) C(3,-2) e r -5

29 Cl4,00 e r=3

3% C(-3,-4) e r=

2 ci2 2y e re
2

5
5
2
5%) c1,-2) e r= V3

3
G207x+vy -5=0
gzo8ci2, -3y ;.35
2 2 2
G.209 Centro O (——-Ei,-—g)
2a gA
raio R = __M;%P_
2A

com B2+ C?-4AD >o0.
G2111%) m=1 e k<13
17

29) m=29k>—?
39) m-1e¢ k<5
G.2123 - 2, b:O,c<2§

G216lml = {nl £0 e m® - 4p
G217 {x - 212 + (y +3)% - 18

G. 19 \

1 \ : G.219 1%} exterior 2°) exterior 3%} interior
G.221 19) v
X
G19312x +1 =0 ou 12y -5 =0
G194 112x - 14y - 195 =0 ou
8x + 6y + 65 - 0 20)C(O.O)r:3
G.195239x + 27y - B0 = 0 ou ' s
9x - 13y + 100 = 0
G.1973x - 6 +V10ly = 0 :
G.199x + 7y -8 =0 x
G.20041, 1)
G.202 14V 221
i clo, 0 r-2
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G.224 19) v

<

o>
N

29) 4
K"’:“\
~
\ N
\ \
ARy
V e
oy
\ /s
kb—/‘:/’/
39)

f\ <
i
[+ g
T \
\
\
e |
'
,
%
o

42} Y

G.225

G.226 k == -15

G.227a) k = -7 + 4V 10
bl k <-7-4v10

G.22311—0

G.230 a) secantes
b) (-1, -7}, -6, -1}
G.231P(1, 0) e Ql4, 0)
G.232 P(-4, O} e Ql0, -6)
G.233-1 <k < 3
G235c<-1-v2 ou c>-1+V2

G.2363x -4y +c=0 onde ¢ <-25 ou
c>25

G237y =56 ou y = -1
G2382x -y +2 =0
G239 (x + 212 + ly - 12 =1
G.2414 V2

G2424 V2

G.243128 e 32

G.244 A(0, 0), B(2, -4) e C{0, -4) ou
cl2, 0
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G.2451°9) secantes

29)  concéntricas

39  exteriores

49)  secantes

59) tangentes interiormente
G.249 (1, 2), (3, 4}

G.2502 V2
G.251{x - 32+ (y - 112 = 14V2 -V10)? ou

x -3+ ly - 12 = 10 + avV?2)?

CAPITULO V

625219 «x+vyvt2+2-0

29) v——3x~1l+‘\/1_30 ou

y = 3x - 11 - V130

3°) Bx+ 2y 1529 =0
G253x -y +4=0 ¢ x-y -4=0.
G254 x -y £/2 = 0.
G2551°) 2x -y -125+v5-0

20 3x-y+4z2+10-0

3%9) 2x -y *10V5E -0 ou x+2y £10V5 - 0
G.2563x -y X 4v10=0

G.2571%) 3x -4y +25 =0
29 3x +4y ~30-0
39) v-13:t*’524-(x-6)

49)  20x + 21y - 127 = 0 ou x2+1:0
2
G.258 a) AlD, O} e 81—217\—, 2N
A2+ a2 AZ 4 52
G2594x + 3y -22=0 ou 4x -3y -4 =20
G260x -2y =0 ou 2x +y -5=20
G.2615x ~ i2vy =0 ou x =20
G.262m < 15;4*_‘/‘45
G.263 x - 0 ou y = mx onde
m<- 12 64 m> ﬂg
35 4

0<m< %5

ou

m > -15 +4\/ 145

ou

G.264a = 4
G.265x = 0 ou y =.0

G.2665x - 12y - 20 =0 ou x = 2
3 -y -2-0 e (x- %)%(w %)K g:’s!
G.267 - > °
YT e o= — ) s =
3x -y ~-2=0 e (x 5) v = &
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G.268x + 2y -5 - 0
G.2698
G.2703x -4y -40 =0 ou 3x +4y -40 = 0
G2mc- L, - !Z’ e . V2
G272(x - 112+ (y - 12 - 25
G.273(x—2)2+(v—2)2-:9 ou Ix + 1—76-)2+(V+ ?32‘9
G274 ix - 2)% + y? = 4?
G.275 (x - 18)% + (v - 16)% = 100 ou (x - 2)% + 1y - 4)2 - 100
G276 (x - 2% + ty -2 =8 ou (x + 1412 + {y - 2% = 200
G277(x - 22 + Iy - 2% =4 ou (x+ )24ty - 12 |
G278 (x - 412 + y - 67 =82 ou (x+ X )24y 4 B2 52
X , 25 25 625
G279 (x - 512 4 {y + 5)2 = 25
G.280 (x - 3% + {y - 3)% = 18
G.281 (x - 20)% + (y - %)%(%5)2 ou (x + 207 + (y - %JZ_U@
G282 1x + 132 + (y - 5% - 169
G.283a) x =0 ou y=0 b) v=2 ou x =1
o x-V2 1 ey -VZ e 22 - V22
G.284 (x - 3—59J2+(y— 5—;)2:9 ou x- 2424y - %8)2:9
G.285(x - 5% + {y - 12)2 = 144 ou (x -5+ (y 12)% - 196
G286 (x - 824, _ 1202 4 o, . 2p 18
5 5 5
G287 (x - 4)2 + ly - 3)% = 16
G288 (x - V)24 ,2. 9.
16
G.289 centros {@,i @) contactos (gﬂ,i E)
5 5 5 5
G200 x7 + {y - L)2 . 45
4
CAPITULO VI
x2 2 2 2
G292a) L o+ Y - py X o+ Y o
92 42 25 29 5
o X o+ X gy X o4m L v
a 13 16 9
2 2 2 2
o) (x - 4) +(y-—4) -1 f) x + 6 | {y -5} 1
5 1 9 6
G.293a) F; (-5, 0} e Fy,(\/5, 0) b Fi(-4, 0) e Fy(4, O
o FL{0, -3) e F5{0, 3) d) Fila V7,00 e Fyla + V7, 0
e) F (2, 4) e Fy(6, 4) f) Fi0-8,5-v7le Fy(-6.5+ V7
2 2
G.29a X -3 (v;?) 1
2 2
P N I
64 100
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G.2962¢c - 24, e = 12
13

»

2
G;297% + Yo -

3

2

G.298 F{ {0, -3)
F210, 3)

Fy

-y

G.299 Fy - (-7, 1) ¢ F; = (9, 1)
-2 2
Gago X + ¥ -2 4
275 289
x‘l 2
G301a) 2 - Y .
a 5

2 2
c)(_x..___.3_)_v_=1
8

1
G.302 2¢ - 20
G.303e - “__V;“
G.304

7| =7

G.305 F, (0, -5) e F;{0, 5)
G.306 F;{-2, 1) e Fy(4, 1)
G.307v? - x? =2
G.308a) v° = 8x

o x% = -8y

e) x -3 =4y -2
G.309 F(-2, 0}, x = 2,
G.310 V{1, 3) e FI3, 3)

G311y

It

1
4

2
G312y = x° - x

G313y - 2% = 4-(x - 1)

192-G

2 2
by - X _4
4 12
d) (x - 4)* {y -3)? _
1 3
b) X2=,12v
d) by -3 =4+(x-3)
) x-12=-8-ly -2)

G.314 x* = -10y + 25
G.3156V2.

G.216

i y=2-x

G.317y = x.

G.318 vértice V = (-1, 3) parametro p =

Ml-a

G.319 a) elipse, a =V 3, b=v2, centro {2, 1}
b) pardbola, p =1, VI(-1, 3}, F(-1, —;—)
c) hipérbole, 2 = V3, b =2, centro (0, 1)
1 3 1 1
d) pardbola, p= —, V(=,6 - —} Fi{1,- —-
par 2 a7 F- )
e) elipse, a =3, b=2, centro (1, 2)
G.320 elipse, a = \/3, b =1, centro {2, 0)
Fi(1, 0, F2(3, 0), e = Y2

G.3214 V2

2

eixo maior horizontal

G322A N X = {(3,2V2), -3, -2vV2), (-3, 2V2), 3, -2V 21}

G32z3xNXN={0, 1, (, -1}

G324t} x -y +2=0 T {1, 3)
G.325 3
G326y = % __“26 . x
G327y =¥ V10 x+ 3
G328y -+ Y20 . _5)

20
G.329y = V3 - x

G.330 ( ab ab ) ( LI ab )
Va +b Va“"+b \/a!+b1 \/a!+b
( ab _ ab ) ( ab ab
\/-az—+b2 v at + bi \/a2 + b2 \/32 + bi‘)
2 2 )
G332 + ¥ _4
625 = 25
16
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G.332a) fix) - | -adx -a)x - bl o) '

CAPITULO VI

6.3332(c - alx + 2(d - bly + @2 + b2 -t -d}) -0
G.3342ax + 2by + {c +¢) =0

G.335 y2 = 4x?

G.336(9x - 13y + 20)3x -y -2) =0

G.337 16x% + 9y2 - 24xy + 60x + 80y - 100 = 0
G.338{x2+y2—10y-25=0, s y >0

4yl 410y -25-0, e y <0

G.339 x2+y2~20x~20\/3y=0, se y >0
x2 +y2 - 20x +20V3y =0, se y <O

G.340 x+y -1=20

G.341 (x - 6)% + y2 = 1

G.342 2y = -x° - 2x

G343 (x -yMx +y -1) =0

G.344 x% + y2 (d—y0)y+v3—dyo=0 sendo r=x e 0Ey

G.34552 + yI - 8x + 12 -0

G346 4x2 + y2 = 4

G337 x> +y* = 5

G.3484x +y - 12 =0

G.350 {y - 3x){y + 2x}) =0 e representaasretas y - 3x =0 e y + 2x = 0, cuja in-
terseccio ¢ (0, 0).

\ 0. 2)

N\, {2, 0)
2,0 \

(0, -2) \

G.363a) T n
n b} > c 0

H

G.351

G.3%4m = 2

G.355 hipérbole

G.356 reunido de duas retas

G.357se m <-2 ou m>>2, hipérbole
se -2 <<m <2, elipse
s m=-2 ou m =2, duas retas
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TESTES

PONTO E RETA

TG.1 (CESCEM-76) O ponto ({a, -b) pertence ao interior do 29 guadrante. Os pontos
(-a, b) e (-a, b} pertencem, respectivamente, aos quadrantes:

a) 3% ¢1° b) 32 ¢ 49 c) 4% e 3° d} 49 ¢ 19 e) 1% e 3°

TG.2 (FFCLUSP-66) A distancia do ponta (-2, 3) ao eixo das ordenadas é:
a) -2 b) 2 ch 1 dl 5 el V13

TG.3 (CESCEA-74) O ponto do eixo x equidistante de (0, -1) e (4, 3) é:
al (-1, 0) b) (1, 0) c) (2, 0) d} (3, Q) el ndo sei

TG.4 (PUC-70) Sendo A(3, 1}, B4, -4) e C(-2, 2} vértices de um triangulo, entac
este tridngulo é:
al tridngulo retangulo e ndo isdsceles b} tridangulo retdngulo e isdsceles
c} triangulo equildtero d) triangulo isdsceles ndo retangulo
e) nenhuma das respostas anteriores

TG5 {E.E. LINS-68} Dados os vértices P(1, 1), Q(3, -4) e R(-5, 2} de um tridngulo,
o comprimento da mediana que tem extremidade no vértice Q é:

d} V221

a) 12 b) 10 ¢ 15 2

e} nenhuma das respostas anteriores.

TG.6 (CESCEA-68) Dado o segmento AB de extremidades A = (-4, 1) e B=1(57)
as coordenadas do ponto C que o divide na razdo % = 4 sado:
a - 12y (182, g e @l e e e
5 5 5 5 2
TG.? (EPUSP-66] Seja C o ponto de encontro das medianas do triangulo OAB de
angulo reto A. Sendo O = {0, 0) e A(3, 0), a abscissa de C

al & inferior a 1 b) é 1 c) 6156
d) s6 pode ser conhecida se for dada a ordenada de B
e} nenhuma das respostas anteriores
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TG.8 (CESCEA-72) Uma das diagonais de um quadrado tem extremidades A = (1, 1}
e C = {3, 3). As coordenadas dos outros dois vértices do quadrado sdo:

a) (2,3 e (3, 2) b) (3, 1) e (1, 3} c (3,0 e (1,4
d) (5, 2) e {4, 1) e) ndo sei

TG.9 (MACK-768) Se os pontos (2, -3), (4, 3) e (5, %) estdo numa mesma reta,
entdo k & igual a:

al -12 b} -6 c B d) 12 e} 18

TG.10 (EPUSP-67) O ponto P{3, m) £ interno a um dos lados do triangulo  A(1, 2},
B(3, 1) e CI(5, -4). Entjo:

al m = -1 b)) m-0 C)m;l

dl m =1 e} nenhuma das respostas anteriores

TG.11 {CESCEA-68) Sejam A, B e C numeros reais quaisquer.
Dada a equacdo Ax + By + C = 0, assinale dentre as afirmacSes abaixo a correta.

al se A0 e B#0 enmBo Ax + By + C = 0 ¢é a equacdo de uma reta pela
origem

bl se B#0 e C=0, Ax +By + C =0 & a equagdo de uma reta pela origem,
ndo paralela a nenhum dos eixos

chse A=0¢e C#0, Ax+By +C =0 éa equagdo de uma reta paralela ao
eixo Ox

d se A#0, B=0 e C=0, Ax +By + C =0 ¢é aequacio do eixo Oy

el se A=0, B#0 e C=0, Ax+By +C =0 é a equacdo do eixo Oy

TG.12 {FEI-67) Para cada nimero real m, considere-se a reta rim) de equagdo mx + y - 2 = 0.

al existem m; e m,, com m; F m,, tais que r(m;) e rlim,} sdo paraletas
b) existe um valor de m para o qual a reta rim) ¢ paralela ac eixo dos y

c} qualquer que seja m, a reta rim) passa pelo ponts (2, -1)

d) qualguer que seja m, a reta r(m) passa pelo ponto (0, 2)

e} nenhuma das afirmages & verdadeira

TG.13(GV-76) Dados, num sistema de coordenadas cartesianas, os pontas A = {1, 2),
B = (2, -2) e C = {4, 3, a equacdo da reta que passa por A e pelo ponto
médio do segmento BC é:
al 3x + 4y = 11 b) 4x +
el x +2y =5

y = 11 cl x + 3y =7 d) 3x + 2y = 7

[STEN]

TG.14 (CESCEA-73) A reta que passa pelo ponto P = (2, 3} e pelo ponto Q, simétrico
de P em relagdo 4 origem, é:

al 2y = 3x b) y = 3x - 3 ¢ y=2x -1 d) ndo sei
TG.15 (CESCEA-72) A equagdo da reta que passa pelo ponto A = (2, 5) e que corta a

reta de equagdo y = -x + 1 num ponto B, tal que AB = 3V 2, &:

al vy = x +3 b} y -5 =-{x-2) ¢l v -5 = 3(x - 2)
d) vy o= 2x + 1 el ndo sei
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TG.16 (PUC-77) - Uma reta passa pelo ponte P = {1, -4) e corta os eixos coordenados

nos pontos A e B. Sabendo que %_%—: % entdo, a equagdo da reta é:
al 2x+y+4=0 bl 2x +y +1 =0
¢l 2x+y-1=20 d 2x+y+2 =0

el 2x +y-~-2=0

TG.17 (E.E. LINS-67) A equagdo da reta suporte de um segmento que tem centro P(3, 0)
e extremidade em cada uma das retas 2x -y -2 =0 e x+y +3 =0 &

al 3x -4y +9 =0 b) 8 -y -24=0 e x -7y +3=20
d) 2x + 8y -6 =0 e} nenhuma das respostas anteriores

TG.18 IMACK-76) A abscissa do ponto, pertencente a reta y = 2x + 1 e eqlidistante dos
pontos (0, 0) e (2, -2}, é:

al 2 b) -2 o -3 d -

2

]

el oy

TG.19 (CESCEA-77) As retas 2x + 3y = 2 e x -~ 3y = 1 passam pelo ponto (a, b).
Entdo a + b € igual a:

7 5 a1 o 2

TG.20 (CESCEA-75} A interseccdo das retas r e s abaixo

A

!

é:
24 10 3 10 d 3,2 e (27
Q120 o o (2 n 2 L

TG.21(GV-76) Para que valores de a a intersecgdo da reta y = alx + 2) com a reta
y = -x + 2 se da no quadrante x 20, y = 0?

a 1 ag? b) 0 La<1 ¢ ag-2 ou az=2
d) a << -1 e) a -2

TG.22 (MACK-77) A reta vy = x - 1 intercepta o segmento de extremos (0, 0) e f{a, b):

a) para todo (a, b) tal que a #* b bl se a+b>1
c) se a-b>1 d) se a-b<{1 e} nao sei
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TG.23 (CESCEM-74} As retas de equagdes ax +y =a + 2 e 4x +ay = 4 — a2 sdo

a) concorrentes, qualquer gque seja o valor de a %= 0
b} pardlelas, qualquer que seja o valor de a

c) paralelas, se a = 2

d) concorrentes, para todo a # 2

e) concorrentes, para todo a # 4

TG.24 {(MACK-73) A representacdo gréfica do conjunto solugdo do sistema

3x + 6y = 9 .
. E :
{2)( +py -6 € uma reta. Entdo

al p-2 b} p=3 cdp=14
d) p & indeterminado e) ndo existe p nessas condicSes

TG.25(GV-77} Os valores de k para 05 quais as retas x + 2y - 2k = 0, kx-y-3-0
e 2x -2y -k =0 sdo concorrentes nUM mMesMo PORto, s30:

3 1 3
-2 el — =2
a) e2 b)293 c)2e2
3 1 3
d2e -3 ez

TG.26 (CESCEM-72) O tridngulo determinado pelas retas de equagdes x ~ 1 = 0, yv=x
e x+ty-4=0

a) ¢ equildtero b} é retdngulo c) & obtusangulo
d) & acutangulo e} estd inscrito numa circunferéncia de centro na origem

TG.27 {MACK-77) Seja S a regifio do plano cartesiano limitada pelas retas
y = ax + a; Y = ~-ax - a; X = a.
Pode-se afirmar que:

a) (0, 0} pertence a S qualguer que seja a %= 0

b) (0, O) pertencea S se a >0

c) (0, 0) pertencea S se a <0 e a % -1

d) (0, 0) ndo pertence a S, qualquer que seja a #* 0
e) ndo sei

TG.28 (GV-73) A reta t intercepta as retas r e s nos pontos (0, 3) e (0, 5) respectiva-
mente. A reta u intercepta r e s nos pontos (4, -1) e (4, 1), respectivamente.

Entdo podemos dizer que:
al t e u sdo paralelas bl t e u coincidem c) t e u se interceptam

dl r e s se interceptam e} nenhuma das alternativas

TG.29 (MACK-74}) O conjunto dos pontos P = {x, y) cujas coordenadas satisfazem a
condigdo sen x = seny, € constituido pelos pontos:

al de uma reta b) de duas retas concorrentes, mas nao perpendiculares
c) de duas retas perpendiculares d) de uma familia de retas paralelas
e} de duas familias, com direcSes distintas, de retas paralelas
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TG.30 (MAUA) Dado o feixe de retas {x - 2y + 42) + B{12x + y + 54) = 0 pergunta-se:
As equagles das retas desse feixe que formam com os eixos coordenadas ortogonais
um tridngulo retdngulo de &rea igual a 9 unidades sdo
al 21x +8y -18 =0 e 1Ix +3y +12 =0
b) 2x +y -6 =0 e 9x +2y + 18 = 0
c) 18x+y-18=0 e x+ 18y -18 =0
d) nenhuma das respostas anteriores

TG.31 (CESCEA-68) Dada a reta de equacdo

x y 1
3 2 1]=0
1 0 1

a sua expressdao sob a forma reduzida &:

al x-y-5=0 bl x =3y + 2 ¢l y =3x+ 2

o 1
d y = —x - — el x -y =1
Y 2 2 Yy

7G.32 (CESCEM-76) Os coeficientes angulares
das retas AB e CD sdo, respectiva- V4
mente,

al 3e1 B D

1

b)3e—§ /

¢l 3e-1

1 C
d — e A
3

e} 3el

TG.33(CESCEA-73) O coeficiente angular da reta de equagdes paramétricas
X = 2t - 1
y =-3t+4
2

a) _i;. b} _% c) -2 A ey el ndo sei

TG.34 (CESCEM-77) O cosseno do angulo que a semi-reta x + \/3y - 2\/3 =0, y =20,
forma com a parte positiva do eixo dos x ¢
V3

a)ﬁ by L Vs 4 - o) - V3
2 2 5 2

c}

N —

TG.35 (CESCEM-72) De todas as retas que passam pela origem somente ndo tem equac¢io
y = mx, m real:

a) a bissetriz dos quadrantes 1 e 3° b} o eixo dos x
¢) a bissetriz dos guadrantes 2° e 4° d} a reta de equagdo x = 2y
e} o eixo dos y
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TG.36 (GV~-73) Considere o grafico:

/|
.t

A eqguacdo da reta r é:

a) y:\/§x+1
d) 3y+\/?3—x

TG.37 (CESCEM-73) A equacdo da reta cujo coeficiente angular é igual 3 metade do valor
absoluto da raiz quadrada do logaritmo de dezesseis na base dois e que passa pela

origem é:
b) vy = *12—\/: ¢) y = x

c)3y—\/§x:3 »

bl y = x +1

1 e) y+x=1

a) y = 4x d)y:%logx el y = 2x

TG.38{(GV-75} As retas r e s formam com os eixos coordenados triangulos de 6 unidades

2 . JU . -3 ~ ~
de area. Os coeficientes angulares dessas retas sdo iguais a - Suas equagdes $do;

al 4x + 3y - 12
b) 4x + 3y - 24 = + 3y +24 =0
c) 3x +4y - 12 = 3x +4y +12 =0
d 3x +4y ~24 =0 e 3xx +4y +24 =0
e} nenhuma das alternativas anteriores

[0
[=)

o oo

4x + 3y + 12

© @ M
p-3
x

TG.39 (CESCEM-77} Para que a reta x - 3y + 15 = 0 seja paralela a reta determinada pelos
pontos Ala, b) e B({-1, 2), deveseter a=

a) 3b+5 b} 3b-5 o 3b-7 d) -3b + 7 e)%—%

TG.40 (CESCEA-69} A equagdo da reta que passa pelo ponto (3, 4} e é paralela A bissetriz
do 29 quadrante é:
a) y -x=1
d 2y -7 =x -2

b) v = -x -7
e} 3x + 6y = 33

¢l y+x-7=0

TG.41 (CESCEA-73) No grafico abaixo, a reta r & paralela a reta s.
Y

Entdo, a equagdo da reta r é:

a)y—x—l
2

b) 2y - x =1

d) ndo sei
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TG.42 (CESCEM-69) A equacdo da reta paralela 3 reta determinada pelos pontos de coorde-
nadas (2; 3) e {1, -4) passando pela origem é:

b) y = 3x - 4 ¢l Ty = x

al vy = x
3 e) nenhuma das respostas anteriores

d) y =
TG.43 (CESCEA-73) Se % + .LL =1 e Ax + By + C =0 sao retas berpendicuiares,

entdo:
a) Ab-aB =0 b) Aa + Bb = 0

c) bA +aB =20 d) ndo sei

TG.44 {CESCEM-70) Qual dos pares de retas abaixo sdo de retas perpendiculares?

al x+y-1=0, x-y=20

b)y=2x+2;y=-2x-1?

o x + 2y +13=0; -x+%-yi0
1 1
d3x-y=-1; -Lx+y-a
X Y 2 3)( Y

#) nenhuma das respostas anteriores

TG.45 (CESGRANRIO-76) Ovalor de & paraoqualasretas 2y -x~3=0 e 3y +0x -2=0
sdo perpendicuiares é

2 3 2

TG.46 (CESCEM-73) Uma condigdo necessdria e suficiente para que um paralelogramo seja
um losango é que suas diagonais sejam perpendiculares. Considere-se o quadrilatero
MNPQ em que as coordenadas cartesianas ortogonais dos vértices sdo:

M{0, 0), NI{O, 3}, Pla,a+ 3) e Qfa, a} com a>0.

Assinale a assertiva correta,

a)l Se a - %2— {MNPQ} & um losango

al 6 by = o 5 a -2 o -3

b} Se a = 2 33, (MNPQ) 6 um losango

¢).Se a =1, (MNPQ) é um losango
d) Se a =3, (MNPQ) é um losango

) {MNPQ) ndo é um paralelogramo, logo ndo pode ser losango para nenhum valor
de a >0

TG.47 (IMACK-76) A equacdo da reta, que passa pelo ponto (-5, 4) e é perpendicular a
reta 5x - 4y + 7 =0, &
al 4x - By + 40 = O
d) 4x + 5y + 9 =0

b) 5x - 4y + 41 = 0 c) 5x +4y + 9 =0
e} d4x + By =0

7G.48 (MACK-75) A equacdo da reta perpendicular & reta vy =
secgio dasretas 2x -3y -1 =0 e 3x -y -2=0 ¢
al 2x + 2y +5 =0
d) 5x + 5y -4 =0

x e que passa pela inter-

b) —2x+2y-5=0
g) Bx + By ~ 6 =0

¢t Ix+ Ty -6=0
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TG.49 (CESCEM-77) Os pontos de interseccdo dos eixos coordenados com a reta y = % +2
determinam um segmento. A mediatriz deste segmento é a reta
a) 2x+y-4=0 bl 2x +y -3=0
dl 2x + vy + 3 =0 e) 2x +y+4 =0

c) 2x+y-2-=0

TG.50 (CESCEM-72) O ponto  A{-4, B} é o vértice de um quadrado que possui uma
diagonal contida na reta 7x -y +8 =0. A equagdo da reta suporte da outra diagonal é:
al 3x -8y -4=0 b} x +7y ~8=0
dl x+7y -31 =0 el x-Fy-8=0

¢l x+ 7y -14 =0 .

TG.51(CESCEM-76) As equagSes y = kx = 2, k € IR, representam retas de um feixe.
A equagdo da reta deste feixe, perpendicular & reta de equagdo 2x +y -5 =0, é
al 2x -y -3=0 by 2x -y + 3 =0
d) x -2y -6 =0 e) x-y+3=0

c) x +2y + 6 =0

TG.52 (CESCEA-72} O ponto de encontro das alturas do tridnguio de vértices A = (1, 4),
B=1(0,1 e C=1(3 1 ¢

5

3

3

a) (1, =) b) (1, 3) ch (1, 5) d) {2, 3 e) nao sei

TG.53 (CESCEA-71) A projecdo perpendicular do ponto (2, 3) sobreareta 3x-6y+5=0
é o ponto de coordenadas:

a) (21, _26 b) (2L, 28, o -3 .3,
15" 15 15° 15 15 15
d) (ﬂ, —3—1—) e} ndo sei
15° 15

TG.54 (CESCEM-72) Entre os pontes da reta de equagdo x + 3y - B = 0 existe um ponto
Q cuja distancia ao ponto P = {1, 2} é minima. As coordenadas do ponto Q sdo.

a (11 23y 2,
10 10
11 " 23
d ——
c) (8, 0) )(5,——5
el (1,2}

TG.55(GV-73) Dado o ponto P = {2, 3), o ponto simétrico de P com relagdo a reta
y =x-3 é

ab (1, 4) b) (4, 1) c) -1, 6) d) (6, -1} e} (4, 6)

TG.56 (CESCEA-71) A tangente de um dos angulos formados pelas retas ndo perpendicu-
lares ayx + byy + ¢, =0 e apx + bpy + ¢z =0 é&

a) ajby - azb) by 2182 ~ bbby ¢ 21~ 3
aja; + byb; ajaz + bibs 1+ age,
d) 2102 * asby e) ndo sei

ajaz ~ byby
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TG.57 (CESCEA-72) A t1angente de um dos dngulos formados pelas retas 3x + 2y + 2 = 0
e -x+2y +5 =0 6é:
1 2

a) - b) 8 c) g" d) iy e) ndo sei

TG.58 (CESCEM-73) Dados os pontos de coordenadas cartesianas ortogonais 0(0, 0),
B(1,2) e C{(2, 1}, o dngulo ¢ entre as semi-retas OB e OC ¢ tal que:
¢ 1 T2

b ki Q Q <
a)t92 3 )tg ——.C)\O-'3O d) ¢ = 45 e} ¥ = 60

TG.59 (EPUSP-67) A cotangente do angulo agudo formado pelas retas x = 3y + 7 e
x =13y +9 é:

a) 4 b) 8 cl 10 d) 14 e) nenhuma das respostas anteriores
TG.60 (CESCEM-76] A reta r passa pelos v So T

pontos (1,0) e (0, -2) e forma com a

a reta s um angulo de % orientado

como na figura. O coeficiente angular 8

de s é o

1
) — b} -3
a3 )

1
-2 - -
cl d) 3 2
e} -1

TG.61 (CESCEA-73) Considere o gréfico abaixo:

=]
xY

AY
45°

2L

A —————

A equacgdo da reta v &

a) 2y =x +5 b) 3y = x +5 c) y=-3+5 d) ndo sei

TG.62 (EESCUSP-668) x + 2y + ¢ = 0 & equacao de uma reta

a) perpendicular d reta 2x +y + c =0

b) paratela d reta 2x - 4y + ¢ =0

c) concorrente com areta 3x + 6y + 2 = 0
d) cuja distdncia ao ponto (-c, 1] €& igual a O

e) formando um Aanguio % comareta 3x +y +c¢c=0
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TG.63 (CESCEA-68} Seja P o ponto de coordenadas (4, 3) num sistema cartesiano
ortogonal oxy. Se OXY é um novo sistema de coordenadas, obtido do anterior
por uma translagdo da origem de o para O = (2, -1}, entdo as coordenadas de
P no novo sistema serdo:

a) (6, 2) b) {6, 4 c (3, 1)

d) (2, 4) e (2, 2)

TG.64 (CESCEA-89) Num_sistema cartesiano ortogonal xOy,

V2 V2

um ponto p tem coorde-
L]

nadas 5 3—). As coordenadas de p num outro sistema, obtido do anterior
por uma rotacao de « = %, sd0:
2 8 1 4 1 4
a) (=, —) b) {(—, =} ¢ = —=, -=)
15" 15 15° 15 15 15
d 0, 0 o (-2, -8,
15 15

TG.65 (PUC-76) A aitura do tridngulo ABC,
B=1(1-3 e C={(-4 -1) é

a) V29 b 3v/29 o Y29 d) 2+/29 o Y29

2 3

relativa ao vértice A, onde A = (3, 2),

TG.66 (CESCEM-74) Sabe-se que
quadrado ABCD & origem ¢

A =1{1,2} e B=(2 1). A distancia do centro do

bl 1 ou 2

d) V2 ou 2

a) 0 ou t

c)\éz_ou2

e} \/2_ou 2\/?

TG.67 {CESCEM-73) Dade o ponto P(30, 600) e a familia de retas y - mx, o valor
de m, a fim de gue a distancia de P & reta seja minima, é:
a) 30 b} 20 c 1 d} 0,05 el 0

TG.68 (CESGRANRIO-76) O circulo C tem centro na reta y = X € somente o0 ponto
0,2V 2) em comum com a reta y = x + 2\/;‘ Entdo, o raio de C é

_\2_5 b) 232 o V2 dh 1 e) 2

a) 1+

TG.69 (CESCEA-72)

A distancia entre as retas paralelas 3y = 4x - 2 e 3y =4x + 8 é:
a) 10 b) V56 c V10 d) 2 e} ndo sei

TG.70 (CESCEM-73) Asretas x +2y - 3-0 e x+ 2y + 5 =0 s30 paralelas. A equagio
da reta paralela eqlidistante dessas duas é:

al x+2y+1 =0 b) x+2y -1 =0 ¢l x+2y -2-=10
d x+2y +2 =0 e)x+2v-§:0
3
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TG.71 (CESCEA-72)

Ha dois pontos sobre a reta y = 2 que distam 4 unidades da reta

12y = 5x + 2. A soma das abscissas desses pontos é:

a2

44 " .
= b) -2 6 d) e) ndo sei
a} 5 ) c) 5
TG.72 (GV-73) A drea do triangulo ABC da
figura ao lado é:
a) 48 B | lc
b) 24
c) 12
d) 6 A
e 1
TG.73 (PUC-77) Dados os pontos A = (0, -k}, B =1{k, 1) e C = (0, -1}, sabendo
que a drea do tridangulo ABC & 10, entdo k & igual a:
a) 3 e -2 b} 6 ¢ -4 c 6 e -1 d 2 e -5 el 4 e 2

TG.74 (MACK-75) A drea do tridngulo determinado pelas retas y=x, x=4 e x+y-2=0

é:

a) 4 b) 6

cl 9

TG.75 (GV-76) A area da figura hachurada, no

diagrama abaixo, vale:

al 4,0
b) 3,5
c 30
d} 5,0
e) 45

TG.76 (CESCEM-76}

y=5 y=x+1
a) 7,6 by 7
TG.77 (FUVEST-77) Na figura, A =

M= (9, 12),

A &rea do triangulo ABC ¢ 8.
A drea do triangulo MNP é:

a) —

AB/MN e AC/MP.

d) 12 e) 16

|

|

I]:
0] 12 3 14

xy

A srea do trapézio determinado pelas retas de equagfes x = 3,
e pelo eixo dos y @

c) 6,5 d 6 e} 55
(3, 4},
YA
/N
/
/
/
B /’
K P
/ -
. I
/i:,,'—"c N
x
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TG.78 (GV-77) Os pontos do plano que satisfazemn simultaneamente as inequacSes x - 3y <
e 3x + y 2= 0, podem ser representadas pela figura:

al b)

d)

1

TG.79 (CESGRANRIO-77) O conjunto solugdo do sistema

y > 2x
{y>4—x

estd contido na unido dos gquadrantes
alell b) 1} e IH ¢t Hl e IV d iV e | el b e IN

TG.BO (MACK-69) O conjunto dos pontos do plano cartesiano que satisfazem a sentenca
Ix| >5 &:

a) um par de retas paralelas
b) um segmento de reta

¢) uma faixa do piano
d) a reunido de dois semi-planos
e} o plano todo

y+2
-

TG.81(MACK-77) A representagdo gréfica dos pontos (x, y) tais que <1 é:

a) um semi-plano

b) um segmento

c) o interior de um éangulo agudo

d} o interior de dois angulos opostos pelo vértice
e} nao sei
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TG.82 {CESGRANRIO-76) A regido S indicada na figura

0] x
representa o conjunto solugdo do sistema
a) X+ y=0 b} x+ y<0 c) X+ y<0
{2x+2y>7 2x + 2y 7 2% + 2y =7
x <0 x 20 x 20
d) x+ y=0 e x+ y=0
2x + 2y £ 7 2x + 2y L7
x =0 x <0

TG.83(GV-75) A parte sombreada do gréfico
a0 lado representa o conjunto de pontos
cujas coordenadas {x, y} satisfazem
simultaneamente a trés das inequagdes
abaixo. Quais?

{(1)6x + y 2 6
(2)x + 3y =26
(3)3x + 2y <12
(4)2x + 3y <12

(B)x + 6y =6

BI3x +y =6

a) (1), (2 e (3) -
b) (1), (4) e (5) x
c (2}, (4 e (5)

d) {3), (B) e (6)

e} (4), (8) e (6)

TG.84 (MACK-74) As desigualdades y < 4,
de area:

a) indefinida b} 1 c) 7 d 9 e} 13

<1 e y+ 2x =20 definem uma regido

TG.85 (CESCEM-74) As regides do plano definidas por:
xp +2xy €2, x1 20
2%y + x93 K2, %9 20

determinam um quadrildtero, no qual estd definida a fungio y = X + x3.

Sabendo-se que o méximo desta fungdo estd num dos vértices deste quadrilstero, o
seu valor é

4 2 1 1
= b) = ) — d} 0 -
a)3 )3 [ 3 } e) 3
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TG.86 (SANTA CASA-77) Da regido definida pela intersecgdo dos semi-planos dados através

das inequagdes

y < -x + 4
y S<x + 2
y 2= 2x -4
y =0
y =0
0o ponto de maior ordenada é:
a) 4, 0) o 3.5 g (4,3 d) (0, 4) e (6, 8l

TGB7{ITA-75) Seja S o conjunto das solu¢Ses do sistema de desigualdades:

2x +y -3 >0

x -2y +1 <0

y -3<0

x +my -5<0, onde m ¢é real

A representacdo geométrica de S, em coordenadas cartesianas ortogonais (x, y), é:

a) um quadrilatero para qualguer m >0
b) um tridngulo isésceles para qualquer m < 0

» 5
c) um tridngulo retdngulo para m < 0 ou 5 £ m <4
d) § é o conjunto vazio para m > %
e) nenhuma das anteriores
TG.88 (SANTA CASA-77) O grafico de |x| + lyl = 4 & melhor representado por:
al LY b) AY c} ﬂ v

N N

'
N

N N

1
nH
|/
=Y

+
IS
/x v
B
1
ey

d) 1\’ ' el by

208-G

TG.89 (MACK-76) A figura so lado & o grafico de: LAY
a) |x+y|‘=3 ©.3)
bl tx1 + 1yi = 3 /
¢l x2+y2 =9 (~3’0)\ 3 0) -;
dl 1x1=3 e |y =3
e} I1x -yl =3 0, -3)

TG.90 (FFCLUSP-686) 1x1 + 1y1 <1 representa:

b} interior de um tridngulo
d) uma coroa circular

a) interior de um circulo
¢l interior de um quadrado
e) um quadrante de cfrculo

TG.91(CESCEA-72) As equacGes das bissetrizes dos angulos formados pelas retas
3x+4y -2 -0 ¢ -6x+8y +5=0 sdo:

3 2x ty -1 =0 ¢ x-2¢vy+1=0
9 1

b - 2 L

O T

cl -32x + 16y + 25 = 0

dl -16x + 16y + 15 = 0

e} ndo sei

e 8x + 16y -5 =0
e 16x + 16y - 11 =0

TG.92 (EESCUSP-68) A bissetriz interna do &ngulo agudo formado pelas retas
3x +4y +1 =0 e 3x -4y -1 =0 ¢

a 4x + 1 =0 bl x = Q ¢) 3x -1 =0 d) y =0
e) nenhuma das respostas anteriores

TG93(CICE-68) Sejam Mi{-5, 2}, N(-2, 6} e PI(0, 0} pontos do plano, dados em
coordenadas cartesianas. Assinale qual o nimero de lista abaixo que mais se aproxima
do comprimento da bissetriz do dngulo P no tridngulo MNP.

9 1 7 3
) 4 = b} 4 _ 3 - d) 4 =
@ 10 2 o 10 ) el 410

CIRCUNFERENCIA

TG.94 (CESCEA-68} Assinale dentre as alternativas abaixo a correta:

a) a equagdo x2 + y2 + Ax + By + C = 0 representa uma circunferdncia quaisquer
que sejam A, B e C

b) a equagdo x2 + y2 + Ax + By + C = 0 representa uma circunferéncia se
A2 + B2 - 4C > 0.

c) a equagdo xZ + y2 + 1 = 0 representa uma circunferéncia de raio 1 e centro
no ponto P = (0, 0}

d) os pontos A =1(0,0), B=1(1,3 e C =1(2, 0) estio sobre a circunferéncia
de equagdo x2 - 10x + y2 = 0

e} uma circunferéncia de centro na origem e raio unitaric passa pelo ponto A = (1, 1}
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TG.95 (PUC-71) Os valores de m e k para os quais a equacio mx2 + y2 + 4x - Gy + k -0
representa uma circunferéncia real sdo:
al m=1 e k <10 bl m=1 e k<13 ¢t m=2 e k=23
dhm=2 e k<1 el m=1 e k=1

TG.96 (EESCUSP-66) Qual das seguintes equagles representa uma circunferéncia com
centro sobre um dos eixos mas ndo na origem?
a) X2+ (y-12-=09 b} x2 +y2 =7
d (x-22+(y-92=-16 e x2+ 2y -3?% =1

cl 1 -x2=y2

TG.87{GV-73) A equagdo da reta que passa pelo centro da circunferéncia
2x2 + 2y2 - 8x - 16y + 24 = Q
e ¢ paralela a reta -8x + 2y -2 =0 &

a) y = 2x b) v = 4{x - 1) ¢ y=x+2
dl y = 3x -2 e) y =4x -1

TG.98 (MACK-75}) Sdo dadas a reta r de equagdo x + 2y - 1 = 0 e a circunferéncia de
equacdo 2x2 + 2y2 + 4x + % = 0., A reta s passa pelo centro da circunferéncia
e é perpendicular & reta r. A area do triangulo formado pelas retas r, s e 0
eixo Ox é igual a:

4

a) 2 b 4
4 5

5
C)

e)T

TG.99 (EPUSP-67) O ponto simétrico da origem com relagdo ao centro da circunferéncia
x2 + y2 4 2x + 4y = 12
a) é (-2, -4) b) & {1, 2) c é (2, 4)
d) depende de r e) nenhuma das respostas anteriores

TG.100 (E.E. LINS-68) A circunferéneia simétrica de x2 + y2 - 3x ~ 5y - 7 = 0 em relagdo
a0 eixo das ordenadas tem por equacio:
al x2+y?+3x -8y -7=0
c) x2 +y2 -5x +3y-7=0
e] nenhuma das respostas anteriores

b) x% + y2 + 3x + 5y - 7
d) x2 +y2 - 3x + 56y -7 =

non
(=]

TG.101 (CESCEA-71) A distancia do ponto (-4, 3} a circunferéncia de equagio
x2 + y2 - 16x - By + 24 = 0 é:

a) 19 b) 7 c) 12 d) 5 e} ndo sei

TG.102 (CESCEM-73) O ponto da circunferéncia (x ~ 4)? + {y + 3)2 =1 que tem ordenada

maxima é:
a) (4, -3) b) {4, -4)
c) {4, -1) d) (4, -2)
el (3, -3}
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TG.103 (CESCEM-74} A reta r ndo tem coeficiente angular. As retas s e t sdo distintas,
perpendiculares a r, tangentes 3 circunferéncia x2 + y2 = 1 e concorrentes com

areta y = x +% 7 respectivamente nos pontos P e Q. A distincia PQ mede

a) 1 by V2 o 2 d 2v2 e V7

TG.104 (MACK-77) A seqiéncia de circunferdneia (Inin e N tal que
I; € dada por x2 + y2 = 2x
Iy é dada por x2 + y2 = 3x

I3 é dada por x2 + y2 = _ x

tende para uma circunferéncia | cuja equagdo é:

al x2 + y2 = 4x bl x2 + y2 = 16x

c x2+y2=-4 d} x2 + y2 = 6x

e} ndo sei

TG.105 (CESCEM-74) Quer-se obter a circunferéncia x2 + y2 = 1 como reunido disjunta
dos graficos de duas fungdes y = f(ix) e y = g{x). Dominios convenientes para
tais fungdes sdo
a )=t e ]-151[
a {-1; 1] e [-1;1]

b) 1-1: 1] e 1-1; 1] d [-1;1] e ]-1:1]
el [-1;1] e J-1;1]

TG.106 (CESCEM-67) Qual das circunferéncias abaixo passa pela origem?
al {x +a?+(y-a?=a?
¢l {x -a)? +y2 - 4a2
e) (x -c?2 +ly - ? = 43

bl x2 +{y - a)? = a2
dl x2 + y? = a2

TG.107 (CESCEA-73) O valor de m para que a circunferéncia x2 +y2 +4x - my -6 =0
passe pelo ponto (0, 1}, é:

a) -5 b) -3 c -4 d} ndo sei

TG.108 (FEI-65) Q ponto A{1, V' 2) em relagdo 4 circunferéncia x2 + y2 - 4x -4y +4 =0
estd situado:

a) no centro
b} interno ac cfrculo, fora do centro

¢} na curva
d} externo ao circulo, mas na reta y = \/;x

e) nenhuma das respostas anteriores

TG.109 (CESCEM-77) A drea do disco de equagdo x2 + y2 - 4x + 6y + 8 L0 &
al 57 b) 87 c) 107 d) 257 e) 64m
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TG.110 (FFCLUSP-69) A representa¢do gréfica do sistema x2 + y2 > 9 ou x2 + y2 <25
no plano cartesiano {eixos ortogonais) é:

a) a parte do plano compreendida entre as circunferéncias de centro na origem e de
raios 3 e 5

b} duas circunferéncias concéntricas

¢} o conjunto vazio

dl o plano todo

e} nenhuma das respostas anteriores

TG.111 (CESCEA-71) Seja (a, b} um ponto qualquer do conjunto
A={lx,y) ERY|x2 +y2 <1}
eseja B ={{x y) €R2|(x - a2 +{y - b2 <r2, r>0} Entdo:
a)l BCA, paratodo r >0 b BUA=A, para 0<r <1
O BNA-B, para 0<r<1 Va2 +02
dt BDA, para r 21 -Va?2 + p2

e) nio sei

TG.112 (MACK-75) Dados os pontos A = (2,3}, B=1(4, -1) e C = {x, 1), o valor de
X, para que a drea do tridgngulo ABC seja 5 e o ponto C seja externo ao circulo
x2 + y2 g 25, é:

al 6 b)% o 7 d) 9 o) 6

TG.113(MACK-73) Os pontos P(x, y) cujas coordenadas satisfazem o sistema

xZ +y2 -4
x+y <1

a) sdo colineares

b) sdo eqliidistantes da reta x + y = 1

c) sdo pontos de um arco de circunferéncia
d) ndo existem

e) existem e 530 em nomero finito

TG.114{(GV-76} Seja C uma circunferéncia de equagio (x - 1)2 + {y - 1) - 8, e seja
r a reta de equagdo x + vy = 6. Com relagdo & posicio de € e r, podemos afirmar:

al C e r sdo secantes b) C e r sdoc tangentes
€l C e r sio externas uma & outra d) r passa pelo centro de C
e} C e r se interceptam no ponto (4, 2)

TG.115 (CICE-68) Em coordenadas cartesianas, sejam P = la, b) e Q = (c, d} os pontos
em que a reta 3x - 2y = 0 corta a curva x2 + 6x + y2 - 4y - 12 = 0. O pro-
duto da distancia de P ao ponto R = (2, 3) pela distincia de Q ao mesmo ponto
R vale:

a) 0 b) 1 c) 2ab + 3cd

dVie-a?+b-ad? e 2la-cl+3-|b-dl
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TG 116 (GV-76) A reta x -y = 1 e a circunferdncia xZ + y2 = 1:

a) encontram-se nos pontos (1, O} e (0, -1)
b} encontram-se nos pontos (1, 0) e (0, 1)

¢} encontram-se nos pontos {-1, 0) e (0, 1)
d} ndo tém pontos em comum

e} sd3o tais que a reta é tangente a circunferéncia

TG.117 (MACK-73) Sejam C = {(x, y) [x2 +y2 -6x-7=0} e S={ix. y)|x = p,
p € R}. Sabese que CN S # @ Portanto p & tal que:

al -2<p <6 b IKp<KT o p>0 d-3Kp<K3 o 2<pgt

TG.118 (CESCEA-77) A reta x + 2y - 7 = 0 & tangente 2 uma circunferéncia de centro
(-2, 2). Entdo, a equagdo desta circunferéncia é:
al (x+22+4(y-22-5 bl (x+ 212+ (y - 22 =5
B I+ 22 +(y-22-09 dh (x - 22+ (y+22 -5
e) x-22+(y+2)2 -9

n

TG.119 (MACK-73) Areta X + Y -1 ¢ tangente & circunferéncia x2 + y2 = 1. Pode-se
afirmar que: a b

1
a)—;2—+b—2=1 b)a—2+§-:2 c)a—2+;=—1

1 1
2 - _
d) a? + ﬁ =1 e) vl 0z

TG.120 (MACK-78) A circunferéncia (x-1)2+(y -3)2=r2 ¢ tangente areta 5x + 12y = 60.
O valor de r é:

25 13 60 19
V 25 y 13 q 60 o 12
a V10 b 3 “ 12 13 13

TG.121 (CESCEM-72) A equacdo da reta que passa pelo ponto (1, 0) e é tangente a circun-
feréncia de centro no ponto (2, 2) e raio unitario, com ponto de tangéncia pertinente
ao semi-plano x £ 2 é:

al x =2 bl x =1 c) x+y =1 dl y =1 el y - 2
TG.122 (EESCUSP-68) Dada a circunferéncia x? + y? = r2 e um ponto (xg, yo) perten-

cente & mesma, assinalar qual das equagGes abaixo representa a reta que passa por
(xg, Yo) e é tangente a circunferéncia dada:

al xxp + yo = r? b} xxg + yyg = r2 ¢l yxg + Xyg - r2

dl x + yyg = r2 B) xxg ty =r2

TG.123 (CESCEM-87) Qual das circunferéncias abaixo tangencia o eixo dos x e o eixo dos y?
a) (x +a)2 + (y+a?- a2 bl x2 + {y - a}2 = a?
¢) (x - al2 + y2 - 432 dl x2 + y2 - a?

e) {x -al2 +(y - a)2 = 4a2
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TG.124 (CESCEM-69) A equacdo da circunferéncia com centro no ponte (3, 4) e tangente
aos eixos coordenados é:

a) x2+y2 - Bx -8y + 25 -0
c) x2+y2 - 8x -8y + 16 = 0
e) nenhuma das respostas anteriores

bl x2 4+ y2 - Bx -8By +9 - 0
dl x2 + y2 - Bx -8y + 49 - G

TG.125 (CESCEM-68) A equagdo da circunferéncia que tangencia os eixos Ox e Oy e cujo
centro estd nareta x +y -2 =0 é:

a X2+ y2 - 2x +y) o -1 bl (x - 412+ (y - 1) - (12
2 2 2

o) x2 4 y2 - 2x + y) dl x2 + y2 o 2ix - y)

e) nenhuma das respostas anteriores

TG.126 (PUC-77) A equagdo da circunferéncia, situada no 19 quadrante, tangente a reta
de equacdo 3x - 4y + 30 = O e aos eixos coordenados, é:

al x2 + y2 - Bx -5y + 25 -0 b) x2 + y?2 - 10x - 10y + 25 - O
¢l x2 + y2 - 10x + 5y + 25 = 0 d) x2 + y2 -5x + 10y + 25 - 0
el x2+y2 -6x + By + 25 =0

TG.127 (ITA-77) Num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, a equacdo da circun-

feréncia que passa pelos pontos Py{0, -3) e P,(4, 0}, e cujo centro estd sobre a
reta x + 2y = 0, &

al 5(x2 + y2) + 2x + 3y = 0O b) B(x2 + y2) - 14x + 7y - 24 - Q
c) x2 +y2 +4x -2y - 15 = 0 dl x2 +y2 -2x +y+5=0
e) nenhuma das anteriores /

TG.128 (SANTA CASA-77) A equagdo da circunferéncia tangente & reta 4y - 3x + 2 0
no ponto (6, 4) e centro nareta y = 0, é:

a) Ix - 312+ y2 =25
a (x -6)2 +(y +6)2 =100
el (x - 12)2 + {y + 4)2 = 10

b) (x - 6)2 + y2 - 16
d) (x - 9)2 + y2 = 25

TG.129 (CESCEA-75) Asretas y = x e y = -x tangenciam uma circunferéncia respectiva-
mente nos pontos (3, 3) e (3, -3). O raio dessa circunferéncia vale:

al V12 b} V17 ¢ V20 d V18 el 4

TG.130 (CESCEA-74) A equagdo da circunferéncia que tangencia as retas x + y
x +y =8 e que passa pelo ponto {0, O) é:
a) 2x? + 2y? - 4x - 4y -
cl x2+y2 _4x -4y = 0
e} ndo sei

=0 e

0 bl x2 4+ y2 - 2x - By = 0
dl x2 +y2 + 4x +4y =0

TG.131 (MACK-73) A equacdo da circunferéncia que passa pelas interseccGes das retas
y=x;, vyv=0;, x =4, é
al x2 +y?2 _4x -4y -0

b x2 + y2 _6x - By =0
e} nenhuma das anteriores

bl x2 +y2 -8x -8y =0
d) x2 +y2 - 10x -~ 10y = 0
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TG.132 (CESCEA-70} Uma circunferéncia estd inscrita num tridngulo cujos vértices sdo ((?, 0~),
{4, 0) e 10, 4). Entdo; a distdncia do vértice (0, 0} aos pontos de tangéncia
situados sobre os eixos coordenados é:

a) 4+2vV2 b 42 o 4-2v2 g 2v2 e 4-V2

TG.133 (CESGRANRIO-77) No plano sjo dados uma circunferéncia de raio 5 e um ponto
P distante 13 unidades do centro da circunferéncia. Uma reta passando por P
intercepta a circunferéncia nos pontos M e N. O produto das distdncias PM e
PN é:

a) 169 b) 144 c) 65T d) 457 e) 96

TG.134 (MACK-75) E dada a circunferéncia x2 +y2 -8x -4y ~5=0 e os pontos D = (-1, 2)
e E = {8, 5). Designando por DE o segmento fechado de extremidades D e E,
podemos afirmar que:

a) DE ¢ um diametro da circunferéncia

b) DE é uma corda da circunferéncia mas ndc contém o centro

¢} DE intercepta a circunferéncia em um anico ponto

d} DE ndo intercepta a circunferéncia

e} DE intercepta a circunferéncia em dois pontos mas ndo & corda

TG.135 (PUC-78) A distancia dos centros das circunferéncias de equacbes: x2 +y2 -1 =0
e x2+y?2-2x-y-1=-0 &
a) é by Y3 c} \/_45 d) is-g el Vs

2

TG.136 (CESCEM-72) As circunferéncias x2 + y2 =1 e x? - 6x + y2 = -8 sdo:

a) secantes b) exteriores c) interiores
d) tangentes interiormente e) tangentes exteriormente

TG.137 (CESCEA-68} Dadas as circunferéncias de equagbes x2 + y2 - 2by + b2 -4 - 0
e x2 +y2 -4x - 2by + b2 = 0 onde b & um namero real qualquer, podemos
afirmar que as circunferéncias;

a) nunca se cortam

b) se cortam nos pontos P = (1, 8} e Q{Z, 0)
¢) se cortam em pontos pertencentes a reta X = 1
d) se cortam em pontos pertencentes a reta y = 3
el s3o sempre tangentes

TG.138 (FEI-73) A equacdo da circunferéncia concéntrica com: x2 + y2 - 2x - 4y = 4 e
contém o ponto (1, 0} é:

al (x-1D2+(y-2)2 -4
bl (x + 12+ (y -212 =4
c Ix =12 +{y+2)2 =4
d) (x+ N2+ ly+22 =14

e) nenhuma das respostas anteriores
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TG.1392 {ITA-76) Num sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, considere P, a circun-
feréncia de equagdo:

2x2 + 22 - 11x + 6y -8 =0

Entdo, a equacdo da circunferéncia que é tangente ao eixo das abscissas e com o
mesmo centro de P, é dada por:

3.2 11,2 4 4 2 2 2

+ 24 - - 25 s - - £

al (x 2) {y 4) 5 b) (x + 11) ly -2 3
c)(x—u)2+(y+_31)2=79‘— d)2x2+2y2—11x+5y——;:0

e} nenhuma das respostas anteriores

TG.140 (E E. LINS-67) As circunferéncias de raio 15 tangentes a cnrcunferenc:a x2+y2 =100
no ponto (6, 8) tém centros nos pontos:
a) (-3, 4) e (15, -20) b) {3, -4) e (-9, 12) c (-12, 16) e (9, -12)
d} (-8, 32) e (8, -32) e} nenhuma das respostas anteriores

TG.141 {MAUA-68) A intersecgdo das curvas y=-1-V19-x¥-2x & x=3-vV9-y2-4y
é constituida por:

a) um conjunto de dois pontos b} um conjunto vazio
¢} um conjunto de um ponto d} um conjunto de quatro pontos
e) nenhuma das respostas anteriores
TG.142 (CESCEM-73) Considere as circunferéncias de equacBes:
2 +y2 =1 e (x-V2)2 +y2 =1,

A 4rea da interseccdo dos circulos determinados por estas circunferéncias &:

2.7 n kil m
a)-ét-z——ﬂ b)2(—+1) c)2(7—1) d)?—1 e)5+1

CONICAS

2 2
TG.143 (CESCEM-68) A equagdo x_2 + # =¢2; la*bsc#0 e a#h
a .

al s6 é a equagdo de uma elipse se ¢ = 1
b) é a equagdo de uma circunferéncia

¢} é a equagdo de uma pardbolase ¢ = 0
d} é a equagdo de uma elipse

e} nenhuma das respostas anteriores

TG.144 (GV-73} A equacdo da elipse que passa pelos pontos (2, 0), (-2, 0) e (0, 1) é:
) .
a) x2 +4y2 - 4 b)x2+v7:1 o 2x2 - 4y2 =1

dl x2 - 4y2 - 4 e) x2 +y2 =4
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TG.145 (GV-76) A equagdo da elipse da figura
ao lado é:

al 4x2 + 9y? - 16x ~ 36y + 36
b} 9x2 + 4y2 - 16x - 36y + 16
¢l 4x2 + 9y2 - 16x ~ 36y + 16 =
d) 4x2 + 9y? - 36x - 16y + 16
e) 4x2 + 9y2 - 18x -8y + B =

[}
(=R = =y =]

1
i
I
|
1

x ¥

TG.146 (CESCEA-72) A equagdo da elipse de centro no ponto (2, -6), de distancia focal
2c = 24/ 216 e cujo eixo maior, paralelo a Oy, tem comprimente 2a = 30 ¢:

(x -2)2 {y + 6)2 {x - 22 ly + 82 _
- b + -
d “%s  * B0 ! 3 716
)(x+6)2+(v-2)2___1 d)(x—2)2+(y+6)2:1
15 Vaie 9 225
e) ndo sei

2 2
TG.147 (CESCEA-75}) Sabendo-se que a elipse % + % =1, a>0 e b >0, passa

pelos pontos (2, 3) e {0, 3\/5), entdo a + b vale:

a) 532 b 5vV4 o 2v2 d 6v2 o) 12

TG.148 (CESCEA-69) As coordenadas dos focos da elipse de equacdo 9x? + 25y2 = 225

s30:
a) (*5,0) e (-%, 0 b (2,0 e (-2,0 ) (0, 4) e (0, -4)
d) 4,00 e (-4, 0) e (0,2 e (0,-2)

TG.149 (PUC-71) A equacdc 9x2 + 4y2 - 18x - 16y - 11 = 0 ¢é de uma elipse. Os
semi-eixos maior ¢ menor medem:

a) 4e3 b) 4e 2 c) 4et dl 3e2 e) e

TG.150 (EESCUSP-69) O centro [xg, Yo), © eixo maior a e o eixo menor b da elipse
x-22  {y-32 _,
4 16
a) xg =4 vo=16 a=3 b=2 Bl 0 =0, yo=0, a=2 b=1
c) xo = -2, vo =-3, a=16, b=4 d) xg=1, yp=2 a=10, b=95
e) xg = 2, yo=3 a=4 b=2

sdo dados por:

TG.151 (MACK-77) Se A =1(10,0) e B = (-5, y) sdo pontos de uma elipse cujos focos
sdo Fy; =1(-8,00 e Fp=1(8,0), o perfmetro do tridngulo BF,;Fy &

a) 24 b) 36 c) 40 d} 60 e} ndo sei

2
TG452 (CESCEA-69) A reta y = x + m intercepta a elipse XT +y2 =1 se e somente se:

a)m}\/g ou m<-\/§ bl m>=0 c) —\[5—<m<\/g
d)—\/_!':—gmg\/g E)m=\/g-0t.'|m=-\/;
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TG.183 (PUC-76) Um dos pontos P de intersecgio da reta r que passa por Q = {1, 1)
e & perpendicular & reta s de equagdo x + y = 0, com a elipse de equacdo
2x2 + y2 + 2y -1 =0 é&:

a P =(-1,-1) bt P =1(1,1) o P={1,2)
d) P =(-1,2} e} P=1(2 -1)

TG.154 (CESCEA-71) A equacdo da circunferéncia com centro na origem e cujo raio é igual
ao semi-eixo menor da elipse x2 + 4y2 = 4 ¢;

a x2 +y2 -2 bl x2 + y2 = 18 ¢ x2 +y2 -4

d) x2 + y2 =1 e} ndo sei

TG.155 {GV-73) Dados: a circunferéncia C = x2 + y2 = 4, aelipse E=09x2+ y2 = 9
eo ponto P = (1, 1), a afirmacdo correta é:
a) P & ponto interior de C e exterior de E
b} P & ponto exterior de C e interior de E
c} P & ponto interior de C e interior de E
d) P & ponto exterior de C e exterior de E

e) P estid sobre E e é exterior a C

TG.156 (CESCEM-72) As elipses 9x? + 16y2 = 25 e 16x2 + Oy2 = 25;

a) ndo tém ponto em comum
c) tém 2 pontos comuns
e} tém 4 pontos comuns

b} t&m 1 ponto em comum
d) tém 3 pontos comuns

TG.157 (CESCEA-63) A equagdo de uma das assintotas 3 hipérbole 21% Y e

64
al y = 2x -1 b} vy = 4x c y = x dl y = 2x + 1 e) y = 2x
TG.158 (CESCEA-71) Os pontos de interseccdo da reta y = 1 x - 1 com a hipérbole

x2 - 4y? - 16 sao: 4
& (-4,0 e (-2 _8 bl (4,0 ¢ (22, 8,

3 3 3'3
o @40 e (-2 8 d 4,0 e (-2 _8,

3 3 3’ 3
el ndo sei

TG.159 (CESCEA-69) O conjunto de pontos em que a hipérbole x2 - 4y2 = 4 intercepta
a circunferéncia x2 + y2 = 9 §é:

ab 01, -1, 232, -24/2), (4, 1, (<2vV2, 221}
) {12v/2, 1), (-1, 2v2), (22, 1), (-1, -2v/2)}
o {11, 2v2), 2V2, -, 11 - 2v/2), 1-2v/2, -1}
a {1, 2v2), (-1, 2v/2), (1, 2V2), (41, 2v/21}
o {12v2, 1, 2v2, -1, (22, 1, (<22, -1}
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TG.160 (EPUSP-68} O conjunto dos pontos do plano xy que satisfazem o sistema
x2 +y2 -1
x? - y2 =1
al é a reunido de uma elipse com uma hipérbole
b) & a interseccdo de uma circunferéncia com uma hipérbole
¢) & formado por quatro pontos d} & vazio
e) nenhuma das respostas anteriores

TG.161 (EESCUSP-68) O grafico ao lado repre- vi
senta aproximadamente uma das equa-
¢bes abaixo. Assinale-a.
al x2+y =0
b) x2 -y =0
¢ x-y2 =0
d y2 +x =0
e} y = logx

xt

TG.162 (FFCLUSP-67) A pardbola simétrica relativamente ao eixo dos y e que passa pelos
pontos de intersecgdo dareta x +vy = 0 com a circunferéncia x2 + y2 + 8y = 0

tem por equagao:

1 1 LI
a) = %2+ — b) y = 4x2 ¢l y = -—x
L 8 Y 7
2 N
dl v = —’(4— e) nenhuma das respostas anteriores

TG.163 {PUC-77} As coordenadas do vértice da pardbola de equagdo 2x2 +4x + 3y -4 =0,
sdo:
a} {1, -2) b) (-1, O) ¢ (-1, 2) d) {0, -1 el (1, 1)

TG.164 (PUC-77) Os valores de a e b, de modo que a fungdo y = 2x3 + ax2 + b, tenha
méaximo no ponto de coordenadas (-1, 2) sdo, respectivamente:

al 1e?2 bl 3e2 ¢ 2e? dy 2e1 el e

TG.165 {CESCEM-74) Os graficos de x2 +y = 10 e x + y = 10 interceptam-se em
dois pontos; a distancia entre esses pontos é

a) menor do que 1 b) \/? ¢l 1 dl 2 e)_ maior do que 2

16G.166 (GV-77) Uma pardbola de equagao y = ax? + bx + ¢ contém a origem do sistema

de coordenadas e & tangente a reta de equagio y = 4, no ponto (2, 4}, Entdo,
a+t+b+c vale:
al 3 b) -2 c) -1 d) 1 e} -3

TG.167 (MACK-77) A reta y = ax + b & tangente & parsbola y = 3x2 + ¢ no ponto
de abscissa 1. Os valores de b e ¢ sdo tais que:

adc-b=-3 b c+b=3 ¢ c-b=-3 dc+b-=-3 e nio sel
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TG.168 (FUVEST-77} A equagdo da reta que & tangente a curva de equagdc y = x[x/|, no
ponte (-1, -1), é:

a y =2x bl y = -2x -1 ¢ y=-2x-3
dl y=-2x e} y=2x + 1

TG.169 {CESCEA-77) A pardbola y = -x2 + 8x - 15 intercepta o eixo dos x nos pontos
A e B; o vértice da pardbola é C. A drea do tridngulo ABC é:

a) 1 b) 2 o V2 d V3 e)%

TG.170 (CESCEA-70) Os vértices de um tridgngulo estdo sobre a pardbola de equacdo
y = x2 + x - 12. Sabendo-se que dois dos vértices estio sobre 0 eixo dos. x e que
o terceiro vértice tem .coordenadas (x, y} onde x é o ponto de minimo de
y = x2 4+ x - 12, entdo a érea do tridngulo vale:

49 343
af — b} == LA 3
5 e ¢l 147 a2 o o

TG.171 (CICE-68) A circunferéncia x2 + y2 -4y + 3 =0 ea parabola 3x2 -y + 1 =10
' tém:
a) quatro pontos em comum

c) dois pontos em comum
e} nenhum ponto em comum

b) trés pontos em comum
d) um ponto em comum

TG.172 (CESCEA-72) A reta que passa pelos pontos de intersecgio da parabola y = x2

com a elipse b -2)2 + Y2 1 & -
16
al y = ~x bl y = 2x + 1 oy = 2x d) y = 3x e) ndo sei

TG.173 (MACK-75] Os pontos do plano que verificam a desigualdade (y2 - x) (x2 + y2 - 9) <0
estdo hachurados em:

xy

e} nenhuma das anteriores
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TG.174 (CESCEM-73) Seja C o conjunto dos pontos do plana que satisfazem as desigualdades
2x2 + 2y2 - 1 K0

y - 2x2 320
1

< 1

vs3

Pode-se afirmar que:

al C é limitado por um arco de pardbola e por um segmento

b) C ¢ vazio

¢) C ¢ limitado pof um arco de pardbala e por um arco de circunferéncia
d) C & ilimitado

e} C é limitado por um segmento e por um arco de circunferéncia

LUGARES GEOMETRICOS

TG.175 (MACK-74) O conjunto de pontos tais que a distancia de cada ponto & reta y = 3
é igual a diferenga entre a abscissa x e a ordenada y do ponto é:

a) um par de semi-retas ndo colineares b} um losango
¢} uma circunferéncia d} uma reta
e} um conjunto finito de pontos

TG.176 {ITA-75) Uma equacdo do lugar geométrico das interseccBes das diagonais dos
retdngulos inscritos no triangulo ABC e com um lado em AB- (figura abaixo) é:

. Y
a)x+___2(a+b)y=a+b 4
Ci0, ¢)
by x + 810, _2*b
c 2
o) ax + 3lb + oy = 1_’2:_5
d) x +cy +ab=0 Ala, O) B(b, 0) K

e} nenhuma das anteriores

TG.177 {GV-74) Considere os pontos A = {-K, 0) e B = (K, 0, com K > 0. Por A
traga-se uma reta r que intercepta o eixo Oy no ponto C. Por B traga-se uma
reta s, perpendicular a r. A interseccdo de r cgm s é o ponto P. Quando r
varia em volta de A, P descreve uma

a) elipse b) pardbola c) hipérbole  d) circunferéncia e} reta

TG.178(FFCLUSP-67) O l.g. de pontos de encontro de pares de reta, a primeira passando
pela origem com coeficiente angular m; e a segunda passando pelo ponto (0, 2)
e declive ms tal que m% +my =1 é:

al uma reta b} uma circunferéncia de centro no eixo dos y
¢) uma pardbola d) uma hipérbole
e) nenhuma das respostas anteriores
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TG.179 (GV-73) Num sistema cartesiano ortogonal a equagdo do lugar geométrico dos pontos
que equidistam do eixo Oy e do ponto (4, 0) é:

al y2 = 8(x - 1) bl y2 = 4(x - 2) c y? =4x -2
S d) y2 - 8ix - 2) e) y2 = 2x -1

TG.180 (FUVEST-77) O lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias aos pontos
fixos (-1; 0 e (1; 0 & sempre igual a 4, intercepta o eixo dos y em pontos
de ordenada.

a Oe?2 bl +vV2 o) +3 d +vV5 o V3

TG.181 (E.E. LINS-68) O lugar geométrico dos pontos P(x, y) tais que a soma dos quadrados
das distdncias aos pontos Pilr, 0} e Pyl-r, 0) & 4r2 tem por equacdo:

a) x2 +y2 - 22 bl x2 + y2 - 2 ¢ x=0
dy=0 e} nenhuma das respostas anteriores

TG.182 (PUC-71) Dados trés pontos  A{C, 0), B(1,0) e CI0, 1} entdo a equacdo do lugar
geométrico dos pontos P(x, y) tais que a area do tridangulo de vértices P, A e B
seja 3 vezes a area do triangulo de vértices P, A e C é:

al 5x -2y = 0 b} 3x -2y =0 o x2+y2 _x-0
dl x2 - xy =0 e 3x ~y =0

TG.183 (PUC-70} Pelo ponto Q(2, 1} conduz-se uma reta r qualguer, a qual intercepta os
eixos coordenados x e y respectivamente em A e B. Se M éo ponto médio de
AB, toma-se sobre r o ponto P simétrico de Q em relagio a M, Entdo a equacéo
do lugar geométrice descrito por P ao variar r é:

al xy =2 b x2 +y2 -2
2 2 2 2

o X o+ Y g dy X ¥y
2 4 2 4

#) nenhuma das respostas anteriores

TG.184 [PUC-77) Um segmento de comprimento § se desloca no plano, mantendo seus
extremos P e Q sobre os eixos coordenados x e y, respectivamente. A equagao
do lugar geométrico descrito pelo ponto M, interno a PQ e situado a 3 unidades
de P, é&:

al 4x2 + 9y2 . 1 - p
bl 4x2 +9y2 - g - 0
cl 4x2 + 9y2 _ 36 - 0
di 9x2 + 4y2 _g = 0
e 9x2 +4y? " 36 - ¢

TG.185 (EESCUSP-66) Um segmento de comprimento 2a desloca-se ho plano de modo que
uma de suas extremidades se mantém sobre o eixo y e o ponto médio se mantém
sobre o eixo x. O lugar geométrico descrito pela outra extremidade é:

a) circunferéncia b) elipse c) hipérbole
d) pardbola e) nenhuma das respostas anteriores
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TG.186 (CESCEM-68) Se num sisterna de coordenadas cartesianas ortogonais representarmos
no eixo das abscissas os valores do raio da base de um cilindro e no eixo das ordenadas
os valores da altura do cilindro, entdo o lugar geométrico dos pontos do plano a que
correspondem cilindros cujas superficies laterais tém a mesma area é:

a) um arco de circunferéneia b} um ponto ¢l uma semi-reta
d) um ramo de hipérbole e) um arco de elipse

TG.187 (FFCLUSP-67) O niimero de intersecgdes das curvas de equagbes y = x2 e y = x3/2 4.
al 1 b} 2 ¢ o d) 3 e) 4

TG.188 (MACK~76) Os pontos de interseccdo de xy = 12 e xZ + y2 = 25 30 os vértices de:

a) um trapézio b) um quadrado
¢} um retinguio ndo fuadrado d} um paralelogramo nao retingulo
e} nenhum dos anteriores

TG.189 (CESCEM-73) No plano xy a equagio {x -y + 1)2 4+ {2x + 2y - 1)2 = 0 representa

a) uma circunferéncia b) um Onico ponto c) duas retas perpendiculares
d} duas retas paralelas e} o conjunto vazio

TG.190 (SANTA CASA-77) O gréfico da equagio x2 + y2 + 4x - 10y + 29 - 0 &

a) uma elipse * b} uma circunferéncia
c} duas retas concorrentes d) duas retas coincidentes
e) um ponto

TG.191 (CESCEM-67) A equacio x2 - 4x + v2 + 4y + 11 = D representa:

a) circunferéncia de centro {2, -2) eraio V3
b} circunferéncia de centro (2, ~2) e raio -vV'3

¢) uma parébola do 29 grau d} um par de retas paralelas
¢} nenhum ponto do plano cartesiano satisfaz a equacdo acima

TG.192 (FFCLUSP-69) A representacdo grafica do plano cartesiano {eixos ortogonais) de:
x2+y2_2x 6By +14-0 ¢

a) uma circunferéncia de centro (<1, -3) e raio 1

b) uma circunferdncia de centro (1, 3) e raio 1

¢} o conjunto vazio d) uma elipse
e} nenhuma das respostas anteriores

TG.193 (CESCEM-68) O grafico da Bquacdo y? = 2xy - x2 &
a) uma circunferéncia b) uma parabola c} uma reta
d} um conjunto de duas retas perpendiculares e} uma elipse

TG.194 (CICE-68) Em coordenadas cartesianas, a equagdo x2 - 3xy + 2y2 = 0 representa:

al o ponto (0, 0) b} uma circunferéncia
¢} uma hipérbole d) duas retas coincidentes
e} duas retas distintas
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TG.195 (MAUA-68) A equagdo x2 + 2xy + y2 - 1 = O representa:

a) uma circunferéncia b) duas retas paralelas ¢} duas retas concorrentes
d) duas retas coincidentes e} nenhuma das respostas anteriores

TG.196 (FEI-67) O conjunto dos pontos do plano xy cujas cocordenadas satisfazem a equacao
x2 -Bx +8 =0 é:
a) uma circunferéncia b) uma parédbola ¢} duas retas paralelas
d} duas retas ortogonais el nenhuma das respostas anteriores

TG.197 (GV-77) O conjunto dos pontos {x, y} tais que 2x2 - xy + x -~ y? -y = 0 tem
como representagdo grafica:
a) uma hipérbole
b) duas retas concorrentes e ndao perpendiculares
¢} duas retas concorrentes e perpendiculares
d) uma circunferéncia
e) duas retas paralelas

TG.198 {(E.E. LINS-87}) O conjunto de pontos (x, y) que satisfazem a equagdo
x2 -yl+x+ty=0 6
a) uma circunferéncia b) uma hipérbale

c} duas retas perpendiculares entre si d) duas retas paralelas entre si
e) nenhuma das respostas anteriores

TG.199 {E.E. LINS-68} O lugar geométrico dos pontos Pix, y) cujas coordenadas satisfazem
a equagdo 4x2 - 9yZ = 0 é:

a) uma elipse b} uma hipérbole
¢} formado por duas retas concorrentes d) formado por duas retas paralelas
e} nenhuma das respostas anteriores

TG.200 (CESCEA-74) A representacdo grafica dos pontos P = (x, y) tais que x3-xy?2 O

é:
a) uma reta b) duas retas
c) trés retas d} um ponto

e) uma circunferéncia

TG.201 (EPUSP-66) Os pontos do plano xy cujas coordenadas satisfazem & equag8o
sen{x - y} = 0 constituem:
a) uma reta b} um sendide ¢! urma elipse

d) um feixe de retas paralelas e) nenhuma das respostas anteriores

TG.202 (EPUSP-68) Se o conjunto dos pontos que satisfazem a equagdo x? + v+ 2axy O
€ a reunido de duas retas entdo:

al a=0 b) 0 < lal <1

¢ lal =1 di fal >1

el nenhuma das respostas anteriores
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TG.203 (EPUSP-65) O conjunto dos pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem

3 eguagdo |x ~ y| = 1

al é uma reta b} ¢é formado por duas retas concorrentes
c) ¢ formado por duas retas perpendiculares

d} é uma circunferéncia e) nenhuma das respostas anteriores

TG.204 (FFCLUSP-69} Consideremos num planc cartesiano (eixos ortogonais) a cdnica C

- . x2 2
de equacgdo reduzida T + .a_:_ =1 onde m%* -4 & um nGmero real. Qual
m

das alternativas abaixo é verdadeira?

al se m < -4, C é uma hipérbole

b) se m >0, C & uma elipse
c) se 0 <Cm <4, Cé uma pardbola
d) para todo m # -4, C é uma elipse

e) nenhuma das respostas anteriores

TG.205 (CESCEA-68) A equacdo y - 2x2 - 7x + 8 = 0 representa:

al uma reta perpendicular ao eixo dos x
b} uma elipse c) uma hipérbotle d) uma pardbola e} uma circunferéncia

TG.206 (EPUSP-68) As equacbes fix, vy} =0 e gix, y) = 0 representam dois subconjuntos
A e B do plano cuja interseccdo A (M B é ndo vazia. Se f(x, y) -gix, y) —ax + by + ¢
{a # 0], a equagdo ftix, y} = g(x, y) representa sempre:
a) ANB
b} uma reta que contém todos os pontos de A M B
cl uma reta que contém pontos de A (M B, mas ndo necessariamente todos
d) uma reta que encontra A e B mas ndo encontra A M B
e} nenhuma das respostas anteriores

TG.207 (MACK-74) O conjunte dos pontos Pi{x, y} tais que
Vix~12+ 1ty +2?2 + Vix-32+1ty - 12 = V13 &

a) uma reta

b) uma semi-circunferéncia
¢} uma circunferéncia

d} um segmento de reta

e) uma parabola

TG.208 {MACK-76) O grafico, em coordenadas cartesianas, de uma curva, cujas equacgdes
paramétricas sdo

x =sen?t e y = 2cost, 0 <t<2m &

a) uma parébola b} um ramo de hipérbole
c) um arco de parabola dl uma eiipse
e) parte de uma sendide
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TG.209 (MACK-74) As coordenadas cartesianas de um ponto M = (x, y} sdo definidas em
fungdo do tempo, na forma

TG.210

TG.211

TG.212
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X

B

acos%t, a>0

Y = acosTt

A trajetOria descrita por M é:

a)l um segmento de reta

b) uma circunferéncia

¢} um arco de circunferéncia

d) uma pardbola

e} um arco de parabola

(MACK-73) A curva de equagdes paramétricas

{

a) uma circunferéncia

¢) uma parabola

X =2 -cost

Lt 7, &
y = -1+ 3cost Ostsm

]

b) um arco de circunferéncia
d) uma reta e} um segmento de reta

(MACK-74) Sdo dados trés pares de equacdes:

I} x +y =0
) x -2y =0
) x2 - y2 =0

e x2+ 2xy +y2 =0
e x3 - 2x2y + xy? - 2y3 =0
e x4 -y* =0

A afirmagdo: “as duas equagbes do par tém o mesmo grafico’ & verdadeira para:

al | e |l somente
d) 1, el

(GV-76) Dadas as

Entdo:

a) Q; representa
b) @ representa
c -’_.5\) representa
d) /\fl:l representa

el |

(uj',

' representa

b} | e I+l somente c) It e Il somente
e) nenhum par

2y s
33 49
Sy? - 4x? - 10y + 16x - 31 =0

equagdes

y2 -8x =0

x2+y2+6x-8y+9=0

x +4)2  qy+ 22
16 36

@ ® OO

uma elipse com didmetro maior igual a 11
uma elipse com focos em (2, 4) e (2, -2}
uma circunferéncia com centro em {2, 0)
uma pardbola com foco em (-3, 4)

uma hipérbole com focos em (2, 8} e (2, -2)

TG.213 (GV-73) Considere os graficos A, B ¢

0
0

C dados ao lado e as equacBes:

al x2 +y?2 =16

b) 9x2 + 16y2 - 144 =

cl x2 +y2 _8x+7 =

dl x2 + 4y2 = 12

As Unicas a'ssociacées corretas estio na
alternativa:

al (A, b); (B, a); (C, d)

b) (A, al; (B, b); (C, d}
c) (C, c); (B, d); (A, b)

d)
e}

TG.214 (GV-73)

(B, ¢); IC, a); (A, b)
(C, e); (B, a); {A, b)

Assinale a afirmagdo falsa;

al o grafico da equagdo y + V1 - x2 - 0 &

c)

e

o grafico da equagao

o grafico da equagdo

o grafico da equagdo

o grafico da equacdo

x2 - 1=0 é:
x = y? &

2 2
LA
4 1

x? - 2xy + y2 =0 é:

¥

Y
1
‘0 ‘ >
J
?V
___Jf___
—
%
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TG.2156 (MACK-73} A representagao grafica do conjunto de pontos (x, y) tais que -

x-2=V4_-y2 =20 é
al | b) c)
| ¥ LY by
: | '
|
! ! |
I . |
T + T - T 1 o T ! v -
2 x i2 x 2 R
i
by Ay
d) ' e)
]
I
|
I
! - P
2 i ox RN Y
| 1
! 1

TG.216 (FUVEST-77) O gréfico que melhor se adapta ao lugar geométrico de equagao
Uxl -~ 12+ (lyl-12 =1 &

a) y I b) Y

Y

xyY

x

<
—

c) d)

xY
x

\
\

)dbv
D
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TG.4
TG.5
TG.6
TG.7
TG.8
TG.9
TG.10a
TG.11d
TG.12d
TG.13a
TG.14a
TG.15a
TG.16d
TG.17b
TG.18¢
TG.19d
TG.20a
TG.21b
TG.22¢
TG.23¢
TG.24¢
TG.25d
TG.26b
TG.27b
TG.28a
TG.29 e
TG.30b
TG.31d
TG.32¢
TG.33a
TG.34 ¢
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TG.36¢
TG.37¢c
7G.38¢
TG.39¢
TG.A0 ¢
TGA41b
TGAa2d
TG.43c
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TG.44 ¢
TG.A45a
TG.46a
TG.47e
TG.48 ¢
TG.49d
TG.50d
TG.51d
TG.52a
TG.53d
TG54
TG.55d
TG56a
TG.E7b
TG5H8a
TG.59 a
TG.60b
TG.61b
TG.62e
TG.63d
TG.64e
TG.65a
TG.66e
TG.67b
TG.68¢
TG.69d
TG.70a
TG.71a
TG.72d
TG.73b
TG 74c
TG.75¢
TG.76 a
TG.77¢e
TG.78a
TG.79a
TG.80d
TG.81d
TG.82e¢
TG.83a
TG.84d
TG.85a
TG.86¢

RESPOSTAS

TG.87¢
TG88c
TG89b
TG.90 ¢
TG81b
TG.92a
TG 93a
TG94b
TG9Sb
TG96a
TG97b
TG98b
TG99 a
T1G.100a
TG.101d
TG.102d
TG.103d
TG.104a
TG.105¢
TG.106 b
TG.107a
TG.108b
TG.109a
TG.110d
TG.11¢
TG.112b
TG.113¢
TG.114b
TG.115b
TG.116a
TG.117b
TG.118a
TG.119a
TG.120 e
1G6.121b
1G.122b
TG.123a
TG.124¢
1G.125a
TG.126 b
TG.127b
TG.128d
TG.1294d

TG.130¢c
TG.131a
TG.132¢
TG.133b
TG.134b
TG.135b
TG.136b
TG.137 ¢
TG.138B a
TG.139¢
TG.140 ¢
TG.141a
TG.142d
TG.143d
TG.144 a
TG.145 ¢
TG.146d
TG.147a
TG.148d
TG.149d
TG.150 e
TG.151b
TG.162d
TG.163a
TG.154d
TG.155 a
TG.156¢
TG.157 ¢
TG.158d
TG.158 e
TG.160b
TG.161c¢
TG.162¢
TG.163¢
TG.164 ¢
TG.165b
TG.166a
TG.167 a
TG.168¢
TG.169 a
TG.170b
TG.171b
TG.172¢

TG.173a
TG.174a
TG.175a
TG.176b
TG.177d
TG.1784d
TG.179b
TG.180 e
TG.181a
TG.182¢
TG.183a
TG.184 c
TG.185b
TG.186d
TG.187b
TG.188¢
TG.189b
TG.190 ¢
TG.191 e
TG.192¢
TG.193 ¢
TG.194 ¢
TG.195b
TG.196 ¢
TG.197b
TG.198 ¢
TG.199¢c
TG.200 ¢
TG.201d
TG.202d
TG.203 e
TG.204 a
TG.206d
TG.206b
TG.207 d
TG.208 ¢
TG.209e
TG.210e
TG.211d
TG.212a
TG.213¢
TG.214¢
TG.218b
TG.216d
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FUNDAMENTOS DE
MATEMATICA ELEMENTAR

Vol 1 — Conjuntos e Fungoes

" 1. nogdes de logica, 2. conjuntos, 3. conjuntos numéricos, 4. relagdes, 5. funcdes,
6. fungdes do 19 grau, 7. fungdes do 2° grau, 8. fungdo modular, 9. fungéio com-
posta e fungdo inversa.

Vol 2 — Logaritmos

1. poténcias, 2. fungdo exponencial, 3. fungdo logaritmica, 4. equacdes e ine-
quagBes logaritmicas, 5. logaritmos decimais.

Voi 3 — Trigonometria

1. ciclo trigonométrico, 2. fungBes circulares, 3. principais identidades, 4. trans-
formages, 5. equagdes, 6. fungGes circulares inversas, 7. inequagdes, 8. tridn-
gulos.

Vol 4 — Segiiéncias, Matrizes, Determinanies, Sistemas

1. seqliéncias e progressbes, 2. matrizes, 3. propriedades dos determinantes, 4. sis-
temas lineares: método do escalonamento.

Vol 5 — Combinatbria, Bindbmio, Probabilidade

1. principios fundamentais da contagem, 2. arranjos, 3. permutagdes, 4. combi-
nacGes, 5. desenvolvimento binomial, 6. probabilidade em espago amostral finito.

, Vol 6 — Compiexos, Polindmios, Equacdes

1. ndmeros complexos, 2. polindmios, 3. equagGes polinomiais, 4. transforma-
¢Oes, 5. rarzes multiplas.

Vol 7 — Geometria Analitica

1. 0 ponto, 2. a reta, 3. a circunferéncia, 4. as conicas, 5. lugares geométricos.

Vol 8 — Limites, Derivadas, Nogoes de Integral

1. definicdo de limite, 2. propriedades operatdrias, 3. definicdo de derivadas,
4. célculo de derivadas, 5. estudo de fungBes, 6. nogdes de integral definida.

Vol 9 — Geometria Plana

1. tridngulos, 2. paralelismo, 3. perpendicularismo, 4. circunferéncia, 5. seme-
Ihanga, 6. relacdes métricas, 7. dreas das figuras planas.

Vol 10 — Geometria Espacial

1. Geometria de posigdo: paralelismo, perpendicularismo, diedros, triedros, polie-
dros; 2. Geometria Métrica: prisma, pirdmide, cilindro, cone, sdlidos semelhantes,
superficie e sblidos de revolugio, sélidos esféricos.



