Canguru Brasil 2013 — Nivel J - Solucdes
Problemas de 3 pontos

01. O numero 200 013 - 2 013 n3o é divisivel por qual dos nimeros a seguir?

(A) 2 (8) 3 (€)5 (D) 7 (E) 11

01. Resposta: alternativa D

Tanto 200 013 como 2 013 s3o divisiveis por 3 e por 11, logo sua diferenca também sera divisivel por esses
dois nimeros. A diferenca entre esses dois nimeros terminaem 0, logo sera divisivel por 2 e por 5. Portanto,
o nuimero nao é divisivel por 7.

02. Maria desenhou varias figuras cinzentas em folhas quadradas iguais. Essas figuras(8a por linhas

paralelas aos lados dos quadrados, conforme observamos abaixo:

ﬂﬂ N e

a&senhadas?

Quantas dessas figuras tém o mesmo perimetro que a folhaem

(A)2 (B)3 (C) 4 (D)5

02. Resposta: alternativa C

Se as linhas que compdem a figura estiverem sobre os lados do quadrado ou puderem ser transladadas até
esses lados, completando o quadrado sem sobreposi¢des, entdo a figura tem o mesmo perimetro da folha.
Isto ndo ocorre com a segundae a terceira figuras da esquerda para a direita. Logo, com o mesmo perimetro
dafolha, ha 4 figuras.

03. Dona Margarete comprou g i e milho verde para cada um dos qua- f'AiPiRO\lrEﬁITél
tro membros de sua familia. E ei o desconto oferecido pela lanchonete, \“,
de acordo com o avi@ a .Qua la pagou? 1 espiga: R$0,2(§
|a sexta espiga € de

(D) R$3,00 (E) R$3,20 ‘
\gragalll

03. Resposta: alternativa C

Ela comprou 16 espigas, mas deixou de pagar duas. Portanto, ela pagou 14x0,20=2,80 reais.
A J

os\numeros 2, 4, 16, 25, 50, 125 tém produtoigual a 1000. Qual é a soma desses trés nimeros?

(A) 45 (B) 70 (C) 77 (D) 131 (E) 143

04. Resposta: alternativa D
Como 1000=2° x5, temos 2x4x125=1000. A soma desses trés nimeros é 2+4+125=131
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05. Na figura ao lado, temos seis pontos sobre as intersecgdes das linhas de um quadricu-
lado, cujos quadradinhos tém lado 1. Calculando as areas de todos os triangulos com vér-
tices nestes pontos, qual a menor area encontrada?

(A) % (B) 8 (€) 9 (D) 10 (E) 11

05. Resposta: alternativa A :
Independentemente de como os pontos estdo distribuidos, a menor area que um tridn- |— [

|

. .1 o o
gulo pode ter neste quadriculado é 5 (caso em que os trés pontos sdo vértices de um /

quadradinho). H&d um tridngulo com essa area, destacado na figura ao lado (a base é o f
segmento vertical de comprimento 1 e a altura é a distancia do terceiro vértice a reta -
gue contém essa base, igual a 1).

*

|

06. Somando o ndmero 4™ ao nimero 8%, Miguel obteve um ndmero que & A%Vel Qual é esse

numero?
(A) 2° (8) 2°° () 27 (D) 2°° (E) 231(

06. Resposta: alternativa E

4% 4 g0 :(22 )15 +(23 )10 =930 {930 _5 930 _53

N
07. Em cada face de um cubo foram pintados dois q s braficos e dois quadrados pre- <
tos, parecendo que o cubo é feito de quatro, sb s e guatro cubos pretos, conforme
indicado na figura. Qual é a planificagdo d , pI essa maneira?

(A) E (B).E\LE (D) (E)

07. Resposta: alternativa E

Cada face tem dois quadradinhos brancos e dois pretos, sendo que dois de mesma cor ndo sao
vizinhos. Por outro lado, os trés quadradinhos que partilham o mesmo vértice do cubo sdo da
mesma cor. A planificacdo do cubo é a figura (E).

A 4
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08. O numero n é o maior inteiro positivo tal que 4n é um numero de trés algarismos e m é o menor inteiro
positivo tal que 4m é também um numero de trés algarismos. Qual é o valor de 4n—4m?

(A) 224 (B) 225 (C) 896 (D) 899 (E) 900

08. Resposta: alternativa C
4n=1000—4=996e 4m=100. Logo, 4n—4m=996—100=2896 .

09. Um arco orientado de 270° e centro na origem M do sistema cartesiano encontra-se ini-
cialmente na posicdo indicada na figura ao lado. Qual sera a posicdo deste arco, apés um
rotacdo de 90° ao redor de M no sentido anti-horario e uma reflexdo em torno do ei o
x?

N, J_IB
(A) W (B) W (C) (D) (E)

09. Resposta: alternativa D {
\

Ap6s a rotacdo de 90° ao redor de M no sentido anti-horario, o arco ird apresentar-se co- Vel

mo na figura ao lado. Com a reflexdo deste arco ao redor do eixo Ox, ird aparecer como na ,/

figura (D) j\ W /r-
|

10. Qual dos nimeros a seguiré o maior? ‘

(A) V20413 (B) v20-13  (C)208y/1 (D) V201-3  (E) \2013

10. Resposta: alternativa C
Temos

V20 -\/13=20-13 =260
J20-13=420-13" = /3380
204/13 =207 -13 =+/5200
x/271~3=@=@
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Problemas de 4 pontos

11. O triangulo RZT é a imagem do tridngulo equildtero AZC, apds uma
rotagdo ao redor de Z conforme ilustrado na figura, onde

[3=70O =m(C2R). Qual é, nessa figura, o valor de oczm(C/A\R) ?

(A) 20° (B) 25° (€) 30° (D) 35° (E) 40°

11. Resposta: alternativa D
No triangulo equiladtero ACZ temos m(AfC) =60°. Portanto, no tridnguloissceles AZR, temos

- 0 -0 o A ~_\ 180°-130° o .
m(AZR)=60 +70~ =130" e, por consequénda, m(RAZ)zfzzs . Assim,

m(cl\R)zesoO —25°=35°,

12. A figura ao lado apresenta um zigue-zague de seis quadrados de lado 1
perimetro do zigue-zague é 14 cm. Qual é o perimetro, em centimetros, de i
zague do mesmo tipo feito com 2013 quadrados?

(A) 2022 (B) 4028 (C) 4032 (D) 6038 (E) SO&

12. Resposta: alternativa B
Juntando a um quadrado de 4 cm de perimetro outro quadrado igual, obtemos uma figura de

perimetro 4 + 2 = 6 cm, pois desapareceram dois lados de 1 cm com a jungdo. Lo-

go, a cada quadrado que anexamos para formar o zigue-zague, aumentamos o

perimetro em 2 cm. Assim, um zigue-zague de 2013 quadrados tem como perimetro
v 4+2012-2=4028 cm.

13. O segmento cD liga dois vértices ametral mente opostos de um hexagono. O segmento AL T C

AB liga os pontos médios de d s do mesmo. Se a drea do hexagono é 60 cm”, . \ '

gual é o produto de AB por CD ‘ /5"\, )
ly:i \.“\. g

(A) 40 cm? (B) 5®cm (D)80cm?>  (E) 100 cm? BNy

13. Resposta: alternatlva D

R
O hexdgono é composto de 6 tridngulos equildteros congruentes. A area do hexagono é A A c
A |\ A
. A , . A L. SR-AO NN
60cm2, logo a area de cada triangulo é 10cm?. A érea do tridngulo SRO é igual a S i T~/ “
‘n' q d

pois SR é medida da base e AO é a altura. Assim, SR-AO=20cm?. Como '/\ 5
AB=2-AOeCD=2-SR,concIuimosqueAB-CD=2-2-SR-AO=4-20=80cmz. —

4
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14. Numa classe do colégio, na prova de Matematica, se cada um dos meninos tivesse tirado 3 pontos a mais,
entdo a média de toda a classe teria sido 1,2 pontos maior. Qual é a porcentagem de meninas nesta classe?

(A) 20% (B) 30% (C) 40% (D) 50% (E) 60%

14. Resposta: alternativa E
o - )
Se a dasse tem n alunos, entdo a média da classe na prova foi =, sendo S a soma das notas de todos os alu-
n

33X S 103+ 3 1063 12 x=04n.logo, o
n n n n n n

numero de meninas é 0,6n, ou seja, 60% dos alunos da classe.

nos. Se x € o numero de meninos entao

=
15. Hoje Pedro e seu filho estdo celebrando seus aniversarios. Pedro resolveu multiplicafsua idade péla idade
de seu filho e obteve como resultado o nimero 2013. Em que ano nasceu Pedro?

(A) 1952 (B) 1953 (C) 1980 (D) 1981 (E) 1992 Q

15. Resposta: alternativa A
Temos 2013=3x11x61. A Unica opg¢ao sensata para 2013 ser igual ao produto de dois nimeros é 33x61.
Logo, como é o pai, Pedro tem 61 anos em 2013. Portanto, Pedro nasceu em 2013 — 61 = 1952.

\ y

X
16. Os lados de um retangulo ABCD sdo paralelos aos eiXos co
dos. O retdngulo esta no terceiro quadrante. Para cada u pon- D c
tos calculamos o quociente entre o valor da orden@ e o valor da
abscissax. Para qual dos pontos encontrare me ? ) .
(A) A (B) B (C)C (E) depende das dimensbes e posi¢do do re-

tangulo

' &

16. Resposta: alternativa D

Todas as coordenadas dos quatro pontos sdo nimeros negativos. Logo, o quociente y é um numero positivo
X

e o menor valor serd aquele em que |y| é omenore |x| € 0 maior. Isto acontece para o ponto D.

C
17. A figura ao | kcinco segmentos e dois triangulos. No triangulo ABC, temos .
m(Aé(%=61° =£60°, e no tridngulo ABD, temos m(BIZ\D)=60° e m(AﬁB)=59°. Qual
dos cinco se ntos €'©0'mais comprido? N\

A5 8
B) AC (C) AB (D) BC (E) BD
\V
D

17. Resposta: alternativa A
No triangulo ABC, m(C,Z\B) =59° e no triangulo ABD, m(AéD) =61°. Logo, os dois tridngulos sdo semelhan-
tes e como no triangulo ABD o lado AB é o menor (pois se opde ao menor angulo), mas no triangulo ABC ndo

é o menor, concluimos que o triangulo ABD é maior que o triangulo ABC. O maior lado do triangulo ABD é
entdo o maior segmento, oposto ao maior angulo, ou seja, o segmento AD.
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18. Cinco inteiros positivos e consecutivos tém a seguinte propriedade: trés deles tém a mesma soma que os
outros dois. Quantos conjuntos de nimeros com essa propriedade existem?

(A)O (B) 1 (C) 2 (D)3 (E) mais de 3

18. Resposta: alternativa C
Os numeros sdox+0,x+1,x+2,x+3 ex+4, para x inteiro positivo. Se a soma de trés desses nimeros é igual

a soma dos outros dois, isto é, se 3x+a=2x+b, entdo x=b—a,sendo a+b=1+2+3+4=10<b=10—qa
. Logo, x=10—2a, com a>3(ja que a é a soma de trés nUmeros). Logo, @ = 3 ou a = 4. Ha somente dois
conjuntos com essa propriedade: {4, 5, 6, 7, 8} e {2, 3, 4, 5, 6}.

19. Quantos caminhos diferentes existem para ir do ponto A ao ponto B, se-
guindo a direcdo das flechas, no diagrama ao lado?

(A) 6 (B)8 (€)9 (D) 12 (E) 15

a4 F N2

19. Resposta: alternativa D 2
Marquemos em cada vértice a quantidade de caminhos que chegam neste
vértice a partir de A. Comegando pelos vizinhos de A, que tem um caminho
cada, observe que a quantidade de caminhos para chegar num vértice X é
igual ao total de caminhos para chegar nos vértices que chegam em X (vérti-
ces que possuem uma flecha apontada para X). Deste modo, conseguimos
calcular quantos caminhos chegam a cada vértice da figura e concluimos que
ha 12 caminhos que chegamem B.

Solugdio Alternativa: Um caminho de A a B consiste de andar duas unidades na dire¢do Ox, uma unidade na
direcdo Oy e uma unidade na direcdo Oz, em alguma ordem. Assim, o total de caminhos de A a B é igual a
guantidade de anagramas da palavra xxyz, onde cada letra representa uma dire¢do que precisamos caminhar
4!

=12
21111

para chegar a B. Portanto o total de caminhos é igual a

as seguintes propriedades: a soma dos algarismos é par e o produto
intes afirmagdes sobre esse nimero é verdadeira?

20. Um numero de seis algaris
desses algarismos € igppaiiQual

(A) Dois ou quatro
(B) Nao existe tal
(C) A quantid os impares do nimero é impar.
(D) O flmer8ipode t s algarismos distintos.

firmacgOes anteriores é verdadeira.

S mero s3ao pares.

20. Resposta: alternativa E
Se o produto dos seis algarismos é impar, entdo todos eles sdo impares. Logo, as afirmagoes (A), (B), (C) e (D)
sdo falsas, que é o que diz a alternativa (E).
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Problemas de 5 pontos

21. Transformando a fracdo _ num numeral decimal, quantas casas decimais deverdo ser escritas?
1024000
(A) 10 (B) 12 (C) 13 (D) 14 (E) 102400

21. Resposta: alternativa C

1 1 1 1 = = ~ .
= > = > . Como o numerador ndo contém o fator 10, condu-
1024000 27 -10

- 210 '23 .53 = 213 . 53 = 213 .513 1013
imos que o numero de casas decimais é igual ao expoente da poténcia de 10 do denominador, ou seja, igual
als.

22. Quantos numeros inteiros positivos sdao multiplos de 2013 e tém exatamente 'Mositivos,
incluindo 1 e o préprio nimero?

(A)O (B) 2 (C)a (D) 6 (E) mais de 6

22. Resposta: alternativa D

Temos 2013=3x11x61. Logo, os multiplos de 2013 sdo numeros da forma 3*-11”-617, sendo x, y € z nime-
ros naturais tais que (x+1)-(y+1)-(z+1)=2013 (ndmero de divisores positivos dos mdiltiplos). O produto

de trés numeros é 2013 se esses numeros forem 3, 11 e 61, em qualquer ordem. Portanto, o nimero de divi-
sores é 3! =6.

23. Varios triangulos isdsceles ndo sobrepo ém i gm comum. Cada
tridangulo tem um lado comum com seu vi menekanEgulo em O mede m° e
os demais medem 2m°®, 3m°®, 4m°, etc. , u 3 triangulo, sendo m umin-
teiro positivo. O desenho ao lado mostra um cofjunto de cinco tridngulos. Qual é
o menor valor de m para o qual este unto existe

(A)1 (B) 2 h (D)6 (E)8

23. Resposta: alternativa C
A soma de todos os angulos ao redor de O é igual a 360°, logo m+2m+...+km=360<:>(1+2+...k)m=360

<:>k(k+1)m=720. Como m é inteiro positivo, o nimero k(k+1) € um divisor de 720 e para que m seja o

menor possivel, esse divisor deve ser o maior possivel. Verificamos que k(k+1) nao pode ser 720, nem 360,

720
mas 15x16=240. Logo, o menor valor de m é %=3 .

A J
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24. Comecando com um conjunto de trés nimeros, a operagdo muda-soma cria um novo conjunto de trés
numeros iguais a todas as somas de dois nimeros do conjunto anterior. Por exemplo, aplicando a operacgado

ao conjunto {3,4,6} obtemos o conjunto {7,9,10} . Se comegarmos com o conjunto {1,2,3}, quantas opera-
¢cOes serdo necessarias para fazer aparecer o nimero 2013 em algum conjunto?

(A) 8 (B)9 (C)10 (D) mais do que 10 (E) nuncaira aparecer o 2 013

24. Resposta: alternativa E

Verificamos que cada um dos conjuntos obtidos pela operagdo é formado por trés nimeros consecutivos,
dos quais um é uma poténcia de 2:

{1,2,3}—5(3,4,5}—(7,8,9}—>{15,16,17}.. —>{2"* -1,2"",2"" +1}

O numero 2013 teria que aparecer em algum dos trés conjuntos {2013, 2014, 2015}, {2012, 2013, 2014} ou
{2011, 2012, 2013}, mas nenhum deles contém uma poténcia de 2. Logo, o nimero 2013 nunca ird aparecer.

25. Os numeros inteiros de 1 a 10 sdo escritos ao redor de um circulo, em unga o Mer. Ao somar
cada um dos numeros aos seus dois vizinhos, obtemos 10 somas. Qual é o m@ior v sivel da menor des-
sas 10 somas?

(A) 14 (B) 15 (C) 16 (D) 17 (E) 1?!

25. Resposta: alternativa B
Cada numero sobre o circulo participa de trés somas (duas delas como vizinho de um nimero e uma soman-

3(1+2+...+10)
0

do com os seus vizinhos), assim, a média das 10 somas é igual a =16,5 e a menor das 10

somas é menor que a média das somas, ou seja, € no maximo 16.

Se a menor das somas for 16, temos que pelo menos metade das 10 somas serd 16, / \\
caso contrario havera pelo menos 6 somas maiores que 16 e a média das somas serd | |
| |

4.16+6-17 , . . \ /

21—0 =16,6. Por outro lado, se no circulo hd duas somas consecutivas \ /.:

a+b+c e b+c+d iguais, teremos a=d, ou seja, dois elementos repetidos no circu- P I

lo, um absurdo. Conduimos que hd exatamente 5 somas 16 e 5 somas 17 intercal adas _"' :

no circulo.

completar o circulo baseado nestes 3 elementos, ja que sabemos todas as somas.
Porém ao fazer isto, percebemos que varios elementos vao se repetir, logo a menor

\ /
soma ndo pode ser 16. \ ///. 1
a R

E possivel que a menor soma seja 15, conforme o exemplo abaixo:
1]

o ]
Seja entdo x,y,z trés elementos consecutivos no circulo com soma 16. Podemos / \\ :
1) —
f \
l |
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26. Numeramos 22 cartdes com os nimeros de 1 a 22. Escolhendo duplas de cartdes, formamos 11 fragoes.
Qual é o maior nimero de valores inteiros que essas fracdes podem ter, em cada uma dessas formacgGes?

(A)7 (B) 8 (€)9 (D) 10 (E) 11

26. Resposta: alternativa D

Observe que os niumeros primos em geral sé podem ser numeradores de fragdes inteiras com denominador
1 e os nimeros 13, 17 e 19 ndo podem ser denominadores das fragdes inteiras. Assim, pelo menos uma das
fragdes ndo serd inteira e os niumeros 1, 2, 3, 5, 7 e 11 devem ser denominadores se quisermos que formem
fracGes inteiras. Removendo os nimeros 17 e 19, é possivel formar 10 fragdes inteiras com os ndmeros res-

.22 2120 19 18 16 15 14 12 6
tantes, como noexemplo a seguir: —,—,—,~—~ — — =~~~ —

11°7’1001°9'8'5' 243"

27. Trés vértices distintos de um poligono regular de 13 lados determinam um triang u s desses tri-
angulos contém em seu interior o centro do circulo circunscrito ao poligono?

(A) 72 (B) 85 (€) 91 (D) 100 (E) 143

-\

27. Resposta: alternativa C

Sejam A,B,C, ..., M os Vértices do tridecdgono. Vamos fixar o vértice A e con- '
tar quantos triangulos com vértice A contém o centro O do poligono. O trian- A,,""
gulo ABH é o0 Unico com vértices A e B. Com vértices A e C temos os triangulos  /
ACH e ACI, com vértices Ae D temos os triangulos ADH, ADI e ADJ e assim por ‘
diante. Com vértices A e G, temos os seis triangulos AGH, AGlI,..., AGM. Quan- | . |
do considerarmos A e H, iremos repetir os triangulos ja contados. Portanto, o
nimero de tridngulos contendo o centro e o \véertie A €& /G

1+2+...+6:6%=21. Como ha 13 vértices teremos 13x21 triangulos, _ Y

contados 3 vezes cada um (ABH, BHA, HAB). Portanto, o nimero de triangulos

21x13

distintos contendo o centro O é =91.

Solugdo alternativa: Todos os tridngulos que se formam de um lado da diagonal AH ndo contém o centro. O

6) 6x5
numero desses triangulos com vértice H é (2]: 5 =15 (pois dado H, devemos escolher mais dois vértices

entre os seis restantes). O mesmo ocorre com o lado da diagonal BH. Assim, para o vértice H, ha 30 triangu-
los que ndo contém o centro O. Fazendo o mesmo com os demais vértices, obtemos 13x30. Mas cada um
desses triangulos é contado duas vezes (quando consideramos H e depois A, por exemplo). Assim, no nimero

13x30

total de tridangulos que ndo contém O é =15x13. O numero total de triangulos com vértices nos vér-

(13} 13x12x11

tices do poligono é =22x13. Consequentemente, o nimero de triangulos que contém o

centro O é 22x13—-15%x13=7x13=91.
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28. Um carro parte de um ponto e caminha por uma estrada com velocidade constante de 50 km/h. A cada
hora posterior, parte do mesmo ponto e pela mesma estrada um carro com velocidade constante mas com 1
km/h a mais que o carro anterior. O Ultimo carro partiu 50 horas depois do primeiro (portanto, a 100 km/h).
Qual sera a velocidade do carro que estard a frente da caravana de carros, quando fizer 100 horas que o pri-
meiro carro saiu?

(A)50km/h  (B)66km/h  (C)75km/h (D) 84km/h  (E) 100 km/h

28. Resposta: alternativa C
No momento em que o primeiro carro completa 100 horas de viagem, a distancia percorrida pelo carro nu-

mero t + 1 é igual a d(t)=(50+t)(100—t)para 0<t <99 (por exemplo, para o primeiro carro temos t =0e
sua distanda é d(0)=(50+0)(100—0)=5000 km; note que o primeiro fator ¢ a velodidade e o segundo é o

tempo de viagem do carro). Comod(t)=5000+50t—t2é uma func¢do quadratica com ponto de maximo,

-50
dado por t =ﬂ =25, concluimos que a distancia méxima é atingida pelo 262 carro, cuja velocidade é 50 +

25=75km/h.

29. 100 arvores, entre jacarandas e aroeiras, deverdo ser plantadas a rodovia. O numero de
arvores entre duas aroeiras quaisquer ndo poderd serigual a dnco. léo numero possivel de aroei-
ras que podem ser plantadas?

(A) 48 (B) 50 (C) 52 (D) 60 [

29. Resposta: alternativa C

Numeremos as arvores de 1 a 100. Observe que se a arvore i é uma aroeira, as arvoresi—6e i + 6 devem ser
jacarandas, para que ndo ocorra de haver 5 arvores entre duas aroeiras. Mas um jacarandd na posicdo i + 6
pode ser compartilhado tanto pela aroeira i como pela aroeira i + 12, assim se quisermos minimizar a quanti-
dade de jacarandas plantados, devemos plantar aroeiras de 12 em 12, pois assim cada aroeira é responsavel
apenas pelo jacaranda 6 posi¢oes a frente.

Se dividirmos as arvores nos seguintes conjuntos: {1, 7, 13,..., 97}, {2, 8, 14,...,, 98}, {3, 9, 15,..., 99}, {4, 10,
16,..., 100}, {5, 11, 17,..., 95} e {6, 12, 18,..., 96}; em cada grupo as aroeiras e os jacarandas estdo intercala-
dos, logo temos que nos 4 primeiros grupos ha no maximo 9 aroeiras (e 8 jacarandas) enquanto nos dois
ultimos hd no maximo 8 aroeiras (e 8 jacarandas), portanto o nimero maximo de aroeirasé 4x9+2x8=>52.

30. lara estava desc;_'\ndo viu um trator puxando um longo tubo. Decidida a medir o tubo, lara

caminhou ao Ion m sentido contrario ao do movimento do trator e contou 20 passos. Entdo ela
voltou e cami 0 tubo no mesmo sentido do movimento do trator e contou 140 passos. Saben-
do quege co ri seu passo é de um metro, lara calculou o comprimento do tubo. Quanto ela obte-

ve?
A \) 35m (C) 40m (D) 48 m (E) 80 m

30. Resposta: alternativa B

lara encontrou o tubo de comprimento L e andou 20 passos até chegar ao fim do tubo, levando um tempo t
para isto. Se v é a velocidade do tubo (puxado pelo trator), entdo L — 20 = vt. Depois lara voltou, alcangou o
tubo e, caminhando com a velocidade dos seus passos, chegou ao inicio do tubo, apds 140 passos. Isto ocor-
reu durante o tempo 7t, pois o tempo que lara leva para andar 140 passos é igual a 7 vezes o tempo que leva
para dar 20 passos. Temos, entdo, 140—L=v-7t <>140—L=7vt <>140-L=7(L—20)<>8L=280<>L=35m.
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