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b) Passando inicialmente os niumeros para a forma retangular,

z, =2¢0s30°+ j2sen30°=1,732 + j1,000
z, =5c0s70°+j5sen70°=1,710 + j4,698

z, + 2z, =(1,732+1,710)+ j(1,000 + 4,698) =
=3,442 + j5,698

Temos também que:

|2, +2,| = /(3,442 +(5,698) = 6,657

5,698
3,442

0 =arc tg( j =58,9°

YA

{Valores obtidos

do grafico

=Y

Fig. 1.23

Exemplo 1.18

Resolva a equacdo ‘e’e - 1‘ =2 para —n< 0 <7 e verifique a solugio geometricamente’

Solugao:
Temos que:

e =1[=2 (%)

onde z, =e¢” =cosO+ jsenf e z, =1

3 A verificagio geométrica da solugo talvez seja melhor apreciada apos o estudo da subsecio 1.14.6.
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donde,

|c056+jsen9—1|:2.'. |(cosG—1)+jsen9|:2.'.

\/(cose—l)2 +sen’ 0 =2
cos0—1) +sen’0=2 ..
( )

cos’0—2cosO+1+sen’0=2 ..

! !
N

=1
2-2cosO=2..
—2c0s0=0..
0=0
cos6=0
0=mnrad

Substituindo na equagdo (*), verificamos que somente o valor O=mrad ¢
compativel.

A verificacdo grafica ¢ imediata, visto que |z1 —zz| ¢ a distancia entre os pontos

definidos pelos complexos z, e z, .

Sendo z, =e” , temos que |zl|=1, e o lugar geométrico representado por z,,

quando 0 varia ao longo do intervalo — <0 <, é uma circunferéncia de raio unitario centrada
na origem.

Sendo z, =1, a situagdo ¢ a representada na figura a seguir:

YA
z, =el
472
0
0 z, =1 X
Fig. 1.24

E facil verificar que teremos |z1 - zz| =2 quando 0 assumir o valor mrad.
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¢) Multiplicacao
A multiplicacdo de grandezas na forma retangular ¢ dada por:
212, = (xl + )'(xz +jJ72): (xlxz +j2J71y2)+ j(xlyz + xz)’l)

Lembramos que j* =—1 segue-se que:

212y = (xlxz _y1y2)+j(xly2 +x2y1) (62)

Ja na forma exponencial,

_ 9, 70 _ 7(8,+6,)
22, =]zl 2o =]z |2le

0 que nos permite entdo escrever:

z,.2, =|Zl||22|e,~(el+92) =|z,|z,| /0,+6,| (63)

Conclusoes:

1.*) Da equagao (63) temos que:

l2,| = |zl (64)

0 :el +92 (65)

2% Para z=x+ jy=|zJe” e z =x— jy=|zJe””’ vale entdo estabelecer a seguinte equagdo:

. . »
z.Z = |Z|e’e.|z|e o

ou s¢ja,

* 2
2z =[] (66)

3.") Também nao ¢ dificil mostrar que

(z2,) =zz|  (67)
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Exemplo 1.19
Multiplicar os seguintes numeros complexos:
a) z;=2+j3ez,=-1-j3
b) z, =5¢"7 ¢ z, =2¢ 7%
©) z,=2/30° ¢ z,=5/-45°

Solucgao:

a) z.z, =02+ j3)-1-j3)=7-j9
b) z.z, = (5e” Jae 7 )= 10"

¢) z.z,=(2/30°) (5 /-45° )=10/-15°

Exemplo 1.20

, ism .
Passar o nimero complexo — 2e’ % para as formas polar e cartesiana.

Solugao:

, . . i0
Este ¢ uma excelente exemplo, pois, lembrando a forma exponencial de um complexo, z = |z|e’ ,

parece que estamos diante de um absurdo, qual seja um numero com moédulo negativo. Acontece
que ai ndo existe modulo negativo, mas sim uma “multiplicagdo implicita”, conforme veremos a

seguir:

—2e"% =2 /5% =2 [150° = (~1)2) /150°
=(1/180° Y2 /150°)=2 /330° =2 /-30°

NS —

ndo ¢ usual
pois devemos

ter —180°<6<180°

que ¢ a forma polar.

A forma cartesiana ¢ facilmente obtida a partir da forma polar, ou seja:

z=2/-30° =2cos(-30°)+ j2sen(-30°)=

=1,732 - j1,000
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Observacio: As calculadoras eletronicas estdo em um estagio de desenvolvimento tdo elevado
que, aquelas que tem as rotinas RET — POL e POL — RET, assimilariam a transformacao
—2/150° diretamente para a forma cartesiana, pois, quando se entra com |Z| =-2, o software da

calculadora entende que isto ndo ¢ simplesmente modulo, e que existe uma multiplicacao
implicita. Estd duvidando? Pois entdo pegue uma e execute a operagao!

d) Divisao

e~ z , .
A divisdo de duas grandezas complexas, z, =", ¢ definida como z, =z,.z; se z, #0.
z
2

Em coordenadas retangulares temos:

Z X+ :(’ﬁ + j(xz _jyzj

Z, X+ Y Xy + v, N\ X, = jy,
onde o processo de racionalizagdo foi efetuado utilizando-se o complexo conjugado do denomi-
nador.

Finalmente,
4| M5t +j Ko — X)) (68)
Z X3+ X5+

e na forma exponencial,

0 | |
_ 4 (6,-6,)

Z _ |Zl|e

- =
2 |Zz|e |Zz|

0 que nos conduz a

z i(0, — z
ﬂ—ue’(e‘ 6,) :% 91 —92 (69)

z, |z

Conclusoes:

1*) Da equagdo (69) concluimos que:

_ |Zl|

|Zz|

Zy

)

(70)

ez/ :91_92- (71)
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2%) Nao ¢ dificil mostrar que

*

(ij =2 sendo z, 20| (72)

Z )

3%) Fica entdo evidente que a multiplicacdo e a divisdo de grandezas complexas sdo mais
facilmente efetuadas na forma polar, a menos que, conforme ja dito anteriormente, se tenha uma
calculadora eletronica mais sofisticada.

4% E importante notar que multiplicar uma grandeza complexa por j = ¢” =1 /90° nio altera o
seu modulo, mas soma 90° ao seu angulo de fase. Raciocinando em termos da representacdo por
meio de segmento orientado no plano complexo, a multiplicagdo por j gira o segmento orientado
de 90° no sentido anti-horario. De modo analogo, a multiplicacdo por — j= e =1/-90°
também ndo altera 0 modulo da grandeza mas, neste caso, hd uma subtracdo de 90° na fase, ou
seja, o segmento orientado ¢ agora girado de 90° no sentido horério.

5% Similarmente, se multiplicarmos um niimero complexo por e’* =1/0 | ndo alteramos o seu
modulo; apenas acrescentamos o ao seu angulo de fase ou, em outras palavras: giramos o
segmento orientado que representa o complexo de um angulo a no sentido anti-horario. Se a

multiplicagdo for por e/ =1/ =0 o giro sera no sentido horario.

6%) Das propriedades e definigdes vistas até entdo resultam as leis comutativa, associativa e
distributiva usuais:

2,2, = Z,Z) (73)

z,+z,=2z,+z (74)

Z -(22-23): (Zl-Zz)-Zs (75)

Z +(Zz +Z3): (Zl +Zz)+23 (76)

A .(22 + 2z, ) =2z.2,+2z.z4 77)

(z,+2,)z,=z.2,+ 2,2, (78)

Exemplo 1.21
Dividir os seguintes nimeros complexos:
a) z;=4-jSez,=1+j2
b) z, = 4ej% ez, = 2@1%

¢) z,=8/-30° ¢ z,=2/-60°
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Solugao:
2 7 _4-j5 _(4-j5)1-j2 :—6—j13:_§_j£
z, 1+j2 (1+jj2 \1-j2 5 5 75
i .
b) Z—3=4e%=2e1%
Z4 261%
9 z _8/=30° _ 30°
z, 2/-60°

Exemplo 1.22

Determinar o resultado da expressao

(500)(2000&) (250/30° }1000)

50042000 /=30° 250/30° +1000

Solucgao:
Temos entao:

1000000 /=30° 250000 /30°

T500+1732— 71000 216,54+ j125+1000

_ 1000000 /—30° N 250000 /30°

- 2232 - 41000 1216,5+ j125

_ 1000000 /—30° 250 000/30°
24458 /—24,1° 1222,9 /35.9°

= 4089 /=59° +204,4 /24,1° =

= 406,7 — j42 +186,6 + j83,5 =
=593,3+ j41,5 = 594,8 /4°

e) Potenciacio
Consideremos, inicialmente, um nimero complexo genérico
z= |z|eje = |z|(cos 0+ jsen®)
Procedamos agora a potenciag@o deste nimero, ou seja,
n

z .

Temos entao:

2 =[de”]" = [#l(cos0+ jsen0)]'
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Assim sendo vem que:

z" =|2" e’ =|2|" (cos 6 + jsen )"
porém, da identidade de Euler,

e’ =cosnB+ jsennd

0 que nos permite escrever

2" =|z"e” =|2["(cosn®+ jsenn0)=|z["(cosO+ jsen0)' |  (79)
(*)

Dai concluimos que se
z=|ze” =2/ /0 =|z|(cosO+ jsen0)

podemos exprimir a poténcia nas seguintes formas:

2=z (80)

2" =|2"/n8| (81)

z" =|z|"(cosn®+ jsennB)|  (82), também conhecida como 1.* formula de De Moivre.

Considerando a parte assinalada com asterisco na equagao (79), concluimos também que:

(cos 0+ jsen 9)" =cosnO+ jsennb| (83), que ¢é reconhecida como sendo a identidade

de De Moivre.

Exemplo 1.23

Calcular (\/g + j)7 utilizando (a) a forma exponencial e (b) a 1.* formula de De Moivre.

Solugao:

a) Temos que:

4= yl) +1 -2

T
0 = arctg— = 30°= —rad
V3 6

Logo,

(\/§+j)= Zejg.
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Assim sendo,
i ] T
(\/§+j)7 :27] 6 2(27en{e’6J _
= 128(005 T+ jsen n)(congr jsen%) =

_ —128(§+ _]%j = —64(J§+ j)

|Z|=2

b
) 9=£rad
6

(\/§+ j)7 = 27{c0s7?n+ jsen%} = 128{c05(2n —%) + jsen(Zn —%ﬂ =

= 128{c05(— %’“j + jsen(— %“ﬂ = 128(— ? - ,%J _

= —64(\/3 + j)

Exemplo 1.24

Calcular (\/5 + j\/E )‘0 utilizando (a) a forma exponencial e (b) a 1.* formula de De Moivre.

Solucgao:
a) Temos que:
I G

0 =arctgl :45°:%rad
Logo,

\/§+j\/5= 2eiZ

Assim sendo,

J10m ST ) T
(\/E-F j\/z)lo =2 4 =2 2 = (210e’2“{e12J =

=1024(cos 2m+ jsen 27{00{%} +J sen(gﬂ =

=1024j
|Z|=2

b
) 9=£rad
4
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(\/5+jx/5)0 = 21°(cosm7n+jsenloTnJ =

= 1024[005(275 + %Tn] +j sen(2n + ZTIH =

= 1024(cos§+ jsengj =1024

Exemplo 1.25

j100(1- j2)
—3+ja)-1-j

Determinar o resultado da expressdo z = ( ) tanto na forma polar quanto na

retangular.

Solugao:

Inicialmente vamos passar cada um dos fatores para a forma polar:

__ (100/90° W5 /6340 (100/.90° N5/ =1268°)
(5 £1269° W2/=135° ) (5/1269° \2/=135° )
=70,9/-28.7° =62 j34

Solugao Alternativa:

Vamos manter os fatores na forma retangular e racionalizar a frag@o resultante:

ooy —20G2)+ G|
[(=3)=1D+ (3 5)+ (74X D)+ (4)- )]
_j100[1 - j4—4] j100[-3- j4]
B+j3-javs] T7-j
_100[4—j3] [100(4—-j3) [ 7+j)
Y { 7-j }(HJ_
~100(31-j17)
4941

= 62— j34

f) Radiciacao:
Diz-se que um numero w ¢ a raiz n-€sima de um numero complexo z se
w=4z=2"

que € equivalente a

w =7Z.
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Para determinar as » raizes distintas do nimero z vamos considera-lo em sua

forma trigonométrica

= |z|(cos 0+ jsen®)

e representemos, também em forma trigonomeétrica, a raiz que desejamos encontrar:

= |w|(cos ¢+ jsen

0).

Utilizando a 1.* formula de De Moivre, a equagdo z" =n assume a seguinte

forma:

|w|" (cosnp+ jsenng)= |z|(cos 0+ jsend).

Uma vez que a igualdade dos nimeros complexos requer a igualdade das partes
reais e das partes imaginarias, separadamente, devemos ter:

|w|" cosng = |z| cos O

|w|" sen ne = |z| sen 0

Tais equagdes, por sua vez, sdo equivalentes a

n
" =

np=0+2kn

ou s¢ja,

|w|=% e (/,ZM(](:O,I,L...J—
n

(k=0,1,2,...,n—

1)

)

Seque-se entdo a expressdo conhecida como 2% formula de De Moivre:

w=1/7 = '(/M{cos(e + 2km

sendok=0,1,2,..,n—

I.

J+jsen

[

0+ 2kmn

-

0+ 2kn

Que também pode ser expressa para o argumento em graus,

sendo k=0, 1, 2, ..., n—

Ve \/;_%/7[ ( +k360°)+

L.

(9°+k360"ﬂ \/7 0°+£360°

(84b)

(84a)
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Esta formula produz n raizes distintas w,, w,, w,,..., w, ,, todas com o mesmo

n-1°

modulo e com argumentos

0 o
o, =6+2kn=9 + k360 k=0.1.2, in—1,
n n

que estdo situadas sobre a circunferéncia centrada na origem e com raio %/|z| , sendo os vértices

de um poligono regular de n lados, conforme ilustrado a seguir:

Fig. 1.25

Casos particulares:

1°) Raizes da unidade:

Quando z =1, o angulo O assume o valor zero ¢ a formula (84) reduz-se a :

2kn . 2w A o k360°
w=|cos—+jsen— |=e =1 /== =1
n n n n (85)

sendo k=0, 1, 2... n-1
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Considerando

2
2n 2n =

QQ=cos—+ jsen—=e¢e "
n n

e utilizando a identidade de De Moivre, vemos que as n-ésimas raizes da unidade sdo dadas por:

,Q,0Q°,...,Q""

A figura 1.26 ilustra as raizes no caso n = 6, onde

Q:cosz?ﬂ+jsen2?ﬂ:cos%+jsen%:0,5+j0,866:e"”/3

Q= =05+ j0,866=Q"
Q' =e" =—1

4n

3 =—0,5- j0,866=-Q

St

O°=¢'3 =0,5- j0.866=0Q"

j

Q' =¢

s 4

Fig. 1.26
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2°) Raizes quadradas:

=l e = L5 = el L4
Z_\wl Jd e %=zl /n+ 9% =l /180°+

3°) Raizes cubicas:

/ w =3l #=3l /% =y /%
sz :i/ﬁe j“’*“%zg\/ﬁ / (0+25) — \/E / (or+360) (87)
w—3\/7 e \/7/9+4‘n:/ \/7/9+7203/

(86)

Exemplo 1.26

Determine os valores das seguintes raizes:

SNIE b) 3/-8J; o) VT d) ,/%(H,\/E)

e represente-as no plano complexo.

Solugao:

a) \/7
Temos que z=j=ej%:> e

Pela expressao (86):

wy =1 /45° =1 /45° =cos 45°+ jsen 45°= 0,707 + j0,707

=1 /180°+45° =1 /225° =1 /~135°=cos(~135°)+ jsen(135°) = —0,707 — j0,707
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i 2

Fig. 1.27
b) i/-8j

|Z| =8
Temosquez=-8j=8¢” =1 e

0="-%=-90°
Pela expressao (87),

w, =3/8 /=30° =2[cos(~30°)+ jsen(-30°)] = 2(0,866 - j0,5)=1,732— j
W, = 3\/§/(—90°+360°)/3 =2 /90° =2(cos90°+jsen90°) = 2 j

w, =38 /(-90°+720°)/3 =2 / 210° =2 / —150°

=2[cos(~150°) + jsen(—150°)]=2(- 0,866 — j0,5)=—1,732 — j

A

2

Fig. 1.28
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c) 1
Temos que z=1 e, pelaexpressio (85), comn=38, w=1 i k3§0 =

=1/k45° sendok=0,1,2,..., 7 no presente caso.
Assim sendo,

w,=1/0° =cos0°+jsen0°=1

w, =1/45° =cos45°+jsen45°=0,707 + j0,707

w, =1/90° =c0s90°+;sen90°= j

wy, =1/135° =cos135°+jsen135°=-0,707 + j0,707
w, =1/180° =cos180°+;sen180°=—1

w, =1/255° =1/ —135° = cos(~135°)+ jsen(-135°) = —0,707 — j0,707

wy =1/270° =1/-90° = cos(—90°)+ jsen(-90°) = —j

w, =1/315° =1 /-45° =cos(-45°) + jsen(— 45°)=0,707 — j0,707

yA
1w
W, 0,707 W,
/1 g
W, ~0,707 13 45° 0707 R
— 0T —45° 1 2
W, 0707 w,
_1 W6
Fig. 1.29

d) 1/%(Hj\/g):

Temos que z=%+j§3{|z|= (%)24_(@)2 =J1=1

0=14=60°
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Pela expressao (86),

W, = V1 /30° =cos30°+jsen30°= 0,866+ j0,5

w, =1 /180°+30° =1 /210° =1/ =150° = cos(~150°) + jsen(—150°)=—0,866 — j 0,5

0,5 N0

—-0,866

"y

Fig. 1.30

Exemplo 1.27

Determinar o conjunto-solugio em C da equagdo w* +4=0.

Solugao:

Temos:

wrd=0onw'=dow=4-4

isto significa que devemos calcular as raizes quartas de z = — 4. Temos entdo:

|z|=4

z=-4=4¢" =
0=n=180°

Utilizando a expressdo (84), comn =4, w=4% |Z|{COS(MJ +

sendo £ =0, 1, 2, 3 no presente caso. Assim sendo,

(180°+k360°ﬂ
en T .
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wo=\/5£=\/5[00s45°+jsen45°]=\/_[£+ £J—lJr]

:\/55135o =\/E[cos135°+jsenl35°]=\/_(—£+ £J=—1+j

=2 /255° =2 / —135°=
= \2[cos(—135°)+ jsen(~135°)] = ﬁ(—g—jﬁJ =—1-j

2

=2 /315° =2 /-45° =\/E[cos(—45°)+jsen(—45°)]=x/_(i— £J 1-j

Logo o conjunto solugdo é:

S={1+j, -1+ j, -1-j,1- j}

1.13.5 A Desigualdade do Tridngulo

Em alguns trabalhos sobre nimeros complexos, este € um item que aparece logo
no comeco, visto que, no mais das vezes, ¢ apresentada uma demonstracdo para ela baseada
puramente em uma propriedade geométrica dos tridngulos. Nesta oportunidade, vamos também
apresentar uma demonstracdo analitica , pelo que optamos por aguardar um maior
amadurecimento do estudante com relacdo aos varios conceitos basicos.

Vamos entdo considerar dois pontos do plano complexo associados aos niimeros
z, € z,, conforme apresentado na figura 1.20.

Temos entao:

|Z1 +22| S|zl|+|zz| (88)

A demonstragdo geométrica segue o fato de que os pontos0,z,,ez, +z, sdo os

| e|z1 , € um lado ndo pode exceder a soma dos

vértices de um triangulo de lados

outros dois.

E também interessante notar que a desigualdade se torna uma igualdade
quando os pontos 0,z,, ez, sdo colineares.

Para demonstrar a desigualdade algebricamente vamos escrever, baseados
nas expressoes que envolvem complexos conjugados, que

|z, + 22|2 =(z,+2,0z,+2,) =(z,+z, )(z1 +z )= 7,2, + (zlz; +2,2 )+ z,2,
porém

* * ( *)*
22y =212y, =\Z12,



