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Vamos continuar o estudo de trigonometria. Nessa aula, veremos como resolver equagdes e
inequacgoes trigonométricas. Também estudaremos o valor de algumas razdes trigonométricas ndao
triviais que podem ser cobradas na prova.

Se vocé ja possui um bom conhecimento de trigonometria, va direto para a lista de questdes e treine!

Sempre que vocé tiver duvidas, criticas ou sugestdes nos procure no férum de duvidas ou
entre em contato comigo:
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1. Lei dos senos e cossenos

1.1. Lei dos senos

a b c

send senB senC

A lei dos senos afirma que a razdo entre cada lado do tridngulo e o seno do angulo oposto é
igual a 2R, sendo R o raio da circunferéncia que a circunscreve.

Demonstragao:

Seja ABC um triangulo qualquer representado pela seguinte figura:

A

Podemos tracar um tridngulo A'BC tal que A’ seja a o ponto da intersec¢3o da reta que passa
pelo centro da circunferéncia:

Perceba que o tridngulo A'BC é retangulo em C, essa é uma propriedade do tridngulo inscrito
em uma semicircunferéncia. Ainda pela figura, como os dngulos A e A’ enxergam a mesma corda
BC, podemos afirmar que elas sdo iguais A = A’. Aplicando o seno no tridngulo A'BC, encontramos:
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Analogamente para os outros lados.

1.2. Lei dos cossenos

Seja ABC um triangulo qualquer e a, b, ¢ sdo seus lados. A lei dos cossenos afirma que:

a? = b? + ¢? — 2bc cosA
b? = a? + ¢ — 2ac cosB
c? = a? + b?> — 2ab cosC

Demonstragao:

Devemos dividir em dois casos, um para o triangulo com angulo agudo e outro para o
triangulo com angulo obtuso.

1) Considere o triangulo ABC dado pela figura abaixo:

Podemos ver que o triangulo ADC é retangulo, entdo podemos aplicar o Teorema de
Pitagoras:

b? =h?+n? (I)
Analogamente para o triangulo ADB:
c2=m?+h* (I)
Também, de acordo com a figura, temos:
n=a—-—m (II)
De (II), temos h? = ¢? — m2. Substituindo (II) e (I1I) em (I), obtemos:
b? = ¢* —m? + (a — m)*?

b? = c? —m? + a? — 2am + m?

g Aula 01 - Trigonometria Il
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b? = a%?+ c* —2am (IV)
Observando o triangulo ADB, podemos escrever a seguinte relagdo:
m = ¢ cosB
Substituindo em (IV'), obtemos a lei dos cossenos:
b? = a? + ¢? — 2ac cosB

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.

2) Seja ABC um triangulo dado pela figura abaixo:

B

Os triangulos BAD e BCD sao retangulos, desse modo, podemos escrever:
c2=m?+h?=>h =c2-m? (I
a* =n*+h%* (1)
Observando o tridangulo BCD, temos a seguinte relacao:
n=m+b (III)
Substituindo (/1) e (I) em (II), obtemos:
a?=(m+b)?+ c? —m?
a’ =m?+2bm + b? + ¢ —m?
a’ = b%+c?-2bm (IV)
No triangulo BAD, temos:
m = ccos(m—A) = —ccosA
Substituindo essa identidade em (IV):
a’* = b%*+c*—2bccosA

Os outros lados podem ser provados usando a mesma ideia.
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2. Equagoes Trigonomeétricas

2.1. Equagoes Fundamentais

Vamos aprender a resolver equagdes trigonométricas. A maioria das equagdes trigonométricas
podem ser resolvidas se conhecermos as equagdes fundamentais. Vamos apresenta-las:

Equagdes Fundamentais

@) sena = senf
(1n cosa = cosf
(1) tga =tgp

(I) sena = senf
Para resolver essa equacdo, temos que considerar dois casos:

1) @ e f sdo congruentes, entdo o = B + 2km, k € Z. Perceba que temos que somar o termo
2km para encontrar todos os angulos que tornam essa igualdade verdadeira. 2km é o termo que
representa k voltas completas na circunferéncia trigonométrica.

2) a e [ sdo suplementares, entdo a = m — [ + 2km, k € Z. Nesse caso, devemos lembrar
que a func¢do seno repete seu valor no primeiro e segundo quadrantes e, por isso, temos que
considerar o caso desses angulos serem suplementares um do outro.

Vamos usar o ciclo trigonométrico para melhor visualizagao:

senx

cosT

8  AulaOl- Trigonometria Il
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(II) cosa = cosp
Nesse caso, também temos duas possibilidades:
1) a e  sdo congruentes, entdo a =  + 2km, k € Z.

2) a e f sdo replementares (replementares sdo angulos que a relagdo a = 2w — f8). Assim,
temos a = 2m — B + 2km, k € Z. Perceba que podemos incluir o termo 2w em 2km, k € 7Z. Dessa
forma:

a=—L+2kn k€L
Ciclo trigonométrico dos casos:

SeENnT

cosxT

(1) tga = tgpB
A funcdo tangente repete seu valor para dois casos:
1) a e f sdo congruentes, entdo, @ = B + 2km

2) @ e § tém imagens simétricas em relagdo ao centro do ciclo, entdo, « = w +  + 2km, k €

Essas duas solu¢des podem ser escritas em uma so:
x=F+kn k€L

Ciclo trigonométrico dos casos:

g Aula 01 - Trigonometria Il
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A
senT tgx

tg(m + ) = tg(B)

CosT

RESUMINDO
T I
sena = senf a=pf+2kroua=n—L+2kn,k€Z
cosa = cosf a=+1p+ 2k, k €Z
tga = tgp a=pf+kmk€Z

2.2. Equagoes Classicas

Além das equag¢des fundamentais, temos as equagdes classicas. Vamos aprender a resolvé-
las.

Equagdes Classicas

€)) asenx + bcosx = c (a,b,c € R")

(I1) a(senx + cosx) + bsenxcosx = c (a,b,c € R")

g Aula 01 - Trigonometria Il
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(I11) sen*x + cos*x = a (a € R) ‘

(IV) sen®x + cos®x = a (a € R) ‘

(I) asenx + bcosx = ¢

Método 1:
SeVa? + b? # 0, podemos dividir essa equacdo por Va? + b?:

asenx 4 bcosx c
Vaz +b?2 VaZz+ b2 a?+ b2
Essa divisao se baseia no seguinte triangulo retangulo:

a
Assim, podemos escrever:
p b
sen = ———
va? + b?
p a
c0S0 = ———
va? + b?
Substituindo na equagao, obtemos:
c
cosOsenx + senfcosx = ———
va? + b?

A expressao a esquerda é a fdrmula da soma do seno, assim, temos:

sen(x +0) =

c
va? + b?
Com essa equacao, basta encontrar o valor dos angulos que satisfazem essa equac3o.

A solucao é dada por:

x+0=arcsen( >+2kn,kEZ

C
N
Ou
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x+0=n—arcsen( )+2kn,kEZ

Cc
JZ 152

FIQUE

ATENTO!

Para usar esse método, devemos nos atentar a condicao de existéncia:

C
|m

Que é o mesmo que dizer:

<1

Método 2:

Podemos usar as seguintes identidades:

N————

N—

Fazendo t = tg (g)

Substituindo na equacao:

( 2t )+b 1 — t? B
\1+¢2 1+¢e2) €
2at + b — bt? = ¢ + ct?

(b+)t?—2at+c—b=0

Para encontrar as solugdes, basta resolver a equagao do segundo grau acima.

(II) a(senx + cosx) + bsenxcosx = ¢
Podemos fazer z = senx + cosx e, assim, obtermos:
Z = senx + cosx

Elevando ao quadrado:
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z2—-1

7% = sen’x + 2senxcosx + cos? x = z? = 1 + 2senxcosx = senxcosx =

2

Substituindo na equagao:

b(z?> - 1)
— = c
bz?+2az—b—2c=0

Dessa forma, a solucdo é dada pelas raizes da equacdo do segundo grau acima.

az +

Para encontrar a solucio em x, devemos resolver sen(2x) = z? — 1.
A solucdo é dada por:
2x = arcsen(z? — 1) + 2km, k € Z
Ou
2x =m —arcsen(z? — 1) + 2km,k € Z

(II1) sen*x + cos*x = a

Podemos fatorar essa equacgao:

2
(senzx + cos? x) — 2sen?xcos’x = a
1

1 — 2(senxcosx)? = a
sen(2x) 2 _1-a
2 2

|sen(2x)| = 2(1 —a)

sen(2x) = +/2(1 — a)

Devemos analisar a condi¢ao de existéncia:
Condicao do radical:
1-a=20=>a<1

Condigao do seno:
1

ost1—ms1:a2§

Intersec¢ao das condigdes:

N =
IA
Q
IA
=

A solucao é dada por:

2x = arcsen (iw/Z(l — a)) + 2km, k €Z

Ou
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2x = T — arcsen (iw/Z(l — a)) + 2km, k €EZ

(IV) sen®x + cos®x = a

Podemos usar a seguinte identidade:

sen®x + cos® x = (senzx + cos? x) (sen*x — sen?xcos?x + cos* x)
1

sen®x + cos® x = sen*x + cos* x — sen?xcos?x
1-2sen?xcos?x

sen®x + cos®x = 1 — 3sen?xcos?x
Assim, substituindo na equacao, obtemos:

1 — 3sen?xcos’x = a

l—a=3 (sen(Zx))2

2
sen?(2x) = M
3
|sen(2x)| = M

3
sen(2x) = + /@

Devemos analisar a condicao de existéncia:

l1—-a=20=>a<1

4_ —
0 < fMSl
3
3

1
4(1—a)<3=>1—-a<->a=2—-
(1-a) a 2 a 2

Intersec¢ao das condigdes:

Sl
IA
Q
IA
=

A solugao é dada por:

4(1—a)
2x = arcsen| + —3 + 2kn,k €Z
Ou
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T

4(1—a)
2x =m —arcsen| + —3 + 2k, k € Z

HORADE

PRATICAR!

1. Resolva as seguintes equacoes:
V3
a) senx = -
b)cosx =1
c)tgx =3
d) cossecx = 2
T
e)tg(5x) =tg (E)
f) sen?x = 1 + cosx
g) 4cosx + 3secx = 8
h) 2 — 2cosx = senx - tgx
i) 1+ 3tg?x = 5secx
j)cos3x —cosx =0
[) sen3x + cos3x = ?

Resolugao:

V3
a) senx = Y

Sabemos que sen (g) = é—g, entdo a solucdo é dada por:
X =§+2knoux =n—g+2kn,k EZ
=>x=§+2kﬂoux=2?"+2k7r,kEZ
b) cosx =1
Sabemos que cos(0) = 1, entdo:
x=2kn,k €Z
c)tgx =+3
Sabemos que tg (g) = /3, desse modo:
X = g +km,k€Z
d) cossecx = 2

=2 = senx =

N |-

cossecx = 2 =
senx

x=§+2knoux=5?ﬂ+2k7r,kEZ
&) tg(5x) = tg (%)

5x=§+kn,kEZ

p Aula 01 - Trigonometria Il
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x=£+k—n,kEZ
25 ' 5
f) sen’x = 1 + cosx
1—cos?x =1+ cosx
cos?x + cosx =0
cosx(cosx+1) =0
cosx=0=>x=§+k7t,kEZ

Ou
cosx =—1=>x=m+ 2knt

g) 4cosx + 3secx = 8
Condicdo de existéncia: cosx # 0 = x # g+ km, k €Z

3
4cosx + — =
COSX
4cos®?x —8cosx+3=0
4+\J4 3 1
COSX = — == ou-
4 2 002

Sabemos que —1 < cosx < 1, entdo:
cosx=§=>x= +g+2kn,k EZL

h) 2 — 2cosx = senx - tgx
Condicao de existéncia: cosx # 0 = x # §+ kn,k €Z
2 — 2cosx = senx - ==
CcOoSXx
sen?x

2 — 2cosx =
CcoSXx
(2 — 2cosx)cosx = 1 — cos? x
2cosx —2cos?x +cos?x—1=0
—cos?x + 2cosx—1=0
cos?x —2cosx +1 =0
(cosx —1)>=0
cosx=1=2>x=2kn,keZ

i) 1+ 3tg%x = 5secx
Podemos usar a identidade:
sec?x =1+ tg%x
1+ 3(sec®?x — 1) = 5secx
3sec’x —5secx —2=0

5+v49  5+7 1
secx = . =T=20u_§

Como secx = 1,Vx € R, temos:
secx = 2 = cosx =

:>x=i§+2k7t,kEZ

N |-

j) cos3x —cosx =0
Usando a férmula do arco triplo do cosseno, temos:
cos3x = 4 cos® x — 3cosx

4 cos® x — 3cosx — cosx = 0
4 cos®x —4cosx =0
cosx(cos?x—1)=0

cosx=0=>x=§+kn,kEZ

Ou

Aula 01 - Trigonometria Il
www.estrategiamilitares.com.br

o




Professor Victor So
Aula 01: EsPCEx 2021

cos’x=1=>cosx=+1=>x=km,k€eZ

NS

I) sen3x + cos3x =

Essa é uma equacio classica. Vamos multiplica-la por v2/2:
V2

2

sen3xcos G) + sen G) cos3x = i

V2 1
sen3x + 7c053x =3

Sen(3x+g)=§
3x+E=E+2kT[=>3x=—£+2k77,'=>x=—l+2k_n,kez
4 6 12 36 3
Ou

Ix+E=L 1 2dkn=3x =Lt 2knox =2+ kez
4 6 12 36 3

Gabarito:
a)x=§+2knoux=2?"+2kn,kez
b)x =2kn, k€ Z

)x=>+kmkeZ
d)x=§+2knoux=5§+2kn,kez
e)x=_+= kEL
f)x=§+knoux=n+2kn,kez
glx=t>+2km ke

h)x =2km, k€ Z
)x=+3+2km ke

i)x=km, kel

b4 2km 7t 2km
=0T =—+4+— EZ
1) x 36+ ; oux 36+ 3 Jk

3. Inequag¢oes Trigonomeétricas

Para resolver inequagdes trigonométricas, devemos aprender a resolver os 6 tipos diferentes
de inequacgdes.

Seja a um numero real dado:

Inequag¢des Fundamentais

) senx = a
(1n senx < a
(1) cosx = a

& Aula0l- Trigonometria Il
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(v) cosx < a
(2] tgx = a
(4)) tgx <a

() senx = a

Sempre que resolvemos inequagdes, podemos usar o grafico para nos ajudar a ver o
resultado. Vamos usar o ciclo trigonométrico e inserir sena = a:

!
senx

COSI

Observando o ciclo, podemos afirmar que os valores do seno que sao maiores ou iguais a a
devem pertencer ao intervalo:

arcsen(a) + 2km < x < w — arcsen(a) + 2km, k € Z

(I senx < a

Sendo sena = a, podemos usar o ciclo trigonométrico:

p Aula 01 - Trigonometria Il
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SENT

cosST

Observando a figura, podemos afirmar que os valores de x que satisfazem a inequacao sao
dados por:

0+ 2km < x < arcsen(a) + 2kn,k € Z
Ou

m —arcsen(a) + 2kn < x < 2w + 2km, k € Z

(IIT) cosx = a
Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a, temos:

SenT

COsT

g Aula 01 - Trigonometria Il
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Pela figura, podemos ver que as solu¢des em x sdo dadas por:

—arccos(a) + 2km < x < arccos(a) + 2km, k € Z

(IV) cosx < a

Usando o ciclo trigonométrico e considerando cosa = a:

[}
senx

Podemos ver que a solucado é dada por:

arccos(a) + 2kn < x < 2w — arccos(a) + 2kn

N tgx=a

Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico, temos:

p Aula 01 - Trigonometria Il
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]
sene tgx ;
m
2
a
T ¥ 0
cosx
T+
3T
2

Analisando a figura, podemos ver que as solug¢des sdao dadas por:
T
arctg(a) + 2k < x < > + 2km, k €Z
Ou
3
m+arctg(a) + 2knr < x < > + 2kn
Podemos resumir essas duas solugdes:

/4
arctg(a)+k1r§x<5+k1t,ke Z

VD tgx<a

Fazendo tga = a e usando o ciclo trigonométrico:
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A '}
SenT tgm
™
2
a
T ¥ 0
CcOST
T+«
3T
2

Pela figura, podemos ver que a solucao é dada por:
T

2+k1t<x§1t+arctg(a)+kn,k€Z

HORADE

PRATICAR!

2. Resolva as seguintes inequacgdes:

a) [senx| = ?

=

b) senx + cosx = ~

c) cos? x > %
d) tg3x + 3 > 3tgx + tg?x
e) sen®x + cos® x < 1—76

Resolugao:

3
a) [senx| > \/Z—_

Vamos usar o circulo trigonométrico para nos auxiliar:

/s V3 o
Sabemos que sen 3) = - entdo, temos:

p Aula 01 - Trigonometria Il
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SET.

w3

Ccos:I

Podemos ver que os valores de x que satisfazem essa inequacao é:
2
SH+2km<x<T+2kmk €L

4{+2kn§x35§+2kn,kez

b) senx + cosx > g

Vamos multiplicar a inequagao por \/E/Z:
V2
2
senxcos (E) + sen (E) cosx >+
4 4 2
sen (x + E) = z
4 2

V2 1
senx + > coSsx = 2

Usando o ciclo trigonométrico:

senr

CoOsST

Assim, a solucao é dada por:
%+2kn£x+%£5§+ 2knt,k €Z
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Iy 2kn<x<Z+2km k€
12 12

1
c) cos?x > 3
Como ambos os lados sdo positivos, podemos escrever:

1
cos?x > \/;
V2

V2
cosx = ~ oucosx < -5
Esbocando o ciclo trigonométrico:

[
sene

A solucao é dada por:
—>+2kn<x <~ +2kmk €T
Ou
T+ 2km <x <+ 2kmk el
Podemos resumir essa solugao em uma unica:
—T+kn<sx<T+kmkeZ
d)tg3x + 3 > 3tgx + tg*x
Vamos fatorar as expressoes:
tg3x —tg?x +3 —3tgx >0
tg?x(tgx — 1) +3(1 —tgx) > 0
(tgx — 1)(tg?x —3) >0
Possibilidades:
tgx—1>0 tgx—1<0
{tgzx—B >0 %Y {tgzx—B <0
Para o primeiro caso:
tgx—1>0=>tgx>1
tg?x —3>0=tgx >3outgx < —/3
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Fazendo a interseccdo das condigdes, temos:
tgx > V3

SENT

™
2

w3y

tgx

A solucao é dada por:

Para o segundo caso:
tgx <1
E

—V/3 < tgx <3

Fazendo a intersecgao:

—\/§<tgx<1
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cosT

A solugao é dada por:

—§+kﬂ<x<%+k7r,kEZ

Portanto, a solucdao completa é:
§+kn<x<§+knou —g+kn<x<%+kn,kEZ

7
e) sen®x + cos® x < —
16
Vamos usar a identidade:
sen®x + cos® x = 1 — 3sen?xcos?x
7
1 — 3sen?xcos?x < =

2
9 <3 (sen(Zx))
16 2
3 sen?(2x)
16 4

sen?(2x) > %
sen(2x) > ? ou sen(2x) < —?

Usando o ciclo trigonométrico para visualizar a solugao:
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[}
senx

Assim, podemos concluir:
Stkr<2x<Z+kmkel=s>i+ T <x<i+T ke
Gabarito:
a)§+2kn$xsz?”+2k1tou 2—"+2kn$x£53—n+2kn,kez
b)— = +2km < x <+ 2km k€ L
-T+kr<x<Z+kmkel
d)§+kn<x<§+knou —§+kn<x<§+kﬂ:,kEZ

e)§+k1t<2x<2?”+k1t,kEZ=>§+k7"<x<;—t+k7”,kEZ
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4.1. Tabela de Angulos Trigonométricos

e[ | o | o | w
0° 0 0 1 0
{50 L V2-v3 V6-v2 V2+V3 _ V6+v2 23
12 2 4 2 4
18° z V51 10 + 2V5 _V5-1
10 4 4 10 + 2v5
36° i V10 — 25 V5 +1 10 — 25
5 4 4 V5 +1
T
30° T 1 V3 V3
6 2 2 3
22,50 z 2 — \/z 2+ \/i \/E -1
8 2 2
T
45° - V2 V2 1
4 2 2
T \/§ 1
60° — Vs - 3
3 ) 2 V3
T
90° E 1 0 Nao existe
180° T 0 1 0
3
270° 7” —1 0 Nio existe
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4.2. Lei dos senos e cossenos

4.2.1. Lei dos Senos

a b c
2R

senA senB senC

4.2.2. Lei dos Cossenos

a’ = b? + ¢?> — 2bc cosA
b? = a? + ¢? — 2ac cosB
c?2 = a? + b? — 2ab cosC

4.3. Equagoes Trigonométricas

sena = senf a=pF+2knroua=n—-L+2kn,k€Z
cosa = cosf a==xp+2kn
tga = tgp a=p+kmk€Z
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4.4. Inequagoes Trigonométricas

Inequagoes
Fundamentais

Ciclo Trigonométrico

senx

arcsen(a) + 2km < x

senx > a - - — ©
x < —arcsen(a) + 2km
keZ
,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0 + 2k < x < arcsen(a) + 2kn
-~ Ou
senx < a - : m — arcsen(a) + 2km < x

x < 2w+ 2km
keZ
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coSx = a
k€eZ

! —arccos(a) + 2km < x
T o ;a 0 e
K N x < arccos(a) + 2km

X = arccos(a) + 2km

v
|
H
21 — a :
T /_ o Ea 0 e

cosx < a I ="
t x < 2w — arccos (a) + 2km
5 ke

senx tgx

/ 0 T
: - arctg(a) + km < x < 5 +kn,ke€Z

tgx =2 a
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senx tgx

Wiy

I
tgx <a > +kn <x <m+arctg(a) + kn

T+

@
3

5. Lista de Questoes

a UESTORg
"

) 4

Lista de Questoes Sem Comentarios

3. (Espcex/2019)

O nimero de raizes da equagdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 nointervalo 0, 27| é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e)d

4. (Espcex/2018)

O conjunto solugdo da inequac¢do 2sen®x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27t] é
2w 4T

a) [—,—
3’3

b) [E 57

3’ 6

C)[ES_”
3’3
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d) [n 271' U [4_71’5_71'
3 3 3
) 3 5_7'[] [71r 101
’ 6

5. (Espcex/2017)
A soma das solucdes da equacgdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), é igual a
) ST
a 3
b) 2m
71T
C) ?
dmn
8T
e) ?

6. (Espcex/2015)

10g10 3
Seja = S —
J ﬁ 2 10g10 3- 10g10 7

[0,2m), éigual a

B
O conjunto solucdo da desigualdade 3°°S® < (%) no intervalo

a) 0,

b)

S e

w IS
N
=)

—

c)_

|

)
N
=)

—

e)

NER

N
=)
—

7. (Espcex/2015)

A soma de todas as solucdes da equagdo 2 cos®(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a) 2w
b) 3w
c)4n
d) 5w

e) 6m
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8. Exercicio de Fixagao

Resolver a equacgao na variavel x

T
x%sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < >

9. Exercicio de Fixacao

. . ; . . T
Determine o conjunto dos numeros reais x tais que sen (Zx - g) = 0.

10.Exercicio de Fixagao
Resolver em R:
a)sen’x =1

T
b) sen (3x — E) =0

1 coSsx
)

sen?x senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0
f) V3cosx + senx = 1

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

11.Exercicio de Fixagao
Resolver em [0, 27 |:

sen(x+%)+sen(x—%)=g

12.Exercicio de Fixagao

Para que valores de m,m € R, a equagao m - senx + cosx = m tem solugao?

13.Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27[:

1
sen3x - cosx — senxcos3x = "

14.Exercicio de Fixagao
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Resolva as seguintes equagodes:
a) sec? x = 2tgx

b) (1 + cosx)tg (g) =0

1+senx 1

c) =-

1+cosx 2

15. Exercicio de Fixagao

Resolva as seguintes inequacdes:

a) ltgx| >3

b) cosx

c) ZCosx(cosx — \/§tgx) <5

1+cos2x

d)cotgx+ - 2>O
cos?(2x)
e) =, = 3tgx

16.Exercicio de Fixagao

VA
Calcular sen (—)
10

Gabarito

©oo N U
O T T O QO

S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}
s

10.§ = {6:7,ke z}

11.a) x :E+ km, ke Z

Y3

b)x ="+ k€L
c)x=§+k1tkeZoux=—%+knkEZ

dx= l—@ kEZoux—g—Zk—" kel
e)ng—& kEZoux—kn—E,kEZ

f)x—;+2k1t,k€Zou x_—§+2kn,kez
g)x=k—:,kEZoux=k1t,kEZ
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h)x=2kn,k€Zoux=g+2kT",k€Z
m 51
12.5 = {3 7]
13.vm e R
3 7t 11m 157
14.8 = (5555

15.x = 2kmou x = —2a + 2km, k € Z e a = arccos (\/ig)
16.2) 5 + km < x <=+ km k € Z

b) %+ 2km < x <=+ 2km

)X +2km <x <+ 2km k€L

d)m+2km < x <=+ 2km k € Zou2km < x < T+ 2km k € L

e kr<x<T+kmkeZouZ +kr <x<m+kmk€Z
17.Demonstragao

Lista de Questoes Comentadas

4. (Espcex/2019)

O nimero de raizes da equacgdo 2 cos? x + 3cosx + 1 = 0 nointervalo 0, 2m[ é
a)o

b) 1

c)2

d)3

e)4d

Comentarios

Vamos encontrar as raizes da equagao:

cosx=_3i\ﬁ=—1ou—1
4 2
Paracosx = —1ex €]0,2n|:
cosx=—1=>x=m
Para cosx = —1/2:
1 21 41
COSX = —Z =X =— oux =—

Portanto, temos 3 raizes distintas.

Gabarito: “d”.

5. (Espcex/2018)

O conjunto solugdo da inequac¢do 2sen®x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27t] é
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(2 41

AT3

~

b)

~

c)

~

41T 5T
Ul—,=
3 3
i 7T 107
o[z, o
6 6

d)

~

e)

~

ol «|§ «|§ o|F

NEEREYEERIEERTE)

Comentarios
Reescrevendo a inequag¢ao, obtemos:
2(1 —cos?x) —cosx —1=>0
—2cos?x —cosx+1=0
2cos’x+cosx—1<0
Encontrando as raizes:

C12V9) L

= 1
cosx 2 >

1
2(cosx + 1) (cosx — E) <0

Estudando o sinal dessa fung¢ao, temos:

cos®
—1

b | =

Usando o ciclo trigonométrico:
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sSeENnT

E
3

CcCOsSxT

Assim, podemos ver que:

T 5
§+2anxS?+2kn,kEZ

Queremos as solugdes no intervalo ]0,21m], assim, temos:

EnSn
X133

Gabarito: “c”.

6. (Espcex/2017)

A soma das solucdes da equacgdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), é igual a

Comentarios
Desenvolvendo a equagado, obtemos:

2cos’x—1—cosx =0
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2cos’x—cosx—1=0
Encontrando as raizes dessa equacgao:

1i«/§_1 1
s T3

cosx =

Para x € [0, 2m):

cosx=1=2>x=0

1 2T 41
COSX=—E$X=?OUX=?
Somando as raizes:
2T 41
S=0 +?+? =21

Gabarito: “b”.

7. (Espcex/2015)

1 10g10 3

. . . . 3\ P .
Seja f =--———=%—— 0O conjunto solucdo da desigualdade 3°°S™ < (—) no intervalo
2 10g10 3—10g10 7 7

[0,2m), éigual a

a[o)

b) [E ST

3’ 3
0 |2, 2n]
d) |5, 27|
o) [Z, 2|
Comentarios

Simplificando f usando as propriedades do logaritmo, temos:

1 logy3

Substituindo na inequagao:

1
3605 < 32
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Como a fung¢do exponencial é injetora, temos:

Usando o ciclo trigonométrico:

Sene

Para x € [0,2m):

5

s
3

w| S
IA
R
IA

Gabarito: “b”.

8. (Espcex/2015)

A soma de todas as solucdes da equacdo 2 cos®(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a) 2m
b) 3w
c)4n
d) 57
e) 6m
Comentdrios
Vamos fatorar a express3o:
2 cos(x) (cos?(x) — 1) — (cos?(x) —1) =0
(2cosx —1)(cos?x—1) =0
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As raizes sdo dadas por:

1
coSx = E oucosx = +1

Para x € [0, 27]:

1 s 5n
cosx=§=>x=§oux=?
cosx=1=>x=0oux=2m

cosx=—1=>x=m
Somando as raizes, temos:
S=E+5—ﬂ+2n+n=5n
3 3

Gabarito: “d”.

9. Exercicio de Fixacao

Resolver a equacgao na variavel x

T
x%sena — 2xcosa — sena = 0,com 0 < a < E

Comentarios

Encontrando as raizes:

cosa +Vcos?2 a + sen?a cosa + 1
x = = = cotga * cosseca
sena sena

Portanto, as raizes sao dadas por:
S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}

Gabarito: S = {cotga — cosseca; cotga + cosseca}

10.Exercicio de Fixagao
Determine o conjunto dos numeros reais x tais que sen (Zx — g) = 0.

Comentarios

Sabemos que sen(km) = 0,k € Z. Ent3o:

x-Sk
X 3= T
2x =—+km
o km
T2

Portanto, a solugao é dada por:
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Gabarito: S = {% + k?n,k € Z}

=

S—{n+knkez}
e 2

11.Exercicio de Fixagao

Resolver em R:

a)sen’x =1

b) sen (3x — g) =0

1

sen?x

c)

cosx

senx

d) sen(4x) —cosx =0

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) = 0

f) V3cosx + senx = 1

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)

Comentarios

a) sen’x =1

T
senx=i1=>x=z+kn,kez

b) sen (3x - g) =0

Usando a relagao fundamental:

T T T kn
3x—5=kn=>3x=§+kn=>x=g+—,kEZ

Raizes:

p

3

cossec’x = 1 — cotgx

1+ cotg®x =1 — cotgx

cotg? + cotgx =0

cotgx(cotgx +1) =0

/[
cotgx=0=>x=5+k7t,kEZ

[
cotgx=—1:>x=—z+kn,kEZ
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d) sen(4x) —cosx =0

sen(4x) = cosx
T
cos (E — 4x) = CcOSX

T
E—4x=ix+2kn,kEZ

T
4xix=§—2k7t

T n  2km
5x=5—2kn:x=1—0—?,kez
T m  2km
3x=5—2kﬂ=>x=g—T,kEZ

e) senx + sen(3x) + sen(4x) + sen(6x) =0
Vamos transformar as somas dos senos em produto:

senx + sen(6x) + sen(3x) + sen(4x) =0

) <7x> <5x> +2 (7x) (x) _0
sen > cos > sen > coS 7)) =

() o () s ) =

<7x> _
sen > )=

5x X
cos (7) + cos (E) =

(7x> 0 7x I 2k el
sen > > T=X 7

()= e )
()= en(r-

X 5x
m——=+1+—+2kn,k €Z

Temos as seguintes raizes:

2 2
x 5x
EiTZTC—ZkTC,kEZ
m  2km
3X:7T—2k7T:>X:§—T,kEZ
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T
—2x=n—2kn:x=kn—§,kez

f) V3cosx + senx =1

Vamos dividir a equagdo por 2:

V3 1

——CO0SX + -senx =
2 2 2

COoS (%) cosx + sen (%) senx = CoS (g)

cos - = os ()

r et dknkex
X 6__3 T,
=l knkez
X =gtz T
T
x=E+2kn,k€Z
Ou

T
x=—g+2kn,kEZ

g) sen(5x) + senx = 2sen(3x)
Fazendo a transformacao de soma em produto, temos:

6x 4x
2sen (7> cos (7> = 2sen(3x)

sen(3x)(cos(2x) —1) =0
km
sen(3x)=0=>3x=kn=>x=?,kez

Ou
cos2x)=1=>2x=2kn=>x=kn,k€Z

h) senx + cosx = sen(2x) + cos(2x)
Isolando seno e cosseno:

senx — sen(2x) = cos(2x) — cosx
Usando a formula de Prostaférese:

2 sen (—Tx) cos (32_x> = —2sen (%) sen (g)

N———

)

g Aula 01 - Trigonometria Il
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 01: EsPCEx 2021

() os(2) en () =0

X X
sen(§)=0=>§=kn=>x=2kn,kEZ

Raizes:

Ou

<3x) (3x>_0
cos > sen > ) =

(Sx) _ (3x>
cos > )= sen >
3x 3x

T
tg(—)=1=>7=z+kﬂ,kEZ

ST 2T e
T T3

Gabarito: a) x = §+ km, k € Z
w  km
b)x—g+?,kEZ

c)x=§+k1t,keZoux=—§+k1t,kEZ

2k
e)x=§—T",kEZoux=kn—§,kEZ

f)x=§+2kn,ke20u x=—§+2kn,kez
km
g)x=?,kEZoux=kn,kEZ

h)x=2k1t,kEZoux=§+2an,kEZ

12.Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27 |:

sen(x+%)+sen(x—z

Comentarios

Transformando a soma em produto, temos:

T
, (Zx) 7\ V2
sen(—-)cos| < | =
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T V2

2senxcos (Z) = 7
2senx\/2 _ V2
2 2

1 T T
senx=E=>x=g+2knoux=?+2k7r,kez

Parax € [0, 2x|:

[ 5t
x=goux=?
P 5t
=5 = {55

Gabarito: § = {%;%ﬂ}

13.Exercicio de Fixagao
Para que valores de m,m € R, a equagao m - senx + cosx = m tem solugao?
Comentarios

Vamos isolar m:
m(1l — senx) = cosx

cosx
m= 1 — senx
Usando as seguintes identidades:
A
senA = 2t (E)
1+ tg? (g)
A
cos(4) = 1t (Z>
1+tg? (7)
Cw®
1+ tg? (%) 2tg (%)
1 X
1+ tg2 (7)
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ot e o \v
-t (3)
(1-00(3)
(1-00 () (1+29(3))
(1-w0(3)

_ 1+tg (g)
)

m:

m =

m

Isolando a tangente:

m—mtg(;)=1+tg(;)
tg(g)(1+m)=m—1
-1
tg(g)zrln+m

Como a fungdo tangente possui imagem no conjunto dos reais, temos que a Unica restri¢ao é
1+m=0:

1+m#0=>m=* -1
Param = —1, temos:
—senx + cosx = —1

Esse caso possui solugdo para:

A
x=E+2kn,k€Z

Portanto, YVm € R, a equacdo possui solucao.

Gabarito: Vm € R

14.Exercicio de Fixagao

Resolver em [0, 27 |:

1
sen3x - cosx — senxcos3x = "

Comentarios

Vamos fatorar a expressao:

1

senx - cosx (senzx — cos? x) =
sen(2x)
2

—cos(2x)
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sen(2x) cos(2x) 1

N 2 T2

2sen(2x) cos(2x) = —1
sen(4x) = —1

As raizes sdao dadas por:

3
4x = —+ 2kn,k €Z

2
3 km
> X = ? + 7, keZ
Para o intervalo determinado:
3T 7T 11w 157
x=Eoux=?oux=Toux=?

S_{Sn_77t_11n_157r}
= 8 ) 8 ) 4 ) 8
Gabarito: S = {3?-—-—;_}

15.Exercicio de Fixagao
Resolva as seguintes equacdes:
a) sec? x = 2tgx

X
b) (1 + cosx)tg (E) =0

1+senx 1

c) =-

1+cosx 2

Comentarios
a) Vamos usar a relagdo fundamental sec? x = 1 + tg?x:
1+ tg?x = 2tgx
tgix —2tgx+1=10
(tgx—1)>=0

T
tgx=1=>x=Z+kn,kEZ

b) Escrevendo cosx em fungdo de tg (g)

1-t9" (3)
1+ tg? (%)

119 (3) tg(2) =0

X
1+tg2(5)) 2

COSX =

1+
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X
2tg (3)
9\2

1+ tg? (%)

| ——
senx

=0

senx =0
>x=knk €Z
c) Desenvolvendo a equagdo:
2 + 2senx = 1 + cosx
2senx — cosx = —1
cosx — 2senx = 1
Dividindo a equac&o por V/5:

1 2 1
—=CO0SX — —=Ssenx = —

V5 V5 V5

Vamos usar o seguinte triangulo retangulo:

C

V5

A B

Assim, podemos escrever:
COSACOSX — Senasenx = cosa
cos(a + x) = cosa

As raizes sdo dadas por:

a+x=xa+ 2kn, k€L

x=—ata+2kn, kel

x = 2km, k €Z
Ou

x = —2a+ 2km, k € Z e « = arccos (i>

V5

Gabarito: x = 2kmou x = —2a + 2km, k € Z e a = arccos (%)

16.Exercicio de Fixagao

Resolva as seguintes inequagdes:

a) tgx| >3
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coSsx
)

<0

1+cos2x

c) ZCosx(cosx — \/§tgx) <5

senx

>0

cosx—2

d) cotgx +

cos2(2x)

cosZx

e)

Comentarios

> 3tgx

a) Sempre que resolver uma inequacao trigonométrica, recomendo usar o ciclo trigonométrico
para visualizar as raizes do problema:

ltgx| >3

tgx > V3 outgx < —V3
Ciclo trigonométrico:

tgx

senx

cosT

Assim, as raizes sdao dadas por:

T 2T
§+kn<x<?+kn,kez

b) Vamos escrever cos(2x) = 2 cos? x — 1:

coSx <0
1+2cos?2x—1
coSx <0
2cos? x

Para cosx # 0:
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<0

2C0SXx
cosx <0

=

Os valores que pertencem ao terceiro e quarto quadrante satisfazem essa inequagao:

senT

T
2

T 3n
E+2k7‘[<x<7+2kﬂ',kEZ

c) ZCosx(cosx — \/§tgx) <5
2 cos? x — 2v/8senx < 5
2(1 — sen?x) — 4V2senx —5< 0
—2sen?x — 42senx —3 < 0
2sen®x + 4V2senx +3 > 0

Encontrando as raizes da inequagao:

—2V2+V2 V2 3v2
Senx = ————— = ——- 0U———

<-1

Como —1 < senx < 1,Vx € R, temos:

cosx

/

Assim, devemos ter:
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V2

-1 <senx < ——
2
Usando o ciclo trigonométrico:

SenT

CcOosI

Portanto, as raizes sao dadas por:

57 71T
T+2kn<x<7+2kn,kez

d) Desenvolvendo a inequac¢do, obtemos:

Lax + senx
cotgx + — =
g cosx — 2
COSX senx

>0

senx cosx — 2
cosx(cosx — 2) + sen’x

senx(cosx — 2)

cos? x — 2cosx + sen’x

senx(cosx — 2)
1 —2cosx

>0
senx(cosx —2) —

Como —1 < cosx < 2, temos:
—3<cosx—2<0

Assim, o termo (cosx — 2) é sempre negativo.
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Entao, temos as seguintes possibilidades:

{ senx <0 { senx >0
1—2cosx >0 1—2cosx <0

Para cada um dos casos:

senx <0
{ senx < 0 N 1

1—2cosx >0 cosx < E

Usando o ciclo trigonométrico:

senT

3
1=

cosI

Para esse caso, temos:

5
7T+2k7T<xS?+2k7T,kEZ

Para o outro caso:

{ senx > 0 senx > ?
=

1—2cosx <0 cosSx > >

Usando o ciclo trigonométrico:
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[
senx

T
2k7T<XS§+2kT[,kEZ

e)

2
cos“(2x) > 3tgx

cos?x
Da condicdo de existéncia, temos:

T
cosx¢0=>x¢§+kn,kEZ

Como cos? x > 0, temos:

3senx
cos?(2x) > cos? x
cosx

1 — sen?(2x) = 3senxcosx
3
1 —sen?(2x) — Esen(Zx) >0
2sen?(2x) + 3sen(2x) —2 <0

Encontrando as raizes:

—3++/25 1
————=—-2o0uz

2x) =
sen(2x) 2 >

Estudando o sinal:

sen(Z:c)r

b | =
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Assim, temos:

1
—1 <sen(2x) < 2

Usando o ciclo trigonométrico:

sen(2x)

Portanto, as raizes sdao dadas por:

T T
ansZng+2kn=>anxSE+kn,keZ

5 5t
?+2anZxS2n+2kn=>ﬁ+anxSﬂ+kn,kEZ
Fazendo a intersec¢ao com a condigao de existéncia, temos:

T
kn<x<—+km k€l
n_x_12+7r

o kr<x<ikmkel
12 TESXS T

T
E+kn<x$n+kn,k€Z

Gabarito:

a)§+kn<x<23—”+k1t,kEZ

b)§+2kn<x<37"+2kn
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c)‘%"+2k1r<x<%"+2kn,kez
d)n+2kn<x553—"+2kn,keZaqun<xs§+2kn,kez

e)krthSl—”Z+k1t,kEZoui—:+k1th<§+kn',kEZou§+kn<xSn’+kn’,keZ

17.Exercicio de Fixagao
T
Calcular sen (E)'
Comentarios
2-18°+3-18°=90°

Usando a propriedade de arco complementar, podemos escrever:

sen(Z-ln—O)=sen(g—3-f—0)=cos(3-f—0)

Aplicando as formulas de arco duplo e triplo:
2sen (f—o) cos (1£O) = 4 cos® (110) — 3 cos (f—o)

2sen (1£O) = 4 cos? (l) -3

10
TN _ —eom? () —
2$en(10)—4<1 sen (10) 3
2 (T Y11=
4sen (10) +Zsen(10) 1=0
Encontrando as raizes da equacao de segundo grau:
(7= —-1++5
sen 10/ = 2
Como 18° pertence ao primeiro quadrante, podemos afirmar:
(ﬂ ) B V5 -1
*m"\10/ T 4

Gabarito: Demonstragao
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18. (EsPCEx/2017)
O conjunto solug3o da inequacdo 2sen?x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27| é

a) (2 4T

37 31

T 5m
b) |-,—|.
)__3’ 6 |
C) T 51

137 31

T 21 41T 51r
) u[

:3 3:

T 51 71r 101r
e) -, —

16" 6 ]

19. (EsPCEx/2016)
A soma das solucdes da equacgdo cos(2x) — cos(x) = 0, com x € [0, 2m), é igual a
51
a) ?
b) 2w
) 7m
€3
dm
) 8r
€

20. (EsPCEx/2014)

A soma de todas as solug¢des da equacdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a)2m

b) 3w

c)4m

d) 5w

e) 6m

21. (EsPCEx/2014)

. 1 lo 3 . ~ . 3\A .
Seja f=--——21=_ O conjunto solucdo da desigualdade 3°°5* < (—) no intervalo
2 10810 3—10g10 7 7

[0, 2m), é igual a:
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d) |5, 27).
e) [377-[,27'[).

22.(EsPCEx/2009)

O numero de arcos no intervalo [0, 19?“] cujo valor do cosseno é igual a % é
a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

23.(EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagdao COSX =
(a — 1)? tenha solugdo é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

24. (EsPCEx/2004)
Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) = % tal que x € [0, 27]. Ent30, o niimero de

interse¢des entre os graficos de f e g é:
a)6
b) 2
c)1
d) 4
e) 8

25. (EsPCEx/2002)

O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.

b) 1° ou 4° quadrantes.

c) 2° ou 3° quadrantes.

d) 2° ou 4° quadrantes.

e) 3° ou 4° quadrantes.

26.(EsPCEx/2002)

O valor de cos x + sen x, sabendoque 3:-senx +4-cosx =5, ¢é
3
a —
)5
7

b)g

c)1
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27.(EsPCEx/2001)

No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de § é 150° e AB
representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é

b 4
A 4D
‘\B (
O T =
[
a)i
b)%
V3
C)T
d)“—f
vz
6)7

28.(EsPCEx/2000)

3T ;
Sendosena =3cosaen < a < — 0 valor de cossec a é

V10
-
) — Y10

10

3v10
c) ———

10
d) V10

V10
e)—

29.(EsPCEx/2000)

O numero de solucdes da equagdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2,
é

a) infinito

b) 4

c)2

d1

e)0

30. (EsPCEx/2000)
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2x —1=3senf
x—2=cosf
a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugdo.

b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugao.
c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugdo.
d) possui infinitas solucdes.

e) ndo possui solugao.

GABARITO

Pode-se afirmar que o sistema {

,XERe0 <0 <2m,

18.c
19.b
20.d
21.b
22.c
23.c
24.d
25.a
26.e
27.c
28.a
29.b
30.b

8. Questoes de Vestibulares Anteriores Resolvidas e

Comentadas

a ESTORg
&

18. (EsPCEx/2017)

O conjunto solug3o da inequacdo 2sen’x — cosx — 1 = 0, no intervalo ]0, 27] é
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N
B
N
3

a)_——.

b)

~

W

-

c)

d)

~

~

U [47‘[ 57r

U [77r 107r

Comentarios

|°=’?,f~|%’,."°|‘:’?,9|:a

NERIERIERIERS

o)}
O‘\

e)

Usando a identidade trigonométrica sen? x + cos? x = 1:
2sen’x —cosx—1=20e2-(1—cos?x)—cosx—1=>0< 2cos?x+cosx—1<0

Olhando a expressao no membro direito da ultima desigualdade como uma quadratica em
cos x, calculamos o determinante A:

A=b?>—4ac=1>—-4-2-(-1) =0.
As raizes do polindmio p(y) = 2y? + y — 1 sdo:

—-b— \/_ -b+VA -1-3 -143 1

Y1 = €y = — Sy =—F="ley,=——=-.

Comoa=2>0,0 graflco de p(y) é uma parabola de concavidade para cima, em forma de
, 1 . . 1, .
U, com raizes —1 e P Assim, 2 cos?x + cosx —1 < 0 & cos x estd entre —1 e p isto é, cosx €

T 51

[—1, %] Na figura abaixo vemos que os valores permitidos sdo, considerando x € ]0, 2x], S = 35

Gabarito: “c”.

19. (EsPCEx/2016)
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Comentarios

cos(2x) = cos(x) & 2x = x + 2kmou 2x = —x + 2kn,k € Z
@x=2knoux=%,kez

Conjunto-solucao:
S {0 21 471} 0 2 4w )
= 33 = soma = +—3 +—3 =2

Gabarito: “b”.

20. (EsPCEx/2014)

A soma de todas as solu¢des da equacdo 2 cos3(x) — cos?(x) — 2 cos(x) + 1 = 0, que estdo
contidas no intervalo [0, 27], é igual a

a) 2w

b) 3

c)4m

d) 57

e) 6

Comentarios

Antes de tentar resolver a equagdo cubica, vamos fazer a transformagdo y = cos(x). Ficamos
com:

P(y)=2y>-y*-2y+1=0

O teorema das raizes racionais diz que, se houver raiz racional num polindmio de coeficientes
inteiros, e se a fracdo da raiz estiver em sua forma irredutivel, entdo o denominador divide o
coeficiente do termo lider e o numerador divide o termo independente. Assim, suponhamos que

exista s raiz racional do polinémio acima, g > 0, de modo que mmc(p,q) = 1. Entdo, p € {1,—1}e

q € {1,2}. Por inspecdo, verifica-se que r = %é raiz do polindbmio (poderiamos ter verificado outra).

Apés a divisdo polinomial de P(y) por (y — 1) = (y - %), ficamos com um fator quadratico,
mas que facilmente se fatora usando produtos notaveis:

P =(y-3) @D =@ -D (F-D=@y-D G- (y+D

. . ~ 1
Dessa maneira, as raizes de P sdao y = Y= ley = —1.Lembrando que y = cos x, temos,
no intervalo [0, 27]:
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_1=> _nv _57‘[
cosx—2 x—3 x—3

cosx=1=>x=0Vvx=2m

cosx=-1=>x=mn
, , T 51
Logo, a soma das ralzese§+?+0+2n+n = 5m.

Gabarito: “d”.
21.(EsPCEx/2014)
. _1 ) log1o 3
SeJa B - 2 10g10 3—10g107
[0, 2m), é igual a:
a) |0, E).
b) [, .

B
. O conjunto solucdo da desigualdade 3¢°5* < G) no intervalo

Comentarios

1 loglo 3 23 _ loglo 3 _ 10g10 3 _ 10 3 : (E)Zﬁ _ 3
" logio3—log,7 3\ g% 7)
log,, (7)

= — =
ﬁ 2 10g10 3 - 10g10 7

Dessa forma, temos que:

B 2p
3C0SX < (;) & 3200s% < (g) = 3! © 2 cosx < 1 (pois a fun¢do f(y) = 3Y é crescente)

1
@cosxSE

Na figura a seguir, podemos ver que o conjunto solucdo desejado é [60°,300°] = E,S?n .
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Gabarito: “b”.

22. (EsPCEx/2009)

O numero de arcos no intervalo [0, 19?7:] cujo valor do cosseno é igual a % é
a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios

1 T T
cosx=5(=)x=§+2k7r Vx=—§+2k7t,kEZ.

191 7 ~ 1. ~ mw 5t 7w
Como - = 21 + —as solugdes vdlidas sdo S = {;,? ?}.

)

Gabarito: “c”.

23. (EsPCEx/2004)

A quantidade de valores inteiros que a pode assumir para que a equagao COSX =
(a — 1)? tenha solugdo é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Comentarios
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Como cosx € [—1,1], a equagdo tem solugdo se, e somente se, —1 < (a — 1)2<1. A
primeira desigualdade é verdadeira para todo a € R. Vamos nos atentar a segunda desigualdade.

(a-1?<lela-1<1e-1<a-1<1<0<a<?2
Os valoresinteirosdeasidoa=0,a=1ea = 2.

Gabarito: “c”.

24.(EsPCEx/2004)
Dadas as fungdes reais f(x) = sen2x e g(x) = % tal que x € [0, 27]. Ent30, o nimero de

interse¢des entre os graficos de f e g é:
a)6
b) 2
c)1
d) 4
e)8

Comentarios

1 T
f(x) =gx) & sen2x = 5= seng.

Temos duas opcoes: 2x=%+2kn ou 2x=n—%+2kn = x=%+kn ou x=i—72T+
km, k € Z.

Logo, o conjunto solu¢do da equagdo f(x) = g(x) no intervalo [0,2m] é S =

{%i—’;?—:l:—:} o que implica que ha 4 intersegdes entre os graficos de f e g tal que x € [0,27].

Gabarito: “d”.

25. (EsPCEx/2002)

O produto cotg x - cos x é postivo, portanto, x pertence ao
a) 1° ou 2° quadrantes.

b) 1° ou 4° quadrantes.

c) 2° ou 3° quadrantes.

d) 2° ou 4° quadrantes.

e) 3° ou 4° quadrantes.

Comentarios

coS x cos? x
cotgx-cosx=( ) 0SXx =
s

en x senx

Logo, como cos?x = 0 Vx € R, o produto é positivo se, e somente se, senx > 0, o que
ocorre nos quadrantes 1 e 2.
Gabarito: “a”.

26. (EsPCEx/2002)
O valor de cos x + sen x, sabendoque 3:-senx + 4 -cosx =5, ¢é

3
a)g
b)g
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c)1
6
d) 5
e) E
Comentarios

3-senx+4-cosx =5
& 4-cosx =5—3-senx
= 16 - cos?x = (5 — 3 - sen x)?
& 16 —16-sen’x =25—30-senx + 9 -sen’x
& 0=25-sen?x—30-senx+9 = (5-senx — 3)?
3

& senx = —

5

~ 3 4, ., . ~ ~ 7
Logo, usando a equagdo, senx = - ecosx = —éaunica solugdo. Entdo, senx + cosx = -

Gabarito: “e”.
27. (EsPCEx/2001)

No circulo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a medida de 8 é 150° e AB
representa um didmetro. O valor do produto das medidas dos segmentos OC e OD é

}u‘\
}\ t-D
‘\B (
) = X

!
a)i
b)%
V3
C)T
62
V2
8)7

Comentarios

ﬁ=150°=>BOC=180°—,3=30°=>W=0_B-cos30°=c0530°=7.

A SR — 1
p =150°= A0D = 3 —90° = 60° = 0D =0A-cos60°=cos60°=§.
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Gabarito: “c”.

28. (EsPCEx/2000)
Sendosena =3cosaen < a < 37”, o valor de cossec a é

V10
a) —T
b) — 122
10
)__Eiiﬁ
10
d) V10
V10
e)—

Comentarios
Se tivéssemos cosa = 0, teriamos, pela equagdo, que sena = 0,e entdo 1 =sen?a +
cos? a = 02 4+ 02 = 0, absurdo. Logo, como cos a # 0, podemos dividir a equagdo por cos a:

1
sena=3coscr<:>tga=3<=>cotgoz=§

1 sen? a+cos? a
Usando que cossec® @ = —— = 2 = 1+ cotg? a, temos:
sen“a sen“a
, 12 10
cossec*a=1+(z| =—.
3 9
. 3 V10
Nointervalomw < @ <=, sena < 0 e, portanto, cosseca < 0. Logo,cosseca = ———.

Gabarito: “a”.

29. (EsPCEx/2000)

O numero de solugcdes da equagdo sen*x + cos* x = 1, satisfazendo a condi¢do 0 < x < 2,
é

a) infinito

b) 4

c)2

d1

e)0

Comentarios
1 =sen?x + cos? x & 1% = (sen? x + cos?® x)* = [sen* x + cos* x] + 2 sen? x cos? x.

Usando o dado do enunciado na subexpressao entre colchetes, além da formula para o seno
do arco duplo, temos:

1 1
1= 1+§-(4sen2xcoszx) 0 =§-(sen2x)2 & sen2x =0

Logo, sen2x =0 2x =kn & x = %ﬂ,k € Z. Para 0 < x < 2m, temos S = {OSn%ﬂ}

como conjunto solugdo.

Gabarito: “b”

30. (EsPCEx/2000)
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2x —1=3senf
x—2=cosf

a) possui apenas um par ordenado (x, 8) como solugdo.

b) possui dois pares ordenados (x, 8) como solugdo.

c) possui trés pares ordenados (x, 8) como solugdo.

d) possui infinitas solucdes.

e) ndo possui solugao.

,XERe0 <0 <2m,

Pode-se afirmar que o sistema {

Comentarios

Por inspecao, verifica-se que o sistema admite pelo menos uma solu¢ao, com 8 = 90°e x =
2, por exemplo. Poder-se ia verificar tal fato também da seguinte forma: isolam-se as funcdes sen 6
e cos 6 e utiliza-se a relacdao fundamental da trigonometria:

2x — 1\° 14
sen? @ + cos? 0 = 1(:( 3 ) +(x—2)?= 1<=>13(x—2)(x—ﬁ)=0
x=2=senf =1ecosf =0=(x,0) =(2,90°) é um par valido como solugio.
X=2=senf =—ecosh = ——== (x,0) = (E,n - arcseni) € um par valido como solugao.
13 13 13 13 13

Logo, ha dois pares ordenados como solugao do sistema, considerando x € Re 0 < 6 < 2m.

Gabarito: “b”.

9. Consideracoes Finais da Aula

Vimos tudo que precisamos saber para resolver as questdes de trigonometria das provas.

Continue se esforcando! Tente resolver todos os exercicios dessa aula. Caso vocé encontre
alguma dificuldade ou fiqgue com alguma duvida nao hesite em me procurar!

A préxima aula serda uma introducao a geometria plana, outro assunto que cai bastante nessas
provas. Entdo, prepare-se!
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