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APRESENTACAO

ola!

Iniciaremos o ultimo assunto de geometria, a espacial. Para aprender bem o conteudo desta aula,
o requisito basico é ter feito as aulas de geometria plana e ter bem consolidado os diversos conceitos
abordados nelas. Nesta aula, estenderemos o conceito que aprendemos no plano ao espaco
tridimensional. Veremos muitos exemplos e teoremas que nos ajudardo a resolver os exercicios dos
vestibulares.

Se vocé for um aluno que ja possui os conceitos de geometria espacial bem fundamentados, pule
direto para a lista de exercicios e tente resolver todas questdes. Caso vocé nao consiga resolver alguma,
consulte a resolucao e, sempre que precisar, vocé podera nos encontrar no férum de dudvidas.

Entdo, vamos a aula.

Bons estudos.

O Jvictorso @) )/ profvictorso 0 /profvictorso
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1. GEOMETRIA DE POSICAO

No estudo da Geometria Plana, vimos diversos postulados sobre os elementos primitivos (ponto,
reta e plano). Esses postulados foram apenas uma simplificacdo da geometria euclidiana. Podemos
adaptar esses postulados para o espago e usa-los para construir o nosso conhecimento na Geometria
Espacial. Na verdade, tudo o que aprendemos la serd usado nesta aula, ou seja, os conceitos de dreas de
figuras planas, propriedades de triangulos e circulos, poligonos etc. Tudo isso sera aproveitado. A Unica
diferenca aqui é a inclusdo de mais uma dimensao, surgindo, assim, as figuras de sélidos. Estudaremos
todos os conceitos de sélidos que sdo passiveis de serem cobrados no vestibular.

Para o estudo da Geometria Espacial, usaremos uma nocdo intuitiva da percepcdo de espaco.
Diferentemente da Geometria Plana, em que era mais facil desenhar as figuras geométricas, na Geometria
Espacial devemos representar uma figura tridimensional em um plano. Para isso, usaremos nossa
imaginagdo para fazer uma representagao ilusdria das figuras tridimensionais. Usaremos a linha continua
para representar as partes dos sdlidos que sdo visiveis de frente e a linha pontilhada para as partes que
ndo sdo visiveis. Vejamos os exemplos abaixo:

Agora, vamos adaptar os postulados ao nosso estudo geométrico do espaco.

1.1. POSTULADQOS OU AXIOMAS

Considerando que os postulados ou axiomas sdao proposicdes primitivas aceitas sem
demonstragdo, vejamos os principais.
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1.1.1. POSTULADO DA EXISTENCIA

a) Existe reta e numa reta, existem infinitos pontos dentro e fora dela.

b) Existe plano e num plano, existem infinitos pontos dentro e fora dele.

Aqui, temos a inclusdo de diversos pontos fora do plano.

1.1.2. POSTULADO DA DETERMINACAO

a) Dois pontos distintos no espago determinam uma Unica reta que passa por eles.

b) Trés pontos nao colineares no espago determinam um Unico plano que passa por eles.

AiB,EIrtanuer=E

B ®

A, B, C sdo n3o colineares, entdo 3« tal que @ = (4; B; C)

Podemos usar a notacdo a = (A; B; P) para dizer que a é determinado por esses trés pontos.
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1.1.3. POSTULADO DA INCLUSAO

a) Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entdo ela esta contida no plano.

[

SeAEa,BEaeA#B,entéor=ﬁ=>rca.

1.1.4. POSTULADOS DA SEPARACAO

a) Um ponto O contido em uma reta AB separa-a em duas semirretas OAde O—B: e a origem das
semirretas é o ponto dado.

b) Uma reta r contida em um plano a separa-o em dois semiplanos a; e a, e a origem dos
semiplanos é a reta dada.

c) Um plano a de um espaco E separa-o em dois semiespacos, E; e E, e a origem dos semiespagos
é o plano dado.

a)OA e OB sdo semirretas opostas

b)(A€Ea,, A¢r,BEa,B&r)=>ABnr ={P}
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8%

c)(A€E,A¢ a,BEE,,B¢&a)=ABNna={P}

O plano a divide o espaco E em dois semiespacos, E; e E,.
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1.1.5. POSTULADO DE EUCLIDES

Por um ponto P, situado fora de uma reta 1, passa uma Unica reta paralela a  que passa por P.

dstalqueP €ser//s

Esse postulado é conhecido como postulado das paralelas. Lembrando da definicdo de retas
paralelas, se r//s, temos apenas duas possibilidades: ou r e s sdo retas coincidentes (r = s) our e s sdo
distintas. Assim, poderiamos ter P € r e, mesmo assim, existiria uma reta s paralela a reta r (quandor =
s).

1.2. 0 ESPACO

Visto os postulados, vamos iniciar a construcdo da base do conhecimento de Geometria Espacial.
Iniciemos pelas propriedades decorrentes dos axiomas vistos. Esses conceitos serdo importantes na hora
de resolver questoes.

1.2.1. O PLANO

Pelo postulado da determinacdo, sabemos que trés pontos nao colineares determinardo um Unico
plano. Assim, um tridngulo cujos vértices sdo A, B, C determinardo um unico plano no espaco.

Vamos apresentar algumas propriedades provenientes dos postulados. Ndo veremos a
demonstracdo de todas elas, pois este ndo é um assunto que sera cobrado diretamente na prova.

Propriedade 1. Uma reta 7 e um ponto P & r determinam um unico plano.

Supondo que dois pontos A e B pertencem a reta r e sabendo que P n3do pertence a r, temos que
A, B, P ndo sdo colineares e, assim, pelo postulado da determinacdo, esses pontos determinam um uUnico
plano. Essa ndo é a prova formal desse teorema, mas apenas uma forma de verificar sua veracidade. Para
demonstra-la, devemos mostrar que existe um plano a que contém P e r, e provar que o plano é unico.
Vejamos a demonstragao:

I) Prova da existéncia do plano
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Sabemos, pela suposicdo feita anteriormente, que os pontos distintos A e B de r determinam um
Unico plano com P.

Assim, se o plano a é determinado pelos pontos A, B, P, temos:

A#BeABer=>rca

Portanto, existe um plano a que contém r e P, ou seja, @ = (r; P). Vamos provar que ele é Unico.

Il) Prova da unicidade

Se B é um plano determinado pela reta r e pelo ponto P, temos = (r; P). Se A e B s&o pontos
daretar, entdo B = (4; B; P). Mas @ = (A; B; P), portanto, @ = 8. Ou seja, o plano a é unico.

Portanto, existe um Unico planoa talque P Eaxer C a.

Propriedade 2. Duas retas concorrentes determinam um unico plano.

Sabendo que r e s sdo retas concorrentes num ponto P, tomando-se os pontos A Er e B € s tal
que A # P e B # P, temos que existe um plano « tal que a = (4; B; P).
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—> —
Como r = AP, temos que r C a. Analogamente, s = BP implica que s C a. Portanto, o plano a
determinado pelos pontos A, B, P é o Unico plano que contém simultaneamente as retasr e s.

Propriedade 3. Duas retas paralelas e distintas determinam um unico plano.

Nesse caso, temos a prépria definicdo de retas paralelas. Se r e s sdo retas paralelas tais que r #
s, entdo existe um plano a que contém r e s.

Para provar que esse plano é unico, podemos tomar os pontos distintos A e B pertencentesar e
o ponto P pertencente a s. Assim, temos que se @ = (1; s):

A BeErePes=>a=(r;s)=(4;B;P)
Se existir um outro plano g tal que 8 = (r; s), entdo:
ABeErePes=pB=(r;s)=A;B;P)=a

Portanto, os planos a e § sdo coincidentes, ou seja, ha apenas um Unico plano que contém as retas
paralelasr e s.

1.2.2. RETAS REVERSAS

Duas retas no espago sao reversas se ndao estdao contidas em um mesmo plano.

r e s sdo retas reversas © Aatalquer caesca

Um exemplo de retas reversas pode ser visto na figura a seguir:
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Note que os segmentos de reta r e os segmentos de reta s do cubo ndo podem pertencer a um
mesmo plano, pois ndo conseguimos tomar um plano que contenha uma das retas sem que a outra o
llf ”

ure”.

1.2.3. TEOREMA DA INTERSECCAO

Se dois planos distintos possuem um ponto em comum, entdo a interseccao entre eles
€ uma Unica reta que passa por esse ponto.

O que devemos extrair desse teorema é que a interseccdo entre dois planos ndo paralelos e ndo
coincidentes é uma reta, ou seja, dois planos secantes formam uma reta. Basta pensarmos no quarto da
nossa residéncia: duas paredes adjacentes podem ser vistas como dois planos, e o que as separa é
justamente uma reta. A figura abaixo exemplifica o teorema:

anf=r
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1.2.4. QUADRILATERO REVERSO

Tomemos dois planos secantes, @ e [, cuja intersec¢do é a reta r e os pontos
A, B, C, D representados conforme a figura abaixo:

Chamamos de quadrilatero reverso a figura ABCD, pois as diagonais BC e AD sdo segmentos de
retas reversos. Uma outra definicdo para quadrilatero reverso é que seus quatro vértices ndo podem
pertencer a um mesmo plano.

1.3. PARALELISMO NO ESPACO

Relembremos a definicdo de retas paralelas e adaptemos ao espaco. Dizemos que duasretasre s
no espaco sdo paralelas se, e somente se, sdo coplanares e ndo possuam ponto em comum, ou seja, 7 ||
s © rNns = @.Note que a definicdo é a mesma usada na Geometria Plana.

Conhecendo esse fato, vamos estudar o paralelismo entre retas e planos no espaco. Iniciando pelo
teorema:

Uma reta nao contida em um plano é paralela a este plano se, e somente se, for paralela
a uma reta contida neste plano.

A questdo é: como saber se uma reta é paralela a um plano?

Sabemos que, em um plano, ha infinitas retas, e conhecemos a definicdo de retas paralelas. Assim,
basta tomar uma reta do plano que seja paralela a reta dada. Intuitivamente, se pensarmos em uma reta

&
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gue “ndo fura” o plano, podemos afirmar que, ou ela esta contida no plano, ou ela é paralela ao plano.

Vejamos as figuras a seguir:
/

scaesnNr=0=>rla

Neste caso, a reta r é paralela ao plano a, pois podemos tomar a reta s contida em a que é paralela

aretar.
/ \ P /
i
1]
1Y
x i
]

Esse é um exemplo de reta que ndo é paralela ao plano, pois a reta t intercepta o plano no ponto
P,ouseja,r Na = {P} + 0.

L)

1.3.1. PLANOS PARALELOS

A definicdo de paralelismo entre planos é a mesma usada entre retas. Vejamos.

Os planos a e (3 sdo paralelos se, e somente se, eles ndo tém ponto comum ou sao coincidentes.

A€
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Para saber se dois planos sdo paralelos, podemos tomar duas retas concorrentes a um plano g, se
essas retas forem ambas paralelas a outro plano, entdo os planos sdo paralelos. Esse é o teorema para
testar o paralelismo de planos.

Dois planos a e 3 sdo paralelos entre si se, e somente se, existir em 3 um par de retas
concorrentes paralelas a a.

i

As retas r e s estdo contidas no plano S e ambas sdo paralelas ao plano «, logo, « é paralelo a .

1.4. PERPENDICULARISMO NO ESPACO

Como saber se uma reta é perpendicular a um plano?

Intuitivamente, se r é uma reta perpendicular a um plano a, entdo r deve interceptar o plano em
um ponto P (esse ponto é chamado de pé da reta r, perpendicular ao plano). Para que seja perpendicular,
todas as retas contidas em a que passam por P devem ser perpendiculares a reta r.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 15
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Pela figura, podemosverquer Lser L t,comor,s C a,temosquer L a.

Assim, segue o teorema:

Uma reta é perpendicular a um plano se, e somente se, for perpendicular a duas
retas concorrentes do plano.

Esse teorema garante que uma reta é perpendicular a um plano.

Para saber se dois planos sdo perpendiculares, basta tomar uma reta contida em um deles que
seja perpendicular ao outro.

1.4.1. RETAS ORTOGONAIS

Dizemos que duas retas sdo ortogonais se elas sdo reversas e formam um angulo reto, ou seja, se
r é perpendicular a um plano a e t é uma reta do plano que ndo possui ponto comum com r, entdoret
sdo ortogonais.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 16
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Na figura acima, r e t sdo retas ortogonais, pois r é perpendicular ao plano a e ndo intercepta a
reta t contida em «, logo r e t sdo reversas e formam um angulo reto. Note que t | s.

1.4.2. TEOREMA DAS TRES PERPENDICULARES

Sejam r e s duas retas reversas e um plano « tais que r é perpendicularaa,r Na = {P}es c a.
Se A é um ponto pertencente a r e B é um ponto pertencente a s, entdo AB é perpendicular a s se, e
somente se, PB é perpendicularas.

Essa propriedade é conhecida como o teorema das trés perpendiculares. O que podemos afirmar
dela é que, tomando-se A como um ponto qualquerdaretar,ser L ae PB 1 s, entio AB L s.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 17
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P«

™

A ‘\Terceira perpendicular

Vejamos sua demonstracao.
Demonstragao

Considere a figura abaixo:

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 18
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Areta r é perpendicular ao plano « e é ortogonal a reta s. C e C' s3o pontos pertencentes a s tais
que CB = ('B, ou seja, B é ponto médio do segmento CC’. Pelo critério de congruéncia LAL, podemos
ver que:

CB = C'B,PBC = PBC',PB = PB = APBC = APBC' ~. PC = PC’

Como AP é segmento de reta comum dos tridngulos AAPC e AAPC', PC = PC' e APC = APC’
(pois r L a) , temos por LAL que AAPC = AAPC’, logo, AC = AC'. Com isso, AACC' é isbsceles e,
portanto, como CB = CB’, temos que AB é altura do tridngulo, ou seja, AB forma angulo reto com a reta
s.

Esse teorema sera muito Util para resolvermos algumas questdes de Geometria Espacial.

1.5. PROJECOES ORTOGONAIS

Projecdo ortogonal é a imagem de uma figura geométrica projetada perpendicularmente em um
plano. Podemos entender essa projecdao como a sombra que a figura faz em um plano quando o sol esta
no seu ponto mais alto. Desse modo, a dimensdo da figura projetada nao seria alterada.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 19
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[ T

@ Projecio ortogonal de S

Estudaremos agora os tipos de projecdes.

1.5.1. PROJECAO DE UM PONTO

A projecdo ortogonal de um ponto P sobre um plano a é o pé da reta perpendicular ao plano que
contém P.

P
?
:
I
:
I
.

Pf

P' é a projecdo ortogonal de P sobre o plano «a.

1.5.2. PROJECAO DE UMA RETA

A projecao ortogonal de uma reta r obliqua sobre um plano a é a reta formada pela interseccao
de um plano 3, perpendicular a «, que contém a reta r.

&

bj AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 20



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

No caso de termos um segmento de reta ndo perpendicular ao plano cujas extremidades sdo os
pontos A e B, a projecao ortogonal desse segmento em um plano a é o segmento de reta que liga a

projecdo ortogonal dos pontos A e B sobre a.

/

/

A projecao ortogonal de uma reta ou segmento de reta que é perpendicular a um plano é apenas

um ponto.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL |
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/

N

1.5.3. PROJECAO DE UMA FIGURA

Quando a projecdo ortogonal é de uma figura geométrica, a projecao sera a figura formada pelo
conjunto das projec¢des ortogonais de todos os pontos que formam a figura. Na pratica, o que fazemos é
desenhar a sombra da figura sobre um plano.

[ =/

1.6. ANGULOS E DISTANCIAS NO ESPACO

Tudo que estudamos na Geometria Plana sobre os conceitos de angulos e distancias é vélido na
Geometria Espacial. A Unica diferenca aqui é que os elementos primitivos, ponto, reta e plano, podem
nao pertencer a um mesmo plano. A questdo é: como determinar o angulo e distancia entre elementos
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primitivos que ndo estao contidos no mesmo plano? Para responder a essa pergunta, veremos cada caso
separadamente.

1.6.1. ANGULO ENTRE RETAS

Vamos estudar o angulo entre retas reversas, pois o caso de retas coplanares ja foi abordado na
Geometria Plana. Consideremos, entdo, as retas reversasr e s:

rNs=0

Para determinar o angulo entre r e s, podemos proceder da seguinte forma:

Tomamos um plano a que contém a reta s. A reta r intercepta @ em um ponto P. Tragamos a reta

s' paralela a s, contida em a, que contém P. O 4ngulo entre as retas r e s serd igual ao angulo agudo entre
!
res.

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 23
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1.6.2. ANGULO ENTRE RETA E PLANO

Estudaremos o caso em que a reta é obliqua ao plano. Para determinarmos o angulo formado
entre uma reta r e um plano a, construimos a projecao ortogonal de r sobre a. O menor angulo entre r
e a serd igual ao dngulo agudo entre r e sua proje¢ido ortogonal .

Béumpontodaretarer na = {A}.
O angulo 8 pode ser denotado por 7a.

Para verificarmos essa propriedade, podemos usar a trigonometria. Considere a figura a seguir.

B T
a b
c r’
B L/
A B’
(”I
f"‘ C
o K s

Construimos B'C de modo que B'C L s. Pelo teorema das trés perpendiculares, como BB’ L a e
B'C 1 s,temos que BC L s. Assim, temos:

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 24
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b
AABB' = sen 0 = p

c
AABC = sen 0’ = p

Como BC é hipotenusa do tridngulo retdngulo BB'C, temos que ¢ > b. Logo,
c b ,
—>—~senf’' >senf
a a

Como 6 e 6’ pertencem ao intervalo ]0; /2 [, temos 8 < 6, ou seja, 6 é o menor angulo agudo
entrer e a.

1.6.3. ANGULO ENTRE DOIS PLANOS

Quando estudamos angulos na Geometria Plana, vimos que ela é a figura formada por dois pares
de semirretas com a mesma origem. Podemos estender esse conceito a Geometria Espacial. Nesse caso,
o angulo entre planos é chamado de diedro. Um diedro é a unido de dois semiplanos com a mesma reta
de origem. Os semiplanos que determinam o diedro s3ao as faces do diedro e a origem comum dos
semiplanos é sua aresta.

faces

——

aresta

atf=aUf

O diedro determinado pelos semiplanos a e  cuja origem comum é a reta r pode ser denotado
por: a 7 B, aff ou di(r). Ha outras denotagdes para o diedro, mas vamos usar apenas essas.

Um bom exemplo de diedro é um livro aberto. As paginas opostas do livro sdo as faces do diedro,
e a lombada do livro é a aresta do diedro.

Como saber a medida do diedro?

Vamos usar o exemplo do livro. Se colocarmos esse livro semiaberto em uma mesa de tal forma
que ele figue em pé (apoiado pela parte de baixo do livro), podemos ver pela vista de cima o angulo
formado pelas paginas do livro. Esse angulo é a medida do diedro.

&
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| Tivro | vista de cima

mesa

Assim, para determinarmos a medida de um diedro formado pelos planos a e 3, devemos
seccionar os planos com um plano secante perpendicular a aresta do diedro. Esse plano determinara duas
semirretas de mesma origem e o angulo formado por essas semirretas sera a medida do diedro.

E possivel provar, por trigonometria, que esse angulo é o maior angulo agudo entre a e f3. Para
isso, consideremos dois planos secantes a e § com origem comum aretar.SejaB € a,B' € f,AEre
C € r conforme ilustra a figura abaixo:

AB' é a projecio ortogonal de AB sobre o plano . Pela figura, podemos ver que:

AABB' = tg =

ACBB' = tg' =

ala ©Ia

Como CB' é a hipotenusa do tridngulo retdngulo AAB'C, temos ¢ > b. Logo,

A€

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 26



K

ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

a

a
- Y
b>c tgd > tgo

Para 0 e 6' pertencentes ao intervalo ]0; /2|, temos que 8 > 6, ou seja, 8 é o maior angulo
entreaef.

1.6.4. DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

Para determinar a distancia entre um ponto P e uma reta r no espago, devemos tomar uma reta
s perpendicular a r que passa por P. A interseccdo de s com 7 é o ponto P’. Assim, a distdnciade P ar
serd igual a distdnciade P a P'.

dp, =dp p

1.6.5. DISTANCIA ENTRE RETA E PLANO PARALELOS

Se r é uma reta paralela ao plano «, entdo a distdncia de r a a serd igual a distdncia de r a sua
projecdo ortogonal em a.
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dr,a =daa

1.6.6. DISTANCIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS

Por ultimo, vamos aprender a calcular a distancia entre duas retas reversas. Leve em consideracao
gue r e s sdo duas retas reversas. Para determinar a distancia entre essas retas, basta tomar um plano a
gue contém a reta s e que seja paralela a r. A distancia entre as retas reversas serd igual a distancia entre
aretar e o plano paralelo a.

HORADE

PRATICAR!

1. (ITA/1969)

Dizemos que um conjunto C de pontos do espa¢o é convexo se dados pontos A e B quaisquer
pertencentes a C, o segmento de reta AB esta contido em C. Ha conjunto convexo numa das
afirmagdes abaixo? Assinale a afirmagao verdadeira.

a) o plano excluido um dos seus pontos.

b) o conjunto dos pontos situados sobre uma camara de ar de automovel.
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c) aregido plana limitada por um quadrilatero.
d) a superficie lateral de um prisma.

e) nenhum dos conjuntos acima.

Comentarios

Vamos analisar cada uma das alterativas.
a) o plano excluido um dos seus pontos.

Se foi excluido um dos pontos do plano, hd uma espécie de “vazio” dentro desse plano, um
“buraco”, uma concavidade.

Dessa forma, é possivel que um segmento de reta que contenha dois pontos desse plano passe
exatamente em cima dessa concavidade, e isso descaracteriza a regido como convexa.

b) o conjunto dos pontos situados sobre uma cdmara de ar de automovel.

A superficie da camara de ar de um automodvel é um exemplo claro de concavidade. Como
podemos tracar segmentos com extremidades que pertencam a camara e pontos do segmento
gue ndo pertencem a ela, a regido é concava, ndo convexa.

d) a superficie lateral de um prisma.

Mesmo caso da cadmara de ar. Se sé a superficie for considerada, podemos ter segmentos de reta
gue contenham pontos da superficie do prisma e pontos fora dela. Assim, temos, novamente,
uma regido concava.

e) nenhum dos conjuntos acima.

Como ndo encontramos regido alguma nas alternativas anteriores que caracterizasse uma regido
convexa, essa é nosso gabarito.

Gabarito: “e”.

2.

A€

(ITA/1969)

Consideremos um plano a¢ e uma reta r que encontra esse plano num ponto P, e que nao é

perpendicular a «. Assinale qual das afirmagodes é a verdadeira.
a) existem infinitas retas de a perpendiculares a r pelo ponto P.
b) existe uma e somente uma reta de a perpendicular a r por P.
c) ndo existe reta de a, perpendicular a r, por P.

d) existem duas retas de a perpendiculares a r passando por P.

e) nenhuma das afirmagdes acima é verdadeira.
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Comentarios

Se a reta r fosse perpendicular ao plano «, todas as retas de a que passam por P seriam
perpendiculares a reta r.

Como isso ndo é verdade, ou seja, r ndo é perpendicular a «, temos apenas uma reta do plano a
gue passa por P que é perpendicularar.

Para explicitar o caso, imagine um plano perpendicular a r e que passe por P. A interseccdo entre
esse plano novo e o plano a delimita uma reta perpendicular a r e pertencente a a. Como esses
dois planos ndo sdo coincidentes, a intersec¢do destes delimita uma Unica reta, portanto, essa
reta, que é perpendicular a r e pertencente a a existe e é Unica.

Gabarito: “b”.

3. (ITA/1969)

Considere o plano de uma mesa e um ponto dado deste plano. Vocé dispoe de uma folha de papel
que possui um so bordo reto. Dobrando esta folha de papel, conduza uma perpendicular ao plano

da mesa, pelo ponto dado. A justificativa de tal construcdo esta em um dos teoremas abaixo.

a) Se uma reta é perpendicular a um plano, todo plano que passa por ela é perpendicular ao
primeiro.

b) Se dois planos sao perpendiculares, toda reta de um deles que for perpendicular a intersecgao
sera perpendicular ao outro.

c) Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes pelo seu ponto de intersecgao, entdo a

reta é perpendicular ao plano determinado por essas duas retas.
d) Por um ponto exterior a um plano passa uma reta perpendicular ao plano e somente uma.

e) Todas as perpendiculares a uma reta tragadas por um de seus pontos pertencem a um plano.

Comentarios

Ao dobrar a folha de papel exatamente no meio do bordo reto, pode-se construir um vinco
perpendicular a duas retas, definidas por cada segmento de reta gerado pela dobradura.

Ao colocar o bordo reto da folha no plano da mesa, geramos duas retas (pertencentes ao plano)
perpendiculares ao vinco, o que esta de acordo com o exposto na alternativa c).
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Gabarito: “c”.

4. (ITA/1968)

Dadas duas retas concorrentes a e b e dado um ponto M, fora do plano determinado por a e b,
consideremos os pontos E e F, simétricos de M em relagdo as retas a e b, respectivamente. A reta

que une os pontos E e F é:

a) Perpendicular ao plano determinado por a e b.
b) Paralela ao plano determinado por a e b.

c) Obliqua ao plano determinado por a e b.

d) Pertencente ao plano determinado por a e b.

e) Nenhuma das respostas anteriores.

Comentarios

Se E é simétrico de M em relagdo a reta a, E estd a mesma distancia do plano formado pora e b
que M.

O mesmo ocorre com o ponto F. Se F é simétrico de M em relagdo a reta b, F estd a mesma
distancia do plano formado por a e b que M.

Dessa forma, como E e F tém a mesma distancia do plano formado por a e b que M, a reta que
0s une é paralela ao plano.

Gabarito: “b”.
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5. (Inédita)

Os pontos A e A’ sdo simétricos com relagdo ao plano @ e nenhum deles pertencem a a. A

interseccdo entre a reta r definida A e A’ com o plano a define
a) uma reta pertencente a a e perpendicularar.

b) uma reta pertencente a a e paralelaar.

€) um unico ponto.

d) uma unica reta, ndo pertencente ar.

e) um outro plano.

Comentarios

Como os pontos A e A’ n3o pertencem ao plano a, a reta definida por eles é secante ao plano,
ou seja, s6 apresenta um ponto em comum com a.

Gabarito: “c”.

2. LUGARES GEOMETRICOS

O conceito de lugares geométricos, na Geometria Espacial, ndo é muito diferente dos vistos na
Geometria Plana. A diferenca aqui é a inclusdo de uma dimensdo. Apresentaremos neste tdpico alguns
lugares geométricos no espaco.

Na Geometria Plana, vimos que o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um dado ponto
é chamado de circunferéncia, ou seja, dado um ponto O, chamado de centro, temos que a circunferéncia
A de raio r e centro O é definida por:

dpo = L }
raio da circunferéncia

Quando usamos essa definicdo de pontos equidistantes de um dado ponto no espaco, o lugar
geométrico que esse conjunto representa é uma superficie esférica. Todos os pontos dessa figura
equidistam do centro O:

S{0,R} = [P € €

espago

dpo = R }

A L
raio da esfera
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Se quisermos uma esfera macica, basta trocar o sinal de igual pela desigualdade <:

S;{0,R} ={P € €|dp, < R}

Nesse caso, todos os pontos da superficie esférica e do interior da esfera fazem parte do lugar
geométrico.

Outro lugar geométrico no espaco é o plano bissetor. Na Geometria Plana, estudamos a reta
bissetriz. Esse é o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam de duas retas concorrentes. Na
Geometria Espacial, no lugar de reta, teremos um plano. Desse modo, o lugar geométrico dos pontos do
espaco que equidistam de dois planos secantes é chamado de plano bissetor. E assim como no estudo
plano, onde duas retas concorrentes geram duas retas bissetrizes, no estudo do espago, temos que dois
planos secantes gerarao dois planos bissetores.
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planos bissetores

reta comum

Temos também o lugar geométrico plano mediador. Ele é o conjunto dos pontos equidistantes
de dois pontos distintos. Assim, dado um segmento de reta AB no espaco, ele sera o plano perpendicular
ao segmento e contera o seu ponto médio. Na Geometria Plana, ele é conhecido como reta mediatriz.

plano mediador
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6. (UPF/2019)

Na figura a abaixo, esta representado um cubo.

8 O

A secao produzida no cubo pelo plano CDE tem a forma de
a) tridangulo.

b) trapézio.

c) retangulo.

d) pentagono.

e) hexagono.

Comentarios

Facamos o corte no plano CDE, conforme o enunciado orienta.

D

Como as faces opostas do cubo sdo sempre paralelas, temos um trapézio.
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Gabarito: “b”.

7. (UFJF/2018)

Qual sélido geométrico representa a planificagdo abaixo?

]
iy

a) d)

Comentarios

Como as alternativas apresentam apenas trés faces perpendiculares entre si, podemos inferir
gue uma das faces pintadas sera visivel e outra ndo, ja que sdo opostas na planificacdo.

A Unica alternativa que apresenta uma Unica face pintada é a alternativa a.

Gabarito: “a”.

8. (UFJF/2018)

Qual sélido geométrico representa a planificagao abaixo?

L 1
&3
Coie?
o)
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a) b) d)

Comentarios

Como as alternativas apresentam apenas trés faces perpendiculares entre si, podemos inferir
gue uma das faces pintadas sera visivel e outra ndo, ja que sdo opostas na planificacdo.

A Unica alternativa que apresenta uma Unica face pintada é a alternativa a.

Gabarito: “a”.

9.

(Inédita)

O lugar geométrico no espago cujos pontos sdo todos equidistantes de 3 unidades da origem é
chamado de

a) circunferéncia
b) hiperboloide
c) esfera

d) raio

e) circulo

Comentarios

Como temos um lugar geométrico no espaco com todos os pontos equidistantes da origem,
temos uma esfera. No caso, o raio da esfera é de 3 unidades, mas o lugar geométrico em si nao
é o raio e sim a esfera, os pontos que estdo distantes 3 unidades da origem.

Gabarito: “c”.

10.

A€

(UFRGS/2016)

Em uma caixa, ha sélidos geométricos, todos de mesma altura: cubos, cilindros, piramides
quadrangulares regulares e cones. Sabe-se que as arestas da base dos cubos e das piramides e tém
a mesma medida; que o raio da base dos cones e dos cilindros tem a mesma medida. Somando o
volume de 2 <cubos e de 2 cilindros, obtém-se 180cm3. A soma dos
volumes de 3 cubos e 1 cone resulta em 110 cm3, e a soma dos volumes de 2 cilindros e 3
piramides resulta em 150 cm3.

O valor da soma dos volumes, em cm3, de um cubo, um cilindro, dois cones e duas piramides é

a) 150. b) 160. c) 190. d) 210. e) 240.
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Comentarios
Como todos os sélidos tém a mesma altura, vamos denomina-la x.

Assim, podemos dizer que:

Volume do cubo = V. = x3

3

Volume da piramide =V, = % - Volume do cubo =--x

=
W=

Sendo r o raio da base dos cones e dos cilindros, todos de altura x, temos:
Volume do cilindro =V, =m-r%-x

Volume do cone =V, ==-m-1r%-x

w |

Utilizando o dado do exercicio de que “Somando o volume de 2 cubos e de 2 cilindros, obtém-se
180 cm?3”, temos:

2.V, +2-V, =180
2:-x34+2-(m-7r?-x) =180
2-[x3+m-r2-x] =180

180
x3+rr-r2-x=T

x3+m-r?-x =90
Tudo bem, nao sabemos os valores especificos de x e de r e talvez nem precisemos.

O exercicio nos pediu o valor dos volumes de um cubo, um cilindro, dois cones e duas piramides
somados, ou seja:

VoAV +2-V,+2-1,

1 1
x3+n-r2-x+2-§-n-r2-x+2-—-x3

3
1
x3+n-r2-x+2-§-[n-r2-x+x3]
1
90 +2 -+ [90]
90 + 60
150
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Gabarito: “a”.

3. TRIEDROS

Vimos que um diedro é uma figura formada por dois semiplanos com a mesma origem, sendo essa
uma reta comum. Um triedro é a figura formada por trés semirretas nao coplanares e de mesma origem,
sendo essa origem um ponto comum chamado de vértice. Se r,s e t sdo semirretas que formam um
triedro, entdo podemos denotar o triedro formado por essas semirretas por V(r; s; t).

Dizemos que V é o vértice do triedro, cada semirreta é a aresta do triedro e as faces sdo
determinadas por cada par de semirretas. Assim, temos:

V — vértice
r, s, t — arestas
rVs,rVtsVt— angulos das faces ou faces

As faces também podem ser denotadas por 73, 't e st.

Note que no triedro, cada semirreta forma um diedro, ou seja, este é determinado por duas faces
do triedro.
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0,,0,,0; — angulos diedros

3.1. PROPRIEDADES DO TRIEDRO

K

No estudo do tridngulo, vimos a desigualdade triangular que diz que dado um tridangulo de lados
a, b e c, temos, para qualquer lado do triangulo:

|lb—cl<a<b+c

No estudo do triedro, temos uma desigualdade parecida com essa. Enunciemos o teorema.

3.1.1. TEOREMA 1 — DESIGUALDADE DOS ANGULOS DAS FACES

Em um triedro de faces a, 5 e y, temos vdlida a seguinte desigualdade:

[IB—vl<a<pB+y|

Essa desigualdade é vdlida tomando-se como referéncia qualquer face do triedro.
Demonstragao

Seja um triedro cujas arestas s3o as semirretas 1, s, t tais que 75 = a,7t = f e St = y. Suponha
que a seja o maior angulo do triedro V(a, B, 7).
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Assim, tomando-se A, B, C pontos das semirretas r, s e t, respectivamente, podemos construir na
face a a semirretat’talque D € t' e VD = VC.

-

_______

-
_______
- -

Pelo critério de congruéncia LAL, temos ADVB = ACVB, logo, DB = BC. No tridangulo AABC,
temos pela desigualdade triangular:

AB < AC + BC
Como AB = AD + DB e DB = BC, temos:
AD + DB < AC+ BC = AD + BC < AC + BC . AD < AC

Desse modo, temos os seguintes triangulos:
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A D A C

Como AD < AC, temos a —y < f3, ou seja,
a<pB+y

Sendo a a maior face do triedro, concluimos que qualquer uma de suas faces serd menor que a
soma das outras duas. Com isso, temos:

{ﬁ<a+y:{ﬁ_y<a=>|3—y|<a

y<a+p y—-F<a
Portanto, para qualquer face do triedro, temos a seguinte desigualdade:
B-—vI<a<B+y

Além desse teorema, temos um outro que se refere a soma dos angulos das faces.

3.1.2. Teorema 2
A soma das faces em graus de um triedro qualquer é sempre menor que 360°:
a+f+y <360°
Demonstragao

Consideremos Vr' a semirreta oposta da semirreta Vr do triedro V(r, s, t). Desse modo,
75 e §7' sdo angulos adjacentes e suplementares, assim como os angulos 7t e £, logo:
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Usando a desigualdade das faces no triedro V (', s, t), obtemos:
y <180°—a + 180°—f
~a+f+y <360°

3.2. TRIEDRO TRIRRETANGULO

K

Um triedro trirretangulo é aquele que possui todos os angulos das faces iguais a 90°. Vamos
estudar essa figura geométrica e extrair algumas propriedades dela.

Considere um triedro trirretangulo no qual os pontos A, B,C sejam pontos de suas arestas,
conforme representada na figura abaixo:

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 43

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

Os pontos 4, B, C determinam um plano no espaco, ou seja, esse plano fecha o triedro na regido
aberta e, assim, obtemos a figura de uma piramide.

*Observacdo: muitas vezes, os pontos 4, B, C podem nao ser dados na questdo e, ao invés disso,
o problema pode dizer que um plano secciona (ou corta) o triedro a uma determinada distancia do vértice.
Isso “fecharad” o triedro de modo a obter um sdlido.

Vamos cortar a piramide perpendicularmente a aresta VC de modo a obter a seguinte figura:

VH é a distancia do vértice a face ABC. Perceba, pelo desenho, que temos diversos triangulos
retangulos no espaco. Analisemos esses triangulos.
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c
v
a b c
H
h
-
A M B M v

Do tridngulo AAV B, temos pelas relagcdes métricas do tridngulo retdngulo:

1 1 1

vy -zt O

Do triangulo CVM:

1 + ! (n
h2 ¢z (MV)?

Portanto, substituindo (I) em (II):

1 1

h%z a?

1

1
+7t 3

Essa propriedade relaciona a altura da piramide VABC com suas arestas a, b, c. Vamos calcular a
area da face ABC.

Pelo teorema de Pitagoras, temos:

AAVB = (AB)? = a* + b* = AB = \/a? + b?

ab

AAVB = (AB)(MV) = ab > MV = ———
UB @) Nres

ab 2
ACVM = MC? = ¢? + MV?2 = MC = |c? + (_)
\/ va? + b?

o MC = a?b? + a?c? + b%¢c?
- a? + b2

A drea do AABC é dada por:
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a?b? + a?c? + b%¢c?
a? + b2

[ABC] = %(AB)(MC) L@

2
area do AABC

e va?b? +a?c? + b2c? _ |a?b? + a’c? + b2c?
&+ b2 - 4

[ABC] =

N| =

[[ABCT? = [AVBT + [AVC]® + [BVCT]

Portanto, a drea da face ABC ao quadrado é igual a soma das dreas das outras faces ao quadrado.

11. (Inédita)
Um plano corta os eixos coordenados nos pontos A(0,0,1), B(0,2,0) e €(0,0, 3).

A figura formada pela origem O e pelos pontos A, B e C é um tetraedro OABC, cuja altura com
relagdao a base ABC vale:

3 4
a)g b)§ d) e)5

O
~—
|

Comentarios

Como vimos, a origem O dos eixos coordenados faz papel de vértice do tetraedro OABC. Dessa
forma, a, b e ¢ sdo os interceptos do plano com os eixos.

Dessa forma, temos uma representacdo parecida com o que vimos no exemplo do triedro
trirretangulo:
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Assim, podemos calcular a altura com relacdo a base ABC com a férmula

1 1 1 1

R et et
1 1 1 1
o tat
1_1.1.1
h2 1 4 9
1 36+9+4
h2 36
149
h2 36
36
h? = —
49
JhE = 36
49
h—6
Il =
h= 2
7
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Como estamos lidando com uma medida de distancia, podemos considerar apenas a op¢ao
positiva como resposta.

N o

“un
a.

Gabarito:

12. (Inédita)
Em um triedro trirretangulo, as dimens6es das arestas que passam pelo vértice sdo 12, 3 e 9.
A area da base desse triedro é igual a
a) 65,9 b) 56,7 c) 58,5 d) 60 e) 63,7

Comentarios

Aqui, temos uma aplicacdo direta da formula das areas das faces do triedro trirretangulo. Como
as faces sdo todas triangulos retangulos, podemos dizer que

[ABC]? = [AVB]? + [AVC]? + [BVC]?

12-31% [12-91* [3-972
+| 5

144-9 144-81 9-81

ABC]? =
[ABC] 2 T T
[Achz__12964-116644-729
- 4
13689
ABC]? = —=
[ABC] 2
13689
ABC2 = |[——=
[ABC] 2
117
ABC| = —
I I >
|ABC| = 58,5

Gabarito: “c”.

13. (ITA/2013)

Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretangulo de vértice I, determinando um tridngulo
ABC cujos lados medem, respectivamente, V10, V17 e 5 cm. O volume, em cm?, do sélido VABC
é
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a) 2 b) 4 c)V17 d)6 e) 5V10

Comentarios

Vamos esquematizar nosso triedro.

Dessa forma, podemos, aplicando Pitagoras em cada face, estabelecer o seguinte sistema de

equagoes:
x2+y%= Vi7'
X%+ 22 = V10
y2 4 72 = 52

Perceba que nosso sistema ndo é linear, pois ha incégnitas (todas no caso) com poténcia
diferente de um.

Sendo assim, uma maneira eficiente de resolvé-lo é a combinacdo linear entre as equacdes,
aliada a boa e velha substituicado.

Vamos escrever a equagao equivalente a combinagao Linha 1 + Linha 2 — Linha 3.
2 2
x2+y?+x?+ 22— (y?*+2z%)=+v17 ++/10 —5?

x4+l +xP+ =i - 2 =17+10-25

2-x2=2
x?2=1
JxZ =1
x| =
x =41
o)
bj AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 49




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

Como estamos lidando com distancias, consideraremos apenas a op¢ao positiva.
x=1

Substituindo x = 1 nas outras equagdes, temos:

x2+y2=\/ﬁ2
12 +y2 =17
y? =16
Sy =16
lyl =4
y =14

Pelo mesmo motivo de x, podemos considerar apenas a opgdo positiva.

y=4
Fagamos a ultima substituicao.
X2+ 72 =10
12+ 22 =10
z2=9
V22 =9

|z| =

z =143
z=3

Dessa forma, podemos calcular o volume do tetraedro como um terco do prisma de base
triangular de lados y, z e 5.

V= 3 area da base - altura

V_l
_3 X

y-z
2

1 %4 3

3 2

V= -1
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V=12

V=2cm?

Gabarito: “a”.

14.

(Fuvest/2014)

Trés das arestas de um cubo, com um vértice em comum, sao também arestas de um tetraedro. A
razao entre o volume do tetraedro e o volume do cubo é

1 1 2 1 1

Comentarios

Se chamarmos as arestas do cubo de x, podemos calcular a razao diretamente.

2

X
-T-X 1

W[ =
N

1,
Vietraearo _ 3" ar€a da base - altura _

- 3 3
chb o X X

. Xz/
_x3

Gabarito: “b”.

15.

(UPE/2013)

Para a premia¢do dos melhores administradores de uma galeria comercial, um designer projetou
um peso de papel com a forma de um tetraedro regular reto, de aresta 20 cm que sera entregue
aos vencedores. Esse peso de papel sera recoberto com placas de platina, nas faces laterais e com
uma placa de prata na base. Se o preco da platina é de 30 reais por
centimetro quadrado, e o da prata é de 50 reais por centimetro quadrado, assinale a alternativa que
apresenta o valor mais proximo, em reais, do custo desse recobrimento.

Considerer = 1,7
a) 24 000
b) 18 000
c) 16 000
d) 14 000
e)12 000

Comentarios

A€

Um tetraedro regular é formado por triangulos equilateros.

A férmula para a drea de um triangulo equilatero é:
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1*V3
A= ‘/_.
4

Como temos trés faces que serdo recobertas com platina ao custo de R$30,00 o centimetro
quadrado e uma face que sera recoberta com prata ao custo de R$50,00 o centimetro quadrado,
podemos calcular o custo por:

12V3 12

c=3- - custo platina + 1 -

- custo prata

2023 20 2023

C=3 +1- - 50

400-1,7 400-1,7
C=3 —,—30+1— =50

C = 15300 + 8500
C = 23800

Gabarito: “a”.

4. POLIEDROS

Neste capitulo, iniciaremos o estudo dos sélidos. Na Geometria Plana, estudamos diversos
poligonos tais como o hexdgono, o pentagono, o quadrado, entre outros... Na Geometria Espacial, os
sélidos cujas faces sdo poligonos sdao chamados de poliedros. Diversos deles sdo figuras conhecidas, como
o cubo, a piramide, o paralelepipedo, o prisma etc. Estudaremos cada um dos sdélidos que podem ser
cobrados no vestibular, entdo vamos iniciar pelo prisma.

4.1. PRISMAS

Consideremos dois planos paralelos a e 8. Seja ABCDE um poligono convexo determinado no
plano a.
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/O

al B

S\

Tomando-se as retas paralelas que contém os vértices A, B, C, D, E do poligono em «, essas retas
determinardo um poligono A'B'C'D'E’ em B. A figura formada pelos segmentos de retas e pelos poligonos
convexos em « e § é chamada de prisma.

Perceba que ABCDE e A'B'C'D'E’ representam o mesmo poligono. Cada um dos segmentos
AA', ..., EE' é chamado de aresta lateral. Os poligonos convexos ABCDE e A'B'C'D'E' sdo denominados
de bases do prisma. Usualmente, definimos a base ABCDE como base inferior e a base A’'B'C'D'E' como
base superior. A medida da altura do prisma é igual a distancia entre os planos paralelos. Note que
ABB'A' é um paralelogramo. Cada um dos paralelogramos do prisma é chamado de face lateral. Os
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pontos A4,B,C,...,D',E' s3o chamados de vértices do prisma. Cada segmento de reta do prisma é
denominado de aresta. A figura abaixo apresenta os elementos presentes no prisma:

vértice D F

aresta lateral

arestas

base superior

altura
face lateral

base inferior

Se a base do prisma for um poligono de n lados, teremos:
e 7 faces laterais;
e n arestas laterais;
e n + 2 faces (faces laterais + duas bases);
e 3narestas.

Note que a base do prisma pode ser qualquer poligono convexo. Se a base for um hexagono, por
exemplo, teremos um prisma hexagonal. Se for um pentdgono, teremos um prisma pentagonal.

&
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Dependendo do angulo que as arestas laterais formam com as bases, podemos ter dois tipos de
prismas:

e Prisma obliquo;
e Prisma reto.
Dizemos que um prisma é regular quando ele é reto e a base é um poligono convexo regular.

Vejamos alguns exemplos de prismas:

prisma reto prisma obliquo

angulo reto

[ T T

’----—------

hexagono regular

Quando cortamos o prisma com um plano perpendicular as arestas laterais, dizemos que a figura
formada é uma sec¢do normal ou secc¢ao reta.
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seccao reta

4.1.1. AREA DA SUPERFICIE DO PRISMA

Identificamos os elementos presentes no prisma. Na Geometria Plana, aprendemos a calcular a
area de diversas figuras planas. Podemos usar esse conhecimento para calcular as areas dos sélidos. A
area total da superficie do prisma é dada por Ar, tal que:

AT =AL +2AB

Sendo que A; é a area lateral do prisma e é igual a soma das areas das faces laterais, e A é a area
da base.

Tomando-se a sec¢ao normal de um prisma de lados medindo [y, [, ..., l,,, temos:

A medida da aresta lateral do prisma é a, desse modo, podemos calcular a drea de cada face lateral
do prisma:

&
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Ai =a- li,i = {1,2, ,Tl}
A area lateral do prisma é igual a soma das areas das faces laterais, logo:

Alza'l1+a‘lz+"'+a'ln=a' (ll+l2+".+ln)

perimetro da sec¢io normal

Definindo como 2p o perimetro da sec¢do normal, obtemos:

4.1.2. PARALELEPIPEDOS

Um paralelepipedo é um tipo especifico de prisma cuja base é um paralelogramo. Todas as faces
do paralelepipedo sao paralelogramos. Vamos estudar os diferentes tipos desse sdlido:

a) Obliquo

Um paralelepipedo é obliqguo quando sua aresta lateral ndo forma angulo reto com o plano da
base.

Paralelepipedo obliquo

b) Reto

Um paralelepipedo é reto quando sua aresta lateral forma angulo reto com a base.
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D’ c’

Paralelepipedo reto

Vamos estudar algumas propriedades dessa figura. Consideremos o paralelepipedo de dimensdes
conforme a seguinte imagem:

Ai
A
D D'
b e ¢ d
o
A a B D e B

e é a diagonal menor da base, e d é a diagonal menor do paralelepipedo. Observando as figuras,
temos:

AABD = e? = a? + b?> — 2ab cos a (lei dos cossenos)

ADBD' = d*=c?+e?=>d?=c?>+a?+b?—-2abcosa
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»|d = ya? + b% + c2 — 2ab cos a

Podemos usar o mesmo raciocinio para encontrar a outra diagonal do paralelepipedo.

c) Retangulo

Um paralelepipedo é retangulo quando sua base é um retangulo.

Paralelepipedo retangulo

d) Reto-retangulo

Um paralelepipedo é reto-retangulo quando sua aresta lateral forma angulo reto com a base e
esta é um retangulo.

C!

:
1
A’ i
.
:
1
1

___________________________

A B

Paralelepipedo reto-retangulo

Vejamos algumas propriedades desse sélido. Consideremos o paralelepipedo com as seguintes
dimensdes:
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AI
A
D.F
D
b N ‘
_I
A a B D

Pelas figuras, podemos ver que:

AABD = e? = a? + b?

ADBD' = d*=c?+e?=c*+4+a*+b*=>

d=+a?+b?+c?

AT=ab+ab+ac+ac+bc+bc=>|AT=2(ab+ac+bc)|

e) Cubo

Esse sélido é um paralelepipedo cujas faces sdo todas quadrados.
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]
:
:
: B
:

A

Cl

Vamos estudar algumas propriedades dessa figura. Consideremos um cubo de aresta a e tracemos
as diagonais conforme a imagem abaixo:

Af

D’ c’
!
' D
] B’
a!
i d
| b
Dy N . c a
b
B
a B A a B
DJ’
d
a
A
D b B

b é a diagonal da base, e d é a diagonal do cubo. Observando as faces, temos:

AABD = b?

=a’+a’>

b =aVv2

2
ADBD' > d*=a?+b?=>d*=a’+ (aV2) =

A€
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Além disso, como as faces sdo quadrados de lado a, para calcular a drea total, basta somar seis
vezes a area de cada face, ou seja:

area total do cubo = |A; = 6a?

4.1.3. VOLUME DO PARALELEPIPEDO

Introduziremos agora o conceito de volume. Imagine que vocé tenha uma caixa vazia e queira
enché-la de cubos. Antes de enché-la, vocé se pergunta “quantos cubos sera que cabem nessa caixa?”.
Para responder a essa pergunta, devemos conhecer o volume da caixa para saber quanto de espago temos
disponivel. Entdo, se a caixa tem 10 unidades de volume e supondo que cada cubo ocupe 1 unidade de
volume, nele cabera 10 cubos. Assim, o volume é a medida usada para determinar a quantidade de
espago ocupada por um corpo e, por isso, ele permite, também, determinar quanto um corpo, vazio por
dentro, possui de espaco disponivel.

Na Geometria Plana, ao calcular a area de figuras planas, usamos um quadrado de lado 1 como
referéncia. Para o volume, usaremos um cubo de lado 1, a ele denominaremos de cubo unitario.

y=f==
L]
1
L]
1

Se o cubo tiver aresta medindo 1m, o seu volume serd 1m3. Se tiver aresta medindo 1cm, o seu
volume serd 1cm3. Geralmente, o volume tem unidades de tamanho cubicos. Para calcular o volume de
um sélido, devemos pensar em quantos cubos unitarios cabem no sélido. Vamos pensar no caso mais
simples, um paralelepipedo reto-retangulo. Considere o exemplo abaixo:
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iy
ey

d
f 7
L

7

2

Para saber qual é o volume desse sdlido, precisamos contar quantos cubos unitdrios formam essa
figura. Observando-a, podemos ver que ele é formado por 2 - 2 - 3 = 12 cubos.

O volume de um paralelepipedo reto-retangulo é dado pelo produto entre a area da sua base e a
sua altura.

|V = (4rea da base) - (altura) = Ag - h

E se quisermos calcular o volume de um prisma qualquer? Para descobrir o volume desse sélido,
estudaremos o principio de Cavalieri.

4.1.4. PRINCIPIO DE CAVALIERI

O principio de Cavalieri diz que:

Dados dois sélidos cujas bases estdo contidas num mesmo plano, se qualquer plano secante,
paralelo ao plano da base, forma superficies de areas iguais nos sélidos, entdao os sélidos tém volumes
iguais.

Na pratica, se dois prismas possuem alturas iguais e bases de mesma drea, podemos afirmar que
os dois sélidos possuem o mesmo volume. Assim, vamos tomar dois prismas: um sera um prisma obliquo

o)
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de base pentagonal (a base pode ser qualquer poligono), e o outro serd um paralelepipedo reto-retangulo.
As suas bases estardo no mesmo plano e ambos tém mesma area. Vejamos a figura abaixo.

Como as bases tém dreas iguais, temos A; = A,. Pelo principio de Cavalieri, temos:
Vi=V,=A,-h=A4A,-h
~Vi=A4;-h
Portanto, a area de um prisma qualquer é igual ao produto da drea da base pela sua altura.

Se tivermos apenas a informacdo da aresta lateral ao invés da altura do prisma, podemos usar a
trigonometria para encontrar a altura. Veja:
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Podemos ver que:

h
sen@za::»|h=a~sen9|

Vejamos o volume de alguns paralelepipedos:

D', c’
1
1
i
i Cubo
Af : B’
a E V = AB h
i =a-a-a
i
D!
/J' --------------- C V = a3
a ,’
l"
A a B
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Df
CP
]
'
' Reto-
I n
A’ : retangulo
(] '
C: B V = AB . h
I — WY
: ab €
1
]
e c
b .-
l‘ r
A a B
DJ’
Cl
1
i
; Reto
A’ 1
c! B’ V = ég . !]3
: ab sena C
1
i |V = abc sen af
el He i c
b .-
«
A a B

4.1.5. SECCAO PLANA DE UM PARALELEPIPEDO

Vamos aprender a analisar a sec¢ao plana formada por um plano secante a um paralelepipedo

gualquer. Consideremos o caso ab
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B

MNP determinam um plano, e este forma uma seccdo plana no paralelepipedo. Como podemos
analisar a seccdo plana formada? Vejamos o passo a passo:

1) O primeiro passo é prolongar os segmentos de retas MN, CD e CB. Eles se interceptardo nos
pontos E e F, conforme mostra a figura:

2) Agora, construimos os segmentos de retas PE e PF. Eles interceptardo as arestas DD’ e BB’
nos pontos G e H:
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3) Por fim, basta ligar os segmentos de retas MH e NG. A seccao plana formada é o poligono
MNGPH:

Esse é um exemplo de um caso possivel que pode ser cobrado na prova. O importante é vocé saber
como construir a sec¢do plana dadas as condi¢des no enunciado da questao.
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4.1.6. PROJECAO ORTOGONAL NO PRISMA OBLIQUO

Seja @ um plano que corta, perpendicularmente, a aresta lateral de um prisma obliquo, segundo a

figura abaixo:

Consideremos a seguinte legenda:
Ag:area da base
h: altura
Ay:area da secgao normal
0: medida do diedro formado entre a e o plano da base f§

Ay é a projegdo ortogonal de Ag sobre o plano «, logo, podemos escrever:

|Ap - cos 8 = Ay|
Dessa relagdo, temos:
A
AB = N
cos @

Além disso, 8 também é o dngulo formado entre a aresta lateral do prisma e sua altura:
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a-cos@=h

Como o volume do prisma é

V=ABh
Temos:
A
V=—2".4-cos@
cos 0

Portanto, o volume do prisma é igual ao produto entre a drea da sec¢ao normal e sua aresta lateral.

4.2. PIRAMIDES

Consideremos um poligono convexo contido em um plano a e um ponto P fora de a. A figura
formada pelos segmentos de reta que ligam P aos vértices do poligono é chamada de pirdmide convexa.

B C

Vejamos os elementos presentes na piramide.
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vértice P aresta lateral

face lateral

altura

~
~a
-
~

Ve

apotema

S~
-~
~——
-~

apétema' da base
e 0 éoanguloformado pela aresta lateral AP e o plano da base;
e A altura da piramide é igual a distancia entre o vértice P e o plano da base;
e Apodtema é o termo usado para a altura de uma face lateral;
e @' é o0 angulodiédrico da aresta CD.

A natureza da piramide varia de acordo com o poligono da base. Se a base for um pentagono,
teremos uma piramide pentagonal. Se a base for um hexdgono, teremos uma piramide hexagonal, e assim
por diante.

Dizemos que uma piramide é regular quando a sua base é um poligono regular e a projegao

ortogonal do vértice é o centro da base. Nesse caso, as arestas laterais sdo todas congruentes e as faces
laterais sdo triangulos isésceles.
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4.2.1. TETRAEDRO

Tetraedro é uma figura que costuma ser cobrada bastante nos vestibulares. Ele é uma piramide
triangular.

C

Um tetraedro é regular quando todas as suas arestas sdo congruentes. Desse modo, as faces dessa
piramide sdo triangulo equilateros.

4.2.2. AREA DA SUPERFICIE DA PIRAMIDE

A area lateral de uma piramide é igual a soma das areas laterais das faces.

A drea total é igual a soma da area lateral com a drea com base.
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4.2.3. VOLUME DA PIRAMIDE

triangular ABC e um prisma ABCDEF de mesma base e mesma altura da piramide.

A€

Vamos deduzir a formula do volume para piramides. Consideremos uma piramide PABC de base

A

1

]

]

]

]

]

1

]

]

]

)

)

Ay ]

A ]

\‘ (]
v,
vy
¥
o e

-

-0 C

-
-

S
~
-
-
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As piramides ABCD e CEFD possuem bases de mesma area (Aaagc = Aapgr) € mesma altura,
assim como as piramides CEFD e BCDE, que possuem bases CEF e BCE congruentes e também possuem
mesma altura. Logo, podemos afirmar:

Vageo = Veerp = Veepe = Vpirémide
Como o prisma possui base ABC e altura igual a piramide ABCD, temos:
Vprisma = Apase " h

Além disso, ele é formado pela unido das trés piramides:

Vorisma = Vasep + Veerp + Veepe = 3Vpiramide

1

J Vpirémide = 3Abase h

Essa formula é vélida para qualquer tipo de piramide convexa, pois qualquer poligono convexo
pode ser decomposto em diversos triangulos. Assim, basta somar o volume de cada piramide com base
triangular.

1 1 1 1 1
V=—-A -h+-A,-h+=-A;-h+-A,-h+-Ag-h

3 3 3 3 3
1
V =§(A1 +A2 +A3 +A4_+A5) h
area da base
1
s |V = §AB -h
»
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4.2.4. SECCAO PLANA DA PIRAMIDE

Consideremos a piramide abaixo:

X,Y,Z determinam um plano secante a pirdmide. Vamos analisar como podemos construir a
sec¢ao plana que esse plano forma na piramide. Para isso, devemos tentar encontrar a intersecgao desse
plano com o plano da base. Vejamos.

1) O primeiro passo é fazer a projecdo ortogonal dos pontos X, Y, Z no plano da base:

2) Prolongamos os segmentos de retas XZ e X'Z'. Eles se interceptardo em algum ponto do plano
da base. Analogamente, prolongamos os segmentos XY e X'Y".
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.r’!

a4

!

#“

-

-

4) Note que EF é a aresta do diedro formado entre o plano da sec¢do e o plano da base. A sec¢do

estd determinada.
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—————
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4.2.5. PLANO SECANTE PARALELO A BASE DA PIRAMIDE

Quando seccionamos um plano paralelamente ao plano da base, obtemos duas piramides

semelhantes.

A raz3o entre as areas da piramide menor e a piramide maior é igual k2, onde k é a razdo de
proporg¢do entre os segmentos das piramides.

&
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h PA_PB_AB _BC _ o
n  PA'" PB'  A'B BC
S
— = k2
Sl

A figura formada pelos vértices ABCDEFA'B'C'D'E'F' é chamada de tronco de pirdmide de bases
paralelas. Vamos calcular o volume desse tronco.

Sejam V,, V,, V- os volumes da piramide maior, da piramide menor e do tronco, respectivamente.
Assim, temos:

1 1
VT = V1 - Vz = §Sl h _§Szh

h’:h
T

1 1
= VT = §Sl(h, + h’T) - §Szhl

1
[(Sy — S2)h" + S1hr]

:>VT:§

Como as piramides sdao semelhantes, podemos escrever:
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S hy? S h' +h
2-(2) - Su_Whh) e o+ JSohy
s, \n S, '

g trdSe

Substituindo h' na express3do do volume:

1 hry/S;
Vr = 3 I(51 —$,) <m> + 51hrl

Note que S; — S, = 1/(51)2 — /(52)% = (/S1 — /S2) (/51 + +/S2), substituindo acima:
1
Vr = 3[(VS1+ VS2)y/Sahr + Sihr]

_h

Vp = 3T (51 + S, +/5.5;)

4.2.6. TRONCO DE PRISMA TRIANGULAR

Vamos estudar o volume de um tronco de prisma triangular. Consideremos um prisma triangular
com uma base perpendicular as arestas laterais, conforme mostra a figura abaixo.
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pirimide

'
A /o

a—c

C.f

Cf

tronco de prisma

BF

B B

A area da base perpendicular é S. Podemos completar esse tronco de prisma com uma piramide
de modo a formar um prisma reto. Desse modo, temos que o volume do tronco é dado por:
Vp = Vprisma - Vpirémide

Vprisma =a-$S

1, 1[(a—b+a—c)x]
Vpirémide = §S y = § 2

1 1
y=§-(2a—b—c)- =§(2a—b—c)-5

a{o] S

1
:VT=a-S—§(2a—b—c)-S

1
. VT=§(a+b+c)-S

Caso o prisma tenha ambas as bases ndo perpendiculares as arestas laterais, podemos dividir esse
prisma por uma seccdo normal e, assim, teremos dois prismas cuja base forma um angulo reto com as
arestas laterais. Procedendo dessa forma, encontramos:

1
VT=§(a+b+c)-S

Onde a, b, c sdo as medidas das arestas laterais do tronco de prisma obliquo e S é a drea da seccao
normal.
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4.3. Poliedros convexos

Dizemos que um sdlido é um poliedro convexo quando a sua superficie é formada por n
poligonos que satisfazem as seguintes condigdes:

e Dois poligonos quaisquer ndao estdo no mesmo plano;
e (Qualquer aresta de um poligono é comum a apenas dois poligonos;
e O plano de qualquer poligono deixa os demais no mesmo semiespago.

As faces do poligono convexo sao os poligonos convexos, as suas arestas sao os lados dos
poligonos e os seus vértices sdao os vértices dos poligonos.

' veértices
arestas

face

4.3.1. RELACAO DE EULER

A relacdo de Euler é uma propriedade que relaciona as arestas, vértices e faces de um poliedro
convexo. Para todo poliedro convexo, vale a relacdo:

[V—A+F = 2]

Demonstragao

Para demonstrar essa relacdo, precisamos de um teorema preliminar. Vejamos:

Para toda superficie poliédrica convexa aberta, vale a relacdo:
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VA_AA‘l‘FA:l

Provaremos essa propriedade por inducao finita.

1) Veja que, para F, = 1, a superficie poliédrica convexa aberta (SPCA) se torna um poligono
convexo plano de n lados e assim:

superficie poliédrica convexa aberta de 1 face

VA=n=AA
Logo:
VA_AA‘l‘FA:n_n‘l‘].:].

2) Suponha que essa propriedade seja vélida para uma SPCA de F' faces (possui V' vértices e A’
arestas) tal que:

Vi—A'+F =1
Devemos provar que ela é vélida para F’ + 1 faces.

Adicionando uma face com a arestas e b arestas compartilhadas para a SPCA inicial, temos para a
nova superficie formada:

F=F+1
A = A"+ a — b (b arestas compartilhadas)
V=V"+a—-(b+1) (barestas compartilhadas, temos b + 1 vértices coincidindo)
Verificando a relagao, obtemos:
V—A+F=[V'+a—-(b+1)]-[A4+a-b]+F +1
V—-A+F=V'+a-b—-1-A"—-a+b+F +1

V—A+F=V'—-A+F
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Portanto, a relagdo nao se altera adicionando-se ou removendo-se uma face na superficie, o que
prova nossa hipodtese de inducgao.

Agora, vamos proceder a demonstracdo da relacdo de Euler.

Tomemos um poliedro convexo fechado de F faces (possui V vértices e A arestas) e dele retiramos
uma face. Obteremos uma SPCA e, assim, vale a relagdo:

retira-se uma face para obter uma SPCA

VA - AA + FA == 1
Como retiramos apenas uma face, temos para essa SPCA:
VA :V;AA :A;FA =F-1

Logo:

Vi—Aj+Fi,=12V—-A+F—-1=1=>V—-A+F =2|

Os poliedros que admitem a relacdo de Euler sdo chamados de poliedros eulerianos. Atencao!
Todo poliedro convexo é euleriano, mas nem todo poliedro euleriano é convexo!

4.3.2. SOMA DOS ANGULOS DAS FACES DE UM POLIEDRO CONVEXO

A soma dos angulos de todas as faces de um poliedro convexo é igual a

S=(W-2)-360°
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Em que V é o numero de vértices do poliedro convexo.
Demonstragao

Consideremos um poliedro convexo de V vértices, A arestas e F faces. Sejam ny, n,, ns, e, M O
numero de lados das faces 1, 2,3, ..., F. Como cada face é um poligono convexo, temos que a soma dos
angulos internos de cada face é:

S;=(Mm;—2)-180%i =1{1,2,3,...,F}
Assim, somando-se todos os angulos internos das faces, temos:
S=(n,—2)-180°+ (n, —2) - 180°+ -+ (np — 2) - 180°

S=Mm+ny,+--+ng)-180°-2-180°—2-180°—---—2-180°

F vezes

S=Mmy+ny,+--+ng)-180°—F - 360°
Como cada lado do poliedro é compartilhado por duas faces, temos:
ng+n,+--+np=24
Logo:
S=2A-180°—F -360°=>S =(A—F)-360°
Sendo um poliedro convexo, ele admite a relagdo de Euler:

V—A+F=2=>V—-2=A—F

~[s=W-2) 360°

4.3.3. POLIEDROS DE PLATAO

Um poliedro é classificado como poliedro de Platdo quando satisfaz os seguintes requisitos:
e Todas as faces possuem o mesmo numero de arestas;
e De cada vértice, parte um mesmo numero de arestas;
e Admite a relacdo de Euler.

Existem apenas cinco tipos de poliedros de Platdo, sdo eles:

1. Tetraedro;
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2. Hexaedro;
3. Octaedro;
4. Dodecaedro;
5. lIcosaedro.

N3do veremos a prova disso, pois este ndo é um assunto que costuma cair em prova.

4.3.4. POLIEDROS REGULARES

Os poliedros convexos sdo classificados como regulares quando:
e Todas as faces possuem o mesmo nimero de arestas;
e De cada vértice, parte um mesmo numero de arestas;
e Todas as faces sdo poligonos regulares.

Note que os poliedros regulares possuem uma definicdo parecida com os poliedros de Platdo. A
Unica ressalva é que as faces dos poliedros regulares sao poligonos regulares.

Assim, temos apenas cinco tipos de poliedros regulares:
1. Tetraedro regular;

2. Hexaedro regular (cubo);

3. Octaedro regular;

4. Dodecaedro regular;

5. lcosaedro regular.

HORADE

PRATICAR!

16. (UFRGS/2019)
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Na figura a seguir, esta representado um cubo cuja aresta tem 2 cm de medida. O ponto P esta

localizado no centro da face EFGH.

A medida do segmento AP é

a)V2 b) 2 c)V6 d) 243 e)3

Comentarios

Podemos pensar em um triangulo retangulo AHP para encontrar o valor da hipotenusa AP.

Como FH é uma diagonal da face quadrada EFGH cujo lado vale 2, temos que FH = 242, 0 que
implica HP = /2.

Dessa forma, podemos aplicar o teorema de Pitagoras ao triangulo AHP.

AP? = AH? + HP?

2
AP? =22 442

AP =4+2
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AP? =6
VapP? = V6
|AP| = V6
AP = +V6

Como AP é uma distancia, AP = /6.

Gabarito: “c”.

17. (UFRGS/2019)

Em um curso de dobraduras, a instrutora orientou que fosse construida uma piramide de base
quadrada, de lado igual a 3 cm e altura igual a 10 cm. O volume dessa piramide é igual a

a) 25 cm?
b) 30 cm3
c) 15 cm?
d) 9 cm?

e) 12 cm?

Comentarios

Podemos representar a piramide do enunciado no esboco:

[E Y

——fm—————

!3

3cm

dcm

Dessa forma, o volume dessa piramide é dado por:

1
]/p = § . Ab - h
1 2
&
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V, =30 cm3

Gabarito: “b”.

18. (UDESC/2012)

Uma caixa de um perfume tem o formato de um tronco de piramide quadrangular regular fechado.
Para embrulha-la, Pedro tirou as seguintes medidas: aresta lateral 5 cm e arestas das bases 8 cm e
2 cm. A quantidade total de papel para embrulhar esta caixa, supondo que nao haja desperdicio e

nem sobreposi¢cao de material, foi:
a) 88 cm?2

b) 168 cm2

c) 80 cm?2

d) 68 cm2

e) 148 cm2

Comentarios

Esquematizando a caixa de perfume em voga, temos:

Perceba que o comprimento de AA’ e de BB’ representam a altura h do trapézio que forma a
lateral do tronco de piramide.

Como AB = A’B’' = 2, s6 podemos ter os comprimentos A’'D + B'C = 6, ou seja, A’D = B'C =
3.

Assim, temos que o tridngulo BB'C é retdngulo em B’. Podemos, entdo, descobrir o valor de h
aplicando, a esse triangulo, o teorema de Pitdgoras.

B'B* + B'C* = BC?
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h? + 32 = 52
h? =25-9
h? =16
Vh? = V16
|| =4
h =14
Como estamos falando sobre uma altura, consideremos apenas o sinal positivo para h = 4.

Com esses dados, podemos dizer que a drea total do tronco de piramide que forma a caixa de
perfume tem area total 4; igual a

A, = Area da base inferior + Area da base superior + 4 - rea das faces laterais

8+2)-4
At=82+22+4-%
A, = 64+ 4+ 80

A, = 148 cm?

Gabarito: “e”.

19. (Inédita)
Um cubo e uma piramide de base quadrada tém o mesmo volume.
Se a area da base da piramide é igual a um terco da area da base do cubo, podemos dizer que
a) a altura da piramide é igual ao dobro da altura do cubo.
b) ndo é possivel que uma piramide tenha o mesmo volume que um cubo.
c) a area total da piramide é igual a area total do cubo, uma vez que seus volumes sao iguais.
d) a altura da piramide é igual a altura do cubo.
e) a altura do cubo é igual a um nono da altura da piramide.

Comentarios

Como o enunciado nos informa que o volume do cubo V, é igual ao volume da piramide de base
quadrada 1, e admitindo a aresta do cubo igual a x, temos:

base do cubo - altura do cubo = 3 base da piramide - altura da piramide
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Wl Wk

Gabarito: “e”.

20. (UCPEL/2017)

A area de um quadrado de lado x cm aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado em 2 cm.
Considerando que a medida da aresta de um tetraedro regular é igual ao lado x deste quadrado,
entdo a altura h deste tetraedro vale

a) 2v/6 cm b) 2v/3 cm c)2vV2 cm d)3v2 ecm e)
4/6 cm

Comentarios

“A drea de um quadrado de lado x cm aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado em
2cm.”

Reescrevendo a mesma informacdo na forma de equacao e a resolvendo, temos:
(x+2)?=x%+28
X +2-x-242%2=_x* +28
4x +4 =128
4x =28 -4
4x = 24

24
=7

x=6

A altura do tetraedro regular pode ser calculada com a férmula

x -6
h =
3
6 -6
h=—
3
h=2-V6
o)
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Gabarito: “a”.

5. LISTA DE QUESTOES

v

Um poliedro convexo de 32 arestas tem apenas 8 faces triangulares e x faces quadrangulares. Dessa

21. (EEAR/2021)

forma, o valor de x é
a)8

b) 10

c) 12

d) 14

22. (EEAR/2021)

Em um prisma hexagonal regular de 4v/3 cm de altura, a aresta da base mede 4 cm. As bases desse

solido foram pintadas de branco e 4 faces laterais pintadas de preto. Se S e Sp sao as medidas das

areas pintadas de branco e preto, respectivamente, entao Sp — Sp = cm?.

a) 83

b) 163
c) 243
d) 323

23. (EEAR/2019)

Um pedago de queijo, em forma de prisma triangular regular, tem 6 cm de altura e possui como

base um triangulo de 10 cm de lado. O volume desse pedago de queijo é V3 cm?.
a) 150
b) 165
&
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c) 185

d) 200

24. (EEAR/2018)
Sabendo que o dodecaedro regular possui 20 vértices, o nimero de arestas desse poliedro é:
a) 16
b) 28
c) 30

d) 32

25. (EEAR/2015)

Um pdédio é composto por trés paralelepipedos retangulos justapostos, conforme mostra a figura.

X

X Z w

v
- A

|H|HI1—PI
X X X

Ao considerarx = 5dm,y = 2dm,z = 6dmew = 4 dm, ovolume desse pddio, em dm3,

”

é
a) 150
b) 200
c) 250

d) 300

26. (EEAR/2015)

Uma embalagem de chocolate tem a forma de um prisma triangular regular cuja aresta da base
mede 2 cm e cuja altura mede 12 cm. Considerando V3 =1, 7, o volume de chocolate contido

nessa embalagem, em cm3, é
a) 20,4

b) 23,4
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c) 28,4

d) 30,4

27. (EEAR/2015)

Uma piramide tem base quadrada e suas faces laterais sao triangulos equilateros de lado 10 cm. A
altura dessa piramide, em cm, é

a) 5v3
b) 5v2
c)3V3
d) 3v2

28. (EEAR/2014)

Um prisma hexagonal regular tem aresta da base medindo [ e altura igual a 31. A area lateral desse

prismaé ____ I%,
a)9

b) 12

c) 18

d) 24

29. (EEAR/2013)

Um prisma reto tem como base um tridngulo equilatero de lado 3 cm, e como altura o dobro da
medida de sua aresta da base. Entdo, a area lateral desse prisma, em cm?, é

a) 36
b) 48
c) 54

d) 60

30. (EEAR/2013)

A figura mostra duas piramides regulares iguais, unidas pela base ABCD, formando um octaedro.
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Se ABCD tem 4 cm de lado e EF = 6 cm, o volume do sélido da figura, em cm3, é
a) 26
b) 28
c) 32

d) 34

31. (EEAR/2013)

Considere v3 = 1,73 e um cubo de arestaa = 10 cm. A medida da diagonal desse cubo, em cm,
é um numero entre

a)18e 20
b) 16 e 18
c)1l4e 16

d)12 e 14

32. (EEAR/2013)

Seja uma piramide quadrangular regular com todas as arestas medindo 2 cm.

A altura dessa piramide, em cm, é

a) 2V/3
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33.

34,

A€

b) 3v2
c)V3
d) V2

(EEAR/2013)

Uma piscina tem a forma de um paralelepipedo retangulo e tem, no seu centro, um cubo de

concreto de 1 m de aresta, como mostra a figura.

1 m

3Im

4m

O volume de dgua necessario para encher a piscina, em m3, é
a) 12

b) 11

c)10

d)9

(EEAR/2012)

O poliedro regular cujas faces sao pentdgonos é o
a) octaedro.

b) tetraedro.

c) icosaedro.

d) dodecaedro.

. (EEAR/2011)

O perimetro da base de um prisma quadrangular regular é 8 cm. Se a altura desse prisma é 3 cm,

entdo sua area total, em cm?, é:

a) 32
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b) 34
c) 36

d) 38

36. (EEAR/2011)

Um cubo tem 3 cm de altura, e um paralelepipedo retangulo tem dimensées 1 cm, 2 cm e 3 cm.
A razao entre os volumes do cubo e do paralelepipedo é:

3
a) E

4
b) 3

c)

d)

wlew NI

37. (EEAR/2011)

Uma piramide triangular regular tem 2v/3 cm de aresta da base e 31/3 cm de apétema. A area

lateral dessa piramide, em cm?, é:
a) 18
b) 21
c)24

d) 27

38. (EEAR/2010)

Uma piramide quadrangular regular tem 6 cm de altura e base de 8 cm de perimetro. O volume

dessa piramide, em cm?3, é:
a)4
b) 6
c)8

d) 10

39. (EEAR/2010)
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A diagonal de um cubo de aresta a; mede 3 cm, e a diagonal da face de um cubo de aresta a, mede
2 cm. Assim a, - a,, em cm?, é igual a:

a) 26
b) 23
) V6
d) V3

40. (EEAR/2010)

A aresta lateral de uma piramide triangular regular mede 5 m, e a aresta da base, 6 m.

A area lateral dessa piramide, em m?, é
a) 30
b) 32
c)34

d) 36

41. (EEAR/2009)

A aresta da base de um prisma quadrangular regular mede 2 cm. Se a diagonal desse prisma mede
2v/11 cm, sua altura, em cm, mede

a)8
b) 6
c4

d) 2

42. (EEAR/2009)

&
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“Existem somente poliedros regulares.” A palavra que completa corretamente a assercao
anterior é

a) quatro
b) cinco
c) seis

d) trés

43. (EEAR/2009)

A base de um prisma reto é um triangulo retangulo, cujos catetos medem 3 cm e 4 cm. Se esse
prisma tem altura igual a 3,5 cm, ent3o seu volume, em cm?3, é:

a)21
b) 18
c)15

d) 12

44. (EEAR/2008)
A diagonal de um paralelepipedo retangulo, de dimensdes 4 cm, 6 cm e 8 cm, mede, em cm,
a) 75
b) 3v3
c) 5v31
d) 2v29

45. (EEAR/2008)
O numero de poliedros regulares que tém faces triangulares é:
a)1
b) 2
c)3
d) 4
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46. (EEAR/2008)
Um prisma reto é regular quando suas bases:
a) sao paralelas.
b) tém a mesma area.
c) tém arestas congruentes.

d) sdo poligonos regulares

47. (EEAR/2008)

O perimetro da base de uma piramide quadrangular regular é 80cm. Se a altura dessa piramide é
15cm, seu volume, em cm3, é:

a) 2300
b) 2000
c) 1200
d) 1000

48. (EEAR/2008)

Quatro cubos idénticos sdao dispostos como na figura a seguir, formando um Unico sélido.

LI VI

K
I I
S
K
Considerando que a diagonal de cada cubo mede 10+/3 cm, a diagonal desse sélido é, em cm, igual
a:
a) 30v3
b) 20V3
c) 20
d) 30
o
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49. (EEAR/2007)

Uma piscina, com a forma de paralelepipedo retangulo, tem 8m de comprimento, 4m de largura e
2m de profundidade. Nao estando completamente cheia, um grupo de 8 pessoas “pula” em seu
interior, sem haver perda de agua, fazendo com que o nivel da agua varie em 0,5m. O volume
correspondente as 8 pessoas na piscina, em litros, é igual a:

a) 32000
b) 16000
c) 8000
d) 4000

50. (EEAR/2007)

Uma piramide regular de base hexagonal tem 20cm de altura e 10cm de aresta da base. O ap6tema

dessa piramide mede, em cm:
a) 5v3

b) 5v17

c) 5V/19

d) 5v23

51. (EEAR/2007)

A medida da altura de um prisma triangular regular é igual a medida da aresta de sua base. Se a

area lateral desse prisma é 10m?, entdo sua altura mede, em m:
a) V15

b) v30
V15
)5

V30
d)T

52. (EEAR/2007)

O perimetro da base de um tetraedro regular é 9m. A medida da altura desse tetraedro, em m é:

V6
8)7
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3V6
b) —~

c)3V6
d) V6

53. (EEAR/2006)
Um cubo tem 216cm? de area total. A medida, em cm, de sua diagonal é:
a) 6v2
b) 6v/3
c) 2v6
d) 2v2

54. (EEAR/2006)
Se a aresta da base de um tetraedro regular mede 3cm, entdo sua altura, em cm, é:
a)V3
b) 2V3
c) 2vV6
d) V6

55. (EEAR/2006)
Se uma piramide tem 9 faces, entdo essa piramide é:
a) eneagonal.
b) octogonal.
c) heptagonal.

d) hexagonal.

56. (EEAR/2006)

Se as dimensdes de um paralelepipedo retangulo medem, em cm, a,a + 3 e a + 5, entdao a soma
das medidas de todas as arestas desse paralelepipedo é maior que 48cm, se a for maior que
cm.
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[
~—
|

Al W

b)

c)

d)

57. (EEAR/2005)

O numero de vértices de um poliedro convexo que tem 3 faces quadrangulares, 2 faces triangulares

e 4 faces pentagonais é:
a) 10
b) 14
c)12
d) 16

58. (EEAR/2005)
O perimetro da base de um tetraedro regular mede 9cm. A area total desse tetraedro, em cm?, é:
a) 93
b) 18V3
c)18
d)9

59. (EEAR/2005)
Considere as denominagdes a seguir:
l. tetraedro regular
Il. hexaedro regular
lll. prisma quadrangular regular
IV. prisma quadrangular reto
Das quatro denominagdes acima, completam corretamente a assertiva “Ocuboéum ___ .”

a) apenas uma.

b) apenas duas.
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c) apenas trés.

d) todas

60. (EEAR/2005)
Considere: I- No prisma reto, lI- No prisma obliquo, IlI- No prisma regular,
A- as arestas laterais ndao sao perpendiculares ao plano da base.
B- as bases sao poligonos regulares.
C- as faces laterais sao quadrilateros cujos angulos sao retos.
D- as arestas laterais sao perpendiculares ao plano da base.
E- as faces laterais sdo losangos ou paralelogramos propriamente ditos.
F- as bases sdao poligonos regulares ou nao.

O numero de afirmagdes corretas que se pode fazer, iniciando-se com |, Il ou lll e completando-se
comA,B,C,D,E,ouF,é:

a)9
b) 8
c)7
d) 6

61. (EEAR/2005)

Sejam duas piramides quadrangulares regulares de bases congruentes, cujas alturas sio 4cm e 3cm,
e cujo apdétema da base mede 4cm. Unindo-se essas pirdamides pelas bases, de forma que suas

arestas coincidam, obtém-se um octaedro cuja drea total, em cm?, é igual a:
a) 8(5 +v2)

b) 8(5 + 4v2)

c) 16(5 + 2v2)

d) 16(5 + 4v2)

62. (EEAR/2004)

Um prisma regular de base triangular tem altura igual ao lado da base e volume igual a 16v/3cm?3.
A area lateral desse prisma, em cm?, é:
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a) 24
b) 8
c)4
d) 48

63. (EEAR/2004)

Um prisma reto, cuja base é um triangulo equilatero de lado k, tem volume igual ao de um cubo de
aresta k. A altura do prisma é igual a:
4k\3
a) —
3
b) kv3
c) 3kV3

d) 4kV3

64. (EEAR/2004)

Numa piramide hexagonal regular, a aresta da base mede 3cm. Se a area lateral dessa piramide é

36cm?, entdo o volume da piramide, em cm3, é igual a
2743
2
9V111
4
c) 9\/?

d) 9v2

a)

b)

65. (EEAR/2003)

Se uma das dimensdes de um paralelepipedo reto retdngulo é 6cm, a soma das outras duas
dimensdes é 25cm e a area total é 600cm?, entdo a razdo entre as duas dimensdes desconhecidas

é:

o Q
— —
NIR gijw wWIN

O
~—

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 104

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

d)

ulN

66. (EEAR/2003)

Seja V o volume de um cubo de aresta a. Constroi-se um prisma quadrangular de volume V e de

vértices nos pontos médios das arestas das bases do cubo. O volume V, desse prisma é igual a:

67. (EEAR/2003)

Um prisma reto tem base hexagonal regular e as faces laterais quadradas. Sabendo-se que a area
do circulo inscrito em sua base é igual a 25wcm?, a area total, em cm?, desse prisma é:

a) 400
b) 100(6 + 3)
c) 100(2 ++/3)
d) 600

68. (EEAR/2003)

Se 0 apotema de um tetraedro regular mede 5v3cm, entio, a altura desse tetraedro, em cm, é:

a) 5v3

b) 10v2
10V/6
c)—
3
3
69. (EEAR/2003)

Se em uma piramide quadrangular regular a diagonal da base mede 4m e a aresta lateral mede

2,5m, ent3o o volume da piramide, em m3, é:

a) 1l
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b) 2
c)3
d) 4

70. (EEAR/2003)

O volume, em cm3, de um prisma hexagonal regular com altura igual a 5cm e com area lateral
60cm? é:

a) 5v3

b) 45+/3
c)30v/3
d) 270v/3

71. (EEAR/2002)

A aresta de um cubo e a aresta da base de um prisma triangular regular medem 4+/3cm. Se o cubo

e o prisma s3o equivalentes, entdo a area total do prisma, em cm?, é:
a) 2103
b) 212V3
c) 2143
d) 216v3

72. (EEAR/2002)

O volume, em cm?, de uma piramide quadrangular regular cujas faces laterais sdo tridngulos
equiladteros de lado 4cm, vale:

a) 16v/2

b) 32v2
16v2
3
d) 322
3

c)

73. (EEAR/2002)
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A area lateral de um prisma hexagonal regular de 25cm de altura e de apétema da base igual
2+/3cm, em cm?, é:

a) 1200
b) 6002
c) 6003
d) 600

74. (EEAR/2002)

A base de um prisma regular é um hexagono inscrito num circulo de raio R. Se o prisma é equivalente

ao cubo, cuja base esta inscrita no mesmo circulo, entao a altura do prisma hexagonal, em cm, é:

a) 2R
2RV6
3
4RVG
3
4RV6
9

b)
c)

d)

75. (EEAR/2002)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso), considerando a geometria de posi¢ao espacial e plana.
( ) Acondicdor N's = @ é necessario para que as retas r e s sejam paralelas distintas.
( ) Duas retas que formam um angulo reto siao necessariamente perpendiculares.
( ) Se duas retas tém um unico ponto em comum, entdo elas sdo concorrentes.
( ) Acondicdor Nns = @ é suficiente para que as retas r e s sejam reversas.
A sequéncia correta é:
AV -v-v-V
b)V — F -V — F
¢o)F -V —-—F -V
dF — F —-F-F

76. (EEAR/2002)

A figura abaixo é a planificagao de um poliedro convexo (A = B= C = D;E F).
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77.

A€

O volume desse poliedro, em unidades de volume, é

425
a)—-

425

b) —
3

850

)5

850
d)—-

(EEAR/2001)

As bases de uma piramide hexagonal regular e de um prisma quadrangular regular acham-se

inscritas num mesmo circulo. Sendo H a altura da piramide e sabendo-se que os dois poliedros sao

equivalentes, entado a altura do prisma é:

HV3
a) =~

3H\3

b)

HV3
)=

d)T

4

HV3

. (EEAR/2001)

A altura de uma piramide quadrangular regular é igual a aresta de sua base. Sendo B a area da base

da piramide, entdo sua area lateral, em cm?, é:

a) BV5

B\5
o5
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c) B\V3
d) V5B

79. (EEAR/2001)

A base de um prisma quadrangular regular esta inscrita numa circunferéncia cujo circulo tem
100mrcm? de area. Se a altura do prisma mede 1, 5cm, entdo o volume desse prisma, em cm?, é
de:

a) 200
b) 300
c) 400
d) 800

80. (EEAR/2001)
Assinale a afirmativa VERDADEIRA:
a) Dois planos paralelos a uma reta sao paralelos entre si.
b) Dois planos perpendiculares a uma reta sdo perpendiculares entre si.
c) Duas retas perpendiculares a um plano sido paralelas entre si.

d) Duas retas paralelas a um plano sao paralelas entre si.

81. (EEAR/2000)

Seja P, uma piramide quadrangular regular. Cortamos P, por um plano paralelo a base e que dista
da base a metade da altura de P,. Sejam P, a piramide menor resultante desse corte, V; o volume
de P,e V, o volume de P,. Entao:

a) ndo da para comparar V1 e V2

V1 £}
b)5 < Vy <7

V |4
2< vV, <=2
8 7

d) Vl = 8V2

82. (ESA/2015)
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A palavra “icosaedro”, de origem grega, significa “20 faces”. Sabendo que o icosaedro regular é

formado por 20 tridangulos regulares, determine o nimero de vértices.
a)12

b) 42

c)52

d)8

e)48

83. (ESA/2013)

O volume de um tronco de piramide de 4dm de altura e cujas areas das bases sdo iguais a 36 dm?
e 144 dm? vale:

a) 330cm3
b) 720dm?
c) 330dm3
d) 360m3
e) 336dm?
84. (ESA/2009)

A altura de um prisma hexagonal regular é de 5m. Sabe-se também que sua darea lateral é o dobro

da area de sua base. O volume desse prisma, em m3, é:
a) 2703
b) 220v3
c) 200V3
d) 285v3
e) 250v3

85. (ESA/2008)

A piramide de Quéops, em Gizé, no Egito, tem aproximadamente 902 metros de altura, possui
uma base quadrada e suas faces laterais sdo triangulos equilateros. Nessas condi¢bes, pode-se

afirmar que, em metros, cada uma de suas arestas mede:

a) 90
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b) 120
c) 160
d) 180
e) 200

86. (EsPCEx/2017)

Considere dois planos a e B perpendiculares e trés retas distintasr,settaisquer@ a,sZpBet=a
B. Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que

a) as retas r e s somente definirdo um plano se forem concorrentes com t em um tnico ponto.
b) as retas r e s podem definir um plano paralelo a reta t.

c) as retas r e s sdo necessariamente concorrentes.

d) se r e s forem paralelas, entdo elas definem um plano perpendiculara a e .

e) o plano definido por r e t é necessariamente paralelo a s.

87. (EsPCEx/2016)

Determine o volume (em cm?) de uma piramide retangular de altura a e lados dabase be c (a, b
e ¢ em centimetros), sabendo que a + b + ¢ = 36 e a,b e c sdo, respectivamente, numeros
diretamente proporcionaisa 6,4 e 2.

a) 16
b) 36
c) 108
d) 432

e) 648

88. (EsPCEx/2015)

As medidas das arestas de um paralelepipedo retangulo sdo diretamente proporcionaisa 3,4e5e
a soma dessas medidas é igual a 48 cm. Entdo a medida da sua area total, em cm?, é

a) 752
b) 820

c) 1024
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d) 1302

e) 1504

89. (EsPCEx/2013)

Considere um prisma regular reto de base hexagonal tal que a razao entre a aresta da base e a aresta
V3
lateral é 3 Aumentando-se a aresta da base em 2 cm e mantendo-se a aresta lateral, o volume do

prisma ficara aumentado de 108 cm3. O volume do prisma original é
a) 18 cm3

b) 36 cm3

c) 18vV3 cm?

d) 363 cm3

e) 40 cm?

90. (EsPCEx/2012)
Considere as seguintes afirmacgodes:

I. Se uma reta r é perpendicular a um plano a, entao todas as retas de a sao perpendiculares ou

ortogonais ar;

Il. Se a medida da projecdo ortogonal de um segmento AB sobre um plano a é a metade da medida

do segmento AB, entdo a reta AB faz com aum angulo de 60°;

lll. Dados dois planos paralelos a e B, se um terceiro plano y intercepta a e B, as intersegdes entre

esses planos serao retas reversas;

IV. Se a e B sdo dois planos secantes, todas as retas de a também interceptam B.
Estao corretas as afirmagdes

a) Apenaslell

b) Apenaslielll

c)l, el

dillelv

e)ll,lllelVv

91. (EsPCEx/2012)

&
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O sdlido geométrico abaixo é formado pela justaposi¢cao de um bloco retangular e um prisma reto,
com uma face em comum. Na figura estdo indicados os vértices, tanto do bloco quanto do prisma.
Considere os seguintes pares de retas definidas por pontos dessa figura: as retas LB e GE; as retas

AG e HI e as retas AD e GK. As posi¢des relativas desses pares de retas sdo, respectivamente,

K

a) concorrentes; reversas; reversas.
b) reversas; reversas; paralelas.

c) concorrentes, reversas; paralelas.
d) reversas; concorrentes; reversas.

e) concorrentes; concorrentes; reversas.

92. (EsPCEx/2011)

Na figura abaixo, esta representado um cubo em que os pontos T e R sdao pontos médios de duas
de suas arestas.
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E Q

Sabe-se que a aresta desse cubo mede 2 cm. Assim, o volume do sélido geométrico definido pelos
pontos PQRST, em cm3, é

2
a) 5

4
b)g

5
C)E

16
d) e

32
e) ?

93. (EsPCEx/2011)

A figura espacial representada abaixo, construida com hastes de plastico, é formada por dois cubos
em que, cada vértice do cubo maior é unido a um vértice correspondente do cubo menor por uma
aresta e todas as arestas desse tipo tém a mesma medida.

Se as arestas dos cubos maior e menor medem, respectivamente, 8 cm e 4 cm, a medida de cada

uma das arestas que ligam os dois cubos é

a) 632 cm
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b) 3v2 ecm
c)2vV3 cm
d)4V/3 cm
e) 6v/3 cm

94. (EsPCEx/2011)
Considere as seguintes afirmagdes:
I. Se dois planos a e 8 sdo paralelos distintos, entdo asretas ; C @ e r, C 8 sdo sempre paralelas.

Il. Se a e B sdo planos nao paralelos distintos, existem asretasr; C a er, C f tal que r; e r, sao
paralelas.

lll. Se uma reta 1 é perpendicular a um plano a no ponto P, entdao qualquer reta de a que passa por
P é perpendicularar.

Dentre as afirmagdes acima, é (sdo) verdadeira(s)
a) Somente Il

b)lell

c)lell

d)llel

e)l,llell

95. (EsPCEx/2010)

Na figura abaixo, estd representado um sélido geométrico de 9 faces, obtido a partir de um cubo e

uma piramide.

v
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Sabendo que todas as arestas desse sélido tém medida [, entdo as medidas da altura (distancia do

ponto V a face ABCD) e da superficie total desse sdlido sdo, respectivamente,
al(Z2) e (V3 +4)
b)1(22) e 12(V3 +5)

2

11(55%) e (5 +5)

d)1(2) e (V3 +5)
(

(2]

2

) et (T+4)

96. (EsPCEx/2009)

e)l

Um reservatdério em forma de tronco de piramide regular de base quadrada e dimensodes indicadas
na figura devera ter suas paredes laterais externas cobertas por uma tinta impermeavel, cujo

rendimento é de 11 m? por gal3o.

7,.20m
Desenho fora de escala
Os pontos A e B representam os centros das bases do tronco de piramide

O nimero minimo de galGes que devem ser adquiridos para tal operagao é:
a)6
b) 7
c)9

d) 10
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e)1l1

97. (EsPCEx/2009)

Considere duas retas r e s no espaco e quatro pontos distintos, 4, B, C e D, de modo que os pontos
A e B pertencem a reta r e os pontos C e D pertencem a reta s.

Dentre as afirmagdes abaixo

—_— —_— ~ ~ ~ .
I. Se as retas AC e BD sao concorrentes, entao r e s sao necessariamente concorrentes.
Il. Os tridngulos ABC e ABD serao sempre coplanares.

lll. Se AC e BD forem concorrentes, entdo as retas 1 e s sao coplanares.

Pode-se concluir que

a) somente a | é verdadeira.

b) somente a Il é verdadeira.

c) somente a lll é verdadeira.

d) as afirmacoes Il e Il sdo verdadeiras.

e) as afirmagdes | e lll sdo verdadeiras.

98. (EsPCEx/2008)

Para obter o sélido geométrico representado abaixo, partiu-se de um cubo de aresta L e retirou-se

de cada um dos vértices desse cubo uma piramide de base triangular com as arestas laterais
. L .

medindo 2 conforme a figura.
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Desenho Fora de Escala

Denominando-se V o volume do cubo a partir do qual foi obtido o sélido, pode-se concluir que o
volume desse sélido é

99. (EsPCEx/2008)

Em um cubo de aresta medindo 4 cm, forma-se um tridngulo VEF, conforme figura abaixo, em que
V é o centro do quadrado ABCD. A area, em cm? , do tridngulo VEF é igual a

A B

p A S
A G
E" F
a) 4V/5

b) 4V/6
) 5V5
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100.

d) 5V6
e) 6v/6

(EsPCEx/2006)

Dispondo de um recipiente em forma de paralelepipedo retdngulo, com as dimensdes da figura,
preenchido com agua até o nivel indicado, um aluno fez o seguinte experimento:

e mergulhou na dgua um cubo macico, com 1 cm? de volume;

¢ mergulhou, sucessivamente, novos cubos, cada vez maiores, cujos volumes formam, a partir do

cubo de 1 cm? de volume, uma progressido aritmética de razdo 2 cm3.

Apds mergulhar certo numero de cubos, que ficaram completamente submersos, verificou que a
altura do nivel da dgua passou para 39 cm.

37 cm
Zicm %" B
Li4 cm-

Figura fora de escala

Com base nessas informagodes, a area total do ultimo cubo colocado é de
a) 54 cm?

b) 42 cm?

c) 24 cm?

d) 150 cm?

e) 216 cm?

101. (EsPCEx/2005)

A€

O hexagono regular ABCDEF é uma sec¢do plana de um cubo de aresta 2a+/3. Cada vértice do
poligono divide ao meio a aresta na qual esta apoiado.
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A drea do hexagono é

a) 9a%v/3
3a2V3
2

2a2V3
3

b)

c)
d) 4a%V/3

5a%/3
4

e)

102.  (EsPCEx/2004)

Um prisma reto com 5 cm de altura e base retangular com dimensées de 4 cm e 6 cm contém agua
até uma altura de 3 cm. Um cubo macic¢o de aresta igual a 2 cm é colocado dentro deste prisma,
ficando totalmente submerso. A partir de entdo, a altura do nivel da dgua, em cm, passa a ser de:

a)14—3
b) >
c)lr5
d) >

14
e) T

103. (EsPCEx/2002)

Pedro construiu um aquario em forma cubica. Enquanto o enchia, notou que, colocando 64 litros

de agua, o nivel subia 10 cm. O volume maximo, em litros, que comporta esse aqudrio é de:
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104.

a) 216
b) 343
c) 512
d) 729

e) 1024

(EsPCEx/2002)
Considere as afirmagoes abaixo:
I- Se um plano encontra outros dois planos paralelos, entdo as intersec¢des sao retas paralelas.

ll- Uma reta perpendicular a uma reta de um plano e ortogonal a outra reta desse plano é
perpendicular ao plano.

lll- Se a intersec¢ao de uma reta 7 com um plano é o ponto P, reta essa ndo perpendicular ao plano,
entdo existe uma Unica reta s contida nesse plano que é perpendicular a reta r passando por P.

Pode-se afirmar que

a) todas sao verdadeiras.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.
c) apenas | e lll sdo verdadeiras.
d) apenas Il e lll sdo verdadeiras.

e) todas sao falsas.

105. (EsPCEx/2001)

A€

Um reservatério com forma de tronco de piramide regular, representado pela figura abaixo, com
bases quadradas e paralelas, esta repleto de agua. Deseja-se esvazid-lo com o auxilio de uma bomba

de succ¢ao que retira 4gua com uma vazao constante.

A vazdo, em litros/segundo, que esta bomba deve ter para que o reservatério seja esvaziado
exatamente em 1 hora e 40 minutos é:
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a)121/s
b) 18 I/s
)16 /s
d) 14 /s
e)201/s

106. (EsPCEx/2001)

Um galpao com as dimensées do desenho abaixo devera ser construido para armazenar produtos
que necessitam de controle de temperatura. Cada um dos condicionadores de ar disponiveis, que
atendem as suas especifica¢des, é capaz de climatizar um volume de até 220 m3. Nessas condigdes,
pode-se afirmar que o maior comprimento [ que o galpdo pode ter, em metros, para ser equipado
com 3 (trés) aparelhos de ar condicionado é:

(desprezar a espessura das paredes e considerar que o galpdo é um prisma reto e ndo tem forro nem
laje)

a)13m
b) 20 m
c)5m
d)25m
e)15m

107.  (EsPCEx/2000)

Uma fabrica produz monitores para computador que tém a forma de um bloco retangular associado
a um tronco de piramide, conforme o desenho e dimensGes abaixo. Os monitores sao
acondicionados para venda em caixas cubicas, com aresta 40 cm, medidos internamente. Os
espacgos vazios da caixa sdao preenchidos com isopor, para proteger o aparelho. Sabendo que a
producao didria da fabrica é de 300 aparelhos, podemos dizer que o consumo didrio de isopor em

metros cubicos é de:
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(dados: volume da piramide - V = §Sb -h, S, - area da base, h - altura)
a)2
b) 3
c)4
d) 5

e)6

5.1. GABARITO

GABARITO

&

21.b 35.a 49.b
22.b 36.c 50.c
23.a 37.d 51.d
24.c 38.c 52.d
25.d 39.c 53.b
26.a 40.d 54.d
27.b 41.b 55.b
28.c 42.b 56.a
29.c 43.a 57.c
30.c 44.d 58.a
31.b 45.c 59.c
32.d 46.d 60.a
33.b 47.b 61.d
34.d 48.d 62.d

o)
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63.a
64.b
65.a
66.a
67.c
68.c
69.d
70.c
71.d
72.d
73.d
74.d
75.b
76.c
77.a

78.a
79.b
80.c
81.d
82.a
83.e
84.e
85.d
86.b
87.d
88.e
89.b
90.a
9l.e
92.b

93.c
94.d
95.b
96.b
97.c
98.b
99.a
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.

M O QO O O T 9 Q

6. LISTA DE QUESTOES RESOLVIDAS E COMENTADAS

K

21.

(EEAR/2021)

Um poliedro convexo de 32 arestas tem apenas 8 faces triangulares e x faces quadrangulares. Dessa

forma, o valor de x é
a)8

b) 10

c) 12

d) 14

Comentarios

A€

Para calcular as arestas de um poliedro convexo, podemos usar a seguinte férmula:

Do enunciado:
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2A = 3F, + 4F, + 5F + -

A=32F,=8eF,=x
2-32=3-84+4-x

64 = 24 + 4x
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Gabarito: B

22. (EEAR/2021)

Em um prisma hexagonal regular de 41/3 cm de altura, a aresta da base mede 4 cm. As bases desse

solido foram pintadas de branco e 4 faces laterais pintadas de preto. Se S e Sp sao as medidas das

areas pintadas de branco e preto, respectivamente, entao Sp — Sp = cm?.

a) 8v3

b) 16v3
c) 243
d) 32v3

Comentarios

43

90;

4

Sp éigual a 2 vezes a area de um hexdgono regular de lado 4 cm e Sp é igual a 4 vezes a drea de
um retangulo de lados 4 cm e 4+/3 cm, logo:

124/3
1 >=3\/§lz = 33 - 42 = 483 cm?

5322.<6.

Sp=4-(4-4V3) = 64V3 cm?
A diferenca pedida é
Sp — S = 163 cm?

Gabarito: B

&
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23. (EEAR/2019)

Um pedago de queijo, em forma de prisma triangular regular, tem 6 cm de altura e possui como

base um triangulo de 10 cm de lado. O volume desse pedaco de queijoé /3 cm?3.
a) 150
b) 165
c) 185

d) 200

Comentarios
O volume do prisma é dado por:
V = Spase - h
Mas a base é formada por um triangulo equildtero de 10 cm de lado, entao:

3 3
Spase = %lz = g(m)2 = 25V3 cm?

Logo,
V = (25v3) - (6) = 150v3 cm?®

Gabarito: “a”.

24. (EEAR/2018)
Sabendo que o dodecaedro regular possui 20 vértices, o nimero de arestas desse poliedro é:
a) 16
b) 28
c) 30

d) 32

Comentarios
No dodecaedro existem 12 faces. Utilizando a rela¢do de Euler, obtemos:
V—-—A+F=2
(200-4+12)=2
= A = 30 arestas

Gabarito: “c”.

&
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25. (EEAR/2015)

Um pdédio é composto por trés paralelepipedos retangulos justapostos, conforme mostra a figura.

Ao considerarx = 5dm,y = 2dm,z = 6dmew = 4 dm, o volume desse pédio, em dm?,
é

a) 150

b) 200

c) 250

d) 300

Comentarios

Considere os paralelepipedos 1, 2 e 3, da esquerda para a direta, respectivamente. Sendo assim,
calculamos Vys4i0

Vpsaio = V1 + Vo + V3

Vpsdio =y - 0)+(x-z-x)+x-w-x)=x* - (y+z+w)

Vpsaio = (5)% - ((2) + (6) + (4)) = 25- 12 = 300
Vosaio = 300 dm?

Gabarito: “d”.

26. (EEAR/2015)

Uma embalagem de chocolate tem a forma de um prisma triangular regular cuja aresta da base
mede 2 cm e cuja altura mede 12 cm. Considerando V3 =1,7, o volume de chocolate contido
nessa embalagem, em cm3, é

a) 20,4
b) 23,4
c) 28,4

d) 30,4
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Comentarios

O volume de chocolate corresponde ao volume do prisma Vpocotate = Vprisma- L€Mbrando que
um prisma triangular regular possui um triangulo equiladtero como base e a area de um triangulo
equilatero de [ é dado por:

V3,
Shase = Tl

Calculamos o volume do prisma conforme:

Vprisma = Spase " h =

3 3
= (glz) -h = (g (2)2) -(12) = 12\/§ =12-(1,7) = 20,4
=  Venocotate = 20,4 cm?

Gabarito: “a”.

27. (EEAR/2015)

Uma piramide tem base quadrada e suas faces laterais sao triangulos equilateros de lado 10 cm. A

altura dessa piramide, em cm, é
a) 5v3
b) 5v2
c)3V3
d) 3v2

Comentarios

Primeiramente perceba que a medida da aresta da base mede [ = 10 cm e a diagonal da base
mede, portanto, D = V2 = 10V2 cm.

Fagamos a se¢ao meridiana da piramide com um plano que contém a diagonal da base:
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1042

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo BDE, obtemos a altura da piramide:

2
h= J(10)2 — (102—\/7> =5V2cm

Gabarito: “b”.

28. (EEAR/2014)

Um prisma hexagonal regular tem aresta da base medindo [ e altura igual a 31. A area lateral desse

prismaé ____ I%,
a)9
b) 12
c) 18
d) 24
Comentarios
A area de cada face é o produto da aresta da base pela altura do prisma, conforme:
Sface = - 31 =317
Mas o prisma possui 6 faces iguais correspondentes a cada aresta da base hexagonal, logo
Siat = 6+ Space = 6 (31%) = 18[?

Gabarito: “c”.

29. (EEAR/2013)
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Um prisma reto tem como base um tridngulo equilatero de lado 3 cm, e como altura o dobro da

medida de sua aresta da base. Entdo, a area lateral desse prisma, em cm?, é
a) 36
b) 48
c)54
d) 60
Comentarios
A area de cada face é o produto da aresta da base pela altura do prisma, conforme:
Sface=l-h=l-(21)=(3)-(2-3)=18cm2
Mas o prisma possui 3 faces iguais correspondentes a cada aresta da base triangular, logo
Stat =3 Sgace = 3-(18) =54 cm?

Gabarito: “c”.

30. (EEAR/2013)

A figura mostra duas piramides regulares iguais, unidas pela base ABCD, formando um octaedro.

Se ABCD tem 4 cm de lado e EF = 6 cm, o volume do sélido da figura, em cm?3, é
a) 26
b) 28
c) 32
d) 34

Comentarios

Podemos interpretar o octaedro como a jungdo de duas piramides de base quadrada de lado [ =
4cmealturah=§= 3cm.
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1 2
Voct =2 Vpir = 2 (§l2h> = §(4‘)2 -(3)=32cm?

Gabarito: “c”.

31. (EEAR/2013)

Considere V3 = 1,73 e um cubo de arestaa = 10 cm. A medida da diagonal desse cubo, em cm,
é um numero entre

a)18e 20
b) 16 e 18
c)ldel6
d)12e14

Comentarios
A diagonal de um cubo de lado a = 10 c¢m é dada por:
D=aV3=10¥3=10-(1,73) =173 cm
17,3 é um nimero entre 16 e 18

Gabarito: “b”.

32. (EEAR/2013)

Seja uma piramide quadrangular regular com todas as arestas medindo 2 cm.

A altura dessa piramide, em cm, é
a) 2V/3

b) 3v2

c)V3

d)v2

Comentarios
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Primeiramente perceba que a medida da aresta da base mede [ = 2 cm e a diagonal da base
mede, portanto, D = I\2 = 2v/2 cm.

Facamos a secdo meridiana da piramide com um plano que contém a diagonal da base:

D

E

] B

V2

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo BDE, obtemos a altura da piramide:

h = /(2)2 - (\/5)2 =2 cm

Gabarito: “d”.

33. (EEAR/2013)

Uma piscina tem a forma de um paralelepipedo retangulo e tem, no seu centro, um cubo de

concreto de 1 m de aresta, como mostra a figura.

1 m

im

4m

O volume de dgua necessario para encher a piscina, em m3, é
a)12
b) 11
c) 10

d)9

Comentarios
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O volume de 4gua somado ao volume do cubo é igual ao volume da piscina.

Vpis = Veubo + Vagua

Vagua pis — chbo

Vagua=(4"3'1)_(1'1'1)=12_1:11
Vagua=11m3

Gabarito: “b”.

34. (EEAR/2012)
O poliedro regular cujas faces sao pentagonos é o
a) octaedro.
b) tetraedro.
c) icosaedro.

d) dodecaedro.

Comentarios

Este tipo de questdo ndo possui raciocinio ou método de resolucdo, ela requer apenas que o
aluno tenha algumas formas regulares decoradas. O dodecaedro possui 12 faces pentagonais.

Gabarito: “d”.

35. (EEAR/2011)

O perimetro da base de um prisma quadrangular regular é 8 cm. Se a altura desse prisma é 3 cm,

entdo sua area total, em cm?, é:
a) 32
b) 34
c) 36
d) 38

Comentarios

Por definicdo no prisma quadrangular regular, a base é um quadrado. Entdo se o perimetro do
guadrado mede 8 cm entdo o lado do quadrado mede [ = 2 cm.

A drea lateral do prisma é composta de 4 faces retangulares de base l = 2 cm e alturah = 3 cm.
Portanto:

Siat =4 Space = 4+ (2+3) = 24 cm?
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A drea total do prisma é a soma da area lateral com as areas das bases inferior e superior do
prisma:

Stot = Siae +2-(1*) =24+2-(2)*=32cm?
StOt - 32 sz

Gabarito: “a”.

36. (EEAR/2011)

Um cubo tem 3 cm de altura, e um paralelepipedo retangulo tem dimensées 1 cm, 2 cm e 3 cm.

A razao entre os volumes do cubo e do paralelepipedo é:

s)
£ T £
wlee NIY win NIw

2

Comentarios
A altura do cubo corresponde a medida de suaaresta. h=3cm = [=3cm.
Portanto, podemos calcular a razdo entre os volumes:

chbo _ 33 2
|4

paral 1°2-3 2

Gabarito: “c”.

37. (EEAR/2011)

Uma piramide triangular regular tem 2+/3 cm de aresta da base e 31/3 cm de apétema. A area

lateral dessa piramide, em cm?, é:
a) 18
b) 21
c)24
d) 27
Comentarios

Primeiramente, lembre-se da definicdo de apdétema de uma piramide. O apdtema de uma
piramide é a altura da face lateral.

A area de cada face lateral da piramide é dada por:
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1 1
Sface =§'l'h=§‘ (2\/5)(3\/§) =9 cm?
A piramide possui 3 faces laterais congruentes, portanto, a area lateral é dada por:
Siat =3+ Space =3+ (9) =27 cm?

Gabarito: “d”.

38. (EEAR/2010)

Uma piramide quadrangular regular tem 6 cm de altura e base de 8 cm de perimetro. O volume

dessa piramide, em cm3, é:
a)4

b) 6

c)8

d) 10

Comentarios

Por definicdo na piramide quadrangular regular, a base é um quadrado. Entdo se o perimetro do
quadrado mede 8 cm entdo o lado do quadrado mede [ = 2 cm.

Portando o volume da piramide é dado por:

1 1
Vpir=§-l2-h=§-(2)2-(6)=8€m3

au_n
Cc.

Gabarito:

39. (EEAR/2010)

A diagonal de um cubo de aresta a; mede 3 cm, e a diagonal da face de um cubo de aresta a, mede

2 cm. Assim a, - a,, em cm?, é igual a:
a) 2v6
b) 23
c)V6
d) V3
Comentarios
A diagonal de um cubo de lado a; mede D = a;+/3, logo,

D 3
a,=—=-—==+3cm
V3 V3
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A diagonal de um quadrado de lado a, mede d = azx/f, logo,

d
a —_ —_
2T \2

=+V2cm

i~

Portanto:

a; - a; = (V3) - (vV2) = V6 cm?

Gabarito: “c”.

40. (EEAR/2010)

A aresta lateral de uma piramide triangular regular mede 5 m, e a aresta da base, 6 m.

A érea lateral dessa piramide, em m?, é
a) 30
b) 32
c)34
d) 36

Comentarios

Vejamos a seguinte figura que representa a face lateral da piramide:
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Aplicando Pitagoras no triangulo ACD, obtemos a altura da face:

2

h= (5)2—(2) —4m

Entdo a 4rea da face é dada por:
1 2
Stace = 2 (6)-(4)=12m
Portanto a area lateral a piramide vale:

Siat = 3 Space = 3+ (12) = 36 m?

Gabarito: “d”.

41. (EEAR/2009)

A aresta da base de um prisma quadrangular regular mede 2 cm. Se a diagonal desse prisma mede
2v/11 cm, sua altura, em cm, mede

a)8
b) 6
c)a
d) 2

Comentarios

Primeiramente perceba que a medida da aresta da base mede [ = 2 ¢cm e a diagonal da base
mede, portanto, D = N2 =242 cm.
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Sendo assim, observe a seguinte imagem que representa a secdao meridiana do prisma que
contém a diagonal da base:

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no triangulo ABC, obtemos a medida de h:

h= \/(zvﬁ)z ~(2v2) = 6cm

Gabarito: “b”.

42. (EEAR/2009)

“Existem somente poliedros regulares.” A palavra que completa corretamente a assercao

anterior é

a) quatro

b) cinco

c) seis

d) trés
Comentadrios

Para o concurso as vezes é necessario que o candidato simplesmente decore alguns fatos
relativos ao conteido da matéria. Recomenda-se saber caracteristicas dos poliedros regulares e,
sobretudo, saber que existem somente 5 poliedros regulares, sendo eles: Tetraedro, Hexaedro,
Octaedro, Dodecaedro, Icosaedro.

Gabarito: “b”.

43. (EEAR/2009)
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A base de um prisma reto é um triangulo retangulo, cujos catetos medem 3 cm e 4 cm. Se esse
prisma tem altura igual a 3,5 cm, ent3o seu volume, em cm3, é:

a)21
b) 18
c) 15
d) 12

Comentarios

O volume do prisma é dado por:

1
Vorisma = Sbase * b = (E 3- 4) - (3,5) =21 cm?

Gabarito: “a”.

44. (EEAR/2008)

A diagonal de um paralelepipedo retangulo, de dimensdes 4 cm, 6 cm e 8 cm, mede, em cm,
a) 75

b) 33

¢) 5v31

d) 2v29

Comentarios

A diagonal do paralelepipedo reto de dimensdes x,y e z é dada por:

D=x2+y2+22=(4)%+ (6)%+ (8)% =V116 = 2v29
D =2V29cm

Gabarito: “d”.

45. (EEAR/2008)
O numero de poliedros regulares que tém faces triangulares é:
a)1l
b) 2
c)3
d) 4
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Comentarios

Sabemos que sé existem 5 poliedros regulares, em que 3 deles sdo formados por triangulos
equilateros, um é o quadrado e o outro é o dodecaedro formado por pentdgonos regulares.

Logo existem 3 poliedros com faces triangulares

Gabarito: “c”.

46. (EEAR/2008)
Um prisma reto é regular quando suas bases:
a) sdo paralelas.
b) tém a mesma area.
c) tém arestas congruentes.
d) sdo poligonos regulares
Comentarios
Um prisma é chamado regular se, e somente se:

- E convexo.

- Todas as suas faces sdo formadas por poligonos regulares e congruentes entre si.

- Todos os vértices formam angulos congruentes.

Gabarito: “d”.

47. (EEAR/2008)

O perimetro da base de uma piramide quadrangular regular é 80cm. Se a altura dessa piramide é

15cm, seu volume, em cm3, é:
a) 2300
b) 2000
c)1200
d) 1000

Comentarios

O perimetro de um quadrado de lado [ é p = 41, portanto temos que:

p =4l
80 =4l
=20
&
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Logo a rea da base da pirdmide é A4, = 12 = 400

20015 _ 9000 cm3

Assim o volume da piramide é V =

Gabarito: “b”.

48. (EEAR/2008)

Quatro cubos idénticos sdao dispostos como na figura a seguir, formando um Unico sélido.

/

(I

F I I
B -

K
Considerando que a diagonal de cada cubo mede 10+/3 cm, a diagonal desse sélido é, em cm, igual
a:
a) 30v3
b) 203
c) 20
d) 30

Comentarios

Se a diagonal de cada cubo tem o valor de d = 1\/3, em que [ e valor do lado do cubo, logo
temos que [V3 =10V3 = 1= 10

Temos na seguinte figura a representagao da diagonal do novo solido

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 141

A€



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

Portanto por Pitagoras temos que:

a2 =12 + (21v2)"

d? = 9]?
d =3l
d=30cm

Gabarito: “d”.

49. (EEAR/2007)

Uma piscina, com a forma de paralelepipedo retangulo, tem 8m de comprimento, 4m de largura e
2m de profundidade. Nao estando completamente cheia, um grupo de 8 pessoas “pula” em seu
interior, sem haver perda de agua, fazendo com que o nivel da agua varie em 0,5m. O volume

correspondente as 8 pessoas na piscina, em litros, é igual a:
a) 32000

b) 16000

c) 8000

d) 4000

Comentarios

Se, ao pular na piscina, a altura do nivel de agua dela varia em 0,5 m, entdo esse corresponde
ao volume das pessoas e, portanto, temos que o volume das pessoas é:

V,=4-8-05=16m3
V, = 16m3 = 16000 litros

Gabarito: “b”.

50. (EEAR/2007)

Uma piramide regular de base hexagonal tem 20cm de altura e 10cm de aresta da base. O ap6tema

dessa piramide mede, em cm:
a) 5v3

b) 5V17

c) 5V19

d) 5v23

Comentarios
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Como a base é hexagonal, temos que a distancia dos vértices da base ao centro da base sdo
iguais as arestas da base, portanto podemos conseguir o valor da aresta lateral por Pitagoras:

a? = 10% + 202
a; = 10V5

Sabendo a aresta latera podemos conseguir o apétema também por Pitagoras:

I\2
a12=a,2,+(§)

500 = a2 + 25
a% =475 = 25-19
ap=5\/1_9

“n
Cc.

Gabarito:

51. (EEAR/2007)

A medida da altura de um prisma triangular regular é igual a medida da aresta de sua base. Se a
area lateral desse prisma é 10m?, entdo sua altura mede, em m:

a)V15

b) /30
V15
C)T

V30
d)—
3
Comentarios

Para o prisma triangular regular os poligonos laterais sdo retangulos de lados [ e h portanto a
area lateral é:

Al = 3lh
Pelo enunciado, como [ = h, temos:
A, =3h%?=10
B2 = 30
9
b= V30
3
Gabarito: “d”.
52. (EEAR/2007)
o)
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O perimetro da base de um tetraedro regular é 9m. A medida da altura desse tetraedro, em m é:

V6
3)7
) 318

2

c) 3V6
d) V6

Comentarios

A base de um tetraedro regular constitui-se por um tridngulo equildtero de lado [ cujo
perimetro p = 3I, portanto

9 =23l
=3

Para o tetraedro regular, temos que a altura é dada por

Gabarito: “d”.

53. (EEAR/2006)
Um cubo tem 216cm? de area total. A medida, em cm, de sua diagonal é:
a) 6v2
b) 6v3
c) 2vV6
d) 2v2

Comentarios

Um cubo é composto por 6 quadrados regulares cuja area corresponde 4 [2, portanto

At = 6 . lz
216 =617
12 =36
l=6cm
A diagonal de um cubo é dada por d = V3
d=6V3
Gabarito: “b”.
&
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54. (EEAR/2006)
Se a aresta da base de um tetraedro regular mede 3cm, entdo sua altura, em cm, é:
a)Vv3
b) 2v3
c) 2v/6
d) V6

Comentarios

Para o tetraedro regular, temos que a altura é dada por:

V6
, - Ve

Gabarito: “d”.

55. (EEAR/2006)
Se uma piramide tem 9 faces, entao essa piramide é:
a) eneagonal.
b) octogonal.
c) heptagonal.
d) hexagonal.

Comentarios

Sabendo que uma piramide sempre tem base como uma face, tem-se, portanto, 8 faces
laterais, formando um octégono como base, portanto se trata de uma piramide octogonal.

Gabarito: “b”.

56. (EEAR/2006)

Se as dimensdes de um paralelepipedo retangulo medem, em cm, a,a + 3 e a + 5, entdao a soma
das medidas de todas as arestas desse paralelepipedo é maior que 48cm, se a for maior que

cm.
4
a) g

5
b)Z
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3
C) Z
4
d) S
Comentarios

A soma de todas as arestas do paralelepipedo é:

S=4(a)+4(a+3)+4(a+5)
S =12a+ 32
Como a soma deve ser maior que 48 cm

12a + 32 > 48

12a > 16

¢
-3

Gabarito: “a”.

57. (EEAR/2005)

O numero de vértices de um poliedro convexo que tem 3 faces quadrangulares, 2 faces triangulares
e 4 faces pentagonais é:

a) 10
b) 14
c)12
d) 16

Comentarios

Sabemos quando todos poligonos sdo ligados entre si todas as arestas se sobrepdem dois a
dois, logo o numero total de arestas cai pela metade, portanto temos que o nimero de arestas
do poliedro é:

3-442-34+4-5
ng = > =19

Pela relagdo de Euler para poliedros temos:
ny —Ng +ng =2
ny =2-ns+n,

ny=2-9+19
nV=12
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Gabarito: “c”.

58. (EEAR/2005)
O perimetro da base de um tetraedro regular mede 9cm. A érea total desse tetraedro, em cm?, é:
a) 93
b) 18V3
c)18
d)9
Comentarios

A base de um tetraedro regular constitui-se por um tridngulo equiladtero de lado [ cujo
perimetro p = 3I, portanto

9 =3l
=3

Para o tetraedro regular, temos que a area das 4 faces triangulares é dada por:

123
— A. — ]2
Ap =4 —= =3
Af = 9\/3

Gabarito: “a”.

59. (EEAR/2005)

Considere as denominagdes a seguir:

l. tetraedro regular

Il. hexaedro regular

lll. prisma quadrangular regular

IV. prisma quadrangular reto

Das quatro denominagdes acima, completam corretamente a assertiva “Ocuboéum ___ .”
a) apenas uma.
b) apenas duas.

c) apenas trés.

d) todas
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Comentarios
Das afirmativas
I. (F)tetraedro regular é composto por faces triangulares equilateras
II. (V)hexaedro regular é um solido regular com 6 faces, logo um cubo
[Il. (V)prisma quadrangular regular é um cubo
IV. (V)prisma quadrangular reto com arestas iguais

Gabarito: “c”.

60. (EEAR/2005)
Considere: I- No prisma reto, lI- No prisma obliquo, lll- No prisma regular,
A- as arestas laterais ndo sao perpendiculares ao plano da base.
B- as bases sdo poligonos regulares.
C- as faces laterais sdo quadrilateros cujos angulos sdo retos.
D- as arestas laterais sao perpendiculares ao plano da base.
E- as faces laterais sao losangos ou paralelogramos propriamente ditos.
F- as bases sao poligonos regulares ou nao.

O numero de afirmagoes corretas que se pode fazer, iniciando-se com |, Il ou Il e completando-se
comA,B,C,D,E,ouF, é:

a)9
b) 8
)7
d)6
Comentarios
No caso |, temos que as proposi¢des corretas sdo C, D, F.
No caso |l, temos que as proposicdes corretas sao A, E, F.

No caso lll, temos que as proposi¢des corretas sao B, C, D.

Gabarito: “a”.

61. (EEAR/2005)
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Sejam duas piramides quadrangulares regulares de bases congruentes, cujas alturas sao 4cm e 3cm,
e cujo apdétema da base mede 4cm. Unindo-se essas piramides pelas bases, de forma que suas

arestas coincidam, obtém-se um octaedro cuja drea total, em cm?, é igual a:
a) 8(5 +v2)

b) 8(5 + 4V2)

c) 16(5 + 2v2)

d) 16(5 + 4v2)

Comentarios

Sabendo o apétema da base conseguimos descobrir o apétema das face laterais por Pitdgoras,
de modo que para a piramide de altura de 4 cm, temos:

a’ =aj + h?

a2 = 4% + 42
ap =2 4%
ap=4\/§

No caso da piramide de altura de 3 cm, temos:

a’ =aj + h?

a12,=32+42
2 _ g2

ap—S

ap=5

Sabemos que o apétema da base quadrangular vale 4 cm, logo o lodo da base vale 2 -4 =
8 cm .Assim calculamos a drea lateral da unido das piramides temos

5-8 442-8

2 2
Ay =16(5 + 4V2)

Gabarito: “d”.

62. (EEAR/2004)

Um prisma regular de base triangular tem altura igual ao lado da base e volume igual a 16v/3cm?3.

A érea lateral desse prisma, em cm?, é:
a) 24

b) 8

c)4

d) 48
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Comentarios

Sabemos que o lado da base triangular do prisma tem a mesma medida da altura, sabendo
gue o volume do prisma é dado pela relacdo:

V= Ab . h
Como a base é um triangulo regular
V3
V=—I%2-h
"
3
V=—:"1
"

3
16\/§ = T : l3
I3 =43
=4

A darea lateral do prisma formado por quadrados de lado [
A =3-1-1=3-16 =48

Gabarito: “d”.

63. (EEAR/2004)

Um prisma reto, cuja base é um triangulo equilatero de lado k, tem volume igual ao de um cubo de

aresta k. A altura do prisma é igual a:

4k\3
a) >

b) kv3
c) 3kV/3
d)4kv3

Comentarios

O volume de um cubo com aresta k é

V=K
Sabemos que o volume de um prisma é a drea da base multiplicada pela altura, portanto
V = h . Ab
V3
V=h —k?
4
Segundo o enunciado temos:
&
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V3
3_ .22
k®=h 4k
h=k *

V3

43
.

Gabarito: “a”.

64. (EEAR/2004)

Numa piramide hexagonal regular, a aresta da base mede 3cm. Se a area lateral dessa piramide é
36cm?, entdo o volume da piramide, em cm3, é igual a

27V3
2
9V111
4
9V111
c) 5

d) 9v2

Comentarios

a)

b)

Sabe-se que a lateral da piramide é composta por 6 triangulos isdsceles de base b = 3 e altura
a

Temos pela area lateral da piramide

A 6b‘al
L 2
36=3-3-q
a=4cm

Por Pitagoras entre a altura dos triangulos laterais a;, a altura h da pirdmide e o apétema da

V3
base hexagonal a,, = 7b, temos:

2
42 = —.32 + p?
4
37
h? = —
4
b= V37
2
Portanto o volume da piramide é:
&
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A, - h

V= b3
po3003V8 V37 1 9vIll
2 2 3 4

Gabarito: “b”.

65. (EEAR/2003)

Se uma das dimensdes de um paralelepipedo reto retiangulo é 6cm, a soma das outras duas
dimensdes é 25cm e a area total é 600cm?, entdo a razdo entre as duas dimensdes desconhecidas
é:

s} )
S E —
viin NIR gijw wIN

(=B
—

Comentarios
Supomos que as medidas desconhecidas sejam a e b, logo, temos:
a+b=25
E pela area:

600 = 2 - (ab + 6a + 6b)
300 =ab + 6(a+b)
300=ab+6-25

ab = 150
A partir do sistema:
a+b=25 _ _
{a.b:150=>a—10eb—15

Portanto, temos que a razdao entre a e b é:

b _ 10 _ 2
a 15 3
Gabarito: “a”.
66. (EEAR/2003)
o)
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Seja V o volume de um cubo de aresta a. Constroi-se um prisma quadrangular de volume V, e de

vértices nos pontos médios das arestas das bases do cubo. O volume V desse prisma é igual a:

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte figura:

G d 1
]
] R
> '
[ ]
|
H T
. [
I [ |
" [ |
' |
1 |
1 [ |
I |
[ |
[ ]
[ |}
: -----*;ll_'j-------.t
. - »
1"1 --"- kA
,i' ™ o s
E

Observe que a o poliedro formado ocupa o interior do cubo com excecdo das quinas do cubo,
se observarmos a composicdo da base de cubo é possivel notar que a area ocupada pelo prisma

€ metade da area da base do cubo, portanto o volume do prisma serd a metade do prisma, V, =
v

2

Gabarito: “a”.

67. (EEAR/2003)

Um prisma reto tem base hexagonal regular e as faces laterais quadradas. Sabendo-se que a area

do circulo inscrito em sua base é igual a 25mwcm?, a area total, em cm?, desse prisma é:

a) 400
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b) 100(6 + 3)
c) 100(2 ++/3)
d) 600

Comentarios

Com a drea do circulo inscrito na base, é possivel achar o raio desse circulo

251 = r?
r? =25
r=5cm

O circulo é inscrito a base, assim, sabemos que o apétema da base hexagonal é igual ao raio
do circulo.

Como a base é hexagonal, temos que o apdtema ag =

~ &

l

V3

= =—l
Qg =1 =

3
2
10

V3

Conhecendo o valor do lado, calculamos a area total como soma da area de todas as faces

Ar=2-A,+6-4
At=2-32£l2+6-12
A, =1%(3V3+6)
A= %(3\/5 +6)
A; =100(V3 +2)
Gabarito: “c”.

68. (EEAR/2003)

Se 0 apotema de um tetraedro regular mede 5v3cm, entio, a altura desse tetraedro, em cm, é

a) 5v3
b) 10v2
10vV6
c)—

3
103

d) =~
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Comentarios

Sabemos que o apétema de um tridngulo equildtero é:

_V3,
a3—2
3
5\/§=£z
2
5_1
2
=10

au_n
Cc.

Gabarito:

69. (EEAR/2003)

Se em uma piramide quadrangular regular a diagonal da base mede 4m e a aresta lateral mede

2,5m, entdo o volume da piramide, em m3, é:
a)1
b) 2
c)3
d) 4

Comentarios

Sabendo que a base é quadrangular realizamos um Pitdgoras entre a aresta lateral como
hipotenusa e o a altura e metade da diagonal como catetos, assim obtendo:

(2,5)% = 22 + h?

25
— —4=Hh2
2 h
pe 2516
K
h? ==
4
%
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B = 3
)
Temos que o volume de uma piramide é dado por:

_Abh

vV
42

2
V==Lt—%2=
3

N w

3
61_,
5=

N| =

Gabarito: “d”.

70. (EEAR/2003)

O volume, em cm3, de um prisma hexagonal regular com altura igual a 5cm e com area lateral

60cm? é:
a) 5v3

b) 45v3
c)30V3
d) 270v3

Comentarios

A lateral de um prisma hexagonal é composta de 6 retangulo de altura h e base [, portanto,
temos que a area lateral desse prisma é prisma é:

60=6-5-1
l=2cm
Logo, a drea da base hexagonal é:
3V3
Ab = _12
2
Ab = 6\/§

OvolumeéV = A4, -h=6V3-5=30/3

Gabarito: “c”.

71. (EEAR/2002)

A aresta de um cubo e a aresta da base de um prisma triangular regular medem 4+/3cm. Se o cubo

e o prisma s3o equivalentes, ent3o a area total do prisma, em cm?, é:

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 156

A€




ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

a)210v3
b) 212v3
c) 21443
d) 2163

Comentarios

Se o cubo e prisma sao equivalentes, entao os seus volumes sdo 0s mesmos:

V.=V,
(4@)3=§(4@)2-h
\/_
W3="2-h
h=16

Portanto, temos que a area total do prisma é:

A, =2 (@(4\@)? +3-(16-4v3)
A, = 216V3

Gabarito: “d”.

72. (EEAR/2002)

O volume, em cm?3, de uma piramide quadrangular regular cujas faces laterais sdo tridngulos
equilateros de lado 4cm, vale:

a) 16v2

b) 32v2

o 1o

d) 32\/_
Comentarios

Se os lados da piramide sdao formados por tridngulos equilateros de lado igual a 4 cm, logo a
base é um quadrilatero de lado igual a 4 cm, assim aplicando Pitagoras com a metade da diagonal
da base e a altura, obtemos a hipotenusa como uma aresta lateral da piramide:
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16 = 8 + h?

h=2v2
Portanto, temos que o volume de uma piramide é dado por:
Ab * h
V=
3
4222 32V2
V=33

Gabarito: “d”.

73. (EEAR/2002)

A area lateral de um prisma hexagonal regular de 25cm de altura e de apétema da base igual
2v/3cm, em cm?, é:

a) 1200
b) 6002
c) 6003
d) 600

Comentarios

] . V3
Como a base é hexagonal, temos que o apétema da base ag = > l

3
Qg =1 = >
3
2V§==!:l
2
=4

A drea lateral de um prisma hexagonal regular é composta por 6 retangulo de altura h e de
lado [, assim temos que:

Al - 6 . h . l
A =6-25-4
A; = 600 cm?
Gabarito: “d”.
74. (EEAR/2002)
o)
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A base de um prisma regular é um hexagono inscrito num circulo de raio R. Se o prisma é equivalente

ao cubo, cuja base esta inscrita no mesmo circulo, entao a altura do prisma hexagonal, em cm, é:

a) 2R

b) ZR\/—

4R\/_
) -

d) 4R\/—
Comentarios

Primeiramente, vamos encontrar a drea da base do cubo. Sabemos que a base do cubo estd
inscrita numa circunferéncia de raio R, logo:

Agora calcularemos a drea da base do hexdgono, também inscrito numa circunferéncia de
raio R:

3V3 , 3V3
A= P=m R

Se os sélidos sdo equivalentes, seus volumes sdo iguais, logo:

="
33
2R2-R\/§=T\/_R2-h
3
ZﬁR—ih
4\/_
=g
h=-3

Gabarito: “d”.

75. (EEAR/2002)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso), considerando a geometria de posi¢ao espacial e plana.
( ) Acondicdor N's = @ é necessario para que as retas r e s sejam paralelas distintas.
( ) Duas retas que formam um angulo reto siao necessariamente perpendiculares.
( ) Se duas retas tém um unico ponto em comum, entdo elas sdo concorrentes.
( ) Acondicdor Ns = @ é suficiente para que as retas r e s sejam reversas.

A sequéncia correta é:
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AV -V -V-V
b)V — F -V — F
F -V —F -V
dF —F—F —F

Comentarios
(V) Acondicdor N's = @ é necessaria para que as retas r e s sejam paralelas distintas.

A condicdo r N's = @ s6 é cumprida se ndo existirem pontos em comum entre duas retas, se
houver pontos em comum, as retas serdo necessariamente concorrentes ou coincidentes,
portanto, ndo se pode ter pontos em comum em retas paralelas distintas.

(F) Duas retas que formam um angulo reto sdo necessariamente perpendiculares.

As retas podem nao se coincidir e ainda formarem entre si um angulo reto, ou elas também
podem ser retas reversas.

(V) Se duas retas tém um Unico ponto em comum, entdo elas sdo concorrentes.

Trata-se da definicdo de concorréncia.

(F) Acondicdor Nns = @ é suficiente para que as retas r e s sejam reversas.

Elas podem ser paralelas ndo coincidentes, assim a condicdo é satisfeita sem elas serem reversas.

Gabarito: “b”.

76. (EEAR/2002)

A figura abaixo é a planificacdo de um poliedro convexo (A = B= C = D;E = F).

O volume desse poliedro, em unidades de volume, é
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425

a)-

425

b) —
3

<) 850
3
850
d)—
2
Comentarios

Pela figura do enunciado, temos que o solido é uma bipiramide de base quadrangular de lado
iguala l = 5v2

Aplicando Pitagoras nas arestas laterais da piramide, na diagonal da base e na altura,
obtemos:

Na piramide de aresta de 13 cm:

Na pirdmide de aresta de 5v2 cm:
d 2
2 _ (= 2
a (2) +2h
10
(5v2)" = () +#
(5v2)" - 52 = h?
h? =25
h=5

Sabemos que o volume de uma bipiramide é dado pela equacao:

Ap-(hy+h
V=b(31 2)

_(5v2)-(12+5)

%
3
v = 50-17 _ 850
3 3
Gabarito: “c”.
o)
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77. (EEAR/2001)

As bases de uma piramide hexagonal regular e de um prisma quadrangular regular acham-se
inscritas num mesmo circulo. Sendo H a altura da piramide e sabendo-se que os dois poliedros sao
equivalentes, entao a altura do prisma é:

H+3
a) =~

3H\3
4

HV3

)=

b)

HV3
d)=-
Comentarios

Primeiramente, encontra-se a drea da base do prisma quadrangular regular, sabemos que a
base do prisma estd inscrita numa circunferéncia de raio R, logo:

Agora descobrir a drea da base do hexdgono que forma a piramide hexagonal, também
inscrito numa circunferéncia de raio R:

Se os sélidos sao equivalentes, seus volumes sdo iguais, logo:

Vo =Vy
Ah.hh
Ap by ==
2R? - hy = —5—
V3
hp:TH

Gabarito: “a”.

78. (EEAR/2001)

A altura de uma piramide quadrangular regular é igual a aresta de sua base. Sendo B a area da base
da piramide, entdo sua area lateral, em cm?, é:

a) BV5
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BV5
b) ==

c) B\V3
d) V5B

Comentarios

) . l .
Como se trata de uma base quadrangular, sabemos que o apétema da base é a;, = > assim,
por Pitdgoras entre a altura da pirdmide e o apdtema da base, descobrimos a altura do triangulo

lateral:
h? = aZ + 2

5

h? =—-1?
4
V5

h=—I1
2

Como a base da pirdmide é quadrada, temos que a area da base é:

Ab=B=l2
1?=RB

Temos que a area lateral da piramide é a soma das areas dos quatro triangulos laterais, logo

S l-h
L 2

V5
Al:2'712
A, = V5B

Gabarito: “a”.

79. (EEAR/2001)

A base de um prisma quadrangular regular esta inscrita numa circunferéncia cujo circulo tem
1007rcm? de area. Se a altura do prisma mede 1, 5¢cm, entdo o volume desse prisma, em cm?, é
de:

a) 200
b) 300
c) 400
d) 800
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Comentarios

Com a drea do circulo inscrito a base, é possivel achar o raio desse circulo:

1007 = mr?
r2 =100
r=10cm

Sabendo que a base é um quadrado inscrito na circunferéncia, temos que a area da base é
A, =2r?=2-100 = 200
Como a altura do prisma é 1,5, temos que o volume do prisma é:

V' =200-1,5=300

Gabarito: “b”.

80. (EEAR/2001)
Assinale a afirmativa VERDADEIRA:
a) Dois planos paralelos a uma reta sao paralelos entre si.
b) Dois planos perpendiculares a uma reta sdo perpendiculares entre si.
c) Duas retas perpendiculares a um plano sdo paralelas entre si.

d) Duas retas paralelas a um plano sdo paralelas entre si

Comentarios

a) (F) Os planos podem ser concorrentes e concomitantemente serem dois a dois paralelos a uma
reta

b) (F) Dois planos perpendiculares a uma reta sdo paralelos entre si.
c¢) (V) Duas retas perpendiculares a um plano sdo paralelas entre si.
d) (F) Duas retas paralelas a um plano ainda podem ser concorrentes uma com a outra.

Gabarito: “c”.

81. (EEAR/2000)

Seja P, uma piramide quadrangular regular. Cortamos P, por um plano paralelo a base e que dista
da base a metade da altura de P. Sejam P, a piramide menor resultante desse corte, VV; o volume
de P,e V, o volume de P,. Entao:

a) ndo da para comparar V1 e V2
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Vq Vq
b) 5 <V, < 3
| £1 Vi
C) 3 < VZ < =

d) V1 - 8V2

Comentarios

Cortando a piramide P; na metade, formamos uma outra piramide menor P, e um tronco de
piramide. Como o corte foi feito paralelo a base, as piramides sdo semelhantes.

3

v, [ h
v, \h
2
Vv, =23V,
V1 = 8V2

Gabarito: “d”.

82. (ESA/2015)

A palavra “icosaedro”, de origem grega, significa “20 faces”. Sabendo que o icosaedro regular é
formado por 20 tridngulos regulares, determine o nimero de vértices.

a) 12
b) 42
c) 52
d) 8

e)48

Comentarios

Sabemos que cada tridngulo tem 3 arestas, quando todos eles sdo ligados entre si todos os
vértices se sobrepdem dois a dois, logo o numero total de arestas cai pela metade e, portanto,
temos que o numero de arestas de um icosaedro é:

A= 3-20 30
=—=
Pela relagdo de Euler, temos:
V—-—A+F=2
V=2—-F+A
V=2-20+30
V=12
Gabarito: “a”.
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83. (ESA/2013)

O volume de um tronco de piramide de 4dm de altura e cujas areas das bases sdo iguais a 36 dm?
e 144 dm? vale:

a) 330cm?
b) 720dm?
c) 330dm?3
d) 360m?3

e) 336dm3

Comentarios

Sabemos que o volume de um tronco de piramide regular é dado pela seguinte equacao:

VZ(A,,+AB+,/A,,-AB)-h
3

Em que A; é a area da menor base e A é a drea da maior base, portanto, temos:
Ve (36 + 144 + /36 - 144) - 4
B 3

(180 + 72) - 4
V= e

V =84-4=336dm3

Gabarito: “e”.

84. (ESA/2009)

A altura de um prisma hexagonal regular é de 5m. Sabe-se também que sua drea lateral é o dobro
da area de sua base. O volume desse prisma, em m3, é:

a) 2703
b) 2203
c) 200V3
d) 285v3
e) 2503

Comentarios
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Vamos considerar que o lado da base hexagonal seja [. As faces laterais do prisma sdo todas
retangulares e sdo 6. Portanto, sua area lateral é, considerando que a altura é 5:

A, =6-1-5=30l

Agora, a area da base desse prisma é igual a drea de um hexagono regular de lado [. Sabemos
que a area de um hexagono é 6 vezes a area de um triangulo equilatero de lado [:

124/3  31%/3
Apase =6+ 4 = 2

A area lateral é o dobro da area da base. Portanto:

31243
30l=2-— = 300 = 312v3 == 31
10
>10=3=1=—
V3
Portanto, elevando ao quadrado:
100
I?=—=31?=100
3
Assim, podemos calcular o volume do prisma:
3124/3
Vprisma = Apgse *h = 5= 250\/§

Gabarito: “e”.

85. (ESA/2008)

A piramide de Quéops, em Gizé, no Egito, tem aproximadamente 90+/2 metros de altura, possui
uma base quadrada e suas faces laterais sdao triangulos equilateros. Nessas condi¢Ges, pode-se
afirmar que, em metros, cada uma de suas arestas mede:

a) 90

b) 120
c) 160
d) 180
e) 200

Comentarios

De acordo com o enunciado, temos a seguinte imagem:
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No tridngulo AACD temos a seguinte relacdo por Pitagoras:

2

2

12 =<l\/7_> + h?
lz_gzhz

12 = 2R
1 =+/2-90V2
l=180m

Gabarito: “d”.

86. (EsPCEx/2017)

Considere dois planos a e B perpendiculares e trés retas distintasr,settaisquer@ a,sZBet=a
B. Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que

a) as retas r e s somente definirdo um plano se forem concorrentes com t em um Unico ponto.
b) as retas r e s podem definir um plano paralelo a reta t.

c) as retas r e s sdo necessariamente concorrentes.

d) se r e s forem paralelas, entdo elas definem um plano perpendiculara a e .

e) o plano definido por r e t é necessariamente paralelo a s.

Comentarios

Sendo a e B planos perpendiculares entre si, a interseccdo entre eles é formada por uma Unica
reta. Logo t estd na interseccdo dos planos a e 8

a) FALSO. Seja r paralelo a t e s coincidente com t, podemos formar um plano coincidente com
o plano a tal que r e s ndo sao coincidentes com t em um Unico ponto.
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/
/A | /

b) VERDADEIRO. Nas condi¢Ges propostas acima, podemos formar um plano coincidente com
a, o plano a é paralelo areta t (Se um plano contém uma reta, o dito plano é paralelo a reta).

c) Falso. Nas condicBes propostas na resposta do item a) conclui-se que r e s sdo paralelos por
construgao.

d) FALSO. Nas condicBes do problema e pensando no espaco do R3, um plano perpendicular a
é necessariamente paraleloa 8

e) FALSO. Sendo r perpendicular a t o plano definido sera coincidente com o plano a, se a reta
s for perpendicular a t, entdo ela serd perpendiculara

/
i
P
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Gabarito: “b”.

87. (EsPCEx/2016)

Determine o volume (em cm?) de uma piramide retangular de altura a e lados dabase be c (a, b
e ¢ em centimetros), sabendo que a + b + ¢ = 36 e a,b e c sdo, respectivamente, numeros
diretamente proporcionaisa 6,4 e 2.

a) 16
b) 36
c) 108
d) 432
e) 648

Comentarios

Como a, b e c sdo proporcionais a 6,4 e 2. Facamos k a razdo de propor¢do. Entdo,

a = 6k
b=4k = a+b+c=6k+4k+2k=12k=36 = k=3
c =2k
a=6-3=18
= b=4-3=12
c=2-3=6

Entdo o volume da pirdamide é dado por:
1 1 1
V=§-B-h=§-(b-c)-(a)=§-(12-6)-18=432

V =432 cm3

Gabarito: “d”.

88. (EsPCEx/2015)

As medidas das arestas de um paralelepipedo retangulo sdo diretamente proporcionaisa 3,4e5e
a soma dessas medidas é igual a 48 cm. Entdo a medida da sua area total, em cm?, é

a) 752
b) 820
c) 1024
d) 1302

e) 1504
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Comentarios

No Sejam a, b e c as medidas das arestas do paralelepipedo. Como a, b e c sdo proporcionais a
3,4 e 5. Facamos k a razdo de proporgdo. Entdo,

a =3k
b=4k = a+b+c=3k+4k+5k=12k=48 = k=4
c =5k
a=3-4=12
= b=4-4=16
c=5-4=20

Entdo a drea superficial do paralelepipedo é dada por:
Seup =2ab +2ac+2bc=2-12-16+2-12-20+2-16-20 = 384 + 480 + 640 = 1504
Ssup = 1504 cm?

Gabarito: “e”.

89. (EsPCEx/2013)

Considere um prisma regular reto de base hexagonal tal que a razao entre a aresta da base e a aresta
V3
lateral é 3 Aumentando-se a aresta da base em 2 cm e mantendo-se a aresta lateral, o volume do

prisma ficara aumentado de 108 cm3. O volume do prisma original é
a) 18 cm?

b) 36 cm3

c) 18V3 cm?

d) 363 cm3

e) 40 cm?

Comentarios

2

Lembrete: drea do hexadgono regular de lado [: A = w?
Logo o volume do prisma é dado por:

3312

Segundo o enunciado, AV = 108

AV =V, —V;=(4;) -h—(4) -h=
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= <w>h_(3\/2§lz> h_ih ((l+2)2_12)

:ih (P+4l+4-1))=6V3h-(I+1)

Mas segundo o enunciado: % = \/3—§ = h = [/3, entdo

6vV3(1v3) - (1 +1) = 181> + 181 = 108
P+l—-6=01-2)(1+3)
l = =3 (ndo convém)oul = 2
Sendo | = 2 cm temos que:
h=2V3

Sendo assim:

= (3‘/2§l2>-h (3\/—(2) ) (2v/3) =36

V =36 cm?

Gabarito: “b”.

90. (EsPCEx/2012)
Considere as seguintes afirmagdes:

I. Se uma reta r é perpendicular a um plano a, entdo todas as retas de a sao perpendiculares ou

ortogonaisar;

Il. Se a medida da projecdo ortogonal de um segmento AB sobre um plano a é a metade da medida

do segmento AB, entdo a reta AB faz com a.um angulo de 60°;

lll. Dados dois planos paralelos a e B, se um terceiro plano y intercepta a e B, as interse¢des entre

esses planos serao retas reversas;

IV. Se a e B sdo dois planos secantes, todas as retas de a também interceptam 3.
Estao corretas as afirmagoes

a) Apenaslell

b) Apenasllielll

o), el
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d)I,llelV

e)ll,lllelVv

Comentarios
l. VERDADEIRO.

Esta afirmacdo é verdadeira pela prépria definicdo de reta perpendicular a plano. “Uma reta é
perpendicular a um plano se, e somente se, esta reta é perpendicular ou ortogonal a todas as
retas contidas no plano.”

Il. VERDADEIRO.

Usemos o seguinte desenho para analisar

Se a medida da projegdo ortogonal é metade da medida do segmento AH = %, sendo o angulo

H = 90°, entdo o angulo B = 30°, sendo assim:
A=60°
1. FALSO.

A figura abaixo ilustra a situacdo, note que as retas sdo paralelas.
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V. FALSO.

Perceba que podemos construir uma figura em que duas retas contidas em planos secantes
nunca se tocam.

Gabarito: “a”.

91. (EsPCEx/2012)
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O solido geométrico abaixo é formado pela justaposi¢cao de um bloco retangular e um prisma reto,
com uma face em comum. Na figura estao indicados os vértices, tanto do bloco quanto do prisma.
Considere os seguintes pares de retas definidas por pontos dessa figura: as retas LB e GE; as retas

AG e HI e as retas AD e GK. As posi¢des relativas desses pares de retas sdo, respectivamente,

K

a) concorrentes; reversas; reversas.

b) reversas; reversas; paralelas.

c) concorrentes, reversas; paralelas.

d) reversas; concorrentes; reversas.

e) concorrentes; concorrentes; reversas.
Comentdrios

Perceba que as retas LB e GE sdo diagonais do bloco retangular, logo, elas s3o concorrentes.

Perceba que as retas AG e HI s3o concorrentes, pois, elas fazem parte do plano definido pela
face ACG e ndo sdo paralelas, logo elas concorrem em um Unico ponto.

Perceba que as retas AD e GK s3do reversas, pois elas ndo sdo paralelas e ndo pertencem ao
mesmo plano.

Gabarito: “e”.

92. (EsPCEx/2011)
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Na figura abaixo, esta representado um cubo em que os pontos T e R sao pontos médios de duas
de suas arestas.
S

E Q

Sabe-se que a aresta desse cubo mede 2 cm. Assim, o volume do sélido geométrico definido pelos

pontos PQRST, em cm3, é

a)g

Comentarios

Considere que o sélido é uma piramide de base QRST, iremos calcular o volume do sélido
partindo da area do quadrilatero QRST e da altura até o ponto P.

Veja que h = 2 c¢m, pois o lado PQ do cubo ja representa a proje¢do do ponto P sobre o plano
da base.

Calculemos agora a drea da base:
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Por Pitagoras, conclui-se que TR =2 cm e QR = V5 cm, perceba que o triangulo QRT é
isésceles, sendo assim, podemos concluir que a medida da altura deste é

= oo -(5) -

2 2

Sendo assim a area do triangulo QRT é

_132 5 3
QRT = 75" -

O triangulo RST é isdsceles retangulo e tem drea dada por:

1
-1-1= 2

Ecm

N| =

SgsT =

Sendo assim:

=2 cm?

N =

3
Sorst = Sqrr + SpsT = > +

Por fim, o volume da piramide pode ser calculado:

Gabarito: “b”.

93. (EsPCEx/2011)
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A figura espacial representada abaixo, construida com hastes de plastico, é formada por dois cubos
em que, cada vértice do cubo maior é unido a um vértice correspondente do cubo menor por uma

aresta e todas as arestas desse tipo tém a mesma medida.

Se as arestas dos cubos maior e menor medem, respectivamente, 8 cm e 4 cm, a medida de cada

uma das arestas que ligam os dois cubos é
a) 6vV2 cm
b) 3V2 cm
c)2vV3 em
d)4V/3 cm
e) 6v/3 cm

Comentarios

Perceba primeiramente a simetria da construgdo. Ambos os cubos possuem o mesmo centro
geomeétrico, sendo assim, a soma da medida das arestas com a diagonal do cubo menor, é igual
a medida da diagonal do cubo maior, ou seja:

D=2a+d
Sendo D = 8V3 cm e d = 4v3 cm. Logo:
8V3=2a+4V3 = a=2V3cm

Gabarito: “c”.

94. (EsPCEx/2011)
Considere as seguintes afirmagdes:

I. Se dois planos a e 8 sdo paralelos distintos, entdo asretas 7y C @ e r, C 8 sao sempre paralelas.
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Il. Se a e B sdo planos nao paralelos distintos, existem asretasr; C a er, C f tal que r; e r, sao

paralelas.

lll. Se uma reta r é perpendicular a um plano a no ponto P, entdo qualquer reta de a que passa por

P é perpendicularar.
Dentre as afirmagdes acima, é (sdo) verdadeira(s)
a) Somente Il
b)lell
c)lelll
d) el
e)l, el
Comentarios

I FALSO.

Elas podem ser reversas.

Il. VERDADEIRO.

Podemos construir da seguinte forma, tome a reta r; como a intersecc¢ao entre os planos, e faga
a reta r, como uma reta pertencente ao plano 8 e paralelaary

Il. VERDADEIRO.
Decorre diretamente da prdpria definicdo de reta perpendicular ao plano.

Gabarito: “d”.

95. (EsPCEx/2010)

&
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Na figura abaixo, esta representado um sélido geométrico de 9 faces, obtido a partir de um cubo e
uma piramide.

v

B

Sabendo que todas as arestas desse sélido tém medida [, entdo as medidas da altura (distancia do

ponto V a face ABCD) e da superficie total desse sélido sdo, respectivamente,

al(Z2) e (V3 +4)

2

b)1(22) e 12(V3 +5)

2
() et (S
d)1(2) e (V3 +5)
ai() er ()

Comentarios

Fazendo a secdo do sélido pelo plano ACGVE, obtemos:
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v
L L
- G
) L
0—1 ®
A V2 c

Calculando a altura do triangulo GVE por Pitdgoras, obtemos:

h:j(mz_@) Lz

2 2

Sendo assim a altura total do sélido é:

L\/E=L(2+«/§)

hsol=L+ 2 )

A drea lateral total é a drea de 5 quadrados e 4 triangulos equilateros de lado L

S, =SSQ+4ST=5-(L2)+4-<L2?>=L2(5+\/§)

Resposta:

L(2+2_\/7) e L2(5 +V3)

Gabarito: “b”.

96. (EsPCEx/2009)

Um reservatdrio em forma de tronco de piramide regular de base quadrada e dimensdes indicadas
na figura deverd ter suas paredes laterais externas cobertas por uma tinta impermeavel, cujo

rendimento é de 11 m? por galdo.
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7,20m
Desenho fora de escala
Os pontos A e B representam os centros das bases do tronco de piramide

O nuimero minimo de galdes que devem ser adquiridos para tal operacao é:
a)6
b) 7
c)9
d) 10
e)11
Comentarios

Precisamos primeiramente obter a drea lateral do tronco de piramide. Para isso devemos
descobrir a medida da altura da face lateral. Observe a secdo meridiana do tronco:

D 24 C
32
B
A - G H
7.2
. . . . 7,2-2,4
Devido a simetria da figura obtemos que HB = =24m
&
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Aplicando Pitagoras no tridngulo BCH obtemos que BC = \/(3,2)2 +(24)?>=4m

Sendo assim podemos agora obter a area lateral do tronco. Sendo a lateral do tronco composta
por 4 faces laterais trapezoidais, obtemos:

B+b (7,2+2,4)

= . = [ e — 2
§$=4-5,=4 > h=4 > 4=768m

Sendo o rendimento da tinta de 11 m? por galdo, precisaremos de

76,8
11

~ 7 galodes

Gabarito: “b”.

97. (EsPCEx/2009)

Considere duas retas r e s no espaco e quatro pontos distintos, 4, B, C e D, de modo que os pontos

A e B pertencem a reta r e os pontos C e D pertencem a reta s.
Dentre as afirmagdes abaixo
—_— g ~ ~ ~ .
I. Se as retas AC e BD sao concorrentes, entao 1 e s sao necessariamente concorrentes.
Il. Os tridngulos ABC e ABD serao sempre coplanares.

lll. Se AC e BD forem concorrentes, entao as retas 1 e s sao coplanares.

Pode-se concluir que

a) somente a | é verdadeira.

b) somente a Il é verdadeira.

c) somente a lll é verdadeira.

d) as afirmacoes Il e 11l sdo verdadeiras.

e) as afirmagdes | e lll sdo verdadeiras.
Comentdrios

l. Falso.

Conseguimos fazer as retas r e s paralelas e os dados segmentos concorrentes
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Il Falso.

Se as retas r e s forem reversas, entdo teremos ABC e ABD em planos distintos, logo, esta
afirmacado é falsa.

M. Verdadeiro.

Sendo Se AC e BD concorrentes, é possivel utilizar tais pontos para se montar um quadrilatero
cujos os lados AB e CD estdo sobre as retas r e s, sendo os lados do quadrilatero AB e CD

coplanares, entdao AB e CD sdao complanares, logo por fim, as retas r e s sdo coplanares

Gabarito: “c”.

98. (EsPCEx/2008)

Para obter o sélido geométrico representado abaixo, partiu-se de um cubo de aresta L e retirou-se
de cada um dos vértices desse cubo uma piramide de base triangular com as arestas laterais

. L .
medindo 2 conforme a figura.
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Desenho Fora de Escala

Denominando-se V o volume do cubo a partir do qual foi obtido o sélido, pode-se concluir que o

volume desse soélido é

143
e)—V
144
Comentarios

O volume do sélido é a diferenca entre o volume do cubo e o volume de 8 piramides retas.

S A . L L L? L
Sendo as piramides retas de area da base A = % . (Z) . (Z) =5y€ alturah = " portanto:

V_l L2 (L)_L3
P 3 \32) \4/ 384

E o volume do cubo é dado por: V = L3

Logo:

Vg 13 _47L3_47V
s 384/ 48~ 48

Gabarito: “b”.
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99, (EsPCEx/2008)

Em um cubo de aresta medindo 4 cm, forma-se um triangulo VEF, conforme figura abaixo, em que

V é o centro do quadrado ABCD. A area, em cm? , do tridngulo VEF é igual a

A B

p A S
A G
E®" F
a) 45
b) 4V/6
c) 5v5

d) 5V6
e) 6v/6

Comentarios

Tracando-se a secdo utilizando um plano passando por V e perpendicular ao lado EF, obtemos:

L2 Vv

®
Aplicando-se o teorema de Pitagoras, obtemos que
A AE
h= [(L)? + (—) =—
L2 +15 5
&
'j AULA 08 - GEOMETRIA ESPACIAL | 186



ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

Sendo assim a area do tridangulo VEF vale:

45

L\/§> _ L2/5 _ (4)%/5 _

1
5=§'(L)'<2 4 4

Gabarito: “a”.

100. (EsPCEx/2006)

Dispondo de um recipiente em forma de paralelepipedo retdangulo, com as dimensdées da figura,

preenchido com agua até o nivel indicado, um aluno fez o seguinte experimento:
e mergulhou na dgua um cubo macico, com 1 cm? de volume;

¢ mergulhou, sucessivamente, novos cubos, cada vez maiores, cujos volumes formam, a partir do

cubo de 1 cm? de volume, uma progressao aritmética de razdo 2 cm3.

Apds mergulhar certo nimero de cubos, que ficaram completamente submersos, verificou que a

altura do nivel da dgua passou para 39 cm.

cm

37
Zicm N |
L14 cm-

Figura fora de escala

Com base nessas informagdes, a area total do ultimo cubo colocado é de
a) 54 cm?

b) 42 cm?

c) 24 cm?

d) 150 cm?

e) 216 cm?

Comentarios

Primeiramente temos que a soma S dos volumes dos cubos corresponde a variagao do volume
do recipiente. Sendo assim:

AV=Vf—Vi=7~14~39—7-14-37=176cm3=S

AULA 08 — GEOMETRIA ESPACIAL | 187

A€




K

ESTRATEGIA MILITARES — GEOMETRIA ESPACIAL |

Logo a soma dos volumes de cubos em P.A vale 176 cm?3.

Sabemos que a soma dos n primeiros termos de uma P.A de razdo r e termo inicial a é dada por:

a,=a;+(n—Dr

n(a, +a,) n(a+ (@ +(m—=1r)) n?r+na-r)
S=T g 2 B 2

n?2)+n2-1-2)

176 =
2

= 352=2n% -~ n=14

logo, a=a;+14—-1Dr=1+13-2=27cm3 =13 .+ [=3cm, sendo
lado do ultimo cubo

Logo, a area lateral do ultimo cubo vale:
A=6-1>?=6-(3)> =54 cm?

Gabarito: “a”.

| —

101. (EsPCEx/2005)

O hexagono regular ABCDEF é uma secgdo plana de um cubo de aresta 2a+/3. Cada vértice do

poligono divide ao meio a aresta na qual esta apoiado.

A area do hexagono é

a) 9a%\/3
3a2\/3
2

2a%V3
3

b)

c)

d) 4a%\/3
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5a2/3
e) ”

Comentarios

Observe as faces que contém as arestas do hexdgono. Aplicando Pitdgoras para descobrir a
medida da aresta, descobrimos que:

- () () - o

A area do hexagono regular é dada por:

1233
S = >

Sendo assim, a area obtida é:

S=@=9a2\/§

Gabarito: “a”.

102. (EsPCEx/2004)

Um prisma reto com 5 cm de altura e base retangular com dimensées de 4 cm e 6 cm contém agua
até uma altura de 3 cm. Um cubo macigo de aresta igual a 2 cm é colocado dentro deste prisma,

ficando totalmente submerso. A partir de entdo, a altura do nivel da agua, em cm, passa a ser de:
a) 14—3
b) >
c) 175
d) 3
e) %
Comentarios
0O aumento do volume do liquido corresponde ao volume do sdlido inserido, sendo assim:
AV=Vf—Vi=4-6-h—4-6-3=24-(h—3)cm3
O volume do sélido é V,,,;, = 23 = 8 cm3

Sendo assim:
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8
AV=V.p, = 24-(h—3)=8 & h=—+3=—

10 . ~ T
Como ey < 5 a dgua ndo transborda e esta resposta é valida.

Gabarito: “b”.

103. (EsPCEx/2002)

Pedro construiu um aquario em forma cubica. Enquanto o enchia, notou que, colocando 64 litros

de agua, o nivel subia 10 cm. O volume maximo, em litros, que comporta esse aqudrio é de:
a) 216
b) 343
c) 512
d) 729

e) 1024

Comentarios
Primeiramente, vamos trabalhar com cm?3. Logo: 641 = 64 000 cm?3
O aquario é cubico, logo, possui arestas medindo [. Sendo assim, temos que:
Vipi =1+ 1-10 = 1012 = 64000 = [ =80cm
Portanto o volume total do aquario é:
V =13=(80)3=512000cm3 =5121

Gabarito: “c”.

104. (EsPCEx/2002)
Considere as afirmagdes abaixo:
I- Se um plano encontra outros dois planos paralelos, entao as intersec¢des sao retas paralelas.

Il- Uma reta perpendicular a uma reta de um plano e ortogonal a outra reta desse plano é

perpendicular ao plano.

lll- Se a intersec¢ao de uma reta r com um plano é o ponto P, reta essa nao perpendicular ao plano,

entdo existe uma uUnica reta s contida nesse plano que é perpendicular a reta r passando por P.
Pode-se afirmar que
a) todas sao verdadeiras.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.
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c) apenas | e lll sdo verdadeiras.
d) apenas Il e lll sdo verdadeiras.

e) todas sao falsas.

Comentarios
I Verdadeiro.

Observe a seguinte figura:

Perceba que as retas sdo de fato paralelas.

Il Falso.

Se as retas do plano forem paralelas, entre si o plano pode ndo ser perpendicular a reta que o
corta.
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00
.
.
A

O lugar geométrico dos pontos perpendiculares a uma reta sobre um ponto P é um plano
perpendicular a esta reta. Conforme:

‘
Devido ao fato do ponto P ja pertencer a um dado plano a, o lugar geométrico da reta s
perpendicular a reta r, é a interseccao entre os planos, conforme:

1. Verdadeiro.
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Portanto, existe uma Unica reta que satisfaz tal condicao.

Gabarito: “c”.

105. (EsPCEx/2001)

Um reservatério com forma de tronco de piramide regular, representado pela figura abaixo, com
bases quadradas e paralelas, esta repleto de agua. Deseja-se esvazid-lo com o auxilio de uma bomba
de succ¢ao que retira 4gua com uma vazao constante.

A vazdo, em litros/segundo, que esta bomba deve ter para que o reservatério seja esvaziado
exatamente em 1 hora e 40 minutos é:

a)121/s
b)181/s
c)16l/s
d)141/s
e)201l/s
Comentarios

Primeiramente, devemos calcular o volume do tronco.

Vamos considerar o tronco como a diferenca de duas piramides. Sendo assim, observe a se¢ao
meridiana da piramide completa:
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A B

Sabemos que DE =3m e AB = 6m e os triangulos ABC e CDE s3o semelhantes, ent3o
podemos estabelecer uma relacdo de altura entre os tridngulos conforme:

A _H 6 2 H H = 2h
_=— D == = — =
DE h 3 h

Mas da figura depreende-seque H —h =4m
2h—h=h=4cm = H=8m

Agora calcularemos o volume do tronco como a diferenca entre os volumes das piramides.
1 1
Vironco = V—U=§-(6)2 '8—5' (3)2 -4 =84m3

A vazdo da bomba deve ser suficiente para esvaziar 84 m3 = 84 000 [ em 1h40min = 6 000 s

Gabarito: “d”.

106. (EsPCEx/2001)

Um galpao com as dimensoes do desenho abaixo devera ser construido para armazenar produtos
que necessitam de controle de temperatura. Cada um dos condicionadores de ar disponiveis, que
atendem as suas especifica¢des, é capaz de climatizar um volume de até 220 m3. Nessas condicdes,
pode-se afirmar que o maior comprimento [ que o galpdo pode ter, em metros, para ser equipado

com 3 (trés) aparelhos de ar condicionado é:
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\'"-Z’-\

(desprezar a espessura das paredes e considerar que o galpao é um prisma reto e ndo tem forro nem
laje)

a)13m
b) 20 m
c)5m
d)25m
e)15m

Comentarios

Perceba que o tridangulo que forma o telhado possui 7 — 4 = 3 m de altura, logo:

® o
b Q

Aplicando Pitdgoras no tridngulo ACH descobrimos que AH = 4 m e, portando AB = 8 m
A drea do triangulo ABC é Sypc =5+ 8- 3 = 12m?
A 4rea da parte retangular mede S = 4 - 8 = 32 m?

Logo, a drea da figura Sycpop = 12 + 32 = 44 m?

O volume do galpdo é: V =44 -1
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Sendo o volume mdximo de cobertura de 3 aparelhos de 3-220 = 660 m3, entdo o
comprimento [ maximo do galpéo é:

660=44-1 =+« l=15m

Gabarito: “e”.

107. (EsPCEx/2000)

Uma fabrica produz monitores para computador que tém a forma de um bloco retangular associado
a um tronco de piramide, conforme o desenho e dimensGes abaixo. Os monitores sao
acondicionados para venda em caixas cubicas, com aresta 40 cm, medidos internamente. Os
espacgos vazios da caixa sdao preenchidos com isopor, para proteger o aparelho. Sabendo que a
producdo didria da fabrica é de 300 aparelhos, podemos dizer que o consumo didrio de isopor em

metros cubicos é de:

(dados: volume da piramide - V = %S,, -h, S, - area da base, h — altura)
a)2
b) 3
)4
d)5
e)6
Comentarios

Primeiramente, devemos calcular o volume da televisdo, consideremos primeiro o tronco de
piramide.

Vamos considerar o tronco como a diferenga de duas piramides. Sendo assim, observe a se¢ao
meridiana da piramide completa:
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A B

Sabemos que DE = 20 cm e AB = 40 cm e os triangulos ABC e CDE s3o semelhantes, entdo
podemos estabelecer uma relagdo de altura entre os tridngulos conforme:

AB H 40 ) H H = 2h
_=s— 5 — = = — S =
DE h 20 h
Mas da figura depreende-se que H — h = 30 cm
2h—h=h=30cm = H=60cm

Agora calcularemos o volume do tronco como a diferencga entre os volumes das piramides.
1 1
Vironco =V —v =15 (40)% - 60 — 3 (20)? - 30 = 28 000 cm?®

O volume da televisdao é a soma do volume do tronco com o volume do paralelepipedo reto que
constitui o restante da televisao, sendo assim:

Viet = Vparar + Vironco = 10 - 40 - 40 + 28000 = 44 000 cm?

O volume de isopor corresponde a diferenga de volume entre a caixa cubica da televisdo e o
volume da prépria televisao, portanto:

Visopor = Veaixa — Vier = 40 - 40 - 40 — 44000 = 20 000 cm3 = 0,02 m3
Por fim, o total de isopor usado por dia é 300 - 0,02 = 6 m? de isopor.

Gabarito: “e”.
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7. CONSIDERAGOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final da aula. Vimos os conceitos de Geometria de Posi¢do, que serd a base para o
nosso estudo de Geometria Espacial. Com ela, podemos analisar todos os assuntos que podem ser
cobrados nos vestibulares sobre esse tema, tais como angulo entre planos, angulo entre faces, distancia
entre planos etc. Também estudamos as propriedades e caracteristicas dos poliedros.

Para aprender Geometria Espacial, é importante que vocé consiga desenhar os sdlidos e saiba
como extrair as informacgdes a partir da figura. Isso, normalmente, vocé adquire com a pratica. Entdo,
tente resolver a maior quantidade de questdes possivel!

Na proxima aula, daremos continuidade a esse tema e estudaremos os sélidos redondos e os
solidos de revolugao.

Quaisquer duvidas, vocé pode entrar em contato conosco pelo forum de duvidas ou caso prefira:

o Jvictorso @ /profvictorso o /profvictorso
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9. VERSOES DAS AULAS

Caro aluno! Para garantir que o curso esteja atualizado, sempre que alguma mudanga no contetdo
for necessaria, uma nova versdo da aula serd disponibilizada.
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