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O material “as 60 mais difíceis” foi feito com MUITO estudo e análise do TODAS as 

questões da história do ITA. Esse vestibular é recheado de questões extremamente 

complicadas e escolher as 60 mais não foi algo fácil. 

A ideia das nossas resoluções é entregar o máximo raciocínio sobre uma questão, de 

maneira extremamente detalhada em linhas de pensamento e na matemática em si. 

Todos sabemos que a prova de Física do ITA é conhecida como a mais difícil do 

vestibular. Nesse sentido, colocamos 2 questões a mais (22 no total de física), pois a 

ideia aqui é entregar algo de excelência.  

Entre questões trabalhosas e questões conceitualmente difíceis, entendemos que as 

conceituais são mais complicadas. Entre questões de “show do milhão” e questões 

trabalhosas preferimos colocar as trabalhosas, pois as “show do milhão” agregam 

pouco ao aluno, já que são questões altamente mutáveis e sem uma lógica 

reprodutiva. 

Como usar esse material? Bem, isso depende muito do seu nível atual.  

Se você está começando, use esse material como consulta quando ao longo do ano 

for se deparando com esse tipo de questão.  

Se você está quase lá, use esse material como uma espécie de simulado, tanto para 

achar possíveis erros em sua base quanto para direcionar seu aprofundamento. 

Se você está em um meio termo, use o material das duas formas, começando como 

consulta e depois encarando como um simulado. 

Como aproveitar o máximo desse material? 

1) Entenda os raciocínios para começar uma resolução. 

2) Aprenda a estabelecer uma linha de pensamento que o corretor vá entender 

sua resolução. 

3) Anote o motivo de você ter errado uma questão e interprete esse motivo 

como um vilão a ser vencido ao longo da preparação, no caso de questões que 

não são “show do milhão”. (Veja bem, é o motivo e não a questão). 

4) Leia mais de uma vez as resoluções para ter certeza que aprendeu e não 

apenas entendeu“Preferimos colocar as resoluções logo após as respectivas 

questões, pois isso garante que cada questão tenha sido um “problema” 

resolvido, o que é a principal ideia do nosso material.” 

 



 

 

 

5) “A ordem das questões é aleatória. Preferimos não colocar por ordem de 

dificuldade, para que o aluno não saiba o que vem pela frente e sempre esteja 

atento! Também optamos por não colocar em ordem cronológica, pois isso de 

certa forma colocaria as questões em ordem de dificuldade.” 

 

6) “Percebemos, ao analisar TODAS as provas do ITA, um significativo aumento 

do nível de dificuldade das questões, o que fica claro com a quantidade maior 

de questões a partir de 2000. 
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4) ITA - 2019 

𝑟𝑏

𝑣𝑏
𝑎

𝑟𝑏

𝑣𝑏

 

=

" ≥ "

∆𝑝. ∆𝑥 =
ℎ

4.𝜋

∆𝑝

∆𝑥



∆𝑥 = 2. 𝑎

�⃗� = 𝑚. 𝑣 

𝑣𝑥 

𝑚. 𝑣𝑥. 2. 𝑎 =
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Logo, o que sobre em relação à base é 𝟎, 𝟐𝟗.𝑯. 



Podemos agora desenhar as duas situações para pensarmos numa 

interpretação física: 

  

 

 

 

 

Como o nível da água é constante percebemos que o na figura da direita o 

centro de massa do sistema está a uma altura menor em comparação com a 

figura da direita… E o que isso quer dizer? Ora, que a energia potencial 

gravitacional do sistema da direita é menor e portanto, como outras energias 

não estão envolvidas, esse sistema é mais estável!!! 

LETRA B. 

6) ITA – 2009 
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𝑘

 
[𝑚𝑔 sin𝛼+𝑚√𝑎(2𝑔 sin𝛼−𝑎)]

𝑘

 
𝑚(𝑔 sin𝛼−𝑎)

𝑘

 
𝑚𝑔sin𝛼

𝑘

 ′𝑎′

"𝑎" 

𝑎𝑐𝑜𝑟𝑝𝑜 =
𝑚.𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑘. 𝑥

𝑚
= 𝑎

𝑥 =
𝑚. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑘

"𝑎")

𝑣2 = 𝑣0
2 + 2. 𝑎. ∆𝑥

“𝑥”)



𝑣 = √
2. 𝑎.𝑚. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑘

𝐸𝑐𝑖𝑛𝑖 + 𝐸𝑒𝑙𝑎𝑖 = 𝐸𝑒𝑙𝑎𝑓 + 𝐸𝑝𝑜𝑡𝑓

𝑚.
2. 𝑎.𝑚. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑘
2

+
𝑘. ( 

𝑚. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)
𝑘

)
2

2
=
𝑘. 𝑥𝑓

2

2
− 𝑚. 𝑔. (𝑥𝑓 −

𝑚. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑘
) . 𝑠𝑒𝑛𝛼

(𝑥𝑓 −
𝑚.(𝑔.𝑠𝑒𝑛𝛼−𝑎)

𝑘
) . 𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑎. 𝑥2 + 𝑏. 𝑥 + 𝑐 = 0)

𝑘

2
. 𝑥𝑓

2 −𝑚. 𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼. 𝑥𝑓 +
𝑚2

2𝑘
. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)2 = 0

𝑥𝑓 =
𝑚.𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 ± √(𝑚. 𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼)2 − 4.

𝑘
2
.
𝑚2

2𝑘
. (𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)2

2.
𝑘
2

𝑥𝑓 =
𝑚.𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑘
±
𝑚

𝑘
.√𝑎. (2. 𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑥𝑓 =
𝑚.𝑔.𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑘

+.



𝑥𝑓 =
𝑚. 𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 +𝑚.√𝑎. (2. 𝑔. 𝑠𝑒𝑛𝛼 − 𝑎)

𝑘

 

ω ω

ω

 𝑤 = √
2𝑔ℎ

3𝑎2

 𝑤 = √
4𝑔𝑎

9ℎ²

 𝑤 = √
4𝑔𝑎

3ℎ2



 𝑤 = √
4𝑔ℎ

3𝑎2

 𝑤 = √
4𝑔ℎ

9𝑎²

 𝑁. 𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑚.𝜔2. 𝑥

 𝑁. 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑚. 𝑔

𝑡𝑔𝜃 =
𝜔2

𝑔
. 𝑥



θ

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑡𝑔𝜃

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝜔2

𝑔
. 𝑥

𝑑𝑦 =
𝜔2

𝑔
. 𝑥. 𝑑𝑥

𝑦 =
𝜔2

𝑔
.
𝑥2

2

∫𝑎. 𝑥𝑛. 𝑑𝑥 = 𝑎.
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑘

𝑘

𝑥 𝑎

𝑦 = 𝑧 𝜔.

 

𝑧 =
𝜔2

𝑔
.
𝑎2

2



𝑧 =
ℎ

3
+

𝜔2.𝑎2

4𝑔

ℎ

3
+
𝜔2. 𝑎2

4𝑔
=
𝜔2

𝑔
.
𝑎2

2

𝜔 = √
4.𝑔. ℎ

3. 𝑎2

 

θ

θ



𝑒 = 1

 𝑒 =
𝑣′𝑥+𝑢 

𝑣.𝑐𝑜𝑠𝜃
= 1

 𝑚. 𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑀. 𝑢 − 𝑚.𝑣′𝑥

𝑢 𝑣′𝑥 .



𝑣′𝑥 =
𝑣.𝑐𝑜𝑠𝜃.(𝑀−𝑚)

𝑀+𝑚

𝑢,

𝑢 =
2.𝑚. 𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑀 +𝑚

𝑣′

𝑣′𝑥 =
𝑣.𝑐𝑜𝑠𝜃.(𝑀−𝑚)

𝑀+𝑚
𝑣′𝑦 = 𝑣. 𝑠𝑒𝑛𝜃

2. 𝐷

𝑣′𝑥 − 𝑢.

𝑡 =
2.𝐷

𝑣′𝑥−𝑢

∆𝑦 = 𝑣′𝑦. 𝑡

∆𝑦 ≤
𝐿

2

𝑡 =
2. 𝐷

𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃. (𝑀−𝑚)
𝑀+𝑚

−
2.𝑚. 𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑀 +𝑚



∆𝑦 = 𝑣. 𝑠𝑒𝑛𝜃.
2. 𝐷

𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃. (𝑀−𝑚)
𝑀+𝑚

−
2.𝑚. 𝑣. 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑀 +𝑚

≤
𝐿

2

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑡𝑔𝜃 =
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑡𝑔𝜃 ≤
𝐿

4. 𝐷
.
𝑀 − 3.𝑚

𝑀 +𝑚

𝜃

0 ≤ 𝜃 ≤ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
𝐿

4. 𝐷
.
𝑀 − 3.𝑚

𝑀 +𝑚
)

𝐷

𝑣′𝑥

𝑡′ =
𝐷

𝑣′𝑥

∆t)

∆t = t − t′

𝑣′𝑥

∆t =
D

v. cosθ
.

(𝑀 +𝑚)2

(𝑀 − 𝑚)(𝑀 − 3.𝑚)



 

 𝐸 =
𝑀²𝑔²𝑇²

2𝑚

 𝐸 = 𝑀𝑔2𝑇2

 𝐸 =
𝑚²𝑔²𝑇²

𝑀

 𝐸 = 𝑚𝑔2𝑇2

 

𝜏 = 𝐼. 𝛼

𝜏 𝐼 𝛼

𝜏 = 𝑀. 𝑔. 𝑅



𝐼 = 𝑚.𝑅2

𝛼 =
𝑀.𝑔

𝑚. 𝑅

𝑃 = 𝜏.𝜔

𝜔 = 𝛼. 𝑡

𝑃 = 𝑀.𝑔. 𝑅.
𝑀.𝑔

𝑚.𝑅
. 𝑡 =

𝑀2.𝑔2

𝑚
. 𝑡  

𝐸 = ∫ 𝑃. 𝑑𝑡
𝑇

0
= ∫

𝑀2.𝑔2

𝑚
. 𝑡. 𝑑𝑡

𝑇

0

                                          𝐸 =
𝑀2. 𝑔2

𝑚
.
𝑇2

2

∫𝑎. 𝑥𝑛. 𝑑𝑥 = 𝑎.
𝑥𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑘

 

β β

α

α



 

𝜃

 

 

𝛼

𝐹)

 𝐶)

𝑉)



𝐶𝑃𝐹

𝑡𝑔𝛼 =
𝑟

𝑅
2

=
2. 𝑟

𝑅

𝑐

𝑐𝑣



∆𝑡) 

𝑖 𝑓

𝑖 𝑓′

𝛼

𝑖 𝑓 𝑑 = 𝑣. ∆𝑡

𝑖 𝑓′ 𝑑′ = 𝑐. ∆𝑡

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑑′

𝑑
=

𝑐

𝑣

(𝑡𝑔𝛼)2 =
(𝑠𝑒𝑛𝛼)2

(𝑐𝑜𝑠𝛼)2
=

1−(cosα)2

(cosα)2

(𝑠𝑒𝑛𝛼)2 + (𝑐𝑜𝑠𝛼)2 = 1

𝑡𝑔𝛼

(
2. 𝑟

𝑅
)
2

=
1 − (

𝑐
𝑣)

2

(
𝑐
𝑣)

2

𝑣

𝑣 =
𝑐. √4. 𝑟2 + 𝑅2

𝑅

𝛼

𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
2. 𝑟

𝑅
)



𝑛 =
𝑐𝑣

𝑐

𝑣 =
𝑐𝑣. √4. 𝑟

2 + 𝑅2

𝑛. 𝑅

 

λ

≫

𝜃𝑛



𝐸 = 𝐸0. cos (𝜔. 𝑡 + 𝛷)

𝐸0 𝛷.

𝛷

2.𝛷

𝛷)

𝑑. 𝑠𝑒𝑛𝜃

∆𝑥

𝛷 =
2. 𝜋. ∆𝑥

𝜆
 

𝛷 =
2. 𝜋. 𝑑. 𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜆
 



𝐸1 = 𝐸0. cos(𝜔. 𝑡)

𝐸2 = 𝐸0. cos(𝜔. 𝑡 + 𝛷)

𝐸3 = 𝐸0. cos(𝜔. 𝑡 + 2.𝛷)

(𝑥) 𝐸𝑥 = 𝐸0 + 𝐸0. cos (𝛷) + 𝐸0. cos (2.𝛷)

𝑦) 𝐸𝑦 = 𝐸0. 𝑠𝑒𝑛(𝛷) + 𝐸0. 𝑠𝑒𝑛(2.𝛷)

𝐸2 = 𝐸𝑥
2 + 𝐸𝑦

2

cos(2.𝛷) = 2. cos2(𝛷) − 1

𝑠𝑒𝑛(2.𝛷) = 2. 𝑠𝑒𝑛(𝛷). cos(𝛷)

𝐸𝑥
2 = 𝐸0

2. (1 + cos(𝛷) + 2. cos2(𝛷) − 1)2 = 𝐸0
2. cos2(𝛷) . (1 + 4. cos(𝛷) + 4. cos2(𝛷))

𝐸𝑦
2 = 𝐸0

2. (𝑠𝑒𝑛(𝛷) + 2. 𝑠𝑒𝑛(𝛷). 𝑐𝑜𝑠(𝛷))
2
= 𝐸0

2. 𝑠𝑒𝑛2(𝛷). (1 + 4. cos(𝛷) + 4. cos2(𝛷))



𝐸2 = 𝐸0
2. ( 1 + 4. cos(𝛷) + 4. cos2(𝛷)). (𝑠𝑒𝑛2(𝛷) + cos2(𝛷))

𝑠𝑒𝑛2(𝛷) + cos2(𝛷) = 1

𝐸2 = 𝐸0
2. (1 + 4. cos(𝛷) + 4. cos2(𝛷))

1 + 4. cos(𝛷) + 4. cos2(𝛷) = 0

cos(𝛷) = −
1

2

𝛷 =
2. 𝜋

3
+ 𝑘. 𝜋    𝑜𝑢     𝛷 =

4. 𝜋

3
+ 𝑘. 𝜋 , 𝑐𝑜𝑚 𝑘 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑖𝑟𝑜 

  

𝛷 =
2. 𝜋. 𝑑. 𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜆
 

𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (
𝜆

3. 𝑑
+
𝑘. 𝜆

2. 𝑑
)     𝑜𝑢   𝜃 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛 (

2. 𝜆

3. 𝑑
+
𝑘. 𝜆

2. 𝑑
) 

0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2

𝜋

2

𝐸𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙 = 3. 𝐸0

0

𝜋 2. 𝜋 𝐸𝑣𝑖𝑧𝑖𝑛ℎ𝑎 = 𝐸0



𝐼 = 𝑘. 𝐸2

𝐼𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙

𝐼𝑣𝑖𝑧𝑖𝑛ℎ𝑎
=

𝐸𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙
2

𝐸𝑣𝑖𝑧𝑖𝑛ℎ𝑎
2 =

(3.𝐸0)
2

(𝐸0)
2
= 9

𝐼𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙
𝐼𝑣𝑖𝑧𝑖𝑛ℎ𝑎

= 9

 

 
√(𝑚+𝑀)

√2𝜋𝑀

 
√(𝑀−𝑚)ℎ

√2𝑑𝑀

 
√(𝑀+𝑚)ℎ

√2𝑑𝑀

 
√(𝑀−𝑚)𝑑

√2ℎ𝑀

 
√(𝑀+𝑚)𝑑

√ℎ𝑀

𝑘. 𝑥 = 𝑀. 𝑔



𝑥 =
𝑀. 𝑔

𝑘

𝑚.𝑣𝑏
2

2
= 𝑚. 𝑔. ℎ 𝑣𝑏 = √2. 𝑔. ℎ

𝑚.√2. 𝑔. ℎ = (𝑚 +𝑀). 𝑣𝑠 𝑣𝑠

𝑣𝑠 =
𝑚.√2.𝑔.ℎ

(𝑚+𝑀)

𝑘.𝐴′2

2
=

𝑚𝑠.𝑣
2

2

𝐴′ 

𝑣



𝑣𝑠 𝑚𝑠

𝑀 +𝑚).

𝑘.𝐴′2

2
=

(𝑀+𝑚).(
𝑚.√2.𝑔.ℎ

(𝑚+𝑀)
)
2

2

𝐴

𝐴′ = √
2. 𝑔. ℎ.𝑚2

𝑘. (𝑀 +𝑚)

𝑥 =
𝑀. 𝑔

𝑘

𝑥′ =
(𝑀 +𝑚). 𝑔

𝑘

𝑥′ − 𝑥

𝐴 =
𝑚.𝑔

𝑘

𝐴

𝐴′
=

𝑚.𝑔

𝑘

√
2.𝑔.ℎ.𝑚2

𝑘.(𝑀+𝑚)

= √
(𝑀+𝑚).𝑔

2.ℎ.𝑘

𝑘

𝑀. 𝑔

𝑘. 𝑑 = 𝑀. 𝑔 𝑘 =
𝑀.𝑔

𝑑

𝑘 

𝐴

𝐴′
= √

(𝑀 +𝑚). 𝑑

2. ℎ.𝑀



 

𝜌

 𝜌(𝑆 − 𝑆´)]

 𝜌(2𝑆 − 𝑆′)]

 2𝜌(2𝑆 − 𝑆′)]

 𝜌(2𝑆 − 𝑆′)]

 𝜌𝑆]

 

 



                                                          𝐸 = 𝑃

𝜌. 𝑔. 𝑆′. (𝑥 + 𝑦) = 𝑀. 𝑔
 

𝑆′. (𝑥 + 𝑦)

𝑆. 𝑦

𝑆. 𝑥

𝑆′. 𝑦

𝑉1 = 2. 𝑉2 + 𝑉3

𝑆′. 𝑥 = (𝑆 − 𝑆′). 𝑦 + 𝑆. 𝑦

𝑥 =
(2. 𝑆 − 𝑆′). 𝑦

𝑆′

𝑥 𝑦

𝑦 =
𝑀

2. 𝜌. 𝑆

 

α



α



𝑉2 − 𝑅. 𝑖 − 𝑉3 = 0

𝑖 =
𝑉2 − 𝑉3

𝑅

𝛼. 𝑖

𝛼. (𝑉2 − 𝑉3)

𝑅

𝑄 = 𝛼. 𝑖. T

𝑄 =
𝛼.(𝑉2−𝑉3).𝑇

𝑅

𝑄′ = 𝑄 − 𝑓.𝑄 = (1 − 𝑓). 𝑄

𝑄 𝑄′ + 𝑄

𝑄′′ = (1 − 𝑓)(𝑄′ + 𝑄)



𝑄′′ = (1 − 𝑓)((1 − 𝑓)𝑄 + 𝑄) = ((1 − 𝑓)2 + (1 − 𝑓)). 𝑄

𝑄′′′ = (1 − 𝑓)(𝑄′′ + 𝑄)

𝑄′′′ = (1 − 𝑓)( ((1 − 𝑓)2 + (1 − 𝑓)). 𝑄 + 𝑄) = ((1 − 𝑓)3 + (1 − 𝑓)2 + (1 − 𝑓)). 𝑄

𝑄′…′ = 𝑞 = ((1 − 𝑓) + (1 − 𝑓)2 + (1 − 𝑓)3 +⋯). 𝑄

1 − 𝑓

(1 − 𝑓)

𝑞 =
1−𝑓

1−(1−𝑓)
. 𝑄 =

1−𝑓

𝑓
. 𝑄

𝑄

𝑞 =
1 − 𝑓

𝑓
.
𝛼. (𝑉2 − 𝑉3). T

𝑅

 

𝐹𝑒57

𝐹𝑒57

𝐹𝑒57

≪

(1 + 𝑥)𝑛 ≅

1 + 𝑛𝑥 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑥 ≪ 1.



 

ℰ = ℰ0 +𝑚.𝑔. 𝑑

𝐸 = ℎ. 𝑓

𝑚

ℎ. 𝑓 = ℎ. 𝑓0 +
ℰ0
𝑐2
. 𝑔. 𝑑

ℰ0 = ℎ. 𝑓0

𝑓 − 𝑓0 =
𝑔. 𝑑

𝑐2
. 𝑓0

𝑓

𝑓0
=
𝑔. 𝑑

𝑐2
+ 1.

𝑣.

𝑓

𝑓0

 

𝑓0 = 𝑓.√
1 − 𝛽

1 + 𝛽



𝛽 =
𝑣

𝑐
𝑐

𝑓0 = 𝑓. (1 − 𝛽)
1
2. (1 + 𝛽)−

1
2

(1 + 𝑥)𝑛 = 1 + 𝑛. 𝑥

𝛽 ≪ 1 𝑣 ≪ 𝑐)

(1 − 𝛽)
1

2 = (1 −
𝛽

2
)    (1 + 𝛽)−

1

2 = (1 −
𝛽

2
)

𝑓0 = 𝑓. (1 −
𝛽

2
)
2

𝛽

2
< 𝛽 ≪ 1

𝑓0 = 𝑓. (1 − 𝛽)

𝑓

𝑓0
=

1

1−𝛽
= (1 + 𝛽)−1 = (1 + 𝛽) 

 
𝑓

𝑓0
=
𝑔. 𝑑

𝑐2
+ 1.

𝑔. 𝑑

𝑐2
+ 1 = 1 + 𝛽

𝛽 =
𝑔. 𝑑

𝑐2

𝛽,



𝑣

𝑐
=
𝑔. 𝑑

𝑐2

𝑣 =
𝑔. 𝑑

𝑐

 

α

 √
2.𝑚.(

𝑘.(𝐿−𝐶)2

2
−𝑚.𝑔.(𝐿−𝐶).𝑠𝑒𝑛𝛼)

𝑀2(1+(𝑠𝑒𝑛𝛼)2) 

 √
2.𝑚.(

𝑘.(𝐿−𝐶)2

2
−𝑚.𝑔.(𝐿−𝐶).𝑠𝑒𝑛𝛼)

𝑀2(1+(𝑡𝑔𝛼)2) 

 √
2.𝑚.(

𝑘.(𝐿−𝐶)2

2
−𝑚.𝑔.(𝐿−𝐶).𝑠𝑒𝑛𝛼)

(𝑀+𝑚)(𝑀+(𝑀+𝑚).(𝑡𝑔𝛼)2)

 √
2.𝑚.(

𝑘.(𝐿−𝐶)2

2
)

𝑀2(1+(𝑡𝑔𝛼)2) 



 

 𝛼

𝑀)

𝛼

 

𝑣𝑥 𝑉

𝑚. 𝑣𝑥 = 𝑀.𝑉
 

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
=
(𝑚. (𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2))

2

2
+
𝑀.𝑉2

2
+𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑣2 = 𝑣𝑥
2 + 𝑣𝑦

2 (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼

 

𝛼

𝑉

𝑣𝑥 = 𝑣𝑥𝑏𝑙𝑜𝑐𝑜 + 𝑣𝑐𝑢𝑛ℎ𝑎
𝑣𝑥:

𝑣𝑥𝑏𝑙𝑜𝑐𝑜
𝑣𝑐𝑢𝑛ℎ𝑎:

𝑣𝑐𝑢𝑛ℎ𝑎 = −𝑉

𝑣𝑥𝑏𝑙𝑜𝑐𝑜 = 𝑣𝑥 + 𝑉

𝑣𝑦
𝑦.



𝑡𝑔𝛼 =
𝑣𝑦

𝑣𝑥𝑏𝑙𝑜𝑐𝑜
=

𝑣𝑦
𝑣𝑥 + 𝑉

 (3)

𝑣𝑥 =
𝑀

𝑚
. 𝑉

𝑣𝑦 =
𝑡𝑔𝛼. (𝑀 +𝑚)

𝑚
. 𝑉

𝑣𝑥 𝑣𝑦

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
=

𝑚. ((
𝑀
𝑚 .𝑉)

2

+ (
𝑡𝑔𝛼. (𝑀 +𝑚)

𝑚 . 𝑉)
2

)

2
+
𝑀.𝑉2

2
+𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼

𝑘.(𝐿−𝐶)2

2
−𝑚.𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼 =

𝑀2+(𝑀+𝑚)2.(𝑡𝑔𝛼)2

2.𝑚
. 𝑉2 +

𝑀

2
. 𝑉2

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
− 𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼 =

𝑉2

2.𝑚
. (𝑀2 + (𝑀 +𝑚)2. (𝑡𝑔𝛼)2 +𝑀.𝑚)

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
− 𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼 =

𝑉2

2.𝑚
. (𝑀(𝑀 +𝑚) + (𝑀 +𝑚)2. (𝑡𝑔𝛼)2)

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
−𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼 =

𝑉2

2.𝑚
. (𝑀 +𝑚)(𝑀 + (𝑀 +𝑚). (𝑡𝑔𝛼)2)

𝑉2

√
2.𝑚. (

𝑘. (𝐿 − 𝐶)2

2
− 𝑚. 𝑔. (𝐿 − 𝐶). 𝑠𝑒𝑛𝛼)

(𝑀 + 𝑚)(𝑀 + (𝑀 + 𝑚). (𝑡𝑔𝛼)2)

 

𝑒𝑧



𝐵 =
𝐵0
𝐿
(−𝑥𝑒𝑥 + 𝑧𝑒𝑧)

α

β

 α α β

 α α β

 β α β

 α α β

 α β

𝐵 =
𝐵0

𝐿
. (−𝑥. 𝑒𝑥 + 𝑧. 𝑒𝑧)

𝑥 𝑧

𝑥 𝑧

 𝑥 = 0 𝑥

𝑧 𝛽 =

0)



 𝛽 = 0, 𝑧 𝑥

 𝑥𝑦 𝑥

𝑧

𝑧 𝑧 𝑧 < 0)

𝑥 𝐹 = 𝐵. 𝑖. 𝑙)

𝛽

 𝛽

𝛼

 𝛽.

 

ρ



 
𝑚

𝜌𝜋𝑎²

 
𝑚

𝜌𝜋𝑟2

 
𝑎(3𝑟2+𝑎2)

6𝑟2

 
𝑎

2
−

𝑚

𝜌𝜋𝑟²

 
𝑎(3𝑟2+𝑎2)

6𝑟²
−

𝑚

𝜌𝜋𝑟²

 

 

 𝑉𝑐𝑎𝑙 =
1

3
. 𝜋. ℎ2(3𝑅 − 𝑎)

𝑅 𝑎 𝑎 =

2. 𝑅
4

3
. 𝜋. 𝑅3)

𝑅2 = (𝑎 − 𝑅)2 + 𝑟2

𝑅 =
𝑎2 + 𝑟2

2. 𝑎



𝑉𝑐𝑎𝑙 =
1

6
. 𝜋. 𝑎. (3𝑟2 + 𝑎2)

 

𝐸 = 𝜌. 𝑔. 𝑉

𝑟

𝐸𝑒𝑓𝑒𝑡𝑖𝑣𝑜 = 𝑃

𝜌. 𝑔. 𝑉𝑐𝑎𝑙 − 𝜌. 𝑔. ℎ. (𝜋. 𝑟2) = 𝑚. 𝑔

𝑉𝑐𝑎𝑙

𝜌. 𝑔.
1

6
. 𝜋. 𝑎. (3𝑟2 + 𝑎2) − 𝜌. 𝑔. ℎ. (𝜋. 𝑟2) = 𝑚. 𝑔

ℎ

ℎ =
𝑎. (3. 𝑟2 + 𝑎2)

6. 𝑟2
−

𝑚

𝜌. 𝜋. 𝑟2



 



𝑎 ∈ ℝ, 𝑝 = 𝑎 + 𝑎2 𝑞 = 𝑎 + 𝑎3

 𝑝 𝑞 𝑎

 𝑝 𝑞 𝑎

 𝑞 𝑝

 

 

 

 

 

 

𝐴 → 𝐵

~𝐵 → ~𝐴

~𝐵 → ~𝐴

𝑎 =
𝑚

𝑛
∈ ℚ, 𝑚, 𝑛 ∈ ℚ

𝑝 = 𝑎 + 𝑎2 =
𝑚

𝑛
+
𝑚2

𝑛2
=
𝑚(𝑚 + 𝑛)

𝑛2
∈ ℚ

𝑞 = 𝑎 + 𝑎3 =
𝑚

𝑛
+
𝑚3

𝑛3
=
𝑚(𝑚2 + 𝑛2)

𝑛3
∈ ℚ

 

{
𝑝 = 𝑎 + 𝑎2

𝑞 = 𝑎 + 𝑎3



{
𝑝𝑎 = 𝑎2 + 𝑎3

𝑞 = 𝑎 + 𝑎3
→ 𝑝𝑎 − 𝑞 = 𝑎2 − 𝑎

𝑝 = 𝑎 + 𝑎2

𝑝𝑎 − 𝑞 = 𝑝 − 2𝑎

𝑎 =
𝑝 + 𝑞

𝑝 + 2

𝑝 𝑞 𝑎 𝑝

−2 𝑎 ∉ ℝ 𝑎2 + 𝑎 + 2 = 0

 

𝑎

𝑝 𝑎 = √2 −
1

2

𝑝 = 𝑎 + 𝑎2 = √2 −
1

2
+ (√2 −

1

2
)
2

=
7

4

𝑞 = 𝑎 + 𝑎3 = √2 −
1

2
+ (√2 −

1

2
)
3

=
15√2

4
−
29

8
∉ ℚ

𝑥

{
𝑥2 − 𝑥 = 𝛼
𝑥 − 𝑥3 = 𝛽



𝛼 𝛽

𝛽

𝑥 − 𝑥3 = 𝛽

𝑥

𝑥2 − 𝑥 = 𝛼 → 𝑥(𝑥 − 1) = 𝛼 → 𝑥 =
1 ± √1 + 4𝛼

2

𝑥 − 𝑥3 = 𝛽 → −𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 𝛽 → (𝑥 − 1)𝑥(𝑥 + 1) = −𝛽

𝛼(𝑥 + 1) = −𝛽

𝛼 = 0 𝑥 = 1 𝑥 = 0 𝛽 = 0

𝛼 ≠ 0 → 𝛼 ≥ −
1

4
→ 𝑥 =

1+√1+4𝛼

2
𝑥 =

1−√1+4𝛼

2

𝛽

𝛽 = −𝑥(𝑥 + 1)(𝑥 − 1) =

𝛽 = −(
1 ± √1 + 4𝛼

2
) ∙ (

1 ± √1 + 4𝛼

2
+ 1) ∙ (

1 ± √1 + 4𝛼

2
− 1)

𝛽 = −(
1 ± √1 + 4𝛼

2
) ∙ (

3 ± √1 + 4𝛼

2
) ∙ (

−1 ± √1 + 4𝛼

2
)

𝛽 =
−3𝛼 ± 𝛼√1 + 4𝛼

2

𝛼 ≥ −
1

4
𝛽 =

−3𝛼±𝛼√1+4𝛼

2



𝛽

𝑟 𝑟 =
1+√1+4𝛼

2
𝑟 =

1−√1+4𝛼

2

𝑥3 − 𝑥 + 𝛽 = 0

𝑟 𝑥2 𝑥3

{
𝑥2 + 𝑥3 + 𝑟 = 0

𝑥1𝑥2𝑟 = −𝛽 = 𝑟(𝑟 + 1)(𝑟 − 1)
→ {

𝑥2 + 𝑥3 = −𝑟
𝑥1𝑥2 = (𝑟 + 1)(𝑟 − 1)

𝑥2 𝑥3

𝑥2 + 𝑟𝑥 + 𝑟2 − 1 = 0

𝑥2 =
−𝑟 + √4 − 3𝑟2

2
 𝑒 𝑥2 =

−𝑟 − √4 − 3𝑟2

2
  

{𝑟,
−𝑟 + √4 − 3𝑟2

2
,
−𝑟 − √4 − 3𝑟2

2
}

𝑟 =
1+√1+4𝛼

2
𝑟 =

1−√1+4𝛼

2

𝑝(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛6

𝑛=0 𝑎0 ≠ 0

𝑎6 = 1 𝑟 𝑝 −𝑟 𝑝

 𝑟1 𝑟2 |𝑟1| ≠ |𝑟2| 𝑟3 𝑝 𝑟3

 𝑟 𝑝 𝑟

 𝑎0 < 0



 

𝑟1 𝑟2
𝑟 𝑝 −𝑟 𝑝

|𝑟1| ≠ |𝑟2|

𝑟1 −𝑟1 𝑟2 𝑟2 𝑟3
𝑝 −𝑟3

𝑎0 ≠ 0 𝑟𝑖 ≠ 0 𝑖 = 1, 2, 3.

(𝑟1)(−𝑟1)(𝑟2)(−𝑟2)(𝑟3)(−𝑟3) =
𝑎0
1
⟹ −(𝑟1𝑟2𝑟3)

2 = 𝑎0 ⟹ 𝑟3
2 = −

𝑎0
(𝑟1𝑟2)

2
∈ ℝ

𝑟3 𝑟3 = 𝑎 + 𝑏𝑖

𝑟3
2 = (𝑎 + 𝑏𝑖)2 = 𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑎𝑏𝑖.

𝑟3
2 ∈ ℝ⟹ 𝑎𝑏 = 0 ⟹ 𝑏 = 0 𝑎 ≠ 0

𝑟3

 𝑟 𝑝

𝑟 = 𝑎 + 𝑏𝑖

𝑟 𝑝 𝑟 𝑝

𝑟 −𝑟

𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1

1, 1 −1.

−1

𝑟, 𝑟,  𝑟, 𝑟,−𝑟,−𝑟

𝑟 = 𝑎 + 𝑏𝑖 𝑎 ≠ 0 𝑏 ≠ 0

 𝑟 = −𝑟 ⇒ 𝑎 + 𝑏𝑖 = −𝑎 + 𝑏𝑖 ⇒ 𝑎 = 0 ⇒ 𝑟

 𝑟 = −𝑟 ⇒ 2𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 = 0

 𝑟 = 𝑟 ⇒ 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑎 − 𝑏𝑖 ⇒ 𝑏 = 0 ⇒ 𝑟 ∈ ℝ

 𝑟 = −𝑟 ⇒ 2𝑟 = 0 ⇒ 𝑟 = 0 ⇒

1 + 𝑖



𝑃(𝑥) = [𝑥 − (1 + 𝑖)]2[𝑥 − (1 − 𝑖)]2[𝑥 + (1 + 𝑖)][𝑥 − (−1 + 𝑖)]

𝑃(𝑥) = (𝑥2 − 2𝑥 + 2)2(𝑥2 + 2𝑥 + 2)

 

𝑎0 >

0

𝑛

𝑛

𝑛 = 2𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒2 = 3 ∙ 2𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒

𝑎 ∙ 105 + 𝑏 ∙ 104 + 𝑐 ∙ 103 + 𝑑 ∙ 102 + 𝑒 ∙ 10 + 2

= 3(2 ∙ 105 + 𝑎 ∙ 104 + 𝑏 ∙ 103 + 𝑐 ∙ 102 + 𝑑 ∙ 10 + 𝑒)

𝑎 ∙ 105 + 𝑏 ∙ 104 + 𝑐 ∙ 103 + 𝑑 ∙ 102 + 𝑒 ∙ 10 + 2

= 6 ∙ 105 + 3𝑎 ∙ 104 + 3𝑏 ∙ 103 + 3𝑐 ∙ 102 + 3𝑑 ∙ 10 + 3𝑒



𝑒 3𝑒

𝑒

{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 𝑒 = 4 𝑑

3𝑒 = 3 ∙ 4 = 12 = 10 + 2 3𝑑 ∙ 10

(3𝑑 + 1) ∙ 10

𝑑 {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} 𝑑 = 1

𝑐 = 7 𝑏 = 5 𝑎 = 8

𝑛 = 285714

𝑛

𝑛 = 2 ∙ 105 + 𝑘

3𝑛 = 10𝑘 + 2

10𝑘 + 2

𝑘

3(2 ∙ 105 + 𝑘) = 10𝑘 + 2 ⇒ 𝑘 = 85714

𝑛 = 285714

𝑎 𝜃



{
𝑥𝑠𝑒𝑛𝜃 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝜃 = 2𝑎𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑦𝑠𝑒𝑛𝜃 = 𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃

 (𝑥 + 𝑦)
2

3 + (𝑥 − 𝑦)
2

3 = 2𝑎
2

3

 (𝑥 + 𝑦)
2

3 − (𝑥 − 𝑦)
2

3 = 2𝑎
2

3

 (𝑥 + 𝑦)
2

3 + (𝑦 − 𝑥)
2

3 = 𝑎
2

3

 (𝑥 + 𝑦)
2

3 + (𝑥 − 𝑦)
2

3 =
𝑎
2
3

2

 𝑛. 𝑑. 𝑎

𝑥 + 𝑦 𝑥 − 𝑦

𝑥 =
|
2𝑎𝑠𝑒𝑛2𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃 −𝑠𝑒𝑛𝜃

|

|
𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑒𝑛𝜃

|
= 2𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 ∙ 𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝜃

𝑦 =
|
𝑠𝑒𝑛𝜃 2𝑎𝑠𝑒𝑛2𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑎𝑐𝑜𝑠2𝜃

|

|
𝑠𝑒𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃
𝑐𝑜𝑠𝜃 −𝑠𝑒𝑛𝜃

|
= −𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃 ∙ 𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝑥 ± 𝑦 = 2𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃𝑠𝑒𝑛2𝜃 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 ± 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠2𝜃 ± 2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛2𝜃 =

2𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 ∙ 2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃(cos2 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) ± 𝑎𝑠𝑒𝑛(cos2 𝜃 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃) ± 2𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃

∙ 2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 =

4𝑎𝑠𝑒𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 + acos3 𝜃 − 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛2𝜃 ± 𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 cos2 𝜃 ± 𝑎𝑠𝑒𝑛3𝜃 ± 4𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 cos2 𝜃 =



3𝑎𝑠𝑒𝑛2𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃 ± 3𝑎𝑠𝑒𝑛𝜃 cos2 𝜃 + 𝑎(cos3 𝜃 ± 𝑠𝑒𝑛3𝜃) =

𝑎(cos3 𝜃 ± 3 cos2 𝜃 𝑠𝑒𝑛𝜃 + 3𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑒𝑛2𝜃 ± 𝑠𝑒𝑛3𝜃) = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃 ± 𝑠𝑒𝑛𝜃)3

𝑥 + 𝑦 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑒𝑛𝜃)3

𝑥 − 𝑦 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)3

{
𝑥 + 𝑦 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑒𝑛𝜃)3

𝑥 − 𝑦 = 𝑎(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)3
⇒ {

(𝑥 + 𝑦)
1
3 = 𝑎

1
3(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑒𝑛𝜃)

(𝑥 − 𝑦)
1
3 = 𝑎

1
3(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)

{
(𝑥 + 𝑦)

1
3 = 𝑎

1
3(𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑠𝑒𝑛𝜃)

(𝑥 − 𝑦)
1
3 = 𝑎

1
3(𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑒𝑛𝜃)

⇒ {
(𝑥 + 𝑦)

2
3 = 𝑎

2
3(1 + 𝑠𝑒𝑛2𝜃)

(𝑥 − 𝑦)
2
3 = 𝑎

2
3(1 − 𝑠𝑒𝑛2𝜃)

(𝑥 + 𝑦)
2
3 + (𝑥 − 𝑦)

2
3 = 2𝑎

2
3

√𝑥2 − 𝑝 + 2√𝑥2 − 1 = 𝑥

𝑝



√𝑥2 − 𝑝 + 2√𝑥2 − 1 = 𝑥

(𝑖) {
𝑥2 − 𝑝 ≥ 0

𝑥2 − 1 ≥ 0
𝑥 ≥ 0

⇒ {
𝑥2 ≥ 𝑝
𝑥 ≥ 1

𝑥2 − 𝑝 + 4(𝑥2 − 1) + 4√𝑥2 − 𝑝 ∙ √𝑥2 − 1 = 𝑥2 ⟺ 4√𝑥2 − 𝑝 ∙ √𝑥2 − 1 = 𝑝 + 4 − 4𝑥2

𝑝 + 4 − 4𝑥2 ≥ 0 ⇒ 𝑥2 ≤
𝑝 + 4

4
 (𝑖𝑖)

16(𝑥2 − 𝑝)(𝑥2 − 1) = (𝑝 + 4 − 4𝑥2)2

16𝑥4 − 16𝑝𝑥2 − 16𝑥2 + 16𝑝 = 16𝑥4 + 𝑝2 + 16 + 8𝑝 − 8𝑝𝑥2 − 32𝑥2

16𝑥2 − 8𝑝𝑥2 + 8𝑝 − 𝑝2 − 16 = 0

(16 − 8𝑝)𝑥2 = 𝑝2 − 8𝑝 + 16 ⇒ (16 − 8𝑝)𝑥2 = (𝑝 − 4)2

𝑥 = ±
(𝑝 − 4)

2√4 − 2𝑝
 ⇒ 4 − 2𝑝 > 0 𝑒 𝑝 < 2

𝑥



• 𝑥 ≥ 1
(4−𝑝)

2√4−2𝑝
≥ 1 ⇒ 16 − 8𝑝 + 𝑝2 ≥ 16 − 8𝑝 ⇒ 𝑝2 ≥ 0 ⇒ ∀𝑝 ∈ ℝ.

(4−𝑝)

2√4−2𝑝
𝑝 < 2

• 𝑥2 ≥ 𝑝
(𝑝−4)2

16−8𝑝
≥ 𝑝 ⇒ 𝑝2 − 8𝑝 + 16 ≥ 16𝑝 − 8𝑝2 ⇒ 9𝑝2 − 24𝑝 + 16 ≥ 0 ⇒

(3𝑝 − 4)2 ≥ 0 ⇒ ∀𝑝 ∈ ℝ

• 𝑥2 ≤
𝑝+4

4

(𝑝−4)2

16−8𝑝
≤

𝑝+4

4
⇒

(𝑝−4)2

4(4−2𝑝)
≤

𝑝+4

4
⇒ (𝑝 − 4)2 ≤

(𝑝 + 4)(4 − 2𝑝) ⇒ 𝑝2 − 8𝑝 + 16 ≤ 4𝑝 − 2𝑝2 + 16 − 8𝑝 ⇒ 3𝑝2 − 4𝑝 ≤ 0 ⇒ 0 ≤

𝑝 ≤
4

3
 

0 ≤ 𝑝 ≤
4

3
.

𝑝 𝑝 ≤ 2

𝑝 𝑥 =
(4−𝑝)

√8(2−𝑝)

0 ≤ 𝑝 ≤
4

3

𝑥 =
(4−𝑝)

√8(2−𝑝)

(𝐴, 𝐵)

126 × 103 (𝐴, 𝐵) ≡ (𝐵, 𝐴)

126 ∙ 103

126 ∙ 103

126 ∙ 103 = 24 ∙ 32 ∙ 53 ∙ 71



𝐴 = 2𝑎1 ∙ 3𝑎2 ∙ 5𝑎3 ∙ 7𝑎4

𝐵 = 2𝑏1 ∙ 3𝑏2 ∙ 5𝑏3 ∙ 7𝑏4

𝑎𝑖 𝑏𝑖

𝑀á𝑥 {𝑎1; 𝑏1} = 4 𝑀á𝑥 {𝑎2; 𝑏2} = 2

𝑀á𝑥 {𝑎3; 𝑏3} = 3 𝑀á𝑥 {𝑎4; 𝑏4} = 1

𝑋 (𝑎1, 𝑏1)

𝑋 = {(4, 0), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (3, 4), (2, 4), (1, 4), (0, 4) }

𝑛(𝑋) = 9

𝑌 (𝑎2, 𝑏2)

𝑌 = {(2, 0), (2 1), (2, 2), (1, 2), (0, 2)}

𝑛(𝑌) = 5

𝑊 (𝑎3, 𝑏3)

𝑊 = {(3, 0), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (2, 3), (1, 3), (0, 3)}

𝑛(𝑊) = 7

𝑍 (𝑎4, 𝑏4)

𝑍 = {(1, 0), (1, 1), (0, 1)}

𝑛(𝑍) = 3

(𝐴, 𝐵) (𝐴, 𝐵) ≠ (𝐵, 𝐴)

𝑛 =
𝑛(𝑋)𝑛(𝑌)𝑛(𝑊)𝑛(𝑍) − 1

2
=
9 ∙ 5 ∙ 7 ∙ 3 − 1

2
= 472



(𝐴, 𝐵) = (𝐵, 𝐴)

𝑛 = 473 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑠

𝑃 𝑛 𝑃

2𝑛 𝑃 𝑛

 

 

 

 

 

𝐶3
𝑛 =

𝑛!

(𝑛−3)!3!
=

𝑛(𝑛−1)(𝑛−2)

6

𝑛

𝑛 − 4

𝑛(𝑛 − 4)

𝑛



𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

6
− 𝑛(𝑛 − 4) − 𝑛 = 2𝑛 ⇒ 𝑛 = 8

𝑛 = 8

𝑔(𝑛, 𝑝) =
𝑛

𝑛 − 𝑝
∙ 𝐶𝑝

 𝑛−𝑝

𝑝 = 3

𝑔(𝑛, 3) =
𝑛

𝑛 − 3
∙ 𝐶3

 𝑛−3 = (
𝑛

𝑛 − 3
) ∙

(𝑛 − 3)!

(𝑛 − 6)! 3!
=

= (
𝑛

𝑛 − 3
) ∙

(𝑛 − 3)(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)(𝑛 − 6)!

(𝑛 − 6)! 6
=
𝑛(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)

6
 

2𝑛



𝑛(𝑛 − 4)(𝑛 − 5)

6
= 2𝑛 ⇒ 𝑛 = 8

𝑛 =

8

𝑛 × 𝑛 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 ∙ 𝐵 𝐼𝑛
𝑛 × 𝑛

 𝐼𝑛 − 𝐵

 𝐼𝑛 − 𝐴

 𝐴 ∙ 𝐵 = 𝐵 ∙ 𝐴

 

 

 

 

 

𝐴 + 𝐵 = 𝐴𝐵

𝐼𝑛 − 𝐴 𝐼𝑛 − 𝐵

𝐴 + 𝐵

(𝐼𝑛 − 𝐴)(𝐼𝑛 − 𝐵) = 𝐼𝑛
2 − 𝐵 − 𝐴 + 𝐴𝐵 =

𝐼𝑛
2 − (𝐵 + 𝐴) + 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛 − 𝐴𝐵 + 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛

det[(𝐼𝑛 − 𝐴)(𝐼𝑛 − 𝐵)] = det 𝐼𝑛 = 1

det(𝐼𝑛 − 𝐴) ≠ 0,    𝐼𝑛 − 𝐴

det(𝐼𝑛 − 𝐵) ≠ 0,    𝐼𝑛 − 𝐵

𝐼 𝐼𝐼



(𝐼𝑛 − 𝐴) ∙ (𝐼𝑛 − 𝐵) = 𝐼𝑛 ⇔ (𝐼𝑛 − 𝐵) ∙ (𝐼𝑛 − 𝐴) = 𝐼𝑛

𝐼𝑛

(𝐼𝑛 − 𝐵) ∙ (𝐼𝑛 − 𝐴) = 𝐼𝑛

𝐼𝑛
2 − (𝐴 + 𝐵) + 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛

𝐼𝑛 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴

𝐼𝐼𝐼

32𝑧5 = (𝑧 + 1)5

 

 

 1° 4°

 2°

3°

 1° 4°



32𝑧5 = (𝑧 + 1)5 ⇒ (
𝑧 + 1

𝑧
)
5

= 32 ⇒ (1 +
1

𝑧
)
5

= 32

1 +
1

𝑧
= 2(cos (

2𝑘𝜋

5
) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋

5
)) ⇒

1

𝑧
= 2(cos (

2𝑘𝜋

5
) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋

5
)) − 1

𝑧 =
1

2(cos (
2𝑘𝜋
5
) + 𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋
5
)) − 1

⇒ 𝑧 =
1

(2 cos (
2𝑘𝜋
5
) − 1) + 2𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋
5
)

𝑧 =
(2 cos (

2𝑘𝜋
5
) − 1) − 2𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋
5
)

(2 cos (
2𝑘𝜋
5 ) − 1)

2

+ (2𝑠𝑒𝑛 (
2𝑘𝜋
5 ))

2

∴ 𝑧 =
(2 cos (

2𝑘𝜋
5
) − 1) − 2𝑖𝑠𝑒𝑛 (

2𝑘𝜋
5
)

5 − 4 cos (
2𝑘𝜋
5
)

𝑘 ∈

{0, 1, 2, 3, 4}

𝐷 = 5 − 4 cos (
2𝑘𝜋

5
) > 0

𝑅𝑒(𝑧𝑘) =
2 cos(

2𝑘𝜋

5
)−1

𝐷
𝐼𝑚(𝑧𝑘) =

−2𝑠𝑒𝑛(
2𝑘𝜋

5
)

𝐷

• 𝑘 = 0 𝑅𝑒(𝑧0) = 1 𝐼𝑚(𝑧0) = 0 𝑧0 = 1

• 𝑘 = 1 𝑅𝑒(𝑧1) =
2 cos(

2𝜋

5
)−1

𝐷
< 0 (0 < cos (

2𝜋

5
) <

1

2
)

𝐼𝑚(𝑧1) = −
2 sen (

2𝜋
5
) − 1

𝐷
< 0                   (𝑠𝑒𝑛

2𝜋

5
> 0 )



• 𝑘 = 2 𝑅𝑒(𝑧2) =
2 cos(

4𝜋

5
)−1

𝐷
< 0 (0 < cos (

4𝜋

5
) < 0)

𝐼𝑚(𝑧2) = −
2 sen (

4𝜋
5
) − 1

𝐷
< 0                   (𝑠𝑒𝑛

4𝜋

5
> 0 )

• 𝑘 = 3 𝑅𝑒(𝑧3) =
2 cos(

6𝜋

5
)−1

𝐷
< 0 (cos (

6𝜋

5
) < 0)

𝐼𝑚(𝑧3) = −
2 sen (

6𝜋
5
) − 1

𝐷
> 0                   (𝑠𝑒𝑛

6𝜋

5
< )

• 𝑘 = 4 𝑅𝑒(𝑧4) =
2 cos(

8𝜋

5
)−1

𝐷
< 0 (0 < cos (

8𝜋

5
) <

1

2
)

𝐼𝑚(𝑧4) = −
2 sen (

8𝜋
5
) − 1

𝐷
> 0                   (𝑠𝑒𝑛

8𝜋

5
< 0 )

𝑧1 𝑒 𝑧2 3º

𝑧3 𝑒 𝑧4 2º

𝑀(𝑛, 𝑘) 𝑛 × 𝑛

𝑘

𝐿 ∈ 𝑀(3, 1) 𝑅 ∈ 𝑀(4, 2) 𝐿2 = 0

𝑅2 = 0

 
1

3

 
1

5

 
4

15

 
13

30

 
29

30



𝐿2 = 0 𝑅2 =

0

𝐿2 = 0

𝐿 (3,1)

𝐿2 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

)(

𝑎11′ 𝑎12′ 𝑎13′

𝑎21′ 𝑎22′ 𝑎23′

𝑎31′ 𝑎32′ 𝑎33′

) = (
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

𝑎𝑖𝑖 𝑎′𝑖𝑖
𝐿

𝐿2

𝑎𝑖𝑗 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑎′𝑖𝑗
𝐿2 = 0

𝑃𝐿2=0 =
6

9
=
2

3

𝑄2 = 0



𝑖 𝑗

𝑗 𝑖

𝑃1
𝑃2

𝑃𝑅2=0 = 𝑃1 ∙ 𝑃2 = (
12

16
) ∙ (

6

15
) =

3

10

𝐿2 = 0 𝑒 𝑅2 = 0

𝑃(𝐿2=0 𝑒 𝑅2=0) = 𝑃𝐿2=0 ∙ 𝑃𝑅2=0 = (
2

3
) ∙ (

3

10
) =

1

5

𝑛 × 𝑛

 |det (𝐴)| = 1

 𝐴𝑇 = 𝐴−1

 𝐴 + 𝐴−1



 

 

 

 

 

 𝐴−1

𝐴−1

det(𝐴−1) ∈ ℤ ⇒
1

det(𝐴)
∈ ℤ det(𝐴) ∙ det(𝐴−1) = 1

{

1

det(𝐴)
∈ ℤ

det(𝐴) ∈ ℤ

⇒ det(𝐴) = ±1

 

𝐴 = [
2 1
1 1

]

det(𝐴) = 1 {
𝐴𝑇 = [

2 1
1 1

]

𝐴−1 = [
1 −1
−1 2

]
⇒ 𝐴𝑇 ≠ 𝐴−1.



 

𝐴 = [
3 13
1 4

]

det(𝐴) = −1 𝐴−1 = [
−4 13
1 −3

]

𝐴 + 𝐴−1 = [
−1 26
2 1

]

 

 

2160°

 

 

 

 

 

 



 

𝑉 + 𝐹 = 𝐴 + 2 ⇒ 18 + 16 = 32 + 2

 

𝑉 + 𝐹 = 𝐴 + 2

𝑆 = (𝑉 − 2) ∙ 360°

𝑉 + 10 = 16 + 2 ⇒ 𝑉 = 8

𝑆 = (𝑉 − 2) ∙ 360° = (8 − 2) ∙ 360° = 2160°

 

𝐹3 + 𝐹4 + 𝐹5… = 15

2𝐴 = 3𝐹3 + 4𝐹4 + 5𝐹5 +⋯

2𝐴 > 3𝐹3 + 3𝐹4 + 3𝐹5 +⋯



2𝐴 > 3 ∙ (𝐹3 + 𝐹4 + 𝐹5 +⋯   )

2𝐴 > 3 ∙ 𝐹

𝐴 = 22 𝐹 = 15 2𝐴 < 3𝐹

2𝐴 > 3 ∙ 𝐹

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40

(1 + 𝑥)3

𝑥 + 1

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40 = [𝑥(𝑥 + 1) + 1]40 =

= (
40
0
) [𝑥(𝑥 + 1)]40 + (

40
1
) [𝑥(𝑥 + 1)]39 +⋯+ (

40
37
) [𝑥(𝑥 + 1)]3 + (

40
38
) [𝑥(𝑥 + 1)]2

+ (
40
39
) [𝑥(𝑥 + 1)] + (

40
40
) =

= (𝑥 + 1)3 [(
40
0
) 𝑥40(𝑥 + 1)37 + (

40
1
) 𝑥39(𝑥 + 1)36 +⋯+ (

40
37
) 𝑥3] + 780𝑥2(𝑥 + 1)2

+ 40𝑥(𝑥 + 1) + 1

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40 (1 + 𝑥)3

780𝑥2(1 + 𝑥)2 + 40𝑥(𝑥 + 1) + 1

(1 + 𝑥)3 (1 + 𝑥)3

780𝑥2(1 + 𝑥)2 + 40𝑥(𝑥 + 1) + 1 = 780𝑥4 + 1560𝑥3 + 820𝑥2 + 40𝑥 + 1



(1 + 𝑥)3 = 𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1

780𝑥4 + 1560𝑥3 + 820𝑥2 + 40𝑥 + 1

= (𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1)(780𝑥 − 780) + 820𝑥2 + 1600𝑥 + 781

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40 (1 + 𝑥)3

820𝑥2 + 1600𝑥 + 781

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40 = (1 + 𝑥)3𝑄(𝑥) + 𝑅(𝑥)

(1 + 𝑥 + 𝑥2)40 = (1 + 𝑥)3𝑞(𝑥) + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

𝑥 ← −1

1 = 0 + 𝑎 − 𝑏 + 𝑐

40(1 + 𝑥 + 𝑥2)39(2𝑥 + 1) = 3(1 + 𝑥)2𝑄(𝑥) + (1 + 𝑥)3𝑄′(𝑥) + 2𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥 ← −1

40 ∙ 1 ∙ (−1) = 0 + 0 − 2𝑎 + 𝑏

−2𝑎 + 𝑏 = −40

40 ∙ 39 ∙ (1 + 𝑥 + 𝑥2)38(2𝑥 + 1) + 40(1 + 𝑥 + 𝑥2)39 ∙ 2

= 6(1 + 𝑥)𝑄(𝑥) + 3(1 + 𝑥)2𝑄′(𝑥) + 3(1 + 𝑥)2𝑄(𝑥) + (1 + 𝑥)3𝑄′′(𝑥) + 2𝑎

𝑥 ← −1



40 ∙ 39 ∙ 1 + 40 ∙ 1 ∙ 2 = 0 + 0 + 0 + 0 + 2

𝑎 = 41 ∙ 20

{
−2𝑎 + 𝑏 = −40
𝑎 = 41 ∙ 20
1 = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐

𝑎 = 820 𝑏 = 1600 𝑐 = 781

𝑐 = 781

𝑥 ← 𝑎" 𝑥 𝑎

𝑥 𝑎

𝑥 ∈ ℝ

√1 +𝑚𝑥 = 𝑥 + √1 −𝑚𝑥

𝑚

𝑚

𝑚

 

√1 +𝑚𝑥 = 𝑥 + √1 −𝑚𝑥

𝑥 = √1 +𝑚𝑥 − √1 −𝑚𝑥

𝑥2 = 1 +𝑚𝑥 − 2√1 −𝑚2𝑥2 + 1 −𝑚𝑥

2√1 −𝑚2𝑥2 = 2 − 𝑥2 ≥ 0  (𝑖)

4(1 −𝑚2𝑥2) = 4 − 4𝑥2 + 𝑥4

4 − 4𝑚2𝑥2 = 4 − 4𝑥2 + 𝑥4

𝑥4 = 4𝑥2(1 − 𝑚2)



𝑥 = 0

𝑥2 = 4(1 −𝑚2)  (𝑖𝑖)

𝑥 = {0, 2√1 −𝑚2, −2√1 − 𝑚2 }

√1 +𝑚𝑥 = 𝑥 + √1 −𝑚𝑥

𝑥 = 0 𝑚

𝑥 > 0

√1 +𝑚𝑥 > √1 −𝑚𝑥 ⇒ 𝑚 > 0

𝑥 < 0

√1 −𝑚𝑥 > √1 +𝑚𝑥 ⇒ 𝑚 > 0

𝑥 ≠ 0 𝑚 > 0

(𝑖) (𝑖𝑖)

(𝑖𝑖)

1 − 𝑚2 > 0 ⇒ |𝑚| < 1



(𝑖)

𝑥2 ≤ 2 ⇒ 4(1 −𝑚2) ≤ 2 ⇒ |𝑚| ≥
√2

2

{

𝑚 > 0
|𝑚| < 1

|𝑚| ≥
√2

2

⇒
√2

2
≤ 𝑚 < 1

𝐴 𝐵 3 5

𝑓: 𝐵 → 𝐴



𝑛1 = (
5
3
) = 10

(
4
2
)



𝑛2 =
5 ∙ (

4
2
)

2
= 15

3!

𝑛 = (𝑛1 + 𝑛2) ∙ 3! = 25 ∙ 6 = 150

𝑛𝑠 = 𝑛𝑚 − (
𝑛
1
) (𝑛 − 1)𝑚 + (

𝑛
2
) (𝑛 − 2)𝑚 +⋯+ (−1)𝑛+1𝑛 =

𝑛𝑠 =∑(−1)𝑖 (
𝑛
𝑖
) (𝑛 − 𝑖)𝑚

𝑛

𝑖=0

𝑛 𝑚

𝑛 = 3 𝑚 = 5

𝑛𝑠 = 35 − (
3
1
) 25 + (

3
2
) 15 = 150



3 𝑐𝑚 4 𝑐𝑚



𝐴𝐶 𝐵𝐷

∆𝐵𝐶𝐷

(𝑖)  𝐵𝐷2 = 𝐴𝐵2 + 𝐴𝐷2 ⇒ 𝐵𝐷2 = 32 + 42 ⇒ 𝐵𝐷 = 5

𝐵𝐷 ∙ 𝐴𝐸 = 𝐴𝐵 ∙ 𝐴𝐷 ⇒ 5 ∙ 𝐴𝐸 = 3 ∙ 4

𝐴𝐸 =
12

5
 𝑒 𝐴𝐵2 = 𝐵𝐷 ∙ 𝐵𝐸 ⇒ 32 = 5 ∙ 𝐵𝐸 ⇒ 𝐵𝐸 =

9

5

𝐵𝐶𝐷

𝑐𝑜𝑠𝐶�̂�𝐷 =
4

5

𝐵𝐸𝐶

𝐶𝐸2 = 𝐵𝐸2 + 𝐵𝐶2 − 2 ∙ 𝐵𝐸 ∙ 𝐵𝐶 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝐶�̂�𝐷

𝐶𝐸2 = (
9

5
)
2

+ 42 − 2 ∙
9

5
∙ 4 ∙

4

5

𝐶𝐸2 =
193

25

𝐴𝐸𝐶

𝐴𝐶2 = 𝐴𝐸2 + 𝐶𝐸2

𝐴𝐶2 = (
12
5
)
2

+
193

25
⇒ (𝑖𝑖)   𝐴𝐶 =

√337

5

3𝑐𝑚

4𝑐𝑚  5𝑐𝑚 𝐴𝐶 =
√337

5



𝑎 𝑛 𝑥 ∈

[0, 2𝜋] cos8 𝑥 − 𝑠𝑒𝑛8𝑥 + 4𝑠𝑒𝑛6𝑥 = 𝑎

 𝑎 = 0 𝑛 = 0

 𝑎 =
1

2
𝑛 = 8

 𝑎 = 1 𝑛 = 7

 𝑎 = 3 𝑛 = 2

 

 

 

 

 

(1 − 𝑠𝑒𝑛2𝑥)4 − 𝑠𝑒𝑛8𝑥 + 4𝑠𝑒𝑛6𝑥 = 𝑎

1 − 4𝑠𝑒𝑛2𝑥 + 6𝑠𝑒𝑛4𝑥 − 4𝑠𝑒𝑛6𝑥 + 𝑠𝑒𝑛6𝑥 − 𝑠𝑒𝑛8𝑥 + 4𝑠𝑒𝑛6𝑥 = 𝑎

6𝑠𝑒𝑛4𝑥 − 4𝑠𝑒𝑛2𝑥 + (1 − 𝑎) = 0

𝑠𝑒𝑛2𝑥 =
4 ± √16 − 24(1 − 𝑎)

12
=
2 ± √6𝑎 − 2

6

𝑎 = 0

𝑠𝑒𝑛2𝑥 =
2 ± √−2

6
⇒ 𝑛 = 0

𝑎 =
1

2



𝑠𝑒𝑛2𝑥 =
2 ± 1

6
=
1

2
 𝑜𝑢

1

6
⇒ 𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±

√2

2
 𝑜𝑢 𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±

√6

6

𝑥 ∈ [0, 2𝜋] 𝑛 = 8

𝑎 = 1

𝑠𝑒𝑛2𝑥 =
2 ± 2

6
= 0 𝑜𝑢

2

3
⇒ 𝑠𝑒𝑛𝑥 = 0 𝑜𝑢 𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±

√6

3

𝑠𝑒𝑛𝑥 =

0 0, 𝜋 2𝜋 𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±
√6

3

𝑛 = 7

𝑎 = 3

𝑠𝑒𝑛2𝑥 =
2 ± 4

6
= 1 𝑜𝑢 −

2

3
⇒ 𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±1

𝑠𝑒𝑛𝑥 = ±1
𝜋

2

3𝜋

2
𝑛 = 2



𝐹 = {𝐴1, … , 𝐴𝑚} ⊂ Ρ(𝐴)

 𝐴𝑖 ≠ ∅, 𝑖 = 1,… ,𝑚;
 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ 𝑖 ≠ 𝑗 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑚;

 𝐴 = 𝐴1⋃𝐴2⋃…⋃𝐴𝑚.

𝐹 𝑘 𝑛(𝐴𝑖) = 𝑘, 𝑖 = 1,… ,𝑚.

𝑛(𝐴) = 8

 𝐹 𝑘

 

𝑛(𝐴)

𝑛(𝐴) = 8 𝑘 = 1, 2, 4 𝑒 8

(
8
2
)

(
6
2
)



(
4
2
) (

2
2
)

𝑃4
4!

(
8
2
) (
6
2
) (
4
2
) (
2
2
)

4!
= 105

𝑓1, 𝑓2, 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓1(𝑥) =
1

2
|𝑥| + 3, 𝑓2 =

3

2
|𝑥 + 1| 𝑓(𝑥)

𝑓1 𝑓2 𝑥 ∈ ℝ

𝑥 ∈ ℝ 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥)

𝑓

𝑓(𝑥) = 5

𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥) ⇒
1

2
|𝑥| + 3 =

3

2
|𝑥 + 1|

|𝑥| + 6 = 3|𝑥 + 1|

𝑥 ≥ 0

|𝑥| + 6 = 3|𝑥 + 1|

𝑥 + 6 = 3(𝑥 + 1) ⇒ 𝑥 =
3

2

𝑥 ≤ −1,

|𝑥| + 6 = 3|𝑥 + 1|



−𝑥 + 6 = 3(−𝑥 − 1) ⇒ 𝑥 = −
9

2

−1 ≤ 𝑥 ≤ 0,

|𝑥| + 6 = 3|𝑥 + 1|

−𝑥 + 6 = 3(𝑥 + 1) ⇒ 𝑥 =
3

4

−
9

4

3

2

𝑓

𝑥 𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)

𝑓(𝑥) 𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥) 𝑥

𝑓



𝑓

𝑓(𝑥) = {

3

2
|𝑥 + 1|,   𝑥 ≤ −

9

2
 𝑜𝑢 𝑥 ≥

3

2
1

2
|𝑥| + 3, −

9

2
 ≤ 𝑥 ≤

3

2

≤ −
9

2
 𝑜𝑢 𝑥 ≥

3

2

3

2
|𝑥 + 1| = 5 ⇒ |𝑥 + 1| =

10

3
⇒ 𝑥 =

7

3
 𝑜𝑢 𝑥 = −

13

3
(𝐴𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑜)

−
9

2
 ≤ 𝑥 ≤

3

2

1

2
|𝑥| + 3 = 5 ⇒ |𝑥| = 4 ⇒ 𝑥 = −4 𝑜𝑢 𝑥 = 4 (𝑎𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑜)

𝑥 𝑓(𝑥) = 5 {−4,
7

3
}



𝐵�̂�𝐴 𝑙

 𝑙

 𝐶�̂�𝐵 𝐴�̂�𝐶 𝐵�̂�𝐴

𝐶𝐸

𝑥

𝑦
=

2𝑎

2𝑎 + 2𝑏
=

𝑏

2𝑎 + 𝑏
⟹

𝑦

𝑥
= √2

𝑡𝑔𝛼 =
𝑥

𝐶𝑃
 𝑒 𝑡𝑔2𝛼 =

𝑥 + 𝑦

𝐶𝑃
⟹

𝑡𝑔2𝛼

𝑡𝑔𝛼
=
𝑥 + 𝑦

𝑥

2𝑡𝑔𝛼

(1 − 𝑡𝑔2𝛼)𝑡𝑔𝛼
= 1 + √2 ⟹ 𝑡𝑔𝛼 = √2 − 1 ⟹ 𝐵�̂�𝐴 = 90°



4𝛼 = 90° 𝛼 = 22,5°

 𝐶𝑀 =
𝑙

2

 𝐶�̂�𝐴 = 22,5° 𝐶�̂�𝐵 = 67,5° 𝐴�̂�𝐵 = 90°

𝐶𝐸

 



 



 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

𝑆 = 𝑘𝑙𝑛𝑤

 

 

 

 



𝐻𝐶𝑙𝑂 𝐶𝑜2+

𝑂2

2𝐶𝑙𝑂−
𝐶𝑜2+

→  2𝐶𝑙− + 𝑂2
↗

2𝐻𝐶𝑙𝑂
𝐶𝑎𝐶𝑙2
→   𝐶𝑙2𝑂(𝑠) +𝐻2𝑂(𝑙)

𝐻𝐶𝑙𝑂

 𝐶𝑙𝑂−

3𝐶𝑙𝑂(𝑎𝑞)
−

∆
→𝐶𝑙𝑂3(𝑎𝑞)

− + 2𝐶𝑙(𝑎𝑞)
−



𝑁2𝑂 𝑁𝑂2
𝑁𝐻3 𝐻𝑁𝑂3 𝑁𝐻4𝑁𝑂3

𝐻𝑁𝑂3 ~

𝐻𝑁𝑂3 ~

𝐻𝑁𝑂3

𝐻𝑁𝑂3

𝐻𝑁𝑂3

𝑁𝐻3 𝐻𝑁𝑂3
𝑁𝐻4𝑁𝑂3

𝑍𝑛(𝑠) + 10𝐻𝑁𝑂3 (𝑚𝑢𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑖𝑙𝑢í𝑑𝑜 − 2%) ⟶ 4𝑍𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) +𝑁𝐻4𝑁𝑂3(𝑎𝑞) + 3𝐻2𝑂(𝑙) 



𝑁𝑂

𝑁𝐻3 𝑁2𝑂 𝑁𝐻3

𝑁2𝑂

80%

𝑍𝑛(𝑠) + 4𝐻𝑁𝑂3 (𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜) ⟶ 𝑍𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) + 2𝑁𝑂2 + 2𝐻2𝑂(𝑙)

𝑁𝐻3

4𝑆𝑛(𝑠) + 10𝐻𝑁𝑂3 (𝑑𝑖𝑙𝑢í𝑑𝑜) ⟶ 4𝑆𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) +𝑁𝐻4𝑁𝑂3(𝑎𝑞) + 3𝐻2𝑂(𝑙)

𝑁𝑂2

𝑆𝑛(𝑠) + 4𝐻𝑁𝑂3 (𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜) ⟶𝐻2𝑆𝑛𝑂3(𝑎𝑞) + 4𝑁𝑂2(𝑔) + 𝐻2𝑂(𝑙)

80%

100%

 𝑍𝑛(𝑠) + 10𝐻𝑁𝑂3 (𝑚𝑢𝑖𝑡𝑜 𝑑𝑖𝑙𝑢í𝑑𝑜 − 2%) ⟶ 4𝑍𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) +𝑁𝐻4𝑁𝑂3(𝑎𝑞) + 3𝐻2𝑂(𝑙)

 𝑍𝑛(𝑠) + 10𝐻𝑁𝑂3 (𝑑𝑖𝑙𝑢í𝑑𝑜) ⟶ 4𝑍𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) + 𝑁2𝑂𝑔 + 5𝐻2𝑂(𝑙)

 𝑍𝑛(𝑠) + 4𝐻𝑁𝑂3 (𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜) ⟶ 𝑍𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) + 2𝑁𝑂2 + 2𝐻2𝑂(𝑙)

4𝑆𝑛(𝑠) + 10𝐻𝑁𝑂3 (𝑑𝑖𝑙𝑢í𝑑𝑜) ⟶ 4𝑆𝑛(𝑁𝑂3)2(𝑎𝑞) +𝑁𝐻4𝑁𝑂3(𝑎𝑞) + 3𝐻2𝑂(𝑙)

𝑆𝑛(𝑠) + 4𝐻𝑁𝑂3 (𝑐𝑜𝑛𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑜) ⟶𝐻2𝑆𝑛𝑂3(𝑎𝑞) + 4𝑁𝑂2(𝑔) +𝐻2𝑂(𝑙)



 

 

 

𝐶𝑎10(𝑃𝑂4)(𝑂𝐻)2(𝑠) ⇆ 10𝐶𝑎(𝑎𝑞)
2+ + 6(𝑃𝑂4)(𝑎𝑞)

3− + 2(𝑂𝐻)(𝑎𝑞)
−

𝐻+

𝑂𝐻−



𝑁2𝐻4𝐶𝑂 + 𝐻2𝑂
𝐻2𝑂,𝐻

+

→     2𝑁𝐻3 + 𝐶𝑂2

𝑁𝐻3 +𝐻2𝑂 ⇄ 𝑁𝐻4
+ + 𝑂𝐻−

𝑂𝐻−

 

 

 

 

 

𝑛 = 2

∆𝐸 = 𝐸𝑛 − 𝐸2 = −13,6 (
1

𝑛2
−

1

22
) 𝑒𝑉



𝑛 =

3, 4, 5 𝑒 6

𝐸3 − 𝐸2 = −13,6 (
1

32
−

1

22
) ≅ 1,9

𝐸4 − 𝐸2 = −13,6 (
1

42
−

1

22
) ≅ 2,6

𝐸5 − 𝐸2 = −13,6 (
1

52
−

1

22
) ≅ 2, 9

𝐸6 − 𝐸2 = −13,6 (
1

62
−

1

22
) ≅ 3

 𝐶𝐶𝑙4

 𝐶3𝑁4

 𝐶𝑂2

 𝑁𝑂 



 𝑂𝐹2

𝟏º

𝐼 = 𝐸𝑁𝐴 − 𝐸𝑁𝐵

𝐶 =
𝐸𝑁𝐴 + 𝐸𝑁𝐵

2

𝐸𝑁𝐴 𝐸𝑁𝐵

{
𝐸𝑁𝐹 = 4,00
𝐸𝑁𝑁 = 3,1
𝐸𝑁𝑂 = 3,4

𝑂 𝐹

𝐼 𝐶 𝑁𝑂 𝑂𝐹2

{

𝐼𝑁𝑂 = 𝐸𝑁0 − 𝐸𝑁𝑁 = 3,4 − 3,1 = 0,3

𝐶𝑁𝑂 =
𝐸𝑁𝑁𝑂 + 𝐸𝑁𝑂𝐹2

2
=
3,1 + 3,4

2
= 3,25

{

𝐼𝑂𝐹2 = 𝐸𝑁𝐹 − 𝐸𝑁𝑂 = 4,0 − 3,4 = 0,6

𝐶𝑂𝐹2 =
𝐸𝑁𝐹 + 𝐸𝑁𝑂

2
=
4,0 + 3,4

2
= 3,7



𝑂𝐹2

𝟐º

𝑂𝐹2



 𝐻𝑒+, 𝐿𝑖2+, 𝐵𝑒3+, 

 

 

 

 𝐻𝑒+



𝐸 = −
13,6

𝑛2

𝑛

𝑛 3𝑠 3 3𝑑

𝑛

3𝑠 3𝑝 3𝑑

𝑝

1𝑢 4𝑢

1

𝜆
= 𝑅𝐻 (

1

𝑛1
2 −

1

𝑛2
2)

𝑅𝐻



𝑅𝐻 =
𝑍2𝑒4𝑚𝑒

8𝜀0
2ℎ3𝑐

𝑍

(𝑖)  𝐴
          𝑘1           
→        𝑀

(𝑖𝑖)  𝐴
           𝑘−1           
←         𝑀

(𝑖𝑖𝑖)  𝑀 + 𝐴
         𝑘2        
→       𝐶



𝑣𝐴 =
𝑑[𝐴]

𝑑𝑡

𝐴 (𝑖) (𝑖𝑖) (𝑖𝑖𝑖)

𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
= −𝑣𝑖 + 𝑣𝑖𝑖 − 𝑣𝑖𝑖𝑖 = −𝑘1[𝐴] + 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴]

𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
= −𝑘1[𝐴] + 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴]

𝑑[𝑀]

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖 − 𝑣𝑖𝑖 − 𝑣𝑖𝑖𝑖 = 𝑘1[𝐴] − 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴]

𝑑[𝑀]

𝑑𝑡
= 𝑘1[𝐴] − 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴]

𝑑[𝐶]

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖𝑖𝑖 = 𝑘2[𝑀][𝐴]

𝑑[𝑀]

𝑑𝑡
= 0 𝐴 𝐶

𝐴

𝑑[𝑀]

𝑑𝑡
= 0 ⇒ 𝑘1[𝐴] − 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴] ⇒ [𝑀] =

𝑘1[𝐴]

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]



𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
= −𝑘1[𝐴] + 𝑘−1[𝑀] − 𝑘2[𝑀][𝐴]

= −𝑘1[𝐴] + 𝑘−1 (
𝑘1[𝐴]

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]
) − 𝑘2[𝐴] (

𝑘1[𝐴]

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]
) =

−
2𝑘1𝑘2[𝐴]

2

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]
⇒ −

𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
= 𝑣𝐴 =

2𝑘1𝑘2[𝐴]
2

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]

𝑑[𝐶]

𝑑𝑡
= 𝑣𝐶 =

𝑘1𝑘2[𝐴]
2

𝑘−1 + 𝑘2[𝐴]

 

 

 

 

 



2𝐾𝑀𝑛𝑂4 +𝐻2𝑂 → 2𝑀𝑛𝑂2⏟  
𝑝𝑝𝑡

+ 2𝐾𝑂𝐻 + 3[𝑂]

𝑀𝑛𝑂2
𝐾𝑂𝐻 𝑃𝐻

 

 

 

 

 



 

95,6%(𝑚/𝑚)

 99,5%(𝑚/𝑚)

95,6%(𝑚/𝑚)

𝐶𝑎𝑂

𝐶𝑎𝑂 95,6%(𝑚/𝑚)

 

𝐶𝑎𝑂

 𝐶𝑎𝑂(𝑠) +𝐻2𝑂(𝑙) → 𝐶𝑎(𝑂𝐻)2(𝑠).

 

𝐶𝑎𝑂

𝐼) 𝐵𝑁     𝐼𝐼) 𝐹𝑒2𝑂3    𝐼𝐼𝐼) 𝑁𝑎𝑁3     𝐼𝑉) 𝑁𝑎2𝑆𝑖𝑂3      𝑉) 𝑆𝑖𝐶

 

 



 

 

 

𝑁𝑎𝑁3

2𝑁𝑎𝑁3(𝑠) → 2𝑁𝑎(𝑠) + 3𝑁2(𝑔)

𝑁𝑎𝑁3(𝑠)

𝐹𝑒2𝑂3 𝐵𝑁 𝑆𝑖𝐶 𝐹𝑒2𝑂3

𝐵𝑁 𝑆𝑖𝐶

𝑆𝑖𝐶

𝐵𝑁

𝑆𝑖𝐶



☺

𝐻2𝑆 𝑀𝑛𝐶𝑙2

𝑀𝑛𝑆 𝐻+

2,5𝑥10−7𝑚𝑜𝑙/𝐿

𝑀𝑛𝑆(𝑠) + 𝐻2𝑂(𝑙)  ⇌ 𝑀𝑛2+(𝑎𝑞) + 𝐻𝑆−(𝑎𝑞) + 𝑂𝐻−(𝑎𝑞) ; 𝐾1
= 3𝑥10−11

𝐻2𝑆(𝑎𝑞) ⇌ 𝐻𝑆−(𝑎𝑞) + 𝐻+(𝑎𝑞) ;  𝐾2 = 9,5𝑥10−8

𝐻2𝑂(𝑙) ⇌ 𝑂𝐻−(𝑎𝑞) + 𝐻+(𝑎𝑞) ;  𝐾3 = 1,0𝑥10−14

𝐻2𝑆

 1,0𝑥10−10

 7𝑥10−7

 4𝑥10−2

 1,0𝑥10−1

 1,5𝑥104

𝐻2𝑆 𝑀𝑛𝐶𝑙2



𝐻2𝑆(𝑔) +𝑀𝑛(𝑎𝑞)
2+ → 𝑀𝑛𝑆(𝑠) + 2𝐻(𝑎𝑞)

+

(𝑖)      𝐾 =
[𝐻+]2

[𝐻2𝑆] ∙ [𝑀𝑛
2+]

(𝑖𝑖)      𝑀𝑛𝑆(𝑠) +𝐻2𝑂(𝑙) ⇌ 𝑀𝑛(𝑎𝑞)
2+ +𝐻𝑆(𝑎𝑞)

− + 𝑂𝐻(𝑎𝑞)
−

𝐾1 = [𝑀𝑛2+][𝐻𝑆−][𝑂𝐻−] = 3 ∙ 10−11

(𝑖𝑖𝑖)      𝐻2𝑆 ⇌ 𝐻𝑆(𝑎𝑞)
− +𝐻(𝑎𝑞)

+

𝐾𝐼𝐼 =
[𝐻𝑆−][𝐻+]

[𝐻2𝑆]
= 9,5 ∙ 10−8

(𝑖𝑖𝑖𝑖)       𝐻2𝑂(𝑙) ⇋ 𝑂𝐻(𝑎𝑞)
− + 𝐻(𝑎𝑞)

+

𝐾𝐼𝐼𝐼 = [𝑂𝐻−][𝐻+] = 1,0 ∙ 10−14

[𝑀𝑛]2+ = 0,02𝑀

[𝐻+] = 2,5 ∙ 10−7𝑀

[𝐻+] [𝑀𝑛]2+

[𝐻2𝑆] (𝑖)

𝐾

𝐾

𝐾 =
[𝑂𝐻−][𝐻+]

[𝐻𝑆−][𝐻+]
[𝐻2𝑆]

[𝑀𝑛2+][𝐻𝑆−][𝑂𝐻−]
=

[𝐻]2

[𝐻2𝑆][𝑀𝑛
2+]

=
𝐾𝐼𝐼𝐼 ∙ 𝐾𝐼𝐼

𝐾𝐼

𝐾 = 3,17 ∙ 10−11

3,17 ∙ 10−11 =
(2,5 ∙ 10−7)2

0,02 ∙ [𝐻2𝑆]

[𝐻2𝑆] =
(2,5 ∙ 10−7)2

3,17 ∙ 10−11 ∙ 0,020

[𝐻2𝑆] = 9,87 ∙ 10−2𝑚𝑜𝑙/𝐿



[𝐻𝑠𝑆] ≅ 1,0 ∙ 10−1 𝑚𝑜𝑙/𝐿

 

 

 

 

 



𝐼𝐼𝐼 > 𝐼𝑉 > 𝐼 > 𝐼𝐼 > 𝑉

𝐼𝐼𝐼

𝑁2𝑂4 𝑁𝑂2

𝑁2𝑂4 ⇌ 2𝑁𝑂2 ; ∆𝐸 > 𝑧𝑒𝑟𝑜



𝑃𝑡)

 

 

 

 

 

𝑁2𝑂4(𝑔) ⇌ 2𝑁𝑂2(𝑔), ∆𝐸 > 0

𝑃 ∙ 𝑉 = 𝑛 ∙ 𝑅 ∙ 𝑇

27°𝐶 (300𝐾) 57°𝐶 330𝐾) 10%

10%

𝑁2𝑂4
30°





 

 

 

 

 

𝑣 = √
3𝑅𝑇

𝑀



2,6𝑥10−18

𝐻𝑔2
2+ 𝐶𝑙−

𝐻𝑔2𝐶𝑙2(𝑠) ⇌ 𝐻𝑔2(𝑔)
2+ + 2𝐶𝑙(𝑎𝑞)

−

𝑘𝑝𝑠 = [𝐻𝑔2
2+][𝐶𝑙−]2



[𝐻𝑔2
2+] [𝐶𝑙−]

[𝐻𝑔2
2+] = 𝑥

[𝐶𝑙−] = 2𝑥

𝑥 ∙ (2𝑥)2 = 2,6 ∙ 10−18 ⇒ 4𝑥3 = 2,6 ∙ 10−18

𝑥 = 8,66 ∙ 10−7𝑀

[𝐻𝑔2
2+] = 8,66 ∙ 10−7𝑀 ≅ 8,7 ∙ 10−7𝑀

[𝐶𝑙−] = 1,73 ∙ 10−6𝑀 ≅ 1,7 ∙ 10−6𝑀

𝑆𝑒𝑚𝑖 𝑅𝑒𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑅𝑒𝑑𝑢çã𝑜:    𝐻𝑔2(𝑎𝑞)
2+ + 2𝑒− → 2𝐻𝑔(𝑙)                                𝐸𝐻𝑔2+/𝐻𝑔

0

𝑆𝑒𝑚𝑖 𝑅𝑒𝑎çã𝑜 𝑑𝑒 𝑂𝑥𝑖𝑑𝑎çã𝑜:     2𝐻𝑔(𝑙) + 2𝐶𝑙(𝑎𝑞)
− → 𝐻𝑔2𝐶𝑙2(𝑠) + 2𝑒−         𝐸𝑐𝑎𝑙𝑜𝑚𝑒𝑙𝑎𝑛𝑜

0

𝑅𝑒𝑎çã𝑜 𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙:                                  𝐻𝑔2(𝑎𝑞)
2+ + 2𝐶𝑙(𝑎𝑞)

− → 𝐻𝑔2𝐶𝑙2(𝑠)          ∆𝐸°

∆𝐸

∆𝐺 = ∆𝐺° + 𝑅𝑇𝑙𝑛𝑄

∆𝐺° = −𝑛𝐹∆𝐸°

∆𝐺 = 0

−𝑛𝐹∆𝐸° = −𝑅𝑇𝑙𝑛𝐾𝑝𝑠 ⇒ 𝑛𝐹∆𝐸° = 𝑅𝑇𝑙𝑛𝐾𝑝𝑠



𝐾𝑝𝑠 𝐾𝑝𝑠
−1.

2 ∙ 96500 ∙ ∆𝐸° = 8,31 ∙ 298 ∙ 40,5 ⇒ ∆𝐸° = 0,52 𝑉

∆𝐸° = 𝐸𝐻𝑔2+/𝐻𝑔
0 − 𝐸𝑐𝑎𝑙𝑜𝑚𝑒𝑙𝑎𝑛𝑜

0

𝐸𝑐𝑎𝑙𝑜𝑚𝑒𝑙𝑎𝑛𝑜
0 = 𝐸𝐻𝑔2+/𝐻𝑔

0 − 0,52

𝐸𝐻𝑔2+/𝐻𝑔
0

 

 

 

 

 

 





 



 



𝑃𝑏82
214

𝐵𝑖83
214

𝑃𝑏84
214



 

 

3  10−2 (min)−1

 

 

 

1  10−2 (min)−1

 

 

 

 

 



𝑃𝑏 →82
214 𝛽−1

0 + 𝐵𝑖83
214

𝑁 = 𝑁0. 𝑒
−𝑘.𝑡

𝑁 𝑁0

𝑁0
2
= 𝑁0. 𝑒

−𝑘.27

2 = 𝑒27.𝑘

𝑙𝑛2 = 27. 𝑘

𝑙𝑛2 ≅ 0,7

𝑘 ≅ 2,6.10−2 (min)−1 ≅ 3.102 (min)−1



  𝐴𝑃𝑏 = 𝐴𝐵𝑖

𝐴

𝐴 = 𝑘.𝑁

𝑁𝑃𝑏 >

𝑁𝐵𝑖

𝑘𝑃𝑏 < 𝑘𝐵𝑖

𝑡1
2

=
𝑙𝑛2

𝑘

𝑡1
2𝑃𝑏

> 𝑡1
2𝐵𝑖



𝐴𝐵𝑖 > 𝐴𝑃𝑏 → 𝑘𝐵𝑖 . 𝑁𝐵𝑖 > 𝑘𝑃𝑏 . 𝑁𝑃𝑏

𝑁𝐵𝑖 = 𝑁𝑃𝑏

𝑘𝐵𝑖 > 𝑘𝑃𝑏

𝑡1
2

=
𝑙𝑛2

𝑘



𝑡1
2𝑃𝑏

> 𝑡1
2𝐵𝑖

𝑘𝐵𝑖 > 𝑘𝑃𝑏 𝑘𝐵𝑖 > 2,6.10−2 (min)−1

1.10−2 (min)−1

𝐾39
40

109

 𝐾 →19
40 𝐶𝑎20

40 + 𝑒−1
0 +

 𝐾 + 𝑒−1
0 →19

40 𝐴𝑟18
40  

10,7%

89,3% 

𝑁0 𝑁

𝐴𝑟18
40 𝐾19

40

 

𝑁 = 𝑁0. 𝑒
−𝑘2.𝑡 (𝑥)

𝑡 =
1

k2
. ln (

𝑁0
𝑁
)



𝑁0
2
= 𝑁0. 𝑒

−𝑘2.𝑡1
2
  

2 = 𝑒
𝑡1
2
.𝑘2

𝑙𝑛2 = 𝑡1
2
. 𝑘2

𝑘2 (𝑥)

𝑡 =

𝑡1
2

𝑙𝑛2
. ln (

𝑁0
𝑁
)

𝑙𝑛2 𝑡1
2

 
𝑁0

𝑁

𝑘2
𝑡1
2

𝑁 −𝑁0.

10,7%. (𝑁0 −𝑁) 40

40.𝑁 𝑁

40𝑢.

0,95 =
10,7%.(𝑁0−𝑁).40

40.𝑁



95 = 10,7. (
𝑁0
𝑁
− 1)

𝑁0
𝑁

=
1

0,101123

𝑡 =

𝑡1
2

𝑙𝑛2
. ln (

1

(0,101123)
) =

𝑡1
2

𝑙𝑛2
. (−ln(0,101123)) = 1,27.109. 𝑙𝑜𝑔0,5

0,101123

= 4,2.109 𝑎𝑛𝑜𝑠.

−𝑙𝑜𝑔𝑏
𝑎 = 𝑙𝑜𝑔1

𝑏

𝑎 𝑙𝑜𝑔𝑎
𝑏

𝑙𝑜𝑔𝑎
𝑐 = 𝑙𝑜𝑔𝑐

𝑏

(𝐼)    𝐵𝑟𝑂3−(𝑎𝑞) + 3𝑆𝑂3
2−(𝑎𝑞)

⇌ 𝐵𝑟−(𝑎𝑞) + 3𝑆𝑂4
2−(𝑎𝑞)  (𝑘1𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑒 𝑘2𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑎)

(𝐼𝐼)    𝑂2(𝑔) + 𝑂(𝑔)  ⇌ 𝑂3(𝑔)

 

𝑣 =

𝑘1. [𝐵𝑟𝑂3
−]. [𝑆𝑂3

2−]. [𝐻+]

 

𝑁𝑂2(𝑔) ⇌  𝑁𝑂(𝑔) + 𝑂(𝑔)   𝐾𝑒𝑞 = 4,0.10−49 (𝑑𝑖𝑟𝑒𝑡𝑎 𝑐𝑜𝑚 ℎ. 𝑣)

𝑂3(𝑔) + 𝑁𝑂(𝑔) ⇌  𝑁𝑂2(𝑔) + 𝑂2(𝑔)  𝐾𝑒𝑞 = 2,0.10−34



 

𝑁𝑂2(𝑔) + 𝑂2(𝑔) ⇌  𝑂3(𝑔) + 𝑁𝑂(𝑔)     𝐾1′

 

𝑁𝑂(𝑔) + 𝑂(𝑔) ⇌  𝑁𝑂2(𝑔)     𝐾2
′

𝑂2(𝑔) + 𝑂(𝑔) ⇌ 𝑂3(𝑔)       𝐾3

𝐾3 = 𝐾1
′. 𝐾2

′ =
1

𝐾1.𝐾2
=

1

2.10−34.4.10−49
= 1,25.1082

𝐾1 = 2.1034

 

𝐵𝑟𝑂3
− + 𝑆𝑂3

2− +𝐻+ → 𝐻𝐵𝑟𝑂2 + 𝑆𝑂42−

𝐻𝐵𝑟𝑂2



 

𝐵𝑟𝑂3
− + 𝑆𝑂3

2− +𝐻+ → 𝐻𝐵𝑟𝑂2 + 𝑆𝑂42−

𝐻𝐵𝑟𝑂2 + 𝑆𝑂3
2− → 𝐻𝐵𝑟𝑂 + 𝑆𝑂42−

𝐻𝐵𝑟𝑂 + 𝑆𝑂3
2− → 𝐵𝑟− + 𝑆𝑂42− +𝐻+

𝑣𝑖 = 𝑘𝑖 . [𝐵𝑟
−][𝑆𝑂4

2−][𝐻+]


