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APRESENTACAO

Ola,

Iniciaremos o ultimo assunto de geometria, a espacial. Para aprender bem essa aula, o
requisito bdasico é ter feito as aulas de geometria plana e ter bem consolidado os diversos
conceitos abordados nelas. Nesta aula, estenderemos o conceito que aprendemos no plano ao
espaco tridimensional. Veremos muitos exemplos e teoremas que nos ajudarao a resolver as
guestdes da prova.

Se vocé for um aluno que ja possui os conceitos de geometria espacial bem
fundamentados, pule direto para a lista de exercicios e tente resolver todas questdes. Caso vocé
nao consiga resolver alguma, consulte a resolucao e sempre que precisar, vocé podera nos
encontrar no féorum de duvidas.

Entdo, vamos a aula.

Bons estudos.

(W)W

@ /profvictorso
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1. SOLIDOS REDONDOS

Vamos comecar nosso estudo de sélidos redondos, sao eles: os cilindros, os cones e as
esferas. Iniciemos pelos cilindros.

1.1. CILINDROS

Os cilindros sao figuras muito parecidas com os prismas, a diferenca é que ao invés da base
ser um poligono convexo, a base do cilindro é um circulo. Podemos pensar em um prisma
arredondado. Vejamos os elementos presentes no cilindro.

geratriz base

N 4
/

7
eixo ” h
ol !
L

/

Note que o cilindro possui duas bases circulares congruentes de raio R e que 0AA'0 é um
paralelogramo. Geratriz é o termo usado para qualquer segmento de reta do cilindro distando R
do eixo 00’, e paralelo ao mesmo.

base

Quando as geratrizes do cilindro sao obliquas as bases, temos um cilindro circular obliquo
e quando elas sdo perpendiculares as bases, temos um cilindro circular reto. Neste caso, a altura
do cilindro sera igual a medida da geratriz, ou seja, h = g.

1.1.1. SUPERFICIE CILINDRICA E CILINDRO DE REVOLUCAO

Tomando-se um eixo e e rotacionando um segmento de reta g (reta geratriz) de uma
distancia R ao longo de e, obtemos uma superficie cilindrica de revolugao.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 5
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ou seja, a geratriz é perpendicular ao plano da base.
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Se ao invés de um segmento de reta, rotacionarmos um retangulo que possui um lado
contido no eixo e, obtemos um cilindro de revolugao. Perceba que esse cilindro é circular reto,

N
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1.1.2. AREA LATERAL E AREA TOTAL

Se cortarmos uma superficie cilindrica de revolucdo de altura h e a colocarmos em cima de
uma mesa esticada, obtemos a figura de um retangulo de dimensdes iguais a altura h e ao
comprimento da base circular. Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio
R é 2mR. Assim, temos que a superficie lateral de um cilindro circular reto planificada é
equivalente a um retangulo de dimensées h e 2nR.

2R

Logo, a area lateral de um cilindro é:

Para encontrar a area total do cilindro circular reto, basta somar duas vezes a area da base.
Como a base é um circulo de raio R, temos:

AB = TL’R2
Ar = A, + 245 = 2nRh + 21R?
‘e AT == ZﬂR(h + R)

1.1.3. VOLUME DO CILINDRO

Para encontrar o volume de um cilindro, podemos usar o principio de Cavalieri. Assim,
tomando-se um cilindro circular de raio R e um prisma tais que ambos possuem a mesma altura
h e também bases de mesma area, temos:

— _ 2
Abase_prisma - Abase_cilindro = 7R

Pelo principio de Cavalieri:

Vcilindro = Vprisma = Abaseprisma )

. — 2
: Vcilindro =7nR*h

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 7
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1.1.4. SECCAO PARALELA AO EIXO

Consideremos um cilindro circular reto de eixo 00’ e altura h conforme representado pela
figura abaixo:

Ao seccionarmos esse cilindro por um plano paralelo ao seu eixo e a uma distancia d deste,
a seccdo plana formada é um retangulo de dimensdes h e 2x. Podemos calcular o valor de x da
seguinte forma:

A 2z B
B
h
L]
A D C

Observando a circunferéncia e aplicando o teorema de Pitagoras no AAOM:

RE=x*+d*> x=,/R2—d2;OSdSR

Se a distancia d for nula, chamamos a seccdo plana obtida de seccdo meridiana.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 8
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sec¢ao meridiana

‘\

Note que a sec¢ao meridiana divide o cilindro em dois semicilindros. Quando a secgao
meridiana é um quadrado, temos um cilindro equilatero. Neste caso:

g=h=2R

1.1.5. TRONCO DE CILINDRO

Consideremos o seguinte tronco de cilindro:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 9
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’ Y Nesse tronco, podemos ver que ao completarmos esse
tronco com um outro com as mesmas dimensdes, obtemos
um cilindro reto. Assim, temos que seu volume V; é dado

'f
i por:
i i a 2Vr = Veitinaro reto
b i i ZVT=7TR2(a+b)
E nR?*(a+b
: . , _TR@rb)
; 2
E Da mesma forma, podemos calcular sua area lateral:
2A; = Ajgteral citindro reto
" Al = T[R(a + b)
a b

Agora, vejamos o caso de um tronco de cilindro que possui uma base reta e a outra base
inclinada de um angulo 8 em relacdo a base reta.

elipse

A base superior é uma elipse. Fazendo a projecao ortogonal da drea dessa elipse, obtemos
a drea da base circular. Assim, podemos escrever:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 10
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R?

2
Aclipse - €0S 8 = TR” = |Aslipse = —
elipse elipse cos 6

A figura plan é a sec¢ao do plano que corta o tronco ao meio. Ela € um trapézio e como
podemos ver, o angulo 6 deve satisfazer:

a
tg o =R

1.2. CONES

Cones sao solidos que possuem uma base circular contida num plano e um vértice fora
deste plano. Podemos pensar no cone como uma piramide arredondada. Assim, quando a
projecao ortogonal do cone se encontra no centro da sua base circular, temos um cone reto. Por
outro lado, quando essa projecao ndo esta no centro da circunferéncia, temos um cone obliquo.

P

cone reto cone obliquo

Vejamos os elementos presentes no cone:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 11
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geratriz

base

Note que no caso do cone obliquo, a geratriz pode ter medidas diferentes. Além disso, o
termo geratriz também pode ser referido como apétema do cone.

Um cone reto pode ser chamado de cone de revolugdao. Pois, ao rotacionarmos um
triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de seus catetos, obtemos um cone reto.

|
el
1

pl!
L

No caso do cone reto, temos a seguinte relagao:

N

g2 =h*+R

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 12
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1.2.1. SECCAO MERIDIANA

Quando seccionamos um cone reto por um plano que contém seu eixo PO, obtemos uma
seccdo meridiana. Essa figura sera um triangulo isdsceles.

2R

Se a sec¢ao meridiana for um triangulo equilatero, chamamos o cone de cone equilatero.
Neste caso, temos g = 2Re h = RV3.

1.2.2. AREA LATERAL E AREA TOTAL

Podemos afirmar que a superficie lateral de um cone de geratriz g e raio R é equivalente
a um setor circular de raio g e comprimento de arco 2nR.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 13



ﬁ Estratégia

Prof. Victor So

Militares

g
P
[
1
' ]
i
! 2R
1
1
1
i
Do setor circular, temos:
21R
g = —
g
A area lateral do cone sera igual a area do setor circular, logo:
4 , 0 g* 2nmR
= T[ RN S —
L= R T2 g

A area total do cone é igual a soma da drea lateral com a drea da base:

AT == AL + AB
Ar =mRg + R*
|Ar = tR(g + R)|

1.2.3. VOLUME DO CONE

O volume do cone pode ser obtido pelo principio de Cavalieri tomando-se um cone e uma
piramide de mesma altura e drea da base. Assim, temos para um cone de raio R e altura h:

1
Vcone = §AB’ h
1 2
Vcone = §7TR h

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 14
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1.2.4. TRONCO DE CONE DE BASES PARALELAS

Vamos deduzir a férmula para calcular o volume de um tronco de cone de bases paralelas.
Consideremos a seguinte figura:

s
-
~—.
-
-
-
-
—‘-

-
-
-

-
~
-

h

Sejam V{,V,,V+ os volumes do cone menor, do cone maior e do tronco de cone. Assim,
temos:

V=V, =V,
nR?h  wr?h’ wR*(h' +hy) wr?h’
= VT = - = -
3 3 3 3
_ mh'(R? —1?) N TR?hy
T 3 3

Pela semelhanca dos cones, podemos escrever:

Koo K r ’ ’ ' hrr

—=—->———=—-3Rh =hr+hr=h =—

h R p &+ hy R R—r

Substituindo h' na express3o do volume do tronco:
w( hyr TR*h
Vy =—< . )(Rz—r2)+—T

Portanto, o volume do tronco é:

h
V=230 (R? 472+ Rr)

Pela figura da regido planificada, vemos que podemos relacionar a geratriz, a altura e os
raios das bases do tronco:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 15
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A area lateral do tronco pode ser calculada subtraindo-se a area lateral do cone menor da
area lateral do cone maior. Sejam A;, A;, A,r as areas laterais do cone maior, do cone menor e do

tronco. Assim, temos:

gr

Air=A,— A =nRg—nrg =nR(g + g;) —mryg’

= A =n[(R—1)g9" + Rgr]

Pela razao de proporg¢ao, temos:

! 1

g_r, 9 _T_ T
g R g'+gT R R—r

Substituindo na expressao da drea:

i =R =) (5Z%) + R

Portanto, a area lateral do tronco de cone é:

ALT = ﬂgT(R + T)

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il
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1.3. ESFERAS

Vimos no capitulo de lugares geométricos que uma superficie esférica é o conjunto dos
pontos no espacgo que equidistam de um determinado ponto, denominado de centro.

S{O,R} = {P € €

espago

dp'0 == R }

i L
raio da esfera

Uma esfera é o conjunto dos pontos no espago que satisfazem a seguinte relagao:

51{0, R} = {P € Eldp'o < R}

Também podemos dizer que a esfera é um sélido de revolucao gerado pela rotacdo de uma
semicircunferéncia em torno de um eixo que contém seu diametro.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 17
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1.3.1. SECCAO PLANA DA ESFERA

Toda sec¢ao plana de uma esfera é um circulo.

circulo de raio 1 calota esférica

Pela figura, vemos que:

REP=d*+r%0<d<R

Se o plano secante a esfera passar pelo centro da esfera, a sec¢ao formada sera o circulo
maximo da esfera. Neste caso, temos d = 0 e, portanto, r = R.

Note que calota esférica é o termo usado para a parte da esfera cortada por um plano.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 18
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1.3.2. VOLUME DA ESFERA

Para a deducdao da férmula do volume da esfera, usaremos um sélido de volume
equivalente. Consideremos um cilindro equilatero de altura 2R e dois cones de raio R e com
vértice comum C conforme representada na figura abaixo:

cilindro equilatero clepsidra

A unido de dois cones com vértice comum é um sélido conhecido como clepsidra. Tomando
o cilindro e removendo uma clepsidra do seu interior, obtemos um sdélido conhecido como
anticlepsidra. Este sélido também pode ser obtido pela rotacao de um triangulo isdsceles de lados
R, R, 2R em torno de um eixo contendo o vértice oposto ao lado de medida 2R.

€

— R
A T 4
hY 1 rd
-~ i 7’
~ rd
N R ’
~ ] 7’
~ 1 rd
~ ' s
~ I 4
b Y 1 s
~ : 7’

N

$ C
P
SN
’ ' N
’ i ~
e 1 Y
rs ] Y
/ R ' ~
’ i S
’ I ~
r 1 ~
/ 1 S
/’ . N
— R _—
anticlepsidra
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Para o calculo do volume da esfera, usaremos uma esfera de raio R e uma anticlepsidra de
raioR.

plano a ol
]

2R

plano p

Os planos a e § sao paralelos e ambos tangenciam a esfera. As bases da anticlepsidra estao
contidas nesses planos. Vamos calcular a drea da sec¢do plana da esfera e da anticlepsidra.

Da esfera, temos um circulo de raio r:

— 2
Asecgﬁo_esfera =Tnr

Mas podemos escrever r em funcdo de x e R, pelo teorema de Pitagoras:

RE=x2+712=>12=R*—x?

= Asecgéo_esfera = n(RZ - xZ)
Da anticlepsidra, temos:

Asecgéo_anticlepsidra = nRZ - T[xz = T[(RZ - xZ)
Assim, temos Ageccio esfera = Aseccio_anticlepsidra- P€l0 principio de Cavalieri, como as areas
das sec¢des sao iguais e os solidos tém mesmo volume, podemos escrever:
Vesfera = Vanticlepsidra

O volume da anticlepsidra é igual ao volume do cilindro equilatero menos o volume da
clepsidra, ou seja,

1
Vanticlepsidra = Vcilindro - Vclepsidra = T[Rz < 2R ) —2 <_ EE R )

—dois cones base cilindro \altura cilindro base cone altura cone

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 20
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— 3
= Vanticlepsidra = TR

Portanto, o volume de uma esfera de raio R é dado por:

V—4 R3
_§77;

1.3.3. AREA DA SUPERFICIE ESFERICA

A deducao da area da superficie esférica envolve calculo diferencial e ela pode ser obtida
derivando-se o volume da esfera de raio R em relagcao a R:

dav d (%TL’R?’)
“drR_ dR
A = AnR®

Uma outra forma de deduzir é pela nogao intuitiva de volume. Tomando-se uma placa
solida de espessura x e area da base A, temos que seu volume é

A

a:t A

V = Ax
Assim:
|74
A=—
X

Ao fazermos a placa a sdlida assumir uma espessura infinitamente pequena, ou seja,
fazendo x tender a zero, a expressao V' /x resultara na area da superficie do sélido. Com base
nisso, deduziremos a férmula da superficie esférica.

Para deduzirmos a area da esfera, consideremos a seguinte casca esférica de espessura x:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 21
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casca esférica

Seja AV o volume da casca esférica acima. Assim, seu volume é igual ao volume de uma
esfera de raio R + x menos o volume de uma esfera de raio R. Desse modo:

4 4 4
AV = §T[(R +x)3 — §7TR3 = gn[(R3 + 3R?x + 3Rx? + x3) — R3]

4
AV = §7T(3R2x + 3Rx? + x3)

Dividindo a equagao por x:
AV 4
— = —m(3R* + 3Rx + x?)
x 3
Ao aplicarmos o limite de x — 0 na equac¢do acima, a casca esférica torna-se a superficie
da esfera. Assim, para x — 0, temos a drea da superficie esférica:
AV

A = lim— = lim
esfera =0 x o0

4 2 2 _ 2
=m|(3R" + 3Rx+ x“ || = 4nR
3 T

Portanto, a area de uma superficie esférica de raio R é dada por:

A = 4R?

1.3.4. FUSO ESFERICO E CUNHA ESFERICA

Fuso esférico é a parte da superficie esférica formada pela rotagao em a graus de uma
semicircunferéncia em torno do diametro da superficie esférica. Podemos dizer que ele é uma
fatia de uma superficie esférica.

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 22
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fuso esférico

daiadad kil il heldie bl il

Para calcular a area do fuso, podemos fazer uma simples regra de trés. Considerando a@ em
radianos:

21 — 4mR?
a— Afuso
2 a
— Afuso = 4R~ - E
o AquO == ZRZO.’

Cunha esférica é a parte da esfera formada pela rotacao em a graus de um semicirculo em
torno do diametro da esfera. Podemos dizer que ela é uma fatia de uma esfera.
i

cunha esférica

Para calcular o volume da cunha, podemos fazer uma simples regra de trés. Considerando
a em radianos:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 23
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4 3
21 — §TIR
& = Veunna
3 (04
= Veunha = §7IR ) o
“Veunha = §R3a

1.3.5. SEGMENTOS ESFERICOS

Seccionando-se uma esfera com dois planos paralelos entre si, dividimos a esfera em trés
partes. A regiao compreendida entre os planos é chamada de segmento esférico de duas bases.
As outras duas sdao chamadas de segmentos esféricos de uma base, essas também podem ser
denominadas de calotas esféricas.

segmento esférico de uma base

segmento esférico de duas bases

-
- -

-

- -

- -
-

-
- P
- -

- -
e

Vamos calcular o volume de um segmento esférico de duas bases. Podemos construir esse
sélido rotacionando-se a seguinte figura em torno de um eixo:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 24



® Estratégia
W g

Militares

- -
- -~ -

LS B

T2

-~ -
- -

Prof. Victor So

Assim, vamos usar o principio de Cavalieri e uma anticlepsidra para encontrar o volume

desse solido.

'/

tfronco de cone

cilindro

Note que o volume do segmento esférico é igual ao volume da anticlepsidra. Este é igual a

diferenca entre os volumes do cilindro e do tronco de cone. Logo, temos:

5,  Tmh
Vsegmento esférico = Vcilindro - Vtronco =R h— ? (xz < y2 - Xy)

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il
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mh
= Vsegmento esférico — ?(6R2 — 2x% — 2}/2 — ny)
T[h 2 2 2 2 2
= Vsegmento esférico — ?(6R —3(x* + y ) +x* + yo = ny)

= Vysgmentossirico = 2 (6K 3Ge? +y2) + (y — )7)
Na figura da esfera, podemos aplicar o teorema de Pitagoras:
R* =y2 + 12
R* = x2 + 1}
Somando-se essas duas relagdes:
2RZ=x?2+y?+1r2+1r2=>3(x%2+y)? =6R?-3(r?+715)

Além disso, temos y — x = h, logo:

Th
= Vsegmento esférico = ? (6R2 - (6R2 - 3(1‘12 + rzz)) + hz)

Th
— [3G{ +17) + h?]

. Vsegmento esférico — 6

Para o volume do segmento esférico de uma base, basta considerar r; = 0 er, = r. Logo:

h 2
V=—(3r2+1?)
6
Podemos calcular a drea da superficie do segmento esférico usando a expressao do seu
volume. Para isso, usaremos uma casca esférica de espessura x e tomaremos um segmento
esférico dessa casca. Consideremos a seguinte figura que é a sec¢ao plana que passa pelo centro

desse segmento esférico:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 26
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Assim, temos que a diferenca de volumes entre os segmentos de esferas concéntricas é:

_r[h

AV
6

mh
[3(R1 + T'l)z + 3(R2 + rz)z + hZ] - ? [BR% + SR% + hZ]
Th Th
AV = 3 [3RZ + 6R,1y + 31 + 3R% + 6R,1, + 31 + h?] — 3 [3R? + 3RZ + h?]

mh
AV - ?(6R1T1 + 31'12 + 6R27"2 + 31'22)

mh
AV =—- (2Ryr1 + 2Ry + 15+ 13) | (D

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
R+x)?=y*+ Ry +12)* (D
(R+x)2=(h+y)?+ Ry +1)? D)
RP=y2+Ri=>y2=R*—R; (IV)
R*=(h+¥y)*+Ri=> (h+y)?=R*—Ri (V)
Somando (II) e (I11), temos:
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2R+ x)?* =y +(h+y)?+ (R, +1)? + (R, + 1,)?
Substituindo (IV) e (V) na equac¢do acima:
2(R+x)>=R*—R:2+R?>—R}+ (R, +1)? + (R, + 1,)?
2(R+ x)? = 2R?> + 2R 1y + 2Ry, + 12 + 1
= 2Ry + 2R,y + ¥ + 17 = 2(R + x)? — 2R? (VI)
Substituindo (V1) em (I):

h
AV = "7 [2(R + x)? — 2R?]

mh
AV = > (4Rx + 2x?)

Dividindo a equagao por x:
AV mh

= —

= — (4R + 2x)
X 2

Aplicando o limite de x — 0:

AV h
A=1lim— =lim—| 4R + 2x
x-0 X x-0 2 -

Portanto, a area da superficie do segmento esférico é:

~|A = 2nRh

1. (Inédito)
O volume de uma esfera de raio r =5 é interceptada por um plano que contém seu
diametro.
A interseccao entre a esfera e o plano forma
a)uma esferaderaior =5
b) uma circunferéncia de raio r = 5 pertencente ao plano
c) uma esfera de raio r > 5 perpendicular a plano
d) uma circunferéncia de raio r < 5 obliqua ao plano
e) uma reta pertencente ao plano
Comentarios
A intersecgao entre um plano que contém o centro de uma esfera e a prépria esfera gera
uma circunferéncia pertencente ao plano e de mesmo raio da esfera, neste caso, r = 5.
Gabarito: “b”.

2. (UERJ/2017)

Um cilindro circular reto possui diametro AB de 4 cm e altura AA’ de 10 cm. O plano «,
perpendicular a se¢do meridiana ABB'A’, que passa pelos pontos B e A’ das bases, divide o
cilindro em duas partes, conforme ilustra a imagem.
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A

O volume da parte do cilindro compreendida entre o plano a e a base inferior, em cm?3, é

igual a:

a) 8m

b) 127

c)lém

d) 20

Comentarios
Apesar de o plano estar inclinado, divide o cilindro em duas partes de igual volume.
Dessa forma, o volume solicitado é igual a metade do volume do cilindro completo.

1 z
Vometade = > Area da base - altura
_1 2
Vmetade _5'77:'2 -10

Vmetade = 201
Gabarito: “d”.

3. (ENEM-Libras/2017)
Para divulgar sua marca, uma empresa produziu um porta-canetas de brinde, na forma do
sélido composto por um cilindro e um tronco de cone, como na figura.

W

Para recobrir toda a superficie lateral do brinde, essa empresa encomendara um adesivo na
forma planificada dessa superficie.
Que formato tera esse adesivo?
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e)
Comentarios

Ao planificar um tronco de cone, presente na parte superior, temos, como planificacao
a superficie de um setor circular.

Ao planificar um cilindro, temos um retangulo.
Dessa forma, a Unica alternativa que apresenta essas op¢ées € a alternativa b)

Gabarito: “b”.
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4. (ENEM/2013)

Uma cozinheira, especialista em fazer bolos, utiliza uma forma no formato representado na
figura:

Nela identifica-se a representacao de duas figuras geométricas tridimensionais.
Essas figuras sao
a) um tronco de cone e um cilindro.
b) um cone e um cilindro.
c) um tronco de piramide e um cilindro.
d) dois troncos de cone.
e) dois cilindros.
Comentarios
Se retirarmos a parte interna da forma, a que faz o “buraco no bolo”, vemos um tronco
de cone invertido, ou seja, com o vértice para baixo.

Ja a parte interna, sozinha, representa outro tronco de cone, veja.

44444

........

Dessa forma, a forma é composta de dois troncos de cone.
Gabarito: “d”.

5. (UFPA/2011)
Uma rasa é um paneiro utilizado na venda de frutos de agai. Um tipico exemplar tem forma
de um tronco de cone, com diametro de base 28 cm, diametro de boca 34 cm e altura
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27 cm. Podemos afirmar, utilizando m = 3,14, que a capacidade da rasa, em litros, é
aproximadamente
a) 18 b) 20 c) 22 d) 24 e) 26
Comentarios
Ja sabemos que a rasa é um tronco de cone. O enunciado nos informou os diametros

das bases, inferior e superior. Com eles, conseguimos os raios respectivos.

r=22-14 R=32-17
2 2

Sabendo que a altura do tronco é de 27 cm, podemos calcular o volume diretamente.
V="-h-(R*+R-r+71?)
%-27-(172 +17 - 14 + 14?)
229277 (289 + 238 + 196)
V =314-9-723
V = 3,14 - 6507
V = 20431,98 cm?3
Como 1! equivale a 1000 cm3, temos que
V = 20,431981

V=
4

Gabarito: “b”.

6. (UFRGS/2008)

7
A areia contida em um cone fechado, de altura 18 cm, ocupa g da capacidade do cone.

Voltando-se o vértice do cone para cima, conforme indica a figura, a altura h do tronco de
cone ocupado pela areia, em centimetros, é
a)7. b) 8. c)9. d) 10. e) 11.

Comentarios
Chamemos v o volume de areia contido no cone e de V o volume total do cone.

Pelo enunciado, temos que
7

v=-V.
8
Sendo assim, podemos calcular o volume do cone menor, na parte superior da segunda
figura, como sendo
7 1
V—-v=V-=-V==V
8 8
Com essa informacao, temos condicdo de encontrar a constante de proporcionalidade
entre o cone menor, nao ocupado pela areia, e o cone completo. Como estamos lidando com
volumes, a razao k ao cubo é igual a razdo entre os volumes dos dois cones.
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3 V cone pequeno
k — peq

V cone grande

3 1
Y
k=3
Vid =7k

Por semelhanca de triangulos na segunda figura, podemos dizer que a razao entre as
alturas (cone pequeno para cone grande) é igual a k.
Hoh _ g

H
18-k _ 1
18 2
18—h==
18—h =9
18—9=nh
9cm=nh
Gabarito: “c”.

7. (Fatec/2019-1)

Uma garrafa térmica tem formato de um cilindro circular reto, fundo plano e diametro da
base medindo 8,0 cm. Ela estd em pé sobre uma mesa e parte do suco em seu interior ja foi
consumido, sendo que o nivel do suco estd a 13 ¢m da base da garrafa, como mostra a figura.
O suco é despejado num copo vazio, também de formato cilindrico e base plana, cujo
diametro da base é 4 cm e com altura de 7 cm. O copo fica totalmente cheio de suco, sem
desperdicio.

T gem:

Adote T = 3.
Despreze a espessura do material da garrafa e do copo.
Nessas condi¢cdes, o volume de suco restante na garrafa é, em cm3, aproximadamente,
a) 250. b) 380. c) 540. d) 620. e) 800.
Comentarios

O volume final na garrafa V; sera a diferenca entre o valor inicial nela, V, e o volume
constante no copo, V..

Como sao todos cilindros circulares retos, temos.
Vf = VO - Vc

Como o volume V de um cilindro circular reto é dado por
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V=ab.h=m-r%-h,

onde r e h representam o raio da base e a altura do cilindro, respectivamente, podemos
calcular V.

Vi=Vy=V,
Vf=n-R2-h—7T-r2-h

Atengdo, para nao causar confusdo, usaremos R para simbolizar o raio da garrafa e r
para simbolizar o raio do copo.

Além disso, fique ligado, o enunciado nao forneceu os raios e sim os diametros,
portanto, temos que dividir por dois os valores dados antes de coloca-los na equagao. Os
valores das alturas permanecem inalterados, ok?

O valor de i deve, segundo enunciado, ser aproximado para 3.

As dimensoes dadas estdo em cm e o volume final estd indicado, nas alternativas, em
cm?3. Assim, ndo s3o necessarias transformacdes de unidade.

Vamos a equacgao.

Vf=7t-R2-h—7r-r2-h
Vy=3-4°-13-3.2°.7
Vy=0624—84
Gabarito: “c”.

8. (Mackenzie/2019)
Se as areas laterais de dois cilindros equildteros s3o, respectivamente, 16w cm? e
100 cm?, entdo seus volumes, em cm? sdo, respectivamente,

a) 16\2m e 250V27
b) 32w e 2007
c)16m e 2507
d) 24w e 150m
e) 242w e 150V/21
Comentarios

Sendo 7 o raio do cilindro menor e R o raio do cilindro maior; A, a area lateral do cilindro
menor e A, a area lateral do cilindro maior, V. o volume do cilindro menor e V. o volume
do cilindro maior, lembrando que sdao ambos equilateros (altura = diametro do raio da base),
temos:

A.=2-m-r-h
16 =2-_ 7w 12 71
16 =4 12

16

7=
4 =1r?
Vi =i
2 =|r|
+2=r

Como r é uma distancia, podemos considerar apenas r = 2.
Assim, para o calculo do volume, temos:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il

34



ﬁ Estratégia

Militares

Prof. Victor So

Aplicando o mesmo raciocinio para o cilindro maior, temos:
Ac=2-m-R-H
167 =2 % -R-2-R

100 = 22 - R?
100 _ 2
T_R
25 = R?
V25 =R
5 = |R|
+5=R

Como R é uma distancia, podemos considerar apenas r = 5.
Assim, para o calculo do volume, temos:

Ve=mn-R*-H
Ve=m-R*-2-R

Ve=2-n-R?

Ve=2-m-5

VC=2‘7T'53‘\/73
Ve=m-250-2

Gabarito: “c”.

2. INSCRICAO E CIRCUNSCRICAO DE SOLIDOS

Neste capitulo, veremos alguns casos de inscricao de circunscricao de sélidos que poderao
ser cobrados no concurso, muitas das questdes desse tépico envolverao esferas, entao, vamos
estuda-las. A ideia aqui é apresentar o raciocinio que deve ser utilizado ao se deparar com esse
tipo de questao.

2.1. ESFERA E CUBO

a) Esfera inscrita em cubo
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Note que a esfera tangencia todas as faces do cubo. Assim, o centro da esfera equidista
das faces, logo:

a
r==
2
b) Esfera circunscrita ao cubo
1
[}
i
)
-....#"L* . aVv'3
L a
I "I~ O
a /l— ...........
L4
'l
'f
< av?2

O raio da esfera circunscrita é igual a metade da diagonal do cubo, como a diagonal do
cubo mede a3, temos:

a3
k==

c) Esfera tangente as arestas do cubo
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ponto de tangéncia
centro da esfera

a

Nesse caso, o centro da esfera equidista do ponto médio das arestas do cubo, ou seja,

. av2
)

Note que, aplicando o teorema de Pitagoras, temos:

2 2
(4) -() + () - =

r

2 2 2

2.2. ESFERA E OCTAEDRO REGULAR

a) Esfera inscrita em um octaedro regular

A esfera tangencia todas as faces do octaedro regular. Pela figura, podemos ver que o raio
da esfera inscrita é igual a altura do triangulo retangulo AOB, logo:
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Nesse caso, o raio da esfera é igual a metade da diagonal do octaedro regular, logo:

a2
2

R

c) Esfera tangente as arestas do octaedro regular

O raio dessa esfera é

Note que os raios das esferas que estudamos podem se relacionar da seguinte forma:
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2.3. ESFERA E CILINDRO

a) Cilindro circunscrita a uma esfera

—————————————
.....
------

" ¢ h

- -
- -
_________________

- -

\.,__‘___________‘_.-’

Note que o cilindro circunscrito a uma esfera é um cilindro equiladtero com |h = 2R|.

b) Cilindro inscrito em uma esfera
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Legenda:

R —raio da esfera
r — raio da base do cilindro
h — altura do cilindro

Temos a seguinte relagao:

(2R)* = 2r)* + I*

2.4. ESFERA E CONE

a) Esfera inscrita em um cone

A

Legenda:

R —raio da esfera

h — altura do cone

r —raio da base do cone
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g — geratriz do cone
6 — angulo entre a geratriz e a base do cone

T e O sao pontos de tangéncia entre a esfera e o cone. T também é o ponto de tangéncia
da geratriz com a esfera.

Do AATO’', temos:

(h—R)?2=(g—1)%+R*

Note que AATO'~AAOB, assim, pela semelhanca de tridngulos:
h—R g

R T

Pelas relagdes trigonométricas:

6\ R R
tg (E) == = |0 = 2arctg (?)

b) Esfera circunscrita ao cone

h

O cone possui base de raio r e altura h. Pelo teorema de Pitagoras, temos:

RP°=(h—R?+12=>R*=R?*—2Rh+ h* + 12

_hz+r2
 2h

- |R

2.5. ESFERA E TETRAEDRO REGULAR

a) Esfera inscrita em um tetraedro regular
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As faces do tetraedro sao triangulo equilateros, assim, AH é altura de um triangulo
equilatero de lado a, logo:

a3
2
No triangulo equildatero BCD, N é o baricentro desse triangulo, logo:

BH a3
3 6
Pelo teorema de Pitagoras, podemos achar a altura do tetraedro:

a3\’ _ (a3 31 a6
(T) :<T> +h2:>h2:a2<z—ﬁ>=> h=—

AH

Por semelhanca de triangulos, temos:

aV3

h—r_ 3 h
AAMO~AANH = = Sh=4r . r =—
r a\/g 4

6

Portanto, o raio da esfera inscrita é:
G
T2

b) Esfera circunscrita ao tetraedro regular
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R é o raio da esfera circunscrita ao tetraedro regular. Note que r + R = h, desse modo:

r+R=4r=>R=3r=|—=3

Substituindo a expressao de r, obtemos:

a6
k==

c) Esfera tangente as arestas do tetraedro regular
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r’ é o raio da esfera tangente as arestas. Por semelhanca, temos:

r r
AAOM~AHON = rl = = = |r' =VRr

Portanto, o raio da esfera tangente as arestas € a média geométrica entre os raios das
esferas inscritas e circunscritas ao mesmo tetraedro.

2.6. ESFERA E TRONCO DE CONE

a) Esfera inscrita em um tronco de cone reto de bases paralelas

Para o tronco de cone ser circunscritivel a uma esfera, devemos ter:
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g=R1+R2

Além disso, analisando o triangulo retangulo AOB, obtemos o raio da esfera inscrita em
fungcao de R; e Ry:

T R
ABTO~AOTA = —— = ?2 =|r =/R.R,
1

b) Esfera circunscrita a um tronco de cone reto de bases paralelas

Nesse caso, tomando-se um plano secante que divide o tronco de cone em duas partes
iguais, podemos ver que a sec¢do plana é um trapézio isdsceles inscrito numa circunferéncia.

9. (UECE/2017)

Um cubo cuja medida de cada aresta é 3 dm esta inscrito em uma esfera de raio R. A medida
de um diametro (2R) da esfera é

a) 2vV3 dm. b) 3V2 dm. c) 3V3 dm. d) 4v3 dm.

Comentarios

Perceba que o cubo ABCDEFGH tem uma diagonal BH que passa por I, centro da
esfera.
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Como a diagonal do cubo é igual ao didametro da esfera, podemos dizer que:
Diagonal do quadrado = Diametro da esfera
W3=D
3V3=D

Gabarito: “c”.

10.(Unicamp/2016)
Um cilindro circular reto, cuja altura é igual ao diametro da base, estd inscrito numa esfera.
A razao entre os volumes da esfera e do cilindro é igual a

) W2 b)% o) 22 d) V2

3 4
Comentarios

Se considerarmos R o raio da esfera e r o raio do cilindro, a relagdo entre o raio da esfera
e do cilindro inscrito é dada por R = r/2.
Assim, a razdo entre o volume da esfera e o volume do cilindro é dada por:

4 3 4 3 4 3 4
Vesfera _ 3T R° _ 3(V2)" 5-\1&\/5 3722 4 NG
Veilindro ~ —F1%2:T 273 273 N 3

Gabarito: “a”.

11.(UEPB/2012)
Um cilindro reto estd inscrito em um cubo de aresta b cm. A relagdo entre o volume do cubo
e o volume do cilindro é

4 1

Vs
a) 2m b) " orm d) - e) P
Comentarios
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Se o cilindro esta inscrito no cubo, seu raio é igual a metade do lado do cubo.

F

Assim, a razao entre o volume do cubo e o volume do cilindro é

Veubo __  arestaaocubo b3 _ b3 _ RS 1 _ 4
Viilindro  areada base-altura b\ b? B z s
NOTRETIC S

Gabarito: “d”.

12.(CEFET/2015)

Uma piramide regular de base hexagonal tem o vértice sobre uma semiesfera e a base
inscrita na base desta semiesfera. Sabendo que a aresta lateral dessa piramide mede 10 cm,
entdo o volume é igual a:

a) 125v6 cm3 b) 500v/3 cm3 ¢) 375vV6 cm?3
d) SIS 3 2503 cm?®

2
Comentarios

Facamos um esboco da situacdo retratada no enunciado.
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Para encontrarmos o raio R, podemos utilizar o teorema de Pitdgoras entre a altura R
da piramide, a distancia R entre o centro da base e um vértice do hexagono da base e, como
hipotenusa, a aresta da piramide, que vale 10 cm.

R* + R* = 10°
2R? =100
2 _ 100
R 2
R =50
\/7
R 5 V2
Como R representa uma distancia, figuemos sé com a parte positiva.
R=5-2

J4 sabemos que a altura da pirdmide é iguala R = 5 - /2.

Como a base da piramide é hexagonal, podemos inferir que a aresta da base também é
igual a R, pois um hexdgono é formado por seis triangulos equildteros justapostos, todos de
lado também iguaisa R = 5 - V2.

Dessa forma, podemos calcular o volume da piramide.

1,
vV, = 3 area da base - altura

V, = % 6 - area do triangulo equilatero - altura

1 R*V3
Vp=36"7 "R
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_ (5v2)V3
V,=—7—
53.v2°V3
V, ="
_ 532 v2V3

V, =
V, =125-v6 cm?
Gabarito: “a”.

13.(EEAR/2017)
Uma esfera estd inscrita num cilindro equildtero cuja area lateral mede 16 cm?. O volume

da esfera inscrita é
a) 8 b) 167 ) 2 d) Zn

Comentarios
Esbocando a situacao descrita no enunciado, temos:

Pelo esboco, percebemos que o raio da circunferéncia inscrita também é raio da base do

cilindro.
A area da base de um cilindro é dada por
A=2-m-R-h
lébn=2-m-R-2-R
167 =2- 7w -R-2-R
16 = 4 - R?
1
T=F
4 = R?
Vi = R?
2 =|R|
+2=R
Como R é uma distancia, podemos assumir apenas o valor positivo pelo contexto.
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De posse do raio da circunferéncia, podemos calcular seu volume.
| Ve=2-m-R=%m-2=%nm.8=2"

. Gabarito: “c”.

3. TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN

O teorema de Pappus-Guldin nos permite calcular facilmente a area da superficie e o
volume de um sélido de revolugdo. Para isso, precisamos conhecer a distancia do centro de
gravidade da figura a ser rotacionada ao eixo de rota¢ao. Vejamos como determinar essa distancia
com alguns exemplos.

Consideremos o segmento de reta AB e a reta r abaixo:

r

X é a distancia do centro de gravidade do segmento de reta AB a reta r, essa distancia é
igual a média aritmética entre x4 e xp:

xA+xB

X = >

Vejamos o caso de um triangulo:

8
-

o m

A distancia do centro de gravidade do triangulo de vértices A,B e C a reta r é dado pela
média aritmética entre x4, x5 € x.:
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Além disso, o centro de gravidade de um triangulo é o seu baricentro.

De forma geral, o centro de gravidade de uma figura plana é o seu centro geométrico.

\\ 'l
I.\
I' \\
SOG ™~
» ~
o+ A
* ~

quadrado

retangulo

circulo

Agora que sabemos o que é centro de gravidade de uma figura plana, vamos aprender os

teoremas de Pappus-Guldin.

3.1. AREA DE SUPERFICIES DE REVOLUCAO

Consideremos a seguinte figura:

CcG
*>--

Ao rotacionar a linha em torno do eixo, obteremos uma superficie de revolugao cuja area

é dada por:

A = 2mxL

Onde x é a distancia do centro de gravidade da linha ao eixo e L é o comprimento da linha.

Vejamos um exemplo.

3.1.a) Calcule a area lateral do sélido de revolugao gerado pela seguinte figura plana:
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Essa figura é um trapézio cujas bases medem r e R e a distancia do seu centro de gravidade
ao eixo de rotagao é
r+R
2

O sélido gerado é um tronco de cone. Aplicando o teorema de Pappus-Guldin, obtemos a
area lateral desse tronco:

X =

r+ R
AL=27rg( - )-’-|AL=7Tg(r+R)|

3.2. VOLUME DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Para calcular o volume de sdlidos de revolucao, basta conhecer a area da superficie a ser
rotacionada e a distancia do centro de gravidade dessa superficie ao eixo de rotacao.
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O volume do sélido de revolugao é dado por:

Onde A é a area da superficie geradora.

Vejamos um exemplo.

3.2.a) (UFRGS/2019)

Prof. Victor So

Considere o sélido obtido pela revolucao do retangulo ABCD em torno da reta r, conforme
indicado na figura a seguir.
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O volume do solido obtido é
a)16m b) 84 c) 100 d) 84n e) 100
Comentarios

Solugdo 1)

Prof. Victor So

Da figura, tiramos que DC = 3. Com esse dado, podemos calcular o valor de BC por meio

do teorema de Pitagoras.

f :
A b
I,, 5
02D 3 iC
0 5

BC? + CD? =52
BC? + 32 =52
BC?*=25-9

BC?* =16

BC? = /16
|BC| = 4
BC = +4

Entendendo BC como uma distancia, podemos descartar a parte negativa.

BC =4
Assim, o volume de revolugao é dado por:
V=m-5%2-4—m-2%2-4
V =100 — 1671
V =84n
Solugdo 2)
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A distancia do centro de gravidade de ABCD aretar é igual a

__2+DC_2+3_7
X=erTprTeTT,
A area da figura é
A=3-4=12

Portanto, o volume do sdlido de revolugao é
7
V =2nxA =2n (E) 12 = 84n

Gabarito: “d”.

14.(ENEM/2011)
A figura seguinte mostra um modelo de sombrinha muito usado em paises orientais.

Digponivel em: hitp imgmat peico ufrgs. be. Acesso am: 1 maio 2010

Essa figura é uma representacao de uma superficie de revolugao chamada de
a) piramide
b) semiesfera
¢) cilindro
d) tronco de cone
e) cone
Comentarios
Veja que a figura pode ser obtida com a rotacdo de um segmento de reta obliquo ao
eixo, gerando um cone.
Gabarito: “e”.

15.(ENEM/2010)

Numa feira de artesanato, uma pessoa constrdi formas geométricas de avides, bicicletas,
carros e outros engenhos com arame inextensivel. Em certo momento, ele construiu uma
forma tendo como eixo de apoio outro arame retilineo e rigido, cuja aparéncia é mostrada

na
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Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que pode ser
pensado como composicao, por justaposicdo, de diversos sélidos basicos de revolugao.
Sabendo que. a figura, os pontos B, C, E e F sao colineares, AB = 4FG,BC = 3FG,EF =
2F G, e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposi¢ao deste, no sentido
da ponta para a cauda, é formada pela seguinte sequéncia de soélidos:
a) piramide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto.
b) cilindro reto. tronco de cone, cilindro reto, cone equilatero.
c) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilatero.
d) cone equilatero, cilindro reto, piramide, cilindro.
e) cone, cilindro equildtero, tronco de piramide, cilindro.
Comentarios

Fazendo a revolucdo da parte de arame, temos o seguinte sélido:
B

F

Tty BI
AB gera um cone reto
BC gera um cilindro reto
DE gera um tronco de cone
EF gera outro cilindro reto (equilatero,pois EF = 2FG)
Gabarito: “c”.

16.(ENEM/1999)

Assim como na relacdo entre o perfil de um corte de um torno e a pega torneada, sélidos de
revolucdo resultam da rotacdo de figuras planas em tomo de um eixo. Girando-se as figuras
a seguir em torno da haste indicada obtém-se os sdélidos de revolug¢do que estao na coluna
da direita.
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a) 1A, 2B, 3C, 4D, 5E.
b) 1B, 2C, 3D,4E, 5A.
c) 1B, 2D, 3E, 4A, 5C.
d)1D,2E, 3A, 4B, 5C.
e)1D, 2E, 3B, 4C, 5A.
Comentarios
Fazendo a correspondéncia direta, figura a figura, temos:

« [ o
1.7,
4o
1.
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A correspondéncia correta entre as figuras planas e os sélidos de revolugao obtidos é:
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Gabarito: “d”.

|
i
3 J2E
17.(CEFET/2015)

Na figura a seguir, ABCD é um retangulo inscrito em um setor circular de raio R com AB =

2
—-R
3

A

O volume do soélido de revolugdo gerado pela rotagdao desse retangulo em torno de um eixo
gue contenha o segmento AD, em funcao de R, é igual a

V5R3 8TR3 4+/57TR3 10mR3 5v57R3
) 3 b) =5~ ) = 4) =% €) =,
Comentarios
Solugdo 1)

Considerando AC = R, podemos aplicar o teorema de Pitdgoras para encontrar a altura
AD do retangulo ABCD.

B

N

A B
AC? = AD? + D(C*?
Como DC = AB, podemos fazer a substitui¢do.
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AC? = AD? + AB?
2 an2 ., (2p)?
R%=AD ;I-(ER)
2 2 _ 2
R —(ER) — AD
2 2 _ 2
R* —ZR* = AD

2R? = AD’
©R = 14D
+CR = 4D

Como AD é equivalente a um lado de um retangulo, podemos considerar apenas a

vertente positiva.

§R=AD

O sdlido de rotacao gerado por esse retangulo serd um cilindro de raio de base igual a
AB e de alturaigual a AD.
Dessa forma, seu volume é dado por:

V = area da base - altura
V =m-AB?-AD

_ 2 \2 V5
v=n-(iR) - TR
V=n-iR2- TR
V=4\/§1IR3
27

Solugao 2)
Vamos aplicar diretamente o teorema de Pappus-Guldin. Inicialmente, devemos calcular
a area da figura a ser rotacionada:
V5 25

A=AD -AB =XR.2R =%2pR2
3 3 9

Como AB mede 2/3R, temos que a distancia do centro de gravidade do quadrilatero é
X = %%R = %R. Logo:

V = 2n%A = 21 (3R) (ERZ) _ /A3

9 27

Gabarito: “c”.
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4. QUESTOES NIVEL 1

1. (ESA/2017)

A geratriz de um cone circular reto de altura 8cm é10cm, entdo a drea da base desse cone é:

a) 641w cm?

b) 9 cm?

c) 16w cm?
d) 36 cm?

e) 25w cm?

2. (ESA/2016)

. 3 N . .
Duas esferas de raios 3cm e V51cm fundem-se para formar uma esfera maior. Qual é o raio da

nova esfera?
a) 78

b) V36

c) V68

d) V104

e) V26

3. (ESA/2015)

Em uma piramide reta de base quadrada, de 4m de altura, uma aresta da base mede 6m. A drea
total dessa piramide, em m?, é

a) 144
b) 84
c) 48
d) 72
e) 96

4. (ESA/2014)

Dobrando o raio da base de um cone e reduzindo sua altura a metade, seu volume:
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a) dobra

b) quadriplica

c) ndo se altera

d) reduz-se a metade do volume original.

e) reduz-se a um quarto do volume original.

5. (ESA/2012)

. 3 . .
Duas esferas de aco de raio 4cm e V61 cm fundem-se para formar uma esfera maior. Considerando
que ndo houve perda de material das esferas durante o processo de fundi¢cdao, a medida do raio da
nova esfera é de:

a)5cm
b)5,5cm
c)4,5cm
d)6 cm

e)7 cm

6. (ESA/2012)

Dobrando-se a altura de um cilindro circular reto e triplicando o raio de sua base, pode-se afirmar

que seu volume fica multiplicado por:
a)6

b) 9

c)12

d) 18

e)36

7. (ESA/2011)

Um tanque subterraneo tem a forma de um cone invertido. Esse tanque esta completamente cheio
com8dm? de dgua e 56dm3 de petréleo. Petréleo e d4gua n3o se misturam, ficando o petréleo na
parte superior do tanque e a agua na parte inferior. Sabendo que o tanque teml2m de
profundidade, a altura da camada de petrodleo é:

a) 10m
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b) 9m
c)8m
d) 7m

e)6m

8. (ESA/2010)

Um cone reto, de altura H e drea da base B, é seccionado por um plano paralelo a base.
H, ~ .
Consequentemente, um novo cone com aItura; é formado. Qual a razdo entre os volumes do maior

e o do menor cone, o de altura H e o de alturag?
a)3

b) 6

c)9

d) 18

e) 27

9. (EsPCEx/2017)

A angioplastia é um procedimento médico caracterizado pela inser¢ao de um cateter em uma veia
ou artéria com o enchimento de um pequeno baldo esférico localizado na ponta desse cateter.
Considerando que, num procedimento de angioplastia, o raio inicial do baldo seja desprezivel e
aumente a uma taxa constante de 0, 5mm/s até que o volume seja igual a 500 mm?3, entdo o

tempo, em segundos, que o baldo leva para atingir esse volume é

a) 10

b)10i[E
T
c)103/3

s

d) 1037

e) 103\/E
T

10. (EsPCEx/2017)

O valor da altura de um cilindro reto de raio R, cujo volume é a soma dos volumes dos sélidos 1 e 2

é
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Desenho Ilustrativo Fora de Escala

e)ﬂa
12

11. (EsPCEx/2016)

o A . . . A s
Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm, um setor circular de angulo 3 rad (ver desenho

ilustrativo), onde o ponto C é o centro da circunferéncia. Um cone circular reto é construido a partir

desse setor circular ao se juntar os raios CA e CB. O volume desse cone, em cm?3, é igual a:
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a)—m

b)

als “la

c)—m

v

d)En

e)

Sl e R

12. (EsPCEx/2015)

desenho ilustrativo-fora de escala

Prof. Victor So

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem medida R, contém agua até uma certa altura. Uma

esfera de ag¢o é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente submersa, sem haver

. . .9 - .
transbordamento de 4dgua. Se a altura da agua subluE R, entdo o raio da esfera mede

a)%R

13. (EsPCEx/2014)
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Um cone de revolugao tem altura 4 cm e esta circunscrito a uma esfera de raio 1 cm. O volume

desse cone (em cm?) é igual a

1
a);n

b)%n

4
C)ETl'

d)gn

e)3m

14. (EsPCEx/2013)

Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera de raio 4 cm, composta de 12 gomos
exatamente iguais. A superficie total de cada gomo mede

43
a) Tﬂ cm?

4_3
b) — cm?

9

4_2
¢) — cm?

3

42
d) Tﬂ cm?

e) 43w cm?

15. (EsPCEx/2012)

Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio da Terra, os matematicos da
antiguidade observavam, do alto de uma torre ou montanha de altura conhecida, o angulo sob o
qual se avistava o horizonte, tangente a Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura.
Segundo esse raciocinio, o raio terrestre em fun¢ao do angulo a é dado por:
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Linhado
Horizonte

sen(ah
a) R = Sentah)
l1-sena
hsena

b)R =
l1-sena
hsena

¢JR =
sena—1
1-sena

d R =
) hsena
1+sena

e)R =
) hsena

16. (EsPCEx/2012)

Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da base R e altura h, esta completamente
cheio com agua e d6leo. Sabe-se que a superficie de contato entre os liquidos esta inicialmente na
metade da altura do cone. O recipiente dispde de uma torneira que permite escoar os liquidos de
seu interior, conforme indicado na figura.

kS

]

3

5\
Figura fora de escala
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Se essa torneira for aberta, exatamente até o instante em que toda dgua e nenhum éleo escoar, a

altura do nivel do 6leo, medida a partir do vértice sera
3
a) L
2
3
b) Lk
3
3
022p
2
3
d) 2 p
2
333

e)$h

17. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo representa dois tanques cilindricos, T1 e T2, ambos com altura h, e cujos raios das

bases medem R e R\/2, respectivamente. Esses tanques s3o usados para armazenar combustivel e

. , . . . 2
a quantidade de combustivel existente em cada um deles é tal que seu nivel corresponde a 3 da

altura.

T1 T2

O tanque T'1 contém gasolina pura e o tanque T2 contém uma mistura etanol-gasolina, com 25%

de etanol.

Deseja-se transferir gasolina pura do tanque T1 para T2 até que o teor de etanol na mistura em

T2 caia para 20%. Nessas condigdes, ao final da operagao, a diferenga entre a altura dos niveis de

T1eT2sera

a)%h
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d)%h

e)%h

18. (EsPCEx/2010)

A figura abaixo representa a planificacdo de um tronco de cone reto com a indicagdo das medidas
dos raios das circunferéncias das bases e da geratriz.

13cm

Desenho fora de escala

A medida da altura desse tronco de cone é
a)13 cm
b) 12 cm
c)llcm
d) 10 cm

e)9cm

19. (EsPCEx/2008)

Uma esfera de 2 cm de raio é colocada no interior de um vaso conico, conforme a figura a seguir.

12cm

Desenho Fora de Escala
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O vaso tem 12 cm de altura e sua abertura é uma circunferéncia com 5 cm de raio. Nessas

condigGes, a menor distancia (d) entre a esfera e o vértice do cone é
a)3,0cm
b)3,2cm
c)3,4cm
d)3,6cm

e)3,8cm

20. (EsPCEx/2006)

Um tonel, em forma de cilindro circular reto, tem 60 cm de altura. Uma miniatura desse tonel
tem 20 cm de altura e raio diretamente proporcional a altura. Se a miniatura tem 100 ml de

volume, entdo o volume do tonel original é de
a)301

b) 271

2,71

d)31

e) 300 ml

21. (EsPCEx/2004)

Se a drea lateral e a drea total de um cilindro reto sdo 24 e 271tS respectivamente, entdo, o volume

deste solido é igual a:
a) mAVS — A

b) TSVS — A
c)TAVS + 4
d)TSVS + A
e)mtVS+ 4

22. (EsPCEx/2003)

Uma lata cilindrica esta completamente cheia de um liquido que deve ser distribuido totalmente
em potes iguais entre si, também cilindricos. A altura de cada pote é igual a B da altura da latae o
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n .1 n el e m . .
didametro de sua base é 3 do diametro da base da lata. Para tal distribuicao, a quantidade minima

de potes a serem utilizados é
a) 22
b) 23
c)24
d) 25

e) 26

23. (EsPCEx/2002)

Dois recipientes, um em forma de cilindro e o outro, de paralelepipedo, cujas bases estdo num
mesmo plano, sdo unidos por uma tubulagao com uma valvula no meio. Inicialmente, a valvula esta
fechada, o paralelepipedo esta vazio e o cilindro é ocupado, em parte, por um liquido cujo volume
é de 20007 litros, atingindo uma altura de 2 metros. A vdlvula é aberta e, apds certo tempo,
verifica-se que os dois recipientes tém o mesmo nivel do liquido. Considerando desprezivel o
volume da tubulagdo que une os dois reservatérios e sabendo que a area da base do paralelepipedo
é de 1, 57 m?, o volume final, em litros, de liquido no paralelepipedo é

a) 6001
b) 800w
c) 10007
d) 1200
e) 1500w

24. (EsPCEx/2001)

Denomina-se rolamento a um dispositivo mecanico constituido por dois anéis em forma de casca
cilindrica e um conjunto de esferas. Desejando obter o volume de uma das esferas de ago que
compde o rolamento dado na figural, sem desmonta-lo, e ndo dispondo de todos os
instrumentos necessarios para executar as medi¢cdes, um estudante executou os seguintes
procedimentos:

a. Com os instrumentos de que dispunha, mediu o anel interno, em forma de casca cilindrica,
obtendo 3,46 cm para o diametro interno, 4 cm para o didmetro externo e 1 cm para altura;

b. Repetiu as operagdes para o anel externo, anotou as medidas e calculou o volume, obtendo
3,8 cm3;
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c. Lembrando o principio de Arquimedes, que afirma que o volume de um objeto imerso num
recipiente com liquido corresponde a variacao do volume do liquido, colocou agua numa proveta
graduada em cm?, conforme a figura 2, mergulhou o rolamento na agua e obteve a leitura

indicada na figura 3.

FIGURA 1

100

FIGURA 2

157,3

FIGURA 3

Nessas condi¢des pode-se afirmar que o valor que mais se aproxima do volume de cada esfera, em
cm3, é (aproximagdes aceitas: 1,73% =~ 3, 3,462 ~ 12, m~ 3,1):

a)3,4
b) 4,6
c)3,8
d) 4,2

e)5,0

25. (EsPCEx/2000)

Num recipiente em forma de cilindro circular reto, com raio da base 2 cm e altura 6V3 cm
(dimensdes internas), ha um volume de dgua de 16+/3 cm?®. O maior angulo a que o plano da base
do cilindro pode fazer com a horizontal para que a dgua nao derrame ao se inclinar o cilindro é de,

aproximadamente:
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ATL

(considere: tg 30° = 0,58,tg 40° = 0,84,tg 50°=1,19,tg 60°=1,73 etg 70° = 2,75)
a) 30°
b) 40°
c) 50°
d) 60°
e) 70°

GABARITO

oo NOUOAEWDNPR
" DO oYY OV o

[EY
©
O

11.c
12.b
13.d
14.a
15.b
16.a
17.a
18.b
19.b
20.c
21.a
22.b
23.d
24.d
25.d

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il




; Estratégia

Prof. Victor So

Militares

RESOLUCAO

1. (ESA/2017)

A geratriz de um cone circular reto de altura 8cm é10cm, entdo a area da base desse cone é:
a) 64w cm?

b) 9 cm?

c) 16m cm?

d) 36w cm?

e) 25 cm?
Comentarios

Sabemos que a geratriz de um cone é a hipotenusa dos catetos que correspondem ao raio
e a altura do cone circular reto.

Portanto, pelo teorema de Pitagoras, temos:
g% =712+ h?
10%2 = r? + 82
r? = 10% — 82
r? =36
r==6
Como o raio da base é r = 6, temos que a area da base é:
Ay =nr?=m-6%=36m

Gabarito: “d”.

2. (ESA/2016)

. 3 o , .
Duas esferas de raios 3cm e V/51cm fundem-se para formar uma esfera maior. Qual é o raio da

nova esfera?

a) 78

b) V36

c) V68

d) Y104

e) 326
Comentdrios

Temos que na fusao das esferas a Unica propriedade que se mantem é o volume das
mesmas, portanto, temos a relagdo:

Vi+V,=Viy
Sabemos que o volume de uma esfera é:
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3. (ESA/2015)

Em uma piramide reta de base quadrada, de 4m de altura, uma aresta da base mede 6m. A drea

total dessa piramide, em m?, é
a) 144

b) 84

c) 48

d) 72

e) 96

Comentarios

6

Sabemos que a base quadrada de aresta de 6 m tem a area de:
A, =6-6 =36
Do triangulo retangulo da figura, temos:
h?=42+4+32=h=5
Assim, as laterais triangulares da piramide tém area de:

6-5
AI=T=15
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Logo, a drea total da piramide é:

A=A, +4-4
A, =36+4-15 =36+ 60
A, =96

Gabarito: “e”.

4. (ESA/2014)

Dobrando o raio da base de um cone e reduzindo sua altura a metade, seu volume:
a)dobra

b) Quadriplica

c) nao se altera

d) reduz — se a metade do volume original.

e)reduz — se a um quarto do volume original.

Comentarios

Sabemos que o volume de um cone é obtido pela seguinte equacao:

T-r-h
cT T 3
Portanto, temos que se dobramos o raio da base r; = 2r;, e reduzimos a altura pela
metade h' = %, obtemos:

2
w1, - h'

Logo, o volume duplica.

Gabarito: “a”.

5. (ESA/2012)

. 3 . .
Duas esferas de aco de raio 4cm e V61 cm fundem-se para formar uma esfera maior. Considerando
gue nao houve perda de material das esferas durante o processo de fundi¢ao, a medida do raio da

nova esfera é de:
a)5cm

b)5,5cm
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c)4,5cm

d)6 cm

e)7cm
Comentarios

Temos que na fusao das esferas a uUnica propriedade que se mantém é o volume das
mesmas, portanto, temos a relagdo:

Vi+V, =V,
Sabemos que o volume de uma esfera é:

Logo:

Gabarito: “a”.

6. (ESA/2012)

Dobrando-se a altura de um cilindro circular reto e triplicando o raio de sua base, pode-se afirmar

gue seu volume fica multiplicado por:

a)6

b) 9

c)12

d) 18

e)36

Comentarios
Sabemos que o volume de um cilindro é obtido pela seguinte equacao:
V.=m- -1 -h

Portanto, temos que se triplicamos o raio da base 1, = 3r;, e dobramos a altura h’ = 2h,
obtemos entao:

V=n-1°"h
=m - (31,)? - (2h)
V. =18m-1r¢-h

]/CI
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Logo, o volume duplica.
Gabarito: “d”.
7. (ESA/2011)

Um tanque subterraneo tem a forma de um cone invertido. Esse tanque esta completamente cheio
com8dm? de dgua e 56dm?3 de petréleo. Petréleo e d4gua n3o se misturam, ficando o petréleo na
parte superior do tanque e a agua na parte inferior. Sabendo que o tanque teml2m de

profundidade, a altura da camada de petréleo é:
a) 10m
b) 9m
c)8m
d)7m
e)6m
Comentarios

Como o cone é invertido e a agua fica na parte inferior e também por estar trabalhando
com quantidades volumétricas, temos a seguinte proporgao, sendo x altura de agua:
3

8 X
8+56=(E)

3 8_x
64 12
12
T
xX=6

Logo, a altura da coluna de petréleo é 12 — 6 = 6.

Gabarito: “e”.

8. (ESA/2010)

Um cone reto, de altura H e drea da base B, é seccionado por um plano paralelo a base.
H, - .
Consequentemente, um novo cone com aItura; é formado. Qual a razao entre os volumes do maior

e o do menor cone, o de altura H e o de aIturag?
a)3

b) 6

c)9

d) 18
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e) 27
Comentarios

Sejam V; e V; os volumes dos cones de altura H e H/3, respectivamente.
3

V. ( H
v, \ H
3
13
w3
1 tV3
V, =
1727

Gabarito: “e”.

9. (EsPCEx/2017)

A angioplastia é um procedimento médico caracterizado pela inser¢ao de um cateter em uma veia
ou artéria com o enchimento de um pequeno baldo esférico localizado na ponta desse cateter.
Considerando que, num procedimento de angioplastia, o raio inicial do baldao seja desprezivel e
aumente a uma taxa constante de 0, 5mm/s até que o volume seja igual a 500 mm?3, entdo o

tempo, em segundos, que o baldo leva para atingir esse volume é

a)10
b) 103\/%
c) 103\/%

d) 103w

e) 103\/E
T

Comentarios
A fungao que representa a varia¢ao do raio em fung¢ao do tempo é dada por:
r(t)=05-t

A funcdo que representa o volume em funcdo do raio é dada por:

4 4 1
V(r) = §7TT'3 = V()= §7T(0,5t)3 = ngIt3

Queremos t tal que V(t) = 500. Entdo

1 316 - 500 3(3
500=—mt? = t= =10 [—
6 T T
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Gabarito: “e”.

10. (EsPCEx/2017)

O valor da altura de um cilindro reto de raio R, cujo volume é a soma dos volumes dos sdlidos 1 e
é

R
~
2

Desenho Ilustrativo Fora de Escala

4
d-a
3
17
e)—a
12
Comentarios

Fazendo a se¢ao meridiana do sélido 1, obtemos:
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al2

@ @ o
H C

D

Sendo o ponto E o ponto médio do segmento AB, percebemos que a semelhanca dos
tridngulos ABC e EBG permite-nos concluir que EG mede %. Sendo assim a altura do ponto E em
relacdo ao segmento CD é dada por:

a a 3a
27177
O volume do cilindro é definido com a altura sendo a distancia entre o centro de suas bases.
Entdo o comprimento do segmento EH representa a altura do cilindro, sendo EH = %a.
, 3a _3aR’m
Vi=B-h=nR -T= 2

O solido 2 pode ser dividido em um cilindro de raio R e altura % e um cone de raio R e altura
%. Sendo assim:
S a+1 2 a 2aR’m
I I
Entdo, sendo V; + V, = V3 = mR?h, temos que:

3aR*m  2aR*m  17aR?*m
2 T3 T2
17a
12

V1 + V2 == = T[th

= h=

Gabarito: “e”.

11. (EsPCEx/2016)
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o A . . . A w
Corta-se de uma circunferéncia de raio 4 cm, um setor circular de angulo 5 rad (ver desenho

ilustrativo), onde o ponto C é o centro da circunferéncia. Um cone circular reto é construido a partir

desse setor circular ao se juntar os raios CA e CB. O volume desse cone, em cm?3, é igual a:

desenho ilustrativo-fora de escala

a)—m
b)—m
c)—mn

d)—m=x

mawamawé‘

"E

e)—m

Comentarios

No cone formado, o raio da circunferéncia se tornard a geratriz do novo cone e o arco
definido por AB sera o perimetro da base. Logo:

=1

NIR=v
INIIRS

J— $ J—
2

O raio do cone mede 1 cm e a geratriz do cone mede 4 cm, conforme a figura ilustra:
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Aplicando Pitdgoras, descobrimos que h = /4% — (1)? = /15

Portanto o volume do novo cone é dado por:

V=%-n(1)2-(\/1_5)=§n

Gabarito: “c”.

12. (EsPCEx/2015)

Um recipiente cilindrico, cujo raio da base tem medida R, contém agua até uma certa altura. Uma

esfera de aco é mergulhada nesse recipiente ficando totalmente submersa, sem haver
p p .9 ~ .

transbordamento de agua. Se a altura da agua subluR R, entdo o raio da esfera mede

a)%R

Comentarios
O volume da esfera é responsavel pelo AV causado no nivel da agua do cilindro
Volume inicial: V; = mR?h;

Volume final: V; = nRth

Variagdo do volume: AV = V; —V; = nR?(h; — h;) = nR? - Ah = R? - (1_96R)
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V.=—mrd3=—nR3 = r= |——R3=2R
e =3 =167 "= |ea 4

Gabarito: “b”.

13. (EsPCEx/2014)

Um cone de revolugao tem altura 4 cm e esta circunscrito a uma esfera de raio 1 cm. O volume
desse cone (em cm?3) é igual a

e)3m
Comentarios

Efetuando a sec¢ao meridiana do cone, obtemos:

b b

Do enunciado sabemos que a altura do cone mede 4 cm, entdo: 4 = Va? — b?

a’—-b*>=16 (eq.1)
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Mas também possuimos a medida do raio da circunferéncia inscrita, que pode ser obtido
a partir da area S e do semi-perimetro p do triangulo.

S
r=-
p
Sﬂw°5=%i%h=%-@w-ﬂ)=4hep=%{a+a+b+b)=a+b
4b
= r= =1 = a+b=4b = a=3b
a+b

Substituindo em eq. 1
(3b)?—b?>=16 > 8’ =16=> b* =2
O volume do cone pode entdo ser calculado, segundo:
1 1 8
- _. 2. h==-11(2)-(4) = —
1% 3nb h 3n()() 37
Gabarito: “d”.

14. (EsPCEx/2013)

Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera de raio 4 cm, composta de 12 gomos
exatamente iguais. A superficie total de cada gomo mede

43
a) Tﬂ cm?

4_3
b) Tﬂ cm?

42
c) Tﬂ cm?

427
d) — cm?
9
e) 43w cm?
Comentarios

A superficie lateral de cada gomo serd composta de 3 regides. Duas regides laterais -
simétricas entre si - terdo cada uma delas area correspondente a uma semicircunferéncia de raio

. n , 1 . - .
4 cm. A terceira regido correspondera a 5 da area superficial de uma esfera de raio 4 cm.

Sendo assim:

1 1 1 4 4 64
StZZ'Sl +E'SZ :2'(5'7TT2)+E'(4T[T'2)=§T[T'2 =§T[(4)2 :?TE
43
S; = —m cm?
t 37tcm

Gabarito: “a”.

15. (EsPCEx/2012)
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Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio da Terra, os matematicos da
antiguidade observavam, do alto de uma torre ou montanha de altura conhecida, o angulo sob o
qgual se avistava o horizonte, tangente a Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura.

Segundo esse raciocinio, o raio terrestre em fung¢ao do angulo «a é dado por:

Linhado
Horizonte

sen(ah
a) R = Senah)
l1-sena
hsena

b)R =
l1-sena
hsena

¢)R =
sena—1
1-sena

dR =
) hsena
1+sena

e)R =
) h sen«a

Comentarios

Primeiramente, o angulo de uma reta tangente a circunferéncia mede 90°, sendo assim
temos o seguinte triangulo:
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R+h

Aplicando a defini¢ao de seno no angulo a, obtemos:

R
sena=R—+h = sena-(R+h)=R = h-sena=R—R-sena=R-(1—sena)
h-sena
= R=——
1—sena

Gabarito: “b”.

16. (EsPCEx/2012)

Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da base R e altura h, esta completamente
cheio com agua e 6leo. Sabe-se que a superficie de contato entre os liquidos estd inicialmente na
metade da altura do cone. O recipiente dispde de uma torneira que permite escoar os liquidos de

seu interior, conforme indicado na figura.

Figura fora de escala

Se essa torneira for aberta, exatamente até o instante em que toda agua e nenhum éleo escoar, a

altura do nivel do 6leo, medida a partir do vértice sera
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3
a)gh

3
b) LZh
3
3
oz
2
3
RLES
2
3
) 2 p
3
Comentarios

Fazendo a secao meridiana do cone, obtemos:

Ce 9B

agua

A

Segundo a semelhanca entre os triangulos ABC e ADE obtemos que a razdo das medidas
é de 2: 1. Sendo assim, a razdo dos volumes serd de 23: 13, sendo de 8: 1. Logo:

Viouars 8
gua+oleo _ _ _
= = Végua+éleo =8 Végua - Vc’)leo + Végua = Vc’)leo =7 Végua
Végua 1
Véleo _Z
Végua 1

Apds a evasdo da dagua havera uma nova semelhancga de triangulos somente com o dleo no
cone. Comparando a se¢ao meridiana do cone preenchido somente com d6leo e o cone de agua
da situagao inicial, podemos obter uma nova semelhan¢a de triangulos em que a razao entre as

medidas é dada por: V7:3¥1=V7:1
Portanto a altura é calculada:
héleo — Sﬁ — héleo

"1 )

N

=37 = h()leo:?'h
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Gabarito: “a”.

17. (EsPCEx/2011)

A figura abaixo representa dois tanques cilindricos, T1 e T2, ambos com altura h, e cujos raios das
bases medem R e RV/2, respectivamente. Esses tanques sdo usados para armazenar combustivel e

. . . . . 2
a quantidade de combustivel existente em cada um deles é tal que seu nivel corresponde a 3 da

altura.

T1 T2

O tanque T'1 contém gasolina pura e o tanque T2 contém uma mistura etanol-gasolina, com 25%
de etanol.

Deseja-se transferir gasolina pura do tanque T1 para T2 até que o teor de etanol na mistura em
T2 caia para 20%. Nessas condigoes, ao final da operagao, a diferenca entre a altura dos niveis de
T1eT2sera

a)%h

1
d) < h
1
e) g h
Comentarios

Iremos trabalhar com os volumes dos tanques:

2 2 2
V, = nR? zh e Vp= n(RV2) 3h=2n
Volume de gasolina I; e volume de alcool I, em T;:
Ve v, 3
Va+Vg:V2;72:0:25 :>Va:Z o Vg:ZVZ
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Queremos transferir I/, de gasolina para T, a fim de que haja 20% de etanol, logo:

Va v, V,+V, 1 1
=020 = Va=z= z Vt:ZV2=§V1

Logo, o novo volume de T; serd

1 1 1 , 2 , 1
Vl_Vt=V1_§V1=EV1=E(T[R 'gh)=ﬂ'R gh
Logo T; tera altura final medindo %h

E T, tera novo volume

1 5 5 2 2 2 5
V2+Vt=V2+ZVl=ZV2=Z(n(R\/§) -§h)=n(R\/§) <h

. . : 5
Logo T, tera altura final medindo gh

Portanto:

Gabarito: “a”.

18. (EsPCEx/2010)

A figura abaixo representa a planificacdo de um tronco de cone reto com a indicagdo das medidas

dos raios das circunferéncias das bases e da geratriz.

/

13cm

Desenho fora de escala

A medida da altura desse tronco de cone é
a)13 cm
b) 12 cm
c)1llcm
d) 10 cm

e)9cm
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Comentarios
Apds montar o tronco de cone e fazer a se¢ao meridiana do mesmo obtemos o seguinte:

6

.

6 5
Aplicando Pitagoras no triangulo retangulo formado, obtemos:
h = \/m =12cm
Gabarito: “b”.
19. (EsPCEx/2008)

Uma esfera de 2 cm de raio é colocada no interior de um vaso conico, conforme a figura a seguir.

12cm

Desenho Fora de Escala

O vaso tem 12 cm de altura e sua abertura é uma circunferéncia com 5 cm de raio. Nessas
condigGes, a menor distancia (d) entre a esfera e o vértice do cone é

a)3,0cm
b)3,2cm
c)3,4cm

d)3,6cm
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e)3,8cm

Comentarios
Fazendo a secao meridiana e observando as relagdes trigonométricas, obtemos:

Perceba que aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo ABC obtemos que BC =
13 cm.
Utilizando a semelhanca entre os triangulos retangulo ABC e CDE

4B _DE
BC DC
5 2

13~ 2+h

= 10+ 5h =26
= h=32cm
Gabarito: “b”.
20. (EsPCEx/2006)

Um tonel, em forma de cilindro circular reto, tem 60 cm de altura. Uma miniatura desse tonel
tem 20 cm de altura e raio diretamente proporcional a altura. Se a miniatura tem 100 ml de

volume, entdo o volume do tonel original é de

a)301
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b) 271

c)2,71

d)31

e) 300 ml
Comentarios

Aplicando as devidas propor¢oes nas medidas dos cilindros:

r R T R R
hH T 2060 7 °
Segundo o enunciado, os cilindros possuem proporgao linear nas medidas, sendo assim,
havera uma proporgao cubica nos volumes. Tal que:
3

V (R
—=<—) =33=27 = V=27-v
v r

V =27-100 =2700ml = 2,71

Gabarito: “c”.

21. (EsPCEx/2004)

Se a area lateral e a drea total de um cilindro reto sdo 21t A e 27t S respectivamente, entao, o volume

deste sdlido é igual a:
a) mAVS — A

b) tSVS — A

c) mAVS + A
d)SVS+ A
e)TtVS+ A4

Comentarios
A area lateral de um cilindro reto é dada por:
A =2nRh=2nA -+~ A=hR eq.1
A area total de um cilindro reto é dada por:
A; = 2nRh + 2nR* =2nR(R+ h) =2nS +~ S=R*+hR eq.2
De eq.1 em eq.2, obtemos:
S=R>4+A = R?’=S5-A4 eq.3
De eq.3 em eq. 2, obtemos:

A
A=h-v§S—A = h=

VS —A
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Portando o volume do cilindro é dado por:
V = nR?h = r[(S—A)(

Gabarito: “a”.

22. (EsPCEx/2003)

Uma lata cilindrica esta completamente cheia de um liquido que deve ser distribuido totalmente
em potes iguais entre si, também cilindricos. A altura de cada pote é igual a S da alturadalataeo

en , 1 cn e el e . ,.
diametro de sua base é 3 do diametro da base da lata. Para tal distribuicdao, a quantidade minima

de potes a serem utilizados é
a) 22
b) 23
c)24
d) 25
e) 26
Comentarios

Seja n a quantidade de cilindros, V o volume da lata e V. o volume dos cilindros

V=n-V
1 2
V_nDZ Y= md? . 7T(§D) (2 )_ 2 7wD? b= 2 .
Ty T Ty T Ty 5%) 45" T4 7 Ta5"
|74 2 |74 2 1 22,5
= —n- = —n = o =
45" 45" n=es

Mas n deve ser um numero natural, logo, a menor quantidade de potes que comporta o
liguido deve ser 23 potes.

Gabarito: “b”.

23. (EsPCEx/2002)

Dois recipientes, um em forma de cilindro e o outro, de paralelepipedo, cujas bases estiao num
mesmo plano, sdo unidos por uma tubulagao com uma valvula no meio. Inicialmente, a valvula esta
fechada, o paralelepipedo esta vazio e o cilindro é ocupado, em parte, por um liquido cujo volume
é de 20007 litros, atingindo uma altura de 2 metros. A vdlvula é aberta e, apds certo tempo,
verifica-se que os dois recipientes tém o mesmo nivel do liquido. Considerando desprezivel o
volume da tubulagcdo que une os dois reservatorios e sabendo que a area da base do paralelepipedo
é de 1, 5t m?, o volume final, em litros, de liquido no paralelepipedo é

a) 600w
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b) 8007

c) 10007
d) 12007
e) 15007

Comentarios

Primeiramente vamos uniformizar as unidades transformando os volumes em litros para

M= 20007 [ = 2 m?
Sabemos que V.; = mR*h =nR?-2=2mr = R = 1msendo R o raio do cilindro.

Considere as figuras abaixo para representar as situagdes do problema:

INICIO FINAL

Paralelepipedo

cilindro -
Paralelepipedo cilindro

valvula
valvula

A altura final do liquido é igual em ambos os recipientes, sendo assim:

cil?;iszim+Vﬁm = 2 =7R* h+ Apgse - h =

cil paral

4
=—=0,8m

=h-(m(1)*+151) =257-h = h=2’_5 :

A altura final do liquido é de h = 0,8 m, sendo assim:
Vp];irr:lzl = Apase - h =1,5m- 0,8 = 1,2z m® = 12007 litros

Gabarito: “d”.

24. (EsPCEx/2001)

Denomina-se rolamento a um dispositivo mecanico constituido por dois anéis em forma de casca
cilindrica e um conjunto de esferas. Desejando obter o volume de uma das esferas de aco que

compde o rolamento dado na figural, sem desmonta-lo, e ndo dispondo de todos os
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instrumentos necessarios para executar as medigdes, um estudante executou os seguintes

procedimentos:

a. Com os instrumentos de que dispunha, mediu o anel interno, em forma de casca cilindrica,

obtendo 3,46 cm para o diametro interno, 4 cm para o didmetro externo e 1 cm para altura;

b. Repetiu as operagdes para o anel externo, anotou as medidas e calculou o volume, obtendo

3,8 cm3;

c. Lembrando o principio de Arquimedes, que afirma que o volume de um objeto imerso num
recipiente com liquido corresponde a variacao do volume do liquido, colocou agua numa proveta
graduada em cm?, conforme a figura 2, mergulhou o rolamento na agua e obteve a leitura

indicada na figura 3.

FIGURA 1

100

FIGURA 2

FIGURA 3

Nessas condi¢des pode-se afirmar que o valor que mais se aproxima do volume de cada esfera, em
cm3, é (aproximagdes aceitas: 1,73% =~ 3, 3,462 ~ 12, m = 3,1):

a)3,4
b) 4,6
c)3,8
d) 4,2
e)5,0

Comentarios

Primeiramente calcularemos o volume da casca cilindrica menor como a diferenca entre
dois cilindros
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mD? md? h 31-1

Vemenor = Th - Th = T(Rz - T.Z) = : ((4‘)2 - (3:4’6)2) =31 cm?

4
O volume que o nivel do liquido variou corresponde ao volume do rolamento, sendo assim:

AV =157,3 - 100 = 57,3 cm?

Agora, o volume do rolamento é a soma dos volumes das cascas cilindricas e os volumes
das 12 esferas

57,3 = 12Vesf +38+31 = 12Vesf =504 - Vess = 4,2 cm?
Gabarito: “d”.

25. (EsPCEx/2000)

Num recipiente em forma de cilindro circular reto, com raio da base 2 cm e altura 6v3 cm
(dimens®es internas), ha um volume de agua de 16+/37 cm?3. O maior angulo a que o plano da base
do cilindro pode fazer com a horizontal para que a agua nao derrame ao se inclinar o cilindro é de,

aproximadamente:

(considere: tg 30° = 0,58,tg 40° = 0,84,tg 50°=1,19,tg 60°=1,73 e tg 70° = 2,75)
a) 30°
b) 40°
c) 50°
d) 60°
e) 70°

Comentarios

O volume do tronco de cilindro é baseado no raio do cilindro e no valor de altura média -
que é a distancia entre os centros das faces de suas bases - logo, com esta generalizagao,
podemos obter facilmente o volume do liquido na situagao inclinada, conforme:
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a™™ -,

» L)
e
¢
L4
¢
¢
Vliq = 7'l'R2 -d

Posto isso, fagamos a se¢ao meridiana do segundo cilindro ja supondo a situagao limite de
derramamento.

FIGURA 1

Na figura 1 depreende-se que BC = 6+/3 - cosa
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FIGURA 2

Na figura 2 depreende-se que HO = 2 - sena

FIGURA 3

Considerando o obtido nas figuras 1 e 2, na figura 3 depreende-se que

O'L=6V3-cosa—2 sena
Sendo assim, temos que 0L =00 cosa

00" =6V3—-2-tga

O volume inicial e final do liquido no cilindro se mantém, portanto:

Vini = Veim = Viu = TR*d

16V3r = n(2)?- (6V3 -2 -tga)
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6V3 —2- tga = 43
> tga=+3
O angulo a cuja tangente vale V3 é o angulo de 60°.

Gabarito: “d”.

5. QUESTOES NIVEL 2

26. (AFA/2021)

Sejam as curvas A:x% + y* = r? e B:y? — x* = 4 tangentes em dois pontos distintos do plano
cartesiano.

Considere S o conjunto de pontos P(x, y) tais que x> + y* < r2.

Se for realizada uma rotag¢ao de 90° dos pontos de S em torno de uma das assintotas de 8, entdao o
sélido formado tem uma superficie cuja area total, em unidade de area, mede
16w
a5
b) 8w
c)12m

d) 16w

27. (AFA/2021)

Considere a figura a seguir.

Desenho fora de escala
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Nela estd representada a inscricao de uma esfera num cubo que, por sua vez, esta inscrito num cone
equilatero, de tal forma que uma de suas faces esta apoiada na base do cone e os vértices da face
oposta estao na lateral do cone.

A projegao ortogonal do vértice do cone a sua base contém dois pontos de tangéncia da esfera com
o cubo.

Se R e r sdo, respectivamente, as medidas do raio da base do cone e do raio da esfera, em cm, entao

R 3+2v3
AT=73
3v2-2v3
b)% -~ 2
R 2v/6+3V2
c) . = —
2/6-3V2
d)ﬁ -T2

28. (AFA/2020)

Um sistema de irrigagdo para plantas é composto por uma caixa d’agua, em formato de cone circular
reto, interligada a 30 esferas, idénticas.

O contetdo da agua chega até as esferas por encanamentos cuja capacidade de armazenamento é
desprezivel.

O desenho a seguir ilustra a ligacao entre a caixa d’agua e uma das 30 esferas, cujo raio interno

1
meder = T 3dm.

Se a caixa d’agua esta cheia e as esferas, bem como os encanamentos, estao vazios, entdao, no
momento em que todas as 30 esferas ficarem cheias, restard, no cone, apenas a metade de sua
capacidade total.

Assim, a drea lateral de um cone equilatero cujo raio da base é congruente ao da caixa d’agua, em
dm?, éigual a

a) 80

b) 40

c) 20

d) 10
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29. (AFA/2018)
Considere o sélido geométrico obtido pela rotacdo de 360° do tridangulo ABC em torno da reta que

passa por C e é paralela ao lado AB.

7

Sabe-se que este tridngulo é isésceles, com AC = BC = RV2m, AB = 2R m (sendo R uma
constante real n3o nula), e que o volume do sélido obtido é V = 4m/3m3.

A medida de R, em metros, é igual a

a) V3

b) V3

o V9

d) V3

30. (AFA/2017)

Se uma piramide hexagonal regular esta inscrita num cone equilatero cujo volume é igual a

10V3 3 ~ s 3 .
——mcm’, entdo o volume dessa piramide, em cm?, é igual a
45
a) 7
153
b) —
7
30V3
135
d) —
7

c)

31. (AFA/2016)

Considere a regido E do plano cartesiano dada por
y X
=4+-<1
3 3
E=<{y+x=>1
x>0
y=0
O volume do sélido gerado, se E efetuar uma rota¢dao de 270° em torno do eixo 0x em unidades

de volume, é igual a
26w

a5
b) 26w
EEL,

15

Y

A5
32. (AFA/2015)
Na figura abaixo, tem-se um cubo cuja aresta mede k centimetros; as superficies
S, e S5, contidas nas faces desse cubo, sdao limitadas por arcos de circunferéncias de raio k

centimetros e centros em, respectivamente, De B,He F.
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O volume do sélido formado por todos os segmentos de reta com extremidades em S; e §,,

paralelos a CG e de bases S, e S5, é, em cm3, igual a
K3 (m-1)
a)

;2
b) k®(m-2)
c)

2
d)

K3 (1)
4

K3 (-2)
4

33. (AFA/2013)
Uma caixa cuibica, cuja aresta mede 0, 4 metros, estd com a agua até s de sua altura.

Dos sélidos geométricos abaixo, o que, totalmente imerso nessa caixa, NAO provoca
transbordamento de agua é

a) uma esfera de raio /2 dm.

b) uma piramide quadrangular regular, cujas arestas da base e altura megam 30 cm.

c) um cone reto, cujo raio da base mega v/3 dm e a altura 3 dm.

d) um cilindro equilatero, cuja altura seja 20cm.

34. (AFA/2011)

Uma vinicola armazena o vinho produzido em um tanque cilindrico (reto) com sua capacidade
maxima ocupada. Esse vinho sera distribuido igualmente em barris idénticos também cilindricos
(retos) e vendidos para varios mercados de uma cidade.

Sabe-se que cada mercado recebera 2 barris de vinho, com altura igual a % da altura do tanque e
com diametro da base igual a i do diametro da base do tanque. Nessas condi¢des, a quantidade x
de mercados que receberdo os barris (com sua capacidade maxima ocupada) é tal que x pertence
ao intervalo

)0 <x <20

b)20 <x <40

)40 <x <60
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d)60 < x <80

35. (AFA/2010)

Considere uma chapa de acgo circular de espessura desprezivel e raio 15 cm. Recortando-se, dessa
. . n 2w .
chapa, dois setores circulares de angulo ?rad cada, e juntando-se em cada um desses setores os

lados de mesma medida, sem perda de material, obtém-se dois objetos em forma de cone. Unindo-
se as bases desses cones, obtém-se um objeto A. Dentro desse objeto A foram inseridas esferas de
ferro cuja area da superficie, de cada uma, é 9m cm?. Sabendo-se que foram inseridas a maior
quantidade possivel dessas esferas dentro do objeto A, o espaco vago dentro desse objeto, é tal
que, seu volume é, em cm3, igual a

Dado: V2 = 1,41

a)2m

b)

c) g

d);

36. (EFOMM/2020)

Seja a esfera de raio R inscrita na piramide quadrangular regular de aresta base 2 cm e aresta lateral

V38 cm. Sabendo-se que a esfera tangencia todas as faces da piramide, o valor de R, em cm, é
V37+1
6
V39-1
38
6v38+12
17
V37-1
6
61/38-12
17

a)
b)
c)
d)

e)

37. (EFOMM/2020)

Considere um recipiente cubico W de aresta 2. Suponha que possamos colocar 8 esferas de raio R
e uma de raio 2R dentro de W dispostas do seguinte modo: a esfera de raio 2R tem seu centro
coincidindo com o centro de W e cada uma das demais esferas sao tangentes a trés faces e a esfera
maior. Assinale a opgao que apresenta o intervalo ao qual R pertenca.

Dados: V2 =1.4,V/3=1.7e+5=2.2

a)%<R<i
m§<R<§
q§<R<%
d)<R<:

4 9
e)E<R<E
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38. (EFOMM/2016)
Seja uma esfera de raio R e um cubo de aresta A, ambos com a mesma area de superficie. A razao

entre o volume do cubo e o volume da esfera é igual a

39. (EFOMM/2015)

Um tanque em forma de cone circular de altura h encontra-se com vértice para baixo e com eixo na
vertical. Esse tanque, quando completamente cheio, comporta 6000 litros de dgua. O volume de
agua, quando o nivel esta a 1/4 da altura, é igual a

a) 1500 litros.

b) 3500 litros.

c) 3375 litros.

d) 3000 litros.

e) 1250 litros.

40. (EFOMM/2015)

Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar em certo momento exatamente 1/6 da
superficie de um planeta. Determine a que distancia ele esta da superficie desse planeta. Considere
o raio do planeta igual a 12800 km.

a) 1300 km.

b) 1500 km.

c) 1600 km.

d) 3200 km.

e) 6400 km.

41. (EFOMM/2013)
Constréi um depdsito, na forma de um sélido V, dentro de uma semiesfera de raio 4m. O depédsito
é formado por uma semiesfera de raio 1m sobreposta a um cilindro circular dispostos conforme a

figura. Entdo a area da superficie total de V em m? é igual a:
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........
.....

* 4m >
a) (20 + 14V2)m.
b) (17 + 4V10)r
c) (8 +4V7)m.

d) (21 + 7V6)m.
e) (15 + 6V7)m.

42. (EFOMM/2013)

Um cone foi formado a partir de uma chapa de a¢o, no formato de um setor de 12cm de raio e
angulo central de 120°. Entao, a altura do cone é:

a) 2v/2.

b) 4v/2.

c) 6v2.

d) 8v2.

e) 12V2.

43. (EFOMM/2010)
Um recipiente tem a forma de um paralelepipedo retangulo com altura h e base quadrada. Ele esta
com uma certa quantidade de agua até uma altura h,- Duas esferas, ambas com didmetros iguais a
2 dm, foram colocadas dentro do recipiente, ficando esse recipiente com o nivel de agua até a borda
(altura h). Considerando que o volume do paralelepipedo retangulo é de 40 litros, pode - se afirmar

~_ h -
que a razao 71, utilizando ™ = 3, vale:
4
a —
) 5

b)>
c)%
d)
e)é

44. (EFOMM/2005)
A figura abaixo representa um cilindro de motor de combustao, cujo pistao se desloca entre A e B,

comprimindo o ar em seu interior. Se a relagdo de compressao de ar, entre os volumes maximo e
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minimo éde 10: 1 e o volume minimo é de 0, 51, entdo o diametro do pistdo, em cm sera (considere

T = 3)

20V15AB
b) AB

c) 200VAB
d) 20, 8VAB
e) 12,5 V154B

45. (Escola Naval/2018)

Observe a figura abaixo

b - —

_________

camara de ar

-

I
I
I
I
k-
|
I

=~

pistao

O cubo ABCDEFGH, de aresta 3 cm, é rotacionado em torno de sua diagonal AG, gerando um

sélido de revolugdo de volume V. Dessa forma, pode-se afirmar que o valor de V, em cm3, é tal que:

V<17

b)17 <V < 27
)36 <V <55
d)27 <V <36
e)55 <V <74
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46. (Escola Naval/2014)

Sabendo-se que um cilindro de revolucao de raio igual a 20 cm, quando cortado por um plano
paralelo ao eixo de revolu¢ao, a uma distancia de 12 cm desse eixo, apresenta sec¢ao retangular
com area igual a area da base do cilindro. O volume desse cilindro, em centimetros cubicos é

a) 6.000m>

b) 5.00072

c) 4.0007?

d) 3.0007>

e) 2.000m?

47. (Escola Naval/2014)
A drea da superficie de revolugdo gerada pela rotacdo do triangulo equilatero ABC em torno do
eixo XY na figura abaixo, em unidade de 4rea é

a) 9ma?

b) 9vV2ma?
¢) 9v/3ma?
d) 6v/3ma?
e) 6v2ma?

48. (Escola Naval/2013)
. 1
Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar, em certo momento, exatamente n da

superficie da Terra.

Que distancia ele esta do nosso planeta? Considere o raio da Terra igual a 6400 km.
a) 1200 km

b) 1280 km

c) 1600 km

d) 3200 km

e) 4200 km

49, (Escola Naval/2013)
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A Marinha do Brasil comprou um reservatdrio para armazenar combustivel com o formato de um
tronco de cone conforme figura abaixo. Qual é a capacidade em litros desse reservatério?

10m

a)—-10%m
b) —- 105w
c)—-10m

d)—- 10*xn
e)—- 103w

50. (Escola Naval/2012)

Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja base tem raio R. Colocam-se
trés moedas sobre a base superior da lata, de modo que estas sdo tangentes entre si e tangentes a
borda da base, nao existindo folga. Se as moedas tém raio a e encontram-se presas, entdo o valor
de R em fungdo de a, vale

a) (1+23\/§)a
b) @

9 (3+;/§)a

d) (1+2v3)a
e) (3 +2V3)a

51. (Escola Naval/2012)

Uma esfera confeccionada em ago é usada em um rolamento de motor de um navio da Marinha do

Brasil. Se o raio da esfera mede |3 |5, / 3v/5V3 ...cm, entio seu volume vale

a)45- 1073w dm?
b) 0,45 - 103w dm3
c) 60 1073w dm3
d) 0,15 - 103w dm?
e) 60 - 103w dm?
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52. (EFOMM/2021)

Ao rotacionar o triangulo equilatero AOC em torno do eixo y, conforme ilustra a figura a seguir,
obteremos um sélido. Assinale a alternativa que representa o volume desse sélido, em unidades de

volume, sabendo que o vértice O do tridangulo AOC sobrepde-se a origem dos eixos.

E

GABARITO

26.d
27.b
28.a
29.d
30.a
31.c
32.b
33.d
34.c
35.Anulada
36.d
37.b
38.e
39.Anulada
40.e
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41.e
42.d
43.2a
44.b
45.c
46.b
47.a
48.c
49.d
50.b
51.c
52.b

RESOLUCAO

26. (AFA/2021)

2

Sejam as curvas A:x% + y?> = r? e B:y* — x* = 4 tangentes em dois pontos distintos do plano

cartesiano.
Considere S o conjunto de pontos P(x, y) tais que x> + y* < r2.

Se for realizada uma rotag¢ao de 90° dos pontos de S em torno de uma das assintotas de f, entdao o

solido formado tem uma superficie cuja area total, em unidade de area, mede

16m
a) 5~

b) 8w

c)12m

d) 16w
Comentdrios

B é uma hipérbole equildtera com eixos de medidas a? = b’ =4=>a=b = 2.
2,2

y
——-—=1
A 4 4

Note que o eixo real é vertical. Como A e [ sdo tangentes em dois pontos distintos, temos
gue a unica possibilidade é r = 2:

Veja que as assintotas da hipérbole sdao dadas por:

Y

4 4

2 2

y:

=0=>(y—x)(y+x)=0=>{y:_x
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Veja que o conjunto S é formado pelos pontos interiores do circulo vermelho. Assim,
quando rotacionamos essa figura em torno de uma das assintotas de [, o sélido formado serd
equivalente a 2 cunhas esféricas com angulos de 90° e um eixo comum. A drea da superficie do
solido é:

1 1
A= S@nR*)  +4 (EnRZ) = 2m(2)? + 2n(2)? = 167
area de meia esfera area Mrculo
Gabarito: D

27. (AFA/2021)

Considere a figura a seguir.

Desenho fora de escala

Nela esta representada a inscricao de uma esfera num cubo que, por sua vez, estd inscrito num cone
equilatero, de tal forma que uma de suas faces esta apoiada na base do cone e os vértices da face

oposta estao na lateral do cone.
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A projegao ortogonal do vértice do cone a sua base contém dois pontos de tangéncia da esfera com
o cubo.

Se R e r sdo, respectivamente, as medidas do raio da base do cone e do raio da esfera, em cm, entao

R 3+2V3
a) =3
3v2-2v3
b =%
R 2V6+3V2
=%
2V6-3V2
de=""7

Comentarios

Seja a a medida da aresta do cubo. Vamos encontrar r e R em fung¢ao de a. Da esfera
inscrita no cubo, temos a seguinte figura:

Temos

2 = a
=a>r=
r 2

Do cubo inscrito no cone equilatero, vamos tomar um plano que passa pela diagonal da
face superior do cubo:
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Note que DE é a metade da diagonal da face superior do cubo. Temos que ACDE ~ACAB,

logo:
CD _ DE
AC  AB
a2
Rﬁ—a_T:R\/_ B \/—=> _a\/_+2a
RV3 R =7 2
_av6+2a  3aV2+2aV3
23 6
Assim, temos:
a
r 2 3 _3(3V2-2Vv3) 9V2-6V3 _3V2-2V3
R 3aV2+2aV3 3v2+2V3 18- 12 6 2
6
Gabarito: B

28. (AFA/2020)
Um sistema de irrigacdo para plantas é composto por uma caixa d’agua, em formato de cone circular
reto, interligada a 30 esferas, idénticas.
O conteudo da dgua chega até as esferas por encanamentos cuja capacidade de armazenamento é

desprezivel.
O desenho a seguir ilustra a ligacao entre a caixa d’agua e uma das 30 esferas, cujo raio interno

1
meder = w 3dm.
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Se a caixa d’agua esta cheia e as esferas, bem como os encanamentos, estdao vazios, entdo, no
momento em que todas as 30 esferas ficarem cheias, restard, no cone, apenas a metade de sua
capacidade total.

Assim, a drea lateral de um cone equilatero cujo raio da base é congruente ao da caixa d’agua, em
dm?, éigual a

a) 80

b) 40

c) 20

d) 10

Comentarios

O enunciado afirma que inicialmente a caixa d’agua conica estd cheia e as esferas vazias.
No final do enchimento completo das 30 esferas, resta a metade do volume inicial do cone.
Chamando de V o volume do cone, sabendo que o volume que saiu do cone foi o volume que
encheu as 30 esferas:

3

v 4 v 1
V- E =30- Vesfera =30- §7TResfera = E = 40m (%)

% 1
=>—=40r-—=40=>V =80dm3
2 T

Portanto, o volume do cone é 80 dm3. Assim, sabendo que a altura do cone mede 6 dm,
chamando o raio de sua base de R:

1

1 .
V=§-Areabase-h=>80=—-7TR2'6=>

O enunciado agora afirma que deseja a area lateral de um cone que possui 0 mesmo raio
R acima, mas sendo um cone equilatero. Um cone equildtero possui a geratriz igual ao diametro
da base, pois possui um perfil de triangulo equilatero. Dessa maneira, chamando g a geratriz
desse cone equildtero, temos:

w

9 =2R (%)
Sabemos que a area lateral de um cone é dada por:

Areagterqr = MR

Portanto:
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Areaygiprq = TRg = 2mR? = 2 - 40 = 80 dm?

Gabarito: “a”.

29. (AFA/2018)

Considere o sélido geométrico obtido pela rotacdo de 360° do tridngulo ABC em torno da reta que
passa por C e é paralela ao lado AB.

Sabe-se que este triangulo é isdsceles, com AC=BC=RV2m, AB=2Rm (sendo R uma
constante real ndo nula), e que o volume do sélido obtido é V = 4mw/3m3.

A medida de R, em metros, é igual a

a) V3

b) 3

c) VY9

d) V3

Comentarios

Primeiramente, veja que os lados de ABC satisfazem o teorema de Pitdgoras para a
hipotenusa AB:

AB? = 4R? = (RVZ)" + (RVZ)” = 2R? + 2R? = AB? + BC?

Portanto, o angulo £ACB = 90° e os demais angulos internos sdo iguais a 45°, pois os
catetos AC e BC sao iguais. Assim, vamos analisar o que vai ser rotacionado para podermos
calcular o volume desse sdlido em fungao de R:

Veja que a altura de C relativa a hipotenusa BA também mede R, pois ABC é isdsceles.
Assim, o sélido que serd gerado ao rotacionar o triangulo ABC em torno dessa reta paralela a AB
passando por C sera:
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Um cilindro de raio R e altura 2R vazado por dois cones de raio de base R e altura R. Esses cones
terao as mesmas bases do cilindro, sendo a geratriz de um o segmento B(C e a geratriz do outro o
segmento AC. Assim, o volume do sdlido gerado pode ser calculado por:

5 1 , 2mR®  4mR®
Vsstiazo = Veitinaro — 2 * Veone = TR - 2R — 2.+ (§ R~ - R) = 2nR> — 3 = 3

4mR3 3
=>47T\/§=T=>R3=3\/§=\/¥$R3=(\/§)
=>|R =13

Gabarito: “d”.
30. (AFA/2017)
Se uma piramide hexagonal regular esta inscrita num cone equilatero cujo volume é igual a

103 3 ~ e A . 3 .
——mcm’, entido o volume dessa piramide, em cm?, é igual a

45
a) 7

b) 157\/3
303
c)—
135
d)=-
Comentarios

Sabemos que numa piramide hexagonal, a base é um hexagono regular, que é formada por
6 triangulos equilateros que possuem os lados em comum com o hexdgono. Sabe-se também que,
como o hexdgono estd inscrito na circunferéncia da base do cone, entao temos:

Portanto, o raio da circunferéncia circunscrita r é igual ao lado do tridngulo equilatero
(I = r). Assim, podemos calcular a drea da base hexagonal:

124/3

AreatriénguloEquilétero = 4
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61°v3 3I1*V3 3r?y/3

AreahexégonoRegular =6 AreatriénguloEquilétero = 4 > >

3123

= Are QAnexagonoRegular — >

O volume do cone é dado:

1 10V/3

Vcone=§nr2'h= 7

Onde h é a altura do cone relativa a base. Como o cone é equilatero, entdo o triangulo
formado pelo vértice do cone, e por dois pontos diametralmente opostos na circunferéncia da
sua base formam um triangulo equilatero. Dessa maneira, a geratriz do cone equilatero mede
igual ao diametro da base:

T

¢

T r

Na imagem acima, P é o vértice do cone equilatero e NO é um diametro da base. Veja que
PNO é triangulo equilatero e PQ é altura do tridngulo, também do cone. Assim, aplicando
Pitagoras no triangulo PQN:

PN2=PQ?+(QN?=24r2=r24+h2=>h=3r2=|h=rV3

Assim, o volume do cone é:

1 1 10V3
Veone = §7T7”2 ~h = §nr3\/§ =— T
30
= T3 = —
7
Como o cone e a piramide possuem a mesma altura, o volume da piramide é:
15 1 3r%V3 373
Vpiramiaze = 3 Areapexsgonoregular * Rt = 3 75 3 = —

3r3 3 30 45
Voiramidze = 5~ =5 = =

Gabarito: “a”.
31. (AFA/2016)

Considere a regido E do plano cartesiano dada por
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(Y . *_

S+-<1

3+3_

E={y+tx=1

L x>0

y=0

O volume do sdlido gerado, se E efetuar uma rota¢dao de 270° em torno do eixo Ox em unidades

de volume, é igual a
26m

a) 5~
b) 26w
L3
)
T
d =
Comentarios

Vamos primeiramente identificar a regiao E:

y+x<1<:> + 3<0
3 3= yrxr=—sa=

Essa regido acima se refere a todos os pontos do R? que est3o abaixo da (ou inclusos na)
retay+x—3=0.

y+x=>21=>y+x—-12>0

A regido acima caracteriza todos os pontos do plano cartesiano que estdo acima (ou
inclusos)daretay+x—1=0.

x=0ey=0

A regido acima nada mais é do que os pontos do primeiro quadrante. Portanto, a intersecao
dessas regides no plano cartesiano, teremos a seguinte regiao E:

-

34

Vamos rotacionar de 270° a regido acima e queremos o volume do sdlido gerado. Observe,
porém, que se girarmos 360° em torno do eixo x estaremos formando um cone de altura 3 e raio
da base 3 (geratriz na NQ na figura) vazado na base por outro cone de altura 1 e raio da base 1
(geratriz OP na figura). Assim, como 270° representa 3/4 de 360°, multiplicaremos o volume
achado para 360° por 3/4, e obteriamos o resultado desejado:
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1 ) 1 ) 261
Ve_360° = Veonemaior — Veonevazado = § 3% -3 — §7T1 1= T
Portanto:
3 26m 13m
Vi-270 = 73" Ve-360° = 3" 3~ = 5~

Gabarito: “c”.
32. (AFA/2015)

Na figura abaixo, tem-se um cubo cuja aresta mede k centimetros; as superficies

S, e §,, contidas nas faces desse cubo, sao limitadas por arcos de circunferéncias de raio k
centimetros e centros em, respectivamente, De B,H e F.

A B

O volume do sélido formado por todos os segmentos de reta com extremidades em S; e §,,

paralelos a CG e de bases §; e S5, é, em cm?, igual a
K3 (m-1)
a)

L2
b) k®(m-2)
c)

2
d)

K3(r-1)
4

K3 (-2)
4

Comentarios

Veja que, para calcular o volume do sélido formado acima, basta calcularmos a drea da
base dele e multiplicar pela altura, que é a medida do lado do cubo (k). Assim, vejamos o desenho
da base desse cubo:
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Perceba que a regido S; esta dividida pela metade na figura acima, pela simetria. Vemos
gue a area S;lé igual a subtracdo da 4rea da secdo circular de 90° ADC de arco AC e raio k pela

area do triangulo retangulo ADC:
S, mwk? k? wk? k?
24 2 7tT T 1= =2
Portanto, o volume desse sélido é:
k3
Vsstiazo = S1 -k = 7(7T —-2)

Gabarito: “b”.
33. (AFA/2013)
Uma caixa cubica, cuja aresta mede 0, 4 metros, esta com a agua até % de sua altura.

Dos sdlidos geométricos abaixo, o que, totalmente imerso nessa caixa, NAO provoca
transbordamento de dgua é

a) uma esfera de raio V2 dm.

b) uma piramide quadrangular regular, cujas arestas da base e altura me¢am 30 cm.

c) um cone reto, cujo raio da base mega v/3 dm e a altura 3 dm.

d) um cilindro equilatero, cuja altura seja 20cm.
Comentarios

O sdélido que ndo provoca o transbordamento é aquele que tiver volume menor ou igual ao
volume vazio inicial da caixa cubica (faltando para completar). Como a agua esta a 7/8 de sua
altura total (0,4m), entdo o vazio equivale a 1/8 da altura:

. 1 1
Veazio = (Areabase '3 altura) = 0,42 '3 0,4 = V0, = (0,2)2m3 =8-10"3m3 = 8dm?

Portanto, desejamos que o volume do sélido procurado seja menor ou igual a esse volume
vazio da caixa cubica, ja que serdo totalmente submergidos. Vejamos as alternativas:

a) Esfera de raio Y2 dm:
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4m 4m 3 8m
Vesfera =?.R3 =?' (W) =? dm3 > 8 dm?3

Veja que o volume achado para esfera é maior que o vazio, pois ™ > 3. Assim, alternativa
falsa.

b) Piramide quadrangular regular, com aresta da base e altura medindo 30cm:
1 1
Vpiramide = 3 I? h= 3 302 - 30 cm3® = 9000 cm® = 9dm?3 > 8dm?3

Portanto, também é falsa.
¢) Calculando volume do cone:

|4 =1-7TR2-h=1-7t-32=37rdm3>9dm3>8dm3
cone 3 3

Portanto, também é falsa.

d) Um cilindro equildtero é aquele em que a altura é igual ao didmetro da base. Assim, se a
altura mede 20 cm, entdo o diametro também: 2r = 20 = r = 10 cm. Assim, calculando
o volume:

= Veitinaro = Areapgs, - altura = w102 - 20 = 2000 cm® = 2w dm® < 8 dm?

Veja que a desigualdade acima é verdadeira pois m < 4. Assim, encontramos um sélido
que, submerso, ndo causara transbordamento da caixa.

Gabarito: “d”.
34. (AFA/2011)

Uma vinicola armazena o vinho produzido em um tanque cilindrico (reto) com sua capacidade

maxima ocupada. Esse vinho sera distribuido igualmente em barris idénticos também cilindricos
(retos) e vendidos para varios mercados de uma cidade.

. . . . 1
Sabe-se que cada mercado recebera 2 barris de vinho, com altura igual a H da altura do tanque e

com diametro da base igual a i do diametro da base do tanque. Nessas condi¢des, a quantidade x
de mercados que receberdo os barris (com sua capacidade maxima ocupada) é tal que x pertence
ao intervalo
a)0<x<20
b) 20 < x < 40
)40 <x <60
d) 60 < x <80
Comentdrios

Se x é a quantidade de mercados que receberdo os barris, e cada mercado vai receber 2
barris, entao serao distribuidos, no total, 2x barris de vinho. Como os volumes desses 2x barris,
somados, tém que dar igual a quantidade de vinho total armazenada no tanque inicial, temos:

Vtanque = 2% Vparrit
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Vianque = Areapqse - altura = mR? - H

E dito que o barril pequeno possui um quinto da altura do tanque (h = H/5) e possui um
diametro da base igual a um quarto do didametro da base do tanque (2r = % =1 = R/4). Assim:

, R\* H
Voarria = Tr* - h = n(Z) 5

Assim:

Vtanque = 2% Vparrit

2
=>nR2-H=2x-n(B) A
4 5

TR*H

2x
= =>1=—=2x=280=[x=40]

= nR?H = 2x - =
/A X 30

Logo, 40 < x < 60.

Gabarito: “c”.
35. (AFA/2010)

Considere uma chapa de ago circular de espessura desprezivel e raio 15 cm. Recortando-se, dessa

. . n 21 .
chapa, dois setores circulares de angulo ?rad cada, e juntando-se em cada um desses setores os

lados de mesma medida, sem perda de material, obtém-se dois objetos em forma de cone. Unindo-
se as bases desses cones, obtém-se um objeto A. Dentro desse objeto A foram inseridas esferas de
ferro cuja area da superficie, de cada uma, é 9 cm?. Sabendo-se que foram inseridas a maior
guantidade possivel dessas esferas dentro do objeto A, o espago vago dentro desse objeto, é tal
que, seu volume é, em cm3, igual a
Dado: V2 = 1,41
a) 2w
b)

T
c) %

Comentarios

Para sabermos quantas esferas caberiam em A, calculariamos o volume de A4, e em seguida
dividiriamos pelo volume de uma esfera. A parte inteira dessa divisao nos daria o maximo nimero
de esferas que poderiamos colocar dentro do objeto A, formado por dois cones.

O volume de A calcularemos primeiro achando o seu raio da base e a sua altura por meio
das informacbes dadas. Como ele é formado por dois cones advindos de se¢des circulares de
2m /3, e de raio 15 (que serd geratriz do cone), entdao o comprimento do arco da seg¢do circular é
igual ao perimetro da base do cone:

2T
2R ppe = 15 3 = Roone =5

Como a geratriz do cone é 15 e seu raio é 5, podemos achar a altura do cone:
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9> =R2 ., +H?=152 =524+ H2 = H2 =225 —25 =200 = |H = 10v2

Portanto, o volume da regiao A é igual a soma dos volumes desses dois cones idénticos:

1 2 50072
VA=2V=2-§-nR§one-H=?-25-10\/§=> Va=—3—
Agora, a questao fala que a drea superficial de cada esfera é 9m:
2 2 3
= 47TResfera =91 = Resfera = Z = Resfera =35

Portanto, o volume de uma esfera:
4 5 %n -27  9g
Vesf = §7TResfera = T = 7

Assim, se dividirmos:

V, 500mv2 2 1410

. ~ ——=52,22
Vesr 3 o 27
Portanto, nesse caso, caberiam 52 esferas destas. Assim, o espaco vago seria:
50072 97 705m 468w
Voago =VA_52'V&‘SJ‘=T_52'7z 3 2

7057 468w
3 2

A alternativa que a banca inicialmente considerou correta foi, portanto, a letra b.
Entretanto, a questdo foi anulada pois o argumento utilizado para afirmar que cabiam 52 esferas
foi apenas considerando o volume. Entretanto existem aspectos geométricos nao considerados
(as esferas sdo todas indeformaveis), e dificeis de analisar numa prova como esta, que
impossibilitam espacialmente a alocacao dessas 52 esferas nesse espaco, pois as esferas sao, no
maximo, tangentes entre si.

=235n—234n =7

= Vvago =

Resumindo: ndo ha como garantir que as 52 esferas realmente estdo todas dentro de A
apenas pelo fato da soma de seu volume ser menor que o volume total de A. Portanto, a questao
foi anulada.

Gabarito: Anulada.
36. (EFOMM/2020)

Seja a esfera de raio R inscrita na piramide quadrangular regular de aresta base 2 cm e aresta lateral

v 38 cm. Sabendo-se que a esfera tangencia todas as faces da piramide, o valor de R, em cm, é
V37+1
a)

38
6v38+12

17
V37-1
6

c)
d)
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6v38-12
17

e)
Comentarios

Sabemos que, se a esfera esta inscrita na piramide regular, entao a proje¢ao do centro da
esfera e do vértice da piramide coincidem com o centro do quadrado.

C

D

Desenho do quadrado da base. Veja como a diagonal do quadrado é dividida na metade
pelo centro O'. Assim, olhando primeiramente para o tridngulo formado pelo vértice do prisma
V, por um vértice da base A e pelo centro do quadrado O’, teremos:

1V

h

Assim, calculando a altura da piramide:
AV? = A0"* + h* > h? =38 -2 =36 = [h = 6]

Assim, agora olhando para o tridngulo VO'M, em que M é o ponto médio do lado AB, por
exemplo, é facil ver que um dos pontos de tangéncia da esfera com a piramide estd sobre o lado
VM, o qual é a altura do tridngulo VAB, tudo isso pela simetria do problema. Portanto, no AVO'M:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 124



-

¥ Estratégia

Prof. Victor So

Militares

M —

Veja que T é o ponto de tangéncia entre a esfera e a piramide na reta VM. Assim, olhando
para o angulo a:

) MO 1 .

= = - =
ga == cotga

Sabemos que cotg?a + 1 = cossec’a = 36 + 1 = cossec’a = 37 = sena = 3—77
Assim, no triangulo VTO:
R S R(14 ) =6 SR 6 sen a 6 6
ena =—— ena) = 6 sen = = =
sena 6 —R Sena Sena l+sena cosseca+1 +/37+1

R 6 v37—-1 +37-1
= = . =
Vv37+1 V37-1 6

Gabarito: D
37. (EFOMM/2020)
Considere um recipiente cubico W de aresta 2. Suponha que possamos colocar 8 esferas de raio R
e uma de raio 2R dentro de W dispostas do seguinte modo: a esfera de raio 2R tem seu centro

coincidindo com o centro de W e cada uma das demais esferas sao tangentes a trés faces e a esfera

maior. Assinale a op¢ao que apresenta o intervalo ao qual R pertencga.

Dados: V2 =1.4,/3=1.7e/5=2.2

m%<R<i
b); <R<:
OZ<R<;
d);<R<:

4 9

e)E<R<E
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Observe que nessa configuracao, teremos trés esferas alinhadas com diagonal do cubo,
duas de raio R e a do meio de raio 2R. As esferas que estao tangentes as trés faces possuem o

seu centro a uma distancia de R+/3 do vértice mais préximo, pois:

Observe que, numa “quina”, a esfera que tangencia todos os planos desse triedro dista R
de cada plano. Portanto, sua coordenada é (R, R, R), que dista RV3 da origem.

Assim, a diagonal do cubo sera:
D =RV3+R+4R+R+RV3=2R(3+3)

Mas sabemos que a diagonal do cubo de lado L é dada por Lv/3. No nosso caso L = 2, logo:

V3 1
2x/§_21fe(3+x/§)=>1!z_BJME_\EJr1
Considerando V3 = 1.7:
1
R = 2’—7 =~ 0,37

Portanto: i <RK< é, pois 0,333 ... < 0,37 < 0,4.

Gabarito: “b”.
38. (EFOMM/2016)
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Seja uma esfera de raio R e um cubo de aresta A, ambos com a mesma area de superficie. A razao
entre o volume do cubo e o volume da esfera é igual a
1
a) —.
) N
b)

Comentarios
A area superficial de uma esfera de raio R é:
A1 = 4‘7TR2

A drea superficial de um cubo de aresta A é igual a soma das areas das seis faces
quadrangulares de lado A:

A, =6 A®

O enunciado afirma que essas areas sao iguais:

A
A=Ay = ATR? = 64% = |- = |—

Queremos a razdo r entre o volume do cubo (4%) e o volume da esfera T[R ):

3
_A3_3<A>3_3 4m 3 4m 4w _1 4w
"Ti T R Tam 6] T 2
2 Jﬁ_ \/E
2 N6 6
Gabarito: “e”.
39. (EFOMM/2015)

Um tanque em forma de cone circular de altura h encontra-se com vértice para baixo e com eixo na

vertical. Esse tanque, quando completamente cheio, comporta 6000 litros de dgua. O volume de
agua, quando o nivel esta a 1/4 da altura, é igual a

a) 1500 litros.

b) 3500 litros.

c) 3375 litros.

d) 3000 litros.

e) 1250 litros.
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O volume de um tanque em formato de cone de altura h e raio da base R é:
1
Viotal = 3 mR? - h = 6000

Entretanto, é pedido o volume quando o tanque estd a um quarto da altura h. Nessa
situagdo, como o cone de dgua menor, que possui altura h/4, é semelhante ao maior, entao seu
raio da base segue a mesma proporcao de semelhanca de sua altura. Portanto:

h R
hmenor = Z 3
POR SEMELHANGA

Rmenor - Z

Portanto, o volume do tanque a um quarto da altura é:

5 1 7R*> h 1 mR*h 1
V1/4 =§'ﬂRmenor 'hmenor =§1—62=6—4 3 =a6000 = 93,75L

Portanto, a questao nao possui alternativa correta e foi anulada pela banca.

Gabarito: “ANULADA”.

40. (EFOMM/2015)

Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar em certo momento exatamente 1/6 da
superficie de um planeta. Determine a que distancia ele esta da superficie desse planeta. Considere
o raio do planeta igual a 12800 km.

a) 1300 km.

b) 1500 km.

c) 1600 km.

d) 3200 km.

e) 6400 km.

Comentarios
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Vamos determinar d em fung¢do da fragdo f = % da area do planeta vista pelo astronauta
localizado em A e do raio R do planeta. A férmula para a drea da calota esférica é S.,; = 2nRh.

d=AE = A0 —EO =R -cossecOd — R =R - (cossecf — 1).
Secw 2mRh h  ED EO—-DO R-—-R-senf 1-—senf
Sesf 4mR* 2R 2R 2R 2R 2

=>d=R'<seiu9_1>=R'(1—12f_1)=12—f§f'

Fazendo as contas:

f= = senf =1 —2f.

2 %. (12800 km)

d=—1"71/6

= 6400 km.

Gabarito: “e”

41. (EFOMM/2013)
Constréi um depdsito, na forma de um sélido V, dentro de uma semiesfera de raio 4m. O depdsito
é formado por uma semiesfera de raio 1m sobreposta a um cilindro circular dispostos conforme a

figura. Entdo a area da superficie total de V em m? é igual a:

- )

...................................
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a) (20 + 14V2)m.
b) (17 + 4V10)x
c) (8 + 4V7)m.

d) (21 + 7Vé)m.
e) (15 + 6V7)m.

Comentarios

Desenhando a projecao num plano perpendicular a base passando pelo centro da
semiesfera:

Veja que como PQ = 4 e CQ = 1 sdo raios, entdo a altura do cilindro é PC = PQ — CQ =
3. No triangulo retangulo PLO, entdo:

PI2 = LO? + PO? =16 =9+ P0? = PO =7

Assim, o raio da base do cilindro é v/7. Portanto, a area total do sélido V é igual asoma da
area da base inferior mais a area lateral do cilindro, mais a area da base do cilindro menos a area
da base circular da semiesfera de raio 1, mais a drea superficial da semiesfera de raio 1:

Areay,
2 2
= 7 + 2m/7-3  + w7 —m-12 + 21 - 12

BASE CILINDRO ~ LATERAL CILINDRO  BASE CILINDRO-BASE SEMIESFERA ~ SUPERFICIE SEMIESFERA
= Area, = 157 + 6371 = (15 + 6\/7)71

Gabarito: “e”.

42. (EFOMM/2013)

Um cone foi formado a partir de uma chapa de a¢o, no formato de um setor de 12cm de raio e
angulo central de 120°. Entdo, a altura do cone é:

a) 2v/2.

b) 4+/2.

c) 6v2.

d) 8v2.

e) 122,

Comentarios
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Sabemos que o raio do setor circular que gera um cone é igual a geratriz deste, entdo g =
12. Além disso, sabemos que o comprimento do arco do setor circular é igual ao comprimento da
base circular do cone:

120°
360°

Assim, para calcular a altura do cone, basta usar a relagao:
g =R*+H?>?=122=4>+H>=>H>=128=>H =8V2

A relagdo acima vem do fato da geratriz, a altura e o raio do cone reto formarem um
triangulo retangulo.

Gabarito: “d”.

=

1
'27T'12=271'R=>§'12=R=>R=4

43. (EFOMM/2010)
Um recipiente tem a forma de um paralelepipedo retangulo com altura h e base quadrada. Ele esta
com uma certa quantidade de agua até uma altura h,. Duas esferas, ambas com didametros iguais a
2 dm, foram colocadas dentro do recipiente, ficando esse recipiente com o nivel de agua até a borda
(altura h). Considerando que o volume do paralelepipedo retangulo é de 40 litros, pode - se afirmar

~_h .
gue arazao 71, utilizando ™ = 3, vale:

Comentarios

O volume do paralelepipedo retangulo de base quadrada é dado por:

40
V=1h=40>12=—

Em que [ é o lado da base quadrada. E dado que, para um nivel de dgua h;, quando
adicionamos duas esferas de 1 dm de raio, o volume se completa (altura h). Entdo:

4
40 = Ihy +2 - 5l

Considerando ™ = 3:

40 hy 4
40=— h +8=32=40 - = |-t =

Gabarito: “a”.
44. (EFOMM/2005)

A figura abaixo representa um cilindro de motor de combustao, cujo pistao se desloca entre A e B,

comprimindo o ar em seu interior. Se a relagao de compressao de ar, entre os volumes maximo e
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minimo éde 10: 1 e o volume minimo é de 0, 51, entdo o diametro do pistdo, em cm sera (considere
= 3)

camara de ar

istao
A— p

- -

——r----
R+ Jp——

20V154B
b) AB

c) 200VAB
d) 20, 8VAB
e) 12,5 V154B

Comentarios

A razdo entre os volumes maximo e minimo é 10:1, sendo que o volume minimo mede
0,5L = 500 cm?3 Portanto:

%4 10
MY o = Viyar = 10V, = 10 - 500 = 5000cm®
VMin 1
Entretanto, o volume méximo é igual ao volume do cilindro de diametro d (do pistdo) e
altura AB somado ao volume minio (0,5L):

2

d
Viax =T (E) -AB + 500
Considerando ™ = 3:

d? 3d*AB 18000 6000
5000=3-Z-AB+500:> =4500:>d2AB=T=6OOO:>d= —

AB

_ 20V15  20V154B
~ VAB 4B

=>d

Gabarito: “b”.
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45, (Escola Naval/2018)

Observe a figura abaixo

O cubo ABCDEFGH, de aresta 3 cm, é rotacionado em torno de sua diagonal AG, gerando um
sélido de revolugdo de volume V. Dessa forma, pode-se afirmar que o valor de V, em cm3, é tal que:
a)V <17

b)17 <V < 27

c)36 <V <55

d)27 <V <36

e)55 <V <74

Comentarios

Veja que as alternativas nao requerem o valor exato do volume solicitado. Seria impossivel
calcula-lo em tempo util de prova. Portanto, vamos separar o calculo em duas partes:

Veja que podemos calcular o volume do sélido formado pela rotacdo do tetraedro ADEB,
de vértice A que é igual ao tetraedro GHCF, de vértice G. A igualdade vem da simetria do
problema. Assim, vamos calcular o volume de ADEB:

Veja que no ADEB, os lados do tridngulo da base DEB sdo as diagonais das faces

quadradas, isto é, medem todos 32 e, portanto, é um tridngulo equilatero. A projecdo de 4 no
plano DEB, portanto, se da no centro do triangulo equildtero, e estd contida na reta AG. O giro
desse tetraedro vai gerar um cone de raio da base igual a distancia do centro de DEB a um de
seus vértices. Sabemos que num triangulo equildtero isso equivale a dois tercos de sua altura.
Assim:

2 V3
Rcone:§'<3\/§'7>:\/g

A altura podemos calcular pela relagdo com a geratriz do cone (a aresta do cubo) e o raio
do cone, que formam um triangulo retangulo:

=R +H?=3*=(6) +H2=>H?=3>H=13

Assim, o volume do sdlido gerado ao rotacionar o tetraedro ADEB em torno do eixo AG é
o cone:

1 2
Vabss =3 n(V6)" -3 ~ 10,883
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Assim, como ADEB = GHCF = Vgycr = 10,883
Portanto, o volume formado pela rotacdao desses dois tetraedros sao:
Vtetraedros ~ 21176

O restante do sélido (cubo subtraido dos dois tetraedros) nés vamos aproximar de um
cilindro de raio da base igual ao raio do cone anterior, e altura igual a subtra¢ao da diagonal pelas
alturas dos cones anteriores:

R itinaro = Reone = \/g
Altura jimaro = AG — 2 - alturagy,, = 3V3 — 2V3 =3

Portanto, o volume desse cilindro, que com certeza é maior do que o real causado pela
rotacao do cubo menos os dois tetraedros, é:

Veitinaro = 7TR?ilindroaltura'cilindro =m-6-V3= 32,65
Portanto, sabemos que:
V < Vietraedros T Veitinaro = 54,04
=V < 54,04 <55

Por outro lado, o volume restante (cubo menos os dois tetraedros) € menor que o cilindro
de raio igual a metade da diagonal da face quadrada (basta ver o plano que passa pela metade do
cubo, paralelo a base) e altura igual a do cilindro anterior:

2
3v2
Veitinaroz =T (T) . \/§ ~ 24,48
Portanto:
V > Vietraedros * Veitinaroz = 21,76 + 24,48 =~ 46,24 > 36
Assim:
36 <V <55

Gabarito: “c”.
46. (Escola Naval/2014)
Sabendo-se que um cilindro de revolugao de raio igual a 20 cm, quando cortado por um plano

paralelo ao eixo de revolucao, a uma distancia de 12 cm desse eixo, apresenta sec¢ao retangular
com darea igual a drea da base do cilindro. O volume desse cilindro, em centimetros ctbicos é

a) 6.0007*

b) 5.0007>

c) 4.0007?

d) 3.0007

e) 2.0007m?

Comentarios
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Esse plano paralelo ao eixo de revolugao do cilindro (eixo que passa pelos centros das
bases) vai cortar as bases circulares formando uma corda que dista 12cm do centro da base. O
comprimento dessa corda é igual a base da sec¢do retangular citada. Fazendo o desenho da base
cortada pelo plano:

A

B

Como OA = OA = R = 20, entdo o triangulo OAB é isésceles e sua altura OM é também
mediana, o que torna M ponto médio de AB. Assim, no triangulo retangulo OMB:

OB? = OM? + MB? = 20? = 122 + MB? = MB? = 400 — 144 = 256 = MB = 16
AB
MB:7=> AB = 32

A area dessa secao retangular de base AB e altura h igual a altura do cilindro é igual a drea
da base do cilindro. Entao:

400r 257
AB-h=mR?*=32h=20r =400t > h=——=—
32 2
Assim, o volume do cilindro é:
2572
Vcilindro = nR?h = 400 - = 500072

Gabarito: “b”.
47. (Escola Naval/2014)

A darea da superficie de revolugao gerada pela rotacao do triangulo equilatero ABC em torno do

eixo XY na figura abaixo, em unidade de area é
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a) 9ma?

b) 9V2ma?
c) 9v3ma?
d) 6+/3ma?
e) 6vV2ma?

Comentarios

A area desejada é a mesma gerada pela rotacdao de AB,BC e AC em torno de XY. O
teorema de Pappus nos fornece essas areas superficiais causadas pelas rotacdes desses
segmentos:

AAB = 2T[ . T'AB . AB = 27'[T'ABa

Onde 145 é a distancia do ponto médio de AB ao eixo de rotagdo XY. Se adotarmos um
eixo x positivo para esquerda na figura acima, 7,5 sera a coordenada em x do ponto médio de
AB, logo, veja que:

a 3a
xA=2aexB=a+§=7
X4 +xp 7a
T T T, Ty
70> 7
=>AAB=2TL"T=ET[(1

De modo analogo:
AAC = 2T[ . TAC . AC = anAca
Xq+x: 2a+a 3a
MeTTRT T T2 T2

a 2
:>AAC:2n-7-a=37ra

Por fim:
ABC = 27T . TBC . BC = ZT[TBCa

3a
xg+xc 5 Ta 5a

Be =7 2 4
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Assim, a drea desejada é a soma dessas trés areas de revolugdo acima:
7 4 2,0 2
A= Ena + 3ma +§na = 9ma

Gabarito: “a”.
48. (Escola Naval/2013)
. 1
Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar, em certo momento, exatamente m da

superficie da Terra.

Que distancia ele esta do nosso planeta? Considere o raio da Terra igual a 6400 km.
a) 1200 km

b) 1280 km

c) 1600 km

d) 3200 km

e) 4200 km

Comentarios

De acordo com enunciado, temos a seguinte ilustracao:

D
R = 6400 km
— h d Astronauta
(0} G B A
E

Sabemos que o calculo da area de uma calota qualquer, pode ser feito por A, = 2nRh,
portanto, o astronauta enxerga uma area A da superficie terrestre igual a:

A=A, =2nRh
Por outro lado, o astronauta pode enxergar % da superficie solar, portanto temos que:

1

1 2

A

Portanto, temos que:
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Temos do triangulo retangulo AOE:
OE? = 0A-0G
R?=0A-0G

1
R2=OA-(R—§R>

R? = 04 2R
5

5_
R =04

Assim, temos que
1
d=0A—OB=0A—R=ZR

d—lR
4

6400
d= TKm = 1600Km

Gabarito: “c”.
49. (Escola Naval/2013)

A Marinha do Brasil comprou um reservatdrio para armazenar combustivel com o formato de um

tronco de cone conforme figura abaixo. Qual é a capacidade em litros desse reservatério?

10m

a)—-10%w
b) = 10°m
c)—-10m

d)—-10*x
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e) 13—9 103w
Comentarios

Sabemos que, para um tronco de cone de area da base menor 4,, area da base maior Ap
e altura h, seu volume é dado por:

1
V=§-(AB+,/ABAD+AD)-h

Como o raio da base maior é 5m, da base menor é 3m e a altura é 10, entdo:
Ap = 5% = 257
A, =133 =91
1 4901 49
=V = §(2571’+\/2571’ -9 + 97‘[) -10 = 3 m3 = 3 10*m Litros

Gabarito: “d”.
50. (Escola Naval/2012)

Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja base tem raio R. Colocam-se

trés moedas sobre a base superior da lata, de modo que estas sdo tangentes entre si e tangentes a
borda da base, ndo existindo folga. Se as moedas tém raio a e encontram-se presas, entao o valor
de R em fungdo de a, vale

a) (1+23\/§)a

b) (3+23\/§)a

d) (1+2V3)a
e) (3 +2V3)a
Comentarios

Fazendo o desenho de trés esferas idénticas, de raio a, tangentes entre si, e todas elas
tangentes a uma maior, sem folga, temos:
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Os centros dos circulos formam um tridngulo equilatero de lado igual ao dobro do raio de
cada circulo. Isso porque o ponto de tangéncia esta alinhado com os centros dos circulos que se
tangenciam, pertencendo esses trés pontos a reta perpendicular a reta tangente naquele ponto.

Assim, veja que R pedido é igual a distancia do centro do triangulo equilatero de lado 2a
acima até o seu vértice, somado de a, que é o raio de uma das moedas. Sabemos que a distancia
do centro de um triangulo equildtero até o seu vértice é igual ao raio do seu circuncentro, que
obedece a seguinte relagao:

abc abc (2a)3 2a  2aV3
>7r >r= =

Tas T, on3 VB3
a3

S=—
4y

Em que S é a drea do tridngulo e a, b e ¢ sdo os seus lados. Portanto o R que queremos é:

2 3+2vV3
= af+a:>R:w

R=r+a

Gabarito: “b”.

51. (Escola Naval/2012)

Uma esfera confeccionada em a¢o é usada em um rolamento de motor de um navio da Marinha do

Brasil. Se o raio da esfera mede |3 |5, / 3/ 53 ... cm, entdo seu volume vale

a) 45 - 103w dm3
b) 0,45 - 103w dm?
c) 60 - 103w dm?
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d) 0,15 - 103w dm3
e) 60 - 103w dm?

Comentarios

O raio mede:

Como segue uma sequéncia infinita e convergente (seu valor converge para um raio),
podemos analisar que:

R= 1315 3/5x/§...=>R= 3V5R

R —

\ A R
= R2=3V5R=> R*=9-.5R = |R3 = 45|cm3

Portanto, o volume da esfera é:

4 4
Vesf = R? = — 45 = 60 cm® = 60m - 1073 dm?

3 3

Gabarito: “c”.
52. (EFOMM/2021)

Ao rotacionar o tridangulo equilatero AOC em torno do eixo y, conforme ilustra a figura a seguir,
obteremos um sdlido. Assinale a alternativa que representa o volume desse sélido, em unidades de

volume, sabendo que o vértice O do triangulo AOC sobrepde-se a origem dos eixos.

Y
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0=
7mx3\/3
e) 24

Comentarios
Vamos aplicar o teorema de Pappus-Guldin. O volume de revolucdo é dado por:
V =2nxA

Em que x é a distancia do centro de gravidade do tridngulo ao eixo y e A é a area do
triangulo equilatero de lado x.

Como o triangulo é equilatero e AO pertence ao eixo x, temos que x = x/2. A drea é dada

por:
x2V/3
A=
4
Substituindo:
x\ (x2V3 x3y/3
V =2m (—) =

2 4 4

Gabarito: B

6. QUESTOES NIVEL 3

53. (ITA/2021)

Seja P uma piramide regular com base quadrada. Suponha que os centros das esferas inscrita
e circunscrita a P coincidam. Determine a razdao entre as areas das esferas circunscrita e
inscrita a P.

54. (ITA/2020)

Considere uma piramide reta P cuja base é um hexagono regular de lado L. As faces laterais dessa
piramide formam um angulo diedro de 75° com a base da prépria piramide. Sabendo que P esta

inscrita em uma esfera, determine o raio dessa esfera.

55. (ITA/2017)

Um triangulo retangulo com hipotenusa ¢ = 2(1 + \/6) esta circunscrito a um circulo de raio
unitdrio. Determine a area total da superficie do cone obtido ao girar o triangulo em tomo do seu
maior cateto.
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56. (ITA/2016)

Uma esfera S, de raio R > 0, esta inscrita num cone circular reto K. Outra esfera, S,, de raio 1,
com 0 < r < R, esta contida no interior de K e é simultaneamente tangente a esfera $; e a
superficie lateral de K. O volume de K é igual a

a)

RS
3r(R-r1)

2mR5
3r(R-r)

b)

R
r(R-r)

c)

4TR®
3r(R-r1)

d)

5mR®
3r(R-1)

e)

57. (ITA/2016)

Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 inscreve-se um tetraedro regular com uma de
suas faces paralela a base do cone, e o vértice oposto coincidindo com o centro da base do cone.

Determine o volume do tetraedro.

58. (ITA/2015)

Uma tagca em forma de cone circular reto contém um certo volume de um liquido cuja superficie
dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume idéntico de liquido na taga, a superficie do

liquido, em relagao a original, subira de

a)¥2-h
b)¥2 -1
o (¥V2-1)hn
d) h

e)g

59. (ITA/2014)

Umo cilindro reto de alturah = 1 cm tem sua base no plano xy definida por x* + y? — 2x — 4y +
4 < 0. Um plano, contendo aretay — x = 0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona em dois

sélidos. Calcule a area total da superficie do menor sélido.
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60. (ITA/2014)

Trés circunferéncias €4, C, e C3 sao tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios 4,7,
e r3 destas circunferéncias constituem, nesta ordem, uma progressiao geométrica de razao 1/3. A
soma dos comprimentos de C4, C, e C3 é igual a 26 cm. Determine:

a) a area do triangulo cujos vértices sao os centros de C4, C, e C5.

b) o volume do sélido de revolugdo obtido pela rotacdo do tridngulo em torno da reta que contém
o maior lado.

61. (ITA/2014)

Seis esferas de mesmo raio R sao colocadas sobre uma superficie horizontal de tal forma que seus
centros definam os vértices de um hexagono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada
uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distancia do centro da
sétima esfera a superficie horizontal.

62. (ITA/2014)

Considere o sélido de revolugao obtido pela rotacao de um tridangulo isésceles ABC em torno de

uma reta paralela a base BC que dista 0,25 cm do vértice A e 0,75 cm da base BC. Se o lado AB

v+l
2

cm, o volume desse sélido, em cm3, é igual a

mede
a)9/16
b) 13/96
c)7/24
d) 9/24
e) 11/96

63. (ITA/2013)

No sistema x0y os pontos A = (2,0),B = (2,5) e C = (0, 1) sdo vértices de um tridngulo inscrito
volume

na base de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilindro, a razao - —, em
area total da superficie

unidade de comprimento, é igual a

a)l
100

b)E
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10
C) H

100
d s

5
E)g

64. (ITA/2012)

A superficie lateral de um cone circular reto é um setor circular de 120° e rea igual a 3w cm?. A

area total e o volume deste cone medem, em cm? e cm3, respectivamente

22
3

b)47te”Tﬁ

a)4me

c)4mwemV2

22
3

e)mwe2mV2

d)3me

65. (ITA/2012)

Em um plano est3o situados uma circunferéncia w de raio 2 cm e um ponto P que dista 2v/2 cm
do centro de w. Considere os segmentos PA e PB tangentes a w nos pontos A e B, respectivamente.
Ao girar a regidao fechada delimitada pelos segmentos PAePBe pelo arco menor AB em torno de
um eixo passando pelo centro de w e perpendicular ao segmento PA, obtém-se um sélido de

revolugdao. Determine:
a) A area total da superficie do sélido.

b) O volume do sélido.

66. (ITA/2012)

Um cone circular reto de altura 1 cm e geratriz 2\/§/3 é interceptado por um plano paralelo a sua

base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para que este novo cone tenha o mesmo volume
1

T \3 . .. e a . R .. .
de um cubo de aresta (ﬁ) cm, é necessario que a distancia do plano a base do cone original seja,

emcm, igual a
a)1/4
b)1/3
c)1/2
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d)2/3
e) 3%

67. (ITA/2011)

Considere uma esfera 2 com centro em C e raio r = 6 cm e um plano X que dista 2 cm de C.
Determine a area da intersecc¢do do plano £ com uma cunha esférica de 30° em Q que tenha aresta
ortogonal a X.

68. (ITA/2011)

Uma esfera estd inscrita em uma piramide regular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta da
10 - . L.
base mede ?\/5 cm. Entdo o raio da esfera, em cm, é igual a

a)%\/g
b) >
c) 14—5
d)2v3

10
E) ?

69. (ITA/2010)

As superficies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, em cada ponto da intersec¢ao
os respectivos planos tangentes sdo perpendiculares). Sabendo que os raios destas esferas medem
2 cm e 3/2 cm, respectivamente, calcule

a) a distancia entre os centros das duas esferas.

b) a area da superficie do sélido obtido pela intersec¢ao das duas esferas.

70. (ITA/2010)

Um cilindro reto de altura v/6,/3 cm esta inscrito num tetraedro regular e tem sua base em uma das
faces do tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 3 cm. o volume do cilindro, em cm3, é igual a
/3
a)——
4

/3

b)T

/6
)=
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71. (ITA/2008)

Um diedro mede 120°. A distancia da aresta do diedro ao centro de uma esfera de volume

43w cm? que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a
a) 3V3

b) 3v2

c)2V3

d) 2v2

e)2

72. (ITA/2008)

Seja C uma circunferéncia de raio r e centro O e AB um diametro de C. Considere o triangulo
equilatero BDE inscrito em C. Traga-se a reta s passando pelos pontos O e E até interceptarem F a
reta t tangente a circunferéncia C no ponto A. Determine o volume do sélido de revolug¢ao gerado

pela rotacdo da regiao limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do diametro AB.

73. (ITA/2006)

As medidas, em metros, do raio da base, da altura e da geratriz de um cone circular reto formam,

nesta ordem, uma progressdo aritmética de razdo 2 metros. Calcule a area total deste cone em m?.

74. (ITA/2005)

Um dos catetos de um tridangulo retangulo mede V2 cm. O volume do sélido gerado pela rotagao

deste tridangulo em tomo da hipotenusa é w cm3. Determine os angulos deste triangulo.

75. (ITA/2005)

Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os volumes das respectivas cunhas
esféricas contidas em uma semiesfera formam uma progressdo aritmética de razdo mr3/45. Se o

volume da menor cunha for igual a T3 /18, entdo n é igual a
a) 4.

b) 3.
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c) 6.
d) 5.

e)7.

76. (ITA/2005)

A circunferéncia inscrita num tridngulo equilatero com lados de 6 cm de comprimento é a interse¢ao
de uma esfera de raio igual a 4 cm com o plano do triangulo. Entao, a distancia do centro da esfera
aos vértices do triangulo é (em cm)

a) 3v/3.
b) 6.
c)5.
d) 4.
e) 2+/5.

77. (ITA/2004)

Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 3607 cm?, e uma piramide regular cuja base
hexagonal esta inscrita na base do cilindro. Sabendo que a altura da piramide é o dobro da altura
do cilindro e que a area da base da piramide é de 54+/3 cm?, ent3o, a area lateral da piramide
mede, em cm?,

a) 18V427
b) 27/427
c) 36\427
d) 108v3

e) 45V427

78. (ITA/2004)

A area total da superficie de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, é igual a terca parte
da drea de um circulo de didmetro igual ao perimetro da se¢ao meridiana do cone. O volume deste
cone, em cm?, é igual a

a) tR3

b) mV2R3
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c) m/\2R3
d) mV/3R?
e) r/V3R3

79. (ITA/2003)

Quatro esferas de mesmo raio R > 0 sdo tangentes externamente duas a duas, de forma que seus
centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2R. Determine, em fun¢ao de R,

a expressao do volume do tetraedro circunscrito as quatro esferas.

80. (ITA/2003)

Considere o triangulo isésceles OAB, com lados OA e OB de comprimento V2R e lado AB de
comprimento 2R. O volume do sélido, obtido pela rotagdo deste tridngulo em torno da reta que
passa por O e é paralela ao lado AB, é igual a:

a) mR3/2
b) TR3

<)
d) V27R3

4mR3
3

e) V3nR?3

81. (ITA/2002)

Seja S a area total da superficie de um cone circular reto de altura h, e seja m a razdo entre as areas

lateral e da base desse cone. Obtenha uma expressao que fornega h em fun¢ao apenas de S e m.

82. (ITA/2002)
Considere a regiao do plano cartesiano xy definida pela desigualdade
x*+4x+y*—4y—-8<0.

Quando esta regidao rodar um angulo de 17 /6 radianos em tomo da reta x + y = 0, ela ira gerar um

sélido de superficie externa total com area igual a
a) 128m/3
b) 128w /4
c)128m/5
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d) 1287/6
e) 12877

83. (ITA/2001)

O raio da base de um cone circular reto é igual a média aritmética da altura e a geratriz do cone.
Sabendo-se que o volume do cone é 128w m?3, temos que o raio da base e a altura do cone medem,

respectivamente, em metros:
a)9e8
b)8eb
c)8e7?
d)9e6

e)10e8

84. (ITA/2000)

Um cilindro circular reto é seccionado por um plano paralelo ao seu eixo. A secgao fica a 5 cm do
eixo e separa na base um arco de 120°. Sendo de 30+/3 cm? a rea da secgdo plana retangular,

ent3o o volume da parte menor do cilindro seccionado mede, em cm?3,

a) 30w — 1043
b) 30 — 203
c) 20 — 10v3
d) 50 — 25v3

e) 100 — 75V3

85. (ITA/2000)

Um cone circular reto com altura de V8 cm e raio da base de 2 cm esta inscrito numa esfera que,
por sua vez, esta inscrita num cilindro. A razdo entre as dreas das superficies totais do cilindro e do
cone éigual a

a) 3(\/3_1)
9(v2-1)
4
9(v/6-1)
4

b)

c)
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27(V3-1)
8
9(v2-1)
16

d)

e)

86. (ITA/1999)

Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da base e a geratriz. A razdo entre

a altura e o raio da base é:

1+V5
a) 5

-1+V5

b)

1+V/5

87. (ITA/1998)

Considere um cone circular reto cuja geratriz mede /5 cm e o didmetro da base mede 2 cm. Tragam-
se n planos paralelos a base do cone, que o seccionam determinando n+1 cones, incluindo o original,
de modo que a razao entre os volumes do cone maior e do cone menor é 2. Os volumes destes cones
formam uma progress3o aritmética crescente cuja soma é igual a 27. Entéo, o volume, em cm3, do

tronco de cone determinado por dois planos consecutivos é igual a:
T
a —
) 33
2m
b) —
33
T
C) ;
2m
d -
) 15

e)m

88. (ITA/1997)

A altura e o raio da base de um cone de revolugao medem 1 cm e 5 cm respectivamente. Por um
ponto do eixo do cone situado a d cm de distancia do vértice, tracamos um plano paralelo a base,
obtendo um tronco de cone. O volume deste tronco é a média geométrica entre os volumes do cone

dado e do cone menor formado. Entdo d é igual a
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32-V3
a) 3

89. (ITA/1995)

O raio de um cilindro de revolu¢do mede 1,5 m. Sabe-se que a drea da base do cilindro coincide com
a drea da secc¢ao determinada por um plano que contém o eixo do cilindro. Entdo, a area total do

cilindro, em m?, vale:
a) 3m?/4

b) 97 (2 + m) /4
c)m(2 + m)

d) % /2
e)3n(mr+1)/2

90. (ITA/1995)

Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio da base 5 cm. O raio da esfera inscrita neste cone

mede, em cm:
a)10/3

b) 7/4

c)12/5

d)3

e)2

91. (IME/2020)

Em um cubo regular de aresta a, os pontos M, N e L pertencentes as trés arestas distintas que
partem do vértice A estdao a uma distancia x de A tal que 0 < x < g Para que plano MNL seja

tangente a esfera inscrita no cubo, o valor de x é:
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a)g(\/§—1)
b) 7 (3 - V3)
c)5(2-3)
d)> (4 -2v3)
e)az—\/§

92. (IME/2019)

Um cubo com diagonal principal AG é interceptado pelo plano «a, perpendicular a AG, formando
uma sec¢ao hexagonal regular. Calcule, em fungao da aresta a do cubo:

a) o apotema dessa segao hexagonal;

b) o raio da esfera que é tangente a essa se¢ao e as faces do cubo que contém o vértice A.

93. (IME/2017)

_ . . . V3-1 . .
Em um cone equilatero sao inscritas duas esferas de raios mR e R, conforme a figura abaixo. Um

plano secante ao cone é tragcado de forma que este seja tangente as duas esferas. Determine em
termos de R o maior segmento possivel que une dois pontos da curva formada pela interse¢do do

referido plano com o cone.

94. (IME/2016)

Um cone é inscrito em um cubo ABCDEFGH de forma que a base do cone é o circulo inscrito na base
ABCD. O vértice do cone é o centro da face oposta do cubo. A projecao do vértice H na base ABCD
coincide com o vértice D. Determine a area da se¢dao do cone pelo plano ABH em fungao de a, a

medida da aresta do cubo.

95. (IME/2010)
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Sejam ABC um tridngulo equilatero de lado 2 cm e r uma reta situada no seu plano, distante 3 cm
do seu baricentro. Calcule a drea da superficie gerada pela rota¢ao deste tridngulo em torno da reta

T.
a) 8w cm?
b) 9 cm?
c) 12w cm?
d) 16 cm?

e) 36m cm?

GABARITO

53. 3+ 2\/5
_ 143-3
54.R=1- ( = )

55'Stotal =1 (18 + 2'\/6)
56.b

57.Vietraedro = ? ’ (5\/E - 7)
58.c

59.861id0 = V2 + 1 — 1 cm?

60.a) S = 3v39 cm? b)V = 397w cm?
61.R(1 +5)

62.c

63.b

64.a

65.3) S = 20w cm? b)V = 8?” cm?
66.d

67.5 = 8?” cm?

68.e

69.a) 0,0, =g cm b) 17?” cm?
70.d

71.e

3
72. 2nr
3

73.S:0tm = 1087 m?
74.30°,60° e 90°.
75.c

76.c

77.a
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78.e

79.(1+6)" - 228
80.c

81.h = /S'("“”
T

82.a

83.b

84.¢e

85.d

86.¢e

87.c

88.b

89.b

90.a

91.anulada
92.2) 2% b) R =
93.2a = (3 -V3)R
94.S 0030 = ‘/31—’:'
95.e

a(3-3)
4

RESOLUCAO

53. (ITA/2021)

Seja P uma piramide regular com base quadrada. Suponha que os centros das esferas inscrita
e circunscrita a P coincidam. Determine a razdo entre as areas das esferas circunscrita e
inscritaa P.

Comentarios

Sejam r e R os raios das esferas inscrita e circunscrita a piramide, respectivamente. Assim,
temos a seguinte figura:
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Note que PM = 1/2 é metade do lado do quadrado de lado [ e PB = [\/2/2 é metade da
diagonal do quadrado. Além disso, temos que MN e PM s3ao segmentos de retas tangentes a

esfera inscrita, logo MN = PM.
Queremos calcular a razdo entre as areas das esferas:

2 2

Acircunscrita _ 4nR _ (R)

= > ==
Ainscrita 4nr

r

Por semelhanca de triangulos retangulos AAON~AAMP, temos:

AO ON R T AM (R) l
AM PM AM 1 r/ 2
2
(B) Lt 2
AN ON AM—-MN ON r)' 272 1 l R B
= = = = = >|=) (——1)=r(R+71)
AP PM AP PM R+r (L) 2
2
4r2(R + 1)
>PP=—"
R—r
Aplicando o teorema de Pitagoras no AOPB:
2
W2 12
RZ — 12 - — 2 —
r +( > ) r 5
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1 472(R+r
RE=r?4+_-. A (R+7)
2 R—r
R2_ 2 _ 2r2(R+71)
R—r

Dividindo a equac3o por 12 e reescrevendo-a em funcio de R/r, obtemos:

®-

Fazendo k = R/r:

, . 20k+1)
-l==TT
(k—1)(k+1)=%

Como k > 0, temos:
2
k—1=m=>(k—1)2=2=>k—1=i\/§=>k=1i\/§
k>0=>k=1++2

Queremos
2

(E> =k2=(14V2) =3+2V2

r
Gabarito: 3 +2V2

54. (ITA/2020)

Considere uma piramide reta P cuja base é um hexagono regular de lado L. As faces laterais dessa
piramide formam um angulo diedro de 75° com a base da prépria piramide. Sabendo que P esta

inscrita em uma esfera, determine o raio dessa esfera.
Comentarios

Espacialmente, temos os seguinte problema:

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 157



-5

¥ Estratégia

Prof. Victor So

Militares

De acordo com a figura, pela tangente de 75° no triangulo AO, P, vem:

0,P
tg(75°) = —
9(75°) 20,
Em que:
AOl == OlBl . Sen(600)
V3
A0, =1 -—
1 2
Logo:
H
tg(75°) = ——
g(75°) z-ﬁ
2
H

tg(45° + 30) =

V3

2
tg45° +tg30°  H
1—1tg30°-tg45° /3

"2
1+§ H
V3 3
1-1-% 1=
3+V3 H
3-v3 , 3
-5
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V3 <3+\/§>
H=1 —.
2 \3-+3
Vi (3+V3)
H_l.?.T
V3(12+2-3-v3)
H=1-
12
3
H=l'(\/§+i)

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo B;0,0,, vem:
R? = (D?+ (H — R)?
R>=1?+H?—-2-H-R+R?

3\’ 3
0=12+12-(\/§+§) —2-l-(\/§+§)-R

1+(\/§+%)2
2v3 +3

1+3+3-«/§+%

R=1-
23 + 3

R:£_<25+12«/§>
4 \ 2v3+3
1 (254+12V3) (2v3-3)
‘Z'<z\/§+3>'(zf-3)

14v/3 — 3
RZZ'(T)

14\/§—3)
12

Gabarito: R =1 - (

55. (ITA/2017)

Um triangulo retangulo com hipotenusa ¢ = 2(1 + \/E) esta circunscrito a um circulo de raio
unitario. Determine a area total da superficie do cone obtido ao girar o tridngulo em tomo do seu

maior cateto.

Comentarios
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Note que:

x+y=2(1+V6) ~y=2(1+v6)—x(l)
Por Pitdgoras, temos:
x+9)?=4(1+V6) = (x+ 1)2 + (y + 12 ()
Agora, substituindo (I) em (ll), ent3o:
4(7+2V6) = (x+ 12+ (2+ 2V6 —x + 1) -
X2 4+2x+1+(3+2V6) —2x(3+2V6) + x = 28 + 8V6 -

xZ—Zx(1+«/€)+(3+2\/€)=o{x1=‘/5—1-'-y1=x/€+3

e vice — versa;

Com isso,
Stotar = T V6 - (\/5 + g),
Onde:
9> =(V6) + (V6 +4)" =4(7+2V6) + g = 2(1 + V6);
Logo,
Stotar = T V6 (V6 + 2+ 2V6) = Sporqr = - (18 + 2V6)
Gabarito: S, = 7 (18 + 2V6)

56. (ITA/2016)

Uma esfera S, de raio R > 0, esta inscrita num cone circular reto K. Outra esfera, S,, de raio 1,
com 0 < r < R, esta contida no interior de K e é simultaneamente tangente a esfera $; e a
superficie lateral de K. O volume de K é igual a

a)

nR>
3r(R-r)
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2nR®
3r(R-1)

b)

7R>
r(R-T1)

c)

4mRS
3r(R-1)

d)

5mR
3r(R-1)

e)
Comentarios

-------------------- 0,

A

1

1

I

]
L

Por Pitagoras no AP0O,0,, temos:

(R+1)2=(R—-1)2+2%:z=2VRr;

Note que:

R+r 2R2
y=rcsc6:r-R_r.-.H:2R+r+y.._H:R_r;
tanH:R_r:E::.x:<2R2)-(R_r).-,x: R?

2VRr H R—71) \2+Rr JVRr
Logo,
1 1 R* 2R? 2mR5
V=§'(nx2)'(H)=§.(HIE>.<R—T> '..V=3r(R—r)

Gabarito: “b”

Prof. Victor So

57. (ITA/2016)
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Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 inscreve-se um tetraedro regular com uma de
suas faces paralela a base do cone, e o vértice oposto coincidindo com o centro da base do cone.

Determine o volume do tetraedro.

Comentarios

Note que AAO'B~AVOB = % = o+3 e 0'B=1-GA. Como G é o baricentro de uma das

a

a 12 _ _i _ _ =
faces do tetraedro regular de aresta a = GA = N =>0B=1 N =>h=1 NG

Agora, apliguemos Pitdgoras no AOO'A:

2
a2=h2+00'2.'.a2=h2+(i)2.-.h2 2a 2 a 2.
V3

-'-a=\/§'(\/_—1)
Finalmente,

Vietraedro = % Spase " h = % ) ? : (\/§ : (\/E - 1))2 : (\/E . (\/_ - 1))

V6
Vietraedro = T ’ (5\/E - 7)

Gabarito: Vi.traedro = ?- (5\/5 — 7)

58. (ITA/2015)

Uma tag¢a em forma de cone circular reto contém um certo volume de um liquido cuja superficie
dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume idéntico de liquido na taca, a superficie do

liquido, em relagao a original, subira de
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a)¥2—nh
b) V2 —1
o(¥V2-1)n
d) h

e)g

Comentarios

1 1 ~
Dado que V, =2V; = 3 mry?-h, = 2 -g-nrlz ~h;. Como os cones 1 e 2 sdo
semelhantes, temos:

h hy\’
2'.( _2> 'h2=2'7'12'h1"°h2=§/§'h1

Logo,
Ah=hy,—h; » Ah=hy (Y2 -1)

Gabarito: “c”

59. (ITA/2014)

Umo cilindroreto de alturah = 1 cm tem sua base no plano xy definida por x* + y* — 2x — 4y +
4 < 0. Um plano, contendo aretay — x = 0 e paralelo ao eixo do cilindro, o secciona em dois

sélidos. Calcule a area total da superficie do menor sélido.

Comentarios
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YA y =z
. -
e
PP lem
d” /’
- 7
o~ ,” 4
regiao(l) /- _
2 ¢----- *----- == -
X .- .-
: :/,a’ PPt \/§C’l"ﬂ
1 - e
VS ! et
-
| T
[ 1
L~ 1
-7 1
== . . > L
1 2

x2+y?=2x—4y+4<0(x—1)%+ (y — 2)* < 1 < Regido circular (I)
Pela figura acima, note que:

— Sface face

Ssolido retangular + Spases T Scircular

Com isso, calculemos cada umas trés dreas acima necessdrias, como segue abaixo:

face _
Sretangular - \/E sz
w12 1-1 T 1 )
Sbase = Sarco ~ Strianguto *+ Sbase = 2 2 ° Sphase = (Z - E) cm
90° T
face _ . coface _
Setrcutar = 360° 2m- 1015 S cytar = 2 cm?
Logo,
n 1 T
Ssolido =\/§+2.(Z_§>+§"' Scstido = V2 + T — 1 cm?

Gabarito: Sy4iq0 = V2 + ™ — 1 cm?
60. (ITA/2014)

Trés circunferéncias €1, C, e C3 sdao tangentes entre si, duas a duas, externamente. Os raios 11,7
e r3 destas circunferéncias constituem, nesta ordem, uma progressao geométrica de razao 1/3. A
soma dos comprimentos de C4, C, e C3 é igual a 26 cm. Determine:

a) a area do triangulo cujos vértices sao os centros de C4, C, e C3.

b) o volume do sélido de revolugdo obtido pela rotagdo do tridngulo em torno da reta que contém
o maior lado.

Comentarios
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a)
Os lados do A0,0,05 sao 0,0, =14 +15; 0,03 =1, +13; 0,03 =11 +13. Dado que
11,12, 73 estdao, nessa ordem, em uma P.G. de razao q = % e que 2m-(r; + 1, + 13) = 26 cm,

entdo:

1 1 13
r1-<1+§+§)=13cm:>r1-?=13

“1n=9cm;r,=3cm;r;=1cm
Logo, os lados do A0, 0,05 sao 4 cm,10cme 12 cm.

Finalmente, pela formula de Heron, temos:

S = \[p(p —(n+r))p— (i +1))(p -y +13))

_ (rp+1) + (g +13) + (0 +13)

> =n+nr+r;
S=J+1+13)0)0)) =/ + 3+ DB - S =3V39 cm?
b)
Pelo teorema de Pappus-Guldin, chega-se a:
V=2m-S-x
V =2m-3V39- %)

distancia do baricentro ao eixo de rotagao
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1 28
S=E'h03'(7‘1+7‘2)=>h03=r1+r2
2-3v39
V=27T'3V39'W-'-V=397l'cm3

Gabarito: a) S = 3v/39 cm? b)V = 39w cm?
61. (ITA/2014)

Seis esferas de mesmo raio R sdo colocadas sobre uma superficie horizontal de tal forma que seus
centros definam os vértices de um hexagono regular de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada
uma sétima esfera de raio 2R que tangencia todas as demais. Determine a distancia do centro da
sétima esfera a superficie horizontal.

Comentarios

Or7
e 3R
05 Ol
h
2R
2R
0 . 0
0] 2R
04 - '03

Por Pitagoras no A0O0,0,, temos:
h? = (3R)? — (2R)? ~ h =V5R
Logo,
A distancia de 0, a superficie é R(1 + V/5)
Gabarito: R(1 +V/5)
62. (ITA/2014)

Considere o sélido de revolugao obtido pela rotacao de um tridangulo isésceles ABC em torno de
uma reta paralela a base BC que dista 0,25 cm do vértice A e 0,75 cm da base BC. Se o lado AB

VmZ+1
21

mede cm, o volume desse sélido, em cm3, é igual a

a)9/16
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b) 13/96
c)7/24
d) 9/24
e) 11/96

Comentarios

Y

0,25em

0, 7bem

L -

Pelo teorema de Pappus-Guldin, o volume do sélido obtido pela revolug¢ao do triangulo em
torno da reta é dado por:

V == ZnSAABcd

Podemos escrever d como segue abaixo:
2
d=AG+0,25.d =§-hA+O,25

Onde: hy = (0,75 —-0,25) cm ~~ hy, =0,5¢cm
Logo,

d—7
—1zcm

O lado BC pode ser obtido por Pitagoras, como segue abaixo:

(Bc>2_ 1\ (1)2'BC—1
2) ~\2n 2) P T R

Com isso,
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Finalmente,

Gabarito: “c”

63. (ITA/2013)

No sistema x0y os pontos A = (2,0),B = (2,5) e C = (0, 1) sdo vértices de um tridngulo inscrito

volume

na base de um cilindro circular reto de altura 8. Para este cilindro, a razao - —, em
area total da superficie

unidade de comprimento, é igual a

a)l

100
b) Tos

10
C) H
100

d)E

e)g
Comentarios
Para o triangulo de vértices A, B e C, temos:
AB=,(2-22+(5-0)2=5
AC=,/(0-2)2+(1-0)2=+5
BC=,/(0-2)2+(1-5)2=2V5

Com isso,

5-@-2@12(5’15 p S

-5 -5 =Oupc @ R =7

4R 2 0 1 1 2
Onde R é o raio da base circular do cilindro.
Logo,
5\ 2
volume T (Q) '8 _ volume 20 100

area total da superficie . % (g + 8) area total da superficie 21 105

Gabarito: “b”

64. (ITA/2012)
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A superficie lateral de um cone circular reto é um setor circular de 120° e area igual a 3w cm?. A
area total e o volume deste cone medem, em cm? e cm3, respectivamente

2m\2
3

b)41te%E

a)4me

c)4mwe w2

d)3ne¥

e) we 2m\/2
Comentarios
A area lateral do cone é dada por:
Slaterat =TT g
Onde r é o raio da base e g a geratriz do cone.
Logo,
Siaterar = 3m =mrg g = 3(I)

Por outro lado, o angulo 8 do setor circular do cone segue a seguinte relagao:
2nr 2w 2mr
O(rad) =—=> —=——=3r =g(I)
g 3 9

Por (I) e (II), ent3o:

{r =1cm

g=3cm
Finalmente,

Stotal = T * (r+ g) = Stotar =T 14 2 Spopq1 = AT cm?

1 T 2\2m
V=§'7T'1'h$V=§' 32 —-12 .V = 3 cm3

Gabarito: “a”

65. (ITA/2012)

Em um plano est3o situados uma circunferéncia w de raio 2 cm e um ponto P que dista 2v/2 cm
do centro de w. Considere os segmentos PA e PB tangentes a w nos pontos A e B, respectivamente.
Ao girar a regido fechada delimitada pelos segmentos PAePBe pelo arco menor AB em torno de
um eixo passando pelo centro de w e perpendicular ao segmento PA, obtém-se um sélido de

revolugao. Determine:

a) A area total da superficie do sélido.
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b) O volume do sélido.

Comentario:

B P
a) A drea da superficie do sélido obtido pela rotacdo é igual a metade da area superficial
da esfera de raio 2 cm mais as dreas da base e lateral do cilindro de raio e altura iguais a 2 cm.

Logo,

1
S=E'4TL'22+T['22+2T['2'2-‘-S=20ﬂcm2

b) O volume desse sélido é dado pela diferenca entre o volume do cilindro de raio e altura
iguais a 2 cm e a metade da esfera de raio 2 cm.

Logo,

Gabarito: a) S = 20w cm? b)V = 8?” cm?

66. (ITA/2012)

Um cone circular reto de altura 1 cm e geratriz 2\/§/3 é interceptado por um plano paralelo a sua

base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para que este novo cone tenha o mesmo volume
1

T \3 P .. P . .. .
de um cubo de aresta (ﬁ) cm, é necessario que a distancia do plano a base do cone original seja,

em cm, igual a
a)1/4
b)1/3
c)1/2
d)2/3
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e)3/4
Comentarios

Sendo R e H as medidas do raio e da altura, respetivamente, do cone formado pela
intersec¢ao do plano, temos:

H H
R R
23\ 1
OndeH; =1cmeR; = /gZ—Hl-Z = (T) —12 -~ R; == cm
H
R=—()
V3
Além disso,
1 T 1
Veone = § mR?+H = Veuvo = ﬁ cm3 & R?H = a cm?(I1)
Por (I) e (II), entdo:
- 1
=3 cm

Finalmente,

2
Dpiano a base = Hi = H - Dpiano a base = 3 cm

Gabarito: “d”

67. (ITA/2011)

Considere uma esfera . com centro em C e raio r = 6 cm e um plano X que dista 2 cm de C.
Determine a area da intersec¢ao do plano X com uma cunha esférica de 30° em Q que tenha aresta
ortogonal a X.

Comentarios
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Por Pitdgoras no AOAC, temos:
R2=62-22=36—-4=32~R=4/2cm

A area determinada por uma cunha esférica de 30° no plano X pode ser observada na figura
abaixo:

A

Com isso, a area acima representada, é dada por:
S 30°
~360°

) 8
Gabarito: S = ?" cm?

1 2 8
. . 2:—- . = — 2
T'R 12 T (4\/2) S 3 cm

68. (ITA/2011)

Uma esfera esta inscrita em uma piramide regular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta da
10 o . -
base mede ?\/E cm. Entdo o raio da esfera, em cm, é igual a

a)?\ﬁ
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13
b)?;
15
C) T
d) 2v/3
10
E) ?
Comentarios

12¢em

Dada a semelhanca AVAO~AVO'B, temos:
R O'B
12—R VB

3 o
Sendo O'B = % a, onde a a aresta da base hexagonal, entao:

V3 10
=—-—-~0'B=5cm
2 3

Por Pitdgoras no AVO'B, chega-se a:
VB? =52+12?2 ~VB=13cm

O'B

Logo,

R__5 . _10
12—-R 13" "~ 3 ™"

Gabarito: “e”

69. (ITA/2010)
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a) a distancia entre os centros das duas esferas.

b) a drea da superficie do sélido obtido pela intersec¢ao das duas esferas.

Comentarios

a) Por Pitagoras no A0, 0,A, chega-se a:

2

3 5
(0102)2 = 22 + <E) ) 0102 = E cm

b) Atente para as relagdes:

interseccio
A €0 =4

sélido calota 01 + Acalota 0,

Lembrando que a area do segmento esférico é dada por:
A = 2nRh
Temos:
A =2n-§-(§—0 C)
calota 04 > \2 1
Acatota0, = 21+ 2+ (2 — 0,0)
Utilizando Pitagoras no AO;AC e no AO,AC, temos:
{01(72 = 0,A4% — AC?

0,C% = 0,A? — AC?

014-0,4 ...
Sendo AC = #, entdo:

12
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As superficies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, em cada ponto da intersec¢ao
os respectivos planos tangentes sdo perpendiculares). Sabendo que os raios destas esferas medem
2 cm e 3 /2 cm, respectivamente, calcule
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Dai,
3 03 9y 9
Acalota01 = 2m E (E_E) = ? cm
8 8r 5
Acalota02 =2m-2- (2 _g) = ? cm
Finalmente,

Aintersecgfao _ 9_71- + 8_7T . pinterseccio __ 177 2
sélido - 5 5 *t “Tsolido - 5

Gabarito: a) 0,0, =§ cm b)”T” cm?

70. (ITA/2010)

Um cilindro reto de altura v6/3 cm esta inscrito num tetraedro regular e tem sua base em uma das
faces do tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 3 cm. o volume do cilindro, em cm3, é igual a

/3
a) =~

b) mv3
6

/6

c)—
6

d)ﬂ6
9
T
E)E

Comentarios
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Pela figura AABC~AAGM, logo:

BC _ AB
GM  AG
Como G é o centro do APQR equilatero, temos:
1 (V3 V3 V3
M=—|—- =—-3°GM = —
G 3 ( > 3) G 340G > cm

E, sendo AG a altura do tetraedro, por Pitagoras no AAGP, entdo:

AG =J32—<E-ﬁ-3> =~ AG =6 cm

3 2

Logo, substituindo esses valores na relacao de semelhanca, obtemos:

al \/g_g'R—ﬁcm

z)

Finalmente,

Gabarito: “d”

Prof. Victor So

71. (ITA/2008)
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Um diedro mede 120°. A distancia da aresta do diedro ao centro de uma esfera de volume
4+/31 cm?® que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a

a) 3V3
b) 32
c)2V3
d) 2v2
e)2

Comentarios

R = 3o

(10 2

O raio da esfera pode ser calculado como segue abaixo:
V=§-n-R3 =>4\/§n=§-n-R3 ~R=+3cm
Logo,
D=———==D=2cm

sen 60°
Gabarito: “e”

72. (ITA/2008)

Seja C uma circunferéncia de raio r e centro O e AB um diametro de C. Considere o triangulo
equilatero BDE inscrito em C. Traga-se a reta s passando pelos pontos O e E até interceptarem F a
reta t tangente a circunferéncia C no ponto A. Determine o volume do sélido de revolugao gerado
pela rotacdo da regidao limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do didametro AB.

Comentarios
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V3r

F

Como bem representado acima, o volume do sélido de revolucao é dado pela diferenca
entre o volume do tronco de cone DEFF' e a calota esférica ADE, logo:

Vsstiazo = Vironco — Vealota

l . .
Sendo de h = g a altura do tronco e 5 € V37 as medidas dos raios da base do tronco de
cone, respectivamente, em que [ é o lado do tridangulo equilatero ABDE, e sabendo que:

h inferior superior inferior ~superior
Vironco = § (Sbase + Spase + Sbase Sbase
Calculemos 0 Vi onco COMoO segue abaixo:
V3r\’ Var\’
r 2 r 2 T
Vironco = 3 ) 7'[(\/57") +m <—2 ) + 7T(\/§T‘) T <—2 >
21mr3
tronco — 24

Agora, sabendo-se que:
— nhz .
Vcalota -3 ’ (BT - h);
T
h = E;
Calculemos o V gi0ta:

5mr3

24

(TY
Veatota = # ' (3T - r) “ Veatota =

2

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il 178



a E r . .
< Estrategia -
y Militares ) Prof. VictorSo
Finalmente,
21nr®  S5urd 2713
Vsélido = - < VS(')lidO =
24 24 3

3

Gabarito: 2nr

3

73. (ITA/2006)
As medidas, em metros, do raio da base, da altura e da geratriz de um cone circular reto formam,
nesta ordem, uma progressio aritmética de razdo 2 metros. Calcule a drea total deste cone em m?.
Comentario:

(R,H, g) estdoem P.Aderazdo 2. Logo, chamandoR = H — 2e g = H + 2, por Pitagoras,
temos:

g*=R*+H?:.(H+2)?*=(H-2)>+H*~H=8m
R =6 m;
g =10m;
Assim,
Stotat =R (R+g) =16+ (84 10) = Sprq) = 108w m?

Gabarito: S;,;,; = 1087 m?

74. (ITA/2005)
Um dos catetos de um triangulo retangulo mede VY2 cm. O volume do sélido gerado pela rotagdo
deste tridngulo em tomo da hipotenusa é ™ cm3. Determine os angulos deste triangulo.

Comentarios

Chamando de 6 o angulo adjacente ao lado de medida /2 m, a 4rea do tridngulo S e a sua
altura relativa a hipotenusa h serao dadas por:

_(32)" tans
-2
h = i/i-sen@;

S

Agora, pelo teorema de Pappus-Guldin, calculemos o volume do sdélido de revolugao em
funcao de 6:

V2 2-tanH 1\ sen?6 3
V=n=2n-<L -i/f-sen@-(g)-'. =—=0 =60%

2 cosf 2

Portanto, os angulos desse triangulo retangulo sao: 30°, 60° e 90°.
Gabarito: 30°, 60° e 90°.

75. (ITA/2005)
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Uma esfera de raio r é seccionada por n planos meridianos. Os volumes das respectivas cunhas
esféricas contidas em uma semiesfera formam uma progressio aritmética de razdo mr3/45. Se o

volume da menor cunha for igual a mr3 /18, entdo n é igual a
a) 4.
b) 3.
c) 6.
d) 5.
e)7.
Comentarios

Na esfera ha n planos meridianos que a cortam. Esses planos determinam 2n cunhas, pois
cada plano meridiano pertence a 2 cunhas simétricas em relagao ao diametro da esfera, sendo
assim, na semiesfera ha n cunhas, logo:

3 n
V. . — 2nr — chnha
semiesfera — 3 - i—ésima
i=1

Onde Y, V44 se trata da soma de n termos de uma P.A. de razdo ntr2 /45 e primeiro
termo 13 /18.

Logo,

ard  (mrd r
2mr3 (1_8+<1_8+(n_1).ﬁ)> n n®> n n* 2n

Vsemiesfera=T=n' 5 .'.2=g+%_%;,%+ﬁ_2
=0

~n=6 oun =—10(Naoconvém)=>n==6

Gabarito: “c”

76. (ITA/2005)

A circunferéncia inscrita num tridangulo equilatero com lados de 6 cm de comprimento é a interse¢ao
de uma esfera de raio igual a 4 cm com o plano do triangulo. Entao, a distancia do centro da esfera

aos vértices do triangulo é (em cm)
a) 3V3.

b) 6.

c) 5.

d) 4.
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e) 2+/5.

Comentarios

|
'
|
1
1
1
]
[
[
1

No AOGM, por Pitagoras, temos:
OM? = 0G? + GM?

A medida GM é o inraio do AABC equildtero, ja que G é o centro desse tridngulo, e a
medida OM é o raio da esfera.

Logo,

2
V3
0G = OM?2 — GM2 = 42—<?-6> =13+ 06 =V13 cm

Finalmente, por Pitagoras no AOGA, temos:

2

V3
042 = 0G? + GA? . 0A = |(V13)° + <? : 6) + 0A=5cm

Gabarito: “c”

77. (ITA/2004)

Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 3607 cm?, e uma piramide regular cuja base
hexagonal esta inscrita na base do cilindro. Sabendo que a altura da piramide é o dobro da altura
do cilindro e que a area da base da piramide é de 54+/3 cm?, entdo, a area lateral da piramide

mede, em cm?,

a) 18427
b) 27427
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c) 36V427
d) 1083
e) 45427

Comentarios

Dado que Spase nexagonar = 54V3 cm?, entio:

3v/3
T-a=54\/§-'-a=6cm

Onde a é a aresta do hexagono;
Dado que V,jjinaro = 3601 cm?, temos:

ma’-H =360m . H=10cm
Onde H é a altura do cilindro;

Por Pitagoras no AOMV, temos:

\/§ 2
MV? = <7 a) + (2H)? «. MV = \/(3\/52) + 202 ~. MV =427 cm

. aMVv
Finalmente, como Sigterai piramidze = 6 — chega-se a:

6 V427

— . — 2
Slateralpirémide - 2 . Slateral piramide — 18vV427 cm
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Gabarito: “a”

78. (ITA/2004)

A area total da superficie de um cone circular reto, cujo raio da base mede R cm, é igual a terga parte
da area de um circulo de diametro igual ao perimetro da se¢ao meridiana do cone. O volume deste

cone, em cm?, é igual a
a) TR3
b) mV2R3
c) /2R3
d) mV3R3
e) m/\/3R3
Comentarios
Sendo D = 2r o diametro igual ao perimetro da se¢cao meridional do cone, temos:
D=2r=2-(R+g)~r=R+g
Onde g é a geratriz do cone;

Com isso,

1
Stotal=7T'R'(R+g)=§'7'['(R+g)2 ~3R=R+g--g=2R

Sendo H = \/gz —R%2 = \/(ZR)2 — R? = /3R, entjo:

_m-R**H m R*:\3R

=—F—>= e -
nR3

V=—cm?

V3

Gabarito: “e”

79. (ITA/2003)

Quatro esferas de mesmo raio R > 0 sao tangentes externamente duas a duas, de forma que seus
centros formam um tetraedro regular com arestas de comprimento 2R. Determine, em fungao de R,

a expressao do volume do tetraedro circunscrito as quatro esferas.
Comentarios

Por simetria o tetraedro com vértices nos centros das esferas e o tetraedro tangente
externamente as esferas possuem o mesmo centro, sendo assim, calculemos a distancia de uma
das faces de cada um dos tetraedros ao centro, para assim, achar a razdo de semelhanca entre
eles, e, portanto, a relacdo entre os volumes deles, jd que o volume do primeiro é conhecido e
dado por:
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Logo,
Para o tetraedro de aresta conhecida, é sabido que tal distancia é dada por:
R .
d, ﬁ'

Prof. Victor So

Ja para o tetraedro tangente externamente as esferas, basta notar que a distancia de uma
de suas faces ao centro é igual a d, = d, + R.(Para perceber isso pense que o tetraedro menor
estd se expandindo, mantendo seu centro fixo, até se tornar o tetraedro maior, e, portanto, as
faces dos 2 tetraedros sdo paralelas 2 a 2. Sendo assim, a distancia entre as faces deles se torna
R, ja que o plano determinado por uma certa face parte de uma regido em que o centro da esfera

estd contido nele até uma regido em que tal plano é tangente a essa esfera)

Logo,
d,=d;+R= il + R;
2 — %1 _\/g )
R
—+ R
V6
k= ~k=1+v6
V6
6

Onde k é a razdo de semelhanca entre os tetraedros.
Finalmente,

3 2+/2R?

V,=V, k3. V,=(1+6) 3

3 2
Gabarito: (1 + \/E) . NzR

80. (ITA/2003)

Considere o triangulo isésceles OAB, com lados OA e OB de comprimento V2R e lado AB de

comprimento 2R. O volume do sélido, obtido pela rota¢dao deste tridngulo em torno da reta que

passa por O e é paralela ao lado AB, é igual a:
a) TR3/2

b) TR3

4AmR3
c)
3

d) V2mR3
e) V3nR3

Comentarios
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Pelo teorema de Pappus-Guldin:

V = 2T[SA0AB ) CI

Onde d é a distancia entre o baricentro do tridngulo e a reta a qual o tridngulo gira;

Logo,

V=2m" (@) . (%), sendo h = \/(\/ER)Z —R2:h=R

2

V- 4TR3
3
Gabarito: “c”

81. (ITA/2002)

Seja S a drea total da superficie de um cone circular reto de altura h, e seja m a razdo entre as areas

lateral e da base desse cone. Obtenha uma expressao que fornega h em fung¢ao apenas de S e m.

Comentarios
Sejam g a geratriz e R o raio da base do cone.
Com isso, por Pitagoras, temos:

h2+R2=g2-'-h=m

Dado que Sigrerqr = M * Spase -+ TRg = m - (TR?) . g = mR, entio:

h=y(mR)?—-R?~h=yym?—-1-R

Mas,
S=nR-(R+g)=nR-(R+mR) ~S=nR?* - (m+1) ~
— S ]
 rm+ 1)’
Portanto,
h =
Gabarito: h = S'(':_l)

82. (ITA/2002)

Considere a regidao do plano cartesiano xy definida pela desigualdade
x*+4x+y*—4y—-8<0.

Quando esta regiao rodar um angulo de /6 radianos em tomo dareta x + y = 0, ela ird gerar um

solido de superficie externa total com area igual a
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a) 128n/3
b) 1281/4
c) 128m/5
d) 1287/6
e) 128m/7
Comentarios
x2+4x+y?—4y—-8<0.
(2 +4x+2%) + (y?> —4y +22) < 4% -
(x + 2)%2 + (y — 2)? < 4% «— circulo de centro (—2,2) e raio 4

Como o centro dessa circunferéncia esta na reta x + y = 0, o sélido obtido se da pela
rotacao desse circulo em torno de seu diametro e se trata de 2 cunhas meridionais, cujo angulo
de abertura de cada uma delas é de 30°.

Com isso,

angulo de abertura
externa total cunhas meridionais 360°

Onde R é o raio da esfera.

Finalmente,
30° ) ) 16w
Sexterna total = Scunhas meridionais = 2 (360° Am-4t+ w4 ) =2- (T + 16”)
128w
Sexterna total = T

Gabarito: “a”

83. (ITA/2001)

O raio da base de um cone circular reto é igual a média aritmética da altura e a geratriz do cone.
Sabendo-se que o volume do cone é 128w m?, temos que o raio da base e a altura do cone medem,

respectivamente, em metros:
a)9e8
b)8eb
c)8e7
d)9eb6

e)10e8

Comentarios
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E dadoque R = h% = g = (2R — h), onde R,h,g sdo o raio da base, a altura e a geratriz

de um cone, respectivamente. Somado a isso, por Pitagoras, g2 = R? + hZ.
Logo,
3R
(2R —h)? = R? + h? - 4R? —4Rh =R - 3R = 4h - h =~
Finalmente, usando o fato de que V = 128w m3, temos:
1 3R
V= 1281T=§'T[R2'h-'- 384=R2'(T) ~R3®=512-R=8m=>h=6m
Gabarito: “b”

84. (ITA/2000)

Um cilindro circular reto é seccionado por um plano paralelo ao seu eixo. A secgao fica a 5 cm do
eixo e separa na base um arco de 120°. Sendo de 30+/3 cm? a area da sec¢do plana retangular,

entdo o volume da parte menor do cilindro seccionado mede, em cm?,

a) 30w — 1043
b) 30 — 203
c) 20 — 10v3
d) 50w — 25v3

e) 100w — 753

Comentarios

iy
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Sendo h a altura relativa ao vértice A do AABC, ou seja, h = 5 cm, note que:

@)

tan60°=T-'-x= 2htan60° ~ x =2-5-v3 ~ x = 10¥3 cm

Dadoque S = xy = 3043 cm?, temos:

30v3
y = ﬁ ~y=3cm
Com isso, sendo R o raio da base circular do cilindro, chega-se a:
R = h = > ~R=10cm
cos 60° (%)

120° 10v/3-5 ;

Vsélido menor — (Sarcol'?'i‘ - SAABC) Y= [(71’ . 102) - 360° B 2

Vsstido menor = 1007 — 75\/§ cm3

Gabarito: “e”

85. (ITA/2000)

Um cone circular reto com altura de v/8 cm e raio da base de 2 cm esta inscrito numa esfera que,

por sua vez, estd inscrita num cilindro. A razao entre as areas das superficies totais do cilindro e do

cone é igual a

3(v2-1)
2

b) 9(@—1)
9(V6-1)
4
27(v3-1)
8
9(vV2-1)
16

a)

c)
d)

e)

Comentarios

AULA 16 — GEOMETRIA ESPACIAL Il

188



=

y Estratégia Prof. Victor-So
ilitares

\/g("llﬂ

A drea do cone S, € dada por S, . = Tr(r + g).

Comog =Vr2+h?.g= /22 + (\/§)2 =12 ~ g = 2v/3 cm, entio:

Seone =T+ 2 (2 +2V3) = Seone = 4m(1 +V3) cm?

Pela figura acima, note que a altura do cilindro é igual ao diametro de sua base, sendo R o
circunraio do AABC, que, por sua vez, possui lados 4 cm,a,a, sendo AB = AC = a. Diante disso,
pela férmula da area do AABC em funcgao do circunraio, chega-se a:

5_4-\/§_4-a-a R a®? a’
2 4R T 28 42
Agora, relacionemos, por Pitagoras, a medida a com a altura do AABC, como segue abaixo:

a’ =4? + (\/§)2 s~ a? =12 cm?

Dai,
12 3
42 2
Com isso,
2 9 54w
Scilindro = 2nR (R + ZR) = 6nR" = 6m: (E) Scilindro = T cm
Finalmente,
Scilindro _ 54m . 1 . Scilindro _ 27(\/§ — 1)
Scone 2 47'[(1 + \/§) S cone 8

Gabarito: “d”

86. (ITA/1999)
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Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da base e a geratriz. A razdo entre
a altura e o raio da base é:

1+V5
a) 5

-1+/5

b)

1+V5
2

e)

Comentarios

Sendo h, r e g a altura, o raio da base e a geratriz, respectivamente, temos:
h=Jr-g-h*=1r-g
Mas,
g2 =r2+h?.g=.J(r?+h?)
Logo,

h ~
Chamando x = = entdo:

X2=14+x2 0 x*=14+x%>2x*—-x?-1=0

Por fim, a solugdo viavel para a equagao biquadrada é:

_1+vY5 1445

XZ

Gabarito: “e”

87. (ITA/1998)

Considere um cone circular reto cuja geratriz mede V5 cm e o didmetro da base mede 2 cm. Tragam-
se n planos paralelos a base do cone, que o seccionam determinando n+1 cones, incluindo o original,
de modo que a razao entre os volumes do cone maior e do cone menor é 2. Os volumes destes cones
formam uma progress3o aritmética crescente cuja soma é igual a 27. Entdo, o volume, em cm3, do
tronco de cone determinado por dois planos consecutivos é igual a:

Vs
a) E

2
b)%
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T
C);

21

d)ﬁ
e)m

Comentarios
Sendo r a razao da P.A. formada pelos volumes de cones formados, temos:

Voe1 Vi+nr
= =2V, =nr
2 2 !
Dado que a soma dos n + 1 termos dessa P.A. é 27, entdo:
V.+V Vi+V, +nr
m+~w4%4=£i—iig{n+n=(1 : )-m+1)

2 2
nr + nr + nr 3nr-(n+1

2 2

41
nn+1)=—»U)
3r
Mas, sdo fornecidos a geratriz g e o diametro da base 2r do cone.
Logo,
mr? -\ g? —r? 2-1-m

Vn+1 == 3 == Vl +nr ..

Por (I) e (II), ent3o:

s
=V, +nr=2nr..n=—(~UI)
3r

£(£+1) 4—7T'£+1—4'r—£cm3
3r \3r 3r ' 3r 7779

Gabarito: “c”

88. (ITA/1997)

A altura e o raio da base de um cone de revolu¢gdo medem 1 cm e 5 cm respectivamente. Por um
ponto do eixo do cone situado a d cm de distancia do vértice, tracamos um plano paralelo a base,
obtendo um tronco de cone. O volume deste tronco é a média geométrica entre os volumes do cone

dado e do cone menor formado. Entao d é igual a
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Seja r o raio do cone menor formado, por semelhanca entre os dois cones, temos:

1 5
E = ; ~1r=>5d
Logo,
3
Veone menor = % r?ed = § : 7T(5d)2 d = 2575')[d
1 ) 25m
Veone maior = 3 -m5%-1 = KR cm
251

Vtronco = Vcone maior — Vcone menor — T ) (1 - d3)

Dado que Vioneo = \/Vcone menor * Vcone maior, €NtA0:

251 25md3® 251
5 -d)= S (1=d) =Y (1-d)? =d® = d® =3d> +1=0

" . o 3 (3445 3(3-+5
As solucgdes reais para tal equacdo sdo d = / S cme d= ’T cm,comod < 1cm,

conclui-se que:

Gabarito: “b”

89. (ITA/1995)

O raio de um cilindro de revolu¢iao mede 1,5 m. Sabe-se que a area da base do cilindro coincide com
a area da seccao determinada por um plano que contém o eixo do cilindro. Entao, a area total do

cilindro, em m?, vale:
a) 3m2/4

b) 97 (2 + m)/4

c) m(2 + m)

d) /2
e)3m(mr+1)/2

Comentarios
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Seja H a altura do cilindro, dado que a area da base Sj ;. € igual a area da sec¢ao ABCD,

entio:

15
(2-15)-H=n-152 =~ H = Z”m

Logo,

1,57
Stotal =2m-1,5- (1'5 + H) =3m- (1;5 + 2 ) Stotal = 3m- (Z+ 4

YA
Stotal = T ) (2 + 77:) m?

Gabarito: “b”

9 Sn).

90. (ITA/1995)

Um cone circular reto tem altura 12 cm e raio da base 5 cm. O raio da esfera inscrita neste cone

mede, em cm:
a) 10/3

b) 7/4

c) 12/5

d)3

e)2

Comentarios
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Sendo O o centro da esfera inscrita no cone, note que AVAO~AVBC.

Com isso,
vo Ve 12—-R VC
0A BC" R 5
Por Pitagoras no AVBC, temos:

VC =+45%2+12%2.VC =13 cm
Logo,
12 —-R _ 13

10
B ?..60—5R—13R..18R—60..R_?cm

Gabarito: “a”

91. (IME/2020)

Em um cubo regular de aresta a, os pontos M, N e L pertencentes as trés arestas distintas que
partem do vértice A estdo a uma distancia x de 4 tal que 0 < x < g Para que plano MNL seja

tangente a esfera inscrita no cubo, o valor de x é:

a);(vV3-1)
b) > (3 -V3)
03(2-3)
d) > (4 -2v3)
e) %

Comentarios

Desenhando a figura do enunciado, temos:
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a L

AMNL é uma piramide triangular. Como AM = AN = AL = x e A é o vértice de um cubo,
temos pelo teorema de Pitagoras que:

MN = NL = ML = xV2
Logo, MNL é um triangulo equilatero.

AT é a altura da piramide AMNL. Para que MNL seja tangente a esfera inscrita, a soma do
raio da esfera com a altura AT deve ser igual a metade da diagonal do cubo, ou seja,

R+ AT = a_\/§
2
O raio da esfera inscrita ao cubo é igual a metade da aresta do cubo:
a
k=3

= AT=%(\/§—1)

Para encontrar x em funcao de a, vamos calcular o volume da piramide de duas formas:

1
Vamne = ng (pois é trirretangulo no vértice A)

1 1 a 1 2 V3
VAMNL=§AT'SMNL=§'E(\/§—1)'E(X\/§) =y

B ax?(3 —+/3)
B 12
Igualando as expressdes de volume:
1 ax?(3 —+/3) a
—x3=——-—2:|x==(3-+3
6" 12 x=503-13)
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Um detalhe é que a questao restringiu os valores de x:
0< <a
_x_z

Mas
a a a a
—(3-V3)=2=-B3-1,7)==(1,3) > =
S(3-V3)=23-17)=5013) >3

Assim, o gabarito da questdao ndao condiz com as restricdes do problema e, por isso, foi
anulada.

Gabarito: anulada

92. (IME/2019)

Um cubo com diagonal principal AG é interceptado pelo plano a, perpendicular a AG, formando

uma se¢ao hexagonal regular. Calcule, em funcao da aresta a do cubo:

a) o apotema dessa se¢do hexagonal;

b) o raio da esfera que é tangente a essa sec¢ao e as faces do cubo que contém o vértice A.
Comentarios

A dificuldade nessa questdao esta em ter a visdao geométrica para desenhar a situagao. A
questdo afirma que o plano a forma uma se¢ao hexagonal regular no cubo, logo, devido a simetria
do cubo, temos um hexdgono regular cujos vértices sao os pontos médios da aresta do cubo.
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b3 Q

L M

a) Seja [ o lado do hexagono formado, entdo, seu apétema é dado pela medida de h:

W3
h=1-sen(60°) = —

Sabendo que os vértices do hexdgono sdo os pontos médios das arestas do cubo, temos:

a a2
l-sen(45°):§:>l=7

_av6
4

= |h

b) A esfera tangente as faces do cubo e a se¢cdo hexagonal é uma esfera inscrita na piramide
hexagonal regular.
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O centro O do hexagono é o ponto médio da diagonal principal AG, logo, a altura H é igual
a metade da diagonal principal do cubo:

aV3
2
Sabemos o valor de h, podemos aplicar o teorema de Pitagoras para calcular b:

2 2
V6 V3 3V2
b2=h2+H2=>b2=<—a >+<—a >=>b= —

4 2

Perceba que AAPQ~AAOT, desse modo:

AQ AT H—-R b H b hH

— s — == ——1=—2R=——

QP oT R h R h b+ h

Substituindo os valores, encontramos:
a8\ (a3
4 2 ) 3v2

=a.3ﬁ+m‘“'z(3ﬁ+@)
4 4
_a(3-V3)

4

a(3-v3)

Gabarito: a) b)R i

93, (IME/2017)

L o . . V3-1 . .
Em um cone equiladtero sao inscritas duas esferas de raios mR e R, conforme a figura abaixo. Um

plano secante ao cone é tracado de forma que este seja tangente as duas esferas. Determine em
termos de R o maior segmento possivel que une dois pontos da curva formada pela interse¢do do

referido plano com o cone.
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Comentarios

Na figura acima, note que o plano secante ao cone e tangente as esferas define uma curva
eliptica de focos F; e F,.

Para comprovar isso, basta provar que para um ponto genérico P da curva, (PF; + PF,)
é constante.

Para isso, note que as retas PF; e PB sdao ambas tangentes a esfera de centro 0,, ou seja,
possuem mesma medida.

Dai,
PF, = PB
Analogamente, as retas PF, e PA sao ambas tangentes a esfera de centro 0,.
Dai,
PF, = PA
Logo,
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(PF, + PF,) = PA+ PB = AB
Como AB é constante, ja que os circulos definidos pelas duas esferas no cone sao unicos,

tal curva é uma elipse de fato.
Sabendo-se disso, o segmento solicitado no enunciado se trata do eixo maior da elipse 2a.

Mas, atentando-se a figura acima, temos:
AB = RS = 2a.
2a = RS = RV — SV = O,R - cot30° — 0,5 - cot 30° = (O,R — 0,5) * cot 30°
_ _ V3-1 5
Sendo O,R =Re 0,S = @+1R , entao:
2vV3R  2V3R V3-1
= = : ~2a=(3-V3)R
V3+1 V3+1 V3-1

V3-1
R) - cot 30°

2a=|R—
( V3+1

Gabarito: 2a = (3 - \/§)R
94. (IME/2016)
Um cone é inscrito em um cubo ABCDEFGH de forma que a base do cone é o circulo inscrito na base
ABCD. O vértice do cone é o centro da face oposta do cubo. A projeg¢ao do vértice H na base ABCD
coincide com o vértice D. Determine a area da se¢dao do cone pelo plano ABH em fungao de a, a

medida da aresta do cubo.

Comentarios

1
1
1
I
I
1
]
I
!

A
A area correspondente a intersec¢ao do plano ABH no cone se trata de uma elipse, que é

a curva formada pela intersec¢ao de um plano obliquo sem passar pela base a um cone.
A fim de calcular a area dessa elipse, seja a figura de uma face lateral do cubo abaixo:
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F M G
0
P
45°/ !
¥
2a E
h!
B 45 MmO
O Q C

Note que o segmento BP corresponde ao eixo maior da elipse 2a’.
Assim, no ABPQ e ACPQ, temos:
h =BQ -tg45° = QC - cotgf . BQ = QC - cotgb

Mas, sendo cotg 0 = MO 22 _ 2, chega-se a:
co a
BQ
C =—
¢ 2
Como BQ + QC = BC = a, temos:
BO — 2a
=73
Com isso,
BQ 2v2a V2a
2,: .‘.2’: o ,:—I
@ cos 45° @ 3 @ 3 D

Agora, facamos uso da seguinte relacdo, onde e é a excentricidade da elipse, para
encontrar o valor do eixo menor 2b":

_cos45°
¢ cos 6
1 1 2 . .
Comocose—m— 1+i—ﬁ,entao.
1 V5 V10
¢=Z 2 "7 s
! ! 2
o2 YR VIO e o (1) g g 2o (V20) 213
a’ 16 8 3 8 12 36
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Finalmente, sendo a drea de uma elipse dada por S = ma'b’, chega-se a:

V2a 3a Vém - a
Selipse = Ssecéo =M — " — " Ssecio = g
3 6 ¢ 18
Gabarito: S5, = %

95. (IME/2010)

Sejam ABC um tridangulo equilatero de lado 2 cm e  uma reta situada no seu plano, distante 3 cm
do seu baricentro. Calcule a area da superficie gerada pela rotacao deste tridngulo em torno da reta
T.

a) 8w cm?
b) 9 cm?
c) 127 cm?
d) 167 cm?
e) 36m cm?
Comentarios
Utilizando o Teorema de Pappus-Guldin, como segue abaixo, temos:
Ssolido = 2TXL;
Onde:
X: distancia da reta r ao centro de massa do AABC;
L: perimetro do AABC;
Ssotido = 273 6 = Sgs140 = 361 cM?

Gabarito: “e”
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7. CONSIDERAGOES FINAIS DA AULA

Chegamos ao final do curso. Ao longo da lista de exercicios, vocé deve ter percebido que a
maioria dos problemas de geometria espacial podem ser resolvidas por geometria plana. A grande
dificuldade nas questdes de geometria espacial é ter uma boa imaginagdo para conseguir imaginar
os objetos descritos nos enunciados. Por meio da resolucao de diversas questdes, conseguimos
melhorar isso.

Prof. Victor So

Lembre-se! O melhor caminho para aprender Matematica é resolvendo questdes! Vimos
todos os temas que podem ser cobrados na prova. Agora, vocé esta pronto para enfrentar as
provas! Boa sorte e espero ver seu nome na lista de aprovados!

Quaisquer duvidas, vocé pode entrar em contato conosco pelo forum de duvidas ou caso
prefira:

c5hibo

:@ Jprofvictorso
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