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logo

|2+ 25| = 2,2, +l232 + (2,2) 1+ 2,25 = ||+ 2125 +(2,25) 1+ |2
porém

212, + (27, = 2Relz2;)< 22,2 | = 22

de modo que

|2, + z2|2 < |z1|2 +2z)||z,|+ |z2|2

ou

|z, + Zz|2 < (|21| + |Zz|)2

Uma consegiiénciaimediata da desigualdade do triangulo é que

|2+ 2,2 ||Zl| - |Zz|| (89)

gue pode ser demonstrada a partir de
|zl| = |(zl + 22)+ (— 22] < |zl + 22| + |— 22| ,

oquenoslevaa

|2+ 2, 2 |z|=|z|[  (90)

que ¢ adesigualdade (89) quando |z,| > |z,|. Setivermos |z,| <|z,|, bastatrocar z, e z, na
desigualdade (90) para obter

|2+ 25| —(|21| _|Zz|)
gue ¢ o resultado desegjado.

A desigualdade (89) traduz o fato de que o comprimento de um todo de um
triangulo nao pode ser menor que a diferenga dos comprimentos dos outros dois lados.

Podemos também obter formas alternativas uteis para as desigualdades (88) e (89)
trocando z, por —z,:

|2, — 25| <[z +[z,]| (1)

|Zl_22|2||21|_|22|| 92)

Exemplo 1.28

Verificar adesigualdade do triangulo para z; =2—-j3 e z, =—4+j.
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Solugao:
Temos que:
2 +2,=(2-8)+ j[(-3)+1=—2-j2 > |z +2,|=y/(- 2 + (-2 =242 =
~282
2, =2 j3—|z,|=+/2 +(-3] =132 361
Z, =4+ j o> || = J(C AP +17 =17 = 422
|z, + 2,| = 282 <|z)| +|z,| = 7,73

e edta verificada a desigualdade.

1.14.6 Curvas e Regides no Plano Complexo

Vamos considerar agora alguns tipos importantes de curvas e regiées no plano complexo e suas
representagcdes por meio de equagdes e desigual dades.

a) Circunferéncia

Conformeja visto em 1.14.4.b, a distancia entre os pontos do plano definidos pel os complexos
z,€z,¢ |zl - zz| . Segue-se entdo que uma circunferéncia C de raio p com centro em um ponto a
(fig. 1.31) pode ser representada sob aforma

-al=p] ©3)

YA

Fig. 1.31

Onde z ¢ um ponto qualquer da circunferéncia.

Exemplo 1.29

|dentificar o lugar geométrico representado por (a) |z - j|=3; (b) |z+2- j3=4.



Matemadtica 1 — Professor Paulo Cesar Pfaltzgraff Ferreira

85

2 {a =0+j—a(01)
p=3

b \

=Y

Fig. 1.32

Trata-se pois de uma circunferéncia centradaem «(0,1) eraio 3.

a=-2+j3-a(-23)
b) <
p=4

=Y

Fig. 1.33

Temos entdo uma circunferéncia centradaem a(-2,3) eraio 4.
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b) Disco Fechado

Em consegiiéncia do que foi visto em (@), para um disco fechado de raio p e centro em a temos:

|dentificar o lugar geométrico representado por |z +3+ j| < 2.

{

|z—a|£p

4

Vi

=Y

a=-3-j—a(-3-1)

p=2

Fig. 1.34

Exemplo 1.30

YA

=Y

Fig. 1.35
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¢) Disco Aberto

Para o disco aberto temos;

z—dl<p| (95)

YA

=Y

d) Exterior da Circunferéncia

Semel hantemente a desigualdade

|Z—a>pl (96)

Representa o exterior dacircunferénciade raio p centrada em a.

Fig. 1.36

yp

R RIANNRRRS RN

Fig. 1.37
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e) Coroa Fechada

A regiao entre duas circunferéncias concéntricas de raios p, e p,, sendo p, > p,, pode ser
representada por:

p1= |Z - a| <p, 97

YA

Fig. 1.38

f) Coroa Aberta

Temos entio:

P < |Z - a| <p, (98)

YA

Fig. 1.39

g) Circunferéncia Unitaria

A equacao

7=1] (99)
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representa a chamada circunferéncia unitaria, ou sgja, a circunferénciade raio 1 e centro na
origem, que representa papel importante na seqiiéncia do estudo de variaveis complexas.

YA
1
0 *
Fig. 1.40
h) Reta que une dois pontos
YA
~ P PP, =z,~-z2
1 PIP
P
z P,
z
Z;
0 ~
Fig. 1.41

Sejam z, = x, + jy, € z, = x, + jy, 0S complexos representando dois pontos quaisquer P, e P, do
plano, conforme aparece nafigura 1.41, e z 0 complexo representando um ponto P qualquer da
reta que passa pel os dois pontos iniciamente mencionados.

Dafigura em questao percebe-se que:

z=z+ AP

Sendo AP e AB segmentos orientados paral el os temos:
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AP = kAB

0 que Nos permite escrever:
z=z,+kAB

No entanto,
AB=z, -z,

0 que nos conduz a

ZZZl"'k(Zz_Zl) (100a)

z=(1-k)z,+kz,| (100a)

Se queremos representar qualquer ponto da reta devemoster —oo < k£ <o mas, se queremos
representar apenas 0s pontos do segmento que une os pontos 7, e P, devemoster 0< £ <1.

1.15. Exercicios Propostos sobre Nimeros Complexos

1. Determine x € R paraque o nimero complexo (3x+2)— j(x—1) sgaredl.

2. Determine os valores reais de ¢ para os quais (a + j)4 ¢ um namero real.

3. Efetuar as seguintes poténcias.

a j

f) j2n+l(n EN*)

21 <2 <3 +30

4. Cacular j°j".j%.j%...j
5. Calcule o moédulo e o argumento dos seguintes nimeros complexos:
a z=1+j

b) z,=j2
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10.

11.

12.

d)

C) z;=3

d) z,=1+j/3

e z;,=—j3

f) zg= J3- J

Exprimir cada um dos seguintes nimeros complexos na forma polar:
a) 15/

b) Se /%

C) 10e "7

Passar 0s seguintes nimeros complexos daforma polar para aforma retangular:
a 12,3/30°

b) 25/-45°

c) 86/-115°

Escrever naforma trigonométrica 0s seguintes numeros complexos e representa-los no plano
de Argand-Gauss:

1+

-5

-2+ j2

Determinar x ey € R demodo que (2x + j4y)—(x— jy)=7+ j10.
Determinex ey € R taisque j*° + j** + 2% =x+ jy.

Calcule o valor de n sabendo-se que (2j)" + (1+ j)" =16 .
Calcular

(1-j3) +(-1-j) 2+ j4)

(2-j3)+(5+j3)

1 3.(2 . 3 .2
—+jl+|=—J3|+j -
(3+i)+(3-s3)e -5
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€) (— 4\/§+14X\/§+ j)

n (V2-jv3[v2+ jv3)

o) Jj(3+5)

h) (7-j8)L+ )

13.Se z,=5¢" € z, = 2¢7* calcular z,.z,.
14. Calcular os seguintes produtos:

39 (3/20°)(2/-45)

b) (235+ j8,55)(4,53— j2,11)

15. Sendo z = 2,5¢ 7% calcular z.z" .

16. Sendo z =10 /-40° cacular z.z".

17. Expressar naforma polar os seguintes complexos:

a) _4e.i5%
b) —18¢ /7
18. Calcular:

g i, S
J 1+

b) —

p T
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(3+,2)6-.j4)

9 (-1+j3)j2

h) 3+j_ 3-j2
2+j 3-j

19. Determinar o namero real x tal que o produto z,.z,, onde z, =4+ j3 e z, =x— j6, sgja
também um namero redl.

20. Determine o namero complexo z tal que z* = 2zj .

21. Determine ¢ € R paraque _29+J a
J’_

Segjaimaginario puro.

22. Determinar o resultado da expressio z = 2122 sendo z, =10+ j395 e z, =5+ j157.
Zy + Zy

. i i +z,=4+j
23. Sendo z, e z, dois nimeros complexos, resolver o sistema 5 i
272, =97

24, Calcule o argumento do complexo (1— j)+(1+ j).

25. Sendo z, = Z(COSE-F J sen%j ez,= {congr J sengj calcular z,.z, apresentando o

resultado naforma trigonométrica.

26. Dados z, =%+j§ e z, =1+ j determine:
a z.z,
b) z,.z,

0 z.2,

d) (z.2,)
e =z
f)y zZ

9) Zl'ZI + Z;

27. Dados z, =1+ j2, z,=-2—j e z;=3— j4, calcular:

a) |zl + 22|
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b) |z +]z,]

Z1 75

c)

*

Z3

d) |(Zl+ZZ)(Zl+Z3X
€) ‘zl.z;+zz.zi‘

28. Os angulos agudos de um triangul o retangulo sio o e . Calcule o valor do produto
(cosa + jsena )(cosp + jsenp).

29. Calcular (1-j)°.

30. Dado o namero complexo z =1+ j calcular z*°.
1 3

3l.Cdcular | =—j—| .
2 2

32. Cdcular L .

- j)”

33. Achar o conjugado do complexo z? onde z = a(cosa. + jsen a), coma=2ea= g rad .

34. Calcular o menor valor natural » parao qual (— J3+ j)" ¢ um imaginario puro.

@+ jy*a-jy°
CLf e

35. Calcule o valor da expressio

A5
36. Calcule o resultado de (:1“—]} :
-J

5- j12

37. Dados os complexos u =
5+ j12

ev=1-j caculeovalor de [u] + v°.

38. Calcular as seguintes raizes e representa-las no plano complexo:
3 |8+ j6
b) </
C) 1
d) v-25
) -1
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39.

40.

41.

f)
9)

h)

i)

Determinar o conjunto-solugao em C para cada uma das seguintes equagoes.

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
i)
j)

Demonstre, por indugdo matematica, a desigualdade seguinte, e interprete o resultado

{-128
-1

J1-j/3
Y1+j

w?+1=0

w+1=0

w'+1=0

w+j=0

w+w+1=0

w? —4w+53=0
w?+(j-2w+(3-j)=0
w*—-3w*+2=0
w*+3w?—4=0

w*-16=0

graficamente.

|2y +z, + .ot 2, | <z + |z + .+

(n=2,3..)

Estabel ecer as equagdes cartesianas, identificar e tragar os graficos dos lugares geométricos
representados por:

a |z+3=3

b) |Z—j4|§2

c)

2<|z-2<4

d z+z =2

e z+z° =|z|2
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fy z—z2'=j
g Imz)>2
h) Im(z?)<2
i) Relz?)<1
j) largz|<45°
k) —5<Re(z)<1

1

z

<1

m) |Z—2|=|Z—j2|

z+1

n =2

) z-1

0) z+j.2|:3
z—j2
z+j

p L=1
z—]
z+

a) ]1=1
-
z—2

s Re(z-3)>0

) Im(jz-j)<O0

u) Re[lj >1

V) |z-1+]z+1=3

w) 0< Im[1}<1

z
X) |z-jd+|z+j4=10

y) ZZ+(Z*)2=2
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z) z=oaz +Pz,, Lndo z, e z, nimeros complexos quaisquer, o € B reais e nao negativos e
a+p=1.

1.16. Resposta dos Exercicios Propostos sobre Niumeros Complexos:
1. x=1

2. 0;1le-1

w

a) 1, b)1;c)j;d) 1paran pare —1 paran impar; €) — j; f)jpar n par e — j paran impar.
4. j

5 a1414e45% b)2e90% c)3e0;d) 2e60° e) 3e—90°f) 2 e — 30°.

6. & 15/45° ;b) 5/-120° ; ¢) 10 /-150°
7. @) 10,65+ j6,15; b) 17,7 - j17,7; ¢) —36,3— j77,9
8. a:z =\/§(cos£+jszenz

4 4

YA
14 i
1oy Y
"
A v _
0 1 X

b) z=5(cosn+ jsenn)

|

li
(6)]
(@
=y
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C) z=-2+j2
YA
-2+ j2
S 2
E \6\375/4rad

2 -1 0 x
9. x=7,y=2
10.x=0,y=2
11.n=3

12.8) —6—j12;b) 7;¢) 2167 - j3;d) —2—j2:e)—-16;f) 5,g) - 5+3; h) 15—

13. 10¢”

14.8) 6 /-25° ;Db) 1245 j10,86=125 /-5°

15. 6,25

16. 100

17.8) 4 /-30° ;b) 18 /-90°

18.8) 1,5-0,5; b) 1-j; )J; d) 1+/1,414

e - 1,176-0,117; f) 15-j1,5. g)-3,9+j13; h)25-;0,5.

19.x=8
20.0ej2
21.a=6
22.717 /41,3° =539+ j4,73

23. z,=3ez,=1+j
24, -/ rad

25. G(COSﬁﬁtjsens—n}
4 4



