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Capitulo

Poténcias e raizes

Neste capitulo vamos examinar as definigbes e as propriedades mais
importantes que envolvem as poténcias € as rafzes. Elas serdo Uteis nos capitulos
posteriores, onde definiremos logaritmo de um ndmero real positivo, e onde
estudaremos as propriedades das fun¢des exponencial e logaritmica.

1.1. POTENCIA DE EXPOENTE INTEIRO
Definicédo

Sejam a um numero real qualquer e n um numero natural.
Define-se poténcia n-ésima do niimero a que se indica com o simbolo a"
da seguinte forma:

Da definigéo acima obtemos:
a'=g - dfeigh 1itg

‘ a’za-a'=a-a
| ag'=a-a’=a-(a'a)=a-a-a
a'za-a’za-(a-a-a)=a-a-a-a

Observe entdo que, paran = 2, a" é o produto de n fatores iguais a a:

O numero real a & chamado base da poténcia e o niimero natural n &
chamado expoente da poténcia.

Exemplos 2

a) P=(2=0"=1
-
==

by 2'=2;(=2)'=-2,0"=0

6 =224

d) (-2 =(-2) (-2) " (-2)=-8
| ) (2)“=§.§.3.§_=ﬂ
| 4) 4443 256
, fy 0°=0-0-0-0-0=0




Exercicios Resolvidos
1.8) Dé, segundo os valores de n, ne N, 0s sinais de:

1.1) Calcule: p i n
e bl € ey . is)n
Solugao : o 0"
a) {"2}4:(—2)'(-2)'(—-2}'(-—2)=16 dy 1"

b) -2° =3"(24) e e ; : ! 1.7) Paran 2 2, neN, caloule:
c) =(-2)" =-[(-2} (-2) (-2)]=-(-8)=8 ‘ : : )+ AR+ (1) 4+ (1)
E comum confundir-se (-a)" com —a". Note que:

(-a)" =(-a)-(-a)-(-a)...-(-a)

n fatores iguais a -a ; ; ‘
|
|

1.8) Se neN*ef(x)=5¢""=10x" + 3:x*"" + 5, calcule f(-1).

. Definigio .
-a"=—a")=—(a-a-a-.-a) efinicao

pretn Sejam a um numero real diferente de zero, @ n um nimero natural; define-se:

1.2) Sea<Oene N,n =2 2qualéo sinal de a"?

Solugdo |
Se n & par, o nimero de fatores no desenvolvimento de a" & par; como & < 0, | Exemplos
tem-se a" > 0. : ' g 2= et
. { 1
‘Se n é impar, o nimero de fatores no desenvolvimento de a” & impar; como i 2 2
a<0, tem-sea"<0. : ‘t by e o
| - 5% 25
1.3) Calcule: ) : 1 —14
S= (104 () + (=12 + (1) + 1+ ) 1) _ i 0) x?y=-14—y="2L(x=0)
; -2
Solugao | g el B
_ i 5 L
Na expressao acima, observe que se n é par tem-se (-1)" = 1 e se n & impar P (—g} 25
tem-se (-1)" = —1; ent&o: . i
S=(=1)°+ (=1)' + (=17 + (1) + (=1 o (1) (1) _ Exercicios Resolvidos
S=1=1+1=1+f=yr =] |
zero zero Zero zero 19) CH|CU|e:
S=0 ] i -2
8) (-2 @ (3]
Exercicios Propostos :
-2
1.4) Calcule: _ b) -2 e) e
a) -3 o 3P ) -3 3)
b) -3° d) -3 f) —(=3)° o
&) -2 ) —(~g}
1.5) Calcule:
a) (-2)° c) o° ey En®
b) (1) d) ©o° f) (n)° |
10 . '

11




Solugdo 1.12) Seab = 0ea+b = 0, simplifique:

S L -
(2F (-2(-2) 4 (_+1] il
e a"b) @by
b) ‘(2'2)=“2?=“Z J
\‘-‘2/ 1 1 1 : 1.13) Sendoab # Oea+b = 0, verifique que se4(a+b) " =a' + b entdoa =
o 28l Sorames EeH T A 2
S (o 0) (-2)(-2) : | :
& (3]-2*“ 1. (el : ~ 1.14) Sex = Oex+x " =m, calcule x* + x2 em fungao de m.
Dhl 299
2 (%) 7 1.2. ALGUMAS PROPRIEDADES DAS POTENCIAS DE EXPOENTE INTEIRO
1

1 ¥ g A definicio de a" para o nimero natural n e a definigdo dada para a™"
8) 1 - S s possibilitam definir poténcia n-ésima do niimero real a, quando n & um nimero
3\2 1 s inteiro.
5 (g)z % 9 Para o nimero real a e para o nimero inteiro n, define-se:
2
" ( ir o REAL T
N
5 25
Exercicios Propostos |
1.10) Calcule: 1 Para s nimeros reais a e b e para 0s ndmeros inteiros m e n valem as
g | propriedades:
a) (3" 9 [g]
b) -37 o —= !
27
5
-3
2
o) —(-3)° f -(‘gJ
Exemplos
a) 42 4= 4" =4 =1024
: : :
1.11) Calcule: . b) 19.=102_4=10_2:L=__~1_
(1} Lo 10° 107 100
5 _2”1.__ ) (2% =2%%=2"= 4006
[“ %} -2 ' d) (¢y)°= () - y* =y’

4
e) (i} =£=i4_

n n v n n &
f) Observe que: a™ =a™ " e nao se deve confundir a™ com a™ : assim:

| 920 _o% _ o8
{22)3 - 22-3 e 25




Exercicios Resolvidos

1.15)

1.16)

1.17)

1.18)

14

(53)4

Sendo ab = 0, simplifique; “5—
p q (a2b4 )2

Solugédo

(a%6%)* _ (35;4 ol g20-4 p12-8 _ 418 pt

.‘( o
(azb4)z o (82 2 '(b4)3 e at.b

2n+4 _2.2n
Sene N*, simplifique a expressdo: y = e
Solugao

WL s g, e B

2.0 4y pEg 16

|~

Sendo abc = 0, simplifique a express&o:
3
-5, -2
=B s ea sapiandh
y=2"-16" ab ¢ '(a“cs)
Solugdo
=51.-243
= 98.(04)% . gfp-4c3. @ b™)
Y (2%) (3405)3
y=28.272.a%4c3 . (@®? (2
(a4 )3 _(CS)3
-15,.-6
“ b
= 0812 g8p-4-2. a
y a12024

8,-15 -3
_omey @ -4p.-6 C
PEE g
y = 2—4 ‘38-1542 _b—4-5 '0—3—24
y= o4 g=19 p=10 =27
ou, se quisermos usar apenas expoentes positivos:
1
b 16.a% %2
Simplifique a expressao:
ab-—Z _(a—1 b2 )4 '(ab‘1)2

T a?p.(a’b'F.a b

e calcule 0 seu valorparaa= 10" eb=-107

'

Solugéo

o ab—Z 3 (3—1)4(b2 }4 ~82(b_1)2 B ab42 a—4 bBaZ b—?

a2b-(a2) (') .a'b a’lba’hlab

= 248- iy
¥ a1 442 'b +8-2 b a 1'0 i i ey 5
ey e o Sl b mal b
a b a’b

Sea=10"eb =-107 obtemos:
A=(10%* (-1005=10" - (-1-107)°= 10" (-1)° - (107%)° =
= 10" (=1)- 1079 =-1-10"""" = -10% = -100

Exercicios Propostos

1.19) Sendo ab= 0, simplifique as expressdes abaixo e deé as respostas utilizando

1.20)

1.21)

1.22)

expoentes positivos:

243 -9 Vi -
o (209 g |[282:2
(a°b)? b~?a’
oL G
b) (a7 o 210
(ab)
7-1a% at+p!
= e f b
i (3ab)™ T

Se « e B sdo numeros inteiros e 2* =m e 2° =n, calcule em fungée de m e
n:

a) 220.-1-35 d) 4(1—[5
By 2F g) ‘G5
g 2+ i B

Sendo abc =0, simplifique a express&o:

-2
A __23 4—3 4b—2 3 b_235
B

Simplifique:
[(-12)°)2 757 .(-4)"°
(257%)*.18° 10"

15



2 A existéncia da raiz n-ési1a do numero real a ¢ dada pela tabela
abaixo: .

1.23) Considere o produto:
P =[x 4y [y @y m e

d 1 1
a) Verifique que P = x@" ) _y@™

b)“Suponha x = 10% y = 10> e m = 2; determine.com quantos zéros
“termina” o numero P,

1.3. RAIZES
Consideremos o0s seguintes problemas e as suas correspondentes i
respostas.
Ache as raizes:
1) clibica de 27 | Exemplos ' L
Resposta: 3, pois 3'=27 a) A raiz cibica de 8 é 2, pois: 2° = 8.
Indica-se essa raiz por ¥/8.
2°) clbica de 0 ’ ; i g
Resposta: 0, pois 0° = 0 Assim: ¥8 =2.

b) A raiz clbica de -8 & -2, pois: (-2)° = 8.
Indica-se essa raiz por 3-8.
Assim: 9,/—-_ =-2.

3°) quinta de -32
Resposta: -2, pois (-2)° = —32

4°) quarta de 81 i ‘i ¢) A raiz quadrada de zero é zero, pois: 0’ =0.
Resposta: 3 e -3, pois 3", (-3)* = 81 : | : Indica-se /0 =0 ; {
i d) As raizes-quadradas de 16 sdo 4 e —4, pois: 4° = (=4)" = 18.
5°) sexta de 0 e ; ; Indicamos essas raizes por 16 & —/16 .
Resposta: 0, pois 0° = 0 :

Assim: 16 =4 e —/16 = 4.
6°) quadrada de -25

Resposta: néo existe ‘Observagées
Observe o 6° problema: Um ndmero negativo ndo admite raiz quadrada.

Para perceber isso, basta tentar calcula-la. Se um nimero b fosse raiz quadrada
de —-25, deveria acontecer:

! 19) No simbolo %/a , a denomina-se radicando e n denomina-se indice da
raiz. ;

| . . . .

| 2°) Se tivermos-a > 0 & n par, o simbolo Q/E indica apenas a raiz n-ésima

b

|

\

b* = -26 positiva de a. Nesse caso, se quisermos indicar a raiz n-ésima negativa
e & facil ver que isto & impossivel, pois o quadrado de um ntmero real é ndo | de a usamos o simbolo -Y/a .
negativo. ; | 2 : M=
: : ; 4 =2 e ndoJ4 =+2 observe que —/4 = -2,

O 4° problema mostra um caso em que existem duas raizes opostas, ou | . Entéo, 4 Vi raiz n-ésima positiva de a, n par, de um quadrado
seja, de mesmo valor absoluto e sinais contrarios; isso ocorre sempre que 3°) Quando caloulamos a ra : Sl il allbi
calculamos uma raiz de indice par de um nimero positivo. _ ' porfsilo, devemos (of euidgdoTparatZoicofiie Pl

Observe nos 1°, 2°'e 3° problemas que quando calculamos uma raiz de exemplo:
indice impar de um nimero real obtivemos um Unico resultado. ; V52 =5

i i . ; : :
PoFiemos r:esumlr as diferentes slltuagm‘ss dla segu.lr?te forma { 67 =5 e nfo \/(—:5)7 e
Sejam o nlimero real a e n um ntmero inteiro positivo. : : : 0 e imbolo Ya indica

. ;s a e i 4 ; a 3 > en ar, 0 sl
1. Chama-se raiz n-ésima do nimero real a, se existir, ao nlimero real b ; Note, pela 2 obsc'arvagao: ‘que se a Bl 6 e

que satisfaz & condicio: apenas a raiz n-ésima positiva de a; entéo para todo numero real x dev
Bi= escrever: i
b'=a : _ 174
* ; i

16




Exercicios Resolvidos

1.24) Simplifique a expressao:

1.25)

A= J(B-3F + 3+ BY

Solugio

R =|J§-3|=-(J§-3)=3—J§, (dbserve que V3 -3 <0)

J@+ 3P m\3+\/§] L
Entao,

A=3-3+3+3

A=6

Considere a expressao:

-X, se x<0

Y = f(x=1)2
Quais s&o as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores
de x?
Solugao :
X—-1 se x-1 20
G (x—1)2=]x—1|= ,se x-120 ] X, S& X
—(x-1),se x-1<0 i
Entdo:
_[x-1sexz1
it = 1, sex<1

Exercicios Propostos

1.26) Classifique cada uma das sentengas abaixo em Verdadeira (V) ou Falsa (F):

1.27)

1.28)

18

a) Y16 =+2 d) ¥-27 =-3
b) 416 =2 e) -416 =-2
¢y ¥27=3 f) W=—5 '

Verifique que

e . 1 i
V(2-VB? Y(2+5)
Considere a expressio:

y=(x+17

Quais séo as diferentes formas que ela pode assumir, segundo os valores

de x?

&

1.4. PROPRIEDADES DAS RAIZES

Sendo a e b nimeros reais ndo negativos, m, n e p numeros infeiros
positivos, valemn as propriedades:

Exemplos

a) ¥3.54=93.4 =512
3/
b) M0 _ 410 =35

8
d) B =4B=1%3
e) ‘\;/5_3=4-253-2 =Q/5_e

Exercicios Resolvidos

1.29)

1.30)

Calcule: A = 51+ 8/0 + 481+ 3125 -3/64

Solugdo

Sendo;

$1=1590=0 481=3,3-125 =-5 e ¥64 = 4, temos
-A=1+0+3+(-5)-4 s

A=-5
simplifique: y = 44147 +3-/75 + 192
Solugdo

y=4./49.3 +3.425.3 +/64.3
y=4-49./3+3-125 /3 +/64 /3 .
y=4.7-/3+3.5./3+8.43

y =28y3 +154/3 +8./3

y=51\f§

19



1.31) Reduza ac mesmo indice: /5, 32 e 47

1.32)

20

Solugédo

O indice comum & o M.M.C. entre os indices 2, 3 e 4 que & 12. Entso,
aplicando a propriedade V:
mult, porﬁ

J_ f\?/}_ 1%/15625
mult. por 6

mult. por 4

T T

mult. por 3

i )
§7 -7 - 47 =35

mult. por 3

Efetue as operagdes:

47
(/98 -+/8)-/6 c) £
.35 J6 J5

Y e ELn
Solucgao

a) (V98 -8) V6 = (V492 -4.2). /6 = (742 -2.2) -6 =
=526 =512 =5/4-3 =5.2/3 =103

b) Observe que para efetuarmos o produto das duas raizes, isto &, para
aplicarmos a propriedade I, devemos reduzi-las ao mesmo indice:

J5.32 =8[5° 822 =453 . 2% = ¥/500

¢) Também aqui devemos reduzir as raizes ao mesmo indice:
‘UZ R4 L, 124
o

V6 +/5) - V/5(+/6 - J_}
(/6 —+/5) + (/6 +/5)
6 +/5

5.5 _

G _ B
EE T

BB+ VB BB

30

6

J6Y - (5
_6+30-V30+5 _11
-5

_1=1‘i

1.00) NRdLiVHalleG Us U IVHITTTHQUUITL O Uda 1 diJoe.

Soiugéo

No problema, pretende-se determinar uma fragéo cujo denominador & um
nimero racional e que seja igual a fracdo dada:

11fJ_J”

B e B .2+Jf§ 234433 2843 _, =,
ZonBy 2B 243 5 o BP-TEF 4-3
Observe que, de um modo geral, para racionalizarmos o denom.nador de
1 1
uma fracdo como ou multiplicamos o seu numerador
Va+idb T Ja-ib’
e 0 seu denominador pelo “conjugado do denominador”:
1 1 Ja-Jb_+a-\b
Jat/b +Ja+yb Ja-vb  a-b
V
A | Na+yb _ Va +b
oo Ja-b Jardo a-b
V
d)

i (e J§+J§+\/5 s
V5 (2+/3-45 (v2+/3)++/5

1 _ 1
Z+\B3-6  (2+3)=

i \/’2'-5"\/54-\/5 2 i f3 448 \[?j+\/“+\f
T2+ BE-(BE. 2+2J6+3-5 a6

BB iyE B TB4nfiB+ B _243+33 + V&

.k 12

21




1.34)

S SN

Se x = 5 eys= , calcule :

a) X +xy+y b) x*+xX%y+xy°+y°
Solugio

a¥

2
xz_(ﬁch\ﬁ} - 0+2/E0+2 124350
e 2 . 4 s

=12+2A~1\/4-5 12+4\/~ 4(3+J' Laffe

2
y2-(‘”°”‘EJ _10—2\/20+2_12~2\f20 ’
= 5 4 T e

_12-2./4.5 =12—4\/§=4(3—\/€)=3_\E
4 4 4
xy_ﬁﬁ@ \/ﬁ—\/i_(\/ﬁ)z—(\/?)zmmmzmz
= s =—r ==
Entaox+xy+y—3+\/5_+2+3 f—S
2 g

b} Note que x/:;Qy +xy? +y® = (x + y) + Yo +y)=(x+ y)OE +y?)

Mas,x+yzm;‘[2—+m2_‘/§=2\£ﬁ=ﬁ6
x2+y2=3+\ﬁ5_+3—\/§:6

Entéo,x3+x2y+xy2+y3=(x+y)(xz+y2)= J10-6=6410

Exercicios Propostos

1.38)

1.36)

1.37)

1.38)

1.39)

22

Calcule: ¥=1+3%0-3243 - 481+./49
Simplifique: A = 312 — 2427 + V2 - 75 + /48
Reduza ao mesmo indice: \/5. ?/5, Q/ﬁ

Coloque em ordem crescente os nimeros: /6, 412, 472

Efetue as operagbes:

a) (v2+45-410).42
by ¥2.%4
e

oo

1.40)

1.41)

1.42)

1.43)

 1.44)

yiyy
s A

Racionalize os denominadores das fragées:
9
a ——
) o5
1
B o
‘7
9 V5 ++2
J€—J§
d
) 1+J_ V3
N2+ 2 +\/_
Verifigue que:
J— 1
o
2 2
RPN V6
f+f Bz iR
2 2
1 it 1 =—M
(\/5 +3 J [JE —\/EJ
: 3 _3
Racionalize o denominador de £+ £
J5+2 J5-2 :
Se x= gy= ,calcule:
- R Y
a) Xx+y
b) %%+ y?
c) x°+3xy +y?
d) X +y?

Considere o nimero:

= (V642)-(3-2)- V3 +2

a) Calcule A
b) Deduza o valor de A.
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1.45) Seja f(x \f;+\fx+
a) Venfqueque o =Jx+1-/x

b) Verlflque que; — 1 LB, —1——- = \/n-m -1

T INE TR T

1.5. POTENCIA DE EXPOENTE RACIONAL

g ! tal i : m
Sejam dados o nimero real positivo a e o nimero racional = commen

inteiros, n= 0.

Nesse numero = o denominador n sera sempre escolhido positivo. Assim,

m : U L
se = é negativo, teremos n positivo @ m negativo.

m
Nestas condigbes, o simbolo an & definido por:

Exemplos

1
a) 42=%4"=a=2

2
b) 5% =¥52 =325

1 -1

8—3= —5-=3 4:3_1_:.1
c) 8 8 5 =5

Podemos definir poténcia de expoente racional para o caso a = 0, mas com

oo A
a condicéo F>O:

st ; X m 2 :
Na definicdc acima, a condigéo ?>O € necessaria para manter uma

coeréncia com as definicées dadas anterlormente Por exemplo, sabemos que ndo

se pode escrever.

Da mesma forma, ndec podemos escrever:

03 =302

24 F

1.6. PROPRIEDADES DAS POTENCIAS DE EXPOENTE RACIONAL

As poténcia's de expoente racional cbedecem as mesmas regras operatorias

vistas para poténcias de expoente inteiro.
P

‘Se a e b sdo numeros reais positivos e w e a sdo nlmeros racionais (m

n,- p e g s80 inteiros e ng = 0), valem as propriedades:

Exemplos
174 10 At - 8
a) 22.93.06 2238 -26=2
5l 47 5,7 31
3,92 03z 6 3.4 20
by 22222 5608 22552
28 28 28

Exercicios Resolvidos

1.46) Expresse em forma de poténcia com expoente racional os seguintes

radicais:
a) 3 &
b) 42 d) Y11
Solugédo
1
J3 =32
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1.47)

1.48)

26

1
by 42 =2%
2
c) 3/7_2=73
i 1
) BT = =118

Calcule, substituindo as poténcias de expoente racional pelos
correspondentes radicais: 3
& 2
a) 42 c) 273
4 5
by 167 d) 648"
Solugao

b) 167 =416' =416 =2
2
c) 27% =Y272 =Y(38%)2 =¥3° - Y32 =32 =9

5
d) baSceqe JumaE IR M 1 W 1 1
845 (26)5 230 6 (25)5 25 32

Solugao

(1

il 2T 27[”] :
a) (0,04) 2:[(0,2)} =(0,2) VT~ (0,2 =

[

1.49) Sendo a, b e ¢ numeros réais positivos, simplifique:

1 1 1
A =(abc®)Z .(a’b*c?)? . (a%bc)®

Solugdo
e ) 5 1 1 1 7s 3251
= - = = m = S el o= —= =ttt
A =aZb 2c2 .3%p3c3 .5 6p6c6 =52 3 6.p 02 38 =
3+14-5 ~9+8+1 9+4+1 12 o 14 1 _‘,i
=a 6 .b & .¢c 6 =a6.p%.c% =a%.p%.c¥=a%.c?

Se quisermos a resposta utilizando os radicais correspondentes:
A:az-afc7 =az-3;c:6-c =a_2-c2-3c

1.50) Suposta definida, simplifique a expressao:

1 1 s

az+1 a?-1 4
e e e

az-1 a?+1
So[ugﬁo-

1 il 102
Lembrando que {aa—q-[a?ﬂ}:{a?} -f=a-1 o MMC. dos

denominadores € a — 1, tem-se:
-3

[ 2 1 1 1
[82+1](32 +1J+(a2-1}{azw1]—-4
. a-1
L
i e L Y2 =2
(a5+1} +[a5-‘EJ -4
= a-1
il il P
a+2a?+1+a-2a2 +1-4
o a1

yz[(za-Z)Ys [Het] et

a-1 8
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1 1

1.51) Se, x2 +x 2 =3 calcule:

28

S md
= X2 4% 242
X +XT+3
b) %+ x72
Solugio

il
a) Elevando ac quadrado os dois membros da igualdade x2+x 2 =3
obtemos:

e
[x2+x 2] =9

g0 4
(XZJ +2%2 % 2+[x 2}:9

N
1
X+2x2 24x'=9
X+2+%x =9
E, dai:
x+x'=7

b) Elevando ao quadrado os dois membros da igualdade x + iy
obtemos:
(x +x")? = 49

%2+ 2x - x1+( 2 = 49

¥+ 2x!' T x2=49
X2+ 24 X7 =49 |
E, dai: !
2 xt=47
A,
¢) Elevando ao cubo os dois membros da igualdade x2 +x 2 =3 obtemos:

4 $F S aE g
{xz] +3[x2J X 2+3x2-(x ZJ +[x 2] =27

3 1 1 3

X2 4+3xx 2 +3xZx '+ x 2 =27
3 1 2l iated

X2 +3x2 +3x 2+x 2 =27

3. 8 it

x24x 243 x24x2|=27
3

RS

X2 +x 24+9=27

Iz, dai :

| e

3

xZ+x 2 =18

3 3 1

Cex 22 _18+2 20 2
B . s Wb W B

Exercicios Propostos

1.52)

1.53)

1.54)

1.55)

1.58)

1.57)

Calcule:
5
a) 184

8
b) 6254

o
c) (0,001)2

Calcule: %
Ty : 5 oy
075 . - HER
a) (16) +16 (0,5) +( 7]

4 =1
b) (0,027)73 - (-%J +256°7° -37 4 (5,6)

w|n

)
a‘h & -
Calcule: — paraa=001eb=27
a3 4p 3
Utilize as poténcias de expoente racional para simplificar:
1
a)
ayava
a
f

Utilize as poténcias de expoente racional para simplificar:

TR

Simplifique:

\/_é 2 %/ﬁi

a) Va 3b% % +Va 2bicT"
' T

b) y¥a.af.a?.a 3
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1.58) Supondo definida, simplifique a expresséo:

1 1 2y
Tt i i+1..-x
1-%4 1+x4 1+x2

1 1 i .
1.59) Se x=23-23, calcule 2x° + 6x. 5

1.60) Simplifique as expressoées:
1

a) el 5 3ba +3a
I 322 3.3
ol ! X" + VXD

1.61) Simplifique a expressao:

1 1
= - (x =1
y [1—)('0'5 1—)(“1J b
Calcule o valor de y para x = 0,0036.

1.62) Determine x, X € Q, tal que:
a) 9°=27
b) 32*=4

2
c) B4x =16

e) (5%]7 =25

) 180" =ne

1.7. POTENCIA DE EXPOENTE IRRACIONAL

Seja a um numero real positivo ; :

O problema que aqui se coloca & dar para a*, onde x & um ndmero
irracional, uma definicdo justa, que respeite as regras de calculo usuais das
poténcias.

Vejamos um exer..plo: como definir 229

Como +/Z & ndmero irracional, 2¥? ndo tem significado se considerarmos
apenas as definigbes vistas até aqui. Entretanto, o processo para a definicao de

:2\/E se utiliza das poténcias de expoente racional.
30 a

Inicialmente, observe que se r e s sfo nlimeros racionais e r < s tem-se
2" < 2% parece razoavel que essa propriedade se mantenha quando definimos 2*
para x |rrac|ona| assim, se r e s sdo racionais e:

r<y2<s

entdo devemos ter:
' 2N <22 o8 0)
Consideremos agora as sucessivas aproximagdes racionais de /2 :
Vit 1,4 <y2<15
141 <2 <142
1414 <42 <1415
14142 <2 <1,4143
141421 <2 <1,41422

9 conjunto de desigualdades acima e a concluséo () permitem-nos deduzir
que 22 também satisfaz a um conjunto de desigualdades:
o o
o141 - 2J§ < D142
21414 <2J§ < 21415
214142 52 H14143
141421 52 otat422

No conjunte de desigualdades acima, substituindo as poténcias de expoente
racional por aproximagdes decimais, obtemos uma sequéncia de intervalos de
amplitudes cada vez menores:

2,639 <2V? <2829
2,657 <22 < 2,676
2,664 <22 < 2,667
2,665 <22 < 2,666

Observe que ¢ ndmero 22 pertence a todos os intervalos da sequéncia, e
que a medida em que os intervalos vdo se sucedendo, vamos obtendo
aproximacdes, por falta e por excesso, que nos déo uma avaliagio cada vez mais

precisa para 22

A construcdo acima nos da uma aproximagéo para 24_ com trés casas
decimais: 2,665.

o procedlmento descrito acima para definir 22 pode ser ampliado para a
definicéo de a*, onde a ¢ um niimerq real positivo e x & um nimero irracional.
Para |sso suponhamos a > 1, e consideremos duas sequéncias:
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Uma, crescente, constituida por niimeros racionais menocres do que x;
: F4y 20 T3000in Diiposes " :
A outra, decrescente, constituida por nimeros racionais maiores do que x;
§1, 82, 3, ... Sn, ...

As duas sequéncias devem ser construidas de tal forma que as diferengas
Sy =T1, 82 =12, 83— T3, ..., Sn — n,"... SEjam cada vez menores, isto &, aproximam-se
de zero. e g
Entéo, o conjunto de desigualdades:
M <X<8q
<X<8s2
I <X <83

gera, para a > 1, o conjunto de desigualdades:
al <a¥ <a®
a”? <a* <a*

a®<ca®<a®

Observe que as poténcias de expoente racional.
a",a?,a%,..
s&o aproximagdes “por falta” de a*, e que as poténcias de expoente racional
851,352,653,... :
s&o aproximagdes “por excesso” a”.

Note também que, & medida em que o ndmero irracional x é "cercado” por
intervalos de amplitudes cada vez menores: ry < x < sp, a & “cercado” pelos

correspondentes intervalos: a™ <a* <a®™, . também de amplitudes cada vez
menores. Diremos, entdo, que tais intervalos de extremidades a™ e a®™ vao
definir um niimero que é a*.

Para 0 < a < 1, a definicho de a* x irracional, é andloga. Apenas, como
0 < a <1, adesigualdade: ry < x < s, gera a desigualdade: a" > a* > a™,

Observacoes

1°) Se x & um nUmero irracional positivo, definimos:
0*=0
2°) Para todo nUmero irracional x, define-se:
1 =4
3% Se a <0 e x & nlimero irracional, o simbolo a* n&o esta definido.

4°) Para as poténcias de expoente irracional s&o vélidas as propriedades
usuais das poténcias.

32

Exercicios Propostos

1.63) Simplifique:
Bj. M8 0L g

)"
c) (3"6“}[5)\!{5 Y8 o0

b)

) 27V 3 3l P
9~/2_7_3J'75‘

1.64) Com auxilio de uma “calculadora” construa uma sequéncia de intervalos que
define 3*2. D& uma aproximacéao de 32 com trés casas decimais,

1.8. POTENCIA DE EXPOENTE REAL

Com as definigdes vistas até aqui, para o nGimero real positivo a e para o
nimero real x, qualquer, fica definido o nimero a* isto & uma poténcia de
expoente real. '

‘ Note que para a definigio de a*, com x real (racional ou irracional) ha uma
forte exigéncia: a > 0.
Gbserve também que se a > 0, entdo a* > 0 para todo x real.

Propriedades

Sejam a e b numeros reais positivos e x e y nimeros reais quaisquer;
valem as seguintes propriedades:
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b

Capitulo

A indugao

2.1.0 QUE E A INDUGAO?

Podemos responder & pergunta dizendo que a indugdo € um processo de
raciocinio, que faz a passagem de hipoteses ou conhecimentos particulares para
conclusées gerais.

As ciéncias naturais utilizam-se daquilo que denominamos indugdo empirica.
Esta, de uma série de observagbes particulares de um certo fendmeno, estabelece
uma proposigao geral que deve reger todas as possibilidades do fendmeno.

As leis gerais determinadas pela indugéo empirica ndo sé@o providas de um
grau absoluto de validade. O grau de certeza com que se estabelece uma lei
depende do nimero de experiéncias feitas, bem como de confirmacbes posteriores
do mesmo fendmeno.

Nas ciéncias naturais, em geral, um raciocinio desse tipo € plenamente
convincente. Por exemplo, quande uma pessoa diz que “Taodo homem & mortal”,
esta afirmacéo tem toda a certeza possivel, dado o numero enorme de
confirmacées que esta proposicéo teve através da Historia. Porém, o carater desta
proposigdo ndo é 0 mesmo gue o de uma afirmagéo ou teorema demonstrado por
meio de raciocinios puramente matematicos.

Poder-se-ia dizer, entao, gue na Matematica a indugéo ndo se aplica como
raciocinio valido, pois esta ciéncia ndo se satisfaz com os "graus de certeza’,
obtidos pela inducéo empirica. Essa &, porém, uma idéia erronea. E verdade que a
meta que se procura atingir na Matematica é a forma dedutiva e axiomatica, na
qual os fatos e conceitos se apresentam interligados perfeitamente, de acorde com
uma sequéncia légica. Tal meta, entretanto, sé pode ser atingida mediante todo um
processo construtivo para o qual contribuem decisivamente a sensibilidade, a
intuic&o e a experimentagdo. Com isto, queremos dizer que mesmo numa ciéncia
exata como é a Matematica, ocupam lugar de destaque a contribuicdo da indugéo
empirica, a imaginagéo que inventa e a construgio experimental, elementos que
constituem a forga diretriz & motora mediante a qual pode ser atingida a meta final:
a forma cristalizada de estrutura axiomatica e dedutiva.

Um exemplo de como se pode ufilizar a indugdo na Matematica e o
seguinte: suponha que desejamos uma férmula que nos da o valor da soma:

Sn=2+22+2%+2'+. . +2",
para qualquer valor inteiro positivo de n.
Essa soma apresenta os valores seguintes:

Paran=1:8,=2
Paran=2:8;=2+2°=6
Paran=3:S;=2+22+2°=14
Paran=4:S,=2+22+2°+2* =30
Paran=5:8s=2+22+2°+2'+2°= @2
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Por meio de experimentacées sucessivas, o matematico “achou” a férmula:
Sn=2[(n =1 +n],
a qual nos fornece:

Paran=1:51=2 (satisfaz!)
‘Raran=2: Sy = 2[12 + 2] = 6 (satisfaz])
Para n = 3: S5 = 2[2° + 3] = 14 (satisfaz!)

E de se supor, entéo, que esta & a formula geral procurada. Puro engano!
Isso ndo é verdade, pois para n = 4 tem-se:
- S4=2[3%+4]=26
valor diferente do real, que é S4 = 30.
Concluimos, entdo, que a férmula encontrada satisfaz para n = 1,2e 3, mas
ndo satisfaz em geral. :
Com o prosseguimento das.tentativas, encontrou-se a expressao:

s n* -6n° +23n” =18n+12
N =
6
que fornece valores corretos paran=1,2,3,4 e 5, mas para n = 6 ndo satisfaz.

Com esse processo, 0 matematico consegue se aproximar cada vez mais da

férmula geral. Num dado instante, ap6s muita pesquisa, chegou-se a formu'a:
Sy 52
que se mostrou valida, por exemplo, de n =1 até n =1 500.

Podemos, entéo, afirmar que esta & a férmula procurada?

Nzo! O fato de uma expressao ser valida para um nimero bastante grande
de casos particulares n&o significa que ela seja valida para todos os casos. Quem
podera garantir que para um valor de n superior a 1 500 n&o vai falhar a expressao
encontrada?

Do exemplo discutido acima tiramos uma _conclusdo simples, .mas
importante:

“Uma proposicdo pode ser correta para um numero bastante grande de

casos particulares e ao mesmo tempo pode ser falsa em geral.”

E justamente neste ponto que se distanciam a Matematica e as ciéncias
naturais. Se o problema discutido acima fosse restrito ao campo da Sociologia, por
exemplo, poderfamos afirmar que a expressdo encontrada é valida "com uma
determinada porcentagem de certeza”. Tal certeza sera maior ou menor, conforme
seja 0 numero de casos particulares examinados.

A Matematica nao se satisfaz com essa “porcentagem de certeza'. Ela exige
certeza absoluta. Dessa maneira, temos que provar rigorosamente que a formula
encontrada é vélida para todo n. .

O que se pode concluir, apés esta discussdo, & que a construgdo
experimental foi util para se encontrar uma férmula, sobre a qual recaem suspeitas
de que & de fato a expresséo procurada. A prova, a demonstragao rigorosa, gue vai

selar a questéo, é dada dentro da Matematica por um processo especial de .

raciocinio que se denomina INDUGAO MATEMATICA.
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paratodon,neN*,

2.2. 0 METODO DA INDUGAO MATEMATICA

Tomemos o exemplo discutido r.o item anterior.
. Por meio de um processo intuitive conseguiu-se uma possivel formula para
exprimir a soma:
Sn=2+22+2%+ 2%+ | 42"
Presume-se que seja:
S.=2™ -2

Surge, entéo, a seguinte dlvida: temos uma proposicdo que se mostrou
correta em muitos casos particulares; &, no entanto, impossivel verificar todos os
casos particulares. Como podemos saber se a proposicéo & correta em geral?

Quando uma proposicdo depende dos numeros naturais, 0 método da
Indugdo Matematica constitui um eficiente instrumento para verificar a validade da

proposicdo no caso geral. Para aplicar a Inducdo Matematica &€ necessario
demonstrar dois teoremas:

Teorema 1: A proposicéo é vélida paran =1

Teorema 2: Se a proposicéo for valida para n = k, entio, ela também & valida
para o caso seguinte, n =k + 1

Vamos, ent@o, demonstrar que é valida para todo n a proposicao:
2424w, w2 =" 0

Teorema 1: A proposigéo é vélida paran=1.
Para demonstrar este teorema, basta fazer uma verificagéo direta.
Paran =1, temos:
(1° membro) = 2
(2° membro) = 2° -2 =2

Teorema 2: De acordo com o enunciado deste teorema, devemos supor
(HIPOTESE) que a propriedade & valida para um certo valor n = k, e provar (TESE)
que, erfao, ela também é validaparan =k + 1.

Hipotese: 2 + 22+ 2%+ + 2 =21 _>

Tese: 2+ 22+ 2% | 42X =pk2_o

Demonstragao

b Vamos somar aos dois membros da expresséo da hipétese o nimero 257
resulta: '
Dai? i g, AN B L I o Bl 0, Sk 0. 0k82 5

19 membro da tese

2° membro da tese

Os dois teoremas foram provados. Podemos entéo dizer que
S=2™-2
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Observacoes

1?) Para o aluno & um tanto dificl convencer-se da eficiéncia da
demonstragdo. Porém, com um pouco de reflexéo sobre o que foi feito,
podemos atingir um acordo.

Inicialmente, devemos notar que ndc seria possivel verificar,
- experimentalmente, a proposicdo para todos os nlmeros naturais. O
Teorema 1 corresponde a verificagdo experimental para o 1° caso: n=1.
O Teocrema 2 permite passar de um caso para o seguinte. Assim, por
exemplo, como a proposigic vale para. n = 1, ‘entdo, podemos
imediatamente concluir que ela também vale para n = 2 (Teorema 2).
Fica, assim, provado que a proposigdo vale para n = 2, mas sem
necessidade de uma nova verificagdo experimental. Retomando o
raciocinio, temos: a proposi¢&o vale para n = 2, entéo vale tambem para
= 3 (Teorema 2). Per¢ebe-se assim que, por aplicagdes sucessivas do
Teorema 2, qualquer natural podera ser atingido, sem necessidade de
verificar experimentalmente.

Intuitivamente, o método pode ser entendido com um artificio muito simples:
suponhamos que temos soldados de chumbo coiocados em fila, que comega por
um deles e prossegue indefinidamente:

rran rrren creay] P ey ey

Como podemos ter certeza de que, derrubando o primeiro deles, todos os
soldados cairdo?
Para isso, basta provar que:
1°) O primeiro soldado cai.
2° Qs soldados estdo situados de tal modo que toda vez que um qualquer
deles cai, automaticamente, golpeia e faz o soldado seguinte cair.

Assim, mesmo que a fila se estenda indefinidamente, podemos afirmar que
todos os soldados vao cair.

2%} E importante notar a necessidade da demonstragdo dos dois
Teoremas: 1 e 2. E claro que nao basta o Teorema 1: a simples
verificagéo de um caso particular & insuficiente.

Do mesmo modo, n&o basta a demonstragdo tnica do Teorema 2.

3%) Na demonstragdo do Teorema 2, a passagem do caso n = k para o ¢aso
n=k+1¢& equivalente a passagem do caso n = k-1 paraocason =Kk
Em cada problema escolhemos aquela que mais facilitar os calculos
algébricos.

4% Em alguns problemas a proposigéo dada & vélida & partir de um certo
" ntimero natural no. Nesse caso, o Teorema 1 {e a verificag@o para n = ng.
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Exercicios Resolvidos

2.1) Prove que a soma dos n primeiros nimeros inteiros e positivos & ___n(n2+ N,
Solugao
Devemos demonstrar que;
14243 4., _(”2+..“)

Teorema 1
Para n =1 tem-se:
(1° membro) = 1

o _ 1.2
{2° membro) = s 1
Teorema 2
Hipbtese:1 +2 + 3+ + k= (k2+ 1)

(k+1)(k+2)

Tese: 1+2+3+ . +k+(k+1)= 5

Somando aos dois membros da hipdtese o nimero k + 1, obtemos;
4243+, 4k (k4 1) ='—<§‘5§T~Jl+(k+1)=
1° membro da tese

=(k+1)-(%+1)=(k+1)-k;2 4 (“1)2("*2)

2° membro da tese

Observe que neste problema nao foi necessario “adivinhar’ a férmula; ela foi
dada no préprio enunciado.

2.2) Vamos escrever em ordem crescente os nimeros impares positivos:
1,357, ..
Chamemos o primeiro de p4, 0 segundo de p,, o terceiro de pj etc...
=1 Hp=3 1y =5 py =7, ...

Surge, entdo, o seguinte problema: “encontrar uma férmula para o nimero
Impar genérico p, , expresso em fungéo de n”.

Solugdo

Podemos escrever:
p=2-1=1
Po=2-2 -1
Hg=2-3 = 1

Se examinarmos cuidadosamente as trés igualdades, seremos levados a
crer que para se obter o n-és;mo numero impar, p,, € preciso multiplicar n
por 2 e subtrair 1:

=20 -1
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2.3)

40

Vamos provar que essa formula & verdadeira.

Teorema 1: A formula ¢ valida para n = 1. De fato, vimos que
p=2-1-1=1(éoprimeiro impar positivol)

Teorema 2: Hipbtese: py = 2k — 1
Tese: = 2(k + 1) =1 = 2k + 1

Somando 2 aos dois membros da hipétese:
o+ 2= (2k—1) + 2

Observando que para se obter o impar Ry basta somar 2 ao impar
“anterior’ 1, tem-se na igualdade acima:
Hk+1 = 2k + 1,

que & a tese.

Calcular a soma dos n primeires nimeros impares positivos:
Sz A+ 3+ 5+, +2n="1)

Solugdo

Ja existem formulas na Matematica que resolvem o problema acima.
Entretanto, o nosso interesse ndo & uséa-las, mas descobri-las através da
indugéo, Para isso é necessario inicialmente estabelecer uma hipttese, isto
&, simplesmente tentar “adivinhar” a resposta. 3
Dando valores particulares a n obtemos:

S5 =1

S.=1+3=4

S;=1+3+5=9

Sy=1+3+5+7=16

S;=1+3+5+7+9=25

E facil notar que S1 = 12, Sz = 2%, 83 = 3, 84 = 4. 0 que nos faz "acreditar’
que em geral:

e Sn = T\z
Vamos provar que esta formula é verdadeira.

Teorema 1: A formula é valida paran = 1;
S1=12=1

Teorema 2: Hipétese: Sy = 1+3 +5 +..+ (2k-1) =k -
Tese: Sksq=1+3+5+..+ (2k— 1)+ [2(k +1)-1] =(k+1?
2k+1 s :
Somando aos dois membros da hipétese o numere [2(k + 1) -1]1=2k +1
obtemos:
‘i+3+5+...-¢-(2!»<—1)+[2(k~+—1)—‘}]=k2'+2k+1:(k+1)2

2° membro da tese

1° membro da tese

Fe,—.-\gs-;-gw;rﬁ oD

2.4)

2.5)

Estudar, para ne N *, a validade da desigualdade:
2">2n+1

Solugdo

Vamos examinar alguns casos particulares:

n=1:2'>21+1, éfalsa

n=2:2">2-2+1,éfalsa

n=3:2>2.3+1, évélida

n=4:2">2 4+1,évalida

ISomos levados a crer que a de~gualdade é vélida para n = 3. Vamos prova-
a.

Teorema 1: Para n = 3 esta verificado

Teorema 2: Hipotese: 2> 2k + 1
Tese: 215 2tk + 1) + 1 ou 2% > 2k + 3

Multiplicando os dois membros da hipotese por 2:
2" 2> (2k+1)-2

21> 4k 4 2

Mas, 4k + 2 = (2K + 3) + (2k —1), e como 2k -1 = 0, pois k = 3 tem-se:

faat ak+2>2k+3

Logo: 2" > 2k+3

Demonstre que para todo n, ne N *, o0 numero:
A= 11M2 4 1220

& divisivel por 133.

Solucao

Teorema 1: Paran =1

CAr=11*+12°=3059 =133 - 23

Teorema 2: Suponhamos que Ay = et g2 seja divisivel por 133.

k+d
Vamos provar que Ag.q = 11 *® 2 1226 & tambem divisivel por 133.

Temos:
Ak+1 - 11k+3+ 122k+3 2 11k+2 11+ 122k+1 . 122

Como 122 = 144 = 133 + 11, segue-se que:
Baer = 11920 11 #1227 (133 4+ 14) = 1192 14 2 122 11 122 q33=
=3 FAHE 4 qp% H 1 Gqptird . 58
o e B0 R
divisivel por 133 por hipotese.
As duas parcelas séo divisiveis por 133, e dai a tese.
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Exercicios Propostos
Parane N*, nos exercicios de 2.6 a 2.12, prove as proposicdes indicadas:

26) 2+4+6+ . .+2n=n(n+1)

2.7) '12+22+32+ + n"’:M.ﬂl
, 5

(n-4)n-3)2n~7) _(n-4)n=-3y(n-2)
5 g i free)

2.8) 1+5+14+.. +

2.9) 1-2+2-3+3-4+.._+n(n+1)=”(—”+—%(“—""2)

2700) satam e et =—

211) 1-2+F =244 (A = -y 202D
1.2 3. _n_, n+2
212) —2—.1_?.}.2#.3«--5._“-.',-5?: —<2n

2.13) Ache a expresséo geral dos nlimeros X, sabendo-se que x; = 1 e que para
todo natural p, p > 1, % = Xp—1 * 2. Com a Indugao Matematica, demonstre a
validade da resposta.

2.14) Estude a validade da desigualdade: 2" > n°.

2.15) Desigualdade de Bernoulli. Sendo a > -1 e n inteiro positivo prove que:

(1+a)n >1+na

2.16) Se ne N*demonstre que 10" — 1 é divisivel por 9.
2.17) Se neN* demonstre que n* + 5n & divisivel por 8.

2.18) Se neN* demonstre que 2™ - 3" + 1 ¢ divisivel por 11.

42 &

Exercicios Suplementares

[.1)  Os numeros reais a e b sdo positivos; m, n, p, r e g s&o numeros inteiros.
Simplifique a expressao:

nr

TR
Sl

.2) Sejam a, b, ¢, X, Y & z numeros reais positivos, dos quais a, b e e séo
inteiros. Demonstre que se b é média aritmética entre a e ¢, e y é média
geométrica entre x e z entdo:

b b
x -y Z2=xt-y? 2

Xx=13
|.3)  Calcule o valor da expresséoy = J para;
X2+ 1
a) x=2++3 b) x=2-+/3

[.4) Considere a expressio y=,,‘(x+1)2 —,,‘(x—1)2. Quais s&o as diferentes

formas que ela pode assumir segundo os valores de x?

5 ] 1
I.5) Racionalize o denominador da fracdo —=——.
R

g(x)-gla)

1.6) Se g(x):ﬁ,proveque = parax>0,a>0ex = a.

1
Jx ++/a
I.7)  As raizes da equacgao ax’ +bx+c=0s3 «e B.Para ne N*toma-se:

Sy=a"+p"
Demonstreque a - Spez + b Spey+C S =0

1 1 1
1.8 Para neM*en =2 prove que: 14—+ —+...+ —= >N
’ S T

1l
1.8) Demonstre que —;—[a” +b”:|2[%(a+b)} ,para ne N*, com a e b positivos.

[.10) Tragando n retas em um plano, n&o se pode dividi-lo em mais do que 2"
‘partes”. Demonstre.

I.11) Paratodonem N, nz2, prove que:
22—1_32—1.42—1. _n2—1_ n+1

- N

1.12) Estude a validade da desigualdade: n® < 2",
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Capitulo

Sequéncias

e
AT T

- 3.1. INTRODUGAO

Naste item apresentaremos de modo informal o conceito de sequéncia. Mais

@ adiante definiremos sequéncia como sendo um tipo especial de funcéo.

£ comum necessitarmos colocar “em uma certa ordem” os elementos de um

: conjunto. Com essa “ardenagdo” obtemos o gue se denomina uma sucessdo ou

T ' T . umasequéncia.
4 Por exemplo, os dias da semana poderiam ser ofdenados assim:

3 segunda-feira 1° dia

terga-feira 2° dia

N quarta-feira 30 dia

8 quinta-feira 4% dia
R sexta-feira 5% dia -

sébado 6° dia

domingo 7¢ dia

livro vamos nos interessar apenas por sequéncias de nimeros reais.

Exemplos
i ; R -
a) Consideremos a sequéncia | 10; -8 J§ 5, 3
Podemos dizer que:
primeiro termo & 10
o segundo termo & -8

o terceiro termo é 42
oquartotermo € &

o0 quinto termo & %

entre parénieses.

Embora uma sequéncia possa ser formada por elementos quaisguer, nesie

Repare que para representar a sequéncia, colocamos seus elementos

_1)_A_sequéncia(3;_7:_8) & diferente da sequéncia (8, 3. 7) pois, embora

—

diferentes.

efc). Assim.
a1 representa o primeiro termo
. 8 representa o segundo termo
as representa o terceiro termo e assim por diante.

sejam- formadas pelos mesmos elementos, eles estdo em ofdens

E usual representar o i-ésimo termo de uma sequéncia por a; (ou by ou G

47
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Exémplo
Na sequéncia (4 ,-2; n; 0) temos: .
=4, ap=-2 as3=n,a4=0
Os exemplos que demos até agora séo de sequéncias finitas, isto &, tdm
um numero finito de termos. Mas podemos ter também sequéncias infinitas; isto &,
sequéncias que 1&m ndmero infinito de termos.

Consideremos por exemplo, a sequéncia dos numeros naturais pares,
ordenados em ordem crescente.

0:2:4,6,8,..)
Esta & uma sequéncia infinita.

3 2 FUNQAO

Vamos Iembrar neste item o concelto de funcéo,

Consideremos dois conjuntos n&o vazios A e B. Uma fungdo de Aem B é
um conjunio f de paras ordenados (x; y), com x € A ey < B, satisfazendo a
condigéo:

Exemplos

a) Sejam os conjuntos
A={2 3,5 TeB={8;9 15 13; 20; 70}, )
Consideremos o seguinte conjunto de pares ordenados:
f={(2; 9); (3; 16}, (5; 20, (7. 70)}

Este conjunto pode ser representade por um diagrama de flechas,
como vemos ao lado. O conjunto f ¢ uma fungao de A em B, pols cada
elemento de A estd relacionado com um lnico elemento de B. No
conjunto A ndo pode "sobrar® elemente sem correspondente em B,
enguanto que em B pode "sobrar’ elemento sem correspondente em A
(no nosso exemplo *sobram” em B osnlimeros 8 e 13).

O conjunto f ndo & uma fungBo de A em B pois “sobra” ne conjunto A o
-elemento 6 sem correspondente em B.

B

c) Sendo A ={1; 2; 3} e B = {4; 8; 10} considere o seguinte conjunto g:
- g={(1,4) (2 4); (3. 10)}
--Q conjunfo g & uma fungio de A-em B. O fato de haver.dois elementos......

de A {(os ndmeros 1 e 2) com o mesmo correspondente em B (o ndmero
4} ndo contradiz a nossa defini¢éo,

A

d) Sendo A={2;5;9}eB={8; & 10; 12} consideremos o c_q:njunto:
h={(2; 8), (5; 6}, (5, 10); (; 12)} '
O conjunto h ndo é uma fungdo de A em B, pois ha um elemento de A (o
nimearo 5) gue esta em correspondéncia com dois elementos distintos de
B (os nimeros 6 e 10) e, de acordo com a definigdo de fungio, a cada
elemento de A deve corresponder um dnico elemento de B.

b} Consideramos os conjuntos
A={3,6,8aeB={7 4 11}
" Seja o conjunto
' f={{3 11); (8 4).
48 *

Observagdes

Consideremos uma fungéo f de A em B. Temos:
1%} o conjunto A é cham'pdo de dominio de f, sendo represantado por

D)
49




: ‘ Consideremos o con;unto E ={t; 2; 3; 4} e a fungBo f dada pelo diagramaz de
2%} 0 conjunto B é chamado de contradominio de f, sendo indicado por : flechas R
CD(f) . . : ' _

: E
3“) se o par ordenado (x; y) pertence a fungéo fdizemos que y é a imagem

de x pela funcéo f g escrevemos;
A y = f(x)

4% o conjunto de todos os eiementos de B que sio imagens de. algum
elemento de A ¢ chamado conjunto-imagem de f e & indicado por:

I
. ! f(1)y=7
5%} algumas notagdes usadas para dizer que f & uma fungéo de A em B séo: ;(g) f—6
fiA———asB . ] . (3) =
f | . f(4)= V3
A——B gl )
T ~k - ~Esta fungéo ¢ uma sequéncia finita. ——
Exemplo : [ Podemos também usar a notagéo dada no item 3.1 e escrever:

f1=27, fb=-8f=n, 4= 3

Consideremos uma sequéncia f de dominio E = {1 2, 3. k). Podemos
representé -la por

Consideremos os conjuntosA {13, 7; B}e B=1{2, 4,79 10; 12} e seja a
funcdo fde Aem B;

f={{1; 2): (3; 7). (7, 10); (8; 12)}
A 4B

(f(1): f(2): f(3): ... s (kD)

ou entéo por (f,). .

ou ainda por (fn)1snsk

onds f, & o termo geral

As imagens costumam sef chamadas de fermos da sequéncia e diremos

que’ _
f(1) & 0 1° termo
f(2) & 0 2° termo
f(3) & 0 3% termo
etc.

No lugar de (1), (2}, §3), ... podemos escrever f;, f2, f3, ...
Odominiodefé D(f)={1,3;7; 8} =A i
O contradominio de f &: CD(f) = {2; 4,7, 9, 10; 12} = B
O conjunto-imagem de f-&; I{f) = {2; 7; 10; 12}

Para dlzermos que aimagemde 142 escrevemos:

" Exemplo

SejaE={1,2;3;4;,5}eafungdoadeEaemR dada por a{x} = 4x

f1y=2 ) ) N
___Se nunsermoe dizer.oua 8 imanam.da 3.4 7 escrauamas: - e -
fi3)=7
3.3. SEQUENCIA FINITA g
Consideremos o conjunte E = {1; 20 3; ... ‘k} também indicado por

= {neN| 12nzk}. Chamamos de sequéncia finita qualquer func3o de E em

R (R & o conjunto dos nlimeros reais ¢ N &€ o conjunto dos ndmeras naturais).

Exemplo
50 *

51
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3.4 MEIOS EEXTREMOS

a(1)=4(1)=4
a(2) = 4(2) =

a(3) = 4(3) = 12
a(4) = 4(4) = 16
a{5) = 4(8) = 20

'Eéta'fungéo & uma sequéncia finita que podera ser representada por
‘ (4; 8: 12; 16; 20)
Podemos também escrever:
ai=4
ax=8
az=12
a3=16
L2220

Esta sequéncia tem 5 termos onde

4 & o primeiro termo
8 & o segundo termeo
12 & o terceiro termo
16 & o quarto termo
20 & o quinto termo

Consideremos a sequéncia
(a1; az; 83} ...; 8k .ot Bpy oo an)

Onde ay, ak+1, 8x+2,..., 8p 580 termos consecutivos, ‘
Em certos casos seré util, observar que, de ak até ap, o total de termos
(contando com &g & ap) & igual a

(3.15

Exemplos

a) @y, 8, 8, A, 8,,8; 6=8-3+1
6 termos
B) @y @py) Bnp; Bpgt By 5=24-20+1

5 termes

. sequéncia finita:

Exeml_alo

Consideremos a sequéncia
(2, a5 a3, 3, a5, ag; 87 2, 3y)
| L == |
&, & a, 580 0s extremos
a, e ag sdo equidistantes dos extremos
a, e a, sAo equidistantes dos extremos
a, & ag 580 equidistantes dos extremos

Suponhamos que ay e a, sejam termos equidistantes dos extremos da
(81 80 Bt B B) e e o
Entao devemos ter (de acordo com a férmula 3 1)
k-1+1=n-p+1
isto &,
(3.2}

Assim, no exemplo antérior, a; e a; s&o0 termos equidistantes dos extremos
ar e ag Temosentdo; 3+7=1+9

3.5, SEQUENCIA INFINITA
Seja N* 0 conjunto dos nlmeros naturais diferentes de zero:
N*={1,23.}
Chamamos de sequencla infinita qualquer fungdo de N* em R.
Exemplo

Consideremos a fungéo de N* em R dada por f(m = 4n + 3

Consideremos a sequéncia finita ,
(a1, 2z @3, ... 5 &)
Os termos aq e a, s8o chamados extremos da sequéncia; os outros termos
s&0 chamados de meios,

Dois termos s&o equidistantes dos extremos quando 0 numero de termos
gue antecedem um deles & igual ac nimerc de termos que sucedem o outro,

(%]
]
»

f(1)=4(1) +3=7

f(2) = 4(2) + 3= 11
f(3)= 4(3)+3=15
f(4) = 4(4) + 3= 19
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Esta & uma sequéncia infinita que pode ser representada por

(7, 11,15, 19; ..))
Dada uma sequéncia infinita f podemos representa-la por
(i f2; faits..)
| 40U por .
(f“)n e N*

ou simplesmente par: {f), onde f, & o termo ge-ral.

3.6. RECORRENCIA

Para determinarmos uma sequéncia, além dos processos apresentados nos
exemplos anteriores, podemos usar o processo de recorréncia. Tal processo
consiste em dar o primeiro termo (ou os primeiros) e uma sentenga aberta que
permita caicular cada termo em fungao do anterior (ou dos anteriores).

Exemplos
a) Consideremos a sequéncia infinita tal que a1 =5 e paratodao n > 1 tem-se
an = an-1 -+ 3
Vemos que cada termo an da sequéncia é igual ao anterior an-1 somado

com 3. , o
8,=8,+3=5+3=8
8, =8,+3=8+3=11
8, =a;+3=11+3=14
..................................... ) ‘ c}:

Portanto, a sequéncia pode ser representada.por:
(5, 8:11; 14, ...}
b) Consideramos a sequéncia f de dominio E = {1; 2; 3; 4; 5; 6) tal que f; = 3,

f, = 7 e cada termo, a patir do terceiro, & igual &8 soma dos anteriores.
Temos:

f=f+f=3+7=10

f,=f+fy+f, =3+7+10=20

fo=fi+f+f +f,=3+7+10420=40

f,=f,+f+f +f, +f =3+7+10+20+40 = 80
T Agsim a sequéncia é: (3 7; 10; 20; 40; 80)

8y =a,+a,=1+1=2
a,=@y+a,=2+1=3
a;=a,+a;=3+2=5
lag=a;+a,=5+3=8

Temos entao; (1, 1, 2; 3, 5, 8;...)

Esta sequéncia é chamada sequéncia de Fibonacci e tem importantes
propriedades. *Fibonacc” € o nome pelo qual ficou conhecido um importante
matematico chamado Leonardo de Pisa, que viveu entre 1180 e 1250
aproximadamente. (“Fibonacci” significa filho de Bonaccio.)

Exercicios Resolvidos

“3.1) “Consideremos a sequéncla

(an) 12N 4
definida pelc diagrama abaixo:

W NN -
r v

W=
S

Eshoce o.gréfico dessa sequéncia.

Solugédo
Os pares ordenados que formam a sequéncia sé&o:
- (1;-3); (2: 10); (3; 4); (4: 3}
Representemos esses pares hum sistema de coordenadas cartesianas.

Aan)

1

"€) 587 a sequéncia’infiniifa tal'que
a, =1
a, =1
8 =g +ag (nz3)

. Vemos gue cada termo dessa sequéncia (a _partir do terceiro) € igual a
soma dos dois anteriores:
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Escreva os 4 primeiros termos das sequéncias infinitas dadas por:
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a,=2a,,+3a,, (nz3)

Solugio

a) a1=4 80 = @n~1 + 2N

aa=a;t+2(2)=4+4=8

az=ay+2(3)=8+6=14

ag=zax+2(4)=14+8=22

aszas+2(5)=22+10=32
(4, 8;14, 22, 32, ...)

a,=-3

b) { '

- ta,=2a,,+4
ap=2ar+4=2(=3)+4=-2
az=2a;+4=2(-2)+4=0
84 = 20a+4=2(0)+4=4
as=2a4+4=2(4)+4=12
(=312, 0,4,12;..)

¢) jap =
a, =2a, +3a,_,
a3 =2ax+ 3a;=2(3) + 3(2) =12
a4 =223 + 33;= 2(12) + 3(3) =33
as = 2a4 + 323 = 2(33) + 3(12) = 102
(2; 3;12; 33; 102;..)

3.4) Seja a sequéncia infinita cujo termo geral &
an=3n-4
determine:
a) ag
: b) Sk +1
€) B3kt
;7 Solugdo
a) ag=3(B)—-4=24-4=20
b} et =Bk 1) =4 =3k +3-4=3k-1
o P A AN A 2Ol R A=Ok T
Wi TwSKET feIrend v v S - e
3.5) Daé os termos gerais das seguintes sequéncias:

12,3 4.5 o) (1.3.5.7.9,
a) 2‘3'4’5'61.“ N 2!4’6|8|10)"‘
b} (2;4;6;8;10;12; ...} H (13358759 )
o4 ) - 1 (1.23.4.5,
o (248163264.) g " (2. 25T 32....J

d) (1;3: 57,911..)
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Solugdo

f) ap={(2n-1y"

Considere a sequéncia infinita dada por
1
(2n-1){2n+1) 7
a) Escreva os 4 primeiros termos dessa sequéncia.
b) Determine as constantes a e b tais que, paratodo ne N*

a. b
"= N1 B+

. a'n =

a

¢) Caloule o valor da sema
ap+axt.. ta

Solugdo
I R
S T R T
_ 1 1 1
BT GH@+D @) 15
1 R T
B =E-DErH (BN 3/
1 1 1
a, = w

@-HE+1 (N9 83
Assim, a sequéncia &

1o Yl
1335 5.7'7-9°" 315" 35'63"

~~b) . - a b _a@n+f)ebn=1) _

=iy @1’ (2n+1) L (n=fEnsy

_2na+a+2nb-b _(2a+2bn+(a-b)
T@En=-N2n+1) T (2n-12n+1)
Para todo ne N* devemos ter entdo:
1 _{2a+2b)n+(a-b)
{Zn=N2n+1 " (2n-1"2n+1)

Assim:
2a+2b=0
a~-b=1
Resoclvendo este sistema obtemos a = -21~ e b= ——21—
Portanto, para tode ne N* vale:
i1
1 2 2

Gn=12n+1  2n-1_2n+1

c) Queremos calcularay +az + ... + a,, isto é:
13 35 5.7 7.9 T (@n-1@n+1)

o
i1
35 /3 5
T
1 1
1 2

(2n—1)(én+1) =,2’n—1 TZn+1

Adicionando membro a membro essas iguaidades, varios termos véo se
cancelar, e ficaremos com:

-

1.1
At L 2.2 _2
1

1 1
73735 57 ~7F @)

(2n+1)—~2-'—' n

TZn+1 T 2n+1  Zn+d

J T Corisidere g-gequéicia infiniia denniaa por;

2
an = n’
e seja (by) uma sequéncia dada por:

bn = an+1 - an

'a) Escreva os 8 primeiros fermos de (an).

b) Escreva os 5 primeiros termos de (by).
c) Dé a férmula do termo geral de {bn) em fungéo de n.
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: . Solugéo
, . a) @n=
'® a1 = (1)2 -
- az = (2) =
. . cag=3= 9
a4-f—16
. ‘e = 5 =25
ag=6"=36
) (an) = (1; 4; 9; 16; 25; 36; ...
@ b) bn = @nt—2n
. bi=az—a1=4-1=3
bma3—~a:=9—-4=5
. hs=ag4—a3=16—-0=7
e - ba=as—as=25-16F9.
. bs = 85— a5=36—-25=11
. {bn}=(3; 5, 7,9 11;. )
c) bn—an+1—an-(n+1)2-n =pf+2n+1-n*=2n+1
@ bn = 20 + 1 |
. 3.8) Consideramos as sequéncias infinitas (an) & (bn) dadas por:
_ . a,=4n-1
. = 2n
. e seja (¢y) a sequéncia |nf1n|ta dada por
: Cn = 8y,
_ . - @) Escreva os 8 primeiros termos de (an).
' . b} Escreva os 4 primeiros termos de (bn).
: ¢) Escreva 0s 4 primeiros termos de {C»).
. d) D& o termo geral de (cn) em fungéo de n.
® Solugiio l
. a) a,=4n-1
=4(1)-1=3
' ax=42)=-1=7
. az=43)—1=11
as=44)—-1=15
”. R Tas =45y -1 =19
- as=4@)-1=23
s — B ST AT T
. ag = 4(8)—1=31
(an) = (3; 7; 11; 15; 19; 23; 27; 31,.. )
. b) brl =2n
@ =2(1) =
b2 =2(2) = 4
@ bs =2(3) = 6
ba=2(4)=8
. (bn) =(2; 4, 6;8; ...}
® 60 .
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3.9)

C) €y =8y,
Cy=ay =ay=7
Cp=ap, =8, =15
Cy =8y, =8 =23
Gy =8, =85 =31
{cn) = (7, 15; 23; 31,...)

d) ¢, =a,, =a,
a, =4n- 1=>a2,,_4(2n) ~1=8n-1

Assim: )
Cn=am=8n~-1 P et vt s e
Cn=8Bn—1

Em um exemplo do item 3.6 mencionamos a sequéncia de Fibonacci, a
quai é dada por:

Usando o método. da ‘-Indugao Matematica demonstre que, para todo
nelN*, temos:

(] (]

V5

a, =

Solugéo

Teorema 1: Fagamos, em primeiro Iugar, a verificac@oparan=1en=2

(8] s

a = =£=
! N JE J5

( 1445} ( _-1- 1+2J5+s GofEes
e > e
2 f V5 ‘

1425 +5-1+2/6 -5 45

N 3 Tz _5_,
N NN

Teorema 2: Vamos agora admitir que a fdrmula vale paran=ken=k + 1e
tentar demonstrar que isso implica no fato da férmula ser verdadeira para
n=k+2,
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Supondo entdo que a formula vale paran=ken= k + 1, temos:

_(“f =,

e &=

& = \[5— ¥ : Jg

* Pela defi nigéo da sequéncsa de Flbonacm temos
Bg+2= Bkeq T B

Assim; - .M » ) k'
am_(w\/_] Jg[1 2\15 +(1+£/?}J—5—[1—£/§] =
e
)
i [1£/§ -{3?/5]_[1*2\/5) [3-2\/'5'] |
5
E facil observar quez
3+2J'5'=(32i‘5_]
8-45 _(1-8Y
epoftanto:[ 2k] él K . 2 K+2 2
(I ()
v V5 - N3

Assim concluimos que a formul - vale paran =k + 2,

Exercicios Propostos

3.10) D& os 5 primeiros termgs das sequéncias infi mtas dadas por:

a) ap=3n d} an=
b) an=2n-1 8} Bn = 2n‘+6
- _ 4n_1
c) an=2n+1 f)‘ eyt
62 .

3.11)

3.12)

Dé os 6 primeiros termos das sequéncias infinitas dadas por:

a,=-2

2 {an =3a,4+2 (n2)
a,=-1

h) {a,=5 (n=23)

c) én=1+2+3+...+n

Consideremos a sequéncia (a,) dada por:

a, = %n-1
Determine:
a) as
b)) akes -
c) ag

3.13}

C3.14)

3.45)

3.16)

Seja a sequéncia de dominio E = {1; 2; 3; 4} dada por
ay=n-2
Faga o grafico dessa sequéncia.

Consideremos a sequéncia (an} dada por a, = 2n + 3 & seja {bn) dada por
bn = 5a, + 38n+1

Déo termo geral b, em fungéo de n.

Considere as sequéncias (a,), (bn) e (ca) definidas por:
a,=2n+4
b, = a2
Cy =Dy~

a} Dé a férmula do termo geral ds (ba) em fﬁnc:ao den.
b} D& a férmula do termo geral de (cn) em fung&o de n.

‘Uma sequéncia infinita tem termo geral dad,o por

a,"in(rn,+f1r) e

....a)_Escreva os 4 primeiros_termos da sequéneia.

b) Determine as constantes a e b tais que, para todo ne N*
1__a. b
nn+1) n n+1

c) D& a férmula da soma dos n primeiros termos dessa sequéncia, em

fungio de n (sugestao: veja o problema:3.6).
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3.17) Dé as férmulas dos termos gerais das seguintes sequéncias:
a) (4;6;810,12;..)
b) (10; 12; 14; 18; 18; 20;...)
c) (3,579 11,...)
d) (9 11;13; 15, 17:...)

;t,e) 1 1 _9_ 1.1 E
4'6' §'10""
f (1% 2%3%4%55%.)
3. 18) Con5|deremos as sequéncias (an) e (ba} dadas por
a,=3n+2
b, =2n-1
__& seja (Cn) a sequéncia dada por ¢, =b,

a) D& a férmula do termo geral de (¢} em fungéc de n.
b) Escreva os 4 primeiros termos de (Ca).

3.7. SOMATORIO

Em certos casos podemos abreviar a escrita de uma soma usando ©
simbolo £ {é a letra grega mgma" que corresponde a letra S do nosso alfabeto,

maneira de se usar esse simbo!o serd vista nos exemplos seguintes.

Exemplos

a) iai =
=1

B, 48y +85+8,

sugerindo assim a palavra “soma"), que & chamado simbole de somatdrio. A

Os nlimeros k e n sdo chamados limites do somatério e & facil verificar

N
que o nimero de termos de Z:aI eiglaian—-k+1,
i=k

Exemplo

:.,‘ 7
Consideremos o somatério Z a;
i=2
Lemos assim;

. *somatério dos a; para i variando de 2 5 7,
Os limites do somatdrio 880 2 e 7. Fazendo o desenvolvimento,

: Z 8 =3, +25+ 8, + 8g + 85 + By S e e
=2

observamos gue hd 6 termos, isto &, 0 nimero de termos € 7 -2 + 1.

Propriedades

" representa a soma: ax + 8+ 1+ ...+ @p
e lemos assim: .
“gomatdrio dos a;, com i variando de kan”,

64 .

(3.3)
De fato:
n
D (a+b)=(a,+b,)+(a +by) +...+ (8, +by) =
it
- =(a1_+azf_.-s-...+an)+(b,+b2+...+bn)'=
(3.4)
De fato: )
-ani —ca1+caz+ v+ €A, —c(:5114-aa2 +a1n)=cZ:ai : -
At 5 — et -
Caso Especial !
Sendo a uma constante, temos:
n
Za =n-a
i=1
£
B 65




Exemplos
3

a) Za a+a+a...3a

B Z(5|+2) Zmiz 5Z|+3(2)_

= =1 i1
-5 1+2+3)+3( )=5( 6)+3(2)=36

3.8. PRODUTORIO
Sejam K & n nimeros naturais comk < n . O simbolo

i=x
representa o produto
ak +1 an
Exemplos
4
a) | lai =8,-8,°858,
i=1 .
7
b) | | 8 =8y-85 8, 8535 8;
l=2

O simbolo IT & chamado S|mbolo de produtério (T1 & a letra grega "pi"
maivscula). ) s

Propriedades
(3.5)
De fato;
H(aibi)=(a1b1)'(azbz')"-"(anbn)=:
= .
L RN I B
Y [ - V- \{b b bo)= JTa.T0b
A
(3.6)
De fato:
66 .

© Exemplo

I:Ic:a, = (cay)(cay)...(ca,) =

=(c-c-..c)(ay-a,.a,)=c I Ia
n fatores k=1

Caso Especial

Sendo ¢ uma constante temos:

Exercicios Resolvidos

3.19) Desenvolva os somatorios;

5 .

a) > b d) D (6i+2)
i=1 !
3

Solucéo’

R 5
8) D b =by+bj+bg +b, b

i-‘i

b) Za = 31 "|"32 . 33 — e
J=1 . . ." .

o ;(Qi) (3)+9(4)+9(5)+5(6)

3

d) Z(6i+2)=[6(0)+2]+[6(1)+2]+[6(2)+2]+[6(3)+2] |
=0 .
5

e Z 2k (—1)k+1 =2 (---1)2 + 22"(-1)3 +28 (-‘1)4 +2¢ ('1)5 +2° ("1)6

k=1
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3.20) Calcule:

a) Z[(—1)i+2i+1]
| i [ _12- Tk

Lk =0

Solugéo

a) Z[ 2“1] [-1)°+21:|+[(—1)1+22]+[(-1)2+23]+[(—1)3+24}=

—(1+2)+(--1+4)+(1+8)+( -1 +16) =
=(3)+(3)+(9+(15)=30

3 2k a 2 4 5]
R EA N SR T AR NG SPT D D I
o Zn(ﬂ -3 +(3) +(3) +(5) =175t es
K= .
_B4+16+4+1_85
- 64 T 64

3.21) Represente as expressdes abaixo usando o simbolo de somatorio:
a) 2+4+6+8+10
b) 2+4+8+16+32+864

1t 1 1 1
© Z*ItE e
d) 1+3+5+7+9+11
Solugdo
5
a) > (2)
{=t
5]
b) 2!
=1 7
4 |
1
.9 (,5) ) o
=1

7
a) 1;[s.l b) l;[(a)

68 .

Solugdo

g
a} Hai =8y-85:85°87 880
is=dh '

b) fI(3i)=(3-4)(3-5)(3-6)(3-7)

b=4

Exercicios Propostos

3.23) Desenvolva os somatérios:

3.24)

3.25)

_3.28)

a) Hai
J=1
] .
4
o §

Représérnite &8 EpreS-:ﬁES aba1xo usando os simbolos de somaténo ou

produtdrio;
)4+8+12+16+20+24
b) 3+7+11+15

° 73BT e
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Capitulo

Progressoes aritméticas

4.1. DEFINIGAO

Chamamos de progressao aritmética (PA) qualquer sequéncia onde cada
termo, a partir do segundo, & igual ao anterior somade com uma constante
denominada razao da progressio. Em outras palavras:

Exemplos

a) Consideremos a sequéncia (3; 5; 7, 8, 11). Vemos que cada termo, 2
partir do segundoe, € igual ao anterior somado com 2. Dizemos entao gue
& sequéncia & uma progressao aritmética de razéor= 2.

b) A sequéncia (2; 7; 12; 17; 22; 27) & uma progress&o aritmetica de razdo
igual a 5.

c) A sequéncia (20; 17; 14; 11, 8, 5; 2, =1) & uma PA de razéo r = -3.

d) A sequéncia (5;5; 5;5; 5)éuma PAderazéor=0.

.4 5 _ 7.8 1
e) Asequéncia ! —; — 20 —; —; 3| éuma PAde razéor= .
f) Consideremos a PA infinita dada por:
a,=4
8y =854~ 2
A razéo dessa PA é r = =2 e seus primeiros termos estdo representados
abaixo:
(4;2,0,-2,-4, -6, ...).
= 4:2.-SEQUENCIAS CRESCENTES-E DECRESCENTES. -
- --E-,—‘cns:—:.’a.rs#.cs a ssquéﬁc:é-{é.h}ﬁ-éé de dominie E,Dizamos que:.
19) a sequéncia & crescente se, e somente se, para todon ¢ E (comn> 1)
tem-se:
8n® 8n-1
2°) a sequéncia & decrescente se, & somente se, paratodoneg E (comn > 1)
tem-se:
’ an < Ap-1
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3% a sequéncia & estacionaria se, e somente se, paratodon ¢ E (comn >
1) tem-se:
) an_=‘an71

Exemplos:

. @) asequéncia (2;7; 20; 42; 70) & crescente
b) asequéncia (18; 14; 12, 3; -4, -20) é decrescente
¢) asequéncia (8; 8; 8; 8; 8) & estacionaria ) ,
d) a sequéncia (4; 6; 17; 20; 19; 18; 2) nfo & crescente, nem decrescente,
nem estacionaria.

4.3. PROPRIEDADES

Consideremos a progressio aritmética (a,)he e de dominio E e razdo r.
Valem-as propriedades; - - : : :

De fato:
APAé&crescente @ ap> 8,1 ay_1+T > a,_qr>0

-

A verificag8io desta propriedade é andloga a verificagéo da 12,

A verificagdo desta bmpriedade também & énéloga & verificagsio da 1%

4.4. FORMULA DO TERMO GERAL

Consideremes a PA de razéo r;

Exemplos

a) Podemaos entéo escrever:
FBwSag+r
az=ay +2r
as=a; +3r
axp=a;+19r
as7 = a1 + 36r

b) E importante observar que se a, = ay_ + r entdo r = a, — an, isto &, para
obtermes a razéo de uma PA, basta fazermos a diferenga entre um termo
qualquer (a partir do 2°) e o anterior. Assim, na PA (5, 12; 19; 26, 33) a
razio r pode ser obtida do seguinte modo:

r=12--3=7our=18-12=7
" ¢) Determinemos o §° termo da seguinte PA: (1;3;5,...)
a=1 - g, =a,+(n-1)r
{r=2 ‘ 8 =a,+7r=1+7(2)=15

Tomemos novamen‘;e aPAderazaor:
ST (anag . 8 e 8n )

Podemos escraver.

ajm =8y I
O total de igualdades ac lado é:
Aea =8yl B
ola, —a, +r n~(k+1)+1 ;
Kea ~ e ou n—k-1+1
..................... ou:n—k

i
Somando membro a membro essas n ~ k igualdades, teremos:

a, =8, +r+r+r+. A7
[ A
{n-k) parcelas

(4.2)

_Aformula 4.1 é um caso particular da férmula 4.2,

(ay az ay ... an; ...)
Temos;
4 =8 +r
9/ =g +r Lembrando da formula 3.1
- do capftuio 3, o niimero de
@ = 2L 4T T T -
;{ 93/ igualdade ao lado é:
S __in___241...;.n___1 D S
8, = &g tT

Somando membro a membro essas n - 1 igualdades teremos:

a, =8, +r+r+r+.. +0
R e
{n-1) parcetas

(4.1)

72

Exemplos

a) Podemos escrever:
ap =83+ (20~ 3 =az+17r
aap = as + 35r

) Consideremos uma PA em que ay =-8 e r = 4 e calculemos ass.
as=ay+3r=(=9)+8(4)=-9+32=23 ’

73




A formula 4.2 foi estabelecida para n 2 k, mas & facil perceber que ela vale
também para n < k. Assim, por exemplo, podemos escrever;

as=ag+ (5-9)r=as-4r ’ :
as=ag+{(3-20)r=axp—-17r :

ar = &g — 23r
L Considerando a férmula 4.1 temos:

an=ar+{n~-Tir=a +nr—r

ou | - N

an = irn + {gy-rt

¥
constante constante

Portanto, qualquer sequéncia onde o termo geral é dado por uma expressio
do tipo:

(4.3)

onde A e B sao constantes, ¢ uma PA de razfo igual a A. .

Exemplos

a) A sequéncia cujo termo geral da,=7n~8¢éumaPAderazdoiguala 7
{portantc é:uma PA crescente).

| b} A sequéncia cujo termo geral & a, = —3n+-g~ & uma PA de razao igual a

-3 (portanto € uma PA decrescente).

c) A sequéncia cujo termo geral & a, = 9 € uma PA de raz&o lgual a zero
(PA estacmnérla) Poderiamos também escrever: a, = On + 9. Supondo
gue ssja uma PA infinita teremos: .

(9. g'l 9; 9;"‘)
Exercicios Resolvidos
4.1} Determine o citavo termo de uma PAonde as =6 e a7 = 30

Solugéo

De acordo com a férmula 4.2 temos: -
a7 =as+ 12r

30=6+12r
A2r=24. | .

Assim; as—a5+3r—6+3(2)—12 .
4.2) Sejaa PA de dominio E = {1; 2; 3; 4) cujo termo geral é an = 2n -1

a) qual é a razéo dessa PA?
b) quais s3c os termos dessa PA?
c) faga o grafico de a, em fungéo de n.

&

74

Solugio
a) an=2n-1=r=2
by a1=2(1)-1=1
a=2(2)-1=3
a3 =2(3)-1=5
as=2(4)~1=7
c)
nian
111
213
315
417
A 8n
7 “t
B e A -
5 4
al &
3
k| .,......:,.f’
128 a0
& f(x}
B
]
%

Os pares ordenados que deverdo formar o gréfico séo:

(131, (2 3), (3; 5), (4: 7).
isto é, apenas 4 pares e, portanto, o nosso grafico tem apenas 4 pontos
que s&0 os assinalados ne nosso desenho (esses ponfos ndo devem ser

“Yigadoes”), Observamos que us 4 pontos estdo sobre umamesmaretat o
que n&ao é de estranhar pcus como sabemos quando temos uma fungao )

" o grafico de uma PA sera um conjunto de pontos alinhados.

fde R em R, do tipe:

f(x}=Ax+B
onde A e B sao constarites, 0 grafico € uma reta que corta o eixo vertical
no ponto de ordenada B. Como uma PA apresenta sempre terme geral
do tipo

an=An+B
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Consideremos a PA (-5; —1; 3;...)
a} determine a posigdo do nimero 103 nessa PA
b} verifique se o namero 8726 & um dos termos da PA.

Solugao

) FTE(=1)=(-8)==-1+5=4
an=ar+(n=1)r
103 =-5 + (n - 1)(4}
Resolvendo esta equagdo obiemos n = 28 ¢, assim, o nimero 103 é o
28° termo da PA.

b) Suponhamos que exista um nimero natural n tal que:
—--an=-8-726 - -

an=ar+{n-1jr

B726==5+(n-1}{4)

Porém, resolvendo esta equagio, obtemos n= 8735

que ndo & numero

natural.
Portanto, 8 726 néo & termo dessa PA.

Numa PA temos as = 11 e a; = 27. Determine ajer.
Solugéo

ga=aq+2r

11=a+2r

ar=ay +6r

27 =a; + 6r

a;+2r=11
4+ Br =27

Resolvendo-o, obtemos a;=3er=4

Temos entio o sistema: {

Numa PA temos as + a; = 14 e a3 + as = 23. Escreva os quatro primeiros
termos da progresséo

Solugéo
la,=a,+r @,+a, =14 )

'ruz :31.T O _;_.;L;;g“ aArlAA L B3t8s = 23 r e
o =2 +2r 2a,+dr o4 & +2rag =23

37 1 =

2a,+7r=23 (I

ag = a, +5r a,+2r=7(l) ! W
Temos entéo o sistema formado pelas equagdes (1} e ()

a,+2r=7 )

2a,+7r=23

Resolvendo-o, obtemos a1 = 1 e r = 3, Assim a progresséo é:
(1: 4, 7,10;..)

Determine o numero de termos n de uma PA finita na qual o primeiro termc
é1,0lltimoé17earazéoer=n—-1,

Solugéo

ay=a1+(n-1)r .
17-1+(n—1)(n 1}

n-—12=16
n-1a4=n=5
n—1=x4 .
n-1=-4 ¢ n=-3 (nfo serve pois n deve ser natural)

Assimin=5

Numa PA de razdo r = =3, 0 17° termo & igual & 20% do 1° termo, Escreva
os 4 prvmelros termos da PA.

Solugéo

a:7 & igual a 20% de ay, isto &, a,, -% —ga =2

Sabemos que: as; = a1 + 167
Assim; 2t = 2 +18(-2)

Resolvendo esta equagio obtemas a1 = 60
Assim a PA &; (60; 57, 54, 51;..)

Interpole 4 meios aritméticos entre -3 e 22,

Solugdo

Interpolar 4 meios aritméticos entre =3 e 22 s:gmfrca gue devemaos achar 4
nimeros que “colocados” entre —3 e 22 deverdo formar uma PA, onde o
primeiro termo é -3 e o (ltimo & 22. Teremos, portanto, um fotal de 6
termos.

a4 8o as a4 ag g

-3 22
. 4 meios
85 =a,+5r
22=-3+5r _ o :
r=5 ‘

Portanto, a PA & ‘ _
(-3; 2, 7,12, 17, 22)
e 08 4 meios s80: 2,7, 12e 17.

. Devemos observar que podemos usar a palavra “ingerir” no lugar da palavra

"jn;erpolar“’.

77




4.9) Numa PAderazdor= -6, a razéo entre o 21° termo e o 1° termo & igual a

% . Escreva os 3 primeiros termos da PA.
S_o[Ugéo \
'?Dizer que a razao entre 0 21° termo @ © 1° termo e igual a 3 significa que

821 .
8y

i

Podemos, entdo, escrever: ay, = —g—a1
Mas; azq = a1 + 20r
Assim: -3:?-» =a, +20(-6)
" Resolvefido esta equacio, obtemos a; = 300. Assima PA &
(300; 294; 288,...)

413
4.10) Qual & o primeiro termo negativo da PA (5 20’ J’?

Solugdo = y
13 _4 13*16___3__

20 5 20 20 .
4 -3y_-3 4 3
a,=a,+(n-Nr=¢+ (n- 1)[20] =25 +5* %0

.3 19 19
a,<0 « n+ﬁ-<0 & N> 3

Caomo % =6,3 e n deve ser natural, conclulmos que:
a<&n 2 7

Portanto, o 1% termo negatlvo éay
1
8; -aj+6r—f—+6( 3 }—4 9

78

B 20, 5-10 10 .
T T UE TURGES T dg dominio ¥ & 'deda por - B
f(0)=5
4f n
n+1 (
Calcu!e (60)

Solucgdo

) 4f{n)+3 3
Temos: f(n+1)=(—4)--=f(n).‘.Z

Esta relacéio de recorréncia define uma PA de razdor = 3  tal que:

3
(f(0)=2,=5

f(1) =a2

7(2) =2, am=a1+60r=5+60(%]=5+45=50
£(60) = a¢,

4,12) Consideremos a PA de termo geral a, e razao r. Sendo k um namero real
néo nulo conmderemos a sequénma de fermo geral b, tal que:

E -
Mostre que (bn) € uma PA e calcule sua razao.

Solugéo

Sendo (an) uma PA de raz&o r podemos escrever (dg acorde com a formula 4.3)
an=rn+g¢
onde ¢ & uma constante. Assim:
bn=kan=kirn+c)=krn +kc

Como kr e kc sao constantes, ainda de acordo com a formula 4.3
concluimos que {bs) & uma PA cuja razéo € iguala k ' r.

a) Consu:lere as sequénmas (an) a (by) definidas por:
’ =3n-2ebs=2n
Consideremos amda a sequéncia (c,) definida por:
Cp =38y,

Mostre que (cn) € uma PAe calcule sua razéo.
Solugdo

cn=abﬂ c =a
‘bn=2n “n 2n

a, = 3n~ 2=>52n—3(2n) -2=6n-2

RSB Gy ="agn = 8n =2
De acardo com a férmula 4.3 concluimos que (cn) € uma PA de razao igual a 6.

b} Sendo {an) e (bs) sequéncias definidas por:
an =N eby= ans1—an
Mostre que {bq) € uma PA e calcule sua razée.

~d
w
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Solugéo

an =02 = 8neq=(n+ 1)

bn=@h+1=an= (n+1Y?=n? = o +2n+1-n =2n+1

Se'bn = 2n + 1, de acordo com a férmula 4.3 concluimos que (bn) & uma PA
. Me razéo igual a 2. .

{an) = (1; 4, 9; 16; 25; 36, 49;...)

(bn) = (38,7, 9 115..)

4.14) Um capital de R$ 200,00 foi colocado a juros simples de 3% ao més. Qual o

montante apds 47 meses?

Solugio
“"O'montante & a soma do capital ¢om os juros.
3
0, - ———
3% de 200 = 06 .200=6

Assim, a cada més o montante & acrescido de R$ 6,00 e podemos afirmar
entdo que os montantes formam uma PA de razdo 6 (em reais}). Sendo a, 0
montante apds ¢ 1° més temos:

=200+6=206
e portanto, o montante apds 47 meses seré:
as7 = ay + 46r = 206 + 46(6) = 482
Temos, entdio, que apds 47 meses, o0 montants serd igual a R$ 482,00.

4.15) Sabendo que os nimeros 12, 32 e 40 séo termos de uma PA crescente

80

‘determine os possiveis valores da razéo r.

" Solucdo

(..;125...;32;...;40:...)

32=12+xr

40 =12 +yr

onde X & y s80 numeros naturais ndo nulos (com y > x)
32=12+xr = xr=20 (I}

{40 =12+yreyr=28 ()

Podemos escrever: {

~_Como obviamente r = 0, podemos dividir membro a membro as ?ﬂ‘:’?i‘;‘?s, ("I) 7
- ..e(ll)obtendo:

Como a fragéo % & irredutivel @ os niimeros x e y s&c naturais (ndo nulos)

o menor valor possivel para X € 5 e 0 menor vaior.possivel paray € 7. Mas:
X _5_10_15_20 25_
Ty 7 4-21 28 35

X _

v basta que x=5key =7k onde ke N*

iéto &, para

-4]01

*®

4.16)

x =5k
Bkr =
xr=20} r=20
p20_4
onde.r_5k_k

Portanto, os valores possiveis para a razéo r séo da forma r=%, onde k &
um nimero natural qualguer ndo nulo.

Cada uma das progressdes aritméticas a seguir tem 80 termos:

(an) = (9; 13;...)

(ba) (107 13,..) :

Quantos nlimeros séo ao mesmo tempo termos das duas progre' su2s?
Solug‘.ao

80 = 9 + 79(4) = 325
beo = 10 + 79(3) = 247

(an) = (9; 13; ...; 325)
{ba) = (10; 13;...; 247)

A razéo de (an) € 4 e a razdo de (by) € 3, isto &, os termos de (an) véo
crescendo ds 4 em 4 e os termos de (bs) véo cfescendo de 3 em 3 O
minimo multiple comum.de 4 e 3 & igual a 12 e, portanto, a “coincidéncia” se
dade 12em 12.

12 +12

e N e -

(an) = (9 (19); 17: 21: 29): 29: 33 37) ; 41 ..,; 326)
(br) = (10; (13) : 16; 19; 22; (25) : 28; 31; 34 B ; 40; .., 247)

R N g <

+12 +12
qutapto, os termos coincidentes formam uma PA de raz8o igual a 12, e
primeiro termo igual a 13. Reoresentando por ¢, 0 tetmo geral dessa
progresséo temos:

c, =13
Cp =13+(n—1)12=13+12ﬂ—12=12n+1

Sendo 325 o dltimo termo de (an) e 247 o ultimo termo de {by), o Wtimo
termo de (ca) nfio pode superar 247,
Cn < 247

A2n1g 247

246

T
M 246
as T 20,5 e como n é natural, temos: n < 20
Assim, o maior valor possivel para n & 20 e, portanto, o Ultimo termo de (cn) &
.G =0y + 18(12) = 13 + 19(12) = 241
Temos, entdo, que o ndmero de termos coincidentes &€ 20 e a PA dos termos
coincidentes &:
(13; 25; 37;...; 241)

81



4.17) Quantos mdltipios de 7 hé entre 12 & 8647

Solugao {
Depms de 12, o primeiro miltiplo de 7 & 14. Efetuando a diviséo euchdlana
_4le 864 por 7 temoas: :
" B64 } 7
16 123
24 '

864 - 3 = 861

* Poranto, 861 & o Gltimo mdltiplo de 7 antes de 864. Temos, entao, uma PA
finita de razao 7, primeiro termo 14 & ultlmo termo 861:
{14; 21; 28;...; 881)

B = 3+ (= 1)r
861 =14+ (n—1}7}
Resolvendo esta equacao obtemos n = 122.

4.18) Verifique se 0s nimeros v2, 3 e /B podem ser termos de uma PA.

Sglugao
E 6bvio que esses nimeros ndo podem ser termos consecutivos de uma PA
pois V3 -2 =B -3,
Vamos verificar, entdo, se eles podem ser termos néo consecutivos de uma
PA. ) ‘
Supondo que essa PA (se existir) seja crescente e de razéor (r = 0)temos:
(i 42 VB B
V3 =2 ux com x e y haturais n&o nulos )
JB=2+yr _
Kr =43 -2
Portanta: -2 0
yr=+B-+2 (I

Dividindo membro a membro (1) por (1), temos:
y B3 _(8-2)B+V2) aa.i6-VE-2_
I ) & R

. S, _ S [—R.LA,_-F - BTN o SO e
= ———‘:l"‘—"'_‘ 2y e 2=
Portanto, deverlamos ter -3% =6 +2.

<_
ai
+i
NIt

Mas acontece que 1 & um nimero racional (pois y e X sAo naturais ndo

nulgs) & JB+2 & um numero irracional. Assum conclulmos que nao é
possivel +/2, J3 e J— serem termos de uma mesma PA.
82

'4.22) Determlne o niifmero de terios N de irna PA na qual o primeire termo &

4.27) Numa PA,. as = 23 e ajy = 40, Calcule o primeiro termo negativo.

'_ 4.28) Nurna PAtermos a,=qeaq=p, comp # q. Determine a, e a5+ 4.

4, 31) Sendo (an) uma PA de termos posmwos e de razéo r ;e 0, demonstre que:

Exercicios Propostos

4.19} Determine:
a) o 15%termo da PA (3;-1;...)

b) o 20°termo da PA [2; —;—; ]
¢) 030°termo da PA (15; %J
d} o 10°termo da PA (4; 2+3J§;...)
4.20) Numa PA teni-se a4 = 13 e ag = 21. Determine a; e a razéo.

4.21) Numa PA tem-se 2, =+/3 =1 @ ay, =193 +35. Determine as.

iguala 1, o Gltimo termo € 21 e a razéor = n.

4.23) Uma PA tem termo geral dado por a, = '_3’;”. Qual a razdo da PA?
4.24) Numa PA de ntermos e razéo r temos a, = —%, a, =—§- ern=1. Calcule ren.

4.25) NumaPAtemosa;=-1eay= % Calcule a razéo.

4.28) Numa PA temos_a1 =2er= —%. Determine o numero k tal que a, = kki

4.29} Quantos miltipios de 4 ha entre 10 e 8 5397

4_.30) Considere a PA (a,) de razdo r e a sequéncia (bn) dada por:
b = an+1 a2

Mostre que (bn) é uma PA e caicule sua razéo

rr@w N vER e

b) O R B bl
S8y az 8y -8y 2,49, ad,

83
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_4 41) Conadereafungéof A—>Rdada por ! ( )

4.32) Consideremos as sequéncias (a.) e (bn) dadas por:
an=4n+1eb,=2n+1

a) escreva os 5 primeiros termos de (an);
b) escreva os 5 primeiros termos de (bn);

¢y’ mostre que (a,,) & uma PA e calcule a sua razéo;
“.d} "escreva os 4 primeiros termas de (abn)

4.33) Sabendo gue 0s nimeros 13, 31 & 43 =30 termos de uma PA crescente
calcule os possiveis valores da razéo r.

4.34) Cada uma das progressdes aritméticas a seguir tem 100 termos:
{4:8,..)(3;8...)
""""" Quantos termos em comum elas tém?

4.35) Considere a PA (a,) onde a =l ea =—1—. Calcule ag+ q ,supondo p = q.
PP q Pt q

Fea]

4.368) NaPA(an)temosa,=Ae 8q = B, Calcule ap . q supondo p = q.

28

4.37) Interpole 133 meios aritméticos entre % e — 7

4.38) Inserir entre 1 e 31 n meios aritméticos de modo que arazdo entre o 7°e o

(n=1)° meio seja igual a —g-

-4.39) Quantos meios aritméticos devemos inserir entre 5 & 200 de modo que a
razao r s&ja menor que 37

4.40} Considere a progresséo aritmética:

2 2
(ﬂ;s.' n_+2,] neN?*
n n

Determine o termo de ordem n.

4, 5 MEDIA ARITMETICA

Consideremos n nimeros X1, Xz,..., ¥n. A média aritmética deles & por
definiglic o nimero mj calculado do seguinte modo:

(4.4)

#

Poderlamos tambhém escrever:

Exemplos : - e o S

a) A média aritmética dos nimeros 4, 5 e 17.é;
_4+5+17._26
ar 3 3
b} A média aritmética dos nimeros 7 e —4 é:
' M)+(4) .

8 2

=3
2

4.6. PROPRIEDADES
Sejam a, b e ¢ trés termos consecutivos de uma PA de razéo r:

{(iabo )
{b =a+r '
Temos:
b=c-r

: Somando membro a membro estas duas igualdades temos:
; : . b=a+e

;- _a+c¢

]

isto &:

M”* ey (=5
onde A = {-8; =7, —8; —5,...}. Determine f{(100).

4.42) Consideremos a PA (a1, a2, ... 8. . ..) de razéo r. Usando o principio da
indugdo matematica, demonstre que para todo n pertencente ao dominio
temos:

an=a1+(n—-1)r

4.43) Sendo E = {1; 2; 3; 4; 5} considere a PA (an)ne g dada por a, = -2n + 8.
© Esboce o grafico de a, em fungo de n.
84 . .

Exemplo

Considerernos o seguinte problema:
“‘Determine o valor de x de modo que X - 3 3x -7 e x -5 sejam termos
consecutivos de uma PA.”

‘ (x-3)+(x-5) .
Devemos ter entdo: 3x-7 = .——-2-——-—
3
Resoclvendo esta eguacio obtemos X= 5
’ 85




4.7. REPRESENTAGOES ESPECIAIS

E muito frequente aparecerem probiemas de PA com poucos termos. Nestes
casdc pode ser Util usar representagdes especiais. Vamos considerar dois casos:
numere impar de termos e nimero par de termos.

- 8). “nimero impar de termos

Se forem trés termos podemos representa-los por.
‘ X=T, X X+r :
onde r é a razéo.
Se forem cinco termos podemos represents-los por:
X=2F X="I X X+ X+2r

b) nimero par de termos

Se forem 4 termos podemos representa-los por:
Xe3y, Xx—y, X+y, X+ 3y ) S
onde arazdo &r=2y '
Se forem G termos:
X~ 8y, X =3y, X =y, X +y, x+3y x+ 5y

Exemplo

Determine trés ndmeros em PA tals que sua soma seja 18 & o terceiro a
metade do primeiro. .

Solugdo
(x=r)+(x)+(x+r)=18
X-r

Xt =

2 ®
(x=r)+x+(x+r}=18 = 3x =18 > x =6
x+r=22L

8-t
B+re= 5
r=-2

A PA é antéo: (8, 6; 4}

Observe que a utilizagéio das representacdes especiais é particularmente
- interessante, quando se.conhece a,soma,dos,tgrmos da.PA. . el

4.46)

4.47)

Exercicios Resolvidos

4.44) Determine as médias aritméticas dos seguintes nameros:

2.5
a) 4'368
by -8e 17
86 ’ -

Determine a PA.

AN E2A2 N,

Solugdo
2.5 127
vy o1z
B M=
9+17
b) my="317-2-4

Determine o valor de x de modo que os nimeros 1, 2 + x e 6 — X sejam
termos consecutivos de uma PA,

Solugédo

Q termo central deve ser média aritmétiéa dos outros dois:
C1+(6-
2+X= —(2——x—)-

Resolvendo esta equagho obtemos x = 1. * .

Determine as medidas dos lados de um triér;gulo retdngulo de perimetro 36,
sabendo-se que as medidas dos lados estdo em PA.

Solugéo

_ _ : . i . X+r

fx—r)+{x) + (x+r)=36 X~—r ‘

Ix =36

Xx=12 X

Pelo teorema de Pitdgoras: {x + r)2 = (x— r)2 + %

Substituindo X por 12: (12 + r)? = (12 = 1) + 122

Resolvendo esta equagdo obtemos r = 3. Assim, x—r=9ex+r=15
Portanto, os lados do tridngulo medem 9, .121.-:‘ 15.

A soma de 4 nimeros em PA & 96 e o terceiro & o dobro do segundo. |

Solugao

Sejam x -3y, X =y, X + y & X + 3y 08 NUMEros.
(X=3y)+ (X=y}+ (x+y) + (x+3y) =968
4x = 96
x=24

Temos também:
X+y=2(x=y)

900000000000000000000000000000000¢¢

Resolvendo a equagio obtemos y = 8.
x-3y=24-3(8)=0 '
X—y=24-8=16

x+y=24+8=32
Xx+3y=24+3(8)=48

A PA é: (0; 16; 32; 48)

(4]
par
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4.48) Qs trés termos de uma sequéncia so0 proporcionais aos nlmeros 3, 5e 9.

Somando 4 ao terma do meio, a nova sequéncia & uma PA. Determine a -

sequéncia inicial,
Solugao

38ja (X; ¥, z) a sequéncia; x, vy e Z 580 proporciohais aos nimeros 3, 5e 9,
isto & - B

x =3k
e portanto y =5k

z=0k
Podemos, entéio, representar a sequéncia por:

o (3k; 5k; 9k)
Somando 4 ao termo do meio a nova sequéncia é;
(3k; 5k + 4; Sk}

Sendo ela uma PA, temos:

5k+4=§§?K

Resolvendo esta equagdo obtemos k = 4 e, portanto: x = 12, y = 20 e z = 36.
A sequéncia originai & assim: (12; 20; 38).

4,49) Determine uma PA de trés termos cuja soma € 9 e cujo produto & igual a 15.

Solugdo
X=F+{x)+{x+r)=9
x=9

x=3

x=p{x}x+r=15
(3-n{BY3+nN=15
=4

r=+2

X=r=1 7 o
" Parar=2{x=3 eaPAé(1:3.‘5)

F=
° Lf\ =Y

X-r=5
Parar=-2 1x=3 eaPA&(5 3 1)
X+r=1

88 . .

Exercicios Propostos

4.50) Determine uma PA de'trés termos cuja soma € 15 e a soma de seus
33 ' ’

" inversos & =2,
: 40

4.51) Determine o valor de x de modo quex—1,2x -4 ax®-dx—1 sejam termos
consecutivos de uma PA,

452} A soma dos 4 termos de uma PA & igual a 8 e o produto do primeiro pelo
ultimo & igual a —=140. Datermine a PA.

4.53) Numa PA crescente de'3 termos, a soma dos termos & 21 e o produto é

=105. Determine 2 PA. Lo

4.54) Num triangulo retangulo as medidas dos lados estfo em PA. Mostre que
essas medidas sfo proporcionais aos ndmeros 3, 4 e 5, :

4.55) Os trés termos de uma sequéncia $8o proporcionais aos nﬂmeroé 2,5e7.
Subtraindo 4 do termo do meio, os numaros passam a formar uma PA.
Determine a sequéncia original.

4.56) Os numeros a, 'b € ¢ formam uma PA {nessa ordem). Mostre que a
sequéncia < :
. {a%bc; abc; abc?)
também & uma PA, '

4.57) A soma dos 4 termos de uma PA & igual a 2 e a soma de seus quadrados &
igual a 46, Determine a PA. : o

4.8. PROPRIEDADES

a) Consideremos a PA finita de razgo r
(a1, 82... 1 8p ... ; 8q;... ; @n)
onde a, e a, séo equidistantss dos extremos. Como j& vimos, temos:
prg=n+1

_isto &, ) - .
. p=1=n=q

S

a, =2, +(n-q)r
Subtraindo membro a membro essas duas igualdades temos:

8 -8y =2 ~a,+ (p~Tjr- (n-qjr

8, +8, =8 +3,

'Temo-s tarﬁbém: . {

isto &,

(4.6)
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b) Sejam ap, aq, & € au termos qualisquer de urha PA derazlor = 0. Entéo:

4.7

De.fato:

{a, =a;+(p=1)r a, =a,+(t-1)r
'aq'=a1+(q—1)r a, =a,+(u-1r

a, +8q = 23, +(p-Yr+{g-1)r= 2a, - 2r +{p+4q)r
{a, +a, =22, +(t=1)r+{u-1r=2a, - 2r+{t+u)r

i

a, +8, =a+3, o 2%, -2 +(p+a)r ='*?2af1—2(+(t+u)r N
e (p+a)/ =(t+u)f @p+a=t+u
---Sg r= 0-vale, obviamente, a'implicagdo e
prg=t+u= gp+tag=a+ay '
mas, ndo vale a implicagéo
Bp+ag=atay = prqsttu

¢) Consideremos uma PA finita com zum nimero impar de termos cujo
termo central & ap: ' '
{1, 82... ; Ap_1; Ap+1..- 1Bn)
Neste caso, 8p-1 € ap+¢ S30 equidistantes dos extremos e, porfanto,
8p-t T @pay T A1+ En

a,+a, .
0 isto é:

a ., +a .
Mas, sabemos que: a, = -qu-z-”—” e, portanto: a, = -1—2———

(4.8)

4.9. SOMA DOS TERMOS _
Vamos deduzir uma férmula que permita calcular a soma dos n primeiros

_termos-de uma PA. Representando por Sa essa soma temos. e

Sp=ar+aytazt .. taietan+an ()

OU também: Sp = @n + 8n1+ @no* . v azFdzFal ()T

Samando membro a membro as igualdades (1) e (1) temos;

28, = (8, +3,)+ {8, +8,) + (83 +2 o)+ +(Bnz +a3)+ (841 +a, )+ (2, +a12

n parénteses

20 N

Note que dentro de cada parénteses estd a soma de dois termos
equidistantes dos extremos ou a propria soma dos extremos (se n for impar, num
dos paréntéses teremos ap + &p onde g, & o termo central entre a1 e an). Portanto,
as expressdes entre parénteses séo todas iguais a a1 + an:

28, = n(ar + an)

(4.9)

Podemas escrever também do seguinte modo:

Exercicios Resolvidos .

4.58) Numa PA de 23 termos, as e a, séo equidistantes dos extremos, Determine p.
Solucido
Devermos ter 6 + p = 1 + 23 e, portanto, p = 19.

4.59) Numa PA tem-se as + az = 60. Calcule 0 vajor de as + az.

Solugio

5+30=8+27 = as+az =as + azy = 60,

~

1000000000050 00000000000000

4,60) Calcule a soma dos 20 primeiros termos da PA.

(37315,
Solugéo -
=4
{;1 ¥, an=a+19r=3+19(4)=79
a,+a,)n
S, = (_l..2_")._
a,+8,,)20 {3+79)20
5, - (BEn)20 (B+79)20 g,
P TS T T T e T ,
A1) Galcue a soma o 56 primsires ieimesaeruma PRSI QUe ar T = 400, —2
Solugio .
a,+85,)30
830=‘£"1—"2£))_'=15(a1+a30) . -
Porém: a1 + asp = a7 + ax €, assim: _ .
S0 = 15(a1 + ax0) = 15(ar + az4) = 15(400) = 6 000 9
st @
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4.62) Considerea PA(-3,2;7;...)
a) Determine a férmula que dé4 & soma dos n prlmesros termos em fungéo
- den,
b) Calcule a'soma dos 15 primeiros termos

¢) Sendo g um fermo genérico dessa PA, calcule:
_ 40

&
=7

Solugéo
a) ay=-3 r=5
a,=a,+(n-1r=(-3)+(n-1)(5)=-3+5n~5=5n-8

(a,+a,)n _ (-3+5n-8)n _Be M,

e Syt g =50t->

—

=3 1
S.= ZN 5N
b} Usando a férmula do item a temos:

Si=3 (15) 15) 480

),
c) Zai =8, +8g+. +A = (3 + 8yt B+ By +H By ) (A + B+ +3g)
1=7

=5,,- 5, =[[%(40)2~1-;(40)]] -[[ e) ——( )}]=3723

4.63) A soma dos n primeiros termos de uma PA inﬂnita & dada por;
Sp = 4n® - 6n
para todo ne N*, Determine o primeiro termo e a razo.

Solucéo
2= dnZ-6n
{ =4 (1 -6(1)=-2

" sz=4( ) 6(2):4

o s
Porém 81 a e Sz =gy +az Assm temos & ’ onde tiramos az= 6.
a,+a,=4
r=az—a1=68-(-2)=8
A PR é& (-2,8;14; ...}

“4.64) Determine a férmula da soma dos n primeires nlimeros naturais Impares.

92 e
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Solugao
A sequéncia dos numeros naturais impares, ordenados em ordem
crescente, & uma PAde razéor= 2.
(1,3;,57;. )
a1—1 ap = a1+(n—1)r-1+(n—1)(2) 2n—1

(a;+a,)n _(1+2n—1)n 2

22
R

8, =n?
Confronte esta solug&o com as solugdes dos problemas 2.2 & 2.3!

Sendo x um numero real n&o nulo, calcule

B x =53 50, AT ‘44,;,,)( : R et e 2

Solugéo

Na multiplicacdo de poténcias de mesma - base, conserva-se a base e

somam-se os expoentes. Assim:
E=y-53-80-47 47

A sequéncia (-53, -SQL; o) +7) & uma PA de n termos & razlo r = 3.
Determinemos ¢ valor de n:
an=ar+(n-1)
==53+(n-1)3)-
Resolvendo esta equaqzéo ohtemosn = 21.

Assim: _

-53)+(7){21
(~53) +(~50) + (~47)+...+(7) = [L‘“z_]"_ 483
Portanto: E=x~*®

Considere a PA GUJO teftho geraléan = 4n - 3. Calcule

Solugédo

&3 (85 +345)39

,,,Zar:as +lg .ty =
\_._——,—-J

=5 30 termas

a5-4(5)—3=1'7'"'”
a,=4n-3=
a43=4(43) -3=169

43
7 +169)39
Say = T e
i=5

Um outro modo de “encaminhar” ¢ problema é&:

i 4 =S. -5, onde S,, =soma dos 43 primeiros termos
e PTTes e S, =soma dos 4 primeiros termos
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4.67) Sendo x um numero natural com x > 1 calcule:

x-1 x-2 x-3 1
i =
X X X X
Solugdo ‘
A sequéncia [x_—1; x-2 . —1-] & uma PA de razgior = X=2 . X=1_=
. ‘ X X X X X
a, =a,+{n-1r
1 x-1 -1
X— el e -— —
q= X X (n 1)(,(]
1 LN N L
B = x 1T Txtx
n_g dox=1
- X X X
Onde:n=x-1
X-=1
XA k-1
o _taran (5
n" 2 2 2

4.88) Prove que, se numa PA, 8, = S, (comm = n)entéo Sm +n=0
Solugdo
a,=a+(n-Tjr=a,+nr-r

(a;+a,)n (g +a;+nr-rn a2,
2 2 -2" 27

za -r

Como Sm = Sn. vem;

L 2 231 f .z 231—4'
3" T m‘z{‘* 7
m? +(2a, ~r)m = o (2a,-r)n
rm? —rn? +m(2a, -r)-n{2a,-r) =0

,,(,m?,—,,n;Z ) r+(2a,—-r){m=n)=0
_(m=n)(mtn)r+i2a,-r}m=-n)=0_ . _ '

S, =

n

X

Comom—n = 0, podemos cance&-lo:
(m+n)r+(2a-r)=0
(men-1jr+2a,=0 (1)

Por outro 1ado: amen=a1 + (m+n—1)r

94 -

4.69)

Sipin =

E assim:
(a + B, ) (M) N

La1+a,+(m+n'——,1)r:|(n“|+n)=
— 3" ‘

=|:2'.ia1l+(m+n—1)r](m+n.)
‘ L2 .

Pela re!ag:éo (n,a expressao entre colchetes & igual a zero & portanto:

Sm+n—0

Lembrando que a?—b? ={a-b){a+h), calcule:
E=12-22+3%—42+82-67 + ..+ 99° - 100°

. Solugao

B0
Assim:E = Z(—4n +1)

P22 =(1~2)(1+2) = -3
3 -4 =(3-4)(3+4)=-7
®{52-67 = (5-6)(5+6)=-11

................................................

99% - 100% =(99-100)(99+100) = ~199

Somando membro a membro temos:

Ay (~3-199)50 .
E = (3)+(-7)+{=11)+..+(~198) = 5 = -5050
50 termos
Um outro modo de fazer esse problema é: _
o7 o s o
E=12-22+3 247+ 5= 6 +..+ 09"~ 100° = Z[(zn-1)2—(2n)2]
n=1

Mas (2n = 1)? = (2n)? = —-4n + 1
n=1

~4n + 1 e uma PA tal | que

A sequéncia de termo geral a, =
I a, =-4({)+1=-3

ko

.[aso="4{50J+1=._199““ R

Portanto

E= Z-4n 1= (8- 1299) = 5050
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y,; =7
4.70) Considere a sequéncia {yn) dada por {v = Youq + 20
Determine yas. '

Solugéo

- Pela-relacio de recorréncia vemos que a sequéncia dada ndo é PA. De
¥n = ¥Yn-1 + 2n vem:

'y/=y1'+2(2
X - Y209
eav/_y/ﬂuz

« [termos ao lado 44 igualdades

Somando membro a membro essas 44 igualdades temos!

(4)+...+2(45)=7+4+6+8+...+90=

PA de 44 termos

Yas = ¥ +2(2)+2(3)+2

4
=7+ £_4_+_9.0)_4_. = 2075
2
4.71) Considere a PA (-7, -1, 5, 11,...; 83). Calcule a soma dos termos de ordem
par: :
Solugdo _
r=8 a, =a,+(n-1)r
a, =7 83 = -7 +(n=1)(6)
a, =83 n=16
Queremos: S =a, +&, +8g +...~ 8
8 termos
© (=1
. (a; +2a15)8 =( +283)_B _ 328

4.72) Numa PA de 57 termos, ax & aa2 580 equidistantes dos extremos. Determine

o valor de k.

4.73) Calecule a soma dos 40 primeiros termos da PA
(-3, 1, 5,..)

12
4.74) Caleule ) (-3i+6).

=1

96 s

4.75)

4.76)
4.77)
4.78)

4.79)

4.80)

4.81)
4.82)

4.83)

4.84)

"'a) Escravaosd pr:meu:ép’s fermos dessa sequéncia.
__b)_Essa sequéncia é

4, es)

4.86)

4.87)

Consideremos uma PA de termo geral ap = 3n - 20. Calcule Za
~i=10

Calcule a soma dos 4G_flbrimeiros termos de uma PA na qual-asz + ax = 60.
Numa PA temos a4 = 13 e a7 = 25. Calcufe a soma dos 20 primeiros termos.
Calcule a soma de todos os multiplos de 4 que estao entre 10 & 1413.

Calcule a soma de todos os numeros naturéis que estao entre 16 e 900 &
que dao resto 2 ao serem divididos por 3.

Um sargento tentou colocar os 480 soldados sob seu cdméndo, erﬁ forma
de triangule com-um-soldado na 1% linha, 2-soldados na-2% linha e assim-por—--—-
diante. No fim, scbraram 15 soldados fora do tridngulo. Quantas linhas tem

esse tridngulo? o

(el e
cC o0
CooQo

O primeiro termo de uma PA é 20 e a soma dos 10 primeiros termos & 65.
Determine a razdo da progresséo

2.5

Considere & PA (-3—, -E; ] Determine a expresséb que da a soma dos n

primeiros termos em fungéo de n.

A soma dos n'primeiros termos de uma PA infinita & dada por:
Sn=-3n°+4n
paratodo ne N* . Escreva os trés primairos termos da PA.

A somadosn primeirositermos de uma sequéncia infinita & dada por:
S=n’=3n+1

PA?

A soma dos k primeiros termos da PA [;, ; 3 ) é |gual a 147 Calcu!e o
valor de k.
Seja a PA (41 %,) @ seja S, a soma dos n primeiros termos. Determine

os valores de n para 0s qua|s Sn=0,
Calcule a soma dos termos de-ordem Impar da progresséo aritmética:
* (85 2., =88)
97




4.88) Caloule o valorde E= 12 ~22+3% 4% + 57— + 01
4.89) Seja a sequéncia {yn) dada por
yo=11 '
Y= Yng+ 70 (n>1)
Pietermine a férmula que da o termo geral y, em funciio de n.
4,90} Sendo ne N* calcule:

n2+7 n?+9 nf+11 n? +41 .
+ + wot o
n n n n :

4,10. POTENCIAS DOS NUMEROS NATURAIS

P L. .- \amos estabelecer formulas para o cdlculo das seguintes somas:
y(n1) =1+24+3+...40
v =R 224324
L LS R

etc.

O célculo de yg) & simples, pois a sequéncia (1; 2, 3, ..; ) @ uma PA.
Portante:

(1+n)n
2

W =142434.4n=

(4.10)

Para o céloulo de yf) recorreremos & um artificio. Vamos pariir da
identidade
(n+1)° =n® +3n% +3n+1
[ = (141 =P +3(1) +3(1)+ P
S T e RO
IR PEYE EL i % 1) I T K

Somando membro a membro essas n igualdades temos:
(n+1)’ =1+3(12+22+32+...+n2)+3(1+2+3+...+ n)+ {11+ 14+ 1)

(n+1)3 =1+372+3404n

(n+1) =3 v +3 ﬂ%ﬂﬂ{n

Dessa igualdade tiramos:

Y,[12) _ (n+1)3 __n(n+1)_{n+1)

2
-2

Portanto:

Fatorando a expresséo do lado direito podemos escrever também:

Partindo da identidade;

obter y&):

Do desenvolvimento de (h + 1)° obtém-se y&"); do desenvolvimento de
(n +1)® obtém se e assim por diante.

(n+1)° =3n{n+1)-2(n+1)

2 3

2(n3+3n2+3n+1)-3n2—3n—2n-2

6

_ o +6n2 +6n+2-3n?-3n-2n-2 =2n3+3n2+n'

6.

e procedendo de modo semelhante ao que fizemos anteriormente podemos

8 8

(4.11)

(4.12)

(1) =0+ 4n® + 80t + 4n + 1

(4.13)

_Vamos resumir ento os casos mais importantes:

IO0B0O0000GORDEESONGOOOSOOINDS

99




biQQQObdbooddcdatuo

Exercicios Resolvidos
4.91) Caloule asoma§=12+22+3%+  + 102

smugéo

2 3 1 2 1 1000 100 10 1155
$01=—(1o) +5(10) +5(10)=—= t e
4.92) Seja a PA de termo geral g = 4n - 3,

Calcule: S=af +a] +al+...+ a2

Solugdo

]

e ms_{}af:Z 4n-3) = Z 16n =24n+9)=

n=t
] -]
16n (24n)+
8 8 8 - ué
=16 n7-24 3’0 + Y (9)= 169D +8(9) ~2 U 0%
n=1 n=1 n=1
1,08 102 1 512 64 8
yg2)=§(a) +5(8) +5(8)=3+3 & =204
W = 2(8) +4(8)= 324435
A55|m

= 16 (204) 24 (36) + 8(9) = 2472

493) Carculeasoma
S=1-2-3+2. 3:4+3:4-54+ 54202122

Solugdo
20 20
S=Zn(n+1)(n+2 Z(n +3n? +2n
n=1

20
=y n*4+3 Zn +2 n= 7201_,,37[2)_,_2?(

n=1 n=1

Exercicios Propostos

4.94) Calcule;
a) 1+2+3+,. 430
by 1*+22+3%+  +12?
¢) 1*+2°+3%+ . +10°

4.95) Calcule:
a) ££+70 4107+ 137+ 162 + . + 467
b) 2+4%+6%+ 8+ . +16°

4,96} Calcule:
a) 1-2+2-3+3: 4+ .+20-21
by 1 -3+3-5+5-7%.. +(2n—1)(2n+17)”

) 1-2:3+2- 34+ ¥nn+N(n+2)
4.97) Seja a PA cujo termo geral é a, = 2n — 1. Calcule:
1D

3
&,
n=1

sedOOGROGS®

seeee

?‘z’o’=-4*( 0)° +5(zo)3+l(2o) = 44 100
Yg?:%(zo) (20" +2(20) =2 870

1
) = 5(20) +§(2o) =210

Assim:
S =44 100 + 3(2 870) + 2(210y =53 130

100 "
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Capitulo ®

@

Progressdes harmonicas b
i ' P
, ®

5.1. DEFINIGAO P

Consideremos uma sequéncia cujos termos sfo diferentes de zero. Dizemos .

que a sequéncia & uma progressio harménica (PH) se, e somente se, 08
inversos dos termos formam uma PA, isto &,

\
|

Exemplos
a) A sequéncia (3; 5, 7, g: 11; 13) € uma PA; portanto, a sequéncia

[1- RPN ..1_] ¢ uma PH.

3579 1113
4.2

: 3) & uma PH pois, a sequéncia (% 1, g; _3_J é

4'2

: (4
b) A sequéncia |—: 1;
) q [3 5

uma PA [de razao r=%].

A relagao de recorréncia para uma PH é:

a,#0
A4 * 0
' nz2

B 5.2. MEDIA HARMONICA

<A |3 : Consideremos n nameros diferentes de zero:

X1, X2, ..« Xn
~ Amédia harménica deles & o numero my, definido por:

0000005000000 6000

isto &, a média harmdnica dos n numeros ¢ o inverso da média aritmeética dos
inversos dos nimeros, -

2006
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23
Exemplos a10=a1+9r=§—+9(?23—)=-§+%8=?
a) Determinemos a média harménica dos nimeros 3, 4 & 5 (agui temos n = 3} ) L 3
' ' Portanto, o 10° termo da PH & 23
m ' .3 ___ 3 3 18
T 1+1+1 _1+1+1_20+15+12"ﬂ—47 ‘ . 5 5
I 3 4 5| 3 45 60 80. 5.2) Inserir 4 meiostharmanicos entre 3817
3.
Solucéo .
b} Determine a média harménica de dois nimeros reais a e b n&o nulos, Vamos primeiramente inserir 4 meios aritméticos entre 5%%
2
Myt —m 2 2__ 2ab 4=z ag =a,+5r
1+1 1+1 b+a a+b 172
a b{ a b ab o ae=1_7 By T3 - o
S J , 5 5
’ r= 7 . 3
=3
5.3. PROPRIEDADE
. Sejam &, b e ¢ trés termos consecutivos de uma PH Os 4 meios aritméticos entre -g- e 1?7 séo:
(oarbie ) 5.8 11,14
Neste caso ( -;—; T}; Cl; ] & uma PA e, portanto, 5'5'"5'5
1 1 : i ¢35 stor
1 Z*+= 1 &, portanto, 0s 4 mefos harménicos entre ) e FH sho:
—=2-Coubp=
b2 1.1 _
ac 3.5:5. 8
2 ' 5811 14
Isto significa que b é média harménicade a e ¢,
Assim: Exercicios Propostos .
5.3) Determine a média harmdnica de;
a) 4e10
b) 2,-4e8
Exercicios Resolvidos | 54) Determine 0 20°termo da PH, ~
5.1) Determine o 10° termo da PH. = 2.2
- (553 \2's"")
LS’?'Q""J .
Selugao 5.5} Interpole 6 meios harménicos entre 35
Achemos primeiramente o décimo termo da PA )
[é 7.9 ) 5.6) Sejam x, y e z nimeros reais positivos. Mostre que se (x% y% z%) & uma PA
3'3'3’ ‘ entdo (y +z;z + x; x + y) § uma PH.
cujé razdc é r = é Sendo a10 0 décimo termo da PA, temos: ) R
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Capitulo ®

Progressdes geométricas ®

6.1. DEFINIGAQ :
Chamamos de' progressio geométrica (PG) qualquer sequéncia onde

- cada termo, a partir do segundo, & igual ao anterior multiplicado por uma constante .

denominada razdo da PG. "

Em outras palavras:

|
®

a) Na sequéncia (3; 8; 12; 24; 48) observamos que cada termo, a partir de
segundo, € igual ao anterior multiplicado por 2. Portanto, é uma PG de
razéc q=2.

b) Na sequéncia (180; 60; 20, 33(—); ~29—0J vemos que cada termo, a partir do
20 ¢ igual ao anterior multiplicado por % Portanto, a sequéncia & uma

PGderazaoq =

Wi~

¢) Asequéncia (5; —20; 80; ~320; ...) é uma PG de razéo q = 4.

0000000600

d) A sequéncia (5; 5. 5; 5; 5) € uma PG de razdo q = 1. Porém, ela &
também uma PA derazdor =0

) Asequéncia (15;0; 0;0:0;0;..)éuma PG derazoq=0.

f) A sequéncia (0; O; 0. 0: 0; O & uma PG de razéo fndetermfnéda. £
,,,,,,, também.uma.PA de razdor=0.

A PG de-reztic indeterminada. tem_pouca interesse, e portanto, raramente ~ SV
falaremos dela daqui em diante, ST ""
6.2. CLASSIFICAGCAQ QUANTO AO CRESCIMENTO _ .
: i

a) PG de razdo indeterminada
Neste caso é Sbvio que a PG & estacionaria.



R e

-

i

TYYXXXX

b} PG derazioq=1 7
Neste caso também & facil perceber que a PG é estacionaria.,

c) PGderazdoq=0

-Quando a razéo & igual a zero, como por exemplo na PG;
- 8:0,0,00,..0

a PG ndo & crescente, nem decrescente, nem estacionaria.

d) PG deraziiog<0

Neste caso a PG ndo é crescente, nem decrescente, nem estacionaria, pois

os termos vlo mudando de sinal 4 medida que passamos de um termo de ordem k
para o termo de ordem k + 1. Neste caso dizemos que a PG é oscilante ou

—.—alternante, [ - i e e -

Exemplos

a) A PG (4, -8; 16; -32; 64) & oscilante.
by A PG {~5; 15, -45; 135) é oscilante.
c) PGderazioqgtalqueq>0eq = 1.

Neste caso, os fermos teréo todos o mesmo sinal e a PG seré crescente ou

decrescente.

6.3. PROPRIEDADES

& ot

Ja sabemos que neste caso devemos ter q > 0 e, portanto, todos os termos

ter&o 0 mesmo sinal. Sendo n > 1 temos:

PGécrescente « a,>a,4y & a._-q>8,; <

< 8, -a,,>0 < a _,(g-1N>0e

- lap >0 e q-1>0
& ou =

..wivE,xemplosm” S, B

. a;>0 e g>1
PG € crescente < ou.
a,<0 e 0<qg<1

T

A Justificativa desta propriedade & andloga a da propriedade anterior e

. assim sendo, deixamos por conta do leitor,

a) Na PG (3; 6; 12; 24;...) temos q = 2 e, portanto:
a1>0 e q=1
E uma PG crescente,

b) Na PG(GO; 20; 23—0; J temos q = % e, portanto:“

. a1>0 e O0=<q<1
E uma PG decrescente.

c) A PG (-10; -20; -40;...) é decrescente de razdo g = 2. Neste caso temos:

a1<0 e g=>1

d) A PG (-120; -60; —30; -15; ...) & crescente de razdo q :%. Aqui temos:

a1<0 e O<qgx<1

8.4, FORMULA DO TERMO GERAL

Consideremos a PG de razéio q
{ay; a2, &3, 2nl...)

Suponhamos inicialmente que nfo se trata da PG de razdo indeterminada e

quear # Qeq = 0. Temos;

%=a1'_q

108

[an_1<0 e q-1<0

a,4,>0 e g>1
= ou

a,.4<0 e g<i

Lembrando que fodos os termos t8m o mesmo sinal e q > 0, vem:

ne
o{5 = 34

Multiplicando membro a'membro essas n — 1 igualdades temos:
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n-1fatores

D T O Vgt R

- (6.1)

A-equagéo 6.1 foi obtida, supondo que a; = 0, g = 0 e que ndo se trata de
PG dé razfio indeterminada. Mas & facil verificar que a equagio 6.1 & valida,

rmesmo para os casos emque ai=0oug=0. .

Exermnplos

a) az=a: ¢,
a3 =& o
da=4ay-

- 14 19
ao=a1'q )
= +2

Bgra = B0 g

b} Qe;c_le que nenhum termo da PG seja nulo, podemos obfer a razéo
dividinde um termo qualguer {a partir do 2°) pelo anterior. Assim:

a a5 &
g=22.%20-%

a @y &

o) Determinemos o 9° termo da PG o

4;2;1..)
8
1 1
a1=4 ag=a1'qe=4(—} =4'-—B.—‘-
q=2-1 1 12 1 -
4 2 =22 =
_ga _2B 64

Consideremos uma PG cujos termos sejam todos diferentes de zero:

(a4, az; 8a;...;8K.: 8ni0)
%=ak’q
® %': 72 -4q ' .

‘A equacdo 6.1 € um caso particular de 6.2, a qual foi deduzida para o caso
em gue nenhum termo da PG & nulo. Mas & facil verificar que em qualquer caso

vale 6.2,

* Exemplos

- 20-4 _ 16
a) ax=as"q =as'q
: _ 25
axp =85 ¢

b) Consideremos uma PG onde a; = %, q =9 e calculemos ais
g 2 8 2 o8 2 .8 15
=a..08 == (9 ==.(32) ==.3% =2
A5 =84 =7 (8) 3 ( ) 3 3

Consideremos a equagio 6.1 para o caso g # C:

a,=a;-g"" (nz2)

=l B
=@y heThe ek g

q

i '\| -
a, ={—ya;

\?] \constante
constante

Portanto, uma sequéncia onde o termo geral & dado por uma expressio do
tipo
(6.3)

onde A e B sao constantes nao nulas, & uma PG cuja razdo & igual a B,

Exemplos
-a) " A sequéncla cujo termo geral & dado poran =4 - 5" é uma PG de razéo q = 5.

. L2}
b) A sequéncia de termo geral a, = —8[—2—) éuma PG derazéoq= -g—

Exercicios Resolvidos

6.1} Determine 6 g° termo da PG (1, J2:2.)edéa férmula do seu termo geral
em fungio de n.

S sowsi
Multiplicando membro a membro essas n — k igualdades temos: a=-= V2 B =1
. qn—c: 'f:c;;;s-q g = 84 q5 =(1) (ﬁ)"' =y2° = \/2—4\/5 = 22\/5 = 4‘[2-
H]
o (V2)
6.2) o =a,.q" =(1) (\/i)ﬂ = % = _12_(J§)” - —?(ﬁ)n
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6.2)

Numa PG tem-se a¢ = 3 @ 8 = 96. Determine sua razao,

Solugao
as=a1-q; Q°=32=2°
9%=3-q 9°=2" o gq=2

d

Da equag&o (1) vem: a, = 1—14—

para q=3 temos a, =-1—:_-4—3=—1 e aPGé (-1 -3 -9 -27,-8t...)

para q=-3 temas a, =1l4§=2 e aPGé (2 -6 18 ~54; 162;...)

‘ 6.3)  Numa PG temos a; = 6 & as = 486
Determine sua raz#o. 5
] Solugéo 6.6) NumaPGtemos a;=3 e a, = > Determine ay.
. 85 = a1 q4 q4 =4—g§- = 81 = 34 Solugao
A . 486 =6 qd q" =3 o q=4%3 i ) ,395,3,3,'1{6.,,.,. o - S———
- @ Para q'=3, a PG & (6; 18; 54; 162:...). . 3y . ‘
. =34 2, =;-q
o Para ¢ =-3, a PG &: (6; -18; 54; -162;...) 2 .
. s (3 6 Como g" > 0 temos:
' i
. 6.4) O numero 384 é um dos termos da PG (-g— —3; J . Determine sua "posigac”, 2 a,=3 (E] =3 .24_ = @
d 3 2 2 16
® Solugao a=*3 .
3 .
.- 4 3 6.7) Inserir 8 meios geométricos entre 3 e 192.
q = e g 2 a1 = —
e 3 8 \
A Solugéio
@ a,=a,-q"" 2" = 2048 = 21 Devemos formar uma PG de 7 termos onde a; = 3 e a7 = 192
@ 3 - 8, &  m w8 & e
- $384= Tt =2 n=11 ;
e 8 Le 0 T 0 J 1[e2]
384}(8)y on ~ v g
@ (384)(8) _ . 5 meios
3 2 s
® Portanto, 384 ¢ 0 11° termo da PG. AR &
192=3.¢q
e 6.5} Numa PGtemos ai+ay=-4 e a; + a, = —36. Escreva os 5 primeiros q°=64=2°
. termos da PG. ' =20 o g= 22 _
. hSﬂqlugjiqi fffff -Portanto, h&-duas possibilidades;——— -
@ o L o parag =2 (3;6;12,24,48,06;192)
__g> 8.2 .”a1 q . az =a,-q _ 2, =a.-q i “pata G E 2 (8 ;@;12; 24" 487-96. 163)
. a,+a, =—4 a,+a=-4 a(1+q)=-4 {1} e
. 8, +a, =-36 a9’ +a,q® = -36 i ag (1 +q)=-36 (II} 6.8) Numa PG o 4° termo & 20% do 3° termo. Sabendo que a; = 2000, calcule as.
® Dividindo membro a membro a equagao (1l) pela equagéo (1) temos: Solugao
.. a1q2(1+q)=i§=9 20%=%%=0,2=%
: a,(1+q) -4 _ _ - .
‘ =9 = q=4+3 Se a4 & 20% de a;, entéo a, =g‘a3 .
® 2 . ' 113




Solugao

. = 1 .
Isto cquer dizer gue a razdo éq = 5 e assim

Antes de cada refirada o tangue fem 1300 litros de liquido dos quais s&o

=g -t = - - ' £ .
asl ai-q (2000)[ 5 : B retirados 200 litros (Isto &, % do total). Portanto a cada retirada tiramos %

1)4_2ooo=24-53=g-_1a
5 5 5 5

- 6.9)_» A populagao de uma cidade aumenta &'taxa de 10% @o ano. Sabendo.que em : do liquido que estava no recipiente e portanto restam 2 Assim, a cada
I 1970 a populagéo era de 200.000 habitantes, qual a populagio em 19747 5

! Solucdo retirada, a quantidade de alcool no tanque e multiplicada por % Depois da

‘ Dizer que a populagio aumenta de 10% ao ano significa que se em um _ 4° retirada, a quantidade de &lcool que resta é (em litros).

certo ano a populagdo & de x habitantes, o nimero de habitantes no ano 4V 256"
seguinte serd 1000 (EJ =1000 [EE] =1000(0,4096) = 409,6

Xx+10%dex=x+0,1x=11x ;
Assim, apds a 4° retirada, sobrarao 409,6 litros de aicool.

Assim, de um ano para outro, o numero de habitantes & in'ulti'plic':ado por 1,1

' ____eportanto os numeros de habitantes em cada ano formam uma PG de razéo - 6.13) Consid PG N : |
; g = 1,1. Sendo hera © NUmero de habitantes em 1970 € hiers 0 nimerGde™ |} - 8.13) Considere a PG cujo termo geral ¢
habitantes em 1974, temos: . : ‘ an=3 2"
higza = hyero * g = (200.000) (1,1)* = (200.000) (1,4641) = 292.820 ' : e seja a sequéncia cujo termo geral &
_ . Ak e
8.10} Um automével foi comprade por R$ 200 000,00 e sofre uma desvalorizagéo b : o bﬁ w,(,(a"') i
de 20% ao ano. Qual o seu valor apés 6 anos? g Mostre que (b) & uma PG e caltulé & faz&o.
Solugao Solugao
Sendo x 0 valor do automével em um certo ano, no ano seguinte sera - bo = (an)® = (3 - 2"° =395 i
: Xx—20%dex=x-02x=08x : : " ““aconstante
Portanto, d t lor do automével & multiplicad - Gonstante
ortanto, de Um ano para o outro o valar do automove! € MUt toado par ! ‘ De acordo com a equagio 6.3_ podemos afirmar que (b,) & uma PG cuja

0,8. Em 6 anos seu valor (em raais) sera;
o V_= (290 000} {0,8)% = {200 000) (0,262 144) = 31 250
Portanto, apés 8 anos o valor do carro seré de R$ 31'250,00. -

razéo & igual a 2°.

. ) - o " Exercicios Propostos
6.11) Um capital de R$ 400 000,00 foi colocado a juros compostos de 10% ao -
més. Calcule o montante apds 4 meses. '

. . (1. 1.1
6.14) Consideremos a PG | —i—=1 =1 |
2.14) Gon 2 (32 16'8 ]

Solugéo !

Quando os juros séo compostos, a taxa & aplicada néo sobre o capital inicial ‘ ' g)) gitgrﬂ?euffoi ?::.nt:rmo geral.

mas sobre o montante anterior. Portanto, se X & o montante em um certo 1 ’

mas, no més seguinte o montante sera:... , : : 1 043

B X+ 10% dex=x401x=11x 6.15) Numa PG temos a, =3 &&= Determine a razéo.

Assim os montantes mensais formam’ uma PG de razgo q = 1,1, Sendo

R$ 400 000,00 o capital Inicial, 4pds 4 meses o hlontanie (eTiieals) T - e s s e — a
m = {400 Q00) {1,1)* = (400 000} (1,4641) = 585 640 6.16) Numa PG tem-se a, ="—8— € q=z Detgrmine i sabendo que & = EEE
Portanto, apds 4 meses o montante sera R$ 585 640,00. ‘
> 8p s _ 6.17) Numa PG temos &g - e q=-6. Calcule .
'6.12) Um tanque tem 1000 litros de slcool. Retiram-se 200 litros que s&o 3
substituidos por agua. Misturamos bem & em seguida retiram-se 200 fitros C . L _ ' o
dessa mistura que s80 substituidos pér agua, e assim sucessivamente. 6.18) Numa PG temos ag + as + 8 = 370 & a4 + @+ 3 = 740. Calcule o primeiro
Apds 4 retiradas, quantos litros de &lcool Testam? : ' termo e a razéo. ‘ :
114 . | :
115
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—6.22)-Sendo-(an) uma-PA de termo geral -

6.19) Numa PG temos ay.1 = 64 X @ 8wz = ~27 X, onde x = 0. Calcule ayes.

6.20) Calcule as razdes das seguintes progressées geométncas
a) 3.1 1
'y 12
(i 5. 2_5£ ]

c) (33}@: 3—_"2-”/-2}

6.21) Um capital de R$ 500.000,00 foi colocado a juros compostos de 20% ao

ano. Calcule o montante apés 3 anos.

a=3n-2
considere a sequéncia (b,) cujo termo geral &
:bﬂ = 4%
Mostre que (bs) € uma PG e calcule sua razdo.

6.23) A sequéncia (a,) & uma PA cujo termo geral & !
ah=3n~-4
& a sequéncia (bs) € uma PG cujo termo geral &
bh=5-2".
Considere a sequéncia (¢} dada por
G, = by

Prove que é uma PG e calcule sua razéo

6.24) Numa PGtemos apen=Aean,=B. SendoA>0eB > 0, calcule an.

6.5. MEDIA GEOMETRICA
" Consideremos n nimeros
X1, %2, ..., ¥n
“A média geométrica deles é o numero my dado por;

Exemplo

Consideremos os 3 numeros 4, -6 e 9. A média geométrica deles & mg dada
por: i

‘m§ =(4)(-6)(9) = —216 = -6
Portanto mg = -8 :
No caso de dois numeros x € v, a média geométrica my é dada por
m2=x.y
g

Exemplo

Consideremos os nimeros 4 e 16. A média geométrica my deles deve
satisfazer;

=4(16)=64

Portanto my = + 8

Observacéio

Alguns autores definem a média geométrica do seguinte modo:

Mg =X, X5 ..,

Isto acarreta que quando n é par, My = 0 (veja o item 1.3).

6.6. PROPRIEDADE

Sejam a, b e ¢ trés termos consecutivos de uma PG
(oar ke

Suporhamos lnICJaImente que os trés sﬁo dlferentes de Zero @ seja q a
razéo da PG. Temos: :

Portanto:; 2 =§— g assimb®=ac

E facil verificar que mesmo no caso em que g = 0 vale b’ = ac. Portanto:

(6.5)

- Exemplo

00000000000 0000000000

B4
isto &:

E 6bvio que, quando n for par, devemos ter
Xt X2 .. "X 20
116 .

Determine o valor de x de modo que ©s ndmeros x — 8 X+ 1 ex~- 17 sejam
termos consecutivos de uma PG.

Solucéo
(aX=8x+1;x=17:..)
X+ 1= (x-8) (x~17)
X+ 2x+ 1 =%~ 17x=8x + 136
27x = 135 ' :
x=5
117



6.7. REPRESENTAGOES ESPECIAIS

Como ho casc da PA, quando a PG item poucos termos pode ser
conveniente representa-ios de modo especial. Supondo que a razéo g seja
diferente de zero temos: ‘

g) paré 3 termos

b) para 5 termos

2xy 4x2y?
Il £m £4X <Xy &
m, <|mg| Ty N o s) Xy

Axy =51 & 4xy s(><+y)2 &>
(x+Y)
odxysx+2xy+y: &
o0 -2y+y? & 0 s(x—y)2
Como (x—y)? 2 0 & verdade, entéo mp Mgl também o &.
Reunindo as conclusées (1) e (1) temos:

-

q
c) para 4 termos my, = |mg| =m,
XX ayxy® a=y")
vy £.27) Que numero devemos somar a0S numeros =1, 1 @ 4 de modo que se
U TTY) T para 6 termos obtenha, nessa ordem, uma PG?
X, X, X, a3 g8 2 Sollicad S :
— e T KXY X Ag= . .
¥ vy XY (q. ¥ Sendo x ¢ nimero procurado, a sequéncia
- (=1+% 1 +X 4 +x)
Exercicios Resolvidos . & uma PG e portanto: .
6.25) Determine as:médias geométricas dos nlmeros: (1+x7=(=1+x%) (@4 +%
a) —10 e 40 b) 16,4¢ 8 142+ ==X FAX X
Solugiio ~x=-5
x=5
a) m3 =(-10)(-40}=400 , .
- 6.28) Mostre gus, para que a sequéncia

my = £+/400 = 20
b) md =(16)(4)(8)=2°

(a b; ¢}
seja a0 mesmo tempo PA e PG, devemostera=h=¢

!

.

me=2"=8 Solugdo
6.26) Sejam x e y dois nimeros reais positivos. Sendo Ma, Mg & Mn, Se (a; b; ©) & PA, de razéo r, podemos escrever.
respectivamente, as meédias aritméticas, geométrica e harmaénica de xevy a=b-r
mostre que cob4r
my, Simylsm
n l °| ® isto &, a sequéncia pode ser representada por
So!uigﬁo e N . (b~-rb;b+r)
g = XY gl = sy = . ) ~~Como 6 PG deve valer: - —
L imel = oty = 5% oy 0
Iy ]mg]sma@\/ﬂsz(—;—i©2ﬁsx+y_@ erZ-b—rz
=0
4i|»4>n<ys(:‘<+y)2 o dxysxPe2xy+y & r=0
2 2 as=b-r=b
S0 -2y +y? & 0<(x-Y) {c=b+r‘=b

- Como {x—y)? = 0 & verdade, entéio [mg| s M, tambem o &.

118 s
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Assim:a=h=c¢
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6.29) Determine 3 nuimeros em PG conhecendo sua soma % & o seu produto %

Solugéo

S__ej'a-m %; X, Xq 0s trés nimeros
X 19
sl ===
q + X+ Xg 5 {1}

Xx xq-i {n

Este sistema de equagbes néo & {0 simples como o0s gue apareceram nos

exercicios 6.5 e6.18. Preclsaremos usar alguns artificios.
De (1) tiramos:

X
Sxgt =21-x
PN \

x(qlz-o-qz]:m—x
1 21~
L= X

; < (i

De (i1} tiramos:

x(l+q]=1o
q)

q 27
Da equagdo (lI) tiramos X = % e portanto x = % Substituindo em ()
,,,,,,,,,,,,,,,, --Obtemos._. e e I
2.,2,.29_19 :
3q 3tz 9
8+6q+6q° = 19q
8q° -13q+6 =0

Esta equacdo tem duas ralzes: g’ =-3— eq" =% .

2
X_3 4
3_lg=%"9 2
= 3
q=73=10 3 9 “—‘)&F’Gé[g 3 1)
xq =1
| 2
X.3 o4
I 2.4
g=3= 3 :aPGé(‘I. .9)
~22_4 '
¥=3'37%9

Observe que a utilizagho das representagdies especiais & particularmente
interessante quando se conhece o produto dos termos da PG.

B 30) Numa. PG de & termos reals, a soma dos termos de ordem mpar é 21 e.a
- soma dos termos de ordem par & 10. Determine a PG.

\

1 (1
FRC R ()

2
No quadro ao lado vémos que —1?+ g% = [l+ qJ -2
q

1 2 1 1
— = 2 2o L Lg?
(q q) q2+ g9 qZH| 2

Portanto:

21%-x? =100 -2x2
x2+21x—100=0

;icooooowooooooiOOOOOQO

Soiugao
X

e %; X, X0 X

Representemos os termos da PG por

—)-(2—+x+xq2=21 0]
q

X
—+xg=10 Il
q+c1| (N

120 a

1°)parax=4vem ;+q 10=10 5

onde tiramos g =2 ou g = %

Tomando g = 2 aPGeé(1;2 4, 8;18)

Tormarndo g = 5'3 PG & (16, 8;4; 2, 1)

121




o = 1,g-10_00 2
2°) para x = —25 vem: q+q_ ~=35°"5

onde tiramos a equagao:
BP+2q+5=0
_ ‘que n&o admite raizes reals.
6.31) Cohs’ideremos uma PC crescente de termos positivos e de ra;zéo g.

Determine os valores d= q para os quais irés termos consecutivos dessa PG
possam ser as medidas dos lados de um tringulo. )

Solugio

Sejam %:— , X @ Xq os trés termos, com >_2_‘> 0 e g> 1. O maior nimerc & xq.

Para garantir que os trés nimeros sejam as medidas dos lados de um

e triéingulo,-basta impor que o maior seja menor que a soma dos outros dois.

X
Xq< —q-"i' X
Dividindo por X:
g< l+1
-9
¢ <1+q
g —-q-1<0
Esta inequagao & satisfeita para:

1-y5 148 :
7 <A<z

~Mas, como g > 1, a resposta &

1445
2

1<q<

6.32) Determine uma PG de trés termos positivos, sabendo que a soma dos
termos & 21 e a soma dos quadrados dos termos & 189,

Solugéo o
3
1° modo: Um modo de resolver este exercicio & representar 05 termos por

% , X & xq escrevendo:

Em seguida procede-se como no exercicio 6.30. Vamos entdo encaminhar a
resolucdo de um outro modo.

2° modo: Representando a PG por (a; b; c) temos:
a+b+c=21 )]
_ .{az+b2+c2=189 )]
Lembrando da identidade: :
(a +b+c)?=a’+b® + ¢*+ 2ab + 2act+ 2be
_ e usando b? = ac temos:
" (a+b+ P =a+b?+c?+2ab+ 2b% + 2bc
(a+b+cP=(a®+b?+c’)+2bla+b+c)
21% = 189 + 2b (21)
441 =189 + 42b
b=6

Substituindo em (1) e (il) temos:
a+c=15% L
a2 +c? =153 (IV)

De (Ill) vem a = 15 — ¢. Substituindo em (IV) obtemos a equacéo
¢ —15c+ 36 =0,
que tem raizes ¢' = 3ec" =12
para c=3vema=12eaPA ¢ (12§ 3)
para c=12vema=3eaPA & (3 6 12)
Exercicios Prdpoptps o
6.33) Determine as médias geométricas dos seguintes ntimeros:
a) 12e27 :
b) 86,8 4e24
6.34) Determine o valor de x de modo gue (x —4; 8 +xi 44 + x) seja PG.

6.35) O produto de trés ndmeros em I5G & -0 261 e a soma do 19com 0 2°é =17,
Determine a PG.

6.36) A soma’dos trés primeiros termos de uma PG & % e é';oma dos-quadrados .

x
2 ex+xg=21
q q

XZ

o+ x?+x%q? =189
q

122 s

™

desses termos & __2{1 Determine a PG. -

6.37) A sequéncia (a; b; ¢) € uma PA cuja soma dos termos é 24 e a sequéncia
(a; 2b; 10c - 12) & uma PG. Determine a, b e C.

6.38) Determine x de modo que (2%.3% §") seja uma PG,
123
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8.39) Determine 5 niimeros em PG sabendo que az + a4 = 10 e a; + a3 + as = 21.

6.40) A seyuéncia(a;b;c)éumaPGderaziog = 0, talque a< Q. Determine os

valores de q tais que ¢ > 4b - 3a.

6.41) Saﬁéndo que (a; b; c) éuma PG mostreque (a+b+c) (a~-b+c) = at+ l:J_2 +cl

#
. .

8.8, PROPRIEDADES _ .
a) Conslderemos uma PG finita onde a, e ag sdo equidistantes dos
extremos:
(@1 82 ... 85 ..l s ... 8n)

Suponhamos, inicialmente, que todos os termos sejam diferentes de zero
(portanto, a razdo g é diferente de zero), Temos:.

g =a,-q"" )
a,=8a,-q"*° {1y

Dividindo membro a membro as igualdades (1) e (Il), temos;

a, _ a1-q"1 -
a, _as.qn—s

ar __a1

a a

Con110 ar & a; s80 equidistantes dos extremos, temos r— 1 = n — s e, portanto,
r—- N=8 i )

9 =9

ay

isto é:

(6.6)

E facil verificar que essa propriedade vale também no caso em que g =0ou
no caso da PG de razdo indeterminada., : ' :

T "_fb’)’ ‘Consideremos uma PG finita de nimero (mpar de termos, em que a, &

" termé central:

6.9. PRODUTO DOS TERMOS

Seja Py 0 produto dos n primeiros termos de uma PG.
Po=ai-az-as- .. An-z' 8n-1" 8n (1
Pn=an'an—1'an-2'...'aa'az'a‘; ([l)

,,,,;,VIVIuItipficandofme_mbro—arrmembrefa&igualdades—(I)e'(li)-~temos:" T ————

P? = (a1an)(a2an_1)(asan_2 )+ (B2 (3,132 }{2303,)
n paﬁﬂeses

N Dentro de cada um dos parénteses temos o produte de dois termos
equidistantes dos extremos ou o préprio produto dos extremos (ou o quadrado do
germo central quando n for Impar) e assim, cada um desses produtos & igual a asan.

ortanto: . ‘

(6.8)

Podemos chegar a outra férmula para obter P
Pn =385 858, "-."ar.{:
=2 (o) 26") (2. (a") -

= [81 +8q-8y08, '...'31)‘((:!-(12 .q3 . _qn—1) -
N vezes
1+2+3+,.+{n-1)

=a.11-q
n(n-1)
2

Porém, 1+2 +3+ .. + (n—1)_= [1+(n-;)}[n_1] =

Portanto: :

{as; az ... @y 1; 8p) Bp+1; an)
Neste caso ap_1 @ ap+ 1 880 equidistantés dos extremos &, portanto;
@1 8p+1 =818y '
Mas sabemos que ag =2, 48, Portanto:

2
a,=a,-a,

124 .

(6.8

Podemos representar de outro modo:




Exemplo . _
Calcule o produto dos 20 primeiros termos da PG:
22 -2
== B
F55e)
Sblugio
2
-2 -2 9 _
ay= -2—7- = '5? q= :E =-3
2
n(n-1)
F =aq q ?
20{49) 20
—2 190
L mpeeta t s (] (7

220
3190 = 22G . 3130

33[} '

.10, SOMA DOS TERMOS

Vamos deduzir formulas que permitam calcular a soma dos n primeiros
termos de uma PG. Representando essa soma por Sn, vamos considerar 3 casos.

1°) razio indeterminada

E o caso da PG (0; 0; 0; 0; ...) &, portanto, para todo ne H* temos:

Ecomoq = 1, temos:

(6.12)

" Aférmula 6.12 pode ser transformada para uma outra farma:

S _84-8 a,-9""-q-a - a-q" =8 :a1(q"—1)
"og-t q-1 q-1 9-1

{6.13)

Exercicios Resolvidos

6.42) galcute ﬁ(4 3",

I=1

Solugdo
A sequéncia de termo geral a, = 4 - 3" & uma PG de razéo g = 3 & primeiro
termo as = 4(3)" = 12.
Como P,=aj.-q # temos:
12 12{t1)
[[(43)=Pa=al - 7 =aita®=(12)*(3)" -
i=1

(6.10) :
) =(3.4)12 (3)53 =1312.,412,358 _ 378,42
2)g=1 ; ) LSRR T
Neste casc a PG pode ser escrita (ay, a1, ai; ...} &, portanto: 6.43) Calcule a somados 7 primeires termos da PG (2; 6; 18, ...)
(6.11} ‘Solugdo
= _6_
3 q =1 ar=2 q__2._3
Sn=a1+a2+a3+...+an_2+an-1+an ) a1(qr|_1)
Multiplicando o dois membros de (1) pora: S, = ___q-_1
g-8, = a1q-+-i£+-a3q+...+an_2q +8p.qCH 8y 14 T T Ry o o
R T e ':;-_‘1"'_‘-::" - o 2 (q —_1) _ 2(3 —1) - 2(2187 _'1)"-—-'2186 _
5 = == i
isto &:
(1) §.44) Determine, em fungéo de n, o valor da soma

q-S, =a2+as+a4+...+an_1+an+an-q

Subtraindo membro a:membro as igualdades (Il} e (1) temos:

gSn— Sn=ang — a1
"Sala-1) =8.q— a1

126 *

A

§=1+10+100+... + 10"
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Solugio

A sequéngia (1, 10; 100; ...; 10"'1) € uma PG de n termos comn a, =1leq=10

Sn_=,a1(ca"~1)_1(1o"-1) 1001

g-1 ~ 10-1 "~ @

=

6.45) Calcule as seguintes somas:

6.48) ‘A soma dos n primeiros termos de uma PG de razég diferente de 1 & dada ’

a) A=9+99+990+ . + 0099
n algarismos
b) B=1+11+111+ .+ 111... .1
—r
n algarismos
Solugéo :

Portanto:

a,=a
a+a=a-+a® &

onde tiramos gz = a” ‘8, portanto:

n
m

5 -3
q=—-—-= )
3

=a

[+

6.47) Sendo x = 0, calcule a soma:
R
S=|xX+=—| +|x+—| +.4+| X" +—
X X2~ x"

Solugéo e

@) A=9+09+000+ .. +999. 9=
"—(10~1)+(1oo-1)+(1ooo-1)+ L+{10"-1) =
=(10+10%+10% + .. + 10"~ (1+ 1414 ..+ 1) =

n parcelas

10(10"-1) 10(10"-1) 10(10"—1)—9n
R - T E

B) B4+ 1141411+ .. +111 .. 1= 9+99+999;...+999...9
Aproveitando o resultado do item anterior temos:

A _10{10"-1)-gn
9T 8t

B=

para todo n, por:

_atagnt_gd_a?

B a’ -1

n

=[x* ...1. 4 __1_ x2“+2+.-.1...J:
S-(x +2+X2J+(x +2+X4J+...+( we

=(x2+x4+...+x2")+(2+2+...+2)+(;1§-—+;;5-+...+x—:n]
n parcelas
Neste ponto vamos considerar 2 casos:
19 %% =1 |
S(1+14., +1)+{2+2+ .+

Portanto, para x* = 1 vem S = 4n

29 %% %1

oxdexte 4 xP = : =l

e 242+ . +2=2n"

2Y+{(1+1+ . +1)=n+2n+n=4n

|

6000000000COS
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Mas:Si=ar e S;=arj+a

onde a® # 1. Determine a raz&o da PG e o 1° termo. .__+_14_+;_+F.— : = =
X4 % d_ -
Solugio x? x?
r 1“x2n o ,
s, =,a-3,+a_ —g*-a - al-g* ] at (a2_1) gt - XD 1= x2n X _1q
- @ —1 a® -1 a1 12 23{1_ 7 Qﬂf(-x-z—:':‘
g, @ +al—at-g a"(az+a3—1—a) “‘[az 1+a) 1+a] Entso:
F H] = ] = = 2f 2n
a® -1 a1 a? -1 X {x =1 2n _ 2n _
S= (2 )+2n+ X~ =2n+x2 1()(2 iz)
4[(1"’3)(82"1)] x“ =1 xzn(x2—1) x* =1 X
= '4(1+a)=a“’+a'3 -
a?-1

soma S e a soma §' dos seus inversos.

' 6,48) Calcuie o produto dos n primeiros termos de uma PG conhecendo-se a sua
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649) Egnsidere a PG (-12-;—1;2;—4;...). Calcule o produto dos 22 primeiros

Solugao

Observemos, inicialmente, que se tivermos uma PG (a4; a2, ,.-an) de razdo q,
a sequéncia dos inversas dos termos: )

BRI
a, &, &,

& tambérm uma PG cuja razéo & igual a -:;!- {estamos supondo que todos os

termos s&o diferentes de zero). Assim:

_a1(q“-1)
q—1 H}L;
LR
e A B 1 qn qn_1
J___'] 8y l__q an(q—1
q q
Portanto:
I'I_1 “
. 31(%_1.}
-S—|-= =a,-a,

A{d=1
a, |l g-1
Mas de acordo com a férmula 6.8 temos:

Rea)=(&)

n
portanto: |P,| = (Si]

Exercicios Propostos’

termos.

8.53) Numa PG tem-se a1 - 4 = 3ear+tq= % Calcule a sorna dos 5 primeiros
termos.

6.54) Calcule a soma dos n pri_meiros termos da sequéncia:
(1; 2, 2% 2% ..)

6.55) Seja A a soma dos n primeiros termos da sequéngia: {1; 3, 9. 27...).
Calcule, em fungao de A, a soma dos n primeirqs termos da sequéncia:

L1
"3'9'27""

6.56) Considefe a sequéncia dada por an = 2'-" Calcule o nimero x dado por:

6.57) Uma PGemai=3eq= 4. A soma dos k primeiros termos dessa PG é
igual a 4 095, Calcule k.

6.11. LIMITE DA SOMA

Consideremos uma PG infinita de razéo q=0, tal que g < 1, isto &
—1 < g < 1. Neste caso cbserva-se que, a medida que n aumenta, fay| diminui.

Exemplos
a) NaPG|7 141 L a razéoé q=-1— e 0s termos vao diminuindo -
L2 478718 2
a medida que n aumenta.. . .. . e .
: NP P PO Wl P _—
by Na PG (3,—1. 3 "9 o 81""] temos g = 3 (e, portanto, |gf < 1),

Observamos gue, & medida que n aumenta, o modulo de an diminui.

Para estes casos, deixando n aumentar indefinidamente, o termo &, tende a
zero, Dizamos que: .
“o limite de an, paran tendendo ao infinito, & igual a zero”
e simbolizamos por:
o o lima, =0 e

Npen

6.50) Para a PG do exercicio anterior, calcule a soma dos B primeiro;{e}moé.
6.51) ‘Considere a PG cujo termo geral & a, = 2 - a"“? Calcule a soma dos 10

primeiros termos.

6.52) Numa PG tem-se raz&o q = 2 ¢ a soma dos 8 briFneiros termos igual a 83.
Determine o primeire termao. :
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Tomemos a formula 6.12, que nos da a soma dos n Primeiros ermos UE
uma PG derazdog= 1: :
anq - a1
q-1
Fazendo n tender ao infinito, an tende a zero; podemos entdo escrever.

S, =
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0000000000000000660

[}
|
i

im S, =-‘—a‘1_1

N q-

ou (6.14)
" Podemos escrever simplesmente:
a, .
Atatagt.., =—‘:1E {para 0=lq <)
N a
ou =
| o ;a, o (para 0 =g <)

T T

Consideremos a PG infinita

. 1 -
Cujarazao & q= e, portanto, estamos no caso 0= o] <1

imS =1 % _
n'—bw n 1—q 1_1
2 2

Isto significa que, por majs termos que tomemos nesta progressao, a somé

nunca ultrapassara o nimero 8 “dhegando cada vé ot
véz mais perto”.
por exemplo: ) . . pe Assim, temos,

& . 4 2=8.

Exercicios Resolvidos

6.58) Calcule o limite da soma dos te.mos da PG

8.8 8.
3 927"
Solugio
8 8 8
-8 _9._1 ; _a8 3 F_
S 0 LS
3 3 3
. 5.S,S)W.Seja,ﬁa,,EGﬁinﬂnita,,{a;_,z;,%;%; .,..,J.,,,Caicuie.,,a,, soma. dos_seus termos de. ...
. R ¢
ordem fmpar. _
Solucéo !

Neste caso, ao pedir sjmplesmente a soma, queremos nos referir ao fimite

da soma. Repare que %PG (8; 2 —;-; %; J terh razéo q =;11— € 4 sequéncia

dos seus ‘termoé de ordem ‘lmpar [8; -;-] é uma PG de razéo

q'=g’ = i. Assim, sendo S a soma dos termos de ordem impar, temos:

16
s=_%__ 8 _ 8 _8(16) 128
1-¢f 1 16-1 7156 1§
16 16

6.60}) Um trem move-se com velocidade constante quando surge um ob'g.téculo um

" pouco adiante, O maquinista, imediatamente, comega a frear de modo que

‘ho 1° segundo o trem .anda 20 metros e em cada sagundo seguinte anda,

aproximadamente, 80% do que andou no segundo anterior. Sabendo que no

instante em que o maquinista comegou a frear o abstaculo estava a 150
metros do trem, pergunta-se: havera chogue entre o trem e o obstéculo?

Solugao

|

('YX

0000

[S;=442=5

Sy=4+2+1=7

S4=4+2+1+%=7,5

Ss =4+2+1+%+%=_7,75 )

_ 1,11 ' '

Sﬁ~4+2+1+5+z+§=7,375 : .
. X 1% 1 .

S =442 o Lo

7=4¥ 25778175 7,9375

I S P S S A I

8 2+4+8+16+32 7,96875

Observagbes

1%) Em vez de “limite da soma" poderemos falar simple "
termos da PG infinita”. ’ {HTPIEsMaNt e ‘sama dos
2") O assunto de limites sera estudado com mais de
5 dosta colento, talhes no volume
132 #

segundo anterior, os espagos percorridos por ele em cada sagundo
formaréo uma PG de razao q=280%eay =20 Como 0= |q| <1 asoma dos

espacos percorridos tem um limite. Terins.

80 . - a, 20 20
= 0 = =.-._1_.z—---—=—'=
4=80%=155=08 ¢ ImS, ~ =155 =02 100
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6.61)

Portanto o trem percorrera menos de 100 metros, e assim, nunca havera o
choque, pois inicialmente o trem estava a 150 metros do abstéaculo: - -

Caloule a geratriz da dizima periodica 0,212121...
Sblugao .
X =0,212121... =0,21+0,0021+0,000021 +... =

_2a o o2 21 2 21
100 10000 1000000 " 102 10* 10 7

A sequéncia ( 21,21,

— } & uma PG de razéo
10° 10 )

6.62)

706 _ 400 _21_7

Portanto:

Calcule a geratriz da dizima 0,899...
Solugdo
x=0,999..=09+009+0009+,. =

9.9 8 10 _10 4
_10+102+103+...-— = =1

Assim: 0,999... =1 : .

Solugdo

£
2

VRES

o

n o—

4
. Sendo £ a medida do lado de um dos quadrados e x a medida do lado do

guadrads seguinte, temos:

2 2 2 a2 2
o _(EY (L) L 820
X ”(2) *(2 "TtETa
2 £
T2

. Mas, 2 & a &rea do quadrado cujo lado mede ¢ e X & a 4rea do quadrado
cujo lado mede x. Vemas, entdo, que de um quadrado para o seguinte, a

X

area & multiplicada por % Portanto, a sequéncia das éreas  uma PG de

1 o
razéo 7 & primeiro termo ar = 8z. -

6.64) Calcule o limite da expresséo

6.63. Consideremos um quadrado de lado a. Unindo os pontos médios dos lados
| obtemos um outro quadrade. Unindo os pontos médios do novo guadrado «/a\la«(a\E
: obtemos um outro quadrado & vamos, assim, procedendo indefinidamente. ) L indefinid
: Caleule o limite da soma das areas de todos os quadrados assim construidos. onde a > 0, quando o nimerc de radicais aumenta indefinidamente.
— S A - B Solugdo
L ) 7!————— == i 1 1 1 L I A - -
1 ada,/a.\/g _',-,'-“'E 3_2' . a'z .'aE".'a'iE ..;'_'532*'4-*:34'16*""
: == Ty e = —— T e — —
; S |
a RPIY A T S-S
Mas: Ilm(?2_+4+8+16+"'] 1“_1 T
| 2
f i" ’
¥ ’ . ” Assim: Iim\/a\}a\la«fa" =2 =2
| @ 135
§ 134 .
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Exercicios Propostos

6.65) Calcule o limite da soma dos termos da PG:

- _as 135,
(60, 45; ) )
- £ N
6.66) Calculezs-é"“
n=1
6.67) Sendo a > 1 calcule:
a+1

6.89) A soma dos termos de uma PG infinita & igual a 10 ¢ o primeiro termo &

6.68) Calcule sen[% LA +1+.'..J

1, 1
az +-é-+m+...

6.74) Calcule o limite da expressio:

2t boadb® ...
coma>0eb>0, quaﬁdo ¢ nimero de radicais aumenta indefinidamente.

8.75) Calcule:

1.1 1 1,1.,1 L S
S=[§+3—2+3_3+"'J+("§+52+53+"']+"'+[2n+1 (2n+1)2

6.12. PROGRESSOES ARITMETICO-GEOMETRICAS

Uma sequéncia. do tipo:

18 54

igual a 8. Calcule a razéo.

6.7G) Seja x um nimero real ndo nulo, tal que -1 < x < 1. Calcule a soma:

6.71) Numa PG infinita a soma dos termos de ordem impar &€ 54 & a soma dos

X X X
x—§+x2—-—+x3———-+x4—

X
9 57 ETRE

termos de ordem par € 36. Determine a PG.

6.72) Resolva a equagéo:

8.73) Um tridngulo equilatero tem lado medindo 20. Ligando os pontos médios dos

X X X

“4-+1—6-+—6-a-+...=80

X+

fados cbtemos um cutro trigngulo equilatero, Ligando os pontos médios dos
lados do novo triangulo, obtemos um outro tridngulo equildtero e, assim,
vamos procedendo indefinidamente. Calcule a soma dos petimetros de
todos os tridngulos assim construidos.

. {ai (a+ na;(a+2r)g% (a + 3rg’ )
& chamada progressio aritmético-geométrica. ]
Os nimeros a, a +r, a + 2r; ... rmam uma PA de razao r e 0s nimeros q,
o2 &, ... formam uma PG de razéo q.
Para acharmos a soma S, dos n primeiros termos dessa progressao,
usamos um procedimento analogo ac usado na dedugio da férmula da soma dos n
primeiros termos da PG (ver item 6.10):

“multiplicamos S, por ¢ e fazemos a diferenga S, - qS,”

Exercicios Resolvidos

8.76) Calcule a soma dbs n primeiros termos da sequéncia:
1,(3)(3); (5) (3% (7) (3% (9) (3%

Solugéao
Aquitemos r=2eq=3. Otermo de ordem n dessa sequéncia é:
' an=(2n-1) (3)"""
Assim, a soma procurada é;
S=1+3(3) + 53 + 7(35 + 93" + .. + (2n =33 H + (2n - 1) - 1) ()

Multiplicando os dois mémbros de (1) por g = 3, obtemos:
350 = 1(3) # 3(3%) ¥ 5(3 + 7(3%) + 9(3%) +..+ @20 = 33 ) ¥ (2= 13" (N

seoen

136

SUbtraindo membro a membro (I de (O,
Sp=1+3(3)+5(3%)+7(3*)+...+ (2n-3)(3" )+ (2n-1)(3")
38, =1(3)+3(3*)+5(3°)+...+(2n-3)(3"") + (2n-1)3"

-28, =1+2(3)+2(32)J¢f2(33)+ ...................... +2(3)~(2n-1)3"
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25, =1-(2n-1)(3")+2(3+ 32 +3%+...+3"")

3 {3"'1 —1}
3

3 (3"-1 - 1)
2

-28,=1-(2n-1)3"+2

=1-(2n-1)3" +3(3"" - 1) =

: n.2
=1-(2n=1)3"+3" -3 =1-83+(1-2n+1)2":= ) a) (2,4 8;16;32)
Portanto: Sq= 1+ (n—1)3" : 2
c) (2;-4; 8,-16)
6.77) Sendo x> 1 calcule o limite da soma Esboce os saUs gréf icos,
1+£+i+i+ . 7
x x2 x* 7 H.3)
Solugao
Aguitemr=1e gq= -—(note que -:? <1} também & uma PA.
11.4)
4, 2.3 4 5
. S—‘E+;+x2 +;-_,;-+ v +
1. 1.2 3 4 i1.5)
A,
X X * %2 * x? * x4 * de seus cubos & 265.
Te 4.1 1 1 1 X
S e T LT xS .8)
X
8(1__1_)=x_>i__ . . 26 . o
1.7) Calcule 2i-4
3[5:1]=,x_ ! {Z‘( )}
X Xx—-1
X X ¥ 18
x-1 x-1 (x-1)2
11.9)
- Exerclclos Propostos - —— [ - ———
e e IR . 'Il.1'0)

Exercicios Suplementares

11.1)

1 4
1 __ 4 ___4
(2n+1)(2n+5) (2n+1) {2n+5)
Calcule o valor da soma:;

1 1 1
o+

3(7) 5(9) 7(11)+'"+(2n+1)1(2n+5)

Sabendo que

Considere as seguintes progressdes geométricas:

Sabendo que (a; b; c) é uma PA, mostre que
(a2 + ab + b% ¢ + ac + a% b? + be + &)

Numa PA de 3 termos a soma de seus termos é igual a 6 e a soma dos
quadrados dos termos & iguai a 14. Determlne a PA

Determine 5 nimercs em PA, sabende que sua soma é igual a 5 & a soma

2%
Numa PA deraziortemos a;, =7 e &af= % Determme arer.

Numa PA, sendo S, 2 soma dos n 'primé_iros termos, sabe-se que S7 = S

Calcule S1a. ) :
- -—7] @o“ff%‘o ‘Q’M’éﬂﬂ

Determtne o valor de x na Igualdade:
2+5+8+.. +x=126 .

Numa PA- o tercelro termo é-a + 4b e- o decnmo terceiro-termao & a + 24b.

6. /B) Determlne a'soma dos I primeifos (einos da Sequenma i
(1: 2(3); 3(3%); 43}
6.79) Sendo0<x<1, calculgx+ 253 + 3% + dx* +..

6.80) Calcule ZZSLH"Q
. n=1

138

I1.11)

1.12)

'uEIIGUIE em Iun(,du g d U asUTaaus 1o o imeirestlermegr=—-

Numa PA dec'rescente de 4 termos, a soma dos termos & igual a 22 € a
soma de seus quadrados é 166, Determine a PA.

Numa PG tefnos ay + a; = 28 e a + a4 = 175, Determine a razéo € 0
primeiro termo da progresséo. ‘
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[1.13) Betermine trés nimeres em PG sabendo que sua soma & 13 € a soma de
seus quadrados &91.

114) Numa PG temos a2=£ e ay == 2‘/_ . Calcule ay. W‘@W}L“

X

1.15) A populag:ao de certa cidade cresce 15% a cada 6 meses. Se em janen'o de’
1965 a populagdo era de 80. OOO habitantes, qual sua populagéo em Jane:ro

de 19687

11.118) Calcule o limite da soma
3.9,.27,
28 32 .

- 1147} Conzsidere a sequéncla (an) definida por

o 1 n
2= (3] #
a) Calcule a4, a5 e as.

b} Mostre que (an) € uma PG e determine seu termo geral.

¢} Caleule Zan. .
n=1
I1.18) Calcule 8% + 122+ 167 + .. . + 322

20
11.19) Caleule > n{n+3).

n=1

[1.20) Considere a PG de termo geral. -
a,=2-4""
e seja a sequéncia (be) definida por
bn = a
a) Mostre que (bn) é uma PG e determine sua razéo. _

~b) Calcule Zb

‘PARTE Il

Capitulo 7 -~ I..ei':garitmos
Capftulo 8 — Propriedades dos logaritmos

 Capltulo 9 - Logaritmos decimais

Capitulo 10 - Logaritmos neperianos —
Uma breve histéria

-Cap:tu!o 11 - Mudanga de base

[.21) Determine as geratrizes das seguintes dizimas periédicas
a) 0,444...
b) 0,252525...
c) 0,125125125...
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Capitulo

Logaritmos

7.1, INTRODUGAO

Na primeira parte deste volume, estudamos a resolugdo de algumas
equacdes exponenciais, onde @ determinagio da incognita ndc apresentava
grandes dificuldades. Faremos uma rdpida revisao através de alguns exemplos.
(Veja o exerclcio 1.62.)

' Exemplos

a) 2%=32 T
Como 32 = 25, temos 2* = 2° portanto, x = 5

5 4
) (5] =25

-z
Como i:[%] , temos (5

% 5 -2
E] = [5] 1 portarlto, Xx==2

c) 7*=¥48

w|n

2
Como 349 =73, temos 7* =7%; portanto, X =

dy nf= S
x

1 -3 - 1
Como — == 2, temos = == %, portanto, X =—
= P 2
) 11 =1217
Como 1212 =112, temos 17* =112; portanto, x =22

Esse tipo de equagho pode ser representado, genericamente, pela igualdade:

onde a e b 580 nimeros reals positivos; ea # 1. R

an—mman_—avaminlac__asima

T Devemos” Hotal que a@s  equaguesT EXETINa0as —Nos—eHEmBIes
apresentaram uma certa facilidade de resolugdo, pois, foi possivel escrever o
numero b como uma poténcia de base a de expoente inteiro ou fracionario, mas
sempre racional. Entretanto, essa mesma facilidade n&o ocorre em €asos como,
por exemplo, a=3¢eb= 16. Sabemos que existe um namero real x tal que 3" = 16;
& evidente que x néo pode ser um numero inteiro. Na verdade, nesse caso, X é um
nimero irracional e, por isso, sua representacc decimal 86 pode ser escrita
aproximadamente. No exemplo em questdo, podemos escreverX = 2,524, pois
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32524 = 16

A partir do problema enunciado simbolicamente pela igualdade a* = b surge
a nogéo de logaritmo, =

7.2. DEFINIGAO DE LOGARITMO
_ f Sejam a e b nimeros reais positivos, e a = 1. Nessas condigdes, define-se;

Indicamos o logaritmo de b na base a com a notacéo loga b. A definigio &,
entao, traduzida pela equivaléncia;

7.3, CONSEQUENCIAS IMEDIATAS - o

Exemplos
a) log232 =5, pois 2° = 32
b) loga27 = 3, pois 3° = 27

c} logio %=—1, pois 107 .—.%

-2
d) log, 25 =-2, pois [1J =25
g 5

1
e) |°911W=%, pois 113 = 31
. = 1
fi" log 77 =1 pols (J?) =7
g} logs1 =0, pois 13% = 1

Observagoes

1%} Nomenclatura: na igualdade loga b. = x, x é o logaritmo, a chama-se
base e b chama-se logaritmando. O numero b pode, também, ser
chamado de antilogaritmo e ser indicado pela iguatdade:

2*) Uma convengio: quando se omile a base a, escrevendo-se apenas log b,
 subentende-se que a base & a = 10. Os logaritmos de base 10 chamam-se

¥

i

isto &,

A condigdo a > 0 (como vimos anteriormente), & necesséria para que a
express&o a" tenha significado, qualguer que sefa 0 expoente real x. Além disso,
sendo a > 0, resulta sempre a* > 0 e por isso mesmo torna-se necesséria a
condicdo b > 0, sem o que néo seria possivel a igualdade a* = b, Por outro lado, a
condigho a = 1 também se faz necessaria pois, como 1% = 1 para todo x, se

- tivessemos a = 1, ent&0 o Unico valor possivel para b seria também 1 e o conceito
de logaritmo, nesse caso, perderia qualguer interesse,

Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos (a # 1) @ o um nimero real
qualguer. ‘
Da definicio de logaritmo, s&o imediatas as seguintes conclusdes:

(1

Evidente, pois, para todo a, a° = 1.

{n

Decorre, imediatamente, do fato a'
()
(Ivy

i

De fato, se fizermos loga b = x, teremos a°%® = a*¥ =p

V)

Come loga b = Ioga ¢, podémos i dicar ambos os logaritmos com a mesma
letra x:
L logsb=x & logac=x

Entao, pela definigéo, terﬁos:'“

logaritmos decimais

XXy

37) Existéncia do logaritmo: a definico de logaritmo faz restriches aos
valores do logaritmando b e da base a. Ao escrevermos a expresséo
logab, devemos, sempre, lembrar que sd0 necessdrias as condicfes:

i
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¥ a*=h e a

ou seja,b=c¢.

Nota: E imediato que a reciproca também & verdadeira, isto &, se b = ¢, entio
logsb = loga ¢, onde a, b e ¢ satisfazem as condigbes de existéncia.
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7.4. RESUMO

7.4}

7.5)

og

Resolva a equacgéo X210 S -log, X =18,

Solugdo
2
Observando que x2%% % - (xm* a) = (3)2 =9, aequagio fica:
9-log, X =18 ou log, x = 2, onde x =2 = 4
Portanto, S = {4}
Determine x para que [ogx9x = 2.

Solugéo

Se logy 9% = 2, temos % = Ox ou x* = 9x = 0, ou ainda x(x — §) = 0, onde vem
x = 0. ou x = 9. No entanto, sabemos que nem o logaritmando, nem a base

___podem ser nulos; logo, x = 0 ndo convém e assim S ={9).

Resolva a equagéo log (7x + 4) = log (5% + 2).

7.6)
Exercicios Resolvidos Solugéo
s Da consequéncia (V), temos 7x+ 4 = 5x + 2 onde obtemos x = -1.
7.1) Calcule logy 827 No entanto, sabemos que os Jogaritmandos 7x + 4 e 5x + 2 s0 podem
g assumir valores positivos e isto ndo ocorre quando substituimos x pelo valor
Solugéo . s determinado, 0 que equivale a dizer que a equagio dada néo admite
. 4 X . . 3 3 . 0] - . E - - S - i
Fazendo log, %27 =x, temos: (%} =§27 ou 3% =35 onde -2x=g; s ugo. Entao, 2
) . .
: 7.7} Mostre qus, se log,b* =p e log , b=q (pg a = 0), entao E_o2,
portanto, x = log 5’/2_-=-1—36. fe Gus. 28 % " ( ) f
§ ~ Solugio
7.2) Calcule o valor da expressao: 'Se log, b* =p entdo &® =b* : . o )
- . aq _ ‘
y =log,1+10g, 2 +3-109, 27—2l_ogs—2—15- Se logaab—q, entdo a*d=b (2)
Solugdo De (1) e (2): @ =(a")* ou @ = ass
- : Pp__2
Das consequéncias da definicéo, temos: onde p = a“q e, finaimente, Fia af.
1 -2
log, 1= 0, log, 2 =1, logs 27 =l0g, 3* =3 e log; 5= =10gs 5 =-2.
o % % : 2) ? C s 7.8) Resolva a equago 3™ ' -7 3% +2 =0, sendo dado logs 2 = 0,631.
" Entdo, y=0+1+3-(3)-2-(-2)y=14 > : — : e
— N G o Solugéo ‘
7.3) Calcule o valorde x= g M2 B Como 3% '=3% 3 @3"= '(32"”'5': F equUacAc dada pode ser esciiia:
' ' a 3-(3%2-7-(3%+2=0
Solugio F Fazendo, agora, a mudanga de varidve! 3% =y, temos a equagio:
_ 5—1+Iog5 2 - 5_1 '51095 2 . 3y2 -7y + 2=0
lOEs 2 = . = -1- L = -2— :
Lembrando que 5 =2, vem X 5 2 5 i
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=

y e ONCE X =
S;;.

Loge, S = { 1. 0315}

cujas rafzes sdo y=— ou y=2; voltando, enido, a 3% = y, temos as

igualdades

“Para & primeira, como = =3

1
X=—

g 3¥=2

temos 3% =3~", onde 2x = ~1; portanto

Para resolvermos a segunda, lembremos a equivaléncia

Entdo: 3% =2 2x =
0,315

2’

Exercicios Propostos

Calcule

a) logqy 121
b) logiat 11
¢} log, 312
d) log, 32

1
e) log. 9

N logy¥7

7.10) Resolva as equagbes;

a) logsx=0
b) logax=-2

S ),,,Iog;f—x—

ca*=b & x=log,b
log; 2= 0,631

Resolva as equagbes

) 3logsx=logsx + 1

) (logax) =7 logzx+10=0
c) 2(logx)*-5logx+2=0

Resclva as equagdes

a) logs (4x — 3) = loga (2x + 5)

o) log (2x 7)=log (x -9}

c) logs (x ~ X) =logs (8x — 14}
d) logiy (¢ —2x) = Iog1z (10 - 5%)

Calcule

a) 13Iog135 i

g) log,s ¥625
h} log, vava

iy log,0.2
i) log 0,001
kY logooezs 0,125

) logessss 0,75

e) IogJ—(x —1) 2
f) logx3=2
) !ogx2--2

r...

by 3°%°

C) 710g49 3
dy 5%
E) 4Icug2 3 +I¢:|g.;6

Calculs o valor de y = logys logr log, 128,

Resolva as equagbes:
a) fogatogzlogipx=10

b) logzr loga loga (x=1) = =

Sendo log: 2 = p & log, 3 = q, cailcule

y a[loﬂa (!We ) +logg ('oga Rt loga 2]]

Sendo logeb=pelog,a=q, mostrequep-q=1
Resolva as equagdes:
) 23x + 23x+1 + 23x+2 . 14J_

b) 52x s 5x+1 _53
) atx_4.3%% 3.0

]
)

dy iogz (X + 3 =i

7.11) Resolva as equagbes:

a) logaxx=-2
b) log, 2x 5
c) logx-34x=2

d) Iogr—(x —2)=

1
iy oG, 2v3 =7

Sendo dados fogz 5 = 2,322, log 5 = 0,609 e logy 3 = 1,585, resolva as

equaghes:

a) 10°*-"=5

by 281 —11-2%+5=0
c) 2%+ d.g. 2249520




Capitulo

Propriedades dos logaritmos

Sejam a, b e ¢ numeros reais positivos, onde a # 1; ae § s&o numeros
reals quaisquer comb = 0.

§.1. PRIMEIRA PROPRIEDADE

|
|
i
H
i
)
1

A demanstragdo dessa propriedade & bastante simples.
Indicando as expressdes logs (bc), loga b e loga ¢, respectivamente por x, y e
"z, devemos provar que X = y + 2. Temos as implicagdes:
log, (bc)=x => a” =be
log,b=y = a¥=b
log,c=2z = a*=¢
Substituindo as duas dltimas igualdades na primeira, obtemos
a*=a’ a* ou a=ga"""
cedaix=y+z

Exémplos

a) logz (35)=loga(7x58)=logz 7 + 1092 5

b} log3+log2=Tlog(3x2)=log6 _
c) loga (18) = logs (9= 2) = loga 9 +iogs 2 = 2 + logs 2
d) logs 12 +logs 3 = logs (12x 3) logs 36 = 2

8.2, SEGUNDA PROPRIEDADE

De mado anélogo ao que fizemos para demonstrar a primgira propriedade,

indicamos as expresstes 109, [%J. loga b & [0ga -c..respectivamenfte porx,yeze

vamos provar que x = y —z. Temos as impIicagées;'
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Ioga(%]=x = a"=%

logab=y = a’' =b

log,c=2z = a*=¢

.xSub$tituindo as duas dltimas na primeira, ocbtemos . '
7 ¥
a*=2_ oua*=a'?
eoa

edalx=y—z

Exemplos

a} Ioga(”J Ioga 10 ~loga 27 = logg10—3

Assim, Bx =y, onde x =~g—- y, isto &,
log , b= 1-log b
WhT g

Exemplos

- - 1
a) logay x = Iog(33 X= 5!093 X
[ 1 ] f
b) log, 5= 109 52,5 = .'1)_ log, § = log;'%*/ = log, V5

8.5, C/ SOS,EARTICULARES . oo

i
B Y

b} logz 18 —logz 3 = |ng( J logz 6
c) log (Br%] =logm=- Iog.(pq) =logm~(logp+legqg)=logm—logp-logq

8.3. TERCEIRA PROPRIEDADE

De fato, fazendo loga(b™) = x e logab =y, temos
X =b%*e a'=b
Substituindo o valor de b da segunda na primeir_a, vem

o
a* = (a“) ou a¥=a%

onde x = ay, ou seja logy(b®) =a - logeb

Exemplos
a) [og-; 2% =5 log; 2
\
b) Ioge, 8= |ogg(saJ =log, ¥8 =log, 2

.1°) Inversao do logaritmando
Na terceira propriedade, na situagdo particular em que o = - 1, temos:

log, (6~1) = ~1.log, b

isto &,

ou seja, invertendo-se o logaritmando, ¢ logaritmo muda de sinal.

2% Inverso da hase

--Na quarta propriedade, se tivermos § ==1; obtemos
log( _1] b= ——~ -log, b

isto &,

ou seja, invertendo-se a base, o Iogantmo muda de sinal,

Observagﬁo

g;érQUARIA;'BaQPR!EQAQE

De fato, fazendo log , b=x & logab =y, temos
@*=bea'=b
e dai, a®™ = a¥
1562 -

A expresséo Ioga b & comumente chamada cologantmo de b na base a,
-0 que quer dizer que o cologaritmo & o oposio do logaritmo. Podemos, eniio,
escrever:
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RAC AR

b = 1, T,

3% Logaritme de uma raiz

Na terceira propriedade, colocando-se ¢ =-:;' {no caso em qi.te n & inteiro e
positivo), termos: u
L . " ,1_ 1 i .
log, (b")=H-Idgab- :

isto &,

NE0 devemos nos esquecsr de que raiz & também uma poténcia, onde 0
expoente é 0 inverso do indice do radical.

~~4%)Caso em-que a base é uma raiz ‘

Na guaria propriedade, colocando-se |3=?1\- (ho caso em gue n & inteiro &

positivo), temes:

iog 4 b =—1—--Iogab
5

(@n)

isto &,

Podemos observar, tambam, que
loga b" = logy- b

Exercicios Resolvidos

8.1) Prove, utilizando o Princlpio da indugao Mateh-tética, que:
loga(ibabs ...t b} = logas b1 + loga b2 + [6ga ks +...+ loga bn, para todon =
(Generalizagéo da Primeira Propriedade.)

X it
~ Selugao i

. Teoremat-Paran=2, a Igualdads dada se escreve: -

2.

b (B o). 2 1002 b1 + 100a02

i S o S et e

_ produto; assim:

g como tese. )
loga (b1bz ... bxDye1) * 10Ga B4 + 16ga bz *+... *100a by + 10ga Dy +1

Somemos a ambos os membros da hipbtese a expresséo loga by+1-
109, (D10;.. B *+ 1083 bisr =108a by +loggby +... + l0gsby + 109Dk 41

Como o primeiro membro dessa nova igualdade & uma soma de dois
logaritmos de mesma base, podemos escrevé-lo como o logaritmo do

loga [(b1bz ... DK) - bis1] = 10Ga b1 + 10Qa bz +...+ loga by + Ioga b +1
ou sejar.
10ga (P12 ... bxbks1) = 10ga b1 + 10ga bz +...% [0ga by + 10ga bic+1

gue é a nossa tese.
Provamos, assim, que o logaritmo, numa certa base, do produte de n

fatores, todos positives, é igual & soma dos logaritmos de cada um dos
fatores, na mesma base.

8.3)

Escreva, na base 10, o desenvolvimento l6garitmicoda expressao:

" eaplicar as propriedades conhecidas:

i
|

_4
S—anr

Solugao
Basta escrever log S = Iog(%-nr"‘)

log S = Iog%+logn+log r® = log4 ~ log3+logn+3logr

Determinie a expressao E cujo logaritmo, na base 2 é:
logzE=3+4logax + logay—210g2Z
Solugdo = .
Devemos inicialmente escrever o nimero 3 e o log: y como logaritmos de
hase 2: ‘
- 3 - 1
3=log,2* e log,y ——log(zzly = 2logzy

Temos, ent&o:
lc:Ang=logzz3 +4 - logx+ % logzy—2 logz2 2z

"’A'pucanda’as'propriedades"vem! S T

que & verdadeira, ja que & a primeira propriedade dos logaritmos,

demonstrada no item 8.1,

Teorema 2 — Admitindo que a igualdade dada & verdadeira para um valor
n=k(k = 2), vamos provar que & também verdadeira paran =k + 1. Em
outras palavras, temos oMo hipbtese:

' 10gs (b1bz ... by} = 10ga b1 #.l0ga b2 + .. * loga bk

154 -

oG, E '—:Z'IOQZG'+'|OQZ'K4 *‘UBQ')‘E =logs Y —
log, E =log, (8)(4 ﬁ)_Ing z? V

(8}

- log, E =109, =
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n 1 3
( ax'fy ) Entso, log, (%] =-6,88
22

Portanto, E =

8.4) Resolvaaequagéo:

8.8) Sendolog(a+h)= pelog (a —b) q, calcule 1og[atEJ

logs (2x = 1} ~ logs (5% + 3) = =1

=
Solugao

2
a+b a+b a+b] {a+b) |
!og[ ] Iog[a-b'a+b:|_log[ aZ—b? |

=|og(e1+b)2 —109(32 —bz) =2.log(a +b)-lc>g(a2 -b2)=2p—q

i ' . Solugéo
Aplicando a segunda propriedade, sscrevemos:

2x=1%
1093(5x+3]— !
onde:

®

®

. 31 2% =1 ou 53131 2x-~1
. e

®

- 5x+3' '3 5x+3

8.8) Resolvaa equachox"2" = 256x%

Resolvendo, obtemos x = 6 valor que satisfaz as condigées de existéncia
dos logaritmos apresentados na equagado, como se pode facimente ver:flcar
Logo, 8 = {6}.

Solugdo

Como ambos os membros da equagio s&o positivos (note que a condigio
de existdncia do logaritmo exige x positivo), podemos escrever seus

8.5) Dado logs 5 = a, determine logss 125. logaritmos na base 2:

log, (x'°92 ") =log, (256 xz)

As propriedades nos permitem escrever:
- logz x - logs x = logz 256 + logg x°
Temos, entdo ‘

Solugio

Temos: logs: 125 = log_, (5°) = loga 5 _3

(34}

8.6) Dado log 3 = 0,477, calcule log 9.000.

(logz %)% = 8 + 2 loga X
Fazendo a substituicio logz x = vy, 2 ecuaglio flca:

C ¥*=8+2yousejay’-2y~8=0
cujas raizes sfoy=—2ouy=4
Voltando a logz x = y, vem:
logzx=-2oulogax =4

Solugéo

Como' d'!dgantmo dado & de base 10, devemos escrever ¢ nimero 9.000
come um produto de poténcias de bases 3 e 10, gue s8o os elementos
conhecidos no problema.
Entao;
9.000 = 9(1.000) = 3 - 10°
Temos assim que:
log 9.000 = log(3® - 10°% = log(3?) + log (10*) =2 - log 3 + 3 =
=2 0477+ 3= 3954

edaix=2%= % oux=2'=18

1. 4 _

8.7) Adotandologs2=0,63 e logs 11 = 2 18 calcule Iogq(_‘,ls} '

8.10) "As raizes reais da equagao em x: X° - 2o x - 2a — 1 = 0 existem e s&o

=y

’ Sol %
| ® ugéo log (ab) e log (3]. Mostre, sem resolver a equago, que b = (10a)*"
! . Sabemos que: . b .
1) ’ -
@ log, [1—§§§J =—log, 1936 ‘ g Solugéo
® Decompondo 1 936 em fatores primos, obtemos 1 936 = 2* - 11? & assim: 1 Das propriedades de soma e produto das ralzes de uma equag#o do 2°
> logs 1 836 = logs (2* 11%) = logs (2%) + logs (11%) = 4 logz 2 + 2 logs 11 = . ' grau, temos:
® =4-063+2-2,18 = 6,88 ' 157
. 156 "

‘:.

Lt




log(ab}+log [EJ =20, ()]

log(ab)- Iog( ]_uéa—1 an

r;:j;- : - Trabalhando com (I) vem:
loga+logb+loga-log b =2¢,

. onde 2 - Iog a=2g g, portanto loga= o ouseja, a="10" (I
. Trabalhando, agora, com (11}, vem:
"[loga +logb]- [loga - Iog'b] =20 -1
isto &, '
(log a)* - (logb)® = =20, —1
i Como ja sabemos que log a = o , tiramos:

(log b)® =02 +20+1 = (a+1?
8.dal,

i dogb=%(a +1)
e Portanto, ‘

b = e

. Escrevendo que b =[10l** I1*1 = 10" 102 P!
e aplicando a igualdade (1l1), cbtemos, finalmente
b={10"a)’
8.11) Resolva o sistema de equacdes:
log; x +log, y =5
{Ic:-g2 X—log; y =~1

- Solugéo

'

A primeira equagio se escreve.-
log? (x - y) = 5, onde xy = 25 =32 (1)
A segunda se escreve;

. xY _ N
lo —| ==t onde ~=2"=_ (]
gz(yJ Y z O

Isolando y em {II): y = 2x, e substituindo em (1), obtermos:
B ey (2%) 2 B2 OU XE =B

_onde x =4 ou x = —4. O resultado x = =4 néo convém, pois_nao satisfaz as

“gondigoes de existéncia dos Togaritmos. Entao. parax=4 vemy= 8§,
Logo, S ={(4; 8)}

Na 12 equagéo substituindo Iogz X por 2. temos:!
: 2+logzy=5
onde |ng y =3 e, entdo, y = 8.

Finalmente, éscrevemos & = {(4; 8)}

Exercicios Propestos

8.12} Escreva, na base 10, o-c'lesenvolvimento logaritmico de:

a) an=3-5"" -
by E=a bJc, a, b e ¢ reais positivos
n{n-1)

c) P,=al-q 2 , a;eqreais positivos

dy S, _______a,;an .n,onde neN*e (ar + an) eR,
e) E= 25 B
il,'-32 Q/? - ’

8.13) Determine a expressaoc E nos seguintes casos!
a) logEslog3+log7+2logh
b) log2 E =logsa +logeb—2logzc
¢) logs E =2+ logs5—loge a—logar b

3
d) IogE=3+—;- (log a +logb) -7 log {(a + b)

8.14) Resolva as equagbes: ‘
a) log(x —3) +log{x +2) = log 42 -log 3
b} 2logz (x+ 1) =logz {x+2)+1
. 6) logs (x—1) = logs (\T0x~4) - logs (x + 2) _

d) logs x* + 3 logas X* + 2 logezs x* = 9

8.15) Resolva os sistemas: o
{Iogzx+|ogz y=1 X ‘ by {log&-—logﬁ =log3

log, X - 3log; ¥ = —log, 32 —x2 +8y® = 90y

8.16) Sendo logs 2 = a, calcule:
~_a) logsi 64 - - o
. b). Jogs 108 . e

Outro modo: Poderiamos, também, somar membro a2 membro as equagdes

dadas, obtendo:
2logs = 4

_ onde logs x = 2 e, entéio, X = 4.
158 "

5] logs 27

8.17) Sendolog2=0301e Iog 3=0,477, calcule:
a) logs

- b) log72
¢) log 1200 S

—
(4]
[Te]

S000000000000000000000000000000000

.




d) Iogmﬂogw/—
log15

Capltulo

Logaritmos decimais

9.1. SISTEMA DE LOGARITMOS DECIMAIS

O conjunto dos logaritmos, numa dada base a, de todos os nimeros reais
positivos, é o que chamamos de Sistema de Logaritmos de base a.
No caso particular ~ e mais usual — em que a = 10, temos o Snstema de

" Logaritmos Decimais. .

Os logaritmos decimais s8o também conhecidos como Logaritmos de
Briggs. Foi o inglés Henry Briggs (1561-1630) quem primeiro utilizou o nimero 10
para a construgao de fdbuas de logaritmos®.

*A primeira de suas tabelas apresentava os valores dos legaritmos decimais
des inteiros de 1 a 1 000 (em:Logarithmorum chilias prima — 1817). Em Arithmetica
Logarithmica (1624), Briggs ampliou a tabua até 20 000 e acrescantou, também, os
logaritmos dos ndmeros de 90 000 a 100 000. Nas duas obras os valores eram
apresentados com quaforze casas decimais,

9.2, CARACTERISTICA E MANTISSA

.Ja sahemos que os simbolos log b e logso b s&o equivalentes. Lembremos,

também, que se log b = X entdo 10* = b e que log10%* =a. .

Desta dltima igualdade & imediata a concluséo de que leg b 80 dara como
resultado um ndmero intefro se o logaritmando b for uma poténcia de 10 com
expoente inteiro. A tabela abaixo mostra alguns exemplos:

b |..[001=10%]01= 10" |1 =10°|10 10‘[100—102|1ooo—1o3|
logh |[..] == | =+ | o | 1 | 2 | 3 [.

Assim, um namero b, que ndo seja uma destas poténcias de 10, terd seu
logaritmo decimal ndo inteiro. ) -
_ Entég, que tipo de ndmero serd, por exemplo log 4637
i Acpmpanhe_cgm_a_tahela._Qualquer qus seia_o valor | oosnwo de b, _ex1stem -

8.18) Sendo log: 2 =0,63 e logs 5 = 1,46, calcule:
,a) loge 10 ¢) logs /450
b) logs 25 '
8.19) Sendo log 432 = p e log 648 = q, calcule log 6.
8.20) Sendo logs (\/ﬁ—3) = a, calcule fog; (J17+3).
8.21) Sendo log {(a~b)=m e log (JE—JE) = n, calcule log (\/§+\/E) .
8.22) Resolva as equagbes: U ' }( |
o 5 oy
i 4
b) xlogx = X
1000
¢) [log x]°8* = x2
8.23) Resolva as equagbes seguintes, conhecendo-se Iog 2=0,301, log 3 0477
elog: 3 =1,585.
a) 10%=9
by (vi0) =5
€y 2-100"-15-10*+18=0
dy {27 -3)(2*-27)3-2*-1)=0
8.24) Mostre que, se trés nimeros posilivos estio em progresséo geomeétrica, entdo seus
logaritmos de base &, na ordem correspondents, estio em pmgresséo aritmética. -
8.25) No exercicio anterior, se qé araziodaPGeré a razao da PA, qual é a
relacéo entre esses numeros'?
8.26) Calcule o nimero de termos de uma progresséo geométrica em que ay = 4,
8n = 13 5 eq= 1 5. _
~8.27) Calcule a razéio g de uma progresséio geométrica em que as = -
an = 1.024 e o nimero de termos n & dado por n = log: g.
8.28) Asralzes resis da equagio ax® — acx + b = 0 existem e s8o iguais a {a - log. a) ‘
e (b - loge b). Mostre, ento, que a® - b° = ¢°.
829) Asraizes daequaciox’ —sx +p = 050 log a e log b; as raizes da equagio 2 — 26x +
P =0s80log (ab) e log (-g] Nessas condipes, calaulepe Pem fungiodes= S.
160 i

‘sempre, duas poténcias de 10, inteiras e consecutlvas entre as quais b esta

situado. No caso sugerido, b = 463 esta entre 10% & 10%
1 L o
T g T 13 L
100 463 1000
10% < 483 < 10°

Portanto, o valor de log b deve estar situado entre os valores dos logaritmos

- decimais dessas poténcias (eles nada mais s80 que os proprios expoentes).

Vejamos:
161




10 < 463 < 10°
log 107 < log 463 < log 10°
2 < log 483<3
o0

Observe a ilustragao fornecida pela figura abaixo, na qual os valores dos
logaritmos s&o colocados em um eixo. '

h
log 10° = 34 : '
}—-r log 463
log 107 =2 ~om
11
0 . R
-1

Temos, entao, que log 463 & igual a “pouco mais” que dois, isto &, & igual &
soma de uma parte inteira (2), com uma parcela decimal que representaremos por

o,m. ;
log 463 =2+ 0,m=2m

Passemos ao caso geral. Dado b > 0, existermn as poténcias 10°e 10°* " com
¢ inteiro, tais que .
10° b < 10°*"

L 1 ] -
T T t ol

10° b 10°*!

Conseguentemente, o logaritmo decimal de b estara situado entre o©s
logaritmos decimais destas poténcias:

isto &,

o que indica que log b & igual & soma de um ndmero infeiro ¢ com uma parcela
0,m, ndo negativa e menor do que 1. ,

Sob essas condigdes, definimos:

Exemplos
a) com aproximagéo até a 4° casa decimal, se log b = 4,5736, escrevemos
logb=4+0,5736

..........’Yj

Entéo para [og b @ caracteristicaéc=4 eamantissa-é-0,;m=-0,5736 3
¢

by com aproximagéo até a 7% casa decimal, temos
log 853 =2,8308480 =2 + 0,9309490
Entdo, para log 853, tém-se ¢ = 2 e 0,m = 0,9309490
Insistimos, nesse ponto, que:

o que

Fizemos ‘essa repetigio dos conceitos de ¢ e 0,m para prevenir um erro
muito comum nos cases em que o logaritmo tem valor negativo. Vejamos

os exemplos:

c) com aproximagéo de quatro casas decimais, temos log 0,0832 = -1,1893.

log 10° < log b < log 10°*" A
h
-1t + 1
+c+1 7
- 160 B e +0
O,m__IW-—-—e-»_Log o
e B
olog dologh 2
T caracteristica /
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Um aluno apressado poderia responder que ¢ = -1 e 0,m = 0,1993; isto &
absolutamente falso, pois a caracteristica, sendo o maior ndmero inteiro
gue nhdo supera o valor do logaritme, n&o pode ser —1 e, sim, -2 (veja a
figura acima). Além disso, como =1,1993 = = —1 — 0,1993, a mantissa
: dada pelo aluno &, na realidade, negativa, o que contraria definicao.
[Para a caracterfstica, o valor correto & ¢ = ~2. Para obtermos o valor
correto da mantissa, podemos escrever ’

log 0,0632=—-1,1993 = -2 + O,m
& dal tiramos

Om=2-1,1993
onde

0.m = 0,8007
Portanto, para log 0,0632, tem-gse ¢ = =2 e 0,m = 0,8007

c=-3
=- 7
d) log 0,00225 = -2,64782, onde {O,m - 0,35218
Fazemos :
-2,64782 =-2-0,64782 =21 +1-0,64782 =—3 +0,35218

Entdo, se temos um fogaritmo negativo log 0 = -C.M, fazemos

logb=-CM=-C-0,M=-C-1+1-0M
c om

E, assim, sua caracter/stica ¢ e sua mantissa 0,m séo

"7d) Gom aproximagéo de cinco casas decimals, temos log 0,00225 = —2,64782.
Como o maior inteiro que nao Supera —2,64782 & -3, temos ¢ = -3 &
escrevemos ‘

log 0,00225 = -2 64782 = -3 + 0om
Dal tiramos ‘
0.m=3-264782
onde 0,m = 0,35218

o+ 2 64782
34
'\ caracterstica

Portanto, para Iog 0,00225 tem-se c=-3e0m = 0,35218

Observagao

Por exemplo, para log b = ~4,5878, tem-se .
cx—4-1=-5
Om=1-0,5678 =0,4322

9.3. NOTAGAO MISTA DOS LOGARITMOS NEGATIVOS

Nos logaritmos negativos, para que a leftura da caracteristica e da
mantissa possa ser feita sem qualquer célculo, é conveniente o use de uma
notagdo especial, que explicaremos usando o exemplo d do item anterior, onde
tinhamos : i

log0,00225 = -2,64782 = -3 + 0,35218
— ‘——\' o m—

. € om
Escrevemos

7 log 0,00225 = 3,35218
onde o sinal © sobre o numero 3 significa que apenas a parte inteira 6
negativa, isto é
3,35218 = -3 + 0,35218
 Assim, a notagéo E,m significa

3 ‘
S e

Entélo, emlog b = 27193, por exemplo, temes c= -2 e O.m = 07113,

- Uma regra para a obtenglio da caracteristica e -da mantissa,_quando_6_

0000000000000060066

10Garimo oado o regaiiva, pode Ser ehunciada se retomarmos .os dois dltirrios
exemplos: :

c=-2
log 0,0632 = —1,1993, ond
©) log 3, onde {0.m=0,8007

Fazemos

-11993 = —1-0,1993 = —1—1 + 10,1993 = -2 +0,8007
—— e T T e T A

c - Bim [ o,m
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Chamamos a atengao do leitor para a diferenga entre, por exemplo, —5,3971
& 53971 note; '

- -5,3971 = -5 ~ 0,3971
' 5,3971 = -5 + 0,3971
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Exercicios Propostos

9.1) Complete as igualdades:

a) emlogh=02314:c= e0m=
b} emlogb=63112:¢c= elm=
,£) em log b=12310: ¢ = e0m=
d) emlogb= 71212 ¢ = e0ms=
e) emlogb=~0,3516:¢c= edm=
f) emloghb=-3,9808¢c= elOm=

9.2) FEfetue as operagdes indicadas, dando a resposta nas formas mista e
camum, quando o resultado for negativo: )

a) 2,23+146
b} 3,42-5,68

¢) 3x4,32
g 46756
3,6622

9.4. DETERMINAGAO DA CARACTERISTICA

Ja sabemos que, para todo b = 0, tem-se logb = ¢ + O,m: Conhecendo-se o
valor de b, a caracteristica ¢ pode ser determinada pelo mesme processo Gue
utilizamos para defini-la; “cercando” b com duas poténoias inteiras e consecutivas
de 10.

Exemplos ‘

‘a) se b = 882,13, entdio 10% < b < 10% portanto, log b est4 entre 2 & 3.

Assim, ¢ = 2, e podemos escrever .
log 862,13 =2 + O,m

b) se b = 0,0128, entdo 10 < b < 10", portanto, log b esté entre =2 & ~1.
Assim, ¢ = -2, e podemas escrever ‘
' log 0,0128 =-2 +0,m

Regras Praticas

————— Apesar desse processo ser bastante simples, -possivel-estabelecer regras- - ———

préticas para se obter ¢ apenas pela observaggo do logaritmando b - - - -

— Acompaniie CoNTe eXempio &), o nidinero-uans i ="882713&maiorde-que
c

P P T |
3

do que 1 e apresanta dois zeros antes do primeiro algarismo ndo nulo. A
caracterlstica de log 0,0128 & ¢ = -2. A regra, aqui, & a seguinte:

Exemplos
¢) a caracteristica delog 25,3éc=1
d) a caracteristica de log 7432,31¢éc= 3

e) a caracteristica de log 0,273€c= -1
f) a caracteristica de log 0,000531 é ¢ = —4

- Vamos, agora, justificar essas regras. Inicialmente, lembremos que (com p
inteiro)
se 10° < b <10°*", entdo a caracteristica de logb é ¢ = p.

Acompanhe, agora, com o exemplo b): 0 nimero dado b = 0.0128 & menor

Para justificar a primeira regra (vélida parréwb‘ > 1), observemos que:

1% se 10° < b < 10, entdo ¢ = 0; mas todo numero entre 1 e 10 tem um
algarismo na sua parte inteira.

2% se 10" < b < 10% entdo ¢ = 1; mas todo nimero entre 10 e 100 tem dois
algarismos na sua parte Inteira.

3% se 102 < b < 10°, entdo ¢ = 2, mas todo ndmero entre 100 e 1 000 tem
trés algarismos na sua parte inteira,

De modo geral, se 10" < b < 10"* " (ne N ), entdo ¢ = n e além disso b tem
n + 1 algarismos na sua parte inteira

lsso mostra que relagiio existe entre a caracter(stica ¢ € 0 nimero de
algarismos da parte inteira de b > 1:

Para justificar a segunda regra (valida para b < 1), observemos que:

19 se 10~ < b < 10°% entéio ¢ = ~1;, mas todo numero entre 0,1 & 1 tem um
zero antes do primeiro algarismo néo nulo.

2% se 102 < b < 107, entao ¢ = —2; mas todo numero entre 0,01 & 0,1 tem
dois zeros antes do primeirc algarismo n&o nulo.

_tem n.zeros antes do primeiro algarismo n&o nulo,

De modo geral, se 107" < b<10™" ' (ne N}, entédo ¢ =-n e, além disso, b

& apresenta frés algarismos antes da virgula. A caracteristica de log 862,13 éc=2.
Aqui, a regra & a seguints: .

166 : o )

isso mostra que relagao existe entre a caracteristica ¢ & o nimero de zeros

gue precedem o primeiro algarismo naonulo deb < 1:
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e

——-ousejalog-3;5732 elog 3573,2 tém a mesma mantissa,

9.5. PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DA MANTISSA

Vejamos um exemplo. : _
Se by = 3,5732 e by = 3573,2, entéo log by e log by tém a mesma mantissa.

De fato, notando que ba = 1 000 by
temos log bz = log (1 000by) = log 1 000 + log by,
ende log bz = 3 +log by

Entéo, se log by = ¢ + 0,m, vem que _ ‘
logbz=3+¢c+0,m=(c+3)+0,m

Tébua de Logaritmos Decimais

N| D 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Vamos, entéio, demonstrar a propriedade para o caso geral. _
Seja log by = ¢ + 0,m, isto &, log by ter caracteristica ¢ e mantissa 0,m.
Dizer que by e ba diferem apenas na posig8o da virgula & o mesmo que dizer

que bz ¢ igual a by multiplicade por uma poténcia inteira de 10, isto &, existe um

inteiro n tal que :
b2=10" by
Temos, entéo .
‘ log bz = tag (10" by} = log 10" + log by
ou seja, log ba = n + og by '

como legbi = ¢+ 0,m,vemloghe=n+c+0m

Como n e ¢ 880 inteirgs, log bz tem caracteristica n + ¢ € mantissa 0,m.
.. Assim, log by & log bz t8m a mesma mantissa. -
Exemplificando, mais uma vez:
Com aproximac8o até a 4* casa decimal, a mantissa de log 837,56 é 00,9230,
Assim, log 8,3756; log 0,83736; fog 8375,6; log 8375600 e log 0,0083756 tém
mantissa 0,9230; suas caracteristicas, no entanto, sdo todas diferentes.

Observemos:
log 837,56 = 2,9230
log 8,3756 = 0,9230
log 0,83756 = 19230
log 8375,6=3,9230
log 8375600 = 65,9230

10 | 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11| 0414 0453 0492 0531 0569 (607 0645 0682 0719 0755
12 1 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
1311138 1173 1206 1238 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732

95 | 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 0809 09814 9818
96 | 9823 9827 0832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 0863
97 [ 9868 9B72 9877 0881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 | 9912 9917 0921 0926 9030 0934 9939 9943 0948 9952

129 "_'9956”"799’6'1' 9985 U960 9974 9978 9983 0087 9991 0995

N| o 1 2 3 4 5 .6 7 8 )

Vocé notou que a tébua comega com N = 100 e termina com N = 999: no
entanto, utilizando a propriedade fundamental da mantissa, & possive! conhecer as
mantissas dos logaritmos de nimeros N que n&o constam da tabela. Por exemplo,
para determinar a mantissa de log 12, lemos na tibua a de log 120; para
determinar a mantissa de log 98,3 procuramos, na tabua, a de log 983.

S#o dois os problemas fundamentais que envolvem a tabua de logaritmos:

1% problema: Como calcular o logaritmo decimal de um niimero dado.

2° problema: Como calcular um nimero, conhecendo o seu logaritmo
decimal. : :

_ Usaremos alguns exemp[p.s_ para esclarecer as solugdes desses problemas.
Sua leitura deve ser acompanhada com uma consulta & tabua, sempre que esta for
citada. '

1° problema: Como calcular o logaritmo decimal de um niimero dado.

Exemplos

a) Calcule log 637, ‘

. A caracteristica, pela regra pratica, & ¢ = 2. Na tdbua, diante do nimero
837 (linha do 63 e coluna do 7), l&-se 8041, o que quer dizer que a
mantissa é*O',{;I;I*‘,'_—'*O','804'1 -~Assim, e A

__10g837=c+0m=2+08041=28041

“eecen

log 0,0083756 = 3,9230 -

9.6. USO DA TABUA DE LOGARITMOS _ ‘
No final deste volume hé uria tabela denominada Tabua de Logaritmos.

Os ndmeros ali existentes sdo, apenas, os valores das mantissas, |§to.é. para

um certo niimero N, a'tabua forrece a mantissa do log N, com aproximacéo de

quatro casas decimais. (As caracteristicas s&o faciimente determinadas com as -

regras vistas anteriormente.)
Veja uma reprodugéo das linhas iniciais e finais da tdbua.
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b} Calcule log 4,48. .
A caracteristica & ¢ = 0. Para acharmos a mantissa, devermos piocurar,
na tabua, o nimero 448 (linha do 44 e coluna do 8), pois, pela
. propriedade fundamental  da. mantissa; esta é a mesma para os
“logaritmos de 448'e de 4,48. Obtemos; entéo, O,m = 0,65 13. Assim,

log448=c+0m=0+ 0,6513 =0,6513
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i ' c) Calcule log 44 800.
5 A caracteristica & ¢ = 4. A mantissa de log 44 800 e a mesma de log 448,
' jé obtida no exemplo b): 0,m = 0,6513. Assim, .

log 44 800 =¢ + 0,m =4 +0,6513 =4,6513

01

d) Caloule log 0,00448. _ .
£~ A caracteristica é ¢ = —3. A mantissa {mais uma vez ndo levando em

conta a pesigao da virgula), &€ a mesma de log 448: 0,m = 0,5513. Assim,
_  log 0,00448 =c+0m=-3 +0,6513 = ~2,3487
(poderlamos, também, responder na forma log 0,00448 = 3,6513).

Caloule log 84,642, ‘
A caracieristica € ¢ = 1. Quanto & mantissa, mesmo n&o levando em

consideragao a posigo da virgula, ndo conseguimos obté-la, pois o
nimero 84642 excede a “capacidade” da nossa tabela, que so vai até
e -999,-0 PrOCESS0 CUE vamos descrever para contornar esse problema &

(1)
—

conhecido como INTERPOLAGAO. Vamos calcular a mantissa

.correspondente ao nimero 846,42, Procuramos, na tabua, as mantissas
correspondentes a 846 e 847; lemos entio:

846 — 9274
847 — 9279] .

Vé-se que o acréscimo de f unidade ao numerc 846 acarreta um
aumento de 5 unidades no valor de m. Ora, 0 nimero 846,42
cormresponde a 846 com um acréscimo de apenas 0,42. Com esges
acréscimos, construlmos a seguinte regra de frés:

acrescentando a . |ovalordem
846 a guantidade " |laumenta de
1 ' 5 '
0,42 _ x
Dai vem que 1 _3 ousejax = 2,10
- T 042 X

Portanto, coma X é 0 acréscr'mb, o valor de.m procurado &
9274 + 2,10 = 9276,10 = 9276
ou seja, a nossa mantissa ¢ 0,m = 0,9276.

" Finalmente, temos

Falta, agera, caolocar a virgula, © que fazemos com base na
caracteristica: como ¢ = 1, sabemos que © logaritmando b tem dois
algarismos antes da virgula. Logo,

o b=336

g) Calculeb, sendolog b = 39595,
Temos ¢ = -3 e O,m = 0,9505. Na tabua, para m = 8585, encontramos o
namero 911. Como ¢ = -3, sabemos que o logaritmando b tem trés
Zeros _antjes do primeiro algarismo n3o nulo. Leogo,

b = 0,00911

h) Calcule b, sendo log b= —0,2834.
Conforme a regra vista no final do item 9.2, temos

c=-C-1=-0=1=~1
Om=1-0M=1-0,2834=07166

_Na tabua, néco encontramos, para m, 0 valor 7166. Oé valores
imediatamente abaixo e acima de 7166 s&o 7160 e 7168, com as

seguintes correspondéncias:

7160 —» 520
7168 = 521

E claro, entdo, que 7166 corresponde a um ndmero entre 520 e 521,
Vemos, no quadro acima, que um acréscimo de 8 unidades no valor de
m acaryeta urm acréscimo de 1 unidade ao ndmero correspondente.

Ora, m = 7166 corresponde a 7160 com um acréscimo de 6 unidades.
Construimos, entéo, a regra de trés. :

[Se-m-aumenta] - - - Jo nimero correspondente.

de © laumenta de
8 __ 1
"B X

g 1 N
Daf vem que 3% oux=075

Portanto, © nimero procurado é
: . 520+0,75=820,75

"falténdo’,"'a’gora. deslocar & virgula para a posigéo correta.-Como c= -;1,

log 84,642 = 1+ 0,9276 = 1,9276'
2° problema: Como calcular um nimero, conhecendo o seu logaritmo decimal.

Exemploé

f) O Caicule b, sendg log b=15263. ]
Temos que c=1g0m= 0,5263. Na tabua, localizamos 5263 que 6 0

valor de m correspondente ao namero 336 (linha do 33 e coluna do 8).

170 .

" temos, finalmente” T
. " b =0,52075

8.7. CALCULO APROXIMADO.DE EXPRESSOES NUMERICAS, COM AUXILIO
DE LOGARITMOS ‘ _ .

Os logaritmos se prestam a uma grande vafiedade de aplicagdes praticas. l

Vajamos, através de exercicios, algumas delas.
171
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Exerciclios Resolvidos

9.3) Caleule x =§/(52,3)°

- Solugio ‘
-" Caleulemos, inicialmente, log x .
= 5 S ?. . .
logx =log§(52,3) = 3 log 52,3 .
Com o auxilio da tébua, femos que log 52,3 = 1 +0,7185 = 1,785, onde
logx = 517185 |

5
ou seja,

Tomando, agora, log x, vem:

logx = Iog(TJ;] log8A1,8 -log32.7 log1 8-——!092 72

Com o auxilic da tabua, temos os valores
log 1,8 = O + 0,2553 = 0,2553
log 2,72 = 0 + 0,4346 = (,4346
Entéo,
1

1
Iogx_-6--0,2553— 3 0,4346

' ouseja, log x = —0,1023,'onde

c=-0-1=-1

|Og W= 1 0311 o

m = 0311 na tdbua, dela tomamos

0294 - 107
(0334 -5 108
onde vemos que um acréscimo de 40 unidades no valor de m acarreta um

acréscimo de uma unidade ao nimero correspondente; como 0311 é igual a
0294 com um acrescimo de 17 unidades, vem a regra de frés,

Se m aumenta ' 0 numero correspondente

de aumenta de-
40 - ' _ 1
17 ' y
40 1 -
Dai 17_7, ou seja, y = 0,43,

@ o nimero procurado & 107 + 0,43 = 107,43. Como ¢ = 1, x tem dols
algarismos antes da virgula, Logo

x =§/(52,3)° =10,743

Recaimos agora no problema de calcular 0 ndmero x, conhecendo seu’
logaritmo decimal. Temos ¢ = 1 e O,m = 0,0311, Como n&o encontramos

9.5)

0O0m=1-0,1023 = 0,8977
Como néo encontramos m 8977 na tdbua, dela tomamos

8976 — 790
8982 — 791

-

& construimos a regra de trés:

Se m aumenta 2 nimero correspondeante

de . aumenta de -
6 1
1 iy _ y

Dal, %:% ouseja, y = 0,17 -
& 0 niimero procurado & 790 + 0,17 = 790,17.
Como ¢ = -1, x tem um zero antes do primeiro algarismo nao nulo. Logo,

X =079017 -
eo con;unto solugéo da equacéo é :
S= {0 79017}

_Quantos arlgarisfrrndé.'t'em ontmerob=2%7

Solugao
Isolando x, temos

x3=—1_’,6;— ou x=3
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Solugao
Temos

log b =log 2 = 45 - log 2
Com o auxilio da tébua escrevemos !og 2=0,3010

"Entéo,

log b =45 0,3010 = 13,5450
Vemos que a caracteristica de Iog béc=13 portanto b = 2% tem 14

) algarlsmos
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Exercicios Propostos

g.8) Determine o logaritmo decimal de:
a) A ‘
b) 74,9

9.7) Calcule ,
T a) log73426
b) log 0,079481

9.8}, Calcule b, sendo: i
i a) logb= 1,1818 :

) -log b= 3,9479

¢) log b= 2,7648
d) logh= ~3,1979
9.9) Calcule b, sendo
a) logh= 0,5151
by logb= -1,3257
9.10) Calcule o valor aproximado de x,' nos seguintes casos:
a) x=%548 R
b (7,92 x*-384.9 =0

: 9.111.) Determine o numero de algarismos de
a) 9105 ' C
by 3%

9,12) Quantos zeros iniciais ten:i a representago decimal de

a) 3%
b) 2747

- Capitulo

Logaritmos neperianos
'~ Uma breve histoéria

10.1, LOGARITMOS NEPERIANOS

No capitulo anterior, demos atengao exclusiva aos logaritmos decimais, para
os guais até publicamos uma tabela especial. Entretanto, nas, aplicagbes dos
logaritmos em problemas de nivel superior, & de maior importancia o Sistema de
Logatitmos Neperianos. ' :

' Os logaritmosg neperianos cu logaritmos naturais sac 0s gue t&m, como

base, o0 ndmero irracional e, cujo valor aproximado é:

‘ ) e = 2,71828182845916
O logaritmo de um ndmero b > 0, na base e, pode evidentemente ser
representado por loge b; no entanto, a notago usual & £n b, isto e,

Entao, se por exemplo escrevermos (n 2, podemos ler jogaritmo de 2 na

base e, ou logaritmo nepetiano de 2, ou ainda, logaritmo natural de 2.
O nomée logaritmos naturais deve-sé a0 fato de que muitos fendmenos da
natureza podem ser descritos por leis matemaéticas, em cuja expresséo comparece

o numero e.

Exemplos ‘
"a)' Para uma dada substancia radiativa, a massa m que se desintegra em
urn intervalo de tempo t é dada por uma expresséo do tiLPO: o =

. . m = A ed-'- .
onde A & o s8o constantes caracteristicas da substancia considerada.

b} Um corpo que vibra, como uma mola 'gu urm péndulo, oscila com uma
amplitude que decresce gradualmente, devido & viscosidade do meio. A
amplitude das oscilagdes & dada em cadd instante t pela expressio

Xy
- o ,A,-,,e,,z,,, o B
_onde y_é a frequéncia angular natural-sem-amortecimento & A € uma

constante que depende das condigdes iniciais do movimenio.
c) O potencial elélrico V produzido por um filamento reto € muito comprido,
com uma carga % por unidade de comprimento, é dada por

A

£nR
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onde e, & a chamada permissividade do vécuo e R é a distancia do

ponto considerado, até o filamento. Note-se a presenga do numero e,
como base do logaritmo. S

10.2. UMA BREVE HISTORIA

-+Q riomne logaritmos neperianos surgiu em reconhecimento ao trabaltho do
mateméatico escocés Neper. C

John Neper (ou Napier) (1550-1617), & considerado o criador dos
logaritmos, em cuja invengdo trabalhou cerca de vinte anos, publicando, em 1614,
o “Mirifici Logarithmorum canonis descripﬁo’” e, postumamente, em 1619, o "Mirfici
Logarithmorum canonis constructio™.

Na primeira obra, Neper descreveu seu sistema de logaritmos e algumas
aplicagdes; na segunda, fez a exposigAo dos métodos utilizados para construir
suas tabelas. '

——— - —Historicamente, - importante citar-que Neper ndo tinha o-conceito-de.base. Mas,

Capitulo

“Mudanca de base

11.1. DEDUGAO DA FORMULA DE MUDANCA DE BASE

Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos, com a e ¢ diferentes de 1.

interpretando sua obra em conceitos e palavras atuais, se dividirmos os nimeros de
suas tabelas por 107, temos uma tébua de logaritmos cuja base é o numero

7 .
(0.9999999)10 , que, com aproximagao de sete casas decimais, & igual a -:: -

: 7
(0,9999999)" = 0,3678794

1 1 ~

e~ 27182818 ~ 0,3678794
1. “Urna descrigio da maravithosa regra dos logaritmes.” -
2. "A construgio da maravilhosa, regra dos logaritmos.”

Um encontro importante

sles, Henry Briggs (de quem falamos no capftulo anterior).

Em 1615, Briggs fol & Escécla encontrar-se ‘com Neper, e estudaram
possiveis modificages no métodd dos logaritmos, entre as quais, o Uso do nimero
10 como o numerc que, modernamente, chamamos de base. Neper ja& havia
pensado no problema — proposto por Briggs — e concordou. Mas, ja no tinha
condicdes para desenvolver a idéia (morreria dols anos depois), Coube, entéo, &
Brigys, a construcao da primeira tabela de logaritmos decimais,

10.3. MUDANGA DE BASE

__surge_naturalmente:_como_calcular os_logarifmos neperianos, ou outros logaritmos

A publicaco de Neper, de 1614, fez sucesso, 'e"produziu admiradores. Entre

Conhecemos bem a tabela dos logaritmos decimais. Mas, uma pergunta

——--\amos tentar resolver a-seguinte-questdo: - - e i
‘Qual a relagéo entre loga b e loge b?”
Representando loga b e log. b pelas letras x e y, temos:

log,b=x=a"=b; log,h=y=2c’=b
Obtemos, entdo, a* = ¢’, e daf podemos escrever:
_ loge 8" = log, &'
Entdo, x logea =y )

y
log. @

LComo x=loga b e y =loge b, ohtemos:

ou ainda x =

que & a chamada férmula de ni‘nudant;a de base. .

Esta igualdade permite ';esolver o problema levantado ao final do capitulo
anterior, de calcular logaritmos de bases diferentes de 10, transformando-os em
logaritmos decimais,
Exemplos:

a) Calcule logy 23.

- Podemos escrever:-

que tenham bases diferentes de 107 Por exemplo, como calcular £n3 ou logy 23 oy
log,87?

E clara, portanto, a necessidade de uma férmdla especial que relacione
logaritmos de bases diferentes. A formula é: :

@ sua dedugio é o assunto do nosso praximo capitulo.
176 *

log, 23 = 108023

log,, 7

Com o auxilio da tébua, obtemos:
log 23 = 1,3617 e log 7 = (0,8451
Ent&o, o ‘
13617

W=-1'6113

log, 23 =
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b) Calcule £n 3.

Ternos:
L _logy 3
“:E n3=log,3= fog,, © |
e Com o auxilio da tdbua, obtemos: log 3 = 0,4771 e logice = log 2,7182 =
00,4343 ' :
Entao, _

0,4771 _
£ 3= Gza3 = 10985

E claro que a formula de mudanga de base n2o tem seu uso limitado apenas

& passagem para logaritmos decimais: ela pode ser utilizada para uma hase

qualquer, & conveniéncia do problema gue se esta resolvendo.

Exemplos _
a) Calcule logu4 8, sendo dado log, 7 = 2,8074.
Podemos escrever.

! ad.l‘:’gz8 _ g2 3 . 3 .
Og14 __loga14_|ogz(2.7) |0922+10927' 1+2|8074

3 :
= = 79
T 3,8074 0.78

by Calcule logz 0,75, sendo dado logs 2 = 0,6309.
Escrevemos: Y )
3
log, 076 9% 7 logs3-logs4 1-210g,2
Tog, 2 - logg2  foggZo - 10gs 2. -

1-2-{0,6309)
I 10,4150
0,6309 0,418

. log, 0,75 =

11.2. CONSEQUENCIAS .
19} Inversio do logaritmo,

Se, na férmula

Por exemplo, se loga b = %, ent&o logy a = %

2% Produto de logaritmos
A formula de mudanga de base pode ser escrita

onde vemos que, ao multiplicarmos dois logaritmos nos quais a base de um &

igual ao logaritmando do outro, ocorre a eliminagéo desse valor comum.

Exemplos _ 7
a) logan 5 logs (11) =logab
b} logs (2) - log 7 - log435= loges) 7 - logis (5) = log 7

" O exemplo b mostra que ésta propriedade pode ser generalizada para 0

produto de mais de dois fatores; assim, por exemplo:

Exercicios Resolvidos
11.1) Sendo dados logs 2 = a e logy 3 = b, calcule x = logsz 392.

Solugéo

Em fung&o dos dados do problema, o numere 3 se mostra como o mals
indicado para ser utilizado como hase, j& que estd relacionado com os
nGmeros 2 e 7, através dos logaritmos. Escrevemaos, entdo: . .

3 _ log, 392
x‘l-. log,, 392 = ——_ioga a2
A decomposicéo em fatores primos, nos da 392 = 2*.7%e42=2-3T,

logs (23 '72) _ 3-log;2+2-log, 7
log, (2:3-7) logs2+logy 3+log, 7

portanto, X =

Lembrando que, se tog7 3 = b, entéo logs 7 'E%z, temos:

fizermos ¢ = b, obterefrios. "~ T A
= - (b) Bab+2
a+14 % ab+b+1

Portanto,

isto &, a troca de posigbes en
logaritmo. :

178

tre a base e o logaritmando inverte o valor do

11.2) Resolva a equagéo 12" - 101 =0.

179
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Solugdo
Como 12" = 101, temos: 1
_ : _logyp 10
X =logy,101= ———-—Iogw 72

. £om o auxilio da tabua, obtemos:

11.3)

log 101 = 2,0043 e log 12 = 1,0792. Entéo,

2,0043 _
~ 45767 = 18572

Logo, S ={1,8572}

10
Resolvaa equag:éo 1095 X+ logx 5= 5

Solugéo

o —f1_ 1 ' log,e

1° mem bro-(1 .Iogab}__,, !ogic._(m Iogab) mloga (a/b) =
={1_ log, ¢ logae
_(1 129, b) log, a a|09 b ( ~log, )1—I02;lab B

=log, € = 2° membro

Exercicios Propostos

11.6) Com o auxllio da tébua calcule
a) logs 5 ;
b) logs 11.
¢} logazs0,128 -

Solugédo

Fazendo logs x =y, temos que logx 5 = % € a equagio se escreve.

y+%=ﬂou 3y’ -10y+3=0

Cujas raizes sGoy=3ou y _%

11.7) Com ¢ auxllio da tabua, resolva as aquagdes:

a) =5

by 2-8-3=0

C) 2)(+1+2x+3=18

dy 25%~12-5%+20=0
e) 649" -5 . 7¥+ 1 =0

s

Assiim 11.8) Adotando os valores loge = 1‘:)% logn = 1%% e log7_—22—; calcule:
logs x = 3, onde x = 5% = 125 a) fnn . _
1
ol Iogsx=l, onde x=53% = 3/_5 by &n7 . “
Logo,S-:{i’/g;125}. d} log,7
b ‘ 8
11.4) Prove que, para a, b e ¢ reais positivos e diferentes de 1, se tem: | 11.9) :‘\dotando log, 3 =% catcule
: log,l 99, 3 I a) log; 2
ave=be ! b) logs 6
c) log:518
Solugéo | .
' . 1 11.10)Sendo logz 3 = a e logs 2 = b, calcule em fungao de a & b:
Fazendoa™ " =x b""’“EI =y , devémos provar que X = y. )a) oo 692 s u g: odea
De awgc =X, vemlogs x = Iogcb { b) logzs120 - o :__ ) o
4 c) fog4o 675 :
L FL RV VRO (1501 taa_tatdoo b o=laa_b :  ———
HEIc) u =Ty v iy **"'Ea\ j ~Eoi-y "ﬂlal oG X
i 11.11) Sendo loga 2 = p.e log11 3 = q, calcule em fung:éo depeq:
De (1) e (Il}, temos Iogax 1ogay a) logy 4
isto &, x=vy. B by logss 33

. 11.8) Prove que:

{(1-logab) log, c=logac
B

¢) loges 1452

A

11.12) Determine o valor das expressoes:
a) y=1log7 5 logia 7 - logess 12 -
b) y = log, a® log 5 b? log,, a-log, b




11.13) Mostre gue, se¢ loge @, 10gc b, loga c 8stdo, nessa ordem, em br_ogresséo
geométrica, entdo b =c.

’

i ‘ .

11.14) As raizes da equagao %2 + bx + ¢ = 0 existem @ s#o iguals a énb e 'E:u—
P +]

Mostre que b = c”.
1115) Sendo loga m ='2, logb m= 3 e Iogc m= 5' ca‘cu!e Iogabc m.
11.16)Resolva as 'equagbes:
a) logax+6logx3=5
b) loQaX+|nga= %, coma>0ea =1
¢) logs ax - logxax = 4, coma>0ea #'1

1447y Sendolog2 - log 3 = 0,1436, resolva a equacao;
logz x + logs x = log 36

11.18) Sendo &ns - £n7 = 3,1318, resclva a equagdol’
logr X — logs X = 3 ioge 9,8

11.19) Se loga X, logu %, 10ge X, cOM X = 1, estao, nessa ordem, em progressao

ioh

aritmética, mostre que loga b + logeb =2

11.205 Se loga b =logs ¢ @ logs € = 0gc ., COM X =+ 1, mostre que
4 3 -
(log,b)" =(log,a)"

CL3)Y  Um ndmero x tem logaritmo igual a 4 na base a & tem logaritmo igual a 8 na

~I1.5)- - Resolva ,aﬁequa_t;_éo,,logzsﬁl,qgs,xﬁiv%-,ﬁ,, e

Exercicios Suplementares

1) Calcule o valor delog, 32 +10g;, 0,001~logy ;10410
. . z

111.2) Sendo p e g nlimeros reais e positives tais que.
- logalogsp =logslogagq=0
calcule p + 4.

base %. -Calcule x & a.

[11.4) Calcule logoes 125.

|
|

1.8} Escreva a expresséo gue da o valor de n em fungao de k, sendo:
228 28.27. 2=k

.
L
Il.7) Resolva o sistema 2%

log, (2x+y) =1

1.8} Resolva a equagéo log, (551_5] = %
R X

111.9) Resoclva a equagéo loga 2 +10gs (x+1=1

1il.10) Sendo loga b = 10 & loga ¢ = 20, calcule o valor de: (V@OM
log, +foc +log, vb ¢ M

o™

[11.12) Sendo log 2 = 0,30103 e log 3 = 0,47712,dé o vaior delog 7.2.

II1.11) Resolva a equagsio logs x'° - 3 = 31ogs x.

111,13y Paratodo x > 0 tem-se logs X = % log x.-Calcule 0 vaIEJr dahase a.

000000000000 0OO

X _ oy+t '

logy x = 1-+l0g; ¥

[11.14) Resolva o sistema {

111.15) Resolva a equagéo Iog\/;c_+ Iolgm).( =2, i‘



- 1Il.20)-SendoA = 2,4112, calcule 3A +2. -~ - S

[11.16) Escreva a express#o gue d4 o valor de x, sendo log, x™ +log,; x" =p.

1L17) Calcule x na squagso! Z (n- 1)log-”L1—|og— |
n=0

S

111.18) ‘Sendo log ¥ =1841116, calcule log %

log a

11.19) Sendolog a = 212 e logh= 318 calcule Tog b’

II.31) Dada a equagdo x° — px + B™ = 0 @ sendo a e b suas raizes reais, prove que:
logs a* + loga b” + logs a° + logs b* = mp

111.32) Sendo x = logc ab, y = logs ac e 2 = loga be, calcule

L PO R I
x+1 y+1 zZ+1

’Eﬁlﬁ

[11.33) Sendo Iogab a = n, calcute em fungéo de n o valor delogab[

111.34) Sabe-se quelogab=Aelaggb = B.
Sendo ¢ o produto dos 10 primeiros termos de uma PG de 1° termo a e
razdo q, determine logc b em funcdo de Ae B. -

11.21) Se x = loga 25 e y = loga 5, calcule %

H1.22) Sabendo-se que £n 10 = 2,30 e que log 71,2 = 1,85, calcule ¢n 71,2.

.23} O logaritmo de um nuimero na base 16 é % Qual ¢ o logaritmo desse

. 1
nimero na base Y ?

111.24) Calcule o valor de x na equagéo 8% = 1,8, sabendo-se que fogs 8 =1,2020.
III 25} Resoiva a equagao Iog4 (x+2)- Iogx
[11.26) Calcule m, sabendo-se que:

logab=7-m e logba=12—1—m

) . 3
lIt.27) Sendotoga=p, logh=q,legc=r e 2" = ¢, mostre que 10% =(£—]qg

[11.28) O logaritmo de um_certo_ntimero numa dada base & 3. A terca pare desse

. logr log log q V
. P 9 r —
I.35) P = | = | = =1
} Prove que [qJ | (r) (p]

111.36) Calcule, com o auxilic da tabua de logaritmos, o valor aproximado de cada
uma das expressdes indicadas:

a) x=1'9283
by x=(127)"

) x=5396+3782

1.37) Conhece-se a pro'priedade'
 Jogab - logec = Ioga ¢
Prove ut|!|zando o Pr|nclp1o da Indugéo Mateméﬂca que

109, @;-108,, 85 108,, 5 -...-l0g, &, =100, &, .
Para todo inteiron = 2.

i11.38) Resolva a equacido logx 2 - 100z« 2 = logax 2.

I11.39) Resolva a equagdio 3°%2 .98 =g

11 40) Sejam 4, b, ¢ e X nimeros pOSEtIVDS g dlferentes de 1. Prove gquesea bec
__estéo, nessa ordern ‘em PG, entéo:

(XXX

logaritmo, a base e o nimero formam, nessa ordem; uma PA. Qual € a base
do logaritmo? .

i1.29) Se y=2"a x _M—- calcule y.
log, 2

) III.SO) Sendo loga = logb = fogcl mostre que a® - b® ¢t =1,
. b-¢ ¢-a a-b

184 .

log, X —10gs X _ log, x
log, x~log, X log, x
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PARTE IV

Capftulo 12 - Funcgdo exponencial = Fungao
Logaritmo - Inequagdes

Capitulo 13 — Construgéo de graficos

Capitulo 14 - Exponencial e logaritmo: fungdes
inversas

$000000000000000000000000000000S00 ¢




Capltulo ~ .
| Fungdo exponencial
& Func¢édo logaritmo
B Inequacdes

Exemplo

L0

evdonecRORS

A figura mostra uma funcéo f de A em B, onde temos:

Dominio; A = {1; 4 %; 16}

Contradominio: B = {0; 2; -1; 4; =3, 5}
Conjunto-imagem: I(f) = {0; 2: —1; 4}
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12.2, FUNQAO REAL DE VARIAVEL REAL

Exemplo

= A funcio definida por f(x) =+/x-5, tem para dominio A todo x real para o
qualx-5 = 0,isto &, x > 5. Entdo:
‘ A=[5+x[cRk
O contradominiode B=1

12.3. GRAFICO DE UMA FUNGAO REAL DE VA'RIAIVEL REAL

Considere uma fungéo f, real de variavel real:
fA—->B

12.4. INTRODUGAO AS FUNGOES EXPONENCIAL E LOGARITMO

Nos capltulos anteriores estudamaos a parte operacional das poténcias e dos

logaritmos, onde aprendemos que, fixado como base um nimero real a, positivo e
diferente de 1, temos:

19) para cada x reai, 0 nimero a* existe e tem valor Unico;
© 2°) para cada x real positivo, 0 nimero loga x existe e tem valor Gnico.

Essas duas afirmagdes nos mostram a possibilidade de tratar as poténcias e
o0s logaritmos sob o ponto de vista da teoria das fungdes, pois a idéia basica na
definigéo de fungio & a cada elemento x de um dado conjunio A corresponder um
tnice elemento f{x) de um dado conjunto B.

A partir disso surgem, entdo, as definigdes de fungdo exponencial e
fungao logaritmo.

12.,6. FUNGAO EXPONENCIAL

Fixando um sistema de coordenadas xOy, o conj - ospor
; junto G-de todos os
{x: f(x)), com x € A, & o grafico de f. pontos

YA

G

[

¥

0 X _"\'A_

o

Observe que, conhecido o grafico G dé uma fungdo f, o seu domini
: ; ' ' 0 pode
ser obtido projetando-se G sobre 0x, na direg8o Qy; o conjunto imagem de fgode

Seja a um numero real positivo e diferente de 1. Chama-se funcio
exponencial de base a a fungéo f, de R em R, definida por:

O dominio da fungdo exponencial & R.
O contradominio & também R.

Exemplos
a) A fungdo definida por f(x) = 5" & a fungdo exponencial de base 5.
X
b) A fungéo definida por f(x) = (g—] é a fungdo exponencial de base 0,2,
12.6. GRAFICOS DA FUNGAO EXPONENCIAL
Examinemos, inicialmente, dois exemplos:
a) grafico da fungao f(x) = 2°

000coocesROGRIERARNGOOIGORAOSY

ser obtido projetando-se G sobre Oy, na diregéo Ox. 4
h Assim:
i y 104 /
| _ gl
G x |y 5
E» bl ( -3 1 7T __
; conjunto i< : ] 8 87
Imagem e b e i_ : : : -
- -1 ,:I2... 34
. YYY ¥ N 0 1 2
0 : X 1] 2 %
N [omie] i :
3 8 o
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YY)

¥ ¢ D%z (por exemplo, 2° < 25]

imagem dessas fungées & R,

Essgs dois fatos s&o facilmente generalizados para a fungao exponencial de
baslt)e a (pois, para todo a positive e diferente de 1, temos a®=1ea*> Q, qualguer x
real): .
e O ponto {0; 1) pertence ao grifico da fungdo exponencial.
O conjunto imagem da fungdo exponencial &

Devemos ainda notar (veja as definicdes do quadro abaixo) nesses

X
exemplos que a fungéo f(x) = 2 & crescente em R, enquanto que f(x) =[—21—] é

decrescente em R; esses comportamentos opostos se devem ao fato de gue as

“poténcias de base maior que 1 crescem com o aumento do expoente, ao passo

XXX XYY

. Xy <X gV ()2 e 1y
AY [5] T (5) por exemple, [5) >(-2—J
+10 : '
. x| vy \ 19 Com isso, podemos resumir graficamente o comportamento da fungédo
: fromseraerie 8 exponencial f(x) = &%
-3 8 + 7
> , @<
—1 2 +5 La>1 ¢ ”
= a¥ fixy=a
0| 1 4 oo T x) vA
1 1 13 ax2l.
2
g 2. e Ly U S
217
1
3 ) a1
Observemos, nesses dois exemplos, que: 0 1)
! 1) os gréficos n&o tém panto em comum com o eixo Ox e cortam o eixa Oy / g aX2 \\\_
@ no ponto (0; 1) » - »
P ] : : i B " . I . . X1 Xé: X x1 Xz X
2%) os graficos estao inteiramente localizados “acima” do eixo Ox. O conjunto

=% 4
Nesses graficos confirrnamos que, se a > 1, f{x) = a” é crescente em R e,

se 0 <a< 1, f(x) =a" & decrescente em R, ou seja:

12.7. INEQUAGOES EXPONENCIAIS

A classificago das funcBes exponenciais em crescente ou decrescente por

si s6 nos ensina a resolver inequagdes exponenciais, isto &, inequagdes em que a
incégnita comparece no expoente,

Analisardo o quadro acima, vemos que;

1% quando & hase é maior que 1, & relagdo de desigualdade entre as

-poténcias se-mantdm entre.os expoentes. -

que as poténclas de base entre 0 e 1 decrescem com o aumento do expoente.

“assif, a0 fazermos um expoente X “crescer” para um valor x, teremos:

192 o .

a) se 2¥ <25 entéio x<5

b) se (\/5)x >(J§)‘2. entao x> -2

2% quando a base esla entre 0 e 1, a relagdo de desigualdade entre as
poténcias se inverte enitre 05 expoentes.
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12.4) Resolva ainequagdo 2 2%-5:2"+2 2 0

: Exemplos

1 5

c) se (EJ (% entio x > 5 Solugdo

Fazemos, nesse caso, uma mudanga de varidvel

L " & e

§ d) se (%J > —Y—J ,entio x < 2=y

- . 10 ohtendo, assim, uma inequagéo do 2° grau

: 2yi-6y+220

* ' Exercicios Resolvidos Calculamos, entdo, as ralzes e estudamos os sinais do trinémio 2y° — 5y + 2:
5 ' 1

12.1) Resolva a inequagéo 5% < 25" 7 2
Solugéo + A - A +
i 0 0

Escrevemos 5* < 5**~"; como a base & maior que 1, temos;

5 5L o o dx-2-= X >§ [— N —

Vemos que os valores que satisfazem séo:

ys% ouyz2-

Logo,S:{xeR|x>—';1} como y = 2, ven
2"5—% ou 2¥=2

12.2} Resolva a inequacéo (0,73)2" 230,73 & dal obtemos:

252 = x5 -1

; Solugdo ou
! 1 : x22!
: 4 2Xz2'=>xz21
Escrevemos (0,73)* 2 (0,73} ¥ ; como a base ests entre 0 e 1, temos: > '
2 1 1 1 Logo, S={xeR|xs-Tvx21}
(0,73 2(0,73)3 = 2x_<_§ = xsE

12.5) Resolva ainequagao 9" ~2-3**'+8<0

logo, S = {Xe]Rix ;}
Solugio

12.3} Resolva a inequagho 125 < §* < 127 Escrevemos, iniclaimente:

‘ _ 3%.-2.3.3+8<0
Selugio ' - que & 0 mesmo que :
logg 127 ‘ 3*_5 . 3*+8<0

Escrevemos 5 < 5% < 5 o
Fazendo 3°=y, vem a inequagéo do 2° grau:

, Como a base é maior que 1, vem:
3 <x=<logs 127

do.ocogoo.OQQQQQOOOOOQUOODJ

N&o dispondo da Tabua de Logaritmos, respondémos y-6y+8<0
- ., S={xeR|3<x<log 127} Calculando as raizes e estudando os sinais do trindmio, temos:
. mas—,—eem:a—féfmu.le—_der_mud-aﬂ:;a—da—base—e—e—aux.’.’:s—da—.-ébua—#édemcs 2 — 4 — - —
calcular logs 127: + A - A + hd
0 0
log127 _ 2,1038 : ®
I = =
og; 127 095 0 5990 3,0009 onde2<y<4 .
Como y = 3 vem
e responder que: 2<3 <4 ’
S={xeR|3< x<3,0099} .
€ escrevemos: 8
194 . 195 ®
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Iy log,, 4
37%2 _ gx 5954

12.9) Resolva as inequagfes:
Portanto, logs 2 < x < 2 logs 2

+3
a) 33x+2 < 32x

: : b) (0.3)~" < (0,3
Calculando foga 2 com o auxilio da Tabua: ) 1" Y7 :
. ) =1 =54 o
logy2=1292 03010\ o ) (8) '
S log3 = 04771 ; , Bix
‘ : 5Y" (49
* Assim, 06309 <x <2 - 0,6309e S= {x eR|06309<x<1 2618} : 7 d) [?) s (‘z‘g)
’ - . X+
12.6) Sendo x um reat tal que x > 1, resolva g inequagio: g) 2xzy2
(X~ 1)°> (x = )3 . ‘ | i e necess4rio)
12.10) Resolva as inequages {utilize a Tabua de Logaritmos, s
Solugio ) a) 22 5 : )
Ao observarmos que - T

: 1112 b) 27 <« <41
5<13e (x—1F>(x- 1)

1
. . c) (0,132 < 2*< 1302
lfembramos que a relacéo de desigualdade entre os expoentes & o centrario : ‘ - Tabua, se necessario)
da refagdo de desiguaidade entre as poténcias somente quando a base 12.11) Determine o dominio das seguintes funges (utilize a Tabua,
estientre e 1 (iterm 12.5). Podemos, entao, escrever; ) ' : - '

_ 0<x~1<1 8) f(x)=v4"-5.2"+4
Logo,S={xa1R,l1<x<2} '

b) f(x)=[-(6%"~26.5" +5)
12.7) Sendo a um numero real positive e diferente de 1, resolva a inequagsio:

' b of(x) 1
. o N S
a1 ¢ gx+6 . . 372 .8.3% 115
Solugio '

. 12.12) Resolva as inequagdes:
Como nao sabemos se a base a € maior do

que 1 ou estd entre 0 e 1,
devernos estudar ambas as possibilidades:

o a) (2x~3)">(2x-3)", sendox > >
' ' 2-8)"® > 0@ -8)" sendox’-8>0
1) Nesse caso, temos: b) (x"-8)" = (x'-8)", s
2% -1 X+ 8
a

S8 Z-l<x46s x<7 : : 3 12.13) Sendo a um namero real positivo e diferente de 1, resolva as inequagdes:
€ S={xeR|x<7) ‘ = 2 o <ad |
2; . mX
2) Nesse caso, temos: A . b) 3:a"-10-2"+3 <0
az"'1<a’”6 = 2X-1>x+8 2 x>7

e S={XERJX>?}

. sk ek
12.14)Sendo x > 0, resolva a inequaggo x> x>.__

1

: T SR - '..12.15) Dsch'a. seg:nde—e&vé.‘crés—r@ais-de & asiequagiEs.
Exercicios Propostos I — a) 2> g
e : by 2<
12.8) Classifique as funges abaixo em Crascentes ou decrescentes i .
A ARITMOQ
5\ J3 * 12.8. FUNGCAO LOG ' .
=2 =[N3 . : - ngéo
2 ) (3J o) 1(x) [\/5_ J Seja a um nimero real posl}wo e dlfert?nte d.e 1. Chama-se fung

3 BT . logaritmo de base a a fungso f, de R} em R, definida por:
: b) f(x):[TJ ' d) f(x)=(log, V13) :

196
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O dominio da fungéo logaritmo é R,
O contradominio ¢ R,

" Exemplos
a) A fungéo definida por f(x) = log x & a fungdo logaritmo de base 10.
b) A fungéo definida por f(x) = log, x é a fungdo logaritmo de base % .
5 ‘
Exercicios Resclvidos
12.16) Determine o dominio da fungéo f(x) = logy {(2x - 26)

Solugédo

+
O>-D
I
O>'- (4]

+

Onde0<x<5
(ix=-2>0= x>2
(ix-—2=1=>x=3

Y

¢

wlFn
1 o

G

A

Fazendo a intersegio das trés condigdes obtemos
D(f)={xeR|2<x<5 e x=3}

——————————Para-a-existéncia do logaritmo, devemos ter iogaritmando positive; o0 s&ja
2x-26>0

onde x > 13

Logo,D(f) = {x e R|x > 13}

12.17) Determine o dominio c'a fungéio f(x) = loga.sx 123.
Solugéo ‘

Para a existéncia do logaritmo, devemos ter a base positiva & diferente de 1
ou seja

4-3x>0 e 4-3x = 1

ondex<—§ex¢1

it

Logo, D{f) = {XERIX<% e x¢1}

12.18) Determine o dominio da funcao
(%) = loge— 2 (5% — x%)
Solugdo

Nesse caso devemas i |mpor as condigbes de existéncia para logaritmando e
- —f'fbase isto é, devemos ter, srmultaneamente

(£, 2 Ot

Exercicios Propostos

12.19) Determine o dominio das seguintes funcdes:.
a) f(x) =log (3x 1) '
b) f(x) = logsx®
c) f(x)= log1 (x+2)+lag1(3+x)

d) fix)= Iog,[(x+2)(3+x)]
)

logs {x +2)
logs (3-x)
f) f(x} = log (5 - 25%

&) f(x) =

12 20) Determing 0 dominio das segumtes fungées
a) fi(x)= log;x+ 55
b f(x) = log ,
¢) f(x) = logax-4 (X* — 9)
d) fix)= log,,. (2x-8)

e) fix)= Iogx2_2(3—-x2)

T Bl U/ A
x-2>0 GU
x=-2#1 (1

Resolvemos cada uma defas e fazemos a rntersegéo dos resultados:
() 5x=x*>0 = x° ~5x<0

198

Para aprendermos as regras de regolugio de inequagdes que envolvem

logaritmos, Iembremos |n|C|aImente a definigéo
=X ¢« x=logaX

Do astudo da fungéo exponencial. temos as éq uivaléncias:

X <Xy @t <a®

Xy <Xy & a>a™
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P i

Representando a™ e a*?, respectivarnente, por X; e . X temos as
equivaléncias '

a™ = X; & X, =log, X,

a2 =X, o x,=log, %,

E . Fazendo essas substituigbes em | e I, obtemos: |

A observacéo desse Gltimo quadro nos mostra que:

1°} quando a base é maior que 1, a relagdo de desigualdade entre os
logaritmos se mantém entre os logaritmandos.

12.22)Resolva a inequagholog, (8-2x) 2 3.
. 3

Solucéo 5
Temos a condigdo de existéncia 8 —2x > 0, onde x <4 (1}

3
Escrevendo o nimsro 3 como log, (%J , e observando que a base esta
3

_ /_ngmﬁo

entre 0 e 1, vem:

logaritmos se inverte entre 0s logaritmandos.

Notarnos, entfo, que essas regras s#o basicamente as mesmas das
inequacgbes exponenciais. No entanto, é muito importante lembrar que a

exponencial, tendo dominio R, néo exige condigdo de existéncia, o que ja nao

ocorre com a funcéo logaritmo, cujo dominio é lR"jf. Assim, é fundamental que nas

resolugbes de Inequagdes logaritmicas o ponto de partida seja a determinagéo
dessas condigbes.

Exercicios Resolvidos

12,21) Resolva a inequacgio logs (2x - 3) < logs 7 -

Solugédo ‘

Estabelecemos, inicialmente, a condigdo de existéncia:

2% -3 >0, onde x>% m

Observando, agora, que a base & maior que 1, temos as implicagGes:
logs (2x-3) <logy7 = 2x-3<7 = x<5 (ll)

Comparando as condigdes (1) e (I}, vern:

e o1 . 1 215
Iog%(a—zx)zrog%-z—_l,— = 8-22zz = X< (mn
Das condigdss (1) e {II) témas '

54 4 _

Y <

B} 215
S-{xalﬁlxs 54}

' 12.23)Resolva a inequagao logi (X - 1) + logr (x— 2) <1

Solugéo
As condicbes de existéncia sao:
{x—1 >0=x>1

X-2>0=>x>2 .
2

T
>

W=

B )Wm
prevalecende, portanto, x> 2 ()

Para podermos, agora, resolver a inequacgio, transformamos o primeiro
membro num sé logaritmo e o ndmero 1 em logs2 12. Entéo;

10g;, [(x -1)-(x —2)] < logy, 12

Como a base & maior que 1, vem

\_f. XY ALy

Y

| sz F 12w

P U‘E :

S={XER[%<X<5}

200 .

———— — == 22—
edal X¥*-3x~-10< 0
Calculando as raizes e estudando os sinais, temos
-2 5
+ AL - AL+
.0 0

Y

2<x<5 ()
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De () e () Entéo, 0<y < 1ouy2 7

Como y=log, x, temos
2

¥

W

. 0<i <
VS={x'eR|2<x55} <og%x 1 ou Iog%xz'/’

¥ € escrevemos

12.24) Re‘solva a inequaglo 10gx+4 3 > logx«4 7

- 1 1Y
log, i<log, xslog, = ou log, xzlo [—J
Solugdo- 1 9.;_ 9% 5 9 %12
Neste caso, basta observarmos que Como abasecestdentreOe 1;
3<Telogesa3>100xes 7 1
1>xz—=
z 128 o

g lembrarmos que a relagdo de désigualdade entre os logaritmandos &
contraria & relagéo de des:gualdade’entre os logaritmos somente quando a

base estd entre 0e 1. ‘
e — A GG ESCTEVEMOS - - e
0<x+4<1

Das condigbes (1) e (I}, vem

000000000000 ¢

1 '
[ - SELERVILAP TIPS | SR
{xeR|0<xs128v2swx<1} .

Logo,S={xeR|-4<x <-3}

12.286) Resolva‘a inequagBo, sendoa>0ea = 1 I;J 2x-8)< +
(Note-se que, a0 impormos 0 < x +4 < 1 automaticamente esta garant;da a 8 Inequacé S @x=0)<loga(x+ )

condig&o de existéncia da base: posmva e diferente de 1.) Solugio
_ . As condicbes de existéncia sdo:
12,25)Resclva a inequagéo log, X 28—7logx§. 1 3
s _ .
Solugdo } } »-

As condigbes de existénciasdox>0ex = 1 n 3
Fazendo a mudanga de varidvel log, X =, -

2

2Xx=-6>0 = x>3
X+1>0 = x>-1

. ]
®
®
e A 1 1
temos que log, 5= Tég,_x = —y— prevalecendo x >3 (i} .
3 Como nao sabemos se a base a & maior que 1 ou esta entre 0 e 1, devemos .
& a inequacto fica: examinar ambas as possibilidades: .
y2 8-—} Nesse caso, temos,
que & 0 mesmo qus Ioga(2x—6)<ioga(x+1) = -6<x+1 = x=<7(I} .
2 Das condigbes (1) e (1) .
! Y=8:+7 .0 S={xeRI3<x<7)
i y . L
; ——-Caleulando as raizes do numerador A e do denomlnador B e estudando - e e 9
I “seus sinais: _ . ‘ 28 Nesse caso; temos: :
“ V -0 0 1 7 +o0 loga(2Zx-8)<loga (x+1) = 2x-B>x+1 = x=7{) A
[ . i 3 »
! | e Das condigges (1) e (lll); 9
i A At + @ - D S={xeR|x>7} ®
B — L TNV ek . : o
: 12.27) Determine o dominio da fungéo '
%. ] e O QO f(x)=_flog, (logs x) &
. 2
202 . ®
. 203 .
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Solugao
Para obtermos o dominio dessa fung#o, devemos resolver a inequacio
log; (logs x) 2 0
z

Gondigbes de existéncia:

x>0
logy x>0 =logy x >log; 1=> x > 1

pravalecendo x = 1 (I)
Para resolvermas, agora, a inequagdo, escrevemos:

log, {log; x) 2log ; 1
2 7.

Finalmente, temos
' 2 3

+’6\m‘6\+

¥

S={xe]R|2<x<3}

12,.29) Resolva a inequagao (onde x> 0 e x = 1) xomx -
Solugéo .
' . Devemos examinar duas possibilidades: x> 1ou0<x < 1.
19) Nesse caso, temos: ’

1 . .
X027 5 x" = log, X > 1, isto € 0 mesmo que logz x > logs 2:

e tiramos portanto, temos x > 2 e _
logax <1 ) 1 L >
que & o mesmo que > ;
fogax < loga 3

edalx < 3 (I
De () e (I}, vem

D(f)={xeR[1<x <3}

12.28) Resolva a inequagéo

leg x2-5x+8
3 %( J>

4] 5N

Solugéo

Condigéo de existéncia: x° — 5x + 8 > 0
Como A =-7 <0, o trindmio & positivo para todo x real,
Escrevemos agora

tog ¢ {x2-5x+8
3 %( : )>3'1

Como a base das poténcias & maior que 1, tiramos

log, (x2 —5x+8) > =1
7
isto é 0. mesmo que

S . RN
log-Lx2 5\::!{:\_ lan (11

Logo, 8, ={xeR|x>2}

Nesse caso, temos:

[ .
x 92y ¢l logy X < 1 isto & o mesmo que logax < logs 2;
‘portanto temos x < 2

2

P I—
Logo, 8, ={xeR|0<x<1}
Finalmente; 8 =8S: USy={xeR-{0<x<1 ou x>2}

. 1.2

Outro modo. Podemos: resolver essa inequagéo tomando o logaritmo de
ambos os membros na base 2; como essa base é maior que 1, a

desigualdade mantém o seu sentido. Assim:
S L
XP2% s x = log, (x°°2x) > log, x
€ agora, escrevemos
logz x ' logz X > logs x
Fazendo a mudanca de varigvel log; x = y, vem a inequagao

L e e

204

.-.c,%‘ ~Bx+-8y ,._‘.:,%.@.)
Como a base dos logaritmos estd entre 0 & 1, vem

1 -1
2 —
X 5x+8<(2] )

isto &,
X =5x+6<0

+ A - A+ il
- Ox N
edal,y<Qouy>1
Como y = loge x .
logzx <0 ou loga x> 1
e dai:
logz x < log2 1 ou logz x = fogz 2
ondex<foux>2 :
Levando em conta a condigdo.de existéncia x > 0, vem, finaimente

S={xeR|0<x<tvx>2]
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Exercicios Propostos

12.30) Dé o valor verdadeiro (V) ou falso (F) as sentengas;

a) logz 27 > logz 19
b} log,27>log,19
SR H

# ¢} logyy ® > log,y Jio
d) fogsx>logs7 < x>7
e) log,x>log, 7 =x<7

F H
f) log,x>log, 7= x<7
F 2

12.31)Resolva as inequagdes:
a) logz (x—3)> log,7

b) iog, (2x-1) 2 log, (x+3)
2 z

g) loga(x - 4x) < IogJ-(SJE)

d) Iog1(x -13)2 -1

e} loga(x+1) <2

12.32) Determine o dominio das funcdes:

a) f(x)=flog(x~3)
b) f(x)=\/m

c) f(x)=log : |:Iog3 (xz —3)] :

b} togs (x=1) <3 +10 - logy-12
12.35) Resolva as inequagbes: |
a) Iogxz_sﬁ < iogx2_821

b) Iogx2_223 < log 2.p 13

12,36) Sendo a um nimero real positive e diferente de 1, resoiva;
a) loga (3x~5)>0
b} loga (3x—2) 2 ioga (3 - 2x)

12.37) Resolva as inequacdes:
1 2_ i
a) [SJIDQ%(X. 4x+4)<25
rog_1-(x-2) 9
b) x ' > =
X

|

c) x 8%, 2
I

dy x %X 3 27y2

12, 38) Sendox>0,x = 1,a>0ea = 1, resolva a inequacio em x
x%a% < g
12.10. GRAFICO DA FUNGAO LOGARITMO

Examinemos, inicialmente, dois exemplos:

a} gréfico da fun;:éo_ f(x) logz x

0000000000000 OO0OODOORGROOSOGORNOOS®

Y
d) f(x)=log, log, log; (2~ x)
3
e) f(x)= Jlog, log,log, x? 2 -
3 3
1
12,33) Resolva as inequacdes: X ¥ 11
a} log(x +2) +log(x + 3) > log 12 — a2 / - B
~— —h)log, (x+2)-log, (x+3) < -1 N R = 7. >
o B)legs (x+2)-logy (x+3) 51 i | -2 i R VA X_ -
¢) logs X logs x° =18 >0 1 1 -1 o
2 2 - .
d) (Iogﬁx) -4log, x—~24 <0 1. 0
’ % 2 1 -2 7
12.34)Resolva as inequaches ) 4 2
a) logyx-3log,3+4>0 .
208 1 . 207




b) grafico da fungéo f(x) = log, x
3

 HO<a<1

YA ‘ fi = .
. 2}.. log, ,
1 log,, % log x4 -
% ¥ Y% a1
] [ (1; 0) N N
= + - ; - » 5"
) 2 111 2 3 4 X % X
42
1 0 N N - /. | "
2 -1 S P - : f{x) ] !gga'x
@ 4 | -2 T
‘ . Observemos, nesses dois exemplos, que: - Exerciclos Propostas
‘ 1°) os gréficos n&o t&m ponto em comum com o elxo Oy e cortam o eixo Ox -
; |. no ponto (1; 0) 12.39) Classifique as fungbes abaixo em crescente ou decrescente:
i . 2°) os graficos estdo infeiramente localizados “a direita’ do eixo Oy, vemos ' a) f (x) =log, x
i gue as fungbes podem assumir um valor real qualquer 0] conjunto ) b |
¥ ’ imagem dessas fungfes & R. , ) ( J ogJ- x
Esses dois fatos séo facnmente generalizados para-a fungdo logaritmo de c) f(x)=log X
i . base a (pois, para todo a positivo e diferents de 1, temos Ioga 1=0, e sabemos que . e ©
loga x pode assumir qualquer valor real): : d) f(x) = thx
. O ponte (1; 0) pertence ao gréfico da fungdc logaritmo.
® O conjunto imagem da fungéo logaritmo & 12.40) Construa os graficos das funcoes:
. a) f(x)=(+2)
,. Notamos, agora, no gréf co de f(x) = 2" a confirmagéo da equivaléncia vista’ by f(x)=3
em 6.9. ) f{x)=log, x
. a>1 X <xz & logs X1 <10ga xz )
*‘*L. “Verificamos, entdo, que a fungéo Iogantmo de base malor que 1 é d) ,f(X,) ?"?91—"‘—' ; - -
8 i crescente T ) e *
§ . Da mesma forma, o gréflco de f x) [EJ nos confirma que
L. O<a<1 X1<xXz < loga X1 > 10ga X2
‘ . e, portanto, a fungio logaritmo de base entre 0 e 1 6 decrescente
. Com isto, podemos resumir graficamente 0. comportamento da fung:ao L
il logaritmo f(x) = loga x:
® 208" ' .
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Capitulo

Construcéo de graficos

13.1, UM RESUMO

Vamos, iniclalmente, fazer uma reviséo dos conceitos fundamentais que

envolvem as fungbes exponencial e logaritmo, através do seguinte resumo:

E._.;-.-...m-ﬁm.;-..-__;,;_,‘;;‘ PRI \_—

f & decrescente em R

X1<xy & al»a®?

FUNGAO EXPONENCIAL FUNGAO LOGARITMO
fx) =& f(x) = loga X
Y A V7 Y
log %2
a*2 log aX1 [ //
- R {0; 1) N
& (05 1) X /’ Xy Koy X
X, X X
Dy =R Dify=R}
| =R IH=R
‘l f& crescente em R f&crescenteem R}
X1 <X < aft<a® X1 < X2 © log, Xy <log, X,
. 'L Ay
{ log a™
a*t AL O) %y v
_ _ . X
v I, £ AU R B |
D = R D =R}
IH=R =R

f & decrescente em R |

X1 <Xz & log, ¥ >10g, %;
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13.2. CONSTRUGAO DE GRAFICOS

De modo geral, a construggo do grafico de uma fungéo definida pory = ()
pode ser feita através de uma tabela -ha qual séo atribuidos alguns valores
particulares a x e determinados os correspondentes valores de y. No entanto,
conhecidos o$ graficos fundamentais das funcbes exponencial e logaritmo, com
algumas regras de transformagdes no grafico de uma fungéo, podemos,. a partir
dagueles, construir os graficos de muitas outras fungfes.

Vamos enunciar algumas dessas regras.

Seja G o gréfico da fungio definida pory = f(x) e seja k # 0 uma constante
real.

18) O gréfico G' da fungéo y = f(x) + k pode ser obtido a partir de G; fazendo este
sofrer uma franslacdo de k unidades, na diregBo Oy “para cima", se k é
positivo, ou "para baixd”, se k é negativo.

4% O gréfico G' da funglo y = [f(x)] pode ser obtido a partir de G, fazendo a
parte que estd abaixo do aixo Ox sofrer uma reflexdo em relagdc a Ox.
VA - vA
G ,‘.v"“'-'d — N /V
o . \ -
"a' . 5% X

#i
Exercicios Resolvidos

~ 13.1) Esboce o gréfico da fungaio f(x) = 2" + 1.

VA /G/,.» T oy e T
s .

i k>0 .

Ak l Gy

g " Yyk<o

N € ) ki i -
2 v >
X L5

2%) O grafico G' da fungéo y = f{x + k) pode ser obtido a partir de G, fazendo este
sofrer uma translagéo de k unidades, na diregio Ox, "para a esquerda" sek
é positivo, ou "para a direita”, se k é negativo.

Ylk yi\

9 ;
¥

Solugdo
Basta construlrmos o grifico de 2* e, pela 1% regra de transformagéo,

deslocé-lo 1 unidade “para cima”.
Yi

yo= 28+ 1
K
B ox
fy=2
.‘/' ¢
e 1" y=1
1R , .
2 x Noté que I(f) ={y e Ry = 1}

1 x-2
13.2) Esboce o grafico da fungaio f(x)= [‘5] .
Solugdo
X
Esbogaremos, primeiramente, o grafico de (%—] e, em seguida, usando a 27

regra de transformagéo, deslocaremos esse gréfico 2 unidades para a direita.

fazendo-se G sofrer uma reflexdo em relagcdo ao eixo Oy.

212 ‘ .

3%) O grafico G' da fungéo y = —f(x) pode ser obtido a partlr de G, fazendo este . Y A
sofrer uma reﬂexéo em relagdo-ao eixo ox e - B ,yﬁ(l,)x;,?,,, e
y? v {17 A
- e (X YA .
1 \ 3
Dt i . i+ g
% E .2
x N 1 \2
\\r\__ : e
G . af -
2 3 IR
Nota: de modo andlogo, o grafico G' da fungéo y = f{—x) pode ser obtido @ -1 1 23 X Note que I{fy =R _
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13.3)

Esboce o grafico da fungfo f{x) = loga (x + 1).

Solugéo

Notemos Iniciaimente que D(f) = {x e R x> -1}
Esbogamos, a seguir, o graficc de logaix e, depois, deslocamos 1 unidade

_para-a esquerda.

yA

x¥

1°} Nos pontos correspondentes a x > 0, temos o préprio grafico de logs x,

2% Nos pontos correspondentes a x < 0, devemos construir o grafico de
logs {—x). para isso, a observagio feita na 3® regra nos diz que hasta
fazermos o gréfico de logs x sofrer uma reflex@o em relacéo ao eixo Oy.

Portanto, temos:
Ya

T, 1

\_%;-_

-3 )

13.4)

13.5)

Esboce o grafico da fungéo f(x) =

log, x
2

Solugéo

Esbogaremos, inicialmente, o grafico de log, x; em sequida, pela 49 regra
H

enunciada, faremos a parte do grafico que se encontra abaixe do eixo Ox

sofrer uma reflex# 2 em torno desse eixo.

Esboce o grafico da fungéo f(x) = loga x|

Exercicios Propostos

13.6)

Esboce os graficos das fungdes:
a) fixy=2*"

b f(x)=[-;-r—2

13.7)

13.8)

ERCEOE.

¢} fix)=logzx+ 1
d)y f(x)=log,(x-2)
: Z

Eshoce os gréficos das fungdes:
e[
8) f(x)= _(EJ |
b} f(x)=-log, x|
c) f(x)=log, ix|
2
Determine o conjunto imagem das funges:

a) fix}=2°~2
b) f(x)=3"+n

214

Solugido

Notemos que D(fy = R*={xeR]x = 0}
Utilizando a definigac de modulo, escrevemos .

log; x, se x>0

f{x)=log, %=
(x) = logs {Iogs{—x), se x <0
k
A observagao desse quadro nos leva as §éguinte$ conclusbes:

=

13.9)

13.10}

Esboce o gréfico da fungao: f(x)= Ilog2 ]x”

Esboce o grafico da fungéo: f(x) = +1

log( {x—1)
F
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Exponencial e logaritmo:
fungdes inversas

14.1, © CONCEITO DE FUNGAQ INVERSA

Uma fungéo f, de A em B, defii, : uma correspondéncia Que, a cada x em A
associa um unico y em B. Se f é tal que, 2 cada y e B existe em correspondéncia
um dnfco x € A, isto é, se fodo elemento de B & imagem de um s0 elemento de A,

fse diz uma fungao bijetora. Pode-se, nessas_condigdes, definir-uma-fungéo-de-8—— -
em A, indicada por ' para a qual, se (x; y) <f, entéio (y; x) e f

Afungio ', de B em A, & chamada inversa de f.

Note-se que:

1%) 86 existe ' se & bijetora

2% se fé bijetora, seu conjunto imagem é o préprio contradominio

3°) D(f) = (F"y e D(F") = I(f)

4°) Se o ponte de coordenadas (x; y) pertence ao grafico de f, o ponto de
coordenadas (y; x) pertence ao grafico de f'. Como (x: y) e {y: x) sdo

pontos simétricos em relacdo a bissetriz dos quadrantes fmpares,
conclui-se que:

i
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Lembremos, agora, o processo de calculo da expressao que define a fungéo
inversa,

Seja a fungdo f, invertivsl, definida pela férmula:
' y = f(x)
Para se obter a expressao que define ',
, 19) Isola-se x no primeiro membro da férmula;
o 2°) troca-se a lstra x pela lefra y e a letra y pela letra x.

2% Fungéo logaritmo:
' f,de R em R, definida por y = f(x) = loga x
Analisando os graficos da fungéo logaritmo

YA ) V4

Exemplo

t.\ I(Ma<‘§!

1 X X

Calculemos a expressfio que define a fuhg:éo inversa de f, de IR em E, ‘
definida por; ‘ . ' -a =1
y=fx)=5x-86

1%) Isolamos x: Yy =5%x~6 = Bx=y+6 :»-x=y;—6

notames que f{x) = loga x & bijetora e, portanto, invertivel. Vamos calcular sua
R S inversa:

X+6

2°) (troca das letras); y = 5 1°) (isolar x) temos y = logs x; da definigio de logaritmo, vem
' x=a’
Entao, a fungfo f 'de Bem R, é definida por - 2% (troca das letras). y = a*
y= f'1(><)= xgs;z . . ‘ Entdo, temos que a fungdo inversa da fungéo logaritmo de base a é a
fung¢édo exponencial de base a, de R em lRi dada por
yA f - {x) = a*
| .7 bissetriz ‘ ' Podemos observar os graficos;
" bis/ssetriz . y .. buss;etnz

d

Cyx

y = f(x) = 5% ~ 6

_Examnios.

a) A exp:resséo que define a inversa da fung8o dada por y = f(x) = logs x &
y=f(x)=5
14.2. LOGARITMO E EXPONENCIAL: FUNGOES INVERSAS - . 13V . - |
. ' : . a3 i =fi{x}=] — =f"{x]=l0 X,
Consideremos as definjgdies: ‘  } b) Alinversa de y = f{ ) [ SJ y ( ) gg
1°) Fungéio exponencial: E

f,de Rem R, definida por y = f(x) = a*

I 219
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Exercicios Resolvidos

14.1) Determine a expressao que define a inversa da fungéo y = f(x) = logs (x ~2).
So_lugép

J1°) isolamos X y =logs (x—2) = 3¥=x-2ondex =3’ + 2
© 2% trocamos as letras: y = 3% + 2 B
Entdo, y = fx} = 3* + 2.

14.2) Determine‘a expressio que define a inversa da fungéo y = fixy = 2%,

Solugio
19y=2"""= x=1=logyy

Como vemos no quadro acima, temos:
oy > Qe Qg < 0

Portanto, somente a4 € convenients no exercicio.

Logo, o =3¢ - LEA¥2+4

2
Podemos, agora, isolar x; pala definicko de logaritmo:

o

Finalmente, trocando as letras, vem:

x+yx%+4 ]
7

y=f" (x):loga( >
AN

X =10g,

e gnde x = T logsy T T
2°) (troca das letras). y = 1 + logs x = f'(x)

14.3) Determine a expressao que define a inversa da fungéo: f(x) = 3= 3>
Solugio

Temos y = 3" -~ 3™ e, nesse caso, néo conseguimos isolar X de modo
imediato, como fizemos no exercicio anterior. Fazemos, entdo, o seguinte;
Primeiramente, a mudanca de varidvel 3* = « (note que devemos ter,
necessariamente, o > 0). Resulta

1

Yy=o-—
o
que podemos escrever o 2 — ya — 1= 0. Resolvendo essa equagfio do
I. - -segundo grau ema : oL Co
I A=y?+4 (& positivo para todo y e R )
wotE y2+4
=

Obtemos dois valores de o , em fungao de y:

2 2
‘ J - 4
ot1=—_._..._y+ y +4 e o =-—-—-—_.y y +

Exercicios Proposios

14.4) Determine a expressao que define a inversa de cada funcfo abaixo:
a) f{x) = logs {x + 2}
b) f(x)=logsx + 2
o} fixp=3** -

d) f(x)m(—;njx~5

14.5) Determine a expressio que define a inversa de cadafungéo abaixo:
a} f(x)=3-log(x+ 1)
b) fx)=2"%+7

14.6) Determine a express&o que define a inversa de f(x) = logs (2%).
14.7) Determine as expressdes que definem as inversas das fungdes definidas

por: ‘
a) fixy=5-2.5™

2 -7 2 b) f(x) = 4% = 472
I . )
B {Como 4 >0, tem-se - ©14.8) Determine a expresséo que define a inversa da fungao definida por:
Yrasy? oo e VI o B
Gnde: X===3

Jy?+d S|y| -
isto &,
VY +dsye Y2 44>y

onde ;
Y=Y +d <O0ey+y?+4>0

220 .
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~IV.6) D& o damifio da fungéo definida pory = —

Exercicios Suplementares -

IV.1) Sendo a >0 ea = 1, diga em que condicBes a Tuns;ao f. R = R dada por
flx) = a™ & crescente.

. ! 3 2
IV.2) Sendoa>0ea = 1,resolva ainequagdo: a* ' £ a* !

. X
'V.3) Resolva a inequacéo T _21 <0,
‘ —X

IV.4) Resolva a inequagho (com x> 0ex « 1) x* 556 5, x2
IV.5) Afungéo f: B. — Rdefinida por f(x) = 16g [x| & crescente ou decrescente?

-

1) '
[EJ ~243

. -
IV.7) Dé o dominic da fungo definida pory = {pg[zz "\(1J .

IV.8} Determine o dominio da fungao definida por y = logy (x% — 2x = 15).

fV.8) Resolva a inequacsolog, log, (x2 - 5) >0.
, 3

IV.10) Resolva a inequagéo |log(x ~ Bx + 9)| > log (x* - 6x + 9),

V.11) Resolva a inequagéo Ioglxl J5 —IogM 5>0,

1V.12) D& o dominio da fungéo definida porf{x} = log, log, log, x
zZ F 4

IV.13) D& o dominio da fungéo delinida por f (x ) =log; V4x? —16x+15 .

2

IV 14) Para que valores de aa equagéo %2~ Iog a= 0 admlte ranz real? - T

log, log, x < 0
log, log, x>0

IV.18) Esboce o grafico e d& o conjunto imagem da fungéo definida por

2% se x20
- {5
se Xx<0

IV.19) Esboce o Qréfico @ dé o conjunto imagem da fungéo definida por
f(x)=log, (1-x)
2

IV.20) A fungio f & definida pela equagéo
#o2e" fx)~1=0
Determine a expressao que define a inversa de f,

.. IV.28) Simplifique & express&o: . ... ..

V.21) D& a expressdo que define a inversa da fungio definida por

eX___e—K
)= ore

' iV.22) D& o dominio da fungéo definida por vy = flogl log, |x —-3| .
) 3

IV.23) Resoiva a inequagao: log, log , log , x50

[2-!09% x-togz xz] 1
IV.24) Resolva a inequagéo: X > x

>1

IV.25) Sendo a > 1, resolva a inequagao; g, %
1+log? x

1V.26) Sendo 0 < a < 1, resolva a inequagdo: - rhs

IV.27) Sendo 0 < k < 1, resolva a inequagao: logkx X + 10gx (kx?) = 0.

H _ | . - . = = =

V. 15) Determine a condlgéo que deve obedecer a para que a equagio
x* = 2x + log a = 0 admita duas raizes reais e distintas.

1V.18) Que reiag&o deve existir entre a € m para que a equagéo emx
X2 + 2 ~ foga (m+1)=0
tenha duas ralzes reais e distintas?

IV.17) Sendo a > 1 e 0 < b < 1, resolva o sistema de inequagdes em x:

222 .

“yra(ioga 7 I0gn & v 2)ioga b0

- V.29) Prove qué; péra a> 1, lem-se: logioa +loga 10 2 2.

1
IV 30) Mostre que —— o33 5 Ioga
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS 1.26) a) F c) V e} Vv
b) V R fF .
Capitulo 1 128) x 2z ~Tiy=x+1,x < -fiy=—(x+1)
1.4} a) =27 c) 27 e) ~81 1.35) O
o) —27 d) 81 -81
B _ ) D 1.36) v2-43
1.5) a) 1 : cy 1 e} 1
b} -1 d) 0 f) 1 1.37) $27:%/36; $30
1.8) a) positivo 1.38) 972 <412 <6
b) npar: positivo; n impar: negativo
¢} n=0: positivo; n > 0: zero
d) positivo 1.39) a) 2++10 -2J5
- b) '#128
1.7)  nimpar. -1, n par: zero 4
C) 6§
1.8) -13 q) -1
1 1 8 e} 0
1.10) a) -5 c) 57 &) 125 , 55
] 1 125 125 1.40) a) ——
iy o 57 45 "% 8
I. 5
1 by 1291
i 1.11) ay —1 b) =
i 6
i i ; ) a5
!%. 1.12) ab d) JBivZ+2
%\. 1.13) Eleve x +x™ = m a0 quadrado: m? - 2 &) }2(2.“/5)_2 .
3 : _
@ b B1a%p? :
1.19 — —— 3}ag 3 .
r;. )2 a ) 7 °) axb 1.42) ——”ﬁi ﬁ;noteque(aﬂ:) (a®~ ab + b%) = a° + b°
.f. b) 1 d) 8a® p bia |
b-a 1.43) a) 18 ) 325
o ' b) 322 - d) 5778
g ©1.20) a) m*n® - o) — ) — . 144) a) 4 .. .
. ' ' n mn b2 obesrie-guaA-a O
‘:‘ } = d) o f) F 1.45) a) ra::ionalize
— =2 -1
" TR
121) = )
_ b b) ?(—2—)-=\/§—\/5 rsomel
1.22) —10* '

;-rl = I‘\ T I . . ‘

1.23) b}y P=10"- (10" - 1); 16 zeros
224 .
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i .
3 o B : Capitulo 2 ®
g c) 100 . ®
o _ ‘ 2.13) xy=2
0 1.53) a) =15 b) 74 . . ®
q : 2.14) Valida paran =1 e n 2 5 neste caso {n > 5} demonstrar pela Inducédo .
i 1.54) 300 Matematica. .
7 2.15) Teorema 2 .
‘ 1.85) a) a* Hipatese: (1 +a)k z 1+ka .
% Tese: (1+a)f*" 2 1 +(k+1Na ®
b) a? Multiplicando ambos 0s membros da desigualdade da hipétese por 1 + a
c) a? (note que 1 +a >0, pois a > 1), obtemos: .
. (1+af (1+a)> (1+ka)t+a) ®
1.56) 1 (1+a)*" 2 1+a+ka+ ka2 >1+(1 +k)a
‘ positive : 9
1.57) a) a e b} a® Capitulo 3 e
158y 8 3.10) a) (3;6;9; 12; 15; ..) ® |
I - b) (1:3;5:7,9.) ®
c) (3579, 11,...)
| 1509) 3 d) (2468 10;..) ®
i e) (8;10;12; 14; 16; ...) .
L 1.80) a) x-—1 f 3,.7.11, 145 19,
3 ) 2ab{a+b) 71217 B T @
(! 2
(a-b) 4 =10 w08 B2~ _Ddd: 9
; 311} a) (-2, -4, -10; -28; —-82; -244; ...) .
' il by (~1,5:3,13,19;45;..) i
: °© 3 %2 c) {1;3,6;10;15; 21; ...) .
1 R &
1.61) y=xZ; 0,06 312y &) - ®
. by 8 @
162) 8) (3] =P 0= on=-3ox=2 4 ®
2 o H-2
b £ 2 ®
c) 3 3.13) . o
B o B * .
—E— S ~
1.63) a) 0 c) 27% L . ®
b) 1 dy 3-8 X . @
s n
1.64) 4,729 1 2 3 4 @
: -1 @
®
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e

3.14) b, =16n+30 S C

i ® ¥ Capitulo 4
. 3.15) a) by =4n’+16n + 16 : K ¥ - : 150
: b) cn=8n+20 o ' : e ~ R S
“ " . £ 4.19) a) ~53 ‘ L
11,11 13 25 S .
: O I o by 22 d) —14+.742
:g_. 219 2 (2 5 72 20"") _ . 1 ' 3 ) 4472
@ b)) a=1eb=~ :
n 420) a;=1,r=4
. ¢} 8, =——s
i _ n+
@ ‘ A 421) 2034/3 +391
3.17) a) an=2n+2 ) 5
'. b) an=2n+8
;;-. ¢} an=2n-+1 422) 5
) d) a.=2n+7_ : _ e S
: e . 2045 , | 23y -1
. 9 & =5ip | 429 -
@ f) ap=n"""
1
-{g. 3.18) @) cn=6n+3 - - 424) r=gin=5
ﬁ. b) (8; 15;21; 27;...) | !
é. 3.23) a) 5(1) + 5(2) + 5(3) + 5(4) 1 4.25) %ou —%
%J. b) 33+34+35+35+37+ 33 . .
i IV (A (1Y (A (1Y (1y° ] 4.26) 5
@ @ (3)+(z) +(3) () -(3) (3] -
| '4.27) —4
%i{-l' 3.24) a) 15 1 -
'@ 3.25) a) 8- 8%- 63 | o 429) 2132
. b) (172](?)(%)"](%1) ‘ ' 4.30} (an) & PA de razéio r e assim: a, =rn+ k onde k é constante.
'@ : a a1 =r(N+ 1) +k
B 8 b= 82,,—82 = [r(n + 1) + K [rn + k]
'® 3.26) a) ;“m b= (20 + (P +2rk)
. L - o T —Come—2r2 er +2r1k 880 constant.s; (bﬁ)rré—uma'PA"ﬂe raz&o 2%,
B b) 4i—1 o o L o
i = ( ) 45N ey Racivnalizando Cada ieTic a1 Memoro OUiemos.
- i o e, o
® c) HE a, —a, as—a, —-a,,
@ ‘=1 - ho
® a -8 __ (n-fr  n-q
° Tl ) aem) P
. . ‘ b) Observando gue 1 ='1[—1—-——1—} temos:
A : 228 . By g8y rla,, a,
@ - : | 229
. i




e

...........................................

4.42) Teorema 1. Paran =1temos: a;= a; + (1 - 1r,
que é uma sentenga verdadeira

Teorema 2: Suponharnos que a sentenca seja vélida paran =k
: ‘ ax=ar+(k-1)r N
akrq=agtrzagt (K—Nr+r=a +kr=a +(k+1)-1Ir

11 1 1 11 1
. ——te et .. — === | =
8132 3283 8384 an_1 . aﬂ I‘ a1 an
Cag-ay ay+(n-1)r-a, _ (n—1)r _n-1
T raa, rag, ra@, 88,

4.32) a) (59131721, ...)
b) (3:5:7:9115..) _ :
¢) abr.=azn+1=4(2n+1)+1=8n+4+‘1=8n+5. portanto r=8 ~

dy (13;21;28;37,..)

4.33) r=% kel

4.34) 20
4.35) 0

436 PA-98

~453) (—1;;!; 15)

4.43) A a
Gi--e
4
2
t 23415 "
2

4.50) (2;5;8) ou (8 5;2)

451) x=1oux=6

4,52) (~10; =2; G; 14) ou (14; 6; ~2; —10)

4.54)
X+T
X—r
[+
X
AP E (=t
2+ =X =2x+ P+

0‘..0..6...0......0..0.....

P-a arx =
i 1 Como X # QO vem: x=4r
il 437 75 X4+T =dr+r=5r
: — _x-r=dr-r=3r.
| 4.38).r=2 Portanto: - T
4.39) n>64 — -~
n?+5n-8 9
440} 8, = ——n—'—- .
' 4r
4.41) -530 4.55) {16, 40; 56) :
230 . 031 .
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ooz
o

4.56)

4.57)
4.72)
473)
4.74)

4.75)

{a;b;c)éPA = a+c=2b

abc? + aZbe = abe (¢ + a) = abc (2b) = 2ab’c

onde abzc = _aEcz_-FEZb_C
abe 2

(f-4 =1,2;5) ou (5,2, -1, 4}

26
3000
—-162

1680

SO e

4.76)
4.77)
4.78)
4.79)
4.80)
4.81)

4.82)

4.83)
4.84)

1200
780
249912
135 110
30

-3

8, =%n2 -—}n_

(1: -5, -11,..)

a) (-1,0:2;4;..)
b) ndo

4.94) @) 465
b) 650
¢} 3025

4.95) a) 11895
b) 10368

4,96} a) 3080
Aozl
b) 3n +2n 3n
-y 14,33 112 3
c) 4n +2n +‘4ln +r2n

4.97) 19900

. 5.4)

Capitulo &

63) a) =2

1.1.1. 1. 1,111

55) [5' 9T ﬂJ

56) O&yhzNEPA o 2y =xP+ 22
2(y+z){x +y)

_ {y+z)+(x+y)
2y%+2y? + 2xz + 2yz -

(y+z;z+x;x+l‘¥)ﬁéPHI® zZ+x= <

000000000000000000000000000000000
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e ZHX=
4.85) 21 2y +x+2
= (_Z+x)(2y+x+z)=2yx+2y2+2xz+2yz o X+ =22
4.86) n>206 Como x* + 2° = 2y* & verdade, entdo (y + z; z + x; X + y) & PH.
i 4.87) 592
; — - Capito s
3 4.88) 4186
6.14) a) 2"~°
4 2 b) 16
: 4.89) v, =Z_'L$§. )
6.15) %
i 2
4.90) 18n° +432
i n 6.16) 7
232
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=a¥1+q+q) (1-g+ o)) =a(1 +a +q)

6.49) 22" _
234 .

6.17) 72
6.18)} a1=-2~;q=2 .
_243-‘ 6.51) 59249 =19683 .
6.19) =¥ ®
6.52) a=1 .
1
820 8 3 653 B o2 ®
2 8
D) __5\3(5 .
6.54) 2"—1 [
2-2
¢) —— i . . ®
2 6.55) —A_
S o T 2R 1 (]
6.21) 864000, 00
1 6.56) 2017 .
=— 64" & ' 102
6.22) b, 6 84": & uma PG de razéo 84, . 4 ¢
; 6.57) 6 @
6.23) ¢,=-—=-8":&éum PG de razéo 8. : .
16 240
6.65) = ®
6.24) JAB .
6.68) 3 e
6.33) a) £18 ) +418 =+122 o
2
a+
6.34) 10 L SM(J ®
6.35) (3;-21;147) ' @
1 1 - 668) iz—?; ®
6.36) [-2-; 1, 2] ou [2; 1 5) ) .
; \ . 6.69) 5 .
6.37) & 14 ou 8,3- \ ) .
' 6.70) X=X
78.38) Xx=0 - ),,,,,Z,(J,:,x) - _ - ®
76.39) (1:2,4,8; T6) ou {168, 4 271 S o : :
6-71) a1 = 30; q= E T
6.40) 1<qgq<3
2 2. 6.72) 60
6.41) (a+b+c)(@a-b+c)=(a+aq+aq Y(a—ag+aq)=
=a +al +a’qt =t + BT+ & 6.73) 120
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.;‘ 5 : .

6.74) a°.b? s 7.13) Eg {4} o) {2;7)

| z d) {-5)
6.75) 1

e _ | | 7.14) ﬁg g

¢ {(2n<1)3" &1 1

: a7 2178 | . o 3

@ 67 7 "x)z . . ‘ 9 T

&:.F' - . ' : e) 9\/5

i 6.80) 3 . o

i . . ) 7.15) y=0

i : ] :
ﬁ_! _..__Capitulo.7 . — S R S S . 1.18) a) {100} , b} {257}
’ - 1 7.17) y=pg+1

: 7.9) a) 2 9 3
. 7.18) Delogab=p,vema®=b

b) % h) % Delogra=q,vembi =a

. ¢ —5 1 Substituindo o valor de b da primeira na segunda, temos:
. d) -5 iy -8 ' : ' (a")"=a ou sejaa =2’

. e) —g- K) % ' Logo, pg = 1

'® n % b 5 7.19) a) {%}

b) {2)

: 7.10) &) {1} e) 243243 o Ly {1.0}

fi. b) {%} f (3} . )

_ S 7.20) a) {1,233}

@ 4 N2 |

! . | C) {‘\/‘3—,} g) 2 . b) {_%; 01774}

j. gy {~1} hy {12} o) {~0, 415, 0,322}

1 3

@ 7 a) {%} |
BY N . - Capitulo8 . . -

. 4] _ 8.12) a) logan=log 3+ (n—1)log 5

: 9 : :

i: g; {IZS} | b} log E=loga+%!ogb+%logc

| ' B ~ n{n-1

® ™9 (F | 9 R =noga - X ge

. b) {432} R - d) logS, =log(a,+a,)+logn~log2

° o {10; o0} e) IogE =5log2+ 105 ~logn~2log3-—log7
g 236 ) | 12 3
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8.13) &) E =21 b2 ¢) E= :;/E « 8.24) Se -2- b, bq estdo, nessa-ordem, em PG, devemos mostrar que .
. I}
A 3/5 ' g E-100042b 5 loga [%] loga b, logs (b4) e
¢ 4 3 .
: (a +b) . estéo, nessa ordem, em PA; para isso basta calcularmos as diferencas: .
519 3 {{sj'g} 5_ 19 fogab =10gs( 2 = oga b (loge =108 &) 109 :
- o) {2} . i 2%) logs (ba) — loga b =10ga b + loga G — 10ga b = l0ga g ®
- d) {—5\/5' 5\/5} ! Portanto, temos: foga b =1 bl. - j b
B ; . : loga 0Fa q = loga (bg) — logs b ou seja, 10ga —q— . .
‘ b logsb, loga (bq) estéo em PA .
I .
8.15) a) i[¥2 242 .
| > 8.25) q=a ®
S —S T ({10 L) S - - 8.26) n=4 o
i 8.16) o) 2 | 8.27) q=32 ®
by 2a+3 ? 8.28) A soma das raizes é .
o) 3(232“'1) alogsa+blogeb = -aai =c ®
Entéo, loge a® + loge b° = ¢ ®
8.17) a) 0,699 : loge (a*0") = © @
' b) 1,857 : onde a*° = c° ®
" ¢) 3,079 ! \
i d) 1,620 i 8.29) p=S(s-S) P=s(25-5) ®
i 8.18) a) 1,05 ‘s ‘
i
b b)..0,83 ! Capitulo 9 ®
H c) 2,78 : . _
9.1) a) 0e0,2314 d) -7 e0,1212 ®
819y P*a b) 6€0,3112 e) -10,6484 @
| 18) = c) -1€0,2310 f) —40,0101
ﬁ: ®
; 8.20) 3-2a 9.2) a) -2,31= 3,69 c) -11,04 = 12,96 ®
b) 1,74 dy 2
: 8.21) m-n ) ) _ @
it N . 9.6) a) 2,0453 d) 10899 =-0,9101 @
o 8'.'22}[“_?_). ;_.{g;.g}. |  b) 1,8745 Te) 38599 =-23401 9
b) {10; 1 000} T ¢y U3 e 25048 170867 o
o {1, 10" ! - -
b) {1,398} |
¢) {0,176; 0,778} : 9.8) a) 152 ¢) 0,0582
d) {-1,585; 0,585; 4,755} 1 b) 8870 d) 0,000834 L
238 ' i ! 239 ‘:
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Como, numa PG, o termo médio ¢ a média geométrica dos extremos,

..

240

9.9) a) 3,274 b} 0,04724 1) temos:
- (logsb)* = logs (a) - togia © = logs ©
9.10) a) x = 1,047 b) 0,3324 . ou seja i
9.11) a) 3 b) 29 o1
} a) 32 ) (log, b) R
8.12} a) 15 b) 14 e dai
(loge b)® = 1 onde logsb = 1
H Portanto, b=¢
& Capitulo 11 : ;
11.14) O produto das raizes & (nb.—— =, onde
11.6) a) 1,4850 b) 1,2323 c) -0,5483 : (nc
inb=cénc=¢nc® eentdiob=c"
il 11.7)_2)_{1.4850) - S : .
i b) {0,2519}
il c) {0,8480) 1115 30
d) {0,4307; 1,4307} 31
1l e) {-0,5646; ~0,3562)
.? i. 11.16) a) {% 27}
1P : . a2
}’ 118) a) = o 2B by (V@i a?)
I 84 o {a}
‘f. by 84 o 2 -
® 43 7 11.17)  {10°%7%
1 . 5
. 11.9 = -
. ) 8) 8 11.18) {eg.aem}
: o 13
. 8 11.19). Como, numa PA o termo médio & a média aritmética dos extremos,
cy 7 temos: )
. 2 logs x = loga X + loge X
'@ 11.10) a) b(a+1) Muitiplicando ambos os membros por logx b, vem:
@ o+ 210gs (x) * 1ogenb = 10ga (x) * Iogey b+ Toge x) * logey b
. b) '“'b_"‘g_tlﬂ onde 2 = loga b + logc b
o) 3ab +2 11.20) Escrevendo as duas igualdades na base x, vem:
. 3b +1 log,b _log, ¢ o log,c 1
_f‘*fi i e o ) : C T ioggalog b T Clogea Tlogye -
3_._ N a) 2pq _Da primeira, gbfemos:
‘ R log, b)*
. ) 2pq+1 |ogxc=m
leg, a
| c) 2pq+gq+2 ue, substituido na segunda, traz:
]. pa+q+1 que, \a seg traz:
(logeb)” _ _log,a
‘ : = >
11.12) a) % by + log, a-log.a (1o, b)
\ ) 4 Onde, finaimente:

(logy b)* = (Iogx a)°
241




'-.
@
I Capitulo 12 . - I k) R
28 ' S ' o) {xeR|x>-2} @
2.8) a) crescente ¢} decrescente , . -] . '
b) crescente d) crescente ‘ | d) {xeR|x<-3 ou x> -2} @
o ' 8) {xeR|-2<x<3 e x=2) @
129) a) {xeR|x<1 : '. ' ®
: . Rix<=
B {xeR|x<-1) | _ | D {XE } ®
) {XERIX‘:A-E}
- ® 12.20) a) {xaIR[x>-—e x¢-2} ®
d RiX<2 oy x26 _ ; | @
) {xeR] U xz6) ‘ b) {xeR|x>1e x=2)

¢) {xeR|x<-3 ou x>1) L . @
' l ' ¢} {xeR|x>3} ®
‘ 12.10) a) {xeR|xz2322} , ' ‘ : : o d) {xeR[3<x<2J_ex¢J—} @
b} {X e R |15 < X <1,6902} T ] &) {xek|-V3<x<—Z ou yZ<x<\3 3} ®

) {XGR|—5.888<X<3,511} .
: 12.30) a) V ¢) V €V @

. i b) F d v fy F
12.11) &) {xeR|x=0 ou x22} . -_ [
b {xeR|—1sxs1} 12.31) a) {xeR|x>10} @
o) {xeR|x<-1465 ou x> -1) b) {XER|_<,(S4} @
12.12) a) {xeR|x> 2 - ¢) {xeR|-5<x<0 ou 4<x<9 ®
b) {xeR|_35x<_2J§ ou 2y2<x<3} - _d) {xeR|—4sx<—\/ﬁ ou \/1_5<xs4} @
8) {xeR|-4<x<2 ou x=-1] ®
1213) a) Sea>1 S={xeR|-3<x<3)] | L
Sel0<a<1 S={xeR|x<-3 ou x > 3} : ©12.32) a) {xeR|x=24} ®
b) Se¢a>1 §={r<R|-log,3<xslog, 3} - b) {xeR|0<xs8) ®
' Se0<a<1,S={xeR|Iog335xs—IogES} ' €) {xeRlx<-2 ou x>2}

d) {xeR|0O<x<1}
e) {xeR|—2<xs: 2 ou \55)52}

‘ 12.14) {xeR|0<x<1 ou X > 5}
1
4

212, 15) a)f—Se o <0 8=k - - . | s |

@
@
@
. -
80020, S=lxakixslogel — ' _— - — 28 B RTXSY :
b) Seax0, S=g@ b) @
Se a0, S={XERIX<I092H} . <) {XERIO<X(% ou x>125} :
12.49) &) IxeR x> - ' d4) {xemlsxss} ®
2 {e lx>3} R ) : 5 o
242 ‘ :
@




12.34) 8) {x=R|C<x<1ou 3<x<27}

b) {xeRi1<xs3 ou 2<x533}

12.35) a).f:{x‘gRlx-:—S ou x> 3}

by {xeR|—\/§<'x<-\/§ ou J§<X<J’3_}

12.36) a) Sea>1 S={xeR|x>2]

Sel<ax<i S={XER|%<X<2}

2

b) Seax>1 S={xeR|1sx§§~}

Se D<a<], S={XER[-§-<XS1}

12.37) a) {XE]R|-§~<X<% e x¢2}

b) {xeR|2<x<12}

c) {xeR|0<x<1ou x>89}

d) {xeR|0<xs% ou x227}
12.38) Seas1 Sm{Xe]R|%sxsa e x:ﬂ}

SeO<a<1 S={xaR|0<xsa ou xz-;-}

12.39) a) crescente
b} decrescente
¢) decrescente
d) crescente

12.40)_a) b

)
Y

Capitulo 13

13.6) a)

YA

ONI—‘—\

w ¥

[T R
[

b}

x¥

d)
y

[

=Y

=Y

ciloooidbooooodooooooooi0"“""*
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: o
13.7) a) | B ®
i Ya
{ ol 1 X | ®
: <1 :
' I -2 1 ®
[ ) i
| Y
’ ‘ L »
11 3 2 3 X
| b) : : .
®
) ) Capitulo 14 o S 7. N
14.4) a) f(x)=5"-2 ®
b) f(x)=5*"* ®
&) ¢) f"‘(x)=-;—log3x—-g ¢
d) 7 (x)=log, (x+5) @
2z
®
/ 14.5) a) fi(x)=10%"% -1 ®
) ol b) F'(x) = logz {x~T7}+5
//1 : ' s 14.6) '(x) = logz (3") ‘ :
: TN : 47 8 (x)='logs'(x+ /,2<2+8_J _ o
| _ . ; o
-
13.8) a) {yeRiy>-2) _ b) f-1(x)=|ogd[L___ \”‘2*64] o
b) {yeR|y>n] ®
o) {yeR|y>-/5} 148) 77(x) =logy (x+ 5 +1) ¢
13.9) @
I . . . YA N _ e . _
. o
o
] ®
- @
1 _% % 1 P X . @
246 . 27 &
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. L2y a
} . RESPOSTAS DOS EXERCICIOS SUPLEMENTARES )2 Adn :
- . Parte | 32
mn
N a) 28
1.1 o
o " 1
3 24
@ 2 Observequezb=a+ce ¥ = 2x
; f. 20.
i 13) a) 42
1@ b) -2 18
-4% ) s iy =2 sy = 2% X2 hy=2 12 “ -
I T e
. 1.5)  Lembre que: (a+b)(az-ab+b2)=a3+b3; w 8 \i‘
o o - 4
i . 1.6}  Racionalize o numerador da frag&o obtida, | S i
;t ® a® +ba+c=0:e multiplique por " 1 2.3 4 5 n
i 1.7) ) some
l. a¥” +bp+c=0: e multiplique por p° b) an
: . 84
. 1
_ 1.8) Use ainequacgéo —>vk+1-vk
® 9 quaGE0 —— > 7 :
‘ 1.10) Teorema 1: Uma reta no plano divide-o em 2 partss, portanto ndo mais que 2", 6
. Teorema 2: Suponhamos que ndo se pode dividir o plano em mais do que
‘ . 2 partes, tendo-se k retas. Vamos provar que, ao acrescentarmos uma nova 5
reta, o nlimero de partes ndo ultrapassara k1
. Estando as k retas no plano, uma nova reta ird corar as regides ja R
existentes. O nimero de regites cortadas ndo é superior a 2°. Se de faio
. fossem cortadas 2k-regi6_es, 0 ndmero total passaria a ser o dobro. Isto quer 3
. dizer que com k + 1 retas obteremos no maximo 2 - 2% = ok*! partes.
S S . = 2 _ _ _,
&) 112) n>9 apropriedade & valida. N -
—= — — D e ——r T T 1 T
. e
. Parte Il i >
: 1 2 3 5 n
® ., 2 1 1
® 15 4(2n+3) 4(2n+5)
. : 249
. 248 .




‘ : o
o | | .14) 9(3+22) @
. £ | @
C) H 11.15) 185 044 ®
Mo | 11.16) 6 ®
% 1423 145 n. 117) 8) 8, =8y =i ag=—- ®
b { 2 8 18 ®
| b) a 301 n: 1
| -8 R N Y Bt @
-12 ) % @
i T3 P i ®
I1.18) 3248 ®
ce Ml 3)—(a; b c) e PA = E+C=2D— 0 - o - o I1.19)" 3 500 7‘
(a°+ab+b% cf+ac+a’ b?+bec+c?)éPA o S ¢
o 2(c*+ac+ad)=(a’+ab+b?) -~ (b®+ bo + F) = : 1.20) a) 16 @
2 2_ .2 2 2 , . ' 64
& 2;: +§ac+2§ a+2b +zc +ab+hbe & b) ___(1610__1) .
< " t+ta"+2ac=ab+bc+2b" & ) 15
& (atcf=(a+cb+20? o ‘ ®
4
Lembrando que a + ¢ = 2b temos: , . 1.21) a) 3 9
(a+c)=(a+c)b+2b? & (20)° = (2b)b + 2b% = 5 @
o 4b% = 4p? . b) %
Como esta Ultima sentenga é verdadeira, a sequéncia & uma PA. 125 .
? . . g) —
i 4) (1:2,3) ou (3:2; 1) . . : 999 ®
1 , ' Y L
- IL8) (<5, ~2; 1,4, 7) ou (7: 4,1, -2, =5 : ] :
)y ) ou ( ) Parte Il @
) 11.6) a1=ﬂer=-1 ou a,=-aler=1—‘I CH : 13 ®
2 4 2 12 iy - pd
i7) 115600 ‘ ' '
) _ 2y 8 ®
8) o -
| ) : . .3) x=6581,a=9 o
g 29 S R , ) N - ®
. 1140} 162+ 15b) _ e —
A1) (10;7; 4; 1) B ' N.5) S = {243} :
5 56 5 L . _ |
I12) aj=8 & =3 ou a=- e q=-> e - W8y n=ylog,k | @
: . - Ty &= -
i f.13) (1;3:8) ou (9;3; 1) ) S=16 10:)} 251 o
250 . L
@
i pl




I11.8) S ={16}

o s i

1110 49
11) 8 = {2; 512}

.12} 0,85733

.13y 3100

e}

1.15) § = {100}

111.16) x=af”“_‘:E
HIL17) x=4
11.18) 0,158884
1.19) 0,67
[11.20) -2,7664
.2ty 2

1.22) 4,26

.23 -2

II.24) x = 0,226

Onde

¢ !og(é—) 4 r r %
=log, | L= =log| L |=10g] &
g"(pJ logb q g(p) g(p}

1
entdo 10% =(LJq .
p

J‘ 1

.28y 22

11.29) y = logz 3

I11.30) Fagamos .

loga _logb _loge _
-¢ c-a a-b
Entdo temos

loga=t(b-c)

logb=t{c-a)

logc=t(a-b)

ou ainda:

aloga=ta{b-c)
bloghb=th(c~a)
clogec=tc(a—b)

Somando, temos:
aloga+blogb+clogc 0

ou seja log a® + Io% bP + log ¢° =
e finalmente &* cgt=1,

[11.31) Temosa+b=p (I} & ab=B" (Il)

De (N} tiramos:
logaa +logab =m (Il

Vamos multiplicar membro a membro as igualdades (1) e {lII):

A{a+b)logsa + logab) = mp
onde alogsa + b logeb + b logsa + alogsb =mp
e finalmente

r———
T T —

b

I1.25) S={2}
N28) m=5oum= g

.27) Dea” =c vem b* =

252

lofn. Q_J._IAmn.hb_.Llnn __nb_.l. Il _ba_.__

Jogga 2agb U2 egabtemp—— S—
111.32) 1
133 2n=3
AB
34y 2 __
) 108+ 45A

253




IM.35) Seja Temos:

log r log p tog q } '
SoRCES - oas
q r P : 1 1 log,b—log, a

| . Vamos calcuiar rog A e mostrar que log A=0: A - log.a ~log, b _ log,a-leg;b - -log,a

W | o

)

“log,c-leg, b c
logA = fogrlog 2 +logp 1o q+loqlo——- 1.1 X ® oo fC
g 9 g 9p-io a9 : ‘ fog, b log,c  log,b-log,c 9| b
Iogr (logp logq) + logp-(logg— !ogr)+[ogq (logr ~logp) = ) log, ¢,
=logr-logp—-logr-logq +logp- logq~logp-logr + . b Mas estando a, b e ¢ em PG, tem-se E =-C—.
+logg-logr-logq-logp =0 ‘ 1 ) a b
De log A = 0 vemt imediatamente A = 1. . 1 Assim: 1 @
11.38) a) 1,204 _ A log,a log, x .
b) 35,1 | 71 log,x @
c) 6,364 | P -
S B . . | 9,C ®
I1.37) Para n = 2 temos Iogaa a,- Ioga1 a, = Iog,a a, (trata-se da propriedade l .
conhecida). . Partelv
Vamos admitir por hipbtese que | @
. <
10gs, @1°10g,, 82°10,, 85 ... log, _, &, =log,, @, V1) B<as<t ®
& vamos provar como fese que V.2) Sea>1; S={xeR|x=1} .
|09a0 2 'I0991 &, 'jogez dy . I°gan 1 [Ogan el = Ioan sl Sel<ax<1, 8= {X eRi{xz1oux= 0} .
Para isso, basta multiplicar ambos os membros da ‘expresséo da hipdtese. . .
por IV.3) S={xeR|-1<x<0 ou x>1}
10g,, @1 : o @
rogao & Iog‘E|1 ay log512 a-..-10g,  8,-10g, 2,4= _ - V4) 8= {xeR|x > 4 . e
'°gao 109, Bni1 %1084 ap.s IV.5) decrescente @
Nesta Uitima passagem foi aplicada novaments ‘a propriedade conheclda .
que vale para o caso de um produto de dois logaritmos. : P V.6} |- -5[
1.38) &= {2—J5; 2~5-} : ‘ : V7Y 102 s
B Ewt ‘ . ) IV.8) _ 15; cc] .
N.39) $=133 2.3 2 B P I
-+ - P V9 S={xeR[-3<x<~VBouB<x<3} @
I1.40) Vamos simplificar a expressé&o; . o o o MV.10) S={xeR|2<x<4ex=3} .
_ log, x—log, x '
log, x~log, x IV.11) S={xeR|-1<x<1e x=0} :
vA2) ®
. ; 4
®




o
°
®
®
.
®
P
v

L. s 5 IV.22) D(f)={xeR|0<x<2 ou4<x<6}
" IV.13) D(f)={XeRIX<§ ou.x>5} '
. : IV.23) 's:{xem'l-\/i<x<'-1 ou1<x<J§}
™) az
.'_. W.15) O0<a<10 IV.24) ={xeR|0<x<— out<x <2}
' : 1
L - 1 —
@ IV.16) Sea>1 deveseter m+i1> 2 IV.25) S={xeR[1<x<a)
1 1
. .Se0<a<1, deve-seter 0<m+1<; 1
@ IV.28) S={xaRiO<x<a ou1<x<g}
'@ Va7 D(f)={xeR|b<x<a ex=1
® s | V.27 S=‘{XER|0<X<1 oux>l}
'@ ' y A k
5. ' IV.28) y=logab
. ) = 10: 1 IvV.29} Fagamos logiea =y. Comoa=>1, tem-sey > 0.
. | {f) =101} Partindo de (y - 1)* = 0 escrevemos:
\h y2__2y+120 N y2+1-22y
. X e, como y > 0, vem;
. y2+1
i . v.19) vA ou seja, logp a + 109, 10 22
it IV.30) Como 24 < 25, temos logs 24 < logs 25
i L onde logs 3 +logs 8 < 2 e entac:
'@ =R o
. -1 - log; 5 logy 5
° ! "
'® 1

IV.20) f-*(x)=zn(x+\/x2+1)

1+x

. ' in

v21) (x)= ,I1 -

256 . 257




TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS .

6031

6138

6243
6345
6444

6542
6637
6730
6821
6911

- 6998
7084

7168
7251
7332

7412
7490
7566
7642
7716

7789
7860
7931
8000
8069

8136
8202
8267
8331
8395

TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS

6042
6149
6253
6355
6454

6851
6646
6739
6830
6920

7007

7177
7259
7340

7419
7497
7574
7649
7723

7796
7868
7938
8007
8075

8142
8209
8274
8338
8401

6053
6160
6263
6365
6464

6561
6656
6749
6830
6928

70186

70037101

7186
7267
7348

7427
7503
7582
7657
7731

7803
7875
7945
8014
808z

8249
8215
8280
8344
8407

6064
6170
6274
6375
8474

6571
6665
6758
6848
6937

7024

IO

7193
7275
7356

7435
7613
7589
7664
7738

7810
7882
7952
8021
8089

8156
8222
8287
8351
8414

6075
6180
6284
6385
6484

6580
8675
6767
6857
6046

7033
7118
7202
7284
7364

7443
7520
7597
7672
7745

7818
7889
7959
8028
8096

8162
8228
8293
8357
8420

6085
6191
6294
6395
6493

6590
6684
6776
6566
6955

7042

7126

7210
7292
7372

7451
7528
7604
7679
7752

7825
7896
7966
8035
8102

8169
8235
8209
8363
8428

6096
6201
6304
6405
6503

6599
6693
6785
6875
6964

7030

AL

7218
7300
7380

7469
7536
7612
7686
7760

7832
7903
7973
8041
8100
8178
8241
83086

8370
8432

6107
6212
6314
6415
65613

6609
6702
6794
6884
6972

7059

7143

7228
7308
7388

7466
7543
7819
7694
7767

7839
7910
7980
8048
8116

8182
8248
8312
8376
8439

8117
6222
6325
6425
6522

6618
6712
6803
6893
6981

70687
7152
7235
7316
7396

7474
7551
7827
7701
7774

7846
7917
7987
8055
8122

8189
8254
8319
8382
8445

268 l
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TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS

. 8500 85056 |
8543 8549 8555 8561 8567
8603 8609 8615 8621 8827
8663 8669 @ 8675 8681 8688
8722 B727 B733 8739 - 8745

461 8463
8513. 8519 8525 8531
573 8579 8585 8591
8633 8630 - 8645 8651
8696 8698 8704 8710

8751 8756 8762 8768 8774 8779 B785 8791 8797 8802
8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859
8865 8871 8876 6882 8887 8893 8892 8004 8910 . 8915
8921 8827 8932 8938 8943 BO49 B8OS4 8950 8965 BYT1 : . .
| 8976 8982 8987 8993 89989004 9009 9015 020-.9025 ) . T T

9031 9036 9042 9047 0053 9058 9063 9069 9074 9079
9085 6080 0096 9101 91068 9112 9117 9122 9128 9133
9138 9143 09148 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9286
9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 ©232 0238
9243 9248 9253 9258 9283 0280 9274 9279 0284 9289

9204 9209 0304 9309 9315 9320 9325 9330 0335 9340
9345 9350 0355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
9395 9400 0405 9410 9415 0420 9425 0430 9435 - 9440
9445 9450 9455 09460 09465 9469 9474 9479 0484 0489
9494 9480 9504 9508 9513 9518 0523 9528 9533 9538

9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 0588
9590 9595 9600 9605 9609 9614 0619 9624 9528 9633
9638 9643 DB47 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
9685 0689 0694 9899 9V03 9708 9713 9717 9722 9727
9731 9736 9741 9745 09750 9754 9750 O763 9768 9773

9777 9782 9786 9791 9795 9800 0805 0809 9814 9818
0823 0B27 0B32 9836 9841 9845 0850 9854 0850 9863
9868 9972 9877 9881 9886 0800 9894 9899 0903 9908
9912 9917 9821 9926 09930 9934 9939 9943 9948 Q052
9956 9961 9965 09969 9974 09978 9083 0987 9991 0996
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