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Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias

¢ OBJETIVO

MATEMATICA

s /ds‘ ﬂ?@/ﬁﬂ/ e caéega&

MODULO 29

Trigonometria |

Resumo das principais formulas da trigonometria

Arcos Notaveis:

X sen x CoS X tg x
R I V3 V3
30° ou — — - _
6 2 2 3
45° ou T ﬁ ﬁ 1
4 2 2
1
60° ou z ﬁ — V3
3 2 2

Formulas Fundamentas:

1) sen? x + cos?

X=
2)tgx =
3)cotg x =

4)sec x =

5) cossec X =

Consequéncias:
6) sec? x=

2

7) cossec” Xx=

tgx =

Formulas de Adi¢ao de arcos:
I)sen(axb)=
2)cos(axb) =

3)tg(axb)=

Formulas do arco duplo:

1) sen (2a) =

2) cos (2a) = {

3)tg (2a) =

Formulas de transformacao em produto
1)senp+senq=
2)senp-senq=
3)cosp+cosq=

4)cosp—cosq=

Leis do Seno e do Cosseno:

1. ITA) — Considere um quadrado ABCD. Sejam E o
ponto médio do segmento CD e Fum ponto sobre o seg-
mento CE tal que m (BC) + m (CF) = m (AF). Prove que
cos a = cos 2B, sendo os angulos o. = BAF e p = EAD.

RESOLUCAO:
A r-x G # B
A L]
g |
Y 0 +x i i 0
D Tl e i 1 C
4 E F X

) OBJETIVO — 1



Sendo ¢ a medida de cada lado do quadrado ABCD e x a medida

do segmento GB, no triangulo retangulo GAF, tem-se:
19(AF)?=(AG)?+ (GF? & (£ +x)2=({-x)*+ ? &

©4€X=€2©X= T

AG €-x
2°)cosa= — < cosa= =
AF €+x
4 ¢ 3_€
-7 2
< cos o= 7 @cosa——se @cosa—?(l)
€+— -
4 4

No triangulo retangulo DAE, tém-se:
€\,
1°) (AE)?= (AD)? + (DE)? < (AE)2 = £2 + < 5| e

eVs

2

< AE =

AD ¢ 2
2°) cosPp= — <cosP= «@cosf = —
B 5 B B

e\Vs 5

2

3% cos2P=2cos?f-1

2 2 3
Assim: cos2B=2.| — | —1<cos2B= ?(II)

Vs

De (I) e (IT), tem-se, finalmente: ’ cosa=cos2f

2. (IME) — Determine 6 sabendo-se que:

1 —cos*0 1 +ctg?0 2

i) . -
1 —sen*0 1 +tg20 3

(i1) 0 < 0 = 2mradianos.

RESOLUCAOQO:
(1 - cos?0) 1+ ctg?@ 2
= —<
(1 - sen*0) 1+1tg?0 3

2 — ) OBJETIVO

(1 - cos20) . (1 + cos20)

cos20

1+
senZ0

<
(1 - sen?0) . (1 + senZ6)

sen20 . (1 + cos20)

1}
leN
$

2,
1_'_sene

cos?0

cos20

cos20 . (1 + sen0)

2
=— =
senZ0 3

< 3+3c0s20=2+2sen%0 <> 3 +3-3sen?0=2+2sen?0 <

< 4=5sen’0 <>senO==+

3. (ITA) - Se x € [0, [ é tal que

1
4ghx = ——
COS™ X

sen 2x + sen 4x é:

Vis

+ 4, entao o valor de

a) b) —— ¢) ——
4 8
1

d) - e)1
RESOLUCAO:

1
Sex € [0; - [,entﬁo:

sen*x 1+4. COS4X
4.tg*x = +d<4 = 1 <
cos’x cos*x cos’x

<4 .(cos*x—sen*x) =-1 <«

< 4. (cosx + sen?x) . (cos®x — sen?x) =— 1 <

<4.1.co8(2x) =-1 < cos(2x) =— —

4



T 1 2. (ITA) — Considere o sistema:
Parax € [0, - [ e cos(2x) = — T,resulta: [ 7x—1=3 .sen 0
X—2=cos 6

1 \2 15
2 =1 _ coc2 —1_(_ — - — . .. . T ~
sen”(2x) = 1 - cos*(2x) =1 ( 4 ) =16 para x e 0 reais. Se restringirmos ao intervalo [0; 7} ,entao
Vis 0 sistema
= sen(2x) = vis a) ndo possuira solugao.
4 b) possuira apenas uma solugdo (x,; 6,).
Portanto: . -
sen(2x) + sen(4x) = sen(2x) + 2 . sen(2x) . cos(2x) = ¢) possuira duas solugdes (x; 0)) e (x,; 6,), de modo
N o o 40
15 15 15 ue X, + X, = ——.
= — 42 _(_L)=_ q 1 2 13
! ! s d) ira d lugoes (x,; 0,) e (x,; 0,), d d
ossuird duas solugdes (X;; e (X,; , de modo
Resposta: B P ) Pl 72
0 0. = 17
que sen 6, +sen 6, = T
€) possuira duas solugoes (x;; 0,) e (x,; 6,), de mo-
1
do que cos 6, . cos 6, = 5
RESOLUCAO:
{2x—1=3sen6 _ Jsenb= x-1 -
x—2=cos 0 3
cosO=x-2
2x-1\
= ( 3 ) +(x—2)2=1, pois sen?0 + cos20 = 1
MODULO 30 m, L
Assim, -9 +x“—4dx+4=1<
- - 2_ 2 _ = 2_ =
T"gonomet"a I SAX—4x+1+9x“-36x+36=9 < 13x“-40x +28 =0 <
14
<x=2o0ux= —
13 n
. 5 o Parax:Z,tem-sesenO:l,cose=0e0=T,pois
1. Esbogar o gréafico da fungao f definida de R em R por n
Y= [0; —]
f(x) =V 1-sen? x + cos X. 2
14 5 12
Parax= — ,tem-sesen 0= — cos9=— —= ¢
13 13 13
RESOLUCAO:
n
f(x) = V1 -sen?x + cos x = V cosx + cos x = | cos x| + cos x Aee [0; 7]

Se cos x = 0, entao f(x) = 2 cos x

- : a0 (2: X
Se cos x < 0, entio f(x) = 0 O sistema possui uma solucao (2, 2 )

N Resposta: B

f .

) OBJETIVO — 3



3. (ITA) — Se R denota o conjunto dos nimeros reais e
(a; b) o intervalo aberto {x € R; a < x < b}, seja

(0; 2£) — [R definida por f(x) = Vsec2x + cossec?x.

Sea € (O; 21) étalquetg o= 2 entio f(o) € igual a

b

a+b L Vaie
a) 5 b) 3 Va“+b

2_ 12 2. 12
o) a‘—b d) a“+b

ab ab

e) n.d.a.
RESOLUCAO:

f(x) = Vsec2x + cossec?x = V1 + tg2x + 1 + cotg?x

tgtx +2tg?x + 1
f(X)=\/tg2X+2+ 21 =\/ g'x + 2gx+
tg"x tg“x

2
(tg?x + 1) tgx +1
f(x f(x) =
x) \/ e (%) ltg x|
e a
SeaE(O; 2)=>tga=T>0e
2
241
tgo + 1 b2 a2 +b?
(= lgal =~ 2 =
b
Resposta: D

4. Resolver,em R, a equacao

5 sen?x — 3 sen X . cos X + 4 cos?

X =3

RESOLUCAO:
Como cos x # 0, pois x = % + ki nao é solucao da equacao,

tem-se 5 senx — 3 sen X . cos X + 4 cos’x =3 <

4 cos?x 3

cos2x cosx cos’x cos2x

5 sen?x 3senx.cosx

< 5tg?x-3tgx +4=3sec’x <«

< 5tg’x-3tgx+4=3(1+tg’) «

4 — ¢ OBJETIVO

< 2tg?x-3tgx+1=0<
tgx=1=>x=;+kn

1 1
tgx=7¢>x=a+kﬂ,emquea=arctg7

1
V= {xERlx: % +knoux=a+km,a=arctg > ekEZ}

MODULO 31

Trigonometria |

1. Os valores reais de a para que a equagao
sen*x — 2 cos?x + a? = 0 admita raizes reais s&o tais que:

a) [a]=2 b) |a| =3
o) la|=V2 d-Vi<a<-\V2
e) Vo<a<V3

RESOLUCAO:
sen?x — 2 cos?x + a2 =0 < (1 — cos?x)2 -2 cos?’x + a2 =0 <

<> cos?x —4 cos®x + (1 +a%) =0 <> cos?’x =2+ V/3-a?

Como 0 = cos’x <1e2+ V3 -a2>1, para todo a tal que
a? = 3, devemos ter:

1 3-a220e-V3=a=<V3

€

2)0=<2-V3-a? =s1e1=sV3-a’=<2<

o-V2=a=V2 @

De (I) e (IT), tem-se — V2 <a < \/;, portanto, |a| = Va
Resposta: C



2. (ITA-2006) — Seja f : R — R definida por 3. (ITA-2007) — Assinale a opcao que indica a soma dos

f(x) = V77 sen[5(x + m/6)] e seja B o conjunto dado por elementos de A U B, sendo:
B={x€ER:f(x) =0} Se mé o maior elemento de Ay senz( kzﬂ) k=12
B N (= %, 0) e n & o menor elemento de B N (0, +»), k™ 24 B

entdo m + n & igual a:

a) 2115 b) w15 ¢) — 7030 B = {yk — sen (M) k=1 2}
d) - w15 e) - 2/15 24
RESOLUCAO: a) 0 b) 1 )2

! E:;n:k\/fTZ_SZTZS(:“% )] =0©S€n[5<x+ n )] Y a2-V2+v3 )3 ol2-V2:V3 )3

T T kn RESOLUCAOQO:
<5 x+— |=kaex+ — = — <=
6 6 5 Sendo:
T kr 1 km
&x=— — + — eB=ExER X=— — + — ,;kEZ K2.
e ¢t FkeED A={x, =sen? (¥ k=12 |=
24
n -1llx -17x -23n
2) Bn(_wyo)— {_35 30 ) 30 30 ’---} 4315
= {x, = sen? (2Jr );X2=sen >
. . P - 4
cujo maior elemento é m = — -
1 Tn  13n 19% Bk +5).n
3) BNO,+0)= ] 3 =3 =25 2., =1y cgepz (XY -
) ( ) {30’30’ 30’30’ }’ B {yk Sen( 24 ).k 1,2}
n
cujo menor elemento én= —
30 8. m 1.n
. . =1y, = sen? ; ¥, = sen?
4) Dos itens (2) e (3) conclui-se 24 24
min=—T4 T __ 2n
6 30 15 temos: AU B = {Xp X9 Y15 Y2}
Resposta: E Portanto: x; + x, +y,; +y, =
2 2 (4 2 (8n 2 (1) _
=sen (24>+sen (24> +sen (24>+sen (24 )
2 2 2 2 (T
=sen (24>+sen (6)+sen ( >+cos (24)
l |
1
2
Cqa (1)2 \/3) _
-1+<2> +< 5 =2
Resposta: C

&) OBJETIVO — 5



4. (ITA) — Se tg(2A) = 5 entdo
tg( T +A) —tg( kil —A) ¢ igual a:

7 7
a) —40/21 b) -2 c)5
d) 8 e) 10
RESOLUCAO:
Se tg 2A = 5 entao:

n 4

n 4
) th+tgA th—tgA _
n o

1—th.tgA 1+th.tgA

1+tgA 1-tgA 2.tgA
=BT TR, T tgA)=2.5=10

1-tgA 1+tgA 1-tgZA
Resposta: E

MODULO 32

Trigonometria |

1. IME) — Determine o conjunto-solu¢do da equagédo
sen’x + cos’x = 1 — senx . cosx

RESOLUCAO:

senx + cos’x = 1 — sen?x cos?x <

<> (sen x + cos X)(sen?x — sen X . €os X + cos?x) = 1 - (sen x . cos x)? <
< (sen X + cos X)(1 —sen x . oS X) =

=(1+senx.cosx)(1—senx.cosXx) <

ou =

1-senx.cosx=0
<>
sen x + cos x =1 + sen X . cos x

ou =

senx.cosx=1
N
l+senx.cosx—senx—cosx=0

ou =

2senx.cosx=2
@ {
cosx.(senx—1)—(senx—-1)=0

6 — #DOBJETIVO

ou <senx=1loucosx=1<

sen (2x) =2
@ {
(senx—1)(cosx—-1)=0

b4
< x=2kmou x= -5 +2km, k €7Z.

n
Resposta: S = {XER|X=2]{J‘IZOUX= -5 +2kn,kEZ }

2. (ITA) — A expressao

11 X
2 sen( +—7£>+cot2 }t =
[ X 2 x| 2

X

1 +tg? )

€ equivalente a

a) [cos x — senx] cotg X. b) [sen x + cos x] tg x.

¢) [cos? x — sen X] cotg2 X. d) [1- cotg2 x] sen x.

e) [1 + cotg? x] [sen X + cos x].

RESOLUCAO:

2. [sen (v ) v ottt 5]
- | sen (x+——m) + cotg®x | .tg -
2o( X
1+tg<2)
3n X
2. sen( +—)+c0t2 ].t (—)
[sen (x5 eotax | 3
secz(i)
2
sen(—)

|

2. [~ cos x + cotg?x]

o
=]
A
NE
N~——

1

2 X
COS<2>



X X
=2.sen | — |.cos [ — | .[cotg?x—cosx]=
2 2

cos?x sen x . [cos?x — cos X . sen?x]
=senx. — COS X = =

sen?x senx

€OoS X N N

= . [cos x — sen“x] = cotg x . [cos X — sen“X]
sen x

Resposta: A

3. (ITA) — Seja a equacao

3 3

1 . .
sen’ X cos X —sen X cos’ X = — onde m € um namero real
m

ndo nulo. Podemos afirmar que:
a) A equagdo admite solugao qualquer que seja m, m = 0.

b) Se |m| < 4 esta equagio n@o apresenta solugio real.

¢) Se m > 1 esta equacdo ndo apresenta solugao real.

d) Se |m| > 2 esta equagio sempre apresenta soluciio real.
e) Se m < 4 esta equacgao ndo apresenta solugao real.

RESOLUCAO:

3 3

1
1) sen” X .cCOS X —Sen X . €COS” X = — <>
m

2 2 1
<> senx.cos X . (sen” X — €os~ X) = — <
m

@L.senlx.(—cosb{):i@
2 m

1 2 4
< —-—.sendx=— < sendx =— —
2 m m

2) Como -1 =sen 4x <1, para a equacao ter solucao real, deve-se
ter:
4
—15—;51@m5—40um24©|m|24

Portanto, a equacio nao tem solucio real se jm| < 4

Resposta: B

4. (ITA) — A respeito da equagao
senx + V3 cos x = 2,0 =< x < 27, podemos afirmar que:

a) Existe apenas uma solucao real no primeiro quadrante.
b) Existe apenas uma solug¢do real no segundo quadrante.
c) Existe apenas uma solugao real no terceiro quadrante.
d) Existe apenas uma solugao real no quarto quadrante.
e) Existem duas solugdes no intervalo 0 < x < 27.

RESOLUCAO:

.cosx=1=

1
senx+\/§cosx=2=>senx.7+ >

by 1 T 1
=>senx.cosT+senT.cosx=1=>sen X+T =1

Como 0 = x < 27 temos:

T
3 v

7T

+2km,kEZ=x= 3

+2km,kEZ

T
No intervalo [0; 2], apenas x = o € solucao.

Resposta: A

& OBJETIVO — 7



EEEE C X CFCiCI0S-T ar el

EMobuLo 29
1. Se sec x . cossec X = 3, entio tg3x + cotg>x & igual a
a)9 b) 15 c) 18 d) 21 e) 27

2. (ITA) — Se num quadrilatero convexo de area S, o
angulo agudo entre as diagonais mede 7/6 radianos, entao
o produto do comprimento destas diagonais € igual a:

a) S b) 2S c) 3S d) 4S e) 5S

EMobuLo 30

| Consid ] {25en6=2x—1
. t
onsidere o sistema 5 cosBoVxad

e 0 < 6 < 2m. Entao, € correto afirmar que

,parax€R

a) o sistema possui solug@o Gnica.

. . _ 7T
b) o sistema possui solugao (x,; 6;)), com 5 <0, <.
¢) o sistema possui solugao tnica (x,; 6,), com x> —2.

d) o sistema possui duas solugdes distintas.

e)tgﬁzﬁ.

3

2. Esboce o grafico da fung¢ao f definida por

A/ 1 .
f(x) = 1 Teocly  Hsenx,com contradominio em R.

3. (ITA) — Se cos* 4x — sen* 4x = a # 0, entdo cos 8x vale:
a) 2a b) a c) 4a d) zero e)a+4

EMobuLo 31
1. (ITA) — O valor de x > 0 que satisfaz a equacao
Vx=tg

T,
— &
12

a) x =4V3 b)x=5-4V3
c)x=7-V3 d)yx=7-4V3
e)x=9-4V3

2. (ITA) — Sejam a e b constantes reais positivas.
Considere x = a’tg t + 1 e y> = b? sec’t — b? onde
O<t< % . Entdo uma relacao entre x e y &€ dada por:

a)y:L x-1)2,x=a.
a
b2

b)y=— (x-12,x=1.
a4

O y=— (x-1), ¥x ER.
32

dy="2 (x-1),x=1.
aZ

a2
e)y—?(x—l),xsl.

EMobpuLo 32

1. (ITA) Sabendo-se que O é um angulo tal que
2 sen(0 — 60°) = cos (0 + 60°), entdo tg 6 € um niimero da
forma a + bV3 onde

a) a e b sdo reais negativos;  b) a e b sao inteiros;
c)a+b=1;
e)aZ+bZ=1.

d) a e b sao pares;

2. (ITA) — Suponha x e y nimeros reais, tais que

tgx-y)=V3
{(tg x)(tgy) =1

Calcule o modulo do niimero S =tg X +tg y.

aamresolucao dos exercicios-tarefa P ——— —

B MobpuLo 29
sen x cos X
1) Dtgx+cotgx= oS X sen x
__sen’x +cos’x 1 B
€OS X . sen X €OS X . sen X

=secx.cossecx=23

8 — ) OBJETIVO

2) tg?x + cotg?x = (tg x + cotg x)2 —2=32-2=7
3) tg3x + cotg3x =
= (tg X + cotg x) (tg2x — tg X . cotg X + cotg?x) =
=3.(7-1)=18
Resposta: C



2) No quadrilatero convexo ABCD da figura, sendo
AC=a+beBD=c+d,tem-se:

1 Tt 1 St _
+7.b.d.senz+73.d.senT—S
Assim:
ac E bd ad

Sttt =S
<ac+bc+bd+ad=4S &
< ((@+b).(c+d)=4S < AC.BD =4S

Resposta: D

HMobuLo 30
sen6=2X 1
2sen6=2x-1
1 =
2cos0=Vx+2 Vx +2
oS 0 = ——

2 2

©(2x—1) + (\/X+2) e
2 2

S 4x2-4x+1+x+2=4 =

2 1
< 4x —3X—1=0<$x=10ux=—T

1

Parax:l,tem-sesen6=T,cosﬂ:%e

1
0==%

1 3
Parax-—T,tem-sesene-—T,
cosG:ﬁ =>3—”<e<2n:

4 2
Resposta: D

1
2) f(x)= 1_—2 +senx="V1-cos’x +senx=

sec x

= Vsen?x + sen x = [sen x|+ sen X <

2 sen x; se sen x = 0

<« f(x) = {

0 ;sesenx<0

e o grafico de f é&:
f(x)

A

Resposta: Grafico

3) cos?4x—sen?dx =

= (cos? 4x + sen? 4x)(cos? 4x — sen? 4x)

Entao:

cos? 4x — sen? 4x = cos? 4x —sen? 4x = cos 8x = a
Resposta: B

EMopbuLo 31

1) Para x> 0 tem-se:

T
Dt T = Ztgﬁ —ﬁc»
S Teaes i
T2

=\3- 2 Tt EELI
=V3 \/gtg 3 6tg 3 < tg T 2-V3

I Vx=tg = =x=tg? = =7-43

2)
I) y?=b?.sec’t-b?=b?.(sec’t—1)=b?.tg’t <

<y=zxb.tgt

I (x=a2.tgt+1

05t<1 <
2

&) OBJETIVO - 9



etgt= x-1

,x=1,supondo a 0
a

De (I) e (II), vem:

y=ib.< x-1 ),)(zl<1>y=iL (x-1,x=1.
a2 a2

Uma relacao entre x e y pode ser:

—— P x-1,x21
y— aZ (X )9X

Resposta: D

HMobuLo 32
1) 2sen (0-60°) =cos(0 + 60°) <
< 2 .(sen 0. cos 60° —cos 0 . sen 60°) =

=cos 0. cos 60° —sen 0 . sen 60° <

@sene—\/g.cos(-):L .cose—ﬁ .sen 0 <
¢>sen9.(1+?)=c059.(% +V3) o
Liv3
2 1+2V3
<tg0= = =-4+3V3
1 V3 2+V3
2

Sendotg®=a+b.V3,temosa=-4eb=3.
Resposta: B

2) Sendo x e y, nimeros reais, tais que:

{tg(x—y):\/§ M=\/§

tgx.tgy=1 tgx.tgy=1

tgx—-t
temos: % =\/§=>tgx—tgy=2.\/§
+

Como: (tgx+tgy)=(tgx—tgy)?+4.tgx.tgy
resulta: (tgx +tgy)>=(2.V3)2+4.1=16

e, portanto: |S|=|tg x + tg y| =4

Resposta: [S|=|tg x + tg y| =4

10 — & OBJETIVO



