Yy uld'W mMoObpuLo 8

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

FUNCOES TRIGONOMETRICAS E FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

1. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

1.1. FUNCAO SENO

Seja P a imagem de um angulo 0 no ciclo trigonométrico. Ja vimos que o seno do dngulo 0 é definido como a
ordenada de P, ou seja, senO:OPy . Assim, para obter o seno de 0, devemos projetar P sobre o eixo vertical

Oy, denominado eixo dos senos.
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A funcdo seno é a funcdo de R em R definida por f(x)=senx.
O dominio da fungdo seno é Dy, =R e aimagem Img,, =[-1,1].

A funcdo seno é periddica de periodo 27 .

Vamos analisar o grafico da funcdo seno, estudando os valores do seno de um angulo de 0 a 2m. Assim,
observe o que acontece com o segmento orientado OPy conforme o ponto P dd uma volta no ciclo
trigonométrico.

. De A até B, ou seja, de 6=0 até 9=§, o seno cresce de f(0)=sen0=0 até f(§j=sen§=l.
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29. De B até A, ou seja, de 9=§ até 0=, o seno decresce de f(5j=sen5=1 até f(m)=senn=0.

w
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3 3
. De A’ até B’, ou seja, de O=m até 6:775, o seno decresce de f(1t)=senmt=0 até f(?nj:sen—z—l.
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3 3 3
. De B’ até A, ou seja, de 6:775 até O=2m, o seno cresce de f(;j:sen%r:—l até f(2n) =sen2n=0.
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A analise do seno no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de crescimento, decrescimento e
os pontos de maximo e minimo.

Vamos estudar a segunda derivada da fun¢do para identificar a sua concavidade.

f(x)=senx = f'(x) =cosx = f"(x) = —senx

Assim, no 12 e no 22 quadrantes, onde a funcdo seno é positiva, a segunda derivada sera negativa e a
concavidade da funcdo estara voltada para baixo. Jd no 32 e no 42 quadrantes, onde a funcdo seno é negativa,
a segunda derivada sera positiva e a concavidade da fungdo estard voltada para cima. Nos arcos de imagem A
e A’ ocorrem mudancas de concavidade, ou seja, esses pontos sao pontos de inflexdao da fungao seno.

A partir dessa analise, vamos construir um esboco do gréfico da fun¢do seno.

by

S
-1

- | I

1.2. FUNCAO COSSENO

Seja P a imagem de um angulo 6 no ciclo trigonométrico. Ja vimos que o cosseno do angulo 6 é definido
como a abscissa de P, ou seja, cosO=O0P, . Assim, para obter o cosseno de 6, devemos projetar P sobre o eixo

horizontal Ox, denominado eixo dos cossenos.
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A fungdo cosseno é a fungdo de R em R definida por f(x)=cosx.
O dominio da fungdo cosseno é D, =R e aimagem Im, =[-1,1].

A fungdo cosseno é periddica de periodo 27 .

Vamos analisar o gréafico da funcdo cosseno, estudando os valores do cosseno de um angulo de 0 a 2x.
Assim, observe o que acontece com o segmento orientado OP, conforme o ponto P da uma volta no ciclo

trigonométrico.

19, De A até B, ou seja, de =0 até ezg, o cosseno decresce de f(0)=cos0=1 até f(gj:cosgzo.
P . T , T T ,
292, De B até A, ou seja, de 925 até 6=m, o cosseno decresce de f(;j:cosE:O até f(n)=cosm=-1.
) s . , 3n , [ 3m 3n
32, De A’ até B, ou seja, de O=m até 6:?, o cosseno cresce de f(1t)=cost=-1 até f ? :cos7:0.
) s . 3, 3n 3n i
49, De B’ até A, ou seja, de 6:7 até 0=2m, o cosseno cresce de f 7 =COS?=O até f(2n) =cos2n=1.

A analise do cosseno no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de crescimento, decrescimento
e os pontos de maximo e minimo.

Vamos estudar a segunda derivada da fun¢ao para identificar a sua concavidade.
f(x) =cosx = f'(x) =—senx = f"(x) = —cosx

Assim, no 12 e no 42 quadrantes, onde a funcdo cosseno é positiva, a segunda derivada sera negativa e a
concavidade da funcdo estard voltada para baixo. J4 no 22 e no 32 quadrantes, onde a funcdo cosseno é
negativa, a segunda derivada sera positiva e a concavidade da fungao estard voltada para cima. Nos arcos de
imagem A e A’ ocorrem mudancas de concavidade, ou seja, esses pontos sdao pontos de inflexdao da fungao
cosseno.

A partir dessa andlise, vamos construir um esboco do grafico da funcdo cosseno.
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1.3. FUNGCAO TANGENTE

J& vimos que, no ciclo trigonométrico, o eixo paralelo ao eixo Oy com a mesma orientacdo que este e
passando pelo ponto A é denominado eixo das tangentes.

. . n T . . . . ~
Vimos também que, se um angulo 6 tal que 9¢E+k~n, k € Z , tem imagem no ciclo trigonométrico P, entao

a tangente de 6 é a medida algébrica do segmento A_Pl, onde P; é aintersecdo da reta OP com o eixo das

tangentes.
eixo das
tangentes
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A fungdo tangente é a fun¢do de Dy em R definida por f(x)=tgx.

T
O dominio da fungdo tangente é Dy, ={x € R|x¢5+kn, keZ} e aimagem Imy =R.

A funcdo tangente é periddica de periodo .

Vamos analisar o grafico da funcdo tangente, estudando os valores da tangente de um angulo de 0 a 2x.
Assim, observe o que acontece com o segmento orientado AP; conforme o ponto P da uma volta no ciclo

trigonométrico.

[ERN
10

. De A até B, ou seja, de =0 até 6=§ (exclusive), a tangente cresce de f(0)=tg0=0 até +oo.

N
10

Y . T . , p
. De B até A’, ou seja, de 6=E (exclusive) até =1, a tangente cresce de —oo até f(n)=tgn=0.
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w
10

. . . 3 . .
. De A’ até B’, ou seja, de 6= até 9=7n (exclusive), a tangente cresce de () =tgn=0 até +oo.

IS
10

3 , .
. De B’ até A, ou seja, de O :711 (exclusive) até =27, a tangente cresce de —o até f(2m)=tg2n=0.

A andlise da tangente no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de crescimento e os pontos de
descontinuidade.

Vamos estudar a segunda derivada da fun¢do para identificar a sua concavidade.

f(x)=tgx:>f'(x)=sec2x:>f"(x)=2tgx-sec2x
Assim, no 12 e no 32 quadrantes, onde a funcdo tangente é positiva, a segunda derivada serd positiva e a
concavidade da funcdo estara voltada para cima. Jd no 22 e no 42 quadrantes, onde a func¢do tangente é
negativa, a segunda derivada sera negativa e a concavidade da funcdo estard voltada para baixo. Nos arcos de
imagem A e A’ ocorrem mudancas de concavidade, ou seja, esses pontos sdao pontos de inflexdo da fungao
tangente. Nos arcos de imagem B e B’ também ha mudanca de concavidade antes e depois, mas eles sao
pontos de descontinuidade.

A partir dessa andlise, vamos construir um esboco do grafico da funcdo tangente.

TR T T B
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1.4. FUNGCAO COTANGENTE

J& vimos que, no ciclo trigonométrico, o eixo paralelo ao eixo Ox com a mesma orientacdo que este e
passando pelo ponto B é denominado eixo das cotangentes.

Vimos também que, se um angulo 0 tal que O#k-nt, keZ, tem imagem no ciclo trigonométrico P, entdo a

cotangente de 0 é a medida algébrica do segmento IE onde P, é a interse¢do da reta OP com o eixo das

cota ngentes.
eixo das
tangentes
y A A
B , ¢©ixodas
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A funcdo cotangente € a funcdo de Do em R definida por f(x) =cotgx.

O dominio da fung¢do cotangente é D ={xe]R|x¢k1t,keZ} e aimagem Img,,, =R.

cotg

A funcdo cotangente é periddica de periodo 7.

Vamos analisar o grafico da funcdo cotangente, estudando os valores da cotangente de um angulode 0 a 27.
Assim, observe o que acontece com o segmento orientado BP, conforme o ponto P da uma volta no ciclo

trigonométrico.

12. De A até B, ou seja, de 6 =0 (exclusive) até ng, a cotangente decresce de +oo até f(g):cotggzo.
P . s . . T T ,
22. De B até A, ou seja, de OZE até O=m (exclusive), a cotangente decresce de f(fj:COthZO até —o.
’ 4 ’ . . , 37[ ,
32, De A’ até B’, ou seja, de O=m (exclusive) até 6:?, a cotangente decresce de +oo até

f(3—nj:cotg3—n:0.
2 2
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3 X ) 3 3 ,
42, DeB'até A ouseja,de 0= 7“ até 0 =2m (exclusive), a cotangente decresce de f(;j = cotg;n =0 até —oo.

A analise da cotangente no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de decrescimento e os
pontos de descontinuidade.

Vamos estudar a segunda derivada da funcdo para identificar a sua concavidade.

2 2

f(x)=cotgx =>f'(x) =—cossec” x = f"(x) =2cotgx - cossec” x

Assim, no 12 e no 32 quadrantes, onde a fungdo cotangente é positiva, a segunda derivada serd positiva e a
concavidade da funcdo estara voltada para cima. J4 no 22 e no 42 quadrantes, onde a funcdo cotangente é
negativa, a segunda derivada serd negativa e a concavidade da funcao estara voltada para baixo. Nos arcos de
imagem B e B’ ocorrem mudancas de concavidade, ou seja, esses pontos sdo pontos de inflexdo da funcdo
cotangente. Nos arcos de imagem A e A’ também ha mudancga de concavidade antes e depois, mas eles sdo
pontos de descontinuidade.

A partir dessa analise, vamos construir um esboco do grafico da fungdo cotangente.
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1.5. FUNCAO SECANTE

A s .. . . o , ,
Seja 6 um angulo tal que 9¢E+k-n, keZ , e cuja imagem no ciclo trigonométrico é P. A secante de 0 é a

medida algébrica do segmento OP', onde P' é a interse¢ao da reta tangente ao ciclo trigonométrico em P
com o eixo dos cossenos.
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Pn

sec=O0P'

A fungdo secante é a fungdo de Dy, em R definida por f(x)=secx.
n
O dominio da fun¢do secante é Dgo = {x eR|x ¢E+ krn, ke Z} e aimagem

Imgge = ]—00,—1]U[1,+0[ =R-]-1,1[.

A funcao secante é periddica de periodo 27 .

Vamos analisar o gréfico da funcdo secante, estudando os valores da secante de um angulo de 0 a 2w . Assim,

observe o que acontece com o segmento orientado OP' conforme o ponto P dd uma volta no ciclo
trigonométrico.

T
19. De A até B, ou seja, de 6=0 até e:E (exclusive), a secante cresce de f(0)=secO=1 até +oo.
P . T . , ,
29, De B até A’, ou seja, de 6=E (exclusive) até O=1, a secante cresce de —o até f(n)=sect=-1.
’ 4 Vi . 7 37-[ . ;
392, De A’ até B’, ou seja, de O=m até 9=7 (exclusive), a secante decresce de (1) =secm=-1 até —o.
) s : 3n : . .
49, De B’ até A, ou seja, de 6=7 (exclusive) até =27, a secante decresce de +oo até f(21) =sec2n=1.

A analise da secante no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de crescimento, decrescimento,
os pontos de maximo e minimo locais e os pontos de descontinuidade.
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Vamos estudar a segunda derivada da funcdo para identificar a sua concavidade.
F(x) =secx = f'(x) = secx - tgx = f"(x) = secx-(tg?x +sec?x)

Assim, no 12 e no 42 quadrantes, onde a fungdo secante é positiva, a segunda derivada serd positiva e a
concavidade da func¢do estara voltada para cima. J4 no 22 e no 32 quadrantes, onde a fungdao secante é
negativa, a segunda derivada sera negativa e a concavidade da fun¢do estara voltada para baixo.

A partir dessa andlise, vamos construir um esboco do grafico da funcdo cotangente.

et e T

1.6. FUNGAO COSSECANTE

Seja O um angulo tal que 0#k-mt, keZ, e cuja imagem no ciclo trigonométrico é P. A cossecante de O é a

medida algébrica do segmento OP", onde P" é a interse¢do da reta tangente ao ciclo trigonométrico em P
com o eixo dos senos.

cossec = OP"




Yy uld'W mMoObpuLo 8

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

A fungdo cossecante é a fungdo de Do €M R definida por f(x)=cossecx.

O dominio da fungdo secante é D ={xeR|x=kr, keZ} e aimagem

cossec
IMcossec = ]_°°:_1] v [1;+°0[ =R- ]—1,1[ .

A funcdo cossecante é peridédica de periodo 27 .

Vamos analisar o grafico da funcdo cossecante, estudando os valores da cossecante de um angulo de 0 a 2x.

Assim, observe o que acontece com o segmento orientado OP" conforme o ponto P dd uma volta no ciclo

trigonométrico.

[EEN
10

, . . , T , (T T
. De A até B, ou seja, de =0 (exclusive) até ng, a cossecante decresce de 40 até f(ij :cossecE =1.

P . T , . T T ,
. De B até A’, ou seja, de 0 :E até O=m (exclusive), a cossecante cresce de f(Ej:cossecE =1 até +o0.

N
10

. . . , 37 i
32, De A’ até B, ou seja, de O=m (exclusive) até 6:7, a cossecante cresce de -—oo até

f(ﬁj = cossec3—7t =-1.
2 2

3 3r 3r
49, De B’ até A, ou seja, de 9=7n até 0=2mn (exclusive), a cossecante decresce de f(Tj:cossec7=—1

até —oo.

A andlise da cossecante no ciclo trigonométrico permitiu identificar os intervalos de crescimento,
decrescimento, os pontos de maximo e minimo locais e os pontos de descontinuidade.

Vamos estudar a segunda derivada da fun¢do para identificar a sua concavidade.

f(x) = cossecx = f'(x) = —cossecx - cotgx = f"(x) = cossecx - (cotg? x + cossec*x)

Assim, no 12 e no 22 quadrantes, onde a funcdo cossecante é positiva, a segunda derivada sera positiva e a
concavidade da funcdo estard voltada para cima. J4 no 32 e no 42 quadrantes, onde a funcdo cossecante é
negativa, a segunda derivada sera negativa e a concavidade da funcdo estara voltada para baixo.

10
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A partir dessa andlise, vamos construir um esboco do grafico da funcdo cotangente.

e

=

---‘-I'-_----
i

|

2. ESTUDO DOS GRAFICOS

Vamos estudar os graficos de func¢des trigonométricas da forma f(x)=Asen(Bx+C)+D. Para isso vamos
analisar a influéncia de cada um dos coeficientes separadamente. Observe que o desenvolvimento feito para a
funcdo cosseno se aplica de maneira similar as outras fungdes trigonométricas.

2.1. REFLEXAO EM RELACAO AO EIXO Ox

A funcdo f(x)=—senx possui grafico simétrico ao grafico de g(x) =senx em relagdo ao eixo Ox.

(-]
-

0

]

11
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2.2. AMPLITUDE

A fungdo g(x)=senx tem amplitude 1 e imagem Im, =[-1,1]. A fungdo f(x)=Asenx, com A>0, tem

amplitude A e imagem Im¢ =[-A,A].

Exemplo: O gréfico da fungdo f(x)=2senx tem amplitude A=2 e imagem Im=[-2,2].

Ay
A=2>1
2
1
.................. . S ———
1
1
] 3T
i
1 <)
— T -
o T : D I
2 :
i
1
----------------------------------------- L L T T I' T
-1
flx) = Zaenr
..... _:é"---'-'-"---'---'--'---'---"--- mmmmm e

1 1 11
Exemplo: O grafico da fungao f(x)=zsenx tem amplitude AZE e imagem Imz[—— 5}

’

|
p—
~—
b
F==—t--
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2.3. PERIODO

A funcdo f(x)=senBx possui periodo Tzlz—n.

Bl

2
Exemplo: A fungdo f(x)=sen2x possui periodo T:?n:n.

Ay
B=2>1
1
—1
~ X . , 21
Exemplo: A funcao f(x)=sen§ possui periodo Tzl/—2:4n.

2.4. DESLOCAMENTO HORIZONTAL

O grafico da funcdo f(x)=sen(Bx+C) é igual ao grafico igual ao gréifico de g(x)=senBx deslocado na
C C C
horizontal de 3 Se (—Ej >0, o grafico se desloca para a direita e, se (—Ej<0, o grafico se desloca para a

esquerda.

13



MATEMATICA B [e]o]8]NeX:]

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

OBSERVAGAO

Para encontrar o deslocamento na horizontal da funcdo f(x)=sen(Bx+C), devemos fazer
C - . o .

Bx+C=0<:>x=—E. Se o resultado for positivo, o deslocamento é para a direita e, se for negativo, o

deslocamento é para a esquerda.

Exemplo: A funcdo f(x):sen(x+%j tem grafico igual ao de f(x)=senx deslocado de % unidades para a

esquerda.

Ay

f(x) = sen (JL - —

14
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Exemplo: A funcdo f(x)=sen(2x—g) tem gréafico igual ao de f(x)=senx deslocado de g unidades para a

direita.

2.5. DESLOCAMENTO VERTICAL

O grafico da funcdo f(x)=senx+D é igual ao grafico de f(x) =senx deslocado na vertical de D unidades. Se
D >0, o grafico se desloca para cima e, se D<0, o gréafico se desloca para baixo.

Exemplo: A fungdo f(x)=senx+1 tem grafico igual ao de g(x)=senx deslocado de 1 unidade para cima.

flax) = senx + 1

()

Y= Se—

Exemplo: A fungdo f(x)=senx—1 tem grafico igual ao de g(x)=senx deslocado de 1 unidade para baixo.

15
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Ay
_______ 1 S
—1
0 3m/2

£

f(x) = senxz — 1

O grafico de f(x)=Asen(Bx+C)+D é tal que:

e |Al é a amplitude;

2w, ,
e T=— é o0 periodo;

B

° (—E é o numero de fase, ou seja, o deslocamento na horizontal (para direita, se positivo, ou para a

esquerda, se negativo); e

¢ D indica o deslocamento vertical (para cima, se positivo, ou para baixo, se negativo).

Exemplo: Construa o grafico de f(x) =25en(2x—%j+1.

19. Constréi-se f; (x)=senx.
. . , 2n
2°. Constréi-se f, (x)=sen2x, a partir de f;, com periodo T:7: T
32. Constréi-se f3 (x):sen(Zx—Ej, a partir de f,, deslocando-se g na horizontal para a direita.

16
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42, Constroi-se f, (x):Zsen(Zx—gj, a partir de f;, com amplitude 2.

. e ) . .
59, Constroi-se f(x)=25en(2x—zj+1, a partir de f;, deslocando-se 1 na vertical para cima.

f(x) = 2sen | 2x ) 41
f;|»" ) = 28en : 2xr — "

fa(x) = sen { 2. ‘|

&0

2.6. CALCULO DO PERIODO

Seja f(x) uma funcdo periddica de periodo P, entdo o periodo da fungdo g(x)=A-f(Bx+C)+D é =P

IB|

Note que as fung¢des seno, cosseno, secante e cossecante sao periddicas de periodo 2w e as fungdes tangente
e cotangente sdo periddicas de periodo 7.

Exemplo: Calcule o periodo das seguintes fungdes.

a) y=sen2x b) y=cos§ c) y=tg3x d) y=cotg§

e) y:sec(x+§) f) y:cossec(ZX—gj g) y:2tg(x+Tnj+3 h) y=

17
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RESOLUCAO:
21 21 T T
T=—= b) T=——=4 T== d) T=—=3
2) ) " ) 1/2 . 2 3 ) 1/3 .
27 27 T 27
e) 1 " ) ;" 8) 1/6 . ) 3

PP n
Sejam f; (x) e f,(x) duas fungdes periédicas de periodo P, e P,, respectivamente, com P; #P,. Se P—1=—1,

2 M
onde n; e n, sdo inteiros positivos e primos entre si, entdo as funcdes (f1+f2)(x)=f1(x)+f2(x) e

(% )(x)=f,(x)-f,(x) sdo periddicas de periodo P=n,P; =nP; .

Exemplo: Calcule o periodo das seguintes fungdes.

a) y = tg3x+cosax b) steng-cos?ax c) y =secx —senx
RESOLUGAO:
2 P 3 2

a) tg3x:P1=E;cos4x;pzz_n:E;_1:ﬂ:_:>-|-:3ﬂ:2£27E

3 4 2P, w2 3 2

2 P, 4n 6 2
b) Senil P1=—n=4ﬂ?,' cos3x: P2:2_TC;_1:_T[ :—:>T:1'4ﬁ=6-—n=4n

1/2 3'p 213 1 3

c) y=secx—senx: P, =P, =27

1—1~25enxcosx 1—lsen2x
2 2

1 1—senxcosx
Y =SecX —Senx=———senx = =
COSX COSX COSX cosX

1 2 P 1
1-——sen2x: Plz—n:n; cosx: P, =2m; AT S T=2.n=12rn=2n
2 2 P, 2rn 2

3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Vamos agora estudar as funcgdes trigonométricas inversas. Todas as fungdes trigonométricas que nds
estudamos ndo sdo bijetoras. Para podermos definir suas fung¢des inversas, vamos restringir o dominio das
funcbes de maneira conveniente a fim de obter uma funcdo bijetora. O grafico das funcdes trigonométricas

18
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inversas pode ser obtido refletindo-se o grafico da fungdo trigonométrica em relacdo a reta y=x (bissetriz

dos quadrantes impares).

3.1. FUNGCAO ARCO SENO

Seja f:[—g,g}a[—l,l] tal que f(x)=senx uma funcdo bijetora, entdo a sua inversa é

f1 :[—1,1]—)[—%,%} tal que f (x)=arcsenx. Assim, temos: y = f(x) =senx <> x =f 1 (y)=arcseny.

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL:

0=arcsenk, ke[-1,1] <> senb=k A ge[_g’g]

Propriedades:

arcsen(—x) =—arcsenx, Vxe[-1,1]
sen(arcsenx)=x; Vxe[-1,1]

arcsen(seny)=y; Vye [—gg}

A figura seguinte mostra o grafico da fung¢do arco seno.

N |

f ](l) — (L'I‘(_‘:'x'_(:ll‘;l‘

}
)

|
A
)
|

=Y

>
’
i
t
1
1
1
)
~
1
1
1
1
1
1
1
1
1
'l
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3.2. FUNCAO ARCO COSSENO

Seja f:[0,n] —>[-1,1] tal que f(x)=cosx uma funcio bijetora, entdo a sua inversa é f *:[-1,1] —[0,7] tal

que f(x)=arccosx. Assim, temos: y =f(x) =cosx <>x =1 (y)=arccosy .

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL:

O=arccosk, ke[-1,1] <> cosO=k A 6€[0,n]

Propriedades:

arccos(—x) = m—arccosx, Vxe[-1,1]
cos(arccosx) =x; Vxe[-1,1]

arccos(cosy)=y; Vye[0,n]

A figura seguinte mostra o grafico da fungdo arco cosseno.

=

L}
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3.3. FUNCAO ARCO TANGENTE

Seja f:}—g,g[—ﬂ@ tal que f(x)=tgx uma funcao bijetora, entdo a sua inversa é LR —)}—g,g{ tal que
f~1(x) =arctgx. Assim, temos: y =f(x) =tgx <>x=f 1 (y)=arctgy.

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL:

O=arctgk, ke R tgd=k A ee:l_g,g[

Propriedades:

arctg(—x) =—arctgx, VxeR

tg(arctgx)=x; VxeR

T T
tg(tgy)=y; Vye |—— =
arctg(tgy)=y VE} > 2[

A figura seguinte mostra o grafico da fungao arco tangente.

y A

e e ek

fTi(x) = arctgx
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3.4. FUNCAO ARCO COTANGENTE

Seja f:]0,n[ >R tal que f(x)=cotgx uma funcio bijetora, entdo a sua inversa é f":R—]0,n[ tal que

f~1(x) =arccotgx. Assim, temos: y =f(x) =cotgx <> x=f"*(y)=arccotgy .

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL:

0 =arccotgk, ke R < cotgf=k A 0]0,x[

Propriedades:

arccotg(—x)=m—arccotgx, VxeR
cotg(arccotgx)=x; VxeR

arccotg(cotgy)=y; Vye|0,n]

A figura seguinte mostra o grafico da funcdo arco cotangente.

__________________________________________________________________________________

£ Yx) = arccotgr

=

L R el el
£

22



Yy uld'W mMoObpuLo 8

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN

3.5. FUNCAO ARCO SECANTE

Seja f:[O,g{u}g,n} — |-o0,—1]U[1,+[ tal que f(x)=secx uma fungo bijetora, entdo a sua inversa é

£L :]—oo,—l]u[1,+oo[%[O,g{u}g,n} tal que f1(x)=arcsecx. Assim, temos:

y=f(x)=secx < x=f"1(y)=arcsecy.
PROPRIEDADE FUNDAMENTAL:

O=arcseck, ke R < secO=k A Oe[o,g[u:lz,n]

Propriedades:

arcsec(—x)=m—arcsecx, VxeR

sec(arcsecx) =x; Vx & J-o0,—1]\U[1,+o0]

arcsec(secy)=y; Vye {Og{ U }g,n}

A figura seguinte mostra o grafico da fungdo arco secante.

23
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3.6. FUNCAO ARCO COSSECANTE

Seja f:{—g,o{u}o,g}—>]—oo,—1]u[1,+oo[ tal que f(x)=cossecx uma funcdo bijetora, entdo a sua inversa
é f1 : [o0,—1] U1, +00] > [—%,O{ U}O,g} tal  que f1(x)=arccossecx.  Assim,  temos:
y =f(x) =cossecx < x = 1 (y) =arccossecy .

Propriedade Fundamental:

0 =arccosseck, ke R < cossecO=k A ee[—g,o[u}o,ﬂ

Propriedades:

arccossec(—x) = —arccossecx, Vx e R

cossec(arccossecx) =x; Vx & [0, —1] U[1, 400

arccossec(cossecy)=y; Vye {—2,0{ U }Og}

A figura seguinte mostra o grafico da fungdo arco cossecante.

24
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3.7. OUTRAS PROPRIEDADES
cos(arcsenx) =v1-x%, Vxe[-1,1]
sen(arccosx) =v1-x?, ¥xe[-1,1]

n

arcsenx +arccosx =, vxe[-1,1]
n

arctgx +arccotgx = VxeR

arcsecx + arccossecx = g, Vx € |0, —1] U [1,+o0]

1); wxe[-1,1]- {0}

arcsenx =a rccossec(
X

arccosx = arcsec( -1,1]-1{0}

X | =

arctgx = arccotg(

X | =

i VxeR

Jos
} e
)

arctgx =arc cotg(

X | =

3.8. QUADRO RESUMO

FUNCAO INVERSA DOMINIO IMAGEM

T

y =arcsenx 1,1 =z

xel-11] vel-2.2]

y =arccosx xe[-1,1] ye[o,x]

y =arctgx R ye}_ﬁ E{

X e 2I2

y =arccotgx xeR ye]O,Tc[
y =arcsecx x € |-o0,—1]U[1, 40 yelo,n]- {g}

T

y =arccossecx xe]—oq—]_]u[]_'q-oo[ ye[——,—}—{O}

25
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Exemplo: Calcule o valor das expressdes a seguir:

1
a) arcsen—
2

243
f) arccossecT

RESOLUCAO:

a) arcsen

N |-

r
6

T
d) arccotgl=—
) g 2

g) arcsen(—l) =T
2 6

j) arccotg(—/3) =2Z

2
b) arccos—
2

g) arcsen(—lj
2

b) arccos— I
2

c) arctg\/g
h) arccos(—?j

N

4

e) arcsec2 = ks
3

h) arccos(—?] = o1

d) arccotgl e) arcsec?2

i) arctg(-1) j) arccotg(—/3)
c) arctg«/_zg

243 1w
f) arccossec——=—
3 3

i __I
i) arctg(—1) = p

26
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EXERCICIOS DE COMBATE

1. (EPCAr 3A 2008) Resguardado seu respectivo dominio, o grafico que representa um periodo da funcao f

sen(;E + xj -cos(m—x)

definida por f(x)= 3 é
2cos(27T +x) -cotg(m+x)
b)
0
X
.2‘}
|

c) d)

x'

N= o
N
A
x

s
2. Assinale a alternativa cujo grafico pode representar a fungdo f(x)= 2cos(2x —Zj -1

a) b)

27
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c) d)

3. (ITA 2008) O conjunto imagem e o periodo de f(x):ZSen2(3x)+sen(6x)—1 sdo, respectivamente,
a) [-3,3]e2n

27
b) [-2,2] e 5

c) [—\/5,«/5] eg

T
d) [-1,3]e 3

27
e) [-1,3]e 5

4. (ITA 1998) Seja f: R — R a fungdo definida por f(x)=2sen2x —cos2x . Ent3o:
a) f é impar e periddica de periodo r.

b) f é par e periddica de periodo 7/2.

28
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c) f ndo é par nem impar e é periddica de periodo 7.
d) f ndo é par e é periddica de periodo n/4

e) f ndao é impar e nao é periddica.

5. (ITA 2006) Seja f:R—R definida por f(x)=\/ﬁsen[5(x+gﬂ e seja B o conjunto dado por

B={xeR:f(x)=0}.Se m é o maior elemento de BN(—x,0) e n é o menor elemento de BN (0,+x), entdo

m+n éigual a

27

a) —
15

b) =
15

T
c —_——
) 730
d)
15
e) _2n
15

6. (ITA 2000) Considere f: R — R definida por f(x)=25en3x—cos(x_7nj . Sobre f podemos afirmar que:

a) é uma funcdo par.

b) é uma fungdo impar e periddica de periodo fundamental 47.
c) é uma fungdo impar e periddica de periodo fundamental 41/3.
d) é uma funcdo periddica de periodo fundamental 27.

e) ndo é par, ndo é impar e ndo é periddica.

. 2 cos(2x) 1
7. (AFA 2015) Considere as func¢des reais f e g definidas por f(x)==- 1 , g(x)==—f(x)
2 | 2sen(2x) > 2

e marque a alternativa INCORRETA.
a) O conjunto imagem da fungdo f é o intervalo [0,1].

b) A funcdo g é impar.
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1
c) A funcdo real h definida por h(x):—5+g(x) possui duas raizes no intervalo [Og}

, T
e —.

1
d) O periodo da funcgdo real j definida por j(x)=‘—5+g(x)

sen2x

8. (AFA 2014) Sejam f e g fungdes reais dadas por f(x)= e g(x)=2, cada uma definida no seu

COSX
dominio mais amplo possivel.

Analise as afirmacdes abaixo.

l. O conjunto solucdo da equacdo f(x)=g(x) contém infinitos elementos.
3n 5
II. No intervalo [f,f] a fungao f é crescente.

[ll. O periodo da fungdo f é p=m.

Sobre as afirmacdes é correto afirmar que
a) apenas lll é verdadeira.

b) apenas | e Il sdo verdadeiras.

c) todas sdo falsas.

d) apenas Il e lll sdo verdadeiras.

9. (AFA 2013) Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a altura da onda varie com o

tempo de acordo com o modelo f(x)=3sen(§+%x)sen(%xjsen(%xj em que y=f(x) é a altura da onda,

em metros, e x 0 tempo, em minutos.
Dentre as alternativas que seguem, assinale a Unica cuja conclusio NAO condiz com o modelo proposto.
a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.

b) Entre o momento de detec¢do de uma crista (altura maxima de uma onda) e o de outra seguinte, passam-
se 2 minutos.

c) Dezero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas.

d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ... segundos sdo sempre iguais.

senx COSX
+

10. (AFA 2013) Sejam as func¢des reais f, g e h definidas por f(x)= , g(x)=lsecx| e

cosseCx secx

h(x) =|cossecx|, nos seus dominios mais amplos contidos no intervalo [0,2n].
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A(s) quantidade(s) de intersecdo(des) dos graficosde f e g; f e h; g e h é(sdo), respectivamente

a) 0,0e4
b)3,1e4
c) 2,3e4
d 0,2e3

11. (AFA 2012) Considere A o conjunto mais amplo possivel na fungdo real

senx  COSX . , i
f(x)= + . Sobre a fungdo f é correto afirmar que
cossecx secx

k
a) A:{xeR|x¢7“, keZ}.
b) é periddica com periodo igual a 7.
c) é decrescente se xe{xeR|§+2kn<x<n+2kn, keZ;.

d) é impar.

sen3x +sen
12. (AFA 2011) O periodo da funcdo real f definida por f(x) _ SENOXTSENX o igual a

€cos3X +CcosX
a) 2w
b)

c)

a3

d)

f:A—IR, dada por

13. (AFA 2010) Sobre a fungéo real f definida por f(x)=—1—|6(senx)(cosx)|, ¢ INCORRETO afirmar que:

a) Im(f)=[-1,2].
, T 371
b) é decrescente para todo XE|:Z,T:|.

c) possui 8 raizes no intervalo [0,27].

d) tem periodo igual ao periodo da fungdo real g dada por g(x)=2f(x).
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1 sen(——zj

14. (AFA 2009) Considere a fungdo real f:A —[1,3] definida por f(x)= 2 6. Sabendo-se que a
-2 1

funcdo f é inversivel, é correto afirmar que um possivel intervalo para o conjunto A é

[ 7n}
a) iy _
1373
o) 4_n,7_n}
1 3°3
[arn 10n}
C) - T _
L 3
(77 1
) _n,ﬂ}
1373

15. (AFA 2009) Em relagdo a fungdo real f definida por f(x):‘1—85en2(2x)cosz(2x)‘—2 é INCORRETO

afirmar que

a) Im(f)=[-2,-1]

- . T T
b) tem seu valor minimo como imagem de algum xe| —,— |.
8 4
, . - T
c) seu periodo é igual a g

, . T 3w
d) é estritamente crescenteem | —,— |.
16 16

). .
il -[—x——} intercepta o eixo x nos pontos
cos(x) 7

16. (EFOMM 2012) O gréfico da funcdo f(x):{arctg(&(x)j ’;

de coordenadas:

2 (50)< (59
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e) (O,E) e (0,—Ej
7 5

17. (EsPCEx 2015) A populagdo de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de chuvas da regido. Ela
cresce no periodo chuvoso e decresce no periodo de estiagem. Esta populacdo é descrita pela expressao

-2 . . . .
P(t)=10° [cos((t?jnj+5] em que o tempo t é medido em meses. E correto afirmar que

a) o periodo chuvoso corresponde a seis meses do ano.
b) a populacdo atinge seu maximoem t=6.

c) o periodo de seca corresponde a 4 meses do ano.
d) a populagdo média anual é de 6.000 animais.

e) a populagdo atinde seu minimo em t=4 com 6.000 animais.

2cos(2x - gj cos(x + 1)

18. (EN 2015) Sejam A a matriz quadrada de ordem 2 definida por A= efa

COSX 1

funcdo real tal que f(x):‘det(A+AT) , onde AT representa a matriz transposta de A. O grafico que melhor

representa a funcdo y=f(x) nointervalo —-n<x<m é

a) b)

e

3 2 o 1 2 3 x 3 2 1 0 1 2 3 X
c) d)
AY
P \ /\1’ \
:l \ '( \
3 2 4 *x 3 2 4 o 1 2 3 %
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e)

R 4

2
19. (EN 2014) Considerando que a fungdo f(x)=cosx, 0<x<m, é inversivel, o valor de tg(arccosg) é

1
a) ———
5
4
b) _E
1
) ———
2
g V21
25
a1
e

X
20. (EN 2013) Qual o valor da expressao \/cossecznx+cotg—+2, onde x é a solugdo da equacgao

trigonomeétrica arctlgxwtarctg(ijzE definida no conjunto R —{-1}?
x+1/ 4

a) \3

b) -1

6+\/§

c)

d) 2

e)
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21. O valor de arcsen(1/3)+arcsen(3/4) é:

J7-612

12

N7 +642

12

a) arcsen

b) arccos

c) 1200

214 -3
d) arcsen
12
2414 -3
e) arccos 5

22. O valor de arcsen(2/3)+arcsen(3/4) é:

27 +35
12

a) arcsen

b) arccos

2\/7+3«/_J

y

JﬁeJ

c) 1500

ﬁ
(6]
Ch

e) arccos

|
o s 5
|

23. Qual o valor de arcsen(senZOOOo)?

a) 2000°

b) 100w

) —

T
d) =
)9
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24. Resolva a equagao arcsen(x\/g)=arcsen(2x)—arcsen(x).

X X 1
25. A soma das solugdes da equagao arctgz—arctgg :arctgg é:

a) 3
b) 4
c)5
d) 6
e) 8

26. (IME 2010) O valor da expressao y:sen[arcsen(az—1)+arccos(a2—1)] onde a é um numero real e

ae(-1,0), é:
a) -1
b) 0

4 5
27. (IME 2001) Calcule o valor exato de: sen{Zarccotg(gﬂ +cos{2arccossec(zﬂ .
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GABARITO

n
sen| ~+x |-cos(m—x
(2 j (=) cosx-(—cosx) 1
= =—>CosX

3 B .
ZCOS(;+X)'COtg(n+x) 2senx-cotgx 2

f(x)=

1
O grafico da alternativa d é o que corresponde a multiplicacdo da cossenoide em [O,Zn] por -5

RESPOSTA: D

2
2. A fun¢do tem imagem [—3,1], periodo P:%E:n e estd deslocado 2x—§=0©x:g unidades para a

direita. Logo, o gréfico correto é o da alternativa d).

RESPOSTA: D

3.
f(x) =2sen’ (3x)+sen(6x)—1=sen(6x)—cos(6x)= x/isen(6x —g)

2
Logo, o conjunto imagem é dado por [—x/i,\/ﬂ e o periodo é dado por ?n zg.

RESPOSTA: C

4.

2 1
f(x) =2sen2x —cos2x = \/g(—senZX ——costj

NN

2 1
Seja 0 tal que cosO=— e senB=—, entdo

=
f(x) =/5(sen2xcos 0 —senBcos2x) = /5sen(2x —0)

Andlise da paridade:

f(—g) = «/gsen(z(—gj - Gj — J5sen(-20) = —/5sen20

f(gj :\/Esen(z-g—()j =/5sen(0)=0

37



Yy uld'W mMoObpuLo 8

PROF. RENATO MADEIRA PROMILITARES — AFA/EFOMM/EN
Como sen26:25en6c056:2-i-i:ﬂ;to, entdo f(—gj;ﬁf(gj e f(—gji—f(gj.
545 5 2 2 2 2

Logo, f ndo é par e nem impar.
2
Cdélculo do periodo: Pz;n:n.

RESPOSTA: C

5.
T 57 57 n k=n
f(x)=+/77sen| 5 X+E =0<sen 5x+? =O<:>5x+?=kn,keZ<:>x=—g+?,keZ

:B:{XER:f(X)ZO}:{xesz:—g+k§,keZ}

. n
O maior elemento de B (—o0,0) ocorre quando k=0, entdo m =z

« T n
O menor elemento de B (0,+0) ocorre quando k=1, entdo n= _E+§ =—.

T T 4 27
S>m+n=——+—=——=——,
6 30 30 15

RESPOSTA: E

6.
f(x) =2sen3x —cos(x_—n) =2sen3x —cos(i—gj =2sen3x —sen5
2 2 2 2
Andlise da paridade:
X X X
f(—x) =2sen(—3x) —sen(—gj =_—2sen3x + senE = —(25en3x —senz) =—f(x)

Logo, f é uma funcdo impar.

E possivel chegar a essa mesma conclusdo a partir do fato de f ser uma diferenca de duas funcdes impares,
gue também é uma funcgdo impar.

Obtencao do periodo:

2 2 2
O periodo de 2sen3x é ?n; e o periodo de —seng é —n:4n. Como ?n-6:4n-1 e mdc(6,1)=1, entdo o

12

periodo de f(x)=25en3x—sen§ é4m.

RESPOSTA: B
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7.

1 2 cos(2x) X
f(x)==- 1 :E-(l—Zsen(Zx)cos(Zx))=E-(1—sen(4x))

2 | 2sen(2x) E

sen(4x)

g(x) =%—f(x) =%—%~(1—sen(4x)) = que é um fungdo impar.

a) CORRETA:
—1<sen(4x)<1< -1<-sen(4x)<1<0<1-sen(4x)<2

SN OS%-(l—sen(4x))£ 1=1Im(f)=[0,1]

sen(4(—x)) _ sen(—4x) _ —sen(4x)

b) CORRETA: g(—x)=
2 2 2

=—g(x), o que implica que g é uma fungdo impar

c) INCORRETA:

sen(4x)

h(x)z—%+g(x):—%+ :O<:>5en(4x):1<:>4x:§+2kn,keZ

ox=T+ 5 ven
8 2

T T . , . .
Se X €|:O,E:|:>S=:§;, ou seja, ha apenas uma raiz nesse intervalo.

d) CORRETA:
. 1 1 sen(4x)
J(x):‘——+g(x)H——+

2 2 2
_1S—1+sen(4x)Sojj(x)zl_senMx)

2 2 2
. , o, 2n W
Assim, o periodode j é P=—=—.
4 2

RESPOSTA: C
8.

sen2x| [2senxcosx| T
f(x)= = =2|senx|, com cosx #0< x#—+km,keZ.

COSX | COSX | 2
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1) FALSA
f(x)=g(x)<:>|2$enx|:2<:>|senx|:1<:>senx=i1<:>x:§+kn,k e’

Mas essas solucdes ndo pertencem ao dominio de f, logo S=.

Il) FALSA
3 3 3 3
Contraexemplo: f(sz‘ZSenf‘:ﬁ e f(n)=[2senn =0, ou seja, Tn<n e f(fj>f(0).

[11) VERDADEIRA
O periodo de f(x)=[2senx| é p=m=.
A seguir encontra-se um esboc¢o do grafico das duas fungdes, onde podem ser observados os pontos de

- . 3n 5n ,
descontinuidade de f, o seu comportamento no intervalo T,T e o seu periodo.

| |
Ay | |
5 g ;
‘ T L4
| |
f
L B | [
| |
0 | |
; e VAN
-2 0 m2 3w OF 3n2 2m  x
4 4
RESPOSTA: A
9.

T T7X X X X X X
f(x)=3sen(—+—]sen(—jsen(—j=3cos(—jsen(—)sen(—j=
2 4 4 2 4 4 2
3 (nx) (nxj (nxj 3 ( nx) (nxj 3 z(nxj
=—-.2sen| — |cos| — [sen| — |=—-sen| 2-— |sen| — |=—sen"| — |=
2 4 4 2 2 4 2 2 2

3 1-cos(nx) 3 3
:_.—:——Z-cos(nx)

3 3
Como a fungdo senx tem imagem [—1,1], entdo a imagem de f(x)z;sen2 (%Xj é [O,E} .

3 3 2
O periodo de f(x)zz—z-cos(nx) 6 2%~ 2 (minutos).
T

3
a) CORRETA, pois o valor maximo de f é 5 =1,5.

b) CORRETA, pois o periodo de f é 2.
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3 3
c) INCORRETA, pois o periodode f é 2 e f(O):Z—Zcos(WO):O ndo é uma crista.

d) CORRETA, pois o periodode f é 2min=60s.

RESPOSTA: C

sen cos k
10. O dominio de f(x)= X 189X ¢ tal quex;t?n, onde keZ, que limitado a [0,2n] resulta

CosseCx secx

Dy =[o,2n]—{0,5,n,3—n,2n}.
272

senx COSX  senx COSX
f(x)= = —sen’x+cos’x=1

= +
cossecx secx 1/senx 1/cosx

O dominio de g(x)=lsecx| é tal que x¢§+kn, onde keZ, que limitado a [0,2n] resulta

3
D, =[O,27:]—{E —Tc} A imagem da fungdo g(x)=[secx| é Img =[1,+0q[ e ela assume o valor 1 em {0,m,27x}.

7

O dominio de h(x)=|cossecxl é tal que x=km, onde keZ, que limitado a [0,2w] resulta

D, =[0,27]-{0,m,2n}. A imagem da fungdo h(x)=|cossecx| é Im, =[1,4oc[ e ela assume o valor 1 em

{n 37r}

2°2)°

Como os pontos em que g e h assumem o valor 1 n3do estdao no dominio de f ndao ha pontos de interse¢ao
entre f e g,enementre f e h.

Os pontos de intersecdo entre g e h sdo dados por:

senx|_

1 |
=
senx|

3
|secx| =|cossecx| = = 1©|tgx|=1<:>tgx=i1c>xe{%,f,—,—}

COsX COSX|_

Logo, ha 4 pontos de intersecdo entre g e h.

Observe o grafico a seguir representativo das trés funcoes.

yl | | |
a(x)F(sec| h(x|4?crqancx‘
4 | |

|

|

|

|

|

|

|

3 [ [ i) !
| |

| \ | \ |
|

|

|
O

|

2 [ A oo

senx  cosx
0 COSSecX Secx,

0 2 " 32 20T x RESPOSTA: A
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11. O dominio da fungdo cossecx é dado por senx #0<>x=km, keZ..

O dominio da fungdo secx é dado por cosx # 0 <> x ¢§+kn, ke’Z.

, - . L. senx CoSX .
Além das restri¢gdes anteriores, o dominio de f(x)= + deve satisfazer cossecx#0 e secx#0, 0

cossecx secx
gue ocorre sempre que essas fungdes estao definidas.

Assim, A= xeRlx;tk?n,keZ .

senx  COSX _ Senx  COSX 2 2
Para xe A, temos: f(x)= + = + =sen“x+cos“x=1
cossecx secx 1/senx 1/cosx

Logo, a funcdo f é constante e, portanto, ndo é periédica de periodo 7, ndo é decrescente em nenhum
intervalo e ndo é impar.

RESPOSTA: A

12.

sen3x+senx 2sen2xcosx
f(x) = = =tg2x
COS3X+COSX 2€C0S2XCOSX

Como o periodo da fungdo tgx é 7, segue que o periodo da fungdo f(x)é g

RESPOSTA: D

13.
f(x)= —1+|6(senx)(cosx)| = —1+3|sen2x|

yﬂ
3

YAYAYA

Viv¥Ey ¥ %7

a) CORRETA: Im(f)=[-1,2]

3n T T 37m
— f(x) é decrescente em e crescentede | —,— |.
42 2" 4

-blr-l

b) INCORRETA: Xe{ 2
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c) CORRETA: ha 8 raizes em [O,Zn] .

12
d) CORRETA: O periodo de f(x) é E?nzg O periodo de g(x)=2f(x) é o mesmo de f, pois a multiplicago

por 2 somente altera a amplitude da senoide, ndo afetando o seu periodo.

RESPOSTA: B

14.
1 sen(x—nj

f(x)= 2 6 =1+25en(§—g)
-2 1

A fungdo f:A—[1,3] é se, e somente se, a fungdo g(x) =sen(§—gj for bijetora de Aem [0,1].

T
Como a funcdo seno é bijetora de [E,n} em [0,1], o conjunto A pode ser o conjunto-solucdo de

T X T 4n n
—<———<n&e —<x<—.

2 2 6 3 3

Observe a seguir o grafico da funcao f:

RESPOSTA: B

15.

£(x) =|1—8sen? (2x)cos? (2x)| -2 :‘1—2 : (25en(2x)cos(2x))z‘ —2=[1-2sen?(ax)|-2= lcos(8x)|—2
a) CORRETO

lcos(8x)|€[0,1] = f(x) =|cos(8x)| -2 €[-2,-1] = Im(f) =[-2,—1]

b) CORRETO

k
O valor minimo ocorre quando cos8x =0 <> 8x =§+kn,k el <X =%+§,k e’.
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. ~ . , T T 3T |T T
Assim, um dos valores de x para o qual a funcdo assume seu valor minimo é¢ —+—=— e[—,—} .
16 8 16 [8 4
c) CORRETO

2 4
O periodo de y =cos8x é ngn:%. O periodo de y =|cos8x| é T:% g

d) INCORRETO

T 3n . a ) T 37
Como f| — |=f| — |=-2, a fungdo nao pode ser estritamente crescenteem | —,— |.
16 16 16 16

Observe a seguir o grafico da fungao:

¥

RESPOSTA: D

16.

O gréafico de f(x) intercepta o eixo x quando f(x)=0. Assim,

f(x)={arctg(z:g;]—ﬂ-[—x—ﬂ =0<:>arctg(tg(x))—g=0 v —x—%:O

@tg(x):tg(zj vx=—Leox=LrknkeZ vx=-1
5 7 5 7

Logo, o grafico de f(x) intercepta o eixo x em infinitos pontos, dentre os quais (g,o) e (—E,Oj.

RESPOSTA: A
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17. Restringindo o periodo de analise a um ano, t deve ser um nimero naturalde 0 a 12.

_ 2
A funcdo P(t) =103 (COS(%jRJ+SJ tem periodo T:TRG:H.
T

A fungdo é simétrica em relagdo a reta y:5-103. Assim, a populagao média anual é de 5.000 animais.

A funcgdo cresce de t=0 a t=2, decresce de t=2 a t=8 e cresce de t=8 a t=12. Assim, o periodo
chuvoso ocorre nos dois primeiros e nos quatro ultimos meses do ano. De forma, que temos 6 meses
chuvosos e 6 meses de seca.

A populagdo atinge seu maximo quando

t—2 0<t<12
cos (T)n :1<:>(Tjn:2kn, keZ<t=12k+2, keZ = t=2

P(2)=10° (cos((%)n}r 5) =6.000

A populacdo atinge seu minimo quando

t-2 t-2 0<t<12
cos (T)n :—1<:>(T)n=n+2k7c, keZ<t=12k+8, keZ = t=8

P(8)=10° (cos((gjn] + 5} = 4.000
6

. t-2 , ;. -
A seguir encontra-se o grafico de P(t) =103 (cos(T)nj+5J, para 0<t<12, onde é possivel identificar o

gue foi calculado acima.

Pt) }

6000

5000

4000

RESPOSTA: A
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18.

cos(Zx —E) = cos(E —2xj =sen2x
2 2

cos(x+1)=—cosx

—COSX 1

ZCOS(ZX—EJ cos(x+m) 2sen2x —CcosX T |2sen2x cosx
CcoSX 1

COSX 1

4 2x 0
:>A+AT={ seon X 2}:f(x)=‘det(A+AT)‘=|8$en2x|

A funcio f(x)=[8sen2x| tem imagem [0,8] e periodo Tzz?n:n. Portanto, entre —t e 7 temos dois
periodos completos.

A construcao do grafico é feita sequencialmente:

1°) h(x)=sen(x) (funcdo bésica)

2°) g(x)=sen(2x) (reduz o periodo & metade)

39) (parte negativa é espelhada para cima)

4°) f(x)=8-|sen(2x)|=[8sen(2x)| (imagem ampliada de [0,1] para
[0,8])
RESPOSTA: D

19.
2 2
0= arccos— < cos0 =< A 0e[0,n]

0e[0,m]=sen0>0

, 2 —
sen6=\/1—cos2 = 1—(%) = 1_21'5=%
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V21 i
2 sen 5 421
t — |=tgb= = =
g(arccoss] gO=""3 3 5
5

RESPOSTA: E

20. Sejam arctgx=o. e arctg(L)=B, entdo tga=x, th:L e a,Be —E,E .
x+1 Xx+1 2 2

+
x+1/) 4 4 1-tgatgf
X+——- 2
+2 1
3++1:1<:>X—X2:1<:>2x2+x—1:0<:>x:—1 v X==
1—x X X+1-x 2
x+1

1
Como x+1#0<x#-1, entao x:E. Logo,

X [
\/cossecz nx+cotg%+2 =\/cossec2§+cotg§+2 =\1%2+1+2=2.

RESPOSTA: D
21.
1 2+/2
a:arcsen(l/3),0<(x<£:>senoc:— ecosa:i
2 3 3
3 7
B:arcsen(3/4),O<B<E:> senB:—ecosB:£
2 4 4
y=a+f
1 N7 3 242 7 +6+2
seny=sen(a.+fB)=—-—+—- \/_:\/__F V2
3 4 4 3 12

Como O<a+p <7 é preciso identificar se y encontra-se no 12 ou 22 quadrante. Para tanto vamos calcular o

Seu cosseno.

22 {7 31 2J14-3
12

cosy =cos(a+f3)= .
! l+) 3 4 43

J7+62
12 '

>0Logo, y esta no 12 quadrante e y:arccos(

2./14 —3]
_— ou
12

y:arcsen(
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Referéncia: Temas Selectos de Matematicas Elementales — G. Dorofeiev e outros — pg. 302

RESPOSTA: E

22.

2 5
o =arcsen(2/3), O<oc<§ = senoc=§ e cosa:?

NG
4

3
f=arcsen(3/4), 0<B<§:> senB:Z e cosP=
y=o+f

seny =sen(o.+ ) = 'ng g_M

12

w N

3
4

Como O<a+B<m é preciso identificar se y encontra-se no 12 ou 22 quadrante. Para tanto vamos calcular o
seu cosseno.

V5 V7 32 B5-6

cosy=cos(fo+pB)=————-—= <0
! ( b 3 4 43 12

LOgO, Y estd no 29 quadrante evy= ar‘ccos( ‘3;2_6J

Referéncia: Temas Selectos de Matematicas Elementales — G. Dorofeiev e outros — pg. 302

RESPOSTA: E

23.

2000° :11n+§ = sen2000° =sen(—gj
T T T -

Como ——<——<—, entao:
2 9 2

= arcsen(senZOOOo ) = arcsen(sen(—gD = —5

Referéncia: Chinese Mathematics Competitions and Olympiads 1993-2001 - A. Liu — Pg. 34.
RESPOSTA: E
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24.
sen9:x\/§
6:arcsen(x\/§) Oe[—g g}
—1£x\/§£1<:>—££x£—3
3 3
senal = 2x
o =arcsen(2x) < ae{—g,g} — cosa>0 e cosa=m
—1S2x£1<:>—%£x£%
senf =x
B=arcsen(x) < Be[—g g} = cosP>0 e cosB:\/m
-1<x<1

arcsen( x\/_ =arcsen(2x)—arcsen(x) < 6=a -
= senf=sen(o.—P)=senc.cosB—senPcosa

& x\/§=2xx/1—x2 —xx/1—4x2

12 caso:x=0

20 caso: x £ 0 = V3 =2V1—x% —V1—4x% <3 +V1-4ax2 =241 —x2

1
Elevando ambos os membros ao quadrado, vem: 2\/§V1—4x2 =0 &< x= iE

1 1 1 1
As trés solucdes encontradas satisfazem a condicao de existéncia -3 <x< > logo S= {—E,O,E} .

RESPOSTA: —1, 0, 1
2 2
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25.

arctg X —arctg X =arctg 1
2 3 5

tgoc—5
X 2
o=arctg— <
T T
oaE |——,—
4
X
tgB=—
X 3
B=arctg— <
pe|-Z T
} 2’2[
1
tgh=—
1 5
O=arctg— <
> GE}O,E[
2
X X
tgo—t 1 2 3 1
oc—[3=9:tg(oc—[3):tg9<:>ga—g[3:—<:> 2 3 _-
1+tgatg 5 14X 5
+f.i
23
1 5+7
X 5 =X —5x—6=0c>x="—-<x=-1oux=6
6+x° 5 2

Soma das raizes: 5

RESPOSTA: C

26.

ae(-1,00=a’*—-1e(-1,0)
y= sen[arc sen(a2 —1)+arc cos(a2 —1)}

arcsen(az—1):oc©senoc:a2—1<0 e ae

N |3

| I |

]

arccos(a2 —1)=B<:>cos[3:a2 —-1<0e Be}g,n[

sena=cos[3<:>sena=sen(§—B)©a=§—Bc>oc+B=§c>y=senE=1

RESPOSTA: E
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27.
) 3
4 3 2tga 4 24
4 cotgo=—=tga=—=sen2a = = ==
a:arccotg(—jc 3 4 1+tg°a (3) 25
3 142
4
ae]o,n]
5 4 4V 7
5 cossecB:—:>senB=—:>cosZB:1—25en2B:1—2-(—) =——
B= arccossec(zj o 4 > 5 25

e300 03

4 24 7\ 17
sen[Zarc cotg(gﬂ +cos {Zarccossec(zﬂ =sen(2a) +cos(2B)=—+ ( j ==

25 \ 25) 25

RESPOSTA: 17
25
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