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Tabela geométrica

Todos os triangulos

1
=5 base - altura

Triangulo eqiiilatero
lado? 3

4
Triangulo retangulo

Teorema de Pitadgoras: a% + b? = ¢?
(c é a hipotenusa)

A=

Paralelogramo
Area = base - altura

Trapézio

Area = w . altura

Circulo

Area =nr?
Circuferéncia = 2nr =nd

muito boa

Setor do circulo

(pense no pedaco de pizza)
: 0

Area —nrz(—gwo)

(6 é 0 angulo central)

Comprimento do arco= an(% )

(Comprimento do arco é o
comprimento da casca)

Esfera

Volume :g nr

Area da superficie = 4nr®

Cone da piramide
(base plana, topo pontudo)

Volume =—; A-h

(A é aéareada base)

Tabela trigonométrica rdpida

Identidades
Identidades reciprocas:

Trigonometria do triangulo retangulo

SohCahToa:

_0 _H
senf= H cosecO= 0

cost9=é

H
m secH=

tgo= cotgf=

Graus e Radianos:
27 radianos = 36 °% radianos = 60°

7t radianos = 180°% radianos = 45°

% radianos = 90° % radianos = 30°

Para converter de radianos para

. 180°

graus, multiplique por o
Para converter de graus para
T

radianos, multiplique por 180°

1
cosece—m

1
secH= C0s0

1
cotg@-tg—e

Identidades quociente:

send

cosf
_ cos6

~ sen®

tgo=
cotgd

Identidade Pitagoreana:
sen?0+ cos?f=1

tg?20+ 1 = sec?0

1+ cotg?0 = cosec?0

Cilindro circular reto, Prisma reto
ou caixa

Volume=A-h

(Aé aareada base)

Area da superficie lateral = P- altura

(P é o perimetro [ou
circunferéncia] da base)

Geometria de Coordenadas
Dados dois pontos
(x,yi) e (xzy.)

Yo—Vi

Inclinagéo =
X;—X;

Distancia=\(x,— X;) + (y,— y,F

Ponto médio = (% % )

Formulas
Formulas do angulo-metade:

senzez%ﬂ — c0s26)
coszez%ﬂ +¢0s26)

Férmulas dos angulos duplos:
sen20=2sendcosO
€0s20=2co0s’0—1
Formulas de reducgao:
sen(—6) =—send

cos(—6) = cosO

tg(—0) =—tgo

Para leigos: A série de livros para iniciantes que mais vende no mundo.
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Tabela elegante da derivada

Ld Lo du)_ uv—vu
Regra do produto: dx (uv)=u'v+Vvu Regra do quociente: dx (v) = 7
d d d
I.EC—O Z.EX—’ 3.0,70X—C
L A e =l
4.dXx"_nx" 5.dxe_eX 6.dxlnx_x
d . A | A oy =
7. X a“=a"Ina 8 i log.x = X Tna 9. x senx = cosx
10 a cOSX = —Ssenx 11 a4 tgx = sec’x 12 a cotgx = —cosec’x
“dx " dx " dx
13 a secx = secx tgx 14 da cosecx = —cosecx cotgx 15. a arcsenx=777
"dx " dx " dx V1 —x
d —1 A d =
Ib‘.ﬁ arccosx_\/l_xz 17. dx Areex =0 18. gy Arecotgx =5

19.

d
arccosecx =—— 7,
X X

A arcsecx = S — 20
dx T x[Nx-1 “d

Tabela elegante e iitil da integral

+1
7.jdx=x+[] Z.I)(’dx=nX:’+C(n¢—7) 3.jexdx=eX+C

4.jﬂ:/n/x/+[) 5.jaxdx:—’ax+0 6.J./nxdx:x(lnx—1)+(,‘
X Ina
7.J senxdx =—cosx +C 8.J cosxdx = senx +C 9._[ tgxdx=—In[cosx [+ C

10. j cotgxdx=—In[senx[+C 1. j secxdx =1In|secx+tgx[+C 12 J- cosecxdx=—1In [ cosecx + cotx [ +
C

13. J sec’xdx =tgx + C 14, J cosec’xdx =— cotgx + C 15. _[ secx tgx dx = secx + C
dx

16. J. cosecx cotgx dx =— cosecx+C 17. J- ] ox !

- arcsen> +C =— arctgl +C
#—x a ‘) a+xt T a a

& —x X+a

dx _
IQ.J-iﬁ :—Iarcsecmﬂf ZO.J- x InX=2l.c
X\a2 —x a a a

Para leigos: A série de livros para iniciantes que mais vende no mundo.
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Introducao

simples pensamento de ter que fazer um curso de célculo ja é

suficiente para fazer uma legiao de estudantes suar frio. Outros que
tém a intencao de nunca estudar essa matéria tém a nogao de que calculo
é dificil a menos que vocé seja um descendente direto de Einstein.

Bem, eu estou aqui para dizer a vocé que voc€ pode dominar o célculo.
Nao chega a ser tao dificil quanto o seu misticismo leva a crer. A maioria do
célculo é apenas algebra, geometria e trigonometria avancada. E baseado
em e é uma extensao logica dessas matérias.Se vocé pode fazer algebra,
geometria e trigonometria, voceé pode fazer calculo.

Mas por que vocé deve se incomodar — exceto pelo fato de ter que fazer
um curso? Por que escalar o Monte Everest? Por que ouvir a nona sinfonia
de Beethoven? Por que visitar o Louvre para ver a Mona Lisa? Por que

ver Os Simpsons? Assim como esses esforcos, fazer calculo pode ser sua
propria recompensa. Ha muitos que dizem que o calculo é uma das
maiores conquistas de toda a histéria intelectual. Como tal, vale o esforco.
Leia esse livro sem jargoes, entenda cdalculo, e se junte aos poucos que
podem dizer com orgulho:“Calculo? Ah, é claro, eu sei Calculo.Nao é
grande coisa!”.

Sobre Este Livro

Calculo Para Leigos é destinado a trés grupos de leitores: Estudantes que
estao no seu primeiro curso de célculo, estudantes que precisam rever
céalculo para se preparar para outros estudos, e adultos de todas as idades
que gostariam de uma boa introdug¢ao ao assunto.

Se voceé esta matriculado em um curso de célculo e acha que seu livro nao é
muito claro, este € o livro para vocé.Ele abrange os topicos mais importantes
do primeiro ano de calculo: Diferenciacao, integracao e séries infinitas.

Se vocé teve cdlculo intermediario, mas faz alguns anos,e quer revisar os
conceitos para se preparar para,digamos,algum programa de pos-graduacao,
Calculo Para Leigos vai lhe dar um curso de reciclagem completo e sensato.

Os leitores que nao sao estudantes vao considerar a exposicao clara
e acessivel. Cdlculo Para Leigos tira o calculo de dentro da torre de
marfim e o traz de volta a terra.
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Este é um livro de matematica amigavel. Sempre que possivel, eu explico
os conceitos de calculo mostrando as conexoes entre as ideias do calculo
e as idéias mais faceis da algebra e da geometria. Eu entao mostro como
os conceitos de calculo funcionam em exemplos concretos e apenas
depois é que mostro as férmulas de calculo mais sofisticadas.Todas as
explicagdes sao em portugués claro,e nao em linguagem matematica.

Convencées Usadas Neste Livro

As convengoes a seguir mantém o texto consistente e muito facil de
compreender.

v~ As variaveis estao em italico.

v Os termos do célculo estao escritos em italico e definidos logo que
aparecem no texto.

v Na resolucao de problemas passo a passo,a a¢ao geral que vocé
precisa tomar esta em negrito,seguida pelas partes especificas do
problema em particular.

Como Usar Este Livro

Este livro,como todos os livros Para Leigos, € uma referéncia, e nao uma aula
de reforco.Essa abordagem pode parecer um pouco estranha para um livro
de matematica, mas a idéia basica é que os capitulos possam valer por si sO.
Se vocé nao quiser ler o livio de capa a capa,nao precisa.Agora,se vocé é
um iniciante absoluto,vocé provavelmente deve iniciar com o Capitulo 1 e
seguir o seu caminho através do livro. Mas se vocé ja conhece calculo, fique
a vontade para pular e ler apenas os topicos que lhe interessam.

Pode ser uma grande ajuda para realmente entender calculo — ou, por sinal,
qualquer toépico de matematica — focar no porqué juntamente com o de
que forma.Com isso em mente,eu me esforcei muito para explicar a logica
basica de muitas das idéias desse livro.Se vocé quer dar ao seu estudo de
céalculo uma base solida,vocé deve ler essas explicagoes. Mas se vocé esta
realmente com pressa,vocé pode chegar ao ponto e ler apenas as coisas
introdutoérias importantes, os exemplos, as solugoes passo a passo, e todas
as regras e definicoes perto dos icones.Vocé pode entao ler as explicacoes
restantes somente se sentir necessidade.

Eu acho as informacgoes adjacentes interessantes e divertidas (O que vocé
esperava? Eu as escrevi!). Mas vocé pode pular elas sem perder nenhum
calculo essencial. Nao,vocé nao vai ser testado nessas coisas.
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Penso que...

Pode me chamar de doido, mas eu suponho que...
v*Voce sabe pelo menos o basico da algebra,geometria e da trigonometria.

Se voceé esta enferrujado,a Parte Il (e a folha de consulta) tem uma
boa revisao desses topicos pré-calculo. Realmente, se voceé nao esta
fazendo nenhum curso de calculo no momento, e vocé esta lendo
este livro apenas para satisfazer a sua curiosidade geral sobre céalculo,
voceé pode ter uma imagem conceitual do assunto sem os detalhes
pequenos e importantes da algebra, da geometria e da trigonometria.
Mas voc€ nao vai, neste caso, estar apto a acompanhar todas as
solugdes dos problemas. Em resumo,sem o material do pré-calculo,
voceé pode ver a floresta do calculo,mas nao as drvores.Se voce esta
matriculado em um curso de algebra, vocé nao tem escolha — vocé
tem que saber das arvores.

1 Voce esté disposto a ter algum t

Sim, é t-r-a-b-a-l-h-o, trabalho. Eu tentei fazer esse material o mais
acessivel possivel, mas é calculo afinal de contas.Vocé nao pode
aprender calculo apenas ouvindo uma fita no seu carro ou tomando
uma pilula — pelo menos ainda nao.

Isso é pedir muito?

Como Este Livro é Organizado?

O livro é dividido em partes,as partes sao divididas em capitulos e os capitulos
sao divididos em tépicos e subtépicos (Eu pedi a patente para esse esquema).

Parte I: Uma visédo geral do cdlculo

Depois de ler a Parte [, vocé vai ser um dos poucos que pode realmente
responder as seguintes perguntas:“O que é calculo?”,“Para que Serve?” e
“Como ele funciona?”. Eu discuto aqui muitos usos praticos do calculo
e como ele tem mudado o mundo de maneiras incontaveis. Eu explico,
em portugués claro, as duas grandes idéias do cdlculo: diferenciacdo e
integracdo.Finalmente, eu mostro a vocé a idéia matemaética chave que
faz o célculo funcionar: o conceito de limite.
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Parte 1l: Se aquecendo com
os pré-requisitos do cdlculo

A Parte I € uma revisao da algebra (incluindo fun¢oes) e trigonometria
(incluindo geometria) que voceé precisa para calculo.Se vocé nao precisa
dessa revisao, pule,ou apenas use como referéncia.Se, por outro lado,vocé
estd um pouco enferrujado,ndo seria uma ma idéia revisar essa parte — pelo
menos passar uma vista pela revisao.Vocé nao pode fazer céalculo sem esses
pré-requisitos — especialmente algebra.

Parte 1ll: Limites

A matematica dos limites é toda baseada em calculo. Limites nos
permitem de certa forma, ampliar um grafico de uma curva — mais e
mais e mais até o infinito — até que fique em linha reta. Uma vez em
linha reta, a velha algebra e geometria basica podem ser usadas. Essa é
a magica do calculo.

Parte IU: Diferenciacéo

Diferenciacao é a primeira das duas grandes idéias do célculo;integracao
(Parte V) é a segunda.A Diferenciacgao e a integracao sao a esséncia do
curriculo do célculo. Diferenciacao é o processo de encontrar uma derivada, e
uma derivada é apenas uma relacao como quilémetros por hora ou reais por
unidade.No grafico de uma curva,a derivada diz a vocé a inclinagao da curva.

Nessa parte,vocé vai descobrir regras de diferenciacao para iniciantes, regras
de diferenciacao para especialistas,o que a derivada diz a vocé sobre o
formato da curva,e como usar a derivada para resolver problemas.

Parte U: Integracio e séries infinitas

Integracao,a grande idéia niimero dois, é uma adicao sofisticada — muito
sofisticada.lIsso é tudo que ela é. Em poucas palavras, é o processo

de pegar o formato de uma area que vocé nao pode determinar
diretamente, dividir em pequenos pedacos cujas areas vocé pode
determinar, e depois somar todos os pedagos para achar a area do todo.
Essa parte lhe da o furo sobre técnicas de integracao para iniciantes,
técnicas de integracao para especialistas, integracao numérica ou
aproximada, e como usar a integracao para fazer problemas.
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E sobre as séries infinitas? Pense nisso por um instante: Se vocé comeca a
uma distancia de 1 jarda de uma parede e depois anda metade do espaco,

e depois mais uma metade, e depois mais uma metade (Eu aposto que vocé
j& ouviu isso),quanto tempo vocé vai levar para chegar a parede? Resposta:
Depende. Ha nlimeros infinitos de passos nesse processo,entao,se cada
passo leva,digamos, 1 segundo, vocé nunca vai chegar la.Se,no entanto,vocé
pode manter uma velocidade constante de,digamos, 1 jarda por segundo,
sem parar e diminuir ao final de cada passo,vocé ainda vai dar um niimero
infinito de passos, mas voce vai chegar 1a em exatamente 1 segundo!

Esse surpreendente resultado de somar um nimero infinito de passos, mas

obter uma soma finita, é o que o Gltimo capitulo da Parte V abrange: € um
topico cheio de paradoxos bizarros.

Parte Vl: A parte dos “dez”

Aqui voce vai encontrar trés listas dos 10 mais: dez coisas para lembrar,dez
coisas para esquecer, e dez coisas com as quais vocé pode escapar se seu
professor de calculo nasceu ontem (meu favorito).

Jeones Usados Neste Livro

Mantenha seus olhos nesses icones:

QQ"GALC(/(
g Perto deste icone estao regras essenciais de calculo, defini¢oes, e férmulas
) que vocé deve definitivamente saber.
°
(3:)"0‘3

:?‘ Essas sao coisas que vocé precisa saber da algebra, geometria, ou
trigonometria, ou coisas que vocé deve se lembrar de algum lugar do

comecgo do livro.

N
O icone do centro do alvo aparece perto de coisas que vao tornar a sua
vida mais facil.Anote.

Esse icone destaca erros comuns de calculo. Preste atencao.

&= % Em contraste ao conceito de célculo critico, vocé geralmente nao precisa
+ X;t memorizar as férmulas sofisticadas perto deste icone a nao ser que seu
4? professor de calculo insista.
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De Ld para Ca, Daqui para La

Para o Capitulo 1,é claro,se vocé quer comecar pelo comeco. Se vocé
ja tem alguma base em cdlculo ou precisa de apenas um curso de
reciclagem em uma area ou outra,entao fique a vontade para pular
algumas coisas. Use o sumario e o indice remissivo para achar o que vocé
estd procurando. Se tudo estiver indo bem, em mais ou menos um ano,
voCeé vai estar apto a ticar o calculo na sua lista:
____ Correr uma maratona

Saltar sem para-quedas
____ Escrever um livro

v _ Aprender célculo

Nadar no Canal da Mancha

Curar o cancer

Escrever uma sinfonia

Dar um salto de 360° invertido no X-Games

Para o resto da sua lista, voce vai ter que resolver tudo sozinho.



Parte |
ma Visao Gera
do Calculo

A 52 onda Por Rich Tennant
=3 =]
—-—— = —?é—

Eu sou matematicamente E

disléxico. Mas ndo é tio incomum .
—100dentre 15 pess0as 540.




Nesta patte...

u respondo as perguntas sempre feitas:“O que é

Calculo?” “Para que serve?” e “Como ele funciona?”. Eu
enumero aqui muitos usos praticos do calculo e como ele
tem mudado o mundo em incontaveis maneiras. Eu explico
as duas grandes ideias do célculo: diferenciacao e integracao.
Por fim, eu mostro a vocé a ideia-chave matematica que faz
com que o calculo funcione: O conceito de limite.




Capitulo 1
0 que é Calculo?

Neste Capitulo
Voceé esta apenas na pagina 1 e vocé ja tem uma prova de calculo
Calculo — é apenas matematica basica modificada
Dar um close é a chave

O mundo antes e depois do céalculo

“Meu melhor dia na turma de Calculo 101 na Universidade
da California do Sul foi o dia que eu tive que faltar aula para
fazer um canal”.

- Mary Johnson
“Eu continuo a ter o mesmo sonho onde meu professor de cadlculo
me persegue com um machado”.
-Tom Franklin,aluno do 2° ano da Faculdade do Colorado
“Cdlculo é divertido, e é muito fdcil. Eu ndao entendo porque
tanto aué”.

- Sam Einstein, bisneto de Einstein

este capitulo,eu respondo a pergunta “O que é calculo?”em
portugués claro e mostro exemplos do mundo real de como o

célculo € usado.Depois de ler isso e dois pequenos capitulos a seguir,
voceé vai entender o que é calculo.Mas,vamos inverter, por que vocé nao
comeca pelo contrario, verificando o qué o calculo nao é ?

0 que o Cilculo Néio E

Nao faz sentido adiar o inevitavel.Vocé esta pronto para o seu primeiro
teste de calculo? Responda verdadeiro ou falso.



’ 0 Parte I: Uma Visdo Geral do Calculo

V F A nao ser que voceé seja um nerd,vocé nao tem que se meter com calculo.
V F Estudar calculo é prejudicial a saude.
V F Calculo é totalmente irrelevante.

Falso, falso, falso! Ha essa lenda sobre o calculo de que ele é
extremamente dificil,uma matéria tao misteriosa que ninguém em sa
consciéncia estudaria a nao ser que fosse um curso obrigatério.

Nao se deixe convencer por esse mito. E claro que calculo é dificil - Eu
nao vou mentir para vocé — mas € administravel, passivel de ser feito.

Vocé conseguiu sobreviver a algebra, geometria e trigonometria. Bem,
célculo apenas comeca onde essas matérias terminam — € simplesmente o
proximo passo em uma progressao logica.

E calculo nado é uma lingua morta como o latim, falada apenas por
professores. E a linguagem dos engenheiros, cientistas e economistas — ok,
entao é uma linguagem um pouco fora da sua vida diaria e pouco provavel
de surgir em um coquetel. Mas o trabalho desses engenheiros, cientistas

e economistas tem um grande impacto no seu dia a dia — desde o seu
microondas, telefone celular, TV,e carro até os remédios que vocé toma,

0s mecanismos da economia, e a sua seguranga nacional. Neste exato
momento,algo ao seu alcance ou a sua vista foi impactado pelo calculo.

Entao, 0 Que é o Cdlculo?

Calculo é basicamente toda a algebra e geometria avancada. Em certo
sentido,nao € nem uma nova matéria — ele pega as regras corriqueiras
da élgebra e da geometria e as ajusta para que possam ser usadas em
problemas mais complicados (O problema, claro, é aquele outro sentido
no qual calculo € uma matéria nova e mais dificil).

Veja a Figura 1-1.Na esquerda tem um homem empurrando uma caixa
em uma rampa com inclinacao em linha reta.Na direita,0 homem esta
empurrando a mesma caixa em uma rampa com inclinacao curva.O
problema,em ambos os casos, € determinar a quantidade de energia
necessaria para empurrar a caixa até o topo.Vocé pode fazer o problema
da esquerda usando matematica béasica.Para o da direita, vocé precisa do
céalculo (supondo que vocé nao saiba dos atalhos da fisica).

Para a rampa com uma inclinagao em linha reta,0 homem empurra com
uma for¢a constante, e a caixa sobe a rampa com uma velocidade constante.
Com algumas férmulas simples da fisica e da matematica basica (incluindo
algebra e trigonometria),vocé pode calcular quantas calorias de energia

SA0 necessarias para empurrar a caixa na rampa. Note que a quantidade de
energia gasta em cada segundo continua a mesma.
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|
Figura 1-1:

A diferenca
entre a
matematica
basica e
céalculo:

em uma sé
palavra, é a

curva.

|
Figura 1-2:
Ampliando
acurva—
voila, esta
reta (quase)

Problema de matematica regular Problema de célculo

Para a rampa com inclinagao curva, por outro lado,as coisas estao
mudando constantemente.A inclinacao da rampa estd mudando — e

nao apenas em incrementos como, por exemplo, € uma inclinagao para
os primeiros 10 pés e depois uma inclinacao diferente para os proximos
10 pés — esta constantemente mudando.F. o homem empurra com uma
forca que esta constantemente mudando — quanto mais inclinada € a
rampa, mais pesado fica empurrar a caixa. Como resultado,a quantidade
de energia gasta também estd mudando,nao a cada segundo ou a cada
milésimo de segundo, mas constantemente mudando de um momento
para o outro.E isso que o faz ser um problema de célculo.Por agora,

nao deve ser surpresa para vocé que o calculo seja descrito como “a
matematica da mudanca”. Calculo pega as regras basicas da matematica e
aplica em problemas flexiveis e desdobraveis.

Para o problema com inclinacao curva,as férmulas da fisica continuam
as mesmas, e a algebra e a trigonometria que voc€ usa continua a mesma.
A diferenca é que — em contraste ao problema da rampa com inclinacao
reta,onde vocé de certa forma pode fazer num piscar de olhos — vocé tem
que dividir o problema da inclinacao curva em pedacgos pequenos e fazer
cada pedacgo separadamente. A Figura 1-2 mostra uma pequena parte da
inclinagao curva ampliada em muitas vezes o seu tamanho.

Problema de célculo

Quando vocé amplia o suficiente,o pequeno comprimento da inclinacao
curva se torna praticamente reto. Depois, pelo fato de estar reto,vocé pode
resolver esse pequeno pedaco da mesma maneira que o problema com

11
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a inclinacao em linha reta. Cada pequeno pedaco pode ser resolvido da
mesma maneira, e depois vocé tem que apenas somar todos os pedagos.

Isso é calculo em poucas palavras.E preciso de um problema que

nao possa ser feito com a matematica basica porque as coisas estao
constantemente mudando — as quantidades mudadas sao vistas no grafico
como curvas — elas sao ampliadas na curva até que se tornem retas, e
depois deixe a matematica regular terminar o problema.

O que torna o célculo uma fantastica realizacao € que ele realmente
amplia infinitamente.Na realidade, tudo que vocé faz em calculo
envolve o infinito de uma maneira ou de outra, porque se algo esta
constantemente mudando, esta freqiientemente mudando infinitamente
de cada infinitesimal momento até o préximo.

Exemplos de Calculo no Mundo Real

Assim,com a matematica basica vocé pode fazer o problema com a
inclinacao em linha reta; com célculo vocé pode fazer o problema com a
inclinagao curva.Aqui tem mais alguns exemplos.

Com a matematica basica vocé pode determinar o comprimento de um
cabo subterraneo que corre diagonalmente de uma quina de um parque
para a outra. Com calculo vocé pode determinar o comprimento de um
cabo subterraneo entre duas torres que tem o formato de uma catenaria
(que por sinal é diferente de um arco circular simples ou uma parabola).
Saber o comprimento certo é de extrema importancia para uma empresa
de energia elétrica planejando centenas de milhas de cabos elétricos
novos.Veja a Figura 1-3.

O
Q)
2
’@“
%60 6 blocos
\00
()’b
————200 metros —
— iR Problema de célculo:
Figura 1-3: b 8blocos —— Qual o comprimento do cabo?
Sem caélculo
e com e o
caleulo Problema de m.atematlca bésica:

I Qual o comprimento do cabo?
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Vocé pode calcular a area do telhado plano de uma casa usando a
matematica basica. Com o célculo vocé pode calcular a drea de uma
figura mais complicada e nao esférica como a abébada do Houston
Astrodome. Os arquitetos desenhando tal construcao precisam saber a
area da abobada para determinar o custo dos materiais e para descobrir

o peso da ab6bada (com ou sem neve). O peso, claro, é necessario para
planejar a resisténcia da estrutura de suporte. Dé uma olhada na Figura 1-4.

Ioooooaoooum

A

—_— 0] == man
Figura 1-4: ==
Sem célculo EHHEH L]
e com i o ]
caleulo Problema de matematica basica: Problema de céalculo:
sesssssss  (ual a area do telhado? Qual a 4rea da abgbada?

Com a matemaética e a fisica basicas,vocé pode calcular a distancia

que um zagueiro deve lancar a bola para o atacante para completar o
passe.Note que o atacante corre em uma linha reta e a uma velocidade
constante.Mas quando a NASA,em 1975, calculou a trajetoria necessaria
para o satélite Viking I chegar até Marte, ela precisou de céalculo porque
tanto a Terra como Marte giram em o6rbitas elipticas (de diferentes formas)
e as velocidades de ambas estao constantemente mudando — sem
mencionar o fato de que no seu caminho para Marte,a nave espacial é
afetada pela diferente e constante mudanca da atragao gravitacional da
Terra,da lua,de Marte, e do sol.Veja a Figura 1-5.

Vocé verd muitas aplica¢oes do calculo no mundo real ao longo desse
livro.Todos os problemas de diferenciacao na Parte IV envolvem a
inclinagao da curva — como a inclinacao da rampa curva na Figura
1-1.Na Parte V,voce fara problemas de integracao como o problema do
comprimento do cabo mostrado na Figura 1-3. Esses problemas envolvem
dividir algo em secoes menores, calcular cada se¢ao, e depois somar as
secOes para obter o total. O Capitulo 2 tem mais sobre isso.
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Problema de matematica basica:
Qual é a distancia necessaria

para atingir o receptor? e

O
OXOXONOUO)
X X X X X
| 1
Figura1-5: X K X
A.E.C(Antes X X
da Era do B
Calculo) e %
E.C (Era do

Calculo) R
nao é muito importante.

Falha ao completar esse langamento

Problema de célculo:
Qual a “distancia” apropriada
para atingir Marte?

Mercirio
Qe
D> (&
> -

2 <
IR

Falha ao completar esse
langamento € muito importante.



Capitulo 2
As Duas Grandes Ideias do Calculo:
Diferenciacéo e Integracao

Neste Capitulo
Investigando profundamente a derivada: E uma razio ou uma inclinagéo
Investigando a integral — adi¢ao para especialistas

Séries infinitas: Aquiles versus a tartaruga — facam suas apostas

Esse livro abrange dois topicos principais em célculo — diferenciacao

e integracado — assim como um terceiro topico, séries infinitas.Todos
os trés topicos tocam o céu e a terra porque todos sao montados com base
nas regras da matematica usual e todos envolvem a ideia de infinito.

Definindo a Diferenciagéao

Diferenciagdo é o processo de achar a derivada, e a derivada de uma
curva € apenas um termo sofisticado do céalculo para a inclinagao da
curva; a inclinagcao de uma curva € também uma simples razao como
quilémetros por hora ou lucro por item.

A dervivada é uma inclinagéo

Em algebra,vocé aprendeu sobre a inclinagao da reta — € igual a razao
aumento .
distancia

Veja a Figura 2-1. Deixe-me adivinhar: uma repentina saudade de algebra

entre o aumento e a distancia.Em outras palavras, Inclinagao =

esta tomando conta de voceé.
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|
Figura 2-1:

Alinclinagao —‘7
de uma linha
éigual ao Aumento
aumento
sobre a

distédncia. istAnci
/I*Dlstanma4|

Na Figura 2-1,0 aumento é mais ou menos metade do tamanho da
distancia,assim a linha tem uma inclinagcao de mais ou menos % .

Em uma curva,a inclinacao esta constantemente mudando entao vocé
precisa do calculo para determinar sua inclinacao.Veja a Figura 2-2.

|
Figura 2-2:
Ainclinacao Aumento
de uma
curva ndo é ¢
tdo simples «——

A Distancia

Assim como a linha na Figura 2-1,a linha da Figura 2-2 tem uma
inclinacao de mais ou menos % .E a inclinacao dessa linha é a mesma
em cada ponto entre A e B.Mas vocé pode ver que,ao contrario da
linha, a inclinagao da curva estd mudando entre A e B.No ponto A,a
curva € menos inclinada do que a linha, e no ponto B a curva é mais
inclinada do que a linha. O que vocé faz quando quer a inclinagao
exata no,digamos, ponto C? Vocé pode adivinhar? Tempo esgotado.
Resposta:Vocé amplia.Veja a Figura 2-3.

B
—— C Aumento
Figura 2-3: —
- Distancia
Ampliando a
curva. c
— A

Quando vocé amplia bastante — muito, na verdade, ao infinito — o pequeno
pedaco da curva se torna reta, e vocé pode descobrir a inclinacao da maneira
antiga.F assim que a diferenciacao funciona.
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A derivada é uma razao

Vi derivada d 5 2 inclinac & igual _aumento
isto que a derivada de uma curva € a inclinagao — que € igual a0 “§istancia

ou aumento por distancia — a derivada € também uma razao,um disso por
aquilo como, por exemplo, quildmetros por hora ou litros por minuto (o
nome de uma razao em particular depende simplesmente das unidades
usadas nos eixos x e ¥).0s dois graficos na Figura 24 mostram a relacao entre
distancia e tempo — elas podem representar uma viagem no seu carro.

y (milhas) y (milhas)

700 + 700 +

600 + 600 +

500 500

B

400 + 400 +

300 + 300 +

200 + 200 +

C

1001 5 100 +

I ——— —t—F—+—+—+—+>X —t—t—t—+—+—+>X
F|~gura,2-.4. 12 3 4 5 6 7 (horas) 1T 2 3 4 5 6 7 (horas)
Razdo média
e razio Problema de matemaética basica: Problema de célculo:
instantanea Qual é a razdo média Qual é a razdo instantanea

—— entre os pontos A e B? no Ponto C?

Um problema de algebra basica é mostrado a esquerda na Figura 2-4.
Se vocé sabe onde estao os pontos A e B,vocé pode determinar a
inclinacao entre A e B, e, nesse problema, essa inclinacao lhe da a razao
média em quilometros por hora para o intervalo de A até B.

Para o problema da direita, por outro lado,vocé precisa do céalculo.Usando
a derivada da curva, vocé pode determinar a inclinagao exata no ponto
C.Logo a esquerda de C a inclinacao € menor, e logo a direita de C a
inclinagao é maior. Mas exatamente no ponto C,por um Ginico momento
infinitesimal, vocé acha uma inclinacao diferente das inclina¢coes dos seus
vizinhos. A inclinacao para este ponto infinitesimal Gnico na curva da a
VOCE a razao instant@nea em quilémetros por hora no ponto C.

Investigando a Integragéo

Integracao é a segunda grande idéia em calculo, e é basicamente apenas
uma adi¢ao mais sofisticada. Integracao € o processo de dividir uma area
em pequenas se¢oes,descobrir as areas dessas secoes menores, e depois
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somar os pequenos pedacos da area para achar a area total. A Figura
2-5 mostra dois problemas de area — um que vocé pode fazer usando a
geometria e um onde voceé precisa do calculo.

Problema de geometria: Problema de célculo:
eeeemmmn  1Ual é a drea da parte sombreada? Qual é a area da parte sombreada?
Figura 2-5:
Sevocé
nao pode
. 8 8+
determinar
aareana _ 67 y=5 61
esquerda, 4+ 41
desligue 51 e
asua ) ) oy ) ) oy
calculadora. 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
|

A area sombreada na esquerda é um retangulo simples, entao sua area,
é claro, é igual a base vezes a altura.Mas vocé nao pode descobrir a
area da direita com a geometria basica porque nao ha uma férmula
para essa figura engracada. Entao, o que voceé faz? Vocé amplia, € claro.
A Figura 2-6 mostra a porcao de cima de uma faixa estreita da figura
estranha ampliada em muitas vezes o seu tamanho.

I
Figura 2-6: 1

Pela enésima
vez, quando 8T /
vocé amplia, 47
acurva se /

torna uma ; . ,

reta. 0 2 4 6 8 10
|

Quando vocé amplia como mostrado na Figura 2-6,a curva se torna
praticamente reta,e quanto mais vocé amplia, mais reta ela fica — com

a integracao, vocé realmente amplia a uma distancia infinita,de certa
forma.Voce acaba ficando com o formato da direita na Figura 2-6,que é

um simples trapezdide — ou,se voce quiser ser bem bésico,é um triangulo
sentado no topo de um retangulo.Visto que vocé pode calcular as areas dos
retangulos, triangulos e trapezoides com a geometria basica,vocé pode ter
a area disso e de todos os outros pedacos finos e depois somar todas essas
areas para obter a area total.Isso € integracao.

A Figura 2-7 mostra dois graficos do consumo de energia elétrica de duas
cidades em um dia tipico de verao.O eixo horizontal representa o nimero de
horas depois da meia-noite, e o eixo vertical a quantidade de poténcia (em
quilowatts) usada por uma cidade em diferentes horas durante o dia.
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Problema de geometria: Problema de célculo:
Qual é o namero total de quilowatt-hora Qual é o namero total de quilowatt-hora
de energia usada entre 0 e 24? de energia usada entre 0 e 24?7
(kilowatts) (kilowatts)
|
Figura2-7: . .., 300,000
Totalde '
quilowatt-
hora de 200,000 200,000
energia
usada por 100,000 100,000
uma cidade
durante um A R
(nico dia. 0f 3 6 9 12 15 18 21 24 (horas) 0| 3 6 9 12 15 18 21 24 (horas)
|

Alinha deformada na esquerda e a linha curva na direita mostram como
o nimero de quilowatts de poténcia depende da hora do dia. Em ambos
0s casos, a area sombreada da o nimero de quilowatts-hora de energia
consumida durante um periodo tipico de 24 horas.O problema super
simplificado da esquerda pode ser feito usando geometria basica. Mas

a relacdo entre a quantidade de poténcia usada e a hora do dia é mais
complicada do que uma linha reta deformada, assim vocé precisa do
célculo para determinar a area total. No mundo real,a relagao entre as
diferentes variaveis € raramente tao simples quanto um grafico de uma
linha reta. E isso que torna o calculo tao ttil.

Classificando as Séries Infinitas

Séries infinitas lidam com a soma de um ntimero infinito de nimeros.
Nao tente isso na sua calculadora — ao nao ser que vocé tenha muito
tempo livre. Aqui temos um exemplo simples. A sequéncia de nimeros
a seguir é gerada por um processo de duplicagao simples — cada termo
é duas vezes o seu antecessor:

1,2,4,8,16,32,64,128...

As séries infinitas associadas com essa sequéncia de nimeros € apenas a
soma dos nimeros:

1+2+4+8+16+32+64+ 128 +...

Séries divergentes

A séria acima de nimeros duplicados é divergente porque se vocé
continuar a adi¢ao indefinidamente,a soma vai crescer sem limite. E se vocé
pudesse somar “todos” 0s nimeros nessa série — isto é,todos os infinitamente
muitos deles — a soma seria infinita. Divergente normalmente significa — ha
excecoes — que as séries tendem ao infinito.
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Séries divergentes sao pouco interessantes porque elas fazem o que
voceé espera.Vocé fica somando mais niimeros, assim a soma continua
aumentando, e se vocé continuar com isso para sempre,a soma tende
para o infinito. Grande surpresa.

Séries convergentes

Séries convergentes sao muito mais interessantes. Com uma série
convergente, vocé também continua somando uma grande quantidade
de niimeros,a soma continua crescendo, mas mesmo vocé somando
nimeros continuamente e a soma crescendo eternamente,a soma de
todos os muitos termos infinitamente é um nimero finito.Esse resultado
surpreendente me recorda o famoso paradoxo de Zeno,de Aquiles e a
tartaruga (Quer dizer Zeno de Elea, é claro,do séculoV a.C.).

Aquiles esta participando de uma corrida com uma tartaruga — um
guerreiro corajoso, hein? Nosso generoso herdi da para a tartaruga

uma vantagem de 100 metros.Aquiles corre a uma velocidade de 36
quilémetros por hora;a tartaruga “corre”a uma velocidade de 3,6km/h.
Zeno usou o seguinte argumento para “provar’ que Aquiles nunca vai
alcancar ou passar a tartaruga.A proposito,se vocé se sentir persuadido
por essa “prova”, vocé realmente tem que sair mais.

Imagine que vocé é um jornalista cobrindo uma corrida para a Spartan
Sports Weekly, e vocé esta tirando uma série de fotos para o seu artigo.
A Figura 2-8 mostra a situagao no comeco da corrida e nas suas duas
primeiras fotos.

Voce tira a sua primeira foto instantanea no momento em que Aquiles chega
ao ponto que a tartaruga comegou.Na hora que Aquiles chega nesse ponto,a
tartaruga “correu”e esta agora a 10 metros na frente de Aquiles (A tartaruga se
move a um décimo da velocidade de Aquiles,entao o tempo que Aquiles leva
para viajar 100 metros, a tartaruga cobre um décimo dessa distancia,ou seja 10
metros).Se voce fizer as contas vai descobrir que Aquiles levou 10 segundos
para correr 100 metros (Se vocé havia achado estranho os nlimeros de 36 e
3,6km/h,agora eles fazem sentido!).
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Voceé tem uma Polaroid bem rapida, entao vocé olha para a sua
primeira foto e anota precisamente onde a tartaruga esta quando
Aquiles cruza o ponto de partida da tartaruga.A posi¢ao da tartaruga
é o ponto A na primeira foto na Figura 2-8. Em seguida vocé€ tira a sua
segunda foto quando Aquiles chega ao ponto A, 0 que leva mais um
segundo. Nesse segundo, a tartaruga moveu para o ponto B.Voce tira a
sua terceira foto (nao mostrada) quando Aquiles chega ao ponto B e a
tartaruga move para o ponto C.

Toda vez que Aquiles chega ao ponto onde a tartaruga estava,voce tira
outra foto. Essa série de fotografias nao tem fim.Supondo que vocé e

sua camera possam trabalhar infinitamente rapido, voceé vai tirar um
nliimero infinito de fotos.E toda vez que Aquiles chega ao ponto em que
a tartaruga estava, a tartaruga terd andado mais um pedago — mesmo que
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somente um milimetro ou um milésimo de um milimetro. Desse modo, o
argumento vale, porque vocé nunca vai poder chegar ao fim da sua série
infinita de fotos, e Aquiles nunca vai poder alcancgar a tartaruga.

Bem, como todo mundo sabe, Aquiles, de fato,alcanca e ultrapassa

a tartaruga — ai esta o paradoxo. A matematica de uma série infinita
explica como essa série infinita de intervalos de tempo tende para uma
quantidade de tempo finita — o tempo exato de quando Aquiles ultrapassa
a tartaruga.Aqui estd a soma para 0s que Sa0 Curiosos:

10s + 1s+0,1s+0,01s + 0,001s +...=11,11...s,0u 11 isegundos.
9

Aquiles ultrapassa a tartaruga depois de 11 1 segundos na marca de
9

111 1/9 metros.

Séries infinitas € um topico cheio de coisas bizarras, paradoxos absurdos.
Vocé vai ver mais na Parte V.



Capitulo 3
Por que o Calculo Funciona?

Neste Capitulo
Usando limites para ampliar uma curva
Inclinagao € igual a aumento sobre distancia
Area de um triangulo € igual a base vezes altura sobre dois

O Teorema de Pitagoras: a? + b* = ¢?

Se voceé leu os Capitulos 1 e 2,vocé ouviu muito sobre o processo de
ampliar uma curva até que ela pareca reta. A matematica do calculo
funciona por causa dessa natureza basica das curvas — que elas sao
localmente retas — em outras palavras, curvas sao retas quando vistas em
um microscopio.A terra é redonda, mas para nos ela parece plana porque
noés meio que estamos embaixo de um microscopio quando comparados
ao tamanho da terra. Calculo funciona porque uma vez que as curvas sejam
retas,vocé pode usar a algebra e a geometria basica com elas.O processo de
ampliacao é alcangado através da matematica dos limites.

O Conceito do Limite: Um
Microscdpio Matemadtico

A matemética dos limites é o microscOpio que amplia uma curva.Aqui
estd como um limite funciona. Digamos que vocé precisa da inclinagao
exata de uma parabola y = x? no ponto (1,1).Veja a Figura 3-1.

Qual é ainclinagao
da linha tangente?

|
Figura 3-1:

A parabola
y=x’com
uma linha
tangente em
(1,7).

x
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Com a férmula da inclinagao usada em algebra,vocé pode descobrir a
inclinacao de uma reta entre os pontos (1,1) e (2,4).De (1,1) para (2,4) vocé

anda 1 casa e sobe 3,entao a inclinacao é3 ou apenas 3.Mas vocé pode

ver na Figura 3-1 que essa linha é mais inclinada do que a linha tangente
no ponto (1,1) que mostra a inclinacao da paradbola nesse ponto especifico.
De certa forma, o processo do limite deixa vocé deslizar para baixo o ponto
que comecga em (2,4) até o ponto (1,1) até que esteja a um milésimo de
milimetro afastado,depois um milionésimo, depois um bilionésimo, e assim
sucessivamente até o nivel de um microscépio. Se voce fizer as contas,as
inclinagdes entre o ponto (1,1) e o seu ponto mével vao se parecer mais ou
menos com 2,001;2,000001;2,000000001; e assim por diante.E com a quase
magica matematica dos limites,vocé pode concluir que a inclinagao em
(1,1) é exatamente 2, mesmo que o ponto mével nunca chegue em (1,1)
(Se ele chegasse,voce so6 teria um ponto sobrando e voceé precisa de dois
pontos separados para poder usar a férmula da inclinacao).A matematica
dos limites é toda baseada nesse processo de ampliacao, e ele funciona,
novamente, porque quanto mais vocé amplia, mas reta a curva fica.

0 Que Acontece Quando Vocé Amplia

A Figura 3-2 mostra trés diagramas de uma curva e trés coisas que vocé
talvez goste de saber sobre a curva: 1) a inclinagao exata no ponto C,2)
a area abaixo da curva entre os pontos A e B,e 3) o comprimento exato
da curva entre os pontos A e B.Vocé nao pode responder essas perguntas
com matematica basica porque as férmulas da matematica basica para
inclinagcdo, drea e comprimento funcionam para linhas retas (e curvas
simples como circulos), mas nao para curvas estranhas como essa aqui.

A primeira fileira da Figura 3-3 mostra um detalhe ampliado dos trés
diagramas da curva na Figura 3-2.A segunda fileira mostra uma ampliagao,
maior e a terceira fileira outra ampliacao.Vocé pode ver como cada
ampliacao torna as curvas cada vez mais retas e cada vez mais perto da
linha diagonal. Esse processo € continuado indefinidamente.

Finalmente, a Figura 3-4 mostra o resultado depois de um nimero “infinito”
de ampliacoes — mais ou menos.Vocé pode pensar sobre os comprimentos
3 e 4 na Figura 34 (sem trocadilhos) como 3 e 4 milionésimos de

um milimetro, nao, faga isso 3 e 4 bilionésimos de um milimetro, nao,
trilionésimos, nao, zilionésimos...
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|
Figura 3-2:
Uma curva

Amplie
(veja abaixo)

Amplie
(veja abaixo)

A Amplie
(veja abaixo)

—1trés
perguntas

Qual é ainclinagdo da

curva no ponto C?

Qual é a area abaixo da
curva entre os pontos A e B?

Qual é o comprimento da
curva entre os pontos A e B?

|
Figura 3-3:
Amplie até o

nivel de um
microscopio.
|
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E assim que a
diferenciacéo funciona.

3 zilionésimos

4 zilionésimos
H Fwe » aumento
[ncllr)aggo e|~gual A istancia 5
entdo a inclinacao da diagonal é7

E assim que a integragao
funciona — mais ou menos.

3zilionésimos

4 zilionésimos

A area de um tridngulo é igual a
%base x altura, entdo a area é
6 zilionésimos ao quadrado.

E assim como o comprimento
de um arco funciona.

3 zilionésimos
—
Figura 3-4:
Seu destino ——
final — o 4 zilionésimos
nivel sub, 0 teorema de Pitagoras
sub, sub... (a?+b*=c? Iheddo
subatomico. comprimento da hipotenusa
I —é5zilionésimos.

Depois de ampliar “para sempre”,a curva esta perfeitamente reta e agora
as férmulas da algebra e da geometria basica funcionam.

Para o diagrama da esquerda na Figura 34,vocé pode usar agora a férmula
bésica da inclinagcdo usada na élgebra para encontrar a inclinagao no ponto
C.E exatamente % — essa € a resposta para a primeira pergunta da Figura 3-2.
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Para o diagrama do meio,a férmula para um triangulo regular usada

na geometria lhe da a area de 6.Entao para achar o valor total da area
sombreada mostrada na Figura 3-2,vocé tem que somar esse 6 a area do
pequeno retangulo abaixo desse triangulo (o retangulo escuro-sombreado
na Figura 3-2 mostra a idéia basica), repita esse processo para todas as outras
faixas estreitas,e depois apenas some todas as pequenas areas.

E para o diagrama da direita, o teorema de Pitagoras regular usado
na geometria lhe dd um comprimento de 5. Entao para achar o
comprimento total da curva entre os pontos A e B na Figura 3-2,vocé
faz a mesma coisa para as outras pequenas secoes da curva e depois
soma todos 0s pequenos comprimentos.

Bem, ai esta. Calculo usou o processo do limite para ampliar uma curva
até que ela ficasse reta. Depois que esta reta, as regras da velha e basica
matemaética funcionam. Célculo,dessa forma,da a algebra e a geometria
basica o poder para lidar com problemas complicados envolvendo
quantidades em constante modificagc@o (o que nos graficos aparecem
como curvas).Isso explica o fato de o calculo ter tantos usos praticos, pois
se existe algo que vocé com certeza pode contar — além da morte e dos
impostos — € que as coisas estao sempre mudando.

Dois Avisos — ou Precisao

Nem tudo nesse capitulo (ou nesse livro por sinal) vai satisfazer os altos
padroes dos matematicos da academia, tao rigorosos e sistematicos em
suas demonstragoes.

Eu posso perder minha licenca
para praticar matemdtica

Com respeito aos diagramas do meio da Figura 3-2 até 3-4,eu tenho
agido como um irresponsavel com a matematica. O processo de
integracao — encontrar a area embaixo de uma curva — nao funciona
exatamente da maneira que eu expliquei. Nao esta completamente
errado, apenas meio enganoso. Mas — eu nao ligo para o que dizem —
essa € minha histéria e eu vou ficar com ela. Na verdade, nao é uma
maneira ruim de pensar como a integracao funciona, e,de qualquer
modo, esse € apenas um capitulo de apresentacao.
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Mas o que “infinito”
realmente significa?

0O segundo aviso é que toda vez que eu falo sobre infinito — como nas duas
ultimas se¢oes onde eu discuti ampliacdo em um nimero infinito de vezes —
eu coloco a palavra “infinito” entre aspas ou digo algo do tipo “voc€ meio que
amplia para sempre”. Toda vez que voceé fala sobre infinito,vocé esta sempre
em terreno duvidoso.O que significaria ampliar para sempre ou um nimero
infinito de vezes? Vocé nao pode fazer isso — vocé nunca vai chegar 14.Nos
podemos imaginar — mais ou menos — o que € ampliar para sempre, mas ha
algo um pouco estranho sobre essa idéia — e 0 mesmo com as classificagoes.
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A 52 onda Por Rich Tennant
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“David esta usando dlgebra para calcular a gorjeta.
Barbara, vocé se incomoda de ser um
expoente fracionario?”




Nesta parte...

u lhe dou uma revisao rapida da algebra (incluindo

fragcoes) e da trigonometria (incluindo geometria)
que voce precisa para o calculo.Se vocé nao precisa dessa
revisao, pule-a,ou apenas use-a como referéncia.Se, por
outro lado,voceé estd um pouco enferrujado,nao seria uma
ma idéia rever esses assuntos — pelo menos dar uma olhada
nessa revisao.Vocé nao pode fazer calculo sem esses pré-
requisitos — especialmente algebra.




Capitulo 4
Pre-algebra e Revisao de Algebra

Neste Capitulo
Vencendo a batalha das fragoes: Separando para controlar
Aumentando os seus poderes
Chegando a poténcia das poténcias
Estabelecendo as leis dos logaritmos
Se divertindo com fatoracao

Passeando pela resolucao de equagdes quadréaticas

) 4

A Igebra é a linguagem do célculo.Vocé nao pode fazer calculo sem
algebra,como nao pode escrever poesia chinesa sem saber chinés.
Entao,se sua pré-algebra ou algebra estd um pouco enferrujada — vocé
sabe,todas aquelas regras para lidar com expressoes algébricas, equagoes,
fragOes, poténcias, raizes, logaritmos, fatoracao, equagoes de segundo grau,
etc.— certifique-se de revisar os conceitos basicos a seguir.

Ajustando as Suas Fracies

Abra um livro de célculo em qualquer pagina e voce vai provavelmente
ver uma fragcdao — vocé nao pode escapar delas. Lidar com elas requer que
voce saiba algumas regras.

Algumas regras rapidas

Primeiramente existe uma regra que é simples, mas muito importante
nD0! porque sempre aparece no estudo do calculo:

L‘(,, A

O denominador de uma fracao nunca pode ser igual a zero.

% é igual a zero, mas% ¢é indefinido.

E facil ver que% é indefinido quando sabe como a divisao funciona:

84

2
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ég,"ki'sl’

g

Isso diz a vocg, é claro,que 8 é 2 somado quatro vezes; em outras palavras,
2+ 2+ 2 + 2 =8.Bem, quantos zeros vocé precisaria somar para chegar a
5?Vocé nao pode fazer isso, e assim vocé nao pode dividir 5 (ou qualquer
outro nimero) por zero.

Aqui esta outra regra rapida.

O reciproco de um niimero ou expressao é o seu inverso multiplicativo — o
que € uma maneira sofisticada de dizer que o produto de algo pelo seu
reciproco € igual a 1.Para achar o recié)roco de uma fragao, coloque-a

.4

invertida. Deste modo, o reciproco de 1 é §’O reciproco de 6,que € igual a
6 .1

. |
€5 eoreciprocodex —2¢é pr s

Multiplicando fracies

Somar é geralmente mais facil do que multiplicar, mas com fragcoes,o
inverso € verdade — entao eu quero lidar com a multiplicagao primeiro.
Multiplicar fragoes é como um estalar dos dedos — apenas multiplique as
partes de cima e as partes de baixo:

=6_3,
2010

(201
W

IR
Qo
Q‘lﬁ
QUi

Dividindo fracées

Dividir fracdes tem um passo adicional: vocé inverte a segunda fracao e
depois multiplica — dessa forma:

24
5

: % = % (agora cancele o 5 do numerador e do denominador)

ie Sl Bl

Note que vocé poderia ter cancelado antes de multiplicar. Devido ao fato
de o0 5 ser somado uma vez para dar 5 e ser somado duas vezes para dar
10,vocé pode cancelar um 5:!

3 B3

M4 78
Note também que o problema original poderia ter sido escrito como

u1|.1>.|5‘|w
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Somando fracées

Vocé sabe que
2,3_ -
77 7 7
Vocé pode somar desse jeito porque voceé ja tem um denominador
comum. Isso também funciona da mesma maneira com variaveis:
a b _a+b
ao_a+b
c c c

3_2+3_5

Note que nao importa que vocé tenha um 2 no topo da equagao,ou um

a na parte de baixo da equacao; nao importa se um 3 esta no topo da
equacao,ou um b esta na parte de baixo da equagao; e da mesma maneira
um 7 ou c.Isso ilustra um principio poderoso:

As variaveis sempre se comportam exatamente como 0s nimeros.

Entao,se voce esta se perguntando o que fazer com a variavel ou com as
variaveis em um problema, pergunte-se como voceé faria um problema com
nimeros ao invés de variaveis. Depois faca o problema da mesma maneira
com as variaveis.Isso € ilustrado com o exemplo a seguir:

a,c

b d

Vocé nao pode somar essas fracoes como fez no exemplo anterior porque
esse problema nao tem um denominador comum.Agora,supondo que
voce esteja aturdido, faga o problema com niimero em vez de variaveis.

Vocé se lembra como somar % + 2 ? Eu nao vou simplificar cada linha da

solugao.Voce vai ver por que em um minuto.

1. Encontre o menor denominador comum (na realidade, qualquer
denominador comum vai funcionar ao se somar fracoes), e
converta as fracoes.

O menor denominador comum é 5 vezes 8, ou 40, entao converta cada

fracao em 40:

(281 \)
+
oo |w

[NCRRG N1 V]

‘00 0100
w olw
Y e

+ (8 -5 éigual a5 - 8 entdo vocé pode inverter a ordem. Essas
fragcoes sao 40, mas eu quero deixar o 5.8 no denominador

por agora)

ol
oo
(2]

o]



34 Parte ll: Aquecendo-se com os Pré-requisitos do Calculo

2. Some os numeradores e mantenha o denominador comum

inalterado:
_2:8+3°5 " N 16 + 15 31
=53 (Voce pode ver que isso € igual a T ,ou 40)

Agora vocé esta pronto para fazer o problema original, ¢ + (91 .Nesse
problema, vocé tem um a em vez de um 2,um b em vez de um 5,um c em
vez de um 3,e um d em vez de um 8.Apenas siga exatamente 0s mesmos
passos que voce segue quando estd somando 5tg .Vocé pode pensar
em cada um dos ntimeros da solu¢ao acima como estampados em um
lado de uma moeda com a variavel correspondente do outro lado. Por
exemplo,hd uma moeda com um 2 de um lado € um a no lado oposto;
outra moeda tem um 8 de um lado e um d do outro lado, e assim por
diante.Agora, faca cada passo da solucao anterior, vire cada moeda, e voila,
voceé tem a solugao para o problema original. Aqui esta a resposta final:

ad + ¢cb
bd

Subtraindo fragoes

Subtrair fracoes € igual a somar fragoes com excecao de em vez de
somar, vocé subtrai. Percepcoes como essa sao a razao pela qual eles
me pagam muito dinheiro.

Simplificando fracées

Terminar problemas de calculo — depois que vocé fez todos os
passos do calculo — algumas vezes requer um pouco de matematica
complicada, incluindo a simplificagao. Certifique-se de que vocé sabe
como simplificar e quando pode fazer isso.

2
Na fracao, %‘ZL trés x podem ser simplificatdosz)do2 numerador e do
denominador, resultando na fracao simplificada X—ZL Se vocé escrever
os x em vez de usar os expoentes, vocé podera ver mais claramente
como isso funciona:

Xy _ XXX X-X-Yy-Yy
X}z X X X2

Agora simplifique os trés x do numerador e do denominador:!

X.X.x’.x.x.y.y

XXXz
. . . 2 4y
Isso deixa vocé Comu&=i£.

z z
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Se expresse

Uma expressdo algébrica ou simplesmente expressdo € algo do tipo xyz ou
@ p*\q - 6,basicamente qualquer coisa sem um sinal de igual (se tiver um
sinal de igual,é uma equagdo).Simplificacao funciona da mesma maneira
para as expressoes e paras as variaveis. Por sinal, essa € uma dica nao apenas
para simplificagao, mas para todos os topicos da algebra.

As expressoes sempre se comportam exatamente como as variaveis.

Assim,se cada x no problema acima for substituido por (xyv — g),voce tem:

yz—q)’y
(yz-q)z

E trés das expressoes (xyv — g) sao simplificadas do numerador e do
denominador, assim como os trés x foram simplificados. O resultado
simplificado é:
(yq - 9*y*
z

A regra da multiplicagdo
Agora vocé sabe como simplificar.E igualmente importante saber quando
voceé pode simplificar.

Voceé pode simplificar uma fracao somente quando ela tem uma cadeia
de multiplicagdo continua através de todo o numerador e de todo o

denominador.

A simplificacao € permitida em fra¢coes como esta:

@b’ (xy-pg)' (c+d)
ab’ z (xy - pq)°

Pense na multiplicacao como algo que conduz eletricidade. Uma
corrente elétrica pode passar de uma extremidade do denominador
para a outra,do a? até o (¢ + d), porque todas as variaveis e expressoes
estao conectadas através da multiplicacao (Note um sinal de adi¢ao e
de subtragao dentro dos parénteses — 0 “+”em (¢ + d) por exemplo — nao
quebra a cadeia).Devido ao fato de o denominador também ter uma
cadeia de multiplicagao continua, vocé pode simplificar:um a, trés b e

trés expressoes (xy + pq).Aqui esta o resultado:

alxy-pq) (c+d)
bz

Mas somando um inocente 1 no numerador (ou denominador) na fracao
original muda tudo:

@b’ (xy -pg)* (c +d) +1
ab' z (xy - pg)°

35
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O sinal de adicao na frente do 1 quebra a corrente elétrica,e nao €
permito nenhuma simplificacao em nenhum lugar da fracao.

Valor Absoluto — Absolutamente Fdcil

Valor absoluto apenas torna um niimero negativo em um ndmero positivo
e nao faz nada a um ndmero positivo ou ao zero. Por exemplo,

|-61=6,131=3,e101=0

E um pouco complicado quando lidamos com variaveis. Se x € zero ou
positivo, entao as barras de valor absoluto nao fazem nada, e assim,

lxl=x
Mas se x for negativo, o valor absoluto de x € positivo, e voce escreve

| x|=-x

QE-SE Por exemplo,se x=—6,-6 == (-6) =6
oRE-

Quando x é um nimero negativo,—x (1é-se como “x negativo” ou “o oposto
de x”) é um numero positivo.

Fortalecendo os Seus Poderes

Voceé é impotente no célculo se nao souber as regras de poténcia:
rx'=1

Esta € a regra sem levar em consideragao a que x é igual — uma fracao,
um ndmero negativo, qualquer coisa — exceto zero (zero elevado a zero
é indefinido).Vamos chamar isso de regra da pia da cozinha:

(tudo menos a pia da cozinha)’=1
X -3 l ex i
rXTE x
1 1 P ~
Por exemplo,4 % = =16 .Isso € muito importante! Nao se esqueca!
Note que a resposta 1 hdoe negativa.

o x23= (3\/)()2 — 3\/}2 e xvb = (b\/})a — b\/ xa
Vocé pode usar essa regra til ao inverso para transformar um

problema com raiz em um problema de poténcia mais facil.
X2 =xext xb=x b

Aqui vocé soma as poténcias (A proposito,vocé nao pode fazer nada
com x? mais x>.Vocé nao pode somar x* a x* porque eles nao sao
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termos iguais.Vocé s6 pode somar ou subtrair termos quando a parte
da variavel de cada termo for a mesma, por exemplo, 3xy2z + 4xy2z =
7xy2z.No caso de voce estar curioso, isso funciona da mesma maneira
—eu nao estou brincando — que 3 cadeiras mais 4 cadeiras é igual a 7
cadeiras; vocé nao pode somar termos diferentes,assim como nao
pode somar 5 cadeiras e 2 carros.

X’

P — 12 '&2_ -4 X—a_xa—b
F—xexﬁ—x exb—

Aqui voce subtrai as poténcias.
v (x)P=x5e (x> =x®

Aqui vocé multiplica as poténcias.
v (xyz)P=xy’ 2% e (xzy)?*=x2)* 2*

Aqui voce distribui a poténcia para cada variavel.

xX\4 X X\a X°

V2 = — — = —
(y) y‘e(y) »
A mesma coisa.

Qp,‘)O!

© ¥ (x+y)!=x2+y* NAO!

Nao distribua a poténcia nesse caso.Em vez disso, multiplique da
maneira longa: (X +y)2=(X+y) (X+y) =X2+Xy +yX+y2=x2 + 2xy +
y2.Veja o que acontece se usar a “regra”’acima com nimeros: (3 +5)2 =
82,0u 64,na0 32 + 52,que é igual a 9 + 25, 0u 34.

Fivando as Raizes

Raizes, especialmente as quadradas,sempre aparecem em calculo. Entao
saber como elas funcionam e entender a conexao fundamental entre raizes
e poténcias é essencial.E, € claro,isso € o que eu ja vou te dizer.

Regra das raizes — ou melhor,
regra da raiz

Qual(}uer raiz pode ser transformada em poténcia, por exemplo,3 x=x"~x=
x'2 e\ x* = x¥* Dessa forma,vocé na verdade nao precisa das regras das raizes
—vocé pode apenas transformar cada raiz de um problema em uma poténcia
e usar as regras das poténcias para resolver o problema (essa € uma técnica
muito (til, por sinal).Mas caso vocé seja um guloso por castigo,aqui estao
mais regras para revisar (aprender pela primeira vez?).Na realidade,quando
voce chega aqui,voceé deve provavelmente saber essas regras.
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Mas vocé sabia disso, certo?

Vocé nao pode ter um nimero negativo dentro de uma raiz
quadrada ou qualquer outra raiz de nimero par — pelo menos nao
em cdlculo bésico.

» Va.Nb=Vab,Va.Vb=abeVa. Vb Vab
oo @ Ya Ve ia "\/z
= v 3/ = Y =
Vo ~'b b b b b

v e Na e Wa="Va
Vocé multiplica os indices do radical.

_ Pl 64/ 75— . .
v N@=lalNa"=1al,Na=1al ¢ assim sucessivamente.

Se vocé tem uma raiz de nimero par,voce precisa das barras de valor
absoluto na resposta, porque sendo a positivo ou negativo, a resposta
€ positiva. Se for uma raiz de nimero impar,vocé nao precisa das
barras de valor absoluto.Assim,

v {a@=ad, e assim por diante.
o @+ b2 =a+ b.NAO!

Cometa esse erro e va direito para a cadeia. Tente resolver com
ndmeros: V22 + 3 =13, que ndo é igual a 2 + 3.

Simplificando raizes

Aqui estao as duas ultimas coisas sobre raizes. Primeiro, vocé precisa saber
os dois métodos para simplificar raizes como {300 ou 504 .

O método réapido funciona para Y300 porque é facil perceber o quadrado
perfeito, 100, que tem no nimero 300. Pelo fato de 300 ser igual a 100 vezes
3,0 100 sai como sua raiz quadrada, 10,deixando o 3 dentro do radical.
Assim, a resposta é 10v3.

Para Y504, nao é facil achar um quadrado perfeito grande que esteja em
504,entao vocé tem que usar o método mais longo:

1. Quebre o nimero 504 em um produto de todos os seus
nimeros primos.

Vo04 =42.2.2.3.3.7

2. Circule cada par de numeros.
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3. Para cada par circulado, tire um nimero para fora da raiz.
23427
4. Simplifique.

614

A tltima coisa sobre raizes € que, por convencao, vocé nao deixa uma raiz
no denominador de uma fracao — € uma convengao boba e antiquada,

mas ainda € ensinada, entao aqui esta.Se sua resposta €, vamos dizer,l,
vocé multiplica isso por £§: 3

2 \B_2
V3 3 3

Logaritmo — Néo é o Nome de uma
Escola de Danca

Um logaritmo € apenas uma maneira diferente de expressar uma relacao
exponencial entre nimeros. Por exemplo,

23 =8 entao,
log,8 =3 (Iése como “log de 8 na base 2 € igual a 3)

Essas duas equagoes dizem exatamente a mesma coisa.Vocé pode pensar em
uma delas como a maneira dos gregos escreverem essa relacao matematica

e a outra como a maneira latina de escrever essa mesma coisa.A base de

um logaritmo pode ser qualquer ntimero,exceto o 1,maior do que zero,e

por convencao,se a base for 10,vocé nao a escreve. Por exemplo,log1000 = 3
significa log, 1000 = 3.E também, log de base e (e = 2,72) € escrito como In em
vez de log, — matematicos usam tanto isso que eu suponho que eles quiseram
uma abreviacao especial para isso.

Vocé deve saber as seguintes propriedades dos logaritmos:

¥ log 1=0
¥ log c=1
v log, (ab) =log a+log b
v log, (%): log_a —log_b

»log.a® =blog a
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log b

v log b= log_ a

v Com essa propriedade, vocé pode calcular algo do tipo log, 20 na sua
20

1
calculadora digitando %gg‘c—3
»log, a’=b

P alogab - b

Fatorando — Quando E que
Eu Vou Precisar Disso?

Quando é que voce vai precisar disso? Para calculo, é claro.

Fatorar significa “desfazer a multiplicagcao”,como reescrever 12 como 2 - 2 -
3.No entanto,vocé nao vai encontrar problemas como esse no célculo. Para
célculo,vocé precisa saber fatorar expressoes algébricas,como fatorar 5xy +
10yz em 5y(x + 2z).Fatoragao algébrica sempre envolve reescrever a soma
de termos na forma de produto.O que se segue € um curso de revisao.

Achando o MDC

O primeiro passo em fatorar qualquer tipo de expressao é encontrar — em
outras palavras, fatorar — a maior coisa que todos os termos tém em comum
—esse € o maximo divisor comum ou MDC. Por exemplo,cada um dos trés
termos de 8x°y* + 12x*y° + 20x" y* z tem o fator 4x*) entao ele pode ser
retirado da seguinte forma: 4x? y*(2xy + 3y* + 5x%). Certifique-se de sempre
procurar um MDC para retirar antes de tentar outras técnicas de fatoracao.

Procurando um padréo

Depois de retirar o MDC se houver um,a préxima coisa a se fazer é
procurar por um dos trés padroes. O primeiro padrao é importante; os
outros dois sao menos importantes.

Diferenca dos quadrados
Saber como fatorar a diferenca de quadrados é critico:

a?-b=(a-b)(a+b)

Se vocé puder reescrever como que algo do tipo 9x! — 25 se pare¢a com
(iss0)? - (aquilo)? entao vocé pode usar o padrao de fatoracao.Veja como:

9xt — 25 = (3x2)? — (5)?
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Agora,desde que (isso)? — (aquilo)? = (isso — aquilo)(isso + aquilo),vocé
pode fatorar o problema:

(3x2)2— (5)2 = (3% = 5)(3x% + 5)

A diferenca de quadrados,a® - b? pode ser fatorada, mas a soma de
quadrados, a? + b?, ndo pode ser fatorada. Em outras palavras, a® + b, como
os numeros 7 e 13,é primo — vocé nao pode quebra-lo.

Soma e diferenca de cubos
Voce talvez também queira memorizar as regras de fatoracao para a soma
e diferenca de cubos:

a+b*=(a+b)(@-ab+b?

a’-b*=(a-b)(a@+ab+b?

Tentando algumas fatoracées trinomiais

Voce se lembra da fatoragao regular de trinomios dos seus dias de algebra?

Um trinémio é um polindmio com trés termos. Um polindmio € uma
expressao do tipo 4x° — 6x° + x* — 5x + 2 onde,com excecado da constante (0
nimero 2 no exemplo), todos os termos tém uma variavel elevada a uma
poténcia de nimero inteiro positivo. Em outras palavras,nenhuma poténcia
na forma de fragcoes e com niimeros negativos é permitida. E nem radicais,
logaritmos, senos ou cossenos,ou qualquer outra coisa — apenas termos com
um coeficiente,como o 4 no termo 4x°, multiplicado por uma variavel
elevada a um poténcia.O grau de um polindmio € a maior poténcia de x do
polinémio. O polinémio acima, por exemplo,tem um grau de 5.

Nao seria uma ma idéia voltar a boa forma com problemas do tipo
6x*+ 13x-5=2x+5)(Bx-1)

Umas poucas técnicas basicas,de adivinhar e verificar, para fatorar um
trindmio como esse estao flutuando ao redor do fluido matematico — vocé
provavelmente aprendeu uma delas na sua aula de algebra.Se vocé se lembra,
otimo. Mas tais regras de fatoragcao nao sao criticas porque voce pode sempre
fatorar (e resolver) trindomios com a férmula quadrética, que € abrangida na
préxima secao. Para mais sobre fatoracao de trindmios, veja Algebra I Para
Leigos de Mary Jane Sterling (publicado pela Alta Books).

41



42 Parte ll: Aquecendo-se com os Pré-requisitos do Calculo

Resolvendo Equacées Quadrdticas

Uma equagao quadratica é qualquer equagao polinomial de segundo grau
— € quando a maior poténcia de x,ou de qualquer outra variavel usada, é 2.

Voceé pode resolver equacoes quadraticas usando um dos trés métodos basicos.

Método 1: Fatorando

Resolva 2x* —5x =12

1. Traga todos os termos para um lado da equacao, deixando o
zero do outro lado.

2x*-5x-12=0
2. Fatore.

2x+3)(x-4)=0
Voceé pode verificar que esses fatores estao corretos ao multiplica-los.

“Soma e Produto”te diz alguma coisa?

3. Coloque cada fator igual a zero e resolva (usando a propriedade
do produto nulo).

2x+3=0 x-4=0
2x=-3
3
== — =4
X 5 ou X

Entao, essa equacao tem duas solugoes: x = — % ex=4.

Método 2: A formula quadrdtica

A solugado ou solugcdes de uma equacao quadrética, ax? + bx + ¢,sao dadas
através da formula quadratica:

-b+y\b’-4ac

x= 2a

Agora resolva a mesma equacgao do Método 1 com a férmula quadrética:
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1. Traga todos os termos para um lado da equacao, deixando o
zero do outro lado.

2x*-5x-12=0

2. Coloque os coeficientes na férmula.

x= (B =V (—25)22— 42)(=12)
_ 5+\25-(-96)
4

_5=y12]
4

Isso concorda com as solugcoes obtidas previamente — é melhor que as

A solugoes sejam iguais porque nos estamos resolvendo a mesma equagao.
Q\

Aqui estd uma 6tima dica para usar a férmula quadratica para fatorar trindmios.

Digamos que vocé queira apenas fatorar o trinomio 2x* — 5x — 12 em vez
de resolver a equagao quadratica correspondente, 2x? — 5x — 12 = 0.Veja
aqui o que vocé deve fazer.

1. Use a féormula quadratica para achar os valores de x (Vocé também
pode usar sua calculadora para achar as solucoes). Certifique-se
de que as solucoes estao escritas como fracoes em vez de como
decimais e que elas estao reduzidas aos menores valores.

- - 3
As duas solugoes, novamente,sao 4 e — 5

2. Pegue as duas solucoes e coloque-as em fatores. Se a solucao for
positiva, use a subtracao. Se a solucao for negativa, use adicao.

Entdao com a solucao igual a 4,vocé tem (x —4);e com — 3 VOCE tem

3 2
(x+7):

(x—4)(x+%)

3. Se uma das solucoes for uma fracao, pegue o denominador e
coloque-o na frente do x.

(- )

E, voila,o trindomio é fatorado em (x —4)(2x + 3).

43
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Método 3: Completando o quadrado

O terceiro método para resolver equagoes quadraticas é chamado de
completando o quadrado porque ele envolve criar um trinémio quadrado
perfeito que vocé pode entao resolver tirando a sua raiz quadrada.

Resolva 3x* = 24x + 27

1. Coloque o x> e os termos de x de um lado e a constante do outro.
3x*—-24x =27

2. Divida ambos os lados pelo coeficiente de x* (a nao ser, é
claro, que seja 1).

x?-8x=9

3. Pegue metade do coeficiente de x, eleve ao quadrado, e depois
some isso em ambos os lados.

Metade de -8 é -4 e (—4)? é 16,entao some 16 em ambos os lados:

x*-8x+16=9+16

4. Fatore o lado esquerdo. Note que o fator sempre contém
0 mesmo nimero que vocé encontrou no passo 3 (-4 nesse
exemplo).

(x-4)2=25

5. Tire a raiz quadrada de ambos os lados, lembrando de colocar
um sinal de + do lado direito.

Vix-4)?=425
x-4=15

6. Resolva.
x=445

=9%ou-1



Capitulo 5

Funcdes Legais e Seus Otimos Gréficos

Neste Capitulo

Entendendo fungoes e relacoes

Aprendendo sobre linhas

Focando nas parabolas

Lutando com os graficos

Transformando funcoes

Investigando fung¢oes inversas

Urtualmente tudo o que voceé faz em calculo envolve fungoes e seus
graficos de uma forma ou de outra. Calculo diferencial envolve
encontrar a inclinagao (ou coeficiente angular) de muitas funcoes, e o
calculo integral envolve calcular a area abaixo das funcoes. E nao somente
o conceito de uma funcao € critico para o calculo, ele € uma das idéias
mais fundamentais em toda a matematica.

0 que é uma Fungao?

RE-S£
&%
&

Basicamente,uma funcao € a relagao entre duas coisas na qual o valor
numeérico de uma coisa em alguma forma depende do valor da outra.
Exemplos estao ao nosso redor: A temperatura diaria média para a sua
cidade depende, e € uma func¢ao de,da época do ano;a distancia que
um objeto caiu é uma funcao de quanto tempo passou desde que vocé o
soltou; a area de um circulo € uma fung¢ao do seu raio; e a pressao de um
gés engarrafado € uma funcao da sua temperatura.

As caracteristicas explicativas
de uma fungao

Uma fungao tem apenas um valor de saida (output) para um valor de
entrada (input).

Considere a Figura 5-1.
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|
Figura 5-1: A
maquina de
refrigerante

é uma

Maquina de
refrigerante

2

©

Maquina
caga-niqueis

—=1J&0
6\0 10
2o

funcdo. Uma
maquina
caga-niqueis
ndo € uma
funcao.

0ooo
oooo

=]

Uma funcéo N&o é uma funcéo

A maquina de refrigerante € uma funcao porque depois de inserir os dados de
entrada (sua escolha e seu dinheiro),vocé sabe exatamente qual é o retorno.
Com a maquina cacga-niqueis, por outro lado, o output € um mistério,entao
nao é uma funcao.

A funcao elevada ao quadrado, f,é uma fung¢ao porque tem exatamente

um output designado para cada input.Nao importa que tanto o 2 como o
-2 produzam o mesmo output de 4 porque dado um determinado input,
digamos -2,nao ha mistério sobre o output. Quando o input é 3 em g,no
entanto, vocé nao sabe se o output vai ser 1 ou 2. Devido ao fato de nenhum

®BE-8€  mistério sobre o input ser permitido em fung¢oes, g nao é uma fungao.

154,

Boas fungoes,ao contrario de boa literatura, tém finais previsiveis.

f g

input
(dominio)

input
(dominio)

-2
-1

output
(imagem)

output
(imagem)

0
1

/4

O conjunto de todos os inputs € chamado de dominio; o conjunto de
todos os outputs é chamado de imagem.

|
Figura 5-2:
féuma
funcdo. g
nao é.
|

RE-S&
o
N

5
1 10

2

Algumas pessoas gostam de pensar na fungao como uma maquina.
Considere novamente a funcao ao quadrado, f,da Figura 5-2.A Figura 5-3
mostra dois inputs e seus respectivos outputs.
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I
Figura 5-3:
Uma fungdo f
como uma
maquina: A 1 TN , /\1
X
carmeentra,a | |
lingiiica sai. -2 4
I

Vocé insere 1 dentro da maquina, e do lado de fora sai um 1;vocé coloca
um - 2 e um 4 sai. Uma funcao como uma maquina recebe um input,opera
de alguma forma, e depois cospe um output.

Varidveis independentes e
dependentes

§x:g,vt\‘--SE Em uma funcao, a coisa que depende da outra coisa é chamada de

& varidvel dependente;a outra coisa € a varidvel independente.Visto
que voceé coloca nimeros na variavel independente, ela também é
chamada de varidvel de entrada.Depois de colocar um nlimero, vocé
entao calcula o output ou a resposta para a variavel dependente, assim a
variavel dependente é também chamada de varidvel de saida. Quando
vocé desenha o grafico de uma fungao, a variavel independente vai para
0 eixo X, e a variavel dependente vai para o €ixo y.

Algumas vezes a dependéncia entre as duas coisas é relacao de causa e
efeito — por exemplo,aumentar a temperatura do gas causa o aumento da
pressao. Nesse caso,a temperatura € a varidvel independente e a pressao € a
varidvel dependente porque ela depende da temperatura.

Muitas vezes, no entanto,a dependéncia nao é uma relagao de causa e
efeito,mas somente algum tipo de associacao entre duas coisas. Geralmente
a variavel independente € o que noés ja sabemos ou podemos facilmente
verificar,e a variavel dependente é o que queremos descobrir. Por exemplo,
voceé nao diria que o tempo causa um objeto cair (a gravidade é a causa),
mas se voceé sabe quanto tempo se passou,vocé pode descobrir a altura

da queda.Entao,o tempo € a variavel independente, e a altura a variavel
dependente; e vocé diria que a altura € uma fung¢ao do tempo.

Qualquer que seja o tipo de correspondéncia entre as duas variaveis, a
variavel dependente € a coisa com a qual a gente se preocupa — quando
e quao rapido ela sobe e quando e quao rapido ela desce. Geralmente,
nos queremos saber o que acontece a variavel dependente ou y quando a
variavel independente ou x aumenta (vai para a direita).
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Notagdo das fungies

Uma maneira simples de escrever a funcao y = 5x* — 2x2 + 3 é trocar
0“y”pelo“f(x)” e escrever f(x) = 5x* — 2x? + 3.E apenas uma notacio
diferente para a mesma coisa. Essas duas equacoes sao,em todos os
aspectos, matematicamente idénticas. Alunos ficam normalmente
intrigados pela notacao da funcao quando eles a véem pela primeira
vez.Eles se perguntam o que o “f’significa e se o f(x) significa f vezes
x.Ele nao significa isso. Se a nota¢ao da fun¢ao incomoda vocé, meu
conselho é pensar no f(x) como simplesmente a maneira que o y é
escrito em algum outro idioma. Nao considere o f e o x separadamente;

apenas pense no f(x) como um simbolo simples para y.

Pense no f(x) (1ése“fde x”) como uma abreviagao para“uma funcao de x”.
Vocé pode escrever y = f (x) = 3x% traduzido como“y € uma fungao de x e
essa funcao é 3x*”. Contudo,algumas vezes outras letras sao usadas em vez

de f- como, por exemplo,g(x) ou p(x) — geralmente para diferenciar as
funcoes.A letra da fungao nao necessariamente representa alguma coisa,

mas as vezes a letra inicial de uma palavra € usada (nesse caso vocé usa

uma letra maitscula).Por exemplo,vocé sabe que a area de um quadrado é
determinada elevando a medida dos seus lados ao quadrado: Area = lado® ou
A = s%.A area do quadrado depende, e é uma funcao,da medida do lado.Com
a notacao da fungao,vocé pode escrever A(s) = s

Considere a fungao quadratica y = x? ou f (x) = x*. Quando vocé coloca
o nimero 3 no lugar de x,vocé tem como resposta 9.A notacao da
funcao é conveniente porque vocé pode expressar abreviadamente a
entrada e a saida escrevendo f(3) =9 (1é-se “fde 3 é igual a 9”). Lembre-
se que f(3) =9 significa que quando x € 3,f(x) é 9; equivalentemente,
ela diz a vocé que quando x é 3,y € 9.

Fungado composta

Uma fungao composta é a combinagao de duas fungoes. Por exemplo,o
custo familiar de energia elétrica depende de quanto vocé consome, e

o consumo depende da temperatura do lado de fora. Posto que o custo
depende do consumo e o consumo depende da temperatura, o custo vai
depender da temperatura. Na linguagem da fungao, o custo € uma funcao
do consumo, o consumo é uma fung¢ao da temperatura, e assim o custo

é uma fungao da temperatura. Essa tltima fun¢ao,uma combinagao das
duas primeiras, € uma fun¢ao composta.

Deixe f (x) =x* eg (3) =5x—8.Coloque 3emg (x)=g (3)=5-3-8, que é
igual a 7.Agora pegue esse resultado, 7,e coloque em f (x) =f (7) = 7> =49.A
metafora da maquina mostra o que eu fiz aqui.Veja a Figura 54.A maquina g
transforma um 3 em um 7, e depois a maquina f transforma o 7 em 49.



Capitulo 5: Funcdes Legais e Seus Otimos Graficos 4 9

|
Figura

5-4: Duas g f
funcdes
como /-\5)(_3/-\7/-\ X2 X

maquinas
|

49

Vocé pode expressar o resultado das duas fungoes em um passo com a
seguinte funcao composta:

f(g (3)=49

Voceé calcula primeiro a funcao de dentro de uma fungao composta — g(3)
= 7.Depois vocé pega o resultado, 7,e calcula f(7),que é igual a 49.

Para determinar a funcao composta geral, f (g (x)),coloque g(x),que é
igual a 5x — 8,em f(x).Em outras palavras, vocé quer determinar f (5x — 8).
A funcao fou maquina fpega esse valor e eleva ao quadrado.Assim,

f(5x—8) = (5x—8)?
= (5x-8) (5x—8)
=25x% — 40x — 40x + 64
=25x2 — 80x + 64
Assim,f(g (x)) = 25x% — 80x + 64.

00!
§ S\ Com fun¢oes compostas,a ordem é importante. Como uma regra geral,

@ Flg () #2(f@).

Com o0 Que uma Fungao se Parece?

Eu nao sou um histérico matematico, mas todos parecem concordar que
René Descartes (1596-1650) veio com a ideia do sistema de coordenadas
x-y mostrado na Figura 5-5.

y

2° quadrante 1° quadrante

; (8,3)
Figura 5-5: T :

0 plano 24

cartesiano 14

(para + + + + + + + + + + ; + X
Descartes) -3 -2 -1 [0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ou sistema de

coordenadas

Xy 3° quadrante 4° quadrante
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Figura 5-6:

Quatro
funcdes.

Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716) foram os
inventores do célculo, mas é dificil imaginar que eles possam ter feito
isso sem a contribuicao de Descartes, muitas décadas antes. Pense no
sistema de coordenadas (ou a tela da sua calculadora grafica) como
sua janela para o mundo do calculo.Virtualmente tudo no seu livro de
célculo e nesse livro envolve graficos de linhas ou curvas — geralmente
funcoes — no sistema de coordenada x-y.

Considere os quatro graficos na figura 5-6.

Essas quatro curvas sao fungoes porque elas satisfazem o teste da reta
vertical (Nota: Eu estou usando aqui o termo curva para me referir a
qualquer forma, seja curva ou reta).

Uma curva € uma fungao se a reta vertical desenhada — sem levar em
consideracao onde é desenhada — tocar a curva apenas uma vez. [sso

garante que cada input tenha exatamente um output.

Nao importa onde vocé desenhe a reta vertical em qualquer um dos quatro
graficos na Figura 56,a reta tocara a curva em apenas um ponto.Tente.

Se,no entanto,uma reta vertical puder ser desenhada para que toque a
curva duas ou mais vezes, entao a curva nao é uma funcao.As duas curvas

na Figura 5-7, por exemplo,nao sao fungoes.

y=3x+5 y=x%-2

s :
NV

y=1x y =senx

(Nota: Esses gréficos tém escalas diferentes)
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Figura 5-7:
Essas duas
curvas nao
sdo funcgdes
porque foram
reprovadas
no teste da
reta vertical.
Elas sdo,

no entanto,
relagdes.

x2+y?2=9 x=y%-5y2+10
y y
A A
: x E x
i B
\ \

(Nota: Esses graficos tém escalas diferentes)

Entao, as quatro curvas na Figura 5-6 sao func¢odes, e as duas na Figura 5-7
nao sao, mas todas as seis curvas sao relacées.

Uma relagdo € qualquer colecao de pontos no sistema de coordenadas x-y.
Voceé passa pouco tempo estudando algumas relacoes que nao sao

fung¢oes no célculo - circulos, por exemplo — mas a grande maioria dos
problemas de calculo envolve fungoes.

Funcdes Comuns e Seus Grdficos

Vocé vai ver centenas de fungoes no seu estudo de calculo,entao nao
seria uma ma idéia familiarizar-se com as fungoes basicas nesse topico: a
reta,a parabola,a func¢ao de valor absoluto, as fun¢oes cibicas e de raiz
cubicas, e as fungdes exponenciais e logaritmicas.

Retas no plano em portugués claro

Uma reta é a fung¢ao mais simples que vocé pode desenhar num plano
cartesiano (Retas sao importantes em calculo porque quando vocé
amplia bem uma curva, ela parece e se comporta como uma reta).A
Figura 5-8 mostra um exemplo:y = 3x + 5.
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Figura 5-8:
0 graficoda
retay=23x+5.
|

Acertando as inclinagoes

A coisa mais importante sobre a reta na Figura 5-8 — pelo menos para o
seu estudo de calculo — € a sua inclinacao. Note que toda vez que x se
desloca em 1 para a direita,y sobe em 3.Uma boa maneira de visualizar
a inclinacao é desenhar uma escada embaixo da reta (veja a Figura 5-9).
A parte vertical do degrau é chamada de aumento, a parte horizontal é
chamada de distancia, e a inclinagao é definida como a razao entre o
aumento e a distancia:

. .. . aumento 3
inclinac@o= 5 =-=3
distancia 1

y
21
18 3
1
15 3
1
12 3
1
9 3
1
61/ |3
|
Figura 5-9: 1
Areta
y=3x+5
) te.m uma -6 -3 3 6 X
inclinacdo
igual a 3. -3
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Voceé nao precisa fazer a distancia ser igual a 1.A razao do aumento sobre a
distancia, e assim a inclinagao,sempre resulta a mesma, nao importando qual
o tamanho dos degraus.Se vocé quer fazer a distancia igual a 1,no entanto,a
inclinacao é igual ao aumento porque um nimero dividido por 1 € igual a ele
mesmo.Essa € uma boa maneira de pensar sobre a inclinagao - a inclinacao é
o valor que a reta sobe (ou desce) quando se desloca em 1 para a direita.

Q}‘&“E'sf Retas que sobem a direita tém uma inclinagao positiva; retas que

~ descem a direita tém uma inclinagao negativa.Retas horizontais tém
uma inclinagao igual a zero, e retas verticais nao tém inclinacao — vocé
diz que a inclinacao de uma reta vertical € indefinida.

Aqui esta a férmula para a inclinagao:

. . ~ Yy =W
inclinagdo = X, o %,

Escolha dois pontos na reta da Figura 5-9,digamos (1,8) e (3,14),e
coloque-os na formula para calcular a inclinagao:
14-8

inclinacdo = 3-1

Il
w oo

Esse calculo envolve,em certo sentido,um degrau da escada que vai
até 2 e sobe em 6.A resposta 3 concorda com a inclinacao que vocé
pode ver na Figura 5-9.

Qualquer linha paralela a essa tem a mesma inclinagao,e qualquer reta

perpendicular a essa tem uma inclinagao de — 3 que € o reciproco oposto de 3.
éq,\’kE'sE
N Retas paralelas tém a mesma inclinacao. Retas perpendiculares tém

inclinag¢oes reciprocas opostas.

Desenhando linhas

Se vocé tem a equacgao da Reta, y=x + 5,mas nao o seu grafico,vocé pode
desenhar a reta da maneira antiga ou com a sua calculadora grafica. A
maneira antiga é criar uma tabela de valores substituindo x por niimeros e
calculando y.Se voceé coloca 0 no lugar de x,y vai ser igual a 5; coloque 1 no
lugar de x, e y vai ser igual a 8; coloque 2 no lugar de x,e y vai ser 11,e assim
sucessivamente. A Tabela 5-1 mostra os resultados.

Tabela 5-1 Pontos na Retay=3x+5

112|3]|4] >
y [ 5]8][1]417] -|--->
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Desenhe e conecte os pontos, e coloque setas nas duas extremidades —
al esta a sua reta.

Isso é muito facil com uma calculadora grafica. Apenas digite y=3x+5 e
sua calculadora ira desenhar o grafico da reta e produzir uma tabela como a
Tabela 5-1.

Equacdo de uma reta na forma inclinacao-intersecdo (ou
forma reduzida) e forma ponto-inclinacéao

Vocé pode ver que a reta na Figura 59 cruza o eixo y no ponto 5 — esse é
o ponto onde a reta intercepta o eixo y.Visto que tanto a inclinagao de 3
como a intersecdo no eixo y de 5 aparecem na equacao y = 3x + 5,essa
equacao € dita estar na forma inclinacao-intersegcdo.Aqui esta a forma
escrita de maneira geral:

y=mx+b
(Onde m é ainclinagao e b é o ponto de intersecao no eixo y)

(Se isso nao te faz lembrar de nada — nem mesmo uma lembranca distante
—va diretamente ao departamento de matricula e abandone o célculo,
mas de maneira alguma devolva esse livro).

Todas as retas,com excecao das retas verticais, podem ser escritas dessa
forma.Retas verticais sempre se parecem com x = 6.0 nimero diz a vocé
onde a reta vertical cruza o eixo x.

A equacao de uma reta horizontal também parece diferente,y = 10,
por exemplo.Mas ela tecnicamente se encaixa na forma y=mx+ b —
somente porque a inclinacao da reta horizontal é igual a zero, e porque
zero multiplicado por x € zero,nao ha um termo x na equacao.

QA Uma reta € o tipo mais simples de func¢ao, e uma reta horizontal (chamada
de funcao constante) é o tipo de reta mais simples. E, todavia, razoavelmente
importante em céalculo, entao se certifique de saber que a reta horizontal
tem uma equacgao do tipo y = 10 e que sua inclinagao € igual a zero.

Sem =1e b =0,voce tem a fungao y = x.Essa reta passa pela origem
(0,0) e faz um angulo de 45° com ambos os eixos.E chamada de fungao
identidade porque os inputs sao iguais aos outputs.

Em adicao a forma inclinagao-intercepto para a equagao da reta, vocé
deve saber a forma do ponto-inclina¢do:

y-y,=mx-x)
Para usar essa forma, vocé precisa saber — vocé adivinhou — um ponto

na reta e a inclinagdo da reta.Voc€ pode usar qualquer ponto da reta.
Considere novamente a reta na Figura 5-9. Escolha qualquer ponto,
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digamos (2,11),depois coloque as coordenadas x e y do ponto em x, e y,,
e coloque o coeficiente angular,3,em m.

y-11=3(x-2)

Com um pouquinho de algebra vocé pode transformar essa equagcao em
uma que nos ja conhecemos,y = 3x + 5. Tente.

Fungdo de 2° grau e modular —
mesmo trabalho

Voceé deve estar familiarizado com as duas fun¢oes mostradas na Figura 5-10:
a funcao de 2° grau, f (x) = x*,e a fungdomodular, g (x) =1 x 1.

f(x) = x? gl(x)=1x|
y y

|
Figura 5-10:
Os gréaficos
defix)=x?e
glx)=|x]|.
|

Note que ambas as func¢oes sao simétricas com respeito ao eixo y.Em
outras palavras, os lados direito e esquerdo de cada grafico sao reflexos
um do outro.Isso os torna func¢oes pares.Uma fun¢ao polinomial do
tipo y =9x* - 4x? + 3,onde todas as poténcias de x sdo pares (com

ou sem um termo constante), € um tipo de fungao par. Outro tipo de
funcao par é y = cos (x) (veja o Capitulo 6).

Algumas funcgées esquisitas

Faca o grafico das fungdes f (x) =x* e g (x) =3y x na sua calculadora grafica.
Essas duas fung¢oes ilustram uma simetria impar. Fun¢oes impares sao
simétricas com relacao a origem o que significa que se voce as girar em 180°
sobre a origem, elas vao aterrissar nelas mesmas.Uma fun¢ao polinomial do
tipo y =4x° — x* + 2x,onde todas as poténcias de x sao impares,é um tipo de
fun¢ao impar. Outra fungao impar € y = sen(x) (veja o Capitulo 6).

Muitas fungoes nao sao nem pares e nem impares, por exemplo, y = 3x>
- 5x.Minha professora do ensino médio disse que um paragrafo nunca
deveria ter apenas uma sentenca, entao voila, agora ele tem duas.
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|
Figura 5-11:
Os gréaficos
de f(x)=2ve
g (x) =10~.
|

Funcoes exponenciais

Uma fung¢ao exponencial é uma com uma poténcia que contém uma
variavel,como f (x) = 2*ou g(x) = 10*. A Figura 5-11 mostra os graficos
dessas duas fun¢oes no mesmo sistema de coordenadas x-y.

=10"
g(x) =10 )= 2*

05 O 05 1 15 2 25 3

Ambas as fung¢oes passam pelo ponto (0,1),assim como todas as fungoes
exponenciais da forma f (x) = b*.Quando b é maior do que 1 vocé tem
um crescimento exponencial Todas as fungoes desse tipo aumentam para
a direita para sempre, e como elas vao para a esquerda no sentido negativo
infinitamente, elas avangam ao longo do eixo x,sempre chegando perto,
mas nunca tocando o eixo.Vocé usa essas e fungoes relacionadas para
descobrir coisas como investimentos, inflacao e aumento populacional.

Quando b esta entre 0 e 1,vocé tem uma funcao de decaimento
exponencial. Os graficos desse tipo de fungdes sao como fungoes de
crescimento exponencial ao inverso.Fungoes de decaimento exponencial
também cruzam o eixo y no ponto (0,1), mas elas sobem para a

esquerda para sempre, e avangam ao longo do eixo x para a direita.Essas
fungoes exemplificam coisas que encolhem ao longo do tempo,como o
decaimento radiativo do uranio.

Funcées logaritmicas

Uma func¢ao logaritmica é simplesmente uma fun¢ao exponencial com o
eixo x e y trocado.Em outras palavras,a dire¢ao para cima e para baixo em
um grafico exponencial corresponde a direcao direita e esquerda em um
grafico logaritmico, e a direcao direita e esquerda em um grafico exponencial
corresponde a dire¢ao para cima e para baixo em um grafico logaritmico

(Se vocé quiser uma revisao sobre logs, veja o Capitulo 4).Vocé pode ver essa
relagao na Figura 5-12,na qual ambas as fungoes f (x) =2* e g (x) =log,x sdo
desenhadas no mesmo conjunto de eixos.
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y
9..
8..
7..
6..
5..
4..
3t g(x) =logyx
2t /7
Figura 5-12; / N
Os 2 1.7
graficos de T
flx)=2"e r 4l
g(X)=logﬁ-

Tanto a funcao exponencial como a funcao logaritmica sao
monotonicas. Uma fun¢ao monotdnica pode subir sobre todo o seu
dominio (chamada de func¢ao crescente) ou descer sobre todo o seu
dominio (uma funcao decrescente).

Note a simetria das duas fung¢oes na Figura 5-12 sobre a linha y = x.Isso as
torna inversas uma da outra,o que nos leva para o proximo topico.

Funcdes Inversas

As funcoes f (x) =x* (para x > 0) e a funcao £~ (x) = Jx (1ése como“f
inversa de x € igual a raiz de x”) sao funcoes inversas porque cada uma
desfaz o que a outra fez.Em outras palavras, f (x) = x* recebe uma entrada de
3 e produz uma saida de 9 (porque 3*=9);f~! (x) = \x recebe uma entrada
de 9 e torna isso de volta ao niimero 3 (porque \9 = 3).Note que £ (3) =9

e f71(9) =3.Vocé pode escrever tudo isso em um passo como f ! (f(S)) =
3.Funciona da mesma maneira se vocé comecar com £~ (x). ! (16) =4
(porque V16 =4), e f (4) = 16 (porque 4% = 16).Se vocé escreve esse tinico
passo,voce tem f (f ‘1(16)) =16 (Note que lemos f~! (x) como “finversa de

X", nao temos o inverso de x,mas as funcoes sao inversas uma da outra).

A maneira sofisticada de somar tudo isso é dizer que f (x) e f~! (x) sao

funcoes inversas se, e somente se, f ! (f(x)) =xe f(f ‘l(x)) =x.
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|
Figura 5-13:

Os gréaficos
de f(x) = x?
(parax>0)e

1 (x) = Vx.
|

Nao confunda o sobrescrito —1 em f~! (x).com o expoente —1.0 expoente

-1 lhe da o reciproco de algo, por exemplo, x ~! = % Masf'(x) éo
1
f(x)

voce talvez pergunte: entao por que o mesmo simbolo é usado para duas

que é o reciproco de f (x).E claro que

inverso de f (x).Ndo é igual a

coisas diferentes? Nao fago a menor idéia.

Quando vocé desenha o grafico de fung¢odes inversas,cada uma € o reflexo
da outra, refletida sobre a linha y = x.Veja a Figura 5-13, que tem os graficos
das funcoes inversas f (x) = x* (para x > 0) e £~ (x) = Vx.

y

N W B~ o1 o N 0 O
—t—t—t——

—_
4

o
N

Se voceé rotacionar o grafico na Figura 5-13 no sentido anti-horario para
que a linha y = x fique vertical,vocé pode ver facilmente que f (x) e f~!
(%) sao reflexos uma da outra.Uma conseqiiéncia dessa simetria € que
se um ponto como (2,4) estiver em uma das fun¢oes,o ponto (4,2) vai
estar na outra.E também, o dominio de fé o contradominio de f~' e o
contradominio de fé o dominio de .

Deslocamentos, Reflexos, Esticamentos
e Redugies

Qualquer funcao pode ser transformada em uma fungao correspondente,
deslocando-a horizontalmente ou verticalmente, virando (refletindo)
horizontalmente ou verticalmente, ou esticando ou reduzindo
horizontalmente ou verticalmente. Eu fago os deslocamentos horizontais
primeiro. Considere a fun¢ao exponencial y = 2*.Veja a Figura 5-14.
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|
Figura 5-14:

0 gréfico de
y=2~

Transformacées hovizontais

Transformagoes horizontais sao feitas somando um ntimero ou diminuindo
um nimero da variavel de entrada x ou multiplicando x por qualquer
numero.Todas as transformagoes horizontais, exceto o reflexo, funcionam

da maneira oposta que vocé espera: Somando um valor a x faz a fungao se
deslocar para a esquerda,subtraindo um valor de x faz a funcao se deslocar
para a direita, multiplicando x por um nimero maior do que 1 reduz a
funcao, e multiplicando x por um nimero menor do que 1 estica a funcao.
Por exemplo, o grafico de y = 2**3 tem a mesma forma e orientacdo do que o

grafico da Figura 5-14; é apenas deslocado em trés unidades para a esquerda.

Em vez de passar pelos pontos (0,1) e (1,2),a funcao deslocada passa por
(=3,1) e (-2,2).E o grafico de y =2%-3 esta a trés unidades a direita de y = 2~.
A funcao original e as transformacodes sao mostradas na Figura 5-15.

Se vocé multiplicar o x em y = 2* por 2,a fung¢ao reduz horizontalmente por
um fator de 2.Entao todo ponto na nova funcao é metade da sua distancia
original do eixo y.A coordenada y de cada ponto continua a mesma;a
coordenada x € cortada pela metade. Por exemplo,y = 2* passa por (1,2),
entao y = 2% passa por i,2 ;¥ = 2¥ passa por (—4,L),entéo y=2% passa
por (—2,L .Multiplicando x por um niimero mer101r6do que 1 tem um
efeito oposto. Quando y = 2* é transformado em y = 2%’(, cada ponto em y
=2* ¢ afastado do eixo y por uma distancia 4 vezes maior do que era.Para
visualizar o graficode y = 2%’(, imagine que voceé tem o grafico de y=2*em
um sistema de coordenadas elastico. Agarre o sistema de coordenadas na
esquerda e na direita e estique por um fator de 4,afastando tudo do eixo y,

1
mas mantendo o eixo y no centro.Agora vocé tem o gréfico de y = 2+™.

59
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y
84
7.
6.
5.
4.
_ ox43
y=2 3
_ 2
Figura 5-15:
Os graficos
dey=2, _ . . . “/ . . . . . .
y=2+3 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
y:22x+3_
|

O tltimo deslocamento horizontal € um reflexo sobre o eixo y.Multiplicando
0 x em y =2 por -1 vai refletir ou virar em torno do eixo y.Por exemplo,o

ponto (1,2) se torna (-1,2) e (—2,%),se torna (2, %).Veja a Figura 5-16.

|
Figura 5-16: Os
graficosde y =
2Xey=2""
|
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Transformacées verticais

Para transformar uma func¢ao verticalmente, vocé soma um niimero ou
subtrai um niimero de toda a fun¢ao ou multiplica por um nimero. Para
fazer algo para uma funcao toda,digamos y = 10%,imagine que todo

o lado direito da equacgao esta dentro dos parénteses,como y = (10%).
Agora,todas as transformacoes verticais sao feitas colocando um nimero
em algum lugar a direita da equacao do lado de fora dos parénteses
(Obviamente, vocé realmente nao precisa dos parénteses).Ao contrario
das transformagoes horizontais, as transformacoes verticais funcionam da
maneira que voce espera: Somar faz a fungao ir para cima,subtrair faz a
funcao ir para baixo, multiplicar por um nimero maior do que 1 expande
a funcao, e multiplicar por um niimero menor do que 1 encolhe a funcao.
Por exemplo,

y=10" + 6 desloca a fungao original em 6 unidades para cima
y =10~ — 2 desloca a fungao original em 2 unidades para baixo
y=5"- 10~ expande a funcao original verticalmente por um fator igual a 5
y= % - 10~ reduz a fungao original horizontalmente por um fator igual a 3.

Ao multiplicar a funcao por -1, ela vai refletir sobre o eixo x,ou,em outras
palavras, virar de cabeca para baixo.
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Capitulo 6
A Danca da Trigonometria

Neste Capitulo
Arremessando para eles com SohCahToa

Todo mundo tem um angulo: 30°,45°,60°

Circunavegando um circulo unitario

Fazendo o grafico de funcoes trigonométricas

Investigando fungoes trigonométricas inversas

M uitos problemas de célculo envolvem trigonometria, e o célculo por si

s6 € um desafio suficiente se tivermos que reaprender a trigonometria
ao mesmo tempo.Entao, se sua trigonometria estiver enferrujada — eu estou
chocado - revise essas no¢oes basicas,ou faga outra coisa.

Estudando Trigonometria no
Acampamento SohCahToa

|
Figura 6-1:
Sentado ao
redor da
fogueira,
estudando
um tridngulo

retangulo.
|

O estudo da trigonometria comeca com o triangulo retangulo.As trés
fungoes mais importantes da trigonometria (seno,cosseno e tangente)

e seus reciprocos (co-secante,secante e co-tangente) dizem a vocé algo
sobre as medidas dos lados de um triangulo que contém um angulo
agudo dado — como o angulo x na Figura 6-1.0 maior lado desse triangulo
retangulo (ou de qualquer triangulo retangulo), o lado diagonal, é
chamado de hipotenusa.O lado que mede 3 unidades é chamado de lado
oposto porque esta no lado oposto ao angulo x,e a medida dolado €4 e é
chamado de lado adjacente porque é adjacente a,ou tocando, o angulo x.

Hipotenusa (H) 3

Oposto (0)

Adjacente (A)
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SohCahToa é um mnemonico sem sentido que ajuda vocé a se lembrar
as defini¢oes das fung¢oes seno, cosseno, e tangente.SohCahToa usa

as letras iniciais de seno, cosseno, e tangente, e as letras iniciais de
hipotenusa,oposto, e adjacente para ajudar vocé a se lembrar das
defini¢oes a seguir (Para lembrar como se soletra SohCahToa, note a sua
pronuncia e o fato de que contém trés grupos de letras em cada silaba).

Soh Cah Toa
sen «9:% cos «9:% tg 9:%
Para o triangulo na Figura 6-1,
O_3 A_4 O_3
_———=— =—=— t = =_—
sen x i COoSs X -3 g X N

As outras trés fungoes sao reciprocas dessas: co-secante (csc) € o
reciproco do seno,secante (sec) € o reciproco do cosseno, e a co-tangente
(cot) é o reciproco da tangente.

cosec 0= I _L_H
“senf O O
H
sec = I _1_H
Tcosf AT A
H
1 1 A
cotg 0= tax _§_6
A
Entdo para o triangulo na Figura 6-1,
cosecx=ﬂ=£ secx:ﬂ=é cotgx=é=i
O 3 A 4 O 3

Dois Trigngulos Retdngulos Especiais

oRE-S£

lé;b

Visto que muitos problemas basicos de calculo envolvem angulos de 30°,45°,
e 60°,é uma boa ideia decorar os dois triangulos retangulos na Figura 6-2.

0 trigngulo 45°-45°-90°

Todo 45°-45°-90° tem a forma de um quadrado cortado pela metade
na sua diagonal. O triangulo 45°-45°-90° na Figura 6-2 é metade de um
quadrado de lados 1 por 1.0 teorema de Pitdgoras lhe da a medida da
hipotenusa,\/? ou mais ou menos 1,41.

O teorema de Pitdgoras diz a vocé que para qualquer triangulo retangulo,
@+ b* =% onde a e b sdo as medidas das pernas do triangulo (os lados que
tocam o angulo reto) e ¢ é a medida da hipotenusa.
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60°

|
Figura 6-2:

0 triangulo
45°-45°-90°

e o tridngulo 300
30°-60°90°. [ u

— 1 V3 =173

Quando voce aplica as fung¢oes trigonométricas SohCahToa e seus reciprocos
ao triangulo 45°45°-90°, vocé tem os seguintes valores trigonométricos:

o H_ 1 2 _ o H_2_ 5
sen 45 SRR ~0,71 cosec 45 =57 =2 =~141
o A1 N2 o H_2_ 5.
cos 45 =q= \E—T~0,71 sec 45 =2 =71 =2~ 1,41

tgaso=2 -1 g cotg450=%=i=1

0 trigngulo 30°-60°-90°

Todo triangulo 30°-60°-90° é metade de um triangulo eqiiilatero.

O triangulo 30°-60°-90° na Figura 6-2 € metade de um triangulo eqtilatero
de 2-por2-por2.Ele tem pernas que medem 1 e 3 (mais ou menos 1,73),e
uma hipotenusa de medida igual a 2.

39 Nao cometa o erro comum de trocar o 2 pela Y3 em um triangulo 30°60°-90°.
Lembre-se que o 2 € maior que V3 (\/Z éigual a 2,entao \3 deve se menor do
que 2) e que a hipotenusa é sempre o maior lado de um triangulo retangulo.

Q\('p‘ Quando vocé amplia um triangulo 30°-60°-90°, exagere o fato de que é
p g S q

mais largo do que alto.Isso torna 6bvio que o menor lado (de medida
igual a 1) € oposto ao menor angulo (30°).

Aqui estao os valores trigonométricos para o triangulo 30°-60°-90°.

o H_1 o H_2 _
sen30—o—2 COSGC30—O—1—2
o A_A3 o H_ 2 243
cos 30 “H="9 ~(,87 sec 30 ATV 3 ~ 1,15
O 1 3 A

65
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O triangulo 30°-60°-90° mata dois coelhos com uma cajadada s6 porque
ele também lhe da os valores trigonométricos para um angulo de 60°.

Dé novamente uma olhada na Figura 6-2.Para o angulo de 60°,0 lado do
triangulo que mede 3 é agora o lado oposto para os fins do SohCahToa
porque estd no lado oposto do angulo de 60°.0 lado de medida igual a 1
se torna o lado adjacente para o angulo de 60°,e o lado de medida igual
a 2 continua, é claro,sendo a hipotenusa.Agora use o SohCahToa de novo
para achar os valores trigonométricos do angulo de 60°.

o, O_3 | o H_2 243
ser160_H_ 5 ~(,87 coseCGO_O_ 53 ~ 1,15

o A_1 o H_2_
cosGO—H—2 seCGO—A—1—2

0o, O_V3 _ @& ol A_1 N3
tg 60 =27 =y3=~1,73 cotg 60 =0~ 8~ 3 ~(,58

O mnemonico SohCahToa,junto com os dois triangulos retangulos
muito faceis de serem lembrados na Figura 6-2,te dao a resposta para
18 problemas trigonométricos!

Circulando o Inimigo com o Circulo Unitdrio

SohCahToa somente funciona com triangulos retangulos, e assim s6 pode
lidar com angulos agudos — angulos menores que 90° (Os angulos em um
triangulo devem somar 180° porque um triangulo retangulo tem um angulo
de 90°,e os outros dois angulos devem ser menores do que 90°).Com o
circulo trigonométrico (unitario),no entanto,vocé pode achar valores
trigonométricos para qualquer tamanho de angulo.O circulo trigonométrico
tem um raio de uma unidade e é fixado em um sistema de coordenadas x-y
com o seu centro na origem.Veja a Figura 6-3.

y
(0,1)
Quadrante Il Quadrante |
(_\/§ 1 ' V3 1)
5 1 radiano = 57° 5 7
2,2 150° 2,2
60° N\ 160 o
1 Medida =5
2
(1.0 30° 30° (1,0
T — X
—70 3
2
|
Figura 6-3: 0 tdo
falado circulo
trigonométrico. Quadrante llI Quadrante IV
|
(0,-1)




Capitulo 6: A Danca da Trigonometria 6 7

ORE-S£
Y

Q,“E'SE

\oR

A Figura 6-3 tem bastante informag¢ao, mas nao entre em panico;tudo vai
fazer sentido em um minuto.

Angulos no circulo trigonométrico

Para medir um angulo no circulo trigonométrico,comece no lado positivo do
eixo x e siga em sentido anti-horario para o lado terminal do angulo.

Por exemplo, 0 angulo de 150° na Figura 6-3 comeca no lado positivo

do eixo x e termina no segmento que toca o circulo unitario no ponto

(—g, %).Se,em vez disso, voceé seguir no sentido horario, vocé pode

obter um angulo com medida negativa.

Medindo angulos com radianos

Voceé sabe tudo sobre graus.Vocé sabe como sao angulos de 45° e de 90°%;
voceé sabe que meia volta significa uma volta de 180° e que voltando até
onde vocé comecgou € uma volta de 360°.

Mas graus nao € a tnica maneira de medir angulos.Vocé também pode
usar radianos. Graus e radianos sao apenas duas maneiras diferentes
de medir angulos, como polegadas e centimetros sao duas maneiras de
medir o comprimento.

A medida em radiano de um angulo é o comprimento do arco ao longo
da circunferéncia do circulo unitario cortado pelo angulo.

Olhe para o angulo de 30° no quadrante [ na Figura 6-3.Voce vé a secao
em negrito da circunferéncia do circulo que € cortada por esse angulo?
Visto que o circulo todo tem 360°,0 angulo de 30° € um doze avos do
circulo.Entao o comprimento do arco em negrito € um doze avos da
circunferéncia do circulo.A circunferéncia é dada pela férmula C = 2nr.
Esse circulo tem um raio igual a 1,entao sua circunferéncia € igual a 2m.
Posto que o arco em negrito seja um doze avos disso,seu comprimento €
%, que é a medida em radiano do angulo de 30°.

A circunferéncia do circulo trigonométrico de 2n torna mais facil se
lembrar que 360° € igual a 2n radianos. Metade da circunferéncia tem uma
medida igual a 7t,entao 180° é igual a n radianos.

Se voceé focar no fato de que 180° é igual a  radianos, outros angulos
serao faceis:
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v 90° é metade de 180°,entao 90° é igual a metade de 1,ou % radianos.
v~ 60° € um terco de 180°,entao 60° € igual a um terco de ,ou % radianos.
v 45° é um quarto de 180°,entao 45° € igual a um quarto de 7i,0u % radianos.

QRE-SE v 30° € um sexto de 180°,entao 30° € igual a um sexto de n,ou % radianos.

154,

Aqui estao as formulas para converter de graus para radianos e vice versa.
v+ Para transformar de graus para radianos, multiplique a medida do
T
angulo por 180°

v~ Para transformar de radianos para graus, multiplique a medida do

(3}

angulo por

Por sinal,a palavra radiano vem de raio.Olhe a Figura 6-3 novamente.Um
angulo medindo 1 radiano (mais ou menos 57°) corta um arco ao longo da
circunferéncia desse circulo de mesma medida do raio do circulo. Isso é
verdade nao apenas para circulos unitarios, mas para circulos de qualquer
tamanho.Em outras palavras, pegue o raio de qualquer circulo,coloque-o ao
longo da circunferéncia do circulo,e esse arco cria um angulo de 1 radiano.

s . .
Nesse ou em qualquer outro livro de calculo,algumas problemas usam

graus e outros usam radianos, mas radianos € a unidade preferivel. Se um
problema nao especificar a unidade, faca o problema em radianos.

Querida, eu encolhi a hipotenusa

Olhe novamente o circulo unitario na Figura 6-3.Viu o triangulo de 30°-
60° - 90° no quadrante I? E a mesma figura, porém metade do tamanho do
triangulo da Figura 6-2.Cada um dos seus lados € igual a metade do da
Figura 6-2.Visto que a hipotenusa tem agora uma medida de 1,e porque
quando H é 1,9 é igual a O,0 seno do angulo de 30°,que € igual a 9
termina se igualando a medida do lado oposto. O lado oposto € igual a 1L

2
,entao isso € o seno de 30°. Note que a medida do lado oposto é a mesma

V3 1

que a coordenada y do ponto (7, E).Se voceé descobre o cosseno de 30°
nesse triangulo, ele acaba se igualando a medida do lado adjacente,que é

V3 1

0 mesmo que a coordenada x do ponto (7 E) Note que esses valores
para o sen 30° e cos 30° sao os mesmos que os dados pelo triangulo de
30°-60° - 90° na Figura 6-2.1sso mostra a vocé,a proposito,que encolhendo
um triangulo retangulo (ou aumentando) nao tem efeito nos valores

trigonométricos para os angulos no triangulo.
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Agora olhe para o triangulo de 30°- 60° - 90° no quadrante Il na Figura

6-3.Visto que é do mesmo tamanho que o triangulo de 30°- 60° - 90°

no quadrante [, que toca o circulo no ponto (g %),0 triangulo no

quadrante Il toca o circulo no ponto que esta do outro lado e € simétrico

ao ponto (g %).As coordenadas do ponto no quadrante Il sao (— g
, E)Mas lembre-se que os angulos no circulo unitario sao todos medidos
a partir do eixo x,assim a hipotenusa desse triangulo indica um angulo
de 150°; e esse é o angulo,e nao 30°,associado com o ponth)_(— g %)O
cosseno de 150° é dado pela coordenada x desse ponto,— T,e o seno de

150° é igual a coordenada y, %

éx&“i'sf O lado terminal de um angulo no circulo unitério toca o circulo em um
~ ponto cuja coordenada x é o cosseno do angulo e cuja coordenada y
€ o seno do angulo.Aqui estd um mnemonico: x e y estao em ordem
alfabética assim como estao o cosseno e o seno.

Colocando tudo junto

Olhe a Figura 6-4.Agora que vocé sabe tudo sobre o triangulo de 45°- 45°
-90°,voce pode facilmente resolver — ou acreditar no que eu digo — que um

triangulo de 45°- 45°- 90° no quadrante I toca o circulo unitario no ponto

(g g?E se voce vira o triangulo de 30°-60°90° no quadrante I,voce tem
um angulo de 60° que toca o circulo no ponto %g .Esse ponto tem as

mesmas coordenadas que as do angulo de 30°, mas invertidas.

=
i

N
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=

.
>
rofes]

N|—
+
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Figura 6-4:
Quadrante

| do circulo
trigonométrico
com trés
angulos e suas
coordenadas. Y

A
g
N|— 1
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Y
>
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Toda vez que vocé desenhar um triangulo retangulo no circulo unitario,
coloque o angulo agudo,que serd o imput das fun¢oes trigonométricas, na
origem — ou seja, (0,0) — e depois coloque o angulo reto no eixo x — nunca
no eixoy.

Para evitar misturar os nimeros % e A3 ao lidar com um angulo de 30° ou
com um angulo de 60°,note que % éiguala 0,5 e que g € igual a mais

ou menos 0,87.Entao,devido ao fato de um angulo de 30° tocar o circulo
mais para a direita do que para cima,a coordenada x dever ser maior que a

coordenada y.Assim,0 ponto deve ser (g%)e nao o contrario.

Agora para todo o processo.Por causa da simetria nos quatro quadrantes,

os trés pontos no quadrante I na Figura 64 tém equivalentes nos outros trés
quadrantes,dando a vocé 12 pontos conhecidos.Some a esses 0s quatro
pontos nos eixos, (1,0),(0,1),(-1,0),e (0,-1),e vocé tem um total de 16 pontos,
cada um com um angulo correspondente,como mostrado na Figura 6-5.

|
Figura 6-5:

0 circulo
unitario com
16 angulos

e suas

coordenadas. ( % %) 0] (%’_?)

Esses 16 pares de coordenadas te dao automaticamente o cosseno e o seno
sen
dos 16 angulos. E devido ao fato de tg =757, vocé pode obter a

tangente desses 16 angulos dividindo a coordenada y do angulo pela
coordenada x do mesmo (Note que atg também € igual a inclinagao



Capitulo 6: A Danca da Trigonometria

do lado terminal do angulo). Finalmente, vocé pode encontrar a co-
secante, secante, e co-tangente dos 16 angulos porque essas funcoes
trigonométricas sao apenas os reciprocos do seno, cosseno, e tangente.
Agora voceé tem, na ponta dos seus dedos — ok, talvez eu esteja

exagerando — a resposta para 96 questoes trigonométricas.

Ch Saber os valores trigonométricos para o circulo unitario € muito
° importante em calculo. Entao faga um teste com vocé mesmo. Comece
memorizando os triangulos de 45°- 45°- 90° e de 30°- 60°- 90°. Depois
imagine como esses triangulos cabem dentro dos quatro quadrantes do
circulo unitario. Use a simetria dos quadrantes como ajuda.Com alguma
pratica, vocé pode produzir os valores pra as seis fun¢oes trigonomeétricas
dos 16 angulos na sua cabeca.Tente fazer isso com radianos e também

com graus.Isso vai aumentar o seu total para 192 fatos trigonométricos!

Réapido — qual é a secante de 210°,e qual é o cosseno de 2?”? Aqui estao as

respostas (nao pode olhar):— % e— 1

5

Desenhando o Grdfico do Seno,
Cosseno e da Tangente

A Figura 6-6 mostra os graficos do seno, cosseno e da tangente, os quais
vocé pode, naturalmente, produzir em uma calculadora grafica.

é‘a,‘:‘E-SE 0O seno,cosseno e a tangente — e seus reciprocos, co-secante,secante e co-
X tangente — sao fung¢oes periodicas,o que significa que seus graficos contém
uma forma basica que se repete indefinidamente para a esquerda e para a
direita. O periodo desse tipo de fun¢ao é o comprimento de um de seus ciclos.

y

y=senx
14 /
+ + + X
-90 90 180 270 360
y y=1tgx
- A A
1+

y [ — ;
y=cosx -5?0 -45 45 Qp 180 2'{0

| ' ' '
Figura 6-6: el | 3
Os gréaficos 3 3 3
. Y Y Y

~ + X
das fungdes "50 9\ 180 /270 360 AN //
seno, . Assintota

cossenoe

tangente.
|

/1
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Se vocé conhece o circulo unitario,vocé pode facilmente reproduzir esses trés
graficos manualmente. Primeiro, note que os graficos do seno e do cosseno
tém a mesma forma — cosseno é o mesmo que seno,apenas deslize em 90°
para a esquerda. Também, note que sua forma de onda simples vai até 1 e até
-1 e segue para esquerda e para direita eternamente, se repetindo a cada 360°.
Esse é o periodo de ambas as fungoes, 360° (Nao é coincidéncia, por sinal,
que 360° é também uma volta ao redor do circulo).O circulo unitéario diz a
vocé que sen 0°=0,sen 90° = 1,sen 180°=0,sen 270° =—1,e que o sen 360° =
0.Se vocé comeca com esses cinco pontos,vocé pode esbogar um circulo.O
ciclo entdo se repete para a esquerda e para a direita.Voc€é pode usar o circulo
unitario da mesma maneira para esbogar a funcao cosseno.

Note na Figura 6-6 que o periodo da func¢ao tangente é 180°.Se voceé se
lembrar disso e do padrao basico de repetir o formato em S para tras,
esbocar nao é tao dificil. Devido ao fatode atg = % vocé pode usar o
circulo unitario para determinar que a tg (=45°) =-1,tg 0°=0 e tg 45° = 1.Isso
da a voceé os pontos (-45°,-1),(0,0),e (45°,1).Visto que a tg (-90°) e a tg 90°
sao indefinidas (i nesses pontos te dao um zero no denominador), vocé

desenha assintotas em -90° e 90°.
oRE-S£
S Uma assinfota é uma linha imaginaria com a qual a curva vai se
aproximando cada vez mais, mas nunca toca.

As duas assintotas em -90° e em 90° e os trés pontos em (-45°-1),(0,0),e
(45°,1) mostram a vocé onde esbocar um S para tras. Os formatos em S se
repetem a cada 180° para a esquerda e para a direita.

Funcoes Trigonométricas Inversas

Uma fungao trigonométrica inversa,assim como qualquer funcao inversa,
inverte o que a funcao original faz. Por exemplo, % =sen 30°,entao a fungao
inversa do seno — escrita como sen™' — inverte a entrada e a saida.Assim, sen!

% =30° .Isso funciona da mesma maneira para as fungoes trigonométricas.

poo! O numero 1 negativo sobrescrito na funcao inversa do seno ndo € uma
poténcia negativa,apesar de o fato de se parecer com isso.Elevar algo a
poténcia -1 lhe da o reciproco,entao voceé talvez pense que sen™ x é o
reciproco do sen x,mas o reciproco do seno € a co-secante, e ndo o inverso
do seno.Vocé pode pensar que eles poderiam ter sugerido uma maneira
menos confusa de indicar o inverso de uma fun¢ao.Va entender.

C(,,o
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O unico truque com fungoes trigonomeétricas inversas € memorizar seus
interualos —ou seja,o intervalo das suas entradas. Devido ao fato de sen
30°=__esen 150° = 7 nao ha como saber se o sen” L é igual a 30° ou
a 150° a nao ser que vocé saiba como o intervalo das entradas é definido.
E lembre-se, para que algo seja uma fun¢ao,nao pode haver nenhum
mistério sobre a entrada de uma dada saida.Se voce reflete a funcao seno
sobre a linha y = x para criar o seu inverso,vocé tem uma onda vertical
que nao é uma fung¢ao porque nao passa no teste da linha vertical. (Veja
a definicao do teste da linha vertical no Capitulo 5).Para tornar o inverso
do seno uma fung¢ao, vocé tem que pegar um pequeno pedac¢o da onda

vertical que passa pelo teste da linha vertical. Aqui estao os intervalos:

O intervalo dosen™ x é (— %%) ou [-90°,90°]
O intervalo do cos™ x é [0,7n] ou [0°,180°]
Ointervalo datg'x é ( I n> ou [-90°,90°]
O intervalo da cotg™ x é [0,71] ou [0°,180°]

Note o padrao: o intervalo do sen™ x é o mesmo da tg™ x ,e o intervalo
do cos™ x é o mesmo da cotg™ x.

Acredite se quiser,mas os autores de calculo nao concordam com o
intervalo para as fun¢des do inverso da secante e da co-secante.Vocé
pensou que eles concordavam sobre isso assim como concordam

com quase completamente todo o resto em matematica.Tolice. Use os
intervalos dados no seu livro em particular. Se vocé nao tem um livro,use o
intervalo do sen™' x para o seu primo cosec™ x, e use o intervalo do cos™
x para sec”! x (Por sinal,eu nao me refiro a cosec™ x como o reciproco

do sen™' x porque nao € o seu reciproco — mesmo que Cosec X seja o
reciproco de sen x.O mesmo para cos™ x e sec™! x).

ldentificando com ldentidades
Trigonomeétricas

Voceé se lembra das identidades trigonométricas sen® x + sen’x=1e
sen 2x = 2sen x cos x? Diga a verdade agora — a maioria das pessoas
se lembra das identidades trigonométricas assim como se lembra dos
presidentes do século dezenove. Elas sao tteis no calculo, entao uma
lista de outras identidades tteis esta na folha de consulta.
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A 52 onda Por Rich Tennant

Ronny tinha o tamanho e a velocidade, mas
nao sabia nada sobre gréficos de eauagoes

quadraticas para jogar um 6timo futebol
americano

Ok - imaginem um sistema
cartesiano. Ronny, vocé é
x% + 2x + 3; Doug, vocé é




Nesta patte...

matematica dos limites fundamenta todo o calculo.De

certa forma, limites nos permitem ampliar um grafico
de uma curva — mais e mais e mais até o infinito — até que se
torne reto.Uma vez reto,a boa e velha algebra e geometria
podem ser usadas. Essa é a magica do calculo.




Capitulo 7
Limites e Continuidade

Neste Capitulo
Dando uma olhada em limites
Avaliando fung¢oes com intervalos abertos — quebrando as bolas de naftalina
Explorando a continuidade e a descontinuidade (desprezar a continuidade é

extremamente proibido)

imites sao fundamentais para o calculo diferencial e integral. A

definicao formal de uma derivada envolve limite assim como a
definicao de uma integral definida (Se voce€ é realmente uma pessoa
empreendedora e nao pode esperar para ler as defini¢oes reais,dé uma
olhada nos Capitulos 9 e 13).Agora, constata-se que depois de vocé
aprender os atalhos para calcular derivadas e integrais, voc€ nao vai mais
precisar usar os métodos de limite longos. Mas entender a matematica
dos limites é,todavia,importante porque forma a base na qual a vasta
arquitetura do célculo esta construida (Ok,entao eu exagerei um pouco).
Nesse capitulo,eu mostro a base para diferenciagao e integracao ao
explorar limites e o topico intimamente relacionado, continuidade.

Leve ao Limite — NAO

Limites podem ser complicados. Mas nao se preocupe se vocé nao
compreender o conceito de uma vez.

QgGALc(,(o O limite de uma funcao (se ele existir) para algum valor de x,a, € a altura da

o - - RN . .
S qual a fun¢ao cada vez mais se aproxima a medida que x se aproxima de a
S pela esquerda e pela direita.

%

&4 - L. . . .
INOY  Entendeu?Vocé esta brincando! Deixe-me dizer de outra maneira.Uma

funcao tem um limite para um dado valor de x se a funcao zera em algum
ponto a medida que x se aproxima ao dado valor pela esquerda e pela direita.
Isso ajudou? Eu achei que nao.E muito mais facil entender limites através de
exemplos do que através dessa bobagem,entao dé uma olhada em alguns.
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|
Figura7-1: 0
grafico de f

(x)=3x+1.
|

Usando trés funcées para
ilustrar 0 mesmo limite

Considere a fungao f (x) = 3x + 1 na Figura 7-1.Quando n6s dizemos que o
limite de f (x) quando x se aproxima de 2 é 7,escrito como limf (x) =7 nos
queremos dizer que a medida que x se aproxima de 2 pela esquerda ou pela
direita, f(x) se aproxima de uma altura igual a 7.Por sinal, até onde eu sei,

o nimero 2 nesse exemplo nao tem um nome formal, mas eu o chamo de
nimero x.Com o x em seu nome,vocé nao vai confundi-lo com a resposta
para o problema de limite ou simplesmente limite,ambos se referem a um
valor y ou altura da funcao (7 nesse exemplo).Agora,olhe a Tabela 7-1.

y

N w -~ (3] [=2] ~ [==] ©
+ + + + + + + +

—_
|

VAR

Tabela 7-1 Valores de entrada e saidade f(x)=3x+1a
medida que x se aproxima de 2

X se aproxima de 2 X se aproxima de 2
pela esquerda pela direita

x| 1 [15]19]199]1,999 |2,001(201]| 21| 25| 3
fixx| 4 | 55|67 |697(6997| |7,003[7,03| 73| 85| 10

y se aproxima de 7 y se aproxima de 7

A partir da Tabela 7-1,vocé pode ver que y esta cada vez mais perto de 7 em
ambos os lados.Se vocé estiver pensando sobre porque todo o alvorogo —
porque nao colocar o nimero 2 no lugar de x e obter uma resposta igual a

7 —eu tenho certeza que vocé tem muita companhia.Alias,se todas as fungoes
fossem continuas (sem descontinuidades,sem “quebras”) como a da Figura
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7-1,vocé poderia apenas colocar o nimero X para ter a resposta, e nao haveria
necessidade desse tipo de problema sobre limite.N6s precisamos de limites
em céalculo por causa das importantes funcoes que tém buracos.

A funcao na Figura 7-2 é idéntica a fun¢ao na Figura 7-1 exceto pelo
buraco no ponto (2,7) e o ponto em (2,5).

Na verdade, essa fungao,g(x),nunca apareceria em um problema de
céalculo simples — Eu apenas uso para ilustrar como os limites funcionam
(Continue lendo, eu tenho mais coisas essenciais para mostrar antes de
VOCE ver porque eu as coloquei aqui).

As fungoes importantes sao as fungoes como as da Figura 7-3,que aparecem
com freqiiéncia no estudo das derivadas.A terceira fun¢ao, h(x),é idéntica a
f(x) exceto pelo fato de o ponto (2,7) ter sido arrancado,deixando um buraco
em (2,7) e nenhum outro ponto onde x seja igual a 2.

Imagine que a tabela de valores de entrada e saida seja parecida para g(x)
e h(x).Vocé pode ver que os valores seriam idénticos aos valores na Tabela
7-1 para f(x)? Tanto para g(x) como para h(x),a medida que x se aproxima
de 2 pela esquerda e pela direita,y se aproxima cada vez mais de uma
altura igual a 7.Para todas as trés funcoes, o limite & medida que x se
aproxima de 2 é 7.Isso nos leva a um ponto critico: quando determinamos
o limite de uma func¢ao a medida que x se aproxima, digamos que de

2,0 valor de f(2) — ou mesmo se f(2) realmente existe — € totalmente
irrelevante. Dé uma olhada nas trés fun¢oes novamente na Figura 7-4.

y

|
Figura 7-2:

0 gréfico de
g(x), que é
f(x) como
ponto (2,7) } 4
movido para -1 / 1T 2 3 4 5
(2,5).

I S

N w = [3,] [=2] ~ [==] ©
+ + + + + + + +

\T
>

'
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|
Figura 7-3:

0 gréfico

de h(x): a
funcdo f(x)
com um
buraco em
(2,7).
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Figura 7-4:
Os graficos
de f(x),
g(x), e h(x).
|

N w o [3,] [=2] ~ (=] ©
+ + + + + + + +

—_
|

Considere as trés fungoes onde x = 2: f(2) é igual a 7,g(2) € 5,e

h(2) nao existe (ou,como os matematicos dizem, € indefinida). Mas
quando voceé esta calculando o limite dessas fun¢oes a medida que x
se aproxima de 2,0 que realmente acontece em x = 2 € irrelevante.“E
se em x = 2 a fungao fizer assim e assado?” voce talvez pergunte. Nao
importa — nao ha se, e,ou, mas.

Em um problema sobre limite, x se aproxima cada vez mais do nimero x,
mas nunca chega ld,e o que acontece com a fun¢ao quando x é igual ao
nimero x ndo tem efeito na resposta do problema sobre limite (embora
para fun¢oes continuas como f(x),0 valor da func¢ao € igual ao limite e
pode ser usado para calcular o limite).

y y
: fix) ol gl 9 hix
8 81 81
7 71 7
6 61 61
5 5t 51
4 4t 4
3 3t 31
2 21 2
1 1 1

X X /
1/1 1 2 3 4 1/1 1 2 3 4 1/1 1 2 3 4
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Andando de lado com limites laterais

Limites laterais funcionam como limites bilaterais regulares com
excecao do x se aproximar do nimero x apenas pela esquerda ou pela
direita. O objetivo mais importante para esses tipos de limites € que eles
sao usados na definicao formal de um limite regular (veja o préoximo
topico sobre definicao formal de um limite).

Para indicar um limite lateral, vocé coloca um pequeno sinal de
subtracao sobrescrito no nimero x quando x se aproxima do nimero
x pela esquerda ou um sinal de adigao sobrescrito quando o x se
aproxima do nimero x pela direita. Dessa maneira:

limf(x) ou limg (x)

Olhe a Figura 7-5.A resposta para um problema sobre limite regular,
limp ()zeé que o limite nao existe porque x se aproxima de 3 pela
esquerda e pela direita, p(x) nao tende a zero em nenhum ponto.

No entanto,ambos os limites laterais existem.A medida que x se aproxima
de 3 pela esquerda, os zeros de p(x) estao a uma altura igual a 6,e quando
X se aproxima de 3 pela direita, 0s zeros de p(x) estao a uma altura igual a 2.
Assim como os limites regulares,o valor de p(3) nao tem efeito na resposta
de nenhum desses problemas de limites laterais. Assim,

limp (x) =6 ou limp (x) =2

x>3

| :.
Figura 7-5: /\
p(x): uma 27

ilustragdo IR IS X
de um limite 1 \

lateral.
|

Uma funcgao do tipo p(x) na Figura 7-5 é chamada de funcao definida
por partes porque tem pedacos separados. Cada pedaco de uma funcao
definida por partes tem sua propria equagao — como, por exemplo, a
funcao de trés pedacos a seguir:

x? para  x<1
y={3x-2 para 1<x<10
x+5 para x>10

Algumas vezes um pedaco de uma fungao definida por partes se conecta
com o pedaco vizinho, e nesse caso a fungao é continua nesse pedaco.

E algumas vezes,assim como p(x), um pedago nao se conecta com o
pedaco adjacente — isso resulta em uma descontinuidade.
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A definigéo formal de limite —
0 que vocé estava esperando

Agora que voceé sabe sobre limites laterais, eu posso dar a vocé a defini¢cao
matematica de um limite. Aqui vai:

Definicao de limite: Deixe que fseja uma funcao e deixe que a seja um
nimero real.

limf (x) existe se,e somente se

1.1imf (x) existir

x—oa

2.limf (x) existir

x—od

3.limf (%) = limf (x)

Livros de calculo sempre apresentam isso como um teste de trés partes para
a existéncia de um limite, mas a condi¢ao 3 é a inica que voce precisa se
preocupar porque 1 e 2 estdo inseridas na 3.Apenas lembre que vocé nao
pode satisfazer a condicao 3 se o lado esquerdo e o direito da equagao forem
ambos indefinidos ou inexistentes; em outras palavras,ndo € verdade que
indefinido = indefinido ou que inexistente = inexistente.Desde que vocé
tenha entendido isso,a condicao 3 é tudo o que voceé precisa verificar.

Q‘o““c(/(o Quando nés dizemos que um limite existe, isso significa que o limite

€ igual a um nimero finito.Alguns limites sao iguais ao infinito ou ao
infinito negativo, mas voce, no entanto, diz que eles ndo existem.Isso
pode parecer estranho, mas leve o que eu digo em consideracao (Mais
sobre limites infinitos no préximo t6pico).

Limites infinitos e assintotas verticais
(x+2) (x-5)

ma funcao racional como f (x) =7——55———% tem assintotas verticais no
Uma fung D) =53 e+ D
ponto x = 3 e x=—1.Voce€ se lembra das assintotas? Elas sao linhas imaginarias
das quais uma funcao se aproxima cada vez mais a medida que sobe, desce,

vai para a esquerda,ou para a direita em direcao ao infinito.Veja a Figura 7-6.

Considere o limite da func¢ao na Figura 7-6 a medida que x se aproxima
de 3.A medida que x se aproxima de 3 pela esquerda, f(x) sobre para
~; e a medida que x se aproxima de 3 pela direita, f(x) desce para —oo.
Algumas vezes € informativo indicar isso escrevendo,

Imf) — e o lIMF(X)-_ o
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o gréafico de A
X = (x+2)(x=5) A
(x=3)(x+1) X
1
|
) : Assintota
Assintotas — >, ! horizontal
Verticais !
o

————————————————— 4-—---—-=-=-L -

1
" ! /_-.» X
8 7 6 5 4 3 2 3 45 6 71 8

1
1
1
1
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|
1
Figura 7-6: !
Uma fungdo I
racional tipica. :
| 1
Y

Mas também € correto dizer que ambos os limites acima ndo existem porque
o infinito nao € um ndmero real.Se pedirem a vocé para determinar um limite
bilateral regular limf (x) vocé nao tem escolha a ndo ser dizer que ele nao
existe porque os limites da esquerda e da direita sao desiguais.

Limites no infinito — bem distantes, cara!

Até agora eu olhei para limites onde o x se aproxima de um niimero finito
e regular.Mas x também pode se aproximar de e ou —eo. Limites no infinito

existem quando a funcao tem uma assintota horizontal. Por exemplo, a
_(x+2) (x-5)
T(x=-3)(x+1D
em y = 1,no qual a fungao se move a medida que segue na dire¢ao do «

funcao na Figura 7-6, f (x) ,tem uma assintota horizontal
para a direita e —e para a esquerda (Indo para a esquerda,a fungao cruza
a assintota horizontal em x = -7 e depois vai gradualmente descendo em
direcao a assintota). Os limites sdao iguais a altura da assintota horizontal e

escritos como:

limf (x) _ 1 e limf (x) _ 1

x>0

Vocé vera mais sobre limites no infinito no Capitulo 8.



84 Parte Ill: Limites

RE-S¢
o
N

Calculando a velocidade
instantanea usando limites

Se voceé estava cochilando até agora, ACORDE! O problema a seguir,
que eventualmente se torna um exemplo de problema sobre limite (eu
prometo), traz vocé para o ponto inicial do calculo propriamente dito.
Digamos que voceé e o seu gato que adora calculo estejam passeando
um dia e vocé decida soltar uma bola da sua janela do segundo andar.
Aqui esta a féormula que te diz a altura da bola depois de passados
alguns segundos (ignorando a resisténcia do ar):

h (f) =5

(onde h € a altura da qual a bola caiu,em metros, e t € o valor do
tempo desde que a bola foi jogada,em segundos)

Se vocé colocar 1 no lugar de t,h é 5;entao a bola cai 5 metros durante

o primeiro segundo. Durante os 2 primeiros segundos, ela cai um total

de 5- 22, 0ou 20 metros, e assim sucessivamente. Agora, e se VOCé quisesse
determinar a velocidade da bola a exatamente 1 segundo depois que
voceé a jogou? Vocé pode comecar usando essa velha e confiavel férmula:

Distancia = velocidade - tempo,entao velocidade = distancia/tempo

Usando a férmula da velocidade,vocé pode descobrir facilmente a
velocidade média da bola no 2° segundo da sua queda.Devido ao fato de a
bola ter caido 5 metros depois de 1 segundo e um total de 20 metros depois
de 2 segundos, ela caiu 20 — 5,0u 15 metros de t = 1segunto até £ = 2 segundos.
A férmula a seguir lhe da a velocidade média:

distancia total
tempo total
_20-5
S 2-1
15
1

= 15 metros por segundo

Velocidade média =

Mas essa nao é a resposta que vocé quer porque a bola cai cada vez
mais rapido a medida que ela cai, e vocé quer saber a sua velocidade
a exatamente 1 segundo depois que voceé a joga.A bola acelera entre 1
e 2 segundos, entao a sua velocidade média de 15 metros por segundo
durante os 2 segundos é certamente mais rapida do que a velocidade
instantanea no final do 1° segundo. Para uma melhor aproximacao,
calcule a velocidade média entre t = 1 e t = 1,5 segundos. Depois de 1,5
segundos,a bola caiu 5 - 1,52, ou 11,25 metros,entao de t = 1 até t = 1,5,
ela cai 11,25 - 5,0u 6,25 metros. Sua velocidade média é assim:
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11,25-5
1,5-1

_ 6,25

0,5

= 12,5 metros por segundo

Velocidade média =

Se vocé continuar esse processo para lapsos de tempo de um quarto de
segundo,um décimo de segundo, depois um centésimo, milésimo, e dez
milionésimos de um segundo, vocé chega a uma lista de velocidade
média mostrada na Tabela 7-2.

Tabela 7-2 Velocidades Média a Partir de 1s até tsegundos

t segundos 2 1 1

1 1 1 1
0 | "0 | "7o00 | 70000

No|—
—
=

velocidade média

. 15 12,5 11,25 10,5 10,05 | 10,005 | 10,0005
de 1s até t segundos

A medida que ¢ se aproxima cada vez mais de 1 segundo, a velocidade
média aparenta se aproximar cada vez mais de 10 metros por segundo.

Aqui esté a féormula que nés usamos para gerar os nimeros na Tabela 7-2.
Ela lhe da a velocidade média entre 1 segundo e ¢ segundos.

5-5-1
t-1
__5(#-1
Tot-1
S-D(t+1)
t—1

=5t+5(t= 1)

Velocidade média =

A Figura 7-7 mostra o grafico dessa fungao.

y
A
80T
707
60T
50 T
40+ f(t)=5t+5(#1)
30T
207
_ 10T
Figura 7-7:
~ < + >1
Afungéo da 1 1 2 3 4 5
velocidade
média |
| ’
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Esse grafico € idéntico ao grafico da linha g () = 16t + 16, exceto pelo
buraco em (1,10).Ha um buraco 14 porque se vocé colocar 1 no lugar de ¢
na funcao da velocidade média, vocé tem

2 _
Velocidade média = ﬂll_lll

0
0

que € indefinido. E por que vocé obteve %? Porque voceé estava tentando
determinar a velocidade média — que € igual a distancia fotal dividida pelo
tempo decorrido—det=1at=1.Masdet=1atét=1ndo é é claro,tempo,

e“durante” esse ponto no tempo,a bola nao percorre nenhuma distancia,
Zero metros

como a velocidade médiaentret=1et=1.
zero segundo

entao voceé tem

Obviamente,ha um problema aqui.Segure o seu chapéu,vocé chegou a um dos
grandes momentos ‘A-hal”no desenvolvimento de célculo diferencial.

Velocidade instantanea é definida como o limite da velocidade média a
medida que o tempo decorrido se aproxima do zero.

O fato de que o tempo decorrido nunca chega a zero nao afeta a precisao da
resposta para esse problema sobre limite — a resposta é exatamente 10 metros
por segundo,a altura do buraco na Figura 7-7.0 que € incrivel sobre limites

€ que eles permitem que voce calcule a velocidade instantanea exata em

um determinado ponto no tempo achando o limite de uma func¢ao que esta
baseado no tempo decorrido,um periodo entre dois pontos no tempo.

Unindo Limites e Continuidade

Antes que eu amplie o material incrivelmente maravilhoso sobre limites que
apresentei nas secoes anteriores desse capitulo,eu quero introduzir uma idéia
correlata — continuidade. Esse é um conceito super simples — de verdade,
confie em mim.Uma func¢ao continua € simplesmente uma fung¢ao sem
intervalos — uma func¢ao que vocé pode desenhar sem tirar o lapis do papel.
Considere as quatro fun¢oes na Figura 7-8.

Se uma fungao é ou nao continua é quase sempre 6bvio.As duas primeiras
funcoes na Figura 7-8 — f(x) e g(x) — nao tem interrup¢oes entao elas sao
continuas. As préximas duas — p(x) e g(x) — tém interrupgoes em x=3,
entao elas nao sao continuas. Pronto, resolvido. Bem, nao realmente. As
duas fun¢des com interrupgoes nao sao continuas em todos os lugares,
mas devido ao fato de vocé poder desenhar secoes delas sem tirar o lapis
do papel,vocé pode dizer que partes dessas fungoes sdo continuas. E
algumas vezes a fungao € continua em qualquer lugar que seja definida.
Esse tipo de funcao é descrita como sendo continua sobre todo o seu
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dominio, e significa que seu intervalo ou intervalos acontecem em valores
de x onde a fungao é indefinida.A fung¢ao p(x) nao é continua sobre todo
o seu dominio porque nao é continua em x = 3,que esta no dominio da
funcao. Muitas vezes,o importante € se uma funcao é continua em um

QRE-SE dado valor de x.E ela € a nao ser que haja uma interrup¢ao naquele x.
S
©
~
Todas as fun¢des polinomiais sao continuas em todas as partes.
foy 9 vy
3 3
2 2
RN
+ + + X X
;f 1 1\23 2 -1 1 2 3
1 1
p y q y
3t 3-/
—— 21 ! 2+
Flgur,a_7-8: 11 / [\/
Os graficos = N o . X
def(x), 2 4 12 3 2 12 3
900, p(x), @ yi ; 7
q(0). ;
|
§$“E-SE
“I -~ . . -~ . - .
N Todas as fungdes racionais — uma fungao racional é o quociente de duas

fungoes polinomiais — sao continuas sobre todo o seu dominio.

Continuidade e limites
normalmente andam juntos

Olhe para x = 3 nas quatro fun¢oes na Figura 7-8. Considere se cada
funcao é continua nesse ponto e se existe um limite no valor de x.As duas
primeiras, f e g,nao tém interrupgdes em x = 3,entao elas sao continuas
nesse ponto.Ambas as fun¢oes também tém limites em x = 3,e em ambos
0s casos, o limite € igual a altura da fung¢ao em x = 3,porque o0 x se
aproxima cada vez mais de 3 pela esquerda e pela direita, y se aproxima
cada vez mais de f(3) e g(3),respectivamente.

As fungoes p e g, por outro lado,nao sao continuas em x = 3 — ou vocé pode
dizer que elas sao descontinuas nesse ponto — e nenhuma tem limite em x
= 3.Para ambas as func¢oes, as interrupgoes em x = 3 nao apenas quebram a
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continuidade, mas também fazem com que elas nao tenham limites nesse
ponto porque,a medida que vocé move em dire¢ao a x = 3 pela esquerda ou
pela direita,voc€ nao tende a um valor especifico de y.

Entao aqui esta. Continuidade em um valor de x significa que ha um limite
para esse valor de x. Descontinuidade em um valor de x significa que nao ha
limite nesse lugar. Bem,quase. Continue lendo para saber a excecao.

A excecado do intervalo aberto
conta toda a histiria

A excecao do intervalo aberto € a Gnica excecao para a regra que diz que
a continuidade e o limite andam juntos, mas é uma importante excecao.
E,eu tenho que admitir,é um pouco estranho dizer que continuidade

e limite geralmente andam juntos e falar sobre essa excecdo porque a
excecao é o ponto crucial. Quando vocé chega aqui,a excecao é mais
importante do que a regra. Considere as duas fun¢oes na Figura 7-9.

Essas fungoes tém interrupgoes em x = 3 € nao sao obviamente continuas
nesse ponto, mas tém limites a medida que x se aproxima de 3.Em cada
caso, o limite é igual a altura do intervalo aberto.

Um intervalo aberto infinitesimal em uma fung¢ao € o tnico lugar em que
a funcao pode ter um limite onde ndo é continuo.

Entao ambas as fun¢oes na Figura 7-9 tém os mesmo limite a medida
que x se aproxima de 3; 0 limite é 9,e o fato de que r(3) =2 e que s(3) é
indefinido € irrelevante. Para ambas as fungoes, a medida que x tende a 3
pela direita e pela esquerda, a altura da funcao tende a nove na altura do
intervalo aberto — esse é o limite. Isso tolera repeticao — e até um icone:

O limite de um intervalo aberto é a altura do mesmo

B Ax) ¥ six)

N W B~ ol N o ©
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“Isso é 6timo”,vocé deve estar pensando.“Mas por que vocé deveria se
preocupar?”. Bem continue comigo por apenas um minuto.No exemplo
da bola caindo no tépico “Calculando a velocidade instantanea usando

limites” no comeco do capitulo, eu tentei calcular a velocidade média
zZero metros

i 0 ) ) ~ zerosegundo
Devido ao fato de o ser indefinido, o resultado foi um intervalo aberto

durante o intervalo de tempo igual a zero.Isso me deu

na funcao. Intervalos abertos nas fun¢oes freqiientemente vém da
impossibilidade de dividir zero por zero. E nessas funcoes que o processo
do limite € critico, e esses tipos de func¢oes sao o coracao do significado de

uma derivada, e a derivada € o corac¢ao do calculo diferencial.

Uma derivada sempre envolve a fracao indefinida % e sempre envolve

o limite de uma fun¢ao com um intervalo aberto (Se vocé esta curioso,
todos os limites do Capitulo 9 — onde a derivada é formalmente definida —

sao limites de fungoes com intervalos abertos).

Descobrindo a bobagem
matemadtica da continuidade

Tudo que voce precisa saber para entender plenamente a idéia de
continuidade é que a continuidade de uma fung¢ao em um dado valor de x
significa que nao ha intervalo nesse valor.No entanto, visto que vocé pode ser
testado na definicao formal a seguir,eu suponho que voce va querer saber.

Definicao de continuidade: Uma funcao f{(x) € continua em um ponto x
= a se as trés condic¢oes a seguir forem satisfeitas:

1. f(a) é definido,

2.1113'( (0 existe, e

3.f (@) = IMF (O,

Assim como a definicao formal de limite, a definicao de continuidade
estd sempre presente como um teste de 3 partes, mas a condicao 3 é a
Unica com a qual vocé precisa se preocupar porque as condi¢oes 1 e 2
estao inseridas na 3.Vocé deve se lembrar, no entanto, que a condicao
3 ndo é satisfeita quando tanto o lado esquerdo como o lado direito da
equacao forem indefinidos ou inexistentes.

89
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0 Mneménico 33333 do Limite

Aqui estd um 6timo dispositivo de memoria que coloca um bocado de
informacao junta em uma tacada de mestre.Isso talvez pareca forcado ou
bobo, mas com dispositivos mnemonicos, forcado e bobo funcionam.O
mnemonico 33333 do limite ajuda vocé a se lembrar de duas coisas sobre
limites, duas coisas sobre continuidade e uma coisa sobre derivadas (eu
sei que ainda nao chegamos a derivadas, mas este € o melhor lugar para
apresentar esse mnemonico.Acredite no que eu digo — nada é perfeito).

Primeiro, note que a palavra “limit”tem cinco letras e ha cinco 3s nesse
mnemonico. Depois, escreva limit com um [ mintdsculo e tire o traco do“t”
para que ele se torne um “/”— assim:

limil

Agora,os dois“I’s sao para limite, os dois “i’s sao para continuidade (note
que a letra “i"tem um buraco nela, nao sendo, dessa forma, continuo), e o
“m” é para inclinacao (vocé se lembra de y = mx + b?),que é sobre o que
as derivadas falam (voceé vera isso daqui a algumas paginas no Capitulo 9).

Cada uma das cinco letras ajuda vocé a se lembrar de trés coisas —
dessa maneira:

limil

333 33
v 3 partes para a definicao de um limite:

Veja a definicao de limite no tépico “Definicao formal de limite”.
Lembrando-se que ela tem trés partes que ajudam vocé a lembrar das
partes — confie em mim.

v 3 casos onde o limite nao existe:

* Em uma assintota vertical — chamada de descontinuidade infinita —
como em X = 3 na funcdo p na Figura 7-8.

* Pulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcao g na Figura 7-8.

* Com um limite no infinito de uma fun¢cdo oscilante como
limf (x) sen x, onde a fungao sobe e desce para sempre, nunca
tendendo a um valor definido.

v~ 3 partes para a definicao de continuidade:

Assim como a defini¢cao de limite,lembrar que a definicao de
continuidade tem 3 partes ajuda vocé a lembrar as 3 partes (veja
o topico “Descobrindo a bobagem matemaética da continuidade”
abordado anteriormente no capitulo).
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v~ 3 tipos de descontinuidade:

* Uma descontinuidade removivel — esse € um termo mais
sofisticado para um intervalo aberto — como os intervalos na
fungao r e s na Figura 7-9.

* Uma descontinuidade infinita como em x = 3 na func¢ao p na
Figura 7-8.

* Pulos de descontinuidades,como em x= 3 na funcao ¢ na Figura 7-8.
v 3 casos onde a derivada nao existe:

(Eu explico isso no Capitulo 9 — fique calmo)
* Em qualquer tipo de descontinuidade.

* Em um ponto acentuado de uma fung¢ao — chamado de inflexao.

* Em uma tangente vertical (porque a inclinagao é indefinida
nesse lugar).

Bem, ai esta.

Vocé provavelmente notou que a outra maneira que esse mnemonico
funciona é que ele lhe da 3 casos onde um limite nao existe, 3 casos
onde a continuidade nao existe, e 3 casos onde a derivada nao existe.
Santo triplo trio de inexisténcia Batman, isto ainda € outro 3 — os 3
topicos do mneménico: limites, continuidade, e derivadas!
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Capitulo 8
Avaliando Limites

Neste Capitulo
Calculando limites com uma calculadora
Multiplicando conjugados
Resolvendo limites com um sanduiche

Encontrando limites no infinito

Capitulo 7 introduziu o conceito de limite. Esse capitulo fala dos

elementos basicos e apresenta muitas técnicas para calcular as
respostas para problemas sobre limites. E. enquanto eu suspeito que vocé
esteja extremamente extasiado e totalmente horrorizado pelo material no
Capitulo 7 — e,nao me entenda mal, isso € coisa importante —sao os métodos
de resolucao de problemas nesse capitulo que realmente pagam as contas.

Limites Faceis

Alguns problemas de limites sao muito faceis.Tao faceis que eu nao
preciso tomar seu tempo com comentarios introdutorios desnecessarios
e palavras dispensaveis que ocupam espaco e nao fazem nada para
aprofundar o seu conhecimento da matéria — em vez disso, eu posso
apenas dizer o que € importante e lhe dar apenas os fatos criticos e ir
direto ao ponto e comecar a trabalhar e... Ok, vocé esta pronto?

Limites para memovizar

Vocé deve memorizar os limites a seguir. Se vocé€ fracassar em decorar
os trés ultimos, vocé pode perder muito tempo tentando descobri-los.
Leve o que eu digo em consideracao.



94 Parte llI: Limites

wlime=c

x—>a

w= (v = ¢ € uma linha horizontal,entao o limite — que € a altura da fung¢ao
— deve ser igual a ¢ nao importando o nimero x).

;/li??;‘o
z/l@%ﬂ)
N S
liﬂl COS X 1_0
X

Pegue e Leve

Os problemas “pegue e leve” (plug-and-chug) fazem parte da segunda
categoria de limites faceis. Apenas plugue um nimero na fungao limite, e
se o calculo resultar em um nimero, essa é a sua resposta. Por exemplo,

lim e _10y=1

Esse método funciona pra limites envolvendo fun¢oes continuas

e fungoes que sao continuas sobre todo o seu dominio. Esses sao
problemas sobre limite bobos, e, para ser sincero, eles nao tém nexo. O
limite é simplesmente o valor da funcao.

O método plug-and-chug funciona para qualquer tipo de fung¢ao,incluindo
funcoes definidas por partes,a nao ser que haja uma descontinuidade no
ndmero x que voce plugou (Veja o Capitulo 7 para uma descri¢ao sobre
fungoes definidas por partes).

e obtiver

A ~ p . . :
o Se voce plugar o niimero x em um limite do tipo lim

qualquer nimero (exceto zero) dividido por zero — como % —entao

voce sabe que esse limite nao existe.
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Os “Verdadeiros” Problemas
Sobre Limites

Nenhum dos métodos rapidos que eu apresentei no topico anterior funciona
para a maioria dos problemas sobre limites.Se vocé plugar o nimero x e o
resultado for indefinido,em geral ——,vocé tem um problema sobre limite
“verdadeiro”— e um pouco de trabalho para fazer.Esse € o foco principal
desse topico.Esses sao os problemas sobre limites interessantes, os que
provavelmente tém buracos infinitesimais, e os que sao importantes para o
célculo diferencial — vocé vera mais sobre eles no Capitulo 9.

Quando vocé pluga um nimero x e o resultado € indefinido,vocé pode
tentar quatro coisas: sua calculadora,a algebra, fazer um sanduiche de
limite, e a regra de L'Hospital (que sera vista no Capitulo 16).

Descobrindo o limite com

a sua calculadora

. I . C e X2=25 .
Digamos que vocé queira avaliar o seguinte limite: lim ﬁ.O método
plug-and-chug nao funciona porque plugando 5 no lugar de x produz o
resultado indefinido de % mas assim como a maioria dos problemas sobre

limites, vocé pode resolver esse problema na sua calculadora.

Método 1

O primeiro método é pegar um nimero extremamente perto de 5 e plugar
no lugar de x.Se voce tiver uma calculadora como a Texas Instruments
TI-83, digite o seu nimero,digamos 4,9999, na pagina inicial, pressione o
botao Sto (armazenar),depois o botao x,e por fim o bzotéo Enter (isso
guarda o nimero em X).Depois introduza a funcao % e aperte
Enter.O resultado, 9,9999, é extremamente perto de um ndmero inteiro,
10,entao essa € a sua resposta. Em adicao a isso,armazene 4,999999 em x,
depois suba a barra de rolagem de volta para a funcao teclando 2nd, Enter,
2nd, Enter. Teclando Enter mais uma vez lhe da 9,999999 — muito mais
perto de 10.Se vocé ainda tiver dividas, tente mais um nimero.Armazene
4,99999999 em x, volte para a funcgao, e aperte Enter.O resultado, 10,
aparece (O valor da funcao em 4,99999999 nao é exatamente 10, mas é tao
perto que a calculadora arredonda para 10).A proposito, se vocé estiver
usando um modelo de calculadora diferente, € bem provavel que vocé
encontre o mesmo resultado com a mesma técnica ou algo bem parecido.
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Método 2

O segundo método us)a};lilcé élma calculadora é produzir uma tabela

de valores.Digite y = ~—_5 ho modo de desenhar graficos na sua
calculadora.Depois va para “configurar tabela” e digite 0 nimero do
limite, 5, como o nimero “inicial da tabela”, e digite um nimero pequeno,
digamos 0,01, para ATbl — esse é o tamanho dos incrementos de x na
tabela.Aperte o botao Table para produzir a tabela.Agora suba a barra
de rolagem para que vocé veja alguns nimeros menores do que 5, e vocé
deve ver uma tabela de valores como os da Tabela 8-1.

Tabela 8-1 Tabela TI-83 para % Depois de Subira
Barra de Rolagem até 4,998

X y
4,998 9,998
4,999 9,999
5 erro
5,001 10,001
5,002 10,002
5,003 10,003

Devido ao fato de y chegar bem perto de 10 a medida que x se
aproxima de 5 por cima e por baixo, 10 é o limite.

Essas técnicas em calculadoras sao tteis por varias de razoes. Sua
calculadora pode lhe dar as respostas para problemas sobre limites

que sao impossiveis de serem feitos algebricamente. E ela pode resolver
problemas sobre limite que voceé poderia fazer com papel e lapis a menos
que voce esteja confuso.Também, para problemas que voceé faz no papel,
voceé pode usar a calculadora para verificar suas respostas. E mesmo
quando voce escolhe resolver um limite algebricamente — ou € obrigado a
fazer dessa maneira — € uma boa idéia criar uma tabela como a Tabela 8-1
nao apenas para confirmar sua resposta, mas para ver como a fungao se
comporta perto do niimero x.Isso d& a vocé uma compreensao numérica
sobre o problema, o que aumenta seu entendimento algébrico. Se vocé
olhar o grafico da fung¢ao na sua calculadora,vocé tem uma terceira
maneira grdfica ou visual de pensar sobre o problema.

Muitos problemas de célculo podem ser feitos algebricamente,
graficamente e numericamente.Quando possivel,use duas ou trés dessas
abordagens.Cada abordagem dé a vocé uma entrada diferente no problema
e aumenta o seu entendimento sobre os conceitos relevantes.
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Use os métodos da calculadora para complementar os métodos algébricos,
mas nao confie muito neles. Para comego de conversa,as técnicas da
calculadora nao vao lhe dar uma resposta exata a nao ser que os nimeros
que a sua calculadora Ihe da estejam se aproximando de um ndmero que
voceé reconhece — como 9,99998 esta perto de 10,0u 0,333332 esta perto

de 1/3; ou talvez vocé reconheca que 1,414211 esta bem perto de y2.Mas

se a resposta para um problema sobre limites é algo do tipo ﬁ VoCcé
provavelmente nao vai reconhecer isso.O nimero ﬁ € aproximadamente
igual a 0,288675. Quando vocé vé niimeros na sua tabela perto desse

decimal,vocé nao vai reconhecer como o limite — a nao ser que vocé
seja um Arquimedes,um Gauss,ou um Ramanujan (membros da Galeria
da Fama da matematica).No entanto, mesmo quando vocé nao reconhece
a resposta exata nesses casos,vocé ainda pode descobrir uma resposta

aproximada, na forma decimal, para a questao do limite.

A segunda limitacao da calculadora é que ela nao vai funcionar com

_ . . 1 N
algumas fungoes peculiares como IM*x =5 - sen (x 5). Esse limite € igual
a zero,mas vocé nao pode achar essa resposta com a sua calculadora.

A propésito,mesmo quando o método da calculadora funciona, as
calculadoras podem fazer algumas coisas esquisitas de tempos em
tempos. Por exemplo, se vocé estéd resolvendo um problema sobre limite
onde x se aproxima de 3, e vocé coloca nimeros na sua calculadora
que sao muito perto de 3 (como 3,0000000001),vocé pode chegar bem
perto do alcance decimal maximo da calculadora.lsso pode resultar
em respostas que se distanciam da resposta do limite, mesmo quando
voceé coloca nimeros cada vez mais perto do nimero Xx.

A moral da histéria € que vocé deve pensar na sua calculadora como
uma das muitas ferramentas a sua disposi¢cao para resolver limites — e nao
como uma substituta para as técnicas algébricas.

Resolvendo problemas sobre limite
com a dlgebra

Voceé usa duas técnicas algébricas importantes para problemas “reais” sobre
limite: fatoracao e multiplicacao conjugada.Eu agrego outras técnicas da
algebra na secao‘Algebra diversa”.Todos os métodos algébricos envolvem

a mesma idéia basica.Quando a substituicao nao funciona na fungao
original — geralmente por causa do intervalo aberto na fun¢ao — vocé pode
usar a algebra para manipular a fungao até que a substitui¢ao funcione (ela
funciona porque a manipulacao tampa o intervalo aberto).

Se divertindo com a fatoracédo
x?-25
xX-5

Aqui esta um exemplo.Avalie lim ,0 mesmo problema que voceé fez

com uma calculadora no tépico anterior.
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1. Tente plugar 5 no lugar de x - vocé deve sempre tentar
primeiro a substituicao.

Vocé obtém % —nao é bom,va para o plano B.

2. x? - 25 pode ser fatorado, entao faca isso.
lim XX=25
T ox=5

. (x=5(x+5)
_lim x-5

3. Cancele o (x - 5) do numerador e do denominador.
= lim x+5)
4. Agora a substituicao vai funcionar.
=5+5
=10
Entao, lim =25 _ 10 confirmando a resposta da calculadora.

A prop6sito,a fungao que vocé obteve depois de cancelar o (x —5),a saber, (x

X = 255,exceto pelo fato de o intervalo aberto
x —

na funcao original em (5,10) ter sido plugado.E note que o limite a medida

+5),¢é idéntica a fungao original,

que x se aproxima de 5 é 10,que é a altura do intervalo aberto em (5,10).

Multiplicagédo conjugada — Néo, isso néo tem
nada a ver com producao

Tente esse método para fungdes racionais que contenham raizes
quadradas.A multiplicagao conjugada racionaliza o numerador ou o
denominador de uma fragao, o que significa se livrar das raizes quadradas.
Tente esse aqui: Avalie lim Ax-2
x-4
1. Tente a substituicao.

Insira o nimero 4:isso lhe da % —va para o plano B.

2. Multiplique o numerador ¢ o denominador pelo conjugado de x — 2,
que é \/x_ + 2.

O conjugado de uma expressao de dois termos € a mesma expressao com
a subtragao trocada pela adicao e vice-versa.O produto de conjugados é
sempre igual ao primeiro termo ao quadrado menos o segundo termo ao
quadrado.

Agora facga a racionalizacgao.
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x-4
_limAx—=2 . Jx+2
TP (x-4) x+2

_lim — (x)=22
T e- D x+2)

—lim_— (=4
T x-HE x+2)

3. Cancele o (x — 4) do numerador e do denominador.

—lim __1

S xe2

4. Agora a substituicao funciona.
1

2

Entao, lim _\@ = l

=t ox-4 4
Assim como o exemplo da fatoracao, esse processo de racionalizacao
plugou o intervalo aberto na fungao original. Nesse exemplo,4 é o nimero

x,% € a resposta, e a funcao JLf tem um intervalo aberto em(4,%).
x -

-bl»—‘
5
+

Algebra diversa

Ao fatorar e fazer a multiplicagcao conjugada nao tenha trabalho, tente
outra algebra bésica para somar ou subtrair fracoes, multiplicar ou dividir
frag(')es,canc?lar, ou outra forma de simplificacao. Aqui estd um exemplo:

Avalielim x+4 4 .
X
1. Tente a substituicao.

. . . . 0 -
Insira o nimero 0:isso lhe da F —nao é bom.

2. Simplifique a fracao complexa (essa é uma fracao grande que
contém pequenas fracoes) multiplicando o numerador e o
denominador pelo menor denominador comum das pequenas
fracoes, a saber, 4(x + 4).

Nota: Somar as pequenas fracoes no numerador também funcionaria, mas
€ mais demorado do que o método descrito aqui.
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1 1
_ (x+4 4) A4 (x+4)
- lim x 4(x+4)
= lim4d=(x+4)
=0 4x(x+4)

“lim——X—
=0 Ax(x+4)

~lim———— 1
=0 4(x +4)

3. Agora a substituicao funciona.

Esse é o limite.

Faca uma pausa e prepare um
sanduiche de limite

Quando a algebra nao funciona, tente fazer um sanduiche de limite.
A melhor maneira de entender o método do sanduiche ou da
espremedura' é olhando um grafico.Veja a Figura 8-1.

|
Figura 8-1: 0
método do
sanduiche
para resolver
um limite. As
funcdesfe h
sdo o pao, e

g é o salame.
I

Olhe as fungoes f,g,e h na Figura 8-1: g é o sanduiche entre f e h.Se perto
do niimero x — nesse exemplo o nimero 2 — f é sempre maior ou da mesma
altura que g,e g € sempre maior ou da mesma altura que h,e se o lgrgl f(x)=
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lgrp h (x),entao g(x) deve ter o mesmo limite porque esta sendo espremido
ou apertado entre fe h.O limite de fe h a medida que x se aproxima 2 é 3.
Entao,3 também tem que ser o limite de g.Nao ha nenhum outro lugar pra ir.

Aqui esté outro exemplo: Avalie lim x sen 1
X

1. Tente a substituicao.
Coloque 0 em x.Isso lhe da uma sen 1 _nao é bom,nao pode dividir
por zero.Vamos para o plano B.

2. Tente os métodos algébricos ou qualquer outro truque que
vocé tenha na manga.

Va nessa.Vocé nao pode fazer. Plano C.

3. Tente a calculadora.

E sempre uma boa idéia ver o que sua calculadora diz mesmo que
esse seja um problema para “mostrar o seu trabalho”. Para desenhar o
grafico dessa funcao,ajuste o modo da sua calculadora para radiano e
a janela para:

x min=-0,4

xmax =04
ymin=-0,3
ymax=0,3

A Figura 8-2 mostra como o grafico se parece:

y

\ nden £

g(x) = xsen 1 =37
X

Parece que definitivamente o limite de g € zero a medida que x se aproxima
de zero pela esquerda e pela direita.Agora, verifique a tabela de valores na sua
calculadora (ajuste o TbiStart para 0 e ATbl para 0,001).A Tabela 82 da alguns
dos valores para a tabela.

Nota: Mova a barra de rolamento para baixo para ver todos os nimeros da
Tabela 8-2 na sua calculadora.
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Tabela 8-2 Tabela de Valores para g(x) = x sen %

X g(x)

0 erro

,001 ,0008269
,002 -,000936
,003 ,0009565
,004 -,003882
,005 -,004366
,006 -,000969
,007 -,006975
,008 -,004928
,009 -,008234

Esses nlimeros se parecem mais ou menos como se estivessem chegando
cada vez mais perto de zero a medida que x se aproxima de zero, mas
eles nao sao convincentes. Esse tipo de tabela nao funciona tao bem para
fungoes oscilantes como o seno e o cosseno (Note que alguns valores da
funcao na tabela, por exemplo — 0,000969 para x = 0,006, estao mais perto
de zero do que outros valores maiores na tabela onde x € menor.Isso é o
oposto do que o que nds queremos ver).

Uma melhor maneira de ver que o limite de g é zero é usar o primeiro
método da calculadora que eu mencionei no tépico “Descobrindo o
limite com a sua calculadora”. Digite a funcao na tela inicial e insira
sucessivamente os valores de x listados na Tabela 8-3 para obter os valores
da funcao correspondentes.

Tabela 8-3 Tabela de Valores para g(x) = x sen %
X g(x)
1 -,054
,01 -,0051
,001 ,00083
,0001 -,000031
,00001 ,00000036

Agora vocé pode definitivamente ver que g tende para zero.



A longa e tortuosa estrada

Considere a fungao, g(x) = x sen % mostra-
da nas Figuras 8-2 e 8-3 e discutida no topico
sobre fazer um sanduiche de limite. Ela € de-
finida em todo lugar exceto em zero. Se nds
agora a alterarmos um pouco — definindo
que fi0) € 0— nos criamos uma fungd@o com
propriedades bizarras. A func@o é agora con-
tinua em todo lugar; em outras palavras, ela
nao tem intervalos abertos. Mas em (0,0), ela
parece contradizer a idéia basica da conti-
nuidade que diz que vocé pode tracar a fun-
¢ao sem tirar o lapis do papel.

Imagine comegando em qualquer lugar em
g(x) para a esquerda do eixo y e dirigir ao
longo da estrada tortuosa na origem, (0,0).
Veja isso. Vocé pode comecar sua viagem
0 mais perto que vocé quiser da origem — 0
que vocé acha da largura de um préton longe
de (0,00 — e o comprimento da estrada en-
tre vocé e (0,0) é infinitamente longa! Isso
mesmo. Ela se enrosca para cima e para
baixo com tal frequéncia crescente a medida
que vocé se aproxima cada vez mais de (0,0),
que a duragado do seu passeio € na verdade
infinita apesar de o fato de cada “reta” estar
ficando cada vez menor. Nessa longa e tortu-
osa estrada, vocé nunca vai chegar a porta
dela.

Essa funcao alterada é claramente continua
emtodos os pontos 0 com a possivel exce¢ao
do (0,0) — porque é uma estrada tortuosa
calma e conectada. E porque o lim x sen %
=0 (veja o topico do sanduiche de limite para
prova), e porque fi0) é definido como sendo 0,
o teste de trés partes para continuidade em
0 é satisfeito. A funga@o é entdo continua em
todo lugar.

Mas me diga, como pode a curva alguma
vez tocar (0,0) ou se conectar a (0,0) pela
esquerda (ou pela direita)? Supondo que
vocé possa atravessar uma distancia infini-
ta dirigindo infinitamente rapido, quando
vocé finalmente passa pela origem, vocé
esta em uma das pernas da rua que estao
para cima ou uma das pernas que estdo
para baixo? Nenhum dos dois parece pos-
sivel porque ndo importa a distancia que
vocé esteja da origem, vocé tem um nd-
mero infinito de pernas e um ndmero in-
finito de curvas na sua frente. Nao ha uma
Gltima curva antes de chegar a (0,0). Entdo
parece que a fungdo ndo pode se conectar
a origem e isso, consequentemente, nao
pode ser continuo nesse lugar — apesar de
a matematica nos dizer que ela é continua.

Aqui esta outra maneira de olhar para isso.
Imagine uma linha vertical desenhada no
topo dafungdo emx =-0,2. Agora deslize va-
garosamente a linha para a direita ao longo
da funcdo até que vocé passe por (0,0). Nao
ha intervalos abertos na fungdo, entdo em
cada instante, a linha vertical cruza a fun-
¢ado em algum lugar. Pense no ponto onde a
linha vertical se intercepta com a fungéo. A
medida que vocé puxa a linha para a direita,
esse ponto viaja ao longo da funcao, se en-
roscando para cima e para baixo ao longo
da estrada, e, a medida que vocé puxa a li-
nha sobre a origem, o ponto chega e depois
passa (0,0). Agora me diga o seguinte: quan-
do o ponto atingiu (0,0), ele estava subindo
ou descendo? Como vocé pode comparar
tudo isso? Eu gostaria de saber.

Coisas como essa realmente baguncam a
sua cabeca.
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4. Agora voce precisa provar o limite matematicamente, mesmo
que voceé ja tenha resolvido na calculadora. Para fazer isso, vocé
precisa fazer um sanduiche de limite (Enganei vocé - aposto que
vocé pensava que o passo 3 era o lltimo passo).

A parte dificil sobre usar o método do sanduiche é produzir as fun¢oes dos
“paes” (As funcoes fe h sao o pao e a g € o salame).Nao ha uma maneira
automatica de fazer isso.Vocé tem que pensar sobre o formato da fungao do
salame, e depois usar o seu conhecimento sobre fun¢oes e sua imaginagao
para produzir alguns bons prospectos para as fun¢oes dos paes.

Devido ao fato de a imagem da funcao seno ser do 1 negativo até o 1 positivo,
toda vez que vocé multiplicar um nimero pelo seno de alguma coisa,o
resultado ou fica a mesma distancia de zero ou se aproxima de zero.Assim,x
sen -1 nunca vai chegar acima de |xl ou abaixo de |-x|.Entao tente desenhar o
gréﬁgo das fungoes f(x) = Ixl e h(x) = -Ixl junto com g(x) para ver se fe h sao
fungoes de pao adequadas para g.A Figura 8-3 mostra que elas sao.

Noés mostramos — apesar de talvez nao ser a satisfacao de um matematico, por
Deus! - que f(x) 2 g(x) > h(x).E devido ao fato de o limf (x) =limh (x) = 0,se
segue que g(x) dever ter o mesmo limite: voila - limg (x) = 0.

|
Figura8-3: 0
grafico de
f(x) = |x|,
h(x) =-|x|eg

(x) = xsen 1

E uma gravata

borboleta!
|

Avaliando Limites no Infinito

Nos topicos anteriores, eu olhei os limites a medida que x se
aproximava de um numero finito, mas vocé também pode ter limites
onde x se aproxima do infinito ou do infinito negativo. Considere a
funcao f(x) = 1 ¢ dé uma olhada no seu grafico na Figura 8-4.

x
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Voceé pode ver no grafico que a medida que x aumenta cada vez mais — em
outras palavras,a medida que x se aproxima do infinito — a altura da fungao
fica cada vez menor,mas nunca chega a zero.Isso é confirmado considerando
0 que acontece quando vocé insere nimeros cada vez maiores em 1 os
outputs se tornam cada vez menores. Esse grafico dessa forma tem uta
assintota horizontal de y = 0 (0 eixo x),e nés dizemos que o lim 1 _0.0tato
de x nunca realmente tocar o infinito e de fnunca chegar a zero Nao tem
relevancia. Quando nés dizemos que lim 1= 0,queremos dizer que a medida
que X fica cada vez maior sem fim, fse apr)(c)xima cada vez mais de zero — f
tende a zero para sempre.A fun¢ao ftambém se aproxima de zero a medida
que X se aproxima do infinito negativo,o que € escrito como 11}{1 % =0.

Limites no Infinito e
Assintotas Hovizontais

Assintotas horizontais e os limites no infinito sempre andam de maos juntas.
Vocé nao pode ter um sem o outro.Se vocé tem uma fungao racional como

fx)= %,determinar o limite no infinito ou no infinito negativo é o
X +

mesmo que encontrar o local da assintota horizontal.

Aqui estd o que vocé faz. Primeiro, preste atencao no grau do
numerador (esse € a maior poténcia para x no numerador) e o grau do
denominador. Agora, vocé tem trés casos:
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v~ Se o grau do numerador for maior do que o grau do denominador,
por exemplo, f(x) = % nao ha uma assintota horizontal e o
X +
limite da fun¢ao a medida que x se aproxima do infinito (ou infinito

negativo) nao existe.

v Se o grau do denominador for maior do que o grau do numerador, por
exemplo,g(x) = ifz—_g,o eixo x (isto €,a linha y = 0) é a assintota
horizontal e o lim g(tc% =lim g(x) =0.

v Se o grau do numerador e do denominador for igual, pegue o
coeficiente da maior poténcia de x no numerador e divida pelo

coeficiente da maior poténcia de x no denominador. Esse quociente

da a resposta para o problema sobre limite e para a altura da assintota.

4-10x+1 _lim _lim _4
S0 x0T h(x) == h(x) = - eh

tem uma assintota horizontal emy = 4 .

Por exemplo,se h(x) =

Para impressionar seus amigos, aponte o seu dedo indicador para cima,
levante uma sobrancelha, e diga em tom profissional:“Em uma func¢ao
racional onde o numerador e o denominador tém graus iguais, o

limite da funcao a medida que x se aproxima do infinito ou do infinito
negativo € igual ao quociente dos coeficientes dos termos principais.

A substituicao nao funciona para os problemas desse topico.Se vocé
tentar inserir « no lugar de x em qualquer uma das fun¢oes racionais
nesse topico,vocé obtém —, mas isso ndo é igual a 1.Um resultado de
2 nao te diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Resolvendo problemas no infinito
com uma calculadora

Aqui estd um problema que nao pode ser feito pelo método do tépico
anterior porque nao € uma fung¢ao racional: lgrgl (x% + x - x).Mas é muito
facil com uma calculadora. Digite a funcao no modo de graficos, depois va
para table setup e configure TbiStart para 100.000 e ATbl para 100.000.A
Tabela 84 mostra os resultados.



Tabela 8-4 Tabela de Valores paray = (vx? + x - x)
x y
100.000 ,4999988
200.000 ,4999994
300.000 ,4999996
400.000 ,4999997
500.000 ,4999998
600.000 ,4999998
700.000 ,4999998
800.000 ,4999998
900.000 ,4999999

Vocé pode ver que y esta chegando bem perto de 0,5 a medida que x

fica cada vez maior.Entao 0,5 é o limite da fungao a medida que x se
aproxima do infinito,e ha uma assintota horizontal em y = 0,5.Se vocé tem
alguma didvida sobre o limite ser igual a 0,5, volte para table setup e insira
um ndmero extremamente grande para TblStart e para ATbl,digamos,
1.000.000.000, e verifique os resultados da tabela de novo.Tudo que vocé
vé é uma coluna de 0,5s.Esse é o limite (A propoésito,ao contrario das duas
fungoes racionais nos topicos anteriores, o limite dessa funcao a medida
que x se aproxima do infinito negativo nao € igual ao limite & medida

que x se aproxima do infinito: lim (\x? +x - x) = e porque quando vocé
coloca — e vOCE tem o + c que € igual a ). Mais uma coisa: Assim como
com limites regulares, usar uma calculadora para limites infinitos nao

lhe d& uma resposta exata a nao ser que os nimeros na tabela estejam se
aproximando de um nimero que vocé reconheca como, por exemplo,0,5.

A substituicao nao funciona no problema acima,lim (\x% + x - x).Se vocé
coloca « no lugar de x,vocé obtém oo - e que ndo € igual a zero.Um resultado
de - 0 nao diz nada sobre a resposta para um problema sobre limite.

Usando a dlgebra para
limites no infinito

Agora tente um pouco de algebra para o problema llﬂl (\x% + x - x) Vocé
obteve a resposta com a calculadora, mas em igualdade de circunstancias,
€ melhor resolver o problema algebricamente porque assim vocé tem uma
resposta matematica incontestavel. A resposta da calculadora nesse caso é
bem convincente, mas nao é matematicamente rigorosa, entao se voce parar
aqui,a policia da matematica pode te pegar.

Capitulo 8: Avaliando Limites 7 0 7
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1. Tente a substituicao — sempre uma boa idéia.

Nada bom.Vocé obtém « — o, que nao te diz nada — veja o icone
“Atencao!”no toépico anterior.Va para o plano B.

Devido ao fato de (¥x* + x — x) conter uma raiz quadrada, o método
da multiplicagao conjugada seria uma op¢ao natural, exceto pelo
fato desse método ser usado para fungoes fracionarias. Bem, apenas
coloque (\x? +x — x) sobre o niimero 1 e, voila, vocé tem uma fracao:

e

X
1 .Agora faga a multiplicacao conjugada.

2. Multiplique 0 numerador e o denominador pelo conjugado de

(> + x = x) e simplifique.
lim VX + X —x
1

X oo

_lim X+ X=X i (Vo + 0+ X)
o 1 TR+ X+ X)

X2+ x-x°

=M+ x)

=lim— X (Fatore x para fora do denominador
o x(\/1+i+1) ( P )
X
_lim

s (V1+_1_+ 1)

3. Agora a substituicao funciona.

1

VI+1 +1
R 1
=V1+0+1 (Lembrese que lim — =0 no tépico “Limites para
| memorizar) X
141
L
S 2

Assim, lim (o +x-x)= %, que confirma a resposta da calculadora.
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“0 QUE NOS ESTAMOS REALMENTE DIZENDO AQUI?”



Nesta patrte...

diferenciacao é a primeira das duas grandes ideias
do célculo;a integracao (que sera discutida na Parte
V) é a segunda.A diferenciacao e a integragao constituem
a esséncia do curriculo do calculo.A diferenciacao é o
processo para descobrir a derivada, e a derivada € apenas
uma razao como milhas por hora ou délares por item.No
grafico da curva,a derivada diz a vocé a inclinagao da curva.




Capitulo 9
Orientacéo da Diferenciacao

Neste Capitulo
Descobrindo a algebra basica por tras do célculo
Entendendo os simbolos estranhos do céalculo
Fazendo a diferenciagao com Laurel e Hardy
Encontrando as derivadas de equacgoes lineares e quadraticas

Lidando com problemas sobre tangente e o quociente da diferenga

alculo diferencial é a matematica da mudanga e a matematica do
infinitesimal Voceé talvez diga que é a matematica das mudancas
infinitesimais — mudancas que ocorrem a cada milésimo de segundo.

Sem o céalculo diferencial — se vocé tem somente a dlgebra,a geometria e a
trigonometria — voce esta limitado a matematica das coisas que mudam ou
nao,ou que mudam ou se movem a uma razao constante.Lembra-se daqueles
problemas da dlgebra? O trem sai da estacao indo para o norte a 90km/h,vocé
dirige para o leste a 80km/h...Vocé pode lidar com esse tipo de problema com
a algebra porque as velocidades ou razoes sao constantes. Nosso mundo,no
entanto,nao é uma das razoes constantes — as razoes estao em fluxo constante.

Pense sobre colocar um homem na lua.Apollo 11 decolou de uma
plataforma de lan¢amento movel (a terra esta tanto rodando em torno do
seu eixo como girando ao redor do sol).A medida que o Apollo subia cada
vez mais alto, o atrito provocado pela atmosfera e o efeito da gravidade da
terra estavam mudando nao apenas a todo segundo,nao apenas a cada
milionésimo de segundo, mas a cada fragao infinitesimal de segundo.

O peso da nave espacial também estava constantemente mudando a
medida que queimava combustivel. Todas essas coisas influenciaram a
mudanca de velocidade do foguete.E além disso, o foguete tinha que
atingir um alvo movel,a lua.Todas essas coisas estavam mudando, e suas
razoes de mudanca estavam mudando. Digamos que o foguete estava a
uma velocidade de 2000km/h em um segundo e a 2020km/h um segundo
depois — durante esse segundo,a velocidade do foguete passou literalmente
através do nimero infinito de velocidades diferentes entre 2000 e 2020km/h.
Como fazer as contas para essas coisas efémeras que mudam a cada parte
infinitesimal de segundo? Vocé nao pode fazer isso sem a diferenciacao.

O célculo diferencial é também usado para todo tipo de coisa terrestre.
Grande parte da teoria da economia moderna seria impossivel sem a
diferenciacdao. Em economia, tudo esta em um fluxo constante. Precos
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sobem e descem, suprimentos e demanda flutuam, e a inflacao esta
constantemente mudando. Essas coisas estao constantemente mudando,
e as maneiras que elas afetam cada um estao constantemente mudando.
Voceé precisa do céalculo para isso.

O célculo diferencial € uma das inven¢des mais praticas e poderosas na
histéria da matematica. Entao, vamos comecar logo.

Fazendo a Diferenciacéo: E Somente
Encontrar a Inclinagéo

Ity
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A diferenciacao é a primeira das duas maiores ideias em célculo — a outra
€ a integracao, que eu abordo na Parte V.A diferenciagao é o processo

de encontrar a derivada de uma funcao do tipo y = x%. A derivada é
apenas um termo sofisticado do calculo para uma simples idéia que vocé
sabe da algebra — a inclinagao. A inclinacdo,como voce sabe, é o termo
sofisticado da algebra para declive. E declive é a palavra sofisticada para...
Nao! Declive é a palavra usual que vocé conhece desde crianca,como
em,"“Ei, essa rua é realmente ingreme”.Tudo que vocé estuda em célculo
diferencial é relacionado a simples idéia de declive.

No célculo diferencial,vocé estuda a diferenciacdo,que é o processo de
derivar — isto €,encontrar — derivadas. Essas sao grandes palavras para
uma simples ideia: Encontrar a inclinagdo de uma reta ou de uma curva.
Use alguns desses termos para impressionar os seus amigos.A proposito,

a raiz das palavras diferencial e diferenciacdo é diferenca — eu explico a
conexao no final desse capitulo no tépico sobre o quociente da diferenca.

Considere a Figura 9-1.Uma inclinacao de % significa que a medida que
o homem palito anda um metro para a direita, ele some % metro; onde

a inclinagao for 3, ele sobe 3 metros a medida que anda 1 metro para

a direita. Onde a inclinacao for zero, ele esta no topo,nem subindo e
nem descendo; e onde a inclinac¢ao for negativa, ele esta descendo.Uma
inclinagao de -2, por exemplo, significa que ele desce 2 metros para cada
metro para a direita. Isso € mostrado com mais precisao na Figura 9-2.

Para lembrar que subir e descer para a direita (ou para cima a
esquerda) é uma inclinacao negativa,imagine um “N” maitsculo como
mostrado na Figura 9-3.



|
Figura 9-1:
Fazera
diferenciagéo
apenas
significa
encontrar a
inclinacdo.

|
Figura 9-2:
A derivada
=inclinacdo =

declive
|

|
Figura 9-3:
Esse N

tem uma
inclinagédo
negativa.

—<— Passando calculo

Primeiro més
de célculo

1 < Inclinagao
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o2 .
Y
% 3 metros
2
1 metro 1 metro
Portugués: declive = % declive =3
Algebra: inclinagao = 3 inclinagao =3
A . dy _ 1 dy _
Calculo: E=y &=3

(%)%, lido como /dé y, dé x/, é um dos muitos simbolos
para a derivada — veja o texto complementar).
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Variedade é o que torna a vida mais excitante

Todo mundo sabe que 3* =9 . Agora, ndo
seria estranho se da préxima vez que vocé
lesse esse fato matemaético, ele fosse escri-
to como 23 =9 ou 3, =9? Como 3=9 te cha-
ma a aten¢do? Ou 3= 9? Variedade ndo € o
que torna a matematica excitante. Quando
0s matematicos decidem por uma maneira
de expressar uma ideia, eles a mantém —
exceto, isto & com calculo. Vocé esta pron-
to? Nao perca as estribeiras. Tudo o que se
segue sao diferentes simbolos para a deri-
vada — todos eles significam exatamente a

dy df  dy(x)

mesma coisa: — ou —— ou
dx

dx dx ouaf(x)

ouy oufouyouDfouD youD f(x). Existem
mais. Agora, vocé tem duas alternativas: 1)
Bater sua cabecga na parede tentando en-
tender coisas como essa quando algum au-
tor usa um simbolo uma vez e um diferente
simbolo outra vez, e o que exatamente o d
e f significam de qualquer maneira, e assim
por diante, e etc., ou 2) Ndo tente entender
isso; apenas trate esses diferentes simbolos
como palavras em idiomas diferentes para
a mesma ideia — em outras palavras, nao
se preocupe. Eu recomendo fortemente a
(ltima opcao.

PS)Ol

C(,,o

Nao fique no meio da legiao de estudantes que confundem as
inclinacoes das linhas verticais e horizontais. Qual a inclinagao de

uma estrada plana e horizontal? Nem um pouco inclinada, é claro.

Inclinacao zero. Entao,uma linha horizontal tem uma inclinacao igual a

zero.Como € dirigir em uma estrada vertical? Vocé nao consegue fazer
isso. E vocé nao pode obter a inclinacao de uma linha vertical — ela
nao existe, ou,como os matematicos dizem, é indefinida.

A inclinacéo de uma reta

Continue com a ideia da inclinagcao — a esta altura vocé ja deve saber que
a inclinacao é do que se trata a diferenciacao. Dé uma olhada no grafico
da reta,y = 2x + 3,na Figura 9-4.

Vocé se lembra da algebra — eu estou totalmente confiante sobre isso —
que vocé pode encontrar pontos nessa reta inserindo nimeros no lugar de
x e calculando y: coloque 1 no lugar de x e y é igual a 5,0 que lhe da um
ponto localizado em (1,5); coloque 4 no lugar de x e y vai ser igual a 11,te
dando o ponto (4,11),e assim por diante.

Eu tenho certeza que vocé também se lembra como calcular a inclinagao
dessa reta.Eu percebo que nenhum célculo € necessario aqui — vocé sobe

2 a medida que passa por 1,entao a inclinagao é automaticamente 2.Vocé
também pode simplesmente notar que y = 2x + 3 esta na forma inclinagao-
intercepta (y = mx + b) e que,desde que m = 2,a inclinagao € 2 (Veja o
Capitulo 5 se vocé quiser revisar y = mx + b).Mas fique firme comigo porque
voceé precisa do que se segue. Primeiro,lembrese que:
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I
Figura 9-4:

0 grafico de

y=2x+3.
I

inclinacao = aumento
€40 = Gistancia
y
A
23
22
21
20 —~— Escada paraocéu

..........

1
‘/—1? 12345678910

Y

O aumento é a distancia que voce sobe (a parte vertical de um degrau da
escada),e a distancia € o espago que vocé passa através (a parte horizontal
do degrau da escada).Agora, pegue quaisquer dois pontos na reta, digamos,
(1,5) e (6,15),e descubra o aumento e a distancia.Vocé aumenta em 10 a
partir de (1,5) para (6,15) porque 5 mais 10 € igual a 15 (ou vocé pode dizer
que 15 menos 5 é igual a 10).E vocé encontra 5 a pattir de (1,5) até (6,15)
porque 1 mais 5 é igual a 6 (ou em outras palavras,6 menos 1 € igual a 5).
Depois,voce divide para ter a inclinagao.

aumento
distancia
_10

-5

=2

inclinacdo =

Aqui estd como vocé faz o mesmo problema usando a férmula da inclinacao:

inclinagdo = —2—%1—
X, - X,

Capitulo 9: Orientacao da Diferenciacao ’ ’5
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Insira os pontos (1,5) e (6,15):
-5

o linacdo =13
mnclinacao = 6-1
10
5
=2

Ok, vamos resumir o que sabemos sobre essa reta. A Tabela 9-1 mostra seis
pontos na reta e a inclinagao imutavel de 2.

Tabela 9-1 PontosnaRetaY=2X+3ea
Inclinacdo Nesses Pontos
X 1 2 3 4 5 6
(posigdo horizontal) ote.
y 5 7 9 1 13 15 etc.
(altura)
inclinagdo 2 2 2 2 2 2 etc.

A derivada de nma reta

O tépico anterior mostrou a vocé a algebra da inclinacao.Agora,aqui esta o
cdlculo.A derivada (da inclinagao) da reta na Figura 94 é sempre 2,entao
VOCE escreve:

&,
(Lese:dy, d x igual a 2)
Outra forma comum de escrever a mesma coisa é
y=2
(Lese y linha é igual a 2)
E voceé diz,

A derivada da funcao, y=2x+3, é 2.

(Lé-se a derivada da fung¢do,y = 2x + 3,€ 2.1sso é uma piada.)
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A Derivada: E Apenas uma Razéo

|
Figura 9-5:
Laurel e
Hardy — "
alegremente 20
alheios das
implicagdes
do célculo.

Q®

© c,ninco
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Aqui esta outra maneira de entender a ideia de uma derivada que é mais
fundamental do que o conceito de inclinagao: a derivada é uma razdo.Entao
por que eu comecei o capitulo com a inclinacao? Porque a inclinagao é em
alguns aspectos o mais facil dos dois conceitos, e a inclinacao € a idéia para

a qual voceé volta muitas vezes nesse livro e em qualquer livro de célculo a
medida que vocé olha para o grafico de duazias e dizias de fungcoes.Mas antes
de voceé ter uma inclinag¢ao, voce tem uma razao.Uma inclinacao é,de certa
forma,uma imagem da razao;a razao vem primeiro,a imagem dela vem em
segundo.Assim como vocé pode ter uma fungdo antes de ver o seu grafico,
voce pode ter uma razao antes de vé-la como inclinagao.

Cdlculo no parque infantil

Imagine Laurel e Hardy em uma gangorra — dé uma olhada na Figura 9-5.

Supondo que Hardy pese duas vezes mais do que Laurel, Hardy tem que
sentar duas vezes mais perto do centro do que Laurel para que eles se
equilibrem.E para cada centimetro que Hardy desce, Laurel sobe dois
centimetros. Entao Laurel se move duas vezes mais do que Hardy. Voila,
vocé tem uma derivadal

A derivada é simplesmente a medida de quanto uma coisa muda
comparada com outra — e isso € uma razdo.

Laurel se move duas vezes mais do que Hardy,entao com os simbolos
do célculo voceé escreve:

dL=2dH
Vagamente falando, dL pode ser pensado como sendo a mudanca na

posicao de Laurel e dH como sendo a mudanca na posi¢ao de Hardy. Vocé
pode ver que se Hardy descer 10 centimetros entao dH é 10, e devido ao
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fato de dL ser igual a 2 vezes dH,dL é igual a 20 — entao Laurel sobe em 20
centimetros. Dividindo ambos os lados dessa equagao por dH,vocé tem

dL

aH =2

E essa é a derivada de Laurel em relacdo a Hardy (E lida como,“d L,

d H’,ou como,“a derivada de L em relacao a H").O fato de ;11_11;( =2
simplesmente significa que Laurel esta se movendo 2 vezes mais do que
Hardy.A razdo de movimento de Laurel é de 2 centimetros por centimetro

do movimento de Hardy:.

Agora vamos olhar para isso do ponto de vista de Hardy. Hardy se move a
metade de Laurel, entao vocé também pode escrever:

1

dH = - dL
Dividindo por dL,vocé tem
aH _ 1
L~ 2

Essa é a derivada de Hardy em relacao a Laurel, e isso significa, é claro,

1 . .
que Hardy move -5 centimetro para cada centimetro que Laurel

. - 1 . .
se move.Assim, a razao de Hardy é > centimetro por centimetro

de movimento de Laurel. A propésito, vocé também pode obter essa
derivada usando Z—Z =2,que é 0 mesmo que :11_1{‘1 = % e colocando de
cabeca pra baixo vocé obtém % = %

Essas razoes de 2 centimetros por centimetro e L centimetro por
centimetro podem parecer um pouco estranhas porque nés normalmente
pensamos em razoes como se referindo a algo por unidade de tempo,como
quilometros por hora.Mas uma razao pode ser qualquer coisa por qualquer
coisa.Entao,toda vez que voce tiver isso por aquilo,voce tem uma razao;e se
VOCE tem uma razao, vocé tem uma derivada.

Velocidade — a razéo mais familiar

Falando em quilémetros por hora,digamos que voce esteja dirigindo a uma
velocidade constante de 60 quildbmetros por hora.Essa é a razdo do seu
carro,e 60 quilébmetros por hora € a derivada da posi¢ao do seu carro (p) em
relacao ao tempo (). Com os simbolos do célculo,voce escreve:

dp 60 quilometros
dt ~ hora

Isso diz a vocé que a posi¢cao do seu carro muda a cada 60 quilometros
para cada hora que o tempo muda. Ou vocé pode dizer que a posicao
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do seu carro (em quilometros) muda 60 vezes até que o tempo mude
uma vez (em horas). Novamente, a derivada apenas diz a vocé quanto
uma coisa muda comparada a outra.

E assim como o exemplo de Laurel e Hardy, essa derivada,como todas as
derivadas, pode ser colocada de cabeca para baixo:

dt 1  horas
dp = 60 gquilometro

A razao horas por quilémetro é muito menos familiar do que a razao
quilometros por hora,mas é uma razao valida mesmo assim.Ela diz a

vocé que para cada quilometro que vocé anda, o tempo muda em 50

da hora, que € um minuto. Ou seja, a cada quilometro de estrada que é

percorrido, é um minuto que passa.
QQcALc(,( o . _ ~ . o
o Nao ha fim para as diferentes razoes que vocé talvez veja: quilobmetros por
galdo (para o consumo de combustivel), litros por minuto (para a torneira
mal fechada), producdo por funciondrio (para a produtividade de uma
Fanos  labrica),e etc.Razdes podem ser constantes ou mutaveis. Em qualquer
caso,toda razao é uma derivada, e toda derivada € uma razao.

Ity
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A correlagao razdo — inclinacéo

Razoes e inclinagoes tém uma correlacao simples.Todos os exemplos anteriores
sobre razao podem ser desenhados em um sistema de coordenadas x-y,onde
cada razao aparece como uma inclinacao. Considere novamente o exemplo

de Laurel e Hardy Laurel se move duas vezes mais do que Hardy Isso pode ser
representado pela seguinte equagao:

L=2H

A Figura 9-6 mostra o grafico dessa funcao.

L
A
20
18
7 16
s 14
E 12
c 10 2
S 81 fi
6 2
4
I 1
Figura9-6: 2 .
Ogréfico de 246810 ”
ﬂ Y (centimetros)

Os centimetros no eixo H indicam a distancia que Hardy se moveu para
cima ou para baixo a partir da posic¢ao inicial da gangorra; os centimetros
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iferenciacao

no eixo L mostram a distancia que Laurel se moveu para cima ou para

baixo.A reta sobe 2 centimetros para cada centimetro que vai para a direita,

. o2 B} - L
e assim sua inclinagao é ——,ou 2.Essa € a representacao visual de Z—H =2,e

mostra que a posicao de Laurel muda 2 vezes mais que a de Hardy.

Um tultimo comentario antes de seguirmos em frente.Vocé sabe que a
aumento
distancia

dH como a distancia.lsso amarra tudo junto muito bem.

inclinagdo = .Bem, vocé pode pensar em dL como o aumento e

Lembre-se,uma derivada € apenas uma inclinacao, e a derivada é
apenas uma razao.

A Derivada de uma Curva

|
Figura 9-7:

0 gréfico de
1,

y= 7%
|

O topico anterior nesse capitulo envolveu fungoes lineares — linhas retas
com inclina¢oes constantes.Mas se todas as fun¢oes e graficos fossem
retas com inclinagoes constantes, nao haveria necessidade para o calculo.
A derivada da funcao de Laurel e Hardy desenhada no grafico acima é
2,mas vocé nao precisa do calculo para determinar a inclinagao de uma
reta. Calculo é a matematica da mudanca, entao agora € uma boa hora
para irmos para as pardbolas,curvas com inclinacoes varidveis. A Figura

9-7 é o grafico da parabola, y = %,xi’.

(1,0.25) 27
1

< h
< T




Capitulo 9: Orientacao da Diferenciacao ’ 2 ’

Note como a parabola fica cada vez mais inclinada a medida que vai para
a direita.Vocé pode ver a partir do grafico que no ponto (2,1),a inclinagao
éigual a 1;em (4,4),a inclinacao € igual a 2;em (6,9),a inclinacao é

igual a 3,e assim por diante.No fim das contas,a derivada dessa funcao €
igual a %x (eu mostro a vocé como cheguei a isso em um minuto). Para
encontrar a inclinagao da curva em qualquer ponto, vocé apenas insere

a coordenada x do ponto na derivada,ix,e vocé tem a inclinacao. Por
exemplo, se vocé quiser a inclinacao no ponto (3,2.25),coloque 3 no
lugar de x, e a inclinacao sera €L vezes 3,0ou 1,5.A Tabela 9-2 mostra alguns

2
pontos na parabola e a inclinagao nesses pontos.

Tabela 9-2 Pontos na Parabola y = %xz eas
Inclinacoes Nesses Pontos

X
(posicao horizontal) L 2 3 4 5 6 etc
y 0.25 1 2,25 4 6,25 9 etc.
(altura)
Ix
2 0.5 1 15 2 25 3 etc.
(inclinagao)

Aqui esta o calculo.Vocé escreve:

dy 1 1
dx =2 oMY=

E voceé diz,

A derivada da fungao y = %3@ é %x.

Ou voceé pode dizer,

. 1 1
A derivada de Txa e 5 X

. ~ . 1
Agora,eu prometo dizer a vocé como fazer essa derivada de y = u X

1. Pegue a poténcia e coloque na frente do coeficiente!.

1
2=

2. Multiplique.

1 .1 _ . o1
2vezesTe 5 entao isso lhe da 5 X2
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3. Reduza a poténcia em 1.
ORI
5 X' OU apenas —-x.

Essa e muitas outras técnicas de diferenciacao serao discutidas no
Capitulo 10.

0 Quociente da Diferenca

RE-S£
o
&

|
Figura 9-8:

0 grafico de
y=x2com
uma reta
tangente em
(2,4).

Soem as trombetas! Vocé chega agora ao que talvez seja a pedra
fundamental do calculo diferencial: o quociente da diferenca,a ponte
entre limites e a derivada. Eu continuo repetindo — vocé notou? — O
importante fato de a derivada ser apenas uma inclinagao.Vocé aprendeu
como encontrar a inclinagcao de uma reta em algebra. Na Figura 9-7,eu
dei a inclinacao da parabola em diversos pontos, e depois eu mostrei o
método do atalho para encontrar a derivada — porém eu deixei de fora a
matematica importante no meio. Essa matematica envolve limites, e nos
leva para o limiar do célculo.Nao perca a calma.

L . aumento
A inclinacdo é definida como ——————,
distancia
inclinacao = b AT
X, — X

2 1

Para calcular a inclinagao, vocé precisa de dois pontos para inserir na
férmula. Para uma reta, isso é facil.Vocé apenas escolhe quaisquer dois
pontos na reta e os insere. Mas digamos que vocé queira a inclinagao da
pardbola abaixo no ponto (2,4) como mostrado na Figura 9-8.
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g\\E'sE

|
Figura 9-9:

0 grafico de
y=x2com
uma reta
tangente

e umareta

secante.
—

Voceé pode ver a reta desenhada tangente a curva em (2,4),e devido ao fato
de a inclinacao da reta tangente ser igual a inclinacao da parabola em (2,4),
tudo o que voceé precisa € a inclinacao da reta tangente. Mas vocé nao sabe
a equacao da reta tangente, entao vocé nao pode pegar o segundo ponto —
em adicao a (2,4) — que voceé precisa para a férmula da inclinacgao.

Aqui esta como os inventores do calculo contornaram essa barreira.
A Figura 99 mostra a reta tangente novamente e uma reta secante
interceptando a parabola em (2,4) e em (10,100).

Uma reta secante € uma linha que intercepta a curva em dois pontos. Isso
é um pouco simplificado demais, mas vai servir.

y
(10, 100)

100 A

90 T

80

70+

60

50 +

401

30T

201

071 (2,4)
S I S e S S X

0¥y 3 4 5 6 7 8 9 10

A inclinacao dessa reta secante é dada pela férmula da inclinagao:

inclinagdo = —aumento_
€40 ="distancia
__ V=)
X, — X,
_ 100-4
10-2
_96
-8
=12

Vocé pode ver que essa reta secante € mais inclinada do que a
reta tangente, e assim a inclinagao da secante, 12,é maior do que a
inclinacao que voceé esta procurando.

Agora adicione mais um ponto em (6,36) e desenhe outra secante usando
esse ponto e (2,4) novamente.Veja a Figura 9-10.

Calcule a inclinagao dessa segunda secante:
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inclinacdo = 36-4
nettnacao =g
32

4
8

Vocé pode ver que essa reta secante € uma melhor aproximacao da reta
tangente do que a primeira secante.

Agora,imagine o que aconteceria se vocé pegasse o ponto em (6,36) e o
deslizasse parabola abaixo em dire¢ao a (2,4),arrastando a reta secante
ao longo com ele.Vocé consegue ver que a medida que o ponto se
aproxima cada vez mais de (2,4),a reta secante se aproxima mais e mais
da reta tangente, e que a inclinagao dessa secante se aproxima cada vez
mais da inclinacao da tangente?

Entao, voce pode pegar a inclinagao da tangente se voce pegar o limite

da inclinagcao dessa secante movel.Vamos dar aos pontos moveis as
coordepadas (x,,y,).A medida que esse p(')nto' (x,,y,) se aproxima Cadé'l
vez mais de (x,,y,),a saber, (2,4),a distancia - isto € (x, - x,) — se aproxima
cada vez mais do zero.Entao aqui esta o limite que vocé precisa:

Inclinagcao limite (inclinagao

amedida que o ponto
desliza em direcao a (2,4)

da tangente — da secante mével)

B aumento
~asancia -0 distancia
2 _ 4l
= lim M
distancia 0 xz - X 1
2 _
= lim u
distancia — 0 xz —_ 2

Veja 0 que acontece a esse limite quando voceé insere mais trés pontos na
parabola que estao cada vez mais perto de (2,4):

Quando o ponto (x,,y,) desliza para (2.1,4.41),a inclinagao € 4,1.
Quando o ponto desliza para (2.01,4.0401),a inclinacao € 4,01.
Quando o ponto desliza para (2.001,4.004001),a inclinacao € 4,001.

E claro que parece que a inclinacao esta caminhando em direcao a 4.

Assim como todos os problemas sobre limite,a variavel nesse problema,
a distancia,se aproxima,mas nunca realmente chega a zero.Se chegasse
a zero — 0 que aconteceria se vocé deslizasse 0 ponto que voceé pegou ao

longo da parabola até que ele realmente ficasse no topo de (2,4) — voceé teria
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uma inclinagao de —dueé indefinida.Mas, € claro,essa € precisamente a
inclinagao que vocé quer — a inclinagcao da reta quando o ponto pousa no
topo de (2,4).E nesse fato que esta situado a beleza do processo do limite.

Com esse limite,vocé obtém a inclinacao exata da reta tangente mesmo que

R -4 S
a funcao llmlte,?—2, gere inclinacoes de retas secantes.
2

Aqui estad,de novo,a equacgao para a inclinagao de uma reta tangente:

inclinacdo = = lim Y =4

= distancia — 0 X —
2

E a inclinacao da reta tangente é — voceé adivinhou — a derivada.

A derivada de uma fungao f(x) em algum nimero x = ¢, escrito como
f’(c),é ainclinacao da reta tangente a f desenhada em c.

A fragado da inclinagao —i;z% é expressa com a terminologia da algebra.
2

Agora vamos reescrever para dar aquele toque pomposo do calculo.Mas

primeiro,a defini¢ao:

Existe um termo sofisticado do célculo para a fracao geral da inclinagao,
aumento Yy — ¥
distancia ° X, — X,

como x, — X, sao diferencas, certo? Entao,voila, é chamada de quociente

.A fracao € um quociente,certo? E tanto y, - y,

da diferenca.

Ok, aqui estd a maneira mais comum de escrever o quociente da diferenca
(voce talvez se depare com outras maneiras equivalentes). Primeiro, a
distancia,x, - x, (nesse exemplo,x, — 2),€é chamada — nao me pergunte o
porqué - h.Depois,devido ao fato de x, = 2 e a distdncia ser igual a h,x, é
igual a 2 + h.Voce entao escreve y, como f(2) e y, como f(2 + h).Fazendo
todas as substitui¢oes, vocé tem a definicao da derivada de x* em x = 2
como o limite do quociente da diferenca:

£ (2) =lim

h—0

F2+h)—F(2)
h

lim £2+D=F2) é apenas o contraido ~qumento_
h->0 h distancia

que voce pode ver na Figura 9-10 @ medida que o ponto desliza parabola

degrau da escada

abaixo em dire¢ao ao ponto (2,4).Dé uma olhada na Figura 9-11.
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100
90t
80+
70+
60 +

| 50 +

Figura 9-10: 0l
0 grafico

dey=x2 307

com areta 20+
tangente e 104
duas retas <
secantes. 0

y
70+
60 1
(2+ h, f(2+h)
50 +
— 40+
Figura 9-11:
0 grafico 30T f(2+h) - £(2)
dey=x?
mostrando 21
como o limite
produz a or (2, f(2))
inclinacao ) X
dareta 4 0 7l 8
tangente em 2+h
(2,4).

Fazendo as contas vocé tem, pelo menos, a inclinacao da reta tangente
em (2,4):

£ (2) =lim

h—0

=limM
h

h—0

F2+h)—f(2)
h

=lim

h—>0

(4 +4h +h?) -4
h

= lim

h—0

4h +h?
h

=lim

h—0

h(4 + h)
h
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=4+0
=4

Entao a inclinacao é 4 (A proposito, € uma coincidéncia absurda que a
inclinacao em (2,4) seja igual a coordenada y do ponto).

Q"GALC"(O Definicao da derivada: Se vocé substitui o ponto (2, 2)) na equagao do

N
é’ limite acima pelo ponto geral (x,f(x)),vocé tem uma definicao geral da
) derivada como uma funcao de x:

)

<

7IN0D
£’ (x) =lim

fx+h)-fx)
h—>0 h
A Figura 9-12 mostra essa definicao geral graficamente. Note que a
Figura 9-12 é virtualmente idéntica a Figura 9-11 exceto pelo fato de os
xs substiturem os 2s na Figura 9-11 e que o ponto moével na Figura 9-12
desliza para baixo em direcao a qualquer ponto antigo (x,f(x)) em vez
de em direcao ao ponto (2,f(2)).

07 (x+ h, flx+h)

|
Figura 9-12:
0 grafico
dey=x2
mostrando
como o limite
produz uma
inclinagéo
dareta da
tangente no -1
ponto geral
(x, f(x)). 5

fix+h)-flx)

Agora calcule esse limite e obtenha a derivada para a pardbola f(x) = x%

£ (x) = lim

h—>0

F(x+h) —F(X)
h

_lim X+ hP=0)
h

h—0

= lim

h—0

(% + 2xh +h?) —x*
h
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=lim

h->0

2xh +h?
h

= lim

h—0

h(2x + h)
h
=lm (2x+ h)
=2x+0
=2x
Assim, para essa parabola, a derivada, isto €,a inclinacao da reta

tangente, € igual a 2x.Insira qualquer nimero no lugar de x e voce ira
obter a inclinagao da parabola naquele valor x! Tente.

Razao Média e Instantanea

A
Qgﬁ LCg(

Q

O CRiT/p,

7IN0D

Retornando mais uma vez para a correlagcao entre inclinagoes e razoes,a
aumento

" distdncia ’
apenas diz a vocé a razao na qual y muda quando comparado com x.Se, por

inclinagao é apenas a descri¢ao visual da razao: a inclinagcao

exemplo,y for o nimero de quildometros e x o nimero de horas,voc€ obtera

uma razao familiar de quilémetro por hora.

Cada reta secante nas Figuras 99 e 9-10 tém uma inclinacao dada pela
formula yz—y .Essa inclinagao € a razdo média no intervalo de x, até x,.Se
y estiver em qu1lometro e x em horas, vocé obtera uma velocidade média em

quilometros por hora durante o intervalo de tempo de x, até x,.

Quando vocé pega o limite e obtém a inclinacao da reta tangente,vocé
obtém a razao instantdnea no ponto (x,,y,).Novamente,se y esta em
quilometros e x em horas, vocé tem uma velocidade instantdnea no
ponto no tempo, x,. Devido ao fato de a inclinagao da reta tangente ser a
derivada, isto nos da outra definicao da derivada.

A derivada de uma funcao f(x) em algum valor de x € a razao instantanea
da mudanca de f em relacao a x naquele valor.
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Ser ou Nao Ser? Trés Casos
Onde a Derivada Nao Existe

Eu quero discutir as trés situacoes onde a derivada nao existe. A esta
altura vocé certamente sabe que a derivada da fun¢ao em um dado
ponto é a inclinagao da reta tangente nesse ponto. Entao, se vocé nao
pode desenhar a reta tangente, nao ha derivada — isso acontece nos
dois primeiros casos. No terceiro caso,hd uma reta tangente, mas sua
inclinacao e a derivada sao indefinidas.

v+ Nao ha uma reta tangente e assim nao ha derivada em nenhum
tipo de descontinuidade: infinita, removivel, ou pulos (Esses tipos
de descontinuidade foram discutidos e ilustrados no Capitulo 7).A
continuidade €, entao,uma condigcao necessdria para derivada.Nao
é,no entanto,uma condicao suficiente como os dois casos a seguir
mostram. Entenda essa linguagem dos logicistas.

v Nao ha uma reta tangente e assim nao ha derivada no vértice em
uma func¢ao.Veja a fungao f na Figura 9-13.

v Onde a funcao tem um ponto de inflexdo vertical,a inclinagao é
indefinida e assim a derivada nao existe.Veja a funcao g na Figura
9-13 (Pontos de inflexao serao explicados no Capitulo 11).

glx)

Vértice f(x)

/

Reta tangente

vertical
L

— /
Figura 9-13:
Oscasoslle

Il onde ndo

hé derivada.
_Iv /
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Capitulo 10
Regras da Diferenciacao -
Sim, Cara, Elas Mandam

Neste Capitulo
Aprendendo as regras quer voce goste ou nao — desculpa amigo, mas essas sao as regras
Dominando as regras basicas da diferenciacao
Graduando em regras para especialistas
Entendendo a diferenciacao implicita
Usando logaritmos em diferenciacao
Fazendo a diferenciacao de fungoes inversas

Encontrando as segundas e terceiras derivadas

Capitulo 9 da a vocé a ideia basica do que é uma derivada

— é apenas uma razao como a velocidade e é simplesmente
a inclinacao de uma funcao. E importante que vocé tenha uma
compreensao soélida e intuitiva dessas ideias fundamentais.

Vocé também sabe agora a base matematica da derivada e sua definicao
técnica envolvendo o limite do quociente da diferenca.Agora, eu vou ser
banido para sempre da Ordem Real de Pitagoras por dizer isso, mas, para
ser perfeitamente franco,vocé pode basicamente esquecer esse negdcio
sobre limite — exceto que vocé precisa saber disso para sua prova final —
porque neste capitulo eu dou técnicas de atalho para encontrar derivadas
e evitar as dificuldades dos limites e o quociente da diferenca.

Um pouco desse material é inevitavelmente seco.Se voceé tiver problema em
ficar acordado ao trabalhar arduamente por essas regras,dé uma olhada

no ultimo capitulo e dé uma espiada nos dois préximos capitulos para ver
por que vocé deve se preocupar em dominar essas regras da diferenciacao.
Problemas incontaveis em administracao,em economia, medicina,
engenharia e fisica,assim como em outras matérias,lidam com a velocidade
com a qual uma funcao aumenta ou diminui, e isso € o que a derivada nos
diz. Muitas vezes € importante saber onde a funcao estd aumentando ou
diminuindo mais rapidamente (a inclinacdo méaxima ou minima) e onde
seus picos e vales estao (onde a inclinagao € zero).Antes que vocé possa
fazer esses problemas interessantes, vocé tem que aprender como encontrar
derivadas.Se os Capitulos 11 e 12 sao como tocar piano,entao esse capitulo
é como aprender suas escalas — é banal, mas vocé tem que fazer isso.Vocé
talvez queira pedir um café com leite com espuma extra.
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Regras Badsicas de Diferenciagéo

Calculo pode ser dificil, mas vocé nunca saberia isso julgando somente
esse topico. Aprender essas seis ou mais regras € um estalo. Se voceé ficar
cansado desse material facil,no entanto,eu prometo a vocé muitos
desafios no topico a seguir.

A regra da constante

Isso é simples.f(x) =5 é uma reta horizontal com uma inclinacao igual a zero,
e assim sua derivada € também igual a zero.Entao, para qualquer nimero c,se

f(x) = c,entao f(x) =0.0u vocé pode escrever e 0 .Fim da historia.

A regra da poténcia

Digamos que f(x) = x°.Para encontrar sua derivada, pegue a poténcia, 5, traga
para frente de x, e entdo reduza a poténcia em 1 (nesse exemplo,a poténcia
se torna 4).Isso da a voceé f'(x) = 5x*. Para repetir, leve a poténcia para frente,

depois reduza a poténcia em 1.Isso é tudo a se fazer.

No Capitulo 9,eu fiz a diferenciacdo de y =x* com o quociente da diferenca:

y=x

yolim oo

X2+ 2xh +h?* - x?

=lim 2x+h
=2x

Isso exige trabalho demais.Em vez de tudo isso,apenas use a regra da
poténcia: Traga o 2 para frente, reduza a poténcia em 1,0 que deixa vocé
com uma poténcia igual a 1 que vocé pode deixar pra la (porque uma
poténcia igual a 1 nao faz nada).Assim,

y=x
y'=2x

Voce talvez esteja pensando,‘Entao por que vocé nao me disse apenas isso
em primeiro lugar?”.Bem, eu reconheco que teria economizado algum
tempo, especialmente considerando o fato de que uma vez sabendo os
métodos de atalho,vocé nunca usaria o quociente da diferenga de novo

— exceto na sua prova final. Mas o quociente da diferenca esta incluido
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em todos os cursos e livros de calculo porque lhe da um entendimento
completo e mais rico sobre o calculo e seus fundamentos — pense nele
como um formador de carater matematico. Ou porque os professores de
matematica sao sadicos.Voce sera o juiz.

A regra da poténcia funciona para qualquer poténcia: positiva, negativa
ou fraciondria.

Se f(x) =x " entao ' (x) =-2x

Se g(x) =x**entdao g’ (x) = % X

Se h(x) =xentaoh’(x) =1

Certifique-se de que vocé se lembra como fazer a tltima funcéo.E a
funcao mais simples,embora seja o problema mais facil de errar.

A melhor maneira de entender essa Gltima derivada € perceber que h(x) =x
€ uma reta que se encaixa na forma y = mx + b porque h(x) =x é o mesmo
que h(x) =1x+0 (ou y = 1x + 0).Devido ao fato de a inclinacao dessa reta
ser 1,a derivada é igual a 1.Ou vocé pode apenas memorizar que a derivada
de x é 1.Mas se voce esquecer essas duas idéias,vocé sempre pode usar a
regra da poténcia.Reescreva h(x) = x como h(x) =x' e aplique a regra: Traga
o 1 para frente e reduza a poténcia em 1 até zero,te dando h’(x) = 1x°.Visto
que x* éigual a 1,vocé tem h'(x) = 1.

Vocé pode achar a derivada de fun¢des com radicais reescrevendo-as como

o%h

fungdes exponenciais e entao usar a regra da poténcia. Por exemplo,se f(x) =
{2, reescreva como f (x) = x %° e use a regra da poténcia.Vocé também pode
usar a regra da poténcia para diferenciar fungoes do tipo A(x) = = Reescreva
a fungao como f (x) =x = e use a regra da poténcia.

A regra do miiltiplo constante

O que aconteceria se a funcao que voceé esta tentando diferenciar
comecgasse com um coeficiente? Nao faz diferenca. Um coeficiente nao
tem efeito no processo da diferencia¢ao.Vocé apenas o ignora e acha a
derivada de acordo com a regra apropriada. O coeficiente continua onde
esta até o passo final quando vocé simplifica sua resposta multiplicando
pelo coeficiente.

Ache a derivada de y = 4x°.

Solugdo: Vocé sabe através da regra da poténcia que a derivada de x* é
3x? entao a derivada de 4(x%) é 4(3x?).0 ntimero 4 fica apenas ai sem
fazer nada. Depois, como um passo final, vocé simplifica: 4(3x?) é igual
a 12x%. Entao y'=12x2
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Ache a derivada de y = 5x.

Solugdo. Esta é uma reta na forma y = mx + b com m = 5,entao a
inclinacao é 5 e assim a derivada é 5:y’=5 (E importante pensar
graficamente dessa maneira de tempos em tempos). Mas vocé também
pode resolver o problema com a regra da poténcia.ax1 = 1x=1; entao

L 50y =5(1)=5.

Em poucas palavras, a regra do multiplo constante pega a func¢ao do tipo
f(x) =10 (coisa),acha a derivada dessa coisa — isto é coisa’— enquanto
o numero 10 fica apenas quieto no seu lugar. Assim, se g(x) = 15 (coisa),
entdo g’'(x) = 15 (coisa).

53
4

Um ultimo exemplo: Ache a derivada de y =

Solugao: O coeficiente aqui é % Entao,devido ao fato de dixx“3 = % x 23
a N i i 1/3) — i L =2/3\ — i -2/3
(pela regra da potenc1a),dx 1 (x ) = 1 (3 x %) = o X

Nao se esqueca que nt (= 3,14) e e (= 2,72) sao nimeros, e nao variaveis,
entao eles se comportam como nimeros normais.As constantes nos
problemas,como c e k também se comportam como nimeros normais (A
propoésito, o nimero e, em homenagem ao grande matematico Leonhard
Euler, é talvez o nimero mais importante de toda a matematica, mas eu
Nnao vou entrar nisso aqui).

Dessa forma,se y = nx,y’ = n — isso funciona exatamente como achar a
derivada de y = 5x.E devido ao fato de n® ser apenas um nimero,se y =

73 entdo y' = 0 —isso funciona exatamente igual a achar a derivada de y =
10.Vocé também vera problemas contendo constantes como c e k.Tenha
certeza de tratd-los como nimeros normais. Por exemplo,a derivada de y =
5x + 2k* (onde k é uma constante) € 5,e nao 5 + 6k%

A regra da soma — Eh! Essa é uma
regra e tanto que vocé tem ar

Quando vocé quer a derivada da soma de termos, ache a derivada de
cada um dos termos separadamente.

Qual é f/(x) se f(x) =x* + 3 + x>+ x + 10?

Solugdo: Apenas use a regra da poténcia para cada um dos primeiros quatro
termos e a regra da constante para o Gltimo termo. Assim,f’ (x) =6x° + 3x* + 2x + 1.
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A regra da diferenca — néo faz
diferenca

Se vocé tem uma diferenca (isto €, uma subtracao) em vez de uma soma,
nao faz diferenca.Vocé ainda acha a derivada de cada termo separadamente.

Assim,se y=3x° —x" — 2% + 6x° + 5x,entao y’ = 15x" — 4 — 6x* + 12x + 5.0s
sinais de adi¢ao e subtracao nao sao afetados pela diferenciagao.

Achando a derivada de
funcées trigonométricas

Senhoras e senhores: Eu tenho um grande prazer e um distinto privilégio
de introduzir as derivadas de seis funcoes trigonométricas.

d d
o SENx = cosx i COsecx =—cosecx cotgx
d COSX =—Senx d secx =secx t
dx - dx - X
d tgx = sec’x d cotgx = —cosec’x
dx 8X= dx €08 =

Certifique-se de memorizar as duas primeiras — elas sao muito faceis — eu
nunca conheci ninguém que as esquecesse. Se vocé for bom em decoreba,
memorize as quatro Gltimas da mesma maneira.Alternativamente, se vocé
nao for louco pela memorizagao ou tiver medo que esse conhecimento va
desalojar a data da Batalha de Hastings (1066) — que € muito mais provavel
de aparecer em um jogo de tabuleiro do que as derivadas trigonométricas
— vocé pode descobrir as quatro udltimas derivadas pelo comeco usando a
regra do quociente (veja o topico ‘A regra do quociente” mais adiante).

Ou voce talvez goste do seguinte truque mnemonico para as quatro Gltimas
derivadas trigonométricas.Imagine que voce esteja fazendo uma prova e
nao consiga lembrar essas derivadas.Voceé se debruca sobre o aluno sentado
proximo a voce e sussurra, ‘psst,qual € a derivada de cosecx?”. Agora, pegue
as trés tltimas letras de psst (sst) — essas sao as letras iniciais de sec,sec, tg.
Escreva esses trés e abaixo deles escreva suas co-fungoes: cosec, cosec, cotg.
Coloque um sinal negativo no cosec do meio.Finalmente, adicione setas
como no diagrama abaixo.

sec— sec <« tg
cosec— —cosec <— cotg

Acredite no que eu digo,voceé vai se lembrar da palavra psst,e depois disso
o diagrama ser& muito facil de lembrar. Olhe para a fileira de cima: A sec da
esquerda tem uma seta apontando para sec Ig — entao a derivada de secx é
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secxtgx.A tg da direita tem uma seta apontando para sec sec,entao a derivada
de tgx é sec’x.A fileira debaixo funciona da mesma maneira, exceto que
ambas as derivadas sao negativas.

Achando a derivada das funcées
exponenciais e logaritmicas

Cuidado: decoreba a frente. Que alegria, felicidade pura, mana dos céus...

Fungées exponenciais
Se vocé nao conseguir decorar a proxima regra, desligue a sua calculadora.

iex_ex
dx

Isso mesmo — pode realaxar — a derivada de e* € ela mesma! Essa € uma
fungao especial. e* e seus miultiplos,como 5e*,sao as tnicas funcoes que
sao suas proprias derivadas. Pense sobre o que isso significa. Olhe o grafico
de y = e* na Figura 10-1.

y
11
101
9t
gt
74 (2, ~7.4)
51 Inclinagdo= 7.4
51
at
3t
21
Figura 10-1: : *—// ,
0 grafico de -15 - -05 05 1 15 2 25
y = e~

Escolha qualquer ponto nessa fungao, digamos (2,~ 7,4) e a altura da
func¢ao nesse ponto, = 7,4,¢é igual a inclinacao nesse ponto.

Se a base for um nimero diferente de e,vocé tem que ajustar a derivada
multiplicando-a pelo log natural da base:

Se y =2*,entao y’= 2In2.
Se y =10% entao y’= 10In10.
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Fungées logaritmicas

E agora — o0 que todos voceés estavam esperando — as derivadas de fun¢oes
logaritmicas (Veja o Capitulo 4 se quiser revisar logs).Aqui esta a derivada de
um log natural (ou logaritmo neperiano) — isto é,0 log com base e:

ilnx—i
dx T x

Se a base do log for um nimero diferente de e,voce€ ajusta essa derivada —
assim como fung¢oes exponenciais — exceto pelo de vocé dividir pelo log
natural da base em vez de multiplicar. Assim,

1

Ao X L
dx 087 = In2 =~ xIn2

d 1 , .
I logx = ~Inio (Lembre-se que log, x € escrito sem o 10)

Regras da Diferenciacéio Para
Especialistas — Ah, Sim, Eu Sou
um Nerd do Calculo

Agora que vocé ja dominou totalmente todas as regras basicas, faca uma
pausa e aprecie seu sucesso por um instante... Ok, pronto para um desafio?
As regras a seguir, especialmente a regra da cadeia, pode ser dificil.

Mas voceé sabe o que eles dizem:“Quem nao arrisca nao petisca”,“Sem
sacrificio,nao ha recompensa”, bla, bla, bla.

A regra do produto

Voceé usa essa regra para — nao perca a calma — o produto de duas
fungoes do tipo

] y=x>.senx
QSALC(/
) %o
S
'E; A regra do produto:
o
%, . .
JINDD Sey = isso - aquilo,

Entaoy’ = isso’ - aquilo + isso - aquilo’.
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Co

o CRIT/

w CALCy,
=l

LA

Assim,paray = x 3 - senx,
y'=(x%) .sen +x° . (senx)

= 3x’senx + x® cosx

A regra do quociente

Eu tenho a sensa¢ao que voce pode adivinhar para que serve essa regra —
o quociente de duas fungoes do tipo

__senx
Tox

A regra do quociente:

_ topo
Sey= base’
- topo’ - base — topo - base’
entao y’= P P .

base?

Quase todos os livros de calculo que eu ja vi dao essa regra em uma forma
um pouco diferente que € mais dificil de lembrar.E alguns livros fornecem
um “mnemonico” que envolve as palavras lodeehi e hideelo ou hodeehi e
hideeho,que € muito facil se confundir — 6timo, muito obrigado.

Decore a regra do quociente da maneira que eu a escrevi.Voc€ nao vai ter
problema em se lembrar do que vai no denominador — ninguém nunca
esquece isso.O truque é saber a ordem dos termos no numerador. Pense
nisso dessa maneira.Vocé esta fazendo a derivada, entdo a primeira coisa
a fazer é achar a derivada.E é mais natural comecar no topo ou na base
da fragao? No topo, é claro.Assim, a regra do quociente comeca com a
derivada do topo.Se vocé se lembrar disso, o resto do numerador é quase
automatico. Concentre-se nesses pontos e voce vai se lembrar da regra do
quociente daqui a dez anos — ah, é claro.

~ - . senx
Entdo,aqui estd a derivada de y = —

_ (senx)’- x' —senx - (x*)’
y= ()2

_ X' cosx—4x® senx
- xt

_ X (xcosx — 4senx)
- x

_ Xxcosx — 4senx
- x°
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L

No topico “Achando a derivada de fungoes trigonométricas”, eu
prometi mostrar a vocé como encontrar a derivada de quatro funcoes
trigonométricas — tangente, cotangente, secante e co-secante — com a
regra do quociente. Eu sou um homem de palavra, entao aqui vai.Todas as
quatro fun¢des podem ser escritas em fungao do seno e cosseno — certo?
. . senx ~ .
(Veja o Capitulo 6).Por exemplo, tgx = oSk .Agora,se voc€ quer a derivada
da tg x,voceé pode usar a regra do quociente:

senx
tgx=—"——
cosx
, (senx)’cosx — senx(cosx)’
(tgx)'=

cos’x
COSX - COSX —senx - (—senx)’
cos’x

_ COs*X +sen*x

B cos’x

(A identidade trigonométrica de Pitadgoras diz que
cos® x +sen® x = 1.Veja a folha de consulta para esta
e outras identidades trigonométricas uteis)

=sec’x

~ cosix

Reconheco que isso é muito trabalho comparado com apenas decorar

a resposta ou usar o mnemonico mostrado algumas paginas atras, mas €
bom saber que voc€é pode achar a resposta dessa maneira em tltimo caso.
As outras trés fun¢oes nao sao mais dificeis. Tente fazé-las.

A regra da cadeia

A regra da cadeia é de longe a regra da derivada mais complicada,
mas nao € tao ruim assim se vocé se concentrar com cuidado em
alguns pontos importantes. Comece achando a derivada de y = V4x* -5
.Vocé usa a regra da cadeia aqui porque vocé tem uma funcao (4x®

- 5) dentro de outra fun¢ao (a funcao da raiz quadrada) — em outras
palavras, € uma fungcao composta.

A propésito,aqui estd uma maneira de facilmente reconhecer uma fungao
composta.y =Vx ndo é uma funcdo composta porque o argumento da raiz
quadrada - isto é,a coisa da qual voce tira a raiz quadrada — é simplesmente
x.Toda vez que o argumento de uma fungao for algo com excec¢ao do
simples e velho x,vocé tem uma funcao composta. Tome cuidado ao
distinguir uma funcao composta de algo do tipo y = x - sen x,0 que é

o produto de duas funcoes,\x e sen x,cada qual contendo apenas um
simples e velho x como argumento.

Ok, entao vocé tem essa fungao composta,y = V4x* — 5. Aqui estd como
achar a derivada usando a regra da cadeia.
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1. Vocé comec¢a com uma fungio externa, v , ¢ acha a derivada disso,
IGNORANDO o que esta dentro. Para ter certeza de ignorar o que esta
do lado de dentro, substitua temporariamente a func¢iio de dentro pela
palavra coisa.

Entao vocé tem y = \coisa. Ok, agora ache a derivada de y = Vcoisa da
mesma maneira que voce acharia a derivada de y = \/7 Devido ao fato
de y=+x ser o mesmo que y =x'? a regra da poténcia lhe da y’=%x
‘2 Entao para esse problema, vocé comeca com 5 coisa 2.

2. Multiplique o resultado do Passo 1 pela derivada da funcao
interna, coisa’.

1 . .
y'= coisa’” - coisa’

D€ uma olhada nisso. Todos os problemas béasicos envolvendo a regra
da cadeia seguem esse formato.Voce usa a regra da derivada para a
fungao externa,ignorando a coisa interna, depois multiplica isso pela
derivada da coisa.

3. Ache a derivada da coisa interna.

A coisa interna nesse problema é 4x® - 5 e sua derivada é 12x° pela
regra da poténcia.

4. Agora coloque a coisa real e sua derivada de volta no lugar
de origem.

Y =g (=512 (12:)

5. Simplifique.
Yy =6x" (4x*-5)71"

. . . , 6x°
Ou, se vocé tiver algo contra poténcias negativas,y’ = @ —57

. - . . , 2
Ou,se voce tiver algo contra poténcias fracionarias,y’ = V46)f=5
x —

Vamos tentar achar a derivada de outra fungao composta: y = sen(x?).

1. A funcao externa é a funcao seno, entao vocé comeca ai, tirando
a derivada do seno e ignorando a coisa interna, x*. A derivada do
senx é o cosx, entao para esse problema, vocé comeca com:

cos(coisa)

2. Multiplique a derivada da funcao externa pela derivada da
coisa.

y’=cos(coisa) - coisa’

3. A coisa nesse problema é x%, entao coisa’é 2x. Quando vocé
insere esses termos de volta, vocé obtém:

y’=cos(x?) - 2x
= 2xcos(x?)
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De vez em quando descobrir qual funcao esta dentro de qual pode ser
um pouco complicado — especialmente quando a funcao estad dentro
de outra e ambas estao dentro de uma terceira funcao (vocé pode ter
quatro ou mais funcoes aninhadas, mas trés é provavelmente o maximo
que voceé verd).Aqui estda uma dica.

Reescreva a fungao composta com um conjunto de parénteses para cada
fungdo interna, e reescreva as fung¢oes trigonométricas do tipo sen*x com a
poténcia do lado de fora dos parénteses: (senx)>2.

Por exemplo — esse é dificil,se prepare — ache a derivada de y =sen?(5x* -
4x).Primeiro, reescreva a fun¢ao cibica do seno:y = (ser1(5x2 - 4x))3.Agora
é facil de ver a ordem na qual as fungoes estao aninhadas.A funcao mais
interna esta dentro dos parénteses mais internos — isto &, 5x* — 4x. Depois,

a funcao seno esta dentro do proximo conjunto de parénteses — isto €,
sen(coisa).Por fim,a funcao cubica estd do lado de fora de tudo —isto é,
coisa® (Por eu ser um professor de matemaética, eu sou obrigado a mostrar
que coisa em coisa® é diferente de coisa em sen(coisa).E totalmente nao
matematico de minha parte usar o mesmo termo para me referir a coisas
diferentes, mas nao se preocupe — eu estou apenas usando o termo coisa
para me referir ao que quer que esteja dentro de qualquer fung¢ao.O termo
técnico para essa coisa é o argumento da funcao).Ok,agora que vocé sabe
a ordem das fungoes,vocé pode achar a derivada as avessas.

1. A funcao mais externa é coisa® e sua derivada é dada pela regra
da poténcia.
3coisa’

2. Assim como todos os problemas que envolvem a regra da
cadeia, vocé multiplica isso por coisa’.

3coisa®- coisa’

3. Agora coloque a coisa, sen(5x* — 4x), de volta ao seu lugar de
origem.

3(ser1(5x2 - 4x))2 . (:sen(Sx2 - 4x))’

4. Use a regra da cadeia de novo.

Vocé nao pode terminar esse problema rapido apenas tirando uma
simples derivada porque vocé tem que achar a derivada de outra
funcao composta, sen(5x? — 4x).Apenas trate sen(5x* — 4x) como se
fosse o problema original e ache a sua derivada.A derivada de senx
é cosx, entao a derivada de sen(coisa) comeca com cos(coisa).
Multiplique isso pela coisa.Assim,a derivada de sen(coisa) é:

cos(coisa) - coisa’
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N

5. A coisa é 5x* - 4x e sua derivada é 10x - 4. Insira essas coisas
de volta.

cos(5x? —4x) - (10x-4)

6. Agora que vocé tem a derivada de sen (5x* — 4x), insira esse resultado
no resultado do Passo 3, dando a vocé o grupo todo junto.

3(sen(5ax? = 4x) )2 - cos (5x* = 4x) - (10x — 4)
7. Isso pode ser um pouco simplificado.
(30x — 12) sen?(5x% — 4x) cos(bx? — 4x)
Eu disse a vocé que era um problema dificil.

Voce talvez tenha imaginado que pode economizar tempo nao mudando
para a palavra coisa e depois mudando de volta.Isso é verdade, mas as
técnicas forcam vocé a deixar a coisa sozinha durante cada passo do
problema. Esse é o ponto critico.

Certifique-se de NAO TOCAR NA COISA.

Desde que voceé se lembre disso,voc€é nao precisa,na pratica,usar a palavra
coisa ao fazer um problema envolvendo a regra da cadeia.Vocé s6 precisa
ter certeza de nao mudar uma fungao interna quando estiver achando a
derivada de uma funcao externa.Digamos que vocé queira achar a derivada
de f(x) =In(>®) .0 argumento dessa func¢ao logaritmica basica é x*.Nao
toque nele durante o primeiro passo da solugao,que € usar a regra do

log natural:% Inx= )1(— Essa regra diz que vocé coloca o argumento da
funcao no denominador sob o nimero 1.Entao,depois do primeiro passo
em diferenciar a derivada de In(x*),voceé tem xls—Vocé entao termina o

problema multiplicando isso pela derivada de x* que é 3x2.

Outra maneira de ter certeza que vocé entendeu corretamente a regra
da cadeia é lembrar que vocé nunca usa mais do que uma regra da
derivada de cada vez.

No exemplo anterior, In(x*),vocé usa primeiro a regra log natural, depois,
como um passo separado,voce usa a regra da poténcia para achar a
derivada de x*.Em nenhum ponto,em nenhum problema envolvendo a
regra da cadeia, voc€ usa ambas as regras ao mesmo tempo. Por exemplo,
com In(x*),vocé nao usa a regra natural do log e a regra da poténcia ao

mesmo tempo para obter ETeR

Aqui estd a bobagem da regra da cadeia.
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\Y,N\AT’C
-7
S/ = %
=+

S\<
g Sey=f(gx),

? #) A regra da cadeia (para achar a derivada de uma funcao composta):

entao y'= f’(g(x)) -g'(x)

Ou, de forma equivalente,

Sey=Afu),
eu=g(x),

fo Y _dy  du
entao "= dx

Veja o texto complementar a seguir,‘Por que a regra da cadeia funciona?”,para

(note como os duas se cancelam)

uma explicacao em portugués claro de toda essa confusao.

Por que a regra da cadeia funciona?

Vocé ndo saberia a partir da dificil mate-
matica nesse topico ou da bobagem so-
fisticada da regra da cadeia, mas a regra
da cadeia € baseada em uma idéia muito
simples. Digamos que uma pessoa esteja
andando, outra caminhando lentamente,
e uma terceira andando de bicicleta. Se
a pessoa que estd andando lentamente
vai duas vezes mais rapido que a pessoa
que esta andando, e a pessoa andando de
bicicleta vai quatro vezes mais rapido que
a que anda lentamente, entdo a pessoa na
bicicleta vai 2 vezes 4, ou 8 vezes mais ra-
pido que a pessoa andando, certo? Essa é
a regra da cadeia resumida — vocé ape-
nas multiplica as razdes relativas.

Vocé se lembra da Figura 9-5 mostrando
Laurel e Hardy em uma gangorra? Lem-
bre-se que para cada centimetro que Har-
dy desce, Laurel sobe em 2 centimetros.
Entdo, a razdo do movimento de Laurel é

duas vezes a razao de Hardy, e em con-

seqiiéncia disso :—; = 2. Agora imagine

que Laurel tenha uma lingua de sogra na

boca — aquela que desenrola quando
vocé assopra, e para cada polegada que
ele sobe, ele assopra a lingua de sogra em
3 centimetros. A razdo do movimento da
lingua de sogra (S) é assim 3 vezes a razdo

de movimento de Laurel. Nos simbolos do

calculo, % =3.Entao, qual é a velocidade

de movimento da lingua de sogra em rela-
¢do a Hardy? Isso é apenas bom senso. A
lingua de sogra esta se movendo 3 vezes
mais rapido do que Laurel, e Laurel esta
se movendo 2 vezes mais rapido do que
Hardy, entdo a lingua de sogra se move
3 vezes 2, ou 6 vezes mais rapido do que
Hardy. Aqui estd em simbolos (note que
isso & o mesmo que a definicao formal da
regra da cadeia perto do icone de boba-
gem matemaética):

dN _dN dL
dH ~dL dH
=32
=6

Apenas uma brincadeira de crianca.

Um ultimo exemplo e uma ultima dica.Ache a derivada de 4x* sen(x®).

Esse problema tem uma nova distor¢ao — ele envolve a regra da cadeia e a

regra do produto. Como vocé deve comecar?
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QCA Se voceé nao tiver certeza de onde comecar a fazer a diferenciacao da

expressao complexa,imagine inserir um nimero no lugar de x e depois
avaliar a expressao na sua calculadora um passo de cada vez.Seu
dltimo célculo diz a vocé a primeira coisa a se fazer.

Digamos que vocé tenha inserido o nimero 5 no lugar de x em 4x? sen(x®).
Voceé avalia 4 - 5% —isto €, 100; assim, depois de achar 5° = 125,voceé faz o
sen(125),que é mais ou menos -0,616.Finalmente, vocé multiplica 100 por
-0,616.Posto que seu dltimo calculo é uma multiplicacdo,seu primeiro
passo na diferenciac¢ao € usar a regra do produto (Se o seu tltimo célculo
fosse algo como sen (125),entao vocé comegaria com a regra da cadeia).

SRE-SE Voce se lembra da regra do produto?
S

g

Se f(x) = isso - aquilo,entao f’(x) = isso’ - aquilo + isso - aquilo’.
Entao para f(x) = 4x? sen(x®),
F(x) = (4x%y (sen x3)) + (4x®) (sen(x®)’

Agora vocé termina o problema achando a derivada de 4x* com a regra da
poténcia e a derivada de sen(x®) com a regra da cadeia:

F(x) = (8x) (sen(x*)) + (4x9) (Cos x3) - 3x2)
E agora simplifique:

f(x) =8xsen(x®) + 12x* cos(x®)

Diferenciacao Implicita

Todos os problemas de diferenciagcdo mostrados nos topicos anteriores
desse capitulo sao funcoes do tipo y = x* + 3x? ou y =senx (e y era
algumas vezes escrito como f(x) como em f(x) = x* — 4x%). Nesses

tipos de casos,y € escrito implicitamente como uma func¢ao de x. Isso
significa que a equacao é resolvida em funcao de y; em outras palavras,
y estéd sozinho de um lado da equagao.

As vezes, no entanto, pedem para vocé achar a derivada de uma equacao
que nao é resolvida em fungao de y,como y° + 3x* = senx — 4)®.Essa equacao
define y implicitamente como uma fung¢ao de x,e vocé nao pode escrevé-la
como uma fungao explicita porque nao pode ser resolvida em fung¢ao de
y.Para esse tipo de problema,voceé precisa da diferenciacdao implicita.Ao
diferenciar implicitamente, todas as regras da derivada funcionam da mesma
maneira com uma excecao: quando voce diferencia um termo com um y
nele,voce usa a regra da cadeia com uma pequena distor¢ao.

Voceé se lembra de usar a regra da cadeia para achar a derivada de
algo do tipo sen(x®) com a técnica da coisa? A derivada do seno é o
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cosseno, entao a derivada de sen(coisa) é sen(coisa) - coisa’ .Nocé
termina o problema achando a derivada da coisa, x*, que é 3x* e depois
fazendo as substitui¢oes para obter cos(x?®) - 3x%. Com a diferenciacao
implicita,um y funciona exatamente como a palavra coisa.Assim,
devido ao fato de

(sen(coisa))’ = cos(coisa) - coisa’,
(seny)=cosy.y

A distor¢ao é que enquanto a palavra coisa estd tomando o lugar da
funcao de x (x® nesse exemplo) temporariamente, vocé nao sabe a que o
y é igual em termos de x.Entao oy e 0 y’— ao contrario de coisa e coisa’
— continuam na resposta final. Contudo, o conceito é exatamente o mesmo
e voce pode pensar em y como sendo igual a uma fun¢ao misteriosa e
desconhecida de x.Mas como vocé nao sabe qual é a funcao,vocé nao
pode voltar aos xs no final do problema como pode com um problema
regular envolvendo a regra da cadeia.

Eu creio que vocé deva estar pensando se eu vou em algum momento
chegar a fazer o problema.Aqui vai. Novamente, ache a derivada de y° +
3x? = senx — 4y°.

1. Ache a derivada de cada termo em ambos os lados da equacao.
5y4 -y’ +6x=cosx—12y*-y

Para o primeiro e quarto termo,voce usa a regra da poténcia e a regra da
cadeia.Para o segundo termo,voce usa a regra regular da poténcia.E para
o terceiro termo,voce usa a regra regular da trigonometria.

2. Reiina todos os termos contendo um y’no lado esquerdo da
equacao e todos os outros termos no lado direito.

59—y + 12y* .y’ = cosx — bx
3. Fatore o y".
v (55" + 12)%) = cosx — 6x
4. Divida para a resposta final.
, __cosx —6x

y= 5y* + 12y?

Note que essa derivada,ao contrario das outras que voce fez até agora,

é expressa em termos de x e y em vez de apenas x. Entao,se vocé quiser
avaliar a derivada para achar a inclinagcao de um determinado ponto,vocé
precisa ter os valores de x e y para inserir na derivada.
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. - . dy . ,
Também note que em muitos livros, o simbolo d_ijc é usado em vez de y’em

cada passo das solu¢oes como a solugao acima.Eu acho y’ mais facil e

. . d
menos inconveniente para se trabalhar. Mas d_ilc tem a vantagem de lembrar
a voceé que voce estd achando a derivada de y em relagao a x.Cada uma

das maneiras esta certa.Faca a sua escolha.

Entrando no Ritmo com a
Diferenciacao Logaritmica

Digamos que vocé queira achar a derivada de f(x) = (x* - 5)(3x* + 10)
(4x*- 1)(2x° — 5x* + 10).Agora, vocé pode multiplicar tudo e depois achar
a derivada, mas isso seria um grande sofrimento. Ou voceé pode usar a
regra do produto algumas vezes, mas isso também seria muito entediante e
demorado.A melhor maneira € usar a diferenciacao logaritmica.

1. Tire o log natural de ambos os lados.
Inf(x) =In ((x3 -5 (Bx'+10)(4x? - 1)(2x° - 5x* + 10))

2. Agora use a propriedade do log do produto, que vocé com
certeza se lembra (se nao, veja o Capitulo 4).

Inf(x) =In(>® - 5) + In(3x* + 10) + In(4x?> — 1) + In(2x° — 5x° + 10))
3. Faca a diferenciacao de ambos os lados.

De acordo com a regra da cadeia,a derivada de Inf(x) é f(Lx . (),
ou L&

f(x)
em um problema regular envolvendo a regra da cadeia ou umy em

(O f(x) funciona da mesma maneira que a palavra coisa

um problema de diferenciacao implicita).Para cada um dos quatro

termos do lado direito da equagao,voce usa a regra da cadeia.

) 3% 12x° 8x 10x" - 10x
fx) ~ 08+5) T (B3 +10) T (-1 T2 -52+10)

4. Multiplique ambos os lados por f{(x) e vocé terminou.
3x? 12x° 8x 10x* — 10x )

=555y * B+ 10) t =1 T @52+ 10)
3 =5Bx"+10)(4x* - D(2x° - 5x* + 10)
Eu admito que essa resposta € bem cabeluda, e o processo de solu¢ao nao é

exatamente um passeio no parque, mas,leve o que eu digo em consideracao,
esse método é muito mais facil do que as outras alternativas.
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Fazendo a Diferenciacéo
de Funcées Inversas

Existe uma férmula dificil envolvendo as derivadas de fung¢oes inversas,
mas antes de chegarmos nela, olhe a Figura 10-2, que gentilmente
resume a idéia toda.

y g

101
g9l
gt
714
61
54
sl
34

— 2
Figura 10-2:
Os gréaficos o
“nversas, ¥ il
f(x) e g(x). A

A Figura 10-2 mostra um par de fun¢odes inversas, f e g.Lembre-se que
fungoes inversas sao simétricas em relacao a linha,y = x.Assim como
qualquer par de fungoes inversas,se o ponto (10,4) estiver em uma
funcao, (4,10) estad na sua inversa.E, por causa da simetria dos graficos,
voceé pode ver que as inclinagoes nesses pontos sao reciprocas: Em
(10,4) a inclinacao é 1/3 e em (4,10) a inclinacao é 3/1.E assim que a
idéia funciona graficamente, e se vocé continua comigo até agora,vocé
aprendeu pelo menos visualmente.

No entanto,a explicagao algébrica € um pouco complicada.O ponto (10,4)
em fpode ser escrito como (10,f(10)),e a inclinacao nesse ponto — e desse
modo a derivada — pode ser expressa como £°(10).0 ponto (4,10) em g pode
ser escrito como (4,g(4)).Entao, por f{10) = 4,voc€ pode substituir os 4s em
(4,8(4)) por f(10)s,dando a voce (f(10),g(f(10))).A inclinacao e a derivada
nesse ponto podem ser expressas como g’(f(10)).Essas inclinacoes sao
reciprocas,entao isso lhe da a equacao:

. 1
FAY =—graoy
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Essa equacao dificil expressa nada mais e nada menos do que dois
triangulos nas duas fun¢oes na Figura 10-2.

Usando x em vez de 10,vocé tem a férmula geral:
1
(X)) =—7r—=—
=™
Em outras palavras, essa féormula diz que a derivada de uma funcao, f,em

relacao a x, € o reciproco da derivada do seu inverso em relacao a .
Ok.Talvez seja muito complicada.

Escalando as Alturas das
Derivadas de Ordem Superior

Encontrar a segunda, terceira, quarta,ou maior derivada é incrivelmente
simples.A segunda derivada de uma func¢ao € apenas a derivada da sua
primeira derivada.A terceira derivada é a derivada da segunda derivada,a
quarta derivada € a derivada da terceira, e assim por diante. Por exemplo,aqui
esta uma fungao e sua primeira,segunda, terceira, e subseqlientes derivadas.
Nesse exemplo,todas as derivadas sao obtidas pela regra da poténcia.

f(x)=x"-5x*+12x-3
f(x)=4x*-10x+ 12
7 (x) = 12x*-10

f7(x) = 24x
O (x) =24
Ax)=0
fOx)=0
etc.= 0
etc.= 0

Todas as fungoes polinomiais como essa vao eventualmente para o zero
quando vocé faz a diferenciacao separadamente. Fungoes racionais do tipo
x2-5 . L . .
78" por outro lado, ficam cada vez mais confusas a medida que voceé vai
achando as derivadas superiores.E as derivadas superiores do seno e do

cosseno sao ciclicas. Por exemplo,

y=senx

y'= cosXx
y'=—senx
y7=—-cosx
y® =sen x

O ciclo se repete indefinidamente com todo multiplo de quatro.
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Nos Capitulos 11 e 12, eu mostro as muitas utilidades das derivadas
superiores — na maioria de segunda ordem (Aqui estd uma prévia: A
primeira derivada da posicao € a velocidade, e a segunda derivada

da posicao é a aceleragao).Mas por enquanto, deixe-me dar a vocé
uma das muitas idéias em poucas palavras. A primeira derivada,como
voce sabe, diz quao rapido uma funcao estd mudando — quao rapido
esta subindo ou descendo — isto é,sua inclinagao. A segunda derivada
diz quao rapida a primeira derivada esta mudando — ou, em outras
palavras, quao rapido uma inclinagao estd mudando. Uma terceira
derivada diz quao rapida a segunda derivada esta mudando, que diz

a vocé quao rapido a razao da mudanca da inclinagcao estda mudando.
Se vocé estiver um pouco perdido aqui,nao se preocupe — eu também
estou perdido. Fica muito dificil entender o que as derivadas superiores
te dizem a medida que vocé passa da segunda derivada, porque vocé
comeca a entrar na razao da mudanca da razao da mudancga da razao
da mudanca, e assim por diante.
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Capitulo 11
Diferenciacao e o Formato das Curvas

Neste Capitulo
Aguentando os altos e baixos das fun¢oes mal humoradas
Localizando os valores extremos
Usando os testes da derivada primeira e segunda
Interpretando a concavidade dos pontos de inflexao
Comparando os graficos das fung¢oes e derivadas

Apresentando o teorema do valor médio — GRRRRR

Se voceé leu os Capitulos 9 e 10, vocé é provavelmente um
especialista em achar derivadas. O que é uma coisa boa, pois
nesse capitulo vocé usa as derivadas para entender os formatos das
fun¢des — onde elas sobem, onde caem, onde atingem o limite maximo
e 0 minimo, como elas se curvam, e assim por diante. Depois, no
Capitulo 12,vocé usa seu conhecimento sobre o formato das fung¢oes
para resolver problemas da vida real.

Fazendo uma Longa Viagem
de Carro Através do Calculo

Considere o grafico de f(x) na Figura 11-1.

Imagine que voce esteja dirigindo ao longo dessa fun¢ao da esquerda para a
direita.Ao longo da sua viagem, existern diversos pontos de interesse entre a
e [ Todos eles,com excecao dos pontos de partida e chegada,se relacionam
com o declive da estrada — em outras palavras,sua inclinagao ou derivada.

Agora, se prepare — eu vou mostrar a vocé muitos termos e definicoes novas
de uma so6 vez.Vocé nao deve, no entanto, ter muito trabalho com essas idéias
porque elas, na sua maioria, envolvem nog¢oes de bom senso como dirigir para
cima ou para baixo de uma rampa,ou passar pelo topo de uma colina.
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Valor méximo local Maximo absoluto

i )
Figura 11-1: ﬁai b

0 gréafico
de f(x) com B
diversos Valor minimo local
pontos de ~<

! ) L.
interesse. Minimo absoluto

Ai

l
2

Escale cada montanha, cruze cada
riacho: Inclinacdes positivas e negativas

Primeiro, note que a medida que vocé comega uma viagem em a,
voceé esta subindo.Assim a funcao esta crescendo e sua inclinacao e
derivada sao consequentemente positivas.Vocé escala a colina até
chegar ao topo em b onde a estrada se torna igual. A estrada esta
nivelada, entao a inclinagao e a derivada sao iguais a zero.

Devido ao fato de a derivada ser zero em b,0 ponto b é chamado de ponto
critico da funcao. O ponto b também é um valor méaximo local ou maximo
relativo de fporque € o topo da colina. Para um valor méximo local, b tem
que apenas ser o ponto mais alto na sua vizinhang¢a imediata. Nao importa
que a colina do lado em g seja maior.

Depois de alcangar o topo da colina em b,vocé comeca a descer

— bem, é claro. Entao, depois de b, a inclinagao e a derivada sao
negativas e a funcao esta decrescendo.Para a esquerda de qualquer
valor maximo local, a inclinacao é positiva; para a direita de um valor
maximo local,a inclinacao é negativa.

Eu néo consigo pensar em uma
metdfora sobre viagem para essa secéo:
Concavidade e pontos de inflexéo

O préximo ponto de interesse € c.Voc€é consegue ver que a medida que
desce de b para c,a estrada fica cada vez mais inclinada, mas depois de
c,se bem que voceé ainda estd descendo, a estrada esta comecando a se
curvar gradualmente e ficando menos inclinada? A pequena seta para
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N

baixo entre b e ¢ na Figura 11-1 indica que essa parte da estrada esta
curvando para baixo — nesse local,a funcao é dita ter uma concavidade
voltada para baixo.Como vocé pode ver,a estrada também tem uma
concavidade voltada para baixo entre a e b.

Uma porg¢ao da fungcao que é concava para baixo se parece com uma
expressdao de mau humor.Onde é concava para cima,como entre c e e,
parece com uma xicara.

Toda vez que a funcao for concava para baixo,sua derivada esta decrescendo;
toda vez que a fungao for concava para cima,a sua derivada esta crescendo.

Assim a estrada é concava para baixo até ¢ onde muda para concava
para cima.Porque a concavidade muda em c, ele € um ponto de inflexdao.
O ponto ¢ é também o ponto mais inclinado nesse trecho de estrada.Os
pontos mais inclinados em uma fun¢ao — assim como os pontos menos
inclinados — sempre ocorrem nos pontos de inflexao.

Tome cuidado com as partes das fungcoes que tém uma inclinacao negativa. O
ponto ¢ € o ponto mais inclinado na sua vizinhanga porque ele tem a maior
inclinagcao negativa do que qualquer outro ponto proximo.Mas lembre-se,

um nimero negativo grande é na realidade um nimero pequeno,entao a
inclinacao e a derivada em ¢ sao na verdade os menores de todos os pontos
da vizinhanca. De b para c a derivada da funcao esta decrescendo (porque
esta se tornando um nimero negativo maior).De ¢ para d,a derivada esta
crescendo (porque esta se tornando um niimero negativo menor).

Esse vale das lagrimas:
0 valor minimo local

Vamos voltar a sua viagem. Depois do ponto ¢,vocé continua a descer
a colina até chegar em d, a parte final do vale. O ponto d é outro ponto
critico porque a estrada esta nivelada e a derivada é zero.O ponto d

é também um valor minimo relativo ou local porque é o ponto mais
baixo da vizinhanga imediata.

Uma vista panordmica:
0 mdximo absoluto

Depois de d,vocé viaja para cima, passando e,que é outro ponto de inflexao.
E o ponto mais inclinado entre d e g e o ponto onde a derivada é a maior.
Voceé pdra na vista panoramica em g, outro ponto critico e outro valor
maximo local.O ponto g também é o mdximo absoluto no intervalo de a
até [ porque € o ponto mais alto da estrada de a até L.
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Problema no carro: Preso no vértice

Descendo de g,vocé passa por outro ponto de inflexao, h, outro valor local
minimo, 7, depois vocé sobe para j onde vocé estupidamente tenta dirigir
sobre o pico.Suas rodas da frente conseguem passar,mas o chassi do carro
fica preso no precipicio,deixando vocé balancando para cima e para
baixo com suas rodas girando.Seu carro balan¢a em j porque vocé nao
pode desenhar uma reta tangente nesse ponto.Sem reta tangente significa
sem inclinacao; e sem inclinacao significa que nao héa derivada, ou

voceé pode dizer que a derivada em j € indefinida. Um ponto de inflexao
acentuado como j é chamado de vértice.

E uma descida a partir daqui

Depois de remover o seu carro,voce segue descendo,a estrada esta

ficando cada vez menos inclinada até que fica plana por um momento

em k (Novamente, note que devido ao fato de a inclinacao e de a derivada
estarem ficando cada vez mais nimeros negativos menores a caminho

de k,elas estao de fato crescendo).O ponto k € outro ponto critico

porque sua derivada é zero. E também outro ponto de inflexao porque a
concavidade muda de virada para cima para virada para baixo em k.Depois
de passar por k,vocé desce até [, seu destino final. Devido ao fato de [ ser

a extremidade do intervalo,nao é um valor minimo local — extremidades
nunca sao qualificadas como valores locais minimos ou maximos — mas é o
minimo absoluto no intervalo porque € o ponto mais baixo de a até L.

Espero que vocé tenha gostado da sua viagem.

Seu didrio da viagem

Eu quero revisar a sua viagem e os termos e defini¢des anteriores e ainda
introduzir mais alguns termos:

v A funcao f na Figura 11-1 tem uma derivada igual a zero nos pontos
criticos b, d, g, i, e k.Se vocé soma o j a essa lista — em j a derivada
¢é indefinida — vocé tem uma lista completa dos pontos criticos da
funcao. Os pontos criticos estao onde a derivada é zero ou indefinida.
Os valores de x desses pontos criticos sao chamados de nimeros
criticos da funcao.

v Todos os valores maximos e minimos locais — os topos e vales — devem
ocorrer em pontos criticos. No entanto, nem todos os pontos criticos
sao necessariamente valores maximos ou minimos locais. O ponto
k, por exemplo, € um ponto critico,mas nao € nem valor maximo e
nem minimo local. Os valores maximos e minimos locais — ou pontos
de maximo e minimo — sao chamados, conjuntamente, de valores
extremos locais da func¢ao. Use muitos desses plurais sofisticados se
voceé quiser soar como professor. Um niimero maximo ou minimo local
Gnico é um extremo local.
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1 A funcao é crescente toda vez que voceé estiver subindo — onde
a derivada for positiva; € decrescente toda vez que vocé estiver
descendo — onde a derivada for negativa.A func¢ao também é
decrescente no ponto k,um ponto de inflexao horizontal, mesmo que
a inclinagdo e a derivada sejam, nesse ponto,igual a zero.Eu percebo
que parece um pouco estranho, mas é assim que funciona — acredite
na minha palavra. Em todos os pontos de inflexao horizontais, uma
funcao estd ou crescendo ou decrescendo.Nos valores extremos b, d,
g 1, ej,a funcao nao estd nem crescendo nem decrescendo.

v~ A funcao é concava para cima toda vez que se parecer com uma xicara
ou com um sorriso (alguns dizem que € onde ela “segura agua”) e
concava para baixo toda vez que se parecer com uma careta (alguns
dizem que é onde ela“derrama agua™).Os pontos de inflexao ¢, e, h, e
k estao onde a concavidade muda de concava para cima para concava
para baixo ou vice versa.Os pontos de inflexao também sao os pontos
mais ou menos inclinados nas suas vizinhancas imediatas.

Encontrando os Valores Extremos
Locais — Minha Mae, Ela é Assim,
Totalmente Extrema

Agora que vocé terminou o topico anterior e sabe o que valores
extremos locais sao, vocé precisa saber como fazer os calculos pra
aché-los.Vocé viu no ultimo tépico que todos os valores extremos
locais ocorrem nos pontos criticos de uma fungao — isto €, onde a
derivada é zero ou indefinida (nao se esqueca, no entanto, que nem
todos os pontos criticos precisam ser valores extremos). O primeiro
passo para encontrar os valores extremos locais da funcao é encontrar
0s seus numeros criticos (os valores de x dos pontos criticos).

Escrevendo os niimeros criticos

Encontre os nimeros criticos de f(x) = 3x° — 20x°. Veja a Figura 11-2.
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|
Figura 11-2:

0 gréfico de
f(x) =
3x5 — 20x°

Aqui esta o que vocé deve fazer.
1. Encontre a primeira derivada de fusando a regra da poténcia.

£(x) = 336 — 20x°
F(x) = 15x* — 60x2

2. Coloque a derivada igual a zero e resolva em funcao de x.

15x* = 60x*= 0

15x2 (x*=4)=0

15 (x+2)(x-2)=0
15x*=0oux+2=00ux-2=0

x=0,-2,0u?2

Esses trés valores de x sao niimeros criticos de f. Nimeros criticos
adicionais podem existir se a primeira derivada for indefinida em alguns
valores de x, mas devido ao fato de a derivada, 15x* — 60x?,ser definida
para todos os valores de entrada, o conjunto solugao acima,0,-2,e 2,é a
lista completa dos nimeros criticos.Visto que a derivada de f € igual a zero
nesses nimeros criticos,a curva tem tangentes horizontais nesses nimeros.

Agora que voceé tem a lista dos nimeros criticos, vocé precisa
determinar se picos e vales ocorrem nesses valores de x.Vocé pode
fazer isso com o teste da derivada primeira ou com o teste da derivada
segunda. Eu creio que voce talvez esteja se perguntando por que vocé
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tem que testar os nimeros criticos quando vocé pode ver onde 0s
picos e vales estao apenas olhando no grafico da Figura 11-2, que vocé
pode, é claro, reproduzir na sua calculadora grafica. Bem pensado. Ok,
entao esse problema — sem mencionar outros incontaveis problemas
que voceé fez nos cursos de matematica — € um tanto artificial e
impraticavel. Que novidade!

0 teste da derivada primeira

O teste da derivada primeira é baseado em idéias do calibre do Prémio
Nobel: a medida que vocé passa sobre o topo de uma colina, primeiro
voceé sobe e depois vocé desce, e que quando voceé dirige entrando e
saindo de um vale,vocé desce e depois sobe. Essa matéria de calculo é
muito impressionante, nao é?

Aqui estd como voce usa o teste. Pegue uma linha numerada e coloque os
nimeros criticos que vocé achou acima:0,-2,e 2.Veja a Figura 11-3.

I
Figura 11-3:

Os nameros '2 ' 6 ' i
criticos de T
flx) = Niameros
3x5 — 20x3. .\
— criticos

Essa linha numerada € agora dividida em quatro regioes: para a
esquerda de -2,de -2 até 0,de 0 até 2,e para a direita de 2. Agora
escolha um valor de cada regiao, insira na derivada primeira, e note se
o seu resultado é positivo ou negativo.Vamos usar os nimeros -3,-1,1,e
3 para testar as regioes.

P(x) = 15% - 60x2

£(=3) = 15(=3)" - 60 (-3)?
=15-81-60-9
= 675

P (=1) = 15(=1)* =60 (=1)2
= 15-60
= 45

f(1) = 15(1)*-60(1)*
15-60
=-45

(3) = 15(3)" - 60(3)>
15-81-60-9

675
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A propésito,se vocé notou que a derivada primeira € uma funcao par,vocé
sabe,sem fazer os calculos,que f(1) = f(-1) e que f(3) = f(-3) (Fungdes pares
sao descritas no Capitulo 5.Uma fung¢ao polinomial com todas as poténcias
pares,como f(x) acima, é um tipo de fung¢ao par).

Esses quatro resultados sao, respectivamente, positivo, negativo, negativo, e
positivo.Agora, pegue a sua linha numerada, marque cada regiao com o sinal
positivo ou negativo apropriado, e indique onde a fungao esta crescendo
(onde a derivada € positiva) e onde esta decrescendo (onde a derivada é
negativa). O resultado é€ um suposto grdfico de sinais.Veja a Figura 11-4.

Crescendo
+

h h
Crescendo ;Decrescendo; Decrescendo
+

|
Figura 11-4:

Nt

0 gréfico de 6 é
sinais de f(x) . A _T
=3x* — 20x°. , .-
—— Nameros criticos

A Figura 11-4 diz simplesmente o que voceé ja sabe se vocé olhou o
grafico de f— que a funcao sobe até -2, desce de -2 até 0, desce mais de
0 até 2, e sobe novamente a partir de 2.

Agora aqui estd o bicho-de-sete-cabecas. A funcao muda de crescente
para decrescente em -2; em outras palavras, vocé sobe até -2 e depois
desce.Assim, em -2 vocé tem uma colina ou um valor maximo local.

De maneira oposta, visto que a funcao muda de decrescente para
crescente em 2,vocé tem al um vale ou um valor minimo local. E
devido ao fato de os sinais da derivada primeira nao mudarem em zero,
nao ha nem um minimo ou maximo nesse valor de x.

O tltimo passo é obter os valores das fun¢oes,em outras palavras as alturas,
desses dois valores extremos inserindo os valores de x na funcao original:

£ (x) = 326 — 205

£(=2) = 3(=2)° - 20(=2)?
= 64

£(2) = 3(2)° = 20(2)*
= -64

Assim, o valor maximo local esta localizado em (-2,64) e o valor
minimo local esta em (2,- 64).Vocé terminou.

Para usar o teste da derivada primeira para testar o extremo local em um
nuimero critico em particular,a fung¢ao deve ser continua para esse valor de x.
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0 teste da devivada sequnda —
Néo, nao, tudo menos outro teste!

Se vocé nao gosta do teste da derivada primeira, vocé pode usar o teste da
derivada segunda para encontrar o extremo local da funcao.

O teste da derivada segunda é baseado em mais duas ideias ganhadoras do
Prémio Nobel: Primeiro,que no topo de uma colina,a estrada tem um formato
corcunda — em outras palavras,é uma curva para baixo ou uma concavidade
para baixo; e segundo,que no final do vale,a estrada tem um formato de uma
xicara,entao € uma curva para cima ou uma concavidade para cima.

A concavidade de uma fun¢ao em um ponto é dada pela derivada
segunda: uma derivada segunda positiva significa que a fun¢ao € concava
para cima,uma derivada segunda negativa significa que a funcao é
concava para baixo,e uma derivada segunda igual a zero € inconclusiva
(a fungao pode ser concava para cima, concava para baixo,ou pode haver
um ponto de inflexao nesse lugar). Entao, para a nossa funcao f,tudo o
que vocé tem que fazer é encontrar a derivada segunda e depois inserir os
nimeros criticos que vocé achou —-2,0,e 2 — e notar se seus resultados sao
positivos, negativos, ou zero. Quer dizer —

f(x)=3x°"-20x?
f7(x) = 15x 1= 60x ? (regra da poténcia)
f7(x) = 60x * - 120x (regra da poténcia)

£ (=2) = 60(~2)* — 120(~2) = —240
£7(0) = 60(0)? - 120(0) = 0
£7(2) = 60(2)° - 120(2) = 240

Em -2,a derivada segunda € negativa (-240).Isso diz a voceé que fé
concava para baixo onde x € igual a -2, e entao que ha um valor maximo
local em -2. A derivada segunda € positiva (240) onde x é 2,entao fé
concava para cima e dessa forma ha um valor minimo local em x = 2.
Devido ao fato de a derivada segunda ser igual a zero em x = 0, 0 teste da
derivada segunda falha — ele nao diz nada sobre a concavidade em x = 0
ou se ha um valor minimo ou maximo nesse lugar. Quando isso acontece,
voceé tem que usar o teste da derivada primeira.

Agora dé mais uma olhada nos testes da derivada primeira e segunda
com outro exemplo. Encontre os valores extremos de g(x) = 2x — 3x%* +
4 (Veja a Figura 11-5).
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1. Encontre a derivada primeira de g.

g(x) =2x-3x"+4
g(x)=2-2x"1

2. Coloque a derivada igual a zero e resolva.
2-2x1=0
_2x-1/3 - _2
x-1/3 — 1
(x1P)3=1-3
x=1

Assim o 1 é um niimero critico

3. Determine se a derivada primeira é indefinida para algum
valor de x.

2x3 éigual a %.Agora,posto que a raiz ctibica de zero seja igual a

. . 2 -, .2 .. . -
Z€ero,se VOCe inserir zero em %7 ,VOCE teria R que é indefinida.Entao a
derivada, 2 — 2x',é indefinida em x = 0,e assim 0 é outro nimero critico.

Agora vocé tem uma lista completa de nimeros criticos para g:0 e 1.

4. Insira os nimeros criticos em uma linha numerada, e entao use o
teste da derivada primeira para descobrir o sinal de cada regiao.

Vocé pode usar —1,0.5,e 2 como ndmeros testes.

gx)=2-2x1
g(-1)=4
g’(0.5) = -0,52

g'(2) = 041
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A Figura 11-6 mostra o grafico de sinais.
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Visto que a derivada primeira de g muda de positiva para negativa em 0,ha
um valor maximo local ai.E porque a derivada primeira muda de negativa
para positiva em 1,ha um valor minimo local em x = 1.

5. Insira os nimeros criticos em g para obter os valores da funcao
(as alturas) desses dois niimeros extremos.
g(x)=2x-3x%+5

2(0) =4
g(D=3

Assim, hd um valor maximo local em (0,4) e um valor minimo local em
(1,3).Voce terminou.

Voceé poderia ter usado o teste da derivada segunda em vez do teste da
derivada primeira no passo 4.Primeiro voceé precisa da derivada segunda
de g,que é,como voce sabe,a derivada da primeira derivada.

g'(x) =2 - 2x 13

g" ()=

Agora,avalie a derivada segunda em 1 (o niimero critico onde g’ = 0).

(1) =2

Posto que g”(1) é positivo (%),vocé sabe que g é concava para cima em
x =1 e,conseqiientemente, que ha um valor minimo local ai. O teste da
derivada segunda nao ajuda onde a derivada primeira € indefinida (onde
x=0),entdao vocé tem que usar o teste da derivada primeira para esse

ndmero critico.
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Encontrando os Valores
Madximos e Minimos Absolutos
em um Intervalo Fechado

Toda fung¢ao continua em um intervalo fechado tem um valor maximo
e um valor minimo nesse intervalo — em outras palavras, um ponto
maximo e minimo — embora, como vocé pode ver no exemplo a seguir,
possa haver um empate entre o valor maximo e minimo.

Um intervalo fechado como [2,5] inclui os pontos finais 2 e 5.Um intervalo
aberto como (2,5) exclui os pontos finais.

Encontrar o valor maximo e minimo absoluto é muito facil.Tudo o

que voce faz é calcular o nimero critico da fun¢ao no dado intervalo,
determinar a altura da fung¢ao em cada niimero critico,e depois descobrir
a altura da fung¢ao nos dois pontos finais do intervalo. O maior desse
conjunto de alturas é o valor maximo absoluto; e o menor, € claro,é o
valor minimo absoluto.Aqui tem um exemplo: Encontre o valor maximo e

minimo absoluto de h(x) = cos(2x) — 2senx no intervalo fechado [%, 271].

1. Encontre os nimeros criticos de h no intervalo aberto (% 271).

(Veja o Capitulo 6 se vocé estiver um pouco enferrujado em funcoes
trigonométricas.)
h(x) = cos(2x) — 2senx
h’(x) =-sen(2x) .2 —2cosx
(regra da cadeia)
0 =-2sen(2x) — 2cosx
0 =sen(2x) + cosx (divida ambos os lados por -2)
0 =2 senx cosx + cosx (identidade trigonométrica; olhe

a folha de cola)

0=cosx (2senx+1) (fatore o cosx)
cosx =0 ou 2senx+1=0
3n
X=—7 2senx=-1
2 1
senx =-— 711
= ln
=66
n 3n _ 1ln

Assim, 0s zeros de 4’ sao —,—,e —,
6’2 6
numeros de entrada, essa € uma lista completa de niimeros criticos.

e porque i’ é definida para todos os
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2. Calcule os valores da funcao (as alturas) em cada nimero critico.

h(x) = cos(2x) — 2senx

(e cosl2 T2) - 2en(1)

6 6

=05-2-(-0,5)
=15

(e 2) 2]
=-1-2-(-1
=1

h(“%): cos(2 . “Tn) -2 sen(“Tn)
=0,5-2-(-0,5
=15

3. Determine os valores da funcao nos pontos finais do intervalo.

(5] -eole 2)-20(3)

=-1-2.1
=-3

h (2n) =cos(2 .2n) — 2sen(2n)
=1-2-0

=1

Assim, a partir dos passos 2 e 3,vocé encontrou cinco alturas: 1.5,
1,1.5,-3,e 1.0 maior nimero nessa lista, 1.5, € o valor maximo
absoluto; o menor,—3, é o valor minimo absoluto.

O valor maximo absoluto ocorre em dois pontos: (%ﬁ 1,5) e (% 1,5).0
i

valor minimo absoluto ocorre em um dos pontos finais, 7,—3 ,e é entao

chamado de ponto final extremo.

ATabela 11-1 mostra os valores de h(x) = cos(2x) =2 em trés nimeros
s
2
11-7 mostra o grafico de h.

criticos no intervalo de —- até 2n e no intervalo dos pontos finais; a Figura
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|
Figura 11-7:
0 gréfico de
H(x)

= cos(2x)

— 2sen x.
|

Tabela 11-1 Valores deh(x) = cos(2x) — 2senx nos
nameros criticos e pontos finais
para o intervalo (-, 2r)

hix) |-3 |15 1151

X ||=|=|>|—=|2r

Algumas observagoes. Primeiramente, como vocé pode ver na Figura 11-7,
ambos os pontos (%T[, 1.5) e (“Tﬂ 1.5) sao valores maximos locais de h,

e o ponto (32—71 1) € um valor minimo local de h.Todavia,se vocé quiser
encontrar apenas os valores absolutos em um intervalo fechado,voc€ nao
tem que prestar aten¢ao se os pontos criticos sao maximos ou minimos
locais, ou nenhum dos dois. E assim vocé nao tem que se preocupar em
usar o teste da derivada primeira e segunda.Tudo o que vocé tem que
fazer é determinar as alturas nos niimeros criticos e nos pontos finais e
depois escolher os maiores e menores nimeros da lista. Em segundo lugar,
o valor maximo e minimo absoluto no dado intervalo nao diz nada sobre

como a fung¢ao se comporta fora do intervalo.A funcao h, por exemplo,

I
2

cresca), e ela pode descer mais baixo que -3 (embora também nao descga).

pode crescer para além de 1,5 fora do intervalo de —- até 2n (embora nao

y
A
S |
2t E i
< Y N > X
b3 r iz 3r Uzx2rx
14 2 6 2 6
2r |
31 . :
Y ' '




Capitulo 11: Diferenciacao e o Formato das Curvas ’ 65

Encontrando os Valores Mdximos
e Minimos Absolutos Sobre Todo
o Dominio de uma Funcéo

O mdximo absoluto e o minimo absoluto de uma fungao sobre fodo o seu
dominio sao os valores maior e menor Gnicos da fun¢ao em qualquer lugar
que seja definida. Uma funcao pode ter um maximo ou minimo absoluto ou
nenhum dos dois. Por exemplo,a parabola y = x* tem um minimo absoluto

no ponto (0,0) — a base do seu formato de xicara — mas nenhum maximo
absoluto porque sobe para sempre para a esquerda e para a direita.Vocé pode
dizer que seu maximo absoluto € infinito se nao fosse pelo fato que infinito
nao € um nimero e assim nao pode ser qualificado como um maximo — e o
mesmo, € claro, para o infinito negativo como um minimo.

A ideia basica é essa: Ou uma funcao vai alcangar o limite maximo em
algum lugar ou vai crescer para sempre até o infinito. E a mesma ideia
se aplica a um minimo e descendo até o infinito negativo. Eu passo pelo
método basico e depois mostro algumas excecoes.

Para localizar o maximo e minimo absoluto sobre seu dominio de uma
funcao,apenas encontre a altura da funcao em cada um dos seus nimeros
criticos.Voceé fez isso no tépico anterior, exceto que dessa vez vocé considera
todos os nimeros criticos,nao apenas os de um dado intervalo.O maior
desses valores é o maximo absoluto a nao ser que a fungao crescga para

o infinito positivo em algum lugar,no qual vocé diz que nao ha maximo
absoluto. O menor desses valores € o minimo absoluto,a nao ser que a
funcao desca para o infinito negativo,no qual nao tem um minimo absoluto.

Se uma fungao sobe para o infinito positivo ou desce para o infinito negativo,
ela faz isso nos seus extremos da direita e da esquerda ou em uma assintota
vertical. Entao,seu ultimo passo (depois de avaliar todos os pontos criticos) é
avaliar o lim e o lim — o tao chamado comportamento final da fungéo - e o
limite da funcao a medida que x se aproxima de cada assintota vertical pela
esquerda e pela direita. Se cada um desses limites for igual ao infinito positivo,
entao o maximo absoluto € o valor da fungao no maior dos pontos criticos.E
se qualquer um desses limites for o infinito negativo,entao a fun¢ao nao tem
um minimo absoluto;se nenhum deles for igual ao infinito negativo,entao o
minimo absoluto é o valor da fun¢ao no menor dos pontos criticos.

A Figura 11-8 mostra algumas fun¢oes onde o método acima nao vai
funcionar.A func¢ao f(x) nao tem um maximo absoluto apesar de o fato de
que ela nao sobe para o infinito.Seu maximo nao é 4 porque ela nunca
chega a 4,e seu maximo nao pode ser nada menor do que 4,como 3.999,
porque sobe mais do que 3.9999.A funcao g(x) nao tem um minimo
absoluto apesar de o fato de que ela nao desce para o infinito negativo.Indo
para a esquerda, g(x) avanga lentamente ao longo da assintota horizontal
em y = 0,mas nunca fica menor do que zero e,entao,nem o zero € nem
nenhum outro niimero pode ser o minimo absoluto.
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Localizando a Concavidade
e os Pontos de Inflexédo

Olhe novamente a fungao f(x) = 3x° — 20x® na Figura 11-2.Vocé usou os
trés nimeros criticos de f,-2,0, e 2, para achar o valor extremo local: (-2,64)
e (2,-64).Esse topico investiga o que acontece em outra parte da funcao

— especificamente, onde a fungao é concava para cima ou para baixo e
onde a concavidade muda (os pontos de inflexao).

O processo para encontrar a concavidade e os pontos de inflexao é
parecido com usar o teste da derivada primeira e o grafico de sinais para
encontrar o valor extremo local, exceto que agora vocé usa a segunda
derivada (Veja o topico “encontrando o valor extremo local”).Aqui o que
voceé faz € encontrar os intervalos da concavidade e os pontos de inflexao
de f(x) = 3x° — 202,

1. Encontre a derivada segunda de £
f(x) = 3x° = 20x°
f(x) = 15x* = 60x* (regra da poténcia)
f7(x) = 60x® — 120x (regra da poténcia)

2. Coloque a derivada segundo igual a zero e resolva.

60x° -120x=0
60x (x*-2)=0
60x=0 ou x?-2=0
x=0 x2=2
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3. Determine se a derivada segunda é indefinida para qualquer
valor de x.

f(x) = 60x> — 120x é definida para todos os nimeros reais, entao
nao ha nenhum outro valor de x para adicionar a lista do passo 2.
Assim, a lista completa é — 2,0, e 2.

Os passos 2 e 3 lhe dao o que vocé chamaria de “ntimeros criticos
da segunda derivada” de f porque eles sao parecidos com 0s
nimeros criticos de f'que vocé encontra usando a derivada
primeira. Mas, até onde eu sei, esse conjunto de niimeros nao tem
um nome especial. Em qualquer evento, o importante, a saber, é
que essa lista € formada pelos zeros de f”” mais qualquer valor de x
onde [ é indefinido.

4. Represente esses niimeros numa linha numerada e teste as
regioes com a derivada segunda.

Use -2,-1,1,e 2 como nimeros testes.

£ = 60x° — 120x
7 (=2) =240
£ (=1) = 60
£7 (1) =60
£7(2) = 240

A Figura 11-9 mostra o grafico de sinais.

|
Figura 11-9:
0 grafico

de sinais < >

da derivada —2 0 2

segunda Concava Concava Concava Concava
para f(X) = para baixo para cima para baixo para cima

3x° — 20x°.
——

Um sinal positivo no grafico de sinais diz a vocé que a fungao é
concava para cima naquele intervalo; um sinal negativo significa
uma concavidade para baixo.A fungcao tem um ponto de inflexao
(geralmente) em qualquer valor de y onde os sinais mudam de
positivo para negativo e vice versa.

Devido ao fato de os sinais mudarem em —\2,0,e V2 e porque esses trés
nimeros sao zeros de f,0s pontos de inflexao ocorrem nesses valores
de x.Se,no entanto,vocé tem um problema onde os sinais mudam

em nimero onde ™ € indefinido, vocé tem que verificar uma coisa
adicional antes de concluir que nesse ponto ha um ponto de inflexao.
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Um ponto de inflexao existe em um dado valor de x somente se ha uma
reta tangente a funcao em qualquer nimero.Esse € o caso toda vez que
a primeira derivada existe ou onde ha uma tangente vertical.

5. Insira esses trés valores de x em fpara obter os valores da
funcao dos trés pontos de inflexao.

£ = 3x° — 205
f(=V2)~39,6
£(0) = 0
f(V2) = 39,6

A raiz quadrada de dois € igual a mais ou menos 1.4,entao ha pontos
de inflexao por volta de (-1.4,39.6), (0,0), e por volta de (1.4,-39.6).
Vocé terminou.
A Figura 11-10 mostra os pontos de inflexao de f,bem como seus
valores locais e seus intervalos de concavidade.

y

|

Figura 11-10:

0 gréfico

de f(x) = ‘

3x° — 20x° -3
mostrando
seu valor
local, seus
pontos de
inflexdo
e seus
intervalos de
concavidade.

Olhando os Grdficos das Derivadas
Até que Eles me Tirem do Sério

Vocé pode aprender muito sobre as fungoes e suas derivadas olhando

para elas lado a lado e comparando as suas caracteristicas importantes.

Siga f(x) = 3x° — 20x® da esquerda para a direita (veja a Figura 11-11), pausando
para observar seus pontos de interesse, e também para observar o que esta
acontecendo com o grafico de £(x) = 15x* = 60x* nos mesmos pontos.
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|
Figura 11-11:

f(x) =

X5 —20x° e
sua derivada
primeira

f(x) =

15x* — 60x2.
|

Enquanto vocé olha o grafico de f’ na Figura 11-11, ou o grafico de
qualquer outra derivada, talvez vocé precise se lembrar a cada minuto
que esta olhando para a derivada e nao para a funcao — de novo, isso
nao é a funcdo. Voce ja olhou para centenas e centenas de graficos
de func¢oes ao longo dos anos, entao quando vocé comeca a olhar os
graficos de derivadas, vocé pode facilmente pensar nelas como sendo
funcoes regulares.

y
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Voceé pode, por um instante, olhar para um intervalo que esta subindo no
grafico de uma derivada e por engano concluir que a fungao original também
pode estar subindo no mesmo intervalo.Este € um erro facil de ser cometido.
Voceé sabe que a derivada primeira € a mesma coisa que a inclinagcao. Entao,
quando voce ve o grafico da derivada primeira subindo, voceé talvez pense,
“Oh,a derivada primeira (a inclinacao) esta subindo,e quando a inclinagcao
sobe é a mesma coisa que estar subindo uma colina, entao a fung¢ao original
deve estar crescendo”. Isso parece razoavel porque, livremente falando,vocé
pode descrever o lado da frente de uma colina como uma inclinacao que esta
subindo, crescendo.Mas matematicamente falando, o lado da frente de uma
colina tem uma inclinagcao positiva,nao necessariamente uma inclinacao
crescente.Assim,onde a fungao esta crescendo,o grafico da sua derivada sera
positivo,mas pode estar subindo ou descendo.
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Digamos que vocé esteja subindo uma colina.A medida que vocé se
aproxima do topo da colina, voce ja esta subindo,em geral,a inclinacdo
(o declive) esta descendo.Talvez seja 3,depois 2,depois 1,e depois,no
topo da colina, a inclinagao é zero.Entao a inclinagao esta ficando menor
ou decrescendo,ao mesmo tempo em que voceé esta subindo a colina ou
crescendo.Nesse tipo de intervalo,o grafico da funcgao é crescente, mas o
grafico da sua derivada € decrescente.Entendeu?

Ok,emtao comec¢amos pela esquerda, f cresce até o maximo local em
(-2,64).Ela esta subindo, entao a sua inclinagao € positiva, mas f esta
ficando cada vez menos inclinada e assim sua inclinagao é decrescente — a
inclinacao decresce até se tornar zero no topo.Isso corresponde ao grafico
de f’ (a inclinagao) que € positiva (porque esta acima do eixo x), mas
decrescente a medida que desce para o ponto (-2,0).

Agora que a sua cabeca estd bem menos confusa, voce estd pronto para as
regras a seguir sobre como o grafico de uma funcao se compara ao grafico
da sua derivada:

v Um intervalo crescente em uma fungao corresponde ao intervalo positivo
no grafico da sua derivada (ou zero para um ponto se a funcao tiver um
ponto de inflexao horizontal). Em outras palavras,o intervalo crescente de
uma fungao corresponde a parte do grafico da derivada que esta acima
do eixo x (ou que toca o eixo em um Gnico ponto no caso de um ponto
de inflexao horizontal).Veja os intervalos A e F na Figura 11-11.

+» Um mdximo local no grafico de uma funcao corresponde ao zero (ou
a intersecao x) em um intervalo do grafico da sua derivada que cruza
0 eixo x descendo.

Quando voce esta olhando para varios pontos no grafico da derivada,
nao esqueca que a coordenada y do ponto — como (-2,0) — em um
grafico da derivada primeira diz a vocé a inclina¢do da funcao
original, e ndo a sua altura.Pense no eixo y no grafico da derivada
primeira como sendo o eixo-inclina¢do ou o eixo-m.

v+ Um intervalo decrescente em uma fungao corresponde a um intervalo
negativo no grafico da derivada (ou zero para um ponto se a funcao
tiver um ponto de inflexao horizontal). O intervalo negativo no grafico
da derivada esta abaixo do eixo x (ou no caso de um ponto de
inflexao horizontal, o grafico da derivada toca o eixo x em um Gnico
ponto).Veja os intervalos B,C, D, e E na Figura 11-11,onde f desce o
caminho todo até o minimo local em (2,-64) e onde f’ é negativo —
exceto pelo ponto (0,0) — até chegar a (2,0).

v* O minimo local no grafico de uma func¢ao corresponde ao zero (ou
intersecao x) em um intervalo do grafico da sua derivada que cruza o
eixo x subindo.

Agora reconstitua mentalmente seus passos e olhe para a concavidade
e para os pontos de inflexdo de fna Figura 11-11. Primeiramente,
considere os intervalos A e B na figura. Comec¢ando pela esquerda de
novo, o grafico de fé concavo para baixo — o que significa a mesma
coisa que uma inclinacao decrescente — até que chegue ao ponto de
inflexdo em mais ou menos (-1.4,39.6).
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Entdo, o grafico de f’ decresce até chegar a base em mais ou menos (-1.4,
-60).Essas coordenadas dizem que o ponto de inflexao em -1.4 em ftem
uma inclinacao igual a -60. Note que o ponto de inflexao em (-1.4,39.6) é o
ponto mais ingreme nesse pedago da fungao, mas tem a menor inclinagao
porque sua inclinagao € um numero negativo maior que a inclinagao de
qualquer ponto préximo.

Entre (-1.4,39.6) e o préximo ponto de inflexao em (0,0),fé concava para
cima, 0 que significa a mesma coisa que uma inclinacao crescente.Assim o
grafico de f’ cresce a partir de mais ou menos -1.4 até onde toca 0 maximo
local em (0,0).Veja o intervalo C na Figura 11-11.

E hora para mais algumas regras:

v Um intervalo de concavidade para baixo no grafico de uma funcao
corresponde a um intervalo decrescente no grafico da sua derivada
—intervalos A, B,e D na Figura 11-11.E um intervalo com concavidade
para cima na fun¢ao corresponde a um intervalo crescente na derivada
—intervalos C,E,e

v Um ponto de inflexdao em uma funcao (exceto para um ponto de
inflexao vertical onde a derivada € indefinida) corresponde ao
extremo local no grafico da sua derivada. Um ponto de inflexao
de inclinagao minima corresponde ao minimo local no grafico da
derivada; um ponto de inflexao de inclinacao mdxima corresponde
ao maximo local no grafico da derivada.

Depois de (0,0),fé concava para baixo até o seu ponto de inflexao
em mais ou menos (1.4,-39.6) — isso corresponde a secao decrescente
de £’ de (0,0) até seu minimo em (1.4,-60) — intervalo D na Figura
11-11.Finalmente, f é concava para cima no resto do caminho, que
corresponde a se¢ao crescente em f’ comecgando em (1.4,-60) —
intervalos E e F na figura.

Bem, isso quase leva vocé ao final da estrada por agora.Ir e voltar entre os
graficos de uma func¢ao e da sua derivada pode ser muito irritante no comeco.
Se sua cabeca comecar a girar,faga uma pausa e volte para isso depois.

Se eu ainda nao consegui te fazer derivar alucinacoes — essas
piadinhas do calculo nao sao fantasticos? — talvez esse tépico final faca
isso. Olhe novamente para o grafico da derivada, f,na Figura 11-11 e
também para o grafico dos sinais na Figura 11-9. Esse gréfico de sinais,
porque é um grafico de sinais da derivada segunda, produz exatamente
(bem, quase exatamente) a mesma relacao para o grafico de f como

o grafico de sinais da derivada primeira produz para o grafico de uma
funcao regular. Em outras palavras, intervalos negativos no grafico de
sinais na Figura 11-9 — para a esquerda de —\2 e entre 0 e \2 — mostram
onde o grafico de f’ esta decrescendo, e intervalos positivos no grafico
de sinais — entre —\ 2 e 0 e para a direita de \2 - mostram onde f’ esta
crescendo.E o ponto onde os sinais trocam de positivo para negativo
ou vice versa é o extremo local de f.Nem um pouco claro,nao é?
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0 Teorema do Valor Médio —
GRRRRR

|
Figura 11-12:
Uma
ilustragdo do
teorema do
valor médio.

Vocé nao precisa do teorema do valor médio para muita coisa, mas € um
teorema famoso — um dentre os dois ou trés mais importantes em todo o
célculo — entdo vocé realmente deveria aprendé-lo. E muito simples e tem
uma conexao legal com o teorema do valor médio para as integrais que
eu mostro no Capitulo 16.Veja a Figura 11-12.

y

(c, flc))

I3 N
e

o f---=--==

Aqui esta a definicao formal desse teorema.

O teorema do valor médio: Se f é continua no intervalo fechado
[a,b] e diferenciavel no intervalo aberto (a,b), entao existe pelo menos
um nimero ¢ em (a,b) tal que

RERLELC!

Agora para a versao em portugués basico. Primeiro voc€ precisa tomar
cuidado com os detalhes. As exigéncias no teorema de que a fungao seja
continua e diferenciavel apenas garantem que a fun¢ao é uma fungao
regular e uniforme sem intervalos e vértices. Mas, pelo fato de somente
algumas fung¢oes estranhas terem intervalos e vértices, vocé geralmente nao
precisa se preocupar sobre esses detalhes.

Ok.Aqui esta o que o teorema significa. A reta secante que conecta os
pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) na Figura 11-12 tem uma inclinacao dada
pela férmula da inclinacao:



Capitulo 11: Diferenciacao e o Formato das Curvas ’ 73

Nota para pessoas persistentes como eu

Em adicdo a desqualificacdo das fungdes
estranhas com intervalos e vértices, a exi-
géncia da derivada do teorema do valor
médio também desqualifica fung@es per-
feitamente s&s como f(x) = *Yx que tem um
ponto de inflexdo com uma tangente verti-
cal onde a inclinacao e a derivada s@o in-
definidas. Mas o teorema funciona muito

Eu acho estranho que esse esclareci-
mento ndo seja mencionado nos livros
de calculo — pelo menos ndo nos que
eu ja vi até hoje. O teorema ndo deveria
exigir a derivada; ele deveria exigir um
pouco menos — que uma tangente pu-
desse ser desenhada em qualquer ponto
da fungdo em um dado intervalo.

bem com esses tipos de funcdes.

Y, =Y

X, — X,

_fb) -fla)
- b-a

inclinacdo =

Note que isso € o mesmo que o lado direito da equagao do teorema do
valor médio. A derivada em um ponto é a mesma coisa que a inclinacao
da reta tangente nesse ponto,entao o teorema diz apenas que deve haver
pelo menos um ponto entre a e b onde a inclinagao da tangente seja a
mesma que a inclinagao da reta secante de a até b.

Por que tem que ser assim? Aqui estd um argumento visual.Imagine
que Vvocé pegue uma reta secante que conecta (a, f(a)) e (b, f(b)),e
depois voce a deslize para cima, mantendo-a paralela a reta secante
original.Vocé consegue ver que os dois pontos da intersecao entre essa
linha deslizante e a funcao — os pontos que comegam em (a, f(a)) e
(b, f(b)) — vao comecar a ficar gradualmente mais perto um do outro
até que fiquem juntos em (¢, f(c))? Se vocé aumentar uma linha pra
mais longe, voce se solta da fun¢ao completamente. Nesse tltimo
ponto de intersecao, (¢, f(c)),a linha deslizante toca a funcao em um
Unico ponto e é assim tangente a fungao nesse lugar,enquanto tem a
mesma inclinagao que a reta secante original. Bem, € o suficiente. Essa
explicacao é um pouco simplificada demais, mas vai servir.

Aqui estd um tipo de argumento completamente diferente que deve
apelar para o seu bom senso. Se a funcao da Figura 11-12 lhe da a
leitura do indicador de distancia do carro como uma func¢ao do tempo,
entao a inclinagcao da reta secante de a até b lhe da a velocidade
média durante esse intervalo de tempo, porque dividindo a distancia
viajada, f(b) — f(a), pelo tempo decorrido, b — a,voce vai ter a
velocidade média. O ponto (¢, f(c)),garantido pelo teorema do valor
médio, € um ponto onde a velocidade instantanea — dada pela derivada
de f’(c) — é igual a velocidade média.
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Agora,imagine que voce tenha feito uma viagem e a velocidade média
tenha sido de 80 quilémetros por hora. O teorema do valor médio garante
que voceé estava indo a exatamente 80km/h por pelo menos um momento
durante sua viagem. Pense sobre isso.Sua velocidade média nao pode

ser 80km/h se voceé for a menos de 80km/h em uma parte do caminho e

a mais de 80km/h em outras partes. E se voce estiver dirigindo a menos

de 80km/h em um ponto e a mais de 80km/h em outro ponto (ou vice
versa),voce terd que alcancar exatamente 80km/h pelo menos uma vez

a medida que vocé acelera (ou freia).Vocé nao pode pular para mais de
80km/h — por exemplo, vocé estd indo a 79km/h em um momento e depois
a 81km/h no proximo — porque as velocidades aumentam deslizando
pela escala, e nao pulando. Entao,em algum ponto,seu velocimetro vai
deslizar passando de 80km/h, e por pelo menos um instante, vocé vai estar
a exatamente 80km/h.Isso é tudo que o teorema do valor médio diz.



Capitulo 12
Seus Problemas Estao Resolvidos:
A Diferenciacao ao Resgate!

Neste Capitulo
Fazendo um bom neg6cio — problemas de otimizacao
Posicao, velocidade, e aceleragao —VROOOOM
Taxas relacionadas — preparem-se
Complicando-se com as tangentes
Negociando normais
Alinhando para aproximacoes lineares

Lucrando com problemas de administracao e economia

N a introdugao, eu argumento que o célculo tem mudado o mundo de
maneiras incontaveis, que o seu impacto nao esta limitado a Torre

de Marfim da matematica, mas que esta ao nosso redor em coisas praticas
como nos microondas, telefones celulares e carros. Bem,agora estamos no
Capitulo 12,e eu estou finalmente preparado para mostrar como usar o
cdlculo para resolver alguns problemas praticos.Antes tarde do que nunca.

Aproveitando o Melhor (ou Pior)
da Vida: Problemas de Otimizagéo

Uma das utilidades mais préticas da diferenciacao é encontrar valor maximo
ou minimo de fungoes reais: o output maximo de uma fabrica,a forca maxima
de um feixe,o tempo minimo para realizar uma tarefa,o alcance maximo

de um missil,e assim por diante.Eu lhe dou alguns exemplos padroes de
geometria agora, e eu retorno a esse topico no final do capitulo com alguns
exemplos administrativos € econdomicos.
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|
Figura 12-1:

A caixa é
feita de
pedagos de
papeldo de
30 polegadas
por 30
polegadas
cortando

as quinas e
dobrando os
lados.

0 volume mdximo de uma caiva

Uma caixa sem tampa vai ser manufaturada a partir de um pedaco de
papelao de 30 polegadas por 30 polegadas cortado e dobrado como
mostrado na Figura 12-1.

CUt—¢ fold

: h

— h— 30-2h< — h— 30

I
h
I

I 30-2h I

I 30 I

Quais sao as dimensoes que vao produzir uma caixa com o volume maximo?
A matematica geralmente parece abstrata e impraticavel, mas aqui estd um
genuino problema prético.Se um produtor pode vender caixas grandes por
mais e esta fazendo cem mil caixas,é melhor vocé acreditar que ele ou ela
quer a resposta exata para essa pergunta.Veja aqui como fazer.

1. Expresse as coisas que vocé quer maximizar, o volume, como
uma funcao do desconhecido, a altura da caixa (que é a mesma
que o comprimento do corte).

V=l-m-h
V(h)=(30-2h) (30-2h) - h (Voceé pode ver na Figura 12-1
que tanto o comprimento como a
largura sao iguais a 30 -2h)
= (900 — 120h + 4h*) -h
=4h3 - 120h? + 900h

2. Determine o dominio da sua funcao.

A altura nao pode ser negativa ou maior do que 15 polegadas (o
papelao tem apenas 30 polegadas de largura, entao metade disso €

a altura maxima).Assim, valores sensiveis para h sao 0 < h <15.Vocé
agora quer encontrar o valor maximo de V(h) nesse intervalo.Vocé
usa o método do tépico “Encontrando os valores maximos e minimos
absolutos em um intervalo fechado”no Capitulo 11.

3. Encontre os nimeros criticos de V (h) no intervalo aberto
(0,15) colocando a derivada igual a zero e resolvendo. E nao se
esqueca de verificar os niimeros onde a derivada é indefinida.

==
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V(h) =4h? - 120h? + 900h

V'(h) = 12h* - 240h + 900 (regra da poténcia)
0= 12h% - 240h + 900
0=h*-20h+75 (dividindo ambos os lados por 12)
0=(h-15)(h-5) (fatoracao trinomial comum)
h=150ub

Porque 15 nao esta no intervalo aberto (0,15), ele nao é considerado
um nimero critico (embora este seja um ponto discutivel,ja que
voceé acaba testando-o abaixo). E porque esta derivada é definida
para todos os valores de entrada,nao ha nimeros criticos adicionais.
Portanto 5 € o Ginico nimero critico.

4. Avalie a funcao no nimero critico, 5, € nos pontos finais do
intervalo, 0 e 15, para localizar o0 maximo da funcao.

Vh =4h? - 120h? + 900h

V(0) =0
V(5) = 2000
V(15) =0

p0o/ O extremo (entenda essa palavra sofisticada para mdximo ou minimo)

) S - .

S que vocé esta procurando geralmente nao ocorre em um ponto final,
mas pode ocorrer— entao nao falhe em avaliar a funcao no intervalo
dos dois pontos finais.

Entao,uma altura de 5 polegadas produz uma caixa com um volume
maximo (2000 polegadas cibicas).Devido ao fato de o comprimento e
a largura serem iguais a 30 — 2h,a altura de 5 d4 um comprimento e uma
largura de 30 - 2:5,0u 20, e assim as dimensoes da caixa desejada sao 5"
por 20" por 20”. E isso.
A drea mdxima de um curral — yeehaw!
Um fazendeiro tem dinheiro para comprar pode acomodar 300 metros
de cerca para fazer um curral que € dividido em dois retangulos iguais.
Veja a Figura 12-2.
X X
[TTTTTTTITTTITTTHYITITITITTITTITITTII
|

Figura 12-2: y y 1%

Célculo para

cowboys —

maximizando
7 I N N N I I I A

um curral. X

— X
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Quais sao as dimensoes que vao maximizar a area do curral? Esse é outro
problema pratico. O fazendeiro quer dar para os seus animais o quanto
de espaco for possivel dado o comprimento da cerca que ele pode pagar.
Como todos os executivos, ele quer fazer um bom negocio.

la. Expresse o que vocé quer maximizar, a area, como uma funcao
de duas incégnitas, x e y.

A=l-w
=(20) (y)

No exemplo da caixa de papelao no tépico anterior, vocé pode
escrever o volume como uma funcao de uma variavel — o que sempre
€ 0 que vocé quer.Mas aqui,a area € uma fung¢ao de duas variaveis,
entao o passo 1 tem dois sub-passos adicionais.

1b. Use a informacao dada para relacionar essas duas incognitas.

A cerca é usada para sete secoes, assim
300=x+X+X+X+Yy+y+)y
300 = 4x + 3y

lc. Resolva a equacao em funcao de y e coloque o resultado no
lugar de y na equacao do passo 1.a. Isso vai lhe dar o que vocé
precisa — uma funcao com uma variavel.

4x + 3y =300

3y =300 - 4x
_ 300 —4x
Y= 3

4
y= 100—§x

A=(2x))
AQ) = (2x)(100 - %x)
A(x) =200x — %xz

2. Determine o dominio da funcao.

Vocé nao pode ter um comprimento negativo para a cerca, entao x nao
pode ser negativo,e o maximo que x pode ser € 300 dividido por 4,0u
75.Assim,0 < x < 75.

3. Encontre os niimeros criticos de A(x) no intervalo aberto (0,75)
igualando a derivada a zero e resolvendo.

A(x) =200x - %xz

A’(x) =200 - %6 x (regra da poténcia)

16
200—?6)(:0
1
—?x=—200
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x=—200-(—%)
_ 600
=716
=375

Porque A’ é definido para todos os valores de x,37,5 é o Ginico
nimero critico.

4. Avalie a funcao no nimero critico, 37,5, € nos pontos finais do
intervalo, 0 e 75.

AX) = 200)(—%)(2
A0)=0
A(37,5)=3750
A(75)=0

Nota: Avaliar uma fun¢ao nos pontos finais de um intervalo fechado
€ um passo padrao em encontrar o extremo absoluto do intervalo.De
qualquer forma,voceé poderia ter pulado esse passo aqui se tivesse
notado que A(x) é uma parabola invertida e que,conseqiientemente,
seu pico deve ser maior do que qualquer ponto final.

O valor maximo no intervalo é 3750, e assim,um valor de x igual a 37,5 metros
maximiza a area do curral. O comprimento € 2x,0u 75 metros.A largura é y,
que € igual a 100 —ix. Inserindo 37,5 vocé tem 100 — % (37,5),0u 50 metros.

3
Entao o fazendeiro vai construir um curral de 75m por 50m com uma area de

3750 metros quadrados.

loié: Posicao, Velocidade,
e Aceleracao

Toda vez que vocé entra no seu carro,vocé presencia a diferenciacao
em primeira mao.Sua velocidade é a derivada primeira da sua posigao.
E quando voce pisa no acelerador ou no freio — acelerando ou
desacelerando — vocé experimenta a derivada segunda.

QgGALc(,(o Se uma fun¢ao da a posi¢ao de alguma coisa como uma funcao do

o . A . .

1S3 tempo, a derivada primeira fornece a velocidade, e a derivada segunda

= a aceleracao. Entao,vocé diferencia a posicao para ter a velocidade, e
% diferencia a velocidade para ter a aceleracdo.

7IN0D

Veja um exemplo.Um i0i0 se move em linha reta para cima e para baixo.
Sua altura acima do chao,como uma funcao do tempo, é dada pela funcao
H(f) = - 6¢ + 5t + 30,onde t estd em segundos e H(t) estd em polegadas.
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Em ¢ = 0,0 i0i0 esta a 30 polegadas do chao, e depois de 4 segundos, esté a
uma altura de 18 polegadas.Veja a Figura 12-3.

H()

(4,18)

|
Figura12-3: 67
Aalturado 34
i0io,de0a4d

segundos.
|

o

A velocidade, V(1),¢é a derivada da posicao (a altura nesse problema), e a
aceleracao,A(t), € a derivada da velocidade. Assim —

H() = £-66£+5t+30
V(H)=H'(t) = 3£ - 12t +5 (regra da poténcia)
A=V (O =H"()= 6t-12 (regrada poténcia)

Dé uma olhada nos graficos dessas trés funcoes na Figura 12-4.

Usando as trés fungoes e seus graficos, eu quero discutir algumas coisas
sobre o movimento do i0io.

v~ Altura maxima e minima

v A velocidade maxima, minima e média

v O deslocamento total

1 Velocidade maxima, minima e média

v~ A distancia total viajada

v+ Os periodos de aceleracao e desaceleracao
v A aceleracao maxima e minima
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H(t)

(4,18)

H(t) = t3-6t2+5t+30

U

(4,5)
3-\ | Ut =3t2-12t+5
1
1 1 1 + t

Ui'zéf
1
1
1
1

12+ (4,12)

|
Figura12-4: 3| Alt) = 6t- 12
Os graficos
das fungdes
da altura,
velocidade,
e aceleracdo
doicidde0a
4 segundos.
|

w
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Visto que é muita coisa para abordar,eu vou ignorar alguns detalhes — como
nem sempre verificarei os pontos finais ao procurar pelo extremo se for

6bvio que eles nao ocorrem nos pontos finais.Vocé se importa? Eu achei que
nao (Problemas de posic¢ao,velocidade e acelera¢ao usam muitas idéias do
Capitulo 11 —valores extremos locais,concavidade, pontos de inflexao — entao
voce talvez queira olhar essas definicoes de novo caso esteja um pouco
confuso).No entanto,antes de lidar com os tépicos nos marcadores,ha uma
coisa que eu quero discutir — a diferenga entre a velocidade e a rapidez (ou
celeridade), e a relacao delas com a aceleragao.
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Velocidade versus rapidez
ou celervidade )

Nenhum dos seus amigos vai reclamar — ou até mesmo notar — se voce usar
as palavras “velocidade” e “rapidez” uma no lugar da outra, mas seu amigo
matematico vai reclamar. Para a fun¢ao da velocidade na Figura 124,0
movimento para cima do i0i6 € definido como uma velocidade positiva,

e o movimento para baixo como uma velocidade negativa.Essa é a forma
padrao que a velocidade € lidada na maioria dos problemas de célculo e de
fisica (Ou,se o movimento for horizontal,indo para direita é uma velocidade

positiva e indo para a esquerda € uma velocidade negativa).

Rapidez, por outro lado, é sempre positiva (ou zero).Se um carro vai a
50km/h, por exemplo, vocé diz que a sua rapidez é 50, e vocé quer dizer 50
positivo,nao importando se estd indo para a direita ou para a esquerda.
Para a velocidade, a direcao € importante; para a rapidez, nao.A rapidez,
por um lado, € uma simples idéia da velocidade, apelando para o nosso
bom senso, mas € singular no célculo porque nao se encaixa bem no
esquema das trés funcoes mostrado na Figura 12-4.

Voceé tem que ter em mente a distin¢ao entre a velocidade e a rapidez ao
analisar a velocidade e a aceleracgao. Por exemplo,se um objeto esta descendo
(ou indo para a esquerda) cada vez mais rapido,sua rapidez estd aumentando,
mas sua velocidade esta diminuindo porque a velocidade esta ficando cada
vez mais negativa (e negativos grandes sao nimeros pequenos).Isso pode
parecer estranho, mas é assim que funciona.FE aqui esta outra coisa estranha.
A aceleracao é definida como a taxa de mudanga da velocidade,e nao da
rapidez.Entao,se um objeto estd diminuindo a velocidade enquanto segue
para baixo, e assim tem uma velocidade crescente — porque a velocidade esta
ficando cada vez mais um negativo pequeno — o objeto tem uma aceleragcao
positiva.Voce vé o objeto diminuindo a velocidade, mas vocé diz que esta
acelerando em vez de desacelerando.Eu posso continuar com isso,mas eu
aposto que voce ja aglientou muito.

A altura mdxima e minima

O maximo e minimo de H(t) ocorre nos valores extremos locais que vocé
pode ver na Figura 124.Para localizé-los,iguale a derivada de H(t),isto é
V(t),a zero e resolva.

V(E) = H'(f) = 38— 12t +5
0=3£-12t+5

12z (—12?32 -43) ()

2
12484
=%

(férmulas quadraticas)
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12 +2y21
t= 6
6++21
t= 3
=~0,47 ou ~3,53

Esses dois nimeros sao os zeros de V(t) e as coordenadas de t,isto é das
coordenadas do tempo,do maximo e minimo de H(%),que vocé pode ver na
Figura 124.Em outras palavras,esses sao os tempos quando o i0i0 alcanga sua
altura maxima e minima.Insira esses niimeros em H(t) para obter as alturas:

H(0,47) = 31,1
H(3,53) ~ 16,9

Entao o ioid chega a uma altura méaxima de mais ou menos 31,1 polegadas
acima do chao em ¢ = 0,47 segundos e cai a mais ou menos 16,9 polegadas
em ¢ = 3,53 segundos.

Velocidade e deslocamento

Como eu expliquei no tépico “Velocidade versus rapidez (ou celeridade)”,a
velocidade é basicamente como a rapidez exceto que a rapidez € sempre
positiva,mas descendo (ou indo para esquerda) é uma velocidade negativa.A
relacdo entre deslocamento e distdncia viajada é similar: a distancia viajada
é sempre positiva,mas descendo (ou indo para a esquerda) conta como um
deslocamento negativo.A ideia basica € essa:se voceé dirige da sua casa para
uma loja que esta a 1 quilometro de distancia — passando no caixa eletronico
e marcando 3 quilometros no seu hodometro — sua distancia viajada total € 3
quilometros, mas seu deslocamento € de apenas 1 quilometro.

Deslocamento total

O deslocamento total é definido como a posi¢ao final menos a posicao
inicial. Entao, devido ao fato de o i0id6 comecar de uma altura de 30 e
terminar a uma altura de 18,

Deslocamento total = 18 — 30 = -12

Isso é negativo porque o movimento liquido é para baixo.

Velocidade média
A velocidade média é dada pelo deslocamento total dividido pelo tempo
decorrente. Assim,

Velocidade média = - 14—2

=-3
Isso diz a vocé que o0 i0i0 esta,em média,descendo 3 polegadas por segundo.
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Velocidade mdxima e minima
Para determinar a velocidade maxima e minima do ioid durante o intervalo
de 0 a 4 segundos,iguale a derivada de V(t),isto € A(t),a zero e resolva:

V(6 =A(f) = 61— 12
6t—12=0
6t=12
t=2
Olhe novamente a Figura 12-4.Em At t = 2,vocé tem o zero de A(t),0 valor

minimo local de V(t),e o ponto de inflexdo de H(t).Mas voceé ja sabia
disso, certo? (Se nao,dé uma olhada no Capitulo 11).

Agora,avalie V(t) no nimero critico, 2, e nos pontos finais do intervalo,0 e 4:

V(0) =5
V(2) = -7
V() =5

Assim, 0 i0i6 tem uma velocidade maxima de 5 polegadas por segundo
duas vezes — no comeco e no final do intervalo.Ele alcancga a velocidade
minima de -7 polegadas por segundo em t = 2 segundos.

Rapidez e distancia viajada

Ao contrario da velocidade e deslocamento,que tém defini¢oes técnicas,
rapidez e distancia viajada tém significados de bom senso.Rapidez, é claro,
€ 0 que voce 1€ no seu velocimetro, e vocé pode ler a distancia viajada no
seu hodometro ou no seu “hodometro parcial”depois de ajustar para zero.

Distancia total viajada
Para determinar a distancia total,some as distancias viajadas em cada parte
da viagem do i0i0: a parte para cima, para baixo,e a segunda parte para cima.

Primeiramente, 0 i0i0 sobe a partir de uma altura de 30 polegadas até 31,1
polegadas (onde o primeiro ponto de meia-volta estd).Essa € uma distancia de
mais ou menos 1,1 polegadas. Depois,ele desce de mais ou menos 31,1 para
mais ou menos 16,9 (a altura do segundo ponto de meia-volta).Isso € uma
distancia de 31,1 menos 16,9,0u mais ou menos 14,2 polegadas.Finalmente, o
ioid sobe de novo a partir de mais ou menos 16,9 polegadas para sua altura final
de 18 polegadas.Isto sao outras 1,1 polegadas.Some essas trés distancias para
obter a distancia total viajada: ~1,1 +~14,2 + 1,1 = 16,4 polegadas.

Rapidez média
A rapidez média do i0i6 é dada pela distancia total viajada dividida pelo
tempo decorrido. Assim,

16,4
Rapidez média ~ T

~ 4,1 polegadas por segundo



__Capitulo 12: Seus Problemas Estao Resolvidos: A Diferenciacao ao Resgate! ’ 8 5

Rapidez mdxima e minima

Vocé determinou previamente a velocidade maxima do i0i6 (5 polegadas por
segundo) e sua velocidade minima (-7 polegadas por segundo).A velocidade
de -7 é uma rapidez de 7,entao essa € a rapidez maxima do i0i0.Sua rapidez
minima de zero ocorre nos dois pontos de mudanca de direcao.

Para uma funcao da velocidade continua,a rapidez minima é zero toda
vez que as velocidades, maxima e minima, forem de sinais opostos ou
quando uma delas for zero. Quando as velocidades, maxima e minima,
forem ambas positivas ou ambas negativas, entao a rapidez minima é

o menor dos valores absolutos das velocidades maxima e minima. Em
todos os casos,a rapidez mdxima é o maior dos valores absolutos das
velocidades maxima e minima.

Cantando pneu e marcas
de derrapagem: Aceleracao
e desaceleracao

Nao se esqueca que para o calculo a aceleracdo e a desaceleragao tém
defini¢oes técnicas, nao as que vocé esta acostumado — veja a discussao
dessas defini¢coes no tépico “Velocidade versus rapidez (ou celeridade)”.

Periodos de aceleracio e desaceleracio

Voceé pode ver de imediato os periodos de aceleracao e desaceleracao

no grafico de A(¢) na Figura 124.0Onde A(?) é negativo—de t =0 até t =

2 —isto é uma aceleracao negativa,ou uma desaceleragao,o que significa
que a velocidade esta diminuindo.Onde A(%) é positivo—de t =2 até t =

4 —voce tem aceleragao,o que significa que a velocidade estd aumentando.
Quando t é exatamente 2,A(t) é zero,entdao nao ha nem aceleracao e nem
desaceleracao — a velocidade,somente por esse instante, € constante.

Aceleragcdo mdxima e minima

Usando o célculo para determinar a aceleracao maxima e minima
pode parecer inutil quando vocé pode simplesmente olhar o grafico de
A(t) e ver que a aceleracao minima de -12 ocorre na extrema esquerda
quando t = 0,e que a aceleragao entao sobe para o seu maximo de

12 na extrema direita quando ¢ = 4.Mas nao é inconcebivel que vocé
tenha um daqueles professores de céalculo extremamente exigente

que tem a petulancia de exigir que voce realmente faca os célculos e
mostre o seu trabalho — entao seja forte e faca.

Para encontrar a aceleragao maxima e minima de ¢ = 0 até ¢ = 4,iguale a
derivada de A(t) a zero e resolva:

A(f) = 6t— 12
A(H)=6
0=6
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0 que diabos significa segundo ao quadrado?

Note que eu uso a unidade

centimetros por segundo para a aceleragéo em

segundo
vez da unidade equivalente, porém estranha,
centimetros/segundo2. Vocé geralmente vé
a aceleracdo dada em termos da distancia
dividida por segundo2. Mas que diabos é se-
gundo2? E sem sentido, e algo do tipo metros/
segundo2 é uma péssima maneira de pensar
sobre a aceleragdo. A melhor maneira de en-
tender a aceleragao € como a mudanca da
rapidez por unidade de tempo. Se um carro
pode ir de 0 até 60km,/h em 6 segundos, ou,
em média, 10km/h em cada segundo — isto
é uma aceleracao de ;gg':l':g:]
mais confuso quando a rapidez tem uma
unidade do tipo metros/segundo e a uni-
dade de tempo para a aceleragao também

é segundo, porque assim a palavra segundo

. E um pouco

aparece duas vezes. Mas ela ainda funciona
como o exemplo do carro. Digamos que um
objeto comece parado e aumente a velocida-
de até 10 metros/segundo depois de 1 segun-
do, depois para 20 metros/segundo depois de
2 segundos, para 30 metros/segundo depois
de 3 segundos, e assim sucessivamente. Sua
rapidez estd aumentando 10 metros/segun-

do a cada segundo e isto € uma aceleragao
de 10 metros por segundo u metros/segundo

. segundo_ segundo
E dtil escrever a unidade da aceleragao em

qualquer uma dessas maneiras como a ra-
pidez sobre a unidade do tempo — em vez
de 10 metros por segundo por segundo ou 10
metros/segundo/segundo — para enfatizar
que a aceleracao € uma mudanca na rapidez
por unidade de tempo. Pense na aceleragado
dessa maneira, e ndo no absurdo segundo2.

Essa equacao, é claro,nao tem solucao,entao nao ha nimeros criticos e assim
o extremo absoluto deve ocorrer nos pontos finais do intervalo,0 e 4.
A0)=6.0-12

centimetro por segundo
segundo

A)=6.4-12

=12

centimeltro por segundo

segundo

Vocé encontra as respostas que ja sabia

Amarrando tudo junto

Note as seguintes ligacoes entre os trés graficos na Figura 124.A secao
negativa no grafico de A(t) —de t = 0 até t = 2 — corresponde a se¢ao

decrescente no grafico de V(t) e a secao com concavidade para baixo do
grafico de H(t).0 intervalo positivo no graficode A(t) —det=2atét=4—
corresponde ao intervalo crescente no grafico de V(t) e ao intervalo com
concavidade para cima no grafico de H(t).Quando ¢ = 2 segundos,A(t) tem
um zero, V(t) tem um valor local minimo,e H(t) tem um ponto de inflexao.
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Taxas Relacionadas —
Elas Avaliam, Relativamente

Digamos que voce esteja enchendo sua piscina e voce saiba a
velocidade que a dgua esta saindo da mangueira, e vocé queira calcular
a velocidade de subida do nivel da 4gua na piscina.Vocé conhece uma
taxa (a velocidade que a agua estd sendo jogada na piscina), e vocé
quer determinar a outra taxa (a velocidade de subida do nivel da agua).
Essas taxas sao chamadas se taxas relacionadas porque uma depende
da outra — quanto mais rapido a dgua for jorrada dentro da piscina, mas
rapido o nivel da agua vai aumentar. Em um problema tipico de taxas
relacionadas, a taxa ou taxas dadas sao constantes, mas a taxa que vocé
quer descobrir estd mudando com o tempo.Vocé tem que determinar
essa taxa em um ponto do tempo em particular.

Resolver esses problemas, a principio, pode ser dificil, mas com a
pratica voceé vai ficando por dentro das coisas. As estratégias e dicas
que eu discuto sao de grande ajuda.Agora para trés exemplos.

Enchendo um balao

Vocé estd enchendo um balao a uma taxa de 300 centimetros ciibicos
por minuto. Quando o raio do balao atinge 3 centimetros, qual a
velocidade de crescimento do raio?

1. Desenhe um diagrama, classificando o diagrama com
qualquer medida constante (nao ha nenhuma nesse
extraordinario problema simples) e tenha certeza de
designar uma variavel para qualquer coisa no problema
que esteja mudando (a nao ser que seja irrelevante para o
problema). Veja a Figura 12-5.

|
Figura 12-5:
Enchendo
um baldo —
é hora de se

divertir.
|

Note que o raio da Figura 12-5 estéa classificado como a variavel r.O raio
precisa de uma variavel porque a medida que o balao é enchido,o raio
muda.Eu coloquei o 3 entre parénteses para enfatizar que o nimero 3 ndo é
uma medida constante.O problema pede que vocé determine algo quando o
raio é de 3 centimetros, mas lembre-se, o raio esta constantemente mudando.
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o%h

Em problemas de taxas relacionadas, € importante distinguir entre o que
estd mudando e o que ndo esta mudando.

O volume do balao também estad mudando, entao vocé precisa de uma
variavel para o volume, V.Vocé poderia colocar o V' no seu diagrama para
indicar o volume mutéavel, mas nao ha nenhuma maneira facil de marcar
parte do balao com o ¥ como vocé pode mostrar o raio com um 7.

2. Liste todas as taxas dadas e a taxa que vocé quer determinar
como derivadas em relacao ao tempo.

Voce esta inflando o balao a 300 centimetros ciibicos por minuto.
Essa é uma taxa — € uma mudanca no volume (centimetros
cubicos) por mudanga no tempo (minutos). Entao,

d
@ 300 centimetros ctibicos por minuto

Voceé tem que descobrir a velocidade de mudanca do raio, entao
dr
—_9
dr =
3. Escreva a formula que conecta as variaveis do problema, Ve r.

Aqui esta a férmula para o volume da esfera:

_-— =3
=3 =Tr

4. Diferencie sua férmula em relacao ao tempo, t.

Isso funciona como uma diferenciacao implicita porque vocé esta
diferenciando em relacao a #,mas a férmula é baseada em outra
coisa, a saber, r.

v 4 _ dr
=3 S g
e

dr . dy
Vocé obtém um ¢ assim como um y’ ou um dx Com a
diferenciacao imp{icita.

5. Substitua os valores conhecidos para a taxa e as variaveis na
equacao do passo 4, e depois resolva o que vocé quer determinar.

B av d
E dado que g = 300, e pedem que vocé descubra 7:: quando r = 3,

.. - dr
entao insira esses nimeros e resolva em func¢ao de ar

Tenha certeza de diferenciar (passo 4) antes de inserir a informagao
dada nas incégnitas (passo 5).
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, dr
300=4n-32E

dr
300 = 36m ar

300 dr
36n -~ dt

dr . .
g = 2,65 centimetros por minuto

Assim o raio estd aumentando a uma taxa de mais ou menos 2,65
centimetros por minuto quando o raio mede 3 centimetros. Pense em
todos os baldes que vocé encheu desde a sua infancia. Agora vocé
finalmente tem uma resposta para a questao que vem te incomodando
ao longo de todos esses anos.

A propdsito,se vocé colocar 5 no lugar de r em vez de 3,vocé obtém uma
resposta de mais ou menos 0,95 centimetros por minuto.Isso deve concordar
com a experiéncia do enchimento do balao — quanto maior fica o balao, mais
devagar ele aumenta. £ uma boa idéia verificar coisas desse tipo de vez em
quando para ver se a matematica concorda com o seu bom senso.

Enchendo uma calha

Aqui estd um problema basico de taxa relacionada.Uma calha estd sendo
enchida com alimentos para porcos.Ela tem 3 metros de comprimento,

e seu corte transversal € um triangulo isésceles com uma base de 60
centimetros e uma altura de 80 centimetros (com o vértice em baixo,

é claro).A comida estd sendo derramada a uma taxa de 90 decimetros
ctibicos por minuto (ou 90 litros por minuto).Quando a profundidade da
comida for de 40 centimetros?

1. Desenhe o diagrama, classificando o diagrama com qualquer
medida constante e designando variaveis para qualquer coisa
mutavel. Veja a Figura 12-6.

—— ()
Figura 12-6:
Enchendo
uma calha
com comida
—hora do

almogo.  (Note: A perspectiva ndo esta completamente certa, assim vocé pode ver a forma exata do tridngulo.)

Nivel da comida
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Note que a Figura 12-6 mostra as dimensoes constantes da calha, 60
centimetros, 80 centimetros, e 3 metros, e que essas dimensoes nao tém
nomes com variaveis como ¢ para comprimento ou h para altura.E
note que as coisas mutdveis — a altura (ou profundidade) da comida
e a largura da superficie da comida (que fica cada vez mais larga a
medida que a comida fica mais profunda) — tém nomes com variaveis,
h para altura e b para base (eu chamo de base em vez de largura
porque € a base de um triangulo de cabeca para baixo formado pela
comida).O volume da comida também estd mudando, entdao vocé
pode chamar isso de V, € claro.

2. Liste todas as taxas dadas e a taxa que vocé quer determinar
como derivadas em relacao ao tempo.

av_. .
ar = 5 litros por minuto
dh
ar =’
3.a. Escreva a formula que conecta as variaveis do problema, V,
be h.

Eu estou absolutamente certo que voceé se lembra da férmula para o
volume de um prisma reto (o formato da comida na calha):

V = (drea da base) (altura)

Note que essa “base” é a base do prisma (que € o triangulo de base b e
altura h no final da calha),e nao apenas a base do triangulo que esta
classificada como b na Figura 12-6. Também, essa “altura” € a altura do
prisma (o comprimento da calha),e nao a altura classificada como h

na Figura 12-6. Desculpe a confusao. Lide com isto.

1
A area da base triangular € igual a —5-bh e a“altura”do prisma é de
3 metros, ou 30 decimetros, entdao a férmula fica:

1
V=—5-bh"-30

V=15bh

Agora,ao contrario da férmula no exemplo do balao, essa férmula
contém uma variavel, b,que vocé nao vé na lista de derivadas no passo
2.Entao o passo 3 tem uma segunda parte — se livrar dessa variavel extra.

3.b. Encontre uma equacao que relaciona a variavel nao desejada, b,
a alguma outra variavel do problema para que vocé possa fazer a
substituicao que lhe deixe apenas com Ve h.

A face triangular da comida na calha é parecida com a face
triangular da propria calha,entao a base e a altura desses triangulos
sao proporcionais (Lembre-se que na geometria esses triangulos
semelhantes sao triangulos de mesmo formato; seus lados sao
proporcionais).Assim,
b _h
60 80
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80b = 60h (multiplicagao cruzada)

_ 60h
b=gy

3h
b="14

o Triangulos semelhantes aparecem bastante em problemas de taxas

relacionadas. Procure por eles toda vez que o problema envolver
um triangulo, um prisma triangular ou um cone.

Agora substitua b por 3/4h na férmula do passo 3.a.

V =15bh

3
V=15~Th‘h
_B .,
=—h

4. Faca a diferenciacao dessa equacao em relacao a t.

dV 45 dh

dt =4 Mar

5. Substitua os valores conhecidos para a taxa e as variaveis na
equacao do passo 4, e depois resolva.

av
Vocé sabe que ar = 90 litros por minuto, e vocé quer
determinar ar quando h for igual a 40 centimetros, ou 4

decimetros, entao insira 90 e 4 e resolva em relagao a ar

dv_ 45 dh

a=a N ar
45 dh
dh
90:45-7

dh
a - 2 decimetros por minuto
E isso.O nivel de comida estd aumentando a uma velocidade de 20

centimetros por minuto quando a comida esta a 40 centimetros de
profundidade. Maos a obra.

Aperte o cinto de sequranca: Vocé estd se
aproximando do cruzamento do cdlculo

Pronto para outro problema comum de taxa relacionada? Um carro sai de
um cruzamento viajando rumo ao norte a 50km/h, outro esta dirigindo



’ 92 Parte IV: Diferenciacao

Figura

N

12-7:
Calculo—é
uma viagem

dentro do
pais.

rumo a oeste em direcao ao cruzamento a 40km/h.Em um ponto,o carro
rumo ao norte esta a trés décimos de milha ao norte do cruzamento e o
carro rumo a oeste esta a quatro décimos de milha a oeste do cruzamento.
Nesse ponto,qual a velocidade de mudanga da distancia entre os carros?

1. Use a idéia do diagrama. Veja a Figura 12-7.

y N
A
S\ Carro A w E
50km/h (@
S
y(0.3)
== Carro B
D ——
Y

x(0.4) 40km/h

Antes de continuar com o problema, eu quero mencionar um
problema semelhante com o qual vocé pode se deparar se estiver
usando um livro padrao de cdlculo.Ele envolve uma escada
apoiada contra uma parede e deslizando contra a parede.Vocé
consegue ver que o diagrama para esse tipo de problema sobre
uma escada seria muito parecido com a Figura 12-7, exceto que o
eixo y representaria a parede, o eixo x seria o chao, e a reta diagonal
seria a escada? Esses problemas sao um pouco semelhantes, mas

ha uma diferenca importante. A distancia entre os carros esta
mudando, assim a reta diagonal na Figura 12-7 esta classificada com
a variavel, s. A escada, por outro lado,tem um comprimento fixo,
entao a reta diagonal no seu diagrama para o problema da escada
seria classificada com um nimero,nao uma variavel.

2. Liste todas as taxas dadas e a taxa desconhecida.

dy

dr =9
dx
E=—40
ds
ar =’

dx .
ar € negativa porque o carro B esta indo para a esquerda,na

direcao do x negativo.
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3. Escreva a formula que relaciona as variaveis do problema: x, y, e s.

QEh H4& um triangulo retangulo no seu diagrama, entao vocé usa o Teorema
de Pitagoras: a® + b* = ¢®. Para esse problema, x e y sao os catetos do
triangulo retangulo e s € a hipotenusa, assim x? + y* = s2.

O teorema de Pitagoras é muito usado em problemas de taxa
relacionada. Se houver um triangulo retangulo no seu problema, é
bem provavel que a* + b* = ¢ seja a férmula que voceé vai precisar.

Devido ao fato de a férmula conter as variaveis x e y, e s,as quais
aparecem na sua lista de derivadas no passo 2,vocé nao tem que
ajustar essa formula como fez no problema da calha.

4. Faca a diferenciacao em relacao a t.
s2=x+)y?

d d d
25 g5 =2xgr+2ygr  (diferenciagao implicita com a regra da
poténcia)

5. Substitua e resolva em funcao de %
d d
x=04,y =035 == 40,3 =50,e 5= .

“Santa falta de distancia desprovida de comprimento, Batman — como
_ s

podemos resolver em funcao de Jr @ menos que tenhamos valores

para o resto das incognitas na equacao?”

“Tome uma pilula calmante, Robin — apenas use o Teorema de
Pitdgoras de novo”.

s2=x%+y*

$2=0,4%+0,3%
=0,16 + 0,09
=0,25
s2=+0,5  (tirando a raiz quadrada de ambos os lados)

Voce pode rejeitar a resposta negativa porque s tem obviamente um
comprimento positivo. Entao s = 0,5.

Agora insira tudo na sua equagao.

ds __ dx dy
28 g T2 g 2y

d
2.05g- =204 (<40)+2- 0350

ds
1'EZ_S2+30
d:
s=_2

dr
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Essa resposta negativa significa que a distancia, s, esta diminuindo.
Assim, quando o carro A esta a 3 quadras ao norte do cruzamento e o
carro B esta a 4 quadras a oeste do cruzamento, a distancia entre eles
estd diminuindo a uma taxa de 2km/h.

Tangentes e Normais:
Conectadas Intimamente

A esta altura voc€ sabe com o que uma reta tangente a uma curva se parece
—se nao,um de noés dois ou os dois definitivamente deixaram a bola cair.
Uma reta normal é simplesmente uma reta perpendicular a reta tangente
em um ponto de tangéncia. Problemas envolvendo tangentes e normais sao
aplicagdes comuns da diferenciacao.

0 problema da tangente

Eu aposto que houve muitas vezes, apenas no més passado,que vocé quis
determinar a localizagao de uma reta através de um dado ponto,isto €,
tangente a uma dada curva.Aqui esta como se faz.

Determine os pontos de tangéncia dessas linhas através do ponto (1,
-1) que sao tangentes a parabola y = x%. Se vocé desenhar o grafico da
parédbola e inserir o ponto,vocé pode ver que ha duas maneiras de
desenhar a reta tangente de (1,-1): para cima a direita e para cima a
esquerda.Veja a Figura 12-8.

|
Figura 12-8:
A parabola
y=x’e

duas retas
tangentes
através de
(1,-1). 3

O segredo desse problema esta no significado da derivada: A derivada de
uma fun¢ao em um dado ponto € a inclinacao da reta tangente a esse
ponto.Assim,tudo o que voce tem a fazer € igualar a derivada da parébola
a inclinagao das linhas tangentes e resolver.
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1. Posto que a equacao da parabola seja y = x%, vocé pode pegar
um ponto comum na parabola, (x,y), e substitua x?por y.

Assim, classifique os dois pontos de tangéncia (x, x?).
2. Ache a derivada da parabola.
y=x

y'=2x

3. Usando a féormula da inclinacao, i 2 'Z 1, estabeleca a inclinacio de cada reta

tangente de (1,-1) até (x, ¥*), que é 2x, e resolva em funcio de x.

A prop6sito,a matematica que voce usa para fazer esse passo talvez faca
mais sentido se vocé pensar nela como aplicavel para apenas uma das
retas tangentes — digamos a que sobe para a direita — mas,na verdade,a
matematica se aplica para ambas as retas tangentes simultaneamente:

xX=-(-D=2x(x-1)
X%+ 1=2x% - 2x

0=x*-2x-1

e ER (—2)22 -4(DH(-

1 D (férmula quadratica)

_2x\4+4

Assim, as coordenadas x dos pontos de tangéncia sdo 1 +vy2e 1 —2.
4. Insira cada uma dessas coordenadas x em y = x> para obter as
coordenadas y.

y=(1+2)?
=1+2V2+2
=3+2V2

y=(1-2)
=1-2{2+2
=3-22

Assim, os pontos de tangéncia sao (1+vV2,3+2V2) e
(1-+v2,3-2+2),0u mais ou menos (2.4,5.8) e (-0.4,0.2).
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QRE-SF
By

o

Figura 12-9:
A parabolay
-1 xeas
normais que
passam pelo

ponto (3, 15).
|

0 problema da reta normal

Aqui esté o problema companheiro do problema da tangente no tépico
anterior. Encontre os pontos de perpendicularidade para todas as retas

normais a parabola,y = %xz,que passam pelo ponto (3,15).

Uma reta normal a uma curva em um dado ponto € a reta perpendicular a
reta que é tangente no mesmo ponto.

Desenhe o grafico da parabola e insira o ponto (3,15).Agora, antes de fazer
as contas, tente aproximar os locais de todas as retas normais. Quantas
vocé pode ver? E muito facil de ver isso,comecando em (3,15),uma reta
normal desce suavemente para a direita e outra desce um pouco inclinada
em direcao a esquerda.Mas vocé encontrou a terceira que esta entre essas
duas? Nao se preocupe se vOC€ nao viu essa reta porque quando voce fizer
as contas, voce€ vai obter as trés solugoes.

Ao fazer o calculo,alids,qualquer conta,sugira uma estimativa aproximada
e use o bom senso e faca estimativas da solucao do problema antes de fazer
as contas para o problema antes de fazer as contas (quanto possivel e o
tempo permitir).Isso aprofunda seu entendimento dos conceitos envolvidos
e fornece uma verificacao para a solucao matematica.

A Figura 12-9 mostra a parabola e as trés retas normais.

161 (3,15)

Olhando para a Figura 12-9,vocé pode apreciar a praticidade desse
problema. Ele vai ser ttil se vocé por acaso se vir parado dentro de uma
curva de uma parede parabdlica e quiser saber o local exato desses trés
pontos na parede onde vocé possa jogar uma bola e fazer com que ela
volte em linha reta para voceé.

A solugao é muito semelhante a solu¢ao do problema da tangente, exceto
que nesse problema voce usa a regra para linhas perpendiculares:
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QRE-S£
As inclinagoes de retas perpendiculares sao reciprocos opostos.

Cada linha normal na Figura 12-9 é perpendicular a reta tangente desenhada
no ponto onde a normal se encontra com a curva.Assim,a inclinacao

de cada reta normal € o reciproco oposto da inclinacao da tangente
correspondente — que, é claro, é dado pela derivada. Entao aqui vai.

1. Pegue um ponto qualquer, (x, y), na parabola y = X e

1
1 16
substitua y por 16 X2

Entao, classifique cada ponto de perpendicularidade (x 1—16 x2>

2. Ache a derivada da parabola.
N
R

1
= x
V=3

3. Usando a férmula da inclinacao, Y2~ Y1, estabeleca a inclinacao

X2 1

de cada reta normal de (3, 15) até (x, % x?%) igual ao reciproco

oposto da derivada em Xx, TIG x%, e resolva em funcao de x.

1
16

x2—15= 8 x
x-3 X

- (o reciproco oposto de %x ou 'y
ou _i>
X

li x3—15x=-8x+24 (fazendo a multiplicacao cruzada e
6 distribuindo)

xX-112x-384=0 (trazendo todos os termos para
um lado e multiplicando ambos os
lados por 16)

Agora,nao ha nenhuma maneira automatica para obter resultados
exatos para essa equacao cubica (3° grau) como a férmula quadratica
que lhe da as solugoes para a equagao de 2° grau. Em vez disso,vocé
pode desenhar o grafico de y =x* - 112x — 384 e as intersecoes em x
vao lhe dar as solu¢oes, mas com esse método nao ha garantia de que
voceé vai obter solucoes exatas (Geralmente, solu¢oes aproximadas sao
o melhor que vocé pode fazer com equagoes cibicas).Aqui,no entanto,
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voce teve sorte — na verdade eu tive algo a ver com isso — e obteve as

solucoes exatas de —-8,-4,e 12.

4. Insira cada uma dessas coordenadas x em y =
coordenadas y.

1
= —82:
y 16( )
=4
=1 gpee
16
=1
y=_L (12)2=
16
=9

TIG Xx* para obter as

Assim, os trés pontos de normalidade sao (-8,4), (-4,1),e (12,9) -

vamos jogar!

Atirando em Linha Reta com

Aproximacoes Lineares

Pelo fato de as fun¢des comuns serem localmente lineares (isto é,em

linha reta) — e quanto mais vocé as amplia, mais retas

elas ficam — uma

reta tangente a uma func¢ao € uma boa aproximagao da func¢ao perto do
ponto de tangéncia.A Figura 12-10 mostra o grafico de f(x) = Jx e uma reta
tangente a funcao no ponto (9,3).Vocé pode ver que perto de (9,3),a curva

e a reta tangente sao virtualmente indistinguiveis.

y

|
Figura 12-10:
0 grafico de
fix) =Vx

e areta

tangente 3 <1

- T

(9,3).

T
curvaem -1$123456789101l121314

Determinar a equacao dessa reta tangente é facil.Vocé tem um ponto, (9,

3),e ainclinacao é dada pela derivada de fem 9:

f0) =\x

= 12
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F)=—x"" (regra da poténcia)

1
2

1
T 2x
F= 2?1]9
1
6

Agora apenas pegue essa inclinagéo,%,e o ponto (9,3),e coloque-os na
forma ponto-inclinagao:

Y-y =mx-x)
y-3=4(x-9)
y=3+ %{x )

Essa é a equacao da reta tangente para f(x) = x em (9,3).Eu suponho que
voceé talvez esteja pensando por que eu escrevi a equagao como y=3 + 1
(x—-9).Pode parecer mais natural colocar o 3 a direita de l(x -9),que,é
claro,também estaria correto.E eu poderia ter simplificado mais a equacao,
escrevendo na forma y = mx + b.Eu explico mais tarde nesse topico por que

eu escrevi da maneira que fiz — nao me apresse.

Se voce tiver a sua calculadora grafica proxima, faca o grafico de f(x) =

Vx e da reta tangente. Amplie algumas vezes o ponto (9,3),e vocé vera
que a curva fica cada vez mais reta e que a curva e a reta tangente se
aproximam cada vez mais.

Agora,digamos que vocé queira aproximar a raiz quadrada de 10.Posto que 10
seja bem perto de 9,e pelo fato de vocé poder ver na Figura 12-10 que f(x) e
sua tangente estao perto uma da outra em x = 10,a coordenada y da linha em
x =10 é uma boa aproximacéo do valor da funcao em x = 10,a saber,\10.

Apenas coloque o 10 na equagao da reta para sua aproximacao:
y=3+ %(x ~9)

y=3+%(10—9)

1
=3+
"%

3l
6

Assim, a raiz quadrada de 10 é mais ou menos 3%. [sso é mais ou
menos s6 0,004 maior que a resposta exata de 3,1623...0 erro é

aproximadamente um décimo de um por cento.
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Agora eu posso explicar por que eu escrevi a equacao para a reta tangente
da maneira que fiz.Essa forma faz o célculo ficar mais facil e € mais facil de
entender o que esta acontecendo quando voceé calcula uma aproximacao.
Aqui esta o porqué.Voceé sabe que a linha passa pelo ponto (9,3),certo? E
voceé sabe que a inclinagao da reta é 1 Entao,vocé pode comecar em (9, 3)
e ir para a direita (ou para a esquerda) ao longo da reta na figura do degrau
da escada,como mostrado na Figura 12-11:sobre 1,acima de %; sobre 1,

acima de %; e assim sucessivamente.

I
Figura 12-11: (11,3 %) (12,3 3)
Areta da (10, 3 1/g) '
aproximagao (8, 2] (9,3)
lineare (7,24s) '
muitos dos

seus pontos. —
* y=3+1(x-9)

Entao,quando voce estiver fazendo uma aproximacao,vocé comeca no valor
yde 3 esobe % para cada 1 que voceé for para a direita. Ou se voceé for para a
esquerda,voce desce % para cada 1 que voce for para a esquerda. Quando a
equacao da reta for escrita na forma acima,o calculo de uma aproximacao se

compara ao esquema do degrau da escada.

A Figura 12-11 mostra os valores aproximados para as raizes quadradas de
7,8,10,11,e 12.Aqui estd como vocé obtém esses valores. Para obter 8, por
exemplo,a partir de (9,3),vocé anda 1 para a esquerda, e desce 1 para 2
%; ou para obter 11 a partir de (9,3),vocé anda dois para a direita, e sobe
dois sextos para 3= ou 3l (Se voce for para a direita de um meio para 9
1 ,vocé sobe metade de um sexto, isto €, um doze avos, para 3—2 - araiz
quadrada aproximada de 9— )

A seguir estao os erros para as aproximagoes mostradas na Figura
12-11. Note que os erros aumentam a medida que voce se afasta do
ponto de tangéncia (9, 3); além disso, 0s erros aumentam mais rapido
indo para baixo a partir de (9,3) do que subindo a partir (9,3) — erros
geralmente aumentam mais rapido em uma dire¢cao do que na outra
com aproximacoes lineares.

\7:0,8% erro
V8:0,2% erro
V10:0,1% erro
V11:0,5% erro
V12:1,0% erro
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c. ~ . - N -
&= ><4 Equacao de aproximacao linear: Aqui estd a forma geral para a equacao

=+ = da reta tangente que voc€ usa para uma aproximagdo linear.QOs valores
“% £ de uma fungao f{x) podem ser aproximados com base nos valores da reta
% tangente [(x) perto do ponto de tangéncia, (x,.f (x,)),onde
1(x) = fix) + £ (x)(x—x,)
Isso é menos complicado do que aparenta. E apenas a versao do calculo
elegante para a equacao ponto-inclinagao da reta que voce sabe desde a
Algebra 1,y —y, =m(x - x,),com o y, movido para o lado direito:
y=y,+m(x-x)
Essa equacao algébrica e a equagao acima para l(x) se diferenciam apenas
nos simbolos usados; o significado de ambas as equagoes — termo por termo
— é idéntico. E note como ambas as equagoes lembram a equacgao da reta
tangente na figura 12-11.
o

Toda vez que for possivel, tente ver os conceitos basicos da algebra e da
geometria no coragao dos conceitos sofisticados do calculo.

Problemas de Administracéo e Economia

Acredite ou nao,o calculo é na verdade usado no mundo real da
administragao e na economia — aprenda calculo e aumente seu lucro!
Quero saber uma coisa: quando voce esta dirigindo em uma parte luxuosa
da cidade e passa por uma casa enorme,qual € a primeira coisa que

vem a sua mente? Eu aposto que é “Olha aquela casa! Esse cara (ou essa
mulher) deve saber calculo”.

Controlando marginais em economia

Olhe novamente a Figura 12-10 e a 12-11 no tépico anterior. Lembre-se
que a derivada e, desta forma, a inclinacao de y=vx em (9,3) é % e que
a reta tangente nesse ponto pode ser usada para aproximar a funcao para
perto do ponto de tangéncia. Entao,conforme voce passa de 1 de 9 para
10 ao longo da propria fungao,vocé sobe em mais ou menos l. E,assim,
{10 é mais ou menos 1 a mais do que V9 .A matemética das marginais
funciona exatamente c?a mesma maneira.

% CALey, . : :
S o Custo marginal, renda marginal e lucro marginal envolvem quanto
uma funcao sobe (ou desce) conforme vocé vai 1 unidade para a

direita — assim como uma aproximacao linear.

Ico

o CRIT

JIN0D
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|
Figura 12-12:

0 gréfico de
uma funcao

custo C(x).
|

Digamos que vocé tenha uma funcao custo que te da o custo total, C(x),
de produgao de x itens.Veja a Figura 12-12.

Custo
marginal

|
/{)J‘) i

Custo extra

de produgdo de
mais um item

A derivada de C(x) no ponto de tangéncia lhe da a inclinacao da reta
tangente e assim a quantia que vocé sobe conforme vai 1 para a direita
ao longo da reta.Indo 1 para a direita ao longo da propria funcao custo
mostra a vocé o aumento no custo de producao de mais um item.Assim,
posto que a reta tangente seja uma boa aproximagao da fungao custo,a
derivada de C - chamada de custo marginal — é o aumento aproximado
no custo de produgao de mais um item.Receita marginal e lucro marginal
funcionam da mesma maneira.

Antes de fazer um exemplo envolvendo marginais,ha mais uma questao

a ser resolvida.Uma fun¢ao demanda diz a vocé quantos itens serao
adquiridos (qual sera a demanda) dado o pre¢o.Quanto mais baixo o preco,
€ claro, mais alta € a demanda.Vocé pode pensar que o nimero adquirido
deveria ser uma funcao do prego — entre com o preco e descubra quantos
itens as pessoas vao comprar a este preco — mas tradicionalmente, uma
funcao demanda é feita de outro modo. O preco é dado em funcgao do
numero demandado.Eu sei que parece um pouco estranho,mas a fungao
funciona de qualquer maneira. Pense nela dessa forma — se um varejista
quer vender um dado nimero de itens,a fungao demanda diz a ele ou ela
qual deve ser o pre¢o de venda.

Ok.Aqui estd um exemplo.Um produtor de um produto qualquer

determina que a fun¢ao demanda para seu produto é
_ 1000

P=
onde x é a demanda para os produtos em um dado preco,p.O custo de
producao de x produtos é dado pela funcao custo a seguir:

C(x) = 10x + 100 yx + 10.000
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Determine o custo marginal,a renda marginal e o lucro marginal em x =
100 produtos.Além disso,quantos produtos devem ser manufaturados e a
quanto devem ser vendidos para produzir um lucro maximo, e qual € esse
lucro maximo? (Se vocé conseguir completar isso,eu vou indicar vocé para
o Prémio Nobel em economia).

Custo marginal

O custo marginal é a derivada da funcao custo, entao pegue a derivada
e a avalie em x = 100.

C(x) = 10x + 100 yx + 10.000

50
Cx)=10+ x (regra da poténcia)

50
C’(100) =10 +7J100

50
=10+ 22
" 10

=15

Assim, o custo marginal em x = 100 é $15 — esse é o custo aproximado para
produzir o 101° produto.

Renda marginal
Renda,R(x), € igual ao nimero de itens vendidos,x, multiplicado pelo preco, p:
Rx)=x.p

1000

Vx
_ 1000x

=Xx- (usando a fungao demanda acima)

BE

(racionalizando o denominador)

=

10003
T X
=1000 vx

Renda marginal € a derivada da func¢ao rendimento, entao pegue a
derivada de R(x) r avalie em x = 100:

R(x) = 1000 vx

R(x)= SL\/;O (regra da poténcia)

R (100) =75100_%
=50
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Assim, a renda aproximada para vender o 101° produto é de $50.

Lucro marginal
Lucro, P(x), é igual a renda menos o custo. Entao,
P(x)=R(x) - C(x)
=1000 Vx — (10x + 100 vx + 10.000)

=-10x + 900 Vx - 10.000

Lucro marginal é a derivada da fungao lucro,entao pegue a derivada de
P(x) e a avalie em x = 100.

P(x) ==10x + 900 yx - 10.000
e 450 S
P (x)=-10+ e (regra da poténcia)

, 0. 450
P’ (100)=-10 + 5o
=-10+45

=35

Vender o 101° produto produz um lucro aproximado de $35.
o

Vocé notou um dos dois atalhos que vocé poderia ter usado aqui?
Primeiramente, vocé pode usar o fato a fim de

P(x0)=R"(x) - C(x)

determinar P’(x) diretamente,sem primeiro determinar P(x).Em
seguida, depois de achar P’(x),vocé apenas insere 100 no lugar de x
para a sua resposta.

E se tudo o que voceé quiser saber é P’(100),vocé pode usar o atalho a seguir:

P(100) = R’(100) — C’(100)
=50-15
=35

Isso € bom senso.Se vocé gasta $15 para produzir o 101° produto e vocé o
vende por mais ou menos $50, entao seu lucro é de $35.

Eu fiz da maneira mais longa porque vocé precisa tanto da funcao lucro,
P(x),como da fung¢ao lucro marginal, P’(x), para os problemas a seguir.

Lucro mdximo

Vocé determina o lucro maximo da mesma forma que vocé descobre o
maximo de qualquer func¢ao: Iguale a derivada do lucro - isto €, 0 lucro
marginal — a zero, resolva em func¢ao de x, depois insira o resultado na
funcao lucro.
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P'(x0) =10 +_4¢5}O

10,250
0=-10+ Vx

10 = 450

T ox
10Vx =450
Vx=45

x=2025

Entao, 0 lucro maximo ocorre quando 2025 produtos sao vendidos.Agora,
insira isso em P(x):

P(x) =—10x + 900 + x — 10.000
P(2025) =-10 - 2025 + 900 v2025 — 10.000
=-20.250 + 900 .45 — 10.000
=10.250

Esse é o lucro méaximo - $10.250. Por fim, insira o nimero vendido na
fungcao demanda para determinar o preco de maximizacao do lucro:

1000

P="Vx
1000

P="5025

1000
=5
~ 22,22

Entao, na teoria, o lucro méaximo de $10.250 ocorre quando o preco é
fixado em $22,22. Nesse prec¢o, 2025 produtos serao vendidos. A Figura
12-13 resume todos esses resultados. Note que devido ao fato de o lucro
ser igual a renda menos o custo,a distancia vertical ou intervalo entre a
funcao renda e a fungao custo em um dado valor de x da um lucro nesse
valor de x.0O lucro maximo ocorre quando o intervalo é o maior.
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|
Figura 12-13: y
As fungdes
de lucro $80,000
e custo.
A distancia
vertical entre
as duas
fungdes, em $40.000

um dado
valor de X, $20,000-
representa o
lucro nesse

$60,000+

R(x)

Clx)

Lucro maximo = $10,250

dado valor

de x.
|

t t t t
1000 2000 3000 4000

(Note que enquanto a escala desse grafico faz C(x) parecer uma linha
reta, seu segundo termo 100 \x significa que nao é exatamente reta).

E outra coisa. Devido ao fato de o lucro maximo ocorrer quando P’(x)
=0, e visto que P'(x) = R'(x) — C'(x),se segue que R'(x) = C'(x) onde o
lucro é o maior. Entao se vocé fosse desenhar as retas tangentes a R(x)
e C(x) onde o intervalo entre os dois é o maior, essas tangentes seriam
paralelas. Nesse momento vocé deve estar pensando algo do tipo — Que
simetria, que elegdancia simples, que beleza! Realmente, a inspiracdo
matemdtica seduz o corac¢do tanto quanto a mente. Sim, é muito bom,
mas nao vamos nos deixar levar.
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Lamar determine a relagao existente
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Nesta patrte...

integracao € uma adicao sofisticada — muito

sofisticada. E o processo de pegar uma forma cuja
area vocé nao pode determinar diretamente, cortar em
pequenos pedagos cujas areas vocé pode determinar, e
depois somar todos os pedacos para obter a area do todo.

E as séries infinitas? Pense nisso por um segundo: Se vocé
comeca a 1 metros de distancia de uma parece e depois
anda metade, e depois outra metade, e depois outra metade
(Eu aposto que vocé ja ouviu isso),quanto tempo voceé vai
levar para chegar a parede? Resposta: Depende. Existe um
nimero infinito de passos nesse processo,entao,se cada
passo levar,digamos,um segundo,vocé nunca vai chegar la.
Se,no entanto, vocé mantiver uma velocidade constante de

1 metro por segundo,sem parar ou diminuir ao final de cada
passo,voceé ainda vai dar um niimero infinito de passos, mas
voce vai chegar na parede em exatamente 1 segundo! Esse
surpreendente resultado de somar um niimero infinito de
nimeros, mas obter uma soma finita, € o que o tltimo capitulo
da Parte V aborda: E um tépico cheio de paradoxos bizarros.




Capitulo 13
Introducao a Integracao
e Area Aproximada

Neste Capitulo
Integrando — somando tudo
Areas aproximadas
Avaliando a notagao sigma
Usando a integral definida para obter areas exatas
Somando trapézios
Regra de Simpson: Calculo para Bart e Homer

& que voce ainda esta lendo esse livro, isso significa que vocé

sobreviveu a diferenciacao (Capitulos 9 até 12).Agora vocé comeca o
segundo maior topico em cdlculo — a integracao. Assim como duas idéias
simples estdo no coragao da diferenciacao — razdo (como quilémetros
por hora) e o declive ou inclina¢do de uma curva — a integracao também
pode ser entendida em termos de duas idéias simples — somando
pequenos pedacos de alguma coisa e a drea embaixo de uma curva.
Nesse capitulo, eu introduzo esses dois conceitos fundamentais.

Integracao: Apenas Adicéao Sofisticada

Considere a luminéaria na Figura 13-1.Digamos que vocé queira determinar
o volume da base da luminaria. Por que voceé iria querer fazer isso? Nao faco
a menor ideia.De qualquer forma,a férmula para o volume de uma forma
estranha nao existe, entao vocé nao pode calcular o volume diretamente.

|
Figura

13-1: Uma
luminéria
com uma
base

sinuosa.
|
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Voceé pode, no entanto, calcular o volume com a integracao.Imagine que a
base é cortada em fatias finas e horizontais como mostra a Figura 13-2.

|
Figura 13-2:
A base da
lampada
cortada em
fatias finas e

horizontais.
|

Vocé consegue ver que cada fatia tem a forma de uma panqueca fina?
Agora, visto que existe uma férmula para o volume da panqueca,vocé
pode determinar o volume total da base simplesmente calculando o
volume de cada fatia no formato de panqueca e depois somar os volumes.
Isso é,em poucas palavras,a integracao.

Mas, € claro, se isso era tudo que havia para a integracao, nao haveria
tanto alvorogo sobre ela — certamente nao o suficiente para alevar
Newton Leibnitz, e outros grandes matematicos para a galeria da fama
da matematica. O que faz a integracao ser uma das grandes conquistas
na histéria da matematica é que — para continuar com o exemplo da
lampada - ela lhe da o volume exato da base da lampada mais ou
menos cortando ela em um nimero infinito de fatias finas infinitas.
Agora isso € alguma coisa. Se vocé cortar a lampada em menos do que
um numero infinito de fatias, vocé pode obter apenas uma muito boa
aproximacao do volume — e nao a resposta exata — porque cada fatia
na forma de panqueca vai ter uma borda estranha e curvada que pode
causar um pequeno erro.

A integracao tem um simbolo elegante: J’.Vocé provavelmente ja o viu

antes — talvez em algum desenho com algum rapaz Einstein na frente de um
quadro-negro cheio de jargoes indecifraveis e de dificil compreensao. Logo,
esse serd vocé. Isso mesmo — voce vai estar enchendo as paginas do seu
caderno com equacgodes contendo o simbolo da integracao. Os espectadores
vao ficar impressionados e cheios de inveja.

Vocé pode pensar no simbolo da integracao como apenas um S alongado
para“soma”.Entao, para o nosso problema da luminaria, vocé pode escrever

topo

dL=L

base

onde dL significa um pequeno pedaco da luminéaria — na verdade um
pedaco infinitamente pequeno. Entao a equacao significa que se vocé
somar todos esses pequenos pedacos da luminaria da base até o topo,
o resultado é L, o volume da luminaria toda.
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Isso € um pouco simplificado demais — eu posso escutar a sirene da
policia matematica agora — mas € uma boa maneira de pensar sobre
a integracao. A proposito, pensar no dL como um pedaco pequeno ou
infinitesimal de L é uma idéia que vocé viu antes com a diferenciagao
(veja o Capitulo 9),onde a derivada ou inclinagéo,%, é igual a relacao
entre um pouco de y (Ay) e um pouco de x (Ax),a medida que vocé
encolhe a inclinacao do degrau da escada a um tamanho infinitesimal —
veja a Figura 13-3 (e dé uma olhada n; FiglAHa 9-12).Em outras palavras,a
y _4y

medida que Ax se aproxima de zero, =1y

|
Figura 13-3:
-

Ax = dx = distancia

No limite,
ay LAy
dx  Ax’ _dy _ _um pouco de aumento

No limite, <5~ = =\ m pouco de distancia

Entao,toda vez que vogé vir algo do tipo

_[ pequeno pedaco de bobagem

a
isso apenas significa que vocé soma todos os pequenos pedagos da
bobagem de a até b para obter o total de toda a bobagem de a até b.
Ou voce talvez veja algo do tipo

t=20
pequeno pedaco de bobagem
20

que significa somar todos os pequenos pedacos da distancia viajada
entre 0 e 20 segundos para obter a distancia total viajada durante esse
intervalo de tempo.

Resumindo,a expressao matematica a direita do simbolo de integracao
sempre corresponde a um pouco de alguma coisa, e integrar esse tipo de
expressao significa somar todos os pequenos pedagos entre algum ponto
de partida e algum ponto de chegada.

Encontrando a Area Sob uma Curva

Como eu discuti no Capitulo 9,0 significado mais bésico de uma derivada
€ que € uma razao,um isso por aquilo,como quilometros por hora,e
que quando voceé desenha o grafico do isso como uma funcao do aquilo
(como quilémetros como uma funcao da hora),a derivada se torna a
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|
Figura 13-

4: Fazera
integracao
de f(x)
deaaté b
significa
encontrar a
areasob a
curva entre

aeb.
|

inclinacao da funcao. Em outras palavras,a derivada € uma razao,que em
um grafico aparece como uma inclinacao.

E funciona mais ou menos da mesma maneira com a integracao.O
significado mais basico da integracao € somar.E quando vocé descreve
a integracao em um grafico,vocé pode ver o processo de soma como a
soma de pequenos pedacos da area para chegar a area total sob a curva.
Considere a Figura 13-4.

Some todas
as tiras finas
como essa.

y
A /

pd

[ f(x)

<< () P X

Y

A area sombreada na Figura 134 pode ser calculada com a seguinte integral:

b
J f(x) dx

Olhe para o retangulo fino na Figura 134.Ele tem uma altura de f(x) e uma
largura de dx (um pouco de x),entao a sua area (base vezes altura, € claro)
é dada por f(x) - dx.A integral acima diz para vocé somar as areas de todos
os filetes retangulares estreitos entre a e b sob a curva f(x).A medida que o
filete fica cada vez mais estreito vocé obtém uma estimativa cada vez melhor
da area.O poder da integracao esta no fato de que ela lhe da a area exata ao
somar mais ou menos um nimero infinito de infinitos retangulos finos.

Sem levar em consideragao o que os pequenos pedacos que voceé esta
somando sao — eles podem ser pequenos pedacos de distancia ou volume
ou energia (ou apenas area) — vocé pode representar o somatorio como a
soma das areas dos finos filetes retangulares sob a curva.Se as unidades nos
eixos x e y forem, digamos, metros,entao cada fino retangulo mede tantos
metros por tantos metros, e sua area — base vezes altura — € algum nimero
de metros quadrados.Nesse caso,a area total de todos os retangulos lhe da
a area sob a curva entre a e b (embora nao para escalonar).

Se, por outro lado,a unidade no eixo x for horas (t) e no eixo y for
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classificada como quilometros por hora,tendo em vista que a velocidade
vezes tempo é igual a distancia,a area de cada retangulo representa uma
quantidade da distancia e a area total lhe da a distancia total viajada
durante o dado intervalo de tempo.Ou se o eixo x for classificado em horas
(t) e 0 eixo y em quilowatts de poténcia elétrica — e nesse caso a curva, (1),
da o consumo da energia em fun¢ao do tempo — entao a area de cada filete
retangular (quilowatts vezes hora) representa um nimero de quilowatt-hora
de energia.Nesse caso,a area total sob a curva lhe d& o nimero total de
quilowatt-hora de consumo de energia entre os dois pontos no tempo.

A Figura 13-5 mostra como vocé faria o problema da luminéria — do comeco
desse capitulo — somando as areas. Nesse grafico,a funcao A(h) da a drea
da secao transversal de uma fina fatia de panqueca da lampada como uma
funcao da sua altura medida a partir da base da lampada. Entao,dessa vez,

o eixo h é classificado em polegadas (isto €, h como em altura a partir da
base da lampada),e o eixo y é classificado em polegadas ao quadrado,e
assim cada retangulo fino tem uma base medida em polegadas e uma altura
medida em polegadas ao quadrado.Entao a sua area representa centimetros
por centimetros ao quadrado,ou centimetros ctibicos de volume.

y
esssssss———  (centimetros Alh)

Figura 13- ao
b:Adrea quadrado)
sombreada lhe
da o volume
da base da
ldmpada na : ' h

Figura 13-1. 0 5 10 15
——

(centimetros)

A area do retangulo fino na Figuras 13-5 representa o volume da fina
fatia de panqueca da luminaria a 5 centimetros acima do fundo da
base. A area total sombreada e assim o volume da base da luminéaria
sao dados pela integral a seguir:

Volume = drea da sec¢do transversal x espessura

S

A(H) dh
0

que significa que vocé soma os volumes de todas as finas fatias de
panqueca de 0 a 15 polegadas (isto é,do fundo até o topo da base da
lampada), cada pedaco tendo um volume dado por A(h) (sua area da
secao transversal) vezes dh (sua altura ou densidade).
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Lidando com a Area Negativa

Ity

© CRIT,
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Area

Nos exemplos envolvendo volume, distancia e energia (do tépico
anterior), vocé esta sempre somando pedagos positivos de algo.Isso é
geralmente o caso com problemas praticos porque vocé nao pode, por
exemplo, ter um volume de dgua negativo ou usar um ndmero negativo
de quilowatt-hora de energia.No entanto, vocé algumas vezes vai integrar
fungoes que entram nos negativos — isto €, abaixo do eixo x.Aqui esta
alguns indicadores para quando isso acontecer.

Ao usar a integracao para calcular a area,a area abaixo do eixo x €
considerada como uma area negativa.A area total entre a e b para uma

b
curva f(x) — dada pela integral j f(x) dx — é realmente uma area liquida
onde a 4rea total abaixo do eixo x (e acima da curva) é subtraida da area

total acima do eixo x (e abaixo da curva).

Pense no eixo x como no nivel do solo, areas acima do eixo x como
montes de areia e area abaixo do eixo x como buracos no solo. A area
liquida entao representa a quantidade de terra deixada acima do nivel
do solo depois que vocé usa a terra dos montes para encher os buracos
(Essa area liquida pode ser uma niimero negativo).

No Capitulo 16, eu mostro a vocé como calcular a area total entre uma
curva e o eixo x onde todas as se¢oes da area sao ditas positivas.

Ok.J4 esta bom dessa coisa introdutéria. No préximo tépico, vocé vai
realmente calcular algumas areas.

Aproximada

Antes de explicar como calcular areas exatas, eu quero mostrar a vocé
como aproximar areas. O método de aproximacao € Gtil nao apenas
porque prepara a base para o método exato — integracao — mas porque para
algumas curvas,a integracao é impossivel,e a aproximacao de uma éarea € o
melhor que vocé pode fazer.

Area aproximada pela soma
dos extremos esquerdos

Digamos que vocé queira a area exata sob a curva f(x) =x*+ 1 entre 0 e 3.
Veja a area sombreada no grafico da esquerda na Figura 13-6.
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Primeiramente, vocé obtém uma estimativa aproximada da area
desenhando os trés retangulos sob a curva,como mostrado a direita da
Figura 13-6, e depois determinando a soma das suas areas.

Os retangulos na Figura 13-6 representam o tao falado extremo esquerdo
porque o canto esquerdo superior de cada retangulo toca a curva.Cada
retangulo tem uma base de 1 e a altura de cada é dada pela altura da
fungao da borda esquerda do retangulo. Entao, o retangulo nimero 1 tem
uma altura de A(0) =0?+ 1 = 1;sua area (comprimento x largura ou base

x altura) é assim 1 x 1,ou 1.0 retangulo 2 tem uma altura de f(1) =12+ 1 =
2,entdo sua area é 2 x 1,ou 2.E o retangulo 3 tem um altura de A(2) = 2% +

1 =5,entao sua area € 5 x 1,ou 5.Somando essas trés areas lhe da um total
de 1+ 2+ 5,0u 8.Vocé pode ver que isso € uma avaliagao abaixo do valor
total da area sob a curva por causa das trés lacunas entre os retangulos e a
curva mostradas na Figura 13-6.

Para uma melhor estimativa, dobre o nimero de retangulos para seis.A
Figura 13-7 mostra seis retangulos com “extremos esquerdos”sob a curva e
também como os seis retangulos comec¢am a encher as trés lacunas que
voceé vé na Figura 13-6.

y y

A A
0 (3,10) T (3,10)

1
8+ (25,7.25) /| 81
64 (15,3250 , g 6 -
4l (5125 2l (5125
(1,2) (1,2)

2Ly 21y
< —>X < —>X

T T

R1 R2 R3 R4 R5 R6
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Vocé consegue ver os trés retangulos pequenos sombreados no grafico
da direita na Figura 13-7? Eles sentam no topo dos trés retangulos da
Figura 13-6 e representam quanto da area estimada foi melhorada
usando seis retangulos em vez de trés.

Agora some as areas dos seis retangulos. Cada um tem uma largura de 0,5

e as alturas sao f0),f0,5),f(1),f(1,5),e assim por diante. Eu vou livrar vocé
da aritmética.Aqui esté o total: 0,5 + 0,625 + 1 + 1,625 + 2,5=9,875.Essa é
uma estimativa melhor,mas ainda € uma subestimacao por causa das seis
lacunas pequenas que vocé pode ver no grafico da esquerda na Figura 13-7.

ATabela 13-1 mostra as estimativas da area dadas por 3,6,12,24,48,96,192,e
384 retangulos.Voceé nao tem que dobrar o nimero de retangulos toda vez
como eu fiz aqui.Vocé pode usar qualquer niimero de retangulos que quiser.
Eu apenas gosto do esquema de dobrar porque,com cada duplicacao,as
lacunas sao tapadas cada vez mais como mostradas na Figura 13-7.

Tabela 13-1 Estimativas da Area Sob f(x) = x* + 1 Dadas
por Nameros Crescentes de Retangulos
com “Extremos Esquerdos”

Ndamero de Area
retdngulos estimada
3 8
6 9,875
12 ~10,906
24 ~11,445
48 ~11,721
96 ~11,860
192 ~11,930
384 ~11,965

Algum palpite sobre para onde as estimativas da Tabela 13-1 estao
seguindo? Para mim parece que para 12.

Aqui esté a féormula elegante para a soma dos retangulos de extremos
esquerdos:

A regra do retangulo de extremos egquerdos: Voce pode aproximar a

area exata sob uma curva entre a e b, jf(x), com a soma dos retangulos
a

de extremos esquerdos dados pela seguinte férmula. Em geral, quanto mais

retangulos,melhor é a estimativa.
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Onde n é o nimero de retangulos, é a largura de cada retangulo, e os
valores da fung¢ao sao as alturas dos retangulos.

E melhor eu explicar um pouco a férmula. Olhe de volta para os seis
retangulos mostrados na Figura 13-7.A largura de cada retangulo € igual ao

comprimento do intervalo total de 0 até 3 (que, é claro,é 3 —0,ou 3) dividido

pelo niimero de retangulos, 6.1ss0 é 0 que 0 —— 4 faz na formula.

Agora, e sobre 0s xs com o0s subscritos? A coordenada x do lado esquerdo
do retangulo 1 na Figura 13-7 é chamada de xo,0 lado direito do retangulo
1 (que é o mesmo que o lado esquerdo do retangulo 2) esta em x3,0 lado
direito do retangulo 2 estd em x;,0 lado direito do retangulo 3 esta em xs,e
assim por diante o tempo todo para o lado direito do retangulo 6,que esta
em X. Para os seis retangulos na Figura 13-7,x € 0,x1 € 0.5,x, € 1,x3 é 1.5,x4
€ 2,x5 € 2.5,e x5 € 3.As alturas dos seis retangulos esquerdos na Figura 13-7
ocorrem nos seus lados esquerdos, que estao em 0,0.5,1,1.5,2,e 2.5 — isto
€,de x; até xs.Voceé nao usa o lado direito do altimo retangulo,xs,em uma
soma de extremos esquerdos. E por isso que a lista de valores na férmula
termina em X, _;.Isso tudo se torna claro — cruze seus dedos — quando vocé
olha a férmula para os retangulos de extremos direitos no préximo topico.

Aqui esta como usar a férmula para os seis retangulos na Figura 13-7:
3-0
Li=—F7— [f(xo) + f(x1) + FO0) + f(xs) + Fx) + f(xs)]
f0)+ 0,5 + (1) +f(1,5) +f(2) + f(2,5)]

1
=7 |

= (1+125+2+32545+7,.25)
1

5

Note que se eu tivesse distribuido a largura de 2 por cada uma das alturas
depois da terceira linha na solugao acima, voceé teria visto a soma das
areas dos retangulos — que vocé viu uma pagina atras.A férmula apenas
usa o atalho de somar primeiro as alturas e depois multiplicar pela largura.

Usar areas aproximadas ou encontrar areas exatas, as areas sob o eixo
x sao ditas negativas.Veja o tépico “Lidando com &reas negativas” no
comeco desse capitulo.
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Area aproximada pela soma

dos extremos direitos

Ok.Agora estime a mesma area sob f(x) =x*+ 1 de 0 até 3 com os
retangulos de extremos direitos.Esse método funciona como a soma dos
extremos esquerdos exceto que cada retangulo é desenhado de maneira
que o canto direito superior toque a curva.Veja a Figura 13-8.

y
A
(3,10)
10 +
8 4
Fi 13-8
igura13-8: ¢ |
Trés (2,5)
retangulos 4 +
com (1,2)
extremos 2
direitos >
usados para 1 ) 3
aproximar a Y
area sob
f(x) =x2+ 1.
(x) Ret.1 Ret.2  Ret.3

As alturas dos trés retangulos na Figura 13-8 sao dadas pelos valores

da funcao nos seus lados direitos: f(1) = 2,f(2) = 5,e f(3) = 10.Cada
retangulo tem uma largura de 1,entao as areas sao 2,5,e 10, que totalizam
17.Voc€ nao tem que ser um génio para ver que dessa vez vocé obtém
sobrestimativa da area atual sob a curva,ao contrario da subestimacao
que vocé obteve com o método do retangulo esquerdo que eu detalhei no
topico anterior (mais sobre isso em um minuto).A Tabela 13-2 mostra as
estimativas seguindo uma tendéncia com mais e mais retangulos direitos.

Tabela 13-2 Estimativas da Area Sob f(x) = x2 + 1 Dadas
por Nimeros Crescentes de Retangulos
com “Extremos Direitos”

Nimero de Area
retangulos estimada
3 17

6 14,375
12 ~13,156
24 ~12,570
48 ~12,283
96 ~12,141

192 ~12,070
384 ~12,035
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Parece que essas estimativas também estao em direcao a 12.Aqui esta a
féormula para a soma dos retangulos de extremos direitos:

A regra dos triangulos,retangulos: Vocé pode aproximar a area exata sob
uma curva entre a e b, I f(x) dx,com a soma dos retangulos certos dados

a
pela seguinte formula. Em geral, quanto mais retangulos, melhor € a estimativa.

R, =% [ +£06) + FX5) + o + )]

b-a

onde n é o nimero de retangulos, € a largura de cada retangulo, e os

valores da funcao sao as alturas dos retangulos.

Agora se vocé comparar essa féormula com a férmula para a soma dos
retangulos com extremos esquerdos (no tépico “Area aproximada pela
soma dos extremos esquerdos™),vocé tem a imagem completa sobre esses
subscritos.As duas férmulas sao a mesma exceto por uma coisa. Olhe para
as somas dos valores da fun¢ao em ambas as férmulas. A férmula para a
soma dos extremos direitos tem um valor, f(x,,),que a férmula da soma dos
extremos esquerdos nao tem, e a férmula da soma dos extremos esquerdos
tem um valor, f(x,),que a férmula da soma dos extremos direitos nao tem.
Todos os valores da fungao entre esses dois aparecem nas duas férmulas.
Vocé pode entender melhor comparando os trés retangulos com extremos
esquerdos da Figura 13-6 com os trés retangulos com extremos direitos da
Figura 13-8.Suas areas e totais, que nés calculamos mais cedo,sao:

Trés retangulos com extremos esquerdos: 1+2+5=38
Trés retangulos com extremos direitos: 2+5+10=17

As somas das areas sao as mesmas exceto pelo retangulo com extremo
esquerdo mais a esquerda e pelo retangulo com extremo direito mais

a direita. Ambas as somas incluem os retangulos com areas de 2 e 5.Se
voceé olhar para como os retangulos sao construidos, vocé podera ver que
o segundo e terceiro retangulos na Figura 13-6 sao iguais ao primeiro e
segundo retangulos na Figura 13-8.

Uma tltima coisa sobre isso.A diferenca entre a area total do retangulo com
extremo direito (17) e a area total do retangulo com extremo esquerdo (8)
—isto é,17 menos 8,0u 9, caso vocé ame calculo mas ainda nao aprendeu

a subtracao basica — vem da diferencga entre as areas dos dois retangulos
“finais” discutidos agorinha — 10 menos 1 também é 9.Todos os outros
retangulos sao repetidos,nao importa quantos retangulos voce tenha.
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Area aproximada pela soma
dos pontos médios

Uma terceira maneira de aproximar areas com retangulos € fazer cada
retangulo cruzar a curva no ponto médio da sua parte superior. A
soma do ponto médio é uma melhor estimativa da area do que a soma
esquerda ou direita. A Figura 13-9 mostra por que.
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Ihe ddo —

uma melhor < > X
estimativa da T 1 2 3

|
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area sob

X=Xl Ret1 Ret2  Ret3

Vocé pode ver na Figura 13-9 que a parte de cada retangulo que esta
acima da curva aparenta ter o mesmo tamanho que a lacuna entre o
retangulo e a curva.A soma do ponto médio produz uma boa estimativa
porque esses dois erros cancelam,em linhas gerais,um ao outro.

Para os trés retangulos da Figura 13-9, as larguras sao iguais a 1 e as alturas
sao f(0.5) = 1.25,f(1.5) =3.25,e f(2.5) = 7.25.A area total chega a 11,75.A
Tabela 13-3 lista as somas dos pontos médios para 0 mesmo nimero de
retangulos na Tabela 13-1 e 13-2.

Tabela 13-3 Estimativas para a Area Sob f(x) = x2 + 1
Dadas pelos Niimeros Crescentes dos
“Pontos Médios” dos Retangulos

Ndamero de Area
retangulos estimada
3 11.75
6 11.9375
12 ~11.9844
24 ~11.9961
48 ~11.9990
96 ~11.9998
192 ~11.9999
384 ~11.99998
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Se vocé tem qualquer diivida que as somas dos extremos esquerdos e
direitos nas Tabelas 13-1 e 13-2 estao na direcao de 12,a Tabela 13-3 deve
refuté-las.Sim, de fato,a area exata é 12 — desculpe entregar o final.E para ver
quao rapido as aproximagoes do ponto médio se aproximam da resposta
exata de 12 do que as aproximagoes esquerda ou direita, compare as trés
tabelas. O erro com os 6 pontos médios dos retangulos € mais ou menos o
mesmo erro com 192 retangulos esquerdos ou direitos! Aqui esta a bobagem.

A regra do ponto médio: Vocé pode aproximar a area exata sob uma curva
b
entreaeb, j f(x) dx,com a soma dos pontos médios dos retangulos dados
a

pela seguinte féormula. Em geral, quanto mais retangulos, melhor € a estimativa.

M= O [P e () e (P o ()

P ~ a, -
onde n é o nimero de retangulos, € a largura de cada retangulo,e os

valores da fungao sao as alturas dos retangulos.

Todas as trés somas — esquerda, direita e ponto médio — sao chamadas de
somas de Riemann em homenagem ao matematico G.EB.Riemann (1826-
66).Basicamente, qualquer soma aproximada feita de retangulos € uma
soma de Riemann, incluindo somas estranhas consistidas de retangulos de
larguras desiguais. Com sorte, vocé nao vai ter que lidar com essas somas
nesse livro ou em qualquer curso de calculo.

A soma esquerda, direita e ponto médio nas Tabelas 13-1,13-2,e 13-3 estao
todas seguindo na direcao de 12, e se vocé puder dividir a &rea em um
nlimero infinito de retangulos, vocé obtera a area exata de 12.Mas eu estou
me excedendo.

Ficando Sofisticado com
a Notacdao Somatoria

Antes que eu entre na defini¢ao formal da integral definida — isto é,a
incrivel ferramenta do calculo que corta mais ou menos uma area em um
nlimero infinito de retangulos e com isso vocé tem a area exata — ha mais
uma coisa para tomar cuidado: a notagao somatoria.

Resumindo os conceitos bdsicos

Para somar séries longas de niimeros como as areas do retangulo em uma
soma esquerda, direita e ponto médio,a notagao somatoria ou sigma € Util.

Capitulo 13: Introducéo a Integracdo e Area Aproximada 22 ’
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Digamos que vocé quisesse somar os 100 primeiros multiplos de 5 —isto é,de
5 até 500.Vocé poderia escrever essa soma da seguinte forma:

54+10+15+20+25+...+ 490 + 495 + 500

Mas com a notag¢ao sigma (sigma,z,é a 18% letra do alfabeto grego —
nao diga!) a soma fica muito mais condensada e eficiente, e,vamos ser
honestos, parece muito legal:

100

Y 5i
i=1

Essa notacao diz para vocé apenas inserir 1 no lugar de i em 5/, depois
inserir 2 no lugar de 1 em 5i,depois 3,depois 4, e assim até chegar a 100.
Depois vocé soma os resultados. Entao isto € 5 x 1 mais 5 x 2 mais 5 x 3,
e assim por diante, até 5 x 100.Isso é a mesma coisa que escrever a soma

da maneira longa. A prop0ésito, a letra i nao tem significancia.Voce pode
100

escrever a soma com um j, Z 5j,0u qualquer outra letra que vocé gostar.
j=1

Aqui tem mais um.Se vocé quiser somar 102+ 112+ 122 + ......... +29% + 307,
vocé pode escrever a soma com a notagao sigma como segue:

30
S
k=10

E realmente simples.

Escrevendo as somas de Riemann
com a notacdo sigma

Voceé pode usar a notacao sigma para escrever a soma dos extremos direitos
para a curva x* + 1 nos topicos de “Area aproximada”.A propésito, vocé

nao precisa da notacao sigma para o calculo que se segue.E apenas uma
“conveniéncia”- sim, certo. Cruze os dedos e tor¢a para que o seu professor
decida nao abordar o que se segue. Fica muito dificil.

Lembre-se da férmula para a soma dos extremos direitos do topico
anterior ‘Area aproximada pela soma dos extremos direitos”:

R, =% [0 + F00) +£0) + e + )]

Aqui esta a mesma férmula escrita com a notagao sigma:
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R, :,-2 [f(x,-) .(b ; a)

Agora resolva isso para os seis retangulos direito na Figura 13-10.

Vocé esta descobrindo a area sob x* + 1 entre 0 e 3 com seis retangulos,

b-a ., 3-0 3 1 . N
&g oug,ou E.Assm, agora vocé tem

R, :i [f(x,-) @]

entao a largura de cada,

y
A
10 +
8_
6-_
Figura 13-10: 4l
Seis
retangulos 2+
direitos _
aproximama 5A1AI5A 2 A25A 3 X
areasob y |’ ’ '
f(x) = x2 +1

entre 0 e 3. Rl R2 R3 R4 R5 R6
|
. - 1 o
Agora,devido ao fato de a largura de cada retangulo ser 5, 0s lados direitos
dos seis retangulos caem nos seis primeiros multiplos de %z 0.5,1,15,2,25,e
3.Esses nlimeros sao as coordenadas x dos seis pontos Xx; até xg; eles podem
ser gerados pela expressao % i,onde i é igual de 1 até 6.Voce pode verificar
que isso funciona inserindo 1 no lugar de i em 1 i,depois 2,depois 3,até 6.

2
- ~ - . 1. ~
Entao agora vocé pode substituir o x; na férmula por b dando a vocé

Re=Y (33

2
Nossa funcao, f(x),é x* + 1 entao /(%1) = f(%l) + 1, e assim vocé pode

agora escrever
R:i [((1,.)2 1).1]
6 ] 2°) + 2
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Se voceé colocar 1 no lugar de i,depois 2, depois 3, e assim por diante
até 6 e fizer os calculos, vocé obtém a soma das areas dos retangulos
na Figura 13-10. Essa notagao sigma € apenas uma maneira sofisticada
de escrever a soma dos seis retangulos.

Estamos nos divertindo? Espera ai, fica mais dificil — desculpe. Agora
VOCe vai escrever a soma geral para um nimero desconhecido (n) de
retangulos direitos. O intervalo total da drea em questao é 3, certo? Voce
divide esse intervalo pelo nimero de retangulos para obter a largura

de cada retangulo. Com 6 retangulos, a largura de cada um € %; com n
retangulos, a largura de cada um é % E os lados direitos dos n retangulos

sao gerados por %i, para i igual de 1 até n.Isso te da

R.=

n
i=1

5.3

Ou,porque f(x) =x*+1,

n n 3
= Z —+ Z— (acredite em
n Lin .
i=1 mim)

Para esse tltimo passo, extraia o % eo através dos sinais do somatoério

— é permitido que voceé extraia qualquer coisa exceto por uma funcao de
i,também conhecida como index da somatoria.Além disso, 0 segundo
somatorio no Gltimo passo tem apenas 1 depois dele e nao um i.Entao nao
h& nenhum lugar para inserir os valores de i.Essa situagao pode parecer
um pouco estranha, mas tudo o que vocé faz é somar n 1s,que é igual a n
(Eu fago isso abaixo,no proximo passo).

Vocé agora chegou a um passo critico. Com um truque vocé vai
transformar a soma de Riemann anterior em uma férmula em funcao
de n.Essa formula é o que vocé usa para obter a area exata sob a curva
no proximo tépico,chamado apropriadamente de “Encontrando a area
exata com a integral definida”.

Agora,como quase ninguém sabe,a soma dos primeiros n nimeros ao

)@2n+1)

quadrado, 12+ 22+ 3 + ......+ n?,é igual a n(n+ (A proposito, esse
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6 nao tem nada a ver com o fato de nés termos usado 6 retangulos algumas
n

paginas atras).Entao, vocé pode substituir essa expressao por Z 2 na Gltima
b n

i=1
linha da solu¢ao da notacao sigma, e ao mesmo tempo substituir n por Z 1:

i=1

27 n n+1)(2n+1)+3

n’ 6 n
3 2
= i—z : (% + % + %) +3 (Ok,eu admito,eu nao mostrei a
vocé todo o meu trabalho)
27 9
27 9
=12+ on : o

Fim.Finalmente! Essa € a formula para a area de n retangulos direitos entre
0 e 3 sob a funcao = x* + 1.Vocé pode usar essa férmula para produzir os
resultados dados na Tabela 13-2. Mas,uma vez que vocé tenha tal férmula,
seria um pouco sem sentido produzir uma tabela de areas aproximadas,
porque vocé pode usar a féormula para determinar a area exata.E € muito
facil. Eu vocé chegar nisso em um minuto no préximo tépico.

Mas primeiro,aqui estao as formulas para n retangulos esquerdos e n

pontos médios dos retangulos entre 0 e 3 sob a fungao x* + 1.Essas férmulas
produzem as areas aproximadas nas Tabelas 13-1 e 13-3.A algebra para
derivar essas formulas € mais dificil do que o que voceé fez para a férmula do
retangulo direito,entao eu decidi pular. Vocé se importa? Eu achei que nao.

27 9
Li=12-57 57

9
My=12-77

E agora, 0 que vocés todos estavam esperando...

Encontrando a Area Exata
com a Integral Definida

Tendo mostrado todos os fundamentos necessarios, vocé finalmente
esta pronto para determinar areas exatas — que € o que faz a integracao.
Voceé nao precisa do célculo para fazer todo o negécio da aproximagao
que vocé acabou de fazer.

Como vocé viu com o retangulo esquerdo,direito e o ponto médio nos
topicos de‘Area aproximada”, quanto mais retangulos vocé tiver, melhor sera
a aproximacao. Entdo,‘tudo” o que vocé tem que fazer para obter a area exata
sob uma curva é usar um nimero infinito de retangulos.Agora, na verdade,
vocé nao pode usar um numero infinito de retangulos, mas com a fantéstica
invencao dos limites, isso € mais ou menos o que acontece.Aqui esta a
definicao de uma integral definida que é usada para calcular as areas exatas.
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A integral definida (definicao “simples”): A area exata sob uma curva
entre a e b é dada pela integral definida,que é definida como segue:

ff(x) dx= lignz [f(xi) : (b . a)]

Isso é bonito ou nao? O somatério acima € idéntico a férmula para n
retangulos direitos, R, que eu mostro algumas paginas atras.A Gnica
diferenga aqui € que vocé acha o limite dessa férmula como o nimero
de retangulos se aproximando do infinito ().

Essa definicao de uma integral definida é a versao simples baseada na
férmula do retangulo direito. Eu vou lhe dar a verdadeira definicao McCoy
mais tarde, mas pelo fato de todas as somas Riemann terem o mesmo
limite — em outras palavras,nao importa qual tipo de retangulo vocé usa —
é preferivel usar a definicao do retangulo direito. E 0 menos complicado e
vai sempre ser suficiente.

Vamos fazer soar os tambores! Aqui, finalmente, esta a area exata sob o
nosso velho amigo x*+ 1 entre 0 e 3:

n

3 . o
Ojf(xm) dx = 1"1@; - (229)]

_ 11?}(12 . 27 i) (Lembre-se,em um problema sobre limite,

2n  2n*) qualquer nimero dividido pelo infinito é
igual a zero.)
27 9
=R+ ot
=12+ % + %

=12+0+0 (ssoé o que noésobtivemos no topico
“Escrevendo as somas Riemann com a notagao
sigma” depois de todos aqueles passos.)

=12
Grande surpresa.

Esse resultado é muito incrivel se vocé pensar nele. Usando o processo
do limite, vocé obtém uma resposta exata de 12 — que é mais ou menos
12,00000000... até um nimero infinito de casas decimais — para a area
sob a fungao curva e suave x?+ 1,baseada nas areas de retangulos

de topo plano que vao ao longo da curva no formato de dente de

serra recortado. Deixe-me adivinhar — o simples poder dessa beleza
matematica traz lagrimas aos seus olhos.

Encontrar a area exata de 12 usando o limite de uma soma de Riemann é
muito trabalho (lembre-se,vocé teve que primeiro determinar a férmula
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para n retangulos direto). Esse método complicado de integracao é
comparavel a determinar a derivada da maneira dificil usando a definicao
formal que é baseada no quociente da diferenca (se vocé esqueceu e

tem vontade de lembrar,veja o Capitulo 9).E assim que vocé parar de

usar a definicao formal da derivada depois que vocé aprender os atalhos
da diferenciacao,voce nao terd que usar a definicao formal da integral
definida baseada na soma de Riemann depois de aprender os métodos de
atalho nos Capitulos 14 e 15 — exceto, isto é, para o seu exame final.

Devido ao fato de o limite de todas as somas Riemann ser o mesmo, os
limites no infinito de n retangulos esquerdos e n pontos médios dos
retangulos — para x* + 1 entre 0 e 3 — devem nos dar o mesmo resultado
como o limite de n retangulos direitos, e eles dao.As expressoes depois dos
simbolos do limite a seguir sao as formulas para n retangulos esquerdos

e n pontos médios dos retangulos que aparecem no final do tépico
“Escrevendo as somas de Riemann com a notacao sigma”no comecgo
desse capitulo.Aqui esta o limite do retangulo esquerdo:

3
A . 27 9
2 = m:l —— Tt
I(x +1)dx=L "LIT}(12+2n+2n2)
0
27 9
=12+2.m+2.m2
:12—%+%
=12-0+0
=12

E aqui esta o limite do ponto médio do retangulo:

f(xa+ D dx:Mw=llrg(12_i)

4n?
0
=12—4_9002
-2
=12-0
=12

Se vocé esta um tanto incrédulo que esses limites lhe dao a area exata sob
X%+ 1 entre 0 e 3,vocé nao esta sozinho.Afinal de contas, nesses limites, assim
como em todos os problemas com limites, 0 nimero x (e nesse exemplo)

é somente aproximado;na verdade,nao é nunca alcangado.E,além disso,o
que significaria alcancar o infinito? Vocé nao pode fazer isso.E sem levar em
consideragao quantos retangulos vocé tem,voceé sempre tem aquele lado de
dente de serra recortado.Entao como pode tal método lhe dar a area exata?

Olhe para ele dessa maneira.Vocé pode dizer a partir das Figuras 13-6
e 13-7 que a soma das areas dos retangulos esquerdos,sem levar em
consideracao a quantidade, vai sempre ser uma subestimagdo (esse € o
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caso para as fungoes que estao aumentando ao longo do intervalo em
questao).E a partir da Figura 13-8, vocé pode ver que a soma das areas de
retangulos direitos,sem levar em consideracao a quantidade que voceé tem,
vai sempre ser uma superestimacdo (para fungoes crescentes). Entao, visto
que os limites no infinito da subestimacgao e da superestimacao sao iguais
a 12,essa deve ser a area exata (Um argumento semelhante funciona para
funcoes decrescentes).

Nao somente os limites no infinito dos retangulos esquerdos, direitos e dos
pontos médios sao os mesmos, o limite de qualquer soma de Riemann
também lhe da a mesma resposta.Vocé pode ter uma série de retangulos
com larguras desiguais; vocé pode ter uma mistura de retangulos esquerdos,
direitos e de pontos médios; ou vocé pode construir retangulos para que eles
toquem a curva em algum ponto diferente do canto superior esquerdo ou
direito ou nos pontos médios dos seus lados superiores. A tinica coisa que
importa € que,no limite,a largura de todos os retangulos tende para zero.Isso
nos traz para a bobagem da integracao totalmente extrema e vulgar que leva
em conta todas essas possibilidades.

A integral definida (a real definicao de McCoy): A integral definida de a

até b, jf(x)dx, € o nimero para o qual todas as somas de Riemann tendem
a
a medida que o niimero de retangulos se aproxima do infinito e a medida

que a largura de todos os retangulos tende a zero:
b n

j F(x) dx=lim Y’ f(c) Ax;

a i=1

onde Ax; € a largura de i retangulos e ¢; € a coordenada x do ponto onde o
i retangulo toca f(x).

Area Aproximada com a Regra do
Trapézio e a Regra de Simpson

O método da area exata nao funciona para certos tipos de funcoes. Esta
além do objetivo desse livro explicar porque esse € o caso ou como sao
exatamente essas fungoes, entao apenas leve em conta o que eu digo. A
seguir temos mais duas maneiras para estimar a area — em acréscimo a usar
o retangulo esquerdo, direito e os pontos médios — que podem ser lteis caso
vocé obtenha uma dessas fung¢oes nao cooperativas.
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Com a regra do trapézio,em vez de aproximar a area com retangulos,voce faz
isso com,vocé consegue adivinhar? — trapézios.Veja a Figura 13-11.

(3,10)
]

4

10

8 -

6 -

4
|

Figura13-11: 9 -
Trés

trapézios -«

aproximam a

area sob \
f(x) =x2+1
entre 0 e 3.
|

Trap.3

Por causa da maneira como os trapézios abracam a curva, eles lhe
dao uma melhor estimativa da area do que o retangulo esquerdo ou

o direito. E no fim das contas a aproximacao pelo trapézio é a média
das aproximacgoes do retangulo esquerdo e do retangulo direito.

Voceé consegue ver o porqué? (Dica: A area do trapézio — digamos o
trapézio 2 na Figura 13-11 — é a média das areas de dois retangulos
correspondentes nas somas dos extremos esquerdos e direitos, a saber,
o retangulo nimero 2 na Figura 13-6 e o retangulo 2 na Figura 13-8).

A Tabela 13-4 lista as aproximagcoes usando os trapézios para a area sob

x’+1lentre0e 3.

Tabela 13-4

Estimativas da Area Sob f(x) = x? + 1

Entre 0 e 3 Dadas pelo Nimero de Trapézios

Ndamero de Area
trapézios estimada
3 12.5
6 12.125
12 ~12.031
24 ~12.008
43 ~12.002
96 ~12.0005
192 ~12.0001
384 ~12.00003
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\oRA

Ao olhar a Figura 13-11,voce talvez espere que uma aproximacgao usando
um trapézio seja melhor do que a estimativa do ponto médio, mas na
realidade, como uma regra geral, estimativas usando o ponto médio

sao mais ou menos duas vezes melhores do que as estimativas usando
trapézios.Vocé pode confirmar isso comparando a Tabela 13-3 e a 13-4.
Por exemplo,a Tabela 13-3 lista uma area estimada de 11.990 para 48
retangulos formados pelos pontos médios. Isso difere da area exata de 12
por 0,01.A area estimada com 48 trapézios dados na Tabela 13-4, a saber,
12.002, difere de 12 por duas vezes mais.

Se voce ja calculou as aproximagoes dos retangulos com extremos
esquerdos e com extremos direitos para uma fung¢ao em particular e para
certo nimero de retangulos,vocé pode apenas calcular a média deles para
obter a estimativa do trapézio correspondente.Se nao,aqui esta a férmula:

A regra do trapézio: Vocé pode aproximar a area exata sob uma curva
b
entre a e b, jf(x)dx,com a soma dos trapézios dada pela seguinte féormula.

a
Em geral,quanto mais trapézios, melhor € a estimativa.

T.= b2;na [f(xo) + 2f(x1) + 2f(¢2) + 2A(x3) + ... +2f(xn-1) + 2f(x,,)]

onde n é o nimero de trapézios, X, € igual a a, e x; até x, sao as coordenadas
x igualmente espacadas dos lados direitos dos trapézios de 1 até n.

Mesmo que a definicao formal da integral definida seja baseada na soma
de um ndmero infinito de retangulos, eu prefiro pensar na integragcao
como sendo o limite da regra do trapézio no infinito. Quando vocé

usa um nimero de trapézios cada vez maior e depois amplia no local
onde os trapezodides tocam a curva, as partes superiores dos trapézios se
aproximam cada vez mais da curva.Se vocé amplia “infinitamente”, as
partes superiores dos “infinitamente muitos” trapézios se tornam a curva
e,assim,a soma das suas areas lhe da a area exata sob a curva.Essa € uma
boa maneira de pensar sobre por que a integracao produz a area exata — e
faz sentido conceitualmente — mas, na verdade, nao é feita dessa maneira.

A regra de Simpson — isto é, Thomas
(1710-1761), e ndo Homer (1987-)

Agora eu realmente fico mais sofisticado e desenho formas que sao parecidas
com trapézios,exceto que em vez de ter partes superiores inclinadas,elas tém
partes superiores curvas e parabolicas.Veja a Figura 13-12.

Note que com a regra de Simpson cada “trapézio”tem uma distancia de dois
intervalos em vez de um; em outras palavras, o “trapézio” nimero 1 vai de x
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|
Figura 13-12:
Trés
“trapézios”
com parte
superior
curva
aproximam a
area sob g(x)

entre 1e 4.
|

até x», 0 “trapézio” 2 vai de x; até x4, e assim por diante. Por causa disso, o total
de intervalos deve sempre ser dividido em um ndmero par de intervalos.

g(x)

"Trap." 1 “Trap."2  "Trap."3

A regra de Simpson é de longe o método de aproximagao mais exato
discutido nesse capitulo. Na verdade, ele da a area exata para qualquer
funcao polinomial de grau trés ou menor. Em geral, a regra de Simpson
d& uma estimativa muito melhor do que a regra do ponto médio ou a
regra do trapézio.

Uma soma usando a regra de Simpson é um tipo de média ponderada da
soma do ponto médio e da soma do trapézio, exceto que voc€ usa a soma
do ponto médio duas vezes na média. Entao,se vocé ja tem a soma do
ponto médio e do trapézio para algum nimero de retangulos ou trapézios,
voceé pode obter a aproximacao pela regra de Simpson com a seguinte
média ponderada:

M, + M, + T,

Sopp=—"7—""
3

Note o subscrito 2n.Isso significa que se vocé usar,digamos,M; ou Ts,vocé
obtém um resultado para Ss. Mas S5, que tem seis intervalos, tem trés “trapézios”
curvos porque cada um distancia um do outro em dois intervalos.Assim,a
férmula acima sempre envolve 0 mesmo nimero de retangulos, trapézios,e os
“trapézios”da regra de Simpson.

Se vocé nao tem a soma do ponto médio e nem do trapézio para o atalho
acima,vocé pode usar a seguinte férmula para a regra de Simpson.
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entre a e b, jf(x)dx,com a soma de parabolas com a parte superior no

a
formato de “trapézios” dada pela seguinte férmula. Em geral, quanto mais

“trapézios”, melhor é a estimativa.

Sn= % [f(xo) +4f(x1) + 2f(x2) + AF(xs) + 2F(xy) + ... +4f(xn-1) + 2f(x,,)]

onde n é o dobro do nimero de “trapézios”, x,até x, sdo os pontos
igualmente espacados x,-; de a até b.



Capitulo 14
Integrac@o: Sua Diferenciacéo
ao Contrario

Neste Capitulo
Fazendo a antidiferenciacao — colocando ao contrario
Usando a funcao da area
Familiarizando-se como o Teorema Fundamental do Célculo
Encontrando as antiderivadas

Calculando areas exatas do jeito facil

Capitulo 13 mostra o jeito dificil de calcular a area sob uma funcao

usando a definicao formal da integracao — o limite da soma de
Riemann. Nesse capitulo,eu faco do jeito facil, tirando vantagem de uma
das mais importantes e maravilhosas descobertas da matematica — que a

integracao € apenas a diferenciacao ao contrario.

Antidiferenciacao — Isto é,
a Diferenciacdo ao Contrdrio

A antidiferenciacdo é apenas a diferenciacao ao contrario.A derivada de
sinx é cosx,entao a antiderivada de cosx € sinx; a derivada de x° é 3x?, entao
a antiderivada de 3x? é x* — vocé apenas faz o inverso. H4 mais um pouco a
isso, mas essa € a idéia basica.Mais adiante nesse capitulo eu mostro a vocé
como integrar (encontrar areas) usando as antiderivadas.Isso é muito mais

facil do que encontrar areas com a técnica da soma de Riemann.

Agora considere de novo x* e sua derivada 3x%. A derivada de x* + 10
também é 3x?,como é a derivada de x* — 5. Qualquer funcao na forma
x*+ C,onde C é qualquer nimero, tem uma derivada de 3x?. Entao, cada

semelhante funcao é uma antiderivada de 3x2.

Co

o CRIT/

YIN0Y  indefinida de 3x2 é x* + C,e vocé escreve:

Q<¢c.i\Lc(/( A integral indefinida: A integral indefinida de uma funcao f(x),
o escrita como j f(x) dx, é a familia de todas as antiderivadas da funcao.

Por exemplo, devido ao fato de a derivada de x* ser 3x?, a integral
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|
Figura 14-1:
A familia das
curvas x* + C.
Todas essas
funcdes tém
amesma

derivada, 3x2
|

f3x2dx=x3+c

Voceé provavelmente reconhece esse simbolo de integracao, I, da
discussao sobre a integral definida no Capitulo 13.0 simbolo da
ilr})tegral definida, no entanto, apresenta dois nimeros pequenos como
I que diz a vocé para calcular a &rea de uma funcao entre esses
ﬁiois pontos,chamados de limites da integra¢do. A versao béasica do
simbolo, J- indica uma integral indefinida ou uma antiderivada.Esse

capitulo é todo sobre a conexao intima entre esses dois simbolos.

A Figura 14-1 mostra a familia das antiderivadas de 3x? a saber,x® + C.Note
que essa familia de curvas tem um nimero de curvas infinito. Elas sobem
e descem para sempre e sao infinitamente densas.A lacuna vertical de 2
unidades entre cada curva na Figura 14-1 € apenas uma ajuda visual.

inclinacdo =3
o,

<

Considere algumas coisas sobre a Figura 14-1.A curva no alto do grafico

é x* + 6;a debaixo dela é x* + 4;a da base é x* — 6. Pela regra da poténcia,
essas trés fungoes, assim como todas as outras nessa familia de funcoes,
tém uma derivada de 3x%. Agora, considere a inclinacao de cada uma das
curvas onde x € igual a 1 (veja as retas tangentes desenhadas nas curvas).
A derivada de cada curva é 3x?,entdao quando x € igual a 1,a inclinacao
de cada curva € 3 - 12,ou 3.Dessa forma, todas essas pequenas linhas
tangentes sao paralelas. Depois, note que todas as fun¢oes na Figura

14-1 sao idénticas exceto por serem deslizadas para cima ou para baixo
(lembra dos deslocamentos verticais do Capitulo 57).Por que elas diferem
somente pelo deslocamento vertical,a inclinacao de qualquer valor x,
como x = 1,é a mesma para todas as curvas. E por isso que todas elas tém
a mesma derivada e todas sao antiderivadas da mesma fungao.
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Vocabuldrio, Voshmabuldrio:
Que Diferenca Isso Faz?

Em geral, defini¢oes e vocabulario sao muito importantes em matematica,
e € uma boa idéia uséa-las corretamente. Mas com o topico atual,eu vou ser
um pouco indolente com as terminologias exatas e,com isso,eu lhe dou
permissao para fazer a mesma coisa.

Se voceé for uma pessoa persistente, vocé deve dizer que a integral
indefinida de 3x? é x* + C,que x* + C é a familia ou o conjunto de todas
as antiderivadas de 3x* (vocé nao diz que x* + C é a antiderivada), e
que x* + 10, por exemplo, é uma antiderivada de 3x*.E em uma prova,
vocé deve definitivamente escrever I?)xzdx =x*+ C. Se vocé deixar o C

de fora, voceé provavelmente vai perder alguns pontos.

Mas, ao discutir essas questoes, ninguém vai se preocupar ou ficar confuso
se vocé cansou de dizer C depois de cada integral indefinida e apenas dizer,
por exemplo,que a integral indefinida de 3x* é x*.E em vez de sempre falar
sobre o negocio daquela familia de func¢oes, vocé pode apenas dizer que

a antiderivada de 3x* é x* + C ou que a antiderivada de 3x? é x*.Todos vao
saber o que vocé quer dizer.Isso pode me custar o meu titulo de s6cio no
Conselho Nacional de Professores de Matemaética, mas, pelo menos de vez
em quando, eu uso essa abordagem flexivel.

A Irvitante Fungéo da Area

|
Figura 14-2:
A area sob
fentresex
é deslizada
movendo a

linha em x.
|

Essa € uma funcao dificil — se prepare. Digamos que voceé tenha
qualquer func¢ao antiga, f(x).Imagine que em algum valor de t,chame
de s,vocé desenhe uma linha vertical fixa.Veja a Figura 14-2.

y y

e e

f(t) fit)

[

Depois voceé pega uma linha vertical mével,comecando no mesmo ponto,s
(“s”é para ponto de partida),e leva para a direita. A medida que voce leva a
linha,vocé desliza cada vez mais a area sob a curva.Essa area € uma funcao

de x,a posicao da linha mével. Em simbolos, voce escreve:
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|
Figura 14-3:
A area sob
f(t)=10
entre 3ex

é deslizada
movendo a
linha vertical

em X.
I

A(x0) = J fo)dt

Note que t é a variavel de entrada em f(t) em vez de x porque x ja esta
sendo usada — € a variavel de entrada em A/(x). O subscrito fem A/{x)
indica que AAx) é a funcao da area para a curva em particular fou ().
O dt é um pequeno incremento ao longo do eixo t — na verdade um
pequeno incremento infinitesimal.

Aqui esta um simples exemplo para certificar que vocé entendeu
como uma fung¢ao da area funciona. A propésito, nao se sinta mal se
vocé achar isso extremamente dificil de compreender — vocé tem
muita companhia. Digamos que vocé tenha uma func¢ao simples, f(t)
= 10 — isto é,uma linha horizontal em y = 10.Se vocé deslizar a area
comecando em s = 3,voceé tera funcao da area a seguir:

X
A(x) = j 10dt
3

Vocé pode ver que a area deslizada de 3 para 4 é 10 porque, ao levar a reta
de 3 até 4,voceé desliza um retangulo com largura de 1 e altura de 10,que
tem uma area de 1 vezes 10,0u 10.Veja a Figura 14-3.

Entao,A(4),a area deslizada a medida que vocé alcanca 4, € igual a 10.
Af(5) é igual a 20 porque quando voce leva a linha para 5,vocé aumenta
um retangulo com uma largura de 2 e altura de 10,que tem uma area de 2
vezes 10,0u 20.A4(6) ¢é igual a 30,e assim por diante.

Agora,imagine que voceé leva a linha para direita a uma razao de unidade
por segundo.Vocé comeca em X = 3,e vocé alcanga 4 em 1 segundo,5 em
2 segundos, 6 em 3 segundos, e assim sucessivamente. Quanta area vocé
esta expandindo por segundo? Dez unidades ao quadrado por segundo
porque vocé amplia outro retangulo 1 por 10 a cada segundo. Note — isso
é grande — que porque a largura de cada retangulo que voce deslizada é
1,a area de cada retangulo — que € dada pela altura vezes a largura — é

a mesma que a sua altura porque qualquer coisa vezes 1 é igual a ela
mesma.Voce verd porque isso € grande em um minuto.

f(t)=10

=3

N B~ o o
—t——
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Ok, vocé esta sentado? Vocé chegou a outro grande momento Ah ha! Na
histéria da matematica. Lembre-se que a derivada é uma razao. Entao,
pelo fato de a razao na qual a funcao da area anterior aumentar em 10
unidades por segundo ao quadrado,vocé pode dizer que sua derivada é
igual a 10.Assim, vocé pode escrever —

d
ToAG) =10

Novamente, isso apenas diz a vocé que com cada 1 unidade aumentada em
x,Ar (a funcao da area) aumenta em 10.Agora aqui esté a coisa critica: note
que essa razao ou derivada de 10 € a mesma que a altura da func¢ao original
f(t) = 10 porque a medida que vocé vai ao longo de 1 unidade,vocé desliza o
retangulo que é 1 por 10,que tem uma area de 10,a altura da fungao.

Isso funciona para qualquer funcao, nao apenas linhas horizontais.
Olhe a funcao g(t) e sua funcao da area A,(x) que desliza a area
comecando em s = 2 na Figura 14-4.

y

gqld

area= 20 area= 15

o
N
w
~
3}

Vocé pode ver que A,4(3) € mais ou menos 20 porque a area deslizada
entre 2 e 3 tem uma largura de le a parte superior curva do “retangulo”tem
uma altura média de mais ou menos 20. Entao, durante esse intervalo,a
razao de crescimento de A,(x) € mais ou menos 20 unidades ao quadrado
por segundo.Entre 3 e 4,vocé desliza mais ou menos 15 unidades ao
quadrado de area porque isto € aproximadamente a altura média de g(%)
entre 15 e 4.Entao, durante o segundo nimero dois — o intervalo de x = 3
até x = 4 — a razao de crescimento de Ag(x) é mais ou menos 15.

A razdo da area sendo deslizada sob a curva por uma fungao da area em
um dado valor de x é igual a altura da curva naquele valor de x.

Eu percebo que estou sendo um pouco flexivel — na minha discussao
na Figura 14-4 — dizendo coisas do tipo “aproximadamente” isso ou
“média” daquilo.Mas leve em conta o que eu digo,quando voce faz
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os calculos,tudo da certo.Vocé viu no Capitulo 13 que a area sob a

curva é aproximadamente cada vez melhor quando nlimeros crescentes
de retangulos cada vez mais finos sao somados, e que a area exata é
determinada somando as areas de um niimero infinito de retangulos finos
infinitos. O mesmo tipo de processo envolvendo limite estd acontecendo
aqui — as areas e razoes que sao “aproximadamente”tais e tais se tornam
exatas no limite. O importante para observar é que a velocidade de
crescimento da &rea sob a curva é a mesma que a altura da curva.

0 Poder e a Glovia do Teorema
Fundamental do Calculo

Soem as trombetas! Agora que voceé viu a relacao entre a razao de
crescimento de uma funcao da area e a altura da curva dada, vocé esta
pronto para o Teorema Fundamental do Calculo — como dizem, é um
dos mais importantes teoremas na histéria da matematica.

oL SALEy,
°
é? O Teorema Fundamental do Calculo: Dada uma funcao da area Arque
= desliza a area sob f(t),
%
JIn09

A0 = f fodt,

arazao na qual a area esta sendo deslizada € igual a altura da funcgao
original. Entao, porque a razao € a derivada,a derivada da funcao da area é
igual a funcao original:

L 4 =f0),

X
Porque A{x) = j f(tH)dt,voceé também pode escrever a equagcao acima

como a seguir:*
d X
e~ f f(H)dt = Fx)
S

E hora de comemorar!

Agora, pelo fato de a derivada de A{x) ser f(x), A{x) sera por definicao
uma antiderivada de f(x).Veja como isso funciona retornando paraa funcao

simples do topico anterior, f(t) = 10,e sua funcao da area, A{x) = ledt.

S
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De acordo com o Teorema Fundamental,dixA,{x) =10. Assim A, deve ser
uma antiderivada de 10;em outras palavras,As € uma fungao cuja derivada

€ 10.Porque qualquer fun¢ao na forma 10x + C,onde C é um nimero, tem
uma derivada de 10,a antiderivada de 10 é 10x + C.O nimero em particular
C depende da sua escolha de s,0 ponto onde vocé comeca a deslizar a area.
Para essa funcao, se vocé comecar a deslizar a area em,digamos, s = 0,entao
C=0,eassim, As (x) = ledt: 10x. (Note que C nao é necessariamente
igual a s.Aliés, geralmerll)te nao é.A relacao entre Ce s é explicada no texto

complementar “Zero nem sempre é zero” no final desse tépico).

A Figura 14-5 mostra por que A{x) = 10x é a func¢ao da area correta se vocé
comecar a deslizar a area em zero. No primeiro grafico da figura,a area sob
acurva de 0 até 3 é 30,e é dada por A(3) = 10 - 3 = 30.E vocé pode ver que a
area de 0 até 5 é 50,que concorda com o fato que A(5) =10 - 5=50.

Titulo: Antiderivadas excluidas do
testamento da familia porque elas
nao tém uma intersecao em x

Olhe de volta para a Figura 14-1. Todas
as familias das antiderivadas parecem
uma pilha de curvas paralelas subindo e
descendo para sempre. Mas somente um
subconjunto de cada tipo de familia pode
ser usado como fungdes de drea — a sa-
ber, as antiderivadas que tém pelo menos
uma intersecdo em x (algumas vezes, as-
sim como a Figura 14-1, esse subconjunto
é a familia completa). Aqui esta o porqué:
Se uma funcgdo da area comeca deslizan-

do a area em, digamos, x = 5, A(5) deve ser
igual a zero porque em 5 nenhuma area foi
ainda deslizada. Entdo a antiderivada para
a funcdo da area comecando em 5 deve
ter uma interse¢do em x, um zero, em X =
5. Se o deslizamento comecar em x = -10
vocé entdo usaria a antiderivada com uma
intersec@o em x de -10 e assim por diante.
Uma antiderivada sem intersecdes em x
ndo pode ser usada como funcao da area.
Avergonha, a desgraca!

Se em vez de vocé comecar a deslizar a area em s = — 2 e definir a
X

nova fungao da érea,Bf=IIOdt, e definir que C serd igual a 20, entao By

5
(x) sera assim 10x + 20.Essa fungcao da area é 20 mais que As(x), que

comecga em s = 0, porque se VOcé comecgar em s = —2,VOCe ja vai ter

deslizado uma area de 20 até a hora que vocé chegar ao zero. A Figura

14-5 mostra por que By (3) é 20 mais que A (3).
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E se \roé comecar a deslizar a area em s = 3,a funcao da area sera

Ci= Il()dt: 10x — 30.Essa funcao é 30 menos do que em A«x) porque
3

com C{(x),vocé perde o retangulo 3 por 10 entre 0 e 3 que A{x) tem

GRESE (veja o dltimo grafico da Figura 14-5).
A area coberta sob a linha horizontal f(t) = 10,de algum ntimero até
X, € dada pela antiderivada de 10, a saber, 10x + C,onde o valor de C
depende de onde vocé comeca a deslizar a area.
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Para o préximo exemplo,veja novamente a parabola x* + 1,nosso amigo do
Capitulo 13 e a discussao das somas de Riemann.Volte para a Figura 13-6.
Agora voceé finalmente pode calcular a area exata no grafico do jeito facil.

x
A funcao da area para deslizar a drea sob x?+1 é A,(x) = I (£+1).Pelo
Teorema Fundamental, %Af(x) =x?+1,e assim A;é uma’antiderivada de
x%+ 1.Qualquer fung¢ao na forma gxg +x + Ctem uma derivada de x? + 1
(tente),entao essa é a antiderivada. Para essa fungao da area,assim como

o exemplo anterior,quando s = 0,C = 0,e assim
X
Adx) = j(tz+ 1) dt:%xﬁx
0

A area deslizada de 0 até 3 — que nés fizemos do jeito dificil no Capitulo 13
calculando o limite de uma soma de Riemann — é simplesmente A(3):

Alx) =%x3+x

A(B):%SMS
=9+3
=12

Muito facil. Esse deu muito, muito menos trabalho do que fazer do jeito dificil.

Zero nem sempre € zero

Nos dois exemplos f(t) = 10 e f(t) =t + 1, as func¢des. Para os curiosos, vocé pode
as funcdes da area que comecam em s = calcular o valor em particular de C dada
0 tém um valor de 0 para C na antideriva-  sua escolha de s igualando a antiderivada
da. Isso é verdade para muitas funcdes azero,inserindo o valor de s em x, e resol-
— incluindo todas as fungdes polino- vendo em funcéo de C.

miais — mas de forma alguma para todas

x
E depois de saber a fun¢ao da area que comeca em zero, J'(t2 + Ddt =%

X+ x,fica facil descobrir a area de outras se¢oes sob a pa(l)rébola que nao
comegam no zero. Digamos, por exemplo,que voc€ queira a area sob a
parabola entre 2 e 3.Vocé pode calcular a area subtraindo a area entre 0 e 2 da

area entre 0 e 3.Vocé acabou de calcular a area entre 0 e 3, isto é,12.E a area
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entre 0 €26 A(2) =+ .2+ 2 = 4%/, Entdo a drea entre 2 € 3 ¢ 12 - 493, 0u
7'/5.Esse método de subtragao nos leva para o proximo tépico — a segunda
versao do Teorema Fundamental.

0 Teorema Fundamental
do Calculo: Parte Dois

Agora n6s finalmente chegamos ao extraordinario atalho do teorema da
integracao que voce vai usar pelo resto dos seus dias — ou pelo menos até
o final da sua obrigacao com o célculo.Esse método de atalho é tudo que
VOCE precisa para os problemas de integracao no Capitulo 16.Mas, primeiro
um alerta para ter em mente ao fazer a integracao.

00!/

§“ Ao usar uma fungao da area,a primeira versao do Teorema Fundamental

© do Calculo ou sua segunda versao, as areas abaixo do eixo x sao ditas
areas negativas.Veja o Capitulo 13 para mais sobre areas negativas.
AL

QQQ‘C (.‘0(

g O Teorema Fundamental do Calculo (versao de atalho): Deixe F'ser
= qualquer antiderivada da funcao f; assim

%

TIN0D

b
jf(x) dx=F(b) - F(a)

Esse teogrema lhe da o maravilhoso atalho para calcular a integral definida

como J(xz + 1)dx,a area sob a parabola x*+ 1 entre 2 e 3.Como eu

P)
mostrei no topico anterior,vocé pode obter essa area subtraindo a area

entre 0 e 2 da area entre 0 e 3, mas para fazer isso vocé precisa saber que a
funcao da area em particular deslizando a area comecando em zero,
X

J‘(l‘2 +1)dté %xg +Xx (com Cigual a zero).
0

A beleza do teorema do atalho € que voc€ nao tem nem que usar uma
funcao da area como Af{x) = J (2 + 1)dt.Vocé apenas acha qualquer
antiderivada, F(x),da sua fungéo, e faz a subtracao, F(b) — F(a).A
antiderivada mais simples para usar € aquela onde C = 0.Entao aqui esta

como Voce usa o teorema pra descobrir a area sob nosso parabola de 2 até 3.
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F(x)= %ﬁ +x € uma antiderivada de x* + 1 entao, pelo teorema,
3
j(x2 +)dx=F(3)-F(2)
P

F (3) = F (2) pode ser escrito como [%x3 +x]3, e assim,
2

3(x2+ 1) dx= lx'5+x
o[

3
2

_l. 3 l 3
=33 +3-(3 2 +3)
— 12— 4/

=7,

Eu concordo, esse é o mesmo célculo que fiz no topico anterior usando

a funcao da area com s = 0, mas isso € somente porque para a funcao
x2+ 1,onde s é zero, C também é zero.E um tipo de coincidéncia, e nao

é verdade para todas as fun¢oes. Mas independente da fungao, o atalho
funciona, e vocé nao tem que se preocupar sobre funcoes da area ou s ou
C.Tudo o que voceé faz é F(b) - F(a).

Aqui esta outro exemplo: Qual é a area sob f(x) =e*entrex =3 ex =57 A
derivada de e~ é e*,entao e* é uma antiderivada de e*, e assim

5 5

3
j e¥ dx= [ex]
2 3
—ef—e3

~ 148.4 -20.1
~128.3

O que poderia ser mais simples? E se um grande atalho nao for o
suficiente para fazer o seu dia,a Tabela 14-1 lista alguma regras sobre as
integrais definidas que podem fazer sua vida muito mais facil.

Tabela 14-1 Cinco Regras Faceis para Integrais Definidas

a
1) jf(x)dx =0 (Bem, éclaro—nao hé area “entre” a e a)

a

2) ff(x)dx = —ff(x)dx
b a
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|
Figura 14-6:
Descobrindo
a area entre
aebcom
duas funcdes
da area

diferentes.
|

3) jbf(x)dx = jcf(x)dx + _ff(x)dx

b b
4) Ik f(x)dx = kjf(x)dx (k & uma constante; vocé pode tirar uma constante da
a a
integral)

b b b
5) f[f(x) + g(x)]dx = ff(x)dx + Ig(x)dx

Agora que eu mostrei o atalho,isso nao significa que voce esteja fora de perigo.
Aqui estao trés maneiras totalmente diferentes de entender por que a segunda
versao do Teorema Fundamental funciona.lIsso é coisa dificil — prepare-se.

Por outro lado,vocé pode pular essas explicacoes se tudo o que vocé quer é
saber como calcular uma area: esqueca C e apenas subtraia F{(a) de F(b).Eu
incluo essas explicacoes porque eu suspeito que algum de voceés esteja doido
para aprender matematica extra apenas pelo prazer de aprender — certo?
Outros livros apenas dao as regras; eu explico por que elas funcionam e os
principios basicos — € por isso que eles me pagam muito dinheiro.

Na verdade, nao pule a terceira explicagao, Por que o teorema funciona: A
relacao entre integracao / diferenciacao”. E a melhor das trés porque mostra
a relacdo ying/yang entre a integracao e a diferenciacao.

Por que o teorema funciona:
1“ explicacao das fungées da drea

Uma forma de entender o Teorema Fundamental é olhando as fung¢oes
da area. Como vocé pode ver na Figura 14-6,a area entre a € b pode ser
calculada comecando com a area entre s e b, depois subtraindo a area
entre s e a.E nao importa se vocé usa o 0 como o lado esquerdo das
areas ou qualquer outro valor de s.

y y

L

o=

o=
1%}
Y- ——

N
,—)
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Dé uma olhada em f(t) = 10 (veja a Figura 14-7) para tornar essa discussao
menos abstrata. Digamos que vocé queira a area entre 5 e 8 sob a linha
horizontal f(t) = 10, e vocé seja forcado a usar o calculo.

y

|

Figura 14-7: <18 it)
Adrea

sombreada
éiguala

30— bem, é
claro, é um

retangulo 3 — t
por 10.

N B o o
—t—+—+

Dé uma olhada em duas das funcdes da area para f(t) = 10 na Figura 14-5:
Afx) comecando em 0 (no qual C = 0) e B{x) comec¢ando em -2 (C = 20):

X
A(X) = IlOdt: 10x
0

X
B/(x)= IlOdt: 10x + 20
)

Se vocé usar A{x) para calcular a area entre 5 e 8 na Figura 14-7,vocé
obtém o seguinte:

8
ledt:A, ®) -A(5)
5

=10.8-10.5

=80-50 (80 é a area do retangulo de 0 até 8;50 € a
area do retangulo de 0 até 5)

=30

Se, por outro lado, vocé usa Bf(x) para calcular a mesma area, vocé obtém
o0 mesmo resultado:

8
ledt: Bi(8) - B:(5)

5 =10-8+20-(10-5+20)
=80+20- (50 +20) (isto € 100 — 70, é claro; 100 € a
area do retangulo de -2 até 8;70 é
o retangulo de -2 até 5)
=80+20-50-20
=80 -50
=30

Note que os dois 20 na terceira linha dessa parte de baixo se cancelam.
Lembre-se que todas as antiderivadas de f(t) = 10 estao na forma 10x +
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C.Apesar do valor de C, ele cancela assim como nesse exemplo. Assim,
vocé pode usar qualquer antiderivada com qualquer valor de C.Por
conveniéncia, todos usam a antiderivada apenas com C = 0,entao nao
se meta com C de maneira nenhuma.E a escolha de s (o ponto onde a
funcao da area comeca) € irrelevante.

Por que o teorema funciona:
2* explicacdo das fungies da drea

Aqui esta outra maneira de ver o que esta acontecendo com o Teorema
Fundamental quando voceé subtrai F(a) de F(b).O oposto de F(a) é na
verdade o valor de C para a funcao da area para fque comeca em s = a.Dé
uma olhada em um exemplo: Qual é a area entre 2 e 3 sob x* + 10?

3
I(x2 +10)dx=F (3)-F (2)
2

1 3
:[§ﬁ+10x]2
I S o (Lo .
= 37+10 3-(3 2410 2)
=%.3¢=+10~3—222/3

Vocé pode ver que F(2) é 22%/;.Se vocé usar o oposto disso,— 222/;, para
seu valor de C,voceé tem a funcao da area para x* + 10 que comeca a
deslizar a area em 2. Em outras palavras,

X
Af(x) =J‘(t2 +10) dt=%x‘g + 10x — 222/;, e assim
2

A#(B):%-SM 10 - 3 - 227/,

Isso é idéntico a Gltima linha do calculo anterior. Assim, encontrar a area
entre 2 e 3 subtraindo F(2) de F(3) é matematicamente equivalente a
calcular Af(3) para a fungao da area que comega em s = 2.

Por que o teorema funciona: A
relacdo integracao / diferenciacédo

Eu sei, eu sei.Voce esté perguntando,“Uma terceira explicagao?”. Ok.Talvez
eu tenha ido longe demais com todas essas explicacoes, mas nao pule
essa aqui — € a melhor maneira de entender a segunda versao do Teorema
Fundamental e por que a integracao € o inverso da diferenciagao.Aceite o
que eu digo — vale a pena o esfor¢o. Considere a Figura 14-8.
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flx) = x2 +x
y
0 4, 20) f'ix)=2x+1
181 y
161 8
Entre x=1e x=2
— 14 B Altura média é 4
Figura 14-8: 121 (3, 12)__1 12 eéreaéd
A esséncia da 104
diferenciagdo 8 6
e da 6 (2,6)
integracao 1 Entre x=1 e x=2
em uma dnica 41 4<—— Inclinagdo média é
' ) 21 (1L2) 4 e aumento é 4
figura! Eum 1
. =~ X
ying/yang. ) 1 2 3 4
| 41

A Figura 14-8 mostra a fungao,x* + x, e sua derivada, 2x + 1.Olhe com cuidado
para os nameros 4,6,e 8§ em ambos os graficos.A conexao entre 4,6,e 8 no
grafico de f— que sdo os valores de aumento entre os pontos subseqiientes
na curva — e 4,6,e 8 no grafico de f’— que sao as areas dos trapézios sob £’ —
mostra uma relagao intima entre a integracao e a diferenciacao.A Figura 14-8
é provavelmente a figura mais importante nesse livro. E uma figura que vale
por mil simbolos e equagoes,envolvendo a esséncia da integracao em uma
Unica fotografia.Ela mostra como a segunda versao do Teorema Fundamental
funciona porque ela mostra que a area sob 2x + 1 entre 1 e 4 € igual ao
aumento total de fentre (1,2) e (4,20),em outras palavras que

4
jf’ () dx=F(4) - F(1)
1

Note que eu chamei as duas fun¢oes na Figura 14-8 e na equacao facima
e em f’ para enfatizar que 2x + 1 é a derivada de x*> + x.Eu poderia ter
chamado x? + x de Fe chamado 2x + 1 de f,0 que enfatizaria que x*> + x é
uma antiderivada de 2x + 1.Nesse caso voce escreveria a equagao da area
anterior na forma padrao,

4
ff(x) dx =F(4) - F(1)
1

Qualquer uma das duas maneiras, o significado € o mesmo.Eu uso a versao
da derivada para mostrar que encontrar a area € a diferenciacao ao contrario.
Indo da esquerda para a direita na Figura 14-8 vocé tem a diferenciacao: As
alturas em £’ lhe dao as inclinagoes de f.Indo da direita para a esquerda vocé
tem a integracao: A mudanca entre duas alturas em flhe da uma area sob ..

Ok.Aqui esta como funciona.Imagine que voceé esteja subindo ao longo
de fde (1,2) até (2,6).Cada ponto ao longo do caminho tem certo declive,
uma inclinagao. Essa inclinacao é esbocada como a coordenada y,ou
altura, no grafico de .0 fato de £’ subir de (1,3) até (2,5) diz a vocé que a
inclinacao de fsobe de 3 para 5 a medida que voceé viaja entre (1,2) e (2,
6).Isso tudo vem da diferenciac¢ao bésica.
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Agora,a medida que voceé segue em fde (1,2) até (2,6),a inclinagao esta
constantemente mudando. Mas descobrimos que vocé tem um aumento
total de 4 a medida que desliza de 1 para a direita,a média de todas as
inclinagoes em fentre (1,2) e (2,6) é Tou 4.Visto que cada uma dessas
inclinagoes é esbocada como uma coordenada y ou altura em f’,segue
que a altura média de f’ entre (1,3) e (2,5) também é 4.Assim, entre dois
pontos dados, a inclinagao média em f € igual a altura média em £".

aumento
distancia
,entao quando a distancia € 1,a inclinagao € igual ao aumento. Por

S6 um minuto, voc€ estd quase 1a.A inclinagdo € igual a

exemplo, de (1,2) até (2,6) em f,a curva aumenta em 4 e a inclinacao
média entre esses pontos também € 4. Assim, entre dois pontos dados

em f,a inclinagao média € o aumento.

A area de um trapézio como os da direta na Figura 14-8 é igual a largura
vezes a sua altura média (Isso é verdade sobre qualquer outra forma
semelhante que tenha uma base parecida com um retangulo; o topo pode
ser qualquer linha deformada ou qualquer curva que vocé quiser). Entao,
devido ao fato de a largura de cada trapézio ser 1,e porque qualquer coisa
vezes 1 € ela mesma,a altura média de cada trapézio sob f’ € a sua area; por
exemplo,a area desse primeiro trapézio € 4 e sua altura média também € 4.

Voce esta pronto para o grand finale? Aqui esta o argumento completo

em poucas palavras.Em f,aumento = inclinacdo média;indo de faté f’,
inclinacao média = altura média;em f’,altura média = area.Entao isso lhe
da aumento = inclinacdo = altura = drea,e assim, finalmente, aumento = drea.
E isso é o que a segunda versao do Teorema Fundamental diz:

b
j PO dx=F (b) - (@)
a

Area = aumento

Muito facil,nao é? (Isso é apenas um palpite, mas para a eventualidade de
voceé achar isso nao muito claro,eu acho que nao vai fazer muita diferenca
para vocé que eu esteja satisfeito com o que acabei de escrever). Deixando
as brincadeiras de lado, isso é inevitavelmente dificil.Vocé talvez tenha que
ler duas ou trés vezes para realmente entender.

Note que nao faz diferenca para a relacao entre a inclinacao e a area se
voceé usar qualquer outra fung¢ao na forma x?+x + C em vez de x* + x.
Qualquer parabola do tipo x* + x + 10 ou x* + x + 5 é exatamente da mesma
forma que x* + x — ela acabou de ser deslizada para cima ou para baixo
verticalmente. Qualquer parabola desse tipo aumenta entre x = 1 e x = 4

da mesma forma que a parabola na Figura 14-8.De 1 até 2 essas parabolas
correm 1 e sobem 4.De 2 para 3 elas correm 1 sobem 6, e assim por diante.
E por isso que qualquer antiderivada pode ser usada para encontrar a area.
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A drea total sob f’ entre 1 e 4,a saber, 18, corresponde ao aumento total em
qualquer uma dessas parabolas de 1 até 4,a saber,4 + 6 + 8,0u 18.

Bem, ai esta — explicagoes reais sobre por que a versao do atalho

do Teorema Fundamental funciona e por que encontrar a area é a
diferenciacao ao inverso.Se vocé entendeu apenas metade do que eu
acabei de escrever,vocé esta bem a frente da maioria dos alunos de
célculo. A boa noticia € que vocé provavelmente nao vai ser avaliado
nessa parte teorica.

Agora vamos voltar para a realidade.

Encontrando as Antiderivadas:
Trés Técnicas Basicas

Eu venho falando um bocado sobre as antiderivadas, mas como é que
vocé as encontra? Nesse topico, eu mostro a vocé trés técnicas basicas.
Depois, no Capitulo 15, eu mostro quatro técnicas avancadas. Se vocé
esta curioso, vocé vai ser avaliado nisso.

Regras inversas para
as antiderivadas

As regras de antiderivadas mais faceis sao aquelas que sao o inverso das
regras das derivadas que voce ja sabe (Vocé pode revisar as regras das
derivadas no Capitulo 10 se precisar). Essas sao automaticas, antiderivadas
com apenas um passo,com excecao da regra da poténcia ao inverso que é
a Unica mais ou menos dificil.

Regras inversas dbvias

Vocé sabe que a derivada do senx é o cosx, entdao invertendo isso
vocé tem que a antiderivada do cosx é o senx. O que poderia ser mais
simples? Mas nao esqueca que todas as fungoes da forma senx + C sao
antiderivadas do cosx. Em simbolos, vocé escreve

d .
a Senx= Ccosx, e consequentemente

I cosxdx =senx + C

Tabela 14-2 lista as regras inversas para as antiderivadas.
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Tabela 14-2 Formulas Basicas para as Antiderivados
) [ dx=x+c 2) [ xodx=2" 1 cln=-1
)J X=X+ )jx X=——+ (n=-1)
S)J-exdx:eX+C 4)jd—::ln(x)+c
1
5) J- a¥dx = a*+C
Ina
B)I senx dx =—cosx + C 7)j cosx dx =senx + C
S)I secx dx=tgx +C 9)j cosec’x dx =—cotgx + C
10) j secx tgx dx = secx +C 11) .[ cosecx cotgx dx =—cosecx + C

__dx X dx 1 X
12)j Jo—x -arcsen;+C 13)I aZ+x2_aarCtga+C

e 1, x]
14)j Xm_aarcsen . +C

A mais ou menos dificil regra inversa da poténcia

Pela regra da poténcia, voce sabe que

d . ‘ .
I x* = 3x% e conseqlientemente

I3x2dx =x+C

Aqui esta o método simples para inverter a regra da poténcia. Use 5x* para
sua funcao.Lembre que a regra da poténcia diz para:

1. Trazer a poténcia para frente onde vai multiplicar o resto da
derivada.
S5xt — 4 - 5xt

2. Reduzir a poténcia em 1 e simplificar.
4-5x" — 4 - 5x% = 20x°

Para inverter o processo, vocé inverte a ordem dos dois passos e
inverte a conta dentro de cada passo.Aqui estd como isso funciona
para o problema anterior:
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o

1. Aumente a poténcia em um.
O 3 se torna um 4.
20x3 — 20x*

2. Divida pela2160va poténcia e simplifique.
20" — T x'=5x"

E assim vocé escreve j 20x% dx =5x" + C.

Sobretudo quando vocé é novo em antidiferenciacao, é uma boa ideia
verificar as suas antiderivadas fazendo a diferenciacao delas — vocé
pode ignorar o C.Se voceé voltar para a sua func¢ao original, vocé sabe
que sua antiderivada esta correta.

Com a antiderivada encontrada e a segunda versao do Teorema
Fundamental,vocé pode determinar a area sob 20x® entre, digamos, 1 e 2:

j 20x° dx =5x* + C ,assim
2
j20x‘3 dx=[5x]’
1
=5-2'-5.1*

=80-5
=75

Adivinhando e verificando

O método de adivinhar e verificar funciona quando o integrando — isto
é,a coisa que vocé quer antidiferenciar (a expressao depois do simbolo
da integral ndo contando o dx) — esta perto de uma func¢ao da qual

vocé conhece a regra inversa. Por exemplo, digamos que vocé queira

a antiderivada de cos(2x).Bem, vocé sabe que a derivada do seno € o
cosseno. Invertendo isso vocé tem que a antiderivada do cosseno € o seno.
Entao voce talvez pense que a antiderivada do cos(2x) € sen(2x).Esse € o
seu palpite. Agora verifique isso fazendo a diferenciacao para ver se vocé
obteve a func¢ao original, cos(2x):

d
2 Sen (2x)

=cos(2x) -2 (regra do seno e regra da cadeia)
=2 cos(2x)

Esse resultado € muito perto da funcao original,exceto pelo coeficiente extra
de 2.Em outras palavras,a resposta é 2 vezes tanto quanto o que vocé quiser.
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Pelo fato de vocé querer um resultado que é metade desse, tente apenas uma
antiderivada que é metade do seu primeiro palplte:7sen(2x) Verifique esse
segundo palpite diferenciando-o,e voce obtera o resultado desejado.

Aqui esté outro exemplo. Qual € a antiderivada de (3x — 2)*?

1. Adivinhe a antiderivada.
Esse parece um problema sobre a regra da poténcia, entao tente
1

a regra inversa da poténcia.A antiderivada de x* é ?x” pela regra

inversa da poténcia, entao seu palpite é %(Sx -2)°.
2. Verifique o seu palpite fazendo a diferenciacao dele.
a1l 5]
& [5Cx-2

=5 % Bx-2)*-3 (regra da poténcia e regra da
cadeia)

=33x-2)!
3. Ajuste o seu primeiro palpite.
Seu resultado, 3(3x — 2)*, é trés vezes mais do que o suficiente,entao dé

o seu segundo palpite um ter¢o do seu primeiro palpite —isto é % .
1 5 ou L 5
5 (B3x-2)°,0u R (Bx-2)°.

4. Verifique o seu segundo palpite fazendo a diferenciacao dele.
drl 5
dx [15(3""2) ]

=5- 11—5 Bx-2)*-3 (regra da poténcia e regra da
cadeia)

=Bx-2)*
Esta certo.Vocé terminou. A antiderivada de (3x - 2)* é % (Bx-2)y"+C.

Os dois exemplos anteriores mostram que adivinhar e verificar funciona
bem quando a funcao que vocé quer antidiferenciar tem um argumento

do tipo 3x ou 3x + 2 (onde x é elevado a primeira poténcia) em vez de um

x simples (Lembre-se que em uma funcéo como y5x ,0 5x é chamado de
argumento).Nesse caso,tudo o que voce tem que fazer € ajustar o seu palpite
pelo reciproco do coeficiente de x — 0 3 em 3x + 2, por exemplo (0 2 em 3x +
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2 nao afeta a sua resposta).Na verdade, para esses problemas faceis,vocé nao
tem que realmente fazer qualquer adivinhacao e verificagao.Vocé pode ver
imediatamente como ajustar o seu palpite.Ele se torna um tipo de processo
de um passo.Se o argumento da funcao for mais complicado do que 3x+2 —
como o0 x* em cos(x®) — vocé tem que tentar o proximo método,a substituicao.

0 método da substituicao

Se vocé voltar a olhar os exemplos sobre o método de adivinhar e verificar
no topico anterior,vocé podera ver por que o primeiro palpite em cada
caso nao funcionou. Quando voceé diferencia o primeiro palpite, a regra

da cadeia produz uma constante extra: 2 no primeiro exemplo, 3 no
segundo.Vocé entao ajusta os palpites com !/, e /3 para recompensar pela
constante extra.

Agora digamos que vocé queira a antiderivada do cos(x?) e vocé
palpite que é sen(x?).Veja o que acontece quando vocé diferencia o
sen(x?) para verifica-lo.

a 2
dx sen(x?)

con(x?) .2x  (regra do seno e regra da cadeia)

= 2x cos(x?)

Aqui a regra da cadeia produz um 2x extra — porque a derivada de x*

é 2x — mas se vocé tentar recompensar isso anexando um 5, doseu
palpite, nao ira funcionar.Tente.

Entao,adivinhando e palpitando nao funciona para a antidiferenciar o
cos(x®) — na verdade nenhum método funciona para esse integrando de
aparéncia simples (nem todas as fun¢oes tém antiderivadas) — mas seu
admiravel empenho na diferenciacao aqui revela uma nova classe de fungoes
que vocé pode antidiferenciar.Visto que a derivada do sen(x?) é 2xcos(x?),a
antiderivada de 2xcos(x?) deve ser sen(x?).Essa func¢ao, 2xcos(x?),é o tipo de
funcao que voceé pode antidiferenciar com o método da substitui¢ao.

O método da substituicao funciona quando o integrando contém uma
funcao e a derivada do argumento da fun¢do — em outras palavras,
quando ele contém aquela coisa extra produzida pela regra da cadeia
— ou alguma coisa parecida com isso exceto pela constante.E o
integrando nao deve conter mais nada.

A derivada de e’ é e .3x% pela regra do e* e pela regra da cadeia.Entao,a
antiderivada de e’ .3x% é °.E se pedisseem para vocé achar a antiderivada
de e .3x% vocé saberia que o método da substituicao funcionaria porque
essa expressao contém 3x% que é a derivada do argumento de e”g,a saber,x°.
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A esta altura,voce esta provavelmente se perguntando por que isso €
chamado de método da substitui¢ao. Eu mostro a vocé o porqué no método
passo a passo abaixo.Mas primeiro,eu quero mostrar que vocé nem sempre
tem que usar o método passo a passo.Supondo que vocé entenda por que
a antiderivada de e* .3x% é e, vocé pode se deparar com problemas onde
voceé pode apenas ver a antiderivada sem ter nenhum trabalho.Mas se vocé
pode ou nao apenas ver as respostas para problemas como o anterior,0
método da substituicao € uma boa técnica para aprender porque, por um
lado, ele tem muita utilidade em calculo e em outras areas da matematica,
e por outro,seu professor pode exigir que vocé o saiba e o use.Ok.Aqui esta
como encontrar a antiderivada de chos(x?) dx com a substituicao.

1. Iguale u ao argumento da funcao principal.
O argumento do cos(x?) é x?,entdo vocé iguala x* a u.

2. Ache a derivada de u em relacao a x.

) du
u=x*ou dx—2x

3. Resolva em funcao de dx.
du 2x

dx~ 1
du = 2xdx (multiplicacao cruzada)

g—; = dx (divida ambos os lados por 2x)

4. Faca as substituicoes.

Em I2xcos(x2)dx, utoma o lugar de x? e du

25 toma o lugar de dx.Entao

- du .
agora voceé tem ijcosuZ. Os dois 2x se cancelam,dando I2xcosudu.
5. Faca a antidiferenciacao usando a regra inversa simples.

Icosudu =senu + C
6. Coloque x* de volta no lugar de u - fazendo o ciclo completo.

u é igual a x% entao x? entra no lugar de u:
Icosudu =senu (x?) + C
E isso. Entao IZxcos(x2) dx = sen(x®) + C.

Se o problema original tivesse sido Ichos(xQ) dx em vez de I2xcos(x2)
dx,voce seguiria 0s mesmos passos exceto o passo 4, depois de fazer a
substituicao, vocé chega em Ichosu g—z Os x ainda se cancelam — essa
é a coisa importante — mas depois de cancelar vocé tem I%cosudu, que

tem um % extra.Nao se preocupe. Apenas puxe o > através do simbolo
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j, lhe dando %j cosudu.Agora voce termina esse problema assim

. 5
como fez acima nos passos 5 e 6, exceto pelo > extra.

%I cosudu = %(senu +0)

senu + %C

5
2

3
2

sen (x?) + %C

Pelo fato de Cser qualquer velha Constante,iC ainda € qualquer velha
constante, entao vocé pode se livrar do % na frente de C.Isso pode
parecer um tanto (excessivamente?) nao matematico, mas esta certo.
Assim, a sua resposta final é % sen(x?) + C. Voceé deve verificar a sua

resposta usando a diferenciacao.

Aqui estao uns poucos exemplos de antiderivadas que vocé pode fazer com o
método da substituicao de modo que vocé possa aprender como distingui-los.

p I 4x*cos(x®)dx
A derivada de x* é 3x%, mas vocé nao tem que prestar nenhuma atengao
ao 3 em 3x’ ou ao 4 no integrando. Pelo fato de o integrando conter x* e
nao conter qualquer outra coisa extra,a substituicao funciona.Tente.

,, I 10sec? x - e~ dx

O integrando contém uma fungao, e*, e a derivada do seu argumento,
tgx — que € sec’x. Pelo fato de o integrando nao conter qualquer outra
coisa extra (exceto pelo 10,que nao importa),a substituicao funciona.
Faca.

o I %Cosx@lx dx

Pelo fato de o integrando conter a derivada do senx,a saber,cosx, e
nenhuma outra coisa exceto pelo /5,a substituicao funciona.Vai nessa.

Ei,eu acabei de ter uma grande ideia (Isso mesmo.Eu ainda estou
aprendendo).Vocé pode fazer os trés problemas listados com um método
que combina a substituicao e o método da adivinhagao e da verificagao
(desde que seu professor nao insista para vocé mostrar os seis passos da
solugao da substituicao).Tente usar esse método de combinagao para
antidiferenciar o primeiro exemplo, | 4x*cos(x®)dx. Primeiramente, vocé
confirma que a integral se enquadra no padrao para a substituicao — ela se
enquadra, como mostrado no primeiro item da lista. Essa confirmacgao é a
Unica parte que a substituicao faz no método da combinagao.Agora vocé
termina o problema com o método da adivinhacao e da verificacao.
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1. Dé o seu palpite.
A antiderivada do cosseno € o seno,entao um bom palpite para a
antiderivada de 4x*cos(x*) € sen(x’®).Dé o seu palpite.

2. Verifique o seu palpite fazendo a diferenciacao dele.

asen(x") = cos(x?) .3x? (regra do seno e regra da cadeia)
= 3x? cos(x®)

3. Ajuste o seu palpite.

Seu resultado do passo 2,3x*(x?),é 3/, do que vocé quer, 4x*cos(x®),
entao dé o seu palpite € /s maior (note que /5 é o reciproco de %/4).
Seu segundo palpite é assim 3 sen(x®).

4. Verifique esse segundo palpite fazendo a diferenciacao dele.

Ah,droga, pule isso — sua resposta tem que funcionar.

Encontrando a Area com
Problemas de Substituicao

Vocé pode usar o Teorema Fundamental para calcular a rea sob uma
fungao que voce integra com o método da substituicao.Vocé pode fazer
isso de duas maneiras.No topico anterior, eu uso a substituicao, colocando
u igual a X% para encontrar a antiderivada doe 2xcos(x?).

j 2xcos(x?) dx =sen(x?) + C

Se vocé quer a area sob essa curva de,digamos, %2 até 1,0 Teorema
Fundamental faz a magica:
1

'[ 2xcos(x?) dx = [sen(x)]’

=sen(12) - sen((l/z)z)
=sen 1 —sen (/)
~(0.841-0.247

~0.594

Outro método, que corresponde a mesma coisa, é mudar os limites da
integracao e fazer o problema todo em relacao a u. Consulte a solucao
de seis passos no topico “O método da substituicao”. O que vem a seguir
€ muito semelhante, exceto que dessa vez voce estd fazendo a integracao
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definida no lugar da integracao indefinida. De novo,vocé quer a area dada
1

porj 2xcos(x?) dx.
172

1. Iguale u ao x2.

2. Ache a derivada de v em relacao a x.

du
dx "~ 2x

3. Resolva em funcao de dx.

dx:a

4. Determine os novos limites da integracao.

1 1
2 U=

equandox=1l,u=1

u =x* entdo quando x =

5. Faca as substituicoes, incluindo os novos limites da integracao,
e cancele os dois 2x.

Neste problema somente um dos limites € novo porque quando x=1,u=1

1
j 2xcos(x?) dx
172

1
du
_| 2xcosu +—
= 2x
1/4

1

=J cosu du
1/4

6. Use a antiderivada e o Teorema Fundamental para obter a area
desejada sem ter que voltar para x°.

1

cosudu = [senu]’,,,
1/4

=sen 1 - r1L
=se sen—

~ 0.594

E um caso de seis de um, meia dizia de outro com os dois métodos.
Ambos exigem a mesma quantidade de trabalho.Faca a sua escolha.
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Capitulo 15

Tecnicas de Integracao Para Especialistas

Neste Capitulo
Decompondo as integrais em partes

Encontrando integrais trigonométricas

Voltando as origens com SohCahToa

Entendendo os As, Bs,e Cxs das fragoes parciais

LIATE: Logaritmicas, inversas de trigonométricas, algébricas, trigonométricas, exponenciais

EJ imagino que nao doeria lhe dar uma folga do tipo de
fundamentacgao tedrica que eu apresentei de forma bem pesada no

Capitulo 14, entao esse capitulo vai direto ao ponto e mostra apenas os
detalhes préaticos de muitas técnicas de integracao.Voce€ viu trés métodos
bésicos de integragcao no Capitulo 14: as regras inversas, o método de
adivinhar e verificar, e a substituicao. Agora voceé vai se qualificar em
quatro técnicas avangadas: integracao por partes, integrais trigonométricas,
substituicao trigonométrica e fracoes parciais.Vocé esta pronto?

Integracao por Partes:
Dividir Para Conquistas

Q
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Integrando por partes € a versao da integragao da regra do produto para
a diferenciagao.Leve o que eu digo em consideracao.A idéia basica da
integracao por partes é transformar uma integral que vocé ndo pode fazer em

QQ,GALC(/ % um simples produto menos a integral que voce pode fazer. Aqui esta a férmula:

Integracao por partes: Judu =uv - jvdu
Nao tente entender isso agora. Espere pelos exemplos a seguir.

Note que u e v estao em ordem alfabética em judu e uv.Se vocé lembrar
disso,vocé pode facilmente lembrar que a intégral a direita € justamente
igual a integral da esquerda, exceto com o u e v ao inverso.

Aqui estd o método em poucas palavras.O que € jﬁ In(x) dx?
Primeiramente, vocé tem que separar o integrandd em um u € um dv para
que se enquadre na férmula. Para esse problema, escolha In(x) para ser
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|
Figura 15-1:
Alintegracao
por partes
emum
quadrado.

|
Figura 15-2:
Preenchendo
o0 quadrado.
|

|
Figura 15-3:
0 quadrado
completo
para

VxIn(x) dx.

seu u.Assim todo o resto é o dv,a saber, \x dx (Eu mostro a vocé como
escolher o u no proximo tépico — é muito facil). Depois, vocé diferencia u
para obter o seu Du, e voce integra o dv para obter o seu v.Por fim, vocé
insere tudo na férmula e vocé terminou o problema.

Para ajudar tudo a ficar certinho, organize os problemas envolvendo a
integracao por partes com um quadrado como a da Figura 15-1. Desenhe
um quadrado 2 por 2 vazio,depois coloque o seu u,In(x),no canto superior
esquerdo, e o seu dv,\x dx,no canto inferior direito.Veja a Figura 15-2.

u v
du dv
In(x)
Diferenciacao Integracao
\x dx

As setas na Figura 15-2 lembram a vocé de diferenciar a esquerda e a
integrar a direita. Pense na diferenciacao — a coisa mais facil - como indo
para baixo (como descendo uma colina), e a integracao — a coisa mais
dificil — como indo para cima (como subindo uma colina).

Agora complete o quadrado:

u=1In(x) dv=\x dx
du 1
& x Jao= i ax
du= % dx v= % X*?2 (regra inversa da poténcia)

A Figura 15-3 mostra o quadrado completo.

Uma boa maneira de lembrar a férmula da integracao por partes €
comecar do quadrado superior esquerdo e desenhar um nimero 7
imaginario — através, depois para baixo a esquerda.Veja a Figura 15-4.

In(x) %XW

Diferenciacédo Integracao

LTax | \x dx
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I
Figura 15-4:

Um quadrado
comum

7 nele. Quem
disse que

o calculo é
um bicho-
de-sete-
cabegas?

\oA

Para lembrar como vocé desenha o 7,olhe de volta para a Figura 15-3.

A férmula da integragao por partes diz para vocé fazer a parte de cima
do ntimero 7,a saber, In(x) - gxw menos a integral da parte diagonal
do ntimero 7, I% X2 %dx A propésito, isso é muito mais facil de fazer
do que de explicar.Tente.Voceé vai ver como esse esquema lhe ajuda a

aprender a férmula e a organizar esses problemas.
Pronto para terminar? Insira tudo na férmula:
fudu =uv - Iudu
[\ de=in 0o 55 - {20~ ax
3 3 X
_2 3 _2 I 172 .
_3f In() -5 |x' - dx
2 3 2(2 4p . .
=3 In(x) _§(§XS + C) (regra inversa da poténcia)
_2 3 4 32
_3x3 In(x)—gx3 -5C
2 3 4 3
=§x3 In(x) —gxg +C

s ~ - 2 2
No ultimo passo, vocé substitui o — +-C pelo C porque — 3 vezes qualquer
nimero continua sendo qualquer numero.

Escolhendo o seu u

Aqui esta um 6timo mnemonico para como escolher o u (de novo,uma
vez selecionado o u,tudo o mais é automaticamente o dv).

Herbert E. Kasube propos o anagrama LIATE para ajudar vocé a escolher
o u (nerds do calculo podem dar uma olhada no artigo de Herb na
American Mathematical Monthly 90,edicao de 1983):



262 Parte V: Integracéo e Séries Infinitas

arctan(x) arctan(x) X
—
Figura 15-5: Diferenciagéo Integracao
0 esquema dx o |

do quadrado.
|

m 3 > — -

Logaritmicas (como log(x))
Inversas de trigonométricas (como arctan(x))
Algébricas (como 5x% + 3)
Trigonométricas (como cos(x))
Exponenciais (como 10)

Para escolher o seu u,siga essa lista na ordem; o primeiro tipo de fungao
nessa lista que aparece no integrando € o u.

Aqui estao algumas dicas tteis para lembrar o anagrama LIATE.O que vocé
acha de Lulu Ignorava Amar Tiago Eternamente? Ou talvez vocé prefira
Lilliputs Indianos Armavam Ttrair Eduardo,ou Licia Idealizava A Tropa
Estelar.Essa tltima nao é muito boa porque também pode ser A Tropa Estelar_
Idealizava_Ltcia.Por Deus! O que eu fiz? Agora vocé nunca vai se lembrar!

Bem, o que vocé acha de tentar um exemplo? Integre jarctan(x)dx. Note
que algumas vezes a integracao por partes funciona para integrandos
como esses que contém apenas uma tnica fungao.

1. Siga a lista LIATE e escolha o u.

Voceé pode ver que nao ha fung¢oes logaritmicas no arctan(x)dx,
mas ha uma funcao trigonométrica inversa, arctg(x)dx. Entao esse é
o seu u.Todo o resto é o seu dv, a saber, o simples dx.

2. Faca o esquema do quadrado.

Veja a Figura 15-5.

1+x2

3. Insira tudo na férmula da integracao por partes ou apenas

desenhe o nimero 7 imaginario no quadrado da direita na
Figura 15-5.

judu =uv - Judu

Iarctan (X)dx = x arctan(x) — I X dx

14+

%dxcomo
+X

método da substituicao, definindo u =1 + x2.Tente (veja o Capitulo 14

Agora vocé pode terminar o problema integrando _[x .

para mais sobre o método da substituicao).Note queouemu=1+
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I
Figura 15-6:

Ainda mais

quadrados.
|

x? ndo tem nada a ver com a integracao por ;1>artes de u.Sua resposta
final deve ser Jarctan(x)dx =X arctan(x) — Bl In (1+x%)+C.

Aqui esta outro problema. Integre jxsen(Bx)dx.
1. Siga a lista LIATE e escolha o u.

Seguindo a lista LIATE, o primeiro tipo de funcao que vocé encontra

em xsen(3x)dx € uma func¢ao algébrica muito simples,a saber,x,entao
esse € 0 seu u.

2. Faca o esquema do quadrado.

Veja a Figura 15-6.

X x —%cos(S)d

Diferenciagao Integragao

SeN(3x)dx] dx  [Sen(3=)dx

3. Insira tudo na férmula da integracao por partes ou apenas desenhe
o nimero 7 imaginario no quadrado da direita na Figura 15-6.

Iudu =uv - Judu

j xsen(3x)dx =— % xcos(3x) — I— % cos(3x) dx

=— % xcos(3x) + % I cos(3x) dx

Voceé pode integrar facilmente Icos(Sx) dx com o método da
substituicao ou da adivinhacao e da verificacao. Faga. Sua resposta final

deve ser — 3 xcos(3x) + ) sen(3x)+ C.

Integracdo por partes:
sequnda vez, igual a primeira

De vez em quando vocé tem que usar o método da integracao por partes
mais de uma vez porque a primeira vez apenas o leva a apenas um pedaco
da resposta.Aqui estd um exemplo. Encontre sz e* dx.

1. Siga a lista LIATE e escolha o u.

x% e* dx contém uma funcgao algébrica, x% e uma fungao exponencial,
e* (é uma fungao exponencial porque ha um x no expoente).O
primeiro na lista LIATE é x?,entao esse é o seu u.
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|
Figura 15-7:

Os
quadrados

par
'[xz e* dx.

2. Faca o esquema do quadrado.

Veja a Figura 15-7.

ex

Diferenciacé@o Integracao

exdx 2xdx eXdx

3. Use a formula da integracao por partes — ou 0 mnemaonico “7”.
Ixzexdx=x2ex—jex-2xdx
= x? e — 2| xe* xdx
Vocé acaba ficando com outra integral, | xe* dx, que nao pode ser feita
por nenhum dos métodos simples — regras inversas, adivinhar e verificar,
e substituicao.Mas note que a poténcia x foi reduzida em um, entao
voceé progrediu.Se voce usar a integracao por partes de novo para |xe~
dx,o x vai desaparecer por completo e voce vai ter terminado.
4. Integre por partes de novo.
Eu vou dizer para vocé fazer isso sozinho.
Ix@dx:xex—jexdx
=xes—e*+C

5. Pegue o resultado do passo 4 e o substitua pelo da resposta do
passo 3 para produzir todo o problema.

Ixaexdx=xaex—2(xe"—ex+C)
= x* e¥ — 2xe* + 2e* - 2C
=x%e¥ - 2xe* + 2e* + C

Andando em circulos

As vezes se voce usar a integracao por partes duas vezes,voce voltara
para onde comecgou — que,ao contrario de se perder,ndo € uma perda de
tempo.Integre | e* cos(x) dx e entenda.

Seu u é cos(x) (é o Tem LIATE),e e* dx é o seu dv.Agora avance
rapidamente para o passo da férmula:

_[e" (cosx)dx = e cos(x) — j e (—sen(x)) dx
=e*cos(x) + I e*sen(x) dx

Integrando por partes je‘ sen(x) dx de novo,vocé tem
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je‘ sen(x) dx =e*sen(x) — I e* cos(x) dx

Primeiramente, substitua o lado direito da equagao acima por |e*

E vocé esta de volta onde comecgou: Je’( cos(x) dx.Nao se preoJ;upe.
sin(x) dx da solugao original:

je’( cos(x) dx =e* cos(x) + I e*sen(x) dx
fe" cos(x) dx = e* cos(x) + e* sen(x) —J- e* cos(x) dx

Voce pode agora resolver essa equacao para a integral |e* cos(x) dx.Use I no

lugar dessa integral para fazer essa equagao confusa ficar mais facil aos olhos:

I=e*cos(x) +e*sen(x) -1

Some [ a ambos os lados:

21 = e* cos(x) + e* sen(x)

Multiplique os dois lados por Y2:
1
I=5 (e cos(x) +e sen(x))

= % e* cos(x) +% e*sen(x)

Finalmente, coloque o Jex cos(x) dx de volta no lugar de /,e nao se
esqueca do C:

Jex cos(x) dx = % e* cos(x) +% e“sen(x) + C

Integrais Trigonométricas Complicadas

Nesse topico,voce integra poténcias das seis fungoes trigonométricas, como
Isen3(x) dxe Isec‘*(x) dx,e produtos ou quocientes de diferentes fun¢oes

) o cosec?(x) o
trigonométricas,como jsenz(x) cos’(x) dx e jm dx.Isso é muito

entediante — € hora de pedir um expresso duplo.

Para usar as técnicas a seguir,vocé deve ter um integrando que contenha
apenas uma das seis fung¢oes trigonométricas como | cosec?(x) dx ou um
determinado parde fung¢oes trigonométricas como |sen?(x) cos(x) dx. Se
o integrando tiver duas fun¢oes trigonométricas,as duas devem ser uma
desses trés pares: seno com cosseno,secante com tangente,ou cossecante

com cotangente.Se vocé tiver um integrando contendo algo diferente desses
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trés pares,vocé pode facilmente converter o problema em um desses pares

usando as identidades trigonométricas como sen(x) =————=e tg(x) =
sen (x) . .. o Losec (%) .
~os (0 (veja a folha de consulta para mais identidades trigonométricas

tteis). Por exemplo,

j sen?(x) sec(x)tg(x)dx

5 1 sen (x)
=j sen*(x) 5 (x) " cos (%)
_ [ sen® (x)

_j cos? (x) dx

Depois de fazer qualquer conversao necessaria, vocé obtém um dos
trés casos a seguir:

jsen’”(x) cos"(x) dx
fsec’"(x) tg"(x) dx
j cosec™(x) cotg"(x) dx

onde m ou n € um inteiro positivo.

Poténcias positivas de fun¢oes trigonométricas sao, via de regra, mais
desejaveis do que poténcias negativas, entao, por exemplo, vocé quer

converter j sen?(x) tg(x) dx em I cosec?(x) cotg?(x) dx.

A idéia basica com a maioria das integrais trigonométricas a seguir é
organizar o integrando para que vocé possa fazer uma util substituicao
em u e entdo integrar com a regra inversa da poténcia.Voce€ vai ver o
que eu quero dizer em um minuto.

A propoésito, apesar de a lista de casos a seguir ser cansativa, ela nao é
completa. A meu ver, passar por todas as possibilidades seria tanto cruel
quanto masoquista. Se seu professor lhe der integrais nao abordadas
pelos casos a seguir, boa sorte!

Integrais contendo senos e cossenos

Esse topico cobre as integrais contendo — vocé consegue adivinhar? —
Senos e COSSEeNos.

Caso 1: A poténcia do seno é impar e positiva

Se a poténcia do seno for impar e positiva, remova um fator seno e
coloque na frente do resto da expressao, transforme os fatores seno
restantes (pares) em cossenos com a identidade Pitagoreana, e depois
integre com o método da substituicao onde u = cos(x).
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N/ A identidade Pitagoreana diz que,para qualquer angulo x,sen?(x) +
cos?(x) = 1.E assim sen?(x) = 1 — cos?(x) e cos’(x) = 1 —sen?(x).

Agora integre jsen%x)cos“(x)dx.

1. Remova um fator seno e mova para a direita.
J-sen‘*(x)cos“(x)dx = Jsenz(x)cos4 (x)sen(x)dx

2. Transforme os senos restantes (pares) em cossenos usando a
identidade Pitagoreana e simplifique.

J‘sen2 (x)cos!(x)sen(x)dx
= j(l - cosz(x))cos“(x)sen(x)dx
= j(cos“(x) ~ cos?)) sen(x)dx

3. Integre com a substituicao, onde u = cos(x).
u=cos(x)

du
i sen(x)

du =-sen(x)dx

QA Vocé pode economizar um pouco de tempo em todos os problemas
envolvendo substituicao apenas resolvendo em funcao de du
— como eu fiz logo acima — e nao se preocupar em resolver em
funcao de dx.Vocé entao ajusta a integral para que ela contenha
o du igual a (- sen(x)dx) nesse problema.A integral contém um
(sen(x)dx),entao vocé o multiplica por -1 para transforméa-lo em —
sen(x)dx e depois recompensa esse -1 multiplicando toda a integral
por -1.1sso é simples porque -1 vezes -1 € igual a 1.Isso talvez soe
um tanto quanto um atalho, mas poupa tempo uma vez que voce se
acostuma a ele.

Entao, ajuste a sua integral:
j(cos“(x) - COS6(X)) (sen(x)dx)
- j(cos“(x) - Cosﬁ(x)) (— sen(x)dx)

Agora substitua e resolva usando a regra inversa da poténcia:

—I(u4—u5)du
=- é uw +iu7+C

I S _l 5
=7 cos s’(x) 5C05(X)+C
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Caso 2: A poténcia do cosseno é impar e positiva

Esse problema funciona exatamente como o Caso 1,exceto que as fungoes

41

do seno e cosseno sao invertidas. Encontre \/ H(X)

1. Remova um fator cosseno e mova para a direita.

J\?S%Sn(% ICOSS(X) (sen*“z(x))dx

cos(x) (sen*“z(x))cos(x)dx

2. Transforme os senos restantes (pares) em cossenos usando a
identidade Pitagoreana e simplifique.

~[cosﬂ(x) (sen‘”z(x))cos(x)dx
= J(l - senz(x))(sen‘”z(x))cos(x)dx
= J(sen‘l’z(x) - sen:‘“(x))cos(x)dx

3. Integre com a substituicao, onde u = sen(x).
u=sen(x)

du

aeo cos(x)
du = cos(x)dx

Agora substitua:

— j(wwz _ u3/2)du

E termine a integracado como no Caso 1.

Caso 3: As poténcias do seno e do cosseno
sdo pares e ndo negativas

Aqui voce transforma o integrando em poténcias impares dos cossenos
otE-s¢  usando as identidades trigonométricas a seguir:

l@@

sen(x) = 1- cc;s(2x) e cos?(x) = 1+ C(;S@X)

Depois vocé termina o problema como no Caso 2.Aqui estd um exemplo:
J sen’(x)cos?(x)dx

= J‘(sen?(x))2 cos*(x)dx
_ J‘(l - C(;s(2x))2 (1 + C(;S(Zx))dx

=% j(l — c0s(2x) — cos?(2x) + cos3(2x))dx (E apenas &lgebral)

= % jldx - % jcos(2x)dx - % jcosz(2x)dx + % jcos3(2x)dx
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O primeiro nessa seqiiéncia de integrais € 6bvio; 0 segundo é uma regra
inversa simples com um pequeno ajuste para o 2;voceé faz a terceira integral
usando a identidade cos?(x) uma segunda vez; e a quarta integral € feita
seguindo os passos no Caso 2.Faca isso.Sua resposta final deve ser

11 1
6%~ 62 sen(4x)—48 sen®(2x) + C

Um verdadeiro passeio.

Integrais contendo
secantes e tangentes

Pronto para um choque? Esse tépico é sobre integrais contendo
secantes e tangentes.

Caso 1: A poténcia da tangente é impar e positiva
Integre j\/sec(x) tg*(x)dx
1. Remova um fator secante-tangente e mova para a direita.

Primeiramente, reescreva o problema: j\/sec(x) tg*(0)dx = jsecl/z(x)
tg®(x)dx.

Agora, tirar o fator secante-tangente de sec?(x)tan’(x) pode parecer
como tentar tirar leite das pedras porque sec?(x) tem uma poténcia
menor do que sec'(x), mas funciona:

jsecl’z(x)th(x)dx = I(sec*”z(x)tgz(x))sec(x)tg(x)dx

2. Transforme as tangentes restantes (pares) em secantes usando a
versao da tangente-secante da identidade Pitagoreana.

Uma maneira facil de lembrar a versao tangente-secante da
identidade Pitagoreana é comegar com a versao seno-cosseno, sen?(x)
+ cos?(x) = 1,e dividir ambos os lados dessa equacao por cos?(x).

Isso produz tg?(x) + 1 = sec?(x).Para produzir a versao cotangente-
cossecante, divida ambos os lados de sen?(x) + cos?(x) = 1 por sen®(x).
O resultado é 1 + cotg?(x) = cosec?(x).

A identidade Pitagoreana é tg(x) + 1 = sec?(x), e assim tg?(x) = sec?(x)
— 1.Agora faga a troca.

J-(sec ‘1/2(x)tgz(x))sec(x)tg(x)dx
:I (sec“”(x) (sec?(x) — 1) sec(x) tg(x)dx
= j (sec”(x) - sec‘”Q(x))sec(x)tg(x)dx
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3. Resolva pela substituicao com u = sec(x) e du = sec(x)tg(x)dx.

— j (USIQ _ Ll'm)du

2
=222y C

sec”? - 2 sec?(x)+ C

Caso 2: A poténcia da secante é par e positiva
Encontre jsec”*(x)tg“(x) dx.

1. Remova um fator sec*(x) e mova para a direita.

= Isec2 Ootg*(x)sect(x)dx

2. Transforme as secantes restantes em tangentes usando a
identidade Pitagoreana, sec’(x) = tg*(x) + 1.

= j(tgz(x) + l)tg“(x)secz(x)dx
(tg"(x) + tg“(x))seC?(x)dx
3. Resolva pela substituicao, onde u = tg(x) e du = sec’(x)dx.
= J- (u6 - u“)du
T u'+ l w+C

7(X) +—tgr’(x) +C

Caso 3: A poténcia da tangente é par e positiva e néo hd
fatores com secante

Integre jtg“ (%) dx.

1. Transforme um fator tg?(x) em secantes usando a identidade
Pitagoreana, tg*(x) = sec’(x) - 1.

= jtg“(x) (sec’(x) - Ddx

2. Distribua e separe a integral.

= th“(x)sec%x) dx - _[tg“(x)dx

3. Resolva a primeira integral como no passo 3 do Caso 2 para
secantes e tangentes.

Vocé deve obter th“(x)sec%x) dx = % tg’(x) + C.

4. Para a segunda integral do passo 2, volte para o passo 1 e
repita o processo.

Para esse pedac¢o do problema, vocé obtém

- Itg4 Odx=- thz (o)sect(x)dx + jtg2 (0 dx
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5. Repita o passo 3 para - thz(x)secz(x)dx (usando o Caso 2 (passo
3J) para secantes e tangentes de novo).

- Itgz(x)seCQ(x)dx = —% tg’(x) + C
6. Use a identidade Pitagoreana para transformar a Itgz(x)dx do

passo 4 em ~"secz(x)clx— ldx.

Ambas as integrais podem ser feitas com regras inversas simples da
diferenciacao. Depois de coletar todos esses pedagos — pedaco 1 do
passo 3,pedaco 2 do passo 5,e pedacos 3 e 4 do passo 6 — sua resposta

final deve ser tg‘{x)dx:% tgo(x) — % tg3(x) +tg(x) —x + C.

Muito facil.

Integrais contendo cossecantes
e cotangentes

Integrais com cossecante e cotangente funcionam exatamente como
0s trés casos pra secantes e tangentes — vocé apenas usa uma forma
diferente da identidade Pitagoreana: 1 + cotg?(x) = csc?(x).Tente

- cotg®(x) Lo V2 2
essa aqui — integre .[\/cosec(x)d x. Se voceé obtiver — 2sen'?(x) 3

cosec?(x) + C, siga em frente e retire o prémio de $200.

Se voce tiver um problema secante-tangente ou cossecante-cotangente
que nao se enquadra em nenhum dos casos discutidos no topico
anterior ou se estiver confuso com o problema, tente transforméa-lo em

sSenos e cossenos e resolva com um dos métodos seno-cosseno ou com

1 + cos(2x)
9 .

identidades do tipo sen?(x) + cos?(x) = 1 e cos?*(x) =
tg! -
Por exemplo,j dx nao se enquadra em nenhum dos casos

X

sec?(x) p
. . ~ B sen’(x -

discutidos, mas vocé pode transforma-la em J#Z(x)ldx. Essa nao se

enquadra em nenhum dos trés casos seno-cosseno, mas vocé pode usar
. . . . 1 —cos’(x))?
a identidade Pitagoreana para transforma-la em cosi(x) Ix =
1 —2cos?(x) + cos'(x
ccgsz)(x) (x) dx.Isso se separa em |sec?(x)dx — | 2dx + | cos?(x)

dx,e o resto € facil.Tente. E veja se vocé pode diferenciar seu resultado e

chegar de volta ao problema original.
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Vocé também pode fazer muitos problemas bésicos de secantetangente ou
cossecante-cotangente convertendo-os em problemas seno-cosseno — em vez
de fazé-los da maneira que eu descrevi aqui e no tépico anterior.

Seu Pior Pesadelo:
Substituicao Trigonométrica

N

Com o método da substituicao trigonométrica, vocé pode fazer integral
contendo radicais da seguinte forma: Vu? + @*, V@’ — u?, e Vu? - @*

(assim como as poténcias dessas raizes),onde a é uma constante e u é
uma expressao contendo x. Por exemplo, V32 - x* esta na forma va? -’

Voceé vai amar essa técnica... mais ou menos tanto quanto enfiar um
ferro no seu olho.

Considere puxar o alarme de incéndio no dia que o seu professor estiver
apresentando esse topico. Com alguma sorte,seu professor vai concluir que
nao pode ficar atrasado no cronograma e vai apenas omitir esse topico

da sua prova final. Antes de mostrar como a substituicao trigonométrica
funciona, eu tenho alguns truques mnemonicos bobos para ajudar vocé a
manter os trés casos desse método corretos. Lembrarse com os artificios
mnemonicos,de coisas bobas (e vulgares) funciona. Primeiramente, os
trés casos envolvem trés fungoes trigonométricas, fangente, seno e secante.
Suas letras iniciais, ¢, s, e s,5a0 as mesmas letras que as letras iniciais do
nome dessa técnica, substituicdo trigonométrica.Legal, né?

ATabela 15-1 mostra como essas trés fungoes trigonométricas se
organizam com as formas radicais listadas no primeiro paragrafo.

Tabela 15-1 Uma Tabela Totalmente Radical

tg(0) <——> Vu? + @
sen(@) <— a2 - u?
sec(@)<——>\u?- a

Para manter esses pares corretos, note que o sinal de mais em \Vu? + a* parece
um pequeno ¢ para tangente, e que as outras duas formas,Va* - u* e\u* — a? ,
contém um sinal de subtragao — s € para seno e secante.Para decorar com o
que o seno e a secante combinam, note que ya? — u? comecga com a letra a,e
€ uma sina ser torcedor do América. Ok.Eu admito que essa foi muito ruim. Se
voceé elaborar um mnemonico melhor, use-o!

Pronto para fazer alguns problemas? Eu ja protelei o bastante.
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Caso 1: Tangentes

Encontre I% Primeiro, note que isso pode ser escrito como

jﬁ,entéo se enquadra na forma Vu? + @®>,onde u = 3xe a = 2.

1. Desenhe um triangulo retangulo — basicamente um triangulo

SohCahToa - onde tg ( 0) é igual a Y, que é STX
a

Visto que vocé sabe que tg(6)= o (proveniente do SohCahToa -
veja o Capitulo 6),seu triangulo deve ter 3x como O, o lado oposto
ao angulo 0,e 2 como A, o lado adjacente. O comprimento da
hipotenusa é automaticamente igual ao seu radical, m ou
V9x? +4 .Nao é uma ma idéia confirmar isso com o teorema de

Pitagoras, a® + b* = c%.Veja a Figura 15-8.

2. Resolva a tg (6) 37“’ em funcao de x, diferencie, e ache o
valor de dx.
3x
- =188
3x =2tg(0)
x=—3"1g(0)
dx

|
Figura 15-8:
Um tridangulo
SohCahToa

para o caso
deyu?+a?. i —‘7
X

Seja como %,,}

for, que 3
mente / J
sinistra
0

sonhou !
2 1

comessa '
técnica de
integracao?
|
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3. Encontre qual funcao trigonométrica é representada pelo
radical sobre o a, e depois ache o valor do radical.

Olhe para o triangulo na Figura 15-8.0 radical € a hipotenusa € o
a € 2,0 lado adjacente,entao ~——— 9Xz +4

Entao sec(0) =VIx*+4 = 2sec(6).

é T’ que € igual a secante.

4. Use os resultados dos passos 2 e 3 para fazer substituicoes no
problema original e depois integre.

Dos passos 2 e 3 vocé tem dx = 2 sec’(0)d0 e VIx*+4 =2sec(0).
Agora vocé pode finalmente fazer a integracao.

secz(G)dG

J' 3
\/9x2 +4 2sec(6)
jsec(@)d@

c.o|»—- °-’|

In|sec(d) +tg(d) |+ C (da facil e elegante tabela
de integrais na folha de

consulta
5. Substitua de volta as expressdes contendo x dos passos 1 e

3 pela sec(6) e tg(0). Vocé também pode obter a expressao a
partir do triangulo na Figura 15-8.

l ‘ X +4 3x ‘
== C
3
3
—L[n \VIx% +4 + 3x L C
3 2
In | VIOx?+4 +3x ‘ -5 In2+C pelo log da regra do quociente,
( é claro, e distribuindo %)
=%ln|v9x2+4 +3x‘+C porque—%ln2+Cé)
apenas uma constante

Agora me diga,quando foi a tltima vez que vocé se divertiu tanto? Antes
de lidar com o caso 2,aqui estao algumas dicas.

QLA Para todos os trés casos na substituicao trigonométrica, o passo 1 sempre
envolve desenhar um triangulo no qual a fungao trigonométrica em
- o u
questao seja igual a P

Nocaso1étg(@) =—
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No caso 2 é sen(d) =

Q=

No caso 3 é tg(6) =%.

. - u L.
O fato do u ficar no numerador dessa fragao a deve ser facil de
. - . 3x
lembrar porque u é uma expressao com x e algo do tipo 5 € de certa
forma mais simples e natural de se ver do que 3 Entao apenas lembre

que o x fica na parte superior.

Q\\‘.l’« Para todos os trés casos, 0 passo 3 sempre envolve colocar o radical
sobre 0 a.Os trés casos sao dados abaixo, mas vocé nao precisa decorar
as funcgodes trigonomeétricas nessa lista porque vocé vai saber qual delas
voceé tem apenas olhando para o triangulo — supondo que voce saiba
SohCahToa e as fungoes trigonométricas reciprocas (volte para o Capitulo
6 se vocé nao souber).Eu deixei de fora o que vai dentro do radical
porque na hora que voce estiver fazendo o passo 3,voce ja vai ter a
expressao do radical correta.

No caso 1 é sec(60) g.
No caso 2 é cos(60) g.

No caso 3 é tg(6) g.

. u
Resumindo, apenas lembre-se de - Para o passo le g bara o passo 3.

Caso 2: Senos

dx . j dx
Integre J—xz 6= reescrevendo primeiro como PN = para que
se enquadre na forma Va’—u?* ondea=4eu = x.

1. Desenhe um triangulo retangulo onde sen(#) = g, que é

w3

Seno € igual a %, entao o lado oposto € x e a hipotenusa € 4.0
comprimento do lado adjacente é entao automaticamente igual ao
seu radical, W.Vocé deve confirmar isso com o teorema de
Pitagoras.Veja a Figura 15-9.
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— A
Figura 15-9: 4

Um tridngulo X
SohCahToa
para o caso 0

A2 12

2. Resolva a sen(0) = % em funcao de x, diferencie, e ache o
valor de dx.

%: sen(6)
x=4sen(0)
dx
20" 4cos(6)

dx=4cos(0)do
3. Encontre qual funcao trigonométrica é igual ao radical sobre o
a, e depois ache o valor do radical.
. . 5 _A
Olhe para o triangulo da Figura 159.0 radical V16 — x* ;sobre 0 a,4,é pave
voce conhece do SohCahToa,€ igual ao cosseno.Entao isso lhe da

16 =2
cos (6)=\/164 X ,e assim

V16 -x* =4cos (0)

4. Use os resultados dos passos 2 e 3 para fazer substituicoes no
problema original e depois integre.

Note que nesse problema em particular voce tem que fazer trés substituicoes,
nao apenas duas como no primeiro exemplo.Dos passos 2 e 3 vocé tem

x =4sen(0),dx =4cos(0)dO e V16 — x* =4cos (0),entao

dx 4cos(0)do
Lﬂﬁ =j (4 sen(6))*4 cos(0)

do
=IIG sen?(6)

_L 2
= 16Jcosec (6)do

= _%6 cotg(d) + C

V16 — x*
X

5. O triangulo mostra que cotg(9)
volta para a sua resposta final.

. Agora, substitua de

1 162
_—16~T+C

16 — x*
T 16x +C

E muito facil.
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Caso 3: Secantes

Tendo em vista o tempo — e a sensatez — eu vou pular esse caso.Vocé nao vai
ter nenhum problema com esse caso porque a esta altura voce ja esta perito
nos casos 1 e 2,e todos os passos para o caso 3 sao basicamente os mesmos.

. Vxi-9 ~
Tente essa aqui. Integre _[ * dx.Eu vou comecar para vocé.No passol,
~ o u.., _x .
vocé desenha um triangulo,onde sec () = p isto é §.Agora continue

—“+C
X

daqui. Aqui esta a resposta znéo vale olhar se vocé ainda nao tiver

terminado): Vx> — 9 - 3 arctg X 9)

Os As, Bs, e Cxs das Fracoes Parciais

Logo quando voce pensou que nao podia ficar pior do que as subs-tituicoes
trigonomeétricas,eu apareco com a técnica das fragoes parciais.

Vocé usa o método das fragoes parciais para integrar fun¢oes racionais
6x% + 3x -2
X3+ 2x2
uma fragao: 1 + 1 = S, para que voce divida 5 em 1 mais 1 Vocé comeca

2376 6 2 3’

com uma fragao do tipo % e a divide em uma soma de fra(;()es,% + %,56

que voceé esta lidando com fungoes racionais complicadas e nao fragoes

do tipo .A idéia basica é desfazer o resultado da soma de

numéricas simples.

Antes de usar a técnica das fracoes parciais, vocé tem que verificar que
o seu integrando é uma fracao “propria”—isto € uma onde o grau do

numerador seja menor que o grau do denominador. Se o integrando for

2x3+x2 =10
x4 -3x-2

divisao polinomial longa para transformar a fracao imprépria em uma soma

“impréprio”, como em dx,vocé tem que primeiro fazer a
de um polinémio (o que,as vezes,vai ser apenas um nimero) e uma fracao
propria.Aqui esta a divisao para essa fragcao impropria (sem explicacao).
Basicamente, funciona como uma divisao longa regular.
2
X =3x-2)2x+x*+0x-10
2x2  —-6bx-4
X2 +6x-6
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Com a divisao regular, se vocé dividir 23 por 4, vocé obtera um
quociente igual a 5 e um resto de 3, que te diz que % éiguala b
+ % ou 5%. O resultado da divisao polinomial acima diz a vocé a

mesma coisa.O quociente € igual a 2 e o resto é igual a x? + 6x — 6,

L2 +xX2-10 . la2 x2+6x-10 0 bl . lj
assim = 5o —5— éigual a 2+ —5—=—5=.0 problema original,
233 +x*-10 x>+ 6x—-6

dx,se torna entao f 2dx + dx.A primeira

x}-3x-2 x}-3x-2
integral é simplesmente 2x.Voceé vai entao fazer a integral segunda com
o método da fracao parcial. Aqui estda como funciona. Primeiro um

exemplo basico e depois um mais avancgado.

Caso 1: 0 denominador contém
apenas funcgées lineares

5 .
Integre J‘ Zrx_6 dx.Esse € um problema do caso 1 porque o

denominador fatorado (veja o passo 1) contém apenas fatores lineares —
em outras palavras, polindomios de primeiro grau.

1. Fatore o denominador.

5 B 5
X+x-6" (x-2) (x+3)

2. Divida as fracoes da direita em uma soma de fracoes, onde cada
fator do denominador no passo 1 se torne o denominador de
uma fracao separada. Depois coloque incégnitas no numerador
de cada fracao.

5 A B
-2 (x+3)  (x-2 T x+3)

3. Multiplique ambos os lados dessa equacao pelo denominador
do lado esquerdo.

Isso € algebra I,entao vocé nao espera que eu va mostrar os passos. Certo?
5=Ax+3)+B(x-2)

4. Tire as raizes dos fatores lineares e os insira — um de cada vez —
em x na equacao do passo 3, e ache os valores das incognitas.

Sex =2 Sex =-3
5=A2+3)+B(2-2) 5=A(-3+3)+B(-3-2)
5=5A 5=-5B

A=1 B=-1

5. Coloque esses resultados em A e B na equacao do passo 2.
5 1 N -1
x-2)(x+3) " (x-2) (x+3)
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6. Separe a integral original nas fracoes parciais do passo 5 e vocé
esta dispensado.

5 _I 1 J—l
.[ X+ x-6 d = x-2 dx + xX+3 dx

=In ‘x—2|—ln ‘x+3|+C

+3

=In +C  (olog de uma regra

do quociente)

Caso 2: 0 denominador contém
fatores quadrdticos irredutiveis

As vezes vocé nao pode fatorar um denominador até chegar aos fatores
lineares porque alguns quadrados sao irredutiveis — como nimeros
primos, eles ndo podem ser divididos.Vocé pode facilmente verificar se
um quadrado (ax?® + bx + ¢) é redutivel ou nao verificando seu delta, b* -
4ac.Se o delta for negativo, 0 quadrado € irredutivel. Usando a técnica das
fracOes parciais com quadrados irredutiveis € um pouco diferente.

Aqui estd um problema: Integre -[x 5x% + 9x — 4

=D 2+ d)

1. Fatore o denominador.
Ja esté feito! Nao diga que nunca fiz nada por voceé.

2. Divida a fracao em uma soma de “fracoes parciais”.
Se voceé tiver um fator quadrado irredutivel (como o x> +4),0
numerador para essa fracao parcial precisa de duas incognitas na
forma 4Ax + B.

5x*+9x-4 A B Cx+D
x(x-1) (x2+4)_x+x—l YT

3. Multiplique ambos os lados dessa equacao pelo lado esquerdo
do denominador.

5 +9x—4=A(x-D+4)+B ) +4) + (Cx+D)(x) (x-1)

4. Tire as raizes dos fatores lineares e coloque-os - um de cada vez
- no lugar de x na equacao do passo 3, e depois resolva.

Sex =0 Sex=1,
-4 =-4A 10=5B
A=1 B=2

Ao contrario do exemplo do caso 1,vocé nao pode achar todos os
valores das incognitas inserindo as raizes dos fatores lineares, entao
voce vai ter que ter mais trabalho.
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5.

Insira na equacao do passo 3 os valores conhecidos de Ae Be
quaisquer dois valores para x nao usados no passo 4 (nimeros
pequenos tornam os calculos mais faceis) para obter um sistema
com duas equacoes em Ce D.

A=1eB=2entao

Sex =-1 Sex =2

-18=-10-10-2C+2D 54=8+32+4C+2D
2=-2C+2D 14=4C+2D
1=-C+D 7=2C+D

. Resolva o sistema: 1=-C+ D e¢7=2C+ D.

Vocé obtém C =2 e D = 3.Faga-me um favor e verifique os meus calculos.

. Separe a integral original e integre.

Usando os valores obtidos nos passos4 e 6,4 =1,B=2,C=2,e D
= 3,e a equacao do passo 2,vocé pode separar a integral original
em trés pedacos:

5x° + 9x + 4 _J'l J' 2 2x+3
Jx(x—l)(x2+4)dx_ xder x-1 dx+ xX2+4 dx

E com a algebra basica, vocé pode separar a terceira integral da
direita em dois pedacgos, resultando na decomposi¢ao em fragcao
parcial final:

Jx(ixj;)gngf@dx jl d“_[ : J =

x2+4 dx

As duas primeiras integrais sao faceis.Para a terceira, vocé usa a
substituicao com u =x%+ 4 e du = 2xdx.A quarta é feita com a regra do
arco tangente da folha de consulta.

j 5x° +9x + 4
x(x-1) (xX*+4)

dx=In|x|+2In|x-1 |+ln|x2+4|+%amg(%>+c

y 3 X
=In|x(x-1202+4) |+7arctg (?)+C

Caso 3: 0 denominador contém fatores
lineares ou quadrdticos repetidos

Se o denominador tiver qualquer fator repetido,como (x + 5)* aqui esta
0 que voceé deve fazer.

Digamos que voceé queira integrhnar I S

dx. O x no denominador

g

tem uma poténcia igual a 2,entao voce obtém duas fracoes parciais
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o%

para o x ( para as poténcias 1 e 2);0 (x— 1) tem um poténcia igual a 3,

entdo vocé obtém 3 fragoes parciais para esse fator (para as poténcias 1,

2,e 3).Aqui esta a forma geral para a decomposicao em fracao parcial:

A B C D - o
T et G-1D + G- 1) + G- 1)34Aqu1 estd outra forma.Voce divide
4 -x"+8 A B Cx+D  Ex+

em F Eu estou
2 ( 1)2

2x-32(2+ 1) 2x-3) T 2x-32 T e+ T+

pulando a solugao para esses exemplos. O método é o mesmo dos casos
1 e 2 acima — apenas mais confuso. E, também, eu tenho um aviao para

pegar — de volta para a ensolarada Florida.

Bénus: Equacionando coeficientes
de termos semelhantes

Aqui esta outro método para encontrar a incognita maitscula que voceé deve
ter na sua bolsa de truques. Digamos que obtenha a equacgao a seguir para o
passo 3 (isso vem de um problema com dois fatores quadraticos irredutiveis):

23 +x2-5x+4=Ax+B)(x*+ 1)+ (Cx+D) (x*+2x+2)

Essa equacao nao tem fatores lineares, entao vocé nao pode inserir as raizes
para obter as incognitas. Em vez disso,expanda o lado direito da equagao:

2+ =bx+4=Ax*+Ax + B+ B+ Cx* + 2Cx* + 2Cx 4+ 2Cx + Dx* + 2Dx + 2D

E redna termos semelhantes: !

28 +x=5x+4=A+C) X*+(B+2C+D)x*+ (A +2C+2D) x+(B+2D)

Depois equacione os coeficientes dos termos semelhantes dos lados
esquerdo e direito da equacao:

2=A+C

1=B+2C+D
-5=A+2C+2D

4=B+2D

Voce entao resolve o sistema de equagoes simultaneas para obter A,B,C,e D.

Vocé pode terminar o exemplo do caso 2 usando uma versao mais curta
do método para equacionar os coeficientes. Olhe para a equag¢ao no passo
3 do caso 2,e equacione os coeficientes do termo x* dos lados esquerdo
e direito da equagao.Vocé consegue ver,sem realmente fazer a expansao,
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que na direita vocé obteria (A + B + C)x*? (Se vocé nao consegue ver isso,
pule esse atalho — desculpe por lhe dar esperanga).Entao, 5x°= (A + B +
C) x%,que significaque 5=A+ B+ C,e porque A = 1 e B =2 (do passo 4),
C deve ser igual a 2.Depois, usando esses valores para A, B, e C,e qualquer
valor para x (com excecao de 0 e 1),vocé obtém D.O que vocé acha disso
para um atalho simples?

Q\c,i\ Resumindo,vocé tem trés maneiras para achar o seu A, B, C, e assim por
diante: 1) Insira as raizes dos fatores lineares do denominador se houver
algum, 2) Insira os outros valores de x e resolva o sistema de equacoes
resultante, e 3) Equacione os coeficientes dos termos semelhantes. Com a
pratica, vocé vai ficar bom em combinar esses métodos para rapidamente
encontrar as suas incognitas.



Capitulo 16
Esqueca o Dr. Phill: Use a Integral
para Resolver Problemas

Neste Capitulo
Um teorema médio: “Altos e baixos ? S6 na montanha russa”
Somando a area entre as curvas
Calculando volumes de formatos estranhos: carnes frias, panquecas, e rosquinhas
Encontrando o comprimento e a area de superficie do arco
A regra do hospital — caso estudar calculo o deixe doente
Conhecendo integrais sem modos

O paradoxo da corneta de Gabriel

omo eu disse no Capitulo 13,a integracao é basicamente apenas

somar pequenos pedacos de alguma coisa para obter o total para
a coisa toda — pedagos muito, muito pequenos,na verdade, pedagos
infinitamente pequenos.Assim, a integral

20s.

j pequenos pedacos da distancia

5s.

diz a vocé para somar todos os pequenos pedacos da distancia viajada
durante os 15 segundos de intervalo entre 5 até 20 segundos para obter a
distancia total viajada durante esse intervalo.

O pequeno pedaco em questao é sempre uma expressao contendo

x (ou qualquer outra variavel). Para a integral acima, por exemplo, o
pequeno pedacgo da distancia pode ser dado por, digamos, x*dx. Entao a
integral definida

20

J x2dx

5

daria a vocé a distancia total viajada. Pelo fato de vocé agora ser um
especialista em calcular integrais como a que estd acima, seu principal
desafio nesse capitulo é simplesmente propor a expressao algébrica
para os pequenos pedac¢os que vocé esta somando.
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Nesse capitulo,voce usa integrais para resolver diversos problemas
geométricos — area, volume, comprimento do arco e area da superficie.
Vocé também descobre como encontrar a altura média da fun¢ao e um
atalho para os problemas envolvendo limites — a regra de L'Hospital — que
VOCE precisa para as integrais improprias (infinitas) no final do capitulo.

0 Teorema do Valor Médio para
as Integrais e Valor Médio

A melhor maneira de entender o Teorema do Valor Médio para integrais é
com um diagrama — olhe a Figura 16-1.

y y y

|
Figura 16-1:

Uma “prova” i ;
visual do } :

teorema do 1
valor médio < ] ]
para as ; ey X } — > x } T— > X
integrais. 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Muito pequeno Muito grande Certo

O gréfico da esquerda na Figura 16-1 mostra um retangulo cuja area é
claramente menor que a area sob a curva entre 2 e 5.Esse retangulo tem
uma altura igual ao menor ponto na curva no intervalo de 2 a 5.0 grafico
do meio mostra um retangulo cuja altura é igual ao ponto mais alto na
curva.Sua area é claramente maior que a area sob a curva.A esta altura
voce esta pensando,‘Nao ha um retangulo maior que o menor e menor
do que o maior cuja area seja a mesma que a area sob a curva?”.E claro.
E esse retangulo cruza,com certeza,a curva em algum lugar no intervalo.
O tao falado “retangulo de valor médio” mostrado a direita resume
basicamente o Teorema do Valor Médio para as integrais. E, de verdade,
apenas bom senso.Mas aqui estéd a bobagem.

O Teorema do Valor Médio para integrais: Se f(x) é uma fungao

+ = continua em um intervalo fechado [a, b],entao existe um nimero ¢ no
£ intervalo fechado que

If(x) dx=F(c) .(b-a)

O teorema apenas garante, basicamente, a existéncia do retangulo de
valor médio.
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A area do retangulo de valor médio — que é o mesmo que a area sob a
curva — é igual ao comprimento vezes a largura,ou base vezes a altura,
certo? Entao, se vocé dividir sua area, jf (x)dx pela sua base, (b — a),vocé
obtera a sua altura, f{(c).Essa altura é ca) valor médio da fungao sobre o

intervalo em questao.

Valor médio: O valor médio de uma fungao f{(x) sobre um intervalo
fechado [a, b] é

b
|
— | f(x)dx
ba)
que € a altura do retangulo de valor médio.
Aqui estda um exemplo.Qual a velocidade média de um carro entre ¢ = 9
segundos e f = 16 segundos cuja velocidade em metros por segundo é

dada pela funcao f(¢) = 30 Vi?De al%ordo com a defini¢ao do valor médio,

essa velocidade média é dada por j30 Vit dt.
9

1. Determine a area sob a curva entre 9 e 16.
16
jso VT dr
9
— z /2
[

128 54
-3003“7?)

16
9

=740
Essa area, a proposito, € a distancia total viajada de 9 até 16 segundos.
Vocé vé por qué? Considere o retangulo de valor médio para esse
problema. Sua altura é a velocidade (porque os valores da funcao,
ou alturas,sao velocidades) e sua base € uma quantidade do tempo,
entao sua area € velocidade vezes tempo que € igual a distancia.
Alternativamente, lembre que a posicao da derivada é a velocidade
(veja o Capitulo 12).Entao,a antiderivada da velocidade — o que eu
acabei de fazer nesse passo — € a posicao, e a variacao na posi¢ao de 9
até 16 segundos lhe da a distancia total viajada.

2. Divida essa area, distancia total, pelo intervalo de tempo de 9
até 16, a saber, 7.

distancia total 740 metros
tempo total ~ 7 segundos

Velocidade média =

~ 105,7metros por segundo
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A (ileﬁnigéo de valor médio diz a vocé para multiplicar a area total por

1 1 o
69 U7 Mas pelo fato de dividir por 7 ser

. - 1 ~ s
a mesma coisa que multiplicar por —,vocé pode dividir como eu fiz nesse

b - a,que nesse problema é

passo. Faz mais sentido pensar nesses problemas em termos da divisao: a
drea é igual a base vezes altura,entao a altura do retangulo de valor médio
é igual a sua area dividida pela sua base.

0 TVM para as integrais e para
as derivadas: Irmaos gémeos

Vocé se lembra do Teorema do Valor Mé-
dio para as derivadas no Capitulo 11?7 O
grafico a esquerda na figura mostra como
ele funciona. A ideia basica é que ha um
ponto na curva entre 0 e 2 onde a inclina-
cdo € a mesma que a inclinacdo da reta
secante de (0,0) até (2,8) — isto &, uma
inclinacdo igual a 4. Quando vocé faz os
calculos, vocé obtém % para esse pon-
to. Bom, constata-se que o ponto garan-

tido pelo Teorema do Valor Médio para

*Emx = l?a inclinacdo é 4 e esta é a
inclinacao média de f'entre 0 e 2.

* A menor inclinagdo de fno intervalo € 0.
* A maior inclinagdo de f'no intervalo é 12.

* 0 aumento total ao longo de f'de 0 até
268

as integrais — o ponto onde o retangulo
de valor médio cruza a derivada da curva
da (mostrada a direita na figura) — tem o
mesmo valor de x. Muito legal, né?

Se vocé quiser realmente entender a rela-
¢do intima entre a diferenciagdo e a inte-
gracao, pense muito e arduamente sobre
as muitas conexdes entre os dois graficos
na figura que segue. Essa figura é uma
verdadeira joia, se eu assim digo (Para
mais sobre a conexao entre a diferencia-
cao/integracao, dé uma olhada na minha
outra favorita, a Figura 14-8).

f(x) = 3x?

(2,12)
Altura do
retangulo
de valor
médio =4
" > X
1 2

*Emx= i?a altura é 4 e esta é a altura
média de’f/” entre 0 e 2.

* A menor altura de /” no intervalo é 0.
* A maior altura de /" no intervalo é 12.
* A &rea total sob /" de 0 até 2 é 8.
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A Area Entre Duas Curvas —
Duas Vezes a Diversao

Esse é o primeiro de sete topicos nesse capitulo onde é pedido que vocé
proponha uma expressao para um pequeno pedaco de alguma coisa, e
depois some os pedagos usando a integracao. Para esse primeiro tipo de
problema, o pequeno pedago é um retangulo estreito que senta sobre uma
curva e sobe até a outra.Aqui estd um exemplo: Encontre a area entre y =

2 - x* eyz%x de x = 0 até x = 1.Veja a Figura 16-2.

y

(x, 2-x?)

| T T t
Figura 16-2: A 2 ! \11 \ 2
areaentrey = a4

1
2 -1
2—xley 7
x dex =0 até 2T

x=1
|

Para obter a altura do retangulo representativo na Figura 16-2,subtraia a
coordena y da sua base da coordenada y da sua parte superior —isto é (2

—x%) ——x.Sua base é o dx infinitesimal. Entao, pelo fato de a drea ser igual
a alturdvezes a base,

Area do retangulo representativo = ((2 -x%) - %x)dx

Agora apenas some as areas de todos os retangulos de 0 até 1 usando a

1
integragéo:j ((2 -x%) - % x)dx
0
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Agora para tornar as coisas um pouco mais distorcidas,no proximo
problema as curvas se cruzam (veja a Figura 16-3). Quando isso acontece,
voceé tem que dividir o total da area sombreada em regioes separadas antes
de integrar.Tente essa aqui: Encontre a area entre \/E ex*dex=0atéx=2.

y=x3
ol .
71 5
st s
4t :
2l 5 y=x
Quem estd ; | : X
no topo? 1 2 3

1. Determine onde as curvas se cruzam.

Elas se cruzam em (1,1) — que coincidéncia maravilhosa! Entao vocé
tem duas regioes separadas — uma de 0 até 1 e outra de 1 até 2.

2. Descubra a area da regiao da esquerda.

Para essa regiao, \/? esta acima de x°.Entao a altura do retangulo
representativo é \/— x%,sua area € a altura vezes a base,ou (\/— x)
dx,e a area da regiao é,entao

f (Vx - x%)dx

4

3o

_[Bpm_ 1 )
o],

po|—

3. Encontre a area da regiao da direita.

. 3 ) ~ i 3
Agora, x® esta acima de Vx, entao a altura de um retangulo é x* —{x e
assim vocé tem

f (o = Vx)dx

_i _i /32
-t

1
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33 1 3
{1-299-(-9)
=45-1532
4. Some as areas das duas regioes para obter a area total.
05+45-1,5 3\/7: 5-15 3\/?z 3,11 unidades ao quadrado

Note que a altura de um retangulo representativo € sempre seu fopo
menos sua base,independentemente de esses nimeros serem positivos ou
negativos. Por exemplo,um retangulo que vai de 20 até 30 tem uma altura
de 30 — 20, 0u 10; um retangulo que vai de -3 até 8 tem uma altura de 8 —
(=3),0u 11;e um retangulo que vai de —15 até —10 tem uma altura igual a
-10 - (-=15),0u 5.

o

Se vocé pensar nesse método do topo menos a base para encontrar a
altura de um retangulo,vocé pode ver agora — supondo que voce ja nao
viu — porque a integral definida de uma fun¢ao considera a area abaixo
do eixo x como negativa (Eu menciono isso sem explicacao no Capitulo
13).Por exemplo, considere a Figura 16-4.

y

y = sen(x)

Altura = sen(x)

| \
Figura 16-4: 0 =
Qual é a area / 2
sombreada?

Sl%ica: nio é Altura = -sen(x)

|
H

sen(x)dx.

0
I

Se voceé quiser a area total da regiao sombreada mostrada na Figura 164,vocé

tem que dividir a a&rea sombreada em dois pedagos separados como vocé fez

no ultimo problema.Um pedaco vai de 0 até nt e 0 outro vai de  até STT[

Para o primeiro pedago,de 0 até i, 0 retangulo representativo tem um altura
igual a funcao,y = sen(x), porque sua parte superior estd na fungao e sua
base esta no zero — e, é claro,qualquer coisa menos zero é ela mesma.Entao

a area desse primeiro pedaco é dada pela integral definida _[ sen(x)dx.
0
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Mas para o segundo pedaco de r até S—H,a parte superior do retangulo
representativo esta no zero — lembre que o eixo x € a linha y = 0 — e sua base
estd em y = sen(x),entdao sua altura € 0 — sen(x),ou apenas - sen(x). Entao,
para obter a area desse 3s;%gundo pedaco,vocé descobre a iqstn/ezgral definida

do negativo da fungéo,j —sen(x)dx,que € o mesmo que —I sen(x)dx.

T d

Devido ao fato de essa integral negativa lhe dar a &rea comum, positiva
3n/2

do pedago abaixo do eixo x ,a integral definida positiva | sen(x)dx lhe
3n/2

2 0
dé a area negativa.E por isso que se vocé descobrir a integral definida
. . . - . 0
sen(x)dx sobre todo o intervalo,o pedaco abaixo do eixo x é considerado
como uma area negativa, e a resposta lhe da o liquido da area acima do

eixo X menos a area abaixo do eixo — em vez da area total sombreada.

Encontrando os Volumes
de Silidos Estranhos

Em geometria, vocé aprendeu como encontrar os volumes de solidos
simples como caixas, cilindros e esferas. A integracao permite que vocé
calcule os volumes de uma variedade interminavel de formatos muito
mais complicados.

0 método do cortador de carne

Essa metafora é na verdade muito precisa.Imagine um pedago grande
de carne sendo cortado em pedag¢os muito finos naqueles cortadores
de carne congelada.Essa é a idéia basica aqui.Vocé fatia um formato
tridimensional, depois soma os volumes dos pedacos para determinar o
volume total.

Aqui estda um problema: Qual é o volume do sélido cujo comprimento corre
ao longo do eixo x de 0 até e cujos cortes transversais perpendiculares ao
eixo x sao triangulos eqiiilateros tais que os pontos médios das suas bases
estejam no eixo x e seus vértices superiores estejam na curva y = sen(x)?
Isso € um bocado ou o qué? Esse problema € quase tao dificil de explicar e
desenhar como fazé-lo.Dé uma olhada nessa coisa na Figura 16-5.
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|

Figura 16-5: :

Um grande 77T ‘ o

pedaco A S v
estranho 17 g

de carne

defumada.
|

Entao,qual é o volume?

1. Determine a area de qualquer corte transversal.

Cada corte transversal € um triangulo equilatero com altura igual a

2V3
3
-sen(x) (Dica:Metade de um triangulo

sen(x).Se voce fizer a geometria, voc€ vai ver que sua base é

2V3
3
equilatero € um triangulo 30° - 60° - 90°). Entao, a area do triangulo,

dada por A =% (b)(h) é %(g : sen(x)) sen(x),ou E - sen’x.

vezes sua altura,ou

3

2. Encontre o volume de um pedaco caracteristico.

O volume de um pedaco € apenas seu corte transversal vezes sua
espessura infinitesimal, dx. Entdo vocé obteve o volume

V3

Volume do pedaco caracteristico = 5 sen?(x) dx
3. Some os volumes dos pedacos de 0 até m usando a integracao.

Se 0 que vem a seguir parecer um pouco dificil,bem, paciéncia, é
melhor vocé se acostumar.Afinal de contas, isso é calculo (Na verdade,
nao é tao ruim assim se vocé o fizer pacientemente, passo a passo).

Ig ~sen’(x) dx
V3

=TO
=£f1—cos(2x) dx
357 2

sen?(x)dx

(integrais trigonométricas com senos e
co-senos, caso 3,do Capitulo 15)
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,[ n

=?\/§(J ldx—(_][cos@x)dx)
=§([X]g_ [Sen§2x)]“0>
=§(n_0_(sen2(2n) _ ser12(0)))
=§(n—0—(0—0}

ny3
=76

~ 0,91 unidades cubicas

E muito facil.

0 método da pilha de panquecas

A técnica é basicamente a mesma do método do cortador de carne — na
verdade, é um caso especial do método do cortador de carne que vocé
usa quando os cortes transversais sao circulos.Aqui estd como funciona.
Encontre o volume do sélido — entre x = 2 e x = 3 — formado ao girar a
curva y = e*sobre o eixo x.Veja a Figura 16-6.

1. Determine a area de qualquer corte transversal ou panqueca
representativa.
Cada corte transversal € um circulo com um raio de e*. Entao,sua area
é dada pela férmula para a area de um circulo,A = nr%. Inserindo e* no
lugar de r vocé tem
A =n(e9)? = ne*

2. Junte um dx para obter o volume de uma panqueca

representativa infinitesimalmente fina.

drea profundidade

—t—
Volume da panquenca = ne*™ - dx



_Capitulo 16: Esqueca o Dr. Phill: Use a Integral para Resolver Problemas 293

y

Panqueca
representativa

|
Figura 16-6:

Densidade é
Uma pilha de 8 igual & dx.
panquecas 2T
de lado.

=5 [e*]; (pela substituicao com u = 2x e du = 2dx)
T
= (e"-e")

~ 548 unidades cubicas

0 método da pilha de rosquinhas
nas quais alguém sentou em cima

Outros livros chamam isso de método da argola, mas qual a diversao disso?
A lnica diferenca entre o método da rosquinha e o método da panqueca
€ que agora cada pedago tem um furo no meio que vocé tem que subtrair.
Nada além disso.

Aqui vai. Pegue a area delimitada por y =x* e y =\ x e crie um sélido
girando essa area sobre o eixo x.Veja a Figura 16-7.
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I
Figura 16-7:

Uma pilha de
rosquinhas
de lado —

apenas some
os volumes

de todas as

rosquinhas.
|

|
Figura 16-8:
A area
sombreada
éiguala
7R?—nrZ o
todo menos
o buraco —

entendeu?
|

y y=x? y  Rosquinha ou argola
representativa.
11 (a1 y=x 14 (1,1)
Agora gire essa
area sombreada
sobre o eixo x.
t X - %l X
(0,0) 1 i

4
Densidade = dx

Apenas pense: Todas as for¢as do universo em desenvolvimento e todas as
reviravoltas da sua vida lhe trouxeram para esse momento quando vocé
esta finalmente apto a calcular o volume desse solido — algo para o seu
diario. Entao qual € o volume?

1. Determine onde as duas curvas se interceptam.

Nao é preciso muita habilidade para ver que y=x?e y=1x se
interceptam em x = 0 e x = 1 — muito bom isso,nao? Entao o sélido
em questao atravessa o intervalo no eixo x de 0 até 1.

. Descubra a area de um corte transversal fino da rosquinha ou

da argola.
Cada pedago tem a forma de uma rosquinha — veja a Figura 16-8 — entao
sua area € igual a area de todo o circulo menos a area do buraco.

<

A area do circulo menos o buraco é nR?— zr?,onde R é o raio mais externo
(o raio maior) e r é o raio do buraco (o raio menor).Para esse problema, o
raio mais externo é | x e o raio do buraco é x? entao isso lhe da

A=n (Vx)? - m(x?)?
=nx —nxt
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o

3. Multiplique essa area pela profundidade, dx, para obter o
volume de uma rosquinha representativa esmagada.
Volume = (nx — nx*)dx

4. Some os volumes das rosquinhas finas como papel de 0 a 1 pela
integracao. :
Volume total = _[ (mx — ) dx
0
= nj (x —xHdx
[ 1 1 1
= n[? xX2-75 XS]
11, o
-{(z-5)-0-0)

-4l
_3n
~ 10

~ 0,94 unidades cubicas
Preste atencao ao simples fato de a area da rosquinha ou argola ser a area
de todo o disco,nR?, menos a area do buraco,nr*: A = nR? — nr*. Quando ,

voceé integra,vocé obtém j (mR? - r¥)dx.1sso é o mesmo, € claro,que 1t I

a

a
(R?-r")dx,que € a férmula dada na maioria dos livros. Mas se voc€é apenas
aprender isso automaticamente, voce talvez esqueca.Voce vai lembrar
melhor como fazer esses problemas se vocé entender a simples idéia do

circulo grande menos o circulo pequeno.

0 método das bonecas russas
aninhadas uma dentro da outra

Agora voceé vai cortar um sélido em cilindros concéntricos finos e depois
somar os volumes de todos os cilindros. E mais ou menos como essas
bonecas russas cabem uma dentro da outra. Ou imagine uma lata de sopa
que de alguma forma tem muitos rétulos, cada um cobrindo o outro de
baixo.Ou pense naquelas brincadeiras de embrulhar caixas com vérios
papéis de presente. Cada rétulo da lata de sopa ou pedaco de papel é
uma casca — antes de voce rasga-la, é claro. Depois que voce rasga, € um
retangulo comum.

Aqui esta um problema: Um so6lido é criado pegando-se a area limitada
pelo eixo x,as linhas x = 2 e x = 3,e y = %, e depois girando ela sobre o
eixo y.Veja a Figura 16-9.
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|
Figura 16-9:

Um formato
mais ou
menos como
o Coliseu

e uma das
suas cascas
represen-
tativas.

zGR

Corte transversal
y vertical da casca
y=e* representativa

|

Essa area é
girada sobre
y 0 eixo y
Casca )
representativa Densidade
é dx
Altura
éex

Qual é o volume?

1. Determine a area de uma casca cilindrica representativa.

Ao imaginar uma casca representativa, concentre-se em uma casca
que nao esta em nenhum lugar em particular. A Figura 16-9 mostra
esse tipo de casca comum. Seu raio é desconhecido, x, e sua altura é a
altura da curva em x,a saber, e*.Se, em vez disso, voc€é usar uma casca
especial como a casca mais externa com um raio de 3,vocé vai mais
facilmente cometer o erro de pensar que uma casca representativa
tem algum raio conhecido como 3 ou uma altura conhecida como e*.
Tanto o raio quanto a altura sao desconhecidas (Esse mesmo conselho
se aplica aos problemas da panqueca e da rosquinha).

Cada casca representativa, como o rétulo da lata de sopa ou o

papel adesivo da fibra, € apenas um retangulo cuja area €, € claro,
comprimento vezes largura. O rétulo retangular da lata de sopa envolve
toda a lata, entao seu comprimento € a circunferéncia da lata, a saber,
2nr;a largura do rétulo € a altura da lata. Entao agora vocé tem a
formula geral para a area da casca representativa:

Area = comprimento - largura
=2nr. H
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Para o problema atual, vocé insere x para o raio e e* para a altura,
dando a voceé a area da casca representativa:

Area de concha = 2nx - €

2. Multiplique a area pela espessura da casca, dx, para obter o
volume.

Volume da casca infinitesimal = 2rxe~dx

3. Some os volumes de todas as cascas de 2 até 3 usando a
integracao.

3
Volume total = J 2nxedx
2

3

= 2nj xe*dx

3
=2n [xe"— ex]z (integracao por partes)
= 271(2e2 —-e’ —(262 - ez))

= 211(2@3 - el)

~ 206 unidades cubicas

et Com os métodos do cortador de carne,da panqueca e da rosquinha, é
geralmente muito 6bvio quais devem ser os limites da integracao (lembre-
se que os limites da integracdo sao,por exemplo,0 1 e 0 5 em I). Com
as cascas cilindricas, no entanto,nao é sempre tao claro.Aqui Vlai uma
dica.Voceé integra da margem direita do cilindro menor para a margem
direita do cilindro maior (como de 2 para 3 no problema anterior).E note
que vocé nunca integra da margem esquerda para a margem direita do

cilindro maior (como de -3 para 3).

Analisando o Comprimento do Arco

Até agora nesse capitulo,vocé somou as areas de retangulos finos para obter
a area total, os volumes dos pedacos finos para obter o volume total, e os
volumes de cilindros finos para também obter o volume total. Agora, vocé
vai somar pequenos comprimentos ao longo de uma curva,de um “arco”,
para obter o comprimento total.

Eu poderia apenas lhe dar a férmula para o comprimento do arco,mas eu
prefiro mostrar a vocé porque ela funciona e como deriva-la.Vocé tem sorte.

A ideia é dividir o comprimento da curva em pedagos pequenos, descobrir
o comprimento de cada pedacgo, e depois somar todos 0s comprimentos.
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|
Figura 16-10:
0 Teorema
de Pitagoras,
al+b?=cé
a chave para
a formula do
comprimento

do arco.
|

°£ GALC(/(O

Co

o CRITY

7In0D

A Figura 16-10 mostra como cada pedaco de uma curva pode ser
aproximado pela hipotenusa de um pequeno triangulo retangulo.

Pequeno pedago
da curva

<

Hipotenusa
representativa

N{dx)?+ (dy)?

dy

<
-

| > x
la b /‘\ —— _/
dx

Vocé pode imaginar que a medida que vocé amplia cada vez mais,
dividindo a curva em mais e mais pedacos, as pequenas se¢oes ficam
cada vez mais retas e a hipotenusa cada vez mais se aproxima da curva.E
por isso — quando esse processo de somar pedagos cada vez menores é
levado ao limite — que vocé obtém o comprimento exato da curva.

Entao,tudo o que vocé tem a fazer é somar todas as hipotenusas ao longo
da curva entre seus pontos de partida e de chegada.Os comprimentos das
partes de cada triangulo infinitesimal sao dx e dy, e assim o comprimento
da hipotenusa — dada pelo Teorema de Pitagoras — é

V(dx) + (dy)*

Para somar todas as hipotenusas de a até b ao longo da curva, vocé
apenas integra:

| V@@

Um pequeno ajuste e vocé tem a férmula para o comprimento do arco.
Primeiro, fatore o (dx)? dentro da raiz quadrada e simplifique:

f/(dx) x)z =f/(dx) 1+(%)Z

(dy

(dx)
Agora voceé pode tirar a raiz quadrada de (dx) — isto é,dx, é claro — e trazer
para fora do radical, e, voila, vocé obteve a férmula.

1+

Comprimento do arco: O comprimento do arco ao longo da curva,y =
f(x),de a até b,é dado pela integral a seguir:

Jb 1+ (%)Z (dx)

A expressao dentro dessa integral é simplesmente o comprimento de uma
hipotenusa representativa.
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Tente esse aqui: Qual é o comprimento ao longo de y=(x-1)*?2dex =1
até x = 5?

1. Tire a derivada da sua funcao.

y=x-1)"
dy_3 . 1w
a2 D

2. Insira isso na féormula e integre.
b d 9
ay
[ 1+ ( dx) (dx)

:f [T+ (%(x+ 1)“2)2dx

:Js,/ 1 +%(x+ 1) dx

1
5
9 5 172
= J (ZX - Z) dx
4_2(9 5"
938" "1
(Vocé viu como eu obtive isso,nao viu? E a técnica da integracao

de adivinhar e verificar com a regra inversa da poténcia.O */q € a
quantidade mudada que vocé precisa por causa do coeficiente /).

5

1

(Perguntas algébricas sao estritamente proibidas!)

[ 1 3215
=57 9x-5) 1
1 /= 1
=57 (\/40) 57 8
8
~ 9,07 unidades
Agora se vocé alguma vez se achar em uma rua com o formato y =
(x—1)*? e 0 seu hodometro estiver quebrado, vocé pode descobrir

o comprimento exato do seu percurso.Seus amigos irao ficar muito
impressionados — ou muito preocupados.

Superficies de Revolucao — Passe a
Garrafa de Pessoa para Pessoa

Uma superficie de revolugcao é uma superficie tridimensional com um
corte transversal circular,como um vaso ou um sino ou uma garrafa de
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vinho. Para esses problemas, vocé divide a superficie em faixas circulares
estreitas, descobre a area da superficie de uma faixa representativa, e depois
apenas soma as areas de todas as faixas para obter a area total da superficie.
A Figura 16-11 mostra esse tipo de forma com uma faixa representativa.

|
Figura 16-11:
0 problema

da garrafa ! Largura do
de vinho. Se y=flx) retangulo . _
vocé estiver Raio da faixa
representativa
cansado éiguala f(x)
de célculo,
relaxe e dé X
uma olhada Faixa representativa
no livro
Vinho Para Comprimento da faixa representativa ou
Leigos —é “retdngulo” é igual a circunferéncia da faixa, 2rtr.
um Best
seller.
—

Qual é a area da superficie de uma faixa representativa? Bom, se

voceé cortar a faixa e a desenrolar, vocé obtém um tipo de retangulo
longo, estreito cuja area, é claro,é o comprimento vezes a largura.O
retangulo envolve toda a superficie circular, entao seu comprimento é
a circunferéncia do corte transversal circular,ou 2zr,onde r é a altura
da funcao (para problemas de tipos de jardim,de qualquer maneira).
A largura do retangulo ou faixa é a mesma que o comprimento da
hipotenusa infinitesimal que vocé usou no tépico do comprimento

do arco,a saber, |1 4 (%)2 .Assim, a area da superficie de uma faixa
\ x
d

2
representativa,do comprimento vezes a largura, é 2nr |1 + (d—i) dx,o

que nos tras para a féormula.

cALe
§0‘° %o
E Superficie de revolucao: A superficie gerada girando a fungao,y =
© . Py o .
A f(x),sobre um eixo tem uma area de superficie — entre a e b — dada pela
<

Fanod  integral a seguir:

b
[ ldyy o [ [dy)’
J27U' 1+(d—i;) dx=2n Ir 1+(d—§) dx

Se o eixo da revolucao for o eixo x,r serd igual a f(x) — como mostrado na
Figura 16-11.Se o eixo de revolucao for alguma outra linha,como y = 5,é
um pouco mais complicado — algo para se estar ansioso.
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Agora tente um: Qual é a rea da superficie —entrex = 1 ex =2 -da
superficie gerada girando-se y = x* sobre o eixo x.Veja a Figura 16-12.

>
>

(2,8)

|
Figura 16-12:
Uma
superficie de
revoluc@o

— essa tem
um formato
parecido -8+ representativa
comaparte ;g
final de uma

trombeta. \

1. Pegue a derivada da sua funcao.

y=x
dy .,
dx_Sx2

Agora voceé pode terminar o problema apenas inserindo tudo na
férmula, mas eu quero fazer isso passo a passo para reforcar a idéia
que toda vez que voce€ integra, vocé escreve um pequeno pedaco
representativo de algo — isso é o integrando — depois vocé soma todos
esses pequenos pedacos pela integracao.

2. Descubra a area da superficie de uma faixa representativa
estreita.

O raio da faixa é x°, entao sua circunferéncia é 2z x* — isto é,0

“comprimento” da faixa.Sua largura, uma hipotenusa minudscula, é

2
N+ (%) dx =[1+ (3x%)? dx.E,assim,sua area — comprimento vezes
largura — é 2\ [1 + (3x5)2 dx .
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3. Some as areas de todas as faixas de 1 até 2 usando a integracao.

2
j2nx3 I+ (3x)2dx
1
2
=2nj X3V + 9 dx

2
= 2 I 36x3vV1 + 9x? dx (O 36 é o valor mudado para a
36 i substituicao em u; veja a proxima linha da

145 equacao)
= 1n_8 J u?du  (substituicdo com u = 1 + 9x*, du = 36x°dx;
i0 s quando,x = 1,u = 10;quando x = 2,u = 145)
Y
=18 |7u*
8 3 10

T
=18 (% 1450 2. 103/2)

~ 199,5 unidades ao quadrado
Regra de ['Hipital:
Calculo para o0 Doente

A regra de L'Hopital € um 6timo atalho para fazer problemas envolvendo
lim X =9,
X—>3 X - 3 .

limites.Vocé se lembra dos limites — dos Capitulos 7 e 8 — como
A proposito, se voce estiver se perguntando por que eu estou mostrando

isso agora, € porque (a) voce talvez precise dele algum dia para resolver
algum problema de integral imprépria (o assunto do préximo topico desse
capitulo),apesar de nao fazermos esse tipo de problema, e (b) vocé também
precisa dele para alguns problemas de séries infinitas no Capitulo 17.

Assim como a maioria dos problemas envolvendo limites — nao

. L. P i x2-9
considerando os problemas ébvios — vocé néo pode fazer lim 3

com a substituicao direta: inserindo 3 no lugar de x, vocé obtém %,que é
indefinido.No Capitulo 8,vocé fatorou o numerador em (x—3)(x+3) e
depois cancelou o (x — 3).Isso lhe deixou com lim (x+3),que é igual a 6.

Xx—3
Agora veja como é facil pegar o limite com a regra de L'Hopital. Apenas
pegue a derivada do numerador e do denominador.Nao use a regra do
quociente; apenas pegue as derivadas do numerador e do denominador
separadamente. A derivada de x*> — 9 é 2x e a derivada de x — 3 é 1.A regra
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00!/
2

N
S

de L'Hopital deixa voceé substituir o numerador e o denominador pelas
suas derivadas assim:

lim X=9 _lim 2X
X3 x_3 x—3 1

2x_2-3
11
Isso é tudo que ha. A regra de L'Hopital transforma o limite que vocé nao

pode fazer com a substituicao direta em um que vocé pode fazer com a
substituicao.Isto € o que o faz ser um 6timo atalho.

O novo limite é 6bvio: 11m =6

Regra de L’Hopital: Deixe fe g serem fungoes diferenciéveis Se o limite
e fGO
8()
voceé substituir x pelo valor de c,entao
im f&) LAES)
lim =lim
X—c g(x) X—c g(x)

Note que esse ¢ pode ser um nimero ou + oo,

a medida que x se aproxima de ¢ produzir % ou—— quando

n(x)

Aqui estd um exemplo envolvendo —: Qual €o llm —7 A substituicao
direta lhle da —,entao vocé pode usar a regra de L’Hopltal A derivada de
In(x) é ea denvada de x é 1,entao

1

1
lim 0G0 _jim 12%

X —> o0 X X = o0 1 :0

»—nlo

3x _

L .A substituicao lhe da 8 ,
’Hopital se aplica.A derivada de e** — 1 é 3e* e a derivada de x é 1,assim

RTI <
Tente outro: Avalie llir(} entao a regra de

lim _€*=1_Jim _3e*_3-1

x>0 X x—=>0

A bobagem diz que para usar a regra de L'Hopital,a substitui¢cao deve

. * 00 ~ PR
produzir ou oo ~ o -Voce deve obter uma dessas formas “indeterminaveis

aceitaveis para aplicar o atalho.Nao se esqueca de verificar isso.

Colocando as formas inaceitdveis em forma

Se a substituicao produzir uma das formas inaceitaveis,+ o - ) ou oo — oo,
voceé tem que primeiro ajustar o problema para obter uma forma aceitavel
antes de suar a regra de L'Hopital.
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Por exemplo, encontre 11m (eX\/— ).A substituicao lhe da 0 - 0, entdao vocé

teve que ajustar ele:

(o)
Agora voce tem 0 caso —, entao voce esta pronto para usar a regra de
1

i (o) =lm (4

L'Hopital. A derivada de Vx é 2;/ X ,e a derivada de e~ é e*,entao

L
l@(g)_lﬂ(w—)——N“:%:%:o

Mais trés formas inaceitdveis

Quando a substituicao produzir 1*=,0°, ou « use o truque do logaritmo
a seguir para obter uma forma indeterminada aceitavel. Por exemplo,
encontre llgg (senx)* (lembre-se do Capitulo 7 que o )l(lfol significa que

x se aproxima de 0 apenas pela direita; este € um limite de um lado).A
substituicao lhe da 0°, entao vocé faz o seguinte.

1. Iguale o limite a y.
y= lif}), (senx)*

2. Tire o log de ambos os lados.

In(y) = In(lim (senx))
In(y) =lim (In (senx)) ~ (leve em conta o que eu digo)
= }(i_r}g‘(xln (senx)) (E melhor revisar as regras dos
logaritmos no Capitulo 4 se vocé nao

entender isso)

3. Esse limite é um caso 0 — o, entio ajuste ele.
In (senx)
1

lim

=x-0

4. Agora vocé tem um caso —— o =, entio vocé pode usar a regra de
L’Hopital.

A derivada de (In(sen(x)) é - cos(x),ou cotg(x),e a derivada

1
(senx)

1 -
de—-é- entao

X X2
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cotgx
lim( 1 )

=x-0| T
x2

_lim (—X
" (to )

5. Esse é um caso Q’ entdo usa a regra de L’Hopital de novo.

0
_lim ( - 2x )
x>0 | gecix
-0
T
=0

Calmal! Essa ainda nao € a resposta
6. Ache o valor de y.

Vocé pode ver que a resposta de 0 no passo 5 é a resposta para a
equacgao la de tras no passo 2:In(y) = ln(}liiir(}‘(senx)x)? Entao,o 0 no
passo 5 diz a vocé que
In(y) =0.Agora ache o valor de y:

In(y) =0

y=1
Pelo fato de voce ter igualado o limite a y no passo 1,isso, finalmente,
a sua resposta:

lim (senx)* =1

ADO! Nao cometa o erro de pensar que vocé pode usar aritmética basica ou as

O

§ leis dos expoentes ao lidar com qualquer forma indeterminada aceitavel

ou inaceitavel. Pode parecer que « — « deva ser igual a zero, por exemplo,

mas nao é.Da mesma maneira,0 - oo =0, U;t 1,002 1,000 1, 1= 1.

Integrais lmproprias: Basta Olhar
Para a Maneira Como a Integral
estd Sequrando o Seu Garfo!

Integrais definidas sao improprias quando elas vao infinitamente para

cima, para baixo, para a direita, ou para a esquerda. Ellas4 vao infinitamente

dx que tem

longe para cima ou para baixo em problemas do tipo j ©—3
2

uma ou mais assintotas verticais. Elas vao infinitamente longe a direita

1 1
ou a esquerda em problemas do tipo JF dx, ou jm dx,onde um
5 —oo
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ou ambos os limites da integracao sao infinitos (Ha outros poucos tipos
estranhos de integrais improprias, mas elas sao raras — nao se preocupe com
elas).Faria sentido apenas usar o termo infinito em vez de improprio para
descrever essas integrais, exceto pelo fato marcante de que muitas dessas
integrais “infinitas” tém uma area finita. Mais sobre isso em um minuto.

Voceé revolve ambos 0s tipos de integrais improprias transformando-as em
problemas envolvendo limites.Vocé somente nao pode fazé-los da forma
regular. D€ uma olhada em alguns exemplos.

Integrais imprdprias
com assintotas verticais

Uma assintota vertical pode estar na margem da area em questao ou no
meio dela.

Uma assintota vertical em um dos limites da integracéio

P 1 . < - .
Qual é a dreasob y = ~ de 0 até 1? Essa funcao é indefinida em x = 0,e
ela tem uma assintota vertical ai. Entao voce tem que transformar a integral

definida em um limite:

1
1 1 ) -
j —dx= llf(} 7 dx (aarea em questao é a direita do zero,
entao c se aproxima do zero pela direita)
1

=lim % (regra inversa da poténcia)
C

c—0"

-tinfco-{-)

=-1—(- )
=—1+oo

Essa area € infinita, 0 que provavelmente nao o surpreende porque a curva
sobe infinitamente. Mas fique calmo,apesar do fato de a proxima funcao
também subir infinitamente em x = 0,sua area é infinita!

Encontre a area sob y = -3\/17 de 0 até 1.Essa fungao também é indefinida
em x = 0,entdo o processo € o mesmo do exemplo anterior.

1
1
Ji':\/r;d)(:Lﬁo .[de
0
= PEE}. [7x2’3] . (regra inversa da poténcia)

_ 115% (% _ %CZIS)
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-0

pofeo to|w

Q‘GALC(’(O Convergéncia e divergéncia: Vocé diz que a integral impropria

divergente — como no primeiro exemplo. Quando uma integral impropria

limites da integracao, vocé divide a integral em duas — no ponto indefinido

Para a integral j ,a area é a esquerdga do zero, entao ¢ se aproxima do

-1 . P PN . . ~
zero pela esquerda.Para a integral I ,a area € a direita do zero,entao ¢

8
lim J‘-g\/1=dx
) x

o . S T . . .
g converge se o limite existir, isto €,se o limite for igual a um nimero finito
g como no segundo exemplo. Caso contrario,a integral impropria é diga
o(i
INOD . . - L.
diverge, a area em questao (ou parte dela) é igual a e« ou — o,
Uma assintota vertical entre os limites da integragao
Se o ponto indefinido do integrando estiver em algum lugar entre os
-8 depois transforma cada integral em um limite e comeca dai.Avalie
I-\/31= dx.Esse integrando é indefinido em x = 0.
X
-1
1. Divida a integral em duas no ponto indefinido.
8 0 8
1 _ (1 1
Tl dx = Tl dx + T dx
J Vx J Vx J Vx
2. Transforme caoda integral em um limite e avalie.
se aproxima do zero pela direita.
= PH} J-g\/]T dx +
-1
. c
mlse]
2 4
_lim (i Cm_i) .
c—>0 2 2
__3
=== +
2
=45
D0/ Se voceé falhar em notar que a integral tem um ponto indefinido entre os
N
S

limites da integracao, e voce integrar da maneira comum,voce talvez obtenha
8

a resposta errada. O problema acima, j 3\/1= dx,acontece de dar certo se
X

1

|
vocé o fizer da maneira comum.No entanto,se vocé ﬁzerj 1 dx da maneira
X

-1
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comum, vocé nao apenas obtém a resposta errada como também uma
resposta totalmente absurda de 2 negativo,apesar do fato de a fungao ser

positiva de -1 até 1.Moral da histéria: ndo arrisque.

Se uma das partes da integral dividida divergir, a integral original diverge.
Voceé nao pode obter,digamos, - para uma parte e e para a outra parte e
depois somar para obter zero.

Integrais impréprias com um ou dois
limites infinitos de integragéo
Voce faz essas integrais improprias transformando-as em limites onde ¢ se

aprox1ma do infinito ou do infinito negativo.Aqui estao dois exemplos: .[ 1 dx

jldx
1

Ildx lim 1a’x

cow

_lim _L]C
c—> x|

g3
=0-(=1)
=1

Entdo essa integral impropria converge.

Na proxima integral,o denominador € menor — x em vez de x* — e assim a

fracao é maior,entao vocé esperaria ji dx ser maior que Ii dx,o0 que
X X

1
é.Mas nao é apenas mailor, € muito, muito maior.

Ildx lim 1dx

c—o

- llm [Inx]$

Cc—> o

=lim (pe 1)

[

o0 —0

=

Essa integral impropria diverge.



_Capitulo 16: Esqueca o Dr. Phill: Use a Integral para Resolver Problemas 309

|
Figura 16-13:
A area sob

1 i
e de 1 até
oeaarea
sobi de 1

X

até co.
——

A Figura 16-13 mostra essas duas fungoes. A area sob é delatéwéa
mesma que a area do quadrado 1 por 1 — a grosso modo, 1 centimetro ao
quadrado. A area sob 1 de 1 até « é muito, muito maior — na verdade, é
infinitamente maior d())C que quadrado grande o suficiente para cercar a
galaxia da via lactea. Seus formatos sao muito parecidos, mas suas areas

nao poderiam ser mais diferentes.

y

A propoésito, essas duas fungoes aparecem novamente no Capitulo 17 em
séries infinitas. Decidir se uma série infinita converge ou diverge — uma
caracteristica distinta bastante parecida com a diferenca entre essas duas
funcoes — € um dos tépicos principais do Capitulo 17.

Quando ambos os limites da integragao forem infinitos, voc€ separa a
integral em duas e transforma cada parte em um limite. Separar a integral
em x = 0 é conveniente porque o zero € um nimero facil de lidar, mas
voceé pode dividir em qualquer lugar que voc€ quiser. Zero talvez pareca
uma boa escolha porque parece estar no meio entre -co e . Mas isto é
uma ilusao porque nao ha meio entre - € o, 0u vocé poderia dizer que
qualquer ponto no eixo x é o meio.

1
X2+ 1

1. Divida a integral em duas.
oo 0 o0

I 1 dx:J 1 dx+f 1 dx
x2+ 1 J x2+ 1 ; x2+ 1

2. Transforme cada parte em um limite.
0

dx

Aqui estd um exemplo: I

=cli£3° ; dx + Clirg ; d.
x2+1 x2+1

c
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3. Avalie cada parte e some os resultados.

= lim [arctg(x)]%+ lim [arctg(x)];

T oo C— -

= 1M (aretg(0) - arctg(c)) + 1M (arctg(c) - arctg(0))

s

Se qualquer “pedac¢o”da integral divergir, o todo diverge.

Fazendo soar a corneta de Gabriel

Esse problema da corneta talvez o impressione.

A corneta de Gabriel é o solido gerado ao girar sobre o0 eixo x a regiao

ilimitada entre y = 1 e 0 eixo x (para x 2 1).Veja a Figura 16-14.
X

Tocar esse instrumento apresenta desafios nao insignificantes: 1) Nao tem
parte final para vocé colocar na boca; 2) Mesmo se tivesse, levaria muito
tempo para chegar ao final; 3) Mesmo se vocé conseguisse chegar ao

final e coloca-lo na sua boca, vocé nao poderia soprar ar nenhum através
dela porque o buraco € infinitamente pequeno;4) Mesmo que vocé
conseguisse assoprar a corneta,seria um tanto quanto inttil porque levaria
muito tempo para o som sair. Existem dificuldades adicionais — peso
infinito,ndo cabe no universo, e assim por diante — mas eu desconfio que
voceé tenha entendido totalmente.

Acredite ou ndo,a corneta de Gabriel tem um volume finito, mas uma area
de superficie infinita!

Vocé usa o método da panqueca para descobrir seu volume (veja o topico
da pilha de panquecas).Lembre-se que o volume de cada panqueca
representativa é nir’dx. Para esse problema, o raio é i,entéo 0 pequeno
pedaco do volume é 1t (%)2dx.Vocé encontra o voll)JCme total somando os

pequenos pedacos entre 1 e oo.
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Figura 16-14: -1

A corneta de
Gabriel.

- 2
Volume = In (i) dx
1 X

°°1
= - d.
T[sz X

Eu calculei no tépico sobre integrais improprias que j (%)dx =1,entao o
volume é 1t - 1,0u apenas . i

Para determinar a area da superficie, primeiro vocé precisa da derivada da
funcao (veja o topico “Superficies de revolugao”):

1

y=—

X
dy__ 1
dx x?

Agora insira tudo na férmula da area da superficie:

o 2
Area da superficie = 2th-l /1 +(— %) dx
X %
0

1 1
=2 j— 1+—= dx
ﬂl X +x4

No6s determinamos que ji dx = ,e pelo fato de 1 1 +$ ser sempre
X X

: -
maior que 1 no intervalo [1, ), Ji 1+ 1 também deve ser igual
X J x x*

a «.Finalmente, 2n vezes « continua sendo <, € claro,entao a area da

superficie € infinita.

Pergunta bonus para aqueles com propensao filos6fica: Supondo
que Gabriel seja onipotente, poderia ele superar as dificuldades
mencionadas acima e assoprar sua corneta? Dica:Todo o calculo do
mundo nao vai lhe ajudar com essa aqui.
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Capitulo 17
Série Infinita

Neste Capitulo
Continuando da sequéncia para a série
Uma série infinita — o atrasado devido a chuva nao vai ter fim
Ficando musical com a série harmonica
Dando uma boa olhada na série telescopica
Testando em busca de convergéncia
Torcendo pelo teste da raiz
Analisando série alternativa

ssim como quase que completamente com todos os topicos,o
assunto desse capitulo envolve a idéia do infinito — especificamente,

séries que continuam para o infinito.Uma série infinita € a soma de uma

lista sem fim de nimeros como ; + ; + 3‘ += R +....Pela lista nao ter fim,nao

é surpreendente que esse tipo de soma possa ser infinita. O que € incrivel é
que algumas séries infinitas somam um numero finito.Esse capitulo abrange
dez testes para decidir se a soma de uma série € finita ou infinita.

O que voce faz nesse capitulo é muito fantastico quando vocé pensa
sobre isso. Considere as séries 0,1 + 0,01 + 0,001 + 0,0001 +.... Se voceé se
distanciar o suficiente, vocé vai encontrar um nimero que tem tantos zeros
a direita do ponto decimal que mesmo que cada zero fosse tao pequeno
quanto um préton, nao haveria espaco suficiente em todo o universo
apenas para escrevé-lo! Por nosso universo ser tao vasto, qualquer coisa
nele — digamos o nimero de particulas elementares — € uma gota d’agua
no oceano perto das coisas que voce vé nesse capitulo.Na verdade, nem
mesmo uma gota d’agua no oceano, porque perto do infinito, qualquer
coisa finita soma nada.Voceé ja deve ter provavelmente ouvido Carl Sagan
se emocionar com 0s “bilhoes e bilhoes e bilhoes” de estrelas na nossa
galéxia.“bilhoes e bilhoes” - pfffffit.
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Sequéncia e Série: 0 que Elas Sao

1111 Transforme as virgulas em sinais
2°4°87167 8
. i .11 1
de adigao e vocé tem uma sérieiy + 5 +o+

Aqui estd uma sequéncia:

ST .Muito simples, hein?

Investigar as séries € o que esse capitulo vai fazer, mas eu preciso discutir

brevemente a sequéncia para criar a base para série.

Amarrando as sequéncias

Uma sequéncia é simplesmente uma lista de nimeros. Uma sequéncia
infinita é uma lista de nimeros sem fim.Esse é o Gnico tipo que nos
interessa, e toda vez que o temo sequéncia (ou série) é usado sozinho,
ele significa uma sequéncia infinita (ou série infinita).

Aqui esta a forma geral para a sequéncia:
a,,ax,as,ay, ...dp,

onde n vai de 1 (geralmente) até o infinito (algumas vezes n comeca

no zero ou outro nimero).O quarto termo da seqliéncia, por exemplo,

é a, (lé-se“a indice 47); 0 n-ésimo termo € a, (1é-se “a indice n™).A coisa
com a qual nés nos preocupamos € o que acontece com uma seqiiéncia
infinitamente distante a direita,ou como os matematicos dizem,“no limite”.
Uma notagao abreviada para essa sequéncia € {a,}.

Bem 14 atras, na introdugao, eu discuti a seguinte sequéncia.E definida

pela férmula a, %

111 1
4871677 2n

DNO| —

O que acontece com essa sequéncia no limite é 6bvio.Cada termo fica
cada vez menor, certo? E se voceé se distanciar o suficiente,vocé pode
encontrar um termo tao perto do zero como vocé quer,certo? Entao,

limg =limLl_Ll_1_g

nosw T n— o 2" 2“ T »
Lembre dos Capitulos 7 e 8 como interpretar esse limite.A medida que n
se aproxima do infinito (mas nunca chega 14), a, fica cada vez mais perto
de zero.

Convergéncia e divergéncia de sequéncias
Devido ao fato de o limite da sequéncia anterior ser um nimero finito,
voce diz que a sequéncia converge.



s CALCy, e -
@Q {0 Convergéncia e divergéncia de uma sequéncia: Para qualquer
= sequéncia {a,},se l:m a,=L,onde L é um nimero real,entao a sequéncia
5] - . .
0\,3 converge para L.Caso contrario,a sequéncia diverge.
INOD

As sequéncias que convergem,de certa forma, se estabilizam em um
nimero em particular — mais ou menos alguma quantia mintscula — depois
que voce se distancia o suficiente a direita. As sequéncias que divergem
nunca se estabilizam. Ao contrario, as sequéncias divergentes podem...

v Aumentar para sempre, nesse caso llfi a, = o.Diz-se que esse tipo
de sequéncia “explode”. Uma sequéncia também pode ser igual ao
infinito negativo no limite.
v Oscilar (ir para cima e para baixo) como a sequéncia 1,-1,1,-1,1,-1 ...
v Nao exibir padrao nenhum - isso € raro

Sequéncias e fungies andam de maos dadas

1111 1
=c,—,= . pode ser pensada como um

2
conjunto infinito de pontos descontinuos (descontinuo é uma palavra

A sequéncia

matematica sofisticada para separado) ao longo da fun¢ao continua f{(x)

= L.A Figura 17-1 mostra a curva f(x) = % e 0s pontos na curva que

2x
marcam a sequéncia.

y

1
I 1 fx)==5
Figura17-1: 2 2

Os pontos da
curva \
fix) = Zl !

formam a

sequén%:ia

Capitulo 17: Série Infinita 3 ’5
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A sequéncia é formada pelos outputs (os valores de y) da funcao onde os
inputs (os valores de x) sao inteiros positivos (1,2,3,4,...).
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A sequéncia e a fungao relacionada andam de maos dadas.Se o limite da
funcao,a medida que x se aproxima do infinito, ¢ algum nidmero finito, L,
entdo o limite da sequéncia também € L, e assim,a sequéncia converge
para L.Também o grafico desse tipo de par de fun¢oes convergente/
sequéncia tem uma assintota horizontal em L; o grafico na Figura 17-1 tem
uma assintota com a equagao y = 0.

Determinando limites com a regra de ['Hépital

Lembra-se da regra de L'Hopital do Capitulo 16? Vocé vai usé-la agora

2
. . . n
para encontrar os limites da sequéncia.A seqiiéncia a, = 5 converge ou
2
. . . . . . n
diverge? Inserindo 1,depois 2, depois 3,e assim sucessivamente, em -

2n
VOCE€ gera alguns primeiros termos da sequéncia:

1,9,2536 49 64
2778 327647128 256

O que vocé acha? Depois de subir por alguns termos, a sequéncia desce
e parece que vai continuar descendo — parece que ela vai convergir para
zero.A regra de L'Hopital prova isso.Voc€ usa a regra para determinar o

2

limite da fungao f(x) = X! ,que anda de maos dadas com a sequéncia o
2)(

Para usar a regra de L'Hopital, pegue a derivada do numerador e a
derivada do denominador.

Para esse problema, vocé tem que usar a regra de L'Hopital duas vezes:

Lox 2x 2 _2_
lim 5= lim“5e 757 = iMoo n2 " =

X X

0

Pelo fato de o limite da fungao ser 0,e também o limite da sequéncia, e
2

. ~ .. n
assim a sequencila 7 converge para zero.

Somando séries

Uma série infinita (ou apenas série em resumo) € simplesmente a soma de
um ndmero infinito de termos de uma sequéncia. Aqui esta a sequéncia do

tépico anterior de novo,a, =—21":
274’8167

E aqui esta a série associada com essa sequéncia:

1
+ 16+

0| —

1.1,
2 4
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Vocé pode usar uma notagao sofisticada, usando o sigma para escrever
essa soma em uma forma mais compacta:

1

no1 2"
O simbolo de somatéria diz para vocé inserir 1 no lugar de n,depois 2,
depois 3, e assim sucessivamente, e depois somar todos os termos (mais
sobre notacao sigma no Capitulo 13).Um procurador de defeitos pode
observar que vocé, na verdade, nao pode somar um nimero infinito de
termos. Ok. Entao aqui esta o detalhe para os procuradores de defeitos.
Uma soma infinita € tecnicamente um llmlte Em outras palavras,

Zl-mZ

190

Para encontrar a soma infinita, vocé pega o limite — do mesmo jeito que vocé
faz para as integrais (veja o Capitulo 16) impréprias (indefinidas). Daqu1 em
diante, de qualquer forma, eu s6 escrevo somas infinitas como Z— e abro

mao da bobagem do limite.

Somas parciais

Continuando com a mesma série,dé uma olhada em como a soma cresce
listando a “soma”de um termo (tipo o som de uma mao aplaudindo),a
soma de dois termos, trés termos, quatro, e assim sucessivamente:

1
Si=5 3
11
S=9+y=g
g L, 1 1.7
559+t4 %873
g Ll, 1 1 115
ot ateT16T1
g 1,1 1. 1 1 1 1
R I T VRNV on

Cada uma dessas somas é chamada de soma parcial da série.

Soma parcial: A n-ésima soma parcial,S,,de uma série infinita € a soma
dos primeiros n termos da série.

A convergéncia e a divergéncia de
uma série — o evento principal

Se vocé listar agora as somas parciais anteriores, vocé tem a seguinte
seqiiéncia de somas parciais:

1
2’

3715
51l

)

Capitulo 17: Série Infinita 3 ’ 7
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O ponto principal desse capitulo é descobrir se esse tipo de sequéncia de
somas parciais converge — se move em direcao a um nimero finito — ou
diverge. Se a sequéncia de somas parciais convergir,voce diz que a série
converge; caso contrario,a sequéncia de somas parciais diverge e voce diz
que a série diverge. O resto desse capitulo é dedicado as muitas técnicas
usadas para fazer essa determinacao.

A propésito,se vocé estiver um pouco confuso pelos termos sequéncia e
série e a conexao entre eles,vocé nao esta sozinho.Manter as idéias certas
nao é facil. Para comecar, note que existem duas sequéncias associadas

1

com toda e qualquer série. Com a série - 2 + 31 +gt % ,por exemplo,vocé

tem a sequenc1a subjacente, = 24816 também a sequéncia de somas
parc1als, 5 4 3 }Z .Nao é uma ma ideia tentar manter essas coisas corretas,
mas tudo que voceé realmente precisa se preocupar € se as séries somam
um ndmero finito ou nao.Se ela somar, ela converge;se nao,ela diverge.A
razao para entrar na no¢ao um tanto quanto confusa de uma sequéncia

de somas parciais € que as defini¢oes de convergéncia e divergéncia sao
baseadas no comportamento da sequéncia,e nao da série.Mas — eu espero
que seja 6bvio — as idéias sao mais importantes do que a terminologia, e de
novo, a ideia importante que voce precisa observar € se a sé€rie soma ou nao
um ndmero finito.

E a série anterior? Ela converge ou diverge? Nao precisaria ter muita
imaginacao para ver o padrao a seguir:

1 1
Sl=§=l—§

3 1
S2=Z=1—Z

7 1
S4=1_=1_E
Si=1-r

2n

Encontrar o limite dessa sequéncia de somas parciais € 6bvio:

lim S7= Jim (1—%)=1‘é=1‘0=1

n—e n—o
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Entao, essa série converge para 1.Em simbolos,

Zizl+l+l+L+ =1
1202 4 816
A proposito, isso talvez faga vocé se lembrar do paradoxo sobre andar em
direcao a uma parede,onde seu primeiro passo € metade da distancia da
parede,seu segundo passo € metade da distancia restante,seu terceiro
passo € metade da distancia restante, e assim sucessivamente.Vocé vai
conseguir chegar a parede? Resposta: Depende. Mais sobre isso depois.

Convergéncia ou Divergéncia?
Essa é a Questao

© c,ninco

7IN0D

cALc,,
o

Esse topico contém nove maneiras de determinar se uma série converge
ou diverge. No proximo topico sobre séries alternadas,eu olho a décima
maneira, e depois eu resumo todas as dez no topico final.

Um teste de divergéncia dbvio:
o teste do n-ésimo termo

Se os termos individuais de uma série (em outras palavras, os termos da
sequéncia adjacente da série) nao convergirem para zero,entao a série
deve divergir.Esse € o teste do n-ésimo termo para divergéncia.

O teste do n-ésimo termo: Se lim @, = 0,entdo > .a, diverge (Eu suponho
n— o

que vocé descobriu isso com esse simbolo de somatéria sem nada,n vai do 1

até o infinito).

Se vocé pensar bem, é apenas bom senso. Quando uma série converge,
a soma se concentra em certo nimero.A tinica maneira que isso pode
acontecer é quando os nimeros que estao sendo adicionados estao
ficando infinitesimalmente menores — como na série sobre a qual eu
1 1 1 1 . .

venho falando: 0l + 7 + 3 + 16 +....Imagine,em vez disso,que os termos de

L. . . . L1 3
uma série estejam convergindo, digamos, para 1,como na série 5+ 3 ++

4 5 . n _
=+ % +...,gerada pela férmula a, =———. Nesse caso,quando vocé soma
56 n

+1
0s termos, vocé esta somando nimeros extremamente perto de 1 repetidas
vezes para sempre — e isso deve somar ao infinito. Entao, para que uma
série seja convergente, os termos da série devem convergir para zero. Mas

tenha certeza que vocé entendeu o que o teste do n-ésimo termo ndo diz.
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Quando os termos de uma série convergem para zero,isso ndo garante que
a série converge.Na linguagem l6gico-matematicalesa — o fato de que os
termos de uma série convergem para zero € uma condi¢ao necessdaria, mas
nao suficiente para concluir que a série converge para uma soma finita.

Pelo fato de esse teste ser geralmente muito facil de aplicar, deveria ser
uma das primeiras coisas que voce verifica ao tentar determinar se uma

série converge ou diverge. Por exemplo,se lhe pedem para determinar se

)

1Y . L
Z(l + o converge ou diverge, note que cada termo dessa série € um

n=1

nimero maior do que 1 sendo elevado a uma poténcia positiva.Isso sempre
resulta em um ndmero maior do que 1 e,assim, os termos dessa série nao

convergem para zero, e a série deve entao divergir.

O teste do n-ésimo termo nao funciona apenas para série positiva comum
como as desse topico, mas ele também funciona para séries com termos
positivos e negativos (Mais sobre isso no final deste capitulo no tépico sobre
“Séries Alternadas”).

Trés séries bdsicas e seus testes
de convergéncialdivergéncia

Séries geométricas e as chamadas séries-p sao relativamente simples, porém
sao séries importantes que vocé pode usar como referéncia ao determinar a
convergéncia ou divergéncia de séries mais complicadas. Séries telescopicas
nao aparecem muito,mas muitos livros de calculo as descrevem.Entao quem
sou eu para me opor a tradicao?

Série geométrica
Uma série geométrica € uma série na forma:

a+ar+ar2+ar3+af'+...=Zar"
n=0

O primeiro termo, a, é chamado de primeiro termo.Cada termo depois do
primeiro € igual ao termo antecedente multiplicado por r,que é a razdo.
Por exemplo,se a for 5 e r for 3,vocé tem

5+5.3+5.32+5.3%+ ...
=5+15+45+135+...

Vocé apenas multiplica cada termo por 3 para obter o préximo termo.
A proposito, 0 3 nesse exemplo é chamado de razdo porque a razao de
qualquer termo dividido pelo seu termo antecessor € igual a 3, mas eu
acho que faz muito mais sentido pensar no 3 como o seu multiplicador.
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Se a for 100 e r for 0.1, entdo vocé tem

100 + 100 .0,1 +100.0,12+ 100 .0,12 + 100 .0,1* + ...
=100+10+1+0,1+0,01 +...

Se isso te faz lembrar de alguma coisa, vocé tem uma boa memoéria. E a série
para o paradoxo de Aquiles versus a tartaruga (volte até o Capitulo 2).

E se a for ¥2 e r também for %2, vocé tem a série que eu tanto venho

falando:
1 1 1. 1
Sty tgtigt

A regra da convergéncia/divergéncia para série geométrica é muito facil.

Regra da série geométrica: Se 0 < | r|< 1,a série geométrica Z
n=0

Selrl>1,a série diverge (Note que essa

ar" converge para 7_—.

regra funciona quando -1 < r < 0, neste caso vocé obtém uma série

alternada; mais sobre isso no final desse capitulo).

No primeiro exemplo,a = 5 e r = 3,entao a série diverge. No segundo

exemplo, a € 100 e r € 0.1,entao a série converge para 11_;%)1 = % =

111Y/y.Essa é a resposta para o problema de Aquiles versus a tartaruga:
Aquiles ultrapassa a tartaruga depois de correr 100!/ metros. E no terceiro
V5 .
=15 =1.Essaéa
distancia que vocé anda se vocé comecar a 1 jarda da parede,depois dé

exemplo,a =% e r=7%  entao a série converge para

uma passo e fique a meia distancia da parede, depois metade da distancia
restante, e assim sucessivamente.Vocé da um nimero infinito de passos, mas
viaja uma mera jarda.E quanto tempo vai levar para chegar a parede? Bem,
se vocé mantiver uma velocidade constante e nao pausar entre 0s passos
(o que, é claro,é impossivel),vocé vai chegar 14 no mesmo tempo que vocé
levaria para andar toda uma jarda.Se vocé pausar entre 0s passos, mesmo

que por um bilionésimo de segundo,voce nunca vai chegar a parede.

Série-p
Uma série-p é da forma:
)L I O N S U
= 1P 23 4T
(onde p é uma poténcia positiva).A série-p para p = 1 é chamada de série
harmoénica.Aqui esta ela:
1 1 1 1 1 1

T+§+§+1+§+g+
Embora isso cres¢ca muito devagar — depois de 10.000 termos,a soma é somente,

mais ou menos,9,79! — a série harmonica de fato diverge para o infinito.
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A proposito, isso é chamado de série harmoénica porque os nimeros na
série tém algo a ver com a maneira que uma corda musical,como a corda
de um violao, vibra — nao pergunte. Para entusiastas da histéria, no século
6 a.C.,Pitdgoras investigou a série harmonica e sua conexao com as notas
musicais de uma lira.

Aqui esta a regra da convergéncia/divergéncia para a série-p:

Regra da série-p: A sériep Z = # converge se P> 1 e diverge se P < 1.
n=1

Como voceé pode ver a partir dessa regra,a série harmonica forma a linha
diviséria da convergéncia/divergéncia para a série-p. Qualquer série-p com
termos maiores do que os termos da série harmonica diverge; e qualquer
série-p com termos menores do que os termos da série harmonica, converge.

A série-p para p = 2 é outra série comum:

1 1 1 1 1
1+?+§+?+§+§+”"
1 1 1 1 1

=15+4

4 9+1—6+%+%+....

A regra da série-p diz a vocé que essa série converge.Isso pode ser

mostrado — embora seja além do objetivo desse livro — que a soma
2

s . L. -
converge para . Mas, ao contrario da regra da série geométrica,a regra da

série-p apenas diz a vOC€ se uma série converge ou nao, e nao para qual

numero ela converge.

Sévie telescipica

Voceé nao vé muitas séries telescopicas, mas a regra da série telescopica
é boa para ter na sua bolsa de truques — vocé nunca sabe quando ela
vai ser util. Considere a seguinte série:

> 1 1,111 1

— n(n+1) 2 6 12 20 30 7

Para ver que essa série € uma série telescopica, vocé tem que usar a

técnica das fracoes parciais do Capitulo15 — desculpe ter que trazer isso a
1

1 -
tona de novo - para reescrever ———= como — — ——— Agora VOcé tem
nn+1) n n+l

SRR NCHRM R N

Vocé vé como todos esses termos vao agora colapsar ou encurtar? Os '/, se
cancelam, os /5 se cancelam, os !/, se cancelam, e assim sucessivamente.
Tudo o que resta é o primeiro termo, 1 (na verdade, € apenas metade de

€Al m 1 - .
um termo), e o “Gltimo melo-termo,—l. Entao a soma é simplesmente
n+
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1 .No limite,a medida que n se aproxima do infinito, 1
n+1 n+1

converge para zero, e assim a soma converge para 1 —0,ou 1.

Cada termo em uma série telescopica pode ser escrito como a diferenca de
dois meiostermos — chame-os de termos h.A série telescopica pode entao ser
escrita como:

(h]—h2)+(hz—hg)+(hg—h4)+(h4—h5)+...+<hn—hn+1)

Eu aposto que voceé esta doido por outra regra, entao aqui esta a proxima.

Regra da série telescopica: Uma série telescopica da forma acima
converge se h, ., converge para um nimero finito. Nesse caso,a série
converge para h;— 1{2 hy.1.Se h,. diverge,a série diverge.

Note que essa regra,como a regra para a s€rie geomeétrica, permite
que voceé determine qual nimero uma série telescopica convergente
converge. Essas sao as tnicas duas regras que eu falo que vocé

pode fazer isso.As outras regras para determinar a convergéncia ou
divergéncia nao permitem que vocé determine para onde uma série
convergente converge. Mas, ei, vocé sabe o que eles dizem,“dois dentre
dez nao é tao ruim”.

Trés testes de comparagéo para
convergéncialdivergéncia

Digamos que voce esteja tentando descobrir se uma série converge ou
diverge, mas ela nao se encaixa em nenhum dos testes que vocé conhece.
Nao se preocupe.Vocé encontra uma série padrao que voce sabe que
converge ou diverge e depois compara a sua nova série com o padrao
conhecido. Para os trés testes a seguir,se o padrao convergir,sua série
converge; e se o padrao divergir,sua série diverge.

0 teste da comparacao direta

Essa € uma regra simples e de bom senso. Se vocé tem uma série que
€ menor que uma série padrao convergente, entao a sua série também
deve convergir. E se sua série for maior que a série padrao divergente,
entao a sua série também deve divergir. Aqui esta a bobagem.

Teste da comparacao direta: Deixe que 0 > a, > b, para todo n.

Se > b, converge, entao > a, converge.
n=1 n=1

Se Z a, diverge, entao Z b, diverge.
n=1 n=1
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O que vocé acha de um exemplo? Determine se Z converge ou

5+ 3"
diverge.Muito facil. Essa série lembra a Z s 3pque € uma série com rigual a

s (Note que voce pode reescrever isso na forma padrao da série geométrica

como Z

n=0 3
menor do que 5~

( .Porque O <l rl<1,essa série converge E porque R +1 3 é

37 para todos os valores de n, Z T também deve convergir.

Aqu1 esta outro exemplo: O Z— converge ou diverge? Essa série lembra

Z Inn
it série-p harmonica que é conhecida por dlverglr Porque . é

n

maior que - para todos os valores de n > 3,entao ZT também deve

n=1

divergir. A prop051t0, se vocé estiver pensando porque eu posso considerar

apenas os termos onde n = 3,aqui estad o porqueé:

Para qualquer um dos testes de convergéncia/divergéncia, vocé pode
desconsiderar qualquer nimero de termos no comego de uma série.E se
voce estiver comparando duas séries,vocé pode ignorar qualquer nimero
de termos do comeco de qualquer uma ou de ambas as séries — e vocé
pode ignorar um nimero diferente de termos em cada uma das duas séries.

Essa total desconsideracao de termos iniciantes inocentes é permitida porque
os primeiros,digamos, 10 ou 1000 ou 1.000.000 termos de uma série sempre
somam um ndmero finito e assim nunca tem qualquer efeito em se uma série
converge ou diverge. Note, no entanto,que desconsiderando um nimero de
termos afetaria o total para o qual uma série convergente converge.

O teste da comparacao direta diz a vocé nada se uma série que vocé
esteja investigando for maior que uma série convergente conhecida ou
menor que uma série divergente conhecida.

Por exemplo, dlgamos que voceé queira determinar se Z 10+ \/—converge
Essa série lembra a Z\/— que € uma série-p com p 1gual a'/,.0 teste da
série-p diz que essa série diverge, mas isso nao te ajuda porque sua série €

menor do que esse padrao divergente conhecido.

Em vez disso,vocé deve comparar sua série com a série harmonica

divergente, Z% Sua série, ,€ maior do que — 1 para todo n > 14 (da
n=1

10 + \/
um pouco de trabalho demonstrar isso; tente). Porque a sua série € maior
do que a série harmonica divergente,sua série também deve divergir.

0 teste da comparacéo do limite
A ideia por tras desse teste € que se voc€ pegar uma série convergente
conhecida e multiplicar cada um dos seus termos por algum nimero,
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entdo essa série também converge. E nao importa se esse multiplicador
é,digamos, 110,0u 10.000,0u /10000 porque qualquer nimero, grande ou
pequeno,vezes a soma finita da série original ainda € um nimero finito.

A mesma coisa vale para uma série divergente multiplicada por qualquer
nlimero. Essa nova série também diverge porque qualquer nimero,
grande ou pequeno, vezes o infinito ainda € igual ao infinito.Isso é muito
simplificado — é somente no limite que a série é tipo um multiplo da outra
— mas isso transmite o principio basico.

Vocé pode descobrir se esse tipo de conexao existe entre duas séries olhando
para a relagao entre os n-ésimos termos das duas séries a medida que n se
aproxima do infinito.Aqui estd o teste.

Teste da comparacao do limite: Para duas séries, Zan e an se a,>
- (a S .. - ..
0,b,>0,e ,lllfl (b—") =L,onde L é finito e positivo,entao ou as duas séries

convergem ou as duas divergem.

Esse é um bom teste para usar quando vocé nao pode usar o teste da
comparacao direta para sua série porque vai para o lugar errado — em
outras palavras,sua série € maior que uma série convergente conhecida
ou menor que uma série divergente conhecida.

— Z” 1 . .
Aqui esta um exemplo: A i converge ou diverge? Essa série
n=2 -

Inn
lembra a série-p Convergente,m, entao esse € o seu padrao. Mas vocé nao
pode usar o teste da comparagao direta porque os termos da sua série sao

. 1 . R - -
maiores do que ol Em vez disso,voceé usa o teste da comparacao do limite.

Pegue o limite da relagao dos n-ésimos termos das duas séries.Nao importa
quais séries vocé coloca no numerador e no denominador, mas colocando
a conhecida série padrao no denominador faz com que esses tipos de
problemas fiquem mais faceis de fazer e de adivinhar os resultados.
1
. 2—1In
lim n=1nn
noe 1
n2
_n
= lim p2—Inn
n—» o
2n

= lim n _ 1 (Regra de L'Hopital)
n

n—»o

= limﬁ (Regra de L'Hopital de novo)
+ —

n-—oo B
2
2+L

[ee]

-2
T 240
=1
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Porque o limite € finito e positivo e porque a série padrao converge,sua
série também deve convergir.

N S
Assim, Zz— converge.
n-2 N*—Inn

O teste da comparacao do limite € um bom teste para séries onde o
termo geral € uma funcao racional; em outras palavras,onde o termo
geral € o quociente de dois polindmios.

. . o N 5n?—n+ 1
Por exemplo, determine a convergéncia ou divergéncia de 2 —
i P +4n+3

1. Determine a série padrao.

Pegue a maior poténcia de n no numerador € no denominador
—ignorando qualquer coeficiente e todos os outros termos — e
simplifique. Dessa forma: !

@3):n+1 n? 1

@+4n+3 @
. .. -1 L. ~ . .
Essa € a série padrao,—, a série harmonica divergente.
n

2. Pegue o limite da relacao entre os n-ésimos termos das duas
séries.
S5n*—n+1
n+4n+3
lim™ 71

n

lim5n3—n2+n

= noe+4n+3
1 1

= ll_,mm _E—Jfgz (dividindo o numerador e o denominador por n®)
n?+n’

51 1
00 4 o
1 +i 3

OO+OO
_ 5-0+0
T 1+0+0
=5

3. Porque o limite do passo 2 é finito e positivo e porque a série
padrao diverge, sua série também deve divergir.

. NSt -n+1
A ——d .
ssim, Z T Ane3 iverge

R O teste da comparacao do limite é sempre expresso como aparece no
comeco dessa se¢cao, mas eu quero mostrar — ignorando de forma imprudente
a nobre tradicao dos autores de livros de célculo — que é,de certa forma,
incompleto. O limite,L,nao precisa ser finito e positivo para o teste funcionar.
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Primeiro,se a série padrao é convergente, e voce a coloca no denominador do
limite, e o limite é zero,entao a sua série também deve convergir. Note que se
o limite € infinito,vocé nao pode concluir nada.E segundo,se a série padrao

é divergente, e vocé a coloca no denominador,e o limite € infinito,entao sua
série também deve divergir.Se o limite € zero,vocé nao aprende nada.

0 teste da comparacéo da integral

O terceiro teste padrao envolve a comparagao de séries que vocé esta
investigando em relacao a sua integral imprépria familiar (veja o Capitulo
16 para mais sobre integral impropria).Se a integral converge,sua série
converge; e se a integral diverge, assim faz a sua série. A propo6sito, no
meu conhecimento, ninguém mais chama isso de teste da comparag¢ao
da integral — mas deveriam, pois é dessa maneira que funciona.

Aqui estda um exemplo. Determine a convergéncia e a divergéncia de
Z 1 - - . e

T O teste da comparagao direta nao funciona porque a série é
n=2

L. o . 1 -

menor que a série harmonica dwergente,;.Tentar o teste da comparacao
do limite é a proxima escolha natural, mas também nao funciona — tente.
Mas se vocé notar que a série € uma expressao que vocé sabe como
integrar, voce terminou (vocé notou, nao foi?).Apenas calcule a integral
imprépria familiar com os mesmos limites de integracao como os

nimeros-indice do somatoério — assim:

[ e
xInn
2

b

= lim -[xlnx
b—>o In2

= lim J dx (substltmgao comu=Inxedu=— dx quando x = 2,
b b =1In 2,e quando x = b,u =1nb)
= llm [lnu]{E;’

b—

_ jim (in(nb) - In(In2))

=In (In«) —In(In2)
= —In(In2)

=0
Porque a integral diverge, a série diverge.

Depois que voce tiver determinado a convergencia ou divergéncia de
uma série com o teste da comparacao da integral, vocé pode entao usar
essa série com um referéncia para investigar outras séries com o teste da
comparagao direta ou com o teste da comparagao do limite.



328 Parte V: Integracao e Séries Infinitas

N
A

S
S/ = X
st ? #
EARS

%

N

. . " 1
Por exemplo, o teste da integral acabou de dizer que > Py diverge.
0 n=2
Agora vocé pode usar essa série para investigar com o

nos nInn — \E

teste da comparacao direta.Vocé vé o porqué? Ou vocé pode investigar,

. - 1 - -
digamos, > ———— com o teste da comparacao do limite. Tente.
8 ; nInn-+n parag
O teste da comparac¢ao da integral é razoavelmente facil de usar,entao
nao esqueca de se perguntar se vocé pode integrar a expressao da série ou
qualquer coisa parecida com ela.Se puder, BINGO.

A propésito,no Capitulo 16,vocé vé as duas integrais improprias a seguir:_[
s 1

1 . 1 _ )
~ dx,que diverge e Z dx,que converge. Dé uma olhada de novo na Figura
1
16-13.Agora que voce sabe o teste da comparacao da integral, vocé pode
apreciar a conexao entre essas integrais e suas séries-p familiares: a série

. . 1 .. 1
harmonica dlvergente,ﬁ, e a sériep convergente,m.

Aqui esta a bobagem para o teste da comparacao da integral. Note o detalhe.

Teste da comparacao da integral: Se f(x) for positivo, continuo,
e descrente para todo x > 1 e se a, = f(n), entao Zan e If(x)dx ou
n=1 1

ambos convergem ou ambos divergem.

Os dois testes do “R”: Razao e raizes

Ao contrario dos trés testes referenciais dos topicos anteriores, o teste da

razao e da raiz nao comparam uma nova série a um padrao conhecido.Elas
funcionam olhando apenas para a natureza da série que voceé esta tentando
descobrir. Elas formam um par coeso porque os resultados de ambos os testes
dizem a vocé a mesma coisa.Se sua resposta for menor do que 1,a série
converge;se for maior do que 1,a série diverge; e se for exatamente 1,vocé nao
aprende nada e deve tentar um teste diferente.

0 teste da razao

O teste da razao olha para a razao de um termo de uma série com o seu
termo anterior imediato.Se, no limite, essa razao for menor do que 1,a série
converge;se for maior do que 1 (isso inclui o infinito), a série diverge;se for
igual a 1,0 teste é inconclusivo.

O teste da razao funciona especialmente bem com as séries envolvendo
fatoriais como n! ou onde n estiver na poténcia como 3.
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RE-S£
é%
N

O simbolo fatorial,!,diz a vocé para multiplicar dessa maneira:
6!'=6-5-4-3-2-1.E note como as coisas cancelam quando vocé

.. . )
tem fatoriais no numerador e no denominador de uma fracao: ==

5!
6-F 432X g2 S AXAN 1 o osos casos tudo
3-4-3-2-1 6/76-5-%-%3-2-1" 6 ’
l |
cancela menos o 6.Da mesma maneira, (n+1) —n+le—F—- L;
n! (n+1)!  n+1

tudo cancela menos o (n + 1).Por fim, parece estranho,mas 0! = 1 — apenas

acredite no que eu digo.

NS : o S
Tente esse aqui:A Zm converge ou diverge? Aqui esta o que voceé vai
n=0 It.

fazer. Olhe para o limite da razao do termo (n + 1) com o n-ésimo termo:

3n+1

(n+1)
lim~ gn

n—e

n!

3n+1 . n!
lim (p 4+ )1 3"

3
lim 1

3

oo+ 1
=0

o 3"
Porque o limite € menor do que 1, Zm converge.
n=0 It.

- N . . .
Aqui esta outra série: Zm. Qual é o seu palpite — ela converge ou diverge?
n=1 .
Olhe o limite da razao:

(n+ ™!
(n+1)!
nn

n!

lim

n—e

_ (n+ ™' n
“lim (D
B (n+ Hm!
“lim (n+ 1) pn
_ (n+ 1"

~ lim n"

n— o
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1 n
= lim (1 +7)

n—e

=e (im (l + %) = e é um dos limites para

decorar,como discutido no Capitulo 8)
~ 2,718

- . "
Porque o limite é maior do que 1, Zm diverge.
n=1 .

0 teste da raiz

Como o teste da razao, o teste da raiz olha para um limite. Dessa vez
vocé investiga o limite da raiz n-ésima do n-ésimo termo da sua série. O
resultado diz a vocé a mesma coisa que os resultados do teste da razao:
Se o limite for menor do que 1, a série converge; se for maior do que

1 (incluindo o infinito), a série diverge; e se o limite for igual a 1,vocé
nao aprende nada.

ok
O teste da raiz € um bom teste de se tentar se a série envolve poténcias
n-ésimas.
. Ne . - _
Tente esse aqui: Z 7 converge ou diverge? Aqui esta o que voceé tem de fazer:
n=1
eZn
lim”
noeV 1"
= lim eZn/n
e nvn
.. e
~ lim p
n-—»oeo
62
=
=0
Porque o limite € menor do que 1,a série converge. A proposito, vocé
também pode fazer essa série com o teste da razao, mas € mais dificil —
acredite no que eu digo.
R Algumas vezes é ttil dar um palpite instruido sobre a convergéncia ou

divergéncia de uma série antes que vocé comece um ou mais testes de
convergéncia/divergéncia.Aqui estd uma dica que ajuda com algumas
séries.As expressoes a seguir estao listadas da “menor” para a “maior”: n'°, 107,
n!,n" (O 10 é um numero arbitrario; o tamanho do nimero nao afeta essa

ordem).Uma série com uma expressao “menor”sobre uma expressao “maior”
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50 = nl
converge, por exemplo, ZF ou ZF’ € uma série com uma expressao

n=1 ° n=1 0

. 1 n" o 25"
“maior”’sobre uma “menor” diverge, por exemplo, ZWO” ou ZW
=1 n=1

n

Série Alternada

Nos topicos anteriores, voce estava considerando séries com termos
positivos.Agora voce vai considerar as séries alternadas — séries onde os
termos alternam entre positivos e negativos — dessa forma:

-t 1 1.1
27478716 32764

Encontrando a convergéncia absoluta
versus a condicional

Muitas séries divergentes com termos positivos convergem se vocé mudar
o sinal dos seus termos para que eles alternem entre positivos e negativos.
Por exemplo, voce sabe que a série harmonica diverge:

1 +l+i+l+l+l+
2 3 4 5 6 7
Mas, se vocé mudar um ou outro sinal para o negativo,vocé obtém a série

harménica alternada,que converge:

2 3 4 5 6
A proposito,ainda que eu nao va mostrar a vocé como calcular isso, essa

série converge para In 2,que € igual a mais ou menos 0,6931.

cAL
S,
Y o PURT ..
= Uma série alternada é dita ser condicionalmente convergente se for
S convergente como estd, mas se tornaria divergente se todos os seus termos
° s
< .
Sanos  S¢ tornassem positivos

cALe . o
ot =%, Uma série alternada é dita ser absolutamente convergente se ela for
convergente mesmo que todos os seus termos se tornassem positivos.
E qualquer série convergente absoluta é também automaticamente
Fanod  convergente como esta.

Ity

o CRIT,

Aqui estd um exemplo. Determine a convergéncia ou divergéncia da
seguinte série alternada:

VIR ST S B SO B
HZ:;(‘D 7= T2t T8 16
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Se todos esses termos fossem positivos, voce teria a série geométrica familiar,

)L TR S U B

i 2 4 8 16
que, pela regra da série geométrica, converge para 2.Porque a série positiva
converge, a série alternada também deve convergir e vocé diz que a série
alternada é absolutamente convergente.

O fato de que a convergéncia absoluta implica em uma convergéncia
simples € apenas bom senso se vocé pensar bem.A série geométrica
anterior tem termos positivos e converge para 2.Se vocé tornasse todos os
termos negativos, eles somariam -2, certo? Entao,se alguns dos termos forem
positivos e outros negativos, a série deve convergir para algo entre -2 e 2.

Voce notou que a série alternada acima é uma série geométrica do jeito
< 1 L I .
que estd com r=— 7? (Lembre que a regra da série geométrica funciona

para séries alternadas, assim como para série positiva).A regra da a sua
soma; ——= d 2
.1—7'_1_(_1)_3.

2

we, 0 teste da sévie alternada

\3
@Q
é Teste da série alternada: Uma série alternada converge se duas
A condigoes forem satisfeitas:
%,
INDD

1.0 seu n-ésimo termo convergir para zero.

2.Seus termos serem nao-crescentes — em outras palavras, cada termo
€ ou menor do que ou maior do que seu antecessor (ignorando o
sinal de menos).

Usando esse teste simples, vocé pode facilmente descobrir que muitas
séries alternadas convergem. Os termos tém que apenas convergir para
zero e ficarem cada vez menores (eles raramente ficam 0s mesmos).A
série harmonica alternada converge pelo teste:

N 1 1 1 1 1 1
1y -] - — g —
;(1) o 1 St A ts gt

Assim como as duas séries a seguir:
i(—l)"” Lo, L,L_ L, L L,
P Vo~ N2 T3 4T N5 6
N 1 1 1 1 1 1
1) = ] - —— e — =
g( b n’ : 2Rt TR
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w0/ O teste da série alternada pode apenas dizer que uma série alternada
converge para ela mesma. O teste nao diz nada sobre a série com
termos positivos. Em outras palavras, o teste nao pode dizer se uma
série é absolutamente convergente ou condicionalmente convergente.
Para responder a essa pergunta, vocé deve investigar a série positiva
com um teste diferente.

C(,/ A

Agora tente alguns problemas. Determine a convergéncia ou divergéncia
das seguintes séries.Se forem convergentes, determine se a convergéncia é
condicional ou absoluta.

Z (_1)n+1 ln_n
n=3 n
1. Verifique que o n-ésimo termo converge para zero.
Inn

lim

noe N

S|—

= lim— (pela Regra de L'Hopital)

n—e 1

=0

Qoh Sempre verifique o n-ésimo termo primeiro porque se ele nao convergir
para zero,voce ja vai ter terminado — a série alternada e a série positiva
vao ambas divergir. Note que o teste de divergéncia do n-ésimo termo (veja
o topico sobre o teste do n-ésimo termo) se aplica as séries alternadas
assim como as séries positivas.

2. Verifique se os termos decrescem ou permanecem oS mesmos
(ignorando os sinais de menos).

nn

Para mostrar que l decresce, pegue a derivada da func¢ao f(x) =

In .Lembra-se da diferenciacao? Eu sei que ja faz um tempinho.
1
< In x
f'(x)= B E— (Regra do quociente)
_1-Inx
==X

Isso € negativo para todo x > 3 (porque o log natural de qualquer coisa
3 ou maior é maior do que 1 e x*,é claro,é sempre positivo),entao a
derivada e assim a inclinagao da func¢ao sao negativas, e entao a funcao

é decrescente. Finalmente, porque a funcao é decrescente, os termos da

L P 2 . N Inn
série também sao decrescentes. E o suficiente: (1)1

n=3

converge

pelo teste da série alternada.
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3. Determine o tipo de convergéncia.

_ .. .. Inn , .
Vocé pode ver que para n > 3 a série posmva,T,e maior
do que a série harmonica divergente,;, entao a série positiva
diverge pelo teste da comparacgao direta.Assim, a série alternada é

condicionalmente convergente.

Se a séria alternada falha em satisfazer a segunda exigéncia do teste da
série alternada, isso nao diz que sua série diverge, apenas que esse teste
falha em demonstrar a convergéncia.

Vocé esta ficando muito bom nisso. O que acha de outro problema? Teste

Inn L .. Inn
s—. Porque a série positiva —— lembra a
n n

série-p convergente,%, vOCe aposta que ela converge.

a convergéncia de 2;(—1)"

Se vocé acha que pode mostrar que a série positiva converge ou diverge,
voce talvez queira tentar antes de usar o teste da série alternada, porque...

v Voce talvez tenha que fazer depois de qualquer jeito para
determinar o tipo de convergéncia, e

1 Se vocé puder mostrar que a série positiva converge,voce termina
o problema em um passo, e vocé teria mostrado que a série
alternada é absolutamente convergente.

Inn
nS
comparagao do limite parece apropriado aqui, e P € a escolha natural

Entao tente mostrar a convergéncia da série positiva .0 teste da

para essa série padrao, mas com esse padrao, o teste falha — tente. Quando
isso acontece,vocé pode algumas vezes terminar o problema tentando
uma série convergente maior. Entao tente o teste da comparacao do limite

- 1
com a serie-p convergente,m.

Inn

n3

. 1
lim F

n— e

In n

_lim

= now

=0  (Nos acabamos de fazer isso acima com a Regra de L'Hospital)
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Porque o limite € zero, a série positiva Z e converge (veja o topico
n=4
sobre “O teste da comparacao do limite™); e porque a série posmva

n .
e

converge, a série alternada dada também converge. Assim, Z(—l)”
n=4
absolutamente convergente.

Um ultimo problema e eu deixo voce ir pra casa.Teste a convergéncia de

2 3 4 5 ST
! ————+———+——...,Esseemu1tofac1l.
Z D n+ 1 2 3 4 5°6
O n-ésimo termo dessa série converge para 1 (€ a regra 6bvia de L'Hopital),
entao voce ja terminou. Porque o n-ésimo termo nao converge para zero, a
série diverge pelo teste do n-ésimo termo.

Mantendo Todos os Testes Corretos

Agora vocé provavelmente sente que sabe — tem uma vaga lembrancga? —
um bocado de testes de convergéncia/divergéncia e estd pensando em
como ficar de olho em todos eles.

Na verdade, eu apenas lhe dei dez testes ao todo — esse € um nimero
inteiro, facil de lembrar.

Primeiro temos as trés séries com nomes: a série geométrica, a série-p
e a série telescopica. Uma série geométrica convergese 0 <l rl< 1.A
série-p converge se

p > 1.Uma série telescopica converge se o segundo “meio termo”
converge para um numero finito.

Depois temos os trés testes da comparacao: da comparagao direta,da
comparacao do limite e da comparacao da integral. Todos os trés comparam
uma nova série a um padrao conhecido.Se o padrao convergir,entao a série
que voce esta investigando também converge; se o padrao divergir,a sua
nova série também diverge.
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Siga a bola

Existem paradoxos incontaveis envolven-
do série infinita. Aqui estd um dos meus
favoritos. Digamos que vocé deixe cair
uma bola a 1 metro acima do solo, e ela
quica para cima até uma altura de meio
metro, e depois continua a quicar para
cima em exatamente metade da sua altu-
ra depois de cada quique. Qual a distancia
que ela viajara e quando ela vai parar de
quicar? Descobrir a distancia total é fa-
cil. Primeiro, ignore temporariamente o 1
metro que a bola cai quando vocé a deixa
cair. Depois ela quica pela primeira vez
e sobe meio metro, e depois desce meio
metro a um total de 1 metro. Depois do seu
segundo quique, ela sobe a uma altura de
um quarto de metro e depois desce em um
quarto de metro a um total de meio metro, e
assim sucessivamente. Isso lhe da a série
geométrica simples, 1+1/2+1/4+1/8 +...,

a
que tem uma soma de T~ 1—i: =7,

2
Agora apenas some o 1 metro que vocé
ignorou para a distancia total de 3 metros.

E quando tempo vai levar para a bola

parar de quicar? Essa pergunta é um

pouco trapaceira porque envolve a

aceleracdo devido a gravidade, aproxi-

98 metros por segundo
! segundo

madamente

Eu vou lhe poupar dos detalhes sangren-
tos. Se vocé fizer os calculos, vocé obtém
um tempo total de mais ou menos 2,63 se-
gundos.

Mas espere um pouco, vocé diz. Como
pode a bola parar de quicar se ela quica a
cada vez que toca no chdo? Boa pergunta.
Esses paradoxos sdo bizarros. A bola qui-
ca, sim, todas as vezes que toca o chado e
vai quicar um niimero infinito de vezes (de
qualquer jeito a principio, bolas reais nao
podem fazer isso porque nao podem qui-
car, digamos, a altura do tamanho da lar-
gura de um atomo). Mas, no entanto, a bola
viaja apenas uma distancia finita e para
de quicar depois de uma quantia finita de
tempo. Dificil de acreditar, mas é verda-
de. Se vocé nao estiver acreditando, olhe
dessa maneira. Vocé ndo tem nenhuma
divida sobre Aquiles passando a tartaruga
em uma distancia finita de tempo, tem? (Se
voceé se esqueceu sobre a corrida de Aqui-
les com a tartaruga, dé uma olhada de novo
no Capitulo 2). Bem, o nimero finito de ve-
zes que a bola quica é analogo ao nimero
finito de fotos tiradas de Aquiles. Apesar de
o namero infinito de fotos, Aquiles passou
definitivamente a tartaruga, e apesar de o
namero infinito de quiques, a bola para de
quicar.

E depois voceé tem os dois testes do “R”: o teste da razao e o teste da raiz.
Ambos analisam apenas a série em questao em vez de compara-la a série
padrao.Ambas envolvem pegar um limite, e os resultados de ambas sao
interpretadas da mesma maneira.Se o limite for menor do que 1,a série
converge; se o limite for maior do que 1,a série diverge; e se o limite for

igual a 1,0 teste € inconclusivo.

Finalmente, vocé tem dois testes que sao apoio para 0s outros oito — o teste

de divergéncia do n-ésimo termo e o teste da série alternada.Esses dois
formam um par coerente.Vocé pode lembrarse deles como sendo o teste
de convergéncia do n-ésimo termo e o teste de divergencia do n-ésimo
termo. O teste da série alternada envolve mais do que apenas testar o
n-ésimo termo, mas € uma boa ajuda para a memoria.

Bem, ai esta: Calculo, 6sculos e amplexos, chegal
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Nesta parte...

odo livro Para Leigos termina com divertidas listas

dos dez mais. Eu lhe dou dez coisas para se lembrar,
dez coisas para esquecer, e dez coisas com as quais vocé
pode escapar se seu professor de calculo tiver nascido
ontem (meu favorito).




Capitulo 18
Dez Coisas para Lembrar

Neste Capitulo
Conceitos criticos de calculo (assim como o icone que venho usando)

Informacéao salva vidas (ou pelo menos salva nota)

Esse capitulo contém dez coisas que vocé deve definitivamente
lembrar. Apenas dez — nao é muito para pedir, é? Se sua cabeca ja
estiver cheia, vocé pode abrir espaco lendo primeiro o Capitulo 19,“Dez
coisas para esquecer’.

Seu Oculos de Sol

QEh Se vocé vai ter que estudar calculo,é bom que vocé esteja bem.

Se vocé usar 6culos de sol e um protetor de bolso, vai arruinar o efeito.

a’-06°>= (a-b)(a+b)

Esse fator padrao é aparentemente encontrado em todos os lugares e um
tanto onipresente; € usado em muitos problemas e esquecé-lo vai causar
um grande nimero de erros. Em resumo, é importante.Nao o esqueca.

% =0, Mas % é Indefinido

Voceé sabe que % =4, e portanto 4 vezes 2 é 8.5e % tivesse uma

resposta, essa resposta vezes zero teria que ser igual a 5. Mas isso €

impossivel, fazendo % ser indefinida.
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Oualquer Coisa’ = 1

A Gnica excecao é 0°,que é indefinido. A regra inclui todo o resto,
incluindo nimeros negativos e fragoes.Isso pode parecer um pouco

estranho, mas é verdade.

SohCahToa

Nao,nao € um famoso chefe indigena,apenas um mnemonico para
lembrar suas trés funcoes trigonométricas basicas:

senf=

T|»> T|O

cos0 =

_0
tgG_A

Coloque-os de cabeca para baixo para as funcoes reciprocas:

H
cosecO = ol
H
secO = N
A
cotge = 6

Valores Trigonométricos para
Angulos de 30, 45, e 60 Graus

V3

oo 1 o_ N2 o V3
sen30° = 9 sen45° = 5 sen60° = 5
cos30° = E cos45° = E cos60° = 1

2 2 2
5 tg60° =3

tg300 == tgas5o =1

w

Nao ha necessidade de decorar isso se vocé souber SohCahToa e os seus
triangulos de 45° —45° -90° e 30° —60° —90°.
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sen? (0) + cos? (0) =1

Essa identidade € verdadeira para qualquer angulo. Divida ambos os
lados dessa equacao pelo sen? () e vocé obtém 1 + cot? 0= cosec? (0);
dividindo ambos os lados por cos? 8 vocé tem tg? 6+ 1 =sec? 6.

A Regra do Produto

a’%c (uv) = u’v + uv’.Muito facil.

A Regra do Quociente

dix (%) = u’UU;ZUU .Ao contrério da regra do produto, muitos estudantes
se esquecem da regra do quociente. Mas voceé nao vai,se apenas se
lembrar de comecar a resposta com a derivada da parte superior da

sua fracao, u.Isso é facil de lembrar porque é a maneira mais natural de

comecgar. O resto se arruma.

Onde Vocé Coloca as Suas Chaves

Ninguém pode prever qual resultado vocé vai obter no seu proximo teste
de calculo — a nao ser, isto €, que voc€é nao apareca.
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Capitulo 19
Dez Coisas para Esquecer

Neste Capitulo
Um aglomerado de erros comuns

Alguns conceitos que voceé precisa tirar da sua cabeca

Este é sem divida nenhuma o capitulo mais facil desse livro.Nao
ha nada para estudar,nada para compreender,nada para aprender.
Apenas relaxe,aumente o som, e esqueca essas coisas.

(a + b)? = a? + b — Errado!

Nao confunda isso com (ab)? = a*b?, que esta certo.(a + b)* é igual a,é claro,a’
+2ab + b

Vaz + 62 = a + b — Errado!

Nao confunda isso com Va?b? = ab, que é certo.a* + b* nao pode ser
simplificado.

Inclinacéo = % — Errado!

A inclinacao esta de cabeca pra baixo.A inclinagao é igual a 'xzt'x&
2 — Al

'ga—"'b=é—frmdo!
a+c” ¢

Vocé nao pode cancelar 3a porque nao é um fator do numerador e

do denominador.Nao confunda isso com % = 2, no qual vocé pode

cancelar o 3a.
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dv m = 3m? — Errado!
Pi (1) € um niimero e ndao uma variavel, entao n* também é apenas um

. . . . . d
nlimero, e a derivada de qualquer nimero € zero.Assm,a 1 =0.

Se k For uma Constante, zd;kx =k +
kx’ — Errado!

Vocé nao usa a regra do produto aqui.As constantes funcionam como

. - o - d . d
numeros,nao como varlavels, entao a kx funciona exatamente como a

L. . d
3x que € igual a 3.Assim, dx kx.=k.

A Regra do Quociente é zd; % =

Y} )
v "‘72‘/" — Errado!

Veja o segundo ponto a partir do Gltimo no Capitulo 18,“Dez coisas para
lembrar”.

x'zdx'=§7x'3 — Errado!

Vocé Consegue ver por que isso esta errado?
e

(senx) dx = cosx + C — Errado!

A derivada do cosseno é o seno negativo,entao a derivada do cosseno

negativo é o seno, e assim J(senx) dx=-cosx +C.

Teorema de Green

J-(de+Ndy)=IJ (Lg—%

Esse aqui esta certo, mas esqueca de tentar lembrar isso.



Capitulo 20
Dez Artimanhas que Nao
Enganardo o Seu Professor

Neste capitulo
O que fazer se apesar de ler todo esse livro impressionante, vocé continuar a nao

entender célculo.

titulo original para esse capitulo era “Dez artimanhas com as quais

voceé pode enganar o seu professor de calculo se ele tiver nascido
ontem”, mas o departamento juridico da editora ficou com medo de
que alguém tentasse alguns desses truques na pratica, fosse pego e entao
entrasse com uma acao judicial. Entao eles mudaram o titulo para o titulo
entediante que vocé tem agora.Os advogados querem que eu lhe diga isso:
“As dez artimanhas com as quais vocé nao pode enganar o seu professor
supracitadas sao descritas abaixo como se vocé realmente pudesse escapar
de uma enrascada com elas.Isso € um exemplo de sarcasmo (definicao —
sarcasmo: ironico ou humor sarcastico).Essas dez artimanhas sao listadas
apenas com finalidade humoristica,ndo como uma prescricao para o
comportamento atual. N6s da Alta Books nao apoiamos os estratagemas
citados”. Desculpe. Eles me forcaram a escrever isso.

Dé Duas Respostas em
Perguntas de Prova

Se nao conseguir decidir qual das duas respostas € a certa,anote as duas
mais ou menos circuladas ou riscadas.Se uma das suas duas respostas
estiver certa,seu professor vai lhe dar o beneficio da davida.

Escreva de Forma llegivel nas Provas

Obtenha uma resposta na sua calculadora e depois rabisque seu
“calculo”bem desarrumado de forma que seu professor nao consiga ler.
Porque vocé obteve a resposta certa, ele vai supor que vocé sabia o que
estava fazendo e vai lhe dar o ponto todo da questao.
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Nao Mostre seu Cdlculo em Provas

Obtenha uma resposta na sua calculadora e escreva o seguinte perto
do problema:“Problema facil — fiz os calculos na minha cabeca”. Seu
professor vai levar em conta o que voceé disse.

Néo Faca Todos os
Problemas da Prova

Quem disse que vocé tem de fazer todos os problemas das provas? Se
uma prova tem, digamos, quatro paginas longas e grampeadas juntas,
encontre a pagina com os piores problemas, remova cuidadosamente
o0 grampo, coloque a pagina ruim no seu bolso, e recoloque o grampo
com cuidado. Seu professor vai supor que a pagina foi omitida

no centro de cépias. Quando vocé mais tarde completar a parte
“desaparecida” da prova e fizer todos os problemas perfeitamente, seu
professor nao vai suspeitar de nada.

Culpe seu Companheiro de Estudo
Pela Sua Nota Baixa na Prova

Diga ao seu professor que a pessoa com a qual voce estudou explicou tudo
errado,entao nao € culpa sua.Seu professor vai deixar voceé refazer a prova.

Diga ao Seu Professor que Vocé
Precisa de um “A” em Cdlculo para
Impressionar Sua Cara Metade

Seu professor,sendo no fundo um romantico — e lembrando seus dias
como universitario quando tirou um dez na prova de calculo e entao se
tornou um ima de garotas — vai lhe dar o “A’.
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Reclame que Provas de Manha Cedo
Néo Séao Justas Porque Vocé Nao é
Uma “Pessoa Matutina”

Explique que seu rel6gio biolégico nao esta sincronizado com a ética
protestante obsoleta de que Deus ajuda a quem cedo madruga da sua
escola.Seu professor vai deixar que voceé faca todos os seus exames a
tarde e vai confiar que voce nao falard com seus amigos que fazem os
exames pela manha.

Proteste Contra Toda
Essa ldeia de Notas

Faca uma ofensiva politica sobre professores com coragem de supor que
tém o direito de Ilhe dar uma nota. Quem sao eles para avaliarem vocé?
Reivindique ser um opositor consciente quando se tratando de notas.
Argumente que dar notas reflete um talento injusto e uma inteligéncia
preconceituosa — que todo o sistema € baseado nas classes sociais e no
QI das pessoas. Seu professor vai ficar impressionado com a sinceridade e
profundidade das suas convicgoes filosoficas e vai deixar que voceé faca
todos os seus exames na forma passou/reprovou.

Puxe 0 Alarme de Incéndio
Durante a Prova

Esse aqui € um pouco infantil — ao contrario, € claro,das dicas anteriores.

Use esse Livro Como Desculpa

Se voceé for pego tentando qualquer um dos truques anteriores, diga ao
seu professor que vocé pensou que podia fazer isso porque leu em um
livro. Seu professor nao vai castigar voce.
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paradoxo da corneta de Gabriel 283

paradoxo de Zeno 20

paradoxos absurdos 22

paradoxos bizarros 5

Para que Serve? 3

parque infantil 117

partes especificas do problema em
particular 2

passo a passo 254

passo critico 224

patente para esse esquema 3

pausa e prepare um sanduiche de limite
100

pedacos cujas areas 4

pedacos da area 17

pedacos de papelao 176

pegue e leve 94

pequenas areas. 27

pequenas secoes 17

periodica 71

pernas do triangulo 64

perpendicular 53

perpendicularidade 196

petulancia 185
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picos e vales 157

Pitagoras 27

plano B 101

Plano C 101

plano cartesiano 51

plug-and-chug 95

poder e a gléria do Teorema
Fundamental do Calculo 238

poesia chinesa 31

Polaroid 21

policia da matematica 107

polinémio com trés termos 41

ponto A 16

ponto B 16

ponto C 16

ponto critico 79

ponto de inflexao vertical 129

ponto-inclinagao 54

pontos médios 220

Por que o teorema funciona 244

portugués claro 9

pos-graduacgao 1

Posicao, velocidade,

e aceleracao 181

poténcia da secante € par e positiva 270

poténcia do cosseno é impar e positiva
268

poténcia do seno é impar e positiva 266

praticar matematica 27

préticas da diferenciacao 175

Pré-algebra 31

Prémio Nobel 159

pré-requisitos do calculo 29

preso no vértice 154

primeira das duas grandes idéias do

calculo 4

primeiro ano de calculo 1

problema da direita 17

problema da tangente 194

problemas de céalculo 53

problemas de otimizacao 175

problemas no infinito

com uma calculadora 106

problema sobre limite 97

problemas préticos 175

problemas sobre limite com a algebra 97

processo de achar a derivada 15

processo de dividir 17

processo de integracao 27

processo de pegar o formato de uma
area 4

professor de céalculo me persegue 9

progressao logica 10

proibido 77

psst 135

oQo

QI 347

quadrada 193

quadrante 71

qualificagoes 28

Qualquer fungao na forma 233

Quando é que eu vou precisar disso 40

Quatro fungoes 50

quebras 78

Que simetria, que elegancia simples,
que beleza 206

quilometros por hora 15

quilowatt-hora 213

quilowatts 19

quilowatts-hora 19

quociente 87

quociente da diferenca 122

o R e

racionaliza¢ao. 99

radianos 68,71

raio 68

raiz cibicas 51

Ramanujan 97

rampa curva 13

Rapidez 181

razao de movimento de Laurel 118
razao instantanea 17

razao mais familiar 118
razao média 17

Razoes e inclinagoes 119
real definicao de McCoy 228
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reciprocos 65

redonda, 23

reducodes 58

referéncia 30

reflexos, esticamentos e redugoes 58

refrigerante 46

regra da cadeia funciona? 143

regra da diferencga 135

regra da poténcia 177

regra da raiz 37

regra da soma 134

regra de L'Hospital 316

regra de Simpson 232

regra do ponto médio 221

regra do quociente 341

regra do trapézio 231

regras basicas da diferenciagcao 132

regras da velha e basica 27

regras essenciais de calculo, defini¢oes,
e féormulas 5

relacao de causa e efeito 49

relacao existente 207

relacdo integracao / diferenciacao 246

relégio biolégico 347

remédios que vocé toma 10

removivel 93

René Descartes 51

repentina saudade 15

Resolvendo limites com um sanduiche
93

resolver tudo sozinho 6

resposta exata 97

reta entre os pontos 24

reta horizontal 54

reta na forma inclinagao-intersecao 54

retangulo escuro-sombreado 27

retangulos especiais 64

retangulos finos infinitos 238

retangulo simples 18

reta secante 123

Retas no plano 51

retas verticais 54

revisao 31

Riemann 221

ritmo com a diferenciacao 148

ritmo com a diferenciacao logaritmica 146
Robin 193

Ronny 75

rotacionar 58

oS e

Sam Einstein 9

Santo triplo trio 91

satélite Viking I 13

Se aquecendo com os pré-requisitos 4

secante movel 124

secoes menores, 17

segundo ao quadrado 186

seguranca nacional 10

sentido anti-horario 58

seqliéncia de nimeros 19

séries basicas e seus testes de
convergéncia/ divergéncia 320

Séries convergentes 20

Séries divergentes 19

séries infinitas 1

simbolos do limite 227

simbolo simples 48

simetria impar 55

simetria nos quatro quadrantes 70

simples trapezoéide 18

simplificacao 35

sistema cartesiano 75

sistema de coordenadas 51

sobreviver a algebra, geometria e
trigonometria. 10

Soem as trombetas 122

sofisticada 57

SohCahToa 340

Solucao 135

soma do ponto médio 220

soma dos extremos direitos 222

soma dos nimeros 19

soma e diferenca de cubos 41

soma finita 208

somando tudo 209

somas de Riemann com a notacao
sigma 222

Spartan Sports Weekly 20
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Sports 20

sst 137

sub-passos 178

subscrito 259

substituicao trigonométrica 272
sumario e o indice para achar 6
superestimagao 228

oJ e

table setup 107

tangente e o quociente 111

tangente vertical 91

tartaruga 20

Taxas relacionadas 175

TblStart 107

telefones celulares 175

temperatura diaria média 45

Tempo esgotado 16

tempo finita 22

Teorema de Pitagoras 193

Teorema do Valor Médio 284

Teorema Fundamental faz a magica 257

terceira funcao 141

termo curva 50

teste da comparacgao da integral 327

teste da comparacao direta 325

teste da comparagao do limite 326

teste da derivada segunda 161

teste da razao 328

teste da reta vertical 51

teste da série alternada 332

teste de célculo 9

teste de divergéncia 6bvio: o teste do
n-ésimo termo 319

testes de comparagao para
convergéncia/ divergéncia 323

testes do “R”: Razao e raizes 328

Texas Instruments TI-83 95

toque a curva duas ou mais vezes 50

Torre de Marfim 175

Transformacgoes 61

Transformando fungoes 45

trapezoides 18

Trés casos onde

a derivada nao existe 129

trés diagramas de uma curva 24

triangulo 45°-45°-90° 71

triangulo regular 27

trigonometria 30

trigonométricas complicadas 265

trigonométricas inversas 73

trigonométricos para angulos de 30,45,
e 60 graus 340

trilionésimos 24

trindmio quadrado perfeito 44

truque com funcgoes trigonométricas
inversas 73

truque que vocé tenha na manga 101
TV, 10

TVM para as integrais e para
as derivadas: irmaos gémeos
286

olf o

ultimo célculo 144

Unindo limites 86

Universidade da Califérnia do Sul 9
uranio 56

usado no mundo real 201

usé-las corretamente 235

Usando logaritmos 131

o/ e

Vagamente falando, 117
Valor absoluto 38

valor de entrada 45

valor de saida 45

valores extremos locais 154
valor numérico 45
variaveis 33

variavel de entrada 47
variavel dependente 47
variavel de saida 47
variavel independente.47
velha algebra 76
velocidade constante 10,210
Velocidade instantanea 88
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velocidade instantanea usando

limites 84 o X ®
versao de atalho 242 x como no nivel do solo,216
verticais 63 x itens 203

verticalmente 61

. , ° y °
viagem de carro através do célculo 151

Virtualmente 47 yeehaw! 179

vista panoramica: y=mx+b 201

0 méaximo absoluto 153

visual 96 ¢ z ®

Vocé pode pensar no simbolo 210 zagueiro 13

Voila, 125 Zeno, de Aquiles 20

volume méaximo de uma caixa 178 Zeno de Elea 20
Vocabulario 237 Zero nem sempre é zero 243

zilionésimos 24

o[/ o

Weekly 20
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