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Prefacio

Acredito que, ao se escrever um livro, pensa-se muito, aprende-se mais,
aperfeicoam-se métodos de exposicdo e coordenam-se melhor as idéias.
O resultado se faz sentir nas préprias aulas, extraordinariamente facilitadas
pelo livro texto e, como conseqiéncia, o melhor aprendizado e
aproveitamento dos alunos e dos colegas professores.

O livro € uma revolugédo, pois imaginem a influéncia sobre o espirito, a alma,
o coracao de quem Ié, adquirindo e armazenando idéias das idéias alheias.

O livro de Mecanica do Professor Renato Brito € 0 nosso anseio e a nossa
recompensa pelo esforgo por ele feito. Que maravilha absorver a experiéncia
tantos anos em preparagédo de vestibulandos do ITA e do IME, toda
catalogada em teoria leve e bem elaborada, com a participacao especial da
aluna Claudete, além de exercicios fantasticos propostos e muitos resolvidos
detalhadamente com o rigor que a Fisica requer.

Nés, professores dedicados ao ensinamento da Fisica, bem como os futuros
alunos do ITA e do IME, que apreciamos uma Mecanica tratada de forma
correta, com excelentes exercicios, temos em maos uma obra Unica.

Finalmente, plagiando o filésofo e poeta Alexander Pope, poderiamos dizer :

“Deus fez Newton, que criou a Mecéanica - o grande sustentaculo
tedrico da Fisica - e fez Renato para divulga-la através desta
obra maravilhosa.”

Marcos Haroldo Dantas Nordes (*)

(*) Professor e Fisico formado pela Universidade Federal do Ceara, o professor Marcos Haroldo
& pioneiro na preparagao do estudantes de Fortaleza que vao prestar vestibulares para o IME e
para o ITA. Ele foi professor do autor em 1990 e 1991, na turma preparatéria do Colégio Geo
Studio, sendo seu atual colega de magistério tanto na turma ITA do Colégio Militar de Fortaleza,
quanto nas turmas preparatérias para medicina e odontologia do Curso Simétrico. Os notaveis
resultados obtidos pelos vestibulandos cearenses nos exames do IME e do ITA, desde 1989 até
os dias de hoje (com média de 25 aprovados por ano no ITA), devem-se, em grande parte, ao
trabalho de alto padrao de qualidade desenvolvido pelo prof. Marcos Haroldo nas mais diversas
escolas cearenses onde leciona, com destaque para os resultados diretos e indiretos atingidos
pelo Colégio Militar de Fortaleza.






Apresentacao

Escrevi este livro motivado pela caréncia de material didatico sobre essa
tematica num nivel adequado aos vestibulandos IME ITA.

Ele é o primeiro volume de uma colegdo em trés volumes entitulada
Mecanica para Vestibulandos IME ITA, estruturada da seguinte forma:

¢ volume 1 — Cinematica geral e Leis de Newton;

¢ volume 2 — Energia, Sistemas de particulas, Dindmica do centro de
massa;

¢ Volume 3 — Estatica, Hidrostatica, Gravitacdo e MHS.

O capitulo 1 traz uma selegao especial de problemas de Cinematica,
desde os classicos presentes nas provas de Fisica IME ITA, até os criativos
problemas dos livros da editora russa Mir, incluindo um pequeno numero de
problemas originais de minha autoria. Decidi ndo escrever uma teoria para
esse capitulo por achar mais eficiente, para o estudante, o estudo direto das
respectivas solugdes, detalhadas ao final do livro. O capitulo 6 esta vinculado
ao capitulo 1 dessa obra e trata-se de um apéndice sobre Parabola de
Seguranga, onde descrevo e demonstro todas as fantasticas propriedades
dessa ferramenta, muito Util na resolugdo de problemas de maximo e minimo
envolvendo langamento de projéteis.

Nos capitulos 2 e 3, fago uma analise teérica bastante critica e
detalhada do conceito de Referencial Inercial, discutindo em situagdes
praticas o dominio de validade das leis de Newton do movimento. Em
seguida, compartilho com o leitor as minhas estratégias pessoais de
resolugdo de problemas de dindmica retilinea e curvilinea no Referencial
Inercial, através de uma sequéncia de exemplos resolvidos. Uma lista de
problemas propostos correlatos € fornecida ao final do capitulo, com suas
respostas/resolu¢cbes apresentadas ao final do livro. O capitulo 7 é um
apéndice a esses capitulos 2 e 3 e trata sobre os Vinculos Geométricos.
Nele, mostro ao leitor como inter-relacionar as velocidades e aceleragbes de
corpos conectados entre si por cordas, polias etc. em fungdo da geometria
envolvida nas mais variadas situagdes fisicas.

Os capitulos 4 e 5 sdo dedicados ao estudo do referencial ndo-inercial.
Na parte tedrica, fago uma rica explanagéo sobre os conceitos de referencial
ndo-inercial e forgas ficticias, incluindo a analise pratica de varios problemas
em cada um dos referenciais inercial e nao-inercial. Uma lista de problemas
propostos correlatos € fornecida ao final desse capitulo, com suas
respostas/resolugdes contempladas ao final da obra.

Além dos 30 exemplos resolvidos ao longo do seu texto teérico, o livro
contém um total de 150 problemas propostos para o estudante, sendo que
cerca de 95 deles estao integralmente resolvidos ao final do livro (capitulo 8),
muitas vezes com duas solugdes distintas para um mesmo problema.



Ao longo de todo o livro, busco usar uma linguagem simples e
irreverente, utilizando-me da personagem Claudete, a fim de tornar a sua
leitura leve e prazeirosa, amenizando o alto nivel técnico praticado.

Optei por concentrar as respostas e resolugbes dos problemas
propostos no final do livro, acreditando que essa forma de organizar o
conteudo torne a sua leitura mais clara.

Os problemas marcados com o simbolo ¢' (resolugdo liberada) tém a
sua resolugao completa detalhada no final do livro. Eles servem como base,
isto €, como modelo para as questdes que os sucedem. Estas, por sua vez,
estdo marcadas com o simbolo & (resolugdo indisponivel), indicando que
apenas as suas respostas sao fornecidas ao final do livro, por se tratarem de
questdes de treinamento (correlatas) baseadas em modelos resolvidos.

Espero que a presente obra contribua para dar, ao leitor, uma
compreensao mais solida e aprofundada dos principios da Dinamica.

Para que eu possa aprimorar o seu conteldo paulatinamente, o envio
de criticas e sugestées, bem como de eventuais falhas que o leitor venha a
encontrar, € bem-vindo, pelo email:

mecanicaimeita@vestseller.com.br

Renato Brito Bastos Neto
Fortaleza, fevereiro de 2007



Sobre o autor

O professor Renato Brito é cearense e atua no segmento IME ITA desde
1990, quando iniciou a sua preparacao para o ITA (Instituto Tecnolégico de
Aeronautica) nas turmas especiais do Colégio Geo Studio, em Fortaleza.

Foi aprovado no exame vestibular ITA 93,
graduando-se engenheiro eletrénico em
dezembro de 1997. A partir do segundo ano da
faculdade, colaborou na preparagdo de
vestibulandos IME ITA em um cursinho de Séao
José dos Campos entdo recém fundado, o
Poliedro, onde lecionou Fisica durante seis anos,
retornando a sua cidade natal em janeiro de 1999.
Desde entdo, atua em Fortaleza, tanto na
preparagdo de vestibulandos IME ITA, quanto na
preparagdo de vestibulandos de Medicina e
Odontologia - segmento muito concorrido nos
exames das universidades brasileiras.

Tomou contato com os livros da renomeada editora Mir — Moscou, pela
primeira vez, aos dezesseis anos de idade, ao adquirir os livros Problemas
Selecionados de Fisica Elementar (Saraeva) e Problemas de Matematica
Elementares (V.Lidski e Otros) na Livraria Arte e Ciéncia orientado pelo
amigo prof. Majela Guedes. Desde entdo, passou a integrar a familia dos
inUmeros docentes e estudantes dos quatro continentes aficionados pelos
livros daquela editora russa.

A Mir - Moscou, embora ainda esteja ativa até os dias de hoje, restringiu
sua produgdo ao mercado russo desde 1990, com a desintegracéo da uniéo
soviética, quando passou a editar e publicar livros apenas no idioma local.

Inconformado com a caréncia de publicagbes de ensino médio em
ciéncias exatas voltadas para os vestibulandos IME ITA, fundou a editora
VestSeller em 2005, visando a resgatar, na medida do possivel, a qualidade
dos livros nesse segmento, fechando contratos com editoras e autores na
india, na Russia e no Brasil.

A editora VestSeller € uma empresa do segmento pontocom, atuando
em todo Brasil pela internet, através do seu sitio www.vestseller.com.br.
Patrocina iniciativas filantrépicas, como o site www.rumoaoita.com, além de
manter o Férum Brasileiro dos vestibulandos do IME e do ITA no sitio
www.fisicaju.com.br/forum.




Carta ao Pirata

Em tempos modernos, é prudente o autor dedicar algumas palavras ao seu
pior algoz e parasita: o pirata do século XXI.

Ele se julga muito esperto, superior a todos e acima da lei, duplicando e
disseminando o produto do seu roubo através de fotocopias ou por meios
eletrdnicos, através de programas consagrados pelos usuarios da internet.

Prezado Pirata,

Sei que vocé ndo faz a menor idéia do que foi o trabalho para produzir
todo esse material de qualidade e ainda é incapaz de dimensionar quantos
longos dias e noites solitarias me dediquei a escrita desse livro.

Entendo que seja muito comodo encontrar o livro na internet pronto para
ser salvo na memoria do computador, reproduzido e distribuido de forma
ilegal e, portanto, criminosa.

Quisera que vocé, por um infortdnio ou ironia do destino, passasse a
posicdo de vitima como autor de alguma obra, e se deparasse, diariamente,
com seus livros, musicas ou textos, disponiveis na internet, eletronicamente
profanados, reduzidos a uma mera sequéncia de bits que solertemente
trafegam pela rede.

Quisera, um dia, vocé vir o fruto do teu trabalho reduzido a farrapo
digital. Ai sim, experimentaria do mesmo amargo que coloca em minha boca
e vestiria o nariz vermelho de palhaco que contemplo diariemente, ao mirar o
espelho.

Seja autor um dia e experimente a ira e o inconformismo que vocé
desperta na alma desse que aqui vos fala em nome de toda a classe de
autores. So6 assim, sentindo na propria pele, seria possivel adquirir uma
consciéncia critica e ética suficientes para estancar essa hemorragia social.

Pense duas vezes, antes de usurpar este meu filho querido. Se o fizer,
te cagarei implacavelmente em todas as esquinas, vocé nunca mais tera paz
até a Policia Federal de qualquer pais chegar até vocé. Se eu consigo fechar
contratos com russos, indianos e outros povos do outro lado do mundo,
entdo sou capaz de achar até mesmo uma agulha num palheiro. Prepare-se
para a indenizagao, pois serei implacavel e ndo lhe pouparei da minha ira.

Fortaleza, 09 de fevereiro de 2007

Prof. Renato Brito



Como usar este livro

Para que o leitor tire maximo proveito da presente obra, darei, a seguir,
algumas instrugdes que serao muito Uteis.

Antes de mais nada, afirmo que nio é necessario o conhecimento de Calculo
Diferencial e Integral para uma perfeita assimilagdo do contetdo deste livro.
Toda a Matematica aqui praticada é de ensino médio.

Acredito que o nivel das questées marcadas com & (resolugéo liberada), ao
longo de todo o livro, dé pouca margem para que o leitor com pouca
experiéncia em Mecanica consiga resolvé-las sem consultar suas respectivas
solucdes ao final do livro (capitulo 8 de solugdes), salvo raras excecgdes.
Desta forma, acredito que seja mais estimulante e eficaz estudar diretamente
suas solugbes, tdo logo seja compreendido o seu enunciado, deixando para
avaliar o seu aprendizado com as questdes que as sucedem, marcadas com
& (resolucéo indisponivel).

O conteudo do capitulo 1 de Cinematica Geral é independente dos demais
capitulos da obra, podendo ser estudado oportunamente quando melhor
convier ao leitor. Ainda assim, a compreensao das questdes de numero 49 a
55 do capitulo 1 requerem a leitura prévia do capitulo 6 (apéndice) sobre
Parabola de Seguranga. Portanto, durante o estudo do capitulo 1, o leitor
devera dar uma pequena pausa e, temporariamente, desviar para o capitulo
6, ao final do qual, retornara ao capitulo 1 para finalizar o seu estudo.

Os capitulos 2, 3, 4 e 5 formam um bloco coeso de conteudo preparado
de tal forma que a plena assimilagdo de cada um & pré-requisito para
compreensdo do seguinte. A violacdo da ordem desses capitulos, durante o
estudo desse livro, comprometera o aprendizado do leitor, podendo mesmo
impossibilita-lo.

A compreensao das questdes de numero 66 em diante requer a leitura prévia
do capitulo 7 (apéndice) sobre Vinculos Geométricos. Portanto, durante o
estudo do capitulo 2, o leitor devera dar uma pequena pausa e,
temporariamente, desviar para o capitulo 7, ao final do qual, retornara ao
capitulo 2 para finalizar o seu estudo. O capitulo 7 tem um conteddo muito
rico e raro, sendo vital para a assimilacdo da maior parte deste livro.

Acredito que, seguindo essas instru¢gdes, mesmo um estudante com pouca
experiéncia em Mecénica assimilara todo o conteddo desta obra com
sucesso, obtendo, em geral, um grande salto de conhecimento num espacgo
de tempo relativamente curto comparado. Imaginem quanto tempo o autor,
particularmente, levou para aprender todo esse conteudo e sedimenta-lo,
matura-lo, conteido esse espalhado em inUmeros livros, muitos deles
estrangeiros. Este livro € um presente para todos os estudantes e
professores brasileiros.
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Para fazer uso das questoes desse livro

Nés professores levamos a vida a pesquisar boas questdes para nossas
provas e listas de exercicios, aprimorando, gradativamente, nossos proprios
conhecimentos nessa busca incessante.

Ainda assim, para que esse processo ocorra de forma mutuamente justa e
ética para os leitores e autores, é necessario que a fonte de cada questao,
em nossos materiais, provas ou notas de aula, seja devidamente citada em
local visivel.

Acredito que, muitas vezes, os colegas professores ndo citem a fonte das
suas questdes por achar que esse fato ndo tem relevancia, ou por ndo saber
como fazé-lo devidamente. Entretanto, eles rapidamente descobrem a
relevancia deste procedimento, ao se tornarem autores.

Para saber a forma padrdao de fazer referéncia aos autores/livros das
questdes constantes da presente obra, em suas provas ou listas de
exercicios, consulte as referéncias bibliograficas no capitulo 10. Sugere-se
que a referéncia seja feita logo ap6s o enunciado da questéo.

Para citar uma questéo do livro do Késel (Mir/VestSeller), por exemplo:

Questdo 32 - ¢ (kosel)

Um avido voa horizontalmente a uma velocidade V. Um observador ouve
0 barulho do avido T segundos apo6s o aparelho ter passado sobre a
sua cabeca. Se a velocidade do som no ar vale C, o prof. Renato Brito
pede que vocé determine a que altura H voava a aeronave.

(Kosel, Stanislaw. Problemas de Fisica Dirigidos por S. Késel. Moscou, Mir, 1977.)

Caso prefira, faga uma lista de referéncias bibliograficas ao final do material,
de forma que vocé possa associar o enunciado de cada questdo a uma das
referéncias que constam da sua lista. Esta foi a forma adotada neste livro.

Um material com referéncias bibliograficas explicitas torna-se mais rico e
valorizado, além de respeitar o trabalho daqueles que, efetivamente,
viabilizaram aquele conteudo.

Por fim, ratifico a importancia de cada um fazer a sua parte, adquirindo
consciéncia e semeando valores mais nobres em seus respectivos alunos,
filhos, amigos. Com educacgdo e cultura, gradativamente, desenvolveremos
uma postura mais ética e responsavel nos jovens brasileiros, trazendo
beneficio a toda sociedade.






1 CINEMATICA GERAL

Questao 01 - @ (Renato Brito)

O esquema representa o instante inicial (t = Os) da perseguicdo entre trés
veiculos A, B e C, que se deslocam com velocidades 50 m/s, 20 m/s e
60 m/s, respectivamente. Determine ap6s quanto tempo o veiculo A se
encontrara exatamente entre os veiculos B e C, a meia distancia deles.

A B C
S e o =0

40 m 60 m
Questao 02 — § (Renato Brito)

No esquema a seguir, os moveis A, B e C deslocam-se com velocidades
respectivamente 20 m/s, 40 m/s e 50 m/s, respectivamente, numa mesma
rodovia, de mao-dupla:

A B C

= 2 = @ we=oe

100 m 350 m
A partir desse instante, quantos metros o moével C devera percorrer, para que se
posicione exatamente entre os moveis A e B, a meia distancia deles ?



4 Mecanica para Vestibulandos IME ITA

Questao 03 — @ (Renato Brito)

Duas particulas r e t partem simultaneamente das posi¢cdes mostradas na
Figura abaixo, em movimentos retilineos e uniformes, com velocidades
respectivamente iguais a vr e vt. Uma terceira particula s, que se encontrava
inicialmente alinhada as demais, deve move-ser de tal forma a permanecer
alinhada as particulas r e t, durante todo o movimento. Determine a velocidade
vs com que a particula s devera move-ser, em fungdo de vr,vs, a e b.

r S {
Vr

Vs

Vit

a b

Questao 04 — @ (Renato Brito)

Num jockey club, a corrida de cavalos é realizada numa pista composta por 10
raias paralelas, retilineas e equidistanciadas. Ao ser dada a largada, os cavalos
das raias 1 e 6 disparam com velocidades Vi = 6 m/s e Vg = 11 m/s,

respectivamente:

Com que velocidade V3 deve se deslocar o cavalo da raia 3 para que os trés
cavalos permanegam alinhados durante toda a prova ?

Questao 05— @ - (Tore Nils Johnson)

A e B sdo duas estacbes de uma estrada de ferro de linha dupla.
Num dado instante, passa pela estagdo A um trem T, que se dirige para B com
velocidade de 54km/h. Decorrido um certo intervalo de tempo, outro trem T,, que
move-se a 72 km/h, passa por A rumo a estacgédo B. O intervalo de tempo que
separa as passagens de T, e T, pela estacdo A é tal que ambos passariam
simultaneamente pela estacdo B. Acontece, entretanto, que apés ter percorrido
2/3 da distancia que separa as duas estagdes, o trem T, reduz sua velocidade a
metade e em conseqliéncia é ultrapassado por T, num ponto situado 10 km
antes da estac&o B. Determinar a distancia entre as duas estagdes.
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Questao 06 - & - (Saraeva adaptada)

(ITA 88 - adaptada) Trés turistas, que possuem uma Unica bicicleta, movem-se
ao longo de uma avenida reta, desejando ir do hotel ao centro turistico no menor
espaco de tempo (o tempo € contado até que o ultimo turista chegue ao centro).
A bicicleta consegue transportar apenas duas pessoas de cada vez, a uma
velocidade de 20 km/h e, por isso, o terceiro turista precisa comecgar o
deslocamento a pé. O ciclista leva o segundo turista até um determinado ponto
do caminho, de onde este continua a andar a pé, a uma velocidade de 4 km/h,
enquanto o ciclista regressa para transportar o terceiro. Se a distancia do hotel
ao centro turistico é de 8 km, determine:

a) em quanto tempo conseguirdo chegar ao centro turistico ?
b) o segundo turista devera ser transportado de bicicleta até faltar quantos km
para chegar ao centro turistico ?

Questao 07 - & (Saraeva)

Um empresario trabalha num banco que fica nos arredores da cidade.
Diariamente, ao chegar a dultima estagdo ferroviaria, um carro do banco
transporta-o para o local de trabalho através de uma avenida reta (de méao
dupla) que liga o banco a estacdo ferroviaria. Certa vez, o empresario chegou
a estacdo 1h antes do habitual e, sem esperar o carro, seguiu a pé rumo ao local
de trabalho, fazendo o percurso habitual do carro . No caminho, encontrou-se
com o veiculo e chegou ao banco 20 min antes do horario de costume. Quanto
tempo caminhou o empresario antes de se encontrar com o carro ?

Questio 08 - &

Numa linha dupla que une duas esta¢des A e B, movimentam-se bondes em
ambos os sentidos, com velocidades escalares constantes e iguais em valor
absoluto, de forma que, de 15 min em 15 min, em cada estac¢ao, dois bondes se
cruzam. Um observador passa por uma das estagdes e presencia o cruzamento
de dois bondes; em seguida, segue com movimento uniforme uma trajetéria
paralela aos trilhos e chega a outra estagdo no instante em que dois outros
bondes se cruzam. Incluindo os quatro bondes vistos nas estagbes, pelo
observador passaram 22 bondes em todo o percurso AB, sendo que sete
movimentando-se no mesmo sentido e 15 no sentido contrario ao observador.
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Pede-se determinar:
a) quanto tempo cada bonde gasta parairde A a B.
b) quanto tempo o observador gasta parairde A a B.

Questao 09 - & (Renato Brito)

Um guarda caminha todos os dias ao longo de uma linha de bondes até uma
estacao ferroviaria, retornando ao entardecer. No seu percurso de ida, percebeu
ser ultrapassado pelos bondes que trafegam pela linha a cada seis segundos.
Chegando a estacdo, o guarda sentou para almogar e notou que os bondes
passavam pela estagdo a cada T segundos. Ja ao entardecer, caminhando no
percurso de volta com a mesma velocidade usual, o guarda percebeu que agora
0s bondes passavam por ele a cada trés segundos. Admitindo que os bondes
trafeguem pela linha sempre com a mesma velocidade escalar o tempo inteiro,
determine T:

a)3,5 s b)4s c) 45 s d) 5s )55 s

Questao 10 — @ - (Challenging Problems)

Uma coluna de soldados de 600 m de comprimento marcha ao longo de uma
estrada com uma velocidade constante de 4,5 km/h. Na mesma dire¢do da
coluna, mas em sentido oposto, aproxima-se um oficial superior caminhando a
uma velocidade constante de 3,0 km/h. Quando ele passa ao lado de cada
soldado, ordena que estes se movam no sentido oposto. Cada soldado
instantaneamente (t&o logo recebe a sua ordem) inverte o sentido da sua marcha
e continua com a mesma velocidade, mas no sentido oposto. Apés algum tempo,
toda a coluna estd move-sendo no sentido contrario. Determine o novo
comprimento da coluna de soldados.

Questao 11 - & - (Kosel adaptada)

(ITA-91) A Figura representa a vista aérea de um trecho retilineo de ferrovia.
Duas locomotivas a vapor, A e B, deslocam-se em sentidos opostos com
velocidades constantes de 50,4km/h e 72 km/h, respectivamente. Uma vez que
AC corresponde ao rastro da fumaca do trem A, BC ao rastro da fumaca de B e
que AC = BC, determine a velocidade do vento. Despreze a distancia entre os
trilhos de A e B.



1 Cinematica Geral 7

h=160m

1360 m

questao 11 questao 13

Questao 12 — &' (Saraeva)

Um barco a motor, que ia subindo um rio, encontrou uma balsa que se movia no
sentido da correnteza. Ap6s uma hora do encontro, o motor do barco parou.
O conserto do motor durou 30 min e durante esse tempo o barco moveu-se
livremente no sentido da corrente. Depois do conserto, o barco comegou a move-
ser na direcéo da corrente, seguindo rio abaixo com a mesma velocidade relativa
a agua e encontrou a balsa a uma distancia de 7,5 km em relagdo ao primeiro
encontro. Determine a velocidade da correnteza.

a)5km/h  b)4 km/h c) 3 km/h d) 2 km/h e) 6 km/h

Questdo 13 — &' (Renato Brito)

A Figura mostra, em escala, a velocidade vetorial de dois navios A e B, que
move-sem em com velocidade constante num oceano de aguas paradas.
Pede-se determinar qual a menor distancia entre os navios durante essa
travessia, em km. Cada célula quadrada tem lado 10 km

Questiao 14 - §

No instante t = Os, uma canoa e uma lancha passam, respectivamente, pelos
pontos A e B da agua de um lago, movendo-se com velocidades constantes V,
e V, conforme mostra a Figura. Determine qual sera a minima distancia entre a
canoa e a lancha e apés quanto tempo elas estardo em tal situagéo.

Dados: o =f=60° V.=40km/h, V_ =80km/h, AB =20km

VC VL VA VB
o p o i
A questdo 14 B A questio 15 B
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Questao 15— &

Um torpedo € langado do ponto A no instante em que o navio inimigo se encontra
no ponto B e navega com velocidade Vg = 50 km/h, numa dire¢gdo que forma
angulo B = 30° com a diregdo AB. Sabendo que a velocidade do torpedo é
Va = 100 km/h, determine o angulo o com o qual ele deve ser lan¢cado para
atingir o alvo.

Questao 16 — @

Quando um trem viaja sobre trilhos retilineos retilinea, de leste para oeste, a
80 km/h, um passageiro no interior do trem sente o vento soprando do norte.
Quando o trem passa a se move a 20 km/h, o passageiro no interior do trem
sente o vento soprando proveniente do nordeste, numa direcdo que forma 45°
com o eixo leste-oeste. O prof. Renato Brito pede que vocé determine a
velocidade do vento.

Questdo 17— @' (Saraeva)

Um homem em uma lancha deve sair do ponto A e chegar ao ponto B, que se
encontra na margem oposta do rio. A distancia BC ¢ igual a a. A largura do rio
AC é igual a b. Com que velocidade minima u, relativa a agua, deve move-ser a
lancha para chegar ao ponto B ? A velocidade da correnteza é v,

C B v

Vo

Questdo 18 - & (Saraeva)

Crazy Turtles - Trés tartarugas encontram-se nos vértices de um tridngulo
equilatero de lado L. Simultaneamente, elas comegam a se movimentar com uma
velocidade V, sendo que a primeira se dirige em direcdo a segunda, a segunda
em direcado a terceira e a terceira, em direc&do a primeira.

a) Apés quanto tempo as tartarugas vao se encontrar ?

b) Qual a distancia percorrida por uma tartaruga qualquer nesse episodio ?

Questdo 19— § (Saraeva)

Quatro tartarugas encontram-se nos cantos de um quadrado de lado a.
Simultaneamente, elas comegcam a se movimentar com uma velocidade
constante em grandeza v, sendo que a primeira se dirige em direcdo a segunda,
a segunda em direcdo a terceira, a terceira em diregdo a quarta e a quarta em
direcdo a primeira.

a) Apés quanto tempo as tartarugas vao se encontrar ?
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b) Qual a distancia percorrida por uma tartaruga qualquer nesse episodio ?

Questao 20 - @ (Saraeva adaptada)

Da margem retilinea do porto do Pecém, partem duas lanchas A e B, que se
encontravam a uma distancia inicial d = 6 km uma da outra. A lancha A se
move numa trajetoéria perpendicular a margem, ao passo que a lancha B, desde o
instante inicial, tomou um caminho constantemente dirigido a lancha A, tendo em
cada momento a mesma velocidade da lancha A.

A A V

Mantendo-se no encalgo da primeira lancha durante muito tempo, a segunda
lancha acabara em movimento retilineo, acompanhando o movimento da primeira
lancha, a uma certa distancia atras dela. Determinar essa distancia.

Questao 21 - &

Uma roda de raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, com o seu
centro move-sendo a uma velocidade V em relacdo ao solo (veja Figura).
Determine a velocidade dos pontos A, B, C e D em relagao ao solo.

Questdao 22 - §

Uma roda de raio R rola sem escorregar sobre um plano horizontal, com
o seu centro O movendo-se a uma velocidade V em relagdo ao solo (veja
Figura). O contato com o solo é feito por meio de um volante de raio r < R.
Determine a velocidade dos pontos A, B, C e D.
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respectivamente, localizadas nos vértices desse triangulo. As formigas movem-
se num plano horizontal. O prof. Renato Brito conta que, num certo instante, a
velocidade V da formiga A aponta na diregdo AB, ao passo que a velocidade
da formiga C aponta na direcdo BC, como mostra a Figura. Determine as
velocidades das formigas B e C, no referido instante, em funcéo de V.

Questdo 31 — ¢

A Figura ilustra as frentes de onda esféricas emitidas por um caga supersénico
da FAB, que se movimenta para a direita, ao longo da reta r, com velocidade
horizontal constante. Sendo 340 m/s a velocidade de propagagédo do som nas
condigbes da experiéncia e, o = 30°, o prof. Renato Brito pede que vocé
determine a velocidade de vOo desse caga supersonico.

- o .OLK » .0

Questdo 32 — &' (kosel)

Um avido voa horizontalmente a uma velocidade V. Um observador ouve o
barulho do avido T segundos apds o aparelho ter passado sobre a sua cabeca.
Se a velocidade do som no ar vale C, o prof. Renato Brito pede que vocé
determine a que altura H voava a aeronave.

Questao 33 — § (Renato Brito)

Um piloto da AFA participava de um treinamento em solo, quando um caca
supersOnico, voando em movimento uniforme em trajetéria horizontal, passou
exatamente sobre a sua cabeca. O ruido emitido pelo avido, entretanto, sé foi
ouvido pelo observador seis segundos apds a passagem do avido sobre a sua
cabecga.
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Té&o logo percebeu o ruido, o observador apontou para a dire¢ao de onde julgava
estar vindo o ruido da aeronave, direcdo essa que fazia um angulo o = 37° com
a vertical. O prof. Renato Brito pede que vocé determine:

a) a velocidade do caga supersénico;

b) a altura H em que o avido se encontrava.

Dado: Velocidade do som no ar = 330 m/s, sen37°=0,6 , cos 37°=0,8.

Questio 34— § (kosel)

Um avido voa horizontalmente a uma altura h sobre a superficie da Terra, a uma
velocidade supersénica. O ruido da turbina da aeronave s6 é ouvido por um
observador na Terra depois de decorrido um tempo T da passagem do jato
sobre a sua cabeca . Determine a velocidade do avido V, em funcdo da
velocidade dosomvg, h e T.

Questdao 35— ¢

Um trem deve partir de uma estacdo A e parar na estacdo B, distante 4000 m de
A. A aceleracao e a desaceleragdo podem ser, no maximo, de 5,0 m/s’ e a maior
velocidade que o trem atinge € 20 m/s. Determine o tempo minimo para o trem
completar o percurso de A a B, em segundos.

Questdo 36 — @' (Renato Brito)

No instante inicial (t = 0), dois méveis A e B passam por um mesmo ponto
movendo-se sobre uma mesma trajetoria retilinea, de acordo com o grafico.
Assim, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar o instante em que os
méveis voltaréo a se encontrar novamente.

Questdo 37 — @ (Renato Brito)

Quando o sinal vermelho passa a verde, um Porshe, que vem de tras, cruza o
semaforo e prossegue seu movimento com velocidade constante. No mesmo
instante, um Mondeo, que se encontrava parado no sinal, parte acelerando
uniformemente, movendo-se ao encalgo do Porshe. Sua aceleragao é tal que a
distancia que o separa do Porshe, ao atingir a metade da velocidade deste, vale
3d. O prof. Renato Brito pede que vocé determine a distancia total percorrida
pelo Mondeo até cruzar o Porshe, em fungéo de d.

velocidade
A

Va

0 3T tempo
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Questio 48 - &

Uma bola é arremessada em movimento obliquo no ar. Em certo instante, a
velocidade da bola possui um angulo de 60° com a horizontal, em movimento
ascendente. Quatro segundos depois, o angulo é de 30°, em movimento
descendente. Determine a distancia percorrida pela bola na vertical durante este
tempo. Dado: g = 10 m/s”.

Para nao entrar
numa fria, ndo
passe desse ponto
sem antes ler o
Topico Especial 1
sobre Parabola de
Seguranga no
Capitulo 6.

Questdo 49 - ¢ (parabola de seguranga - Saraeva)

As provas do detonador de uma granada efetuam-se no centro do fundo de um
pogo cilindrico de profundidade H. Os estilhagos da granada, produzidos pela
explosao e cujas velocidades nio ultrapassam v,, ndo devem cair na superficie
da Terra. Qual devera ser o diametro minimo D do pogo ?

il

P I e

Questdo 50 - @ (parabola de seguranga — Renato Brito — Saraeva adaptada)

A Figura mostra um poco onde estao ocorrendo os testes da incrivel granada
KJU-P52, inicialmente posicionada no centro da base do pogo. Apds a exploséo,
seus fragmentos atingem uma velocidade de 72 km/h e espalham-se em todas
as direcbes. Pede-se determinar a menor distdncia X para a qual o inspetor
de testes ainda esta livre de ser atingido por qualquer fragmento. Considere que
a granada esteja no centro da base do po¢o. Adote g =10 m/s*
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Questdo 51 - § (parabola de seguranga — Renato Brito - Saraeva adaptada)

A Figura mostra uma bola a uma distdncia S = 6 m de um muro de altura
H = 3,2 m. Determine a minima velocidade V, com que se deve arremessar a
bola para 2que ela caia do outro lado do muro. Considere a gravidade local
g=10m/s

Questdo 52 - § (parabola de seguranga — Renato Brito )

A Figura mostra uma mangueira do corpo de bombeiros localizada a uma
distancia d = 20 m de um prédio de 40 m de altura em chamas. A agua expelida
pela mangueira chega a 72 km/h. Pede-se determinar a altura h da janela
mais elevada possivel de ser atingida pela 4gua dessa mangueira (g = 10 m/sz)

Questao 53 - ¢ (parabola de seguranga — Saraeva )

Sob qual angulo com a horizontal € necessario langar uma pedra, da
extremidade de um penhasco vertical de 20 m de altura, a fim de que ela caia a
uma distancia maior possivel do pareddao ? A velocidade inicial da pedra é
Vo =14 m/s. (g =10 m/s?
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Questdo 54 - & (parabola de seguranga - Renato Brito)

O jogador Roberto Carlos consegue disparar chutes com velocidade maxima

Vo, = 30 m/s. Se a bola estda no pé de uma rampa inclinada a = 30° com a

horizontal (veja Figura), numa regido onde g = 10 m/s®, o prof. Renato Brito

pede para vocé determinar:

a) a inclinagdo 6 do chute, em relacdo a horizontal, para que a bola atinja
alcance maximo ao longo da rampa;

b) a altura maxima H,:x que essa bola & capaz de atingir ao longo da rampa.

h max

Questdo 55 - § (parabola de seguranga - Renato Brito)

Um lancador dispara projéteis com velocidade v, = 20 m/s ao longo de uma
colina inclinada, cujas dimensbes sdo mostradas na Figura abaixo. Sendo
g=10 m/s?, o prof. Renato Brito pede que vocé determine:

a) a altura maxima H,,sx que esse projétil &€ capaz de atingir ao longo da colina;

b) o angulo o de disparo do projétil com a horizontal nas condi¢des do item a.

V
. 30m

40 m



2 DINAMICA RETILINEA NO
REFERENCIAL INERCIAL

2.1 O DOMINIO DE VALIDADE DAS LEIS DE NEWTON

As leis de Newton s&o o pilar de sustentagdo da Mecéanica. Elas descrevem o
movimento dos corpos, tanto no céu como na Terra, descrevem as 6rbitas dos
planetas, prevéem a existéncia de novos planetas e explicam o fendmeno das
marés. Ainda assim, por mais brilhantes que sejam as trés leis de Newton, é
preciso cautela ao interpreta-las e aplica-las.

A 12 lei de Newton estabelece que todo corpo livre da agdo de forgas
permanecera em seu estado de repouso permanente (v = 0) ou de movimento
retilineo e uniforme, até que alguma forca atue sobre ele e altere seu estado de
equilibrio.

Esse repouso ao qual a lei da inércia se refere, entretanto, € em relagéo a
quem ? Afinal, sabemos que um movel pode estar em repouso num referencial,
mas em movimento em outro referencial. Vocé ja havia pensado sobre isso ?
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A segunda lei de Newton, por sua vez, estabelece que a forca resultante Fg,
agindo sobre um corpo de massa m, proporciona a ele uma aceleracdo a tal
que:

Sabemos, porém, que um movel pode estar acelerado num referencial, mas
estar ndo acelerado em outro referencial. A expressédo da segunda lei de Newton
fornece a aceleracdo do moével em qual referencial ? Vocé ja havia pensado
sobre isso ?

Em geral, os livros-textos de Fisica nao deixam bem claro para o estudante o
fato de que as leis de Newton tém sua validade restrita ao chamado referencial
inercial, cujo conceito é bastante sutil, requerendo atencdo e concentragcéo
especiais por parte do leitor para assimila-lo de forma eficaz.

Nesse capitulo, investigaremos o conceito de referencial inercial e faremos uma
analise comparada entre os referenciais inerciais e ndo inerciais, buscando
esclarecer de que maneira as leis de Newton falham nestes ultimos.

No capitulo 4, aprenderemos o Principio da Equivalécia de Einstein, que nos
ajudara a aplicar as leis de Newton com sucesso, mesmo nos referenciais ndo
inerciais.

2.2 INTRODUGAO AO REFERENCIAL INERCIAL

Um referencial ou sistema de referéncia pode ser formalmente definido como
um sistema de coordenadas cartesianas em relagdo ao qual sdo tomadas as
medidas de posicdo XYZ, velocidade e aceleracdo de um moével. Deixando de
lado o formalismo matematico, podemos simplificar, considerando como
referencial um simples observador que avaliara a cinematica e a dindmica do
movel, medindo as grandezas fisicas relevantes para o estudo do fenébmeno em
questao.

Para verificar se um dado referencial & inercial, alguns testes experimentais
diretos podem ser realizados em primeira aproximacao.

Por exemplo, a Figura 1 mostra dois sistemas de coordenadas cartesianas: o
sistema XYZ, fixo ao solo, e o sistema X'Y’Z', fixo a um vagao, que pode move-
ser sobre trilhos retos e horizontais. O vagdo, assim como a bola que se
encontra sobre o seu piso, esta inicialmente em repouso em relacdo a Terra
(referencial XYZ). Sobre a bola agem apenas as forgas peso P e normal N, visto
que os atritos sdo despreziveis. Qual sera o comportamento da bola, no
referencial da Terra, quando o vagdo partir do repouso com aceleragcao a
constante na dire¢do horizontal X ?
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Figura 1

Ora, para o referencial da Terra (Figura 1), o vagao ird move-ser acelerado para
a direita, mas a bola permanecera em repouso, isto é, suas coordenadas XYZ
permanecerao inalteradas com o passar do tempo. Isso esta de acordo com a lei
na inércia. Afinal, se nenhuma forga horizontal esta agindo sobre a bola, ela
deve permanecer indefinidamente em repouso nesse referencial. Dessa forma,
dizemos que o referencial XYZ (referencial da Terra) é inercial, visto que a lei da
inércia é verificada nesse referencial.

Por outro lado, qual sera o comportamento da bola, no referencial do vagao,
quando este partir do repouso com aceleragéo a constante na diregdo horizontal
X?

X,

Figura 2

Ora, para o observador no referencial do vagao (Figura 2), a bola partira do
repouso e se movera com aceleragdo a’ = a no sentido oposto ao do eixo X.
Em outras palavras, a coordenada X’ da bola ira diminuir aceleradamente, com
o passar do tempo, no referencial X’Y’Z’.

Esse comportamento notavelmente viola a Lei da Inércia. Afinal, se nenhuma
forca (de interacdo) horizontal age sobre a bola, no referencial do vagdo, como
pode ela sair do repouso e passar a move-ser aceleradamente para tras ? Esse
comportamento mostra que esse vagao acelerado em relagdo a Terra (bem



22 Mecanica para Vestibulandos IME ITA

como o observador em seu interior) ndo se trata de um referencial inercial.
Dizemos que ele é um referencial n&o inercial.

Figura 3

Outro teste simples pode facilmente confirmar o carater n&do inercial do
referencial do vagdo: pendure um péndulo simples ao teto desse vagao,
enquanto este move-se com aceleragdo constante a no referencial XYZ da
Terra (Figura 3). Ajuste convenientemente a inclinagdo do fio do péndulo, de
forma que ele n&o oscile, durante o movimento acelerado do vagéo em trajetoria
retilinea horizontal.

X’
Figura 4

Qual serd o comportamento da bola, no referencial da Terra, quando o vagao
partir do repouso com aceleragao a constante na diregdo horizontal X ?

Ora, no referencial da Terra (Figura 3), a bola estara move-sendo para a direita,
numa trajetéria retilinea horizontal, compartilhando da mesma aceleragédo a do
vagado nesse referencial. O observador da Figura 3 entende perfeitamente a
dindmica desse movimento da bola, com base nas forcas que agem sobre ela:

¢ a bola move-se em trajetoria retilinea horizontal, o que implica uma auséncia
de aceleragédo vertical, isto &, um equilibrio de forgas verticais. Assim, a
componente vertical Ty da tracdo devera cancelaropeso: Ty T = P .
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e a aceleragdo horizontal “— a” da bola é proporcionada pela componente
horizontal Tx — da tracdo. A segunda lei de Newton permite escrever:
FR = Tx = m.a.

Por outro lado, qual sera o comportamento da bola no referencial do vagéo,
quando este partir do repouso com aceleragdo a constante em relagédo a Terra
na diregédo horizontal X ?

Ora, para o observador no referencial do vagéo (Figura 4), a bola, assim como o
vagao, se encontra em repouso permanente v’ =0, a’ =0 (usaremos o simbolo
linha “’” para designar grandezas medidas no referencial acelerado). Em
outras palavras, as coordenadas X’Y’Z’ da bola ndo mudam com o passar do
tempo nesse referencial.

De acordo com a segunda lei de Newton (Fgr = m. @’), todavia, para que a bola do
péndulo esteja em equilibrio (a’ = 0), € necessario que a forga resultante
agindo sobre a bola seja nula, condigdo essa que nao esta sendo satisfeita, visto
que atracdo T e o peso P ndo possuem a mesma diregdo e sentidos opostos
a fim de se cancelarem.

Assim, vemos que, embora a forga resultante agindo sobre a bola ndo seja nula
(Fr # 0), a aceleragdo a’ da bola é nula no referencial do vagéo, violando a
segunda lei de Newton Fgr =m. a’. Desta forma, verificamos, mais uma vez,
que o referencial do “vagio acelerado” ndo é inercial, visto que as leis de
Newton nio sio satisfeitas nele. Dizemos que ele é um referencial ndo inercial.

2.3 O REFERENCIAL DO PLANETA TERRA

A Terra move-se como um pi&o através do Z o N
espaco sideral, executando uma série de Z, ¢ |y TEeense
movimentos simultaneos:

1) translagdo ao redor do Sol, com periodo
de aproximadamente 365 dias;

2)rotagdo em torno do seu préprio eixo,
com periodo aproximado de 24h;

3) precessao — o proprio eixo Zo da Terra
executa uma rotagdo em torno do eixo Z,
com periodo aproximado de 27.725 anos;

4) nutagdo — o angulo ¢ formado entre os
eixos Zo e Z oscila com amplitude de 9,2”
de arco e periodo de oscilagdo de 19 A
anos.

Em meio a todos esses movimentos executados pelo nosso planeta em seu
movimento pelo espago sideral, lembramo-nos de que nossos labotarorios
terrestres encontram-se todos fixos a superficie da Terra, o0 que,
automaticamente, suscita a seguinte pergunta:



24 Mecanica para Vestibulandos IME ITA

Profinho..... e a terra, . Nao, Claudete, a rigor,
ela & um referencial SEW- a terra ndo é um
inercial ? Al referencial inercial.

A rigor, a Terra ndo é um referencial inercial. Esse fato decorre, principalmente,
do movimento de rotagdo que ela executa em torno do seu eixo. Um dos
experimentos mais simples e mais admiraveis que comprovam a rotacao da
Terra em torno do seu eixo foi realizado publicamente por Leon Foucault, em
1851, sob a grande cupula do Pantheon em Paris (Figura 5).

Foucault suspendeu uma esfera de 28 kg (Figura 6), através de um fio de 70 m
de comprimento, ao teto do Pantheon. A maneira pela qual a extremidade
superior do fio foi presa permitia ao péndulo oscilar livremente em qualquer
diregdo com um periodo de 17 segundos aproximadamente .

Em torno do ponto, no solo, diretamente abaixo do ponto de suspensdo do
péndulo, foi construida uma pequena elevagao circular de aproximadamente 3m
de raio (Figura 6). Nessa elevagéo, foi colocado um pouco de areia, de modo que

uma ponta metalica que saia da esfera do péndulo, para baixo, varria a areia a
cada oscilagéo (veja trajetorias na Figura 11).
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Figura 6 - vista interna do Pantheon em Paris )

Ap6s sucessivas oscilagdes, tornou-se claro que o plano vertical do movimento
do péndulo estava girando no sentido dos ponteiros do reloégio, quando visto de
cima. Em um intervalo de 1h, o plano de oscilagdo desse péndulo do Pantheon
girava mais de 11 graus, completando uma volta em aproximadamente 32 h.

Por que motivo, entdo, o plano de oscilagéo do péndulo gira para um observador
localizado sobre a Terra ? Sera que o plano de oscilagdo do péndulo de
Foucault também gira no referencial das estrelas distantes (referencial inercial
padréo) ?

Seja um péndulo semelhante ao de Foucault suspenso no polo norte terrestre.
Para um observador fixo as estrelas distantes, o plano de oscilagdo desse
péndulo permanece fixo nesse referencial; entretanto, o fato de a Terra girar em
torno do seu eixo no sentido anti-horario fara o plano das oscila¢gdes do péndulo
de Foucault girar no sentido horario (Figura 11), para um observador localizado
sobre o hemisfério norte da Terra (sequéncia de Figuras 7, 8, 9 e 10), perfazendo
uma rotacdo completa a cada 24 horas, no caso especifico de um péndulo
localizado exatamente nos poélos.

Pode-se mostrar que esse periodo T de rotagdo do plano de oscilagdo do

péndulo varia com a latitude ¢ da cidade onde o péndulo esteja localizado,
segundo a expressao abaixo:

24 h

sen ¢
Assim, para uma latitude ¢ = 0° (equador), esse periodo é infinito, isto &, um
péndulo de Foucault localizado na linha do equador oscila num plano fixo. Para

uma latitude ¢ = 90° (péndulo localizado nos polos), o plano de oscilagdo do
péndulo gira com o mesmo periodo de rotagdo da Terra (24h).

T =

Como justificar essa rotagdo do plano de oscilagdo do péndulo pela analise das
forcas que agem nele ?
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Figura 7 - Figura 8

Figura 9 Figura 10

Figuras 7, 8, 9 e 10- Para uma observadora que se encontra no referencial das estrelas distantes, a
oscilagdo do péndulo simples ocorre num plano vertical fixo. Para um observador que se encontra
fixo a superficie da Terra em rotagdo horaria em torno do seu eixo, entretanto, o plano de oscilagéo
vertical desse péndulo ndo permanece fixo, mas gira no sentido anti-horario.
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Esse par de eixos descrito serd denominado “Par de eixos-padrao”. Na maioria
das resolugbes, adotaremos o par de eixos-padrdo, fazendo uso de eixos
alternativos apenas quando a simplificagdo algébrica obtida nesse caso for
vantajosa (o que raramente acontece).

—— _ - m
______________________T@je_tér_ia_do__: _______ a
F bloco —_—
—
—= e e Figura 15
M o
Solugéo

A Figura 16 mostra o diagrama das forgas que agem no prisma e no bloco.
A questdo-chave, para o estudante de Fisica, € “qual das for¢gas que agem no
bloquinho deve ser decomposta, N ou m.g ?” Sera que tanto faz ?

A resposta é que devemos fazer uso do chamado Par de Eixos-padréo (mostrado
na Figura 14), a fim de que o0 nosso equacionamento do problema seja mais
objetivo, reduzindo o trabalho algébrico. A seguir, analisaremos a Dindmica do
movimento da caixa, com base no formato da sua trajetéria descrita no
referencial da Terra.

Figura 17
Figura 16 | ‘
. AN Ny A
: o/
oL £ ___ > Nx
Foo M FooNOL vy
AN
ol
Ny ™
g ‘Mg N

Segundo o enunciado, bloco e prisma descreverdo trajetérias retillineas
compartilhando das mesmas aceleragdes —»a no referencial da Terra, como
mostra a Figura 15. A trajetéria do bloco no referencial da Terra define o eixo 1 a
ser adotado, o chamado eixo tangencial. Conforme expresso anteriormente, em
movimentos retilineos, o eixo 1 sempre coincide com a trajetéria do corpo em
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relacdo a Terra (referencial inercial), portanto sera horizontal nessa questdo. O
eixo 2 (centripeto ou normal) é perpendicular ao eixo 1, portanto sera vertical
nessa questao.

Assim, adotando esse par de eixos-padrdo, decomporemos apenas as forcas
que nao estiverem sobre nenhum desses dois eixos, como mostra a Figura 17.

O formato da trajetéria seguido pelo bloco, no referencial inercial (Terra), € uma
reta horizontal (Figura 18b) que n&do se curva nem para cima (Figura 18a) nem
para baixo (Figura 18c ), sugerindo que o bloco ndo possui aceleracdo na
direcdo 2 (a, = 0), isto é, que o bloco encontra-se em equilibrio (Fr = 0) na
direcdo do eixo 2, o que permite escrever:

Equilibrio na diregdo 2: Ny =m.g = N.cosa = m.g (eq1)
Figura 18 Ny a, a
N

k b

C

Trajetéria do bloco no m.g a

referencial da Terra

Na diregdo 1, bloco e prisma compartiham de uma mesma aceleragéo
a, = a no referencial da Terra. O diagrama de for¢cas da Figura 18 mostra que
essa aceleragdo horizontal do bloquinho decorre da forga Nx. A segunda lei de
Newton permite escrever:

FR=ma= Nx=ma = N.sena=m.a (eq2)

O prisma compartiha dessa mesma aceleragdo horizontal a, portanto,
observando as forgas horizontais que agem no prisma, na Figura 17, vem:

Fr=Ma= (F-Ny)=M.a = (F-N.sena)=M.a (eq3)

Dividindo as equacdes eq1 e eg2 membro a membro, vem: a = g.Tga. Essa é
a aceleragao horizontal que os corpos devem compartilhar (no referencial da
Terra) a fim de que o bloco se mova em equilibrio vertical. Agora, com qual
forca F devemos empurrar o prisma para que ambos compartihem dessa
aceleragéo ?

Somando as equagbes eq2 e eq3, membro a membro, vem:
F=(M+m).a (eq 4a)

A relacdo eg4 nos lembra que ambos os corpos compartiham da mesma
aceleragéo horizontal a no referencial da Terra (como mostra a Figura 15) e,
portanto, podem ser tratados como se fossem corpo Unico de massa “M + m”
movendo-se com aceleracdo a = g.Tga. Em linhas gerais, so é possivel
considerar um sistema de N corpos como se fosse corpo unico, a fim de aplicar
a segunda lei de Newton, quando todos os corpos do sistema compartilharem de
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uma mesma aceleracdo a (que sera a aceleragdo do centro de massa do
sistema). Assim, da relacdo eq 4a, vem:

F=M+m)la = F = (M+m).g.Tga (eq 4b)
Profinho, eu queria decompor o . Q

peso do bloco, em vez da ‘
normal N. Daria certo também ?

Daria, mas ndo seria tao
vantajoso quanto se vocé
usasse o par de eixos-padrao

A Figura 19 mostra o diagrama das forgas agindo no bloco, fazendo uso de um
sistema de eixos cartesianos alternativo, como sugeriu a Claudete. Nesse caso,
relacionar a aceleragdo horizontal (—a) do bloco com a forga resultante
horizontal que causou essa aceleracao, torna-se uma missdo complicada, visto
que as forcas que agem no bloco (N, p.seno e p.cosa) ndo se encontram
direcionadas ao longo do mesmo sistema de eixos coordenados que contém a
aceleragéo, como mostra a Figura 19.

Trajetoria do bloco no o i
referencial da Terra ,Q&& | a
, %0) \\\ OQ' }
. S S :
Figura 19 P ;

Dizemos que o diagrama de forcas ndo esta “casado” com o diagrama
cinematico do bloco (o par de eixos das for¢cas ndo coincide com o par de eixos
da aceleragéo), o que dificulta o equacionamento da segunda lei de Newton.

Para melhor compreender, note que o diagrama de forgas (padrao) utilizado na
Figura 18 ficou automaticamente “casado” ao diagrama cinematico (forcas e
aceleragbes estao direcionadas sobre o mesmo par de eixos), permitindo que
facilmente se chegasse as relacdes eq1 e eq2, levando-se em conta o formato
da trajetéria descrita pelo bloco, bem como a segunda lei de Newton. Essa
simplicidade, em geral, é obtida quando se faz uso do par de eixos-padréo.

Para resolver o problema usando o diagrama de for¢as da Figura 19 (resolugéo
que deve ser evitada), decomporemos a aceleragdo a no mesmo sistema de
eixos das forcas N, p.sena e p.cosa, escrevendo a segunda lei de Newton
para cada direcao, como mostra a Figura 20:
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Figura 20 N , NG &3
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Direcao 3: Fr=m.a = (N-m.g.cosa) = m.a.sena (eqg5).
Diregdo4: Fr=m.a = (m.g.sena) = m.a.cosa (eq6).
1 ,
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/ Figura 21
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As relagbes eq5 e eq6 (determinadas a partir da analise das forgas no sistema
de eixos alternativos) sédo perfeitamente compativeis com as relagdes eq1 e eq2
(determinadas a partir da analise das for¢cas no sistema de eixos-padréo) e levam
ao mesmo resultado encontrado inicialmente, requerendo, entretanto, maior
processamento algébrico, o que deve ser evitado.

Profinho, mas por que tem CO- Ora, basta perceber que ha
questdes de plano inclinado em ’ uma diferenga entre o formato
que a gente decompde é 0 da trajetéria de cada uma

peso P, em vez da normal ? dessas questdes.

Nas questbes mais comuns de planos inclinados, o bloquinho move-se ao longo
da rampa (Figura 21), descrevendo uma trajetéria  retilinea na dire¢cdo da
rampa (no referencial da Terra), indicando que devemos tomar um sistema de
referéncia-padrdo com o eixo 1 paralelo a rampa e o eixo 2 perpendicular a
rampa.

Nesse caso, a forga que sera decomposta (por estar fora dos eixos 1 e 2) sera o
peso P do bloco, visto que a normal N estard sobre o eixo 1 (Figura 21).
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Portanto, em cada situagéo-problema, devemos sempre identificar o sistema de
eixos-padrdo a ser usado na resolucao, a fim de obter um diagrama de forgas
casado ao diagrama cinematico, facilitando o equacionamento da segunda lei de
Newton.

Portanto, em linhas gerais, ao iniciar a resolugao de um problema de Dindmica, &€
interessante o estudante sempre atentar para os seguintes passos a serem
seguidos:

1) separe todos os corpos e coloque todas as forcas que agem em cada um
deles;

2) identifique o formato da trajetéria seguida pelo corpo (reta horizontal, reta
inclinada, reta vertical etc);

3) cada corpo devera ganhar um par de eixos, sendo o eixo 1 de cada corpo
posicionado sobre a sua trajetéria retilinea, e o eixo 2 posicionado
perpendicularmente ao primeiro eixo; e

4) decomponha todas as forgas que n&o cairam sobre o eixo 1 nem sobre o
eixo 2 de cada corpo. As demais forcas, em geral, ndo devem ser
decompostas.

Profinho, eu pensei em resolver Lembra o que falamos
essa questéo no referencial do o em nossa discussédo
prisma e admitir que o blogquinho (a) - sobre referenciais

inerciais e referenciais
nao inerciais ?

esta em equilibrio em relagéo ao
prisma. Daria certo também ?

Claudete, ndo podemos resolver esse problema adotanto o prisma como
referencial e admitindo que o bloco esteja em equilibrio nesse referencial. Por
qué ? A resposta é que, conforme discutimos na pagina 22 (Figura 4), as leis de
Newton s6 relacionam as forgas que agem num corpo com as suas respectivas
aceleragbes no referencial inercial (a Terra, por simplicidade), ndo sendo
validas num referencial no inercial (acelerado), como no caso do prisma dessa
questao.

Os problemas que resolveremos desse ponto em diante, ao longo dos capitulos 2
e 3, serdo todos no referencial inercial, para que o leitor se familiarize com esse
referencial.

A partir do capitulo 4, quando tivermos adquirido mais experiéncia na resolugéo
de problemas de Dindmica no referencial inercial, aprenderemos a resolvé-los
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também no referencial acelerado com auxilio do Principio da Equivaléncia de
Einstein, que eu, professor Renato Brito, explicarei no Capitulo 4.

Bom aprendizado !
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Questiao 71 - § (vinculos geométricos - Fisica Classica - Calgada)

No sistema representado na Figura, os fios e as polias séo ideais e ndo ha atrito
entre o bloco A e a superficie de apoio. A aceleragdo da gravidade tem méddulo
10m/s? e as massas dos blocos A e B s3o respectivamente iguais a 2 kg e 12 kg.
Calcule os médulos:

a) das aceleragdes dos blocos A e B; e

b) da tragdo no fio ligado ao bloco A.

Questdo 72 - §  (vinculos geométricos - Fisica Classica - Calgada)

Considere o sistema representado na Figura, onde os fios e as polias s&o ideais.
A aceleracdo da gravidade tem moédulo 10 m/s’ e as massas de A e B sdo
respectivamente iguais a 3 kg e 2 kg. Sendo a, e ag 0s mddulos das aceleragdes
dos blocos A e B, determine:

a) os valores de ap e ag;

b) o médulo da tragédo no fio ligado ao bloco A.

Questao 73 — @' (vinculos geométricos — Alonso & Finn)

Na Figura, os fios e polias sdo ideais e as massas m{, m, € m3; sdo conhecidas.
Se a gravidade local vale g, pede-se determinar a aceleragio de cada caixa.

mi

m
2 ms

questdo 73 questdo 74 m ms

Questido 74— § (vinculos geométricos — Alonso & Finn)

Na Figura, os fios e polias s&o ideais e as massas m{, m, € m3; sdo conhecidas.
Se a gravidade local vale g, pede-se determinar a aceleragédo de cada caixa.

Questdo 75— @  (vinculos geométricos — Beer & Johnston)

A Figura mostra dois blocos A e B ( mp = 2 kg, mg = 6 kg ), puxados por uma
forca F de intensidade F = 14 N sobre um solo liso. O prof. Renato Brito pede
para vocé determinar (g = 10 m/s?) :

F :
A

a) a aceleragéo de cada bloco; e
b) a tragédo no cabo.
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Questdo 76 — @  (vinculos geométricos — Saraeva - Irodov)

Determine a aceleragdo da barra A e da cunha B na Figura abaixo, sabendo
que a razdo entre as massas mg € my vale m, a gravidade local vale g e
todos os atritos séo despreziveis.

A

o

Questdo 77 — § (vinculos geométricos - Challenging Problems)

Sejam dois cubos idénticos de mesma massa m; = 3 kg e uma cunha de massa
m, = 2 kg e sec¢do triangular equilatera simetricamente posicionada entre eles.
Desprezando-se todos os atritos, pede-se determinar a aceleragéo vertical
adquirida pela cunha, quando o sistema for abandonado a partir do repouso
(g =10 m/s?.

Questdo 78 — @  (vinculos geométricos — Irodov adaptada)

Na Figura, todas as polias e fios sdo ideais, bem como todos os atritos sado
despreziveis. Abandonando-se o sistema do repouso, pede-se determinar a
aceleragdo da cunha de massa M em relagdo a Terra. A massa do bloco vale
m e a gravidade local vale g.

Questdo 79 — §  (vinculos geométricos - Renato Brito)

A Figura mostra um bloco de massa m pendurado verticalmente por um fio ideal
e encostado em um carrinho de massa M, que pode deslizar sem atrito num
solo horizontal. O prof. Renato Brito pede para vocé determinar a aceleragéo a
adquirida pelo carrinho, quando o sistema é abandonado a partir do repouso.
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Questdo 80 — &  (vinculos geométricos) (UFSCar-SP)

No sistema representado na Figura, ndo ha atritos, o fio é inextensivel e tem
peso desprezivel. No local, a intensidade da aceleracdo da gravidade vale g.
Ignorando a influéncia do ar, calcule o intervalo de tempo que o corpo B (de
massa m) leva para atingir a base do corpo A (de massa M), quando é
abandonado de uma altura h em relagéo a A.

Questdo 81 - @  (Vinculos geométricos - Irodov)

‘A Figura mostra uma cunha de massa M parada sobre uma superficie horizontal
lisa. Determine a aceleracdo com que ela se movera, quando um bloco de
massa m for abandonado sobre a sua superficie inclinada em um angulo o
com a horizontal. Sabe-se que a gravidade local vale g e todos os atritos s&o

despreziveis.

Questdo 82 - §  (vinculos geométricos)

Um bloco de massa m ¢é abandonado em repouso sobre um carrinho de
massa M =2m. Se o sistema pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito
pede para vocé determinar a aceleracdo a adquirida pelo carrinho em fungéo da
aceleragéo da gravidade local g. Dado: o = 45°.

Questdo 83 - (Vvinculos geométricos - Saraeva)

Na Figura, os blocos de massas my =2 kg, m, =6 kg e m; =4 kg encontram-
se inicialmente em repouso. Desprezando eventuais atritos, o prof. Renato Brito
pede para vocé determinar a aceleragéo adquirida pelos blocos 1,2 e 3.

Dado: g=10m/s’ e o =45°
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questao 83

Questdo 84 - (vinculos geométricos - Irodov)

Na Figura, as massas m da caixa e M da cunha, assim como o angulo o da
rampa, sao conhecidos. Todos os fios sdo ideais e os atritos sdo despreziveis.
Pede-se determinar a acelera¢éo adquirida pela cunha.

Questdo 85- §  (vinculos geométricos - Irodov)

Um bloco de massa m, conectado a uma parede através de um fio ideal, é
abandonado em repouso sobre um carrinho de massa M = 2m. Se o sistema
pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar a
aceleragéo a adquirida pelo sistema, em funcéo de g.

Dado: sen o = 0,6 cos o =0,8

Questdo 86 - §  (vinculos geométricos - IME)

A Figura mostra trés blocos, que podem se mover sem atrito. Sendo
o = 30°, determine a relagédo entre m,, m, e m; para que os blocos se movam,
sem que m3 escorregue em relagdo a mj.

oM

questado 86

Questido 87 — & (Irodov)

No sistema da Figura, a bolinha tem uma pequena abertura que permite o fio
passar através dela com algum atrito. No instante inicial, a bolinha estava
posicionada exatamente no mesmo nivel horizontal da extremidade inferior da
barra. Quando o sistema é abandonado a partir do repouso, 0s corpos move-
sem com aceleragao constante.
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Determine a intensidade da forga de atrito cinética trocada entre o fio e a
bolinha, sabendo que, t segundos apds o inicio do movimento, a bolinha atinge
o0 mesmo nivel horizontal da extremidade superior da barra. O comprimento da
barra vale L, a gravidade local vale g e as massas da barra e da bolinha valem,
respectivamente, M e m, com M>m.

Questdo 88 — @'  (vinculos geométricos - Irodov)

No arranjo mostrado na Figura, a massa da bolinha 1 é n vezes maior
(n <2) que a da barra 2, cujo comprimento vale L. As massas dos fios e polias
sao despreziveis, bem como os atritos. A bolinha se encontra fixa a extremidade
do fio, inicialmente posicionada no mesmo nivel horizontal da extremidade
inferior da barra. Se o sistema é abandonado do repouso no instante t = 0,
determine o instante em que a bolinha passara pelo mesmo nivel horizontal da
extremidade superior da barra.

Questdo 89 — @  (vinculos geométricos - Challenging Problems)

Na Figura, apés o péndulo ser abandonado do repouso, sua inclinagdo o com a
vertical permanece constante. O prof. Renato Brito pede que vocé determine a
massa do bloco e a sua aceleragdo, em fungcdo da massa da bola m, da
gravidade local g e do angulo a. Todos os atritos sdo despreziveis; fios e polias
s&o ideais.

Questdo 90 — @  (Vinculos geométricos - Challenging Problems)

A Figura mostra uma cunha de massa M e inclinagdo o inicialmente parada
sobre 0 solo horizontal liso. Sabendo que, quando um bloco ¢ abandonado
sobre a superficie inclinada lisa da rampa, passa a descrever uma trajetéria
retilinea de inclinagdo B com a horizontal, pede-se determinar a massa do
referido bloco.

Questao 91 — @ (Renato Brito)

A Figura mostra um sistema formado por dois blocos de massas M = 8 kg e
M, = 8 kg, conectados entre si por uma corrente de massa m = 4 kg, sendo
rebocado por uma forga F constante de intensidade 30 N. Sendo g = 10 m/s’, o
prof. Renato Brito pede para vocé determinar :

a) a tragdo em cada extremidade da corrente; e
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b)a tragdo no ponto médio dessa corrente, considerando que a mesma se
distribui simetricamente em relagdo a mediatriz de suas extremidades.

Questdo 92 — § (Challenging Problems)

Uma corrente flexivel, suspensa num plano vertical, tem suas extremidades
formando um angulo a com a horizontal. Se a tragdo em cada extremidade vale
T, o prof. Renato Brito pede que vocé determine:

a) o peso da corda; e

b) a tragdo em seu ponto médio.

Questdo 93 — & ( Challenging Problems)

Um sistema composto por quatro bolas iguais, conectadas entre si por cinco
molas ideais idénticas, esta pendurado ao teto como mostra. O prof. Renato Brito
pede que vocé determine as aceleragbes de cada bola, logo apés o fio ser
cortado.
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Questao 99 — & (Topicos da Fisica)

A Figura mostra uma caixa em repouso sobre uma rampa aspera. Se o angulo a
que a rampa forma com a horizontal for gradualmente aumentado no intervalo (0,
90°), o prof. Renato Brito pede para vocé determinar qual dos graficos a seguir
melhor descrevem o comportamento da forga de atrito que age sobre a caixa, em
fungéo do angulo o

a) b) c)

d) e)

Questao 100 — &' (Moysés Nussenzveig, Saraeva, Tore Nils Johnson)

Um caixote de massa M se encontra apoiado sobre um plano horizontal aspero.
O coeficiente de atrito entre o material da caixa e o plano vale p. Se a gravidade
local vale g, o prof. Renato Brito pede que vocé:
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a) mostre que a menor forca F necessaria para mover essa caixa vale
Fo w.M.g .

cosa + p.sena

b) Usando uma trigonometria elementar, mostre que essa expressdo para a

w.M.g

\/1 +n2.cos(o.— )

c) Sendo u, M e g constantes, tgp também é constante e a expresséo acima,
portanto, € uma fungao exclusiva F(a) do angulo a. Mostre que, ao se variar
0 angulo a no intervalo (0, n/2), a forca F minima para deslocar aquela caixa
ocorrera para o = arctgu .

d) Mostre que, portanto, a forga minima necessaria para deslocar o caixote vale
F u.M.g

\/1+p2 .

Questio 101 - &'

forga F pode ser reescrita como F = » com tgf = .

Um caixote de massa M = 20 kg se encontra apoiado sobre um plano horizontal
aspero. O coeficiente de atrito entre o caixote e o plano vale p = 0,75 e a
gravidade local vale g = 10 m/s°. Se o angulo a (veja Figura questdo 100) pode
ser ajustado convenientemente, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar
a menor forca F capaz de mover o caixote ao longo do plano

a)90 N b) 120 N c) 150N d) 180N e)240 N

Questao 102 - & (Irodov)

No arranjo da Figura, as massas M do prisma e m da caixa sdo conhecidas e o
coeficiente de atrito trocado entre eles vale pu. Sabendo que o chéo ¢ liso e que a
gravidade local vale g, pede-se determinar:

a) a aceleragao do prisma em relacdo a Terra; e

b) a aceleracdo da caixa em relagéo a Terra.
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Questao 103 — @ (Resnick & Halliday)

Observe a Figura. Um bloco de massa m escorrega ao longo de uma calha
retangular cujas abas estdo simetricamente dispostas em relacdo ao plano
vertical bissetor, formando entre si 90°, conforme indicado. O coeficiente de atrito
cinético entre o bloco e a calha vale p e o eixo da calha se encontra inclinado
em um angulo a com a horizontal. Se a gravidade local vale g, determine a
aceleracao de descida do bloco.

Questdo 104 — &' (Saraeva - adaptada)

Um bloquinho de massa igual a m repousa sobre a extremidade de uma prancha
de comprimento L e massa M, como mostra a Figura abaixo. Os coeficientes de
atrito estatico e cinético entre o bloquinho e a prancha valem pg e pc. Se a
gravidade local vale g, o prof. Renato Brito pede que vocé determine:

a) qual o maior valor da forga horizontal F com que se pode puxar a prancha,
sem que o bloquinho escorregue em relagéo a ela.

b) Supondo que esse limite da forca F tenha sido ultrapassado, quanto tempo
levara para o bloquinho cair da extremidade oposta da prancha ?

Questao 105 — @ (Renato Brito)

Trés blocos A, B e C, de massas respectivamente 2M, 4M e 8M, encontram-se
empilhados e apoiados em um solo horizontal aspero, num local onde a
gravidade vale g. Sabendo que os coeficientes de atrito entre os pares de blocos
valem pag = 0,1, usc = 0,3 e pc-chdo= 0,1, a maxima forca F horizontal
aplicada ao bloco B, que ainda mantém todos os corpos em repouso entre si e
em relagao ao chdo, vale:

a)1,2.M.g

b) 1,4.M.g

c) 1,6.M.g

d) 1,8.M.g

e) 2,0.M.g
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41 REVENDO O REFERENCIAL INERCIAL - GENERALIZAGCOES

A primeira lei de Newton afirma que “se um corpo estiver livre da agéo de forgas,
ou ele esta parado e assim permanecera indefinidamente, ou ele esta em
movimento retilineo e uniforme e assim permanecera enquanto perdurar a
auséncia de forgas”.

A segunda lei de Newton é expressa matematicamente pela equacgéo
fundamental da Mecénica Classica,

*F=m.a (eq 1)
onde XIF ¢ a soma (vetorial) de todas as forgas que agem no corpo, m é a
massa do corpo e a é a sua aceleracgéo.

Uma analise superficial dessas leis de Newton mostra que a primeira lei de
Newton &€ um caso particular da segunda lei, visto que, se TF =0, entdo

teremos a = 0. Em outras palavras, se a forga resultante que age no corpo for
nula, a sua velocidade sera (vetorialmente) constante, conforme estabelecido
pela primeira lei.

Assim, sendo a primeira lei de Newton um caso particular da segunda lei, a
primeira lei ndo seria redundante ? Por qual motivo, entdo, Newton teria incluido
essa versao refinada da lei da inércia de Galileu como uma das suas trés leis
fundamentais da Mecanica ?
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A resposta esta na sutileza das entrelinhas — a questdo do referencial. A
importancia da primeira lei de Newton reside no fato de ela definir um sistema
de referéncia fundamental para toda a Mecénica, o referencial inercial.

Conforme discutimos no capitulo 2, um sistema de referéncia é dito inercial
quando nele se verifica a lei da inércia. Um 6nibus que esteja desacelerando,
por exemplo, ndo é um referencial inercial: os passageiros sentados no interior
desse 6nibus observam que uma caixa, inicialmente em repouso no piso, adquire
velocidade por si s6 e acelera para frente, durante a frenagem do veiculo, sem
que nenhuma forga horizontal tenha agido na caixa para produzir tal aceleragao.
Nesse exemplo, percebe-se:

e uma clara violagdo da primeira lei de Newton — lei da inércia: a caixa estava
em repouso e, de repente, adquiriu movimento, naquele referencial, sem que
nenhuma forga horizontal tivesse atuado para alterar o seu estado de repouso
inicial ;

e uma irrefutével violagdo da segunda lei de Newton: no referencial do 6nibus, a
caixa possui aceleracdo horizontal, sem que haja forgas horizontais para
produzir tal aceleragéo.

Assim, vemos que a primeira lei de Newton tem um papel independente da
segunda lei e importante na definigdo dos sistemas de referéncia inerciais. Sem
esta definicdo, ndo se pode escolher um sistema de referéncia para aplicar a
segunda lei de Newton.

Quando a segunda lei de Newton afirma que a a aceleragdo causada pela forga
resultante é dada por

5=Z—F (eq 2)
m

essa é a aceleragéo que o corpo possui em todo e qualquer referencial inercial.

A propriedade 5 afirma que, se houver velocidade relativa \7AB entre dois

referenciais inerciais A e B quaisquer, ela serd necessariamente constante.
A propriedade 5 pode ser reescrita conforme a seguir:
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A partir das propriedades 5 e 6 anteriores, o que podemos inferir sobre a
percepcao que dois observadores inerciais B e C tém a respeito do movimento
de um terceiro moével A qualquer ?

Pela expresséo geral da velocidade relativa (vetorial) entre trés moveis A, B e C,
mostrada abaixo

Vac = Vas + Vac (eq 3)
vé-se que, em geral, se dois referenciais inerciais B e C apresentarem
velocidade relativa Vg entre si (isto é, se B move-ser em relacdo a C, entdo

discordardo da velocidade de um terceiro mével A (isto €, se Ve # 0, teremos
Vac # Vag)-

Os referenciais inerciais s6 concordardo com a velocidade do terceiro moével
(Vac =Vag) Nno caso em que esses referenciais estiverem parados entre si

(Vae = 0).

Ora, da propriedade 6 enunciada anteriormente, sabemos que, se B e C sdo
referenciais inerciais, a aceleracdo relativa entre eles é necessariamente nula

agc =0. Assim, pela expressdo geral da aceleragao relativa (vetorial) entre trés
moveis A, B e C, mostrada abaixo
apc = aps *+ agc (eq 4)

com agc =0, pode-se enunciar a seguinte propriedade:
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E por esse motivo que se pode afirmar que a aceleracao calculada pela segunda
lei de Newton €& a aceleragdo do moével simultaneamente em todo e
qualquer referencial inercial.

Em linhas gerais, vimos que, embora a velocidade de um mével possa assumir
valores diferentes, quando medida por diferentes referenciais inerciais, a sua
aceleragdo sera sempre a mesma, ainda que medida por distintos referenciais
inerciais. Isto decorre do fato de os referenciais inerciais nunca terem aceleragdo
relativa entre si (propriedade 6).

Com efeito, se diferentes referenciais inerciais sempre concordam tanto com a
massa m (a massa € invariante) quanto com a aceleragdo a (propriedade 7) de
um movel, esses fatos nos levam a concluir que :

Usando a linguagem matematica, dizemos que as leis de Newton s&o invariantes
em mudancgas de um referencial inercial para outro referencial inercial. Todos os
referenciais inerciais aplicam as leis de Newton da mesma forma, ou, ainda,
todos os referenciais inerciais sdo equivalentes.

E importante ressaltar que, até agora, nos ocupamos em descrever varias
propriedades dos referenciais inerciais sem, no entanto, nos preocuparmos em
fazer uma lista deles. Sabemos que qualquer referencial que esteja parado ou
em MRU, em relagdo a um referencial inercial, também serd um referencial
inercial. A questao que surge é: qual é o referencial inercial-padréo ?

A rigor, essa busca do referencial inercial padrdo é filoséfica, profunda e néo
ampliara em nada a nossa compreensao do assunto. Objetivamente falando, a
maneira pratica de verificar se um referencial € ou ndo é inercial & testar
experimentalmente a validade das leis de Newton naquele referencial.

Se, a primeira vista, nenhuma delas for violada, estaremos, em primeira
aproximagéo, diante de um referencial inercial. Caso contrario, o referencial é
dito n&o inercial. Lembramos que, neste livro, usaremos a aproximagao de que
a Terra é um referencial inercial.

4.2 - O REFERENCIAL NAO INERCIAL

Dado que somos capazes de identificar, em primeira aproximagdo, um
referencial inercial, facilmente reconheceremos um referencial ndo inercial.
Afinal, sera classificado como néo inercial todo e qualquer referencial que estiver
acelerado em relagéo a um referencial inercial.
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Conforme vimos anteriormente, a aceleragdo calculada pela segunda lei de
Newton é a aceleracdo do moével em relagdo a qualquer referencial inercial;
qualquer um mesmo, visto que jamais havera aceleragdo relativa entre
referenciais inerciais ( propriedade 6 ).

Portanto, a aceleragao calculada pela segunda lei de Newton (aceleracdo do
mével no referencial inercial) jamais concordara com a aceleragdo do mével
num referencial ndo inercial, visto que sempre havera aceleragao relativa entre
essas duas classes de referenciais.

Esse raciocinio confirma a tese de que:

péndulo

a) a aceleragao do péndulo em relagéo ao Beto (apg) ;
b) a aceleracao do péndulo em relacdo a arvore (apa) ;
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E, novamente, por esse motivo que, quando vocé esta dentro de um elevador
nessas circunstancias, no seu dia-a-dia, tem a sensac¢&o de que o seu peso esta
um pouco menor do que o de costume, visto que a gravidade aparente em seu
interior estara valendo g = g — a. A expressao “gravidade aparente”, de certa
forma, poderia ser também entendido como “gravidade efetiva” ou “gravidade
resultante”, na concepgédo do prof. Renato Brito.

dos dov

; 95 — ags
i S N

Elevador com aceleragio a, num Elevador com aceleragao nula, num
planeta cuja gravidade vale g planeta cuja gravidade vale *g —a”
Figura 52

Se, mais uma vez, a lampada fixa ao teto do elevador se desprender e cair em
direc&o ao piso, sua aceleracédo de queda livre serd visivelmente menor do que a
costumeira aceleragédo g, evidenciando que, de fato, a gravidade que a puxa
para baixo naquele referencial vale g’ = g — a. Assim, se a altura do teto do
elevador em relagdo ao seu piso vale H, o seu tempo de queda T é facilmente
determinado assim:

He @ _(@=a® | o a (eq-10)
2 2 g-a

Da mesma forma, o periodo de oscilagdo do péndulo, no interior de qualquer dos
elevadores da Figura 52, é dado por:

T= zn.‘/I, = 2m. /L (eq-11)
g g-a

4.6 VAGAO ACELERADO HORIZONTALMENTE

A Figura 53 mostra um vagao com aceleragdo a para a direita, num local onde
a gravidade vale g. No seu interior, um péndulo suspenso ao teto se mantém
em repouso em relagdo ao vagdo, com uma inclinagdo permanente o com a
vertical.

Assim, do ponto de vista de um referencial inercial fixo ao solo, a esfera do
péndulo descreve uma trajetéria retilinea horizontal, compartilhando da mesma
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aceleragdo a do vagdo, gragas a componente Ty — da tragdo que age sobre
ela. Assim, esse referencial escrevera a segunda lei de Newton na horizontal:

e Fr=ma = Tx=ma = [T.sena=m.a (eq-12)

Como a bola ndo apresenta aceleracao vertical, as forcas devem se equilibrar
mutuamente nessa diregdo. O referencial inercial escrevera:

e Equilibrio vertical: Ty=P = [T.cosa =m.g (eq-13)

—

Y

a
—>

Figura 53 — Referencial da terra

Dessa forma, dividindo as relagcdes eq12 e eql13, membro a membro, o
referencial inercial conclui que a aceleragdo do vagdo (e conseqlientemente da
bola do péndulo) se relaciona com o angulo a de inclinagdo do péndulo segundo
a expressao:

a =g.tga (eq-14)

Agora, observemos todo esse cenario a partir do referencial do préprio vagao
(Figura 54), referencial este que se encontra acelerado em relacdo a Terra,

constituindo-se, portanto, um referencial nao inercial.
a

Figura 54 — Referencial do vagéo

Para efetuarmos essa mudancga de referencial, garantindo ainda a validade das
leis de Newton no referencial acelerado, faremos uso do Principio da
Equivaléncia: a aceleragdo a— (que o vagéo possui no referencial da Terra) sera
substituida (no referencial do vagdo) por uma “gravidade adicional” «<-a de
mesmo valor, mesma direcao e sentido contrario da aceleracdo a— que sera
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“esquecida”, visto que o vagido ndo apresenta tal aceleragdo no referencial do
proprio vagao (© obviamente....).

Nesse ponto, € importante chamar a atengéo do leitor para ndo usar mais o
termo aceleragao para se referir ao vetor <«a, que se encontra dentro do
vagao (Figura 54). Nesse referencial, ele designa uma gravidade a.

Assim, do ponto de vista de quem se encontra no referencial do vagao
(Figura 54), havera duas gravidades a e g igualmente legitimas, conforme
estabelecido pelo Principio da Equivaléncia.

Ora, mas gravidades produzem forgas gravitacionais ao atuarem sobre massas,
ndo & verdade ? Assim, da mesma forma que a gravidade gJ (gerada pela
massa da Terra) age sobre a massa m do péndulo, produzindo sobre esta a
forga gravitacional m.gl ; a gravidade a< (fruto da mudanga do referencial
inercial para o n&o inercial) também agira sobre a referida massa m, produzindo
nela a forga gravitacional m.a <— como mostrado na Figura 54.

Prof, isso parece méagica !
De onde vem essa forga m.a
das figuras 8 € 9 7 Ela é uma

forgareal ?

Trata-se de uma forga de

inércia, meu caro Mago.

Falaremos sobre elas em
breve.

Nesse referencial acelerado, apdés fazermos uso do Principio da Equivaléncia,
adicionando a gravidade a<« ao sistema, bem como a respectiva forgca
gravitacional m.a <, as leis de Newton voltam a ser satisfeitas (embora se trate
de um referencial ndo inercial © ) :

Figura 55 Figura 56
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e No referencial do vagédo, a bola do péndulo se encontra em repouso
permanente (V' = 0, @’ = 0). Por se tratar de equilibrio num referencial nao
inercial, usaremos a denominacgéo equilibrio relativo.

Ordinariamente, utiliza-se o termo “equilibrio” apenas quando se trata de um
equilibrio em um referencial inercial, reservando a expressao “equilibrio relativo”
para o0 caso em que o equilibrio ocorrer em um referencial ndo inercial.

O estudante deve seguir essa convengéo ao fazer uso dessas ferramentas na
resolucdo de questdes discursivas.

o As forgas que agem nessa bola, nesse referencial, sdo o seu peso m.g, a
tracdo T e a forga de inércia m.a (veja Figura 55) .

e Na direcdo horizontal (Figura 56), a forca de inércia “m.a” equilibra a
componente horizontal Tx da tragdo: Tx =T.sena =m.a (eq-15)

¢ Na direcao vertical (Figura 56), o peso m.g da bola equilibra a componente
vertical Ty da tracdo: Ty=T.cosa =m.g (eq-16)

Das relacdes eq15 e eq16, o observador que se encontra no interior do vagao
(Figura 54) concluira que a inclinagdo o do péndulo se relaciona com as
gravidades a e g no seu referencial, segundo a expressao:

a =g.tga (eq-17)

Comparando as relagdes eq12, eq13 e eq14, escritas pelo referencial inercial,
com as relacdes eq15, eq16 e eq17, escritas pelo referencial acelerado, vemos
que ambos chegam as mesmas equacdes e, portanto, aos mesmos resultados,
apesar de usarem argumentos e principios fisicos distintos, conforme o
referencial de cada um.

Ainda na Figura 54, a segunda forma alternativa do referencial n&o inercial
interpretar o que se passa no interior do vagéo é considerar a acdo de uma unica
gravidade resultante g’ que sera a soma vetorial das gravidades parciais :

g' =(g9)+(a) (eq-18)

Seu modulo pode ser determinado pelo Teorema de Pitagoras ou calculando o
cosseno de o no tridngulo em destaque na Figura 54.

g = Jg?2+a?= 9 (eq-19)

cosa
Do ponto de vista do referencial no interior do vagao (Figura 54), a gravidade
deixou de ser g e passou a ser g'. As forcas que agem na bola do péndulo,
nesse contexto, sdo atragcdo T e o peso da bola P’ =m.g’.

Estando o péndulo, em equilibrio relativo nesse referencial, as forcas T e P’
que agem na bola (Figura 54) tém o mesmo valor, mesma diregcdo e sentidos
contrarios de forma a se cancelarem (mutuamente) :

T=P = T=mg
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Adicionalmente, essa gravidade resultante g' define uma nova diregdo vertical

e, consequentemente uma nova dire¢do horizontal perpendicular a ela nesse
referencial, como mostra a Figura 57.

Figura 57 — novas dire¢des horizontal e vertical

Basicamente, o sistema de “coordenadas convencional XoY” sofreu uma rotagcéo
de um angulo o tal que tga = al/g, conforme o tridngulo retadngulo em destaque
na Figura 57. A nova vertical, definida pela dire¢céo da nova gravidade g', forma
um angulo o com a vertical original.

4 A

(o)}

»
»

horizontal
A -

verti¢al
A
A
<

i
)

. /

Figura 58 - superficie da agua caso o Figura 59 - superficie da agua caso o
vagéao seja um referencial inercial vagao seja um referencial ndo inercial

A propria natureza adapta-se perfeitamente a essas novas dire¢des vertical
(direcéo de g’) e horizontal (dire¢do perpendicular a g’) redefinidas no referencial
ndo inercial. Uma comprovacdo experimental desse fato €& o interessante
comportamento da superficie livre de um liquido que preencha o interior de um
vagdo apoiado sobre trilhos retilineos:

e caso o vagao esteja parado ou em MRU num referencial inercial, a superficie
livre do liquido repousara na horizontal, conforme a lei de Stevin, da
Hidrostatica (Figura 58);

e caso o0 vagao esteja move-sendo com aceleragao constante a—, ele constituira
um referencial ndo inercial e a superficie livre do liquido nele contido agora
repousara na nova diregdo horizontal (Figura 59) como se, para o liquido, a
gravidade g’ K que reina nesse referencial ndo inercial fosse tdo natural
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quanto a antiga gravidade g{ convencional. Nesse caso, a lei de Stevin, da
Hidrostatica também, precisara ser adaptada para esse referencial ndo inercial.
Faremos isso no volume 3 dessa colec¢do, no capitulo de Hidrostatica.

A verdade é que, como os liquidos ndo sdo Homo sapiens nem muliere sapiens
©, para eles, de fato, nada incomum esta ocorrendo no referencial acelerado.

Quando um péndulo simples, fixo ao teto do vagéo, & abandonado em repouso
nessa nova diregao vertical, ele tende a permanecer estacionario.

Figura 60 - péndulo simples oscilando no referencial acelerado

Se, porém, o seu equilibrio for perturbado, o péndulo inclinado executara um
MHS (Figura 60), oscilando simetricamente em relacdo a direcdo da nova
gravidade g’ (como de costume), com periodo de oscilagdo dado por :

L L L
T=2n |— =21 | —— =21 | — (eq-20)

cosa

4.7 FORGCAS DE INTERAGAO E FORGAS DE INERCIA

Seja um vagdo que move-se sobre trilhos retilineos com aceleragdo a— em
relacdo a Terra, constituindo-se, portanto, um referencial ndo inercial.

No interior desse vagao, vemos dois corpos A e B, abandonados do repouso, em
relagdo ao vagao, conectados entre si mediante fio e polia ideais, sobre uma
mesa lisa.

12 Resolugao — no referencial Inercial

Facilmente identificamos todas as forgas que agem em cada um dos corpos A e
B do sistema (Figura 62):
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M a/

Resolugdo: de acordo com o resultado obtido no Exemplo Resolvido 1 — pagina
31 —relagédo eq 4b — deduzimos que, sendo F > (M+m).g.tga , a caixa acabara
acelerando ladeira acima. Por qué ? ©

Seja a a aceleracdo que o prisma possui em relacdo a Terra. Efetuando uma
mudanca do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do prisma,
abandonamos a aceleragdo —»a e a computamos, no referencial do prisma, na
forma de uma gravidade <-a (Figura 77) que causara forgas gravitacionais
ficticias m.a < e M.a < nos corpos de massa m e M do sistema,
respectivamente, com base no Principio da Equivaléncia de Einstein .

aceleragé@o al eixo 2
\ N gravidades
Ct
m.a OL{

M.a 5

¢ m.g e/;"o 9
—bH N A 7

F o

Figura 77 — diagrama de forgas no referencial acelerado

A Figura 77 mostra todas as forgas de interacdo (reais) agindo no sistema,
bem como as forgas de inércia m.a < e M.a < atuando respectivamente no
bloco e no prisma. A tendéncia de a caixa escorregar ladeira acima é justificada
(no referencial ndo inercial) pela agdo da componente m.a.cosa da forca de
inércia m.a, como pode ser visto na Figura 77.
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e prisma compartilhardo da mesma aceleragdo a = g.tga. — , em concordancia
com os resultados obtidos no Exemplo Resolvido 1 — pagina 33 — relacao
eq4b.

Resolugao

Esse problema foi resolvido anteriormente
(questdo 81, pagina 44) no referencial inercial. m
A seguir, solucionaremos essa questdo no
referencial da prépria cunha que, por se
encontrar acelerada em relagdo a Terra,
constitui-se um referencial n&o inercial.

Efetuando uma mudanga do referencial inercial (Terra) para o referencial
acelerado da cunha, abandonamos a aceleragdo que esta possui (em relagédo a
Terra) e a computamos, no seu referencial ndo inercial, como uma gravidade
<a que causara forgas gravitacionais ficticias m.a < e M.a « nos corpos de
massa m e M do sistema, respectivamente, com base no Principio da
Equivaléncia de Einstein, como mostra a Figura 78.

eix0 2 gravidades
NA
L
m.a
o
%0
(@Q ! o a
o« > md M.a

N N &—
§O o a
e

T B
M.g '

Figura 78 — diagrama de forgas no referencial acelerado

No referencial da propria cunha, logicamente, esta ndo possui aceleragdo ou
velocidade alguma, visto que ninguem possui velocidade ou aceleragdo em
relagdo a si mesmo ©.
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Para calcularmos o tempo de descida dessa caixa, ao longo da rampa, faremos
uso da equacgéo cinematica do MRUV :

D =vot + (a).12/2, com D=H/sena e 2 = (M+m)gsena

(M + m.sen?a)

2 2
H 0 4+ (M+m).g.se2na .t =k 2H.(M + m.sen“a)
sena (M + m.sen®a) 2

(M+m).g.sena

SNNNNNNNN

<
AANNANNNNNNN

V77
Resolugao
Esse problema foi resolvido anteriormente (questao 84, pagina 45) no referencial
inercial. A seguir, solucionaremos essa questao no referencial da prépria cunha

que, por se encontrar acelerada em relagdo a Terra, constitui um referencial nao
inercial.

Observando toda a movimentagéo a partir do referencial da Terra ( veja agora a

Figura 79), temos que:

e a parede se encontra fixa nesse referencial;

e a cunha move-se acelerada para a direita com aceleracdo a— ;

e a caixa, conectada a parede, através do fio ideal, move-se ladeira abaixo ao
longo da superficie inclinada da cunha (veja a Figura 79).

Por outro lado, observando toda a movimentagdo a partir do referencial da

propria cunha, (veja agora a Figura 80), vemos que:

e a cunha se encontra fixa nesse referencial;

¢ a parede € que move-se acelerada para a esquerda com aceleragédo a<;

e a caixa, conectada a parede, através do fio ideal, acompanha o movimento da
parede e desce a superficie inclinada da cunha (Figura 80).
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parede imével | -
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parede imével
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Figura 79 - Referencial da Terra: a
parede permanece fixa enquanto a
cunha move-se para a direita

Cunha
imovel

a Cunha
/ imovel

Figura 80 - Referencial da cunha: a

cunha permanece fixa enquanto a
parede move-se para a esquerda

A partir desse ponto, nos concentraremos na Figura 80. A resolugdo do problema
sera feita a partir da analise do movimento no referencial da cunha (n&o inercial).
Pelo fato de o fio ndo esticar (vinculo geométrico), a caixa descera a rampa com
a mesma aceleragdo escalar a com que a parede move-se para a esquerda no

referencial da cunha (Figura 80).

gravidades
eixo 2
N T
ma <X /
o S omd)
o 4 mgle ;T a
\eﬂ@qoo / M.a
o N N ——
&° ’

|\/|O.Lgl TN’

Figura 81 - diagrama de forcas no referencial acelerado,
fazendo uso do Principio da Equivaléncia
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> (

(0

Resolugdo: de acordo com a 22 lei de Newton, o sistema de massa total M
descera a rampa com aceleracdo a (no referencial da Terra) dada por :

Fr =M.a = (P.sena - Fat) =M.a
M.g.sena — u.N= M.a , com areagdo normal N dada por N = P.cosa
M.g.seno — pu. M.g.cosa. = M.a = a = g.sena — p.g.cosa (eq 57)

No referencial do préprio vagdo, entretanto, essa aceleracdo a K sera
equivalente a uma gravidade a 71, que sera adicionada vetorialmente a gravidade
local g | para totalizar a gravidade resultante g’ (no referencial do vagao), como
mostra a Figura 92.

Da geometria da Figura, temos que:
a + c = gsena = a = gsenoa — ¢ (eq58)
Comparando eq57 e eq58, vem: ¢ =p.g.cosa (eq 59)

E sabido que o péndulo permanece em equilibrio relativo, sem oscilar, no
referencial do vagdo, quando posicionado na nova vertical definida pela diregédo
da gravidade resultante g’, conforme a Figura 92.

Para determinar o &ngulo B formado entre a direcdo de g’ e a diregdo de g,
lancaremos méo da identidade trigonométrica:

oy _  tgo—tgp
lgle=h= "~ n tgatgp (eq 60)
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CIS IS SIS IS SIS TSI
Solugdo no Referencial Nao inercial do Prisma:

Imprimindo ao prisma uma aceleracdo excessiva (para a direita), a caixa tomba
(para a esquerda). A maior aceleragao sem tombamento € aquela para a qual a
caixa se apodia no carro exclusivamente por sua aresta inferior. A Figura 98
mostra as forgcas reais e ficticias agindo sobre a caixa, sem dar énfase a
colocagéo das forgcas que agem sobre o prisma :

b/2
b/2

h/2 o}

PP PPy

Figura 98 — referencial ndo inercial - Forgas agindo na caixa
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Questao 125 - § (ITA2003)

A Figura mostra um carrinho de massa M, com rampa, inicialmente em repouso
sobre uma superficie lisa. Sobre a sua superficie inclinada, repousa uma caixa
de massa m. Se o coeficiente de atrito entre a rampa e a caixa vale ,
determine a aceleragdo maxima com que o carrinho pode se move para a
direita, sem que a caixa escorregue sobre sua superficie inclinada.

questdo 125 questao 126

Questao 126 - @ (Renato Brito)

A figura mostra duas caixas iguais conectadas entre si por meio de fio e polia
ideais. O coeficiente de atrito entre cada bloco e a superficie prismatica vale
uw=05e a gravidade local vale g. O prof. Renato Brito pede para vocé
determinar a maior aceleracdo a com que o sistema pode ser acelerado
horizontalmente para a direita, sem que os blocos escorreguem em relacéo ao
prisma. Dado: sena =0,6 cosa =0,8.

Questdo 127 - & (Tore Nils Johnson)

A Figura mostra dois blocos de mesma massa m conectados entre si através de
um fio que passa por uma polia, ambos ideais. Se a gravidade local vale g e o
coeficiente de atrito entre o bloco e o carro vale pu > 1, o prof. Renato Brito pede
para vocé determinar a maior aceleracdo a com que o carro pode se mover, sem
que o bloco escorregue em relagéo a ele.
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Questao 128 — & (Irodov adaptada)

Na Figura, os blocos tém massas iguais e estdo inicialmente em repouso
(equilibrio estatico) sobre uma mesa que, por sua vez, repousa sobre uma
superficie horizontal. Sabendo que o fio e a polia sdo ideais, a gravidade local
vale g e o coeficiente de atrito entre os blocos e a mesa vale p, determine a
maior aceleragao com que a mesa deve ser empurrada, de forma que n&o ocorra
escorregamento entre os blocos e a mesa.

questdao 129

Questido 129 - § (Irodov)

Um bloco de massa m ¢é abandonado em repouso sobre um carrinho de
massa M =2m. Se o sistema pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito pede
para vocé determinar a aceleragdo a adquirida pelo carrinho em fungéo da
aceleragao da gravidade local g. Dado: a = 45°

questao 130 questao 131

Questdo 130 - 8 (rodov)
Um bloco de massa m, conectado a uma parede através de um fio ideal, é
abandonado em repouso sobre um carrinho de massa M = 2m. Se o sistema
pode deslizar sem atrito, o prof. Renato Brito pede para vocé determinar a
aceleragéo a adquirida pelo sistema em fungéo de g.

Dado: sena=0,6 cosa=0,8
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Questao 131 - § (Challenging Problems)

Na Figura, ap6s o péndulo ser abandonado do repouso, sua inclinagdo
a = 30° com a vertical permanece constante durante o movimento da caixa.
Todos os atritos sdo despreziveis. Dada a massa da bola m =800g e a
gravidade local g = 10 m/s’, determine a massa M do bloco, bem como a sua
aceleragéo.

Questao 132 - § (Pierre Lucie)

Seja um prisma triangular inicialmente fixo ao solo. A sua superficie inclinada
(rampa) é perfeitamente lisa e forma um angulo a com a horizontal. Um pequeno
bloco, quando abandonado em repouso no topo dessa rampa, desce
aceleradamente até encontrar a trava T. O prof. Renato Brito pede para vocé
determinar com que aceleracdo horizontal a se deve empurrar esse prisma
para a direita, a partir desse instante, a fim de que o tempo que a caixa leve para
retornar a sua posicao inicial seja o mesmo tempo que ela gastou na descida
da rampa. A gravidade local vale g.

a) g. tga b)2g.tga c) g.cotga  d) 2g. cotga.  e) 2.g.sena

questao 132 questao 133

Questao 133 - & (Renato Brito)

Seja um prisma triangular de massa M e inclinacdo o com a horizontal
inicialmente em repouso sobre o solo liso. Quando um pequeno bloco de massa
m € abandonado em repouso no topo dessa rampa, desce aceleradamente
ladeira abaixo, gastando T segundos até encontrar a trava. Durante a descida
do bloco, é necessaria a agdo de uma forga horizontal e constante de intensidade
F agindo sobre o prisma, a fim de manté-lo estacionario em relagéo ao solo.

Em seguida, estando o bloco em repouso na extremidade inferior da rampa, a
intensidade da forgca F € ampliada em K vezes, levando o bloco a move-ser
ladeira acima, gastando T segundos para atingir o topo da rampa novamente.

Determine o valor numérico de K, para o =45° e M=2m.
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Questao 134 - § (Renato Brito)

Uma caixa de massa m estd apoiada sobre a face inclinada de um prisma
triangular que forma um angulo o = 45° com a horizontal. O prisma tem massa
M = 2m e é empurrado por uma forga horizontal constante de intensidade
F = 4.m.g. Sabendo que a gravidade local vale g e admitindo que o sistema
parte do repouso, o prof. Renato Brito pede que vocé determine:

a) a aceleragdo a com a qual o prisma se movera em relagéo a Terra;

b) a aceleracdo a’ com que a caixa subira a rampa no referencial da rampa.

a

Questao 135 - @ (Renato Brito)

Observe a Figura a seguir. Os angulos a e B sdo conhecidos, assim como a
gravidade local g e a massa m do bloquinho. Todos os atritos sdo despreziveis.
Quando a trava das rodas é retirada, o vagdo passa a move-ser aceleradamente
ladeira abaixo.

No seu interior, o bloquinho parte do repouso, do topo da rampa de altura H,
descendo ladeira abaixo. Considerando que a massa do vagao seja muito maior
do que a massa do bloquinho, determine o tempo gasto por este para atingir o
piso do vagado em fungdode «, B, g e H.
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Questdo 136 - & (Renato Brito)

Considere novamente a Figura da quest&do anterior. Quando a trava das rodas é

retirada, o vagdo passa a move-ser aceleradamente ladeira abaixo. No seu

interior, o atrito entre o bloquinho e a cunha faz com que ele ndo escorregue em

relacdo a cunha, durante o movimento do vagéo. Pede-se determinar:

a) a forgca de atrito que age sobre o bloco, durante o movimento do vagéo.

b) o menor coeficiente de atrito estatico necessario para que o bloquinho néo
escorregue em relacéo a cunha, durante o movimento acelerado do vagéo.

Questdo 137 - & (Renato Brito)

A Figura mostra um vagéao subindo livremente uma rampa fixa de inclinagédo a
com a horizontal. Fixo ao seu teto se encontra um péndulo, que permanece
estacionario em relacdao ao vagdo, sem oscilar, durante todo o movimento.
Sabendo que a gravidade local vale g e o coeficiente de atrito cinético entre a
rampa e o vagdo vale p, pede-se determinar ainclinacdo B (> a) do fio com
a vertical durante a subida do vagédo em movimento retardado.

s

questao 137 questao 138

Questao 138 - &' (Renato Brito)

O sistema da figura foi abandonado a partir do repouso. A rampa é perfeitamente
lisa e se encontra fixa ao solo. S6 ha atrito entre a cunha de massa M e o bloco
de massa m que repousa sobre a superficie horizontal da cunha. Se a gravidade
local vale g e a rampa forma um angulo a com a horizontal, o prof. Renato Brito
pede que vocé determine o menor coeficiente de atrito que pode haver na
fronteira de contato entre o bloco e a superficie horizontal da cunha a fim de que
ambos (bloco e cunha) se movam juntos, sem que o bloco escorregue em
relacdo a cunha durante o movimento descendente do conjunto.
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Questao 139 - & (Renato Brito)

Considere que um péndulo simples tem um periodo T = 1 s, quando oscila num
campo gravitacional uniforme g = 10 m/s®. Se esse péndulo for fixado ao teto de
um vagéo que desce liviemente uma rampa lisa, inclinada de um angulo o = 60°
com a horizontal, oscilara com periodo:

a)ls

b) V2 s
c)(V2/2) s
d) V3s
e)(/3/2)s

Questdao 140 - & (Renato Brito)

Num dado planeta onde a gravidade vale g, um relégio de péndulo de
comprimento L = 1 m funciona pontualmente no interior de um vagao de trem
inicialmente em repouso. Quando o prof. Renato Brito aplicou uma aceleracao
constante ao vagéao, o rel6gio passou a oscilar em torno de uma posicéo de
equilibrio 36 cm acima da posi¢éo de equilibrio original. O efeito da aceleracgéo,
entretanto, fez com que o péndulo deixasse de operar pontualmente, pois este
passou a:

a) adiantar 15s a cada minuto;
b) adiantar 12 s a cada minuto; a
c) adiantar 1 min a cada hora;
d) adiantar 45 s a cada minuto;
e) adiantar 24 s a cada hora.

Questdo 141 - § (ITA 2006)

A Figura mostra um Masserati, um automovel esportivo de fabricagao italiana.
O coeficiente de atrito estatico entre as rodas do carro e a pavimentagéo é
n = 0,75. A pista é reta e horizontal. Atrito de escorregamento s6 é considerado
na roda motriz; atrito de rolamento é desprezado. Supde-se que o motor possa
desenvolver forga de tragdo de sobra e que o centro de massa do veiculo se
encontre no ponto G. Considerando g = 10 m/s®, o prof. Renato Brito pede que
vocé determine a maior aceleragdo do veiculo na partida, na hipétese de tragéo
sé dianteira.
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Questido 142 - ¢

A Figura mostra um carro de massa m, que move-se ao longo de uma pista
horizontal cujo coeficiente de atrito estatico com as rodas vale p . Atrito de
escorregamento s6 é considerado na roda motriz; atrito de rolamento é
desprezado. Supde-se que o motor possa desenvolver forga de tragéo de sobra.
Determinar a maior aceleragdo do veiculo na partida, na hipétese de tracdo so6
traseira.




5 DINAMICA CURVILINEA NO
REFERENCIAL NAO INERCIAL

5.1 INTRODUGAO

Nos capitulos 2 e 4, aprendemos que as forgas podem ser classificadas em
forgcas de interagdo e forgas de inércia.

Forgas de Interagdo séo aquelas que decorrem da interagéo direta (forcas de
contato) ou indireta (forgas de campo) entre dois corpos, surgindo sempre aos
pares, em acordo com a 32 lei de Newton (A¢do e Reagdo). Usando uma
linguagem mais simples, sdo as forgas comuns que usualmente se estuda no
Ensino Médio, tais como a forgca gravitacional (peso, por exemplo), a forca
elétrica, a forgca magnética, o atrito, a normal N, a forga elastica, o empuxo etc.

Forgas de Inércia sao forgas ficticias. Elas surgem apenas quando efetuamos
uma mudanca de um referencial inercial para um referencial ndo inercial com
base no Principio da Equivaléncia de Einstein. Elas ndo existem no referencial
inercial, s6 agindo nos referenciais nao inerciais (acelerados).

Sempre que efetuamos uma mudangca de um referencial inercial para um
referencial acelerado em translagao retilinea com aceleragdo a, a forca de
inércia “M.a”, que surge nesse contexto, € chamada de “for¢a de Einstein” e
esteve presente em todos os exemplos resolvidos e propostos do capitulo 4.

Por outro lado, quando efetuamos uma mudanga de um referencial inercial para
um referencial n&o inercial dotado de movimento de rotacdo uniforme, animado
de aceleragdo exclusivamente centripeta a = R, a forca de inércia que surge
nesse contexto (M.a = M.w?.R) é chamada de forgca centrifuga e sera discutida
no presente capitulo.
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Além da forca de Einstein e da centrifuga, também podemos citar as forcas de
Euler e Coriolis, cuja aplicagdo pratica na resolugdo de problemas é bastante
restrita, fugindo dos objetivos do presente livro de Mecénica.

5.2 A FORGA CENTRIFUGA

A forca centrifuga € uma forga de inércia que age apenas em referenciais
néo inerciais dotados de aceleragéo centripeta, isto é, referenciais em rotagéo.
Para uma melhor compreenséo, consideremos o exemplo a seguir.

12 Solugao — Analise no Referencial Inercial — Terra

Para um referencial (observador) fixo a Terra (Figura 100), todo o conjunto
“carrossel + mastro + péndulo” esta girando com velocidade angular ® em
torno do eixo de rotacado central. A esfera do péndulo, portanto, esta executando
um MCU de raio R =r+ L.senaca, dotada de aceleragédo centripeta actp = ®>.R
no referencial da Terra, sob ac&o exclusiva das forgas peso P e tracdo T.

Conforme aprendemos no estudo da Dinamica de um MCU no plano horizontal
(eq8 e eq9 pagina 65), a dindmica do movimento desse péndulo é facilmente
equacionada da seguinte forma:

Na vertical (Figura 100), temos o equilibrio das forgas: T.cosa = m.g (eq74)

Na direcdo radial, a aceleragcdo centripeta & produzida pela componente
horizontal Tx da tragdo. Pela 22 lei de Newton na direcdo radial (ou centripeta),
podemos escrever:

FRctp =Fin—Fout= m. ay
(T.sena— 0) = m.(w’R)
m.(2.R) (eq 75)

T.sena
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eixo de rotagédo

Figura 100 — Diagrama das forgas que agem no péndulo, no referencial da Terra.

A esfera do péndulo descreve um movimento circular de raio R em torno do eixo
de rotacao, tal que:

R=r+ Lsena = 15+ 10,06 = 75m = R=75m
Dividindo a equacdo eq75 pela eq74, temos que:
Tsena m.w?R _ o’R 06 275 _

= = ftga = = —=—"— = o=1radls
T.cosa m.g g 08 10

Mas como resolveriamos esse mesmo problema no referencial do préprio
carrossel ? Ora, seja um observador solidario ao carrossel (Figura 101), isto &,
um observador que se encontre sobre o referido carrossel, compartilhando do
seu mesmo movimento de rotagdo em relagéo a Terra.

- gravidades

Jetg = o’R
—>

Figura 101 — Diagrama das forgas que agem no péndulo, no referencial do péndulo
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Para tal observador, o carrossel, assim como o péndulo, se encontra
absolutamente imoével (afinal, ninguém possui velocidade ou aceleragdo em
relagdo a si mesmo ©), enquanto todo o ambiente ao seu redor é que esta
girando em relagéo a ele.

Fazendo uso do principio da Equivaléncia de Einstein (estudado no capitulo 4),
efetuamos uma mudanca do referencial inercial da Terra para o referencial néo
inercial do proprio carrossel.

A aceleragdo centripeta ay, que a esfera do péndulo possui, no referencial da
Terra (Figura 102), equivale, no referencial do carrossel, a uma “gravidade
centrifuga” de mesmo valor (mZ.R), mesma direcéo (radial) e sentido contrario ao
da aceleragéo centripeta, que sera “abandonada” (Figura 103).

Figura 102 — no referencial inercial da Terra, Figura 103 — no referencial ndo inercial do
o péndulo esta move-sendo em MCU proprio péndulo, este ndo possui nem
animado de aceleragdo centripeta actp. velocidade nem  aceleragdo. Nesse

referencial, essa a., €é sentida como uma
gravidade centrifuga (que foge do centro).

- T T B
Vd f}
N © —F >

~~_ = =

Figura 104 — a gravidade centrifuga é radial e aponta para
fora da curva em cada ponto, causando uma forca
gravitacional ficticia, denominada forga centrifuga.

A gravidade centrifuga gy € radial e aponta para fora da curva em cada
ponto da curva (Figura 104), causando uma forga gravitacional ficticia
denominada forca centrifuga Fs, que sO existe no referencial animado de
movimento circular, como mostra a Figura 101. Assim, nesse referencial, todos
os corpos de massa m que se encontrem a uma distancia R do eixo de rotagéo,
ficardo sujeitos a uma forca radial para fora (centrifuga), de intensidade:

Fotg = M. gty = mM.(0?.R) (eq 76)

Para o observador nao inercial (Figura 101), o péndulo se encontra em equilibrio
(relativo) estético no referencial do carrossel, o que permite escrever:

equilibrio vertical: Ty=P = T.cosa =m.g (eq 77)
equilibrio radial: Tx=Fgy = T.sena = m.o’.R (eq 78)

Comparando-se as relagdes eq74 e eq75, obtidas pelo referencial inercial
com as relagdes eq77 e eq78, obtidas pelo referencial em rotagdo, vemos que
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ambos chegam as mesmas relagbes matematicas e, portanto, aos mesmos
resultados, embora cada um se ap6ie em argumentos diferentes.

A tabela abaixo sintetiza a visdo de cada referencial sobre a situagao fisica em
analise nas Figuras 100 e 101:

Referencial da Terra Referencial do carrossel

Note que a presenca de forga centrifuga e de uma forga resultante centripeta
num mesmo referencial é uma incongruéncia conceitual. Afinal, enquanto a
resultante centripeta s6 existe no referencial inercial (Figura 100), a forga
centrifuga, por sua vez, s6 existe no referencial ndo inercial em rotagdo
(Figura 101).

Vale ressaltar também que, por se tratar de uma forga de inércia, a forga
centrifuga nao decorre da interagdo de dois corpos e, portanto, ndo admite uma
“forca de reagdo” (propriedade 11, pagina 105). Portanto, em qualquer situagao
em que a forga centrifuga esteja presente, nenhuma outra forga sera a “reagéo a
forga centrifuga”.

Outro aspecto interessante e vantajoso da analise do problema no referencial
ndo inercial € que ela torna mais claros alguns comportamentos do sistema cuja
compreensdo nao é nada intuitiva quando analisada no referencial inercial. Por
exemplo, & conhecido o fato de que, quanto maior for a velocidade angular o de
rotacdo do péndulo cénico, no referencial da Terra, mais ele tende a subir,
levando a um aumento do &ngulo o, mostrado nas Figuras 100 e 101.

Embora a justificativa para esse fato seja meio enigmatica no referencial da
Terra (Figura 100), essa tendéncia de subida do péndulo fica absolutamente
clara quando o problema é analisado no referencial girante (Figura 101), no qual
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0 aumento da velocidade angular ® leva ao crescimento da forga centrifuga
m.o%R e, conseqlientemente, ao crescimento do angulo a. Idéias semelhantes
podem ser utilizadas em uma nova analise dos problemas de aplicacdo de
ndmeros 111 a 115 no referencial nao inercial em rotagdo, fazendo uso do
conceito de forga centrifuga. Vocé seria capaz de retornar a esses problemas e
analisa-los no referencial acelerado ?

12 Solugao — Analise no Referencial Inercial

Faremos a andlise, considerando o veiculo como puntiforme, desprezando as
suas dimensdes, a fim de evitar o uso de conceito de momento de uma forga.
Uma andlise mais elaborada, incluindo a possibilidade de o carro tombar
(capotar) sera feita adiante na pagina 165, exemplo resolvido 25.

t
&P N lg

A,/

U747 {1 /4

Fat W

M.g

Figura 105 — Diagrama das forgas que agem no carro, no referencial inercial

Como estamos analisando esse movimento no referencial inercial (Terra),
nenhuma forga de inércia (tal como a centrifuga) estara presente. Adiante,
analisaremos o problema no referencial ndo inercial do préprio carro. Assim, no
referencial da Terra, agirdo sobre o veiculo apenas as forcas normal N e peso
P na vertical (Figura 105), bem como uma forga de atrito radial, que fornecera a
aceleracgdo centripeta actp necessaria para esse MCU.

Conforme aprendemos no estudo da Dindmica de um MCU no plano horizontal
(eg8 e eq9, pagina 70), a dindmica do movimento desse veiculo & faciimente
equacionada da seguinte forma:

equilibrio vertical: N =M.g (eq 79)
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12 Solugdo - No Referencial Nao Inercial do Veiculo

No referencial ndo inercial do préprio veiculo, ndo ha nem aceleragéo centripeta
actp nem forga resultante centripeta, visto que o carro se encontra imével nesse
referencial, em equilibrio relativo (a’ = 0, v’ = 0).

Segundo o Principio da Equivaléncia, a aceleragéo centripeta que o carro
possui, no referencial da Terra, equivale, no referencial do préprio veiculo, a uma
gravidade centrifuga guatq = V¥/R de mesmo valor, mesma diregdo (radial) e
sentido contrario (radial para fora) que produzira uma forga centrifuga
Fctfg = m. gurg- Esta, por sua vez, empurra o carro para fora da curva como
mostra a Figura 107.

gravidades

Qetig
—
gi

Figura 108 — Diagrama das forgas que agem no carro, no referencial
néo inercial do préprio carro

Se a velocidade v do veiculo (em relagéo a Terra) for suficientemente grande,
produzird uma forga centrifuga Fqsg = m.V3/R (no referencial ndo inercial) muito
intensa ao ponto de tornar iminente o escorregamento do carro ladeira acima (ao
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22 Solucgao no Referencial Inercial da Terra
—
i

Figura 110 — Diagrama das for¢as que agem no carro no referencial da Terra.

Ora, Claudete, no referencial da Terra, o movimento descrito por esse veiculo
trata-se de um MCU no plano horizontal, com a presenca de uma aceleragao
centripeta actp radial. Nesse caso, precisamos seguir rigorosamente o que foi
explicado nas paginas 64 e 65, incluindo o par de eixos descrito na Figura 42
(pagina 64), bem como as relagdes eq8 e eq9 da pagina 65.

Adicionalmente, em se tratando de um referencial inercial, forgas ficticias, tais
como a centrifuga, ndo estardo mais presentes, como mostra a Figura 110.
Assim, na direcdo vertical, a caixa ndo apresenta aceleragdo alguma, estando,
portanto, em equilibrio nesse eixo, o que nos permite escrever;

Equilibrio vertical: N.cosa = Fat.sena + P (eq 98)

Na direcdo radial, pela 22 lei de Newton, deve haver uma forga resultante
centripeta para produzir a aceleragédo centripeta actp necessaria para o MCU.
Assim, na dire¢do radial, escrevemos:

FRctp = (Fin — Fout)=m. actp
vz

(N.sena + Fat.cosaa— 0) = m. (eq 99)

Condigao de iminéncia de escorregar: Fat= p.N (eq 100)

O conjunto de relacdes e€q98, eq99 e eq100 é matematicamente equivalente
ao dois conjuntos de relagbes encontradas pelo referencial n&o inercial e,
portanto, também leva ao mesmo resultado para v expresso pela relagéo
eq94, embora cada referencial faga uso de argumentos fisicos distintos para
escrever suas préprias equacdes.

Particularmente, eu, Renato Brito, acredito que a resolugdo mais pratica e
objetiva seja a que envolve as relagdes eq91, eq92 e eq93.
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Solugéo no Referencial Nao Inercial da Moto

a) As Figuras 113 e 114 mostram o diagrama das forgas que agem no conjunto
moto+motoqueiro, no referencial ndo inercial da moto, incluindo a forca
centrifuga Fctfg, radial para fora da curva, juntamente com o peso M.g, ambos
agindo no centro de massa G do conjunto.

\ gravidades

\ 2
\ M.v gctfg
—>

Fat ©

Figura 113 — Diagrama das forgas que agem no conjunto moto+motoqueiro
no referencial ndo inercial em rotagédo

A Figura 114 ja mostra um poligono fechado de quatro forgas, o que
geometricamente ja garante que a resultante delas € nula (equilibrio das forgas
no referencial ndo inercial):



6 PARABOLA DE SEGURANCA

Tépico Especial 1

Pardbola de Seguranga

o

6.1 INTRODUGAO A PARABOLA DE SEGURANGA

A parabola de seguranga (ps) € uma ferramenta poderosa € muito interessante
que resolve, de forma simples e elegante, problemas de maximos e minimos,
envolvendo langamentos de projéteis que, de outra forma, seriam solucionados
com um enorme trabalho algébrico, regado a calculo diferencial.

Ela é citada em listas de exercicios de muitos livros de Mecanica universitarios,
bem como nos livros da renomeada Editora Mir-Moscou, mas a sua teoria
detalhada, envolvendo descricdo de todas as suas propriedades, bem como as
respectivas demonstragdes, € rara.

Assim, visando a divulgar essa ferramenta tdo poderosa e tdo utii para que
seja utilizada por um numero cada vez maior de estudantes brasileiros, achei
oportuna a publicagdo desse tema neste livro, descrevendo e demonstrando
cada uma das suas propriedades, bem como ilustrando as aplicagdes praticas
dessa ferramenta.

6.2 ENTENDENDO A PARABOLA DE SEGURANGA

Considere um langador de projéteis, localizado na origem de um sistema de
coordenadas cartesianas XY (Figura 1), disparando projéteis com velocidade
inicial V, constante, mas sob diferentes angulos de disparo o com a horizontal,
variando gradativamente no intervalo 0° < o < 180°. Para cada angulo o, a
trajetéria seguida pelo projétil € uma parabola que parte da origem, atinge uma
altura maxima e retorna ao solo horizontal, como mostrado na Figura 1.

O movimento parabdlico de um projétii pode ser interpretado como a
superposi¢éo de dois movimentos ortogonais mais simples: (1) um MRU na
horizontal (visto que o projétii move-se na auséncia de forgas horizontais); (2) e
um MRUV na direcao vertical sob agao exclusiva da forgca peso, que fornece a
aceleragdo constante da gravidade a = g. A cinematica de cada um desses
movimentos permite escrever as suas respectivas fungdes horarias da posicao
em cada eixo:
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X

V, .cosa.t (eq1)
2
Y = V,.sena.t - % (eq2)

Para determinar a equagdo da trajetoria parabodlica seguida pelo projétil,
devemos encontrar uma relagcdo entre as coordenadas Y e X independente
do parametro t que, paraisso, precisa ser eliminado das equagdes eq1 e eq2
acima. Isolando t na relacdo eq1 e substituindo na relacédo eq2, vem:

Y = (tgo). X - — 3 X2 (eq3)

2V¢ cos? a

Equacéao geral da trajetéria do projétil

A expressédo acima é a equacgdo geral da trajetéria descrita por um projétil
langado com velocidade inicial V,, formando um angulo . com a horizontal, num
campo gravitacional uniforme g.

Figura 1 — Familia de trajetérias parabdlicas descritas por projéteis que foram disparados da
origem do sistema de coordenadas com velocidade de disparo V, constante sob cada um dos
seguintes angulos de disparo o : 15° 30° 45°, 60° 75°, 85° 95°, 105° 120° 135°, 150° e 165°.

Efetuando-se uma sequéncia de disparos sob angulos o progressivamente
maiores, variando no intervalo 0° < o < 180° obteremos uma familia de
trajetorias parabdlicas que tém, em comum, a velocidade de disparo V, , sendo,
cada uma delas, descrita pela equacao eq3.

Pardbola de Seguranga

Vo , mas sob angulos de disparos variados, tangenciam internamente uma parabola
envolvente, denominada parabola de segurancga.
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Curiosamente, essa familia de parabolas, que tém em comum a mesma
velocidade de disparo V,, tangencia uma parabola envolvente, que € Unica para
cada valor de V,, denominada “parabola de seguranga”, como mostra a
Figura 2.

A expressdo “parabola de seguranga” advem do fato de que ela define o lugar
geomeétrico dos pontos do plano XY que jamais serdo atingidos pelo langador, ao
efetuar disparos com aquela velocidade V, caracteristica daquela PS. O conjunto
de todos os pontos externos a essa parabola de seguranga constituem a
chamada “zona de seguranga” dessa PS, como mostra a Figura 3.

Y

Zonha de Seguranca (zona externa)

Pardbola de Seguranga
Zona de Risco (rterna)

Figura 3 - pontos localizados na zona externa a parabola de seguranga (PS) ndo sdo
alcangados por esse langador, quando dispara projéteis com a velocidade Vo
caracteristica dessa PS.

6.3 DETERMINANDO A EQUAGAO DA PARABOLA DE SEGURANGA

Seja um langador, localizado na origem (0, 0) do plano cartesiano, disparando
projéteis com velocidade de modulo Vo constante, porém, sob angulos o
variaveis. Inicialmente, desejamos responder a seguinte pergunta:

dado um ponto P qualquer, do plano cartesiano, localizado nas coordenadas
(Xp , Yp), com qual &ngulo a o langador devera efetuar o disparo a fim de atingir
aquele ponto ?

Para determinar o angulo a, vamos impor que a trajetoria do projétil (dada pela
equacgdo eq3) efetivamente passe pelo ponto P. Para isso, fazemos X =Xp e
Y =Yp na relacdo eq3:

Yp = (tga). Xp —%.(XP)2 , mas 12 = sec’o = (1 + tga).
2V .cos”a cos“ a
g.(Xp)? 2 .
Ye = (tga) . Xp — T.U + tg°a) . Isolando a variavel tga, vem:
Vo
22 2V2Y,
(tgo)® - | = |tga + |1+ =—=F 1 =0 (eqd)
9Xp 9-Xp

Essa equacgdo do 2° grau na variavel o fornecera os valores do angulo de
disparo o para os quais o projétil, efetivamente, passa pelo ponto P. Entretanto,
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dependendo das
possiveis podem

Caso1: A>0

Caso2: A=0

Caso 3: A<O
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coordenadas (Xp, Yp) desse ponto, porém, trés situagbes
ocorrer:

nesse caso, a equagdo eq4 fornecera dois angulos o distintos
para os quais o ponto Xp, Yp serd atingido pelo projétil. Graficamente,
oponto P é interno a parabola de seguranga (Figura 4).

nesse caso, a equagdo eq4 fornecera um Unico angulo o de disparo
sob o qual oponto Xp Yp sera atingido pelo projétil. Graficamente,
o ponto P estd sobre parabola de seguranga, isto &, P pertence a PS
(Figura 5).

aqui, a equacgao 4 nao possui solugdo. Em outras palavras, né&o
existe angulo a que faga a trajetéria do projétil passar pelo ponto
Xp, Yp. O motivo € que a velocidade do langador esta pequena demais
para atingir esse ponto. Para atingi-lo, serd& necessario aumentar a
velocidade de disparo, isto &, trocar a PS original por uma nova PS
mais abrangente que contenha esse ponto P. Graficamente, A < 0
significa que o ponto P é externo a parabola de seguranga, isto €, se
encontra em sua zona de segurancga (Figura 6).

A parabola de seguranca é o lugar geométrico (L.G.) dos pontos Xp,Yp do plano,
0s quais s&o atingidos pelo langador sob um uUnico angulo o de disparo. Em
outras palavras, ela € o L.G. dos pontos Xp, Yp para os quais a equagéo do
2° grau eg4 na variavel a s6 apresenta uma Unica solugao distinta (Figura 5).

Y

Y Y

. P

e,

Figura 4 - Caso A > 0: o ponto
P esta localizado no interior da
parabola de seguranca e ¢é
atingido para dois angulos o
de disparos distintos.

Figura 5 - Caso A = 0: o ponto
P  pertence a parabola de
seguranga e é atingido apenas
sob um Unico éangulo o de
disparo. Ele estd no limite,
exatamente na fronteira entre
0s pontos que podem e os que
nao podem mais ser
alcangados pelo langador.

Figura 6 - Caso A < 0: o ponto
P estd localizado fora da
parabola de seguranga e nao
pode ser atingido, independente
do angulo de disparo.

Portanto, para determinar esses pontos Xp Yp , devemos impor a condigéo

A=0 naequacdo eq4d:

A = b? - 4ac



7 VINCULOS GEOMETRICOS

Tépico Especial 2

7.1 INTRODUGAO AOS VINCULOS GEOMETRICOS

Quando dois corpos A e B move-sem livremente, seus movimentos ocorrem de
forma independente e estdo meramente sujeitos as leis da Mecanica. Quando
esses corpos se move vinculados entre si, contudo, seus movimentos deixam de
ser independentes e a geometria envolvida impbe restricdes que devem ser
satisfeitas em fungéo do tipo de conexdo entre os corpos (fios, polias moveis,
polias fixas etc). Essas restricdes recebem o nome de vinculos geométricos.

As relagdes cinematicas que decorrem exclusivamente desses vinculos
geométricos, aliadas as leis da Mecanica, constituirdo as ferramentas disponiveis
para o estudo analitico dos problemas da Dinémica.

O uso exclusivo das leis de Newton do movimento, ignorando as relagbes
cinematicas oriundas dos vinculos geométricos, torna o niumero de incognitas
maior do que o numero de equacgdes disponiveis para a analise do problema,
inviabilizando a sua solugéo.

Nesse topico especial, o prof. Renato Brito abordard os vinculos geométricos
mais comuns em problemas de Mecanica.
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7.2 CASO 1: FIOS INEXTENSIVEIS, POLIAS FIXAS

A Figura 1 mostra duas caixas A e B que move-sem numa mesma direcdo
(movimento unidimensional), conectadas entre si por meio de um fio ideal
inextensivel. O vinculo geométrico (imposto pelo fato de o fio ndo esticar)
garante que as caixas A e B sempre sofrerdo deslocamentos idénticos
(dxa = dxg), tanto pelo fato de as caixas se moverem na mesma direcdo do fio
quanto pelo fato de uma caixa puxar a outra, o que mantém o fio
permanentemente tracionado (esticado) durante o movimento.

Figura 1 — as caixas move-sem na mesma diregdo do fio, enquanto
uma caixa puxa a outra. Como o fio ndo estica, suas extremidades
sempre sofrem deslocamentos idénticos.

Na Figura 1, o vinculo geométrico garante que o movimento de uma das caixas
sera a coépia fiel do movimento da outra. Elas sofrerdo deslocamentos
necessariamente iguais, em qualquer intervalo de tempo, e se moverdo com
velocidades e aceleragdes identicas (va = vg, aa = ag) em qualquer instante.

Figura 2- as caixas move-sem na mesma diregdo do fio, enquanto
uma caixa puxa a outra. Como a polia é fixa e o fio ndo estica, suas
extremidades sempre sofrerdo deslocamentos iguais e opostos.

O mesmo vinculo geométrico da Figura 1 também garante que as caixas da
Figura 2, conectadas entre si por meio de um fio inextensivel que passa por uma
polia fixa, sempre sofrerdo deslocamentos idénticos (apesar de opostos) em
qualquer intervalo de tempo dt infinitesimal, de forma que as caixas
apresentardo velocidades e aceleragbes de mesmo mddulo em cada instante

(VA =Vg, Ap = aB).
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Analise Matematica do vinculo geomérico da Figura 2

A Figura 2 mostra dois instantes sucessivos (t e t + dt ) do movimento do
sistema.

O vinculo geométrico em questao ¢ o fato de que o comprimento total do fio que
conecta as caixas A e B, passando através da polia fixa, permanece inalterado
no decorrer do tempo, o que permite escrever:

No instante t: Lo + Lg = K (constante) (eq1)
Noinstantet+dt : La + Lg’ = K (constante) (eq2)

Subtraindo as equagdes, membro a membro, obteremos a relacdo entre os
deslocamentos dL, e dLg de cada caixa no intervalo de tempo infinitesimal dt:

Ly-La + L-Lg =K -K = dLy + dbg =0 (eq3)

A expressdo eq3 afirma que as caixas A e B sempre sofrem deslocamentos
escalares dL iguais em moédulo, porém de sinais contrarios.

O sinal algébrico do deslocamento dL, sera positivo, caso a caixa A se desloque
a favor do eixo L, (Figura 2) e, negativo, caso ela se mova no sentido contrario
desse eixo. O mesmo é valido para o sinal do deslocamento dLg sofrido pela
caixa B, ao longo do respectivo eixo Lg (Figura 2). Considerando que, na
Figura 2, a caixa A subiu enquanto B desceu, teremos dL, < 0 e dLg > 0, 0 que
justifica a soma dL, + dLg ser nula conforme a relagdo eq3.

dL, dL
dLy, + dlg =0 A, "B
dt dt

=0 = Vvat Vvg =0 (eqd)

A expressdo eq4 afirma que as caixas A e B tém velocidades iguais em
médulo, em qualquer instante, embora tenhamos v, < 0 (caixa A move-se
contra o eixo Ly) e vg >0 (caixa B move-se a favor do eixo Lg).

Va+tvg =0 = vpo=-vg = |val =|ve| (eqb)

Para determinarmos a relacao cinematica entre as acelerac¢des instanténeas de
A e B, podemos partir da relacdo eq4 novamente:

No instante t: va + vg = 0 (eq6)

Noinstantet+dt : wva’ + vg© = 0 (eq7).

Subtraindo as equagbes, membro a membro, obteremos a relagdo entre as
variagdes de velocidade de cada caixa no intervalo de tempo infinitesimal dt:
Va'—va + Vvg'—-vg =0

dvp N dvg
dt dt

A expressdo eq8 afirma que as caixas A e B tém aceleragbes iguais em
moddulo, em qualquer instante, porém sentidos contrarios.

dva + dvg =0 =0 = antag =0 (eq8)
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antag = 0 = ax=-ap = laal = lag] (eq9)

Assim, o vinculo geométrico, decorrente do fato de que o comprimento
“La + Lg” do fio permanece constante no tempo, nos levou as seguintes relagées
cinematicas para o sistema da Figura 2:

dla + dlg = 0 = |dLal =[dLs]  (eq 10)
va + vg = 0 = |va| =|vg| (eq11)

an + a = 0 = laa|=las] (eq12)

7.3 CASO 2: FIOS INEXTENSIVEIS, UMA POLIA MOVEL

Na Figura 3, vemos 2 caixas A e C conectadas entre si por meio de um longo fio
inextensivel, que passa por uma polia mével suspensa. Uma terceira caixa B
esta supensa por um fio ao eixo dessa polia.

Figura 3a Figura 3b

Nesse sistema, o vinculo geométrico € o fato de que o comprimento do fio longo
que interliga as caixas A e C (Figura 3a) permanece invaridvel entre quaisquer
dois instantes t e t+ dt. Assim, o prof. Renato Brito pode escrever:

O comprimento do fio no instante t (Figura 3a) vale:
La + Lg + Lg + Lc = La + 2Lg + Lgc = K = constante (eq13)
O comprimento do fio no instante t+ dt (Figura 3b) vale :

Ly + 2Lg + Lg’ = K = constante (eq14)

Subtraindo as equagbes, membro a membro, obteremos a relagdo entre os
deslocamentos escalares de cada caixa no intervalo de tempo
infinitesimal dt:

(L’ —La) + 2.(Lg™-Ls) *+ (Lc'-Lc) = K- K
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Do vinculo geométrico, vem:
Linical = Lfna = 3.Llg+ 2La = 3.(Ls-Xs) * 2.(Latxa) =
3.Xg = 2.Xa (eq 36)

Usando a regra pratica de derivagédo, podemos substituir x por v em eq 30:
3.vg = 2.vu (eq 37)

Finalmente, empregando mais uma vez a regra pratica de derivacdo, podemos
substituir v por a emeq 31:

3.ag = 2.a, (eq 38)

As expressdes e€q36, eq37 e eg38 relacionam os deslocamentos, as velocidades
instantdneas e as aceleragdes instantineas das caixas A e B, em qualquer
instante do movimento desse sistema, e s6 podem ser determinadas a partir
desses argumentos geométricos.

7.6 CASO 5: CORPOS RIiGIDOS DESLIZANDO — CASO SIMPLES

Na Figura 10a, vemos um prisma reto de base triangular isdsceles, apoiado
sobre dois cubos idénticos. Quando o prisma €& abandonado do repouso, ele
passa a descer verticalmente, percorrendo uma distancia vertical y, ao mesmo
tempo dt, em que cada cubo percorre uma distancia horizontal x. (Figura 10b)

Figura 10a

Figura 10b
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Da geometria da Figura, é facil ver que: tga = X = X = y.lga (eq39)
Usando a regra rratica de derivagdo, podemos substituir x por Vx ey por Vy
em eq 39, visto que tga € uma constante real:

Vx = Vy.tga (eq 40)

A expressdo acima relaciona a velocidade dos cubos (Vx) com a velocidade de
descida (Vy) do prisma, num mesmo instante do movimento.

Finalmente, empregando, mais uma vez, a regra pratica de derivagdo, podemos
substituir V por a emeq 34:

ax = ay.tga (eq 41)
A expressdo acima relaciona a aceleragao dos cubos (ax) com a aceleragdo de
descida (ay) do prisma em qualquer instante do movimento. Mais uma vez,

enfatizamos que as expressoes eq 39, eq40 e eg41 s6 podem ser determinadas
a partir desses argumentos geométricos.

7.7 CASO 6: CORPOS RIGIDOS DESLIZANDO — CASO AVANGADO

Considere a situagdo da Figura 11a, em que uma caixa se encontra apoiada
sobre a superficie inclinada de um prisma, que pode se move ao longo de uma
superficie horizontal.
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8 — Respostas e Solucodes

Questao 1 - solugao

Inicialmente, arbitraremos um referencial e determinaremos uma fungéo horaria
da posicao para cada mével:

A B C
e DR e 00
0 40 100 S (m)
Funcgbes horarias: S = 50.t
Sg =40 +20.t
Sc =100 + 60.t
O instante t que devemos determinar esta esquematizado abaixo:
B i A ﬂ C Figura 2
SB SA SC S (m)

SA‘ SB SC_SA

Para que o movel A esteja a meia distancia entre os moveis B e C,
matematicamente, vem :

Sa—Ss=Sc—Sa = 2.84=Ss +S¢ = 5, -8 5

2
Substituindo as fungdes horarias, vem :
50t = (4°+2°'t)+2(1°°+6°'t) 504 = 70+40t = t=7s

Assim, no instante t = 7s, o movel A estara exatamente entre os méveis B e C, a
meia distancia entre eles, conforme esquematizado a seguir:
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Questao 77 - resposta: 5m/s?

Questdo 78 - solugido

O vinculo geométrico, associado ao fato de que o fio ndo estica, permite concluir
que:

O o LI2
--— X -—> A

Figura 56- sempre que o bloco descer Figura 57- quando o bloco apresentar uma
verticalmente uma distancia x , todo o conjunto aceleragdo al para baixo, todo o conjunto
(bloco+ polias + prisma) simultaneamente se compartilhard essa mesma aceleracdo (em
movera essa mesma distancia x— para a modulo) a— para a direita.

direita.

A concluséo obtida na Figura 57 acima decorre da Regra Préatica de Derivagao.
(leia o Tépico Especial 2, capitulo 7, sobre vinculos geométricos).

v T
< e |

N

TN’ LT
M.gl

Assim, observando tanto as forgas que agem no conjunto “prisma+polias” quanto
as forgas que agem no bloco (Figura 58), com base nas aceleragbes mostradas
na Figura 57, podemos escrever:

vmg

Prisma na horizontal: Fr=M.a = T-N =M.a (eql)
Bloco na horizontal: Fr=m.a = N =m.a (eq2)

Bloco navertical: Fr=m.a = m.g — T =m.a (eq3)
Somando as relagbes eq1, eq2 e eq3, membro a membro, vem:

m.g

mg = Ma + 2ma = a= ————
(M+2m)

Questdo 79 - resposta: a= m.g/ (M +2m)
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Questdo 80 — solugido

As Figuras 59 e 60 relacionam os desloca-
mentos dos corpos A e B. Percebe-se que,
quando o corpo A move-se Xx— para a
direita, o cordao inextensivel folga x, tanto
no trecho horizontal inferior como no
superior, de forma que a sua extremidade
conectada a caixa B, inevitavelmente, se
deslocara 2x{ para baixo. A
Em sintese, sempre que o corpo A se
deslocar x— para a direita, o corpo B, além
de transladar x— para a direita
(acompanhando o corpo A), também se
movera 2xJ para baixo.

Esse raciocinio, aliado a regra pratica de
derivagdo (leia o Topico Especial 2 —

Vinculos Geométricos na Mecanica -

capitulo 7), nos permite relacionar as A
aceleragbes dos moveis entre si como

mostra a Figura 61.

A Figura 62 mostra o diagrama de corpo
livre de A e B. Da segunda lei de Newton,
vem:

Corpo A: FR=M.a

T+T-N=M.a = 2T-N=M.a (eql)

Corpo B - Horizontal:
Fr=ma = N=m.a (eq2)

Corpo B - vertical:
Fr=m.(2a) = Pg—T =m.(2a) (eq3)

Multiplicando eq3 por 2 e somando
,membro a membro, com eq1 e eq3, vem:
2.Pg =5.m.a + M.a

2.mg = 5m.a +M.a

b = 2m :
M+5m /)

O corpo B, na vertical, percorrera uma
distancia h em MUV partindo do repouso:
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2 2
h = ag.t ~ h = (2a)t° _ 2m 9f = t= h.(M + 5m)
2 2 M+ 5m 2.m.g

Questdo 81 — solugédo

A Figura 63 mostra o diagrama de forgas que agem no bloco (A) e no prisma (B).
O vinculo geométrico desse sistema é o fato de que a trajetéria descrita pelo
bloco A, no referencial do prisma, coincide com a superficie inclinada do prisma,
ou seja, € uma reta que forma um angulo o com a horizontal.

N Nt A
dy
ay Pa a
N
o)
o B (08
Ps N’

No diagrama vetorial da Figura 64, descrito pela legenda abaixo, tanto esta
implicito esse vinculo geométrico, quanto a relagéo vetorial entre as aceleragdes
relativas:

a, = aceleracéo do bloco em relagéo ao prisma
a, = aceleracgéo do prisma em relagéo a Terra
az = aceleragao do bloco em relagédo a Terra
ay = componente horizontal de a;

a, = componente vertical de a3

éb| Ay = ébl ou 51 + éz = é3
oc%risma * prlsm%ma ocoterra

Conforme nossa discussao sobre referenciais, sabemos que as forgas que agem
sobre o bloco A estao diretamente relacionadas a sua aceleragdo a; em relagdo
a Terra (referencial inercial) pela 22 lei de Newton (Fr = m.a), constituindo grave
erro tentar relacionar tais forgas a aceleragdo a, do bloco em relagéo ao prisma,
visto que este ndo €& um referencial inercial por estar acelerado em relagédo a
Terra.

Da Figura 64, podemos determinar as componentes de a; :

a, = a4. sena (eq1)
ax=as;.cosa— a; (eq2)
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forma de uma gravidade <«a ( veja Figura) que causara forgas gravitacionais
ficticias M.a < e M.a < em cada um dos corpos de mesma massa M do
sistema, respectivamente, com base no Principio da Equivaléncia de Einstein.

Caixa 1 — Equilibrio vertical: Ny =M.g (eq1)
Equilibrio horizontal: T + Fat; = M.a (eq2)
Iminéncia de escorregar: Fat; = pu.N; (eq3)

Caixa 2 — Equilibrio na diregao do eixo 2: N, = M.a.sena. + M.g.cosa
(eq4)
Equilibrio na diregao do eixo 1: Fat; + M.g.sena =T + M.a.cosa
(eq5)
Iminéncia de escorregar: Fat, = u.N; (eq6)

gravidades

acflerac’o

Somando, membro a membro, eq2 e eq5, vem:

Fat; + Fat, + M.g.sena = M.a + M.a.cosa

Ny + pN, + M.g.sena = M.a + M.a.cosa

uM.g + p(M.asena +M.g.cosa) + M.g.sena = M.a + M.a.cosa
u.g + p.a.sena + p.g.cosa + g.seno = a + a.cosa

p.g + p.g.cosa + g.seno = a + a.coso — p.a.sena

u.g + p.g.cosa + g.sena = a.(1+cosa — p.sena )

5 +4+6 =a(1+08-03) = a=10m/s® ou a=g

Questdo 127 - solugao

Seja a a aceleracdo que o prisma possui em relacdo a Terra. Efetuando uma
mudanca do referencial inercial (Terra) para o referencial acelerado do carro,
abandonamos a aceleragdo —a e a computamos, no referencial do carro, na
forma de uma gravidade <«a ( veja Figura) que causara forgas gravitacionais
ficticias m.a < e m.a « em cada um dos corpos de mesma massa m do
sistema, respectivamente, com base no Principio da Equivaléncia de Einstein.
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