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Prefacio

Este manual reine uma colecdio de férmulas e tabelas matematicas que serd valiosa para estudantes e
pesquisadores nas dreas de Matematica, Fisica, Engenharia e outras ciéncias. Tivemos o cuidado de in-
cluir somente aquelas férmulas e tabelas que provavelmente serdo mais utilizadas, ignorando resultados
altamente especializados que raramente serdo necessarios. O material apresentado neste manual de facil
utilizacdo provém de assuntos profundamente enraizados em cursos matematicos e cientificos universita-
rios. Na verdade, a primeira edi¢io ainda pode ser encontrada em muitas bibliotecas e escritérios e, mui-
to provavelmente, tem acompanhado seus donos de emprego em emprego, desde sua época de faculdade.
Assim, este manual sobreviveu ao teste do tempo (enquanto a maioria dos outros livros da faculdade ja
foi jogada fora).

Esta nova edi¢do mantém o mesmo espirito da segunda, com as seguintes alteracdes. Em primeiro
lugar, retiramos algumas tabelas desatualizadas que, hoje em dia, podem ser facilmente obtidas com cal-
culadoras simples e omitimos férmulas raramente utilizadas. A principal mudanga foi a expansao das se-
¢oOes sobre Probabilidade e Varidveis Aleatdrias, com a inclusdo material novo. Esses dois assuntos apare-
cem tanto nas ciéncias fisicas quanto sociais, inclusive na Educacao.

Os t6picos abordados variam do basico ao avancado. Os tépicos basicos incluem os de Algebra, Geo-
metria, Trigonometria, Geometria Analitica, Probabilidade e Estatistica e Célculo. Os tépicos avangados
incluem os de Equagdes Diferenciais, Andlise Numérica e de Anélise Vetorial, como séries de Fourier,
funcdes beta e gama, fungdes de Bessel e Legendre, transformadas de Fourier e Laplace e funcdes elipticas
e outras funcdes especiais importantes. Esta ampla cobertura de tépicos foi adotada para fornecer, em
apenas um volume, a maioria dos resultados mateméticos importantes que o estudante e o pesquisador
necessita, independentemente de seu campo de interesse ou nivel de conhecimento.

Este livro estd dividido em duas partes. A Parte A apresenta formulas matemadticas junto com algum
outro material, essencial para o devido entendimento e aplicagio das férmulas, como defini¢des, teoremas,
gréficos, diagramas, etc. A Parte B apresenta as tabelas numéricas, que incluem as distribui¢des estatisti-
cas bésicas (normal, 7 de Student, qui-quadrada, etc.), fungdes especiais (Bessel, Legendre, elipticas, etc.)
e fungdes financeiras (montante composto e valor presente de uma quantidade e anuidade).

A McGraw-Hill deseja agradecer aos diversos autores e editoras (por exemplo, o agente literario do
falecido Sir Ronald A. Fischer, F.R.S., o Dr. Frank Yates, F.R.S. e Oliver and Boyd Ltd., de Edinburgh,
pela Tabela III de seu livro Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Research) que de-
ram sua permissao para adaptar dados de seus livros para utilizagdo em vdrias tabelas deste manual. As
referéncias apropriadas a tais fontes sdo dadas junto as tabelas correspondentes.

Finalmente, gostaria de agradecer a equipe da Cole¢dao Schaum na McGraw-Hill, especialmente Char-
les Wall, por sua cooperacao dedicada.

SEYMOUR LIPSCHUTZ
TEMPLE UNIVERSITY
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Secao I: Constantes, Produtos e Formulas Elementares

Alfabeto Grego e
Constantes Especiais

Alfabeto grego

Nome Letras Gregas Nome Letras Gregas
Grego Mindsculas | Maitsculas Grego Minusculas | Maitdsculas
Alfa o A Ni v N
Beta B B Xi I3 =
Gama 0% r Omicron o (0]
Delta ) A Pi T IT
Epsilon € E RO p P
Zeta 14 Z Sigma o z
Eta n H Tau T T
Teta 0 €] Ipsilon v Y
Iota L I Fi b (o}
Capa K Qui X X
Lambda A Psi 1} Y
Mi v M Omega () Q

Constantes especiais
L1 7 =3,14159 26535 89793 ...

n—eo

1.2 ¢=271828 18284 59045 ... = lim(l+%)

= base natural dos logaritmos
1.3 v=0,57721 56649 01532 86060 6512 ... = constante de Euler

14 " =1,78107 24179 90197 9852 ... [ver 1.3]



-l

1.5
1.6

1.7
1.8
1.9
1.10

MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Je =1,64872 12707 00128 1468 ...

Jm=T($) =1,77245 38509 05516 02729 8167 ...
onde I € a funcdo gama [ver 25.1].

I'(3)=2,67893 85347 07748 ...

I'(4) =3,62560 99082 21908 ...

1 radiano = 180°/7 = 57,29577 95130 8232 ...°

1° =7r/180 radianos = 0,01745 32925 19943 29576 92

... radianos



Produtos e Fatores
Especiais

21 (x+y)?=x2+2xy+y?

22 (x—y)P=x>-2xy+)?

23 (x+y)P =x>+3x7y+3x° +y°

24 (x—y)P=x*-3x2y+3xy* —y?

25 (x+y)* =x*+4x%y+6x2y* +4xy° + y*

2.6 (x—y)*=x*—4x’y+6xy* —dxy* +y*

27 (x+y)° =x>+5x*y+10x3y* +10x2y° + Sxy* + y°

2.8 (x—y)’ =x—5x*y+10x3y? —10x2y* +5xy* — y°

29 (x+y)° =x0+6x5y+15x*y* +20x3y* +15x2y* +6xy° + y°
210 (x—y) =x°—6xy+15x*y? —=20x%y? +15x2y* —6xy° + y°

Os resultados de 2.1 a 2.10 s@o casos especiais da formula binomial [ver 3.3].

211 X =y =(x=y)(x+Yy)

212 x' -y = (= y) +xy+y?)

213 X4y =) —xy+ )

214 X' =yt =(x =)+ y)et+y7)

215 X -y =(x-y)x*+ 7y +x2y* +xyP +yh)

216 X4y =(x+ )t =3y + a2y —xp3 +yY)

217 x°—y° = (x =y + ) +xy+ )7 —xy +y7)
218 x*+x2yr 4yt = (2 +xy+ y2)(x2 —xy+y?)

219 x* +4y* = (x4 2xy+2y*)(x? — 2xy +2y?)

Algumas generaliza¢des das férmulas acima sdo dadas pelos seguintes resultados, onde n € um inteiro
positivo.

2.20 x2n+1 _ y2n+1 — (x _ y)(x2n + x2n—1y + x2n—2y2 4+t y2n)

2 47
=(x- 2-2 +y* || x* -2 +y?
(x y)(x Xy COS a1 y )(x Xy COS a1 y J

2nar
e x2=2 + 2
(x WCOSZnH y)
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221 x2n+1 + y2rz+1 - (x + y)(x2n _ x2n—1y + x2n—2y2 ey yz,,)

2 4
e y)(x2 +oveos 2n7-:1 " yz)(x2 +oveos 2n7-:1 i yz)

2nar
el x2+2 +42
(x S n1 y]

222 x¥ -y =(x—y(x+ AT Xy a7y (T = xRy xRy — )

=(x—y)x+ y)()c2 —2xycos— + yz)(x2 - 2xycosz—7r+ sz
n n

---(xz —2xycos (n—1)77-+ yz)
n

3
223 x4+ y" =| x2 + 2xycos—+ y? || X% + 2xpcos T + y?
2n on

2n—1
<nz_>ﬂ+yz]

--'(x2+2xycos
n



Formula Binomial e
Coeficientes Binomiais

Fatorial de n

Paran =1, 2, 3, ..., o fatorial de n é denotado e definido por
31 n'=n(n-1)-----3-2-1
Zero fatorial é definido por
32 0l=1
Alternativamente, podemos definir fatorial de n recursivamente por
0r=1 e nl=n-(n-1)!
Exemplo 4!=4-3-2.1=24,

5!=5-4-3-2-1=5-4!=5(24) =120,
6!=6-5!=6(120)=720

Férmula binomial para n inteiro positivo
Paran=1,2,3, ..,

3.3 (.X + y)n = x" + nxnfly + n(nz'_ 1) xn72y2 + n(n — 1)(" - 2) n-34,3 . n

3!

Esta € a formula binomial. Ela pode ser estendida a outros valores de n e, também, a uma série infini-
ta [ver 22.4].

Exemplo
(@) (a—2b)* =a*+4a’(-2b) +6a*(-2b)* + 4a(-2b)* + (-2b)* = a* —8a’b + 24a*b*> — 32ab’ + 16b*

Aqui,x =aey= —2b.
(b) Ver Fig. 3-1(a).

Coeficientes binomiais

A Férmula 3.3 pode ser reescrita na forma

no— yn n n—1 n n—24,2 n n-34,3 n n
34 (x+y)'=x +(1)x y+(2)x y +(3)x v+ +(n)y

onde os coeficientes, denominados coeficientes binomiais, sdo dados por

35 ny nn-Dn-2)--(n—k+1) _ n! [ n
k)T k! “kKln—-k)! \n-
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12) 12-11-10-9-8 10\ (10\ 10-9-8
T2.3.4 126 (s)zwﬂ”’ (7):(3): 123 120

9
Exemplo ( 4) =
n .
Observe que ( ) tem exatamente r fatores tanto no numerador quanto no denominador.
r
Os coeficientes binomiais podem ser arranjados numa disposi¢do triangular de nimeros chamada tri-
angulo de Pascal, como mostrado na Fig. 3-1(b). O tridngulo possui as duas seguintes propriedades.

(1) O primeiro e o ultimo ndmero em cada linha € 1.

(2) Todos os outros nimeros no tridngulo podem ser obtidos adicionando os dois nimeros que aparecem
diretamente acima do nimero. Por exemplo,

10=4+6, 15=5+10, 20=10+10

A propriedade (2) pode ser enunciada como segue.

o ()6

(a+b)°= 1 |
(@a+b)'= a+b 1 1
(a+b’= a*+2ab+b? 121
(a+ b= a®+3ah +3ab? + b’ 1 3 3 1
(a+b)'= & +4a°b + 6a°b? + 4ab® + b* 1 4 6 41

(a+b)’= a°+5a*h+10a°b? + 10a%b* + Sab* + b° 15 10 10 5 1
(@+b)’= @+ 6a%h + 15a*b* + 20a°b° + 15a2b* + 6ab® + b° 1 6 19@0 15 6 1

Propriedades de coeficientes binomiais

A lista a seguir da propriedades adicionais dos coeficientes binomiais.

w (o) () +()->
L)

m
3.13 0
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314 () ('11) + (2)(”) +(3) @ ot (n)(Z) = n2r!
s 0ol

Férmula multinomial

o

S

Sejam n,, n,,..., n, inteiros ndo negativos tais que n, + n, + --- + n_= n. Entdo a seguinte expressao, de-
nominada coeficiente multinomial, € definida por

n n!
3.16 ( J:ﬁ
n,n,,...n | n'n!-n!

Exemplo [ =210 8 8 =420
xemp 2,3,2) 213121 ’ 4,2,2,0) 41212101 —

O nome coeficiente multinomial vem da seguinte férmula

— n nl 2 nr
3.17 (xl+x2+--~+xp)"—2( )xl X x!
r

My Ty ey

onde a soma, denotada por X, € tomada sobre todos os coeficientes multinomiais possiveis.



Numeros Complexos

Definigoes envolvendo numeros complexos

Um nimero complexo z €, geralmente, escrito na forma

z=a+bi

~ L . . . . “ . B 2 ,
onde a e b sd@o nimeros reais e i, chamada unidade imagindria, tem a propriedade i- = —1. Os ndmeros
reais a e b sdo chamados partes real e imagindria de z = a + bi, respectivamente.

O conjugado complexo de z € denotado por 7 e € definido por

a+bi=a-bi

Assim, a + bi e a — bi sdo conjugados um do outro.

Igualdade de numeros complexos

41 a+bi=c+di se, e somente se, a=ceb=d

Aritmética de numeros complexos

Férmulas para adicao, subtracdo, multiplicacio e divisao de nimeros complexos sdo as seguintes:
42 (a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
43 (a+bi)—(c+di)y=(a—c)+(b-d)i
4.4 (a+ bi)c+di)= (ac—bd)+ (ad + bc)i

a+bi _a+bi c—di _ac+bd (bc—ad)_

4.5 c+di _c+di c—di _ 2+d? c+d?

Observe que as operacdes dadas sdo obtidas usando as regras normais da Algebra e substituindo i’ por —1,

onde quer que isso ocorra.
Exemplo Suponha que z =2 + 3iew = 5 —2i. Entdo
z+w=Q24+3D)+5-20)=2+5+3i-2i=7+i
w=02+3)(5-2))=10+15/—4i—-6i>=16+11i
T=2+3i=2-3i e w=5-2i=5+2i

w_5-2i (5-2)2-3)) _4-19 4 19,

243 (2+3)(2-3) 13 13 13
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Plano complexo

Os nimeros reais podem ser representados por pontos em uma reta, chamada de reta real. Analogamente,
os nimeros complexos podem ser representados por pontos em um plano, chamado diagrama de Argand
ou plano gaussiano ou, simplesmente, de plano complexo. Mais especificamente, deixamos o ponto (a, b)
no plano representar o nimero complexo z = a + bi. Por exemplo, o ponto P, na Fig. 4-1, representa o
nimero complexo z = —3 + 4i. O nimero complexo pode ser também interpretado como um vetor da
origem O ao ponto P.

O valor absoluto de um niimero complexo z = a + bi, denotado por | z |, € definido por

46 lzl=Ja>+b* =z

Observamos que | z | € a distAncia da origem O ao ponto z no plano complexo.

P 4 r
! 4 ¥ (x, %)
P ’
| ] {(r. o)
I r
' i Y
T T ! T T 0 T T T T x ]
1 0 x >
P=(-3,4)=-3+4i
Fig. 4-1 Fig. 4-2

Forma polar de numeros complexos

O ponto P, na Fig. 4-2, com coordenadas (x, y), representa o nimero complexo z = x + yi. O ponto P
também pode ser representado pelas coordenadas polares (r, §). Como x = rcos 6 e y = r sen 6, temos

4.7 z=x+iy=r(cos@+isenb)

chamada de forma polar do nimero complexo. Frequentemente, chamamos r = | z | = \/x* + y* de mddulo
e 0 a amplitude de z = x + yi.

Multiplicacao e divisao de numeros complexos na forma polar

4.8 [r(cosB, +isenb,)][r,(cosB, +isenB,)]=rr[cos(B, +6,)+isen(d, +6,)]

r(cos6 +isenb) 3 . 3
r,(cos6, +isenb,) r, [cos (6, —6,) +isen (6, —6,)]

4.9

Teorema de De Moivre

Para qualquer niimero real p, o Teorema de De Moivre afirma que

4.10 [r(cos@+isenB)]? =r?(cos pO+isen pb)
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Raizes de nimeros complexos
Seja p = 1/n, onde n € qualquer niimero inteiro positivo. Entdo 4.10 pode ser escrito como
0+2km . 9+2k7r)

+isen

411 [r(cosf+isen0)]" =ri (cos

onde k € qualquer nimero inteiro. A partir desta férmula podemos obter todas as n raizes enésimas de um
nimero complexo, tomando k =0, 1,2, ...,n — 1.



Solucoes de
Equacoes Algébricas

Equacéo quadratica: ax’ + bx + ¢ = 0

_ —b*b*—4ac

5.1 Solucoes X =
2a

~ 4 . 2 )y . .. ~ ) ~
Se a, b e ¢ sdo nimeros reais € se D = b~ — 4ac € o discriminante, entio as raizes sao

(i) reais e desiguais se D >0
(ii) reais e iguaisse D =0
(iii) conjugadas complexas se D <0

5.2 Sex,, x, sdo as raizes, entdo, x, + x, = —b/a e xx, = c/a.

Equacgéo cubica: x* + ax’ + a,x + a, = 0

) 3a, —a’ 9a,a, —27a, - 2a;
Sejam Q= T R= 54 ,

S=YR+\JO*+R*, T=yR-JO'+R*

onde ST = —Q.
x,=S+T—%aq,
5.3 Solucdes X, ==+ +T)—4a, ++i3(5-T)
X, ==+ (S +T)—La, —+i3(S-T)
Se a,, a, e a, sio reais e se D = Q° + R’ é o discriminante, entio

(i) uma raiz € real e duas sdo complexas conjugadas se D > 0;
(i1) todas as raizes sdo reais e, no minimo, duas sio iguaisse D = 0e
(iii) todas as raizes sdo reais e desiguais se D < 0.

Se D <0, o célculo € simplificado usando-se trigonometria.
5.4 Solucoes
x, =2-0cos(50) - 3q,
se D<0: qx,=2{-0cos(:0+120°) —1q,
x, =240 cos(560+240°) —%a

onde cosO = R/\|-Q?
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5.5 X +x,+X, =—a, XX, +xX,X, +xXxX =4, XXX, =-a,

onde x,, x, € x, sdo as trés raizes.

Equacéo quartica: x*+ ax’+ a,x’+ ax + a,=0

Seja y, uma raiz real da equagao ctibica
56 y'—a,y*+(aa,—4a,)y+(4aa,—a;—ala,)=0

As quatro raizes da equacao qudrtica sdo as quatro raizes da equagao

57 22+ 4{a % e —da,+ 4y, o+ 1y, FyP - 4a, ) =0

Suponha que todas as raizes da Equacdo 5.6 sao reais; entdo o cdlculo € simplificado usando a raiz
particular que produz todos os coeficientes reais na Equag¢ao Quadriatica 5.7.
X, +x,+x,+x, =—q,
58 X, X, + XX, + XX, + XX, + XX, +X,X, = a,
X, X, X5+ X,X,X, + X, X,X, + XXX, =—a,
X, X, XX, = X,

onde x,, x,, X; € x, sd0 as quatro raizes.



Fatores de Conversao

Comprimento

Area

Volume

Massa

Velocidade

Densidade

Forca

Energia

1 quildémetro (km) = 1.000 metros = 0,6214 milhas
1 metro (m) = 100 centimetros = 1,094 jardas

1 centimetro (cm) = 10 m = 0,3937 polegadas

1 polegada (in) = 2,540 cm

1 pé (ft) = 12 in = 30,48 cm

1 jarda (yd) =3 ft=91,44 cm

1 milha (mi) = 1.760 yd = 1,609 km

1 milimetro (mm) = 10~ m

1 micrémetro (Um) = 10°m

1 angstrom (A) =10"m

1 quilémetro quadrado (km®) = 100 hectares = 247,104 acres
1 metro quadrado (mz) =10,76 e

1 centimetro quadrado (sz) =0,155in’

1 hectare (ha) = 100 ares = 10* m® = 2,471 acres

1 are (a) = 100 m’ = 119,6 yd’

1 acre = 0,4047 ha = 43.560 ft*

1 polegada quadrada (in®) = 6,45 cm’

1 pé quadrado (ft’) = 929 cm’

1 milha quadrada (mi’) = 640 acres = 2,590 km’

1 litro (1) = 1.000 cm’ = 61,02 in” = 0,03532 ft’

1 metro cibico (m’) = 1.000 1 = 35,32 ft’

1 galdo americano (gal) = 231 in’ = 3,785 1

1 pé ciibico (ft)) = 7,481 gal = 0,02832 m” = 28,321

1 quilograma (kg) = 1.000 gramas = 2,2046 libras
1 grama (g) = 107 kg

1 onga (0z) =28,35 g

1 libra (Ib)=160z=453,6 g

1 km/h =0,2778 m/s = 0,6214 mi/h = 0,9113 ft/s
1 mi/h = 1,467 ft/s = 1,609 km/h = 0,4470 m/s

1 g/em’ = 1.000 kg/m’ = 62,43 1b/ft’
1 Ib/ft’ =0,01602 g/cm’

1 quilograma-forga (kgf) = 9,807 newton = 2,205 1b-peso
1 newton (N) = 10’ dinas = 0,1020 kgf = 0,2248 Ib-peso
1 dina (dyn) = 10° N

1 libra-peso (Ibf) = 4,448 N = 0,4536 kgf

1 unidade térmica britanica (btu) = 778 Ibf ft = 1055 joules = 0,293 watt-hora



-

Poténcia

Pressao

MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

1 joule (J) = 1 watt-segundo = 1 N m = 10’ ergs = 0,2389 calorias = 9,481 x 10™* btu
1 libra-peso pé (Ibf ft) = 1,356 J = 0,3239 calorias = 1,285 x 10~ btu

1 caloria (cal) = 4,186 J = 3,087 Ibf ft = 3,968 x 10~ btu

1 quilowatt-hora (kwh) = 1000 watt-hora = 3,6 X 10° J = 860.000 cal = 3.413 btu

1 elétron-volt (eV) = 1,602 x 107" J

lwatt(W)=11J/s= 10’ ergs/s = 0,2389 cal/s

1 horse-power (HP) = 745,7 W = 550 Ibf ft/s

1 cavalo-vapor (cv) =735,5W

1 quilowatt (kw) = 1,341 HP = 737,6 1bf ft/s = 0,9483 btu/s

1 pascal (Pa) = 1 N/m’ = 10 dyn/cm’ = 9,869 x 10™° atm = 2,089 x 107 Ibf/ft’
1 atmosfera (atm) = 1,013 X 10° Pa= 1,013 x 10° dyn/cm2 =76 cm Hg



Secao Il: Geometria

Formulas Geométricas

Retangulo de comprimento b e largura a

7.1 Area = ab
7.2 Perimetro = 2a + 2b

Fig. 7-1
Paralelogramo de altura h e base b
7.3 Area = bh = ab sen 0
7.4 Perimetro = 2a + 2b
b
Fig. 7-2

Triangulo de altura k e base b
7.5 Area=1bh=1ab sen6

= \/s(s —a)(s—b)s—c)

onde s =1 (a + b + ¢) = semiperimetro

7.6 Perimetro =a + b + ¢

Trapezoide de altura & e lados paralelos a e b

7.7 Area= sh(a + b) a

7.8 Perimetro =a + b + h(L + ! ]
senf sen

=a + b + h(cossec8 +cossec @)

Fig. 7-4
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Poligono regular de n lados de comprimento b

{rea = L nb? cote = L2 SOS(TM) g
7.9 Area=gnb® cotg = ynb® Serns
7.10 Perimetro = nb

Fig. 7-5

Circulo de raio r

711 Area = 7
7.12 Perimetro = 27r 0

Setor do circulo de raio r
713 Area=1r%0
7.14 Comprimento do arco s = rf /\'
[com 6 em radianos] : -

Raio de um circulo inscrito em um triangulo de lados q, b, ¢

5 - \/s(s —a)(s—b)(s—c)

N

7.1

onde s = §(a + b + ¢) = semiperimetro.

Raio de um circulo circunscrito a um triangulo de lados a, b, ¢

7.16 R = abe
4\/s(s —a)s—Db)(s—c) .
onde s = %(a + b + ¢) = semiperimetro.

Fig. 7-9
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Poligono regular de r lados inscrito em um circulo de raio r

o

. 2
717 Area=1nr? sen—- = +nr? sen

o

T
7.18 Perimetro = 2nr sen; =2nr sen

Poligono regular de r lados circunscrito a um circulo de raio r

o

. 18
2t
719 Area=nr-tg Pl tg p

180°
n

7.20 Perimetro = 2nrtg % =2nrtg

Segmento de um circulo de raio r

7.21 Area da parte sombreada = 1r*(0—sen6) ‘

Fig. 7-12

Elipse de semieixo maior a e semieixo menor b

7.22 Area = mwab

7.23 Perimetro = 4a_[:/2 \J1—k*sen? 0 do

a
=2m|L(a* + b*) [aproximadamente] \

onde k =+ a* — b* /a. Ver Tabela 29 para valores numéricos. Fig. 7-13

Segmento de uma parabola
7.24 Area= 2ab

b? da+./b* + 164>
7.25 Comprimento do arco ABC = 14/b* + 16a*> + % In ( a a ]
a B

b

a

Al 5 |C

Fig. 7-14
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Paralelepipedo retangular de comprimento a, altura b e largura ¢

7.26 Volume = abc

7.27 Area da superficie = 2(ab + ac + bc) P e ———— £

Paralelepipedo de area de secao normal a e altura i

7.28 Volume = Ah = Absen6

Esfera de raio r

7.29 Volume = % ar

7.30 Area da superficie = 47

Cilindro circular reto de raio r e altura i

7.31 Volume = 7r’h

7.32 Area da superficie lateral = 27rrh

Fig. 7-18

Cilindro circular de raio r e altura inclinada [

7.33 Volume = 7r°h = 7r’l sen 6
2mrh
sen

=2mrh cosecO

7.34 Area da superficie lateral = 277l =
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Cilindro de area de secao normal a e altura inclinada /

7.35 Volume = Ah = Al sen 6
7.36 Areada superficie lateral = pl = ph senf

Observe que as Férmulas 7.31 a 7.34 sdo casos especiais das Férmulas
7.35e7.36.

Cone circular reto de raio r e altura k

P

Fig. 7-20

7.37 Volume =+ mr’h
7.38 Area da superficie lateral = wryr> + h* = mrl

Piramide de area de base A e altura i

Fig. 7-21

7.39 Volume = 1 Ah

Calota esférica de raio r e altura h

Fig. 7-22

7.40 Volume (sombreado na Figura) = 4 7wh*>(3r — h)
7.41 Area da superficie = 27rh

Tronco de cone circular reto de raios a, b e altura h

Fig. 7-23

7.42 Volume = L wh(a®> +ab+ b*)

7.43 Area da superficie = 7(a + b)\Jh? + (b — a)?
= m(a+b)l
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Tridngulo esférico de angulos A, B, C na esfera de raio r

7.44 Area do tridngulo ABC=(A + B+ C— mr

Fig. 7-25

Toro de raio interno « e raio externo b

7.45 Volume = t7*(a + b)(b—a)’
7.46 Area da superficie = w2(b? — a?)

Fig. 7-26

Elipsoide de semieixos a, b, ¢

7.47 Volume = mabc

Fig. 7-27

Paraboloide de revolugéao

7.48 Volume = 37b’a

Fig. 7-28



Formulas da Geometria
Analitica Plana

Distancia d entre dois pontos P,(x,, y,) € P,(x,, y,)

— v
8.1 d= \/('x2 _xl)z + (yz - y1)2 Py (x9, 42}
d
Pl (zpy‘ﬂ)/(ﬂz_ﬂl)
e [T ‘1|
- | |
-1 | |
xy Zg
Fig. 8-1

Declividade m da reta ligando dois pontos P,(x,, y,) € P,(x,, y,)

82 m=2"2 _(g9
X, =X

Equacao da reta ligando dois pontos P,(x,, y,) € P,(x,, y,)

8.3 u:uzm ou y—y =m(x—x)
X—x  Xx,—X
84 y=mx+b

X,y — Xy
271 172 . . . . L .
onde b = Y, —mx, = ————— & o coeficiente linear da reta, isto &, a ordenada do ponto de in-
X, —X
2 1

terse¢do com o eixo y.

Forma segmentaria da equacao da reta

85 *4+ 2 y
a b

onde a # 0 € a medida algébrica do segmento deter-
minado pela reta no eixo x e b # 0 € a medida algé-

1

brica do segmento determinado pela reta no eixo y.

Fig. 8-2
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Forma normal da equacao da reta

8.6 xcosatysena =p

onde p = distancia perpendicular da origem O a reta
e o = angulo de inclinacdo da perpendicular com
0 €iXo0 x positivo.

Equacao geral da reta

P,

N\ 2

Fig. 8-3

87 Ax+By+C=0

Distancia do ponto (x,,y,) aretaAx + By+C=0

Ax, + By, +C

o

8.8

onde o sinal € escolhido de tal maneira que a distancia ndo seja negativa.

Angulo s entre duas retas com declividades m, e m,

m, —m, ¥
89 tgy =——
1+ mm, declividade m,
Retas sdo paralelas ou coincidentes se, € somente declividade m,
se, m, = m,.
Retas sdo perpendiculares se, e somente se, m, = —1/m,. z
Fig. 8-4
Area do triangulo com vértices em (x,, y,), (X5 ¥,), (X3, ¥3)
1 xl yl 1 v
P 1w ¥1)
810 Area=x—|x, y, 1 (i
2 2 2
ooyl (x5, yp) =]
1 (23, ¥3)
:iE(x1y2 X VX, VX T VX, S XY z
onde o sinal € escolhido de tal maneira que a drea nao seja
negativa. Fig. 8-5

Se a drea for zero, os pontos sdo colineares.
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Transformacao de coordenadas envolvendo translacao pura

x=x"+x X' =x—x y 1y
8.11 , % ou , 0 I
Y=y +y y=Y=Y |
_ __.HxUt ¥o)
onde (x, y) sdo as antigas coordenadas, em relagdo ao sistema 10

xy; (x,y) sdo as novas coordenadas, em relagdo ao sistema 4 z
[
I

X'y'; e (x, y,) sdo as coordenadas da nova origem O em relagéo
ao antigo sistema de coordenadas xy.

Transformacao de coordenadas envolvendo rotacao pura

x=x"cosa —y’sena ou x’=xcosa + yseno W v ,
8.12 y=x"seno+y cosc y =ycoso—xseno \ -

. . ’. 7 M \
onde as origens do antigo (xy) e do novp (x"y’) sistemas de 0 /ﬁl
coordenadas sdo as mesmas, porém o eixo x” faz um angulo « = z
com o €ixo x positivo. o \

Fig. 8-7

Transformacao de coordenadas envolvendo translacao e rotacao

\ %

y=x"seno+y’ cosa +y, \ -

{xzx’cosa—y’sena +x, y\|Y '
=~

8.13 ‘oL~
x'=(x—x,)coso +(y—y,)sena (o, v0)
o , y
Y =(—-y,)cosa—(x—x,)senct Aa \\

onde a nova origem O’ do sistema de coordenadas x”y’ A
tem coordenadas (x,, y,) relativas ao antigo sistema de
coordenadas xy e o eixo x’ faz um angulo a« com o eixo Fig. 8-8
X positivo.

Coordenadas polares (r, 0)

Um ponto P pode ser determinado pelas coordenadas retangulares y
(x, ¥) ou pelas coordenadas polares (r, 8) A transformagao entre
essas duas coordenadas se estabelece por: P {

8.14 {xzrcos@ ou {rzvx2+y2

y=rsenf 0 = arctg (y/ x) 0 ' ®

(z,¥)
(r,8)

Fig. 8-9
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Equacao do circulo de raio R e centro em (x,, y,)

815 (x— xo)2 + (- yo)2 =R? Y
R
e
{xUI Uo)
Fig. 8-10
Equacéo do circulo de raio R passando pela origem
8.16 r=2Rcos (-a) ¥
onde (7 6) sdo as coordenadas polares de qualquer ponto
no circulo e (R, «) sdo as coordenadas polares do centro
do circulo.
(R’ ﬂ}
R/
a x
Fig. 8-11

Cobnicas (elipse, parabola ou hipérbole)

Se um ponto P move-se de tal maneira que sua distdncia a um ponto fixo (denominado foco) dividida por
sua distancia a uma reta fixa (denominada diretriz) € uma constante € (denominada excentricidade), entdo a
curva descrita por P € denominada cénica (assim chamada por ser uma curva que pode ser obtida pela inter-
secdo de um plano com um cone em diferentes angulos).

Se o foco € escolhido na origem O, se OQ = p e LM = D (ver Figura 8-12), entdo a equagdo de
uma cdnica em coordenadas polares (1, 0) é

817 r=— 2 - D l
l-€ecos@ 1—ecosb fglss _L|
A conica é | )
(i) uma elipse, se € < 1; [ Q
(ii) uma pardbola, se € = 1; [ 3
(ifi) uma hipérbole, se € > 1. | N\e
T V| 0 *
! Foco
J
|
Diretriz Jr‘l
|
—D —
|

Fig. 8-12
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Elipse com centro C(x,, y,) e eixo maior paralelo ao eixo x

8.18 Comprimento do eixo maior A’A = 2a v

8.19 Comprimento do eixo menor B'B = 2b

.
nprim 3§ A,(‘ ~,
8.20 A distincia do centro C ao foco F ou F’ € \‘/
c= }02 _ bZ B'

2 _p2
8.21 Excentricidade =€ = 2 = QT Fig. 8-13

8.22 Equacdo em coordenadas retangulares:

(x—x,)° N =y, _

a? b? !

a’b?
a’*sen’ 0 +b*cos* O
a(l—¢€?)
1—€ecos@

8.23 Equacgio em coordenadas polares se C estiver em O: r? =

8.24 Equacgio em coordenadas polares se C estiver no eixo x e F” estiverem O: r =

8.25 Se P for qualquer ponto na elipse, PF + PF’ = 2a.

Se o eixo maior for paralelo ao eixo y, troque x por y ou substitua 6 por 27 — 6 [ou 90° — 6].

Parabola com eixo paralelo ao eixo x

Se o vértice estd em A(x,, y,) e a distancia de A ao foco F' € a > 0, a equagdo da pardbola é

826 (y-— yo)2 =4a(x — x,) se a pardbola abrir para a direita [Fig. 8-14]
827 (y— yo)2 =—4a(x — x,) se a pardbola abrir para a esquerda [Fig. 8-15]
Se o foco estd na origem [Fig. 8-16], a equagdo em coordenadas polares &
2a
828 r=—
1—cos@
Yy Y Yy
/
/
/ r/
A
a a a 6
A
(%o, ¥o) F F éoy Yo) 0 ’
(¢] \ x / 0 x \
Fig. 8-14 Fig. 8-15 Fig. 8-16

No caso de o eixo ser paralelo ao eixo y, troque x por y, ou substitua 6 por 37 — 6 [ou 90° — 6].
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Hipérbole com centro C(x,, y,) e eixo maior paralelo ao eixo x

<H
4
P
Ve
s
s
s
B s
//
N
N e
NG
71N A
s N
s N
N
B
z
Fig. 8-17

8.29 Comprimento do eixo maior A’A = 2a
8.30 Comprimento do eixo menor B'B = 2b
8.31 Distéancia do centro C ao foco F ou F’ = ¢ =+/a* + b?

[ 42 2
8.32 Excentricidade € = £z a—+b
a a

(=) =y

8.33 Equacdo em coordenadas retangulares: > b 1
a
- . , b
8.34 Declividades das assintotas G'H e GH'=% ”
a*b?

8.35 Equacio em coordenadas polares se C estiver em O: > =

duag P b? cos? 0 —a*sen’ 6

. . . , a(e* —1)

8.36 Equacdo em coordenadas polares se C estiver no eixo x e F” estiverem O: r = —l 0
— €COS

8.37 Se P for qualquer ponto na hipérbole, PF — PF’= =+ 2a [dependendo do ramo].

Se o eixo maior for paralelo ao eixo y, troque x por y ou substitua  por 27 — 6 [ou 90° — 6].



Curvas Planas Especiais

Lemniscata

9.1 Equagio em coordenadas polares A Y B

r’=a?cos 20

9.2 Equagdo em coordenadas retangulares O@ z

(.X2+ y2)2 — aZ(x2_ y2)

A B
9.3 Angulo entre AB" ou A’B e eixo x = 45°
) . Fig. 9-1
9.4 Areadeumlaco =a
Cicloide
v
9.5 Equagio na forma paramétrica
{xza((p—sen(b) o
/ N
y=a(l—-cos¢) " 4 }er
. N 0 2ra “
9.6 Areasob um arco = 3ma
9.7 Comprimento de um arco = 8a Fig. 9-2

Esta € a curva descrita por um ponto P de um circulo de raio a
que rola ao longo do eixo x.

Hipocicloide de quatro cuspides

9.8 Equagdo em coordenadas retangulares

2/3 2/3 2/3
Xty =a

9.9 Equagio na forma paramétrica

x=acos* 6
y=asen* 0
9.10 Area limitada pela curva = = ; 7a’

9.11 Comprimento total da curva = 6a

Esta € a curva descrita por um ponto P de um circulo de raio a/4
que rola pela parte interna de um circulo fixo de raio a.




@T»——————  MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Cardioide

9.12 Equacdo r = 2a(1 + cos 6)
9.13 Area limitada pela curva = 6ma’

9.14 Comprimento total da curva = 16a

Esta € a curva descrita por um ponto P de um circulo de
raio a que rola pela parte externa de um circulo fixo de raio a.
A curva também € um caso especial do limagon de Pascal [ver 9.32].

Fig. 9-4
Catenéria
9.15 Equagio y= %(e““ +e ) =q cosh% A Y
Esta € a curva determinada por uma corrente uniforme pesada \/
suspendida verticalmente pelos pontos fixos A e B. P d
Fig. 9-5

Rosacea de trés pétalas

9.16 Equacdo r = a cos 36

A equacdo r = a sen 36 descreve uma curva semelhante
obtida pela rotacdo da curva da Fig. 9-6 no sentido horario
por 30° ou 7/6 radianos.

Em geral, r = a cos nf ou r = a sen n tem n pétalas se
n for impar.

Rosacea de quatro pétalas

9.17 Equagdo r = a cos 26

A equagdo r = a sen 26 descreve uma curva semelhante
obtida pela rotagdo da curva da Fig. 9-7 no sentido horario
por 45° ou #/4 radianos.

Em geral, r = a cos nf ou r = a sen nf tem 2n pétalas se
n for par.

Fig. 9-7
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Epicicloide geral

9.18 Equacdes paramétricas

X = (a+b)cos€—bcos(azbj0

y=(a+b)senf—bsen (a-}i)—bj 0

/
| x
Esta € a curva descrita por um ponto P de um circulo de '\ [e) !
raio b que rola pela parte externa de um circulo fixo de raio a. N /
A cardioide [Fig. 9-4] € um caso especial de epicicloide. ~_l //
Fig. 9-8
Hipocicloide geral
y

9.19 Equagdes paramétricas

x=(a—b)COS¢+bCOS[a_b]¢ //\ -
b I r\

—_— b T
y=(a—b)sen¢—bsen[a ]d) \ o )
b
\ /
) . ) AN /
Esta € a curva descrita por um ponto P de um circulo de ~— | _~
raio b que rola pela parte interna de um circulo fixo de raio a. -
Se b = al4, a curva € a hipocicloide de quatro ctspides da Fig. 9-9
Fig. 9-3.
Trocoide

x=ap—bsen¢

9.20 Equagdes paramétricas {
y=a—bcos¢

Esta € a curva descrita por um ponto P a uma distancia b do centro de um circulo de raio a que rola

pelo eixo x.
Se b < a, a curva é como a mostrada na Fig. 9-10 e € chamada de cicloide encurtada.
Se b > a, a curva é como a mostrada na Fig. 9-11 e é chamada de cicloide prolongada.

Se b = a, a curva € o cicloide da Fig. 9-2.

v

Fig. 9-10 Fig. 9-11
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<>

Tractriz
- 14— ¥
9.21 Equagdes paramétricas {x = a(lncot 3 ¢ — cos 9) P
y=asen¢ a
?

Esta € a curva descrita pelo ponto final P de um cordao 0| Q
esticado PQ de comprimento a quando a outra extremidade QO
. d ~ Fig. 9-12
€ puxada ao longo do eixo x.
Curva de Agnesi

8a’ v

9.22 Equacdo em coordenadas retangulares y = ———
x*+4a?

x =2a cotgf

9.23 Equagdes paramétricas {y = a(l - cos20)
]

Na Fig. 9-13, a reta variavel AO intersectay = 2a e 0
circulo de raio @ com centro (0, @) em A e B, respectivamente
Qualquer ponto P da curva € obtido pela intersecdo das retas
paralelas aos eixos x e y por B e A, respectivamente.

Folio de Descartes
Y

9.24 Equacdo em coordenadas retangulares

X+ y3 = 3axy

9.25 Equacdes paramétricas
3at
147
3at?
1+7

. 3
9.26 Areadolaco= Eaz

9.27 Equacdo da assintotax +y +a =0

Evolvente de um circulo

9.28 Equacdes paramétricas

x = a(cos ¢ +¢psen )
y=a(sen¢ —¢@cos @)

Esta € a curva descrita pelo ponto final P de um cordao
que € mantido esticado enquanto € desenrolado de um

circulo de raio a.
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Evoluta de uma elipse

9.29 Equacdo em coordenadas retangulares

(ax)2/3+ (by)2/3: (02 _ b2)2/3

9.30 Equagdes paramétricas

{ax =(a’>-b*)cos’ 0
by = (a — b2 39
y=(a Jsen Fig. 9-16

Esta curva € a envoltdria das normais da elipse
x’la*+ y*/b*= 1, mostrada tracejada na Fig 9-16.

Ovais de Cassini

9.31 Equagcio polar r'+ a'- 24°r cos 20 = b*
Esta € a curva descrita por um ponto P tal que o produto das distancias a dois pontos fixos (e distantes

o 2 2
2a entre si) € uma constante b”.
A curva € como mostrada nas Figs. 9-17 ou 9-18, de acordo com b < a ou b > a, respectivamente.

Se b = a, a curva é uma lemniscata [Fig. 9-1].

Fig. 9-17 Fig. 9-18

Limacon de Pascal

9.32 Equagdopolarr = b + acos 6

Seja OQ uma reta ligando o ponto na origem O a qualquer ponto Q de um circulo de didmetro a pas-

sando por O. Entdo a curva € o lugar geométrico dos pontos P tais que PQ = b.
A curva € como mostrada nas Figs. 9-19 ou 9-20, de acordo com 2 @ > b > a ou b < a, respectivamen-

te. Se b = a, a curva € cardioide [Fig. 9-4]. Se b = 2a, a curva € convexa.

Fig. 9-19 Fig. 9-20
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Cissoide de Diocles

9.33 Equagdo em coordenadas retangulares

2
) X

C2a-x

y

9.34 Equacdes paramétricas
x =2asen* 0
_ 2asen’6
cos@

Esta € a curva descrita por um ponto P tal que a distancia
OP = distancia RS. Isto € usado no problema da duplicagdo
do cubo, isto é, o da construgdo de um cubo cujo volume € o
dobro do volume de um cubo dado.

Espiral de Arquimedes

9.35 Equacio polar » = af

D
\

Fig. 9-22



Formulas da Geometria
Analitica Espacial

Distancia d entre dois pontos P,(x,, y,, z,) € P,(x,, y,, 2,)

1.1 d=J(r, —x 7 + (3, =)'+ (5, 2, ¢
Py (x5, ¥2, 25)

Fig. 10-1

Cossenos diretores de uma reta ligando os pontos P,(x,, ¥, 2;) € P,(X5, ¥, Z5)

X, —Xx - Z,—2
10.2 [ =cosq = —2—1L, m=cosﬁ=u, n=cosy =—2—1%
d d d

onde «, B, y sdo os angulos que a linha P, P, faz com os eixos x, y e z, respectivamente, e d € dado
por 10.1 [ver Fig. 10-1].

Relacéao entre os cossenos diretores

10.3 cos’a+cos? B+ cos’y=1 ou [*+m?*+n*=1

Numeros diretores

Os numeros L, M e N, os quais sao proporcionais aos cossenos diretores , m e n, sdo chamados de niimeros
diretores. A relacdo entre eles € dada por

L M N

, m= , = —F———
JI2 + M* + N? JI2 + M? + N? JI2 + M* + N?

104 [=
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Equacgbes da reta ligando P,(x,, y,, 2,) € P,(x,, y,, 2,) na forma padrao

s STN VTN _ETh o xXmx_voy _20%
. X, 7 X Yy ™Y LTy ! m n

Estas também sdo vélidas se /, m e n forem substituidos por L, M e N, respectivamente.

Equacdes da reta ligando P, (x,, y,, z,) € P,(x,, y,, z,) na forma paramétrica

106 x=x,+1It, y=y +mt, z=z +nt
Estas também sdo vélidas se /, m e n forem substituidos por L, M e N, respectivamente.

Angulo ¢ entre duas retas com cossenos diretores I,, m,, n, e L,, m,, n,

10.7 cos¢p =11, + mm, + nn,

Equacao geral do plano

108 Ax+By+ Cz+D=0 [A, B, C, D sdo constantes]

Equacao do plano passando pelos pontos (x;, ¥;; ), (X2 Yos Z0)s (X3, Y35 25)

X=X Y=y 7%

109 (x,—x, y,-y, 2,—%|=0

X=X V3= L4

ou

2,74 L TX

1010 270 275
3= L%

(x—x)+

TN YT

X
=y)+
X=X V3T,

(z—z)=0
LTy AHTX

Equacéao do plano na forma segmentaria

1011 2 4+2 4322
a b ¢

onde a, b e ¢ sdo as medidas algébricas dos segmentos
determinados nos eixos x, y e z, respectivamente.

Fig. 10-2

Equacgbes da reta por (x,, y,, z,) € perpendicular ao planoAx + By + Cz+ D =0

X—x y—y 72—z
0 = BO = CO ou x=x +At, y=y,+Bt, z=z,+Ct
Observe que os nimeros diretores da reta perpendicular ao plano Ax + By + Cz + D = 0 sdo

A BeC.

10.12
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Distancia do ponto (x,, y,, z,) @0 planoAx + By + Cz+ D =0
Ax,+ By, +Cz,+ D
J_r\/A2 +B*+ C?

10.13

onde o sinal € escolhido de tal maneira que a distancia nao seja negativa.

Forma normal da equacao do plano

10.14 xcosa +ycosB +zcosy=p
onde p = distancia perpendicular, a partir de O, ao plano em
Pea, B, vy sdo os angulos entre OP e eixos positivos x, y € Z.

Fig. 10-3

Transformacéo de coordenadas envolvendo translagao pura

Z
x=x’+x0 x’=x—x0 g

10.15 (y=y"+y, ou Y =y-y, .
z=7"+z, 7 =z-g, ! (> Yoy 20)

onde (x, y, z) sdo as antigas coordenadas [isto &, .
coordenadas em relagio ao sistema xyz]; (¥, y', Z°) g
sdo as novas coordenadas [em relagdo ao sistema x'y’z’] 0
e (x,, ¥y» 2) s30 as coordenadas da nova origem O’

em relag@o ao antigo sistema de coordenadas xyz. %

Fig. 10-4

Transformacéo de coordenadas envolvendo rotagao pura

x=Ilx"+ Ly + 17 2
10.16 y=mx'+m,y +myz’ \
z=nx"+ny +nz . -

xX'=lx+my+nz
ou 1y =Lx+my+nz
=Lx+my+nz

onde as origens dos sistemas xyz e x'y’z’ sdo as mesmas
el,, my,ng;l,, m,, n,; Ly, my, ny sdo os cossenos diretores

. . . . Fig. 10-5
dos eixos x’, ¥, 7’ relativos aos eixos x, y e z, respectivamente. 9
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Transformacao de coordenadas envolvendo translacao e rotacao

x=Ilx"+ Ly + 1z +x, N
\
10.17 y=mx'+m,y +mz’+y, o )
z=nx"+ny +nz" +z, N

X' =l (x=x)+m(y—y,)+n(z—z,) :
ou 1y =L(x—x,)+m,(y—y,)+n,(z—2z,) |

=L(x—x)+m(y—y,)+n,(z—2z,) 0 ;

T

onde a origem O’ do sistema x’y’z” tem coordenadas
(X0» Yo» Zo) relativas ao sistema xyz e

L, my, ng; L, my, ny; by, my, ny _
Fig. 10-6
sd0 os cossenos diretores dos eixos x'y’z’
relativos aos eixos x, y e z, respectivamente.

Coordenadas cilindricas (r, 0, z)

Um ponto P pode ser determinado pelas coordenadas

cilindricas (1, 6, z) [ver Fig. 10-7] bem como por coordenadas

retangulares (x, y, 2). s
A transformacao entre essas coordenadas é \(r.0.2)

x=rcosf r=4/x*+y?

10.18 {y=rsenf ou <6=arctg(y/x)
2=z =2

Coordenadas esféricas (r, 0, ¢)

Um ponto P pode ser determinado por coordenadas esféricas 3 p @22
(1, 6, ¢) [ver Fig. 10-8] bem como por coordenadas retangulares (6,0
x5 2-
A transformacao entre essas coordenadas é r
x=rsenfcos¢ 0 =
10.19 y=rsen6fsen¢
z=rcosf S
i ¢
N »
ou ¢ =arctg(y/x) x ’

0 = arccos (z/ x>+ y? +z2) Fig. 10-8
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Equacao da esfera em coordenadas retangulares
1020 (x—x ) +(y-y)+(@z—-z)' =R’

onde a esfera tem centro (x,, y,, z,) € raio R.

Fig. 10-9

Equacao da esfera em coordenadas cilindricas
1021 7> =21, rcos(0—6,)+r’ +(z—z,)* = R

onde a esfera tem centro (r,, 6, z,) em coordenadas cilindricas e raio R.
Se o centro estd na origem, a equagao €

10.22 r*+z>=R?

Equacao da esfera em coordenadas esféricas

10.23 r*+ 1} —2r,rsen@sen6, cos(¢—¢@,) = R

onde a esfera tem centro (r,, 6, ¢,) em coordenadas esféricas e raio R.
Se o centro estd na origem, a equagao €

1024 r=R

Equacao do elipsoide com centro (x,, y,, z,) € semieixos a, b, ¢

(x—x,) +(y—yo) +(z—zo) _

a? b? c? !

10.25

Fig. 10-10
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Cilindro eliptico com eixo no eixo z

10.26

onde a e b sdo semieixos do corte transversal eliptico.
Se b = a, isto torna-se um cilindro circular de raio a.

Cone eliptico com eixo no eixo z

x2 yZ Z2
1027 Z4r== o

Fig. 10-12

Hiperboloide de uma folha

2 2 2
1028 o451

Fig. 10-13

Hiperboloide de duas folhas

Observe a orientagdo dos eixos na Fig. 10-14.

Fig. 10-14
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Paraboloide eliptico

xz y2 _Z
10.30 7+F—z

Paraboloide hiperbdlico

5]

Fig. 10-15

2 2

X Yy_z
a’> b* ¢

Observe a orientagdo dos eixos na Fig. 10-16.

10.31

Fig. 10-16



Momentos de
Inércia Especiais

A tabela abaixo mostra os momentos de inércia de varios corpos rigidos de massa M. Em todos os casos,
supde-se que o corpo tem densidade uniforme, isto &, constante.

Tipo de corpo rigido

Momento de inércia

11.1 Vara delgada de comprimento a

(a) em torno do eixo perpendicular a vara, através do centro da massa = Ma®

(b) em torno do eixo perpendicular a vara, através de uma extremidade 1 Ma?

11.2 Paralelepipedo retangular de lados a, b e ¢

(@)  em torno do eixo paralelo a ¢ e através do centro da face ab S M(a®+b*)

(b) em torno do eixo através do centro da face bc e paralelo a ¢ t M4a* +b?)

11.3 Placa retangular delgada de lados a, b

(@)  em torno do eixo perpendicular a placa, através do centro 5 M(a®+b?)

(b) em torno do eixo paralelo ao lado b, através do centro # Ma?

11.4 Cilindro circular de raio a e altura

(@)  em torno do eixo do cilindro I Ma®

(b) em tor.n’o dg eixo através do centro da massa e perpendicular ao LM +3a%)
eixo cilindrico 12

(¢)  em torno do eixo coincidente com didmetro em uma extremidade L M(4h* +3a*)

11.5 Cilindro circular oco de raio externo a, raio interno b e altura i

(@)  em torno do eixo do cilindro TM(a* +b?)

(b) em tor.n/o dq eixo através do centro da massa e perpendicular ao L MQ3a® +3b* + %)
eixo cilindrico 12

(¢)  em torno do eixo coincidente com didmetro em uma extremidade S MQ3a® +3b> +4h?)

11.6 Placa circular de raio a

(a)  em torno do eixo perpendicular a placa, através do centro 3 Ma®

(b)  em torno do eixo coincidente com um didmetro 1 Ma?
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11.7 Placa circular oca ou anel com raio externo a e raio interno b

(a)  em torno do eixo perpendicular ao plano da placa, através do M@ + )
centro 2

(b)  em torno do eixo coincidente com um didmetro +M(a® +b*)

11.8 Anel circular delgado de raio a

(@)  em torno do eixo perpendicular ao plano do anel, através
do centro Ma?

(b)  em torno do eixo coincidente com um didmetro 1 Ma?

11.9 Esfera de raio a

(a) em torno do eixo coincidente com um diametro %Maz

(b)  em torno do eixo tangente a superficie I Ma®

11.10 Esfera oca de raio externo a e raio interno b

(@)  em torno do eixo coincidente com um didmetro $M(a’-b)/(a’ - D)

(b)  em torno do eixo tangente a superficie IM(a® - b>)(a® —b*)+ Ma*

11.11 Casca esférica de raio a

(@)  em torno do eixo coincidente com um didmetro 2 Ma?

(b)  em torno do eixo tangente a superficie 2 Ma*

11.12 Elipsoide de semi-eixos a, b e ¢

(a)  em torno do eixo coincidente com o semieixo ¢ 1 M(a* +b?)

(b)  em torno do eixo tangente a superficie, paralelo ao semieixo c e

N L M(6a® + b?)

a uma distancia a do centro 5

11.13 Cone circular de raio a e altura &

(a) em torno do eixo do cone % Ma*

(b) em torno do eixo através do vértice e perpendicular ao eixo %M (a*>+4h*)

c em torno do eixo através do centro de massa e perpendicular ao

© e petp 2 M(4a> +h?)
eixo

11.14 Toro com raio externo a e raio interno b

a em torno do eixo através do centro de massa e perpendicular ao

(@ perp L M(7a* —6ab +3b?)
plano de toro

(b) em torno do eixo através do centro de massa e no plano de toro fM (9a* —10ab + 5b*)




Secao lll: Fungbes Transcendentes Elementares

1 2 Funcoes Trigonométricas

Definicao das funcdes trigonométricas para um tridngulo retdngulo

O tridngulo ABC tem um angulo reto (90°) em C e lados de comprimento a, b e c. As fungdes trigonomé-
tricas do 4ngulo A sdo definidas como segue:

12.1 senodeA=senA=£=.0tho B
¢ hipotenusa

12.2 cossenode A = cos A = 2 = m
c

hipotenusa
12.3 tangentede A = tg A = % = OPOSO_ ¢ .
b adjacente
b _ adjacente
12.4 cotangente de A = cotg A =—=——
a  oposto
¢ _ hipotenusa A [] C
12.5 secantede A =secA =—=—"F_—""" s
b adjacente
hipot iq. 12-
12.6 cossecante de A = cosec A = = —POCNUSA Fig. 12-1
a oposto

Extensbes a angulos que podem ser maiores do que 90°

Considere um sistema de coordenadas xy [ver Figuras 12-2 e 12-3]. O ponto P no plano xy tem coordena-
das (x, y), onde x € considerado como positivo ao longo de OX e negativo ao longo de OX’, enquanto y é
considerado positivo ao longo de OY e negativo ao longo de OY". A distancia da origem O ao ponto P €
positiva e denotada por r = 4/x? + y>. O angulo A descrito no sentido anti-hordrio a partir de OX € consi-
derado positivo. Se for descrito no sentido hordrio a partir de OX € considerado negativo. Denominamos
X’OX e Y'OY os eixos x e y, respectivamente.

Os vérios quadrantes sdo denotados por I, I, IIl e IV e sdo denominados primeiro, segundo, terceiro e
quarto quadrantes, respectivamente. Na Fig. 12-2, por exemplo, o dngulo A estd no segundo quadrante,
enquanto que na Fig. 12-3, o angulo A estd no terceiro quadrante.
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Y Y
II I I
P(xx y) r A
X’ Y N x X X
£ 10
II1 v III v
Y v
Fig. 12-2 Fig. 12-3

Para um angulo A em qualquer quadrante, as funcdes trigonométricas de A sdo definidas como segue.

12.7 senA = y/r 12.10 cotg A = x/y
12.8 cosA = x/r 12.11 sec A =r/x
129 tgA =y/x 12.12 cosec A = rly

Relacao entre graus e radianos

O radiano € o angulo 0 subentendido no centro O de um circulo por um
arco MN igual ao raio r.
Como 27 radianos = 360°, temos

12.13 1 radiano 180°/7 =57,29577 95130 8232 ...°
12.14 1° = /180 radianos = 0,01745 32925 19943 29576 92 ...radianos

-
a -

Fig. 12-4
Relacdes entre as funcdes trigonométricas
12.15 tg A= senA 12.19 sen’*A+cos’A=1
cosA
1216 cotgA=—1 =4 12.20 sec?A—tg2A=1
) A7 g A " senA ) g
12.17 secA = 12.21 cosec’ A—cotg? A=1
cosA
12.18 cosecA =
sen A
Sinais e variacdes das fungodes trigonométricas
Quadrante sen A cos A tg A cotg A sec A cosec A
I + + + + + +
Oal 1a0 0 aoee a0 1 aoco oo a l
Il + - - - - +
lao 0a-1 —oa 0 0a —oo —oa —1 laoo
11T - - + + - -
Oa -1 -1a0 0aoo oo a ( -1 a —oo —oo g —1
v - + - - + -
-1a0 Oal —oa 0 0 a—oo oa | -l a —o
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Valores exatos para funcdes trigonométricas de varios angulos

Angulo A | Angulo A
em graus |em radianos sen A cos A tgA cotg A sec A cosec A
0° 0 0 1 0 0o 1 oo
15° 712 | tW6-N2) | 1W6+v2) | 2-3 | 2443 | V62 | Vo++2
30° 7l6 1 13 13 V3 23 2
45° /4 12 12 1 1 2 V2
60° /3 13 3 J3 NE) 2 23
75° 512 | FW6+v2) | 16 -v2) | 2443 | 2-43 | Je+42 | Vo2
90° a2 1 0 +oo 0 + oo 1
105° w12 | 26 +42) |16 -v2)|-2+3)|-2-V3) -6 +42)| 6 -2
120° 2m/3 13 -1 - -3 2 EWE)
135° 3/4 12 -2 -1 -1 -2 NG
150° 57/6 1 -3 -3 | -3 | -3 2
165° N2 | 26-+2) |26 +2) [-2-V3)|-2+3) -6 -V2)| J6+2
180° T 0 -1 0 Foo -1 +oo
1950 | 1312 |-+W6-v2)|-4(6+32)| 2-3 | 2443 |-(6-V2)|-(6+2)
210° Tm/6 -3 -3 13 NE) -23 2
225° Sa/4 -1\2 —1\2 1 1 -2 -2
240° 4mr/3 -3 -1 J3 13 -2 -3
2550 | 17m/12 |t (W6 +VD) -1 (6 —V2)| 2443 | 2-43 |-(6+v2)|-(6-+2)
270° 37/2 -1 0 +oo 0 Foo -1
2850 | 19712 |-t(W6+v2) | 16 -2) |—-2+3)|-2-VB)| 642 |-(W6-+2)
300° 5713 -13 3 -3 | -3 2 -243
315° Tm/4 -2 12 -1 -1 NG -2
330° 117/6 - 13 -3 | -3 23 -2
345° 2712 |-1+(6-2)| 16 +42) |-2-B)|-2+B)| J6-2 |-(6+2)
360° 27 0 1 0 Foo 1 F oo

Para outros angulos, ver Tabelas 2, 3 e 4.
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Graficos das funcdes trigonométricas

Em cada gréfico, x estd em radianos.

12.22 y =senx 12.23 y=cosx

Fig. 12-5 Fig. 12-6
1224 y=tgx 12.25 y = cotgx
L ' Yoo I
| .
| = ! ] ]
| \ ) 1 |
' | 1 | |
! ! i | !
i | | | l
1 | | ] !
H | i z ! | X
—Iy A0 = /7 & 0 z\ 7 3N\ %
21 :2 V2 2 | 2 i
| - t I '
1 ' | 0 I
] ! 1 | }
i | ' | i
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12.26 y =secx 12.27 y = cosec x
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Fig. 12-9 Fig. 12-10
Funcdes de angulos negativos
12.28 sen (-A) = —sen A 12.29 cos (-A) =cos A 12.30 tg(-A) =—-tgA

12.31 cosec (-A) = —cosec A 12.32 sec (-A) =secA 12.33 cotg (-A) = —cotg A



MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

55 S

Férmulas de adicao

12.34 sen (At B)=senA cos BtcosAsenB
12.35 cos(AxB)=cosA cos B+senA senB

tg Attg B
+ =
1236 @ (AXB) =g B
cotgAcot B ¥ 1
—+ T R
1237 cotg (A% B) =5 BT cotg A

Funcdes de angulos em todos os quadrantes em termos
de angulos do quadrante |

90°+ A 180° + A 270° + A k(360°) £ A
-A T T+A 3 2km £ A
iiA - TiA k = inteiro
sen —sen A cos A sen A —CosA tsen A
cos cos A FsenA —Ccos A FsenA cos A
tg —tg A +cotg A Ttg A FcotgA ttg A
cosec —cosec A sec A Fcosec A —sec A +cosec A
sec sec A Fcosec A —sec A +cosec A sec A
cotg —cotg A +tg A tcotg A FtgA tcotg A
Relaces entre fungdes de angulos no quadrante |
senA=u cosA=u tgA=u cotgA=u seCA=u coseCA=u
sen A u 1—u? ulN1+ u? N1+u? u®>—1/u 1/u
cos A 1—u? IN1+u? ulN1+u? 1/u u®—1/u
tg A ulN1—u? \/1—u2/u u 1/u Nu? -1 INu* -1
cotg A 1—u*lu ulN1—u? 1u u INu? -1 Vu? -1
sec A IN1—u? 1/u 1+u? J1+u?lu u uNu? -1
cosec A 1u IN1—u? N1+ u?/u 1+u? uNu? -1 u

Para extensdes a outros quadrantes, use sinais apropriados, como os dados na tabela anterior.

Férmulas de angulo duplo

12.38

sen 2A =2sen A cos A

12.39 cos2A=cos’A—-sen?A=1-2sen*A=2cos’A -1

1240 1g2A=~

2tgA

—tg?A
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Férmulas de angulo metade

_ [+se A /2 estd no quandrante I ou II
1241 sen =3 [17C05A
2 2 |—seA /2 estd no quandrante III ou IV
[+seA /2 estd no quandrante I ouIV
1242 cosD =y [1HC084
2 2 |—se A /2 estd no quandrante IT ou 11

12.43 t A_ \/m [+5se A /2 estd no quandrante I ou IIT
B T TrcosA v

_ senA  1-cosA
" 1+cosA”~ senA

Férmulas de dngulo multiplo

| —se A /2 estd no quandrante Il ou

=cosec A —cotg A

12.44 sen3A=3senA —4 sen’ A

12.45 cos3A=4cos*A -3 cosA
3tg A-tg* A

1246 tg3A=—>—2=>——
6t 1-3tg* A

12.47 sen4A =4 sen A cos A — 8 sen® A cos A

12.48 cos4A =8 cos* A —8 cos’ A + 1

4tgA-4tg’ A
49 tgdA=—>">——°=—
12.49 tg 1-6tg?A+tg* A

12.50 sen5A=5senA—-20sen’A + 16 sen’ A
12.51 cos5A=16cos’A—-20cos’A+5cosA
tg> A-10tg> A+5tgA

1252 tg5A=
& 1-10tg” A+5tg° A

Ver também as Formulas 12.68 e 12.69.

Poténcias de funcdes trigonométricas

12.53 sen’ A=1-1 cos2A 12.57
12.54 cos> A=1+1 cos2A 12.58
12.55 sen’A =2 senA—1sen3A 12.59
12.56 cos’ A=3 cosA+L cos3A 12.60

Ver também as Formulas 12.70 a 12.73.

1 cos2A++£ cos4A
1
2

cos2A++£ cos4A

enA—;=sen3A+{& sen5A

w
e
=
n

PN N N S
Il

o ool ool oofus
72

cos A+ cos3A+ & cos 5A

Soma, diferenca e produto de fungdes trigonométricas

12.61 senA+senB=2senL(A+B)cos+(A-B)
12.62 senA—senB=2cos+(A+B)sent(A-B)
12.63 cosA+cosB=2cost(A+B)cosL(A—B)
12.64 cosA—cosB=2sent(A+B)sen+(B—A)
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12.65 senAsen B=%{cos(A— B)—cos(A—B)}
12.66 cos Acos B=1{cos(A—B)+cos(A+ B)}
12.67 senAcosB=1{sen(A—B)+sen(A+B)}

Férmulas gerais

-2 -3
12.68 sennA=senA {(2 cos A)"! — (n 1 )(2 cos A)"3 + (n ) )(2 cos A)"S —-. }

1 -3
12.69 cosnA = {(2 cos A)" — %(2 cos Ay + %(" | )(2 cos Ay

—%(ﬂ ; 4)(2cos A)6 + - }

_1\n-1 _ _
12,70 sen> ' A= % {sen 2n—1)A— (2”1 1) sen(2n—3)A+--- (—1y! (2:_ 11) sen A}

1 2n—1 2n-1
1271 cos"! A =55 {cos(2n —1A +( " )cos(Zn DA+ + ( o )cos A}

12.72 sen” A= ! (Zn) + ) {cos 2nA — (2’1) cos(2n—2)A+--- (- (nZ_nl) cos ZA}

22n n 22n—l 1
12.73 cos™ A= 2%(2””) + 22}14 {cos 2nA + (21”) cos (2n—2)A+--+ (nzf J cos 2A}

Funcdes trigonométricas inversas

Se x = sen y, entdo y = arc sen x, isto &, o dngulo cujo seno é x ou o arco seno de x € uma fungao plurivo-
ca de x que € uma colecdo de fun¢des bem definidas denominadas ramos da funcao inversa do seno. Ana-
logamente, as outras fungdes trigonométricas inversas também sdo plurivocas.

Para muitos propdsitos, € requerido um ramo particular. Este € dito o ramo principal e os valores des-
te ramo sdo denominados ramos ou valores principais da fungdo inversa.

Valores principais das funcdes trigonométricas inversas

Valores principais parax = 0 | Valores principais para x < 0

0=arcsenx = w/2
O0=arccos x = 7/2
O=arctgx<m/2
0 <arc cotg x = /2
0 = arc sec x< /2

0 < arc cosec x = 7/2

—7/2 = arc sen x <0
/2 <arccos x =7
—m/2<arctg x<0
/2 < arc cotg x <
ml2<arcseCcx =

—r/2 = arc cosec x< 0
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Relacées entre fungdes trigonométricas inversas

Em todos os casos, supde-se que sdo usados os valores principais.

12.74 arc sen x + arc cos x = /2 12.80 arc sen(—x) = —arc sen x
12.75 arc tan x + arc cotg x = /2 12.81 arc cos(—x) = 7r —arc cos x
12.76 arc sec x + arc cosec x = /2 12.82 arctg (—x) = —arctgx

12.77 arc cosec x = arc sen(1/x) 12.83 arc cotg (—x) =  —arc cotg x
12.78 arc sec x = arc cos(1/x) 12.84 arc sec(—x) = —arc sec x
12.79 arc cortg x = arc tg(1/x) 12.85 arc cosec(—x) = — arc cosec x

Graficos das funcdes trigonométricas inversas

Em cada gréfico, y estd em radianos. Porgdes sélidas de curvas correspondem aos valores principais.

12.86 y = arc sen x 12.87 y = arc cos x 12.88 y =arctgx
N\ |Y / Y Y
N LA
\
\
\\ -7
\ T
/24 /2 oy
4 z z x
-1 0 -1 (4] ,’1 (0]
/!
L
—7/2 —r/2y
\ A —w/2 T
\ / -
\ /
\\ /[ _
TN VT
Fig. 12-11 Fig. 12-12 Fig. 12-13
12.89 y = arc cotg x 12.90 y = arc sec x 12.91 y = arc cosec x
) ~ Yy P I’}

~ 7T ==
T —=== z/ ! /’//
/2 !
o1t R NI \a ot z
\\
—n/2 T —— —2/24

Fig. 12-14 Fig. 12-15 Fig. 12-16
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Relacbes entre lados e dngulos de um tridngulo plano

Os resultados seguintes sdo validos para qualquer triangulo plano ABC com lados a, b, ¢ e angulos A, Be C.

12.92 Lei dos Senos
a b ¢ A
senA senB senC

12.93 Lei dos Cossenos
¢t =a*+b?—2abcos C ¢

com relacdes andlogas envolvendo os outros lados e angulos.

12.94 Lei das Tangentes @
a+b tg1(A+B)
a-b tgi(A-B)

Fig. 12-17
com relacdes andlogas envolvendo os outros lados e angulos.

12.95 senA= %\/s(s —a)(s—b)(s—c)

onde s = (a+b+c) é o semiperimetro do tridngulo. Relagdes andlogas envolvendo os dngulos B e C po-
dem ser obtidas.
Ver também Formula 7.5.

Relacodes entre lados e angulos de um tridngulo esférico

O tridngulo esférico ABC estd na superficie da esfera, como mostrado na Fig.
12-18. Os lados a, b e ¢ [que sdo arcos de circulos maximos], sdo medidos por
seus angulos subentendidos no centro O da esfera. A, B e C sdo angulos opostos
aos lados a, b e ¢, respectivamente. Entdo, os seguintes resultados s@o validos.

12.96 Lei dos Senos

sena _senb _ senc
senA senB senC

12.97 Lei dos Cossenos

cos a=cos b cos ¢+ sen b sen ¢ cos A
cos A =—cos B cos C + sen B sen C cos a Fig. 12-18

com resultados andlogos envolvendo os outros lados e angulos.

12.98 Lei das Tangentes
tg+(A+B)  tgt(a+b)

tgL(A-B) tgi(a-b)

com resultados andlogos envolvendo os outros lados e angulos.

12.99 cosé _ /senssen (s—c)
2 senbsenc

onde s = % (a+ b+ ¢). Resultados andlogos sdo vilidos para os outros lados e Angulos.

\/cos(S —B)cos(S—-C)
sen Bsen C

a
12.100 cos 5=

onde S =4 (A + B+ C). Resultados andlogos sdo validos para os outros lados e angulos.

Ver também Férmula 7.44.
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Regra de Napier para tridngulos retangulos esféricos

Exceto pelo o angulo reto C, ha cinco outras partes do tridngulo esférico ABC as quais, arranjadas na or-
dem dada na Fig. 12-19,s30a, b, A, c e B.

C

co-B

co-4
¢ co-¢

Fig. 12-19 Fig. 12-20

Considere que essas quantidades sao arranjadas em um circulo como na Fig. 12-20, onde colocamos
o prefixo co (indicando complemento) a hipotenusa c e aos angulos A e B.

Qualquer uma das partes deste circulo € chamada parte média, as duas partes vizinhas sdo chamadas
partes adjacentes e as duas partes restantes sdo chamadas partes opostas. As regras de Napier sdo as se-
guintes:

12.101 O seno de qualquer parte média € igual ao produto das tangentes das partes adjacentes.
12.102 O seno de qualquer parte média € igual ao produto dos cossenos das partes opostas.
Exemplo Como co-A = 90°- A, co-B = 90° — B, temos

sen a =tg b (co-B) ou sena=tg bcotgB
sen (co-A) = cos a cos (co-B) ou cosA=cosasenB

E claro que estas também podem ser obtidas a partir dos resultados dados em 12.97.



Funcoes Exponenciais
e Logaritmicas

Leis dos expoentes

Abaixo, p e ¢ s30 nimeros reais, a € b sdo nimeros positivos, m € n sao inteiros positivos.

13.1 a”a?=a’" 13.2 a’la? =a"™ 13.3 (a’)? =a
134 a’=1, a#0 13.5 a’ =1la’ 13.6 (ab)’ =a’b?
13.7 ¥a=a™ 138 Yam =am™ 13.9 falb =al/b

Em o', p é chamado de expoente, a é a base e a’ € a poténcia p-ésima de a. A fun¢io y = a' € uma funcdo
exponencial.

Logaritmos e antilogaritmos

Se @ = N, onde a # 0 ou 1, entdo p = log,N é chamado de logarirmo de N na base a. O nimero N = d” é
o antilogaritmo de p na base a, escrito como antilog, p.

Exemplo Como 3° = 9, temos log, 9 = 2, antilog, 2 = 9.

A fun¢do y = logx € uma funcdo logaritmica.

Leis dos logaritmos

13.10 log, MN =log M +log N
13.11 log, % =log, M —log N
13.12 log, M?=plog M

Logaritmos e antilogaritmos comuns

Os logaritmos e antilogaritmos comuns (também chamados decimais ou de Briggs) sdo aqueles em que a
base a = 10. O logaritmo comum de N € denotado por log,,N ou, simplesmente, log N. Para valores numé-
ricos de logaritmos comuns, ver Tabela 1.

Logaritmos e antilogaritmos naturais

Os logaritmos e antilogaritmos naturais (também chamados neperianos) sdo aqueles nos quais a base a =
e = 2,71828 18... (ver pagina 13). O logaritmo natural de N € denotado por log,N ou In N. Para valores
numéricos de logaritmos naturais, ver Tabela 7. Para valores de antilogaritmos naturais (isto €, a tabela
fornecendo ¢"para valores de x), ver Tabela 8.
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Mudanca de base de logaritmos

A relagdo entre logaritmos de um nimero N para diferentes bases a e b € dada por

13.13 log, N =98N
log, a
Em particular,

13.14 log, N=1In N =2,30258 50929 94 ... log,, N
13.15 log,, N =log N=0,43429 44819 03 ... log, N

Relagao entre fungbes exponenciais e trigonométricas

13.16 ¢®=cos O+ sen 0, e®=cos@—isen O

Estas sdo chamadas identidades de Euler. Aqui, i € a unidade imagindria (ver pdgina 20).

0 _ ,—if
13.17 senf = ¢ .e
2i
i0 —i6
13.18 cosf= 1€
2
el — o8 oo — o0
13.19 tge6=—— = —j| — .
g l-(e:e + 6719) 1(619 + 6719 )
[e®+e®
13.20 Cotg 9 = Z(WJ
2
3 sec =T
2i
13.22 cosec O =———
el —e

Periodicidade de fungdes exponenciais

1323 £ = k = inteiro

A partir disso, vemos que €' tem periodo 21i.

Forma polar de nimeros complexos expressos como uma exponencial

A forma polar [ver 4.7] de um nimero complexo z = x + iy pode ser escrita em termos de exponenciais
como segue.

13.24 z=x+iy=r(cosO + isenf) = re”

Operagdes com numeros complexos na forma polar

As Formulas 4.8 a 4.11 s@o equivalentes ao que segue.
i6, 0, \ _ (6,46,
13.25 (r,e® )(r,e®)=rr,e' )
i6),
ner _hoie-e)
_iez = r_ e 2
rhe 2

13.26
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13.27 (re®)? =rre® [teorema de De Moivre]

13.28 (reie)lln — [rei(9+2k7r)]1/n — rl/nei(9+2k7r)/n

Logaritmo de um nimero complexo

13.29 In (re®)=1Inr+i0+ 2kmi k = inteiro



Funcoes Hiperbdlicas

Definicao das func¢des hiperbdlicas

14.1 Seno hiperbdlico de x = senh x = _26_
. . et
14.2 Cosseno hiperbdlico de x = coshx= 5
14.3 Tangente hiperbdlica de x =tghx=— ;e;
e
. . e +e
14.4 Cotangente hiperbdlica de x = cotgh x = ——
e —e
14.5 Secante hiperbdlica de x = sech x = 2 —
e +e
14.6 Cossecante hiperbdlica de x = cosech x = — 2 —
e —e
Relagdes entre as funcdes hiperbdlicas
senh x
14.7 tghx=
B = Coshx
1 cosh x
. hx = =
148 cotghx tgh x senhx
149 sechx= L
cosh x
14.10 cosech x =
senh x
14.11 cosh’x —senh?x=1
14.12 sech’x+tgh’x =1
14.13 cotgh?x —cosech®x =1
Funcodes de argumentos negativos
14.14 senh (—x) = —senh x 14.15 cosh (—x) = cosh x 14.16 tgh (—x) = —tgh x

14.17 cosech (—x) = —cosech x 14.18 sech (—x) = sech x 14.19 cotgh (—x) = —cotgh x
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Férmulas de adicao

14.20 senh(x*y)=senhxcoshy * cosh x senh y

14.21 cosh(xty)=coshxcoshy + senhxsenhy
tghx ttghy

14.22 tgh(xty)=
gh(xty) 1+ tgh xtgh y

cotghxcotghyt1
cotgh y £ cotgh x

14.23 cotgh(x*y)=

Férmulas de angulo duplo

14.24 senh2x =2senh x cosh x

14.25 cosh2x = cosh®x +senh?x = 2cosh?x —1 =1+ 2senh?x

2tgh x
14.26 tgh2x=—"="——
6 tgh2x 1+ tgh?x

Férmulas de angulo metade

14.27 senh%ziJ% [+se x>0, se x<0]
14.28 cosh%z,/%
X coshx—1
14.2 X_4 [coshx-—1 _
9 tgh2 coshxt1 [+se x>0,—se x<0]

_ senhx _ coshx-1
"~ coshx+1 senhx

Férmulas de angulo multiplo

14.30 senh3x=3senhx+4senh’ x

14.31 cosh3x=4cosh® x—3coshx
3tghx+tgh’ x
14.32 tgh3x=—2—=""__
B T  Bteh x
14.33 senh4x = 8senh? x cosh x + 4 senh x cosh x

14.34 cosh4x =8 cosh* x—8cosh? x+1
4tghx+4tgh’x
1+6 tgh? x+tgh* x

1435 tghdx=
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Poténcias de funcoes hiperbdlicas

14.36 senh* x=1cosh2x—-1

14.37 cosh*x=1cosh2x+1

14.38 senh®x = Lsenh3x -2 senhx
14.39 cosh® x=1 cosh3x+2 coshx
14.40 senh* x=3-1 cosh2x+ cosh4x

14.41 cosh® x=32+1 cosh2x+1 cosh4x

Soma, diferenca e produto de fung¢des hiperbdlicas

14.42 senh x+senhy=2senhl(x+y)coshi(x—y)
14.43 senhx—senhy=2cosh1(x+y)senh4(x—y)
14.44 cosh x+coshy=2cosh4(x+y)coshl(x—y)
14.45 cosh x—coshy=2senhl(x+y)senh(x—y)
14.46 senhxsenh y=1{cosh(x+ y)—cosh(x—y)}
14.47 cosh xcoshy=1{cosh(x+y)+cosh(x—y)}

14.48 senhxcoshy=1{senh(x+y)+senh(x—y)}

Expressao das fungdes hiperbdlicas em termos das outras

Na tabela abaixo, consideramos x > 0. Se x < 0, use o sinal apropriado, como indicado nas Férmulas 14.14
a14.19.

senhx=u coshx=u tghx=u cotghx=u sechx=u |cosechx=u

senh x u Ju? -1 ulN1—u? Wu? -1 N1-u?lu 1/u

cosh x 1+u? u IN1T—u? ulNu?—1 1/u J1+u?lu

tgh x ulN1+u? u?>—1/u u 1/u 1—u? INT+u?

cotgh x Nu? +1/u uNu*—1 1/u u IN1—u? 1+u?

sech x IN1+u? 1u 1—u? u>—1/u u ulN1+u?

cosech x 1/u INu? -1 N1—-u?lu u?—1 ulN1—u? u
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Graficos das funcdes hiperbdlicas

1449 y =senhx

14.50 y = cosh x

1451 y=tghx

14.52 y = cotgh x

Yy Y Yy
_______ R
1
0 x ) x ) z
________ R
Fig. 14-1 Fig. 14-2 Fig. 14-3

14.53 y = sechx

14.54 y = cosech x

4 y
______ 1.&
) x o x
______ o —— ——
Fig. 14-4 Fig. 14-5 Fig. 14-6

Funcgdes hiperbdlicas inversas

Se x = senh y, entdo y = arc senh x € denominado arco seno hiperbdlico de x. Analogamente definimos as
outras fung¢des hiperbdlicas inversas. As fungdes arco cosseno e secante hiperbdlicas sdo plurivocas e,
como no caso das funcdes trigonométricas inversas [ver 12.86 a 12.91], nos restringimos a valores princi-
pais nos quais estas fun¢des podem ser consideradas bem definidas.

A lista a seguir apresenta os valores principais (a menos que o contrdrio seja indicado) das fungdes
hiperbélicas inversas, expressas em termos de fungdes logaritmicas, que sdo consideradas como tomando

valores

14.55
14.56

14.57

14.58

14.59

14.60

reais.
arc senh x =In(x +vVx? +1)
arc cosh x =In(x ++/x%>-1)

arc tgh x = % h{t—i)

arc cotgh x = %ln (;C t D

arc sechx = ln(lﬁnﬁlz— 1)
x Nx
1 1
arc cosech x =In| —+,/—+1
x Nx

—O<X<®

x =1 (arc coshx >0 € o valor principal)

-1<x<l1

x>loux<-1

O<x =1 (arcsechx >0 € o valor principal)

x#0



— >

CapiTuLO 14 * FUNCOES HIPERBOLICAS

Relacées entre as funcdes hiperbdlicas inversas

14.61 arc cosechx =arc senh (1/x)
14.62 arc sechx = arc cosh(1/x)

14.63 arc cotgh x = arc tgh (I/x)
14.64 arc senh (—x)=—arc senh x
14.65 arc tgh(—x)=—arc tgh x

14.66 arc cotgh (—x) =—arc cotgh x
14.67 arc cosech (—x)=—arc cosechx

Graficos das funcdes hiperbdlicas inversas

14.68 y = arc senh x

14.69 y = arc cosh x

14.70 y = arctghx

Y Y | ¥ !
| I
| |
[ |
l !
[ l

x | |
0 o\l -1 0 |
\ | |
\
\ | |
~ I ]
~ | ]
I |
| |
Fig. 14-7 Fig. 14-8 Fig. 14-9

14.71 y = arc cotgh x

14.72 y = arc sech x

Y

14.73 y = arc cosech x

| 4 ' v
| [
| |
| I
| |
| |
| |
-1 [9) K z 0 n 0
| |
| |
| | ’
! | it
| | /
| | !
Fig. 14-10 Fig. 14-11 Fig. 14-12



@7 MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Relacao entre funcdes hiperbdlicas e trigonométricas

14.74 sen (ix)=isenh x 14.75 cos(ix)=coshx 14.76 tg (ix)=itghx
14.77 cosec(ix) =—icosech x 14.78 sec(ix) =sech x 14.79 cotg (ix) =—i cotgh x
14.80 senh(ix)=isenx 14.81 cosh(ix)=cosx 14.82 tgh(ix)=itgx
14.83 cosech (ix)=—icosecx  14.84 sech (ix)=secx 14.85 cotgh (ix) =—icotg x

Periodicidade das funcdes hiperbdlicas

Nas férmulas a seguir, k£ € qualquer niimero inteiro.
14.86 senh(x+2k7i)=senhx 14.87 cosh(x + 2kmi)=coshx 14.88 tgh(x + ki) =tghx
14.89 cosech (x+2kmi)=cosech x 14.90 sech(x+2kmi)=sechx 14.91 cotgh (x+ kmi)=cotghx

Relacao entre fungdes hiperbdlicas e trigonométricas inversas

14.92 arc sen (ix) = iarc sen x 14.93 arc senh (ix) =iarc sen x
14.94 arc cos x =i arc cosh x 14.95 arc cosh x =+ i arc cos x
14.96 arc tg (ix)=iarc tghx 14.97 arc tgh(ix)=iarc tg x

14.98 arc cotg (ix) =i arc cotgh x 14.99 arc cotgh (ix) =—i arc cotg x
14.100 arc sec x == arc sechx 14.101 arc sechx = % i arc sec x

14.102 arc cosec (ix) =—i arc cosechx 14.103 arc cosech (ix) = —i arc cosec x



Secao IV: Calculo

Derivadas 1 5

Definicao de uma derivada

Considere y = f(x). A derivada de y ou f(x) € definida por
D _ g ST _ gy 4802 1)

X h—0 Ax—0 Ax

15.1

onde & = Ax. A derivada também € denotada por y’, df/dx ou f’(x). O processo de obtencdo de uma deriva-
da € chamado de derivacao.

Regras gerais de derivacao

No que segue, u, v e w sdo fungdes de x; a, b, ¢ € n sdo constantes (com restricdes quando indicado); e =
2,71828... € a base natural dos logaritmos; In u € o logaritmo natural de u (isto €, o logaritmo de base ¢)
onde supomos u > 0 e todos os angulos s@o em radianos.

d

15.2 E (C) =0
d

15.3 I (ex)=c

d ny — n—1
154 %(cx ) =ncx

15.5 i (urtvtwt..)= ﬂ + d_v + d_w +--. [ndmero finito de parcelas]
dx dx dx dx
d du

15.6 E (au) = (la

15.7 i(uv) = ud—v+vﬂ
dx dx dx

15.8 — (uvw) = uvd—w+ uwd—v+ vw%
dx dx dx dx

d (ﬁ} _ v(duldx) — u(dvldx)

15.9
dx 2

v v



-

15.10

15.11

15.12

15.13

dx
dy
dx
du
dx
dy
dx
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") = nu""!

_dvdu
du dx

1

~ dx/du

_dyldu

" dxldu

du

dx

[Regra da Cadeia]

Derivadas das fungdes trigonométricas e trigonométricas inversas

15.14

15.15

15.16

15.17

15.18

15.19

15.20

15.21

15.22

15.23

15.24

15.25

Derivadas das fungbes exponenciais e logaritmicas

d du
——sen u =cos U——

dx

dx

d du
——COS U =—Sen u——

dx

dx

dx

dx

dx

du
tg u=sec’ u—

dx

dx

U
—cot u=—cosec?u—
dx

sec secut du
u=sec u tgu—
g dx

du
COSEC U = —COSec ucotg u Ir

1 du

d
Jp e sen u = ma

-1 du

d
Earc COS M—ﬁa

dx

dx

——arc sec u =
dx

X

arctg u=

arc cotg u =

d
—— arc cosec u =
d

1 du

1+u® dx

-1 du
1+u? dx

1 du +1 du

Iul\/uz—la_u\/uz—la
-1 du — F1  du
IuI\/u2—1 dx u\/u2—1 dx

_T. <
5 <arcsenu <

[0 < arc cos u <]

5 <arctgu<s
[0 <arc cotg u <]

+seO<arcsecu<m/2
—sem/2<arcsecu<

—seO<arccosecu<m/2
+se —m/2<arccosecu<0

15.26

15.27

15.28

dx
d

dx

4
dx

log, e du
log, u=—"—"%
=L ioe uLdn
MU= O M T

a" =a" lna—u
dx

[a=#0,1]
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d du
15.29 e =g
15.30 ;—xu"=;—xe”'“”=e”'"”j—x[vlnu]=vu”"%+u”lnui—;}

Derivadas das funges hiperbdlicas e hiperbdlicas inversas

d du
15.31 Esenh u = cosh ME

d du
15.32 %cosh u = senh U

d _ , du
15.33 I tgh u = sech U

d B , du
15.34 Ecotgh u = —cosech U

15.35 isech u=—sech u tgh uﬂ

dx dx
15.36 %coseoh u = —cosech u cotgh u%
15.37 ;—xarc senh u = ﬁ%
e e ibtesertiois]
15.39 ;—xarc tghuzm% [-l<u<1]
15.40 %arc cotghuzw% [u>1ouu<-1]

15.41 diarc sechu =

¥l du
X u1—u? dx |:

—searcsechu>0,0<u<l
+searcsechu<0,0<u<l1

-t du_ F1 du [-seu>0,+seu<0]
lulT+u? @y 1442 dx ’

15.42 iarc cosechu =
dx

Derivadas superiores

As derivadas segunda, terceira e superiores sdo definidas como segue.

, _d(ay\_dy _ ., .,
15.43 Derivada segunda = a(a) = ffx)=y
d(d? d?
15.44 Derivada terceira = E(Kg) = EZ =f"(x)=y"

. o d (AT dY i
15.45 Derivada enemma—a(m)— dx" =f"x)=y
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Regra de Leibniz para derivadas superiores de produtos

P

r d
Seja D" o operador %, de modo que D*u = dxl: = p-ésima derivada de u. Entdo,
x

15.46 D"(uv)=uD"v + (’1‘) (Du)(D"'v) + @ (D*u)(D"?v)+---+vD"u

onde (T) s (;) ,...sdo os coeficientes binomiais [ver 3.5].

Como casos especiais, temos:

2 2 2
1547 Ly =y S B dv A
dx? dx? dx dx dx?
d? d*v du d*v d*u dv d*u
1548 —— =u——+3——+3——+v—
ae WWE S e e T e
Diferenciais

Sejay = fix) e Ay = fix + Ax) — f{x). Entdo,

Ay  fx+A)-fx) _ _dy
15.49 E—T—f(x)nLe—EnLe
onde € = 0 com Ax — 0. Assim,

15.50 Ay= f'(x)Ax +eAx

Se chamamos Ax = dx a diferencial de x, entdo definimos a diferencial de y por

15.51 dy = f’(x) dx

Regras para diferenciais

As regras para diferenciais sdo exatamente andlogas aquelas para derivadas. Como exemplo, observamos

que
1552 dlutvtw=x--)=dutdvtdwzt--- [ndmero finito de parcelas]
15.53 d(uv)=udv+vdu
15.54 d (ZJ _vduzudy
v v

15.55 d(u")=nu""'du
15.56 d(sen u)=cos udu
15.57 d(cos u)=—sen udu
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Derivadas parciais

Seja z = f(x, y) uma fung¢@o das duas varidveis x e y. Entdo, definimos a derivada parcial de z ou f(x, y) em
relacdo a x, mantendo y constante, por

o _ i SOHA y) - f(x, y)
1558 == lim A

Esta derivada parcial ¢ também denotada por dz/dx, f ou z .
Analogamente, a derivada parcial de z = f(x, y) em relagdo a y, mantendo x constante, ¢ definida por

a_f: lim f(x’y+Ay)_f(x’y)

1559 5= lim Ay

Esta derivada parcial é também denotada por dz/dy, f,ou z,.

As derivadas parciais de ordens superiores podem ser definidas por:

r_o(r) #f_o(of
1560 57 =ox (ax)’ oy 9y (ay)

f _0d(df f _d(of
15.61 5 dy a(a_y} dyox  dy (ax)

Os resultados em 15.61 serdo iguais se as funcgdes e suas derivadas parciais forem continuas; ou seja,
em tais casos, a ordem de derivacio ndo faz diferenca.
Extensdes para func¢des de mais de duas varidveis s@o totalmente andlogas.

Diferenciais de varias variaveis

A diferencial de z = f(x, y) € definida como

o dx+a—fdy

15.62 dz= df = a ay

onde dx = Ax e dy = Ay. Observe que dz é uma funcdo de quatro varidveis, a saber x, y, dx e dy, e € linear
nas varidveis dx e dy.
Extensdes para funcdes de mais de duas varidveis sdo totalmente analogas.

Exemplo Sejaz = x"+ 5xy + 2y’. Entdo
z,=2x+5y e z},:5x+6y2
€, portanto,
dz = (2x + 5y) dx + (5x + 6y)) dy

Suponha que queremos encontrar dz para dx = 2, dy = 3 no ponto P (4, 1), ou seja, quando x = 4 e
y = 1. A substitui¢do resulta em

dz=(8+5)2+ (20 +6)3 =26+ 78 =104



Integrais Indefinidas

Definicao de uma integral indefinida

Se Zy = f(x), entdo y € a funcdo cuja derivada € f(x) e € chamada de antiderivada de f(x) ou integral inde-

finida de f(x), denotada por J f(x)dx. Analogamente, se y = .[ f(u)du, entao Z

de uma constante € zero, todas as integrais indefinidas diferem por uma constante arbitraria.
Para a definicdo de uma integral definida, ver 18.1. O processo de determinacdo de uma integral €
chamado integracao.

= f(u). Como a derivada

Regras gerais de integracéao

No que segue, u, ve w sio funcdes de x; a, b, p e g sdo quaisquer constantes, com restri¢des quando indi-
cado; e = 2,71828... € a base natural dos logaritmos; In © denota o logaritmo natural de u, onde supomos
u >0 [em geral, para estender férmulas aos casos em que também u < 0, substitua In u por In |u|]; todos os
angulos sao em radianos; todas as constantes de integrac@o estdo omitidas mas ficam subentendidas.

16.1 Ja dx = ax

16.2 jaf(x) dx=a j F(x)dx
16.3 J(uiviwi-u)dx:judxijvdxijwdxi--- [finitas parcelas]
16.4 Ju dv=uv— Jv du [Integragdo por partes]

Para integragdo por partes generalizada, ver 16.48.

165 | flax)dx = 1 j fu)du

[u = ax]
Fu)
16.6 | F{f(x)}dx= | F(u)——du=
[ Fiscoyde= [ Fun & = [y )]
n+l
16.7 Ju”duz n#-—1 [n #—1; paran = —1, ver 16.8]
n+l1
16.8 J—:ln|u| [In u, se u > 0; In (—u), se u < 0]
16.9 Je“duze“
ulna u
u — ulna _e — a
1610 [adu= [e™du= — =1 [a>0,a=1]

16.11 Jsen udu=-cosu

16.12 Jcos udu=sen u



16.13

16.14

16.15

16.16

16.17

16.18

16.19

16.20

16.21

16.22

16.23

16.24

16.25

16.26

16.27

16.28

16.29

16.30

16.31

16.32

16.33

16.34

16.35

16.36

16.37

16.38

CAPITULO 16 * INTEGRAIS INDEFINIDAS

Itg udu=Insec u=—Incos u

Jcotg udu=1Insen u

Isec udu=In(sec u+tg u)= lntg(2 Z)
_[cosec udu = In(cosec u—cot u)=1n tg%
Jsec%tduztg u

Jcoseczuduz—cotg u

Itgzuduztg u—u

Icotgzuduz—cotg u—1u

u _sen 2u 1
7 =73 (u—sen u cos u)

sen’ udu =

u sen2u
cos udu—— —=§(u+senucos u)

J

J i
.[sec utg udu=secu

Jcosec u cotg udu =—cosec u

Jsenh udu = cosh u

Jcosh udu =senh u

I tgh udu =Incosh u

Jcotgh udu=Insenh u

Jsech udu = arc sen(tgh u) = 2arc tg e"
Icosech udu = lntgh% = —arc cotgh e"
_[sechzu du = tgh u

Jcosechzu du=—cotgh u

J.tghzu du=u—tghu

Icotghzu du =u—cotgh u

) _senh2u wu _1 h h
Isenh udu 2 5=73 (sen ucosh u—u)
senh2u u
h?udu = +—== hu+
Jcos udu 1 ) (senh u cosh u+u)
Jsech u tgh udu=—sech u

Jcosech u cotgh udu = —cosech u

— e
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du 1 u
16.39 j— =—arc tg —
uw>+a*> a €73

du 1 u—-a) 1 u ) 5
16.40 Jm—zln(m)——zarccotghg [u* > a*]

16.41 ji— L (”“)

1
ppials il bl bt tgh % [u? < a?]

du u
16.42 Jﬁ=arc sen;
16.43 J%=ln(w+\mz+az) = arc senh%
d
16.44 Jﬁ=ln(u+\/u2—a2)
16.45 J.umz—arc sec “
2 2
1646 [——— =—11 arvuta
u\/u +a? u
[ 2 _ 2
1647 [—— ——11 arva —u
\/a —u? u

16.48 Jf(’”gdx = fDg Dol 4 0D () jfg(”)dx

Isto € a integragdo por partes generalizada.

Transformacdes importantes

Na prética, frequentemente uma integral pode ser simplificada usando uma substitui¢do ou transformacao
adequadas juntamente com a Férmula 16.6. A lista seguinte fornece algumas transformagdes e seus efeitos.

1649 [ Flax+b)dx = % | Fawydu onde u=ax+b
1650 [ F(Jax+b)dx = % [u Fuydu onde u=+Jax+b
1651 [ F(&/ax+b)dx= % [ ur Py du onde u=24ax+b
16.52 J.F(\/m)dx=a JF(a cos u)cos udu onde x=asenu
16.53 jF(m Ydx=a jF(a sec u)sec? udu onde x=atgu
16.54 J.F(m)dxza _[F(a tg u)sec u tg udu onde x=asecu

F(u) onde u=e*

16.55 JF(e‘”)d == j
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16.56 jF(ln x)dx = J-F(u)e”du onde u=1Inx
16.57 JF (arc sen g) dx=a jF(u) cos udu onde u=arc sen %
Resultados andlogos aplicam-se a outras fungdes trigonométricas inversas.

2u l—uz\ du
1+u2’1+uz)1+u2

16.58 JF(sen X, oS xX)dx =2 JF( onde u= tg%



Tabelas de Integrais
Indefinidas Especiais

Aqui fornecemos tabelas de integrais indefinidas especiais. Como enunciamos nas observacdes acima da
regra 16.1, também nestas tabelas a, b, p, g € n sdo constantes, com restri¢des quando indicado; e =
2,71828... € a base natural dos logaritmos; In u denota o logaritmo natural de u, onde supomos u > 0 [em
geral, para estender férmulas aos casos em que também u < 0, substitua In u por In |u|]; todos os angulos
sdo em radianos; todas as constantes de integracdo estdo omitidas mas ficam subentendidas. Supomos em

todos os casos que a divisdo por zero estd excluida.

Nossas integrais estdo divididas em tipos que envolvem as seguintes fungdes e expressdes algébricas:

(1) ax+b (13) Jax>+bx+c (25)
2) Jax+b 14) P +a (26)
(3) ax+b e px+gq (15) x*xa* 27
4) Jax+b e px+gq (16) x"*a" (28)
(5) ax+b e [px+gq (17) sen ax (29)
6) xX*+a* (18) cos ax (30)
(7) x*-d? comx®>a® (19) senax e cosax (31)
(8) a®>—-x% comx*<da’ (20) tgax (32)
9 Jx*+a? (21) cotgax (33)

(10) Jx2— a2 (22) secax (34)

a1 Ja?—x2 (23) cosec ax

(12) ax*+bx+c (24) fungdes trigonométricas inversas

o
In x

senh ax

cosh ax

senh ax e cosh ax
tgh ax

cotgh ax

sech ax

cosech ax

funcdes hiperbolicas
inversas

Algumas integrais contém os nimeros de Bernouilli, B,, e os nimeros de Euler, E,, definidos no Ca-

pitulo 23.

1 Integrais envolvendo ax + b

xb zéln(ax+b)

1712 | afc ixb = % - %m (ax +b)
2
17.13 _[ X dx (ax+b) 2b(ax+b) ln(ax+b)
2a’ al

1 X
17.1.4 -[x(ax+b) Zln(ax+b)

1 a ax+b
17.1.5 J'm _E+F]n( P )




17.1.6

17.1.7

17.1.8

17.1.9

17.1.10

17.1.11

17.1.12

17.1.13

17.1.14

17.1.15

17.1.16

17.1.17
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-1
-[ (ax+b)*  alax+Db)
b 1
J‘(ax+b)2 h 2(ax+b) 1n(ax+b)
ax+b b? 2b
I (ax+b)? &  d*(ax+Db) —yln(ax+ b)
j de 1 N Ll X
x(ax+by  blax+b) " b \ax+b
J- dx _ —a 3 L 2a, fax +b
x*(ax+b)? ~ b*(ax+b) bx bz X
J‘ _ -1
(ax+b)* ~ 2(ax+b)?
J- xdx -1 N b
(ax + b)3 T a*(ax+b)  2a*(ax+b)?
2b b? 1
j (ax+ b)2 a*(ax+b) 2a*(ax+ b)2 o3 Inax+b)
n+l
[ (@x+bydx (sz:—]l?))a [n# —1; ver 17.1.1]
n+2 n+l
fx(ax +b)'dx = (?::f))az - b((c:lx+-|-1§22 [n# —1,—2;ver17.1.2e 7]
(ax+b)™*  2blax+b)"™?* b*(ax+ b)™!
2 _ _ _ —_
[ @+ byar= n+3)d | i+ 2@ i L7273
[x™" (ax + b)" nb
mg-n+1) m+n+1 x™(ax +by dx
., W |xm(ax + by mb - .
Ix (ax+b)'dx = min+ha min+Da J.x (ax + b)"dx
—x"ax+ by m+n+2 -
m+Db T (n+Db [x"(@x+bytdx

2 Integrais envolvendo vax +b

dx —_
1721 | N

17.2.2

17.2.3

17.2.4

17.2.5

J
I

2\Jax+b
a

xdx 2(ax 2b) b

\/ax+b
dx  2(3a’x* —4abx +8b?) o th

\/ax+b 15a°
j \/ax+ f 2 arc tg ax+b
xNax+b \/7 \/ax+b+\/7 \/_ -b

dx _ Nax+b J-
xzx/ax+b bx  2b xvax+b

J



-

17.2.6
17.2.7

17.2.8

17.2.9

17.2.10

17.2.11

17.2.12

17.2.13

17.2.14

17.2.15
17.2.16
17.2.17
17.2.18
17.2.19

17.2.20

17.2.21
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[Varsp ax = 2D

3a
_[x\/ax-kbdx— 2(3‘11§ 22b)\, x +b)?
_ 2
_[xzx/deZ 2(15(1 X logi(:bx-i-gb )W

N, b I dx

.[ Cl);+ dx=2\ax+b+b .’.W
\/ax+b \/ax+

.[ 22 D) .[

xvax+b

,[ dx_2x'"\/ax+b_ 2mb J-
Jax+b 2m+1)a Cm+Da b Jax+b

-[ dx - _ Vax+b _(2m—3)a dx
x"Jax+b  (m— 1)bx'"“ Cm-2b v Jax 1 b
J b= (2 + 3) (ax+b)** - (2m n 3)a [xmiNax+b dx
J'\/ax+bdx__ NJax+b N J-
' C =D 2m =) et fax+ b

Jw/ax-i—bdx_—(ax+b)3’2 2m-5a ¢~ax+b

T (m=Dbx™" (2m-2)b X

dx

dx

2(ax + b))
mi2 —
J(ax+b) dx = T miD
2(ax + b)Y 2b(ax + b))
mi2 — _
Jx(ax+b) dx = i d) peT

_ 2(ax+b)™O”  4b(ax+b)"V"?  2b%(ax+b)"H"

J. (ax+b)"*dx = a*(m+6) a*(m+4) a’(m+2)

mi2 mi2 (m-2)/2
_[ (ax+Db) dr = 2(ax+b) _[ (ax + b) ix
X m

J‘ (ax +b)"? dx = — (ax + b)“’”z)’2 J- (ax + b)"”2
x? = bx

_[ _ 2 -[ dx
x(ax +b)""2 "~ (m—=2)b(ax+b)""? D x(ax + b)m2"

3 Integrais envolvendoax + b epx + g

[m # 1]

[m # 1]

[m # 1]

[m # —2]

17.3.1

17.3.2

17.3.3

J~ dx 1 px+gq

(ax+Db)(px+q)  bp—aq "ax+b

J' xdx 1
(ax+b)(px+q) bp—agq

{b ln(ax+b)——ln(px+q)}

J' dx 1 1 w P (Prta
(ax+b)Y(px+q) bp—aq |lax+b  bp—aq "ax+b
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xdx 1 q ax+b b
17.34 J. (ax+b)*(px+q) bp—aq {bp —aq ln(px + q) alax + b)}
1735 J‘ x2dx b? 1
(ax+b) (px+q)  (bp—ag)a*(ax+ b) (bp — aq)’

J- dx _ -1 1
1736 | by (pxtqy  (n=Dbp—ag) [(ax+ by (px+q)"

b(bp —2aq)
a

{—ln(px+q)+ In (ax+b)}

dx
+a(m+n-—2) j(ax+b)m(px+q)"‘l}

17.3.7 fax+bdx=%+ bp - M in(px+q)
-1 {(ax+b)’"“ (i —Da f (ax +b)" }
(n=1)(bp —aq) |(px+q)"" (px+q)""
17.3.8 (ax + b dx = - { (ax + b)’i +m(bp — aq) de}
(px+q) (n—=m—=Dp |(px+g)"" (px+q)"
-1 {(ax+b)'” J'(ax+b)"” }
((n=Dp [(px+q)"! (px+q)""

4 Integrais envolvendo Vax+b epx + ¢

17.41 J-px+q dr = 2(apx +3aqg — 2bp) Ny

Jax+b 3a?
1 ln[\/p(ax+b)—\/bp—aq]
dx _ \/bp—aq\/; \/p(ax+b)+\/bp—aq

1742 |————7—
J. (px+g)Nax+b 2 arc tg plax+b)
\/ aq— bp\/; aq —bp

2\/ax+b \/bp aq \/p(ax+b) \/bp aq
J-\/ax+ p p\/_ \/p(ax+b)+\/bp aq

pxX+gq 2\/ax+b B 2\/aq—bp arc tg plax +b)
P rp V' aq=bp

n+l n
17.4.4 J.(px+q)"\/ax+bdx=2(px+q) vax+b _bp—agq J'(px+q)

17.4.3

@ni3p e dp dJamrp
J- dx _ Jax+b + 2n=3)a J- dx
17.4.5 (px+q)yJax+b  (n=D(ag=bp)px+q)"  2n—-1ag—bp) I (px+qgy~'Jax+b
17.4.6 (px+q)" dr = 2(px+q)'Jax+b 2n(aq bp) J‘ (px+q)"'dx
o Jax+b (2n+Da (2n+1Da Jax+b

17.4.7 [n# 1]

—Jax+b a J‘ dx

J.(px+q)" e (n—l)P(pX+61)"7l+2(”—1)P (px+q)'ax+b
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5 Integrais envolvendo Jax+b e \/px +q

0 \/ifpln(\/a(px+q)+\/p(ax+b))

17.5.1 '[\/(ax+b)(px+6]): 2 arc tg ’—p(ax+b)
\J—ap a(px+q)

1752 | \/(ax+);6)?px+q) B \/Mm_bpz;; ] \/(ax+Z;C(Px+q)

17.53 [ Jlax+b)(px+q) dx = 2apx+bp+aqm p aq)2 J‘\/(ax+lcj)(pX+q)
1754 I\/Px+qd _J(ax+b;(px+q> aq—bp JJ(aHZ;(qu)

1755 | i - 2lerh

(px+q)Jax+b)(px+q)  (ag—bp)/px+q

6 Integrais envolvendo x” + o

1 X
17.6.1 J.ﬁ—zarCth
17.6.2 j%:%ln(xuaz)
x*+a
X
17.6.3 J.ﬁ—x—aarctga
x2  a?
17.6.4 J.ﬁ=7—71n(xz+a2)
1 x?
1765 |——=——1
J.x(x +a2) 2a? n(x2+a2)
1 1 X
17.6.6 J‘W —E—?arctgz

1 1 x?
17.6.7 -[ 3()c +a2) 242 2041n(x2+a2)

17.6.8 -[(x iaz)z = 2a2(xx+a2) 13 arc tg ﬁ
1769 ()c2x+dz§2)2 - 2(x2_ i a’)
17.6.10 | o +‘§2)2 =3 (x"j: o 21a arc tg =
17.6.11 I(xfid;)z = z(xfi - +%ln(x2 +a?)

dx 1 1 x?
17.6.12 Jx(xz +a®)? " 2a*(x® +a?) +Wln(x2 +a2)
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dx 1 X
1613 [ ot ay = e 2w B
dx 1 1 1 x?
17.6.14 jx3(x2 +a?)? | 2a'x* 2a°(x*+a’) a_ﬁln(x2 +a2)
X 2n—-3
17.6.15 J.(XZ +a2)n - Z(n_ l)az(xz +a2)n71 + (Zn_z)az J‘(XZ +a2)n71 [n ;t 1]
17.6.16 | = - !
.6.16 (x2+a2)n - 2(n—1)(x2+a2)”" [l’l * ]
17617 [——2 - : b [ 1
0. x(x2 +a2)n = 2(n_1)a2(x2 +a2)n—1 a2 x(xz +a2)n—1 [n# 1]
x"dx X" 2dx 5 X" 2dx
17.6.18 (xz +(12)" - (xz +a2)nfl —a m
1 dx 1 dx
UXRUJNY QRN S ST U —
J‘ m(x +a2)n a2 Jxm(XZ +a2)n—1 a2 Jxm—Z(XZ +a2)n

7 Integrais envolvendo x’- a*, com x” > a’

dx —Ll r-da ——larccothi
—Z 2a™Mx+ad) T T a g
1
17.7.2 j xdx =G —a)
x2dx a, (x—a
17.7.3 j _x+§1n(x+a)

x3dx  x* a*
=—+—In(x*—a?)

x2—a®> 2 2

1715 jm %azln(xz az)

17.7.6 IW 1 +%ln(x+2)
1717 | 3(x _a) 2a1 3 ﬁln(xzx_zaz)
1778 [ C_lxaz)z = 540 —ah ‘4171“(%)

-1
)’ = 2(x —a?)

17.7.4 j

17.7.9 j( X dx
X

—X 1 x—a
17.7.10 f( uit 2)2_2(x2—a2)+@1“(x+a)
2

x3dx —a 1
= +-In(x*-a’
@) 2 —a) T2 )

17.7.11 f

dx -1 1 _x2
17.7.12 Jx(xz _az)z = 2(12()62 —(12) +W1n(x2 —(12)
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17.7.13 sz(xzd—faz)z: —%—m—%ln(ﬁ)

17.7.14 jx3 (xzdf =" 2a1x2 - 204(; — a—161n (xzx_z az)

17715 [ s (n—l)az_(i oy (22"_ Zfa = 2),, 1 [ # 1]
17.7.16 (xzx_dzz)n =301 (;zl_az)n_l [n# 1]
17.7.17 | x(xzdfaz)” =30 1)a2"()1€2 — -% jﬁ [n# 1]
17718 | (xzx icsi) [—= o - chj)cn et [ . X de

8 Integrais envolvendo a” - x*, com x* < @’

d 1 + 1
17.8.1 J.rxxz=—ln(a x) = Earctgh%

2a a—x
d 1
17.8.2 j rar S =—5hn@-x)
+
17.8.3 j%}ﬁ%ln(z_i)
Bdx % a? .,
17.8.4 ja =y @ -

17.8.5 Jﬁ:%ﬂzln(aﬁsz)

17.8.6 jW?%Jrﬁl“(Zi_i)
1787 | 3( T )=—2a£xz+ﬁln(azxf2xz)
17.8.8 -[(az ixxz)z = zaz(ajzc_xz) + 423 1“(ZJ_F§)

xdx 1
17.8.9 J.(az _x2)2 = 2(612 _x2)

X 1 a+x
17.8.10 j( — 2)2=2(az_xz)—mln(a_x)

a? 1
17.8.11 +=In(a® —x?
.[( 2—x) 2(a2—x2) 2 (@ =%

dx 1 1 x?
17.8.12 Jx(az—xz)z = 2a2(az_xz)+gln(az_xz)
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17.8.13 jﬁ=%+m+%ln(2ti)

17.8.14 [ (azdf 7= 26;1)62 +5 (ai =5 +ai61n(azx_2 xz)

17815 [ i’xxz)n = 5= Dazfaz Tt (2in—_2§a2 @ _d;)n,l [n# 1]
17.8.16 | (azx_d;)n = 3= 1)(;2 5 n# 1]
17817 | x(azd_xﬁ)n = 2= 1)a2(1a2 x5y +aL2 J ﬁ 7 1]
17818 [ i‘ffz),, =a*| (a)ﬁmjff),, - _;azb)cl

17.8.19 jﬁ=% jﬁw—t fxmz(adz—x_xz)

9 Integrais envolvendo vx* +a?
dx _ 2 2 _ X
17.9.1 Im—ln(x+\/x +a*) = arc senh;

xdx
17.9.2 j T Jx? +a

2 2 2 2
17.9.3 j\/"zdxzz’”x;“ —%ln(x+\/x2+a2)
xX“+a
1794 [ AL _CCHOT g g
o Va2 +a? 3

dx 1 a++x*+a?
J- dx X +a?

1796 [ o=
dx Nxt+ar o1 a+Nx*+a?
17.9.7 | S L I I T e S
Oxt+a? 2a°x 2a X

2

[ -2 2
17.9.8 f\/x2+a2 dx =%+%ln(x+\/x2 +a?)

2 2\3/2
17.9.9 jx\/ﬁ +a* dx = %

2 2\3/2 2 2 2 4
179.10 [’ Pt dy= A FXNX Ha —%ln(x+\/x2+az)

4 8
(x2 +(l2)5/2 aZ(x2 +a2)3/2
3 2 2 —_ _
17.9.11 j X2+ a2 dx = < 3

2 2 3 5
179.12 j@dx:m_am(uJ

X
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’ 2 2 [ -2 2
'[ xx-zl-a dx=— xx+a +In(x++x*>+a?)

17.9.13

2, 2 2+a? ‘ta
e [T g STE 1 (;J
179.15 | ==
S ey T et e
4
17.9.16 .[(x2+a2)3’2 NV

+In(x++x*+a?)

17.9.17

—X
J.()C2 +a’)”? ¥+ @2

x3dx
fz—zm=vx2+a2 t—
(x*+a’) Jxr+a?

dx 1 1 a+x*+a®
17919 '[?C(JC2 D SN P _?ln(f]

17.9.20 J- dx __\/x2+a2_ X
Y+ )" P a4\/x2 s

[ 3 iln(a+\/x2 +a2J

CP+a) 20252 x + a2 - 2ax*+a* 20 X

2

17.9.18

17.9.21

2 2\3/2 2 2
17.9.22 J(x2+a2)3’2dx=x(x —;a) +3a a g ta +8a4ln(x+\/x +a?)
(x2 +a2)5/2
2 2\3/2 —
17.9.23 jx(x + a2y Py =
2 2\5/2 2 2 2\3/2 4 2 2 6
17.9.24 ij(x2+a2)3/2dx=x(x ta)T _ax(CAa)T aaNx ta ay o [aig
6 24 16 16
(xZ +a2)7/2 aZ(xZ +a2)5/2
30,2 2312 7+ _
17.9.25 jx(x +a?)Rdy = <
2 23372 2 23372 2 2
17.9.26 j(x Ta)T = +3“) +a P+ —a m[ﬁ— W;M)
2 23372 2 2\3/2
17927 [ g ra) 3x“x ral +2a21n(x+\/x2+a2)
X
2 2\3/2 2\3/2 2 2
DY B [t Ml G Sl N e (MJ
X 2x? X

10 Integrais envolvendo Vvx* —a’

d
17.10.1 Jﬁ= In(x+vx2—a?)

17.10.2 j% =Jx?—a?



17.10.3

)C x
17.10.4 j \/xZ—az

17.10.5 j \/7
X —a

17.10.6

17.10.7

17.10.8 j Ji—a? dxzﬁ_
17109 [x S —atdr = & ma)”
szmdp)‘(xz
jx3mdx=

17.10.10

17.10.11

17.10.12

17.10.13

17.10.14

17.10.15

17.10.16

17.10.17

17.10.18

17.10.19

17.10.20

17.10.21

17.10.22

x2dx

CaPiTULO 17 * TABELAS DE INTEGRAIS INDEFINIDAS ESPECIAIS

xVJx?—a?

J‘x/x -a’

_(x*—a

2

2)3/2

2
+%1n(x+\/x2—a2)

3

X2

—a

= —arc secC

2

+a?

)C

a

.[2\/x_a

_Ax?-a?

a’x

[

—a

2a*x*

2)3/2

L
2a®

X
arc sec |—

X" —a

a

2
a—ln(x+\/x2 —a?)

232 2. [2_ 2 4

4a) + 42 ); a —%ln(x+\/x2—a2)
(=) @ (x>—a?)”

5 3

I\/—d

J. /xz_az
+3

=+/x?—a® —aarc sec |—
a

x
+ —arc sec
2

b ‘

[i2_ 2
_yr-ad +In(x++/x*—a?)
\/x —-a?

2x? a a
dx _ X
j (x2 _a2)3/2 -7 a2\/x2 e
xdx _ -1
_[ ()C 2)3/2 - \/)C2 _
xldx X —
j(xz—az)m__\/xz_az +In(x++vx*—-a*)
a2
_ 2_ 2
J-(x 2)3/2 =NXT—a o
J dx = ! —iarc sec |—
x(x2—a?)? \/x2 _p & a
J‘ dx _ x2—a? B X
O —a)y” T ax N e
j dx = ! - 3 —iarc sec
B —a’)” 2a2x2\/x2 e 2a4\/x2 _& 24’ a
2 2\32 2o [v2_ 2
j(xz—a2)3/2dx=x(x 4a) _dax g 4 +%a4ln(x+m)

—  «»
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2 2N\52
17.10.23 jx(xz—a2)3/2dx=(x 5“)
a2 _x(xz—a2)5/2 azx(xz—a2)3/2_a4x /xz_az i —
17.1024 [ x7(x* —a?)"2dx = . + 51 6tV —a?)
17.1025 [ x°(x* —a®)"2dx = (Poa) | @ ;az)m
.10. 7
2 3/2 2 _ 42)\372
17.10.26 J(x ) :(x 3a) —a*\x?>—a® +a® arc sec X
a
a’)? 2 2\32 [2_ 2
17.10.27 j(x LA € x“) L x2 a —%azln(x+\/x2—az)
2\3/2 2 2\312 [ 2 2
17.10.28 J.udx=—(x @) +3 r 4 —éaarcseci
2x? 2 2 a
11 Integrais envolvendo Va* — x*
17.11.1 J. —arcsen—
\/a —X
X dx
17112 [—=—=-Jai- ¥
Ja* = x?
2 [2_ 2 2
17.11.3 _[\/x dxz S a2 i +%arcsen%
a- — X
3 2 ,2\32
17114 | xdx @ =x)T i
Ja? - x2 3
2 _ 2
17115 | dx ——lln[“+ a x]
xa* —x? a X
d 2 _ 2
17116 [———=-Y 2
x2Ja? — x? ax
dx o Nat—x? 1 a++a?*—x?
17.11.7 jx3 el v v R
[2_ .2 2
17.11.8 J.\/a2 —x2dx = %+%arc sen%
2 L2)\32
17119 [xa® = =—%
2 _ 42)\372 2 [ 2 _ 42 4
17.11.10 '[xZ\/az—xzdxz—x(a 4x) +ax Cé d +%arcsen§
. (a® —x?) az(az_xz)yz
17.11. 11j 3Ja? —xPdx = S 3

2_ 2 2 _ .2
e (Y e e _am(“— e

X
2 42 2 _ 42
17.11.13 | ““x2 L= MY

X
X =— —arc sen —
X a
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\/az—xz NaP-x* 1 a++a*—x?
17.11.14 | o In|
x? 2% 2 X
x
17.11.15 j( — 2)3,2 T
X dx 1
17.11.16 j( Sy P
x*dx X X
17.11.17 j( i e T
a2
17.11.18 J.szléﬁ—xz +W
171119J dx - ! —il at~a=x7 Va? - x?
AL (@ —x2)" _azx/az—xz P X
d a’—x* X
17.11.2 =—
0 j —x2)" a‘x +a4\/a2—x2

dx -1 3 3 | (a+\/a2—x2)

17.11.21 | G Ea TN e il Pl

2 L2\32 2. [ 2 2
17.11.22 f(az—x2)3/2dx=x(a 4x) +3ax g ol +%a4arc sen%
(az_xz)S/z
2 N3 gy —
17.11.23 j x(a® — x2)"2dx = :
2 L2)\52 2 2 L2\32 a. [2_ 2 6
17.11.24 J-xz(az—xz)”dx:—x(a 6x) +ax(a24x) L4 ]a6 a +?—6arcsen%
(a2 _ x2)7/2 az(az _ x2)5/2
30,2 _ 2)32 0y — —_
17.11.25 j (@ — x2)dx - <
2 2\32 2 L2\302 2_ .2
e [ @) +/—_1(+— o —x ]
X X
x2)32 2 2\32 [ 2 _ 2
171127".(“ ) dx=—(a )7 a2 s —%azarcsenﬁ
X a
x2)32 2 L2\302 [2_ 2 [ 2_ .2
171128j(“ LN 2;2) _3 = +%aln(a+#]

12 Integrais envolvendo ax’ + bx + ¢

Nos resultados seguintes, se b = 4ac, entdo ax’ + bx + ¢ = a(x + b/2a)’ e podem ser usadas as integrais
de 17.1. Se b =0, use as integrais de 17.6. Se a =0 ou ¢ = 0, use as integrais de 17.1.

arc tg 2ax+b
\/4ac —-b? \/4ac b?
2ax+b—b? - 4ac]

1
\/b2 —4ac [2ax+b+\/b2 4ac

mazt [
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xdx 1 ) b dx
17122 [ oo e = 2a M@ o [
x2dx _x b 5 b* —2ac dx
17.12.3 Jm—g—ﬁln(ax thxtot 2a® Jax2+bx+c
x"dx xm! c X" 2dx b x"dx
17.12.4 = -— -
J.ax2+bx+c (m-Da a jax2+bx+c a Jax2+bx+c

dx 1 x? b (___dx
17.12.5 Im_%ln(axz+bﬁc+0)_% J.ax2+bx+c

17.12.6 JW:% n(@)_%—k sz_Cgac -’-ax2 -:le)x-kc

17.12.7 '[ pr (axzc-licbx o e 11)cxn—] _g _[ P (axzdi bx +c) _% J. 2 (axgbj- bx +c¢) [n#1]
17.12.8 J. (ax? +aZCx o) (dac— bg;l();;i bx +c¢) * 4ch2f b* I ax* :bl;x +c

17.12.9 -[ (ax? -l)-clt)i)f+ oF ~ (dac— b?;c(:z_xzzi bx+c) 4acb— b? J ax?® -:bl;x +c

17.12.10 .[ (ax? -xi-QI;Z;C+ oF a(4a(cbi;)22)c(l;)c)§ -:: Z)Cc +¢) 4aczi b? J‘ ax? -:bl;x +c

x"dx xm! (m—1)c x"2dx
17.12.11 -[ (ax> +bx+c)  (2n—m—1Da(ax*+bx +c)"" + 2n—-m—-"Da J (ax*> +bx+c)"

__(n—-m)b x"dx
Q2n-m—-Na J (ax*+bx+c) [2n =m # 1]
x2dx 1 x*3dx c x*3dx b x22dx
17.12.12 -[ (ax>+bx+c) a -[ (ax>+bx+o)"  a J (@ +bx+c) a -[ (ax®>+ bx +¢)"
dx 1 b dx 1 dx
17.12.13 J. x(ax> +bx+c)’  2c(ax®+bx+c) 2c J (ax* +bx +c)? te J. x(ax®* +bx +c)
dx 1 3a dx 2b dx
17.12.14 -[ xX(ax>+bx+c)  cx(ax*+bx+c) ¢ -[ (ax®>+bx+c)? ¢ j x(ax® +bx +c)?
dx 1 (m+2n-3)a dx
17.12.15 =_ —
J. x"(ax?> + bx +c)" (m—1Dex™ ' (ax? + bx +¢)*! (m—-1)c J x"2(ax? + bx +c)"
3 (m+n-2)b J~ dx 41
(m—1)c x"ax®+ bx +¢)" [m ]

13 Integrais envolvendo vVax* +bx +c¢

Nos resultados seguintes, se b’ = dac, entdo NJax* + bx +c¢ = \/E (x +b/2a) e podem ser usadas as inte-
graisde 17.1. Se b = 0, use as integrais de 17.9. Se a = 0 ou ¢ = 0, use as integrais de 17.2 e 5.

%111(2\/5\/%2 +bx+c+2ax+b)
a

17.13.1 j

dx
Jax* +bx+c -

( 2ax+b 2ax+b J
arc sen

1 1
————| = —=arcsenh| ————
\-a b — 4acJ Ja (\/4ac -b?

17132-[ xdx _\/ax2+bx+c_i.“ dx
o Jax* +bx+c¢ a 2a I Jax* v bx+c
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x2dx _ 2ax-3b 1) 3b2 4ac dx
e J.\/ax2+bx+c_ dar YO TEer Jx/ax 24 bx+c
__1 2\/6_‘m+bx+26
17.134 jd—x_ Ve
J=c | x1\b? — 4ac Je | x1\4ac - b*
s [ Neheie b _d
T e da v bhx+c cx 2 JiJacrbrre
2 2
17.13.6 J' Jax +bx+c dx=(2"x+b)m 4ac b J- dx
4a \/ax +bx+c

2 3/2
17.13.7 jx\/axz +bx+cdx= (ax” + bx+c) b(2ax +b) Jax?+bx +c

3a
_ b(4ac— b?) _[
16a’ Jax? + bx +c

2 _
17138 [x2ax? T brtcde= 2900 5b(y#”vﬁc)““% [Vax> +bx+c dx

24a?

17.13.9 j—“’xZ*’”” S g +bx+c+_
X

[—E& e &
\/ax +bx+c X\/ax2+bx+c

\Nax*+bx+c Vax*+bx+c dx b dx
17.1310 [~ Cax=- +a | +2 [—
X X \/ax2+bx+c 2 9 xJax®+bx+c
171311 j i dx - 2(2ax + b)
(ax* +bx+c) (4ac — b*)Nax? +bx +c
171312 J' i xdx - 2(bx +2c)
(ax*+bx+c)"* (b2 —4ac)Jax? +bx+c¢
x2dx (2b* —4ac)x +2bc dx
17.13.13 J. (@’ +bx+c)” a(dac —b*Wax? +bx +c¢ a '[ Jax> +bx+c¢
17.13.14 [—— d ! | & - jd—x
x(ax® +bx +c) eJax> +bx+c € Y xJaxP +bx+c 26 ) (ax? +bx+c)”?
dx ax*+2bx+c b* —2ac dx
17.13.15 sz(axz Tbhxto” == JETY PRy S + 20 j (@21 bx o)

_3b [—&
2¢> J xJax> +bx+c

Qax+b)ax*+bx+c)""?  (2n+1)4ac-b?

17.13.16 J.(ax2 +bx+c)™"? dx = ) f(ax2 +bx +c) " dx

da(n+1) 8a(n+1)
n+3/2
17.13.17 J.X(ax +bx+c)"dx = (ax +bx +c) _ J.(axz + bx + ¢)™12 dx
a(2n+3) 2a
dx 2(2ax +b)
17.13.1 =
18 j (ax* +bx+cy™  (2n—1)(4ac—b*)(ax* + bx +c)y"?
8a(n—1) dx

T @n—D(dac—b?) -[ (ax® +bx+c)y”
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dx 1
17.13.1 =
319 -[ x(ax® +bx+ )™ (2n—1Dc(ax* + bx +c)"™'"?

N l J‘ dx b J‘ dx
¢ d x(ax* +bx+c)""?  2c¢ J(ax? +bx+c)m?

14 Integrais envolvendo x* + o’

z 3 3 .
Observe que, para férmulas envolvendo x” — a’, substitua a por —a.

2
_L]n( (x+a) 2x—a

 6a? xz—ax+a) a\/rarctg a3

J- xdx 1 (xz—ax+a2

2x—a

1
+ t
(x+a)? ) a\/g e a\/g

17.14.2

xX+a’> 6a

2d. 1
17.14.3 I%zgln(x3+a3)
dx 1 x3
17144 [ — Tarvs il (—x3 - 03)
dx 1 1 x2 —ax+a? 1 -
17145 | —MmMmMMM=—————1 - t
J‘)cz(x3+a3) a’x  6a* n( (x+a)? ) a4\/§arc & a\/g

dx X (x+a)? ) x—a
17.14.6 = +—1 arc ¢
J (P +a*)? 3a*(x*+a*) 9a° n(x2 —ax+a*) 3453 N a3

2x—a

(x +a)’ ) 3a4\far €5 a3

17.14.7

= + n
(3 +a®)? 3ad’(x*+a*) 18a*

J~ xdx x? 1 (xz—ax+a

1
-[(x3 Ya)Y 3 +ad)

dx 1 1 x*
17.14.9 Jx(x3 +a*)? " 3ad(xP +ad) +ﬁln(x3 +a3)

17.14.8

1 x? 4 xdx
g0 [ L x4
J. x2(x3 +a®)? a’x  3a®(x*+a®) 3a° J‘)c3+a
d m-2 m—}d
171411jx x—;_z—a3j;+af [m # 2]
17.14.12 [~ LI f dx 1
X (x +a3) a3(n—1))c"’1 a® Jx3 3 +ad) [n# 1]

15 Integrais envolvendo x* + a*

1 x? +ax2 + a? 1 2 2
17.15.1 Ix = 4a3\/§1n(x2_ax\/§+a2)—2a3\/§larctg(l—7)—arctg(l+ P
2

xds 1o
2a2 arc tg (12

x*+at

x2dx 1 x2—ax~2 +a? 1 X2 X2
17.15.3 = In — arctg|l—-——|—arctg |1+
-[x4+a4 4a~?2 (x2+ax\/2 +a2] Za\/2l g[ a J g( a

17.15.2 j
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Sdx 1
17.154 | % = gIn(x*+a")

dx 1 x*
7185 [ = e )

156 [ L1 N Bl PR
x2(x*+a*) a‘x  4a’\2 |\ x> +ax2 +a?
1 X2 X2
+ arctg|1———|—arct
Mfl g{ a} g( H
1 1 x?
17.157 | 3(4+a4) T g AT g

dx 1 xX—a 1
17.15.8 Im=mln(x+a) a 3arctg

xdx 1 x2—a®

de 1
171510[ 4611 (Ha) Zaarctg—

17.15.11 [ xidx =11n(x4—a4)
x*—a* 4

dx 1 x*—a*
17.15.12 | = grhn (x_4)

1 1 xX—a 1 by
17.15.13 jﬁzm'i‘énf ln( )+ﬁarctg5

X+a

1 1 x'—a’
17.15.14 | oG 4_a = 5o +4—aﬁln(—x2+a2)

16 Integrais envolvendo x" + a"

17.16.1 f—— ! ln( i )
x(x"+a") na" x"+a"

n—l1

17.162 | rdy L v
x"+a n

x"dx x""dx ) x""dx

17.16.3 (xn +an)r - (xn +an)r—1 —a (xn +an)r
dx 1 dx 1 dx
17164 | —— - |— | =
J‘xm(xn +an)r an J‘xm(xn +an)r71 an J‘xmfn(xn +an)r

17.16.5

J- dx 1 (\/x +a" — \/_J
x\/x”-i-a n\/7 \/x +a" +\/7

17.16.6 | SIS W
x(x"—=a") na" x"

n—1
17.167 [ a L —am
n

x"—a"
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_Xm m "dx m ndx
17.16.8
-[(x” — J.(x J.()C an)r—l
1 dx 1 dx
17.16.9 J m(x ), - a" xm—n(xn _an)r - a’ jxm(xn _an)r_

n
!

17.16.10 j

COoS

dx
\/xn_ n l’l\/_

xPdx 1 Qk-Dpm x+acos[(2k —1)ym/2m]
17.16.11 = t
J x4 ag®  ma®mr ;S are asen[(2k —1)7/2m)
1 = 2k—1 2k -1
Ry Z‘ cos ( 2m)pw In (xz +2ax cos%+ az) [0<p =2ml
p-1 1 m—1
17.16.12 J Xdx — coskpwln x2—2axcosﬁ+a2
e 2maPnr = m m
1 & pw x —acos (kir/m)
— t P A ——
ma*"m-r kz:}sen m arctg ( asen (km/m)
1
+W{ln(x a)+ (=D’ In(x+a)} [0<p =2m]
p-1 _1\r-1 n
17.16.13 J~ xPldx _ 2(=1) ] sen 2kpr are t x+acos[2km/(2m+1)]
x4 gt 2m+ DaPmrt! = asen[2kw/(2m+1)]

b g

e — In| x*+ 2ax cos 2km +a?
QCm+1)g>rt = 2m+1 2m+1

(=D In(x+a)
e
2m+1)a?>m—r*!

p-1 _ m _
17.16.14 J‘ xdx 2 : Zsen 2kp arc tg x—acos[2km/(2m+1)]
X2 — @ 2mA e ST 2m e+ asen[2km/(2m +1)]

[O<p=2m+1]

+;_200s 2kpm In| x> — 2ax cos 2k +a®
Cm+Da*r = 2m+1 2m+1

In(x—a)

—4) O<p=2m+1]
Q@m+Da b=

17 Integrais envolvendo sen ax

cos ax
a
senax  xcosax
a

17.17.1 Jsen axdx =—

17.17.2 stenaxdx =

2 2 2
17.17.3 _[xz senaxdx = a_); sen ax + (? - %) coS ax

2 3
17.17.4 '[x senaxdx = (341 C%)senax+(2—f—%)cosax
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sen ax (ax)*  (ax)®
175 [——dx=ax——r + 2 ...
17.17.5 J. . X =ax 330 5.51
17.17.6 jsen“xdxz—sen‘”+ajcosa dx (Ver17.18.5)

_ll —cot —ll g
ax_a n(cosec ax —cotg ax) = _In tg -

xdx 1
17.17.8 | = —dax+

(ax)*  T(ax)’ N

+
senax a 18 1800 2n+1)!

X sen 2ax
2 da

x2>  xsen2ax cos2ax

4 4a 8a?
cosax cos’ax
a 3a

17.17.9 jsenz axdx =

17.17.10 j xsen? ax dx =

17.17.11 j sen? ax dx = —

3x sen2ax sen4ax
4 - _
17.17.12 Jsen axdx = 3 4a + 32a

1
=——cotgax
sen” ax a

nnmj

cosax + 1 Int ax
T 2asen’ax  2a "€

sen(p—q)x
2p-q)

a a. r ax
—+— +—lnsen ———
[4 2) %)
dx 1 T ax
17.17.18 Im——atg (Z—T)
X dx X T ax 2 T ax
17.17.19 fm——ztg(z—7)+a—2lnsen(z+7)
1 T ax 1 (7 ax
17.17.20 Im—%tg(z+7)+6—atg (Z+7)

1 1
17.17.21 j—:__tg m_oax) 1T _ax
(1+senax)? 2a 4 2 6a 4 2

17.17.14 jsen —=

sen(p+¢g)x
2(p+q)

17.17.15 Jsen pxsengxdx =

17.17.16 jl =

17.17.17 jl_ ——=

tgtax+
- _ arc te A zzax 2‘]
afp’-q N
17.17.22 jm
1 In ptgltax+q—+q*—
aJg*—p*  \ptgrax+q+q -
dx qcosax p dx
17.17.23 =
J.(p+qsenax)2 a(p®>—q )(p+qsenax) —q Jp+qsenax

2(22%1 _ l)Bn (ax)z’”l }
+ + cee

—  «»

[p # =4l

[p# % q]

[p# % ql
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= arct
> +g*sen® ax ap\p* + ¢ & P

2 2
t
17.17.24 Ip dx 1 NP tgtgax
JP?P—q* tgax

arc tg

a 2_ 2 p
17.17.25 j# ] wlr-a A
p°—q sen”ax 1 n JgP—pPtgax+p
2ap\g* - p*  \Ng* - p*tgax—p
m m-1 _ 1
17.17.26 Jx”‘ senaxdy = — o4t | T 2sen @ m(mz ) _[x"“z sen ax dx
a a a
170727 [y = - S [ (Ver 17.18.27,) [n# 1]
x" (n—Dx""' n-1 x"!
n—1 _ 1
17.17.28 Jsen" axdx = -2 chos ax, n J‘sen”‘2 ax dx
17.17.29 | de __—cosax  n=2 ¢ d« n# 1]
sen"ax a(n—Dsen"'ax n—1 Jsen"?ax
xdx —X cosax 1 n—2 xdx
17 _ _ #1,2
17.17.30 -[ sen"ax a(m—1Dsen"'ax a*(n—1)(n-2)sen"?ax A j sen" 2 ax L ]

18 Integrais envolvendo cos ax

17.18.1 [ cosaxdx = senax

17.18.2 chosax di = co;zax xsenax

a

2 2
17.18.3 sz cosaxdx = _)2c cosax + (x_ - —3) sen ax
a a a

2 3
17.18.4 _[x3 cosaxdx = (3% - %) cosax + (x_ - 6—);) sen ax
a*> a a a

2 4 6
17185 [ dv=Inx- (2‘”2, + Sf.xi' _ (6“?6), e
17186 [ =-25 g [ %0 (Ver 17.17.5)
X P X
dx 1 1 T ax
17.18.7 J cosax a—ln (secax +tgax) = Eln tg (Z + 7)
xdx 1 J(ax)*  (ax)*  5(ax)° E (ax)™*?
17.18.8 JM‘a_Z{ 2 T8 TTiad T tamrnaa T
) _ X sen 2ax
17.18.9 _[cos axdx = > + Ia
x?  xsen2ax cos2ax

2 [
17.18.10 [ xcos® axdx = e

senax sen’ ax
3a

3x sen2ax sen4ax
4 -
17.18.12 jcos axdx =~ +——+—35_

17.18.11 jcos3 axdx =
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dx tg ax
17.18.13 | =

sen ax 1

ax
17.18.14 J. os3 ax _ 2acosiax  2a 3gnte (4 +7)

sen(a— p)x sen(a+ p)x
2(a—p) 2(a+p)

17.18.15 j cosax cos px dx =

dx 1 ax
17.18.16 Im——;coth
X X ax 2 ax
171817 [ ==~ cotg 5 + s Insen =
17.18.18 fL—lt @
O T+cosax a €72
17.08.19 [ 8 X0 22 cos s
oo T+cosax a®72 " g M%7

X X
17.18.20 | Tcosar? =~ 247 ~ 50 5

X 1l ax 1 jax
17.18.21 J.m—%tg7+6—atg 7

—ﬁz arctg\(p—q)/ (p+q) tg Lax
a2 [—& -1° ree /—2
p+qcosax 1 m(tgéax+ (g+p)/(g—p)

aJg - p* \tgtax—\(g+p)/(q-p)
dx 3 gsenax )4 dx
17.18.23 J- (p+qcosax)*  alg’ - p*)(p+qcosax) ¢ —p’ ‘[ p+qcosax
dx 1 pgax
17.18.24 = arc tg
jp2+q2cos2ax ap\[p* + ¢ \/P +q’

;arctg P gax
17.18.25 | dx 7 e
o p>—q*cos’ax 1 n [ptgax—\/q —p2]
2

2ap\/q2—p ptgax+\/q -
m m—1 _1
17.18.26 fx'" cosaxdy = 2 n4 4 me cosax — mim —1) jx”"z cosax dx
a a
17.18.27 jcosaxdxz— DL B (Ver 17.17.27.)
n—-Dx"' n-1

n—1 _ 1
17.18.28 J.cos" axdx =2 ax;;)s zil J‘cos"*2 ax dx
sen ax n—2 dx
17.18.29 =
J cos"ax a(m—1)cos" ax b—-1 Jcos"?ax
17.18.30 [ XA xsenax 1 12 [ xds
cos"ax a(n—1)cos" ax a*(n—1)(n—2)cos"?ax n—1 Jcos"?

[a # =p]

[p # =4l

[p # =4l

[P # *4]

[n# 1]

[n# 1]

[n#1,2]
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19 Integrais envolvendo sen ax e cos ax

2
17.19.1 J sen ax cos ax dx = Sen ax
2a
cos(p—q)x cos(p+q)x
17.19.2 |sen dx =— - #+ *
J preosarax 2(p—q) 2p+q P # =4l
n+l
17.19.3 [sen"axcosaxdx = sen ax n# —1]
(n+1a
n+l
17.19.4 _[cos axsenaxdx = o8 ax [n# —1]
(n+Da
x sendax
17.19.5 Jsen ax cos® ax dx = 3 324
17.19.6 .[ = 1 Intg ax
senaxcosax a
T ax 1
17.19.7 -[ sen’axcosax a8 (Z * 7) ~ asenax
ax 1
17.198 J senaxcos’ax a Intg 72 T acosax
17.19.9 J- i dx S 2cotg 2ax
sen’ ax cos® ax a
sen’ ax sen ax ax
17.19.10 [22 o dx=- —1 tg(7 ZJ
2
17.19.11 [ S22 gy = S0 g™
sen ax a a 2
dx 1 ax L7
17.19.12 -[ cosax(lxsenax) =+ 2a(l £ sen ax) ln e ( 2 4)
17.19.13 | dx —+ ! +i1nt ax
o senax(1tcosax) ~ ~ 2a(l*cosax) 2a €7
dx 1 ax  m
17.19.14 Jsenaxicosax a2 lntg( 2 - 8)
sen ax dx x_ 1
17.19.15 Jm =5%75, In (sen ax £ cos ax)
cos ax dx x 1
17.19.16 _[ senartcosax — 12 + %a In (sen ax £ cos ax)
sen ax dx 1
17.19.17 J.m =— E In (p + g cos ax)
cos ax dx
17.19.18 Jm = @ In (p + g sen ax)
sen ax dx 1
17.19.19 -[ (p+gcosax)”  ag(n—1)(p+qcosax)" [n# 1]
cos ax dx -1
17.19.20 = # 1
J. (p+gsenax)" ag(n—1)(p+gsenax)"! [n# 1]
17.19.21 _[ dx _ 1 Intg ax +arc tg(q/p)
psenax + g cos ax a\/p2+q2 2
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p+(r—q)tglax/2) ] [r#pe

2
—F——arct
dx a\r* =p*—¢q’ g( JrP-r-q FEp ]

17.1922 | =
psenax+qgcosax+r
1 I p—~P*+ G —r*+(r—qg)tg(ax/2)
n
a\/p2+qz—r2 p+\/p2+q2—r2+(r—q)tg(ax/2)
dx 1 ax
17.19.23 - ~
J psenax+¢g(l+cosax) ap ln(q tpig 2 )
d -1 T +arct /
17.19.24 | o = tg (Z & 5 elg/p ))
psenax+qcosaxi\/pz+q2 a\/p2+q2
dx 1 ptgax
17.19.25 j pPsen’ax+qicosiax  apq 8 ( q )
dx 1 ptgax—q
17.19.26 | e o cosTax = Japa ln(p wax g
sen” ' axcos"ax m—1 - .
— Ao+ ) P, Jsen ax cos” ax dx
17.19.27 jsen’” ax cos” ax dx = " . [m # —n]
sen"" axcos"'ax n-—1 " 2
J. sen” ax cos"* ax dx
a(m+n) m+n
sen" ! ax _m-1 sen"? ax
a(n—1)cos" ax n—-1 Jcos"?2ax
17.19.28 J- sen” ax sen"ax  m-n+2 J- sen” ax |
o cos” ax ™ T a(n—1)cos™ ax n—1 cos" 2 ax bm % n,n 7 1]
—sen" ! ax m—1 ¢rsen"?ax
n—1 + J. n
| a(m—n)cos" ax m-—n cos”" ax
—cos"'ax  m—1 [cos"?ax dx
a(n—Nsen"'ax n—1 Jsen"?ax
m _ m+1 _ m
17.19.29 [ SO AX ) oS an _mondR peostar [m#nn# 1]
sen” ax a(n—1)sen"" ax n—1 sen"" ax
cos" ' ax m—1 ¢cos"?ax
n—1 + J n
| a(m—n)sen"" ax m-—n sen”" ax
1 Lm +n-2 -[ dx
— m—1 n-1 -1 m n—2
17.19.30 J- dx _ a(n—1)sen™" ax cos"™" ax n sen” ax cos" % ax [m.n# 1]
sen” ax cos” ax -1 m+n—2 J dx
a(m—1)sen"'axcos"ax m—1 sen”2 ax cos” ax

20 Integrais envolvendo tg ax

17.20.1 f tg axdx = —%ln cosax = %ln sec ax

tg ax
_tgax

17202 [tg® axdx = =

tg? ax

17203 [tg’ axdx = 5

1
+—Incosax
a

tg n+l ax

17.20.4 thn axsec? axdx = m
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2

17205 [25 g = Lo ax

tg ax a
17.20.6 = lln sen ax

tgax a

B (ax)®  (ax)’ 2(ax)’ 221(2* —1)B, (ax)**!
17.20.7 .[xtgaxdx { 3 + 5 + 105 +- 4 Gt +---
tg ax B (ax)3 2(61)()5 22:1 (22n _ I)Bn (ax)Zn—l
17208 [ S5 dx = ax+ S Sa ke 2n—1D)(2n)!
xtg ax 2

2 —
17.20.9 '[x tg* axdx = 5

1 X
+a—21ncosax——
px q
p+qtgax TP Hq apP+q)
tgnl
(n—1a

17.20.10 J In(gsenax+ pcosax)

17.20.11 th”axdx— —J.tg” 2 ax dx [n# 1]

21 Integrais envolvendo cotg ax

1
17.21.1 .[ cotgax dx = —Insenax
a

17212 [cotg’ axdx=— colgax _

a

tg? 1
17.21.3 Jcotg3ax dr=—208 Y L nsenax

2a a

t n+l
17.21.4 Jcotg” ax cosec? ax dx = _ Lo ax
(n+1a
2
17215 [ = ~Lncotgar
Cotg ax a
1
17.21.6 _[ =——Incosax
cotgax a
3 5 22nB 2n+1
17.21.7 .[xcotgaxdx = L ax — (@)’ (@’ . () —
a’ 9 225 Q2n+1)!
17218 Jcotgax dxz—i—ﬂ— (ax)? o 2*" B (ax)™" o
ax 3 135 2n—-1)2n)!
2
17.21.9 J‘xcotg2 axdx = —M+%lnsenax .
a a 2
e __ px q

17.21.10 | In (gsen ax + g cos ax)

ptqcotgax P +q  a(p’ +4°)
cotg" ! ax

17.21.11 _[cotg"ax dx =—
(n—="1a

- Jcotg"‘zax dx [n# 1]
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22 Integrais envolvendo sec ax

17.22.1 J.sec ax dx =—1 In (sec ax + tg ax) = l Intg (ﬂ + I)
a a 2 4

t
17.22.2 jseczax dy =2

t 1
17.22.3 jsec%zx dy = SLAXIEAx 5. In (sec ax + tg ax)
a

a
sec” ax
17.22.4 jsec” axtg axdx =
na

dx sen ax

17.22.5 jsecax :

2n+2
(ax)*"

2 4 6 E
17.22.6 jxsec axdx = i{(ax) + (ax) + S(ax) +oet

a2

17.22.7

2 4 6
j SeCar ; _inypq @0 S0t 6lax)
— 4 "To6 | 4320

1
17.22.8 jx sec’ax dx = = tg ax +— Incosax
a a

dx X p dx

17229 |——=——-~ | ——
J‘q+psecax q q-[p+qcosax

sec"?axtgax n—2

a(n—1) n—1

17.22.10 f sec" ax dx = J. sec"2ax dx

23 Integrais envolvendo cosec ax

2 8 144 (2n+2)(2n)!

E (ax)™

+
2n(2n)!

+}

[n# 1]

17.23.1 J. cosecax dx = ! In (cosec ax — cotgax) = ! Intg %
a a

17.23.2 Icoseczax dx =— cotgax
a

cosecaxcotgax 1 ax
—————+—Intg—

Sax dx = —
17.23.3 J-cosec ax dx " o 5

cosec” ax
17.23.4 J cosec"ax cotgaxdx = ————
na

dx  cosax

17.23.5 =
J. cosec ax a

(ax)s 7(ax)5 oy 2(22n—1 _ 1)Bn (ax)z””

1
17.23.6 J.x cosecaxdx = —qax+
a

18 1800 2n+1)!
3 2 22n71 _1 B 2n—1
17.237 J- cosec ax dr = 1 ax Tax)* ( )B (ax)
X ax 6 1080 2n—-1)(2n)!

+}
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17.23.8 J. x cosec’ax dx = —x cotgax | 1 — Insenax
a
17.23.9 j;dx = f _2 j (Ver 17.17.22.)
g+ pcosecax p+gsenax

cosec">axcotgax n-—2
an—1) n—1

17.23.10 Jcosec” axdx =— Jcosec’“ax dx [n# 1]

24 Integrais envolvendo fungdes trigonométricas inversas

17.24.1 _[arc sen 2dx = x arc sen % ++/a? — x?

2 2 [2_ .2
17.24.2 Jx arc sen —dx =| = — < |arc sen =+ YL T
a 2 4 a 4

x3 (x +2a2)\/a —x?

x? arc sen —dx =—arc sen =
3 a

J-arc sen (x/a) _x, (x/a)} N 1+3(x/a)’ N 1+3e5(x/a)’

17.24.3

17.24.4

S a 20303 2040505 264460747

_arcsen(x/a) 1 ln(a ++/a® — x? ]
a

arc sen(x/a)

17.245 |—————dx=

X X

2
17.24.6 J(arc sen 2) dx = x(arc sen ) —2x+2a? - x?* arc sen —

17.24.7 Jarc cos %dx = X arc cos %— Ja* —x?

2 2 [ 2 _ .2
17.24.8 Jx arc cos ~dy =| = -2 arc cosf—u
a 2 4 a 4

(x®+2a*)Wa®> —x?
9

17.24.9 Jx arc cos —a’x =2 arc cos i

3

3

arc cos (x/a) T
—dx = 21 X —

17.24.10 | jwdx (Ver 17.24.4.)

X

17.24. 11j - -

arc cos (x/a) arc cos (x/a) 1 a++a*—x?
e dx = +=In

2

2
17.24.12 I(arc cos %) dx = x(arc cos 2) —2x —2+Ja? — x* arc cos %

17.24.13 Jarc tg %dx = x arc tg %— %ln (x*+a*)

17.24.14 _[x arc tg xdx:l(x 2+ a*)arc tg——ﬂ
a 2 2

: LI S S S AR

17.24.15 .[x arctg dx = 3 arc tg 276 + 3 In(x* +a*)

3 5 7
arc tg(x/a) di = 2 _(xgczl) +(xg621) —(X;Z)

17.24.16 j

2 2
17.24.17 dex L S I (’“ ta )
X X a 2a
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17.24.18 J.arc cotg L dx = xarc cotg Xy % In(x* +a?)
a a

1
17.24.19 J-x arc cotg Xy = —(x*+a*)arc cotg — i
a 2 a 2
3 3
17.24.20 fx arc cotg —dx =% arc cotg R _ax 4 In(x*+a*)
3 a 6 6
tg (x/ V3 tg (x/
172421]39395@f9 x_—-mx—jEELiglgdx (Ver 17.24.16.)
2 X
2 2
17.24.22 J- arc cotg (x/a) Ay = arc cotg (x/a) +Lln xX*+a
x2 x 2a x?2

X

xarc sec ——aln(x++/x*> —a?)
a
x

xarc sec —+aln(x++/x>—a?)
a

aNx* —a?

17.24.23 Jarc sec ﬁdx =
a

x? X
~_—arc sec ——

X 2 a 2
17.24.24 | xarc sec —dx =
j a x? x avx?-a?
~_arcsec — ———
2 a 2
x3 x axx*-a* a T
X —arcsec——T—gln(x+\1x —a’)
17.24.25 J.xz arc sec —dx = X a i
a 3 _ ;
2 arc sec £+u+a—ln(x+\/x2 —a?)
3 a 6 6
arc sec (x/a) T a (alx)* 13(a/x)® 1¢35(alx)’
172426 | ———dx=—Inx+—+ + +
J 2 T T 003037 2040505 20460707
_arc sec (x/a) N x2—a?
( o) X ax
arc sec (x/a
17.24.27 I dv = _arcsec(x/a)  Nx'-a’
X ax

x

xarc cosec — +a In (x ++/x> —a?)
a
X 2 2

xarc cosec — —a In (x ++/x* —a?*)
a

a\x* —a®

17.24.28 jarc cosec ﬁdx =
a

x? X
Z—arc cosec — +

X 2 a 2
17.24.29 | x arc cosec —dx =
J. a x? x  avx?—a?
~—arc cosec —— ———
2 a 2
17.24.30
3 [ 2 2 3
——arc cosec —+u+a—ln(x+\/x2 —a®)
X a 6 6
sz arc cosec —dx =
4 3 x ax\x*-a* a
3—arc cosec ——T—?m(x+\/xz —a?)
a

—

X
0<arcsec —<—
a 2

T X
—<arcsec — <1
2 a

X T
0 < arc sec — <—
a 2

T X
— <arcsec — <1
2 a

x
O<arcsec —<—
a 2

b4 X
—<arcsec — <
2 a

o

2

X
0 < arc sec — <
a

T X
—<arcsec — < T
2 a

x
0 < arc cosec — < —
a 2

T X
——<arccosec — <0
2 a

X T
0 < arc cosec — < —
a 2

b4 X
——<arccosec — <0
2 a

X
0 < arc cosec — < —
a 2

/4 X
——< arc cosec —<0
2 a
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17.24.31 j

arc cosec (x/a) . (a  (alx)’ 13(alx)’  1+3e5(alx)’
P “(‘*2.3-3 2455 T k6T T

arc cosec (x/a) x?—a? x
o) — B - " 0 < arc cosec ;<E
17.24.32 [ cosec )
. arc cosec (x/a) ~x* —a? T X
- + ——< arc cosec —< 0
X ax 2 a
m+1 m +1
17.24.33 Jx arc sen—dx = e sen m+1 '[\/a — dx
m+1 m+l
17.24.34 Jx’” arc cos ﬁdx = arc sen — J
a m+1 a m+ 1 \/a — 2
m+1 x a xm+l
17.24.35 | x™ arc t dx = arc tg — — _
-[ g 1 & a m+1 J. x2+a®
m+1 m+1
17.24.36 Jx’” arc cotg fdx =2 arc cotg — SR ol
a m+1 a m+l 7 x>+a*
x"* arc sec(x/a) _[ x"dx x
N mtl m+1 \/x O<arcsecg<3
17.24.37 Jx”‘ arc sec —dx =
a x"*arc sec (x/a) J x"dx o X
1 m+1 \/x E<arcsec;<7r
x"™!arc sec (x/a) x"dx x
j 0 < arc cosec — < —
X m+1 m+1 \/x a 2
17.24.38 Jx'" arc cosec —dx =
a x™arc cosec (xla) x"dx a X
_[ ——<arccosec — < 0
m+1 m+1 7 [y~ 2 a
25 Integrais envolvendo ¢”
17251 [e"dv="°
a
e™ 1
17.25.2 [ xe“dx = ( - —)
a a
ax 2 2
17253 [x%evdv="— (xz e _Zj
a a a
17.25.4 _[x”e‘”dx _re Jx"‘le‘”dx
a a
ax n—1 _ n-2 1\ n!
= e—(x" - + nin 12)x —~~~( D) n) [n = inteiro positivo]
a a a a"
e ax (ax)? (ax)?
17255 | —dx =Inx + 77+ 557+ AT+
er —e™ a e~
17.25.6 jx—ndx = e JF dx [n# 1]
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17257 | - 2 gem)
p+qe pap

17.25.8 Id—2=%+;— . av)
(p+ge*)" p* ap(p+qe™) ap

17259 | SRS SN (3 VR I BN et Ve /4
pet +qe " afpg 4q 2a\-pq | e* +—qlp

e™(asenbx — bcosbx)

17.25.10 j e senbx dx =

a’ +b?
17.25.11 [ e cos bx dx = e (acosbx + bsen bx)
o a*+b?
17.25.12 J.xe‘”‘ sen b dx xe™ (asenbx —bcosbx) e“{(a* — b*)sen bx — 2ab cos bx}
o a’+ b (a® +b*)?
w _xe“(acosbx+bsenbx) e“{(a®—b*)cosbx+2absenbx}
17.25.13 [ xe cos bx dx = e Tt
17.25.14 [e*Inxdy =° Inx
ax n—1 2
17.25.15 J‘e‘” sen” bx dx = %r;zbfx (asenbx —nb cos bx) + (n—lz)bz J‘ e™ sen""2bx dx
ax n—1 _ Z
17.25.16 Ie‘” cos" bx dx = % (acosbx + nbsenbx) + (n—lz)bz Je"x cos"bx dx
26 Integrais envolvendo In x
17.26.1 J.lnxa'x =xlnx—x
x?2 1
17.26.2 Inxdx=—|Inx——
jx xdy == ( X 2)
m+1
17263 [x"Inxdy=-"—|Inx- ! [m# —1]
m+1 m+1
Inx 1,
17.264 | —=dr=> In’x
1 1 1
17265 [ =5 dx=-—> ——
x X x
17.26.6 [In>xdx=xIn’x —2xInx+2x
n n+l
17.26.7 jln xde _In f n+# —1]
X n+
17.26.8 j =In(In x)
xInx
3
17.26.9 j I () + I+ X I
Inx 22! 33!
(m+1)?*mn?>x  (m+1>°In*x

17.26.10 f%ﬂn(lnx)ﬂmﬂ)lnx+ T o

17.26.11 J- In"xdx=xIn"x—n J.ln"‘1 xdx
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110 S

xm+l lnn x
m+1

n
m+1

17.26.12 [ x" In" xdx = [ -t
17.26.13 _[ In(x* +a*)dx = xIn(x* + a*)—2x + 2a arc tg X
a

a

17.26.14 jln(x2 —a)dx=xIn(x>—a®)-2x+a 1n(f€

xm+1 ln (XZ i a2)

)

[m# —1]

m+2

17.26.15 j X" In(x2 +a)dx =

m +1 m+1.[

27 Integrais envolvendo senh ax

i dx

17.27.1 [senhaxdx = coshax
a
17272 [ xsenhax dy = LORex _ senhax
a a
2 2 2
17.27.3 .[xz senhax dx = (x_ +—3) coshax — —f senhax
a a a
senhax , (ax)*  (ax)’
17.274 | dv=ax+3 o +gg
senh ax senh ax cosh ax
17215 | odx= | dx  (Ver 17.28.4)
17276 | L
senhax a 2
xdx 1 (ax)*  T(ax)’ 2(-1)"(2*" =B, (ax)™"!
1277 [ S = {‘”‘ 18 t1800 @n +1)! o
17.27.8 [ senh’ axdx = senhaxcoshax _ x
2a 2
) _ xsenh2ax cosh2ax x*
17.27.9 Jx senh® ax dx = Ia 3 7
17.27.10 .[ cotghax
senh2 ax a
h h(a—
17.27.11 Jsenh ax senh px dx = senh(a+ p)x _ senh(a = p)x [a #=£p]
2(a+ p) 2(a—p)
m h
17.27.12 _[x’” senhaxdy = 204X 1 j x"' cosh ax dx (Ver 17.28.12.)
a a
n-1 _
17.27.13 J‘senh" axdx = senh™ ax coshax -1 J.senh"’2 ax dx
an
senh ax —senh ax a cosh ax
17.27.14 | dx = & [ de (Ver17.28.14)
(n—-Dx"'  n-1 x"!
—cosh -2
17.27.15 -[ _ cosh ax n j dx
senh" ax a(m-1Dsenh"'ax n-1 senh"? ax
17.27.16 J~ —x coshax 3 1 _n—2 J- xdx
senh” ax a(n —Dsenh"'ax a*(n—1)n—2)senh"?ax n-1 Jsenh"?ax
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28 Integrais envolvendo cosh ax

senh ax

17.28.1 J. coshax dx =
a

h
17.28.2 Jx coshaxdx = = senhax _ cos 2ax
a a

2 3

2 h 2 2
17.28.3 j x2coshaxdx =— ZXcoshax + (x_ + —] senh ax

a a a
2 4 6
17.28.4 j coshax \ x4 @) @) (@)
X 2021 4e4! 646!
cosh ax cosh ax senh ax
17.285 | Sdx=- +a | dx  (Ver 17.27.4)

dx 2
17.28.6 J‘m —E arc tg e

17.28.7

| xde 1 {(ax)2 (@)t | 5(ax)° (—1)”En(“x)2"+2+..}

coshax _a® | 2 8 144 Tt T2 s 2!

17288 [cosh? axdx = g+w

2a
x> xsenh2ax  cosh2ax
2 — —

17.28.9 J-x cosh” ax dx = Tt 12 3.
17.28.10 | de _ tehax

cosh? ax a

h(g—
17.28.11 jcosh axcosh pxdx = senh(a - p)x + senh(a+ p)x
2(a—p) 2(a+p)
"™ senh
17.28.12 J-x'” coshaxdy = 22014X M J x™'senh ax dx (Ver 17.27.12.)
a a
n—l1 _
17.28.13 J.cosh” axdx = cosh™” axsenh ax + ! J‘cosh"‘2 ax dx
an n

cosh ax —cosh ax a senh ax

17.28.14 | x = a [Z55ar (Ver1727.14) [n# 1]
x" (n—-Dx"" n-1 x"!
dx senh ax n—2 dx
17.28.15 = #1
J. cosh"ax a(n—1)cosh"'ax n-1 J cosh™2 ax [n# 1]

17.28.16 J- xdx _ xsenh ax 1 n—2 j xdx n+1.2]

cosh"ax a(m—1)cosh"'ax (n—-1)(n—2)a*>cosh"?>ax n-1 Jcosh"?ax

29 Integrais envolvendo senh ax e cosh ax

2
17.29.1 J. senh ax cosh ax dx = senh—ax
2a
h(p+ h(p—
17.29.2 Jsenh px coshgx dx = cosh(p+¢)x + 2 (P=q)x [p # %4l
2(p+q) 2(p—q)

17.29.3 J‘senh2 ax cosh? ax dx = set;l;ﬂ - %
a
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dx 1
17294 |——————— = — Intgh ax
senhaxcoshax a
17.29.5 dx _ _ 2cotgh 2ax
senh? ax cosh? ax a

senh” ax J senhax 1
x:

17.29.6 —arc tg senh ax
a

coshax
h? h 1
17297 [ 4 =080 L D nigh &
senh ax a a 2

30 Integrais envolvendo tgh ax

17.30.1 jtghaxdx = Lincoshax
a

17302 [gh® axdy =x - tgh ax
a
2
17.30.3 [tgh® axdx = L i cosh ax — & @
a 2a
3 5 7 _1 )1—122n 22n _1 B 2n+1
17304 [xighavdy = — & (@), 20 _..ehr2rer =hE @o
2| 3 15 105 Qn+1)!
2 h
17305 [xtghardr =5 - XX L ognax
2 a a?

(ax)*  2(ax)’ (=D"'2>(2*" = 1) B, (ax)*""
ax — + —

h
17.30.6 jtg—“x dx =

X 9 75 2n-1(2n)!
dx _px q
17307 | gt ar =~ a(p g7 M(@senhax+ peoshax) p # +ql
., _ —tgh""ax s
17.30.8 Itgh axdx-—a(n_l) +jtgh axdx [n# 1]
31 Integrais envolvendo cotgh ax
1
17.31.1 Jcotghax dx = Eln senh ax
) cotgh ax
17.31.2 [ cotgh’ axdx =x -
2
17.31.3 Jcotgh3 ax dx =lln senh ax — cotgh” ax
a 2a
_ 1 (ax)S (ax)s (_l)n—l 22n Bn (ax)ZnH
17.31.4 chotghaxdx —F{aan 9 ~ ;s T Gt D] 4
2
1
17.31.5 chotghz axdx = X _xcotghax +— Insenhax
2 a a
cotghax , 1 —ax (ax)’ (-=1)"2*" B (ax)*"
17316 [ == dv=— oot 2n=1(2n)!
dx . px q
17.31.7 I prqcoghaxr  pP—F  alp: — o) In(psenh ax + g cosh ax) [p # =q]
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cotgh" ! ax

17.31.8 J-COtgh" axdx = —W

+ Jcotgh"‘2 ax dx [n# 1]

32 Integrais envolvendo sech ax

17.32.1 J. sech ax dx =% arc tg e™

17322 [scch® axdx = _tghax
17.32.3 j sech® axdx = sechaxtghax_ + 1 arc tg senhax
2a 2a
1 (ax)?>  (ax)* 5(ax)® -D"E, (ax)>+?
17.324 [ xsechaxdx = a—z{ ——F t T amrer T
17.32.5 J.x sech? ax dx = xighax iz In cosh ax
a a

sechax , (ax)®>  S(ax)*  6l(ax)® (-D"E, (ax)™

17326 | = dx=Inxy ==+ S50 - g+ 2n(2n)!

sech" 2 ax tghax
a(n—1)

-2
17.32.7 J-sech" axdx = + 2_1 J.sech"‘zax dx [n#1]

33 Integrais envolvendo cosech ax

1 ax
17.33.1 J. cosechaxdx = ” In tgh -5
17.33.2 J. cosech? ax dx =— mtiﬂ
3 __cosechax cotghax 1 ax
17.333 [ cosech’ axdx = 5 5 Intgh 5
1 (ax)®*  T(ax)? 2(-D)" (2> = 1)B, (ax)*"*!
17.33.4 J.xcosechaxdx—a—Q{ax—T+ 1800 +--+ GnE)] +---
5 xcotghax 1
17.33.5 jx cosech*axdx =————+ ya Insenh ax
cosechax , 1 ax 7(ax)’ (=D 22*' =B, (ax)**
17.336 | x =T Tioso 2n-1)(2n)!
- h"2 tgh -2
17.33.7 J.cosech" axdy = S0 @Y COIBRAx T J.cosech"’2 ax dx [n# 1]
a(n—1) n—1

34 Integrais envolvendo fungées hiperbdlicas inversas

17.34.1 jarc senh gdx = xarc senh %— Vx? +a?

2 2

17.34.2 J.xarc senh idx | + a arc senh d —-X
a 2 4 a

x2+a?

4
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[x  (x/a)® 1+3(x/a)’ 1e3e5(x/a)’
— = - Ixl<a
2e3e3  2e4e5e5 2ede(eTe]
2 2 ° 4 e 6
17.34.3 J- arc senh (x/a) dr = In*(2x/a) 3 (alx) 1¢3(alx) 13 S(a/lx) e > a
2 222 | 2ededed 204464646
In?>(2x/a) (alx)®> 1¢3(a/x)* 13¢5(alx)®
- + - + - x<-—a
» 2 222 2ededed 204464646
x x arc cosh (x/a) —Vx* —a® arc cosh (x/a) >0
17.34.4 J arc cosh ;dx =
x arc cosh (x/a) + Vx* —a® arc cosh (x/a) <0
%(sz —a?)arc cosh(x/a)— %x\/xz —a? arc cosh(x/a)>0
17.34.5 [ xarc cosh %dx =
%(sz —a?)arc cosh (x/a)+ %x\/x2 -a? arc cosh(x/a) <0

arc cosh (x/a)

(alx)> 1e3(alx)* 1e3e5(alx)s ]

— ] 2
dx _i[ﬁln Cxla)+ 5 3t 5ededed T 24666 T

17.34.6 j

+ se arc cosh (x/a) > 0, — se arc cosh(x/a) < 0
17.34.7 Jarc tgh %dx = x arc tgh % + %ln (a*—x?)

ax
—+
2

3 5
arc tgh(x/a) dx X, (x/a) N (x/a) e
X a 32 52

1
17.34.8 Jx arc tgh Lax= —(x* —a?) arc tgh =
a 2 a

17349 |
X a
17.34.10 Jarc cotgh de = xarc tgh x + 3 In(x?—a?)

X ax 1 X
17.34.11 jxarc tgh —dv =5+ (x* —a)arc igh =

3 5

17.34.12 Iarc cotgh(x/a) dr = — £+ (alx) N (alx) e

X X 32 52

X x arc sech (x/a)+ a arc sen (x/a) arc sech(x/a) >0
17.34.13 Jarc sech —dx =

a x arc sech (x/a) — a arc sen (x/a) arc sech (x/a) <0
17.34.14 .[ arc cosech ﬁabc = x arc cosech X * aarc sen X (+sex>0,—sex<0)

a a a

m+1 m+1

dx

17.34.15 Jx’” arc senh 2 dx = arc senh ~ — 1 J' i
a m+1 a m+1 7 [x2442
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m+1 m+1
+1arccosh£— 1+1 I\/i de
m a m x2—q
17.34.16 fx'” arc cosh idx =
a xm+l X 1 xm+l
arc cosh —+ f dx
m+1 a m+l \/ Y2 —q?

X a xm
arc tgh— 1 P dx

m+l1

X X
17.34.17 [ x" arc tgh ~dr="—n

m+1

arc cotgh% _ J ol dx

m+1

17.34.18 jx"’ arc cotgh %dx=

m+1 m+1 a’—x?
m+1 m
arc sech X + a J. xdx
¥ m+1 a m+l \/a2 — 2
17.34.19 fx’" arc sech —dx =
a m+1 m
X X 1 x"dx
arc sech — — j

m+l

a J- x"dx
m+l I v a?

17.34.20 J.x'" arc cosech %dx = arc cosech 2 +

m+1

—  «a

arc cosh (x/a) >0

arc cosh (x/a) <0

arc sech (x/a) >0

arc sech (x/a) <0

(+se x>0, —sex <0)



Integrais Definidas

Definicdo de uma integral definida

Seja f(x) definida em um intervalo a = x = b. Divida o intervalo em n partes iguais de comprimento
Ax = (b — a)/n. Entdo a integral definida de f(x) entre x = a e x = b € definida por

18.1 be(x)dxzlinalq{f(a)Ax+f(a+Ax)Ax+f(a+2Ax)Ax+---+f(a+(n—I)Ax)Ax}

O limite sempre existe se f{x) € continua por pares.

Se f(x)= j—x g(x), entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo, a integral definida acima pode ser
calculada usando o resultado
b b d b
182 [ fde=[ S-gx)dr =g = g(b)-g(@)

Se o intervalo € infinito ou se f{x) apresenta alguma singularidade em algum ponto no intervalo, a in-
tegral definida € chamada de integral impropria e pode ser definida usando-se processos de limites apro-
priados. Por exemplo,

18.3 jm F(x)dx = Engj" F(x)dx

184 | fdx=1im[ f(0dr

b—eo
b b-e
18.5 J fx)dx = lin(}j f()dx se b € um ponto singular
b b .
186 | f(x)dx= 1in3j F(x)dx se a é um ponto singular

Férmulas gerais envolvendo integrais definidas

b b b b i
18.7 j [F(x)+ g(x) £ h(x)* -} dx = j Fx)dx + j g(x)dx iL h(x)dx+--- [finitas parcelas]
18.8 J.ab cf(x)dx = cJ.ab f(x)dx onde ¢ € qualquer constante
18.9 j f(x)dx =0
b a
18.10 [ foodx=-["f(x)dx

18.11 jub fyde=]' fdx +j" F(x)dx
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18.12 be(x) dx=(b—-a) f(c) onde c € algum ponto entre a e b

Isto € o teorema do valor médio para integrais definidas, valido se f(x) for continuaem a = x = b.

b b
18.13 _[ f(x)gx)dx=f (c)j g(x)dx onde ¢ € algum ponto entre a e b

Esta é uma generalizacio de 18.12, vilida se f{x) e g(x) forem continuasema =x = be g(x) = 0.

Regra de Leibniz para a derivacdo de integrais

d J‘%(m

18.14 2 oo

6, OF d d
F(x,a)dx :'[W) de +F(9,, a)di())’;’ - F(q)l,a)di;;

Férmulas para calculo aproximado de integrais definidas

Nas férmulas seguintes, o intervalo de x = a a x = b € subdividido em n partes iguais pelos pontos
a=Xy X}, Xyy oo0r X, X, = b e tomamos y, = f(x,), y, =f(x)), y, =f(x,), ...,y =f(x ), h=(b—-a)/n.

Formula retangular:

18.15 [ f)dx =h(y, +3,+y, ++,)

Férmula trapezoidal:

18.16 _[: fx)dx = g(y0 +2y, +2y,+ 42y, +y,)
Foérmula de Simpson (ou férmula parabélica) para n par:

b h
1807 [ f(0)dx = 5 (3 + 43, + 23, + 4y 442y, 5 + 43, +3,)

Integrais definidas envolvendo expressdes racionais ou irracionais

18.18 :ﬁ - T

18.19 :ﬁ’:‘f‘ = se:p'rr 0<p<l
18.20 .[:x)’f”-li-dz" T senTZ:::;)w/n] O<mtl<n
18.21 I : 1+ 2xxcmoixﬁ +x ser:T mir S:tralnmﬁﬁ

18.22

Ja d«  _m
o Ja2—x2 2

a 2
18.23 jo Jai—x2dx="2

4

a™T [((m+1D/n]T(p+1)
n[(m+1D)/in+ p+1]

18.24 J: x"(a" —x")’dx =
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x"dx (=D 'ma™ =" T [(m + 1)/n]
"+aq")y ~ nsen[(m+Da/n](r— )\ T[(m+1)/n—r+1]

18.25 -[:(x O<m+1l<nr

Integrais definidas envolvendo fung¢des trigonométricas

Todas as letras s@o consideradas positivas, a menos que seja indicado o contrério.

. 0 m,n inteirose m#n
18.26 J sen mx sennx dx =
0 72  m,n inteirose m=n

0 m,ninteirose m#n

0

T
18.27 J COS mx cos nx dx =
/2 m,ninteirose m=n

0 m, n inteiros e m + n par

V3
18.28 _[ senmx cosnx dx =
0 2m/ (m* —n?) m, ninteiros e m + n {mpar

18.29 jom sen’x dx = j:” cos® xdx = g

72 - [ o _1-3-5---2m—lz B
1830 [ senxdr=[" cosxdx=— 53 m=1, 2,
w2 2m+1 — w2 2m+1 — 2 ° 4 ° 6 o 2m -
18.31 JO sen xdx—jo cos xdx——1_3'5___2m+1 m=1, 2,...
72 T T
18.32 JO sen*! x cos??! x dx = %
w2 p>0
1833 [ a0={ 0 p=0
-m/2 p<0
0 p>g>0
1834 [ B g =dan 0<p<g

w4 p=g>0
mpl2 0<p=gq

1835 [ PR gy o
0 X mql2 p=q>0

18.36 j:selj; P ax="L

18.37 j:l_‘;w dr="7

18.38 j:w dx = ln%
18.39 _[:COS p)cx—2 coSs gx dr = w(qz— )2
18.40 j:;?i’fi dr=H-e



CapituLo 18 « INTEGRAIS DeFiNiDAS — ——— R CIP

«X Sen mx T
1841 [ S =g
< Senmx T o
18.42 jo Erarvratabl e U

_[2” dx 2n

1843 |, a+bsenx:\/a2_b2

18.44

_[2” dx _ 2m
o atbcosx \[2_p?

Jm dx _cos™'(bla)

1845 |, a+bcosx  [,2_p?

J-Zn dx B Jzn dx _ 2ma
o (a+bsenx)?  Jo (a+bcosx)?  (a®—b?)"

_[2” dx 2w
o 1-2acosx+a*> 1-a®

18.46

18.47 O<axl

18.48 J” xsenxdx (mla)In(1+a) |a|<1

— 27
0 1=2acosxta” |y (14 1a) la|>1

18.49

T cosmx dx ma™
| = <1, m=0,1,2,..

0o 1-2acosx+a®> l—-a

18.50 .[:sen ax*dx = j:cos ax’dx = %”;_a

o 1
18.51 JO senax” dx = mr(l/n) senzln n>1

- 1
18.52 jo cos ax” dx = —- T(I/n) coszln n>1

18.53 J:senxdx_-‘-wcosx ko

= dx = |=
Jx o fx N2

J'°°SCH)C _ s
o x? T 2T(p)sen(pmi2)

J'”COS)C aw

o x7 T 20(p)cos (pmi2)

. 2 2
18.56 JO sen ax? cos 2bx dx = %,/2—7; (cos % —sen %)

oo 2 2
18.57 JO cos ax? cos2bx dx = %,/% (cos % +sen %)

J~°°sen3 X 3

18.54 O<p<l

18.55 0<p<l

18.58 [ tdv=g
o 4

1859 | 5624 “dx =%
e

1860 | ~~dr=3
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72 dx T
sl [, Tgmx—z
2 1 1
18.62 J.o senx {_2__+__7_2+ }
rarc tg x 1 1 1 1
18.63 [ S5 E dr= oo
18.64 J;@dx:%mz
18.65 J.oll_::cosxdx_ “COSde=y [ver 1.3]

= 1 dx
18.66 jo (sz —cosx)7=y

18.67 [ACEPI_ACLE Py TP
0 X 2

Integrais definidas envolvendo fungdes exponenciais

Algumas integrais contém a constante de Euler y = 0,5772156 (ver 1.3).
~ —ax — a
18.68 _[0 e ™ cos bxdx = ey

18.69 ““senbxdx =

2+b2

e~ sen bx

1870 [ “—"dx=arctg . b

18.72
a

18.73

Jie
J,5
18.71 j = 1n§
Jie
Je

1 (7 .
~ cosbx dx = =4[ —e "
2V a

< 1 |7 .
18.74 -[0 (@ +bx+o) e — Ze(b —d4aciraarfc

2 [ver 36.4]

18.75 Jm (@ +hre) gy — Ze<bz-4a¢->/4a
e \/ a

T(n+1)

an+l

F[(m +1)2]

18.78 [ ey = % \/%e_zm
0

Jw xdx —l+i+i+i+...—w_
oet—1" 1> 22 32 42 B

b
2Ja

18.76 J:x"e’“de =

18.77 j XMe ey =

18.79
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1 1
—F(}’l)(l—n+ o +3—n+ )
Para n par, isto pode ser somado em termos dos nimeros de Bernoulli [ver 23.1 e 2].

exax 1 1 1 1w
oe"+1_12 2R T 2T T2

111
1882 [ =F(”>(1—n—2—n+3—n—---)

Para alguns valores inteiros positivos de n, a série pode ser somada [ver 23.10].

18.81

sen mx 1 1
d cotgh > " m

18.83 j

4
< 1 dx
18.84 J() (m—e )x =Y

1885 [ <" dr=1y

0 X
)dx Y

1886 | (e -

ax bx 1 b2 +p2
18.87 .[() xsecpx Eln(az + pz)

=

b a
18.88 _[0 X COSEC P —————dx=arctg e arc tg >
e~ (] —
18.89 . de =arc cotg a— %ln (a’>+1)

Integrais definidas envolvendo fung¢des logaritmicas

=D"n!
(m+ l)n+1

Sen#0,1,2,... substituan! por I'(n + 1).

18.90 _[le”’(lnx)"dxz m>—1, n=0,1,2,..

1 lnx T’
18.91 jolﬂdxz—ﬁ

2

1]lnx T
-[0 l—xdx__?

2

J-lln(1+x)dx:77_
0 X 1

18.92

18.93

P
_ 2
18.94 jlln(l—x)dx =—%

0 X
2

1 ar
18.95 jolnxln(nx)dx:z—z In2- 75

2

18.96 J.Ollnxln(l—x)dx =2-%

r=1]
18.97 JO szdx = —1° cosec p cotg pm 0<p<l
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18.98 j]x — Y =]
o Inx n+1

18.99 j:e Inxdx=—y

18.100 j:e Inxdx=-2"(y+2In2)

J7

4
. x 2

18.101 | In (j—j) dx =1

/2 /2
18.102 JO Insen x dx = jo Incosxdx = —%ln 2

3

/2 /2 T T
18.103 jo (Insen x)>dx = jo (ncosx)dx =7 (In2) +37

T 2
18.104 jo xInsen x dx = —%mz

/2
18.105 jo senxInsenxdx=1In2—1
18.106 joz"ln (a+bsen x)dx = j:”m (a+bcosx)dx = 2mIn(a+~Ja —b?)

a+\/a2—b2)

18.107 J: In(a+bcosx)dx = wln( 5

. 27lna, a=b>0
18.108J. In(a® - 2abcos x + b*) dx =
0 27Ilnb, b=a>0

T/
18.109 [’ “Inl+ tg x)dx = 22

18.110 Jm secxIn T+beosx dx = l{(arc cos a)? — (arc cos b)?}
0 1+acosx 2

2 E tTp T3

18111 J-: ln(zsenﬁ)dx _ _(sena sen2a sen3a +)

Ver também 18.102.

Integrais definidas envolvendo funcdes hiperbolicas

18.012 [ 2B g = T op 4T
0 senhbx 2b 2b
18.113 TLosax dx = S sechﬂ

o cosh bx 2b 2b

2

18114 [ Xdx _ 7@
o senhax 4a?
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= x'dx 2" -1

18.115 o senhax ~ 2"g"!

1 1 1
r(n+1){1n+l + 2n+1 +W+}

Se n € um inteiro positivo impar, a série pode ser somada [ver 21.35 e 23.8].

~senh ax T ar 1
18.116 .[0 W dx = % cosec T — %

~senh ax 1 T am
1817 [ Z ] de =5~ gpeote

Outras integrais definidas

18.118 j:w

v = {0) - f=9)1n
S = f(=9

X

Esta € chamada integral de Frullani. Ela vale se f’(x) € continua e J: dx converge.

I 1 1

Ldx
18.119j0x_x=1_1+2_2+3_3+...

T'(m) T(n)

18.120 [ (a+x)" (- x)"dx = 2a)™"! Tm+n)



Secao V: Equacoées Diferenciais e Analise Vetorial

19

Equacoes Diferenciais
Basicas e suas Solucoes

Equacéo diferencial

Solucéao

19.1 Equacio de varidveis separaveis

i) 8,() dx + £,(x) 8,(y) dy =0

/; (X) 8, (y)
j fz(x) J (y)

19.2 Equacdo linear de primeira ordem

Lt py=00

jpdxdx +c

yel " = [ e

19.3 Equacio de Bernoulli

% + POy = 0(x)y”

v e('_")IM =(1- n)j Qe(]_n)jpdxdx +c

y™".Sen=1,a solucdo &

1ny=j(Q—P)dx+c

ondev =

19.4 Equacio exata

M(x, y)dx + N(x, y)dy =0

onde 0M/dy = ON/ox.

jMax+j(N—a%jMax)dy=c

onde dx indica que a integracdo € em relacdo a x, man-
tendo y constante.

19.5 Equacdo homogénea

dy _ F(z)
dx X

J.F(v) v

onde v = y/x. Se F(v) = v, asolucdo € y = cx.

19.6

y F(xy) dx +x G(xy) dy=0

= [ CWdv___
v{G(v) - F(v)}

onde v = xy. Se G(v) = F(v), a solugdo € xy = c.
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Equacéo diferencial Solucao
19.7 Equacdo linear homogénea Sejam m, e m, as raizes de m* + am + b = 0. Entdo ha
de segunda ordem trés casos.
d’y dy Caso 1. m,, m, reais e diferentes:
F +a d_ + by =0
X X y=ce" +ce™
a, b sdo constantes reais. Caso 2. m, m, reais e iguais:
y o Cl e)ﬂl.‘( +C2)C eVﬂlX

Caso3. m =p+gqi, m,=p—qi:

y =e”(c, cosgx +c, sen gx)

onde p=—al2, g=+b—a*/4.

19.8 Equacio linear ndo homogénea de Ha trés casos correspondentes aos casos do item 19.7.
nda ordem
segunda orde Caso 1.
d2 d — mx m,x
—f+a—y+by=R(x) y=cer tc,e
dx dx
em,x
. . + —Je""’*"R(x) dx
a, b sdo constantes reais. m —m,
emz)c
+— J. e " R(x)dx
m, —m
Caso 2.
y=ce" +c,xe™
+ xe™* J e " R(x)dx
—e™" J. xe " R(x)dx
Caso 3.

y =e™(c, cosgx +c, sen gx)

px
+ ¢ sengx J-e’W‘R(x) cos gx dx

px
_& cogx je‘P‘R(x) sen gx dx

19.9 Equacio de Euler ou Cauchy

2 _ P _
2 d_ii tax dy by =S(x) Colocando x = ¢', a equagiio torna-se
v LY oDy sy
dr* ar

e pode ser resolvida como mostrado nos itens 19.7 e
19.8.
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Equacéo diferencial Solucao

19.10 Equacio de Bessel

2 =cJ (Ax)+c, Y (A
x2%+x%+()\2x2_n2)y:0 y cl n( x) CZ n( x)
X
Ver 27.1 a 27.15.

19.11 Equacio transformada de Bessel

x2d—2y+(2 +1)xﬂ+(a2x2’+ﬂ2) =0 o o
x> P dx y y=x77" cqu/r Tx’ +c, Y 7x’

2 T glr

onde g =+/p* - .

19.12 Equacdo de Legendre

d*y dy y=cP(x)+c, Q (x)
(l—xz)ﬁ—2xa+n(n+l)y=0 ! :

Ver 28.1 a 28.48.




Formulas da
Analise Vetorial

Vetores e escalares

Diversas quantidades da Fisica, como temperatura, volume e rapidez, podem ser especificadas por um
ntimero real. Tais quantidades sdo chamadas escalares.

Outras quantidades, como forga, velocidade e momento, requerem uma direcdo para poderem ser
especificadas, bem como magnitude. Tais quantidades sdo chamadas vefores. Um vetor € representado
por uma seta ou um segmento de reta orientado, indicando o sentido. A magnitude do vetor € determi-
nada pelo comprimento da seta, usando-se uma unidade apropriada.

Notacao para vetores

Um vetor € denotado por uma letra em negrito, como A (Fig. 20.1). A magnitude € denotada por |A] ou A.
A extremidade inicial da seta € denominada ponto inicial e sua ponta € denominada ponto final.

Definicdes fundamentais

1. Igualdade de vetores. Dois vetores sdo iguais se tiverem a mesma

magnitude, dire¢do e sentido. Assim, A = B, na Fig. 20-1. A
B
2. Multiplicacao de um vetor por um escalar. Se m é qualquer nimero
real (escalar), entdo mA é um vetor cuja magnitude € |m| vezes a magnitude
de A, cuja direcdo € a mesma de A e cujo sentido € o mesmo de A ou o ]
oposto de A, dependendo de m >0 oum <0.Sem = 0, entdo mA = 0€ o Fig. 20-1

vetor zero ou nulo.

3. Soma de vetores. A soma ou resultante de A e B é o vetor C = A + B formado colocando-se o
ponto inicial de B no ponto final de A e ligando o ponto inicial de A ao ponto final de B, como na
Fig. 20-2(b). Essa defini¢do € equivalente a lei do paralelelogramo para adi¢do de vetores, como
indicado na Fig. 20-2(c). O vetor A — B € definido como A + (-B).

B
/\ /\\\
C=A+B -~
N C=A+B prd
/ \//

(@) %) (c)
Fig. 20-2

As extensdes para somas de mais de dois vetores sao imediatas. Assim, a Fig. 20-3 mostra como obter a
soma E dos vetores A, B, C e D.



@I —————————  MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Fig. 20-3

4. Vetor unitario. Um veror unitdrio é um vetor com magnitude unitdria. Se A é um vetor no nulo,
entdo um vetor unitdrio na direcdo e sentido de A € a = A/A, onde A > 0 € a magnitude de A.

Propriedades da algebra vetorial

Se A, B e C sao vetores € m € n sdo escalares, entao:
201 A+B=B+A Comutatividade da adi¢do
202 A+B+C)=A+B)+C Associatividade da adi¢ao

20.3 m(nA) = (mn)A = n(mA) Associatividade da multiplicacio por escalar
20.4 (m + n)A = mA + nA Distributividade
20.5 m(A + B) = mA + mB Distributividade

Componentes de um vetor

Um vetor A pode ser representado com o ponto inicial na %

origem do sistema de coordenadas retangulares. Se i, j e k

s@0 os vetores unitarios nas direcdes e sentidos dos semieixos k / ‘ Ask

X,y € Z positivos, entao ; ! : y

. . j Asj L/
206 A=Ai+Aj+Ak Ag
onde Ali, Azj, A K sdo denominados componentes vetoriais %
de A nas diregdes i, jeke A, A,, A;sd30 denominados compo-

nentes escalares de A. Fig. 20-4

Produto escalar

20.7 A*B=ABcos 0 0=6

lIA

w

onde 6 € o angulo entre A e B.
Os resultados fundamentais sdo:

208 A-B=B-A Comutatividade
209 A-B+C)=AB+A-C Distributividade
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20.10 A-B =AB, +A,B,+A,B,
onde A =A,i+A,j+Ak e B=Bji+B,j+ Bk

Produto vetorial

20.11 AXxB=ABsenbu 0=6=w

onde 6 € o angulo entre A e B e u € o vetor unitdrio perpendicular u
ao plano de A e B tal que A, B, u forma um sistema de mdo direita
(ou seja, um parafuso padrdo que for aparafusado com um movi-
mento de A para B pelo angulo menor do que 180°, avangara no
sentido do vetor u, como na Fig. 20-5).
A seguir, resultados fundamentais:

B
i Jj k A
20.12 AxB=[A A A
B B, B, Fig. 20-5
=(A,B, - AB))i+(AB —AB,)j+(AB,—A,B )k

20.13 AxB=-(BxA)
2014 AXx(B+C)=AxB+AxC
20.15 |A x B| = 4rea do paralelogramo de lados A ¢ B
Férmulas diversas envolvendo os produtos escalar e vetorial

Al A2 A3
20.16 A-(BxC)=|B, B, B,|=AB,C,+A,B,C, +ABC,—AB,C,-ABC,-AB,C,

¢ C G

20.17 |A « (B x C)| = volume do paralelepipedo de lados A, B e C
20.18 Ax(BxC)=B(A<C)-C(A+B)
2019 (AXxB)xC=BA<C)-AB-C)

20.20 (AXB)+(CxD)=(A+C)B+D)-(A+D)B-C)
2021 (AXB)x(CxD)=C{A+BxD)}—-D{A +(Bx C)}
=B{A+(CxD)} —A{B+(CxD))

Derivadas de vetores

A derivada de uma fung@o vetorial A(u) = A (w)i + A,(w)j + A,(u)k da varidvel escalar u € dada por

- dA dA dA
2022 A _ iy AWt AN - AW _ ke I P B PP B
du A0 Au du du du
Derivadas parciais de uma fungdo vetorial A(x, y, z) sdo definidas similarmente. Consideramos que todas
as derivadas existem, a menos que seja especificado o contrério.
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Foérmulas envolvendo derivadas

dB dA
. —((A+B)=A-
2023 ( )= du du
20.24 —(AXB)zAX@‘F%XB
du du
20.25 —{A (BxC)}-d B +A- B><£
du du
20.26 A %—A%
du du

2027 A- Lj;: =0 se|A| é uma constante

O operador del

O operador del é definido por

d d d
Voi—etisgk—2
20.28 1a +j +kaz

Nos resultados abaixo, consideramos que U = U(x, y, z), V=V(x,y,2), A=A(x,y,2) e B=B(x, y, 2)
tém derivadas parciais.

O gradiente

20.29 Gradiente de U = grad U=VU = li+.] J +ki U=a—Ui W, Y
ox “dy 0oz

O divergente

20.30 Divergentede A=divA=V+A = (1i+.]i+ka) (Ai+Aj+AKk)

dx " dy
A 0A, A
=—l+—24+ 2

3

ox dy 0z
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O rotacional

— >

20.31 Rotacionalde A=rot A=V xA

= ia%+j%+ka%)x(Ali+A2j+A3k)
i j k
9 9 9
ox dy 0z
Al A2 A3

oA, 94, ).
dy oz

+ %_% i+ %_% k
dz  Ox J ox  dy

O Laplaciano

| PU U oU
20.32 LaplacianodeU =V?U =V «(VU) = e 0y’ i dz*
d9’A N d0’A N J’A
ox*  dy?  97?

20.33 Laplaciano de A = V*A =

O operador bi-harménico

20.34 Operador bi-harmdnico em U = V*U = V*(V2U)

QU QU FU . U U

*U

ox* - dy*

Férmulas diversas envolvendo V

2
az4+ axzay2+ 9y?dz>

+2
ox?0z?

20.35
20.36
20.37
20.38
20.39
20.40
20.41

VU+V)=VU+VV

Ve(A+B)=V.-A+V B

VX(A+B)=VxA+VxB

V.UA) =(VU)+A+UV +A)
Vx(UA)=(VU)xA+U(VxA)
V.(AXxB)=B+(VxA)—A-(VxB)
VXx(AXB)=(B+V)A-B(V+A)—(A+V)B+A(V+B)
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2042 V(A*B)=(B+V)A+(A-V)B+BXx(VxA)+Ax(VXB)

2043 Vx(VU)=0, ou seja, orotacional do gradiente de U é um vetor zero.
20.44 V+(VxA)=0, ouseja, o divergente do rotacional de A € zero.

2045 Vx(VxA)=V(V.A)-V?A

Integrais envolvendo vetores

Se A(u) = di B(u), entdo a integral indefinida de A(u) é
u
20.46 JA(u)du =B(u)+c, ¢ = vetor constante

A integral definida de A(u) de u = a au = b é, neste caso, dada por
20.47 Jb A(u)du =B(b) - B(a)

A integral definida pode ser definida como no item 18.1.

Integrais de linha

Considere uma curva espacial C unindo os dois pontos P (a,, a,, a,) €

P,(b,, b,, b,), como na Fig. 20-6. Divida a curva em n partes pelos pon- Py

tos de subdivisao (xl, Y zl), e, (xn_l, V1 Zn—l)' Entdo, a integral de c

linha do vetor A(x, y, z) ao longo de C € definida por <, )

2w Wiap %

P, & P, P> Yp> <p

20.48 LA edr= jp Aedr= l}fizf A(x,.y,.2,) Ar, y
. =

=z _—z eonde supomos que a maior das magnitudes |Ar |ten-
» =2 7%, pomos q & |Ar,| Fig. 20-6

de a zero quando n — oo . O resultado 20.48 € uma generaliza¢ao da
integral definida comum (ver 18.1).
A integral de linha 20.48 também pode ser escrita como

2049 [ Aedr=| (Adx+Ady+A do)

usando-se A =Ai+Aj+ Ak e dr=dxi+dyj+ dk.

Propriedades das integrais de linha

20.50 J:A-dr:—J‘ZA-dr

20.51 j:A-dr=j:A.dr+j:A-dr

Independéncia do caminho

Em geral, a integral de linha tem um valor dependente do particular caminho C unindo os pontos P, e P,
na regido R. No entanto, no caso A = V@ ou V X A = 0, onde ¢ e suas derivadas parciais s3o continuas em
%R, a integral de linha J A «dr é independente do caminho. Em tal caso

C

2052 [ Adr= j:A-dr= O(P)— O(P)
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onde ¢(P,) e ¢(P,) denotam os valores de ¢ em P, e P,, respectivamente. Em particular, se C € uma curva
fechada,

20.53 jCA-dr=3[>CA-dr=0

onde o circulo no sinal da integral € usado para enfatizar que C € fechada.

Integrais multiplas

Seja F(x, y) uma funcdo definida na regido 9 do plano xy, v
como na Fig. 20-7. Subdivida a regido em n partes por linhas di- PR G ~—
paralelas aos eixos x e y, como indicado. AA =Ax Ay de- :zn'j,é; (/ N
nota a area de uma dessas partes. Entdo a integral de F(x, y) Ypi1le— - /1 N
sobre R € definida por y [ R
o -

i S R

20.54 jﬁ F(x,y)dA = yﬂz F(x,.y)AA P L . Q
p= NG |
supondo-se que este limite exista. el _ L o~ :
Em tais casos, a integral também pode ser escrita como 'l P H I .
2055 | [ Feey)dydx om e ’
’ e dyepn” YD
Fig. 20-7

- | ” { | i(f()) F(x,y) dy} dx

onde y = f(x) e y = f,(x) s@o as equacdes das curvas PHQ e PGQ, respectivamente, € a € b sdo as coorde-
nadas x dos pontos P e Q. O resultado pode ser escrito como

mss [1 [ reacar=[ff

x=g,(

()

: F(x,y) dx} dy
)

onde x = g,(y) e x = g,(y) sdo as equacdes das curvas HPG e HQG, respectivamente, € ¢ € d sdo as coor-
denadas yde He G.

Estas sdo as chamadas integrais duplas ou integrais de drea. As ideias apresentadas podem ser analo-
gamente estendidas a integrais triplas ou de volume ou, ainda, a integrais miiltiplas.

Integrais de superficie

Subdivida a superficie S [ver Fig. 20-8] em n elementos de 4rea
ASP, p=L2,...,n Seja A(xp, Yy Zp) = Ap, onde (x, ¥, 2,) €0
ponto P em AS . Seja N, um vetor unitdrio normal a AS em P.
Entdo a integral de superficie do componente normal de A sobre §
¢é definida por
2057 [ A-Nds= anAp- N AS

P

e —
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Relacao entre integrais duplas e de superficie

Se R € a projecdo de S no plano xy, entdo [ver Fig. 20-8]
dx dy
N

20.58 _[SA-NdS =I%jA-N

O teorema da divergéncia

Seja S uma superficie fechada limitando uma regido de volume V; entdo, se N € a normal positiva (dese-
nhada para fora) e dS = N dS, temos [ver Fig. 20-9]

2059 [ VeAdv =] A-dS
\4 N
O resultado também € chamado de teorema de Gauss ou de teorema de Green.

4 Z

das

Fig. 20-9 Fig. 20-10

Teorema de Stokes

Seja S uma superficie aberta de dois lados limitada por uma curva fechada C sem autointersecdo (curva
fechada simples), como na Fig. 20-10. Entio,

20.60 9SCA-dr= jS(VxA) .dS

onde o circulo na integral € usado para enfatizar que C ¢ fechada.

Teorema de Green no plano

20.61 SEC (Pdx+Qdy) = jR (%—f - %P) dx dy

onde R € a drea limitada pela curva fechada C. Este resultado € um caso especial do teorema de divergéncia
ou do teorema de Stokes.
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Primeira identidade de Green

20.62 [ {9V2y+(Vo)+(Vy)ldV = [(9Vy) « dS

onde ¢ e Y sdo funcdes escalares.

Segunda identidade de Green

20.63 jv (OV2y —y V2¢)dV = js @Vy -y Vo)« dS

Teoremas de integrais diversos

20.64 ijxAdV = JSdeA

20.65 jc ddr = L dSx V¢

Coordenadas curvilineas

Um ponto P no espaco [ver Fig. 20-11] pode ser deter- z
minado por coordenadas retangulares (x, y, z) ou coor-
denadas curvilineas (u,, u,, u,), onde as equacdes de
transformacgao de um terno de coordenadas para o ou-
tro sdo dadas por

20.66 x = x(u, u,, u,)

y= y(ul’ Uys M3) Zcurva i \“‘\\ G

z=z(u, u,, u,) Y

Se U, € Uy sao constantes, entao, quando u, varia, o ve- x

tor posicao r = xi + yj + zk de P descreve uma curva Fig. 20-11

denominada curva coordenada u,. Analogamente, de-

finimos as curvas coordenadas u, e u; por P. Os vetores dr/du,, or/ou,, dr/du, representam vetores tangen-
tes as curvas coordenadas u,, u,, u;. Se e, e,¢e e, 530 0s vetores unitdrios tangentes a essas curvas, temos

or or or
20.67 a—ul = hle] . % = hzez, a—u3 = h363
onde
or or or
20.68 h =|—/|, h =|—o/, =|—
' | ou, > |ou, > | ou,

sdo denominados fatores de escala. Se e,, e, e e, 330 mutuamente perpendiculares, o sistema de coordena-
das curvilineas € denominado ortogonal.
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Férmulas envolvendo coordenadas curvilineas ortogonais

20.69 dr = %du, + aaTrduz + a%rdu3 = b, duje, + hdu, e, + hdu, e,

1 2 3

20.70 ds? = dredr = h? du? + h? du? + h? du?

onde ds € o elemento do comprimento de arco.
Se dV € o elemento de volume, entdo

2071 dV =| (he du,)~(h,e,du,)x (h.e.du,)| = hhh, dudu,du,

or or or
X_

) o(x,y,2)
du, du, du,

o(u,u,, u,)

= du1 du2 du3 = du1 du2 du3

onde

3 ox/du,  Ox/du, 0x/du,
20.72 %z Oylou,  dylou, dy/du,
D dz/ou,  dz/ou, dz/du,

as vezes escrito como J(x, y, z; u,, u,, u;), € denominado jacobiano da transformagao.

Transformacao de integrais multiplas

O resultado 20.72 pode ser usado para transformar integrais multiplas de retangulares para coordenadas
curvilineas. Por exemplo,

a(x,y,2)

20.73 jR Flx,y,2)dxdydz = [, G, u,, u,) Au, u,, u,)

du1 du2 du3

onde R’ € aregido na qual R é mapeada pela transformacio e G(u,, u,, u;) € o valor de F(x, y, z) correspon-
dente a transformacao.

Gradiente, divergente, rotacional e Laplaciano

A seguir, @ é uma fungdo escalare A = A e, + A,e, + Ase, € uma funcio vetorial de coordenadas curvili-
neas ortogonais u,, U, € u;.
e Jd e, 0P e, 00

20.74 Gradiente de @ = grad ®=Vd =
h ou — h, du, h, du,

. . 1 [o J d
20.75 Divergentede A=divA=V.A= i a_ul(hzh3A‘ )+ B_Ltz(h3hlA2) + a—u3(hlth3 ):|

177273

hl el h2e2 h3 e3
1 o 9 9d
hhh | ou — du, du,
hl Al h2 AZ h3 A3

20.76 Rotacionalde A=rot A=VXA=

v [a—%“’z‘*ﬂ‘a—%(’b’*z)}el T [a—ufhl/*l)‘a_»ﬁhﬁ’”} :

23

1|9 0
+ E[a—ul (h2A2) - a—uz(h]Al ):| €,
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20.77 Laplaciano de @ = V2@ = ! l:i (% @] + i (M a—(DJ + i(ﬂ 8_®J:|

h.h,h, ou \ h ou ou, \ h, ou, au3 h, 8u3

Observe que o operador bi-harménico V*® = V2 (V2®) pode ser obtido a partir da equagdo 20.77.

Sistemas de coordenadas ortogonais especiais

Coordenadas cilindricas (r, 0, z) (ver Figura 20-12)

20.78 x=rcos 0, y=rsen 0, 2=z
2079 hl =1, h;=r> h;=1
’® 100 1 9*®d 0°®

20.80 V@ = +o—t+—= +
ar* r dor r* d0* 9z?
X X
Fig. 20-12 Coordenadas cilindricas. Fig. 20-13 Coordenadas esféricas.
Coordenadas esféricas (r, 0, ¢) (ver Figura 20-13)
20.81 x=rsen Ocos @, y=rsen 0sen ¢, z=rcos 0

20.82 h? =1, h;=r* — h;=r’sen’0

2

1 0 oD 1 0 oD 1 0°®
20.83 VO =——|r>— — — |+
083 r? or (r dr J+ r*senf 00 (sen@ 20 ) " r’sen? 6 d¢>

Coordenadas cilindricas parabdlicas (u, v, z)

2084 x=1(w*-v?), y=uv, z=¢z ¥

2085 hl =h; =u*+v’, hi=1

1 (a%p . an>)+ 9*P
ou*  ov? ) 9z?

Os tragos das superficies coordenadas no plano xy

sdo mostrados na Fig. 20-14. Sao pardbolas confo-
cais com eixo comum.

20.86 V2 =———
u-+v

Fig. 20-14
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Coordenadas paraboloidais (u, v, ¢)

20.87 x=uvcos¢, y=uvseng, z==1@w?-v?)

onde u=0, v=0, 0=¢<2rm
20.88 nl=h;=uw’+v’, h;=u™’
1 1 D 1 9*®
2089 Vo= 9,02}, 1 0 1 P
u@?>+v)ou\ du) vw?+v*) v\ Jdv) u*v? 9¢*
Dois conjuntos de superficies coordenadas s@o obtidos pela rotacdo das parabolas da Fig. 20-14 em
torno do eixo x, que passa a ser rotulado como eixo z.

Coordenadas elipticas cilindricas (u, v, 2)

20.90 x =acoshucosv, y=asenhusenv, z=z

onde u=0, 0=v<2m, —o<z<oo
2091 h’ = h} = a*(senh® u +sen’ v), h; =1
1 0’d J*’®) 0°®
20.92 VO = } +
a’(senh® u +sen® v) ( ou>  ov? J 07>

Os tragos das superficies coordenadas no plano xy sao mostrados na Fig. 20-15. Sdo elipses e hipérbo-
les confocais.

LS 3

S
)

& v =3/2

Fig. 20-15 Coordenadas elipticas cilindricas.
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Coordenadas esféricas alongadas (¢, 7, ¢)

2093 x=asenhésenncosd, y=asenh&sennsend, z=acosh&cosn

onde £=0, O0=n=w 0=¢<27w
20.94 h} = h? = a*(senh” Esen® 1), h} = a’*senh” Esen® n

2 — ! 9 9@
2095 Vi = a*(senh? & +sen® n)senh & 9 senh& &

1 1 0°®d
+ — — |+
a’*(senh? & +sen® )senn dn (sen g Bn) a’senh? Esen® N 0¢?

Dois conjuntos de superficies coordenadas sdo obtidos pela rota¢do das curvas da Fig. 20-15 em torno
do eixo x, que passa a ser rotulado como eixo z. O terceiro conjunto de superficies coordenadas con-
siste de planos passando por este eixo.

Coordenadas esféricas achatadas (¢, 0, ¢)

20.96 x = acosh&cosncos®, y =acosh&cosnsen ¢, z=asenh&senn

onde £=0, -wR2=1n=7/2, 0=9¢<27m
20.97 h’ = h? = a*(senh” & +sen” 1), h: = a* cosh® £ cos® n

2 — 1 9 9
2098 Vi = a®(senh? & +sen® 1) cosh & 9& cosh$ &

1 1 0°®
+ — — |+
a’*(senh? & +sen® ) cosn IN (COS g Bn) a’ cosh? Ecos? 1 d¢?

Dois conjuntos de superficies coordenadas sdo obtidos pela rota¢do das curvas da Fig. 20-15 em torno
do eixo y, que passa a ser rotulado como eixo z. O terceiro conjunto de superficies coordenadas con-
siste de planos passando por este eixo.

Coordenadas bipolares (u, v, z)

asenhv asenu
2099 x=——"", y=—-—"""— 7=7Z
coshv —cosu coshv —cosu

onde 0=u<2m, —oo<vV<o0, —oo<z< o0

ou
20.100 x>+ (y—acotgu)* =a*cosec’u, (x—acotghv)®+y> =a’*cosech’v, z=z
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a2
20.101 h2 h2 _ h:=1
(coshv — cosu)?’ 3

(coshv — cosu)? (8261) 8261)) N 0°d

20.102 V2 = N
2 u> o’ 07>

a

Os tragos das superficies coordenadas no plano xy sdo mostrados na Fig. 20-16.

Fig. 20-16 Coordenadas bipolares.

Coordenadas toroidais (u, v, ¢)

asenhvcos @ asenhvsen ¢ asenu
20.103 x = , y= , 2=
coshv —cosu coshv —cosu coshv —cosu
a? a’senh’v

2 =
3

20.104 k2 = h? =

(coshv —cosu)?’ (coshv — cosu)?

(coshv — cosu)? i 1 oD
ou

20.105 V@ = =
0.10 a’? coshv —cosu du

(coshv—cosu)? senhv d®) (coshv—cosu)? J*®
+ +
E)v coshv—cosu v a’senh’v  d¢?

As superficies coordenadas sdo obtidas pela rota¢do das curvas da Fig. 20-16 em torno do eixo x,
que passa a ser rotulado como eixo z.

a’senhv

Coordenadas cénicas (A, u, v)

20.106 x /\/.LV y:A\/(#Z_aZ)(VZ_a \/(:u bZ)(V _b2)

a a*-b?

R’ —v?) R —v?
20.107 > =1, W’ = . h2=
! 2 (- a )b - i) P —ad)? _,,z)
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Coordenadas elipsoidais confocais (A, w, v)

X y Z
a2_/\+b2_)‘ c2—A=1’ A<t <br<a®
xZ y2 ZZ 5 5 5
20.108 az—u+b2—,u c2—u:1’ cP<u<b*<a
x2 y2 Z2
haz—v+b2—v+c2—v:]’ ct<b’<v<a®
ou
[, _ (@ =M@ - p)a® —v)
(@*> =b*)a® —c?)
2 _ 2 _ 2 _
20.109 2 _ (b A(b (b 12)
(bz _aZ)(az _CZ)
, _ (@ =0 = =)
- (c? — a®)(c? - b?)
2 (L= =)
U d(a® = D)2 =) = N)
(v=A—uw
20.110 142 =
PoA@ - b - (et - p)
2 _ A=»(u=v)
|0 d@ =)D =)t —v)
Coordenadas paraboloidais confocais (A, w, v)
[ %2 h?
m+m=z—/\, —o< A< b?
20011 - Y P<u<a
' —p bou o K
x2 y2 B 5
_az—v+b2—v_z v, a*<v<
ou
[, _ (@ - M@ - p)a* -v)
X =
bt —qg?
201123 , (b2 = A)(b* — p)(b* —v)
- a® — b2
z=A+u+v—a’->b?
PRV VCEI
LT A@ -0 - M)
(v=A—u)
113 {12 =
2013, d(a® —u)(b* - p)
2o A=) u-v)
[ * 16(a® —v)(b* —V)




Secao VI: Séeries

2 1 Séries de
Termos Constantes

Séries aritméticas

21.1 a+(a+d)+(a+2d)+ -+ {a+(n-1d} =+n{2a+(n-1)d}=+n(a+1)
onde ! = a + (n—1)d € o tltimo termo.

Alguns casos especiais sao
212 1+2+43+-+n=%+nn+l)
213 1+3+5+--+Q2n—-1)=n?

Séries geométricas

214 a+ar+ar*+ar’*+---+ar*! _ad=r) _a-rl
1-r 1-r

n-1 .

onde [ = ar' = éoudltimotermoe r # 1.
Se -1 <r<1,entido
a
21.5 a+ar+ar*+ar’+---= =

Séries aritmético-geométricas

21.6 a+(a+d)r+(a+2d)r’+--+{a+(n-Dd}r' =

a(l—=r") rd{l—=nr"'+m-1r"}
] +

—r (1-r)?
onde r # 1.
Se -1 <r < 1, entdo
S S -
21.7 a+(a+d)r+(a+2d)i’ + _1—r+(1—r)2

Somatérios de poténcias de inteiros positivos

p+l p-1 — — p=3
218 17427+ 30+l =— +%nP+B'pn _Bpp=ip=2)n +
p+1 2! 41

- . 2 s ~ , .
onde a série termina em n~ ou n, conforme p é impar ou par, e B, sdo os nimeros de Bernoulli [ver
Capitulo 23].
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Alguns casos especiais sdo

21.9 1+2+3+...+n=”("2+1>
2110 1242243 4ogp2 = HFDERFD
' 6
2 2
21.11 13+23+33+---+HS=%:(1+2+3+...+r1)2
n(n+1)2n+1)(3n*+3n-1)

2112 14424+ 34 4--dnt =

30

Se S, =1 +2%+ 3" +..-+n*, onde k e n sdo inteiros positivos, entdo:
k+1 k+1 k+1
21.13 ( 1 )Sl+( > )S2+ +( A

Séries envolvendo reciprocas de poténcias de inteiros positivos

)SkZ(n+l)k“—(n+1)

—

SEPRTE U -
2115 1- ; % ; %—m:%
stae 1= bbbl
21.17 1—%+%—%+%—---:”f+ﬁln(f‘ﬁ)
21.18 %—%+%—1—11+%—---—%+§an
21.19 %+%+%+%+ —%2
21.20 1i4+2—14+% %+-~—79T—:)
21.21 %+%+%+%+-- —%
21.22 1—2—%+%—%+---=%
21.23 %—%+%—%+---=;—%
6
21.24 %‘%Jr%_%J’ 3?).172740
21.25 %+%+%+%+---=%2
26 L, 1 1

A T T T3
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1 1 1 1 6
21.27 1—6+¥+5—6+F+"'—%
yag Lo 1,1 1

A R A S I )

11 11 3732
2029 S+ - w5 - gy =

1 1 1 1 1
o

1 1 1 1 3
23 oty et ety

1 1 1 1 mr -8
3 b b ey Faragr b= e

1 1 1 4% -39

AB prFgtraetyes T T 16

1 1 1 1 1udu
21.34 @ avdtav2d " avzd T hara

1 1 1 1 227l B
21.35 ]TP+W+W+W+“.=(2—p)!

1 1 1 1 (2*» —=1)7*?’B
21.36 W+W+STP+W+...:T)!P

T T B @2~ 1)ymB,
21.37 lz—p—ﬁﬁ'ﬁ—w‘f—"':(z—p)!I

2p+l

2138 o — ] i

1271~ 32 T g 72,,+1+"'=22,T(2p)!

Séries diversas

21.39 l+cost)t+cos2oc+~-+cosnoz = M
2 2sen(a/2)
21.40 sena+sen2o+sen3a+---+senno = sen[1/2(n+ Dlosen 1/2n
sen(o/2)
1 —
2141 1+7c0S +17 08200+ COS 30+ = X Irl<1
1-2rcoso+r?
21.42 rsenc +r2sen2a+risen3o+ - = — oon & <1

1-2rcoso+r?’

"2 cosnot—r**! cos(n+1)or — rcosor +1
1-2rcosa +r?

21.43 1+rcoso +r>cos20+---+r"cosno =

rseno —r*'sen(n+ 1) o+ r"*? sen no

21.44 rseno +r*sen20+---+r*senno = 5
1-2rcoso+r
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Foérmula do somatério de Euler-Maclaurin

2145 3 F(0)= [ Fkdk— 5 (F(0) + F(w)

1 1
+ 33 (F/(0) = F(0)) = =55 (F”"(m) = F”"(0))

1

+ 30240 LF (M= FY0)} =

(vii) _ I (vii)
200,600 L ()~ FEV(0)}

B
+ - (=1)r! (2_;)! {FCPD(n)— F2rD(0)} +---

Formula do somatério de Poisson

i {J:ez”"’“*F (x)a'x}

m=—co

2146 Y, F(k) =
k=—oc0



Séries de Taylor

Séries de Taylor para fungcdes de uma variavel

f(a)(x—a) fr 2 (a)(x—a)™!
21 BRI P YR Y

221 f(x)= f(a)+ f(a)(x—a)+ +

onde R, o enésimo resto, € dado por qualquer uma das duas formas seguintes:

(n) — n
22.2 Forma de Lagrange: R, = f(é)n#

22.3 Forma de Cauchy: R, = f (")(5)()(5”—_51);1(36 —a)

O valor ¢, o qual pode ser diferente nas duas formas, fica entre a e x. O resultado € valido se f{x) tem deri-
vadas continuas de ordem 7, pelo menos.
Selim R, = 0, a série infinita obtida ¢ denominada série de Taylor para f(x) em x = a. Se a = 0, a série

n—eo

é, frequentemente, denominada série de Maclaurin. Essas séries sdo denominadas séries de poténcias,

que, em geral, convergem em todos os valores de x de algum intervalo, denominado intervalo de conver-
géncia e divergem em todos os x fora desse intervalo.
Algumas séries contém os nimeros de Bernoulli B, e os nimeros de Euler E, definidos no Capitulo 23.

Séries binomiais

-1 -H(n-2
224 (a+x)'=a"+na""'x+ —n(nz' ) ax? + nn-n-2) 3)?1 ) a

R R L TSN L P
=a +(1)a x+(2)a X +(3)a x3+

Casos especiais:
22.5 (a+x)?=a*+2ax+x*

"_3x3+...

22.6 (a+x)®=a®+3a’x+3ax? + x*

22.7 (a+x)*=a*+4a’x+6a*x* + 4ax® + x*

228 (+x)'=1-x+x>=x3+x*—--- —l<x<1

229 (1+x)?=1-2x+3x*—4x>+5x*—--- —l<x<l1

2210 (1+x)2=1-3x+6x>—10x>+15x* —--- —1<x<l1
1 1.3 13¢5

12 _1_ & 2 3., _ =

2211 (I+x)"* =1 2x+2.4x 246" + I<x=1
1 1 1.3

172 — oy 2 3_... — =

2212 (1+x) —1+2x . 4t +2. 6" I<x=1
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1 1.4 lede7
-1/3 _ 1 _ 2 _ 34... — =
2213 (1+x)" =1 —3x+3.6x 3.6.9% + l<x=1
1 2 25
13 _ _ 2 3. _ =
22.14 (1+x) —1+—3x 3.6" +3.6.9x l<x=1

Séries de funcdes exponenciais e logaritmicas

2 x3

X
22.15 ¢ =1+x+j+?+--~ —oo < X < 0
1 2 1 3
22.16 a”=e“““=1+xlna+(x g‘a) (x gl‘a) +--- —co < x < oo
x> X xt
— x4 4. — =
2217 In(l1+x)=x 5 + 3 7 + l<x=1
1 1+x x? Sy
22.18 Eln(m)—x-l-?-l-?-l-?-l‘"' l<x<l1

2210 Ixo2d(2=1) 1 x—13+l x—15+'__ 0
A2 =AY T3 1) TS\l x>

2220 lnx:[x;l)+%(x;1f+%(x;1)3+ xé%
Séries de funcdes trigonométricas
22.21 senx:x—3—3!+)sc—5!—)7c—7!+--- — oL X < 00
22.22 cosx=1—;—2!+2—z—z—6!+--- — o< X < 00
22.23 tgx=x+x—33+21);5 +1371xs7 +---+22n(22n(;;))f3"x2n_1 Foo |x|<%
22.24 cotgxz%—%—z—;—%—---—%—m 0<lxl<w
22.25 secx=1+§+52)§: +6712x0°++12g’: +--- le<%
22.26 cosecx = %+%+%;+ lglféo +ot 2(22’171(;’3?”)(2"4 O<lxl<m
2227 arcsenx=x+%§+é:i§+é:i:56x77+m Ixl<1
22.28 arc cos ng—arcsenng— x+%%3+é:i%5+) Ixl<1
x* X X

X=—+—=—+- Ixl<1

2229 arctg x = 35 7

(+sex=1,— sex =-1)
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22.30
T x3 X
——|x—=+—=—- Ixl<1
_m _)2 3 5
arc cotg x =—_——arctg x =
2 77+——L+L— (p=0sex>1, p=1lsex<—1)
P T35 " 5 p= P=
a (1 1 1-3
22.31 arcsecx=arccos(l/x)za—(;+2.3x3+2.4.5x5+---) [xI>1
1 1 1-3
22.32 arc cosec x = arc sen (I/x) = —+ + +-- [xI>1
x 2e3x3 2e4e5%°

Séries de fungbes hiperbdlicas

3 5 7

X X
22.33 senhx=x+§+§+?+--- —oo<L x < o0
x2 x* x°
22.34 COth:1+§+m+a+'“ — oL x < o0
x3 2x> 1747 (=1)1227(22" —1)B x>"! T
. -y - — 4= n x| < —
2235 tghx=x 3+15 315 @] + xl<3
1 x x3 2x5 (_l)n—l 22)1 B'len—l
22.36 COtghX—;+§—4—5+%+"‘T+"' O<lxl<m
_oxr 5xt 61x® (-)"E, x> T
22.37 sechx—1—7+ 24—720+--- @] +ee- |x|<7
_ox T 31x° (=22 =1)B x>
22.38 CoseChx_;_ngm_lS.UOer @) O<lxl<a
x3 1e3x> 1e3e¢5x7
T3 0045 2e4e6e7 lxl<1
22.39 arc senh x =
tlmiocrg b 13 135 tsex =1
2e2x2 2ededx* 2e4e6e6x° —sex=-1
22.40
arc cosh x = £4In(2x) — ! + L-3 + AELD 4o +searccosh x>0, x =1
B 202x% 2ed4ed4x* 2e4e606x° —searccoshx<0, x =1
x> x X’
2241 arctghx—x+?+?+7+--- Ixl<1
22.42 arc cotgh —1+L+L+L+
. R T T A P IxI>1
Séries diversas
senx x2 x4 xs
2243 e —1+x+7—?—g+“' —ooL X < o0

. x? 4 31xS
2244 ¢ —e(l—Tﬁ'F—mﬁ'“) —ocoL X < o0
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! x2 x* 3x* T
2245 e —1+x+7+7+T+-~- |x|<2
x X x° 22 sen(nml/4)x"
2246 e =x+xi+ -t + —ool x <0
e*senx=x+x 373090 p X
x> x* 22 cos(nar/ 4)x"
22.47 e‘cosx=l+x—?—g+m+ p +-e- —oo x < o0
x2 x4 x6 22nlenx2n
22.48 lnlsenxl—lnlxl—?—m—zgﬁ—m— )] e O<lIxl<m
X2 oxt x5 17x8 22n-1(2n _ 1)an2n -
22.49 1n|COSX|——7—E—4—5—m ———— n(zn)‘ +--- |X|<5
x2  Ix* 62x° 222" —1)B x*" T
22.50 mltgx':1n|X|+?+W+2835+"'+ P - 0<|x|<§
In(1+ x) oo 5
22.51 sz—(1+7)x +(A+3+Hx - Ixl<1

Inversao de séries de poténcia

Considere

2252 y=cx+o,x* et +oxt +ex’ e xl

entao,

2253 x=Cy+C,y* +C,y* +C,y* +C,y° +C,y° +--
onde

2254 ¢C, =1

22,55 ¢/)C, =—c,

22,56 ¢)C,=2c; —cc,

22.57 ¢/C, =5c,c,cy—5¢; —cle,

22.58 ¢/C, =6cic,c, +3cic: —cles +14c; —2le cie,

11 — 3 3 3 2 2 4 2.2 5
22.59 ¢|'C, =Tcjcyc5 +84c,cyc, +Tc)cic, —28cic,c; —clcy —28cicic, —42c;

Séries de Taylor para funcdes de duas variaveis

22.60 f(x,y)= f(a,b)+(x—a)f (a,b)+(y—b)f (a,b)

1
+ 5 (=@ £, (@h)+ 20 = a)(y = D)f, (@ b)+ (y=b)* £, (@ b)} +---

onde f,(a, ), fv(a, b), ... denotam derivadas parciais em relagdo a x, y, ... calculadasem x = a,y = b.



Numeros de Bernoulli

Definicdo dos numeros de Bernoulli
Os niimeros de Bernoulli B, B,, B;, ... sao definidos pelas séries
x . x Bx* Bx* Bx°
23.1 m—l—i‘l' X — 41 + 61 - | x| <2
232 1-Zcot ﬁ—lez+B3X4+B3xé+ lxl<
: 28T T T4 e s
Definicdo dos numeros de Euler
Os niimeros de Euler E|, E,, E,, ... sdo definidos pelas séries
. Ex* Ex* Ex° ™
23.3 sechx=1- o + 6 + .- |x|<2
. Ex* Ex* Ex° ™
234 secx=1+ STt e T Ix|<2
Tabela dos primeiros numeros de Bernoulli e de Euler
Numeros de Bernoulli Numeros de Euler
B =166 E =1
B, =1/30 E, =5
B, =1/42 E, =61
B, =1/30 E, =1385
B, =5/66 E, =50.521
B, = 6912730 E, =2.702.765
B, ="/6 E, =199.360.981
B, =3617/510 E, =19.391.512.145
B, =43.867/798 E, =2.404.879.675.441
B,, =174.611/330 E,, =370.371.188.237.525
B, =854.513/138 E,, =69.348.874.393.137.901
B,, =236.364.091/2730 E,, =15.514.534.163.557.086.905
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Relacao dos numeros de Bernoulli e de Euler

—  «E»

235 (2”2+ 1) 2B - (2" N 1) 2B, + (2”6+ 1) 20B, — - (=1y~ 2n+1)22" B, =2n

2n 2n 2n
23'6 En = ( 2 )En—l - ( 4 )En—Z +( 6 )En—?’ - '(_1)”

_ 2n 2n—1 2n—1 2n—1 -
23'7 Bn - 22n (22n _ 1) {( 1 )En—l _( 3 )En—z +( 5 )En—S - (_1) }

Séries envolvendo os nimeros de Bernoulli e de Euler

2n)! 1 1
23.8 Bn = 22nfl,n.2n 1+ 22n + 32n +-

202n)! 11
23, — - 4 4.
3 9 Bn (22n _ 1)77.2'1 {1-"— 32n + 52n + }
202n)! 11
2310 B, = oAl
3 0 Bn (22n—1 — 1),”.2n {1 22,, + 32n }
22)1+2(2n)! 1 1
23.11 E,, = T 1- 3201 + 52n+l -

Férmula assintética para os numeros de Bernoulli

23.12 B, ~4n*"(mwe)*"\mn



Séries de Fourier

Definicdo de uma série de Fourier

A série de Fourier correspondente a uma funcao f(x) definida no intervaloc = x = c¢+2L,ondece L >0
sdo constantes, € definida por

a N nx nwx
24.1 70 +y (an cos +b, sen )

— L L
onde
1 c+2L
a, =7 J f(x)cos%dx
24.2 1 "ML e
bnzz . f(x)sen 7 dx

Se f(x) e f'(x) sdo continuas por partes e f(x) € definida por extensdo periddica de periodo 2L, ou
seja, f(x + 2L) = f(x), entdo a série converge para f(x), se x ¢ um ponto de continuidade e para
Hf(x+0)+ f(x—0)}, se x é um ponto de descontinuidade.

Forma complexa da série de Fourier

Supondo que a série 24.1 converge para f(x), temos
243 f(x)=) c,e"™"
onde
| et 3(a, —ib,) n>0
44 ¢ =57 L fxe ™™ tdx =34 (a_, +ib_,) n<0
5 a, n=0

Identidade de Parseval

1 c+2L 2 _ﬁ > 5 2
245 - [ (f@yde=3 +n2=1‘(an+bn)

Identidade de Parseval generalizada

Sy

1 c+2L nd
246 - [ fgdx =5 +;(ancn+bndn)

onde a,, b, e c,, d, sdo os coeficientes de Fourier correspondentes a f(x) e g(x), respectivamente.
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Séries de Fourier especiais e seus graficos

1 O<x<mw f(x)
247 f(x)_{—l —-m<x<0
S B —
4 (senx sen3x senSx ! ! ! [
— + + +--- |—27 ‘=7 0 K4 127
m\ 1 3 5 | ! i ]
— | S (IO
Fig. 24-1
) x O<x<m f(z)
24.8 f(x)—lxl—{_x e x<0
ﬂ_i cosx+cos3x+c055x
2 a\ 1% 32 52 z
Fig. 24-2
249 f(x)=x, —wm<x< flx)
7
Hfsenx sen2x sen3xr ! :
1 2 3 : { /
/’2# -7 0 '71'/27 z
] |
! ]
! i
—
Fig. 24-3
2410 f(x)=x, O<x<2m f(x)
senx sen2x sen3x H 27
(e 4/ -/
/| yays
—:iw —I2ﬂ 0 2" 4"’
Fig. 24-4
24.11 f(x)=lIsenx|, —w<x<m f(x)
g_i 0052x+c0s4x+cos6x+m
a7 a\ 13 3¢5 547
1
—2r _11' Io ” 21"37

— «E»
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senx O<x<m f(=z)
24.12 f(x)—{ 0 w<x<2mw
_+l 2 cost+cos4x+cos6x+m :
P T T P B /\ ] /
L T \J x
—2r - o T 27
Fig. 24-6
cosx O<x<m flx)
24.13 f(x)_{—cosx —m<x<0
8(sen2x  2sendx  3senbx .\ o\ ,\ .
AR NG N B
Fig. 24-7
2414 f(x)=x* -—-m<x<m f(x)
cos2x i

2 T3

m cOoS X
3

cos3x_m)

—37 —2r —rw 0 T 27 37
Fig. 24-8
2415 f(x)=x(m—x), O<x<w F(x)
77_2_ oS 2x N cos4x N cos 6x e
6 12 22 32
——IZw "‘7" 0 7’7 2]1r e
Fig. 24-9
2416 f(x)=x(m—x)(m+x), —T<Xx<T flx)
senx sen2x sen3x
R e /
—r 0 L4 2z *

Fig.

24-10
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0 O<x<m-« flx)
2417 f(x)=31 wm-—oa<x<wm+«o - 2% o = 9g o | > 2 e = 2 -
0 m+o<x<2mw ) P i~ —
b b b Lo
|
g_g(senacosx _ sen20rcos2x b ! | Lo b
LA 2 Lo L Lo Do
1 3 L r 1 T 1 5 1 T | " L . | x
sen3ocos3x ) 3 W 77 T 2o A
3 Fig. 24-11
| x(m=x) O<x<mw f(x)
24.18 f(x)_{—x(ﬂ'—x) —T<x<0
8(senx sen3x senSx //\ /
P O EREE 5t ] = C Uz, ®
Fig. 24-12
Séries de Fourier diversas
24.19 f(x)=senux, —w<x<m, U #Iinteiro
2senum( senx  2sen2x  3sen3x
p 12_ﬂ2_22_ﬂ2+32_,u2 -
2420 f(x)=cosux, —m<x<m, U+ inteiro
2usenum( 1 CosXx  COS2x + cos3x
T 212 Pt 22— -2
2421 f(x)=arctg[(asenx)/(1—acosx)], —m<x<m, lal<l

2 3
a a
asenx+?sen2x+3—sen3x+-~

24.22 f(x)=In(1-2acosx+a?), —w<x<m, lal<l

a2 a3
-2 acosx+2—0052x+3—cos3x+---

24.23 f(x)=%arctg[(2asenx)/(1—a2)], —m<x<mw, lal<l

3 5
a a
asenx+3—sen3x+5—sen5x+---

1
24.24 f(x):Earctg[(Zacosx)/(l—az)], —m<x<m, lal<l

3 5
a a
acosx—3—cos3x+5—cos5x—~--
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2425 f(x)=e", —m<x<m
2 senh L+ i (=" (1 cosnx —nsennx)
™ 2u ~ U +n?
2426 f(x)=senhux, —w<x<mw
2senh par( senx _ZSen2x+SSen3x_m
T PP+p> 22+ 3P+ u?
24.27 f(x)=coshux, —-w<x<m
2usenhpm( 1 cosx N cos2x  cos3x e
T 20 PP+pr 224t 34t
2428 f(x)=Inlsentxl, O<x<m
_12+cosx cos2x cos3x
n 1 2 3
2429 f(x)=Inlcostxl, —m<x<mw
_lnz_cosx cost_cos3x
1 2 3
2430 f(x)=17*—Imx++x*, 0=x=2xw
COSX COS2x cos3x
12 22 32
2431 f(x)=Hx(x—m(x—2m), 0=x=27
senx sen2x sen3x
13 23 33
32 f()= '~ bmx e — e xt, 0Sx=2n
COSX CcoS2x cos3x
1# 24 34




Secao VII: Polinbmios e Funcbes Especiais

A Funcao Gama 25

Definicao da funcado gama I'(n) paran > 0

25.1 T'(n)= j:t"-le-fdt n>0

Formula de recorréncia
252 T'(n+1)=nl'(n)

Sen =0,1,2, ..., um ndmero inteiro ndo negativo, temos o seguinte (onde 0! = 1):

253 T(n+1)=n!

Funcédo gama paran <0

Para n <0, a fung@o gama pode ser definida usando a Férmula 25.2, ou seja,

C(n+1)

254 T(n=——-

Grafico da funcao gama

T'(n)

I /
I /
V],
V-

N

A
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Valores especiais da funcao gama

255 ()=
256 T(m+1) =% Jr om=1,23, ...
(_l)m 2»1\/;

257 T(=m+1)= m=1,2,3, ...

[:3+5--(2m—1)

Relaces entre fungcbes gama

258 T(p)I'(1-p)=

sen pr
25.9 22 'T()M(x+4) =J7 T(2x)

Esta € a chamada de formula de duplicagdo.

25.10 T(x)l (x 42 )F[x +3J - F[x + = 1): V2= () DR ()
m

nm m

Para m = 2, isto reduz-se a 25.9.

Outras definicées da funcao gama

25.11 F(x+1):1im 1e2e3---k o
ke (x + D(x+2) - (x + k)

1 = X )
e e f

m=1 m

Esta € uma representacao da fungdo gama em produto infinito, onde vy € a constante de Euler, definida
em 1.3.

Derivadas da funcao gama

25.13 T'()= [ e Inxdx=—y

SO (O Y (U PN AR T B
T'(x) 1 x 2 x+1 n x+n-—1

Aqui, novamente, estd a constante de Euler vy.



CAPiTULO 25 « A Funcho Gama  ————— R

Expansodes assintéticas para a funcao gama

— L 139
2515 T (x+1D)=+2 to X 4+ — + _ +.--
(er D= amee { 12x " 288"  51.840%° }

Esta € chamada série assintotica de Stirling.
Tomando x = n um niimero inteiro positivo em 25.15, entdo uma aproximacao util para n! quando n é
grande (por exemplo, n > 10), é dada pela formula de Stirling

25.16 n!~+2mnn"e™

onde ~ € usado para indicar que a razdo dos dois termos tende a 1 quando n — <.

Mais uma relagéao

'
xsenh7rx

2517 1T(ix)P=



A Funcao Beta

Definicao da funcao beta B(m, n)

26.1 B(m.n)= jol =1y dt m>0,n>0

Relacao entre a funcao beta e a funcao gama

T'(m)I'(n)
I'(m+n)

26.2 B(m,n)=

Extensdes de B(m, n), param < 0 e n < 0, sdo obtidas usando-se 25.4.

Alguns resultados importantes
26.3 B(m, n) = B(n, m)

264 B(m,n)= ZIO”/Z sen®"1 @ cos* ' 6d6O

1

265 B(m,n)= J:(lfrf dt

m+n

1 tmfl (1 _ t)nfl

266 Bom,m)=r"(r+1)" | =

dt



Funcoes de Bessel

Equacéao diferencial de Bessel

271 x*y"+xy'+(x*—-n*)y=0 n=0

As solucdes desta equacdo sdo denominadas fungoes de Bessel de ordem n.

Funcées de Bessel de 1° espécie de ordem n

x" xZ x4
272 J (x)= 1- + o
n 2T(n+1) | 2Q2n+2)  2+4Q2n+2)2n+4)

i l)k (x/2)n+2k
“~ \T(n+k+1)

273 I (=i N X -
S L= 5mrmaom VT 2e-m T A amd—m

(- l)k(x/2)2k n
2 K'TI'(k+1-n)

274 J_ (0)=(1)J (x) n=0,12,..

Sen#0,1,2,...,J,(x)eJ (x)sdo linearmente independentes.
Sen#0,1,2,...,J,(x) ¢ limitada em x = 0, enquanto que J ,(x) € ilimitada.
Paran = 0, 1, temos

4 6

X X
22 + 22,42~ D2.42.6% +

3

275 J,(x)=1-

5 7

x x B x N
2 2244 22 426> 2747678
277 J)(x)=—-J, (x)

27.6 J (x)=
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Funcées de Bessel de 2° espécie de ordem n

J (x)cosnm—J_ (x)

senn

n#0,1,2,..

278 Y (x)=
J (x)cospm—J_ (x)
lim -~ P = n=0,1,2,...
p—n sen pm

Esta também € chamada de fungdo de Weber ou fungdo de Neumann [também denotada por N, (x)].

Paran =0, 1, 2, ..., aregra de L’Hopital nos da

n-1 (n k 1)

27.9 Yn(x)zz{ln(x/2)+y}Jn(x) 2 (x/2)%n
o

(x/2)2k+n

__2( D@ (k) + D(n +k)}k|( sy

onde y = 0,5772156 ... € a constante de Euler [ver 1.3] e

1 1 1
2710 P(p)=1+—+=—+-+—, d0)=0
(r) >+3 2 (0)

Paran = 0,
2 2 |x* x* 1 x6 1 1
2741 Y,(0)= 2 {10 (6/2)+ 71,0+ = {ZZ—W(1+2) b i+ 2)- }
2712 Y () =(-1yY,(x) n=0,1,2, ...

Para qualquer valor n = 0, J,(x) € limitada em x = 0, enquanto que Y, (x) € ilimitada.

Solucao geral da equacao diferencial de Bessel

2713 y=AJ (x)+BJ_ (%) n#0,1,2, ...

2714 y=AJ, (x)+BY (x) todos os n

todos os n

2715 y=AJ,(x)+BJ,(x) | x;fzx)

onde A e B sdo constantes arbitrarias.

Funcéao geradora para J,(x)

27.16 2=y J (0t

Nn=—o00

Férmulas de recorréncia para fungdes de Bessel

207 J,,(0= 20,0, ()

2718 J/(x)=3{J (x)=J (%)}
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2719 xJ (x)=xJ,_,(x)—nJ (x)
2720 xJ (x)=nJ (x)—xJ , (x)

d
27.21 E{X”Jn(x)} =x"J _,(x)

d —n _ -n
27.22 {7, (0= -2, (%)

As funcgdes Y, (x) satisfazem relacGes idénticas.

Funcdes de Bessel de ordem igual a metade de um namero inteiro impar

Nesse caso, as fUHQGCS sdo expressas em termos de senos e cossenos.

/ 2 2
27.23 J,,(x)= oy senx 2726 J ,,(x)=4|— (w+senxj

mX X

2 3 3

2724 J_,(x) :”ﬁ Cos X 2727 J,,,(x)= '/E {(x—z—l)senx—;cosx}
2 (senx 2 3 3

27.25 J,,(x) =’,H ( e —cosx) 2728 J,,(x) 24/5 {;senx + (;—lJcosx}

Para mais resultados, use a férmula de recorréncia 27.17. Resultados para Y ,(x), Y;,(x), ... sdo obti-
dos a partir de 27.8.

Funcdes de Hankel de 1° e 2° espécies de ordem n

2729 H(x)=J, (x)+iY, (x) 2730 HP(x)=J (x) —iY (x)

Equacao diferencial de Bessel modificada

2731 x*y"+xy'—(x*+n*)y=0 n=0

As solugdes desta equagdo sdao chamadas fungées de Bessel modificadas de ordem n.

Funcdes de Bessel modificadas de 12 espécie de ordem n
2732 I (x)=i"J (ix)=e"""2] (ix)

B x" 1 N X2 N X4 . Z (x/z)n+2k
T 2'T(n+1) 22n+2)  2+4(2n+2)2n+4) K'T(n+k+1)
2733 1_(x)=i"J_(ix)=e""J (ix)

X X X o (2
= 1+ + 4.5 = Z =
27'T(l—n) | 2(2=2n)  2+4(2—2n)(4—2n) “ KIT(k+1-n)
2734 I (0)=1(x) n=0,1,2,...
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Sen#0,1,2,...,entdo [ (x) e I ,(x) sdo linearmente independentes.

Paran = 0, 1, temos
2

X X X
27.35 Io(x)=1+?+ EPVE + TIVERS I

3

4 6

5 7

x ox X N X
2 2%2¢4 226426 22042+ 6%8
27.37 I;(x)=1(x)

27.36 1,(x)=

“+ .-

Funcbées de Bessel modificadas de 2° espécie de ordem n

o

{I_,(x)—1 (x)} n#0,1,2, ..
2sennm " "
2738 K (x)=

lim
p—n 2sen p

ks

U, (-1} n=012,..

Paran =0, 1, 2, ..., aregra de L’Hopital nos da

27.39 K, (x)=(D""{In(x/2)+ 7y} (x)+ %nz—: (=D*(n—k=1D!(x/2)*
k=0

+

onde ®(p) é dada por 27.10.

Paran =0,

2740 K (x)=—{In(x/2)+7y}I (x)+x—2+ x 1+l +x—6 1+l+l +--
A0 R0 = T2 T T2 T 2ere | 7273

2741 K. (0)=K (x) n=0,12,..

Solucéao geral da equacao de Bessel modificada

2742 y=AIl (x)+BI  (x) nz0,1,2,...

2743 y=AI (x)+BK (x) todos os n

todos os n

dx
2744 y= AL+ BL() [0

onde A e B sdo constantes arbitrarias.

Funcéo geradora para I,(x)

27.45 ex(r+l/r)/2 — 2 In(x)t"

n=—co
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Férmulas de recorréncia para as funcoes de Bessel modificadas

2746 I (x)=1_,(x)— %Iﬂ(x) 2752 K, (x)=K _ (x)+ 2x—nKn (x)
2747 I'(x)=1{I,_(0)+1,,,(x)} 2753 K/(x)=-3{K, (x)+K,, (x))
2748 xI/(x)=xI  (x)—nl (x) 27.54 xK!(x)=-xK, ,(x)—nK, (x)
2749 xI'(x)=xI,, (x)+nl (x) 27.55 xK!(x)=nK, (x)—xK,, (x)
d d

27.50 E{x"ln(x)} =x"1_,(x) 27.56 a{x"Kn xX)}=-x"K, ,(x)
27.51 i -] =x"I 27.57 i K =—x"K

51, (0} =], () 57 K, (1) =—x 7K, ()

Funcdes de Bessel modificadas de ordem igual a metade
de um nuamero inteiro impar

Neste caso, as fungdes sao expressas em termos de senos e cossenos hiperbolicos.

2 h
27.58 Il,z(x):J% senh.x 27,61 1,,(x)=\ = (senhx - COST")
2 2 3 3
2759 I ,,(x)= p— coshx 27.62 I,,(x)= o 7+1 senhx—;coshx
2 senhx 2 3 3
27.60 I,,(x)=, ’E (coshx - T) 27.63 1,(x)=, ,E {(7+ l)coshx—;senhx}

Para mais resultados, use a férmula de recorréncia 27.46. Resultados para K ,(x), K;,(x), ... s3o obtidos a
partir de 27.38.

Funcdes Ber e Bei

. s 3mild
As partes real e imagindria de J (xe™™

= (x/2)%kn QBn+2k)m
27.64 Ber, (x)= cos
Zg kK'T(n+k+1) 4

. = (x/2) Gn+ 2k
27.65 Bei (x)=
ei, () ggkll“(n+k+1) Ty

) sdo denotadas por Ber,(x) e Bei,(x), onde

Sen =20,

(x/2)*  (x/2)}
PIEEE
(x/2)5  (x/2)10
37 T s

27.66 Ber(x)=1-

27.67 Bei(x)=(x/2)*—
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Funcoes Ker e Kei

As partes real e imagindria de ¢ "™ K (xe™") sdo denotadas por Ker,(x) e Kei, (x), onde
27.68 Ker, (x)=—{In(x/2)+y}Ber, (x)++7 Bei (x)

+

18 (n— k—l)'(x/2)2A " o S(3n+2k)77
k=0 4

0|

(x/2)m+2 (Bn+2k)m
Z i Q@+ P+ B)cos——=—

27.69 Kei (x)=—{In(x/2)+Y}Bei, (x)— 47 Ber, (x)

2: (n—k— 1)'(x/2)2k g Bt 20w

4
I & (x/2)y%* Bn+2k)m
+E z ey {c1>(1<)+<1>(n+k)}senT
e & ¢ dada por 27.10.
Sen=0,
4 8
2770 Ker(x) = —{1n(x/2)+y}Ber(x)+%Bei(x)+1— (x/ 2) (A+h)+-20 (X/ 2) (I+dt+itby—
) ) T , (x/2)° .
27.71 Kei(x)=—{In (x/2)+y}Bel(x)—ZBer(x)Jr(x/Z) 30 A+i+DH+-
Equacao diferencial para as fungoes Ber, Bei, Ker e Kei
2772 x*y"+xy —(ix*+n*)y=0
A solucdo geral dessa equagdo €
27.73 y= A{Ber, (x)+iBei, (x)}+ B{Ker, (x)+iKei, (x)}
Graficos das funcdes de Bessel
Y Y
1 Jo (x) 14
Yol
Jy(x) o) Y, (%)
4 5 9 2 4 6 7
TSI on < ° T N S
—14 —1

Fig. 27-1 Fig. 27-2
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¥ Y
6 31
5 -
2
4 Iy(x
of®) 1)
3 Kl(x)
2 14
1+ K y(x)
° i : 3 v ° i ; *
Fig. 27-3 Fig. 27-4
Y
Y
34 4
24 '_gi_ Ker x
14 .03
) x
—1 1021 Keiz
—~ 24 01 /&
] ol W\ET ¥ A 781 ¢
s —-.02
—el ~.034
— 74 —. 044
—8 —.054
_9-
— 104
Fig. 27-5 Fig. 27-6

Integrais indefinidas envolvendo funcées de Bessel

27.74 jxjo(x)dx =xJ,(x)

27.75 [ X2, (x)dx = x2J,(x) + 5 (x) - [ ], (x)dx

27.76 jmeO (X)dx = x"J, (x)+ (m—1)x" T, (x) — (m— 1) jx'HJO (x)dx

2177 | L (f ) iy = T (x) - T _ [ 7,
X X
Jo(x) J,(x) J,(x) 1 J,(x)
27.78 .[ T dx = (m_ 1)2)('"72 - (m_ l)xmq - (m_ 1)2 j X2

2779 [J,(x)dx=—J,(x)
27.80 [ xJ,(x)dx = —xJ,(x) + [ J(x)dx

27.81 Jx”‘Jl (X)dx =—x"J,(x) +m J.x’”“JO(x)dx

dx
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27.82 j@dx =—J,(x) + jJO (x)dx
J,(x) dx =

X mx™'  m

IRACIN J-Jo(x)dx

T xm—l

27.83 j

27.84 jx" ()dx=x"T (x)
27.85 [x7J,, (x)dx =—x"J,(x)
27.86 Jx'"]n (x)dx =—x"J,_(x)+(m+n-1) jx’”’lJn_] (x)dx

xlad, (Bx)J (ox) — BJ, (ox) T (Bx)}
ﬁz )
X

27.88 ijj(ax)dx = "72{1;(000}2 + 22 (1_05’;_;)“"(“’“)}2

27.87 [ xJ,(ox)J, (Bx)dx =

Os resultados acima também sdo validos se substituirmos J,(x) por Y, (x) ou, mais geralmente, por
AJ (x) + BY (x), onde A e B sdo constantes.

Integrais definidas envolvendo funcdes de Bessel

- 1
27.89 e J (bx)dx = ——
'[0 ! Ja*+b?
- [ 2 2 n
2790 [ ey pyax =T,
0 b\ a® + b?
1
- ———  a>b
27.91 jo cos ax J, (bx)dx = {~a* = b’
0 a<b
- 1
27.92 [ J, (bx)dx = o n>-l
~J (b
2793 || ”(xx)dx:%, n=1,2,3 ...
- \/_ e—bz/4a
27.94 [ e, (bx)dx = —
1 al,(B)J () - BT, ()] (B)
27.95 | 3, (x)J, (Br)dx = o

27.96 [ xI2(oux)dy = L@ ++(1 =), (@)

27.97 | xJ, ()l (Brydx = BJy(@I; (52;%;'0 @)1,(B)




CAPiTULO 27 * FUNGOES DE Bessel. ~ ————— @R[ D

Representacgodes integrais de funcdes de Bessel

2798 J (x)=— [T cos (xsen6)d6
o Y0

2799 J (x)= 1 J: cos(n6— xsen6)do n = inteiro
T

27.100 J (x)= J cos(xsen®)cos* 6dO n>-1

le
2"J_ C(n+H
27101 Y (x)=—— rcos (x coshu)du

o 0

27.102 [ (x)= % j: cosh(xsen0)d0 = % _[:ﬂ e*ndeo

Expansoes assintoticas

27103 J (x)~ ,{ L Cos (x _nm_ Z) onde x € grande

/ 2
27.104 Y (x)~ —sen (x — ’%T — %) onde x € grande

27105 J (x)~ \/— (;Z) onde n € grande
2 —n
27.106 Y, (x)~— — (%) onde n ¢ grande
27.107 1 (x)~ ;f onde x € grande
mX
27.108 K, (x)~ m onde x € grande

Séries ortogonais de funcoes de Bessel

Sejam A,, 4,, A, ... as rafzes positivas de R/, (x)+ SxJ!(x) =0, n>—1.Entdo, as seguintes expansdes em
séries s@o obtidas sob as condi¢des indicadas.

§=0,R#0,o0useja, A, 4,, A, . . . sdo raizes positivas de J,(x) =0

27109 f(x)=AJ, (A0 + A (Ax)+AJ (LX) +:-

onde

27.110 A, = xf(x)J, (A, x)dx

o
Em particular, se n = 0,

27111 f(x)=AJ,(Ax)+ A, J,(A,x)+ A, (A x) +--

onde

27112 A, = xf(x)J (A, x)dx

Jz(),) -[
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R/S >—n

27113 f(x)=AJ, (Ax)+AJ (A,x)+ AT, (A x)+---

onde

27.114 A, = 2

INEVRENENVAVEARVE JO xf (), (A, x)dx

Em particular, se n = 0,
27115 f(x)=AJ,(Ax)+A,J,(Ax)+ A J (A x) +--
onde

2

2116 A= oS

J: xf (x)J (A, x)dx

As férmulas seguintes referem-se a expansdo das funcdes de Bessel, onde S # 0.

R/S=-n
27117 f(x)=Ax"+AJ, (AX)+AJ, (Ax)+-
onde
A, =2(n+1) jolxﬂﬂ F(x)dx
27.118 , |
A= P2A)—J,_ AT, (&) ,fo xf(x)J, (A x)dx

Em particular, se n = 0, de modo que R = 0 [ou seja, ),1, ),2, 13, ... sd0 as raizes positivas de J,(x) = 0],
27119 f(x)=A,+AJ,(A0)+ AT (A, x)+-

onde

A, = 2]01 f (x)dx
27.120

A, xf(x)J (A, x)dx

2 1
T2 A) jo

R/S <—-N

Neste caso, ha duas raizes imagindrias puras *il,, bem como as raizes positivas Ay Ay Ay, ... € temos
27121 f(x)=A[,(Ax)+AJ (Ax)+ AT (A,x)+---

onde

2 1
A= AT O () [ ot A

27.122
2

A= P T 0T a0

xf(x)J, (A, x)dx
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Resultados diversos

— O

27.123 cos(xsen®) =J (x)+2J,(x)cos260+2J, (x)cos40+:--
27.124 sen(xsen®)=2J (x)sen6+2J, (x)sen360+2J (x)sen56+- -

27125 J, (x+y)= Y J,(0J () n=0,%1+2 ..
k=—c0
Esta € chamada a formula de adi¢do para as fungdes de Bessel.
27126 1=J,(x)+2J,(x)+---+2J, (x)+---
27127 x=2{J,(x)+3J;(x)+5J(x)+---+2n+1)J, , (x)+--}
27128 x?=2{4J,(x)+16J,(x)+36J (x)+---+(2n)*J,, (x)+--}

xJ(x)
4

27130 1= J2(x)+2J2(x)+ 2J2(x) + 272 (x) + -
27131 Jx)=4{J, ,(x)=2J,(x)+ ], ,(x)}
27132 J7(0)=L{J_(0)=3J _(0)+3] ()] (%)}

27.129

=J,(x)=2J,(x)+3J,(x)—--

n-3

As Formulas 27.131 e 27.132 podem ser generalizadas.

2
27133 J/(0)J_ (x)=J J (x)= T

-n“n X

2sennir
X

27.134 T, (x)J_,, )+ (0], (x)=

n+l

27135 J,, ()Y, (x)=J, ()Y, (x) = J, ()Y (x) = J,(x)Y, (x) = W—zx
27136 senx =2{J (x)—J,(x)+J (x)—--+}

27137 cosx =J,(x)=2J,(x)+2J,(x)—-

27.138 senhx =2{/ (x)+1,(x)+ [ (x)+ -}

27139 coshx = I,(x)+ 2{L,(x)+ 1,(x)+ I, (x) +--}



28

Funcoes de Legendre e
de Legendre Associadas

Equacéo diferencial de Legendre

28.1

1=x?)y”=2xy"+n(n+1)y=0

As solucdes desta equagdo sdo denominadas fungoes de Legendre de ordem n.

Polinémios de Legendre

Sen=0,1,2, ..., uma solu¢do de 28.1 € o polindmio de Legendre P,(x) dado pela formula de Rodrigues

28.2

n

. 2 _ 1\
2"n! dx" S

P (x)=

Polinémios de Legendre especiais

28.3
28.4
28.5
28.6

P (x)=1 287 P,(x)=1(35x —30x2+3)

P(x)=x 28.8 P(x)=4(63x"—70x"+15x)
P(x)=1G3x*—1) 289 P,(x)=1(231x° —315x* +105x° 5)
P,(x)=1(5x* —3x) 2810 P,(x) =+ (429x7 —693x° +315x° - 35x)

Polinémios de Legendre em termos de 6, onde x = cos 0

28.11
28.12
28.13
28.14
28.15
28.16
28.17
28.18

Py(cos0)=1

P(cosB)=cosO

P,(cos0) =+ (1+3cos26)

P,(cos6) =+(3cos60+5c0s36)

P,(cos0) = 2 (9+20co0s 26 +35cos46)

P.(c0s6) = 135 (30 cos 8 +35¢c0s 36 + 63 cos 50)

P,(c0s0) =<7 (50 +105c0s26 + 126 cos 40 + 231 cos 66)
P,(cos ) = 157 (175cos 6 + 189 cos 360 + 231 cos 50 + 429 cos 76)
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Funcao geradora para os polindmios de Legendre

— -

28.19

\/1 21x+t2 2 (or

Férmulas de recorréncia para os polindbmios de Legendre

2820 (n+1P,, (x)—(2n+1D)xP,(x)+nP, (x)=0
2821 P/ (x)—xP/(x)=(n+1)P,(x)

28.22 xP/(x)— P! (x)=nP,(x)

28.23 P, (x)= P/ (x)=Q2n+1P,(x)

28.24 (x*—1)P/(x)=nxP,(x)—nP,_ (x)

n—1

Ortogonalidade dos polinébmios de Legendre

28.25 jll P (x)P.(x)dx=0 m#n

28.26 j {P,(x)}?dx = 2n2+1

Devido a 28.25, P, (x) e P (x) sdo chamados ortogonaisem -1 =x = 1.

Séries ortogonais dos polinémios de Legendre

28.27 f(x)=A,P,(x)+AP(X)+ AP (X)+ -
onde
2k +1

2828 A = j FOOP (x)dx

Resultados especiais envolvendo polinédmios de Legendre

2829 P (=1
28.30 P(-1)=(-1)
2831 P,(-x)=(=1)"P,(x)
0 n {mpar
28.32 P(0)= 1e3e5--(n— 1)
2446

2833 P (x)= l'[#(x +x2 —1cos¢)' do
T 0

P (x)—F_ (x)
2n+1

n par

28.34 J.Pn (x)dx =
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2835 |P(0)|=1

1 (22 -1

28.36 Pn(x) = 2n+1,n.l~ . (Z _ x)n+1

dz

onde C € uma curva fechada simples, tendo x como um ponto interior.

Solucao geral da equacao de Legendre

A solucdo geral da equagdo de Legendre é
28.37 y=AU, (x)+ BV, (x)

onde

28.38 U, (x)=1-

n(an!r D o nn= 2)(’1? Dn+3) o

(n-D(n+2) ,  (n=Dn-3)n+2)n+4) |
TR 5! oo

2839 V (x)=x

Estas séries convergem em —1 <x < 1.

Funcdes de Legendre de 22 espécie

Sen=0,1,2,...,uma das séries 28.38 ou 28.39 € finita. Em tais casos,

U@ 1) n=0,2,4,..
2840 P (x)=
V. ()/V (1) n=13,5, ...

onde

2
28.41 Un(1)=(—1)"/22"{(%)z} /u n=0,2.4, ..
2
2842 V(1) = (=122 [(”T_IN /z! n=135...

Neste caso, a série infinita, com uma constante multiplicativa conveniente, € denotada por Q,(x) e é
denominada func¢do de Legendre de 2° espécie de ordem n. Definimos
U,V (x) n=0,2,4,...

28.43 Qn(x)z{
VU, (x) n=1,3,5,...

Funcdes de Legendre de 2° espécie especiais

1 1+
28.44 Qo(x):iln(ﬁ)

1+
2845 Q,(x)= %m(ﬁ) -1
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3x2—1, (1+x) 3x
28.46 QZ ()C) = il In (m] - 7

1+x) 5x* 2

5x%=3x
28.47 Qg(x) = Tln(m)—7+§

As funcdes Q,(x) satisfazem férmulas de recorréncia exatamente andlogas a 28.20 até 28.24. Usando
estas, a solugdo geral da equacdo de Legendre também pode ser escrita como

2848 y=AP (x)+BQ (x)

Equacéao diferencial de Legendre associada

2
28.49 (1-ﬁ)y"—2xy’+{n(n+l)— = })’ZO

1—x?

As solugdes desta equacdo sdo chamadas fungdes de Legendre associadas. Restringimo-nos ao caso
importante onde m e n sdo inteiros nao negativos.

Funcdes de Legendre associadas de 1° espécie

dm (1 _ x2)m/2 dm+n
m — 2 \mi2 — 2 _ 1)y
28.50 P"(x)=(1-x%) prT P (x) Pl g x*=1

onde P, (x) sdo polindmios de Legendre (ver 28.2). Temos
28.51 P°(x)=P,(x)
28.52 P"(x)=0 sem>n

Funcbées de Legendre associadas de 1° espécie especiais

2853 P'(x)=(1- x2)2 28.56 P3l (x)=3(Gx>-DA—x>)"?
28.54 P)(x)=3x(1—-x*)"? 28.57 PX(x)=15x(1-x?)
28.55 Pr(x)=3(1-x?%) 28.58 1'333 (x)=151—x?)*?

Funcao geradora para P’, (x)

(zm)!(l_XZ)mIZIm B L . .
2111m!(1_2tx+t2)m+1/2 - Z})n (x)t

n=m

28.59

Férmulas de recorréncia
28.60 (n+1-m)P" (x)—(2n+DxP"(x)+(n+m)P" (x)=0

%PJ’“ (xX)+(n-m)(n+m+1)P"(x)=0

28.61 P"2(x)—



@E(» ——————  MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Ortogonalidade de P’ (x)

2862 | PP(OP'(0)dx=0  sen#l

. 2 (nt+m)!
28.63 [ {profde=5 5050

Séries ortogonais

28.64 f(x)=A P"(x)+A

m-m m+1

Pyyﬁl(x)"" Am+2Pnr::-2(x)+”.

onde

2U+1 (k—m)! o1
28.65 A = 2+ Ekﬂ"g!L F(X)P" (x)dx

Funcdes de Legendre associadas de 2° espécie

m

d
m — _ 2 \mi2
2866 0;'(x)=(1-x")"> 220, (x)
onde Q,(x) sdo fungdes de Legendre de 2° classe (ver 28.43).

Estas fungdes sdo ilimitadas em x = *1, enquanto P (x) sdo limitadas em x = £ 1.
As fungdes Q" (x) satisfazem as mesmas relagdes de recorréncia que P (x) (ver 28.60 € 28.61).

Solucao geral da equacao de Legendre associada

28.67 y=AP"(x)+BQ"(x)



Polindomios de Hermite

Equacéo diferencial de Hermite

29.1 y"—-2xy"+2ny=0

Polinbmios de Hermite

Sen =0,1,2, ..., entdo uma solucdo da equacdo de Hermite € o polindmio de Hermite H,(x) dado pela

Jformula de Rodrigues

n

2 d 7);2
292 H,(x)=(-1ye’ To(e™)

Polindmios de Hermite especiais

293 H,(x)=1 29.7
294 H (x)=2x 29.8
29.5 H,(x)=4x*-2 29.9
29.6 H,(x)=8x—12x 29.10

H,(x)=16x"—-48x>+12
H(x)=32x"-160x"+120x
H,(x)=64x°—-480x* +720x* 120
H,(x) = 1287 — 1344x° +3360x° — 1680

Funcao geradora

x—1? N Hn(‘x)tn
29.11 62 =ZT

n=0

Férmulas de recorréncia

29.12 H, (x)=2xH, (x)—2nH, _ (x)
29.13 H'(x)=2nH, (x)

Ortogonalidade dos polinédmios de Hermite

29.14 J‘_x e H (x)H (x)dx =0 m#n

2915 | e {H,(x)Pdy=2"n\m
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Séries ortogonais

29.16 f(x)= A H,(x)+ AH,(x)+ AH,(x)+---

onde

29.17 A, = = f(x)H, (x)dx

1 -
e

Resultados especiais

nn—1)

2018 H, (1) = 2xy - 207D e MO DO =212

2!

-1
I

29.19 H (-x)=(-1y"H,(x)

29.20 H, (0)=0

2921 H, (0)=(=1)"2"+1+3+5---2n—1)

H,x H,(©0)
2n+1)  2(n+1)

29.22 jo H (t)dt =

2923 (e H (1) = H,,()
2924 [ eH,(Ndi=H, ,(0)=¢"H, (x)
29.25 jw t"e" H (xt)dt =~/mn!P,(x)

o
29.26 H,(x+y)=. W(Z)Hk (x2)H,_, (yJ2)
k=0

Esta € chamada a formula de adi¢do para polindmios de Hermite.

2927 N HWH, () _H,,(0)H,()—H,()H,,,(y)
' ; 2kl 2"Tnl(x—y)

(2x) =



Polinomios de Laguerre
e de Laguerre Associados

Equacéo diferencial de Laguerre

301 "+ (1-x)y"+ny=0

Polindmios de Laguerre

Sen =0,1,2, ..., uma solucdo de 30.1 € o polindmio de Laguerre L, (x) dado pela formula de Rodrigues

n

302 L (x)=e" d (x"e™)

xn

Polindmios de Laguerre especiais

303 L,(x)=1
304 L(x)=—x+1
30.5 L,(x)=x>—4x+2
30.6 L,(x)=—x"+9x*—-18x+6
30.7 L,(x)=x"—-16x>+72x>-96x+24
30.8 L (x)=—-x+25x"-200x +600x> — 600x +120
30.9 L (x)=x°-36x>+450x* —2400x> +5400x% — 4320x + 720
30.10 L,(x)=—x"+49x°—882x° +7350x* —29.400x* +52.920x* — 35.280x + 5040

Funcao geradora

—xt/(1-1) fd L (x)t"
30.11 € Nt
1-1¢ nz::; n!

Formulas de recorréncia

3012 L, ,(x)—QCn+1-x)L (x)+n’L, |

3013 L/(x)-nL, (x)+nL,_(x)=0
30.14 xL/(x)=nL,(x)—nL, (x)

(x)=0
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Ortogonalidade dos polinbmios de Laguerre

30.15 [ e L, (0L, (x)dx=0  m#n

30.16 J:e‘”{Ln (x)Pdx = (n!)?

Séries ortogonais
30.17 f(x)=A,L,(x)+ AL (x)+ AL, (x)+:-

onde

1 =
3018 A= o jo e (X)L, (x)dx

Resultados especiais
30.19 L (0)=n!

X — Ln+1 (x)
30.20 jo L,(0di = L, (x) ===
2 ,-n—1 2 —_1\2 412
3021 L (x)=(-1y {x"—” f, L 21,) a —---(—1)%!}
0 sep<n

3022 | xre L (x)dx ={
' (n)?  sep=n

3023 3 LOLO) _ LOL,0) =L, (WL,0)

(k!)* (n!)*(x—y)
30.24 g% =e'J,(2\xt)

3025 L (x)= j:u"ex-ujo(z\/ﬁ )du

Equacao diferencial de Laguerre associada

30.26 xy”"+(m+1-x)y"+(n—m)y=0

Polinbmios de Laguerre associados

As solugdes de 30.26 para inteiros ndo negativos m e n sdo dadas pelos polindmios de Laguerre asso-
ciados

30.27 L,",l(x):d”i—an(x)
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onde L (x) sdo polindmios de Laguerre (ver 30.2).
30.28 L°(x)=L,(x)
3029 L'(x)=0 sem>n

Polinbmios de Laguerre associados especiais

30.30 I(x)=-1 3035 Ii(x)=—6

3031 IL(x)=2x—4 30.36 I (x)=4x> — 48x2 +144x—96
3032 I2(x)=2 30.37 I2(x)=12x?—96x+144

30.33 I.(x)=-3x2+18x—18 3038 I3 (x)=24x—96

3034 I2(x)=—6x+18 3039 Ii(x)=24

Funcao geradora para L}, (x)

3040 S i oy LD

(1 t)mH n|

n=m

Férmulas de recorréncia

30.41 ";T;flL;n+1(x)+(x+m—2n—1)L711(x)+nszl(x) 0
30.42 i{U"( )} =Ly (x)
R A R A
d - — — —
3043 —-{x"e L0} = (m—n—Dx"e L (x)

30.44 x;—x {L} ()} = (x=m)Ly (x)+(m=n—DLr™ (x)

Ortogonalidade

3045 [ xme L)L (x)dx=0 p#n
(n})?

30.46 j e L Py = s
Séries ortogonais
3047 f(x)=AL"(x)+A, L' (X)+A L' (x)+

m—m m+2

onde

3048 4, = k-m)! [emer (0 f(x)dx

(k')x
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Resultados especiais

3049 I"(x)=(-1)"

! - D—m)n—m—1
(nfmﬂ{xn_m_n(nl!m)x"""_”fn(n T )xn_m_2+'"}

- 2n—m+1)(n!)’
30.50 jo x"lem L (x)) dx = %



Polinbmios de Chebyshev

Equacao diferencial de Chebyshev

311 A-x*)y"—xy"+n*y=0 n=0,1,2,...

Polinébmios de Chebyshev de 1° espécie

A solucdo de 31.1 € dada por

31.2 T (x)=cos(narccos x) =x" — (;) x"2(1-x>)+ (Z)x"“(l —x2)2 =

Polindmios especiais de Chebyshev de 12 espécie

313 T,(x0)=1 317 T,(x)=8x* —8x>+1

314 T,(x)=x 31.8 T,(x)=16x"—20x*+5x

315 T,(x)=2x>—-1 319 T,(x)=32x°—-48x"+18x* -1
31.6 T,(x)=4x’-3x 3110 T,(x)=64x"—112x° +56x* - Tx

Funcgéo geradora para T, (x)

1—x -
M ;5 = 26 T (x)t

Valores especiais

3112 T (—x)=(-1)"T (x) 3114 T (-1)=(-1) 31.16 T,,,(0)=0
31.13 T.()=1 3115 7,,(0)=(-1)"

Férmula de recorréncia para T, (x)

3117 T, (x)-2xT (x)+T,_,(x)=0
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Ortogonalidade

' T(OT,(x)
31.18 Lﬁdx—o m#n
T (x))? T sen=0
1.1 4 dx =
319 Luh_xz “Tle2 sen=12,...

Séries ortogonais

3120 f(0) =4 AT, (D) + AT (0 +AT,(x)+-
onde
CACIPN

W X

3121 A = %jll

Polindmios de Chebyshev de 22 espécie

sen{(n +1) arc cos x}

31.22 U (x)=
" sen (arc cos x)

_ n+1 n_ n+1 =201 _ 2 I’l+1 n=4 (1 _ +v2\2 _ ...
_(l)x (3))( (1 x)+(5)x 1-x?)

Polindmios de Chebyshev associados de 2° espécie especiais

3123 U,(x)=1 3127 U,(x)=16x"—12x>+1

3124 U,(x)=2x 3128 U,(x)=32x°—32x> +6x

3125 U,(x)=4x>—1 3129 U, (x)=64x°—80x* +24x? —1
31.26 U,(x)=8x’—4x 3130 U, (x)=128x7 —192x5 +80x* —8x

Funcao geradora para U, (x)

1 N
331 {5, = Z(;U ()t

Valores especiais

3132 U (-x)=(-1)"U,(x) 3134 U (-)=(-1)"(n+1)
3133 U,()=n+1 3135 U, (0)=(-1y

3136 U,,,(0)=0
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Foérmula de recorréncia para U, (x)

— >

3137 U, (x)—2xU,(x)+U, (x)=0

Ortogonalidade

31.38 jll JI-x2U (U (x)dx=0  m#n

o

3139 [ VI-2 U, de=75

Séries ortogonais

3140 f(x)= AU, (x)+ AU, (x)+ AU, (x)+---

onde

3141 A = % J:Il\/l ~ X f(0)U, (x)dx

Relagdes entre T,(x) e U, (x)

3142 T (x)=U, (x)—xU,_ (x)
3143 (A-x)U, (x)=xT (x)-T,,,(x)

1 T, (wdv
344 U, (x0)=— j_lw—lm

h_ .2
31.45 Tn(x)=% j'l #du

Solucao geral da equacao diferencial de Chebyshev

AT (x)+BV1-x*U _(x) sen=1,2,3,...

3146 y=

A+ Barc sen x sen=0



32 Funcoes Hipergeométricas

Equacao diferencial hipergeométrica
321 x(I—-x)y"+{c—(a+b+Dx}y —aby=0

Funcdes hipergeométricas

Uma solugdo de 32.1 € dada por
ab ala+D)bb+1) , ala+1)a+2)b(b+1)(b+2) e

322 Flabiex) =1+ oo X+ =y X T o2 3ecc+ e+ 2)

Se a, b e ¢ sao nimeros reais, entdo a série converge em —1 <x < 1, desde que ¢ — (a + b) > —1.

Casos especiais

323 F(-p,1;1;—x)=(1+x)" 32.8 F(4,1:3;x%) = (arc sen x)/x
324 FQA,1;2;—x)=[In(1+x))/x 329 F({,1;3;-x*) = (arc tg x)/x
32.5 l’iiroloF(l,n; 1;x/n)=e* 3210 F(,p;p;x)=1/(1-x)

32.6 %(%,—%;%;senz X) = Cos x 3211 F(n+1,-m1;(1-x)/2)=P,(x)
32.7 F(4,1;1;sen? x) =secx 3212 F(n,—n;4;(1-x)/2)=T,(x)

Solucéao geral da equacao hipergeométrica

Se a—b e ¢ —a— b sdo todos nlimeros ndo inteiros, entdo a solugdo geral vélida para |x| < 1 €
3213 y=AF(a,b;c;x)+Bx"“F(a—c+1,b—c+1;2—c;x)

Propriedades diversas

I'e)I'(c—a—->b)
I'(c—a)l'(c—b)

3214 F(a,bic;l)=
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d
32.15 aF(a,b;c;x)za—fF(a+1,b+l;c+1;x)

T 1
—F(b)l"((cc)— 5l u A —u)""(1—ux)"du

32.17 F(a,b;c;x)=(1-x)""F(c—a,c—b;c;x)

32.16 F(a,b;c;x)=



Secao VIlI: Transformadas de Laplace e de Fourier

33 Transformadas de Laplace

Definicao da transformada de Laplace de F(r)

331 PF(1) = J:e“"F(t)dtz £(5)

Em geral, f(s) existird para s > «, onde « é constante. £ é denominado operador transformada de
Laplace.

Definicdo da transformada de Laplace inversa de f{(s)

Se £ {F(¢)} = f(s), entdo dizemos que F(r) = 5871{ f(s)} € a transformada de Laplace inversa de f(s).
%' ¢ denominado operador transformada de Laplace inverso.

Férmula complexa da inversao

A transformada de Laplace inversa de f(s) pode ser encontrada diretamente pelos métodos da teoria de
Varidaveis Complexas. O resultado €

1 potie 1 .. c+iT
332 F(t)=mjc_ime” f(s)ds = 5—lim L_ir " f(s)ds

onde ¢ € escolhido de tal modo que todos os pontos singulares de f(s) encontram-se a esquerda da reta
Re{s} = ¢ no plano da varidvel complexa s.
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Tabela das propriedades gerais de transformadas de Laplace

() F(t)
333 af,(s)+bfy(s) aF,(1) + bF, (1)
334 f(sla) aF(ar)
33.5 fls—a) e“F(1)
33.6 e f(s) WUt - a) = {F(to_ g o
33.7 sf(s) = F(0) F'(1)
33.8 s?f(s)—sF(0)— F’(0) F”()
33.9| s"f(s)=s""F(0)—s"*F’(0)=--- = F""(0) F(t)
33.10 f(s) ~tF(1)
33.11 f7(s) £F(t)
33.12 F(s) (=1)y't"F ()
f(s) !
33.13 2 [ Fandu
33.14 @ [l [ Fadur = | (En__”i), F(u)du
33.15 F)g(s) [ FanGe - wau
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S(s) F(1)
33.16 [ Fadu F()
s t
33.17 1_1 | e Fwdu F(t)y=F1+T)
S (\/;) L Ry
33.18 o = [ e Fandu
1 (1 -
33.19 - f(E) [ 9o un) Fadu
33.20 o f(%) 02 [ g, Qut) F(u)du
33.21 % [ 7@ ut=w) Fadu
1 © 312 -5 l4u 5
33.22 2= J e F(@)
fdns) « 1“F(u)
3323 sins o T+
33.24 P(s) v PW@)
Q(S) k=1 Q,(ak)
P(s) = polindmio de grau menor do que 7,
O@)=@E-o)s-a,)...(s—)
onde o, t,, ..., o, sdo todos distintos.




Tabela de transformadas de Laplace especiais
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f(s) F(@)
33.25 l 1
s
1
33.26 ye t
—_ tn_l ' —
33.27 W n—1,2,3,... m, 0—1
2 O tn—l
33.28 — n> W
33.29 ! i
s—a
1 tn—leat
33.30 m n 1,2,3, m, 0!'=1
1 tn—leat
33.31 (S —ay n>0 W
3332 1 sen at
: s*+a? a
33.33 S cos at
s*+a
1 e senat
33.34 Gb+d —
s—b
bt
33.35 G-bl+d e” cosat
1
33.36 i ! senh at
s*—a a
33.37 e - — coshar
1 e senh at
33.38 G_byP—a —Y
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S(s) F(t)
3339 (S_Sb;—zb_az ¢ coshat
33.40 Wl(s—b) a#b e’; - Z
33.41 m a#b be’; - Ze‘"
33.42 ﬁ senat —2 Zst cosat
33.43 m t sgz at
33.44 ﬁ sen at +2‘z,t cosat
33.45 ﬁ cosat — L atsenat
33.46 % tcosat
33.47 ﬁ at cosh czz; : senh at
33.48 ﬁ t sezr;h at
33.49 ﬁ senh at +zc;t coshat
33.50 a7 jsaz B coshat + % at senh at
33.51 (Sz_s—;z)m tcoshat
33.52 ﬁ (B3-a’t’) seg ;zst —3at cosat
33.53 m tsenat ;;tz cos at
33.54 & i2a2)3 a +a2t2)5681;c31t—at cosar
33.55 T -|S-3a2)3 3tsenat 48-;1t2 cosat
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f(s) F(1)
33.56 (s"’-ls-—4a2)3 3—a*?) serézt + 5at cos at
33.57 ﬁ 8—a’t?) cossat —T7at sen at
33.58 % £ senar
33.59 % L1 cosat
33.60 % +1' cosat
33.61 % %
33.62 (sz—;azﬁ B+a*?) sen;l;st —3at cosh at
33.63 ﬁ at* cosh 581; - tsenhat
33.64 ﬁ atcoshat + (8aaz3t2 —1)senh at
33.65 ﬁ 3tsenhat -18- :tz cosh at
33.66 T j 4a2)3 B+a’t?) senhgc;t + 5at cosh at
33.67 & 5502)3 8+ a*r?) coshgat + 7at senh at
33.68 3’ +a® t* senh at

(57 —a?y’ 2a

33.69 (S s32+_3;a;)§ +1* coshar
33.70 s Z;?Cizzzz)t i 113 coshat
33.71 (;f f;‘j; 2 senhar
33.72 - i — {ﬁ sen 62‘” — cos @ + e3“’/2}
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f(s) F(1)
s e \/gat \/gat Bar/2
33.73 m 3a {COS 3 + \/§ sen T —e
S2 l —at at/2 \/gat
33.74 pEprpe: 3 (e +2e"'* cos 5
—at/2
33.75 3 i p (337 {63 “? —cos \/§2at —3sen \/§2at}
s e V3at J3at 3ar/2
33.76 g 3a {\/g sen—5——cos—5—+e
S2 l at —at/2 \/§at
33.77 pEpupe: 3 (e +2e~""* cos 5
1 1
33.78 T Ad v (sen at cosh at — cos at senh at)
33.79 s sen at senh at
’ st +4a* 2a°
52 1
33.80 sy 5 (senat cosh at + cos at senh at)
s3
33.81 P cos at coshat
1 1
33.82 prR— o (senhat —sen at)
s 1
33.83 P e (coshat —cos at)
52 1
33.84 P %4 (senhat + senat)
53 |
33.85 — +(cosh at + cos at)
st —a
33.86 1 el
) Js+a+AJs+b 2(b—a)\mt
1 erfJat
33.87 N Nz
1 e“erfJat
33.88 Y —_—
3 Js(s—a) Ja
1 at 1 bt
33.89 m e ﬁ —be erfc(b\/;)
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1) F(1)
1
33.90 ﬁ J,(at)
1
33.91 — I,(at)
st—a
2 2 _ o\
33.92 (—“i/t_“zs) n>-1 a'J, (at)
s’+a
_ 2 _ 42\n
33.93 Goys —a) o a'l (ar)
s?—a?
eb(s—\/m)
33.94 ﬁ Jo(aJt(t+2b))
33.95 e s Jy(aNt* =b*) t>b
) Js? +a? 0 t<b
1 tJ, (at)
33.96 v —
s
33.97 W IJO (at)
S2
33.98 W ‘IO (at)— atJl (at)
1 i (at
33.99 Ty than)
s
33.100 W i (at)
s2
33.101 m IO (at) + atll (at)
1 e
33.102 s =1 s(l—e™) Ft)=nn=t<n+1,n=0,12,...
Ver também 33.165.
i1
1 - F(it)=) rk
33.103 - = ;
stef—r) s(l—re™
onde [f] = maior inteiro = ¢t
e—1  1-e
33.104 st —r)  s(l—re™) Fty=r,n=t<n+1,n=0,1,2,...
Ver também 33.167.
—als
33.105 ¢ cos2yar
Js Jmt

195 4
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Sf(s) F(1)
—als
33.106 - sen2yat
s Jma
—als t ni2
33.107 — n>-l1 (5) J,(2at)
—as —a’l4t
33.108 ¢ -
Js Jmt
33.109 e e
. N
_ pmavs
33.110 L ¢ erf(al27)
—avs
33.111 ¢ ; erfe(al/24/t)
—as
€ oo arfe | b/t + _a
33112 555 +0) o C( MAEw
e—a/\/§ 1 © n—utlda
33.113 S >l NPT [Curer g, (2
s+a e—bt _ e—at
33.114 ln(_s+ b) ;
33.115 w Ci(ar)
S
33.116 Ini(s +a)/al Ei(at)
s
_(y+Ing)
33.117 ) Inz
y = constante de Euler = 0,5772156 ...
s*+a® 2(cos at — cos br)
33.118 1n(s2 - bz) 2cosat—cosbt)
77_2 N (7 +Ins)?
33.119 6s ) In?¢
Y = constante de Euler = 0,5772156 ...
33.120 Ins ~nrry)
: s ¥ = constante de Euler = 0,5772156 ...
In’ s (nt+y) —im
33.121
s Y = constante de Euler = 0,5772156 ...
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f(s) F(1)
33.122 [t ;1"1(;1 s " Int
33.123 arc tg (a/s) ser;at
33.124 %s(a/s) Si(at)
ea/s e,z\/a
33.125 erfc(yJals)
Js Jat
24 2a ..
33.126 e "erfe(s/2a)
T
s*l4a*
33.127 w erf(ar)
e“erfcJas 1
33.128 _— ——
Js Jm(t+a)
33.129 e“Ei(as) 1
t+a
1 T Gitas)t— Ci 1
33.130 4| cosasi5 i(as);—senas Ci(as) P
131 T _Si(as)} + Ci !
33.13 senas |~ i(as cosas Ci(as) perp
2~ Si(as)} - senas Ci(as)
33.132 cosas |5 — Si(as); — senas Ci(as arc tg (t/a)
s
33.133 sen as {%— Si(as)} — cos as Ci(as) %ln(tz l-li-zaz)
s
T i 1. (2+a?
T " 1
33.134 [2 Sz(as)] + Ci*(as) ; ln( pE )
33.135 0 N'(#) = fungdo nula
33.136 1 d (1) = funcio delta
33.137 e 8(t—a)
e*(lS
33.138 s WUt —a)

Ver também 33.163.

BRI 197 o
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f®) 0
33.139 senb s x,2 2 S ...
33.140 % ) ;nl_)"l sen 21 ;;)Wx son 2" 2—al)m
33.141 % %‘F %g{ (_’1)" COS%SCH%M
33142 % 1 + é 1)”1 c0s 21 - ;)wx el z—al)m
33.143 % %t"‘z_czligsen?sen%m
33.145 o L Z( DI ( B nTm)
33.146 % o i—zg (2(,1);)2 cos 2" ;; T sen 2 2_al)m
33.148 % 1_727 2 (1) ne" " sen %
33.149 % a_z g (=1 (2n = 1)eCr-Drmt14e cog (2n ;;)Wx
33.150 % %nz:‘ (=) e-@n-rmiiae gop (2n ;;)Trx
33.151 % % L %2 (—1)rer ™1 cos %
33.152 % %i %e’"l””’“z sen%
33.153 % 1+ % nz‘:"; §;1_)n1 o-Cn-PmlAd oo (2n ;;)Wx
33.154 % 2’ 2 (—nl3)" (1 v sen 2T
33.155 _coshrys L —aysro 16a 2 D" s gog 217X
s2 cosha/s 2 2n-1)» 2a
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S(s) F(t)
= e MM (A xla)
J l)C\/; 1-2y — "oV 7/
33.156 % Zf A0\ (4,)
sJ, (ias
0 onde A, A,,... sdo as raizes positivas de J (L) = 0
1 = e M g (A xla)
Jy(ix /s (X = @) 14+ 2a2 Y g T
33.157 # 4 21 A (4,)
s2J, (la\/g )
onde A, A,....sdo as raizes positivas de J (A) =0
Fungdo onda triangular
F(
Lt h E !
33.158 pre-il )
° 2a da 6a ¢
Fig. 33-1
Fungdo onda quadrada
F(t)
1 ; — —
lt h as 1 i i : !
33.159 N & 2 :a i2¢ :3& ;4«: :Sa t
I R A e S A
Fig. 33-2
Funcdo onda senoidal retificada
F(
1
T o[
33.160 2+ o8 ( 2)
0 a 2a 3a t
Fig. 33-3

Fungao onda senoidal semirretificada

F(t)
TTa 1
33.161 (a®s* +m?)(1—e™) 4|[\ /\ /
a 2a 3a ¢

4a

Fig. 33-4

Funcdo onda dente de serra

F(t)
1 —as 1
B oo V// !
- 1
v
a 2a 3a 4a

Fig. 33-5
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J(s) F(1)
Fungdo unitéria de Heaviside U(f — a)
F(t)
e—as 1 N ,
33.163 s |
I
Ver também 33.138. 0 i
Fig. 33-6
Funcgdo pulso
F(t)
—as (1 _ p—€s 1 fr—————
RN 7] I Gl | i
s
' :
1
0 a ate
Fig. 33-7
Funcdo escada
Ft) '
1 * —
33.165 stl—e . '
Ver também 33.102. o . , . :
a 2a 3a 4a
Fig. 33-8

Foy=ntn=tr<n+1,n=0,1,2, ...

F(t)

Ver também 33.104.

I
4 i_—_-l
-4 25 3 -] ]
33.166 % 2 :
s(l—e . I
{
¢ 1 2 3
Fig. 33-9
Fn=r,n=t<n+1,n=0,1,2, ...
F(t) I
l—¢ i ;,__.._.4
33.167 s(I—re™) |

-
~
o

Fig. 33-10
sen(mt/a) 0=t=a
F(t)=
© {0 t>a
F(t)
I+e®
a6 T+ 1
a’s? +ar
0 a

Fig. 33-11




Transformadas de Fourier

Teorema integral de Fourier

341 f(x)= j:{A(a)cos ox + B(e)sen aux)dor

onde

1 ¢
Alx) =— J f(x)cosaxdx
T J
34.2 1 eer
B(ox) = p .L, f(x)senoaxdx
Condicdes suficientes para valer este teorema sdo:
(i) flx)ef'(x) sdo continuas por partes em cada intervalo finito —-L < x < L;
(ii) J_ml f(x) ldx converge;

(iii) f(x) € substituido por £{f(x+0)+ f(x—0)}, se x € um ponto de descontinuidade.

Formas equivalentes do teorema integral de Fourier

343 f(x)= % j:ﬂ j: F(u)cos au(x — u)dudo

344 f(x)= % [ e=da|” fae“du

= % [ " raevdude
2 e -
45 f0== jo senax do jo F(u)sen qudu

onde f(x) é uma funcdo impar [f(—x) = —f(x)].
346 f(x)= %j:cos axdo j: f(u)cos o du

onde f(x) é uma fungdo par [f(—x) = fix)].



@73 MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Transformadas de Fourier

A transformada de Fourier de f{x) € definida por
347 F(fW}=F@ =] fe=ds

Entao, por 34.7, a transformada de Fourier inversa de F(«) é
1 ¢ )
Op—1 — — iax
348 FYF(a)}=f(x)= o j_mF(a)e do

Chamamos f(x) e F(a) de pares de transformadas de Fourier.

Teorema da convolugéo para transformadas de Fourier

Se F(a) = F{f(x)} e G(a) = F{g(x)}, entdo
1 = _ - .
349 5 | FnGe=da=|" faygx—uydu=fg

onde f'g € denominada convolugéo de fe g. Assim,

3410 F{f'g} =F{f} Flg)

Identidade de Parseval

Se F(a) = F{f(x)}, entdo
- 1 e
A1 [ 1) Pdx = 5= [ 1F@)rdo
Mais geralmente, se F(a) = F{f(x)} e G(a) = F{g(x)}, entdo

412 | f(0)gtdx= % | Fe)Gla)da

onde a barra denota o conjugado complexo.

Transformada seno de Fourier

A transformada seno de Fourier de f(x) € definida por
3413 Fy(0)=F {f(0)} = | f(x)senaxdx

Entdo, por 34.13, a transformada seno de Fourier inversa de F (a) €

34.14 f(x)=F{F, ()= % j:FS (o) sen ax dot



Transformada cosseno de Fourier
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A transformada cosseno de Fourier de f{x) € definida por
3415 F.(o)=F {f(x)}= j:f(x) cos ox dx

Entdo, por 34.15, a transformada seno de Fourier inversa de F () é

3416 f(x)= F{F.(a)} = %J:FC (c0) cos ox dox

Pares de transformada de Fourier especiais

Sx) F(o)
1 [xl<b 2senbo
34.17 {0 Ix1>b a
1 ﬂ.e—ba
34.18 T 5
X 7 —ba
34.19 EanyRy iTe
34.20 FAR(EY) i"o"F (o)
" L d'F
34.21 x"f(x) "o
b itx lF -t
34.22 f(bx)e b b
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fx) F )
1 O<x<b 1—cosbo
34.23 {0 c>b >
34.24 x! %
* ™ —-ba
34.25 5 Fe
o
—bx
34.26 e YT
I'(n)sen(narc tg o/b)
n—1,-bx
34.27 xe (02 +b>)"
34.28 xe " 4&2 OLe—%14b
34.29 x~2 T
20
. o cosec (nr/2)
34.30 X T0) O<n<?2
sen bx 1 o+b
34.31 ! ] 1n(a ¥ b)
sen bx ol 2 oa<b
3432 x’ {wb /12 a>b
0 oa<b
3433 cos bx w4 a=b
. w2 a>b
34.34 arc tg (x / b) LI
200
a mol
34.35 cosec bx o tgh 5
! T cotgh{ 7% ) - L
3436 e -1 4N 27 20




Transformadas cosseno de Fourier especiais

CAPiTULO 34 * TRANSFORMADAS DE FouRER ~ —— LT

Jx) F.(a)
O<x<b senbo
34.37 c>b o
1 ﬂ.e—boc
34.38 pEaw 5
b
—bx
34.39 e 0
el b I'(n)cos(n arc tg a/b)
34.40 x"le? PR
. 1 |7
—bx — |2 -etidb
34.41 e 5 \/; e
34.42 X712 7
2a
n—1
34.43 X" mersee(nm2) g oy
2I°(n)
x4+ b2 e~ — pba
b 72 oa<b
34.45 Senx s 4 oa=h
0 oa>b
2 2
34.46 sen bx? I | cos @ _ sen @
8b 4b 4b
2 2
34.47 cos bx? T [cos o +sen o
8b 4bh 4ph
34.48 sech bx % sech %
ido cosh (Vx/2) \/E cosh(Vrai/2)
) cosh (\/;x) 2 cosh (\/7706)
e-b& =
34.50 N \ /E {cos(2bJor)—sen(2bJar)}




Secao IX: Fungbes Elipticas e Outras Fungbes Especiais
35 Funcoes Elipticas

Integral eliptica incompleta de 1° espécie

o de . dv
35.1 u=F(k,¢)= =
w=Flo=], JI—k?sen’ J Ja—v2)(1- k)

onde ¢ = am u é denominada amplitude de u, x = sen ¢ e sempre 0 < k < 1, tanto nesta equacéo quanto

nas equacdes a seguir.

Integral eliptica completa de 12 espécie

2 46 1 dv
B2 K=Fkmiz)= '[0 JI-Ksen’ 0 '[0 Ja-v2)1-kv?)

2 2 2
:E 1+ l k2 + ﬁ k* + ﬁ ko +-...
2 2 24 2¢44.6

Integral eliptica incompleta de 2% espécie

1 — 1292
353 E(k,¢)=J.:\/1—k2 senzedezj.(;%dv
— v

Integral eliptica completa de 2° espécie

” _1-2,5,2
354 E=E(k,7r/2)=jo’z\/md%ﬂ‘\/jz — dv
l-v

2 2 2
Tl (L) e o Le3) K (1305 K
2 2 204 3 2.4.6 5




CAPiTULO 35 * FUNCOES ELiPTICAS 4@

Integral eliptica incompleta de 3% espécie

¢ de Jx dv

355 Ti(k,n,0)= =
(o 9) JO (I1+nsen?OW1—ksen?@ °° (1+nv?)(1—v?)(1 - k*v?)

Integral eliptica completa de 3 espécie

) 4o 1 dv
35.6 Il(k,n,m/2)= =
j" (1+ nsen? 9)\/1 —k?sen* 6 ‘[O 1+ nvz)\/(l —v2)(1-k%*v?)

Transformacéo de Landen

_ sen2¢, _ 3
35.7 tg ¢ = m ou k sen (P =Sen (2¢1 (P)

Isto resulta em

j¢ do 2 J¢. do,

0 J1-k*sen’6 1+kJo [1—k2sen’ 6,
onde k, = 2Jk I(1+ k). Por aplicacdes sucessivas sdo obtidas sequéncias ki, ky, ks, ..o €y, by, by, . tais
que k <k, <k,<ky<..-<1,ondelimk, =1.Segue-se que

n—eo

[k o do [kkk,... T @
359 F(k®)=,| . J0J1—sen29_’/ S Intg | g+

onde
2k 2k .
310 k=1 k=pge e e ®=lmg,
Este resultado € usado no calculo aproximado de F(k, ¢).

358 F(k,¢)=

Funcdes elipticas de Jacobi

A partir de 35.1, definimos as seguintes fungdes elipticas:

35.11 x=sen(am u)=sn u
3512 +J1—x* =cos(amu)=cnu
3513 J1-kx% = \[1-k*sn’u =dnu

Podemos também definir as funcdes inversas de sn u, cn u e dn ©, bem como as seguintes.

35.14 nsu= L 35.17 scu= snu 35.20 csu= au
snu cnu snu

3515 ncu=—— 35.18 sdu=-"" 3521 dou=30%
cnu dnu cnu

d _1 cdu——Cnu dsu——dnu

35.16 ndu= ann 35.19 = dnu 35.22 = dnu
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Férmulas de adicao

snucnvdnv+cnu snv dnu

3523 sn(u+v)= 1—k?snusn’v

3524 cn(u+v)= cnucnv—snusnv dnudnv

1-k*sn?u sn’v

dnudnv—k*snusnv cnucnv

35.25 dn(u+v)= s sn’

Derivadas
d d
3526 —snu=cnudnu 3528 —dnu=—-k’nucnu
du du
d d
35.27 —cnu=-snudnu 35.29 —scu=dcuncu
du du

Expansdes em séries

3

5 7
35.30 snu= u—(1+k2)%+(1+14k2 +k4)%—(1+ 135k2 + 135k* +k6)%+.--
u? u* u®
3531 cnu= l—2—!+(1+4k2)4—!—(1+44k2 +16k4)a+--~

2 4 6
3532 dnu :1—k2%+k2(4+k2)%—k2(16+44k2 +k4)%+--~

Constante de Catalan

35.33 lj'dezljl o _dodk 111 0915965594. .
2 Jo 2 Ji=0

6=0 J/1—k%sen’>0 oS

Periodos de funcgées elipticas

Sejam
3534 K= ij, K= ij onde k' =1— k2
0 J1-k*sen?6 0 J1-k"*sen’0
Entdo,

35.35 snutem periodos 4K e 2iK’
35.36 cn u tem periodos 4K e 2K + 2iK’
35.37 dn u tem periodos 2K e 4iK’
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Identidades envolvendo fungdes elipticas

35.38 sn’u+cn’u=1 35.39 dn’u+k*sn’u=1
1—cn 2u
2 L2am2y, — 172 ’_ _ 72 2, —
35.40 dn’u—k*cn*u==%k onde k'=+1-k 35.41 sn°u T+dn 2n
dn2u+cn2u 1—k*+dn2u+k’*cnu
2., — 2., —
3542 cn'u= ENETTYE 3543 dnu= T+dnou

1-cn2u  snudnu 1—=dn2u ksnucnu
3544 \j1+cn2u= cnu 35.45 \/1+dn2u= dnu

Valores especiais

3546 sn0=0 3547 cn0=1 3548 dn0=1 3549 sc0=0 3550 am0=0

Integrais

35.51 jsn udu=%ln(dn u—k cn u)

35.52 Jcn udu= % arc cos(dn u)

35.53 Jdn u du = arc sen(sn u)

35.54 .[sc udu= \/#ln(dc u++1-k*nc u)

35.55 Ics u du=In(ns u—ds u)

35.56 jcd u duz%ln (nd u+k sd u)

35.57 [de udu=1n(nc u+scu)

35.58 [sdu du= arc sen (k cd )

-1
k11— k2
35.59 st udu=1In(ns u—cs u)

35.60 jns u du=1n(ds u—cs u)

35.61 jnc u du =

;ln dc u+ scu
J1-k? J1-k?

35.62 Jnd udu= arc cos(cd u)

1
V1I-k?
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Relacéo de Legendre

35.63 EK'+E'K—KK'=mx/2

onde

T2 i d0

3564 E=[ JI-k’sen’6 6 [ e —

35.65 E'= | I-K7sen’0d0  K'= j%
- sen



Outras Funcoes Especiais

Funcado erro erf (x) = %J:e"‘zdu
o

x3 X7

2 X
361 erf(x)_ﬁ(x_3.1!+5.2!_7.3!+“')

e (1 1e3 1.3e5
36.2 erf(x)~1—m(1—ﬁ+m_(2x_2)3+...)

363 erf(—x)=—erf(x),  erf(0)=0, erf(c0)=1

Funcao erro complementar erfc(x)=1-erf (x)= %Jme‘"ldu
7T X

2 x3 x° x7
36.4 erfc(x)—l—ﬁ(x—3.1!+5.2!_7.3!+...)

e 1 1«3 135
36.5 CIfC(x)~m(l—W+m—W+...)

36.6 erfc(0)=1,  erfc(e0)=0

Integral exponencial Ei(x)= J' N%du

1—e™
u

du

367 Ei(x)=—y—Inx+ jo

X X x2 x3
36.8 El(x)__7_1“x+(1.1! T 2.21 73430 _)

. (121 3
369 Ei(n)~ % (1_;+7_x_3+...)

36.10 Ei(c0)=0

x Sen
Integral seno  Si(x)= JO - % du
x3 x> x7

. X
36.11 SO =i~ 3037t 5.51 7.1 T
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. 7 senx(1 3! 5! COS X 20 41
36.12 SI(X)"?—T(;—XT‘F—S—“)— (l——2+x—4—~-~)

3613 Si(-x)=-Si(x),  Si(0)=0,  Si(e)=7m/2

cosu

Integral cosseno Ci(x)=r = du
3614 Ci(o=—y—Inx+ [ 12 g
.xz x4 xﬁ xg

36.15 Ci(x)=—y-Inx+5 51— 77 661 gogi

! | ! !
36.16 Ci(x)~%(l_3_3'+5_5'_...)_ Senx(l_%Jr%_...)

X X X X

36.17 Ci(c9)=0

Integral seno de Fresnel S(x)= \/% j:senuzdu

2 .X3 x7 xll xlS
36.18 S(x)z\E(&n‘7-3!*11-5!_15-7z+"')

11 L (1 143 1434547 L1 1635
3619 S<x)~§‘ﬁ{c°” )(}_22x5+ 7 "")”SC“ )(ﬁ_WJ“”')}

3620 S0 =-S(x),  SO0)=0,  S(o)= %

Integral cosseno de Fresnel C(x)= \/% J':cosuzdu

2(x x° x° x"
3621 C(x):\/;(l_!_5-2!+9-4!_13-6!+"')

1 I 1:3 1234547 I 1:3.5
36.22 C(x)~§+ﬁ{(senx2)(;_22x5+ s _...)_(Cosxz)(ﬁ_WJr...)}

3623 C(-x)=-C(x),  C0)=0,  C()= %

1 1 1

Funcao zeta de Riemann {(x)= ettt

1 DoM)c—l
3624 {00="115 jo “rdu, x>

36.25 {(1—x)=2"""7"T(x)cos(mx/2){(x) [extensdes para outros valores]
221(—1 772kB
i —

3626 ((2k) =5,

k=1,2,3,...



Secao X: Desigualdades e Produtos Infinitos

Desigualdades 37

Desigualdade triangular

— = =
371 |la|-la,|=la, +a,l =la]+la,|

372 la,ta,++al=lal+lal+--+la |
n 1 2 n

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

373 (ab +ab,+---+ab ) =(a’ +a+--+a )b’ +b;+---+b)

A igualdade dé-se se, e somente se, a,/b, = a,/b, = ... = a,/b,.

Relacao entre as médias aritmética, geométrica e harménica

Se A, G e H sdo as médias aritmética, geométrica e harmonica dos niimeros positivos a,, a,, ..., a,, entdo
374 H=G=A

onde

a+ta,+---+ta
375 A=———7————
n

376 G= ,"/al a,---a,

37.7 i:l(i+i++i)
H

n Cll 612 (,ln

A igualdade da-se se, e somente se,a, = a, = --- = a,.

Desigualdade de Hdélder

= P P4 P)lip q 9 4... q\Vq
378 lab +ab,+--+ab|=(al+la,l” +---+la I")'P(b1*+1b, 1 +---+1b 17)

onde

1 1
379 —+—=1, p>lg>1
P q
A igualdade dd-se se, e somente se, IaIIP*'/IbII =la, I”"/Ibzl =--=la I”’I/Ibn |.Parap = q =2, se
reduz a 37.3.
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Desigualdade de Chebyshev

Sea, Za,=Z---=Za eb =Zb,=---=b ,entdo

a+a,++a J(bl+bz+-~-+b ) a b +ab,++ab
n n | < 2 n

n n

37.10 (
n

ou
3711 (a,+a,+--+a)b +b,+--+b)=n(a b +a,b,+--+a b)

Desigualdade de Minkowski

Sea,,a,, ....,a,b,b,, ... b, sdo todos positivos e p > 1, entdo

- U,

3712 {(a,+b)" +(a,+b)’ +---+(a, +b )"} =(af +al +---+a’)"” + (D! + b} +---+b")"”

A igualdade da-se se, e somente se, a,/b, = a,/b, = --- = a,/b,.

Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais

37.13 [j" Fgx) dx] = {jb f (x)]zdx} {jh [g(x)]zdx}

A igualdade dé-se se, e somente se, f{x)/g(x) for uma constante.

Desigualdade de Hélder para integrais

3714 [ 1f(0goldx = { [M1rcor dx}l/p { [M1gCoe dx}l/q

onde l/p + 1/g=1,p>1,q>1.Sep = q = 2,isso reduz-se a 37.13.

A igualdade dd-se se, e somente se, | f(x)I”!/Ig(x)l for uma constante.

Desigualdade de Minkowski para integrais

Sep>1,

37.15 { Lh' F0)+ g dx}llp = { Lh' FOol dx}llﬂ +{j"|g(x)v dx}llp

a

A igualdade dé-se se, e somente se, f(x)/g(x) for uma constante.



Produtos Infinitos

2 2 2
381 senx=x|1-|l1-2_|l1-2—]..
x? 4772 9m?
4x* 4x? 4x?
38.2 =|1-—1|1- 1—
cona=(1- 25 135 ) 155

x2
38.3 senhx=x l+—

2 2 2
384 coshx=| 1+ |[1+ 2014 2
T w 2572

Ver também 25.12.

X2 x2 x2
38.6 J (x)= (1 ——)(1__J(1__J...
' AU )0

onde A, A, )\3,. .. sdo as raizes positivas de J,(x) = 0.

2 2 2
387 J(x)= x(l—x—zj(l—x—z)[l—x—z)---
/\1 /\2 A.’a

onde A, N, \,,... s80 as raizes positivas de J,(x) = 0.
sen x

X X X X
= COS— COS — COS — COS — -+
4 8

38.8
16

3809 — T e — 00— 00— 0 — 0 — 0
2 133557

Este é chamado o produto de Wallis.



Secao XlI: Probabilidade e Estatistica

39 Estatistica Descritiva

Os dados numéricos x,, x,, ... provém ou de uma amostra aleatéria de uma populacio maior ou entio da
1 2
prépria populagdo maior. Vamos distinguir entre estes dois casos usando notagdes diferentes, como segue:

n = numero de itens de uma amostra
N = nuimero de itens de uma populagio

x = média de amostra (leia-se “xis barra”) © = média de populacdo (leia-se “mu’)
s* = varilncia de amostra o? = varidncia de populagio
s = desvio padrdo de amostra o = desvio padrao de populacao

Observe que as letras gregas sdo usadas com populagdes e sdo denominadas pardmetros, enquanto
que letras latinas sdo usadas com amostras e sdo denominadas estatisticas. Em primeiro lugar apresenta-
mos férmulas para os dados provenientes de uma amostra e, em seguida, damos as férmulas para uma
populacio.

Dados agrupados

Os dados numéricos sdo, frequentemente, coletados em grupos (dados agrupados). Um grupo se refere a
um conjunto de dados, todos com o mesmo valor x; ou a um conjunto (classe) de dados num dado interva-
lo, com valor de classe x,. Neste caso, supomos que ha k grupos e que f; denota o nimero de dados do
grupo com valor ou valor de classe x,. Assim, o nimero total de dados disponiveis &

39.0 n=) f

Como € costumeiro, £ denota um somatdrio sobre todos os valores do indice, a menos de mencao
explicita em contrdrio.

Em vista disso, algumas das férmulas serdo denotadas por (a) ou por (b), onde (a) indica dados que
ndo estdo agrupados e (b) denota dados agrupados.

Medidas de tendéncia central

Média (média aritmeética)
A média aritmética ou, simplesmente, a média de uma amostra X5 Xysens X, que € muitas vezes denomina-
da “valor médio”, € a soma dos valores dividida pelo ndmero de valores, ou seja,
XXy bt x, X,
n n
fx L, ++ fix, _ X fx
Lttt ], xf

39.2(a) Média amostral: X =

39.2(b) Média amostral: X
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Mediana

Vamos supor, agora, que os dados X5 Xyse.0s X €SLAO arranjados em ordem crescente. A mediana dos dados,
denotada por

M ou Mediana

€ definida como o “valor central”, ou seja:
X se n é impare n=2k+1,
39.3(a) Mediana =
X X <
———— senépare n=2k.
A mediana de dados agrupados € obtida encontrando primeiro a funcdo de frequéncia acumulada F .
Mais especificamente, definimos

Fo=fitht ot

ou seja, F, € a soma das frequéncias anteriores a f, inclusive. Entdo

X sen=2k+1(impar)e F, <k+1=F,

39.3(b.1) Mediana =

XX,
2
Encontrar a mediana de dados arranjados em classes € mais complicado. Em primeiro lugar encontra-
mos a classe mediana m, que € a classe com o valor mediano e em seguida interpolamos linearmente na
classe usando a férmula

se n=2k (par) e F, = k.

(n/z) — Enfl
I

onde L, denota o limite inferior da classe m que contém o valor mediano e ¢ denota a amplitude (compri-
mento do intervalo) da classe m.

39.3(b.2) Mediana=L_ +c

Moda

A moda € o valor ou valores que ocorrem mais frequentemente, ou seja,
39.4 Moda x, = valor numérico que ocorre o maior nimero de vezes

A moda nio estd definida se cada x,, ocorre 0 mesmo niimero de vezes e quando a moda estd definida
ela pode nio ser Unica.

Meédias ponderada e grande
Suponha que a cada x; seja associado um peso w, 2 0. Entdo
WX, WX, +o WX, XWX,

39.5 Meédia ponderada x = =
v wtw, +Fwy w,

Observe que 39.2(b.1) € um caso especial de 39.4 quando o peso w;, de x, € a sua frequéncia.

Suponha que existam k conjuntos de amostras e que o i-ésimo conjunto tem n, elementos e uma média
x.Entdo a grande média, denotada por X, € a “média das médias” onde cada média € ponderada pelo nu-
mero de elementos de seu conjunto. Especificamente:

= nX AnX, +e+nXx, Enx
39.6 Grande média x = =—
no+n,+-+n Xn,

Meédias geomeétrica e harménica

A média geométrica (mg) e a média harménica (m,) sdo definidas como segue.
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39.7(a) m,= m
39.7(b) mg:W

_ n _ n
=, + 1, + -+ 1x, = (x;)

39.8(a)

n

n
39.8(b) my, = fi/xl +f2/x2+"'+fk/xk - Z(f;(/xl)

Relacao entre as médias aritmética, geométrica e harmdnica
399 m,=m,=x

A igualdade vale somente quando todos os valores dos dados sdo iguais.

Ponto médio
O ponto médio amostral é a média entre os limites inferior x, e superior x, dos dados, ou seja, entre 0 me-
nor € o0 maior valor.

x +x
39.10 Ponto médio: med = — 5 n

Meédlia populacional
A férmula para a média u de uma populacio € dada a seguir.
39.11(a) Média de populagdo: 1 = % - ZTX

+ + .4 Y, X,
39.11(b) Média de populagdo: = foo + 1y fx 21X,
fl +f2 +...+fk Zfi

(Lembre que N denota o nimero de elementos numa populagdo.)

Observe que a férmula para a média u de uma populagdo € a mesma que a férmula para a média de
uma amostra X. Por outro lado, veremos que a férmula para o desvio padrio o de uma populagdo nao € a
mesma que a férmula para o desvio padrdo s de uma amostra. [Esta € a principal razdo para dar férmulas
separadas para e X.]

Medidas de dispersao

Varidncia e desvio padrdo de amostra
Aqui a amostra tem n elementos e média X.

_ Z(x, -X)? 3 Zx!—(Zx)/n

2

39.12(a) Variancia amostral: s

n—1 n—1
Sf(x. —x)* Xfx*—-(Zfx))Xf
39.12(b) Varidncia amostral: s> = —— =— — !
Ef)-1 Eh)-1

39.13 Desvio padrdo amostral: s =+/Variancia = \/s_2

Exemplo Considere a seguinte distribuicao de frequéncias:
X

12 3 4 5 6
fl8 147 123

Entdo n = Xf; = 45 e Xf.x, = 45. Portanto, por 39.2(b),
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Txf 126
S/ 45

Média x = =

)

Também,n—-1=44¢ Zf,xf = 430. Portanto, por 39.12(b) e 39.13,
_ 430 —(126)*/45
44
Obtemos a mediana M encontrando primeiro as frequéncias acumuladas
F =8, F,=22, F =29 F =41, F =44, F =45=n

2

=175 e s=132

Aqui n é impar e (n + 1)/2 = 23. Portanto,
Mediana M = 23° valor =3
O valor 2 ocorre mais frequentemente, portanto

Moda =2

D.M. e R.M.Q.

Aqui D.M. abrevia desvio médio e R.M.Q. abrevia raiz da média dos quadrados. Como antes, x é a média
dos dados e, para dados agrupados, n = Xf..

39.14(a) D.M.=%|xi—7c| 39.14(b) D.M.=%| fx, =X
39.15(a) RM.Q.= %(zx,?) 39.15(b) R.M.Q.:J%(z fx3)

Medidas de posicdo (quartis e percentis)

Vamos supor, agora, que os dados x,, x,...., x, estdo arranjados em ordem crescente.
39.16 Amplitude: x, —x,

Existem trés quartis: o primeiro quartil, ou inferior, denotado por Q, ou Q,; o segundo quartil, ou me-
diana, denotado por Q, ou Q,,; € o terceiro quartil, ou superior, denotado por Q, ou Q,,. Esses quartis (que,
essencialmente, dividem os dados em quatro partes) sdo definidos como segue, onde “metade” significa
n/2senépare (n — 1)/2 se n é impar.

39.17 Q,(=Q,) = mediana da primeira metade dos valores
M (=Q,) = mediana dos valores
0, (=0;) = mediana da segunda metade dos valores

39.18 Resumo de cinco nimeros: [L, Q,, Q,, O,, H] onde L = x, (menor valor) e H = x, (maior valor).

39.19 Amplitude quartil: Q, — Q,

39.20 Amplitude semi-quartil: Q = %

O k-ésimo percentil, denotado por P,, € o nimero para o qual k por cento dos valores sdo no maximo
P, e (100 — k) por cento dos valores sdo maiores do que P,. Especificamente:

39.21 P, = maior x, tal que F, = k/100. Assim, Q, = 25° percentil, Q, = 50° percentil e Q, = 75° per-
centil.

Estatistica de ordens superiores
39.22 O momento de ordem : (a) m = lei' ., b m = 1 Zfx;
n n
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39.23 O momento de ordem r centrado na média X:

@ 1 =3(x -7, 0 g =3 (fx,— 5y

" n
39.24 O momento absoluto de ordem r centrado na média Xx:

1 —|r ] —|r
(a) u,=;z|x,.—x, (b) u,=;z|fl.x,.—x

39.25 O momento de ordem r centrado em z = O:

@ o =Lz, ® @ =~3f onde z, =%
r n i n (02

Medlidas de assimetria e curtose

39.26 Coeficiente de assimetria: Y, = 'u—i =a,
o
39.27 Momento de assimetria: a
20°
39.28 Coeficiente de curtose: o, = %
Ky

39.29 Coeficiente de excesso (curtose): o, —3=——

39.30 Coeficiente de assimetria quartil: Qu-2x+0, _0,—20,+0,
QU - QL Q3 - Ql

Varidncia e desvio padrdo de populacao
Lembre que N denota o nimero de valores na populagao.

Z(x,—X)* Zx}—(Zx)n
= = N

39.31 Variancia de populagao: o’

N
39.32 Desvio padrio de populagio: & =+/ Varidncia = v o>

Dados bivariados

As seguintes formulas aplicam a uma série de pares de valores numéricos

(X ¥ (X5 3,), (X35 Yidseens (X5 3,

onde os primeiros valores correspondem a uma varidvel x e os segundos a uma varidvel y. O objetivo prin-
cipal € determinar se existe uma relacdo matematica entre os dados, por exemplo, uma relagao linear.

O diagrama de dispersdo dos dados € simplesmente um esbogo dos pares de valores como pontos de
um plano coordenado.

Coeficiente de correlacdo

Um indicador numérico de uma relacdo linear entre as varidveis x e y € o coeficiente de correlacdo amos-
tral de x e y, definido como segue.

(x — X, — F)
JEG@ =2, -5

39.33 Coeficiente de correlagdo amostral: r =

Vamos supor que o denominador na Férmula 39.33 € ndo nulo. Uma férmula alternativa para calcular
r € a seguinte.
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Xxy,—(Zx)(Zy)n
\/Z x}—(Zx,)*/n \/Z yi—(Zy)n

3934 r=

As propriedades do coeficiente de correlagdo r sdo as seguintes.

39.35 (1)-1=r=1 ou,equivalentemente, || = 1.
(2) r é positivo (ou negativo) se y cresce (ou decresce) a medida que x cresce.
(3) Quanto mais proximo | r lestiver de 1, mais forte € a relagdo linear entre x e y.
A covaridncia amostral entre x e y € denotada e definida como segue.
. Zx, =x)y. —y)
39.36 Covariancia amostral: s = ‘—ly‘y
) n—

Usando a covariancia amostral, podemos escrever a Férmula 39.33 de forma compacta.

s
3937 r=—2
s

Xy

onde s, e 5, 530 os desvios padrdo das amostras x e y, respectivamente.

Exemplo Considere os seguintes dados.

x |50 45 40 38 32 40 55
y |25 50 62 74 83 47 18

O diagrama de dispersdo dos dados aparece na Figura 39-1. O coeficiente de correlagdo r para estes
dados pode ser obtido construindo a tabela na Figura 39-2. Entdo, pela Férmula 39.34, com n = 7, resulta

L 1431,8—(300)(35,9)/ 7 ~
J13.218—(300)? / 7+/218,67+(35.9) / 7

—-0,9562

Aqui restd perto de —1 e o diagrama de dispersdo na Figura 39-1 realmente indica uma forte tendéncia
linear negativa entre x e y.

{ X Yi a H XY
10

. 50 | 2,5 2.500 625 | 1250

81 45 1 50| 2025 | 2500 | 2250

] ¢ R 40 | 62| 1600 | 3844 | 2480

° 38 | 74| 1444 | 5476 | 28L2

o ° 32 | 83| 1024 | 6889 | 2656

40 | 47| 1600 | 2209 | 1880

2- e, 55 | 1,8 | 8.025 3.24 99.0

o LA T , — Somas| 300 | 35,9 | 13.218 | 218,67 | 14318
30 40 50 60

Fig. 39-1 Fig. 39-2

Reta de regresséo

Considere um conjunto de n dados pontuais P, (x,, y,). Qualquer reta (ndo vertical) L pode ser definida por
uma equacao da forma

y=a+bx

Seja y,” o valor de y no ponto de L correspondente a x,, ou seja, tome y; =a+ bx,. Agoradefina e denote o
residuo

d, =y —y =y ~(a+bx)



-

como a distancia algébrica vertical entre o ponto P, e a reta L. A soma dos quadrados dos residuos entre a
reta L e os dados pontuais € definida por

MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

3938 Zd>=d’+d}+--+d?

A reta dos minimos quadrados ou a reta de melhor ajuste ou a linha de regressdo de y em x é, por
definicdo, a reta L cuja soma dos quadrados dos residuos € a menor possivel. Pode-se mostrar que uma tal

reta sempre existe e € Unica.

As constantes a e b na equagdo y = a + bx dareta L de melhor ajuste podem ser obtidas das seguintes

equagdes normais, onde a e b sdo as incdgnitas e n € o nimero de pontos.

39.39

na+(Xx)b=2xy,

(Zx)a+Zx)b=Zxy,

A solucdo do sistema de equagdes normais acima é

2y, Zx,
a=

3940 b=

A segunda equacdo nos diz que o ponto (X, y) estd em L e a primeira equagdo nos diz que o ponto

nExy, —(Ex)Sy) 7,

nZxl—(Xx) s

(X +s_,y+rs ) também estd em L.

Exemplo Vamos obter a reta L de melhor ajuste dos dados (x;, y,) apresentados na Figura 39-2. Temos n = 7

X

e R Y 4
n n

e, usando a linha das somas daquela tabela obtemos as equagdes normais

Substituindo em 39.40, resulta

Assim, a reta L de melhor ajuste é

O grafico de L aparece na Figura 39-3.

7a+300b=35,9
300a +13.218b =1431,8

, — 70431.8) —(300)(35.9) _
T 7(13.218) - (300)>

359

—-0,2959

300

a=——-(-0,2959)— =17,8100
7 7

v A
10 4

8 -

6

y=17,8100 — 0,2959x

y = 17,8100-0,2959x
(30; 8,933)

4 (42,.8571; 5,1286)




CapiTuL0 39 * EsTatisTica DescRiTvae ~ —————IEZE D

Ajuste de curvas

Suponha que sdo dados n dados pontuais P, (x, y,) € que estes dados (usando um diagrama de dispersdo ou
o coeficiente de correlacdo r) indicam que nao ha uma relacao linear entre as varidveis x e y, mas que ha
algum outro tipo padrdo (bem conhecido) de curva y = f{x) que aproxima os dados. Entdo a particular
curva C que utilizamos para aproximar estes dados, denominada curva de melhor ajuste ou curva dos
minimos quadrados, € a curva da cole¢@o que minimiza a soma dos quadrados dos residuos

Xd’=d}+d]+---+d’
onde agora os residuos sdo dados por d;, =y, — f(x,). A seguir discutimos trés destes tipos de curvas.
Fungdes polinomiais de graum: 'y =a,+ax+ a2x2 +ota x"

Os coeficientes a,, a,, a,,..., a,, do polindmio de melhor ajuste podem ser obtidos resolvendo o seguin-
te sistema de m + 1 equacdes normais:

39.41 nay+aXx,+a,Lx; +---+a, Lx" =Xy,

m m+l m+2 2m — m
a,Xx" +a, Xx" +a, Xx"* +-+a, Xx" =2 x"y,

Curva exponencial: y = ab* ou logy =loga+ (log b)x

A curva exponencial € utilizada quando o diagrama de dispersdo de log y por x indica uma relagdo li-
near. Entdo log a e log b sdo obtidos a partir dos dados pontuais transformados. Mais precisamente, a reta
de melhor ajuste L para os dados pontuais P'(x, log y,) €

na’+(Xx)b’=Z(logy,)
39.42
(XZx)a’ +(Zx)b"=Z(x, logy,)

Entdo a = antilog a’, b = antilog b'.
Exemplo Considere os seguintes dados que indicam crescimento exponencial.

x| 1 2 3 4 5 6
y| 6 18 55 160 485 1460

Portanto procuramos a reta dos minimos quadrados L dos dados seguintes.

x | 2 3 4 5 6
logy | 07782 12553 1,7404 22041 26857 3,1644

Usando a Equacdo 39.42 para L, obtemos
a’=0,3028, b'=0,4767

Os antilogaritmos comuns de a' e b’ sdo, aproximadamente,

a=2,0, b=3,0

Portanto y =2(3*) € a curva exponencial C solicitada. Os dados pontuais e C estdo ilustrados na Figura
39-4.



@73 MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

1600
1400
1200
1000
800
600
400

200 °

Fig. 39-4
Funcdo poténcia: y = ax’ ou logy=1oga+ blog x

A curva poténcia € utilizada quando o diagrama de dispersdo de log y por log x indica uma relagdo
linear. Entdo log a e b sdo obtidos a partir dos dados pontuais transformados. Mais precisamente, a reta de
melhor ajuste L para os dados pontuais P'(log x;, log y,) €

na’+X(logx)b =X (logy,)
39.43
X (logx)a’+Z(logx)’b=X(logx,logy,)

Entdo a = antilog a'.



Probabilidade

Espagos amostrais e eventos

Seja S um espaco amostral que consiste nos possiveis resultados de um experimento em que 0s eventos sao
subconjuntos de S. O préprio espago amostral S € denominado evento certo e o conjunto vazio @ € o even-
to impossivel.

Seria conveniente que todos os subconjuntos de S fossem eventos. Infelizmente, isso pode levar a
contradi¢des quando definirmos uma fung@o probabilidade nos eventos. Assim, os eventos sido definidos
como uma colecdo reduzida C de subconjuntos de S, como segue.

Definigdo A classe C dos eventos de um espago amostral S € uma c-dlgebra. Isso significa que C tem as
trés propriedades seguintes.

i) SeC.
(i) SeA,,A,, ... pertencerem a C, entdo a unido A, U A, U AU ...pertence a C.
(iii) Se A € C, entdo o complementar A° € C.

Embora essa defini¢do ndo mencione intersecdes, a lei de De Morgan (40.3) nos diz que o comple-
mentar de uma unido € a intersecdo dos complementares. Assim, os eventos formam uma cole¢do que €
fechada nas unides, interse¢oes e complementares de sequéncias enumeraveis.

Se § for finito, entdo a classe de todos subconjuntos de S constitui a G-dlgebra mais natural. Contudo,
se § for ndo enumerdvel, entdo somente certos subconjuntos de S podem ser eventos. De fato, se B € a co-
lecdo de todos intervalos abertos da reta real R, entdo a menor ¢-dlgebra que contém B € a colecdo dos
conjuntos borelianos de R.

Se na condicdo (ii) da defini¢do de c-dlgebra permitirmos somente unides finitas, entdo a classe de
subconjuntos de S € denominada dlgebra. Assim, uma G-dlgebra € uma algebra, mas néo vice-versa.

Inicialmente, para comecar, listamos as propriedades basicas das opera¢des de unido, interse¢do e
complementar de conjuntos.

40.1 Os conjuntos satisfazem as propriedades da Tabela 40-1.

Tabela 40-1 Leis da dlgebra de subconjuntos de um conjunto U
Idempoténcia (lay AUA=A (Ib) ANA=A
Associatividade (2a) AUB)UC=AUBUO) 2b) ANB)NC=ANBNC)
Comutatividade (3a) AUB=BUA Bb) ANB=BnNA
Distributividade da) AUBNCO)=AUBNAUO) 4b) ANBUC)=ANBUMANB)
Identidade Ba) AUD=A 5b) ANU=A

(6a) ALVU=U (6b) AND=0
Involugio (7 (A=A
Complemento 8a) AUA°=U 8b) ANA =0

Ya) U=9 %b) D*=U
De Morgan (10a) (AUB)*=A“NB° (10b) (ANB)F =AU B*
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40.2 S3o equivalentes as afirmacdes: (i) A S B, i) ANB=A,({ii)ANB=B8B.
Lembramos que a unifo e interse¢ao de colecdes quaisquer de conjuntos sdo definidas por

U A, = { x|existe algumj tal quexeA} e (LA = {x|paracadajvalexeA,}
40.3 (Lei de De Morgan generalizada) (10a)' (U A)c = Ag; (10b) (A =U A¢

7

Espacos de probabilidade e fungdes probabilidade

Definicdo Seja P uma funcdo real definida na classe C de eventos de um espago amostral S. Dizemos
que P € uma fungdo probabilidade, e que P(A) € a probabilidade de um evento A, se a funcao P satisfizer
0s seguintes axiomas.

Axioma P, Para cada evento A, temos P(A) = 0.
Axioma P, Para o evento certo S, temos P(S) = 1.
Axioma P, Para qualquer sequéncia A,, A,, ... de eventos mutuamente exclusivos (ou seja, disjuntos), temos

P(A,UA,U...) = P(A) + P(A,) + -

O terno (S, C, P) ou, simplesmente, S quando C e P estiverem subentendidos, € denominado espaco de

probabilidade.
O axioma P, implica um axioma anédlogo para um nuimero finito de conjuntos, a saber,
Axioma P;' Para qualquer colecdo finita A, A,, ..., A, de eventos mutuamente exclusivos, temos

PA VAU ...UA)=PA)+ PA,)+ -+ PA)

Em particular, dados dois eventos disjuntos A e B, temos P(A\U B) = P(A) + P(B).
As propriedades seguintes decorrem diretamente dos axiomas.

40.4 (Regra do complemento) P(A°) = 1 — P(A). Assim, P @) = 0.
40.5 (Regra da diferenca) P(A\B) = P(A) — P(A N B).

40.6 (Regradasoma) P(AU B)=P(A)+ P(B)—-P(AN B).

40.7 Paran =2, temos P(|J7,A) =2, P(4).

40.8 (Regra da monotonicidade) Se A C B, entdo P(A) =P(B).

Limites de sequéncias de eventos

40.9 (Continuidade) Suponha que A, A,, ... forme uma sequéncia monétona crescente (decrescente) de

eventos, ou seja, que A, C A, (A, DA, ). SejaA =, A; (A= N; A).Entdo existe P(A,) e

lim P(A ) =P(A)
Dada qualquer sequéncia A, A,, ... de eventos, definimos
liminf A, = Uk:1 ﬂ_i:k A, e limsup A, = ﬂk:] Uj:k A,

Se lim inf A, = lim sup A,, denotamos esse conjunto por lim A,. Observe que A, sempre existe se
a sequéncia for mondtona.

40.10 Dada qualquer sequéncia A, A,, ... de eventos num espaco de probabilidade, temos

P(liminf A ) =1im inf P(A,) =lim sup P(A,) = P(lim sup A,)

Assim, se existir A, entdo P(lim A,) = lim P(A,).
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40.11 Dada qualquer sequéncia A, A,, ... de eventos num espago de probabilidade, P(U; A;) = 2/. P(A)).

40.12 (Lema de Borel-Cantelli) SejaA,, A,, ... uma sequéncia de eventos num espago de probabilidade tal
que zn:1 P(A,) < +oo. Entdo P(lim sup A,) =0.

40.13 (Teorema da Extensdo) Seja F uma dlgebra de subconjuntos de S. Seja P uma fungdo de F satisfa-
zendo os axiomas P, P, e P,”. Entdo existe uma tnica fun¢do de probabilidade P* na menor
o-algebra contendo F tal que P* € igual a P em F.

Probabilidade condicional

Definicdo Seja E um evento com P(E) > 0. A probabilidade condicional de um evento A dado E € deno-
tada e definida por

pAE) = PANE)
P(E)
40.14 (Teorema da Multiplicacio de Probabilidades Condicionais) P(A M B) = P(A)P(B|A). Esse teo-
rema pode ser generalizado, como segue.

40.15 P(A, N - N A)=P(A)P(AJA)PAJA, N A) ... P(AJA N ...OA )

Exemplo Um lote contém 12 itens, dos quais 4 sdo defeituosos. Tirando, aleatoriamente, trés itens desse lote,
um depois do outro, determine a probabilidade de tirar trés itens ndo defeituosos.

A probabilidade de o primeiro item ser ndo defeituoso € de 8/12. Supondo que o primeiro item retira-
do seja ndo defeituoso, a probabilidade de o segundo item ser ndo defeituoso € de 7/12. Supondo que o
primeiro e o segundo itens retirados sejam ndo defeituosos, a probabilidade de o terceiro item ser ndo de-
feituoso € de 6/12. Assim,

8 7 6 14

P=12'11'10° 35

Processos estocasticos e diagramas probabilisticos em arvore

Um processo estocastico (finito) € uma sequéncia finita de experimentos em que cada experimento tem um
numero finito de possiveis resultados, cada um com sua probabilidade. Uma maneira conveniente de des-
crever tais processos € por meio de diagramas probabilisticos em drvore, exemplificados a seguir. No
exemplo, utilizamos o teorema da multiplicagdo (40.14) para calcular a probabilidade de um evento repre-
sentado por um dado caminho pelo diagrama.

Exemplo Sejam X, Y e Z trés moedas numa caixa, sendo X uma moeda equilibrada, ¥ uma moeda com duas
caras e Z uma moeda tal que a probabilidade de dar cara € de 1/3. Selecionamos aleatoriamente uma moeda e a
jogamos. (a) Encontre a probabilidade de dar cara. (b) Encontre a probabilidade P(X|K) de ter selecionado a
moeda X se tiver dado cara (denotada por K).

O diagrama probabilistico em arvore correspondente a esse processo estocdstico de dois passos € dado
na Fig. 40-1(a).

(a) Cara aparece em trés dos caminhos (da esquerda para a direita), de modo que

1 I 11
P(K)=§ =

+ 51+

3718

| —
Ln|»—
W —

(b) X e K aparecem somente no caminho mais ao alto, de modo que

1 PXNK)_ 1/6 _ 3

PXNK) =3 P(K) _11/18 11

=é e, portanto, P(X|K) =

| —
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X\
12 C

o 1/3 v 1 I%

13 %1{
z
%c

(a)

1/3

Fig. 40-1

Lei da probabilidade total e o teorema de Bayes

Agora supomos que E € um evento de um espaco amostral Se que A, A,, ..., A, sdo eventos mutuamente
disjuntos cuja unido € S; ou seja, os eventos A, A,, ..., A, formam uma parti¢do de S.

40.16 (Lei da Probabilidade Total) P(E) = P(A,)P(E|A)) + P(A)P(E|A,) + --- + P(A )P(E|A )
40.17 (Férmula de Bayes) Para k=1, 2, ..., n, temos

P(A)P(E|A) P(A)P(E|A)
P(E) ~ P(A)P(E|A)+P(A)P(E|A)+---+P(A P(E| A )

P(A|E)=

Exemplo As trés maquinas A, B e C produzem, respectivamente, 50%, 30% e 20% do nimero total de itens
fabricados por uma industria. As percentagens de itens defeituosos (indicados por D) dessas maquinas sdo, res-
pectivamente, 3%, 4% e 5%. Selecionamos um item aleatoriamente.

(a) Encontre a probabilidade P(D) de selecionar um item defeituoso.
(b) Se o item selecionado for defeituoso, encontre a probabilidade de ter selecionado um item produ-

zido por (i) A, (ii) B, (iii) C.
(a) Pelalei da probabilidade total (40.16), temos
P(D) = P(A)P(D|A) + P(B)P(D|B) + P(C)P(D|C)
=(0,50)(0,03) + (0,30)(0,04) + (0,20)(0,05) = 3,7%

P(A)P(D| A) _ (0,50)(0,03)

(b) Pela férmula de Bayes (40.17), temos (i) P(A|D)= PD) 0.037 =40,5%.
P(B)P(D|B P(C)P(D

Analogamente, (ii) P(B|D) = Ll) =32,5%e (iii) P(C|D) = M =27,0%.
P(D) P(D)

Alternativamente, podemos considerar esse problema como um processo estocastico de dois passos
com um diagrama probabilistico em drvore, como na Fig. 40-1(b). Encontramos P(D) somando os trés
caminhos probabilisticos até D, isto &,

(0,50)(0,03) + (0,30)(0,04) + (0,20)(0,05) = 3,7%
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Encontramos P(A|D) dividindo o caminho mais ao alto de A a D pela soma dos trés caminhos até D, ou
seja,

(0,50)(0,03)/0,037 = 40,5%

Finalmente, encontramos P(B|D) = 32,5% e P(C|D) = 27,0%.

Eventos independentes

Definicdo Dizemos que os eventos A e B sdo independentes se P(A M B) = P(A)P(B).

40.18 As afirmagoes seguintes sdo equivalentes.
(i) P(A N B) = P(A)P(B), (ii) P(A|B) = P(A), (iii) P(B|A) = P(B).

Assim, os eventos A e B sdo independentes se a ocorréncia de um deles ndo influenciar a ocorréncia
do outro.

Exemplo Considere os seguintes eventos de uma familia com criangas, em que vamos supor que o espago
amostral S é um espaco equiprovavel:

E = {criangas de ambos sexos}, F = {no maximo um menino }
(a) Mostre que E e F sdo eventos independentes se a familia tiver trés criancas.
(b) Mostre que E e F sdo eventos dependentes se a familia tiver duas criangas.
Vamos indicar as meninas por f € 0s meninos por m.

(a) Nesse caso, S = {mmm, mmf, mfm, fmm, mff, fmf, ffm, fff} e temos

E = {mmf, mfm, fmm, mff, fmf, ffm} com P(E) = 6/8 = 3/4,
F = {mff, fmf, ffm, fff} com P(F) = 4/8 = 1/2 ¢
E N F= {mff, fmf, ffm} com P(E N F) = 3/8.
Assim, P(E)P(F) = (3/4)(1/2) = 3/8 = P(E N F) e, portanto, E e F sdo independentes.

(b) Nesse caso, S = {mm, mf, fm, ff} e temos

E = {mf, fm} com P(E) = 2/4 = 1/2,
F = {mf, fm, ff} com P(F) = 3/4 ¢
ENF = {mf, fm} com P(E N F) = 2/4 = 1/2.
Assim, P(E)P(F) = (1/2)(3/4) = 3/8 # P(E N F) e, portanto, E e F sao dependentes.

Definicdo Com n > 2, dizemos que os eventos A, A,, ..., A, sdo independentes se qualquer subconjunto
proprio deles for independente e

P(A,M AN ...V A)=P(A)P(A,) ... P(A)

Observe que, nessa defini¢cdo, usamos indugao.

Definicdo Dizemos que uma colegdo {4, | €J} de eventos € independente se, para cada n > 0, os con-
juntos A, A,, ..., A, sdo independentes.
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O conceito de escolhas repetidas independentes, no caso de um conjunto amostral § finito, € formali-
zado como segue.

Definicdo Seja S um espago de probabilidade finito. O espago de probabilidade de n escolhas indepen-
dentes ou repetidas, denotado por S,, consiste nas &nuplas ordenadas (s,, S, ..., 5,) de elementos de S com
a probabilidade de cada énupla definida por

P((s), 85 .5 5)) =P(s)P(s,) ... P(s)

Exemplo Suponha que as probabilidades de vitéria de trés cavalos a, b e ¢ sejam, respectivamente, de 20%,
30% e 50%, sempre que os trés correrem juntos. Eles correm trés vezes. Encontre a probabilidade de

(a) o mesmo cavalo vencer as trés corridas;
(b) cada cavalo ganhar uma corrida.

(a) Denotando o terno (x, y, z) por xyz, queremos encontrar a probabilidade do evento A ={aaa, bbb, ccc}.
Temos

P(aaa) = (0,2)* =0,008, P(bbb) = (0,3)*=0,027, P(ccc)=(0,5)*=0,125

Assim, P(A) = 0,008 + 0,027 + 0,125 = 0,160.

(b) Queremos encontrar a probabilidade do evento B ={abc, acb, bac, bca, cab, cba}. Cada elemento de B
tem a mesma probabilidade (0,2)(0,3)(0,5) = 0,03. Assim, P(B) = 6(0,03) = 0,18.



Variaveis Aleatorias

Considere um espaco de probabilidade (S, C, P).

Definicdo Uma varidvel aleatéria X do espaco amostral S € uma funcéo de S no conjunto dos nimeros
reais R tal que a pré-imagem de cada intervalo de R € um evento de S.

Se S é um espago amostral discreto em que cada subconjunto de S € um evento, entdo qualquer fungao
real definida em S € uma varidvel aleatéria. Por outro lado, se S é ndo enumeravel, entdo pode haver fun-
¢Oes reais de S que ndo sejam varidveis aleatérias.

Seja X uma varidvel aleatéria de S e denotemos por R, a imagem de X, ou seja,

R, = {x|existe s €S tal que X(s) = x}.

Diferenciamos entre dois casos, que tratamos separadamente. (i) X € uma varidvel aleatéria discreta,
isto &, R, € finito ou enumeravel. (ii) X € uma varidvel aleatdria continua, isto €, R, € um conjunto continuo
de nimeros reais, tal como um intervalo, ou uma unido de intervalos.

Sejam X e Y varidveis aleatérias do mesmo espago amostral S. Entdo, da mesma forma como ocorre
com funcgdes gerais, X + Y, X + k, kX e XY (onde k € algum nimero real) sdo as fungdes de S definidas, em
qualquer ponto s de S, por

X + )(s) = X(s) + Y(s), (KX)(s) = kX(s),
(X + k)(s) = X(s) + k, (XY)(s) = X(s5)Y(s).

Mais geralmente, dada qualquer funcdo continua A(z), por exemplo, polinomial ou exponencial, defi-
nimos A(X) como sendo a funcdo de S dada, em qualquer ponto s de S, por

[A(X)]1(s) = h[X(s)]

Pode ser mostrado que essas fungdes também sdo varidveis aleatérias de S.
Utilizamos a seguinte notacao.

PX =x) denota a probabilidade de X = x..

Pla=X=b) denota a probabilidade de X estar no intervalo fechado [a, b].
My ou E(X) ou, simplesmente, w denota a média ou esperanca de X.

0,2 ou Var(X) ou, simplesmente, ¢ denota a variancia de X.

oy ou, simplesmente, o denota o desvio padrdo de X.

As vezes, permitimos que Y seja uma varidvel aleatéria tal que ¥ = g(X), ou seja, que ¥ seja uma fungio
de X.
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Variaveis aleatoérias discretas

Aqui vamos supor que X tem somente um nimero finito ou enumeravel de valores, digamos, Ry =
{x,, x5, x5, ...}, com x, < x, < x; < ... Entdo X induz uma funcio f(x) de Ry, como segue.

fG)=P(X=x)=P({s €S| X(s)=x})
A funcgdo f{x) tem as seguintes propriedades:
1)f(x) 20 e (i) Z, f(x) =1

Assim, f define uma fun¢ao probabilidade no dominio R, de X. O par (x,, f{x,)), geralmente dado por
meio de uma tabela, € denominado distribuicdo de probabilidade de X.

Média
411 p, =EX)=Zx,f(x,)

Aqui, Y =g(X).

412 p, =E(Y)=3Xg(x)f(x)

Variancia e desvio padrao

41.3 0’ =Var(X) = Z(x; — >*f(x,) = E(X — 1))
Alternativamente, Var(X) = 0 pode ser obtida como segue:

414 Var(X) =Zx2f(x) — 2= E(X?) - 1

415 o,= JVar(X) = JE(X>)-u?

Observagdo: A variancia Var(X) = o2 e o desvio padrdo o medem a dispersdo ponderada dos valores x, em torno da
média w; no entanto, o desvio padrdo tem as mesmas unidades que a média .

Exemplo Suponha que X tem a seguinte distribuicio de probabilidade.

X 2 4 6 8
f(x) 0,1 0,2 0,3 0.4

Entao,

p=E(X)=3x.f(x) =2(0.1) +4(0.2) + 6(0.3) + 8(0.4) = 6
E(X?) = Sx2f(x) = 2%(0,1) + 42(0,2) + 62(0,3) + 8%(0.4) = 40

o%=Var(X) = E(X?) - > =40 - 36 = 4

o=JVar(X) =4 =2

Variaveis aleatorias continuas

Aqui vamos supor que X é um continuo de valores. Entdo X determina uma func¢ao f(x), denominada fun-
¢do densidade de X, tal que

O/®=0 e () [ fede=] fode=1
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Além disso,

PasX<b)= [ fix)dx

Média
41.6 u,=EX)= j “ xf(x) dx

Aqui, Y = g(X).

4.7 p, =EY)= [ g(0)f(x) dx

—o0

Variancia e desvio padrao

41.8 o0,>=Var(X)= j T (x = wRf(x)dx = E(X — 1))
Alternativamente, Var(X) = 02 pode ser obtida por meio de

419 Var(X)= j T Xf(x)dx — 12 = E(X?) — 12

4110 o, = /Var(X) = JE(X?) -
Exemplo Seja X a varidvel aleatdria continua com a fungao densidade dada por

o) = (1/2)x se0<x<2
- caso contrario

Entao,

== ] -

E(X?) = r X*f(x) dx = J' L ¥dr= [%]

o’=Var(X)=E(X?) - u>=2- % %

:‘[Val'(X z\/gzé\/i

Funcao distribuicao acumulada

A funcgdo distribui¢do acumulada F(X) de uma variavel aleatéria X € a fun¢@o F: R — R definida por
4111 F(a)=P(X=a)

A funcdo F estd bem definida, pois a imagem inversa do intervalo (—%, a] € um evento.
A funcido F tem as propriedades listadas a seguir.

41.12 F(a)=F(b) sempre que a = b.

41.13 lim F(x)=0 e lim F(x)=1

x——oo
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Portanto F(x) € mondtona na reta real com limite lateral a esquerda igual a 0 e limite lateral a direita
iguala 1.
Se X € uma variavel aleatoria discreta com distribuicao f(x), entdo F(X) € a funcdo escada

41.14 F(x)= Y f(x)

X=X

Se X € uma varidvel aleatdria continua, entdo a fun¢io densidade f(x) de X pode ser obtida a partir da
funcdo distribui¢ao acumulada F(X) por derivagao, ou seja,

4115 f(x)= j_x F(x)=F'(x)

Assim, para uma varidvel aleatdria continua X, temos

41.16 F(x)= j 7" f() dt

Variavel aleatoria padronizada

A varidvel aleatoria padronizada Z de uma varidvel aleatéria X com média w e desvio padriao o > 0 € de-

finida por
ma7 z=2H
o

A varidvel aleatéria padronizada Z tem as seguintes propriedades.

U:=EZ)=0 € 0.=1

Exemplo Considere a varidvel aleatéria X do exemplo que segue a Féormula 41.5, onde uy, = 6 e oy = 2.
A distribuicdo de Z = (X — 6)/2, onde f(z) = f(x), €

z -2 -1 0 1
1@ 0,1 0,2 0,3 0,4

Entao,
E(Z)=Xz,f(z) = (=2)(0,1) + (=1)(0,2) + 0(0,3) + 1(0,4) =0
E(Z%) = X z2f(z) = (<2)%(0,1) + (=1)3(0,2) + 0%(0,3) + 12(0,4) = 1
Var(Z)=1-0*=1 e o,=Var(X) =1

Distribuicbes de probabilidade

41.18 Distribui¢ao binomial: ®(x) = z (’Z) pgv p>0,g>0,p+qg=1

t=x

t =2
41.19 Distribuig@o de Poisson: ®(x) = 2 Ale A>0

t=x t'
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r\( s
()
41.20 Distribui¢@o hipergeométrica: d(x) = 2 zZ NARTY

=x r+s
n

1 x .
41.21 Distribui¢do normal: ®(x) = ?J,N e dy
T

n+1
| T T . . —(n+1)72
41.22 Distribuicdo 7 de Student: ®(x) = —J (l + —J dt
e n

Jnm T(@/2)

i =212 gy

1
41.23 Distribuicio X (Qui-Quadrado): ®(x) = T | .

n,+n, ni2 - on,l2
2 nl n2
X
J‘ t(n|/2)—l(n2+n]t)—(n‘+n2)/2 dt

41.24 Distribuicdo F: ®(x) = T /2T 12) .
1 2
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Interpolacao

Interpolacao de Lagrange

Fdrmula de interpolagcéo de dois pontos

X—X X=X
21 px)=fix) =+ f(x) 0
Xo 7 X XX

onde p(x) € um polindmio linear interpolando os dois pontos

(x> f(x)) (x5 f(x)), X # Xy

Fdrmula geral de interpolacéao
422 p(x)=f(x)L,,(x)+ f(x)L, (x)+---+ f(x,)L, ,(x)

onde
n x_x
L, =]

0.2k Tk T X

e onde p(x) € um polindmio de grau n interpolando os n + 1 pontos

(x,,f(x), k=0,1,....n e x X, parai#j

Formula do resto
Suponha que f(x) € C"*'[a, b]. Entio existe um ponto £(x) € (a, b) tal que

423 f(x)= p(x)+Jtl;(Téf))?)(x—xo)(x—xl)---(x—xn)

Interpolacao de Newton

Fdérmula do quociente de diferencas de primeira ordem

f(xl)_f(x())

24 flx,x]= P
1 0

Fdrmula de interpolacéo de dois pontos

4.5 px)= f(xo)+f[x0’x1](x_xo)
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onde p(x) € um polinémio linear interpolando os dois pontos

(x> (X)), (X1, f(x))s Xy # X,

Foérmula do quociente de diferencas de segunda ordem

f[xlvxz]_f[xovxl]

Xy =X

42.6 flx,,x,x,]1=

Fdrmula de interpolacdo de trés pontos
42.7 p(x) = foxg)+ flxgsx, 10 = x0) + f [, 2, %, 1(x = x0)(x = x,)

onde p(x) € um polindmio quadritico interpolando os trés pontos

(x> f(xg)), (s (X)), (x5 f(x5))

Fdrmula do quociente de diferencas geral de k-ésima ordem

Slx,xy, . 0x, 1= flxg. X, %]
Xy =X

42.8 flx,,x,....x,} =

Férmula de interpolagdo geral
429 p(x)= f(x)+ flxg,x1(x —x)+-+ fxy,x,....%, 1(x = x )(x—x,)--- (x

onde p(x) € um polindmio de grau n interpolando os n + 1 pontos

(x, f(x), k=0,1,....,n e x #x parai#]j

Fdrmula do resto
Suponha que f(x) € C"*'[a,b]. Entio existe um ponto &(x) € (a,b) tal que

42.10 f(x)= p(x)+%ﬁf))i»(x—xo)(x—xl)---(x—xn)

Férmula de Newton de diferencas para a frente

— >

- 'xn—l )

Diferenca para a frente de primeira ordem em x,

4211 Af(x,) = f(x,)— f(x,)

Diferenca para a frente de segunda ordem em x,

4212 Af(x,)) = Af(x,)— Af(x,)

Diferenca para a frente de k-ésima ordem em x,

4213 A f(x,) = AT f(x) - A f(x,)

Coeficiente binomial

sy _s(s=D--(s—k+1)
k)™ k!

42.14 (



@FE I MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Foérmula de Newton de diferencas para a frente em x,

215 p(x)= Z(Z) A f(x,)

onde p(x) € um polindmio de grau n interpolando os n + 1 pontos igualmente espagados

(. f(x ) x, =x,+kh, k=0,1,....n

Férmula de Newton de diferencas para tras

Diferenca para trds de primeira ordem em x,

42.16 Vf(x,) = f(x,)— f(x,)

Diferenca para trds de segunda ordem em x,

217 Vf(x,)=Vf(x,)-Vf(x,)

Diferenca para trds de k-ésima ordem em x,

4218 Vif(x,)=V“'f(x)-Vf(x, )

Férmula de Newton de diferencas para tras em x,

4219 p(x)= (- (_kn) VEfix,)

onde p(x) € um polindmio de grau n interpolando os n + 1 pontos igualmente espagados
(X, f(x ), x, =x,+kh, k=0,1,....n

Interpolacao de Hermite

Base de polinémios para dois pontos

5 XX ) (= x)? My, xmx ) (x—x)?

42.20 H]’O_(l 2x0—x1)(x0—x1)2’ Hl'l_ ! 2x1_x0 (x1_x0)2
N (x—x,)? - (x—x,)°
Hl,() = (x_x())_(xo _.th)z 5 H|’| = (-x_xl) (xl _x(;)Z

Fdérmula de interpolacdo de dois pontos

4221 H,(x)= f(x)H, o+ f)H,, + [(x)H, o+ f/(x)H,

onde H,(x) € um polindmio de grau trés que tem o mesmo valor e as mesmas derivadas primeiras que f{x)
em dois pontos, ou seja,

Hi(xy) = f(x)), Hi(x)=f"(x,),  Hy(x)=f(x), Hj(x)=f"(x)
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Base de polinémios geral

X— X A~
42.22 H”,j = (l— 2T(xj)) Li,j(x), H"’j = (_x—_xj)L%w_(x)
onde
T XX,
L, ;00 = Hx - X
i=0,i#j ] i

Fdrmula de interpolagéo geral

4223 H,,(0)=Y, f(x)H, ()+Y f'(x)H, (x)
j=0 j=0

onde H,, , ,(x) ¢ um polindmio de grau 2n + 1 que tem 0 mesmo valor e as mesmas derivadas primeiras que
fix)emn + 1 pontos, ou seja,

H, (x)=f(x) H, (x)=f"(x), k=0,1,....,n

Fdrmula do resto
Suponha que f(x) € C****[a,b). Entdo existe um ponto &(x) € (a,b) tal que

4224 f(x)= H2,7+1(Jc)+f(zn;r/l;_'_éjg!))(x—xo)z(x—xl)2 ce(x—x,)?



Quadratura

Regra do trapézio

Regra do trapézio
431 [ fyde~ b_Ta[f (@)+ f(b)]

Regra do trapézio composta
43.2 ij(x)dx ~ g(f(a)+ 2if(a+ ih) + f(b))

onde & = (b — a)/n é o tamanho do passo.

Regra de Simpson

Regra de Simpson

$33 [ fwa ~b;6a|:f(a)+4f(a;b)+f(b)]

Regra de Simpson composta
h ni2 n/2
43.4 j" f(x)dx ~ 3( FO)+2D fr, ) +4Y, fOo, )+ f(x, ))
i=2 i=1

ondenépar,h=(b-a)n,x,=a+ih,i=0,1, .. n

Regra do ponto médio

Regra do ponto médio
435 | fodx~ (b—a)f(“;b)

Regra do ponto médio composta
n/2

43.6 j:’ FOOdx~ 21y, F(x,)
i=0

ondenépar,h=(0b-a)(n+2), x, =a+(i—-1h,i=-1,0,...,n+1.
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Férmula da quadratura gaussiana

—  «T»

Polinbmio de Legendre
1 ar

43.7 Pn(x)zmdx”

[((x*=1)"]

Fdrmulas dos pontos de abscissa e dos pesos

Os pontos de abscissa x{" e os coeficientes do peso @ sdo definidos como segue.

43.8 x{ =0 k-ésimo zero do polindmio de Legendre P, (x)

2P’

439 o= o

Na Figura 43-1 apresentamos uma tabela de valores para as abscissas e os pesos de Gauss-Legendre.

Fdrmula de Gauss-Legendre no intervalo (-1, 1)

8310 [ fdr=Y 00 f()+R,

k=1

Fdrmula de Gauss-Legendre num intervalo (a, b) qualquer

b—a

b—a< b
s [ reoa=254% w;vf(% 4 T) iR
“ k=1

Formula do resto

o \2nH () )4
12 g ==Y

para algum a < & < b.

=onrnenT

N S |
2 0.,5773502692 1,0000000000
-0,56773502692 1,0000000000

3 0,7745966692 0.,55555556556
0,0000000000 || 0.8888888889
—0,7745966692 0,5555555556

4 0,8611363116 0,3478548451
0,3399810436 0,6521451549
—0,3399810436 0.6521451549
—0,8611363116 0,3478548451

5 0,9061798459 0,2369268850
0,5384693101 04786286705
—0,0000000000 0,5688888889
—0,5384693101 0.4786286705
—0,9061798459 0,2369268850

Fig. 43-1



Solucao de Equacoes
Nao Lineares

Aqui apresentamos métodos de resolver equacdes nao lineares, que aparecem de duas maneiras:
44.1 Equacdo ndo linear: f(x) = 0
44.2 Equacdo ndo linear de ponto fixo: x = g(x)

Podemos alternar de 44.1 para 44.2 ou de 44.2 para 44.1 tomando
g =f()+x ou flx)=gx)—x

Como os métodos sdo iterativos, existem dois tipos de estimativa de erro.

443 |f(x)]| <€ ou |x,  —x |<€

para algum € > O predeterminado.

Método da bissecéao

Utilizamos o seguinte teorema.

Teorema do valor intermedia'rio Suponha que f ¢ continua num intervalo [a, b] e que f(a)f(b) < 0.
Entdo existe uma raiz x de fix) = 0em (a, b).

O método de bisse¢do aproxima uma tal solugéo x.

44.4 Método de bissegao:
Passo inicial: Tome a, = ae b, = b.
Passo de iteracdo:

(a) Tome c, = (a, + b,)/2.

(b) Sefia,) fic,)<0,tomea, , =a,eb,,, = c,;casocontrdrio, tomea,,, =c,eb, . ,=Db,.

Método de Newton

Meétodo de Newton

o fGy)
45 x, ., =x, 7

Convergéncia quadrética

446 fim B V1S
ol X" 2(f(x7)

* o, . ~ -~ .
onde x € uma raiz da equacgao nao linear 44.1.
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Método da secante

Método da secante
(x, —x,_)f(x,)
44.7 =x ——a il ol
Yo TN TR ) = f(x)

Taxa de convergéncia
- )
[ E At | e o IV C )k

onde x € uma raiz da equacio ndo linear 44.1.

Ponto fixo por iteracao

Utilizamos a defini¢do e o teorema a seguir:

Definicdo Dizemos que uma fungéo g de [a, b] em [a, b] € uma contragdo se
|g(x)—g(y)|= L|x—y| paraquaisquerx, y<(a, b)

onde L < 1 € uma constante positiva.

Teorema do ponto fixo de contracées Suponha que g é uma contragao de [a, b]. Entdo g tem um
Unico ponto fixo em [a, b].

Dada uma tal contrac@o g, podemos utilizar o método a seguir.

Ponto fixo por iteragdo
49 x, ., =g(x,)



4 5 Métodos Numéricos para
Equacoes Diferenciais Ordinarias

Aqui apresentamos métodos de resolver o seguinte problema de valor inicial de uma equagao diferencial
ordindria:

dx
450 {ar =S
x(t))=x,
Os métodos apresentados utilizam uma malha computacional

452 t =t,+nh

onde o passo & da malha € uniforme.

Métodos de primeira ordem

Meétodo de Euler para a frente (método explicito de primeira ordem)
45.3 x(t+h)=x(@)+hf (x(2), 1)

Método de Euler para tras (método implicito de primeira ordem)
454 x(t+h)=x(t)+hf (x(t+h), t+h)

Métodos de segunda ordem

Regra do ponto médio (método explicito de segunda ordem)

X =0+ 2 f(0, 1)
455 N
x(t+h)=x()+ hf(x*, t+5)

Regra trapezoidal (método implicito de segunda ordem)

45.6 x(t+h)=x(t)+ g{f(x(t), H+ f(x(t+h), t+h)}
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Meétodo de Heun (método explicito de segunda ordem)
X' =x(t)+ hf (x(2), 1)

457 x(t+h) =x(t)+§{f(x(t), N+ f(x", t+h)}

Método de estagio unico de ordem superior

Meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem (método explicito de quarta ordem)
458 x(t+h)= x(t)+%(FI +2F, +2F,+F,)

onde

F F
F, =hf(x, 1), F2=hf(x+71,t+g), F3=hf(x+72,t+g), F,=hf(x+F,, t+h)

Métodos de passos multiplos de ordem superior

Método de Adams-Bashforth de dois passos
459 x(t+h)=x(t)+ h(% fx(), 1)— %f(x(t —h), t— h))

Meétodo de Adams-Bashforth de trés passos
4510 x(t+h)=x(1)+ h(% fx(@), 1) - %f(x(t —h), t—h)+ %f(x(t —2h), t- 2h))

Meétodo de Adams-Bashforth de quatro passos

55 59 37 9
45.11 x(t+h) = x(t)+h(ﬁ S(x(@), t)_ﬁ f(x(t—h),t—h)+ﬁ f(x(t—2h),t—2h)—ﬂ f(x(t—3h),t—3h))

Meétodo de Milne
4512 x(t+h)=x(-3h)+ h@ f(x(0), 1)— %f(x(t —h), t—h)+ %f(x(t —2h), t— 2h))

Método de Adams-Moulton de dois passos

4513 x(t+h)=x(t)+ h(% f(x(t+h), t+h)+ %f(x(t), 1)— %f(x(t —h), t— h))

Método de Adams-Moulton de trés passos
45.14

3 19 5 1
x(t+h) —x(t)+h(§f(x(t+h),t+h)+gf(x(t),t)—af(x(t—h),t—h)+af(x(t—Zh),t—3h))



Métodos Numéricos para
Equacoes Diferenciais Parciais

Método de diferencas finitas para a equagcao de Poisson

A equacdo de Poisson no dominio (a, b) X (c, d) € dada por

2> 0
2, = 2
46.1 Viu=f, V _8x2+8y2

Condig¢ao de fronteira:
46.2 u(x,y)=g(x,y) parax=a,b ou v=c,d

Malha computacional:
46.3 x =a+ilAx parai=0,1,....,n

Y, =c+jAy paraj=0,1,...,m
onde Ax = (b —a)/ne Ay = (d — ¢)/m sdo os tamanhos dos passos para as varidveis x e y, respectivamente.

Aproximacé&o de diferencas finitas de segunda ordem
464 (D7 + D})u(x;,y;) = f(x,,;)

onde

Du(x;,y;) = Ui, ¥;) = 2u(x;, ) + u(x,,,y;)

sz
w(x;,y;,,)—2u(x;,y,)+ulx,,y. )
D}%M(.xlyyj)= ! Ayz ! !
Condicéo de fronteira computacional
46.5 u(xo,yj) = g(a,yj), u(xn,yj) = g(b,yj) para j=1,2,...,m
u(x,,y,) = g(x,,0), u(x,,y, )=g(x,d) parai=12,...,n

Método de diferencas finitas para a equag¢éao do calor

A equacio do calor no dominio (a, b) X (c, d) x (0, T) é dada por

u o,
46.6 E—Vu
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Condicao de fronteira:
46.7 u(x,y,t)=g(x,y) parax=a,b ou y=c,d
Condig¢do inicial:
46.8 u(x,y,0)=u,(x,y)
Malha computacional:
46.9 xi=a+iAx parai=0,1,...,n
yj=c+jAy paraj=0,1,...,m

t, = kAt parak =0,1,...,

k

— >

onde Ax = (b —a)/n, Ay = (d — ¢)/m e At sdo os tamanhos dos passos para as varidveis x, y e f, respec-

tivamente.

Condicéo de fronteira computacional
46.10 u(xo,yj) = g(a,yj), u(xn,yj) = g(b,yj) paraj=12,...,m

u(x,,y,) = g(x,,c), u(x,y )= g(xi,d) parai=12,...,n

Condicéo inicial computacional
46.11 u(xl.,yj,O) =u0(xl.,yj) parai=1,2,...,m;j=0,1,....,m

Meétodo de Euler para a frente com condicéo de estabilidade
46.12 u(x,, yj,tkﬂ) =u(x,, Y t)+A(D? + D; )u(xi,yj, t)

2At 2At
+ <

46.13 —=
Ax? Ay?

Meétodo de Euler para tras sem condicdo de estabilidade
46.14 u(x,,y;.t,, ) =u(x;,y;,t,)+ A(D; + D)u(x;, y;,1,.,)

Meétodo de Crank-Nicholson (sem condicéo de estabilidade)

46.15 u(x,.y.t, ) =ulx,y, 1)+ At(D? + Df){u(xi,yj, t)Fulx,y. 1, W2

k+l) k+1

Método de diferencas finitas para a equagao da onda

A equacdo da onda no dominio (a, b) X (c, d) x (0, T) € dada por

u_ o,
46.16 W—AVM

onde A € uma constante representando a velocidade da onda.

Condicao de fronteira:

46.17 u(x,y, t)=g(x,y) parax=a,b ou y=c,d
Condicao inicial:

)
4618 u(x,y,0) = u,(x,y), a—”t‘u(x, ¥,0)=u,(x,y)



@I MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

Malha computacional:
46.19 x, =a+iAx parai=0,1,...,n
y/,=c+jAy paraj=0,1,...,m
Z, = kAt parak=-1,0,1,...

onde Ax = (b —a)/n, Ay = (d — ¢)/m e At sdo os tamanhos dos passos para as varidveis x, y e t, respectiva-
mente.

Aproximacé&o de diferencas finitas de segunda ordem
46.20 u(x,y. 1) =2u(x,y, t)—u(x,y, 1,_)+ Ar?A*(D? + D})u(x,, Y 1)

Condic¢éo de fronteira computacional
46.21 u(x;,y,) = g(a,y,), u(x,,y)=g(b,y,) paraj=12,...m

u(x,.,yo) = g(x,.,c), u(xl.,ym) = g(xl.,d) parai=12,....,n

Condicao inicial computacional
46.22 u(x,.,yj,to) = uo(xl.,yj) parai=1,2,....,n;j=0,1,...,m

u(xi,yj,t_l) = uO(xi,yj)+At2ul(xi,yj) parai=1,2,...,nj=0,1,....m

Condicéo de estabilidade
46.23 Ar = Amin(Ax, Ax)



Métodos Iterativos
para Sistemas Lineares

Método iterativo para a equacao de Poisson

A aproximacao de diferencas finitas para a equacao de Poisson € dada por

7.0 u, tu ot g = du, . = f” para i,j=1,2,...,.n—1

]

Uy, =Uu, =0 paraj=12,....,n-1
U, =u,, =0 wparai=12,...,n—-1

L

Trés métodos iterativos para resolver o sistema sdo os seguintes.

Método de Jacobi

|
k+1 — k k k k
472 u;; = 7 (g, ruly, +uf, +us = 1)

Método de Gauss-Seidel

1
K+l _ k K+l k K+l _
473 u;; = 7 gy +uwly +u o +u = 1)

Meétodo de sobrerrelaxagcbes sucessivas (SOR)
474 LT Z(uiﬂ,j YU Ut T ‘]clj)

u ! =1 - w)u* +ou’.
i,j i, L]

Método iterativo para sistemas lineares gerais

Considere o sistema linear
475 Ax=b

onde A € uma matriz n X n e x e b sdo vetores n-dimensionais. Vamos supor que a matriz de coeficientes
estd particionada como segue:

476 A=D-L-U
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onde D = diag (A), L € o negativo da parte triangular estritamente inferior de A e U € o negativo da parte
triangular estritamente superior de A.
Quatro métodos iterativos para resolver o sistema sao os seguintes.

Meétodo de Richardson
477 xM*' =T -A)x*+b

Meétodo de Jacobi
478 Dx**'=(L+U)x*+b

Método de Gauss-Seidel
479 (D-L)x*' =Ux*+b

Meétodo de sobrerrelaxacbes sucessivas (SOR)
4710 (D - oL)x*" = w(Ux* + b)+ (1 — w)Dx*



Parte B

TABELAS




Secao I: Fungbes Logaritmicas, Trigonométricas e Exponenciais

Logaritmos Comuns

log,,N ou log N
Partes proporcionais

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 23 4 5 6 17 8 9
10 | 0000 0043 0086 0128 0170 | 0212 0253 0294 0334 0374 } 4 8 12 17 21 25 29 33 37
11 | 0414 0453 0492 0531 0569 | 0607 0645 0682 0719 0755 { 4 8 11 15 19 23 26 30 34
12 | 0792 0828 0864 0899 0934 | 0969 1004 1038 1072 1106 { 3 7 10 14 17 21 24 28 31
13 | 1139 1173 1206 1239 1271 | 1303 1335 1367 1399 1430 | 3 6 10 13 16 19 23 26 29
14 | 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732 | 3 6 9 12 15 18 21 24 27
15 | 1761 1790 1818 1847 1875 | 1903 1931 1959 1987 2014 | 3 6 8 11 14 17 20 22 25
16 | 2041 2068 2095 2122 2148 | 2176 2201 2227 2253 2279 | 3 5 8 11 13 16 18 21 24
17 | 2304 2330 2355 2380 2405 | 2430 2455 2480 2504 2529 [ 2 5 7 10 12 15 17 20 22
18 | 2553 2577 2601 2625 2648 | 2672 2695 2718 2742 2765 | 2 5 7 9 12 14 16 19 21
19 | 2788 2810 2833 2856 2878 | 2900 2923 2945 2967 2989 | 2 4 7 9 11 13 16 18 20
20 | 3010 3032 3054 3075 3096 | 3118 3139 3160 3181 3201 } 2 4 6 8 11 13 15 17 19
21 | 3222 3243 3263 3284 3304 | 3324 3345 3365 3385 3404 | 2 4 6 8 10 12 14 16 18
22 | 3424 3444 3464 3483 3502 | 3522 3541 3560 3579 35698 } 2 4 6 8 10 12 14 156 17
23 | 3617 3636 3655 3674 3692 | 3711 3729 3747 3766 3784 [ 2 4 6 T 9 11 13 15 17
24 | 3802 3820 3838 3856 3874 | 3892 3909 3927 3945 3962 { 2 4 5 7 9 11 12 14 16
25 | 3979 3997 4014 4031 4048 | 4065 4082 4099 4116 4133 | 2 3 5 7 9 10 12 14 15
26 | 4150 4166 4183 4200 4216 | 4232 4249 4265 4281 4298 | 2 3 5 7 8 10 11 13 15
27 { 4314 4330 4346 4362 4378 | 4393 4409 4425 4440 4456 (2 3 5 6 8 9 11 13 14
28 | 4472 4487 4502 4518 4533 | 4548 4564 4579 4594 4609 | 2 3 5 6 8 9 11 12 14
29 | 4624 4639 4654 4669 4683 | 4698 4713 4728 4742 4757 |1 38 4 6 T 9 10 12 13
30 | 4771 4786 4800 4814 4829 | 4843 4857 4871 4886 4900 { 1 3 4 6 7 9 10 11 13
31 | 4914 4928 4942 4955 4969 | 4983 4997 5011 5024 5038 | 1 3 4 6 7 8 10 11 12
32 | 5051 5065 5079 5092 5105 | 5119 5132 5145 5159 5172 | 1 3 4 5 7 8 9 11 12
33 | 5185 5198 5211 5224 5237 | 5250 5263 5276 5289 5302 | 1 3 4 65 6 8 9 10 i2
34 | 5315 5328 5340 5353 5366 | 5378 5391 5403 5416 5428 [ 1 3 4 5 6 8 9 10 11
35 | 5441 5453 5465 5478 5490 | 5502 5514 5527 5539 5551 | 1 2 4 5 6 7 9 10 11
36 | bb63 5576 bb87 5599 5611 | 5623 5635 5647 5658 5670 | 1 2 4 5 6 7 8 10 11
37 | 5682 5694 5705 bHT17 5729 | 5740 5752 5763 5775 5786 j 1 2 3 5 6 7T 8 9 10
38 | 5798 5809 5821 5832 5843 | 58556 5866 5877 5888 5899 | 1 2 3 5 6 7 8 9 10
39 | 5911 5922 5933 5944 5955 | 5966 5977 5988 5999 6010 | 1 2 3 4 5 7 8 9 10
40 | 6021 6031 6042 6053 6064 | 6075 6085 6096 6107 6117 1 2 3 4 5 6 8 910
41 | 6128 6138 6149 6160 6170 | 6180 6191 6201 6212 6222 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
42 | 6232 6243 6253 6263 6274 | 6284 6294 6304 6314 6325 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
43 | 6330 63456 63556 6365 6375 | 6385 6395 6405 6415 6425 | 1 2 8 4 5 6 7 8 9
44 | 6435 6444 6454 6464 6474 | 6484 6493 6503 6513 6522 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9
45 | 65632 65642 6551 6561 6571 | 6580 6590 6599 6609 6618 y 1 2 3 4 5 6 7 8 9
46 | 6628 6637 6646 6656 6665 | 6675 6684 6693 6702 6712 [ 1 2 3 4 5 6 7 7 8
47 | 6721 6730 6739 6749 6758 | 6767 6776 6785 6794 6803 | 1 2 3 4 5 5 6 T 8
48 | 6812 6821 6830 6839 6848 | 6857 6866 6875 6884 6893 | 1 2 3 4 4 5 6 7T 8
49 | 6902 6911 6920 6928 6937 | 6946 6955 6964 6972 6981 1 2 3 4 4 56 6 7 8
50 | 6990 6998 7007 7016 7024 | 7033 7042 7050 7059 7067 | 1 2 3 3 4 5 6 T 8
51| 7076 7084 7093 7101 7110 | 7118 7126 7135 7143 7152 | 1 2 3 3 4 5 6 T 8
52! 7160 7168 7177 7185 7193 | 7202 7210 7218 7226 7235 | 1 2 2 3 4 5 6 7T 7
53 | 7243 7251 7259 7267 7275 | 7284 7292 17300 7308 7316 | 1 2 2 3 4 5 6 6 7
64§ 7824 7332 7340 7348 7356 | 7364 7372 7380 7388 7396 | 1 2 2 3 4 5 6 6 7
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8




&I Tasewas
Partes proporcionais
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 | 7404 7412 7419 7427 7435 | 7448 7451 7459 7466 7474 [1 2 2 3 4 5 5 6 7
56 | 7482 7490 7497 7505 7513 | 7520 7528 7536 7543 7551 |1 2 2 3 4 5 5 6 7
57 | 7559 7566 7574 7582 7589 | 7597 7604 7612 7619 7627 |1 2 2 3 4 5 5 6 7
58 | 7634 7642 7649 7657 7664 | 7672 7679 7686 7694 7701 |1 1 2 3 4 4 5 6 7
59 | 7709 7716 7723 7731 7738 | 7745 7752 7760 7767 7774 |1 1 2 3 4 4 5 6 7
60 | 7782 7789 7796 7803 7810 | 7818 7825 7832 7839 7846 |1 1 2 3 4 4 5 6 6
61 | 7853 7860 7868 7875 7882 | 7889 7896 7903 7910 7917 (1 1 2 3 4 4 5 6 6
62 | 7924 7931 7938 7945 7952 | 7959 7966 7973 7980 7987 (1 1 2 3 3 4 5 6 6
63 | 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 |1 1 2 3 3 4 5 5 6
64 | 8062 8069 8075 8082 8089 | 8096 8102 8109 8116 8122 (1 1 2 3 3 4 5 &5 6
65 | 8129 8136 8142 8149 8156 | 8162 8169 8176 8182 8189 (1 1 2 3 3 4 5 5 6
66 | 8195 8202 8209 8215 8222 | 8228 8235 8241 8248 8254 (1 1 2 3 3 4 5 5 6
67 | 8261 8267 8274 8280 8287 | 8293 8299 8306 8312 8319 |1 1 2 3 3 4 5 5 6
68 | 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382 |1 1 2 3 3 4 4 5 6
69 | 8388 8395 8401 8407 8414 | 8420 8426 8432 8439 8445 (1 1 2 2 3 4 4 5 6
70 | 8451 8457 8463 8470 8476 | 8482 8488 8494 8500 8506 |1 1 2 2 3 4 4 5 6
71 | 8513 8519 8525 8531 8537 | 8543 8549 8555 8561 8567 (1 1 2 2 3 4 4 5 6
72 | 8573 8579 8585 8591 8597 | 8603 8609 8615 8621 8627 |1 1 2 2 3 4 4 5 5
73 | 8633 8639 8645 8651 8657 | 8663 8669 8675 8681 8686 |1 1 2 2 3 4 4 5 b
74 | 8692 8698 8704 8710 8716 | 8722 8727 8733 8739 8745 |1 1 2 2 3 4 4 5 5
75 | 8751 8756 8762 8768 8774 | 8779 8785 8791 8797 8802 |1 t 2 2 3 3 4 5 5
76 | 8808 8814 8820 8825 8831 | 8837 8842 8848 8854 8859 |1 1 2 2 3 3 4 5 5
77 | 8865 8871 8876 8882 8887 | 8893 8899 8904 8910 8915 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
78 | 8921 8927 8932 8938 8943 | 8949 8954 8960 8965 8971 1 1 2 2 3 3 4 4 5
79 | 8976 8982 8987 8993 8998 | 9004 9009 9015 9020 9025 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
80 | 9031 9036 9042 9047 9053 | 9058 9063 9069 9074 9079 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
81 | 9085 9090 9096 9101 9106 | 9112 9117 9122 9128 9133 |1 1 2 2 3 3 4 4 5§
82 | 9138 9143 9149 9154 9159 | 9165 9170 9175 9180 9186 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
83 | 9191 9196 9201 9206 9212 | 9217 9222 9227 9232 9238 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
84 | 9243 9248 9253 9258 9263 | 9269 9274 9279 9284 9289 (1 1 2 2 3 3 4 4 5
85 | 9294 9299 9304 9309 9315 | 9320 9325 9330 9335 9340 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
86 | 9345 9350 9355 9360 9365 | 9370 9375 9380 9385 9390 |1 1 2 2 3 3 4 4 5
87 | 9395 9400 9405 9410 9415 | 9420 9425 9430 9435 9440 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
88 | 9445 9450 9455 9460 9465 | 9469 9474 9479 9484 9489 [0 1 1 2 2 3 3 4 4
89 | 9494 9499 9504 9509 9513 | 9518 9523 9528 9533 9538 [0 1 1 2 2 3 3 4 4
90 | 9542 9547 9552 9557 9562 | 9566 9571 9576 9581 9586 | O 1 1 2 2 3 3 4 4
91 | 9590 9595 9600 9605 9609 | 9614 9619 9624 9628 9633 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
92 | 9638 9643 9647 9652 9657 | 9661 9666 9671 9675 9680 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
93 | 9685 9689 9694 9699 9703 | 9708 9713 9717 9722 9727 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
94 | 9731 9736 9741 9745 9750 | 9754 9759 9763 9768 9773 |0 1 1 2 2 3 3 4 4
95 | 9777 9782 9786 9791 9795 | 9800 9805 9809 9814 9818 (0 1 1 2 2 3 3 4 4
96 | 9823 9827 9832 9836 9841 | 9845 9850 9854 9859 9863 [0 1 1 2 2 3 3 4 4
97 | 9868 9872 9877 9881 9886 | 9890 9894 9899 9903 9908 (0 1 1 2 2 3 3 4 4
98 | 9912 9917 9921 9926 9930 | 9934 9939 9943 9948 9952 [0 1 1 2 2 3 3 4 4
99 | 9956 9961 9965 9969 9974 | 9978 9983 9987 9991 9996 |0 1 1 2 2 3 3 3 4
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9




sen X (x em graus e minutos)

x 0’ 10’ 20’ 30’ 40’ 50’ x 0’ 10’ 20’ 30’ 40’ 50’
0°10,0000 0,0029 0,0058 0,0087 0,0116 0,0145 45°10,7071 0,7092 0,7112 0,7133 0,7153 0,7173
1 10,0175 0,0204 0,0233 0,0262 0,0291 0,0320 46 10,7193 0,7214 0,7234 0,7254 0,7274 0,7294
2 10,0349 0,0378 0,0407 0,0436 0,0465 0,0494 47 10,7314 0,7333 0,7353 0,7373 0,7392 0,7412
3 10,0523 0,0552 0,0581 0,0610 0,0640 0,0669 48 10,7431 0,7451 0,7470 0,7490 0,7509 0,7528
4 10,0698 0,0727 0,0756 0,0785 0,0814 0,0843 49 10,7547 0,7566 0,7585 0,7604 0,7623 0,7642
5°10,0872 0,0901 0,0929 0,0958 0,0987 0,1016 50°10,7660 0,7679 0,7698 0,7716 0,7735 0,7753
6 10,1045 0,1074 0,1103 0,1132 0,1161 0,1190 51 |0,7771 0,7790 0,7808 0,7826 0,7844 0,7862
7 10,1219 0,1248 0,1276 0,1305 0,1334 0,1363 52 10,7880 0,7898 0,7916 0,7934 0,7951 0,7969
8 10,1392 0,1421 0,1449 0,1478 0,1507 0,1536 53 10,7986 0,8004 0,8021 0,8039 0,8056 0,8073
9 10,1564 0,1593 0,1622 0,1650 0,1679 0,1708 54 10,8090 0,8107 0,8124 0,8141 0,8158 0,8175
10°0,1736 0,1765 0,1794 0,1822 0,1851 0,1880 55°10,8192 0,8208 0,8225 0,8241 0,8258 0,8274
11 10,1908 0,1937 01965 0,1994 0,2022 0,2051 56 |0,8290 0,8307 0,8323 0,8339 0,83556 0,8371
12 10,2079 0,2108 0.2136 0,2164 0,2193 0,2221 57 10,8387 0,8403 0,8418 0,8434 0,8450 0,8465
13 10,2250 0,2278 0,2306 0,2334 0,2363 0,2391 58 [0,8480 0,8496 0,8511 0,8526 0,8542 0,8557
14 10,2419 0,2447 02476 0,2504 0,2532 0,2560 59 10,8572 0,8587 0,8601 0,8616 0,8631 0,8646
15°10,2588 0,2616 02644 0,2672 0,2700 0,2728 60°]0,8660 0,8675 0,8689 0,8704 0.8718 0,8732
16 10,2756 0,2784 02812 0,2840 0,2868 0,2896 61 10,8746 0,8760 0,8774 0,8788 (,8802 (,8816
17 10,2924 0,2952 02979 0,3007 0,3035 0,3062 62 10,8829 0,8843 (,8857 0,8870 0,8884 (,8897
18 10,3090 0,3118 0,3145 0,3173 0,3201 0,3228 63 10,8910 0,8923 0,8936 0,8949 0,8962 (,8975
19 10,3256 0,3283 0,3311 0,3338 0,3365 0,3393 64 10,8988 0,9001 0,9013 0,9026 0,9038 0,9051
20°10,3420 0,3448 0,3475 0,3502 0,3529 0,3557 65°]0,9063 0,9075 0,9088 0,9100 0.9112 0,9124
21 (0,3584 0,3611 0,3638 0,3665 0,3692 0,3719 66 10,9135 0,9147 0,9159 0,9171 0,9182 0,9194
22 (10,3746 0,3773 0.,3800 0,3827 0,3854 0,3881 67 10,9205 0,9216 0,9228 0,9239 0,9250 0,9261
23 (0,3907 0,3934 03961 0,3987 0,4014 0,4041 68 10,9272 0,9283 0,9293 0,9304 0,9315 0,9325
24 10,4067 0,4094 04120 0,4147 0,4173 0,4200 69 [0,9336 0,9346 0,9356 0,9367 0,9377 0,9387
25° 10,4226 04253 04279 0,4305 04331 04358 70°10,9397 0,9407 0,9417 0,9426 0,9436 0,9446
26 104384 04410 04436 0,4462 04488 0,4514 71 10,9455 0,9465 0,9474 0,9483 0,9492 (,9502
27 10,4540 0.4566 04592 0,4617 0,4643 0,4669 72 |0,9511 0,9520 0,9528 0,9537 0,9546 0,9555
28 (04695 04720 04746 04772 04797 0,4823 73 [0,9563 0,9572 0,9580 0,9588 0,9596 0,9605
29 (04848 0.4874 04899 0,4924 04950 0,4975 74 10,9613 0,9621 0,9628 0,9636 0,9644 0,9652
30° 10,5000 0,5025 05050 0,5075 0,56100 0,5125 75°(0,9659 0,9667 0,9674 0,9681 0,9689 0,9696
31 10,5150 0,5175 05200 0,5225 0.,52560 0,5275 76 10,9703 0,9710 0,9717 0,9724 0,9730 0,9737
32 10,5299 0,5324 05348 0,5373 0,5398 0,5422 77 10,9744 0,9750 0,9757 0,9763 09769 0,9775
33 |0,5446 05471 05495 0,5519 0.,5544 0,5568 78 10,9781 0,9787 0,9793 0.9799 0.9805 0,9811
34 10,5592 0,5616 05640 0,5664 05688 0,5712 79 |0,9816 0,9822 0,9827 0,9833 09838 09843
35° 10,5736 05760 05783 0,5807 06831 0,5854 80°|0.,9848 0,9853 0,9858 0,9863 0,9868 0,9872
36 |[0.5878 05901 05925 0,5948 05972 0,5995 81 |0,9877 0,9881 0,9886 0.9890 0,9894 0,9899
37 106018 06041 06065 0,6088 06111 06134 82 [0.,9903 0,9907 0,9911 0,9914 09918 0,9922
38 10,6157 06180 06202 0.6225 0,6248 0,6271 83 [0.,9925 0,9929 0,9932 0,9936 0,9939 0,9942
39 10,6293 0,6316 06338 0,6361 00,6383 (,6406 84 [0,9945 0,9948 0,9951 0,9954 0,9957 0,9959
40° (0,6428 0,6450 06472 0,6494 0,6517 0,6539 85°0,9962 0,9964 0,9967 0,9969 09971 0,9974
41 |0,6561 0,6583 06604 0,6626 0,6648 0,6670 86 [0,9976 0,9978 0,9980 0,9981 0.9983 0,9985
42 10,6691 0,6713 06734 0,6756 06777 0,6799 87 |0.,9986 0,9988 0,9989 0,9990 09992 0,9993
43 10,6820 0,6841 06862 0,6884 00,6905 0,6926 88 10,9994 0,9995 0,9996 0,9997 09997 0,9998
44 10,6947 0,6967 06988 0,7009 0,7030 0,7050 89 [0,9998 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 1,0000
45° 10,7071 07092 07112 0,7133 07153 07173 90°(1,0000




cos X (x em graus e minutos)

P 0’ 10 200 30" 40’ 50 x 0 100 200 80" 40’ 50/
0°| 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 45°| 0,7071 0,7050 0,7030 0,7009 0,6988 0,6967
1 [0,9998 0,9998 0,9997 0,9997 0,9996 0,9995 46 | 0,6947 0,6926 0,6905 0,6884 0,6862 0,6841
2 [0,9994 0,9993 0,9992 0,9990 0,9989 0, 9988 47 | 0,6820 0,6799 0,6777 0,6756 0,6734 0,6713
3 10,9986 0,9985 0,9983 0,9981 0,9980 0,9978 48 | 0,6691 0,6670 0,6648 0,6626 0,6604 0,6583
4 [0,9976 0,9974 0,9971 0,9969 0,9967 0, 9964 49 | 0,6561 0,6539 0,6517 0,6494 0,6472 0,6450
5°(0,9962 0,9959 0,9957 0,9954 0,9951 0, 9948 50°] 0,6428 0,6406 0,6383 0,6361 0,6338 0,6316
6 [0,9945 0,9942 0,9939 0,9936 0,9932 0,9929 51 | 0,6293 0,6271 0,6248 0,6225 0,6202 0,6180
7 10,9925 0,9922 0,9918 0,9914 0,9911 0,9907 52 | 0,6157 0,6184 0,6111 0,6088 0,6065 0,6041
8 [0,9903 0,9899 0,9894 0,9890 0,9886 0,9881 53 | 0,6018 0,5995 0,5972 0,5948 0,5925 0,5901
9 10,9877 0,9872 0,9868 0,9863 0,9858 0,9853 54 | 0,5878 0,5854 0,5831 0,5807 0,5783 0,5760
10°|0,9848 0,9843 0,9838 0,9833 0,9827 0,9822 55°] 0,5736 0,5712 0,5688 0,5664 0,5640 0,5616
11 |0,9816 0,9811 0,9805 0,9799 0,9793 0,9787 56 | 0,5592 0,5568 0,5544 0,5519 0,5495 0,5471
12 |0,9781 0,9775 0,9769 0,9763 0,9757 0,9750 57 | 0,5446 0,5422 0,5398 0,5373 0,5348 0,5324
13 |0,9744 0,9737 0,9730 0,9724 0,9717 0,9710 58 | 0,5299 0,5275 0,6250 0,5225 0,5200 0,5175
14 |0,9703 0,9696 0,9689 0,9681 0,9674 0,9667 59 | 0,5150 0,5125 0,5100 0,5075 0,5050 0,5025
15°| 0,9659 0,9652 0,9644 0,9636 0,9628 0,9621 60°| 0,5000 0,4975 0,4950 0,4924 0,4899 0,4874
16 |0,9613 0,9605 0,9596 0,9588 0,9580 0,9572 61 | 0,4848 0,4823 0,4797 0,4772 0,4746 0,4720
17 |0,9563 09555 0,9546 0,9537 0,9528 0,9520 62 | 0,4695 0,4669 0,4643 0,4617 0,4592 0,4566
18 |0,9511 0,9502 0,9492 0,9483 0,9474 0,9465 63 | 0,4540 0,4514 0,4488 0,4462 0,4436 0,4410
19 |0,9455 09446 0,9436 0,9426 0,9417 0,9407 64 | 0,4384 0,4358 0,4331 0,4305 0,4279 0,4253
20°0,9397 0,9387 0,9377 0,9367 0,9356 0,9346 65°| 0,4226 0,4200 0,4173 0,4147 0,4120 0,4094
21 |0,9336 0,9325 0,9315 0,9304 0,9293 0,9283 66 | 0,4067 0,4041 0,4014 0,3987 0,3961 0,3934
22 |0,9272 0,9261 0,9250 0,9239 0,9228 0,9216 67 | 0,3907 0,3881 0,3854 0,3827 0,3800 0,3773
23 [0,9205 0,9194 0,9182 0,9171 0,9159 0,9147 68 | 0,3746 0,3719 0,3692 0,3665 0,3638 0,3611
24 |0,9135 0,9124 0,9112 0,9100 0,9088 0,9075 69 | 0,3584 0,3557 0,3529 0,3502 0,3475 0,3448
25°]0,9063 0,9051 0,9038 0,9026 0,9013 0,9001 70°| 0,3420 0,3393 0,3365 0,3338 0,3311 0,3283
26 [0,8988 0,8975 0,8962 0,8949 0,8936 0,8923 71 | 0,3256 0,3228 0,3201 0,3173 0,3145 0,3118
27 08910 0,8897 0,8884 0,8870 0,8857 0,8843 72 | 0,3090 0,3062 0,3035 0,3007 0,2979 0,2952
28 [0,8829 0,8816 0,8802 0,8788 0,8774 0,8760 73 | 0,2924 0,2896 0,2868 0,2840 0,2812 0,2784
29 [0,8746 08732 0,8718 0,8704 0,8689 0,8675 74 | 0,2756 0,2728 0,2700 0,2672 0,2644 0,2616
30°|0,8660 0,8646 0,8631 0,8616 0,8601 0,8587 75°| 0,2588 0,2560 0,2532 0,2504 0,2476 0,2447
31 |0,8572 0,8557 0,8542 0,8526 0,8511 0,8496 76 |0,2419 0,2391 0,2363 0,2334 0,2306 0,2278
32 [0,8480 0,8465 0,8450 0,8434 0,8418 0,8403 77 | 0,2250 0,2221 0,2193 0,2164 0,2136 0,2108
33 [0,8387 0,8371 0,8355 0,8339 0,8323 0,8307 78 10,2079 0,2051 0,2022 0,1994 0,1965 0,1937
34 [0,8290 0,8274 0,8258 0,8241 0,8225 0,8208 79 10,1908 0,1880 0,1851 0,1822 0,1794 0,1765
35°0,8192 0,8175 0,8158 0,8141 0,8124 0,8107 80°| 0,1736 0,1708 0,1679 0,1650 0,1622 0,1593
36 [0,8090 0,8073 0,8056 0,8039 0,8021 0,8004 81 |0,1564 0,1536 0,1507 0,1478 0,1449 0,1421
37 [0,7986 0,7969 0,7951 0,7934 0,7916 0,7898 82 |0,1392 0,1363 0,1334 0,1305 0,1276 0,1248
38 [0,7880 0,7862 0,7844 0,7826 0,7808 0,7790 83 |0,1219 0,1190 0,1161 0,1132 0,1103 0,1074
39 |0,7771 0,7753 0,7735 0,7716 0,7698 0,7679 84 | 0,1045 0,1016 0,0987 0,0958 0,0929 0,0901
40° [ 0,7660 0,7642 0,7623 0,7604 0,7585 0,7566 85°]0,0872 0,0843 0,0814 0,0785 0,0756 0,0727
41 [0,7547 0,7528 0,7509 0,7490 0,7470 0,7451 86 |0,0698 0,0669 0,0640 0,0610 0,0581 0,0552
42 0,7431 0,7412 0,7392 0,7373 0,7353 0,7333 87 10,0528 0,0494 0,0465 0,0436 0,0407 0,0378
43 [0,7314 0,7294 0,7274 0,7254 0,7234 0,7214 88 10,0349 0,0320 0,0291 0,0262 0,0233 0,0204
44 |0,7193 0,7173 0,7153 0,7133 0,7112 0,7092 89 |0,0175 0,0145 0,0116 0,0087 0,0058 0,0029
45°10,7071 0,7050 0,7030 0,7009 0,6988 0, 6967 90° | 0,0000




tg x (x em graus e minutos)

x % 100 200 30’ 40’ 50 x| o 100 200 80"  40' 50’
0° [0,0000 0,0029 0,0058 0,0087 0,0116 0,0145 45°(1,0000 1,0058 1,0117 1,0176 1,0235 1,0295
1 [0,0175 0,0204 0,0233 0,0262 0,0291 0,0320 46 [1,0355 1,0416 1,0477 1,0538 1,0599 1,0661
2 [0,0349 0,0378 0,0407 0,0437 0,0466 0,0495 47 [1,0724 1,0786 1,0850 1,0913 1,0977 1,1041
3 [0,0524 0,0553 0,0582 0,0612 0,0641 0,0670 48 [1,1106 1,1171 1,1237 1,1303 1,1369 1,1436
4 [0,0699 0,0729 0,0758 0,0787 0,0816 0,0846 49 |1,1504 1,1571 1,1640 1,1708 1,1778 1,1847
5°0,0875 0,0904 0,0934 0,0963 0,0992 0,1022 50°|1,1918 1,1988 1,2059 1,2131 1,2203 1,2276
6 0,1051 0,1080 0,1110 0,1139 0,1169 0,1198 51 |1,2349 1,2428 1,2497 1,2572 1,2647 1,2723
7 lo,1228 0,1257 0,1287 0,1317 0,1346 0,1376 52 |1,2799 1,2876 1,2054 1,3032 1,3111 1,3190
8 [0,1405 0,1435 0,1465 0,1495 0,1524 0,1554 53 |1,3270 1,3351 1,3432 1,3514 1,3597 1,3680
9 [0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 0,1733 54 [1,3764 1,3848 1,3934 1,4019 1,4106 1,4193
10°[0,1763 0,1793 0,1823 0,1853 0,1883 0,1914 55°|1,4281 1,4370 1,4460 1,4550 1,4641 1,4733
11 [0,1944 0,1974 0,2004 0,2035 0,2065 0,2095 56 [1,4826 1,4919 1,5013 1,5108 1,5204 1,5301
12 |0,2126 0,2156 0,2186 0,2217 0,2247 0,2278 57 [1,5399 1,5497 1,5597 1,5697 1,5798 1,5900
13 |0,2309 0,2339 0,2370 0,2401 0,2432 0,2462 58 |1,6003 1,6107 1,6212 1,6319 1,6426 1,6534
14 |0,2493 0,2524 0,2555 0,2586 0,2617 0,2648 59 |1,6643 1,6753 1,6864 1,6977 1,7090 1,7205
15° 10,2679 0,2711 0,2742 0,2773 0,2805 0,2836 60°]1,7321 1,7437 1,7556 1,7675 1,7796 1,7917
16 |0,2867 0,2899 0,2931 0,2962 0,2994 0,3026 61 |1,8040 1,8165 1,8291 1,8418 1,8546 1,8676
17 |0,3057 0,3089 0,3121 0,3153 0,3185 0,3217 62 |1,8807 1,8940 1,9074 1,9210 1,9347 1,9486
18 [0,3249 0,3281 0,3314 0,3346 0,3378 0,3411 63 [1,9626 1,9768 1,9912 2,0057 2,0204 2,0353
19 |0, 3443 0,3476 0,3508 0,3541 0,3574 0,3607 64 [2,0503 2,0655 2,0809 2,0965 2,1123 2,1283
20° [0,3640 0,3673 0,3706 0,3739 0,3772 0,3805 65°|2,1445 21609 21775 2,1943 22113 22286
21 [0,3839 0,3872 0,3906 0,3939 0,3973 0,4006 66 [2,2460 2,2637 2,2817 2,2998 2,3183 23369
22 [0,4040 0,4074 0,4108 0,4142 0,4176 0,4210 67 [2,3559 2,3750 2,3945 2,4142 2,4342 24545
23 [0,4245 0,4279 0,4314 0,4348 0,4383 0,4417 68 [2,4751 2,4960 2,5172 2,5386 2,5605 2,5826
24 [0,4452 0,4487 0,4522 0,4557 0,4592 0,4628 69 [2,6051 26279 2,6511 2,6746 2,6985 2,7228
25° [0,4663 0,4699 0,4734 0,4770 0,4806 0,4841 70° [2,7475 2,7725 2,7980 2,8239 2,8502 2,8770
26 [0,4877 0,4913 0,4950 0,4986 0,5022 0,5059 71 [2,9042 29319 29600 2,9887 3,0178 3,0475
27 [0,5095 0,5132 0,5169 0,5206 0,5243 0,5280 72 [8,0777 3,1084 3,1397 3,1716 3,2041 32371
28 [0,5317 0,5354 0,5392 0,5430 0,5467 0,5505 73 [3,2709 33052 3,3402 3,3759 3,4124 34495
29 [0,5543 0,5581 0,5619 0,5658 0,5696 0,5735 74 [3,4874 35261 35656 3,6059 3,6470 3,6891
30° |0, 5774 0,5812 0,5851 0,5890 0,5930 0,5969 75°(8,7321 83,7760 3,8208 3,8667 39136 39617
31 |0,6009 0,6048 0,6088 0,6128 0,6168 0,6208 76 |4,0108 4,0611 4,1126 4,1653 4,2193 4,2747
32 [0,6249 0,6289 0,6330 0,6371 0,6412 0,6453 77 |4,3315 4,3897 4,4494 45107 4,5736 4,6382
33 [0,6494 0,6536 0,6577 0,6619 0,6661 0,6703 78 |4,7046 4,7729 4,8430 4,9152 49894 50658
34 |0,6745 0,6787 0,6830 0,6873 0,6916 0,6959 79 |5,1446 52257 5,3093 53955 54845 55764
35° [0, 7002 0,7046 0,7089 0,7133 0,7177 0,7221 80° |5,6713 5,7694 58708 59758 6,0844 6,1970
36 |0,7265 0,7310 0,7355 0,7400 0,7445 0,7490 81 |6,3138 6,4348 6,5606 66912 68269 6,9682
37 10,7536 0,7581 0,7627 0,7673 0,7720 0,7766 82 |7,1154 17,2687 17,4287 75958 7,7704 17,9530
38 |0,7813 0,7860 0,7907 0,7954 0,8002 0,8050 83 |8,1443 8,3450 85555 87769 9,0098 9,2553
39 |0,8098 0,8146 0,8195 0,8243 0,8292 0,8342 84 |9,5144 9,7882 10,078 10,385 10,712 11,059
40° 10,8391 0,8441 0,8491 0,8541 0,8591 0,8642 85° |11,430 11,826 12,251 12,706 13,197 13,727
41 [0,8693 0,8744 0,8796 0,8847 0,8899 0,8952 86 14,301 14,924 15,605 16,350 17,169 18,075
42 10,9004 0,9057 0,9110 0,9163 0,9217 0,9271 87 19,081 20,206 21,470 22,904 24,542 26 432
43 10,9325 0,9380 0,9435 0,9490 0,9545 0,9601 88 28,636 31,242 34,368 38,188 42,964 49,104
44 10,9657 0,9713 0,9770 0,9827 0,9884 0,9942 89 (57,290 68,750 85,940 114,59 171,89 343177
45° |1,0000 1,0058 1,0117 1,0176 1,0235 1,0295 90°| =




Conversao de Radianos para
Graus, Minutos e Segundos
ou Fracoes de Graus

Radianos Graus Min  Seg di”g‘::ﬁs

1 57° 17 448" 57,2958°

2 114° 35" 29,6” 114,5916°

3 171° 53" 14,4 171,8873°

4 229° 10" 59,2” 229,1831°

5 286° 28’ 44,0 286,4789°

6 343° 46’ 28,8 343,7747°

7 401° 4 13,6” 401,07056°

8 458° 21’ 58,4 458,3662°

9 515° 39’ 43,3 515,6620°

10 572° 57" 281" 572,9578°
0,1 5° 43" 46,56”
0,2 11° 27" 330"
0,3 17° 117 194"
0,4 22° 55 5,9
0,5 28° 38 524"
0,6 34° 22’ 389"
0,7 40° 6 254"
0,8 45° 50’ 11,8”
0,9 61° 33" 583"
0,01 0° 84’ 226"
0,02 1° 8 45,3”
0,03 1° 43 79"
0,04 2° 17 380,6"
0,05 2° 51’ 532"
0,06 3° 26’ 159"
0,07 4° 0 385"
0,08 4° 35’ 1,2
0,09 5° 9’ 238"
0,001 0° 3’ 26,3”
0,002 0° 6’ 525"
0,003 0° 10’ 188"
0,004 0° 13" 451"
0,006 0° 17 113"
0,006 0° 20 376"
0,007 0° 24/ 3,9”
0,008 0° 27 30,1”
0,009 0° 380' 564"
0,0001 0° 0 20,6”
0,0002 0° 0o 413"
0,0003 0° v 1,9”
0, 0004 0° 17 225"
0,0005 0° U 431"
0,0006 0° 2’ 3,8"”
0,0007 0° 2 2447
0,0008 0° 2’ 450"
0,0009 0° g 5,6




Conversao de Graus, Minutos
e Segundos para Radianos

Graus Radianos
1° 0,0174533
2° 0,0349066
3° 0,0523599
4° 0,0698132
5° 0,0872665
6° 0,1047198
7° 0,1221730
8¢ 0,1396263
9° 0,1570796
10° 0,1745329
Minutos Radianos
1’ 0,00029089
2’ 0,00058178
3 0,00087266
4 0,00116355
5’ 0,00145444
6’ 0,00174533
Vi 0,00203622
8’ 0,00232711
9’ 0,00261800
10’ 0,00290888
Segundos Radianos
1” 0,0000048481
2" 0,0000096963
8" 0,0000145444
4" 0,0000193925
5" 0,0000242407
6" 0,0000290888
(i 0,0000339370
8 0,0000387851
9" 0,0000436332
10" 0,0000484814




Logaritmos Naturais ou Neperianos

log,x ouln x

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10| 0,00000 0,00995 0,01980 0,02956 0,03922 0,04879 0,05827 0,06766 0,07696 0,08618
L1] 0,09531 0,10436 0,11333 0,12222 0,13103 0,13976 0,14842 0,15700 0,16551 0,17395
1,2 0,18232 0,19062 0,19885 0,20701 0,21511 0,22314 0,23111 0,23902 0,24686 0,25464
1,3 | 0,26236 0,27003 0,27763 0,28518 0,29267 0,30010 0,30748 0,31481 0,32208 0,32930
1,4 0,33647 0,34359 0,35066 0,35767 0,36464 0,37156 0,37844 0,38526 0,39204 0,39878

1,5 | 0,40547 0,41211 0,41871 0,42527 0,43178 0,43825 0,44469 0,45108 0,45742 0,46373
1,6 | 0,47000 0,47623 0,48243 0,48858 0,49470 0,50078 0,50682 0,51282 0,51879 0,52473
1,7 0,63063 0,53649 0,54232 0,54812 0,55389 0,55962 0,56531 0,67098 0,57661 0,58222
1,8 0,58779 0,59333 0,59884 0,60432 0,60977 0,61519 0,62058 0,62594 0,63127 0,63658
1,9 ] 0,6418 0,64710 0,65233 0,65752 0,66269 0,66783 0,67294 0,67803 0,68310 0,68813

2,0 | 0,69315 0,69813 0,70310 0,70804 0,71295 0,71784 0,72271 0,72765 0,73237 0,73716
2,1 | 0,74194 0,74669 0,75142 0,75612 0,76081 0,76547 0,77011 0,77473 0,77932 0,78390
2,2 | 0,78846 0,79299 0,79751 0,80200 0,80648 0,81093 0,81536 0,81978 0,82418 0,82855
2,3 | 083291 0,83725 0,84157 0,84587 0,85015 0,85442 0,85866 0,86289  0,86710 0,87129
2,4 | 087547 0,87963 0,88377 0,88789  0,89200 0,89609 0,90016 0,90422 0,90826 0,91228

2,5 | 0,91629 0,92028 0,92426 0,92822  0,93216 0,93609 0,94001  0,94391  0,94779 0,95166
2,6 | 0,95551 0,95935 0,96317 0,96698 0,97078 0,97456 0,97833  0,98208 0,98582  0,98954
2,7 | 0,99325 0,99695 1,00068 1,00430 1,00796 1,01160 1,01523 1,01885  1,02245 102604
2,8 | 1,02962 1,03318 1,03674 1,04028 1,04380 1,04732 1,05082 1,05431 1,05779 106126
2,9 | 1,06471 1,06815 1,07158 1,07500 1,07841 1,08181 1,08519 1,08856 1,09192  1,09527

3,0 | 1,09861 1,10194 1,10526 1,10856 1,11186 1,11514 1,11841 1,12168 1,12493 112817
3,1 | 1,13140 1,13462 1,13783  1,14103 1,14422 1,14740 1,15057 1,15373 1,15688 1,16002
3,2 | 1,16315 1,16627 1,16938 1,17248 1,17557 1,17865 1,18173 1,18479  1,18784  1,19089
3,3 | 1,19392 1,19695 1,19996 1,20297 1,20597 1,20896 1,21194  1,21491  1,21788  1,22083
3.4 | 1,22378 1,22671  1,22964  1,23256  1,23547 1,23837  1,24127  1,24415  1,24703  1,24990

35 | L,25276 1,25562 1,26846  1,26130 1,26413 1,26695 1,26976  1,27257 127536  1,27815
3,6 | 1,28093 1,28371  1,28647  1,28923  1,29198 1,29473 1,29746 1,30019  1,30291  1,30563
3,7 | 1,30833 1,31108 1,31872 1,31641  1,31909 1,32176 1,32442  1,32708 1,32972  1,33237
3.8 | 1,33500 1,33763 1,34025 1,34286  1,34547 1,34807 1,35067 1,35325 1,35584  1,35841
3,9 | 1,36098 1,36354 1,36609 1,36864  1,37118 1,37372 1,37624 1,37877 1,38128  1,38379

4,0 | 1,38629 1,38879 1,39128 1,39377 1,39624 1,39872 1,40118 1,40364 1,40610  1,40854
41 | 1,41099 1,41342 141585 1,41828 1,42070 1,42311 1,42552 142792 143031  1,43270
4,2 | 1,43508 1,43746 143984 144220 144456 144692 1,44927 145161 145395 1,45629
4,3 | 1,45862 1,46004 146326 146557 146787 147018 1,47247 147476 147705 1,47933
44 | 1,48160 148387 1,48614 1,48840 1,49065 149290 1,49515 149739 1,49962 1,50185

45 | 150408 1,50630 1,50851 151072 151293 151513 1,51732 1,51951 152170 1,52388
46 | 1,52606 1,52823 1,53039 153256 153471 153687 153902 1,54116 154330 1,54543
47 | 1,54756  1,54969 155181 155393 1,55604 155814 1,56025 1,56235 156444  1,56653
48 | 1,56862 1,57070 1,57277 1,57485 157691 157898 1,58104 1,58309 158515  1,58719
49 | 1,58924 159127 1,59331 1,59534 169737 159939 1,60141 160342 1,60543 1,60744

In 10=2,30259 41n10=9,21034 7In10=16,11810
21n 10=4,60517 5In10=11,51293 81n 10=18,42068
3In10=6,90776 61n10=13,81551 91n 10=20,72327



x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5,0 1,60944 1,61144 1,61343 161542 1,61741 1,61939 1,62137 1,62334 1,62531 1,62728
51 1,62924 1,63120 1,63315 1,63511 1,63705 1,63900 1,64094  1,64287 164481 1,64673
5,2 1,64866  1,65058  1,656250 165441 1,65632  1,65823 1,66013 1,66203 1,66393 1,66582
5,3 1,66771 1,66959 1,67147 1.67335 1,67523 1,67710 1,67896 1,68083 1,68269 1,68455
5,4 1,68640 1,68825 1,69010 169194 1,69378 1,69562 169746 1,69928 170111 1,70293
5,5 1,70475 1,70656 1,70838 1,71019 1,71199 1,71380 1,71560 1,71740 1,71919 1,72098
5,6 1,72277  1,724556  1,72633  1,72811 1,72988 1,73166  1,73342 1,73619 173695  1,73871
5,7 1,74047  1,74222  1,74397 1,74572 1,74746  1,74920 1,75094  1,76267 1,756440 1,756613
5,8 1,75786  1,75958 1,76130 1,76302 1,76473 1,76644 1,76815 1,76985 1771566 1,77326
5,9 1,77495 1,77665 1,77834 1,78002 1,78171 1,78339 1,78507 1,78675 1,78842 1,79009
6,0 1,79176  1,79342 1,79509 1,79675 1,79840 180006 180171 1,80336 1,80500 1,80665
6,1 1,80829 1,80993 1,81156 1,81319 1,81482 181645 181808 181970 1,82132 1,82294
6,2 1,82455 1,82616  1,82777 1,82938 1,83098 1,83258 1,83418 183578 1,83737 1,83896
6,3 1,84055 1,84214 1,84372 1,84530 1,84688 1,84845 185003 185160 185317 1,85473
6,4 1,85630 1.85786 1,85942 186097 1,86253 1,86408 186563 186718 186872 187026
6,5 187180 1,87334 1,87487 1,87641 1,87794 1,87947 188099 1,88251 1,88403 1,88555
6,6 1,88707 1,88858  1.89010 1,89160 1,89311 1,89462 189612 1,89762 189912 190061
6,7 1,90211  1,90360 1,90509 1,90658 1,90806  1,90954 191102 1,912560 1,91398 1,91545
6.8 1,91692 1,91839 1,91986 1,92132 1,92279  1,92425 192571 1,92716 192862  1,93007
6,9 1,93152 1,93297 1,93442 1,93586  1,93730  1,93874 194018 194162 1,94305  1,94448
7,0 1,94591  1,94734 1,94876 1,95019 1,95161  1,95303 1,95445 1,955686  1,95727  1,95869
7,1 1,96009 196150 196291 1,96431 196571 196711 196851 196991 1,97130 197269
7.2 1,97408 197547 197685 1,97824 197962 1,98100 198238 198376 198513 198650
73 1,98787 198924 1,99061 1,99198 1,99334 1,99470 199606 199742 199877 200013
7.4 2,00148 200283 200418 2,00553 2,00687 2,00821 200956 201089 201223 2013567
7,5 2,01490 201624 201757 2,01890 202022 202155 202287 202419 2,02551 202683
7,6 2,02815 2,02946 2,03078 2,03209 2,03340 203471 203601 2.03732 2,03862 2,03992
77 2,04122 2,04252 2,04381 2,04511 2,04640 2,04769 204898 205027 2.05166 2,05284
7.8 2,05412 2,05540 2,05668 2,05796 2,05924 206051 206179 2.06306 2.06433 206560
7,9 2,06686 2,06813 206939 207065 2,07191 207317 207443 207568 207694 2,07819
8,0 2,07944 2,08069 208194 2,08318 2,08443 208567 208691 208815 2.08939  2,09063
81 2,09186 209310 209433 2,095566 2,09679 209802 209924 210047 2.10169  2,10291
8,2 2,10413 2,10535 2,10657 2,10779 2,10900 211021 211142 211263 211384 2,11505
83 2,11626 211746 211366 2,11986 212106 2,12226 212346 212465 2,12585 2,12704
84 212823 2712942 2,13061 2,13180 2,13298 213417 213535 2.13663 2.13771  2,13889
8,5 2,14007 214124 214242 214359 214476  2,14593 214710 214827 214943  2,15060
8,6 2,15176  2,15292 2,15409 2,15524 2,15640 2,15756 215871 215987 2.16102  2,16217
8,7 2,16332 216447 216562 2,16677 2,16791 216905 217020 217134 217248 2,17361
8,8 217475 2,17589 217702 2,17816 2,17929  2,18042 218155 218267 2,18380  2,18493
8,9 2,18605 2,18717 218830 2,18942 2,19054  2,19165 219277 2.19389  2.19500 2,19611
9,0 219722 219834 2,19944 2,200656 220166 220276 2.20387 220497 220607  2,20717
9,1 220827 2,20937 2,21047 221157 2,21266 221375 221485 221594 221703 2,21812
9,2 221920 222029 222138 2,22246 2,22354 222462 222570 222678 222786 2,22894
9,3 223001 223109 2,23216 2,23324 2,23431 223538 223645 2.23751 223868 2,23965
9,4 224071 224177 2,24284 2,24390 224496 224601  2,24707 224813 224918 225024
9,6 225129 225234 225339 225444 2,25549 225654 2,25769  2,26863  2,26968  2,26072
9,6 226176 2,26280 226384 226488 2,26592 226696 2,26799  2,26903  2,27006  2,27109
9,7 227213 227316 227419 227621 227624 227727 2,27829 227932 2,28034 228136
9,8 228238 228340 228442 228544 2,28646 228747 228849  2,28950 2,29051  2,29152
9,9 229253 220354 220455 229556  2,29657  2,29757 2,29858  2,29958  2,30058  2,30158




Funcdo Exponencial Crescente ¢

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 1,0000 1,0101 1,0202 1,0305 1,0408 1,0513 1,0618 1,0725 1,0833 1,0042
0,1 1,1052 1,1163 1,1275 1,1388 1,1503 1,1618 1,1735 1,1853 1,1972 1,2092
0,2 1,2214 1,2337 1,2461 1,2586 1,2712 1,2840 1,2969 1,3100 1,3231 1,3364
0,3 1,3499 1,3634 1,3771 1,3910 1.,4049 1,4191 1,4333 1,4477 1,4623 1,4770
0,4 1,4918 1,5068 1,5220 1,6373 1,5527 1,5683 1,5841 1,6000 1,6161 1,6323
0,5 | 1,6487 1,6653 1,6820 1,6989 1,7160 1,7333 1,7507 1,7683 1,7860 1,8040
0.6 1,8221 1,8404 1,8589 1,8776 1,8965 1,9155 1,9348 1,9542 1,9739 1,9937
0,7 2,0138 2,0340 2,0544 2,0751 2,0959 2,1170 2,1383 2,1598 2,1815 2,2034
0,8 2,2255 2,2479 2,2705 2,2933 2,3164 2,3396 2,3632 2,3869 2,4109 2,4351
0,9 2,4596 2,4843 2,5093 2,5345 2,5600 2,5857 2,6117 2,6379 2,6645 2,6912
1,0 2,7183 2,7456 2,7732 2,8011 2,8292 2,8577 2,8864 2,9154 2,9447 2,9743
1,1 3,0042 3,0344 3,0649 3,0957 3,1268 3,1582 3,1899 3,2220 3,2544 3,287
1.2 3.,3201 3,3535 3,3872 3.4212 3,4556 3,4903 3,5254 3,6609 3,5966 3,6328
1.3 3,6693 3,7062 3,7434 3,7810 3.8190 3,8574 3,8962 3,9354 3,9749 4,0149
14 4,0552 4,0960 4,1371 4,1787 4,2207 4,2631 4,3060 4,3492 4,3929 4,4371
1,5 | 44817 4,5267 4,5722 4,6182 4,6646 4,7115 4,7588 4,8066 4,8550 4,9037
1,6 | 49530 5,0028 5,05631 5,1039 5,15562 5,2070 5,2593 5,3122 5,3656 5,4195
1.7 5,4739 5,5290 5,6845 5,6407 5,6973 5,7546 5,8124 5,8709 5,9299 5,9895
1.8 6,0496 6,1104 6,1719 6,2339 6,2965 6,3598 6,4237 6,4883 6,55635 6,6194
1.9 6,6859 6,7531 6,8210 6,8895 6,9588 7,0287 7,0993 7,1707 7,2427 7.3155
2,0 7,3891 7,4633 7,5383 7,6141 7,6906 7,7679 7,8460 7,9248 8,0045 8,0849
2.1 8,1662 8,2482 8,3311 8,4149 8,4994 8,56849 8,6711 8,7583 8,8463 8,9352
2.2 9,0250 9,1157 9,2073 9,2999 9,3933 9,4877 9,56831 9,6794 9,7T767 9,8749
2,3 | 99742 10,074 10,176 10,278 10,381 10,486 10,591 10,697 10,805 10,913
2.4 11,023 11,134 11,246 11,359 11,473 11,588 11,705 11,822 11,941 12,061
2,5 12,182 12,305 12,429 12,554 12,680 12,807 12,936 13,066 13,197 13,330
2.6 13,464 13,599 13,736 13.874 14,013 14,154 14,296 14,440 14,585 14,732
2,7 14,880 15,029 15,180 15,333 15,487 15,643 15,800 15,959 16,119 16,281
2,8 16,445 16,610 16,777 16,945 17,116 17,288 17,462 17,637 17,814 17,993
2,9 18,174 18,357 18,541 18,728 18,916 19,106 19,298 19,492 19.688 19,886
3,0 20,086 20,287 20,491 20,697 20,905 21,115 21,328 21,542 21,758 21,977
31 22,198 22 421 22,646 22,874 23,104 23,336 23,671 23,807 24,047 24,288
3.2 24,533 24,779 25,028 25,280 25,534 25,790 26,050 26,311 26,576 26,843
3.3 27,113 27,385 27,660 27,938 28,219 28,503 28,789 29,079 29,371 29,666
3.4 29,964 30,265 30,569 30,877 31,187 31,500 31,817 32,137 32,460 32,786
3.6 33,115 33,448 33,784 34,124 34,467 34,813 35,163 35,517 35,874 36,234
3,6 36,598 36,966 37,338 37,7113 38,092 38,475 38,861 39,252 39,646 40,045
3,7 40,447 40,854 41,264 41,679 42,098 42,521 42,948 43,380 43,816 44,256
3.8 44,701 45,150 45,604 46,063 46,5625 46,993 47,465 47,942 48,424 48,911
3,9 49,402 49,899 50,400 50,907 51,419 51,935 52,457 52,985 53,517 54,065
4,0 54,598 60,340 66,686 73,700 81,451 90,017 99,484 109,95 121,51 134,29
5,0 148,41 164,02 181,27 200,34 221,41 244,69 270,43 298,87 330,30 365,04
6,0 403,43 445,86 492,75 544,57 601,85 665,14 735,10 812,41 897,85 992,27
7,0 1096,6 1212,0 1339.4 1480,3 1636,0 1808,0 1998,2 2208,3 2440,6 2697,3
8,0 2981.,0 32945 36410 4023.9 44471 4914,8 5431,7 6002.,9 6634,2 7332,0
9,0 81031 89553 9897,1 10938 12088 13360 14765 16318 18034 19930

10,0 22026




Funcdo Exponencial Decrescente ¢

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
1,1
1,2
1,3

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0

2,2
2,3
2,4

2,5
2,6
2,7
2,8

3,0
31
3.2
33
3,4

3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

1,00000 0,99005 0,98020 0,97045 0,96079 0,95123 0,94176 0,93239 0,92312 0,91393
0,90484 0,89583 0,88692 0,87810 0,86936 0,86071 0,85214 0,84366 0,83527 0,82696
0,81873 0,81058 0,80252 0,79453 0,78663 0,77880 0,77105 0,76338 0,75578 0,74826
0,74082 0,73345 0,72615 0,71892 0,71177 0,70469 0,69768 0,69073 0,68386 0,67706
0,67032 0,66365 0,65705 0,65051 0,64404 0,63763 0,63128 0,62500 0,61878 0,61263

0,60653 0,60050 0,59452 0,58860 0,58275 0,57695 0,57121 0,56553 0,55990 0,55433
0,54881 0,54335 0,63794 0,53259 0,52729 0,52205 0,51685 0,51171 0,50662 0,50158
0,49659 0,49164 0,48675 0,48191 0,47711 0,47237 0,46767 0,46301 0,45841 0,45384
0,44933 0,44486 0,44043 0,43605 0,43171 0,42741 0,42316 0,41895 0,41478 0,41066
0,40657 0,40252 0,39852 0,39455 0,39063 0,38674 0,38289 0,37908 0,37531 0,37158

0,36788 0,36422 0,36060 0,35701 0,35345 0,34994 0,34646 0,34301 0,33960 0,33622
0,33287 0,32956 0,32628 0,32303 0,31982 0,31664 0,31349 0,31037 0,30728 0,30422
0,30119 0,29820 0,29523 0,29229 0,28938 0,28650 0,28365 0,28083 0,27804 0,27527
027253 0,26982 0,26714 0,26448 0,26185 0,25924 0,25666 0,25411 0,25158 0,24908
0,24660 0,24414 0,24171 0,23931 0,23693 0,23457 0,23224 0,22993 0,22764 0,22537

0,22313 0,22091 0,2187t 0,21654 0,21438 0,21225 0,21014 0,20805 0,20598 0,20393
0,20190 0,19989 0,19790 0,19593 0,19398 0,19205 0,19014 0,18825 0,18637 0,18452
0,18268 0,18087 0,17907 0,17728 0,17552 0,17377 0,17204 0,17033 0,16864 0,16696
0,16530 0,16365 0,16203 0,16041 0,15882 0,15724 0,15567 0,15412 0,15259 0,15107
0,14957 0,14808 0,14661 0,14515 0,14370 0,14227 0,14086 0,13946 0,13807 0,13670

0,13534 0,13399 0,13266 0,13134 0,13003 0,12873 0,12745 0,12619 0,12493 0,12369
0,12246 0,12124 0,12008 0,11884 0,11765 0,11648 0,11533 0,11418 0,11304 0,11192
0,11080 0,10970 0,10861 0,107563 0,10646 0,10540 0,10435 0,10331 0,10228 0,10127
0,10026 0,09926 0,09827 0,09730 0,09633 0,09537 0,09442 0,09348 0,09255 0,09163
0,09072 0,08982 0,08892 0,08804 0,08716 0,08629 0,08543 0,08458 0,08374 0,08291

0,08208 0,08127 0,08046 0,07966 0,07887 0,07808 0,07730 0,07654 0,07577 0,07502
0,07427 0,07353 0,07280 0,07208 0,07136 0,07065 0,06995 0,06925 0,06856 0,06788
006721 0,06654 0,06587 0,06522 0,06457 0,06393 0,06329 0,06266 0,06204 0,06142
0,06081 0,06020 0,05961 0,05901 0,05843 0,05784 0,05727 0,05670 0,05613 0,05558
0,05502 0,05448 0,05393 0,05340 0,05287 0,05234 0,05182 0,05130 0,05079 0,05029

0,04979 0,04929 0,04880 0,04832 0,04783 0,04736 0,04689 0,04642 0,04596 0,04550
0,04505 0,04460 0,04416 0,04372 0,04328 0,04285 0,04243 0,04200 0,04159 0,04117
0,04076 0,04036 0,03996 0,03956 0,03916 0,03877 0,03839 0,03801 0,03763 0,03725
0,03688 0,03652 0,03615 0,03579 0,03544 0,03508 0,03474 0,03439 0,03405 0,03371
0,03337 0,03304 0,03271 0,032389 0,03206 0,03175 0,03143 0,03112 0,03081 0,03050

0,03020 0,02990 0,02960 0,02930 0,02901 0,02872 0,02844 0,02816 0,02788 0,02760
0,02732 0,02705 0,02678 0,02652 0,02625 0,02599 0,02573 0,02548 0,02522 0,02497
0,02472 0,02448 0,02423 0,02399 0,02375 0,02352 0,02328 0,02305 0,02282 0,02260
0,02237 0,02215 0,02193 0,02171 0,02149 0,02128 0,02107 0,02086 0,02065 0,02045
0,02024 0,02004 0,01984 0,01964 0,01945 0,01925 0,01906 0,01887 0,01869 0,01850

4,0
5,0

7,0
8,0
9,0
10,0

0,018316 0,016573 0,014996 0,013569 0,012277 0,011109 0,010052 0,0290953 0,0282297 0,0274466
0,0267379 0,0260967 0,0255166 0,0249916 0,0245166 0,0240868 0,0236979 0,0233460 0,0230276 0,0227394
0,0224788 0,0222429 0,0220294 0,0218363 0,0216616 0,0215034 0,0213604 0,0212309 0,0211138 0,0210078
0,0391188 0,0382510 0,0374659 0,0367554 0,0361125 0,0355308 0,0350045 0,0345283 0,0°40973 0,0337074
0,0333546 0,0230354 0,0327465 0,0324852 0,0322487 0,0320347 0,0%18411 0,0316659 0,0%15073 0,0313639
0,0312841 0,0311167 0,0310104 0,0491424 0,0482724 0,0474852 0,0467729 0,0461283 0,0*55452 0,0#50175

0,0%45400




Integrais Exponencial,
Seno e Cosseno

xsenu cosu

. e ! . . =
Ei(x) = j “—du, Si(x)= jo du, Ci(x)= j —du
x Ei(x) Si(x) Ci(x)
0,0 o 0,0000 0
0,5 0,5598 0,4931 0,1778
1,0 0,2194 0,9461 —0,3374
1,5 0,1000 1,3247 —0,4704
2,0 0,04890 1,6054 -0,4230
2,5 0,02491 1,7785 —0,2859
3,0 0,01305 1,8487 -0,1196
3,6 0,026970 1,8331 0,0321
4,0 0,023779 1,7582 0,1410
4,5 0,022073 1,6541 0,1935
5,0 0,021148 1,5499 0,1900
5,5 0,036409 1,4687 0,1421
6,0 0,033601 1,4247 0,0681
6,5 0,032034 1,4218 -0,0111
7,0 0,031155 1,4546 -0,0767
7.5 0,046583 1,5107 -0,1156
8,0 0,043767 1,5742 -0,1224
8,5 0,042162 1,6296 -0,09943
9,0 0,041245 1,6650 -0,05535
9,5 0,057185 1,6745 —-0,022678
10,0 0,054157 1,6583 -0,04546




Secao lI: Fatorial, Funcao Gama e Coeficientes Binomiais

Fatorial de n

n!=1¢2.3«..c.n
n n! n n! n n!
0{ 1 (por definigao) 40 | 8,15915 X 1047 80 | 7,15695 x 10118
11 41 | 3,34525 X 10% 81 | 5,79713 X 10120
2|2 42 | 1,40501 X 103 82 | 4,75364 X 10122
3{e6 43 | 6,04153 X 1052 83 | 3,94552 X 10124
4| 24 44 | 2,65827 X 105 84 | 3,31424 X 10126
5| 120 45 | 1,19622 X 1056 85 | 2,81710 X 10128
6 | 720 46 | 5,50262 X 1057 86 | 2,42271 X 10130
7 | 5040 47 | 2,58623 x 1059 87 | 2,10776 X 1012
8 | 40.320 48 | 1,24139 X 1081 88 | 1,85483 X 1013
9 | 362.880 49 | 6,08282 X 1062 89 | 1,65080 X 10138
10 | 3.628.800 50 | 3,04141 X 1064 90 | 1,48572 X 10138
11 | 39.916.800 51 | 1,55112 X 1088 91 | 1,35200 X 10140
12 | 479.001.600 52 | 8,06582 X 1087 92 | 1,24384 X 10142
13 | 6.227.020.800 53 | 4,27488 x 1088 93 | 1,15677 X 10144
14 | 87.178.291.200 54 | 2,30844 X 1071 94 | 1,08737 X 1046
15 { 1.307.674.368.000 55 | 1,26964 x 1073 95 | 1,03300 X 10148
16 | 20.922.789.888.000 56 | 7,10999 X 1074 96 | 9,91678 X 10149
17 | 355.687.428.096.000 57 | 4,05269 X 107 97 | 9,61928 X 105
18 | 6.402.373.705.728.000 58 | 2,35056 X 1078 98 | 9,42689 X 10153
19 | 121.645.100.408.832.000 59 | 1,38683 X 1080 99 | 9,33262 X 10155
20 | 2.432.902.008.176.640.000 60 | 8,32099 x 1081 100 | 9,33262 X 10157
21 | 51.090.942.171.709.440.000 61 | 5,07580 X 1083
22 | 1.124.000.727.777.607.680.000 62 | 8,14700 X 10%
23 | 25.852.016.738.884.976.640.000 63 | 1,98261 X 1087
24 | 620.448.401.733.239.439.360.000 64 | 1,26887 X 1089
25 | 15.511.210.043,330.985.984,000.000 65 | 8,24765 X 109
26 | 403.291.461.126.605.635,584,000,000 66 | 5,44345 X 1092
27 | 10.888.869.450.418.352,160,768.000,000 67 | 3,64711 X 10%
28 | 304.888.344.611.713.860.501.504.000.000 68 | 248004 X 10%
29 | 8.841.761.993.739.701.954.543.616.000.000 69 | 1,71122 X 1098
30 | 265.252.859.812.191.058.636.308.480.000.000
70 | 1,19786 X 10100
31 | 822284 x 1033 71 | 850479 X 10101
32 | 2,63131 X 10% 72 | 6,12345 X 10108
33 | 8,68332 x 1038 73 | 4,47012 X 10195
34 | 2,95233 X 1038 74 | 3,30789 X 10107
35 | 1,03331 > 104 75 | 2,48091 X 10199
36 | 3,71993 X 104 76 | 1,88549 X 1011
37 | 1,37638 X 1043 77 | 1,45183 X 10113
38 | 5,23023 X 104 78 | 1,13243 X 10115
39 | 2,03979 x 1046 79 | 8,94618 X 10116




Funcao Gama

I'x)= Jj tle~'dt

para 1=x=2

[Para outros valores, use a formula I'(x + 1) = x T'(x)]

x T(x)
1,00 1,00000
1,01 0,99433
1,02 0,98884
1,03 0,98355
1,04 0,97844
1,05 0,97350
1,06 0,96874
1,07 0,96415
1,08 0,95973
1,09 0,95546
1,10 0,95135
1,11 0,94740
1,12 0,94359
1,13 0,93993
1,14 0,93642
1,15 0,93304
1,16 0,92980
1,17 0,92670
1,18 0,92373
1,19 0,92089
1,20 0,91817
1,21 0,91558
1,22 0,91311
1,23 0,91075
1,24 0,90852
1,25 0,90640
1,26 0,90440
1,27 0,90250
1,28 0,90072
1,29 0,89904
1,30 0,89747
1,31 0,89600
1,32 0,89464
1,33 0,89338
1,34 0,89222
1,35 0,89115
1,36 0,89018
1,37 0,88931
1,38 0,88854
1,39 0,88785
1,40 0,88726
1,41 0,88676
1,42 0,88636
1,43 0,88604
1,44 0,88581
1,45 0,88566
1,46 0,88560
1,47 0,88563
1,48 0,88575
1,49 0,88595
1,50 0,88623

T(x)

1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59

1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69

1,70
1,71
1,72
1,78
1,74
1,75
1,76
1,71
1,78
1,79

1,80
1,81
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89

1,90
1,91
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99

2,00

0,88623
0,88659
0,88704
0,88757
0,88818
0,88887
0,88964
0,89049
0,89142
0,89243

0,89352
0,89468
0,89592
0,89724
0,89864
0,90012
0,90167
0,90330
0,90500
0,90678

0,90864
0,91057
0,91258
0,91467
0,91683
0,91906
0,92137
0,92376
0,92623
0,92877

0,93138
0,93408
0,93685
0,93969
0,94261
0,94561
0,94869
0,95184
0,95507
0,95838

0,96177
0,96523
0,96877
0,97240
0,97610
0,97988
0,98374
0,98768
0,99171
0,99581

1,00000




Coeficientes Binomiais

n\ n! _nn=1--(n-k+1) ( n 0l=1
k)" kl(n—k)! "~ k! “\n-k) T

Observe que cada ndmero € a soma de dois nimeros na linha acima; um destes nimeros estd na mesma coluna e o outro
na coluna precedente [por exemplo, 56 = 21 + 35]. Este arranjo € chamado de Tridngulo de Pascal [ver 3.6, p. 18].

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10
11 1 11 55 165 330 462 462 330 165 55
12 1 12 66 220 495 792 924 792 495 220
13 1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715
14 1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002
15 1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005
16 1 16 120 6560 1820 4368 8008 11440 12870 11440
17 1 17 136 680 2380 6188 12376 19448 24310 24310
18 1 18 153 816 3060 8568 18564 31824 43758 48620
19 1 19 171 969 3876 11628 27132 50388 75582 92378
20 1 20 190 1140 4845 15504 38760 77520 125970 167960
21 1 21 210 1330 5985 20349 54264 116280 203490 293930
22 1 22 231 1540 7315 26334 74613 170544 319770 497420
23 1 23 253 1771 8855 33649 100947 245157 490314 817190
24 1 24 276 2024 10626 42504 134596 346104 735471 1307504
25 1 25 300 2300 12650 53130 177100 480700 1081575 2042975
26 1 26 325 2600 14950 65780 230230 657800 1562275 3124550
27 1 27 351 2925 17550 80730 296010 888030 2220075 4686825
28 1 28 378 3276 20475 98280 376740 1184040 3108105 6906900
29 1 29 406 3654 23751 118755 475020 1560780 4292145 10015005
30 1 30 435 4060 27405 142506 593775 2035800 5862925 14307150




WT»—— Tasess

" Je 10 i1 12 13 14 15

10 1

11 11 1

12 66 12 1

13 286 78 13 1

14 1001 364 91 14 1

15 3003 1365 455 105 15 1
16 8008 4368 1820 560 120 16
17 19448 12376 6188 2380 680 136
18 43758 31824 18564 8568 3060 816
19 92378 75582 50388 27132 11628 3876
20 184756 167960 125970 77520 38760 165504
21 352716 352716 293930 203490 116280 54264
22 646646 705432 646646 497420 319770 170544
23 1144066 1352078 1352078 1144066 817190 490314
24 1961256 2496144 2704156 2496144 1961256 1307504
25 3268760 4457400 5200300 5200300 4457400 3268760
26 5311735 7726160 9657700 10400600 9657700 7726160
27 8436285 13037895 17383860 20058300 20058300 17383860
28 13123110 21474180 30421755 37442160 40116600 37442160
29 20030010 34597290 51895935 67863915 77558760 77558760
30 30045015 54627300 86493225 119759850 145422675 155117520

Para k > 15, use o fato de que(

k

gL

)




Secao lll: Fungbes de Bessel

Funcoes de Bessel J,(x)

14

z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. 1,0000  0,9975  0,9900  0,9776  0,9604  0,9385  0,9120  0,8812  0,8463  0,8075
1. | o0,7652  0,7196  0,6711  0,6201 0,5669 0,5118  0,4554  0,3980  0,3400  0,2818
2. 0,2239 0,1666  0,1104 0,0555 0,0025 -0,0484 -0,0968 -0,1424 -0,1850 —0,2243
3. | -0,2601 -0,2921 -0,3202 -0,3443 -0,3643 -0,3801 -0,3918 —0,3992 -0,4026 —0,4018
4. | -0,3971 -0,3887 -0,3766 -0,3610 —0,3423 -0,3205 -0,2961 —0,2693 -0,2404 -0,2097
6. | -0,1776 -0,1443 -0,1103 -0,0758 -0,0412 -0,0068 0,0270 0,0599 0,0917 0,1220
6. | 01506 0,1773  0,2017  0,2238  0,2433 0,2601 0,2740  0,2851 0,2931 0,2981
7. 0,3001 0,2991 0,2951 0,2882  0,2786 0,2663  0,2516  0,2346  0,2154 0,1944
8. 01717  0,1475  0,1222  0,0960  0,0692 0,0419  0,0146 —0,0125 -0,0392 —0,0653
9. | -0,0908 -0,1142 -0,1367 -0,1577 -0,1768 -0,1939 -0,2090 -0,2218 —0,2323 -0,2403

Funcoes de Bessel J,(x
¢ 1(X)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. | 0,0000 00499  0,0995 0,1483  0,1960 0,2423  0,2867  0,3290  0,3688  0,4059
1. | 0,4401 0,4709  0,4983  0,5220  0,5419 0,5579  0,5699  0,5778  0,6815  0,56812
2, | 05767 05683  0,5560  0,5399 0,5202  0,4971 0,4708  0,4416  0,4097  0,3764
3. 0,3391 0,3009 0,2613 0,2207 0,1792 0,1374 0,0956 0,0538 0,0128 -0,0272
4. | -0,0660 -0,1033 -0,1386 -0,1719 -0,2028 —0,2311 -0,2566 -0,2791 -0,2985 -0,3147
5. | —0,3276 -0,3371 -0,3432 -0,3460 —0,3453 —0,3414 -0,3343 -0,3241 -0,3110 —0,2951
6. | -0,2767 -0,2559 -0,2329 -0,2081 —0,1816 -0,1538 -0,1250 -0,0953 —0,0652 -0,0349
7. | —0,0047 0,0252 0,0543 0,0826 0,1096 0,1352 0,1592 0,1813 0,2014 0,2192
8. 0,2346 0,2476 0,2580 0,2657 0,2708 0,2731 0,2728 -0,2697 -0,2641 —0,2559
9. | -0,2453 —0,2324 -0,2174 —0,2004 -0,1816 —0,1613 —0,1395 -0,1166 —0,0928 —0,0684




Funcoes de Bessel Y,(x)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. —c0 —-1,56342 —1,0811 -0,8073 -0,6060 -0,4445 -0,3085 -0,1907 —0,0868 0,0056
1. 0,0883 0,1622 0,2281 0,2865 0,3379 0,3824 0,4204 0,4520 0,4774 0,4968
2, 0,5104 0,5183 0,5208 0,5181 0,5104 0,4981 0,4813 0,4605 0,4359 0,4079
3. 0,3769 0,3431 0,3071 0,2691 0,2296 0,1890 0,1477 0,1061 0,0645 0,0234
4. | -0,0169 —0,0561 -0,0938 -0,1296 -0,1633 —0,1947 -0,2235 -0,2494 —0,2723 0,292t
5. | -0,3085 -0,3216 —0,3313 -—0,3374 —0,3402 -0,3395 —0,33564 -0,3282 -0,3177 —0,3044
6. | —0,2882 _0,2694 _0,2483 _0,2251 -0,1999 —0,1732 —0,1452 _0,1162 _0,0864 —0,0563
7. -0,0259 0,0042 0,0339 0,0628 0,0907 0,1173 0,1424 0,1658 0,1872 0,2065
8. 0,2235 0,2381 0,2501 0,25956 0,2662 0,2702 0,2715 0,2700 0,2659- 0,2592
9., 0,2499 0,2383 0,2245 0,2086 0,1907 0,1712 0,1502 0,1279 0,1045 0,0804

Funcoes de Bessel Y, (x
G (%)

x 0 1 2 3 4 b [ 7 8 9

0. — —6,4590 —3,3238 —2,2931 -1,7809 -—1,4715 -—1,2604 -—1,1032 -0,9781 -0,8731
1. | -0,7812 -0,6981 -—0,6211 —-0,56485 —0,4791 —-0,4123 —-0,3476 —0,2847 —0,2237 -0,1644
2. | -0,1070 —0,0517 0,0015 0,0523 0,1006 0,1459 0,1884 0,2276 0,2635 0,2959
8. 0,3247 0,3496 0,3707 0,3879 0,4010 0,4102 0,4154 0,4167 0,4141 0,4078
4, 0,3979 0,3846 0,3680 0,3484 0,3260 0,3010 0,2737 0,2445 0,2136 0,1812
5. 0,1479 0,1137 0,0792 0,0445 0,0101 -0,0238 -0,0568 —0,0887 —0,1192 -0,1481
6. | -0,1750 -0,1998 —0,2223 -0,2422 -0,2696 -0,2741 -0,2857 -0,2945 -0,3002 -0,3029
7. | -0,3027 —0,2995 —0,2934 -0,2846 —0,2731 -0,2591 —0,2428 —0,2243 -0,2039 —0,1817
8. | —-0,1581 -0,1331 -0,1072 -0,0806 —-0,0635 —0,0262 0,0011 0,0280 0,0544 0,0799
9. 0,1043 0,1276 0,1491 0,1691 0,1871 0,2032 0,2171 0,2287 0,2379 0,2447




Funcoes de Bessel /,(x)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0. 1,000 1,003 1,010 1,023 1,040 1,063 1,092 1,126 1,167 1,213
1. 1,266 1,326 1,394 1,469 1,553 1,647 1,750 1,864 1,990 2,128
2. 2,280 2,446 2,629 2,830 3,049 3,290 3,653 3,842 4,157 4,503
3. 4,881 5,294 5,747 6,243 6,785 7,378 8,028 8,739 9,517 10,37
4. 11,30 12,32 13,44 14,67 16,01 17,48 19,09 20,86 22,79 24,91
5. 27,24 29,79 32,568 35,65 39,01 42,69 46,74 51,17 56,04 61,38
6. 67,23 73,66 80,72 88,46 96,96 106,3 116,56 127.8 140,1 153,7
7. 168,6 185,0 202.9 222.7 244,3 268,2 294,3 323,1 3547 389.4
8. 4276 469.5 515,6 566,3 621,9 683,2 750,5 824.4 905,8 995.2
9. 1094 1202 1321 1451 1596 1753 1927 2119 2329 2561
Funcoes de Bessel /,(x

c (%)

x 0 1 2 3 4 |5 6 7 8 9
0. 0,0000 0,0501 0,1005 0,1517 0,2040 0,2579 0,3137 0,3719 0,4329 0,4971
1. 0,6652 0,6375 0,7147 0,7973 0,8861 0,9817 1,085 1,196 1,317 1,448
2. 1,591 1,745 1,914 2,098 2,298 2,617 2,765 3,016 3,301 3,613
3. 3,953 4,326 4,734 5,181 5,670 6,206 6,793 7,436 8,140 8,913
4. 9,759 10,69 11,71 12,82 14,05 15,39 16,86 18,48 20,25 22,20
5. 24,34 26,68 29,25 32,08 35,18 38,59 42,33 46,44 50,95 55,90
6. 61,34 67,32 73,89 81,10 89,03 97,74 107,3 117,8 129,4 142,1
7. 156,0 171,4 188,3 206,8 227,2 249,6 274,2 301,3 331,1 363,9
8. 399,9 439,5 483,0 531,0 583,7 641,6 706,4 775,5 852,7 9375
9. 1031 1134 1247 1371 1508 1658 1824 2006 2207 2428




Funcoes de Bessel K,(x)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. L 2,4271 1,7527 1,3726 1,1145 0,9244 0,7775 0,6605 0,5653 0,4867

1. 0,4210 0,3656 0,3185 0,2782 0,2437 0,2138 0,1880 0,1655 0,1459 0,1288

2. 0,1139 0,1008 0,08927 0,07914 0,07022 0,06235 0,05540 0,04926 0,04382 0,03901
3. 10,03474 0,03095 0,02759 0,02461 0,02196 0,01960 0,01750 0,01563 0,01397 0,01248
4, 10,01116 0,029980 0,028927 0,027988 0,027149 0,026400 0,025730 0,025132 0,024597 0,024119
5. 10,023691 0,023308 0,022966 0,022659 0,022385 0,022139 0,021918 0,021721 0,021544 0,021386
6. 10,021244 0,021117 0,021003 0,039001 0,038083 0,037259 0,036520 0,035857 0,035262 0,034728
7. |0,034248 0,033817 0,033431 0,033084 0,032772 0,052492 0,032240 0,032014 0,031811 0,031629
8. 10,031465 0,031317 0,031185 0,031066 0,0¢9588 0,0%8626 0,0¢7761 0,0%6983 0,046283 0,0%5654
9. [0,045088 0,044579 0,044121 0,043710 0,043339 0,043006 0,042706 0,042436 0,042193 0,041975

Funcoes de Bessel K, (x
c 1 (%)

x 0 1 2 3 4 5 6 1 8 9

0. © 9,8538 4,7760 3,0560 2,1844 1,6564 1,3028 1,0503 0,8618 0,7165

1. (0,6019 0,56098 0,4346 0,3725 0,3208 0,2774 0,2406 0,2094 0,1826 0,1597

2. 10,1399 0,1227 0,1079 0,09498 0,08372 0,07389 0,06528 0,05774 0,05111 0,04529
3. 10,04016 0,03563 0,03164 0,02812 0,02500 0,02224 0,01979 0,01763 0,01571 0,01400
4. [0,01248 0,01114 0,029938 0,028872 0,027923 0,027078 0,026325 0,025654 0,025055 0,024521
5. [0,024045 0,023619 0,023239 0,022900 0,022597 0,022326 0,022083 0,021866 0,021673 0,021499
6. |0,021344 0,021205 0,021081 0,039691 0,038693 0,037799 0,036998 0,036280 0,035636 0,035059
7. 10,034542 0,034078 0,033662 0,033288 0,032953 0,032653 0,032383 0,032141 0,031924 0,031729
8. |0,031554 0,031396 0,0%1255 0,031128 0,031014 0,049120 0,048200 0,097374 0,06631 0,045964
9, 10,045364 0,044825 0,044340 0,043904 0,043512 0,043160 0,012843 0,0%2559 0,042302 0,042072




Funcoes de Bessel Ber (x)

x 0 1 2 3 4 5 6 i 8 9

0. 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9996 0,9990 0,9980 0,9962 0,9936 0,9898
.| 0,984 09771 09676 0,9554  0,9401  0,9211  0,8979  0,8700  0,8367  0,7975
2. | 0,7517  0,6987  0,6377  0,5680  0,4890  0,4000  0,3001  0,1887 0,06511 —,07137
3. | —0,2214 _0,3855 —0,5644 —0,7584 —0,9680 —1,1936 —1,4353 —1,6933 —1,9674 —2,2576
4. | —2,5634 —2,8843 —3,2195 —3,5679 —3,9283 —4,2991 —4,6784 —5,0639 -—54531 —5,8429
5. | —6,2301 —6,6107 —6,9803 —T7,3344 —7,6674 —7,9736 —8,2466 —84794 86644 —8 7937
6. | —8,8583 —8,8491 —8,7661 —8,5688 —8,2762 —7,8669 —7,3287 —6,6492 —5,8155 —4,8146
7. | —8,6329 —2,2571 -0,6737 1,1308 3,1695 5,4550 7,9994 10,814 13,909 17,293
8. 20,974 24,957 29,245 33,840 38,738 43,936 49,423 55,187 61,210 67,469
9.| 73936 80576 87,350 94,208 101,10 107,95 114,70 121,26 12754 13343

Funcoes de Bessel Bei (x)

F 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. 0,0000 0,022500 0,01000 0,02250 0,04000 0,06249 0,08998 0,1224 0,1599 0,2023
1. 0,2496 0,3017 0,3587 0,4204 0,4867 0,5576 0,6327 0,7120 0,7953 0,8821
2. 0,9723 1,0654 1,1610 1,2585 1,3576 1,4572 1,5569 1,6557 1,7529 1,8472
3. 1,9376 2,0228 2,1016 2,1723 2,2334 2,2832 2,3199 2,3413 2,3454 2,3300
4. 2,2927 2,2309 2,1422 2,0236 1,8726 1,6860 1,4610 1,1946 0,8837 0,5251
5. 01160 -0,3467 -0,8658 —1,4443 —2,0845 —2,7890 -—3,5597 —4,3986 —53068 —6,2854
6. | -7,3347 84545 ~—9,6437 -—10,901 -—12,223 -—13,607 —15,047 —16,538 —18074 —19,644
7. | —21,239 22,848 —24,456 —26,049 —27,609 —29,116 -—30,548 —31,882 —33,092 —34,147
8. | —-35,017 -35,667 -—36,061 —36,159 —35,920 --35,298 —34,246 -—32,714 —30,651 —28,003
9. | —24,713 -—20,724 -—15,976 -—10,412 -—3,9693 3,4106 11,787 21,218 31,768 43,459




Funcoes de Bessel Ker (x)

z 0 1 2 3 4 b 6 7 8 9

0. © 2,4205 1,7331 1,3372 1,0626 0,8559 0,6931 0,56614 0,4529 0,3625
1. 0,2867 0,2228 0,1689 0,1235 0,08513 0,05293 0,02603 0,023691 —0,01470 —0,02966
2. |-0,04166 -0,05111 -0,05834 -0,06367 -0,06737 -0,06969 -0,07083 —0,07097 -0,07030 —0,06894
38.-0,06703 —0,06468 -0,06198 -0,05903 -0,05590 —0,05264 —0,04932 _—0,04597 -0,042656 -—0,03937
4, -0,03618 —0,03308 -0,03011 -0,02726 -0,02456 —0,02200 -0,01960 -0,01734 -0,01526 —0,01330
b. [-0,01151 —0,029865 —0,028359 —0,026989 —0,025749 —0,024632 —0,023632 —0,022740 —0,021952 —0,021258
6. [-0,036530 —0,031295 0,033191 0,036991 0,021017 0,021278 0,021488 0,021653 0,021777 0,021866
7.1 0,021922 0,021951 0,021956 0,021940 0,021907 0,021860 0,021800 0,021731 0,021655 0,021572
8.| 0,021486 0,021397 0,021306 0,021216 0,021126 0,021037 0,039511 0,038676 0,037871 0,037102
9.] 0,036372 0,035681 0,035030 0,034422 0,0338556 0,033330 0,032846 0,032402 0,081996 0,031628

Funcoes de Bessel Kei (x)

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0. @ 9,8538 4,7760 3,0560 2,1844 1,6564 1,3028 1,0503 0,8618 0,7165
1. 10,6019 0,5098 0,4346 0,3725 0,3208 0,2774 0,2406 0,2094 0,1826 0,1597
2. 10,1399 0,1227 0,1079 0,09498 0,08372 0,07389 0,06528 0,05774 0,05111 0,04529
3. 10,04016 0,03563 0,03164 0,02812 0,02500 0,02224 0,01979 0,01763 0,01571 0,01400
4. 10,01248 0,01114 0,029938 0,028872 0,027923 0,027078 0,026325 0,025654 0,025055 0,024521
5. 10,024045 0,023619 0,023239 0,022900 0,022597 0,022326 0,022083 0,021866 0,021673 0,021499
6. |0,021344 0,021205 0,021081 0,039691 0,038693 0,037799 0,036998 0,036280 0,035636 0,035059
7. 10,034542 0,034078 0,033662 0,033288 0,0%2953 0,032653 0,032383 0,032141 0,0%1924 0,031729
8. |0,031554 0,031396 0,031255 0,031128 0,031014 0,049120 0,0%8200 0,047374 0,046631 0,045964
9. 10,045364 0,0%44825 0,0%4340 0,043904 0,043512 0,043160 0,042843 0,042559 0,042302 0,042072




Valores Aproximados de Zeros
de FuncoOes de Bessel

A seguinte tabela apresenta as primeiras seis raizes positivas de varias equagdes. Observe que em todos os casos listados
as raizes sucessivas diferem, aproximadamente, por 7 = 3,14159...

n=20 n=1 n =2 n=3 n =4 n=>5 n==6
2,4048 3,8317 5,1356 6,3802 7,5883 8,7715 9,9361
5,5201 7,0156 8,4172 9,7610 11,0647 12,3386 13,5893
8,6537 10,1735 11,6198 13,0152 14,3725 15,7002 17,0038
Tal@) =0 11,7915 13,3237 14,7960 16,2235 17,6160 18,9801 20,3208
14,9309 16,4706 17,9598 19,4094 20,8269 22,2178 23,5861
18,0711 19,6159 21,1170 22,5827 24,0190 25,4303 26,8202
0,8936 2,1971 3,3842 4,5270 5,6452 6,7472 7,8377
3,9577 5,4297 6,7938 8,0976 9,3616 10,5972 11,8110
Y. (z) =0 7,0861 8,5960 10,0235 11,3965 12,7301 14,0338 15,3136
10,2223 11,7492 13,2100 14,6231 15,9996 17,3471 18,6707
13,3611 14,8974 16,3790 17,8185 19,2244 20,6029 21,9583
16,5009 18,0434 19,5390 20,9973 22,4248 23,8265 25,2062
0,0000 1.8412 3,0542 4,2012 53176 6,4156 7,5013
3,8317 5,3314 6,7061 8.0152 9,2824 10,5199 11,7349
Ji@) =0 7,0156 8,5363 9,9695 11,3459 12,6819 13,9872 15,2682
10,1735 11,7060 13,1704 14,5859 15,9641 17,3128 18,6374
13,3237 14,8636 16,3475 17,7888 19,1960 20,5755 21,9317
16,4706 18,0155 19,5129 20,9725 22,4010 23,8036 25,1839
2,1971 3,6830 5,0026 6,2536 7,4649 8,6496 9,8148
5,4297 6,9415 8,3507 9,6988 11,0052 12,2809 13,5328
Yi@) =0 8,5960 10,1234 11,5742 12,9724 14,3317 15,6608 16,9655
11,7492 13,2858 14,7609 16,1905 17,5844 18,9497 20,2913
14,8974 16,4401 17,9313 19,3824 20,8011 22,1928 23,5619
18,0434 19,5902 21,0929 22,5598 23,9970 25,4091 26,7995




Secdo IV: Polinbmios de Legendre

27 Polinomios de Legendre P (x)

[Pyx) =1, P,(x) = x]

z Py (x) Py(x) Py(z) Py (x)
0,00 -0,5000 0,0000 0,3750 0,0000
0,06 —-0,4963 -0,0747 0,3657 0,0927
0,10 -0,4850 —0,1475 0,3379 0,1788
0,15 -0,4663 -0,2166 0,2928 0,2523
0,20 —-0,4400 -0,2800 0,2320 0,3075
0,25 -0,4063 -0,3359 0,1577 0,3397
0,30 —-0,3650 -0,3825 0,0729 0,3454
0,35 -0,3163 -0,4178 -0,0187 0,3225
0,40 -0,2600 -0,4400 -0,1130 0,2706
0,45 -0,1963 —0,4472 -0,2050 0,1917
0,50 -0,1250 —-0,4375 -0,2891 0,0898
0,66 -0,0463 -0,4091 -0,3590 -0,0282
0,60 0,0400 -0,3600 —0,4080 -0,1526
0,65 0,1338 -0,2884 —0,4284 -0,2705
0,70 0,2350 -0,1925 -0,4121 —0,3652
0,76 0,3438 -0,0703 -0,3501 -0,4164
0,80 0,4600 0,0800 -0,2330 -0,3995
0,85 0,6838 0,2603 -0,0506 -0,2857
0,90 0,7150 0,4725 0,2079 -0,0411
0,95 0,8538 0,7184 0,6541 0,3727
1,00 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000




Polinbmios de Legendre P (cos 0) 28

[Py(cos 0) = 1]

0 P, (cos ) Py(cos 0) P3(cos 6) P,y (cos 6) Pg(cos 0)

0° 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

5° 0,9962 0,9886 0,9773 0,9623 0,9437
10° 0,9848 0,9548 0,9106 0,8532 0,7840
15° 0,9659 0,8995 0,8042 0,6847 0,5471
20° 0,9397 0,8245 0,6649 0,4750 0,2715
25° 0,9063 0,7321 0,5016 0,2465 0,0009
30° 0,8660 0,6250 0,3248 0,0234 -0,2233
35° 0,8192 0,5065 0,1454 -0,1714 —0,3691
40° 0,7660 0,3802 -0,0252 -0,3190 —0,4197
45° 0,7071 0,2500 -0,1768 -0,4063 -0,3757
60° 0,6428 0,1198 -0,3002 —0,4275 —0,2545
55° 0,5736 —-0,0065 -0,3886 —-0,3852 —-0,0868
60° 0,5000 -0,1250 -0,4375 -0,2891 0,0898
65° 0,4226 -0,2321 -0,4452 —-0,1552 0,2381
70° 0,3420 —-0,3245 -0,4130 —-0,0038 0,3281
75° 0,2588 —0,3995 —0,3449 0,1434 0,3427
80° 0,1737 —0,4548 ~0,2474 0,2659 0,2810
85° 0,0872 ~0,4886 ~0,1291 0,3468 0,1577
90° 0,0000 —-0,5000 0,0000 0,3750 0,0000




Secéao V: Integrais Elipticas

Integrais Elipticas Completas
de 1° e 2° Espécies
E =J‘:/2\/1 —k*sen*0d6, k=seny

K:J”/z de
0 \/l—kzsenze’

v K E v K E v K E
0° 1,5708 1,5708 30° 1,6858 1,4675 60° 2,1565 1,2111
1 1,5709 1,6707 31 1,6941 1,4608 61 2,1842 1,2015
2 1,5713 1,5703 32 1,7028 1,4539 62 2,2132 1,1920
3 1,5719 1,56697 33 1,7119 1,4469 63 2,2435 1,1826
4 1,5727 1,6689 34 1,7214 1,4397 64 2,2754 1,1732
5 1,5738 1,5678 35 1,7312 1,4323 65 2,3088 1,1638
6 1,6751 1,5665 36 1,7415 1,4248 66 2,3439 1,1545
7 1,5767 1,5649 37 1,7522 1,4171 67 2,3809 1,1453
8 1,5785 1,5632 38 1,7633 1,4092 68 2,4198 1,1362
9 1,5805 1,5611 39 1,7748 1,4013 69 2,4610 1,1272
10 1,5828 1,5589 40 1,7868 1,3931 70 2,5046 1,1184
11 1,5864 1,5564 41 1,7992 1,3849 71 2,5507 1,1096
12 1,5882 1,5537 42 1,8122 1,3765 72 2,5998 1,1011
13 1,5913 1,5507 43 1,8256 1,3680 73 2,6521 1,0927
14 1,56946 1,5476 44 1,8396 1,3594 74 2,7081 1,0844
15 1,5981 1,5442 45 1,8541 1,3508 75 2,7681 1,0764
16 1,6020 1,5405 46 1,8691 1,3418 76 2,8327 1,0686
17 1,6061 1,6367 47 1,8848 1,3329 7 2,9026 1,0611
18 1,6105 1,5326 48 1,9011 1,3238 78 2,9786 1,0538
19 1,6151 1,5283 49 1.9180 1.3147 79 3,0617 1,0468
20 1,6200 1,5238 50 1,9356 1,3055 80 3,1534 1,0401
21 1,6252 1,5191 51 1,9539 1,2963 81 3,2553 1,0338
22 1,6307 1,5141 52 1.9729 1.2870 82 3,3699 1,0278
23 1,6365 1,6090 53 1,9927 1.2776 83 3,56004 1,0223
24 1,6426 1,5037 54 2,0133 1.2681 84 3,6519 1,0172
256 1,6490 1,4981 55 2,0347 1,2587 85 3,8317 1,0127
26 1,6557 1,4924 56 2.0571 1,2492 86 4,0528 1,0086
27 1,6627 1,4864 57 2,0804 1,2397 87 4,3387 1,0053
28 1,6701 1,4803 58 2,1047 1,2301 88 4,7427 1,0026
29 1,6777 1,4740 59 2,1300 1,2206 89 5,4349 1,0008
30 1,6858 1,4675 60 2,1565 1,2111 90 w 1,0000




Integrais Elipticas Incompletas
de 1° Espécie

9 do
Fleo= [l g k=Y

¢ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

0° 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
10° 0,1745 0,1746 0,1746 0,1748 0,1749 0,1751 0,1752 0,17563 0,1754 0,1754
20° 0,3491 0,3493 0,3499 0,3508 0,3520 0,3533 0,3545 0,3555 0,3561 0,3564
30° 0,5236 0,5243 0,5263 0,5294 0,56334 0,56379 0,5422 0,5459 0,5484 0,6493
40° 0,6981 0,6997 0,7043 0,7116 0,7213 0,7323 0,7436 0,7535 0,7604 0,7629
50° 0,8727 0,8756 0,8842 0,8982 0,9173 0,9401 0,9647 0,9876 1,0044 1,0107
60° 1,0472 1,0519 1,0660 1,0896 1,1226 1,1643 1,2126 1,2619 1,3014 1,3170
70° 1,2217 1,2286 1,2495 1,2853 1,3372 1,4068 1,4944 1,6959 1,6918 1,7364
80° 1,3963 1,4056 1,4344 1,4846 1,5597 1,6660 1,8125 2,0119 2,2653 2,4362
90° 1,5708 1,5828 1,6200 1,6858 1,7868 1,9356 2,1565 2,6046 3,1534 o

Integrais Elipticas Incompletas
de 2° Espécie

E(k,¢) = J;\/l —k%*sen’*0d6, k=seny

\ 0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

0° 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
10° 0,1745  0,1745 0,1744 0,1743 0,1742 0,1740 0,1739 0,1738 0,1737 0,1736
20° 0,34901 0,3489 0,3483 0,3473 0,3462 0,3450 0,3438 0,3429 0,3422 0,3420
30° 0,5236 0,56229 0,5209 0,56179 0,56141 0,5100 0,5061 0,6029 0,6007 0,6000
40° 0,6981 0,6966 0,6921 0,6851 0.6763 0,6667 0,6576 0,6497 0,6446 0,6428
50° 0,8727  0,8698 0,8614 0,8483 0,8317  0,8134 0,7954 0,7801 0,7697  0,7660
60° 1,0472 1,0426 1,0290 1,0076 0,9801 0,9493 0,9184 0.8914 0,8728 0,8660
70° 1,2217 1,2149 1,1949 1,1632 1,1221 1,0750 1,0266 0,9830 0,9514 0,9397
80° 1,3963 1,3870 1,3597 1,3161 1,2590 1,1926 1,1226 1,0565 1,0064 0,9848
90° 1,5708 1,5589 1,6238 1,4675 1,3931 1,3055 1,2111 1,1184 1,0401 1,0000




Secéao VI: Tabelas Financeiras

Montante Composto

a+n»"

Se um capital P € aplicado a uma taxa de juros r (em decimais) compostos periodicamente, entdo no final de n destes
periodos o montante acumulado é A = P(1 + r)".

N 11% 14% 2% 21% 3% 4% 5% 6%

1 1,0100 1,0125 1,0150 1,0200 1,0250 1,0300 1,0400 1,0500 1,0600

2 1,0201 1,0252 1,0302 1,0404 1,0506 1,0609 1,0816 1,1025 1,1236

3 1,0303 1,0380 1,0457 1,0612 1,0769 1,0927 1,1249 1,1576 1,1910

4 | 1,0406  1,0509  1,0614 10824  1,1038 11255 11699 12155  1,2625

5 1,0510 1,0641 1,0773 1,1041 1,1314 1,1593 1,2167 1,2763 1,3382

6 1,0615 1,0774 1,0934 1,1262 1,1597 1,1941 1,2653 1,3401 1,4185

7 1,0721 1,0909 1,1098 1,1487 1,1887 1,2299 1,3159 1,4071 1,5036

8 1,0829 1,1045 1,1265 1,1717 1,2184 1,2668 1,3688 1,4775 1,5938

9 1,0937 1,1183 1,1434 1,1951 1,2489 1,3048 1,4233 1,5513 1,6895
10 1,1046 1,1323 1,1605 1,2190 1,2801 1,3439 1,4802 1,6289 1,7908
11 1,1157 1,1464 1,1779 1,2434 1,3121 1,3842 1,56395 1,7103 1,8983
12 1,1268 1,1608 1,1956 1,2682 1,3449 1,4258 1,6010 1,7959 2,0122
13 1,1381 1,17563 1,2136 1,2936 1,3785 1,4685 1,6651 1,8856 2,1329
14 1,1495 1,1900 1,2318 1,3195 1,4130 1,5126 1,7317 1,9799 2,2609
15 1,1610 1,2048 1,2502 1,3459 1,4483 1,5580 1,8009 2,0789 2,3966
16 1,1726 1,2199 1,2690 1,3728 1,4845 1,6047 1,8730 2,1829 2,5404
17 1,1843 1,2351 1,2880 1,4002 1,5216 1,6528 1,9479 2,2920 2,6928
18 1,1961 1,2506 1,3073 1,4282 1,6597 1,7024 2,0258 2,4066 28543
19 | 1,208t  1,2662  1,3270 14568 155987 17535 21068 25270 30256
20 1,2202 1,2820 1,3469 1,4859 1,6386 1,8061 2,1911 2,6533 3,2071
21 1,2324 1,2981 1,3671 1,5157 1,6796 1,8603 2,2788 2,7860 3,3996
22 1,2447 1,3143 1,3876 1,5460 1,7216 1,9161 2,3699 2,9253 3,6035
23 1,2572 1,3307 1,4084 1,5769 1,7646 1,9736 2,4647 3,0715 3,8197
24 1,2697 1,3474 1,4295 1,6084 1,8087 2,0328 2,5633 3,2251 4,0489
25 | 12824 13642 14509 16406 18539 20938 26658 33864 42019
26 1,2953 1,3812 1,4727 1,6734 1,9003 2,1566 2,7126 3,6557 4,5494
27 1,3082 1,3985 1,4948 1,7069 1,9478 2,2213 2,8834 3,7335 4,8223
28 | 1,3213 14160 15172 17410 19965 22879 29987  3,9201 5,1117
29 1,3345 1,4337 1,5400 1,7758 2,0464 2,3566 3,1187 4,1161 5,4184
30 1,3478 1,4516 1,56631 1,8114 2,0976 2,4273 3,2434 4,3219 5,7435
31 1,3613 1,4698 1,6865 1,8476 2,1500 2,5001 3,3731 4,5380 6,0881
32 1,3749 1,4881 1,6103 1,8845 2,2038 2,5751 3,5081 4,7649 6,4534
33 | 1,3887 15067 16345 19222 22589 26523  3,6484 50032 68406
34 1,4026 1,5256 1,6590 1,9607 2,3153 2,7319 3,7943 5,2533 7,2510
35 1,4166 1,5446 1,6839 1,9999 2,3732 2,8139 3,9461 5,5160 7,6861
36 | 1,4308  1,5639 17091 20399 24325 28983 41039 57918 81473
37 1,4451 1,5835 1,7348 2,0807 2,4933 2,9852 4,2681 6,0814 8,6361
38 1,4595 1,6033 1,7608 2,1223 2,5557 3,0748 4,4388 6,3855 9,1543
39 1,4741 1,6233 1,7872 2,1647 2,6196 3,1670 4,6164 6,7048 9,7035
40 1,4889 1,6436 1,8140 2,2080 2,6851 3,2620 4,8010 7,0400 10,2857
41 | 1,5038  1,6642 18412 22522 27522  3,3599 49931 7,3920 10,9029
a2 | 1,5188 16850  1,8688 22972 238210 34607 51928 17,7616 11,5570
43 1,5340 1,7060 1,8969 2,3432 2,8915 3,5645 5,4005 8,1497 12,2505
44 | 1,5493 17274 19253 23901 29638 36715 56165 85572 12,9855
45 | 1,5648 17489 19542 24379 30379  3,7816 58412 89850 13,7646
46 1,5805 1,7708 1,9835 2,4866 3,1139 3,8950 6,0748 9,4343 14,5905
47 | 1,5963 17929 20133 25363 31917 40119 63178 99060 154659
48 1,6122 1,8154 2,0435 2,5871 3,2715 4,1323 6,5705 10,4013 16,3939
49 1,6283 1,8380 2,0741 2,6388 3,3533 4,2562 6,8333 10,9213 17,3775
50 1,6446 1,8610 2,1052 2,6916 3,4371 4,3839 7,1067 11,4674 18,4202




Valor Presente de um Montante

a1+n"

O valor presente P que equivalerd a um montante A no final de n periodos, sendo aplicado a uma taxa de juros r (em decimais)
compostos a cada periodo, € P = A(1 + r)™.

N 11% 11% 2% 21% 3% 4% 5% 6%
1 | 0,99010 0,98765  0,98522  0,98039  0,97561  0,97087  0,96154  0,95238  (,94340
2 | 0,98030 0,97546  0,97066  0,96117  0,95181  0,94260  0,92456  0,90703  0,89000
3 [ 0,97059 0,96342 095632  0,94232  0,92860  0,91514  0,88900  0,86384  0,83962
4 | 096098 0,95152  0,94218  0,92385  0,90595 0,88849  0,85480  0,82270  0,79209
5 | 095147 093978  0,92826 0,90573  0,88385  0,86261  0,82193  0,78353  0,74726
6 | 0,94205 0,92817 0,91454  0,88797  0,86230  0,83748  0,79031  0,74622  0,70496
7 [ 093272 091672 0,90103 087056  0,84127 081309  0,75992  0,71068  0,66506
8 | 092348  0,90540 0,88771  0,85349  0,82075  0,78941  0,73069  0,67684  0,62741
9 | 091434 0,89422  0,87459  0,83676  0,80073  0,76642  0,70259  0,64461  0,59190

10 | 0,90529 0,88318 0,86167 0,82035 0,78120  0,74409 0,67556  0,61391  0,55839

11 | 0,89632  0,87228  0,84893  0,80426  0,76214  0,72242  0,64958  0,58468  0,52679
12 | 0,88745  0,86151  0,83639  0,78849  0,74356  0,70138  0,62460  0,55684  0,49697
13 | 0,87866  0,85087  0,82403  0,77303  0,72542  0,68095  0,60057  0,53032  0,46884
14 | 0,86996  0,84037 0,81185  0,75788  0,70773  0,66112  0,57748 050507  0,44230
15 | 0,86135  0,82999  0,79985  0,74301  0,69047  0,64186  0,55526 048102  0,41727
16 |0,85282 0,81975  0,78803  0,72845  0,67362  0,62317  0,53391  0,45811  0,39365
17 | 0,84438  0,80963  0,77639  0,71416  0,65720  0,60502  0,51337  0,43630  0,37136
18 [ 0,83602 0,79963  0,76491  0,70016  0,64117  0,58739  0,49363  0,41552  0,35034
19 |0,82774 0,78976  0,75361  0,68643  0,62553  0,57029  0,47464  0,39573  0,33051
20 |0,81954 0,78001  0,74247  0,67297  0,61027 0,55368  0,45639  0,37689  0,31180

21 0,81143  0,77038 0,73150 0,65978 0,59539 0,53755 0,43883  0,35894  0,29416
22 10,80340  0,76087 0,72069  0,64684 0,58086  0,52189  0,42196  0,34185  0,27751
23 ]0,79544  0,75147 0,71004 0,63416  0,56670  0,50669  0,40573  0,32557  0,26180
24 |0,78757 0,74220  0,69954 0,62172  0,55288  0,49193  0,39012  0,31007  0,24698
25 0,77977  0,73303 0,68921 0,60953 0,53939 0,47761 0,37512  0,29530  0,23300
26 0,77205 0,72398 0,67902 0,59758 0,52623 0,46369 0,36069  0,28124  0,21981
27 0,76440 0,71505 0,66899 0,58586 0,51340  0,45019 0,34682  0,26785  0,20737
28 0,75684 0,70622 0,65910 0,57437 0,50088  0,43708  0,33348  0,25509  0,19563
29 0,74934  0,69750 0,64936 0,56311 0,48866 0,42435 0,32065  0,24295  0,18456
30 0,74192  0,68889 0,63976 0,55207 0,47674 0,41199 0,30832  0,23138  0,17411

31 0,73458  0,68038 0,63031 0,54125 0,46511 0,39999  0,29646  0,22036  0,16425
32 0,72730 0,67198 0,62099 0,53063  0,45377  0,38834  0,28506  0,20987  0,15496
33 0,72010  0,66369 0,61182  0,52023 0,44270 0,37703  0,27409  0,19987  0,14619
34 0,71297  0,65549 0,60277 0,51003 0,43191 0,36604 0,26355  0,19035  0,13791
35 10,70591 0,64740  0,59387 0,50003 0,42137 0,35538  0,25342  0,18129  0,13011
36 ]0,69892 0,63941 0,58509 0,49022 0,41109 0,34503  0,24367 0,17266  0,12274
37 |0,69200 0,63152 0,57644 0,48061 0,40107  0,33498 0,23430 0,16444 0,11579
38 0,68515  0,62372 0,56792 0,47119 0,39128 0,32523 0,22529 0,15661 0,10924
39 0,67837  0,61602 0,55953 0,46195 0,38174 0,31575  0,21662 0,14915  0,10306
40 0,67165  0,60841 0,55126 0,45289 0,37243 0,30656 0,20829 0,14205  0,09722

41 0,66500 0,60090 0,54312 0,44401 0,36335 0,29763  0,20028  0,13528  0,09172
42 |0,65842 0,59348 0,53509 0,43530 0,35448 0,28896  0,19257  0,12884  0,08653
43 0,65190 0,58616 0,52718 0,42677 0,34584  0,28054  0,18517 0,12270  0,08163
44 0,64545 0,57892 0,51939 0,41840 0,33740 0,27237 0,17805 0,11686  0,07701
45 0,63905 0,57177 0,51171 0,41020 0,32917  0,26444 0,17120  0,11130  0,07265
46  10,63273  0,56471 0,50415  0,40215 0,32115  0,25674  0,16461  0,10600  0,06854
47  10,62646 0,55774 0,49670 0,39427 0,31331 0,24926  0,15828  0,10095  0,06466
48  |0,62026 0,55086 0,48936 0,38654 0,30567  0,24200  0,15219  0,09614  0,06100
49 0,61412  0,54406 0,48213  0,37896 0,29822  0,23495 0,14634  0,09156  0,05755
50 0,60804 0,53734 0,47500 0,37153 0,29094 0,22811 0,14071 0,08720  0,05429




Montante de uma Anuidade

(1+r) -1
r

Se um mesmo capital P € aplicado a cada final de periodo a uma mesma taxa de juros r (em decimais) compostos periodi-

. j ) 1+r) -1 .
camente, entdo no final de n periodos 0 montante acumulado € A = Pl:%} - O processo € chamado de anuidade.

N 11% 14% 2% 21% 3% 4% 5% 6%
1 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
2 2,0100 2,0125 2,0150 2,0200 2,0250 2,0300 2,0400 2,0500 2,0600
3 3,0301 3,0377 3,0452 3,0604 3,0756 3,0909 3,1216 3,1525 3,1836
4 4,0604 4,0756 4,0909 4,1216 4,1525 4,1836 4,2465 4,3101 4,3746
5 5,1010 5,1266 5,1523 5,2040 5,2563 5,3091 5,4163 5,5256 65,6371
6 6,1520 6,1907 6,2296 6,3081 6,3877 6,4684 6,6330 6,8019 6,9753
7 7,2136 7,2680 7,3230 7,4343 7,5474 7,6625 7,8983 8,1420 8,3938
8 | 82857 83589 84328 85830 87361 88923 92142 95491  9,8975
9 | 93685 94634 95593 97546  9,9545 10,1591 10,5828 110266 11,4913

10 10,4622 10,5817 10,7027 10,9497 11,2034 11,4639 12,0061 12,5779 13,1808

11 11,6668 11,7139 11,8633 12,1687 12,4835 12,8078 13,4864 14,2068 14,9716
12 12,6825 12,8604 13,0412 13,4121 13,7956 14,1920 15,0258 159171 16,8699
13 13,8093 14,0211 14,2368 14,6803 15,1404 15,6178 16,6268 17,7130 18,8821
14 14,9474 15,1964 15,4504 15,9739 16,5190 17,0863 18,2919 19,5986 21,0151
156 16,0969 16,3863 16,6821 17,2934 17,9319 18,5989 20,0236 21,5786 23,2760
16 | 17,2579 17,6912 17,9324 18,6393 19,3802 20,1569 21,8245 23,6575 25,6725
17 18,4304 18,8111 19,2014 20,0121 20,8647 21,7616 23,6975 25,8404 28,2129
18 19,6147 20,0462 20,4894 21,4123 22,3863 23,4144 25,6454 28,1324 30,9057
19 | 20,8109 21,2968 21,7967 22,8406 23,9460 25,1169 27,6712 30,6390 33,7600
20 | 22,0190 225630 23,1237 24,2974 25,6447 26,8704 29,7781 33,0660 36,7856

21 23,2392 23,8450 24,4705 25,7833 27,1833 28,6765 31,9692 35,7193 39,9927
22 24,4716 25,1431 25,8376 27,2990 28,8629 30,5368 34,2480 38,5052 43,3923
23 | 25,7163 26,4674 27,2251 28,8450 30,5844 32,4529 36,6179 41,4305 46,9958
24 | 26,9735 27,7881 28,6335 30,4219 32,3490 34,4265 39,0826 44,5020 50,8156
25 28,2432 29,1354 30,0630 32,0303 34,1578 36,4593 41,6459 41,7271 54,8645
26 | 29,5266 30,4996 31,5140 33,6709 36,0117 38,5530 44,3117 51,1135 59,1564
27 | 30,8209 31,8809 32,9867 35,3443 37,9120 40,7096 47,0842 54,6691 63,7058
28 32,1291 33,2794 34,4815 37,0512 39,8598 42,9309 49,9676 58,4026 68,5281
29 33,4504 34,6954 35,9987 38,7922 41,8563 45,2189 52,9663 62,3227 73,6398
30 34,7849 36,1291 37,6387 40,5681 43,9027 47,5754 56,0849 66,4388 79,0582

31 36,1327 37,6807 39,1018 42,3794  46.0003 50,0027 59,3283 70,7608 84,8017
32 | 37,4941 39,0604 40,6883 44,2270  48.1503 52.5028 62,7015 75,2988 90,8898
33 | 38,8690 40,5386 42,2986 46,1116 50,3540 56,0778 66,2095 80,0638 97,3432
34 40,2677 42,0453 43,9331 48,0338 52,6129 57,7302 69,8579 85,0670  104,1838
35 | 41,6603 43,6709 455921 49,9945 54,9282 60,4621 73,6522 90,3203  111,4348
36 | 43,0769 45,1155 47,2760 51,9944 57,3014 63,2759 17,5983 95,8363  119,1209
37 | 44,5076 46,6794 48,9851 54,0343 59,7339 66,1742 81,7022 101,6281  127,2681
38 | 45,9527 48,2629 50,7199 56,1149 62,2273 69,1594 85,9703  107,7095  135,9042
39 | 47,4123 49,8662 52,4807 58,2372 64,7830 72,2342 90.4091  114,0950  145,0585
40 | 48,8864 51,4896 54,2679 60,4020 67,4026 75,4013 95,0255  120,7998  154,7620

41 50,3762 53,1332 56,0819 62,6100 70,0876 78,6633 99,8265  127.8398  165,0477
42 51,8790 54,7973 57,9231 64,8622 72,8398 82,0232 104.8196 1352318  175,9505
43 53,3978 56,4823 59,7920 67,1595  75.6608 85,4839  110,0124  142,9933 1875076
44 54,9318 58,1883 61,6889 69,5027 78,5523 89,0484  115,4129  151,1430  199,7580
45 56,4811 59,9157 63,6142 71,8927 81,5161 92,7199  121,0294 159,7002  212,7435
46 | 58,0459 61,6646 65,5684 74,3306 84,5540 96,5015  126,8706  168,6852  226,5081
47 | 59,6263 63,4364 67,6519 76,8172 87,6679 100,3965 132,9454 178,1194  241,0986
48 61,2226 65,2284 69,6652 79,3535 90,8596  104,4084 139,2632 188,0254  256,5645
49 62,8348 67,0437 71,6087 81,9406 94,1311  108,5406 1458337 198,4267  272,9584
50 64,4632 68,8818 73,6828 84,5794 97,4843 112,7969  152,6671  209,3480  290,3359




Valor Presente de uma Anuidade

1= (+r)"
r

O valor presente P de uma anuidade A que € aplicada a cada final de periodo a uma mesma taxa de juros r (em decimais)

—n
compostos a cada periodo, é P = A I:—l a+r } :
’
| 1% 11% 13% 2% 21% 3% 4% 5% 6%
1 0,9901 0,9877 0,9852 0,9804 0,9756  0,9709 09615 09524  0,9434
2 1,9704 1,9631 1,9559 1,9416 1,9274 1,9135 1,8861 1,8594 1,8334
3 2,9410 2,9265 2,9122 2,8839 28560 28286  2,7751 2,7232  2,6730
4 3,9020 3,8781 3,8544 3,8077 3,7620 83,7171 3,6209 38,5460 3,4651
5 4,8534 4,8178 4,7826 4,7135 4,6458 45797 44518 43295  4,2124
6 5,7955 5,7460 5,6972 5,6014 5,5081 5,4172 5,2421 50757 49173
7 6,7282 6,6627 6,5982 6,4720 6,394  6,2303  6,0021 57864 55824
8 7,6517 7,5681 7,4859 17,3255 7,1701 7,0197 67327 64632  6,2098
9 8,5660 8,4623 8,3605 8,1622 7,9709 17,7861 74353 17,1078 6,8017

10 9,4713 9,3455 9,2222 8,9826 8,7521 8,5302 8,1109 7,7217 7,3601

11 10,3676 10,2178 10,0711 9,7868 9,5142 9,2526 8,7605 8,3064 7,8869
12 11,2551 11,0793 10,9075 10,5753 10,2578 9,9540 9,3851 8,8633 8,3838
13 12,1337 11,9302 11,7315 11,3484 10,9832 10,6350 9,9856 9,3936 8,8527
14 13,0037 12,7706 12,6434 12,1062 11,6909 11,2961 10,5631 9,8986 9,2950
15 13,8651 13,6005 13,3432 12,8493 12,3814 11,9379 11,1184 10,3797 9,7122
16 14,7179 14,4208 14,1313 13,5777 13,0550 12,5611 11,6523 10,8378 10,1059
17 15,5623 15,2299 14,9076 14,2919 13,7122 13,1661 12,1657 11,2741 10,4773
18 16,3983 16,0295 15,6726 14,9920 14,3534 13,7536 12,6593 11,6896 10,8276
19 17,2260 16,8193 16,4262 15,6785 14,9789 14,3238 13,1339 12,0853 11,1581
20 18,0456 17,5993 17,1686 16,3514 15,5892 14,8775 13,5903 12,4622 11,4699

21 18,8570 18,3697 17,9001 17,0112 16,1845 15,4150 14,0292 12,8212 11,7641
22 19,6604 19,1306 18,6208 17,6580 16,7654 15,9369 14,4511 13,1630 12,0416
23 20,4558 19,8820 19,3309 18,2922 17,3321 16,4436 14,8568 13,4886 12,3034
24 21,2434 20,6242 20,0304 18,9139 17,8850 16,9355 15,2470 13,7986 12,5504
25 22,0232 21,3573 20,7196 19,5235 18,4244 17,4131 15,6221 14,0939 12,7834
26 22,7952 22,0813 21,3986 20,1210 18,9506 17,8768 15,9828 14,3752 13,0032
27 23,5596 22,7963 22,0676 20,7069 19,4640 18,3270 16,3296 14,6430 13,2105
28 24,3164 23,5025 22,7267 21,2813 19,9649 18,7641 16,6631 14,8981 13,4062
29 25,0658 24,2000 23,3761 21,8444 20,4535 19,1885 16,9837 15,1411 13,5907
30 25,8077 24,8889 24,0158 22,3965 20,9303 19,6004 17,2920 15,3725 13,7648

31 26,5423 25,5693 24,6461 22,9371 21,3954 20,0004 17,5886 15,5928 13,9291
32 27,2696 26,2413 25,2671 23,4683 21,8492 20,3888 17,8736 15,8027 14,0840
33 27,9897 26,9050 25,8790 23,9886 22,2919 20,7658 18,1476 16,0025 14,2302
34 28,7027 27,5605 26,4817 24,4986 22,7238 21,1318 18,4112 16,1929 14,3681
35 29,4086 28,2079 27,0756 24,9986 23,1452 21,4872 18,6646 16,3742 14,4982
36 30,1075 28,8473 27,6607 25,4888 23,5563 21,8323 18,9083 16,5469 14,6210
37 30,7995 29,4788 28,2371 25,9695 23,9573 22,1672 19,1426 16,7113 14,7368
38 31,4847 30,1025 28,8051 26,4406 24,3486 22,4925 19,3679 16,8679 14,8460
39 32,1630 30,7185 29,3646 26,9026 24,7303 22,8082 19,5845 17,0170 14,9491
40 32,8347 31,3269 29,9158 27,3555 25,1028 23,1148 19,7928 17,1591 15,0463

41 33,4997 31,9278 30,4590 27,7995 25,4661 23,4124 19,9931 17,2944 15,1380
42 34,1581 32,5213 30,9941 28,2348 25,8206 23,7014 20,1856 17,4232 15,2245
43 34,8100 33,1075 31,5212 28,6616 26,1664 23,9819 20,3708 17,5459 15,3062
44 35,4565 33,6864 32,0406 29,0800 26,5038 24,2543 20,5488 17,6628 15,3832
45 36,0945 34,2582 32,5523 29,4902 26,8330 24,5187 20,7200 17,7741 15,4558
46 36,7272 34,8229 33,0565 29,8923 27,1542 24,7754 20,8847 17,8801 15,5244
47 37,3537 35,3806 33,5532 30,2866 27,4675 25,0247 21,0429 17,9810 15,5890
48 37,9740 35,9315 34,0426 30,6731 27,7732 25,2667 21,1951 18,0772 15,6500
49 38,5881 36,4755 34,5247 31,0521 28,0714 25,5017 21,3415 18,1687 15,7076
50 39,1961 37,0129 34,9997 31,4236 28,3623 25,7298 21,4822 18,2559 15,7619




Secéao VII: Probabilidade e Estatistica

Areas sob a Curva Normal Padrao

de—wax @)= % j et
g I ‘

Nota: erf (x) = 2D(x \/5 )—1 [Ver também 36.1]

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 | o0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160  0,5199  0,5239 0,5279  0,5319  0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596  0,5636  0,5675  0,5714  0,5754
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987  0,6026 0,6064 0,6103  0,6141
0,3 0,6179 0,6217  0,6255 0,6293 0,6331 0,6368  0,6406 0,6443  0,6480  0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736  0,6772 0,6808 0,6844  0,6879

05| 0,6915 0,6950  0,6985 0,7019  0,7054 0,7088  0,7123  0,7157  0,7190 0,7224
0,6 | 0,7258  0,7291 0,7324 0,7357  0,7389 0,7422 0,7454  0,7486  0,7518 0,7549
0,7 | 0,7580 0,7612  0,7642 0,7673  0,7704 0,7734 0,7764  0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910  0,7939 0,7967  0,7996 0,8023 0,8051 0,8078  0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186  0,8212 0,8238  0,8264 0,8289 0,8315  0,8340  0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438  0,8461 0,8485  0,8508 0,8531 0,8554  0,8577  0,8599  0,8621
1,1 0,8643 0,8665  0,8686 0,8708  0,8729 0,8749 0,8770  0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869  0,8888 0,8907  0,8925 0,8944 08962 0,8980  0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082  0,9099 0,9115 0,9131 0,9147  0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207  0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 09279  0,9292  0,9306 0,9319

1,5 | 0,9332 0,9345  0,9357  0,9370 0,9382 0,9394  0,9406  0,9418  0,9429  0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474  0,9484 0,9495 0,9505  0,9515  0,9525  0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573  0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616  0,9625  0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656  0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726  0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756  0,9761 0,9767

20 | 09772 0,9778 0,9783 0,9788  0,9793 0,9798  0,9803  0,9808  0,9812  0,9817
2,1 0,9821 0,9826  0,9830 0,9834 0,9838  0,9842 0,9846 0,9850  0,9854  0,9857
2,2 | 0,9861 0,9864  0,9868  0,9871 0,9875  0,9878 0,9881  0,9884  0,9837  0,9890
2,3 0,9893 0,9896  0,9898  0,9901 0,9904  0,9906 0,9909  0,9911 0,9913  0,9916
2,4 0,9918 0,9920  0,9922  0,9925 0,9927  0,9929 0,9931 0,9932  0,9934 0,9936

2,5 | 0,9938 0,9940  0,9941  0,9943  0,9945 0,9946  0,9948  0,9949  0,9951 0,9952
2,6 | 0,9953 0,9955  0,9956  0,9957  0,9959 0,9960  0,9961 0,9962  0,9963  0,9964
27 | 0,9965 0,9966  0,9967 0,9968  0,9969 0,9970 0,9971 0,9972  0,9973 0,9974
2,8 | 0,9974 0,9975  0,9976  0,9977  0,9977 0,9978  0,9979  0,9979  0,9980 0,9981
2,9 | 0,9981 0,9982  0,9982  0,9983  0,9984 0,9984  0,9985  0,9985  0,9986  0,9986

30 | 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988  0,9988  0,9989  0,9989  0,9989  0,9990  0,9990
31 0,9990  0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992  0,9992  0,9992  0,9993  0,9993
3,2 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995 0,9995  0,9995
3,3 | 0,9995 0,9995 0,9995  0,9996  0,9996 0,9996  0,9996  0,9996  0,9996 0,9997
3,4 0,9997  0,9997  0,9997  0,9997  0,9997 0,9997  0,9997  0,9997 0,9997  0,9998

3,5 | 0,9998  0,9998 0,9998  0,9998 0,9998  0,9998  0,9998  0,9998  0,9998  0,9998
3,6 | 09998 09998 0,9999 0,9999 0,9999  0,9999  0,9999  0,9999  0,9999  0,9999
37 | 09999  0,9999  0,9999 0,9999 0,9999  0,9999  0,9999  0,9999  0,9999  0,9999
38 | 09999 0,9999 0,999 09999 0,9999 0,9999  0,9999  0,9999  0,9999  0,9999
3,9 1,0000 1,0000  1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000  1,0000  1,0000  1,0000




Ordenadas da Curva
Normal Padrao

- efxl/Z
y \/%
x
z 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 0,3989 0,3989 0,3988 0,3986 0,3984 0,3982 0,3980 0,3977 0,3973
0,1 0,3970 0,3965 0,3961 0,3956 0,3951 0,3945 0,3939 0,3932 0,3925 0,3918
0,2 0,3910 0,3902 0,3894 0,3885 0,3876 0,3867 0,3857 0,3847 0,3836 0,3825
0,3 0,3814 0,3802 0,3790 0,3778 0,3765 0,3752 0,3739 0,3725 0,3712 0,3697
0,4 0,3683 0,3668 0,3653 0,3637 0,3621 0,3605 0,3589 0,3572 0,3555 0,3538
05 | 0,3521 0,3503  0,3485  0,3467 0,3448  0,3420  0,3410  0,3391  0,3372  0,3352
0,6 0,3332 0,3312 0,3292 0,3271 0,3251 0,3230 0,3209 0,3187 0,3166 0,3144
0,7 0,3123 0,3101 0,3079 0,3056 0,3034 0,3011 0,2989 0,2966 0,2943 0,2920
0,8 0,2897 0,2874 0,2850 0,2827 0,2803 0,2780 0,2756 0,2732 0,2709 0,2685
0,9 0,2661 0,2637 0,2613 0,2589 0,2565 0,2541 0,2516 0,2492 0,2468 0,2444
1,0 0,2420 0,2396 0,2371 0,2347 0,2323 0,2299 0,2275 0,2251 0,2227 0,2203
1,1 0,2179 0,2155 0,2131 0,2107 0,2083 0,2059 0,2036 0,2012 0,1989 0,1965
1,2 0,1942 0,1919 0,1895 0,1872 0,1849 0,1826 0,1804 0,1781 0,1758 0,1736
1,3 0,1714 0,1691 0,1669 0,1647 0,1626 0,1604 0,1582 0,1561 0,1539 0,1518
1,4 0,1497 0,1476 0,1456 0,1435 0,1415 0,1394 0,1374 0,1354 0,1334 0,1315
1,5 0,1295 0,1276 0,1257 0,1238 0,1219 0,1200 0,1182 0,1163 0,1145 0,1127
1,6 0,1109 0,1092 0,1074 0,1057 0,1040 0,1023 0,1006 0,0989 0,0973 0,0957
1,7 0,0940 0,0925 0,0909 0,0893 0,0878 0,0863 0,0848 0,0833 0,0818 0,0804
1,8 0,0790 0,0775 0,0761 0,0748 0,0734 0,0721 0,0707 0,0694 0,0681 0,0669
1,9 0,0656 0,0644 0,0632 0,0620 0,0608 0,0596 0,0584 0,0573 0,0562 0,0551
2,0 0,0540 0,0529 0,0519 0,0508 0,0498 0,0488 0,0478 0,0468 0,0459 0,0449
2,1 0,0440 0,0431 0,0422 0,0413 0,0404 0,0396 0,0387 0,0379 0,0371 0,0363
2,2 0,0355  0,0347 0,0339  0,0332 0,0325  0,0317 0,0310 0,0303 0,0297  0,0290
2,3 0,0283 0,0277 0,0270 0,0264 0,0258 0,0252 0,0246 0,0241 0,0235 0,0229
2,4 0,0224 0,0219 0,0213 0,0208 0,0203 0,0198 0,0194 0,0189 0,0184 0,0180
2,5 0,0175 0,0171 0,0167 0,0163 0,0158 0,0154 0,0151 0,0147 0,0143 0,0139
2,6 0,0136 0,0132 0,0129 0,0126 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 0,0107
2,7 0,0104 0,0101 0,0099 0,0096 0,0093 0,0091 0,0088 0,0086 0,0084 0,0081
2,8 0,0079 0,0077 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0067 0,0065 0,0063 0,0061
29 | 0,0060 0,0068 0,0056 0,0065 0,0053  0,0051 0,0050  0,0048  0,0047  0,0046
3,0 0,0044 0,0043 0,0042 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 0,0035 0,0034
3,1 0,0033 0,0032 0,0031 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0,0026 0,0025 0,0025
3,2 0,0024 0,0023 0,0022 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 0,0018 0,0018
3,3 0,0017 0,0017 0,0016 0,0016 0,0015 0,0015 0,0014 0,0014 0,0013 0,0013
3,4 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 0,0010 0,0009 0,0009
3,5 0,0009 0,0008 0,0008 0,0008 0,0008 0,0007 0,0007 0,0007 0,0007 0,0006
3,6 0,0006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,0005 0,0006 0,0005 0,0004
3,7 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003
3,8 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002
3,9 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001




Valores Percentis t, da
Distribuicao t de Student

com n graus de liberdade (drea sombreada = p)

n t 995 tg9 to75 tos €90 t .80 tas o ) tss
1 63,66 31,82 12,71 6,31 3,08 1,376 1,000 0,727 0,325 0,158
2 9,92 6,96 4,30 2,92 1,89 1,061 0,816 0,617 0,289 0,142
3 5,84 4,54 3,18 2,35 1,64 0,978 0,765 0,584 0,277 0,137
4 4,60 375 278 213 1,63 0,941 0,741 0,569 0271 0,134
5 4,03 336 257 2,02 1,48 0,920 0,727 0,559 0,267 0,132
6 3,71 3,14 2,45 1,94 1,44 0,906 0,718 0,553 0,265 0,131
7 3,50 3,00 2,36 1,90 1,42 0,896 0,711 0,549 0,263 0,130
8 3,36 2,90 2,31 1,86 1,40 0,889 0,706 0,546 0,262 0,130
9 3,25 2,82 2,26 1,83 1,38 0,883 0,703 0,543 0,261 0,129

10 3,17 2,76 2,23 1,81 1,37 0,879 0,700 0,542 0,260 0,129

11 3,11 2,72 2,20 1,80 1,36 0,876 0,697 0,540 0,260 0,129

12 3,06 2,68 2,18 1,78 1,36 0,873 0,695 0,539 0,259 0,128

13 3,01 2,65 2,16 1,77 1,35 0,870 0,694 0,538 0,259 0,128

14 2,98 2,62 2,14 1,76 1,34 0,868 0,692 0,537 0,258 0,128

15 2,95 2,60 2,13 1,75 1,34 0,866 0,691 0,536 0,258 0,128

16 2,92 2,68 2,12 1,75 1,34 0,865 0,690 0,535 0,258 0,128

17 2,90 2,57 2,11 1,74 1,33 0,863 0,689 0,534 0,257 0,128

18 2,88 2.55 2,10 173 133 0,862 0,68 0,534 0257 0,127

19 2,86 2,54 2,09 1,73 1,33 0,861 0,688 0,533 0,257 0,127

20 2,84 2,63 2,09 1,72 1,32 0,860 0,687 0,533 0,257 0,127

21 2,83 2,52 2,08 1,72 1,32 0,859 0,686 0,532 0,257 0,127

22 2,82 2,51 2,07 1,72 1,32 0,858 0,686 0,532 0,256 0,127

23 2,81 2,50 2,07 1,71 1,32 0,858 0,685 0,532 0,256 0,127

24 2,80 2,49 2,06 1,71 1,32 0,857 0,685 0,531 0,256 0,127

25 2,79 2,48 2,06 1,71 1,32 0,856 0,684 0,531 0,256 0,127

26 2,78 2,48 2,06 1,71 1,32 0,856 0,684 0,531 0,256 0,127

27 2,17 2,47 2,05 1,70 1,31 0,855 0,684 0,531 0,256 0,127

28 2,76 2,47 2,06 1,70 1,31 0,855 0,683 0,530 0,256 0,127

29 2,76 2,46 2,04 1,70 1,31 0,854 0,683 0,530 0,256 0,127

30 2,75 2,46 2,04 1,70 1,31 0,854 0,683 0,530 0,256 0,127

40 2,70 2,42 2,02 1,68 1,30 0,851 0,681 0,529 0,255 0,126

60 2,66 2,39 2,00 1,67 1,30 0,848 0,679 0,527 0,254 0,126

120 2,62 2,36 1,98 1,66 1,29 0,845 0,677 0,526 0,254 0,126

© 2,58 2,33 1,96 1,645 1,28 0,842 0,674 0,524 0,253 0,126

Fonte: R. A. Fisher and F. Yates, Statistical Tables for Biological, Agricultural and Medical Research (6th edition, 1963), Table III,
Oliver and Boyd Ltd., Edinburgh, sob permissio dos autores e editores.



Valores Percentis x da
Distribuicdo x° (Qui-Quadrado)

com n graus de liberdade (area sombreada = p)

2
Xp

2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
n X 995 X o9 X 975 X95 Xg0 X715 X50 X225 X 10 X.05 X025 X01 X005

1 7,88 6,63 5,02 3,84 2,71 1,32 0,455 0,102 0,0158 0,0039 0,0010 0,0002 0,0000
2 10,6 9,21 7,38 5,99 4,61 2,77 1,39 0,575 0,211 0,103 0,0506 0,0201 0,0100
3 12,8 11,3 9,35 7,81 6,25 4,11 2,37 121 0,584 0,352 0,216 0,115 0,072
4 14,9 13,3 11,1 9,49 7,78 5,39 33 192 1,06 0,711 0,484 0,297 0,207

5 16,7 151 12,8 11,1 9,24 6,63 4,35 267 161 1,15 0,831 0,554 0,412
6 | 185 16,8 14,4 12,6 10,6 7,84 535 3456 2,20 1,64 1,24 0,872 0,676
71 203 185 16,0 14,1 12,0 9,04 6,35 425 283 217 1,69 1,24 0,989
8 | 22,0 20,1 175 15,5 13.4 10,2 734 507 349 273 218 1,65 1,34
9 23,6 21,7 19,0 16,9 14,7 11,4 834 590 417 333 270 209 1,73

10 | 252 232 205 18,3 16,0 12,6 9,34 6,74 487 394 3256 256 216
11 26,8 247 219 19,7 17,3 18,7 10,3 7,58 558 457 382 305 260
12 | 283 262 233 210 18,5 14,8 11,3 844 630 523 440 3,67 3,07
13 | 298 27,7 247 224 19,8 16,0 12,3 930 704 589 501 4,11 3,67
14 | 313 29,1 26,1 23,7 211 17,1 133 102 7,79 657 563 466 4,07

15 | 328 306 275 250 223 18,2 143 11,0 855 726 626 523 4,60
16 | 343 320 288 263 235 19,4 153 11,9 931 796 691 5,81 5,14
17 | 3857 334 30,2 27,6 248 20,5 16,3 128 10,1 867 756 641 5,70
18 | 37,2 348 31,5 289 260 216 17,3 13,7 109 939 823 701 6,26
19 386 362 329 30,1 27,2 22,7 18,3 14,6 11,7 101 8,91 7,63 6,84

20 40,0 37,6 34,2 31,4 28,4 23,8 19,3 15,6 124 10,9 9,59 8,26 7,43
21 414 389 35,5 32,7 29,6 249 20,3 16,3 132 11,6 10,3 8,90 8,03
22 42,8 403 36,8 33,9 30,8 26,0 21,3 17,2 14,0 123 11,0 9,64 8,64
23 | 442 416 381 35,2 32,0 27,1 22,3 181 148 131 11,7 10,2 9,26
24 | 456 430 39,4 36,4 33,2 28,2 23,3 19,0 15,7 138 124 10,9 9,89

25 | 46,9 44,3 40,6 37,7 34,4 29,3 24,3 199 16,6 14,6 13,1 11,5 10,5
26 | 48,3 456 419 38,9 35,6 30,4 253 208 173 154 138 12,2 11,2
27 49,6 470 43,2 40,1 36,7 31,5 263 21,7 181 16,2 14,6 12,9 11,8
28 | 510 483 445 413 37,9 32,6 27,3 227 189 169 15,3 13,6 12,5
29 52,3 49,6 45,7 42,6 39,1 33,7 283 236 198 17,7 16,0 14,3 131

30 53,7 50,9 47,0 43,8 40,3 34,8 29,3 245 206 185 16,8 15,0 13,8
40 66,8 63,7 59,3 55,8 51,8 45,6 39,3 337 291 26,56 244 22,2 20,7
50| 795 76,2 71,4 67,5 63,2 56,3 49,3 429 377 348 324 29,7 28,0
60 92,0 88,4 83,3 79,1 74,4 67,0 59,3 523 465 432 405 37,6 35,5

70| 1042 1004 95,0 90,5 85,5 71,6 69,3 61,7 553 51,7 488 454 43,3
80 | 116,3 112,3 1066 1019 96,6 88,1 793 711 64,3 604 57,2 53,5 51,2
90 | 128,38 1241 1181 1131 1076 98,6 89,3 80,6 733 691 65,6 61,8 59,2
100 | 140,2 1358 1296 1243 1185 1091 993 90,1 824 779 74,2 70,1 67,3

Fonte: Catherine M. Thompson, Table of percentage points of the )(2 distribution, Biometrika, Vol. 32 (1941), sob permissdo do autor
e editor.



Valores do 95° Percentil
da Distribuicao F

n, = graus de liberdade do numerador
n, = graus de liberdade do denominador
(area sombreada = 0,95)

F

0,95

<! 2 3 4 5 6 8 12 16 20 30 40 50 100 =

1]161,4 1995 2157 2246 230,2 2340 2389 2439 2463 2480 250,1 251,1 252,2 253,0 254,3
218,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,41 19,43 19,45 19,46 19,46 19,47 19.49 19,50
311013 955 9,28 912 901 894 885 874 869 866 862 860 858 856 853
4| 7711 694 659 639 626 616 604 591 584 580 575 571 570 566 563
5| 661 579 541 519 505 495 482 468 460 456 450 446 444 440 4,36

6| 599 514 476 453 439 428 415 400 392 387 381 377 375 371 367
T| 559 474 435 412 397 387 373 357 349 344 338 334 332 328 323
8| 532 446 407 384 369 358 344 328 320 315 308 305 303 298 293
9| 512 426 386 363 348 337 323 307 298 293 286 282 280 276 271
0| 496 410 371 348 333 322 307 291 282 277 270 267 264 259 254

11| 484 398 359 336 320 309 295 279 270 265 257 253 250 245 240
12| 475 383 349 326 311 300 285 269 260 254 246 242 240 235 230
13| 467 381 341 318 303 292 277 260 251 246 238 234 232 226 221
14| 460 374 334 311 296 285 270 253 244 239 231 227 224 219 213
15| 454 368 329 306 29 279 264 248 239 233 225 221 218 212 207

16| 449 363 324 301 285 274 259 242 233 228 220 216 213 207 201
17| 445 359 320 296 281 270 255 238 229 223 215 211 208 202 196
18| 441 355 316 293 277 266 251 234 225 219 211 207 204 198 192
19| 438 352 313 290 274 263 248 231 221 215 207 202 200 194 188
20| 435 349 310 287 271 260 245 228 218 212 204 199 196 190 184

22| 430 344 305 282 266 255 240 223 213 207 198 193 191 184 178
24| 426 340 3,01 278 262 251 236 218 209 203 194 189 1.8 180 1,73
26| 423 337 298 274 259 247 232 215 205 199 190 18 182 176 1,69
28| 420 334 295 271 256 245 229 212 202 196 187 181 178 172 165
30| 417 332 292 269 253 242 227 209 199 193 184 179 176 169 1,62

40 408 323 284 261 245 234 218 200 190 184 174 169 1,66 1,59 1,51
50| 403 318 279 256 240 229 213 19 185 178 169 163 1.60 152 144
60| 400 315 276 253 237 225 210 192 181 1,75 165 1,59 156 148 1.39
70| 398 313 274 250 235 223 207 18 179 172 162 156 153 145 1,35
80 396 311 272 248 233 221 205 188 177 170 160 154 151 142 1,32

100 | 394 309 270 246 230 219 203 18 175 168 157 151 148 1,39 1,28
150 | 391 306 267 243 227 216 200 182 171 164 154 147 144 134 122
200| 380 304 265 241 22 214 198 180 169 162 1,552 145 142 132 119
400 | 386 302 262 239 223 212 196 178 167 160 149 142 138 128 113

w | 384 299 260 237 221 209 194 175 164 157 146 140 132 124 1,00

Fonte:  G. W. Snedecor and W. G. Cochran, Statistical Methods (6th edition, 1967), lowa State University Press, Ames, lowa, sob
permissao dos autores e editor.



Valores do 99° Percentil
da Distribuicao F

n, = graus de liberdade do numerador
n, = graus de liberdade do denominador
(area sombreada = 0,99)

“F

0,99
n”l 1 2 3 4 5 6 8 12 16 20 3 40 50 100
2
1 |4052 4999 5403 5625 5764 5859 5981 6106 6169 6208 6258 6286 6302 6334 6366
2 (98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,42 99,44 99.45 9947 9948 99,48 99,49 99,50
3 (84,12 30,81 29,46 2871 28,24 27,41 2749 27,05 28,63 26,69 26,50 2641 26,35 26,23 26,12
4|21,20 18,00 16,69 1598 1552 1521 14,80 14,37 14,15 14,02 1383 1374 13,69 13,57 13,46
5 (16,26 1327 12,06 11.39 10,97 10,67 10,27 9,89 968 9,55 938 929 924 913 9,02
61374 1092 978 915 875 847 810 772 752 1739 17,23 714 17,09 699 688
711225 955 845 785 746 7,19 684 647 627 615 598 590 585 575 565
8 11,26 865 759 7,01 663 637 603 567 548 536 520 511 508 4,96 486
9 |1056 802 699 642 606 580 547 511 492 480 4,64 456 451 441 431
10 [10,04 756 655 599 564 539 506 471 452 441 425 417 412 401 391
11905 72 622 567 532 507 474 440 421 410 394 38 380 370 3,60
12| 9,33 693 595 541 506 482 450 4,16 398 386 370 361 356 3,46 3,36
13| 907 670 574 520 486 4,62 430 396 378 367 351 342 337 3,27 316
14 [ 886 651 556 503 469 446 414 380 362 351 334 32 321 311 300
15| 868 636 542 4,89 456 432 400 3,67 348 336 320 312 307 297 287
16 | 853 6,23 529 477 444 420 38 355 337 325 310 301 296 286 275
17 | 8,40 611 518 4,67 434 410 379 3,45 327 316 300 292 286 276 2,65
18 [ 828 601 509 458 425 401 371 337 319 307 291 283 278 268 257
19 | 818 593 501 450 4,17 394 363 330 312 300 284 276 270 260 249
20 | 8,10 585 494 443 410 387 356 323 305 294 277 269 263 253 242
22 | 794 572 482 431 399 376 345 312 294 283 267 258 253 242 231
24 | 782 561 472 422 390 367 336 303 285 274 258 249 244 233 221
26 | 7,72 553 464 414 382 359 329 296 277 266 250 241 236 225 213
28 | 7,64 545 457 407 376 353 323 290 271 260 244 235 230 218 206
30 | 7.56 539 451 402 370 347 3,17 284 266 255 238 229 224 213 201
40 [ 7,31 518 431 383 351 329 299 266 249 237 220 211 205 194 181
50 | 7,17 506 4,20 372 341 3,18 288 256 239 226 210 200 194 182 168
60 | 7,08 498 413 365 334 312 282 250 232 220 203 193 187 174 160
70 | 7,01 492 4,08 360 329 307 277 245 228 215 198 188 182 169 153
80 | 6,96 4,88 404 356 325 304 274 241 224 211 194 184 1,78 165 149
100 | 6,90 482 398 351 320 299 269 236 219 206 1.8 179 178 159 1,43
150 | 6,81 475 3891 344 314 292 262 230 212 200 183 1,72 166 151 1,33
200 | 6,76 471 3.8 341 311 290 260 228 209 197 1,79 169 162 148 1,28
400 | 6,70 466 383 336 306 285 255 223 204 192 1,74 164 157 1,42 1,19
© | 664 460 3878 332 302 280 251 218 199 187 1,69 159 152 136 1,00

Fonte:

permissdo dos autores e editor.

G. W. Snedecor and W. G. Cochran, Statistical Methods (6th edition, 1967), lowa State University Press, Ames, lowa, sob




Numeros Aleatorios

651772 74640 42331 29044 46621 62898 93582 04186 19640 87056
24033 23491 83587 06568 21960 21387 76106 10863 97453 90581
45939 60173 52078 25424 11645 55870 56974 37428 93507 94271
30686 02133 75797 45406 31041 86707 12973 17169 88116 42187
03585 79353 81938 82322 96799 85659 36081 50884 14070 74950

64937 03355 95863 20790 65304 55189 00745 65253 11822 15804
15630 647569 51135 98527 62586 41889 25439 88036 24034 67283
09448 56301 57683 30277 94623 85418 68829 06652 41982 49159
21631 91157 77331 60710 52290 16835 48653 71590 16159 14676
91097 17480 29414 06829 87843 28195 27279 47152 35683 47280

50532 25496 95652 42457 73547 76552 50020 24819 52984 76168
07136 40876 79971 54195 25708 51817 36732 72484 94923 75936
27989 64728 10744 08396 56242 90985 28868 99431 50995 20507
85184 73949 36601 46253 00477 25234 09908 36574 72139 70185
54398 21154 97810 36764 32869 11785 55261 59009 38714 38723

66644 34371 09591 07839 58892 92843 72828 91341 84821 63886
08263 659562 85762 64236 39238 18716 84303 99247 46149 03229
39817 67906 48236 16057 81812 15815 63700 85915 19219 45943
62257 04077 79443 95203 02479 30763 92486 54083 23631 05825
53298 90276 62545 21944 16530 03878 07516 95715 02526 33537




Indice de Simbolos
e Notacoes Especiais

A lista a seguir mostra simbolos e notacdes especiais junto com as paginas nas quais estdo definidos ou ocor-
rem pela primeira vez. Os casos de simbolos com mais de um significado deverio ficar claros pelo contexto.

Simbolos

Ber,(x), Bei, (x)
B(m, n)

Bll

C(x)

Ci(x)

D.M.

€, €, €

E = E(k, 7/2)
E = E(k, ¢)
Ei(x)

Ell

erf(x)

erfc(x)

E(X)

S lxg xp5 o X,
F(a), F(x)
F(a, b; c; x)

F = F(k, $)
7,7

hy, hy, hy

H,(x)

Hn“)(x), Hn‘z)(x)
ij. k

I,(x)

7,0

K = F(k, m/2)
Ker, (x), Kei,(x)
K (x)

In x oulog, x
log x ou log,,x
L,

L)

Funcdes Ber e Bei, 165

Fungao beta, 160

Nuamero de Bernoulli, 150

Integral cosseno de Fresnel, 212

Integral cosseno, 212

Desvio médio, 219

Vetores unitdrios em coordenadas curvilineas, 135-136
Integral eliptica completa de 2° espécie, 206

Integral eliptica incompleta de 2° espécie, 206
Integral exponencial, 211

Nuamero de Euler, 150-151

Fungao erro, 211

Funcdo erro complementar, 211

Meédia ou esperanca da varidvel aleatdria X, 231-232
Férmula do quociente de diferencas, 236-237
Funcao distribui¢ao acumulada, 233

Fungdo hipergeométrica, 186

Integral eliptica incompleta de 1? espécie, 206-207
Transformada de Fourier e transformada inversa, 202
Fatores de escala em coordenadas curvilineas, 135-136
Polindmio de Hermite, 177-178

Funcdes de Hankel de 17 e 27 espécies, 163

Vetores unitdrios em coordenadas retangulares, 128
Funcao de Bessel modificada de 1 espécie, 163
Fungdo de Bessel de 1* espécie, 161-162

Integral eliptica completa de 1* espécie, 206

Funcgdes Ker e Kei, 166-167

Fungdo de Bessel modificada de 2* espécie, 164
Logaritmo natural de x, 64

Logaritmo comum de x, 64

Polindmio de Laguerre, 179

Polindmio de Laguerre associado, 180-181
Transformada de Laplace e transformada inversa, 188
Meédia geométrica, 217-218

Média harmonica, 217-218

Probabilidade condicional de A dado E, 227
Polindmio de Legendre, 172

Fungdo de Legendre associada, 175-176



MANUAL DE FORMULAS E TABELAS MATEMATICAS

-

0,, 05, O, Quartis, 219
0,(x) Funcdo de Legendre de 2° espécie, 174-175
Q"(x) Fungdo de Legendre associada de 2° espécie, 176

r Coeficiente de correlagdo amostral, 220-221
R.M.Q. Raiz da média dos quadrados, 219

s Desvio padrdo amostral, 216
s~ Variancia amostral, 218
s Covariancia amostral, 221

S(x) Integral seno de Fresnel, 212
Si(x) Integral seno, 211-212
T,(x) Polindmio de Chebyshev de 1* espécie, 183
U (x) Polindmio de Chebyshev de 2* espécie, 184
Var(X) Varidncia da varidvel aleatdria X, 232-233
X, 3 Média, grande média, 216, 217
x" k-ésimo zero do polindmio de Legendre P, (x), 241
Y, (x) Fungdo de Bessel de 2* espécie, 162

Z Variavel aleatdria padronizada, 234

Simbolos Gregos

a, Momento reduzido de ordem r centrado na média,
220
vy Constante de Euler, 13

Pi, 13

Coordenada esférica, 48-49

®(p) A soma 1+%+§+...+%, ®(0)=0, 162

T E”n‘?f‘o gatm*;’ ! ;,7'160’ 262612 ®(x) Funcio de distribuicio de probabilidade, 234-235
{x) Funcdo zeta de Riemann, o Desvio padrio de populagao, 216, 220

p Média de popl{le}gaoj 216 o” Variancia de populagdo, 216, 220
0 Coordenada: cilindrica, 48-49

polar, 21, 35; esférica, 48-49

RN

Notacdes
A~B A € assintotico a Bou A/B tende a 1, 159

Ase A=0

IAl Valor absoluto de A = {—A se A<

n! Fatorial de n, 17

(Z) Coeficientes binomiais, 17-18

_dy
y _E_f (x)

Derivadas de y ou f{x) em relagdo a x, 73

"

vy
y :W:f (x), etc.

D’ = % p-ésima derivada em relacdo a x, 76
of of 9I*f . ..
Iy etc. Derivadas parciais, 77
y2) Jacobiano, 136
O(uy, Uy, 1ty)
J f(x)dx  Integral indefinida, 78
J.h f(x)dx  Integral definida, 116
_[CA «dr  Integral de linha de A ao longo de C, 132
A+B  Produto escalarde A e B, 128
AxB Produto vetorial de A € B, 129
\Y Operador del, 130
V2=V.V  Operador laplaciano, 131
V#=V2(V?)  Operador bi-harménico, 131



Indice

Achatadas, coordenadas esféricas, 139 Componentes de um vetor, 128
Adams-Bashforth, método de, 245 Cone circular reto, 31
Adams-Moulton, método de, 245 Conicas, 36 (Ver também Elipse, Parabola, Hipérbole)
Ajuste de curvas, 222-223 Conjugado, complexo, 20
Alfabeto grego, 13 Constante de Catalan, 208
Algebra de conjuntos, 225 Constante(s), 13
Amostra, 216-217 de integragdo, 78
covariancia, 220-221 série de, 142
Amplitude de amostra, 219 Coordenadas, 135
Amplitude quartil, 219 bipolares, 139
Amplitude semiquartil, 219 cilindricas, 137
Antiderivada, 78 cilindricas parabdlicas, 137
Antilogaritmo, 64 cOnicas, 140
Aritmética: curvilineas, 135
média, 216-217 elipsoidais confocais, 141
soma, 142 elipticas cilindricas, 138
Assimetria, 220 esféricas, 49, 137
) . esféricas achatadas, 139
Binomial: esféricas alongadas, 140
coeficientes, 17,237, 267 paraboloidais, 138
distribuicao, 234-235 paraboloidais confocais, 141
férmula, 17 toroidais, 140
série, 144 Coordenadas retangulares, 35
Cardioide, 40 sistema de, 128

transformacao para coordenadas polares, 35
Cosseno, 54-55

grafico do, 57

integral, 211, 264

lei dos, 61-62

tabela de valores do, 253
Cossenos diretores, 45-46
Covariancia, 220-221
Curtose, 220
Curva de Agnesi, 42
Curva normal, 284-285

distribuigdo, 234-235

Catendria, 40
Cicloide, 39
Cilindricas, coordenadas, 48, 137
Cilindro eliptico, 52
Circulo, 28, 36
Coeficiente(s):
assimetria quartil, 220
binomial, 17
de correlagdo, 220-221
de excesso (curtose), 220
multinomial, 19

Complexo:
conjugado, 20 Dados bivariados, 220
logaritmo de nimero, 65-66 de ordem r, 220
nimero, 20 de assimetria, 220

plano, 20 de inércia, 52
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Derivadas, 73-77
de vetores, 129-130
regra da cadeia para, 73
regra de Leibniz para, 75
superiores, 75
Desigualdade de Cauchy-Schwarz, 213
para integrais, 214
Desigualdade de Chebychev, 214
Desigualdade de Holder, 213
para integrais, 214
Desigualdade de Minkowski, 214
para integrais, 214
Desigualdade triangular, 213
Desigualdades, 213
Desvio médio, 218
Desvio padrio, 218
de amostra, 218
de populacao, 220
de variavel aleatéria continua, 233
de variavel aleatéria discreta, 232-233
Diagramas de arvore (Probabilidade), 227
Diferencial, 76, 77
Distribuigdo F, 234-235
tabela de valores da, 288-289
Distribuicido Qui-Quadrado, 234-235
tabela de valores, 287
Distribui¢oes de probabilidade, 234-235
Divergéncia, 129-130, 136
teorema da, 134
Dupla, integral, 133

Elipse, 29, 36

Elipsoide, 50

Epicicloide, 41

Equac@o algébrica, solucdes de, 23

Equagao da onda, 247

Equagdo diferencial de Bernoulli, 124

Equagao diferencial de Bessel, 125-126, 161-162
modificada, 163
solucdo geral, 162

Equagdo diferencial de Cauchy ou Euler, 125-126

Equagao diferencial de Chebychev, 183
solucdo geral, 185

Equacdo diferencial de Laguerre, 179-180
associada, 180-181

Equagao diferencial de Legendre, 125-126, 172
associada, 174-175

Equagao diferencial de segunda ordem, 125

Equagdo diferencial exata, 124

Equagao diferencial homogénea, 124
linear de segunda ordem, 125

Equagao diferencial linear nao homogénea

de segunda ordem, 125

Equagao do calor, 246

Equacdo segmentdria da reta, 33

Equagbdes algébricas, 23

Equagdes ndo lineares, solugdo de, 242

Equagdes normais para a reta de regressao, 221-222

Escalar, 127
multiplicagdo de vetor por, 127
Escalar, produto, 128
Esfera:
drea da superficie da, 30
equacdes da, 49
volume da, 32
Espiral de Arquimedes, 44
Estatistica, 216-224
tabelas, 284-289
Euler:
constante de, 14
equacdo diferencial de, 125
método de, 244
nimeros de, 150
Eventos independentes, 228-230
Excentricidade, 36
Excesso, coeficiente de curtose, 220
Expoente, 64
Exponencial, curva (minimos quadrados), 222-223

Fator de escala, 135
Fatores de conversao, 25-26
Fatores especiais, 15
Fatorial de n, 17
tabela de valores, 265
Foélio de Descartes, 42
Forma de Cauchy do resto na série de Taylor, 146
Férmula da diferenga para trds, 238
Férmula da quadratura gaussiana, 241
Foérmula da soma de Euler-Maclaurin, 145
Férmula de adicao de:
fungdes de Bessel, 171
polindmios de Hermite, 178
Férmula de Bayes, 227-228
Férmula de Gauss-Legendre, 241
Férmula de interpolacdo de trés pontos, 237
Férmula de Rodrigues:
polindmios de Laguerre, 179
polindmios de Legendre, 172
Férmula de Simpson, 117, 240
Férmula de Stirling, 158

Férmula do quociente de diferencas de primeira ordem, 236
Férmula do quociente de diferencas de segunda ordem, 237

Férmula do quociente de diferencas geral, 237
Férmula do resto:
interpolacdo de Gauss-Legendre, 241
interpolacdo de Hermite, 239
interpolacdo de Lagrange, 236
Férmula do somatério:
de Euler-Maclaurin, 145
de Poisson, 145
Férmula retangular, 117
Férmulas da Geometria Analitica plana, 33-38
Foérmulas de diferengas para a frente, 237
Férmulas de recorréncia:
fungdo gama, 157
funcdes de Bessel, 162



polindmios de Chebyshev, 183
polindmios de Hermite, 177
polindmios de Laguerre, 179
polindmios de Legendre, 173
Férmulas do angulo metade, 58-59
Fungdo Beta, 160
Fung¢ao de Neumann, 161-162
Funcao de Weber, 161-162
Fungdo distribui¢do cumulativa, 233
Fungdo erro complementar, 211
Funcio escada, 200
Funcdo exponencial, 64-65
série da, 147
tabela de valores da, 262-263
Fungao gama, 157-158
relacdo com fungdo beta, 160
tabela de valores, 266
Fungdo nula, 197
Fungdo onda dente de serra, 199
Fungdo onda quadrada, 199
Fungdo onda senoidal retificada, 199
Fungdo onda senoidal semirretificada, 199
Funcdo onda triangular, 199
Fungao pulso, 200
Fungao tangente, 54-55
gréfico da, 57
tabela de valores, 257
Fungdo unitdria de Heaviside, 200
Funcao zeta de Riemann, 212
Funcdes de Bessel, 161-171
féormulas de recorréncia, 162, 165
graficos de, 167
modificadas, 163
representagdo integral de, 169
séries ortogonais de, 169
tabelas, 269-274
Funcdes de Hankel, 163
Fungdes de Legendre, 172-176
Fungdes elipticas, 206-210
de Jacobi, 207-208
expansdo em séries de, 208
Fungdes erro, 211
Fungdes geradoras, 165, 173, 175-177, 179-181, 183, 184
Fungdes Her e Bei, 165-166
Fungdes hiperbdlicas, 67-72
graficos das, 70
inversas das, 70-72
séries para as, 148
Funcdes Ker e Kei, 166-167
Funcdes logaritmicas, 64-66 (Ver também Logaritmos)
séries para, 147
tabela de valores de, 253-254, 260-261
Funcdes trigonométricas, 54-63
defini¢a@o de, 54-55
gréficos de, 57
inversas de, 59-61

inoice  ——— PR

séries de, 147
tabelas de, 255-257

Geometria, 27-32
Geometria analitica espacial, 45-51
Geometria analitica plana, 33-34
Geométrica:
média, 217
série, 142
Gradiente, 129-130, 136
Gréfico de dispersdo, 220
Grande média, 217
Graus, conversdo para radianos, 259

Hermite:
equagdo diferencial de, 177
interpolagado de, 238
polindmios de, 177-178
Hipérbole, 36
Hiperboloide, 50
Hipergeométrica:
distribuigdo, 234-235
equagdo diferencial, 186
funcio, 186
Hipocicloide, 39, 41

Identidade de Parseval para:
séries de Fourier, 152
transformada de Fourier, 202
Igualdade de vetores, 127
Integragdo, 75 (Ver também Integrais)
constante de, 78
regras gerais de, 78-80
Integragao por partes, 78
generalizada, 80
Integrais:
de linha, 132
de superficie, 133
definidas (Ver Integrais definidas)
impréprias, 116
indefinidas (Ver Integrais indefinidas)
multiplas, 133
tripla, 133
Integrais definidas, 116-124
defini¢do de, 116
férmula para calculo aproximado de, 117
Integrais indefinidas, 78-115
definicdo de, 78
tabelas de, 82-115
transformagio de, 80-81
Integral de Frullani, 122-123
Integral eliptica, 206-208
tabela de valores de, 278-279
Integral exponencial, 211, 264
Integral seno e cosseno de Fresnel, 212
Interpolag@o, 236
de Hermite, 238
férmula geral de, 237
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Interpolag@o de dois pontos (férmula), 237 Momento de ordem r, 212
Intervalo de convergéncia, 146 Montante composto, 280
Intervalo de convergéncia, 146 Multinomial, coeficiente, 19
Inversa: Muiltipla, integral, 133

fungio hiperbdlica, 70-72
fungdo trigonométrica, 59-62
transformada de Laplace, 188

Natural, logaritmo e antilogritmo, 64
tabelas de, 260-261

Inversao de séries de poténcias, 149 Newton:

féormula de diferencas para a frente, 237
Jacobiano, 136 férmula de diferengas para tras, 237
Juros, 280-283 interpolacao de, 236

método de, 242
Numeros de Euler, 150
Numeros aleatdrios, tabela de, 290
Nuameros de Bernoulli, 150
férmula assintética para, 151
séries envolvendo, 151
Numeros diretores, 45-46

Lagrange:
forma do resto na série de Taylor, 146
interpolacdo de, 236
Laplaciano, 131, 136
Lei da probabilidade total, 227-228
Lemniscata, 39
Limacon de Pascal, 43

Linha, integral de, 132 Operador biharmdnico, 131
Logaritmos, 64-66 Operador del, 129-130
de Briggs, 64 Ortogonais curvilineas, coordenadas, 135-136
de nimeros complexos, 65-66 férmulas envolvendo, 136
Ortogonalidade:

Média(o), 216-217
de populacio, 220
de variavel aleatéria continua, 232-233
de variavel aleatdria discreta, 232-233

polindmios de Chebychev, 184

polindmios de Laguerre, 179-180

polindmios de Legendre, 173
Ovais de Cassini, 43

desvio, 219
geométrica, 217 Parabola, 36
grande, 217 segmento de, 29
harmonica, 217 Paraboloide, 51
ponderada, 217 Paralelepipedo, 30
Mediana, 216-217 Paralelogramo, 17
Meétodo da bissecao, 242 Parametro, 216-217
Método da secante, 242 Parciais:
Método de Gauss-Seidel, 239 derivadas, 76
Método de Heun, 244 equagdes diferenciais, métodos numéricos para, 246
Meétodo de iteragao, 249 Parte imagindria de nimero complexo, 20
para a equagdo de Poisson, 249 Parte real de nimero complexo, 20
para sistemas lineares gerais, 249 Percentil, k-ésimo, 219
Método de Jacobi, 249 Periodo de fungdes elipticas, 208
Método de Milne, 245 Piramide, volume de, 31
Método de Richardson, 249 Plano complexo, 20
Método de Runge-Kutta, 245 Poisson:
Meétodos de diferenca finita para solucdo da: distribuigdo de, 234-235
equagdo da onda, 247 equagdo de, 246
equacdo de Poisson, 246 férmulas do somatério de, 145
equagdo do calor, 246 Polar:
Métodos numéricos para equagdes diferenciais: coordenadas, 35
ordindrias, 244-245 forma polar de nimero complexo, 21
parciais, 246-249 Poligono regular, 28
Minimos quadrados: Polinomial, curva (minimos quadrados), 223
curva de, 222-223 Polindmios de Chebycheyv, 183
reta de, 221-222 de 1% espécie, 183
Moda, 217 de 2 espécie, 184

Moddulo de nimero complexo, 21 férmula de recorréncia para, 183



Polindmios de Laguerre, 179-182
associados, 180-181
férmula de recorréncia para, 200
funcdo geradora para, 179
Polindmios de Legendre, 172-173, 241
férmula de recorréncia, 173-174
fungdo geradora para, 172
tabelas de valores de, 277
Ponto fixo de iteragdo, 243
Ponto médio, 218
Populacio, 216-217
desvio padrao de, 220
média de, 218
variancia, 220
Poténcia:
curva de (minimos quadrados), 221-222
somas de, 142
Probabilidade, 225
distribuigdo de, 231-232
funcao de, 226
tabelas de, 284-289
Processo estocastico, 227
Produto de Wallis, 215
Produto escalar, 128
Produto infinito, 215
Produto vetorial, 128-129
Produtos:
especiais, 15
infinito, 215

Quadrantes, 54-55
Quadritica:

convergéncia, 242

equagao, solugao de, 111
Quadratura, 240-241
Qudrtica, solucdo de equacao, 23
Quartil, coeficiente de assimetria, 220
Quartis [Q,, M, O], 219

Radianos, 14, 55
tabela de conversao para graus, 258
Raiz de nimero complexo, 21
Raiz média dos quadrados, 219
Reciprocos de poténcias, séries de, 143
Regra da cadeia para derivadas, 73
Regra da monotonicidade em Probabilidade, 226
Regra da soma (probabilidade), 226
Regra de Leibniz, 75
Regra de Napier, 62-63
Regra do ponto médio, 240, 244
Regra trapezoidal (férmula), 117, 240, 244
Residuos, soma dos quadrados dos, 222-223
Resto:
na forma de Cauchy, 23
na forma de Lagrange, 146
Resumo de cinco nimeros [L, Q,, M, Q,,, H], 219
Reta de melhor ajuste, 221-222
Reta de regressao, 221-222

e — 207

Retangulo, 23

Riemann, funcdo zeta de, 212
Rosacea, 40

Rotagdo, 35, 48

Rotacional, 131

Segmento:
de circulo, 29
de parabola, 29
Seno, 54-55
grafico do, 57
lei do, 61-62
tabela de valores, 255
Seno integral, 98
tabela de valores, 272
Separacio de varidveis, 124
Séries:
aritmética, 142
aritmético-geométrica, 142
binomial, 196
de constantes, 142
de Fourier, 152-156
de Maclaurin, 146
de poténcias, 146
de Taylor, 146-149
geométrica, 142
Setor de um circulo, 28
Solugdo da equagao ctbica, 23
Solucdo de equagdes algébricas, 23-24
Soma de vetores, 127
SOR — Método de sobrerrelaxacdes sucessivas, 249
Student, distribuicao 7 de, 235
tabela de, 286
Superticie, integral de, 133

Tabela de anuidades, 282
Tabelas financeiras, 280-283
Tangentes, lei das, 61-63
Tendéncia central, 216-217
Teorema da convolug@o para transformada de Fourier, 202
Teorema de De Moivre, 21
Teorema de Gauss, 134
Teorema de Green, 134
Teorema de Stokes, 134
Teorema do valor intermedidrio, 242
Teorema do valor médio:
para integral definida, 116
para integral definida generalizado, 117
Teorema fundamental do Cdlculo integral, 116
Teorema integral de Fourier, 201
Toro, area da superficie e volume, 29
Toroidais, coordenadas, 140
Tractriz, 42
Transformacao:
de coordenadas, 35, 47-48, 136
de integrais, 80-81, 136
jacobiano de, 136
Transformacao de Landen, 207-208
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Transformada de Fourier, 201
convolucio de, 201
cosseno de, 202, 205
identidade de Parseval, 201
seno de, 202, 204
tabelas de, 203-204
Transformada de Laplace, 188-200
defini¢do da, 188
férmula complexa da inversao de, 188
inversa, 188
tabelas de, 189-200
Translacao de coordenadas:
no espago, 47
no plano, 35
Trapezoide, area, perimetro, 27
Triangulo de Pascal, 17-18
Triangulo esférico, 61-62
Tripla, integral, 133
Trocoide, 41

Valor presente:
de um montante, 281
de uma anuidade, 283

Variancia, 218
de amostra, 218
de populacdo, 218
Variavel aleatéria, 231-235
continua, 232-233
discreta, 232
padronizada, 234
Vetor unitario, 128
normal a superficie, 133
Vetor zero, nulo, 127
Vetores, 127
derivada de, 129-130
integrais envolvendo, 132
unitarios, 127
Vetorial:
analise, 127-141
produto, 128-129
Volume, integral de, 133

Zeros das fungdes de Bessel, 275
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