XIV OLIMPIADA MATEMATICA DE PAISES DEL CONO SUR

Primeiro dia

1. Emumtorneio de futebol entre quatro equipes, A, B, C e D, cada equipe joga com cada
uma das outras exatamente uma vez.

a) Decidir se é possivel que, ao finalizar o torneio, as quantidades de gols marcados e
sofridos pelas equipes sejam:

A B C D
Gols marcados 1 3 6 7
Gols sofridos 4 4 4 5

Se a resposta é afirmativa, dé um exemplo com os resultados das seis partidas; em caso
contrario, justifique.

b) Decidir se é possivel que, ao finalizar o torneio, as quantidades de gols marcados e
sofridos pelas equipes sejam:

A B C D
Gols marcados 1 3 6 13
Gols sofridos 4 4 4 11

Se a resposta é afirmativa, dé um exemplo com os resultados das seis partidas; em caso
contrario, justifique.

2. Considere asequéncia{a,} definida da seguinte maneira:
=1
=3
an+2= 2an1 an+ 1, paratodo inteiron = 1.

Provar que a maxima poténcia de 2 que divide augs — auoos € 2°°%.

3. Seja ABC um tridngulo acutangulo tal que o angulo B mede 60° . A circunferéncia
de didmetro AC intersecta as bissetrizes internas de A e C  nos pontos M e N
respectivamente (M # A, N # C). A bissetriz interna do angulo B intersecta MN e AC nos
pontosR e S respectivamente. Demonstrar que BR< RS
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4. No triangulo acutangulo ABC, os pontos H, G e M encontram-se sobre o lado BC, de
modo que AH, AG e AM s&o dltura, bissetriz e mediana do triangulo, respectivamente.

Sabe-se que HG = GM, AB = 10 e AC = 14. Determinar a area do trigngulo ABC.

5. Sgja n=3k +1, onde k éum inteiro, k > 1. Constréi-se um arranjo triangular de lado
n formado por circulos de mesmo raio como o mostrado nafigurapara n=7.
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Determinar, para cada k, 0 maior nimero de circulos que podem ser coloridos de
vermelho de tal modo que ndo existam dois circulos vermelhos tangentes entre si.

6. Demonstrar que existe uma sequéncia de inteiros positivos X;,Xs ..., X, ... que satisfaz
as duas condicdes seguintes:

0] contém exatamente uma vez cada um dos inteiros positivos,
(i)  paracadan=212,.. asomaparcia X + X, +...+ X, édivisivel por n".
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