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Ao Estudante

Em geral a leitura de um texto matematico nao € facil. Além de ser
necessdria uma certa desenvoltura de leitura em geral, a compreensdao de um
texto matemdtico necessita de um minimo de conhecimento da linguagem e
da légica matematicas, razdo pela qual iniciamos este livro tratando desse
tema. Uma das coisas que pode atrapalhar o aproveitamento de um texto
matemadtico € a expectativa de entender o que estd sendo lido no sentido de
identificar algo que jd se conheca. Na verdade, praticamente tudo o que esta
nesse texto €, provavelmente, novo para voc€. Assim, ndo se assuste com o
fato de nlo estar entendendo, pois a sua compreensio sé pode ocorrer como
resultado de um trabalho para aprender o conteudo apresentado. Talvez seja
importante pensar que vocé, além do cdlculo, também estard aprendendo a
aprender.

Por isso, além de fornecer informag6es de conteudo matematico este texto
tem, igualmente, o objetivo de ajudd-lo a desenvolver sua capacidade de
raciocinio organizado, assim como de desenvolver sua capacidade de
expressar com clareza e de forma organizada o seu raciocinio.

Assim, para que esse objetivo seja atingido, ao fazer um exercicio vocé
deve sempre justificar com clareza suas conclusdes, isto €, descrever os
passos que o levaram a solucdo do exercicio relacionando-os com as
propriedades e teoremas que foram usados. Isso o auxiliard, inclusive, na
prépria compreensao dos conceitos, propriedades e teoremas. Pense que cada
exercicio resolvido ¢ um exemplo da aplicacdo dos conceitos e teoremas que
foi construido por vocé. Estudar com o objetivo de decorar conceitos e
técnicas nao € produtivo. A memorizacdo de conceitos, técnicas e teoremas
ocorre naturalmente quando resolvemos exercicios atentos para 0s processos
que conduzem as suas solugdes.

Os exercicios estao distribuidos ao longo de cada capitulo de tal forma que
voc€ possa O quanto antes testar sua compreensdo dos conteudos
apresentados. A ideia € que os primeiros exercicios de cada se¢do sejam
feitos com consulta imediata ao texto, de forma que a utilizacdo dos conceitos



e teoremas na resolucdo dos exercicios o ajude a compreender o conteido de
cada secdo. Ao resolver um exercicio sempre procure responder a pergunta
para que este exercicio serve? Qual é a sua relacdo com a teoria? Isso
também poderd ajudd-lo em seu aprendizado, j4 que os exercicios sao
elaborados também para destacar o que hd de mais importante em cada secao.

Vocé€ pode encontrar resposta para a maioria dos exercicios na
secaorespostas, mas € importante ter em mente que a maioria das respostas
ndo contém justificativas. Assim, a confirmagdo da sua solucdo € apenas
parcial, e sua melhor garantia é a referéncia que voc€ mesmo faz aos
teoremas (ou propriedades) usadas para chegar a solucao.

O curso cujo conteudo € o tema deste livro €, provavelmente, seu primeiro
contato com a Matemdtica (no caso, o Cdlculo) apresentada da forma como
se faz Matematica. Esperamos que, independentemente de sua apreciacao da
beleza do cdlculo, vocé descubra que o método que voc€ desenvolveu para
aprender cdlculo € util para aprender qualquer outro assunto.

laci Malta, Sinésio Pesco e Hélio Lopes
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Apresentacao

O material que compde este livro comecou a ser escrito quando fui
convidada a organizar um programa para uma disciplina de Matematica que
preparasse alunos das dreas de Biologia e Agronomia para um primeiro curso
de célculo tradicionalmente dirigido a alunos da drea de ci€ncias exatas.

As ideias que nortearam minha proposta para tal disciplina, denominada
entdo Cdlculo O, foram, basicamente, olhar para o aluno como um jovem
recém ingresso na universidade, em oposicao a tratd-lo como um estudante
secunddrio (que em geral € considerado apto a apenas ser treinado na
execucdo de alguns algoritmos), buscar meios e conteidos que viessem a
desenvolver suas capacidades de raciocinio e expressdo organizados,
capacidades estas imprescindiveis para uma efetiva compreensdo da
Matemdtica, assim como j4 introduzi-los no contexto numérico, isto €, no
contexto do célculo aproximado e dos recursos computacionais.

Dai resultou o que € apresentado nos primeiros seis capitulos deste livro
que compdem o primeiro volume Uma introdugdo ao cdlculo.

O capitulo 1, Elementos da linguagem e da logica matemditicas, ja reflete
esse “olhar para o jovem universitdrio” e sua presenca no programa tem o
objetivo de permitir a passagem do “apenas aprender a fazer” para o
“aprender a fazer compreendendo o que faz”. A inclusdo desse tema no livro
refiete minha convicg¢do, forjada no ensino de matematica na universidade, de
que, para a maioria das pessoas, o aprendizado das regras minimas da logica
matemadtica ndo ocorre espontaneamente a partir do aprendizado de alguns
algoritmos matematicos.

O capitulo 2, Os niimeros reais, além de fornecer conteudo ja familiar,
com o qual se pode promover a fixagao da linguagem e das regras da ldgica
matematica, introduz os conceitos de aproximagao e erro, a nogao de calculo
aproximado.

O tema sequéncias de nimeros reais, tradicionalmente evitado em cursos
de calculo, € apresentado no capitulo 3, e af estd para o que serve: introduzir,
do ponto de vista conceitual, o aluno no mundo dos algoritmos que, com a



acessibilidade aos computadores, se tornou o mundo daqueles que utilizam a
matemadtica. Além disso, considero que a utilizacao de sequéncias para definir
limites de funcdes é bem mais eficiente em promover a compreensao desse
dificil e importante conceito.

No capitulo 4, Fungbes reais, uma énfase especial € dada ao que
denominamos leitura grdfica, isto €, a relacao entre propriedades algébricas e
geométricas (graficas) de uma funcdo. Também € discutida a utilizacdo de
programas graficos para o estudo do comportamento de fungdes reais.

O capitulo 5, Continuidade e limites de funcoes reais, reforca o objetivo
de introduzir o aluno no mundo (real) do cdlculo aproximado: apresenta o
conceito de fun¢do continua ndo como resultado da imaginacao criativa de
matemadticos, mas sim como uma necessidade pratica ja que as funcoes
continuas sao aquelas com as quais, efetivamente, se pode fazer cdlculos
aproximados. Tanto o conceito de continuidade como o de limite de funcao
sdo introduzidos a partir do conceito de seqii€ncia convergente. Essa opcao se
deve a minha convic¢do de que o conceito de limites de sequéncias € mais
acessivel a compreensao pelo fato de representar um processo discreto.

No capitulo 6, As funcoes elementares, sdo utilizados os recursos
desenvolvidos nos capitulos anteriores para introduzir e estudar as fungées
elementares algébricas, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas. Nesse
capitulo também aproveitamos o conceito de sequéncia convergente, agora
para construir as funcdes exponenciais. Essa op¢do tem a vantagem de
introduzir as exponenciais e logaritmicas antes de derivada e integral e de dar
um significado menos misterioso a exponencial de um numero, isto €, o
nimero que pode ser calculado por aproximacodes obtidas por meio de
operacoes familiares, a exponenciacao inteira e a radiciacao.

Os capitulos que tratam do cdlculo diferencial e integral, e que compdem o
segundo volume, sdo basicamente tradicionais, exceto por uma maior €nfase
nos aspectos numérico e conceitual. Por exemplo, como motivagdo para a
introducdo do conceito de derivada, foi escolhida a aplicacdo do Método de
Newton para encontrar aproximacoes da raiz quadrada de dois.

Com relacdo ao cdlculo integral, a op¢do adotada foi comecar pela
introducdo do conceito de integral definida (em oposi¢do a antiderivagao).
Essa escolha foi feita pelo fato de que solucdes aproximadas de um problema
revelam diretamente que sua solucdo resulta numa integral quando as
aproximacgOes obtidas sdo identificadas como somas de Riemann. Em
particular, a independéncia dos dois conceitos, derivada e integral, fica
destacada e sua relacao €, entdo, dada pelo Teorema Fundamental do Célculo.
A escolha do problema do cédlculo do comprimento de arco para motivar a
introducdo do conceito de integral definida, em vez do tradicional problema
de cdlculo de dreas, teve o objetivo de desvincular a integral definida do
conceito de drea, ja que em geral o problema que € resolvido por uma integral
ndo tem nenhuma relagdo com a drea da regido determinada pelo gréfico da



funcao que estd sendo integrada. De fato, neste texto, integrais definidas sdo
usadas para definir de uma regido determinada pelo grafico de uma func¢io
continua.

Pode-se dizer que o tratamento dado ao conteudo matematico deste livro
aponta para um enfoque mais conceitual. De fato, a énfase num treinamento
extensivo na execugdo de algoritmos usados em cdlculos exatos se tornou
inadequada devido a realidade atual de grande acessibilidade aos recursos
computacionais (programas poderosos que fazem qualquer coisa). Por outro
lado, uma compreensdo mais conceitual se tornou necessdria, no sentido de
fornecer recursos para uma andlise critica de resultados obtidos por
intermédio de programas computacionais.

De uma maneira geral, aquilo que neste livro pode ser visto como um
tratamento formal tem por objetivo ajudar o aluno a desenvolver sua
capacidade de compreensdo de um texto matemdtico € ndo a precisao
matemdtica em si. Assim, demonstracoes sdo encaradas mais como uma
exemplificacdo do processo de obtencdo de resultados matemadticos do que
como provas da validade dos resultados.

Esse enfoque mais conceitual nos processos, em oposi¢cdo ao enfoque na
execucdo de algoritmos, € a preocupacdo com o desenvolvimento da
capacidade de compreensdo direta de um texto matemadtico refletem o
pressuposto de que a universidade deve, prioritariamente, formar um
autodidata. De fato, a velocidade com que novos conhecimentos sdo gerados
atualmente aponta para a necessidade do desenvolvimento da capacidade de
auto aprendizado.

No que diz respeito a modelagem matematica, apenas alguns exemplos
sdo apresentados neste livro. A op¢ao de sacrificar esse tema em favor do
conteido matemadtico foi feita ndo pela pouca importincia que nds, autores,
damos a esse tema, mas sim pelo fato de que, devido a formacao prévia do
aluno que recém ingressa na universidade, problemas que pressupdem apenas
conceitos de outras dreas j4 do dominio do aluno resultam ser artificiais e
pouco interessantes. Em verdade, dada a grande importincia desse tema,
consideramos que 0 mesmo merece um tratamento especial, isto €, um texto
diretamente dedicado a modelagem matemdtica, no qual o cdlculo
(diferencial e integral) seja apenas aplicado e os conceitos de outras dreas
envolvidos na formulagao dos problemas sejam devidamente abordados.

No que diz respeito aos exercicios, optamos por apresentar exercicios
simples, no sentido de nao necessitarem de ideias muito elaboradas para sua
solugdo. Tratam-se de exercicios cujas solu¢oes sdo praticamente imediatas a
compreensao do conteudo matemdtico apresentado, e a ideia € que o aluno
adquira o dominio do processo (conceitos e resultados utilizados) que o
conduziu a solucdo. Assim, os exercicios privilegiam o aspecto conceitual,
embora o cardter de treinamento no dominio de algoritmos nao esteja ausente.

As informagdes historicas contidas neste livro foram obtidas em



Mathematics — its content, methods, and meaning (segunda edicdo, 1965) —
publicacdo em russo editada por A. D. Alekasandrov, A. N. Kolmogorov e
M. A. Lvrent'ev e publicagdo em inglés editada por S. H. Gould — MIT Press
e AMS.

laci Malta



CAPITULO 7

A Derivada

O conceito de derivada € o conceito fundamental do Cdlculo, pois fornece
o instrumento mais poderoso para o estudo do comportamento de fungoes
reais. Sua formulacdo foi feita independentemente por Isaac Newton e
Geottfried Leibniz no século dezessete e, podemos dizer, de uma maneira
simples, que o conceito de derivada nasceu da necessidade de se quantificar a
variacao de uma fungdo, isto €, 0o modo como a fung¢ao varia.

Se uma fung¢ado € continua, entdo pequenas variagées da varidvel x geram
pequenas variagdes dos valores da fungcdo mas, at€ comparando fungoes
continuas bastante simples, podemos ver que uma mesma pequena variagao
de x pode gerar variacoes muito diferentes dos valores das funcdes. O
conceito de derivada nos permite quantificar essas diferencas de variacdo,
sendo, portanto, um instrumento muito importante para o estudo do
comportamento de fun¢des reais.

Por outro lado, o conceito de derivada € o elemento de que necessitamos
para poder falar de uma reta tangente ao grafico de uma funcdo,
generalizando a ideia bastante familiar de reta tangente a um circulo.

Neste capitulo, introduzimos os conceitos de derivada e reta tangente ao
grafico de uma funcdo derivdvel, bem como apresentamos as propriedades do
processo de derivacdo e as derivadas das fun¢Ges elementares. A utilizacdo de
derivadas no estudo do comportamento de fun¢bes e outras aplicacGes da
derivada sdo objeto do proximo capitulo.

Como nos capitulos anteriores, demonstragcbes de alguns resultados
(indicados com o simbolo *) enunciados neste capitulo sdo dadas em seu
apéndice.



1. O conceito de derivada

O conceito de reta tangente a um circulo ja nos € bastante conhecido: a
reta tangente a um circulo no ponto p € caracterizada pela propriedade de
interceptar o circulo somente no ponto p.

Com a familiaridade que temos com o grafico da funcdo ¢(x) = x2, que €
uma pardbola, facilmente nos convencemos de que pardbolas se comportam
em relacdo a retas ndo verticais da mesma maneira que circulos o fazem e,
portanto, deve ser possivel estender, para o grafico de ¢(x) = x2, o conceito
de reta tangente:

a reta tangente ao grdfico de & em x, € a reta ndo vertical que
intercepta o grdfico somente no ponto (xy, ¢(xp)).

YA

Figura 1.1

Vejamos algebricamente que, de fato, essa propriedade (geométrica)



determina uma reta. Para isso, consideremos, por simplicidade, x, = 2.

Primeiro lembremos que se y = ax + b € a equacdo de uma reta r, entdo os
pontos de intersecdo do grafico de ¢p com r sdo dados pelas solugdes da
equacao

x2=ax+b.

Logo, como queremos que o ponto (2, ¢(2)) esteja nessa intersecao, x, = 2
tem que ser solugao, isto €,

22=a2+ b,

donde obtemos que b = —2a + 4 e, portanto, as interse¢oes sao dadas pelas
solugdes da equacgio

X2 =ax—-2a+4,

que sao as solugcdes da equacgdo
xX2—ax+ (2a-4)=0.

Agora queremos impor a condi¢do de que xy, = 2 seja a unica solucao dessa

equacgdo: como se trata de uma equagdo do segundo grau, sabemos que isso
ocorre exatamente quando o discriminante da equagdo se anula, isto €,

az—-42a-4)=0,
ou seja,
a>-8a+16=(a-4)2=0,

que tem como unica solucdo a = 4. Como ja tinhamos que b = —2a + 4,
obtemos para b o valor —4 e, portanto, a equacao de r € y = 4x — 4.

Observe que o que fizemos prova que de fato a propriedade de interceptar
a pardbola y = x2 somente no ponto (2,4) determina uma unica reta, a reta
cuja equacgao € y = 4x — 4.

Exercicio: Em tudo o que fizemos acima ndo usamos nenhuma
propriedade especial do nimero 2. Pelo mesmo processo,



(a) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de x2 em x, = — 1.

(b) Verifique que a equacdo da reta tangente ao gréafico de ¢ em
um numero real qualquer, c, é

y =(2c) x—c2

Como um exemplo da utilidade do fato de que pardbolas tém retas
tangentes bem definidas, consideremos o problema de calcular aproximacgdes
do nidmero /2: sabemos que esse nimero ¢ caracterizado pelo fato de ser um
nimero positivo cujo quadrado € 2, isto &, /2 € a solucdo positiva da
equacgao

x2-2=0.

Logo se g € a fungdo g(x) = x2 — 2, entdo, geometricamente, /2 € dado pela
intersecdo do grafico de g com o semieixo positivo (veja Figura 1.2a).

YA
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Figura 1.2

Mais ainda, como o gréfico de g € uma translacao vertical do grafico de
¢(x) = x2, vemos que o grifico de g também possui retas tangentes e que



essas retas sdo obtidas fazendo a mesma translacao vertical das retas
tangentes ao grafico de ¢. Podemos imaginar, por exemplo, que as retas
tangentes descem grudadas no grafico de ¢ (veja Figura 1.2b).

Em particular, a equagdo da reta tangente ao graficode gemxy=2¢€y =
4x — 6, ja que a reta tangente ao grafico de ¢(x) = x2como ja vimos, € y = 4x —

Em geral, usando o resultado dado no exercicio 1(b) temos que a equacao
da reta tangente ao grafico de g em c €

y=Q2c)x + —(c2+2).

Sabemos também que 1 < /2 <2 e que x5 = 2 é uma aproximagdo muito
grosseira para /2. Por outro lado, se desenhamos o grifico de g no intervalo
[0, 3] junto com sua reta tangente em X, = 2, vemos que a interse¢do dessa

reta com o eixo-x se dd num ponto entre 0s pontos correspondentes aos
numeros /2 € 2, correspondendo portanto a um numero x;, que € uma

melhor aproximagéo para /2 (veja Figura 1.3).
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De imediato vemos que podemos calcular o nimero x; facilmente, ja que

se trata da solucdo de uma equacgdo linear, o tipo mais simples de equagdo
que conhecemos: vimos acima que a equacao da reta tangente ao grafico de g
emxy =2¢y =4x-06,logo x; € asolucdo da equacio

4x - 6=0.

Observe que € como se tivéssemos substituido uma equagao mais complicada
x2-2=0

pela equacao mais simples
4x -6 =0,

que sabemos resolver facilmente, obtendo x; =1, 5

O mais interessante, no entanto, € que a partir de x;, repetindo o
procedimento com x; = 1, 5 no lugar de x, = 2, podemos obter um nimero x,
que ¢ uma aproximagdo de /2 melhor ainda: x, corresponde ao ponto de
intersecao da reta tangente ao grafico de g em x; com o eixo-x (Figura 1.4a).
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Figura 1.4

A representacdo geométrica desse processo € suficientemente clara e
simples, de tal forma a nos convencer que repetindo esse procedimento
podemos obter aproximagdes cada vez melhores de /2 (Figura 1.4b). Na
verdade, como veremos mais adiante, esse processo nos permite calcular
aproximagdes tdo boas quanto desejarmos do nimero /2 de uma maneira
bastante eficiente.

Em particular, como a equagdo da reta tangente ao grafico de g em um
nimero qualquer c € y = 2cx — (2 + 2), temos que, para ¢ # 0, a intersecao
dessa reta com o eixo-x € dada pela solucao da equacgio

2cx—(c2+2)=0,
1 2
—)[f ik :'
Assim, a partlr de xy = 2, calculamos, sucessivamente, as aproximacoes do
nimero /2,

que € r =

0 2. ]
Y == _I:._‘t.':l _I_ _J = . E]
! 2 L A
1 £
L= 3“1 -+ —" = 1. 41666666666...
2 T
[ 2
ry = 3 (¢ r—|— —1 = 1,41421568627
1 2
Ty = (r3 + — ) = 1,41421356237
& L3
e, em geral, para n >4,
1. 2 .
Lpil = =(ZTn+ —);
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que ja sabemos ser um sequéncia que converge a /2 (Secdo 1 do Capitulo
3).

O fato mais relevante desse processo € que com apenas quatro etapas ja
obtivemos uma aproximagdo, x4, cuja expansido decimal coincide com a

expansao de V’E até a décima primeira casa decimal, isto €, estamos



cometendo um erro inferior a 10-11.

Esse exemplo € um caso particular do Método de Newton (que serd
estudado mais adiante) para resolver numericamente certas equagoes.

A eficiéncia desse método € suficientemente impressionante para nos levar
a pensar em usd-lo para resolver outras equacdes de forma aproximada, por
exemplo, para calcular aproximacoes de /2.

Primeiro lembramos que /2 se caracteriza como sendo a solucdo da
equacao x3 — 2 = 0. Em seguida, fazendo o grafico de A(x) = x3 —2 =0 no
intervalo [0, 3] vemos que todo ponto do grafico parece ter uma reta tangente
e, assim sendo, poderiamos, a partir de uma aproximacao inicial x, = 2, obter

aproximacoes cada vez melhores de /2, que corresponde ao ponto de
intersecao do grafico com 0 eixo-x (veja Figura 1.5).

YA

Figura 1.5

De fato, isso € verdade, mas, s6 para comecar, qual € a equacdo da reta
tangente ao grafico de h em x; = 2?7 Lembre-se de que usamos a equagdo da

reta tangente ao grafico de g em x, = 2 para calcular x; acima.

A primeira observagdo que podemos fazer € que a reta horizontal y = h(2)
intercepta o grafico de A somente no ponto (2, 4(2)) e certamente ndo € a reta
que gostariamos de chamar de reta tangente ao grafico de & (na verdade, uma
infinidade de retas tem essa propriedade: sdo as retas que passam por (2,
h(2)) e tém coeficiente angular suficientemente pequeno). Isso ja nos diz que
a propriedade que usamos para caracterizar as retas tangentes ao grafico de g
(uma pardbola) ndo serve para a funcao A.

Mas, mais ainda, fazendo O grafico de A num intervalo suficientemente



grande como na Figura 1.6, podemos ver que a reta que gostariamos de eleger
para ser a reta tangente ao grdfico de h em x, = 2 intercepta o grafico de h

num outro ponto a esquerda do eixo-y.

Figura 1.6

O que ocorre aqui € que a nossa intui¢do sobre qual reta deve ser chamada
de reta tangente utiliza apenas o comportamento de 4 em x proximo de x, =

2, isto €, considera apenas propriedades locais do gréafico de h, enquanto que
uma reta interceptar o grdfico num unico ponto € uma propriedade global do
grafico.

Isso nos sugere que devemos voltar a funcdo ¢(x) = x2 e procurar
caracterizar a reta tangente ao seu grafico em x, por alguma propriedade local

do seu gréafico. Em outras palavras, queremos encontrar uma caracterizagao
que sO dependa do comportamento da funcdo ¢ num intervalo aberto
contendo x;, de maneira que possamos generalizar o conceito de reta tangente
para uma funcio cujo grafico, como € o caso de h(x) = x3 — 2, pareca possuir
retas tangentes.



Novamente para simplificar, facamos x, = 2. A primeira observacao que

fazemos € que se para calcular o coeficiente angular das retas tangentes ao
grafico de ¢ tivemos que usar fortemente o fato de ¢ ser uma funcdo
quadrdtica, o cdlculo do coeficiente angular de uma reta que passa por dois
pontos de seu grafico sé usa o valor da fun¢do em dois nimeros do dominio.
Em particular o coeficiente angular da reta que passa pelo ponto (2, ¢(2)) e
por um outro ponto (x, ¢(x)), com x # 2 €

S e c a2
wlx) — p(2) T2 — 24

= =z +2

Examinando essa expressdao, vemos que esse coeficiente angular se
aproxima do numero 4 a medida que damos para x valores proximos de 2,
isto €, temos que

wlr) — (2)
» Y J bl = ') A
lim = lifn &%=
r—32 T — 2 r—2

Por outro lado, podemos “ver” geometricamente que, a medida que x —
2, essas retas (chamadas retas secantes ao grafico de ¢ em x = 2) parecem
“tender” a reta tangente ao grafico de ¢(x) = x2em x = 2.
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Figura 1.7

De fato, ja conhecemos a equacao dessa reta tangente, y = 4x — 4, e
podemos concluir que seu coeficiente angular € o limite, quando x — 2, do
coeficiente angular da reta secante ao grdfico de ¢ em x, = 2 que passa por
(x, P(x)).

E esse ndo € um resultado particular do ponto (2, ¢(2)). De fato, pelo
resultado do exercicio da pagina 7, item (b), sabemos que a inclinagdo da reta
tangente ao grafico de ¢» em um numero x, € 2x,. Por outro lado, para um

numero x, qualquer, o coeficiente angular da reta secante ao grafico de ¢ em
Xo que passa por (x, ¢(x)), x # xy €

u' €I | = “:}ln.'r'..'.-l Irr = J-“

b Rl B r —IQ
e, portanto,

: -;I:.I':I — -;[J'H_]' . .
lim = lim z + x5 = 2xp.
T— o T — I T—To

Conseguimos entao caracterizar uma reta tangente ao grafico da fungdo
¢(x) = x2 usando apenas propriedades locais, ou seja,

a reta tangente ao grdfico de ¢(x) = x2 em xy € & € a reta que passa pelo ponto (x,
@ (xp)) e cujo coeficiente angular € o limite

.. P} —plxg)
lim :

Ir—Tp T —E

Como veremos agora, essa € a caracterizacao que podemos generalizar
para outras funcgdes.

Sejam f uma func¢do real e xj um numero fixo do dominio de f. Se x € um nimero do
dominio de f, com x # x(, a reta, r,, que passa pelos pontos xq, fixg)) € (x, fix)), é
chamada uma reta secante ao grafico de fem xq (veja Figura 1.8). Como ja sabemos,
o coeficiente angular (ou inclinagdo) dessa reta € dado por



f (ij.l = f‘:~117| | JlI

Ir — I

a(r) =

¢_+1

0

Figura 1.8

Exemplos
1. Se f(x) = x3 e xy = 2, entdo os coeficientes angulares das retas secantes ao

.3 4:}3
Ve . ~ ~ -||r _— —
grafico de fem x, = 2 sdo dados pela expressdo () = — — , para x # 2.

I — &

2. Se fix) = x3 e xy = —1, entdo os coeficientes angulares das retas secantes ao
. ~ - o+ 1
grafico de f em xy = — 1 sdo dados pela expressdo () = ——, para x # —

T
1.
Definicao: Dizemos que uma fungdo f € derivdvel (ou diferencidvel) num ponto xq de
seu dominio, se f estd definida em algum intervalo aberto contendo x( e existe um

(x) — flxo)
nimero real que € 0 ]im f \T) f \ Il,-'.
.:l"—_'h;:'l:l ,I!. T 11,..':.:'




Neste caso, esse limite serd chamado a derivada de f no ponto x,.
Se f' € uma fung¢ado derivavel em x, a derivada de f no ponto x, € denotada

por f(xp), isto €,

= ) () — flap)
flzpl= lim flz) - § &

r—+In L=

Exemplos
3. A funcdo fix) = x2 é derivdvel em xy = 1 e f(1) = 2, pois

: (x) — f(1) N o | : .
lim f i =lim——=lmz+1=2.
r—1 | r—1 r—1 r—1

Na verdade, f € derivdvel em qualquer numero real x, com f(xg) = 2x, jd que

. flx) — flxp) o2 eﬁ ‘
lim — —— = lim ——— = lim = + x¢ = 2xp.

r—+In I — I r—xg I — Xy I—+In

4. A funcdo h(x) = x3 — 2 € derivdavel em xy = 2 com h'(2) = 12. De fato,

h(z)—h(2) 3-8
r—2  z-2
e, Como
X3 -8 =(x-2)x2+2x + 4),
temos que
Fi (D) 3 _gQ
-'Ei'-lJ‘:T : ;.i'lt._}.,l _ EI _—-: _ E;';' 197 44,

donde

o h{x) = h(2) ; .
lim —- " = limz* + 2z + 4 =12.

r—2 o — 2 r—2




5. A funcdo f(x) = x € derivavel em qualquer numero real x,. De fato, temos
que

A=

lim f(z) = f(xo0) = lim = hm 1=1,

T—Tq I =TI I—To I — I IT—r g

isto &, f'(xp) = 1 para qualquer nimero real x,.

A func¢do identidade fix) = x € um caso particular de uma funcao afim,
uma funcao cujo griafico € uma reta. Mais geralmente, se a € b sdo numeros
reais, entdo a fungdo afim g(x) = ax + b € derivavel em qualquer nimero real
X, POI1S

3 . ar+b—{arg+b) . alx —xp)
lim = lim = Jjim ————~ =a.

s £ — @y r—+Tn IL— I r—rg A — I

( 'l_ b ;I ] |; T _,'l

Se uma fungdo f:D — [ € derivdvel em todos os pontos de seu dominio D, dizemos
simplesmente que f € derivdvel e a funcdo f' : D — [# que a cada nimero x € D
associa o nimero f'(x) (a derivada de fem x) é chamada a derivada de f.

Assim podemos dizer que:

Se g é uma fungdo constante, entdo g é derivdvel e g'(x) = 0 para qualquer nimero
real x.

A funcdo identidade, f(x) = x, € derivdvel e f(x) = I para qualquer nimero real x.

Ainda, dos resultados que obtivemos acima segue-se que a funcdo ¢(x) =
x? € derivavel com ¢ '(x) = 2x.

Usamos também a notagdo ;i[fujj para denotar a derivada de uma
o

funcao derivavel f. Assim, podemos dizer que ;_’F (x?) = 2z.
.

Se f é uma funcdo derivdvel em x,, como o quociente JLW=/(r0) ¢ g
=l ]
coeficiente angular (ou inclinagdo) de uma reta secante ao grafico de f em x,),
temos que, geometricamente, f(x,) € o limite, quando x — X, dos
coeficientes angulares de retas secantes ao grafico de f em x,,.

Por analogia ao que ja conhecemos sobre o grafico da funcdo ¢(x) = x2,
introduzimos o conceito de reta tangente ao grdfico de uma funcdo derivdvel,



isto é, definimos:

Definicao: Se f € derivdvel em x(, a reta que tem coeficiente angular f'(xp) e passa
pelo ponto (xg, f{xg)) serd chamada de reta tangente ao grdfico de f em x = xy.

Haé uma outra situacdo em que nossa intui¢ao nos leva a dizer que uma reta
r € tangente ao grafico de uma fungdo, situagcdo esta que nao estd incluida na
defini¢do acima: € quando r € uma reta vertical.

Por exemplo se f(x) = /', € natural dizermos que a reta cuja equagdo € x
= 0 (o eixo vertical) € tangente ao grafico de f em x = 0, mas, como retas
verticais ndo possuem coeficiente angular, essa propriedade geométrica ndo
provém da derivabilidade da fun¢do em x = 0.

De fato, podemos ver que o coeficiente angular de retas secantes ao
grafico de /r em x = 0 tende a % quando x tende a 0: temos que

fle)— f(0) ¥ Yz 1
z—0 r (Jz)P (V)

jd que = = (/x)* e, portanto,

. f(z)— f(0) : 1
lim = lim —— = oc.

r—s() r—0 r—i | {}-",E'J"

L

Isto €, a fungdo r = (/) ndo € derivdvel em x = 0.

Levando 1sso em consideragdo vemos que dizer que f € derivavel em x; €
equivalente a dizer que o grédfico de f tem uma reta tangente nao vertical em x
= Xp-

Em particular, se nos permitimos desenvolver nossa capacidade de
“visualizacdo geométrica”, a partir da ideia ja formada de retas tangentes a
circulos (ou a pardbolas), podemos visualizar geometricamente a propriedade
de uma dada funcao ser derivavel num ponto.

Por exemplo, podemos acreditar que a funcao f, cujo grafico € dado na
Figura 1.9a, € derivavel (podemos ver as retas tangentes em cada ponto) e
concordar com a afirmacao de que a curva da Figura 1.9b € um bom esboco
do gréfico de sua derivada f’.
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Figura 1.9
Exemplos
6. Determinemos a equacgado da reta r tangente ao grafico de flx) = x2em x =
—1:

ja sabemos que f'(x) = 2x, logo f'(-1) = -2 e, portanto, o coeficiente
angular (ou inclinacdo) da reta r € -2, isto €, a equagdo de r €

y=-2x+b.

Para determinarmos o valor de b usamos a condi¢ao de que r passa
pelo ponto (-1, f(-1)) = (-1,1), ou seja, x =— 1 e y = 1 satisfazem a
igualdade dada pela equacao de r:

1 =-2(-1)+b,
donde b = -1 e, portanto, a equacido que procuramos € y = —2x — 1.

7. Vamos verificar que a funcdo g(x) = /= é derivdvel em x = 2 e achar a
equacao da reta tangente ao grafico de g em x = 2.

e . . (T )—qgl2) . fz— /2
Devemos verificar que existe o lim £2 82 = lim ¥2=¥= Para
T—2 L T g

r—ra

isso, observamos que se x >0, entdo (/r)? = « e, portanto,

7)? — (V2)? = (VT +V2)(Vz — V2),

oo = (/)

logo, para 0 = x # 2, temos



\-"T — 15 . \,.-T —v2 |
T — 2 VE+VD(WVZ-V2) va+v2
ou seja,
im ———— = lim — —,
r— I o EI‘ I—*Ton *lr-"llr_ —|— V ) "II'— + ._J.‘

Podemos assim concluir que g € derivavel em x = 2 e que g’(2)2:__.§.
Em particular, a equagdo da reta tangente ao grafico de g em x = 2
é

r 4+ b,

sendo que b € determinado pela condi¢do de que essa reta passa
pelo ponto(2, g(2)) = (2,,/2):

donde —5 € a.equagao que procuramos ey = - v’_l + —

Um exemplo simples de uma fun¢ao que nao € derivavel pode ser util para
a compreensdo do conceito de derivada. Mostremos que a fungdo f(x) = Ix/
ndo € uma funcdo derivavel, pois f ndo € derivavel em x, = 0.
De fato, observe que: se x > 0, entdo
fla) — f{o) |

et o 8] |

T — T

e, se x < 0, entao
flx) — f(0) |
r — 1 I

Logo, temos que



() — £(0) "
lim % = lim i S 11111I 1=

r—0r T — r—0t I r—0

fle)— fio) : T e e :
lim —~* " °* — lim u = lim {—1) = —1.
P = r—0— I e |

ou seja, como os limites laterais sdo diferentes podemos concluir que ndo
existe o llillll. %&'”' e, portanto, f(x) = |xI ndo possui derivada em x; = 0. Por
outro lado € fécil verificar que se x # 0, entdo f € derivavel em x,, com f(x;)
=1sexy>0ef(xg)) =-1sexy;<O.

Muitas vezes € conveniente usar uma outra nota¢do para o limite que

define a derivada: introduzimos uma outra varidavel, por exemplo 0 (ou Ax,
como € comum em textos de Fisica), fazendo 0 = x — xy. Daf, x = xy + 0 e x

— X, € equivalente a 0 — 0, logo

Fi % . flx)— f(0) . flxa+06)— f(xo)
f(zp) = lim ————= = lim . A
I—Tn Ir — Iy o—

Agora observamos que usando a varidvel 0, ndo mais necessitamos da letra
indexada x para denotar o ponto em que estamos calculando a derivada, ja

que a letra x ndo mais aparece nessa forma de expressar o limite, isto €,
podemos substituir x; por x obtendo

o = flzd-4) — Jlz)
f(z)=lim : i o

B—1 i

A derivada como taxa de variacao

Como dissemos na introdugdo deste capitulo, o conceito de derivada nos
permite quantificar a variacdo de uma func¢do. Para entender o que isso quer
dizer, comecemos comparando duas fungdes continuas bem simples, g(x) =
3x e h(x) = 2x.

Vemos que dada uma pequena varia¢do, x + O, de x, as variacdes dos
valores de g e h, respectivamente, sao

gx+0)—gx) =30eh(x+90)-h(x) =20,



ou seja, se 0 € muito pequeno, as variacdes dos valores de g e de h sdo
também muito pequenas (g e h sdo funcdes continuas), mas bastante
diferentes.

Por outro lado, no caso da fungdo f(x) = x2, que também € uma funcgio
continua e ainda simples, vemos que uma pequena variacdo, 0, de x = 1, gera
uma pequena variagao,

f1+0)—f(1)=(1+0)2-12
= 02+ 20,

que € diferente da variacdo

fR+0)-f12)= 2 +0)2-22
= 02 + 40,

gerada pela mesma variagdo O de x = 2.

Observe que nos dois casos nos interessa saber qual € a relacdo entre a
variacao dos valores das fungdes e a variacdo da varidvel x, isto €, se f € uma
fungdo definida num intervalo, estamos interessados em estudar a razio

o flz+8) — f(x)
_f(-.l[__J'_:l et = - r 5

i
que € chamada a taxa de variacdo média da funcdo f de x a x + 0. Por
exemplo, para f(x) = 2x, a taxa de variacdo média € sempre igual a 2,
independentemente da variacdo 0 e do ponto x. Essa propriedade reflete o
fato de que f(x) = 2x é uma funcao afim, isto €, seu grafico € uma reta e a taxa
de variacdo média € o coeficiente angular dessa reta.

Por outro lado, se f € funcao f(x) = x2, as taxas de variacdo média
dependem da variagio O e do ponto x, jd que

¢ =y 2 2
e \E+8)— E° 3 :
_.l_rl:,[. T) == — = 2r 4+ 0,
i

e essa dependéncia reflete o fato de que retas secantes ao grifico de f
possuem diferentes coeficientes angulares. De fato, a taxa de variacdo média
de x ax + 0 é o coeficiente angular da reta secante que passa pelos pontos (x,

fix)) e (x + 0, flx + 0)).

Em particular, se f € uma funcdo derivdvel em x,, entdo o limite, quando 0
— 0, da taxa de variacdo média de x, a xy + O, € a derivada, f'(xy), de f no



ponto X, isto &,

ST ol +48) = flz} e i
f'(xp) = lim ———— = lim J5{x).
d—+0 i) a—0

Dai dizermos que

f(xp) € a taxa de variacdo instantdnea de f em x.

Para termos uma ideia simples da releviancia dessa interpretacdo, basta
observar que a taxa de variacdo instantinea nos dd a informacdo sobre a
variagdo da funcdo a partir de varia¢des O suficientemente pequenas de x,. De

fato, como

o . flzo+8)— f(xo)
f'(xg) = lim - = =

temos que se 0 # 0 € suficientemente pequeno, entdo

flog+4d) = fleg)

fil

ff (xg :] ==

donde

o )
|.1L (orn .'| =

5 H

f(xo+ 8) — f(xo) ‘ | flazo+ ) — flro)

e, portanto,
|f(zo +68) — fzo)| = |f'(z0)|10].

Em particular, se fe g sdo funcdes derivdveis com If'(xp)l < Ig’(xy)l, podemos
afirmar que a variagdo de f em x € menor do que a variagao de g em x,. Mais

precisamente, podemos afirmar que se 0 # 0 € suficientemente pequeno,
entao

|f(zo+9) — f(zo)| < |g(zo +d) — g(xo)|,



ja que

f(zo+6) — f(zo)| = |f'(z0)||8] < |g'(z0)] 18] ~ |g(z0+ ) — g(x0)].

Derivada e velocidade instantanea

Como ja lembramos na secao 1 do Capitulo 6, se uma particula se move
ao longo de uma linha reta, dizemos que seu movimento € retilineo. Um
movimento retilineo pode ser descrito por uma funcdo real s: usamos duas
copias da reta real, uma para representar o tempo € uma outra para
representar a linha reta onde a particula se move. Para cada instante de tempo
t a fungdo s fornece a posicdo s(¢) da particula em relagdo a um ponto de
referéncia que associamos a origem na reta em que a particula se move.

Um caso particular de movimento retilineo € o movimento retilineo
uniforme que, como vimos, se caracteriza pela propriedade de que, em
qualquer intervalo de tempo, o deslocamento sofrido pela particula €
proporcional ao intervalo de tempo transcorrido, isto €, existe uma constante
v, chamada a velocidade da particula (velocidade do movimento), tal que
dados dois instantes quaisquer, #; € f,, tem-se que o intervalo de tempo #, — ¢,

e o deslocamento s(z,) — s(;) satisfazem
s(t) —s(t) =v - (th—1)).

A caracteristica do movimento retilineo uniforme € que a velocidade e a
posi¢cdo da particula em um dado instante determinam a posi¢cdo em qualquer
outro instante, isto €, se conhecemos a velocidade v e a posi¢cao s(#y), num

instante 7, entdo em qualquer instante ¢ temos que
s(t) —s(ty) =v - (—1y),
e, portanto,
s() =v - (t—1y) + s(ty).

Em particular, o grafico da posicao em funcao do tempo, isto €, o grifico de
s, € uma reta cujo coeficiente angular € a velocidade v.

Por outro lado temos também que, no movimento retilineo uniforme, se
conhecemos a posi¢do da particula em dois instantes, 7, # t;, podemos

determinar a velocidade



sity) — sltp)
L1 —Tp

==

que, com s(fy), determina a posicao em qualquer instante 7, como Vimos

acima.
Reciprocamente, se s € uma funcdo que descreve um movimento retilineo
e seu grafico € uma reta, isto &,

s(t) =at + b,

entdo o movimento € uniforme. De fato, dados dois instantes quaisquer, #, #
t, temos que

S(tl) — S(to) = a(tl — to)

e, portanto, 0 movimento € uniforme com velocidade v = a.

Certamente, a conceituacdo matemadtica de velocidade para um movimento
retilineo uniforme que a Fisica nos d4 modela a experi€ncia que temos no
cotidiano: se, andando em linha reta, a cada minuto sistematicamente
percorrermos 1,5 metros, passados 10 minutos teremos percorrido 15 metros.
Isto €, a distancia percorrida € proporcional ao tempo de percurso, sendo que
a constante de proporcionalidade, 1,5, € a velocidade em metros por minuto.

Por outro lado, nossa experiéncia também nos diz que nem todo
movimento retilineo € uniforme: por exemplo, o0 movimento de uma esfera
numa canaleta reta (e horizontal), a partir de um impulso inicial (como num
jogo de boliche).

Esse movimento pode ser modelado por uma funcdo real s que, para ¢
segundos ap6s 0 momento em que a esfera foi impulsionada, da a posicao da
esfera em relacdo a um ponto fixo da canaleta, por exemplo, o ponto em que
a esfera estava quando aplicamos o impulso.

Pela nossa experiéncia cotidiana, sabemos que a esfera vai se mover cada
vez mais lentamente até parar. Sabemos que “mais lentamente” quer dizer,
por exemplo, que o tempo que a esfera gasta para percorrer a primeira metade
do caminho até parar é menor do que o tempo que gasta para percorrer a
segunda metade; isso nos diz que esse movimento ndo pode ser uniforme.

De fato, suponhamos que a esfera parou T segundos apds o inicio do
movimento tendo percorrido [ metros, isto €, s(0) =0 e s(T) = I. Se t segundos

¢ o tempo gasto para percorrer os primeiros % metros, entdo os % metros
restantes foram percorridos em T — ¢ segundos com

t< T —1,



ja que a esfera se moveu mais lentamente na segunda metade do percurso. Se
o movimento fosse uniforme deveriamos ter

5 t | — =l -“":T:' — s t )

t—0 T—t
O que nao ocorre, pois

_ [ _
hl::'."':l — Hl:ll:l = —_=—=]= :HII‘I —.*-il::'.‘l':l

[l | ===
I | ==

o]

e, como ja concluimos, t < T — 1.
Na Figura 1.10 exibimos o gréafico de uma func¢do s que pode descrever o
movimento desse exemplo.
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Figura 1.10

Em particular, vemos que ndo podemos associar a esse movimento um
nimero que corresponda a velocidade da particula como fizemos com o
movimento uniforme.

Por outro lado, se t; # t,, sempre podemos calcular o quociente

5(ta) — s I:JL1 :l

M

que, sendo o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (#{, s(¢1)) € (5,
s(1,)), € a velocidade que uma particula deve ter para, no intervalo de tempo
de #; a 1,, se deslocar da posicdo s(t;) a posi¢cao s(#,) por um movimento

retilineo uniforme.
Dai dizermos que o nuimero vt,t, € velocidade média da particula no



intervalo de tempo de t| a t,.

Com essa definicao temos que, num movimento retilineo uniforme, a
velocidade média em qualquer intervalo de tempo € sempre igual a
velocidade do movimento, enquanto que nos movimentos retilineos nao
uniformes as velocidades médias dependem dos intervalos de tempo.

No nosso exemplo, vemos (no grifico da Figura 1.11) que a velocidade
média no intervalo [0, 7] € maior do que a velocidade média no intervalo [,
T1, ja que a inclinagdo da reta que passa por (0, s(0)) e (¢, s(z)) € maior do que
a inclinagao da reta que passa por (z, s(7)) e (T, s(T)).

'\-\_J e e e e S

ek e

Figura 1.11

Por outro lado, vemos também (Figura 1.12) que, se t, estd fixo e #; estd
suficientemente proximo de f,, entdo o movimento uniforme com velocidade
igual a velocidade média

= |'."J_| — 5 I:'."'U:I

it —

t1 —to

e posicdo inicial X, = s (f;), parece ser uma boa aproximagdo para o

movimento da nossa particula num pequeno intervalo de tempo contendo o
instante 7, e, portanto, a velocidade média v, deve estar dando uma boa

informacgdo sobre a velocidade com que a particula se move nesse pequeno
intervalo de tempo.



Figura 1.12

Mais ainda, como no nosso exemplo a funcdo posi¢do s € derivavel em ¢,
sabemos que existe o limite
g . s(t) — s(to)
s{tg) = lim ————
e, portanto, se t; € f, estdo suficientemente proximos de f,, entdo as
velocidades médias

s(t1) — s(tn) s (ta) — s(tg)
v = e vo =

t1 —tg ta — tp

sdo praticamente iguais, ou seja, tanto v; quanto v2 nos dao praticamente a

mesma informagdo sobre a velocidade com que a particula se move num
pequeno intervalo de tempo contendo f,,.

Em resumo, concluimos que se ¢ € qualquer instante suficientemente
proximo de 7, com ¢ # £, entdo a velocidade média

s(t) — s(tg)
=
t—1tp

nos dd informacdes sobre a velocidade da particula num intervalo
suficientemente pequeno de tempo em torno do instante #,. Mas, se 1sso € o

que ocorre, como sabemos que, para ¢ suficientemente proximo de f,, tem-se
que



devemos ter que o nimero s'(¢,) deve dar a mesma informagao. De fato, essa
€ a definicdo de velocidade instantdnea, v(t,), para um movimento retilineo
no instante #,, que a Fisica nos da:

se s € a fungcdo posigdo para um movimento retilineo, definimos a velocidade
instantdnea, v(tp), no instante ty, como o limite das velocidades médias, v;, quando t

— 1o, se esse limite existir,

18to €,

e : . s(t) —s(to)
v(tg) = lim v = lim ———
t—io t—tn f — T|'J

e, como esse limite € o que ja chamamos de derivada de s em ty, s'(¢,), temos
que

a velocidade instantdnea € a derivada da fungdo posigdo.
Com essa defini¢cdo, temos que, se

x(2) = v(t—1g) + X

¢ a funcdo posicao para um movimento retilineo uniforme com velocidade v e
posi¢ao inicial x(#y) = x,, entao

v(t) =x'(t) = v,

isto €, a fun¢do velocidade num movimento retilineo uniforme € constante,
sendo que essa constante € a velocidade do movimento uniforme.

Para terminar, observamos que, tradicionalmente, os livros de Fisica
utilizam uma notacao diferente da que usamos aqui. Para relacionar as duas
notagdes, comecamos denotando por At o intervalo de tempo ¢ — ¢, isto €,

At =t -1,



e, portanto,

t=t0+At

e a condi¢ao t — 1, € equivalente a condicdo At — 0. Com essa notagao, o
limite acima se expressa por

: [ I::I":I — .-;|:J"|:| | : 5 I:'."'|'J + FAY | — =i JLL'I:'
lim ——— = lim :
t=t, t—1g At—0 At

Em seguida, observamos que, como na ultima expressao nao estamos mais
usando a varidvel 7, ndo had necessidade de usar a letra indexada f,, isto &,

podemos substitui-la pela letra ¢ simplesmente, obtendo

s 1 s (t+ At) — s(t)
mi) = lm . H
' Mt—si At

Finalmente, denotando por As o deslocamento s (¢ + Af) — s(¢), isto €,
As = s5(t + Ar) — s(¢),

chegamos a

e S
vit) = lim i
' Ad—0 AT

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolugdo dos exercicios.

1. Considere a funcdo f(x) = 3x2 — 2x. Calcule f'(0), f (%) e f(3).
2. Em cada item abaixo, calcule a derivada da fun¢@o no ponto x, dado:

(a) flx) =x2-2,ponto xy =0, 5.
(b) fix) =3 —2x,ponto xy =1, 2.



© flz)= ‘hd—-H ponto xrp = 3.

(d) flx)=+/x+ 2, ponto xg = —1.
3. Considere a fungdo f(x) = x3 +4. Utilizando a defini¢ao de derivada:

(a) Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de fem x
=0.

(b) Calcule f'(1).
(c) Calcule f'(a).
(d) Qual € a expressao da fun¢do derivada de f?
4. Seja f a funcdo cujo grafico € dado abaixo. Considere a funcdo g tal

que g(x) € a inclinacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (x,
f(x)). Faca um esboco razoavel do grafico de g.

I
N

5. Repita o exercicio 4 para as funcdes cujos graficos sdo dados nas
figuras abaixo.
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Use a definicdo de derivada para determinar a expressao de f'(x), onde

flx) € a funcdo dada em cada item abaixo (sugestdo: use a notagdo
filet+hi—fix),
S B )

f(z) = lim

h—0

[;]] fl i :| =T — 1

(b) flx) =

(c) f(z)=V2r

(d) flz)=vr—1

(e) flx)=

Os graficos abaixo podem ser agrupados em pares tais que cada par €
composto pelo grafico de uma fungdo e o grafico de sua derivada.
Identifique os pares explicitando qual € o grafico da funcado e qual € o
grifico da derivada.
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Em cada item abaixo, decida se a proposicio dada € falsa ou

verdadeira:



10.

1.

12.

13.

14.

(8) Se f{0) =0 e f(0) = 1, entdo lim f=) .

(b) Se aretay =3x— 1 € tangente ao grafico de uma funcdo fem x =
1, entdo f(1) =2 e f'(1)=3.

(¢) Se f¢é uma fungao tal que f{1) =1 e f(1) =2, entdo fix) =2x — 1.
Considere a funcao f(x) = x2 + x.

(a) Utilize a definicdo de derivada para determinar a expressao de f
'(x).

(b) Determine a equacdo de uma reta que seja tangente ao grafico de
f(x) = x2 + x e que passe pelo ponto P(2, 5).

2 ser <1
1

3r _ 1 — . €derivdvel no ponto x; = 1?
I — se T =

A funcdo f(r) = {

- dr+3 ser < —.
A funcao f(r) :{ ; o

Ir.._ i .I'I SN

|

¢ derivavel no ponto x, = —-27?

e N ]

Or—1 sex

[ A

L= =

$ ivd =19
o e € derivavel no ponto xy = 3

A fungdo f{x) = {

Considere uma funcao diferencidavel f: & — R tal que:

(@) lim f(r)=0
(b) xlil_ll _L_f":-f' | = oo

(c) 11111I flx) =10
Tr—l

(d) (1) =1
(e) f(x)>0 se, e somente se x € (0,1)

(f) f'(x)=0se,esomente sex =0oux=1.
Faca um esbogo do gréfico de f.

Seja f: B — [ derivdvel tal que:

(@) lim f(r)= —oo, lim f(zr) =0e lim f(r) =10

Ir— —oa T—o0 x—0



15.

16.

17.

(b) fi-l)=1efl)=-1

(¢) fi(x) =0 exatamente parax = -l oux=0oux=1.
Faca um esbog¢o do gréfico de f.

Considere uma funcao diferenciavel f: & — {-2} — [ tal que:

(a) f¢€ crescente nos intervalos [-3,-2), (-2,1] e [3, )

(b) f¢é decrescente nos intervalos (—, -3] e [1, 3]

(¢) lim fir) =00, lim f(r) = -1, lim f(xr) = —co, lim f(x) =
T —00 T 20 r——21 r——2-
oo, lim f(x) =1
xr—u

(d) f'(x) =0 se, e somente se x =-3,x =1 oux =3.
Faca um esbogo do gréfico de f.

Seja f: R—R uma funcao tal que para cada x # 0 o coeficiente angular
da reta que passa pelos pontos (0, £(0)) = (0, 2) e (x, f{x)) € o nuimero
2x + 1. Decida quais das afirmagdes abaixo sdo verdadeiras:
(a) f(0) =1, pois f'(x) = 2x + 1 e, portanto, f(0) = 1.
(b) Ff'(0) =1, pois f/(0) = lim(2x + 1) = 1.

r—u
(c) fix)=x+2,pois (0)=2ef(0)=1.

(d) A equacdo da reta r que € tangente ao graficode femx=0¢ y =
2x + 1, pois f'(x) = 2x + 1.

(e) A equacgdo dareta r que € tangente ao graficode femx=0¢€y=x
+ 2, pois a equagdo de r € y = f(0)x + f{0), sendo que f(0) =2 ¢ f
‘0) =1.

(f) flx) =202 + = + 2, pois =210 _ 9, +1parax #=0e f(0) =2.

Seja fum polinémio de grau 3 tal que o grafico da derivada de f ¢ dado
na figura abaixo:



U

Dado que f(-2) = -1 e f(3) = -3, faca um esboco do gréfico de f.
Quantas solugdes tem a equacao f(x) = 0?

18. Seja f: B — R funcao derivavel em x = 0 tal que:

fl0)=0ef(0)=4.

Calcule [y = ) (z + 2)2

xr— x

19. Sabendo que f ¢ uma fungdo derivdvel em x = 1 com f(1) = 1 e f'(1) =
3, calcule Jiyy i

r—1 I —

20. Considere f a funcdo definida pelo grafico abaixo:

iy Y




21.

22.

23.

24.

Faca um esbog¢o do grifico de f'(x).

Considere f a fun¢do definida pelo grafico abaixo:

Sabendo que a equagdo da reta tangente ao grafico de fé 3y + x =0
(indicada na figura):

(a) Determine f(2).
(b) Determine f'(2).

Seja

i ser <1
20 —1 sexr >1

Verifique que f¢é derivavel e ache a fungdo f'.
As fungdes seno e cosseno sdo derivaveis em x = 07?

Se f € uma fungdo derivdavel, o que podemos dizer a respeito da
derivabilidade das fun¢ées dadas abaixo?

(@) g&) =flx—1)



(b) h(x) =f(2x)
(€) u(x) =f(=x) +1

25. Sabendo que a reta y = 7x — 13 € tangente ao grafico de uma fungao f
em x = 0, determine:

(a) f(0)ef(0)
(b) aequacdo da reta tangente ao grafico de g(x) = fix —2) em x = 2.
(c) aequacao da reta tangente ao grafico de h(x) = fix) — 1 em x = 0.

(d) aequacao da reta tangente ao grafico de u(x) = —f(x) em x = 0.

2. Propriedades e a derivada de xr

Nesta secdo, apresentaremos as propriedades bdsicas das fungdes
derivdveis que usaremos para, em particular, obter as derivadas das funcées
elementares algébricas.

Propriedades da derivacao

Como ja salientamos, as funcdes continuas sdo aquelas com as quais
podemos fazer cdlculos aproximados e dai decorre a importancia dessas
funcdes. O teorema que enunciamos a seguir garante que toda funcgdo
derivavel € também uma func¢ao continua.

Teorema 2.1*: Se a funcdo f é derivdvel em x, entdo f é continua em x.

Em particular, se uma funcdo f é derivavel em todos os pontos de seu
dominio, entdo f € continua em todos os pontos de seu dominio sendo,
portanto, uma funcao continua.

No entanto, € importante destacar que a reciproca desse teorema nao ¢
verdadeira, isto €, se sabemos que uma funcdo € continua nada podemos
afirmar a respeito de sua derivabilidade. Para vermos isso € suficiente
apresentar um contraexemplo para a reciproca, isto €, uma fungcdo que seja
continua mas nao derivavel.

A funcao

fx) = Ixl



com x, = 0 € um contraexemplo, jd que sabemos que f € uma fun¢ado continua
em xy = 0 (f é continua em qualquer numero real) e, como vimos acima, f ndo
€ derivavel em x; = 0.

Os resultados que enunciamos a seguir sao muito uteis no célculo de

derivadas, pois nos garantem que podemos obter a derivada de certas funcoes
a partir da derivada de outras funcoes.

Teorema 2.2: Se f e g sdo funcoes derivdveis em x, entdo:

(a) f+ g éderivdvel em xq e

(f+ 8)'(x0) = f'(xp)+8"(x).
(b) f g éderivdvel em xq e

(f @) (x0) = f (xp)g(xp)+g" (xp)f(xp).

(©) se g(xq) 20, entdo é € derivdvel em x( e

| T ijI:.t'o:'
I'. i .'I I'. Ii‘-l:l .II : —

g (g(ra))?

Usando os itens (b) e (c) podemos provar o seguinte resultado:

Corolario 1*: Se f e g sdo fungoes derivdveis em xq e g(xg) # 0, entdoé € derivdvel
em xq e
f f'{wo)glea) — g' (o) fro)

(=) (o) =

g (glro) )2

Ja o item (b) e o fato de que a derivada de uma funcdo constante € a
funcao constante igual a 0, nos garantem que:

Coroldrio 2*: Se f ¢ uma fungdo derivdvel e ¢ € um niimero real, entdo a fungcdo x =
cf(x) é derivdvel e

(ch)'(x)=cf'(x).

Observe que, como consequéncia desses resultados, se f e g sdo fungdes



derivaveis (isto €, derivaveis em todos os pontos de seus dominios), entdo as
~ ]' e ~ M Ve .
fungdes f +gq. fg. — ¢ i também sdo derivdveis e podemos obter suas

fungdes derivadas sem precisar calcular os limites que definem a derivada.

Exemplos

1. Sea, b e c sao numeros reais € f(x) = ax2 + bx + ¢, entao f € uma fungdo
derivavel e f'(x) = 2ax + b. De fato, se g(x) = ax2 e h(x) = bx + ¢, ja
vimos que h'(x) = b e agora podemos usar o Teorema 2.2 ¢ o Coroldrio 2
para concluir que f € derivavel em cada numero real x (e portanto € uma
funcdo derivavel) com f'(x) = 2ax + b.

. e 3r — 1 - .. )
2. Seja f(x) = = T Entdo, usando o Coroldrio 1 e o exemplo acima,
o T
temos que para cada nimero x no dominio de f (isto é, x tal que x2 —x + 1

#0)

< T B U T 1 S (. R PR
il — = =

(22 —x +1)2 (22 —x+1)2°

O teorema seguinte dd condi¢des que garantem que uma funcao definida
por mais de uma regra de associacao € uma funcao derivavel:

Teorema 2.3: Se f e g sdo funcdes derivdveis em (a, b) e ¢ € (a, b) € tal que

flo)=a=glc)ef(c)=p=g'(c),

flx) de a=<T < c
izl — % o =
g b e e

fi(z) se a<x<e,
,.i'}'rl:: T | = i =
gl s e sk

entdo a funcao

€ derivavel com



Demonstragao: Para mostrar que 4 € derivdavel em (a, b), consideremos
primeiro a < x, < ¢. Nesse caso, temos que

R(xr) — hixg) . HEY=E

lim

I—*In Ir — I Ir—In I — I0

ja que para x < ¢ tem-se que h(x) = f(x) e f € derivavel em x. OU seja,

. h(x) — h(x)
11111 L
e ] T — _J'|':|

= fr I: Iy |

e, portanto, & € derivdvel em x, < ¢ com h'(xy) = f(xy). Analogamente,
para ¢ < xo < b, temos que

. hix) = h(zg) gl = glag) p
lim = lim = {Tal;
E—Tn o — I|"|'J E—*In e _I'”

isto &, h € derivdvel em x, >c com h'(xy) = g'(xy). Agora, para x;, = c,

vemos que devemos considerar os limites laterais do quociente
h(z) — h(c)

, ja que
r—c
F(z) — h(c) L
hix) = hic) S = ARl R
— - glx) — h(c)
. e ge o T -;I.-',
r—C
Mas, h(c) = a = f(c) = g(c), donde
hix) — hic) flx) — fle)
lim ——— = lim ———— = {'(¢)
o T —C rT—c Ir—C
€
. h(z) — h(c) . gz} —glc) o
llm —— —— = lim —————— = g'(c).
r—st Tr — C r— ot r —C

ja que f'e g sdo derivdveis em x = c. Como, por hipétese,



f©=p =g'(c),

temos que
. h(x) — h(c) . h{z) — h(c)
lim ———— =~ =f= lim ————
s T—C r—ret Tr—C
e, portanto,
. IIr.' |.l| — Ilr.I |,r|
lim-——— -~ —#,
r—rc T —
o que nos diz que & € derivavel em x = ¢ com h'(c) = 5. O

Aqui é importante destacar que a continuidade de 7 em x = ¢, que no
teorema € dada pela condi¢ao f(c) = g(c), € fundamental para a derivabilidade
de h, ja que para ser derivavel num ponto a fun¢io tem que ser continua nesse
ponto (isso € o que nos diz o Teorema 2.1). A seguir, damos um exemplo
bem simples de uma funcdo 4 do tipo acima que ndo € derivdvel, embora as
funcdes f'e g que usamos para definir # sejam derivaveis com f'(c¢) = g’(¢c):

P 1 se <0
R { —1 se x>0

Aqui, f € a funcdo constante igual a 1 e g € a fungao constante igual a —1,
sendo assim fungGes derivaveis com f(x) = 0 = g’(x) para qualquer nimero
real x.

Mas

. h(z) — R(D) . Flz)—(-1) o141
hm ——~ = lim —- = lim

r—0- I r—0- x r—i0— x

= —ixD

hizi—=h(0y .

e, portanto, ndo existe o lim , 1sto €, h nao € derivavel em x = O,

apesar de £(0) =0 = g"(0).

A derivada de x»

Observe que, como jd sabemos que a fun¢do identidade, fix) = x, €
derivdavel com f'(x) = 1 para qualquer x, podemos usar o Teorema 2.2 da



secdo anterior para concluir que a funcio A(x) = x2 também € derivavel com h
(x) = 2x, sem precisar calcular diretamente o limite envolvido na definicao
como fizemos anteriormente: de fato, basta observar que h(x) = flix)f(x) e,
portanto, o item (b) garante que

h'(x) = fOft0) + f(0Ofr) = Ix + 1x =2x

(basta fazer, no item (b), flx) = x = g(x)).
Mais ainda, agora que sabemos que a fungdo identidade e a fung¢do x > x2
sdo derivaveis, podemos novamente usar o item (b) do Teorema 2.2 para

concluir que a fungdo x = x3 também € derivdvel e H_{ = by

De fato, podemos provar que se n > 1 € um inteiro, entdo para qualquer
nimero real x tem-se que

i ¥
R —ma

dr’

Para isso vejamos que se ja sabemos que essa formula € valida para um
ndmero inteiro n > 1, entdao, usando o item (b) do teorema acima e a derivada
da fun¢ado identidade, podemos concluir que a férmula também € vdlida para
o inteiro seguinte, n + 1: basta fazer f(x) = x e g(x) = x». Entao

f(x)=1eg'(x) = nxr-1,

j4 que estamos assumindo que a formula € valida para a funcdo g(x) = xn.
Como

xml = x - xn = f(x)g(x),
temos que a fungdo x = xn+! € derivavel com

“il ¢ } 15 F ¥ e ¢ 9 % }
g .;"H_l_l =1-z" 4+ ng"® 1, r=z" 4+ nz" = =(n+ l_:l.r":!,

da

Por outro lado, como ja sabemos que a formula € verdadeira para n = 2, o
Principio de Inducdo Finita da Matematica garante que essa formula € valida
para qualquer n > 1.

Também decorre do principio de inducao finita e do item (a) do Teorema
2.2 que

a soma de um numero finito de fungcées derivdveis é uma funcdo derivdvel cuja



derivada é a soma das derivadas das parcelas.

Uma aplicacdo imediata que podemos fazer desse resultado e das
derivadas que aprendemos até agora € que qualquer polindbmio

p(x) =ax"+a, xv1 + - +ax+ q

¢ uma funcao derivavel com

p'(x) =naxn-' + (n—1)a,_;xr2+ - +2a,x + ay.

De fato, um polindmio € uma soma finita de func¢des do tipo x = cxk, k inteiro
positivo, que pelo Coroldrio 2 e a derivabilidade das funcdes xk, sdo fungdes
derivaveis com

d. p_ 9,
— o) = ol — @

ff_.l" (L.

k: k-1

| | = ckx™

Em particular aprendemos que se p € um polindOmio de grau n, entdo sua
derivada p’ é um polinémio de grau n — 1.
Agora, podemos usar o item (c) do Teorema 2.2 e as derivadas das

fungdes xk, k > 1 para obter as derivadas das fungdes . — ..

Comecemos com a funcao x Hi. Como a funcao identidade g(x) = x €
¢ ¢ 8

A
derivdavel em qualquer nimero real x com g'(x) = 1, temos que se x # 0, entdo

L -
— & derivdavel em x com g
g

R T 1

—l=l-llz)l=—

|
dr " r’ i I

Em geral, se k é um inteiro positivo, fazendo g(x) = xk, o item (c) do Teorema
2.2 garante que se x # 0, entdo

Agora, usando as propriedades algébricas de poténcias inteiras de nimeros

reais € a notacdo — = x-1, obtemos
£



% — 2k e e—1.—2k _ —k-1
(F)2
e, portanto,
d 1 L
bt ot R e
dz " "
Observe agora que se fazemos n = —k, entdo TL = x* = xn e portanto

podemos afirmar que a férmula que obtivemos acima para a derivada de x»
com n sendo um inteiro positivo também ¢ vélida quando n € um inteiro
negativo.

Como vimos acima que polindmios sdo funcoes derivaveis, o Coroldrio 1
garante que as funcoes definidas como quocientes de polin6mios (que sdo

)

chamadas funcoes racionais), isto €, fungdes do tipo h{x) = =
qlar)

,onde p egq

sao polindmios, sao também derivaveis.

Exemplos
3. Seflx) =3x5+2x3 +x— 1, entdo
fi(=g) =G-8 14 @2 111
= 1522 4 622 + 1.
o | : gty ]

-~ ¥y y
. centac fiix) = — -
3 4 - (3 + )2

Se f(r) =

De fato, fazendo p(x) = x2 — 1 e g(x) = x3 + x, temos que f = g, portanto,

I T on pron
10y = P @) — p)d'(@)
L | =
o (q())?
.?J'Ij + -" == [.r'ﬂ o J_llir‘j' + 1)
B 0 3+ ]"2 !
donde
}‘"' ; _-J'J‘ + —l_-.r"‘2 + 1
lr)] =



Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucao dos exercicios.

1. Use as regras de derivacao para calcular a derivada das funcdes a
seguir. Explicite quais regras foram usadas.

(a) flx)

(b) f(x)

(e

(d

=

(k) fx)

2. Seja f(x)
=1.

) .
) f=)
(e) f(z)

— |l

| =6

— AT
— 1f,]nJj — I :
— (AT _ 00 L B 14153 — Op — - |
— I__—];_.l J_ll_}_.l _I_ 5% _|_ J_-_||__ bl ._.I'_.l l|||||
_ 1
- 2—=r
. z:{+._l"+].
- x—1
— 3z ' — 2"
_ (2x—9)(6—4x7)
- T 211
)
i % - k .I._F
(z) = Qard — +
b
a— I
o a-+ x
Jr—7T . equagdo da reta tangente ao grafico de fem x,
L1 ©quag & 8 !

3. Determine a equacgio da reta que seja tangente ao grafico de

Jx) = (2x5 +x — 8)(6 — 3x3 + 8x% + 10x)

no ponto x, = 0.



10.

11.

Seja fix) = x3 + 2:
(a) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de fem x, = 2.

(b) Para quais valores de x, tem-se que a reta tangente ao grafico de f
em x, € paralela areta y = 3x?

Seja p(x) = x4+ —3x2 4+ 3x — 1 e r a reta cuja equacdo € y = 3x — 1.
Encontre os valores de x para os quais a reta tangente ao grafico de p €
paralela a reta r.

Considere a func¢ado f(x) = x2 + x.
(a) Determine f'(x).

(b) Determine a equacdo de uma reta que seja tangente ao gréfico de f
e que seja paralela a reta y = 2x + 4.

Seja f(r) = d&i+ar+3 3 fungdo tal que a equagdo da reta tangente ao

grifico de fem x = 1 é paralela a reta y = 5x:
(a) Determine a.

(b) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de fem x = 1.

Determine o ponto x; onde a reta tangente a curva y = 1% no ponto

e =

A .
(rp, 52 corta 0 e1x0 dos x.

Seja fuma funcdo tal que f{0) = -1 e f(0) = 2. Determine a equagao da
reta tangente ao grafico de g(x) = ix)(x3+x—1)em x = 0.

Seja g uma fungdo tal que g(1) =3 e g'(1) = -1.
523 — 10z + 9

(@) Calcule i’ (1), onde h(x) =

glx)

(b) Determine a equacgdo da reta tangente ao graficode hem x = 1.

Seja f: B — R uma fungdo derivdvel tal que f(1) = 1 e f'(1) = -2.
Calcule g’(1) onde



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Tli)
253 + £ —1°

g{x) =

Seja f(x) = x3 — 2x + 3. Determine o ponto de intersecao do eixo-x com
a reta tangente ao grafico de fem x =t.

Qual € a equacgdo da reta tangente ao grafico de g(x) =x3+x2+ 1 em x
= 1?7 Determine as interse¢Oes dessa reta com o grafico de g.

Dizemos que o grafico de uma funcdo f € tangente ao grafico de uma
funcdo g num ponto se f e g possuem a mesma reta tangente nesse
ponto. Os graficos de flx) =x3+x2-5x+5¢e gx) =x2—-2x + 3 t€m
pontos de tangéncia? Quais?

Seja p(x) =3x5—x2 + 1:

(a) Ache a equacgdo da reta tangente ao grafico de p em x = 1.

(b) Sabendo que f € derivdvel em xy = 1, com f(1) = -1 e f(1) = 2,
ache a equacdo da reta tangente ao grafico da fungio h(x) =
p)fix)yemx = 1.

Decida se a afirmacgdo abaixo € correta:

Se f ¢ a funcdo

PO 2 ge x>0,
JLE) = le + l se T {:: I:I,
entdo f'(0) = 0, pois f'(x) = 2x.

Sabendo que f € uma fungdo derivavel em x = -1 com f'(-1) =2 ¢
.z'l—ia}l—ll f(x) = 3, ache a equacgdo da reta tangente ao grafico de fem x = —

Considere funcoes f da forma

s glx) se x>0,
fir) = g »
R hir) se x <0,

onde g e & sdo funcdes derivdveis em R. Decida se a seguinte proposicao



€ verdadeira ou falsa:

Se f ¢ do tipo acima com g' = h', entdo f € derivdvel em x =0 ¢ f
'(0)=g'(0).

19. Decida se a seguinte proposicao € verdadeira ou falsa:

Sef:[-1,11 > R é tal que }Ii_lgb_f’[.f'} = 1, entdo f é derivdvel em x =
0 com f(0) = 1.

20. Seja f uma func¢ido definida por:

o - -
=1 <

l —.Jf'j +dr—2 soxr>1
Verifique que f¢é derivavel e ache f'.

21. Seja fuma fungao definida por:

a Rt
rt—r+4a seoar < 1,
FlEY = 1 ge T =1,
—..".‘2 +br+ec sex>1.

Determine valores para a, b e ¢ de tal forma que f seja derivdavel em x =
1.

A derivada da func¢ao inversa

Lembremos agora que algumas fungGes que ja conhecemos foram obtidas
como fungdes inversas de outras fungdes: esse € o caso, por exemplo, da
funcdo x =/, x 20, que € a inversa de ¢(x) = x2 para x >0.

Vejamos agora que a partir da diferenciabilidade de uma func¢do inversivel
f podemos obter informagées sobre a diferenciabilidade de sua funcao inversa
f-1.

Para isso vamos usar a representacdo geométrica do conceito de derivada e
o fato de que o grafico da inversa f~! de uma funcado inversivel f pode ser
obtido pela reflexdo, em relagdo a reta y = x, do grafico de f.

Suponhamos entao que estamos falando de uma funcgdo inversivel f que €
derivdavel num numero a. J4 sabemos que isso significa que, no ponto (aq,



fla)), o grafico de f possui uma reta tangente nao vertical, r,, cujo coeficiente
angular € o nimero f'(a).

Por outro lado, sabemos também que o gréafico de f~! € obtido por uma
reflexdo em relagdo a reta y = x do grafico de f e, portanto, facilmente nos
convencemos de que a reflexdo da reta r, junto com o gréfico de f fornece

uma reta 1, que € tangente ao grafico de f-! em b = fla) (veja Figura 2.1).

Lee

: "
/ 0 a b=f(a)

Figura 2.1

Observamos agora que, se r, ndo € uma reta horizontal, o que €
equivalente a dizer que f'(a) # 0, entdo 1y, ndo ¢ vertical e, portanto, podemos
concluir que f-! € derivdavel no nimero b = f(a) e que (f1)'(b) é o coeficiente
angular de ry,. Para calcular (f1)(), isto €, para calcular o coeficiente angular
de ry,, observamos que se

g(x) = ax+f

¢ a fungdo afim, cujo grafico num sistema de coordenadas com a mesma
escala nos dois eixos € aretar, e a = f'(a) # 0, entdo g € inversivel e a reta r,,

(ver Figura 2.2) € o gréfico de



Figura 2.2

Assim vemos que o coeficiente angular de r, € — = i) 1sto €,
('t JThal
1

IIA'."[”']

(F7H'(b) =

Mas b = f(a) quer dizer que f~-!(b) = a e, portanto, podemos escrever

: 1
|.f I b } = —.I.*"'[ .r._l | 7 | | X

Ou seja, provamos o seguinte teorema:

Teorema 2.3 (Derivada da fungdo inversa): Se f € uma funcdo inversivel e derivdvel
no niimero a = f-1(xg) com f'(a) # 0, entdo sua fungcdo inversa f~1 € derivdvel em x
com

1
( fYxa))

(F7)(z0) = 7

Resta observar que se a € tal que f'(a) = 0, isto &, a reta tangente ao grafico
de f em x = a € horizontal, entdo o grafico de f-! possui uma reta tangente



vertical em x, = f(a), ja que a reflexdo ortogonal de uma reta horizontal em
relacdo a reta y = x produz uma reta vertical e, portanto f~Indo € derivdvel em
X0-

Observe que, em particular, se f € uma fun¢do inversivel e derivdavel cuja
derivada nunca se anula, isto &, f'(x) # 0 qualquer que seja x no dominio de f,
entdo sua funcdo inversa também € uma funcdo derivavel, isto €, possui
derivada em todos os nimeros de seu dominio e

i ¥ a3

Uma aplicacdo imediata do Teorema 2.3 nos leva a diferenciabilidade da
fungdo x = /i, para x > 0. De fato, se ¢(x) = x2 para x =0, entdo

¢ (x) =&
e, sex >0,
@' (Vr)=2x>0.
Logo, para x > 0, o Teorema 2.3 garante que
fd 1 1 1

S e -

(VI) = — = —= =

] T R, FT I T o
L 0F Ry Fiv L) anf

Na verdade esse ¢ um caso particular das fungdes x = {/r, x >0en > 1.
De fato, se n > 1 e fix) = x» para x = 0, entdo f(x) = {/r parax =0 e, como

1—1 fpmn—1

temos que f'({/r) # 0 se x >0, jd que nesse caso ¢/ > 0. Logo a fungdo x ~
/& é derivdvel em x > 0 com

i

— | — — —.
.fl;l,." VN - 71 {I:__-"Il.-_lz—l

~ . s 1
Usando a notagdo com expoente, isto €, /T = x> temos que

L n—1
f — fon—1y = —
i | n

W Jn = I



e, portanto,

— "-.-"Ju _ : T = LR
f!il_.l" H,."T n T

Resta agora observar que sené um inteiro fmpar, entdo a funcdo x >/
também estd definida em todo nimero real com {7/ = 0 se x # 0. Logo, se n é
fmpar, entdo {/r € derivdvel em qualquer nimero x # 0 com

d 1

= \-"".'_ | —a———
“r«.-r' i {-"I.If'ﬂ'_J'

Geometricamente, temos que o grafico de {/.r possui um reta tangente
vertical em x = 0, ndo sendo, portanto, derivavel em 0.

A regra da cadeia

O Teorema 2.2 trata das operagdes com funcoes que resultam das
operacoes algébricas com numeros reais, isto €, soma, produto e quociente de
numeros reais. Mas sabemos que hd uma outra operacao que podemos efetuar
com fungdes, a composicdo. O resultado que trata da diferenciabilidade de
uma fungdo composta a partir da diferenciabilidade das fun¢cées componentes
¢ conhecido como Regra da Cadeia.

Teorema 2.4 (Regra da Cadeia): Se g € derivdvel em xq e f € derivdvel no niimero
g(xp), entdo a fungdo composta f o g € derivdvel em xy com

(fo 8)'(xp) = f(glxp)) - g'(x0)

Exemplos
5. Se f(x) = (x2 + 1)10, entdo f € derivavel e

f(x) =20x(x2 + 1)°.

De fato, fazendo g(x) =x2 + 1 e h(x) = x10, temos que f=ho g e,
portanto,



S )=h"(g(x)g'(x).

Como
g'(x) =2xe h'(x) = 10x9,
temos que
F ) = (2 + 1)(2x)
= 10(x2 + 1)%(2x)
= 20x(x2 + 1)°.
6. Se fix) = f(u) = Vi® + r,entdo f/(x) = f'(w) = zi:%’ para todo numero

x onde f € derivdvel, isto €, x real tal que x3 + x > 0.

De fato, fazendo
gx) =/ ehx) =x3+x,

temos que f = g o h. Mais ainda, como # € derivdvel em qualquer
nimero real e g € derivdvel em nimeros positivos, o teorema da
regra da cadeia garante que f € derivdavel em numeros x tais que A(x)
>0, e

@) = g'(h(x)h"(x).

1

'E \_'-.I_ s

Como g'{x) = temos que

1 1
-'r.,I'.r[ l|il_| | i :| :| — —

24/ h(x) 2vrd 41 ,

Por outro lado,

h'(x) =3x2+1,

logo




7. Sejam f(x) =x2+1 e h = fo g, onde g € uma fungao derivavel em x; = -1,
com

g-1)=1leg'(-1)=3.
Entdo / € derivavel em xy = -1 com
h'(-I) = 6.
De fato, pela regra da cadeia temos que

h'(=1)= f(g(-1)g'(-1)
= (g’
=2-3=6,

ja que f'(x) = 2x e, portanto, f'(1) = 2.

A derivada de xr

Como aplicacdo 1imediata da regra da cadeia, vamos obter a
diferenciabilidade da fun¢do x = xr em x > 0, onde r € um nimero racional.

!

. . , !
Comecemos considerando o caso r > 0, isto é, r = E com p e g sendo

inteiros positivos. Sejam
— 1 —
Jx)=x e glx) = xv.
Entao

i 1 1_ ey e
flry=—23" e g'(r)=prF~te g'(x) = pxr-!

1
.I.;" —Tqg = | .I'pl'_" == }1'|::I|-.||-|:I,l':l ::I_

isto €, xr € a composta f o g. Como g(x) > 0 para x > 0 e f € derivdavel em
qualquer nimero positivo, temos que f € derivavel no numero g(x), qualquer
que seja x >0, com



1 1 1 P__
flglx)) = L(glx))s ™t = L(@P)s "t = 107,

q 9

Assim, como g € derivdvel em qualquer numero real, a Regra da Cadeia
garante que f o g € derivdavel em qualquer x > 0 com

. | ) g wf s § Y I s ! F ﬂ—'l g F, W
(fog)lx)=71 glr))glxr) = | é.]' s ¥ _:l_r;'rl_ T
E_ e p
= I.—l.."-a P:IJi'.I_I";I 1 = L5 1
q q
r .. o i .
Lembrando que » = ~ e (f e gj{x) = 2" , obtivemos que para x >0
]
g =
e b = R 1,
dr

Finalmente observamos que essa formula também € valida para r sendo
um racional negativo. Para verificar essa afirmagdo basta usar o resultado

1

acima para s = —r e usar a propriedade algébrica g} = +—.

+ (g
T
o ! x

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1.

Considere f : B — R, definida por fix) = 5x7 + 6x3 + x + 9. Sabendo
que f ¢ inversivel e f(—1) = =3, determine (f-1)'(-3).

Considere f : B — [, definida por fix) = 4x3 + x + 2. Sabendo que f ¢
inversivel, determine (f~1)’(2).

Considere f : R — R, definida por f{x) = 3x5 + 2x3 + 8x — 6. Sabendo
que f € inversivel, determine a equacao da reta tangente ao grafico de f
-lemx = -0.

Sabendo que y = 2x + 3 € a equacao da reta tangente ao grafico de uma
funcdo inversivel, f, em x = 1, determine a equacgdo da reta tangente ao
graficode f~! em x = 5.



Sabendo que y = —%4: + 1 € a equagdo da reta tangente ao grafico de
uma funcgdo inversivel, f, em x = — 2, determine a equacdo da reta
a1

tangente ao grafico de f~! em ; = 3E -

Considere a funcao f: & —[R, definida por fix) = x3 + 1.
(a) Determine f-1.

(b) Determine (f-1)".

(¢) Considere g(x) = +—. Calcule a derivada de g e compare sua

Flaplye
fir)

resposta com o resultado do item (b).

Considere f(x) = x3. Utilizando o teorema da funcao inversa, determine
a derivada da fungdo inversa f~1(;) = Yz, para x # 0,

Considere f(x) = /= e g(x) =4x3 — 7x + 8. Calcule (fo g)' e (g0 /)"

Use as regras de derivacdo para calcular a derivada das fungGes
abaixo:



(a) f(z) = (32® — 42® + 9x — 14)%7
(b) f(z) = (4s7 — 52%)% (723 — £ 4+ 1)%3
(c) flz) = m

¢ Fy 3 2—'—1.‘+1 v
U” .f'-.‘I] = I-%II

) Rl NEEEEN|
{1] f”j - \r_.-ai?+1

() f(x) = 23322 + 1

(k) flr) =

() flz) ={ 1::%.;'_3 +4x)(b —+/z+1) + 77]345

(m) f{x)= .3I', i

(n) fiz)= 1".;"“ - %V'

10. Seja g(¢r) = f(r2 + t — 5), onde f € a funcdo cujo gréafico estd dado na
figura abaixo:



1.

12.

13.

e
Wit
T

(a) Ache f(1).
(b) Ache g’(2).
(c) Ache a equacgido da reta tangente ao grafico de g no ponto t = 2.

Seja g uma funcdo derivavel tal que g(—1) = 2 e g'(-1) = 3. Sejam

f(zx) = ﬁ e h(x) = f(g(x)). Ache a equacdo da reta tangente ao

grifico de hem x = —1.

Seja f a funcdo tal que a equacao da reta tangente ao grafico de fem x
=—1¢

y=3x+1.

Seja g(x) = fix3 — 3x — 1). Encontre a equagdo da reta tangente ao
graficode gem x =0.

Seja fuma funcao tal que a equacio da reta tangente ao grafico de f em
x=1¢y=2x -1 e seja glx) = fix2 + 2x + 1). Decida qual das
afirmacdes a seguir € correta:

(a) aequacgdo da reta r, tangente ao graficode gem x =0,¢€ y = 4x +
1, pois



14.

15.

16.

17.

0,80) € r, g(0)=f1)=1,eg'(0)=21(1) =4

(b) a equacgdo da reta r, tangente ao graficode gemx =0,¢€ y = 2x +
1, pois

0,8(0) € r,g0)=f1)=1eg'(0)=1(1)=2.
(©) £'(0) = -2, pois
) =2x—-1eg'(x)=f(x)2x +2) =4x2 + 2x — 2.

Seja f a funcao tal que a equacao da reta tangente ao gréafico de f em x
=1¢

y=5x —4.

Seja g(x) = f(f(x)). Encontre a equagdo da reta tangente ao grafico de g
emx = 1.

Seja f uma funcdo diferencidvel. Use as regras de derivagdo para
calcular a derivada das funcdes abaixo:

(a) g(x) =8f(x) + [f(x)f(x)]7

lxl:;l ,"_nrl:-"'] = rlf| T :| :|

(c) Ir_.fI:,.":l = f|f|f. T :, B

(d) g(x) = f(4z® — %VT _9)7(18 — %]

Sabendo que f € uma func¢do derivdvel com f(0) = —1 e que

h(x) = xf(x) + (f(x))?

¢ a fungdo constante igual a 1, calcule f'(0).

Sabendo que f € uma fung¢ao derivavel com f{0) =0 e que
h(x) =2(x — 1)2 + (fix) + 1)2

¢ a funcdo constante igual a 5, calcule f(0).

Derivadas das funcoes exponenciais e logaritmicas



Se usarmos um programa grafico para obter o grafico de uma exponencial,
bx, num intervalo contendo o zero, veremos que a exponencial parece ser
uma funcdo derivdvel em x = 0, jd que seu grafico parece ter uma reta
tangente nesse ponto (Figura 3.1). Isso de fato pode ser provado, mas aqui
vamos admitir que isso € o que ocorre, isto €, que se b € a base de uma
exponencial, entdo h(x) = bx € derivavel em x = 0.

YA

7T

Figura 3.1

Nosso objetivo € chegar a derivabilidade das funcdes exponenciais e
calcular suas derivadas admitindo que essas funcées sao derivdveis em x = 0.

Primeiro observamos que se compararmos os graficos das exponenciais 2+
e 3*com aretay = x + 1, como na figura abaixo,



Figura 3.2

vemos que as retas tangentes aos grafico de f(x) = 2ve g(x) =3*em x =0 (que
admitimos existirem) t€m uma inclinagdo menor, no caso de 2¥, € maior, no
caso de 3+, do que a inclinagdo de y = x + 1, isto €,

f0) < 1<g'0).

Essa relacdo e o fato de que entre os graficos de duas exponenciais hd sempre
o grafico de uma outra exponencial nos sugerem que deve haver um nimero,
que denotaremos por e, entre 2 e 3 tal que o grafico de ¥ (x) = ex tem a reta y
= x+1 como reta tangente em x = 0. Se isso é o que ocorre, entdo ’(0) = 1
(veja Figura 3.3), ou seja,

& 3
- .oet—1 _
] .-"[_I:l_] = him - =1.

a—1 fi)

jad que 1 € o coeficiente angular da reta y = x + 1.



Figura 3.3

Mostremos entdo que a diferenciabilidade das funcdes exponenciais em x
= ( garante que existe tal nimero e. Para isso, lembremos que se b € a base de
uma exponencial, podemos usar a exponencial 2~ para expressar b~ na forma

L.E' — O ]_I_Ig._:,ll_"?

qualquer que seja o numero real x. Isto €, se
u(x) = (log, b)x
e f(x) = 2x, entdo u € uma funcao derivdavel com
u'(x)=log, b#0
(Ja que b # 1), e b € a funcdo composta
bx = (f o u)(x).

Como u(0) = 0 e estamos admitindo que f € derivavel em x, = 0, a regra da



cadeia garante que h(x) = b~ € derivavel em xy =0 com
h'(0) = f'(u(0))u’(0) = f'(0) log, b.
Ou seja, se definimos a fungao
H(b) = £(0) log, b
onde f'(0) € a derivada de 2* em x = 0, entdo, para cada b # 1 ¢ positivo,
H(b) € a derivada da funcdo exponencial bx em x = 0.

Em particular, H(3) € a derivada de 3xem x = 0O e, portanto, H(3) > 1, ja que
concluimos que a inclinacdo da reta tangente ao grafico de 3* em x = 0 é
maior do que a inclinacdo daretay = x + 1.

Assim, provar que existe uma exponencial cuja derivadaem x =0 € 1 €

equivalente a provar que existe um numero real e, positivo, tal que e # 1 e
H(e) = 1. Ou seja, queremos e tal que

f(0) logy(e) =1
donde

1

fro)’

ll |'I_I|2I-"I —

e, portanto,

1
I

&=

Para concluir que 2 < e < 3, basta usar o fato de que a funcdo H € crescente
com

H22)< 1< HQ3),
isto €,
H(2) < H(e) < H(3),

e, portanto, 2 < e < 3.



E interessante observar que o fato de a funcdo H ser crescente nos diz que
o numero e € caracterizado pela propriedade de ser o unico nimero real que €
base de uma func¢ao exponencial cujo gréfico € tangente aretay =x+ 1 em x
=0.

z

O nimero e € chamado a base dos logaritmos naturais e, como provaremos no
proximo capitulo (secdo 2),

i
e=lim(r+1)=.

r—0

Resumindo, mostramos que se admitirmos que as exponenciais Sao
derivdveis em x = 0, entdo para uma exponencial, 1 (x) = e¥, cuja base € um
numero entre 2 e 3, tem-se que seu grafico € tangente aretay=x+ 1 em x =
0,isto é, v'(0) =1

Vamos usar esse resultado para mostrar que a fungio ex é derivdavel em
qualquer numero real com

Para isso, devemos calcular o

‘ O(x + & | _ r_'l:: T | . r.~|‘+rﬁ _ BT
lim _ = lim _
A= Pl B—0 0

Primeiro usamos as propriedades da exponencial para obter que se 0 # 0,
entao

Em seguida observamos que

lim e* = €
d—0

qualquer que seja o nimero real x (observe que x estd fixo, € a varidvel em
que estamos calculando o limite) e que



.r'ﬁ ] ;
lim — =(0) = 1.

a—}” |'I-H

Podemos entdo usar o Teorema 2.2 do Capitulo 5 para concluir que

] ol T > e . 1
lim ——— = (lim " }{ lim ——
d—0 i a—0 A—0 i

| — &

Ou seja, ex € uma funcao derivavel com

-_GF.." )

De fato, essa propriedade caracteriza a fun¢cdo exponencial na base e: a
exponencial ex €, essencialmente, a unica fung¢do ndo nula cuja derivada € a
propria funcdo (as outras fungGes que possuem essa propriedade sao as
fungdes cex, com ¢ sendo qualquer nimero real).

Agora, para obter a derivada de outra exponencial, a*, onde a € um nimero
positivo diferente de 1, usamos a identidade

ax = ex lna,

que nos diz que a* € uma composicao de funcoes derivaveis, isto €,
a* = (fo g)x)
com
flx) =ere gx) = (In a)x.

Podemos entdo usar a regra da cadeia para obter a derivada de ax:

d - e e e g
—(a") = f'(g(x)) g (x)
dr '
y—y I(-Q'[*r.:',r'r" -
= giz)
I_mhm“n“:I

— (Inala”,



jaque f(g(x)) = es® g'(x) =Ilnae exna=qx,

Desses resultados segue-se, pelo teorema da derivada da funcdo inversa
(Teorema 2.3), a diferenciabilidade das funcées logaritmicas: de fato, se h(x)
= g, entao

log, x = h-1(x),

e, como a derivada A’ nunca se anula, podemos concluir que log, x &
derivdvel em qualquer numero real positivo x com

d | 1
_I_]_l |_-:_:-;l:_l T _| mm T
|'JiI_J' 3 ,Iilj"rl:. ||r.'_J'l|l'.|

1
(lna ];,.-Fi'-‘ Lim)
1

(lna)als.c’

Mas alez. = = x, logo, para x > 0, tem-se que

d 1 ] 1
—_— I._FE'; II' e T
i J'L it (lna)x

Em particular, para a = e, temos que

d o 2
EL 0=

I

jAquelne=1.

Como vimos anteriormente, se » € um nimero racional, entdo a fungio x
xr, para x > 0, € derivdvel e d—dx(.e-‘"j = rz"~1. Agora que ja conhecemos a

derivada de uma fungdo exponencial, podemos mostrar que essa regra de
derivacdo € vdlida para qualquer expoente real s.
Mais precisamente, dado um nimero real s, seja i a funcao definida por



h(x) = x5 = eslnx

para x > 0. Vamos mostrar que & € derivavel e

De fato, se f{x) =exe g(x) = s In x, entdo
=(fo g)),

., . .k } = 5
e, portanto, como f e g sdo derivdaveis com f'(x) = e* e ¢g'(xr) = —, 0 teorema
H
da Regra da Cadeia garante que xs € derivdavel com

d ¢ g TN RSN T
—lx™) =7 Lglr)lg i)
dr

= I/ r_,r'f | i)

" - I
— Sflnz 7y

mas eslnx = s, logo, para qualquer x > 0, tem-se que

7+ JEO El
_| Tr | =
dx ’ T
s—1
= 81 .
Exemplos
1. Como 2 € um nimero racional, jd sabfamos que £ (%) = % 1 Agora

como consequen01a do resultado imediatamente acmla temos que se f(x) =
para x > 0, entdo f'(x) = mx71.

2. Seja f(r) = «=" parax > 0. Temos que
f(t]l = t-‘.mz In s

e, portanto, fazendo g(x) = ex e h(x) = x2 In x, temos que f = g o h. Mas

g =eeh’(x)=2xInx+x=xInx2+x,



e, portanto, pela Regra da Cadeia temos que
f'(z) = g'(h(z))H ()
= r.h":rj'[:r Inz? + x)
= (rlnz? + x) g= Inz

= (zlnz? + 2)z™,
1sto €,
fr) =2 Inz? +1).

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolugdo dos exercicios.

1. Calcule as derivadas das seguintes funcoes:



(d) flx) = x2(1 - logy x)

() f(z) =z = t271 4 43

) f(z)=(z*—z*+2z — 1) Inz?
(¢) flz)=lnvrZ—1

(h) f(x) =423 — 322 + In2x

(i) f(z)=(1—=z%)e

() flz) =In|2® - 222 +1

(k) f(x)
) f(x
(m) f(r) =ex

(n) f(x) = (rnz)?

(0) fle) = (ae™ e

-}m 2

S,
| =
e
—
[%]

(p) flx)=ze® 1+ rin(a2 +1)

Calcule a derivada de cada uma das seguintes funcoes, e determine (se
existirem) os pontos onde ela se anula:

In 2
-|+

(a) fit) =

(b) glu) = e

[{I] IH:."\::I — ll]-l:]_ +r"52_s:|

Calcule os seguintes limites:



Inr—1
(b) lim ne

T—3e T — g

(¢) lim

Tr—1 ;

Para cada funcdo f abaixo determine a equacdo da reta tangente no
ponto x, correspondente.

(a) flix)=er, x5=0.

B) flo)= e rp=0c zp=1.
(c) flix)=2xxy=0.

(d) fix)=logyx, x5=1.

(e) fix) =logy Ixl, xy=-1.

) flr) = mT* tn=1exp= e
(g) f(x)=1In Ix/, xo=e2.

1

(h) fl T)—= e =, Tg = 1.

Considere f(x) = e5x+2,

(a) Encontre a solucdo da equagdo f(x) = 3.

(b) Calcule (f~1)'(3).

(¢) Ache a expressao da fun¢do inversa f-1.

(d) Determine a equacgdo da reta tangente ao grafico de fem x = —1.

(e) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f~!em x = 1.

Considere f(x) = 72 e g(x) = In(4x3 + vf"ﬁ). Calcule:
(a) g'(x)ef(x).

(b) (g 0N)x) e (go0f)(x)

(©) (fog)x)e (fog) ).

(d) (fo)x) e (f8)' ().



e) (f+g® e (f+g)'x).
) (fFlog)x)e(f-1og) x).
(g2) (fogHx) e (fog1H(x).

7. Calcule a derivada de f(x) = es® em x, = 1, sabendo que g(1)=1e g
(1) = -3.

8. Considere f(r) = g(e* ~1). Ache a equagdo da reta tangente ao grafico
de fem x, = —1, sabendo que f(—1) =2e ¢'(1) = 3.

9. Sejaf(x) = In g(x). Calcule g’(4), sabendo que f(4) =2 ¢ f/(4) = 5.

10. Seja fix) = 6/, Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de f em
Xo = —2, sabendo que h(-2) = -2 e h'(-2) = 2.

11. Sabendo que f € uma fungdo derivavel com f(1) = 3 e que h(x) = xeftx)?2
+f(x) € a funcdo constante igual a 3, calcule f'(1).

4. Derivadas das funcoes trigonométricas

As derivadas de seno e cosseno

Comecemos por observar que para obter as derivadas das funcgdes
trigonométricas € suficiente conhecer a derivada da fungdo sen x, ja que cos x
= sen (x + 35). Outras fun¢Ges trigonométricas sdo definidas por quocientes
que envolvem seno e cosseno ou por fungdes inversas dessas funcoes.

Denotemos por f a funcio seno, isto €, f(x) = sen x. Para concluir que f €
derivdvel num nimero x, devemos mostrar que existe o limite

i JEL0) = fizy s Gemfz-d)-stny
litn g = lim :

d—0 0 d—0 &
Para isso, primeiro usamos a identidade trigonométrica

sen (x + 0) = sen x cés O + sen O cos x

para obter que



sen(r +4) —senxr senx cos §d +send cos © — sen T

& 3
5eM T I: cos d — 1 :| + sen 8 cosT
|'l:-"
LCOS .'.i — J_ ; =isinl I'\ !
=senr|————) 4+ cosxl A
N,

Em seguida, analisando essa expressdo, vemos que seu limite, quando 6 — O,
envolve os limites fundamentais

_osend .ocosd—1
im— =1 e lim — =1,
A—0 i a—0 o

(veja Teorema 3.2 do capitulo 6) e que, como x € um numero fixo (a variavel
em que estamos tomando o limite € 0), os ndmeros sem x € cds x ndo variam

quando 0 — 0. Ou seja,

: ) Cs .'.:I — J_ ) P COs ."\; — l -
limsenr (———) =senx (lim ———) =0
B—s0 i) d—0 i)

{L
, send . . send,
limecosey [——) =cosz (lim ——) = cos .
A—sl) S a0 O

Temos entao que

. sen(r +4)—senx .. cosd—1, ... send.
lim - =sena| lim ———) +cosa{lim ——) = 0+ cos ..
S A a—i i d—0

e, portanto,

. osen(r4+4) —senr
lim - = COS T,
a—

isto €, seno € uma func¢do derivavel em qualquer numero real x com

d :
—(sen r) = cosx.
dr



Agora, para obtermos a derivada da funcdo cosseno usamos a regra da
cadeia, pois se denotamos por fe g as funcoes

..f':. r)=senr ¢ glr)=x-+ !

entdo fe g sdo funcdes derivaveis com g'(x) = 1 e cos x = (fo g)(x). Assim,

B

:'-.‘-"-’H r)=7Jig\r)lglr)
=flz+5)1
= coslr + EJ
= —B5EenT,

ja que, pela identidade trigonométrica para cos(a + b), com a = x e b = 5 tem-
se que cos (x + 5) = —sen X.

(=]

As derivadas de tangente e secante

As derivadas de tangente e secante seguem-se do Teorema 2.2 e do
Coroldrio 1: fazendo f(x) = sen x e g(x) = cos x, ja vimos que f'(x) =cos x e g’

(x) = — sen x, logo, substituindo na férmula dada pelo Coroldrio 1 temos
d . cosrcosx—(—senx)senc
-f_.-"l.'rp’ B = (.‘-::-:-»2 x
cos® r + sen®ur
= SR i
1 .,
= 3 — &80 L.

CoOS8< T

Por outro lado, do item (c) do Teorema 2.2 segue-se que



d : (—senr)

— e 0 = ——————

I'jil_.l" COs”®
Sen T

i lh2 @I
ST 0 1

=tg.rsecr.

COSs I Cios

Em resumo,

d ; 2
ELTE_{ ] =8eCc T

d :
—(sec r) = tgrsecr.
a.r

As derivadas das func¢oes trigonométricas inversas

Aqui usamos o Teorema 2.3, que dd a derivada da funcdo inversa:

denotando por § a fungdo seno restrita ao intervalo [— 3, 5 ] e por arcsen(x)
sua func¢do inversa, obtemos

ad . : 1 1
——|arcsenT) = —— e . ik
dr S'(arcsenx)  cos(arcsen )

Mas na secdo 3 do Capitulo 6 vimos que

cos(arcsenr) = /' 1 — x*,

donde

d

. 1
——larcseny )| = ——.
d.r ' V1 — a2



Por outro lado, se denotamos por 7 a restricio da funcdo tangente ao
intervalo (= 3, 5), temos que a fung¢do que denominamos arco tangente € a
funcdo inversa de 7. Logo, pelo Teorema 2.3, obtemos

—fprelgw) = ir————
de” °7 T arctgx)
1

P e
secT|arctg r)

Mas, lembrando que
sec2(arctg x) = 1 + x2,

(veja secao 3 do Capitulo 6), obtemos

d ; 1
Slarclig ]l = ———.
dr " ZE 14 r2
De forma andloga, concluimos que
—larcsec ) = . :
i tg (arcsec.r)sec(arcsecr)
1
o tg (arcsecx) '
E, como
tg(arcsecr) = —y\/12 —1 para xr < —1
':'l
tg':ul‘{'h:.,-u:' L= "..,.--":.."32 -1 para T = 5,
concluimos que
d : 1

— (aresec x) = para |r| > 1.

dr B Ea V2 —1



Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1. Calcule as derivadas das seguintes fungoes:
(a) f(x)=sen2x + cos2 x
(b) fix) =x2(1 — cos x)
(¢c) filx) =senxcosx
(d) fix) = (sen x + cos x)3
(e) fix) =tgxsenx
(f) fix) =secxtgx
(g) flx) =cos2x+ sec3 x

B fr) = 2

(1) flr) = peos®

(G) fx) =1n Isen x + cos x/
(k) f(x)=1In lsec x/

() f(r) = zoosz®—z?

71
(m) flx) = eco
(n) f(x) = arcsen x2
(0) fix) = arctg x2
(p) flx) = arctg( VsecZr — 1)
(q) flx) = arccos(1l + x3)
(r) fix)=arctg (Inx)
(s) flx)=sen2(cosx2+ 1)

2. Calcule a derivada de cada uma das seguintes fun¢ées, e determine (se
existirem) os pontos onde ela se anula:



(a) h(s) =tgs
(b) f(x) =arcsen (x2ev)

(c) flx] 2;11'1:'[;_1,|T"

(d) flx) = sec(2x)

Para cada funcdo f abaixo determine a equacdo da reta tangente no
ponto x,, correspondente:

(a) flx) =arctg x, xo = 1.
(b) fix) =e* cos x, x5 = 0.
(¢) fix) =lsen xl, x5 = I

(d) Flz)y = ;- rg = (.

|

Em cada item abaixo, decida se a proposicio dada € falsa ou
verdadeira:

(a) Sey = ax + b é a equagdo de uma reta tangente ao grafico da
funcdo seno, entdo— 1 <a < 1.

®) Seq e [0, Fley = %,r+ sen a — % ¢ a equacdo da reta tangente ao
grafico da funcdo seno em x = a, entio y = 2x + a — /3 € a
equacdo da reta tangente ao grafico da fung¢do arco seno em x; =
V3

Calcule a derivada de f(x) = cos(g(x)) em x, = 3, sabendo que g(3) =}

eg'()=-3

Seja f(x) = g(arctg x). Ache a equacao da reta tangente ao gréfico de f
em x, = /3, sabendo que g(§) =-5¢e g’ () =1

Utilizando o teorema da funcdo inversa mostre que a derivada de f(x)

— i ) = ————.
=arccos x f'{x Ur.l_lzl._ﬁ

Sabendo que f é uma funcdo derivdvel com f(-1) = § e que h(x)
=tg(2f(x) + 3) + (x2 + 1)f(x) € a fun¢do constante igual a -8, calcule f



'(-1).

9. Seja fuma fungdo definida por:

{ ?J.+|:u_'-.~,.::' .5 e T <
flr) = i

(sen(2z) —cos?zr)In2 ser >

ST N

Verifique que f¢é derivavel e ache f'.

10. Considere

oArctg T 4+ ar ap o=,

() { -“*-“3'[#] +b se & <0,

Determine a e b para que f seja derivavel em x = 0.

5. Exercicios suplementares

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1. Em cada item abaixo, calcule utilizando a defini¢do de derivada:
(a) f(1) para fix) = 3x%—2x2 + 5.
(b) g'(1) para g(t) = v/3 — t2.
(c) R'(0) para h(x) = %
(d) u'(0) para u(x) = sen2x.

2. Para cada um dos graficos dados nas figuras abaixo, fagca um esbog¢o
do gréfico da sua derivada.



£ Vi
|
/ _\-"| I
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a3
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Em cada item abaixo, decida se a proposicio dada € falsa ou
verdadeira:

(a) Se fnao € diferencidvel em x, entao f ndo € continua em x,.

|

(b) Se lim *5—1 = 1, entdo ;}E}Ih fix)=0.

(©) Se lim £ = 1, entdo f(0) = 0.

|

~ ' o F .' k .' -r"_\_\_ II. / . z
A funcdo f(r) =4 V¥ _,.i R o € derivavel no ponto x, = 0?7 Em
—+/T 8Bex >\,

caso afirmativo calcule f'(0).

2 —5c+1 sex <
22 —Tr+2 sex >

1. Em caso afirmativo calcule f(1).

A fungdo f(x) = i € derivavel no ponto x, =

3r2+3 sezr< -1,
A fungdo f(r)=<{ 9r—16 se —1 < =2, € derivavel no ponto x,
3 . i
X j.n" e I > J‘

=-1?

Em caso afirmativo calcule f'(-1). Verifique se f € derivavel no ponto
Xo = 2, e em caso afirmativo calcule f'(2).

4 3 i
. Sras 4 ar CTeR e U R .
Determine a de forma que f(x) :{ . 2"‘ ; Z ., seja
ST — AT e T =L,

direrenciavel.



8. Determine a, b e C de forma que

202 —6x +3 sexz < -2,
flr) = ¢ ar® +br+e se —2 < < 2 sejadiferencidvel.
8L — D e T > 2,

9. Considere uma func¢do diferencidvel f: & — {-3} — [ tal que:

(a) lim f(z)=0c0 e lim f(z)=1.
I—+ 20 T— — X0

(b) 1111}1 flz) = —2.

C lim f(zx)= I () = —o0.

©) JE. ool e

(d) fé€ crescente nos intervalos (-, -5), (=3, 0], [3, 4] e [5, «).
(e) f¢€ decrescente nos intervalos [-5, -3), [0, 3], e [4, 5].

(f) f(x)=0seesomentesex =-5,x=0,x=3,x=4oux=>5.
Faca um esbog¢o do gréfico de f.

10. Considere uma fungao diferencidvel f: & — {-2, 2} — [ tal que:

(@ lim f(zr)=0 e lim f(zx)= —oc.
F——0 F— 30

(b) lim f(x) < Oe lim f(x) = 3.
r— r—3

(¢) lim f(z)= lim f(z)=—o0.
r——2 t r——2-

(d) lim f(r)=—-ocoe lim f(r)= oco.
r—21 r—2-

(e) f¢€ crescente nos intervalos (-2, 0], [1, 2) e (2, 3].
(f) f¢€ decrescente nos intervalos (-, -2), [0,1], e [3, ).

(g) f(x)=0seesomentesex =-3,x=-1,x=0,x=1oux=3.
Faca um esbog¢o do gréfico de f.

11. Determine a equacdo da reta que seja tangente ao grafico de
Flr) = 327=2% no ponto x, = 1.
of I. ! .I '\.-"TI':'+]. p O

12. Seja ftal que o grafico da derivada de f ¢ dado na figura abaixo:



f .

( f

—r

>

Dado que f(—4) = -1, qual € o nimero minimo de solu¢ées da equacao
Jf(x) =07 Qual € o numero maximo de solucoes?

13. Sejaf: ® — R funcao derivavel em x = 2 tal que:

f2)=1ef(2) =4

2

Calcule lim — —

z—=2 flxr)—1

14. Considere f a funcao definida pelo grafico abaixo.



15.

16.

Sabendo f" (=2) = —2 e f(1) = —1 e r € tangente ao grdfico de fem x = 1
ex=-2

(a) Determine f'(1).

(b) Determine f(-2).

(c) Determine a equagio da reta r.

Considere a funcgdo f(x) = 3x*—x2 + 1 e r a reta que passa pelos pontos
(=LA(=1)) e(xf(x)).

(a) Determine uma funcado g tal que, para cada x # —1, g(x) seja o
coeficiente angular da reta r.

(b) Calcule Ililfl_f;[.f'}.,

(c) Determine a equacgdo da reta tangente ao grafico de fem x = —1.

Use as regras de derivagdo para calcular a derivada das funcées
abaixo, onde a, b e ¢ sao constantes.

(@) f(r)= #
(b) flx) = 6+VE

.8 1
(C) f' T) = 02 — zl—jj — ﬁ,rﬁJ_e'—-’



17.

18.

19.

20.

21.

(d) o) = (91 — #V3) (43 1V

€) f(z)=(3—zvVo) (bt 4 cx 4 3)
ST ta
® f(x) = (2z—az?)(b*z *F=" )
af Al .I o f,lz,.._l_“_b
fo B — G —hr
Seja f(x) = %

(a) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de fem x, = 0.
(b) Para quais valores de x, tem-se que a reta tangente ao grafico de
q 0 q g g

em x, € paralela aretay = —9x — 127

1—a=

r—h

Seja fl K | =
(a) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de fem x, =3.

(b) Para quais valores de x tem-se que a reta tangente ao grafico de f
em x, € horizontal?

Considere

T . 51 — 12r +9 ge <1,
ST 322 — 2 +1 s =1

(a) Ache a equacao da reta tangente ao grafico de fem xy = 1.
b) Para quais valores de x, tem-se que a reta tangente ao grafico de
q 0 q g g
em x, € horizontal?

25
:

Seja f{r) = EflT a funcdo tal que a equagdo da reta tangente ao

grifico de fem x = 0 é perpendicular a reta
i - 15
¥=135 + 1.
(a) Determine a.

(b) Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de fem x = 0.

Seja f(xr) = ﬂmﬂ a funcdo tal que a equacdo da reta tangente ao

graficode femx =1 ¢€




22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Determine a e b.

Considere f(x) = (6x2 — 4)(9 — 5x3) e g uma funcdo tal que g(-2) =4 e
8'(=2) =-5.

(a) Calcule h'(-2), onde h(x) = (7f{x)+x3)(2 — xg(x)).

(b) Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de 7 em x = -2.

Considere f: & — {—.} — R, definida por f{r) = J—Jf_“l Sabendo que f €
inversivel, determlne (FH'(1).

Considere f: (-1,1) — R, definida por f(+) = T“,.i Sabendo que f €
inversivel, determine (1)'(0).

Considere

Sabendo que f ¢ inversivel, determine (f-1)"(-1).

Sejay = 5x + 1 a equacgdo da reta tangente ao grafico de fem x = 2,
onde f € uma funcdo inversivel. Determine a equacdo da reta tangente
ao graficode flem x = 11.

Seja f uma funcao inversivel, e y = 7x — 3 a equacdo da reta tangente
ao gréfico de f! em x = —1. Determine a equacdo da reta tangente ao
grafico de fem x = —10.

Use as regras de derivagdo para calcular a derivada das funcées
abaixo:

(@) 1) = (325 — 4t + 5:5)V 2
(b) fl Y= %'% -|—2_' """j' P99 — 085 + I"":%T

(©) flz) = |'_‘{—3'_

3x+44/



29.

30.

31.

32.

(d) fl r) = 'I.r 241

M Flzy= [(Ba—Ej10%

—V Vo9

(g) flz) = ‘-.,'IJ + '-,r.-"f.rr.."z + 3 + 14,\{__.-"'.:|r-3 — 81)°

Seja fuma funcao tal que a equagio da reta tangente ao grafico de f em
x=-28&y= %’L —1le seja g(x)= f(5722). Determine a equagdo da reta
r, tangente ao grafico de gem x = 1.

Considere f(x) = x4 — 3x3 + 3 e g uma funcao derivavel tal que g(3) = 1
eg’'(3) =-9.

(a) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de h(x) = f(g(x)) em x

(b) Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de h(x) = g(f(x)) em x

Seja f a funcao tal que a equacao da reta tangente ao gréafico de f em x
=-9¢

y=4x+27.

Seja g(x) = f(f(2x2 — 9)). Encontre a equacgdo da reta tangente ao grafico
de gem x =0.

Calcule as derivadas das seguintes funcoes:

. AN L.

(a) f(z) =nl" 5

(b) f(2) = (z+ m)=t"
oy T

(c} flz) = xrlevE

P fieet _ Brflnx

.|.|_| jl‘-";re'l_j-l—?

(2 Pl — | f e

e jlllf.l—vm

T i P L 9
(f] f{x) = (6x° — ze7—-")Inzx



33.

34.

35.

36.

(g) flz)=ln{/(x+ 10)2

(h) f(x) = logy

Tt
(i) f(z)=T"=
i) f(zx) =e*
o { 1+InyT se0<z<l,
1.9 jll:?.",l =

Veri—z e = 1.

Determine a equacao da reta que seja tangente ao grafico de

S0 — = F < —u,
Flr) = hl.;"+4 | S
o AT I e St _ l S0 0 e —3.

no ponto x, = —3.

Seja

£r) \ In(Zz7+5) s =2 (0,
Lr) =

E ; L L
In|x3 +312 +evime| sex > 0.

Para quais valores de x; tem-se que a reta tangente ao grafico de f em
X € horizontal?

Seja

0 i= o
Tiev s =1,

Jlr) = =3 2?1 e
ez « 12 gexr < 1.

Ache a equagao da reta tangente ao grafico de fem x, = 1.

Considere

¥ ].].:|.|'r.|'..l"E —|— -".':I a0 T _1l
}ll: T = 2
J ) lr_!_?.::' +ax—4 & b se T f 1



Determine a e b para que f seja derivdavel em x = —1.

37. Calcule a derivada de f(x) = g(In2x3) em x, ==, sabendo que g’(0) = /3

YA
V2

38. Considere flz) = g{g{‘gf_?—ﬂfs ))- Ache a equagdo da reta tangente ao
grafico de fem xy = 1, sabendo que g(e) =e e g'(e) =-2.

39. Seja fix) = e3e+2, Calcule g’(3), sabendo que f(3) =1 ¢ f'(3) = 6.

40. Calcule as derivadas das seguintes funcoes:
(a) flx) =sen2(In x)

oos 8w

(b) fz)=e=+

(ny Py — _ UEX

el ) = Teoss

(d) f(z) = sec(z? + (/cos )
(€} f(z) = (sen x)"™e~T

() f(z) =tg (zH4)

(o) £l — conb (@2 L Gy — 2)
(g) f(x)=sen®(bx* + 92 — 2)
(h) f(x) =In./arctg =

oy N 24t
T\ = aresen (o572

(i) f(z) = In|arctg? .I|
Ly iy arccos(3z%—3x)
(k) Jlx) = m—
) f(z) x> + senx e x < 0
) flx)= ; .
' In(1+arctgz) sex =0

f o) . 2
() fl;_,',]":l — p3SeC T +Aarccos T

(m) f(z) = z¥oteds

(0] f(x) = logg(senz?)
41. Seja g(x) tz/ f(x). Ache a equacdo da reta tangente ao grafico de g em
Xo =2, sabendo que f(2) = % a f{(2) =m

42. Determine a equacao da reta que seja tangente ao grafico de



—1 sex <

l sen (In |1 — x|) ga T >

J’ ¢ xtecos(z—2)—3
Pll o :| =

[ R (]

no ponto x, = 2.

43. Em cada item abaixo, decida se a proposi¢do dada € falsa ou
verdadeira:

(a) Se y = ax € a equacdo da reta tangente ao grafico da funcdo seno
em x = X, entao tg xy = x;.

(b) Se y = ax+b € a equacdo de uma reta tangente ao grafico da
funcao tangente, entdo a > 1.

44. Calcule a derivada de f(x) = arctg (g(g(x))) em x, = —1, sabendo que
g(-1) =—le g'(-1)=4.

45. Seja f(x) = g(cos(g(x))). Ache a equagao da reta tangente ao grafico de
fem X0 5 ~2 sabendo que g(L) =7eg (_v’_) =-3.
6. Apéndice ao Capitulo

Aqui damos as demonstracoes dos resultados deste capitulo indicados com
o simbolo *.

Secao 2
Teorema 2.1: Se a fungdo f é derivdvel em x,, entdo f é continua em Xx.
Demonstragdo: Devemos mostrar que ! f(r) = f{za), sabendo
que
: flz) — flzo) T
lim — T = T (Zo)-
e S I — g

Primeiro observamos que

Y . . I.'I— f|r||| ;
Tl _,f'._.f'|j|_.':| o —xg).
.z —.I'U




Agora, como existem os limites

;ILI T — .'i | Uiy} |

lim = f'(x0) e lim (z — z0) = 0,

T—*In T — _.l'|\'| IT—+I0
podemos usar o Teorema 2.2 do Capitulo 5 para concluir que

T . e e g o
Lt | Fflz )= flzn))="{ lim = -— )( im (z—x9)) = f'(xg) 0 =0,
Jim (f(x)-, =R T, e )) = Fi(xc

Mas,
Jx) = (fx)-flxp) + fixp),

€, portanto, 0 mesmo teorema garante que

lim f(z)= lim (f(x) — f(xg)) + lim f(xg) =0+ f(xo). 1
E—+T0 E—+0 E—+0
Corolario 1: Se fe g sdo fungoes derivdveis em xq e g(xy) #0,
entdo é € derivdvel em x; e
f{xo)gleo) — g'(xo) fxa)

\—) (To) = R
q \g{xo))*

Demonstracdo: Para chegar a esse resultado, primeiro usamos (c)

¢ derivavel

do Teorema 2.2 para concluir que a fungdo hi{r) = —
g(r)

em x, com

' L1
'y : qlro)
t\In) = ————.
.'r L0 ol ."-'I"|2
Vgl-fo))

Em seguida aplicamos o item (b) a fungdo f 1 = f - % = (—f, obtendo:

] i : ; 1 . I'.f'r':. iy .:' Ly .
(=) (xg) = fllag) - —— + (———= ) flxp).
o glro) lgioj))”




donde

. £IF e e Y £l

I J ) Gilog)fleg)

s B T e e e e e
q gliag) Lglap) )=

e, portanto,

( ) V() flra)glea) — g (w0 floo)
R ) e
g Lol ) .|2

" 3

Corolario 2: Se f ¢ uma funcdo derivdvel e ¢ é um niimero real, entdo a
fungdo x = c f(x) é derivdvel e

() () = ¢f (0).

Demonstracao: Seja g a fungdo constante igual a c, isto €, g(x) = ¢
para qualquer nimero real x. Como jd vimos, g € derivavel com g’
(x) = 0 para qualquer nimero x. Como, por hipétese, f € derivavel
em qualquer numero x de seu dominio (ja que € uma fungao
derivavel), o item (b) nos dd que a fungdo cf = gf € derivavel em
qualquer nimero x de seu dominio com

() () = 0:/0) + c¢:f () = ¢f (). .



CAPITULO 8

Aplicagdes da Derivada

Este capitulo € dedicado as principais aplicagdes da derivada no contexto
do célculo a uma varidvel. Comecaremos pelo Método de Newton, que € o
algorltmo numerico mais eficiente para a resolu¢do aproximada de equagdes
fix) = b, sendo, portanto, muito utilizado em aplicagdes. A seguir,
apresentaremos os recursos que o conceito de derivada fornece para o estudo
do comportamento de fungdes derivdveis, concluindo com suas aplicacoes
em problemas de otimizagdo.

Como nos demais capitulos, as demonstracées dos teoremas indicados
com o simbolo * sdo dadas no apéndice.

1. O Método de Newton

Na secdo 1 do capitulo anterior apresentamos um processo para calcular
aproximagdes do nimero /2 que usava a diferenciabilidade da funcéo f{x) =
x2 — 2 ou, do ponto de vista geométrico, a propriedade de que em cada ponto
de seu grafico ha uma reta tangente ao grafico. Como ja dissemos, esse
processo ¢ denominado Método de Newton.

De uma maneira geral, o Método de Newton € usado para resolver
numericamente uma equacgao f(x) = 0, onde f € uma funcao derivavel.

Em geral, resolver numericamente uma equacao f(x) = 0 consiste em obter
aproximacoes arbitrariamente boas de um numero real que € uma solucao da
equacgdo. Ou seja, consiste na construcdo de uma sequéncia de numeros que
converge para um numero real a que satisfaz fla) = 0. Um método numérico
que ja estudamos anteriormente € o método da Bisse¢cdo. No exemplo da



secdo 1 do capitulo 7, f € a fungao flx) = x2 — 2 e a é o nimero /2 que
sabemos ser uma solucao da equacao x2 — 2 =0.

A importancia dos métodos numéricos decorre do fato, que ja
conhecemos, de que ndo s6 a maioria dos numeros reais sO € acessivel por
intermédio de aproximagGes com as quais podemos efetuar cdlculos, mas
também de que para a maioria das equagbGes ndo existe um método de
resolucdo exato.

Mais especificamente, o Método de Newton tem por objetivo fornecer
aproximagdes arbitrariamente boas de uma solucao, a, da equagdo f(x) = 0,
onde f¢é uma funcio diferencidvel com f” sendo continua e f'(a) # 0.

Basicamente, o Método de Newton estabelece um procedimento que, a
partir de uma aproximag¢do do numero a, tem por objetivo fornecer um
numero que seja uma melhor aproximacao para a.

Assim comecamos com um ndmero real x; que consideramos uma

aproximacdo de a, que € denominado condig¢do inicial. Se f'(x,) # 0, entdo a
reta tangente ao grdfico de f em x; € uma reta ndo horizontal e, portanto,

intercepta o eixo horizontal num unico ponto.
Tomamos entao, como nova aproximacao para a, 0 nimero x; que, no eixo

horizontal, representa esse unico ponto (veja Figura 1.1a). Se x; pertence ao
dominio da fungdo e f'(x;) # 0, entdo podemos repetir o processo e obter uma
nova aproximagao x,. Isto €, x, € dado pela intersecdo da reta tangente ao
grafico de fem x; com o eixo-x (veja Figura 1.1b).

Yk Yk

e —— e ——

N

(a) (b)
Figura 1.1

Assim, repetindo sucessivamente esse procedimento (se possivel),
estaremos construindo uma sequéncia (x,),21 de nudmeros reais. Mais



precisamente, se para um inteiro n > 1 ja obtivemos 0s nimeros x; xp,..., X,
e a funcdo f estd definida em x,, com f'(x,) # 0, podemos determinar o termo
seguinte da sequéncia, x,_;, que € 0 numero que corresponde ao ponto de
intersecao do eixo horizontal com a reta tangente ao grafico de fem x,,.

Se em alguma etapa desse processo nos deparamos com um numero x; no

qual a funcdo ndo estéd definida ou no qual sua derivada se anula, o processo €
interrompido (ndo podemos construir uma sequéncia) e dizemos que x, nio €

uma boa condicdo inicial (como veremos mais adiante essa ndo € a unica
situacdo em que x, ndo € uma boa condi¢do inicial). Devemos entao escolher

uma outra condicao inicial e reiniciar o processo (veja Figura 1.2).

Yk

Figura 1.2

Nosso objetivo agora €, a partir dessa descricdo geométrica do Método de
Newton, obter uma formula que, conhecido o nimero x,, forne¢a o nimero

X,+1- Vejamos como podemos calcular x; a partir da condi¢do inicial x:
primeiro achamos a equagdo da reta tangente ao grafico de f em x,. Sabemos

que seu coeficiente angular € f'(x), logo a equagdo é
y =f(xg)x + b.

Para determinarmos b, usamos a condi¢do de que a reta passa pelo ponto (x,
f(xy)) e, portanto, y = f(x;) € x = x,y satisfazem a equagao acima, isto &,



Jxo) = f'(xp)xo + b,
donde obtemos b = f(xy) — f'(xp)xy. Logo a equagdo que procuramos €
y =f (xg)x + fixg) — f (x)xp.

Agora, como x; € definido geometricamente pela intersecdo dessa reta com o
eixo-x, temos que, algebricamente, x; € a solucao da equacgao

0 = f'(xo)x + flxg) — f (x0)Xo,
ou,
S (xo)x = f(x)xo — fixp),
ou seja,

fl Io)

Hixg) '

,|"1 == .I'|| =

Observe que usamos o fato de que f'(x,) # O para poder resolver essa equagdo
e obter x;. Sabemos que esse fato reflete a informacgao (geométrica) de que a
reta tangente ao grafico de f em x; ndo € horizontal.

Agora observamos que, como x, € obtido pelo mesmo processo colocando
x1 no lugar da condicao inicial x;, podemos concluir que

Jlz1)

f'lxy)’

T2 = I1 —

e, em geral,

.f' L :I

_.1”.': Tn I .

Lpt+l = Ln —

que € a férmula de recorréncia dada pelo Método de Newton. Observe que



essa formula j4 reflete as condlgoes que apontamos acima para que se possa
realmente obter uma sequéncia: para poder calcular o nimero x,,; € preciso

que o numero obtido anteriormente, x,,, seja tal que exista o nimero f(x,) (i.e.,
x, deve ser um nimero do dominio de f) e f(x,) # O para que possamos

efetuar a divisao .

Como vimos acima, € possivel que existam condi¢Ges iniciais para as
quais o processo € interrompido (ou nem pode comecar) e, nesse caso, 0 que
devemos fazer € escolher outra condi¢do inicial.

Suponhamos entdo que temos uma condi¢do inicial, x;, a partir da qual €
possivel construir uma sequéncia, x,,, isto €, o processo nunca € interrompido.

A pergunta que nos interessa agora poder responder € qual é o
comportamento de x,? Lembre-se de que pretendiamos que x, convergisse a
uma solucao da equagdo f(x) =0

Como veremos mais adiante num exemplo, 1SS0 nem sempre acontece,
mas, primeiro, destacamos que se a sequéncia x, converge para um numero ¢
do dominio de f, entdo f(c) = 0, ou seja, ¢ €, de fato, uma solug¢do da equagao

fix) =0

Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 1.1*: Seja f uma fungdo derivavel com f’ continua e ¢ um nimero de seu
dominio. Se x, € uma sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir de uma

condicao 1nicial xp e x,, — ¢, entdo f(c) =0.

Na Figura 1.3 damos um exemplo para o qual x, = 1 ndo € uma boa

condi¢do inicial, apesar de o processo nunca se interromper, isto €, utilizando
0 Método de Newton com x; = 1 podemos construir uma sequéncia (x,),=>1

mas que, nesse caso, ndo € uma sequéncia convergente.



Uk
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Figura 1.3

Grdéfico de fix) = x> — 5x3 + 16x no intervalo [-2, 2] com as retas
tangentesemx=-lex=1.

Pela figura podemos ver que se x; = 1, entdio x; = -1 e x, = 1. Como o
valor de um termo da sequéncia dada pelo Método de Newton s6 depende do
valor do termo anterior, vemos que a sequéncia x, satisfaz x, = — 1 se n é

impar e x,, = 1 se n € par e, portanto, ndo € uma sequéncia convergente.

Essa situagdo ocorre, por exemplo, para o polindmio f(x) = x5 — 5x3 + 16x.
De fato, temos que

=12 f()=6
fi-h=-12  f(-1)=6,

donde, se xy = 1, entdo

e, portanto,



f(-1)

Fl=1]

ro=—1— ) (e e

Por outro lado, qualquer nimero do intervalo (—1,1) € uma boa condicao
inicial, e a sequéncia dada pelo Método de Newton a partir de uma condi¢ao
inicial x; € (-1,1) converge a ¢ = 0, que € a tnica solucdo da equacdo f(x) =
0.

Voltando entdo a situagdo geral, vemos que o problema de resolver
numericamente uma equacao fix) = 0 pelo Método de Newton se resume a
escolha de condicdes iniciais boas. Isso poderia parecer complicado mas, de
fato, para fungbes bem comportadas (que, na pratica, € o caso de fungbes que
resultam de problemas aplicados), a maioria das escolhas possiveis resulta
numa condi¢ao inicial boa, no sentido de gerar uma sequéncia que converge
para uma solucao da equacao.

O aspecto mais importante do Método de Newton € que se x; € uma boa

condig¢ao inicial, entdo a convergéncia € muito rdpida, no sentido de que com
um numero pequeno de etapas podemos obter aproximacoes de uma solugao
da equacdo f{x) = 0 com uma precisdo muito grande. A justificativa para
essas afirmagOes foge ao dmbito deste texto, mas algumas experi€ncias
computacionais facilmente nos convencerao de sua veracidade.

Para completar nossa apresentacdo do Método Newton, observamos que se
podemos dispor de um esboco suficientemente preciso do grafico de f (o que
pode ser feito com um computador, usando-se um programa grafico), a
interpretacdo geométrica do Método de Newton nos permite escolher
visualmente uma condi¢do inicial que fornecerd aproximacdes de uma
solucdo especifica da equagdo f(x) = 0.

Por exemplo, a partir do grafico de f(x) = x2 — 2, podemos concluir que
qualquer nimero ndo nulo € uma condi¢do inicial boa e que condicoes
iniciais positivas dardo aproximagdes de /2, enquanto que condi¢des iniciais
negativas dardo aproximagdes de —/2 (ver figura 1.4).
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Figura 1.4

O gréfico de fix) = 0.64+0.3(x+1)(x+2)(x—1)(x—1)(x—2) € dado na Figura
1.5 (como veremos mais adiante, ao usar os recursos dados pelo conceito de
derivada para estudarmos o comportamento de funcgées, esse € um esboco de
grafico suficientemente bom). Podemos assim ver que se escolhermos para x

qualquer numero no intervalo [A, B], obteremos aproximagdes para a menor
solucdo da equacao f(x) = 0 denotada por a, na figura. Analogamente, ao

escolhermos uma condic¢do inicial no intervalo [C,D] ou [E,F], obteremos
aproximacoes para as solugdes a;, a, da equacdo f(x) = 0, respectivamente.
Por outro lado, ob- serve que se tomarmos como condi¢do inicial x = 0,9, a
sequéncia dada pelo Método de Newton convergird para a solu¢do a;, embora
X esteja mais proximo da solug¢do a, do que de a;.



Yk II

| %
s
™
e L
ti

Figura 1.5

Finalmente, quanto ao critério que, na pratica, usamos para decidir que ja
atingimos a precisdo desejada, observamos que se teoricamente jd atingimos
uma precisdo que € maior que a precisdo com que efetuamos os célculos
(ndmero de casas decimais consideradas), passaremos a obter valores que se

repetem, como se a sequéncia fosse constante a partir de algum termo.
Por exemplo, se o valor exato do nimero obtido na décima etapa €

2,344598716612... e o valor exato do nimero seguinte € 2,344598716624...
(isto €, diferenca entre esses dois nimeros sO pode ser detectada na 122 casa
decimal) e sé estamos efetuando calculos com dez casas decimais, teremos
como resposta

X109 = 2,3445987166

X171 =2,3445987166

e em geral, x, = 2,3445987166 para n > 12. Dai € razodvel assumir que

2,3445987166 € uma aproximacao para a solu¢do que buscamos com um erro
que nao excede 10-10, mas s6 com essa informacdo ndo podemos garantir que

1sso € o que de fato ocorre. No entanto podemos ter essa certeza se levarmos
em conta outras informagdes, por exemplo, um esboco fiel do grafico da

funcao.

Exercicios




Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1. Na figura a seguir sdo dados o grifico de uma func¢do e algumas retas
tangentes ao seu grafico. Seja x,, n = 1, a sequéncia obtida pelo

Método de Newton a partir da condi¢do inicial x, marcada na figura.

(a) Marque no eixo-x 0s numeros xi, X, € x3 da sequéncia x,, acima.
(b) A sequéncia x, € convergente? Se for, marque no €ixo-x 0 seu

limite.

2. Na figura abaixo sdao dados o grafico de uma funcao derivavel, f, e trés
retas tangentes ao grafico de f.

Em cada item abaixo, decida se a afirmacdo ¢ falsa ou verdadeira:

(a) Sex,, n=1, ¢é a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir



da condicdo inicial x, = e, entdo x, = a.

(b) Se x,, n=1, é a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condicdo inicial x, = e, entdo x; = b.

(¢c) Se x,, n=1, é a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condicdo inicial x, = e, entdo x,, —f.

(d) Se x,, n=1, € a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condi¢do inicial x; = e, entdo x,, — a.
(e) a=c— —.-":“—*I
e
(f) Se x,, n = 1, € uma sequéncia obtida pelo Método de Newton a
partir de uma condig¢do inicial x, € [a, €], entdo x, ndo converge

para v.

3. Para obter aproximacdes para /a utilizando o Método de Newton,
onde a > 0, podemos utilizar a funcdo f(x) = x2 — a. Mostre que a
formula de recorréncia do Método de Newton para a funcio f(x) = x2
— a é dada por wnt1 = $(wn+ ).

4. Deduza a formula de recorréncia do Método de Newton para obter
aproximagodes para i/a, partindo da funcao f(x) = x» — a.

2. Aregrade L'Hopital

Nesta secao veremos como podemos usar derivadas para calcular limites
quando as propriedades que vimos no Capitulo 5 ndo se aplicam.
Por exemplo, se }.ﬂfi fix) =0 = 15}!# g (x), nada podemos dizer, em geral, a

He

respeito do limite do quociente ﬁ quando x tende ao nimero a. Esse € um

dos casos em que dizemos que hd uma indeterminacao quanto ao limite.

Nosso objetivo aqui € apresentar um resultado, conhecido como regra de L
"Hopital, por meio do qual se pode, em certas condi¢des, usar derivadas para
calcular limites para os quais existe uma indeterminagao.

A regra de L"Hopital

Comecemos analisando um exemplo:



flx) =ex—1¢e g(x) =sen x.
Sabemos que fe g sdo funcées derivaveis em qualquer nimero real com
f(x) =exe g'(x) = cos x.

Em particular, sabemos que

. fz) s )= f ) o
lim = lim ————= = f(0) =1 e
r— r— T —
gl gl — g0} p— _
lim 22 — Jjm 2 T I === 1
x—=0 T =0 1T —0

Fial

Agora, observamos que dividindo e multiplicando por x o quociente $
obtemos, para x # 0,

f(x) Flz} =
gl o gl '
e como ja sabemos que
’ .'i () s ; ql T | ——
lim - - =7 1) & lim — =g (0) #£ 0,
z—=0 I x—0 T R

1
g'(0)

podemos concluir, usando o Teorema 2.2 do Capitulo 5, que lim —= =
e, portanto, '

w  FIEF gy Filoce o D)
lim —— = {lim flim —) = ——=
r— gl r—0 r—0 .".'”:. I i l:.I: I

Mais ainda, como nesse caso f’ e g’ sdo fungdes continuas e g’(0) # 0, temos
que

T = lim ——
q |_|:I_:| x—=0 g' [T

isto €, obtivemos nesse exemplo que



flx) ()

lim — = lim =——~ =1.

x—0 gla) r—0 g'(x)

Esse € um caso particular da regra de L"Hdpital que enunciamos a seguir sem
demonstragdo. No enunciado abaixo, a e 2 podem representar numeros reais
ou 0s simbolos ® e — .

Se a ¢ um numero real assumimos que f e g sdo fungdes derivdveis num
intervalo aberto contendo a exceto, possivelmente, no proprio nimero a e
que g(x) # 0 para x # a pertencente ao intervalo.

Se a representa o simbolo % (ou, equivalentemente, 0 simbolo — )
assumimos que f'e g sdo funcoes derivdveis num intervalo nao limitado (a, *)
(ou, equivalentemente, (— %, a)) com g(x) # 0 nesse intervalo.

Regra de L'Hopital - 12 caso

PRE N w, %
: S - A . JLr) : : . Jlx) :
Se lim f(x) =0= lim g(x) e lim —— =€} entdo lim — = (L.
T+ T—Fix Tt {J."I\..!',I z—a glI)
Regra de L'Hopital - 22 caso
Se lim f(r) =00 ou lim f(r) = —oc, lim g(r) = oo ou lim g(r) = —0
T—ri T—r r—r iy I—r e
L T
. Jix) : . . Jlx) .
elim —— =}, entio lim — 1
T—ra :fJ.-’L,.-'_ju r—a g(r)

Vejamos alguns exemplos de utiliza¢do da regra de L"Hopital:

Exemplos
1. O exemplo que analisamos acima se insere no 1e caso,coma =0e Q= 1.

2. Calculemos lim ——— Sejam f(x) = sem x e g(x) = x3.

r—0 _r"'j

. ) ) . 3 . . ~
Como llﬂll;lhi’ll == 1111%I ", temos uma indeterminacdo do le

oA Ir—F
. e . }l-'r | K |
caso: devemos verificar se podemos calcular o lim ~—
r—i g

Como f'(x) = cos x e g'(x) = 3x2, temos que

o e . : 1 : 1

lim f/(z) =cos0=1 e lim —— = lim — = oc.

r—=i a1 q |.,.l'_:| r—0 Jr=

Logo, pelo Teorema 4.4 do Capitulo 5, temos que



TV
.'l | COs

lim —— = lim — = oc.
r—0 [T | r—0 A

Isto €, usando a regra de L'Hopital podemos afirmar que

o oseno . cos T
lim — = litn — — .
li |2

—0 T r—0 A

Neste exemplo usamos o 1e casocom a =0 e Q = oo,

, In
3. Calculemos, se possivel, lim
I— 20 i
Como lim Ins = oo = lim ., temos uma indeterminagdo do 2e
caso, onde fixy =Inxe g(x) = x. Vejamos entdo se podemos
calcular o lim ﬁ Temos que
L
, 1
flgy=2- e gilzj=1
o
logo,
; o) 3 1/1 ; 1
lim —— = lim — = lim — =10,
r—oo g°(T) F—o0 r—o0 I

Podemos entdo usar a regra de L'Hopital para o 2e caso e concluir
que
In r , 1

lim = lim — =10.
€T— 00 0 T—o0 ¢

Neste exemplo a = © e Q =0.

X

4. Calculemos, se possivel, lim
IT—r—0 £
Como 11111 efT=o0e 11111 T =0 temos uma

1ndeterm1nagao do 20 caso com f(x) xe g(x) = ¢—. Sabemos que f’
(x)=1e g'(x) = —e—xe, portanto,



L f._f | .lll I ;
lim —— = lim ——=10.

F——oo (L0 r—=—oa e 7

Logo, pela regra de L'Hopital, temos que

. I : 1
lim - = lim -
r——no £ % r——oo &

Neste exemplo a = —» e Q =0.
E interessante observar que neste ultimo exemplo, como

obtivemos que lim xe® = 0. Note que, como
IT—r — 0
lim e“=0 e lim = = —oo0,
Tr—— 0 T—— 5

nenhum dos teoremas do Capitulo 5 pode ser aplicado para calcular esse
limite, isto €, essa € uma outra situacdo de indeterminag¢do quanto ao limite.
Por outro lado, ao escrevermos o produto xex como um quociente de fungdes,
-, pudemos usar a regra de L'Hdpital.

Esse € um recurso que podemos tentar usar para resolver indeterminagdes
para lim f(x)g(x) quando

¥

Iim f{z)=+cc e lim g(x)=0.

r—iy r—a

De fato, se f e g sdo duas funcdes, podemos escrever o produto f(x)g(x) na
forma de um quociente,

flelgle) = ——, desde que g(x)#0,

ou

TR qla) c &
flolglr) = ———, desde que f{xr) =0,

1/f(z)

dependendo do que for mais conveniente, e tentar usar uma das regras de L



"Hopi ' : I el Ini® =
Hopital. Vejamos um outro exemplo: mostremos que ALl L =i,
= '-_I _ . 2 _
Como lim z° = 0 e limInz® = —oo0, ndo podemos aphcar nenhuma das

r—0

proprledades de limites. Tentamos entdo usar o recurso descrito acima: de
fato, temos que

e, portanto, como

; 9 ! 1
lmns* = -0 e lim — = .

r—0 r— ,.1'2

podemos verificar se a regra de L’Hopltal para o 2¢ caso se aplica, fazendo

f(x) —lnx2eg(x) = flx)=In r? e glax) = =. Entao
f-r - :-J" I " Er
flrl=— e glrl=——,
; ; & gL, 3
donde g.”: = —u?, para x # 0 e, portanto,
EAR) s o g
lim =—— = lim(—x2) = 0.
r—0 g @) z—0

Pela regra de 1"'Hopital temos que

In a2 2/4
lim - = lim Tl L
r—l { =0 | — 3 T |
isto &,
. ; I ?
. » . .
lim % ln2? = lim — 5 =0
r—u =0 1/1x~

A regra de L'Hopital é também vdlida, nos dois casos, para limites
laterais. Em cada caso o enunciado € obtido do enunciado acima
simplesmente substituindo-se limite pelo limite lateral correspondente

Por exemplo, podemos concluir que Hfljl rlnr = 0 De fato, é suficiente



€SCrevermos

¢ aplicar a regra de L’Hdpital para o limite lateral a direita, obtendo

[a—

. : 1.0 1/=
im zlnz= lim — = lim + = Jm {(—x) =410,
r—01 r—0 J_ xr a—0t | —]_ =1 r—0

Finalmente observamos que conhecermos o limite de um quociente - ﬁ

quando x — a, nos casos em que hd indeterminacdo € importante pois esse
limite fornece informagdes sobre o comportamento relativo das duas funcoes

quando x — a.
Inx

Por exemplo, o fato de que lim &£ = 0 nos informa que x tende a
T — 0 *
infinito muito mais rapldamente do que In x. Em particular podemos afirmar
lim (r —Inx) = 0o
que ! , pois
PO I i DR | 1
r—Inz =z(1 — ] e lim (1 ——)=1.
T oo T

Derivadas de ordem superior

Nem sempre € possivel calcular diretamente um limite para o qual existe
uma indeterminag¢do, mesmo quando temos uma situacdo de indeterminagao,
como nas hipoteses da regra de L’Hop1ta1 Por exemplo, i1sso pode ocorrer se,

a0 tentarmos calcular o lim L2 I, verificarmos que f* e g’ também levam a

g'l
LK
uma indeterminacao do tipo tratado na regra de L"Hopital.
Vejamos um exemplo: suponhamos que queremos calcular lim ;— Como
T
lim et =po=lim:u
T — N0 T— O

e as fungoes f(x) = x2 e g(x) = ex sdo derivaveis, podemos tentar usar a regra
de L'Hopital no 20 caso. Mas f'(x) = 2x e g'(x) = ex e, portanto,

lim f(z)= lim 2r =co= lim & = lim Ir_.r"i:.:' .

Hik S o I—x D0 I— 20 B N



ou seja, o quoc1ente Ll leva a mesma situacdo de indeterminacdo quanto ao

limite quanto x — OO. Observemos, no entanto, que as fungées derivadas, f' e

g’, sdo, por sua vez, derivaveis. Logo, se denotamos por u a fungdo f* ¢ por v
a funcdo g’, temos que o quociente = = 2% apresenta uma indeterminagdo

do tipo considerado na regra de L’Hdpital, sendo que

u'(x) ; 2
lim —— = lim —
L |_.|"__| r—roo 21

Podemos entdo aplicar a regra de L’Hopital para o quociente 2=, obtendo

tIEI’

2 ) : w' ()
lim —— = lim ——
r—oo V(I ) z—oo V(1)

=
.:r I-L'E -I —_—

Mas 221 — ; ) e, portanto, obtivemos que lim 0. Podemos entdo

wia) gtz rymc 9'(T o
aplicar a regra de L'H6pital novamente, agora para o quociente L2 "¢ obter
glx)

que

. J{=z) . Fl=)
lim — = lim ——
oo gld) oo 0

ou seja,

2 B ;
r2 T )

lim — = lim — = lim —=0.

r—oo gl r—oo gl r—oc gl

As fungdes u’ e v’ sdo chamadas, respectivamente, as derivadas segunda (ou
derivadas de segunda ordem) das funcgdes fe g.

Em geral, se uma funcdo f € derivavel e sua fungdo derivada f* também € derivavel,
dizemos que f € duas vezes derivdavel e a funcdo derivada de f damos o nome de
derivada segunda de f (ou derivada de segunda ordem de f, ou ainda derivada de
ordem 2 de f) e usamos a notagdo f* para representd-la. A derivada f° é também
chamada a primeira derivada de f.

Exemplos
5. Se f(x) = sem x, entdo f'(x) = cos X e, portanto, f"(x) = — sem X.
6. Se f(x) = In [x/, entdo f'(x) = = e portanto, f“(x) = ———,



Em cada exemplo acima, vemos que a segunda derivada € ainda uma
funcdo derivavel. Quando isso ocorre dizemos que f possui uma terceira
derivada (ou derivada de ordem 3) que é denotada por f”.

Claramente, enquanto, a partir de uma funcao f, o processo de derivacao
resultar numa funcdo que € derivdavel, podemos, pela derivacdo, obter uma
nova funcdo que dizemos ser uma derivada de f de ordem 1 maior que a
anterior. Em geral, se podemos aplicar o processo de derivacdo n vezes
sequencialmente a partir de uma funcdo f, dizemos que f € n vezes derivdvel
(ou n vezes diferencidvel) e usamos a notacao fin) para designar sua derivada
de ordem n, isto €, a fun¢do que resulta desse processo.

As funcées elementares que estudamos no Capitulo 6 sdo infinitamente
derivdveis, 1sto €, possuem derivadas de todas as ordens.

Em particular, se f(x) = e*, entdo fin(x) = ex e, se g(x) = x», n = 1, entao
g(n+1) € a funcao constante igual a 0.

Voltando a regra de L'Hépital, vemos que se um qu0c1ente L2 apresenta

uma indeterminacdo quanto a um limite dos tipos tratados a01ma podemos
tentar usar a regra de L"Hdpital para o quociente de suas derivadas, enquanto
pudermos derivar as fungOes resultantes e o quociente dessas fungdes
apresentar indeterminac¢do dos tipos considerados.

Calculemos, por exemplo, o lim . Temos que
i

: i ; 3
lim e®* =00 = lim =z
T— 0o T— 0

e, portanto, podemos tentar aplicar a regra de L'Ho6pital. Mas, derivando o
numerador € o denominador do quociente, obtemos, respectivamente, as
fungoes ex e 3x2, que também satisfazem

lim e* = oo = lim 37
r— o €— O

e, portanto, o quociente 5+ também gera uma indeterminagﬁo quando x — <.
Podemos agora tentar aphcar a regra de L'Hdpital para +. Derivando entdo

o numerador e o denominador deste novo quomente obtemos as fungoes ex e
6x, que ainda tendem a % quando x — o, isto €,

lim e* =oc = lim 6,
= T30

. . . t-\..l'
0 que nos diz que devemos tentar aplicar a regra para o quociente —

Derivando entdo o numerador € o denominador desse ultimo quociente,
obtemos novamente a funcio ex e agora a funcao constante igual a 6. Como



et

lim — = oo,
r—oo ()

podemos concluir, aplicando sucessivamente a regra de L'Hopital, que

I o i I E..‘:'

i S i ) F
lim — = lim 3L = lim Sl lim G

T—oo F—oo e r—o0 G r—oo 6

Em geral, por esse processo, podemos provar que se n = 1 ¢ um nimero
inteiro, entao

o
e

lim — = oo,
r—oo0 T™

e esse fato nos informa que a funcdo exponencial er tende muito mais
rapidamente a infinito, quando x — %, do que as fun¢oes x», n > 1.

Finalmente, é importante salientar que a igualdade lim <2 = lim 2 g6

T—rE S0 IT—rdr o -"I.l

¢ valida, em geral quando temos as condlgoes da regra de L’Hop1ta1 ou seJa

quando x — a
Exemplos simples mostram que lim ;— e lim f',.' 2l podem ser diferentes
L F—on H

se ndo hd uma indeterminacgdo para O quociente: con51deremos as funcgoes
fx)=césx e g(x) =sen2x.

Entao

lim f(zr) = lim cosz =1 e lim g(x)= lim sen?r =0
r— = r— r—

e, portanto, o quociente -z~ nao apresenta indeterminacao quando x — 0. De
fato, como sen2x > 0 para x #0e proximo de 0, temos que
1

litn o=
r—0 sen-

e, usando 0 Teorema 4.4 do Capitulo 5, obtemos que

. .I | ol e I CDS I
lim —— = lim — = o0.
r—0 glx) =0 sen-= &




No entanto, como

f(x) =—-senx e g'(x) =2sen x cos x,

temos que
() —SEN T 1
g'(x) "~ 2senz cosr  2cosz

donde

. f(z) . ~1 1
lim —— = lim —— = ——.
r— [r () r—0 2 cos 1 2
Ve o
Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

I. Sejam f e g funcdes derivdveis. Em cada item abaixo, decida se a
proposi¢ao dada € falsa ou verdadeira:

(a) Se lim f(x) =0e lim g(x) = oo, entdo lim == = 0.
Tr—a r—a r—a 94T

) . % . P - . fix) . (o)

(b} Se lim f(r) = —oo e lim g(x) =0, entao lim == = lim =~
r— r— |:|\ r— glx) r—=0 glr)

; P ; P _ ¥ : fia) : flix)

(¢} Se lim f(x) =0e lim g{x) = oo, entdao lim == = lim .
r—a = r—ra r—aq 9LT) r—a 9 LE)

: L T : ;o = . _’rﬁl",z' I . _’rﬁ"[\u*'l

(d) Se lim f(x) =L e lim g(x) =0, entao lim == = lim .
r—a’ r—a F—a LT} r—a 9%}

(e} Se lim f(x) = oc e lim g{x) = oo, entdo lim { f(x) — g{x)) = 0.

r—a r—a T—i

(f) Se lim f(x) =0e lim g(x) = oo, entdo lim f(x)g(x) = 0.

Il Il e 1

2. Calcule os seguintes limites:



(a)

(b)

) I a2
lim ——
r—o00 In(2r)

sen (7 + 3x2)

lim
r—0 ..!'2
sesnleics B3
. cos(m 4 3x°)
lim 5
r—= €I
B '
lim
r—2 I — 2
of _ 3¢
lim —
(;I—H::I |"j
o (lnxz)?
lim
T— o0 T
) Inx
lim

r—oo g +1



o
) o

(i) .rliﬁlll' zlnr

(i} lim =

=04

2
(k) lim

r—+1 |: — _;':f2

o Inle =1t)
0 e

In{x? +1)
m) i = —op

14 Inz?
(n) }E}nu i

. 1+ Ing?
(o) lim ——s—o
F— —00 i

. tgzx
L e

{q) lim rlnrx
- 01

. In .
..ty

(g) lim In 27
5 -
=0 2

813 —Tri4+3r+1

(t) lim 9 — 42
2.2 _ :
) deg 22 —oE

r—oe Srd + 4r

= 0 5 2
. —4a” + 6 —9
(v) lim Lo ' :

r—+1 .i‘-'j' -1

(w) 1 4a® —12
ol .1'2]33':3—3.1"—?..{"3



arctg r

(x) lim —
) x— ,."2 —

1
{1'--1 ].].IIJ. o
r—i0

4 2
Determine o valor de a de tal forma que iy az” +Inz” gy

r—oc 3 — 2r4
4. Considere a funcdo f: R—R. definida por:

J’ ltr—cosdzr .. . =0,

sen b

fl __I" | = l 5 46 J. S |::|1
Determine o valor de ¢ para que f seja continua.

5. Dado n inteiro positivo, calcule lllfri, z.
3. A derivada no estudo do comportamento da funcao

O comportamento quanto ao crescimento

Como j4 vimos nos capitulos anteriores, se sabemos que uma fungdo €
continua, se conhecemos seu comportamento assintotico e, mais ainda, se
sabemos em quais intervalos a fungcdo € crescente e em quais a funcdo €
decrescente, podemos obter um primeiro esbogo de seu grafico, determinando
apenas os pontos do grafico onde ocorrem as mudancas de comportamento
com relacao as propriedades de ser crescente ou ser decrescente. A
importancia desse esboco, como ja dissemos anteriormente, decorre do fato
de que ele nos permite ter uma visao global do comportamento da fungao.

No capitulo anterior, com as no¢Ges de derivadas e retas tangentes, vimos
que podemos dar uma precisdo maior ao esbo¢o do grafico de uma fungao
derivdvel. Nesta secdo aprenderemos como, a partir de certas informacoes
sobre a derivada, podemos obter informag¢des sobre o comportamento da
funcdo. Mais especifica-mente, veremos como, usando a derivada, podemos
determinar os intervalos onde a funcdo € crescente e aqueles onde ela €
decrescente, encontrando os pontos onde a funcdo muda de comportamento
(de crescente para decrescente ou vice-versa).

Se f € uma funcdo e (a, b) € um intervalo contido em seu dominio, tal que f



ndo € constante nem crescente € nem decrescente em (a, b), dizemos que f
apresenta mudanca de comportamento quanto ao crescimento em (a, b).
Assim, no estudo de uma funcao f, queremos determinar os intervalos de seu
dominio onde ndo hda mudangas de comportamento quanto ao crescimento €
qual € o unico comportamento de f em cada um desses intervalos.

Para isso, comecemos por analisar algumas situacées onde ocorrem
mudancas de comportamento de uma fung¢do quanto ao crescimento,
buscando caracterizar pontos de seu dominio que indiquem a possibilidade de
ocorréncia dessas mudangas. Por exemplo, a situacdo em que um numero X
pertence a um intervalo (¢, d) do dominio de f € tal que f € crescente em (c,
xo] € decrescente em [x, d). Observe que, nesse caso,

f(x) =< f(xy) para qualquer x € (c, d),
isto €, f(xy) € o maior valor que f assume no intervalo (c, d). Daf definirmos:

Definicao: Dizemos que xo € um ponto de mdximo local de f, se existe um intervalo
aberto (c, d) contido no dominio de f tal que xo € (c, d) e fix) < f(xp), qualquer que
sejax € (c, d). O numero f (xg) € chamado valor mdximo local de f.

Analogamente, definimos ponto de minimo local de f:

Definicao: Dizemos que xp € um ponto de minimo local de f, se existe um intervalo
aberto (c, d) contido no dominio de f tal que xg € (c, d) e fixp) < f(xg), qualquer que
sejax € (c, d). O nimero f(xq) € chamado valor minimo local de f.

Com essa defini¢do temos que se x, € (c, d) e f € decrescente em (¢, xp] €
crescente no intervalo [x,d), entdo x, € um ponto de minimo local de f.

Exemplos

1. xy = 0 € ponto de minimo local de f(x) = x2, ja que f(x) = 0 para qualquer
numero x € f(0) = 0.

2. xy =—1 € ponto de minimo local de f(+) = /|« + 1], pois f(x) = 0 qualquer
que sejax € Ref(—1)=0.

3. xo = @ € ponto de maximo local de f(x) = sec x, jd que sec x < —1, parax €
(Z.2%) e sec = — 1. Por outro lado, x; = 0 é ponto de minimo local de f, pois
secx=1,parax € (-5, Fjesec0=1.

Pontos de médximo local ou de minimo local sdo, genericamente, denominados pontos



de extremo local de f.

Nos exemplos dados hd pouco, os pontos de extremo local sao pontos que
indicam uma mudang¢a de comportamento da funcdo quanto ao crescimento.
No entanto, se f € uma fung¢do constante num intervalo (a, b), entao todo
ponto do intervalo € tanto ponto de maximo local quanto ponto de minimo
local; essa é uma situacdo em que a propriedade de ser ponto de extremo
local n3o indica mudancas de comportamento da funcdo quanto ao
crescimento.

Por outro lado, pode ser provado (embora ndo 0 facamos aqui) que se uma
fungdo € continua num intervalo e ai apresenta mudangas de comportamento
quanto ao crescimento, entao a funcao possui pontos de extremo local nesse
intervalo. Dai, neste contexto, a importancia dos pontos de extremo local de
uma funcgao.

A partir do teorema que apresentamos a seguir, poderemos estabelecer um
critério para a selecdo dos candidatos a pontos que garantam mudancgas de
comportamento da funcdo quanto ao crescimento.

Teorema 3.1%: Se xq € um ponto de extremo local de uma funcdo f derivdvel em X,
entdo f(xp) = 0.

E importante salientar que o teorema acima diz que dentre os pontos onde
f € derivdvel os candidatos a ponto de extremo sdo os pontos onde a derivada
se anula, isto €, sdo as solug¢des da equacdo f'(x) = 0.

Ou seja, esse teorema ndo detecta candidatos a ponto de extremo local nos
quais a fun¢do ndo seja derivavel. Exemplos simples, como o dado na Figura
3.1, mostram que de fato um ponto onde a funcdo ndo € derivdvel pode ser
um ponto de extremo local. No exemplo dado, x = 1 € um ponto de minimo
local.
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Figura 3.1

Assim, vemos que devemos incluir, entre os candidatos a ponto de
extremo local, pontos do dominio nos quais a fun¢ao ndo seja derivavel. Mais
precisamente,

Definicao: Se (a, ) € um intervalo contido no dominio de uma funcao fe ¢ € (a, b) é
tal que f ndo € derivdvel em c ou entdo f'(¢) = 0, dizemos que ¢ € um ponto critico de

Por exemplo, os pontos criticos da funcao f(x) = x3 + 2x2 +x — 1 sdo x; =
— 1 e x, = —1. De fato, como f € derivdvel, seus pontos criticos sdo as
solugGes da equagdo f'(x) = 0, isto €, da equacdo

3x2+4x+1=0,

cujas solugdes sdo — 1 e —1.

Por outro lado, x = 0 € o unico ponto critico da funcio g(x) = [x/, uma vez
que a equacdo g'(x) = 0 ndo tem solugdo e g nao € derivavel em x = 0.

Observe que pontos de descontinuidade de uma funcdo f sdo pontos
criticos de f ja que, nesses pontos, a fun¢do, ndo sendo continua, também nao
¢ derivavel.

Com a defini¢cao de ponto critico € o Teorema 3.1 podemos dizer que

os candidatos a ponto de extremo local de f sdo os pontos criticos de f.

Usamos a palavra candidatos para salientar que a propriedade de ser um
ponto critico de uma fun¢do nlo garante, por si sO, que se trata de um ponto
de extremo local.

Por exemplo, se

flz) = {fa— :

entdo x = 0 ¢ um ponto critico de f, j4 que f ndo € derivavel em x = 0 (o
grafico de f possui uma reta tangente vertical em x = 0), mas x = 0 néo €

ponto de mdximo nem ponto de minimo local, ja que f(r) = /r, € uma
fungao crescente. Ou seja,
x =0 € ponto critico da fungdo f(r) = /r, mas ndo é ponto de extremo local.

Por outro lado, se g(x) = x3, entdo g'(x) = 3x2 e, portanto, g’(0) = 0, mas x
= 0 ndo € ponto de maximo nem de minimo local, jd4 que g(x) = x3 € uma
func¢do crescente.



Em outras palavras, temos que a reciproca do Teorema 3.1 € falsa, sendo
que g(x) = x3 com xy = 0 € um contraexemplo para a reciproca, jd que g'(0) =
0, mas x = 3 ndo € ponto de extremo local (ver Figura 3.2).
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Figura 3.2 Gréficos de /x e de x3

Veremos agora que o comportamento de uma fun¢do num intervalo de seu
dominio s6 pode apresentar mudancas quanto ao crescimento se existirem
pontos criticos nesse intervalo. Isto €, os pontos criticos de uma fungdo sdo os
pontos que podem indicar mudancas de comportamento quanto ao
crescimento.

Mais precisamente, mostraremos que se f estd definida em (a, b) e ndo tem
pontos criticos nesse intervalo, entdo ou f € crescente em (a, b) ou f é
decrescente nesse intervalo.

Da definicdo de ponto critico decorre que se f ndo possui pontos criticos
num intervalo (a, b) de seu dominio, entdo f € derivavel em (a, b). Podemos
entdo tentar encontrar alguma propriedade de f’ que possa determinar o
comportamento de f no intervalo (a,b).

Vejamos, para comegar, o que podemos dizer da derivada de uma func¢do
crescente num intervalo. Isto €, suponhamos que f € derivdvel e crescente
num intervalo (a, b) e denotemos por x, um ponto qualquer desse intervalo.

Como f € crescente, temos que:

sea<x<xy entdo x—xp3<0 e flx) —flxg) <0,¢
sexpg<x<b, entio x —x5 >0 e flx) — fixy) >0,

0 que nos dd, em ambos os casos, que

J(x) = flzo)

T — .."|_;|



e, portanto

i . FEE] = Flmg)
f'{xg) = lim = 0.

T—3T T — -l'II:_I

Como x, pode ser qualquer numero do intervalo, podemos concluir que se f¢

derivavel e crescente em (a,b), entdo f'(x) =0 para qualquer x € (q, b).

Em particular, se sabemos que f ndo possui pontos criticos em (a, b), isto
¢, f(x) # 0 para qualquer x € (a,b), podemos concluir que f'(x) > 0 para todo
numero x do intervalo. Ou seja,

se f € crescente e ndo possui pontos criticos em (a,b), entdo f'(x) > 0 para todo x €

(a, b).
De forma andloga podemos concluir que

se f € decrescente e ndo possui pontos criticos em (a, b), entdo f'(x) < 0 para todo x €

(a, b).

Frente a esses resultados, € razodvel perguntar se sdo essas as propriedades
da derivada que estamos procurando. De fato, como demonstramos no
teorema a seguir, i1sso € 0 que ocorre:

Teorema 3.2%: Seja f uma funcdo derivdvel num intervalo I, entdo:

(1) Sef(x) >0 para todo x € I, entdo f € crescente em I.

(i) Se f'(x) < 0 para todo x € I, entdo f € decrescente em I.

A demonstracdo desse teorema utiliza um resultado que € conhecido como
Teorema do Valor Médio. Os dois teoremas estdo demonstrados no apéndice
deste capitulo.

Teorema 3.3* (Teorema do Valor Médio): Se f € uma funcdo continua no intervalo
fechado [a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b), entdo existe um niimero ¢ € (a, b)
tal que

1(b) = f(a)

1”[.:"] =
[ b—a



O Teorema do Valor Médio tem uma interpretagdo geométrica
interessante: observe que 0 numero '_“,% ¢ o coeficiente angular da reta r
que passa pelos pontos (a fl@) e (b, f(b)) e, portanto, existir um nimero ¢ €
(a, b) tal que f'(¢) = M ¢ equivalente, geometricamente, a existir uma

—(

reta tangente ao grafico de f no intervalo (a, ) que € paralela a reta r (veja
Figura 3.3).

] | f(a)

Figura 3.3

O proximo teorema, juntamente com o Teorema 3.2, nos permitird
concluir que se f estd definida em (a, b) e apresenta, nesse intervalo,
mudancas de comportamento quanto ao crescimento, entdo f possui pontos
criticos em (a,b).

Teorema 3.4: Se f ¢ derivdvel num intervalo I e existem niimeros a e b nesse intervalo
tais que f'(a) <0 < f'(b) (ou, f(b) <0 < f'(a)), entdo existe ¢ € I tal que f'(c) =0

Em outras palavras, se f € uma funcdo derivdvel num intervalo e sua
funcdo derivada assume valores positivos e negativos, entdo f possui pontos
criticos nesse intervalo. Em particular, usando o Teorema 3.2, temos:

Teorema 3.5%: Seja (a, b) um intervalo contido no dominio de uma funcdo f. Se f ndo
possui pontos criticos no intervalo (a,b), entdo uma das duas situacoes abaixo ocorre:

(i) f'(x) >0 para qualquer x € (a, b). Nesse caso f € crescente em (a, b),

(ii) f'(x) < 0 para qualquer x € (qa, b). Nesse caso f € decrescente em (a, b).



Uma consequéncia bastante pratica desse teorema e do Teorema 3.2 € que
se f nao possui pontos criticos num intervalo de seu dominio, entdo para
determinar se f € crescente ou decrescente, nesse intervalo, € suficiente
calcular f em qualquer ponto do intervalo e verificar se o resultado € positivo
ou negativo.

Usando a primeira derivada

Vejamos agora quando podemos usar as informagdes que obtivemos para
decidir se um ponto critico no qual a funcdo € continua €, de fato, um ponto
de extremo local, isto €, um ponto que garante mudanca de comportamento
da funcao quanto ao crescimento.

Critério da primeira derivada*: Se f ¢ uma funcdao continua em (a, b) e xq € o unico
ponto critico de f nesse intervalo, entdo uma das quatro situagoes abaixo ocorre:

(i) f(x) >0 parax € (a, xp ef(x) <0 para x € xq, b). Nesse caso f € crescente
em (a, xg| e decrescente em [x,b). Em particular, xq € ponto de mdximo local
def.

(i) f(x) < 0 para x € (a, xg) e f(x) > 0 para x € (xy, b). Nesse caso f é
decrescente em (a, xg] e crescente em [Xq, b). Em particular, xq € ponto de
minimo local de f.

(iii) f'(x) >0 para x € (a, b) — {xp}. Nesse caso f € crescente em (a, b) e, portanto,
X ndo € ponto de extremo local.

(iv) f(x) < 0 para x € (a, b) — {xg}. Nesse caso f ¢ decrescente em (a, b) e,
portanto, xq ndo € ponto de extremo local.

Observe que se xp € um ponto critico no qual f € derivdvel, entdo f €
necessariamente continua em x;, (lembre-se que diferenciabilidade implica

continuidade). Assim, os critérios dados acima sempre podem ser usados para
decidir qual € o comportamento de f (quanto ao crescimento) num intervalo
(a, b) no qual f € derivdavel e que contém um unico ponto critico de f. Em
geral, usamos os recursos que desenvolvemos acima para estudar a fungdo
em subintervalos de seu dominio nos quais a fungdo € continua.

Vejamos, em alguns exemplos, como usar esse critério para obter um
esboco do grafico de uma funcao.



Exemplos

4. Seja f(r) = e3='—8°+62" Queremos determinar em quais intervalos f €
crescente e em quais f € decrescente.

Pelo que vimos acima, devemos calcular os pontos criticos de f,
que sao os pontos onde podem ocorrer mudangas de
comportamento de crescente para decrescente ou vice-versa. Como
f € uma fungdo derivavel em qualquer nimero real, os pontos
criticos sdo apenas as solugdes da

equacao f'(x) = 0. Derivando f obtemos

¥ 5 # Wk a3 2 il
fi(z) = (122" — 242° 4 12z )e™™ ~BT +02

— & it

- P  amd
=12(x® — 222 + )™

Devemos entdo resolver a equagdo

) o iyl e D
 f ad [y P AT —=E Li '
12(z* — 22° + x)e RO ()

]

Como 19 3x'—8x*+6z* > () para qualquer nimero real x solucdes
dessa equacgdo sdo as solugdes de

x3—2x2+x =0,
donde
x(x2=2x+1)=x(x-1)2=0,

cujas solugdes sdo x = 0 ou x = 1. Ou seja, concluimos que os
pontos criticos de fsdo xy, =0ex; = 1.

Pelo critério dado acima, devemos determinar qual € o sinal de f’
em cada um dos intervalos (-, 0), (0, 1) e (1, «). Para isso, como
vimos, € suficiente avaliarmos f* em um ponto de cada um desse
intervalos: calculando entdo, por exemplo, f(-1), (%) e f(2),
obtemos



1 12 1
F'l—) = — g1 ) e
2 )
1L'II|‘E"|:E"__1Jﬁ I

Logo, f € negativa no intervalo (—, 0) e positiva nos intervalos (0,
1) e (1, »). Dai decorre que f € decrescente (—0, 0] e crescente no
intervalo [0, «). Em particular, x, = 0 € ponto de minimo local de f

enquanto que x; = 1 ndo € ponto de extremo local. Calculando
agora os limites assintoticos e o valor de fem x, =0,

cideans : s . |"1—.‘t .3 "|":J
f(0) =1, lim g3 8 +&

: 32 8?4 6x?
S e e
T—r— O

L— — 20

podemos ver que a curva dada na Figura 3.4 € um esbog¢o bastante

razoavel do gréfico de f (observe que, como f'(1) = 0, o gréfico de f
deve ser tangente a uma reta horizontal em x; = 1).
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Figura 3.4

S. Seja fix) = x3 — [xl. Temos que f € continua em qualquer nimero real e é
derivavel em x # 0, pois as funcées x3 e Ix/ sdo derivdaveis em R — {0}. No

entanto, da ndo-diferenciabilidade de /x/ em zero decorre que f também ndo €
derivavel em x = 0.

De fato,



. flx) = f(0) R - _
Im — "= ]lim ———=-1 e
r—0 r—1u r—0 T

 flz) - O I
Ilm ——— = lim —— =1,

._|"—:~|:,|_ xIr — [} ._|"—:~|;|_ o o

||J| ,|LI|

e, portanto, ndo existe o lim ———

a —}L
critico de f.

Os outros pontos criticos (se existirem) sao as solugdes da equacdo
f(x) =0. Temos que f(0)=0¢

P .."3 —r ser =0,
FiT) = .
MY ] .f'j + T S0 T |:|‘

. Ou seja, xy = 0 € um ponto

Logo,

; 5: — 1 s5e 1 =0,
| | |:
T 32241 sex<O.

Como 3x2 + 1 > 0 para qualquer x, ja podemos concluir que f nao
possui pontos criticos no intervalo (-, 0) e, mais ainda, que f ¢é
crescente nesse intervalo.

Para determinar os pontos criticos de f no intervalo (0, ) devemos
resolver a equacao 3x2 — 1 =0 com a condi¢do x > 0, o que nos dd

e L 1 Z4 1 S i g L
¢ = —7- Ou seja, os pontos criticos de fsdo xy =0 e r1 = —=-.

Como no exemplo anterior, para usar o critério da primeira

derivada, devemos determinar o sinal de f em cada um dos
intervalos (=, 0), (0, ﬁ' e {ﬁ. oo ). No primeiro desses intervalos

ja sabemos que f* € positiva. Escolhendo um ponto em cada um dos

, 1 L5 1
outros intervalos, por exemplo & (0,Zz)ele(Z0) e
calculando f’, obtemos
| i —
f' (— === <0 e If (1) =2 = 0.
5 2 (1

Podemos entdo concluir que f* € positiva nos intervalos (-, 0) e (

F J_ Yy . ,
(—=.20),00) 0 que nos diz que f € crescente em cada um desses
Va3



intervalos. Por outro lado, temos que f € decrescente em (U, ﬁ l, ja
que f’ € negativa nesse intervalo. Em particular, x,, = 0 € ponto de

maximo local e =y = ﬁ ¢ ponto de minimo local de f.
Calculando f(0) = 0, fi0)=0,f (B)=—7% e os limites
assintoticos
lim 2 —|z|=—0cc e lim 2% —|z| =0
r—— 0D E— DO

e usando as informag6es que obtivemos sobre O comportamento de
f, chegamos ao esbog¢o do grafico dado na Figura 3.5.

yA

Figura 3.5

6. Consideremos a funcao

1
At — 1003 4+ 0027

FhEy =

Como 3x4 — 10x3 + 9x2 = 0, somente quando x = 0 temos que f estd
definida e € derivdvel em qualquer nimero real diferente de O.

Derivando f obtemos



1213 — 3012 + 18z
(3x? — 1023 4 922)2

Fla) =

6x (222 — 5r + 3)
r4(3x2 — 10xr 4+ 9)2

6(2z2 — 5z + 3)
13(322 — 10z + 9)2

e, portanto, f'(x) = 0 quando

2x2-5x+3=0exz0

(lembremos que x = 0 ndo pertence ao dominio de f). Resolvendo
essa equacao obtemos 0s pontos criticos x, = 1 e x; = %, que

pertencem ao intervalo (0, ).

Agora € importante lembrar que o dominio de f ndo € um intervalo,
mas sim a unido dos intervalos (=, 0) e (0, %«). Logo, como o teste
da primeira derivada sé € valido em intervalos, devemos aplicé-lo
independentemente em cada um desses dois intervalos. Como f s6
tem pontos criticos no intervalo (0, «), sabemos que f* ndo muda de
sinal em (—%, 0). Escolhendo um ponto desse intervalo, por
exemplo x = —1, obtemos f'(—=1) > 0, podendo entdo concluir que f’
¢ positiva (e portanto f € crescente) em (-, 0).

Por outro lado, vimos que f tem dois pontos criticos, xq = 1 e x| = 3,
no intervalo (0, ). Devemos entdo determinar o sinal de /' em cada
um dos subintervalos (0, 1), (1,2) e (2, ). Escolhendo os pontos -
€ (0, 1),

2€(1,3)e2e (3, 00)0btemos

=

! ! ﬁ
=V Fid =06 F21<0.
I\ J (&

o,

[ =

concluindo entdo que f é decrescente em (0, 1] e em [2, ) e é
crescente em [1,2].

Para determinar o comportamento assintotico de f, como seu
dominio € o conjunto (-, 0) U (0, ), devemos calcular

lim f(x), lim f(x), lim f(r) e lim f(x).
T—— 0o r—0- r—Ot IO

Sabemos que



lim (3z* — 102 + 92%) = 0o = lim (32 — 1022 + 922)

Hi s L
e, portanto,

li : B=:h >
11711 - e = 111 r i
r——oo 3ot — 1003 4+ 942 z—o0 3zt — 10x3 + 92

Por outro lado,
3! — 102 + 927 = 2%(32% — 102 + 9)
€, Como

; 1 _ " 1 1
et 22 0 ¢ 250322 —1004+9 9

podemos usar o Teorema 4.4 do Capitulo 5 para concluir que

lim £} — L . 1 __
1 Jlae) = il — ) - . ) = oo,
=0 z—0'1r2" 312 — 10 + 9’

Em particular, pelo Teorema 4.9 do Capitulo 5 temos que

. 1 , g L 1 :
lim (=) (=—— | = lim (5 ){=—— —| =
r—0t Are —10r<4+9 Ty R Jre —10r+ 9

1sto €,

lim f(zx) =0cc = lim f(z).

r— Sl

Com essas informagdes e usando os valores

fy=5 e f(5)=

316
27

bd | =

obtemos o esbo¢o do grafico de f dado na Figura 3.6.



Figura 3.6

Como ja observamos, se uma funcdo € constante num intervalo, entao
qualquer ponto desse intervalo € um ponto de extremo local, e esses pontos
ndo indicam mudangas de comportamento quanto ao crescimento.

Por outro lado, usando o critério da primeira derivada, podemos ver que,
no caso em que um ponto de extremo local, xy, de uma fun¢do continua f é
um ponto critico isolado, isto &, x, € ponto de extremo local e € o unico ponto
critico de f num intervalo, entdo x; € também um ponto onde ocorre uma
mudanca de comportamento quanto ao crescimento.

De fato, se f ¢ continua num intervalo (a, b) e x; € o tinico ponto critico de
f nesse intervalo, entdo a condi¢do de x; ser um ponto de extremo local
elimina as situacdes (iii) e (iv), restando apenas, como possibilidades, as duas

primeiras situacoes. Em qualquer dos casos, vemos que ocorre uma mudanca

de comportamento quanto ao crescimento. Ou seja, € vdlido o seguinte
resultado:

Teorema 3.6: Seja f uma fungdo continua num intervalo e xo um ponto de extremo
local para f. Se xo é um ponto critico isolado de f, entdo existe um intervalo (a, D)
contendo xq no qual ocorre uma das duas situagoes:

(1) fé crescente em (a, xq] e € decrescente em [x, b).

(i) fé decrescente em (a, xg] e € crescente em [x, b).

Usando a segunda derivada



Uma forma de resumir o que fizemos ao usar a derivada para estudar o
comportamento de uma fun¢do quanto ao crescimento € dizer que reduzimos
o problema de decidir em quais intervalos uma funcao derivavel € crescente e
em quais ela € decrescente ao problema de determinar em quais intervalos
uma outra funcao (sua derivada) € positiva e em quais ela € negativa.

Certamente houve um ganho sensivel nessa reducdo, pois determinar
algebricamente se uma funcdo € ou ndo crescente €, em geral, muito mais
complicado (quando possivel) do que determinar em que intervalos uma
funcao € positiva e em quais ela é negativa. Os exemplos que apresentamos
acima dao um bom testemunho desse fato.

Ou seja, temos que certas propriedades de uma funcdo derivdvel
equivalem a propriedades mais simples de sua derivada. Levando essa
observacao em consideracdo, vemos que € razodvel perguntar se, no caso em
que f € uma funcao duas vezes derivdvel, é possivel usar a segunda derivada
para obter mais facilmente as informagGes que necessitamos sobre f. A
resposta a essa pergunta € dada pelo critério da segunda derivada que € uma
consequéncia do teorema abaixo:

Teorema 3.7*: Se f (xg) = 0 e existe f’(xq), entdo

(1) sef"(xg) >0, entdo xg € ponto de minimo local de f,

(i) se f"(xg) < 0, entdo x € ponto de mdximo local de f.

Antes de continuar, devemos salientar que o caso em que x; € um ponto
critico de f com f”(xy) = 0 ndo estd incluido no teorema, pelo fato de que esta
condi¢do nao determina, por si sO, o comportamento de f em um intervalo
contendo x,. De fato, exemplos simples como f{x) = x3, g(x) = x4 e h(x) =
—x4, mostram que, pelo menos, trés situacdes distintas podem ocorrer:
(@) f'(p) = 0 =,"(0) e xy = 0 ndo € ponto de extremo local de f. De fato, f &
uma fungdo crescente.
(b) g’(0) =0=g"(0) e xy = 0 € ponto de minimo local de g.
(c) h'(0) =0 = h"(0) e x, =0 € ponto de maximo local de A.

Usando agora o Teorema 3.7 e o crit€rio da primeira derivada, obtemos o

que podemos chamar de critério da segunda derivada, que também € usado
para estudar o comportamento de uma funcao quanto ao crescimento:

Critério da segunda derivada*: Se uma funcdo f estd definida em (a, b) com x
sendo o unico ponto critico de f nesse intervalo e existe f"(xg), entdo:



(i) sef"(xg) >0, entdo f é decrescente em (a, xg] e crescente em [xq, b);

(i) sef"(xg) < 0, entdo f € crescente em (a, xq) e decrescente em [x, b).

A seguir, aplicamos o critério da segunda derivada em um dos exemplos
que j4 estudamos, usando apenas o critério da primeira derivada.

Sejaf(x) =x3 - Ix/. Como jd vimos xp =0 e &« = /3 530 0s pontos criticos
de f. Como f ndo € derivavel em x = 0 n3o podemos usar o critério da
segunda derivada nesse caso. Por outro lado f € duas vezes derivdvel em x ¢
0, com f“(x) = 6x. Podemos entdo usar o critério da segunda derivada para —=
que € o unico ponto cr1t1co de f no intervalo (0 ©), e concluir que f e
decrescente em (O, j) e €& crescente em (—, ), Para determinar o

comportamento de f no intervalo (-0, 0), usamos, como antes, o critério de
primeira derivada. Isto é, verificamos que f'(x) > O para x nesse intervalo e,
portanto, f € crescente em (—,0). Em particular, x, = 0 € ponto de maximo

local de f, e ﬁ € ponto de minimo local.

Observe que o ganho que tivemos ao usar o critério da segunda derivada
foi uma economia de cdlculos, ja que antes, no exemplo 5, avaliamos ' em
. 7 1
dois pontos e agora calculamos f” apenas em Ve

Observe também que, se x, € um ponto critico de uma func¢ao f para o qual

f"(xy) # 0, pelo Teorema 3.7, podemos decidir se x, € um ponto de maximo

local ou de minimo local sem precisar conhecer todos os pontos criticos de f,
como ocorre se usamos o critério da primeira derivada.



Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1.

Encontre os pontos criticos das fungdes:

(@) flx) =x2(x2 - 1)

(b) flx) = lx2(x2 - D)

(¢) f(J.’} — LT

(d) flx) = arctg (3x* — 6x)

Seja f: B — R uma fungdo derivdvel tal que — 1, O, 13 e 1 sdo seus
pontos criticos. Encontre os pontos criticos de g(x) = fix + 1).

Seja f: & — [ uma func¢do derivavel tal que —1, 1 e 2 s3o seus pontos
criticos. Encontre os pontos criticos de g(x) = f(x2 — 2).

Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:

(a) Sef'(a) =0, entdo x = a € ponto de extremo local de f.

(b) Se x = a é ponto de extremo local de f, entdo f'(a) = 0.
A funcdo f(x) = x3 — 3x2 + 3x ¢ inversivel?
Seja f: B— R definida por f{x) = x3 + ax + 2.

(a) Determine os valores de a tal que f seja inversivel.

(b) A funclo f~! € derivavel para quais valores de a?
Seja flx) = 4x5 + Sx4 — 1.

(a) fpossui pontos de minimo local? Quais?

(b) fpossui pontos de mdximo local? Quais?



8.

Seja f(x) = In(x2 — x).

(a) fpossui pontos de minimo local? Quais?
(b) fpossui pontos de mdximo local? Quais?
(c) Em quais subintervalos de seu dominio f € crescente?

(d) Em quais subintervalos de seu dominio f € decrescente?

Seja f'a funcdo definida pela expressao

fla) = [lm_]’,’j __11 I
(a) Qual é o dominio de f?

(b) Determine os pontos de minimo local e de maximo local de f.
(¢) Faca um esbog¢o do grafico de f.

10. Seja f a fungdo definida por f( ;) = T —20%)

(a) Determine o intervalo de crescimento e decrescimento da fungdo f.

(b) Determine os pontos de maximo local e minimo local de f.
(¢) Caleule lim f(r)e lim fr).

(d) Faca um esboco do grafico de f.

11. Seja

T2 { f'_Tl'—"— se T #£0,
R [ se o =10,
(a) Mostre que f'(0) = 0 (use a defini¢do de derivada em x = 0.)
(b) Seja g(x) = sen (f(x)). Calcule g’(0) e g’(x) para x # 0.
(¢) Quais sdo os pontos criticos de g? (Observe que () « 7o~ == « 7).
(d) Calcule lim g(r) e lim g{r).

(e) Faca um esboco do grafico de g.



12. Seja f(x) = 3" —22". Ache os pontos de méximo e minimo local de

f

13. Faca um esboco do grifico de cada fungdo f abaixo, utilizando a
primeira derivada. Determine os pontos onde ocorrem maximos e
minimos locais (caso existam) estudando o crescimento da fung¢do, isto
¢, determinando os intervalos onde f € crescente e os intervalos onde f
¢ decrescente. Calcule os limites assintoticos.

(a) flz)=2%—2c+3

(h) Jlo=ate"

(c) f(z)=Toz

(d) flx)= rlnz

(e) flz)=z4/1—x

(f) f(x) =Ilnx— arctgx

@ flo) = 22

(b) f(z) = =

(i) f(x)= m

(i) f(z) =sen x +cosx, para || <

14. Quantas solugdes a equagao
tgx=x

tem no intervalo (—, %]? (Analise o comportamento de f(x) = tg x —
x neste intervalo)

T

15. Quantas solugdes a equagao
tg x =2x

tem no intervalo (—7, 5 )?

b =

16. Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:



(a) Sefix) =x7—x5—x%+2x+ 1, entdo para algum xy € (-1, 1) areta
tangente ao grafico neste ponto tem inclinacdo igual a 2.

(b) Se filx) = 2x4 — 7x3 + 7x2 — 2x, entdo a equagdo f'(x) = 0 tem no
minimo uma solu¢ao no intervalo aberto (0,1).

17. Mostre que as seguintes proposi¢oes sao verdadeiras:

(a) Se f'(x) =0 para todo x, entdo f € a fun¢do constante.

(b) Se fe g sdo fungdes continuas em [a, b] com f'(x) = g’(x) parax €
(a, b), entdo fx) = g(x) + C.

(¢) Sef(x) = fix), entdo fix) = Cex.

Concavidade e pontos de inflexao

Na secao anterior vimos que podemos conhecer o comportamento de uma
funcdo derivdvel, em termos de crescimento, a partir de propriedades de sua
funcao derivada.

Em particular, vimos que se f ¢ uma fungdo derivdavel com f’ positiva num
intervalo, entdo f € crescente nesse intervalo. Por outro lado, os exemplos
dados na Figura 3.7 mostram que, mesmo sendo derivdveis, funces
crescentes num intervalo podem apresentar comportamentos bem diferentes
quanto a forma de crescimento, o mesmo ocorrendo para fungdes
decrescentes num intervalo (veja Figura 3.8).
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(a) grafico de g.

(¢) grafico de u.

Figura 3.7
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Figura 3.8

Nosso objetivo nesta secdo € obter mais informagdes sobre uma funcao
derivdvel de maneira a poder determinar quais destas formas a funcio
apresenta num intervalo em que € crescente (ou, analogamente, num intervalo
onde a funcdo € decrescente) e chegar, em particular, a um esbo¢o mais
preciso de seu grafico. Comecemos por observar que cada comportamento
descrito na Figura 3.7 pode ser associado ao comportamento da funcao
derivada correspondente: de fato, se nos for dito que cada grafico da Figura
3.9, a seguir, € o grafico da derivada de uma das fun¢des dadas na Figura 3.7,
ndo teremos duvida em afirmar que (a) € o grafico de g’, (b) € o grafico de 4/,
(c) € o grafico de u’ e (d) € o grafico de v’.
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Figura 3.9

Comparando os graficos de g’ e de h’, vemos que ambas sé assumem
valores positivos, 0 que garante que g € h sdo fungdes crescentes, mas vemos
também que g’ € crescente enquanto que /4’ € decrescente.

Por outro lado, podemos ver que o gréafico de g tem a propriedade de nao
possuir pontos abaixo de qualquer uma de suas retas tangentes, enquanto que
o grafico de i tem exatamente a propriedade oposta, isto €, o grafico de & ndo
tem pontos acima de qualquer uma de suas retas tangentes.

O fato é que esses comportamentos, de g’ e do grafico de g e de &’ e do
grafico de h, estdo fortemente relacionados. Mais precisamente, podemos
provar que se f € uma funcdo derivavel no intervalo (a, b), entao a
propriedade algébrica

[ € crescente no intervalo (a, b)
¢ equivalente a seguinte propriedade geométrica:

o grdfico de f no intervalo (a, b) ndo possui pontos abaixo de qualquer uma
de suas retas tangentes.

Descrevemos essa propriedade dizendo que o grafico de f nesse intervalo €
concavo para cima. Mais precisamente, definimos:

Definicdo: Dizemos que o gréfico de uma fun¢do f num intervalo (a, b) € céncavo
para cima se f é derivdvel em (a, b) e seu grifico, nesse intervalo, ndo possui pontos
abaixo de qualquer uma de suas retas tangentes.

Com essa defini¢do e a partir do que foi afirmado acima, temos o seguinte
teorema:



Teorema 3.8: Se f € derivdvel com f' sendo crescente em (a, b), entdo o grdfico de f
no intervalo (a, b) € concavo para cima.

Esse € o caso da fungdo g cujo gréafico € dado na Figura 3.7a. Observe
também que, usando esse teorema, podemos agora garantir que os esbocos
dos graficos das funcées exponenciais que apresentamos no Capitulo 6 sio
precisos com relacdo a concavidade (cOncavo para cima), j4 que suas
derivadas sdo func¢des crescentes em [E.

Analogamente, definimos:

Definicdo: Dizemos que o gréifico de uma fun¢do f num intervalo (a, b) € céncavo
para baixo se f € deriviavel em (a, b) e seu grafico nesse intervalo ndo possui pontos
acima de qualquer uma de suas retas tangentes.

Em termos de propriedades da derivada temos:

Teorema 3.9: Se f ¢ derivdvel com f sendo decrescente em (a, b), entdo o grdfico de f
no intervalo (a, b) € concavo para baixo.

Esse € o caso da fungao A, cujo grafico € dado na Figura 3.7b. Em resumo,
os dois teoremas que enunciamos relacionam o comportamento da derivada
da funcao quanto ao crescimento, com o comportamento do grafico da funcao
quanto a concavidade.

Aqui, convém acrescentar que podemos também adotar uma outra
terminologia para descrever o comportamento do griafico de uma fungao
quanto a concavidade: usamos simplesmente céncavo com o significado de
concavo para baixo e convexo com o significado de concavo para cima. Com
essa terminologia € usual dizermos que uma funcdo € cOncava quando seu
grafico é concavo em todo o seu dominio e, analogamente, que uma fungao €
convexa quando seu grafico € convexo em todo o seu dominio.

Observamos agora que apesar de termos usado as fungées g e h, que sdo
crescentes no intervalo (a, b), para motivar as definicdes acima, o conceito de
concavidade ndo leva em conta o comportamento da propria funcdo quanto
ao crescimento. Isto €, no que diz respeito a concavidade o que interessa € o
crescimento ou decrescimento da derivada, f’, e ndo da fungdo f.

De fato, se f ¢ duas vezes derivdvel no intervalo (a,b) com f'(x) #0 e x, €
e (a, b) ¢ um ponto critico de f, podemos usar os resultados da se¢do anterior
(veja Figura 3.10) para concluir que:

(1) se x, € ponto de minimo local de f, entdo o grdfico de f em (a, b) € concavo

para cima,
1) se x, € ponto de mdximo local de f, entdo o grdfico de f em (a, b) é
0€¢p 8



concavo para baixo.

Ou seja, nos dois casos, f muda de comportamento quanto ao crescimento
mas, no primeiro caso, sua derivada f é crescente em (a, b) e, no segundo
caso, f é decrescente em (a, b).

Figura 3.10

Por exemplo, temos que o grifico de fix) = x2 € cOncavo para cima em
qualquer intervalo. De fato, sua derivada, f'(x) = 2x, € crescente em R. J4 o
gréafico de

Jx) =x3 —x

¢ cOncavo para baixo no intervalo (=%, 0) e € cOncavo para cima no intervalo
(0, o), pois sua derivada, f'(x) = 3x2 — 1, é decrescente no primeiro intervalo
e € crescente no segundo.

Voltando agora aos exemplos da Figura 3.7, vemos que as fungdes u e v
tém um comportamento misto no que diz respeito a concavidade: o grafico de
u € cOncavo para cima no intervalo (a, 0) e concavo para baixo em (0, b),
enquanto que o grafico de v € cOncavo para baixo no intervalo (a, 0) e
concavo para cima em (0, b). Em qualquer dos casos, podemos dizer que ¢ =
0 é um ponto de mudanca de concavidade. Descrevemos essa propriedade
dizendo que ¢ = 0 € um ponto de inflexdo para a funcio.

Mais precisamente, usamos as condi¢des sobre a derivada para definirmos
ponto de inflexao:

Definicao: Dizemos que ¢ é um ponto de inflexdo para f se existe um intervalo (a, b)



contendo c tal que f € continua em (a, b) e derivavel nos intervalos (a, c) e (c, b) e uma
das seguintes condicoes € satisfeita:

(i) f € crescente em (a, ¢) e € decrescente em (c, b),

(i1) f’ € decrescente em (a, c) e € crescente em (c, b).

Em outras palavras, pontos de inflexdo para f sdo os pontos do dominio de
f que detectam a ocorréncia de mudangas no comportamento quanto ao
crescimento da fungao derivada f* ou, equivalentemente, pontos que detectam
mudancgas de concavidade no gréfico de f.

Exemplos

7. ¢ = 0 € um ponto de inflexdo para f(x) = x3. De fato, sabemos que f'(x) =
3x2 e, portanto, f* € decrescente em (-, 0) e € crescente em (0, ©). Em
particular, o grifico de x3 é cOncavo para baixo em (-, 0) e concavo para
cima em (0, ). Observe que x = 0 € um ponto critico de f(x) = x3 que nao ¢
um ponto de extremo local. Como veremos mais adiante, pontos criticos de
uma funcdo que ndo sdo pontos de extremo local sdo candidatos a ponto de
inflexdo para a funcdo.

8. Como vimos acima, a derivada da fungio f (x) = x3 — x € decrescente em
(=<0, 0) e é crescente em (0, ) e, portanto, ¢ = 0 € 0 unico ponto de inflexao
para f.

9. Na Figura 3.11 s3o dados os graficos de uma funcao f e de sua derivada.
Podemos ver, a partir dos dois graficos, que c; e ¢, sdo os pontos de inflexao

para f.

j‘:,l'* 2—.1' "' £ I'I

Figura 3.11



Neste ultimo exemplo podemos ver pelo grafico que os pontos de inilexao
para a funcdo f sdo pontos de extremo local para a sua derivada f'.

Na verdade, essa € uma propriedade dos pontos de inflexao de uma funcao
cuja derivada seja uma funcao continua. De fato, se ¢ € um ponto de inflexao
para f, temos, pela definicdo, que uma das duas condi¢des (i) ou (ii) da
definicao deve ser satisfeita;

* a condi¢do (i) e a continuidade de f em ¢ garantem que f* € crescente em (q,
c] e € decrescente em [c, b), isto €, ¢ € um ponto de maximo local de f'.

* a condicdo (ii) e a continuidade de f* em ¢ garantem que f* € decrescente em
(a, c] e € crescente em [c, b), isto €, ¢ € um ponto de minimo local de f'.

Em geral, se ¢ € um ponto de inflexdo para f e existe f(c), como ¢ € um
ponto onde a derivada f muda de comportamento quanto ao crescimento,
temos que ¢ ¢ um ponto critico de f’.

Por outro lado, exemplos como f (x) = Ix2 — 1l nos mostram que pontos
onde f ndo € derivavel também podem ser pontos de inflexdo para f. De fato,
x; = —1ex, =1 sdo pontos de inflexdo para f (x) = [x2 — 1l: temos que f €
derivavelem B — {-1, 1} com

£ () A ser< —loux>1,
i) = - : ) .
) —2r se —1 <1< 1.

, portanto, f* € crescente nos intervalos (-, —1) e (1,%) e € decrescente em
1, 1). Nesse caso, os pontos de inflexdo sdo os pontos criticos da prépria f.
Em resumo, podemos concluir que

e
(=

os candidatos a ponto de inflexdo de uma fungdo f sdo os pontos criticos de f e os
pontos criticos de sua derivada f'.

Em particular, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.10%: Se c € um ponto de inflexdo de uma funcdo f, entdo f"(c) = 0 ou f ndo
possui segunda derivada em c.

Ou seja, podemos dizer que os pontos de inflexdo para uma fungﬁo festao
entre as solucdes da equacdo f”(x) = 0 e os pontos para os quals ndo existe a
segunda derivada. Em particular, pontos nos quais f ndo ¢ derivavel (e
portanto ndo € duas vezes derivdavel) sdo, automaticamente, candidatos a
pontos de inflexdo para f.

Vejamos quando, € como, podemos usar os recursos que ja desenvolvemos



para decidir se um dado candidato € de fato um ponto de inflexdo para uma
funcgao f.

Primeiro observamos que se f” € positiva num intervalo, entdo, pelo
Teorema 3.2 aplicado a derivada f’, temos que f € crescente no intervalo,
assim como se f’ € negativa num intervalo, entdo f € decrescente nesse
intervalo.

Seja (a, b) um intervalo contido no dominio de f € suponhamos que ¢ €
(a, b) € o unico candidato a ponto de inflexdo para f nesse intervalo. Temos
entdo que f é duas vezes derivavel em (a, b) — {c} com f’(x) # O para
qualquer x € (a, b) — {c}.

Em particular, f’ ndo possui pontos criticos nos dois intervalos (a, ¢) e (c,
b), sendo, portanto, derivdavel nos dois intervalos, isto €, podemos falar de f
"(x) para qualquer x € (a, ¢) U (c, b). Logo podemos usar o Teorema 3.5
aplicado a f” para obter o seguinte critério:

Critério da segunda derivada para pontos de inflexao: Se (a, b) estd contido no
dominio de uma funcdo f e c € o unico candidato a ponto de inflexdo para f em (a, b),
entdo uma das situagées abaixo ocorre:

(1) f" € positiva em (a, c) e f” € negativa em (c, b). Nesse caso f € crescente em (a,
c) e decrescente em (c, b) e, portanto, c € ponto de inflexdo. Em particular, o
grdfico de f € concavo para cima em (a, c) e concavo para baixy em (c, b).

(ii) f" € negativa em (a, ¢) e f' € positiva em (c, b). Nesse caso [ é decrescente em
(a, ¢) e crescente em (c, b) e, portanto, c € ponto de inflexdo. Em particular, o
grdfico de f é concavo para baixo em (a, c) e concavo para cima em (c, b).

(iii) f” € positiva em (a, b) — {c}. Nesse caso f € crescente em (a, c) e em (c, b) e,
portanto, ¢ ndo € ponto de inflexdo. O grdfico de f é concavo para cima nos
dois intervalos (a, c) e (c, b).

(iv) f” € negativa em (a, b) — {c}. Nesse caso f € decrescente em (a, c) e em (c, b) e,
portanto, ¢ ndo é ponto de inflexdo. O grdfico de f € concavo para baixo nos
dois intervalos (a, c) e (c, b).

Vejamos o exemplo f(x) = x3 — Ix/. J4 vimos que f s6 ndo € derivavel em x
=0eque

3r2—-1 sex >0,
[ 3r24+1 sex < 0.

1 1
fl(z) =

Em particular, '€ duas vezes derivavel em x # 0 com

f(z) =6z s xz#£0.



Logo x = 0éo tnico candidato a ponto de inflexdo. Como f(x) < 0 para x < 0
e f(x) > 0 para x > 0, podemos concluir que o grafico de f € cdncavo para
baixo em (-, 0) e é cOncavo para cima em (0, ®©), como jd esbocamos na
Figura 3.5.

Como jd observamos antes, se a derivada f' € continua num ponto de
inflexdo, entdo esse ponto é um ponto de extremo local para f. Sabemos
também que pontos de extremo local nem sempre indicam mudangas de
comportamento quanto ao crescimento, € portanto nao podemos esperar que
qualquer ponto de extremo local para a derivada seja um ponto de inflexao
para a funcao.

Por outro lado, podemos aplicar o Teorema 3.6 a derivada f’, para concluir
que pontos de extremo local para f' que sejam pontos criticos isolados de f
sdo pontos de inflexao para f, isto €,

Teorema 3.11: Se f' ¢ continua e um ponto de extremo local para f, xg, € ponto
critico isolado de f, entdo xq € ponto de inflexdo para f.

Podemos entdo resumir a relacdo entre pontos de extremo local para a
derivada e pontos de inflexao para a funcao:

Teorema 3.12: Se f’ € continua e possui um niimero finito de pontos criticos, entdo os
pontos de inflexdo para f sdo os pontos de extremo local para f'.

O critério da segunda derivada para pontos de inflexdao que enunciamos
acima foi obtido usando-se o critério da primeira derivada aplicado a funcao
derivada f’. Analogamente, nos casos em que f é trés vezes derivavel, e
portanto f é duas vezes derivdvel, podemos aplicar o critério da segunda
derivada a funcdo derivada f’ para estudar a concavidade do grafico de f.
Mais precisamente, temos o teorema

Teorema 3.13: Se f"(c) =0 e f'(c) # 0, entdo c € ponto de inflexdo para f,

que permite identificar pontos de inflexdo a partir de condi¢des sobre a
derivada terceira, e o seguinte critério, que permite o estudo da concavidade
do gréfico de uma funcdo trés vezes diferenciavel:

Critério da terceira derivada para pontos de inflexao*: Seja f uma funcdo duas
vezes derivdvel em (a, b) e ¢ € (a, b). Se ¢ € o unico ponto critico de [ nesse intervalo
e existe f"(c), entdo:

(i) sef"(c) >0, entdo o grdfico f € concavo para baixy em (a, c] e € concavo para
cima em [c, b);



(i) sef"(c) < 0, entdo o grdfico f € concavo para cima em (a, c] e € concavo para
baixy em [c,D).

Exemplo
10. Seja fix) = x* — 6x2.

Para determinar os candidatos a ponto de inflexdo, resolvemos a
equacao
f"(x) = 0: temos que

fix)y =4x3-12x e f'(x) = 12x2 - 12

e, portanto os candidatos a ponto de inflexdo sdo ¢c; = —-1e ¢, = 1.
Como f"(x) = 24x, temos que f"(—1) < 0 e f“(1) > 0. Pelo critério da
terceira derivada para pontos de inflexdo, podemos concluir que ¢; =
— 1 e ¢, = 1 sdo pontos de inflexdo para f, sendo que o grafico de f ¢

cOncavo para cima nos intervalos (—, —1] e [1, ) e € cOncavo para
baixo no intervalo [-1, 1].

E importante destacar que se f”(c) = 0 e existe /”(c), mas f"(c) = 0, nada
podemos afirmar, em geral, sobre o comportamento de f quanto a
concavidade. De fato, os trés exemplos que damos abaixo nos mostram que,
nessas condicoes, diversos comportamentos podem ocorrer:

(a) fix) = x4 Nesse caso, f7(0) =0 = f"(0) e ¢ = 0 é ponto de minimo local de
f, sendo que o gréfico de f € concavo para cima.

(b) fix) = —x4. Nesse caso, f7(0) =0 = f"(0) e ¢ = 0 € ponto de maximo local
de f, sendo que o grifico de f é concavo para baixo.

(¢) fix) = x5. Nesse caso, f7(0) =0 = f"(0) e ¢ = 0 € ponto de inflexao para f,
sendo que o grafico de f € concavo para baixo em (-, 0] e € cOncavo para
cima em [0, ).

Para concluir, vamos mostrar, num exemplo, como podemos fazer uma
andlise do grdafico de uma funcdo duas vezes diferencidvel f a partir do
grafico de f'.

Seja f a funcdo cuja derivada, f’, € a fun¢do dada pelo grafico na Figura
3.12.



Figura 3.12

Pelo grafico de f’, podemos concluir que f* é derivdvel e os pontos criticos
de f'sdo a, ¢, e e h, pois esses sdo os pontos onde f* se anula. Pelo critério da
primeira derivada, podemos afirmar que:

- f é crescente nos intervalos (c, e) e (h, i), pois f* € positiva nesses intervalos;
- f é decrescente no intervalo (e, &), pois f* € negativa nesse intervalo;

- f é decrescente no intervalo (0, ¢), pois f* € negativa em (0, ¢) — {a};

- ¢ € h sdo pontos de minimo local de f e o ponto € € um ponto de maximo

local de f;
- 0 ponto critico a ndo € ponto de extremo local, pois f é decrescente no

intervalo (0, ¢).

Com relagdo a concavidade, vemos que os candidatos a ponto de inflexdo sao
a, b, ¢, d e g, que sdo os pontos criticos de f, isto €, pontos nos quais a reta
tangente ao grafico de f* € horizontal (pontos onde f” se anula). Mas, pelo
Teorema 3.12, apenas a, b, d e g sdo pontos de inflexao, pois sdo os pontos de
extremo local de f* (de fato, ja haviamos concluido que ¢ € um ponto de
minimo local). Podemos ver também que:

- o grafico de fé cOncavo para cima nos intervalos (0, a), (b, d) e (g, i) pois f’
¢ crescente em cada um desses intervalos.

- o grafico de f € concavo para baixo nos intervalos (a, b) e (d, g).

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na

resolucdo dos exercicios.




1. Confira os esbogos dos graficos das fun¢des poténcia (x, r € R), das
exponenciais € das fungdes trigonométricas, que foram apresentados
no Capitulo 6, usando os recursos dados pelas derivadas, isto é,
determine os intervalos de crescimento, de decrescimento e analise a
concavidade dos graficos.

2. Faca uma andlise da concavidade das funcées f do ultimo exercicio 13
da secdo 3, determinando os pontos de inflexdo, caso existam, e refaca
os graficos mais detalhadamente.

3. Na figura abaixo € dado o gréfico da derivada, f', de uma funcéo f.

(a) Quais sdo os candidatos a pontos de extremo local de f?
(b) Quais sdo os pontos de minimo local de f?
(¢) Quais sdo os pontos de maximo local de f?

(d) Quais sdo os pontos de inflexdo de f?

4, Seja fl T :] — ﬁ s ,r'4 -+ Zi_:'j,

(a) x =0 ¢ ponto de inflexao de f?
(b) x =3 € ponto de inflexdo de f?

5. Na figura abaixo, € dado o grédfico da derivada de uma funcao f.



Marque no eixo-x, usando letras para designd-los, os pontos que sao
candidatos a pontos de extremo local de f e os pontos que sdo candidatos a
pontos de inflexdo do gréfico de f.

(a) Quais sdo os candidatos a pontos de extremo local de f?

(b) Quais sdo os candidatos a pontos de inflexao do grafico de f?
(¢) Quais sao pontos de minimo local de f?

(d) Quais sdo pontos de maximo local de f?

(e) Quais sdo pontos de inflexao do gréfico de f?

(f) Quais sdo os intervalos onde f € crescente?

(g) Quais sdo os intervalos onde f € decrescente?

6. Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:
(a) Se f"(a) =0, entdo x = a € ponto de inflexdo de f.

(b) Se fé trés vezes derivdvel e x = a € ponto de inflexdo de f, entdo f
m
(a) #0.

(¢) Se f € um polindbmio de grau 2, entdo f ndo possui um ponto de
inflexao.

(d) Se f’(a) >0, entdo f'(a) > 0.
7. Sejam a, b, ¢, d e e nimeros reais tais que

a<b<c<d<e



e seja f: B — R uma funcdo derivavel para a qual sdo validas as
seguintes propriedades:

(i) f € continua.

(ii) as solucdes da equagdo f'(x) = 0 sdo os nimeros ¢, c ¢ e.
(iii) x = ¢ é o unico ponto de minimo local de f'.

(iv) os pontos de maximo local de f" sdo b e d.

Utilizando estas propriedades de f, responda aos itens abaixo:

(a) Quais sdo os pontos de maximo local de f?
(b) Quais sdo os pontos de minimo local de f?

(¢) Quais sdo os pontos de inflexdo do grafico de f?

8. Sejaf: R — [ uma funcdo com derivada continua tal que:

(i) f' é continua.

(i1) os pontos criticos de fsdox = -1 ex =0.

(ii1)) x = — 1 € ponto de maximo local e x = 0 € ponto de minimo local
de f.

Gv) lim f(z)=0 e lm f(z)=1.
Ir—r—DQ L

O grafico de f possui pontos de inflexao? No minimo quantos?

9. Seja g(x) = fix?), onde f ¢é duas vezes derivavel para todo x € R. f'(x)
> () para todo x # 0 e f € cOncava para baixo em (-, 0) e cOncava para
cima em (0, ).

(a) Determine, se houver, os pontos de minimo e mdximo local de g.

(b) Faga o estudo da concavidade de g, determinando os intervalos (se
houver) em que o grafico da g € concavo para cima e os intervalos
(se houver) em que o grafico da g é cOncavo para baixo.

10. Faca um esbo¢o do grifico de cada fungdo f abaixo. Determine os
pontos onde ocorrem mdximos € minimos locais (caso existam),
estudando o crescimento da funcdo, isto €, determinando os intervalos
onde f € crescente e os intervalos onde f € decrescente. Faca uma
andlise da concavidade, determinando os pontos de inflexdo, caso



existam. Calcule os limites assintoticos.

(a) f(x) = 22
b) flz)=z*
(c) flz)=22Vx2 +1

(d) fl ) =% —1
3 ser >0
f:1 _f[:_:' o { JI_.j 1 r. _

(1) fl T) = G g el

(H) fx) = e+ ex =2

I1. Faca um esbo¢o do graflco de cada fungao f abaixo. Determine os
pontos onde ocorrem maximos € minimos locais (caso existam),
estudando o crescimento da funcao, isto €, determinando os intervalos
onde f € crescente e os intervalos onde f € decrescente. Faca uma
andlise da concavidade, determinando os pontos de inflexdo, caso
existam. Calcule os limites assintéticos.



(a) f(z) =3z*—1623 42422 +3

1l —a
(b) f(z) = 122
5 :'}.r"l‘
() fla) =5 —— -
¢ y 2
@ f(z) = &2
T
&) flz)=ze”

|=

(hy Fol=%.%)

| = | definida por f(x) = In(cosx).
i Y o D a %
(i) f(x)=In(xz*+ 1)

: 1+ In &2
) flo) = ———

I

(k) f(x) =[1 = In(z)]?

4. Derivada e problemas de otimizacao

Uma das importantes aplicacées do conceito de derivada ocorre em
problemas de otimizagdo, isto é, problemas para os quais a solucdo €
encontrar pontos do dominio de uma funcdo nos quais a fungdo assume o
maior valor possivel ou, analogamente, 0 menor valor possivel.

Por exemplo, se f(r) = x2 + ‘T“, para x > 0, em que nimero (ou numeros)

xo de seu dominio f assume seu valor minimo e qual € esse valor? Em outras
palavras, para que numeros x, > 0 (se existem) tem-se que

J) = f(x)

para qualquer x > 0 e qual € o valor f(x;)?

Vejamos um problema prdtico para o qual a modelagem matemadtica
resulta num problema de otimizagao:
Um fabricante de caixas d’dgua pretende construir caixas retangulares sem



tampa e com base quadrada. Problema: quais devem ser as dimensoes de uma
caixa que tenha um determinado volume, V m3, e seja tal que a quantidade de
material necessario para sua construcao seja a menor possivel?

Se denotamos por x o comprimento do lado da base da caixa e por b o
comprimento de sua altura, sabemos que x >0,b >0e

V = bx2,

que nos diz que o comprimento b estd determinado pelo comprimento x do
lado da base e pelo volume V desejado, isto €,
v

b=— com x > 0.

=

Por outro lado, temos que a quantidade necessdria de material para a
construcao da caixa € dada pela drea da superficie da caixa, que é

A = x2 + 4bx,

Jd que x2 € a drea da base e bx € a drea de cada uma das faces verticais. Como
ja temos que h = :‘—, podemos obter a drea como fun¢do do comprimento do
lado da base, x:

A 5 ; 4V
Alz) = 2 + —, parax > 0.
I

Vemos, entdo, que para encontrar as dimensdes da caixa para a qual a

quantidade de material necessdrio € a menor possivel devemos encontrar (se

o problema tiver solu¢do) um numero x; > 0, para o qual A € o menor

valor assumido pela funcdo A(x). Em particular, vemos que se o volume

desejado é 20 m3, o problema foi reduzido ao exemplo que demos antes.

Voltaremos a esse problema apds desenvolver recursos para resolvé-lo.
Comecemos por caracterizar as propriedades que queremos:

Definicao: Se f: D — [ € uma fungao, e xg € D € tal que f(xg) < f(x) para todo x €

D, dizemos que xq € ponto de minimo global (ou simplesmente ponto de minimo) de f
e que f(xp) € o valor minimo (ou simplesmente o minimo) de f.

Analogamente, definimos:



Definicao: Se f: D — [ € uma fungdo, e xg € D € tal que f(xg) = f(x) para todo x €
D, dizemos que xq € ponto de mdximo global (ou simplesmente ponto de mdximo) de f
e que f(xg) € o valor mdximo (ou simplesmente o mdximo) de f.

Exemplos

1. Se fix) = x2 para x € R, entdo x, = 0 € o unico ponto de minimo de f,
sendo 0 seu valor minimo. Por outro lado, fix) = x2 nao possu1 valor maximo.

2. Sef(x) = COS X, para — 3 < x <3, entdo x; = —F ¢ 19 = 3 30 0S pontos de
minimo de f, com valor m1n1m0 0=f(—F)=f(5)ecxa=0 e x3 =0 & tnico

ponto de mdximo com valor mdaximo f(0) = 1.

3. Se fix) = x3 para x € R, entdo f ndo possui pontos de minimo e nem de
maximo. Por outro lado, se g(x) = x3 parax € [-1, 2], entdo x; = — 1 € ponto
de minimo de g e x, = 2 € ponto de mdaximo de g, com valor minimo g(-1) =
—1 e valor maximo g(2) = 8

Em geral, se Y ¢ um subconjunto do dominio de uma fungdo fe x, € Y ¢
ponto de mdximo (ou, respectivamente, ponto de minimo) da fungdo g: ¥ —
R, defmida por g(x) = f(x) para x € Y, dizemos que x, € ponto de maximo
(respectivamente, de minimo) de f em Y. Assim, por exemplo, podemos dizer
que x; = — 1 € ponto de minimo de f(x) = x3 no intervalo [-1, 2].

Pontos de méaximo global ou pontos de minimo global sdo denominados,
genericamente, pontos de extremo global (ou simplesmente pontos de
extremo) de f. Os valores mdximo e minimo sao chamados de extremos de f.

Nosso objetivo agora € apresentar as condi¢des nas quais podemos usar
resultados que nos permitam calcular pontos de médximo ou de minimo
globais de uma fungao.

A primeira observagdo que fazemos € que se (a, b) ¢ um intervalo contido
no dominio de uma fung¢ao f'e x, € (a, b) € um ponto de extremo (global) de

f, entdo x, €, automaticamente, ponto de extremo local de f. Esse fato nos

permite caracterizar os candidatos a ponto de extremo (global) de uma fung¢do
num intervalo, isto €,

se I € um intervalo e f: I — & € uma funcao, entdo os candidatos a pontos de extremo
global de f (se houver) sdo os pontos criticos de f e os extremos do intervalo que
pertencam a /.

Com esse resultado, podemos resolver o problema pratico que enunciamos
acima: ja chegamos a conclusdo de que devemos buscar pontos de minimo
global



A(z) = 72 41 L
Alx) ="+ —, parax > 0.
I

Como o dominio de A(x) € o intervalo (0, ) e a funcdo € derivavel, temos
que os pontos de minimo (se houver) devem estar dentre os pontos criticos de
A(x), isto €, dentre as solugbes da equacdo A’(x) = 0. Derivando a fungao
obtemos

4V

Flpy — D
Allr) =21 5

para x > 0
X

e, portanto,

Alx) =0 2x3=4Vex >0,

0 que nos dd a solucdo y/21". Para decidir se /21" € ponto de minimo global,
podemos usar o critério da segunda derivada: temos que

. o BY
Allr) =2+ — parar > 0
L

e, portanto, A”(y/21") > 0. Em particular x = {/27" € ponto de minimo local de
A(x). Por outro lado, como x = /21" € o unico ponto critico de A(x) e seu
dominio € O intervalo (0, %), podemos concluir que A € decrescente em (O,
+/2V] e € crescente em [y/21” ®©), ou seja, /21" €, de fato, ponto de minimo
global. Assim, as medidas de comprimento da base e da altura devem ser,
respectivamente, 2V m ¢ i::l .

Observe que, para resolver 0 problema acima, usamos 0 fato de que x =
+/2V" era 0 tnico ponto critico da fun¢do A(x) e que seu dominio era um
intervalo. Isto €, s6 a informacdo de que x = /21" € o Unico ponto de minimo
local nao € suficiente para garantir que a funcdo A(x) possui um ponto de
minimo global. De fato, filx) = x3 — x, para x € R € um exemplo de uma
fun¢do que possui um unico ponto de minimo local (* = ﬁ mas nao possui
pontos de minimo global, j4 que seu conjunto imagem contém todos os
numeros reais.

Por outro lado, se sabemos que uma funcao possui pontos de mdximo e/ou
de minimo globais, basta avaliar a fun¢do nos pontos que sdo candidatos a
ponto de extremo global e compararmos os valores obtidos. Isso claramente €
possivel se hd apenas um nimero finito de candidatos a ponto de extremo.

O teorema que enunciamos a seguir fornece condicées com as quais

podemos garantir a existéncia de pontos de extremo global.



Teorema 4.1: Se f: [a, b] — & €é uma funcdo continua, entdo f possui pontos de
mdximo e de minimo globais. Em particular, f possui um valor minimo e um valor
mdximo.

Vejamos, com alguns exemplos, como podemos usar esse resultado:
Exemplos

4. Considere a funcao fx) = 2x3 — 9x2 + 1. Qual o valor méximo e o valor
minimo de fno intervalo [-1, 1]?

Como estamos nas condi¢des do Teorema 4.1, sabemos que f possui um
valor minimo e um valor maximo no intervalo [-1, 1]. Logo, basta
determinar os pontos desse intervalo que sdo candidatos a pontos de extremo
global e comparar os valores que f assume nesses pontos: como ja vimos, 0s
candidatos sdo os extremos do intervalo, —1 e 1, e os pontos criticos de f que
pertencam ao intervalo (-1, 1). Derivando f, obtemos

f(x) =6x2—18x

e, portanto, os pontos criticos de fsdo x, =0 e x; = 3. Como 3 € [-1, 1] e

queremos encontrar os valores extremos de f nesse intervalo, os candidatos
sao, apenas, os numeros —1, 0 e 1. Como

fi-1)=-10
flo)=1e
A1) =-6

podemos concluir que o valor maximo de f no intervalo [-1, 1] € 1 e que seu
valor minimo nesse mesmo intervalo ¢ —10. Em particular, x = —1 € ponto de
minimo e x = 0 € ponto de mdximo de f no intervalo [-1,1]. Observe que se
tivéssemos incluido x; = 3 pelo fato de 3 ser ponto critico de f sem nos

preocuparmos em conferir se se tratava de um numero do intervalo [-1,1],
terfamos chegado a um resultado errado, ja que f(3) = —26 < —10.

5. Seja g(x) = x3 — Ix/, para x € [-1, 1]. Qual € o conjunto imagem de f?

Como g € continua e seu dominio € um intervalo, sabemos, pelo Teorema
do Valor Intermedidrio, que sua imagem € também um intervalo.

Por outro lado, como [—-1, 1] € um intervalo fechado e limitado e, portanto,
nas condig¢ées da hlpotese do Teorema 4. 1, sabemos que g possui um valor
minimo e um valor maximo, isto &, podemos afirmar que a imagem de g € o
intervalo [g(x,,), g(x),)/, onde x,, e x, sdo, respectivamente, um ponto de



minimo e um ponto de mdaximo de g.

Ja vimos antes que os pontos criticos de fix) =x3 —Ix/sdaoxy =0e x| =

L
75

Como esses dois numeros pertencem ao intervalo (-1, 1), s3o também pontos
criticos de g. Assim, os candidatos a pontos de extremo global de g sdo os

extremos do intervalo, —1 e 1, e os pontos criticos O e V,— Avaliando a funcao

g nesses numeros, obtemos que 0 e 1 sdo pontos de maximo global e que —1 €
ponto de minimo global de g. Logo, o conjunto imagem de g € o intervalo

Exercicios

[¢(=D), g(0)] = [-2,0].

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na

resolugdo dos exercicios.

1. Determine os valores mdximos € minimos (se existirem) das seguintes
fun¢des nos correspondentes intervalos:

(a) flr) =571, € [-1,1].

thl- FlE) = ::-I__i sroed—101,

() flz) =21}, z e[~} 3]

(d) f(z) =122 z € (0,00).

(e} flz)=2zv]1—x,z € {—00, l],
2. Seja I11|.l| =1- ,.l'.r'?l?[J'_'z:?;'1

(a) fpossui valor minimo? Qual?

(b) fpossui valor maximo? Qual?

3. Considere a funcdo flx) = 3x4 + 4x3 — 12x2 + 5. Encontre o valor
maximo e valor minimo de f no intervalo [0, 2].

o

I~

1+ In 2



(a) fpossui valor minimo? Qual?

(b) fpossui valor maximo? Qual?

5. Seja f(z) = ' +4"~122%+5 Calcule o valor mdximo e o valor minimo
de f no intervalo [-1, 2].

6. Considere a funcao f: B — | defmida por f(x) = xe~.

(a) Esta fungdo possui valor maximo? Se existir, quais sa0 0s pontos
de maximo de f?

(b) Esta funcao possui valor minimo? Se existir, quais sdo os pontos
de minimo de f?

7 Considere a fungdo f definida por ¢( ;) = (Ina)” )

XI

(a) fpossui valor minimo? Qual?

(b) fpossui valor mdximo? Qual?

8. Ache um numero no intervalo [é, 3] tal que a soma do nimero com o
seu reciproco seja:
(a) a menor possivel.

(b) a maior possivel.

9. Encontre dois numeros ndo negativos (x = 0 e y = 0) cuja soma seja
igual a 1, de tal forma que a soma do quadrado do primeiro mais o
quadrado do segundo assuma:

(a) o maior valor possivel.

(b) o menor valor possivel.

10. Encontre as dimensées do retdngulo de perimetro 100 cuja drea seja a
maior possivel.

11. Quadrados de tamanhos iguais sdo cortados em cada canto de um
pedaco retangular de papelao medindo 4cmx7cm. Uma caixa sem
tampa € construida virando-se os lados para cima. Determine o



12.

13.

14.

15.

16.

3.

tamanho do lado dos quadrados de tal forma que o volume dessa caixa
seja maximo.

Deseja-se fabricar latas cilindricas sem tampa com 15 cm3 de volume.
Encontre o raio e a altura da lata que utilize a quantidade minima de
material necessdria para esse volume. Resolva 0 mesmo problema para
a lata com tampa.

Uma pista de atletismo de 800 m € formada por dois semicirculos e
dois segmentos de reta paralelos. Encontre o comprimento dos trechos
retos da pista de tal forma que a drea do retangulo formado por eles
seja maxima.

Determine a largura [ € o comprimento ¢ de um retangulo inscrito num
circulo de raio 3 de tal forma que seu perimetro seja maximo.

Determine a altura a e o raio r de um cilindro inscrito numa esfera de
raio 2 de tal forma que seu volume seja maximo.

Determine a altura a € o raio r de um cilindro inscrito num cone reto
de altura 3 e de raio 2 de tal forma que seu volume seja maximo.

Exercicios suplementares

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolugdo dos exercicios.

1.

Calcule os seguintes limites:



o (Ta? 4+ 30) (60 + &)
LR (Or — a2 — 5urd)

: . lx—=2)x+3)(x —5)
(b} lim f — —
T—00 (x+ 1z +9)

1000z3 — 4
-

(¢) lim
r—+0 T —
(d) I ze®
( 1111
o In(e+1)

(@] lim
r—r—00

4 ; 1l 2at+a
() mh_f%ﬂ-"m:’ 4 et

————
(x*—1je

re®’
(¢) lim ———
=0 Inlx + 1)

; _ In(z + 1)
(h) lim T Ve

IT—00 T
= $ @ g 1
(i) l.h_H‘_|1+L T s T rtgx /

1—cos(z?+z—2)

(j) lim o :
r—1 sen (8r — 8)

;o0 3
arctg(z“ — 1)

(k) lim _ .
S a1t [ — J.:IE

sect — 1
Q) Mmoo =
t—0+ In(cost)

2. Na figura abaixo sio dados o grafico de uma funcao derivavel, f, e trés
retas tangentes ao grafico de f.



£/

0

Y

Em cada item abaixo, decida se a afirmacdo ¢ falsa ou € verdadeira:

(a) Sex,, n=1, € asequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condi¢do inicial x; = ¢, entdo x,, — Y.

(b) Se x,, n=1, é a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condicdo inicial x = b, entdo x, ndo converge.

(¢c) Se x,, n=1, é a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condigdo inicial x; = a, entdo x,, — .

(d) Se x,, n=1, € a sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir
da condicdo inicial x, = 0, entdo x,, — .

(€) =Ll

fric)

3. Sejam f e g derivaveis. Em cada item abaixo, decida se a proposi¢cao
dada € falsa ou verdadeira:

; ¥ : N o 5 . fila) . i)
(a) Se lim f(x) = o0 e lim g(x) = 2, entao lim &= = lim <=.
r—a- 7 r—a r—a JLT) r—0 9.F)
(b) Se lim f(x) =1e lim g(x) = oo, entdo lim f(x)9%) = 1.
Ir—r I—ril i J

4. Calcule:



£ :
I

(a) lim — e lim —.
T—o0 I r—roo 47
. i g n ; fn
(b) Para as sequéncias a,, = 4™ ¢ b, = n, calcule lim
n—+ac by,
Determine o valor de ¢ para que a fungdo
SCI1 .0
; — sex # 0,
glr)=4 3T —sen
i ge = (.
seja continua.
Considere a funcao f: R—R definida por:
te 3z oo
flz) =4 =Hsenz 7 %0,
i sea = L),
Determine o valor de ¢ para que f seja continua.
Considere a funcdo f: R—R definida por:
In —'rj_;l - o
T'l— b L Iy 1.
)= ar + b gel <z <2

]
f.'u"—:l'_?'_l -
——na =y &8s T > A,
rlni2es—T) "

Determine o valor de a e b para que f seja continua.

h

. T
e lim —.
n—+o0 @y

Considere uma func¢ao diferencidvel f: R — {2} — [ tal que:

(a) lIm f(zr)= —co lim f(z)=c0
T—00 T——00 g

(b) lim f(xr) =00 lim flr)=—oc
=2t =2

(c) aequacdo f(x) = 0 tem seis solucoes.
(d) f(x) >0 nos intervalos (-1, 1) e (3, 4).



(e) f(x) <0 nos intervalos (-, —1), (1, 2), (2, 3) e (4, ).

(f) f(x)=0seesomentesex =—-1,x=1,x=3oux=4.
Faca um esbog¢o do gréfico de f.

9. Sejaf: R — R uma funclo derivavel tal que —4, 2 e 8 sdo seus pontos
criticos. Encontre os pontos criticos de g(x) = eff3x-1),

10. Seja f : B — [ uma funcado derivavel tal que —4, —3 e 5 sdo seus
pontos criticos. Encontre os pontos criticos de g(x) = In f{x2 + 4x).

11. Mostre que a funcao fix) = 4x7 + 3x3 + 9x € inversivel. Calcule (f

-'(0).

12. Seja  f(x) = t—”+:.l— Determine os intervalos de crescimento e

e o

decrescimento de f.

13. Sejam a, b, c, d, e, f, g, h e i nimeros reais tais que

a<b<c<d<e<f<g<h<i

e seja f : @ — R uma funcdo derivdvel para a qual sdo validas as
seguintes propriedades:

(i) f € continua.

(i) as solucdes da equacdo f'(x) = 0 sdo os nimeros 4, ¢, e,g € i.
(iii) os pontos de minimo local de f" sdo ¢, fe h.

(iv) os pontos de maximo local de ' sdo b, d e g.

Utilizando estas propriedades de f, responda os itens abaixo:

(a) Quais sdo os pontos de maximo local de f?
(b) Quais sdo os pontos de minimo local de f?

(¢) Quais sdo os pontos de inflexdo do grafico de f?

14. Na figura abaixo, € dado o grafico da derivada de uma fungdo v.



(a) Quais sdo os candidatos a pontos de extremo local de v?

(b) Quais sdo os candidatos a pontos de inflexdo do grafico de v?
(¢) Quais sdo pontos de minimo local de v?

(d) Quais sdo pontos de maximo local de v?

(e) Quais sdo pontos de inflexao do grafico de v?

(f) Quais sdo os intervalos onde v € crescente?

(g) Quais sdo os intervalos onde v € decrescente?

15. Para cada uma das funcdes abaixo, faca o estudo da concavidade e
determine os pontos de inflexao.

(a) f(x) = 4-?:_—41.~
Ltﬂ f, T) = 1],_“::5.1.4 e r’”
[“.'] f| T :| — -E'H+.-\.I"2

et

16. Na figura abaixo € dado o grafico da derivada de uma funcao g.



| [}
1 \
i |

'i \
.\ ."If / k /___/ X

] j
=N E\ /jf

L 5%

Marque no eixo-x, usando letras para designé-los, os pontos que sao
candidatos a pontos de extremo local de g e os pontos que sdo
candidatos a pontos de inflexao do gréfico de g.

(a) Quais sdo os candidatos a pontos de extremo local de g?

(b) Quais sdo os candidatos a pontos de inflexao do grafico de g?

(¢) Quais sdo pontos de minimo local de g?

(d) Quais sdo pontos de maximo local de g?

(e) Quais sdo pontos de inflexdo do grafico de g?

(f) Quais sdo os intervalos onde g € crescente?

(g) Quais sdo os intervalos onde g € decrescente?

17. Seja fix) = x2 In Ix/.

(a) fpossui pontos de minimo local? Quais?
(b) fpossui pontos de mdximo local? Quais?
(c) Em quais subintervalos de seu dominio f € crescente?

(d) Em quais subintervalos de seu dominio f € decrescente?

18. Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:

(a) Se x = a é ponto de inflexdo de f, entdo f“(a) = 0.



(b) Se f"(a) =0, entdo f'(a) = 0.

19. Faca um esbo¢o do grifico de cada fungdo f abaixo. Determine os
pontos onde ocorrem mdximos e minimos locais (caso existam)
estudando o crescimento da funcdo, isto €, determinando os intervalos
onde f € crescente e os intervalos onde f € decrescente. Faca uma
andlise da concavidade, determinando os pontos de inflexdo, caso
existam. Calcule os limites assintéticos.

(a) flz)=z>—80x+1

(b) f(x) =32

i

(¢) f(x) =427 — 1627

I rt— 2412 ge <0,

(d) flx) = .
(d) f(=) l 52 —15r2 se 1 > 0.
(e) flz) =5~
(£) f(zx) = ===

e
(g) flo) =2cn|Z]

(h) f(r) =r+senx

Ve

o
S =1 L
(i) f'j ) = J/ E a
S l ’ —x“+1 sex>0.

20. ) sen| 2 4+ 1) se r <0,
Seja f(r) =

o2 . E -
e —14senl sex =0.

(a) fpossui pontos de minimo local? Quais?
(b) fpossui pontos de mdximo local? Quais?
(c) Em quais subintervalos de seu dominio f € crescente?

(d) Em quais subintervalos de seu dominio f € decrescente?

21. Seja flx) = 3x* — 4x3.



(a) fpossui um valor minimo? Qual?

(b) fpossui um valor maximo? Qual?

22. Considere a fungdo f(z)—¢*"*!. Encontre o valor maximo e o valor
minimo (se existirem) de f no intervalo [1, 10].

23. Considere a func¢do f(x) = In Ix2 — 4x + 5l. Encontre o valor mdximo e
valor minimo de f (se existirem).

24

N " Determine os valores
"T — 2z 4+ 3x sex > 1.

maximos e minimos (se existirem) de f nos seguintes intervalos:

" Considere Fla )= { :

(a) x € [0, 2].

b) x € (-1,1]. b)x € (-1, 1].

(c) x € .
25. Considere f(x) = ex3 —2, Determine os valores mdximos € minimos (se
existirem) de f nos seguintes intervalos:

(a) x € [-1,1].

(b) x € [-1,1).

(c) x&E (-1,1).

(d) =€ (—o0, 5.

) . et cos T se T < T, .
26. Considere f{r) = . Determine os valores

eT+Hsenz _ 9T on 7 > .

maximos € minimos (se existirem) de f nos seguintes intervalos:
(a) x € [-m, 2m].
(b) x € [-m, @]

(c) x € k.

Apéndice ao Capitulo

Nesta se¢do daremos a demonstracdo de alguns teoremas enunciados neste
capitulo.



Secao 1
Teorema 1.1: Seja f uma fungdo derivdvel com f continua e ¢ um niimero de
seu dominio. Se x, € uma sequéncia obtida pelo Método de Newton a partir

de uma condigdo inicial x, e x, — ¢, entdo f(c) =0

Demonstracdo: Como vimos acima, a sequéncia (x,) € definida pela

formula de recorréncia X, = x, — 475 Para cada n = 1 seja y, =
X,.1, 1sto €, a lista ordenada infinita de numeros reais dados pela
sequéncia (y,) € obtida da lista de numeros da sequéncia (x,)
simplesmente eliminado o numero x;. Em particular, y, também
converge a c e, portanto, lim (i, — yn) =0, Mas

n—oa

L =l = Tny —Ippl = 75

e, portanto,
SO = () (x, - yp)-

Como estamos assumindo que f° € continua, entdo f'(x,) — f(c),
donde

lim flen) = [ 1m ?l { fn'” 11“ \Tr — L".I::'] — _.‘l.!':":' -0 =0,
n— 0 n— o0

Mas f ¢ continua em c, logo f(¢) = lim f(za) = 0.
Secao 3
Teorema 3.1: Se x, € um ponto de extremo local de uma fungdo f derivdvel
em x,, entdo f'(x,) = 0.

Demonstracao: Se f'€ derivavel em x,, temos, pela defini¢do, que

flao) — flog)

J .
Tlxg) = lim
g £I— Iy

O Teorema 4.9 do Capl’tulo 5 garante entdo que existem os limites
laterais do quociente £21=/(z9) & que esses limites devem ser iguais a f



‘(xop). Vamos usar os limites laterais para provar o teorema.
Suponhamos, primeiro, que x; € ponto de maximo local de f. Pela
definicdo, sabemos que existem numeros c € d tais que se x € (c, d),
entdo fix) <f(xy), isto &,

se ¢ < x < d, entdo f(x) — fixy) <0.

Logo, se ¢ < x < x, entao
x —xo < 0 e flx) - flxg) <0,
donde £Z=fz2) 5 0 o que nos diz que
LI

W § : fla) — flea)
fl(xg) = lim = = e ],
.E'—hl‘,! I — Ip

Por outro lado, se x; < x < d, entao
x-x>0 e fx) - fixg) <O,

donde {2=72) < () ¢, portanto,

=T

of ¢ a = ;‘L.[.I" | — fl _.I"|'|.:I
filrg) = lim —————= > 0.

T—ry I —.In

Isto €, obtivemos que 0 < f'(x,) < 0 e portanto que f'(xy) = 0. Agora,
se Xy € um ponto de minimo local, a demonstracdo € andloga,

usando o fato de que, nesse caso, se x estd suficientemente préximo

de x,, entdo f(x) — fixy) = 0. 0

Teorema 3.3 (Teorema do Valor Médio): Se f ¢ uma fungcdo continua no
intervalo fechado [a, b] e derivdvel no intervalo aberto (a, b), entdo existe
um numero ¢ € (a, b) tal que



Demonstra¢do: Primeiro vamos provar o teorema no caso em que fla)
= f(b). Nesse caso, devemos provar que existe ¢ € (a, b) tal que f(c)
= 0. Para isso, observamos que se para qualquer x € (a, b) tem-se que
flx) = fla), entdo f € uma funcdo constante em (a, b) e, portanto,
podemos tomar para ¢ qualquer nimero do intervalo, jd que f'(x) = 0
para qualquer x € (a, b). Logo, se esse nao € o caso, seja x, € (a, b)
tal que f(xy) # fla). Pelo Teorema 4.1, como f € continua no intervalo

fechado [a, b], sabemos que f possui um valor maximo € um valor
minimo. Se f(xy) < f(a), seja ¢ € [a, b] tal que f(c) € o valor minimo
de f. Entdo, temos que,

flo) =ftxg) < fla) = f(b)

e, portanto, a # ¢ # b, isto €, ¢ € (a, b), sendo assim um ponto de
minimo local de f. Pelo Teorema 1.2, como por hipétese f € derivavel
em ¢ temos que f(c) = 0. Se fixy) >f(a), tomamos c tal que fic) € o

valor maximo de f. Nesse caso, de maneira analoga, concluimos que ¢
¢ ponto de maximo local de f e, portanto, f’(c) = 0. Para provar o caso
geral, consideramos a fungdo 4 definida por

: & o+ o Jib)— Ffla), _
.Irf[_,r' y=flz)—=——[x~—na|.
b—a

Temos que & € continua em [a, b] e derivdavel em (a, b). Mais ainda,
h(a) = fla) = h(b) e, portanto, usando o que ja provamos para a fungao
h, podemos concluir que existe ¢ € (a, b) tal que h'(c) = 0. Mas

f [ h :l — }‘I i1 :l

A, G
iz =F{x) e 2

Logo h'(c) =0 é o mesmo que f/(r) = L2/=it4l (]

[— :

Teorema 3.2: Seja f uma funcdo derivdvel num intervalo I, entdo:
(i) se f'(x) > 0 para todo x € I, entdo f € crescente em 1.
(ii) se f'(x) < O para todo x € I, entdo f € decrescente em 1.

Demonstragdo: Provemos (i); a demonstracdo de (ii) € totalmente
andloga. Suponhamos, por absurdo, que f(x) > O para todo x € T e
que f ndo € crescente. Entdo existem numeros a e b pertencentes ao



intervalo [ tais que a < b e fla) = f(b), isto €,

b-—a>0 e fib)—fla)=<0

e, portanto,
flb) — flay
— < )
b—a -
Mas, pelo Teorema do Valor Médio, temos que f/(-) = % para
algum numero ¢ do intervalo /, donde f(c) < 0, o que é uma
contradi¢do, jd que, por hipétese, f'(x) > 0 para todo x € 1. i

Teorema 3.5: Seja (a, b) um intervalo contido no dominio de uma fungdo f.
Se f ndo possui pontos criticos no intervalo (a, b), entdo uma das duas
situacoes abaixo ocorre:

(i) f'(x) > 0 para qualquer x € (a, b). Nesse caso, f € crescente em (a,
b);

(i) f(x) < 0 para qualquer x € (qa, b). Nesse caso, f € decrescente em
(a, D)

Demonstragdo: De fato, como f n3o possui pontos criticos no
intervalo (a, b) podemos concluir que f € derivdvel em todos os
pontos desse intervalo e que f(x) # 0 para todo x € (a, b). Pelo
teorema acima sabemos que:

(i) f'(x) >0 paratodox € (a, b) ou

(i) f(x) < 0 para todo x € (a, b).

Logo, usando o Teorema 3.2, temos que f € crescente em (a, b) se (i) €

valida ou f € decrescente em (a, b) se a condic¢ao (i1) € que € vdlida.

Critério da primeira derivada: Se f ¢ uma funcdo continua em (a, b) e xy é
o unico ponto critico de f nesse intervalo, entdo uma das quatro situacoes
abaixo ocorre:

(i) f(x) >0 parax € (a, xyp) e f'(x) <0 para x € (xy, b). Nesse caso f
€ crescente em (a, xy] e decrescente em [x,, b). Em particular, x; é
ponto de mdximo local de f.

(i) f'(x) < 0 parax € (a, xy) e f'(x) > 0 para x € (xy, b). Nesse caso f
€ decrescente em (a, xp] e crescente em [x,, b). Em particular, x, é



ponto de minimo local de f.
(iii) f'(x) > 0 para x € (a, b) — {xy}. Nesse caso f é crescente em (a, b)
e, portanto, xy ndo € ponto de extremo local.

(iv) f(x) < 0 para x € (a, b) — {xy}. Nesse caso f € decrescente em (a,
D) e, portanto, x, ndo € ponto de extremo local.

Demonstracao: Como x, € o unico ponto critico de fem (a, b), temos
¢ 0
que f ndo possui pontos criticos nos intervalos (a, x,) e (x,, b). Logo,

podemos usar o Teorema 3.5 para cada um desses intervalos,
obtendo uma das quatro possibilidades acima quanto ao sinal de f’
em cada intervalo. Por exemplo, f'(x) > 0 parax € (a, xp) e f'(x) < 0

para x € (xy, b). Nesse caso, f € crescente em (a, x) € decrescente
em (xy, b) o que, junto com a continuidade de f em x, garante que f €
crescente em (a, x,] e decrescente em [x), b). Em particular,
podemos concluir que, nessas condi¢des, x, € ponto de maximo local
de f. Para as outras possibilidades os argumentos sao andlogos. O

Teorema 3.7: Se f'(xy) = 0 e existe f"(x), entdo
(i) sef"(xg) >0, entdo x, € ponto de minimo local de f.

(i1) se f'(xy) < 0, entdo x, € ponto de mdximo local de f.

Demonstragdo: Provemos (i); a demonstracdo de (ii) € andloga.
Temos, por defini¢do, que

A " ; _If..r[ of :| — _f-lr[ .."|;| :|
f(zg) = lim e
T I — Ip

Logo, se f"(xy) > 0, entdo para x suficientemente préximo de x, (mas

|IEITIII

diferente de x,) o quociente -0’ também deve ser positivo.

Isto €, existe um intervalo aberto (c d) contido no dominio de f* (e,
portanto contido no dominio de f) tal que

of ¢ W oy v
— \ 2 Jlx) —J(*o) .
ser €(e,d)ex#ry entao ~ 0.
T — Ip

Ou seja, se x € (¢, d) e x # xp, 0S numeros f(x) — f(xy) € x — X
devem ser ambos positivos ou ambos negativos. Logo,



se x € (c, Xp), entdo f'(x) — f(x9) < 0, jd que x — xy < 0,
se x € (xy, d), entdo f'(x) — f'(xy) > 0, jd que x — x5 > 0.

Ou seja, usando o fato de que f(xy) = 0 e o Teorema 2.2, obtemos
que

se x € (c, xy), entdo f'(x) < 0 e, portanto, f € decrescente em (c, xy),

se x € (xy, d), entdo f'(x) > 0 e, portanto, f € crescente em (X, d).

Usamos agora a continuidade de f em x, para concluir que f €
decrescente em (c, xp] e crescente em [x,, d) e, portanto, que x, €
ponto de minimo local de f. [

Critério da segunda derivada: Se uma funcdo f estd definida em (a, b) com
xo sendo o uinico ponto critico de f nesse intervalo e existe f"(x,), entdo:

(i) sef"(xg) >0, entdo f € decrescente em (a, xy) e crescente em [x, b),

(i) se f"(xy) <0, entdo f € crescente em (a, x| e decrescente em [x, b).
0 0 0

Demonstra¢do: Primeiro observamos que como, por hipdtese, x, € o
tinico ponto critico de f e existe f(xy), entdo f € derivdavel em (a, b)
e, portanto, continua em (a, b). Isto €, estamos em condi¢des de usar

o critério da primeira derivada para concluir que ocorre uma das
quatro situagdes ali estabelecidas. Como, pelo Teorema 3.7, se f”(x)

> 0 temos que x; € um ponto de minimo local de f, vemos que s6

pode ocorrer a situacdo (i) do critério da primeira derivada,
enquanto que a condicdo f"(xy) < O determina que o que ocorre € a

situacao (1). O

Teorema 3.8: Se ¢ € um ponto de inflexdo de uma fungdo f, entdo f"(c) = 0
ou f ndo possui segunda derivada em c.

Demonstracdo: Se f possui segunda derivada em c, isto €, se f
derivdavel em c¢, entdo f° é também continua em c¢ e, portanto, ¢
ponto de extremo local de f. Pelo Teorema 2.2 aplicado a f’, temos

O

que f"(c) =0.

é
é



Critério da terceira derivada para pontos de inflexao: Seja f uma funcdo
duas vezes derivdvel em (a, b) e ¢ € (a, b). Se ¢ € o unico ponto critico de f
nesse intervalo e existe f'"(c), entdo:

@
(i1)

se f'"(c) >0, entdo o grdfico f € concavo para baixy em (a, c] e é
concavo para cima em [c, b),

se f"(c) < 0, entdo o grdfico f é concavo para cima em (a, c] e €
concavo para baixo em [c, b).

Demonstracdo: Como f € duas vezes derivdvel em (a, b), temos que
sua derivada, f’, € derivdavel em (a, b) com f”(x) # 0 para x # ¢ ja que
¢ € o unico ponto critico de f nesse intervalo. Como estamos
supondo que existe f”(c), podemos usar o critério da segunda
derivada para a fungdo 1

(1) se f"(c) > 0, entdo f’ € decrescente em (a, c] ¢ € crescente em
[c, D), isto €, o grafico de f € cOncavo para baixo em (a, c] e €
cOncavo para cima em [c, b).

(ii) se f"'(c) < 0, entdo f* € crescente em (a, c] e € decrescente
em [c, b), isto €, o grafico de f € concavo para cima em (a, c] e €
cOncavo para baixo em [c, b).



CAPITULO 9

A Integral

O conceito de integral tem sua origem na necessidade de solucao de
problemas praticos como, por exemplo, os problemas do cdlculo da area de
uma regido curvilinea e do cdlculo da distancia percorrida num movimento
nao uniforme.

O método usado por Arquimedes (267-212 a.C.) no cdlculo de drea de
regides curvilineas € o mesmo que empregamos aqui para resolver os
problemas dos exemplos introdutdrios: a partir de ideias empiricas chegamos
a um processo que nos permite obter aproximagdes arbitrariamente boas para
a solucao do problema. Em particular, esse processo faz uso da ideia de
limite, pois consiste em construir uma sequéncia convergente cujo limite € a
solucdo do problema.

Como veremos, os problemas que sdo resolvidos por meio de integrais sao
aqueles cujas solucdes aproximadas sdo dadas por um certo tipo de soma. Em
particular, a identificacao de tais somas nas solu¢des aproximadas € que nos
informa que a solucao do problema € dada pela integral de uma determinada
funcdo. Assim, escolhemos ndo comecar apresentando o tradicional problema
de cadlculo de dreas, na tentativa de evitar a excessiva conexdo de integral
com dreas ja que, na maior parte dos casos, essa conexao nao € inerente a
natureza do problema, ndo sendo, portanto, o que nos leva a concluir que sua
solucdo € uma integral.

Veremos também que o conceito de integral, que € formulado totalmente
independente do conceito de derivada, guarda com este uma relagcdo muito
importante: num certo sentido, integrais resolvem problemas que sao inversos
aos problemas resolvidos pela derivada. Essa estreita relacdo entre os dois
conceitos foi estabelecida por Newton e Leibniz no século XVII, sendo hoje



conhecida como o Teorema Fundamental do Cadlculo.

Neste capitulo, além de introduzirmos o conceito de integral e tratarmos
das propriedades da integral e de suas relacbes com a derivada,
apresentaremos algumas aplicacdes ao cdlculo de comprimentos, dreas,
volumes e equacoes diferenciais.

Como nos capitulos anteriores, demonstracoes para os resultados
indicados com simbolo * s3o dados no apéndice.

1. O conceito de integral

Introducao ao conceito de integral

Como uma introdu¢do ao conceito de integral de uma funcdo vamos
apresentar dois problemas que pretendemos resolver de forma aproximada,
isto €, buscar algum processo que permita calcular aproximacoes
arbitrariamente boas de sua solucao.

Problema 1: Considere a funcdo g, derivdvel com derivada
continua, cujo grdfico é dado na figura abaixo. Vamos admitir que
o grdfico de g é uma curva que possui um comprimento. O
problema é calcular aproximagbes para o comprimento dessa
curva, admitindo que so sabemos calcular comprimento de

segmentos de retas.
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Figura 1.1

Talvez seja natural tentar “retificar” a curva, isto €, tomar, como uma
primeira aproximag¢ao, o comprimento do segmento de reta que une os pontos
(a, g(a)) e (b, g(b)) (veja Figura 1.1b).

Claramente, vemos que essa aproximacao pode ser bastante grosseira, mas
por outro lado, essa ideia pode nos sugerir dividir o intervalo [a, b] em dois



subintervalos de mesmo comprimento, [a, x] € [x;, b], € tomar como uma

segunda aproximacao o comprimento da poligonal que passa pelos pontos (q,
g(a)), (x1, g(x) e (b, g(b)) (veja Figura 1.1c).

Comparando, na figura, as duas aproximacoes, vemos que parece que essa
divisdo nos forneceu uma melhor aproximacdo. Isso nos sugere que se
dividirmos o intervalo [a, b] em um nimero cada vez maior de subintervalos
de mesmo comprimento, poderemos obter aproximacdes cada vez melhores,
calculando o comprimento da poligonal que passa pelos pontos do grafico de
g correspondentes aos pontos da divisao do intervalo [a, b].

De fato, se n € um inteiro positivo suficientemente grande podemos
imaginar que se dividirmos o intervalo [a, b] em n subintervalos de
comprimento =%,

n

la, x;1,[x1, %51, ....[x,_1, b,

a poligonal correspondente a essa divisdo pouco se distinguird da curva que €
o grafico de g.

Na Figura 1.2a € dada a poligonal obtida dividindo-se o intervalo [a, b] em
seis subintervalos e em 1.2b temos o gréfico de g.

A g . YA g

i —— —— - —— ——

8

0 o

g

0 o
(a) (b)

=

Figura 1.2

E razodvel, entdo, admitir que o comprimento da poligonal construida €
uma boa aproximacgdo para o comprimento da curva dada pelo gréfico de g.
Para cada inteiro positivo n, denotemos por o, o comprimento da

poligonal obtida a partir da subdivisdo de [a, b] em n subintervalos. Para
simplificar a nota¢do, denotemos a por x, € b por x,. Podemos assim designar

os subintervalos por [x; 1, x;], fazendo o indice i variar de 1 a n.
Para calcular o,, comecemos com um exemplo, fazendo primeiro n = 4.
Nesse caso a poligonal € constituida pelos segmentos de reta que ligam,



respectivamente, os pontos (x,, g(xg)) € (xy, g(x7)), (x1, g(x1) € (x,, g(x,)),
(X2, 8(x)) € (x3, g(x3)), € (x3, g(x3)) € (x4, g(x4)) (veja Figura 1.3).
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Figura 1.3

Logo, o comprimento do primeiro segmento, que € a distancia entre seus dois
pontos extremos, € dado por

di = /(1 —20)2 + (g(xy) — glaa))?

— gy ) —gleg))=,
= \.'I & — .I'|:|_:IEI_J_ e . — 2 J

(r1 — xo)

glay) —agleg) .,
giro)

= (x7 — ) \.'::l |

L1 — Lo

Como estamos supondo que g € uma funcdo derivdavel, podemos aplicar o
Teorema do Valor Médio para concluir que

glaey) —gleg) ()
=g (1),

L1 —

onde {; ¢ algum nimero do intervalo (xy, x;), isto &,

dy =/ 14+ (g'({1))? (01 — a0).

Analogamente, temos que



dy = /14 (g'(C2))? (w2 — 1)

d3 = \/1+ (¢'((a))? (a3 — =2)

rlu — *-,.r]_ + Ir_,r" (g :IE {ry — ).

ou seja, em geral

di = 1+ (¢(G)? (2 — zim1),s

onde C; € um nimero do intervalo (x
Médio.
Assim, para n = 4, o comprimento da poligonal é

._1» X;) dado pelo Teorema do Valor

oy = dy +da +dz + dy
4

=> d

=1

Substituindo d; pela formula que encontramos acima, obtemos que

4
Ty = Z "-.fJ- i, I:_"}'I':':;i! :] :]2 [: N .r'é_l:],
1

Em geral, se a poligonal € obtida pela divisdo de [a, b] em n subintervalos,
entdo seu comprimento €

'
e E V14 (g'(6))? (x5 — xi-1),
i=1

onde, lembrando, Ci € um nimero do intervalo (x;_;, x;)

Problema 2: A que distdncia do ponto de partida estard um corpo,
que se move ao longo de uma reta, T unidades de tempo apos o
inicio do movimento se, a cada instante, a velocidade do corpo é
dada por uma funcdo continua v(t) ?

Primeiro observamos que se p(f) € a fungcdo que dd a posicao do corpo no
instante ¢, entdo a distancia do corpo ao ponto de partida serd dada por Ip(T) —
p(0)/ e, portanto, devemos calcular aproximacgdes para p(7). Para isso, temos



que usar que a velocidade instantdnea v(¢) € a derivada da funcao posicao p(r)
e, portanto, nosso problema pode ser formulado da seguinte maneira:

calcular aproximacoes para p(T) conhecendo-se o valor p(0) e a derivada p
'(t) = v(t) para t no intervalo [0,T]

Uma boa maneira de buscar um processo para a solucdo geral de um
problema € tentar resolver um caso particular para o qual ja conhecemos a
resposta. A ideia € que, nesse caso, podemos testar o processo que estamos
querendo usar.

Suponhamos entdo que, para uma dada fun¢do velocidade,
sabemos que a funcdo distancia p(¢), para 0 <t < 7T , € dada pelo
grafico da Figura 1.4a. O que queremos € calcular aproximagdes
para p(T), usando apenas as informacgoes dadas pela posicao inicial,
p(0) e as velocidades v(f) em cada instante ¢ do intervalo de tempo
[0, TT, ou seja, usaremos o conhecimento da fun¢do p somente para
nos convencermos que O processo que queremos usar pode dar
certo.

Lk
.’-"{ Ty

o(0)

(b)

Figura 1.4

Como conhecemos p(0) e v(0), podemos achar a equacdo da reta r,

tangente ao grafico de p em t = 0, e usar essa reta para calcular uma primeira
aproximacao p; de p(T), como na Figura 1.4b. Observe que isso € equivalente
a calcular a posicao do corpo no instante 7" se 0 movimento fosse uniforme,
isto €, com velocidade constante v(f) = U(O)

Vemos na Figura 1.4b que essa primeira aproximac¢do pode ser muito
grosseira, mas podemos usar essa ideia para obter uma aproximac¢ao melhor.
Primeiro observamos que podemos ver, na Figura 1.4c, que se #; € o instante

de tempo dado pelo ponto médio do intervalo [0, T], entdo a reta ry também



fornece uma aproximacdo, ¢y, para a posicao p(#;) com um erro que €
visivelmente menor que o erro que cometemos com a aproximacao p; para

p(T). Em outras palavras, o movimento uniforme com velocidade v(0) da
uma melhor aproximacao para a posi¢do do corpo no instante ti do que para a
posicao no instante 7.

A 1ideia € usar essa aproximacdo c; para obter p,, uma aproximacao

melhor para p(T): como conhecemos v(¢;) podemos achar a equacao da reta
7 dada na Figura 1.5, que € paralela a reta tangente ao grafico de p em #; e
passa pelo ponto (7, c;), € usar essa reta para calcular uma nova aproximagao
p, para p(T) (ver Figura 1.5a). Observe que isso € como se, a partir da
aproximacao c; para a posicdo no instante #;, usdssemos O movimento
uniforme com velocidade v(#;) para obter uma aproximagdo p, para a posi¢ao
no instante 7.

EF 3

,r.?f L

&

Figura 1.5

Claramente, nesse exemplo, p, € uma aproximacdo melhor para p(7).
Observe que ndo usamos a propria reta tangente (r; na figura) porque s6 nos
permitimos usar o fato de que conhecemos v(#;) = p'(t;), isto &, ndo
queremos usar o numero p(t;), que também € necessdrio para achar a equacao
de r{, uma vez que estamos buscando um processo que resolva o problema 2

quando conhecemos apenas a posi¢do inicial, p(0), e a velocidade, v(f), em
cada instante ¢ do intervalo de tempo [0,77.
Agora, para obter uma aproximacao melhor, p3, de p(7T) a ideia € usar dois

pontos intermedidrios #; € t,, que podemos escolher de tal forma que o



intervalo [0, 7] fique dividido em trés subintervalos de tamanho , [0, 1], [14,
t,] e [t,, T] como na Figura 1.5b:

(1) usamos a reta ry, tangente ao grafico de p em t = 0, para calcular uma
aproximacao c; de p(t;),

(i1) usamos a reta 74, que € paralela a reta tangente ao grafico de p em ¢ =
t; e passa pelo ponto (#;, ¢), para calcular uma aproximacao ¢, de p(t,),

(111) usamos a reta 7, que € paralela a reta tangente ao grafico de p em ¢ =
t, € que passa pelo ponto (7,, ¢,), para calcular uma aproximacao p; de p(7).

A ideia geral € que, para obter aproximacoes cada vez melhores, devemos
utilizar mais pontos intermedidrios, de tal forma que a distdncia entre dois
pontos consecutivos seja cada vez menor: para calcular uma aproximacao, p,,

usando n — 1 pontos intermedidrios, dividimos o intervalo [0,7] em n
subintervalos de comprimento %, determinando os pontos intermedidrios 7,
135 ees Ty

Como fizemos com n = 3, obtida uma aproximacao c; de p(¢,), usamos a
reta que € paralela a reta tangente ao grafico de p em ¢ = ¢, e passa pelo ponto
(t; ¢;) para calcular uma aproximacdo para o valor de p no ponto seguinte,
p(t;,1), até calcularmos a aproximacdo p, de p(T) . Para a funcdo p cujo

graflco ¢ dado nas figuras, podemos ver que estaremos construindo uma
sequéncia p, que parece convergir para o numero p(7).

A partir dessa descricdo geométrica do método, podemos obter uma
formula que usamos para calcular as aproximagdes p,. Facamos os célculos

para n = 3: nesse caso temos

(1) para calcular ci usamos a equacdo da reta r,, (tangente ao grafico de p em
0) que é

p =v(0) (z = 0) + p(0).
O numero c¢; € obtido dando-se a variavel ¢ o valor #{, isto €,

¢, = v(0)(t; — 0) + p(0).

(i1)) como a reta 7 € paralela a reta tangente ao gréafico de p em ti, seu
coeficiente angular € v(#) e, portanto, ja que o ponto (¢;, c;) pertence a 7,



sua equacao ¢é

p = v(tl) (t - tl) + Cl’
logo, fazendo ¢ = #, nessa equagao obtemos ¢,:

Cr = U(tl) (tz - tl) +Cq,
donde, substituindo-se ¢ pelo valor ja calculado, temos que

¢, =v(ty) (t, = t;) + v(0) (z; — 0) + p(0).
(111) repetindo-se o procedimento para a reta 7., obtemos que sua equacao €

p=v(t) (t—1t)+cy
e calculamos a aproximacao p; fazendo t = T':
p3 =v(ty) (T—1,) + c,.
donde, substituindo-se ¢, pelo valor ja calculado temos que

p3 = U(tz) (T— ZZ) + U(fl) (t2 - tl) + U(O)(tl — O) +p(0)

Para escrevermos essa formula de uma maneira mais compacta, fazemos ¢,
=0, 3 = T e usamos a notagdo de somatorio obtendo

3
p3 = p(0) + ) v(tic)(ti —tizy).
i=1

Podemos mostrar que essa formula € valida no caso geral, isto €, fazendo

to=0,t; =L t, =L ¢, =T, temos que

S e T
n
P =plU) + Z v{ti—1)(ti — ti-1),
=1
sendo que os numeros #; satisfazem

L —ti-1 = —.

T



De fato, como veremos mais adiante, a continuidade da fun¢do velocidade,
v(t), garante que esse processo realmente fornece aproximagoes
arbitrariamente boas da solu¢do do problema, isto €, se para cada inteiro
positivo n, calculamos p, pelo processo descrito acima, obteremos uma

sequéncia p,, tal que
pn— (D)
e, portanto,
Ip, = P(0)/ = Ip(T) - p(0)/,

e Ip(T) — p(0) | € a distincia que queremos calcular por aproximagoes.

O que hd de comum nesses dois exemplos (e € o que nos interessa) € que,
ao resolvé-los de forma aproximada, chegamos a aproximagdes que
envolvem somas da forma

n
8n = E Flei}lzi — mi—1), (%)
=1

onde f € uma func¢do continua num intervalo [a, b], 0s numeros x,, X{, ....X;,...,
x,, satisfazem

Xp=a<x;<..<x_1<xi<..<b=x,
e, para cada indice 1 <i <n, {; € um nimero do intervalo [x;_, x;].

No problema 1, f € a funcéo f(x) = /1 + (4'(r))2, sendo que, para cada 1 <

ilh —a)

i<snx,=1<i<n r;,=a+—_"" e éumnimero do intervalo (x;_;, x;)
-~ ) i
dado pelo Teorema do Valor Médio.
c ~ . i
No problema 2, f € a fungdo velocidade v com ;, = — e {; = x,_;, para

T
cadal <i <n.

Na verdade, esses sao apenas dois exemplos dentre muitos problemas cuja
solucdo aproximada envolve uma soma do tipo (*). Dai a importincia de
considerarmos de forma geral o comportamento de somas desse tipo, isto €, a
possivel convergéncia de sequéncias s, do tipo (*). Observe que se

assumirmos que o processo que usamos nos dois problemas acima de fato



fornece aproximacgGes arbitrariamente boas da solucdo dos problemas,
equivale a dizer que a propriedade de que cada sequéncia das aproximacgdes €
convergente.

O conceito de integral que introduzimos na proxima sec¢do trata
exatamente dessa questao.

O conceito de integral

Se a e b sdo nimeros reais com a < b, uma parti¢ao, P, para o intervalo [aq,
b] € um conjunto finito de pontos do intervalo, P = { xg.xq, ...X.),
satisfazendo

Xp=a<x;<..<Xx_<b=x

Se [a, b] € um intervalo contido no dominio de uma funcdo fe P = { x,
X1, ... Xy € uma parti¢do de [a, b], dada uma escolha de nimeros,

C1s Cos -vs Gio - osCps
com x;_; <G, <x;, para 1 <i <k (veja Figura 1.6, onde k = 4), a soma
I
FC)(xr—zo)+ ..+ F(G)(xi—xim) oo+ F(G) (2p — 1) = Z JGi)(wi—ri1)
i=1

¢ chamada uma soma de Riemann de f sobre a parti¢do P.

o
T4

Figura 1.6

Para simplificar a notacdo, fazemos Ax = x; — x;_; € denotamos por R(f, P)
a soma. Ou seja,

jl.
R{f,P) =}  FlG)A:
i—1



Exemplo
1. Se [a, b] = [0,1], os nimeros

1

ro=0, 11 = P T ry =1

|~

3
I3 =— €
A

]

. 3,1}, para o intervalo [0,1]. Se f ¢

constituem uma parti¢do, P = {0, 1. 15
uma funcao definida no intervalo [0,1] e escolhemos

g e S o B . §
=g =5 G=3eh=q,

a3 s o~ J. Fa - J. T P — T ,3 e e j -

entdo (; € [0, 3], &2 € (3, 15]: (3 € [15: 3]: ¢4 €[7,1] € asoma

4

| . | i 2,3 7T 5 :
F(G)A = F(T)N = =0+ F(S) (=) A S =)+ F(=)(1=2)

;. e 7 gy RACATT I fA3/8 4 19 2N 4

i Lk

€ uma soma de Riemann de f sobre a parti¢do * = {0, 7.

Observamos agora que, com essa terminologia que acabamos de
introduzir, podemos dizer que, ao resolver por aproxima¢do cada um dos
problemas tratados na introducdo, chegamos em somas de Riemann de uma

funcdo. Isto €, nesses exemplos, s, = R(f, P,), sendo que:
(1) no problema 1,

flr) =1+ (g'(x))2

e, para cada n inteiro positivo, P, € a parti¢ao

h—a (h—a) _ O T
-Pu:{rl.-f.'-i— a+ 2 yeen @+ (12— 1) .ﬁ},
) Tl n 1
1sto é,
i(b—a) —
r; —a—+ ——— para D<i1<n.

it

(i1) no problema 2, f=v e



18to €,
ti—= — para 0<1i <n.

Nesses exemplos, como ja dissemos, ao fazermos as aproximacgoes,
estdvamos 1mplicitamente assumindo que poderfamos obter uma
aproximacdo tdo boa quanto desejdssemos do numero que queriamos
calcular, desde que usdssemos uma particao tal que os subintervalos (x;_,x;)
fossem suficientemente pequenos.

Para descrever essa propriedade com mais precisdo definimos o tamanho
de uma parti¢ao:

Definicao: O tramanho de uma particdo P, denotado por |Pl, € o comprimento do
maior subintervalo determinado por dois nimeros consecutivos da particdo, isto &,
intervalos da forma [x;_1, x;]. Ou seja,

IPl = max{(x] — x0), (X2 = X1)seuvs (Xj = Xj_1)s-» (X — Xp—_1)}-

Observe que, com essa definicdo, o comprimento de qualquer subintervalo
[x;_1.x;] € sempre menor ou igual ao tamanho da particao, isto €,

Ix;_y —x;/<IPl,paral <i<k.

Para a particdo P dada na Figura 1.6, [Pl =x3—x, € o comprimento do intervalo

[XZ,X3].

Observe também que, para cada n = 1, as partlgoes que usamos nos
problemas 1 e 2 tém, respectivamente, comprimentos =2 ¢ L Em particular,
se em cada um desses exemplos denotamos por P > 1 as particoes

utilizadas, temos que

lim |F,| = 0.

N—OC

Assim, a propriedade que estamos implicitamente assumindo ser valida,
ao dizermos que estamos resolvendo os problemas por aproximacgdes, €:

se I € o numero que queremos calcular e s, € uma sequéncia de nimeros



dados pelas somas de Riemann,
= R(f, P,),
obtidas de parti¢des P, tal que lim || = 0., entdo

lim s, =1.
e— 0

Ou seja, nessas condighes, a sequéncia s, fornece aproximagdes do

numero I tao boas quanto desejarmos.

Vamos usar essa propriedade (que necessitamos para tornar vdlidas as
aproximagdes que fizemos) para definir 0 que denominamos a
integrabilidade de uma funcgao.

Definicao: Sejam f uma fungdo real e a < b nimeros reais tais que o intervalo [a, b]
esteja contido no dominio de f. Dizemos que f € integrdvel em [a,b] se existe um
nimero real / tal que se R(f, P,;),n = 1, € uma sequéncia de somas de Riemann obtidas

de parti¢des P, do intervalo [a,b], com a propriedade de que lim |F,| = (., entdo
To—r O

Hm Hif FPr)—1

n—oo

Se f € integravel num intervalo [a, b], dizemos que o nimero / € a integral definida de
fem [a, b] e usamos a notagdo
b
i / s
<

Os nimeros a e b sao chamados de limites de integracdo.

Em relacdo a notacao da integral, € importante salientar que a letra x usada
na expressao € apenas uma escolha arbitrdria, isto €, o elemento dx informa
que escolhemos a letra x para designar a varidvel no intervalo [a, D] (a
varidvel de integracdo) e a notacdo f(x) nos diz que estamos considerando a
variagdo da func¢do nesse intervalo. Temos portanto muita liberdade de
escolha, sendo que o importante € a consisténcia da notacao: as unicas letras
proibidas para designar a varidvel de integracao sao as letras que escolhemos
para designar os limites de integracdo. Assim, por exemplo, as expressoes

[‘ f(t)dt ou f f (2 )dz igualmente denotam o nimero real que € a integral



definida de fem [a, b].
Um resultado que podemos obter sem grandes esfor¢os € a integrabilidade
das funcdes constantes, isto é:

se f € a fungdo constante igual a c (isto é, f(x) = ¢ para qualquer niimero real x), entdo
f € integrdvel em qualquer intervalo [a, b] e

b b
/ r| .I':I-F-FJ' == / .r'._r,rlj' = .r'[:.rj — {1 |
o o (L

De fato, se P = {xy, X ..., X;, ..., X;} € uma parti¢do de [a,b], entdo
como f(x) = ¢ para qualquer nimero real x, temos que

& k

Z FlGi1Ar = Z,- A;x

=cz—To+Ta—F1+ . +Tpp—1 — Ep—2 + T — Tp—1)

=T =Enl,

qualquer que seja a escolha dos nimeros ;. Como x, = a e x;, = b,
temos que

R(f, P) = c(b—-a),

qualquer que seja a particdo P. Em particular, se P, ¢ uma
sequéncia de parti¢oes tal que IP,| — 0, entdo

lim R{f, P,)= lim eclb—a) =clb—a)

n— o0 n— 00

e, portanto, f: cdx = ¢(b - a).

Observe que, como o grafico de f(x) = ¢ € uma reta horizontal que corta o
eixo vertical no ponto que corresponde ao numero c, temos que se ¢ # 0, a
regido R do plano entre o intervalo [a, b] e o segmento de reta que
corresponde ao grafico de f nesse intervalo (veja Figura 1.7) € um retingulo
cujos lados medem (b — a) (o comprimento do lado horizontal) e /c/ (o
comprimento do lado vertical do retangulo).
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Figura 1.7

Logo se estamos utilizando um sistema de coordenadas com a mesma
escala nos dois eixos, a drea de R € Ic/ (b — a). Nesse caso, vemos que se ¢ >

0, entao
b
[ cdr = drea de R
af

e, se ¢ <0, entao

b
/ cdr = —(area de R).
v

Decidir se uma dada funcdo € integrdvel num intervalo verificando a
condi¢ao dada na defini¢do €, em geral, um problema bastante complicado.
Dai a importincia do teorema que enunciamos a seguir que, em particular,
garante que as sequéncias de aproximacdes que obtivemos na introdugdo
realmente eram sequéncias convergentes e, portanto, seus limites podiam ser
tomados como solu¢des dos problemas considerados.

Teorema 1.1: Se f ¢ continua em |a, b, entdo f € integrdvel em [a,b].

Em particular, como j4 apontamos, em cada um dos problemas
considerados na introdugdo, a continuidade das fungGes envolvidas garante
que a sequéncia de solu¢des aproximadas € convergente: no problema 1, o,
converge para a integral da fun¢do f(r) = /1 + (¢'(x))2 no intervalo [a, D] e,
no problema 2, p,, converge para a integral da fung¢do velocidade no intervalo
[0, T7, 1sto é,



b 7
O —* [ V91t (ge))2de e p, — [ v(t) dt.
Wl A0

L

Aqui € importante observar que se sabemos que um func¢do f € integravel
. Py ~ . D
num intervalo [a, b], para calcular [ fix)dx ndo precisamos considerar

particdes arbitrarias do intervalo [a, b], isto €, a condi¢do de integrabilidade
nos diz que dada uma sequéncia qualquer, P,, de particdes com a propriedade

de /P,/ — 0, uma sequéncia de somas de Riemann, s,, obtidas a partir de P,,
necessariamente converge a ._Il;b f(x)dx. Em particular,

Teorema 1.2: Se f ¢ continua no intervalo |a, b], entdo

(b—a) < *'
Sn — T; T(¢i) — /ﬁ' T I\.I'J{f.f'.

onde, para cada n = 1, §; é um niimero no intervalo

(¢ —1)h—a) ilh—a)
[_r,' + e —]
n .

Demonstra¢do: Como f'€ continua, o teorema acima garante que f €
integrdvel e, portanto, basta observar que, para cadan > 1,

; )
(b — a)
Spn = - E T1Gi)
! -
i=1

¢ uma soma de Riemann de f sobre a particdao

h— (b —a) ; (b—na) ..
E e GO el (n—1)——— b}
i T i ’

P, ={a,a+

(que se obtém dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos %), jd que

Ax =x;—x;_y=+paral <i<n.

Como |B,| = Lamy 0, temos que s, — 5 flao)dr. U]
T a -



Vejamos um primeiro exemplo de aplicacao desses teoremas:

Exemplo
2. Vamos mostrar que a integral da fun¢do identidade, f(x) = x, (que, sendo

continua, € integravel) em qualquer intervalo [a, b] € dada por

b 1

/ o = —{ hz — ”E |
o | )

atf (1 e

Se P = { xy,X1, ....X; € uma parti¢do de [a,b], paracada 1 <i <k,
escolhemos ; como o ponto médio entre x;_; € x;, isto &,
(i = 3(x;+x;—1). Com essa escolha temos que

k

k
E TG :'-"jiz-f = E Cil Ty — T 1)
=1

=1

ou seja, R(f, P) = (b2 — a?), j que xg =a e x, = b.

Agora, se para cadan = 1, P, € a parti¢do de [a, b] obtida dividindo-se o
intervalo [a, b] em n subintervalos de tamanho =2, entéo IP,/ =

n

Iil.I — , .
— 0 e, portanto, escolhendo os nimeros C; da maneira

[Pl =
. 'r'l A . .
acima, obtemos a sequéncia de somas de Riemann

1L,
8, = —|
! o\

) o) \
.i',-" — a7 ).

que ¢ uma sequéncia constante e, portanto, converge a %(b2 — a?), ou
seja,



3 1 .
[ zdr = — b2
2
af (1 b

2y
—a ).

Observe que, analogamente ao que ocorre com uma funcdo constante e
positiva, se 0 < a < b, entdo a funcao identidade, fix) = x, s6 assume valores
positivos no intervalo [a, b] e, se R € a regido entre o grafico de f (feito num
sistema de coordenadas com a mesma escala nos dois eixos) nesse intervalo e
o segmento de reta correspondente a esse intervalo no eixo-x (veja Figura 1.8,

onde R € a regido sombreada), entdo de R € dada por

a+b, 1,

A(R) = (

ou seja,

{ \ 12
.||..;',- — ] = —|_.;',-" — -

.59
.I 0

f(z)=x

0 b

Figura 1.8

Mais geralmente, se f € uma funcdo continua num intervalo [a, b] que s6
assume valores positivos, isto €, f{x) > 0 para qualquer que seja x € [a, b],
considere R a regido entre o grafico de f, feito num sistema de coordenadas
com a mesma escala nos dois eixos, € o segmento de reta do eixo-x que

corresponde ao intervalo [a,b] (veja Figura 1.9a).



(a) (b)
Figura 1.9

Como f € continua, ja sabemos que f € integravel, isto €, existe o numero
ol , P . . .
|I:' fix) dx, que € o limite de somas de Riemann de f obtidas a partir de

particdes com tamanho tendendo a zero.
Observemos agora que, dada um particdo qualquer do intervalo [a, b], se
em cada subintervalo [x;_;, x;] escolhemos um ponto de minimo de f nesse

subintervalo, (;, entdo a soma de Riemann correspondente € a drea da regido
R- (veja Figura 1.9b) que € a unido dos retdngulos cujos lados horizontais
inferiores sao os segmentos [x;_;, x;] € cujos lados verticais t€ém comprimento

(), isto €,

I
AR ) =Y f)Aa=R {1 D)
i=1
Analogamente, se para a mesma particao escolhemos em cada intervalo [x;

_1» X;] um ponto de mdximo de f nesse intervalo, (;f, a soma de Riemann

correspondente € a drea da regido R+ (veja Figura 1.9¢) que € a unido dos
retangulos cujos lados horizontais inferiores sdo os mesmos segmentos [x;

_1-x;] mas cujos lados verticais tém comprimento f{(;"), isto &,

I
A(RY) =) f(¢h)Aix = RY(f, P).
i=1

Como a regido R- estd contida na regido R que, por sua vez, estd contida na
regido R+, temos que se R possui uma drea, entao

A(R-) < A(R) < A(R+),

ou seja,



R-(f, P) < A(R) = R+(f,P).

Como essa constru¢ao € valida para qualquer particdo, podemos usda-la para
uma sequéncia de parti¢des P,, tais que I[P,/ — 0, obtendo

R-(f, P,) < A(R) < R+*(f,P,),
para qualquer n > 1, donde

lim B (f, Pn) < A(R) < lim Rt s Pl

Te— 0 N— 0
Mas ja sabemos que, como f € continua,
b
lim R=(f, P,) = f(x)dx = lim RT(f, P,).

L —+00 ) R—#00
o L

1sto €,

b b
/ flo)de < A(R) < / flu)dr
Lo vd

e, portanto,

b
A(R) = [ flx)dx.

Resumindo, verificamos que se a regido R possui uma drea, entdo essa drea
tem que ser a integral de f no intervalo [a, b]. Esse fato nos permite definir:

Definicao: Se f ¢ uma funcdo ndo negativa e continua num intervalo [a, bl e R € a
regido entre o grafico de f nesse intervalo e o segmento [a, b] no eixo-x, dizemos que o

niimero ||;” fix) dx é a drea da regido R.

Exemplo

3. Como f(x) = x2 € uma fung¢do continua e ndo negativa, temos que jHl r2 dr

x? dx € a area da regido determinada pelo grafico de x2 no intervalo [0,1].



Para calcular aproximacgdes para essa drea, podemos usar, para cada n >
1, a parti¢do P, obtida pela divisdo do intervalo [0, 1] em n
subintervalos de mesmo comprimento &,

1 2 n—1 .
—, —, o |

ouseja, ;; = L para0=<i=<neAx=1.Logo, se tomamos C=x;es, =
R(f,P,), entdo

n
2
Bn = E .-r.E ."_‘I"kz.-r.
i=1

n
Como s, — [} % dr, acabamos de obter que 5 3 (3)* — A([), onde R é
. i=1
a regido determinada pelo grafico de f(x) = x2 e pelo intervalo [0, 1]. Observe

que

n . F n

LI :
—_ |..—I-| p— j i
S rmel LA
e, Como
i 2 nn+1)(2n+1)
i) = .
G
=1
temos que
. : i+ 112n+ 1) 1
AR) = lim — A = =¥
n— 0o Gn3 3

A seguir, apresentamos vdrias propriedades da integral que, em particular,
nos permitird estender a dennicao de drea da regido determinada pelo grafico
de uma funcdo e pelo eixo-x, de forma a incluir fun¢des continuas nao
necessariamente positivas.

A demonstracdo do teorema que apresentamos a seguir ¢ demasiadamente



técnica para esse texto.

Teorema 1.3: Sejam [a, b] um intervalo e ¢ um niimero real que pertence ao intervalo
(a, b). Se f ¢ integrdvel em |a, b], entdo f também ¢ integrdvel nos intervalos [a, c] e
[c, b] e, reciprocamente, se f € integrdvel nos intervalos |a, c] e [c, b], entdo f é
integrdvel em |a, b]. Em qualquer dos casos tem-se que

b c b
/ flEjdr = / flx)dr + / f(z)dz.
at il af 0L o O

Observe que nesse teorema supusemos a < ¢ < b, mas se, por exemplo, ¢ €
um nudmero menor do que a e f € uma func¢do integrdvel em [c, b], entdo o
teorema garante que

b a b
/ fl T ]rf_,r' = [ }llr :I-f.;l_.f' + / If'l _J':Ir!r_l'.

e, portanto,

b a b
/ flz)dr = — [ floidr + / flx)dr.
o (1 S of 2

Assim vemos que, para simplificar a manipulacdo algébrica com integrais, €
conveniente definir:

Definicao: Se b < a e f € integrdvel no intervalo [b, a], definimos

b a
/ fle)de = — / flx)dr.
W J b

Com o0 mesmo objetivo, se a € um numero qualquer do dominio de uma
funcdo f, definimos [ f(x)dr = 0..

Com essas deefinicdes e usando o Teorema 1.3, podemos provar o
seguinte resultado, que € frequentemente util quando efetuamos célculos que
envolvam integrais:

Teorema 1.4%: Se a,b e ¢ sdo nimeros reais de um intervalo em que f € integrdvel,
entdo



b e b
/ Fls e = [ flz)dx + [ f{z)dz.
Ja Ja J e

Como veremos ao longo deste capitulo, essas propriedades da integral sdo
muito uteis em aplicagées que envolvem integrais. Em particular, podemos
usdlas para generalizar a defini¢do de drea para qualquer regido determinada
pelo grafico de uma fungdo continua num intervalo e pela representacdo
desse intervalo no eixo-x.

Comecemos por considerar o caso de uma func¢do f continua num intervalo
[a, b], tal que f € positiva no intervalo [a, ¢) e negativa no intervalo (c, b],
como a funcao cujo grafico € dado na Figura 1.10a.

Y {7 \

Figura 1.10

Primeiro observamos que a regido R, determinada pelo gréfico de f e pelo
intervalo [a, b], é a unido das regides R, e R,, determinadas, respectivamente,

por [a, c] e 0 grafico de fem [a, c] e por [c, b] e o grafico de fem [c, b] (veja
Figura 1.10a).

Como f(x) =0 para x € [aq, c], isto é, f € continua e ndo negativa em [a, c],
temos, pela defini¢do que ja demos antes, que a drea da regido R, € a integral
de fno intervalo [a, c], isto &,

_—!_I: f?]_l = /‘ f|1| rf_]'1

Por outro lado, se consideramos a funcao g : [¢, b] — [, definida por
g(x) = — flx),

temos que g € continua e ndo negativa, ja que f(x) <0 para x € [c, b]. Logo,
pela mesma defini¢do, a drea da regiao p limitada pelo grafico de g e pelo



intervalo [c, b] é

i b b
A(R) = / glz)dr = / (—flx) )de.

Mas, sabemos também, o grafico de g € a reflexdo em relagdo ao eixo-x do
grafico de f no intervalo [c, b] (veja Figura 1.10b) e, portanto, i e R,
possuem a mesma drea, isto €,

« b
A(R;) = A(R) = / (—f{z)) dz.
Em particular, temos que
o b
A I R b= _-!_I f?]_ | 4+ _—!_I: }?2 | == / IIJI x I dx + / [ —Ifl T | | ar.
< o O

Observemos agora que a funcdo |f(x)l é continua no intervalo [a, b] (e,
portanto, integrdvel nesse intervalo) e

o & _I flz) se z € [a,d],
|fle)| = l "f(z) se T € [-". L],

Logo, usando o Teorema 1.4 acima, temos que

b e b
/ ||1‘|.'I| dr = / |,1‘|.:| | dr + / |;‘|r || dar
o o o O
e o
= / flx)dr + / (—f(a))de
of O o (L

— A[R).

Isso nos diz que, para sermos consistentes com a defini¢do anterior, devemos,
em geral, definir:

Definicao: Se f € uma fun¢do continua num intervalo [a, b] el R € a regido entre o
gréfico de f nesse intervalo e o segmento [a, b] no eixo-x, dizemos que o nimero
F;b |fiz)| dx € adreada regido R.



No caso de f ser uma func¢do nao negativa, entdo f(x) = If(x)l, o que nos diz
que, nesse caso, a defini¢do geral se reduz a primeira defini¢do que demos. E
importante observar que apenas nessa situagao, isto €, em que f € uma fungdo
ndo negativa num intervalo [a, b], tem-se que a drea da regido correspondente
¢ a integral de f no intervalo [a, b]. De fato, para um exemplo simples como
f(x) =x parax € [-1,1], temos que

1
A(R) =2 f vdr =1
A0

e, no entanto, [, rdr = 0.
v 1 . - .
Outras propriedades da integral sao dadas nos teoremas a seguir.

Teorema 1.5%: Se f e g sdo funcoes integrdveis num intervalo [a, b] e ¢ é um niimero
real, entdo as funcoes cf e f + g também sdo integrdveis em [a, b], com

b b
/ efizlde = i"/ flx)dr
i o 0L
b b b
/ [flx) + glx)]der = / flx)dr + / glur)dr.
o o (0 of

Exemplo
4. Se g ¢ uma fungdo cujo grafico € uma reta, isto &, g(x) = ax + 3, entdo

i 1
/ gl Yl = ___I-I (gla)+ gl b))(b—a).
LE

De fato,



Observe que no caso em que a < b e g(x) > 0 para x € [a, b], entdo a regido
entre o grafico de g e o intervalo [a, b] no eixo-x € um trap€zio e a expressao
que acabamos de obter, lglaitaiblib=a) & 3 férmula que conhecemos para a
drea de um trapézio, jd que g(a) e g(b) sdo os comprimentos dos lados
paralelos do trapézio e (b — a) € a altura (veja Figura 1.11).

LY

i
[ gluo)dr
LL

b
[[n.r' + ?':]rf_J'
Ja

b b
s / rdr + / T
af {1 oF (L

_FJE—HE_ ; )
”':..—-I —+ .jl:_lil.l — i1
(b4 ailh—a) ; :
' - —I—.i[ﬁ—ul
9 L J
G )
|:_.r|c.;l,.- —+ v + ?.j_l

(e + A+ b+ 3)

(h—a)

¥

(gla) + glb)ib—a)

2

0

Teorema 1.6%: Se f e g sdo fungoes integrdveis num intervalo [a, b] e fix) < g(x) para

Figura 1.11



X € |a, b], entdo
b b
/ flx)dr < / glx)dz.
af (L af (L

Teorema 1.7* (do valor médio para integrais): Se f € uma funcdo continua num
intervalo que contém os niimeros a e b, entdo existe um nimero T no intervalo cujos
extremos sdo os nimeros a e b tal que

b
/ flx)de = f(x)(b—a).
o

O numero € a generalizacao da média aritmética de um conjunto finito de
numeros, sendo por isso chamado de valor médio de fem [a, b].

Se f é uma fungdo que possui uma derivada f continua num intervalo
[a,b], podemos usar as propriedades da integral definida para obter uma
estimativa de erro quando usamos, para aproximar a integral [* f{x) dx, uma
sequéncia s, tal que para cada n > 1, s, € uma soma de Riemann de f sobre a
particdo P,, obtida pela divisdo do intervalo [a, b] em n subintervalos de

mesmo comprimento “J;?‘ Isto é,
P, ={xp x5, ..., x,},
onde x, =ae,paracadal <i<n,

t(b—a) b—a
Iy = a4 ——— e ,-'i\{;,r' =y — T 1=
T mn

Assim, se s, € a soma de Riemann com §; = x;, temos que

!
= E fl _.I".!:ll::ll"_! e el
=1

Queremos entdo obter uma estimativa para o erro



Para isso, primeiro observamos que, pelo Teorema 1.4,

b Iy Ia Ty
/ flz)dr = / fla)dr + / flo)der + ... + / flz)dx
ot i o I o I Y

= Z / fla)dx

=1

e, portanto,

b
Se — / flx)dx
Ja

Agora, observe que, para cada i, podemos usar o Teorema 1.7 para obter que

n oy
= Z |:'J' E Ty —Fi 1) — / fir :Ir.;',r']
1=1 iy

para algum numero ¢; € [x;_;, x;]. Donde

ez — Ti1) — / flx)dr = (f(x;) — fleg)) (x5 — zi—-1),
o i

1sto €,
I

b n
Sy — [ flx)dr| = E [Ifl.ll — fleg) ) a; — xi—1)
e =1

donde, pela desigualdade triangular, temos que




b
af (L

n

= Z |(f(xi) — flei) )z — zi-1)]
i—=1
n

=" |f(s) = Flea)] s — wia]
i=1

Usamos agora o fato de que f € derivavel para aplicar o Teorema do Valor
Médio e concluir que f(x;) — f(c;) = f(d;)(x; — c;), para algum nimero d; €
[c;»x;] e, portanto,

£ i) = fle)] = |F/(di) (i — )]
— |..‘l.”:lrl;l" || |,.l'3- — lr-.!|
< | (i) | |3 — wi-a]
ja que | —cj| < |1 — Ti—1| pois ¢ € |ri—1., x3|. Dai,
| I
|.||II:.."|~':I . }!,.r?|| |,.l'|: — -J'z—1| _E |rr|.r.;lzl| |'r'e — I.l"?'_L|E .

Como estamos supondo que f’ € continua no intervalo [a,b], sabemos, pelo
Teorema 4.1 do Capitulo 8, que f* possui um valor mdximo M; em [a, b], isto

¢, existe um numero real M; tal que |f'(x)l < M; para qualquer x € [a, b], em
particular, [f(d;)| <M. Logo

!f(.xl') —f(Cl-)| |xl' — xi_]| =< I]d(dl)l le'—xi—llz =< Ml |.xi —.Xi_llz,

ou seja,

n

b n
Sp — / fz ]x.i',r" <Y If () = Fle)| |mi = mica| < My |o; — iy
s i=1

i=1

Lembremos agora que, para as particoes que estamos considerando, x; — x;_;
= b—a ¢, portanto,

n
n n F V2 i Y2
o] IIiI.'—l'._TI I-F.-'—-"n'l
My lre: — s 1° = M~ & — A
,E_l J.|Jz r; 1| ;E_L 1 2 1 o

Assim chegamos a estimativa



(b—a ]E

< M-

b
Sp — / flo)dr
af (1

onde s, sao somas de Riemann das parti¢cdes obtidas pela divisao do intervalo
[a, b] em subintervalos de mesmo comprimento, e M, € tal que If'(x)| <= M,
para qualquer x € [a,b].

Em particular, podemos usar essa estimativa para afirmar que o numero
200

TR

1 . 2 % 3 z . ~ 2 o~ . P
505 2 (30~ € Aproximagao para a drea da regido determinada pelo grafico de

i=1
fix) = x2 e pelo intervalo [0,1] cujo erro ndo excede 10-2. De fato, no
Exemplo 3, para f(x) =x2, a = 0 e b = I, obtivemos que

€, portanto,

Como f (x) = 2x, temos que |f'(x)l < 2 para qualquer x € [0,1], isto &,
podemos tomar M; = 2. Assim,

1
S200 — / .."z-f.;l.r'
Ao

O interessante dessa estimativa, além do fato de poder ser feita, € que ela nos
mostra que, em geral, o cdlculo de aproximagdes de uma integral diretamente
a partir de suas somas de Riemann pode resultar num processo que envolve
muitas operacoes, isto €, se quisermos uma precisao muito grande, o nimero
de operacdes necessdrias pode ser muito grande. Dai terem sido
desenvolvidos métodos numéricos mais eficientes para calcular aproximacgdes
para o valor de uma integral, dois dos quais, conhecidos como Método dos
Trapézios e Método de Simpson, serdo apresentados mais adiante.

Convém observar que, na verdade, com a eficiéncia dos computadores
atuais, no que diz respeito a velocidade de computacdo, a necessidade de
efetuar muitas operacdes ndo € mais um problema (isto €, no que diz respeito
ao tempo necessdrio para efetuar os cdlculos), mas, considerando que em
cada operagdo ocorrem erros de aproximacoes, o erro acumulado, quando se

2
= =40

— 200




efetua um nimero muito grande de operacoes, pode ser significativo ao ponto

de invalidar as estimativas teoricas.

Exercicios
Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na

resolucao dos exercicios.
1. Obtenha uma sequéncia s, tal Que o limite de s, seja a drea sob o
grafico de f(x) = x3, no intervalo [0,1].

2. Calcule:

4
(a) / 2dr
J=3

(h) / — 3dr
J4

-1
(¢) -r.rf dt
3 3
(d) {_5/ r dr + / 4dr
ot g

W

(o) / (Gs — 2)ds
41

4
(f) [ (4 — 4z dr
J =1

4
(2) / |4 — 4| do

4 —1
3
.Il.l:: .II .f.;l,r' = __L, CﬁlCUle:

Sabendo que /

J—2



3
(a) / (b+4f(x)) dx

J =2
_2
(b) [ (F(t) — L) dt
J3

1 1
(c) / 2f(x) de —2 | f(x) dx
J3

=2

E

5 —2
(d) / (2fi(x) +1) de + —l/ f"m.i,'_S dr
Ja J5

1
) 2
Sabendo que / (7 — 8g(x)) dor = =5, calcule / glz) dz.
41 S

Sabendo que / flz) do =2 e / | glz) doi=—3, calcule

- o —6
/ fla) dr—
J—6 h

Sabendo que / arctg(r — 1) dr = % — In /2, calcule:
41

1
(a) / arctg x d.
S

(b) A drea da regiao entre o eixo-x e o grafico de f(x) =arctg(xr—1) no intervalo

[0, 2].

e
|

(fle)+glx)) de.

R}

2
(c) [ arctg(r — 1) du.
Jo

2
(d) / larctg(x — 1)| dx.

Jo
Sabendo que [ sen x dx = 2, calcule:

(a) A drea da regido entre o grafico de seno no intervalo [—m, 2] € 0
ei1X0-X.



10.

11.

(b) / sen T dir
™
(c) / sen T dr

Calcule:

E

(a) / 2z — 1 dx
(b) ‘[ (20 — 1) dr

Determine quais das alternativas abaixo sao verdadeiras:

2 ]
(a) / CcOs T dr = [ COS T dr
J0 J=2
1 1
(h) / rldr < / 13 dr
A0 0
—2 o —32 a3
' Sx2 _ dr = 32
(c) /1 e /1 e U

- 1
(@) / o dr = ‘/ J't;h?.-!"
J—=1 s

Para cada x > 0, considere F(r)= [+ 1dt. Calcule P|—|: F(2).
Ache uma expressdo algébrica para F. O que acontece se também
admitirmos x < 0?

Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:

3
Se / flx)de < 0, entdao f(x) <0 parax € ['l. 3].
41

L
(b) Se / f(zx)dr =0, entdo f(x) =0 para z € [0,1].
J0



12.

13.

14.

15.

16.

1 1
(¢) Se [ f(z)dz < / g(x)dr, entdao f(r) < g(x) para x € [0,1].
J0 L0

b b
(d) Se / f(x) dr =0, entao / [fl=]] de:="T
o Lo

(e) Se f: [r:. -’;‘] —Reg: [u. -’;‘] — R sao funcoes continuas, entao

b b b
[ flz)glz)dz = |:/ _,f'[..":lr.?..":| [/ ffl::le::lfjxll} .
o (1 o L

Seja f continua e inversivel com f{l0) = 0 e f(1) = 4. Sabendo que
1 4

[ f[.’t'_]-’.‘EJ‘Z%. -:'ui:'l]irf FHx)dr.
Jo ]

-

= L
1
Sabendo que [ tg xde = In *-._“"E caleule / arctg rdr.
A0 S0
€I
Sabendo que para 0 < & < I tem-se que / tgtdt = —In|cos x|, mostre
2 I

que / arctg t dt = xtgx + In Icos xl.
Jo

Sabendo que f € uma funcdo par ¢ flx) = 0 em [0,I] com
1

/ flr)de = 1., calcule:

Jo

(a) A drea da regido entre o grafico de f no intervalo [-1, 1] e o eixo-x.

1
(b) / f(z)dz.
J =1

1
Sabendo que f € uma fun¢do continua e / flr)dr =13, calcule:
Jo
0
(a) Flz +1)dz.
£ |

(b) / flx —1)dz.
J1

O Teorema Fundamental do Calculo



O resultado matemdtico que apresentaremos nesta se¢do relaciona os
conceitos de derivada e integral, que sdo os dois conceitos fundamentais do
Cdlculo. Por essa razdo esse resultado € denominado Teorema Fundamental
do Calculo. Achamos importante salientar a independéncia desses dois
conceitos: falamos de derivada sem saber o que é uma integral e,
reciprocamente, introduzimos o conceito de integral sem nos referirmos a
derivadas.

E comum livros de Célculo apresentarem, de inicio, a integral como uma
anti-derivada, induzindo os alunos a se fixarem nessa ideia, o que € limitador,
j4 que a assim chamada antiderivada (ou primitiva) da maioria das funcoes
continuas s6 € acessivel por meio do conceito de integral definida que
introduzimos na se¢ao anterior.

Apresentaremos o Teorema Fundamental do Célculo em duas versdes: a
primeira, que pode ser qualificada de mais tedrica, garante, em particular, que
toda funcdo continua num intervalo ¢ a derivada de alguma funcdo; a
segunda, mais prdtica, permite efetuar o cdlculo de integrais definidas de uma
funcdo continua f, para a qual conhecemos uma fun¢do cuja derivada € a
funcgao f.

Seja f uma funcdo continua num intervalo I e a um ndmero desse
intervalo. Como / ¢ um intervalo, temos que para cada x € [ o intervalo
fechado de extremos a e x ([a,x] se x = a ou [x, a] se x < a) esta contido no
intervalo / e, portanto, f € continua nesse subintervalo.

Em particular, podemos falar da integral definida de f nesse subintervalo,

isto €, a cada x € [ podemos associar o nimero real [ f(t)dt (observe que

usamos a letra ¢ para designar a varidvel de integracdo, pois jd utilizamos a
letra x para designar um dos limites de integracdo). Ou seja, estamos falando
de uma nova fungdo F : I — R, definida por

F(r)= / | f(t)dt.
Exemplos

1. A funcdo f(x) = cosx2? € continua em [ e, portanto, podemos definir a
funcao

F: RS R

F(z) = / cost> dt.
J1

Neste caso, por exemplo, F(—1) € a integral definida



F(-1)= [ cos 2 dt,
J0

assim como

)

—_— \. I
F{y2] = / cost? dt.
J0

2. Como a funcdo identidade € continua em toda a reta, a fungao

)= / t dt
J =1

estd bem definida para qualquer nimero real.

Observe que, nesse caso, pelo que foi visto no exemplo 2 da secdo 1,
fazendo a = — 1 e b = x obtemos que

T 1. | _
/ tdt = —( T2 — (—1 ]2].
j £ 2

isto €, a funcao F desse exemplo € a fungao

r2 -1
F(z) = - i

Teorema Fundamental do Calculo (I)*: Se f ¢ uma funcdo continua num intervalo 1
que contém o niimero a e, para cada x € 1,

3
F(z) = / f(t)dt,
o 0

entdo F é uma funcdo derivdvel e F'(x) = f(x).

Por exemplo, podemos afirmar que a fun¢do do exemplo 1 acima,

Flz) = / cos 12 dt,
40



¢ derivavel com

F' (x) = cos x2.

Para tratar da segunda versao do Teorema Fundamental do Cilculo,
comega-remos por definir o termo primitiva (ou antiderivada) de uma fungdo:

Definicao: Se f e G sdo fungdes tais que f € a derivada de G, isto €, G'(x) = f(x),
dizemos que a func¢do G € uma primitiva para f.

Exemplos

3. G(x) = £ ¢ uma primitiva para a funcdo identidade g(x) = x e H(x) = ET é
uma primitiva para f(x) = x2.

4. G(x) = — cOs x € uma primitiva para a fun¢do f(x) = sen x.

5. G(x) = In x € uma primitiva para f(x) = — x> 0.

|
6. F(x) = [, £2dt também € uma primitiva de f(x) = x2 (pelo TFC (I), acima).
Observe que, como a derivada de uma funcdo constante € a funcao
constante igual a 0, se G é uma primitiva para f e ¢ € uma constante qualquer,
entdo a fungdo
H(x) = G(x) + ¢ também € uma primitiva para f. De fato, H € uma func¢io
derivavel, ja que G e a funcao constante igual a ¢ sdo derivdveis e

H'(x) = G'(x) + 0 = f{x).

Em particular vemos que se uma fung¢do possui uma primitiva, entdo na
verdade essa fun¢do possui um infinidade de primitivas, isto €, podemos falar
na familia de primitivas da funcdo. Por outro lado, se f € uma funcao definida
num intervalo, podemos caracterizar a familia de primitivas de f em funcao
de uma das primitivas, mais explicitamente,

Teorema 2.1%: Se F e G sdo primitivas de uma fungdo f definida num intervalo [a,b],
entdo existe uma constante c tal que F(x) = G(x) + c.

Podemos entdao afirmar que se G € uma primitiva para uma func¢do f
definida num intervalo, entdo todas as primitivas de f sao dadas por G(x) + c,
onde ¢ € qualquer nimero real. Em outras palavras, duas primitivas de uma
mesma funcao diferem por uma funcao constante.

Nos exemplos 3 e 6 acima, vimos que F(x) = [" ©2dt e H(x) =
primitivas para a funcao f(x) = x2. Pelo Teorema 2.1 acima, temos que

& oa
T sao



_FI .II = HI r)+c

para alguma constante c. Como F(1) =0,

F(l)=H(1)+c
L

0=—+4+r
3

donde ¢ = — % e, portanto,

W =

T . 1'3
dt = — —
/J 3

E importante salientar que, em particular, a primeira versio do TFC
garante que foda funcdo continua tem uma primitiva, isto €, toda funcio
continua num intervalo € a func¢ao derivada de alguma outra fungio.

A segunda versao do TFC, que apresentamos a seguir, € a versao que ¢
mais comumente conhecida como Teorema Fundamental do Calculo. Essa
versao nos diz que se conhecemos uma primitiva para uma funcao continua,
entdo podemos calcular qualquer integral definida dessa funcdo, sem
precisarmos apelar para suas somas de Riemann.

Teorema Fundamental do Calculo (II)*: Se G ¢ uma primitiva para uma funcdo f
que é continua num intervalo contendo os niimeros a e b, entdo

b
/ flr)dr = G(b) — Ga).

o (1

Antes de darmos alguns exemplos de aplicacdo desse teorema, vamos
introduzir uma nota¢do que € bastante pratica: denotamos G(b) — G(a) pela
expressdo ;()|;. Com essa notagdo temos, nas condigdes do TFC (ID),

/ f(z)dz = l[:rrl.'||f'L ;
Ja
Exemplos

7. Se a e b sdo nimeros reais quaisquer € # = 1 € um ndmero inteiro, entao



X T R
rar—=———,
g n—+ 1

L_I,'-; 5 i I:'-:.Il , . o,
De fato, ja sabemos que (2 ”H | =« isto ¢, S5 € uma primitiva para

xr. Logo, pelo TFC (II),

b ~ntl |2
[ .."”'rf_J' = - —
Ja n41 |

Ii'JJ:-.+L joish ”.li'.-l-l.

n—+ 1
Em partlcular J'u r*dr = 1. Observe que, indiretamente, calculamos o
. on ’
lim 13" (£}2, ja que no Exemplo 3 da se¢do 1 haviamos concluido que
n—oo0 - !
n =
lT'l"—l"—.‘-ﬂ. r.;'r_.—,
n f:-i n !

8. Qual € a da area regido, R, limitada pelo grifico de f(x) = sen x e pelo
intervalo [0, 25t]?

Jd sabemos que A(R) = [°" |sen r| dx.. Como sem x >0 para x € (0, 7)
e sen x < 0 para x € (5T, 27)0, com sen 0 = sen 7T = sen 27t = 0, temos que

| | I genr se 0<1r <m,
sen x| = e A ol
l —senr se T<r < 2m.

Logo

2w T 2
[ lsenz|dr = / |sen x| dr 4+ / |sen x| dor
J0 JO Ja
T 2
== / sen T da + / (—sen o )dr
J0 ST

2w
T

— e | . =T
— COs T |D+<_i>h_:|l
= —cosT + cosll 4+ cos T — COSTT

e eIV 1 1 =1y =4,

pois — cos x € uma primitiva para sen x € cos x € uma primitiva para —sen
X.



9.Sex>0,entdo Inx=Inr = [ 1dt. dr.

De fato, In x € uma primitiva para l.’ x > 0. Logo, aplicando o TFC (II),
obtemos |

€I J_
/ —dt=Ilnz —Inl =Inzx,

jaqueln1=0.

Observe que essa propriedade nos permite fazer uma interpretacao
geométrica para a funcdo In x. Se x > 1, entdo a funcdo 1 é ndo negativa
no intervalo [1, x] e, portanto, sua integral nesse intervalo € a drea da
regido R, determinada pelo grdfico de 1, t € [1, x] e pelo intervalo [1,
x] no eixo-x, (veja Figura 2.1a), isto €,

Inx=A(R,), parax > 1.

Por outro lado, se 0 <x < 1, e R, € aregido determinada pelo gréfico de
%, t € [x, 1] e pelo intervalo [x, 1] no eixo-x (veja Figura 2.1b), entao

T -
1 1

Al R.:::;' = / it = — / —dt = —InT.
Joo 1 Jiot

1sto €,
Inx=-A(R)),para0 <x< 1.
YA vA
10 1 & x 0l = 1 l:

(a) Inz = A(Rz) (b) Inx = —A(Rz)



Figura 2.1

z

Uma consequéncia mais tedrica das duas versoes do TFC € a
derivabilidade de certas funcdes definidas por integrais.

Vejamos um exemplo: como a fungdo f{x) = cds x € continua em [, temos
que dado um numero real x, f € continua no intervalo [0, x2] e, portanto,

podemos falar de sua integral nesse intervalo, H’"’ cos t dt, isto €, a cada

nimero x podemos associar o nimero [ cos 7 dr. Estamos assim falando de
uma funcao 4 definida pela expressao

hiz) = / cost dt.
40

Como sen ¢ € uma primitiva para cos ¢, decorre do TFC que

hir) = / cost dt = anf“;'!
Jo

P
=sen(r®) —senl

. D
= sen (x°).

e, portanto, & € derivavel com h’(x) = 2x cos x2.

Observe, no entanto, que podemos chegar a esse resultado sem nos
utilizarmos do fato de conhecer uma primitiva para a fun¢do cosseno. De
fato, denotemos por G uma primitiva da fun¢do cosseno que sabemos existir,
ja que cos x € continua (pelo TFC I). Podemos entdao usar o TFC II para
concluir que

lIrj'l T | = / = ]L ffJL —_— {:-rrl:ll'||iz|"
Jo '
e, portanto, i, sendo a composta de func¢des derivaveis, € deriviavel com

d . o

(=i

Wiz} =G _1'2']
. R

ot 2
=2rG (7).

(observe que G(0) n2o contribui com nada para a derivada, pois € uma



constante e derivada de uma funcao constante € zero). Mas, por definicao, G
ser uma primitiva da fungdo cosseno quer dizer que G’(x) = cés x. Logo,
G'(x2) = cos x2, donde h'(x) = 2x cos x2.

Em geral, se f é uma func¢do continua num intervalo /, e a e 5 sdo funcdes
definidas num intervalo tal que, para cada x, tem-se que a(x) e S(x)
pertencem ao intervalo /, podemos definir a fungao

i)
.'r.":.-":' = [ }LI]'I'| .f.;l'.‘",
o el )

Por exemplo, a expressao

sene
h{z) = / £2 dt
Jeosx

define uma funcao cujo dominio € R.

Teorema 2.2: Se f € continua e a e 5 sdo derivdveis, entdo
Alz)
Rir) = / f(t) dt
o T

h'(x) = (BO))F'(x) — fla(x)a'(x).

é derivdvel com

Demonstracdo: Seja G uma primitiva para f. Entdo

hir) = [ f(t) dt = G(t)|7

() fef)
el
LRl

=G(B(r)) — Glalx)).
1sto €,
h=GoP-Goa.

Como G € uma primitiva para f, temos que G € derivavel com G'(x) = f(x) e,
portanto, pela regra da cadeia 4 também € derivdvel com

h'(x) = G'(B))F'(x) = G'(a(x)a'(x).



Como G'(5(x)) = fif(x)) e G'(a(x)) = fla(x)), temos que
b (z) = f(B(x))8 (z) — fla(x))a'(z). ]

Por exemplo, a fun¢do dada como exemplo acima,
BEN T "
hiz) = / t“ dt.
o COS T

h'(x) = senZx cos x + coS2 x sen x.

¢ derivavel com

A utilidade da versdo prdtica do TFC, isto €, da segunda versdo, ¢
evidente. No entanto, sua utilidade depende de conhecermos uma boa
primitiva para a funcdo que queremos integrar, isto €, uma primitiva que pode
ser descrita por uma expressdo que resulte de operacoes (soma, produto,
quociente, composicao) com as funcdes elementares. Ocorre que muitas
fungdes continuas, na verdade a maioria, ndo possuem uma boa primitiva.
Para essas funcdes, a melhor expressdo que temos a disposi¢cdo € aquela dada
pela primeira versao do TFC, isto €, uma expressdo que envolve uma integral
definida e, nesse caso, a segunda versdo do TFC ndo tem qualquer utilidade.
Decorre dai a importincia das técnicas numéricas de integracao que serio
discutidas na proxima secao.

Exemplos cldssicos de fungbes assim sdo f(x) = e e g(x) = sen x2. Em
geral, ndo é uma questdo facil decidir se podemos ou ndo encontrar uma boa
primitiva para uma funcdo continua. Mais adiante, trataremos do que €&
conhecido como fécnicas de integracdo, que se resume a tentativas de reduzir
a integral de uma fungao a integral de uma outra fungdo (ou outras fungdes)
para a qual conhecemos uma boa primitiva. Antes, porém, trataremos das
técnicas numeéricas de integragao.

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucao dos exercicios.

1. Calcule as seguintes integrais definidas:



Seja fix) = x3 — 3x2 + 2x.

(a) Calcule a drea da regiao R entre o grafico de f e o intervalo [0, 2]
no eixo-x.



(b) Paracadax >2, seja g(x) a drea da regido entre o graficode fe o
intervalo [0, x]. Ache uma expressao para g(x).

Calcule a drea da regidao R entre o grafico de seno e o intervalo [0, 2]
no eixo-x.

SejaF(x) = F(x) = / 2 4 dt. Ache uma expressdo algébrica para F.
<1
(2) Derive a fungdo f(r) = 2.
®) Calcule ey It
0 T+z7)z
9
Derive as fungdes f(r) = = e g(x) = —ﬁ e calcule [ ﬁ dr. O

que se pode concluir a respeito da relagcdo entre fe g?
Encontre uma primitiva, F, para a fungdo f(x) = i talque F(—-1) = 1.

Derive as seguintes fungoes:



i
) fit) :f{-"rzn'.r'
0

(b) fix) = [ gt
S0

BT

(d) f(x)= V14 5= ds

< COE T

SEILE
(e) f(s) =f tsen t dt

o0 8

(f) f(z) = [ (sen % + r'_’ejrh‘
J1

(2)= /'1' ~]I—1r---r.‘I
fl:.l}—[ * di

1+P3J
) flz) =[ sen t2 dt

) fla) = / In(#? 4 1) dt

of COS T

3

@I
8. Seja f(x) = [ sen 1= df. Caleule f’gﬁ]
Jo

9. Seja fix

glsenfz—cosz)®  Cyleyle f f(t)dt.

= i !
10. Scja g(x) = [ 2~ dt. Caleule liuh L
Ji =t

11. Calcule os seguintes limites:
1 1
( [ rl+1‘#)

.r—>l:l

) lin
) lim [ ( thdt — )f f(t]di:)] conde f: E—R ¢ continua., onde f
0



: BF—IE € continua.

12- . - o i 2 L =2 .
Sejam F()C) = _F[:,r' | = / e Vdte {:'rr||'| — / et dt + / e~ dt. Derive
40 41 1
F e G. Qual € arelacdo entre essas funcoes?

13. Mostre que para qualquer x € [ tem-se que

I+ o
/ (t — 1)3e" 2414 — 0,
S1l—x

(Sugestdo: derive a funcdo fix) = f(x) = ..I'ALI:-P (+ — 1)3et"—26+1¢ )
14. Considere
Glz) = / fit)dt,
Jo

onde f(t) € a funcdo cujo grafico € dado abaixo.

YA

S
wtl:l
|
il e s s s s s ey RN
=8

Sabendo que as dreas das regides R;, R,, Ry e R, sdo A(R,) = 2, A(R,)
=2,A(R;) =3¢ ARy =4:



(a) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao
G.

(b) Determine os pontos de mdximo e de minimo local da func¢ao G.
(c) Marque no eixo dos x os pontos de inflexao da fungdo G.

(d) Determine os intervalos onde o grafico de G possui concavidade
para cima e onde possui concavidade para baixo.

(e) Calcule G(0), G(1), G(2), G(3), G(4).

(f) Determine os pontos de mdximos € minimos absolutos da funcao
G no intervalo [0,4].

(g) Faca em esboco do grafico da funcio G.

15. Seja F(r) = / [ 1:”'_??4.*' para = € [—2,2].
J1
(a) Ache os pontos de mdximo e de minimo locais de F.
(b) Ache os pontos de inflexao.
(¢) Sabendo que F(-2) = 1, faca um esbog¢o do grafico de F.
16. Considere a fungdo G(x) = G(x) = [ ¥+ d¢ .
(a) Determine os pontos de inflexdo de G.
(b) Quais sdo os intervalos em que o grifico de G € cOncavo para
baixo?
(¢) Quais sdo os intervalos em que o grifico de G € concavo para
cima?
17. : .. 3 2 e
Considere f: R—[R definida por f{r) = / Xt
J3

(a) Em quais intervalos, se houver, f € crescente? Em quais intervalos,
se houver, f € decrescente?

(b) Determine, se houver, os pontos de maximo € minimo local de f.

(c) Em quais intervalos, se houver, o grifico de f € cOncavo para
cima? Em quais intervalos, se houver, o grifico de f é cOncavo
para baixo?

(d) Determine, se houver, os pontos de inflexdo do gréfico de f.



19

20

2 1
Seja f continua com / flx)dr = 3. Calcule [ f(2x)dr (sugestao: utilize
J—2

o TFC.) o

2

b cb4 A
Mostre que se f € continua, entio / flaz + B)dz = l/ f(x)dz.
P . -:'Ll:'|.+-'.'r

z—1
Considere a fungdo F{x) = f(t) dt definida no intervalo [0, 10],

onde f é dada pelo grafico ab'afxo. Determine os pontos de extremo local
da funcao F no intervalo (0,10).

I

} i »
-1 1\ 0
EIEI ' %
Considere a fun¢do 7(x) = / L8 3¢ definida no intervalo x € [-1, 2],

J1
onde o grafico de f € dado abaixo.

(@) Em quais intervalos G € crescente? Em quais intervalos G €
decrescente?

(b) Determine os pontos de maximo e minimo local da fun¢ao G.



2. Considere a fungao F{x)= | f{t)dt definida no intervalo [1,6], onde f

ul

J1
¢ a funcdo cujo grafico € a reta dada na figura abaixo. Determine o
ponto de minimo global da funcao F(x).

Ay
_I_ ............................? :
- E }
I\_l 6 H i
23. Seja fix) = i
oy
(a) Calcule lim f%n‘r'. Qual pode ser uma interpretacdo geométrica

I—D0 1

para este limite?

(b) Utilizando o gréfico de f e comparando dreas, verifique que para n
inteiro maior que 1:

n n T
A ki__,{::j / %rf.ri’ lim / fi._,rfl‘
k=2 J1 e |
e

n :
Conclua que a série > ,i ¢ convergente com 3 hi < 2

-

k=1 k=1



24 Seja g(x) = i

(a) Calcule lim / \ tdtdt. Qual pode ser uma interpretagdo
1

e

geométrica para este limite?

(b) Utilizando o gréfico de g e comparando dreas, verifique que para n
inteiro positivo:

n ] n

N i < / er_r
__;_. H T
k=1 J1

e ]
Conclua que a série Y + ndo converge.
'I-|1=1

25. ~ . 7 - v ] z
Use a funcdo h(x) = e~ para concluir que a série > - é convergente e
- =1

3. Integracao numérica

Como j4 dissemos anteriormente, ao fazermos estimativas para o erro
quando usamos as somas de Riemann para aproximar uma integral definida,
se desejamos alcancar uma precisdo muito grande € conveniente podermos
dispor de métodos numéricos mais eficientes para calcular a integral, isto €,
um processo que permita a construcdo de uma sequéncia de aproximacoes
que venha a convergir mais rapidamente para o valor da integral.

Nesta secdo apresentaremos o Método dos Trapézios e o Método de
Simpson. Para isso, comegaremos por interpretar cada parcela, f(G;)Ax, de

uma soma de Riemann, como a integral de uma funcao constante.
Como ja vimos, se [c, d] € qualquer intervalo e a € um nimero real, entao

d
/ .'|:.r.F.r' = .fl:l::.".;l - rl

isto €, na expressao J,-::‘ adx o numero real a € identificado com a funcao
constante g(x) = a, x € [c, d].
Assim, se f € uma funcio integrdvel num intervalo [a, b] e R(f, P) =
k
3 f(¢G)A;x € uma soma de Riemann de f sobre uma parti¢do, P = {x, x1, ..
i=1

o



X, }, podemos, para cada i, interpretar a parcela
f(Ci)Aix :f(Cl—)(xi - xi_1)

como a integral da funcdo constante, g;(x) = f(C;), x € [x;_, x;], isto &,

FlG)xi —xi—1) = [ flG)dr = / gi(x)dz.
[L | o I i

Ou seja, podemos dizer que

k z;
}?I: If P| = Z I: / }ll.,‘_hI :I.f.;l,r' :I 3
i=1 ' Fi-1

Por outro lado, como P € uma parti¢ao de [a, b] (em particular, xy, = a e x;, =
b), decorre do Teorema 1.4 que

b y oo Th
[ _.f«:.e-::wf.e-zf f(z)dz + f _.-*'.:.J-::wf.a-+...+f f(z)dz
Ja JIg Jxy STy
k
= ( / ..f'nzi.r::wf.r)
i=1 i1

e, portanto, comparando as duas somas

b koo Eoo o
[ f(z)dz = Z[ / fla)dr) e R(f,P)= Z':/ Fl&)dr),
S i=1 *Ti-1 i=1 ¥ Ti-1

oL

podemos dizer que usar uma soma de Riemann para calcular uma
aproximacdo para a integral [ﬂb f(x)dx € 0o mesmo que, em cada subintervalo,
[x;_1, x;], substituir a integral de f pela integral de uma fun¢do do tipo mais

simples que conhecemos, uma fungdo constante, escolhendo para a constante
o valor de f'em algum ponto ¢; do intervalo [x;_j, x;], isto €, estamos tomando

a integral da funcdo constante g,(x) = f(§;) como uma aproximagao da integral
de f nesse intervalo,
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donde

L

b ; oy k T
/ flzde = Z (/ fla)dr I) =1 Z (/ f(¢; :I-f.;'.r'j ;

=1 i— i=1

Essa maneira de olhar para as somas de Riemann € interessante, pois nos
da a ideia de que se em cada subintervalo usarmos para substituir f uma
funcdo que ainda seja suficientemente simples, de tal forma que possamos
calcular sua integral exata, mas que coincida com f em mais pontos do que a
fungdo constante que s6 podemos garantir coincidir com f no ponto g;, talvez

seja possivel obter aproximacées melhores com um nimero menor de
divisoes.

O Método dos Trapézios

O método numérico denominado Método dos Trapézios consiste em
calcular aproximagdes para. Jrj f(x)dx, onde f € uma funcdo continua, usando-
se particdes P,, obtidas pela divisdo de [a, b] em n intervalos de mesmo
comprimento, sendo que em cada subintervalo [x;_;, x;] substituimos a fung¢ao
f pela funcdo g;, cujo grafico € o segmento de reta que une os pontos (x;_;, f
(x;_1) e (x;, fix;). Isto €, a ideia € usar a integral de g; no intervalo [x;_;, x;]
como uma aproximacao da integral de f nesse intervalo. Em particular, nesse
caso, estamos usando uma func¢do g;, que coincide com f em pelo menos dois

pontos do intervalo [x;_;, x;], isto €,

gixi_) =flxi_p) e gix) =fx).

Nas Figuras 3.1a e 3.1b temos o grifico de uma fung¢do continua e
positiva. Na Figura 3.1a, podemos ver que, para cada subintervalo [x;_;, x;], a

parcela
FG)(x —x41) = / F(G)dx
Y ] i



da soma de Riemann corresponde do retangulo R;, determinado pelo intervalo
[x,_1, X;] no eixo-x e pelo segmento correspondente da reta horizontal y =

fx;).

Uk Yk

=Y

0 ) 0

Figura 3.1

Por outro lado, na Figura 3.1b podemos ver que a parcela [ gi(x)ds
corresponde a drea do trapézio 7, determinado pelo intervalo [x;_;, x;] no
eixo-x e pelo segmento de reta que € o grafico de g;: dai decorre a
denominag¢do Método dos Trapézios.

Calculemos entdo as aproximacoes obtidas pelo Método do Trapézio para
a integral de uma funcao continua f, num intervalo [a, b].

Seja P, a particdo {xy, x;, ..., x,}, obtida pela divisdo de [a, b] em n
subintervalos de mesmo comprimento “J;?‘ Entdo,

i(b—a)
T R RS

L —Tj_1 = {’;—“
Para cada 1 <i <n, seja g; a funcdo cujo grafico € a reta que passa pelos
pontos (x;_;, fix;,_1)) € (x; f{x;)). Como no exemplo 4, ja que o grafico de g; €

uma reta, temos que

Fi A | -"J,'EI:. i1 Y+ 0 ( i I [ T; — .I"_!_]_.:I
gilx _:”f-f = : — : ~3
n i i

2

e, como g;(x;_1) = flx;,_p) e g:(x;) = flx;), obtemos, para cada i,
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para [, f(z)dz,

donde

¥

T . . | :|I' | If-::_l I + If' | IJ'E | ” ..r_.! _ .I'.?'_ l |
.'f;"i!':. T _],-f_;' - NN PR ;
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Szica) + flg), b—a,

2 g i

temos

/~ fl I :Iui'_J. o [ | _.rJ,II;I: _J':In'jil.n".

-1

/"’ _]"[..":]f.i'.." . i (/I _.'I':.J':]rf.J') o i (/:’ _-"Jn'zl::.l':ll'!il_l') ;

Assim, a aproximagdo que queremos €

i T . e b—a, 1) + flzs) .
g E [ Qs I:.."_].f.;'.."_] =} ) E [ - — |.
=1 Y %i- i

2

Tomando entdo [, g/x)dx como uma aproximagao

Mas observe que, para cada 1 < k < n, 0o ndmero <%/ aparece em exatamente

duas parcelas da soma 5 (&

primeira € na
respectivamente,

Em geral, se 1 < k < n, o nimero

L,

e 2
""I"_j_:|+urﬁ|:-zl'] %
2

1

=
segunda parcelas, quando fazemos i = 1 e

f(zo) + flz1)  fx1) + f(z2)
Aol dai 1_|_.T.L._. 2)
= =

oy
L)
LY

fxpo) + Flzx) | flak) + flzrt)
D] + b ¥

) aparece quando fazemos i =k e i

i: por exemplo {2t aparece

2,

k +

e, portanto, o ponto x; contribui com LZel 4 JiFe) — g¢p ) para a soma total.

2

¥



Ou seja, apenas X, = a e x,, = b s6 contribuem para a soma com £}  flen)
donde
; .'l (Ti_1) + _f'._-rz_.'. _T'._-f'm J Jl' T )
E [ | = + flx1)+ f(x2) + ... + flTn—1) + -
; 2 ; 2 2
n—1

flr!l+f}rl Zj

e, portanto,

b—a erl—l—fL 4
= ) I (i)
n | = 5 ZJ‘
IZ‘rI: it fl:Iil V(1 : (1 . n—1
fla)+ f(b)(b—a) (0 — ) _
_ L J : /) i N
21 n 2J 2

. M, . y . z 7z z
Vejamos agora que lim 7, = [ f(x)dxr, isto €, o Método dos Trapézios

n—Do
fornece aproximagdes para Jr f(x)dr com a precisdo que desejarmos. Para
1Ss0, observe que, cOmo r; — r;_; = 'f"n e r, = b, podemos escrever 7, na

forma

|1—'

fla)(b —a) fih) h—a)
Th = —— + E Flzi) (¢ — Tia)

2n 2

|1—'

(alih —a) Fihy — )
:lf'l_#-klflhl—";:] : ”'+Zf|:.ur.—-’;—l'

2n
i=2
fla)b—a) fbih—a) y b—a) e, . _
= — I E il — Ij—1)
2n 2n il : M=
n—1

( f-l:.".' | Ifl Bt —a)

L b ~ e P T — Ty ) o E Jlzg) (g —xi—1),

'J'||'I|

e, portanto, incluindo a parcela f(x,)(x, — x,_;) no somatdrio, obtemos que



(fla) — f(B))(b—a) Vo _
y d : L - + E TATs M Es — 1) 5
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ou seja,

I:_If'l:u:l —_— I1LI Ii'“ | [ h— r:::l i
n — 5 + Sn II*:.-"
n

il F L

n
onde s, € a soma de Riemann, s, = B(f, P} = > f(x;){x; — xi-1), de f sobre
i=2
a particao P,. Logo

. : (fla) — f(BY))(b—a) .
lim 7, = lim ———~= -+ lim s,
n—oo n— o0 2n n—o

b
=0+ / f(x)dr,

pois
: (fla) — f(b))(b— a) (fla)— fib(b—a) | 1
lim - = lim — =0 5

N— o 2n 2 n—o0 72

b

lim s, = flodr,
n—o0 Ja |
(b—a)

jaque f¢€ integravel e |P,| = £=* — 0 quando n — .

Na secdo 1, fizemos uma estimativa para o erro quando usamos, para
calcular aproximacdes para a integral definida de uma funcdo com derivada
continua no intervalo [a,b], as somas de Riemann sobre particoes P, geradas

pela divisdo do intervalo [a, b] em n subintervalos de mesmo comprimento.
Mais precisamente, vimos que se M, é o valor maximo de f’ em [a, b], entdo

b
Sn — / f(z)ds
o

O teorema que apresentamos abaixo, sem demonstracdo, fornece uma
estimativa para o erro de uma aproximacgao dada pelo Método dos Trapézios,
quando f € uma func¢do duas vezes derivdavel com derivada segunda continua

(b — ¢ &
E _-‘l_lrl i 'I.I )
ri




em [a, b].

Teorema 3.1: Sejam f uma fungcdo com derivada segunda continua em [a,b] e M> o
valor mdximo de f" em [a,b]. Entdo

b
Ty == / fla)de
L

Comparando as duas estimativas, vemos que se usamos as somas de
Riemann o erro tende a 0 como + tende a 0, enquanto que se usamos O
Método dos Trapézios o erro tende a 0 como ni tende a 0. Também ¢&
interessante observar que a igualdade (*) acima, nos diz que, para um mesmo
valor de n, o custo adicional introduzido pelo Método dos Trapézios em
relacdo as somas de Riemann s,, se refere apenas as operagdes com a parcela

""‘"”‘””“ 4 e, no entanto, se n € suficientemente grande, a precisdo dada

pelo Metodo dos Trapézios € muito maior que aquela dada pelas somas de
Riemann.

My (b—a)®
10 n?

O Método de Simpson

Como ja observamos acima, no Método dos Trapézios, em cada
subintervalo de comprimento “J;?f usamos duas informacgdes precisas sobre f,
os numeros f(x;_;) € f(x;), em véz de apenas uma, o nimero f(x;), como nas
somas de Riemann. Vimos também, quando comparamos as estimativas, que
0 Método dos Trapézios gera uma sequéncia de aproximag:ées que converge
mais rapidamente para O valor da integral definida [ flxr)d.

Dai, € razodvel esperar que se em cada subintervalo de comprimento “‘ -,

pudermos usar trés informagdes precisas sobre f, isto €, os valores de f em
trés pontos de cada subintervalo, venhamos a obter uma sequéncia de

aproximacOes que tenha a propriedade de convergir para Jl“ f(x)ds ainda
mais rapidamente do que aquela gerada pelo Método dos Trapez1os. Isso € o

que faz o Método de Simpson.
A ideia bdsica do Método de Simpson, para obter aproximacdes para

JF f(x)dxr € decompor o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimento
*’”f‘ e, em cada um desses subintervalos, substituir a funcdo f por um
polindbmio, de grau no maximo 2, com a propriedade de coincidir com f nos




pontos extremos € no ponto médio do subintervalo.

A Figura 3.2 ilustra o Método de Simpson, quando dividimos o intervalo
em quatro subintervalos de mesmo comprimento. Na Figura 3.2a € dada a
curva constituida pelo grafico de quatro polin6mios de grau 2 (um em cada
subintervalo), sendo que cada polindmio coincide com f (pelo menos) nos
pontos extremos e no ponto médio do subintervalo correspondente. Na Figura
3.2b temos a curva da figura (a) e o grafico de f.

7 § ik

g Pz

() r:' I I I I, £ 0 q b

(a) (b)
Figura 3.2

Em cada subintervalo da decomposicao usaremos a integral do polin6mio
substituto para aproximar a integral de f no subintervalo. O lema que se segue
garante que isso pode ser feito:

Lema 3.1: Se aj, ap e a3 sdo trés nimeros reais distintos, entdo, dados by, by e b3
numeros reais quaisquer, existe um polinomio p, de grau no mdximo 2, tal que

play) = by, plap) = by e p(az) = b3.

Observamos que o grau de p € menor do que 2 quando os pontos (a;,b;),
(ay, by) € (a3, bz) sdo colineares, e, nesse caso, o grafico de p € a reta que

contém os trés pontos.
A demonstragdo desse lema corresponde a verificarmos que o sistema

¥ t'!-% +fa1+v =h
a1 t'!-% + _:ff as +~ = by
¥ t!-% + Saz+~ = bs.

de trés equagdes e trés incdgnitas (a, e ), tem solugdo.
Para o Método de Simpson usaremos esse lema com a; e az sendo

extremos de um subintervalo gerado pela decomposicdo do intervalo [a,b],



tendo a, como ponto médio e com b, = f(a,), b, = fla,) e b3 = f(as). Ou seja,
um polindmio, de grau no mdximo 2, que coincide com f nos pontos extremos
e no ponto médio do subintervalo.

O teorema seguinte nos diz que ndo precisamos conhecer os coeficientes
do polindbmio substituto para calcular sua integral no respectivo subintervalo.

Teorema 3.2: Se p(x) = ax2 + Bx + y, onde a, f5, e y sdo nimeros reais quaisquer,

entdao
/ p[.r',’l_rf.r = I{—‘i] [pl:i':l +4p (%) + p'lf:-_“f:]] :
i i p

Observe que esse teorema nos diz que se p € um polindmio de grau no
maximo 2, entdo podemos calcular sua integral num intervalo de extremos c e
d, conhecendo apenas os valores de p nos pontos extremos, ¢ € d, € no ponto
médio # A demonstracdo desse teorema consiste em efetuar os cdlculos em

cada um dos membros da igualdade (usando que
ads ; . , a . i, . ~
[“(awx? + Ba 4 ~)de = fj—l,;-i + 202 4 4| ) e verificar que os resultados sdo
Ja Y) 5 :
iguais.
Como j4 dissemos, a ideia do Método de Simpson € dividir O intervalo [a,
b] em subintervalos de mesmo comprimento e, em cada um desses
subintervalos, substituir f por um polindmio de grau no mdximo 2 que
coincida com f'em cada extremidade e no ponto médio do subintervalo.
Assim, como para cada subintervalo precisamos também de seu ponto
médio, € conveniente, para cada n = 1, considerar a parti¢cdo P, = {xg, X, -
X>,_1» X2,), Obtida pela divisao de [a, b] em 2n subintervalos de mesmo

comprimento, 2, isto &,

ro = a
.r'[:.i',-—.r.l:l e
i =a+ ———, para 1 <i<2n,
FA R

mas, em vez de substituirmos f em cada intervalo [x;_;,x;], como fizemos no
Método dos Trapézios, usamos os n intervalos [xy, x,], [X5, X4], ..., [X2,0,
X5,], ou seja, intervalos da forma [x,;_,, xo;], 1 <k <n, que t€ém comprimento
A — b—a

n n

Assim, se um ponto da particao € indexado por um numero par, entao €
extremo de um intervalo onde vamos substituir f por um polin6mio e, se ¢ um



ponto indexado por um numero impar, entdo € o ponto médio de um desses
intervalos. Logo, queremos usar o Teorema 1.4 para decompor fj f(ar)dr na

soma
lL" i ] Iy Tog
/ fl \dz = [ flz o + / flr \dz + ... + / _In*'[..":]-f.;'.."
oF {1 4 Fn of Ta o Tan_2

n

k=1 M Fak-2
Agora, em cada intervalo [x,;_,, X5;], usamos o Lema 3.1 com
a1 = Tak-2, b1 = f(rae-2)

a2 = Igk_1, b2 = f(Top_1)
az = Ik, b3 = f(rak),

para obter um polindmio de grau no maximo 2, p,(x), que tem a propriedade
de coincidir com f nos pontos x,;_», X5;_1 € X (veja Figura 3.3), isto €,

Pr(rag—2) = f(rar—2)
Pr(rak—1) = flrar—1)
Pr(Tar) = flxar).

0 i R i x

Figura 3.3

Usamos entdo a integral de p,(x) no subintervalo [x,;_,, X,;] como uma
aproximacdo da integral de f nesse subintervalo,



g L2k
/ flo)dr == / Phl T \dx.
Y Tagp—2 o Tagp—2

Agora, como p; € um polindmio de grau no maximo 2 e x,;,_; € 0 ponto
médio do intervalo [x,;_,, Xpi ], que tem comprimento x,, — Xp_0 = A,
obtemos pelo Teorema 3.2 que

ok o0 (Top — Top-—a) , . . : : : o
prlz)dz = 5 (Pr(rop—2) +4pr(wop—1) + prirar))
¥

Tap—2

= —= U (T2k-2) + 47 (T2k-1) + J(Z2k)) ;

1sto €,

'?"_:'r! ‘i
[ flx)dr = — (f(x2r-2) + 4f (x2k—1) + f(x2r)) -

Tap—2

Por exemplo, para o primeiro subintervalo [xy, x,], temos o polindmio p{(x)
que satisfaz

P1(xp) =1 (xp)
p1(x)) = flxy)
P1(xp) = flxy)

com

T L ‘1,.“
/ fl _.I'::In'lil_J' ] [ Ji’.':[l:: x :In'f.I' = {—! |j_r.'::-f'lﬁl :' + ‘1.'4' Il ' + _r.[-rlﬂ :' :' .
J oy J oy

Assim,



i Ta T4 Lan
f Flz)ds = / fla)de + / fl)dz + ... + [ fla)de
o o T o+ Ta o LR —2

7 i PPy = g iRk
= = (flzg) +4f(xq) + flxa)) +
+—= (flz2) +4f(z3) + f(za)) + ...

i""-n. P 3 o ) s i
+ {_ (f(T2n—2) + -1,.' | Top—1) + flL2n)).

Colocando %_ em evidéncia, obtemos

: A
/ flr)dr =~ {_” ((flog) 4+ 4f () + floea))+

o =
+ (flxa) +4f(x3) + flry)) + ...+

+ (f(Top—2) +4f(Ton-1) + flT2sm)))-

Podemos ver, entdo, que:

* se i€ impar, entdo x; € o ponto médio de um dos intervalos e, portanto,
contribui para a soma com 4f(x;).

* se i€ par e diferente de 2n, entdo x; € extremo de dois subintervalos e,
portanto, contribui para a soma com 2f{(x;) (por exemplo, x, contribui
uma vez com f(x,) porque x, € o extremo a direta do intervalo [xy, x,] e
mais uma vez com f(x,) porque também € o extremo a esquerda do
intervalo [x,, x4].

* Jd fixy) e f(x,,) aparecem um unica vez na soma, pois x, = a e x,, =b

sO contribuem para a soma por serem, respectivamente, o extremo a es-
querda do primeiro intervalo [xy, x,] € O extremo a direita do ultimo

inter-valo [x,,_», x5, ].

Assim, denotando por 0;, a aproximagao que obtivemos para J[‘ﬂb f(x)dr pelo Método
de Simpson, temos que



Op = i:n (flzo) +4f(z1) +2f(z2) +4f(z3) + 2f(xa) + ...+
+2f(xon—2) +4f(Tan-1) + f(T2n))
= “JL;”'] {f(To) +4f(z1) + 2f(z2) +4f(Za) + 2f{xe) + ...
2 Pl e B Eg s R e

que, com a notacao de somatdrio pode ser escrito como

oty 1
on = (_.f'l:u} — F)+ Y [2f (rar) + 4_r'u:j.r-zsf_1j:|]) -

k=1

Pode-se provar que a integrabilidade da funcio f no intervalo [a, b] garante
que a sequéncia 0,, n = 1, obtida pelo Método de Simpson, converge para

fj f(x)dr. Mais ainda, o teorema seguinte fornece estimativas para os erros

dessas aproximacgdes quando f € um funcdo com derivada de ordem quatro,
f4, continua no intervalo [a, b].

Teorema 3.3: Se f é uma funcdo que possui derivada de ordem 4 continua num
intervalo [a, b] e 0, é uma aproximagdo dada pelo Método de Simpson, entdo

b
Tn — / fla)de
Ja

onde My € o valor mdximo de f4 no intervalo [a, b].

My (b—a)®

104 pd

=

Ou seja, nas condi¢oes do teorema, o erro de aproximacdes obtidas pelo
Método de Simpson tende a 0 como L tende a 0, garantindo, portanto,
melhores condicoes de convergéncia que o Método dos Trapézios.

Uma consequéncia curiosa desse teorema € que se f € um polindOmio de
grau 3, entdo sua derivada de ordem 4 € a funcdo constante igual a zero e,
portanto, seu valor maximo M, = 0, o que diz, em particular, que 0; =

[2 f(x)dxr. Como
Iil.l — "” Iil.I
i I [_.'[u} +4f (L;) T .f":}f:'} :




temos que

b - !
/ flw)dr = [.f«:jn ) +4_f'(”: ) +_.f'|:h1:']
E (L ") Fe

se f € um polindbmio de grau 3. Ou seja, o Teorema 3.2 também € valido para
polindmios de grau 3.

Finalmente, € conveniente fazer alguns comentdrios a respeito das
estimativas para o erro das aproximagdes obtidas pelos métodos numéricos
para célculo de integrais.

O fato é que as estimativas dadas pelos teoremas 3.1 e 3.3 t€m, na
verdade, um valor tedrico, no sentido de que nos informam sobre o nivel de
eficiéncia de cada método, mas tém pouco valor prdtico, jd que, em geral, ndo
¢ fécil ter acesso aos valores maximos de derivadas da funcdo que estamos
integrando (M, para o Método dos Trapézios e M, para o Método de

Simpson). Assim, na pratica, se desejamos uma dada precisdo, por exemplo,
10-5, o que fazemos € calcular algumas aproximacoes até obter aproximagoes
S, €5, tais que

|S — Sl’l+1| < 10_5.

n

Por exemplo, se calculamos s5, € s5; € vemos que 0s truncamentos na quinta

casa decimal desses dois nimeros coincidem, € razodvel (se estamos usando
um método numérico seguro) admitir que qualquer desse numeros € uma
aproximagdo para o numero que estamos querendo aproximar com €rro
menor do que 10-5.

De fato sabemos que ndo podemos garantir que isso € verdade, mas se
estamos utilizando um programa confidvel, um programa devidamente
testado, temos uma grande chance de ndo cometer erros. Programas para
cdlculo numérico mais sofisticados ja incluem critérios especificos que
praticamente garantem a precisao desejada.



Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

1. Considere a fungdo f cujo grafico € dado na figura abaixo:

Conhecendo as dreas da regides associadas (R;,R,,R3;,R; e Rs)

b
podemos calcular uma aproximacao para [ f(x)dr que corresponde a
(1
um dos métodos de integra¢do numérica.

(a) Sabendo que AR) = 11, A(R)) =4, A(R3) =2, ARR,) = 8 ¢ A(Rs)

b
= 10, calcule uma aproximacdo para / fla)dr
L

(b) Qual € o método numérico que fornece essa aproximagao?

2. Sejamgx) =x2+x—-1¢e h(x) = -2x2 +x - % Sabendo que f € uma
fun¢do continua no intervalo [0,1] que satisfaz

f(0) = g(0)
f(2) =9(3)
f(z) =9(3) = h(3)
.f"ﬁ:%} = h[%)
£(1) = h(1),

1
calcule a aproximacao de / flryde fix)dx dada pelo Método de



Simpson com n = 2.

4. Buscando primitivas: técnicas de integracao

O Teorema Fundamental do Cdlculo em sua primeira versdo garante que
toda funcdo continua possui uma primitiva, dando uma expressio integral
para suas primitivas. Por exemplo, sabemos que a funcao

I
F(r) = / eV dt
S0

¢ uma primitiva para a fun¢do continua flx) = ey e, portanto, suas
prlmltlvas sao dadas por F(x) + ¢, com ¢ tomando valores no conjunto de
nudmeros reais.

Ja a segunda versdo do TFC nos diz que se conhecemos uma primitiva
para uma fungdo continua f, isto €, se conhecemos uma fun¢do que € dada a
partir de operacdes (soma, produto, quociente ou composi¢cdao) com fungdes
elementares e cuja derivada € a funcao f, entdao podemos usd-la para calcular
qualquer integral definida da fungdo f. Nessa sec¢do apresentamos o que
denominamos fécnicas de integracdo, isto €, alguns procedimentos com 0s
quais tentamos encontrar uma tal primitiva, que chamaremos de uma boa
primitiva para f.

Usaremos a expressdo /f(x) dx, que é chamada a integral indefinida de f, para designar
a familia de primitivas da funcio f. Como duas primitivas quaisquer de uma funcio
diferem por uma constante, se F' € uma primitiva de f dizemos que

/_f[.r] b= Blai-L

onde ¢ assume valores no conjunto de numeros reais.

Por exemplo, como Ai' *_T'j- . temos que F(x) = Z e, portanto, qualquer

primitiva de f(x) = x € da forma _+ ¢, para algum nimero real c, isto &,

2
/Jrfj_f—kr,
. 2

Observe que, fazendo ¢ = 0, obtemos a primitiva acima F(x) = Z-. Fazendo ¢

=



= 1, por exemplo, obtemos uma outra prlmltlva G(x) =% + 1.
Um exemplo importante € a funcao f(x) = — para X # 0 Sabemos que
d : 1

—(lnz) =
0 ;

mas sabemos também que isso s6 € valido para x > 0, jd que o dominio da
fungdo logaritmica s6 contém numeros positivos. Ou seja, In x ndo ¢ uma

primitiva para a funcdo f pois o dominio contém também os numeros
negativos. De fato,
1
[—n‘.a- = In|z| + e,
'k

jdque —(In |x]) = f para x # 0.
Das regras de derlvagﬁo decorre que se F' e G sao fungdes derivaveis e a €
um nudmero real, entao

(aF)(x) = aF'(x)

(F+GY(z)=F'(z) + G'(z).

Em outras palavras, se F e G sdo, respectivamente, primitivas para as funcoes
fe g, entdo a F € uma primitiva para a f e F' + G € uma primitiva para f + g.
Na notacdo que introduzimos para designar as primitivas de uma funcao,

temos
/Mfl.ll.r [flllrfl
/[flal + Ir_,r[.."]]x.;'.." = /flr Vo + /_xj.'[..":l dr.

Dizer que F € a integral de f é equivalente a dizer que F € uma boa primitiva para f,
isto €,



/_f[.r] dr = F(x) +ec.

Dizer que a € a integral de f no intervalo [a, b] € dizer que o nimero real a € a
integral definida de f no intervalo [a, b], isto €,

b
/ f(z)dzr = a.
Ja

Assim a integral de f € uma funcdo, enquanto que a integral de f num
intervalo (ou uma integral definida de f) € um ndmero real.

Qualquer técnica de integracdo consiste, basicamente, na tentativa de
reduzir a integral de uma fun¢do f a integral de uma ou mais fungdes para as
quais conhecemos uma boa primitiva, isto €, uma primitiva que € obtida por
meio de operacdes com fungdes elementares. Por outro lado, mesmo quando
lidamos com a integral de uma funcdo que ndo possui uma boa primitiva, o
dominio das técnicas de integragdo pode ser bastante util: do ponto de vista
tedrico, porque as novas integrais podem fornecer informacoes qualitativas
que ndo sao evidentes na integral original e, do ponto de vista prdtico, porque
os métodos numéricos podem ser mais eficientes no cdlculo das novas
integrais.

Integracao por substituicao
Esta técnica de integracdo decorre da regra da cadeia. Suponhamos que

conhecemos uma primitiva, G, para a fungao g (isto é, G' = g) e que h € uma
funcdo derivavel. Da regra da cadeia decorre que

/_rj.' (hix)) k' () dr = {:'rrl hlax) I+ o,
ja que

(Goh)(z) =G (h(z) )W (x)

= g(h(z))h'(2),

pois, como G’ = g, temos que G'(h(x)) = g(h(x)).



Observe agora que, fazendo u = h(x), podemos dizer que
[ g(h(z))h'(z) dx = G(u) +c.

Mas, como G’ = g, isto é, G € uma primitiva para g, temos também que

Glu)+ o= /I.-.,r[ ) die.
/ glh{x))h (x) de = / glu)du,

onde u = h(x) e du = h'(x) dx.

Dizemos entdo que

Ou seja, em resumo, se

Jx) = g(h(x))h'(x),

/.T'(-f':' dr = /y{n} due.,

onde u = h(x) e, portanto, se conhecemos uma boa primitiva, G, para a fungdo g,
conhecemos também uma boa primitiva para f, isto €, a funcdo F' = G o h.

obtivemos que

Exemplos

1. Calculemos [ z¢**dx.



Fazendo
uw=x,

Lemnos oue
du = 2rdr,

donde
: I eT
—du = r dz.
Ef

_'U-
[;t‘-s—‘rhd;r:/erz;rd;rzf%ﬂ‘u

JEn
=E+t.‘

o E
=?+("_

Neste exemplo, com a notacdo usada acima, g(u) = % eu = h(x) =x2.

Logo.

2. Problema: encontrar uma primitiva, F, para a funcdo f(r) = ﬁ, tal que
FO) =-1.
Fazendo
w=a"—1
aobtemos
du = 3z%dr
¢, portanto,
T du= v* de,
¥

donde

2 2
/ flz)dr = / P dr
11
:-/EI_JH
= £ /l-ﬁr“
3] u

1
= Ehl|u| +

= %ln|.r3 — l| + e



. 1 . .
Ou seja F(x) =3 In [x3 — 1l + ¢ para algum numero real c¢. Para determinar ¢
usamos a condi¢do que queremos, F(0) =—1, isto €,

—1:P{¢|]_ In(l)+ec=04+¢

e, portanto, ¢ =—1 e F(x) =1 In(x3-1) - 1.

24+ 5
3r—1

l'!il.J'..

3. Calculemos [
Fazendo
u=3x-1,

temos que

du =3dx e du = 3dx e T = v
logo
1 2 -
dr = —-} il i 2r4+ 5= qi_n + 1) + 5,

donde

£ 5 :
du 4+ il g H) /i s

U

Na verdade, o exemplo acima € um caso particular de uma situacao mais

o + 4 o L .
- dr,, onde a, 5, vy e 0 sdo nimeros reais dados e y

geral: calculemos /
=0. '

.-\.- .Ju _I_ !



Fazendo

u=vyx+o0,
temos que
wo— 0

du = 4 dxe du = ~ dir I T = is

logo
1 i "

dr = — du i ar+ 3 = —1| w—a) 4+ 4.

donde

v i 1« _-""‘.'.l — ) ]
[1--'+:“rj_/it (u )t 5
s

v 1
[—x}.{{——lﬁ—k_[—rfn
v U

v

:—.r.'—i——l ﬂ——l 11||.'|—|—r

s’ 1 i)

:ilf“r-l—'ll—k—l ﬂ——l 11|":-|—'I|—|—.r

Integracao por partes

A técnica de integragdo por partes utiliza a regra de derivacdo para o
produto de duas func¢des. Comecemos considerando um exemplo: ndo
conhecemos, de imediato, uma primitiva para a fun¢do f(x) = x cos x, mas
observamos que cos x € a derivada de g(x) = sen x e, portanto, fazendo 4 (x) =
X, temos que

J(x) = h(x)g'(x).
Lembrando agora da regra de derivagdo para o produto,

f) + g0 (x) = h(x)g"(x) + gWA'(x) = (gh)'(x),



i1sto é,
fl)+g(x0)h'(x) = (gh)’'(x),

que nos diz que a soma de uma primitiva de f= hg’ com uma primitiva de gh’
¢ uma primitiva de (gh)’. Como gh é uma primitiva para sua derivada (gh)’,
podemos dizer que

/_]"[..":H.i'.." + /_IJ.'[:_J':].IT."I:..":I dr = h (x)glx)
/ f(z) dz = h(z)g(z) — / g(z)H(z) da.

Ou seja, reduzimos o problema de encontrar um primitiva para f = hg' ao
problema de encontrar uma primitiva para a fung¢do h'g. Dessa igualdade
vemos que € como se ja tivéssemos encontrado uma parte, a funcao gh, da
primitiva de f: dai a denominacao integracdo por partes.

O processo € bem-sucedido quando conhecemos uma boa primitiva para h
‘g. Esse € o caso de nosso exemplo, f(x) = x cos x. Neste exemplo,

h(x) = x, g(x) = sen x e filx) = h(x)g'(x).

e, portanto,

Entao, usando a formula que obtivemos acima, temos que

/.r' cosrdr = rsenr — / S011 0

=rsent —(—cosx)+c

=rsenr 4+ cosr + c.
De fato, derivando a fun¢do que obtivemos concluimos que

d

a.xr

(rsenr 4+ cosxr) =senr 4+ rcosT — Sen T

=TcosST = f(T).

Sempre podemos tentar encontrar uma primitiva para uma fun¢ao continua
pela integracdo por partes, mas ndo podemos garantir o sucesso, ja que, em



particular, existem fung¢bes que ndo possuem primitivas que resultam de
operacoes (soma, produto e composi¢do) com fun¢oes elementares.

A integragdo por partes pode ser resumida da seguinte forma: olhamos a fungdo f que
queremos mtegrar como o produto de duas funcgées, uma das quais € a derivada de
uma func¢ao jd conhecida, isto €,

J) = h(x)g'(x),

com g sendo uma func¢ao conhecida. Como vimos acima, temos que

/J‘Irr Ydz = /.Ir.'[.r :]ﬂ'rl:,r] dr = g{z)h(zx) — /ﬂ[.,--:.f,’[.r] dr.

Esperamos, entdo, que nossa escolha para as fungdes 4 e g tenha sido boa, de maneira
que conhecamos uma boa primitiva para gh'. Usando novas varidveis, u € v, podemos
representar a igualdade acima de uma forma mais simples: fazemos
v = hizx)
Feoy 3o
h(z)dx

f_'f (7

21

glx)
dv = g'(x)dz

e, portanto, nessas novas varidveis, a formula que obtivemos acima,

/.‘r.' { .I':lﬂr[.r'] dr = g(x)hix) — /:j.'lz o)k () dr,
/n dv = uv — /.r'rf?.',

De fato, quando queremos integrar uma fung¢do f por partes (e, portanto,
olharemos f como um produto de duas funcdes) pode ser estabelecida uma
ordem de prioridade para decidir qual das duas fun¢ées escolheremos para u.
funcdes logaritmicas, funcdes trigonométricas inversas, funcoes x7,
trigonométricas e, por ultimo, as fun¢des exponenciais. Por exemplo, nas
integrais relacionadas a seguir as melhores escolhas para as funcgées u,
segundo a ordem de prioridade citada, sao:

se reduz a



Iz 111..jr'. a
.JI' r* 4+ /x)e® dx u = (x° + /),
]' arct: 111 r ri'a u = arctan ,
I

[e

Il I -‘l;ln' i

I sec™ T r.;'.' (F L.

aF COS .f.;l,.' uw = CcCoOsSrI.

E importante observar que nem toda integral indefinida pode ser resolvida
por partes, mas para aquelas que podem esta ordem de prioridade para a
escolha da funcdo u funciona na maioria dos casos.

Exemplos
3. Calculemos f1In x dx.

Podemos olhar para f(x) = In x como fix) = 1 - In x. Como a funcao
constante igual a 1 € a derivada de uma fung¢do que conhecemos, a
funcdo identidade, fazemos

u=Inx
dv =1 dx.
Entao
V=X
du = % dx
Assim, |

/111 Az rf.." = /.'.! -f.;l." = v — /.".r.;'.'.g
=uslnr— / Jlil dr
= . 111 I — /rf.r'

=zlnr—x+ec.

Conferindo, isto €, derivando a funcao que obtivemos, vemos que



i _ v
—(elnr—z)=lnr+x(-)—-1

(L. L

=lnr+1—-1=Inx.
4. Calculemos fx2sen x dx.

Aqui, a fungdo que queremos integrar ¢ o produto de duas fungGes para as
quais conhecemos primitivas, isto &, qualquer uma delas serve para ser vista
como uma derivada. Devemos portanto escolher qual delas olharemos como

. . . el . . s ~
sendo uma derivada. De imediato, vemos que {T’ cuja derivada € a funcdo x2,

¢ mais complicada do que x2, enquanto que a fungdo — cos x, cuja derivada € a
funcao seno, tem o0 mesmo nivel de complicagdo que a funcdo seno. Esse fato
indica que devemos escolher a funcdo seno para considerd-la como uma
derivada, isto €, escolhemos u = x2 e dv =sen x dx. Com essa escolha, temos v
=—cos x, du = 2x dx. Logo

2
/ T gen ¢ dr = [ wdv
= UL — [."r.;'.'.!
2 P \
= —r T cosrx — I —2eos I)x dr
2 ‘
= —r“cosxt + 2 T Cos T dr.

De imediato, ndo conhecemos uma primitiva para f(x) = x cos x, mas
podemos usar a integragdo por partes novamente, agora para a fungdo f. De
fato, ja fizemos isso antes € obtivemos

/.." cosrdr = rsenrx + cosr +c.
Logo,

2 : = .
/-f"‘ senrdr = —x2cos T + Z(rsenzx +cosx)+c
3

— (2 — _J"':I cosT + 2rsenr + o

Observe que se, nesse exemplo, fizéssemos a outra escolha, u =sen x e dv



= x2 dx, terfamos

|'Jill'|' = —COS T -"u;l.l"

/.a'ﬂ sen r dr = [ udv
= Uun — /\l"'l'!ilu"n'
.n";'l ."13 f
- —5en.rxr — —— C0S TOL
3 R

— f:_} senr 4+ g / _I'j COs T .r.;ll,l't

e, portanto,

chegando assim a integral de uma funcdo (g(x) = x° cos x) que € mais
complicada do que aquela que queriamos integrar. Assim, podemos dizer
que, entre vdrias opcoes, € conveniente escolher para a fungdo que serd vista
como uma derivada, aquela cuja primitiva ndo € mais complicada do que sua
derivada, ou que € a menos complicada possivel quando comparada com sua
derivada.

5. Calculemos fex sen x dx.

Seguindo o critério acima, escolhemos u = sen x € dv = ex dx (na
verdade, neste caso, qualquer escolha € boa). Entao,

y =ex
du = cos x dx

/r"z':'w'[*ll,." .f.;',." == /r.! dv
= r'zlﬁ[ﬁll T — /r"" cos T dr.

e, portanto,



Para calcular fer cos x dx, usamos novamente a integracdo por partes,
fazendo, agora,

YV =COS X
dv = exdx
du = —sen x dx
Vv = et
obtendo
/r"'” cos rdr = / u dv
= un — / i I'!iI”
=€ cosT — /—f':lei‘Il.I' dx
—efcosT + /f'mﬁ[‘ll-"' dx.
Ou seja,

[f':rh'{‘ll rdr = e®senxT — /r'?' cos T dx

=e"senz — (¢" cos T + /r‘"ﬁ.vu.r' dr)
= e*(senx — cos r)— [P'THE‘IIJ' dr.
donde
2 [r"vm*u rdr = e (senx — cosx)
e, portanto,

: i [
/r"l senrdr = ;f"' (senx —cosx) + c.

6. Problema: encontrar uma primitiva, F’, da fungdo f(x) = arctg x tal que F(0)
=-2.



Podemos dizer que f(x) = 1(arctg x). Fazemos

u = arctg x
dv =1dx
e, portanto,
1
er = J_ + .le -’u;l.n"
U=
Logo,

I
arctgrdr = x arctgr — —dr
/ N / 1+ 22

. 2r .
= I Arctg I —;. 1+Jlﬂr.r

SR

[ =t

=TI arctgr —

y-

I

= arctgr — In (\,l -+ .a'f) |-,

Queremos agora determinar ¢ de tal forma que F(x) = x arctg x — In
(\f 1+ J.‘Q) + ¢ satisfaga a condi¢ao F(0) = -2, ou seja,

2=F0)=0-Inl+c=c
e, portanto, F(x) = x arctg x — In (wl -+ ‘172) -2.

Mudanca de variavel: substituicao trigonométrica

A mudanca de varidvel por uma funcao inversivel € mais um recurso que
utilizamos para tentar encontrar uma boa primitiva para uma funcao continua.
Esse recurso decorre também, como na integragdo por substituicao, da regra
da cadeia.

Sejam f uma funcdo continua, F uma primitiva de f e & uma funcdo
derivavel. Se G € uma primitiva para a fung¢do g = (fo h)h’, isto &,

G'()=g(t) = flh(®)h'(1),



entdo F' o h e G diferem por uma constante, jd que, pela regra da cadeia, a
funcdo F o h também € uma primitiva de g, ou seja,

(F o h)'(t) = F'(h(t))K (1)
= f(h(t))R'(t)
= g(t),
e, portanto,

F(h(t) =G + C

para algum nudmero real C. Agora, observe que se & € uma funcgdo inversivel e
x =h(t),entdo t = h-1(x) e

F(x) =F(h(®) =G + C
= G(h-1(x)) + C,
ou seja,
F=Goh'!+C.
Essa igualdade nos diz que a fun¢do G o h-! € derivdvel e
(G o h)'(x) = F'(x) = f(),
isto €, G o h-! também € uma primitiva para f. A utilizacdo que fazemos desse
resultado € que se & € uma funcdo derivdvel e inversivel e conhecemos uma

primitiva, G, para a funcdo g = (f o h)h', podemos obter uma primitiva para f,
a funcdo G o h-1. Nessas condi¢des, usando a notacdo de integral indefinida,

temos
[_,f'[ R{t)B (t) dt = /_xj.-[:‘:] dt = Glt) + e

/.I’E-r' Jdr = G(h~Y(z)) + .

donde, fazendo 4 -1(x) = t, obtemos



/ flr)de =G(t)+c= / flR(t))R(t) dt.
Ou seja, temos que se & € uma funcio derivdvel e inversivel, entdo

/_.‘rlz.t':l dr = /_fl:.'rn'l::ll':IZI,lri'Il::f':l dt.

onde ¢ = h-1(x). Daf dizermos que x = h(t) e dx = h' (¢) dt.

Observe que na primeira técnica de integracdo que apresentamos, a
integracdo por substituicdo, utilizamos a regra da cadeia para obter uma
primitiva para a funcdo g(¢) = f(h(t))h'(t), conhecendo uma boa primitiva para
f. Aqui estamos fazendo o contrdrio: conhecendo uma boa primitiva para g,
encontramos uma primitiva para f, mas para que isso seja possivel a funcao &
tem que ser inversivel.

Exemplos

7. Calculemos [ 15— dur.

Primeiro observamos que H% = +- (arctg x) € arco. tangente € da
funcdo inversa da funclo tangente no intervalo (—3, ). Isso nos
sugere tentar uma mudanga de varidvel com h(f) = tg ¢, para t €

(=3, 5 ). Fazemos, entdo,

xX=tgt
dx = sec2t dt
[ = arctg x,
obtendo




Como x = tg t, temos que ¢ = arctg x e, portanto,

o
i
dr = — arctgr + c.
/l-l-f &

8. Calculemos [ v/'1 — &% du.

Aqui, primeiro observamos que se

—_—

y = flz) = ‘-,.r]_ — 2
entao
V2 +x2=1,
0 que nos remete a identidade trigonométrica

cos2t + sen2t =1,

sugerindo que devemos tentar a mudanga de varidvel com A(f) = sen ¢,
com —35 < t < 5. Sabemos que & ¢ inversivel com /-(x) = arcsen x.
Fazemos, assim,

x=sent
dx = cos t dt
= arcsen Xx.

/ V1—r2dr = / v 1 — sen?t costdt
= /'L"H-h tV cos? tdt.

Agora observamos que como —3 = t < 7, temos que cos 7 = 0 e,
portanto, \/cos2 t = cos +, LOZO

/\ﬁkl a __|-2 ,rli'”.- — /('| |‘-~1;2 JLH?JL

onde ¢ =arcsen x. Podemos calcular / cos2t dt por partes, obtendo
(verifique)

Entao,



) Ik :
CosT tdt = —(costsent 4+ JL..' + C.
Assim,

F Sra— ; 1
vV1—x2de = /‘.'H:«Ehff = TJH ostsent +t) ¢

Usando agora que

sen (arcsenr) = @x

]

coslarcsen ) =1 —
chegamos a

V1 —x2dr = =(z V1 — 22+ arcsen ) +ec.

e

Quando a fungdo h que usamos para efetuar a mundanga de varidvel € uma fungao
trigonométrica, como nos dois exemplos que apresentamos hd pouco, o método de
integracdo € também chamado de substituicdo trigonométrica.

De uma maneira geral, expressoes da \/a? — 12 ou v/a? 4 +2, onde a € um
numero real positivo, podem, por meio de mudancas de variaveis, ser
transformadas em expressdes que envolvem as fungdes trigonométricas e
onde aparece a raiz quadrada. Inicialmente reescrevemos as expressdes nas
formas

—_—— i =

Fi n F ] 'y
Va2 — z2 -

i oW \, (L0

Agora, no primeiro caso, fazendo £ = sen 7, com —3 < t < 7, temos que ¢ =
arcsen (£) e



-

Tl Bl et 1 U R |
‘Ilf a2
= r!‘-.r.-"': (1 — sen?t)

= N m‘ﬂ t=acost.

Ou seja, /a2 — 2 = acost,onde t =arcsen (5).
No segundo caso, fazendo £ = tg ¢, com —5 < t < 7, temos que 7 = arctg

(e

v a2+ a2 = r:*,v.-' )
a”

=av/1+ tg2t
i

= avseclt = asect.

Ou seja,

Va2 +x? = asect,onde t = arctg (Z).

9. Calculemos [ +2v/2 — 12 du..

Primeiro vemos que v2 — 2 = /2 y.-"'l - {%}21. Dai vemos que queremos
A
—= = sent
V2

- = v/2sent
dr = i,r"llj cost dt,

P —

donde Vo—28 — V-"'E,Ilrl,.-""l b ) = v2cost cost e, portanto

ﬂ‘gm&r =4 [ sen 2t cos? ¢ dt.

Reduzimos assim o problema a calcular a integral /sen2t cos? ¢ dt, 0 que
podemos fazer, integrando por partes:

temos que



sen2t cos2t = (sen2t cos t) cos .

Fazemos entao

U = sen2t cos t

dv =cos tdt
donde
du = (2sen t cos2t — sen3t) dt
v =sent.
Entao,

/r&.vuzf cos®tdt = sen’tcost — [ sent(2sent cos®t — sen’t)dt

= sen’t cost — -Z_'ZZ'H(*.uzf cos® t — r;<=114f] dt

— sen®tcost — [ (2sen®t cos®t — sentsen®t) dt

P g ) . ) . ]
= sen’t cost — (_25(1112?‘ cos®t — (1 — cos®f)sen~t) dt

11_35(1112?‘ cos>t — 5(11121‘1 dt

3
= sen"tcosl —

3
= sen"tcost —

by Az B Esnoo St

3sen’ t cos® tdt + / sent dt,
donde
/450112?‘ cos? tdt = sen’tcost + [ sen’t di
= sen®tcost + f (1 — cos? t)dt
= sen>tcost + /lrh‘ — /mmzhif

— sen“tcost +t — /K'Uhiz tdt



e, portanto,
. . 1 . 1,
[50113# cos? tdt = —(sentcost +t) — [— cos“ t dt.
: ! ] 4
iy 1
No exemplo 8 ja usamos que Jfcos2 ¢t dt =3 (costsent + t) + ¢, donde

/'l 5 | : :
—|:'||H"'JL-".;IJL:—|_('||hTH(1I].JL+JL.I+"."
J 4 & |

Substituindo na expressao acima, obtemos que

. : 1 . 1
/Hml‘?f cos®tdt = 1[ sent cost 4+t — —(costsent+1¢) 4+ ¢
2

1 3 .
= :[2 sen“teost —costsent + 1) + o

Técnicas de integracao e a integral definida

Na maioria das vezes, quando estamos buscando uma boa primitiva para
uma fun¢do continua, nosso objetivo € usar a primitiva para calcular uma
integral definida usando, para isso, o Teorema Fundamental do Cdlculo em
sua segunda versao.

Assim sendo, € importante salientar que podemos usar as técnicas de
integracdo diretamente com integrais definidas, isto €, ao invés de buscar uma
boa primitiva para a fun¢cdo que estamos querendo integrar num intervalo,
passamos de uma integral definida para uma outra (ou mais de uma) integral
definida. A importancia desse fato € que quando usamos a integracdo por
substituicdo ou pela mudanca de varidvel por um funcio inversivel, muitas
vezes trabalhar diretamente com as integrais definidas resulta numa economia
ou simplificag¢do dos cdlculos.

Consideremos a integracdo por substituicdo. Suponhamos que, pela
substituicao u = h(x), obtivemos que

/fl JI dr = /.r_p: Ty au

e que conhecemos uma boa primitiva, G, para a funcdo g. Nesse caso, vimos
que



/flr )V dr = /ﬁ[ w)du = Glu)+ec=Glh(x)) +e

e, portanto, pelo TFC,
[ flx)der = G(h(x)) |'§: = Glhib)) —Gihla)).
Mas, também pelo TFC, aplicado agora a fun¢do g, temos que

hib)
/ gl du = G R Iil.'::l | — {-rrl:.nr} (iz)).

hia)

Ou seja, temos que se ff(x) dx = [g(u) du para u = h(x), entdo
b hib)
/ flx)dx = / g(u) du.
Ja o hia)

. T can2a
Vejamos um exemplo: calcular [[" """ cos x dur-

Facamos u = sen x. Entao du = cos x dx e, quando x = 0, temos que u =sen
0 =0, assim como quando x = 7, u =sen 7t = 0. Logo,

™ . 0 .
/ P COS T .r.;ll.l' = / {"?'!_.r.;'.'.! = iJ.
J0 S

Observe que nem precisamos integrar a funcdo ex*. De fato, essa € uma das
fungdes que nao possuem uma boa primitiva.
Consideremos agora a mudanga de varidvel por uma funcio inversivel A.

Nesse caso vimos que
/_ﬂ.r' ) dx = /Ir_,rlll":l dt.

onde x = h(f) com h sendo uma func¢do inversivel, donde ¢ = h-l(x). Vimos
também que, se G € uma primitiva para g, entdo /f(x)dx = G(h-'(x)) + c.
Logo, pelo TFC,



L1
h=1(h)

.ﬂndszHFHM)—GHF“M?=/n g(t)dt.

b fh
Jh-t{a)

h
af (1

Em resumo, se [f(x)dx = [g(¢) dt para x = h(f) e h é uma fungdo inversivel, entdo

h=1(h)

b L0
/ flz)dz = / gl(t)dt.
Ja Jh1{a)

Exemplos

10. Calculemos I_,I“'_ll v1 — x2dax..

Como fizemos antes, seja

X =sent
dx = cos tdt.
Quando x = -1, temos que ¢ =arcsen (-1) = — 5 e quando x = 1, ¢
=arcsen (1) = 5. Logo
S z . 1 5
[ '-.,.-""1 — 12dr = [ -:_'-::::«‘2 tdt = 3[:-:1'-: wisent + 1)
=1 g o =2
A 1, 0w, w
— g2 2" 9’ 2

Uma outra situacao em que € conveniente trabalhar diretamente com as
integrais definidas ocorre quando a funcdo que queremos integrar num
intervalo € definida por mais de uma expressdo, como nos exemplos a seguir.

11. Se f(r)=e VIzl e quisermos encontrar uma boa primitiva, F, para f
devemos considerar dois casos: (i) x =0 e (i1) x <0.
(i) Neste caso flx) = f(x) =ev*. Como x =0, podemos usar, para fazer
uma mudancga de varidvel x = h(¢), a funcao

h(t) = 2, parat =0,
que € inversivel com A-! (x) =/, isto €,

X =1



dx = 2t dt.

[f"v""'J_‘x.?.." = /Eh-f dt

onde ¢ =/r. Uma integracdo por partes nos dd que G(¢) = el(t — 1) €
uma primitiva para g(¢) =t e/, donde

/,.v’?r;_,- — /Q.T',-f”‘r:?r-f[t— 1) +r¢

== E.r\"f'l_lvT e B S ot

Entao,

Ou seja, obtivemos que F(r) =2ev*(\/r —1) € uma primitiva para f
no intervalo [0, ©).

(ii) Neste caso, x <0, temos que /x/ = —x, donde f(+) = evV—=.

Como jd conhecemos [ ¢V¥dr, dx, para calcular [ V=% dx,

podemos fazer a substitui¢do

u=-—x

du = —dx,
donde dx = —du e

/r""’":_'r dr = / —eVH i

¢ uma primitiva para fix) =f( ) = oVl .

Suponha agora que, de inicio, nosso problema, neste exemplo, fosse
ez , . . .
calcular E i) dx. Neste caso, sO nos interessaria considerar f(x) para x €



[0,2] e, portanto, em vez de buscarmos uma primitiva para a funcao f,
trabalharfamos com as integrais definidas, o que significa considerar apenas o
caso (1), isto €, com a mudanca de varidvel x = h(¢) = 2, para t =0, temos

2 2 —
/ flr) dr = / evVEdr
Al J

Il
b
o
e
I
—

Il
[
-
<.
b |
|
—_
4
[

12. Calculav [ eV =ty

Como x varia no intervalo [0,1], temos que x2 — 1 <0 e, portanto, lx2 —
1l =1 —x2. Dati,

1 T
/ i F_ﬁlr_.f|.::'-’—l_|ﬁ;|lr. s / T I"\":L_'EI-I.;I.F,
0 S0

Fazendo a substituicao

1
ondexdx =—3zdu,e

De modo que

/ T eV |J*-—J.|“r_1. - / g pV1=2" g o / —— eV duy
i i 9
U0 40 J1 =
1 I, ok e
= —— / gvl .r.il.l.! = = gyt .r.;lr.!
2N 2 Jo

— r"h"f.“ | \-": — 1 :I

0



Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucao dos exercicios.

1. Calcule as seguintes integrais definidas, utilizando integracdo por
substitui¢ao:

|-.:,|-.|

o e NP, \
(a) / I_r'z" + sen @) (26" + cosa) do
0

g fi
(b) /th'-';m
J2 v

i |'H'I:|'E_|I-|
Jo 14 sen=(#)

P |

_FF,T
(d) /—_rf]"
J1 12

2. Calcule as seguintes integrais definidas, utilizando integracdo por
partes:

|c,|-.|

T

(a) / T sec? r dr
0
1
Ll;] / _I.Ef..::' dr
J =1

a

(¢) /.r' cos{ D) dr
1

(d) / Int dt

Derive a funcao A(u) = In Isec u + tg ul e calcule dr
¢éo h(u) = g s 1,—1 o

4. Calcule as seguintes integrais definidas, utilizando integracao por
substitui¢ao trigonométrica:



._1
(a) /EJJ
J2

Al

(b) /E T

/ mifl

3
(d) / V25 — r2dx
J1
Calcule as seguintes integrais definidas:
2
(a) / vV 2 + 3x2dr
J1

_2
(b) Va4 8dr
J0

-1
(c) /CI |;4m+5;|3d'r

/ ﬂtf:

T

? 7
(e) sen“xr dr
o
Y2



a

1
(g) [ Ilnxda

J1

V'3
o arcte T dr
(h) ./_ﬁm g di

a

™
(1) /,1'5{*11 2
Jo

() /.{.!' + 1) In wdr
J1

(k) / redr
<0

T

(1) /Ia’rg.c' dr
%
dr

(m) /
2 Jo (1 —a2)/1 — a2

(A1

(&1

T

(n) /d (l;.-;gﬁ}ffﬁ

]
1

—/3 ,
(0) /1 T dr

4
¢ 1 .
H"] / I-;Eg_l_lﬁ.lg “rJ
J0O %

6. Resolva as seguintes integrais indefinidas, e verifique sua resposta
derivando a fun¢ao encontrada:




(a) /ehd.r

(b) f:-:en (10x) d



(c) fJ' sen r dr
(d) /HI'JIH.E'Q‘HH.J' di
(e) f B s
&
(E) ft'””“ht‘uﬁ 2r dr
. A .E )
(g) 1+ = ol
(h) [.J' sec? ¢ dx
(1) /-l_?lll.l"}‘3 di
: arctgr
(1) f] e i

(k) [ﬁ:--* da

' Arcsen o
(1

J —_—
J V1=u2

{m) /t T eosr dr
{n) f sec rsen r dr

1
r' 5
(©) f.r\.#ln T o

(r) /ﬁﬂ{‘g rtgax dr

lr

{q) /[_r'ﬂ +3r —1)e” dr

(r) f;'z 1 — ridy

Encontre a primitiva F da funcdo f(r) =

&I+ cosr

e + x2 + 2senx

tal que F(0) =



2.

8. Encontre uma primitiva, G, para a fungdo g(x) = x2 In x2 tal que G(1) =
0.

9. Encontre uma primitiva, G, para a funcao

4 T D0
glt) = ———=tal que (_rl—n =
ALY, J19—812 | a7

10. Demonstre que as proposi¢des abaixo sdo verdadeiras:

(a) Se f: R — IR € continua, entdo " f(r)dr = JE“:“ f(x — d)dz.

(b) Se f € uma funcao par, entdo .J' fl(z)dr =2 I| flx)dr.
(c) Se f € uma funcdo impar, entao ..||—|:'g fla)de =0,

S. Algumas aplicacoes da integral

Algumas equacoes diferenciais ordinarias

Como vimos, o Teorema Fundamental do Célculo, na sua primeira versao,
nos garante que toda fungdo continua € a derivada de uma outra funcao. Em
outras palavras, dada uma fun¢do continua, f, o TFC nos fornece uma
resposta para a pergunta:

quais sdo as funcoes que tém como derivada a fungdo f?

Podemos formular essa pergunta por meio do que chamamos uma equacdo
dzferenczal isto €, uma equacao cujas solugoes sdo funcgOes derivaveis, ao
invés de nuimeros, como ocorre com as equagdes algébricas que conhecemos
até agora. Essa formulacao € a seguinte:

dada uma funcdo f, quais sdo (se existem) as solucoes da equacdo diferencial

y =fx)?

Aqui, a letra y designa a incognita (0 objeto matemadtico que nao ¢é
conhecido) e, por se tratar de uma equacdo diferencial, y representa uma
fungdo, y(x), derivavel num intervalo, cuja func¢do derivada € designada por y’
Assim, a solu¢do de uma equacdo diferencial € sempre uma funcao derivavel
cujo dominio € um intervalo.

Em termos dessa formulacdo, se f € uma fun¢do continua definida num
intervalo, o TFC garante que a equacao diferencial



y' = flx)

tem solugdo e, mais ainda, as solugdes sao as fungdes que ja denominamos de

primitivas de f, isto é,
sdo as solugdes dessa equacao.

Por exemplo, as solu¢des da equacao diferencial
4
y' =cosx

sdo as fungdes
Y = /-!.'-H-h rdr = senx + ¢,

com ¢ tomando valores no conjunto dos nimeros reais.

A vantagem de introduzirmos essa formulacdo € que ela permite uma
generalizacdo para representar, de uma forma simples, outras perguntas
envolvendo fung¢Ges derivaveis. Por exemplo, a pergunta

quais sdo as funcoes que quando derivadas resultam na propria fungcdo? se
reduz a

quais sdo as solucoes da equagdo diferencial y' = y?

Além disso, essa formulacao nos dd uma boa notagdo para chegarmos a
resposta. Por exemplo, para resolver a equacao acima,

y =y,

primeiro observamos que a fun¢ao constante y(x) = 0, para x € R, € uma das
solugées da equacdo, ja que y'(x) = O para qualquer nimero real x.
Busquemos entao encontrar solugées que nao se anulem, isto €, y(x) # O para
qualquer nimero x. Nesse caso, podemos dividir y’ por y, obtendo a equagdo
diferencial

yt
[



18to €,

y' ()

==l

y(z)

donde, integrando ambos os membros dessa igualdade, obtemos

/ I e = / 1dz.
J o yr) i

Fazendo agora a substituicao

y = y(x)
dy = y'(x) dx,

chegamos a

y' () o iy
T R A

e, portanto,

Jifra
: o .

Efetuando as integrais indicadas, obtemos que

Inlyl=x+c,

onde ¢ é qualquer nimero real, isto €, as solu¢des da equagao diferencial y’ =
y, com y(x) # 0, satisfazem a relacao

njyl=r+c=
EE.lu|g.-| _ &t

gl =" = .

Como y € uma solu¢do que ndo se anula e € derivdvel num intervalo (sendo
portanto continua num intervalo), temos duas possibilidades:
(1) y(x) > 0 para qualquer x num intervalo. Neste caso, y = Iyl = ece~.



(i1) y(x) < 0 para qualquer x num intervalo. Neste caso, y = — [yl = — ece~.
Observe agora que, como ¢ pode ser qualquer numero real, ec pode ser
qualquer numero real positivo e (— ec) pode ser qualquer numero real
negativo, ou seja, podemos dizer que as solu¢des da equacao diferencial y’ =
y sdo dadas por

y=y(x) =Cerparax € [,

onde C é qualquer numero real, sendo que:

(1) para C >0, temos as solucdes sempre positivas,

(i1) para C < 0, temos as solu¢coes sempre negativas, €

(ii1) com C = 0 recuperamos a primeira solu¢do que haviamos encontrado,
isto

¢, a solucao constante igual a 0.

Dizemos também que y = C ex, com C € [, € a solugdo geral da equagao
diferencial y' = y, assim como y = sen x + ¢, com ¢ € [, € a solugdo geral da
equacdo diferencial y' = cos x

Antes de vermos mais exemplos, observamos que podemos estar
interessados numa determinada solu¢do de uma equacgdo diferencial, isto €,
uma solucdo y que esteja definida num dado nimero x; € que, nesse nimero,

assuma um valor dado y, = y(xy). Dizemos entdo que temos uma equagao
diferencial com uma condicdo inicial. Uma solucdo para uma equacao

diferencial com uma condicao inicial € chamada uma solucdo particular da
equacao diferencial.

Exemplos

1. Resolver a equacao diferencial com condi¢do inicial

!
o= CoOs

(=) =

i

Solugdo: Neste exemplo, xy = 5 € yy = 2. Como jd vimos, a solucdo
geral da equacdo diferencial é

y=senx+c

e, portanto, a solucao particular que queremos deve satisfazer



2=1y(=) = sen ['.i_;:' +c=14+c=

donde y = sen x + 1 € a solugdo do problema.
Resolver a equacao diferencial com condi¢do inicial
y' =y
y(1)==2.
Solucao: a solugdo geral da equacao diferencial, como vimos acima, €

y = Cex.
Logo, a solugdo particular que queremos deve satisfazer
2=y(1)=Ce=
C =2
donde, y = —2¢*1 € a solugdo do problema.
Resolver a equacao diferencial com condig¢do inicial
y+y2=0
y(0) = 1.

Solucado: como queremos y(0) = 1 # 0, podemos procurar as solu¢ées
que ndo se anulam (a funcao constante igual a 0, isto €, y(x) = 0, para x
€ [, € uma das solucdes, mas ndo € a que estamos procurando).
Assim, podemos escrever a equacao na forma

y'(x) dir .
: Wiz )) .

[ dy
—— =rte=
g2

T —|—r'r

Ou seja, obtivemos que as solugdes que nao se anulam sdo da forma



Y=z +¢ onde ¢ € um numero real. Impondo a condi¢do inicial

1
1= _{J,-[I:I:l et

r

obtemos que devemos tomar ¢ = 1 e, portanto, a solu¢do do problema é
a fun¢do y = y(x) = = para x > — 1 (observe que a solugdo y = ﬁ
para x < — 1 ndo estd deflmda em x =0).

Resolver a equacao diferencial

y' +x2y =0.

Solucdo: devemos encontrar sua solu¢do geral. Também neste caso, a
funcdo constante igual a 0, isto €, y(x) = 0, para x € R, € uma das
solucdes. Busquemos as solucdes que nio se anulam. Podemos entdo
escrever a equacgao diferencial na forma

Pf o
Bl
Jl_' & — —rdr =
J Yylr) .

/ rflfj.' ,J".j
J oy 3

J3

111|_{,.'| = —? + =

|{Jn'| s ."'l:-.f' B

Assim, se y > 0, temos que , y=C —= com C = ec sendo um ndmero

positivo e, se y < 0, entdo C = — e, que € negativo. Para C = 0 temos a
solucdo constante igual a zero.

O exemplo 4 € um caso particular de uma equacao diferencial

y' +gx)y=0,

onde g € uma func¢do continua, equacao esta que € chamada equacdo
diferencial linear homogénea. Se conhecemos uma primitiva, G, para
a fungdo g, sempre podemos resolver essa equacao diferencial pelo
processo usado acima: para encontrar as solucdes que nao se anulam
reescrevemos a equacao diferencial na forma



— = —g{x) =

F
(TR | S
/ --'ll .- l,-,;I,r- — / —.,I'jl|:. "II.:I f,!r._l' :‘s,_
J y(x) _

— =-G(z)4+c=

Inly| = -Gilr)+ec=
] = ece=G@)
que nos dd que a solugdo geral é

y=Ce6®comC € R.

Todos os exemplos de equacdes diferenciais que apresentamos aqui sdo do
tipo varidveis separdveis, isto €, equagcdes que podem ser escritas na forma

JO)y'= g(x),

onde f e g sdo funcdes continuas. Neste caso, integrando ambos os membros
da equacdo diferencial obtemos

/ Fly(x)y' (x) de = / g(x) dr =
/ Fly)dy = / g(x)du.

Assim, se conhecemos primitivas para f e g, podemos obter uma relacao
algébrica entre as solugdes e a primitiva de g.

Para terminar, observarmos de que as equacdes diferenciais de que
tratamos aqui sdo chamadas equacodes diferenciais ordindrias de primeira
ordem. O termo ordindria indica que suas solucdes sdo funcoes reais a uma
varidvel real, isto €, fun¢Ges que sdo estudadas neste texto, e a expressao de
primeira ordem indica que sdo equacdes que envolvem somente a primeira
derivada.

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na




resolugdo dos exercicios.

l.

Considere o problema dado pela equacdo diferencial com condigdo
inicial

y' +y=cosx
¥0) = 1.
A funcgdo y(x) = cos x + sen x € solugao desse problema?

Decida qual das fungdes abaixo € a solu¢cdo do problema:

y' —(2x cos x2)y =0

y(0)=1.
(a) y=2e*0"
(b) y = esuz?
(t] y=cos plestn 2

Decida qual das fungdes abaixo € a solu¢cdo do problema:
y'—y=3x2-Xx3
y(1) =1+ 2e.
(@) y = x2 + 2ex
(b)y =x3+ e
(C)y =x3 + 2ex

Encontre a familia das fung6es que satisfazem a equagdo y’ + (tg x)y =
0.

Considere a fun¢do y = sen x cos Xx.

(a) y € solugdo da equacao y' + y2 sec2 x = cos2 x?

(b) y € solugdo do problema y' + y2 sec2 x = cos2 x, y(0) = 1?
Ache a solugdo geral das seguintes equacgdes diferenciais:

(a) o' = t-—J

(b) ¢ =3y

(c) %-i +y =0

(d) y% — (1+y?)2? =0.

Para cada uma das equacoes acima, determine a solu¢do que satisfaz a



10.

11.

12.

13.

condic¢do inicial y(0) = 1.

Determine a solugdo geral da seguinte equacdo diferencial:
v = /ysec? z. Determine a solug¢@o que satisfaz a condigdo inicial y(F)
=0.

Resolva a equacao diferencial com condig¢do inicial:

r f_'E.::'
Yy — i il
2

y(0) = 1.

Resolva a equacao diferencial com condig¢do inicial:

4
|I..|ll|: () :I o l

Em cada item abaixo encontre y(x) que satisfaz a condicao dada:
(@) y'(x) =x3-5y2+y2x3-5e y(2) =0.

(b) y'(x) + x2y(x) = 0 para todo x € R, com y(x) # 0.

(©) ¥'(x) + 5y(x) =0 e y(1) = 2.

(d) y'(9) = Inx, (y")(1) =3 e y(1) =1
(e) y'(x) + (xcos x)y =0e y(0) = 1.

Mostre que y(x) = e ko £ / tel s*dsg  satisfaz a  equagdo
Jo

diferencial y’ + x2y = x com a condig¢do inicial y(0) = 0.

Decida se a proposi¢ao dada € falsa ou verdadeira:

Se f: R—R € continua, entdo y(x) = x [|" f(t)dt € solucdo da equagdo
diferencial xy’ —y = x2f(x).



Outras aplicacoes

Apresentaremos agora algumas aplicacdes da integral no cdlculo do
comprimento de arco, de dreas e volumes por meio de problemas resolvidos.

O comprimento de arco

Tentando resolver o problema 1 que apresentamos na introdug¢do ao
conceito de integral, chegamos a conclusdao de que, se o comprimento (ou
mais precisamente, o comprimento de arco) da curva que € o grafico de uma
funcdo derivdvel com derivada continua num intervalo deve ser o limite do
comprimento de poligonais construidas a partir da divisdo do intervalo em
subintervalos de mesmo comprimento, entdo o comprimento de arco dessa
curva € dado por uma integral definida. Esse fato nos motiva a adotar a
seguinte definicao:

Definicao: Se f € uma funcio derivdvel com derivada continua num intervalo [a, b],
definimos o comprimento de arco, L, da curva que € o grafico de f no intervalo [a, b]
pela integral

b
o [ V14 (f'(x))?de.
of (1

Como exemplo consideremos o Problema 1: Qual € o comprimento do
arco da pardbolay =x2para0 <x=<1?

Solugdo: como esse arco de pardbola é o grafico de f(x) = x2 no
intervalo [0,1] e f tem como derivada a funcdo f(x) = 2x, que é
continua no intervalo [0 1], o comprimento desse arco €, por

defini¢do, a integral / /1 + (2:r)2dr. Para calcular essa integral,

podemos usar a substituicao trigonométrica
'_)_;' — t :"l't.'l

s
- o}

1 ;
rf.:' =i :«1_*{'2 H -f-iII':".
2

obtendo



r 1 arctg 2 _
/ V14 (20) do = [ sec” f df.
J0 <.Jn

Integrando, agora por partes, a fungdo sec? 8, fazendo

u=sect
dv =sec2 6 dO
obtemos
arctg 2 5 1 e, 1 —
/ sec” fldfl = - (sect tgf + In|sec + tg | s — 3[?\.*"-'3+111I:?+1-'E] )
Jo = -
e, portanto

1 )
—_— 1 =
/ v 1+ (2z)2dz = 1[:?1.-’? + In(2 + ‘-.,.-“"‘E] T v + Inf( ‘I.: 2+ vb).
S0

Na verdade, esse ¢ um dos poucos exemplos em que o cdlculo do
comprimento de arco resulta na integral de uma funcdo para a qual
conseguimos encontrar uma boa primitiva. Ou seja, o cdlculo do
comprimento de arco € um bom exemplo da utilidade dos métodos numéricos
para o cdlculo de integrais definidas. Mesmo nesse exemplo, dado o resultado
que obtivemos, podemos pensar que talvez fosse mais simples calcular
numericamente a integral envolvida.

Area de regiao entre curvas

Problema 2. Sejam f(x) = cos x e g(x) = sen x para x € [0, 27t]. Qual € a drea
da regido R entre os graficos de fe g (veja Figura 5.1a)?

Solugdo: primeiro observamos que se transladarmos verticalmente
os dois graficos juntos, a regido p entre os dois graficos
transladados, tem a mesma drea que a regidao R. Isto é, se ¢ € um
nimero real e

flo) = flr)+e
g(x) = g(z) + ¢,



entdo a regido I, entre os graficos de f e9d,éuma translacdo de c
unidades da regido R, e portanto suas dreas sdo iguais. Assim,
podemos tomar um numero positivo ¢ suficientemente grande, de
tal forma que

_}::I:.r' ;I = fl T | + i" il
glx)=glr)+ec >0

e calcular de R (veja Figura 5.1b).

yA yh
T, o "‘\\ .
"_x,\.. 2
| A Y /
b ‘\-_\ z/...- My + | I
.3'-.‘ N y F 4 \ . !
\ R : \ !
y 4 A 4o A8
__ N g i
0 h fx 0 x
¥
- ___.,/ . 4
(a) (b)
Figura 5.1

Agora observemos que podemos decompor a regiﬁo R na unido das
regides R;, R, e Rz, como na Figura 5.2, que sdo determinadas

pelos pontos de intersecdao dos graficos de f e 9 denotados por P,
eP -
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Figura 5.2

Logo
A(R) = A(.ﬁ* ) = A(RD) + A(R,) + A(R3).

Denotemos por a; a primeira coordenada do ponto P; e por a, a

primeira coordenada de P,. Como L (x) = §'(x) > 0 no intervalo [0,
a], temos que:

(i) [ f(x)dr = drea da regido determinada pelo grifico de f e
pelo intervalo [0, a;] (j& que f (x) = 0 para x nesse intervalo).

(ii) [y §(r)dr = drea da regido determinada pelo grdfico de g e
pelo intervalo [0, a;] (ja que g(x) = 0 para x nesse intervalo).

(ii1) a drea da regiao determinada pelo grafico de f “e pelo intervalo
[0, a;] € a soma da drea de R; com a drea da regido determinada

pelo grifico de g e pelo intervalo [0, a;] (jd que £ (x) = g(x) = 0
para x nesse intervalo).

Ou seja,

/ .f-{:l: widr = AR+ [ | glo)dr
i 40



e, portanto,

fy a
ARy = / flr)de — / g(x) dx
JO J0
= / ['i' r)—gl .J':]] dx.
0

Mas

/ ['J' z) — gl -":'] dr = [ [':_.'II:.J':] + oy —(glo) + r']] d.r
J0O Ji
oo [ [,fl'll — :"J.'l:,f':l] .-fl,u't
Jo

e a; € uma solucao da equagao

Jx) = g(x)

pois, sendo a primeira coordenada de um ponto de interse¢dao dos
graficos de f eg, temos que

fla1) = glay),
ou seja,
flap) +c=glap +c,
donde fla;) = g(al).

Por outro lado, vemos que g(x) = f(x) > 0 para x € [ay, a,] e,
portanto, analogamente ao que acabamos de analisar, temos que:

(1) Ij':f flr)dr = drea da regido determinada pelo gréfico de f e
pelo intervalo [ay, a,] (j& que f (x) =0 para x nesse intervalo).

(i1) j(fj G(r)dr = drea da regido determinada pelo grifico de g e
pelo intervalo [ay, a,] (jd que g(x) =0 para x nesse intervalo).



(iii) a drea da regido determinada pelo gréfico de g e pelo intervalo
[a;, a,] € a soma da drea de R, com a drea da regido determinada

—

pelo gréfico de f “e pelo intervalo [ay, a,] (ja que g(x) = f=0
para x nesse intervalo).

Ou seja,
g az
/ r-”"' dr = A{lt2) + / flu)de
ol {14 oy

e, portanto,

az az __
A(Rs) = / Ggla)de — / flz)dz
o 1 of il
L) n
2= / [f}[.r' ) — fI( _J'}] dr.
Jay

Mas

/ [§(x) = f(x)]de = / [(g(x) + 0) = (f(x) + )] de

o i1

- / a(x) — f(x)] de

e, como no caso de x = a, temos que a, € uma solucao da equagao

Jx) =g(x).

Finalmente, repetindo os argumentos, considerando agora que f (x)
> g(x) =0 para x € [a,, 2n], obtemos que

Al R3 Ji= /H [}El T — E,rl T |] dr

= / [f(x) — g(x)] du.
o g

Em resumo, obtivemos que



AR) = A(Ry)+ A(Rqy) + A(R3)

:/[ﬂﬂ—ﬂﬂﬁ+/WMﬂfwﬂﬁ+
<0 <y

2m
+ / [fl.ll 2 .xJ.l[..":]] dz, (%)

onde ae a, sdo as solucdes da equagao
Jfix)=g(x), para x € [0,2m].
Resolvendo entio a equacao

cos x = sen x, para x € [0, 27],

obtemos a; = T ¢ az = 2T . Logo

_—1|RI — /
A0
27
o [ [cosr — sena :l dr
o

= (sen o + cos | —I— [—I-:-::-‘-‘ r 4 sen .o |]

o

i
(cosr — senx) dir 4+ / sen .o — cosx) dr+

Y i

==

e

lT + [ sen —|—(||HJ'||-_
1

AT

= —D+(VZ2HV2)+ (1 +v2) =42
Observe agora que como f(x) — g(x) >0 parax € [0, al] U [a,,27t] e fix)

— g(x) <0 para x € [a,,a,], temos

I flez)—glx) para x € [0,aq] U [ag, 27],

|}LI i :I — Il'_.fl::.r' || = l .’.-”i T :I s .'“ _|| ara & = [”l*”ﬂ]'

e, portanto, a igualdade assinalada por (*) acima, equivale a

27
A(R) = [ |;‘|r ) —qglx || da
J

ja que



2 iy il
f(x) — g(z)| dz = f(z) — g(z)| dz + flx) —g(z)| dz+
S0 S0 <y
2w
2 / |Fllr ) — gl || dr
o A

iy az
= / [f(x) — glx)] dr + [ lg(x) — fla)]do+
S0 oy
2w
+ / [Ilr | — gl |] i
Ja,

Mais ainda, vemos que para chegar a igualdade (*) s6 usamos o fato de que
f(x) = cos x e g(x) = sen x e os respectivos graficos para:

(i) conhecer os pontos de interse¢do de seus graficos (que no caso eram
apenas os pontos P; e P, cujas primeiras coordenadas denotamos,
respectivamente, por a; € por a,)

(i1) conhecer os intervalos onde f > 0 e os intervalos onde g > O.
(i11) conhecer os intervalos onde f > g e os intervalos onde f < g.

Assim, podemos concluir que o resultado que obtivemos € vélido em
geral, isto €,

se f e g sdo fungdes continuas num intervalo [a, b], entdo a drea da regido R entre os
grdficos de fe g € dada por

b
A(R) = / If(z) — g(z)]| da.
<

Problema 3: Calcular a drea da regido R entre os graficos de f(x) = x5+x3+x2
e gx) =x3 + 2x2 parax € [-1,2].

Solucdo: como f e g sdo fungdes continuas no intervalo [-1,2],
temos que

2
AR i= / |.'Jl r) — g .J':]| dr.
J—=1

Seja h(x) = fix) — g(x) = x5 — x2. Devemos determinar em quais
intervalos tem-se que f > g (isto €, 1 > 0) e em quais intervalos f < g
(isto é, h <0). Para 1sso devemos resolver a equagao



X5+ x3 4+ x2 =x3+2x2parax € [-1,2],
ou seja, a equacao
x5 —x2 =0 parax € [-1,2],

cujas solucoes sao x1 =0 e x1 = 1. Como & € uma funcao continua
no intervalo [-1,2], e sé se anula nessas solucGes, podemos
concluir, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, que 4 ndo pode
assumir valores positivos e negativos em cada um dos intervalos [—
1, 0), (0,1) e (1,2]. Logo, para saber qual € o sinal de 7 em um
desses intervalos, € suficiente avaliar # em um ponto de cada
intervalo. Escolhendo, por exemplo, os pontos —1, i} e 2, obtemos

hi—=1)=—=1-1<1

i (N
.'r-'I_E_I — ? — ? < 1
h(2)=2°—-22>0

e, portanto, f — ¢ = h <0 no intervalo [-1,1] e f— g = h >0 no
intervalo [1,2]. Logo

1 2
A(R) = [ [_xj.'[: &)= ]‘I.ll] dx + / [flr ) — glx I] dr
J—1 J1
1 2

— / [—.."5 + _:'E] dr + / (" — .r"?] dr
J=1 41

.."6 I'j . J'E} r'j 2
i (B e

(5] 3 1 { 3 1

1 1 1 1. 20 25 1 1

Problema 4: Calcular aproximacoes para o nimero 5 usando uma integral
definida.

Solugdo: sabemos que 7 € a drea da regido limitada por um circulo
de raio 1, 1sto €, num sistema de coordenadas com a mesma escala



nos dois eixos, 7 € a drea da regido entre o grifico de
flo) =+/1 —u12 e o eixo-x (J4 que o grafico de f € o semicirculo
superior de raio 1). Assim temos que

1 &
| e / v 1 —r?dr
S —1

e, portanto, podemos usar qualquer um dos métodos numéricos
para calculo de integrais definidas para obter aproximacgdes
arbitrariamente boas de 7.

Volume de um soélido de revolucao

Um outro tipo de problema cuja solug¢do resulta no cdlculo de integrais
definidas € o cdlculo de volumes do que chamamos sdlidos de revolucdo.

O exemplo mais simples de um sélido de revolugdo € um cilindro circular
reto: num sistema de coordenadas cartesianas, consideramos uma regiao
retangular, como na Figura 5.3a, onde o comprimento do lado horizontal € a
altura do cilindro e o comprimento do lado vertical € o raio da base do
cilindro. O cilindro € obtido pela revolu¢do ortogonal da regidao retangular em
torno do eixo-x; (Figura 5.3b).

Yk

=Y

(a) (b)
Figura 5.3

Um outro exemplo de um sdlido de revolucao € o foro solido, que € dado
na Figura 5.4.



Figura 5.4

Um modelo matemadtico para um toro solido € obtido da seguinte maneira:
num sistema de coordenadas cartesianas com a mesma unidade de medida
nos dois eixos, consideramos um disco que nado intercepta o €ixo-x; COmo na
Figura 5.5a. O toro sélido € aquele que se obtém pela revolucao ortogonal do
disco em torno do eixo-x; (Figura 5.5b).

=

(a) (b)
Figura 5.5

Problema 5: Calcular o volume V(7) do toro sdlido T, que € obtido pela
revolugdo do disco de raio 1 e centro (0,2) em trono do eixo-x (Figura 5.6).



-1 |01

(a) (b)
Figura 5.6

Solugdo: primeiro observemos que se R; € a regido entre o semicirculo
superior e o intervalo [-1,1] no eixo-x e R, € a regido entre o semicirculo

inferior e O intervalo [-1,1] no eixo-x (veja Figura 5.7a e b), entdo as
revolucdes dessas regides em torno do eixo-x geram dois solidos, S| e S,
(veja figuras 5.8a e 5.8b) cujos volumes satisfazem

volume () = volume (7) + volume (,),

ou seja,
V(1) = V(S - V(Sy)

e, portanto, reduzimos O problema ao cdlculo dos volumes de S; e de S,.

=Y

(a) (b)



Figura 5.7

(a) (b)

Figura 5.8

Comecemos calculando V(S;). A ideia € usar o fato de que sabemos que o
volume de um cilindro reto € o produto da drea da base pelo comprimento da
altura do cilindro. Observemos entdo que se dividirmos o intervalo [-1,1] em
n subintervalos de mesmo comprimento, A = ==Y _ 2 e considerarmos a
regido R- (que é uma unido de retdngulos) como na Figura 5.9a, vemos que a
revolugdo de R- em torno do eixo-x gera um solido, .S, (que € uma unido de
cilindros retos), que estd contido em S, e, portanto, satisfaz

V(SD) < V(Sy).

] lad
| 30
*

——

=Y

Figura 5.9



Analogamente, se consideramos a regido R+ (que também € uma unido de
retdngulos) como na Figura 5.9b, vemos que a revolugdo de R+ em torno do
eixo-x gera um sdlido (que também € uma unido de cilindros) S;, que contém
S, donde

V{58;) < V(St).
Ou seja, temos que

V(S;) <V(S1) <V (S)).

T

Como S;; e S;t sdo unides de cilindros, sabemos calcular seus volumes. Para
isso, denotemos por x0 < x1 < ... < x,, os extremos dos subintervalos da

divisdo que fizemos. Entao,

Ip = —1

¢ | e

Ty —Ti1 =A=—, paral <i <n.
Observemos agora que o semicirculo superior, que determina a regiao Ry, € o
grafico da fungdo

—_—

flz) =24++1-22

e, portanto, se R; é o retdngulo cujo lado horizontal € o intervalo [x; _ |,x;],
entdo o volume do cilindro C,, gerado pela revolucdo de R; em torno do eixo-
xé

V(G;) = n(£(¢7))* (zs — Tiz1),
onde {;” € o ponto de minimo de f no intervalo [x;_;, x;]. De fato, a base desse

cilindro € um disco de raio f ({;") e sua altura € o comprimento do intervalo [x
1. Xlque € (x;—x;_ ).

Como o volume de S;; € a soma dos volumes desses cilindros, obtemos que



n
LS e Z w(F(E )2 (s — ximy)-
i=1

Analogamente, usando os mesmos subintervalos, chegamos a

T
V(SH) =) w(f(GN) (=i — zim1),

i=1

onde g;r €, neste caso, o ponto de maximo de f no intervalo [x; , x;]. Agora,
podemos identificar que se g € a funcao

g(x) = m(f(x))?,

entdo, tanto V(S;,), quanto V(S;F), sdo somas de Riemann da funcdo g sobre a
particao P, = {xy, x, ..., x,} do intervalo [-1, 1]. Como o tamanho dessa

particao é | P, | = %, temos que /P,/ — 0 quando n tende a infinito. Logo,

como g € uma fung¢do continua (pois f € continua) e, portanto, integravel no
intervalo [-1,1], jd4 sabemos que

1
Iim V(S5 ) = / glor)dr = lim TL'[.‘:!":__:].

n— oo 1 n— o0
Por outro lado, ja temos que
V(S;) <V (5) <V(SH

e, assim, podemos concluir que

1 1
/ qgla) dr = lim 1'[: 5; ) < 1'[: 51 < litn 1'[: HJT = / .f]r[.,.-:.;,i'.,.-r

1 n—D0 n— Do 1

Isto €, obtivemos que

J- I
V(5 = / w( flx) :]‘2 dr.
i3

Para calcular o volume de S2 repetimos o procedimento, considerando que,



neste caso, o semicirculo inferior que determina a regido R, € 0 grafico da
funcdo /i(r) = 2 — /1 — 2. Assim procedendo, podemos concluir que

L
V{55) = / w(h(x) ]ﬂxf.r'.
S —1

Usando agora 0 resultado que obtivemos antes, isto €,

V(T) = V(S)) — V(Sy),

temos que
L 1
V(T [ m(fix))? dr - / (h(x))? da
g i J—1
1 . 1 —
= / (2 + 1 —x2)2dr — / (2 —v1—22)2dzx
J—1 JS—1
1 e o VN
=T [ ['2 i ‘-.,l _ ,."E :IE _ |3 _ ""J. _ .1.2}3] ”r.J.
S =1
L
= qr a1l — ,r"2 dr
J—=1
J- P,
= 8 / V1—z2dr = 472,
S =1
ja que

(=1

1
/ v 1 — 12 dx = drea do semicirculo de raio 1 e centro na origem =
J-1
a verdade, podemos ver que para calcular o volume do sélido §; (ou do

solido S,), usamos apenas que a regido, cuja revolu¢do em torno do eixo-x

gera 0 solido de revolucdo, € determinada pelo grdfico de uma fungdo
continua num intervalo e pelo intervalo no eixo-x, ou seja,

se f € uma fungcdo continua num intervalo [a, b] e R € a regido determinada
pelo grdfico de f e pelo intervalo |a, b] no eixo-x,

entdo, os mesmos argumentos que nos levaram a calcular O volume de S, nos
permitem afirmar que



o volume, V(S), do sdlido gerado pela revolucdo de R em torno do eixo-x é

b
V(5) :/ 7r|:_,1"|f.r':|f|2ff.r',

o0

Problema 6: Calcular o volume do sélido de revolucdo gerado pela regido
determinada pelo grafico de f(x) = ex e pelo intervalo [0,1] no eixo-x.

Solucdo: como f € continua no intervalo [0,1], se S denota o
solido de revolucdo, temos que

1
V(S) = / m( f(x))2 dr
S0
1
o D
= / m(e®)* dx
L0
1
= T/ F':'zl dr.
S0

Para calcular ['¢2* dr dx fazemos

u=72x
du = 2dx,
donde
iui'” — dr e g% — f'ﬂ"‘,
2

Comu=0parax=0eu =2 parax=1 temos que

i )
L g 2 el v
e .f.;ll." = —.f.;'r.g = ==
2 k ¥ ¥
S0 S e =

donde V(S) = 3(e2-1).

Massa de uma barra retilinea rigida
Consideremos uma barra retilinea rigida de comprimento L e massa M.
Dizemos que a barra é homogénea (ou que sua massa € distribuida



uniformemente) se a massa de qualquer segmento da barra € proporcional ao
comprimento do segmento, onde a constante de proporcionalidade € | = %

Em outras palavras, se um segmento da barra homogénea tem comprimento /
€ massa m, entao

mo M
I L'

O numero } = % chamado de densidade de massa linear e dizemos que

uma barra homogénea possui densidade de massa linear constante.
Consideremos agora uma barra retilinea rigida de comprimento L, cuja
densidade de massa linear ndo € constante mas varia continuamente ao longo
da barra, isto €, podemos construir um modelo matemadtico para esse
problema fisico identificando a barra com um segmento de reta [0, L], e
assumindo que a densidade de massa linear é¢ dada por uma fung¢ao continua @
: [0, L] — R. Para cada x € [0, L], dizemos que g(x) € a densidade linear de
massa no ponto Xx.
Problema 7: Calcular a massa M de uma barra retilinea rigida de
comprimento L e densidade de massa linear dada por uma fun¢do continua o :
[0, L] — .

Solugdo: a ideia € procurar calcular aproximacgdes para M e, a partir
dessas aproximacgdes, chegar ao valor de M. Primeiro observamos
que se [a, b] € um subintervalo de comprimento suficientemente
pequeno, entdo a continuidade de ¢ nos diz que para cada x € [q,
b] tem-se que

o(x) = o(c),

onde ¢ € um ponto do intervalo [a, b] (0 ponto médio do intervalo,
por exemplo) e, portanto, uma boa aproximacao para a massa do
segmento da barra que corresponde ao intervalo [a, b] € a massa de
uma barra homogénea de comprimento (b — a) com densidade de
massa linear constante igual a o(c).

A partir dessa ideia, vemos que se n € um inteiro positivo suficientemente
grande e subdividimos a barra em n segmentos de comprimento £ — podemos

aproximar a massa de cada segmento pelo critério acima e a soma "das massas
dos n segmentos serd uma boa aproximacdo para a massa da barra. Ou seja,
se tomamos a particao



P, ={xp, X{s ce0s Xy o0y X}

do intervalo [0, L], onde

oL s
r; = — para 0 < 1
||'I|

[

T,

e n € suficientemente grande (ou, equivalentemente, se % ¢ suficientemente
pequeno), entdo, para 1 <i <n,

mi = p(Gi)—,
T

com §; sendo o ponto médio do intervalo [x;_;, x;], € uma boa aproximacao
para a massa do segmento da barra que corresponde ao intervalo [x;_, x;], e,
portanto,

L —
Agora, observando que = =X;— X;_1, Vemos que

n n
E My = E PVES T — Ti_1)
i=1

=1

que € uma soma de Riemann da fungdo ¢ sobre a particdo P,. Mais ainda,
estamos admitindo que quanto maior for o n, melhor serd a aproximagao M,

n
=3 plai)Ar de M. Em outras palavras, temos que
i=1

M — M,

n

quando n — . Como cada aproximacdo M, € uma soma de Riemann de @
. ~ _ L ’
sobre a parti¢cdo P, e IP,| = == 0, concluimos que



L
M = / ,r_nj:.r']_rf,r,
JO

Exercicios

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, voc€ deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

l.

10.

Considere f(x) = x4 e g(x) = x3.

(a) Calcule a drea da regido entre os graficos de fe g, com x € [-1,
1].

1
(b) Calcule/ (f(z) — g(z)) dzx.

1
Calcule a drea da regido entre os graficos de fix) = x2 + 2 e g(x) = —x,
com(0=<x=<1.

Ache a drea da regido limitada pory=2-x2e y = x.

Calcule a drea da regido entre o gréafico de g(x) = cos x e o intervalo
—Z, 2] no eixo-x.

Calcule a drea da regido R entre o grifico de f(x) = sec x tg x € O
intervalo [- T, §] no eixo-x.

Calcule a drea da regido entre os graficos de flx) = 2x3 — 3x2 + x e g(x)
=x3+ 2x2—Sx parax € [-1, 3].

Considere f(x) =esec x sec x tg X . Calcule a drea limitada pelo gréfico,

pelo eixo-x e pelas retas « = ——5 e .'_I

Encontre a drea da regido limitada pelo grafico da funcio fix) = /r,
pela reta tangente a funcdo fem x =4 e o eixo-y.

Calcule a drea da regido limitada pelos graficos de f(x) = cos x e g(x) =
sen x e as retas x = —Jr e x = IT.

Na figura abaixo sdo dados o grafico de f(x) = 1 — x2 e duas retas
Yy = 3‘? Calcule a drea da regido sombreada:



=Y

11. Determine a drea da regido destacada na figura abaixo, limitada pelo
2 2

grafico das fungdes () = e flx) = Fow g e pelo circulo de
gl 2 F(z) i

raio 1 centrado na origem.

2
S

12. Considere as fungoes f'e g cujos graficos sdo dados abaixo:



YA

o b e
Sabendo que [ _If'[,.":] dr = 4. / _fl::‘:' | dr = 7. / ..:_,r[: i) dr = 1
b o (1 ol {1 Ja
e [ g(x) dr = 5, calcule a drea da regido entre os graficos de fe de g.
il

13. Determine a area da regidao destacada na figura abaixo, onde f(x) = cos
xegx)=x2-2x-1.

14. Determine a drea da regido destacada entre os dois graficos abaixo,
onde f(x) = x2-2:



15.

16.

17.

18.

19.

Calcule o volume do sdlido obtido pela rotacdo da curva i = /3 — 2
em torno do eixo-x.

Ache o volume do sdlido obtido girando-se em torno do eixo-x a
regido limitada por: y = /r,y =x2,0 <x < 1.

Determine o volume do sdélido obtido pela revolu¢do, em torno do
eixo-x, da regido limitada pelo gréfico de = /2 + 1, pelo eixo-x e
pelasretasx=—-1ex=1.

Calcule o volume do sélido obtido pela revolugdo em torno do eixo-x,
da regido limitada pelo gréafico da fungdo fix) = sen(x), pelo eixo-x e
pelaretasx=0e x =7

Considere a regido plana R dada na figura, onde C, € o semicirculo de
raio 1 e centro no ponto (2, 2) e C, € um arco de parabola.



v ]
|
)

|

B
]
1
1

[
T
|
I
|
I
I
|
|
|
I
|
A e e e - — =

[P, & g S Oy L P P O . o i

0 1 %

Calcule o volume do sélido gerado pela revolucdo de R em torno do eixo
X.

6. Exercicios suplementares

Para um melhor aproveitamento dos exercicios, vocé deve justificar suas
respostas identificando as propriedades ou teoremas que foram utilizados na
resolucdo dos exercicios.

2
Sabendo que [ f(x) de = 2, calcule:
J-1
»

(a) /d (3 —2f(x)) di
S =1
-1
(h) / (f(s) —cos(ms)) ds
1 2
() / 3flr) dr+ [ 3f(x) dz
J1 J1

2 2

(d) / (2f(x) +1) dr +4 / 1972 de
J =1 J—=1




—
il

Sabendo que a funcdo continua g € par e / (sen & + glx)) de = 2,

o —

calcule/ g{x) dz.
Jo

—
il

Sabendo que a fun¢do continua g é impar e / (x +g(x))de =1,

calcule/ g{x) dz.
Jo

Sabendo que ["_cos* wdr = 7, calcule:

(a) A drea da regido entre o gréafico de cos? x no intervalo [, 27t] € 0
e1X0-X.

/2

(b) / e
o =1 /2

(c) / | cos?e| dur.

Sabendo que [ sen’rdr = L7, calcule:

(a) A drea da regiao entre o grafico de sen2x no intervalo [, 27T] € 0
e1X0-X.

2w
F, .-:'
(b) sen”“r dr.
J =27
(¢) / |h<.=113.r'| dr.
Jo

Calcule:

3

(a) / |30 — 3| dx
3

(b) ‘/ (31 — .‘5:];,;'..'"

Calcule:



10.

1.

2w
(a) / |cos x| dx
J =27
2 2
% q
/ sen“r dr + / COS~ T .rf.e"
Jo Jo

Determine quais das alternativas abaixo sao verdadeiras:

(b}

] ]

(a) / cosrdr = [ COS A
J =2 J2
-2 -2 —2
(h) [ (4 +2)dx = / 4t dt + E’-[ ds
J1 J1 J1
2 2
(¢) [ ridr > / 4 dx
J1 Ji
1 1
(d) / r3dr > / o4 dr
Jo Jo
2 2
(o) / |.r3|rf_..r' = ‘/ .1'3&?.-!"
J_o o

Para cada x = 0, considere F(x) = [, (2t — 1)dt. Calcule F(1) e F(3).
Ache uma expressao algébrica para F.

Em cada item abaixo, decida se a proposicao dada € falsa ou
verdadeira:

2
(a) Se / flx)dr > 0, entdo f(x) > 0 para x € [1,2].
|

1
(h) Se [ flr)dr #£ 0, entao f(xr) # 0 para r € [“. 1].
Jao

1 1
(¢) Se [ f(x)dz = / glxr)dr, entdo f(r) > g{x) para = € [{}. ]_].
Ji Jo

L 1
(d) Se / |f(x)| dr =0, entao [ flz)dz:=1.
A0 S0

Calcule as seguintes integrais definidas:






0 1
{d) / (02 + &) de
J2

1
() / 2t dt
J=1

{h) (Zsena + ) dr

T
() / (cosr + secxtgr)ds
S0

(k) (1 + sec? r) dx

J0
E 1 E
(1) : mef.f
(m) ?z'r dir
J1

—1
I[n}l/ 3t dt

(0) / deosrdr

2

1
1
(p) [—E'+E‘r3 dit
J0O

Bi=

1

(1) = .
: Jo V-
12. Seja fx) = x3 —x.
(a) Calcule a drea da regido R entre o grafico de f e o intervalo [-1, 1]



13.

14.

15.

16.

17.

18.

no eixo-x.
(b) Repita o exercicio anterior, considerando o intervalo [0, 2].

(c) Paracada x = 1, seja g(x) a drea da regido entre o grafico de fe o
intervalo [0, x]. Ache uma expressao para g(x).

(d) Para cadax <-1, seja h(x) a drea da regido entre o grafico de fe o
intervalo [x, 0]. Ache uma expressdo para h(x).

Calcule a drea da regido R entre o grafico do cosseno e o intervalo [0,
27t] no eixo-x.

Seja F(x) = / (t* +t) dt. Ache uma expressio algébrica para F.
J0

(a) Derive a funcao F(x).

(b) Calcule F(0) e F'(0).

(c) Calcule F(1) e F'(1).

Derive as seguintes fungoes:

t
(a) _fl::'.'l'] == /_:'mr"z'!rf.."
40

(b) flx) = / cos tIn tdt
0

(c) f(z) = / (1 + arctgs) ds
of —

sen 2r
(d) flz)= / v1—s?ds
o

n (e 2._|‘

]
“*I f| s) = / r.zu‘u:c-u.wf it
Jeoos s

Te®
Seja_f{ = / cost? dt. Caleule 7o),
J0O

2
Seja f(x) = x*. Calcule / Ft)dt.
41

. o * 3 . Gl J
Seja glx) = cost=dt. Caleule lim —
<1

r—0 1 —1




19.

20.

21.

22.

Calcule lim (i [H rf?rfr’).
xr—l I tn

Considere a fungdo F(r)= | (#? —1)e" dt definida no intervalo [-2,
Jo
2]. Determine o ponto de minimo e médximo global da funcio F(x).

Encontre uma primitiva F para a funcao f(f) = cos ¢ + sen ¢ tal que F(—
=1.

Considere

Glz) = / |_]L'|:J":]|rff.
l

onde f() € a funcao cujo grafico € dado abaixo.

Yk

v

v
Rl e e o e O

Sabendo que as dreas das regides Ry, R,, R3 € R, sdo A(R;) = 2, A(R,)
=2,A(R;) =3 e A(R,) =4.

(a) Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao
G.

(b) Determine os pontos de maximos e minimos locais da funcao G.



23.

24.

25.

26.

(c) Calcule G(0), G(1), G(2), G(3), G(4).

(d) Determine os pontos de mdximos € minimos absolutos da funcao
G no intervalo [0,4].

(e) Faca em esboco do grafico da funcio G.
Seja Fir) = /WQ—SL’;}H parax € [-2, 2].
Jo

(a) Ache os pontos de maximo e de minimo locais de F.

(b) Quais sdo os intervalos em que o grafico de F' € cOncavo para

baixo?

(¢) Quais sdo os intervalos em que o grafico de F' é cOncavo para
cima?

Considere f: & — R definida por f(r) = / (t3 — 9t)et dt.

(a) Em quais intervalos, se houver, f € crescente? Em quais intervalos,
se houver, f € decrescente?

(b) Determine, se houver, os pontos de maximo ¢ minimo local de f.

(c) Em quais intervalos, se houver, o grifico de f € concavo para
cima? Em quais intervalos, se houver, o grifico de f é cOncavo
para baixo?

(d) Determine, se houver, os pontos de inflexdo do gréfico de f.
Sabendo que f € uma fungdo continua no intervalo [0,1] que satisfaz
A0) = 1, _,f'[f] =2 _#'E%} = —1._f'{%} = 1e f(l) =0, calcule a

1
aproximacdo de / f(x)dx dada
Jo

(a) pelo Método de Simpson com n = 2.
(b) pelo Método do Trapézio com n = 4.
(¢) pelo Método do Ponto Médio com n = 2.

Calcule as seguintes integrais definidas, utilizando integracdo por
substitui¢ao:



|a|:|

/ 3% Teen zdx
0
LtJ / f“"iuhll: J:.FJ‘
0
f+.2

/ Yoect di
0
t= +-Lf+1

/J‘-d nﬁvl — cos fdf
a

...|.|

T
(f arccos t !r+
(f) ), V=
as seguintes integrais definidas, utilizando integracdo por

27. Calcule
partes:

(a) / - Tsecr to o dr
J0
1
(b) / (22 + x)e® dx
S —1
1
(¢) [ arctg x dr
¥

2
(d) / tln 5t dt
J1

(e) /1i11‘£<1'1_r:-:ﬁrf|‘)
J0

(f) [ e2t cos 3t dt
Jo
28. Calcule as seguintes integrais definidas, utilizando integracdo por

substituicdo trigonométrica:



. 1
[H] /2 W-ﬂri

3
(b) / V1=t g
2

—1
(c) vV Or? 4 25dr
J0

1
(d) / V25 — da2dr
L0

2
© [
J1
29. Calcule as seguintes integrais definidas:

2T
(a) / sen r+/3 — 2cos rdr

—2w



I\:l

(b) /

{E':I a Ju'+4

uIH

1
[:{ 1'] I +2
V6x? +24.1

7
(e) / cos® s ds

F
sen

2y cosxdr

—

n

p—
"-u-..h‘_-‘, i

=T

I8
sen?r cos? r du
m

p—
EF_
[y

"
sensr cosS rdr

—
—_—
L

=

(i) [thgfg-:ff
J10

()} / (22 + ) Inxde
J1

) dr
I
2 /z: v4—ax?

T dr
{Iﬂ] ./:1 4+ 9.('2
4

1
" Derive a fun¢io h(u) = cos2(u3) e calcule f (cos a¥sen o®) * dur.
0



31. Resolva as seguintes integrais indefinidas, e verifique sua resposta
derivando a fun¢ao encontrada:

(a) /23'{:5.1'

(b) [ff:;.f-** + 5x) sen(3a? 4 5 4 1) di

(c) [.r'{'nh xr dr

(d) /r'm";r{'im.e' dr

log,q

(e) [ -1 (1 Ll
£

(f) / sen2r tg 2r di
[_ COs T Ii'
&) J 1 +4sen?s !
(k) f.r' Hv{‘z[.rjj dr
(i) / (Inx)?de

AlCCOs &

(i) | ﬁt

(k) /-h__; +2r +1)e® da

i

| e dr
0 / =

(m) [r“:-u}n.t' dr
(n) [.r' cos® rdr
1
[0) / dr
J evInx
() /HI:CE rtgr dr




32.

33.
34.

35.

(t) / lr
\f‘l{ _ g2

(1) dr

L / v HJ—{}I'—

(v) /r arctg r dr

(w) /l“\*’—i—lu

(x) /-—,. n-urd

. F L . . ; .
—2 (sen .""]I T + 2xe” + r2e®

Encontre a primitiva F' da funcdo f(;) =
s COSs I= —|— e et

tal que F(0) =2
Encontre a primitiva G para a func¢ao g(x) = arccos x tal que G(0) = 1.

Em cada item abaixo, decida se a proposicdo dada € falsa ou
verdadeira:

read £z

—ds 7.
cb+d 4\ ¢ Jdr.

(2) Sef:R — IR ¢ continua, entdo [ f(x)dr =1 |
(b) Se [" flu)dr =2 [ f(r)dr., entdo fé uma funcdo par.
(c) Se ._J_ﬂ f(x)dr = 0, entdo f € uma fungdo fmpar.

Considere o problema dado pela equacdo diferencial com condigdo
inicial



36.

37.

38.

39.

40.

41.

y +zy = 2+ +2c+1
y(0) =0.
A funcgdo y(x) = x2 + x € solugdo deste problema?
Considere o problema dado pela equacdo diferencial com condigdo
inicial
' ‘ L IS
yy=2cosrsen

y(0) = 0.

A funcgdo y(x) = sen2 x € solu¢do deste problema?

Ache a solugdo geral das seguintes equacgdes diferenciais:
ol o — 11

(a) ¥’ ==,

(b) ¥' =~y

() yr=y+1

_ |]_ + ”3:”.3 =10

SE

(d) y

@©y=%

(f) ¥’ =5y
() 1242 =0

Lo f:d"

Para cada uma das equagdes acima, determine as solugdes que
satisfazem a condicao inicial y(0) = 1.

Determine a solugdo geral da seguinte equagao diferencial y' =y cos x.
Determine a solugdo que satisfaz a condi¢do inicial y(5) = 9.

Resolva a equacao diferencial com condig¢do inicial:

2

T Ccosr™

2t soe

o= 9 =0
-

y(0) = 1.

Resolva a equacao diferencial com condigdo inicial:



42.

43.

44.

45.

46.

47.
48.

49.

g
y(0) = 1.
Em cada item abaixo encontre y(x) que satisfaz a condi¢ao dada:

(@ y'=x2-y+yu2-1ey0) =1.

(b) ¥y +yxcosx2=0paratodox € R, comy(0)=2.(c)y' +2xy=0e
(1) =2
(¢) ¥ +2zxy=0ey(l) =2

L(“ L.'” — ,r'.‘2 4+ 3. Iu'J."rl: 1 | =2 ."J":l | =1.

(e) ' + (xeosz)y =0 e y(0) = —1.
(f) v'+ (tgx)y =0e y(0) =1.

() I.-j.-" + (secrtg rjy=0e 'Ju%l =
(h) ¥+ L =0ey(w) = 2.

g T

Encontre a familia das funcdes que satisfazem a equacao y' + (tg2 x)y
=0.

Mostre que y(r) = e~ 3% e 22424 + e~2° satisfaz a equacdo
diferencial y' + xy = x2com a condlgao inicial y(0) = 1.

Considere f(x) = cos 2x e g(x) = —sen 2x.
(a) Calcule a drea da regido entre os gréficos de fe g, comx € [-F, §]

(b)

]

Calcule / C(f(x) — g(x)) d.

.}

(c) Compare o resultado obtido no item (a) e no item (b). Sao iguais
ou diferentes? Por qué?

Calcule a drea da regido entre os graficos de fix) =x2—1e glx) =1 -
x2,com—-1=<x=<1.

Ache a drea da regido limitadapory =x —x3ey = —

Calcule a drea da regido R entre o grifico de fix) = sec2xtg xe o
intervalo [— . §] no eixo-x.

Considere f(x) =arcsenx. Calcule a drea limitada pelo gréfico, pelo



50.

51.

52.

53.

54.

55.

eixo-x e pelasretas x —— e & =

Encontre a drea da regido limitada pelo gréfico da funcédo f(x) = x3 — x,
pela reta tangente a fungdo fem » = — ‘»% e pelo eixo dos y.

Calcule o Volume do solido obtido pela rotacdo da curva
y = +/4:2 — r* em torno do eixo-x.

Ache o volume do sdlido 0bt1d0 glrando se em torno do eixo-x a
regido do limitada por: y = /&, y = 2, 0 < &= < 1.

Determine o volume do sdlido obtido pela revolugdo, em torno do
eixo-x, da regido limitada pelo grafico de v = pelo eixo-x e
pelasretasx = -l ex = 1.

Calcule o volume do sdlido obtido pela revolugﬁo em torno do eixo-x,
da regiao limitada pelo grafico da funcdo f(r) = \/cos(x) , pelo eixo-x

m

e pelaretas —— ¢ & =
2

t;-|

Considere a regidao plana R que corresponde ao interior de um circulo
de raio 1 com centro no ponto (2, 2). Calcule o volume do sélido
gerado pela revolugdo de R em torno do eixo-y.

7. Apéndice ao Capitulo

Aqui sdo dadas demonstracées de alguns resultados enunciados neste
capitulo.

Secao 1

Teorema 1.4: Se a, b e ¢ sdo numeros reais de um intervalo em que f é
integrdvel, entdo

b e b
/ flz)dz = [ flx)dr + / fla)de.
i < a o

Demonstragdo: Se a < ¢ < b, o resultado € o Teorema 1.3. Se ¢ < a <
b, vimos acima que

b i b
/ flx)dr = — / floidr + / flx)de.
Ja Je Je



Como definimos que [ f(x)dr = — [ f(x)dr, basta efetuar uma
substitui¢do na igualdade acima para obter o resultado. O caso a < b <
¢ ¢ obtido de maneira andloga e, se a = ¢ (ou b = ¢), usamos a
definicao ||:l flz)dz =0 (ou ]'; flzx)dzr = 0)

[

Teorema 1.5: Se f e g sdo funcées integrdveis num intervalo [a,b] e ¢ € um
numero real, entdo as funcoes cf e f + g também sdo integrdveis em [a,b],

h b
/ .r'_lli.l:.n":l.f.;l,." — r'/ }llr ].-f_;'
w o (L
I

b b b
/[ﬁn+mfwf=/ ﬁMJw+/ﬁwML

Demonstracdo: Se P = {x,x;, ....x;y € uma particdo qualquer do
intervalo [a,b] e

I

R(cf,P) =)  cf(G)Asz
i=1

;
R(f+9,P) =) [f(G)+a(¢)] A
=1

sao somas de Riemann para as funcdes cf e f + g, respectivamente,
entao

F“.
i=1
i ke
R(f+9,P)=) f(G)Aiz+) g(G)Aiz
i—1 i—=1
= H{f., P)+ R(g, P).

Assim, se P, sdo partigdes tais que /P,/ — 0, entdo para cada n = 1



temos que
R(Cﬁpn) = CR(f’Pn)
R(f+ g’Pn) = R(ﬁpn) + R(g’Pn)

e, portanto,

lim R(ef,P,) =c lim R(f, P.)

N— n—Do

b
— r'/ flz)dz

lim R(f +g,P,) = lim R(f,P,) + lim R(g, P,)
n— 0o N— 20 n— o
I I

o] o]
== [ If_|_|||'!il_| + / _."J,'I::_J':Irjil_J',
L o

quaisquer que sejam as sequéncias de somas de Riemann, R(cf, P,) e
R(f+ g, P,),jaque fe g sdo integraveis em [a, b] e IP, | — 0. Ou seja, ¢
fe (f+g) sdo integraveis em [a, b], €

/ r}ll I :I:'Jr.I' = liIIlq _E?I:r'_}l., _I-’”I =i / .'ll _J':|.'f.,l'

. i
b b b
/ [.'JI r) + g _J':I]Hil_J' = lim R(f+ g, P,) = / fla)dr + / gl Jelr.

n— oo
L]

Teorema 1.6: Se f e g sdo funcoes integrdveis num intervalo [a, b] e f(x) <

g(x) x € [a, b], entdo
b b
[ flo)de < / Ir_,r[..":]-f.;'..",
of 1 o (0

Demonstracdo: A demonstracdo segue-se do fato de que R(f, P) < R(g,
P),para qualquer particdo P do intervalo [a, b], e do Teorema 3.4 do
Capitulo 3. O

Teorema 1.7 (do valor médio para integrais): Se f é uma funcdo continua
num intervalo que contém os nimeros a e b, entdo existe um nimero
[span]x[/span] no intervalo cujos extremos sdo os nimeros a e b tal que



b
/ flx)dx = f(T)(b—a).
Ja

Demonstracao: Suponhamos primeiro que a < b. Como f € continua
em [a, b], sabemos que f possui um valor minimo absoluto e um valor
maximo absoluto nesse intervalo. Sejam x; € x, pontos de minimo e de

maximo absoluto de f, respectivamente. Entdo, para cada x no
intervalo [a, b], tem-se que

m = fix,) <fx) <fx;) = M.
Pelo teorema 1.6, podemos concluir que

b b b
/ modr < / flo)dr < / M dzx.
< ' a Ll

., . .
Mas ja sabemos que .J'ff) Mdr=M{b—a), assim como
=T

[?mdr = m(b—a),OU seja,

b
mibh —a) < / flx)dr < M(b— a).
Ja
donde

s
[ i
mg Ja IEIET 0y

- .;I_.'—.".'

.
+ i) -
fixida
i

b

Isto é, denotando por ¢ o niimero . , mostramos que f(x;) <c¢ <
b—a .

f(x,). Usamos agora o Teorema do Valor Intermedidrio para concluir

que existe um numero [span|x[/span] do intervalo cujos extremos sao
X; € Xx, (e portanto pertencente ao intervalo [a, b]) tal que

f[span]x[/span]) = c. Assim

r'b If.l:._j'.:”f_y
a o v

Iil.'—l'!'

f(T) ="

ou



b
/ flz)dz = f(z}(b— a).
Ja

Para concluir a demonstragdo observamos que se a >b basta usar o que
., . . ~ ! v
ja provamos e a defini¢do [” f(w)dr = — [; f(x)dr

]
Secao 2

Teorema Fundamental do Calculo (I): Se f ¢ uma funcdo continua num
intervalo I que contém o nimero a e, para cada x € 1,

F(z) = / F(B)dt,

entdo F é uma fungdo derivdvel e F'(x) = f(x).

Demonstracdo: Devemos mostrar que para cada x no intervalo tem-se
que

- F(z+h)—-F(x)
lim =
h—0 h

flz).
Isto €, devemos mostrar que se /, € uma sequéncia de nimeros nao
nulos, tal que 2, — 0, entdo

lilllq Fz + ’r";.': = Fr) = f{zx).

Para isso, primeiro observamos que, a partir das propriedades que j4
conhecemos, qualquer que seja o numero / tal que x + & pertenca ao
intervalo I, temos que

o+h ]
Flr+h §— _FI = / If'lJ"lrfJ" — / 'II*II:J":].'EJ"

T z+h T
:/ _,.*'|jrjufr+/ _,.*'[rjufr—/ flt)dt
of {1 T oF i1
o+h
B [ f(t)dt.
of I



Seja entdo h, uma sequéncia tal que h, — 0. Entdo para cada n > 1
temos que

x+h,
Flz 4 hy,) — F(z) = / f(t)dt.

Usamos agora o Teorema do Valor Médio para Integrais para concluir
que, para cada n = 1, existe um numero x, pertencente ao intervalo

Cujos extremos sao os numeros x € x + /i, tal que

z+th,
[ F{t)dt = flzgn)hg.

Ou seja,
F(.Xf + hn) - F(.Xf) :f(xn)hn

e, portanto,

Fir+h,)— Fix)
hp

T
= JlLnl.

Agora, observe que, como x,, estd entre os numeros x e x + h,, temos
que Ix —xnl <k, |, e portanto, x, — x, ja que i, — 0. A continuidade de
f garante entao que f(x,) — f(x), isto &,

: -F' T T -'r'i',li'. $— -F'r J :
lim = lim
n—r o .Irj'”_ N—F2C

fle.} = flx). ]

n;

Teorema 2.1: Se F e G sdo primitivas de uma funcdo f definida num
intervalo [a,b], entdo existe uma constante c tal que F(x) = G(x) + c.

Demonstragdo: Seja h(x) = F(x) — G(x). Entao h € derivavel e h'(x) =0
para qualquer x no intervalo [a,b]. Seja ¢ = h(a). Vamos mostrar que
h(x) = ¢, qualquer que seja o numero x € [a, b]. De fato, se x # a, pelo
Teorema do Valor Médio, existe um nimero § entre a e x tal que

hix) — hia) st
I—' = Ik: I
r—a



Mas jda sabemos que h'() = 0, logo h(x) — h(a) = 0, ou seja h(x) =
h(a) = c.

[

Teorema Fundamental do Calculo (ID)*: Se G ¢ uma primitiva para uma
funcdo f que é continua num intervalo contendo os nimeros a e b, entdo

b
/ flx)dr = G(b) — G(a).
Ll
x

Demonstragdo: Seja I o intervalo onde f é continua e F(x) = [ f(x)dr,
il

para x € [. Entdo,
b
_F[”:. =1 p _Fllil.ll — / flx Vel
af (1

Pela primeira versdo do Teorema Fundamental do Calculo sabemos
que F € uma primitiva para f. Logo, pelo Teorema 2.1, como por
hipétese G também € uma primitiva para f, temos que F(x) = G(x)+c
para alguma constante ¢ e para qualquer nimero x do intervalo [a, b].
Em particular, fazendo x = a, obtemos que

F(a) = G(a) +c,
donde

c=F(a) - G(a)

e, portanto,

F(x) = G(x) + F(a) - G(a) = G(x) - G(a),

ja que F(a) = 0. Fazendo agora x = b, obtemos que F(b) = G(b) —
G(a). Mas, como vimos acima, F(b) = jf’ f(x)dr, logo

b
[ _I-*'I:,.":l-f.;',." = {:'rr| Iil.l::l — {:-'rrl::-"n'], L]
Ja



Respostas

Ao consultar as respostas lembre-se que outras formas de respostas podem também
estar corretas. Especificamente, no caso de exemplos ou contraexemplos, as respostas
fornecidas aqui sdo, em cada caso, apenas uma das possibilidades corretas. Observe ainda
que a maioria das respostas dadas ndo contém justificativas.

Capitulo 7
Derivada

Secao 1
L. £(0)=-2,f(-})=-5ef(3)=16.
2. (a1l (b)-2 (c)al. (d) %

3. (@0 (b)3 (c)3a2 (d)3x
4,
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B
L

0

1) /
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s

2T
0 \./

= J

yh
lgl IIIII
0 x:
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i . :
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/.-'jlf \\x\
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AW,



F h f . i 1 i 14
fle + h) — flx) el = e | B ]

fflr) = lim — - = lim _
h—0 n b Iy,
kesgrpetog rh(z+h)—x+(x+ h)
R = h‘ 3 . LT . Ly o Tl N I,
= i # = lim __ i
h—0 L h—0 zhiz+ h)
. oxhliz+h)+h . xlr+h)+1
= lim — — = lm—
h—0  xhlr + i) h—0 x4+ 1)
2?41 1
a2 = i =
1
fillg) = ———.
(x+1)
e ) fl;.r'-l-h‘.l— ()
filz) = lim )~ J
h—i
: .,.-':"|3+',li-|_\_-'}1
= lim
h—i
- }'I-I-’H—w,”f'uf}w—k:|+~._,?r|
= lim
h—s0 h (v2(x + h) + v2x)
I..j.l- T _|_ .I;i' .| - '}""l:l
= lim '
'L*—:":lii"'-"ljlf-i-fi'l-|—'., |
i 2h
= lim
h—0 frl.’u’il'.r- —|— It) + v2zx)
= lim
’H'J (v/2(x+ h) + v2x)
24/ 21
1
i Ve -
V2
f'lz) = _l :
2\,- r—1



f'(z) = lim jfle+h)y—Jjlx)
A h—i h
1 1

_\‘.__.r.‘l + |l1_| _ J_ 1I.:_..r.‘l _ l

= lim
h—0l

\_.-".f. r — J. i 1._.-"'..." + .".- e J.
= lim ——— .
h—=i v+ — 1w —1)
lin WE=—T=wEth=1] (yE=TfyEfhi=1)
o ! y ) ] s / r r =
h=0 (A(VZ+ h=1)(vT—1)) (VZ—1+ T+ h—1)

(r—11—i{x+h—1)
= lim

0 h{ve+h—D(Ver—1D(Vr—1+vz+h—1)
—h

= lim — = . . ; =
h=0 hivr+ h—1)(vr—1)(vxr—1+ 2+ h—-1)
—1
= lim — - - > 7 S
=0 [+ h — 1w — Llivr— 14+ v+ h—1)
1

WHr—1)2

7. Os pares sao: (c,a), (b,e) e (d,f).
8. @V (b)V (oF.

Justificativas:

(a) 1= f(0) = Iimy B2 = ln £, jd que f(0) = 0.

z—0

(b) O coeficiente angular da reta tangente ao grafico de fem x =1 ¢é
f(1) e o ponto (1,f(1)) pertence a reta. Como o coeficiente angular
de y = 3x — 1 € 3, temos que f'(1) = 3. Como (1, f(1)) pertence a
reta, f(l) =3-1-1=2.

(¢) A fungao f(x) = x2 € um contraexemplo, jd que (1) =1, f(1)=2e¢
f)#2x — 1sex#1.

9. @fx)=2x+1 (B)y=7x—-9%ouy=3x-1.
10. Nao € derivavel em x = 1.

11. Nao € derivavel em x = — 2.



13. f\l yA
|
|
\} /P_—ﬂ%x%h_— r*
14. y A
f F 1
/ ~N | /"*
/ g N

6. @ F M)V (@©F dF eV @V.

17. A equacgdo f(x) = 0 tem somente uma solucao.



¥
2 0 3 h
= -1
\“x\
‘\\M-
18. 16.
19. 6.
20.
S > —
.
21. (a) —% (b) —%
22 [ 2 sex<i
[ — l 3 S 1

25. @) fl0)=-13ef(0)=7 (b)y=7x-13 (@©y=7x-14 dy=
—7x+ 13.



Secao 2 — paginas 39 a 41
1. @0 ()0 (c)8 (d)18x2—2x

(e) (28x6 —627x2+5) (5x3 —9x — 100) + (4x7 — 209x3 + 5x + 1) (15x2

~9)
Fax® P (2725 —1627) (7 —T=")+352% (32" —22%)
[FJ |2_1,:'|'- (f—";;] 1',,::—4]__1 - |v:;-tj_-:_'—’l (h'} I'._—T.:'.jl_.:' -
oy (26—dx® ) =Bz 2r =010 220 — 1) — {2z —0){ 6—42% ) Bz & . : D Do
(1] l;'-,'.,::'l'—l__l.'-" L]J [_|-§'4',r‘2 - JT (k) _I-.""j-—-.‘_ll—?
2. |'|| == % ; + %
3. I'||=_Tl — 445,
1. (a)y=12r—-14 (b)r=-lez=1
e _[3
I L= _\b'll GE r=ux= 1'[,". 5-
6. (a) flir)=2x+1 (b)y=22 —%
T.(a)a=2 (b)y=5r—-13
8, 1 = 3%o
: F
9. y=—-3r+ 1.
10. (a) k(1) = 1—][’ (b) y= Lz - %
11. ¢'(1) = -4
12. (25=2 0
13. y=5x -2, os pontos de interse¢do sdo x =1 e x = -3.
14. x=1.
15. (@) y=13x-10 (b) y=-7x+4.
16. Falso. fnao € continua em x = 0, pois
lim fiz)= lim z24+1=1#0= lim x? = lim f(x).

=0 r— 07 x—0t z—nt



Assim, ndo existe o limite de f(x) quando x tende a 0. Ndo sendo
continua em x = 0 ndo pode ser derivavel em x = 0.

17. y =2x + 3.
18. F.
19. L e % T ar — 1 i T < (.
F, um contraexemplo € f(x) =f(x) = { 142 se0<o<]
20. N J 2 ser < 1,
LG l —2r4+4 sex>1

2. a=1,b=3ec=-1.

Secao 2 — paginas 47 a 50



ﬁ.
2. 1
3y = =S
1. Yy = _;,3
5 i = _E.\!. + —;
p—1 - Vv 1  _ 3
6. (a) fH{z)=+vx—1 (b) (] "‘.-'—3{_,m (c) g'(z) = =107
;o Vo 12227 T T L Gz i
g sl () = 122 =7 o fag Gy — 6= T
8 (feg)lx)= 2 A5t —Ta 3 elgoy)iz) vo? 2./x

9. (a) 27(32% — 42° + 9z — 1.4;}36 (2427 — 2024 + 9)
(b) 51 (427 — 5z *}“' (723 — Lo +1)™ (2825 — 1522) +
(128 — Lz +1)* (2122 - 1)

[C] T 13z 1,;',.-:_'1._. '::—J J--."ﬁ - J.Elll {d} i) B _‘J*‘H -7‘ —42 +34_5*_-33;3+ﬁ.4:—-1;|

Bl Txd+1 (Tl 17
(e) Zrtgitmtar (O '@) =%y {51}“=+1 (h )—m
(1) 345((2 +42)(5 — Vo + 1)+ 7)* (=L + ) (5 -V + 1) - T%.

3

Sava b T
(m 5 ok e iy s

(n) ———~

T'."\,-"'.i' l':.- |: U—% \;"’IJ A

10. (@2 (b) 10 (c) y=10x-21.

I1. y =15x+2.

12. y=-9x-11.

13. Alternativa (a). Fazendo h(x) = x2 + 2x + 1, temos que g = fo h e,
portanto, g(0) = f(h(O)) Como h(0) =1 e f¢é derivavel em x = 1, com

f(1) =2, e h € derivavel em x = 0, com A'(0) = 2, pela Regra da
Cadeia, temos que

g'(0) =f(h(0
= 2f



14. y =25x — 24.

15. (a) g'(z) = 8f'(z) + §f'(x) f(2) [f()f(x)]~*  (b) g'(z) = f'(f(2)) F'(z) ()
o' () = F(F(F@)) F(f2) (=) (d) o' (2) = (4P =T /T—0)(1207— 1) f(18—
%J + fde® = I — o) 1s — )=

N

16. -

1
2

17. =2.

Secao 3



1:

(f
@ F-F i ©F-3 @y=2 (e)y=7F.

(a) dre” + 2r%e* + 7 (b) *_Qifﬁf}]ﬁ“”'“:’ (¢) (Inz +1)e®ln=

d) 2z(1 —logsy z) — e) e +2o=1 | 3 (322 4 2) = +22-1 4 342

( ; 3 )

£) (423 — 22 + 2) In2? + 2= = +2e—1 g) = (h) 1222 —6z+ 1
o =1 T

(i) —2ze” + (1 —22) e® (§) 2o (k) 2222 (1) 2° (lnz + 1)

_T_
In3

1

(m) - (n) Holnz)®(Ine +1) [u} 12 (ze® + 3‘2}11 (e® + ze® + 21)

(p) (14 2z%)e” “+1 +In{z® + 1)+ 32 PT

(a) f/(t) = 25t = —e,t =

(b) ¢'(u) = 2ue™™ — ue
T

(¢) W(s)= (25— 1) ;=5 8= 3

(d) f'(z)= 22‘*_?_ In2, (ndo se anula)

(e) fi(z) = 3

(a) 9In3 (Iu} 1

(nao se anula).
(e) 262

(?—.‘l]i;l':’,g-l_l “J}H:%[::“:j;r_l (U]u T
(U}H=—§:‘i ]if,f:;r.‘—]_(‘:u:% (g}u :12_ s {h]U:?

m24+1 (d)y===d

Inv

1227
4242

. VEA T A2lm—8 L. Vi B4gRl@—6
(b) (g0 f)(z) =In(de*==0 + y2) e (go f)'(z) = Stmrms
54_£2e'.-1n-:4:3+1;’z]—2

4..1:3+\,-""§

(a) f(z)=Te=2eg(z)=

(¢) (fog)(z) = e7=(="+VD-2 ¢ (f o g)'(z) =
(d)(fg)(x) = e 2In(dz® 4+ +2)
e (fg) L?J—f-“"** 2L”lm-L,t +\/EJ+J.H

43+2

(@) (f + g)(z) = €2 + In(42® + V2) e (f + g)'(z) = TeTe~2 4 12=°_

4.r3+-.,f2
| IR ]nl:hﬂ:-l..u 42042 s 12 2
(F) (f~ cg)(z) = - e (f109)(®) = Frmpy T
g L Oﬁ J““I.I_Ir:. 1*. 3’5—2 l."l: Oﬁ_ljl‘rll_,.r_.l: '?EI 2rh"|,'le —3 2
. ; T e e



7. —3e
1a Lo
8. y=—3r—5
9. 5e?
InG 148 1In 6
10, N = 5 ik 36 -
e."l
. —gagm

Secao 4



1. (a) 0 (b) 2z (1 —cosz) +x%sen = (c) cos? z—sen’r
(d) 3(senz + cosx)?(cosz—senz) (e) (seciz + l)senx
(f) 2sec®z —secx (g) —2cosx senx + 3sec’ rtgx
(h) e cosx(l+z—rtgx) (i) —2coszrsenz eos” @

(j}".'clbuli—!-ii'll..{i {kj Ig T (1} —EI—‘-‘:Dbu!FE—ﬂu{;E&:ﬂ .AFE + :2..:?3—..52 CoE “_2

sen atcos T 21 |:':2+l}?
(m) (—sen z — 1)e**=*~* (n) —gﬁzf: (o) ﬁ_‘:‘_";
i s 3 2 i
(I—JJ mtﬂ-l {q} T . {I‘] (1= )

‘-;"'I': 1—(1+z2)?)
(s) —4(sen (cosax? + 1) cos (cos 2* + 1) sen o7 )z,
2

2. (a) R'(s) = sec® s, (nao se anula).

(b) fl(z) = ﬁ {E.H'“_ + ;:‘Et"”“'} e =0,r=-2.

4 o I . l . = BTy g
(L] Ir) = 1 2z1222" f 1A s ;llllllrl.].
(d) f(x) = 2sec(2r)tg (22);x = F”—; onde b € Z.
3 a} 1y — 1 ol 7—2 | == ; _ &z i W2(4—m) 1 _ E1+ 243
"("1}."_2"1 4 {_]}1“_ [L].'!l'l_g'f 3 {L] !!-"_3“ [ B
4. (a) V. (b) V.
= 3y2
T,
N 2L||:|+\_.-"§
6. y=15 0 -
i
8. §-
.
F'(x) = —2l4eeergan p In 2 ser = I
YU (2c082r 4+ 2cosxsenr)In? ser > I

10 a=—-1leb=2.

Capitulo 8
Aplicagdes da Derivada



Secao 1

2. @V bf ©f @V @V OHF.

1y, \ ) \
4, Tn4l = TI'I"" —1)rn + ﬁ—l

Secao 2

. @V Mf @©f df (ef @DF.

2. 2. (a)2 (b)) -3 (c) —© (d)12 (e)ln3 (f)0 (g) 0 (h)oc (i)0O
() 1 (k)oo (1) 0 (m) o (n) —oo (o) 0 (p)oc (q) 0 (r) nao

T L — (s)—oc (t)—oc (W) 0 (v)E (w)-2 (x)-1 (y)

z—+1(x—1)

3. a=-4
4. ¢ f
5. 0.

L. (a) 0,52, —3v2 (b) 0,1v2,-1v2,1,-1
| 1 1
() 7= () 35

4. (@f (F

5. Sim, pois € uma funcao crescente.

N

@a=0 (b)a>0.



7. @x=0 (b)x=-1.
8. (@Nao (b)Nao (c)(1,0) (d) (-,0).

9. (a) (~%,~1) e (1, %) (b) Minimo local: x =ex = /2 e x = — /2.
Maximo local: 2 = —\/eZ+ 1lex=+e2 F1

iy |

0 x

10. (a) Crescimento: (=, — 3] e [2, %), Decrescimento: [-3, 2] (b)

Minimo local: x = 2 e Maximo local: x = — 3 (c)
lim f(r) = occe lim fizr) = 0((d)
T—+OC E—r—

Lk

|
&2 ]




sk
11. (b) ¢g'(0) =0e ¢'(x) = -"'_2‘\,‘_:(:_ 08 |Z_:Tf'_?l:’_jl. parar #0 (¢)z=— -,"JIT‘ =
S ; N T ol R
Finz eT="1U (d) “-:EI_ME-""" ) x]ll}lzlsc_rf,ll,r_ i}
(e) Uk
2\ M
|'lI :lll ( : II|I
o (i
a’a EI| |I o\
S\
v i
/oo i
b | !
) {
P [
| ]I |
- RuE
i b »
_ 0 _1 T
Vin? VIn?

12. Minimo local: x = i3

13. (a) dom(f) = R, crescimento: [1,%0), decrescimento: (—,1], pontos de

minimo local: X = 1, limites assintoticos:
]lzl»]ﬁle_ flx)=008e l;l,l_“q_ flz) = o0, gréﬁco;
: sissrii *_-.,_I_/
1
: »
0 1

(b) dom(f) = &, crescimento: [0,2], decrescimento: (—»,0] e [2, %),
pontos de maximo local: x = 2, pontos de minimo local: x = 0, limites
assintoticos: Il]m flry=0e lim f(r)=o0, grifico:

T—+ 30 E—— oo



1 ”
i y
|
|
u
o
7 |II
III
\
IIII
|
\
oo i i
0 2

(¢) dom(f) = = — {0}, crescimento: [—¢, 0) e (0, e], decrescimento: (-,
—e] e [e, ), pontos de maximo local: x = e, pontos de minimo local: x

= —e, limites assintéticos:
lim f(x)=0e lim f(x)=0, lim f(zx)=—oce lim f(z)=o00
T—+ 00 — — D =it ==

(d) dom(f) = (0,00), crescimento: [%, o), decrescimento: [0, %), pontos

de minimo local: X = f limites assintoticos:
lim f(r)=oc0e lim f(x)=0
T—roo o— 0

(e) dom(f) = (—,1], crescimento: (—OO,%], decrescimento: [%, 1], pontos
de maximo local: x = %, limites assintéticos: lim fix) = — oo

T— B0

(f) dom(f) = (0, o), crescimento: (0, ®©), ndo existem pontos de
extremo local, limites assintGticos: lim fix) = oo, lim fir) = —oc

T O30 =0

(g) dom(f) = R, crescimento: [0, ©), decrescimento: (—0,0], pontos de

minimo local: X = 0, limites assintoticos:
him f{r)=1e lim fiz)=1
T— 0 o— — oD

(h) dom(f) = m — { -1,1}, crescimento: (-», —-1) ¢ ( — 1,0),
decrescimento: (0,1) e (1, «©), pontos de mdximo local: x = 0, limites

s lim f(zx) =
assintGticos: 3

hts L o]



Oe lim f(z) =0, lim f(x) = —o00, lim f(z) = o0, lim f(z) = —oco e
LT—p—0T x——1 r——1" z—317

lim fiz)=m
z— 11

(i) dom(f) = ® - {2,3}, crescimento: [- /6, 2) e (2, /6l
decrescimento: (=, —/6 ¢ [/6, 3) e (3, ), ponto de méximo local: x

= /6, ponto de minimo local: x = — /G, limites assintoticos:
lim f(r) =0e lim f(z) =
T— O o —— T
0, lim f(x)=—o00, llm f(zx)=o00, lim f(zx)=—0e lim f(zr)=
x— 21 T2~ z—+3— r— 31

g) dom(f) (=5, ), crescimento: (-3, ], decrescimento: [§, 5), pontos
de maximo local: x = T.

14. Somente uma solugdo (x = 0).
15. trés solugoes.

16. @V (b)V.

Secao 3 — paginas 120 a 123
3. (@ackn (Mb)an ()k (d)b,c,e, m.
4. (a) Sim (b) Nao.

5. @c, fhln (b)de g i jkm (c)c,hhn @fl (ed g ij
k,m ) [c,flelh lle[n bl (g) la,clelf, hlell, n].



10.

I1.

e,

a cd e f\g

@f b)f ©V @F

@e (b)a (c)b,c,d

3.

(a) Ponto de minimo local: x =0 (b) g tem concavidade para cima.

Crescimento: [0, ), decrescimento: (—%,0], pontos de minimo local: x
= 0, concavidade para cima: R, limites assintéticos:

lim f(ry=occe lim f(xr)=0oc
T— oo T—— o0

(b) Crescimento: (=, 0], decrescimento: [0, %), pontos de maximo

—

local: x = 0, concavidade para cima: (—oo, %) ¢ (3. o), concavidade
/3

para baixo: (-2, ¥3) pontos de inflexdo: » = 22 ¢ » = X3, limites
assintoticos: hm ¥ ..!'I —1le 11111 f r)=—1.

T

(d) Crescimento: [1,e?], decrescimento: (0,1] e [e2,%), ponto de
maximo local: x = €2, ponto de minimo local: x = 1, concav1dade para
cima: ((.*=% ‘—"*—) concavidade para baixo: , =22 pontos de

== &

inflexao:| f_:"_ 5 ) e r — et limites assintoticos:

lim f(r) =occe lim f(r)=0, gréﬁco;

x—l T— 0



—

m - ST |
b |

2L

(f) Crescimento: (—o0, —1] e [1, %), decrescimento: [-1,1], pontos de
maximo local: x = -1, pontos de minimo local: x = 1, concavidade
para cima: (-, v—3) e (0, /3), concavidade para balxo (v=3,0)e(

v3 ), pontos de inflexdo: x = 0x = /3 e x =,=3, limites
assmtotlcos. lim flr) =1e lim_ flr) = 1, grifico:

E— — O

-1 0 1 &

(h) Crescimento: (- 5,0] decrescimento: (0,5], ponto de maximo local:
x = 0, concavidade para baixo: (— 7, 7), pontos de inflexdo: ndo
existem, limites assintdticos: 11 /() =—00e lim_[f{r]=—oc.

,|4

(j) Crescimento: (—», — 1] e (0,1], decrescimento: [—1,0) e [1 ),

pontos de mdximo local: x = — 1 e x = 1, concavidade para cima:
(—oo, — €) o (e, ), concavidade para balxo. (— e, 0) e (0, {€), pontos
de inflexao: = —dee T = YE,, limites assintoticos:

lim f(z) = —o0 lim f(z)=0e lim f(z)=0,
x— oD T— — oo



Secao 4

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15. ,

16.

(a) Valor minimo: —1. Valor maximo: 0. (b) Nao tem valor minimo.
Valor maximo: —1. (¢) Valor minimo: — ﬁ Valor maximo: —1. (d)
Nao tem valor minimo. Valor mdximo: 2.  (e) Ndo tem valor minimo.
Valor maximo: 9‘{{?,

(a) Valor minimo: 0. (b) Valor maximo: 2.

Valor minimo: 0. Valor maximo: 37.

(a) Nao possui valor minimo (b) Valor maximo: 1.
Valor minimo: e-8. Valor mdximo: e37-

(a) Ndo possui valor maximo. (b) Valor minimo: —X. Ponto de
minimo: x = —1

(a) Valor minimo: O (b) Nao possui valor maximo.
@< (bl

@x=0ey=1(ux=1ey=0) (b)x=3jey=1
E um quadrado cujo lado tem comprimento 25.

Comprimento do lado do quadrado 1=¥57 ¢, cm.

Sem tampa - raio do fundo = (12)* cm e altura da lata = (12} cm; com
tampa - raio do fundo (12 )3 cm e altura da lata (82 )% cm.

Comprimento dos trechos = 200 m.
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17 3
1. 8n= % Z'EJE

=1

2. (a) 14 (b) -9 (e)—-15 (d)if (e) i (F)-10
3. (a) 41 (b) - (e) -8 (d) 26

L 3.

). —1.

6. (a) Z—Inv2 (b) Z-2Inv2 (¢)0 (d) Z-2Inv2
7. (a)6 (b) -2 (c)oO.

8. (a) ¢ (b)1s

9. (a) V. (b)F ()V (d)V (e)F.
10. F(3)=3% F(@2)=4, F(z)=iz’+z=.
11. (a)F (b)F (¢)F (d)F (e)F.
12. 3
13. ¥—In V2.
15. (a) 3 (b) 3
16. (a) 5 (b) 5.

(g) 26.



e

[ n%e]

9.

10.

I1.

12.

14.

15.

16.

17.

e i = — 0 F a5 3 . ; Lo 2
(a) 22 (b) —2+2/3-4y2 (c)4 (d) -2(VB) +18 (e) 2y3-2
(f).In2 {!1}1 g 13 -4 (h)3 (i) T M1 (k) 1_%“;; 1z
{H.:J % {]’J} _|':|'|I _."ljl - %J-'J L _:.-:‘.- + .1_2 + %
1.
Fa)=2+2. (a) fz) = 3220 (b) L.
A= Tln:’ g'(x) = f” / ﬁf’f-’ = —1—1.2. f(z) = g(x) + c (neste

raso ¢ = 1).

F{zr)=14In|z|

7@ B () - (d) VTHsenm)coszt/( 1+ cos’x Jsena

(e) sen ssen(sen s)coss + cos ssen (008 s )sen S (f} senz? + =% (2) ._'J“—“_

2

(h) —e® (i) {HI n (1+ €3 ] ] e —  2(senz*)z
(j} 3 [']11 {.l,.f'."- + 1}] _1'2 4 ]1]. {1 4 |.l""- r}'\-‘t Ii.

VT

3

2°

2.

@1 (b)O.

F'(x) =G'(x) = e—x2.

(a) Crescimento: [0, 1]e[2,4]. Decrescimento:[1, 2] (b) Maximo
Local: x = 1,Minimo local:x =2 (e) G(0) =0, G(1) =2, G2) =0,
G3)=3,G4)=T7 ) x=0,x=2 sdo pontos de minimo global e x =

4 ¢ ponto de mdaximo global.

(a) Ponto de mdximo local: x = —1 e ponto de minimo local: x =
I b)x=0,x=-/2ex=/2.

@x=-1 (b) (=2,-1) (c) (-1,%).

(a) f € uma funcdo decrescente  (b) Nio existem (c) concavidade
para cima: (—%,2) e concavidade para baixo: (2, ©) (d) 2.
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b |

20. x=2,x=4,x=09.

21. (a) crescente: [—3, 3] e decrescente: [-1, —1] e [%, 2] (b) ponto de

minimo local: x = —, ponto de madximo local: x = 3.
22. 2.
23. (a) 1.

24. (a) .

Secao 3
I. (@5 (b)Método do Trapézio.

2. -

walbd

Secao 4



1. (a) &5 +e™  (b) tg(In3)—tg(In2) (c) T (d) —e¥ +e.

2. (a) 237 —In2 (b) e—5e™! (e) & (d) —3In3+2.

1
1 —
3. h'(u)==secue / ————dr =In(v2 4 1).
0w 14+ rl

o

(@ 2v3— Ir (b
b + S-arcsenz — v 6 — S-arcsen;.
d) 6 + SBar {*112 /6 — Laresen

S

3

—&.-T + é\,*ﬁ s %Hrmvng (¢) In(+/2 + 1)

5. (a) WE-2E (b)) 52 (o) - (0 () F+; () -3Z+3F
(g) +—2n2 (h) &7v3—-3n3 (i) —deosm®+ 1 ()= (k)1 (D)
b2l (m) ¥ m)2-F (@ -1-T-v3 (p) 35+

6. (a) % (e) senax —xcosx  (e) %1113 T (g) %111 {l + .:‘2}

(i) zln®z — 3zln’z + 6xlnz — 62 (k) rle* — 2re® +

(m) fe®cosx 4 Le“senz (o) 2 In? ¢ (a) z%e® + xe® — 26".

7. F(z)=tIn|e+ 22 +2senz| + 3.
Y >
8. G(z)= %;2'3 Inx? — %J‘S i
4N i mf‘ b1
9. G(t) =+ Larcsen(Z).
L a -

Secao S - paginas 228 a 230



I, y(x)=Crcosz,

3. (a) sim (b} nao.

6. (a) y=\/E+Couy=—/E21C (By=Ce* (c)y=0Ce* (d)

'2.1':'

.l'—
y:b’l{ut'_j——llﬂlﬂ:_ Cl’ 1.

Lo@y=yEAL B y=c (Qy=eT (d)y=y2% 1.

5 yz[l-;.n}gcly=[1£z-ulzl

9. y(z)= 35

10, yiz)= er?

M o= "'% - 5z + 6) (b) wylxr) = Ce 1;1_ :-;ltu C # 0
(e) ylx) = 285 () wylz) = 32¥lnz - 32° + 4= + 2
{e) y(z) = —e—cm=z-zsnzil

13: V.

Secio 5 — paginas 246 a 248

1 (a)3 (b)E
2. X
3. 2
4, 4.

B 93099

6. &.

=1

e¥? _2e 4 g2,

Go
kg



L |
[l
=

10. 2.

1. 2 -

12. 4.

13. 1— = 4 Astllvrs]
14. 3.

15.. B=.

16. 3z

17. 3x

18. =

19. %= 4 ax3,

A






Calculo a uma variavel, volume I

Lopes, Hélio
9788535254570
472 paginas

Compre agora € leia

A obra tem o objetivo principal o de apresentar o contetdo do céalculo
diferencial e integral ao leitor, mas, além disso, introduzi-lo na
realidade do calculo por aproximacdes (calculo numérico) e promover
a formacao de profissionais . Esses objetivos nortearam a énfase nos
aspectos numeéricos e conceitual do calculo. O Volume 1 é uma
preparacao para o calculo integral e diferencial que é tratado no
Volume 2.

Compre agora € leia
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Matematica Financeira

Lapponi, Juan
9788535274424

312 paginas

Compre agora € leia

Esta nova edicdo de Matematica Financeira constroi uma ponte entre
a apresentacao dos conceitos de forma tradicional, como vem sendo
divulgado e realizado no Brasil ha muitos anos, e uma apresentacao
mais atual que inclui a utilizacao de conceitos mais abrangentes e
modernos de Financas.Com linguagem leve e didatica e com o
objetivo de facilitar o autodesenvolvimento do leitor, a obra é
complementada por muitos exercicios e aborda assuntos como: juros
simples e compostos, taxa nominal e capitalizacao continua, temas
com séries de capitais, avaliacdo de projetos de investimento,
operacao contingente, dentre outros.Acompanhando os exemplos e
resolvendo os exercicios, o leitor tera um procedimento Unico de
resolucéo dos calculos financeiros com juro composto, utilizara
adequadamente as antigas e novas ferramentas de calculo e
melhorara seu desempenho profissional.

Compre agora € leia
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Tratado de Otorrinolaringologia e
Cirurgia Cérvicofacial da ABORL-CCF

Associagéo Brasileira de
9788535289039
1000 paginas

Compre agora € leia

A fim de termos em nosso catalogo o livro referéncia da area de
Otorrinolaringologia, que é utilizado como base de estudo para os
residentes da especialidade. A obra é escrita pelos principais nomes
em Otorrinolaringologia no Brasil sendo referéncia e uma fonte
confiavel para consulta na pratica clinica diaria. Essa terceira edicao
sera composta de apenas um volume e havera capitulos impressos
totalizando 1000 paginas e capitulos on-line com até 2.500 paginas.
Além disso, havera videos de procedimentos cirdrgicos e de exames,
gue também € uma novidade para esta edicao.

Compre agora € leia
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Lean Seis Sigma
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120 péaginas

Compre agora € leia

O Lean Manufacturing, cujas origens remontam ao Sistema Toyota de
Producao, é uma iniciativa que busca eliminar desperdicios, isto €&,
excluir o que néo tem valor para o cliente e imprimir velocidade a
empresa. Ja o Seis Sigma é uma estratégia cujo foco principal é a
reducao de custos e melhoria da qualidade de produtos e processos,
com o0 consequente aumento da satisfacao de clientes e
consumidores e da lucratividade da organiza¢c&o.O programa
resultante da integracdo entre o Seis Sigma e o Lean Manufacturing,
por meio da incorporacéo dos pontos fortes de cada um deles, é
denominado Lean Seis Sigma, uma estratégia mais abrangente,
poderosa, eficaz e adequada para a solucao de todos os tipos de
problemas relacionados a melhoria de processos e produtos.Neste
livro, € apresentada uma introducéo as ferramentas do Lean
Manufacturing e uma forma de integracao dessas ferramentas ao
método DMAIC, um dos pilares do Seis Sigma. O objetivo é que esta
obra seja uma fonte de consulta para os pro_ssionais que desejem
obter uma visao geral do tema por meio de uma leitura rapida.

Compre agora € leia
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Inteligencia artificial

Norvig, Peter
9788535251418

1056 paginas

Compre agora € leia

Numero um no seu campo, este livro oferece a mais abrangente
introducao a teoria e pratica da inteligéncia artificial, sendo adotado
por mais de 600 universidades de 60 paises. Nos ultimos cinquenta
anos de pesquisas sobre IA e nos dois ultimos milénios de trabalhos
relacionados a esse tema, muitas ideias surgiram e a maneira como
se pensa esta area esta em constante evolugdo. Nesta traducéo da
terceira edicdo, foram consideradas as mais importantes aplicacoes
de tecnologia de IA e seus marcos algoritmos, como a solucéo do
jogo de damas, colocando a obra num patamar tedrico bastante
consistente. Inteligéncia Artificial destina-se, principalmente, ao uso
em cursos de graduacao ou de extensdo. Também pode ser usado
em cursos de pds-graduacdo ou para quaisquer estudantes que
tenham familiaridade com os conceitos basicos de ciéncia da
computacao.

Compre agora € leia
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