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CAPITULO

Transformacoes trigonométricas
e funcoes trigonométricas

Como visto no ultimo capitulo, quando o dominio das razdes trigonométricas é es-
tendido para o conjunto dos ndmeros reais, as razdes apresentam comportamento
periddico. E por isso que as funcdes trigonométricas — funcdes cujas leis dependem
do seno, do cosseno ou da tangente da varidavel — sdo frequentemente usadas para
modelar grandezas periddicas, como fendmenos ondulatérios (luz, som etc.), marés
e movimentos celestes.

Em especial, as fungoes trigonométricas estao presentes na modelagem de fenbme-
nos elétricos, como a corrente e a tensao alternada, presentes em nossas residéncias.
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Transformacoes trigonométricas

Durante os estudos das razdes trigonométricas, vocé
ja deve ter percebido que ndo sdo validas, para todos os
ae b €R, identidades como:

sen(a + b) = sena + senb
cos(a + b) = cosa + cosb
tg(a + b) =tga + tgb

Por exemplo:

a) sen(%] + sen(%) = % + ﬁ _ 1+ ﬁ,mas

T LT = =1
se ( 3) se ( ) 1

2
b) cos(%) + cos( 3—] _ 2 + [—%] =2,

mas COS(2 + (*g
9 o) o)

2n 21 4
tgl =—+=|=t 3
g{ 373 ] g( 3 J V3
No entanto, em alguns contextos, como no calculo
das razdes trigonométricas de certos angulos, é interes-
sante conhecer identidades que expressem sen(a + b),
cos(a + b)etg(a + b) em funcdo de razdes trigonométricas

de a e b, o que seré feito a seguir, utilizando o conceito de
distancia entre dois pontos do plano cartesiano.

-J_) = —2\/§, mas

! Atencdo

Lembre-se que a distancia entre dois pontos P(xp, ¥p)
e Qlxq, gl do plano cartesiano € dada por:

dP. Q) =

Xp _Xof + (ve _J-’o)?

Cosseno da soma e da diferenca

Sejamaeb €R e P, QeR os pontos da circunferén-
cia trigonométrica associados as medidas angulares a, b e
a — b, respectivamente. Assim, tem-se:
e P(cosa,sena);
e Q(cosh, senb);
e R(cos(a — b), sen(a — b)).

A figura a seguir ilustra essa situacdo para o caso em
que P e Q pertencem ao 22 quadrante e @ > b.

sen
Q (cosb, senb)

P (cosa, sena) R (cos(a - b), sen(a - b))

A(1,0)

0] cos

Independentemente dos valores de a e b, podemos

—

perceber que os arcos PQ e ,&E (com A(1, 0)) tém a mes-
ma medida angular, igual ala — bl. Desse modo, podemos
afirmar que a distancia entre os pontos P e Q é igual a
distancia entre A e R. Assim, d(P, Q) = d(A, R), o que implica
[dP, QP = [dA, R)*. Temos:

[d(P, Q)]2 = [\/(COSG - COSD)2 + (sena — senb)2 ]2:

= cos’a — 2cosa - cosb + cos’b +

+ sen’a — 2sena - senb + sen’b =
=1+1—2cosa - cosb — 2sena - senb =
=2 — 2cosa - cosb — 2sena -+ senb

[d(AR)T = [J(cos(a —b) = 1) + (sen(a — b) — 0)° ]2
= cos’(a —b) —2cos(a —b) + 1+ sen’(a — b) =
=1+ 1-2cos(a —b) =2 —2cos(a — b)

Igualando [d(P, Q)]2 e [d(A, R)]z, temos:

[0(P.Q)T =[d(AR] =
=2 — 2cosa - cosb — 2sena - senb =2 — 2cos(a — b) =
= cos(a — b) = cosa - cosb + sena - senb

Da equacdo acima e do fato de que cos(—x) = cos(x)
e sen(—x) = —sen(x) para x € R, obtido pela simetria
entre os pontos associados a b e —b na circunferéncia
trigonométrica, chegamos em:

cos(a + b) = cos(a — (=b)) =
= cosa - cos(—b) + sena - sen(—b) =
= Cosa - cosb — sena - senb

Portanto:

Para quaisquer g e b € R, vale:
cos (g + b) =cosao - cosb — senag - senb
cos (@ — b) = cosa - cosb + sena - senb

Seno da soma e da diferenca

Da simetria na circunferéncia trigonométrica, temos

v m
cos(i—x]:sen(x) e sen[i—x):cos(x) para

x € R. Utilizando essa identidade e as identidades obtidas
anteriormente, obtemos:

sen(a + b)= cos(i —(a +b)]

= sen(a+b)= cos[[% —o) —b] =

= sen(a + b)= cos(§ —o) cosb + sen(i —o) - senb =

= sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa
Ja o seno da diferenca é dado por:
sen(a —b) = sen(a + (-b))
=sen(a — b) = sena - cos(—b) + sen(—b) - cosa =
=sen(ad —b) = sena - cosb — senb - cosa

MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



Desse modo:

Para quaisquer g e b € R, vale:
sen{g + b) = sena - cosb + senb - cosag
sen{g—b) =senag-cosb-senb-cosag

Tangente da soma e da diferenca

Por fim, as identidades acima podem ser utilizadas para
definiridentidades paratg (@ + b)etg(a—b). Parace b €R

taisque a # %-l-k"ﬂ',kez,b # %-ﬁ-k"ﬂ,keze

a+b # g_i_k.ﬂ,kez,temos:

_sen(a +b)
tg(a+b) = cos(a + b)
S tg(a + b) = N4 cosb + senb - cosa

cosa - cosb — sena - senb

seng - cosb N senb - Cosa

— (g + p) = Cosa - cesb  cvsa - cosb _,
9 ) cose—~Tosb _ sena - senb
Cose—~T0sh  COSa - cosb

n n
seo+seb

_ _cosa cosb
=1g(a+b) = sena  senb

cosa cosb

tga + tgb
=>tg(a+b)= ——2—
g( ) 1— tga - tgb
De maneira andloga, para a e b € R tais que

a;ﬁg+k-ﬂ,kEZ,b¢g+k~w,kEZ,e

a-b#+ T + k- k € 7Z,temos:

2
. _sen(a—b)
tg(a =) = cos(a — b)
—tg(a—b) = senag - cosb — senb - cosa

cosa - cosb + sena - senb

sena _ senb

_ __ cosa cosb
=tg(a - b) 4 sena  senb =

cosa cosb

_ ) - _tga—tgh
:>tg(o b) 1+ tga - tgb

As restricbes o # %+k-w,kez,b # %-ﬁ-k”ﬁ,

kKEZ a+b # %+k-¢r,k€3’,,e a—b # %+

+k-m k € Z, sdo dadas para garantir a existéncia
detga, tgb, tg(o + b) e tgla — b}, respectivamente,

Assim:

Para g e b € R tais que a # %-4-!{-17,;(62‘
b # %H«w.kez e a+b# %+k-w,k62,
vale:

tao+0)= 1??{; -tgtgb
Para 0 e b € R tais que a # %+k-w,kez,
b # g+k-w,kel ea—-b# -121+-k-11',kE'£,
vale:

tg(a—b)=%

! Atencdo

As identidades acima sdo vélidas também para dngulos
em graus.

Ha varias aplicagdes para essas identidades: podemos
calcular seno e cosseno de angulos como 15° e 75° e
seus angulos simétricos nos outros quadrantes; eliminar a
adigao ou subtragao em funcdes trigonométricas; fatorar
ou modificar expressdes, entre outras.

resolvidos

1. Calcule:
a) cos1b° b) sen75° c) sen25b°

Resolucao:
a) cos 15° = cos (45° — 30°)
= c0s 45°cos 30° + sen45° - sen30° =
p) \,"l'é + \I'IE
4

b) sen75° = sen(45° + 30°) =
= sen45° - cos 30° + sen30° - cos45° =

- — = I /

R R B El (L )|

2 2 2 2 4

c) Usando a simetria na circunferéncia trigonomé-
trica, temos:

sen

cos
sen255°

-
w
[
Z
w
o
TN

sen(255°) = —sen(75°) = — 7

N
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2. Determine tg (7—1T] .

12 Jéparaxeﬂitalquex;&g+k-w,kez e
Resolucao: ua&%+k-mk51umw
7 417 3 a a
o(5)- ol ) u(23)-
12 12 12 3 4 tg(2x) = 2tg);
9(5)+ (3) -
_S5) T 8a) . B
-~ T T 1—/3 1
! tg[3]t9(4] Exemplos:
_ J3 +1 1+ Y3 4+243 - 5_ 0 a) cos100° = cos?50° — sen?50°
_ T = - B
1=V3 1443 3 b) sen32°= 2sen16° - cos16°
C) t956°: %280
Arco duplo 1-1g°28

Podemos encontrar identidades que fornecem os valores

do seno, cosseno .e tanvgente do dovbro de arcos fazendo ! Atencio
a = x e b = x nas identidades anteriores.

As identidades deduzidas anteriormente expressam
Cosseno cos (2x), sen(2x) e tg(2x) em funcao de razdes trigono-
Para x € R, temos: metricas de x. No entanto, essas identidades também
COS(X + X) = COSX * COSX — SEeNX * senx = podem ser adaptadas para expressar Cosx, senx e tgx
= cos(2x) = cos’x — sen’x em fungdo de razdes trigonométricas de % como é
Ainda podemos substituir as parcelas acima usando mostrado a sequir.
a identidade cos®x = 1 — sen®x e sen’x = 1 — cos?x,
derivadas da relacdo fundamental da Trigonometria: senx = Qsen(i) . cos(i]
cos(2x) = cos?x — sen?x ’ 2
cos(2x) = 1 — sen’x — sen’x
cos(2x) = 1 — 2sen’®x COSX = COS° [i] — sen? (5)
o 2 2
cos(2x) = cos?x — sen?x
cos(2x) = cos?x — (1 — cos?x) 2tg(—)-(—)
cos (2x) = 2c0s?x — 1 tg(x) = _\2)
1— tg? (X]
Seno 2
Para x € R, temos: ' g

sen(x + x) = senx - Cosx + senx - Cosx =
= sen(2x) = 2senx - COSX

resolvidos
Tangente
Para x € R tal que X?ﬁg +k-mkEZe2x # % + 3. Calcule cos 6§ sabendo que cos(26) = —% e
+ k -m k €7, temos: O<9<%.
tgx + tgx 30:
t +x)= =22 T 97 Resolucao:
gk +x) 1—tgx - tgx ¢
2tgx
:tg(2x)=¢2 cos (20) = 2cos® 6 — 1 = 7 —2cos20—1 =
1—tg™x 8
Resumindor = % =2cos’f = cos’ = % = cosbh = i%
Para x € R, vale: C O<p<T o 0 ,
Cos R = coste = Serix omo 0 5> 8 pertence ao 1% quadrante, e
cos(2x) = 1 — 2 sen’x assim, cosf > 0.
cos(2x) = 2cos?(x) — 1 1
sen(2x) = 2senx ' cosx Portanto, cos6 = 2

MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



4. Calcule medida de CD na figura abaixo sabendo que
AD é bissetriz do angulo no vértice A.

C
X
D
Tcm
o i
A = g
3cm
Resolucao:
No AABD, tga:%,
5. 1 2
2tga 3 3 _3
tgQRa)= ———— = tgla)= ——=— = = = =
9(2a) 1— tg’a al 17[1]2 8 4
3 9
X +1 3 X +1 5
= = = = = = =
No AABC, tg(2a) 3 ) 3 X 1

Portanto,@mede % cm.

5. Calcule sen 15° - cos 15°.

Resolucao:
E = sen15° - cos15° = 2E = 2senl15° - cos15® =
1 1
= 2E= 30° = 2E= = E= -
sen 5 7

Transformacdo de soma ou diferenca
em produto

Na Algebra, a transformac&o de soma ou diferenca em
produto é chamada de fatoracdo, e ela pode nos ajudar a
simplificar fracdes e resolver equacdes. Aqui, deduziremos
fatoracdes das expressdes senp + sengq, cosp * cosqg
etgp £ tggq.

Como visto anteriormente, temos, paraa e b € R:
sen(a + b) = sena - cosb + senb - cosa (1)
sen(ag — b) = sena - cosb — senb - cosa (1

De (I) + (II):
sen(a + b) + sen(a — b) = 2sena - cosb (1)

Fazendoa + b=pea—-b = q, eresolvendo o sis-
tema, temos:

g=P*ta
o+b=p<:> 2 V)
a-b=gqg p=P—4a
2

Aplicando (IV) em (lll),

senp + seng =2sen[p+q) C cos(p_q), para

pegelR

Exemplo:
sen40° + sen20° =
_ 23en[4oo + 20°) ) COS(40" —20°) _
2 2
= 2s5en30° - cos10° = 2 - L. cos10° = cos10°

2

Se subtrairmos (Il) de (I) e aplicarmos a troca de varia-
veisa + b=pea— b= q,obtemos:

senp — senqg = 2sen[pzj) : cos(p s q). para

pegelR

De maneira andloga, a partir das férmulas da adi¢do e
subtracdo do cosseno, podemos obter:

cosp + cosq = 2cos(ﬂT+q) - cog(p ; t;'J,para
peg€ER

COsp—Ccosg = —Zsen(p+q) g Seﬂ[p_q). para

pegER

Por fim, parap e g € R tais que p # % +k-mke€Z,

eqi%—i—k-w,kel,temos:

_senp , seng _

tgp * tgg = + =

9p =199 cosp ~ cosg

_ senp - cosqg + senq - cosp
cosp - Ccosg

Lembrando que sen(p = g) = senp - cosq * senq - cosp,
concluimos que:

sen(p +g) sen(p — q)
-+ Ll — —
9P +19q cosp-cosqg etap — tgq cosp -+ cosg’
m = aw -
parap#i t+tk-mkEZ eqg * 5+k-*n-,k€£.

resolvido

6. Fatore as expressdes a seguir.

a) sen70° —sen10° c) tge6b°+tg15°
4
— | +1

b) cos( 5 ]

Resolucao:

a) sen70° — senl0° =

B (700—10"] (7O°+1O°]7
=2sen| ———— |- cos| —— | =

2
= 25en30° - cos40° =2 - % - cos40° = cos40°

—
11}
-
Z
w
24
[T

©
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(471' +OJ {417 _OJ

am) g Am - 9 . 9 |- 2m) . 2m) _ 502 [ 2T

b) cos( 5 ) +1 cos( 5 ) + cosO = 2cos 5 cos 5 ZCOS( 5 Cos 5 2cos 5
sen(65° + 15°)

sen(80°)
°o 4 o = =
€ 1985+ 19 = e cos15°  c0s65° - cosTE®

Funcoes trigonométricas

No capitulo 9 da Frente 1, trabalhamos com a associacdo de medidas angulares a em radianos, com a € [0, 217], @ pon-
tos da circunferéncia trigonométrica. Em seguida, estendemos essa associacao para qualquer valor a € R, e essa construgao

foi usada para definir sena e cosa e, quando a # % + k - m, k €7, para definir tga também.

_ 10w,
Por exemplo, para o = R

sen
o Identificamos que a € um angulo da 22 volta congruo a %‘T pois a = 10% =
= %‘T + 2m.

47 101

« O ponto da circunferéncia trigonométrica associado a 3 (e a = também) é A(1, 0)

cos
0 ponto P(xp, yp) tal que o arco orientado AP, com A(1, 0), tem medida angular

med(@) = 4—ﬂ.
3

. N . 1 3 .

o« Como, pela circunferéncia trigonométrica, P 3Ty , temos:
i e

= x, = — =y = =N¥3 L0582,
cosa = Xp 2,senoL Yp > e tga sena T V3

2

Como, por esse artificio, associamos para cada ndmero real x um Unico valor de senx, de cosx e de tgx (neste ultimo

caso, para x # g + k - m, k € 7.), podemos definir as fungdes trigonométricas y = senx, y = cosx e y = tgx.

Funcdo seno

Para qualquer x € R, senx esta definido. Desse modo, o dominio da funcdo f(x) = senx é D(f) = R. Além disso, os
valores de senx sao nimeros reais, entao podemos definir o contradominio como CD(f) = R.
Portanto, a funcdo seno é:

f:R—>R
f(x) = senx

O gréfico de fix) = senx pode ser obtido pela circunferéncia trigonométrica, como mostrado a seguir, no intervalo
Os=sx=2m

MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



Lembrando que angulos congruos tém o mesmo valor de seno, o grafico da funcdo seno estendida para todos os

valores reais de x é da forma a seguir.

plitude A da funcdo seno é A=

Observando o gréfico e as informagdes que ja conhecemos sobre o seno, temos:

Os valores de seno variam no intervalo [— 1, 1]. Por isso, a imagem da fungdo seno é Im(fy = [—1, 1].

A funcdo seno é positiva para valores de x no 12 ou no 22 quadrante, que sdo os valores de x nos intervalos ...,
(=2, —m), (O, ), (27, 3), ...

Ela é negativa para valores de x no 32 ou 42 quadrante, que s&o os valores de x nos intervalos..., (—r, 0), (m, 2m), (3, 4), ...
A funcdo seno é crescente para valores de x nos intervalos fechados correspondentes ao 12 ou 42 quadrantes:

_m @ |3m 5w | /m Om
v 2’2112 2112 2 )"
Ela é decrescente para valores de x nos intervalos fechados correspondentes ao 2° ou 3° quadrantes:
3w _m||m 3m||5m /m
2 201221122/

Os zeros da funcdo seno sdo os elementos do conjunto:
XERIx=km ke Z}

Os maximos da funcdo seno sdo da forma x = g + 2k, k € 7.. J&4 os minimos sdo da forma x = —% + 2k, k €7..

A funcdo seno € impar:
sen(—x) = —sen(x), Yx € R
Além dessas caracteristicas, hd duas outras que podemos destacar sobre a fun¢ao seno: o periodo e a amplitude.

O periodo de uma funcao periodica f e o menor numero P € R, P = O, tal gue fix) = f(x + P) para todo x € DIf).

Para a funcdo seno, vale:
sen(x) = sen(x + 2m), VX € R

Além disso, observando o gréafico dela, podemos perceber que nao existe P’ real, com 0 < P’ < 2, tal que

sen(x) = sen(x + P'), Vx € R. Desse modo, o periodo P da funcdo seno é P = 2.

A amplitude A de uma funcdo periodica limitada f € a metade da diferenca entre o maior e o menor valor que a
fungéo f pode assumir.

No caso da fungao seno, sabemos que seu maximo e seu minimo sdo, respectivamente, 1 e — 1. Desse modo, a am-

Ll ) Y

2
O periodo P e a amplitude A da funcdo seno estao indicados na representacdo grafica a seguir.

yl

—
11}
-
Z
w
24
[T

-
-
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resolvido

7. Determine o conjunto imagem da fungéo . R — R de lei f(x) = 1+ 3sen(—2x).

Resolucgdo:

Conforme x assume valores em (—o0, &), sen(—2x) assume todos os valores em [— 1, 1]. Assim:
—l=ssen(—-2x)=1=

= —3=3sen(—2x) =3 =
= -3+ 1=3sen(—2x)+1=3+1=
=>-2=<1+3sen(—2x)<4=

= -2<fx)<4
Portanto, Im(f) = [—2, 4].

Funcdo cosseno
De maneira analoga ao que foi feito anteriormente, a fungdo cosseno é:

f-R—R
f(x) = cosx

O gréfico de f(x) = cosx também pode ser obtido pela circunferéncia trigonométrica, como mostrado a seguir, no
intervalo 0 < x < 2!

sen yi

2w
3

I
2

wl3a

1
]
1
i—
1
1
i
]
1
1
£

4 5
am 3 2T
3 - 3

Considerando valores além do intervalo [0, 2] e o fato de que angulos congruos tém o mesmo valor de cosseno, o
gréfico da funcao cosseno é da seguinte forma.

Observando o grafico e as informacdes que ja conhecemos sobre o cosseno, temos:
e Osvalores de cosseno variam no intervalo [— 1, 1]. Por isso, a imagem da funcdo cosseno é Im(f) = [—1, 1].

e A funcdo cosseno € positiva para valores de x no 12 ou no 42 quadrante, que sdo os valores de x nos intervalos
_m @) (3m 5w (/7 9m
2'’2p)p\ 22 )02 2 )"
e FEla é negativa para valores de x no 22 ou 32 quadrante, que sdo os valores de x nos intervalos
(_3_17 _m [E 3m) (5m 7_17)
20 2)p\2> 2 )\ 22 )"

e Afuncdo cosseno é crescente para valores de x nos intervalos fechados correspondentes ao 32 ou 42 quadrantes:
o=, O], [, 2], [3, 41), ...

MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



o FEla é decrescente para valores de x nos intervalos fechados correspondentes ao 12 ou 22 quadrantes: ..., [—2, —],
[0, m], [27, 3], ...

e Os zeros da fungao cosseno sdo os elementos do conjunto:

{XE[R | X=%+k¢r,k€l}
e« Os maximos da funcdo cosseno sdo da forma x = 2k, k € Z.. J4 0os minimos sdo da forma x = mw + 2kw, k € Z.
e Afuncdo cosseno é par:

cos(—x) = cos(x), VX € R

e Afuncdo cosseno é peridédica de periodo P = 21

cos(x) = cos(x + 2m), VX E R
e A amplitude da funcdo cosseno ¢ A = 1.

Perceba que o gréafico da fungdo cosseno é idéntico ao gréfico da funcdo seno deslocado g para a esquerda.

Esse resultado é esperado, ja que sen(x + %) = Cos (x).

@ saiba mais

Também podemos afirmar que o grafico da funcdo seno é idéntico ao gréfico da funcdo cosseno deslocado % para

a direita, ja que cos(x = %] = sen(x).

resolvido

8. Determine as raizes da fungao . R — R de lei f(x) = cos(2x - %]

)=o

Fazendo a mudanca de variavel t = 2x — % , @ equacao anterior vira cost = 0, cujo conjunto solucdo sabemos ser

Resolucao:

Temos f(x) =0 = cos[Zx -

wla

S:{Z‘ER |t = E+/<frr,/<EZ}.Dessemodo,parakEZ:

2
™ t+73T t ™
t=2x — — = x = 2 X==+4+ = =
3 2 2 6
o T m,m 5w 'rr
= x = + - =2 x=—+k - —+ = 2x=""+k: =
" 2 Ty 276 T2 2
. ~ : 5t ™ w
Portanto, as raizes de fs8o os elementos do conjunto {x ER | x = ) + k- > k€E€Z;. =
L
o
[T

13



Funcdo tangente

Como a tangente de um nuimero nao esta definida para x = g +k-m k €7 , o dominio da fungdo tangente

fix) = tgxndo éR, e sim D(f) = {x ER | x # % +k-mke Z}. Portanto, a funcao tangente é:

f: {xem|x * g+k-fn,k€Z}—>[R
f(x) = tgx

Também podemos deduzir o gréfico da fungao tangente utilizando a circunferéncia trigonométrica, com o auxilio do
eixo das tangentes:

-
«Q
<

1
1
4

|
$1---

o
1
1
wl
1
1
__--__-_Nw
1

IS ] S————

Com base no grafico da funcao tangente e de informac8es que ja conhecemos sobre a tangente, temos:
o Afuncdo tangente fix) = tgx pode assumir qualquer valor real. Por isso, a imagem da funcdo tangente é Im(f) = R.
« A funcéo tangente é positiva para valores de x no 12 ou no 32 quadrante, que s8o os valores de x nos intervalos

™ 31 S5
. (O, 5), (’IT, 7], (2’1’1’, 7},

e Ela é negativa para valores de x no 22 ou 4° quadrante, que s8o os valores de x nos intervalos

Tl (T o) (3
( 2,0},(2,7&'}[ 5 ,217],

~ . ) m™ T m 3 37 bm
« A funcdo tangente € crescente para valores de x nos intervalos ..., >S5 >3 TS )
o Os zeros da funcao tangente sdo os elementos do conjunto:
{XEIR |X=k’1T,kEZ}

MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



o Afuncdo tangente ndo admite maximos ou minimos. € Saiba mais b
o Afuncdo tangente é impar:

Também podemos construir as fungbes y = cossecx,
tg(=x) = —tg(x), Vx € {X ER|x # g T kmk € Z} y = secx e y = cotgx utilizando processo analogo ao
feito anteriormente. No entanto, € mais pratico apenas
trabalha-las pelas expressoes a sequir, considerando
as eventuais restricdes no dominio:

o Afuncdo tangente é peridédica de periodo P =

tg(x)=tg(x+¢r),\1xe{xe[R|x¢g+/m,kez}

1 o
¥ = CO55eCX = , com dominio
senx

o O gréfico da funcdo tangente possui assintotas verti-

caisemx=%+kw,kel. D=pERxm Ll

y = secx , com dominio

~ cos x

\

_ kr
Boa parte das informacgdes acima para a fungéo tan- D= {X ER | x # T k€ Z}
gente pode ser obtida do fato de que tgx = SEAX .
COS X COS X

vy =cotgx = , com dominio
Sen X

para x € {x ER | % +k-mk EZ}. Por exemplo:

D={(xERIx#kmk€EZ)

senx 5 i -
~+ 05 zeros da funcao tgx sao

« Como tgx =

também os zeros de senx: x € R, com x = km, s - . P
Graficos de funcoes trigonométricas

ke Z.
« Afuncdo seno é impar e a funcdo cosseno é par; generalizadas
assim: Em muitos contextos, trabalhamos com funcdes reais da
Sl sen(—x) _ —senx _ _senx _ —igx formay = a + bsen(m(x + n))ouy = a + bsen(m(x + n)), com
cos (—x) cosx COS X a,b,men €R, e édeinteresse conhecer como os parame-

tros reais a, b, m e n influenciam o grafico dessas funcoes.

Para ¥x € R vale:

Logo, a fungdo tangente & impar.

resolvido
a + beos(m(x +n)) =

9. Para quais valores de x € R a funcdo f de lei =g+bsen({m(x+n)) +

):

=g+ bsen(m(x +n+ 1))
2m

Assim, toda funcdo da forma fix) = @ + bcos(m(x + n))
pode ser escrita na forma flx) = o + bsen{mix + n'),

ST

flx) = tg(€ + %) ndo esté definida?

Resolucdo:

Sabemos que tg x ndo esté definido para x = g + kr,

k € 7. Assim, f(x) = tg(% + %) ndo estd definida com n'=n+ %
para valores reais de x tais que 5% + % = % + k, Por isso, os exemplos abaixo trabalhardo apenas com
k € 7. Logo, para k € Z.. y = a+ bsen(mx + n)
5—X+E—E+kﬂ:> 5—X=371T+k1'r:>
6 4 2 6 2 ~
5x 6( Parametro a
= —=—=—+kmw :>X*—[—+k’rr] =
6 4 s\ 4 Tomemos trés funcdes de lei de formacdo a + senx,
_ 3w 6k
:>X_1oJr 5 comoe{—zo,g}:
o 5x ™ N . _
Portanto, f(x) = tg & + T ndo esta definida para e fix) =senx;
. x) = —2 + senx. =
:3—ﬂ+—6kﬂ,comkel. gk z
10 5 3 o
e h(x)= 5 + senx. i
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Os graficos dessas trés funcdes estdo representados no plano cartesiano abaixo.

Pela representacdo gréafica acima, podemos observar que:
o O grafico de g(x) = —2 + senx é obtido pela translacdo vertical do gréfico de fix) = senx em 2 unidades para baixo.

Como aimagemde féIm(f) =[—1, 1],aimagem de g é dada porIm(g) =[—1 + (=2), 1 + (=2)]=[-3, —1].

e O gréfico de h(x) = g + sen x é obtido pela translacdo vertical do gréafico de fix) = senx em % unidades para cima.

Como a imagem de fé Im(f) = [~ 1, 1], aimagem de h é dada por Im(h) = [—1 + (%} 1+ (%]] = [% %]

De modo geral:

Dadeo g € R - {0), o grafico de g(x) = a + senx é obtido pela translagdo vertical em lal unidades do gréfico da fungdo
seno fix) = senx. Se g = 0, a translacao é para cima; se g < 0, a translacdo e para baixo.
A imagem de g € dada por:

Imig) =[—1+a, 1 +q]

Parametro b

Considere as fungées de lei de formacdo bsenx indicadas abaixo, com b € {—2, -1, —:l)—, 1, % 3}:

o fix) =senx; e h(x) = 3senx; o k(X)) = —2senx;
1 . _ 1
e gx)= Esenx; o jiX) = —senx; e plx)= —§sen X.

Os graficos de f, g e h estdo representados no plano cartesiano abaixo.
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Perceba que:

O grafico de h(x) = 3senx é obtido pelo “alongamento” vertical do gréfico de fix) = senx: cada ponto (X, o) do
gréfico de f estd associado a um ponto (x,, 3y,) do gréfico de h. Por isso, a amplitude de h € o triplo da amplitude de
A, =3A=3-1=3.

O gréfico de g(x) = %senx € obtido pela “compressdo” vertical do grafico de fix) = senx: cada ponto (xq, yo) do

grafico de f estd associado a um ponto [xo, %yo] do gréfico de g. Por isso, a amplitude de g € metade da amplitude

1
def Ag = 5A; =

De modo geral:

=1
1=5.

N —

Dado b € (0, 1) U (1, ), o gréfico de g{x) = bsenx ¢ obtido pelo "alongamento” (se b > 1) ou pela “compressdo”
(se O < b = 1) vertical do grafico de fix) = senx.
Em ambos 0s casos, sendo A e Ag, respectivamente, as amplitudes de fe g, vale:
Aj=b:A=b:1=0
Alem disso, a imagem de g € dada por:
Im(g) = [—b, b]

Agora, representamos os graficos de f, j, k e p no mesmo plano cartesiano.

v
Dl e i e e o e o ) T e e o e i e
k
i ] e o e g . o SN i e e e . L
AlA, J
! 1
P e e e e e <= P
A T — e . e e TN X
3 ol m 3w 2w [ 3w
2 2 2 f
A, G . O, "l R . s... - . .. < = =~ .. S /S ———
—— _2 s et T . . o i . i o s . i i . .t D o, o o . i i, s
O gréfico de j(x) = —senx é obtido pela reflexdo em torno do eixo x do gréfico de fix) = senx. Tanto f quanto j tem
amplitude 1: Ay = A¢ = 1.
O gréfico de k(x) = —2senx é obtido pela reflexdo e posterior “alongamento” vertical do gréafico de fix) = senx: cada

ponto (xq, o) do grafico de festa associado a um ponto (x,, —2y,) do gréfico de k. Por isso, a amplitude de k € o dobro
da amplitudede F A, =2A;=2-1=2.

1
O gréfico de p(x) = —§senx é obtido pela reflexdo e posterior “compressao” vertical do gréafico de fix) = senx: cada

ponto (xq, ¥o) do grafico de f esta associado a um ponto (Xo, —%yo) do gréfico de p. Por isso, a amplitude de p € um

121
Ap=g1=3%.

terco da amplitude de 2 A, = p= 3

N —

De modo geral:

Dado b € (—o0, —1) U (—1, 0), o grafico de g(x) = bsenx e obtido pela reflexdo em torno do eixo x e posterior
"alongamento” (se |bl = 1) ou “compressao” (se 0 < |bl < 1) vertical do grafico de fix) = senx.
Em ambos os casos, sendo A; e Ag, respectivamente, as amplitudes de fe g, vale:
Ag=Ibl+As=1bl -1 = bl
Além disso, a imagem de g € dada por:
Im(g) = [—1bl, Ibl]

-
w
[
Z
w
o
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-
~N



Parametro m

Para m € {% 1, 3}, considere as fungdes de lei de formacdo sen(mx) e seus respectivos graficos representados no

mesmo plano cartesiano:
e fix) =senx;
e g(x) =sen(3x);

e  hix)= sen(%x].

o O grafico de g(x) = sen(3x) é obtido pela “compressdo” horizontal do gréfico de fix) = senx: cada ponto (x,, ¥p) do

1
grafico de f estd associado a um ponto (—Xo,yo} do grafico de h. Por isso, o periodo de g € um terco do periodo

3

1 1 2w
fP ==P == -2m==—.

de 0 = 3P T 3 0y 3

e O grafico de h(x) = sen(%x) € obtido pelo “alongamento” horizontal do gréfico de fix) = senx: cada ponto (xq, yo)

do grafico de f esta associado a um ponto (2xg, V) do grafico de h. Por isso, o periodo de h é o dobro do periodo
def.P, =2P;= 22w = 4m.
De modo geral:

Dadom € (0, 1) U (1, ), o gréfico de gix) = sen(mx) € obtido pelo “compressaoc” (se m > 1) ou pela “alongamento”
(se 0 < m < 1) horizontal do gréafico de fix) = senx.
Em ambos os casos, sendo P e Pg, respectivamente, os periodos de fe g, vale:

pg:i.pr:i.zﬂ:Q_ﬂ
m m m
e Lembrando que sen (—x) = —sen x e o que foi feito para valores negativos do parametro b, temos:
Dado m € (—o2, —1) U (—1, 0), 0 gréfico de g(x) = sen(mx) & obtido pela reflexdo em torno do eixo x e posterior

“compressac” (se Iml > 1) ou "alongamento” (se O < Iml < 1) horizontal do grafico de fix} = senx.
Em ambos os casos, sendo Py e P, respectivamente, os periodos de fe g, vale:

5 - 2m = 2
|1 m

- |

—

T T

Parametro n

Por fim, considere n € {—%Tﬂ 0, %‘T} e as fungdes de lei de formacdo sen (x + n):
_ . _ 5 Y. . 3
e fix) =senx; e g(x)=sen|x+ 5 ) e h(x)=sen| x — =)
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O gréfico de g(x) = sen(x + %T} é obtido pela translacdo horizontal do grafico de fix) = senx em %T unidades
para a esquerda.

O gréfico de h(x) = sen(x - %‘T) € obtido pela translagdo horizontal do grafico de fix) = senx em 3%7 unidades

para a direta.
De modo geral:

Dado n € R - (0}, o grafico de g{x) = sen(x + n) é obtido pela translagdo horizontal em |nl unidades do grafico da
funcdo seno flx) = senx. Se n = 0, a translagdo é para a esquerda; se n < 0, a translagdo é para a direita.

Imagem, amplitude e periodo

Do que foi visto anteriormente, podemos inferir as seguintes caracteristicas das fungdes y = a + bsen(m(x + n)) e

y = a + bcos(m(x + n)), com a, b, m e n parametros reais e be m # O:

[a — Ibl,a + Ibl]
Amplitude la]}
2w
Periodo H

Graficamente:
Imagem: [a — ||, a + |b]]

Amplitude: |b|

Amplitude: |b|

Periodo: 2T

mi

g=2 Estabelecendo relacoes |

A Ondulatoria € a parte da Fisica que estuda o comportamento de ondas. Nessa area, € comum as ondas serem
modeladas por fungdes do tempo t e do espaco x da seguinte forma:

yix, 1) = Asenlkx £ wi)

Perceba que:

A funcdo onda € uma fungdo de tempo € de espago, pois a onda se propaga com o tempo.
O parametro A & a amplitude da onda.

Sendo A o comprimento de onda (a distancia entre duas cristas), entdo k = 2% & o numero de onda.

w & a frequéncia angular da onda. Se w > 0, a onda se propaga para a esquerda; se w < 0, ela se propaga para
a direita.

-
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12. A altura da maré em uma praia varia ao longo do dia

resolvidos
~ (l‘ - 2)11'
de acordo com a funcdo h(t) = 3 + 2cos -
10. Construa o grafico da fungdo fix) = —1 + 3sen(4x) e
determine a imagem dessa funcdo. com O <t <24, emque h é a altura da maré, em me-
Resolucdo: tros, e t representa o horario no dia (t = O representa
Podemos obter o grafico da funcao fix) = —1 + 3sen(4x) a hora Oh, t = 1representa 1h, etc.).
a partir do grafico das seguintes funcoes: Calcule:
+ De y = senx para y = sen(4x): “comprimimos” ho- a) A altura da maré as 10 horas da manha.
rizontalmente o grafico, reduzindo o periodo para o B
o . b) A altura minima da maré.
p=2%2" =", .. L
4 2 c) Os horarios de maré maxima.
- De y = sen(4x) para y = 3sen(4x). “alongamos” ver-
ticalmente o grafico, aumentando a amplitude para Resolucéo:
A=3-1=3.

a) Parat= 10, temos:
-« Dey = 3sen(4x)paray = —1 + 3sen(4x): translada-

mos o grafico em 1 unidade para baixo. 10 — 2)11]

h(10) = 3 + 2cos((

6
v
ik & BB B -3+ 2cos(4§] —3+2- (—%) =2
2+ ——— ..f_____'r_____;l_j;____'___T____lr___!_-.
f \1 Pl Y T g A altura da maré as 10 horas da manhd € de
(Rl I r 1 | | \ 11
1',Pf“,'l, - 2 I[T"‘\_i |I,." \h.ll :[Iz i rlf_‘.:_— .y = senx 2 metros.
“// ﬁl‘ ; .\\l\\\ II|l \: f "‘I E’/ Yll|
~10 'Il| ] 'l'} s .-‘31T" ‘. 127 1§ b) O | i de h =3 2 (t_z)’n
5y 2 N e P B % IJ|I h X ) valor fminimo- ae (t) T acos 6 )
i i | 4 ! 1 i
-1 N '.\"l' 'I‘“‘“:-"".‘*Jr' 'y = sen(4x)
: i | 1 v L | em metros, € dado pora — |bl,coma =3eb = 2.
v | ] ra |
— 24 | LI | | | el \
] | I i 1o 1 a—1lbl=3—-121=1
vy A | 1Yy s \
= § o] Vi j 'y = 3sen(4x] o .
3 ' % ) Desse modo, a altura minima € de 1 metro.
i TH IR SRR 2 I, A i \ c) A maré alta acontece quando a funcdo atinge
seus valores maximos, o que ocorre quando o
. t—2)my ..
A'imagem da funcdo fé Im(f) = [—4, 2]. termo cos[(T)) éiguala 1:

11. Determine a imagem da funcdo [(t _ 2),”] B
cos|————|=1=

f(x)=4+2cos(x+%). 6

Resolugéo: % =0 t=2
1 maneira: —Jou = Jou
f(x):4+2cos(x+ g) (t _62)’” — o t=14

Logo, nessa fungao, temos os parametrosa =4 e b = 2.
Portanto, a maré alta acontece as 2h e as 14h.

Desse modo:
Im(f)=[a—1Ibl,a+ bl]=[4—2,4+ 2]=12,6]
22 maneira:
Clscose=1= Fungdes trigonométricas inversas
™
= -Is< COS(X + E] =1= As funcBes seno e cosseno ndo sao injetoras, ja que

sdo periddicas, nem sobrejetoras, ja que estao limitadas ao
intervalo [-1, 1], mas seu dominio é real.
= 24+ 4<4+ 2COS(X + E) <244 = Ja a fungdo tangente é sobrejetora, mas n&o € injetora,
62 pois é periddica.
Logo, as fungdes seno, cosseno e tangente ndo sdo
Logo, a imagem de fé Im(f) = [2, 6]. bijetoras e, por isso, ndo admitem funcdes inversas.

= —2$2cos[x+ ;J$ 2=
= 2=<fx=<
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Lembre-se:

« Uma fungdo £ A — B é injetora se, para todo xy,
X5 € A, flxq) = flxs) = Xy = X5. Isso significa que
elementos distintos no dominio estao sempre as-
sociados a elementos distintos no contradominio.

« Uma funcéo £ A — B é sobrejetora se, para todo
y € B, existe x € A tal que fix) = y, ou seja, todo
elemento do contradominio estd associado a
pelo menos um elemento do dominio.

« Umafungao fe bijetora se for injetora e sobrejetora.

« Dadauma funcdo f: A— B, a funcdo inversa de f,
se existir, € uma funcao i B—=Atal que:

fif ")) = y, para todo y € B
f~1{fx) = x, para todo x € A

Uma funcao fadmite inversa somente se ffor bijetora.
b -

No entanto, se limitarmos o dominio dessas funcdes,
de modo que “percorremos” todos os valores da imagem
uma Unica vez, teremos fung¢des bijetoras e poderemos
inserir o conceito de inversa.

Funcdo arco seno

m T

Considere a fungao f: [—— = [—1, 1] de lei de

2° 2
formacdo fix) = senx. Perceba que essa fungdo é obtida
restringindo o dominio da funcdo seno para o intervalo
[—%, g} e definindo o contradominio como igual a ima-

gem. Assim ela é uma funcdo injetora e sobrejetora, como
mostra o grafico abaixo:

2'2
que é chamada de fungdo arco seno, e é representada
por arcsen x. Seu grafico esta representado abaixo.

Logo, existe a fung&o inversa ' [-11] = [—w ﬂ],

4
LI
2 arcsenx
I
1
1
I
1
1
[}
: :
—;| 0 1 X
I
]
I
I
)
s TR
2

Lembre-se de que o grafico da funcao inversa e
obtido pela reflexéo, em torno da bissetriz dos qua-
drantes impares, do grafico de f,

Exemplos:
a) arcsen i pois sen[E = 1eE € | =L, .|
2 6’ 6 2 6 2' 2

b )= -T noi L |
) arcsen(—1) 2,p0|ssen( 2] le

i T T
56[5’5}

c) arcsen(0) =0, poissen(0)=0e 0 € [—g

INIE

|

Perceba que arcsen(—;-] = %’T pois, apesar de
sen 5—“) w L o numero % nédo pertence ao con-
6) 2 6 P

tradominio [—% %] da fungdo arco seno.

¢ saiba mais

O nome arco seno para a funcdo y = arcsenx € inspi-
rado na pergunta “qual € o arco cujo seno € x?"

Funcdo arco cosseno

De modo analogo ao que foi feito para a fungdo arco
seno, considere a funcdo g: [0, w] — [—1, 1] de lei de for-
macdo g(x) = cosx. Perceba que essa fungdo é obtida
restringindo o dominio da funcdo cosseno para o intervalo
[0, ] e definindo o contradominio como igual a imagem.
Assim ela € uma fungdo injetora e sobrejetora, como mostra
o grafico abaixo:

Logo, existe a funcdo inversa g~ ":[— 1, 11— [0, 7], que

€ chamada de func¢do arco cosseno, e é representada por
arccosx. Seu grafico esta representado a seguir.

-
w
[
Z
w
o
TN

N
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y Exemplos:

a) arctg(ﬁ) = % pois tg{ ] = 3.

b) arctg(0) = 0, pois tg(0) =

c) arctg(—1) = —%, pois tg(—%] =1,

arccosx

Qutra notacdo comum para as fungfes arcsen x,
4+ - arccosx e arctgx, principalmente em calculadoras, &,
! respectivamente, sen'"xr cos 'xe tg'1 2
Note que:
Exemplos: _ L -1 _ 1 _
a) arccos(—1) = m, pois cos(w) = —1Tew € [0, 7] ArcReny =Sen nx (Senx) T senx cossecx
1 ay ) ™ 1 ™ — -1 A1 _
=] = Tl=2c X ¢ ) arccosx = cos x # (cosx) = = secx
b) arc:c:os[2 3 Pois cos( 3] e i [0, 7] (cosx) e
s il B s
c) arccos (0) = g , pois cos(%) =0e % € [0, m]. SR =g # (gH) tgx 09X
Funcdo arco tangente
Por fim, considere a funcao bijetora h: ]—% %[ - R resolvidos
de lei de formagao h(x) = tgx, obtida pela restricdo do do-
13. Determine:
minio da fungdo tangente para o intervalo ]—E E[:
22 a) arcsen (%J c) arctg (—?]
y h(x) = tgx
) | I
] I |
o | b) arccos (—ﬁ]
] | | 2
! I |
I I |
i
K i i Resolucdo:
// | | // I{_
. ! ! ‘ my_J2 T | _Tmm
3¢ —F 5 x 7 5 a) sen[ ] 5 e 7 = { > 2‘I,Iogo
/ ? A
, o
| | 7 \fl . m
: b9 arcsen(T] =7
| 1 )
| | ! Ilr_
5
i i ‘.J b) cos(%) = —% e % € [0, 7], logo
| | ]
J3Y) 5w
o . a of . arccos =%
Afuncéoinversa h '@ R — 5 5| € chamada de
funcdo arco tangente, e é representada por arctgx. Seu T J3 3 T
o . ) c) tg|l——=|=—=",logoarctg| — | =——=.
grafico esta representado abaixo. 6 3 6
y
14. Determine sen(arccos(l)}
N 3 2
2
arctgx
Resolugdo:
=8 1 ™ ) v 1 ™
0 p arccos[§)=§,p0|s cos[§]=§ ege[o,w].
1) = sen™) = ¥3
_________,%_ ____________ Portanto, sen[arccosb]] sen(S) 5
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Equacoes trigonomeétricas

No capitulo anterior, estudamos algumas equagdes
trigonométricas de resolucao imediata ou com aplicacdo
de alguma férmula. Agora, vamos apresentar uma resolu-
¢ao genérica de equagdes que envolvem igualdades entre
seno, cosseno e tangente.

Equacdes do tipo senx = sen@
A equacdo senx = sen 6 admite duas solu¢des gerais.
A primeiro é obtida igualando x a todos os arcos cén-
gruos a :
X =0+ 2km k E€Z
Com a circunferéncia trigonométrica, podemos obser-
var outras possibilidades para a segunda solucdo geral.

Se 0 pertence ao 12 quadrante:

3w
2

X=m—0+ 2km k€EZ

Se 0 pertence ao 22 quadrante:

sen

3m
2

xX=mm—0+2km, kE€Z

Se 6 pertence ao 32 quadrante:

sen

3m

X=m—0+ 2km k€ Z

Se 0 pertence ao 42 quadrante:

sen

SIE]

X=m—0+ 2km k€ Z

Note que em qualquer um dos quatro casos acima,
temos x = m — 0 + 2k, k € Z. Portanto:

x=0+2kmk EZL
ou
x=m—0+2km k €L

senx = sent =

! Atencdo

Para 0 € {O, T 3—17 217} e os respectivos angulos

2 2

congruos, também sdo validas as duas solugdes gerais

. T 3w -
acima. No caso 8 = > e = > as duas solucoes

equivalem aos mesmos numeros.

Equacdes do tipo cos x = cos 0

Assim como no caso anterior, a equacdo cosx = cos b
admite duas solucdes gerais:
e A primeira é obtida igualando x a todos os arcos con-
gruos a 0:
X =0+ 2km k EZ
« Asegunda é da forma:
X=—0+2km k€ Z

Observe a validade dessa segunda solucdo geral na
circunferéncia trigonométrica representada a seguir, para
0 caso de 0 pertencer ao 22 quadrante:

SIE]

+6

N
w

-
w
[
Z
w
24
T




Portanto:

x=8+2kmk €L

cosx = cos = ou =
x=—0+2km kel

=Sx=10+2kmk EZ

Equacdes do tipo tgx = tgo

Analogamente, a equacdo tgx = tgf admite duas so-
lucBes gerais:
e A primeira é obtida igualando x a todos os arcos con-

gruos a o:

X=0+2km k€EZ
« Asegunda é da forma:
X=0+m+ 2km kEZ

Observe a validade da segunda solu¢do geral para o

caso de 0 pertencer ao 2° quadrante.

sen tg

N3

+6

2T cos

tg 0

Portanto:

x=0+2km k€L
tgx = tgh = 4 ou =
x=0+m+2km Kk EL

= x=0+knkEEZ

resolvido

15. Determine o conjunto solugdo das equacdes a seguir

em R.
_ ( 511')
a) senx = sen|——
3
b) cosx = cos(—%”)

r\)|a

c) cos2x =

d) tg3x=—1

e) sen3x =senx

Resolucgdo:

a)

b)

d)

senx = sen[—S—] =

= senx = sen{—%rr + ZTr] =
= senx = sen[%}

X=%+2k¢r,k€l
=4 ou =4
X=1‘r—(%)+2kw,k€7é
x=%+2k¢r,k€l
= ou

21

X:?+2k’n,kEZ

Desse modo, o conjunto solugdao da equagdo
dada é:

S:{XEIR|X:%+2MTOUX:2%T+2KW,

REZ}

COsSX = COS[—STﬂ] =

:x:i[—57“)+2kw,kezz>

S5

:X:iT""zk"‘T,kEZ

Portanto, S = {Xemx=i 57“ +2kﬂrr,k€Z}.

COS 2X = % = COos2x = cos(%}

=2x =+ +2kw:>x:i%+kw,kel

oy
6

X =+

Portanto, S = {x ER + ki, k € Z}.

S|

tg3x=-1= tg3x=tg(%ﬂ) =
3 m Kkt .
= =20 4+ k- > x = 4+ 2=
3x 7 K- X 7 3 ke
Portanto,S{xEZx%-i—l%-r,kezlL
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e) sen3x =senx =

[ 3x=x+ 2km k EZ
= ou =
3X=m—X+ 2km, k €7

2xX = 2km, k €7
= ou =
4x =m + 2km, k €7

X =kmk €7
= ou
™ Kkt
=—+ — keEZ
XTaT
Portanto, temos:
S{XERX/(’IT ou x%—f—%,kel}.

! Atencio

As equacles estudadas no capitulo anterior sdo cha-
madas de equacdes imediatas. Ja as técnicas aplicadas
no exercicio anterior servem para resolver equacoes
mais gerais.

Inequacoes trigonométricas

Inequacdes trigonométricas sdo inequagdes que en-
volvem as funcdes trigonométricas senx, cos x ou tgx. Por
exemplo, sdo inequacdes trigonométricas:

. senx <

. CosSX =

)

SO

. tgzx —2tgx =1

Para resolvé-las, podemos usar técnicas de resolugao
de equacdes trigonométricas e de inequacgdes, além da
circunferéncia trigonométrica, como mostram os exercicios
resolvidos a seguir.

resolvidos

V3

16. Resolva a inequacdo senx > em R.

Resolugdo:
Pelo que foi visto anteriormente, sabemos que o con-

)
junto solugéio de senx = % = sen(%] é:

S{XERX

g+2kﬂoux2§+2kw,kel}

Observe as solucdes na circunferéncia

trigonométrica.

U
3

17.

sen
™
2n 2 m
3 u'..:... ..‘_ EA g 3
|
cnft)
s 0
2m cos
3m
2

Analisando a figura acima, note que os valores

f

de x que satisfazem senx > % sao tais que

T, 2T

3 5 eseus respectivos congruos.

Desse modo, o conjunto solu¢do de senx > \2—3 é
dado por:

21

S{XEIR‘%-FZMT <x < ?+2kw,kez}

. ~ s
Resolva a inequacao sen x <= sen{g) em R.

Resolucao:

sB0 x = & + 2k,

As solucbes de senx = sen[%] c

kEZ e x=%“+2/m,/<ez
: . m 41 : .
Veja as solucdes T e = na circunferéncia
trigonométrica.
sen
g
2
41 m
5 _5
P U
|'f (’ﬂ') \
f sen = \
™ 2 10 _
|27 cos
.'r‘-
3m
2

Pela figura, vemos que os valores de x que satisfazem

n ~ . I
senx = sen[g) sdo tais que 0= x < © ou que
4m

= < X < 2m e seus respectivos cONgruos:

N
(6]

-
w
[
Z
w
o
TN




18.

19.

O+2k’n’SX<%+2k’n’,k€Z:>

= 2km<x < %+2/<11-/<EZ
e

4?“+2/< <x < 2m+ 2km=

:>4?7T+2/< <x<2(k+ M)

Desse modo, o conjunto solucdo da inequacao é:

SZ{XEIR 2km = x <

% + 2k ou

47

£ T 2%km s <2k+N)mke z;}

417

Perceba que, como S 2m = ——Tr, temos que

6w . 41 .
= € congruo a = Logo, também podemos ex-

pressar o conjunto solucéo dessa inequac¢do como:

61

s={xem‘—?+2/< xs%+2kw,k€l}

. N V2
Resolva a inequacdo cosx <= —— em

> [0, 2m].

Resolucdo:

31

Como COS(T) == 22 temos a situacdo ilustrada

a seguir.

se

o

2
]
os [37'")

| TN

o —T

PN

Portanto:

Y
/

31 5
= ER| —<=x< —
S {x ‘ 2 X 4}

Resolva a inequacdo 3tg2 x=1emR.

Resolucgdo:

Com a mudanca de incognita z = tg x, a inequagao
dada se transforma em 322 = 1, cujo conjunto solugao

sabemosser S= 4z € R —g ou z>§

Voltando a incégnita x, temos:

V3 —g = tgx < tg(S—ﬂ)

Lzs — = tgx <
z 3 gx 3

Como as solugdes de tgx = tg (%T) na 12 volta

S<'§10X=5—Wex—L temos:
6 6

sen tg

™

2

>
P oy

5.

o/ ¢

wr B o .
.o 2mcos
Yol d
/’Atg(6]

T

6

3

2

Logo, o conjunto solucdo de tgx < tg(Sgr) s
dado por:

Sw={xeﬂ2‘%+kﬂn<x %T-i-kfrrkel}

V3 V3

== = =2 = = 7,
.z tgx 3 tgx tg(G)

3
Como as solugdes de tgx = tg(%) na 12 volta s&o

Ly 7 ,
e X = — , temos:

6 6

sen tg

2
=
\&
- (3)
s ral 0

\ L 2mcos
T /

\_H‘-

3m
2

Logo, o conjunto solucdo de tgx = tg(%) e
dado por:

SQ={XEYR‘%+/@T<><< gﬂm,kez}

Portanto, o conjunto solugdo da inequagdo 3‘[g2 x=1
é dado por:

+ikr<x < T + kmou

. ™
s1usz{xem‘6 >

i kEZ}

g+k7r<x 5
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Revisando

1. Calcule: 5o 8
a) sen(165° b) sen(7) - sen(—?)

b) cos(105°)

c) tg(105°) 5. Qual é o conjunto imagem da funcao f{x) = 5 + 2sen(3x)?

d) cos15°
6. Qual é o periodo e o valor méximo da funcdo
y =1+ senx - cosx?

e) sen15°
2. Sabendo que senx = % e cosy= i, com 7. Dada a funcdo de dominio real abaixo, determine sua
. 13 amplitude e calcule o valor méximo e o menor valor t
0<x<y< 5 calcule sen(x + ). positivo onde isso ocorre.

hit)=5 + 2cos(@)

3. Sabendo que cos[%) = % calcule o valor de cos .

4. Fatore: 2. Calcule:

a) cos(125°% + cos(65°) a) arcsen[—?]

-
w
[
Z
w
o
TN
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NIy

11. Quantas solugdes tem a equacdo sen(4x) = sen(2x)
) no intervalo 0 = x < 277

b) arccos[

c) arctg[?)

12. Resolva as inequacdes a seguir.

9. Resolva as equacges a seguir em R. a) sen(2x) =< sen(%), para x € [0,2m)
a) tg(dx)=0
)2
b) sen(2) =

b) tg(3x)= 1, parax € R.

c) cos(3Bx)= cos(%n]

X 1
a7l [ S
c) cos( 3 ] 2,parax€[R

10. Resolva a equacdo cos (3x) = % para 0 = x < 2.
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EEAR-SP 2016 O valor de cos735° é Cefet-MG 2018 Os gréficos das funcdes reais fix) =

a) 1 = cos(X) e g(x) = sen(x) ndo coincidem. Entretanto, a
4 partir de uma transformacao, é possivel fazer o gréfico
N de g(x) coincidir com o gréafico de f{x). Essa transforma-
b) 4 ¢do € afuncao
o J2 + 46 a) h(x) = %sen X.
4
9+ 6 b) h(x)= sen(-11 x).
d —— 2
8
h(x) = + 3
O valor de tg165° é: €) hix)=sen _X 5 F
V3
a & d) h(x)= sen(x - %]
. V2 + 46
) 4 Unicamp-SP 2020 A figura abaixo exibe o triangulo
retangulo ABC, em que AB = AM = MC. Entdo, tgf
0 V3-2 éigual a
2 +46
d =—*-
2
o V26

Simplificando a expressao E = cos200° - cos20° +
+ sen340° - sen160° obtemos:
a) —1

1 1 by 1 1 da 1
b) -3 i '3 7 -
c) O
1 Uefs-BA 2018 No triangulo retangulo ABC, AB = 4 cm
d) 2 e o segmento AD divide o &ngulo BAC em dois angulos
o) 1 de medidas a e B. D é um ponto do cateto BC, tal que
CD =3 cme DB = 2 cm, conforme mostra a figura.
UEG-GO 2015 Considerando-se que senb5°® = i, C
o & 25
tem-se que cos(50°) é
V2 =
J_ 3cm
2
b) %(%21 -2)
V2
<) %(1 - J621) D
d) %r—g(% 1-1) 2cm
p
UFPR 2019 Sejam x, y € (o, %J tais que cos (x) = % R —— L

esen(y) = % Podemos concluir que tg(x + y) é igual

[0)]

Dada a identidade trigonométrica tg(a + B) =

tga + tgP
1 8 56 e 190+ OB )
a) ok c) 5 e) EEL T— tga - tgP o valor de tg é E
7 25 2 3 4 5 6 [
b) <. d =2, e 3 4 El 6
) % ) 5 a 37 ®) g 9 3 T =3 B

N
(o]



1
Sendo cosx = 3 calcule cos 2x.

Sabendo que senx = % e que % < x < mr,calcule

sen2x.

Sendo tgx = 3, calcule tg 2x.

- _7 X ™ X
Sendo cosx = s e < 5 < 2,calcule cos(z]‘
3 31
Cefet-MG 2020 Se cosx = c e = < x < 2m,

entdo é correto afirmar que
a) tgx <O
b) sen2x>0

7
Ox = —
c) cos2x 55

2 16

d) 1+ cotg”x = >

Fuvest-SP 2013 Um caminhao sobe uma ladeira com
inclinacdo de 15°. A diferenca entre a altura final e a
altura inicial de um ponto determinado do caminhdao,
depois de percorridos 100 m da ladeira, seréa de, apro-
ximadamente,

V3 =173
senz(gJ _ 1—cos#
2 2
a) 7/m c) 40m e) 67m
b) 26m d) 52m

Mackenzie-SP 2018 Se tgx — cotgx = 1, entdo o valor

detg2xé
a) 2 c) O e) —2
b) 1 d) -1

. 2sen20° - sen70°
| | = ?
Qual e o valor de A 3cos 50° + sen40°
1

5

a) c)

B~ W=

b) d)

N[ —

PUC-Rio Sabemos que cosx = % e x €& {O, %]
Quanto vale tg 2x?
3 7 24 1 1

a)Z b)ﬂ c) = d) — e) —

Fuvest-SP 2012 O nimero real x, com 0 < x < r,
satisfaz a equacdo

logz (1 — cosx) + logz (1 + cosx) = —2.
Entdo, cos2x + senx vale:
1 2 7 8 10
a) — b) = c) = d =2 e) —
) 3 B 5 9 g &5 e g

Transforme as expressdes a seguir em produto.
a) sen40° + sen20°
b) cos80° + cos40°
c) cosb50° — sen80°

Mackenzie-SP Se N = c0s20° - cos40° - cos80°,
entdo log, N vale:

a) -3 d 2

b) —2 e) 3

c) —1

Determine a imagem das funcdes a seguir.
a) y=2senx

b) y=1+ cosx

c) y=-—-2—4senx

d y= cos®x

e) y=sen3x

f) y=2+ cos2x

Determine o periodo de cada uma das fungdes a seguir.
a) y=senx

b) y =2+ cosx

c) y=—4sen(—2)

d) y=2cos3x

e) y= cos(4x + %]
fy y= sen’x

Determine aimagem e o periodo das seguintes fungdes:
a) y=2senx-Ccosx

b) y =senx-cosx

c) y=1+sen(-3x) - cos(—3x)

d y=1-2 sen?x

Esboce o grafico das fungdes de R em R a seguir.
a) y=2senx

b) y=1+ 2cosx

c) y=-—2sen3x

d) y=|senx]

e) y=1+ 3sen2x

fy y= cos(x - %)

UFJF/Pism-MG 2019 No plano cartesiano abai-
X0, estao representados os graficos das funcdes
f: [0, 2@ — [—1, 1], definida por fix) = cos(x), e

g:[0, 2m] = R, definida por g(x) = g
y
1_
B I g A
2 *
I
|
|
0 \ / |
- ™ A o X
2 . &3
1 .. ! f
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Os elementos do dominio dessas funcdes para os quais Fuvest-SP 2018
se tem fix) > g(x) sdo

y
o]
a |76
L i (Y I
Jz.22 R UEE
Y AN T
_ o ~ e £ v ‘: .‘ :
o |o gu%ﬂ 2| vel &% WO
T i T Admitindo que a linha pontilhada represente o gréfico
d) |0 3 Uz 2m da fungdo fix) = sen(x) e que a linha continua repre-
) - ) sente o gréfico da funcdo g(x) = asen(Bx), segue que
ol L] a) 0<a<leO<B<I.
e) _0’6_U_6'2ﬂ4 b) a>1e0<pB<1.
c) a=1ep>1.
Uerj 2020 O gréfico a sequir representa a funcdo d O0<a<lep>1.
periédica definida por f(x) = 2sen(x), x € R. No inter- e) O0<a<lep=1
valo [% 57“] A e B s&o pontos do gréfico nos quais UPF-RS 2019 Seja f: (—m, m) — R definida por
X .2
f(g] = f[%") sdo valores maximos dessa funcao. flx) = COS(?)’ entso, € verdade que
a) Afuncdo é crescente no intervalo (—r, 0], decres-
y cente no intervalo [0, 7r) e ndo possui raizes reais.
b) A funcdo é crescente no intervalo (—, 0], decres-
A B cente no intervalo [0, ) e possui duas raizes reais.
c) Afuncgado é decrescente no intervalo (—r, O] cres-
\ / \ cente no intervalo [0, ) e possui duas raizes reais.
G B - 4 o d) Afuncdo é decrescente no intervalo (—r, 7) € ndo
% L 32“ 2w 57“ 5\ possui raizes reais.
e) A funcdo é crescente no intervalo [0, ) € possui
uma raiz real.

A area do retangulo ABCD é:

a) 6m EsPCEx-SP 2019 Na figura abaixo esta representado
b) 5w um trecho do grafico de uma funcdo real da forma
) 4m y =m-sen(nx) + k, comn > 0.
d) 3w y
EsPCEx-SP 2019 Dentre as alternativas a seguir, M
aquela que apresenta uma funcgao trigonométrica de "
periodo 21, cujo gréfico esta representado na figura
abaixo, é

y

5 0 2

72_
B 0 13 X
i i Desenho ilustrativo fora de escala

Desenho ilustrativo fora de escala ~ .
Os valores de m, n e k sdo, respectivamente,

a) fix) =1 —sen(m — x). a) 3 T d -3 Zen.

b) fix) =1 + cos(m — x). 3 3 o
c) fix) =2 — cos(m + x). b) 6 Tel. e) 3 Te—1. E
d) f(x) =2 — sen(m + x). 6 6 i
e) flx) =1 — cos(m — x). o -3 %e 1. =
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Enem PPL 2019 Os movimentos ondulatérios (pe-
riddicos) sdo representados por equagdes do tipo
t+Asen(wt + 6), que apresentam parametros com sig-
nificados fisicos importantes, tais como a frequéncia

= quT emque T éo periodo; A é aamplitude ou des-
locamento maximo; 6 € o angulode fase 0 < 6 < %"
que mede o deslocamento no eixo horizontal em rela-
¢ao a origem no instante inicial do movimento.
O gréfico representa um movimento periédico, P = P(t),
em centimetro, em que P é a posicao da cabeca do
pistdo do motor de um carro em um instante t, conforme

ilustra a figura.

Lt

o
SIE]
— 3 |
N]““
N
3

A expressdo algébrica que representa a posicdo P(f),
da cabeca do pistdo, em funcao do tempo t é

a) P(f) = 4sen(2t)

b) P() = —4sen(2)

c) P() = —4sen(4t)

d) Pt = 4sen(2t + %)
_ ™
e) P(t)= 4sen(4t + ZJ

Famerp-SP 2018 Observe os graficos das fungdes

reais fe g, definidas por f(x) = 2°" e g(x) = 4°°°*
x), g)
f
i
._/ : g
ol X

o

Considere P(xp, ¥p) um ponto comum aos graficos das
funcdes fe g tal que xp, em radianos, € um angulo do
primeiro quadrante. Nessas condicdes, cos xp € igual a

a) <)

b) d)

wls =&
m‘é} 4>|§D-]

UFRGS 2018 Um ponto A, que se movimenta sobre
uma circunferéncia, tem sua posicdo p(t), considerada
na vertical, no instante t, descrita pela relagdo p(t) =
=100 — 20sen(t), para t = 0. Nesse caso, a medida
do didmetro dessa circunferéncia é

a) 30.

b) 40.

c) 50.

d) 80.

e) 120.

UFRGS 2019 Considere a fungao real de varidvel real
f(x) = 3 — 5 sen(2x + 4). Os valores de maximo, mini-
mo e o periodo de f(x) sdo, respectivamente,

a) —2,8,

b) 8, —2,m.

c) m —2,8.

d) m 8, —2.

e) 8, m —2.

UEG-GO 2020 Um determinado fenémeno pode ser
modelado através da funcdo y = a + bsen(cx + d).

Seag=2,b=1c=mwmed= g aimagem da funcdo é
a) [1,2]

b) [1, ]

c) [1,2m]

d) [1,3]

e) [1,4]

Enem 2017 Um cientista, em seus estudos para mo-
delar a pressdo arterial de uma pessoa, utiliza uma
funcdo do tipo P(t) = A + Bcos(kt) em que A, B e k
sdo constantes reais positivas e t representa a variavel
tempo, medida em segundo. Considere que um bati-
mento cardiaco representa o intervalo de tempo entre
duas sucessivas pressdes maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve
os dados:

78
120

90

A funcdo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o
caso especifico foi
a) P(f) =99 + 21cos(3mt)

(
b) P(t) = 78 + 42cos(3wt)
c) P() =99 + 21cos(2mt)
d) P(f) =99 + 21cos(t)
e) P(f) =78 + 48cos(t)
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Fuvest-SP 2017 Uma quantidade fixa de um gas ideal

€ mantida a temperatura constante, e seu volume va-

ria com o tempo de acordo com a seguinte férmula:
V(t) =10g, (5 + 2sen(mt), 0 <t < 2,

em que t é medido em horas e V(f) é medido em m>.

A pressdo maxima do gas no intervalo de tempo [0, 2]

ocorre no instante

a) t=04 d t=15

b) t=05 e t=2

c) t=1

Unioeste-PR 2018 Em uma area de protecdo ambien-
tal existe uma populacdo de coelhos. Com o0 aumento
natural da quantidade de coelhos, hd muita oferta de
alimento para os predadores. Os predadores com a
oferta de alimento também aumentam seu nimero e
abatem mais coelhos. O nimero de coelhos volta en-
tdo a cair. Forma-se assim um ciclo de oscilacdo do
numero de coelhos nesta reserva.

Considerando-se que a populacao p(t) de coelhos fica
2wt ]

=1 -2 —
bem modelada por p(t) 000 505@”[360

sendo t > 0 a quantidade de dias decorridos, e 0 argu-

mento da funcdo seno é medido em radianos, pode-se

afirmar que

a) apopulacao de coelhos é sempre menor ou igual
a 1000 individuos.

b) em quatro anos a populacdo de coelhos estard
extinta.

c) a populacdo de coelhos dobrard em 3 anos.

d) a quantidade de coelhos sé volta a ser de
1000 individuos depois de 360 dias.

e) a populacdo de coelhos atinge seu maximo em
1250 individuos.

Determine:

a) cos (arcsen %]

b) cos(arcsen% + arcsen é]

13
c) sen(2 : arcsen(—%)}

EsPCEx 2017 Sendo M = arctg(X), N = arctg(

) e

x| =

P =1tg(M — N), o valor de 30P para X =15 é
224

. d) 224.
a) 30 )

45 e) 225.
b 2
c) 45.

Resolva as equacdes a seguir para 0 < x < 2.
a) sen2x =1 c) sen3x=0

b) cos3x = —1 d) cos(2x— %)=O

Cefet-MG 2019 Seja a funcao real definida por
fix) = 2 + 2sen(x), no intervalo O = x < 2m. O ponto
de minimo de fix), nesse intervalo, tem coordenadas

a) (g o]. ) [37“ —2]‘

b) (g —2}. d) [37“ o).

UEG-GO 2019 Os valores de x, sendo 0 = x = 2,
para os quais as funcdes f(x) = senx e g(x) = cosx se
interceptam, sdo

a) 263—11-
4 4
3m 7

by e
a S5

g
51 7

a7 ez
ay 7

e) 77

Mackenzie-SP 2015 A soma das raizes da equacdo
cos2x + cos4x = 0, no intervalo [0, 7], €

o

a) c) e —

3w

b) 5

d)

NSIE]

Imed-RS 2018 A atracdo gravitacional que existe en-
tre a Terra e a Lua provoca, entre outros fendémenos,
o da chamada maré astronémica, que se caracteriza
pelo periédico aumento e diminuicdo do nivel do mar.
Medindo e tabulando essas variacdes, os estudiosos
do assunto podem descrever matematicamente o
comportamento do nivel do mar em determinado local
por meio de uma funcao.

A férmula a seguir corresponde a medigoes feitas na
cidade de Boston, no dia 10 de fevereiro de 1990.

At) =15 + 1,4 - cos[% -t)

Nessa funcdo, h(t) (em metros) corresponde a altura
do nivel do mar, e t, ao tempo transcorrido desde a
meia-noite (em horas). Com base nessas informacdes,
qguantas horas se passaram desde o inicio da medigao
até que o nivel do mar tenha atingido 2,2 metros pela
primeira vez?

a) 2 horas d) 5 horas
b) 3horas e) 6 horas
c) 4 horas

Mackenzie-SP 2017 O numero de solugbes que a
equacdo 4cos’x — cos2x + cosx = 2 admite no in-
tervalo [0, 27] é

a) O c) 2 e) 4

b) 1 d) 3

w
w

=
w
-
4
w
o
[TH




FGV-SP 2021 Observe a figura com a represen-
tacdo grafica de uma funcdo constante e de uma
funcdo trigonométrica, ambas definidas para todos
0s numeros reais.

y

y=sen(x+1)

-

N[—

Sendo P e Q os pontos de interse¢do dos gﬁ’ﬁcos das
funcdes indicadas na figura, a medida de PQ em uni-
dades de comprimento do plano cartesiano, é igual a
a) 2 o 23 e) %’T
2m

b) 3

d) 4

Mackenzie-SP 2016 Os gréaficos das fungdes fix) =
= sen4x e g(x) = cos3x, para O =< x < mr, se intercep-
tam em

a) cinco pontos.
b) quatro pontos.
c) trés pontos.

d) dois pontos.
e) apenas um ponto.

Resolva as inequacdes a seguir para 0 < x < 2.

a) senx > % c) tgxs=—1

r\)|ﬁ

b) cosx < —% d) cosx =

UEM-PR 2013 Com base nos conhecimentos de tri-
gonometria, assinale o que for correto.

01 Para todo x pertencente ao intervalo [O, %‘l
senx > CoSX.
02 Ndo existe solucdo para aequagdo sen x = seng

no intervalo [0, 3].

04 Para todo x real, sen x =cos[% —x).

08 Existe x € [O, EJ satisfazendo a desigualdade

2
x<senx.

16 Paratodo x real, —

N[ —

% < (senx)(cosx) <

Soma:

UEG-GO 2017 A inequacdo sen(x) - cos(x) =< 0, no in-
tervalo de O =< x < 27 e x real, possui conjunto solu¢do

”< = 3

—SsX=sT7 — =X =<2
a) > ou 5 X <2
b) Ost—z" ouﬂ$x<—32

m_ ., 3T 5w /m
c) 2 X 2 ou4s>(<4
d) %’sxs%ou%sxszw
e) O$X$Eou2—w$x$fn’
3 3

Texto para as questdes 52 e 53.
Ao longo de um ano, a taxa de cdmbio de uma moeda X
em relacdo a uma moeda Y foi dada pela seguinte funcdo:

f(t) = 1625 + 1,25cos(w%]

sendo t o tempo, dado em meses desde o inicio do ano.
Assim, t = 9 indica a taxa no inicio de outubro, que era de
1,625 unidades da moeda X para uma unidade da moeda
Y (note que esse valor da taxa indica que no instante con-
siderado a moeda X era “menos valiosa” que a moeda'Y).

Insper-SP 2016 Ao longo do ano analisado, a maior taxa
de cambio da moeda X em relacao a moeda Y atingida e
o instante em que isso ocorreu foram, respectivamente,
a) 2,625 einicio de janeiro.

b) 2,625 e inicio de marco.

c) 2,875 einicio de janeiro.

d) 2,875 einicio de abril.

e) 2,875 einicio de junho.

Insper-SP 2016 Houve um intervalo de tempo ao lon-
go do ano considerado em que a moeda X deixou
de ser “menos valiosa” que a moeda Y. Esse intervalo
teve duragao de
a) 5 meses.
b) 4 meses.
c) 3 meses.

d) 2 meses.
e) 1 més.

Enem 2019 Um grupo de engenheiros esta proje-
tando um motor cujo esquema de deslocamento
vertical do pistdo dentro da camara de combustdo
esta representado na figura.

Camara de
combustao

Camara de
combustido

o]
h(0)=0-- 1

Instantet = O Instante t = O

A funcdo h(t)=4 + 4sen(% — %) definida para

t = 0 descreve como varia a altura h, medida em cen-
timetro, da parte superior do pistdo dentro da camara
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de combustdo, em funcdo do tempo ¢, medido em se- vezes o valor de 6 cm. Para os célculos, utilize 3 como

gundo. Nas figuras estdo indicadas as alturas do pistdo aproximacdo para .

em dois instantes distintos. O menor valor inteiro a ser atribuido ao parametro 3, de
O valor do parametro B, que é dado por um nimero forma que o motor a ser construido tenha boa poténcia, é
inteiro positivo, esta relacionado com a velocidade de a) 1.

deslocamento do pistdo. Para que o motor tenha uma b) 2.

boa poténcia, é necessario e suficiente que, em menos c) 4.

de 4 segundos apds o inicio do funcionamento (instan- d) 5.

te t = 0), a altura da base do pistdo alcance por trés e) 8.

Texto complementar

Eletricidade e funcodes trigonométricas

Atensdo da energia elétrica que chega as nossas casas é representada graficamente por uma senoidal. Sendo essa tensdo expressa por uma
funcdo seno, ela ndo é constante - isto €, ndo tem sempre 0 mesmo valor. Os aparelhos que medem a tensdo geralmente a expressam utilizando

o valor eficaz, que é obtido pela razdo entre a tensdo maxima e o valor J2:
U

U — _max

eficaz \}E

Geralmente, a tensdo nos domicilios tem valor eficaz 127 V ou 220 V. Por isso, os valores maximos da tensdo nesses dois casos sdo de

Uy = 12742 V=180V e de Upae = 22042 V = 311V . Essas sdo as chamadas tensdo de pico.

A corrente ou tensdo alternada tem muitas vantagens em relacdo a continua. Quando a tensdo varia, temos a variacdo do campo magnético, o
que gera distorcdes e forcas que fazem a maioria dos aparelhos eletrénicos funcionarem. Varios tipos de motores precisam dessa variacdo para que
seus rotores girem e a partir dai possamos utilizar esse movimento; por exemplo, em elevadores, batedeiras e liquidificadores.

Outra vantagem ocorre em relagdo a perda por aquecimento. Como os fios ndo estdo o tempo todo com a tensdo maxima, eles ndo precisam
ser tdo grossos. Além disso, como o aquecimento € menor, o desgaste em interruptores e tomadas € menor também.

Existe o periodo da fungdo tensdo. No Brasil, a frequéncia da energia é de 60 Hz. Lembrando que a frequéncia é o inverso do periodo, e que 1 Hz
é equivalente a 15~ ", 0 perfodo da tensdo é dado por:

1
p= = P= 1, S
605 60

Sendo a lei de formacdo da tensdo da forma U(t) = 180sen (kt), para um valor eficaz de 127 V, e da forma U(t) = 311sen (kt), para um valor

eficaz de 220 V, podemos estimar o parametro k pelo periodo, em segundos, da funcao:
P=i = am_ 1 = k=120m = k=377
60 k 60
Desta forma, a lei de formacdo da tensdo domiciliar é dada por:
U(t) = 180sen(3771), para 127 volts

U(t) = 311sen(3771), para 220 volts

Texto elaborado para fins didaticos.

Transformacdes trigonométricas
Paraage b € R, vale:

senb - cosa

) =sena-cosb
C sena - senb

b
coslag = b)=cosa-cosb

+ H

Paraae b € Rtaisque a # —121+k-‘rr,l<EZ,b # %-f—k"rr,kEZeoib * %-I—k-*rr,kEZ,vale:

tga + tgb

o) 9 =
et 1¥ tga- tgb

—
w
-
Z
w
24
[T

w
(5]



Arco duplo
Para x € R, vale:

sen(2x) = 2senx : COSx
%mxequ%xqég+hwjelebw#%+kwjelﬁﬂﬁ

_ 2tgx
9 1—tgx

Transformacdo de soma em produto
Parap e g € R, vale:

senp + senq =23en(-'° '}*1‘ Q] , cos(p;q]
on-san(258) {23
cosp + cosqg = 2-::05[‘9;“{?.) . cos[p;q)

p+aq). p=q

cosp — cosg = —2sen(

2
Parapgé%+k-»n-,/<ezeq¢%+k-frr,kEZ,va|e:
sen(p + q)
tgp+tgg= —"———
Sl cosp - cosqg
: . sen(p —
gp—tgg=00=d
Ccosp - cosqg
Funcoes trigonométricas
‘Seno Cosseno Tangente
¥ = senx ¥ = cosx y=1gx
| magem 1.1 11 R
1 I
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Graficos das funcgdes trigonométricas
Funcdo seno:

senx

- == =4 i3
N R

1
1
1
|
=
L

Funcdo cosseno:

Funcdo tangente:

Funcdes trigonométricas generalizadas
Paray = a + bsen(m(x + n)) e y = a + bcos(m(x + n)), com a, b, m e n parametros reais e b e m # 0O, temos:

y
Imagem: [a — |b|, @ + |b]]
a+ |p|1
Amplitude: |p| [a— Ibl, @ + Ib]]
1bl
) 2n
Amplitude: |b| [
a — ||+ :
&
o2
w

37



Funcdes trigonométricas inversas
Arco seno(arcsen): [—1, 1] - [—g %]
Arco cosseno(arccos). [—1, 11— [0, ]

Arco tangente (arctg): R — ]—% g[

Equacoes trigonométricas
Para 8 € R, vale:

x=0+2km k €L
senx = senf = ou
x=m—0+2kn kEZ

Cosx=cos0=x=20+ 2km kE L

Para 8 € R tal que 6 # %-l—kfn,kel,vale:

tgx=tgb=x=0+km kEZ

Quer saber mais?

Livro
Fundamentos da Matemdtica I: Aplicacdes das fungdes trigonométricas. MARQUES, Gil da Costa.

Disponivel em: https://midia.atp.usp.br/impressos/lic/modulo0 1/fund_matematica_PLC000 1/FundMat_I_top09.pdf.
Acesso em: 8 dez. 2021.

Nesse capitulo, sdo apresentadas aplicagdes das funcdes trigonométricas em alguns contextos da Fisica.

Exercicios complementares

1. EsPCEx-SP 2018 Considere o triangulo com angulos 3. Uerj 2017 No esquema abaixo, estao representados um
internos x, 45° e 120°. O valor de tgz(x) éigual a quadrado ABCD e um_c.l’rculo de centro P e raio r, tan-
a) S-2 gente as retas AB e BC. O lado do quadrado mede 3r.
b) 443 -7
D C
c) 7-443.
d 2-43
e) 2-—443. P
2. Mackenzie-SP Na figura, tg é igual a: 9 <
i A B B
2,0cm

A medida 6 do angulo CAP pode ser determinada a
- partir da seguinte identidade trigonométrica:

05
ERAE (e ) = 190~ 9B
| | 1+ tg(a) X tg(B)
O valor da tangente de 6 é igual a:
16 9 1 a) 0,65
a g 9 3 e 7z b) 0,60
8 2 ) 055
b)) —= d 3 d) 050
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Mackenzie-SP 2017 Para a matriz quadrada

cos17° 0O sent/°
M= 1 1 1
sen28° 0O cos28°

o valor do determinante de M™ é
1

a) %
1
b) eV
1
C) a
1
d -
) 128
e) L
256

Fuvest-SP Sejam x e y nUmeros reais positivos tais

que x ty = g . Sabendo-se que sen(y — x) =

valor de tg?y — tgx é igual a

O

w|—

a) %
b 2
c) %
d) %
e) %

Col. Naval-RJ 2017 Observe a figura a seguir.

13 cm

6 cm 12 cm

A figura acima representa o trapézio escaleno de altura
6 cm, com base menor medindo 13 cm, um dos angulos
internos da base maior medindo 75° e lado transversal
oposto a esse angulo igual a12 cm. Qual é a area, em
cm?, desse trapézio?

a) 120
b) 118
c) 116
d) 114
e) 112

ITA-SP 2019 Considere um retdngulo ABCD em que
o comprimento do lado AB é o dobro do comprimento

do lado BC. Sejam M o ponto médio de BC e N o pon-
to médio de CM. A tangente do angulo MAN é igual a

a) %
2

b) =—.
) 35
4

c) 35
8

d) —.
) 35
16

e) 35

FGV-SP 2017 Uma esfera de raio r estd apoiada sobre
o chao plano em um dia iluminado pelo sol. Em deter-
minado horario, a sombra projetada a direita do ponto
onde a esfera toca o chao tinha comprimento de 10 m,
como indica a figura.

10 m

Nesse mesmo horario, a sombra projetada por uma
vareta reta de 1m, fincada perpendicularmente ao chao,
tinha 2 m de comprimento. Assumindo o paralelismo
dos raios solares, o raio da esfera, em metros, € igual a

a) 5J5 —10.

b) 1045 — 20.
c) 5J5-5.
d) 5V5 -2
e) 1045 —10.

Unicamp-SP 2015 A figura abaixo exibe um circulo de
raio r que tangencia internamente um setor circular
de raio R e angulo central 6.

a) Para 6 = 60° determine a razdo entre as areas do
circulo e do setor circular.
b) Determine o valor de cos6 no caso em que R = 4r.

w
(]

—
w
-
4
w
o
[TH




10. Fuvest-SP 2013 Um guindaste, instalado em um terre-
no plano, tem dois bracos articulados que se movem
em um plano vertical, perpendicular ao plano do chao.

P

2
I

(0] 1 Q
O R

Na figura, os pontos O, P, e P, representam, respecti-

vamente, a articulacdo de um dos bracos com a base,

a articulacdo dos dois bracos e a extremidade livre do

guindaste. O brago C)_P1 tem comprimento 6 e o bracgo

PP, tem comprimento 2. Num dado momento, a altura

de P, é 2, P, estd a uma altura menor do que P, e a

distanciade O a P, é 23/10. Sendo Qo pé da perpen-

dicular de P, ao plano do chéo, determine

a) oseno e o cosseno do angulo PzéQ entre a reta
‘O_PZ. e o plano do chéo; )

b) a medida do angulo OPP, entre os bragos do
guindaste;

c) o seno do angulo PW(A)Q entre o braco O_P1 eo
plano do chao.

11. Unicamp-SP 2013 Um recipiente clbico de aresta g e
sem tampa, apoiado em um plano horizontal, contém

. . 3 )
dagua até a altura Zo. Inclina-se lentamente o cubo,

girando-o em um angulo 6 em torno de uma das ares-
tas da base, como esté representado na figura abaixo.

[ %

a) Supondo que o giro € interrompido exatamente
antes de a dgua comecar a derramar, determine a
tangente do angulo 6.

b) Considerando, agora, a

inclinacdo tal que

tg(0) = % com0 <@ < % , calcule o valor nu-

mérico da expressdo cos(260) — sen(26).

12. EsPCEx-SP 2021 Se a medida do raio da circunfe-
réncia circunscrita a um octégono regular é R, entdo
a medida do raio da circunferéncia inscrita a esse
octégono é igual a

a) %H—ﬁ. <) §2+J§ o REo-V3
b) %JHJ@ d) §2+\/§.

13.

14.

15.

16.

Fuvest-SP 2012

B C

No triangulo acutangulo ABC, ilustrado na figura, o com-
primento do lado BC mede % , 0 angulo interno de
vértice C mede «, e o0 angulo interno de vértice B mede
%. Sabe-se, também, que

2cos(2a) + 3cosa + 1= 0.

Nessas condicdes, calcule
a) ovalordesena;
b) o comprimento do lado AC.

ITA-SP 2016 Se tgx =7 e x € [w, 37“] entdo

sen3x éigual a

a) f%.
b) E
8
c) @
_Ja
d) 7
e) ﬂ
6

Acafe-SC 2017 Se 2 + 2sen 6 + 2(sen §) + 2(sen 0)® +

+ 2(sen®)* + .. =10, com 0 < § < g entdo,

lcos (26)! é igual a:

a) ﬂ
25
3
b) =.
) 5
9
c 2.
) 5
d L.
25

UFU-MG 2015 A figura a seguir, sem escala, apre-
senta informacdes parciais de um triangulo retangulo
ABC, sendo CD uma mediana e y um angulo obtuso.

A

CB = a = 25(+6+2)
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17.

18.

19.

20.

21.

Com base nessas informacdes, determinam-se as me-
didas dos angulos 8 e y que possibilitam encontrar
os angulos internos do triangulo ABC. Esses angulos
internos sao:

Observacdo: V62 =243.

a) ACB=90° CBA=15° e BAC = 75°.

b) ACB=90° CBA =10° e BAC = 80°.
c) ACB=90°CBA =20° e BAC = 70°.
d) ACB=90°CBA = 30° e BAC = 60°.

O resultado de cos20° + cos100° + cos140° é:
a) 2 c) O e -2
b) 1 d) —1

EEAR-SP 2019 Simplificando a expressao
sen(2m — x) + sen (3w + x) obtém-se

a) senx

b) —senx

c) 2senx

d) —2senx

PUC-RS 2017 A pressdo arterial é a pressao que o
sangue exerce sobre as paredes das artérias. Ela
atinge o valor méximo (pressdo sistélica) quando
os ventriculos se contraem, e o valor minimo
(pressdo diastdlica) quando eles estdo em repouso.
Suponhamos que a variagdo da pressao arterial
(em mm de Hg) de um cidadao porto-alegrense em
funcdo do tempo (em segundos) é dada por
8w
3
da pressdao diastdlica e sistélica, em mm de Hg, sdo
iguais, respectivamente, a

a) 60e 100

b) 60e 120

c) 80e 120

d) 80e 130

e) 90e 120

P(t) =100 — 20 - cos( . t], Diante disso, os valores

Uece 2018 Seja R — Rdefinidapor f(x) = ﬁ.

Se M e m sdo respectivamente 0s valores maximo e
minimo que a funcdo f assume, o valor do produto
M-mé
a) 2,0.
b) 3,5
c) 3,0
d) 1,5

IFPE 2016 Na cidade de Recife, mesmo que muito
discretamente, devido a pequena latitude em que
nos encontramos, percebemos que, no verdo, o dia
se estende um pouco mais em relagdo a noite e, no
inverno, esse fenbmeno se inverte.

Jé& em outros lugares do nosso planeta, devido a gran-
des latitudes, essa variacdo se da de forma muito mais
acentuada. E o caso de Ancara, na Turqguia, onde a

22.

23.

24.

duragdo de luz solar L, em horas, no dia d do ano, apds
21 de marco, é dada pela funcdo:

21
L(d) =12 + 2,8sen [—365(0’ - 80)]
Determine, em horas, respectivamente, a maxima e a

minima duragao de luz solar durante um dia em Ancara.

a) 12,8e12
b) 148e9,2
c) 12,8e9.2
d) 12e12

e) 148e12

Uece 2020 Se M e m sdo respectivamente os valores
maximo e minimo que a fungdo real de variavel real
fix) = 2sen’x + 5cos?x — 1assume, entdo, a média
aritmética entre M e m é igual a

a) 2,0.

b) 2,5.

c) 1,5

d) 3,0.

FGV-SP 2020 Para o ano de 2020, uma empresa
prevé os seguintes valores (em milhares de reais) das
receitas de venda de um de seus produtos:

V =50+ 02x + O,SSen(gx]

Considere que x = 1representa janeiro de 2020, x = 2
representa fevereiro de 2020 e assim por diante.
Qual a previsdo de vendas totais, em milhares de reais,
para o 12 trimestre de 20207

» Dado: Dado: Adote para J3 ovalor 1,7.

a) 152,625
b) 151,875
c) 152,375
d) 151,625
e) 152,125
IFBA 2017

Ha milhares de anos, os homens sabem que a Lua tem
alguma relagdo com as marés. Antes do ano 100 a.C., o
naturalista romano Plinio escreveu sobre a influéncia da
Lua nas marés. Mas as leis fisicas desse fendbmeno nao
foram estudadas até que o cientista inglés Isaac Newton
descobriu a lei da gravitacao no século XVII.

As marés sao movimentos de fluxo e refluxo das dguas
dos mares provocados pela atragdo que a Lua e secun-
dariamente o Sol exercem sobre os oceanos. Qualquer
massa de agua, grande ou pequena, esta sujeita as forgas
causadoras de maré provindas do Sol e da Lua. Porém é
somente no ponto em que se encontram 0s 0ceanos € 0s
continentes que as marés tém grandeza suficiente para
serem percebidas. As dguas dos rios e lagos apresentam
subida e descida tdo insignificante que a diferenga € in-
teiramente disfarcada por mudancgas de nivel devidas ao
vento e ao estado do tempo.

Extraido de: http://planetario.ufsc.br/mares/ em 26/08/2016.
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25.

26.

27.

Sendo a maré representada por uma fungdo periddica,

e supondo que a funcdo que descreve melhor o movi-

mento da maré em Salvador - BA € dada pela expressdo:
A) = 1,8 + 1,2sen (0,5wt + 0,8m),

té otempo emhoras O <t =< 24.

Sendo assim, as alturas mdxima e minima da maré

descrita pela funcdo A(t) sdo, respectivamente:

a) 30me0,6m d) 25me0,8m

b) 3,0me0,8m e) 28me06m

c) 25me0,6m

Unisc-RS 2016 Se f € uma funcdo real dada por
fix) = 2 — cos(2x), entdo é correto afirmar que

a) 1 =f{x) =< 3 paratodo x real.

b) O gréfico de fintercepta o eixo x.

c) fix) =< 2 para todo x real.

d) fio)=2

e) fix) = 3 para todo x real.

FGV-SP 2018 Observe o grafico de uma func¢ao trigo-
nométrica cosseno, dada pela expressédo fix) = m +
+ ncos(2x), sendo m, n e p nimeros reais, com ponto
de minimo em x = p, que é a abscissa do ponto Q.

%)
1-
P
0 : -
= : //'
— 3l Q
O valor de p™ éigual a
2
a) 4_;2 0 T ) 4m?
b L d) w2
T

EPCar-MG 2020 Em uma roda gigante, a altura h, em
metros, em que uma pessoa se encontra, em relagdo
ao solo, no instante t, em segundos, é dada pela fun-
c¢ao h: R — R definida por h(t) = A + Bsen(Ct), em que
A, B e C sdo constantes reais.

A figura a seguir ilustra o grafico dessa funcao, no in-
tervalo [0, 150].

h(t) 4

0 t(s)

|

I

I

1

I

I

]

]

; H
U I 1
5

0 30 90 1

Analise cada proposicao abaixo quanto a ser (V) ver-
dadeira ou (F) falsa.
A-B-Cl=m
No instante t = 20 s, a pessoa estard a uma altura
htal que h € [17,5;17.8].
A funcdo real f definida por

— 10— 3m_ @
f(t) =10 9cos(2 60t

} € idéntica a fungdo h.
Sobre as proposicdes, tem-se que

a) todas sdo verdadeiras.

b) apenas duas sdo verdadeiras.

c) apenas uma é verdadeira.

d) nenhuma delas é verdadeira.

28. Uefs-BA 2018 A figura mostra parte do grafico da fun-

~ sen(x)
f(x) = ————.
cdo 1) cos (x) — 2
y i |
| |
I I
e Lo s
| |
| |
| |
0 I 2 X
I I
1 e —

No intervalo aberto (0, 2m) a solucdo de sen(x) > f(x)
€ o conjunto

a) {XER‘O<X<%}

b) {XER‘%<X<1T}

0 {xeR|0<x <}
d) {XE|R|1T<X<2’1T}

e) {xeR|0<x < 2m}

29. Efomm-RJ 2020 Uma parte do grafico da funcdo f

estad representado na figura abaixo. Assinale a alter-
nativa que pode representar fx).

y

34
2

14
72
f A

U X

a) fix)=senx —m) + 1

b) fx)= 2sen(x - :‘21) + 1
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30.

31.

c) fx)= sen(2x - %) +2
d) fix) = 2sen(2x) + 1

e) f(x)= Zsen(ZX - %] +1

UPE/SSA 2018 Qual fungdo trigonométrica represen-
ta o gréfico a seguir?

o
N3 -

a) y=~d1—cos22x
b) y =+1— sen’3x

c) :§.Sen2_x
y=3 3

d) y=1+sen§

e) y=2-cos2x

FGV-SP 2017 Uma férmula que mede a magni-

tude M de um terremoto pode ser escrita como

M = 0,67 - logE — 3,25, sendo E a energia mecani-

ca liberada pelo abalo, medida em Joules.

a) Calcule, por meio da féormula dada, a energia
mecanica liberada por um terremoto de magni-
tude 2,11.

b) A figura a seguir mostra um modelo trigonomé-
trico que, por meio da funcdo cosseno y = A +
+ B - cos(mx + n), ajuda a prever a magnitude
de terremotos em uma ilha do Pacifico. Nesse
modelo, y indica a magnitude do terremoto, e x
indica o ano de ocorréncia, sendo x = 1 corres-
pondente ao ano 1980, x = 6 correspondente
ao ano 1990, x = 11 correspondente ao ano
2000, e assim sucessivamente.

O ====
—
=
-
ot--=--
N
x

c) Determine dominio, imagem e periodo da funcdo
cujo grafico esta indicado na figura. Em seguida,
determine os valores dos parametros A, B, me n
da lei dessa funcdo.

32.

33.

34.

Unifesp 2018 Uma chapa retangular metdlica, de area
igual a 8,132 m?, passa por uma maquina que a trans-
forma, sem nenhuma perda de material, em uma telha
ondulada. A figura mostra a telha em perspectiva.

\m

195 cm

A curva que liga os pontos A e B, na borda da telha,
é uma senoide.

Considerando um sistema de coordenadas ortogonais
com origem em A, e de forma que as coordenadas de
B, em centimetros, sejam (195, 0), a senoide apresen-
taré a seguinte configuracao:

y[/—\
A . P B

I o o
0 X

a) Calcule o comprimento da senoide indicada no
gréfico, do ponto A até o ponto B.

b) Determine a expressao da funcdo cujo gréfico no
sistema de coordenadas € a senoide de A até B.
Determine o dominio, a imagem e o periodo des-
sa funcao.

Uerj 2019 Considere a representac¢do abaixo, de me-
tade da drbita do planeta Mercurio em torno do Sol.
A distancia ry entre o Sol e Merclrio varia em fungdo
do angulo 6, sendo 0° < 6§ < 180°.

Mercurio

Para o calculo aproximado de ry, em milh8es de quil6-
metros, emprega-se a seguinte férmula:

- 555

M*10—-2-cosh

Calcule a distancia PA, em milh&es de quilémetros.

UEPG-PR 2017 Considerando a funcdo real definida
por fix) = a + bsen(2bx), onde a e b sdo nuimeros
reais ndo nulos, assinale o que for correto.
01 Sea =2eb =1,1x) tem periodo 27 e imagem
1, 3]
™

02 Se fix) tem periodo 3 e imagem [—4, 2] entdo

a = —1 e b pode assumir dois valores.
04 Se a = 1, aimagem de fix) é o intervalo [—1, 3],
somente no caso do b = 2.

=
w
-
Z
w
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E, independente do

08 Se b = 2, fix) tem periodo 5

valor de a.
16 Se b = 2, qualquer que seja o valor de 0, 0 grafico
de fix) sempre intercepta o eixo x.

Soma:

Udesc 2017 Considere a fungdo f(x) = cos(x) +
+ +/3sen(x), e analise as proposicoes.

I. f(x) = 2sen(x + g) para algum g € [O,

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a proposicao Il é verdadeira.

b) Somente as proposicdes | e Il sdo verdadeiras.
c) Somente as proposicées Il e lll sdo verdadeiras.
d) Somente a proposicado Ill é verdadeira.

e) Somente a proposicdo | é verdadeira.

NIE]

Il. fpossui uma raiz no intervalo [O,

NIE]

lll. ftem periodo .

UEL-PR 2019 Uma empresa de produtos alimenticios
recebeu de seu contador uma planilha com os lucros
mensais referentes ao ano de 2017. Ao analisar a pla-
nilha, a empresa constatou que, no més 4 (abril), teve
R$ 50 000,00 de lucro e que, no més 6 (junho), o lucro
foi de R$ 30000,00.

Determine o lucro da empresa, em dezembro de
2017, sabendo que a funcdo que descreve o lucro L
no més t daquele ano é definida por

L(f):O‘COS(% + gt]+b em que 1 <t < 12,

a>0eb>0.
Apresente os calculos realizados na resolucdo da
questdo.

UFSC 2019 O ddlar americano (US$) é moeda bas-
tante usada em transacdes financeiras internacionais,
mas, em decorréncia de varios fatores, o seu prego
pode variar bastante. Em um dia de forte variacdo, o
preco, em reais, de venda e de compra de um délar
americano comercializado no Brasil foi descrito, respec-

tivamente, pelas func¢Bes V(t) = 3,8 + O,4sen(%t)

eC(t)=35+ O,55en[%t], nas quais t representa o

tempo medido, em horas, sendoquetERe 8 <t=<17.

01 Os valores maximo e minimo do preco do délar
para venda foram de, respectivamente, R$ 3,80 e
R$ 0,40.

02 Apenas parat = 13 h, o preco de compra do doé-
lar foi de R$ 3,30.

04 Uma pessoa que comprou US$ 130,00 quando
t = 8 h e vendeu essa quantia quando t = 14 h
perdeu R$ 13,00. Contudo, se a venda fosse feita
quando t = 16 h, obteria um lucro de R$ 39,00.

08 Usando cartdo de crédito, uma pessoa comprou
um produto em um site americano ao preco de
US$ 50,00. Considerando que a cobranca da fa-
tura do cartao de crédito ocorre segundo o prego
de compra sempre as 17 h, entdo o produto cus-
tou mais do que R$ 175,00.

16 Para cada t pertencente ao intervalo {t € R |
12 <t < 16}, a diferenca entre o preco de venda
e o preco de compra foi maior que US$ 0,30.

Soma:

Uece 2019 Considerando a funcdo real de variavel
real definida por fix) = (cosx + secx + 2) - cosx, onde
X é tal que cosx # 0, é correto afirmar que a imagem
de f(isto &, o conjunto de valores de f} &

a) [0,4]—{1}
b) [0, 2]— {1}
c) [—2,2]—{1}
d) [—2,4]—{1)

IFBA 2016 A partir do solo, o pai observa seu filho
numa roda gigante. Considere a altura A, em me-
tros, do filho em relacdo ao solo, dada pela funcdo
™
18
é dado em segundos e a medida angular em radia-
nos. Assim sendo, a altura maxima e minima e o tempo
gasto para uma volta completa, observados pelo pai,
sdo, respectivamente:

a) 10,6 metros; 4,6 metros e 40 segundos.

b) 12,6 metros; 4,0 metros e 26 segundos.

c) 14,6 metros; 6,6 metros e 24 segundos.

d) 14,6 metros; 8,4 metros e 44 segundos.

e) 16,6 metros; 8,6 metros e 36 segundos.

Alx) =126 + 4sen [[ ) St — 26)], onde o tempo (f)

O valor maximo da funcdo trigonométrica
fix) = 3senx + 4cosx é

a) V2.

b) 5.

c) 6.

d 7

e) 8.

ITA-SP 2017 O maior valor de tgx, com

-1 3 Ll I
X = 2arcsen(5) e XE[O, 2}, é

1
a) Z

1
b) 3
c) %
d) 2.
e) 3.
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Fuvest-SP 2018 Considere  as  funcdes UEPG-PR 2018 Dadas as funcdes f(x) = 3%" ¢

l1-Z,Z| - [*1 1] e g: [0, w] = [—1, 1] definidas gix) = 3%, assinale o que for correto.
122 ’ ' ' ) ~ L 1
- 01 Aimagem da fungdo fix) € o intervalo | =, 3 |.
por filx) = senx e g(x) = cos x. Sendo f e g bijetoras, 3
existem funcesf 'eg 'taisquef 'of=fof '=ide 02 Aimagem da funcdo g(x) é o intervalo [0, 3].
g 'eg=gog '=id, emqueid éafuncdo identidade.
v ™
a) ParaOsosLmostreque(g of”)(a) =1-d?. 04 f(z] = 9(5].
i 1 4 V6 + 2 T ( 137 197
=]+ —= = — | < gl =
b) Mostre que (2) g ( 7 ) 7] 08 f 5 9|3
16 Os periodos das fungdes fx) e g(x) sao iguais.
ITA-SP 2019 Seja f:[-11 — [—ﬂ, 3} a fun- .
2°2 Soma:
cdo definida por fix) = arcsen(x). Entdo, a soma
4 5 Acafe-SC 2017 Considere o caso abaixo e analise as
Z f(cos—‘:) éigual a afirmacd@es a seguir.
n=20 3 Nos seres humanos a falta de vitamina D € associada
a) @w ao risco de cancer, obesidade e uma série de outras
162 doencas. Em certas épocas do ano, em determina-
by 245 da localidade, percebeu-se o aumento de casos de
) @w' doencas associadas a falta de vitamina D. Nesse sen-
152 tido, um estudo realizado modelou o nimero de horas
<) YR com luz solar L(t) dessa localidade, em funcdo do dia t
do ano, através da fungao:
82
L) =12 — 2,85en(—“t]
79 212
e) 62 .

Dessa forma, 1° de janeiro corresponde at = 1, o dia
2 de janeiro é indicado por t = 2, e assim sucessiva-
mente, até que 31 de julho corresponde a t = 212.
1 I.  Com base na funcdo L(f), o dia que possui o maior
+ 5605(2“0 assume seu valor minimo no intervalo ndmero de horas com luz solar nessa localidade
ocorre no més de fevereiro.
Il. A funcdo L(t) indica que o nimero minimo de ho-
ras com luz solar nessa localidade, para algum dia
UFPR 2017 Considere a fungéo f(x) = 4cos(%‘7] -3, do intervalo dado, € igual a 9,2 horas.
lll. O dia que possui o maior nimero de horas com
luz solar nessa localidade ocorre parat = 159.
IV. O periodo da funcdo L(t) é 2.

Unesp 2013 Sabendo-se que cos (2x) = cos’x — sen’x,
para quais valores de x a funcdo f(x) = cosx +

Os=x=2m?

com x € (—o00, +09).
a) Qual é o valor minimo que a funcdo f atinge?

b) Para que valores de x temos fix) = — 17
Todas as afirmacdes corretas estdo em:
ITA-SP 2020 Seja @ um ndmero real satisfazendo Z; :I_—l:ll_—”:v
0 < g < T Entéio, a soma de todos os valores de c) -1l
2 d) -1V

x € [0, 27] que satisfazem a equacdo

cosx - sen(a + x) = sena .
Mackenzie-SP 2019 Os valores de x, 0 =< x < 2w,

éigual a
a) 5w+ 2a. d 5w —a para os quais |senx| > 1 s30
b) 5m + a. e) 5m—2a. 2
c) b a) T << om e /m < x < T
) § X< % %% X< %
ITA-SP 2019 Sejam @, b e ¢ trés nimeros reais em b) T« x < Jm
progressdo aritmética crescente, satisfazendo 6
cosa + cosb + cosc =0 ) O<x<m
e 51 7 -
sena + senb + senc =0 d) ?<x<? w
z
a i _ w
E?con‘tre a menor razao possivel para essa progres o) T <y < 2w 4 _ x < S5 &
sdo aritmética. 3 3 3 3

D
(§]



51. Fuvest-SP 2020 E dada a funcéo f: [0, w] = R defini- M

da por f(x) = sen*x + cos’x, para todo x € [0, ). <) _§’ 2“]'
a) Apresente trés valores x € [0, ] para os quais _

fx) = 1. d) % 2*11')‘
b) Determine os valores x € [0, ] para 0s quais -

5 [ 3w
fix)= 2. ST
=3 e) & ,217).

c) Determine os valores x € [0, 7] para 0s quais

% f(x) + gsen 2x) = 5. 54. Mackenzie-SP 2014 Em R, o dominio da fun¢do £, de-

8 sen2x
finida por f(x) = , €
52. ITA-SP 2013 Determine o maior dominio D C R da senx
R a) {xER|x # kmk ez}
funcdo

f:D—>R, f(x) = log (= ](4senx - cosx —1). b) {xER | 2km < x < m+2kmk €7}
X Z - X
) {xeuz T+ um=x= 371T+2kw,kEZ}
[0Gyn 3
53. ESPCEx 2015 Seja B= & - —290° 5 o
2 logyy3 — logyy7 ™ 3w
o d) ixER 2k'rr<x<§+2kfrrv7+
junto solucdo da desigualdade 30500 < [%) no
intervalo [0, 2], € igual a +2km s x < 2w+ 2km, k € Z}
. ™
a) [O:g} e) {XE[R 2kw<x<%+2kwv37ﬂ+
b) [% 5?“] +okm<x < 21T+2k11',k€Z}

siea

T o Ooo.o.o,o,OOOTTTTOyTdTdddOdOTOT'y'ODODOG@OD¢rN., M MM MM o T oI, T,

A temperatura média T, medida em graus Celsius, em uma regido, é dada pela funcac de lei Tm) = 25 +
m n e ; .
+ 1059n[% + %J na qual m representa o més do ano - para janeiro, m = 1, para fevereiro, m = 2, e assim por

diante, ate dezembro, com m = 12,
Os meses em que ocorre a temperatura média minima e a maxima séo, respectivamente.
a) agosto e dezembro b) julho e dezembro c) julho e janeiro d) agosto e janeiro

2’ Texto para as questdes 2 e 3.

Um eletricista observa a voltagem em uma tomada com um osciloscopio e nota que o grafico da tensado v, medida em
volts (V), € dado por uma funcéo de lei vit) = 179cos(1201t), na qual t & o tempo, medido em segundos. Um multimetro
pode medir apenas o valor eficaz dessa tenséo, que corresponde ao valor maximo da tenséo dividido por /2 .

Qual & a frequéncia dessa tensdo, medida em hertz (Hz)?

A frequéncia em hertz € o inverso do periodo em segundos.
a) 30Hz b) 45 Hz c) 60Hz d) 90 Hz

Qual e, aproximadamente, o valor da tensdo, em volts, medido com o multimetro?
a) 110V b) 127V c) 240V d) 260V

46 MATEMATICA = Capitulo 10 = Transformacdes trigonométricas e funcdes trigonométricas



CAPITULO

Belish/Shutterstock.com

Analise combinatdria

Usamos métodos de contagem em nosso dia a dia para verificar a quantidade de pos-
sibilidades de diversos eventos e para o célculo de probabilidades desses eventos.
Por exemplo, em uma determinada categoria de loteria, ganha-se o prémio maximo
acertando os 6 numeros sorteados de um total de 60 ndimeros disponiveis para a
escolha. Vocé ja pensou em quantos sao os resultados possiveis desse evento? Se
a chance de ganhar o prémio maximo é alta ou baixa?

Neste capitulo, vamos organizar as ideias relacionadas aos métodos de contagem e
aprimorar as técnicas para os respectivos célculos. Esse estudo é chamado de andlise
combinatoria.
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Principio fundamental da contagem

Esse principio da contagem é dito “fundamental”, pois o
entendimento dele é a base para a compreensao das técni-
cas de contagem especificas que serdo trabalhadas neste
capitulo.

Imagine que uma pessoa deseja vestir 1 bermuda e 1
camisa. Quando abre o armério, nota que ha 3 bermudas
e 4 camisas. De quantas maneiras diferentes ela pode
se vestir?

Podemos inicialmente usar a ideia de conjuntos. Sendo B
o conjunto das bermudas e C o conjunto das camisas, temos:

B={B,B,,B;} e C={C,,C,,C5,C,}

Escrevendo os pares ordenados possiveis com os ele-
mentos desses conjuntos, temos:

(B C) (B Cy)
(B,,Cy). (B, Cy),
(Bs.Cy). (Bs.Cy).

BxC= (B, Cs).

(B3 C3). (B3 Cy)

Dessa maneira, percebemos que existem 3 - 4 = 12
maneiras para essa pessoa se vestir.

Também podemos montar um diagrama de drvore, que
nos ajuda na organizagao e na visualizagao do problema.

Cw C1 C1

Cz Cz Cz
Bw Bz Bs

C3 Ca Cs

C4 Ca C4

Para cada bermuda ha 4 opcdes de camisa. Como ha
3 bermudas,temos 4 +4 +4 =12, 0ou3-4 =12 opcdes
para a pessoa se vestir.

Essa multiplicagdo é a base do principio fundamen-
tal da contagem (P.F.C.) nessa situacdo. Observe como a
repeticdo da quantidade de possibilidades de camisas
para cada bermuda favorece a contagem.

E de quantas maneiras diferentes essa pessoa poderia
se vestir se também quisesse escolher 1 par de sapatos,
além de 1 bermuda e 1 camisa, e tivesse 2 pares de sapa-
tos para escolher?

Considerando a ideia de conjuntos, acrescentamos o
novo conjunto S de sapatos:

B={B,B, B3}

Cc={C,C,,C5,Cy}
s={s.s,}

Escrevendo as triplas ordenadas possiveis, temos:
BXCxS={(B,.C.S). (B Csi ). - (B3, Cu S,)}

Dessa maneira, temos 3 - 4 - 2 = 24 maneiras para
essa pessoa se vestir.

MATEMATICA = Capitulo 11 = Andlise combinatéria

Representando no diagrama de arvore, temos:

S S S
C1<S1 C1<S1 C1<S1
2 2 2

S S S
.S S .S
2 2 2

S S S
e <8 e <5 e <8
2 2 2

S S S
C4<S1 C4< 51 C4<S1
2 2 2

Novamente temos a repeticdo da quantidade de pos-
sibilidades de camisas e sapatos para cada bermuda. Ha
sempre 2 pares de sapatos para cada camisa escolhida e,
entdo, temos 3 - 4 - 2 = 24 opcdes para a pessoa se vestir.

resolvidos

1. Para se servir em uma sorveteria, precisamos es-
colher 1 sabor de sorvete, 1 sabor de cobertura e
1tipo de casquinha. Existem 5 sabores de sorvete,
3 tipos de cobertura e 2 tipos de casquinha. Quan-
tos pedidos diferentes podem ser feitos?

Resolucdo:

Vamos escolher:

« 1 sabor de sorvete do conjunto com 5 sabores;

« 1 tipo de cobertura das 3 opc¢oes;

« 1 tipo de casquinha entre as 2 disponiveis.

Dessa maneira, montamos a tripla (sorvete, cobertura,
casquinha) e temos, ao todo, 30 op¢des diferentes.

Cobertura |Casquinha

\J l \J
5 - 3 - 2 = 30

2. Um restaurante serve um prato executivo formado por
1 salada, 1 carne e 1 acompanhamento ou com 1 sala-
da, 1 massa e 1 molho. As opcdes de salada séo 5 e
ha 3 tipos de carne, 4 acompanhamentos, 4 massas e
2 molhos. Quantos tipos de prato diferentes podem
ser pedidos?

Resolucgdo:

Vamos organizar a situagcdo em duas partes, uma de-
las com a escolha de 1 salada, 1 carne e 1 acompa-
nhamento e outra com 1 salada, 1 massa e 1 molho.

Salada Carne | Acompanhamento
l l l
5 : 3 4 = 60
\: l l
5 : 4 : 2 = 40

Assim, hd 60 + 40 = 100 possibilidades diferentes
de pratos.



! Atencio

Pelo principio aditivo da contagem a adicdo da quan-
tidade de opgbes em cada parte é utilizado para unir
0s elementos de dois ou mais conjuntos. No exercicio
anterior, unimos o total de opcdes de pratos em cada
parte da situacdo proposta.

Raciocinic analogo pode ser usado quando existem,
por exemplo, 3 tipos de suco e 4 sabores de refrige-
rante, ou seja, sdo 3 + 4 = 7 opcdes de bebida.

L8

Conectando elementos de dois conjuntos

Suponha que temos um conjunto de pessoas e outro
conjunto de cadeiras dispostas em certa ordem.

Vamos conectar os elementos desses dois conjuntos
para analisar quantas op¢des diferentes temos de pessoas
sentadas ou cadeiras ocupadas.

Se temos 2 pessoas (P, e P,) e 5 cadeiras (C,, C,,
Cs, C4 € Cg), vamos conectar as pessoas com as cadeiras.
Por exemplo, conectando P, com C; e P, com C,, como
ilustrado abaixo.

Pessoas

* C
*C
e C

2

e C
e C

5

Alguns resultados possiveis para as 2 cadeiras esco-
Ihidas s&o (Cy, C4), (Cy, C3), (C3, Cy), ..

Note que formamos o par ordenado (cadeira de P,, cadei-
ra de P,). A pessoa P, tem 5 op¢des de cadeira para escolher

e a pessoa P, fica com 4 op¢des (todas as cadeiras menos
aquela escolhida por P,). Resumindo, podemos escrever:

" \

5 : 4 = 20

Ou seja, sdo 20 opcgdes diferentes de escolha.

Analogamente, se temos 6 pessoas e 3 cadeiras, po-
demos conectar as cadeiras com as pessoas, pois algumas
ficardo em pé.

Pessoas

Alguns resultados possiveis sdo:
(P1' P, Pz)' (Pev P, P4), (Pr Ps, Ps)’

Note que, desta vez, formamos as seguintes triplas
ordenadas:
(pessoa em C,, pessoa em C,, pessoa em Cy)
Na cadeira C; podem sentar-se uma das 6 pessoas;
na cadeira C, ha 6 — 1 = 5 opg¢des de pessoas e em Cg
sobram 6 — 2 = 5 pessoas possiveis. Resumindo:

Cadeira 2 | Cadeira 3

l l l
6 . 5 . 4 = 120 opcBes
resolvido

3. Queremos distribuir 7 brinquedos diferentes para
4 criancas. De quantas maneiras diferentes podemos
fazer isso de modo que cada crianca receba 1 brin-
quedo apenas?

Resolucao:
Cada brinquedo pode ser entregue a cada uma das
4 criancas.

l l l \J

7 : 6 : 5 : 4 = 840

Portanto, existem 840 maneiras diferentes para distri-
buirmos os brinquedos.

Contagem de sequéncias com elementos de
um conjunto

Nesse tipo de problema de contagem vamos trabalhar
com elementos de um Unico conjunto para escrever deter-
minada sequéncia de elementos. Quando usamos a palavra
sequéncia queremos dizer que existe uma ordem para 0s
elementos, ou seja, a inversao da posicdo dos elementos
gera uma nova possibilidade.

Por exemplo, se temos disponiveis os algarismos 1, 2, 3,
4 e 5, quantos numeros de 3 algarismos podemos formar?

Podemos entender os nimeros de 3 algarismos como
sequéncias de 3 algarismos, ou seja, temos o conjunto
dos algarismos 1 a 5 e queremos formar sequéncias de
3 desses algarismos. Alguns exemplos de nimeros que
podemos formar sdo 123, 445, 323, 111, ... Perceba
que 123 é diferente de 213.

Assim, devemos preencher as “casinhas das centenas”,
“das dezenas” e “das unidades” com a quantidade de al-
garismos possiveis em cada uma delas:

2 l l
5 . 5 . 5 =
Logo, sdo 125 ndmeros diferentes.

125

4
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Se quiséssemos que os nimeros formados tivessem
algarismos diferentes, teriamos:

l l l
5 - 4 . 3 = 60
resolvidos

4. Cinco caminhos diferentes ligam as cidades A e B.
Uma pessoa deseja ir de A até B e voltar para A.
a) De quantas maneiras diferentes ela pode fazer a
viagem?
b) De gquantas maneiras diferentes ela pode fazer a
viagem se o caminho de volta tiver de ser diferen-
te do caminho de ida?

Resolucdo:

a) Se nomearmos os caminhos de 1, 2, 3,4 e 5, po-
demos compor os pares ordenados (ida, volta).
Alguns exemplos de caminhos sao (1, 1), (3, 5),
(4, 2). Temos:

Ida Volta
l l
5 . 5 = 25 opgdes

b) Se devemos voltar por caminhos diferentes,
podemos retirar do total as 5 possibilidades com ca-
minhos repetidos, totalizando 25 -5 = 20 opcdes.
Outra solucdo € diminuir 1 opcdo nos caminhos
de volta (todas as opcdes menos aquela ja usada

na ida).
| oo |
\! \A
5 4 = 20 opcdes

! Atencdo

Quando existir alguma restricdo, como no exercicio ante-
rior, devemos comecar a andlise da situagdo por ela. Caso
isso ndo seja feito, corremos o risco de ndo preencher de-
terminada posicao da seqguéncia devido a essa restricac.

5. Quantos nuimeros pares de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 2, 3,4 e 5?

Resolucgdo:

Se comecarmos a preencher as posicdes na ordem
centenas, dezenas e unidades, ndo conseguiremos
calcular o total de nimeros pois, por exemplo, colo-
cando o algarismo 2 nas centenas e o algarismo 4 nas
dezenas, ficamos sem opc¢des de algarismos pares
para a casa das unidades.

B0 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

Como a restricdo estd na ordem das unidades (pois o
numero deve ser par), iniciamos pelas unidades, para
qual temos 2 opc¢des (os algarismos 2 ou 4); depois,
pensando nas centenas, temos 5 — 1 = 4 opcdes e,
finalmente, nas dezenas temos 5 — 2 = 3 op¢des.

l l l
4 - 3 - 2 = 24

Logo, podemos formar 24 ndmeros pares de trés al-
garismos distintos.

Normalmente ndo comegamos o0s ndmeros com o al-
garismo 0, mas situagées como senhas, nimeros de
telefone e placas de automoveis podem ter o algarismo
0 na inicio do nimero formado.

Contagem de sequéncias com restricoes

O principio fundamental da contagem exige a repe-
ticdo da quantidade de possibilidades. Se ocorrer uma
variagao desse numero, devido a uma restricdo na situa-
cdo-problema, devemos “quebrar” a situacdo em partes e
depois adiciona-las, como fizemos no exemplo do restau-
rante que serve prato executivo.

Exemplo:

Uma mée tem 3 filhos: André, Bianca e Carla. A mae
compra um kit de brinquedos com 3 bolas, 4 jogos de tabu-
leiro e 5 quebra-cabecas. De quantas maneiras distintas a
made pode distribuir um Unico brinquedo para cada crianca,
sendo que André ndao quer quebra-cabecas e que Bianca
e Carla ndo querem jogos de tabuleiro?

Vamos relacionar cada crianga com 1 brinquedo. André
tem 7 opcdes de escolha e Bianca e Carla tém, cada uma,
8 possibilidades

Se André escolher 1 bola, as irmas ficam com 1 opgao
a menos. No caso de ele escolher 1 jogo de tabuleiro, ndo
haveria mudanca na quantidade de opg¢des de Bianca e
Carla, j& que elas ndo querem jogos de tabuleiro.

Assim, vamos “quebrar” a resolucdo em duas partes.

Para André escolhendo 1 bola, temos:

André Bianca Carla
l 2 J
3 -7 6 = 126 opcdes

Para André escolhendo 1 jogo, temos:

André Bianca
2 l 2
4 - 8 - 7 = 224 opcdes

Logo, o total de possibilidades diferentes é
126 + 224 = 350.



Resolvendo pelo complemento

Alguns exercicios apresentam restricdes complicadas
para serem resolvidos diretamente.

Se o complemento da restricdo for mais simples de
ser montado, obtemos o resultado retirando do total esse
complemento.

Exemplo:

Aline e Barbara fazem parte de um grupo de 6 pessoas
que vdo ao cinema e devem ocupar 6 cadeiras enfileiradas.
Se as duas ndo podem ocupar simultaneamente as cadeiras
das extremidades, de quantos modos diferentes podem ser
acomodadas essas 6 pessoas?

Vamos relacionar cada cadeira a uma pessoa.

As possibilidades permitidas sao:

* Aline em uma das extremidades e Barbara nas cadei-
ras do meio;

e Barbara em uma das extremidades e Aline nas cadei-
ras do meio;

* Aline e Barbara nas 4 cadeiras do meio.

Essa situagdo é mais facil de ser resolvida com a
ideia do complemento. Calculamos o total de op¢des sem
nenhuma restricao e subtraimos o que ndo é permitido (Ali-
ne e Barbara nas extremidades), lembrando de comecar
pelas cadeiras com mais restricdo.

Total de possibilidades sem restricdo:

Cad. | Cad. |Cad. | Cad. | Cad. | Cad.
1 p 3 4 5 6
N

6 -5- 4 -3 2 1 = 720 opcdes

Restricdo de Aline e Barbara nas extremidades:
Cad. | Cad. | Cad. | Cad. | Cad. | Cad.
1 2 3 4 5 6
N

2 -4 3 -2 1

1 = 48 opcdes

Logo, o total de possibilidades, considerada a restri¢do,
€720 — 48 = 672.

Fatorial

Como a multiplicacdo de fatores em uma sequéncia
de ndimeros naturais decrescente esta muito presente em
situagGes de contagem, vamos apresentar a ferramenta
do fatorial.

O produto 4 - 3+ 2 - 1 pode ser escrito como 4! e |é-se
quatro fatorial.

Veja outros exemplos:

6/=6:5-4-3-2-1=720

bl=5:4-3-2-1=120

Note que 5! aparece no produto 6! e podemos es-
crever 6! = 6 - 5l. Dessa maneira, o simbolo do fatorial
pode ser interpretado como uma representagcao simbé-
lica do produto dos nimeros naturais consecutivos que
vai até o 1.

Veja outros exemplos:
120=12-11-10- 9!

251 =25-24-23!
n=n-n—"1-MnN-—-2)-(n—3)!
(ptO)=(p+35-(p+t4- (pt23)

A definicdo do fatorial nl, para n € N, é dada por:
ol=1
Mm=n-n—1Lsen=1

Nos fatoriais, podemos sempre efetuar alguns produ-
tos e parar no fatorial que nos interessar de acordo com a
situacdo, ja que o fatorial de um nimero natural n € sempre
um multiplo do fatorial de qualquer nimero natural menor
que n. Por exemplo:

20=2-11=2
31=3-21=3:-2=6
41l=4-31=4-6=24
5/=5-4=5-24=120
6l=6-5=6-120=720
7V=7-6l=7-720=5040

Ndo é possivel calcularmos !, (—3)! ou (%)' pois so

aplicamos o fatorial aos nimeros naturais.

resolvido

6. Simplifique as expressdes a seguir:

12!
412! 12!
a) 121+ 12 o =
! I
by 121+ 11! d) 120+ 11
10!
Resolucdo:

a) 121+ 121=2-12
b) 1204+ 111=12-111+111=(12+1)-111=13-11!

o 21200 y- 3
101 10!
g 12T _ 121104 w0l
10! 101
. . |
S LU PR RREE

E facil calcular os fatoriais de ndmeros peguenocs. No

entanto, com ndmeros maiores, como nos itens a e

b do exercicio resolvido 6 podemos deixar indicado

o resultado na forma de fatorial. Por exemplo, temos:
12! = 479001600

51



Tipos de agrupamento

Das técnicas de contagem de situacdes com estruturas
comuns surgiram férmulas que podem nos ajudar a resolver
exercicios mais rapidamente.

Arranjo simples

A partir dos elementos de um conjunto, se montarmos
uma sequéncia com determinada quantidade de elemen-
tos distintos desse conjunto, temos um arranjo simples.

Exemplo:

QOito pessoas participam de uma corrida de 100 metros
rasos. Sabendo que ndo ha possibilidades de empate, de
quantas maneiras podemos ter:

a) as 3 primeiras coloca¢des?
b) as 4 primeiras colocacdes?
c) a classificacdo de todas as pessoas na corrida?

Resolvemos essas situagdes usando o P.F.C ou a ideia
de arranjo simples.

a)
ENEREN
Lyl
8 -7 6 = 336o0pcdes
b)
ﬂ 22 | 32 | 4
Lyl
8 - 6 -5 = 1680o0pcdes
<)

8 - 7-

—

40320 opcgdes

Esse exemplo nos sugere o seguinte raciocinio: temos
8 elementos e desejamos montar sequéncias de 3,de 4 e
de 8 elementos. Assim, as quantidades de arranjos nesses
casos sdo, respectivamente, Ag 3, Ag 4 € Ag g, que corres-
pondem aos célculos:

|

A8,3=8-7-6=%
|
A8y4=8-7~6~5=%
8!
A8,8:8.7"“'1:a

Ag 3 indica quantas sequéncias com 3 elementos po-
demos formar a partir de um conjunto com 8 elementos.
Lé-se “arranjo de 8 elementos, tomados 3 a 3” ou “arranjo
de 8, escolhe 3"

De modo geral:

A quantidade de arranjos de p elementos escolhidos de
n elementos, comn, p € N e n = p, & dada por:

,:\:”!

B2 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

Também podemos usar a notagdo Af; para a quantidade
de arranjos de p elementos escolhidos de n elementos.

Permutacdo simples

Quando tivermos certa quantidade de elementos dis-
tintos de um conjunto e montarmos uma sequéncia com
todos eles, teremos uma permutacdo simples.

E importante notar que, em cada permutac&o simples,
temos:

* apresenca de todos os elementos;
* esses elementos apenas alternam suas posicoes.

Nas permutacdes, o que diferencia uma possibilidade
da outra é a alternancia de posigdes.

Exemplo:

Quantos anagramas podemos formar com as letras da
palavra AMOR?

Um anagrama de uma determinada palavra & uma se-
guéncia de letras na qual cada letra da palavra original
e utilizada uma e apenas uma vez.

Alguns exemplos de anagramas da palavra AMOR
sdo MRAO, ROMA, AORM, ... Todos os anagramas de uma
palavra tém as mesmas letras, que apenas alternam suas
posicdes. Assim, nesse exemplo, temos:

n 22 32 42
Ll Ll
4 -3 2 -1 = 24 anagramas

No exemplo acima, calculamos a quantidade de per-
mutacdes das letras da palavra AMOR.

A quantidade de permutacdes de n elementos distintos,
com n € N, é dada por:
P-i=n!

Uma permutacdo também pode ser interpretada como
um arranjo simples, no qual montamos a sequéncia com
todos os elementos do conjunto. No exemplo da quanti-
dade de anagramas da palavra AMOR, usando a ideia de

[
arranjo, temos A, , = % De modo geral, P, = A, .
resolvidos

7. André, Beatriz, Carla, Diego e Emerson serdo coloca-
dos lado a lado formando uma fila.
a) Quantas filas diferentes podemos formar?
b) Em quantas filas Carla ficaria junto a Diego?
c) Em quantas filas Carla ndo esté ao lado de Diego?

Resolucgdo:

a) Paraformaruma fila devemos permutar as posicdes
das cinco pessoas. Por exemplo, representando



b)

<)

cada pessoa pela inicial de seu nome, temos,
como permutacdes possiveis, as seguintes se-
quéncias, entre outras:

A B C D E
D B A E C
E B A D C

Desse modo, a quantidade de filas que podemos
formar é dada por:

P, =5/ =120
Se considerarmos Carla e Diego um Unico
elemento (para que fiquem juntos), temos a per-
mutacdo de 4 elementos, ou seja, P, = 4! = 24.

A B CD E

CD E A B

Exemplos de filas com Carla antes de Diego,
que totalizam P, — 4! — 24 possibilidades.

A B DC E

DC E A B

Exemplos de filas com Carla depois de Diego,
que totalizam P, — 4! — 24 possibilidades.

Carla pode ficar antes de Diego (24 possibilida-
des) ou depois dele (24 possibilidades), o que re-
sulta em um total de 2 - 24 = 48 possibilidades.
Observando Carla e Diego em uma fila, temos
duas opcdes: eles ficam juntos ou separados. Se
retirarmos do total de filas aquelas em que eles
estdo juntos, teremos a quantidade de filas em
que estdo separados, ou seja, 120 — 48 = 72
possibilidades.

. Considere a palavra FLORES.

a)
b)
<)
d)
e)

f)

9)

Quantas anagramas podemos formar com essa
palavra?

Quantos anagramas comeg¢am com a letra F?
Quantos anagramas comegam com consoante?
Quantos anagramas terminam com vogal?
Quantos anagramas comegam com consoante e
terminam com vogal?

Quantos anagramas tem as letras F, L e O juntas
e nessa ordem?

Quantos anagramas tem as letras F, L e O juntas?

Resolucgdo:

a)

b)

Os anagramas sao obtidos por permutacdes das
6 letras, ou seja, ha Pg = 6! = 720 anagramas.
Fixando a letra F na primeira posicdo, vamos alter-
nar as demais.

<)

d)

e)

9)

v ] siome |

2
Pg =5!=120
Existem 4 opcdes de consoante para a 12 posi-

cdo e em todas elas teremos a permutacdo das
demais letras.

l l

4 . Py = 4-51=480

Ha 2 opcdes de vogal para a Ultima posicao. Nos
dois casos, permutamos as demais letras possiveis.

1 l

Ps - 2 = 5l-2 =240
Existem 4 opcdes para a 12 posicdo ser consoan-
te e 2 opgOes para a Ultima ser vogal. As demais
letras devem permutar nas posi¢des restantes.

l l l

4 - P, - 2 = 4-4-2=192

Se considerarmos as letras F, L e O, nessa ordem,
como um unico elemento, temos uma permuta¢do
de 4 elementos, e assim P, = 41 = 24.

Exemplos de anagramas:

FLO R E S

R S FLO E

Alternando também as posicdes das letras F,L e O
no “bloco” FLO do item anterior, temos as opc¢des
FLO, FOL, LOF, LFO, OFL, OLF e, em cada uma
delas, temos 0 mesmo resultado do item anterior,
ou seja, temos ao todo P; - P, =6 -4 1 = 144
possibilidades.

. Possuo 9 livros de receitas culindrias: 4 sobre massas,

3 sobre carnes e 2 sobre peixes. De quantas maneiras
diferentes posso coloca-los em uma prateleira man-
tendo juntos os livros de mesmo tema?

Resolucao:

Inicialmente vamos considerar apenas a permutagao
dos 3 temas, ou seja, calcular P;. Se podemos alte-
rar os livros dentro de cada tema, vamos multiplicar

5
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esse resultado pela permutacdo dos livros de cada
um dos temas.

(amasssst |[5carmes) [ Zpsbien|
) ) )

P3 ’ Py ’ P3 P2 -

=31-41-31-21= 1728 opgdes

Permutacao com elementos repetidos

Quando temos alguns elementos idénticos em uma
sequéncia, a troca de posicdes entre esses elementos idén-
ticos nao gera novas permutacdes. A esse caso damos o
nome de permutacdao com repeticao.

Vamos analisar o efeito dessa repeticdo. Suponha 4
elementos distintos:

A B, CeD

Permutando esses elementos, temos 24 possibilidades

distintas:

ABCA BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBECA
ADCB BDCA CDBA DCAB
ADBC BDAC CDAB DCBA

Se substituirmos C por D nessas possibilidades, temos:

ABDD BADD DABD DABD
ABDD BADD DADB DADB
ADBD BDAD DBAD DBAD
ADDB BDDA DEDA DEDA
ADDB BDDA DDBA DDAB
ADBED BDAD DDAB DDBA

Cada permutacdo aparece 2 vezes, COmo NOS exem-
plos em destaque. Para acertarmos a contagem, dividimos

o total de permutagdes por 2, ou seja, temos % =12 pos-

sibilidades distintas.
Se substituirmos B e C por D na situacdo inicial, temos:

ADDD DADD DADD DADD
ADDD DADD DADD DADD
ADDD DDAD DDAD DDAD
ADDD DDDA DDDA DDDA
ADDD DDDA DDDA DDAD
ADDD DDAD DDAD DDDA

Note que cada sequéncia aparece 6 vezes, como des-

) 1
tacado nos exemplos. Assim, ficamos com apenas 5 das

possibilidades iniciais, ou seja, 2% = 4 opcdes.

B4 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

Para agilizarmos esse procedimento podemos resumir:
e repetindo 2 elementos, dividimos o total por 2 = 2};
* repetindo 3 elementos, dividimos o total por 6 = 3!;

* repetindo k elementos, dividimos o total por k!
De modo geral:

A quantidade de permutacdes de n elementos, com
k elementos repetidos, tal n, k € N e k < n, € dada por:
Kk nl
pn Tkl
A quantidade de permutaces de n elementos, com
k, elementos iguais entre si, outros k; elementos iguais
entre si, ... e k; elementos iguais entre si, tais que ky,
ky, ... Kk EN e ky + k; + ... kK, = n, € dada por:
by ez ke n!

P e e
4 kel

resolvido

10. Quantos anagramas podemos formar com as letras
das palavras:

a) RABANADA? b) DECIDIDO?

Resolucgdo:

a) Temos 8 letras nessa palavra, com quatro repeti-
cdes da letra A, assim:

_ 8 _8-7-6-5-4 _
BT Te— 1680
b) Temos 8 letras com duas repeticées da letra | e
trés repeticdes da letra D, logo:
8 _8-7-6-5-4-3!
213! 23l

P

P23 = =3360

Permutacao circular
Considere um conjunto com 4 criangas: A, B, C, D.
a) Quantas filas diferentes podemos formar com es-
sas 4 criancas?
b) Seem cada filaformada as criancas derem as maos
e a primeira der a mdo para a Ultima teremos uma
roda. Quantas rodas diferentes podemos formar?
Resolvemos ambos os casos usando a ideia de per-
mutacdo das 4 criancas.

a) P,=41=24

b) Note que as 4 filas abaixo sdo diferentes, mas formam
a mesma roda.

A B
C D
A B,C,D B,C,D,A
C D
A B
C,D,AB D,AB,C



De cada 4 permutacdes simples formamos apenas 1
diferente permutacdo circular. Assim, a quantidade de rodas
é obtida dividindo a quantidade de filas por 4:

P !
PC4 N | 6
4 4
Analogamente, se tivéssemos 5 criancas, a quantidade
5!

de rodas seria PC5 = = =24
5
De modo geral:

A quantidade de permutacdes circulares de n ele-
mentos, com n € IN*, € dada por:
n!
n

PC =

m

Observe que, em uma permutacdo circular:
* ha apresenca de todos os elementos do conjunto;
* esses elementos apenas alternam suas posigoes.
* existe ordem entre os elementos;
* ndo ha uma posicdo inicial.

resolvido

11. Cinco casais irdo sentar-se ao redor de uma mesa cir-
cular com 10 lugares. De quantas maneiras diferentes
eles podem ocupar as 10 cadeiras da mesa:

a) sem restricbes?
b) se cada pessoa deve sentar-se ao lado de seu

cébnjuge?
Resolucao:
a) Temos uma permutacdo circular de 10 elementos,
!
logotemos PC,, = % = 9! = 362880 maneiras

diferentes de eles ocuparem as cadeiras.

b) Nesse caso, cada casal passa a ser um elemento.
Entdo, temos a permutacdo circular de 5 elemen-
tos e, em cada um deles, hd uma permutacdo
simples de 2 elementos:

|
PC. !

PPy Py PPy =T - 2° =768
Os casais podem se sentar de 768 maneiras
diferentes.

Combinacao

E importante perceber a diferenca entre conjuntos e
sequéncias de elementos. Nos conjuntos, ndo existe ordem
entre os elementos:

{a,b,c}={a,c,b}={c,b,a} = ..

Ja nas sequéncias, a ordem é importante. Um mesmo
conjunto de elementos pode gerar véarias sequéncias dife-
rentes permutando a posi¢cdo dos elementos das sequéncias.

(@,b,c) # (a,c, b)#(c,b,a) # ..

Representamos conjuntos listando seus elementos en-
tre chaves — “[" e “}" —, e representamos sequéncias
listando seus elementos entre parénteses.

Ja sabemos calcular quantas sequéncias diferentes (isto
é, quantos arranjos) podemos formar com os elementos de
um conjunto, usando as técnicas de contagem estudadas.
Agora, vamos calcular a quantidade de subconjuntos que
podemos formar com 0s elementos de um conjunto a partir
da quantidade de sequéncias que podem ser formadas com
0S mesmos elementos.

Suponha que temos um conjunto de 5 elementos:
{A, B, C, D, E}. Podemos formar varios subconjuntos de 3
elementos a partir desse conjunto e de cada subconjunto
podemos gerar 3! = 6 sequéncias diferentes, cada uma
com 3 elementos. Por exemplo:

(C, D F), (C,E, D),
{c.D,E}—> (D,C,E), (D,E C),
(E.C.D), (E.D,C)

Entdo, podemos inverter o sentido e afirmar que, de
cada 3! = 6 sequéncias distintas de 3 elementos, formamos
1 subconjunto de 3 elementos do conjunto original. Assim,
a quantidade de subconjuntos de 3 elementos é a quanti-
dade total de sequéncias de 3 elementos dividida por 3.

A quantidade de sequéncias de 3 elementos, escolhi-
dos entre os 5 elementos, é obtida da férmula de arranjo:

5! 120

ASS:M 7260

Entdo a quantidade de subconjuntos de 3 elementos

que podem ser formados é 2—? =10, ou usando a notacdo

de combinacao:

_ 5! _ 120 _
C53_(5—3)!.3! 2.6 1©

Cs 3 indica quantas combinac¢des, isto €, quantos
subconjuntos com 3 elementos podemos formar a partir
de um conjunto com 5 elementos. Lé-se “combinacdo
de 5 elementos, tomados 3 a 3” ou “combinacdo de 5,
escolhe 3"

Note que a diferencga entre um subconjunto de 3
elementos e outro ndo é a posicao dos elementos no sub-
conjunto, mas a troca de um desses elementos por outro.
Os 10 subconjuntos de 3 elementos do conjunto {A, B, C,
D, E} sao:

{A, B, C}, {A, B, D},
{A,B,E}L{A C, D)
{A, C EL{A D, E}
{B,C,D}{B, C E},
{B,D,EL{C,D,E}

5
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Se tivéssemos um conjunto de 10 elementos para
montar subconjuntos com 4 elementos, teriamos que cada
subconjunto geraria 4! = 24 sequéncias. Assim:

!
=10 __ 5040 sequéncias

Ao (10 - 4)!

I
-1t _ 210 subconjuntos

o4 (10 - 4)141

Generalizando:

A gquantidade de subconjuntos de p elementos dis-
tintos que podemos formar a partir de um conjunto de n
elementos distintos, comn, p EN e n = p, € dado por:

=
Cro (n - p)!p_l

Também podemos usar a notacdo Cg para a quanti-
dade de combinac¢des de p elementos escolhidos de n
elementos.

resolvidos

12. Considere 9 pontos distintos de uma circunferéncia.
a) Esses pontos determinam quantas retas distintas?
b) Quantos triangulos distintos podemos formar com
vértices nesses pontos?
c) Quantos quadrilateros distintos podemos formar
com vértices nesses pontos?

Resolucdo:

a) Como os pontos pertencem a uma mesma Cir-
cunferéncia, ndo ha, nesse conjunto de 9 pontos,
3 pontos colineares. Assim, cada subconjunto
de 2 pontos distintos determina uma reta.

_ 9! _9:8-7 _
C9v2_<9—2)!-21 I

Esses pontos determinam 36 retas distintas.
b) Cada subconjunto de 3 pontos determina um
triangulo. Assim:
9l _9-8-7-6! _

Cos=G-33 6321 °

Podemos formar 84 triangulos distintos.
c) Cada subconjunto de 4 pontos determina um
quadrilatero.
9! _9-8-7-6-5 _

C9’4:(9—4)1-41_51-4-3~2-1_126

Podemos formar 126 quadrilateros distintos.

13. Calcule as combinagdes dadas.
a) Cps

b) Cy,2
c) Ciia

B6 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

14.

15.

Resolucdo:

a) Co.— 12! _12-1-10-9! _
23 M12-3)1-3-2"1 9l-3:2-1
_12-1-10 _
=35 =220

Ou, simplesmente:

12 - 11- 10
Cos =55 =220
20 - 19
b) Cy, == =190
n-10-9-8
©) Cis= 555 =330

Em um encontro entre amigos, todos se cumprimenta-
ram, totalizando 28 apertos de mao. Calcule o nimero
de amigos presentes no evento.

Resolucgdo:

Cada aperto de mdo é determinado por um subcon-
junto de 2 amigos do conjunto formado por todos os
amigos, e sabemos que o total de combinacdes é 28.
Sendo n o ndmero de amigos, temos:

n!

C”y2:28 = mZZS =
%}1)=28 = -n-5=0 =
= n = —7(ndo convém)oun =8

O numero de amigos no evento € 8.

Maria e Jodo fazem parte de um grupo de 9 pessoas.
De quantas maneiras diferentes podemos escolher
um grupo de 5 pessoas:

a) excluindo Maria e Jodo?

b) escolhendo Maria e Jodo?

Resolucgao:
a) Excluindo os dois temos 7 pessoas disponiveis
para formar o grupo de 5:

|
- = 21

7! 7 -
C7,5: _2_

= 6.
(7 —5)! -5l 1

5

5l
Podemos escolher um grupo de 5 pessoas ex-
cluindo Maria e Jodao de 21 maneiras distintas.

b) Escolhendo Maria e Jodao sobram 3 “vagas” para
serem ocupadas pelas demais 7 pessoas:

7! _7:6:5-41 _
(7—-3)1-3 41-3-2-1

Cpy= 35

Podemos escolher um grupo de 5 pessoas in-
cluindo Maria e Jodao de 35 maneiras distintas.



Em um conjunto de 10 elementos, escolher 7 deles
& 0 mesmo que “deixar de escolher” 3. Dessa ideia,
00 _ 10!

371 7130

Podemos simplificar o célculo de algumas combinagtes
com essa idela, que sera estudada no proximo capitulo
e apresentada como binomiais complementares. Por

exemplo:

temos:Cp, 5, =Cp 5 &

20-19
Coo18 =Co02 = o1 =190
8
2

Cop=Cos= 5ot =84

i Al
=¥

Escolhendo subconjuntos de conjuntos diferentes

Quando apresentamos o principio fundamental da con-
tagem, escolhemos elementos de véarios conjuntos. Agora
vamos escolher subconjuntos de conjuntos aplicando a
mesma técnica.

Exemplo:

Se temos um grupo de 7 mulheres e 6 homens, quan-
tos grupos podemos montar com 3 mulheres e 2 homens?

Vamos escolher:

* um subconjunto de 3 mulheres do conjunto de
7 mulheres;

* um subconjunto de 2 homens do conjunto de 6 homens.

Subconjunto de 3 mulheres | Subconjunto de 2 homens

N
BRI
‘CD
o1
I
o1
N
(6)]

N

resolvido

16. Em uma padaria ha 6 tipos de pédo e 4 tipos de doce. De
quantas maneiras diferentes podemos escolher 4 itens:

a) sem restricdes?
b) com exatamente 3 pdes e 1 doce?

c) com pelo menos 1 doce?

Resolucao:

a) Existem 6 +4 =10 itens e vamos escolher um
subconjunto de quaisquer 4 itens:
10-9-8-7

Coa=3 327 =20

Podemos escolher, entdo, de 210 maneiras

distintas.

b)

Subconjunto de 3 paes | Subconjunto de 1 doce
3 2
C4, 1

C6,3'C4,1_7. 4 =380
Podemos escolher de 80 maneiras distintas.

c) Do total de opc¢des (item a), ndo queremos aque-
les subconjuntos formados apenas por pdes.
Subconjuntos s6 com paes:

Cou=Cor=22=15

21
Logo, podemos escolher de 210 — 15 =195 ma-
neiras distintas.

t=x Estabelecendo relacdes

A andlise combinatdria € importante no célculo de
probabilidades.

No caso de loterias, por exemplo, esse ramo de estu-
do ajuda a relacionar o preco de cada aposta com a
quantidade de nuimeros apostados.

Por exemplo, suponha que uma loteria é realizada por
meio do sorteio de 6 nimeros entre um certo total
de nimeros. Se uma aposta com 6 ndmeros custa K
reais, entdo uma aposta com 8 ndimeros deve custar
8L = 28, isto é, uma aposta de
2161

8 nimeros é equivalente a 28 apostas de 6 nimeros.
De maneira andloga, uma aposta de 10 nimeros deve
101
416!

28K, ja que Cee =

custar 210K, pois Cioe= =210, € assim por diante.

Distribuicdo de elementos

Quando distribuimos elementos de um conjunto
em diferentes subconjuntos, precisamos lembrar que a
quantidade de elementos disponiveis diminui a partir do
12 subconjunto formado.

resolvido

17. De quantas maneiras diferentes podemos guardar
10 bolas numeradas de 1a 10 em 3 gavetas, sabendo
que na 12 gaveta devemos colocar 2 bolas, na 22 ga-
veta, 3 bolas e na Ultima, 5 bolas?

Resolucao:
Em cada gaveta temos um subconjunto do conjunto
de bolas:

12 gaveta (2 bolas) | 22 gaveta (3 bolas) | 32 gaveta (5 bolas)
2 ! l
Cio,2 Ce 3 Cs,5

10-9 8-7- 6
2-1 3:2-1
Podemos guardar as bolas de 2520 maneiras
diferentes.

Ci0,2°Cg3°Cs5= -1=2520
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Também podemos fazer o célculo comecgando pela

Ultima gaveta, obtendo o mesmo resultado:
Cio,5°Cs3°Cy,=252-10-1=2520

No exercicio anterior, as gavetas sao diferentes e no-
meadas: 18, 2% e 3% gavetas. Se tivéssemos duas gavetas
com 5 bolas em cada uma, mesmo que a quantidade de
bolas em cada uma fosse igual, ainda terlamos a 12 e a
2% gavetas distintas e a solucdo seria C;q 5 - Cs 5 = 252.

Analogamente, dividindo 10 pessoas em trés grupos de
2,3 e 5 pessoas, temos 0 mesmo resultado que a divisdo das
10 bolas nas 3 gavetas. Em vez de gavetas, temos o grupo
de 2 pessoas, 0 grupo de 3 pessoas e 0 grupo de 5 pessoas.

No entanto, se a quantidade de pessoas em cada grupo
for a mesma, ndo temos como diferenciar esses grupos se nao
forem nomeados. Por exemplo, queremos dividir 6 pessoas
(A,B,C,D, E, F)em 2 grupos de 3. Duas opc¢8es possivel sdo:

D A
EF ‘B C

Opcéo 1 Opgdo 2

Como a Unica coisa que diferencia os dois grupos sao
seus membros, as duas op¢des sdo iguais: escolher as
pessoas A, B e C primeiro e deixar D, E e F no outro grupo
€ o0 mesmo que escolher as pessoas D, E e F primeiro e
deixar A, B e C no outro grupo.

Isso quer dizer que nao existe ordem entre 0s 2 grupos
e devemos dividir por 2! a quantidade de possibilidades ob-
tida nos célculos das combinacdes das pessoas nos grupos:

Ces Css
2!

Se quiséssemos dividir as mesmas 6 pessoas em 3
grupos de 2 pessoas, terlamos um problema analogo.

C A
D B
E C
F D

=10

Nesses casos, mudamos a ordem dos grupos, mas
o resultado é o mesmo. Como ndo existe ordem entre
os 3 grupos, devemos dividir por 3! as quantidades de
combinacdes:

C6,2 : C4,2 : C2,2

30 =15

resolvido

18. Dez pessoas vao participar de um torneio de xadrez.
Haverd um sorteio para escolher os confrontos na
primeira rodada e todos os 5 jogos acontecerdo si-
multaneamente. Quantas possibilidades diferentes
existem para essa primeira rodada?

Resolucgdo:

Dividiremos as 10 pessoas em 5 grupos de 2 pes-
soas, sendo que ndo ha ordem nos jogos da primeira
rodada.

\! \ \ l \

C10,2 ’ Cs,z : Cs,z ’ C4,2 : Cz,z

Temos, entdo, 945 possibilidades diferentes para essa
primeira rodada.

Revisando

1. Simplifique as fragdes a seguir, até sua forma irredutivel:

b) %=
o) %:
I T

B8 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

2. Quantos nimeros pares de 3 algarismos distintos po-
demos formarcom 1, 2,3,4,5e 6?



3. Quantos numeros de algarismos distintos e que sdo

divisiveis por 5 existem entre 4000 e 90007

4. Considere a palavra INVERSO. Quantos anagramas

podemos formar com as letras | e N juntas e nessa
ordem?

5. Enem PPL 2020 Um determinado campeonato de

futebol, composto por 20 times, é disputado no siste-
ma de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga
contra todos os demais times em dois turnos, isto &,
cada time joga duas partidas com cada um dos outros
times, sendo que cada jogo pode terminar empatado
ou haver um vencedor.

Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126
empates, o ndmero de jogos em que houve ganhador

éigual a
a) 64. c) 254, e) 634.
b) 74. d)y 274.

6. Quantos anagramas formados com as letras da pala-

vra BANANA comecam com consoante?

7. Quantos subconjuntos com 5 elementos possui um

conjunto com 8 elementos?

3. Deum grupo de 5rapazes e 3 mocgas serdo seleciona-

das 4 pessoas. Em quantas possibilidades diferentes
ha pelo menos 1 moga?

9. Antbnio e Carlos fazem parte de um grupo de 8 pes-

soas. De quantas maneiras diferentes podemos
escolher 4 pessoas sem que ambos sejam seleciona-
dos simultaneamente?

10. De quantas maneiras diferentes podemos dividir 10 pes-

soas em 2 grupos de 5 pessoas?

UEG-GO 2015 Numa lanchonete o lanche é com-
posto de trés partes: pdo, molho e recheio. Se essa
lanchonete oferece aos seus clientes duas op¢des de
pdo, trés de molho e quatro de recheio, a quantidade
de lanches distintos que ela pode oferecer é de:

a) 9 c) 18

b) 12 d)y 24

UEG-GO 2015 Erika resolve passear com a cachorrinha
Kika e, antes de sair do apartamento, escolhe colocar
uma roupa e uma coleira na cachorrinha. Se Kika tem
7 roupas e 3 coleiras, todas distintas, de quantas manei-
ras Erika pode escolher uma roupa e uma coleira para
passear com a Kika?

a) 10 b) 21 c) 35 d) 42
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UEG-GO 2017 Uma comissdo serd composta pelo
presidente, tesoureiro e secretdrio. Cinco candida-
tos se inscrevem para essa comissao, na qual o mais
votado serd o presidente, o segundo mais votado o
tesoureiro e o menos votado o secretario. Dessa for-
ma, de quantas maneiras possiveis essa comissao
poderd ser formada?

a) 120 d) 20
b) 60 e) 10
c) 40

Uece 2017 Quantos numeros inteiros positivos pares,
com trés digitos distintos, podemos formar com os al-
garismos 3,4,5,6 e 7?

a) 24 c) 32

b) 28 d) 36

EEAR-SP 2016 Considere os algarismos 1, 2, 3,4, 5 e

6. A partir deles, podem ser criados ndmeros
pares de quatro algarismos distintos.

a) 60 c) 180

b) 120 d) 360

Enem PPL 2019 Uma pessoa comprou um aparelho
sem fio para transmitir muisicas a partir do seu
computador para o radio de seu quarto. Esse apare-
Iho possui quatro chaves seletoras e cada uma pode
estar na posicdo O ou 1. Cada escolha das posicdes
dessas chaves corresponde a uma frequéncia dife-
rente de transmissao.

A quantidade de frequéncias diferentes que esse apa-
relho pode transmitir € determinada por:

a) 6. d) 16.
b) 8. e) 24
c) 12

De quantas maneiras podem ser escolhidas, no tabu-
leiro de xadrez, 1 casa preta e 1 casa branca de modo
gue ndo estejam na mesma vertical nem na mesma
horizontal?

a) 120 d) 854
b) 360 e) 1024
c) 768

60 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

UPE/SSA 2018 A prova final de Geografia de uma
escola é composta de 10 itens com alternativas do
tipo “verdadeiro ou falso”. De quantas maneiras dife-
rentes um estudante podera responder esta prova,
de forma que ele sé assinale apenas uma alternativa
em cada questdo?

a) 20 d) 512
b) 64 e) 1024
c) 256

Famema-SP 2018 Trés tubos de ensaio, com rdétulos
A, B e C, serdo colocados em um suporte que possui
cinco lugares alinhados e encontra-se fixado em uma
parede. A figura mostra uma das possiveis disposi-
cdes dos tubos.

Sabendo que o tubo com o rétulo A ndo pode ocupar
as extremidades do suporte, o nimero de maneiras
distintas de esses tubos serem colocados nesse su-

porte é:
a) 12. d) 18.
b) 24. e) 30
c) 36.

Ifal 2018 Em uma civilizacdo antiga, o alfabeto tinha
apenas trés letras. Na linguagem dessa civilizagao, as
palavras tinham de uma a quatro letras. Quantas pala-
vras existiam na linguagem dessa civilizagao?

a) 4. d) 40.
b) 12. e) 120
c) 16

Enem 2016 Para estimular o raciocinio de sua filha,
um pai fez o seguinte desenho e o entregou a crianga
juntamente com trés lapis de cores diferentes. Ele de-
seja que a menina pinte somente os circulos, de modo
que aqueles que estejam ligados por um segmento
tenham cores diferentes.

De quantas maneiras diferentes a crianca pode fazer
0 que o pai pediu?

a) 6

b) 12

c) 18

d) 24

e) 72



FICSAE-SP 2017 Um patrdo tem 6 tarefas diferen-
tes para serem distribuidas entre 3 empregados. Ele
pode delegar todas elas a um sé empregado, ou de-
legar apenas para alguns, ou ainda garantir que cada
empregado receba pelo menos uma tarefa. O nimero
de maneiras distintas de distribuir essas tarefas é:

a) 639. c) 729
b) 714. d) 864.
Fuvest-SP

a) Quantos sdo os numeros inteiros positivos de
quatro algarismos, escolhidos sem repeticdo, en-
tre 1,3,5,6,8,9?

b) Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro al-
garismos citados no item a, quantos sdo divisiveis
por 5?

c) Dentre os nimeros inteiros positivos de quatro al-
garismos citados no item a, quantos sdo divisiveis
por 47?

PUC-Rio 2017 Mobnica tem uma blusa de cada uma

das seguintes cores: branca, vermelha, amarela, preta

e verde. Ela também tem uma calga de cada uma das

seguintes cores: preta, azul, cinza e branca.

a) De quantas maneiras Mobnica pode escolher uma
blusa e uma calca para sair?

b) De quantas maneiras Mbnica pode escolher uma
blusa e uma calca de cores diferentes uma da outra?

c) Na segunda-feira, Monica usou calca azul e camisa
preta. Na terga-feira, ela quer escolher uma calca
e uma camisa de cores diferentes uma da outra.
Sabendo que as roupas que ela usou na segunda-
-feira estdo lavando (e apenas estas), de quantas
maneiras ela pode escolher suas roupas?

Fuvest-SP 2021 Um aplicativo de videoconferéncias
estabelece, para cada reunido, um cédigo de 10 letras,
usando um alfabeto completo de 26 letras. A quanti-
dade de cddigos distintos possiveis esta entre:

logso 13 = 1,114
1 bilhdo = 109

a) 10 bilhdes e 100 bilhdes.
b) 100 bilhdes e 1 trilhdo.

c) 1trilhdo e 10 trilhdes.

d) 10 trilhdes e 100 trilhdes.
e) 100 trilhdes e 1 quatrilhdo.

UFRGS 2019 Uma caixa contém 32 esferas nume-
radas de 1 a 32. O nimero de maneiras distintas de
retirar 3 esferas da caixa, ordenadas como primeira,
segunda e terceira, em que a esfera com o nimero 8
seja pelo menos a terceira a ser retirada é:

a) 27. d) 2017.
b) 96. e) 2790.
¢) 2000.

FGV-SP 2017 O total de nimeros de cinco algarismos
que possuem pelo menos dois digitos consecutivos
iguais em sua composicado é igual a:

a) 6581. d) 27930.
b) 9590. e) 30951.
c) 18621.

ESPM-SP Para n € N e x > 2, a expressao

ol B PO _
m € equivalente a:
a) x—2 ) x— 1) &) x—1
b) (x = 2)! d) x

EsPCEx-SP 2016 A solucdo da
3 =) _ 182 (x —2)) —x

equacdo

€ um numero natural

4-(x —3) 2-x—=2)
a) maior que nove. d) divisivel por cinco.
b) impar. e) multiplo de trés.

c) cubo perfeito.

Uerj 2021 Em uma reunido, trabalhadores de uma
industria decidiram fundar um sindicato com uma dire-
toria escolhida entre todos os presentes e composta
por um presidente, um vice-presidente e um secreta-
rio. O nimero total de possibilidades de composi¢ao
dessa diretoria é trinta vezes o nimero de pessoas
presentes nessa reunido.

O numero de trabalhadores presentes é:

a) 13 c) 9

b) 11 d) 7

UEG-GO 2021 Utilizando as 7 notas musicais, um
musico deseja compor uma melodia com 5 notas dis-
tintas. O nimero de melodias que ele pode compor é
a) 5040 c) 42 e) 360

b) 2520 d) 120

Em uma rede social, a cada usudrio € atribuido um
coédigo formado por 5 caracteres distintos entre as
26 letras do alfabeto (a, b, ..., w, X, y, z). Devido ao
aumento no ndmero de novos usudarios, foi decidido
que os codigos continuariam sendo formados por 5
caracteres distintos, mas formados pelas 26 letras do
alfabeto e os 10 algarismos (0, 1, 2, ..., 9).

Com essa mudanca, qual é, aproximadamente, a por-
centagem de aumento na quantidade de cédigos que
podem ser gerados? Em seus célculos, utilize uma
calculadora.

a) 4,73% d) 57,3%
b) 47,3% e) 573%
) 473%

Aline e Claudia fazem parte de um grupo de 6 pes-
soas que devem ocupar 6 cadeiras enfileiradas. Se
ambas ndo podem ocupar simultaneamente as cadei-
ras das extremidades, de quantos modos diferentes
essas 6 pessoas podem se acomodar?
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Quantos anagramas da palavra UNICAMP:
a) comecgam com a letra U?

b) comecam com U e terminam com P?

c) tém as letras UNI juntas e nessa ordem?
d) tém as letras UNI juntas?

e) tém as letras U e N separadas?

UEG-GO 2018 O numero de anagramas que se pode
formar com a palavra ARRANJO é igual a:

a) 21.

b) 42.

c) 5040.

d) 2520.

e) 1260.

Enem 2020 Eduardo deseja criar um e-mail utilizando
um anagrama exclusivamente com as sete letras que
compdem o seu nome, antes do simbolo @.

O e-mail teré a forma *****@site.com.br e sera de tal
modo que as trés letras “edu” aparegcam sempre juntas
e exatamente nessa ordem.

Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado
por outro usuario e que qualquer outro agrupamento
das letras do seu nome forma um e-mail que ainda ndo
foi cadastrado.

De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail

desejado?
a) 59 d) 119
b) 60 e) 120
c) 118

Uma moeda é langada 10 vezes. Quantas sequéncias
diferentes de 5 caras e 5 coroas existem?

UFJF/Pism-MG 2018 Anagrama ¢é a reordenacao de

letras de uma palavra para formar outras palavras.

a) Quantos sdo os anagramas da palavra PARALELA?

b) Quantos sdo os anagramas da palavra PARALELA
que comegam e terminam com a mesma letra?

EsPCEx-SP 2021 Oito alunos, entre eles Gomes e Oli-
veira, sdo dispostos na primeira fileira do auditério da
EsPCEX, visando assistirem a uma palestra. Sabendo-
-se que a fileira tem 8 poltronas, de quantas formas
distintas é possivel distribuir os 8 alunos, de maneira
que Gomes e Oliveira ndo figuem juntos?

a) 8!

by 7-7!

c) 7!

dy 2-7

e) 6-7!

Ifsul-RS 2017 O nuimero de anagramas distintos que
podemos formar com o termo DIREITO é:

a) 5040. c) 120.

b) 2520. d) 7.
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Unigranrio-RJ 2017 Quantos sdo os anagramas da
palavra VESTIBULAR, em que as consoantes apare-
cem juntas, mas em qualquer ordem?

a) 120

b) 720

c) 17280

d) 34560

e) 86400

Fatec-SP 2016 No Boxe, um dos esportes olimpicos,
um pugilista tem a sua disposi¢cdo quatro golpes basi-
Cos: 0 jab, o direto, o cruzado e o gancho. Suponha
que um pugilista, preparando-se para os Jogos Olim-
picos do Rio, em 2016, queira criar uma sequéncia
com 6 golpes, empregando necessariamente dois
jabs, dois diretos, um cruzado e um gancho. Assim, o
ndmero maximo de sequéncias que ele podera criar
sera de:

a) 180. d) 120.
b) 160. e) 100.
c) 140.

ESPM-SP 2018 O numero de anagramas da palavra
COLEGA em que as letras L, E e G aparecem juntas
em qualquer ordem é igual a:

a) 72. d) 60.
b) 144. e) 24.
c) 120.

UEPG-PR 2015 A senha de um cofre é obtida permu-
tando-se os algarismos 11233455. Se N é o numero
maximo de tentativas que se pode realizar para acer-
tar a senha, assinale o que for correto.

01 N é um numero divisivel por 3.

02 N> 5000

04 N é divisor de 1000.

08 N é multiplo de 7.

Soma:

Unicamp-SP 2020 Cinco pessoas devem ficar em
pé, uma ao lado da outra, para tirar uma fotografia,
sendo que duas delas se recusam a ficar lado a lado.
O numero de posicdes distintas para as cinco pes-
soas serem fotografadas juntas é igual a:

a) 48. c) 96.

b) 72. d) 120

UEMG 2019 Em uma apresentacao na escola, oito
amigos, entre eles Carlos, Timéteo e Joana, formam
uma fila.

Calcule o numero de diferentes formas que esta fila de
amigos pode ser formada de modo que Carlos, Timéteo
e Joana figuem sempre juntos.

a) 8l

b) 5!- 3l
c) 6-3!
d) 8!-3!



Acafe-SC 2020 Um grupo de seis amigos, sendo dois
meninos e quatro meninas, estdo comemorando a
formatura do Ensino Médio. O fotégrafo solicitou ao
grupo que se sentasse em um banco de seis lugares
e gue 0s meninos se sentassem nas extremidades do
banco. Com essa configuragéo, o nimero de maneiras
distintas que o grupo pode se sentar é de:

a) 720. c) 48.

b) 24. d) 120.

UFMS 2019 O Sr. Asdrubal se preocupa muito com
a seguranca na internet, por isso troca mensal-
mente a senha de seu correio eletrénico. Para nao
esquecer a senha, ele utiliza o ano de nascimento
de seu gato e a palavra pet para formar sua senha,
totalizando 7 caracteres. No momento de alterar a
senha, ele apenas inverte a ordem da palavra e dos
ndmeros. Sabendo que o gato nasceu no ano de
2009 e gue as letras da palavra pet sao mantidas
juntas e nessa mesma ordem, quantas senhas dis-
tintas o Sr. Asdrubal consegue formar?

[plelrlafofofs]

a) 5040. d) 120
b) 72. e) 60
c) 720.

Fuvest-SP Com as 6 letras da palavra FUVEST po-
dem ser formadas 6! = 720 “palavras” (anagramas) de
6 letras distintas cada uma. Se essas “palavras” forem
colocadas em ordem alfabética, como num dicionario,
a 2502 “palavra” comeca com:

a) EV. d) SE.
b) FU. e) SF.
c) FV.

FGV-SP 2017 Somando todos os nimeros de trés al-
garismos distintos que podem ser formados com 0s
digitos 1, 2, 3 e 4, o resultado seré igual a:

a) 2400. d) 6600
b) 2444. e) 6660.
¢) 6000

Uece 2019 Listando-se, em ordem crescente, todos
0s numeros de cinco digitos distintos formados com os
algarismos 1, 3, 5, 6 e 7, pode-se afirmar corretamen-
te que, nesta lista, a quantidade de nimeros menores
do que 61573 é:
a) 74.

b) 76.

c) 75.
d) 77.

Fuvest-SP Uma lotacdo possui trés bancos para
passageiros, cada um com trés lugares, e deve trans-
portar os trés membros da familia Sousa, o casal Lucia
e Mauro e mais quatro pessoas. Além disso,

1) a familia Sousa quer ocupar um mesmo banco;

2) Ldcia e Mauro querem sentar-se lado a lado.

Nessas condi¢des, o nimero de maneiras distintas de
dispor 0s nove passageiros na lotagdo é igual a:

a) 928. d) 2412
b) 1152. e) 3456
c) 1828.

Unisc-RS 2016 Newton possui 7 livros distintos, sendo
3 de Algebra, 2 de Célculo e 2 de Geometria. O nlime-
ro de maneiras diferentes que Newton pode organizar
esses livros em uma estante, de forma que os livros de
um mesmo assunto permanegam juntos, é:

a) 24. d)y 72.
b) 36. e) 144.
c) b56.

Unesp Uma crianca possui 6 blocos de encaixe, sen-
do 2 amarelos, 2 vermelhos, 1verde e 1azul.

Usando essas pecas, é possivel fazer diferentes pilhas
de trés blocos. A seguir, sdo exemplificadas quatro
das pilhas possiveis.

Utilizando os blocos que possui, o total de pilhas dife-
rentes de trés blocos, incluindo as exemplificadas, que
a crianga pode fazer é igual a:
a) 58 b) 20. c) 42. d) 36. e) 72.
EBMSP-BA 2016 Na figura, a malha é formada por
quadrados do mesmo tamanho cujos lados represen-
tam ruas de determinado bairro onde o deslocamento
de veiculos s6 é permitido no sentido leste ou norte e
ao longo das ruas representadas pelas linhas.

P

Nessas condicdes, 0 menor percurso para ir de P até
R, sem passar por Q pode ser feito por um ndmero
maximo de formas distintas igual a:

a) 105. c) 54 e) 15

b) 75. d) 36.
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UFRGS 2020 Um aplicativo de transporte disponibi-
liza em sua plataforma a visualizagdo de um mapa
com ruas horizontais e verticais que permitem reali-
zar deslocamentos partindo do ponto A e chegando
ao ponto B, conforme representado na figura abaixo.

B

A

O ndmero de menores caminhos possiveis que partem
de A e chegam a B, passando por C, é:

a) 28.

b) 35.

c) 100.

d) 300.

e) 792.

De quantas maneiras diferentes podemos colocar 4 ca-

sais sentados ao redor de uma mesa de jantar circular:

a) sem nenhuma restricdo de posicao?

b) de modo que cada esposa esteja ao lado do
marido?

c) tal que os homens estejam juntos?

Em uma circunferéncia sdo marcados 8 pontos distin-
tos. Utilizando esses pontos, determine o nimero de:
a) retas que podemos formar;

b) tridngulos;

c) quadrilateros.

Enem PPL 2020 A prefeitura de uma cidade esta re-
novando os canteiros de flores de suas pracas. Entre
as possiveis variedades que poderiam ser plantadas,
foram escolhidas cinco: amor-perfeito, cravina, petd-
nia, margarida e lirio. Em cada um dos canteiros, todos
com composicBes diferentes, serdo utilizadas somen-
te trés variedades distintas, ndo importando como
elas serdo dispostas.
Um funcionario deve determinar os trios de variedades
de flores que irdo compor cada canteiro.
De acordo com o disposto, a quantidade de trios pos-
siveis é dada por:
a) b.
b) 5-3.

5!
(5—3)

5
(5 —3)121'
5l
(5 — 3131

<)

d)

e)
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UFJF/Pism-MG 2018 Em uma festa havia 21 pessoas
presentes. Ao chegarem, cumprimentaram com um
aperto de mdo uma Unica vez cada uma das outras
pessoas. Quantos apertos de mdo ocorreram ao todo?

a) 42 d) 210
b) 84 e) 420
c) 105

Um torneio é disputado em 66 partidas, com todas
as equipes se enfrentando uma Unica vez. Calcule o
ndmero de equipes.

Famema-SP 2019 Determinado curso universitario
oferece aos alunos 7 disciplinas opcionais, entre elas
as disciplinas A e B, que s6 poderdo ser cursadas jun-
tas. Todo aluno desse curso tem que escolher pelo
menos uma e no maximo duas disciplinas opcionais
por ano. Assim, o nimero de maneiras distintas de um
aluno escolher uma ou mais de uma disciplina opcio-
nal para cursar é:

a) 18
b) 13.
c) 16
d) 11
e) 21.

Unicamp-SP 2012 O grémio estudantil do Colégio Al-
vorada é composto de 6 alunos e 8 alunas. Na dltima
reunido do grémio, decidiu-se formar uma comissao
de 3 rapazes e 5 mogas para a organizagao das olim-
pladas do colégio. De quantos modos diferentes
pode-se formar essa comissdo?

a) 6720

b) 100800

c) 806400

d) 1120

Em um grupo de amigos ha 6 mulheres e 5 homens.

Um grupo de 4 desses amigos deve ser escolhido.

Determine:

a) o total de grupos distintos que podem ser
escolhidos;

b) quantos grupos tem exatamente 1 mulher;

c) quantos grupos tem exatamente 2 mulheres;

d) quantos grupos tem pelo menos 1 mulher.

FGV-SP 2020 Dez pessoas, entre elas Gilberto e
Laura, pretendem formar uma comissdo com quatro
membros escolhidos entre os dez.

Quantas comiss®es sdo possiveis se Gilberto e Laura
podem ou ndo comparecer, mas nunca juntos na mes-
ma comissdo?

a) 182

b) 45

c) 240

d) 100

e) 70



Enem PPL 2020 O governador de um estado propoe
a ampliagdo de investimentos em seguranga no trans-
porte realizado por meio de trens. Um estudo para um
projeto de lei prevé que se tenha a presenca de trés
agentes mulheres, distribuidas entre os 6 vagoes de
uma composicao, de forma que duas dessas agentes
ndo estejam em vagodes adjacentes, garantindo assim
maior seguranga aos Usuarios.

Disponivel em: www.sisgraph.com.br.
Acesso em: 29 jan. 2015 (adaptado).

A expressdo que representa a quantidade de manei-
ras distintas das trés agentes serem distribuidas nos
vagoes é:

a) C; +3L d) Al
b) CZ. e) A -3l
c) C;-3l.

UEG-GO 2019 Um ovo de brinquedo contém no seu
interior duas figurinhas distintas, um bonequinho e um
docinho. Sabe-se que na producdo desse brinquedo,
ha disponivel para escolha 20 figurinhas, 10 bone-
quinhos e 4 docinhos, todos distintos. O nimero de
maneiras que se pode compor o interior desse ovo
de brinquedo é:

a) 15200. c) 3800. e)
b) 7600. d) 800.

400.

Famerp-SP 2018 Lucas possui 6 livros diferentes e
Milton possui 8 revistas diferentes. Os dois pretendem
fazer uma troca de 3 livros por 3 revistas. O total de
possibilidades distintas para que essa troca possa ser
feita € igual a:

a) 1040. d) 1120.
b) 684. e) 364.
c) 980.

Unigranrio-RJ Considere 5 pontos distintos sobre
uma reta r e 4 pontos distintos sobre uma reta s, de
forma que r seja paralela a s. O nimero de triangulos
com vértices nesses pontos € igual a:

a) 10. d) 50
b) 12. e) 70
c) 20.

Fuvest-SP 2018 Doze pontos sdo assinalados sobre
quatro segmentos de reta de forma que trés pontos
sobre trés segmentos distintos nunca sdo colineares,
como na figura.

O numero de tridngulos distintos que podem ser de-
senhados com os vértices nos pontos assinalados é:
a) 200.

b) 204.

c) 208.

d) 212.

e) 220.

Enem 2016 O ténis € um esporte em que a estra-
tégia de jogo a ser adotada depende, entre outros
fatores, de o adversario ser canhoto ou destro. Um
clube tem um grupo de 10 tenistas, sendo que 4
sdo canhotos e 6 sdo destros. O técnico do clube
deseja realizar uma partida de exibicao entre dois
desses jogadores, porém, ndo poderdo ser ambos
canhotos. Qual o nimero de possibilidades de es-
colha dos tenistas para a partida de exibicdo?

101 41 6!
R T TR T d gitad
100 4l 6l
b) T e) ZT4—6 4
101
) g2

Unesp 2014 Um professor, ao elaborar uma prova
composta de 10 questdes de multipla escolha, com 5
alternativas cada e apenas uma correta, deseja que
haja um equilibrio no nimero de alternativas corretas,
a serem assinaladas com X na folha de respostas. Isto
é, ele deseja que duas questdes sejam assinaladas
com a alternativa A, duas com a B, e assim por diante,
como mostra o modelo.

Modelo de folha de resposta (gabarito)

o1 X

02 X

03 X

04 X

05 X

06 X
07 X

o8 X
09 X

10 X

Nessas condi¢des, a quantidade de folha de respos-
tas diferentes, com a letra X disposta nas alternativas
corretas, sera:

a) 302400.

b) 113400.

c) 226800.

d) 181440.

e) 604800.
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Famerp-SP 2021 Em uma empresa, o nimero de
pessoas atuando na limpeza em cada dia pode variar
de 1a 9, dependendo da ocupacdo do prédio. Para
compor a equipe de cada dia, a empresa conta com
5 funcionédrios experientes e 4 em treinamento. Sa-
bendo que a equipe de limpeza de um dia deve ter,
necessariamente, um funciondrio experiente a mais
do que a quantidade de funciondarios em treinamento,
o total de equipes diferentes que podem ser forma-
das éigual a:

a) 104. d) 126.
b) 116. e) 132
c) 20.

Unesp Em um jogo lotérico, com 40 dezenas distintas
e possiveis de serem escolhidas para aposta, sdo sor-
teadas 4 dezenas e o ganhador do prémio maior deve
acertar todas elas. Se a aposta minima, em 4 dezenas,
custa R$ 2,00, uma aposta em 6 dezenas deve custar:
a) R$ 15,00.

b) R$ 30,00.

c) R$ 35,00.

d) R$ 70,00.

e) R$ 140,00.

De quantas maneiras podemos separar 9 pessoas em:

a) 2 grupos, um deles com 5 pessoas e 0 outro com
4 pessoas?

b) 3 grupos com 2, 3 e 4 pessoas?

c) 3 grupos com 3 pessoas em cada um?

De quantos modos diferentes podemos distribuir 10
bolas, numeradas de 1a 10, em 3 gavetas com 3 bolas
na primeira, 2 bolas na segunda e 5 bolas na terceira?

De quantos modos diferentes podemos dividir 12 alu-
nos em 4 grupos de 3 alunos em cada um?

FGV-RJ 2016 Em um departamento de uma univer-
sidade, trabalham 4 professoras e 4 professores e,
entre eles, estdo Astreia e Gastdo, que sdo casados.
Um grupo de 3 desses professores(as) devera ir a um
congresso, sendo, pelo menos, um homem. Obrigato-
riamente, um dos elementos do casal devera estar no
grupo, mas ndo ambos.

De guantas maneiras diferentes esse grupo podera
ser organizado?

Uerj 2020 Apenas com os algarismos 2, 4,5, 6 ou 9,
foram escritos todos 0s nimeros possiveis com cinco
algarismos. Cada um desses numeros foi registrado
em um unico cartdo, como estd exemplificado a seguir.

Cartdo A Cartédo B Cartdao C
24644 45996 66666

Cartdo D Cartdao E
99696 66969

66 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

Alguns desses cartdes podem ser lidos de duas ma-
neiras, como é o caso dos cartdes C, D e E. Observe:

Cartdo C Cartdo D Cartdo E
99999 96966 69699

O total de cartdes que admitem duas leituras é:
a) 32 c) 81
b) 64 d) 120

Enem 2012 O designer portugués Miguel Neiva criou
um sistema de simbolos que permite que pessoas daltoni-
cas identifiquem cores. O sistema consiste na utilizagao
de simbolos que identificam as cores primarias (azul,
amarelo e vermelho). Além disso, a justaposicao de dois
desses simbolos permite identificar cores secunddrias
(como o verde, que é o amarelo combinado com o azul).
O preto e o branco sao identificados por pequenos qua-
drados: o que simboliza o preto é cheio, enquanto o que
simboliza o branco é vazio. Os simbolos que represen-
tam preto e branco também podem ser associados aos
simbolos que identificam cores, significando se estas sao
claras ou escuras.

Folha de Sao Paulo. Disponivel em: www1.folha.uol.com.br.
Acesso em: 18 fev. 2012. (adaptado)

De acordo com o texto, quantas cores podem ser re-
presentadas pelo sistema proposto?

a) 14 c) 20 e) 23

b) 18 d) 21

Insper-SP 2016 Em um programa de televisdo que
revela novos talentos para a musica, cada candidato
faz uma breve apresentacdo para os 4 jurados que,
inicialmente, ficam de costas, apenas ouvindo. Du-
rante a apresentacdo, todos os jurados que gostarem
da voz daquele candidato viram-se para ele. Se pelo
menos um jurado se virar, o candidato é selecionado.
Em certa edicdo do programa, n candidatos tiveram
pelo menos um dos 4 jurados se virando durante sua
apresentacdo. O conjunto de todos os jurados que se
viraram, porém, nunca foi o mesmo para dois quais-
quer desses n candidatos. Dessa forma, n pode valer,
no maximo:

a) 4 d) 15
b) 6 e) 24
¢ 12

Jodo tem em seu celular as 20 musicas que mais gos-
ta de ouvir, sendo 5 de cada um desses em quatro
géneros diferentes: pop, lounge, blues e cléssica.
Para um momento de descontracdo ele montou uma
playlist com 8 das 20 musicas, sendo duas de cada
género e com as musicas de mesmo género tocadas
na sequéncia. Considerando que nessa playlist ne-
nhuma das musicas se repetird e a ordem com que as
musicas sdo tocadas faz diferenca, o nimero possivel
de playlists é:

a) 20. d) 204
b) 240. e) 24 -204
c) 480.



Texto complementar

Quantidade de solucdes inteiras de uma equacao

Para dividir 5 bolas numeradas de 1 a 5 em 3 gavetas diferentes, usamos o principio fundamental da contagem. Como cada bola pode ser
colocada em uma das 3 gavetas, temos:

Bola 2 | Bola 3 Bola 4
l l l 2 l

3 . 3 . 3 . 3 . 3 = 729 opcdes

Trocando a bola 1 da 12 gaveta com a bola 2 da 22 gaveta, teremos uma nova disposicdao dessas bolas.

Mas, e se as bolas forem iguais? Nesse caso, a troca de bolas entre gavetas ndo iria criar outras opgdes. O que diferenciaria uma possibilidade
de outra seria a quantidade de bolas em cada gaveta e 0 que permaneceria constante é a soma do nimero de bolas nas gavetas. Assim, podemos
substituir esse problema por: “Quantas solugOes inteiras ndo negativas a equagdo x + y + z = 5 tem?”.

Vamos escrever algumas solugoes dessa equacdo e apresentar ao lado uma representacao grafica, que corresponde as bolas nas gavetas.

n2a [+l [-[+]-]]
s [l e o]
oz [ |-f+f+]-]]

oos [+]+]-f-|-]-]]

Nesse esquema, a quantidade de bolas entre os simbolos “+” representa o valor das varidveis x, y e z:

“valor de x” |+| “valor de y” |+] “valor de z” I

Trocando “«” e “+” de posicdo, podemos representar todas as solucdes da equacdo.

Das 7 posicdes (5 posicoes de “«” e 2 posicOes de “+”), devemos escolher 2 para colocar os sinais “+” e as demais ficam para

w

<" Assim, a

76
equacdo tem C;, = > = 21 solucBes inteiras ndo negativas.

Também podemos pensar em uma permutagdo de 7 elementos com 2 “+” repetidos e outros 5 “«” repetidos:
7!
PH° = —— =2
215!

Agora, vamos calcular o nimero de solucdes inteiras positivas da equacdo, ou seja, nenhuma varidvel pode ser igual a 0 — essa situacdo
corresponde a dividir 5 bolas iguais em 3 gavetas diferentes, sendo que nenhuma das gavetas pode ficar sem bolas.

Desta vez, fixamos 0s 5 “s” e vamos alternar a posicdo dos sinais “+” entre eles, como nos exemplos:

022 [T LT 1]
ws LT LT ]
oo [T LT
s LTI TLLIT]

Assim, os sinais “+” devem escolher 2 das 4 posicdes disponiveis, totalizando C, , = % =6 solucdes inteiras positivas.

Com base nessa técnica, verifique que a equacdo x + y + z + w = 10 tem:

13-12-1

Cps = R = 286 solugdes inteiras ndo negativas;

9:8-7
3-2-1

Coq = = 84 solugdes inteiras positivas.
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Principio fundamental da contagem (P.F.C.)

Dados os conjuntos finitos A e B, a quantidade de ma-
neiras diferentes de escolher 1 elemento de A e 1 elemento
de B é dada por:

n(A X B) = n(A) - n(B)

Arranjo

Dados n elementos distintos, a quantidade de
sequéncias de p elementos distintos, comn,p € N e p
< n, é dada por:

n!
Poe = =)

Permutacao

Permutacdo simples: Dados n elementos distintos, com
n € N, a quantidade de sequéncias formadas com todos
os elementos é dada por:

P,=n!

Permutacao com repeticdo: Dados n elementos, com k,
elementos idénticos entre si, outros k, elementos idénticos
entre si, ..., e k; elementos idénticos entre si, tais que n, ky,
Ky ., ki €N e ky + ky + .. + k; < n, a quantidade de se-
quéncias formadas com todos os n elementos é dada por:

K koK n!

Fr kit kgl k)|

Permutagdo circular: Dados n elementos distintos,
com n € N*, a quantidade de sequéncias ciclicas forma-
das com todos os elementos é dada por:

|
pc, =L
n

Combinacao
Dados n elementos distintos, a quantidade de

conjuntos formados por p desses n elementos, tais que n,
p €ENep=n,édadapor:

. n!
oo = n = piipl

explorando-o-tema/. Acesso em: 8 fev. 2021.

@ Site
Clubes de Mateméatica da OBMEP. Permutacgao cadtica. Disponivel em: http://clubes.obmep.org.br/blog/permutacao-caotica-

Além da permutacdo simples e da permutacao com elementos repetidos, estudadas neste capitulo, esse site apresenta o con-
ceito de permutacdo cadtica e a formula para calcular o nimero de sequéncias que podem ser formadas nas quais nenhum dos
elementos esta na posicdo original. Esse tipo de permutacéo é utilizado em sites que realizam, por exemplo, sorteio entre um
grupo de pessoas para a escolha aleatéria numa brincadeira de amigo-secreto.

- Exercicios complementares

1. Unesp 2015 As urnas 1, 2 e 3 contém, respectivamente,
apenas as letras das palavras OURO, PRATA e BRONZE.
Uma a uma sdo retiradas letras dessas urnas, ordena-
damente e de forma ciclica, ou seja, a primeira letra
retirada é da urna 1, a segunda é da urna 2, a terceira é
da urna 3, a quarta volta a ser da urna 1, a quinta volta a
ser da urna 2 e assim sucessivamente. Qual o numero
minimo de letras retiradas das urnas dessa maneira até
que seja possivel formar, com elas, a palavra PRAZER?

2. ESPM-SP 2017 Em uma classe ha 25 alunos. Pode-

mos afirmar, com certeza, que:

a) algum aluno faz aniversario em janeiro.

b) em algum més haverd 4 aniversarios.

c) pelo menos 3 alunos fazem aniversario no mes-
mo meés.

d) pelo menos 2 alunos aniversariam em dezembro.

e) no maximo 4 alunos fazem aniversario em um
mesmo meés.
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3. FGV-SP 2015 Conforme indica a figura, uma caixa
contém 6 letras F azuis e 5 brancas, a outra contém 4
letras G azuis e 7 brancas, e a Ultima caixa contém 6
letras V azuis e 6 brancas.

6 azuis e
6 brancas

4 azuis e
7 brancas

6 azuis e
5 brancas

Em um jogo, uma pessoa vai retirando letras das caixas,
uma a uma, até que forme a sigla FGV com todas as le-
tras da mesma cor. A pessoa pode escolher a caixa da
qual fara cada retirada, mas s6 identifica a cor da letra
apos a retirada. Usando uma estratégia conveniente,
o ndmero minimo de letras que ela devera retirar para
qgue possa cumprir a tarefa com toda certeza é:

a) 14. b) 15. c) 16. d)y 17. e) 18.



UPF-RS 2017 As portas de acesso de todos os quartos
de certo hotel sdo identificadas por meio de nime-
ros impares formados com 3 elementos do conjunto
S =1{3,4,5, 6, 7 8}. Nessas condicdes, é correto afir-
mar que o numero maximo de quartos desse hotel é:

a) 18. d) 108.
b) 27. e) 216.
c) 90.

UEG-GO 2016 Um aluno terad que escrever a palavra
PAZ utilizando sua caneta de quatro cores distintas,
de tal forma que nenhuma letra dessa palavra tenha
a mesma cor. O nimero de maneiras que esse aluno
pode escrever essa palavra é:

a) 64. c) 12

b) 24. d) 4.

UFRGS 2018 Tomando-se 0s ndmeros primos com-

preendidos entre O e 20, o nimero de fragdes do tipo

%, em que a < b, que pode ser formado é:

a) 21. d) 30.
b) 27. e) 36.
c) 28.

FCMMG 2020 Um hospital possui 5 salas de cirurgias
eletivas, utilizadas diariamente por 8 médicos cirur-
giBes. Duas dessas salas destinam-se apenas aos
procedimentos ortopédicos, sendo ocupadas, em to-
dos os momentos de funcionamento do hospital, por
1 dos 2 ortopedistas que compdem a equipe.

Em certo momento, o nimero de possibilidades de
organizagdes para a ocupacdo das salas é de:

a) 120. c) 336.

b) 240. d) 6720.

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 podemos for-
mar nimeros de 3 algarismos distintos. Alguns desses
numeros apresentam os algarismos em ordem cres-
cente, como nos exemplos 145, 246 e 237. Quantos
numeros existem com essa propriedade?

a) 35

b) 82

c) 145

d) 180

e) 210

UEM-PR 2020 Uma escola identifica as cadeiras e
as mesas das salas de aula com etiquetas alfanu-
méricas. A etiqueta de cada cadeira € composta de
uma sequéncia de duas vogais (escolhidas entre as
5 possiveis) e de 4 algarismos escolhidos entre O,
1, 2, 3, e 4. A etiqueta de uma mesa, por sua vez,
apresenta duas consoantes (escolhidas entre as
10 primeiras consoantes do alfabeto) e 4 algarismos
escolhidos entre 5, 6, 7, 8 e 9. Por exemplo, uma
possivel etiqueta para uma cadeira € AU1302 e
uma possivel etiqueta para uma mesa é CD6787.

Com base nessas informacdes e em conhecimentos

correlatos, assinale o que for correto.

01 O numero de etiquetas distintas possiveis para
as mesas é o dobro do nimero de etiquetas dis-
tintas possiveis para as cadeiras.

02 O numero de etiquetas distintas possiveis para as
mesas, com todas as letras distintas e com todos
|
os algarismos distintos, € igual a 18% + 5L
04 O numero de etiquetas distintas possiveis para as
cadeiras, com todas as letras distintas e com to-

2
dos os algarismos distintos, é igual a %

08 O numero de etiquetas distintas possiveis para
as cadeiras, usando-se apenas as vogais O ou
U e com todos os algarismos distintos, € igual a
480.

16 O numero de etiquetas distintas possiveis para as
mesas, em que os algarismos sdo todos idénticos,
é igual a 500.

Soma:

Dada a equacdo x + y + z = 6, calcule o nimero de
soluc@es inteiras:

a) nao negativas;

b) positivas.

Unesp Paulo quer comprar um sorvete com 4 bolas
em uma sorveteria que possui trés sabores de sor-
vete: chocolate, morango e uva. De quantos modos
diferentes ele pode fazer a compra?

a) 4

b) 6

c) 9

d)y 12

e) 15

FGV-SP 2018 Existe quantidade ilimitada de bolas
de trés cores diferentes (branca, preta, azul) em um
depdsito, sendo que as bolas se diferenciam apenas
pela cor. Oito dessas bolas serdo colocadas em uma
caixa. A quantidade de caixas diferentes que podem
ser compostas com oito bolas € igual a:

a) 32

b) 336.

c) b56.

d) 45.

e) 25.

Considerando um conjunto com 6 bolas:

a) de quantas maneiras podemos distribui-las para
3 pessoas considerando as bolas numeradas
de 1a67?

b) de quantas maneiras podemos distribui-las para
3 pessoas considerando as bolas iguais?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

UFJF/Pism-MG 2014 Quantos sdo os numeros de
7 algarismos distintos divisiveis por 5, comegando
com um algarismo impar, e tal que dois algarismos ad-
jacentes ndo tenham a mesma paridade, isto &, ndo
sejam simultaneamente pares ou simultaneamente

impares?
a) 20160 d) 1440
b) 3600 e) 1200
c) 2880

FGV-SP 2015 O total de nimeros pares ndo negativos
de até quatro algarismos que podem ser formados
com os algarismos O, 1, 2 e 3, sem repetir algarismos,

€ igual a:

a) 26. d) 29
b) 27. e) 30.
c) 28.

UFRGS 2018 Tomando os algarismos impares para
formar ndmeros com quatro algarismos distintos, a
qguantidade de numeros divisiveis por 5 que se pode
obter é:
a) 12
b) 14.

c) 22.
d) 24.

e) 26.

Uece 2018 A quantidade de numeros inteiros positi-
vOs com quatro algarismos distintos que sdo multiplos

de quatro é:
a) 1136 c) 1126
b) 1114 d) 1120

Famema-SP 2017 Uma pessoa dispde de 5 blocos
de papel colorido nas cores azul, amarelo, verde,
branco e rosa, sendo cada um deles de uma Unica
cor, e ird utilizar 3 folhas para anotagdes. O nimero
total de maneiras possiveis de essa pessoa escolher
essas 3 folhas, sendo pelo menos 2 delas de uma
mesma cor, é:

a) 22. c) 15 e) 25
b) 12. d) 18
CPII-RJ 2019

Senha de desbloqueio de usuarios - ligando
pontinhos

Os padrdes de desbloqueio de alguns sistemas ope-
racionais sdo muito previsiveis, relata um estudo da
Universidade de Ciéncia e Tecnologia da Noruega. Em
particular, as formas usadas para desbloqueio usando o
liga pontinhos podem ser tao faceis de descobrir quanto
as senhas classicas “1234”, “0000”, “9999” etc.

Disponivel em: https://www.techtudo.com.br. Acesso em: 3 ago. 2019.

Suponha que um usudrio queira dificultar o acesso ao
seu celular criando um coédigo a partir dos 9 pontos
que aparecem na tela inicial do seu aparelho. Para isso,
precisa montar uma sequéncia de trés tragos, com exa-
tamente trés pontos alinhados em cada um, que ndo
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tenham dois pontos em comum. Além disso, ao repre-
sentar o codigo na tela inicial do celular, o usuério nao
pode tirar o dedo da tela, do primeiro ao Ultimo ponto.
Veja o exemplo a seguir:

Traco 2 Traco 1

Traco 3

O numero de codigos possiveis que esse usudrio pode
criar é

a) 16. b) 24. c) 32. d) 48
20. Uece 2019 Quantos sdo os numeros inteiros positi-
vos com trés digitos distintos nos quais o algarismo
5 aparece?
a) 136. c) 176.
b) 200. d) 194
21. Enem 2015 Numa cidade, cinco escolas de samba
(I, I, 1, IV e V) participaram do desfile de Carnaval.
Quatro quesitos sao julgados, cada um por dois jura-
dos, que podem atribuir somente uma dentre as notas
6, 7, 8, 9 ou 10. A camped serd a escola que obtiver
mais pontuacdo na soma de todas as notas emitidas.
Em caso de empate, a camped sera a que alcancgar
a maior soma das notas atribuidas pelos jurados no
quesito Enredo e Harmonia. A tabela mostra as notas
do desfile desse ano no momento em que faltava so-
mente a divulgacdo das notas do jurado B no quesito
Bateria.
Fantasia | Evolugdo Enredo e
< = Harmonia
Alegoria | Conjunto
Jurado A
Escolal &6 7 8 8 9 g 8 55
Escolall © 8 10 9 10 1 10 66
Escolalll 2 8 7 8 6 7 6 50
EscolalV S 10 10 10 2] 10 10 68
EscolaV & 7 9 8 6 8 8 54
Quantas configuragdes distintas das notas a serem
atribuidas pelo jurado B no quesito Bateria tornariam
camped a Escola II?
a) 21 d) 1250
b) 90 e) 3125
c) 750
22. Fuvest-SP 2017 Um quadriculado é formado porn X n

quadrados iguais, conforme ilustrado para n = 2 e
n = 3. Cada um desses quadrados sera pintado de
azul ou de branco. Dizemos que dois quadrados Q,
e Q, do quadriculado estdo conectados se ambos



estiverem pintados de azul e se for possivel, por
meio de movimentos horizontais e verticais entre qua-
drados adjacentes, sair de Q, e chegar a Q, passando
apenas por quadrados pintados de azul.

n=2 n=3

a) Sen = 2,de quantas maneiras distintas serd possi-
vel pintar o quadriculado de modo que o quadrado
Q, do canto inferior esquerdo esteja conectado
ao quadrado Q, do canto superior direito?

b) Suponha que n = 3 e que o quadrado central
esteja pintado de branco. De gquantas maneiras
distintas serd possivel pintar o restante do qua-
driculado de modo que o quadrado Q, do canto
superior esquerdo esteja conectado ao quadrado
Q, do canto superior direito?

c) Suponha que n = 3. De quantas maneiras distin-
tas serd possivel pintar o quadriculado de modo
que o quadrado Q4 do canto superior esquerdo
esteja conectado ao quadrado Q, do canto su-
perior direito?

Efomm-RJ 2017 Quantos anagramas € possivel formar
com a palavra CARAVELAS, nao havendo duas vogais
consecutivas e nem duas consoantes consecutivas?

a) 24 d) 1920
b) 10 e) 3840
c) 480

EPCar-MG 2018 Dez vagas de um estacionamento
serdo ocupadas por seis carros, sendo: 3 pretos, 2
vermelhos e 1 branco.

Considerando que uma maneira de isso ocorrer se
distingue de outra tdo somente pela cor dos carros, o
total de possibilidades de os seis carros ocuparem as
dez vagas é igual a:

a) 12600. c) 21600.

b) 16200. d) 26100.

IFPE 2018 Os alunos do curso de Computacdo Grafi-
ca do campus Olinda estao desenvolvendo um video
com todos os anagramas da palavra CARNAVAL. Se
cada anagrama é mostrado durante 0,5 s na tela, a
animacado completa dura:

a) menos de 1 minuto.

b) menos de 1 hora.

c) menos de meia hora.

d) menos de 10 minutos.

e) mais de 1 hora.

PUC-Rio 2016 Seja n a quantidade de anagramas
da palavra FILOSOFIA que possuem todas as vogais
juntas. O valor de n é:

a) 1800 d) 181440
b) 3600 e) 362880
c) 4800

Epcar-MG 2019 No ano de 2017, 22 alunos da Epcar
foram premiados na Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas (Obmep).

Desses alunos, 14 ganharam medalhas, sendo 3 alu-
nos do 32 esquadrdo, 9 do 22 esquadrdo e 2 do
12 esquadrdo. Os demais receberam mencdo honrosa,
sendo 2 alunos do 32 esquadréo, 4 do 22 esquadrdo
e 2 do 12 esquadrao.

Para homenagear os alunos premiados, fez-se uma
fotografia para ser publicada pela Nascentv em
uma rede social.

Admitindo-se que, na fotografia, os alunos que recebe-
ram menc¢do honrosa ficaram agachados, sempre numa
Unica ordem, sem alteracao de posicdo entre eles, a
frente de uma fila na qual se posicionaram os alunos
medalhistas, de modo que, nesta fila:

- as duas extremidades foram ocupadas somente por
alunos do 22 esquadrdo que receberam medalha;

. 0s alunos do 12 esquadrdo, que receberam meda-
lha, ficaram um ao lado do outro; e

. 0s alunos do 32 esquadrdo, que receberam meda-
lha, ficaram, também, um ao lado do outro.

Marque a alternativa que contém o nuimero de foto-
grafias distintas possiveis que poderiam ter sido feitas.
a) (72)-9! c) (288)-9!
b) (144)-9! d) (864)-9!

Enem 2014 Um cliente de uma videolocadora tem
o habito de alugar dois filmes por vez. Quando os
devolve, sempre pega outros dois filmes e assim
sucessivamente. Ele soube que a videolocadora re-
cebeu alguns lancamentos, sendo 8 filmes de acao,
5 de comédia e 3 de drama e, por isso, estabeleceu
uma estratégia para ver todos esses 16 langamentos.
Inicialmente alugara, em cada vez, um filme de acgao
e um de comédia. Quando se esgotarem as possibili-
dades de comédia, o cliente alugard um filme de agao
e um de drama, até que todos os langamentos sejam
vistos e sem que nenhum filme seja repetido.

De quantas formas distintas a estratégia desse cliente
poderd ser posta em pratica?

a) 20-8l+ (3)2 q 853
22
b) 8-5- 3 o B
2
¢ 8l-5-3
28
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UFJF/Pism-MG 2019 Em trés sofés de dois lugares cada, dispostos em uma fila, deverdo se assentar 3 rapazes e 3
mocas. Uma expressdo que permite calcular a quantidade de maneiras que essas pessoas podem se sentar nesses
sofds, de modo que em cada sofd figuem assentados um rapaz e uma moga, é

a) 6-4-2-3L
b) 21-21-2L
¢ 3.2
d) 6l

6!
e =
) 3

Enem 2016 Para cadastrar-se em um site, uma pessoa precisa escolher uma senha composta de quatro caracteres,
sendo dois algarismos e duas letras (mailsculas ou mindsculas). As letras e os algarismos podem estar em qualquer
posicdo. Essa pessoa sabe que o alfabeto é composto de vinte e seis letras e que uma letra maidscula difere da
minUscula em uma senha.

O numero total de senhas possiveis para o cadastramento nesse site € dado por:

|
a) 10% - 262 d) 107262 - 2
21 - 21
b) 10% - 52°.
|
41 e) 102 . 522 . ﬁ
<) 102-522-2—;‘ e

Fepar-PR 2019

Padronizar as placas de veiculos dos paises do Mercosul é noticia desde 2014; o padrdo ja foi introduzido por Argentina
e Uruguai. Apenas agora o Brasil resolveu adotar as novas placas. Entre uma noticia e outra, ainda hd pequenas divergéncias
sobre o padrao de letras e nimeros que sera adotado nas placas aqui no Pais.

A revista Quatro Rodas informa que “antes com trés letras e quatro nimeros, a placa inverterd essa ordem e possuira
quatro letras e trés nimeros, dispostos agora de forma aleatéria, com o ultimo caractere sendo sempre numérico, para ndao
interferir nos rodizios municipais. Contudo, a combinagao continuard em alto relevo e sera refletiva.”

Tanto no sistema de emplacamento atual quanto no sistema do Mercosul, sdo utilizadas as 26 letras de nosso alfabeto e
os 10 algarismos do sistema de numeracao decimal, considerando ainda repetigao de letras e algarismos.

(Adaptado do disponivel em: quatrorodas.abril.com.br/noticias. Acesso em: 20 maio 2018).

Cddigo bidimensional Hot Stamp

(QR-Code) personalizado Marca D'agua Bandeira do pais

| \
| |

BRASIL

Distintivo do Brasil Ondas Sinusoidais Selo Fiscal Federal Bandeira Braséol qo
(chip) do Estado Municipio

Baseando-se nessas informacdes e lembrando que o padrdo de placas atual leva trés letras e quatro nimeros (nessa
ordem), avalie as sentencgas a seguir.

Levando em conta a disposicdo de nimeros e letras, existem 263 - 9999 possibilidades de placas atualmente,
considerando-se que placas com numeragao 0000 ndo sdo utilizadas.

A mudanca no modelo de placa resultard em um aumento de 26 vezes na quantidade de placas possiveis.

Com a nova mudanca, as configuragdes de placas possiveis sera mais do que o dobro e menos do que o triplo
do modelo antigo.

No novo modelo de placas a ser adotado no Brasil, existem 264 - 103 configuracdes possiveis.

No sistema de placas do Mercosul, ndo levando em conta os rodizios municipais e utilizando-se somente as
letras e os nimeros da placa ABCD123, podem-se formar 5040 placas, considerando todas as permutacdes
simples possiveis.
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32.

33.

34.

35.

36.

Unifesp As permutacdes das letras da palavra PROVA
foram listadas em ordem alfabética, como se fossem
palavras de cinco letras em um dicionario. A 732 pala-
vra nessa lista é:

a) PROVA. d) ROVAP.
b) VAPOR. e) RAOPV.
c) RAPOV.

Mackenzie-SP 2018 Se somarmos todos 0s nimeros
obtidos, permutando-se os algarismos em 1234 o re-
sultado obtido é igual a:

a) 54320. d) 66660
b) 55990. e) 69960
) 59660.

Uece 2020 Se forem listados, em ordem crescente,
todos os numeros de cinco digitos distintos obtidos
com os algarismos 2, 3, 4, 6 e 7, é correto dizer que o
nimero 62437 ocupa a posicdo (ordem) de nimero:
a) 75. c)y 77.

b) 73. d) 71.

UPE 2015 A vendedora de roupas esta arrumando
0s cabides da vitrine de uma loja. Ela deve pendu-
rar 5 camisas, 3 bermudas e 2 casacos na vitrine, de
modo que cada peca fique uma do lado da outra sem
sobreposicdo. Quantas sdo as disposi¢cdes possiveis
nessa arrumacdo, de modo que as pecas de um mes-
mo tipo figuem sempre juntas, lado a lado na vitrine?

a) 30 d) 4320
b) 120 e) 8640
c) 1440

Unesp A figura mostra a planta de um bairro de uma
cidade.

*B

JEIEIEEENR

Uma pessoa quer caminhar do ponto A ao ponto B
por um dos percursos mais curtos. Assim, ela cami-
nhard sempre nos sentidos “de baixo para cima” ou
“da esquerda para a direita”. O nimero de percursos
diferentes que essa pessoa poderd fazer de A até B é:
a) 95040.

b) 40635.

c) 924.

d) 792.

e) 35

37

38.

39.

40.

41.

Epcar-MG 2016 Uma caixa contém 10 bolas das
quais 3 sdo amarelas e numeradas de 1a 3; 3 verdes
numeradas de 1 a 3 e mais 4 bolas de outras cores
todas distintas e sem numeracgao. A quantidade de for-
mas distintas de se enfileirar essas 10 bolas de modo
que as bolas de mesmo numero figuem juntas é:

a) 8-7. c) 5-4.

b) 7. d) 10.

Uece 2017 O numero de cordas determinadas por 12
pontos distintos colocados sobre uma circunferéncia é:
a) 54. c) 72.
b) 66. d) 78.

IFPE 2020 Um professor do curso de Redes de Com-
putadores do IFPE Campus Palmares realizard um
trabalho sobre 11 tipos de redes de computadores.
Considerando que cada aluno falarad sobre 2 (dois) ti-
pos, quantos alunos, no minimo, estdo matriculados
nesta turma?

a) 11 d) 40

b) 22 e) 55

c) 110

PUC-RS O numero de triangulos que podem ser for-
mados unindo o vértice A a dois dos demais vértices
do paralelepipedo é:

a) 15. d) 24
b) 18. e) 27.
o 21.

Enem 2017 Como ndo sdo adeptos da prética de es-
portes, um grupo de amigos resolveu fazer um torneio
de futebol utilizando videogame. Decidiram que cada
jogador joga uma Unica vez com cada um dos outros
jogadores. O campedo serd aquele que conseguir o
maior nimero de pontos. Observaram que o nimero
de partidas jogadas depende do nimero de jogado-
res, como mostra o quadro:

Quantidade de jogadores [ 3 4 5 6 7
Numero de partidas 1 3 6 ACHH 53 2]

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas
serdo realizadas?
a) 64
b) 56

c) 49
d) 36

e) 28
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ESPM-RJ 2017 Em uma competicdo de volei de praia
participaram n duplas. Ao final, todos os adversarios
se cumprimentaram uma Unica vez com apertos de
mdaos. Sabendo-se que foram contados 180 apertos
de mdos, podemos concluir que n é igual a:

a) 8.

b) S.

c) 10.
d) 11
e) 12.

Enem 2018 O Saldo do Automovel de Sao Paulo é
um evento no qual vérios fabricantes expdem seus
modelos mais recentes de veiculos, mostrando, prin-
cipalmente, suas inovagdes em design e tecnologia.

Disponivel em: http:/g1.globo.com. Acesso em: 4 fev. 2015 (adaptado).

Uma montadora pretende participar desse evento com
dois estandes, um na entrada e outro na regido central
do saldo, expondo, em cada um deles, um carro com-
pacto e uma caminhonete.

Para compor os estandes, foram disponibilizados pela
montadora quatro carros compactos, de modelos dis-
tintos, e seis caminhonetes de diferentes cores para
serem escolhidos aqueles que serdo expostos. A po-
sicdo dos carros dentro de cada estande é irrelevante.
Uma expressdo que fornece a quantidade de maneiras
diferentes que os estandes podem ser compostos é:

a) A}

EsPCEx-SP 2020 O Sargento encarregado de organi-
zar as escalas de missdo de certa organizagao militar
deve escalar uma comitiva composta de um capitdo,
dois tenentes e dois sargentos. Estao aptos para se-
rem escalados trés capitdaes, cinco tenentes e sete
sargentos. O numero de comitivas distintas que se
pode obter com esses militares € igual a:

a) 630.

b) 570.

c) 315.

d) 285.

e) 210.

Efomm-RJ 2019 De quantas maneiras diferentes po-
demos escolher seis pessoas, incluindo pelo menos
duas mulheres, de um grupo composto de sete ho-
mens e quatro mulheres?

a) 210

b) 250

c) 371

d) 462

e) 756

74 MATEMATICA = Capitulo 11 = Anélise combinatéria

UEPG-PR 2018 Um grupo de profissionais é formado

por seis advogados e oito engenheiros. Consideran-

do que serdo formadas comissGes com cinco destes

profissionais, assinale o que for correto.

01 Podem ser formadas menos que 55 comissdes
sem nenhum advogado.

02 Em 420 dessas comissdes apenas um advogado
participa.

04 Em 1946 dessas comiss@es pelo menos um ad-
vogado participa.

08 Podem ser formadas 120 comissGes com apenas
um engenheiro.

16 Podem ser formadas mais de duas mil comissdes
distintas.

Soma:

UEL-PR O jogo da Mega-Sena consiste no sorteio de
6 numeros distintos entre 1e 60. Um apostador esco-
lhe 20 ndmeros distintos e faz todos 0s Cyq ¢ jOgOS
possiveis de serem realizados com os 20 numeros.
Se ele acertar os seis numeros sorteados, entre 0s
vinte escolhidos, além da aposta sorteada com a
sena, quantas apostas premiadas com a quina (cinco
ndmeros corretos) ele conseguird?

a) 75

b) 84

€) Cyos

d) Ces

e) 70

Udesc 2017 Uma loja de material para pintura fa-
brica tintas de cores personalizadas, usando uma
maquina que mistura até 3 cores iniciais em pro-
porcdes que podem ser ajustadas de 20% em 20%.
Sabendo que hé 4 cores iniciais para se escolher,
o numero de cores que podem ser oferecidas, in-
cluindo as iniciais puras, é:

a) 48.

b) 52.

c) 28.

d) 44,

e) 76.

Enem 2019 Uma empresa confecciona e comercializa
um brinquedo formado por uma locomotiva, pintada
na cor preta, mais 12 vagdes de iguais formato e ta-
manho, numerados de 1 a 12. Dos 12 vagdes, 4 sdo
pintados na cor vermelha, 3 na cor azul, 3 na cor verde
e 2 na cor amarela. O trem é montado utilizando-se
uma locomotiva e 12 vagdes, ordenados crescente-
mente segundo suas numeracdes, conforme ilustrado
na figura.




De acordo com as possiveis variagdes nas colora-
¢Bes dos vagdes, a quantidade de trens que podem
ser montados, expressa por meio de combinacgdes, é
dada por:

a) Cp 'C132 'C132 'C122~
b) Cj, +C5+Cl+C5
c) Ch,-2-C3-C2.

d CL-2-CL+Ch

e) Cj,-C3-C2-Ci

PUC-Rio 2017 O técnico da selecdo brasileira de fute-
bol precisa convocar mais 4 jogadores, dentre 0s quais
exatamente um deve ser goleiro. Sabendo que na sua
lista de possibilidades para essa convocagdo existem 15
nomes, dos quais 3 sdo goleiros, qual € o nimero de
maneiras possiveis de ele escolher os 4 jogadores?

a) 220

b) 660

c) 1980

d) 3960

e) 7920

UPE/SSA 2018 A turma de espanhol de uma escola é
composta de 20 estudantes. Serdo formados grupos
de trés estudantes para uma apresentacdo cultural.
De quantas maneiras se podem formar esses grupos,
sabendo-se que dois dos estudantes ndo podem per-
tencer a um mesmo grupo?

a) 6840

b) 6732

c) 4896

d) 1836

e) 1122

IFCE 2019 Cada banca de um determinado concurso
é constituida de 3 examinadores, dos quais 1€ o presi-
dente. Duas bancas sdo iguais somente se tiverem os
mesmos membros e o mesmo presidente. Dispondo
de 20 examinadores, a quantidade de bancas diferen-
tes que podem ser formadas é:

a) 800.

b) 1140.

c) 6840.

d) 600.

e) 3420.

EsPCEx-SP 2019 Considere o conjunto de nimeros
naturais {1, 2, ..., 15}. Formando grupos de trés niame-
ros distintos desse conjunto, o nimero de grupos em
que a soma dos termos é impar é:

a) 168. d) 227.
b) 196. e) 231.
c) 224

Uece 2015 Um conjunto X é formado por exatamen-
te seis nimeros reais positivos e seis nimeros reais
negativos. De quantas formas diferentes podemos
escolher quatro elementos de X, de modo que o pro-
duto destes elementos seja um ndmero positivo?

a) 245

b) 225

c) 235

d) 255

EBMSP-BA 2017 Cada uma das 12 pessoas inscritas
para participar de um trabalho voluntario recebeu um
crachd com um numero de identificacdo distinto (de 1
a 12) de acordo com a ordem de inscricdo. Desejando-
-se organizar grupos formados por trés pessoas que
ndo estejam identificadas por trés nimeros consecu-
tivos, o nidmero maximo possivel de grupos distintos
que se pode formar é:

a) 230.

b) 225.

c) 220.

d) 215.

e) 210.

Unifesp O corpo clinico da pediatria de um certo hos-
pital € composto de 12 profissionais, dos quais 3 sdo
capacitados para atuacdo junto a criancas que apre-
sentam necessidades educacionais especiais. Para
fins de assessoria, devera ser criada uma comissao
de 3 profissionais, de tal maneira que 1deles, pelo me-
nos, tenha a capacitagdo referida. Quantas comissées
distintas podem ser formadas nestas condicdes?

a) 792

b) 494

c) 369

d) 136

e) 108

EPCar-MG 2014 Sr. José deseja guardar 4 bolas —
uma azul, uma branca, uma vermelha e uma preta
— em 4 caixas numeradas:

m/m/min

O ndmero de maneiras de Sr. José guardar todas as 4
bolas de forma que uma mesma caixa ndo contenha
mais do que duas bolas, é igual a:

a) 24.

b) 36.

c) 144.

d) 204.
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Uerj 2019 Seis times de futebol disputaram um tor-
neio no qual cada time jogou apenas uma vez contra
cada adversario. A regra de pontuacdo consistia em
marcar O ponto para o time perdedor, 3 pontos para
o vencedor e, no caso de empate, 1 ponto para cada
time. A tabela mostra a pontuacao final do torneio.

9 6 4 2 6 13

O nuimero de empates nesse torneio foi igual a:
a) 4.

b) 5.
c) 6.
d) 7

UEPG-PR A primeira fase de um campeonato de fute-
bol é disputada por 35 times, divididos em 5 grupos,
com 7 times em cada grupo, os quais disputam entre
si. Dois times de cada grupo sdo selecionados para a
segunda fase desse mesmo campeonato, num total
de 10 times, os quais jogam entre si. Se p € o nime-
ro de jogos a serem realizados na primeira fase e g
0 nUmero de jogos a serem realizados na segunda
fase, assinale o que for correto.

01 p> 100

02 p—qg=60

04 g é um multiplo de 9.

08 g<50

Soma:

Ifal 2018 Certa lanchonete possui 5 funciondrios para
atender os clientes durante os dias da semana. Em
cada dia, pode trabalhar, no minimo, 1 funcionario até
todos os funcionarios. Dentro desse principio, quan-
tos grupos de trabalho diario podem ser formados?
a) b

b) 15.

c) 16.

d) 31.

e) 32.

UPF-RS 2018 Uma equipe esportiva composta de
5 jogadoras estd disputando uma partida de dois
tempos. No intervalo do primeiro para o segun-
do tempo, podem ser feitas até 3 substituicdes,
e, para isso, o técnico dispde de 4 jogadoras na
reserva. O nimero de formacdes distintas que po-
dem iniciar o segundo tempo é:

a) 120.

by 121.

c) 100.

d) 40.

e) 36.
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PUC-RS Em cada uma das retas paralelas r e s, sdo
marcados 4 pontos representados pelos sinais # e -,
como na figura.

Na escolha de 3 desses pontos como vértices de um
triangulo, sendo um deles representado por um sinal
diferente, o nimero de triangulos que podem ser de-
terminados é:

a) 48. d) 42.
b) 46. e) 40.
c) 44

Udesc 2016 A Camara de Vereadores de uma cidade
é composta de 13 vereadores, sendo que 6 destes
sao de partidos politicos da situagcdo (aliados ao go-
verno municipal) e os 7 restantes sdo de partidos da
oposicdo (contrarios ao governo municipal). E neces-
sario compor uma comissdo especial a ser formada
por exatamente 5 vereadores, de forma que haja pelo
menos dois representantes de cada um destes blocos
politicos. Além disso, foi definido que o lider da situa-
¢dio e o lider da oposicéio ndo poderdo fazer parte da
mesma comissdo. Sob essas condicdes, a quantidade
de comissdes distintas que pode ser constituida é

igual a:
a) 945. d) 810.
b) 500. e) 310.
c) 620.

Famema-SP 2020 Em uma classe ha 9 alunos, dos
quais 3 sao meninos e 6 sdo meninas. Os alunos des-
sa classe deverdo formar 3 grupos com 3 integrantes
em cada grupo, de modo que em cada um dos grupos
haja um menino. O ndmero de maneiras que esses
grupos podem ser formados é:

a) 30. d) 90.
b) 60. e) 15.
) 120.

Mackenzie-SP 2019 Diz-se que um inteiro positivo
com 2 ou mais algarismos € “crescente”, se cada um
desses algarismos, a partir do segundo, for maior que
o algarismo que o precede. Por exemplo, o nimero
134789 é “crescente” enquanto que o nimero 2435
ndo é “crescente”. Portanto, o0 numero de inteiros po-
sitivos “crescentes” com 5 algarismos é igual a:

a) 122

b) 124.
c) 126.
d) 128.
e) 130.



Fuvest-SP Uma ONG decidiu preparar sacolas, contendo 4 itens distintos cada, para distribuir entre a populacdo ca-
rente. Esses 4 itens devem ser escolhidos entre 8 tipos de produtos de limpeza e 5 tipos de alimentos ndo pereciveis.
Em cada sacola, deve haver pelo menos um item que seja alimento ndo perecivel e pelo menos um item que seja
produto de limpeza. Quantos tipos de sacolas distintas podem ser feitos?

a) 360

b) 420

c) 540

d) 600

e) 640

Unesp 2019 Bianca estd preparando saquinhos com balas e pirulitos para os convidados da festa de aniversario de

sua filha. Cada saquinho ird conter 5 balas e 3 pirulitos, ou 3 balas e 4 pirulitos, ja que ambas as combinagdes resultam

no mesmo preco. Para fazer os saquinhos, ela dispde de 7 sabores diferentes de balas (limao, menta, morango, fram-

boesa, caramelo, canela e tutti frutt) e 5 sabores diferentes de pirulito (chocolate, morango, uva, cereja e framboesa).

Cada bala custou 25 centavos e cada pirulito custou x centavos, independentemente dos sabores.

a) Quantos tipos diferentes de saquinhos Bianca pode fazer se ela ndo quer que haja balas de um mesmo sabor
nem pirulitos de um mesmo sabor em cada saquinho? Qual o preco de cada pirulito?

b) Quantos tipos diferentes de saquinhos Bianca pode fazer se ela ndo quer que haja sabores repetidos em cada
saquinho?

ESPM-SP 2019 O nimero de solugdes naturais da equacéo 2X ~1-2¥+7.22-6 = 32 & igual a:
a) 21.
b) 12.
c) 15.
d) 32.
e) 18

Fuvest-SP (Adapt.) Seja n um ndmero inteiro, n = 0.
a) Calcule de quantas maneiras distintas n bolas idénticas podem ser distribuidas entre Luis e Anténio.
b) Calcule de quantas maneiras distintas n bolas idénticas podem ser distribuidas entre Pedro, Luis e Antonio.

Efomm-RJ 2019 Considere uma loja que vende cinco tipos de refrigerantes. De quantas formas diferentes podemos
comprar trés refrigerantes desta loja?

a) Dez.

b) Quinze.

c) Vinte.

d) Trinta e cinco.

e) Sessenta.

Uefs-BA 2018 Daniela tem 5 pulseiras diferentes e as utiliza necessariamente colocando-as uma apoés a outra. Ela
pode usar todas as pulseiras em apenas um brago ou distribui-las entre os bracos direito e esquerdo. Daniela con-
sidera como um arranjo diferente tanto o braco em que as pulseiras sdo colocadas quanto a ordem como elas sdo
distribuidas. As figuras mostram trés arranjos diferentes que Daniela pode fazer.

0 ﬂ,

O numero de arranjos diferentes que Daniela pode fazer usando todas essas pulseiras é:
a) 240.
b) 360.
c) 480.
d) 600.
e) 720.

7

-
w
[
z
w
@
TH

N



72. Enem 2017 Um brinquedo infantil caminhdo-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos nela transportados,
conforme a figura.

g

No setor de producgdo da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos os carrinhos para que o
aspecto do brinquedo fique mais atraente. Sdo utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho &
pintado apenas com uma cor. O caminhdo-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhdo-
-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponiveis. Mudancga de posicao dos
carrinhos no caminhdo-cegonha ndo gera um novo modelo do brinquedo.

Com base nessas informacdes, quantos sdo os modelos distintos do brinquedo caminhdo-cegonha que essa empresa
poderd produzir?

a) Cga
b) Cg 3

c) Cioa
d) 864
e) 45

BNCC em foco

No sagudo de um cinema, 8 pessoas estdo aguardando a chamada do filme que irdo assistir. Entre essas pessoas
estdo 3 amigos. Quando derem o aviso, uma fila deve ser formada para que todos entrem de maneira organizada.
Quantas filas diferentes podem ser formadas com os 3 amigos junios?

a) 2160

b) 3210

c) 4320

d) 6420

Em uma confraternizacéo de fim de ano com 15 pessoas presentes, todos irdo trocar abracos ao final da festa. Sa-
bendo que cada pessoa abraca a outra exatamente uma vez, que todos os abragos sdo realizados em duplas (ndo
ha abracos coletivos) e que cada abraco dura 3 segundaes, quanto tempo levara para que todos possam se abragar?
a) Menos de 5 minutos e 30 segundos.

b) Exatamente 5 minutos e 30 segundos.

c) Exatamente 5 minutos e 45 segundos.

d) Mais de & minutos.

Um grupo de 7 criangas adora fazer uma brincadeira de roda. Sabendo que todas essas criancas se encontram exata-
mente 3 vezes por semana para brincar, e gue a cada encontro elas modificam as posicdes em que cada uma se coloca
na roda, por quanto tempo elas poderao continuar a brincadeira sem repetir as formacdes usadas anteriormente?

a) Menos de 2 anos.

b) Entre 2 anos e 3 anos.

c) Entre 3 anos e 4 anos.

d) Mais de 4 anos.
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CAPITULO

Nocoes de Estatistica

A Estatistica é a ciéncia que coleta, organiza, interpreta, analisa e representa dados de
pesquisas. Além disso, possui ferramentas que facilitam esses processos e, quando
corretamente aplicadas, sdo capazes de extrair informagdes a partir dos dados co-
letados. Assim, é possivel criar escalas de tendéncias e dispersdes que permitem, a
partir da interpretacdo de ocorréncias anteriores, inferir na tomada de decisGes
a respeito de acontecimentos futuros.




Introducao

Varios povos, desde a Antiguidade, registravam o
nimero de membros, nascimentos e obitos e estimavam
riquezas para cobrar impostos. Processos como esses
fazem parte da Estatistica.

A Estatistica organiza e descreve os dados coletados,
analisando-os e interpretando-os.

Neste capitulo utilizaremos técnicas estatisticas aplica-
das em situacBes de diversas dreas de conhecimento que
envolvem analise e coleta de dados.

Populacao e amostra

O conjunto de elementos ou pessoas que serdo
analisados em uma pesquisa estatistica € denominado
populacao (ou universo estatistico).

Nem sempre é possivel coletar os dados de todos os
elementos de uma populagdo devido a questdes logisticas,
econdmicas, de tempo etc. Por esse motivo, é selecionada
uma parte (ou subconjunto) da populagdo que se deseja
estudar, denominada amostra.

Por exemplo: para avaliar uma campanha de vacinacdo
em uma cidade, 150 pessoas foram entrevistadas.

o Populacao: todos os habitantes da cidade;
e Amostra: 150 habitantes da cidade.

Varidveis estatisticas

Um fendmeno estatistico € qualquer evento que se pre-
tenda analisar em que seja possivel a aplicagdo do método
estatistico. Ele estd em correspondéncia com o ndmero
de resultados possiveis de ser apresentado. Por exemplo:

« No fendbmeno “elementos da natureza”, sdo quatro os
possiveis resultados: dgua, ar, terra e fogo;

« No fendmeno “paises que falam portugués”, tem-se
muitos resultados possiveis: Brasil, Cabo Verde, An-
gola, Mocambique, Portugal, entre outros.

Chama-se varidvel o conjunto de resultados possiveis
de um fenémeno. As varidveis podem ser quantitativas ou
qualitativas.

Variaveis qualitativas

Sdo aquelas cujos valores sdo expressos por tipos ou
atributos, por exemplo, profissdo, raca, sexo, cor dos olhos,
nacionalidade etc.

Variaveis quantitativas

Os valores indicam quantidade e sdo expressos por
numeros, por exemplo: idade dos alunos de uma classe,
estatura das pessoas de um grupo, saldrios dos funciondrios
de uma empresa.

As varidveis quantitativas podem ser discretas ou
continuas.

Varidveis discretas

Sdo aquelas cujos valores possuem caracteristicas men-
suraveis que podem assumir apenas um numero finito ou
infinito contével de valores e, assim, somente fazem sentido
valores inteiros. Em geral, sdo o resultado de contagens. Por
exemplo: o nimero de alunos de uma escola.
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Variaveis continuas

Possuem caracteristicas mensuraveis de tal maneira
que valores fracionados fazem sentido. Usualmente devem
ser medidas por meio de algum instrumento. Exemplos:
peso, altura, tempo, pressdo arterial etc.

De modo geral, as medi¢des estdo relacionadas com
as varidveis continuas e as enumeracdes com as varidveis
discretas.

Organizacao dos dados

A Estatistica tem como objetivo fornecer métodos para
a coleta de dados e auxiliar na precisa interpretacdo destes.
Assim, esses dados (informacgdes) fornecidos devem ser
organizados inicialmente.

Antes de organizar os dados, é preciso seguir as se-
guintes etapas:

12) Definir o problema.

Saiba exatamente aquilo que se pretende pesquisar.

29) Planejar.

Quais informacdes devem ser obtidas? Como obter
essas informagdes?

39) Coletar dados.

Registre aquilo que realmente interessa na questdo.

Ao final desse processo, agrupe os resultados e faca
uma tabulacdo.

Dados brutos

Sdo os dados coletados por uma pesquisa ou por um
estudo que ainda ndo foram organizados de acordo com
seus valores numéricos.

Por exemplo, uma pesquisa feita com 20 alunos do
32 ano do Ensino Médio a respeito de suas alturas mostrou,
em cm, 0s seguintes resultados:

171,164,170, 172,161, 160, 170, 167, 158, 152,

163, 168, 170, 161, 175, 174,169, 162, 173 e 166

Rol

E a organizacdo dos dados por uma ordenanca de va-
lores, sejam eles crescentes ou decrescentes, facilitando
assim que o maior e 0 menor valor, bem como a amplitude,
possam ser melhor visualizados.

Do exemplo anterior, temos:

Rol: 152, 158, 160, 161, 161, 162, 163, 164, 166, 167,

168, 169, 170, 170,170, 171,172,173, 174 e 175.

Essas informagdes podem aparecer em forma de tabelas,
o que facilitara a obtengéo de medidas estatisticas como
a amplitude.

Amplitude

A amplitude de uma amostra é calculada pela diferenca
entre o maior e o menor dado da amostra.
No exemplo anterior, temos a seguinte amplitude:

175 — 152 =23
(9 saibamais]

Os dados da pesquisa anterior sao as alturas. A altura
de cada aluno € uma classe e, como cada classe possui
apenas um dado, elas sdo chamadas classes unitarias.



Apresentacdo de dados

Uma simples observagdo dos dados nao possibilita
explicar ou concluir com precisdao o comportamento das
variaveis em estudo.

Apds identificar a natureza dos dados brutos e classifi-
cd-los, organizando-os em um rol, cabe agora apresenta-los
em uma tabela.

Tabela de distribuicdo de frequéncias

A partir dos dados brutos, podemos construir uma
tabela com o resumo das informagdes de cada variavel,
denominada tabela de distribuicdo de frequéncias (ou ta-
bela de frequéncias).

A contagem dos valores de uma determinada variavel
é denominada frequéncia absoluta.

Em alguns casos se faz necessario conhecer a razdo
entre a frequéncia absoluta e o total de dados da varidvel.
A essa razdo damos o nome de frequéncia relativa, que
estudaremos a seguir.

Frequéncia relativa

A frequéncia relativa é a razdo entre o nimero de va-
lores dentro do intervalo e o nimero total de valores da
varidvel.

Exemplo 1:

Considere que, em uma avenida com varios sema-
foros, funcionam somente o vermelho e o verde durante
20 segundos cada um. Um carro atravessa 10 seméafo-
ros num primeiro dia e encontra 7 deles verdes (abertos).
Dizemos que a frequéncia relativa f; correspondente a

ocorréncia de sinais verdes € f, = % =0,7.

No dia seguinte, 0 mesmo carro passou por 16 se-
maforos e encontrou 10 verdes (abertos). A frequéncia
relativa f,, correspondente a ocorréncia de sinais verdes,

¢ dada por f, = 12 = 0625

No terceiro dia, 0 mesmo carro passou por 20 se-
maéaforos e encontrou 11 verdes (abertos). A frequéncia
relativa f3, correspondente a ocorréncia de sinais verdes

¢ dada por f, = L =055

Assim, a medida que o nimero de passagens por se-
maforos aumenta, espera-se que, o semaforo ndo estando
desregulado (no caso, o vermelho e o verde permane-
cendo abertos 20 segundos cada), a frequéncia relativa
de ocorréncia de sinal verde se estabilize em torno de
0,5 ou 50%.

Esse valor é a probabilidade de se pegar o sinal aberto
ou fechado.

Exemplo 2:

Uma empresa aberta hd 12 anos possui hoje 250 fun-
cionarios que foram contratados ao longo de sua existéncia.
O “tempo de casa”, tempo que cada funcionario trabalha
na empresa, esta indicado na tabela a seguir.

Tempo de casa dos funciondrios

Tempo Frequéncia Frequéncia
Porcentagem
de casa absoluta relativa

—250 - 0,02
1 g L e 3.2%
350 ‘
2 9 =2 nogs 36%
0= =0, 69
0
3 10 o= =004 4%
10
4 10 o= = 0,04 4%
5
5 15 == = 0,06 6%
20
~ 008
6 20 i 8%
25
7 25 = =01 10%
30
8 30 = =on 12%
40
A0 g6
9 40 - 16%
60
10 60 == =024 24%
1 8 -8 o3z 3.2%
250 ’
0
12 10 S5 =004 4%
250 _
TOTAL 250 =5 100%

Dados ficticios
Para a variavel “tempo” (em anos completos), os valores
estdo distribuidos nos intervalos de O a 12 anos.
E possivel construir uma tabela de frequéncia onde os
dados serdo agrupados em classes.
Tempo de casa dos funciondrios
Tempo

Frequéncia Frequéncia

(em anos) absoluta (Fa) relativa (Fr) pRlesnaen
2=
O=3 22 50 0,088 8,8%
35
36 35 550 0,14 14%
75 -
69 i 550 0.3 30%
912 18 1B _ 0472 472%
250 ' !
250
Total 250 550 = 100%

Dados ficticios

1) A notacdo g b € referente ao intervalo real [a, b,

onde g esta incluso e b esta excluso, ou seja:
aFb=x€ERa=x<b)

2) A amplitude de uma classe b e a diferenca b — a.

No exemplo anterior, a amplitude de cada classe &

3—0=3 eaamplitudetotal € 12— 0= 12.

N
w
[
4
w
@
L
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Graficos estatisticos

Os graficos tém como finalidade simplificar, ou seja,
apresentar informac8es de maneira a facilitar a leitura e
interpretacdo. Alguns tipos de gréfico sdo tdo simples de
ler e interpretar que se tornaram extremamente populares.

A maioria dos gréficos deriva do plano cartesiano; porém,
eles s6 comecaram a ser usados fora da Matematica mais de
um século apés a morte de René Descartes (1596-1650).

Foi gragas a popularizacdo dos graficos por meio da
imprensa que, a partir do século XIX, muitas pessoas aprende-
ram de maneira autbnoma, sem qualquer aprendizado formal
nesse sentido, a interpretar graficos.

Veja a seguir algumas questdes de vestibular que utili-
zam graficos em seus enunciados ou alternativas.

resolvidos

1. Enem 2016 O cultivo de uma flor rara so é viavel se
do més do plantio para o0 més subsequente o clima da
regiao possuir as seguintes peculiaridades:

e avariacdo do nivel de chuvas (pluviosidade), nes-
ses meses, nao for superior a 50 mm;

e atemperatura minima, nesses meses, for superior
a 15°GC;

e ocorrer, nesse periodo, um leve aumento ndo supe-
rior a 5 °C na temperatura maxima.

Um floricultor, pretendendo investir no plantio dessa

flor em sua regido, fez uma consulta a um meteorolo-

gista que lhe apresentou o grafico com as condicdes

previstas para os 12 meses seguintes nessa regido.

. za12 . 2013 i
250 = ' T35
,E_ - 30
200 (%}
[5]
£ Lag &
@ ]
150 P S 20 S
3 = b 2
% » M g B
B 1004 ¥ g
o Y
S » F10 E
= QD
T so- e
F5

B Piuviosidade

—4— Temperatura mixima ~-# Temperatura minima

Com base nas informacdes do gréafico, o floricultor
verificou que poderia plantar essa flor rara. O més es-
colhido para o plantio foi

a) janeiro. d) novembro.
b) fevereiro. e) dezembro.
c) agosto.
Resolucdo:

Ao analisar o grafico, observamos que no més de

janeiro tivemos o seguinte comportamento:

. Temperatura minima maior que 15°%

. Variacdo de Pluviosidade entre janeiro e feverei-
ro menor que 50 mm;

. Aumento da temperatura maxima entre janeiro e
fevereiro menor que 5°.

Alternativa: A
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2. UFSCar-SP Num curso de iniciagdo a informéatica, a
distribuicdo das idades dos alunos, segundo o sexo, é
dada pelo gréfico seguinte.

4
O meninas
Numero B meninos
de alunos 2
1
0

4 15 16 17 18

Idade dos alunos em anos

Com base nos dados do gréafico, pode-se afirmar que:

a) o numero de meninas com, no maximo, 16 anos
€ maior que o nimero de meninos nesse mesmo
intervalo de idades.

b) o numero total de alunos é 19.

c) amédia de idade das meninas € 15 anos.

d) onumerode meninos € igual ao nimero de meninas.

e) onumerode meninos com idade maior que 15 anos
€ maior que o ndmero de meninas nesse mesmo in-
tervalo de idade.

Resolucdo:

Observando o gréfico, temos:

. Quantidade de meninos: 2 +1+4 + 2 +1=10;
. Quantidade de meninas: 1+ 2 +1+ 3 + 3 =10.
Portanto, o curso apresenta a mesma quantidade de
alunos por sexo, 10 meninos e 10 meninas.
Alternativa: D

3. Enem 2017 Os congestionamentos de transito consti-
tuem um problema que aflige, todos os dias, milhares
de motoristas brasileiros. O gréfico ilustra a situacdo,
representando, ao longo de um intervalo definido de
tempo, a variacdo da velocidade de um veiculo durante
um congestionamento.

Velocidade
r s

N A

4] 2 4 6 8 10
Tempo (min)

Quantos minutos o veiculo permaneceu imoével ao
longo do intervalo de tempo total analisado?
a) 4 b) 3 c) 2 d) 1 e) O

Resolucdo:

O veiculo estd imével nos instantes em que tem velo-
cidade nula, ou seja, igual a zero.

Observando o gréfico, no intervalo entre 6 a 8 minu-
tos, a velocidade € nula e o veiculo estava parado.
Portanto, ele ficou 2 minutos parado.

Alternativa: C



4. Fuvest-SP 2019 Um dono de restaurante assim descreveu a evolucdo do faturamento quinzenal de seu negdcio, ao
longo dos dez primeiros meses apds a inauguracao: “Até o final dos trés primeiros meses, tivemos uma velocidade
de crescimento mais ou menos constante, quando entdo sofremos uma queda abrupta, com o faturamento caindo a
metade do que tinha sido atingido. Em seguida, voltamos a crescer, igualando, um més e meio depois dessa queda, o
faturamento obtido ao final do terceiro més. Agora, ao final do décimo més, estamos estabilizando o faturamento em
um patamar 50% acima do faturamento obtido ao final do terceiro més”.

Considerando que, na ordenada, o faturamento quinzenal estad representado em unidades desconhecidas, porém
uniformemente espacadas, qual dos graficos € compativel com a descricao do comerciante?

a) s 9 = e -
5 - O g I
= I N S T - = . EES SR 7 S S s |
S e ——— : =
= | 1 S 1= b= | v | | E ! |
5 A My AN s I £ /
T |gcasaas
0 N D Y O 0 ] I
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 4. & & W0
tempo (meses) tempo (meses) tempo (meses)
b) - d -
5| g
E E
= &
=] £
5 @
E E
m o
=] =
= =
0 0
0 2 4 6 g8 10 0 2 & 6 g 10
tempo (meses) tempo (meses)
Resolucao:

O grafico deve satisfazer as seguintes condicdes:

. Crescimento mais ou menos constante nos trés primeiros meses;

. Queda abrupta, com o faturamento caindo a metade do que havia sido atingido;

. Retorno do crescimento, igualando, um més e meio depois, o faturamento obtido ao final do terceiro més;

. Ao final do décimo més, faturamento estavel em patamar, 50% acima do faturamento ao final do terceiro més.
A alternativa que apresenta o grafico com essas condicdes é a E.

Alternativa: E

Grafico de linha

Esse tipo de gréfico é formado por uma linha poligonal que representa uma série estatistica. O grafico em linha pode
representar uma aplicagdo de fungdes num sistema de coordenadas cartesianas.

Por exemplo, o gréafico a seguir representa o nimero de veiculos que trafegam por uma avenida dentro de um determinado
intervalo de tempo.

Trafego de veiculos no periodo da manha (das 6h as 11h30)

Milhares de veiculos

12

n i
10 .

9 LY

8 i,

7 N
6 /

5

4 ¥

3

2

1

0

6h 6h30 7h 7h30 8h 8h30 9h 9h30 10h 10h30 1th 11h30 Horériog

Dados ficticios

Com a simples visualizacdo do grafico pode-se compreender com clareza um aumento no fluxo de veiculos das 6h
até 8h30 (quando atinge o maior fluxo).
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| resolvido

5. UFRN Embora o Brasil tenha uma das maiores jazidas de sal do mundo, sua producao anual em milhdes de toneladas
ainda é inferior a da Alemanha, da Austrélia, do Canadd, da China, dos EUA, da Franca, da india e do México. O gréfico
abaixo mostra a producédo de sal nesses paises, no ano 2000.

Producdo mundial de sal em 2000

50
43
£ 40 /A\
3 30
2 30
s / \
g 2 16 /13/ \ 5
0
S o /\v /\‘
= P i 9 ‘;/ 9
6
O T Ba T Al T Aus | Can T chi T EUA T Fra | ind | Meéx

Considerando esses principais paises produtores, a melhor aproximacdo do percentual de participacdo do
Brasil na producdo mundial de sal em 2000 foi de:
a) 4% b) 5% c) 6% d) 1%

Resolucdo:
A producdo dos nove paises considerados €, em milhdes de toneladas, iguala6 + 16 + 9 + 13 + 30 + 43 + 7 +

+ 15 + 9 = 148. Assim, a participacdo do Brasil nesse cenario é de % = 0,04 ou, aproximadamente, 4%.

Alternativa: A

Grafico de colunas (ou de barras)

Esse tipo de gréfico é formado por retangulos verticais (chamados de colunas) ou horizontais (chamados de barras).

Quando em colunas, os retangulos tém as medidas das bases iguais e as alturas sdo proporcionais aos respectivos
dados, representando assim a frequéncia, ou a frequéncia relativa, dentro daquela classe.

As colunas sdo separadas umas das outras de modo a ndo implicar continuidade.

Por exemplo, os gréficos a seguir representam a média das notas das provas de uma turma de 32ano no 12 bimestre letivo.

Média das notas do 32 ano no 12 bimestre

ounououounowou

-

Disciplina

OO~ NNOWWARGIU

Dados ficticios
Gréfico de colunas

84 MATEMATICA = Capitulo 7 = Nocdes de Estatistica



Média das notas do 32 ano no 1° bimestre

Disciplina

00511522533544555566,57 7588599510105 Média das notas

Dados ficticios
Gréfico de barras

resolvido

6. UFPB Segundo dados do IBGE, as classes sociais das familias brasileiras sdo estabelecidas, de acordo com a faixa
de renda mensal total da familia, conforme a tabela a seguir.

Classe | Faixa de Renda
A Acima de R$ 15300,00
B De R$ 7650,01 até R$ 15300,00
c De R$ 3060,01 até R$ 7650,00
D De R$ 1020,01 até R$ 3060,00
E Até R$ 102000

Adaptado de: http://www.logisticadescomplicada.com/o-brasil-suas-classes-sociais-e-a-implicacao-na-economia. Acesso em: 18 nov. 2020.

Apds um levantamento feito com as familias de um municipio, foram obtidos os resultados expressos no gréafico a seguir.

2250
T
© 2
€
& 1500 |-mmsmmmsmsm e e
O e e,
©
<
(]
E e e
I
z [ST0]0 ) PR —— —
I l_

Classe A~ Classe B ' Classe C I Classe D l Classe E

Com base nas informacdes contidas no grafico e no quadro, conclui-se que o percentual das familias que tém renda
acima de R$ 3.060,00 é de:

a) 45% b) 60% c) 70% d) 85% e) 90%
Resolucao:
Do quadro verificamos que as familias que tém renda acima de R$ 3.060,00 sdo as das classes A, B e C; do gréfico =
verificamos que essas familias correspondem a um total de: 250 + 500 + 2250 = 3000 familias. w
O total de familias envolvidas no levantamento foi de: 250 + 500 + 2250 + 1500 + 500 = 5000 familias. %
Ent&o, temos: &

5000 ——  100% > 5000 _ 100 300000 5

S e = =77 = %
3000 — x ) T 3000 x X7 Ts000 °%%

Alternativa: B
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Histograma

E um tipo de gréfico também formado por retangulos
verticais (colunas) que indicam a distribuicdo de frequéncias
(absoluta, relativa ou porcentagem).

O eixo horizontal é subdividido em intervalos (preferen-
cialmente iguais) e a érea de cada retangulo é proporcional
aos dados que ele representa.

Geralmente é usado em valores de varidveis quantita-
tivas quando estes se encontram agrupados em intervalos.

Veja, por exemplo, como estdo distribuidas as notas de
Matematica de um grupo de 45 alunos do 3% ano.

Notas de Matematica dos alunos do 32 ano

Frequéncia absoluta (Fa)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Nota

Dados ficticios

resolvido

7. Uerj O gréfico a seguir representa o nimero de pa-
cientes atendidos més a més, em um ambulatorio,
durante o periodo de 6 meses de determinado ano.

¥ (n° de pacientes)

80+
60 -
40 -
20 4
L
jan. fev. mar. abr. mai. jun. x(meses)

Calcule o nimero total de pacientes atendidos duran-
te o semestre.

a) 300 d) 400
b) 320 e) 510
¢) 350
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Resolucdo:

Em janeiro foram 60 pacientes atendidos, em feverei-
ro foram 40, em marco, 60, em abril, 40, em maio, 20 e
em junho foram 80 atendidos, que totalizam:

60 + 40 + 60 + 40 + 20 + 80 = 300

Alternativa: A

Grafico de setores

Esse tipo de gréfico (também conhecido como gréfico
de pizza) é construido a partir de um circulo e é utilizado
quando se faz necessario ressaltar a propor¢cdo de cada
dado em relagdo ao conjunto total.

O total é representado pelo circulo inteiro e os setores
sdo definidos de forma que suas areas sejam proporcionais
aos dados.

Como exemplo, observe a tabela e o gréfico correspon-
dentes ao percentual de alunos que estudaram na turma
ITA do Curso Poliedro de Sdo José dos Campos, em 2021,
naturais de algumas regides brasileiras.

Percentual de alunos por regidao

Regido Percentual de alunos

Norte 6%
Nordeste 8%
Centro-Oeste 13%
Sudeste 64%
Sul 9%

Dados ficticios

Percentual de alunos por regiao

6%
8%

Norte
Nordeste

@ Centro-ceste

S Sudeste
@ sul
Dados ficticios
resolvido

8. A prefeitura de um pequeno municipio, apos estabele-
cer metas de consumo, realizou uma pesquisa visando
verificar como, de fato, a reducdo estaria ocorrendo.
A pesquisa se restringia a uma Unica questao:

Sua reducdo de consumo em relacdo a meta foi:
() maior ()igual
() menor ( )ndo sei



Tabulados os resultados, o seguinte gréafico foi gerado:

Comparativo consumo de dgua nas residéncias

Dados ficticios

A partir dessas informagdes, o angulo do setor que
corresponde as respostas “menor” mede:

a) 105° d) 144°
b) 120°
c) 136° e) 155°
Resolugdo:

O total de pesquisados foi: 340 + 300 + 105 + 155 = 900.
A porcentagem correspondente aos 340 que respon-
deram que o consumo foi menor que a meta € igual a:

!

900 —— 100% \ _, 900 _ 100 _,
340 — x 340 X
_ 34000 _ 340,,
900 9 7

Assim, a medida em graus do setor correspondente é:

360° —— 100%\

o\ _, 360° _ 100
y — 340 / y Y 340
o 9
Ly = 122400 _ 50

900
Alternativa: C

Medidas de posicao ou de tendéncia
central

Vamos estudar os dados que anteriormente analisa-
mos graficamente, com medidas (nimeros) que apontem
como estdo distribuidos os valores da varidvel quantitativa
em questdo.

As medidas de posicdo (ou de tendéncia central) sdo
valores que representam, de algum modo, todos os valo-
res de um conjunto de dados. Estudaremos aqui a média,
a moda e a mediana.

Média aritmética

A expressdo “em média” é muito frequente em con-
versas cotidianas e na midia, e remete ao mais comum e
popular conceito de tendéncia central de distribuicdo de
dados. Esse conceito possibilita a compreensdo do entorno

em que estdo distribuidas as varidveis em questdo. Para um
melhor entendimento, vamos tomar um exemplo:

A producdo leiteira de 11 vacas durante um dia esta
representada a seguir, em litros.

15

18 20 20 20 21 23 25 26 26 28

A média aritmética (representada por X) é o quociente
entre a soma de todos os valores da amostra e o nimero
total de valores:

_15+18+20+20+20+21+23+25+26 +26+28
n

Xl

242 999

X
11

Nesse caso, como existem elementos com a mesma
frequéncia (animais com a mesma producdo leiteira), po-
de-se calcular a média aritmética ponderada, que nada
mais € que, tendo valores iguais em uma amostra, em
vez de somarmos um a um esses valores, multiplicamos
esse, ou esses valores, pelo nimero de vezes em que
eles aparecem.

A média ponderada é calculada por:

_1-15+1-18+3-20+1-21+23+1-25+2-26+1-28
1+1+3+1+1+1+2+1
242

_1=>>_<=22

X

X
Il

Pode-se formalizar os casos como:
19) Sejam @y, a,, ..., G, 0s valores de n varidveis, entdo:

% = ol o Sl e o =t
n n

29 Sejam ay, 4y, ..., 0, 0S valores de n varidveis com
suas respectivas frequéncias absolutas ky, ks, ..., k,; entdo:

n
Z a; - k;

=1

Kyt Ko+t K,

g -k +a,ky+..+a, -k,
K +ky+ ..t k,

X =

No exemplo dado anteriormente percebe-se que,
embora 22 litros mostre “mais ou menos” o entorno
em que a producdo se distribui, a média ndo mostra os
extremos.

Hennadii H/Shutterstock.com
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Mediana

A média aritmética pode ser interpretada de ma-
neira distorcida (influenciada), caso as varidveis se
apresentem muito distantes de seu valor. Nesse caso,
a média aritmética ndo € apropriada para a andlise em
questdo.

Para melhor coeréncia da interpretacdo e consistén-
cia das informacd8es, usamos uma medida de posicdo
mais sélida, a chamada mediana.

A mediana, representada por Md, corresponde ao
valor que se localiza exatamente no centro de todas
as variaveis quando organizadas em rol (crescente ou
decrescente).

Se o rol possuir um nimero par de variaveis, a media-
na sera entao a média aritmética entre as duas variaveis
centrais.

Vamos considerar novamente o exemplo da produ-
cdo leiteira das 11 vacas.

15 18 20 20 20 21 23 25 26 26 28

Como os valores ja estdo em ordem crescente, te-
mos que a mediana é a varidvel que ocupa a posigdo
central do rol, ou seja, Md = 21.

Pode-se formalizar os casos como:

Sejam ay, a,, ..., @, 0s valores de n varidveis:

19) Se n é impar, temos:

Md — + 04
iy

29) Se n é par, temos:

G m +0'."|
) e+
Md= ———

)

19) Na sequéncia (9, 11, 12, 14, 19) temos que Md = 12.
2% Na sequéncia (9, 11,12, 14, 19, 20),
Md= 12114 _ 43

2
Podemos observar que a mediana divide o conjunto de
variaveis em duas partes com o mesmo numero de ele-
mentos. Uma parte onde todos os elementos sao menores
ou iguais a mediana e uma outra parte onde todos os
elementos sd@o maiores ou iguais a ela.

Moda

A moda (representada por Mo) é a varidvel que aparece
com maior frequéncia absoluta. Novamente utilizando o
exemplo da producdo leiteira das 11 vacas:

15 18 20 20 20 21 23 25 26 26 28

Temos que Mo = 20, pois é o valor que aparece o
maior numero de vezes.
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! Atencio

1%) Na sequéncia (7, 8, 8,9, 10, 11, 11, 15) temos duas
modas, 8 e 11 g, nesse caso, a sequéncia € chamada
bimodal.

2% Na sequéncia (7, 8,9, 10, 11, 15) ndo had moda, pois
todas as variaveis aparecem com a mesma frequéncia e,
nesse caso, a sequéncia & chamada amodal.

resolvido

9. Uma pesquisa mostrou as estaturas, em cm, dos golei-
ros dos 20 times da Série A do campeonato brasileiro
de futebol de 2019. Com base nas informac¢des co-
Ihidas e apresentadas na tabela a seguir, calcule a
moda, a média e a mediana dessa pesquisa.

Estatura dos goleiros

[o{[T] 1} Jogador ‘ Altura (cm)
Atlético-MG Cleiton 190
Athletico-PR Aderbar 188

Aval Vladimir 190
Bahia Douglas Friedrich 194
Baotafogo Gatito Fernandez 191
Ceara Diogo Silva 192
Chapecoense Tiepo 183
Caorinthians Cassio 196
Cruzeiro Fabio 188
CSA Jordi 192
Flamengo Diego Alves 188
Fluminense Muriel 190
Fortaleza Felipe Alves 187

Goias Tadeu 184

Grémio Paula Victor 187
Internacional Marcelo Lomba 188

Palmeiras Weverton 189
Santos Vanderlei 195
Sao Paulo Tiago Volpi 187
Vasco Fernando Miguel 191
Dados ficticios.
Resolucdo:

Organizando o rol das alturas obtemos:
183, 184, 187, 187, 187, 188, 188, 188, 188, 189,
190, 190, 190, 191, 191, 192, 192, 194, 195, 196

A moda é Mo = 188 cm, pois € o valor com a maior
frequéncia da sequéncia (aparece 4 vezes).



A média aritmética é:
1183 +1-184 + 3-187 +4-188 + 1189 + 3-190 + 2-191+ 2-192 + 1194 + 1-195 + 1-196
1+1+3+4+1+3+2+2+1+1+1
_ 183+ 184 + 561+ 752 + 189 + 570 + 382 + 384 + 194 + 195 + 196
20

=189,5 cm

X =

X

3790
20
Como a sequéncia tem 20 valores, a mediana é a média entre 0 102 e o 114, logo:

Md = 189 + 190 _ 379

> 7 = 189,5 cm

Observe que nessa pesquisa a média e a mediana sdo iguais.

X =

Por ser muito numeroso, a tabela do uUltimo exercicio resolvido poderia ser apresentada com os valores distribuidos
em classes, como mostra a tabela a seguir:

Estatura dos goleiros

Frequéncia absoluta Frequéncia acumulada Frequéncia relativa
&
2 2 10%

|
183 185 = -0
185 - 187 0 2 L 0%
20
187189 7 g J =g 35%
20
4 _
189+ 191 4 13 =02 20%
1911193 4 17 4 _02 20%
56
i,
193195 i 18 = 0,05 5%
2
185 - 167 5 20 201 10%

Dados ficticios

Observacdo: a frequéncia acumulada corresponde a soma da frequéncia de uma classe com todas as frequéncias
que a antecedem na distribuicao.

resolvidos

10. Enem 2018 A Comissdo Interna de Prevencado de Acidentes (CIPA) de uma empresa, observando os altos custos com
os frequentes acidentes de trabalho ocorridos, fez, a pedido da diretoria, uma pesquisa do nimero de acidentes so-
fridos por funcionarios. Essa pesquisa, realizada com uma amostra de 100 funcionarios, norteara as acdes da empresa
na politica de seguranca no trabalho.

Os resultados obtidos estdo no quadro.

Numero de acidentes sofridos Numero de trabalhadores

0 50 {:
[

1 17 z
w
3

2 15 i

3 10

4 6

5 2

89



1.

A média do nimero de acidentes por funciondario
na amostra que a CIPA apresentard a diretoria da

empresa é

a) 0,15, d)y 1,11.
b) 0,30. e) 2,22.
c) 0,50.

Resolucgdo:

A média do nimero de acidentes por funciondrio é
igual a:

_50-0+17-1+15-2+10-3+6-4+2-5 _

. 50+ 17+15+10+6+2
—0+17+30+30+24+10 _ 1 _,.,
100 100

Alternativa: D

Enem 2018 De acordo com um relatério recente da
Agéncia Internacional de Energia (AIE), o mercado de
veiculos elétricos atingiu um novo marco em 2016,
qguando foram vendidos mais de 750 mil automodveis
da categoria. Com isso, o total de carros elétricos ven-
didos no mundo alcancou a marca de 2 milh&es de
unidades desde que os primeiros modelos comeca-
ram a ser comercializados em 2011.

No Brasil, a expansdo das vendas também se verifi-
ca. A marca A, por exemplo, expandiu suas vendas no
ano de 2016, superando em 360 unidades as vendas
de 2015, conforme representado no gréfico.

Ano

& g & g &
oo | (e e R R
s | g

&
2014 m

N2 de carros

Disponivel em: www.tecmundo.com.br. Acesso em: 5 dez. 2017.

A média anual do nimero de carros vendidos pela
marca A, nos anos representados no gréfico, foi de

a) 192. d) 320.
b) 240. e) 420.
c) 252.

Resolucgdo:

No gréafico apresentado ha 3 icones a mais de 2015
para 2016, logo cada um representa um total de
%=120 unidades vendidas. Calculando a média
dos trés anos, temos:

X:5-12O+2-12O+1-12O:600+24O+12O:

3 3
= % = 320 unidades/ano

Alternativa: D
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12. Enem 2017 O gréfico apresenta a taxa de desempre-
go (em %) para o periodo de marco de 2008 a abril
de 2009, obtida com base nos dados observados nas
regi®es metropolitanas de Recife, Salvador, Belo Hori-
zonte, Rio de Janeiro, Sdo Paulo e Porto Alegre.

Taxa de desemprego (%)

6,8

A g S S NP S e

IBGE. Pesquisa mensal de emprego. Disponivel em: www.ibge gov.br.
Acesso em: 30 jul. 2012 (adaptado)

A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de
margo de 2008 a abril de 2009, foi de

a) 8,1% c) 7,9% e) 7,6%
b) 8,0% d) 7,7%
Resolucgdo:

Colocando em ordem crescente os 14 valores apre-
sentados obtemos o seguinte rol:

68 75 76 76 77 79 79 81 82 85
85 86 89 90

Como a quantidade de termos € par, entdo, para ob-
ter a mediana, basta fazer a média aritmética dos dois

termos centrais.

Logo, a mediana sera: Md:@:% =8,0.

Alternativa: B

Medidas de dispersao

As medidas de posicdo vistas até aqui sdo de extrema
relevancia, mas em alguns casos podem ndo ser suficientes
para uma analise adequada. Por exemplo, ao calcularmos a
velocidade média de um carro em um determinado trajeto
podemos encontrar o tempo exato de duragdo da viagem.
Porém, a média pode ser inadequada ao calcularmos o
“peso” de um grupo de pessoas, pois pode haver pessoas
obesas, por exemplo, jogando a média para cima.

Renda per capita € um exemplo de medida duvidosa.
Essa medida, que se usa para diferenciar paises desen-
volvidos ou em desenvolvimento, aponta a producdo
econdmica do pais por pessoa, porém mascara as dife-
rencas sociais. Em 2020, por exemplo, a renda per capita
do Brasil foi R$ 1380,00. No entanto, isso ndo significa que
todos os brasileiros tiveram um rendimento médio préximo
desse valor.

Surge entdo a necessidade de definir uma medida que
nos mostre um grau de variabilidade, de forma que a andlise
ndo fique comprometida.



Desvio

O desvio (representado por d) é a diferenca entre o
valor de cada varidvel do conjunto e a média aritmética
desse conjunto.

Ao valor absoluto do desvio damos o nome de desvio
absoluto.

Desvio médio

O desvio médio (representado por d), corresponde a
média aritmética dos desvios absolutos.
Sendo Ay, Ay, As, ..., A, n varidveis, temos:

dA, +dA, +dA; + ..+ dA,
n

d=

Variancia

A variancia indica o grau de variabilidade dos dados
que estdo sendo estudados e corresponde a quanto os
valores observados se distanciam do valor médio.

A variancia de uma amostra, representada por V ou a?,
€ a média aritmética da soma dos quadrados dos desvios.

2 2 2 =
2_df+d?+d?+ . +d,
n

o ou

é](x, =

n

V=52 =

Como exemplo, veja a tabela a seguir, que apresenta
as notas de dois alunos durante os quatros bimestres de
um ano letivo.

Nota dos alunos

Aluno | Francisco Luiza
12 bimestre 3.0 50
22 bimestre 10,0 50

Dados ficticios

Podemos perceber claramente que, apesar de ambos
apresentarem a mesma média, ela se mostra insuficiente
para avaliarmos seus desempenhos. A média pode dar a
falsa impressdo de que os dois alunos tiveram as mesmas
notas ao longo desse ano letivo.

Calculando a variancia, podemos verificar que os re-
sultados sao bem diferentes.

—_RA\2 A A2 a2
Francisco: 0F2=(3 67 +(10-6) I(9 6 +(2-6) _

=125

4
»_(5-6°+(5-6°+(8-6"+(6-6)7° _
4

(=37 +4°+3°+(-4)° _50
4

Luiza: o * =

V22407 _6_qc
4 4>

Nota dos alunos

Aluno Francisco

12 bimestre ;i 5.0
22 bimestre 5,0
32 bimestre ; 8.0
4° bimestre ; 6,0
Média ; 6,0
Variancia i 15

Dados ficticios

Assim, podemos verificar que a varidncia de Luiza é
muito menor que a de Francisco, o que indica que suas
notas tém uma oscilagdo menor em torno da média.

Desvio padrao

O desvio padrdo de uma amostra, representado por o),
€ dado pela raiz quadrada da variancia.

dl+d? +d3 +..+d?
o= ou

n

De uma maneira mais simples: o = V.
No exemplo anterior, podemos calcular o desvio padrao
das notas de Francisco e Luiza:

or=4125=0,=35¢e o =/15=0, =12

¢ saiba mais

A variancia é definida como uma soma de quadrados,
dessa forma, se apresenta como uma medida quadratica,
ou seja, sua unidade de medida € sempre o quadrado da
unidade de medida da variavel em estudo. Portanto, ao
estudar o peso de um grupo em quilos (kg), a variancia
apresentara um resultado em “quilos quadrados” (kg?),
e e ai que calculamos o desvio padrdo (raiz quadrada
da variancia), que devolve ao resultado estatistico sua
unidade original, se apresentando de maneira uniforme

e mais compreensivel.

[y}
w
=
4
w
24
L
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resolvidos

13. O quadro mostra o nimero do calcado de 10 pessoas num rol crescente.

Pessoa Py Ps P Pa Pe Pe P5 Pg Ps Pio

N2 do calcado 36 37 39 i 40 41 42 42 43 B

Sobre essa sequéncia de valores, calcule:

a) A média e a amplitude. c) A mediana. e) A variancia.
b) A moda. d) Cada desvio e o desvio médio. f) O desvio padrdo.
Resolucgdo:

a) A média X e a amplitude A s&o:

§-<Z1-36+1-37+2-39+1-4O+1-41+2-42+1-43+1-44 _ 403 — 403
T+ 1+ 2+ 1+ 1+ 2+ 1+1 10 '

A=44-36=28
b) A sequéncia é bimodal e as modas sdo: Mo = 39 e Mo = 42.

c) Como o nimero de termos da sequéncia é par, a mediana corresponde a média aritmética dos termos centrais.

Assim: Md= 20+ 41 +g=40,5 .
2 2

d) Os desvios sao:
d; =36 —403=—43 deg =41—403 =07
d,=37—-403=-33 d;, =42 — 403 =17
d; =39 —403=-13 dg =42 — 403 =17
d, =39 —403=-13 dy =43 — 403 =27
ds =40 —403=-03 Ty =44 — 403 =37

O desvio médio d & igual a: 524,3+ 3,3+2-1,3+0,3+0,7+2-17+27+37 2222,1_

10 10
e) A variancia o é a média aritmética da soma dos quadrados dos desvios.

5 (4,32 + (=332 + (=132 + (=132 + (=0,3% + (0,7)? + (1,7)* + (1.7)* + (2,7)> + (3,7)*

o2
10
2 _18,49+10,89+ 1,69+ 169+ 0,09+ 0,49 +2,89+2,89+7,29+ 13,69
10
o2 =2891—¢ o1

10

f) O desvio padrdo o € a raiz quadrada da variancia, logo: o =4/6,01=2,45.

14. As vésperas de um jogo decisivo, o técnico de uma equipe de basquete deve optar pela escalagdo de um entre dois
jogadores, Guto ou Giovanni. Os quadros a seguir apresentam o desempenho de cada jogador nos Ultimos cinco
jogos em gue participaram:

Guto Giovanni
1 20 1 30
2 22 2 14
= 18 3 20
4 20 B 12
5 20 5 24
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a) Calcule a média de pontos por jogo de cada um deles.

b) Calcule o desvio padrdo de cada um nesses cinco jogos.

c) Vocé, como técnico desse time, se tivesse que escalar um desses jogadores, num jogo onde a vitéria lhe daria o
titulo de campedo, qual deles escalaria?

Resolucao:
a) A média porjogo de cada jogador é:

< 20+422+184+20+20 100 30+ 1 +20+12+24 100

Suto = = === 20 pontos € Xgoyan = 5 =w=ge= 20 pontos
b) O desvio padrdao de cada um é:
Guto
Desvios Desvio padrao

d,=20-20=0

d2—22*20—2
2 2 2 2 2
2 0°+2 +( 2) +0°+0 0+4+4+0+0 8

d;=18—-20=-2 =16=>0=127
6, — 20— 20 = 0 0 > 50
= —
dg=20—-20=0
Giovanni
Desvios Desvio padrao

d,=30—-20=10
d,=14—20= -6
dy=20-20=0 02:1o2+(—6)2+02+(—8)2+42:1oo+36+o+64+16:&

5 5 5

=432=0=6,57
d,=12-20=-8
ds=24-20=4

c) O jogador escolhido seria Guto, pois ele apresenta maior regularidade na sua pontuacdo.

. UFPR 2016 Dado um conjunto X = {x, X, X3, ..., X,} com n elementos, definimos a média x e o desvio padrdo d de X por:

LoXtxgtatx d=‘j(x* — %Y+ (= % + .+ (x,—%)

n n

Uma informacdo Util para quem analisa um conjunto de dados como X & que a maioria desses dados pertence ao

intervalo C = [7(— 2d, x + 2d] .Sendo X ={g 4, % 3} um conjunto de dados:

a) Calcule a média x e o desvio padrdo d.
b) Verifique quais dados do conjunto X pertencem ao intervalo C.

Resolucao:
G g+4+;+3 5+842-7+6 % -
A média é iqual a: X = _ — =2-325.
a) meédia é igual a: x 7 7 24 3,25

O desvio padrdo é:

r(53,25)2 +(4-325) +(7 - 325)* (3-325)

2 2
|
7=\ 7
B [(2,5 —3,25)* +(0,75)° +(35—3,25) +(—0,25)’
N 4
[(=0,75) +(0.75)° +(0,25) +(~0,25)’ o
dZ\( u
4 z
o
o [0:5625+0,5625+0,0625 +0,0625 L
V 4
_ 125 _112_
d= |t =5 =056
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b) Ointervalo C =[x —2d, x + 2d] equivale ao intervalo real:
C=[325-2:0,56; 3,25+2-0,56]=[2,13; 4,37]

Logo, todos os elementos do conjunto X pertencem ao intervalo C.

~ ™
t=y Estabelecendo relacdes

Em meio a pandemia mundial da Covid-19, todo conhecimento baseado em analise, interpretacdo e compreensdo
do comportamento de nimeros permite que cientistas e gestores com poder de decisao tracem estratégias e atuem
visando minimizar os impactos que esse flagelo tem provocado em boa parte da populacdo mundial.

Nesse processo, a Estatistica € de fundamental importancia para a elaboracdo de estudos epidemiolégicos sobre
0s padrdes de propagacao do virus, a eficacia das medidas de isolamento e dos esquemas de vacinacdo, entre outros
aspectos que precisam ser considerados no combate a pandemia.

A aplicacdo das ferramentas que sdo oferecidas tem utilidades na maior parte dos campos de conhecimento
e constituem uma linguagem comum a profissionais de areas diversas, facilitando a interacao e o trabalho em
conjunto. Considerando aspectos sociais e econémicos e valendo-se de inimeros modelos matematicos, a Esta-
tistica permite estimar o nimero de casos, prever o nimero necessario de vagas em hospitais, bem como avaliar
a necessidade e a extensdo do isolamento, ajudando na reducdo da taxa de incidéncia e letalidade da doenca.

Medidas de posicdo e dispersdo para dados agrupados

Se a situacgao a ser analisada sobre uma variavel quantitativa apresenta seus valores agrupados em intervalos de
classes, ndo ha como saber a distribuicdo dos valores em cada faixa. Assim, para associar e calcular as medidas até
aqui estudadas, devemos supor que, em cada intervalo, os valores foram distribuidos de forma simétrica ao redor do
ponto médio de cada um deles. De uma forma pratica, deve-se admitir que todos os n valores do intervalo sdo o seu
préprio ponto médio.

Para entender como calcular essas medidas, atente-se aos exercicios resolvidos a seguir.

resolvidos

16. Atabela a seguir apresenta a distribuicdo de frequéncias das estaturas, em centimetros, de uma amostra de estudan-
tes do Ensino Fundamental Il.

Distribuicdo de frequéncias das estaturas dos estudantes

Classe Frequéncia
(estatura em centimetros) (nimero de alunos)
150,5 + 156,5 g
156,5  162,5 5
162,5 — 168,5 8
1685 — 1745 3|

Dados ficticios

a) Qual a estatura média dos estudantes dessa amostra?
b) Qual o desvio padrdo dessa amostra?

Resolucgdo:

Classe é um subconjunto de um rol. Pode ser “unitaria”, quando apresenta um Unico elemento do rol, ou ndo, quando
apresenta varios elementos consecutivos de um rol no intervalo dado.

No exercicio, a 12 classe 150,5 — 156,5 possui 4 elementos que podem ter alturas aleatdrias, tais como 150,5, 1527,
154,0 e 156,3, mas ndo sabemos exatamente quais sao. O que sabemos é que:

12 classe: 150,5 < (altura de 4 alunos) < 156,5
24 classe: 156,5 < (altura de 5 alunos) < 162,5
38 classe: 162,5 < (altura de 8 alunos) < 168,5

42 classe: 168,5 < (altura de 3 alunos) < 174,5.
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Para resolver qualquer exercicio desse tipo, devemos obter uma classe unitdria correspondente a cada classe. Para
isso, basta obter o ponto médio (média aritmética) das classes dadas e trabalhar com esses valores.

Distribuicdo de frequéncias das estaturas dos estudantes

Classe Ponto médio Frequéncia
(estatura em centimetros) (média aritmética) (nimero de alunos)

1505+ 156,5 _ 307

150,5 - 156.5 5 5 =1635 4
1565 162,5 585110259 1595 5
162,51 168,5 10257 085 - B 1655 8
1685 1 174,5 e 3

Dados ficticios

a) A estatura média, em cm, corresponde a média aritmética dos valores, assim:

4-1535+5-159,5+8-1655+3-1/15 _ 614 +797,5+1324,0 + 514,5 + 3250

4+5+8+3 20 20 025

X =

b) A varidancia, em cm?, é igual a:

2 = 4-(1535-162/15)" +5-(159,5 ~ 162,15 + 8- (65,5~ 162,5)° + 3-(171,5 ~ 162,15

20
>_ 4:9°+5-(—3°+8-37+3-9
o2 =
20
o2 — 324+45+72+243
20
2 _ 684 _
o >0 34,2

Logo, o desvio padrdo dessa amostra é o =4/34,2 =5,85 cm .

17. Um colégio fez, no final do ano letivo, uma pesquisa com os 90 alunos da 32 série do Ensino Médio para avaliar o
grau de satisfagdo da turma com o colégio. Cada aluno atribuiu uma nota de 0 a 10, tendo a chance de recomendar
o colégio a outra pessoa.
Os resultados estao apresentados na tabela a seguir:

Avaliacdo de satisfacdo dos alunos da 32 série do EM

0F2 4
24 14
46 29
68 37
810 6

Dados ficticios

De acordo com essas informacdes, determine o desvio padrdo das notas e qual é a classe modal.

Resolugdo:

[y}
w
[
4
w
3
'8

Admitindo que as 4 notas do primeiro intervalo sejam 1(ponto médio do intervalo 0 a 2), que as 14 notas do segundo
intervalo sejam 3 (ponto médio do intervalo 2 a 4) e assim por diante.
Dessa forma, considerando os pontos médios 1, 3, 5, 7 e 9 de cada intervalo, podemos calcular a nota média:

1-4+3-14+5-29+7-37+9-6 _4+42+145+259+54 504 _

4+14+29+37+6 90 90 56

X =
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Para calcular os desvios, a variancia e o desvio padrdo, devemos utilizar o mesmo critério.

46+26+06+14+34 12,6

Desvios absolutos Desvio médio: d = 5 - 5 =23
dy=11-56l=46 Variancia: o? = (4.6)° -4+ (2,6 14 +(=0,6)" - 29+ (14)° - 37+ (3,4 -6 _
d,=13—-561=26 : 44+14+29+37+6

dy;=15-56l=06
d,=17—-56l=14
ds =19 — 56| = 34

_84,64+94,64+10,44+72,52+69,36 _ 3316
90 90

=3,68

Desvio padrao: o=,/3,68 =192

Entendemos que a “classe modal” é o intervalo [6, 8], por ser o intervalo de maior frequéncia.

18. No histograma a seguir estdo representados o “peso” de um lote de 200 bezerros antes e apds o desmame.

"Peso" dos bezerros (em kg)

Porcentagem
35._............ .......................

30— e

25
20_.._. ..............

15—

80 100 120 140 “peso" (kg)

Dados ficticios

a) Quantos bezerros tinham menos de 120 kg? c) Qual o “peso” modal de um bezerro?
b) Qual o “peso” médio de um bezerro? d) Qual o desvio padrao dos “pesos” dessa distribuicdo?
Resolucgdo:

Do grafico, temos:
"Peso" dos bezerros (em kg)

“Peso” (kg) Ponto médio Frequéncia absoluta
60 - 80 70 20% de 200 = 40
80 - 100 90 35% de 200 =70
100 + 120 10 30% de 200 = 60
120 ~ 140 130 15% de 200 = 30

Dados ficticios
a) Tinham menos de 120 kg: 40 + 70 + 60 = 170 bezerros.
b) O “peso” médio de um bezerro, em kg, é:

70-40+90-70+M0-60+130-30 _ 2800+ 6300+ 6600+3900 _ 19600 _
40+70+60+ 30 200 200

X =

98

c) O “peso” modal é 90 kg (ponto médio da classe de maior frequéncia).

d) O desvio padrdo, em kg dos “pesos” da distribuicdo é:

N II‘(7o —98)? .40+ (90 —98)? - 70 + (110 — 98)% - 60 + (130 — 98)? - 30
\ 40+70+60+30
I 2 2 2 2 [ S
[(—28)? 40+ (—8)? - 70+ 122 .60+ 32?-30 _ [75200 =
= .l = | = =~
o=y 550 300 J376 =19,4
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Revisando

1. Enem 2018 Os alunos da disciplina de estatistica, 3. EPCar-MG 2019 Em uma turma de 5 alunos, as notas

em um curso universitario, realizam quatro avalia-
cdes por semestre com os pesos de 20%, 10%, 30%
e 40%, respectivamente. No final do semestre, pre-
cisam obter uma média nas quatro avaliagcles de,
no minimo, 60 pontos para serem aprovados. Um
estudante dessa disciplina obteve os seguintes
pontos nas trés primeiras avaliagdes: 46, 60 e 50,
respectivamente.

O minimo de pontos que esse estudante precisa ob-
ter na quarta avaliagdo para ser aprovado &

a) 29.8. c) 74,5. e) 84,0.

b) 71,0. d) 75,5

2. Urca-CE 2021 Considere a série de valores 15, 3, 7,

10, 4, 8, 5, 13. A mediana da série de nimeros dada é:
a) 8 c) 85 e 7
b) 7,5 d) 9

de um teste de matemética sdo ndmeros inteiros tais
que a média aritmética e a mediana sdo iguais a 5, e
nenhum aluno errou todas as questodes.

Sabendo que esse conjunto de notas € unimodal,
com moda igual a 8, entdo a diferenca entre a maior
nota e a menor nota € um ndmero que é divisor de

a) 14 c) 16

b) 15 d) 18

4. FGV-SP 2018 A média aritmética das notas de cinco

provas de estatistica € 6,4. Retirando-se a prova com
a menor nota, a nova média aritmética sobe para 7,0.
Agora, retirando-se a prova com a maior nota, a nova
média aritmética das trés provas remanescentes abai-
xa para 6,5. Se a moda das notas das cinco provas &
6,0, entdo, necessariamente, a nota de uma das cinco

provas &
a) 6,8. c) 7,4 e) 8,0.
b) 7,2 d)y 7,55.

[y}
w
[
4
w
3
'8
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5. UFJF/Pism-MG 2018 Uma professora fez uma pesqui-

sa com 10 alunos de uma de suas turmas, sobre quanto
tempo em média, em horas, eles passavam na internet
por dia. Os dados foram colocados na tabela abaixo:

L't} A B € D E F G H | J

Horas 5] 8 2 3 4 (5] 5 6 A

Marque a alternativa com os valores corretos da média,
moda e mediana.

a) média 4; moda 4; mediana 5.

b) média 4,5; moda 6; mediana 4,7.

c) média 4,7; moda 4; mediana 4,5.

d) média 4,7; moda 6; mediana 4,5

e) média 4,5; moda 6; mediana 5.

. PUC-Rio 2018 O grafico de barras abaixo mostra a
distribuicdo das notas de uma turma de alunos em
uma prova de matematica. A nota é sempre um ndme-
ro inteiro de 0 a 10.

n¢ de
alunos

'S

- N W
| |
=R | .
| |
~ -l !
|
ol ||
i |
-~
| |
| | |
——
i [
|
=
oA
o
o

5 6 7 8 8 10

Assim, por exemplo, 2 alunos tiraram zero, e 1 aluno

tirou dez.

a) Quantos alunos tiraram nota maior ou igual a 7?

b) Se a nota minima para aprovacgdo € 5, qual é a
porcentagem de alunos aprovados?

c) Qual é a mediana das notas dos alunos desta tur-
ma? Lembre que a mediana é a nota N tal que
pelo menos a metade dos alunos tira nota menor
ouigual a N, e que pelo menos a metade dos alu-
nos tira nota maior ou igual a N.
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7. Enem PPL 2018 O indice de massa corporal (IMC)

de uma pessoa é definido como o quociente entre
a massa dessa pessoa, medida em quilograma, e
0 quadrado da sua altura, medida em metro. Esse
indice é usado como parametro para verificar se o
individuo estd ou ndo acima do peso ideal para a
sua altura. Durante o ano de 2011, uma pessoa foi
acompanhada por um nutricionista e passou por um
processo de reeducacdo alimentar. O gréfico indica
a variacdo mensal do IMC dessa pessoa, durante o
referido periodo. Para avaliar o sucesso do tratamen-
to, o nutricionista vai analisar as medidas estatisticas
referentes a variacdo do IMC.

IMC o
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De acordo com o gréfico, podemos concluir que a
mediana da variacdo mensal do IMC dessa pessoa &
igual a

a) 27,40.
b) 27,55

c) 27,70.
d) 28,15.

e) 2845,

. Foram perguntadas as idades dos 10 primeiros alunos

matriculados em determinado curso noturno e obte-
ve-se a seguinte sequéncia de idades: 17, 20, 19, 18,
21,16,18, 21, 21 e 19.

Obtenha:

a) A média das idades.

b) A mediana.

c) A moda.

d) A variancia.

e) O desvio padrdo.



9. Em uma sala de aula de um curso de inglés, estdo 10. Unifor-CE 2020 Uma turma de mecéanica dos sélidos

20 alunos e o professor. possuia oito alunos no final do semestre. Na Ultima
Joca, um garoto de 15 anos, tinha o objetivo de iden- prova da disciplina aplicada aos alunos, as notas fo-
tificar a moda das idades das 21 pessoas presentes ram as seguintes:
(os 20 alunos e o professor). Perguntou a idade para
cada colega e obteve 0s seguintes valores:
28,18, 20, 14, 22,16, 19,19, 17, Andre 60

28, 20,15,19, 21,17,19, 18, 28, 16 Paula 80
No entanto, ele ndo perguntou a idade para o Céssia 7.4
professor. e 50

Em relagdo a moda das idades de todos os pre-

sentes, com os dados de que dispunha, Joca pbdde

concluir que: Paulo 10,0

a) independentemente da idade do professor, a
moda é 19 anos.

b) dependendo daidade do professor, a moda pode
ser 28 anos.

c) amoda é necessariamente igual a 28 anos.

d) o conjunto de valores ndo apresenta moda.

e) dependendo daidade do professor, a distribuicdo
pode ter duas modas.

Pedro 9,0

Ana 84

Tiago 92

A mediana das notas dos alunos, na Ultima prova, foi
a) 75 c) 80 e) 85
by 7,8 d) 8.2

Enem 2016 O procedimento de perda répida de “peso” € comum entre os atletas dos esportes de combate. Para
participar de um torneio, quatro atletas da categoria até 66 kg, Peso-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas
e atividades fisicas. Realizaram trés “pesagens” antes do inicio do torneio. Pelo regulamento do torneio, a primeira
luta deverd ocorrer entre o atleta mais regular e 0 menos regular quanto aos “pesos”. As informacdes com base nas
pesagens dos atletas estdo no quadro.

1 78 72 66 72 72 490
1l a3 65 65 7 65 849
I} i 70 65 70 70 4,08
v 80 77 62 73 7 787

Ap0ds as trés “pesagens”, os organizadores do torneio informaram aos atletas quais deles se enfrentariam na primeira luta.
A primeira luta foi entre os atletas
a) lell b) lelV. c) llell d) llelV. e) lllelVv.

[y}
w
[
4
w
3
8

Famerp-SP 2018 Sendo x um numero inteiro, a mediana do conjunto {3, 7, 2, -3, 13,9, -1, x} de oito nimeros é igual a %
Dessa forma, x € igual a
a) 7. b) 3. c) 4. d) 6. e) 5.
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UFPR 2018 Leonardo fez uma pesquisa sobre o preco da jarra de suco de laranja em algumas lanchonetes da regido
e obteve os seguintes valores:

A R$ 1075
B R$ 6,00
c R$ 9,50
D R$ 1100
E R$ 525
F R$ 7,00
G R$ 10,50
H R$ 8,00

a) Calcule a média e a mediana dos precos apresentados na tabela.

b) Leonardo decidiu acrescentar duas lanchonetes em sua pesquisa. Ao considerar todos os 10 estabelecimentos,
a média de precos passou a ser de R$ 8,45. Sabendo que essas duas novas lanchonetes cobram o mesmo preco
pela jarra de suco, calcule esse valor.

FGV-SP 2018 Uma lista de quatro nimeros inteiros tem média 7 e diferenca entre o maior e o menor dos nimeros
igual a 24. A moda e a mediana da lista sdo, ambas, iguais a 8. Assim, o desvio padrdo da lista é igual a

a) /69 o) 71 e) /73
b) 70 d) 72

Insper-SP 2018 Observe os graficos.

Variacdo da populacdao fumante Fumantes didrios no Brasil
entre 1980 e 2015 por género
No Brasil @ em paises com a maior variagdo no De 1980 a 2015
periodo
® 1980 — MULHERES
® 2015 ~— HOMENS
¥ i EM PORCENTAGEM DA
BRASIL | e ! POPULAGAC POR GENERO
EUA | ge———g |
CANADA | | We—T——— % E 20%
AUSTRALIA | | ee——Lg ;
AFRICADO SUL | | ge——a | |
JAPAO | | ee— | o i 10%
DINAMARCA | i .4:_.—_.. H
ARGENTINA | [ ee—s ' | i
TURQUIA | : loe——a | 1980 1990 2000 2010 2015
POLONIA | : | se——a | ANO
CROACHA | ! | e —e E
O 0%  20% 0%  40%  50%
PORCENTAGEM DE FUMANTES
DIARIOS NO PAlS
Fonte: http://www.nexojornal.com.br Fonte: http://www.nexojornal.com.br

Utilizando apenas a andlise dos dados expressos nos graficos, é possivel concluir corretamente que

a) a Africa do Sul foi o pais que teve a maior reducdo na porcentagem de fumantes diérios de 1980 para 2015.

b) em 2015 o Brasil tinha mais fumantes diarios do que os EUA.

c) no Brasil houve uma reducdo maior no percentual de homens fumantes do que no de mulheres fumantes de
1980 para 2015.

d) o pais com maior nimero de fumantes em 1980 era a Dinamarca e, em 2015, passou a ser a Croécia.
e) o Japdo sempre teve mais fumantes do que o Brasil no periodo de 1980 a 2015.

100 MATEMATICA = Capitulo 7 = Nocdes de Estatistica



Unesp 2018 O gréfico indica o nimero de vitimas fa-
tais no transito de uma grande cidade em 2017. Os
dados estdo distribuidos por quatro faixas etdrias e
por trés categorias de locomocdo dessas vitimas: pe-
destres, ciclistas e motociclistas.

=3 Motociclista
---- mm Ciclista
mm Pedestre

MNamero de vitimas fatais

2529 | 30-34 3539
Faixa etaria (anos)

Nesse ano, a porcentagem de vitimas fatais que se
deslocavam de bicicleta e tinham menos de 30 anos,
em relagdo ao total de vitimas das quatro faixas eta-
rias e das trés categorias de locomocao, foi de

a) 15,6%. c) 30%. e) 27,2%.

b) 21,6%. d) 12,5%.

Enem 2015 Um concurso é composto por cinco eta-
pas. Cada etapa vale 100 pontos. A pontuacdo final
de cada candidato € a média de suas notas nas cinco
etapas. A classificagao obedece a ordem decrescente
das pontuac@es finais. O critério de desempate ba-
seia-se na maior pontuacdo na quinta etapa.

A 90 60
B 85 85
L& 80 95
D 60 90
E 60 100

A ordem de classificacdo final desse concurso é

a) AB,CED. d) C,B,ED,A.
b) B,A C,ED. e) EC D,B,A.
¢) C,B,EAD.

Enem 2019 Os alunos de uma turma escolar foram
divididos em dois grupos. Um grupo jogaria basque-
te, enquanto o outro jogaria futebol. Sabe-se que o
grupo de basquete é formado pelos alunos mais altos
da classe e tem uma pessoa a mais do que o0 grupo
de futebol. A tabela seguinte apresenta informacdes
sobre as alturas dos alunos da turma.

1,65 1.67 170

Os alunos P, J, F e M medem, respectivamente, 1,65 m,
1,66 m, 1,67 m e 1,68 m, e as suas alturas ndo sdo iguais
a de nenhum outro colega de sala.

Segundo essas informagdes, argumenta-se que o0s
alunos P, J, F e M jogaram, respectivamente,

a) basquete, basquete, basquete, basquete.

b) futebol, basquete, basquete, basquete.

c) futebol, futebol, basquete, basquete.

d) futebol, futebol, futebol, basquete.

e) futebol, futebol, futebol, futebol.

FGV-SP 2017 Removendo um numero do conjunto {11,
12, 17,18, 23, 29, 30} formamos um novo conjunto com
média aritmética dos elementos igual a 18,5. A mediana
dos elementos desse novo conjunto € igual a

a) 26,5 c) 20,5 e) 145

b) 26,0. dy 175

EEAR-SP 2022 Em uma classe da 12 série do Curso de
Formacdo de Sargentos - EEAR, as idades dos alunos
se distribuiam conforme tabela. Desta forma, a idade

média ponderada desses alunos era de anos.
18 19 20 2] 22
f, (%) 40 30 17 10 3
a) 18,81 c) 19,06
b) 18,98 d) 19,23

UPE/SSA 2017 Segundo matéria do Caderno Cida-
des do Jornal do Commercio, publicada em 8 de maio
de 2016, um relatoério oficial de assaltos a coletivos
entre janeiro e abril de 2016 apontou os locais e as
linhas de 6nibus que mais sofreram esse tipo de vio-
|éncia no periodo citado.

Com base nessas informacdes, analise o grafico publi-
cado na referida matéria.

@ Locais mais assaltados

BR-232  PE-15 Av. Belmina Correia
” 4171

Av. Recife
)i 5]

BR-101 Norte BR-101 Sul
19 136)
Av, Herculano Av. Agamenon
Magalhdes

Bandeira
20

BR-101 Sul
(antiga)

Av.Bom Jesus S
{Zumbi do Pacheco)

O relatério vai além. Aponta que a maioria das inves-
tidas, € claro, acontece a noite — mas nao tarde da noite —,
e quando ha mais gente nas ruas: no segundo pico, entre
18h e 20h, e no terceiro pico: de 2Th as 22h. Confira
video no Blog De Olho no Transito sobre a linha do medo.

(jc.com.br/deolhonotransito)

De acordo com o gréafico, a média, a mediana e a moda
do niimero de assaltos por local sdo respectivamente:

a) 19;20e12. d) 23;12e19.
b) 23;195e 12. e) 195;12e18.
c) 19;12e46.
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FCMMG 2017 Apesar da aparente igualdade entre
0S sexos, 0s salarios entre homens e mulheres con-
tinuam sendo diferentes. Uma forma de estudar o
preconceito em relacdo as mulheres no mercado de
trabalho consiste na comparagao de valores salariais
de ambos os géneros. No Brasil, pesquisas sinalizam
que a participacdo das mulheres no mercado de tra-
balho tem aumentado e isso se reflete também na
remuneracao delas. Contudo, observa-se que os ho-
mens ganham em média 30% a mais.

As curvas seguintes seguem a distribuicdo normal,
relacionadas com as médias salariais liquidas por gé-
nero em determinada localidade brasileira.

A linha pontilhada representa a situagdo do género
masculino e a linha continua, do género feminino.
A varidvel representada no eixo horizontal indica o
valor salarial em reais.

------ Género masculino

—— Género feminino

200 400 600 800 1000 1200 1400

Pelos dados dessa pesquisa, pode-se concluir que:

a) Osalario médio do género feminino, na localidade
estudada, vale 700 reais e o do género masculino
vale 910 reais, aproximadamente.

b) A possibilidade de uma mulher, nesta localidade,
receber mais que 1400 reais é inexistente.

c) Os homens residentes nesta localidade recebem
mais que 400 reais mensais.

d) O salario médio dos trabalhadores desta localida-
de é de 800 mensais.

UPE 2020 Os 12 atletas do time de voleibol da Escola
Viver Bem estdo sendo entrevistados pelo seu trei-
nador, para definir quais serdo os jogadores titulares.
Em determinado momento, o treinador perguntou o
ndmero de esportes que os atletas praticavam, além
do voleibol. O resultado estad apresentado no quadro
a sequir:

Hugo 0
Tiago 4
Pedro 1
Paulo 1
Mateus 0
Bruno 1
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losé 2
Manoel 1
Carlos 2
Joaguim 1
Benicio o}
Vinicius ¢}

Qual é, aproximadamente, a variancia do ndmero
de esportes praticados por esses atletas, além do
voleibol?

a) 0,98 d 1,11
b) 1,00 e) 1,24
c) 1,08

Enem PPL 2019 Um fiscal de certa empresa de 6nibus
registra o tempo, em minuto, que um motorista nova-
to gasta para completar certo percurso. No Quadro 1
figuram os tempos gastos pelo motorista ao realizar o
mesmo percurso sete vezes. O Quadro 2 apresenta
uma classificacdo para a variabilidade do tempo, se-
gundo o valor do desvio padrdo.

Quadro 1

48 54 50 46 44 52 49

Quadro 2
Extremamente baixa D=o=2
Baixa 2<o=4
Moderada 4<o0=6
Alta 6<o=8§
Extremamente alta oc>8

Com base nas informacdes apresentadas nos qua-
dros, a variabilidade do tempo é

a) extremamente baixa.

b) baixa.

c) moderada.

d) alta.

e) extremamente alta.

UFT-TO 2020 Considere o conjunto {1, 3, 4, 7, X, Y,
18,19, 21, Z} formado por nimeros naturais, dispostos
em ordem ndo decrescente. Sabendo que a moda do
conjunto é 7, a mediana € 9 e a média aritmética é
12, assinale a alternativa CORRETA que se refere aos
valores de X, Y e Z, respectivamente.

a) 7,11e29 c) 7,12e29

b) 8,12e30 d) 8, 11e29



FGV-SP 2018 A média aritmética dos salérios de 550 funcionarios de uma empresa é R$ 4000,00.
Em uma negociagao salarial, duas propostas foram feitas:

Proposta A: dar um aumento de R$ 450,00 por funcionério.

Proposta B: dar um aumento de 12% para cada salario.

Sejam:

S, a soma dos salarios a serem pagos se for aceita a proposta A.

S, soma dos saldrios a serem pagos se for aceita a proposta B.

A diferenga em valor absoluto entre S, e S, é:

a) R$ 16500,00 d) R$ 13800,00
b) R$ 12000,00 e) R$ 15750,00
c) R$ 14100,00

Enem 2020 O quadro mostra o numero de gols feitos pela equipe A em campeonatos estaduais de futebol, no pe-
riodo de 2007 a 2012.

2007 64
2008 59
2009 61
2010 45
20Mm 61
2012 58

Faltando ainda alguns jogos para o término do campeonato estadual de 2013, o nimero de gols marcados pela equi-
pe B era 52. O técnico dessa equipe fez um levantamento para saber quantos gols sua equipe deveria marcar nos
préoximos jogos de modo que, ao final do campeonato, o nimero total de gols marcados pela equipe B ultrapasse a
média de gols marcados pela equipe A nos campeonatos de 2007 a 2012.

Quantos gols, no minimo, a equipe B ainda precisaria marcar?

a) 2 b) 6 c) 7 d) 9 e) 10

Enem 2014 Uma empresa de alimentos oferece trés valores diferentes de remuneracdo a seus funcionarios, de acor-
do com o grau de instrugdo necessério para cada cargo. No ano de 2013, a empresa teve uma receita de 10 milhdes
de reais por més e um gasto mensal com a folha salarial de R$ 400000,00, distribuidos de acordo com o Gréfico 1. No
ano seguinte, a empresa ampliard o nimero de funcionarios, mantendo o mesmo valor salarial para cada categoria.
Os demais custos da empresa permanecerdo constantes de 2013 para 2014. O nimero de funcionarios em 2013 e
2014, por grau de instrucao, esta no Grafico 2.

Numero de funcionarios por grau de internacao
Distribuicdo da folha salarial

180 |- — — — — —
1m0 I

203

: a0 ; 2014
75% B Ensino fundamental i

O Ensino médio @

i E Ensino superior 0
Gréfico 1 *

o i

: ol

o

Ensino fundamental Ensino médio Ensinc superior

Grafico 2

Qual deve ser o aumento na receita da empresa para que o lucro mensal em 2014 seja 0 mesmo de 20137
a) R$ 114285,00 d) R$210000,00

b) R$ 130000,00 e) R$213333,00

c) R$ 160000,00
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EPCar-MG 2020 No dia 21 de maio de 2019, come-
morou-se 70 anos da Escola Preparatdria de Cadetes
do Ar.

A Escola Preparatéria de Cadetes do Ar é uma insti-
tuicdo militar de ensino médio, com missao de preparar
os Alunos para ingresso no Curso de Oficiais Aviadores
por meio do Curso Preparatério de Cadetes do Ar (CPCAT).

Disponivel em: http://www?2 fab.mil.br/epcar/.
Acesso em 30 de margo de 2019.

A sua historia teve inicio em 1949, com a criacdo do
Curso Preparatério de Cadetes do Ar (...) [Esta Escola] tem
procurado cumprir sua missao de formar e honrar as suas
tradigdes no ensino, com os pés no passado, as maos no
presente e os olhos no futuro.

Disponivel em: http://www2 fab.mil.br/epcar/.
Acesso em 30 de marco de 2019.

Depois das comemoracdes dos 70 anos da EPCAR,
foi feita uma pesquisa de opinido com os seus alu-
nos sobre as atividades que ocorreram durante as
comemoracdes.

Essas atividades foram avaliadas conforme critérios
estabelecidos no seguinte quadro:

5 OTIMA

4 BOA

3 REGULAR
2 RUIM

1 INDIFERENTE
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Os resultados obtidos estdo registrados no gréfico
abaixo:

Numero de alunos da EPCAR
= o
=] T}
=] =3

)
(=]

0 I | | >
Otirna Boa Regular Ruim Indiferente
Critérios de Notas

Se, nessa pesquisa, cada aluno opinou apenas uma

vez, entdo, € INCORRETO afirmar que

a) o numero que representa a quantidade de alunos
que participou dessa pesquisa possui mais de
20 divisores naturais.

b) anota média atribuida pelos alunos foi BOA.

c) exatamente 30% dos alunos considerou a progra-
macdo OTIMA.

d) mais de 10% dos alunos opinaram com INDIFE-
RENTE ou REGULAR em relacdo a programacao.

A tabela a seguir apresenta as notas de um candidato
em suas provas de um concurso publico para auditor
fiscal do tesouro nacional:

Portugués 79
Matematica financeira 86
Estatistica &7
Contabilidade 6,3
Direito civil 8.2
Direito tributario 6,7

Dados ficticios

A nota média, a nota mediana e a nota modal desse
candidato, sdo, respectivamente:

a) 74,773,677 d) 6,7;7,3,6,9

b) 6,7;7,3;6,9 e) 74,74,6,7

cy 7,7,7,4,69



Texto complementar

Como mentir com graficos: 7 detalhes que podem te enganar

Gabriel Zanlorenssi, Rodolfo Aimeida e Gabriel Maia

Escalas enganosas, declaragées imprecisas e contas que nao fecham: existem diversas maneiras de levar a
interpretagoes erradas por meio de graficos. Conheca algumas

Avisualizacdo de dados pode ser uma ferramenta Util para apresentar um conjunto de dados, e traduzir visualmente informag0es numéricas. Mas
ela também pode ser usada de maneira enganosa (mesmo que bem-intencionada). Veja abaixo alguns detalhes frequentes em gréficos enganosos
e como noté-los:

Contas que ndo fecham

Tablet
15%

Computador
69% i

88% k
—/ porgue pode-se
valores

usar mais de uma

maneira de acessar
ultrapassam
100%

Em graficos de pizza, o tamanho de cada fatia representa a proporcdo de cada categoria. Como partes de um todo, a soma dos seus valores
percentuais deve resultar em 100% (a totalidade do conjunto).

Nestes gréficos, por exemplo, vemos 0s meios de acesso a internet utilizados pelos brasileiros. Como as pessoas podem utilizar mais de
um meio — e podiam responder mais de uma op¢do na pesquisa —, a representacdo em uma pizza ndo é correta, pois os valores ultrapassam o
todo de 100% (ja que uma pessoa pode ser contada mais de uma vez nos dados). Neste caso, é preferivel utilizar barras independentes para cada
categoria (que ndo sugerem a ideia de totalidade).

Escalas que ndo comecam no O

32% 9

32

o —

~* Candidato Candidato Candidato Candidato Candidato Candidato
A B C A B C
escala
comeca
em 26

Em uma pesquisa de intencdo de votos de uma eleicdo hipotética, o candidato A tem 32% das intencdes de voto, enquanto o candidato B
tem 28% e o candidato C tem 27%. A diferenca entre os valores é pequena.

No entanto, se esses valores forem mostrados em um grafico de barras cuja escala ndo comeca no 0, essa diferenca é dramatizada, dando
uma impressdo de que é muito maior do que realmente é. No geral, é importante se manter atento para os valores de uma escala.

[y}
w
-
Z
w
3
'8

105



Valores nao deflacionados

valores

nio estio
deflacionados

: 1

' ' ' 1 ' ' | " 1 ' ! ' ] | I " | '
2001 2005 2005 2007 2008 201 2013 2005 2017 2001 2005 2005 2007 2009 201 2013 2015 2017

Um erro bastante comum em gréficos que mostram valores monetdrios ao longo do tempo € ndo deflacionar os dados — ou seja, ndo ajustar
os valores pela inflacdo, considerando a desvalorizacdo da moeda. Esses ajustes sdo fundamentais para longos periodos de tempo.

Nestes graficos, por exemplo, vemos a evolucdo do preco da gasolina, em R$ por litro. Observe como eles indicam tendéncias opostas. Isso
porque, a esquerda, estd demonstrado o preco nominal (ou seja, o valor que o consumidor vé na bomba) e, a direita, o preco real (deflacionado).
Para fazer qualquer afirmacdo sobre se a gasolina estd mais cara ou mais barata, deve-se utilizar o preco real.

Margens de erro

“Candidatos A e B estio empatados
“Candidato A tem a lidsranga® e dentro da margem de erro 0
asan a4n

i 42 =
40 A 40 = A
38 B 38 B
36 L o

margem de erro de
2 p.p. para mais ou para
menos. ndo hd certeza
sobre vantagem

Para alguns tipos de pesquisas, especialmente as com grande nlimero de entrevistados, existe uma margem de erro na precisdo dos dados.
No caso das pesquisas eleitorais, essa incerteza costuma ser de 2 pontos percentuais para mais ou para menos em cada valor. Isso quer dizer
que, onde se afirma “2”, por exemplo, o valor na verdade pode ser qualquer coisa entre “0” e “4”.

Esse é um detalhe importante para evitar que se fagam afirmacoes como “candidato A lidera a pesquisa de inten¢des de voto com 40%,
seguido de B com 38%”. Como a vantagem de um candidato sobre o outro esta dentro da margem de erro, ndo é possivel afirmar com certeza
que ha alguma vantagem. Preferencialmente, também é recomendado demonstrar essa margem de erro nos gréficos.

Dados absolutos X Taxas

“So Paulo é o segundo mais violento” “S%0 Panlo é o menos violento”

2 mil & mil emue o W 20 30 40 50 60 0

(=)

Sio Paulo

e 1]
Séo Paulo wem i
Existem alguns dados que sdo diretamente relacionados a outros e deve-se ter essa relagdo em mente para fazer comparacdes. Por exemplo:
ndmero de homicidios e tamanho da populagdo.
Se quisermos descobrir qual estado brasileiro é o mais violento, e visualizar o nimero de homicidios em cada estado, teremos o gréafico da
esquerda, que indica Sdo Paulo como o segundo estado mais violento (em 2015).
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Porém, devemos considerar o tamanho de sua populacdo para entender o qudo violento ele é proporcionalmente a ela. Isso é visualizado
no gréfico a direita, que usa a taxa de “homicidios a cada 100 mil habitantes”.

Escalas inadequadas

o - O
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demais esconde
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E comum encontrar gréficos de linhas que parecem indicar retas, levando a entender que ndo hd mudanca nos dados.

Nos exemplos acima, que mostram a temperatura global ao longo do tempo, a escala utilizada no gréfico da esquerda é ampla demais e
esconde (ou atenua) a variacdo nos dados, dando a impressdo de que ndo hd mudanga. Ja o gréfico da direita utiliza uma escala mais adequada,
dando conta da variacdo, sem também dramatizar demais esse aumento.

Uma alternativa, apropriada para este dado em questdo, seria mostrar o quanto o dado variou em relacdo a média ja que, se tratando de
temperatura global, um aumento de apenas um grau ja tem consequéncias climaticas significativas.

Sazonalidade

grafico isola um
movimento de i
queda

Existem alguns dados que apresentam padrdes de varia¢do sazonais. Isso quer dizer que eles repetem alguns padrdes em determinadas
épocas (por exemplo, desemprego cai em dezembro e janeiro e sobe em outros periodos do ano).

E importante perceber isso quando olhamos para gréficos que isolam um determinado periodo do tempo (como o gréfico hipotético a es-
querda), levando a crer que um dado esta caindo, quando na verdade, se olharmos o panorama geral, ele estd subindo dentro da variacdo sazonal
esperada (como mostra o gréfico a direita).

Isso é Gtil também para ter cautela com afirmac6es que comparam algum dado sazonal, afirmando que aumentou ou diminuiu em relagdo ao
més anterior — quando o correto € comparar com 0 mesmo més, em outro ano.
Fontes: Pnad 2015 (IBGE); ANP (Agéncia Nacional do Petréleo), 2017; DataSUS 2015; e Departamento de Meteorologia dos EUA.

ZANLORENSSI, Gabriel et.al. Nexo Jornal, 22 jun. 2018. Disponivel em: https://www.nexojornal.com.br/grafico/2018/03/31/
Como-mentir-com-greC3%A 1ficos-7-detalhes-que-podem-te-enganar. Acesso em: 10 jan. 2022.
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Medidas de posicdao ou de tendéncia central
Observe o rol referente a idade de 25 estudantes de uma sala de um curso pré-vestibular,

7 17 17 17 18 18 18 18 18 18 18 18 19
9 19 19 19 19 20 20 20 21 21 21 21
Média aritmética
Representada por X , é o quociente entre a soma de todos os valores da amostra e o nimero total de amostras.

>—<:17~4+18~8+19~6+20~3+21~4:68+144+114+6O+84:ﬂ:188
4+8+6+3+4 25 25 '

Moda

A moda (Mo) consiste no valor x; de maior frequéncia absoluta n; ou relativa f.
No exemplo das idades dos estudantes, temos Mo = 18.

Mediana

Consiste no valor do termo central do rol quando a quantidade de termos for impar; e da média aritmética dos termos
centrais do rol quando a quantidade de termos for par.

No exemplo das idades dos estudantes, a sequéncia tem 25 termos, logo, a mediana dessa sequéncia de valores corres-
ponde ao valor do 132 termo.

(’I7, 17,17,17,18,18,18,18,18,18,18,18, 19 ,19,19,19,19,19, 20, 20, 20, 21, 21, 21, 21)

12 termos Mediana 12 termos

Medidas de dispersao
Variancia
A variancia (V ou 02) de uma amostra é igual ao quadrado do desvio padrdo da mesma amostra:

£

n

V=g

Desvio padrao

O desvio padrado (o) de uma amostra € igual a raiz quadrada da média quadratica das diferengas entre cada um dos dados
(x) e a média aritmética X desses dados:

Quer saber mais?
@&) Sites

PORTAL do Instituto Brasileiro e Geografia e Estatistica. Disponivel em: https://www.ibge.gov.br. Acesso em: 10 jan. 2022.
Vocé vai encontrar dados interessantes sobre o Brasil e sua gente, sobre economia e desenvolvimento, agricultura e urbanidades.

CENSO 2010 (ultimo feito no Brasil). Disponivel em: https://censo2010.ibge.gov.br/resultados.html. Acesso em: 10 jan. 2022.
Sdo milhares de resultados que revelam muitos habitos do povo brasileiro.

Filme
g O homem que mudou o jogo (Moneyball. The Art of Winning an Unfair Game)
Direcdo: Bennett Miller, 2012. Classificagdo indicativa: 10 anos.
Billy Beane (Brad Pitt) € o gerente geral do time de beisebol Oakland Athletics. Com pouco dinheiro e com as ideias do matematico
Peter Brand (Jonah Hill) tenta reinventar seu time, desenvolvendo um sofisticado programa de estatisticas para o clube recrutando
jogadores por seus resultados, mesmo que eles fossem vistos como fracos por olheiros convencionais, chegando as finais com pouco
investimento, tornando o Oakland uma das principais equipes do esporte nos anos 1980 e transformando a MLB definitivamente.
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Exercicios complementares

1. EPCar-MG 2020 No Curso Preparatério de Cadetes do Ar (CPCAR) existem 8 turmas de 25 alunos que ao final do
32 trimestre de certo ano apresentaram as médias em matematica, registradas no gréfico abaixo:

A

Numero
total de
alunos

Médias
Neste ano, 60% dos alunos do CPCAR obtiveram média maior ou igual a 7. Analise cada proposicdo abaixo quanto a
ser (V) Verdadeira ou (F) Falsa.
() x% do total de alunos apresentaram média maior ou igual a 6.
() v% do total de alunos apresentaram média menor que 6.
() A nota mediana deste resultado € maior que 7,3.
Sobre as proposi¢des, tem-se que
a) todas sdo verdadeiras. c) apenas duas sdo falsas.
b) todas sado falsas. d) apenas uma é falsa.

2. FGV-SP 2018
a) Nos ultimos N dias, a média aritmética diaria na producdo de ténis de uma empresa foi de 70 unidades. Hoje, a
producdo de 90 unidades elevou a média aritmética para 75 unidades diarias. Qual é o valor de N?
b) Uma empresa produz computadores em trés cidades diferentes. Mensalmente, a soma dos computadores pro-
duzidos nas trés cidades é o triplo da producdo de computadores de uma das cidades. E correto afirmar que
a mediana das trés quantidades é igual a média aritmética das trés quantidades?

3. FGV-SP 2018
a) Na reta numérica dada abaixo, p, g, r, s e t sdo cinco nimeros inteiros pares e consecutivos e g + s = 24. Qual € a média
aritmética desses cinco inteiros?

T T T T T T

0 P q r s t
b) Sey é o menor nimero inteiro positivo tal que o produto dele por 3150 é o quadrado de um ndmero inteiro, qual

é o valor de y?

4. UPE/SSA 2018 Trezentos candidatos se submeteram ao teste de selecdo para vaga de emprego em uma grande
empresa sediada em Pernambuco. Os resultados estdo agrupados na tabela a seguir:

DESEMPENHO DOS CANDIDATOS NO TESTE DE SELEGAO

8090 20
90 100 100
100+ 110 120
10~ 120 50
120 =130 10

Com base nessas informacdes, os valores aproximados da variancia e do desvio padrdo sao respectivamente:
a) 103e10,15.

b) 102,5e 10,09.

c) 94,6e09,72.

d) 849e0921.

e) 76e8,71.
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5. EPCar-MG 2018 Na tabela a seguir estdo relacionados os saldrios de todos os funcionarios das classes A, B e C de uma
empresa cuja média salarial € R$ 1680,00.

Quantidade de
Classes P
funcionadrios

A 900 - 1500 20
B 1500 - 2100 X
e 2100 - 2700 10

Se a mediana para a distribuicdo de frequéncias obtida acima é m, entdo a soma dos algarismos de m € igual a
a) 10 b) 12 c) 15 d) 18

6. UFSC 2017 O grafico abaixo representa a evolugao do ndmero de homicidios no Brasil em fungcdo do tempo, no
periodo de 2004 a 2014.

A evolucao do numero de homicidios no Brasil em 2004 a 2014

70 000 |
59627

s 57045
60 000 | 5204353 016 &

4890943136 48219 57396
50 000 | «_4,_,._4-__,_,-—4—"'7 A

a9704 | 50659
40000 |

30000

20000 !

10 000 | —

0!
2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014
Fonte: Atlas da Violéncia IPEA 2016, 19 jul. 2016, p. 8. [Adaptado].

Com base nos dados do gréfico, responda aos itens a e b.

a) Identifique entre que anos consecutivos foi registrado o maior aumento no nimero de homicidios.

b) Determine o aumento percentual identificado no item a.

c) O estudo apresentado no Atlas da Violéncia IPEA 2016 ressalta que, embora os homens representem a vasta maioria
das vitimas de homicidio no Brasil, de 2004 a 2014 houve um crescimento de 11,6% da taxa de homicidios entre
mulheres, apesar das politicas publicas desenvolvidas para minimizar o problema, como a Lei Maria da Penha e as
medidas de prevencdo a violéncia domeéstica institucionalizadas desde 2006. Determine o nimero de mulheres as-
sassinadas por dia no Brasil, tomando como referéncia o ano de 2014 (365 dias), em que 4 757 mulheres foram vitimas
de morte por agressdo.

d) O estudo apresentado no Atlas da Violéncia IPEA 2016 divide a populagdo em dois grupos disjuntos, um de
negros (pretos e pardos) e outro de ndo negros (individuos brancos, amarelos e indigenas). De 2004 a 2014, ha
uma discrepancia alarmante na evolugao da taxa de homicidios entre esses dois grupos: enquanto a de negros
cresceu 18,2%, a de ndo negros caiu 14,6%. Isso fez com que, em 2014, para cada ndo negro morto, 2,4 indivi-
duos negros fossem mortos. Através de uma fracdo irredutivel, determine a probabilidade de que na ocorréncia
aleatdria de um homicidio a vitima seja um individuo n&o negro.

7. UFSC 2017 Em relacdo as proposicdes abaixo, é correto afirmar que:

01 Os juros médios no cartdo de crédito chegaram, em fevereiro de 2016, ao maior patamar desde outubro de
1995, segundo levantamento da Anefac. A taxa mensal atingiu 14,72%. Logo, o montante a ser pago por um con-
sumidor que usou R$ 2000,00 no rotativo do cartdo de crédito por 30 dias € de R$ 2294,40, sem que se levem
em conta 0s outros encargos referentes ao atraso no pagamento da divida financiada.

02 Em 1987, o governo criou a Unidade Referencial de Precos (URP), que corrigia o saldrio dos trés meses seguin-
tes a partir de uma taxa prefixada com base na média geométrica da inflacdo dos trés meses anteriores. Para 0s
trabalhadores, teria sido mais vantajoso se o governo tivesse utilizado como base a média aritmética da inflagdo
dos trés meses anteriores, tendo em vista que a média aritmética € sempre maior ou igual a média geométrica,
para quaisquer nimeros positivos dados.
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k
04 Z(2n+2) é uma forma de representar a soma dos nimeros que calculamos na expressdo 2n + 2 quando
n=1
substituimos n por 1, depois por 2, depois por 3 e assim sucessivamente, até n = k. O valor de k para que
k
Y (2n+2)=130¢é 10.
n=1
08 Considere uma sucessao infinita de circulos concéntricos em que cada circulo tem didmetro igual ao dobro do
didmetro do circulo seguinte. Se o primeiro circulo tem raio de 3 cm, entdo a soma das areas desses circulos
é 18w cm?.
16 Suponha que na tabela estejam as estaturas da Mafalda e da sua turma (personagens da Mafalda).

Migueliic Susanita Libertad  Mafalda Manolito Gullie Flipe  Mamé (mé&e) Papé (pal)

Disponivel em: http://blogmaniadegibi.com/2011/12/conhega-mafalda/.
Acesso em: 20 out. 2016.

Personagem m

Miguelito 75
Susanita 1254
Libertad 1073
Mafalda 120
Manolito 164
Guille 1087
Filipe n75s
Mama (mae) 169
Papd (pai) 79,2

Com base nos dados acima, é correto afirmar que a estatura média dos personagens da Mafalda é de 129 cm.
Soma:

2. EEAR-SP 2016 A distribuicao de frequéncia abaixo refere-se a exportagdo de soja realizada por uma Cooperativa

no més de abril.
Toneladas
X; f,
exportadas

1 1020 3
2 2030 2
3 3040 8
4 40 50 10
5 50 60 7

¥5=30

Dados ficticios.

N
w
-
4
w
3
'8

Com base nos dados apresentados, a mediana da distribuicdo pertence a
a) 24classe c) 42classe
b) 3%classe d) 5%classe

M



AFA-SP 2016 Um cursinho de inglés avaliou uma turma completa sendo que parte dos alunos fez a avaliagdo A, cujo
resultado estd indicado no grafico abaixo.

numero de alunos
A

I e LT

.

1 2 3 4 3 B numero de acertos

Os demais alunos fizeram a avaliacdo B e todos tiveram 4 acertos. Assim, o desvio padrdo obtido a partir do grafico
acima ficou reduzido a metade ao ser apurado o resultado da turma inteira. Essa turma do cursinho de inglés tem

a) mais de 23 alunos. c) 21 alunos.

b) menos de 20 alunos. d) 22 alunos.

FGV-SP 2016 A tabela mostra a série de um indicador econémico de um pais, em bilhdes de US$, nos 12 meses de 2013.

Jan Fav Mar Abr Mai Jun Jul Ago Set Cut Nov Dez
21 24 20 23 22 22 18 17 16 17 6 18

a) Calcule a média, a(s) moda(s), a mediana e a maior taxa mensal de crescimento (em porcentagem) dessa série.

b) Sabe-se que, em janeiro de 2014, esse indicador econémico atingiu um valor positivo para o qual a nova série
(de janeiro de 2013 até janeiro de 2014) passou a ter mediana de 18 bilhdes de US$, e um ndmero inteiro de
bilhdes de US$ como média mensal. Calcule o desvio médio (DM) dessa nova série.

n =5
3 IX, — X
=1

Desvio Médio = - , sendo X a média aritmética.

UFRGS 2016 O gréfico a seguir representa a populagcdo economicamente ativa de homens e mulheres no Brasil de
2003 a 2015.

Populacdao economicamente ativa (em milhdes)

60

55 4
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45 4

40 4

35 4

30 +
2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 QN0

@ homens m mulheres
Fonte: Organizacao das Nacgdes unidas para Alimentacdo de Agricultura.

Com base nos dados do gréfico, é correto afirmar que,

a) no ano de 2009, a populagcdo economicamente ativa de mulheres era cerca de 50% da populagcdo economica-
mente ativa de homens.

b) de 2003 a 2015, em termos percentuais, a populacdo economicamente ativa de homens cresceu mais do que a
de mulheres.

c) em relacdo a 2005, a populacao economicamente ativa de mulheres em 2011 cresceu cerca de 5%.

d) de 2003 a 2015, em termos percentuais, a populagao economicamente ativa de mulheres cresceu mais do que
a de homens.

e) em relagao a 2007, a populagdo economicamente ativa de homens em 2015 cresceu cerca de 3%.
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12. FGV-SP 2016 A lei de Benford, também chamada de “lei do primeiro digito”, sugere que, em varios conjuntos de dados
numéricos, a ocorréncia dos algarismos de 1a 9 no inicio dos nimeros (da esquerda para a direita em cada nimero)
do conjunto de dados ndo é igualmente provavel. A lei se verifica em diversos conjuntos de dados reais como, por
exemplo, o conjunto das populacdes dos diversos municipios de um pais, o conjunto dos dados numeéricos contidos
nas contas de energia elétrica da populacdo de um municipio, o conjunto dos comprimentos dos rios de um pais etc.
Quando a lei de Benford se aplica aos dados analisados, a probabilidade P(n) de que o algarismo n seja o primeiro
algarismo em um dado numérico qualquer do conjunto de dados seréa P(n)= Iog(nT—H)

Por exemplo, se a lei se aplica, a probabilidade de que o algarismo 1 (n = 1) seja o primeiro (da esquerda para a
direita) em um ndmero sorteado ao acaso do conjunto de dados é igual a log 2, ou seja, aproximadamente 30%,
ja que log2 = 0,30.

Admita que os dados numéricos indicados na tabela 1tenham sido retirados da declaracdo de imposto de renda de
um contribuinte. Também admita que a Receita Federal tenha a expectativa de que tais dados obedecam, ainda que
aproximadamente, a lei de Benford.

Tabela 1
1526 234 5122 242 1444 788 4029 333 426 1981
2589 503 1276 5477 229 579 1987 719 1236 2817
456 886 1424 470 13 342 345 433 192 343

a) Complete atabela, registrando a frequéncia do primeiro digito (da esquerda para a direita) dos dados da tabela 1
para os casos emque n = 2,n = 3 e n = 4. Registre também a frequéncia relativa desses algarismos (ver exem-
plo para o caso em que n = 1).

b) Admita que uma declaracdo de imposto de renda vai para a “malha fina” (analise mais detalhada da Receita Federal)
se a diferenca, em maddulo, entre a frequéncia relativa do primeiro digito, em porcentagem, e a probabilidade dada
pelo modelo da lei de Benford, também em porcentagem, seja maior do que quatro pontos percentuais para algum n.
Argumente, com dados numéricos, se a declaracdo analisada na tabela 1 devera ou ndo ir para a “malha fina”.

Adote nos calculos log 2 =0,30 e log 3 =0,48.

13. Fuvest-SP 2015 Examine o gréfico.

Porcentagem de registro de nascimentos do ano,
por grupos de idades da mae

BRASIL - 1999 / 2004 / 2009

35,0 W 1999

30,0

25,0
20,0 §
15,0
10,0

50

004

menos de 15a 0a 25a 30a 35a 40 anos idade
15anos 19anos 24anos 29anos 34anos 3%anos  ou mais  ignorada

IBGE. Diretoria de Pesquisa, Coordenacédo de Populacéo e Indicadores
Sociais, Estatisticas do Registro Civil, 1999/2004/2009. Adaptado.
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Com base nos dados do gréfico, pode-se afirmar corretamente que a idade

a) mediana das mdes das criancas nascidas em 2009 foi maior que 27 anos.
b) mediana das méaes das criancas nascidas em 2009 foi menor que 23 anos.
c) mediana das mdes das criancas nascidas em 1999 foi maior que 25 anos.
d) média das maes das criangas nascidas em 2004 foi maior que 22 anos.

e) média das maes das criangas nascidas em 1999 foi menor que 21 anos.

14. AFA-SP 2015 No Atlas de Desenvolvimento Humano no Brasil 2013 constam valores do indice de Desenvolvimento
Humano Municipal (IDHM) de todas as cidades dos estados brasileiros.
O IDHM é um numero que varia entre O e 1. Quanto mais préximo de 1, maior o desenvolvimento humano de um
municipio, conforme escala a seguir.

0 05 06 07 08 1
. o4 ,
T
L KA A A )
MUITO BAIXO BAIXO MEDIO ALTO MUITOALTO

Abaixo estdo relacionados o IDHM de duas cidades de Minas Gerais em condi¢cdes extremas, Monte Formoso e
Uberlandia, e uma em situacao intermediaria, Barbacena.

0,9-
0,8+
0,7+
0,6-
0,54
0,4
0,3
0,2-
0,14

0.

O Uberlandia

B Barbacena

[JMonte
Formoso

1991 2000 2010

Analisando os dados acima, afirma-se que

. o municipio de maior crescimento do IDHM, nos periodos considerados, € Monte Formoso.

Il. na dltima década, Barbacena apresentou maior evolugdo do IDHM que Uberlandia.

Ill. uma tabela que relaciona cidade, época e faixa de IDHM pode ser representada corretamente como:

Monte Formoso Barbacena Uberlandia

Muito baixo Baixo Baixo
Muito baixo Alto Alto
Baixo Alto Alto
Sdo corretas
a) apenaslell c) apenaslelll
b) apenaslliell d)y Lilell
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15. UEG-GO 2021 O desmatamento na Amazdnia tem chamado a atencdo de ambientalistas em todo o mundo.
O gréfico a seguir mostra a evolugdo desse desmatamento de 2015/2016 até a projecdo em 2019/2020.

Areas por Anos

10.000+
9.000+

8.0004
7.000- 6.844 km?

9.205 km?

6.000+
5.0004
4.000+

5377 e
4.639 km? 4.571 km?

Area Agregada (km?)

3.000
2.000+
1.0004

2015/2016 2016/2017 2017/2018 2018/2019 2019/2020
Ano referéncia (Agosto - Julho)

Disponivel em: https:/jornal.usp.br/ciencias/desmatamento-da-amazonia-
dispara-de-novo-em-2020/. Acesso em: 05 nov. 2020.

Observando o gréfico, nota-se que
a) o crescimento de 2018/2019 para 2019/2020 foi igual a duas vezes o decrescimento de 2015/2016 para

2016/2017.

b) o crescimento de 2017/2018 para 2018/2019 foi igual a quatro vezes o decrescimento de 2015/2016 para
2016/2017.

c) o decrescimento de 2016/2017 para 2017/2018 foi igual a duas vezes o decrescimento de 2015/2016 para
2016/2017.

d) o decrescimento de 2016/2017 para 2017/2018 foi de 1003 km?.
e) o crescimento de 2019/2020 em relagdo ao ano de 2015/2016 foi igual a 3 828 km?.

16. Unifesp 2021

Aprovado pela Anvisa, capacete reduz internagcdes em UTI por covid-19 em 60%

Criado no inicio de abril como alternativa de tratamento de pacientes com covid-19, um capacete especial pode diminuir

as mortes em decorréncia da doenga no Brasil. De acordo com os testes clinicos, o Elmo, criado no Cear4, reduz em 60% a

necessidade de internagdo na UTI de pacientes com covid-19. O projeto ja foi aprovado pela Agéncia Nacional de Vigilancia
Sanitdria (Anvisa), o que permite a comercializagdo e producao do Elmo em escala industrial.

(Daniel Rocha. https:/noticias.uol.com.br, 07.11.2020. Adaptado.)

Estimativa de custos operacionais dos leitos de UTI adulto em consequéncia da covid-19

Uma pergunta que tem preocupado os gestores da rede hospitalar brasileira € quanto custara o tratamento da covid-19,
em especial dos leitos de UTI adulto. Um estudo com 106 hospitais estimou os seguintes valores:

. . o Custo médio de didria
Perfil do hospital Quantidade de hospitais em uma UTI adulto

57 R$ 1934,00

5] R$ 344200

a) Calcule a média ponderada do custo da didria em uma UTI adulto dos hospitais publicos de administracdo direta
e dos hospitais privados, de acordo com dados da tabela.

b) Um hospital filantropico que atende apenas pacientes adultos pretende utilizar o ElImo no tratamento da covid-19
e, com isso, projeta reduzir seu nimero médio de internagcdes devido a covid-19 em UTI adulta para 28 pa-
cientes. Segundo dados desse hospital, pacientes internados com covid-19 que ndo vao para a UTI adulta se
recuperam e tém alta hospitalar em 7 dias, em média, ao custo médio diario de R$ 900,00, enquanto que pacien-
tes com covid-19 destinados a UTI adulta se recuperam e tém alta hospitalar, em média, em 18 dias. Determine
qual é o nimero médio de internagdes devido a covid-19 nesse hospital e quanto o hospital economizara, em
reais, com a adoc¢do do Elmo para esse grupo de pacientes.
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17. FGV-SP 2021 Observe os dados com as alturas de 25 mudas de uma mesma planta.

1 4
6 5
9 5
8 7
1 8

Retirando-se as duas mudas cujas alturas sao valores extremos dos dados, pode-se afirmar que

a) amediana ndo se altera, mas a média aumenta. d) a média ndo se altera, mas a mediana diminui.
b) a mediana ndo se altera, mas a média diminui. e) a média, a mediana e a moda se alteram.

c) amédia ndo se altera, mas a mediana aumenta.

18. Uerj 2016 Técnicos do 6rgdo de transito recomendaram velocidade maxima de 80 km/h no trecho de uma rodovia
onde ocorrem muitos acidentes. Para saber se os motoristas estavam cumprindo as recomendacdes, foi instalado um
radar mével no local. O aparelho registrou os seguintes resultados percentuais relativos as velocidades dos veiculos
ao longo de trinta dias, conforme o gréfico abaixo:

g 35
8 30
2
20
15
10
5‘ E
Ll
50 60 70 80 90 100

velocidade (km/h)

Determine a média de velocidade, em km/h, dos veiculos que trafegaram no local nesse periodo.

19. AFA-SP 2022 Dez alunos, ao término das aulas, decidiram se reunir para um lanche. As despesas feitas por esses alunos
estdo representadas no histograma abaixo.

Ndmero de alunos

Ol 15 25 35 45 55 Despesas (R$)

Com base nessas informacdes, é correto afirmar que

a) o gasto médio foi menor que R$ 33,50.

b) o valor mediano gasto superou R$ 33,00.

c) o gasto médio foi R$ 1,50 maior que o gasto mediano.
d) asoma dos gastos médio e mediano é igual a R$ 67,50.
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20. Uma pesquisa feita com 500 funcionarios de uma determinada empresa foi solicitada pelo plano de salide que atende
a esses funcionarios. Entre as informagdes dessa pesquisa constava o nimero de dependentes de cada funcionario.
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Os resultados desse item foram organizados de acordo com a tabela de distribuicdo de frequéncias a seguir:

Dependentes dos funciondrios da empresa

Numero de dependentes Numero de funciondrios

0 120
1 L£1
2 90
3 95
4 35
5 30
6 20
7 15

Dados ficticios

De acordo com a tabela pode-se inferir que o nimero médio e o nimero mediano de dependentes por funciona-
rios dessa empresa sdo, respectivamente, iguais a

a) 2e2,15. c) 35e0. e) 2,15e3,5.
b) 0,94 e 90. d) 2,15e2.

T T T T P T T T e T P T T T T T PP P TR T S ST PP P T P T PP T

Os numeros abaixo representam as espessuras, em mm, de 50 chapas retangulares de aluminio:

218 210 2,08 1,96 3,04 20 318 1,94 219 2.24
3,06 2,59 1,96 2.29 3,18 2,09 1,96 2,06 28 2,05
2,04 243 156 1,94 315 2.35 2.08 2,56 217 1,96
1,59 2,22 2,34 2,24 1,95 20 312 3.03 312 2,04
166 1,87 249 312 2,24 1,76 218 169 314 218
Podemos afirmar que a mediana e a média aritmética dessas espessuras, em mm, sdo respectivamente:
a) 2,18e2,29. ¢ 217e2,29. e) 256e2,18.
b) 2,18e 2,18. d) 2,21e2729
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Em uma empresa alimenticia, foi observada a distribuicdo de funcionarios do setor de produgdo em relagéo ao salario
semanal, conforme mostra a tabela a seguir.

Quantidade de funcionarios do setor de
producao dividida por faixa salarial

Salério semanal (em US$)

25130 10
30135 20
35+ 40 30
40145 15
4550 40
50 55 35

Dados ficticios

A partir dos dados da tabela, podemos afirmar que o saldrio médio, em US$, dos funcionérios é aproximadamente

igual a:
a) 36 d) 46
b) 39 e) 53
c) 43

O risco de uma acdo de determinada empresa pode ser avaliado pela variabilidade do retorno esperado. Portanto,
a comparacao das distribuictes probabilisticas dos retornos, relativas a cada agao individual, possibilita a quem toma
decistes perceber os diferentes graus de risco. Analise, abaixo, 0s dados estatisticos relativos aos retornos de cinco
agGes e verifigue qual é a menos arriscada:

Variabilidade do retorno das acées de uma empresa

Discriminacao

0.65%

Dados ficticios

a) Acdo A d) AgdoD
b) AcdoB e) AcdoE
c) AgdoC
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CAPITULO

Numeros complexos

Até o final do século XV, algumas equacdes algébricas do 32 grau eram dadas como
impossiveis por grandes matematicos. No inicio do século seguinte, na Universidade
de Bolonha, o italiano Scipione del Ferro desenvolveu um método para resolver equagoes
do tipo X3 = px + g, que anos depois levou a solugdo geral de equagdes do 32 e 42 graus.
Esse periodo histérico foi marcado por muitas disputas académicas na busca de fama
e prestigio entre os matematicos que protagonizaram essas descobertas.
Destacou-se o italiano Bombelli ao demonstrar que muitas das equagées do 22 grau
s6 podiam ser resolvidas pelos métodos de Cardano e Tartaglia, se consideradas as
raizes quadradas de niimeros negativos, que mais tarde foram chamadas, pelo francés
Descartes, de imagindrias.

Assim, surgiram os nimeros complexos, cujos significados e representagdes evoluiram nos
anos que se seguiram tanto pela notagdo da unidade imaginaria, proposta por Euler, quanto

pelas interpretacdes geométricas e trigonométricas, por Gauss, Wessel, Argand e Moivre.



A urgéncia de solucoes para
equacoes de grau elevado

No periodo histérico do final da Idade Média e inicio da Re-
nascenca, a Europa passava por profundas mudancas politicas,
sociais e culturais. O comércio internacional ganhou forca, e,
com isso, a necessidade de guardar e transferir dinheiro voltou
a ser imprescindivel para a dindmica da economia ocidental.

Enquanto os centros urbanos tornavam-se mais impor-
tantes que as regides rurais concentrando uma populagdo
formada principalmente por artesdos, operdrios e comer-
ciantes, surgiam os primeiros bancos, responsaveis por
operacdes de cambio e empréstimos a juros.

Aos poucos, banqueiros e mercadores enriqueciam e
conguistavam maior poder politico, emprestando dinheiro
aos senhores feudais, que, por sua vez, endividavam-se
cada vez mais para ndo abrir mao dos seus luxos e, tam-
bém, financiar as despesas de suas Cruzadas.

A pratica dos seguros e dos empréstimos a juros trouxe
novos problemas matematicos para a sociedade. Muitos
desses problemas por vezes se traduzem em equacdes
algébricas de grau elevado, o que ia além do conhecimento
matematico da época.

Endividados, os senhores feudais viam-se obrigados a ce-
der politicamente, adotando medidas favordveis ao comércio
e a educacdo, como a criacdo de universidades, por exemplo.

O problema da compra parcelada

No estudo da Matematica Financeira, o conceito de
juros é algo que sé pode ser aplicado a valores devidos.
Se a capitalizacdo de juros incidisse sobre valores que ja
foram pagos, as dividas nunca seriam quitadas.

Por esse motivo, quando se compra algo a prazo e com
parcelas periddicas, a capitalizagdo dos juros incide apenas
sobre o saldo devedor.

Assim, sejam:

* D uma divida inicial que devera ser paga em n parce-
las periédicas,

* X uma taxa percentual fixa de juros capitalizados a
cada periodo,

* (P4, P3 P3. -, P) @ Série das parcelas que amortizam a

divida até sua quitacdo, e
* S osaldo devedor.

Se a primeira parcela p, for paga no ato da compra, o
saldo devedor depois desse pagamento fica expresso por:

S=D—p,

Durante o periodo entre os pagamentos p, € p,, O

saldo devedor S capitaliza com o incremento de juros equi-

valentes a x% - S.
X

—+ .
S 100

S
Fatorando a expressao:

X X
+ 2 .5=5-[1+2
> 100 573 (1 100)

Fazendo 1 + x% = F, aproveita-se o conceito do fator
de correcdo para simplificar a expressao:

X
. Fel s =9 .
° (1 100) > F
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Substituindo S pela sua expressado original, tem-se o

novo saldo devedor S".
S'=S-F=D-py-F

Uma vez passado o periodo de capitalizagdo, chega o
momento de pagar a segunda parcela, fazendo com que
o saldo devedor passe a ser expresso por:

§'=(0=p)-F-p,

Agora, durante o periodo entre a 22 e a 32 parcela,
ocorre novamente o incremento dos juros, levando a uma
nova expressdo para o saldo devedor:

S"=(D—py)F=pyF

Se ataxa de juros ndo sofrer alteracdo, esse padrdo se
repete até que todas as n parcelas sejam pagas.

Perceba que, durante o periodo de pagamento das
parcelas de uma compra em que sdao cobrados juros, o
saldo devedor fica representado por uma expressao dina-
mica, em que novos termos algébricos sdo incorporados
de acordo com a passagem do tempo. Isso ocorre até o
momento da quitagao da divida, quando o saldo devedor
deve ficar igual a zero. Assim, tem-se a equacao:

(MO =pg) F=pg) F=p3g)+F.)—p,=0

Quando se deseja encontrar a taxa de juros adequada
a uma situacdo dessas, percebe-se que o grau da equacao
aumenta de acordo com o ndmero de parcelas.

Duas parcelas

Se o problema consiste na compra de uma mercadoria
que a vista sai por R$ 1000,00, mas que serd paga em duas
parcelas de R$ 550,00 cada, sendo uma no ato e outra
ap6s 30 dias, por exemplo, entdo a equagdo € do 12 grau:

(1000 — 550)-F —550=0
450-F—=550=0
9-F—11=0
Resolvendo a equacdo do 12 grau:
9-F—1=0
9-F=1
F=1=1200
9 s
Substituindo a expressao para o fator de correcdo:

1+ X =12222

100
X
— =0,2222
100 o
X =22,22

Portanto, nessa compra, a taxa de juros cobrada é de
aproximadamente 22,22%.

Trés parcelas

Se a mesma compra for paga em 3 parcelas mensais
de R$ 400,00 cada, por exemplo, a equacéo € do 22 grau
(quadratica):

(1000 — 400) - F — 400)- F — 400 =0

(600 - F —400)-F —400=0
600 - F2 — 400 - F — 400 = 0
3:-FF—2-F-2=0



Resolvendo a equacdo do 22 grau:
3-FP-2-F-2=0
A=(—2)2—4-3-(—2)=4+24=28

F= (s ﬁz 1,21525
- (2£V28 24247 7 3
2 o 1_3ﬁz—0,54858
Como F > 0, substituindo a expressao para o fator de correcdo:
1+ﬁ = 121525 = ﬁ = 021525 = x = 21525

Portanto, nessa compra, a taxa de juros cobrada é de, aproximadamente, 21,5%.

Quatro parcelas

Até aqui, o conhecimento matemético da Idade Média era suficiente para resolver as equacdes. Mas o problema da
mesma compra em quatro parcelas de, por exemplo, R$ 300,00 cada leva a uma equacdo do 32 grau (cubica):
(1000 — 300) - F—300)-F—300)-F—300=0
(700 - F —300)- F—300)-F—300=0
(7OO'F2—3OO-F—3OO)~F—300=O
700 - F* — 300 - F* — 300 - F — 300 =0
7-FF-3-FF-3-F-3=0
Perceba que 0s casos usados como exemplo sdo mais simples, pois ndo ha variagdo no valor das parcelas de cada compra,
tampouco nos periodos entre os pagamentos. Equacdes mais sofisticadas surgem quando as parcelas e os periodos variam.

! Atencdo

O estudo dos polinémics e das equacdes polinomiais com grau maior que 2 esta totalmente interligado ao estudo dos
numeros complexos, de modo que a dialética desses assuntos levou pensadores da matematica como Descartes, Leibniz,
Euler e Gauss, por exemplo, a formular e tentar provar o que hoje chamamos de teorema fundamental da Algebra:

“Toda equacdo polinomial de grau n = 1 possui pelo menos um nimero complexo (que torna possivel obter uma
raiz de indice par de um nimero negativo) como solugao.”

Inicialmente afirmada pelo matemaético aleméo Peter Roth em 1580, a primeira demonstragdo totalmente correta desse
fato algébrico so foi publicada em 1814, por Jean-Robert Argand.

Museu do Louvre, Paris
fistéria Matural, Londras

MMuseu Alemae de Tecnalcaia, Berlm
Museu de |

René Descartes. Leonhard Euler. Carl Friedrich Gauss. Jean-Robert Argand.

Equacoes do 3° grau

A corrida pela descoberta dos métodos gerais para a resolucdo das equacdes algébricas de grau maior que 2 comecgou
quando, pouco antes de falecer, em meados do século XVI, del Ferro ensinou sua técnica recém-descoberta da solucdo
das equacgdes do tipo X3 = px + g para um de seus alunos, chamado Anténio Maria Fior.

Em vez de publicar a descoberta de seu professor, Fior preferiu desafiar o grande matematico da época, Niccolo
Fontana, também conhecido pelo apelido de Tartaglia.

Disputas publicas entre matematicos eram bastante comuns a época, e um bom desempenho nos confrontos poderia
garantir uma posi¢do na catedra da universidade. Mas, para a infelicidade do desafiante, quase no final do prazo, Tartaglia
também conseguiu deduzir um processo similar ao descoberto por Scipione e resolver todos os problemas que lhe foram
propostos. Fior ndo conseguiu resolver os seus, e a noticia da vitoria de Tartéglia chegou a Mildo, onde vivia um dos maiores
intelectuais da época, Girolamo Cardano.
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Cardano pediu que Tartaglia Ihe ensinasse os métodos que havia descoberto para resolver os casos particulares das
equacdes do 32 grau. Tartaglia revelou por meio de versos, mas sem dar a demonstragdo, como resolver as equacdes do
32 grau do tipo do tipo x5 = px + g, que sdo incompletas, pois ndo apresentam termo do 22 grau.

Os versos de Tartaglia para essas equagdes levavam a uma solucdo da equacdo que, em termos algébricos, fica

expressa pela seguinte formula:
2 3 2 3
S R CRER SR
2 2 3 2 2 3

Cardano procurou por uma demonstracdo satisfatoria e comecgou entdo a dedicar-se as equacdes do 32 grau com-
pletas que hoje representamos por:

aC+ b+ cx+d=0

Ele ndo s6 conseguiu encontrar um processo para resolver essas equagdes como incentivou seu assistente Lodovico
Ferrari a trabalhar em processos similares para as equacdes do 4° grau (quarticas):

at+blC+ ol +dx+e=0

Ferrari de fato encontrou a solugdo das equacdes do 42 grau e mostrou a Cardano, que, pouco depois, publicou uma
das mais importantes obras da histéria da matematica, intitulada Ars Magna.

Essa obra de Cardano contém os métodos, os primeiros descobertos, para a resolugdo das equages completas
do 32 e 42 graus, atribuindo todos os devidos créditos aos matematicos: Tartdglia, del Ferro e Ferrari.

Royal Society, Londres

Wellcome Collection, Londres
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Museu de Capodimonte, Napoles
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Girolamo Cardano.

Scipione del Ferro. Lodovico Ferrari.

Com a publicagdo, Cardano ficou conhecido com o maior matematico de sua época. Tartaglia sentiu-se traido, pois
sua férmula acabou ficando conhecida como férmula de Cardano. Ferrari tornou-se professor na Universidade de Bolonha.

Revisando conhecimentos

O método de Cardano empregava diversas técnicas algébricas para resolver equagdes do 32 grau, como:
e Técnicas de resolucdo de equacdes quadraticas.
* |dentidades polinomiais do 22 e 3¢ graus.
* Mudangas de variaveis.
e Sistemas de equacdes do tipo: soma e produto.
Por isso, recomenda-se revisar as teorias que fundamentam esses modelos matematicos.

Formula quadratica

Chama-se equacdo quadratica ou do 22 grau toda sentenca matematica aberta do tipo:
ax’* + bx + c=0coma # 0

Nessa sentenca, temos os parametros a, b e ¢, que sdo ndmeros reais denominados:
a — coeficiente principal
b — coeficiente secundario
¢ — termo independente
Equacdes quadraticas podem apresentar até duas solucdes distintas, que podem ser obtidas pela férmula quadratica:

= —bt Vb’ — 4dac
2a
Por apresentar a operacdo de radiciacdo, as solu¢des das equacdes do 2° grau obtidas da férmula quadrética sdo

chamadas de raizes da equacdao:
_ —b++b®> — 4ac —b — \b? —4ac
X, = ——— Xg=———r———
2a 2a
A expressdo b2 — 4ac dentro da raiz é o discriminante da equacdo. Trata-se também de um importante parametro real
da equacdo, que costuma ser representado por A, uma letra grega mailscula de nome delta.
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O valor de A discrimina o nimero de solucées reais da equacgao.
*  Se A >0, entdo a equacdo admite duas solucdes reais e distintas.
* Se A =0, entdo a equacdo admite apenas uma solugao real.
* Se A <0, entdo a equacdo ndo admite solugdo real.

Calcular previamente o valor do discriminante da equacgao pode poupar tempo na resolucdo das equacdes quadraticas,
principalmente no caso em que esse valor é negativo.

Assim, toda equacdo do 22 grau ax* +bx+c=0coma#0 pode ser resolvida em até dois passos.

O primeiro passo é obter o discriminante: A = b? — 4ac, e, quando seu valor ndo for negativo, o segundo passo é
—b+ A

2a

Caso o discriminante seja negativo, ndo ha como efetuar a radiciacdo no universo dos ndimeros reais, e, por isso, 0
conjunto solucdo da equacdo é vazio.

Veja o exemplo da equacdo x> —4x+5=0,em que:

A=(—4?-41-5=16-20=—4
Como o niimero —4 nao possui raiz quadrada real, o conjunto solu¢ao da equagdo é vazio:

S=0

efetuar os calculos da expressdo simplificada: x =

resolvido

1. Encontre os discriminantes das seguintes equacdes do 22 grau e, se possivel, os nimeros reais que sdo suas solugdes:

a) 2x*-5x—3=0 b) 9x*—6x+1=0 ) X*+x+2=0 d x*>+4x+2=0
Resolucao:

Ja:2
a) 2x2-5x-3=0= {b=-5

‘c=f3

A=b%—4ac=(-52—4-2-(—3) =25+ 24 =49
Como A > 0, a equacdo possui duas solucdes reais:

12
- s =g =3
X:,biv:A _—(=5+v49 _5+7 /! = S= —i,
20 22 4 N\ -2 2
Xy=—F—=—=
42
a=9
b) 9x? —6x+1=0 = {b=-6
c=1

A=b%—4ac=(-62—-4-9-1=36-36=0

Como A = 0, a equagao possui apenas uma solucao real:

_—btJA _—-6+v0O _6+0_6_1 , _][1

2a 2-9 18 18 3 3
a=1
) X*+x+2=0= {b=1
c=2

A=b?>—4ac=17—-4-1-2=1-8=—-7

Como A < 0, a equacdo ndo possui solucdo real: S = .

a=1
d x> +4x+2=0=> Jb:4
‘c=2

N
A=b®>—4ac=4>-4-1-2=16-8=28 E
Como A > 0, a equacado possui duas solugdes reais: -
18
3 - . i X, =—=2+ \."'5
—b+ —4 £ —4 + 24 —2+ 4 ! —
w=bEVA _—4xVB_ —4£22 _2(22V2) / = s={-2++2, —2-2}
20 21 2 2 \ =
X2:—2—\-'2
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Identidades do 2° grau

Entre as principais identidades do 22 grau estudadas
nos ensinos Fundamental e Médio estdo os trindbmios qua-
drados perfeitos, que resultam do:

e quadrado da soma: (o + b)2 = a2 + 2ab + b?
* quadrado da diferenca: (a0 — b)2 =g? - 2ab + b?

Essas identidades mateméticas tém grande utilidade
no estudo da Algebra, da Aritmética e da Geometria, pois
exprimem sentencas verdadeiras quaisquer que sejam 0s
valores de suas variaveis a e b.

Veja como a fatoragdo de um trinbmio quadrado
perfeito pode ser usada para resolver uma equacdo do
2% grau, por exemplo:

x*—6x+5=0

Com a = x e b = 3 na identidade do quadrado da
diferenca, tem-se:

@—bP=x—3°=x*-2-x-3+3?=x>—6x+9

Observando que o trindbmio obtido é exatamente
4 unidades maior que o 12 membro da equacdo proposta,
soma-se o numero 4 a ambos 0s membros da equacdo:

X —6x+5+4=0+4=>x"—-6x+9=4

Entdo, fatora-se o 12 membro da equacdo obtida e po-
de-se comecgar o processo de isolar a incognita:

x> —6x+9=14

(x—3° =4
x—3= /4
X, =3+2=5
x=3x2 /
N, =3-2=1

Portanto: x> — 6x + 5=0=S = (1, 5}

resolvido

2. Encontre os valores de @, b e ¢ que satisfazem a iden-
tidade: ax® + bx + ¢ = (2x — 3)* — 4.

Resolucgdo:

Desenvolvendo o quadrado da diferenga no segundo
membro da identidade:
2x =32 —4=(2x*—-2-2x-3+32—4=
=4 —12x+9—4=4>—-12x+5
Portanto:a =4,b= —12ec=5.

Identidades do 3° grau

As principais identidades do 32 grau estudadas nos
ensinos Fundamental e Médio sdo os produtos notaveis
conhecidos como:

*  ocubodasoma:(a+ b)®=a*+ 3a°b + 3ab® + b*

* 0o cubo dadiferenca: (@ — b)3 =a® - 3a¢% + 3ab® - b
E os casos de fatoragdo conhecidos como:

« asomade cubos: & + b3 = (@ + b)(o2 —ab + bz)

e adiferenga de cubos: a®-p3= (a— b)(a2 +ab + bz)

Todas essas expressdes sdo sentencas verdadeiras
quaisquer que sejam a e b.

124 MATEMATICA = Capitulo 8 = Nimeros complexos

Veja como a fatoragdo pode ajudar a resolver equacdes
completas do 32 grau, por exemplo:
X=X +2x-8=0
Nessa equacao, é possivel reorganizar os termos de
modo a ficar com uma diferenca de cubos no 12 membro:
C-x*+2x-8=0=>x>-8=x—-2x
Entao, fatora-se cada membro da equacdo obtida de
acordo com seus respectivos casos.
Com a = x e b = 2 na identidade da diferenca de
cubos, tem-se que o 12 membro da equacao fica:
P -pP=x-8=x-2QK? +x-2+2%)=
= (x — 2)° + 2x + 4)
Ja no 22 membro, basta colocar o fator comum x em
evidéncia:
x? - 2X =X(x — 2)
Depois de aplicadas as identidades, a equacdo pro-
posta fica expressa por:
(x = 20 + 2x + 4) = x(x — 2)
Observando que (x — 2) é fator de ambos os membros
da equacao, conclui-se que, se x — 2 = 0, a sentenga toda
€ verdadeira, pois zero multiplicado por qualquer nimero
resulta em zero.
Assim, conclui-se que uma das solugdes é x = 2.
Agora, no caso da expressado (x — 2) ser diferente de
zero, pode-se dividir ambos os membros da equagao obtida
por (x — 2) e, assim, obter uma equacao quadratica:
X —2x° +2x +4) _ x(x —2)
=2 x—2)
xX* 4+ 2x +4=x
x*+x+4=0
O discriminante dessa equacao quadratica é:
A=b>—4ac=12—-4-1-4=1-16=—15
Como A < 0, conclui-se que a equagdo ndo possui
mais solugdes reais.
Portanto: x> — x> + 2x —8=0=S = (2).

resolvido

3. Se os numeros reais a, b, ¢ e d satisfazem a identida-
de ax® + bx? + cx + d = (5x + 2)%, entdo:
a) a<b<c<d
b) d<c<b<a
c) d<c<a<b
d a<d<c<b
e) b<a<c<d

Resolucgdo:

Desenvolvendo o cubo da soma no segundo membro
da identidade:
Bx+2P=0Bx°+3-(5x%-2+3-5x-22+2°=
=125x° + 150x% + 60x + 8
Portanto: a =125, b =150, c =60 e d = 8.
Alternativa: C



No processo de resolucdo das equacdes do 32 grau,
descoberto por del Ferro e Tartaglia, hd uma passagem
que envolve a identidade do cubo da soma em uma forma
variante, em que os termos centrais do 22 membro tém seus
fatores comuns colocados em evidéncia:

@+ b)?® =a*+3a°b + 3ab® + b°
fator comum: 3ab

@+ b)® =a+ 3abla+b) + b°

Assim, a verdade algébrica expressa por essa identi-
dade pode ser enunciada como:

‘O cubo da soma de dois termos eqguivale ao triplo
do produto dos termos, vezes sua soma,
mais a soma de seus cubos.”

(@ + b)® = 3abla + b) + (@ + b3

Mudanca de variavel

Aproveitando o recurso da atribuicdo algébrica, as mu-
dancas de varidvel proporcionam uma alternativa bastante
Gtil na resolucao de equagdes de grau maior ou igual a 2,
como as equacdes biquadradas, que sao equacdes qudrticas
incompletas que possuem apenas os termos de grau par.

Veja como uma mudancga de varidvel permite, por
exemplo, resolver a seguinte equagao quartica como se
fosse uma equacdo quadratica:

xX*—3x*-4=0
Como a atribuicdo y = x? implica y* = (x°)? = x* as
poténcias pares da varidvel x podem ser substituidas pela pri-
meira e a segunda poténcia da varidvel y, criando a equagao:

=3 —-4=0
o
Y’ —3y—4=0
O discriminante dessa equacao é:
A=(-32—4-1-(-4=9+16=25
Entdo, da férmula quadratica:

)2

_8_
yi=5=4

—(=3)+v25 _3+5
2.

y= 1 2\

_=2_
Nesse momento € importante estar atento ao fato de
que os nuimeros 4 e — 1 sdo solugdes da equacdo na va-
riavel y, ndo da equagao proposta na variavel x.
Entdo, como x° = v, ha dois casos para analisar:
X =+2
v, =4= X2 =4 = x=+./4 /
Xy =2
Y, =—1 =>x’=—1=x&R
Portanto: x*—3x? —4 =0 = S={+2,-2}

A mudanca de varidvel também pode ser um recurso
para resolver equacdes quadrdticas como:
x> —8x+7=0
Nessa equacao, a atribuicdo x = y + 4 implica:
v+4°-8y+4+7=0

Efetuando o quadrado da soma e a propriedade
distributiva:
V+8/+16—-8/—32+7=0
Cancelando os termos +8y e -8y, pode-se isolary2
obtendo-se:

/Y1:
y, =—3

+3

Entdo, como x = y + 4, tem-se:

x, =y, +4=3+4=7
X, =y, +4=-3+4=1

Portanto: x> — 8x +7=0=S = {7, 1}

Nos exemplos mostrados aqui, cada equacao foi re-
solvida com apenas uma mudanga de variavel. Mas os
processos elaborados por Cardano e Tartaglia para resolver
uma equacdo cubica podem fazer uso de mais mudancas
de variaveis.

resolvido

4. Fazendox=y—2na equag:éox3 +6x°+12x+9=0,
obtém-se a equacdo:

a) y’-y=0
b) y’-y=0
c) y3+y=0
d y’-1=0
e) y*+1=0
Resolucao:

Com a mudanca de variavel, tem-se:
v—22+6y—2°+120—2+9=0
V=32 2+3-y-22-2 4602 —2-y-2+29+
+120—2)+9=0
V=6 +1Ry—8+6/—24y+24+12y—24+9=0
V¥+1=0

Alternativa: E

Observacdo:

Asolucdorealdey®> +1=06y = —1.

Entdo, como x = y — 2, conclui-se que uma solugdo real
daequacdo X’ +6xX° +12x+9=0éx=—1—2=—3.

Sistemas de equacodes do tipo: soma e produto

Sdo sistemas ndo lineares de equagdes em que, dados
0s numeros reais s e p, deseja-se encontrar outros nimeros
X+y=s

X e ytais que: {x y=p

Sistemas assim equivalem a uma Unica equacdo do
22 grau cujas solugdes sdo os nimeros x e y.

Considere uma nova varidvel t que pode assumir tanto
o valor de x quanto de y; assim:
* Set=x,entdot—x=0.
* Set=y,entdot—y=0.
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Multiplicando essas duas equagdes, temos:
t=x)--t=y=0

Aplicando a propriedade distributiva e reorganizando
0s termos dessa equacao, obtemos:

t—X):-(t—=0=2FC—t-y—t-x+x-y=0=

=>t2—t'(x+y)+X°y=O

Entdo, observando as igualdades do sistema proposto,

chega-se a equacgdo quadratica equivalente:

{X+y=5 = P-st+p=0
X:y=p

Assim, para encontrar dois ndmeros reais cuja soma
seja igual a 10 e o produto igual a 7, por exemplo, basta
resolver uma equagao quadratica:

{X+y:1o = 2-10-t+7
xX-y=7

O discriminante da equacgdo na variavel t é:
A=(—102—4-1-7=100—28=72
Entdo, supondo x > y, da formula quadratica, tem-se:

x =54 32

_ (10 £472 _ 1062 S
21 2 Ny o5-353

Porém, ndo é sempre possivel encontrar dois nimeros
reais que satisfacam sistemas como esses, pois o discri-
minante da equacdo quadratica equivalente pode ser
negativo. Observe o préoximo exemplo:

{X+y:1 = 2_t+2=0
Xy =2

t

O discriminante da equacado na variavel t é:
A=(-12—-4-1-2=1-8=-7
Como A < 0, conclui-se ndo haver ndmeros reais x e
y tais que sua soma seja 1 e seu produto 2.

! Atengdol “

Para determinar dois nimeros conhecenda a soma
e o produto de ambos, basta resolver uma equacéo
quadrética do tipo ax? + bx + ¢ = 0, em que:

a=1
b = —(Soma dos nimeros procurados)
¢ = +(Produto dos numeros procurados)

Assim, a equacao sera;

1+ x% — (Soma) - x + (Produto) = 0

As solugdes dessa equacado sdo os nimeros procurados.

resolvidos

5. Encontre dois nimeros reais cuja soma € 6 e o pro-
duto é 4.

126 MATEMATICA = Capitulo 8 = Nimeros complexos

Resolucdo:

Sendo x = y os nimeros procurados, tem-se o siste-
ma: {X ty=6
x-y=4
A equacdo quadratica equivalente é ?—6t+4=0.
A=(—62—-4-1-4=36—-16 =20

_(_6) + \I,l"zo B 6 + 2\{.’5 / X =3+ \"5

2 2 Ny-3-5

t =

Verificando a solucao:

x+y=3+J5+3-5 =6
xy=03B++45)-(3-45)=9-5=4

6. Sendo x e y 0s nUmeros reais que satisfazem o siste-
2 2 _
ma {X +y° =10 entso:
X-y=4
a) x:y=6 c) x:y=-2 e) y:x=6
b) x:y=-6 d) x:y=2
Resolucdo:
Elevando a 22 poténcia ambos os membros da 22 equa-
cdo do sistema, obtemos:
-y =4"2x-)2 =16
Entdo, fazendo X = x° e Y = y2 temos o sistema:
X+Y =10
XY =16
A equacdo quadratica equivalente é £—10-t+16=0.
A=(—102%—-4-1-10 =100 — 64 = 36
~(-10)+36_10+6 /X =8

L 21 2 Ny—>

De x? = 8, tem-se: x = +./8 = +2./2 .

De y? = 2, tem-se: y = +4/2.

O produto x - y é positivo, entdo os nimeros procura-
dos possuem o mesmo sinal.

Assim: Jx:+2\,-'§ = y:+\,-"§ = Xx.y=2
x==-22 > y=—2 = x1y=2

Alternativa: D

0 método de Cardano e Tartaglia

Em seu trabalho, Cardano mostra como transformar
as equacdes cubicas completas em equagdes incomple-
tas do tipo adequado ao processo que Tartaglia havia lhe
ensinado.

A ideia é relativamente simples, envolvendo apenas
uma mudanca de varidvel, porém ha uma quantidade con-
sideravel de célculos envolvidos.

Uma equacdo do 32 grau completa possui coeficientes
a, b, c e d, ndo nulos, tais que:

a4+ b’ +cx+d=0



A atribuicdo x =y — era uma equacdo na varidvel y desprovida do termo do 22 grau.

3a 9
Veja como isso ocorre em um exemplo com coeficientes numéricos:
x2—6x>+18x—13=0

a=1
N N . |b=-6
essa equacdo cubica, tem-se: =18
d=-13
Com esses valores, a mudanca de variavel, proposta por Cardano, fica expressa pela seguinte atribuicdo:
b —6
=y - — DXxX=y——— D x=y+2
XTV T g TXTY T3 T
Assim, fazendo x = y + 2 na equacdo original, obtém-se:
X3 - 6x? + 18x - 13 =0
v+ 2)° - Bly + 2)° + 1By+2 — 13 =0
yvi+ey+ 2y +8 — 6’ +4y—4) + BYy+2 — 13 =0

Y3 +6y° +12y+8 — 6y’ —24y—24 + 18y + 36 3 =0

Cancelando os termos -|—6y2 e —6y2, pode-se isolary3, obtendo-se: y3 = -6y —7.

Equacao cubica incompleta
Uma vez eliminado o termo do 22 grau em uma equacao cubica, aplica-se o método que Tartdglia ensinou a Cardano.
Esse método resolve as equacdes do tipo:
X3 = px + g
Em termos algébricos, o primeiro passo do método de Tartdglia consiste na comparagdo dos termos da equacdo
X3 = px + g com os da identidade (a + b)3 = 3ab(a + b) + (03 + b3). Assim:

@+b>=3ab-(@+b)+ (@ +b
l 1 !

x* =p - x + g

3ab=p

Aqui, a atribuicdo x = a + b implica as igualdades:
q c P g {03 +p3=g

x)® = 3ab - (x)+a° + b°
—— e
1 1
X*=p- x + q
De fato, o que Tartaglia propde é encontrar o valor de x em duas partes, a e b, sabendo que essas partes devem

o3+b3=q

satisfazer o seguinte sistema de equacdes:
3ab=p

Para resolver o sistema, dividem-se ambos 0s membros da segunda equacado por 3: ab =

w|o

Depois, elevam-se ao cubo ambos os membros do que foi obtido:

3
3 (L) o 3= £
(ab) (3) a’b 57

3

Entdo, substitui-se a 22 equacdo do sistema pela sua nova vers3o clbica, ficando com um sistema de equacdes do
tipo soma e produto:

a+b*=gq
3
3 3_P
a - b =
27 .
>
- ~ . ) L A=qd° =
Para facilitar a observacdo desse fato, podem ser feitas mais duas atribuicdes: 5 &x
=b
A+B=g
Com essas mudancas de variaveis, o sistema teré a seguinte forma: AR p3
27
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A equacdo quadratica equivalente ao sistema é

3
2 p
-g-t+|E&) =0
z‘qt(27)0

Lembrando que, nessa equacdo, os valores de p e g
sdo conhecidos e a varidvel t representa, simultaneamen-
te, os valores de A e B. Entao, se o discriminante ndo for
negativo, sera possivel determinar os nimeros reais A e B,
por meio da féormula quadrética.

Depois de encontrados esses valores, a solucdo x da
equacdo cubica incompleta fica expressa pela soma de

xX=a-+b
suas rafzes cubicas: {g = JA
b=3B

Assim, tem-se finalmente que: x = In +3B.

\

De acordo com os teocremas da {kigebra, uma equacao
cubica pode possuir de uma a trés solucdes reais di-
ferentes, e o método de Cardano e Tartaglia, descrito
neste capitulo, mostra apenas como encontrar uma delas.
Para encontrar as outras solugdes reais, quando elas
existirem, fazemos uso de um algoritmo para diviséo de
polindmios conhecido como dispositive prético de Briot-
-Ruffini, que, a partir da equacao original e da solugdo
encontrada pelo método de Cardano e Tartaglia, pro-
duz uma equacdo quadratica cujas solugdes coincidem
com as demais solugdes da equacao cubica original.
Esse processo sera bastante executado no estudo dos
proximos capitulos.

Voltando ao exemplo anterior, em que uma equagao

clbica completa foi proposta:
X} —6x2+18x—13=0

Por meio da atribuicdo x = y + 2, houve uma mudanca

de varidvel que levou a equacdo incompleta:
y'=—6y—7

Comparando essa equacdo com a identidade
(@ + b)3 = 3ab(a + b) + (03 + b3), tem-se as seguintes
atribuicdes:
o’ + b’ =-7

=a+b =
y=a {30b=—6

Dividindo por 3 a segunda equacgdo: 3ab = —6=ab = —2.

Elevando ao cubo: (@ - b = (-2 = a®- p® = —-8.
Fazendoa® =Ae b’ = B, obtém-se o sistema soma e
JA+B=-7
produto: {A B=-8

A equacdo do 2° grau equivalente ao sistema é
£+7t—8=0.
Resolvendo pela férmula quadratica:
A=72—4-1-(—8) =49 + 32 = 81

_—7+81 _ —7x9 /A7

t
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Lembrando que, das solucdes da equacdo quadratica,
tanto faz qual é o valor de A e o valor de B, pois a solugdo
da equacdo do 32 grau incompleta € igual a soma das raizes
cubicas de A e B:

y=P+¥-8=1+(-2 =1

Assim, substituindo y = —1 na atribuicdo x =y + 2,
que promoveu a primeira mudanca de variadvel do problema,
obtém-se finalmente uma das solu¢des da equacgdo original:

X=—-1+2=1

Portanto, uma das solucdes da equacao X3 — 6x2 +
+18x—13=0éx=1.

resolvidos

7. Encontre uma solugdo real para a equagéox3 =06x+ 9.
Resolucdo:

Fazendo x = a + b e comparando a equacdo a identi-
dade (@ + b)® = 3ab(a + b) + (@ + b3), tem-se:
a+p=9
3ab=6 = ab=2 = a’b’ =8

Fazendoa® = Ae b’ = B, tem-se:

A+B=9

2— =
hgog = -9+8=0

Resolvendo a equacdo quadratica equivalente ao
sistema:
A=(-9°2—-4-1-8=81-32=49

—(-9)+ V49 9+
21 2

; AA=8
NB=1

Assim, x = IA + IB =38 + 1 =2+ 1=3. Portan-
to, x = 3 é uma solucdo real da equacao proposta.

8. Encontre uma solucdo real para a equagao a seguir:
x*-15x-30=0

Resolucgdo:

Isolando o termo do 32 grau, obtemos x° =15x + 30.
Fazendo x = a + b e comparando a equacdo a identi-
dade (@ + b)3 = 3ab(a + b) + (03 + b3), tem-se:

a+bh>=30
3ab=15 = ab=5 = a°b> =125

Fazendoa® = Aeb® = B, tem-se:

A+ B=30 2
= 7 — + =
{A‘B125 t 30t +125=0
Resolvendo a equacdo quadradtica equivalente ao
sistema:
A= (—30%—4-1-125 = 900 — 500 = 400

~(=30)+ V400 _ 30 +20 /A= 25

L 21 2 \pg-s

De x = JA + 3B, tem-se que x = 325 + 5 é uma
solugao real da equacdo proposta.



9. Encontre uma solucdo real para a equacao
x3-3x>-15x-18 = 0.

Resolucao:

Por tratar-se de uma equacgdo completa, deve ser feita
a mudanca de variavel proposta por Cardano:

Y~ 3q Y3
Entdo, fazendox =y + 1.

W+ =3+ =15 +10—-18=0
VP+3/+3y+) =302 +2y+)—15y+1)—18=0
V+3+3y+1-32-6y—3—-15y—-15-18=0
Cancelando os termos +3y2 e f3y2, e isolando o ter-
mo y3 obtemos y3 =18y + 35.

Fazendo y = a + b e comparando a equacdo a identi-
dade (@ + b)® = 3ab(a + b) + (@® + b3), tem-se:

= x=y+1

a+bp>=35
3ab=18 = ab=6 = a°b> =216

Fazendoa® = Aep’ = B, tem-se:

A+ B=35 2
= — =

{A-B=2W6 t 35t+ 216 =0
Resolvendo a equacdo quadratica equivalente ao
sistema:

A= (735)2 —4-1-216 =1225 — 864 = 361
p A=27
P = —(—35) £ /361 _ 35+ 19 7

Assim, y = 327 + I8 = 3 + 2 = 5. Substituindoy = 5
na atribuicdo x = y + 1, que promoveu a 1* mudanca
de varidvel do problema, obtém-se finalmente uma
das solugOes da equacdo original: x =5 + 1= 6.

Portanto, x = 6 € uma solucdo real da equacdo proposta.

A necessidade dos numeros
complexos

Muitas equacdes quadréticas
como x2 + 1 = 0, por exemplo,
ndo possuem solugdes que sejam
ndmeros reais, 0 que ndo parecia
preocupar os matematicos até o
século XVI, quando um matemati-
co italiano publicou uma obra em
trés volumes intitulada LAlgebra,
que também discute a resolucdo
de equacBes do 32 grau. Seu
nome era Rafael Bombelli: 0 pai
dos nimeros complexos.

Na obra, Bombelli discute a resolu¢do da equacdo
x3 = 15x + 4 pelo método de Tartaglia e, comparando-a
com a identidade (@ + b)® = 3ab(a + b) + (@ + b3), faz
X = g + b para obter o sistema:

{03 +b =4
3ab=15 = ab=5 = a°b’ =125

Rafael Bombelli.
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ComA=cd’eB= b3, temos:

A+B=4
{AB =125

Até aqui, tudo parece ocorrer normalmente, a ndo ser
pelo fato de essa equacao apresentar um discriminante ne-
gativo (A <O)A=(—4)%>—4-1-125= 16 — 500 = —484.

Em casos como esse, a equagdo do 22 grau que equi-
vale ao sistema ndo admite solucdo real. Inicialmente, os
matematicos da época pensaram que, consequentemente,
a equacao cubica original também ndo deveria admitir.

Se Bombelli ndo tivesse observado que x = 4 é uma so-
luc&o real da equacdo x®> = 15x + 4, ele provavelmente ndo
teria descoberto os nimeros complexos (43 =15-4+4=
=64 =60 + 4).

Entdo, sabendo que x = 4 era de fato solucdo da equa-
cao x3 = 15x + 4, Bombelli decidiu continuar o processo
simplesmente deixando indicada a raiz quadrada do nu-
mero negativo. Assim:

P—4t+125=0=A=—484
_ 4 ++-484
2

=?—4t+125=0

—(—4) + J—484
21

R #4 + ~f27484 N i/4 - «2/7484

t =

Convencido de que a expressdo aritmética obtida para
o valor de x da equacdo x3 = 15x + 4 de fato represen-
tava o nimero 4, Bombelli tomou algumas liberdades em
relacdo a operacdo da raiz quadrada, a fim de adequa-la
aos radicandos negativos.

4

{/4 +-484 | #4 —J-484 _
3 2

Admitindo que a raiz quadrada fosse uma operacdo
distributiva em relagcdo a multiplicacdo de nimeros com
sinais diferentes, novas regras para a radiciagdo foram
estabelecidas.

Fator a Fator b Como era Como ficou

Positvo  Positve o -b=+va-vb Na-b=+a- Vb
Positive  Negativo Indefinida Na-b=+a- Jb
Negativo  Positivo Indefinida Jo-b=vo b
Negativo Negativo +a-b #Ja-Jb Jo-b # Ja b

Observe que a propriedade distributiva da raiz gua-
drada sobre o produto de nimeros com mesmao sinal
permanece, de modo que distribuir a raiz quadrada no
produto de nameros negativos ndo € valido. Muitos er-
ros sao cometidos no estudo dos nimeros complexos
quando, por distracdo, isso acontece.
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Nesse ponto evolutivo da Matemética, a propriedade
distributiva da raiz quadrada em relacdo a multiplicacdo
Ja b =4a -b, que s6 era vélida se os fatores a e b
fossem positivos, passou também a ser utilizada nos casos
em que apenas um dos fatores é negativo.

Entdo, com seu conceito da radiciagdo estendido,
Bombelli admitiu que:

V—484 = [484 - (—1) = 484 - V=1 =22 -1

Sendo assim, as solucdes da equacao £ —4t+125=0,
cujo discriminante € A = -484, podem ser expressas de
forma simplificada:

—(—4) £ 484 4 +22y—1 _
21 - 2 a

202+ =) t=2+11

==
N t=2—1J-1

Nesse momento, Bombelli concebeu os dois primeiros nu-

meros complexos da Histdria, mas ainda era longo o caminho

que esclareceu a igualdade 32 + 1J=1 + 32 — 1/—1 = 4.

Observe que os primeiros ndmeros complexos obser-
vados de que se tem noticia foram concebidos em
pares: 2 + 1/—1e 2 — =1

Como esses pares de nimeros complexos sdo
produzidos pela férmula quadratica, eles somente
diferem no sinal (+) ou (-) na parte de seus valores
que depende da raiz guadrada do ndmero negativo.
Veja outros exemplos:

_ =1++/-3 _—1=-4-3

t=

X+x+1=0=2x

2
=2 +3=0= x1=72+2“_8 =1++-2

ex2=72_2‘_8 =1-=2
X2—4x+7=O:>X1=4+T I 5 4.3
ex:,=74_2"_12 =2-4-3

_0++=38 _ -~

X+9=0= x

= =36 5“—36=0_3\/__1

€ X,

Os nameros complexos x; e X, produzidos como
solucdes de uma mesma equacdo quadratica, com coe-
ficientes reais, sdo denominados conjugados um do outro.

Assim, o ndmero —1+ ¥=3 & ¢ conjugade do nimero

—1—J—3
2

, que, por sua vez, tambem & o conjugado
"1% V=3 Além do fato de serem produzidos em pares

conjugados, no processo de Tartdglia esses nimeros
complexos surgem para que deles sejam extraidas as
raizes clbicas.

O préximo desafio de Rafael Bombelli era encontrar
as raizes cubicas dos nimeros complexos conjugados
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2+ /=1 e 2 — /=1 para provar que a soma de suas

raizes cubicas era igual a 4. Para isso, ele admitiu a exis-
téncia de dois nimeros reais a e b tais que:

P2+ 1=1=a+bJ=1
J2-m=1=a-bJ—1
Sabendo que a soma das raizes clbicas dos nime-

ros complexos encontrados deveria ser igual a 4, Bombelli
concluiu que o numero real a deveria ser igual a 2, logo:

a+bJ-1+a—-bJ-1=4
20 =4
a=2

Assim, faltava apenas encontrar o nimero b tal que

(2+b4=1)° =2+ /=1

Da identidade do cubo da soma, temos que:

2°4+3:22 - by=1+3-2- (by=1)+ (by=1)’ =2+ /=1
8+ 12-by=1 +6-b2(J=1) + b3 (J=1)° =2+ /=1
Nesse momento, Bombelli novamente precisou admitir

algumas propriedades a respeito desse novo nimero +—1,
que mais tarde seria denominado unidade imaginaria. Assim,
foram estipulados os valores de suas primeiras poténcias:

{Seu quadrado — (J:)Z = —1

Seu cubo — (\f——1)3 = (J——1)2 N e VA ey

A aceitacdo da existéncia das raizes quadradas dos nu-
meros negativos implicou diretamente na extensédo do
significado da operacdo de radiciacdo dos radicais com
indices pares, de modo que as propriedades a seguir
também sdo vélidas nas raizes quartas, sextas, oitavas etc.
Em relagdo ao cancelamento da raiz quadrada com o
expoente 2, no conjunto dos numeros reais ocorre que:

* Sex =0, entdo (v";)? =X.
. Sean,entéoJxT:x_
. Sex{D,entéov{x_z=—x.

5 2 e & :
*  Sex<<0, entdo (&) néo € uma expressao definida.
Mas no universo dos nimeros complexos, sendo x um
namero real positivo, negativo ou nulo, tem-se que:

. \[X_2=lx|
i (\[;)? =X

Essas duas Ultimas propriedades ditam como proce-
der com as raizes quadradas de ndmeros reais e ndo
devem ser aplicadas quando x € R.

Dando continuidade a busca do valor do ndmero real b:

8 + 126v=1 + 662 (V=1 + b (V=1)° = 2 + =T
8 + 12b4—1 + 6b%(—1) + b3 (—v=1) = 2 + /=1

8 + 12b—1— 66 — b3J=1 =2+ /-1

(8 — 6b%) + (12b — b>)W—1=2 + 1M/-1



Bombelli resolveu comparar separadamente as partes
que s&o mlltiplas e ndo sdo multiplas do nimero —1.
Da comparacgao entre as partes ndo multiplas:
8—6b2=2=b==+1
Com b = 1 tem-se a confirmacdo da igualdade entre
as partes multiplas da unidade imaginaria:

b=1= (12b — b1 = (12 — W—1 =11

Entdo, coma = 2 e b = 1, Bombelli verificou que:

P2+ Mm=—1=2+J1

E por um processo analogo concluiu também que:

2-m-1=2-

Entdo, finalmente, o matematico italiano conseguiu
mostrar que o método de Tartdglia encontrava corretamente
a solucdo real da equacdo cubica x> = 15x + 4, mas que
0 processo todo passava pela extracdo da raiz quadrada

de um numero negativo, bem como a extracdo das raizes
cubicas de dois nimeros complexos conjugados:

x=3P+ M +32-m4
x=2+J1+2-J=1

xX=4

A unidade imaginaria

Jé no século XVII, os nimeros complexos eram bem
aceitos e amplamente utilizados pelos matematicos eu-
ropeus. Embora ndo houvesse consenso em relagao as
interpretacdes analitica ou geométrica da raiz quadrada
de —1, o valor representado por J=1 ficava indicado
nas resolugdes apenas como recurso algébrico, que
desapareceria com um posterior cancelamento dos
termos —J—1 e +J=1 na operacdo de adicdo. Apds o
cancelamento, era encontrada a solugdo real de uma
equacdo cubica.

Somente em 1637 que o matematico e filésofo francés
René Descartes referiu-se ao v/—1 como sendo uma raiz
imagindria, e, por isso, hoje nos referimos a J=1 como
unidade imaginaria.

Foi somente no final do século seguinte que o matema-
tico suico Leonhard Euler sugeriu o uso do simbolo / para
representar J=1 emuma publicacao de 1794. A sugestao
foi muito bem aceita por parte dos matematicos da época.
A partir de entdo, as expressdes do tipo J=n,comn>o0,
passaram a ser representadas por: i - v/n ou +/n i

n>0=Jn={c0-n=v-1-vn=i-vn

Exemplos:

J=-3=J-)-3 = J-1-¥3=i-3
=A== a=V=1-Ja=i-2=2
J8 =B () =B -v=i=2v2 -
\f—_9=\/9-—1=\/§ J=1=3i
—16 = 4i

—J=25 = —5i

O conjunto C dos numeros complexos

Multiplicando a unidade imaginaria por algum nimero
real diferente de zero, obtém-se um ndmero denominado
imaginario puro. Os nimeros a seguir sao exemplos de ima-
ginarios puros:

—=j

i3 2i —2J2 -0 3i =

O conjunto dos nimeros imaginarios puros sera indi-
cado por /- R*

Somando um ndmero imaginario puro com um ndmero
real, obtém-se sempre um nimero complexo; além disso, o
conjunto R dos ndmeros reais esta contido no conjunto C
dos nimeros complexos.

0,4i 5;

RCC

Quando dois conjuntos numéricos A e B séo tais que
A C B, o conjunto B herda todas as propriedades
aritméticas validas do conjunto A, além de apresentar
navas propriedades a respeito de seus elementos, des-
de que elas ndo entrem em contradicdo com alguma
propriedade herdada.

O fato de N C Z., por exemplo, garante que todas as
propriedades aritméticas validas em N também devem
ser validas em 2., que, por sua vez, possui propriedades
inconcebiveis em N, como a regra de sinais para o produ-

to de suas unidades positiva (+1) e negativa (-1). Assim:
(+1) - (+1) = +1
(=1 (+1)= =1
(+1) (=1 = -1
(=1)-(—=1) = +1

Da mesma forma, come R C €, o conjunto dos niimeros
complexos herda a regra de sinais valida no conjunto R,
mas apresenta algumas regras a mais, para suas unidades
imaginarias positiva (+/) € negativa (—). Assim:

(+1) - (+0) = +i

(—1) - (+) = —i

(1) (=)= =i

(=1) (=N = +i
+0 - (+) = +i2 = —1

No{+)= =i =++1
sl =i me ]

0 (=)= +P2 = —1

(
(=
(
=

Para construir um nimero complexo, basta que sejam
escolhidos dois nimeros reais, multiplicar um deles pela
unidade imaginaria e somar o outro nimero ao resultado.
Os numeros reais escolhidos podem ser iguais ou diferen-
tes, nulos ou ndo nulos.

Todo par ordenado de numeros reais (a, b) define um
numero complexo z no que chamamos de forma algébrica
pela expressao:

Z=g+ bi

N
w
-
z
w
@
L
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O conjunto € dos nimeros complexos pode ser defini-
do, a partir da forma algébrica de seus elementos:

C={z=ag+b-ilcERbLDERe?=—1)

Essa definicdo obedece a seguinte nomenclatura:

Parte real de z: Re(z) = a

Parte imaginaria de z: Im(z) = b

Unidade imaginéria: i = v—1

Um ndmero complexo z também pode ser representado
de forma algébrica por:

zZ=Re(z) + Imiz) - i

! Atencdo

Embora a unidade imagindria ndo pertenca ao conjunto
dos nimeros reais (i & R), a parte imaginaria de um
numero complexo e de fato um ndmero real.

As partes reais e imaginarias de um numero complexo
podem ser interpretadas como as respectivas quan-
tidades de unidades reais (1) e imaginarias (/). Assim,
no ndmero complexo 3 + 4/, por exemplo, 0 numero 3
indica a quantidade de unidades reais e o nimero 4
indica a quantidade de unidades imaginarias.

_ ;i > Re(z)=3
z=3+4i=3-)+4 {I)Q{Im{z)=4

Conjugado de um nimero complexo

Bombelli percebeu a existéncia dos nimeros comple-
X0s encontrando-os aos pares. De acordo com a histéria
da Matemaética, os dois primeiros nimeros complexos en-
contrados foram:
z;=2+ 11
z,=2—=11i
Esses nimeros, z, e z,, possuem a mesma parte real:
Re(z,) = Re(zy) = 2
Mas suas partes imaginarias tém sinais opostos:
Im(z,) = +11
Im(z,) = — 11
Tais caracteristicas decorrem do fato de esses nimeros
surgirem como solugdes de uma mesma equacdo quadra-
tica, com discriminante negativo (A < 0).
Logo depois de encontrados os nimeros complexos
conjugados z, e z,, foi necessario encontrar suas raizes

cubicas:
P2+ =2+
2-ni=2-i
Observe que os nimeros encontrados também mantém
as mesmas caracteristicas:
Re +/)=ReR—i)=2
Im2 + /)= +1
Im2 — i) = —1
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Dois nimeros complexos com essas caracteristicas sao
classificados como conjugados um do outro. Assim, sendo
Z um numero complexo, indica-se por Z o seu conjugado e,
dessa forma, tem-se que:

Re(z) = Re(2)
Im(z) + ImZ) =0

O conjugado de um nimero complexo é uma opera-

¢do dual:

Sendo assim, é correto dizer, por exemplo, que:
e oconjugadode2+ 11/é2—111—=2+11i=2— 11
e oconjugadode2 —11/é2+ 11i—2—11i=2+ 11
De forma genérica, sendo a e b dois nimeros reais
quaisquer:

z=ag+bieZ=a0—b-i

Particularmente, o conjugado de um ndmero real é
ele mesmo, pois, com partes imaginarias nulas, tem-se:
a+ 0-i=a—0-/, paratodo areal Exemplo:

6=6+0i=6—-0=6

Relacdes de inclusao

Com o advento do conjunto dos nimeros complexos,
a relacdo de inclusdo entre todos 0s conjuntos numéricos
estudados até aqui fica representada no seguinte diagrama:

C
R
[ Z Q
( ol
N © Z C Q C R C C
Naturais  Inteiros Racionais Reais Complexos

Subconjuntos de C

Dois importantes subconjuntos de C merecem desta-
que em relacdo aos demais. Sdo eles:
* O conjunto dos nuimeros reais: R
e O conjunto dos numeros imaginarios puros: i - R*

1 — i3

+—2+0,2i
p. 2

£0,2+ 2

Assim, sendo @ e b os ndmeros reais que definem o
complexo z = a + bi,tem-se que z € um nimero real se, e
somente se, sua parte imaginaria for nula.

a+bieR=b=0



Tem-se, ainda, que z € imaginario puro se, e somente
se, sua parte real for nula, mas sua parte imaginaria nao:

g+ biER*>a=0eb#0
resolvido

10. Sendo m um nUmero reale z = (m2 -9+ (m2 — 3m)i
um numero complexo, determine m tal que:
a) zsejaum numero real;
b) Zzseja um ndmero imaginario puro.

Resolucdo:

As partes reais e imagindrias do nimero complexo z
sao:

Re(z) = m?-9

Im(z) = m?-3m

a) ZER=>Im@z=0=>m?>—-3m=0=m=0o0u

m=3.
b) z€/-R* = [Re@=0
Im(z) # O
N m —-9=0=m=3ou m=-3
m -3m#0=m#+0em+3
Portanto, m = —3.

Igualdade em C

Os ndmeros complexos z e w sd&o iguais se, e somente
se, tiverem as mesmas partes reais e imaginarias.
Re(z) = Re(w
S o [Re@=Rew)
Imz) = Im(w)
Quando expressos em formas algébricas, tem-se que:

a=c

+bi=c+di
a+bi=c d/<:>{b:d

resolvido

11. Sendo x e y nuimeros reais, para que 0s numeros
complexos x + (v + 1)i e (2x + y) + xi sejam iguais é
necessario que:

1

a) Xy=g

b) x-y=—-
1
) xy=s3
d) X.y:—_
e) X-y=-

Resolucdo:

Sex+ (y+ 0= (2x+y + xi, entdo:

- das partes reais, tem-seque:x =2x +y = x = —V;
- das partes imaginarias, que: y + 1 = x.

Assim:y +1=—y = 2y = —1.

N[ —

Portanto, y = —

o= 8][4 -4

Alternativa: B

Operacoes basicas na forma algébrica
Um numero complexo fica representado em sua forma
algébrica quando se deixam explicitas suas partes real e
imaginaria.
z=Re(z) + Im(z) - i
Quando as partes real e imaginaria de um mesmo ndmero

complexo forem fracdes de mesmo denominador, 0 nime-
ro também pode ser representado como uma Unica fragdo.

. 2+ < .
O numero complexo z = = por exemplo, é tal que:

=g

Mesmo assim, recomenda-se escrever a forma algébri-

N 1. : o
ca separando as fracdes, z = é + g/, ou ainda utilizando

nimeros decimais,z= 0,4 + 0,2 - /.

Adicdo e subtracdo em C
Para encontrar a soma de dois ou mais nimeros
complexos, basta efetuar separadamente a adicdo das
partes reais e a adi¢cdo das partes imaginarias dos nime-
ros complexos, de modo que, sendo z e w dois niumeros
complexos:
A parte real de z + w é a soma das partes reais de ze w:
Re(z + w) = Re(z) + Re(w)
A parte imaginaria de z + w € a soma das partes ima-
gindriasde ze w:
Im@z + w) = Im(z) + Im(w)
Assim, sendo a, b, ¢ e d nimeros reais tais que z = a + bi
ew =c + di,tem-se:

ztw=g+bltlc+tdi=a+tct+bi+td=
=(a+c+ (b+a)

Da mesma maneira que na adicdo, encontra-se a di-
ferenca entre dois nimeros complexos z e w subtraindo
separadamente suas partes reais e imaginarias.

Re(z — w) = Re(z) — Re(w)
Im(z — w) = 1Im(2) — Im(w)
Assim, sendo a, b, ¢ e d nimeros reais tais que z = a + bi
ew =c + di,tem-se:

z—w={g+b)—(ct+tdi=a—-c+bi—d=
={fg—c+(b—di

N
w
-
z
w
@
(18
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resolvido

12. Sendoz =5+ 7iew = 2 + i, assinale a alternativa
que apresenta o nimero complexo com a maior parte
imaginaria.

a) z+w
b) z-w

c) w-z
d) 2w

e) 2z-5w

Resolucgdo:

a) z+tw=06+7V+Q2+)=5+2+7+i=

—7+8i

b) z-w=(5+7)-Q2+)=5-2+7i-i==3+6i

Q) w-z=Q2+)-B+7)=2-5+i-7=
= -3-6i

d 2w=w+w=2+)+2+)=4+2i

e 2z—-5w=2-6+7)—-5-2+)=10-10 +
+ 14i-5/=9j

Alternativa: E

Tanto a adicdo quanto a subtracdo submetem-se a
propriedade distributiva da conjugacdo de nimeros com-
plexos: z — Z.

Z+w=zZ+Ww
Z—W=Z—-W
resolvidos

13. Sendoz=2-3iew = -1+ 2/, calcule:

a) z+w c) Z+w e z+w
b) z+w d z+w
Resolucdo:

a) ZH+W=02-3)+(—1+2)=2+3i—1-2i=

=14

b) Z+w=02—-3)+(—1+2)=2—-3I—1+2i =
=1 —i=1+4i

) Z+w=Q2-3)+(—14+2)=2+3—1+2i=
=145

d z+W=02—-3)+(—1+2)=2-3—1-2i=
=1 -5

@ Z+tw=z+W=z+w=Q2-3)+(—1+2)=2+
+3/—1+2=1+5

14. Daigualdade 2z —Z = 2 + 6/, podemos afirmar que o
ndmero complexo z = a + bi é
a) 2+6i
b) —2+2i
c) 2+ 2i
d 2+ 3i

Resolucdo:

Fazendo z = a + bi,com a e b reais, tem-se Z = a — bl.
Assim, a equacao fica:

134 MATEMATICA = Capitulo 8 = Nimeros complexos

2@+ bi)— (@ —b)=2+6i
20+ 2bi—a+bi=2+6i
a+3bi=2+6i

Comparando as partes reais, temos que a = 2. Com-
parando as partes imaginarias, temos: 3b =6 = b = 2.
Portanto, z = 2 + 2i.

Alternativa: C

Particularmente, a soma e a diferenca entre um nimero
complexo z e seu conjugado Z dependem apenas de uma
de suas partes.

z+z=2-Re(zy= (@ + bi)+ (@ — bi)=

=a+a+bi—bi=2a+ 0i=2a

z—z=2-Im@)-i=@+bij—(a—b)=
=ag—a+bi+bi=0+ 2bi=2bi

Multiplicacao em C

Efetua-se o produto de dois nimeros complexos na
forma algébrica obedecendo a propriedade distributiva
da multiplicacdo. Para ndo cometer erros é necessario
observar que:

O produto de...

é sempre um...

Exemplo:

... dois ndmeros reais .. humero real. 2-3=6

... um ndmero real por um

: S .. imagindrio puro, 2+ 3i= 6/
imaginario puro

... dois numeros imaginarios

bt 2i-3=—6

... humero real.
Assim, sendo a, b, ¢ e d niUmeros reais tais que
z=a+ biew=c + di,tem-se que:
z-w=(a+bi)-(c+d
z+-w=ac + adi + bci + bdi?
z-w=ac+ (ad + cb)i + bd - (—1)
z+-w = (ac — bd) + (ad + bo)i
Comz=1+4iew= 3 — 2/, por exemplo, tem-se o
produtoz-w = 11 + 10/. Veja a seguir cada passo desse
produto:

z-w=(1+4)3 — 2i
z-w=3—2i+ 12/ — 87
z-w=3+10i—8-(—1)
z-w=3+10i + 8
z-w=11+ 10/

resolvido

15. Sendox =2+ 3i,y =4 —5iez= —1+ i assinale a
alternativa com a operacdo cujo resultado é um nime-
ro imaginario puro.

a) x-z

b) y-z

c) x-y

d) x?
e) 72



Resolucdo:

a) x z=Q2+3)(-1+)=-2+2—3/+3°=-2—-/—3=-5—

b) y-z=@4-5)-1+)=-4+4+5 —5°=-4+9 +5=1+9j

) X' y=Q2+3)4—-5)=8—10i+ 12/ — 157 =8+ 2/ + 15 =23 + 2i

d) Usandoapropriedadedistributiva:x2:x-x:(2+3/’)(2+3/'):4+6/'+6/'+9/'2:4+12/—9:—5+12f
Usando a identidade do quadrado dasoma: x> =2 +3)2=22+2-2 -3+ (3)? =4+ 12/ — 9 = —5 + 12

e) Usando a identidade do quadrado da diferenca: z2 = (=1 + )2 = (=12 + 2 - (=1) i+ =1—-2i— 1= —2i

Alternativa: E

A multiplicagcdo também se submete a propriedade distributiva da conjugagao de nimeros complexos.

Z W=Z"W

resolvido

16. Sendoz =2 — 3iew = —1+ 2j, calcule:

a) Z-w b) Z-w c) Z-w d z-w e Z-w fy z-Z g) w-w
Resolugdo:

a) Z-W=Q2-3)-(—1+2)=Q2+3)-(-1-2)=-2-4/—3—6°=-2—-7i+6=4—7i

b) Z-w=Q2 —3)-(—1+2)=-2+4i+3i—6°=-2+7+6=4+7=4—7i

) Zw=02-3)(—1+2)=Q+3)-(—1+2)=-2+4—3i+6°=-2+i—6=-8+]

d z-W=Q2-3)-(—1+2)=Q2-3)-(-1-2)=-2—-4/+3+6°=-2—/—6=—-8—|

e zW=Z-W=z-w=-8+]

f) z-z2=2-3)-2-3)=Q2—-3)-2+3)=4+6i—6/i—9°=4+9=13

g) ww=(—1+2)-(—1+2)=(=1+2)-(-1-2)=1+2—2—42=1+4=5

Particularmente, o produto de um nimero complexo pelo seu conjugado resulta em um ndmero real, que coincide
com a soma dos quadrados de suas partes real e imaginaria.
7' ZER=z 2 =[Re(@]? + [Im@2)?
Demonstracdo:
z+-Z=(a+bi)r (@—bi)y=ad’=abi + abi — b*? =a’ —b* - (=) =a’ + b?

zero

resolvido

17. Sendo z o nimero complexo que satisfaz a equacdo 2z + 3z = 10 + 4/, entdo z - z é igual a:
a) 5 b) 10 c) 20 d) 40 e) 80

Resolucgao:

Sendo z = a + bi,com a e b reais, temos que:
2(a + bi) + 3(@ — bi) =10 + 4i
2a + 2bi+ 3a —3bi =10 + 4/
50 — bi =10 + 4i
Comparando as partes reais: 50 =10 = a = 2.
Comparando as partes imaginarias: —b =4 = b = —4.
Assim,temosquez=2 —4i=>Z =2 + 4
Portanto:z - Z = (2 — 4)(2 + 4) = 2° + 4> = 4 + 16 = 20.
Alternativa: C

N
w
=
Z
w
24
T
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Quociente em €

O processo algébrico usado para encontrar o quociente entre dois nimeros complexos parte do fato de que o simbolo i
representa uma raiz quadrada.
=1

Por isso, a divisdo de ndmeros complexos em suas formas algébricas é similar ao processo da racionalizagdo de

denominadores em expressdes do tipo M, coma, b, c e dreais.

c+di
Assim, multiplicam-se numerador e denominador da expressdo pelo conjugado do denominador:
zZ_z-w
W ow-w

Como o produto de niimeros complexos conjugados resulta em um nimero real, o denominador da fracdo pode ser
distribuido pelas partes real e imaginaria do resultado obtido no numerador da fragdo.

a+bi _(@+bi)-(c—di) ac+bci—adi—bd-i? _ ac+ (bc—ad)—bd - (—1) _

c+d (c+d)-(c—d) 2—cdi+cdi—d*-7? c?—d* ()
_ (ac + bd)+ (bc —ad)i _ [ ac + bd bc —ad .
= 2 2 =l = vl Il v 2 )
ct+d ct+d ct+d

Sendoz= 11+ 10ie w = 3 — 2/, por exemplo, o quociente £ é obtido multiplicando-se ambos esses nimeros pelo
conjugado do denominador: w = 3 + 2/. Assim: w

5211+1o/':(11+1o/')-(3+2f):33+221+3o/'+20f2:33+521—2o:13+52/:g+@:1+4/.
wo 3-2  (3—2)-3+2) 9+ 6/ — 6/ — 4/ 9+ 4 13 13 13
resolvidos

18. Sendoz =3 +4iew =1+ 2/, calcule:

a) =% o 1
w z
by W d 1
z w
Resolucdo:
a) iz3+4/:(3+4/)-(172/):3—6/’+4/‘—8/‘2:3—2/+8:11—2/:ﬂ72/
w 1+ 2i (1+ 2i)- (1= 2i) 12+ 22 1+ 4 5 5 5
b) m:1+2/‘:(1+2/‘)-(3—4/):374/‘+6/'78/2:3+2/‘+8:ﬂ+2/‘:1 ;/.
z 3+4i  (3+4i)-(3—4i) 32 4+ 42 9+ 16 25 25 25
Q) L 1-(3 = 4i) :3—4/:3—4/:3—4/:iii/
z 3+4 (3+4)-(3—-4)) 3*4+42 9+16 25 25 25
d) R 1-(1—2i) _ =20 _1=20 _1=20 1 g/,
wo 1+2i (1+2)-(1=20) 1?4+ 22 1+ 4 5 5 5
19. Sey = 3x,sendo x = % e i =+/—1, o valor de (2x+y)2 é:
a) 25/
by -5+
c) —25
d) 25
e) 5—
Resolucgdo:
B () R () I S I A ) B
1—i  (1=0-(141 2+ 12 1+1 2

Portanto, temos que y = 3ie (2x + y)?> = (2i + 3)? = (5)° = 52+ > = 25 - (—1) = —25.
Alternativa: C
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. p ) o . 2+ ~ .
20. Fuvest-SP Sabendo que o € um nUmero real e que a parte imaginaria do nimero complexo o é zero,entdoa €

+2i
a) -4 c) 1 e) 4
b) -2 d) 2
Resolucao:
247 _ (+0)-(@=2) _20—4i+0i=2° _20+(4+0)i+2 _20+2 , o—4,
o+2i (o + 2i) (o — 2)) o + 22 o’ +2° o’ +4 o’+4

—4 0> a-4=0>a=4
ol + 4

Como Im(z) = O, temos que:

Alternativa: E

21. Sendoa unidade imaginaria e x um nimero real, determine os valores de x para 0s quais 0 nimero complexo )1< I 4_i é:
a) imaginario puro. X
b) real.
Resolucao:
Sendoz = = - 4,/, temos:
1+ Xi
_ bx
. . . 2. . 2 2 . 2y Re(z) - 2
_Xt+4 A (1 =xX) o x =X+ 4 —4xiT _ x+ (=x"+4)i+4x _ Bx + (4 —x7) . 14+ x
1+ xi (1+x7) - (1= xi) 7+ x? 14 x? 14 x? |m(z)=4_X2
1+ x?
a) Se z éimaginario puro, entdo Re(z) = 0 e Im(z) # 0. De Re(z) = 0, tem-se > =0 = x =0 e, como parax = 0
+ X
tem-se Im(z) = 4 # 0, o nimero complexo z = 4/ é imaginario puro.
U2
b) Se zéreal entdo Im(z) = 0. Assim: 4 X2 =0 =2 4—-x2=0= x=42.
1+ x

QO conjunto dos numeros inteiros possui duas unidades distintas:
* aunidade positiva: +1.
* aunidade negativa: —1.
As unidades inteiras sdo ndmeros opostos, ou seja, sua soma é nula; (+1) + (—1) =0,
Além disso, os nimeros (+ 1) e (— 1) sdo os Unicos que coincidem com seus inversos multiplicativos:
1 1
7 =1 e =
Ja a unidade imaginaria tem uma caracteristica diferente e peculiar, que é o fato de seu inverso multiplicativo coincidir

=1

S | .
com o seu oposto, ou seja, T =

resolvido
22. Uece 2015 Se os numeros complexos z e w estdo relacionados pela equagdoz + wi=jesez=1— ; entdo, w é
igual a
a) I by 1—1i c) —i d 1+

Resolucao:

N
w
=
Z
w
24
TH

T (=) _ —i
i i+ (i) 1

Como o conjugado do nimero i é o nimero —i: z = 1 —

Assimz4+wi=i = 1+i+wi=i=>wi=-1= w:_/, :W_?:/‘
Alternativa: A
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Representacoes geométricas dos
nameros complexos

Desde a antiguidade, os nimeros sdo usados para
avaliar comprimentos, mas foram as ideias de René
Descartes que nos levaram a usar os pontos de uma reta
como representantes dos nimeros reais, no modelo cha-
mado de eixo real.

Tal modelo consiste na escolha de dois pontos distintos
de uma mesma reta, atribuindo o valor O (zero) a um dos
pontos e o valor 1 (um) ao outro ponto. O ponto associado
ao zero passa a ser chamado de origem do eixo.

Feito isso, cada um dos demais pontos da reta fica ime-
diatamente associado a um Unico nimero real e vice-versa.
O ponto do eixo real associado a unidade negativa (- 1)
fica localizado de modo que a origem (0) seja o ponto médio
do segmento determinado pelas duas unidades (+1) e (—1).

——————— e e e

-1 0 1

A origem do eixo real divide-o em duas semirretas:
uma com todos 0s pontos associados aos nUmeros reais
positivos, e a outra com 0s pontos associados aos numeros
negativos.

Rotacdes em torno da origem

Da forma como foi proposto, o eixo permite observar a
relagcdo entre dois nimeros reais opostos (+a) e (—a) como
se cada um deles fosse o resultado da rotacdo de 180° do
outro, em torno da origem.

Assim, interpreta-se que a multiplicagao de um nimero
real pela unidade negativa (— 1) promove uma rotagdo de
180° desse ndmero em torno da origem.

(—1) - (+a)=—a
(—1)-(—a) = +a

A equivaléncia entre a multiplicacdo pela unidade ne-
gativa e a rotacdo de 180° em torno da origem do eixo real
é algebricamente expressa com o auxilio da sigla “cis”, que
tem origem no estudo das funcdes trigonométricas seno
e cosseno. Assim:

—1 = cis(180°)

Observe que:

I.  Multiplicar um numero real r por (-1) duas vezes su-
cessivas equivale a multiplica-lo por (+1).

Il. Tomar uma figura geométrica e efetuar duas rotagdes
sucessivas de 180° dela em torno de um mesmo pon-
to O equivale a efetuar uma Unica rotacdo de 360° da
figura em torno de O.
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IIl. Multiplicar um nimero por + 1 ndo altera o valor desse
ndmero, bem como tomar uma figura e efetuar rota-
cBes de 360° ndo altera a posicdo da figura.

Assim, também se interpreta a multiplicacdo de um nu-
mero real pela unidade positiva (+ 1) como uma rotagao de
360° desse ndmero em torno da origem.

Em termos algébricos, essas observacdes ficam ex-
pressas por:

L (=1)-(=1)=+1

II. cis(180°) - cis(180°) = cis(360°)

. 1 = cis(360°)

Essas novas notagdes rotacionais para 0s nUmeros
podem ser expressas em radianos:

—1 = cis(m)
+1 = cis(2m)

Seguindo esse padrdo, a multiplicagdo pela unidade
imaginaria também possui uma interpretacdo rotacional.
Observe que:

I.  Multiplicar pela unidade imaginaria () duas vezes su-
cessivas equivale a multiplicar por (—1).

Il. Efetuar duas rotagdes sucessivas de 90° equivale a
efetuar uma Unica rotacdo de 180°.

Em termos algébricos, essas observacdes ficam ex-
pressas por:

L. ()-0=-1

Il.  cis(90°) - cis(90°) = cis(180°)

Conclui-se entdo que a multiplicacdo de um nimero
qualquer pela unidade imaginédria deva promover uma ro-
tacdo de 90° do ponto que representa esse nimero em
torno da origem do eixo real.

i = cis(90°)

Rotacdes de 180° e 360° geram o mesmo resultado,
sejam elas no sentido horario ou anti-horario, mas as
rotacdes de 90° ndo. Adota-se entdo que as rotacdes
indicadas pela sigla cis sdo sempre feitas nos mesmos
sentidos adotados no estudo do ciclo trigonométrico,
ou seja:

e anti-horéario para arcos positivos;

* horério para arcos negativos.

a-i
-
-
,
r
I
Y R
------ R e S
—-a 0 +a

Por isso, representa-se a unidade imaginaria por um
ponto localizado logo acima da origem de um eixo real
horizontal.




Os pontos onde se localizam as unidades (+1), (-1) e (/) estdo todos a uma mesma distancia da origem do eixo real.
O ponto associado a unidade imaginaria negativa (i) fica localizado de modo que a origem (0) seja o ponto médio do
segmento determinado pelas duas unidades imaginarias (+/) e (-i).

Ciclos de poténcias da unidade imaginaria

Tanto as unidades inteiras, positiva e negativa, quanto a unidade imaginaria possuem poténcias de expoente inteiros
que formam ciclos periédicos.

(Base)Exp ‘ - “'H“.

e T L e SN A (R S BN B
R I R AR U I IS A S B S B
+1 o+ - -+ H A S+ -

Usando as interpretacdes rotacionais das multiplicacdes pelas unidades (+1), (1) e (+i) é possivel perceber de ma-
neira visual cada ciclo do quadro.

Como cada multiplicacdo por (+ 1) equivale a uma rotacdo de 360° em torno da origem, o ciclo de poténcias da uni-
dade positiva (+ 1) tem periodo de um termo:

(+1)" = +1 para todo nimero inteiro n.

Como cada multiplicagdo por (-1) equivale a uma rotagdo de 180° em torno da origem, o ciclo de poténcias da unidade
negativa (—1) tem periodo de dois termos:

(—=1)" = +1,se n éum ndmero par.
(1" = —1,se n é um ndmero impar.

Como cada multiplicacdo por (+/) equivale a uma rotacdo de 90° em torno da origem, o ciclo de poténcias da unidade
imaginaria (/) tem periodo de quatro termos:

N
w
[
4
)
@
L

/- n

=+1,sen éum multiplo de 4.

)

()" = +i, se n deixa resto 1 quando dividido por 4.
(i)’
()

i n

=—1, se n deixa resto 2 quando dividido por 4.

=—i, se n deixa resto 3 quando dividido por 4.
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Assim, sendo r o resto da divisdo de um ndmero inteiro
n pelo nimero 4, tem-se que:

0" =0
resolvidos

23. OvalordasomaS=i+ P+ 72+ A+ .. +/°¢éiguala

a) 1+

b) —1+i

c) 11—

d —1-—i

e) O

Resolucgdo:

=i P=l=i P=l=i
?=—1 P=r=-—1 =2 =-
P=—i =P =—i

70 =1 F=r=1

Somando todas essas igualdades, obtém-se:
S=i—1—i+1+i=1—-i+1+i=1=-1+
Alternativa: B

24. Sendo i a unidade imaginaria, calcule o valor da ex-

pressdo E = 20 4 2012 4 201
a) O

b) 1

c) —1

d) i/

e) —i

Resolucdo:

Dividindo 2011 por 4, obtém-se resto 3, portanto

20— 3

Dividindo 2012 por 4, obtém-se resto O, portanto

2012 _ ;0 _
Dividindo 2013 por 4, obtém-se resto 1, portanto
2013 _ 1 __

i =i =1

Logo: E = j20M 4+ 2012 4 208 = _j 414/ =1.

Alternativa: B

Ndmeros inteiros de Gauss

No inicio do século XIX, o astrbnomo e matematico ale-
mao Carl Friedrich Gauss publicou alguns artigos a respeito
dos nimeros complexos, em que tanto a parte real quanto
a parte imaginaria eram nimeros inteiros.

(z=a+b-ilaEZbLEZei?P=—1}

140 MATEMATICA = Capitulo 8 = Nimeros complexos

Conhecidos hoje como numeros inteiros de Gauss, es-
ses numeros podem ser representados geometricamente
em uma malha de pontos coplanares alinhados horizon-
talmente e verticalmente, como vértices de quadrados
congruentes e adjacentes:

@ 8 & & & & & 8 B 8 8 0 @
" ® ® 8 ® ® ° 8 ° ° ° @
. & & & & » * & & & & & »
® & & & & & & & & & & & B
« & & & & & 5 5 5 5 5 & B
" e 8 ® & 8 8 8 B B 8 8@

Uma vez escolhido o ponto da malha que ird repre-
sentar o nimero zero, 0s quatro pontos indicados ficam
representando os nimeros:

+1 a direita
—1 a esquerda
+ jacima

— j abaixo

—1.< & >- +1

.
—i

Dessa forma, os demais nimeros inteiros ficam alinha-
dos sobre um eixo real horizontal e os demais imaginarios
puros, com parte imaginaria inteira, ficam alinhados verti-
calmente acima e abaixo da origem.

. . . s 4js . . . . . . .
. . . * 3je . . . . . . .
. . . s Djs . . . . . . .
. - . . je [ ] L] ] . L] L] L]
R
-—— - — 8- — 8 — — % — B— — B — — B — B — B — —F — —B— =
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
. . . . —je . L] ] . . . ]
. . . o—Djw . . . . . . .

Os pontos da malha, localizados fora das linhas horizontal
e vertical que passam pela origem, representam os demais
numeros inteiros de Gauss, ou seja, 0s complexos z = a + b,
COMAEZbEZ, i=-1ea-b#0. Veja alguns exemplos:

L] L L] - - L] . L]
1+ 4 7+ 4i

e & & & 2+ & e = . s e
2+3i
-3+2i -1+ 2j 3+2i
-4+ 1+ 5+

At - M- - — - - — - - — 98—~

L L] - L] L] - L L L L]

.
—2-i 1—1i 6—i

. e s & 8 8 @
-3-2 1-2i 3-2i

Posicoes relativas

Diversas propriedades geométricas dos nimeros com-
plexos podem ser observadas nos pontos em destaque na
figura anterior.



Numeros complexos opostos ocupam posicdes simétricas em relacdo a origem da malha. Exemplos:

- . - - - . -
3 +2i
. . L] . L L ] L ] L]
z=34+2i=>—2z=-3—-2] 0
. . L] . . . L]
L] L] . L] L]
-3-2i
L] L ] [ ]
=1+ 2i
L ] . .
X . . &
w=1—-2i=>-w=—1+ 2/ 0

. .
1-2i

NUmeros complexos conjugados ocupam posi¢cdes simétricas em relagao ao eixo dos nimeros reais. Exemplos:

= R
z=14+i=z=1—| ——l——(I)——I——.—-—
L] L] L] L]
1—i
L] L] L] L]
-3+2
s« & 8 8 =

w=-3+2i>w=-3—2/

L] .
-3-2i

Multiplicar um nimero complexo z pela unidade imaginéria (/) equivale a efetuar uma rotacdo de 90° no sentido anti-
-horério em torno da origem. Exemplo:

1+ 4i
- '] '] - " -
z=1+4
. . . 2 . L] L] - - [ ] -
w=z-i=(1+4)-i=i+4-i"=—-4+|

O

Dividir um ndmero complexo z pela unidade imaginaria (/) equivale a efetuar uma rotagdo de 90° no sentido horéario
em torno da origem. Exemplo:

z=24+3i . -
W=§=(2+3/)-(—/)=—2/—3-/2=+3—2/ cp e e e
L ] . . L ] L ] L ]

N
w
-
z
w
@
(18

Dividir um nimero complexo z pela unidade imaginéaria € o mesmo que multiplicar z pelo oposto da unidade imaginaria.
z .
7=z =)
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Se os nuimeros complexos z e w forem associados a dois vetores partindo da origem do sistema, percebe-se que a
soma z + w obedece a regra do paralelogramo para a soma vetorial. Exemplo:

z=2+3i

= = j
W=5+/} Z+w=7+4

O plano de Wessel-Argand-Gauss

Dois séculos depois da descoberta dos nimeros complexos, o conhecimento de suas propriedades evoluiu até ga-
nharem interpretagées geométricas, passando a representar localizagdes de pontos em um plano.

Parte da evolugdo dessa teoria deve-se a representacdo cartesiana dos nimeros complexos, proposta pela primeira
vez, em 1797, pelo topdgrafo noruegués Gaspar Wessel e posteriormente pelo matematico amador Robert Argand, em
1806. Mas foi um trabalho publicado por Gauss, em 1812, que realmente difundiu o modelo do plano complexo.

Esse modelo matematico consiste em uma adaptacdo do plano cartesiano tradicional, em que o eixo das abscissas
continua representando o conjunto dos nimeros reais, enquanto o eixo das ordenadas, com excecdo da origem, passa a
representar o conjunto dos imaginarios puros.

Afixo de um nimero complexo

No plano complexo, cada nimero z = a + bi fica representado por um Unico ponto que é seu afixo (ou imagem) e
cujas coordenadas cartesianas sdo (a, b). Assim:

iR
Se um nuimero complexo tem partes real e imaginaria i JZ=atbi
positivas, entdo seu afixo se localiza no 12 quadrante do L
plano complexo. i =
a
Re(zy=a>0
Imz) =b>0
iR &
Se um numero complexo tem parte real negativa e _WZ et hil
imagindaria positiva, entdo seu afixo se localiza no 22 qua- :
drante do plano complexo. i =
a
Re(z=a <0
Imz) =b>0
iR
Se um numero complexo tem partes real e imaginaria
negativas, entdo seu afixo se localiza no 3% quadrante do o
plano complexo. ' -
I
Re(zy=a <0 I
ot TR N, )
Im(z) =b <0 'z=a+bi
iR
Se um numero complexo tem parte real positiva e
imaginéaria negativa, entdo seu afixo se localiza no 42 qua- a
drante do plano complexo. ! -
I
Re(zy=a>0 i
Imz) =b <0 by ====- = atbi
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resolvidos

25. No plano complexo, os vértices A e B de um quadra-
do ABCD sao respectivamente representados pelos
afixos dos nimeros complexos A = 0e B =4 + 3i.
Sabendo que o vértice D pertence ao 22 quadrante,
pode-se concluir que o vértice C é representado pelo
afixo do niimero:

a) 7+

by 1+7i
c) 2+6i
d) 6+ 2
e) 3+3i

Resolugdo:

Representando os pontos A e B no plano complexo,
tem-se o lado AB do quadrado:

iR
o 0

QR S
=

Como multiplicar um nimero complexo pela unidade
imaginéria equivale a efetuar uma rotagdo de 90° no
sentido anti-hordrio em torno da origem e o vértice A
do quadrado é a origem do sistema, para obter o vérti-
ce D no 22 quadrante, basta multiplicar B pela unidade
imaginaria. Assim:

D=B-i=@4+3)-i=4+3%=-3+4i
) iR
-3+4i=D__ | L4
! 70 B=4+3i
| '
: "
3 A 4 R

Como quadrados também sdo paralelogramos, o
vértice C pode ser obtido somando-se 0s nimeros
complexos B e D.

C=B+D=@A+3)+(-3+4)=(4—3)+(3+4)i=

=1+7
iR A
74-2C=147i
I
— i — |
3+4i=D | L4
IN0 2tbE B =4+3
: I :
1 | 1
1 ]
; i i
-3 Al 1 4 R

Alternativa: B

26. FGV-RJ 2012 Considere os ndmeros complexos
z7=1+iez, =21+, emqueié onimero com-
plexo tal que ?=-1 Represente, no plano complexo,
o triangulo cujos vértices sao os afixos dos nuimeros
complexos z; + z,, 2, ~ Z, € z; - Z5. Calcule a sua area.

Resolucdo:

Os vértices do tridngulo sdo os pontos:
A=z+z,=(1+N+2+2)=1+i+2+2i=3+3i
B=z-z,=01+)-Q+2)=1+i—-2-2i=-1-]
C:z1~22:(1+/)-(2+2/):2+2/‘+2/’+2/‘2:2+
+4i-2=4

Representando o tridngulo no plano complexo, tem-se:

iR
2 A1 .A=3+3/
1
1
24 1
1
1
]
-1 |
| i
1 3 R
I
i —
-1-i=8B

Os afixos dos nUimeros complexos associados aos
vértices do triangulo ABC sdo: A3, 3), B(-1, -1) e C(0, 4).
Assim, utilizando a regra de Sarrus, podemos determi-
nar a area do triangulo:

3 3 1
D=|-1 -11|=-3+0-4-0—-12+3=-16
0O 4 1
_ 1 1 16 ) .
S=—-IDl=—= - |-16l =— = 8 unidades de area
2 2 2

Vetores e numeros complexos

Além da interpretagdo geométrica do nimero complexo
z = a + bi como um ponto localizado em um sistema de
coordenadas cartesianas, existe também a interpretacdo
vetorial para o resultado da subtracdo de dois nimeros
complexos z; e z,. Assim, sendo (x4, y;) € (X5, y5) OS res-
pectivos afixos dos complexos z; € z,:

Zy =Xyt yq i

Zy =Xty
A diferenca z = z,— z, pode ser interpretada como o
vetor responsavel pela translagdo do ponto (x,, y4) para o

ponto (x,, ¥5). Nesses casos, a notagdo vetorial pode ser
usada para distinguir as interpretacdes:

Z=2z,— 2z,

.22=X2+y2~i

N
w
=
Z
w
24
TH
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Todo nimero complexo pode ser geometricamente
interpretado das duas formas: como localizagdo fixa ou
como o deslocamento de um ponto a outro, dependendo
da necessidade do problema.

z=z—-0
iR
e 'z:a+b~i
I
i
0 a R

Vetores sdo entidades matematicas definidas por trés
caracteristicas: médulo, direcao e sentido. Representando
um vetor Z no plano complexo como um segmento de reta
AB, orientado por uma seta em uma de suas extremidades,
tem-se que:

1. O mddulo do vetor é dado pelo comprimento do seg-
mento de reta.

2. Adirecdo do vetor é dada pelo feixe de retas parale-
las ao segmento.

\Direqéo

“

3. O sentido do vetor é dado pela extremidade do seg-
mento onde esta a seta.

A A
\ntido\
B B

Igualdade de vetores

A relacdo de equivaléncia entre segmentos de reta
orientados é denominada equipoléncia. Trata-se do
conceito que determina a igualdade entre dois ou mais
vetores.

Z=w

Vetores ndo nulos Z e w sdo iguais ou equipolentes se,
e somente se, tiverem o mesmo mddulo, a mesma direcdo e
o0 mesmo sentido. A localizacdo dos segmentos de reta
que os representa no plano complexo ndo precisa ser ne-
cessariamente a mesma, de modo que um mesmo vetor
pode ser representado graficamente em varias localizagdes
diferentes.
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Verificando que todos os segmentos orientados da
figura tém o mesmo comprimento, sdo paralelos entre si
e tém suas setas orientadas no mesmo sentido, é correto
afirmar que todos os segmentos sao representagdes gra-
ficas do mesmo vetor.

Quando um mesmo vetor esta representado no plano
complexo por dois segmentos orientados diferentes, as
quatro extremidades dos segmentos determinam a figura
de um paralelogramo.

iR

/

Quando dois vetores opostos estdo representados, as
quatro extremidades dos segmentos que os representam
também determinam a figura de um paralelogramo.

iR

resolvido

27. Unifesp Quatro nimeros complexos representam, no

plano complexo, vértices de um paralelogramo. Trés
. ~ ) 5.
dos nimeros sdo z; = =3 — 3i,z, =1e z3 = -1+ -2~/.

O quarto nimero tem as partes real e imaginaria posi-
tivas. Esse nimero é

n.

a) 2+3 9 2+
b) 3+g/ &) 4+5i
c) 3+5i



Resolucdo:

Se os afixos dos nimeros z;, z,, z3 € z, sd0 vértices de um paralelogramo e o afixo de z, situa-se no primeiro quadran-
te, entdo os vetores z; — z, e z3 — z, sdo equipolentes:

2, =2y =23 =24, = ,3,3/,1:,1+%,Z4 :>z4=%/+3+3/ :z4=3+g/

Alternativa: B

Médulo de um nimero complexo

O médulo ou valor absoluto de um ndmero real x, positivo ou negativo, € sempre igual ao comprimento do segmento
de reta que une a origem do eixo real ao ponto que representa o nimero x. Assim, Ixl indica a distancia de um ponto do
eixo real até sua origem.

| =31 [ +31
y S— A ; [+3l=3
[=31=3

-3 0 +3 R
O mesmo ocorre com os ndmeros imaginarios puros, positivos ou negativos. Seus moédulos também sdo comprimentos
de segmentos de reta.

iR
[+3i1 =3
L34 =31 =3
=l +3il
-3 0 +3 R
=1=3il
-3i4-

Particularmente, todas as unidades do conjunto dos nimeros inteiros de Gauss tém mdodulo unitario. Observe
que os segmentos de reta com extremidades em seus afixos e na origem do eixo real sdo raios de uma mesma
circunferéncia:

[11=1 ,’ )
[=11=1 / A
lil =1

[—il =1 —1

oe

N
w
-
z
w
@
(18
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No caso de um nimero complexo da forma a + bi, com
a - b # 0, ainterpretagao vetorial de z permite represen-
té-lo por uma seta que liga a origem ao afixo (a, b). A figura
a seguir representa um numero complexo cujo afixo esta
situado no 2° quadrante do plano complexo: a <0e b > 0.

[or R R 1
=

O médulo de um nimero complexo z é o comprimen-
to da diagonal do retangulo cujos lados sdo os mdédulos
das partes real e imaginaria de z. Assim, do teorema de
Pitagoras, temos:

71?2 = lal® + b
Comoemz=a+ bi,a €Reb &R, os quadrados dos

ndmeros a e b ndo podem ser negativos; logo, a indicagao
de seus médulos é desnecessaria. Assim:

i~
Exemplos:

a) 3+4]=V¥ +4=8+6=y5=5

b) |-5+ 12 = (=57 + 122 = V25 + 144 = /169 = 13

o 2-2]=y22+(2°=Ja+4a=\y8=242

a) V3= (VB + P =VETI=a =2

Uma férmula mais genérica para o médulo de um nu-
mero complexo pode ser expressa em funcdo de suas
partes reais e imaginarias por:

|zl = Re(z)2 + Im(z)?

! Atencdo

Numeros complexos conjugados possuem mesmao
médulo:
1zl = 1zl
O produto de um nimero complexo z pelo seu conju-
gado Z e igual ao quadrado de seu modulo:
z 7=z
O modulo do produto € igual ao produto dos modulos:
[z > wl =z - Iwl
O médule do guociente & igual ao quociente dos modulos:

4k
wl

O module da soma € menor ou igual a soma dos madulos:
lz+ wl =<zl + Iwl
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28. Considere os ndimeros reais X e Y, tais que:

e X é o mddulo da soma dos numeros complexos
(=4 +3he2+)

* Y é asoma dos médulos dos nimeros comple-
X0s (—4 + 3i)e (2 + ).

Nessas condicdes, é correto afirmar que:
a) 2Y-X=10
b) X+2Y =10
c) Y—2X=10
d) 2X+Y=10

e) X=Y

Resolucgdo:

Como (—4 + 3i) + (2 + i) = —2 + 4/, tem-se que:
X=| -2+ 4l = (27 + 4> =420 =25

Como

-4+ 31 =(-4? +3* =JiI6+ 9 =25 =5

Il
<
ot

R+il=v2+?=Va+
tem-seque Y =5+ /5.
Logo:

2Y = X=2-(5++5) =245 =10+ 25 — 245 = 10.
Alternativa: A

29. FGV-SP 2012 O ndmero complexo z = a + bi,com a e

breais, satisfazz + |zl = 2 + 8i,comla + bil = Ja? + b2
Nessas condicdes, zI? & igual a:

a) 68

b) 100

c) 169

d) 208

e) 289

Resolucdo:

Fazendo z = a + bi, tem-se:

z+ld=2+8i
a+bi+la+ bl =2+ 8i

a+bi+Na® +b2=2+8i

(a+J2 +02) +bi=2+8i
Comparando as partes imagindrias de ambos os
membros, verificamos que b = 8.
Comparando as partes reais, temos que:
a+4a? +8° =2 = \Ja? +64 =2 —a,assim:

r r 2

JP+64=2-0= (VP +64) =2-a =
=0’ +64=4—-40+0°=40=-60=a=-15

Logo: 1zI> = a® + b% = (—15)> + 8% = 225 + 64 = 2809.
Alternativa: E



30. Unifesp Os ndmeros complexos z;, Z, 2i e
73 =ay3 +ai, onde a é um ndmero real positivo,
representam, no plano complexo, vértices de um trian-
gulo equilatero. Dado que Iz, — z,| = 2, o valor de a é:

a) 2. d) ?
1

b) 1. e) ok

c) \/§

Resolucao:

A sentenca Iz, — z,| = 2 informa que o lado do triangu-
lo equilatero mede 2. Sendo assim, tem-se:

|zs-2z|=2=|aB+a-2]=2=
:>‘Ox,-"-3_ + (a - 2)/“ =2 =
= \."I(ox-"§)2+ @—2°=2=3"+d’—4a0+4=4>
=40’ —4a=0 = a=1oua=0
Como a é um numero positivo, tem-se: a = 1.
Alternativa: B

Argumento de um nimero complexo

Dado um nuimero complexo z, considere 0s arcos tri-
gonomeétricos determinados pelo semieixo real positivo e
0 vetor associado a z. As medidas, em graus ou radianos,
desses arcos sdo chamadas de argumentos do nimero
complexo.

A menor medida ndo negativa 6, de um argumento de z,
€ indicada pela sigla Arg e denominada argumento principal
de z. Assim, tem-se:

Argumento prinCipaI m

f = Arg(z) 0% =§ < 360° O0=6<2mw
Cada numero complexo n&o nulo possui uma infini-
dade de argumentos que, em graus, diferem em algum
multiplo de 360°. Assim, as medidas —240° 120° e 480°,
por exemplo, podem ser argumentos de um mesmo nu-
mero complexo z. Nesse caso, o0 argumento principal é:
Arg(z) = 120°.
Sendo z um nimero complexo da forma a + bi, com
a- b # 0, hd quatro casos a serem considerados a respeito
da medida em graus: 6 = Arg(2).
* Se o afixo (g, b) pertence ao 12 quadrante, ent&o:

0° < 6 <90°
iR &
z=a + bi
b > Qf#mirsmrminim=
|
I
0 |
|
a>0 R

*  Se 0 afixo (g, b) pertence ao 22 quadrante, ent&o:
90° < 6 < 180°

—————————— b>0

*  Se o afixo (g, b) pertence ao 32 quadrante, ent&o:
180° < 6 < 270°

—————————— b<O0

* Se o afixo (g, b) pertence ao 42 quadrante, entdo:
270° < 6 < 360°

iR

b<Qf-====m=aa2

Particularmente, os nimeros reais positivos tém argu-
mento nulo, e os nimeros reais negativos tém argumento
Arg(+1) = 0°
Arg(—1) = 180°

Além disso, em graus, os nimeros imaginarios puros
positivos tém argumento 90°, e os imaginarios puros ne-
Arg(+i) = 90°
Arg(—i) = 270°

Em radianos, os argumentos principais das unidades
do conjunto dos inteiros de Gauss sdo:

em graus igual a 180°. Exemplos: {

gativos tém argumento 270°. Exemplos: {

iR
i
Arg(+1) =0
. T
+/) = —
Arg(+) = 5
Arg(—=N) =
A . 3m -1 +1 R
rgl—i) = =
—i

N
w
-
z
w
@
(18
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resolvido

31. Encontre os argumentos principais, em graus, dos se-
guintes ndmeros:

a) z=-7 c) x=-5
b) w=6 d) y=4j
Resolucgdo:

a) -7 éum numero real negativo. Portanto, Arg(-7) =
= 180°.

b) 6 é um numero real positivo. Portanto, Arg(6) = 0°.

c) -5/ é um imaginario puro negativo. Portanto,
Arg(-5i) = 270°.

d) 4iéimagindrio puro positivo. Portanto, Arg(4/) = 90°.

O valor do mdédulo e os valores das partes real e ima-
gindria de um nimero complexo z podem ser usados para
exprimir as fragdes para as imagens das fungdes trigono-
métricas dos argumentos de z.

Assim, sendo 6 = Arg(z), tem-se:

_ Imiz)
g

sen(h)

E, se z ndo for imaginario puro:

_ Im(z)
" Refz)

tg(e)

Na prética, o valor do argumento principal de um nime-
ro complexo z, que ndo é real nem imaginéario puro, pode
ser mais facilmente obtido calculando primeiro o valor de
sua tangente e depois observando o quadrante em que se
encontra o afixo de z. Exemplos:

a) Sendo 6 = Arg(6 + 6i), tem-se:
6
t90) = ¢ =1 o = 450
6 + 6/ € 1?7 quadrante

b) Sendo 6 = Arg(—2 + 24/3i), tem-se:

tg(6) = _—*E =3
-2+ 243 € 22 quadrante

= 6 =180° — 60° = 120°

c) Sendo 6= Arg(—\/§ —/), tem-se:
-1 _ 43

tg(6) = 5 3
-J3-ie3e quadrante

= 0 =180° + 30° = 210°

d) Sendo 6 = Arg(1 — /), tem-se:

-1 __
90 = = ! = 0 = 360° — 45° = 315°

1—i € 4° quadrante
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32. A soma dos argumentos principais dos complexos
z=-2+2iew =3+ 3/, em graus, é igual a:

a) 180° c) 115° e) 75°
b) 165° d) 90°
Resolucgdo:

Sendo a = Arg(z), tem-se:
[ e —
-2 = a = 180° — 45° = 135°
7z €22 quadrante

Sendo 3 = Arg(w), tem-se:
_ 3
tg(B) = 3 = B =30°
w €12 quadrante
Logo, a + B = 135° + 30° = 165°.
Alternativa: B

Os nlmeros complexos sdo classificados de acordo
com seus argumentos.

Sendo 8 um argumento, em radianos, do nimero com-
plexo z e k um ndmero inteiro, temos que:

* sezéumnumero real, entdo: 6 = k.

e i o w v
*  sezé&imaginario puro, entio; § = =k ket

Forma trigonométrica de um
namero complexo

Dado um nuimero complexo z ndo nulo, sendo 6 um de
seus argumentos, tem-se que:

senf = % = Im(z) =1zl - senb

Re(2)
|Z]
Assim, substituindo as partes real e imaginaria da forma
algébrica do ndmero z, obtém-se:

cos = = Re(z) =1zl - cosH

z=Re(2)+Im(z)-i=z=1zl-cosb + lz| - senb - |
Finalmente, colocando em evidéncia o médulo do com-

plexo z, encontra-se a expressdo que é chamada de forma
trigonométrica do ndmero complexo:

Z =1zl - (cosh + - send)

Ha uma abreviagao para a expressao entre parénteses
na forma trigonométrica. As primeiras letras das fungdes
cosseno e seno, intercaladas pela letra i, que é a unidade
imaginaria, geram a sigla cis:

cosO +/-senB = cisO



A forma trigonométrica de um nimero complexo tam-
bém pode ser escrita como:

z = |zl - cisb

Quando um numero complexo tem médulo unitério, sua
forma trigonométrica fica expressa apenas por cisf. Assim,
as formas trigonométricas das unidades do conjunto dos
ndmeros inteiros de Gauss sdo:

=cis0® [=cis90° —1=cis180° —i=cis270°

Em alguns casos, quando o argumento principal de um
ndmero complexo € 6 > 180°, o maior argumento negativo
equivalente costuma ser usado nas formas trigonométricas
como, por exemplo:

—i = cis270° = cis(—90°)
Assim, dois nimeros complexos conjugados podem ser

representados usando-se arcos opostos nas suas formas
trigonométricas:
z =1zl (cosB + /- senb) =z = Iz| - (cos(—8) + / - sen(—0))

cis = cis(—0)

resolvido

33. Escreva os seguintes nimeros complexos em suas
formas trigonométricas:

a) b

b) -8

c) 10/

d)y -11/

e) 11—

fy —2-2i

g) V3 +i
2

h) —1+i/3

Resolucao:

a) Como 5l =5 e Arg(s) = 0°, tem-se:
5 = 5(cos0° + i - sen0°
b) Como I—8l= 8 e Arg(-8) = 180°, tem-se:
—8 = 8(cos180° + i - sen180°)
c) Comol10il = 10 e Arg(10j) = 90°, tem-se:
10/ = 10(cos90° + i - sen90°)
d) Como =11/l =11 e Arg(-11/) = 270°, tem-se:
—11i = 11(cos270° + i - sen270°
e) Sendoz=1—| tem-se:

2l = ¥ + (-1 =2

1
=1
Jts0 i = 6= Arg(z) = 360°— 45° = 315°

lz €42 guadrante

Portanto: 1— i = +/2 (cos315° + i - sen315°).

f) Sendoz = —2 — 2i,tem-se:

d=~27 + 27 =B =212

-2 _
WO==3=" 5 g = Argiz) = 180° + 45° = 225°
z€ 3®quadrante

Portanto: —2 —2i = 242 (c0s225° + i - sen225°).

J3 +i

g) Sendoz = 5 , tem-se:
—
(VY. (1. B.1_.r
\zlf||[\‘— + =2+ 2=VJ1=1
\\ 2 2) N4 4
1 .
_ 2 1 V3
tgl)= 2 = L = Y2
9 55 3 = e=Agr)=30°
2

'z € 12 quadrante

Portanto: Y311 = (cos30° + / - sen30°).

h) Sendoz = —1+ i3, tem-se:

fir = : s
ld =12+ (3) =Vi+3=\a=2

th(*’) == V35 0= Agl) = 180°- 60° = 120°
]ze 2% quadrante

Portanto: —1+ /Y3 = 2(cos120° + i - sen120°).

Para obter a forma algébrica de um nlimero complexo z
que é dado na forma trigonométrica, basta que se calculem
0s valores do cosseno e do seno do argumento e depois
que seja efetuada a distributiva do médulo de z.

Exemplo:
z = 4(cos30° +/ - sen30°) = 4(? +i- %) =
=£+i.[=2\/§+2/
2 2
resolvido

34. Escreva os seguintes nimeros complexos em suas
formas algébricas:

a) cis30°
b) 2cis45°
c) /3cis 60°

d) 3cis90°
e) 4cis120°

f) bScis
g) 6 cis%T

h) 8cis 495°

N
w
=
Z
w
24
TH
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Resolucdo:

.
a) cis30° = cos30° +/ -sen30° = ¥4

\]
N —

N1

b) 2cis45° = 2(cos45° +/ - sen4h®) = 2(”7 + %/) =2 +i2

c) /3cis60° = \/3(cos60° + i - senB0°) = J§(% + ‘—23/) = % +

/

N W

d) 3cis90° = 3(cos90° + j-sen90%) =30 +i-1)=3i

€) 4cis120° = 4(cos120° + | - sen120°) = 4(7% + %J - f% + 4;“3/ = —2+2J3i
f) bScism =5(cosm +i-senmw) =5—-1+0)= -5
= . 7 = 7T . 7T =~ xn'|§ 1. \.ﬂg \."I'é . 3\,"15 \.";é
g) +Jocis 5 V6| cos 5 i-sen 5 ) \*6( 5 2/) 5 5 5 5
h) Dividindo 495° por 360°, obtém-se resto 135°. Assim:
8cis495° = 8cis135° = 8(cos135° + / - sen135°) = 8(—% + %/) = - 8;2 + 82, 4By

Operacoes: forma algébrica X forma trigonométrica

A forma algébrica dos nimeros complexos € bastante eficiente para se efetuar as operacdes de adigdo e subtracdo.
Note:

B+3)+(2+2)=1+05i
B+3)-(2+2)=5+1i
A multiplicacdo é um pouco mais trabalhosa, pois depende da propriedade distributiva e da substituicdo ?=-1
B3+3)(2+2)=-6+6/-6i+6°=-6+0-6=-12
(2-5)-3+4)=6+8—15/—20°=6—7i+20 =26 — 7i

Quocientes de nimeros complexos dependem do processo de racionalizacdo de denominadores, uma vez que | = J-1.

Por isso, em cada divisdo de complexos sdo efetuadas duas multiplicacées. Note:

343/ _ (3+3):(-2-2) _—6-6/-6/-6" _—6-12/+6 _ 12/ __3.__,;
—2+2 (2+2)-(-2-2) 4+4i—4i—4° 4+0+4 8 2 '

Ja as poténcias de expoente natural dependem do teorema do binémio de Newton, que é relativamente simples
quando o expoente é igual a 2 ou 3, mas, com expoentes maiores, as potenciacdes na forma algébrica ficam extrema-
mente longas. Observe:

B+3)0=32+2-3-3+@3)*=9+ 18— 9 = 18i
(2420 =(=23+3- (=222 +3-(-2) 20+ @2)*=—-8+24i +24 —8i =16 + 16i

As operacdes de multiplicacdo, divisdo e potencia¢do na forma trigonométrica envolvem algoritmos mais eficientes.

Multiplicacao na forma trigonométrica

Considere os nimeros complexos z e w, de argumentos « e B, expressos na forma trigonométrica:
z = |zl - (cosa + i+ sena)

w = Iwl - (cosp + /- senP)
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Para multiplicar esses dois nimeros complexos, bas-
ta multiplicar seus moédulos e adicionar seus argumentos.
Assim:

Z-w=|zl - |wl - [cos(a i-senfa + B

+B)+

Demonstracdo:

z-w=l4 -(cosa + 7 -sena) - lwl - (cosp + i -senp)
|Z| |W| (cosa + i -sena) - (cosP + /- senp)

zow=|d4-lul - [COSL! - cosp + cosa - - senB +

+i-sena - cosP+i-sena i

-senB]
zow=ld|wl- [cosa - cosp + i - sena - senp +
+/+seno - cosB + /- cosa - senB]

zew=|d4|w - I;COSOL © COSP —sena - senf +

+ i (Semx - cosP + senf - COSOL)]

zZ-w= |Z| : |W| “ [cos(a +B)+7-sen(a + B)]

Portanto:

zow=lzl-| csen (o

wl - [cos({a + B) +

o+ Bl

Como as expressdes cis representam nimeros com-
plexos de mddulo unitério, para encontrar o produto dessas
expressdes, basta que sejam somados os argumentos dos
complexos multiplicados:

Cisa* CisP = cis(a + B)

Como exemplo comparativo, considere o produto dos
ndmeros z = 3 + 3ie w = -2 + 2i, que ja foi efetuado na
forma algébrica, em um dos exemplos anteriores.

Z-w=@3+3)-(—2+2)=-12

Na forma trigonométrica, esses nimeros ficam ex-

pressos por:

7 = 32¢is45° e w = 24/2cis135°
Portanto:

z - w =342 - 22cis(45° + 135°) = 12cis 180° = —

Veja como efetuar, na forma trigonométrica, as multi-
plicactes de um nimero complexo z = I1z| - cis 8 pelas
unidades do conjunto dos nimeros inteiros de Gauss:

1-z=lzl-cis(0° + @)

1-z=lzl-cis(90° + 8)
—1:-z=lzl-cis(180° + @)
—1:z=Izl-cis(270° + 0)

Divisdo na forma trigonométrica
Considere novamente os ndmeros complexos z e w,
de argumentos a e B, expressos na forma trigonométrica:

z=lzl-(cosa +i-sena)

w = lwl- (cosP + i-senf)

Para dividir um desses nimeros pelo outro, basta divi-
dir seus respectivos médulos e subtrair seus respectivos
argumentos. Assim:

z _ |4

. [cos(e — B) + i - senfa — B)]
e
wo_ |

= %' - [cos(B — a) + i - sen(B—a)]

Demonstracao:
Multiplicam-se os termos da fracdo pelo conjugado do
denominador:

z_z W

w W w

Como o produto de um ndmere complexo por seu con-
jugado é igual ao quadrado de seu médulo:
Z Z W

Wl

Substituindo as formas trigonomeétricas de z e W:

z _lzl - (cosa + i - sena) - lwl - (cos(—B) + i - sen(—B))
W 2
lwl
Separando os modulos das expressdes cis:
Z- |Z| | - (cosa + 1 -sena) - (cos(—B) + i - sen(—B))

W |wf
Simplificando o modulo de w e efetuando a multiplica-
cao das expressdes cis:

z |zl
—_— = coslo +
= ] * [c086

= i+ senfa + (—B))]

(—=B) +

Aplicando a regra de sinais:

W = ||Lj:| [cos(e — B) + i - senfe — B)]

Para efetuar a divisdo de expressdes cis, basta que
sejam subtraidos os argumentos dos complexos divididos:

cisa : Cisp = cis(a — B)

CisP : cisa = cis(B — a)

Como exemplo comparativo, considere o quociente do
nimero z = 3 + 3ipelo nimero w = -2 + 2/, que também
ja foi efetuado na forma algébrica anteriormente.

4 3+ 3i .
W ot W

Na forma trigonométrica, esses nimeros ficam expres-
SOS por:

z = 3:/2cis45°
w = 24/2cis135°
Portanto:
z 3\5 ) 3 . )
= = =—=is(45° — 135°) ==cis(—90°) = —1,5/
Z = S5cil ) =3 cis(~90%)

N
w
=
Z
w
24
TH
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Potenciacdo na forma trigonométrica
Veja como fica, na forma trigonométrica, a segunda poténcia de um nimero complexo z com argumento 6:

=ZZ

Izl - (cos® +i-senB) -zl - (cosB + i-senh)

=1zl -1zl - (cosO + i-senb) - (cosO + i-senbh)
=1z1°- (cos® + /- sen 6))2

=1z1% - (cos?0 + 2 - i - senh - cosO + i* - sen?6)

2 = 121? - [(cos?0 — sen?f) + i - (2 - senh - cosh)]

2 = 121? - [cos(20) + i - sen(26)]

Perceba que, elevando um ndmero complexo z ao quadrado, seu argumento é duplicado.

Agora, veja como fica, na forma trigonométrica, a terceira poténcia de um nimero complexo z com argumento 6:

Z3:Zz'Z

2=z [cos(20) + i - sen(26)] - Izl - (cosB® + /- senB)

=127z - [cos(20) + i-sen(20)] - (cos® + - senb)

22 =1z - [cos(26 + 0) + i - sen(26 + 0)]

Z2=1z3- [cos(30) + /- sen(20)]

Perceba que, elevando um ndmero complexo z ao cubo, seu argumento € triplicado.

Uma inducdo sobre esses primeiros resultados estabelece uma regra para se obter as poténcias
com expoentes naturais dos nimeros complexos, na forma trigonométrica, conhecida como férmula
de Moivre.

Sendo z = Izl - (cos® + i - sen#), para todo nimero natural n, tem-se:

Biblioteca do Instituto de Astronomia
da Universidade de Cambridge, Cambridge

2" =121" -[cos(n - 08) + i-sen(n - 0)]

Abraham Moivre.

De acordo com essa férmula, quando um nimero complexo z é elevado a um expoente natural
n, o modulo de ztambém é elevado a n, mas o argumento de z fica simplesmente multiplicado por n.

@ saiba mais
Demonstragao:
Z'=z-z:..-2
g:Z2:.."2
r fatores
2" =12 - (cos® + i -send) - |2 - (cos® +i-send) - .- |2| - (cosh + i - send)
n fatores
2" =12 -1z . |2 - (cosb + i+ send) - (cos® + 7 - send) - .. - (cosh + [ - send)
n fatores n fatares
n ir]
2" =14" ‘[cos®@ + 0+ . +8)+i-sen®+0+ .. +0)
N parceias n parceias
n
2" =4 - [cos(n - 8) + - sen(n - 0)]

Coordenadas polares

Usado desde o século Il a.C. por Aristoteles e pelo astrobnomo Hiparco, o sistema polar de coordenadas em um plano
consiste em adotar-se um ponto de referéncia no plano para ser a origem de uma escala métrica.

O ponto escolhido para a origem é denominado polo, e a escala métrica adotada é denominada eixo polar.

Nesse sistema, cada ponto P do plano, diferente do polo, fica designado por um par ordenado de informacdes nu-
méricas, sendo que:

* a primeira coordenada é a medida do raio da circunferéncia com centro no polo e que passa pelo ponto P;

* asegunda coordenada é a medida, em graus ou radianos, de um arco de circunferéncia determinado pelo ponto P
e 0 eixo polar.
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Para facilitar a transicdo entre os sistemas de coor-
denadas polares e cartesianas, o eixo polar é geralmente
representado na horizontal e orientado para a direita,
coincidindo com o semieixo real positivo do sistema
cartesiano.

Os arcos de circunferéncia, usados nas coordenadas
polares dos pontos do plano, devem ser medidos a partir
do eixo polar, crescendo no sentido anti-horéario e decres-
cendo no sentido horario.

Com excecado do polo, cada ponto P dessa grade pode
ser designado em coordenadas polares por um par orde-
nado da forma (p, 0), em que:

* a letra grega p (r6) designa o raio da circunferéncia
que passa pelo ponto P;

* a letra grega 0 (teta) designa algum argumento do
ponto P, ou seja, a medida de um arco orientado que
parte do eixo polar e, seguindo o sentido anti-horéario,
chega ao ponto P.

A figura apresenta uma grade de pontos de um sistema
de coordenadas polares, cujos arcos que seguem crescem
de 15°em 15°.

10s° 907 75°

150° 30°
165° 15°
180°
Eixo polar
195° 345°
210° 330°

315°

240° 300°

285°

255° 5700

As coordenadas polares dos pontos em destaque na
figura sao:

A=(40) A=1(40

Forma polar de um nimero complexo

Assim como a forma trigonométrica, todo nimero
complexo ndo nulo possui também uma forma polar de
representacdo. Para isso, sobrepdem-se os sistemas
de coordenadas polares e cartesianas, de modo que:

* 0 polo coincida com a origem do plano complexo;
* 0 eixo polar coincida com o semieixo real positivo do
plano complexo.

R
4i

Ko

7] () () () (¢ 1 3 4R

2%

Nesse modelo matematico, a localizacdo de um nimero
complexo pode ser feita tanto por meio de um retangulo
quanto por meio de um setor circular.

iR

iR A

N
w
=
4
w
24
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No sistema cartesiano, sendo (x, y) o afixo do nimero

complexo z, tem-se:
zZ=x+ty-i

Como a diagonal do retangulo de dimensdes Ixl e Iy,
que tem um vértice na origem do sistema e outro no afixo
de z, é também um raio da circunferéncia que passa pelo
afixo de z e tem centro na origem do sistema, a medida
p do raio dessa circunferéncia € igual ao médulo do ndmero

complexo z:
p=lz = x? +y?

Um argumento de z é a medida 6 do angulo central
do setor circular de raio p e cujo arco tenha uma extre-
midade no semieixo real positivo e outra extremidade no
afixo do préprio nimero z. Assim, sendo 6 um argumento
dez=x+yi

iR
. _ Yy
t = Z.
gb =
z=x+yi=(p,0)
g it b o
° sen9=z :L
[ : y
]
* cosp = X 6 J:J
P 0 S R
ﬁ—/
X

! Atencdo

Usando arcos negativos na representagdao da forma
polar de numeros complexos cujos argumentos prin-
cipais tém mais do que 180° observa-se um padréo
comum as representacoes algébrica e trigonométrica
de nimeros complexos conjugados z e Z.

a+ bi=ag—bi

(p, 8) = (p, —0)

Em ambos os casos, o nimero complexo z e definido
por duas informacdes distintas. Na forma algébrica, es-
sas informacdes sdo os valores da parte real e da parte
imaginaria de z. Na forma polar, essas informagoes sdo
o modulo e o argumento.

Observe que, para encontrar o conjugado de z, basta
mudar o sinal de sua segunda informacgao.

resolvido

35. FGV-SP Um ponto do plano cartesiano pode ser des-
crito pelas suas coordenadas retangulares (x, y) ou
pelas suas coordenadas polares (r, 8), sendo r a distan-
Cia entre o ponto e a origem do sistema e 6 a medida,
em radianos, do arco que o eixo x descreve no sentido
anti-horario, até encontrar OP. Em geral, 0 < 6 < 2.
As relac8es utilizadas para que se passe de um sistema
de coordenadas a outro sao as seguintes:

r=+x? -i—y2 sen6=%

cosh = = tgb = L
r X
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As coordenadas polares do ponto P(1, 1) sdo:

a) (\5 17)

2, 3)
b) (J_ 5
2 E)
9 (Va1
d) (Ji,3—“)
4
e) (ﬁ3—w)
2
Resolucgdo:
r=NE+R =2
1 2 ™ 31
= —="E = = =&
sen6 N, 5 0 4 o 0 7
Mas, como tgf = Y. =1,temos que § = 1.
X 1 4

Alternativa: C

Operacdes com niimeros complexos
na forma polar

Considere os nimeros complexos ndo nulos z e w, de
argumentos a e 3 representados por pontos situados em
circunferéncias com centro na origem do eixo polar e cujos
raios medem r e s, respectivamente:

z=(rao) e w={(s,p)

Lembrando que a medida do raio das circunferéncias
citadas sdo os respectivos médulos desses nimeros com-
plexos, tem-se que:

I. Para obter a forma polar do produto entre os nimeros

z e w, basta que sejam multiplicados os seus modulos

e somados 0s seus argumentos.

z-w=(ro- S B)=(rs at+tpP)

Il.  Para obter o quociente de z por w, basta que se-
jam divididos os seus modulos e subtraidos os seus
argumentos.

z _ (o

L 4=
wo s, )_(S’a B)

Ill. Para obter a n-ésima poténcia do nimero complexo z,
por exemplo, basta que seu modulo seja elevado a
n-ésima poténcia e que seu argumento seja multipli-
cado por n.

=)’ =", n"a
Exemplos:

e (6,45°%-(2,30°% =(6-2,45°+ 30° = (12,759

e (6,45%:(2,30°% = (6:2,45°—30° = (3, 159

o (6,45%% = (62 2 - 45° = (36, 90°)

e (2,30%° = (2% 5-30° = (32, 1507



36.

37.

resolvidos

UFSM-RS 2012 Observe a vista aérea do planetério e
a representacdo, no plano de Argand-Gauss, dos nu-
meros complexos z;, z,, ..., Zj5, Obtida pela divisdo do

circulo de raio 14 em 12 partes iguais.

Fonte: http://www.maps.google.com.br (adaptado)

Considere as seguintes informacdes:
.z, =73+ 14

W z,,=Zzz

M. zg=2z,-Z7

Esta(do) correta(s):

a) Apenas|.

b) Apenas .

c) Apenaslll.

d) Apenaslell

e) Apenasllielll.

Resolucgdo:

Afirmativa |. incorreta. As coordenadas polares do
complexo z, sdo (14, 30°).

Entdo: z, = 14(cos30° + i - sen30°) =
J3 1 1443
14(_+—]— +——7*+7
2 "2 )T =272 S+ 7
Afirmativa Il correta. As coordenadas polares dos

(14, 60°).

Sendo assim, um deles é o conjugado do outro.
Afirmativa lll: incorreta.

Zg = 14(cos120° + / - sen120°)

z, = 14(cos90° + i - sen90°)

Zy = Z3 = 14(cos60° + i - sen60°)

Z4+ 2y =14 14 - [cos(60° + 90°) + /- sen(60° + 90°)] =
= 196(cos150° + i - sen150°) # zg

Alternativa: B

complexos z;, € z3 sdo (14, —60°) e

Unesp Considere o nimero complexo Z = cos% +
+i -sen%.Ovalordez3 + 25+ 26
a) —i
1, 3.

b) -+ =

) 5+ o
c) i—-2
d /
e) 2i

Resolucao:

Na forma polar, temos z = (1, 30°), portanto:

22 =(1,30%% = (1,90°) =
2% =(1,309° = (1,180° = —1
2=(1,30%" = (1,360° =1

logo, 22+ 2+ =i—-1+1=|

Alternativa: D

38. Determine o menor inteiro positivo n para o qual

{g + %/‘]seja real.
Resolucgdo:
J3 1
Sendo z = > + 5/ na forma polar temos que

z = (1,30%; logo, 2" = (1, n - 30°).

Entdo, para que Z” seja um ndmero real, devemos ter
que: n - 30° € {..., —360°, —180°, 0°,180°, 360°, ...}.
Portanto,n €{..., =12, =6, 0, 6,12, ...}.

Logo, o menor valor inteiro positivo de n é 6.

Igualdade polar

Para resolver equacdes envolvendo ndmeros complexos
em suas formas polares ou trigonométricas, considera-se
sempre o fato de que todo nimero complexo possui uma
infinidade de argumentos, além do argumento principal.

Assim, em radianos:

=(p,0-4m =(p,0-2m =(p,0) =p, 0+ 27 =
=(p,0 + 4m) =
E, em graus:
=(p,0—720° = (p, 6 — 360° = (p, 0) = (p, 6 + 360°) =

= (p, 0+ 7209 =..

Para escrever na forma polar o nimero imaginario puro
=5/, por exemplo, € necessario usar o seu médulop =5¢
algum de seus argumentos.

Embora o argumento principal seja 270°, os arcos de
-90° e 630°, por exemplo, também sdo argumentos do
ndmero —5/. Assim:

= (3, —90° = (3, 270° = (3,630° =

Observando essa caracteristica dos argumentos de
um numero complexo, pode-se definir a igualdade polar
da seguinte maneira:

“Dois nimeros complexos representados, em coorde-
nadas polares ou em formas trigonométricas, sao iguais se,
e somente se, possuirem o mesmo modulo e argumentos
que, em graus, diferem de algum multiplo de 360°”

r=s
ej=6p = {cx =B + k - 360°, com k inteiro

Em radianos:

B r=s
ro)=(5p & {azﬁ+k.2ﬂ,kez

N
w
=
Z
w
24
TH
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Radiciacdao em C

No conjunto dos nimeros complexos, cada nimero real negativo possui duas raizes quadradas, que sdo nimeros
imaginarios puros: um com parte imaginaria positiva e outro com parte imagindria negativa. Por exemplo, as raizes qua-
8/, pois (8/)° =82 - i =64 (—1)=—64
—8j, pois (—8i)> = (—8)* - > =64 - () = —64

Um fato importante sobre o conjunto C é que ele ndo somente apresenta duas raizes quadradas para qualquer nimero
real, mas trés rafzes clbicas, quatro raizes quartas, cinco raizes quintas e assim por diante.

Mas, com n > 2, ndo é possivel representar todas as raizes enésimas de um nlimero complexo escrevendo 0s sinais
(+) e (-) antes do radical. Entdo, como o uso de apenas dois sinais poderia bastar para se representar os 3 resultados de
uma raiz cubica?

Em C, as rafzes cubicas do nimero 64, por exemplo, sdo os nimeros: 4, —2 + 2i3 e =2 — 23, pois cada um deles
€ uma solucdo da equacao x° = 64. Veja a verificagdo desses resultados na forma algébrica:

e 43=4-4-4=16-4=064

e (2423 =2 +3- (2% 213+ 3-(-2)- 23) + (213)° =
=—8+3-4-2iJ3 -6+ (—12)—24i\/3 = =8 + 24i\J3 + 72 — 24iJ3 = 64

o (2-2W3) =22 +3- (=27 (-2i3) + 3 (=2) - (-2iW3) + (—2i3)° =
—-8-3-4-2i\J3 -6 (—12) + 24i\J3 = =8 —24i\/3 + 72 + 24i\]3 = 64

Na forma polar, com o argumento em graus, o nimero 64 fica expresso por (64, 0°), e suas trés raizes clbicas expressas
por (4, 0°), (4, 120° e (4, 240°). Veja a verificacdo desses resultados usando a férmula de Moivre:

o (4,09%=43%3-0°= (640
s (4,120 = (43 3+ 120°) = (64, 360°) = (64, 0°)
o (4,240%% = (43,3 240°) = (64, 720°) = (64, 09
Comparando as verificagdes dessas raizes clbicas nessas duas formas, fica evidente a vantagem que a forma polar

leva em relagdo a forma algébrica. Sendo assim, para encontrar as raizes n-ésimas de um nimero complexo, recomenda-se
o uso da férmula de Moivre e do desmembramento de argumentos previstos na igualdade polar.

dradas do nimero —64 sdo: {

Equacoes do tipo 2" = w
Para extrair as raizes quadradas de um nimero complexo w, deve-se resolver a equacdo binomial 7% = w. Para extrair
as raizes clbicas, resolve-se a equacdo z°> = w; para as raizes quartas, a equacdo z* = w; e assim por diante. Veja como
extrair as raizes clbicas do nimero 64, por exemplo.
Resolve-se a equacdo 7% = 64 sem substituir z por uma forma algébrica a + bi, representando os nimeros z e 64 em
suas formas polares:
z=(lzl, ) = 64 = (64, 0°)

Assim, tem-se a equacdao: (Izl, 9)3 = (64, 0°).
Aplicando a formula de Moivre:
(21, 30) = (64, 0°)

Da relagéo de igualdade polar:

12> = 64
{39 =0° 4+ k - 360°, com k inteiro
Lembrando que Izl € um ndimero real positivo:
12> =64 = |24 =364 =4
Isso garante que todas as raizes clbicas de 64 tém o mesmo mddulo igual a 4.
Da comparacdo entre 0s argumentos:
30 =k-360°=0=k-120°
Como sdo procuradas trés raizes cubicas, tomam-se os trés primeiros valores ndo negativos do nimero inteiro k:
e k=0=0,=0-120°=0°
e k=1=0,=1-120°=120°
e k=2=10,=2-120°= 240°

Observe que k = 3 implica 82 = 3 - 120° = 360°, que é um arco céngruo ao arco nulo (0°).
Entdo, 7y, 74 € z, S80 as trés solucdes complexas da equacdo z° = 64 correspondentes aos argumentos 6, 6, € 0.,:
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Z5 = (4,05) = (4,0
7, =(4,0,) = 9z, = (4,0, = (4,120
7, = (4,0,) = (4, 240°)

Para obter a forma algébrica das raizes clbicas de 64, basta que sejam calculados 0s senos e 0s cossenos dos argu-
mentos de acordo com a forma trigonométrica de um nimero complexo. Veja o quadro abaixo.

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica

z={lzl, ) z = lzllcos® + [ - senf) Z=g+t hi
7= (4,07 Zy = 4{cos0” + i - sen0?) Pe—a
2, = (4,120°) 2y = 4(cos120° + | - sen120”) z,=—2+ 213
z, = (4, 2407 Z, = 4{cos240° + | - sen240%) 7; =—2-2i3

No plano complexo, os trés pontos que representam geometricamente as raizes clbicas de 64 determinam os vértices
de um tridngulo equilatero inscrito em uma circunferéncia polar de raio 4.

iR

-2+2iv3=¢2

7> =64

Sendo n um numero inteiro tal que n > 2, o processo apresentado neste exemplo pode ser generalizado para se
resolver todas as equacdes do tipo Z7 = w no universo dos nimeros complexos.

Izl = Yl

"=w= 260°
Arg(zk) = w’ ke{o’ 1’ o n = 1}

Quando representadas no plano complexo, as solucdes das equacdes do tipo z7 = w dividem uma circunferéncia
polar em arcos de mesma medida:

360°

e Comn = 2, acircunferéncia fica dividida em dois arcos de = 180°.
_ ) . . N 360° o
e Comn = 3, acircunferéncia fica dividida em trés arcos de 37 = 120°.
_ ) o . 360° _ 4no
e Comn = 4, a circunferéncia fica dividida em quatro arcos de 2= 90°. =
(11}
360° z
e Comn =5, a circunferéncia fica dividida em cinco arcos de =72°. =
(1S
e Comn = 6, acircunferéncia fica dividida em seis arcos de 360° _ 60°.
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Equacdes de grau 2

Particularmente, quando n = 2 as soluc¢des das equacgdes do tipo 72 = wficam representadas, no plano complexo,

por dois pontos simétricos em relagdo a origem, que determinam as extremidades de um diametro da circunferéncia polar
de raio vlwl . Exemplos:

iR iR

Os exemplos mostrados até aqui tratam apenas de casos em que w &€ um ndmero real. Veja, no proximo exemplo
como encontrar as raizes quadradas da unidade imaginaria.

Para resolver a equacdo 72 = i, consideram-se as formas polares de z e i

(I, )2 = (1, 90° & (1212, 26) = (1, 90°)

1A% =1 Izl = J1=1
PN
26 = 90° + k - 360° 6=45°+k~180°,ke{0,1}

O quadro abaixo apresenta as solu¢des da equagao 7% = j em suas vérias formas:

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica

z =z, ) z = |zlicosh + i - senf) z=a+b-j
2o =1k 45%) Zp= Ycosd5” + j - sends”) Z,= é + - \E
z; = (1,225% z; = Mcos225° + i - sen225°) Zy == % =i %

A figura a seguir mostra a representacdo geométrica das solucdes dessa equacao:

MR

=y

VI . A3

T2 T A
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Mesmo quando w € um numero real, a resolugdo de
uma equacéo do tipo 2=w pode obedecer ao mé-
todo das coordenadas polares.

A equagéio 7% = 4, por exemplo, fica:

(izl, 8)2 = (4, 09 < (1217, 20) = (4, 0%
1212 = 4 g |2 =<4 =2
20 = 0° + k - 360° 6=k - 180° k € {0.1}

Veja o quadro com as solugdes em suas varias formas:

. 2o Forma
Forma polar Forma trigonométrica i
| algébrica
= (lzl, 6) z = lzlicost + i - senb) z=ag+b-f{
7o = (2:0°) Zp = 2(cos0® + [ - sen09) z5=+2

z,=(2,180°%) 2z = 2(cos180° + i - sen180%) Zi=—2

A equacdo 22 = -9, por exemplo, fica:
(Izl, ) = (9, 180°) = (iz12, 26) = (9, 1809

2% =9 _Jd=ve=3
26 = 180°+ k - 360° |6 =90° + k - 180°k €{0, 1}

Veja o quadro com as solucdes em suas varias formas:

q v Forma
Forma polar Forma trigonométrica P
algébrica
z=lzl, & z=lzlicosB + 7 - send) z=qag+b-i

7, =(3.90% z,=3(cos90” + i sen30% Zy = +31

z,=(3,270%) z,=3(cos270° + i - sen270%) zy=—3i

Equacoes de grau n > 2
Sempre que n > 2, as solugdes das equacgdes do tipo

7" = w determinam, no plano complexo, os vértices de um
poligono regular com exatamente n lados. Assim:

e Z=wtém solucBes complexas que determinam um
triangulo equilatero.
e A =wtém solucdes complexas que determinam um

quadrado.

e Z=wtém solucdes complexas que determinam um

pentdgono regular.

e =wtem solucdes complexas que determinam um

hexagono regular.

Cada um desses poligonos encontra-se inscrito em
uma circunferéncia polar cujo raio mede:

p =4l

Veja, por exemplo, como resolver e representar grafi-
camente as solucdes da equacdo do 32 grau 2= -8i pelo
método das coordenadas polares.

Como |=8il = 8 e Arg(—8/) = 270°, sendo 6 = Arg(z):

72 =—8i=(lzl, 0)° = (8, 270° = (I, 36) = (8, 270°)

12° =8 :>Iz|=§/§=2
30 = 270°+ k - 360° |6 =90° +k - 120°, k€ {0, 1,2}

O quadro apresenta as solugcdes dessa equacdo em
suas varias formas:

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica
z = (lz, 8) z = |2l{cos® + i - send) Z=a+b-i
7o = (2,907 Zg = 2(cos90” + - sen90%) 2o =21

z;=(2,210%)  z; = 2({cos210” + i - sen210%) &= —\-6 =)

Z; =(2,330% z; = 2i(cos330° + i~ sen3307) 7= NER

A figura a seguir mostra a representacdo geométrica
das solugdes dessa equacdo:

iR

R
resolvido
39. Unesp As solucBes da equacdo z° =/, onde z é um
nlimero complexo e 2 = —1, s&0:
21 .
a =+ X2 4+ —jouz=—I
) z=4% 5 5
b) z:iﬁ—ll ouz= —j
2
N
c) z=i73+%/ouz=—/ E
o
18
d) z:ig—%i ouz=—i
1 3
= 4 e — N —
e z 5 2/ouz i
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Resolucdo:

Sendo 6 o argumento principal do nimero z, temos que z = (Izl, 6). Entdo, escrevendo-se o nimero / na forma polar,
a equacao 7= i implica:

3 = Izl=31=1
(21, 30) = (1,90°) = {Z ! = { ¥

30 = 90° + k - 360° 6 =30° + k - 120°, k € {0,1,2}

Assim, temos:

1.

k=0 = 7, =(],30° = cos30° +/ - sen30° = 73 + 3

k=1= z, =(1150° = cos150° +/j - sen150° = f% + %/’

k=2=2z,=(,270° = cos270° + j - sen270° = —j
Alternativa: C

Considere a equacdo do 42 grau 74 =-16, por exemplo, e veja como resolver e representar suas solugdes pelo
método das coordenadas polares.

Como I—16l = 16 e Arg(—16) = 180° sendo 6 = Arg(2):
7= —16=(z1,0)* = (16, 180° = (IzI*, 46) = (16, 180°)

14" =16 4 =416 =2
46 = 180° + k - 360° 0=45°+k-90° k € {0,123}

O quadro abaixo apresenta as solu¢des dessa equagdo em suas varias formas:

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica

z = (lzI, 8) 2 = |zllcosh + | - send) z=a+b-j
Zo = (2,457 2o = 2(cosd45® + [ - sendbt) = NE S f'wE
z,= (2. 1359 2, = 2(cos135° + | - sen1357) z, =2 +i2

2, = (2,225 7, = 2(c0s225° + | - sen225°) 7, =2 -2
7= (2,3159 2, = 2(cos315° + | - sen315? 7, =2 —i2

A figura a seguir mostra a representacdo geométrica das solu¢des dessa equacdo:

iR
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Considere agora a equacdo do 42 grau 7% = _1%"6 , por exemplo.

-1+ I\/_‘ ’ f% % 1e Arg( ! +2"[§) = 120°, sendo 6 = Arg(2):

A== + "F (21, 8)* = (1,120°) = (1zI*, 46) = (1, 120°)

{|z|4 =1 {|Z| =41 =1

46 = 120° + k - 360° 6=30°+k-90° k € {0,123}

Como

O guadro abaixo apresenta as solugdes dessa equacdo em suas varias formas:

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica

z= (2. 4 z = Izl{cose + i - senf) z=a+b-i
zp = (1, 30°) 2o = Ncos30° + / - sen307) 2z, = ‘E;' /
7, = (11209 2, = 1(cos120° + i - sen120°) Sl +2Nl§
= (1, 210% 7, = 1(c0s210° + | - sen210°%) z, = ‘V'E =i
zy = (1, 3007 z3 = 1cos300° + | - sen3007) z, = 1 —2IJ§

A figura a seguir mostra a representacao geométrica das solu¢des da equacao:

resolvido
N
. p ) . o o s N 4 w
40. Calcule a érea do poligono cujos vértices sdo as representagdes geométricas das solugdes de x* — 81 = 0 no plano 4
w
complexo. o
18
Resolucdo:

pix) = x* — 81=(x2 — 9)x* + 9) = (x — 3)(x + 3)(x — 3i)x + 3i)
xX*—81=0=(x — 3)x + 3)x — 3)x +3)=0=S = (3, -3, 3/, —3i)
161



Sendo xg = 3, x; = 3i, X, = —3 e x3 = —3j, tem-se:

X3

O quadrilatero cujos vértices sdo os afixos dos complexos Xg, X, X5 € X3 € um quadrado inscrito numa circunferéncia
de raio 3.

= . . 7z s . . z
Portanto, o lado do quadrado mede 3+/2 unidades de comprimento e sua area € igual a 18 unidades de area.

Para o (ltimo exemplo, considere a equacdo do 6° grau 2£=-1
Como |=11= 1e Arg(—1) = 180° sendo 8 = Arg(z):
2= —1=(z,0° = (1, 180° = (1zI° 66) = (1, 180°)

{|z|6=1 . {|z|=$’ﬁ=1

66 =180° + k - 360° 6=30°+/<~60°,/<€{0,1,2,3,4,5}

O quadro abaixo apresenta as solugdes dessa equagdo em suas varias formas:

Forma polar Forma trigonométrica Forma algébrica
z=(lzl, 8) z = lzllcos @ + i - senb) zZ=a+b-i

zq = (1,307 25 = Ncos30® + - sen30%) Zy = 32+ :
z;= (1. 90% 2z, = 1cos90° + | - sen 90°) =1

2, = (1,150°) 2, = 1(cos150° + i - sen150°) z, = _"’52 =z

zy = (1, 2107 z3 = 1cos 210" + i + sen 2107) 7, = #

zy = (1. 2709 z, = cos270° + [ - sen2707) zy=—1

zg = (1, 3309 7 = 1(c0s330° + i - sen 330°) 2, = ‘ﬁz‘ !

A figura a seguir mostra a representacdo geométrica das solugcdes dessa equacao:
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1. Resolver em C a equacdo x> — 2x + 5 = 0.

2. Sendoz=4—-3iew =2 + |, determine:

a) z+w b) z—w c) z-w d) 72 e) w-w f) %

3. Ufam 2020 Seja r um ndmero real tal que o nimero complexo z = i__r/ € um numero real. Entdo, o valor de r é igual a:
a) 3 b) -3 c) 9 d) -9

4. Unicamp-SP 2013 Chamamos de unidade imaginéaria e denotamos por i 0 nimero complexo tal que 2 = —1. Entdo,
P+"+ 72+ 72+ .+ PP vale:
a) o b) 1 c) i d) 1+

N
w
=
Z
w
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TH
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Sendo z = x + y - i um nimero complexo cujo afixo é da forma (oc2 — 1, a + 1) com a real. Determine a para que o
ndmero z seja:
a) real b) imaginario puro

Fuvest-SP (Adapt.) Sendo / a unidade imaginaria:

a) Determine as partes real e imagindria do nimero complexo z, = ﬁ - % +i.

b) Determine os nimeros complexos w tais que z, + w tenha médulo igual a 542 e tais que as partes real e imagi-
ndria de z, - w sejam iguais.
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7. Escreva osnimerosz =1+ iew = —2 + 2jnas formas trigonométrica e polar.

8. Utilizando as formas trigonométricas ou as formas polares dos nimeros complexos z e w obtidas no exercicio anterior,
determine os valores de:

5
a) z-w b) o) 22+w? d Z

W3

SN

N
w
-
z
w
@
(18
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n
9. Determine o menor inteiro positivo n para o qual (% + ?/] seja real.

10. EEAR-SP 2022 Um numero complexo z tem argumento 6 = %‘T e modulo igual a 6. A forma algébrica de z é

a) —3J3+3i b) —3J3 + 3 c) 3J3 -3 d) 3J3-3i
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Ifal 2017 Dentro do conjunto dos nuimeros comple-
X0s, 0 conjunto solucdo da equagao X2 +625=06
a) S={-55).

b) S ={-25,25}.

c) S={-5i5

d) S ={—-25/, 25/

e) S=0.

O conjunto solugdo da equagao x? —5ix +6=0em
que i é a unidade imaginaria, é:

a) S =1{2i 3
b) S ={—/,6i)
) S={-2-3)
d) S={, 6/

e) S=1{2i 3

UEL-PR 2019 Uma estratégia para obter efeito hu-
moristico em quadrinhos é atribuir a objetos abstratos
caracteristicas e acdes tipicamente humanas. A figura
a seguir € um exemplo de aplicagdo desse recurso.

- ™
Confissoes...
Sou
complexo!
ﬁﬁ‘ﬁ
. \® )

Adaptado de somatematica.com.br

Supondo que cada numero diga uma verdade mate-

matica sobre si mesmo, relacione as frases (de | a IV)

aos baldes de didlogo (de A a D).

I. Meu cubo é irracional.

Il.  Sou racional.

lll. Sou puramente imaginario.

IV. Meu inverso multiplicativo coincide com meu
conjugado.

%iog&ﬁ

Assinale a alternativa que contém a associacao correta.
a) I-B, II-C, lll-A, IV-D.
b) I-C, lI-B, lll-A, IV-D.
c) I-D, II-A, II-C, IV-B.
d) I-D, II-A, lII-B, IV-C.
e) I-D, II-C, lII-B, IV-A.

Mackenzie-SP 2013 Em C o conjunto solucdo da

x+1 x x—1
equacao | 2x 2x  2X
-1 -1 -1

=x>+2x +5é

a) 2+ 2i,2-2}
b) (=1 —4i—1+ 4}
c) {1 +4i1—4j}
d {(=1+2i,—-1-2})
e) {2—-2i,1+ 2}

IFCE 2016 Sendo/a unidade imaginaria tal que ?=—1
sdo dados os numeros complexos z; = 9 + 3i e

z, = —2 +i. Ao calcular corretamente o produto z, - z,,
obtemos o nimero

a) 21 —6i d) 18 —3i

b) —18 — 6i. e) —21+ 3i

c) —18+ 3i

Ifal 2018 O quociente entre 0os nimeros complexos
zZ1=1+iez,=1—1ié

a) 1. d) 2.
b) i e) 2i
c) O.

Mackenzie-SP 2017 (Adapt.) O resultado da expressdo
342

na forma x + yi é

1— 4
5 4 noou
- = 4+ = IR L 3__
a —gtgl 9 o €) :
no 14 N1
— 4+ = = _ =
S ST d 15~ 15’

Unisc-RS 2017 A parte real do nimero complexo

:1+(3i)2é

11—
a) 1 d) -2
b) —1 e) -4
c) 2

UEPB 2014 O produto dos nimeros complexos (3 — /)
(x + 2yi) € um numero real quando o ponto P(x, y) esta
sobre a reta de equacdo:

a) 6x+y=0 d) 6y—x=0
b) ex—y=0 e) 3y—x=0
c) x+6y=0

N
w
=
Z
w
24
T
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Uern 2015 Considere a igualdade 2z —i=Z + 1. E
correto afirmar que o nimero complexo z, da forma
z=a+ bi, é

a) 1+é. o 1430

b) 2+é. d) 3+2i
UPF-RS 2016 O nimero complexo z, tal que 5z +Z =
=12 + 16/, é igual a:

a) —2+2i

by 2—-3i

c) 3+

d) 2+4i

e) 1+2i

EEAR-SP 2020 Seja z = bi um nimero complexo,
com b real, que satisfaz a condicdo 2722 —7iz—3=0.
Assim, a soma dos possiveis valores de b é

a) c) 1

b) d) —1

NTOT NN

PUC-SP 2018 Considere os numeros complexos
z7=a+bi,zy=—-b+aezz=—-b+3,comaeb
ndmeros inteiros. Sabendo que z; + z, + z3 =0, 0
RN
valor de (—2] éigual a
4
a) 1.
b) —1.
c) —i
d) i

Cefet-MG 2015 Considere as afirmacdes sobre as so-

lucdes da equacdo 72—-7=0comzEC;

l. Possui exatamente duas solucdes.

Il. A soma de todas as solucdes é igual a 1.

ll. O mdédulo de todas as solugdes é menor ou
igual a 1.

E(sdo) verdadeira(s) a(s) afirmacao(des):
a) |

b) .

c) LI

d) I, 1L

e) LI

Sendo a e b nimeros inteiros e/ a unidade imaginaria,
o ndmero complexo z = a + bi que satisfaz a igualda-
dei-Z2+6-7=8-iétal que

a) Re(z)>0

b) Im(z) >0

c) Re(
d) Im(
e) Im(

NN N
A A
S O o

N
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Uepa 2015 Um dos resultados importantes da pro-
ducdo de conhecimentos reside na possibilidade
que temos de fazer a interacdo de mdltiplos saberes.
O conceito de nimero complexo é um bom exemplo
dessa possibilidade exploratéria da producdo cientifi-
ca, ao permitir relagées com algebra, geometria plana,
geometria analitica, trigonometria, séries e aritméti-
ca. Neste sentido, considere os nimeros complexos
27=2+ 2i,z, =5+ 6i,z3 = —4 + 18/ e 0s nimeros
reais k, e k, tais que a soma dos nimeros complexos
kiz, e k,Z, resulta o complexo z3. Nestas condicdes, o
valor de ki é:

a) 9 c)

b) 8 d)

e)l

Uece 2020 Para o nimero complexo w = x + iy (x e
y sdo ndmeros reais e i é tal que 2= —1), define-se o

modulo de w por [w| = {'x* +y? e o conjugado de w
porw =x —iy.Sewétalque w + W — 4 e se w? +
+ (W)? = 10, entdo, o valor de Iwl é igual a

a) Jﬂ c) \/E
b) 5. d) V7.
2+

B+ 2i

igual a zero, entdo o numero real B é igual a
a) 4

Mackenzie-SP 2017 Se tem parte imaginaria

b) 2

c) 1

d) -2

e) —4

EEAR-SP 2021 Considere o nimero complexo z =%.
O valor de 283 ¢&;

a) —1

b) O

c) i

d) —i

Uece 2017 Se /i é o niumero complexo cujo quadrado
éigual a—1, entdo, ovalorde 5 - *’ + # — ® éigual a
a) 1+

b) 4i—1.

c) —6i—1.

d) —6i

Unicamp-SP 2014 O mdédulo do nimero complexo

z = 7?7 — ¥ ¢ igual a

a) 2.
b) 0.

¢ V3.
d) 1.



Unicamp-SP 2016 Considere o numero complexo

1+ ai . - y '
= ——— onde g € um numero real e / € a unidade
imaginaria, isto &, 2 = —1. O valor de 22" ¢ igual a
a) a6,
b) 1.
c) 1+ 2016

d) i

UEL-PR 2019 Leia o texto a seguir.

Foi ali no meio da praca. [...] Zuzé Paraza, pintor re-
formado, tossiu sacudindo a magreza do seu todo corpo.
Entao, assim contam os que viram, ele vomitou um corvo
vivo. O pdssaro saiu inteiro das entranhas dele. [...] Estivera
tanto tempo [a dentro que ja sabia falar.

COUTO, Mia. O dltimo aviso do corvo falador. /n: Vozes anoitecidas.
Sao Paulo: Companhia das Letras, 2015. p. 29.

Zuzé desafiou o corvo falador. De dentro de seu gabi-
nete, Zuzé mostrou ao corvo a seguinte tabela.

7y 9 0
20 5 1
24 6 2
2 13 3

Zuzé solicita ao corvo que pense em uma equagao

matematica que relacione, linha a linha, os nimeros

das colunas A, B e C da tabela. Prontamente o cor-

vo falante responde: A T8 =/ ondeié aunidade

imaginaria.

Com base na equacao dita pelo corvo e sabendo que

A, B e C sdo numeros naturais, considere as afirmati-

vas a seqguir.

I. SeA+Bémlltiplode4eC=4,entdo A, BeC
satisfazem a equacao.

Il. SeA=26B=44¢eC=30,entao A Be Csatis-
fazem a equacdo.

lll. Se A =B = 1, entdo a Unica possibilidade para
que A, B e C satisfacam a equacdo é C = 6.

IV. Se A e B sdo nimeros impares e C = 1, entdo A,
B e C satisfazem a equacdo.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente as afirmativas | e Il sdo corretas.

b) Somente as afirmativas | e IV sdo corretas.

c) Somente as afirmativas Ill e IV sdo corretas.

d) Somente as afirmativas |, Il e lll sdo corretas.

e) Somente as afirmativas I, lll e IV sdo corretas.

UEL-PR 2015 Leia o texto a seguir.

Na virada do século XVIII para o século XIX, um agri-
mensor noruegués, Wessel (1798), e um desconhecido
matematico suico, Argand (1806), foram, aparentemente,
os primeiros a compreender que os nimeros complexos
ndo tém nada de “irreal”. Sao apenas os pontos (ou ve-
tores) do plano que se somam através da composicao de

translagoes e que se multiplicam através da composicao
de rotacoes e dilatacoes (na nomenclatura atual). Mas
essas iniciativas nao tiveram repercussao enquanto nao
foram redescobertas e apadrinhadas, quase simultanea-
mente, por Gauss, grande autoridade daquele tempo que,
ja em vida, era reconhecido como um dos maiores mate-
maticos de todos os tempos.

Adaptado de: CARNEIRO, J. P. “A Geometria e o Ensino dos Niimeros
Complexos”. Revista do Professor de Matematica. 2004. v.55. p.18.

Assinale a alternativa que apresenta, corretamente,
uma composicdo de rotagdo dos pontos P(—3, 4) e
Q(2, —3) representados pelos nimeros complexos
z=-3+4diew=2—3i

a) —18+17i d 5+7i
by —6-—12/ e) 6+ 17i
c) —1+i

Uefs-BA 2018 Dado um numero complexo z = a + bi
com a e b reais, define-se afixo de z como o ponto do
plano complexo de coordenadas (a, b). Sejam A, B e C os
afixos dos nlimeros complexos zy =14 + 4i,zg = 6 — 2i
e Zz- =16 — 2i. A drea do triangulo de vértices A, Be C é

a) 18. d) 36.
b) 24. e) 40.
) 30.

UFRGS 2019 Dados os nimeros complexos z; = (2, —)
ez, = (3, x) sabe-se que z; - z, € R. Entdo x é igual a

a) —6. c) 0. e) 6.
b) —g. d) %

A soma dos médulos dos nimeros complexos z = 3 + 4/
ew=-5+12/é

a) 14

b) 18

c) 24

d) 28

e) 32

A soma do menor argumento positivo do numero

complexo u = —2 — 2/ com 0 maior argumento nega-
tivo do nimero complexo v = 1— J3ié:

a) 45%° c) 75° e) 165°

b) 60° d) 135°

EsPCEx-SP 2021 Sejam x um angulo qualquer, em ra-
dianos, e i a unidade imaginaria. O determinante da

cos(2x) —i —senx

matriz i 1 jsenx | éiguala
senx 0 1

a) —i

b) i

c) —1.

d) 1.

e) O.
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PUC-SP 2020 Considere os numeros complexos
zn=a+tizy=b+tizz=a+6iez,=3i,comaebni-

V4 V4
meros reais e b > 0. Se —- = 2—3 o0 nimero complexo
ze=a+3biéiguala 2 4
a) —2-—1 c) 3+
by 2-—3i d) 3+ 3i

Uern 2013 Seja z = a + bi um numero complexo,
talque 4z — zi + 5 = —1 + 10i. Assim, o médulo do
complexo z é

a) V2
b) 242
o 32
d) 42

AFA-SP 2022 Considere, no Plano de Argand-Gauss,
0s nUmeros complexos z = x + yi, em que x e y sdo
ndmeros reais e / a unidade imaginaria. Sobre a igual-
dade 2z + z = 9 + 3/, é correto afirmar que

a) ==z
b) |4 =2V2
3w

c) oargumentodezé 0= T

Z:
i

d) /- ztem afixo no 32 quadrante.

Uece 2014 Se x e y sdo numeros reais nao nulos, po-

de-se afirmar corretamente que o mdédulo do ndmero

complexo 7z = 2~
X + iy

a) 1.

b) 2.

c) X2+ )A

d) Ixyl

éigual a

Mackenzie-SP 2016 Se w é um nimero complexo, sa-
tisfazendo Rew) > 0 e (w + )2 + Iw + iI*> = 6, entdo
w é igual a

a) —1—j d -1

b) =1+ e) —i

c) 11—

UFRGS 2018 Considere as seguintes afirmacdes so-
bre nidmeros complexos.
. 2+)2—)1+)1—0)=10

. [%+%/]+(%+%/]=%+%i

lll. Se o0 mddulo do nimero complexo z é 5, entdo o
modulo de 2z é 10.

Quais afirmacdes estao corretas?

a) Apenas|.

b) Apenas Il

c) Apenaslll.

d) Apenas|elll.

e) Ilell
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O mddulo do nimero complexo que resulta do quo-

) 44+ 7
ciente ——— vale
8—i
a) 10 c) 5 e 1
b) 8 d) 2

Ifal 2016 O numero complexo z = (x — 1) + (x + 6)i
tem médulo |z = 13. Sendo x um nimero real positivo,
qual o valor de x?

a) 2. c) 4. e) 6.

b) 3. d) 5.

UEPG-PR 2021 Considerando / a unidade imaginaria e

z, = ‘ ? / '5 ! ez, =i+ 1,assinale o que for correto.

01 No plano complexo, z, encontra-se no primeiro
quadrante.

02 Para que (x +y) + (x — y)i seja igual a z,, entdo
xV=1.

04 z,-z,=4i+4

08 (z,)°=8

16 ZL=2-3
2

Soma:

UEPB 2013 O mddulo e o argumento do numero
complexoz = (1+ )1 — /‘)2 sao respectivamente:

a) ﬁe%“Jrz/m,kez.
b) ﬁe%+2k¢r,k€l.
c) 242 e = + 2km k EZ.
d 242 e £Z& + 2kmk € 7.

e) 22 e X 4 kmkET

PUC-RS 2013 Na figura abaixo, o ponto A é o afixo de
um ndmero complexo z no plano de Argand-Gauss.

A
y

135°

0 X

Se a distancia do ponto A até a origem O ¢é 4, entdo a
diferenca entre z e 0 seu conjugado é igual a

a) —4J2 —42i d) 4.2
b) —4J2 + 42 e) 42
c) —4J2i



10+10/ 60 .
6-8 Tmto "

O moddulo do nimero complexo z =

a) 2 c) 5 e) 10
b) 4 d) 10

PUC-SP 2017 Considere os numeros complexos
z1=—1—1 2 =k+ i, com k um numero real positivo e
Z3 = Z;* Z,. Sabendo que Iz51 = +/10, é correto afirmar que

a) lz; +zl= J7

z =1+
by 22 =
) Z5 2

c) O argumento de z, é 225°.
d) z3-z,=—1+2i

Ufam 2020 Sejam 0, e 6, os argumentos de dois nu-
meros complexos z; e z,, respectivamente, tais que
0<eo,< 7—27 0< 0, < 1—5e61éodobrode92.5eo

produto de z, e z, € um imaginario puro, entdo o valor
de 6,, em radianos, € igual a:

a) 1; c) % e) %
by ™ d T
) 7 ) 5

UEPG-PR 2020 Considerando, no plano complexo,
os nimeros z; = i, z, = 4i e z3 = 4 + 5i, assinale o
que for correto.

01 Adreado triangulo definido pelos nimeros com-
plexos z4,z, € zZ3 € 6 u.a. z,

02 A parte imaginaria do nimero N e-1.

2

04 O moédulo do nimero complexo z5 € um ndmero
menor do que 6.

08 A medida do lado maior do triangulo definido
pelos nimeros complexos z,, z, € z3 é 4\/5 u.c.

16 Zz, - z3 pertence ao segundo quadrante.

Soma:

Efomm-RJ 2021 O nimero complexo 34 /2j — 4.2

éigual a

a) V2 + 2 d) 42 +2i
b) 42 — 42 e) 2+ 42
c) N2 — 4\2i

PUC-SP 2017 Em relacdo ao numero complexo

z=i"- (i105 + v@) é correto afirmar que

a) sua imagem pertence ao 32 quadrante do plano
complexo.

b) é imaginario puro.

c) o moddulo de z éigual a 4.

d) seu argumento é igual ao argumento do nimero

NE]

complexo v = -;-—7i‘

Uefs-BA 2016 Os numeros complexos z e w tém mo-
dulos Izl = Iwl = 1. Se z, w e seu produto z - w formam,
no plano de Argand-Gauss, os vértices de um triangu-
lo equilatero, € correto afirmar que

a) zéreal

b) w=xTouw= %/

c) z-wé umimaginario puro.

d) a parte real de w é positiva.

e) ze wsdo complexos conjugados.

PUC-SP 2015 No plano complexo de origem O, re-
presentado na figura abaixo, o ponto A é aimagem de
um numero complexo u cujo moédulo é igual a 4.

Im (2)

60° (’

0 Re ()

. ) u ~x <
Se B € o ponto imagem do complexo vV = 7 entao é
correto afirmar que:
a) Omédulodeu + véiguala 4v2.
b) O médulo de u — v éiguala 2+/2.
c) B pertence ao terceiro quadrante.
d) B pertence ao quarto quadrante.
e) O triangulo AOB é equilatero.

FGV-SP 2017 Seja z um nimero complexo cujo afixo P
estd localizado no 12 quadrante do plano complexo, e
sejam I, II, ll, IV e V os afixos de cinco outros nimeros
complexos, conforme indica a figura seguinte.

eixo imagindrio

= eixo real

Se a circunferéncia tracada na figura possui raio 1 e

estd centrada na origem do plano complexo, entdo o
) 1

afixo de - pode ser

a) I o . e) V.
b) . d) IV,
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FGV-SP 2013 No plano Argand-Gauss estdo indi-
cados um quadrado ABCD e os afixos dos nimeros
complexos Zy, Zy, 25, 23, Z4 € Zs.

Im

2 ¢4

IN
@

= Re

- —-——-{I.N
[
=SS S N

oy

-1

-2

Se o afixo do produto de Zy por um dos outros cinco
ndmeros complexos indicados é o centro da circunfe-
réncia inscrita no quadrado ABCD, entao esse nimero
complexo é

a) Z. c) Zs e) Zs.

b) Z,. d) Z,

UFSJ-MG 2012 (Adapt.) Na figura abaixo, estdo re-
presentados os nimeros complexos Z; e Z, por meio
de seus afixos A e B, respectivamente.

A

[y | I 1z

Considerando essa figura, ¢ CORRETO afirmar que
a) o afixo de (Z, - Z,) € um ponto do 22 quadrante.
b) (Z4)% = 2i

° |Z,+2,)=+3

d) o afixo de 5—* ndo é um ponto do 22 quadrante.

2

Ifal 2017 Escrevendo o nimero complexoz =1+ ina
forma trigonométrica, temos

a) z= \E(cos% — - sen%).
b) z= Z(Cosg +i- sen%).
c) z= 2(cos% +i- sen%).

d z= \/'E[cosE +i: senﬂ).
4 4

e) z= V{E(cosg —i- senE].

2
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Ifal 2016 Podemos dizer que uma forma trigonométri-
. 5+5i
ca de representar o nimero complexo S5 é
a) Z=2-|cosZ +/-sen£).
) 2=2[cosT 41 sen

b) Z=5- (cosE +i- senﬂ).

2 2
_ 5 )
c) Z—E-(cosw+/-senﬂn)‘
d) Z=§-(cosﬂ+i-senl)
2 2 2)
e) Z=g-(cosﬂ+i~senE
5 2 2)

Caleulando == — —— obt lexo:
alculando 37— — 77—, obtemos o complexo:
[ 3 - [5m
2cis|=— om
a) +2cis 4) d) 2CIS(4)
b) 2cis(%T'") e) ﬂcis(—%)

[ 5w
c) \5057

Mackenzie-SP 2014 O nimero complexo z = a + bi

1 . .
tal que z, — e 1 — ztenham o mesmo maodulo é
z

1,43, 2 A3
= _4+N° — £ 4 NS
a) z 2_2/ d) -z 3_3/
b) z=2++3i o 2= 1+¥2,
3 3
) z=1++3i

Uece 2016 No sistema de coordenadas cartesianas
usual com origem no ponto O, considere 0s nUme-
ros complexos, na forma trigonométrica, dados por
7z = 2(cos60° + /- sen60°) e w = 2(cos30° + / - sen30°).
Os pontos do plano que representam estes nimeros
e a origem O sdo vértices de um triangulo cuja me-
dida da area é

a) 1,0ua. c) 2,0ua.

b) 0,5u.a. d) 15ua.

IFSul-RS 2017 De uma forma criativa, apds um exa-
me, o professor entregou as notas expressas por
ndmeros complexos aos seus alunos. Para cada aluno
descobrir sua nota, era necessdério calcular o médu-
lo (observe que o médulo de um ndmero complexo

o _ [2 2 .
z = a + bi é calculado por |4 =vJa* +b ) do nume-
ro complexo descrito no seu exame.
Dessa forma, as notas representadas pelos ndme-

ros complexos N, =4 - (cos%‘T +/-sen %‘T) N, =
57, . 5 5, 0 (1 ) 3.
=3 = 4. a2 ==+l |l=—j]—-=
3 cos =+ sen6)eN3 > /)(2 /) 7'
aproximados sao, respectivamente,
a) 4,3e35 c) 3;4eb5
b) 3;4e35 d) 4,3e5



Unioeste-PR 2013 Considere os nimeros complexos
zy=a + biez, =c + di. Assim, é correto afirmar que

a) sez; =3+ 2iez,=1—ientdoz,z, =3 — 2i.
b) sez, =2+ 2i entdo |z| = 2+2.

c) zy+zy=(a+d+ b+

d) aformapolardez,=—1—-2ié

™ . n
z, = 2|cos— + isen—|.
! 2 2

e) qualquer que seja z,, tem-se que z,* = a* + b*i.

UPF-RS 2018 Na figura abaixo, esté representado, no
plano complexo, um hexdgono regular cujos vértices
sdo imagens geométricas das n raizes de indice n de
um ndmero complexo z.

Im (2) &
B
A
C

o Re (2)

F
D
E

O vértice A tem coordenadas (—1, 1). Qual dos seguin-
tes numeros complexos tem por imagem geométrica
o vértice D?

a) ﬁ[cos(%rn) + isen(%w)]
b) ﬁ[cos(% ) + /sen(%w)}
) 2@{@5(% )+/sen(12 )]

. )
o feze) o]

IFMG 2020 O nuimero complexo (1 + /)8 éigual a:

d) f[cos +/sen

—

a) i d 8+ 8j

b) 8i e) —1

c) 16

Sendo z = 1 +2N,§ , entdo z'° é igual a

a) N3-i g Y3+
2 2

b 13 o 1t i3
2 2

-1-i\3
c) >

FGV-SP 2016 Observe o plano Argand-Gauss a
sequir:
y

1

x

—eraiae w7l

Elevando-se a 2015 o ndmero complexo indicado nes-
se plano de Argand-Gauss, o afixo do nimero obtido
serd um ponto desse plano com coordenadas idénti-
cas e iguais a

a) 22015

b) 21007

c) 1

d) 2—2015

e) _1007

EsPCEx-SP 2021 Simplificando-se a expressao
2 —2)°

So57 > onde i € a unidade imaginaria, obtém-se
i

Uesb-BA 2020 Um hexagono regular ABCDEF esta
desenhado no plano complexo e a expressdo do vér-
tice A é dada por3(cos(15°) +i- sen(15°)). Seguindo
esse padrdo, em que a ordem alfabética dos vértices
acompanha o sentido anti-hordrio, pode-se afirmar
que o vértice C possui expressao igual a

a) 3(cos(315°) +i- sen(315°))

b) (cos 255%) + - sen(255°))
<) 3(cos 195%) +i - sen(195°))
d) 3(cos 135%) + i - sen(1350))
e) 3(cos 75°%) + i - sen(75°))

Uece 2017 Se i é o nimero complexo cujo quadrado
éigual a —1, e n € um numero natural maior do que 2,

entdo, pode-se afirmar corretamente que (\E + \Ei)n
é um nUmero real sempre que

a) nforimpar.

b) n forum multiplo de 4.

c) nforum mdltiplo de 3.

d) nforum mdiltiplo de 5.

N
w
-
z
w
@
L




Efomm-RJ 2020 Seja o0 somatdrio abaixo, onde i é a
unidade imaginaria.

Sobre o valor de S, é correto afirmar que

a) S=1-1
b) S=1+i
c) S=1
d S=j
e) S=4°

Unicamp-SP 2015 Sejam x e y nimeros reais tais que
X +yi =43+ 4j, onde i é a unidade imaginaria. O
valor de x - y é igual a

a) —2. c) 1.
by —1. d) 2.

_ 5+ ) o
EsSA-MG 2021 Para que z = — seja umimagina-

rio puro, o valor de a deve ser?

Unigranrio-RJ 2017 Sejam x,;, X, € x5 as raizes da
equacdo x> + 1= 0, tomando como base o conjunto
dos nimeros complexos. Ao representarmos geome-
tricamente essas raizes no plano de Argand-Gauss,
obtemos um tridngulo, cujos vértices sdo os afixos de
X;, X5 € X5. A drea do triangulo é:

V3 3V3
a) T d) T
3 3
23
c) =4

PUC-RS 2015 Foi construido, no plano de Argand-
-Gauss, um poligono cujos vértices estdo sobre as
raizes do polinémio p(z) = z* — 16 em C. A &rea desse
poligono, em unidades de érea, é

a) 64 d) 8
b) 32 e) 4
c) 16

A drea do poligono determinado pelos afixos das so-
lucdes complexas da equacdo x® = 64 no plano de
Argand-Gauss é

a) 6

b) 6v/3

c) 12

d) 62
e) 2\fé

FGV-SP 2021 Ligando as representacdes dos afixos de
quatro nimeros complexos no plano de Argand-Gauss
obtém-se o quadrado destacado em cinza, indicado na
figura por Q.
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Im(2)

-

2 4 0 2 Rel)

Multiplicando-se esses afixos pelo nimero complexo

1+ i, o poligono que sera obtido, ligando-se os quatro

novos afixos, sera um quadrado g. Comparando-se a

transformacdo de Q em g, pode-se afirmar que houve

a) uma reflexdo pelo eixo Im(z) e outra pelo eixo
Re(2).

b) uma translagao horizontal e uma vertical, ambas
de uma unidade.

c) uma rotacdo de 45° e os comprimentos dos lados
foram multiplicados por 4.

d) uma rotacdo de 90° e os comprimentos dos lados
foram multiplicados por 2.

e) uma rotacdo de 45° e os comprimentos dos lados

foram multiplicados por \5

Cefet-MG 2015 Considere as raizes complexas wy,
Wy, Wy, Wy € W, da equacdo w® = z, onde z € C, re-
presentadas graficamente por

ty
2| w
W2
WO
12°
-2 0 2 X
W3
W4
-2

O nimero complexo z é

a) 16i

b) 32i

c) 16+ 16i.

d) 16 + 1631,
e) 32+ 32431

Unioeste-PR 2017 Considere 6 um numero real qual-
quer. Sobre 0s nimeros complexos z = cos(20) + isen(6)
e w = cos(0) + isen(26), pode-se afirmar que

a) lzl +lwl=1. d) z—iw=0.
b) 22— w?=0. e) Iz2+Iw?=2.
c) z=w.



UFSM-RS 2013 Os edificios “verdes” tém sido uma
nova tendéncia na construcdo civil. Na execucgdo
da obra desses prédios, hd uma preocupacdo toda
especial com o meio ambiente em que estdo inseri-
dos e com a correta utilizacdo dos recursos naturais
necessarios ao seu funcionamento, além da correta
destinacdo dos residuos gerados por essa utilizagao.
A demarcacédo do terreno onde serd construido um
edificio “verde” foi feita através dos pontos Py, P,, Py e
P4, sendo o terreno delimitado pelas poligonais ﬁ

P,P5, PsP, e P,P; medidas em metros. Sabendo que
P, P,, P; e P, representam, respectivamente, a ima-
gem dos complexos z; = 20 + 40/, z, = —15 + 50i,

z3=-15—-10ie z, = %21 - %2 qual € a area, em
m?, desse terreno?

a) 1595 c) 1795 e) 2100.

b) 1750. d) 1925

FICSAE-SP 2016 Sejam o0s numeros complexos
U=2J2 - (cos315°+/ - sen315°) e w = t%. Se P e
Q sdo as respectivas imagens de u e w, no plano com-
plexo, entdo a equacdo da reta perpendicular a PQ,
tracada pelo seu ponto médio, é

a) 3x+y+2=0

b) 3x—-y+2=0

c) x+3y+14=0

d x—3y+14=0

UFSM-RS 2014 No plano complexo, o ponto z, repre-
senta o local de instalagcdo de uma antena wireless na
praga de alimentacao de um shopping.

y

Os pontos z = x + yi que estdo localizados no alcance
maximo dessa antena satisfazem a equagdo Iz — zgl = 30.
De acordo com os dados, esses pontos pertencem a
circunferéncia dada por

a) x*+y?—20x — 10y — 775 = 0.

b) x*+y?—900 = 0.

c) x*+y>—10x+ 20y — 775 = 0.

d) x*>+ % — 10x + 20y — 900 = 0.

e) x*+y?—20x — 10y — 900 = 0.

PUC-RS 2014 A &rea da figura representada no
plano de Argand-Gauss pelo conjunto de pontos
zecC:1zZls1é

a)
b)

<)

ERENIE NN

d)

e) 2w

PUC-RS 2016 Uma cancha de futsal esta situada so-
bre um sistema de coordenadas do plano complexo
(Argand-Gauss), com unidades marcadas em metros
e com centro sobre o ponto O(0, 0), como na figura
abaixo.

Se a circunferéncia central possui uma area de 9 m2,
a expressdo que melhor representa esta circunferén-
cia central,emz €C, é

a) 72=9
by z=3
c) z=9
d) 1z1=3
e) lzZ1=9

Insper-SP 2012 No conjunto dos nimeros complexos,

onumero 1apresentatrés raizes cubicas: 1, # e

“1=i3 o pontos que correspondem as repre-

N

sentagdes desses trés numeros no plano de Argand-
-Gauss sdo vértices de um triangulo de area

a) ?
NE) o~
b r
z
3V3 i
c) 4
d) 3
e 1
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Texto complementar

Graficos em coordenadas polares
(]

Como no caso de equacdes cartesianas, um ponto P estd no
grafico da curva de equagdo r = f(6) se, e somente se, P = (r, f(0)).

0 uso de coordenadas polares simplifica, em alguns casos, equa-
¢Oes de curvas.

(-]
Procedimentos para tracar graficos em coordenadas polares

1) Verificar se existem simetrias, isto é, se a equacdo se altera ao
trocar:

a) 0 por —0: simetria em relacdo a reta = 0 (eixo x).
b) 6 porm — 6: simetria em relacdo a reta 6 = ; (eixo y).
c) 6 pora + 6:simetria em relacdo ao polo. [...]

2) Verificar se a curva passa pelo polo (r = 0).

3) Determinar os pontos da curva variando 0 a partir de 6 = 0.

4) Verificar a existéncia de pontos criticos (méximos e minimos): fi6)’ =
= 0ef0) > 0= 06 éum minimo relativo; 6) = 0e(6) <0=106
€ um maximo relativo.

5) Verificar se rndo se altera ao trocar 6 por 6 + 2. Caso ndo haja
alteracdo, basta variar 6 entre 0 e 2.

[.-]
As sequintes relacdes trigonométricas serdo (teis aqui:
« cos(—8) = cos® = cos(2m — 6) = cos(2m + 6) e cos(m — 6) =

= —cos0
« sen(—0) = —senB® =sen(2m — B)esen(m — B) =senh =
=sen(® + 2m)

Veja alguns exemplos:
« r=0comf=0

Representa os pontos P = (r, r) onde r = 0, ou seja, os pontos P
tais que a distancia de P ao polo é igual ao dngulo, em radianos, entre
0 eixo polar e o segmento OP.

A seguir, temos os gréficosder=60er= —0,para0 <0 < 4.

r=29 r=-9

Aequacdo geral da espiral é dada por r = a6, considerando 6 = 0.
.« r=1c0s20
Temos: cos 26 = cos(-26);
oS 2(m — ) = cos (27 — 20) = cos (—20) = cos 20 e
cos 2(m + 6) = cos (27 + 26) = cos 20
Logo, existem simetrias em relacdo ao polo e em relacdo aos
eixosxey.[..]

Para 6 = % r= 20, ouseja, a curva passa pelo polo quando 6 = %

Também r ndo se altera ao trocar § por 6 + 2.

- ™ )
Assim, basta fazer o grafico para 0 < 6 < 5 e completa-lo, a
partir das simetrias.

0 1
ki
s 05
5}
r= cos%_e
™ 063
el 0 2
4
v
= —05
3
a
==
2
r = cos 26
0<0=<2mw

EquacOes da forma r = a - sen(nB) ou r = a - cos(nb), para n
inteiro positivo, representam rosaceas.

« r=1+cos6
Temos: 1+ cos® =1+ cos(—6) # 1+ cos(m — )
14 cos® # 1+ cos(m + 6)

Logo, o grafico é simétrico em relagdo ao eixo x mas ndo é simé-
trico em relacdo ao eixo y e nem em relacdo ao polo. [...]

==
=

0 200
% 187
% 17
% 150
% 1,00
%“ 0,50
37" 0.29
5?” 013
™ 0,00

EquacBes da formar=a - (1 £ sen®)our=a - (1 £ cos )
representam uma categoria de curvas chamadas cardioides, por terem
a forma de coracdo.

NASCIMENTO, Mauri C. Coordenadas polares.
Unesp, [s. d.]. Disponivel em: wwwp.fc.unesp.br/“mauri/Down/
Polares.pdf. Acesso em: 19 jan. 2022. (Adapt.).
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O conjunto dos niimeros complexos
C={z=a+bilaERDLER,?*=—1)

Parte real de z: Re(z) =a

Parte imaginaria de z: Im(z)=b
Afixo de z: (a, b)
Conjugadode z: Zz =qa — bi

g ¢ N

Q
(D
L9

7Z < Q < R < C

(Naturais) (Inteiros) (Racionais) (Reais) (Complexos)

Sendo z = @ + bi um nimero complexo, temos:

*2+3i . 3j

Se a + bifor um nimero real, entdo b = 0 e, se for um imaginério puro, entdoa =0e b # 0.

Igualdade em C
Dados dois nimeros complexos em suas formas algébricas z = a + bie w = ¢ + di, temos que esses dois nimeros sdo
iguais se, e somente se, tiverem a mesma parte real e a mesma parte imaginaria, ou seja:
a=c
z=w => a+bi=c+d =
{b =d

Adicdoem C

z+w=(@+b)t(ctd)y=a+c+bitdi=(@+c)+ (b+di

Multiplicagdo em C
z-w=(a+b/)-(c+d/):ac+od/+bc/+bd/2:(ac—bd)+(bc+od)/'

Poténcias inteiras da unidade imaginaria
" =1, emquer€l0, 1,2, 3)éoresto da divisdo de n pelo nimero 4.

. 0= =i P==1 P=—
it = 1, ° = i, ® = -1, i’ = —i,
&= 1, i = i, 0 = -1, "= —i,

O plano de Wessel-Argand-Gauss

Trata-se de uma adaptacdo do plano cartesiano tradicional, na qual o eixo das abscissas continua representando o con-
junto dos nUmeros reais enquanto o eixo das ordenadas, com excecdo da origem, passa a representar o conjunto dos
imaginarios puros. Assim, um ndmero complexo z = a + bi passa a ser representado, no plano complexo, por seu afixo:
o par ordenado (a, b).

A primeira das figuras a seguir apresenta um nimero complexo no segundo quadrante, ou seja, com parte real negativa
(a < 0) e parte imaginaria positiva (b > 0); a segunda figura apresenta o vetor Z associado, e a terceira figura destaca o
modulo e o argumento desse vetor.

R4 iR iR

= Arg(2)

2 \z

N
w
-
z
w
@
(18
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Médulo e argumento

O moédulo de um nimero complexo ndo nulo z = a + bi é o nimero real positivo que representa o tamanho do vetor Z,
assim: |zl = \Re(z)? + Im(z) . E correto afirmar que: Izl = 1Zle z - Z = Iz

O argumento de um nuimero complexo é a medida, em graus ou radianos, de um arco trigonométrico determinado pelo
vetor associado ao nimero complexo e o semieixo dos nimeros reais positivos.

senf = Im(2) = Im(z)= |z]-seno
|2 Os arcos de —240°, 120° e 480° podem,
Re(z) por exemplo, ser argumentos de um

= Re(z)= |z| - cosf )
|2l mesmo nimero complexo, e, neste caso,

Im(z) seu argumento principal seré igual a 120°.
Re()

0 = Arg(z) = qcosb =

tgh =

Operacoes na forma trigonométrica
Sez =zl (cosa + i sena)e w = |wl - (cosB + i senf), temos:

z-w=l2 - W - [cos(a + B) + 7 - sen(a + B)]

% = % - [cos(@ — B) + i - sen(a — B)]
2" =12" - (cos(n - a) + i - sen(n - «))
Operacoes na forma polar
z-w=(z - W, a+pB)
Sendo (IzI, a) e (Iwl, B) as coordenadas polares dos complexos z e w: 2 — % o — B)
w

Classificacdo dos numeros complexos de acordo com seus argumentos
Sendo z um ndmero complexo de argumento a radianos, e kK um ndmero inteiro, temos que:
zéreal > a=k-m

. T
z € imaginario puro = a = > +k-m

Igualdade polar
Se dois nimeros complexos sdo iguais, entdo suas coordenadas polares apresentam o mesmo moédulo, mas podem
apresentar argumentos diferentes:

Izl = Iwl

=w=
2= {o&=[3+k-2'rr,k€l

Quer saber mais?

Sites
@{b CANAL M3 Matemética Multimidia. Um sonho complexo. YouTube. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=6KTwKOaTwrO.
Acesso em: 19 jan. 2022.
De forma Iudica e descontraida é apresentado um breve histérico dos nimeros complexos, suas formas e propriedades algébri-
cas, trigonomeétricas e geométricas.

PUHL, Cassiano Scott. Origem dos nimeros complexos. Matemética complexa. Disponivel em: https://sites.google.com/site/
matematicacomplexa/iniciodoprojeto/origem-dos-numeros-complexos. Acesso em: 19 jan. 2022.
Conhecga um pouco mais a evolugcao dos nimeros complexos. Além do texto, também € apresentado um video que é um recorte
do documentario da BBC chamado As fronteiras do espacgo, da série A histéria da Matematica, e pode ser assistido na integra
em https://www.youtube.com/watch?v=WcBnShSYCxg.
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Exercicios complementares

1. UFPE 2013 Encontre o menor inteiro positivo n tal que 6. UEM-PR 2017 Seja V = {1, z,, z3, 24, Z5, Zg} um subcon-

~ . . n . a
a poténcia (V3 +1) seja um ndmero real.

. UFPR 2013 Considere os pontos z,, z, e zz indicados
no plano complexo abaixo, e que correspondem as
raizes cubicas de 1.

16 O afixo de Z, - Z, pertence ao 22 quadrante.

Soma:

junto de C formado pelos nimeros complexos que,

no plano complexo, correspondem aos vértices de

um hexagono regular cujo centro esteja situado na

origem. Assinale o que for correto.

01 O produto de quaisquer dois elementos de V tam-
bém pertence a V.

02 A diferenca de quaisquer dois elementos de V
também pertence a V.

04 O conjugado de todo elemento de V também per-
tence a V.

08 A soma de quaisquer dois elementos de V tam-
bém pertence a V.

16 A divisdo de um elemento de V por outro elemen-
to de V sempre pertence a V.

Soma:

7. UFSC 2017 Em circuitos elétricos como, por exemplo, o
a) Qualéomenorinteiron > 1 de modo que (z,)" = 1? das instalacBes residenciais, as grandezas elétricas sdo
Justifique su1%0resposta. analisadas com o auxilio dos nimeros complexos. A rela-
b) Calcule (z5) ™. c8o U =Z-jfornece a tensdo U em funcéio da impedancia
Z e da corrente elétrica j. Nesses termos, essas variaveis
. , 1 . sdo expressas através de nimeros complexos a + bi.
+ UFPR 2019 Considere o nimero complexo z = 5(\6 +i). Considere agora U = 110(cos0° + i - sen0°) e Z = 5 + 5.
a) Calcule o médulo de z e escreva a forma polar de z. Determine o valor da expressao 2a + b sendoj = a + bi.
b) Calcule o valor da expressdo z27 + z?*. (Suges-
tdo: use a férmula de Moivre) 2. Fuvest-SP 2015 Resolva os trés itens abaixo.
37 3
a) Calcule cos|—| e sen|—].
. UEPG-PR 2019 No plano complexo, se: 8 8
e Aé o afixo dondmero z; = J2|cosE +isenE), b) Dadoonumero complexo 7= JZ -V2+ /J2 +2,
4 4 e
encontre o menor inteiro n > 0 para o qual 7"
e Bdonumero z, = 4[cos(2m) + isen(2m)] e seja real.
* Cdontmerozz =4+ c) Encontre um polindmio de coeficientes inteiros
assinale o que for correto. que possua z como raiz e que ndo possua raiz real.
01 A area do triangulo ABC tem medida menor que 2.
02 A reta de equagdo y = —3x + 12 passa pelos 9. FGV-SP 2014 Seja f uma funcdo que, a cada nimero
o ponto? AeB. R o AB ) ) complexo z, associa flz) = iz, onde j € a unidade ima-
4 0 pe7r|metro do triangulo ABC tem medida maior ginaria. Determine os complexos z de médulo igual a
qug : o . 4 e tais que f{z) = z, onde Z é o conjugado de z.
08 Acircunferéncia de equacdox®+y? —2x—2y =0
tem centro no ponto A e raio 1. ) ;
10. UFPR 2014 Considere o numero complexo z, =
Soma: 3
=4j+ :
Yoy
- UEPG-PR 2018 Considerando os nimeros complexos a) Determine a parte real e a parte imaginaria de z,.
zy=1—2iez, = =3 + i, assinale o que for correto. b) Determine a e b, de modo que z = 1 — i seja so-
01 12,1 = /50. lugdo da equacdo z° + az + b = 0.
N
Zy w
02 Z - 5( 1+1i) 11. UFG-GO 2014 Considerando os nimeros complexos E
04 (7,)* =8 — 6i. zewtais que z+w=(9-3J3) +i(9-33) e [
z—w = -3+ 343) +i(3—3+3), determine a drea
08 O médulo de z, é /8. ( V3) +i1(3-33)

do paralelogramo de lados Izl e Iwl, sabendo-se que o

angulo entre eles é %
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Unesp 2012 Identifique o lugar geométrico das imagens
dos nimeros complexos Z, tais que IZ| + 13 - ZI = 12.

FGV-SP

B
N A
D

a) Calcule a érea do losango ABCD cujos vértices sao
os afixos dos nimeros complexos: 3, 6/, =3 e —6i,
respectivamente.

b) Quais sdo as coordenadas dos vértices do losan-
go AB’C'D’ que se obtém girando 90° o losango
ABCD, em torno da origem do plano cartesiano,
no sentido anti-horario?

c) Por qual nimero devemos multiplicar o nimero

complexo cujo afixo é o ponto B para obter o nu-
mero complexo cujo afixo é o ponto B™?

Unifesp No plano de Argand-Gauss (figura), o ponto A
é chamado afixo do ndmero complexo z = x + yi, cujo
maédulo (indicado por Izl) é a medida do segmento OA
e cujo argumento (indicado por 6 € o menor angulo for-
mado com OA, no sentido anti-horario, a partir do eixo

Re(z). O ndmero complexo z = / € chamado “unidade
imaginaria”.
Im (2)
yp--mm- A
|
:
0 )
0 % Re (2)

a) Determinar os numeros reais x tais que z =
= (x + 2)* é um ntimero real.

b) Se uma das raizes quartas de um nimero comple-
X0 z € o complexo z,, cujo afixo € o ponto (0, a),
a > 0, determine Izl.

UFPE A representacao geométrica dos nimeros com-
plexos z que satisfazem a igualdade 2z — il = Iz — 2|
formam uma circunferéncia com raio r € centro no pon-
to com coordenadas (a, b). Calcule r, a e b e assinale
9@ + b% + ).

UFSC 2020
01 Se a reta r é paralela simultaneamente aos pla-
nos a e B, entdo a é paralelo a 3.

. 240 . ) .
02 Se o numero complexo z = - € um imagi-
3+ xi

nério puro, entdo x2 é divisor de 72.
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04 O conunto A={z€eC |z+3]=1 possui
dois elementos.

08 A interseccdo de um plano com a superficie do
cone duplo da figura a seguir somente fornecera
COMO Secgdo ou um ponto, ou uma circunferén-
cia, ou uma parabola, ou uma elipse.

) 4
b

16 Seié a unidade imaginaria, entdo

numero real negativo.
Soma:

Esc. Naval-RJ 2020 Seja o nimero complexo z tal
que Iz — 5 — 4jl = 2, onde j é a unidade imaginaria. O
valor maximo de |z + 7 + il é igual a:

a) 12 c) 641 e) 15
b) 14 d) 7J#

Uece 2016 O conjunto dos nimeros complexos pode

ser representado em um plano munido do sistema de

coordenadas cartesianas usual. As raizes da equacdo

x* -9 =0 quando representadas no plano, corres-

pondem a pontos que sdo vértices de um

a) trapézio.

b) losango (ndo quadrado).

c) paralelogramo cuja medida do maior lado é trés
vezes a medida do menor.

d) quadrado.

ITA-SP 2022 Sejam z,, z, € C com z, # 0. Considere
as afirmacdes:

l. Sez +z, ERez, —z, ERentdoz, €E Rez, ER.

z

. Sez -z €R eZ—1 ERentdoz;, ERez, ER.
2

l. Sez,+z, ERez -z, ERentdoz;, ERez, ER

E(sdo) sempre verdadeira(s):

a) apenas|. d) apenas|l.
b) lell e) apenaslil.
c) apenaslell

Esc. Naval-RJ 2021 Seja z um nimero complexo e/ a

unidade imaginaria. O conjunto dos pontos z do plano

complexo que satisfaz a equagdo Iz — il = 21z — 11 é

uma circunferéncia. Sobre essa circunferéncia, assinale

a opgao correta. '

a) A maior coordenada do centro é menor que — e

b) O raio é nimero inteiro maior que 1.

c) A soma das coordenadas do centro é 1.

d) O produto das coordenadas do centro € maior
que 2.

e) O raio é um nlimero racional menor que 1.



UFRR 2021 S¢ja ? = —1a unidade imaginaria. No pla-
no complexo, considere uma circunferéncia C de raio 1

e com centro na origem e um triangulo equilatero ins-

. o V3 +i
crito a C onde um dos vértices € dado por 5

Os outros dois vértices do triangulo sdo:

a) —ieﬂ d) —’|eﬂ
2 2

b) _'|e_1+/\/§ e) —le—ij
2

c) —ie%

AFA-SP 2021 Considere no plano de Argand-Gauss
0s numeros complexos z = x + yi, em que x e y sao
ndmeros reais e v/—1 =/, tais que

|z+i]=5
Im(z) + 22 +12 P —Re(z) - [Re(z) + 2- (%) - Im(z) | = 12

E correto afirmar que os pontos P(x, ), afixos de z,
podem formar um

a) trapézio isdsceles. c) pentagono regular.
b) trapézio retangulo. d) quadrado.

. . 12
IME-RJ 2022 Seja o nimero complexo z = (1 - Zﬁ/) .
Sabe-se que m = IzI. O valor de x na expressdo

2x = 10g,,(27m) é:

15 5 3
a) — c = e) =
L )3 -
5 15
b) = d =
) by

Fuvest-SP 2020 Resolva os trés itens abaixo:

a) Considere o conjunto formado pelos nimeros com-
plexos z que cumprem a condicdo Re(z) = Im(2).
Cada elemento desse conjunto serd objeto da
transformacdo que leva um ndmero complexo em
seu conjugado. Represente no plano complexo (ou
plano de Argand-Gauss) abaixo, 0 conjunto resultan-
te apds essa transformacdo.

Im(z)

b) Determine o lugar geométrico dos pontos z do
plano complexo tais que z # — 1 e para 0s quais
z—1
z+1

c) Determine as partes reais de todos os numeros
complexos z tais que as representacfes de z,i e 1
no plano complexo sejam vértices de um triangulo
equilatero.

€ um ndmero imaginario puro.

AFA-SP 2020 Considere no plano de Argand-Gauss
a regiao S formada pelos afixos P(x, y) dos nimeros
complexos z = x + yi, em que J=1=1
|z —il>1
S=1ld4<2
Re(z)<0

Analise cada proposicdo abaixo quanto a ser (V) Ver-
dadeira ou (F) Falsa.

A area de S é maior que 4,8 u.a.

Se k é o elemento de S de menor argumento, en-
tdao ki € S.

Todo z pertencente a S possui seu conjugado em S.

Sobre as proposi¢des, tem-se que
a) apenas uma é verdadeira.

b) apenas duas sdo verdadeiras.
c) todas sdo verdadeiras.

d) todas sdo falsas.

AFA-SP 2019 Considere, no plano de Argand-Gauss,

0s nlimeros complexos A e B, sendo A = x — 2i,x ER

eB=1+1

Se no produto A - B tem-se Re(A - B) = Im(A - B), en-

tdo, sobre todos os ndmeros complexos A, é correto

afirmar que

a) seus afixos formam uma reta.

b) nenhum deles é imaginario puro.

c) o que possui menor médulo é o que tem o maior
argumento principal.

d) existe Atal que IAl = IBI.

AFA-SP 2017 Resolva a equacdo 7> —1=0no con-
junto dos nimeros complexos. Considerando as raizes
encontradas, analise as proposicdes abaixo e classifi-
que-as em V (Verdadeira) ou F (Falsa).

A equacado possui trés raizes de multiplicidade 1.

Os afixos das raizes formam um triangulo equilatero

Cuja drea é ¥ unidades de area.

Duas das raizes sdo conjugadas.
Todas as raizes tém o mesmo maédulo.
A sequéncia correta é
a) V-F-V -V
by V-V-F -V
c) F-F-V —F
d V-F-V —-F

Unicamp-SP 2017 Seja i a unidade imaginaria, isto
é, > = —1. O lugar geométrico dos pontos do plano
cartesiano com coordenadas reais (x, y) tais que
(2x + yi)ly + 2xi) =i é uma

a) elipse.

b) hipérbole.

c) parabola.

d) reta.

]
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AFA-SP 2016 Considere no plano de Argand-Gauss
0s niimeros z = x + yi, onde j = v/=1 cujos afixos s&o
os pontos P(x, y) € R

Dada a equacao (z — 1+ i)4 =1, sobre os elementos
que compdem seu conjunto solugdo, € INCORRETO
afirmar que

a) apenas um deles é imaginario puro.

b) todos podem ser escritos na forma trigonométrica.
c) o conjugado do que possui maior argumento é 1 + 2i.
d) nem todos sdo ndmeros imaginarios.

n
AFA-SP 2012 O valor de n tal que 2(1 + i)Y =31+,
sendo /i a unidade imaginaria, é Jj=1
a) par menor que 10 c) impar menor que 7
b) primo maior que 8 d) multiplo de 9

AFA-SP O nuimero complexo z = a + bi é vértice de
um triangulo equilatero, como mostra a figura abaixo.

|

|

I

I

|

|

I

l
0 a Re
E correto afirmar que o conjugado de 2z tem afixo que
pertence ao

a) 1% quadrante c) 3%quadrante
b) 2°quadrante d) 42 quadrante

ITA-SP 2021 Seja z € C. Se a representacdo dos nu-
meros 4,z + 2 e 7% no plano complexo sdo vértices
de um triangulo equildtero, entdo o comprimento do
seu lado é igual a:

a) 3 o e) V13

b) 10 d 23

ITA-SP 2020 A parte real da soma infinita da progres-
sdo geométrica cujo termo geral a,, € dado por

a _cosn +i-senn

N > ,n=123, ..
éigual a
a) —1+ 2cos1 d) 1+ 2cos1
5 — 4cos 5 — 4cos1
—2 + 4cos 2 + 4cos’
b) 5 — 4cos1 e) 5 — 4cos’
Q) 4 — 2cos
5 —4cos1

ITA-SP 2020 Seja H o hexagono no plano de Argand-
-Gauss cujos vértices sdo as raizes do polinébmio
px) = (x - \/5)6 + 64. Determine z € C sabendo
que o conjunto M = {zx € C: x € H} é o hexagono que
possui v1=—1+-\/§/‘, V2=1—\/§f e v3=5—\/§/
como trés vértices consecutivos.
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ITA-SP 2019 Sabe-se que —2 + 2/ é uma das raizes
quartas de um nimero complexo z. Entdo, no plano de
Argand-Gauss, a area do triangulo, cujos vértices sdo
as rafzes cubicas de z, é igual a

a) 4(W3+1) ¢ 8(V3-1) e) 1243
b) 643. d) 103

ITA-SP 2019 Determine o nimero complexo z de me-
nor argumento que satisfaz Iz — 25/l < 15.

ITA-SP 2018 As raizes do polinomio 1 + z + 22 +
+ 22+ 24 + 25 + 2% + 77, quando representadas no
plano complexo, formam os vértices de um poligono
convexo cuja area é

a) \'5271 c) \J{E e) 3\/5.
b) J52+1 d) 3J2§+1'

ITA-SP 2017 Considere a equacdo (o —bi)*” =
2(a + bi)

(@ + b7 + 1

O numero de pares ordenados (a, b) € R? que satisfa-

zem a equacao é

a) 500. c) 502. e) 504.

b) 501. d) 503.

ITA-SP 2017 O lugar geométrico dos pontos (a, b) € R?

tais que a equacdo, em z € C,
Z+z+2—-(@+ib)=0

possua uma raiz puramente imagindria é

a) uma circunferéncia.

b) uma parabola.

c) uma hipérbole.

d) uma reta.

e) duas retas paralelas.

ITA-SP 2016 Considere as afirmacles a seguir:

l. Seze wsdo nimeros complexos tais que z — iw =
=1-2iew—z=2+3jentdo +w’ =—-3+6i

Il. A soma de todos os nimeros complexos z que
satisfazem 21z1° + 22 = 4 + 2/ é igual a zero.

. Sez=1-jentdoz>® =2%-1+).

E(sdo) verdadeira(s)

a) apenas|. d) apenasllielll.

b) apenaslell e) Lllell

c) apenaslelll

ITA-SP 2015 Sejam A, B e C os subconjuntos de
C definidos por A= {zE(IZ:IZ+2— 3l <J@},
B={ZECI|Z+[|<%} eC={z€C:22+6z+

+ 10 = 0}. Entdo, (A\B) N C é o conjunto

a) {(—1-3i,—1+3i) d) (-3-1)
b) (=3 -/ -3+1) e) (-3 + 3/
¢ (-3+1)



ITA-SP 2014 Sejam z, w € C. Das afirmacdes:
Llz+w?+ 1z —w? =20z + wP);

. (z+W?—(z— W = 4zw;
M. |z + w? - Iz — w? = 4Re(zw)
é(sdo) verdadeira(s)

a) apenas|l. d)
b) apenaslell. e)
c) apenaslelll.

apenas Il e lll.
todas.

ITA-SP 2014 Se z € C, entdo 2° — 31z1%z* — 2% — z°

éigual a
a) (Z2-2z%° d) (z-2z2)°
b) 2° -7 e) (z-2PE" -2

o) (2-72%2

ITA-SP 2014

a) Determine o valor méximo de |z + /I, sabendo que
z—-2l=1,z€C.

b) Se z, € C satisfaz (a), determine z,,.

ITA-SP 2013 Considere aequacdoemC(z — 5 + 3/’)4 =1
Se z, € a solu¢do que apresenta 0 menor argumento
principal dentre as quatro solugdes, entdo o valor de Iz, €

a) +29. c) 35. e) 3.6.
b) 4. d) 443.

ITA-SP 2012 Sejam z = n%(cos45° + isend5?) e
= n(cos15® + isen15°) em que n é o menor nimero

z
inteiro positivo tal que (1 + /)" é real. Ent3o, W éigual a

a) V3 +i. d) 2(v2-1)
b) 2(J3+1) e) 2(v3-1)
o 2(v2+1)
ITA-SP 2012 Se arg(z)=% entdo um valor para
arg(—2iz) é
™ ™ 7
a) 5 c) 5 e) 1
31
by T d ==
) 3 ) 3
1 89
ITA-SP Dado z = 5(_1 +J/3i), entdio Y. 2" éiguala
n=1
a) —8—29\6/. d) 1.
b) 1. o B3
c) O.

ITA-SP Das afirmacbes abaixo sobre nimeros com-
plexos z; e zy:

L lzy =zl s iyl = 1z,

I 1Z7 -z, = 1IZ5] - 1Z,]1.

lll. Sez;, =lz,l(cosd + /- send), entdo
7, " =1z, Y(cos® — i - senb).

é(sdo) sempre verdadeira(s).

a) apenas|. d) apenasllelll.
b) apenasll. e) todas.
c) apenaslll.

ITA-SP A soma de todas as solucdes da equacdo em C:
Z+12+iz—1=0¢éigual a
a) 2. c) O. e) —2i
b) L d -1
) - ) 5
ITA-SP Sejam n = 3 impar, z € C\ {0} e z,, 2, ..., Z, @S

raizes de z" = 1. Calcule o nimero de valores |z, — zj,
i,j=12,..,n,comi#j distintos entre si.

IME-RJ 2021 Sejam z; e z, dois nimeros complexos
tais que Izl = 4, 1z,l = 3 e lz; + z,1 = 6. O valor de
Iz, — z,l é:

a) 7 d 14
b ¥3 e) 23

3
c) 1

IME-RJ 2021 Seja a matriz M :l L

Z |, onde z
-z z

47

. p _ 41 )
€ o0 nimero complexo Z = COS 3 +7 - sen 3 )

Z o0 seu conjugado e os angulos estdo expressos em
radianos. O determinante de M é:

(o(3) =(2)
o Aol ()
(=) (%)

d) cos(m) + i - sen(m)

Q)
-~

(o4

~

e) cos(2m) + i - sen(2m)

ITA-SP 2022 Considere o polindmio pz) = z* - 62° +
+142° — 6z + 13 e note que p() = 0. Considere no pla-
no complexo o quadriladtero cujos vértices sdo as raizes
de p(z). Podemos afirmar a area desse quadrilatero é
a) 4. c) 8. e) 10.

b) 6. d) o

EsPCEx-SP 2021 Considere /i a unidade imaginaria.

o . 5 5 5 5 5 5/
— — + — —
A soma infinita 5/ S 2 s 8 T 2
:n

onde o n-ésimo termo é dado por (n=1,2,3.),

2n—1

resulta no nimero complexo cujas partes real e imagi-
naria sao, respectivamente, iguais a

a) 2e4. d) 4e—2.
b) 2e —4. e) —2ed4.
c) —4e?2.
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IME-RJ 2022 Sejam os pontos a e b, no plano com-
plexo, representados pelos nimeros a = 9 + xi
e b =y + 3i, onde i é a unidade imaginaria tal que
?=-10 ponto @ é a rotacdo de 30° do ponto b em
torno da origem no sentido anti-horario. Determine o

valor do produto xy.

IME-RJ 2020 Seja A ={z€ CI2 <lz — 3 — 4il < 3}
onde C é o conjunto dos nlimeros complexos. O valor
do produto entre o simétrico do complexo de menor
modulo do conjunto A e o conjugado do complexo de
maior médulo do mesmo conjunto A é:

a) —-16 d) 1
b) -8 e) 16
<) L

5

IME-RJ 2020 Seja uma regido S no plano complexo

2
que consiste em todos os pontos Z tais que 2—Zo e 70

possuem partes real e imaginaria entre O e 1, inclusive.
Determine a area da regido S.

= Z é o conjugado do niimero complexo Z.

IME-RJ 2019 Seja z um ndmero complexo tal que MPER,

72 ER, Re(z)=1e arg(z) € (O, %)

A soma dos inversos dos possiveis valores de |zl esta
no intervalo:

2 () e (39
0 () 4 ()
E

IME-RJ 2019 Seja Z um nimero complexo tal que =
[

Njw N =
NjoT N|w

N | o1
N~
SO

possui argumento igual a %Tw elog;(2Z + 27 +1)=2.

Determine o nimero complexo Z.

IME-RJ 2018 Determine o valor de a na expressdo
abaixo, sabendo-se que 0 < a <1,

co\og[ (,55) JZSG

log( 4)256
1 co\og( 2)256 (a )

%Ioga256 =Im(2)

onde Z é um ndimero complexo que satisfaz a equacao:
9403372 _ 520175 4 4 _
el
LTS ¢ &g
1

d)ﬁ

a

a)

0= Ko

b)

Im(Z) é a parte imaginaria do nimero complexo Z.
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IME-RJ 2018 Seja o nimero complexo z que satisfaz a
relacdo 2(z — /')2017 = (v@ + /‘)(/‘z - 1)2017‘ Determine 2z,

sabendo-se que |z = ?

IME-RJ 2017 Sejam Z, e Z, ndmeros complexos
tais que Z, € imagindrio puro e IZ; — Z,I = IZ,|. Para
quaisquer valores de Z; e Z, que atendam a essas
condigbes tem-se que:

a) Im@Z,) >0

b) Im(Z,) <O
o) 1z, <21z,
d) Re(Z)=0

e) Re(Z;) =Im(Z,)

IME-RJ 2017 Sejam os complexosz=a + biew =47 +
+ ci, tais que Z2 + w = 0. Determine o valor de @, b e
¢, sabendo que esses nlimeros sdo inteiros e positivos.

. . ™ . ™
Considere o nimero complexo z = cos§ + - seng.

Calculelz + 22+ 2+ A4+ 22+ 5+ 7

IME-RJ 2015 O lugar geométrico no plano complexo
dew=z+ % sendo z um numero complexo tal que
Izl = ke k>1,é&um(a):

a) segmento de reta

b) circunferéncia

c) hipérbole

d) elipse

e) parabola

IME-RJ 2015 Descreva o lugar geométrico do ndmero
complexo z que atende a equacdo

arg(z — zy) — arg(z — z,) — arg(z — z3) = Kk,
em que z, é real, z, e zz sdo complexos conjugados
com parte imaginaria ndo nula e k € um ndmero inteiro.

arg(z) € argumento do nimero complexo z.

IME-RJ 2014 Para o nimero complexo z que descreve
o lugar geométrico representado pela desigualdade
|z — 261 <10, sejam a4 € a, 0s valores maximo e mini-
mo de seu argumento. O valor de loy; — a,l €

0 23
9 5[]

a 2 tg*(%)
) 2l



IME-RJ 2014 Calcule o determinante abaixo, no qual

mzcis%‘-{e/:v{:.

1—i

e e —~¢€
|

IME-RJ 2013 Seja o nimero complexo z = % \
ib(1+ ib)

onde a e b sdo nUimeros reais positivos e | = J=1.
Sabendo que o mdédulo e o argumento de z valem,

respectivamente, 1e (—m), o valorde a é

a)

YN EN

b)

<)
d)
e) 4

N

IME-RJ 2013 Considere Z, e Z,, complexos, que sa-
tisfazem a equacdo X%+ px + g = 0,onde p e gsdo
ndmeros reais diferentes de zero. Sabe-se que 0s moé-
dulos de Z, e Z, sdo iguais e que a diferenca entre os
seus argumentos vale a, onde « é diferente de zero.

Determine o valor de cosz(%) em funcdaodep e q.

IME-RJ 2012 As raizes cubicas da unidade, no conjun-
to dos nimeros complexos, sdo representadas por 1,
w e w2 onde w é um nimero complexo. O intervalo

que contém o valor de (1 — W)6 é:
a) (—o0, —30)

b) (=30, —10)

c) (=10, 10)

d) (10, 30)

e) (30, )

IME-RJ 2012 Seja o nimero complexo Z = a + bi,

comaeb €R(eal)e i =+—1.Determine o médulo

3 2
de Z sabendo que {a =301+ ab%)
3

b® = 3(@*b — )

IME-RJ Sejam z;, =10 + 6ie z, =4 + 6/, onde /€ a
unidade imaginaria, € z um nimero complexo tal que

zZ—z s ) p .
arg Ll =2 determine o médulo do ndmero
Z—27 4

complexo (z — 7 — 9i).

arg(w) é argumento do nimero complexo w.

ITA-SP 2021 Considere z = o(ﬁ + i) € C, onde
a € R. Determine todos os nimeros reais @ para 0s
quais z’ e 2™ estdo a mesma distancia de z no plano
complexo.

IME-RJ 2021 Determine o lugar geométrico dos pon-

4+w+ 2

tos h do plano complexo h =
P piex 2—wi

, em que
wWERe /= —1.
AFA-SP 2021 Considere no plano de Argand-Gauss

os nameros complexos z =A(cosa +/ - sena) e
w = B(cosB + i - senB) conforme gréfico abaixo.

Im(z)

3 0 Re(z)

Se w = Z* entdo B é igual a
a) 12

b) 1243

c) 144

d) 14443

N

2 =23 e — =
IME-RJ Sabe-se que z, - 7, = T elzg+ 4 —1z3—2)=0
4
sendo z,, z,, z3 € Z, nUmeros complexos diferentes de

zero. Prove que z, e z, sdo ortogonais.

ndmeros complexos ortogonais séo aqueles
cujas representacdes gréficas sdo perpendiculares
entre si e Z € o nUmero complexo conjugado de z.

IME-RJ Seja x um numero real ou complexo para o
qual (X + l) =1. 0O valorde (x6 + %) é:
X X

a)
b)
<)
d)
e)

g b; w N -

IME-RJ Determine a expressdo da soma a seguir,
onde n é um inteiro mdltiplo de 4.

1+ 2i+3°%+ . +(n+10"
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BNCC em foco _—

.L’ Texto para as questdes 1e 2.

Antes da internet, as pessoas dependiam dos correios para enviar uma mensagem a quem estivesse em outro lugar.
Era preciso um intermedidrio para entregd-la fisicamente — inimagindvel para quem tem acesso a e-mail e outros servicos
de mensagens. Algo semelhante acontecerd com as moedas virtuais no futuro. Embora o Bitcoin seja a moeda digital mais
conhecida, o conceito de criptomoeda é anterior a ele.

As criptomoedas podem ser usadas com as mesmas finalidades do dinheiro fisico em si. As trés principais fungoes sdo servir
como meio de troca, facilitando as transagdes comerciais; reserva de valor, para a preservagao do poder de compra no futuro;
e ainda como unidade de conta, quando os produtos sao precificados e o célculo econdmico é realizado em funcao dela.

Bitcoins sao criados conforme os milhares de computadores que formam essa rede conseguem resolver problemas ma-
tematicos complexos que verificam a validade das transagées incluidas no Blockchain.

CRIPTOMOEDAS: um guia para dar os primeiros passos com as moedas digitais. InfoMoney, [s. d.].
Disponivel em: hitps:/fwww infomoney.com briguias/criptomoedas!. Acesso em: 15 fev. 2022,

Blockchain (cadeia de blocos): sistema de banco de dados que funciona de maneira distribuida e é alimentado por
uma rede com intmeros computadores. Ela permite que os dados sejam transmitidos entre todos os participantes da
rede de modo descentralizado e transparente, sendo suas informactes imutaveis e que, como um livro publico
de transacodes, podem ser verificadas por todos os computadores da rede.

Numa situagdo bem mais simples que a citada, a validade da aplicacéo de uma fransacao simples foi feita por uma
sequéncia de quatro algarismos ABCD. Os célculos para a obtengdo desses algarismos eram os seguintes:

1 A 2022 . o
el Sl WL i C|s(90 ) _
2 sy

2 ) 5— (7 — D)i
i B -i*® i-c

—

A sequéncia ABCD de validacdo &:
a) 3646 c) 3664 e) 3648
b) 6346 d) 6348

Qutra situacdo de checagem permite a conclusdo da transacdo, sempre que as expressdes oferecidas fornecem
solucdes iguais. Numa checagem foram oferecidas as seguintes expressoes:

2
> Pe(14i) - (-1 2)

2 = ,comz=cis(120°] e Y=(1+i)+ CTHEED
i) - (=141

z

X =

A transacao em questdo foi concluida?

Mesmo desconhecendo a notagdo do [ para numeros complexos, Rafael Bombelli j& imaginava as operagées de adi-
cdo e multiplicacdo para esse tipo de nameros. Quase um século depois, René Descartes referiu-se ao V=1 como a
unidade imaginaria, e, s6 no final do século seguinte, Leonhard Euler sugere e passa a utilizar o simbolo /.
Considere as afirmacdes que envolvem ndmeros complexos a segulir.

147 .
. Se z=_—— entdoz=—i
T4F
o +4i
Il. O argumento principal de w = 83 — {,f e %
i aj i’
. Sendo M= # ® # | odeterminante de M é nulo.
3 6 9
T
u® 1
V. Seu=1+iev=-2+ 2 entdo —=— —.
;o
Com o que voceé ja conhece de nlimeros complexos, pode afirmar que, das afirmagdes dadas, esta(do) correta(s).
a) as quatro c) apenas duas e) nenhuma delas
b) apenastrés d) apenasuma
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Conicas

As conicas sdo curvas planas determinadas por cortes de uma superficie cénica por
planos. Apesar dessa simples definicdo, as conicas englobam diferentes tipos de cur-
va: elipses, hipérboles e parabolas.

Cada um desses tipos de curva apresenta diferentes caracteristicas e propriedades,
e muitas delas sdo aplicadas na Arquitetura, como na Catedral de Brasilia, € no coti-
diano, como as antenas parabdlicas. Essas curvas também sdo usadas para explicar
fenébmenos da natureza, como as elipses e as hipérboles, que podem ser usadas para
descrever o movimento de corpos celestes.




Secoes conicas

Secdes conicas, ou simplesmente conicas, sdo curvas
planas obtidas pela intersecdo de um plano de corte com
uma superficie conica. Elas podem ser de quatro tipos, con-
forme o angulo formado entre o plano e o eixo do cone:
circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole.

Pardbola

Circunferéncia

Elipse Hipérbole

Na historia da Matematica, hd muitos estudos gerais
acercadas conicas que datam de antes do grande ma-
tematico grego Euclides de Alexandria, que viveu no
século Il a.C. Acredita-se que o principal estudo da
Antiguidade Grega sobre o assunto seja o de Apolénio
de Perga (262-190 a.C.).

A equivaléncia entre as varias definicbes de se¢bes coni-
cas pode ser encontrada na Geometria Elementar. Coube
ao frances Pierre de Fermat (1607-1665) demonstrar que
elas podem ser expressas por equacdes do 22 grau em
duas variaveis, o que veremos neste capitulo.

Alem disso, as conicas tém muitas aplicacdes praticas.
Sabemos, por exemplo, que as orbitas dos planetas, dos
cometas e de outros astros sdo elipses, parabolas e hi-
pérboles. As conicas também estao presentes em lentes,
espelhos, antenas e estruturas usadas na construgdo civil,

A abordagem apresentada a seguir tem como refe-
réncia os métodos do matematico belga Germinal Pierre
Dandelin (1794-1847), que, por sua vez, baseou seus
estudos nas esferas inscritas na superficie conica de revo-
lucdo, utilizadas inicialmente por Lambert Adolph Jacques
Quetelet (1796-1874), outro matematico belga.

A elipse

Seja  um plano que intercepta uma superficie conica
reta de dois ramos. Seja a 0 dngulo formado pelo eixo do
cone e uma geratriz e B o menor angulo formado pelo plano
de corte e o eixo do cone. Se a < B, a interse¢do do pla-
no 7 com a superficie conica € uma curva fechada chamada
elipse, como mostra a figura.
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Observe agora a figura a seguir, que representa o plano 1,
secante ao cone e a duas esferas inscritas no cone, chama-
das de esferas de Dandelin. Sejam F, e F, os pontos de tan-
géncia de w com as esferas.

A elipse e as esferas de Dandelin.

Se tomarmos um plano passando pelo eixo do cone e
perpendicular ao plano r, veremos que esses dois planos
cortam-se segundo a reta TAQ Tracando-se a circunfe-
réncia inscrita e a ex-inscrita ao triangulo A;SA, entre as
geratrizes do cone, estas tocarao m nos pontos F, e F,,
respectivamente As esferas estdo inscritas no cone e sdo
tangentes ao plano m nos pontos F; e ..

O contato da esfera de centro O com o cone € o circulo
que tem didmetro DD', cujo plano € perpendicular ao da
figura. Da mesma maneira, a esfera de centro O'tangencia
o cone em um circulo de didmetro EE' e cujo plano também
é perpendicular ao da figura.

Escolhendo um ponto P qualquer sobre a elipse, pode-
mos tracgar as retas 'F5F'1‘ e ‘PF; e a geratriz Sp que corta em
L e L' os paralelos DD' e EE. A medida do segmento PF, é
igual & de PL' como par de tangentes a uma esfera tracadas
do mesmo ponto. Pelo mesmo motivo, temos PF, = PL.

Assim:

PF, + PF, =PL + PL' = LU

Porém, LL' = DE, como porcdes de duas geratrizes
compreendidas entre dois planos perpendiculares ao eixo.
Portanto, para um ponto P qualquer da elipse, é valido o se-
guinte resultado:

PF, + PF, = DE

Em particular, se escolhermos o ponto P como A; ou

A,, teremos:

AF +AF, =DE - AF + AF, +FF =DE
AR + AR, =DE AR, + FF, + AR, =DE
= 2AF +FR =2AF +FR = AR =AFR

Em outras palavras, os pontos A; e A, sdo simétricos
emrelacdoaF, eF,.



Se estabelecermos que a medida DE ¢ igual a 2q,
coma € R, a> 0, teremos:
PF, + PF, =DE =2a=

= AF, + A\F, = DE = 2a= AF, + AF, + F,F, =
=20= AF, + AF, + FiF, =20 = AA, = 20

Desse modo, podemos gerar a seguinte definicao:

A elipse é o lugar geométrico dos pontos do plano
cuja soma das distancias a dois pontos fixos F, e F, do
mesmo plano é constante . Essa constante é represen-
tada por Za, coma € R, o = 0.

B

Os pontos F; e F, sdo chamados de focos, nome dado
por Kepler, que deriva do latim focus e pode significar
fogueira ou lareira, e A; e A, sdo denominados vértices
da elipse. Os focos pertencem ao segmento TAZ que
€ chamado de eixo maior ou eixo focal. A distancia F,F,
(distancia focal) € denominada 2c. O ponto médio O desse
eixo maior recebe o nome de centro da elipse e os focos
sdo simétricos em relagdo a esse centro. Os pontos B,
e B, da elipse que pertencem a perpendicular ao eixo,
que passa por O, sdo chamados de polos da elipse e
equidistam dos focos (estdo na mediatriz de ?Fz)‘ De-
nominamos WBz de eixo menor da elipse e dizemos que
ele tem medida 2b.

O ponto B; pertence a elipse. Logo:
B,F, =B,F, =2ceB,F, =B,F,=B,F, =B,F, =a
No tridangulo B,OF,, retangulo em O:
(B4F,)° = (B,0)’ + (OF,)’ = a” = b + ¢*
Essa equacao é chamada de relacdo fundamental da

elipse.

.- ~ C
Chamaremos de excentricidade a razdo e = =, com
a
0 < e < 1 para a elipse. Posteriormente, veremos outras
definicdes equivalentes de excentricidade.

Resumindo, temos:
Definicdo: PF, + PF, = 2a
Eixo maior: AjA, = 2a  Propriedade: a’ = b’ + c?

Distancia focal: F,F, = 2¢

Eixo menor: BB, = 2b

Excentricidade: e = E, O0<e <1
a

As equacdes cartesianas da elipse

Cologuemos, em um sistema cartesiano, uma elipse
de eixo maior com medida 2a, de modo que seu centro O
coincida com a origem do sistema e seu eixo maior esteja
contido no eixo Ox. Nesse sistema, as coordenadas dos
focos sdo Fy(—c, 0) e Fy(c, 0).

17}

P(x. y)

x¥

Fa(c, 0)

Sendo P(x, y) um ponto da elipse, temos:
PF, + PF, = 2a = PF, = 2a — PF,
Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado:
(PF,)? = 40” — 4a - (PF,) + (PF,)?
x—cf +y—0° =40 —4a- (PF) + (x + o + (y— 0
X* = 2cx + ¢ = 4a” — 4a- (PFy) + X + 2cx + ¢
4q - (PF,) = 40 + 4cx

2
p|:1:4i+4ﬂ
4a 4a
PF, =0+ Sx
a

Elevando de novo ao quadrado e lembrando que
b? = a® — ¢, temos:

2
PR =c’+2-a- Sx+ Sx2
a 02
2
x+c)? 4+ —07° =0+ 2cx + C—2x2

a
2
)<2+2c:x+c:2+y2=c:12+2cx+C—2x2
a
2 _ 2
a°—=c" 2, 2_ 2 2 ()
3 X“+y =a —c T
a =
2 &
b—2X2+y2=b2 &
a
2 2
X_+y_2:1 0)
a b

Desta forma, obtemos a equacdo reduzida da elipse.
Para rotacionar uma figura no plano cartesiano 90° em
torno da origem, podemos utilizar a seguinte transformacgao:

X Y) = (=Y. x)
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Além disso, sabemos que essa rotacdo leva uma elipse
de centro na origem e eixo maior em Ox para uma elipse de
centro na origem e eixo maior em Oy, como indicado abaixo.

y

(0, c)¢
Pix, )

Desse modo, a equagao dessa elipse é dada por:

2 A2 2 2 2

+#=1 - 52) +(2—)2=1 = y—2+2—2=1(ll)
a a

Se o centro O da elipse tiver coordenadas C(x,, ;) € os ei-

x0s da elipse se mantiverem paralelos aos eixos coordenados,

basta transladar as equacdes (1) e (Il), ou seja, realizar a subs-

tituicdo (x', /) por (x — xq, ¥ — ¥o), conforme a figura a seguir:

2

QM|><

y Y'ip
X #FX—Xgey #Y—Y,
y
y 2 "2
[ P
Yo a b
v =yl |, & =x)
| = 29 + S #1
] a b
b X
Xo X!
X

Assim, caso o eixo maior seja paralelo ao eixo Ox, a
equacdo da elipse é dada por:

Se desenvolvermos os quadrados nas equagdes
2 2 2 2
x —Xp) v =¥l b =¥ X —Xxp)
20 + 20 =Te 2 =+ 20 =1
a b a b
rearranjarmos seus termos, podemos escrevé-las da se-
guinte maneira:

e

AC+BF+Cx+Dy+E=0
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Essa equagado é chamada equacdo geral da elipse.
Como exemplo, observe:
K= L -2
4 3
= 32 —2x + N+ 42 —dy + 4 =12 =
= 3x2+4y’ —6x—16y +7=0

=1 =

Se o eixo focal da elipse ndo for paralelo aos eixos Ox
ou Oy, teremos uma equacao geral na forma:

A’ +By’ +Cxy+Dx+Ey+F=0

Para identificar se a elipse descrita pela equacgéo

2 2
(X_XG} +{y—y0)
M N
ao eixo Ox ou ao eixo Oy, basta comparar os de-
nominadores M e N, ja que a > b:se M > N, entéo

=1 tem eixo focal paralelo

a= vﬁ b= \./E e o eixo focal é paralelo ao eixo Ox; se

N>M, entdoa = \'ﬁ b= Jﬁ e 0 eixo focal é paralelo
ao eixo Qy;

A equacdo polar da elipse

Y
Pix. y)

Fi(=c, 0)| Fay(c,0) X

Raio vetor € um vetor que liga o foco da elipse a
qualquer ponto da propria elipse. Podemos calcular seu
comprimento em funcdo da abscissa de um ponto da elipse
associado a ele.

Na deducdo da equacgdo cartesiana da elipse, mos-
tramos que:

PF1=a+%x=a+ex

Como PF; + PF, = 2a, temos:
PF, =a — ex

Assim, o comprimento do raio vetor F’_F2 € uma funcdo
de x (abscissa de P). Portanto, PF, = r(x) = @ — ex.

Agora, podemos deduzir a equacao polar (ou trigono-
métrica) da elipse. Essa equagao relaciona o comprimento
do raio vetor ao angulo 6, que é o angulo formado pelo
raio vetor e o eixo focal, medido no sentido anti-horario.

y
R
r(x)
C 0




Da figura, x = ¢ + r(x) - cos8. Como rx) = a — ex, temos:
nx)=a—e-(c+rx -cosb)=
=>rMx)=a—e-c—e-rx)-cosb=
=rx)+e-rx)-cosb=a—ec=>

2 2 2
=>(1+e-cose)~r(x)=a—£~c=u=b—:>
a a a
b? 1
= S A N—
rx) a 1+e-cos6
2 1

A equacdo r(x) = é chamada equacdo

@ T+e-cos@
polar da elipse.

A area da elipse
A area da elipse de semieixos a e b € igual a:

Aelipse=’n" a-b

resolvidos

1. Determine a equacdo reduzida da elipse com centro
na origem e eixo focal paralelo ao eixo Ox, a = 5 e
b = 3. Determine também as coordenadas dos focos
e a excentricidade da elipse.

Resolugdo:
Sendo o centro da elipse o ponto O(0, 0), temos:
2 2 2 2 2 2
X 4 g X g XYy
a® b 52 3 25 9
Ainda:

?=p+c?=252=32+=c=4
Os focos sdo dados por Fy(—c, 0) = F(—4, 0) e F5(c, 0) =
=F,4,0).

2. Determine a equacdo reduzida e os focos da elipse
tangente ao eixo Ox, com centro em (3, 4) e excen-

V2

paralelo ao eixo Oy.

tricidade e = , sabendo que o eixo focal dela é

Resolucdo:
Como a elipse é tangente ao eixo Ox e tem centro em
(3, 4), temos a = 4. Assim:
e=S< = N2 _¢
2
2 2 2 2 2 5\

=+ = 2 =p+ (202 =

= b’ =16-8=8 = b=22
O eixo focal é paralelo ao eixo Qy. Entdo, a equacdo
reduzida da elipse é dada por:

-
= c=242

Q

U/_Yo}er(X_Xo)Z:]: b 4)2+ 2 =1 =
2

a b? 4?
)2

v—4
16 )

=

Os focos da elipse sao dados por Fy(xq, Yo — €) =

=F(3 4-2V2) e Klxp vo + )= F(3, 4 + 242).

3. Determine o centro e os focos da elipse dada por
4x° + 9y? + 24x — 36y + 36 = 0.

Resolucao:
Rearranjando os termos e completando os quadra-
dos, temos:

4x° + 9y° + 24x — 36y + 36 =0 =

= 4x° + 24x + 9y — 36y = —36 =

= 4x° + 6x) + 92 — 4y) = —36 =

SAC+2:3x+9+90°—2-2-y+4)=

=-36+4-94+9-4=4x+37+9y—2°"=36
Dividindo os dois lados por 36:

Ax+3” Oy -2 _36 | k+3° -2 _,

36 36 36 9 4
Essaequacdo caracterizaaelipse comcentroem(—3,2),

I - 7 r
a=3b=2ec=vya’ —b* =49 -4 =45
Osfocossaodados por F(x, — ¢, V) = /—‘1(*3 -5, 2)
e Fylxo + ¢ Vo) = F(=3+5,2).

4. Determine as equacdes das retas que passam por
P(8, 0) e sdo tangentes a elipse 16x° + 25y2 = 400.

Resolucao:

As as retas que passam por (8, O) tém equacdes ge-

rais dadas por:
y=—0=mx—8=mx—y—8m=0

As intersecdes entre a elipse e as retas sao solugdes

16x2 + 25y2 = 400 ()
Yy =mx —8m (I

do sistema

Substituindo (Il) em (1):
16x° + 25(mx — 8m)> = 400 =
= (25m? + 16)x> — 400m*x + 1600m? — 400 = 0
Uma reta é tangente a uma elipse quando tem apenas
um ponto de intersegao com ela. Logo:
A=0=

= (—400m?? — 4 - (25m° + 16) - (1600m” — 400) = 0 =

= 160 000m”* — 160 000m* + 62 400m* — 25 600 = 0 =

25600 16
ey 2 = = 2 = =
62400m 25600 m 62400 _ 39
116 4439
> m=+,|— =+
N3 -39

Assim, as retas que passam por P(8, 0) e sdo tangen-
tes a elipse tém equacdes dadas por:

_ 439 x—8ey= 4439 x — 8)

39 39

(L]
w
[
Z
w
"3
L
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A hipérbole

Seja w um plano que intercepta uma superficie conica
reta de dois ramos (clepsidra ou ampulheta). Sejam « 0 an-
gulo formado pelo eixo do cone e uma geratriz e B 0 angulo
formado pelo plano de corte e o0 eixo do cone. Se 3 < a, a
intersecdo do plano  com a superficie cdnica representa
uma curva aberta de dois ramos chamada hipérbole, como
mostra a figura.

Para B < a, temos uma hipérbole.

Observe agora a figura a seguir, que representa o pla-
no m, secante ao cone e a duas esferas inscritas no cone,
chamadas de esferas de Dandelin. Sejam F, e F, os pontos
de tangéncia de  com as esferas.

A hipérbole e as esferas de Dandelin.

Se tomarmos um plano passando pelo eixo do cone e
perpendicular ao plano , veremos que esses dois planos
cortam-se segundo a reta A;A,.
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Escolhendo um ponto P qualquer sobre a hipérbole,
podemos tragar os segmentos P_F1 e P_F2 tangentes as es-
feras. Da figura, temos que PF, — PF; = PG' — PG = GG' =
= BB' = constante, pois sdo tangentes as mesmas esferas
por um mesmo ponto.

De maneira analoga ao que foi feito para a elipse,
provamos que A;F, = A,F,. Além disso, A;B' = AF, e
A,B = A,F,, pois sdo pares de segmentos tangentes as
mesmas esferas. Dessa maneira:

BB'=AB'—AB=AF—AF =
= (A1Ax + AR — ARy = AA,

Portanto, se P € um ponto do ramo de cima da hipér-
bole da figura, temos:

PF, — PF, = AA,
Analogamente, se P € um ponto do ramo de baixo da
hipérbole, temos:
PF, — PF, = AA,
Resumindo as duas condicdes, se P € um ponto qual-
quer da hipérbole, entdo:
IPF, — PRyl = ALA,
Da mesma maneira que fizemos para a elipse, vamos

estudar a hipérbole como uma curva plana, identificando
e nomeando seus elementos.

Considere dois pontos F; e F; no plano cartesiano
cuja distdncia entre eles seja 2¢. Uma hipérbole € o lugar
geomeétrico dos pontos P(x, y) cuja diferenga (em madulo)
das distancias a esses pontos fixos € constante e vale
2a (com2a < 2c).

Em simbolos:

|PF, — PR| = 20

A figura a seguir representa uma hipérbole cujos fo-
cos sdo F4(c, 0) e F5(—c, 0). O centro da hipérbole é ponto

médio do segmento F1_F2, que, na figura, € o ponto O(O, 0).

Y

Fic0) |A

B,(-b, 0)

Areta iﬂF"z intersecta a hipérbole nos pontos A, e A,.
O segmento A;A, é denominado eixo real da hipérbole.
Das propriedades da hipérbole, resulta que A}A, = 2a,
pois, como A, pertence a hipérbole, temos:

AR, = AR =20= (AA, + AF) — AR =2a0=
= AA, =2a

Considere agora uma reta perpendicular ao eixo maior

pelo centro da hipérbole. Sobre essa reta, sejam B, e B, os



pontos cujas distancias a A; e A, sejam iguais a c. O seg-
mento BB, é denominado eixo imaginario da hipérbole.
A medida do eixo imaginario € BB, = 2b.

Os pontos O, B, e A, formam um triangulo retangulo
com catetos de medidas a e b e hipotenusa de medida c.
Assim:

c?=a’+b°

Essa equacdo é denominada relacdo fundamental da

hipérbole.

o ~ c
Chamamos de excentricidade a razdo e = —. Para a
a

hipérbole, temos sempre e > 1. Assim, quanto mais proximo
de 1 for o valor da excentricidade, menor serd a abertura
dos ramos da hipérbole (a hipérbole fica mais “fechada”).
Por outro lado, quanto maior for o valor da excentricidade,
maior serd a abertura dos ramos da hipérbole (a hipérbole
fica mais “aberta”).

O retangulo cujos pontos médios dos lados sdo Ay,
B,, A, e B, esta relacionado a geometria da hipérbole.
As retas que contém as diagonais do retangulo tém com-
portamento assintético em relacdo a hipérbole, sendo,
por isso, denominadas assintotas. Quando tomamos pon-
tos mais afastados da hipérbole, a distancia entre esses
pontos e as assintotas diminui. No entanto, é importante
perceber que essa distancia nunca sera zero.

Resumindo, temos:

A hipérbole e seus elementos.
Definicdo: IPF, — PF,I = 2a
Distancia focal: F,F, = 2¢
Eixo real: AJA, = 2a
Propriedade: 2 =a%+b?
Eixo imaginario: BB, = 2b

Excentricidade: e = E, e > 1
a

As equacoes cartesianas da hipérbole

Considere uma hipérbole com centro O na origem
e F, e F, no eixo Ox, cujas coordenadas sdo Fy(c, 0) e
F,(—c, 0). Assim, tomando um ponto genérico pertencen-
te a hipérbole, podemos usar a definicdo:
IPF, — PF,l = 2a
PF, — PF, = £2a = PF, = PF, £ 2a

Elevando os dois lados ao quadrado, temos:
(PF,)> = (PF\? £ 4 - a - (PF,) + 4’
K+ +ly—0°=Kk—c +ly—07+4-a-(PF)
+ 4a°
X+ 2ex+c?=x*—2cx+c?+4-a- (PF,) + 407
+4-a-(PF) = 4a0® — 4cx

2
PF = 40 _ 4cx
t4a +4a
PF =+a+ Sx
a

Elevando de novo ao quadrado, e lembrando que
b? = c? — & temos:
2
PR =a’-2-a- Sx+ &2
a 02
2 2 2 c?
x—c+lw—-07=a —2cx+—2x
a
2 2 2 2 C2 2
x*—2cx+tc”+y =0 —2cx + —X

a
2
C
C2_02:[_2_1 2_y2
a
2

2
c”—a
c2—02=[ . ]Xz_yz

a
P2 = ixz 2
5 y
a
Xyt 1
a® b’
2 Ve
A equacdo — 5 = 1 é chamada de equacgdo re-
a b

duzida da hipérbole.

Para obter as equacdes da hipérbole com centro na
origem e focos no eixo y, basta trocar x por y e y por —x,
como fizemos para a elipse.

yi

™
w
[
4
L
@
L

Assim, obtemos a equacao:
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Equacgbes da hipérbole com centro fora da origem e
eixo focal paralelo ao eixo Ox:

yd

Yol=-@==== === m == e .-

Hipérbole centrada em (xy, y;) € eixo focal paralelo ao eixo Ox.

Assim, a equacdo da hipérbole torna-se:

X =x) l —yh

a? b?

=1

Equacgdes da hipérbole com centro fora da origem e
eixo paralelo ao eixo Oy:
2

(yiyo)2 _

a? b?

x —x

Quando a = b, dizemos que a hipérbole é equilatera.

Nesse caso, temos = +bp>=2d% = c= O\/E, ea

As assintotas da hipérbole

Um resultado do célculo diferencial € que uma assintota
obliqua em relacdo a uma curva possui coeficiente angular
dado por:

m = lim Y
X —> 00 X

Para a hipérbole centrada na origem de equacao

2 2 2
——y—=1,temosy=ib X——1=J_r9x 1—Z
a®  b° \ o2 a\ X

2
i[—)X 1 —uy
y a x’

Assim,m= I|m = = |m ————— =%
X —> X X —> 0 X

x

Q |o

As assintotas passam pela origem e tém equacgdes:

_ b _ b
y=——xey=—=x
a a
As assintotas a uma hipérbole na forma candnica sdo
as diagonais do retangulo com lados de medidas iguais
ao eixo real e ao eixo imaginario da hipérbole, conforme
a figura a seguir:
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Assintotas da hipérbole que se encontra centrada na origem.

Se a hipérbole esta centrada em (x,, y,), as equacdes
das assintotas sdo dadas por:

Y=Y, = il_j(x — X,) = hipérbole com eixo real
a
paralelo ao eixo Ox
Y=Y, = i%(X — XO) — hipérbole com eixo real

paralelo ao eixo Oy

Para hipérboles equilateras (b = a) centradas na
origem, temos as assintotas y = + x (bissetrizes dos qua-
drantes). Assim, uma hipérbole equildtera centrada na
origem, quando rotacionada em 45° em relacdo ao eixo
Ox, assume uma equacao cartesiana na forma x - y = k.
Se transladarmos seu centro, teremos equagdes na forma

y=m-+ ,comn # 0.

X=p
O dominio e a imagem dessas fun¢des informam as
posicdes das assintotas da hipérbole. Portanto, sendo
D=x€RIx=plelm={y€RI|y=m} cada funcdo
desse tipo admite um dos seguintes graficos:

yi ? y i
I I
: n>0 : n<0

I 1
] ]

I o I y=m
e T y=m T
™\ :

SR I

x=p x=p|

A equacado polar da hipérbole
De maneira analoga ao que fizemos para a elipse,

podemos demonstrar que as equacdes dos raios vetores
2
da hipérbole sdo dadas por r(x) = — - 1
a 1—e-cosH
2
r'x) = £, !

-—————————come > 1.
a 1+ e-cos6

y

Forma polar da hipérbole.



resolvidos

5. Determine os elementos da hipérbole de equacdo

2 2
X~ =1,

16 9

Resolucao:

Eixo real: paralelo ao eixo Ox

Centro: C(0, 0)

Semieixo real: a®> =16 = a = 4

Semieixo imaginério: b> =9 =b =3

Semidistancia focal: ¢* = @®> + b> =16 + 9 = 25 =

=c=5
Focos: Fy(c, 0) = F(5, 0) e F5(—c, 0) = F,(—5, 0)
Excentricidade: e = c_o 1,25
a 4
. ) .3
Assintotas: y = +—x = y =+=Xx
a 4

6. Determzine 0s elementos da hipérbole de equacdo
V-8 —x =10 =1
9
Resolucdo:
Eixo real: paralelo ao eixo Oy
Centro: C(1, 8)
Semieixo real: ° = 9= a =3
Semieixo imaginario: b> = 1= b =1
Semidistancia focal: ¢ =a® + b> =9+ 1=10 =

= ¢ =410
Focos:
Fiixg vy +0)=F (18 +10) e Aylxy, vy — €)=
=F (1, 8 -0)
Excentricidade: e = ¢ _ N0
a 3
Assintotas: y — y, = i%(xfxo) = y—8=4%3Kx—1

A parabola

Quando o plano m que corta a superficie conica for
paralelo a uma das geratrizes do cone (ou seja, quando 0s
angulos « e B forem iguais), a intersecdo do plano e do
cone serd uma curva aberta conhecida como parabola.

| eixo

Na figura a seguir, o plano de corte m encontra o
plano da circunferéncia de tangéncia da esfera com a
superficie cbnica na reta D—E que chamaremos de reta
diretriz da parabola. A esfera tangente ao cone toca o
plano mem F,,.

A parébola, a esfera de Dandelin e a reta diretriz.

Na figura, P € um ponto qualquer da parébola. Tra-
cam-se, entao, a reta FE e a geratriz SP, que cortaem G o
paralelo BC da superficie do cone. Assim, temos PF, = PG
como tangentes a uma esfera pelo mesmo ponto P.

Do mesmo modo, PG = BR, pois sao geratrizes do
mesmo tronco de cone. Os triangulos A,NR e A,BD sdo se-
melhantes ao triangulo SLL; portanto, ambos sao isésceles
e semelhantes entre si. Concluimos, entdo, que ND = BR
e, consequentemente, PF, = ND. Finalmente, no retangulo
PNDE, temos ND = PE e PF, = PE.

Essa propriedade define a parédbola como o lugar geo-
métrico dos pontos que equidistam de um foco (F,) e de
uma reta diretriz (DE). Assim, temos a seguinte definicao:

Considere no plano cartesiano um ponto fixo F e
uma reta d. A parabola é o conjunto de pontos do pla-
no que equidistam de F e d. O ponto F & denominado
foco da pardbola e a reta d € denominada diretriz da
parabola. Em simbolos:

dP, F) = dp 4

|
I
I
I
I
F
I
|
I
I
|
I

d

Na figura, a distancia p entre o foco e a reta diretriz
é chamada de parametro da pardbola, e o ponto mé-
dio V do menor segmento que une o foco da parabola
a sua reta diretriz € chamado de vértice da pardbola.

(L]
w
[
Z
w
"3
L
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Nesse caso, dado que o vértice pertence a pardbola, temos:

dv.p=d, =2
' 2
As parabolas sdo curvas geométricas abertas dotadas
de apenas um eixo de simetria. Este, por sua vez, € uma
reta perpendicular a diretriz da pardbola e que passa pelo
seu foco.

Eixo de simetria

Pardbola

Diretriz

A parébola e o eixo de simetria.

Se definirmos a excentricidade e como a razdo entre
as distancias de um ponto ao foco e desse ponto a diretriz,
temos, para parabolas, que e = 1.

Equacdes cartesianas da parabola

Vamos, inicialmente, deduzir a equagao de uma para-
bola com vértice na origem e diretriz paralela ao eixo Ox,
conforme figura a seguir:

= X

N | T

Nesse caso, o foco é F(O,g e a equacdo da reta
diretrizé y = —%. Tomando um ponto genérico P(x, y) per-

tencente a parabola, temos:
dp, = d(P,F)

‘y+§‘—\f< —0>2+[y—

Elevando os dois lados ao quadrado:

;

N [T

P’ p’
Vet e =yt T S
= 2py =22 = y=—=x2

2p

196 MATEMATICA = Capitulo 10 = Coénicas

Do mesmo modo, podemos deduzir a equacdo da
parabola de vértice na origem e concavidade para baixo,
obtendo:

1 2

= —=—=X
Y=

Nos dois casos, a equagao assume a forma y = ax?,

1 P .
coma = ig. Se a > 0, a concavidade da parabola estara

voltada para cima; se g < 0, a concavidade da pardbola
estard voltada para baixo.

Parabola com vértice na origem e diretriz vertical

rey
v - X
P ffo 2
2 2

Rotacionando a pardbola em 90° no sentido horério, o
que significa trocar y por x e x por —y ha equacdo anterior,
obtemos:

1 2
X = —=
2py
Se a concavidade for voltada para a esquerda, teremos:
1 2
X = ——
2,oy

Essas equacdes sdo da forma x = ayz.

Equacdes da parabola com centro fora da origem e
diretriz horizontal

Seja o vértice V de coordenadas (xy, y4,). A parédbo-
la com vértice na origem e concavidade para cima tem



equagao y = Zixz‘ Fazendo a mudanca de variavel (trans-
p
lacdo), X' = x — xy ey =y — y, temos:

1 2
(y_y\/):Z(X_X\/) (l)
Se a concavidade da parabola for voltada para baixo,
teremos:

(v = yu) = —%(x — 52 ()

As equacdes (l) e (), chamadas canénicas, podem
ser colocadas na forma y = ax? + bx + c. Para isso,
desenvolvendo (I):

—s 2
v —y)= %(X —Xxy) =
U - DU I SV
Vv 2p 2p Vv 2p Vv
Fazendoa = i, temos:
2p
y=ax’ - 2axyx + ox\z/ + W
Dessa maneira: a = 2L b=-—-2axyec= ax\z, + .
p
Isolando xy, e yy, temos:
 __b
v 2a
) 2
Yy —c—oxv—c—o(—%J =
Ly o—o_ b _dac-bp®
v 4q 4q
Ly = A
Yv 4a
A . i 1 1
O parametrop é dadopor.a= — = p= —.
2p 2a

Vértice fora da origem e diretriz vertical

y r

Considere agora uma parabola cujo vértice é o ponto
V(xy, yy) € cuja diretriz € uma reta vertical.

Quando a pardbola tem a concavidade voltada para a
direita, sua equacao é:

1
e e 2k

Quando a pardbola tem a concavidade voltada para a
esquerda, sua equacdo é:

x—x,)=—=—W -y,

Essas equacbes podem ser escritas na forma
X = (Jy2 + by + ¢, que é especialmente Util nos proble-
mas em que ja se conhece a equacdo da parabola e, a
partir dela, deseja-se obter seus elementos. Nesse caso,
as coordenadas do vértice da parabola sdo:

A

X, = ——
v 4a = \/(_A, _b

v, = _b 4a’  2a
v 2a

A parabola como funcdo do 2° grau

Quando a parabola tem diretriz paralela ao eixo Ox
(eixo de simetria paralelo a Qy), sua equagdo assume a
formay = ax’ +bx+ce pode ser interpretada como uma
funcdo de dominio e contradominio real.

Como vimos no capitulo sobre fun¢des do 22 grau, se
a parabola tiver raizes reais x; e x,, ela pode ser expressa
da seguinte maneira:

Yy =ax — x;)X — Xxy)

resolvidos

7. Determine a equacdo da pardbola com foco no ponto
F(O, 6) e diretriz no eixo Ox.
Resolucao:

Seja P(x, y) um ponto da parabola de diretriz d. Pela
definicdo de parabola, temos:

dy g =dP.F) = y = 0=l — 07 +(y — 6)

y2:x2+y2712y+36:>
:>12y:x2+36:>y:%x2+3

8. Identifique os elementos da pardbola de equacdo
8x = y2 + 8.
Resolucao:

Temos:8x =y +8 = x = éy2+1.

A pardbolatem eixo de simetria paralelo ao eixo Ox e con-

cavidade voltada para a direita, comL =1 = p=4
2p 8
O vértice é dado por:
1
0°—4-— -1

V[—A, _b oy - 8

. 4a  2a 4.1

8

O foco é dado por: F[xv + ’; Yy ]
= F(3,0)

A diretriz € dada por: x = x,, —

N o
U
N
I
\
NTEN
U

= x =—1

FRENTE 3
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Excentricidade e diretrizes das conicas

No estudo da parabola, hd uma reta chamada diretriz.
A seguir, veremos que, de maneira similar, também pode-
mos definir diretrizes para a hipérbole e a elipse.

Assim, sejam a superficie conica, um plano w secante a
superficie conica e uma esfera tangente ao cone e ao ™ no
ponto F (esfera de Dandelin). Como vimos anteriormente,
F é um foco da cbnica determinada pela intersecdo de
com O cone.

Seja o plano 6 que contém a circunferéncia de tangén-
cia da esfera e do cone. A reta d, intersecdo de e 6 sera
denominada diretriz da conica.

Uma conica e sua diretriz.

De acordo com a figura apresentada, seja P um ponto da
cobnica, PV uma geratriz do cone, P’ a projecdo ortogonal
de P sobre d e Q a projecdo ortogonal de P sobre 6.

Como a reta t que contém QP é paralela ao eixo do
cone, temos que med(Qlf’R) = a(alternos internos). No trian-

PQ
cosa.’

gulo QPR, temos que PR =

Q R
a

/

P

Como PR = PF, temos que PR é igual a distancia de P

= d(P, F).

ao foco, ou seja:
cosa

De novo, como a reta t, que contém QP, é paralela ao eixo

do cone, temos med(leP‘)zﬁ (dngulo de inclinagdo de

em relagao ao eixo do cone). No triangulo QPP PP' = ﬂ.
cosP
Q P
]

/

P
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Como PP' representa a distancia do ponto P a diretriz

d, temos: CP—O =0pg-

osfP
PQ_
Assim: d(P.F) _ cosa _ cosP .
by  _PQ  cosa
cosP

Os angulos a e B s6 dependem da superficie conica
escolhida e do plano secante ar. Assim, para uma dada coni-

~_ dP,F cosP .
ca, arazao dP.F) = —B é constante. Chamaremos essa
b 4 coso.
N L ) dP, F Ccos
razdo de excentricidade e, ou seja, e = (P.F) = —B .
by cosa

Decorre dessa discussao que as conicas também podem
ser definidas como os lugares geométricos do plano cuja
razdo entre as distancias de seus pontos a um ponto fixo e
a uma reta fixa € uma constante.

Para a elipse: o < f = cosa > cosp =
cos
= e= cosp <1
coso
Para a pardbola: a=p = cosa = cosp =
cos
= e= B _ .
coso.
Para a hipérbole: o > B = cosa < cosf =
CosS
_cosB oy
coso

A seguir, veremos que essa definicao de excentricidade
é equivalente as definicdes apresentadas anteriormente
neste capitulo.

Para a elipse, seja d a distdncia do centro da elipse a
uma das diretrizes.

Para o vértice A, temos:
dALF)

— L1 =e

d(As, Dy)

a—cC

m=e =>a—c=e(d-—a) ()



Para o vértice A,, temos:
dAR) _

diA,D,)
Fazendo (Il) = (I):
@+tco)—(l@—¢c=eld+a—ed—-a =
c

= 2c = 2ea :>e=5

a-+c
d+a

=e =>atc=e(d+a ()

Fazendo (I) + (II):
@—c)+(@+c)=ed—a)+ed+a =
= 20=2ed = e=2
d

Essas duas Ultimas relagdes sdo as usuais para a ex-
centricidade.

Procedendo de maneira similar para a hipérbole,
chegamos aos mesmos resultados. Para a pardbola, a ex-
centricidade é sempre 1, e ndo se definem os parametros
a, b e ¢, pois ela ndo possui centro.

. pe ~
Graficos de relacoes de duas
variaveis

No capitulo 8, estudamos as equacdes de retas e verifica-
mos que toda equacdo da forma ax + by + ¢ =0,coma,be
C reais e com @ ou b ndo nulos, representa uma reta no plano
cartesiano, ou seja, os pontos que satisfazem essa equagao,
se representados em um plano cartesiano, formam uma reta.

Vimos também outras equagdes, como as que repre-
sentam circunferéncias e conicas.

Agora, estudaremos o caso das inequagdes com até duas
varidveis. Vamos comegar com as inequacdes do 12 grau.

Lei da tricotomia

Seja x um nimero real. Uma, e apenas uma, das afirmacées a sequir
e verdadeira:

. x=0 Hose ==l Il x<<0

Inequacdes da forma ax + by + ¢ > 0 ou
ax +by+c<0

Observe o teorema:
Dada uma equacdo de reta r: ax + by + ¢ = 0, verifi-
ca-se que, para todo par (xg, yo), se:
* axyt by, + c=0,entdo o ponto (x,, ) pertence a reta.
* axy t by, + ¢ >0, entdo o ponto (x,, y) pertence a
um dos semiplanos determinados pela reta.
*  axgt+ by, + c <0, entdo o ponto (xq, yo) pertence ao
outro semiplano determinado pela reta.

Diante disso, podemos adotar o seguinte método pra-
tico para resolver inequacdes do tipo ax + by + ¢ > 0 ou
ax + by +c<O:

a) Construimos o gréafico daretaax + by + ¢ = 0.

b) Tomamos um ponto externo a reta, substituimos suas
coordenadas na expressdo ax + by + c e verificamos
se tal expressao é positiva ou negativa (ou seja, se
satisfaz a inequacdo ou ndo).

c) Caso o ponto satisfaca a inequacado, dizemos que o
semiplano que o contém é a solucdo da inequacao;

caso ndo satisfaca, dizemos que é o semiplano opos-
to a solucdo da inequacdo. Tal solucdo pode ser
representada graficamente.

resolvidos

9. Resolva a inequagdo 2x —y + 4 > 0.

Resolucao:

a) Primeiro, construimos o graficode 2x —y + 4 = 0O:
2x—y+4=0=>2x—y=—4 =

2x )/_—_4

= = — = X 4+ Yoy

—4  —4 -4 -2 4
y
4
-2 X

b) Note que a origem (0, O) ndo pertence a reta, mas
vamos trabalhar com ela. Assim, substituindo a
origem na expressdo, temos 2 -0 — 0 + 4 = 4.

c) Como 4 > 0, podemos concluir que esse ponto
(a origem) pertence a solucao, pois a inequacao é
satisfeita. Logo, a solucdo serd representada pela
seguinte regido:

Yi
[
r
4
[
[
!/
&
.
L]
F. X
/
&8
!
£
i

Note que a reta esta tracejada, pois seus pontos nao
pertencem a solucao.

10. Resolva ainequacdo 3x +y — 6 = 0.

Resolucao:

a) Primeiro, construimos o gréficode 3x +y — 6 = 0O:
3X+y—-6=0=3x+y=6 =

- X,y _65

6 6

y

)

+ ¥ =

= £ 4
2 6

b) Note que a origem (0, O) ndo pertence a reta.
Substituindo a origem na expressado, temos 3 - 0 +
+0—-6=—6.

™
w
[
4
L
@
L
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c) Como —6 < O, podemos concluir que esse ponto
(a origem) ndo pertence a solucdo, pois a inequacdo
ndo é satisfeita. Logo, a solucdo sera representada
pela seguinte regido:

Note agora que a reta ndo estd mais tracejada, pois
seus pontos pertencem a solugdo, uma vez que a ex-
pressdo também pode serigual a O.

Outras inequacdes com duas variaveis

Dada uma inequacdo com duas variaveis, devemos
adotar o seguinte método geral:

a) Construimos o grafico da equacao obtida, consideran-
do a desigualdade como uma igualdade.

b) Tomamos um ponto ndo pertencente a curva obtida
em uma das regides do plano definidas pelo grafico,
substituimos suas coordenadas na inequacao e verifi-
camos se ela é satisfeita ou ndo.

c) Caso o ponto satisfaca a inequacdo, dizemos que a
regido que o contém é a solucao da inequagao; caso
ndo satisfaca, dizemos que a regido que o contém nao
€ a solucdo da inequacgao. As solugdes de inequacdes
desse tipo podem ser representadas graficamente.

resolvidos

11. Resolva a inequacdo x> + y° — 2x + 4y — 4 = 0.

Resolucdo:

a) Primeiro, construimos o gréafico de X+ y2 — 2x +
+4y—4=0
X4y —2x+4y—4=0=
S -2+ 1+ +ax+4=4+1+4=

Sx-1P+y+2°=3

Assim, temos uma circunferéncia de centro (1, —2) e
raio 3.

y

b) Note que a origem (0, O) pertence a regiao interna
da circunferéncia. Substituindo a origem na ex-
pressdo, temos: 0°+0%2-2-0+4-0—4=—4.
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c) Como —4 <0, podemos concluir gue esse ponto
(a origem) nao pertence a solucdo, pois a inequa-
cao ndo é satisfeita. Logo, a solugao serd a regido
externa a circunferéncia.

¥

=24

12. Resolva a inequacdo X2 —2x — y—8=0.

Resolucgdo:

a) Primeiro, construimos o grafico dex? — 2x —y—8=
=0=>y=x"-2x—8.
Assim, sdo pontos da parabola: (=2, 0), (4, 0), (0, —8)
e o vertice (1, —9).

y

-2 0

-8
—94

b) Note que a origem (O, O) pertence a regido “in-
terna” da pardbola. Substituindo a origem na
expressdo, temos: 0°-2-0-0-8=-8.

c) Como —8 < O, podemos concluir que esse ponto
(a origem) pertence a solugdo, pois a inequacdo é
satisfeita, uma vez que 0°-2-0-0-8=< 0.
Logo, a solucdo sera a regido “interna” da parabola.

¥

-2 0

-8
—94




Sistemas de inequacdes com duas variaveis

Em sistemas de inequagdes com duas varidveis, devemos aplicar o mesmo método que utilizamos anteriormente.
Assim, basta resolver as inequacdes do sistema separadamente e, em seguida, verificar qual a interse¢do das regides
encontradas como solugdes. A solugao do sistema serd a que for comum a todas as inequacdes.

resolvido

X’ =2x—y—-8<0

13. Resolvaosistemadeinequacées .
3x+y—4=0

Resolucgdo:

Resolvendo a 1® inequacdo, apresentada no exercicio
resolvido 12, obtemos:

¥

-2 0

Resolvendo a 22 inequacdo, obtemos:

X+y—4=0=3x+y=4=
3x y 4 X y _
= 2L oy oo
4 4 4 4 4 1

3

Em seguida, determinamos os pontos de intersecao
entre a reta e a parabola, resolvendo o sistema:

X2—2x—y— 8=0
X +y—4=0

Somando as duas equacdes, obtemos X+ x—12=0,
concluindo, assim, que x = 3 ou x = —4. Substituindo
cada valor de x na equacdo da reta, obtemos, para
x =3,y =—5,e parax = —4,y =16.Logo, os pontos
de intersec¢do sao (3, —5) e (—4, 16). Com isso, pode-
mos construir o grafico com a solugdo do sistema.

(L]
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1. UFPE Considere dois pontos distintos A e B de um plano. O lugar geométrico dos pontos P deste plano tal que a
soma das distancias de P aos pontos A e B é constante, € uma curva denominada:
a) circunferéncia
b) parabola
c) hipérbole
d) elipse
e) reta

2. PUC-Campinas (Adapt.)

Visoes do multimundo

Agora que assinei a TV a cabo, pressionado pelos filhos adolescentes (e pela curiosidade minha, que ndo lhes confessei),
posso “ampliar o mundo sem sair da poltrona”. Foi mais ou menos isso o que me disse, em tom triunfal, a prestativa atendente
da empresa, com aquela vozinha treinada que imita a perfeicdo uma secretaria eletronica. Nao é maravilhoso vocé apren-
der a fazer um suflé de tubérculos tropicais ou empadinhas e em seguida saltar para um documentério sobre o tribunal de
Nuremberg? Se Copérnico (ou foi Galileu?) estivesse vivo, reformularia sua tese: o sol e a terra giram em torno da TV a cabo.

Aprendo num programa que elipses e hipérboles (além de serem figuras de linguagem) tém a ver com equagdes redu-
zidas... Num outro me garante um economista que o nacionalismo é uma aberracao no mundo globalizado (serd que isso
vale também para as nac¢des do Primeiro Mundo?). Tenho que ir mais devagar com este controle remoto (que, alids, nunca
saberei exatamente como funciona: nem fio tem!).

[...]

(Candido de Castro, inédito)

2 2
O autor do texto aprendeu que elipses e hipérboles tém equacdes reduzidas. A expressao [1)(()—0) + ()3/_6] =1¢éa

equacdo reduzida de uma elipse de
a) excentricidade %

b) distancia focal 16.

c) eixo menorigual a 6.

d) eixo maiorigual a 10.
e) centro no ponto (5, 6).
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2 2
Unirio A area do triangulo PF,F,, em que P(2, —8) e F, e F, sdo os focos da elipse de equacdo ;—5 + L = 1, éigual a:

a) 8 9
b) 16
o 20
d) 32
) 64

UnB-DF O cometa Halley tem uma drbita eliptica com eixo maior e eixo menor iguais a 540 - 107 km e 140 - 10" km, res-

pectivamente. Sabendo que o Sol esta em um dos focos da elipse, calcule o valor F em que d € a menor distancia
1

entre o Sol e o cometa, medida em quildmetros. Desconsidere a parte fracionaria de seu resultado, caso exista.
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5. A curva destacada a seguir € uma das curvas conhecidas como conicas.

Essa curva tem vérias aplicagcdes praticas, como o uso em arcos arquiteténicos, presentes na Catedral de Brasilia, no
Planetario de Saint Louis, nas torres de refrigeracao de usinas nucleares, entre outros.

F.M. Munes/Shutterstack.com
Joseph Sohm/Shutterstock.com
DanielPrudek/iStockphoto.com

Catedral de Brasilia, Planetério de Saint Louis, Torres de refrigeracdo de
Distrito Federal. Estados Unidos. usina nuclear.

A curva mencionada é uma:

a) parabola, lugar geométrico dos pontos que equidistam de um foco e uma reta.

b) hipérbole, lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das distancias em relagdo aos focos fixos é constante.
c) hipérbole, lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias em relagdo aos focos fixos é constante.

d) elipse, lugar geométrico dos pontos cuja diferenca das distéancias em relagdo aos dois focos fixos é constante.
e) elipse, lugar geométrico dos pontos cuja soma das distancias em relagdo aos dois focos fixos é constante.
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6. Uma hipérbole tem centro na origem, eixo imaginario medindo 10, focos no eixo Oy e excentricidade g. Determine

sua equacdo reduzida.

7. Uma hipérbole de eixo real horizontal e centro C(9, 7) tem eixo imaginario medindo 2b = 4 e eixo real medindo 2a = 8.
Obtenha:
a) aequacdo reduzida da hipérbole.
b) as equacdes das assintotas da hipérbole.

™
w
[
Z
L
@
(18

205



8. UFF Na parede retangular de um paldcio renascentista, hd um vitral circular e, acima dele, na mesma parede, uma
estreita faixa reta, conforme a figura

faixa

®7*m

Essa parede foi ornamentada com um elemento decorativo em forma de uma curva, que tem a seguinte caracteristi-
ca: cada ponto da curva esta situado a igual distdncia do centro do vitral e da faixa. Pode-se afirmar que o elemento
decorativo tem a forma de um arco:

a) de elipse.

b) de hipérbole.

c) de parabola.

d) de circunferéncia.

e) de senoide.

9. Considere uma parabola cujo foco é F(4, 4) e cuja reta diretriz é r: x = —3. Determine:
a) aequacdo da paradbola.
b) o vértice V.
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10. Considere uma parabola de equacdo y = 2x° — 8x + 6. Determine:
a) as coordenadas do vértice.
b) as coordenadas do foco.
c) aequacdao da diretriz.
d) equacdo do eixo.

11. Resolva a inequagao 2x + y — 5 < 0.

12. Resolva a inequacdo (x — 2)° + [y + 1) < 4.
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13. Resolva a inequacdo x — y> = 0.

A nova tela de televisao Super Widescreen exibe as
imagens em formato 21:9, mas também apresenta, no
menu de opc¢des, os formatos de tela tradicionais 16:9
e 4:3. Quando a regulagem do formato de tela é alte-
rada, a imagem do televisor é dilatada nas direcdes
horizontal e vertical de maneira independente, de
acordo com a proporc¢do do novo formato.

Como atualmente ha poucas transmissdes de filmes
no formato Super Widescreen, os aparelhos costu-
mam ser assistidos com adapta¢cdes em formato que
inutiliza parte da tela do televisor, como mostram as
figuras a seguir:

Se 0 descanso da tela de um televisor como esse
mostra uma circunferéncia quando esta regulada no
formato 4:3, entdo, quando for regulada no formato
16:9 essa tela mostrara

a) uma circunferéncia maior.

b) uma circunferéncia menor.

c) uma elipse com o eixo maior na horizontal.

d) uma elipse com o eixo maior na vertical.

e) uma hipérbole.
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Um fabricante de utensilios feitos de aco inoxidavel
quer langar no mercado bandejas elipticas que serdo
recortadas de chapas retangulares de acordo com o
seguinte esquema:

Para estimar a quantidade de metal dispensado em
cada corte, o fabricante calculou a area da elipse
segundo a expressdo - a+b,emque ae brepresen-
tam, respectivamente, a maior e a menor distancia
do centro da elipse até um de seus pontos. Entdo,
observando que tanto a elipse quanto o retangulo
do esquema tém os mesmos eixos de simetria, o fa-
bricante calculou a diferenca entre a drea da chapa
retangular e a drea da bandeja eliptica, depois substi-
tuiu  por 3,14 em seu resultado. Dessa forma, se ele
efetuou seus calculos corretamente, deve ter concluido
que a quantidade de metal dispensado em cada corte
representa apenas

a) 21,5% da area da chapa retangular.

b) 12,5% da area da chapa retangular.

c) 32,5% da drea da chapa retangular.

d) 6,25% da drea da chapa retangular.

e) 1,25% da area da chapa retangular.



O astrbnomo e mateméatico Johannes Kepler descobriu
que as oOrbitas dos planetas em torno do Sol sdo elipti-
cas e tém o Sol em um de seus focos. As elipses podem
ser desenhadas em tdbuas de madeira usando-se dois
pregos e um barbante, como mostra a ilustragao:

Nessas condicdes, os pontos onde os pregos foram fi-
xados determinam os focos da elipse. A excentricidade
de uma elipse pode ser calculada dividindo-se a dis-
tancia entre os pregos e o comprimento do barbante.
A tabela a seguir apresenta as excentricidades das
orbitas dos planetas do Sistema Solar.

Excentricidade da érbita de planetas
do Sistema Solar

Mercirio Vénus Terra Marte
02 0,07 002 008

Jupiter Saturno Urano Netuno
0,05 006 005 0,009

Fonte: www.sbfisica.org.br/fne/Vol4/Num2/v4n2a06.pdf.

Quando o formato de uma elipse esta préoximo do
formato de uma circunferéncia, dizemos tratar-se de
uma elipse arredondada; caso contrario, € uma elipse
alongada.

Entdo, de acordo com a tabela, no nosso Sistema So-
lar, o planeta que tem a orbita mais arredondada e o
que tem a érbita mais alongada sdo, respectivamente:
a) Saturno e Marte. d) Netuno e Mercdrio.
b) Urano e Marte. e) Netuno e Terra.

c) Vénus e Jupiter.

Unesp 2014 A figu- yvi
ra mostra um plano
cartesiano no qual foi
tracada uma elipse com
eixos paralelos aos eixos
coordenados.
Valendo-se das infor-
macOes contidas nesta
representacdo, determi-
ne a equacdo reduzida
da elipse.

Unesp A figura mostra a representacdo de algumas
das ruas de nossas cidades. Essas ruas possuem cal-
cadas de 1,5 m de largura, separadas por uma pista de
7 m de largura. Vamos admitir que:

I. os postes de iluminacdo projetam sobre a rua
uma area iluminada na forma de uma elipse de
excentricidade 0,943;

Il. o centro dessa elipse encontra-se verticalmente
abaixo da ldmpada, no meio da rua;

lll. o eixo menor da elipse, perpendicular a calcada,
tem exatamente a largura da rua (calcadas e pista).

Se desejarmos que as elipses de luz se tangenciem

nas extremidades dos eixos maiores, a distancia,

em metros, entre dois postes consecutivos devera
ser de aproximadamente:

0,943% = 0,889 e /0,111 = 0,333

e) 15

UEG-GO 2021 A elipse com focos F(0, —3) e F5(0, 3)
e comprimento do eixo menor igual a 2 tem equagao
igual a

a) X2+y—=1

10
3y°
b) x2 -2 —
) x o =
32
) —3x% + =1
) X 5
2
d —x2-LX =-_3

10
2
e 2, Y
) x c 3

Uece 2020 No plano, com o sistema de coordena-
das cartesianas usual, os pontos P(5, 0) e Q(O, y) estao
sobre o gréfico da elipse cujos focos sdo os pontos
Fi(3, 0) e F5(—3, 0). Nessas condi¢8es, o perimetro do
triangulo QFF,, emu.c,, €

u.c. = unidade de comprimento

™
w
[
4
L
@
L

209



UEPB 2012 Deseja-se construir uma praca em forma
de elipse em um terreno retangular de dimensdes x
metros e y metros, com x >y, de perimetro 300 m e
area 5000 m?, conforme nos mostra a figura.

X
5y Yo
. 2 Y
rd s y
“F 0 F, .

Estando previstas as instalacdes de duas torres de
iluminacdo, uma em cada foco da elipse, F, e F, local
de melhor distribuicdo e aproveitamento das mesmas,
concluimos que a distancia em metros entre as torres é

a) 100V3 ¢) 5043 e) 3043
b) 253 d) 4043

Acafe-SC 2019 Se a elipse de equacao 3%+ 2y2 —12=
= O intercepta o eixo das abscissas nos pontos Ae B, e
o eixo das ordenadas nos pontos C e D, entdo a drea do
quadrildtero de vértices A, B, Ce D é:

a) 8\/6 unidades de area
b) V@ unidades de area

c) 2\/6 unidades de area
d) 4:J6 unidades de area

Um webdesigner foi contratado para fazer o site de
uma instituicdo educacional dedicada a astronomia
chamada “Elipse”. Os diretores da instituicdo de-
cidiram que a logomarca presente no site deveria
ser a figura formada pelos graficos das equacdes
4x% + 9y? = 36 e 4x* + y? = 4 em um mesmo siste-
ma cartesiano tradicional, com o €ixo x na horizontal.
Entdo, o webdesigner digitou corretamente essas
equacdes em um de seus programas de computagdo
grafica e descobriu que a imagem da logomarca da

instituicdo no site seria:
d) @
e) @

U
=
S
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FGV-SP 2013 Sendo m o maior valor real que x pode
assumir na equacdo analitica (x — 2)* + 4{y + 5)* = 36,
e n o maior valor real que y pode assumir nessa mesma
equacdo, entdo, m + n éigual a

a) 8.

b) 7.
c) 6.
d) 4
e) 3

A comissdo de formatura da turma do ultimo ano
de uma faculdade de Arquitetura esta discutindo a
estampa da camiseta comemorativa de conclusdo
do curso. A figura a seguir ilustra uma proposta de
uma estampa em duas cores separadas por retas
perpendiculares e dois arcos simétricos um ao ou-
tro, que se aproximam das retas perpendiculares
sem toca-las:

Essa estampa devera ser computada em um software
que aceita como entradas as equacdes analiticas das
curvas conicas. Assim, para que o software compute
0S arcos que separam as cores apresentadas, 0s es-
tudantes deverdo digitar a equagao de uma:

a) reta.

b) circunferéncia.

c) elipse.

d) parabola.

e) hipérbole.

UFPI O gréafico da equacao x> — y2 = 4 representa
uma hipérbole. Os focos dessa hipérbole sao:

a) (%,O)e[—%,o)
b) (2,0)e(=2,0)

c) (2v2,0) e (-242,0)
d) (0,42) e (0,—242)

e) (O,%) e [o,—%]

Uma hipérbole equilatera tem centro na origem e fo-
cos no eixo Ox. Sabendo que sua distancia focal é 6,
dé sua equacdo.



UEL-PR Considere o circulo x> + y* — > = O de raio r

e a hipérbole x> — y2 =1

Nesse caso, pode-se afirmar que:

a) ser < 1, entdo as curvas se intersectam em qua-
tro pontos.

b) ser =1, entdo as curvas tém quatro pontos em
comum.

c) ser=1,ascurvas seintersectamem (O, 1) e (O, —1).

d) ser= J17, entdo as curvas se intersectam ape-
nas nos pontos (3, 2J§) e (—3, —2\5).

e) ser > /17, entdo as curvas se intersectam em
quatro pontos.

EsPCEx-SP 2019 Uma hipérbole tem focos F,(—5, 0)
e F,(5, 0) e passa pelos pontos P(3, 0) e Q(4, y), com
y > 0. O triangulo com vértices em F,, P e Q tem area
igual a

a) 16+/7
3
b) 1647
5
o 37
3
o 87
3
e) &
5

UFRGS O produto de duas varidveis reais, x e y, &
uma constante. Portanto, dentre os graficos abaixo, o
dnico que pode representar essa relacdo é

a) y d) 7
0 X 0 X
b) y e) y
0 X
(0] X
c) 7

A hipérbole cujo eixo real é paralelo a um dos eixos
coordenados tem equacéo 3x° — y* — 6x — 4y + 2 = 0.
Determine sua equacdo reduzida.

As mais modernas maquinas de cortar chapas de aco-
-carbono, ago inoxidavel, aluminio e cobre utilizam a
tecnologia do corte a plasma, que é feito por um brago
robotico cujos movimentos sdo programados em um
computador. Uma maneira eficiente de se programar
os movimentos do brago dessa maquina é introduzir os
dados dos cortes que se deseja fazer na forma de
equacdes analiticas, como:

L X =y =1

. 4x°+y°=4
M. x>+ 4/ =4
IV. x> +y°=4

V. X°+4y=4

Assim, para programar um corte circular e um corte pa-
rabdlico, pode-se usar as seguintes equacdes analiticas:
a) lelVv c) lllelV e) leV.

b) llell d) VeV

Para a pardbola de equacdo x = %yz -y +5,
determine:

a) as coordenadas do vértice.
b) as coordenadas do foco.
c) aequacao da diretriz.

d) aequacdo do eixo.

Uema 2014 Uma familia da cidade de Cajapio-MA
comprou uma antena parabdlica e o técnico a instalou
acima do telhado. A antena projetou uma sombra na
parede do vizinho, que estd reproduzida abaixo, co-
berta com uma folha quadriculada.

yi

Diretriz

Note que a figura projetada na parede é uma cdnica.
Considerando as medidas mostradas e o sistema car-
tesiano contido na folha quadriculada, a equacdo que
representa a cénica serd
a) (y—27%=72x+ 1.
b) (y+ 27 =702x+ 1)
c) ly—372%=12(x+1).

d (v—-2°= —7[2x - %J

e) y+3°=

~IS

(x—1.
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As antenas parabdlicas, utilizadas para recepcdo de
sinais de radio e televisdo, tém a forma geométrica
de um paraboloide de revolucao que reflete feixes pa-
ralelos de radiacao eletromagnética vindos do espaco,
concentrando-os no foco da antena onde fica localiza-
do o receptor chamado LNB (Low-Noise Block). A figura
a seguir mostra uma antena parabdlica com 1,2 m de
didmetro e uma de suas sec¢des meridianas:

1,20 cm

A secdo da antena tem a forma de um arco de paré-
bola inscritivel em um retangulo de 1,2 m por 18 cm,
em cujo eixo de simetria fica localizada uma haste
de aluminio presa ao vértice da pardbola que serve
para manter o receptor LBN posicionado no foco
da pardbola.

Sabendo que a distancia entre o vértice e o foco
de uma parabola de equagdo y = ax? é dada pela

expressao % pode-se estimar o comprimento da
4

a
haste dessa antena em:
a) 20cm d) 50cm
b) 30cm e) 60cm
c) 40cm

Dois arbustos de espécies diferentes foram plantados
no mesmo dia e brotaram trés dias depois. O gréfico a
seguir compara o crescimento, em centimetros, dos dois
arbustos em fungdo do nimero x de dias apds o plantio:

yi

6 Espécie A
y =+x’—9

5_

4_

3_

24 Espécie B

1 y=+x—-3

0 1.2 3 4 56 7 8 910 X

De acordo com as expressdes algébricas que mode-
lam o crescimento das espécies A e B, pode-se concluir

que as curvas apresentadas no grafico sao arcos de:
a) parabola (espécie A) e elipse (espécie B).

b) hipérbole (espécie A) e pardbola (espécie B).

c) elipse (espécie A) e pardbola (espécie B).

d) elipse (espécie A) e hipérbole (espécie B).

e) hipérbole (espécie A) e elipse (espécie B).
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Unicamp-SP 2019 No plano cartesiano, considere a
circunferéncia de equacdo x° + y?> -4y + 3 =0 e
a parabola de equacdo 3x% — y + 1= 0. Essas duas
curvas se interceptam em

a) um ponto. c) trés pontos.

b) dois pontos. d) quatro pontos.

UFPR 2019 Em quantos pontos do plano cartesiano a
circunferéncia de equacgédo

=27+ +1)°=9
e a pardbola de equacdo
y=-2x>+8x-6
a) 1 b) 2 c) 3 d 4

ESPM-SP 2018 Seja A o vértice da parabola de equa-
caoy = x> — 4x + 6. Areta que passa pela origem O
do plano cartesiano e pelo ponto A intercepta a paré-
bola também num ponto B. Pode-se afirmar que:

a) OA =AB d) AB=3:-0A

b) OA=2-AB e) OA=3-AB

c) AB=2-0A

FGV-SP 2018 A solucdo gréfica do sistema de inequa-
{ 3x2 +y2 <2

5 5 € a regido sombreada em
X +ys <=1

cles

ey
iy
@

aE




d)

Resolva graficamente as inequacgdes:
a) 2x—y=<0
b) 2x—4y+4=0

Resolva graficamente as inequacdes:

a) X*+y°<16

b) x>’ +yP—2x—2y—7=0

UFSC 2020 Some os nimeros associados as propo-
sic8es corretas.

01 Se os pontos A(2, 0), B(O, 3) e P(a, b) sdo colinea-
res, e se 0s pontos C(1, 3), D(0, 1) e P sdo também

) ~_a
colineares, entao E < 1.

02 Ser é areta da figura a seguir,
Y

o = 45°

entdo sua equacgdo geral pode ser escrita por
9% + 5y —35=0.

04 A equacdo 3x% + 2y2 — 12x + 8y + 19 = O re-
presenta uma elipse com centro (2, —2) e com o
eixo maior paralelo ao eixo das abcissas.

08 Se \ é acircunferéncia de equacdo x> + y> — 4y =
= 0 eréaretadeequacdo 2x + 3y + 7 =0,
entdo \ intersecdo com r € um conjunto unitario.

16 Se asretasrestémequacdesr.ax + by + c =
=0es:ax + by + d= 0, entdo a distancia en-

c—d

Va2 +b2.

32 Seja S a regido do plano descrita pelas inequacdes

tre as retas é

x—y=20
x+y=0
y=2"
y <5

A regido S descreve um trapézio de area 21.

Soma:

Resolva graficamente o sistema de inequacgdes:

x+3y <0
x =0

Determine graficamente os pontos P(x, y) do plano
cartesiano cujas coordenadas satisfazem o seguinte

sistema de inequacdes:

y =1
x+2>0

Determine graficamente a solugdo dos sistemas de
inequacoes:

6x +3y—6=<0
a) 3x+6y=—12

2x + 5y < 10
b) { <2y
y\

Resolva graficamente a inequacao:
X=y=2_,
X+y—2
Resolva graficamente o sistema:
=1 +y+3°<4
x+2°+y—1> > 16

x—0  +3?
25 9

=

1.

Resolva a inequacdo

Resolva a inequacdo y > x* — Bx + 4.
Resolva a inequacdo x < j/ — 3y — 4.

Resolva o sistema de inequacdes:

k+2°+—1° >9
y =2

y>x2—5x+4.

Resolva o sistema de inequacgdes:
X+y=2
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Textos complementares

Kepler e a orbita eliptica

[...] Copérnico calculou as distancias dos planetas ao Sol
no pressuposto de que eles se deslocassem com velocidades
constantes em érbitas circulares centradas no Sol. Os dados de
observacdo, entretanto, eram insuficientes para comprovar isso.
[...] Essa insuficiéncia de dados precisos era uma das dificuldades
maiores para se decidir qual dos [...] modelos planetarios cor-
respondia a realidade. E quem compreendeu bem o problema e
empenhou toda uma vida para superar essas dificuldades foi o
dinamarqués Tycho Brahe [...].

Tycho Brahe (1546-1601) tornou-se apaixonado da Astronomia
aos 14 anos de idade[...]. Dos 17 aos 26 anos de idade, Tycho adquiriu
vdrios instrumentos de observacdo e construiu muitos outros, maiores
e cada vez mais precisos [...].

[...] Era chegada “a vez e a hora de Tycho Brahe”. Ele acabara
de construir um novo sextante, cujos bracos mediam quase dois
metros de comprimento! E que se articulavam com precisao num
eixo de bronze que ndo permitia folga. O arco do instrumento pos-
sufa uma escala graduada, ndo apenas em graus, mas também em
minutos de graus! [...]

[...] Tycho Brahe sempre contou com o irrestrito apoio do rei Fre-
derico Il da Dinamarca. [...] [Este] ofereceu-lhe entdo a llha de Huen,
no canal que separa a Dinamarca da Suécia, para que ali construisse o
observatério de seus sonhos, casa para morar, oficinas, fabrica de papel,
impressora, tudo a custa do reino! [...] Ali passou 0s préximos 20 anos
de sua vida, coletando o mais rico acervo de observaces astrondmicas
até entdo conseguido.

[...] De posse dessa riqueza de dados, Tycho Brahe podia concluir
com seguranca que o sistema heliocéntrico, tal qual exposto por Co-
pérnico, era insustentdvel. [...]

In: BRAHE, Tycho. Astronomiae Instauratae Mechanica.Nurembergue: Levinus Hulsius, 1602

Tycho Brahe aparece nesse mural em meio a seus instrumentos, na
companhia de seus assistentes e de seu inseparavel cdo [...].
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Frederico Il morreu em 1588. [...][Tycho] fixou residéncia no castelo
de Benatek, proximo a cidade de Praga, como “matematico imperial”
do imperador Rodolfo Il da Boémia. Essa mudanca aproximava Tycho
Brahe da personagem principal da nossa histéria [...].

Johannes Kepler (1571-1630) [...] nasceu no sudoeste da Alemanha,
em Weil-der-Stadt, um lugarejo situado 30 km a oeste de Stuttgart, a
capital de Wirttenberg. [...]

[...] Ndo seriam seus pais que iriam bem cuidar de seus estudos,
mas o Estado, cujo sistema educacional localizava e encaminhava
0s meninos inteligentes. Se pobres, como era o caso de Kepler, ndo
faltavam bolsas que os dotavam dos meios necessdrios para se dedi-
carem ao trabalho escolar sem preocupagdes. Foi assim que Kepler,
cuja brilhante inteligéncia revelou-se precocemente, embarcou numa
carreira de estudo que o levaria da escola elementar ao seminario e
deste a universidade.

Aos 23 anos de idade, quando ainda estudante de Teologia em
Tubingen, Kepler foi indicado para preencher o posto vago de Professor
de Astronomia e Matematica na universidade protestante de Graz, na
Austria. [...]

Johannes Kepler.

Tycho Brahe.

[...] O primeiro livro do jovem astronomo, intitulado Mysterium
Cosmographicum, [foi] publicado em Tiibingen em 1596.

Tycho Brahe, como vimos, era eximio observador. Mas ndo tinha
competéncia matematica para trabalhar os dados de suas observa-
¢Oes. Quando recebeu e examinou o livro de Kepler, logo reconheceu
em seu autor um talento matematico singular, que ele, Tycho, ndo
possuia, e de que necessitava para ajuda-lo a aperfeicoar sua nova
teoria planetaria. [...] Eles trocaram correspondéncia por cerca
de dois anos, e, decerto, perceberam o quanto cada um necessitava
do outro. Foram esses interesses mdtuos que acabaram fazendo de
Kepler um assistente de Tycho Brahe, em Benatek, a partir de feve-
reiro de 1600.

Tycho Brahe morreu em outubro de 1601, sem que o sistema
planetario de seus sonhos pudesse ser concluido. [...]

Com a morte de Tycho Brahe, Kepler foi logo nomeado seu
sucessor, no posto de Matemdtico Imperial, onde permaneceu até
a morte de Rodolfo Il, em 1612. Nos seis primeiros anos de sua
permanéncia em Benatek, ele descobriu suas duas primeiras leis
planetdrias, que aparecem no seu segundo livro, publicado em
1609, sob o titulo Astronomia Nova. Seu trabalho foi intenso e drduo,
envolvendo séries intermindveis de longos e laboriosos célculos, pro-
curando acertar hipéteses que frequentemente levavam a concluses
falsas e exigiam recomecar tudo de novo. As dificuldades vinham de



preconceitos antigos. Desde Aristdteles, firmara-se a convic¢do de
que os corpos celestes, dada sua perfeicdo, s6 podiam mover-se em
circulos, pois eram essas as Unicas Orbitas “perfeitas”; e moviam-se
com velocidade uniforme, pois uma variacdo na velocidade seria
uma imperfeicdo. Presos a esses "dogmas", os astrénomos tinham
de recorrer a artificios geométricos para explicar os movimentos ob-
servados nos céus. [...] Em seus intermindveis calculos e tentativas de
ajustar teoria a realidade, Kepler foi abandonando esses artificios e
finalmente os dogmas da 6rbita circular e do movimento uniforme. [...]

Desde sua chegada a Benatek, Kepler concentrou-se no pla-
neta Marte, e por uma razao muito simples, sendo o primeiro dos
planetas exteriores, ele se move mais rapidamente em sua Orbita,
retornando logo a posicdo inicial, o que facilita seu estudo. Ele é
também aquele cuja 6rbita é mais eliptica e que, portanto, mais
difere de um circulo. [...]

Kepler verificou que a 6rbita de Marte era uma elipse de excentri-
cidade e = 0,093. Isso nos d& [...] b = 0,99¢.

Assim, se desenharmos a 6rbita de Marte com semieixo maior
igual a 10 cm, 0 semieixo menor sera [...] apenas 1 mm a menos que o
semieixo maior. Isto mostra que é impossivel perceber visualmente que
a orbita de Marte ndo é circular![...]

Kepler estendeu a todos os planetas do sistema solar a lei da érbita
eliptica, que descobrira para o planeta Marte, a qual ficou conhecida
como sua 12 lei e que assim se enuncia:

Cada planeta descreve uma orbita eliptica, da qual o Sol ocupa
um dos focos.

[...] Kepler encontrara outra regularidade interessante no movi-
mento dos planetas. [...] Conhecida como sua 22 lei, e tem o seguinte
enunciado:

Os raios vetores que unem um planeta ao Sol varrem dreas iguais em
tempos iguais.

w

llustracao das leis de Kepler.

[...] Caberia a Isaac Newton (1642-1727) redescobrir no ema-
ranhado dos escritos de Kepler suas trés leis e nelas identificar
os fundamentos da Mecanica Celeste, sintetizados em sua Lei da
Gravitacdo Universal.

AVILA, Geraldo. Kepler e a érbita eliptica. Revista do Professor de
Matemdtica. Rio de Janeiro, 15. ed. Disponivel em: http://rpm.org.br/
cdrpm/15/2.htm. Acesso em: 14 jan. 2022.

A elipse, a parabola e a hipérbole —
propriedades e aplicacoes

A elipse, a parabola e a hipérbole sdo curvas que possuem pro-
priedades que as tornam importantes em vérias aplicagdes. Aqui vamos
ocupar-nos apenas das chamadas propriedades de reflexdo dessas
curvas, relacionadas com pontos especiais chamados focos.

0 caso da elipse

[...] A propriedade de reflexdao da elipse é a seguinte: a partir de
um dos focos tracemos um segmento de reta qualquer. Este segmento
encontra a elipse num ponto, e se a partir deste tracarmos outro seg-
mento que faca com a curva um angulo igual ao do primeiro segmento,
o0 segundo segmento passa pelo outro foco.

(Nota: Os angulos com as curvas sdo os angulos com as respectivas
tangentes nos pontos em causa.)

Propriedade de reflexdo da elipse.

Esta propriedade faz com que a elipse tenha varias aplicagdes
praticas. Uma aplicagdo dptica vé-se no dispositivo de iluminacdo dos
dentistas. Este consiste num espelho com a forma de um arco de elipse
e numa lampada que se coloca no foco mais proximo. A luz da lampada
é concentrada pelo espelho no outro foco, ajustando-se o dispositivo
de forma a iluminar o ponto desejado.

Instrumento éptico eliptico.

Uma ilustracdo acustica da propriedade de reflexdo da elipse
pode encontrar-se em salas que tém a forma de meio elipsoide (um
elipsoide é um sélido que se obtém rodando uma elipse em torno do
seu eixo, isto ¢, da reta definida pelos dois focos). Se duas pessoas se
colocarem nos focos e uma delas falar, mesmo que seja baixo, a outra
ouvird perfeitamente, ainda que a sala seja grande e haja outros ruidos.
Existem salas deste tipo (as vezes chamadas “galerias de murmurios”)
em varios edificios publicos [...].

0 caso da parabola

[...] A propriedade de reflexdo da pardbola é a seguinte: a partir
de um ponto qualquer tracemos um segmento de reta paralelo ao
eixo da parabola. Este segmento encontra a pardbola num ponto,
e se a partir dele tragarmos outro segmento que faga com a curva
um angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo segmento
passa pelo foco.

Propriedade de reflexao da pardbola.
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Esta propriedade faz com que a pardbola tenha varias aplicag0es praticas. Um exemplo sdo as vulgares antenas parabdlicas, que concentram
num aparelho receptor os sinais vindos de um satélite de televisdo.

Antena ou espelho parabdlico.

Uma aplicacdo 6ptica sdo os fardis dos automéveis e das motocicletas, que sdo espelhados por dentro e em que se coloca a ldmpada no foco.

Farol parabdlico.

0 caso da hipérbole

[...] A propriedade de reflexdo da hipérbole é a seguinte: a partir de um ponto qualquer tracemos um segmento de reta dirigido a um dos focos
da hipérbole. Este segmento encontra o correspondente ramo da hipérbole num ponto, e se a partir dele tracarmos outro segmento que faca com
a curva um angulo igual ao do primeiro segmento, o segundo segmento passa pelo outro foco.

Propriedade de reflexdo da hipérbole.
[..] Um exemplo de uma aplicacdo éptica é o chamado telescépio de reflexdo. E constituido basicamente por dois espelhos, um maior, cha-
mado primario, que é parabdlico, e outro menor, que é hiperbalico. Os dois espelhos dispdem-se de modo que 0s eixos da parabola e da hipérbole
coincidam e que o foco da primeira coincida com um dos focos da segunda.

Telescopio de reflexdao com seu espelho primdrio parabdlico (a direita) e o secunddrio hiperbdlico (a esquerda).

Quando os raios de luz se refletem no espelho parabdlico sdo dirigidos para o foco, pela propriedade de reflexdo da parabola. Como este
também é foco da hipérbole, pela propriedade de reflexdo desta, os raios de luz refletem-se no espelho hiperbélico e seguem em direcdo ao outro
foco da hipérbole. Os raios de luz passam através de um orificio no centro do espelho primario, atras do qual estd uma lente-ocular que permite
corrigir ligeiramente a trajetéria da luz, que chega finalmente aos olhos do observador ou a pelicula fotografica.

A vantagem desse tipo de telescopio reside no fato de ter um comprimento muito menor do que os telescépios de refracdo (isto €, de lentes)
com o mesmo poder de ampliagdo. [...]

QUEIRO, Jodo Filipe. A elipse, a pardbola e a hipérbole — propriedades e aplicaces. Universidade de Coimbra.
Disponivel em: www.mat.uc.pt/¥jfqueiro/aplicacoes.pdf. Acesso em: 14 jan. 2021.
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Elipse

Defini¢ao: PF; + PF, = 2a
Centro: O(xq, ¥o)

Eixo maior: AjA, = 2a
Eixo menor: B;B, = 2b
Distancia focal: F,F, = 2¢

Excentricidade: e = 5, 0<e <1

a
Propriedade: a* = b® + ¢?
Equacoes da elipse

Eixo focal paralelo ao eixo Ox:

= xof . = Yol
a’ b?

=1

Eixo focal paralelo ao eixo Oy
2 VRV
(v ;‘-”o}' n X = Xo)

a b?

Hipérbole

Definicdo: IPF, — PF,l = 2a
Centro: C{xq, ¥o)

Eixo real: AjA, = 2a

Eixo imaginario: BB, = 2b
Distéancia focal: F,F, = 2¢
Propriedade: =ad*+b°

Excentricidade: e = 5, e > 1
a

Equacdes da hipérbole
Eixo focal paralelo ao eixo Ox:

X =xof =yl _
a? b?

Eixo focal paralelo ao eixo Oy:
=yl _ =)
a? b?

Equacdes das assintotas da hipérbole

Eixo real paralelo ao eixo Ox:
b
Yy =Yoo =1 E(X*XO)

Eixo real paralelo ao eixo Oy:

Y =Yoo=t ~(x—Xo)

Parabola

1

]

1
TP

1

1

1

‘_"__"#J'.'L_“'___‘

]
1
1

L

T
1
I
1

d . . h S

Definicdo: d(P, F) = dp 4
Diretriz: d

Parametro: p = dg 4
Vértice: V(xy, W)

Pardbola com diretriz horizontal

V—wl== %(X—X\,)2 = y=ax’ +bx+c
A
2p

b A
V( 2a’ 40)

Parabola com diretriz vertical

a==

™
w
[
4
L
@
L

(X—Xv)=i${y—yv)2=>x=ay2+by+c
1
=+
a * 35
A b
V( 4a’ 20)
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Quer saber mais?

Sites
@) Quem foi Johannes Kepler? Revista Superinteressante, 8 mar. 2013. Disponivel em: https://super.abril.com.br/historia/johannes-
kepler/. Acesso em: 3 fev. 2022.
Leia uma breve biografia do astrénomo Johannes Kepler (157 1-1630), autor das leis de Kepler e um dos primeiros a identificar
o formato eliptico das o6rbitas dos planetas.

Derivando a Matemética. Curvas na Arquitetura: Elipse. Disponivel em: http://www.ime.unicamp.br/~apmat/elipse-na-arquitetura/.
Acesso em: 13 jan. 2021.
Nesse site, s§o mostradas construcdes arquitetonicas que utilizam curvas cénicas, como a Sagrada Familia, em Barcelona.

Livros

SAGAN, Carl. Cosmos. Sao Paulo: Companhia das Letras, 2017.
Escrito pelo cientista e divulgador cientifico Carl Sagan, esse livro aborda diversos assuntos sobre ciéncia, incluindo as diferentes
visdes sobre o movimento dos corpos celestes.

Exercicios complementares

1. UFRN 2013 Um arquiteto projetou, para um saldo de . 32 y2
dimens&es 22 m por 18 m, um teto de gesso em for- 3. Efomm-RJ 2019 A equacdo (m] + (—] =1
mato de elipse com o eixo maior medindo 20 m e o

eixo menor, 16 m, conforme ilustra a figura abaixo. representa

a) Elipse com focos em (0, 9) e (O, —9).
b) Circunferéncia de raio igual a 9.

c) Parabola.

d) Hipérbole.

e) Elipse com centro em (12, 15).

18 m

4. UnB-DF 2012

y

22m C
O aplicador do gesso afirmou que saberia desenhar a
elipse, desde que o arquiteto informasse as posicdes ”
dos focos. Para orientar o aplicador do gesso, o arqui- S o X
teto informou que, na direcdo do eixo maior, a distancia
entre cada foco e a parede mais préxima é de
a) 3m. c) 5m.
b) 4m. d) 6m.

A figura acima ilustra a situacdo em que um cometa (C)
percorre uma Oorbita eliptica de centro na origem de
um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais
xOy. Nessa orbita eliptica, o Sol (S) aparece em um dos

2. AFA-SP 2018 No plano cartesiano, os pontos P(x, y)
satisfazem a equacdo

(x . 1)2 (y 4 2)2 . focos. Conszidere 2]ue a elipse seja representada pela
25 9 equacéo X—2 + );—2 =1,emque a>b >0, e tenha
a

da curva \. Se F, e F, sdo os focos de A\, tais que a

abscissa de .F1 € menor que a abscissa de F,, € IN- minima desse cometa ao Sol for igual a 0,58 UA (uni-
CORRETO afirmar que

A 6 .
A L = X
a) asoma das distanca de PaF;e de PaF, éigual dgd? agron/omma), em que 1 UA N150 i 10 .km ? _a
a 10 distancia média da Terra ao Sol, entdo a distancia maxi-
ma do cometa ao Sol, em milhées de km, sera

excentricidade igual a 0,96. Nesse caso, se a distancia

b) F, coincide com o centro da curva X+ i+

+6x — 4y = 0. a) inferiora 3700.
c) F,éexteriorax’+y? =25 b) superior a 3700 e inferior a 4 000.
d) O ponto de abscissa maxima de [] pertence a reta c) superior a 4000 e inferior a 4 300.
y=x-8. d) superior a 4300.
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Unesp 2018 A terceira Lei de Kepler sobre o mo-
vimento de planetas, aplicada a um certo sistema
planetdrio, afirma que o periodo P da drbita eliptica
de um planeta, em dias, estd relacionado ao semiei-

x0 maior a da elipse, em milhdes de quildmetros,
3

pela formula P = 0,199 - a?. Nos célculos a seguir,

considere 1ano = 365 dias.

a) Sabendo que o periodo da drbita de um planeta é

3

1,99 ano, calcule o valor de a?.

b) Calcule o periodo P de um planeta desse sistema
planetario cuja orbita eliptica estad representada
na figura a seguir.

32 milhdes de quilometros

EsPCEx-SP 2014 Sobre a curva 9x° + 25y — 36x +
+ 50y — 164 = O, assinale a alternativa correta.

a) Seucentroé(—2,1).

b) A medida do seu eixo maior é 25.

c) A medida do seu eixo menor € 9.

d) A distancia focal € 4.

e) Sua excentricidade é 0,8.

ITA-SP 2021 Considere a curva plana definida pela
equacdo 9x? + 4y2 + 36x + 24y + 36 = 0. O ponto
P = (0, O) é vértice de um retdngulo circunscrito a cur-
va. Entdo a equacao da circunferéncia circunscrita ao
retangulo é:

a) x+22+(+3°%=9

b) x+3°+(y+2°=9

) x-2%+(-37°=13

d) x+22%+(+3°2=13

e) x+32+(y+2°=13

IME-RJ 2014 Uma elipse cujo centro encontra-se na
origem e cujos eixos sdo paralelos ao sistema de eixos
cartesianos possui comprimento da semidistancia fo-

cal igual a \E e excentricidade igual a £ Considere
2

que os pontos A, B, C e D representam as intersecdes

da elipse com as retas de equagbes y = xey = —x.
A area do quadrilatero ABCD é
16 16
a) 8 C e e) —
) 3 ) 7
b) 16 a £
5

IME-RJ 2013 Considere uma haste AB de compri-
mento 10 m. Seja um ponto P localizado nesta haste
a 7 m da extremidade A. A posicdo inicial desta haste
€ horizontal sobre o semieixo x positivo, com a extre-
midade A localizada na origem do plano cartesiano.
A haste se desloca de forma que a extremidade A
percorra o eixo y, no sentido positivo, e a extremi-
dade B percorra o eixo x, no sentido negativo, até
que a extremidade B esteja sobre a origem do plano
cartesiano. A equacdo do lugar geométrico, no pri-
meiro quadrante, tracado pelo ponto P ao ocorrer o
deslocamento descrito é

a) 49x% + 9y° — 280x + 120y — 441 =0

b) 49x° — 406x — 49y° + 441 =0

c) 9x°+ 492 —441=0

d) 9x°+9y? + 120y — 441 =0

e) 9x% — 49,2 —441=0

Considere no plano xOy a elipse de focos F(—1,1) e
F,(1, —1) e semieixo maior igual a 2. Calcule a medida
do outro semieixo da elipse e determine a intersegao
dela com a reta de equacdo x = 1.

ITA-SP 2019 Seja F o foco da parabola de equacgdo
v — 5)2 =4(x — 7), e sejam A e B os focos da elipse de

2 2
(=4  (v=2)

9 8

geomeétrico formado pelos pontos P do plano tais que
a area do triangulo ABP seja numericamente igual ao
dobro da distancia de P a F.

equacdo = 1. Determine o lugar

IME-RJ 2018 Considere a elipse abaixo, onde DD' é
uma corda passando pelo seu centro, MM' uma corda
focal e o eixo maior da elipse é 2a.

Prove que: (DD')2 =MM'- 2a

D’ M’

IME-RJ Um triangulo isésceles possui seus vértices
da base sobre o eixo das abscissas e o tercei-
ro vértice, B, sobre o eixo positivo das ordenadas.
Sabe-se que a base mede b e seu angulo oposto
B =120°. Considere o lugar geométrico dos pontos
cujo quadrado da distancia a reta suporte da base
do triangulo é igual ao produto das distancias as ou-
tras duas retas que suportam os dois outros lados.
Determine a(s) equacado(des) do lugar geométrico e
identifique a(s) curva(s) descrita(s).
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Os trechos de duas estradas diferentes assumem
uma forma hiperbdlica que, representada em um de-
terminado sistema de coordenadas, é tal que:

* o foco de um de seus ramos € a origem do sis-
tema O(O, O);
* 0 Vvértice desse ramo é o ponto (0, 2);

e o foco do outro ramo da hipérbole é o ponto
(12, 0).

Veja a figura:

y

%)

7

Determine:

a) as coordenadas do outro vértice da hipérbole.

b) a medida do eixo imaginario da hipérbole.

c) aequacdo da hipérbole.

d) os pontos em que a hipérbole intercepta o eixo
das ordenadas.

PUC-Rio 2015 Considere a hipérbole de equacdo

y = 1 mostrada na figura abaixo:
X

/

(=2,2)

a) Determine os pontos de intersecdo entre a hipér-
bole e aretade equagaoy — 2 = x + 2.

b) Determine os pontos de intersecdo entre a hipér-
bole e aretade equacdoy — 2 = —x — 2.

c) Para quais valores do parametro real m a reta de
equacdo y — 2 = m(x + 2) intersecta a hipérbole
em exatamente um ponto?
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Considere a hipérbole de equacdo 2x% — y2 =2e
a reta r de equacdo 3x — y + 5 = 0. Determine as
equacoes das retas que sdo paralelas a r e tangentes
a hipérbole.

IME-RJ 2019 Uma hipérbole equildtera de eixo igual
a 4, com centro na origem, eixos paralelos aos eixos
coordenados e focos no eixo das abscissas sofre
uma rotacdo de 45° no sentido anti-horario em torno
da origem. A equacado dessa hipérbole apds a rota-
cdo é:

a) xy=2

b) X>+xy—y'=4
) X*—y*=2

d) xy=-2

e) x2—y2=—2

IME-RJ Uma reta, com coeficiente angular a,, passa
pelo ponto (0O, —1). Uma outra reta, com coeficiente
angular a,, passa pelo ponto (0, 1). Sabe-se que 012
+ oﬁ = 2. O lugar geométrico percorrido pelo ponto
de intersecdo das duas retas é uma:

a) hipérbole de centro(0,0) eretas diretrizes y = +

olé

b) circunferéncia de centro (a,, a,) e raio 1.’012 + o%

c) hipérbole de centro (O, 0) e retas diretrizes

V2
=+ 2=
XTE5
. o _ .2
d) elipse de centro (0, O) e retas diretrizes x = £ >
. . _. 2
e) elipse de centro (a,, a,) e retas diretrizes y = £ -
AFA-SP 2019 No plano cartesiano, os focos F, e F, da
2 2
. X y ~ )
S+ L= -
elipse «a 36 35 1 sdo pontos diametralmen

te opostos da circunferéncia A e coincidem com

as extremidades do eixo real de uma hipérbole

equilatera B.

E INCORRETO afirmar que:

a) aNBNA=(Y

b) ANB={F, F)}

c) anp ={A B, C D} sendo A B, Ce D pontos
distintos.

d aN\N#J

IME-RJ 2021 Considere as retas que contém o
ponto C(3, 3) e interceptam os eixos coordenados
x ey nos pontos A e B, respectivamente. O ponto P
pertence a reta AB e a sua distancia do ponto A
é a terca parte do comprimento do segmento AB.
Identifique o lugar geométrico do ponto P e escre-
va a sua equacao.



Unesp 2016 Em um plano cartesiano ortogonal sdo da-
das uma reta d, de equacdo x = —3, e um ponto F, de
coordenadas (—1, 2). Nesse plano, o conjunto dos pon-
tos que estdo a mesma distancia do ponto F e dareta d
forma uma parabola. Na figura, estdo nomeados dois
pontos dessa pardbola: o vértice V, de coordenadas
(—2, 2), e o ponto P, de coordenadas (0, yp).

-3

Determine as coordenadas de dois pontos quaisquer
dessa parabola que sejam diferentes de V e de P. Em
seguida, calcule yp.

Fuvest-SP 2014 Considere a circunferéncia N de
equacdo cartesiana x° + y° — 4y = 0 e a pardbola a
de equacdo y = 4 — x°.

a) Determine os pontos pertencentes a intersegao
de A com a.

b) Desenhe em um plano cartesiano a circunferén-
cia N e a parabola a. Indique, no seu desenho, o
conjunto dos pontos (x, y) que satisfazem, simul-
taneamente, as inequacdes x° + 2 — 4y <0 e
y=4— X2,

ITA-SP 2020 Sejam a e b dois nimeros reais. Saben-
do que o conjunto dos nimeros reais k para 0s quais
aretay = kx intersecta a pardbola y = x*> + ax + b é
igual a (—o0, 2] U [6, +00), determine os nimeros a e b.

Esc. Naval-RJ 2021 Um dos mais brilhantes trabalhos
do matematico grego Arquimedes (287 a.C.-212 a.C)
foi a quadratura da pardbola. Através do método da
exaustdo, Arquimedes calculou a drea de um segmen-
to parabdlico (regido compreendida entre a parabola
e uma linha reta r), conforme a figura a abaixo.

Segmento Parabdlico (regido hachurada)

Essa area do segmento parabdlico equivale a % da

area do triangulo ABT seguinte, inscrito no segmento
parabdlico, sendo as retas r e s paralelas e T o ponto
de tangéncia.

2 3

) 5 ] e reta

Seja p uma parabola com foco F(

diretriz d:x +y + 2 = 0.
A pardbola é seccionada pela reta riN2ox+

£ 2 -y — 8 = 0, originando a regido da figura abaixo.

y

Com bases nas informacdes apresentadas, é correto
afirmar que a area da regido hachurada é igual a

(]
52 =
a) = z
3 o
19
b &4
3
c) 24.
d) 30.
e) @.
3
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

ITA-SP 2016 Sejam S um subconjunto de R’ e P(a, b) um ponto de R?. Define-se distanciade Pa S, d(P, S), como a menor
das distancias d(P, Q), com Q € S:

d(P, S) = min(d(P, Q)IQ € S}

Sejam S, ={(x,)) ER’Ix=0ey=2}eS,={x, ) EE R? |y =0},
a) Determine d(P, S)) quando P(1, 4) e d(Q, S;) quando Q(—3, O).
b) Determine o lugar geométrico dos pontos do plano equidistantes de S; e de S,

IME-RJ 2012 E dada uma parabola de parametro p. Traca-se a corda focal MN, que possui uma inclinacdo de 60° em
relacdo ao eixo de simetria da parabola. A projecdo do ponto M sobre a diretriz € o ponto Q, e o prolongamento da
corda MN intercepta a diretriz no ponto R. Determine o perimetro do tridngulo MQR em fungao de p, sabendo que N
encontra-se no interior do segmento MR.

Resolva graficamente a inequacao Ixl > 1.
Resolva graficamente a inequagdo Ix — yI < 1.
Resolva graficamente a inequacdo Ix + yl <.

Determine graficamente os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a desigualdade:
IxI +y>1

Determine graficamente os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a desigualdade:
IxI + Iyl <1

Determine graficamente os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as desigualdades:
y—2>0elxl=1

Determine graficamente os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as desigualdades:
1<iM<2el<IxI<3

Determine graficamente os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a inequagdo produto
Bx —y+6)2x+ 4y —12) <O0.

Determine graficamente os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem a inequagao quociente

X+ty—1 _
2X —y + 2 -
Xty=—2_,
Determine graficamente os pontos do plano cartesiano que sao solugdes do sistema § x — y + 1 -
y=0

Fuvest-SP 2017 Um caminhado deve transportar, em uma Unica viagem, dois materiais diferentes, X e Y, cujos
volumes em m? s&o denotados por x e y, respectivamente. Sabe-se que todo o material transportado seré ven-
dido. A densidade desses materiais e o lucro por unidade de volume na venda de cada um deles sdo dados

na tabela a seguir.
m

3 125 kg/m’ R$ 120,00/m>

Y 400 kg/m® R$ 240,00/m°
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Para realizar esse transporte, as seguintes restricdes sdo impostas:

I. o volume total madximo de material transportado deve ser de 50 ms;

Il. a massa total médxima de material transportado deve ser de 10 toneladas.

Considerando essas restricdes:

a) esboce, no plano cartesiano preparado a seguir, a regido correspondente aos pares (x, y) de volumes dos mate-
riais X e Y que podem ser transportados pelo caminhdo;

y

80
704—1 L 1 1 | |
60
50
40
304
204

T T T T T T
O 10 20 30 40 50 60 70 80 X

b) supondo que a quantidade transportada do material Y seja exatamente 10 m?>, determine a quantidade de
material X que deve ser transportada para que o lucro total seja maximo;

c) supondo que a quantidade total de material transportado seja de 36 m?>, determine o par (X, y) que maximiza o
lucro total.

ITA-SP 2017 Sejam S, = {(x, ) ER? Iy = lIx — 1} e S, = {(x,y) ER? | x* + (v + 1)> < 25). A drea da regido S, N S, é

25m
a) — — 2.
) 4
25m
b) =/ —1.
) 4
) 2511"
4
75w
d — —1.
) 4
75t
e) — —2.
) 4

FGV-SP 2016 No plano cartesiano, a area do poligono determinado pelo sistema de inequacdes

0=x=<3
ﬂs)/s2x+4
3

€ igual a
a) 12
b) 125. ™
c) 14 E
d) 145. i
e) 15. i

Represente graficamente o conjunto dos pontos que satisfazem simultaneamente as desigualdades:
X2 +y*=4

=2 +(y—2°<4
Isy<3
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BNCC em foco =—

1. Um satélite assume uma orbita eliptica em torno de um planeta. Em um plano cartesiano que contém a orbita desse
satélite, € possivel modelar essa orbita com a equacédo

144x° — 1440x + 169y° = 20736
Nessa equacdo, cada unidade do plano cartesiano corresponde a 100 km, e o foco de menor abscissa corresponde
a posicéo do planeta.
Nessas condigdes, a maior distancia entre o satélite e o planeta, em km, &
a) 1200 b) 1400 c) 1600 d) 1800

2. Aleide Ohm expressa a relacdo entre a resisténcia R, em ohm, a tensdo elétrica V, em volt, e a corrente |, em ampere,

em um condutor 6hmico, pela equacdo R = VT

Mates Photo/Shuttarstock.com

Resistares (também conhecidos como resisténcias) éhmicos, guando parte de um circuito elétrico, estdo sujeitos a lei de Ohm, e sdo usados nesses
circuitos para reduzir a intensidade da corrente eletrica.

Mantendo a voltagem constante, a relagdo entre resisténcia e corrente, quando expressa no plano cartesiano, & re-
presentada por parte de
a) uma reta. b) uma parabola. c) uma hipérbole. d) uma elipse.

3. Considere o conjunto S dos pontos P(x, y) do plano cartesiano que satisfazem simultaneamente as seguintes

inequacoes:
dy=3x+12
y=-—-2x+14
5y = —3x + 25

Os elementos de S com menor e maior abscissa sao, respectivamente,
a) (@, z) o4 8
9'9 77

40 37 e(ﬁ §)
279 7

(
JCHRCE)
(

b)
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CAPITULO Posicoes relativas no espaco

A Geometria é a drea da Matematica que estuda formas, tamanhos e posicdes, como
vimos nos capitulos sobre Geometria Plana Euclidiana e Geometria Analitica. Agora,
conheceremos a Geometria Espacial.

Este capitulo é dedicado ao estudo das posi¢des relativas entre as entidades geomé-
tricas no espaco. Assim, serd apresentado um novo vocabulério visando complementar
o que ja foi estabelecido pela Geometria Plana, bem como alguns novos conceitos ine-
rentes ao espaco tridimensional.

Sem esse vocabuldrio e esses conceitos, ficaria dificil definir os formatos das figuras
sélidas ou compreender as expressoes usadas para calcular as grandezas métricas
préprias dessas figuras.




Geometria Posicional

Por volta de 300 a.C., Euclides compilou tudo o que se
conhecia da Geometria em livros chamados Os elementos.
Essas obras apresentam a estrutura utilizada até hoje para
construir as teorias de primeira ordem, os entes primitivos,
que sdo uma série de afirmagdes denominadas postulados
de Euclides. A partir deles, podemos deduzir as afirmacdes
mais importantes da Geometria: os teoremas. Vamos co-
nhecer esses postulados a seguir.

Entes primitivos

Vimos que, em seus livros, Euclides apresentou o que
chamamos hoje de entes primitivos, que sdo todos os entes
de uma teoria que ndo tém definicdo. Na teoria dos con-
juntos, por exemplo, ndo definimos o que sdo conjuntos e
elementos nem a nocgdo de inclusdao — embora tenhamos
uma boa ideia do que sejam. Na Geometria, por sua vez,
ha trés entes primitivos: o ponto, a reta e o plano.

O ponto é uma figura geométrica sem dimensdes, ou
seja, ndo tem comprimento, largura e altura. Geralmente, os
pontos sdo representados pela intersecdo entre duas linhas.

A reta é uma figura geométrica que possui uma Unica
dimensdo e, embora ndo tenha definicdo, pode ser entendi-
da como o conjunto de todos os infinitos pontos que estao
alinhados em uma mesma direcdo. E importante notar que,
ao representar uma reta, indicamos apenas um pedaco
finito dela, denominado segmento de reta. Este pode ser
estendido nos dois sentidos, fazendo com que a reta seja
“infinita” em seu comprimento.

O plano é uma figura geométrica que possui ape-
nas duas dimensdes e pode ser entendido como uma
superficie lisa e infinita em todas as direcdes contidas
nela. Desse modo, ele é representado por um pedaco
dessa superficie lisa.

! Atencdo

A norma da notagdo geométrica para os entes primiti-
vos obedece as seguintes convencoes:

* Letras maildsculas para pontos: A, B, C, P, Q, ...

* Letras mindsculas para retas: r, 5, £, ...

« Letras gregas para planos: «, B, v, ...
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Os postulados de Euclides

Para construir uma teoria, depois dos entes primitivos, é
necessario revelar os postulados, que sdo afirmacdes sobre
0s entes consideradas verdadeiras sem a necessidade de
demonstracao.

Euclides apresentou seus postulados para a Geome-
tria em Os elementos, mas foi em 1759, em um trabalho
sobre Geometria Euclidiana, que o matematico escocés
John Playfair publicou os postulados como sdo conhecidos
atualmente. A seguir, vamos separa-los em quatro catego-
rias: existéncia, determinacdo, divisdo e inclusdo.

Postulados da existéncia

1. Existem ponto, reta e plano.

2. Em

3. Emum plano e fora dele, existem infinitos pontos.

*Q *Q

3 2

P

s p =Q

op
*Q
“Q

Postulados da determinacao
1. Dois pontos distintos determinam uma reta.

r= PG

r

Devido a esse postulado, € possivel dar nome as retas.
Por exemplo, se uma reta passa por dois pontos distintos
P e Q, podemos chama-la de PQ.



2. Trés pontos distintos e ndo colineares determinam um
plano.

+Q

= P R
i ; a = (PQR)

Devido a esse postulado, é possivel dar nome aos pla-
nos. Por exemplo, se um plano contém trés pontos distintos
e ndo colineares P, Q e R, podemos chama-lo de (PQR).

resolvidos

1. Unicamp-SP E comum encontrarmos mesas com qua-
tro pernas que, mesmo apoiadas em um piso plano,
balancam e nos obrigam a colocar um cal¢o em uma
das pernas se a quisermos firmes. Explique, usando
argumentos de geometria, por que isso ndo acontece
com uma mesa de 3 pernas.

Resolucao:

Isso ndo acontece com uma mesa de trés pernas por-
que trés pontos ndo colineares determinam um Unico
plano, ou seja, o tampo da mesa fica apoiado em trés
pontos e, portanto, mantém-se em um dnico plano. Ja
as mesas com quatro pernas tém seus tampos apoia-
dos em quatro pontos, que podem determinar até seis
planos distintos. Desse modo, o tampo pode ficar va-
riando entre dois desses planos.

2. FEI-SP Assinale a alternativa falsa:

a) Dados dois pontos distintos A e B, existe um pla-
no que os contém.

b) Por um ponto fora de uma reta existe uma Unica
paralela a reta dada.

c) Existe um e um sé plano que contém um tridngulo
dado.

d) Duas retas ndo coplanares sdo reversas.

e) Trés pontos distintos determinam um e um sé plano.

Resolucao:

Trés pontos distintos podem ser colineares; nesse
caso, eles ndo determinam um plano, e sim uma reta
gue pode estar contida em “infinitos” planos.
Alternativa: E

Postulados da divisao

1. Todo ponto de uma reta divide-a em duas figuras con-
gruentes chamadas semirretas.

AB e AC sfo semirretas.

Note que a posicdo do ponto A na reta nao interfere
na congruéncia das semirretas determinadas em funcéo da
infinitude de suas extensdes.

2. Toda reta de um plano divide-o em duas figuras con-
gruentes chamadas semiplanos.

Note que a posicao da reta r no plano ndo interfere na
congruéncia dos semiplanos determinados em funcdo da
infinitude de suas extensdes.

3. Todo plano divide o0 espaco em dois semiespagos
congruentes.

Semiespaco
Sz

Semiespaco

Postulado da inclusao

Se dois pontos distintos de uma reta pertencerem a
um mesmo plano, entdo essa reta estard contida nesse
plano.

Determinacdo de plano

* Trés pontos distintos e ndo colineares determinam um
plano.

=Q

sR
o P

e Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano.

P

™M
w
[
4
L
@
L
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¢ Duas retas paralelas determinam um plano.

P ;
. r 5 /
£

e Duas retas concorrentes também determinam um plano.

Distancias

A palavra “distancia” geralmente é usada para repre-
sentar o comprimento de caminhos necessarios para ir de
um lugar a outro. Na geometria métrica, porém, ha uma
definicdo mais precisa: a distancia entre duas figuras geo-
métricas € o comprimento do menor segmento de reta que
tenha uma extremidade em cada figura.

d=d(r, \)
(distancia de ra \)

Assim:
* Adistancia entre dois pontos A e B é igual ao compri-
mento do segmento de reta que une esses pontos.

d=d(A, B)
A

e Adistancia de um ponto P a uma reta r é igual ao com-

primento do segmento de reta PP', de modo que PP’
seja perpendicular a reta r e P' pertenca a reta r.

d=d(P P)=dP,n
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e A distancia de um ponto P a um plano « é igual ao
comprimento do segmento de reta PP', de modo que
PP’ seja perpendicular ao plano a e P' pertenga ao
plano a.

o d=dP,P)=dP, q)

Posicoes relativas entre duas retas

No espaco, duas retas podem, a principio, ser coplana-
res ou ndo coplanares. Quando sdo coplanares, recebem
o nome de paralelas ou concorrentes. Elas sdo paralelas
quando determinam uma mesma direcdo, podendo ser dis-
tintas ou coincidentes.

Retas paralelas sdo distintas quando ndo tém pontos
em comum, ou seja, quando a intersecdo entre elas € vazia,
e coincidentes quando possuem todos 0s seus pontos em
comum.

Retas concorrentes sdao denominadas perpendiculares
guando formam angulos de 90° e obliquas quando determi-
nam um par de angulos agudos e outro de dngulos obtusos.

Quando duas retas sao ndo coplanares, dizemos que se
trata de um par de retas reversas. Assim, duas retas serdo re-
versas se, e somente se, ndo houver plano que as contenha.

A intersecdo entre duas retas reversas também é um
conjunto vazio, portanto elas ndo tém pontos em comum e
ndo sdo paralelas.

As retas reversas sdo denominadas ortogonais quando
tém inclinacdo relativa de 90° e obliquas quando possuem
inclinacdo relativa diferente de 90°.

Resumindo, duas retas podem ser:

Coincidentes
Paralelas
Distintas
Coplanares
Obliquas
Concorrentes
Perpendiculares
Obliquas
Reversas
Ortogonais

Angulo entre duas retas reversas

Sabemos que duas retas reversas ndo se interceptam
e também ndo sdo paralelas. Desse modo, os angulos for-
mados por elas ndo sdo geométricos, e sim aparentes, pois
ndo tém vértice. Mesmo assim, precisamos interpretar a
inclinacdo relativa entre essas retas.



Entdo, vamos definir o angulo entre duas retas reversas
re s como o angulo plano formado entre r e uma terceira
reta paralela a s e concorrente ar.

O angulo y representa o angulo entre as retas re s.
Note que, para representd-lo, tracamos uma reta paralela
aseconcorrente ar, aretas'.

Quando duas retas reversas tém angulo de inclinagdo de
90° elas sdo denominadas ortogonais.

Posicoes relativas entre uma reta
e um plano

No espaco, uma reta e um plano podem, a principio,
assumir trés posicdes relativas diferentes.

A reta esta contida no plano quando todos os pontos
dela também pertencem ao plano. Vale lembrar que, de

acordo com o postulado da inclusdo, para garantir que uma
reta esteja contida em um plano, basta encontrar nela dois
pontos distintos que também pertencam ao plano.

Areta é paralela ao plano quando nenhum dos pontos
dela pertence ao plano. Nesse caso, todos os pontos da
reta estdo a uma mesma distancia d do plano. Assim, existe
um valor d > 0 que exprime a distancia entre o plano e a
reta paralela a ele.

Além desses casos, a reta pode ser concorrente (ou
secante) ao plano. Isso ocorre quando ha apenas um ponto
dela que pertence ao plano. Esse ponto comum a ambos
é denominado trago da reta no plano.

Quando uma reta é concorrente a um plano, ela tem
uma inclinacdo relativa a ele que pode ou ndo serigual a
90°. Se for igual, dizemos que a reta € perpendicular ao
plano; se for diferente, dizemos que € obliqua ao plano.

Resumindo, em relacdo a um plano, uma reta pode ser:

Contida

Paralela

Secante Obliqua )
Perpendicular

Angulo entre uma reta e um plano

Agora, vamos medir o &ngulo formado por um plano e
uma reta secante a ele.

Vamos representar o angulo entre a reta e o plano com
vértice no ponto de intersecdo entre essas figuras. Porém,
como existem “infinitos” angulos que podemos tomar entre
a reta e o plano com esse vértice, utilizaremos o menor
angulo possivel.

Note que o menor dngulo ocorrera entre a reta e sua
projecdo ortogonal no plano.

Dizemos que uma reta serd perpendicular a um plano
se, e somente se, ela for perpendicular a toda reta do pla-
no que passa pelo seu traco e ortogonal a todas as outras
retas contidas nele.

Existem alguns teoremas que tratam dessa perpendi-
cularidade e podem auxiliar na resolucdo de problemas.
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Teorema fundamental da perpendicularidade

Uma reta sera perpendicular a um plano se, e somente
se, formar angulos retos com duas retas concorrentes
contidas nesse plano.

Veja as trés situacdes possiveis:

Se uma reta r for perpendicular a duas retas concorren-
tes s e t de um mesmo plano, entdo r serd, necessariamente,
perpendicular ao plano.

Se uma reta r for perpendicular a uma reta t de um
plano e ortogonal a outra reta s desse mesmo plano, entdo
r seré perpendicular ao plano.

-5

Se uma reta r for ortogonal a duas retas concorrentes r
e s de um mesmo plano, entdo r também sera perpendicular
ao plano.

Teorema das trés perpendiculares

rlp
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Sejam um plano B, uma reta r perpendicular a 3 no
ponto P, uma reta s contida em 3 passando por P e uma
reta t perpendicular a s por um ponto Q distinto de P. Nes-
sas condicdes, se tomarmos um ponto R de r, RQ seré
perpendicular a t.

br LB

J

Para demonstrar esse teorema, considere que a seja
o plano determinado pelos pontos P, Q e R e que ele con-
tenha, portanto, as retas r, s e RQ.

Como a reta t é perpendicular a s e ortogonal a r, po-
demos afirmar que ela é, necessariamente, perpendicular
ao plano a. Assim, a reta r deve formar um angulo reto com
qualguer reta contida em a.

Entdo, como a reta RQ é concorrente a t e esta contida
em «, concluimos que as retas te RQ sdo perpendiculares
entre si.

Com relagdo a perpendicularidade entre uma reta e um

plano, ha outros teoremas que podem ser Uteis na resolu-

cdo dos exercicios que serdo apresentados nos proximos
capitulos. Séo eles:

a) Se uma reta r for perpendicular a um plano «, entdo
essa reta também devera ser perpendicular a todas as
retas de a que passem pelo trago de rem «a.

b) Se uma reta r for perpendicular a um plano «, entdo
essa reta também deverd ser ortogonal a todas as retas
de o gue ndo passem pelo trago de rem a.

c) Se uma reta r for perpendicular a um plano a, entdo
a projecdo ortogonal de r no plano « deverd coincidir
com o ponto que representa o trago de r em «.

Posicoes relativas entre dois planos

Dois planos no espag¢o podem ser considerados
paralelos ou concorrentes — esses Ultimos também sdo
chamados de secantes.

Quando sao paralelos, a distancia entre eles é indicada
por um valor d = 0, tal que:

a) Se d # O, entdo os planos paralelos também s&o
coincidentes.
b) Se d> 0, entdo os planos paralelos sdo distintos.

Planos coincidentes tém todos os seus pontos em
comum e também podem ser chamados de planos iguais.
Ja os planos paralelos distintos ndo possuem nenhum
ponto em comum, ou seja, a intersecgdo entre eles é o
conjunto vazio.



O conjunto dos pontos de intersecdo entre dois planos
secantes tem a forma de uma reta, que também é deno-
minada traco de um plano no outro. Assim,sea N B =,
entdo r é o traco de o em B e vice-versa.

Resumindo, dois planos podem ser:

Coincidentes
Paralelos

Distintos

Obliquos
Secantes

Perpendiculares

Diedros

Chamamos diedro a figura formada por dois semipla-
nos com origem em uma mesma reta. Esses semiplanos
sao denominados faces do diedro, e a reta € chamada de
aresta do diedro.

o

Na figura, x € a medida do angulo diedro de aresta r:
x = med(aiB)

O angulo diedro deve ser medido tomando-se duas
retas concorrentes, uma em cada face do diedro, de modo
gue ambas sejam perpendiculares a aresta do diedro.

resolvido

3. Fuvest-SP Sejam 7' e 7" as faces de um angulo die-
dro de 45° e P um ponto interior a esse diedro. Sejam
P'e P" as respectivas proje¢des ortogonais de P sobre

' e w". Entdo a medida, em graus, do angulo P'PP" é:

45°

a) 30
b) 45

e) 135

Resolucao:

Podemos fazer um corte na figura e obter o quadrila-

tero a seqguir:

o

&

Assim, concluimos que x + 45° # 180°, logo x # 135°.

Alternativa: E

Triedros

Se tomarmos trés planos distintos que se intersetam

dois a dois, teremos trés situacdes distintas:
a) Astrés retas serdo paralelas.

b) As trés retas coincidirdo.

c) Astrés retas se intersetardo em um Unico ponto.

P
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A figura formada no terceiro caso € chamada de triedro.
Os triedros sdo superficies poliédricas abertas dotadas de:
1 vértice, que, na figura anterior é o ponto P;

3 arestas, que sdo as retas nas quais os planos se
intersetam;

3 faces em forma de angulos geométricos, respectiva-
mente contidas nos planos a, B e .

O triedro trirretdngulo é o mais comum, pois forma trés

angulos retos nas faces.

4. Um arquiteto resolveu esconder as quinas de um c6-

Chamando de x cada uma das arestas pedidas, temos:

62=x>+x°=2x° =6= x> =3= x =+/3 cm

Ndo é possivel construir um triedro com quaisquer me-
didas angulares. Veja a figura:

resolvido

modo, como mostra a figura a seguir:

Os angulos f;, f, e f3 s§o chamados de faces do triedro.

h < f+1
N L ) Assim, temos: +f, < f, +f, .
Determine a distancia entre o vértice do triedro e cada f2 - f1 N f3
um dos vértices do tridngulo equildtero que surgiu na 3 TR
quina do cémodo. Além disso, f; + £, + f3 < 360°.
Resolucao: Os angulos dy, d, e d3 sdo os dngulos diédricos. As-

d, +180° < d, + dj
sim, temos: 4d, +180° < d, + d; .
d; +180° < d, + d,

Em primeiro lugar, devemos notar que aparecem trés
triangulos (OAB, OAC e OBC), retangulos e congruen-
tes pelo caso cateto-hipotenusa, o que nos leva a

concluir que cada um deles é isésceles. Além disso, 180° < d, + d, + d; < 540°.

Revisando

1. Arespeito do ndmero de dimensdes dos entes primitivos, responda:

a) Quantas dimens8es tem um Unico ponto?

b) Quantas dimensdes tem uma reta?

c) Quantas dimensdes tem um plano?

d) Quantas dimens8es tem o espaco geométrico?
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FEI-SP Na determinacdo de um plano sdo suficientes os seguintes elementos:
a) duas retas distintas.

b) uma reta e um ponto.

c) trés pontos distintos.

d) duas retas concorrentes.

e) duas retas reversas.

ITA-SP Qual das afirmacdes abaixo é verdadeira?

a) Trés pontos, distintos dois a dois, determinam um plano.

b) Um ponto e uma reta determinam um plano.

c) Se dois planos distintos tém um ponto em comum, tal ponto é dnico.

d) Se uma reta é paralela a um plano e ndo estd contida neste plano, entdo é paralela a qualquer reta deste plano.

e) Se a é o plano determinado por duas retas concorrentes r e s, entdo toda reta m desse plano, que é paralela a
r, ndo serd paralela a reta s.

Mackenzie-SP A reta r € paralela ao plano a. Entdo:

a) Todas as retas de a sdo paralelas ar.

b) Aretarndo pode ser coplanar com nenhuma reta de a.

c) Existem em a retas paralelas a r e também existem em « retas reversas a r.
d) Existem em « retas paralelas a r e também retas perpendiculares a r.

e) Todo plano que contém r é paralelo a a.

Fuvest-SP Uma formiga resolveu andar de um vértice a outro do prisma reto de bases triangulares ABC e DEG, se-
guindo um trajeto especial. Ela partiu do vértice G, percorreu toda a aresta perpendicular a base ABC, para em seguida
caminhar toda a diagonal da face ADGC e, finalmente, completou seu passeio percorrendo a aresta reversa a CG.
A formiga chegou ao vértice

G
|
:
D | E
|
|
I
|
I
|
|
IlS:
A ~B
a) A
b) B
c) C
d) D
e) E
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6. Quais sdo as possiveis posi¢des relativas entre dois planos a e 3 do espaco? Liste todas elas e determine, em cada
caso, a forma da figura que resulta da intersecao entre a e 3, se houver.

7. Afigura a seguir apresenta uma reta r que intercepta um plano a em um ponto P:

— | X
/

Para se ter certeza de que r € perpendicular ao plano a, o nimero minimo de retas contidas em « passando pelo
ponto P que se deve verificar é:
a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

2. Uma agulha representada pela reta r perfura um tecido esticado representado pelo plano «, formando um angulo de

45° como ilustra a figura:
\ o
r
45°

\

Nessas condicdes, é correto afirmar que nenhuma semirreta do plano « é capaz de determinar, com a reta r, um
angulo de:
a) 60° b) 90° c) 120° d) 135° e) 150°
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9. Dois angulos das faces de um triedro medem 140° e 160°. Determine o intervalo de variacdo do angulo da terceira
face.

10. Afigura a seguir apresenta um triedro Vrst em que duas das faces tém medida angular a e a terceira face mede 100°.

Nessas condicles, a medida angular a é tal que:
a) a<b0°

b) 50° < a < 100°

c) 50°<a<130°

d) 100°<a < 130°

e) a>130°
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Enem 2016 A figura representa o globo terrestre e
nela estdo marcados os pontos A, B e C. Os pontos A
e B estdo localizados sobre um mesmo paralelo, e os
pontos B e C, sobre um mesmo meridiano. E tracado
um caminho do ponto A até C, pela superficie do globo,
passando por B, de forma que o trecho de A até B se
dé sobre o paralelo que passa por Ae B, e o trecho de
B até C se dé sobre o meridiano que passa por B e C.
Considere que o plano « é paralelo a linha do equador
na figura.

Linha do Eguador

A projecdo ortogonal, no plano «, do caminho tragado
no globo pode ser representada por

a) C S )

A B=C

d A —%=c

A B
b) |c e) A\_/{:
B
A B

Enem 2013 Gangorra € um brinquedo que consiste
em uma tébua longa e estreita equilibrada e fixada
no seu ponto central (pivo). Nesse brinquedo, duas
pessoas sentam-se nas extremidades e, alternada-
mente, impulsionam-se para cima, fazendo descer a
extremidade oposta, realizando, assim, o movimento
da gangorra.

Considere a gangorra representada na figura, em que
0s pontos A e B sdo equidistantes do pivoé:

B
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A projecdo ortogonal da trajetéria dos pontos A e B,
sobre o plano do chdo da gangorra, quando esta se en-
contra em movimento, é:

a) A B c)( )e)/\\/
A 8 A B

b) Ta B d | ‘

A B
EsPCEx-SP 2017 Considere dois planos a e 3 per-
pendiculares e trés retas distintas r, s e t tais que
rCo,sCpRet#anp.

Sobre essas retas e os planos é correto afirmar que
a) as retas r e s somente definirdo um plano se fo-
rem concorrentes com t em um Unico ponto.

b) as retas r e s podem definir um plano paralelo a
reta t.

c) asretasre s sdo necessariamente concorrentes.

d) se r e s forem paralelas, entdo elas definem um
plano perpendicular a a e .

e) o plano definido por r e t € necessariamente pa-
ralelo as.

Enem 2017 Uma lagartixa esta no interior de um quar-
to e comeca a se deslocar. Esse quarto, apresentando
o formato de um paralelepipedo retangular, é repre-
sentado pela figura.

A lagartixa parte do ponto B e vai até o ponto A. A seguir,
de A ela se desloca, pela parede, até o ponto M, que é o
ponto médio do segmento EF. Finalmente, pelo teto, ela
vai do ponto M até o ponto H. Considere que todos es-
ses deslocamentos foram feitos pelo caminho de menor
distancia entre os respectivos pontos envolvidos.

A projecédo ortogonal desses deslocamentos no plano
que contém o chdo do quarto é dado por:

>3
N

a)

N
N



Enem 2016 Um grupo de escoteiros mirins, numa ativi-
dade no parque da cidade onde moram, montou uma
barraca conforme a foto da Figura 1. A Figura 2 mostra
0 esquema da estrutura dessa barraca, em forma de
um prisma reto, em que foram usadas hastes metalicas.

A B
Figura 2

Figura 1

Apds a armacao das hastes, um dos escoteiros ob-
servou um inseto deslocar-se sobre elas, partindo do
vértice A em direcao ao vértice B, deste em direcdo ao
vértice E e, finalmente, fez o trajeto do vértice E ao C.
Considere que todos esses deslocamentos foram fei-
tos pelo caminho de menor distancia entre os pontos.
A projecao do deslocamento do inseto no plano que
contém a base ABCD ¢é dada por

N T >
YN
"<

UFJF-MG 2015 Sejam r uma reta e 3, e B, dois planos

no espaco, considere as seguintes afirmacdes:

I. Sernp,#{P}ern B, #{P,),comP,eP,pontos
distintos, entdo B, é paralelo a B,.

. SerNB,#Jernp,#J,entdo B, é paralelo a
B, ou B, é coincidente de B,.

lll. Se existem dois pontos distintos em r N B, entao
rOpy#r.

E CORRETO afirmar que:

a) Apenas | é verdadeira.

b) Apenas Il é verdadeira.

c) Apenas lll é verdadeira.

d) Apenas|ell sdo verdadeiras.
e) Apenasll e lll sdo verdadeiras.

UEM-PR 2019 Assinale o que for correto.

01 Dois planos que tém 3 pontos distintos em co-
mum coincidem.

02 Quaisquer 4 pontos distintos e ndo colineares
sempre determinam dois planos distintos que se
interceptam.

04 Retas reversas nunca sdo coplanares.

08 Se dois planos distintos a € B sdo paralelos, entao
existe uma reta de a que intercepta f3.

16 Se uma reta r € perpendicular a um plano, entdo
essa reta forma um angulo de 90° com todas as
retas contidas nesse plano e que interceptam r.

Soma:

EsPCEx-SP 2013 Considere as seguintes afirmacdes:

I. Se uma reta r é perpendicular a um plano «,
entdo todas as retas de a sdo perpendiculares ou
ortogonais ar,

Il. Se a medida da projecdo ortogonal de um
segmento AB sobre um plano o é a metade da
medida do segmento AB, entdo a reta AB faz com
a um angulo de 60°%

lll. Dados dois planos paralelos a e 3, se um terceiro
plano vy intercepta a e B, as intersecdes entre
esses planos serdo retas reversas;

IV. Se a e B sdo dois planos secantes, todas as retas
de o também interceptam .

Estdo corretas as afirmacdes

a) apenaslell d) LllelV
b) apenasllielll e) I, lllelVv
c) Liltelll

ITA-SP 2021 Considere as seguintes afirmacgdes:

I. Se a medida do angulo agudo entre uma reta r e
um plano a é 45° entdo existe uma reta s contida
em « tal que a medida do angulo agudo entre re
s é30°

Il. Se uma reta r é perpendicular a duas retas
distintas s e t contidas em um plano «a, entdo r é
perpendicular a a.

lll. Sejam r, s e t as trés retas distintas determinadas
por trés pontos ndo colineares. Entdo, existe um
Unico ponto equidistante der,s e t.

IV. Se P e Q sdo pontos a mesma distancia de um
plano «, entdo o ponto médio do segmento PQ
pertence a a.

E(s&0) VERDADEIRA(S):

a) nenhuma.

b) apenaslell

c) apenaslelll

d) apenaslilelV.

e) apenasll, lll e lV.

EsPCEx-SP Considere as seguintes afirmacdes:

. Sedois planos a e B sdo paralelos distintos, entdo
asretasry Caery, C 3 sdo sempre paralelas.

Il. Seaesdoplanosndo paralelos distintos, existem
asretasr, Caer, CBtal quer er,sdo paralelas.

lll. Se uma reta r é perpendicular a um plano « no
ponto P, entdo qualquer reta de a que passa por
P & perpendicular ar.

Dentre as afirmacdes acima, é(sdo) verdadeira(s)

a) Somentell d) llell
b) lell e) LiIlell
c) lell
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EsPCEx-SP Considere um plano a € os pontos A, B,
C e D tais que

O segmento AB tem 6 cm de comprimento e esté con-
tido em a.

O segmento BC tem 24 cm de comprimento, esta con-
tido em a e é perpendicular a AB.

O segmento AD tem 8 cm de comprimento e é per-
pendicular a a.

Nessas condicdes, a medida do segmento CDé

a) 26cm d) 32cm
b) 28cm e) 34cm
c) 30cm

Enem PPL 2020 No desenho técnico, € comum re-
presentar um sdlido por meio de trés vistas (frontal,
perfil e superior), resultado da projecdo do sélido em
trés planos, perpendiculares dois a dois.

A figura representa as vistas de uma torre.

AWANC

Vista Vista Vista
frontal perfil superior

Disponivel em: www.uems.br. Acesso em: 11 dez. 2012 (adaptado).

Com base nas vistas fornecidas, qual figura melhor re-

presenta essa torre?
a) j <) ) D

b) d) @
Unifesp Dois segmentos dizem-se reversos quando

ndo sdo coplanares. Neste caso, o nimero de pares
de arestas reversas num tetraedro, como o da figura, é

()

A
B D
C
a) 6. c) 2. e) O.
b) 3. d) 1.

UFSCar-SP Considere um plano a e um ponto
P qualquer do espaco. Se por P tracarmos a reta
perpendicular a «, a intersecdo dessa reta com a
é um ponto chamado projecdo ortogonal do pon-
to P sobre a. No caso de uma figura F do espaco,
a projecdo ortogonal de F sobre a é definida pelo
conjunto das proje¢des ortogonais de seus pontos.
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Com relacdo a um plano a qualquer fixado, pode-se

dizer que:

a) a projecdo ortogonal de um segmento de reta
pode resultar numa semirreta.

b) a projecdo ortogonal de uma reta sempre resulta
numa reta.

c) a projecdo ortogonal de uma pardbola pode re-
sultar num segmento de reta.

d) a projecdo ortogonal de um triangulo pode resul-
tar num quadrilatero.

e) a projecdo ortogonal de uma circunferéncia pode
resultar num segmento de reta.

Uerj 2020 A imagem a seguir representa um cubo
com aresta de 2 cm. Nele, destaca-se o triangulo AFC.

H F
|
A " G
1
1
1
|
1
Ao -4D
£ E
'
Bi!— C

A projecdo ortogonal do triangulo AFC no plano da
base BCDE do cubo é um triangulo de area y. O valor
de y,em cm?, é igual a:

a) 1 c)

b) d)

N W
Nl N

Enem PPL 2020 Uma formiga move-se sobre um cas-
tical de vidro transparente, do ponto A para B em linha
reta, percorre o arco circular BCD, sendo C localiza-
do na parte da frente do castical, e desce o arco DE,
como representado na figura.

Tampo da mesa

Os pontos A, B, D e E estdo sobre um mesmo plano
perpendicular a mesa sobre a qual se encontra o cas-
tical. A projecao ortogonal, sobre o plano da mesa,
do trajeto percorrido pela formiga, do ponto A até o
ponto E, é melhor representada por



a) B C D d A B CED
E
/a
b) 5 b e) 4 B D
c —
E C
A
o A B E_D
c

Faap-SP O galpdo da figura a seguir esta no prumo e
a cumeeira estd “bem no meio” da parede.

Cumeeira

4m

Das retas assinaladas podemos afirmar que:
a) teusdaoreversas

b) seusdoreversas

c) teusdo concorrentes

d) sersaoconcorrentes

e) te usdo perpendiculares

Enem 2020 Em um jogo desenvolvido para uso no
computador, objetos tridimensionais vao descendo
do alto da tela até alcancarem o plano da base.
O usuério pode mover ou girar cada objeto durante
sua descida para posiciond-lo convenientemente no
plano horizontal. Um desses objetos é formado pela
justaposicdo de quatro cubos idénticos, formando as-
sim um sdlido rigido, como ilustrado na figura.

Para facilitar a movimentacao do objeto pelo usuario,
0 programa projeta ortogonalmente esse sélido em
trés planos quadriculados perpendiculares entre si,
durante sua descida.

A figura que apresenta uma possivel posicdo desse
sélido, com suas respectivas projecdes ortogonais
sobre os trés planos citados, durante sua descida é

e)
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Texto complementar

0 que um ser de quatro dimensoes veria ao
olhar para vocé

Ele veria todo 0 seu corpo, a parte de trds e da frente. E também

seus orgdos internos. Tudo ao mesmo tempo.

Apesar de jamais podermos de fato visualizar a quarta dimensdo,
podemos entender a légica por trds da progressdo de dimensdes, e
tentar assimilar a possibilidade de alguém conseguir ver o interior de
outra pessoa. Tudo pelo puro exercicio de visualizacdo matematica.

Vivemos em um mundo de trés dimensoes: altura, largura e pro-
fundidade. Tem gente que diz que o tempo é a quarta dimensdo, e
viveriamos em um mundo de trés dimensdes + tempo, e outras pessoas
dizem que o tempo seria como uma camada 3D de uma quarta dimensdo
espacial mesmo. Mas esse post fala das trés dimensdes espaciais com

as quais lidamos diariamente.

Para comecar, como de costume, quando se fala de dimensdes
mais altas, é preciso usar analogias, porque dimens6es mais altas sao
inacessiveis para nos e s6 conseguimos imagind-las assim — percebendo
0 que as nossas trés dimensdes tém em comum, e como poderiamos

aplicar essas caracteristicas a uma préxima dimensdo.

Primeiro vamos imaginar que também existem mundos de 1,2 e 4

dimens@es, cada um deles habitado por seres geométricos.

Os habitantes do mundo 1D seriam linhas, podemos chamar a
Unica dimensdo de seus mundos de “largura”, por exemplo. Entdo eles
ndo teriam nem altura nem profundidade. Em seus mundos de sé uma
dimensdo eles poderiam se movimentar somente para a direita ou para
a esquerda, um pouquinho, até atingirem o vizinho. Eles jamais poderiam
ultrapassar seus vizinhos, porque seria impossivel pular por cima ou

caminhar pelo lado deles sem acessar uma segunda dimensao.

E interessante perceber que habitantes desse universo de uma
dimensdo, com um olho em uma de suas extremidades, enxergariam
s6 pontos, ao olharem para seus vizinhos. Eles, apesar de terem uma

dimensdo, enxergariam o mundo em zero dimens&o.

Nos, por outro lado, podemos ver o mundo 1D de fora. Ou seja,

VEMOS 0S seres inteiros, inclusive seus “interiores”.

Dois seres de uma dimensao vistos por algum ser com mais de uma

dimensao.

Da mesma forma, seres vivendo na segunda dimensdo seriam pla-
nos, mas eles mesmos ndo conseguiriam enxergar os seus conterraneos
inteiros, e sé veriam linhas retas (1D). Teriam que caminhar (?) ao redor
de cada forma para saber se se trata de um tridngulo ou quadrado,

por exemplo.

Assim é um quadrado de duas dimensd&es, visto da terceira

dimensao:

E essa seria a aparéncia do mesmo quadrado visto por um ser de

duas dimensdes:

Aideia-chave aqui é perceber que sempre enxergamos uma di-

mensdo inferior aquela na qual estamos inseridos.

Seres de uma determinada dimensdo sempre conseguem ver o
interior dos seres da dimensdo abaixo, mas s6 conseguem ver a super-
ficie de seres com o mesmo niimero de dimensdes que eles proprios.
Por exemplo, nos, seres de trés dimensdes, conseguimos ver o interior
de um quadrado de duas dimensdes, porque a luz tem outra dimensdo
por onde passar, mas o proprio quadrado s6 conseguiria ver a superficie,
o0 contorno, dos objetos do seu mundo.

Entdo nds, seres de trés dimensdes, seguindo essa progressdo 16gi-
ca, na verdade vemos apenas duas dimens0es por vez, mas conseguimos
deduzir através de varias outras informacdes, (experiéncias passadas,
visdo binocular, incidéncia da luz) a profundidade de cada objeto.

Imagem 2D projetada

Objeto 3D Olho 3D
Retina 2D

A luz é projetada na nossa retina, que é um plano.

Apesar de lidarmos diariamente com trés dimensdes, estamos
presos nessas dimensdes, e a luz ndo tem por onde passar para poder
nos mostrar mais do que a superficie de cada coisa. Mas, se adicionds-
semos uma nova dimens&o, que crescesse a um angulo de 90 graus
de todas as outras, poderiamos ver o lado de trés e o lado da frente e
o interior dos objetos ao mesmo tempo.

Entdo, resumindo, a respeito da quarta dimensao, podemos de-
duzir que:

1 Aretina dos seres da quarta dimensdo poderia ver trés dimensoes
por vez.

2 Os seres da quarta dimensdo poderiam ver também o interior de
objetos da terceira dimensdo.

3 As superficies dos objetos de quatro dimensdes sdo formadas por
trés dimensdes.

Entdo ao olhar para um cubo, por exemplo, nés vemos s6 o lado
do cubo que estd voltado para nés, [...] nds vemos um plano, mas seres
de quatro dimensdes poderiam ver o0s seis lados do cubo ao mesmo
tempo, e seu interior. E um ser de quatro dimensdes, ao olhar para um
hipercubo, veria um cubo, que é o achatamento 3D do hipercubo 4D.

Imagem 3D projetada

Objeto 4D Olho 4D
Retina 3D

Entdo, ao olhar para uma pessoa, um ser de quatro dimensdes po-
deria ver todos 0s seus 6rgdos internos, e vasos sanguineos, e o interior
dos vasos sanguineos, e o interior de tudo. De uma forma inconcebivel
para nos, algo como uma camada 3D de tudo que forma aquela pessoa,
e ndo s6 sua superficie.

BARRUECO, Caroline. O que um ser de quatro dimensdes veria ao olhar para
vocé. Noosfera, 19 ago. 2015. Disponivel em: https://noosfera.com.br/
o-que-um-ser-de-quatro-dimensoes-veria-ao-olhar-para-voce/.

Acesso em: 2 fev. 2022.
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Os postulados de Euclides

Postulados da existéncia

1 Existem ponto, reta e plano.

2 Existem infinitos pontos em uma reta e fora dela.
3 Existem infinitos pontos em um plano e fora dele.

Postulados da determinacao

1 Dois pontos distintos determinam uma reta.

2 Trés pontos distintos e ndo colineares determinam um
plano.

Postulados da divisao

1 Todo ponto de uma reta divide-a em duas figuras con-
gruentes chamadas semirretas.

2 Toda reta de um plano divide-o em duas figuras congruen-
tes chamadas semiplanos.

3 Todo plano divide o espaco em dois semiespacos
congruentes.

Postulado da inclusdao
Se dois pontos distintos de uma reta pertencerem a um mesmo
plano, entdo essa reta estard contida nesse plano.

Determinacao de plano

* Trés pontos distintos e ndo colineares determinam um
plano.

* Uma reta e um ponto fora dela determinam um plano.

¢ Duas retas paralelas determinam um plano.

*  Duas retas concorrentes também determinam um plano.

Posicoes relativas no espaco

Coincidentes
Distintas

Obliquas
Perpendiculares

Paralelas{
Coplanares

Entre retas Concorrentes{

Obliquas
Ortogonais

Reversas{

Contida

Paralela
Entre reta e plano

Secante Obliqua )

Perpendicular

Coincidentes
Distintos
Obliquos
Perpendiculares

Paralelos{
Entre planos
Secantes{

Angulo entre duas retas reversas

Definimos o angulo entre duas retas reversas, r e s, COmo o
angulo plano formado entre r e uma terceira reta paralela a s
e concorrente a r.

Teorema fundamental da perpendicularidade
Uma reta serd perpendicular a um plano se, e somente se,
formar angulos retos com duas retas concorrentes contidas
nesse plano.

Teorema das trés perpendiculares
Seja um plano B, uma reta r perpendicular a § no ponto P, uma
reta s contida em 3 passando por P e uma reta t perpendicular
a s por um ponto Q distinto de P. Nessas condicdes, se tomar-
mos um ponto R de r, RQ seréd perpendicular a t.

Diedros

Diedro € a figura formada por dois semiplanos com origem em
uma mesma reta. Esses semiplanos sdo denominados faces
do diedro, e a reta é chamada de aresta do diedro.

Na figura, x € a medida do angulo diedro de aresta r:
x = med(aiB).

Triedros

I =6 <fh<fh+1f
h<f+fh= |f3—f1|< £, <fi+fef,+1f+7f<360°

i<fhb+fh

B<hith |h-f|<f<fi+h

d, +180° < d, + ds

d, +180° < d, +d; e 180° <d, + d, + d3 < 540°
d; +180° < d, + d,
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Quer saber mais?

Site
Portal da Obmep. IMPA. Geometria espacial 1 - Fundamentos: pontos, retas e planos. Disponivel em: https://portaldacbmep.impa.br/
index.php/modulo/ver?modulo=27. Acesso em: 3 fev. 2022.
Neste site hd uma sequéncia de seis videoaulas que abordam e ampliam o estudo dos conceitos primitivos da Geometria
(ponto, reta e plano).

Exercicios complementares

1. UEM-PR 2018 Sobre geometria espacial, assinale o Qual é o esboco obtido pelos alunos?

que for correto.

01 Dois planos sempre se interceptam.

02 Duas retas perpendiculares determinam um dnico
plano.

04 Dado um ponto qualguer P em um plano mr, existe
uma Unica reta passando por P perpendicular ao
plano.

08 Se duas retas nao sdo paralelas, entdo elas sdo
reversas.

16 Se uma reta ndo intercepta um determinado pla-
no, entdo necessariamente ela é paralela a ele.

Soma:

. ITA-SP 2020 Considere as seguintes afirmacoes:

. Sejamm, m, e m3trés planos distintos, e secantes
dois a dois segundo as retas distintas r, s e t. Se
rNs+JdentdorNsnt+d.

Il. As projecBes ortogonais de duas retas paralelas
re s sobre um plano m sdo duas retas paralelas.

lll. Para quaisquer retas r, s e t reversas duas a duas,
existe uma reta u paralela a r e concorrente com
secomt.

E(s&0) VERDADEIRA(S):

a) apenas|l.

b) apenas .

c) apenaslell.

d) apenaslelll.

e) nenhuma.

. Enem 2016 Os alunos de uma escola utilizaram cadeiras
iguais as da figura para uma aula ao ar livre. A professora,
ao final da aula, solicitou que os alunos fechassem as ca-
deiras para guarda-las. Depois de guardadas, os alunos
fizeram um esboco da vista lateral da cadeira fechada.
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. Enem 2018 Uma torneira do tipo % de volta é mais eco-

némica, j@ que seu registro abre e fecha bem mais
rapidamente do que o de uma torneira comum. A fi-

1
gura de uma torneira do tipo 1 de volta tem um ponto

preto marcado na extremidade da haste de seu re-
gistro, que se encontra na posi¢do fechado, e, para

. P 1
abri-lo completamente, € necessario girar a haste 7
de volta no sentido anti-horario. Considere que a has-
te esteja paralela ao plano da parede.

parede

44— haste

Disponivel em: www.furkin.com.br. Acesso em: 13 nov. 2014.

Qual das imagens representa a projecao ortogonal, na
parede, da trajetoria tracada pelo ponto preto quando
o registro é aberto completamente?

T
e



Enem 2020 A Figura 1 apresenta uma casa e a planta
do seu telhado, em que as setas indicam o sentido do
escoamento da agua de chuva. Um pedreiro precisa
fazer a planta do escoamento da dgua de chuva de
um telhado que tem trés caidas de dgua, como apre-
sentado na Figura 2.

(a) Casa

(b) Planta do telhado

Figura 1

Figura 2

A figura que representa a planta do telhado da Figura
2 com o escoamento da agua de chuva que o pedrei-
ro precisa fazer é

a) N_________ . ¢ ~M_________
: S : } !
v b VAN

by KN __ - d) —

: b K

"~ b E_*__:
e) e ;
S L
ol |
| LY

IME-RJ 2016 Sejam dois quadrados de lado a situa-
dos em planos distintos que sdo paralelos entre si e
situadosaumadistanciad,umdooutro. Aretaqueliga
0s centros dos quadrados é perpendicular a esses
planos. Cada diagonal de um quadrado é paralela a
dois lados do outro quadrado. Liga-se cada vértice de
cada quadrado aos dois vértices mais proximos do
outro quadrado. Obtém-se, assim, tridngulos que,
conjuntamente com os quadrados, formam um so6-
lido S. Qual a distancia entre estes planos distintos
em funcdo de a, de modo que os triangulos descri-
tos acima sejam equilateros?

b)@ d)@
2 2

Pretende-se montar uma escultura metdlica compos-
ta de trés chapas com a forma de setores circulares
soldadas entre si e sobre um pedestal cilindrico,
como mostram as figuras.

Para fazé-la, um escultor pode usar cinco chapas com
diferentes raios e angulos internos:

|__Tipo | __Raio___| Angulo central

A 13m 85°
B 1.5 m 115°
& 14 m 1252
D 1m 165°
E 1.8 m 170°

Como a escultura apresenta caracteristicas espa-
ciais, pois as trés placas soldadas formam um vértice
triédrico, o escultor deverd, necessariamente, usar a

combinacdo:
a) A BeD. c) C,DeA e) E,AeC.
b) B,CeD. d) ABeC.

Enem 2019 Um grupo de paises criou uma instituicdo
responsavel por organizar o Programa Internacional
de Nivelamento de Estudos (PINE) com o objetivo de
melhorar os indices mundiais de educacdo. Em sua
sede foi construida uma escultura suspensa, com a
logomarca oficial do programa, em trés dimensoes,
que é formada por suas iniciais, conforme mostrada

" PINE

Essa escultura estad suspensa por cabos de aco, de
maneira que o espagamento entre letras adjacentes é
0 mesmo, todas tém igual espessura e ficam dispostas
em posicdo ortogonal ao solo, como ilustrado a seguir.

Ao meio-dia, com o sol a pino, as letras que formam
essa escultura projetam ortogonalmente suas som-
bras sobre o solo.

A sombra projetada no solo é

a)
b)
i
<)
g e
d)
. ““"-—
e)
‘-_1_‘,“-"

m
w
[
4
L
@
L

243



9.

10.

1.

UPF-RS 2019 Na figura abaixo, esta representado um
cubo.

L

Es

PrTaEL s L= Er=TEEs

A secdo produzida no cubo pelo plano CDE tem a
forma de

a) triangulo
b) trapézio

c) retangulo

d) pentagono
e) hexagono

Um chefe de construcdo deseja verificar a medida do
angulo de inclinagdo de uma escada em relacéo ao solo.
Para isso, ele se posiciona sob a rampa de concreto que
sustenta a escada dispondo de um objeto de madeira,
capaz de ser apoiado em qualquer superficie plana de
modo que uma de suas hastes fique perpendicular ao
plano de apoio. Em uma extremidade do objeto, um
barbante é amarrado, e, na outra, um peso faz com que
o barbante fique esticado como um fio de prumo.

O operario mede, com um transferidor, o angulo entre
a haste e o barbante e encontra 148°. Assim, ele pode
concluir que o angulo de inclinacdo da escada em re-
lacdo ao solo mede:

a) 148° c) 48°
b) 58° d) 45°

e) 32°

Algumas vezes, pequenas imprecisdes nas medidas
das pernas de uma mesa fazem com que ela balance
um pouco, mesmo quando apoiada em um piso perfei-
tamente plano. Isso acontece porque os pés da mesa
nao determinam pontos de apoio que sejam coplanares.
Uma fabrica de méveis produz diversos tipos de me-
sas de madeira, e as alternativas a seguir ilustram
cinco modelos diferentes produzidos por essa fabrica.
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12.

13.

Assinale a que mostra um modelo de mesa que ndo
balanca quando apoiada em um piso perfeitamente
plano, mesmo que haja pequenas imprecisées nos
comprimentos de suas pernas:

b) d)

T o

Embora destinada a ficar na vertical, a Torre de Pisa
comecou a inclinar-se logo apoés o inicio de sua cons-
trucdo, em 1173, devido a sua fundacdo, construida em
um solo mal compactado. Apds ser fechada em 1990
por causa do aumento da inclinagao, varias propostas
foram feitas para aprumar a torre até que uma foi acei-
ta, reduzindo a inclinacdo em 40 cm.

)
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Imagine que a inclinagdo da torre em relagdo a vertical

seja de 6° 17" No momento em que os raios de sol proje-

tam a sombra da torre no solo horizontal, a medida, em

graus, do angulo formado entre a torre e sua sombra:

a) ndo pode ser de 90° pois a torre ndo esta perfei-
tamente na vertical.

b) ndo pode ultrapassar 93° 43' qualquer que seja o
horério do dia.

c) ndo pode ultrapassar 96° 17' qualquer que seja o
horério do dia.

d) pode assumir qualquer valor entre 80° e 100° de-
pendendo da hora do dia.

e) pode assumir qualquer valor entre 90° e 110° du-
rante o periodo da manha.

Uma pizzaria entrega suas pizzas em caixas de pa-
peldo cujo formato € o de um prisma reto de bases
octogonais, como mostra a figura a seguir:




14.

15.

Considere que os vértices dessa caixa determinam as
retas declaradas na seguinte tabela:

Vértices NN Fe@ el JeK MeN

Sabendo que os angulos internos dos octégonos
ABCDEFGH e IJKLMNOP tém todos a mesma medida,
determine qual é a posicdo relativa entre a reta r e
cada uma das retas a seguir, justificando sua resposta:
a) s b) t c) u d) v

Um pedaco de cartolina é recortado na forma de um
losango com lado medindo 6 cm e angulos internos
de 60° e 120° como mostra a figura 1. Esse pedaco
€ dobrado, formando um vinco sobre sua diagonal
menor, de modo que forma um angulo diedro, como
mostra a figura 2.

C

D
! D
I

C A
6 cm
B B
Figura 1 Figura 2

Sabendo que, na figura 2, o ponto C', projecao orto-
gonal do ponto C no plano determinado pelos pontos
A, B e D, é o centro do tridngulo equilatero ABD, qual
€ o valor do cosseno do angulo diedro formado pelos
triangulos ABD e BCD?

Uma papelaria vende caixas cuUbicas desmontadas
para presentes. Essas caixas sdo de papeldo estam-
pado e apresentam um friso BCDEF em zigue-zague,
que indica quais serdo as faces laterais da caixa de-
pois de montada.

AT i,

SR
AL, o, e

Considere as medidas x, y e z dos angulos DEG, DEF
e GEF, respectivamente, e observe que, enquanto a
caixa estd desmontada e esses angulos sdo copla-
nares, verifica-se a relagdo x = y + z, mas, quando
a caixa for montada, fazendo-se coincidir as arestas
AB e FG, esses angulos deixardo de ser coplanares, e
suas medidas passarado a verificar a relacdo x <y + z.

16.

E

Determine as medidas x, y e z dos angulos DEG, DEF
e GEF depois de montada a caixa.

Enem Representar objetos tridimensionais em uma
folha de papel nem sempre é tarefa facil. O artista ho-
landés Escher (1898-1972) explorou essa dificuldade
criando varias figuras planas impossiveis de serem
construidas como objetos tridimensionais, a exemplo
da litografia Belvedere, reproduzida a seguir.

Considere que um marceneiro tenha encontrado al-
gumas figuras supostamente desenhadas por Escher
e deseje construir uma delas com ripas rigidas de
madeira que tenham o mesmo tamanho. Qual dos de-
senhos a seguir ele poderia reproduzir em um modelo
tridimensional real?

a)

b) e)

c) e
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17.

4

Um queijo parmesdo de formato cilindrico devera ser
dividido em oito partes congruentes.

vovashevchuk/iStockphoto.com

Use as informacdes a sequir para responder as ques-
tdes de1a 3.

Projecao ortogonal sobre um plano
Projecao de um ponto: Chama-se projecao ortogonal
de um ponto sobre um plano ao pé da perpendicular

ao plano conduzida pelo ponto. O plano é dito plano
de projecao e a reta € a reta projetante do ponto.

I
I
*P
I
I
I
I
I

i

Projecdo de uma figura: Chama-se projegao ortogonal
de uma figura sobre um plano ao conjunto das proje-
¢oes ortogonais dos pontos dessa figura sobre o plano.

Departamento de Matematica — Universidade Federal de Vigosa. Disponivel
em: httpefwww.dma.ufvbridownloads/MAT%20250/2017-I/slides/Capitulo%20

IV320-%20MAT%20250%20-%202017-Il.pdf. Acesso em: 21jan, 2022,

18.

O menor ndmero de cortes planos suficientes para se
efetuar essa divisdo é:

a) 1

b) 2
c) 3
d) 4
e) 5
Determine os comprimentos das arestas VA, VB e

VC de um triedro trirretdngulo em que AB # 5 cm,
BC#6cmeAC # 7 cm.

EM13MAT309

1.

Considere dois planos paralelos, a e B, que distam um
do outro 8 cm, e um hexagono regular ABCDEF, de
2 cm de lado, contido em «. Ao esbogar a projecdo
ortogonal desse hexagono no plano B, a projecéo e o
hexagono delimitam um prisma, como mostra a figura
a seguir. A drea total desse prisma é:

a) 96cm c) 12(8 + V3)em?
b) 9643 cm?. d) 6(16 + 3 )cm?

EM13MAT309

2.

O volume do prisma delimitado pelo hexagono regu-
lar ABCDEF e por sua projecéo sobre o plano B é;

a) 6+/3 cm® c) 96+/3 cm?®
b) 483 cm? d) 1923 cm?®

EM13MAT308

3.

Considere duas retas, s e t, sendo a reta s pertencen-
te ao plano « e t perpendicular a & no ponto A. Sdo
marcados um ponto Bnaretatab cm do ponto A e
um ponto C na reta s. Sabendo que a projecdo or-
togonal do segmento AC em s, mede 6 ¢m e que ©
ponto A estd a 8 cm de disté@ﬁa de s, nessas condi-
coes, a medida do segmento BC &:

a) V5 cm. c)
b) 55 cm. d)

10 cm.

12 cm.
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CAPITULO Paralelepipedos

Se vocé estd em um lugar fechado, provavelmente ele é cercado por quatro paredes
laterais planas, um piso ou teto plano. Portanto, vocé deve estar dentro de uma forma
geométrica espacial cercada por seis retdngulos ao todo. Em qualquer ambiente como
esse, é possivel observar oito vértices triédricos, cada um com trés angulos retos, além
de uma dudzia de arestas determinadas pelo encontro de duas paredes ou de uma pa-
rede com o plano do teto ou do piso. Os comprimentos podem ser iguais ou diferentes
dependendo das dimensdes do lugar. Além disso, cada retdngulo caracteriza uma su-
perficie fechada e, portanto, dotada de &rea.

Todos esses elementos — vértices, arestas e faces, que ddo forma geométrica ao ambien-
te — cercam e estabelecem os limites de uma porcdo do espaco, o interior dele, que é
ocupado por moveis, objetos, pessoas, ar etc.



A grandeza volume

Além das grandezas angulares, lineares e superficiais,
ha um ultimo tépico na Geometria Métrica a ser estudado,
que é a grandeza espacial. Toda forma dotada de largu-
ra, comprimento e profundidade possui essa grandeza.
Mas isso ndo se restringe aos corpos solidos; até mesmo
liquidos ou gases ocupam porgdes do espaco €, por isso,
possuem uma grandeza espacial a ser medida.

As porcdes do espaco que sdo ocupadas por algum
tipo de matéria, tanto sdélida quanto liquida ou gasosa, po-
dem ser medidas e comparadas entre si, de acordo com 0s
valores numéricos de suas grandezas espaciais. O nome
dessa grandeza é volume.

Essa grandeza, ao mesmo tempo fisica e geométrica,
que chamamos de volume, avalia a extensdo de porgdes do
espaco tridimensional e deve ser expressa por um ndimero
real positivo, devidamente acompanhado de uma unidade
de volume.

Neste capitulo, estudaremos como calcular os volumes
de algumas formas tridimensionais.

Unidades de volume

No Sistema Internacional de Pesos e Medidas (Sl), a
principal unidade de medida adotada para expressar o vo-
lume é o metro ctbico (m3).

Assim como a unidade metro (m), usada para expressar
a grandeza comprimento, o metro clbico também admite
multiplos e submdultiplos no Sl:

e O quildmetro cubico:
1 km* = 1000000000 m® = 10 m?
* O hectdbmetro cubico:
1 hm? = 1000000 m® = 10% m?
* O decametro cubico:
1 dam?® = 1000 m® = 10* m®
* O decimetro cubico:
1dm? =0,001m*=10"3*m?
* O centimetro cubico:

1em® = 0,000001 m® =10"%m3

e O milimetro cubico:

1 mm? = 0,000000001 m® = 107 m?

Perceba que 1 metro cubico tem 1 milhdo de centime-
tros cubicos (1 m3 = 1000000 cm3) e que 1 centimetro
cubico tem mil milimetros cubicos (1 cm® = 1000 mm3), por
exemplo. Para compreender as transformacdes de unida-
des, observe os exercicios resolvidos a seguir.
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resolvidos

. Transforme em metros clbicos o volume de 0,3 km?.

Resolucgdo:
Considerando que cada quildbmetro possui mil metros
(1km = 1000 m):

0,3 km?®=0,3 - (1km)®

0,3km® = 0,3 - (1000 m)®

03 km®=0,3-1000°m?

0,3 km® = 0,3 -1000000000% m*

0,3 km® =300000000 m?

O mesmo problema pode ser resolvido em notagao
cientifica partindo da relacdo 1 km = 10° m:

03km*=3-10""- (1km)
03km*=3-10""- (10> m)®
03km*=3-10""-10°3m3
03km*=3-10"-10°m3
03km*=3-10""m

03 km3=3-10%m3

. Transforme em metros ctibicos o volume de 280000 cm®.

Resolucgdo:

Considerando que cada centimetro equivale a um
centésimo do metro (1cm = 0,01 m):

280000 cm? = 280000 - (1 cm)®
280000 cm? = 280000 - (0,01 cm)®
280000 cm? = 280000 - (0,01)® m*
280000 cm? = 280000 - 0,000001 m*
280000 cm® = 0,28 m®

O mesmo problema pode ser resolvido em notagao
cientifica partindo da relagcdo 1cm = 1072 m:

280000 cm® =2,8-10° - (1cm)®

280000 cm® =2,8-10%- (1072 m)®

280000 cm®=28-10°-10"2"3m3

280000 cm®=28-10-10"°m?

280000 cm®=2,8-10°-10°"°m?

280000 cm®=2,8-10"m?

280000 cm® = 0,28 m*



3. Transforme em milimetros cubicos o volume de
0,0741 hm?.

Resolucao:

Considerando que cada hectémetro possui cem
metros (1 hm = 100 m) e que cada metro possui mil
milimetros (1 m = 1000 mm):

0,0741 hm® = 0,0741 - (1 hm)®

0,0741 hm® = 0,0741 - (100 m)?

0,0741 hm® = 0,0741 - (100000 mm)*

0,0741 hm® = 0,0741 - 1000003 mm?

0,0741 hm? = 0,0741 - 1000000 000 000 000 mm?
0,0741 hm? = 0,0741 - 74100000 000 000 mm?

O mesmo problema pode ser resolvido em nota-
cdo cientifica partindo das relagdes 1 hm = 10%2me
1m =10° mm:

0,0741hm3=741-10"2- (1 hm)®
0,0741hm3 =741-1072 - (10% m)®
0,0741hm3 = 741-1072 - 102 - 10° mm)®
0,0741hm3 =741-10"2- (10> * 3 mm)®
0,0741hm3 = 741-1072 - 10° mm)®
0,0741hm® = 741-10"2-10° 3> mm?
0,0741hm® = 741-10"2" " mm?

0,0741 hm® = 741+ 10™ mm?>

A grandeza capacidade

Além do volume, outra grandeza fisica é usada para
avaliar porcdes de espaco tridimensional: a capacidade.
Alguns formatos tridimensionais cdncavos, como o de
copos de vidro ou caixas térmicas de isopor, tém dois
volumes a serem avaliados:

1. O da porcao de espaco cercada pela superficie
da forma geométrica, que coincide com o volume
do material usado na confecc¢do desse objeto (no
caso dos copos, o volume de vidro; e no caso das
caixas térmicas, o de isopor).

2. O da concavidade ou concavidades dos objetos
soélidos que sdo capazes de armazenar matéria
liquida ou gasosa. Esse volume é denominado
capacidade do objeto.

O termo capacidade serve para designar o volume V,
da porcdo de espaco cercada pelas superficies internas
da concavidade de um sélido como a caixa de isopor
ilustrada a seguir.

Nesse exemplo:
* V, éovolume de isopor presente na caixa;
* V, é acapacidade de armazenamento da caixa.

Unidades de capacidade

Para expressar a grandeza capacidade, o Sistema Inter-
nacional de Pesos e Medidas (Sl) também admite a unidade
litro, que deve ser indicada pela letra L (maiuscula) ou €
(mindscula cursiva).

Assim como a unidade metro (m), usada para expressar
a grandeza comprimento, o litro também admite multiplos
e submultiplos no S

e Oaquiloliro:  1kL=1000L = 10°L
e Ohectolitro: 1hL=100L =10°L
«  Odecaliro. 1daL=10L=10"L
e Odecilitro: 1dL=01L=10"L
e Oecentilito: 1cL=001L=102%L

o O mililitro: 1mL=0001L=10"3L

Por ser uma grandeza simples, transformacdes entre
multiplos e submdiltiplos do litro seguem as mesmas regras
das grandezas lineares, como o metro. Assim, cada quilo-
litro possui mil litros (1 kL = 1000 L), e cada litro possui
100 centilitros (1 L = 100 cL), por exemplo. Observe as
transformacdes de unidades apresentadas nos exercicios
resolvidos a seguir.

resolvidos

4. Transforme em litros a capacidade de 0,05 kL.

Resolucao:
Considerando que 1kL = 1000 L:
0,05 kL = 0,05 - 1kL

0,05 kL =0,05-1000 L
005kL =50L

(L]
w
[
Z
w
"3
L

O mesmo problema pode ser resolvido em notagao
cientifica.
0,05kl =5-10"2-1kL
005kl =5-10"2-10°L
005kL=5-10"2"3L
0,05kl =5-10"L
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5. Transforme em litros a capacidade de 20 cL.

Resolucgdo:

Considerando que 1cL = 0,01 L:
20cL=20-1cL=20cL=20-001L=20cL=0,2L
O mesmo problema pode ser resolvido em notacado cientifica:
20cL=2-10"1cL=20cL=2-10"-10"2L=20cL=2-10""2L=20cL=2-10""L

Comparando volume e capacidade

Embora ambas as grandezas sirvam para medir por¢cdes do espaco, o volume possui unidades de medida
compostas, enquanto a capacidade possui unidades de medida simples.

No Sl, a unidade composta para a medi¢do de volumes é o metro cubico. No entanto, fora do Sl ha outras
opgdes, como a polegada clbica ou a jarda cubica. J& a unidade simples para a medicdo de capacidades,
no SI, é o litro; fora do Sl ha o dracma, a onca, o barril ou o galdo, por exemplo.

Como vimos nos exemplos anteriores, o uso de uma unidade de medida simples facilita as transformagdes
entre multiplos e submdltiplos, ao contrdrio do que ocorre com as unidades compostas, como o metro cubico, cujas
transformacdes dependem das relagdes entre mdltiplos e submdltiplos da unidade primitiva, nesse caso, o metro.

Do mesmo modo que 1 m? é a medida da porcdo de espaco ocupada por um Unico cubo cujas arestas
medem 1 m, também ocorre que 1 dm?® é a medida do espaco ocupado por um Unico cubo cujas arestas me-
dem 1 dmeque 1 cm® é a medida do espaco ocupado por um Unico cubo cujas arestas medem 1 cm. Assim:

1 m3 = 1000 dm*® = 1000000 cm®

Suponha que dez pequenos cubos com arestas de 1 cm sejam colocados um sobre o outro, como mostra a figura.
O sdlido formado por esses cubos ocupard um espacgo que mede 10 cm?®. Assim, embora 1 dm = 10 cm,
ndo é correto assumir que 1 dm?® seja equivalente a 10 cm?,

O espaco de 1 dm? equivale ao volume de um cubo com 1 dm = 10 cm de aresta. Esse € o volume que se
define como sendo equivalente ao litro (L), grandeza simples em que as transformagdes seguem o padrdo das
grandezas lineares:

0,001 kL = 0,01 hL = 01 daL =1L =10 dL = 100 cL = 1000 mL

Observe que, nesse exemplo, cada cubo tem 1 mililitro de capacidade, portanto o sdlido formado pelos
dez cubos tem 10 mililitros de capacidade, o que equivale ao centilitro.

Assim, comparando o comportamento dos valores dessas unidades simples e compostas, para transitar
rapidamente entre os multiplos e submultiplos do litro (unidade simples), uma sugestdao é escrever todos eles
em ordem decrescente e considerar duas regras para as unidades consecutivas:

1. Da esquerda para a direita, multiplica-se a medida por 10 para trocar de unidade.

kk =—» HhL =—» dab —» L = d. =—> o —> mL

X 10 X 10 X 10 X 10 X 10 X 10
2. Dadireita para a esquerda, divide-se a medida por 10 para trocar de unidade.

kL €— h €— dal €— L €&— dL €& L €&« nm
10 10 10 10 10 10

Para transitar entre os multiplos e submultiplos do metro cubico (unidade composta), pode-se escrever todos eles em
ordem decrescente e considerar duas outras regras para as unidades consecutivas:

1. Da esquerda para a direita, multiplica-se a medida por 1000 para trocar de unidade.

km® =—> hm® = dam® — m® > dm® > m® —> mm’

X 1000 X 1000 X 1000 X 1000 X 1000 X 1000

2. Divide-se a medida por 1000 para trocar de unidade da direita para a esquerda.

km?3 % hm? (— dam? % m?3 (— dm3 (— cm’ (— mm?

: 1000 : 1000 : 1000 : 1000 11000 : 1000
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Mudanca de unidade

Para transformar em metros cubicos o valor em litros
de uma porcdo de espaco, ou o contrario, recomenda-
-se memorizar que 1 litro equivale a 1 decimetro clbico
(1L =1dm?, mas também é interessante observar que
1 mililitro equivale a 1 centimetro cubico (1 mL = 1 cm3) e
qgue 1 quilolitro equivale a 1 000 litros ou 1 metro clbico
(1 kL = 1m?3).

Quando se trata dessas grandezas, as unidades mais
usadas no cotidiano sdo o metro cubico, o litro e o cen-
timetro cubico. Como a razdo entre elas é igual a 1000,
também é relativamente simples e bastante Util memorizar
gue em 1 metro cubico cabem 1000 litros e que em 1 litro
cabem 1000 centimetros cubicos.

1m=1000L
1L=1000cm?
1L=1dm?

1mL=1cm3

resolvidos

6. Que volume, em centimetros clbicos, comporta um
recipiente com capacidade de 25 cl?
a) 2500
b) 250
c) 25
d) 0,25
e) 0,00025

Resolucdo:

25 cf = (25:100) L= 0,25 L = 0,25 dm® =
= (0,25 - 1000) cm?® = 250 cm?
Alternativa: B

7. Uma lata de 36 dL de tinta é oferecida por R$ 127,80.
Qual o preco do metro clbico dessa tinta?
a) R$ 35500,00
b) R$ 3550,00
c) R$ 355,00
d) R$ 35,50
e) R$355

Resolucao:

36dL=(36:10)L=36L=36dm°=

= (3,6:1000)m* = 0,0036 m®

Assim, o preco do metro cubico da tinta é igual a:
R$ 127,80 : 0,0036 = R$ 35 500,00

Alternativa: A

Unidades arbitrarias

Mesmo existindo diversas opc¢des de unidades para
medir volumes e capacidades, muitos problemas que tra-
tam de comparacdes dessas grandezas em diferentes
formas geométricas espaciais podem ser respondidos
adotando-se como unidade de medida o volume de uma
das figuras ou de parte dela. Depois de escolhida a unida-
de, usa-se esse volume para medir os volumes das demais
formas geométricas, podendo-se, assim, estabelecer as
razbes entre eles.

Quando a unidade de comparacao é adotada especifi-
camente para um problema e escapa do sistema métrico ou
de outros sistemas existentes, ela pode ser representada
por u® ou, ainda, por uwv. (unidades de volume).

Desse modo, é possivel observar, por exemplo, que o
volume de um cubo é o triplo do volume de uma piramide
com mesma base e altura do cubo. Para verificar essa afir-
macdo, considere o cubo ABCDEFGH.

E

B

Como qualquer face do cubo pode ser considerada sua
base e qualguer uma de suas dimensdes coincide com
sua altura, uma piramide com mesma base e altura que o
cubo pode ser a de base ABCD e altura ED.

Outra piramide com mesma base e altura que o cubo
pode ser a de base ABGF e altura EF.

™
w
[
4
L
@
L
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Uma terceira piramide com mesma base e altura que
o cubo e disjunta das outras duas € a de base BCHG e
altura EH.

O fato de essas trés piramides serem congruentes entre
si pode ser verificado observando-se a simetria de rotagao
espacial que existe entre elas. Isso porque cada uma delas
pode ser obtida a partir da rotacdo de qualquer outra em
torno de um mesmo eixo, que, nesse caso, € a reta que passa
pelos vértices E e B do cubo.

Assim, se 0 espaco ocupado por uma das piramides for
adotado como unidade de medida de volume, veremos
que os volumes V, V, e V,, de cada uma das piramides é
unitario:

Vi=Vy=Vy=14°

Entdo, sabendo que as piramides ndo se sobrepdem,
ou seja, que ndo ocupam espagco comum, € sim todo o es-
paco do cubo, pode-se concluir gue o volume desse cubo
equivale a soma dos volumes dessas piramides:

Veuso = \:‘;I + Vi 3"’ Vi .
Veugo = TU™ + 1 u3+‘|u
Veugo = 3 U

resolvido

8. Enem A disparidade de volume entre os planetas é tao
grande que seria possivel colocd-los uns dentro dos ou-
tros. O planeta Mercirio é o menor de todos. Marte é o
segundo menor: dentro dele cabem trés Mercdrios. Terra é
o Unico com vida: dentro dela cabem sete Martes. Netuno
€ o quarto maior: dentro dele cabem 58 Terras. Jipiter é o
maior dos planetas: dentro dele cabem 23 Netunos.

Revista Veja. Ano 41, n2 25, 25 jun. 2008 (adaptado).

Seguindo o raciocinio proposto, quantas Terras ca-
bem dentro de Jupiter?

a) 406

b) 1334

c) 4002

d) 9338

e) 28014
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Resolucdo:

Adotando o volume da Terra como sendo a unida-
de de medida dos volumes dos demais planetas,
tem-se:

Terra = Tuw.

Netuno = 58 u.wv.

Jupiter = 23 Netunos = 23 - 58 uv. = 1334 uwv.
Cabem 1334 Terras dentro de Jupiter.

Alternativa: B

! Atencio

QO conceito geométrico de equivaléncia entre figuras
depende do ndmero de dimensdes das figuras mensu-
radas. Assim, angulos eguivalentes tém a mesma medida,
linhas equivalentes tém o mesmo comprimento, formas
bidimensionais equivalentes tém a mesma area e for-
mas tridimensionais tém o mesmo volume. Desse modo,
s¢lidos geometricos sdo equivalentes quando suas super-
ficies cercam porcdes de espaco com o mesmo volume.

o M

Observe comao formas geométricas espaciais obtidas pela
justaposicdo de uma colegao de pequenos cubos podem
ter formatos muito diferentes e, mesmo assim, ter o mes-
mo valume, 1550 ocorre porgue os solidos gue compdem

cada uma sdo congruentes aos gue compoem as outras.
o

resolvidos

9. A figura a seguir apresenta o cubo ABCDEFGH e, no
interior dele, o sélido ABCMEFGN.

G F

R L T

\
Ne
%

D M A

Se M e N sdo os pontos médios das arestas AD e HE,
entdo a razdo entre o volume do sdlido e o volume do
cubo éigual a:

b) !

e)§

wWIN

d)

Nw

1
C) Z

N | —

a)



10.

Resolucdo:

Considere os pontos médios P e Q das arestas BCe
GF do cubo, bem como o plano determinado pelos
pontos P, Q, M e N.

Como o plano MPQN divide o cubo em dois sdlidos si-
métricos e congruentes (MDCPNHGQ e MABPNEFQ),
conclui-se que o volume de cada um deles correspon-
de a metade do volume do cubo.

Como o plano MCGN divide uma dessas metades em
dois outros soélidos simétricos e congruentes (MDCNHG
e CPMGQN), conclui-se que o volume de cada um des-
ses dois novos sdlidos ocupa metade da metade do
volume do cubo, ou seja, a quarta pate do volume
do cubo.

Portanto, o volume do sélido ABCMEFGN equivale a

1 + 1 _2+1_ 3 dovolume do cubo.
2 4 4 4

Alternativa: D

Considere uma escada de quatro degraus em que a
largura de cada um meca o triplo da altura e da pro-
fundidade, como mostra a ilustragcdo a seguir.

Se essa escada é um sélido geométrico de volume V,
qual é o volume de uma escada com cinco degraus
em que a altura e a profundidade de cada um tenham
as mesmas medidas dos degraus da escada ilustrada,
mas a largura seja o quadruplo desse valor?

a) 6V

b) 5V

c) 4V

d) 3V

e) 2V

Resolugdo:

Decompondo a escada em pequenos cubos por meio
de planos paralelos aos das faces da escada e ado-
tando o espaco ocupado por um desses cubos como
unidade de volume, obtém-se a seguinte figura:

Observando que essa figura possui trés secdes ver-
ticais congruentes, e que a que esta em destaque é
formada por 1 + 2 + 3 + 4 = 10 pequenos cubos
unitarios, tem-se que:
V=3(1+2+3+4)=3-10=30uv
Desse modo, é correto inferir que, em uma escada
como a mencionada no enunciado, que tenha quatro
secbes verticais congruentes, cada secdo é formada
por1+ 2+ 3+ 4+ 5 =15 cubos. Assim, sendo X o
volume dessa escada, tem-se:
X=4-1+2+3+4+5=4-15=60uwv.
Portanto, X = 2V.
Alternativa: E

Razao de semelhanca no espaco

No estudo da Geometria, o conceito de figuras seme-
lhantes se estende as figuras espaciais. Assim, havendo uma
correspondéncia biunivoca ponto a ponto entre duas figuras
espaciais, a relacdo de semelhanca entre elas fica garanti-
da quando todas as medidas angulares determinadas por
pontos correspondentes das figuras forem iguais entre si.

Desse modo, dividindo qualquer comprimento de uma
figura pelo comprimento correspondente na outra, sempre
na mesma ordem, obtem-se um quociente constante, de-
nominado razao de semelhanca.

Considerando que, por serem formas geométricas re-
gulares, todos os cubos sdo semelhantes entre si, observe
os cubos | e Il de tamanhos diferentes e a correspondéncia
biunivoca de cada ponto X do cubo maior para cada ponto
X’ do cubo menor.

=p

D A D’ A
Cubo | Cubo ll

Assim, dividindo o comprimento da aresta do cubo
maior pelo comprimento da aresta do cubo menor, encon-
tra-se um quociente k:

AB

—_— k
AB'

(L]
w
[
Z
w
"3
L
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Entdo, dividindo o comprimento da diagonal do cubo maior
pelo comprimento da diagonal do cubo menor, encontra-se
0 mesmo quociente k:

HB
[STE]

O mesmo ocorre com 0s comprimentos das diago-
nais AC e AC' das bases dos cubos. No entanto, isso ndo
acontece, por exemplo, quando se divide a drea do qua-
drado que é base do cubo maior pela drea do quadrado
correspondente no cubo menor. Nesse caso, o quociente
produzido é igual a k2, ou seja, o quadrado da razdo de
semelhanca.

=k

[ABCD]
[ABCD]

Isso se deve ao fato de que o comprimento é uma
grandeza geométrica de uma Unica dimensao (dim = 1),
enquanto a area é uma grandeza geométrica de duas di-
mensdes (dim = 2).

Como o volume é uma grandeza geométrica de trés
dimensdes (dim = 3), quando se divide o volume V, do cubo
maior pelo volume V, do cubo menor, o quociente produ-
zido é igual a K3, ou seja, o cubo da razdo de semelhanca.

Teorema: Se dois sélidos geométricos sao semelhan-
tes entre si e k € a razdo dessa semelhanca, entdo a razdo
entre os volumes desses sélidos é igual a k°.

Desse teorema decorre, por exemplo, que, duplicando
as arestas de um cubo, o volume desse cubo fica multipli-
cado por 8, pois 2% = 8. Do mesmo modo, triplicando as
arestas, o volume fica multiplicado por 27, pois 3¥=27e
assim por diante.

! Atencdo

Indicando per dim ¢ nimero de dimensdes de um ele-
mento pertencente a um soélido geométrico e pela letra
K a razao de semelhanca entre dois solidos geometricos,
a relacdo algébrica entre as medidas dos elementos cor-
respondentes entre esses solidos pode ser resumida da
seguinte maneira:
Solido 1~ Sdlido 2 =
(medida de um elemento
~qualguer do sélido 1 ) _ jdm
( medida do elemento ) B
correspondente no solido 2

Indicando por () as medidas dos elementos do sdlido
2 correspondentes as medidas do sdlido 1, os casos
contidos na expressdo geral sao:

comprimento

dm=1= ——— =k
comprimento
3 area ;
dim =2 = === =¢?
area
) volume
dm=3 = — = K3
volume
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1.

12.

resolvidos

O que acontecera com a area e com o volume de um

cubo se todas as suas dimensdes forem aumentadas

em 20%7?

a) Ambos também aumentardo em 20%.

b) Ambos aumentardo em 44%.

c) A area aumentarda em 40% e o volume em 60%.

d) A area aumentarda em 44% e o volume aumentara
aproximadamente em 66%.

e) A drea aumentard em 44% e o volume aumentara
aproximadamente em 73%.

Resolucgdo:

Com um aumento de 20%, o comprimento ¢ de

cada aresta do cubo original passara a valer 1,2¢.

Assim, a razdo de semelhanca entre os cubos sera
1,2¢

k = S 1,2.

Assim, a razdo entre as dareas desses cubos sera

K = (1,2)2 = 144, o que indica um aumento de 44%

na area do cubo; e a razdo entre os volumes sera

k* = (1,2)® = 1,728, o que indica um aumento de 72,8%

no volume do cubo.

Alternativa: E

Se dois cubos sdo tais que o volume do maior é 64 ve-
zes o volume do menor, entdo a diagonal do cubo
maior € igual ao:

a) dobro da diagonal do cubo menor.

b) triplo da diagonal do cubo menor.

c) quéadruplo da diagonal do cubo menor.

d) quintuplo da diagonal do cubo menor.

e) séxtuplo da diagonal do cubo menor.

Resolucgdo:

Sendo V o volume do cubo menor e k a razdo de se-
melhanca entre os cubos:

_64-V
Y
Portanto, a diagonal do cubo maior mede o quadruplo
da diagonal do cubo menor.

Alternativa: C

K3 = k’=64 = k=364 = k=4

. Duas caixas de papeldo em formato de cubo sdo

tais que a area da superficie da caixa maior mede o
dobro da drea da superficie da caixa menor. Nesse
caso, a razdo entre as capacidades dessas caixas
é igual a:

a) 23/{2
b) 242
c) 23.5

d) 4
e) 8



Resolucdo:

Sendo S o valor da area da superficie do cubo menor
e k arazdo de semelhanca entre os cubos:

_2-S
S
Portanto, a razdao entre as capacidades dessas caixas

K2 = Kk2=2 = k=42

¢ k® = (V2) =242.

Alternativa: B

Formulas basicas para o calculo
de volumes

A capacidade de avaliar corretamente volumes de fi-
guras espaciais cercadas por superficies planas pode ser
desenvolvida a partir da memorizacdo de um ndmero ra-
zodvel de férmulas algébricas, como as que expressam 0s
volumes de prismas e piramides.

Entre os sdélidos que chamamos de prismas estdo os
paralelepipedos (ou prismas quadrangulares) e, entre estes,
estdo os cubos.

Volume do cubo

Cercados por seis quadrados congruentes, oito vér-
tices triédricos e trirretdngulos e doze arestas de mesmo
comprimento que coincidem com as medidas de suas trés
dimensdes (largura, profundidade e altura), os cubos podem
ser considerados paralelepipedos ou até mesmo prismas, de
acordo com as definicdes dessas figuras.

G F

{ —= altura

. { —= profundidade

D A
{/ —— largura

Seu formato caracteriza, ainda, um dos cinco (nicos
tipos de poliedros regulares pela definicao de Platdo, se-
gundo a qual, por apresentarem exatamente seis faces,
0s cubos também sdo chamados de hexaedros regulares.

Entretanto, mais importante do que sua denominacgado
é o fato de que os cubos sdo as formas geométricas que
usamos como unidade de volume. Desse modo, se as
arestas de um cubo possuirem exatamente uma unidade
de comprimento, o espaco cercado pelas faces dele terd
exatamente uma unidade de volume.

e Arestado cubo = 1km & Volume do cubo = 1 km>

e Arestadocubo=1m < Volume docubo = 1 m>

e Arestadocubo = 1 dm & Volume do cubo = 1 dm>
(capacidade de 1 litro)

e Arestadocubo = 1cm < Volume do cubo = 1 cm®

Dividindo o comprimento € das arestas de um cubo
qualquer pelo comprimento da aresta de um cubo unitéario,

. ~ ) {
obtém-se uma razdo de semelhanca entre eles iguala k = T
Assim, sendo V o volume de um cubo de aresta ¢, pelo

teorema da razdo de semelhanca, tem-se ¥ = k3,

(5

Logo, conclui-se que a férmula para o volume de um
cubo em funcdo do comprimento de suas arestas € a for-
mula mais bésica para o célculo de volumes:

Substituindo k na Ultima expressao: %

_ p3
VCubo =

Perceba que até o modo como nos referimos a terceira
poténcia deriva da forma de se calcular o volume desse
sélido geométrico.

resolvidos

14. Enem (Adapt.) Um porta-lapis de madeira foi construi-
do no formato cubico, seguindo o modelo ilustrado a
seguir. O cubo de dentro é vazio. A aresta do cubo
maior mede 12 cm e a do cubo menor, que € interno,
mede 8 cm.
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O volume de madeira utilizado na confeccdo desse ob-

jeto foi de:

a) 12cm? c) 96cm? e) 1728cm?
b) 64cm? d) 1216cm?

Resolucao:

O volume do cubo maior é:V = 123 = 1728 cm®.
O volume do cubo menor é: V' = 8% = 512 cm®.
O volume de madeira no porta-lapis €:

V — V' =1728 — 512 = 1216 cm®
Alternativa: D

15. PUC-Rio 2017 Um cubo de aresta a tem volume 24.
Assinale o valor do volume de um cubo de aresta %.
a)

c) 8 e) 72

d) 24

wlo wl

b)
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Resolucdo:

O volume do primeiro cubo citado é:V = a® = 24.
Ja o volume do segundo cubo é:

V,:['gf:oj:ﬁ:@
3 ¥ 27 9

Alternativa: A

16. Quanto mede a aresta de um cubo com volume de
22 m*?

a) 2m d 2m
b) 232 m e) J2m
c) 82 m

Resolucgdo:

Sendo ¢ a medida, em metros, da aresta do cubo:
£ =22 = ¢=3

—\2
Como 2 = (x-"Z) , por substituicdo tem-se:

Alternativa: E

Volume do paralelepipedo reto

Paralelepipedos sao sélidos geométricos cercados
por trés pares de faces paralelas. Quando essas faces
sao compostas de seis retangulos, o volume dessas for-
mas geométricas tridimensionais equivale ao produto das
medidas de suas trés dimensoes.

H G
1
1
1 C
1
D!
N C
.
rd
//
E 7 F b
’
,
,
'
//
A a B

Um paralelepipedo como o mostrado na imagem sera
retangular se suas bases ABCD e EFGH forem retangulos
congruentes entre si. Ele também sera denominado reto
se suas arestas laterais E, ﬁ, CG e DH forem perpendi-
culares aos planos das bases.

Caso seja retangular e reto, todos os vértices do pa-
ralelepipedo serdo triedros trirretangulos. Nesse caso, o
paralelepipedo podera ser completamente preenchido por
determinada quantidade de cubos. Assim, a soma dos volu-

mes desses cubos sera igual ao volume do paralelepipedo.
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Considere que as dimensdes do paralelepipedo sejam
representadas pelos nimeros inteiros a, b e ¢, em alguma
unidade de comprimento. Entdo, pode-se dizer que a € a
quantidade de cubos unitdrios que podem ser dispostos den-
tro do par@lepl’pedo, lado a lado, e sobre o comprimento
da aresta AB, por exemplo.

A soma dos volumes dos cubos colocados no interior
do paralelepipedo, em unidades de volume, é

1T+1+1+1+ .. +1+1=1-0a=a.

a parcelas

Do mesmo modo, pode-se dizer que b € a quantidade
de cubos unitdrios que podem ser dispostos dentro do pa-
ralelepipedo, lado a lado, mas agora sobre 0 comprimento
da aresta BC, por exemplo.

U A
A a

Logo, o produto a - b representa a quantidade de
cubos unitarios que podem ser dispostos dentro do para-
lelepipedo, lado a lado, sobre sua base ABCD.

Assim, a soma dos volumes dos cubos colocados
no interior do paralelepipedo, em unidades de volume, é
atat+ta+ta+.t+tat+ta=a-b.

b parcelas

Também pode-se dizer que ¢ é a quantidade de cubos
unitarios que podem ser dispostos dentro do paralelepipegx
lado a lado, mas agora sobre o comprimento da aresta CG,
por exemplo.



ra

=3 21 2 20 R B 7 G O T

a B

Caso seja colocada uma quantidade ¢ de camadas
formadas por uma quantidade a - b de pequenos cubos
unitarios dentro do paralelepipedo, o volume dele fica-
rd completamente preenchido. Nesse caso, a soma dos
volumes dos cubos colocados no interior do paralelepi-
pedo, em unidades de volume, serd o proprio volume do
paralelepipedo:

=ag+b+a-b+a-b+a-b+.+a-b+a-b

c parcelas

aralelepipedo

Portanto, a férmula para o cédlculo do volume de um
paralelepipedo em funcdo das medidas de suas dimensdes
a,becé:

VParaIelepipedo =

Nos préximos capitulos, em que estudaremos o princi-
pio de Cavalieri no espaco, veremos demonstracdes dessa
relagdo que contemplam outros formatos de paralelepi-
pedo, como os obliquos, e casos em que as dimensodes
do paralelepipedo ndo podem ser expressas por nimeros
inteiros em nenhuma unidade de medida.

resolvidos

17. Um paralelepipedo retangular e reto tem 12 cm de lar-
gura e suas outras dimensdes diferem apenas 2 cm
uma da outra. Sabendo que o volume desse parale-
lepipedo é de 420 cm?, pode-se concluir gue a soma
de suas dimensdes, em centimetros, € igual a:

a) 28cm c) 20cm e) 12cm
b) 24 cm d) 14cm
Resolucao:

Sendo x e (x — 2) as outras dimensdes do paralelepi-
pedo, temos:

12-x-(xf2):42O:>12x2724x742O=O
Dividindo a equacao por 12 e resolvendo-a, obtemos:
x? =2x=35=0
A=(—2%—4-1-(—35 =4+ 140 = 144

—(—2)1\.-'m:2112_/xz7
21 2

x =
N x' = —5 (ndo convém)

Portanto, as dimensdes do paralelepipedo sdo 12 cm,
7 cme 5cm, cuja soma € 24 cm.
Alternativa: B

G 18.

19.

Enem 2016 O recinto das provas de natacao olimpica
utiliza a mais avancada tecnologia para proporcionar
aos nadadores condicdes ideais. Isso passa por reduzir o
impacto da ondulacdo e das correntes provocadas pelos
nadadores no seu deslocamento. Para conseguir isso, a
piscina de competicao tem uma profundidade uniforme
de 3 m, que ajuda a diminuir a “reflexdao” da agua (o
movimento contra uma superficie e o regresso no sentido
contrdrio, atingindo os nadadores), além dos ja tradicio-
nais 50 m de comprimento e 25 m de largura. Um clube
desejareformar sua piscina de 50 m de comprimento, 20m
de largura e 2 m de profundidade de forma que passe a
ter as mesmas dimensoes das piscinas olimpicas.
Disponivel em: <http://desporto.publico.pt>. Acesso em: 6 ago. 2012.

Apbs a reforma, a capacidade dessa piscina superara
a capacidade da piscina original em um valor mais pro-
ximo de:

a) 20% c) 47% e) 88%
b) 25% d) 50%
Resolucao:

O volume atual da piscina do clube em metros cubi-
coséV =50-20-2=2000m°

O volume que a piscina passara a ter apos a reforma
serd V' =50-25-3=3750 m>.

O aumento no volume sera V' — V = 3750 — 2000 =
=1750 m°.
Portanto, a
1750

2000
Alternativa: E

taxa de aumento sera igual a

=0,875=287,5%-

Enem 2014 Um carpinteiro fabrica portas retangu-
lares macicas, feitas de um mesmo material. Por ter
recebido de seus clientes pedidos de portas mais

1
altas, aumentou sua altura em 3 preservando suas
espessuras. A fim de manter o custo com o material

de cada porta, precisou reduzir a largura.
A razdo entre a largura da nova porta e a largura da
porta anterior é:

1 7 8 8 9
a) 5 b) s c) = d) 5 e) 5
Resolucao:

Como o custo com o material é proporcional ao volu-
me das portas, para manté-lo é necessario que a nova
porta tenha o mesmo volume da porta anterior.
Sendo x, y e z as medidas da altura, largura e espes-
sura da porta anterior, tem-se que:

. X 9x
I. A altura da nova porta € igual a x + 3 = 3
ll. A espessura da nova porta também é igual a z.
Entdo, sendo y’ a largura da nova porta, da igualdade
entre os volumes, tem-se que:

OX ey Y28
=Y y Tk
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Portanto, a razao entre a largura da nova porta e a
largura da porta anterior é g

Alternativa: D

Se um paralelepipedo tem suas dimensdes represen-
tadas por numeros inteiros a, b e ¢ em alguma unidade
de comprimento, entdo a aresta € do maior cubo que
pode ser usado para preencher completamente o pa-
ralelepipedo, como foi mostrado anteriormente, deve
ter uma medida igual ao maximo divisor comum dos
valores das trés dimensodes do paralelepipedo. Assim:

€ = mdc(a,b,c)

. resolvido

20. Um bloco de madeira na forma de um paralelepipedo
reto com base de dimensdes 36 cm por 52 cm e com
72 cm de altura foi dividido em cubos idénticos e de
maior aresta possivel. Nessas condi¢des, o volume
de cada cubo é:
a) 64 cm?
b) 125cm®
c) 216cm?
d) 343 cm?

Resolucgdo:

Nas condicdes do enunciado, o comprimento da ares-
ta do maior cubo, em centimetros, é:

£ =mdc(36,52,72) = 4

Portanto, o volume de cada cubo éV = 43 =64 cm®.
Alternativa: A

Média geométrica no espaco

Algebricamente, a média geométrica de trés nimeros
reais positivos (a, b e ¢) é expressa pela raiz cubica do
produto desses nimeros, ou seja, Ya - b - c.

Jé& geometricamente, essa média corresponde ao com-
primento da aresta de um cubo, cujo volume coincide com o
volume de um paralelepipedo de dimensdes a, b e c. Assim,
sendo € o comprimento da aresta desse cubo:

VCubo = VParaIeIepl’pedo
G=a-b-c

Nesse caso, dizemos que € é a média geométrica de
a,bec:

¢=3a-b-c
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| resolvido

21. Considere um paralelepipedo retorretangulo de di-
mensdes 6 m por 90 cm por 10,8 dm. Quanto mede a
aresta de um cubo que possui 0 mesmo volume que
esse paralelepipedo?

a) 180cm c) 360cm e) 600 cm
b) 240 cm d) 450 cm
Resolucdo:

As dimensdes do paralelepipedo, em centimetros, sdo:
600 X 90 X 108

Portanto, a aresta do cubo mede, em centimetros:
¢=3/600-90-108

Decompondo em fatores primos os valores dessas
dimensoes:

(=2%-3.52.21.3.5.22.33 =2 .3 .5

\ﬁ 600 90 108

Simplificando a raiz cubica, tem-se:
¢=2%-32.5"=4.9.5=180cm
Alternativa: A

“'

O produto notavel para o cubo da soma € uma impor-
tante identidade algébrica, que pode ser representada
geometricamente pela justaposicdo de cubos e para-
lelepipedos retos de bases quadradas.

(x—i—yj3 =x + 3x2y+ 3xy2 +y3
O primeiro membro dessa identidade representa geome-
tricamente o volume de um cubo, cuja aresta mede x -+ y.

X y

Dessa maneira, a identidade enuncia que em um cubo

como esse cabem:

* 1 cubode aresta x;

* 3 paralelepipedos cujas bases sdo quadradas, de
lado x, e cujas alturas medem y;

* 3 paralelepipedos cujas bases sao quadradas, de
lado y, e cujas alturas medem x;

* 1 cubode arestay.




resolvido

22. Sabe-se que um aumento de 1 cm nas arestas de um
determinado cubo faz com que seu volume aumente
para 91 cm?®. Determine o comprimento inicial da ares-
ta desse cubo.

Resolucgao:

Sendo x o comprimento inicial da aresta do cubo, em cm:
(X+1)3=x3+91:>><3+3x2+3x+1=X3+91=>
=32 +3x—90=0

Dividindo a equacdo por 3 e resolvendo-a, tem-se:

x> +x—30=0
A=1 —4-1-(—30) =121

21 _ —1en AXTO

X =

Portanto, o cubo tem, inicialmente, 5 cm de aresta.

Elementos do paralelepipedo

H G
I
]
I C
]
DI
e s c
#
’f
E Fd
P F b
rs
’/
’I
td
A a B

O paralelepipedo retangular e reto da figura possui:

* 8 vértices, que sdo triedros trirretdngulos: A, B, C, D,
E.F,GeH.

* 12 arestas, cujas medidas coincidem com algumas
das suas dimensdes:

largura: AB = CD = EF = GH =a¢a
profundidade: AD = BC = EH =FG =b
altura: AE = BF = CG =DH =c

[ABCD] = [EFGH] =a - b
6 faces retangulares: {[ADHE]| = [BCGF] =b - ¢
[ABFE] = [DCGH] =a - ¢

* 12 diagonais sobre a sua superficie:

AC =BD =EG = FH = v&° + b?
AF =BE=CH=DG =+d’ + ¢

AH =BG = CF = DE = vb? + ¢?
* 4 diagonais no seu interior:

AG=BH=CE =DF =d&* + b° + ¢

Planificacdo do paralelepipedo

O conjunto de seis retangulos justapostos ilustrado a
seguir representa a planificagao de um paralelepipedo re-
tangular reto. Os pontos indicados com as mesmas letras
representam o mesmo vértice no sélido espacial.

H G
H D C G H
E E
A B F
E F

Para montar o paralelepipedo, basta recortar o poligono
formado por todos esses retangulos, dobrar o recorte sobre

os segmentos AB, CD, AD, BC e FG, formando diedros retos,
e fazer coincidir os pontos E, F, G e H no espaco.

resolvido

23. Dos quatro vértices de um pedaco de cartolina retan-
gular, com dimensdes 60 cm por 40 cm, recortam-se
quadrados de lado x, como mostra a figura a seguir:

40

60

Com a finalidade de se obter uma caixa com a forma
de um paralelepipedo de faces retangulares, o pedaco
restante de cartolina é dobrado nas linhas pontilhadas,
como aparece na préxima figura:
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Assinale a alternativa em que o polinémio V(x) repre-

senta o volume dessa caixa em funcao da medida x, em
centimetros, do lado de cada um dos quadrados que foram
recortados do pedaco original de cartolina.

a) V() = 4x> — 200x? + 2400x
b) V(x)
c) V() = 4x3 + 200x% + 240

d) V() = x> — 2400x* + 200x
e) V(x) = 4x? — 200x + 2400

Resolucdo:

De acordo com o enunciado, as dimens@es da base
da caixa sao (60 — 2x) por (40 — 2x), e a altura do
prisma, que resulta da montagem da caixa, & x.
Portanto, o volume da caixa é dado pela funcdo:

V(x) = (60 — 2x) - (40 — 2x) * x
Aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo
e reduzindo os termos semelhantes, obtém-se:

V(x) = 4x° — 200x% + 2400x
Alternativa: A

A planificagdo de um sélido geométrico permite obser-

var com mais clareza como calcular as areas das diversas
partes de sua superficie. Assim, sendo a e b as dimensdes
da base de um paralelepipedo de altura c, tem-se:

24.

25.

Area da base = ab
Area lateral = 2ac + 2bc = 2(ac + bc)
Area total = 2ab + 2ac + 2bc = 2(ab + ac + bc)

resolvidos

PUC-Rio 2018 Uma caixa de chocolate, com a forma de
paralelepipedo, tem dimensdes 4 cm X 4 cm X 16 cm.
Quantos cm? de papel sdo necessarios para cobrir
completamente a caixa?

a) 256

b) 272

c) 288

d) 304

e) 320

Resolucgdo:

Coma=4,b=4ec =16, adrea total desse parale-

lepipedo, em cm?, mede:

Apga =2@b+ac+bc)=2-4-4+4-16+4-16) =
:2-(16+64+64):2-144:288cm2

Alternativa: C

Insper-SP 2016 A figura indica um bloco maci¢o com
formato de paralelepipedo retorretangulo. As areas
das faces indicadas por A, B e C sdo, respectivamente,
48 cm?, 32 cm? e 24 cm?.
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O ndmero de blocos como esse que devem ser mer-
gulhados em um tanque completamente cheio de dgua
para que haja um transbordamento de exatamente 4,8
litros de liquido é igual a:

a) 28

b) 25

c) 24

d) 20

e) 18

Resolucdo:

De acordo com o enunciado e a ilustracdo, tem-se o

x-y =48 ()
seqguinte sistema:qy -z=32  (ll)
| x -z=24 ()

Multiplicando as equacdes (1) e (ll), obtém-se x - z y2 =
=48 - 32.
Substituindo o valor de x - z dado pela equagdo (lll),
obtém-se 24 - y? = 48 - 32.
Dividindo a Ultima equacdo por 24, chega-se ay2 =64
e, como y > 0, conclui-se que y = 8.
Entdo, multiplicando a equacdo (lll) por y, obtém-se
X z-y=24-8=192.
Portanto, o volume do bloco é V = 192 cm®.
O volume de agua que deve transbordar &
V'=4,8-1000 cm® = 4800 cm®,

V' 4800

Logo, devem sermergulhadosv = o7 = 25blocos

Alternativa: B

Diagonais internas de um paralelepipedo

A expressdo para o calculo do comprimento d das dia-

gonais internas de um paralelepipedo retangular reto de
dimensdes a, b e ¢ € consequéncia do teorema de Pitdgoras.




Primeiro, no triangulo ABC contido na base do
paralelepipedo:

AC? = AB? + BC?
AC? = a? + b?

Depois, no triangulo ACE contido no interior do
paralelepipedo:

CE? = AC? + AE?
d*=a?+ b? + 2

Portanto:

d=..’02+b2+cz

resolvido

26. Uma caixa em forma de paralelepipedo tem todas as
suas faces retangulares, como mostra a figura. Se que
as dimensdes da caixa sao 30 cm X 40 cm X 1,2 m,
qual é, em centimetros, o comprimento da diagonal
PQ?

¢ 1,2 m

.f‘." 7
QL /30 cm

40 cm
a) 100
b) 125
c) 130
d) 135
e) 140
Resolucao:

Ao escrever as dimensdes da caixa em decimetros,
tem-se:a=4,b=3ec=12

Entdo, usando a férmula da diagonal do paralelepipe-
do, obtém-se:

d =V +b2 +2 =2 +42 + 122 =
=9 +16 + 144 = V169 =13 dm

Convertendo a medida para centimetros, nota-se que
13 dm =130 cm.
Alternativa: C

Elementos do cubo

H G
1
\
1
E
| F ¢
I
D', __________ C
s
Fa
il Vi
e
ra
A B

O cubo ABCDEFGH da figura possui:

* 8 vértices que sdo triedros trirretdngulos: A, B, C, D,
E,F,GeH.

* 12 arestas de mesma medida ¢:

largura: AB=CD =EF=GH=¢
profundidade: AD=BC =EH=FG =¢
altura: AE=BF =CG=DH=¢

* 6 faces quadradas de mesma area =
[ABCD] = [EFGH] = [ADHE] = [BCGF] = [ABFE]
= [DCGH] = £?

e 12 diagonais sobre a sua superficie, todas com o

mesmo comprimento €+/2:
AC=BD =EG=FH =AF =BE =CH=DG = AH

=DE =BG = CF = {2
* 4 diagonais no seu interior, todas com 0 mesmo com-

primento €~/3:
AG =BH = CE = DF = (/3

Planificacdo do cubo

O conjunto de seis quadrados congruentes ilustrado a
seguir retrata a mais comum entre as possiveis planificagdes
de um cubo. Os pontos indicados com as mesmas letras
representam o mesmo vértice no solido espacial.

D H
D C G H D
A B F E A
A E

Para montar o cubo, bastaria recortar desta pagina o
poligono formado por todos esses quadrados, dobrar o
recorte sobre os segmentos ﬁ, ﬁ, E, FG e EH para
formar diedros retos e fazer coincidir no espaco os pontos

A E,DeH.
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Mas existem outras dez possibilidades para o formato
da planificacdo de um cubo em que nenhuma das faces &
seccionada. Veja a seguir a ilustracdo de cada uma delas,
em que as faces que sdo opostas em cada cubo estdo
marcadas com as mesmas letras.
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As dreas das superficies do cubo de aresta € podem ser Tridangulos no cubo

obtidas das seguintes expressoes: Dado um cubo ABCDEFGH de aresta €, considere

. 5 todas as combinagdes de 3 de seus 8 vértices. Sdo um

Area da base = ¢ total de Cg 3 = 56 combinacdes e, como entre os vértices

Area lateral = 4¢2 de um cubo ndo ha trés pontos alinhados, cada combinacio

Area total = 6¢° corresponde a um tnico tridngulo, contido na superficie ou
no interior do cubo.

resolvido G F
l
27. UFJF-MG 2018 Qual sdélido geométrico representa a H '.
planificacdo abaixo? !
1

» - y:

i ] ?
ql’q‘e Cone e i B

D A

Como os lados desses triangulos podem coincidir com
as arestas do cubo que medem ¢, as diagonais de suas
faces que medem €J2 ouas diagonais interiores que me-

N
. . ~ < . .

'a‘ L P dem €+/3, ndo ha muitos formatos diferentes entre esses

24 triangulos.

"' . O Na verdade, so ha trés formatos de triangulos entre
todas essas combinagdes e muitos deles sdo congruentes
ao triangulo AFH, por exemplo, que é equilatero, pois todos
0s seus lados sao diagonais de quadrados congruentes.

G F
! —
d — I.l
) 1 /
HL— | /
1 E /
\\ | ."'I
\ |
b T | /
X I
.’ ! A
s ™ Fi
- ™ f
- \\ .n"l
// ™ ,
D A

Os lados desse tridngulo medem AF = AH = FH = €+/2.
Os angulos internos do triangulo AFH medem

~ ~ ~

med(A) = med(F) = med(H) = 60°.

Outros triangulos entre as combinagdes sdo congruen-
tes ao triangulo BFG, por exemplo, que é retangulo, além
de isosceles.

Resolucdo:

Como s6 ha duas faces pintadas na planificacdo, a al-

I
ternativa E ndo pode estar correta. :
Ao observar que as faces pintadas na planificacdo de- H :

I

I

I

I

I

™
w
[
4
L
@
L

vem ficar opostas quando o cubo é montado, podem £
ser eliminadas as alternativas B, C e D. Resta apenas a
alternativa A, que deve ter a base pintada para repre- O S I— B
sentar o solido. ,’/
Alternativa: A /’
D A
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Os lados desse tridngulo medem BF =GF =¢ e

BG = (/2.
Os angulos internos desse triangulo medem

med(B) = med(G) = 45° e med(F) = 90°

E ainda ha triangulos congruentes ao triangulo AEG,
que é retangulo e escaleno.

D A

Os lados desse triangulo medem AE = €,EG = €2 e

AG={(J3.0 angulo de vértice E desse triangulo € reto

(med(é) = 90°), mas seus angulos agudos ndo possuem

medidas notdveis em graus ou radianos. Essas medidas
ficam expressas por fungdes trigonométricas, como:

A= arctg(ﬁ)
- 2)

resolvidos

o

28. Quanto mede a area do triangulo ABG, determinado
pelos vértices do cubo de volume 216 cm?, ilustrado a
seguir?

E F

a) 3643 cm?
b) 3642 cm?
c) 18J3cm’
d) 18V2 cm?

e) 18 cm?
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29.

Resolucdo:

A aresta do cubo mede: ¢ = 3216 = 6cm.

A aresta AB é perpendicular a face do cubo que
contém a diagonal BG. Portanto, o triangulo ABG é
retdngulo no vértice B. Os catetos desse triangulo me-
dem AB = € = 6 cm e BG = €2 = 642 cm.

. By
Logo, sua area é igual a % =182 cm?.

Alternativa: D

Calcule o seno do angulo formado por duas diagonais
interiores de um cubo.

22 V2
R 93
J3 1
3 93
1
C) 5
Resolugdo:

Como o seno desse angulo nao depende do tamanho
do cubo, pode-se estipular uma unidade de medida
para a aresta deste, que, no caso, sera { = 2.

H G
"
'\
E Ly
N I
o | -
AR
Di____e___‘“_“:c
,/ \'I§\".
T
A B

Assim, as diagonais desse cubo medem

EC = BH = 24/3. Como o centro O do cubo é pon-
to médio dessas diagonais, podemos afirmar que

OB = OC = /3. Entdo, do teorema dos cossenos no
triangulo OBC, tem-se:
22 = (V3" + (V3)' =23 - /3 - cos(6)
4 =3+ 3 —6cos(0)
6cos(8) =6 — 4
2 1
cos(6) = S5

Substituindo esse valor na relacdo fundamental da
trigonometria:

2
Sen2(6)+ cosz(6)=1 = Sen2(6)+ (%] =1 =

= sen’@)=1--=21_— ==
Como os senos dos angulos internos de qualquer
triangulo sdo estritamente positivos, tem-se que:
_[B_20
Vo 3

sen()

Alternativa: A



Secoes do cubo

Se um plano intercepta um sélido geométrico, entdo
a regido comum ao plano e ao soélido é denominada se-
cdo plana do sdlido. As secdes planas dos sélidos podem
assumir diversas formas e, no caso do cubo, por exemplo,
podem ser triangulos, quadrilateros, pentdgonos ou até
hexagonos. Veja a seguir:
*  Sec0es triangulares

E possivel obter tridngulos escalenos, isésceles ou
equildteros por meio de se¢des planas de um cubo, porém
todos esses tridangulos sdo acutangulos. N&o é possivel ob-
ter tridangulos retangulos, nem obtuséngulos, pelas secdes
planas de um cubo.

e Sec8es quadrangulares

Pode-se obter quadrados, retdngulos trapézios, losangos
e paralelogramos por meio de secées planas de um cubo.
e Secdo pentagonal

Nao é possivel obter um pentdgono regular pela secdo

plana de um cubo.
e Secdo hexagonal

Pela secdo plana de um cubo, é possivel obter um
hexagono regular, desde que o plano intercepte as arestas
do cubo em seus respectivos pontos médios.

ST resolvido

30. UPE 2018 Qual é, aproximadamente, a medida da area
do hexagono regular obtido ao seccionarmos um cubo
de aresta 4 cm por um plano que contém os pontos
médios de seis arestas, opostas duas a duas, confor-
me apresentado na figura ao lado? Utilize J3=17.

c) 20cm?
d) 25cm?

a) 5 cm? e) 45 cm?

b) 10cm?

Resolucao:

A distancia entre os pontos médios de duas arestas
consecutivas de um cubo é igual a metade do compri-
mento da diagonal do quadrado, que é face do cubo.

Assim, o lado do hexdgono mede ¢ = % =22 cm.

Como a éarea de um hexagono regular equivale a
6 vezes a drea de um triangulo equilatero com o mes-
mo lado, a drea dessa secdo do cubo deve medir:
2
(2@) -3 8-17

— . = . = 2
S=6 7 6 7 20,4 cm

Alternativa: C
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Revisando

1. CPII-RJ 2020 Uma das etapas de tratamento da agua de piscinas e também das dguas para consumo humano € a
adicao de “cloro”, etapa denominada cloracao. Porém, € interessante notar que nem sempre se adiciona cloro puro
na dgua. Na maioria das vezes, adiciona-se uma solucdo de hipoclorito de sédio, conhecida como “cloro liquido”.
Dependendo do objetivo que se pretende, sao utilizadas solugdes com concentracdes diferentes. No tratamento de
agua para consumo humano, a solucdo de hipoclorito de sédio adicionada tem concentragao em massa de 0,4 mg/L.

Disponivel em: https://mundoeducacao.bol.uol.com.br. Acesso em: 30 jun. 2019 (adaptada).

Considere um recipiente no formato de um paralelepipedo, com medidas internas de 40 cm (comprimento), 10 cm
(largura) e 20 cm (altura), conforme a figura a seguir. Observe que a altura da dgua dentro do recipiente ndo atinge os
20 cm, sobrando 8 cm de altura sem agua.

8cm1

20 cm

1O cm

40 cm

Sabendo que a dgua contida nesse recipiente serad destinada, exclusivamente, para consumo humano e atende as
recomendacdes de tratamento mencionadas no texto inicial, a quantidade (em mg) de hipoclorito de sédio que deve
ser adicionada é de

a) 1,92 b) 2,48 c) 3,96 d) 4,80

2. Enem 2014 Uma fabrica de rapadura vende seus produtos empacotados em uma caixa com as seguintes dimensdes:
25 c¢cm de comprimento; 10 cm de altura e 15 cm de profundidade. O lote minimo de rapaduras vendido pela fabrica é
um agrupamento de 125 caixas dispostas conforme a figura.

Qual é o volume do lote minimo comercializado pela fabrica de rapaduras?
a) 3750cm® c) 93750cm® e) 2343750cm?
b) 18750 cm® d) 468 750 cm®
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Enem 2014 O condominio de um edificio permite que cada proprietdrio de apartamento construa um armario em sua
vaga de garagem. O projeto da garagem, na escala 1: 100 foi disponibilizado aos interessados ja com as especifica-
¢Oes das dimensdes do armario, que deveria ter o formato de um paralelepipedo retangulo reto, com dimensdes, no
projeto, iguaisa 3cm,1Tcme 2 cm.

O volume real do armario, em centimetros cubicos, sera:

a) 6 c) 6000 e) 6000 000

b) 600 d) 60000

Enem 2017 Um casal realiza sua mudanca de domicilio e necessita colocar numa caixa de papeldo um objeto cubico,
de 80 cm de aresta, que ndo pode ser desmontado. Eles tém a disposicdo cinco caixas, com diferentes dimensdes,
conforme descrito:

. Caixa 1: 86.cm X 86 cm X 86 cm;

. Caixa 2: 75 cm X 82 cm X 90 cm;

. Caixa 3: 85 cm X 82 cm X 90 cm;

. Caixa4:82cm X 95cm X 82 cm;

. Caixa 5: 80 cm X 95 cm X 85 cm.

O casal precisa escolher uma caixa na qual o objeto caiba, de modo que sobre 0 menor espaco livre em seu interior.
A caixa escolhida pelo casal deve ser a de ndmero:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

UFRGS 2016 Uma caixa com a forma de um paralelepipedo retangular tem as dimens&es dadas por
X, Xt4ex—1

Se o volume desse paralelepipedo € 12, entdo as medidas das dimensdes da caixa sdo:
a) 1,1e12. b) 1,2e6. c) 1,3e4 d) 2,2e3. e) 2,3e4
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6. Enem 2016 Um petroleiro possui reservatério em formato de um paralelepipedo retangular com as dimensdes dadas
por 60 m X 10 m de base e 10 m de altura. Com o objetivo de minimizar o impacto ambiental de um eventual vaza-
mento, esse reservatorio é subdividido em trés compartimentos, A, B e C, de mesmo volume, por duas placas de aco
retangulares com dimens®es de 7 m de altura e 10 m de base, de modo que os compartimentos sdo interligados,
conforme a figura. Assim, caso haja rompimento no casco do reservatorio, apenas uma parte de sua carga vazara.
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Suponha que ocorra um desastre quando o petroleiro se encontra com sua carga maxima; ele sofre um acidente que
ocasiona um furo no fundo do compartimento C.

Para fins de célculo, considere despreziveis as espessuras das placas divisorias.

Apds o fim do vazamento, o volume de petréleo derramado tera sido de:

a) 1,4-103m3 b) 1,8-10°m3. c) 20-10°m3 d) 32-10°m3 e) 60-103m3

7. Para fazer uma embalagem, um pedaco de papeldo retangular de 80 cm X 30 cm sera recortado, dobrado e cola-
do. A figura a seguir esboca as caracteristicas do recorte, que tem o propdsito de excluir os triangulos retangulos
e isdsceles pintados. Depois disso, serdo feitas dobras sobre as linhas tracejadas, como mostra a figura.

80 cm

Apos recortado e dobrado, a superficie do sélido deve ser obtida ao se fazer coincidir os pontos A, A, e A; com A,,
bem como os pontos By, B, e By com B,. O ponto C; deve coincidir com C,, e o ponto D; com D,.

a) Faca um esbogo do formato tridimensional da embalagem, indicando as medidas das suas dimensoes.

b) Quanto mede a superficie exterior dessa caixa?

c) Qual é o volume, em centimetros clbicos, e a capacidade, em litros, dessa embalagem?

d) Qual é a maior distancia entre dois pontos situados na superficie dessa embalagem?
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ESPM-SP 2017 Em volta do paralelepipedo retorretdngulo mostrado na figura abaixo serd esticada uma corda do
vértice A ao vértice E, passando pelos pontos B, C e D. De acordo com as medidas dadas, o menor comprimento que
essa corda podera ter é igual a:

'__AL?
E == “H -“--.
o .
5
==1B
2
A 4
a) 15 b) 13 c) 16 d) 14 e) 17

Enem 2014 A caixa-d'dgua de uma casa tem a forma de um paralelepipedo retorretangulo e possui dimensdes exter-
nas (comprimento, largura e altura) de, respectivamente, 4,0 m, 3,0 m e 2,5 m. E necessaria a impermeabilizacdo de
todas as faces externas dessa caixa, incluindo a tampa. O fornecedor do impermeabilizante informou ao dono da casa
que seu produto é fornecido em galdes, de capacidade igual a 4,0 litros. Informou, ainda, que cada litro impermeabi-
liza uma &rea de 17700 cm? e s&o necessérias 3 demaos de produto para garantir um bom resultado.

Com essas informacdes, para obter um bom resultado no trabalho de impermeabilizacdo, o dono da casa precisard
comprar um nimero minimo de galdes para a execucao desse servico igual a:

a) 9 b) 13 c) 19 d) 25 e) 45

Unicamp-SP 2019 Considere um paralelepipedo retangulo, cujas arestas tém comprimento 6 cm, 8 cm e 10 cm, e um
triangulo cujos vértices sdo os centros (intersecdo das diagonais) de trés faces de dimensdes distintas, como ilustra a
figura a seguir. O perimetro P desse tridngulo é tal que

|
L 1
E l\\
T
I : 1
I ~
' I o &
| 4
Fmmmmm - - - - g
Vi 19
s
I
a) P<14cm. b) 14cm<P<16cm. c) 16cm<P<18cm. d) P>18cm.
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Enem
Café no Brasil
O consumo atingiu o maior nivel da histéria no ano
passado: os brasileiros beberam o equivalente a 331 bi-
Ihoes de xicaras.
Veja. Ed. 2158, 31 mar. 2010.

Considere que a xicara citada na noticia seja equiva-
lente a, aproximadamente, 120 mL de café. Suponha
qgue em 2010 os brasileiros bebam ainda mais café,

1 : :
aumentando o consumo em 5 do que foi consumido

no ano anterior. De acordo com essas informagdes,
qual a previsdo mais aproximada para 0 consumo de
café em 20107

a) 8 bilhdes de litros.

b) 16 bilhdes de litros.

c) 32 bilhdes de litros.

d) 40 bilhdes de litros.

e) 48 bilhdes de litros.

Enem 2018 Minecraft é um jogo virtual que pode
auxiliar no desenvolvimento de conhecimentos re-
lacionados a espaco e forma. E possivel criar casas,
edificios, monumentos e até naves espaciais, tudo em
escala real, através do empilhamento de cubinhos.
Um jogador deseja construir um cubo com dimensdes
4 X 4 X 4. Ele ja empilhou alguns dos cubinhos ne-
cessarios, conforme a figura.

S

+

TP 2=

Os cubinhos que ainda faltam empilhar para finalizar a
construcdo do cubo, juntos, formam uma peca Unica,
capaz de completar a tarefa. O formato da peca capaz
de completar o cubo 4 X 4 X 4 é:

a)

1]

e
b) /ﬁ
L[]
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Unicamp-SP 2012 Um queijo tem o formato de para-
lelepipedo, com dimensdes 20 cm X 8 cm X 5 cm.
Sem descascar o queijo, uma pessoa o divide em
cubos com 1cm de aresta, de modo que alguns cubos
ficam totalmente sem casca, outros permanecem com
casca em apenas uma face, alguns com casca em
duas faces e os restantes com casca em trés faces.
Nesse caso, o nimero de cubos que possuem casca
em apenas uma face é igual a:

// & il &
d
P Py
P P i I/ P
gy
//
///
g}
4
a) 360 b) 344 c) 324 d) 368

Fuvest-SP 2021 Alice quer construir um pa-
ralelepipedo reto retangulo de dimens8es
60 cm X 24 cm X 18 cm, com a menor quantida-
de possivel de cubos idénticos cujas medias das
arestas sdo numeros naturais. Quantos cubos serdo
necessarios para construir esse paralelepipedo?

a) 60

b) 72

c) 80

d) 96

e) 120

UFPR 2017 A piscina usada nas competicbes de
natagdo das Olimpiadas Rio 2016 possui as medi-
das oficiais recomendadas: 50 metros de extensdo,
25 metros de largura e 3 metros de profundidade.
Supondo que essa piscina tenha o formato de um pa-
ralelepipedo retangulo, qual dos valores abaixo mais
se aproxima da capacidade maxima de dgua que essa
piscina pode conter?

a) 37500 litros.

b) 375000 litros.

c) 3750000 litros.

d) 37500 000 litros.

e) 375000 000 litros.



FGV-SP 2021 A figura mostra um soélido composto
por 30 cubos idénticos. Quando os cubos destaca-
dos em cinza sao retirados, a area total do sdlido
aumenta em 144 cm?.

O volume do sélido original, sem a retirada dos cubos
destacados em cinza, € igual a

a) 1920cm®.

b) 2733,75 cm?

c) 3750 cm?,

d) 4991,25cm?

e) 6480 cm?.

Enem PPL 2017 Para a Olimpiada de 2012, a pisci-
na principal do Centro Aquético de Londres, medindo
50 metros de comprimento, foi remodelada para aju-
dar os atletas a melhorar suas marcas. Observe duas
das melhorias:

Profundidade
3 metros
Com essa

profundidade, a 4gua
que se movimenta em
dire¢do ao fundo da
piscina demora mais para
retornar a superficie
e ndo atrapalha a
progressao dos
nadadores

Largura das raias

Cada uma das dez raias
mede 2,5 metros, conforme
o padrdo oficial. Nas provas
finais, a primeira e a décima
ficardo vazias para evitar
que as ondas desfavorecam
os atletas

Veja, n. 2 278, jul. 2012 (adaptado).

A capacidade da piscina em destaque, em metro cubico,
éigual a

a) 3750

b) 1500

c) 1250

d) 375

e) 150

Enem 2017 Uma empresa especializada em conser-
vacdo de piscinas utiliza um produto para tratamento
da agua cujas especificacdes técnicas sugerem que
seja adicionado 1,5 mL desse produto para cada
1000 L de &gua da piscina. Essa empresa foi contra-
tada para cuidar de uma piscina de base retangular,
de profundidade constante igual a 1,7 m, com largura

e comprimento iguais a 3 m e 5 m, respectivamente.
O nivel da ldamina d’dgua dessa piscina € mantido a
50 cm da borda da piscina.

A quantidade desse produto, em mililitro, que deve
ser adicionada a essa piscina de modo a atender as
suas especificacdes técnicas é:

a) 11,25 c) 28,80 e) 49,50

b) 27,00 d) 32,25

PUC-RS 2017 Muitos prédios que estdo sendo cons-
truidos em nossa cidade possuem caixas-d’agua com
a forma de um paralelepipedo. Um construtor quer ad-
quirir duas delas que tenham internamente a mesma
altura, mas diferindo na base, que devera ser qua-
drada em ambas. A primeira deverd ter a capacidade
para 16 000 litros, e a segunda para 25 000 litros.
A razdo entre a medida do lado da base da primeira
e da segunda é:
a) 0,08

b) 0,60

¢ 075 e) 125
d) 0,80

Enem 2014 Uma pessoa comprou um aqudrio em
forma de um paralelepipedo retangulo reto, com
40 cm de comprimento, 15 cm de largura e 20 cm de
altura. Chegando em casa, colocou no aquéario uma
quantidade de agua igual a metade de sua capaci-
dade. A seguir, para enfeita-lo, ird colocar pedrinhas
coloridas, de volume igual a 50 cm? cada, que ficardo
totalmente submersas no aquario.

Apds a colocacdo das pedrinhas, o nivel da agua de-
verd ficar a 6 cm do topo do aquério.

O ndmero de pedrinhas a serem colocadas deve ser

igual a:
a) 48 d) 120
b)y 72 e) 168
c) 84

UFPR 2021 Considere o cubo de aresta 2 cm na fi-
gura abaixo, em que os pontos P e Q sdo vértices do
cubo e N é o centro de uma das faces. Duas particulas
A e B se deslocam sobre a superficie do cubo, per-
correndo o caminho mais curto possivel. A particula A
inicia sua trajetéria em P e encerra em Q, e a particula
B vai do ponto P ao ponto N e em seguida ao ponto
Q. Qual é a diferenga em mdédulo, em cm, entre as
distancias percorridas pelas duas particulas?

a) 6+J2 -5
b) 2+2J2 - 25
) 4+2

d) 4422

e) V2 +.10-25
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Enem 2014 Conforme regulamento da Agéncia Na-
cional de Aviacao Civil (Anac), o passageiro que
embarcar em voo doméstico podera transportar ba-
gagem de mao, contudo a soma das dimensdes da
bagagem (altura + comprimento + largura) ndo pode
ser superior a 115 cm.

A figura mostra a planificacdo de uma caixa que tem a
forma de um paralelepipedo retangulo.

24 cm

90 cm

O maior valor possivel para x, em centimetros, para que
a caixa permaneca dentro dos padrées permitidos pela
Anac é:

a) 25 c) 42 e) 49

b) 33 d) 45

UFJF/Pism-MG 2020 A figura a seguir apresenta uma
planificacdo de um cubo:

3

Nesta figura estdo numerados de 1 a 6 alguns lados
dos poligonos que formam essa planificacdo. Ao se
reconstituir o cubo a partir dessa planificagdo, qual
dos lados formara a mesma aresta que o lado 1?

a) 2 c) 4 e) 6

b) 3 d) 5

UPE 2017 Um sdlido foi construido removendo-se um
cubo menor de um cubo maior, como mostra a figura
a seguir. Se a diferenca entre as medidas das arestas
dos dois cubos é de 4 cm e a medida do volume do
sélido é 208 cm?, qual a medida da éarea lateral da
superficie do sdlido?

—_———— e = ———— e i et s
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a) 136cm? d) 204 cm?
b) 144 cm? e) 216.cm?
c) 160 cm?

Enem 2020 Um processo de aeracao, que consiste
na introducdo de ar num liquido, acontece do seguinte
modo: uma bomba B retira o liquido de um tanque T1e
o faz passar pelo aerador A1, que aumenta o volume do
liquido em 15%, e em seguida pelo aerador A2, ganhan-
do novo aumento de volume de 10%. Ao final, ele fica
armazenado num tanque T2, de acordo com a figura.

A1||C A2||C

e

T

Os tanques T1 e T2 sdo prismas retos de bases re-
tangulares, sendo que a base de T1tem comprimento

c e largura L, e a base de T2 tem comprimento % e

largura 2L.

Para finalizar o processo de aeracdo sem derrama-
mento do liquido em T2, o responsavel deve saber a
relacdo entre a altura da coluna de liquido que ja saiu
de T1, denotada por x, e a altura da coluna de liquido
que chegou a T2, denotada por y.

A equacdo que relaciona as medidas das alturas y e
x € dada por

a) y=1,265x d) y=1,125x
b) y=1,250x e) y=x
c) y=1,150x

PUC-PR 2017 Considere uma caixa de leite na forma

de um paralelepipedo de base quadrada, cujo volume
é de1litro. O custo de fabricacdo datampa e dabase da
caixa € de R$ 4,00 por cmz, e o das faces laterais é
de R$ 2,00 por cm?; considere desprezivel o custo da
tampinha de plastico. Determine uma funcdo C(x) que
expresse o custo de fabricacdo da caixa em fungao da
aresta da base que vale x.




Unicamp-SP 2017 Um paralelepipedo retangulo tem
faces de dreas 2 cm?, 3 cm? e 4 cm?. O volume desse
paralelepipedo é igual a:

a) 243 cm’. c) 24 cm’.

b) 246 cm® d)y 12.cm’.

UFRGS 2018 Uma particula parte do ponto A e chega
ao ponto H percorrendo a poligonal ABCDEFGH no
cubo de aresta unitaria, representado na figura abaixo.

G E

A C

A distancia percorrida pela particula é:
a) 1. c) 7. e)
b) 2. d) 5+ 2J2.

Texto complementar

5+ 243

PUC-RS 2%7 No cubo abaixo, de aresta igual eﬁ, o)
segmento El mede a quarta parte do segmento AE.

5H G

A B

A area do triangulo BCI é igual a:
a) 24 c) 40 e) 80
b) 36 d) 48

Uefs-BA 2018 Um cubo de isopor foi cortado em dois
paralelepipedos retorretangulos congruentes, cada
um com area total igual a 144 cm?. A medida da aresta

desse cubo é:

a) 6cm. d) 18cm.
b) 8cm. e) 24 cm.
c) 12cm.

Bonaventura Cavalieri e algumas

de suas ideias

Bonaventura Cavalieri nasceu em Mildo por volta de 1598. Foi
membro de uma ordem religiosa (os Jesuados). No ano de 1616,
ele foi para Pisa, onde estudou Filosofia e Teologia. Conheceu o
padre Benedito Castelli (1577-1644) que o apresentou a Galileu
(1564-1642), do qual veio a tornar-se discipulo. Em 1629, foi in-
dicado a cadeira de professor em Bolonha. Ocupou esse cargo
até sua morte, em 1647 [...]. Podemos dizer que esse intelectual
foi um padre e estudioso da Matematica, tendo estudado e pu-
blicado vasto material em Matemética pura e aplicada. Dentre os
assuntos em que ele trabalhou podemos citar: geometria, trigono-
metria, astronomia. Ele é considerado como um dos responsaveis
pela introdu¢do dos logaritmos na Europa. [...] Em 1632, Cavalieri
apresentou seu livro Directorium universale uranometricum, onde
publicou tabelas de seno, tangentes e secantes, junto com seus
logaritmos, até oito casas.

Durante o ano de 1635, Cavalieri apresentou a primeira versao
da obra que Ihe deu muito destaque, a famosa Geometria indivisibi-
libus continuorum. Nesse trabalho, ele apresenta seu método dos
indivisiveis. Em seu livro de Introducdo a Historia da Matemdtica,
o autor Howard Eves diz que o método dos indivisiveis de Cavalieri
tem rafzes que remontam a Demécrito e Arquimedes, mas cuja
motivacdo direta, talvez, se encontre nas tentativas de Kepler de
achar certas areas e certos volumes.

Segundo Boyer, o autor diz que na obra dos indivisiveis de
Cavalieri, o argumento em que ele se baseia é essencialmente o
sugerido por Oresme, Kepler e Galileu, que uma area pode ser
pensada como sendo formada de segmentos ou "indivisiveis" e
que volume pode ser considerado como composto de dreas que
sdo volumes indivisiveis.

[...] Cavalieri entendia por indivisivel[...] de uma porcdo plana é uma
corda dessa porcdo e, um indivisivel de um sélido dado é uma secdo
desse solido. Podemos considerar que uma porcdo plana seja formada
de uma infinidade de cordas paralelas e que um sélido seja formado de
uma infinidade de secdes planas paralelas.

As ideias desenvolvidas por Cavalieri deram origem a dois
principios, denominados principios de Cavalieri, um relativo ao
calculo de areas e o outro que é muito utilizado para o cdlculo de
volumes. [...]

O principio de Cavalieri para volumes

[...] Considere dois sélidos A e B. Se qualquer plano horizontal
secciona A e B segundo figuras planas, tais que a razdo entre suas
areas é uma constante, entdo a razdo entre os volumes V(A) e V(B) é
essa constante.

Sélido A Sdélido B

=
i kil
\ L=~ Secdo A | “secdoB s \
| T -_5 I i
i

= &=

Principio de Cavalieri.

0 principio de Cavalieri reduz o cdlculo de volumes ao célculo
de areas, para isso, devemos comparar as areas das se¢oes obtidas
nos solidos por planos paralelos ao plano das suas bases, sendo que
esses solidos deverdo ter mesma altura e devem ser considerados
apoiados sobre 0 mesmo plano. Se a razdo entre as dreas de se¢bes corres-
pondentes é constante, entdo a razdo entre os volumes dos sélidos
considerados é essa mesma constante. Esse fato nos leva a entender
que, se as areas das se¢des correspondentes sdo iguais, 0s sélidos
tém o mesmo volume.

PRIMO, Mércio Eduardo. O principio de Cavalieri para

cdlculo de volumes no ensino médio: algumas possibilidades.
Dissertacao (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Universidade Federal de Juiz de Fora. Juiz de Fora, 2013. p. 202-2.
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Unidades de volume e capacidade

3

1L equivalea 1 dm 1 L equivale a 1000 cm?

1 m® equivale a 1000 L 1 mL equivale a 1 cm®

Teorema da razao de semelhanca no espaco
Se dois sélidos geométricos sdo semelhantes um ao outro e k é a razdo dessa semelhanca, entdo:

comprimento _ area — K2 volume _ B
comprimento’ area’ volume'
Paralelepipedo retorretangulo
H G
]
]
. c
]
D} mnim sl mimmimim
7 g C Volume:V =a-b-c
. Areatotal: Ay =2 (@-b+a-c+b-c)

v F
, b Diagonal: d = va? + b* + ¢?

A a B
Cubo
H G
|
I
|
E
I F ¢ ;
\ Volume: V = £
|
| .
N i, A Area total: Ay, = 662
i f, Diagonal: d = €+/3
A : B
¢

Quer saber mais?

Livro
% Crease, Robert P. A medida do mundo: a busca por um sistema universal de pesos e medidas. Rio de Janeiro: Zahar, 2013.
Nesse livro, o filosofo e historiador Robert P. Crase aborda detalhes da histéria da invengado de diversas unidades de medida e
as relaciona com contextos histéricos e necessidades humanas.
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Exercicios complementares

1. URJF-MG 2017 Um quebra-cabeca tem 8 pecas, sendo: Inicialmente é colocada na embalagem uma mistura

e 01 peca cubica com 2 cm de lado;

e 01 peca cubica com 3 cm de lado;

¢ 03 pecas em forma de paralelepipedo retangular
com medidas2cm X 2cm X 3 cm;

e 03 pecas em forma de paralelepipedo retangular
com medidas 3cm X 3 cm X 2 cm.

A e e
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Além disso, o quebra-cabeca montado é um cubo
5 X 5 X 5 conforme ilustracdo abaixo.

: %y

3 2

Se pintarmos todas as faces do cubo montado, apds

desmontéa-lo podemos afirmar que as pecas:

a) cubicas totalizam 5 faces ndo pintadas.

b) cubicas totalizam 5 faces pintadas.

c) 2 X 2 X 3totalizam 16 cm? de area de faces nao
pintadas.

d) 3 X 3 X 2totalizam 63 cm? de area de faces nao
pintadas.

e) ndo cubicas totalizam 15 faces ndo pintadas.

. Enem 2015 Uma fébrica de sorvetes utiliza em-

balagens plasticas no formato de paralelepipedo
retangular reto. Internamente, a embalagem tem
10 c¢cm de altura e base de 20 cm por 10 cm. No
processo de confeccdo do sorvete, uma mistura é
colocada na embalagem no estado liquido e, quando
levada ao congelador, tem seu volume aumentado
em 25%, ficando com consisténcia cremosa.

sabor chocolate com volume de 1000 cm® e, apos
essa mistura ficar cremosa, serd adicionada uma
mistura sabor morango, de modo que, ao final do
processo de congelamento, a embalagem fique com-
pletamente preenchida com sorvete, sem transbordar.
O volume méximo, em cm®, da mistura sabor morango
que devera ser colocado na embalagem é
a) 450 c) 600 e)
b) 500 d) 750

1000

. Enem 2014 Um fazendeiro tem um depdsito para ar-

mazenar leite formado por duas partes clbicas que se
comunicam, como indicado na figura. A aresta da parte
cubica de baixo tem medida igual ao dobro da medida
da aresta da parte cubica de cima. A torneira utilizada
para encher o depdsito tem vazdo constante e levou 8
minutos para encher metade da parte de baixo.

Quantos minutos essa torneira levara para encher
completamente o restante do depdsito?

a) 8 b) 10 ¢ 16 d) 18 e) 24

. Enem 2012 Alguns objetos, durante a sua fabricacdo,

necessitam passar por um processo de resfriamento.
Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de
resfriamento, como mostrado na figura.

5cm1 -

,ééy” F/;Q/)
— 30 cm

40 cm

25cm

O que aconteceria com o nivel da dgua se colocas-

semos no tanque um objeto cujo volume fosse de

2400 cm®?

a) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a &gua ficar com
20,2 cm de altura.

b) O nivel subiria 1 cm, fazendo a dgua ficar com 21 cm
de altura.

c) O nivel subiria 2 cm, fazendo a dgua ficar com 22 cm
de altura.

d) O nivel subiria 8 cm, fazendo a dgua transbordar.

e) O nivel subiria 20 cm, fazendo a dgua transbordar.

(L]
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Efomm-RJ 2019 Duas caixas cubicas e retangulares
perfeitas tém seis faces de quadrados perfeitos. As
faces da primeira caixa tém 3 m? de éarea, e cada face
da segunda caixa tem 9 m? de area. A razdo entre o

volume da primeira caixa e o volume da segunda é
1

a) 32
1
b) 32
_3
c) 32
3
d) 32
2
e) 33

EPCar-MG 2022 Uma caixa-d’agua no formato de pa-
ralelepipedo reto retangulo, como ilustrado na figura
abaixo, esta inicialmente vazia.

400 mm

0,02 hm

Abre-se um registro com capacidade de 100 cL/min
para encher a caixa-d’dgua. Quando ela esta cheia,
abre-se um ladrdo com capacidade de esvazia-la a
0,04 hL/min e fecha-se simultaneamente o registro.

A diferenca entre o tempo de encher e esvaziar a cai-
xa-d’dgua, nessa ordem, em horas, é

a) menor que 10

b) exatamente 10

c) maior que 10 e menor que 20

d) maior que 20

UPE/SSA 2018 Um engenheiro construiu uma piscina
em formato de bloco retangular a qual mede 7 m de
comprimento, 4 m de largura e 1,5 m de profundidade.
Apds encher a piscina completamente, o engenheiro
abriu um ralo que tem a capacidade de esvazia-la a
razdo de 20 litros por minuto. Utilizando esse ralo, em
quanto tempo o nivel da dgua dessa piscina vai baixar
em 10 centimentros?

a) 40 minutos.

b) 1 hora e 40 minutos.

c) 1 hora e 58 minutos.

d) 2 horas e 20 minutos.

e) 2 horas e 46 minutos.
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UEM/PAS-PR 2019 Considere um paralelepipedo
reto retangulo cujos vértices da base superior (A, B,
C, D) determinam as arestas AB, BC, CD e AD dessa
base. Considere ainda que AE, BC, CG e DH sejam
as arestas laterais. Em relacdo a esse paralelepipedo,
assinale o que for correto.

01 Se a altura desse paralelepipedo é 7 e se a pro-
jecado ortogonal de CE sobre a base inferior mede
24w, entdo CE = 25p.

02 As retas que contém os segmentos AC e GH s&o
reversas.

04 Se as dimensdes desse paralelepipedo sdo dire-
tamente proporcionais aos nimeros 1,2 e 3 e se
a area total desse paralelepipedo e 550@2, entdo
sua diagonal vale 3413u.

08 Se esse paralelepipedo for um cubo de aresta
medindo a, entdo o perimetro do triangulo BEH é

(o + 20«5)

16 Se o volume desse paralelepipedo é 128@3 e se
a area da base de vértices (A, B, C, D) é o dobro
da érea da face quadrada de vértices (A, B, E, F),
entdo a aresta AD mede 8.

Soma:

Enem PPL 2012 Em um terreno, deseja-se instalar
uma piscina com formato de um bloco retangular de
altura 1 m e base de dimensdes 20 m X 10 m. Nas fa-
ces laterais e no fundo desta piscina serd aplicado um
liquido para a impermeabilizacdo. Esse liquido deve
ser aplicado na razdo de 1L para cada 1 m? de &rea
a ser impermeabilizada. O fornecedor A vende cada
lata de impermeabilizante de 10 L por R$ 100,00, e 0 B
vende cada lata de 15 L por R$ 145,00.

Determine a quantidade de latas de impermeabili-
zante que deve ser comprada e o fornecedor a ser
escolhido, de modo a se obter o menor custo.

a) Fabricante A, 26 latas.

b) Fabricante A, 46 latas.

c) Fabricante B, 17 latas.

d) Fabricante B, 18 latas.

e) Fabricante B, 31 latas.

UEPG-PR 2016 Trés cubos idénticos foram colados
entre si formando um paralelepipedo, cuja area to-
tal vale 350 cm?. Nesse contexto, assinale o que for
correto.

01 O volume do paralelepipedo é 475 cm?,
02 A &rea total de cada cubo é 150 cm?.
04 O volume de cada cubo é 125 cm®.

08 A soma das arestas do paralelepipedo € 80 cm.
Soma:



Unicamp-SP 2016 Considere os trés sélidos exibidos
na figura abaixo, um cubo e dois paralelepipedos re-
tdngulos, em que os comprimentos das arestas, a e b,
sdo taisquea>b > 0.

S S S

1 2 3

: ~ a
a) Determine arazdor = T para a qual o volume de

S; €igual a soma dos volumes de S, e Ss.

b) Sabendo que a soma dos comprimentos de todas
as arestas dos trés soélidos é igual a 60 cm, de-
termine a soma das areas de superficie dos trés
solidos.

ESPM-SP 2018 Um marceneiro dispunha de 2 pla-
cas de madeira iguais, medindo 60 cm por 2 m. Sem
sobrepor as placas, ele fez exatamente 7 cortes re-
tilineos, dividindo-as em pecas retangulares, com as
quais construiu a estante mostrada ao lado, sem sobra
alguma de material.

60 cm 60 cm

Ly

Ty

Supondo despreziveis as espessuras dos cortes e das
placas, podemos afirmar que o volume V = x -y - z
ocupado pela estante, em cm?® é igual a:

a) 264000

b) 176000

c) 198 000

d) 236 000

e) 218000

UEG-GO 2016 Alterando-se as dimensdes de uma
caixa retangular de altura h, as dimensdes da base
serdo multiplicadas por k e as da altura somado k, em
que k é uma constante positiva e ndo nula. Logo, ve-
rifica-se que o volume da nova caixa serd em relagdo
a anterior

a) k3 vezes maior.
b) k% + kh vezes maior.

3

c) k?+ kT vezes maior.

d) K3+ % vezes maior.

IFSul-RS 2016 Um tanque vazio, com formato de pa-
ralelepipedo retorretangulo, tem comprimento de
8 metros, largura de 3 metros e altura de 1,5 metros.
Esse tanque é preenchido com dleo a uma vazao
de 1000 litros a cada 15 minutos.

Nesse sentido, apds duas horas do inicio do preen-
chimento, a altura de dleo no interior do tanque
atingird, aproximadamente,

a) 24cm. c)
b) 33cm. d)

1,05 m.
1,15 m.

UPE 2018 Na figura representada a seguir, em que o

segmento GP mede 6 cm, e o angulo APH tem tangen-

2
te igual a g qual é o volume do cubo ABCDEFGH?

H G P

I

I

l

1

| F

I

|

|

'D

/)-____,_
a) 6cm’. d) 64cm?.
b) 8cm3.3 e) 125cm’.
c) 27cm’.

Fuvest-SP O cubo de vértices ABCDEFGH, indicado
na figura, tem arestas de comprimento a. Sabendo-se
que M é o ponto médio da aresta AE, entdo a distancia
do ponto M ao centro do quadrado ABCD é igual a

H G
I
I
E l z
I
™ Cz)
M s e C E
v &
I/, E
AI B
a) @ c) @ e) 2043
5 2
b) ? d) a3
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17. UFRJF-MG 2017 Gui ganhou um aquério em forma de pa-

18.

19.

es

ralelepipedo retangular, e quer enché-lo com 640 mL de

agua. Gui resolveu colocar o aquario em cima da mesa.

Ao apoiar a face A em cima da mesa, a agua atingiu altu-

ra de 4 cm. Ao apoiar a face B em cima da mesa, a altura

que a agua atingiu foi de 8 cm. Ao colocar a face C em

contato com a mesa, a dgua atingiu a altura de 10 cm.

a) Determine as medidas das dimensdes do aquério.

b) Determine a medida da drea da menor face do
aquario.

c) Determine a medida do volume do aquario, em
litros.

EsPCEx-SP 2015 As medidas das arestas de um pa-
ralelepipedo retangulo sdo diretamente proporcionais
a3,4eb5easomadessas medidas é igual a 48 cm.
Entdo a medida de sua area total, em cm?, é:

a) 752 c) 1024 e) 1504

b) 820 d) 1302

IME-RJ 2018 Um prisma retangular reto possui trés
arestas que formam uma progressdao geométrica de
raz&o 2. Sua &rea total € de 28 cm?. Calcule o valor da

diagonal do referido prisma.
e) +/29 cm

a) J17 cm c) V21 em
b) 19 cm d) 27 cm

Dois paralelepipedos tém as seguintes dimensdes.

. 10cm X 2dm X 05m

. 0,2 m X 0,0008 hm X 500 mm

Qual e a diferencga entre o volume do maior e do me-
nor paralelepipedo, em m®?

a) 0,001

b) 0,008

c) 0,002

d) 0.016

Use as informacoes a sequir para responder aos exer-
cicios2e 3.

Em um recipiente de formato cubico de aresta L e
espessura desprezivel, aberto na face superior, € in-
serido um recipiente com formato de paralelepipedo
reto, também com espessura desprezivel e aberto na
face superior. Esse segundo recipiente tem base gua-
dradade arestacl ealtural,coma ERe 0 <a <.

O recipiente interno & preenchido com uma altura
x de agua, com 0 < x < L, e o recipiente externc &
preenchido com o mesmo volume de agua, atingindo
uma altura y, como mostra a figura.
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20. Unifesp 2017 Um sdlido é formado por 24 cubos

idénticos, conforme a figura. O contato entre dois
cubos contiguos sempre se da por meio da sobrepo-
sicdo perfeita entre as faces desses cubos. Na mesma
figura também estdo marcados A, B, C e D, vértices de
quatro cubos que compdem o sdlido.

A

9

a) Admitindo-se que a medida de AB seja 2\5 cm,
calcule o volume do sdlido.

b) Calcule a medida de CD admitindo-se que a me-

dida da aresta de cada cubo que compde o sélido
sejaiguala 2 cm.

B T R T R T T T T T T P T T T T T TP TP PR T S TP TP TP P T

|
{z(/‘

Qual é a lei da fungé@o que relaciona as alturas y e x7?
Z

1—« o
a) y=1= 9 y=sx
-

1-ao? o’
b) y= X d y= X
0'_2 ‘l_l}‘.z

Para qual valor de « a altura x € sempre o dobro da
altura y7?
V2 V3 1 V5

a b) 3 9 3 d 5



CAPITULO Poliedros

Neste capitulo, estudaremos os poliedros, que sdo sélidos geométricos cercados por
superficies planas. Sao poliedros os sélidos estudados no capitulo anterior, os parale-
lepipedos. Além deles, sdo também poliedros sélidos como as piramides, os prismas,
os octaedros, entre outros.

O estudo dos poliedros envolve diversos assuntos, como o célculo de areas e volu-
mes. Um dos mais importantes € a caracteristica de Euler, uma fungdo que associa
cada poliedro a um ndmero inteiro, que é constante para os poliedros convexos.
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Introducao

Qualquer sdélido geométrico cercado exclusivamente
por superficies planas € denominado poliedro. A palavra,
qgue vem do grego antigo, é a jungdo de “poli”, que significa
muitos, e “hedros”, que significa planos.

Alguns poliedros sdo abertos, como os diedros (dois
planos) e os triedros (trés planos), que j& estudamos. Em-
bora também existam poliedros abertos formados por mais
de trés planos, o foco deste capitulo serd o estudo dos
poliedros fechados, ou seja, aqueles cuja superficie cerca
completamente uma regido do espaco e, portanto, sdo do-
tados da grandeza do volume.

Métrica dos poliedros fechados

Poliedros fechados sdo formas geométricas compostas
de vértices, arestas e faces. Cada vértice de um poliedro
possui, no minimo, trés medidas angulares. A cada aresta,
que pertence a duas faces que determinam um angulo die-
dro, além do comprimento, podemos associar uma medida
angular. Cada face é um poligono que possui angulos inter-
nos, perimetro, diagonais (se nao for uma face triangular) e,
principalmente, area.

O conjunto de todas as faces de um poliedro determina
0 que chamamos de superficie. Esta também possui uma
drea, que denominamos area total. Assim, a drea total de um
poliedro equivale a soma das areas de todas as suas faces.

Sendo Ag = (A4, A,, A, ...) a sucessdo dos valores das
areas de cada face de um poliedro fechado, a area total
desse poliedro é expressa por:

Ao = LA =A + A, +A; + .

Em alguns tipos de poliedros, como as piramides e
0s prismas, uma ou mais faces (poligonais) podem ser
chamadas de base ou bases. As pirdmides, por exemplo,
possuem apenas uma base; os prismas possuem duas
bases com mesma area; e os troncos de piramide pos-
suem duas bases com areas diferentes. Nesses casos,
sobre a superficie do poliedro, podem ser definidas as
seguintes areas:

Area da base Area lateral Area total

A area total de um poliedro é definida como a soma
das éareas laterais (todas as faces que nao sdo bases) com
a area das bases (ou da base, quando for o caso).

Por fim, todo poliedro fechado possui volume.

resolvido

1. Uma caixa de madeira tem o formato de um polie-
dro aberto cuja base é um hexagono regular de
lado 20 cm e as faces laterais sdo retadngulos com

10 cm de altura.
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20 cm

Usando J§ = 1,73, encontre os valores aproximados:

a) da area da base da caixa.
b) da area da superficie lateral exterior da caixa.
c) da area total da superficie exterior da caixa.

Resolucdo:

a) A area de um hexdgono regular de lado ¢ é dada

2
por @ assim, como ¢ = 20 cm, a base do
poliedro tem uma area, em cm?®, de:

% = 60043 = 600 - 173 = 1038

b) A drea da face lateral desse poliedro mede:
20 cm - 10 cm = 200 cm?

Entdo, como o poliedro possui seis faces laterais
congruentes, sua area lateral € de 6 - 200 cm? =
=1200 cm?.

c) Como a caixa € um poliedro aberto com apenas
uma base, a area total, em cm?, é dada por:

Acotal = Aoase T Austerat = 1200 + 1038 = 2238

total

Principio de Cavalieri no espaco

Outra ideia presente no pensamento de Eudoxo e Ar-
quimedes, formalizada como conhecemos atualmente pelo
trabalho do matematico italiano Bonaventura Cavalieri, € a
de que porcdes limitadas do espaco podem ser cobertas
por uma infinidade de figuras planas paralelas postas umas
sobre as outras.

De acordo com o principio de Cavalieri, dadas duas
regides espaciais inscritas em um mesmo par de planos
paralelos a e 3, sendo V, e V, seus respectivos volumes,
temos que:

* Setodo plano+yparalelo aa e B que intercepta as duas
regi®es determinar secdes planas de mesma area, en-
tdo essas duas regides terdo o mesmo volume.

Ax) =Bx) =V, =V,



* Setodo plano y paralelo a a € B que intercepta as duas
regides determinar secdes planas cujas areas estao
em uma razdo constante, entdo os volumes dessas
duas regiGes também estardo nessa razao.

Prismas

Considere dois poligonos congruentes que
pertencam a planos paralelos e estabeleca uma cor-
respondéncia entre os pontos que os definem. Se os
segmentos de reta que unem cada par de pontos cor-
respondentes forem paralelos uns aos outros, o formato
geométrico determinado por esses segmentos, junto aos
poligonos tomados, serd denominado prisma.

o

Um prisma possui duas bases e algumas faces laterais.
Os dois poligonos congruentes situados em planos pa-
ralelos sdo as bases do prisma. O nimero de lados dos
poligonos que sdo as bases do prisma sera designado
por n. Assim, no caso apresentado, n = 7; isso significa
gue as bases do prisma sdo heptagonais.

O numero de lados das bases dos prismas permite
classifica-los em diversas categorias distintas:

Tipo de Numero de lados ”
n Imagem possivel
prisma das bases
I
I
]
I
n=3 .
triangular SR
e ~
’ ~
Fd \
~ N
]
]
]
1
Prisma 1
n=4 1PN S
quadrangular .

Numero de lados
das bases

Tipo de
prisma

Imagem possivel

Prisma e
pentagonal
| I
1 [
1
Prisma et ! I
hexagonal IR

Os elementos de um prisma que ndo pertencem aos
planos das bases sdo chamados de laterais. Por isso, as
arestas paralelas que ligam os vértices de uma base a outra
sdo chamadas de arestas laterais do prisma, e os parale-
logramos determinados por essas arestas denominados
faces laterais do prisma.

Para determinar se um poliedro é ou ndo um prisma, de-

vemos verificar as seguintes condigdes:

* A existéncia de dois poligonos congruentes opostos
um ao outro,

* O paralelismo entre os planos que contém esses dois
poligonos (bases).

* O paralelismo entre as arestas |aterais.

resolvido

2. Afigura a seguir representa o projeto para a constru-
cdo de um galpdo, dotado de simetria bilateral, que
ocupara um terreno retangular de 8 m por 10 m.

8m

Sabendo que, depois de construido, o galpdo tera
o formato de um prisma reto, responda as seguintes
perguntas:

a) Que altura teréd o galpdo?

b) Que altura tera o prisma que da forma ao galpdo?

™
w
[
Z
L
@
(18
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Resolucdo:

a) De acordo com a figura, o galpdo terd 5 m de al-
tura na parte mais alta e 2 m de altura nas regides
proximas as suas paredes laterais.

b) Como as bases do prisma sdo os pentdgonos e a
altura de um prisma equivale a distancia entre es-
sas bases, de acordo com a figura, o prisma que
da forma ao galpdo terd 10 m de altura.

Os prismas quadrangulares também sdo chama-
dos de hexaedros, por terem exatamente seis faces,
e de paralelepipedos, quando todas essas faces sdo
paralelogramos.

Os paralelogramos sdo os Unicos tipos de prismas cujo
qualquer par de faces opostas pode ser considerado como
o par de bases do prisma.

Quando houver, em um hexaedro, faces que ndo sdo
paralelogramos (sendo trapézios, por exemplo), estas de-
verdo ser consideradas bases do prisma.

Em prismas que possuem um numero de faces dife-
rente de seis, sempre ha um par de faces opostas que ndo
possuem quatro lados, sendo, por exemplo, triangulares ou
hexagonais. Nesses casos, as faces ndo quadrangulares
devem ser consideradas bases do prisma.

resolvido

3. O hexaedro a seguir representa o formato de uma
piscina de mergulho com 8 m de largura por 12 m de
comprimento e profundidade variando de 1 m na parte
rasa a 6 m na parte funda.

12m

Sabendo que, uma vez cheia, a agua dentro dessa
piscina assume o formato de um prisma reto, calcule o
perimetro da base desse prisma.

Resolucdo:

A base do prisma formado pela piscina é o trapézio
retangulo representado pela figura a seguir:

12m

1mI
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Tracando uma reta paralela ao lado de 12 m, dividimos
o trapézio em duas figuras: um retangulo de 1m X 12 m
e um triangulo retangulo de catetos 12 m e 5 m.
Sendo x a medida da hipotenusa desse triangulo, do
teorema de Pitdgoras, temos:

X2 =122 + 52,comx>O, logox =13 m

Portanto, o perimetro da base do prisma mede:
Tm+12m+6m+13m=32m.

Inclinacao e altura

Considere um prisma de bases ABCDE e AB'C'D'E!,
respectivamente contidas nos planos paralelos « e B.

Os segmentos de reta AA, BB, CC', DD' e EE' sdo deno-
minados arestas laterais do prisma, uma vez que ndo estdo
contidos nos planos de suas bases.

Sobre as arestas laterais de um prisma, sabe-se que:

* Tém o mesmo comprimento:
AA =BB'= CC'=DD' = EE'
e S&o paralelas:
AA'//BB'// CC'// DD'// EE'

Por serem paralelas entre si, as arestas laterais de um
prisma formam angulos de mesma medida com os planos
que contém as bases dele. A medida 6 desses angulos,
como mostrado na figura acima, € denominada inclinagdo
do prisma.

O valor da inclinagdo de um prisma permite classifica-
-lo em duas categorias distintas: prismas retos ou prismas
obliquos.

Os prismas retos possuem 90° de inclinagdo, e os pris-
mas obliquos nao.

Tipo de prisma Inclinacdo

Prisma reto f = 90°

Prisma obliguo 6+ 90°

Assim, os prismas devem ser classificados conside-
rando o nimero de lados de suas bases e o valor de sua
inclinacdo.



Um prisma hexagonal reto, por exemplo, possui he-
xdgonos como bases e inclinagdo de 90°.

o ety 2!
i e e e

J& um prisma pentagonal obliquo possui pentdgonos
como bases e inclinacdo diferente de 90°.

£y

A altura de um prisma tem medida h que coincide com
a distancia entre os planos onde estao localizadas as bases
do prisma.

h = dla, B)

Essa altura também pode ser calculada multiplicando
o comprimento de uma aresta lateral pelo seno do angulo
de inclinacao do prisma.

h = AA' - sen (0)

Como o seno de 90° é unitario, as alturas dos prismas
retos coincidem com os comprimentos de suas arestas la-
terais: h = AA.

resolvido

4. Qual a altura de um prisma triangular obliquo com 45°
de inclinagdo cujas arestas laterais medem 8 cm e os
lados da base medem 2 cm?

a) 4\5 cm.
b) 4\/5 cm.
c) 4cm.

d) 242 cm.

e) 2cm.

Resolucao:

i
h=8cm-sen45°=8cm-%=4\5cm

Observacao: o comprimento dos lados da base nao
interfere no valor da altura do prisma.
Alternativa: B

t=1 Estabelecendo relacdes ‘

Podemos observar na natureza diversas estruturas que
lembram entes matematicos, como os prismas. As abelhas,
por exemplo, constroem os faves, utilizados como ninho e
para guardar mel e polen. Eles séo divididos em alvéolos
e cada um tem uma forma que lembra um prisma, como
podemos ver na imagem abaixo.

BigBlueStudio/Shutterstock.com

Foto de um fave de abelha,

Uma teoria que justifica a ocorréncia de uma base he-
xagonal para os alveolos & que o hexagono permite o
“ladrilhamento” do plano com o menor gasto possivel de
cera na construcao das paredes do alvéolo.

Qutra ocorréncia na natureza que lembra prismas € a Cal-
cada dos Gigantes, na Irlanda do Norte.

BencemonShutierstock corm

Calgada dos Gigantes, na Irlanda do Norte,

Essa estrutura é formada por colunas de basalto cujo forma-
to lembra prismas, a maioria de base hexagonal. Acredita-se
que esse formato se deve ao fato de as colunas terem sido
formadas pela acdo de atividade vulcanica, que empurrou
basalto liquido em altas temperaturas até o solo e, conforme
esse material resfriava, ele endurecia formando as colunas,
em um processo semelhante ao ressecamento de lama.

Planificacdes dos prismas

As planificacdes de um prisma sao figuras geométricas
planas formadas pela justaposi¢do de poligonos congruen-
tes as faces do prisma.

As figuras a seguir, formadas por trés retangulos e dois
tridangulos congruentes, sdo possiveis planificacdes de um
mesmo prisma triangular reto, por exemplo.

PlanificacGes como essas permitem que todas as faces
do prisma sejam observadas simultaneamente para que
se compreendam melhor as relagcdes entre as areas da
superficie desse tipo de sdlido.
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Sendo L; = (L, Ly, L3, ..) @ sucessdo das areas das faces
laterais de um prisma e B, e B, as dreas das demais faces,
sobre a superficie desse prisma, temos que:

Area da base: B, = B,

. n
Area lateral: YL, =L, + L, + Ly +.. +1L,

i=1

Area total: 2 - (Area da base) + (Area lateral)

resolvidos

5. Calcule, em metros quadrados, a area lateral de
um prisma reto com 20 cm de altura cuja base € o
triangulo retangulo ABC de catetos AB = 30 cm e
AC = 40 cm.

a) 2600 m%
b) 2400 m?.
c) 26m%
d) 24 m?
e) 0,24m?

Resolucdo:

Do teorema de Pitdgoras, temos que o lado B_C que
é a hipotenusa da base ABC desse prisma triangular
reto, mede:

BC2 = AB? + AC2 = BC? = 302 + 402 =
= BC2 = 2500 com BC > 0 = BC = 50 cm

B

A C

Sendo A, B' e C' os vértices da outra base do pris-
ma de modo que as arestas laterais sejam AA BB' e
CC', como se trata de um prisma reto, sua altura tem o
mesmo comprimento dessas arestas laterais:

h=AA =BB'=CC'=20cm
As faces laterais do prisma sdo o retangulo:
. ABBA de area: AB - h = 30 cm - 20 cm = 600 cm”.
. ACCA de area: AC - h = 40 cm - 20 cm = 800 cm?.
. BCC'B'de &rea: BC - h =50 cm - 20 cm = 1000 cm?.
Portanto, a area lateral do prisma mede, em cm?:
600 + 800 + 1000 = 2400 cm?.
Fazendo a conversdo de unidades:
2400 cm? = 2400 - (102 m)?> = 2400 -10™*m? = 0,24 m?

Alternativa: E
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6. Qual é a area total do mesmo prisma da questdo an-
terior, em cm??
a) 3600 cm?.
b) 2400 cm?
c) 36 cm?.
d) 24cm?
e) 0,24 cm?

Resolucgdo:

As bases desse prisma sao triangulos retangulos
cujos catetos medem 30 cm e 40 cm, portanto a area
30-40 _ 600.
2

Como a é&rea lateral do prisma é de 2400 cm? e pris-
mas sdo dotados de duas bases congruentes, a area
total do sélido é igual a 2 - 600 cm? + 2400 cm? =
= 3600 cm?.

Alternativa: A

de cada base, em cmz, éigual a

7. Abase de um prisma reto € um pentagono regular com
1,2 m de lado. Se a altura desse solido for de 80 cm,
entdo sua area lateral devera medir:

a) 4800 m2
b) 480 m2
c) 48m2

d) 48m2
e) 0,48 m?2.

Resolucdo:

O prisma descrito possui cinco faces laterais con-
gruentes em forma de retdngulos com dimensdes de
1,2 m por 80 cm. Assim, a area lateral desse prisma,
em metros quadrados, é iguala: 512 0,8 = 4,8.
Alternativa: D

Volume do prisma

Para se obter o volume de um prisma, basta multipli-
car a édrea de uma das bases pelo comprimento da altura.
Assim, sendo B a medida da 4drea da base de um prisma
de altura h, seu volume V é expresso por:

A veracidade dessa expressao, para qualquer tipo de
prisma, pode ser comprovada pelo principio de Cavalieri
para volumes. Considere um paralelepipedo retangular
reto de dimensdes a, b e ¢, tais que o produto das medi-
das a e b, por exemplo, seja equivalente a drea da base de
determinado prisma (B = a - b) e que a medida ¢ coincida
com a altura desse mesmo prisma (h = ¢). Nesse caso, do
principio de Cavalieri para volumes, temos que o parale-
lepipedo e o prisma tém o mesmo volume:

V=g+bc=(g-bj-c=B-h



resolvidos

8. A figura a seguir representa o projeto de constru-
¢do de um galpdo, dotado de simetria bilateral, que
ocuparad um terreno retangular de 8 m por 10 m.

Calcule o volume, em metros clbicos, desse galpao.

Resolucao:

As bases do prisma que da forma ao galpdo sao
pentdgonos, também dotados de simetria bilate-
ral. Por isso, elas podem ser decompostas em dois
trapézios retangulos congruentes, como mostra a
figura:

5m
2m 2m
: 4m : 4m |
A area de cada trapézio mede, em m?:
Aonins = (2 +25) 4 _ 724 —u

Assim, a drea de cada base é: A, =2 - 14m? =28 m?.

Como a altura de um prisma equivale a distancia entre
0s planos de suas bases, de acordo com a figura, o
prisma que dé forma ao galpdo tem altura h = 10 m.
Portanto, o volume do galpdo é igual a:

Apase - h =28m?-10 m = 280 m?

9. Calcule a capacidade, em litros, de uma piscina com a
forma do prisma reto representado pela figura a seguir:

12m

8 ;
e

1m1 _‘,.~"“*"‘-;

Resolucao:

As bases do prisma tém a forma do trapézio retangulo
a seguir:

12m

n]

Portanto, a &rea da base desse prisma &, em m?:

_(1+e) 12 712
Abase_ 2 - 2

=42

Como a altura de um prisma equivale a distancia entre
os planos de suas bases, de acordo com a figura, o
prisma que da forma a piscina tem altura h = 8 m.
Assim, o volume da piscina, em m>:

Vpiscina = Apase " N = 42 -8 =336

Fazendo a conversdo de unidades, concluimos que a
piscina tem capacidade para 336 000 litros de agua.

Prismas regulares

Dizemos que um prisma é regular se, e somente se,
forem satisfeitas as duas condi¢8es a seguir:

1. As bases do prisma sdo poligonos regulares.
2. O prisma é reto.

Da primeira condicdo, concluimos que todas as arestas
da base tém o mesmo comprimento. Da segunda, concluimos
que a altura do prisma tem o mesmo comprimento de suas
arestas laterais.

Combinando as informac¢des das duas condicdes,
temos que todas as faces laterais do prisma sdo retangu-
lares e congruentes umas as outras. Assim, dado um prisma
regular de altura h em que cada base possui n lados de
comprimento ¢, sua area lateral é expressa por:

Agteras =N~ € * h

Assim, temos:

Tipo de prisma Area lateral

Triangular regular Fefiah

Quadrangular

4-¢-h

regular
Pentagonal regular 5 Eih
Hexagonal regular 6-€-h
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resolvidos

10. Calcule a capacidade, em litros, de um prisma quadran-
gular regular cujas arestas da base medem 20 cm e as
arestas laterais medem 9 cm.

Resolucgdo:

9cm

e e s

20 cm

As bases do prisma sdo quadrados de lados com 20 cm.
Portanto, a drea da base desse prisma, em cm?, é;

Apase = 20% = 400

Como a altura de um prisma regular equivale ao com-
primento de suas arestas laterais, temos que h = 9 cm.
Assim, o volume do prisma, em Cm3, é:

Vorema = Apase * 1 = 400 - 9 = 3600

prisma

Fazendo a conversdo de unidades, concluimos que o
prisma tem 3,6 litros de capacidade.

11. Calcule a capacidade, em litros, de um prisma triangu-
lar regular cujas arestas da base medem 2 m e a altura

mede 70 cm.
Resolucgdo:
2m : 2m
I
]
I
1
]
}
e
rs R
i \\ 70 cm
-~ ~
- L3
o~ .
- s
o b
2m

As bases do prisma sdo triangulos equilateros de la-
dos medindo 2 m = 200 cm.

Portanto, a drea da base desse prisma, em cm?, é:

_ 200%J3 _ 4000043

Apsce 7 i 1000043
A altura do prisma € h = 70 cm. Assim, seu volume,
em cm®, é:
Voisma = Apgse * 1 = 100004/3 - 70 = 70000043

Fazendo a conversao de unidades, concluimos que o

prisma tem 70043 litros de capacidade.
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12. Um prisma hexagonal regular tem todas as suas
arestas do mesmo comprimento. Determine a area la-
teral desse prisma sabendo que sua capacidade é de
150043 cm®.

Resolucgdo:

As bases do prisma sdo hexagonos regulares de lado L.

2\3
base =6- 4 :

Portanto, a drea da base desse prisma ¢ A

A altura do prisma € h = L. Assim, seu volume é:

°v3 3543
vpnsma = Abase “h=6" 4 L= 2
Logo, temos a equagéo:
2 1500

=150043 = L° = = 1°=1000 = L=10cm

3543
2 3

As seis faces laterais do prisma sdo quadrados de
lado 10 cm. Portanto, sua area lateral mede:

6-10%2 cm? = 6 - 100 cm? = 600 cm?

Piramides
Considere um poligono qualquer e um Unico ponto que
ndo pertenca ao plano do poligono.

P& a

Unindo esse ponto, por meio de segmentos de reta, a
todos os vértices do poligono tomado, a forma geométrica
determinada por esses segmentos junto com o poligono
é denominada piramide.




Acrescentando o ponto tomado fora do plano do po-
ligono aos vértices do poligono, obtemos o conjunto dos
vértices da pirdamide.

As piramides com exatamente quatro vértices também
sdo chamadas de tetraedros, pois esses vértices determi-
nam quatro faces planas. Todas as faces de um tetraedro
sdo triangulares e qualquer uma delas pode ser conside-
rada como a base do sdlido.

Em uma piramide com mais de quatro vértices, é sempre
possivel identificar um plano a que contenha mais vértices
do que qualquer outro. Além disso, piramides com mais de
quatro vértices tém apenas uma base, que é, necessaria-
mente, o poligono contido nesse plano «. Portanto, em uma
piramide, s6 pode haver no maximo uma face que ndo seja
triangular; quando houver, essa face serd a base da piramide.

O numero de lados do poligono que é base da pira-
mide é designado por n. Assim, se n = 5, por exemplo,
significa que a base da piramide é um pentdgono.

O ndmero de lados da base de uma piramide permite
classifica-la em diversas categorias distintas:

Tipo de Numero de lados Imagem possivel
piramide da base 9 P

Piramide -
triangular

Piramide e

quadrangular

Piramide n=5
pentagonal

Piramide eE
hexagonal

O Unico vértice que ndo pertence ao plano da base
de uma piramide é chamado de vértice da piramide;
os demais sdo chamados de vértices da base. Outros ele-
mentos de uma piramide que ndo pertencem ao plano de
sua base sdo denominados laterais. As arestas que ligam o
vértice da piramide a algum vértice da base sdo chamadas
de arestas laterais da piramide. As faces triangulares que
possuem o vértice da piramide sdo denominadas faces
laterais.

Para determinar se um poliedro é ou ndo uma piramide,
devemos verificar as seguintes condicdes:

* Existem pelo menos quatro faces triangulares.

* Existe, no méximo, uma face que ndo seja triangular.
* Existem pelo menos quatro vertices triedricos,

* Existe, no maximo, um vértice gue ndo seja triedrico.

Altura da piramide

Considere uma piramide de vértice P e base ABCDE
contida no plano a.

Os segmentos de reta AP, BP, CP, DP e EP s&o denomi-
nados arestas laterais da piramide, uma vez que nao estdo
contidos no plano da base.

A altura de uma piramide tem medida h que coincide
com a distancia do vértice da piramide ao plano onde esta
localizada sua base.

h =d(F «a)

Para determinar essa distancia, € necessario encon-
trar um ponto H pertencente ao plano « tal que H seja a
projecdo ortogonal do vértice P da piramide no plano que
contém a sua base. Esse ponto H também é chamado de
“pé da altura” da piramide. Assim:

He a

— = h=dPH
PHJ_u} S

™
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Piramides regulares

Para determinar se uma piramide € ou ndo regular, de-
vemos verificar as seguintes condigoes:

* A base da piramide é um poligono regular.

* O pé da altura coincide com o centro da base.

* As faces laterais sdo triangulos isdsceles congruentes
uns aos outros.

A terceira condigdo permite concluir que a area lateral de
uma piramide regular pode ser obtida a partir da drea de uma
Unica face lateral multiplicada pelo nimero de lados de sua base.

Piramides regulares possuem outros importantes ele-
mentos denominados apdtemas, que sdo de dois tipos:
apdétemas da base e apdtemas laterais, também chamados
de apétemas da piramide.

Para encontrar os apdtemas desses sélidos, é necessa-
rio considerar os pontos médios das arestas de sua base.
Assim, sendo P o vértice de uma piramide regular, H o cen-
tro de sua base e M o ponto médio de uma aresta dessa
base, temos que:

« O segmento PM é um apétema da piramide ou ap6-
tema lateral.
+ O segmento HM é um apétema da base.

Os apdtemas laterais de uma pirdmide regular sé&o
também as alturas de suas faces laterais, por isso seu
comprimento é usado no célculo das areas lateral e total.

Assim, dada uma piramide regular cuja base possui n
lados de comprimento € e cujos apdtemas laterais tém com-
primento g, sua drea lateral & expressa por:

lateral —

n-€-g
A ——ypie del g
2

Portanto, temos:

Tipo de piramide Area lateral

Triangular regular ”Tg =154 g
Quadrangular regular ng =2-{:g

Pentagonal regular 5’% =25 g

Hexagonal regular &29 =3-{-g
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Os comprimentos dos apétemas das bases também po-
dem ser usados no célculo da area da base. Assim, sendo
m o comprimento dos apétemas da base de uma pirdmide
regular, a drea da base dessa piramide é expressa por:

base —

b

! Atencdo '

[ S 7
Observando que a expressaoc > presente nas formu-

las das areas (lateral e da base) de uma pirdmide regular
representa o semiperimetro (p) de sua base, as formulas
das areas das superficies das pirdamides regulares podem
ser memorizadas da seguinte maneira:

semiperimetro dabase - apotema dabase =p-m

Areadabase
: semiperimetro dabase - apdtemadapirdmide = p-g

Arealateral

Area total = semiperimetro dabase - soma dos apdtemas = pim +q)

resolvidos

13. Determine os comprimentos dos apotemas de uma pi-
ramide quadrangular regular sabendo que as arestas
de sua base medem 6 cm e que suas arestas laterais
medem 5 cm.

Resolucdo:

A base dessa piramide € um quadrado de lado 6 cm.
Como os apétemas de um quadrado tém a metade do
comprimento de seus lados, entdo os apdtemas da
6 cm
2
As faces laterais dessa piramide sao triangulos isos-
celes de lados 6 cm, 5 cm e 5 cm e os apétemas da
piramide sao as alturas desses triangulos. Esses apo-
temas dividem as faces laterais em dois triangulos
retangulos ocupando o lugar de um dos catetos. Entao,
como a hipotenusa desses triangulos retangulos me-
6 cm

=3 cm cadaum.

base da piramide medem m =

dem 5 cm e o outro cateto mede = 3 cm, sendo

g > 0, o comprimento dos apétemas da piramide, do
teorema de Pitagoras, é:
32+°=5°=2g’=25-9=16=g=4cm

Portanto, os apdtemas dessa piramide medem 4 cm.

14. Quanto mede a area lateral de uma piramide triangu-
lar regular cujas arestas da base medem 10 cm e os
apétemas medem 12 cm?

Resolucdo:

A base dessa piramide é um triangulo equildtero de
lado 10 cm, e as faces laterais sdo triangulos isosceles
de bases 10 cm e alturas 12 cm, pois 0os apétemas da
piramide sdo as alturas de suas faces laterais.



Assim, a area lateral dessa pirdamide mede:

_3-4-g_3-10-12

_ 2
A\ateral - 2 2 =180 cm

Piramides regulares e o teorema de Pitagoras

Considere uma piramide regular de vértice P cuja base de
centro H tem um lado AB e o ponto médio M desse lado AB.

Entre os elementos dessa pirdmide, temos os seguintes
segmentos:

PH é a altura da piramide — PH=h

PA é uma aresta lateral da piramide — PA=aqa

PM é um apotema lateral da piramide — PM =g

AB é uma aresta da base da piramide — AB=¢

HM é um apétema da base da piramide — HM=m

HA é o raio do circulo circunscrito a base  — HA =r

Como a altura de uma piramide é perpendicular ao pla-
no da base da piramide, ambos os triangulos PHM e PHA
sdo retangulos no vértice H. Assim, do teorema de Pitagoras:

APHM = ¢ =h* + m?
APHA = o =h* + 1

Como cada apdtema de um poligono regular € perpen-
dicular a um lado do poligono, o triangulo AMH é retangulo
no vértice M. Do teorema das trés perpendiculares, temos
gue o triangulo AMP também é retangulo no vértice M.
Assim, novamente do teorema de Pitagoras:

€Y
AAMP = a? =g* + (3)
A%
AAMH = r? =m? + (5)

resolvidos

15. Quanto mede a altura de uma pirdmide regular cujos
apétemas medem 5 cm e 13 cm?

a) 14cm.
b) 13 cm.
c) 12cm.
d) 11cm.
e) 10cm.

16.

17.

Resolucao:

Como o apdtema da base de uma piramide é, necessa-
riamente, menor do que o apotema lateral, temos que:
« 0 apodtema da base mede m = 5 cm.

« 0 apdtema da piramide mede g = 13 cm.

Uma das aplicagcdes do teorema de Pitdgoras aos ele-
mentos da piramide regular é:

(ApStema da piramide)® = (Altura)® + (Apétema da base)?
Assim, sendo h > 0, a medida da altura da piramide, em
centimetros, é:

FP=r+m?=132=hr+5=
=>h =169 - 25=144=h=12cm
Alternativa: C

Quanto mede, aproximadamente, a aresta lateral de
uma piramide quadrangular regular em que as arestas
da base medem 10 cm e a altura mede 4 cm?

a) 7cm.

b) 8cm.

c) 9cm.

d) 10cm.

e) 11cm.

Resolucao:

Como o raio do circulo que circunscreve um quadrado
equivale a metade da diagonal do quadrado, temos
que esse raio mede r = 542 cm.

Uma das aplicacdes do teorema de Pitagoras aos ele-
mentos da piramide regular é:

(Aresta Iateral)2 = (Altura)2 + (Raio da base)2

Assim, sendo a > 0, temos:

2
F=r+r > =4+ 502 e

& ad?=16+50=66 = g=+66 cm=8cm
Alternativa: B

Quanto mede a aresta da base de uma pirdmide hexa-
gonal regular em gque a altura mede 2 cm e as arestas
laterais medem /5 cm?

a) 1cm.

b) J2 em.
c) \Ecm.

d) 2cm.

e) Jg cm.

Resolucao:

Como o lado de um hexagono regular equivale ao
raio do circulo que o circunscreve (r > 0), basta en-
contrarmos a medida r desse raio. Assim:
(Aresta Iateral)2 = (Altura)2 + (Raio da base)2
Logo:
=+ = (5 =22+ o
SrP=5-4=1=r=1cm

Alternativa: A
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Planificacdes das piramides

Semelhante ao que ocorre com 0s prismas, as plani-
ficagdes de uma piramide sdo figuras geométricas planas
formadas pela justaposicdo de poligonos congruentes as
faces da piramide.

As figuras a seguir, formadas por seis triangulos isds-
celes e um hexagono regular, sdo possiveis planificacdes
de uma piramide hexagonal regular, por exemplo.

A figura a seguir € uma planificagdo possivel de uma
piramide retangular irregular:

E

1

Para que as relagdes entre as areas da superficie
desse tipo de soélido sejam mais bem compreendidas,
planificacdes como essas permitem que todas as faces
da piramide sejam observadas simultaneamente.

Sendo L; = (L4, Ly, L3, ...) @ sucessado das areas das
faces laterais de uma pirdmide, sobre a superficie dessa
piramide, temos que:

n

Arealateral: Y L, =L +L, +Ls+..+1L,

i=1

Area total: (Area da base) + (Area lateral)

Observe também, na planificagdo da piramide irregular,
que a base é o retangulo ABCD. Como s pode haver um
vértice que ndo pertenca ao plano da base de uma pira-
mide, os pontos indicados por E,, E,, E5 e E, devem ser
coincidentes no sélido real. Assim, para que essa figura
seja realmente a planificagdo de uma piramide irregular,
€ necessario haver a igualdade entre as medidas dos se-
guintes pares de segmentos:
BE,=BE; CE;=CE

AE, = AE, DE; = DE,
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resolvido

18. Considere a planificacdo de um tetraedro, conforme a
figura a seguir.

Os tridngulos ABC e ABD sdo isésceles de bases AC e
AB, respectivamente. As medidas dos segmentos AC,
BC, BD e DF estdo indicadas na figura. A soma das
medidas de todas as arestas do tetraedro é:

a) 33

b) 34

c) 43

d) 47

e) 48

Resolucgdo:

No triangulo isosceles ABC, temos: AB = BC = 5.

No triangulo isdsceles ABD, temos: AD = BD = 7.
Quando o tetraedro for montado, os vértices C,E e F
coincidirdo, assim como os seguintes pares de ares-
tas: AC com AE, BC com BF e DE com DF.

Portanto, a soma dos comprimentos das seis arestas
dotetraedroseré:3+5+5+6 +7 + 7 = 33.
Alternativa: A

Volume da piramide

Para obter o volume de uma piramide, basta multiplicar
a area de sua base pelo comprimento de sua altura e dividir
o resultado por 3. Assim, sendo B o valor da drea da base
de uma pirdmide de altura h, seu volume V é expresso por:

e Bl

A veracidade dessa expressdo, para qualquer tipo
de piramide, também pode ser comprovada retomando
alguns dos conceitos vistos neste capitulo e no anterior,
como o fato de que os cubos podem ser decompostos em
trés piramides congruentes e a aplicagdo do principio de
Cavalieri para volumes.



resolvidos Aresta 2: Apdtema 2+ Aresta da base 2:>
lateral da piramide 2

2
19. Uece 2017 A medida da altura de uma piramide é = 50° = 92 + [@] = g=40cm

. A A . 2
10 m e sua base é um triangulo retangulo isdsceles

cuja medida da hipotenusa é 6Am. Pode-se a3ﬂr[narque O apétema da base dessa piramide é m = 60cm _
a medida do volume dessa piramide, em m~, € igual a 2
a) 60 =30 cm.
b) 30 Outra aplicacéo do teorema de Pitdgoras aos elemen-
Z)) 4112 tos da piramide regular é:

(Apdétema da pirémide)2 = (Altura)2 + (Apotema da base)2
Resolucao:

g’ =h +m’ = 40° =h’ +30° = h=10J7 cm
Sendo x a medida, em metros, dos catetos do triangulo N

isésceles que é base dessa piramide, do teorema de O volume dessa piramide, em cm®, é:

" . _ 2 _ 2 _

Pltagora‘sA temos: x° + X2 = 6 = 2x° = 3§ == 18. A h 36001047 5
Como triangulos retangulos isdsceles equivalem a me- Voiramide = 3 - 3 =12000v7
tade da drea de um quadrado cujo lado coincide com os
catetos do triangulo, a drea da base dessa piramide, em

Fazendo a conversao de unidades, temos que esse

) volume equivale a 12/7 litros.
metros quadrados, € A e = 5 = = = = = 9. Alternativa: E

. A 3 4.
Entgo, o volume da piramide, em m*, &: 22. PUC-Rio 2017 Numa piramide de base quadrada, to-

Voiramide = Apase "N _ 9-10 _ 30. das as arestas medem x. Quanto vale o volume da
3 3 piramide?
Alternativa: B a) Qx3
6
20. Calcule o volume de uma piramide triangular regular b) mx3
de altura 8 cm sabendo que as arestas de sua base
medem 6 cm. c) A+ x4+
3
Resolucao: d) );’_
6
A drea da base dessa piramide, em cm?, é: e) ?X3
_A3 _63 .
Apase == = =7 = 93 Resolucéo:
Entdo, seu volume, em cm?, &: A area da base dessa piramide é A, = X°.
v _ Apee th 9J3 -8 =243 Como o raio do circulo que circunscreve um quadrado
pirdmide 3 - 3 - . N .
equivale a metade da diagonal do quadrado, temos
21. Uma piramide quadrangular regular cujas arestas da o em centimetros. esse raio mede f — X2
base medem 60 cm e arestas laterais medem 50 cm que, l 0% o " 2

tem volume equivalente a: Uma das aplicacdes do teorema de Pitdgoras aos ele-

a) 10 litros. mentos da piramide regular é:

b) 10V3 litros. , , ,
(Aresta lateral)® = (Altura)” + (Raio da base)

c) 10\/5 litros. 2
2 _ 42 2 2 _ 42 X2 )
d) 12 litros. a‘=h"+r° = x“=h +(—2 ):> E
e) 1247 litros. 20 5 i
) =>h2=xz—2%=x7:>h=xz2 =
Resolucao:
. A . Entdo, | iramide €
A area da base dessa piramide, em cm?, é: nt3o, o volume dessa p|ram|dj_e
_rn2 2, XN2
Abase = 60" =3600 V. — Abase “h — ~ 2 _ £X3
i ~ o piramide 3 3 6 .
Uma das aplicacdes do teorema de Pitagoras aos ele-
mentos da piramide regular é: Alternativa: A

291



23. UTFPR 2017 Uma barraca de camping foi projetada
com a forma de uma piramide de altura 3 metros, cuja
base é um hexagono regular de lados medindo 2
metros. Assim, a drea da base e o volume da barraca
medem, respectivamente:

a) 63 m2e6d3mt
b) 3\5 m? e 3~f§ m°.
c) 5/3m?e23m
d) 2y3m2esd3m’.
e) 4\/5 m’ e 8\5 m?>.

Resolucgdo:

A area da base dessa piramide, em m?, é:

2J3 2’43 =
Abase=6-%=3- 5 =643
Assim, seu volume, em m3, é:
A -h /3 -
Voiramide = basf; - 6\33 D= 643

Alternativa: A

@ saiba mais

Os tetraedros sdo piramides cercadas por apenas quatro
faces triangulares. Nesses casos, como ndc ha face com
mais do que trés lados, gualguer uma delas pode ser
considerada base da piramide.

Assim, um tetraedro € um tipo especial de pirdmide que
possui quatro bases By, By, By e By, além de quatro altu-
ras hy, ha, h3 e h,, que sdo as respectivas distancias entre
os planos das bases e seus veértices opostos.

Portanto, também ha quatro maneiras diferentes de se

encontrar ¢ volume de um tetraedro:
1

1 1 1
V=§'B]'h1=§'82'h‘2='§'B3'h3=§'B4'h4
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Elementos dos poliedros

Todos os poliedros sdo compostos de trés entes primiti-
vos da Geometria: 0s pontos, as retas e os planos. Entre os
principais planos de um poliedro estdo os que contém suas
faces, mas também héd os que contém suas secdes. Entre as
principais retas de um poliedro estdo as que contém suas
arestas, mas também ha as que contém suas diagonais,
por exemplo. E entre os principais pontos de um poliedro
estdo os seus vértices.

As faces de um poliedro sdo os poligonos planos
que o cercam. As arestas de um poliedro sdo os seg-
mentos de retas determinados pela intersecdo de duas
faces adjacentes. Os vértices de um poliedro sdo os
pontos determinados pela intersecdo de trés ou mais
faces adjacentes.

Indicamos por (F) o nimero de faces de um polie-
dro, mas, como essas faces podem ser poligonos com
quantidades diferentes de lados, como triangulos, qua-
driladteros ou pentdgonos, usamos uma notagao indexada
(F), com i = 3, para indicar as quantidades de faces de
cada tipo. Entdo:

* F;indica o nimero de faces triangulares do poliedro.

* F,indica o nimero de faces quadrangulares do po-
liedro.

* Fgindica o nimero de faces pentagonais do poliedro.

* Fgindica o numero de faces hexagonais do poliedro.

E assim por diante.
Dessa maneira, temos que:

F= ) BB aF TRt s
i=3

E claro que, para alguns valores de /, temos F, = O,
uma vez que os poliedros fechados possuem um nimero
finito de faces. Vejamos, por exemplo, o caso do poliedro
irregular a seguir, que possui apenas faces triangulares e
quadrangulares:

E.

e e o

B

Observe que as faces ABE e BEF desse poliedro sdo
triangulares e que as demais faces ABCD, CDHG, ADHE,
BCGF e EFGH sdo todas quadrangulares. Entao:

e F3 = 2significa que o poliedro possui exatamente 2 fa-
ces com 3 lados cada.

* [, = 5significa que o poliedro possui exatamente 5 fa-
ces com 4 lados cada.



Como esse poliedro ndo possui outras faces, F; = 0

parai= 5. Logo:

* F5 = 0 significa que o poliedro ndo possui faces com
5 lados.

* Fg = 0 quer dizer que o poliedro ndo possui faces
com 6 lados.

E assim por diante.

Portanto, nesse exemplo, temos:
F=F;+F,+F;+Fg+ ...
F=24+5+0+0+ ..

F=7
Indicamos por (A) o numero de arestas de um poliedro
e, como cada aresta pertence a exatamente duas faces,
podemos concluir que o dobro do nimero de arestas de
um poliedro é igual a somatdéria do nimero de lados de
todas as suas faces.

Y P FE=3.F FAF TS5 tE R .

=3

2A=

Aplicando essa férmula ao exemplo anterior, temos:
2A=3-F3+4-F,+5-Fg+6-Fg+ ..
2A=3:2+4-5+5-0+6-0+ ..
2A=6+20+0+ 0+ ..
2A =26
A=13

resolvidos

24. Determine o nimero de arestas de um poliedro fe-
chado, cercado por exatamente dois octégonos e
dezesseis tridangulos.

Resolucao:

Da relacdo entre o nimero de arestas e o conjunto de
faces do poliedro, temos:
2A=3-F;+4-F,+5-Fg+6-Fg+7-F,+8-Fg+
+9-Fg+ ..
2A=3-16+4-0+5:-0+6:-0+7:-0+8:2+9-0+ ..
2A=48+0+0+0+0+16+0 + ...

2A =64

A =32

25. Prove que ndo existe poliedro fechado que seja
cercado por exatamente dois pentagonos, trés qua-
drildteros e sete tridngulos.

Resolucdo:

Da relagdo entre o nimero de arestas e o conjunto de
faces do poliedro, temos:
2A=3-F;+4-F,+5-Fg+6-Fg+7-F,+8-Fg+
+9-Fg+ ..
2A=3-74+4:3+5:-2+6-0+7:-0+8-0+9-0+ ..
2A=21+12+10+0+0+0+ 0 + ..

2A =43

Logo, ndo existe poliedro com essas caracteristicas,
pois, como A € um numero inteiro, é necessario que
2A seja um ndmero par, mas 43 € um numero impar.

Indicamos por (V) o nimero de vértices de um poliedro.
Como, desses vértices, podem partir quantidades diferentes
de arestas — alguns podem ser triédricos (de onde partem trés
arestas), outros tetraédricos (de onde partem quatro arestas)
e assim por diante —, utilizamos uma notacdo indexada (V)),
com /= 3, para indicar as quantidades de vértices de cada
tipo. Entdo:

* Vjindica o nimero de vértices triedricos do poliedro.

* V,indica o nimero de vértices tetraédricos do poliedro.
*  Vgindica o nimero de vértices pentaédricos do poliedro.
e Vgindica o nimero vértices hexaédricos do poliedro.

E assim por diante.
Portanto, temos

V=YV =Vo+V + Vs + Vg +..
i=3

——————--_d

B

Observe que, na figura do exemplo discutido, os
vértices A, C, D, F, G e H sdo todos triédricos, ou seja,
cada um desses vértices é extremidade de exatamente
trés arestas. Ja os vértices B e E sdo tetraédricos, ou
seja, cada um deles é extremidade de exatamente quatro
arestas. Logo:

* V3 = 6 significa que o poliedro possui exatamente

6 vértices de onde partem 3 arestas.

e V, = 2 significa que o poliedro possui exatamente

2 vértices de onde partem 4 arestas.

Como esse poliedro ndo possui outros vértices, V;, = O

para i = 5. Entao:

* Vg = 0 quer dizer que o poliedro ndo possui vértices
de onde partem 5 arestas.

* Vg = 0 quer dizer que o poliedro ndo possui vértices
de onde partem 6 arestas.

E assim por diante.

Portanto, nesse exemplo, temos:
V=V;+V,+Vs+Vg+ ..
V=6+2+0+0+ .

V=28

™
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O mesmo raciocinio usado para relacionar o nimero
de arestas de um poliedro ao nimero de faces de cada
tipo pode ser usado para relacionar o nimero de arestas ao
ndmero de vértices de cada tipo. Assim, como cada aresta
liga exatamente dois vértices, o dobro do nimero de ares-
tas de um poliedro é igual a somatdria do nimero de arestas
que partem de todos os seus vértices.

QA= iV, =3-V3+4:V, +5-V; +6-V +..
f=3

Aplicando essa férmula ao exemplo em discussdo, temos:
2A=3-V3+4-V,+5-Vg+6-Vg+ ...
2A=3-6+4-2+5-0+6-0+ ..
2A=18+8+0+0 + ..
2A =26
A=13

resolvidos

26. Um poliedro fechado possui ao todo 24 vértices e de
cada vértice partem exatamente trés arestas. Quantas
arestas esse poliedro possui?

Resolucgdo:

Da relagdo entre o nimero de arestas e o conjunto
dos vértices do poliedro, temos:
2A=3-V3+4-V,+5-Vg+6-Vg+ ...
2A=3-24+4-0+5-0+6-0+ ..
2A=72+0+0+0+ ..
A =36

27. Em um poliedro de 30 arestas, ha dois vértices he-
xaédricos e os demais vértices sao todos tetraédricos.
Quantos vértices esse poliedro possui?

Resolucdo:

Sendo x o numero de vértices tetraédricos desse
poliedro:
2A=3-V3+4-V,+5-Vg+6-Vg+7-V,+ ..
2:30=3-0+4-x+5-0+6-2+7-0+ ..
60=0+4x+0+12+0 + ..

48 = 4x

x =12

Portanto, o poliedro possuiV=x+2 =12 + 2 =14
vértices.

A partir das relacdes entre os nimeros A, V e F de ares-
tas, vértices e faces mostrados até aqui, podemos verificar
que, em todo poliedro, esses nimeros também obedecem
2A = 3F

N . lac® : .
as seguintes relagdes de ordem {2A =3V
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Veja a demonstracdo da primeira relacdo de ordem
desse sistema:
A=Y i-F
i=3
2A=3-F+4-F,+5-F+6-F +..
2A=3-F,+3-F,+3-F+3-F;+..+F+2-F++3-F+..
2A=3-(Fy+F +F +F +.)+F +2-F +3-F +..

2A = 3F +F+2-F+3-F+..

Entdo, comoF, + 2 - F5 + 3 - Fg + ... = 0, concluimos
que 2A = 3F.

A demonstracdo da relacdo de ordem 2A = 3V € ana-
loga a essa.

resolvido

28. Prove que nao existe poliedro fechado com exata-
mente 9 vértices e 13 arestas.

Resolucdo:

Uma condicao necessaria para a existéncia de um po-
liedro fechado € que seus nimeros V e A de vértices
e arestas obedecam a relacdo 2A = 3V, ou seja, 0
dobro do ndmero de arestas deve ser maior ou igual
ao triplo do nimero de vértices.

No caso,comA =13eV =9, temos 2A =2 - 13 = 26,
que é menordoque 3V =3-9 = 27.

Portanto, nessas condicdes, ndo existe poliedro fechado.

Poliedros concavos e convexos

Quando um poliedro tem todos 0s seus pontos no
mesmo semiespaco, determinado por qualquer plano que
contenha uma de suas faces, ele é convexo. Mas, se existir
um plano que contenha alguma face do poliedro e o se-
cione em sdlidos situados em semiespagos opostos, esse
poliedro serd céncavo.

Os poliedros sdo concavos quando possuem pelo
menos uma concavidade. Para observa-la, basta en-
contrar dois pontos da superficie do poliedro tais que
0 segmento de reta com extremidades nesses pontos
passe por fora desse sélido.



Observe, na figura apresentada, que os pontos A e B
pertencem a superficie do poliedro, mas que o segmento

de reta AB esté situado na regido exterior ao sélido, a qual
€ denominada concavidade do poliedro.

Se nao for possivel encontrar dois pontos sobre a su-
perficie de um poliedro, que determinem um segmento que
passe por fora do sélido, entdo ele serd necessariamente
convexo, ou seja, um poliedro desprovido de concavidades
€ um poliedro convexo.

Relacdo de Euler

Sendo S uma superficie poliédrica tridimensional,
aberta ou fechada, concava ou convexa, define-se a ca-
racteristica de Euler de S como o numero inteiro %(S) tal
que %(S) = V—A + F, em que V representa o nimero de
vértices, A o nimero de arestas e F o nimero de faces da
superficie poliédrica.

Todo diedro é uma superficie poliédrica D em que
V=0,A=1eF = 2. Portanto, a caracteristica de Euler
dessa superficie poliédrica € unitaria.

AD)=V-A+F=0-1+2=1

Os triedros sdo superficies poliédricasemque V= 1,A=3
e F = 3. A caracteristica de Euler dos triedros também é unitaria.

r

S

¥ =V-A+F=1-3+3=1

Ndo é coincidéncia que o resultado desses dois
exemplos seja o mesmo. Ambos, diedros e triedros, sdo
superficies convexas e abertas. A caracteristica de Euler de
qualquer superficie convexa e aberta é igual a 1.

Nas superficies de um paralelepipedo ou de um pris-
ma quadrangular, os nimeros de vértices, arestas e faces
sdao:V =8,A = 12eF = 6. Portanto, a superficie P de um
paralelepipedo tem caracteristica de Euler igual a 2.

A

P)=V-A+F=8-12+6=2

Quando a caracteristica de Euler da superficie de um
poliedro é igual a 2, dizemos que o poliedro é euleriano.
Sobre a superficie do prisma dado como exemplo de po-
liedro concavo, temos V = 12, A = 18 e F = 8. Portanto,
esse prisma é um poliedro euleriano.

AP)=V-A+F=12-18+8=2

Todos os poliedros convexos sdo eulerianos, mas isso
ndo ocorre com todos os poliedros concavos. Quando, em
um poliedro, ha uma ou mais faces onde o perimetro ndo
€ cercado por uma Unica linha continua, a caracteristica de
Euler de suas superficies pode ndo ser igual a 2.

No poliedro do exemplo a seguir, em que uma conca-
vidade é cercada por cinco faces, a face superior tem seu
perimetro cercado por dois quadrados.

V=16
A=241 = x(S)=V-A+F=16—-24+1=3
F=1

Quando, em um poliedro, hd uma concavidade que atra-
vessa inteiramente o soélido, a caracteristica de Euler de sua
superficie também pode ndo ser igual a 2. Veja o exemplo a
seguir que mostra uma concavidade cercada por quatro faces:

V=16
A=32} = ¥(S)=V-A+F=16-32+16=0
F=16

Embora a caracteristica de Euler dos poliedros concavos varie
de um solido para outro, a dos poliedros convexos € cons-
tante e igual a 2. Portanto, se um poliedro & convexo, entao:

V-A+F=2

Essa expressédo € conhecida como relagdo ou férmula de
Euler para os poliedros convexos.
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resolvidos

29. Determine o nimero de vértices de um poliedro con-
vexo que possui 12 faces e 30 arestas.

Resolucdo:
Da relacao de Euler,temos que V— A + F = 2. Logo:
V-30+12=2=V=2+30-12V =20

Portanto, o poligono tem 20 vértices.

30. Determine o nimero de vértices de um poliedro con-
vexo cercado por exatamente dois pentdgonos e dez
quadrilateros.

Resolucao:

Da relagdo entre o nimero de arestas e o conjunto de

faces do poliedro, temos:
2A=3-F;3+4-F,+5-F5+6-Fg+7-F+ ..
2A=3-0+4-10+5-2+6-0+7-0+ ..
2A=0+40+10+ 0+ 0 + ..
2A =50
A =25

O poliedro tem exatamente dois pentagonos e dez

quadrilateros, logo possui 12 faces. Da relacdo de
Euler, temos:

V-A+F=2>V-25+1R2=2=V=15

Portanto, o poliedro tem 15 vértices.

Aplicando a férmula de Euler, podemos verificar que
em, todo poliedro convexo, os ndmeros V, A e F de vértices,
arestas e faces também estabelecem as relagdes de ordem:

3F=A+6
3V=A+6
relacdo de ordem.

Primeiro, isolamos o ndmero de vértices na férmula
de Euler:

. A seguir, veja a demonstracdo da primeira

VoA+F=2&V=A—F+2

Depois, substituimos a expressdo de V na relacao
2A = 3V, que é vélida para qualquer poliedro:

2A=3A—-F+2)
2A=3A—-3F+6
3F=A+6

Novamente, a demonstracdo da segunda relagdo de
ordem do sistema é analoga a essa.

Assim, podemos garantir que os niumeros V, A e F de
vértices, arestas e faces de um poliedro convexo satisfazem
as seguintes relag8es de ordem crescente:

A+6=<3F=<2A
A+6=3V=<2A
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resolvidos

31. Determine o nimero de faces de um poliedro conve-
XO que possui exatamente oito arestas.

Resolucgdo:

Uma condicao necesséria para a existéncia de um po-
liedro fechado é que seus nimeros F e A de faces e
arestas obedecam a relacdo A + 6 =< 3F < 2A. Assim,
com A = 8, temos:

8+6=<3F=<2-8
14<3F<16
Como F é numero inteiro, 3F deve ser, necessaria-
mente, um numero multiplo de trés. Como o Unico
multiplo de trés no intervalo de 14 a 16 € o numero 15,

temos que 3F =15 = F = 5.
Portanto, o poliedro possui exatamente 5 faces.

32. Prove que ndo existe poliedro convexo com exata-
mente sete arestas.

Resolucgdo:
Com A =7 arelacdo A + 6 < 3F < 2Afica:
7+6=<3F=<2-7
13<3F=<14

Como ndo ha nuimero mdltiplo de trés no intervalo de
13 a 14, concluimos que, nessas condicdes, ndo existe
poliedro convexo.

Os numeros V, A e F de vértices, arestas e faces dos pris-
mas e das piramides podem ser expressaos em fungéo do
ndmero n de lados de suas bases.

WV =2n
Nos prismas, temos necessariamente que: <A = 3n
F=n+2
V=n+1
Nas piramides, temos que: A = 2n
F=r+1

Soma dos angulos das faces

A soma das medidas em graus dos angulos internos
de qualquer poligono pode ser expressa pela féormula
S,=(n—2)-180° em que n = 3indica o numero de lados
do poligono.

Assim, considerando a sucessdo (F3, Fy, Fs, Fg, ...) dos
ndmeros de faces de cada tipo que cercam um mesmo po-
liedro convexo, a soma das medidas em graus dos angulos
de todas essas faces pode ser expressa por:



Ss= S, F,
n=3

Se= Y (n—2-180° - F,
n=3

Se= ) (180° -n-F, —360° - F))
n=3

180° -n-F, — > 360°-F,
n=3

_Igln
I
PMe

S¢ =180° - in-Fn—360°- iﬁ

n=3 n=3

Lembrando que 2 F,=F eque Z n-F, =2A,
temos: n=3 n=3

Se = 180°- 2A — 360° - F
Se = 360°- (A — F)

Como a relagdo de Euler nos poliedros convexos
V—-A+F=2 implica V-2=A-F, temos finalmente que a
soma das medidas, em graus, dos angulos de todas as fa-
ces de um poliedro convexo pode ser expressa unicamente
em funcao do seu numero de vértices:

S, =(V-2)-360°

Em radianos, essa relagao fica expressa por:

S, =(V-2)-2n

\

O uso da expressao em radianos pode facilitar consideravel-

mente os calculos, mas, para isso, & necessario observar que:

* a soma das medidas dos angulos internos de um tri-
angulo & igual a 7 radianos;

* asoma das medidas dos dngulos internos de um qua-
drilatero é igual a 2 radianos;

* asoma das medidas dos dngulos internos de um pen-
tagono € igual a 3w radianos;

* asoma das medidas dos angulos internos de um he-
xagono & igual a 4 radianos.

E assim por diante.

A soma das medidas dos angulos internos de um poligono

de nlados e igual a (n — 2)r radianos.

Poliedros de Platao

Platdo dedicou parte de seus estudos a busca da
perfeicdo geométrica, analisando as caracteristicas dos
poliedros convexos. Assim, ele propds que, para satisfa-
zer essa perfeicdo, independentemente das dimensdes ou
grandezas, um poliedro deveria admitir uma regularidade
cardinal nas quantidades de elementos determinados pelos
entes primitivos da Geometria.

Isso significa que o poliedro deve ter uma regularidade
no nuimero de arestas que partem de cada vértice e no nu-
mero de arestas que cercam cada face. Desse modo, Platdao
impo&s as seguintes caracteristicas aos soélidos estudados:
I.  Todas as faces devem ter o mesmo nimero x de lados,

comx = 3.

ll.  Todos os vértices devem ser extremidades do mesmo

numero y de arestas, comy = 3.
lIl. O poliedro deve ser convexo.

[e]
Da primeira imposicdo, temos, na relacdo F = z F.
i=3
gue s6 hd uma parcela ndo nula, a parcela F,, ou seja, F;,= 0

para todo / = x. Portanto, nos poliedros de Platdo, F = F, e:

ii-Fi=2A

=3
O+0+..+x:-F, +0+0+0+..=2A
x-F, =2A
F_2A L 2A
X X

Analogamente, da segunda imposi¢do, temos, da rela-

cdo V= 2 V;, que V = Vy e, da relacéo 2 iV, =2A,
i=3 i=3
2A
que V= —,
y
Entdo, da terceira imposi¢do, temosV — A + F = 2, na
qual podemos substituir as expressdes obtidas para Ve F
até aqui, chegando a equacdao:

%—A+%=2:A(3—1+3J=2:>
y x y

. £ 2 ‘
Considerando que o valor da fragdo A € necessaria-

mente positivo, podemos concluir que o primeiro membro
dessa Ultima equagado é maior que 1, ou seja, que os valores
de x e y satisfazem a seguinte inequacéo:

242>
X

Observe o grafico da curva de equacdo 2 +

x
<IN

no primeiro quadrante do plano cartesiano:
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Os pontos desse quadrante que satisfazem a ine-
quacgado % + % > 1 estdo situados a esquerda e abaixo

desse grafico, pois, quanto maiores forem os valores
de x e y, menor sera o valor do primeiro membro da
inequacao.

Y
8

3 4 5 6 7 8 9 10 X

N = o= o o

Lembrando que x = 3 e y = 3, a regido do primeiro
quadrante que contém as solugdes inteiras da inequagao

% + % > 1 fica limitada pelas retas de equacgfes x = 3

ey=23.
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Nessa regido, podem ser observadas as cinco Unicas
solugBes inteiras do sistema de inequacdes gerado pelas
imposicdes de Platdo. Essas solucdes sdo os pares orde-
nados (3, 3), (4, 3), (3, 4), (5, 3) e (3, 5).

Como, nas equacdes F = 27A e V= 27A,OS ndmeros

de faces e vértices desses poliedros dependem dos seus

ndimeros de arestas, da equacdo % + % = % + 1 vamos

extrair uma funcdo para obter os nimeros de arestas de
cada tipo de poliedro de Platdo:

2 2,2 2_ 2,2 11,1 1
=S4 i =ttt s = —— =
A Xy A x vy A x y 2
N 1 _2x+2y—xy - A= 2xy
A 2xy 2X +2y —xy
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Assim, na primeira solucdo, temos x = 3 e y = 3 e, por-
tanto, as faces do poliedro sdo triangulares, os vértices sao
triédricos e:

A= 2-3-3 8 _18_g
2-3+2-3-3-3 6+6-9 3
—2A_2-6_12_
V=75 3 3 =4
_2A _2-6 _12 _
F= 3 34

Como o prefixo do nome do poliedro deve indicar seu
ndmero de faces,comV =4, A =6 e F = 4,0 poliedro de
Platdao obtido nessa solucdo é o tetraedro.

Na segunda solucdo do sistema, temos x =4 ey = 3,
portanto as faces do poliedro sao quadrangulares, os vértices
sdo triédricos e:

2-4-3 24 24

A= 2+23-43 8+6-12 2 7
QA 2-12 24
v=2A o212 2% g
y 3 3
20 2-12 24
F=Z£ =214 4% ¢
X 4 4

ComV =8, A=12eF =6, 0 poliedro de Platdo obtido
nessa solucdo € o hexaedro.

|
|
|
|
|
et DI

Na terceira solucdo do sistema, temos x = 3 ey = 4,
portanto as faces do poliedro s&o triangulares, os vértices
sdo tetraédricos e:

2:3-4 24 24

A= 3%2.4-34 6+8-1 2

=12

ComV =6,A=12eF =8, o poliedro de Platdo obtido
nessa solucdo é o octaedro.

N



Na quarta solucdo do sistema, temosx =5ey = 3,
portanto as faces do poliedro sdo pentagonais, os vértices
sao triédricos e:

B 2:5-3 _ 30 _ 30 _
A= 3542.3-5.3 10+6-15 =30
_2A _2-30 _ 60 _
v—y e S =20

2A _2-30 _ 60
== 35"

ComV =20,A=30eF =12, o poliedro de Platdo
obtido nessa solucdo é o dodecaedro.

2

Na quinta e Ultima solugdo do sistema, temos x = 3 e
y = 5, portanto as faces do poliedro sdo triangulares, os
vértices sdo pentaédricos e:

_ 2-3-5 B 30 _ 30 _
A3 3%2.5-35 6+x10-mB 1 0
2A _2-30 _ 60
v—y— = =12
2A _2-30 _ 60
= =3 ~3 =%

ComV =12,A=30eF = 20, o poliedro de Platao
obtido nessa solucdo é o icosaedro.

Veja as caracteristicas dos cinco tipos de poliedros de Platdo
na seguinte guadro:

“ome | racae | ot | vt |

Tetraedro 4 triangulares 5] 4 triedricos
Hexaedro 6 guadrangulares 12 8 triedricos
Octaedro § triangulares 12 & tetraedricos
Dodecaedro 12 pentagonais 30 20 triedricos
lcosaedro 20 triangulares 30 12 pentaédricos

Poliedros regulares

S&do todos os poliedros de Platdo cujas faces sdo poli-
gonos regulares, ou seja, poligonos em que todos os lados
tém o mesmo comprimento e todos os dngulos tém a mes-
ma medida.

Assim, o tetraedro regular é cercado por quatro trian-
gulos equilateros.

VAVAN -

O hexaedro regular (cubo) é cercado por seis quadrados.

i

O octaedro regular é cercado por oito tridngulos

equildteros.
= )

O dodecaedro regular é cercado por doze pentdgonos

regulares.

i~ &

O icosaedro regular é cercado por vinte triangulos
equilateros.

™
w
[
4
L
@
L
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Tetraedros regulares

Sdo os poliedros de Platdo que possuem a menor
quantidade de elementos definidos pelos entes primitivos
da Geometria: quatro vértices triédricos, seis arestas de
mesmo comprimento e quatro faces triangulares.

Depois dos cubos, os tetraedros provavelmente sdo os
poliedros regulares com maior incidéncia nas questdes de
vestibulares. Por isso, € recomendavel conhecer previamen-
te algumas relacdes métricas particulares desses sdlidos.

Primeiramente, devemos observar que todos os angu-
los internos das faces de um tetraedro medem 60°, pois
essas faces sao triangulos equildteros. Depois, devemos
considerar que os valores de sua area, seus apdtemas,
suas alturas e seu volume podem ser todos expressos em
fungcao do comprimento € de suas arestas.

D

Na figura, os triangulos ABC, ABD, ACD e BCD sao
equildteros e congruentes entre si. Portanto:
AB=AC=AD=BC=BD=CD=¢
Como a area de um triangulo equilatero cujo lado tem
3
4

comprimento € € dada pela expressao e o tetraedro

é cercado por quatro desses triangulos, sua area total
expressa por:

A

2
=4- ef = "s‘toten:f)z*j§

total

Considerando o triangulo ABC como a base desse
tetraedro e tomando os pontos H e M, respectivamente,
como centro da base e ponto médio da aresta AB, podemos
observar uma rela¢do entre os comprimentos dos apétemas
do tetraedro.

c D
|
I
|
! ¢
I
! g
H|
IG 60°
A M B A M B

Sendo a o comprimento do apétema da base HM,
o teorema do baricentro do tridangulo garante que os seg-
mentos CH e CM medem, respectivamente, o dobro e o
triplo de HM. Assim:

HM = a
CH=2a
CM = 3a
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Da congruéncia entre os triangulos ABC e ABD, conclui-
mos que o comprimento g do apétema DM do tetraedro é o
mesmo da mediana CM de sua base, ou seja, DM =g = 3a.

Contido na face lateral ABD, o triangulo AMD é retangu-
lo no vértice M e seu angulo interno de vértice A mede 60°.
Assim, no triangulo AMD:
DM _, V3 _g

it A C i e

sen(60°) = 43

E, da relacdo g = 3a, entre os apétemas do tetraedro
regular, temos:

Observando agora as posi¢cdes desses apdtemas no
sélido espacial, podemos perceber a existéncia do tridngulo
retangulo DHM, em que DH ¢é a altura do tetraedro.

Aplicando o teorema de Pitdgoras no triangulo DHM, temos:

?+h=g"=ac’+h?=(30=

= o’ + h? = 90° = h? = 802
Substituindo a = % na ultima relacdo:

= h° =
36

2
P =8- _6\6 :>h2=—24€2 2_2_62
6 3
Assim, a altura do tetraedro regular pode ser expressa
em funcdo do comprimento das arestas:

2

h =3
J3
Ha também a versdo racionalizada dessa expressdo,
que é:

_eE B, bk
J3 3 3

Porém, o uso da primeira forma, ndo racionalizada,
torna mais simples a deducdo da férmula para o volume
do tetraedro regular, que, por ser uma piréamide, tem seu
volume igual a um terco do produto da area de sua base
pela medida da sua altura:

V= % Ape "h=V=

TR R

1
3 J3 12




resolvidos Resolucéo:

De acordo com o enunciado, temos a seguinte situacdo:

33. Uece 2018 Assinale a opg¢do que corresponde a me-
dida da altura do tetraedro regular cuja medida da
aresta é iguala 3 m.

26

a) —m

) 3

b) +6m
J6

c) —m

) 2

d) ﬁ m Como as arestas CD e AB sdo ortogonais, o quadri-
3 latero PSRQ formado é um retangulo de dimensdes

Resolucao: e’

Assim, a area vale 21.

Usando a versdo racionalizada da formula da altura do Alternativa: A

= = -
tetraedro: h = %76 m= h= 3"36 m=+6m.
Alternativa: B Octaedros regulares
_ Sdo os poliedros de Platdo que possuem seis vértices
34. Uece 2015 A medlda qa aresta de um tetraedro regu- tetraédricos, 12 arestas de mesmo comprimento e oito fa-
lar com altura igual a cinco metros € ces em forma de tridngulos equilateros.
a) 525 m Além dos cubos e dos tetraedros, hd uma incidéncia
’ considerdvel desse tipo de poliedro entre as questdes
b) 5y15 m de vestibulares. Por isso, também é recomendavel conhe-
cer previamente algumas relagdes métricas particulares
c) 2y15m desses sdlidos.
d Quanto aos angulos internos das faces, novamente
) 3N25m temos todos medindo 60°, pois as faces do octaedro re-
Resolucéo: gular sdo triangulos equiléterfos. As medidas da area, das
diagonais e do volume também podem ser expressas em
Usando a versdo ndo racionalizada da férmula da altu- funcdo do comprimento € de suas arestas.
=
ra do tetraedro h = 6%2 , temos, em metros: E
N
) 15 15} = R
h= ("_2 = 5= 6‘,_2 = (= 5?_3 =5 .'5:5\,-"1,5
A3 V3 V2 \|2 C
Alternativa: B A
35. Fuvest-SP 2016 Cada aresta do tetraedro regular
ABCD mede 10. Por um ponto Pﬁaresta AC, passa o F
plano a paralelo as arestas AB e CD. Dado que AP = 3,
o quadrilatero determinado pelas interse¢gdes de a com Na figura, os triangulos ABE, ABF, ADE, ADF, BCE, BCF,
as arestas do tetraedro tem area igual a: CDE e CDF sdo equilateros e congruentes entre si. Portanto, m
AB=AD=AE=AF=BC=BE=BF=CD=CE=CF= 5
a) 21 &
=DE =DF = ¢(. 2
b) 21\5 Como a &rea de um tridngulo equildtero de lado € é
2 N E) )
¢ 30 dada pela expressdo 1 e 0 octaedro € cercado por
30 oito desses triangulos, sua area total é expressa por:
d) —
2
2
30\46 Atotal =8 i3 = Agtal = 2043
e) 5 4
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Ainda na figura, os quadrilateros ABCD, AECF e BEDF
sao quadrados congruentes. Portanto, as diagonais do oc-

taedro medem AC = BD = EF = ¢/2.

Agora, para encontrar o volume desse soélido, basta
observar que qualquer plano que contenha um dos quadra-
dos mencionados divide-o em duas piramides
quadrangulares regulares. A figura a seguir considera, por
exemplo, o plano que contém o quadrado BEDF para dividir
o octaedro nas piramides congruentes ABEDF e CBEDF,
cujas alturas sdo os segmentos AO e CO que ligam os
vértices dessas pirdmides ao centro de suas bases:

A base dessas piramides é o quadrado BEDF de lado ¢,
cuja érea é (2

Como o centro do octaedro é o ponto médio de suas
diagonais, as alturas das piramides obtidas pela se¢cdo me-
dem a metade da diagonal de um quadrado de lado ¥.
Assim, h=A0 =CO = %

O volume do octaedro regular é igual ao dobro do
volume de uma dessas piramides:

2. p. 02
3€ 2=>V

2 &2
V:§'Abase'h=>\/: =T

Revisando

1. Afigura a seguir representa o projeto de um galpdo em forma de um prisma reto cuja fachada tem o formato de um
pentdgono irregular, o qual possui simetria bilateral, dois lados verticais com 2 m de comprimento e um lado horizon-
tal com 8 m de comprimento.

Depois de construida, a superficie exterior do teto do galpdo serd pintada com uma tinta impermedvel que é vendida
somente em galdes de 5 litros ao custo de R$ 96,00 cada galdo. Sabendo que um litro dessa tinta é suficiente para
pintar uma area de 8 metros quadrados, quanto serd gasto na compra da tinta para a pintura do teto do galpado?

a) R$ 80,00 c) R$ 144,00 e) R$ 288,00

b) R$ 120,00 d) R$ 240,00
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2. Afigura a seguir representa uma piscina de mergulho no formato de um prisma reto.

=

12m

Essa piscina tem 8 m de largura por 12 m de comprimento, e a profundidade varia de 1 m na parte rasa até 6 m na
parte funda.

Sabendo que o revestimento da superficie interna dessa piscina custa R$ 20,00 o metro quadrado, assinale a alter-
nativa que apresenta o valor do custo total desse revestimento.

a) R$4500,00 c) R$4750,00 e) R$5000,00

b) R$4620,00 d) R$ 4880,00

3. A base de um paralelepipedo reto é um quadrado de lado x metros, a altura é igual a x+/5 metros, e seu volume é
’ 3
iguala 0,2 m~.

X

Sabendo que para calcular o volume de um paralelepipedo basta multiplicar a drea de sua base pelo valor de sua
altura, pode-se concluir que o valor de x, em metros, € igual a:

"3 b)ﬁ o I d)ﬁ e)@

a
) 5 5 5

! Texto para as questBes de 4 a 6.

As pecas de um jogo de tabuleiro tém a forma de uma piramide irregular, como mostra a figura a seguir.

(9}
w
[
Z
w
"3
L
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A empresa que fabrica esse jogo obtém as pecas efetuando dois cortes planos em um bloco sélido que tem a forma de
um prisma reto cuja base é um quadrado de lado 3 cm e cuja altura mede 4 cm. A figura a seguir ilustra o formato da peca:

E B
1
Er— A
.
1
ol e
H D

A piramide GABCD é obtida a partir do prisma ABCDEFGH efetuando-se, primeiro, um corte pelo plano que passa
pelos pontos A, B e G e, depois, um corte pelo plano que passa pelos pontos A, D e G.

4. O volume de cada peca desse jogo é igual a:
a) 9 cm? c) 18 cm?® e) 36 cm?®
b) 12cm? d) 24cm®

5. Se o material de que é feito cada bloco pode ser derretido e reutilizado, entdo, a partir de duas centenas de blocos,
pode-se obter até:
a) 600 pecas. c) 300 pecas. e) 100 pecas.
b) 400 pecas. d) 200 pecas.

6. Na regra desse jogo, vence quem conseguir posicionar, na mesma casa do tabuleiro, o nimero minimo de pecas
necessdarias para montar uma pirdmide regular. Esta deve ser obtida fazendo-se coincidir faces congruentes de
pecas diferentes. Qual é esse nimero minimo de pecgas?

a) 2 c) 4 e) 6
b) 3 d 5

7. Calcule o volume de uma piréamide hexagonal regular cujas arestas da base medem 2@ cm e as arestas laterais
medem 2\5 cm.
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A tradicional bola de futebol &, primeiramente, construida como um poliedro de faces pentagonais (pretas) e hexagonais
(brancas). Essas faces sdo recortadas em couro e costuradas umas nas outras ao longo de suas arestas envolvendo uma

bexiga de borracha.
e’

Depois, ao encher a bexiga com ar, as pecas de couro se deformam e o poliedro costurado em couro assume um
aspecto esférico.

Sabendo que uma bola de futebol tem em sua formacdo 12 pegas pentagonais e 20 pecas hexagonais, determine o nu-
mero de costuras sobre as arestas do sélido que da forma a bola de futebol.

a) 100 c) 80 e) 60

b) 90 d) 70

Barcin/iStockphoto.com

Sabe-se que existem apenas cinco tipos de poliedros regulares: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e
icosaedro. As figuras a seguir representam cada um deles:

Considerando que todos os poliedros representados por essas figuras tém suas arestas com a mesma medida, entdo as
areas das superficies dos poliedros regulares que tém suas faces triangulares sdo diretamente proporcionais aos nimeros:
a) 2,3eb. c) 1,2eb. e) 1,4eb.

b) 2,3e4. d) 1,3e4

Quanto mede a aresta de um tetraedro regular de altura 10\/5 cm?

™
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Enem 2017 Uma rede hoteleira disp8e de cabanas
simples na ilha de Gotland, na Suécia, conforme Figu-
ra 1. A estrutura de sustentacdo de cada uma dessas
cabanas estd representada na Figura 2. A ideia é per-
mitir ao hdspede uma estada livre de tecnologia, mas
conectada com a natureza.

Figura 1 Figura 2

Romero, L. Tendéncias. Superinteressante, n. 315, fev. 2013 (adaptado).
A forma geométrica da superficie cujas arestas estao
representadas na Figura 2 é
a) tetraedro.

b) piramide retangular.

c) tronco de piramide retangular.
d) prisma quadrangular reto.

e) prisma triangular reto.

Enem 2014 Um lojista adquiriu novas embalagens
para presentes que serao distribuidas aos seus clien-
tes. As embalagens foram entregues para serem
montadas e tém forma dada pela figura.

Apds montadas, as embalagens formardo um sélido
com quantas arestas?

a) 10
b) 12
c) 14
d) 15
e) 16
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IFSP 2016 A figura abaixo representa a planificacdo
de um poliedro P:

Avalie as afirmacdes |, Il e Il sobre o poliedro repre-
sentado pela planificacdo:

I. O ndmero de arestas do poliedro P corresponde
a uma vez e meia o numero de vértices.

Il. O poliedro P tem, pelo menos, duas faces paralelas.
lll. O poliedro P pode ser classificado como pentagono.
Contém uma afirmacdo verdadeira:

a) apenas Il

b) apenaslell

c) apenaslelll

d) apenasllielll.

e) I llell

Enem PPL 2019 Uma empresa especializou-se no
aluguel de contéineres que sdo utilizados como uni-
dades comerciais méveis. O modelo padrdo alugado
pela empresa tem altura de 2,4 m e as outras duas
dimensoes (largura e comprimento), 3,0 m e 70 m,
respectivamente.

24m

Um cliente solicitou um contéiner com altura padrdo,
porém, com largura 40% maior e comprimento 20%
menor que as correspondentes medidas do modelo
padrdo. Para atender as necessidades de mercado, a
empresa também disponibiliza um estoque de outros
modelos de contéineres, conforme o quadro



Uece 2020 Considere um prisma hexagonal regu-
lar cuja medida da altura € igual a medida da aresta
| 42 8.4 da base. Se o ponto que esta no centro de uma das
bases do prisma € ligado aos veértices da outra base

il 42 56
determinando o contorno de uma piramide regular
11 42 5.8 : ; . 3 .
cuja medida do volume ¢é igual a 1083 m® entdo, a
IV 50 56 medida, em metros, da aresta da base do prisma é
v 5,0 8.4 igual a
Dos modelos disponiveis, qual atende as necessida- a) 7.0
des do cliente? b)) Zg
a) | b) I c) d)y v e) V < ’
d) 6,0

Enem 2019 Um mestre de obras deseja fazer uma l

) - ) Texto para as questbes 8 € 9.
laje com espessura de 5 cm utilizando concreto usi-

nado, conforme as dimensdes do projeto dadas na Contéiner € um equipamento utilizado para o trans-
figura. O concreto para fazer a laje seréa fornecido por porte de cargas em navios e trens e consiste em uma
uma usina que utiliza caminh8es com capacidades grande caixa de metal em forma de paralelepipedo.

maximas de 2 m3, 5m® e 10 m® de concreto.

8m &

o I-‘~[1m E
] g

3m ‘I‘Zm U_é

Al 2

— i

As seis faces retangulares de um container sdo bastan-
- - te espessas e, juntas, ocupam de 13% a 15% do volume
f i do paralelepipedo. A base € a de maior espessura, pois

1m tem que sustentar a carga. A face frontal, onde fica a
Qual a menor quantidade de caminhd&es, utilizando entrada, tem espessura ligeiramente maior que a do
suas capacidades maximas, que o mestre de obras fundo, e as duas faces laterais tém a mesma espessura.
devera pedir a usina de concreto para fazer a laje? O quadro a seguir apresenta algumas das principais
a) Dez caminhdes com capacidade maxima de 10 m>. caracteristicas de trés tipos distintos de contéineres
b) Cinco caminhdes com capacidade maxima de 10 m?>. maritimos.

c) Um caminhdo com capacidade méaxima de 5 m?.
d) Dez caminhdes com capacidade méxima de 2 m?>.
e) Um caminhdo com capacidade maxima de 2 m?.

) Comprimento 6058 12192 12192
Fuvest-SP 2019 A figura mostra uma escada macica Riatidas
de quatro degraus, todos eles com formato de um pa- axternas Largura 2438 2438 2438
ralelepipedo reto-retangulo. A base de cada degrau (mm)
€ um retangulo de dimensdes 20 cm por 50 cm, € a Altura 2591 7501 2895
diferenca de altura entre o piso e o primeiro degrau
e entre os degraus consecutivos € de 10 cm. Se essa Comprimento 5910 12044 12032
escada for prolongada para ter 20 degraus, mantendo Medidas
0 mesmo padrdo, seu volume serd igual a internas Largura 2340 2342 2350
(mm) =
_ e, Altura 2388 2380 2695 w
4
L
| Largura 2326 2337 2338 x
! Entradas
1 mm
10cm | () Altura 2282 2280 2585
i
~ Vazio 2080 3550 4150
50cm
S Peso (kg) Carga maxima 21920 26930 26330
3 3 3
a) 2,1 m © 30 m e) 60m”. Total 24000 30480 30330
b) 2,3m”. d) 42m”°.

307



Entre os tipos |, Il e lll de contéiner, o de maior capaci-
dade de carga, o de maior capacidade cubica e o que
tem as faces laterais de maior espessura sdo, respec-
tivamente, 0s tipos:

a) L 1ilell c) el e) I el
b) el d) ILlel

As remessas periédicas de pecas automotivas para o
Brasil, feitas por certa montadora italiana, costumavam
ser transportadas em 8 contéineres do tipo I, todos no
limite de sua carga maxima.

Depois de um tempo, esses contéineres precisaram de
manutencdo e, como esta seria demorada, a montadora
precisou alugar outras unidades para continuar fazendo
suas remessas para o Brasil.

Qual € o nimero minimo de contéineres do tipo |
necessario para enviar uma remessa equivalente a
de costume?

a) 9 c) 11 e) 13

b) 10 d) 12

Enem PPL 2019 Uma empresa de transporte dispo-
nibiliza, para embalagem de encomendas, caixas de
papeldo no formato de paralelepipedo retoretangulo,
conforme dimensdes no quadro.

1 12 12 13
2 23 20 25
3 25 25 25
4 26 25 24
5 23 26 26

Para embalar uma encomenda, contendo um obje-
to esférico com 11 cm de raio, essa empresa adota
como critério a utilizagdo da caixa, dentre os mode-
los disponiveis, que comporte, quando fechada e sem
deforma-la, a encomenda e que possua a menor area
de superficie total.

Desconsidere a espessura da caixa.

Nessas condicBes, qual dos modelos apresentados
devera ser o escolhido pela empresa?

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) 5

UEMG 2018 Um design projetou um chaveiro no for-
mato de um prisma triangular reto com 12 cm de altura.
Sabe-se que as arestas da base formam um triangu-
lo retdngulo com catetos de medidas 6 cm e 8 cm.
Para cobrir todas as faces desse prisma, adquirindo a
quantidade suficiente de papel adesivo, e, com isso,
evitar o desperdicio, sera preciso saber a area total
da superficie desse prisma. Fazendo os calculos cor-
retos, obtém-se que a area total desse prisma mede
a) 336cm? c) 316.cm?

b) 324 cm’. d) 312cm?
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UPE 2018 Qual ¢ a capacidade, em litros, de uma cis-
terna que tem a forma da figura abaixo?

a) 32x10% d) 9,6 x 10*
b) 52 % 10° e) 105 x 10*
c) 64x10°

ESPM-SP 2018 A figura abaixo representa a planifica-
cdo da superficie lateral de um prisma triangular reto,
onde as medidas x, y, z e w sdo ndmeros inteiros con-
secutivos, nessa ordem.

X 1% z

Se a soma das medidas de todas as arestas desse
prisma € 42 cm, podemos afirmar que seu volume
é de:

a) 36cm?® c) 48 cm?® e) 60 cm?®
b) 42cm? d) 54cm?®

UPE 2016 O sdlido representado a seguir foi obtido
acoplando-se um prisma triangular reto de 4 cm de
altura a um paralelepipedo reto de dimensdes 4 cm,
4 cm e 2 cm, conforme a figura. Se M é ponto médio
da aresta do paralelepipedo, qual é a area total da
superficie do referido sélido?

Adote 5 = 22.
:
: 4 cm
I
1
I
el N
'
_;‘ 2cm
M
4 cm
4 cm
a) 99,6 cm? d) 107,6 cm?
b) 103,6 cm? e) 109,6 cm?
c) 1056 cm?



UEPG-PR 2017 Uma caixa A tem a forma de um pris-
ma regular triangular e uma caixa B tem a forma de um
prisma hexagonal regular. Se o lado da base da caixa
A tem o dobro da medida do lado da base da caixa B,
assinale o que for correto.

01 Arazdo entre as dreas da base de AeB é %

02 Se a altura de A for a metade da altura de B, entdo,
o volume de B é igual ao triplo do volume de A.

04 Para que os volumes sejam iguais, a altura de B
deve ser o dobro da altura de A.

08 Se as alturas das caixas sdo iguais, a area lateral
de B é o dobro da de A.

Soma:

FGV-SP 2018 Sobre a face quadrada BCHG do
paralelepipedo reto-retdngulo ABCDEFGH foram
tracados GQ e HP, intersectando-se em J, com P e
Q dividindo BC em trés segmentos congruentes tais
que BP = PQ = QC. Sabe-se ainda que HE = 8 cm
e que GJHEFI é um prisma reto de volume 81 cm?,

E H

O volume do paralelepipedo ABCDEFGH, em cm?, é

igual a
a) 243 c) 192 e) 72.
b) 216. d) 96.

Na figura a seguir, os pontos A, B e C formam um trian-
gulo equildtero de lado 4 cm, os pontos A, C,DeE
formam um quadrado e o segmento BF tem o dobro

do tamanho de CD.

Considerando que a figura representa um prisma reto,
com os dados apresentados, verifica-se que o qua-
drado da distancia do ponto F ao ponto E é, em cm?

a) 83 d) 643
b) 8(J3 -1) e) 16(6+ 3)
o 4(4++3)

Uerj 2017 Dois cubos cujas arestas medem 2 cm
sdo colados de modo a formar o paralelepipedo
ABCDAB'C'D" Esse paralelepipedo é seccionado pe-
los planos ADEF e BCEF, que passam pelos pontos
médios F e E das arestas AB' e C'D', respectivamente.
A parte desse paralelepipedo compreendida entre
esses planos define o sdélido ABCDEF, conforme indi-
ca a figura a seguir.

B G
A i P
v
L &
P i €
A D'
O volume do sélido ABCDEF, em cm?, é igual a:
a) 4 c) 8
b) 6 dy 12

Uepa 2014 A natureza é uma fonte inesgotavel de co-
municacao de saberes necessarios a sobrevivéncia da
espécie humana, por exemplo, estudos de apicultores
americanos comprovam que as abelhas constituem uma
sociedade organizada e que elas sabem qual o formato
do alvéolo que comporta a maior quantidade de mel.

(Texto Adaptado: “Contador”, Paulo Roberto Martins. A Matematica na arte e

na vida — 22 Ed. rev. — Sdo Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2011.)

Um professor de matematica, durante uma aula de
geometria, apresentou aos alunos 3 pedacos de car-
tolina, cada um medindo 6 cm de largura e 12 cm de
comprimento, divididos em partes iguais, conforme
figuras abaixo:

12 12

12

Dobrando os pedacos de cartolina nas posicdes
indicadas, obtemos representacBes de prismas re-
tos com as mesmas areas laterais e base triangular,
quadrangular e hexagonal. Sendo V3 o volume do
prisma de base triangular, V4 0 volume do prisma de
base quadrangular e Vg 0 volume do prisma de base
hexagonal, é correto afirmar que:

Adote: /3 =17.
a) V3<Vg<V,
b) V3 <V, <V,
€) V,<V3<Vg

d) Ve<V;<V,
e) Vg<V, <V,
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Considere o quadro de informacdes sobre dois pris-
mas regulares A e B, de mesmo volume:

Prisma A guadrada 30 cm 1043 cm

Prisma B hexagonal 20 cm X

Nessas condicdes, a altura do prisma B € igual a:

a) 12cm
b) 13cm
c) 14cm
d) 15cm
e) 16cm

Acafe-SC 2018 Uma caixa-d’agua em formato cubico
tem a capacidade de armazenar 8 000 litros de agua.
Devido a problemas nessa caixa-d’agua, foi realiza-
da a troca por outra em formato de prisma hexagonal
regular.

Sabendo que a altura e a capacidade das duas cai-
xas ndo se alteraram, qual o perimetro da base desse
novo reservatorio?

Considere: 412 =1386.
a) 4,54 metros.
b) 6,44 metros.
c) 8,54 metros.
d) 7,44 metros.

Enem PPL 2019 Para decorar sua casa, uma pessoa
comprou um vaso de vidro em forma de um para-
lelepipedo retangular, cujas medidas internas sao:
40 cm de comprimento, 35 cm de largura e 60 cm de
altura. Em seguida, foi até uma floricultura e escolheu
uma planta aquatica para colocar nesse vaso. Segun-
do uma proposta do gerente do local, essa pessoa
avaliou a possibilidade de enfeitar o vaso colocando
uma certa quantidade de pedrinhas artificiais brancas,
de volume igual a 100 cm?® cada uma delas, que fi-
cardo totalmente imersas na dgua que sera colocada
no vaso. O gerente alertou que seria adequado, em
funcdo da planta escolhida, que metade do volume
do vaso fosse preenchido com agua e que, apés as
pedrinhas colocadas, a altura da dgua deveria ficar a
10 cm do topo do vaso, dando um razoavel espaco
para o crescimento da planta. A pessoa aceitou as
sugestdes apresentadas, adquirindo, além da planta,
uma quantidade minima de pedrinhas, satisfazendo as
indicacbes do gerente.

Nas condicBes apresentadas, a quantidade de pedri-
nhas compradas foi

a) 140

b) 280

c) 350

d) 420

e) 700
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Enem 2015 Para o modelo de um troféu foi escolhido
um poliedro P, obtido a partir de cortes nos vértices de
um cubo. Com um corte plano em cada um dos can-
tos do cubo, retira-se o canto, que € um tetraedro de
arestas menores do que metade da aresta do cubo.
Cada face do poliedro P, entdo, é pintada usando uma
cor distinta das demais faces.

Com base nas informacdes, qual é a quantidade de co-
res que serdo utilizadas na pintura das faces do troféu?
a) 6

b) 8

c) 14

d) 24

e) 30

FGV-SP 2020 Uma piramide regular tem base qua-

drada de lado 6, e 4 faces triangulares congruentes
com o triangulo abaixo:

6

O volume da piramide é:

a) 14431 d) 13431
b) 12J31 e) 31
c) 1531

Enem 2016 A figura mostra a piramide de Quéops,
também conhecida como a Grande Piramide. Esse é
0 monumento mais pesado que ja foi construido pelo
homem da Antiguidade. Possui aproximadamente 2,3
milhdes de blocos de rocha, cada um pesando em
média 2,5 toneladas. Considere que a piramide de
Quéops seja regular, sua base seja um quadrado com
lados medindo 214 m, as faces laterais sejam trian-
gulos isésceles congruentes e suas arestas laterais
megam 204 m.

Disponivel em: www.mauroweigel.blogspot.com. Acesso em: 23 nov. 2011.



O valor mais aproximado para a altura da piramide
de Quéops, em metro, é

a) 97,0.

b) 136,8.

c) 173,7.

d) 189,3.

e) 240,0.

Considere uma piramide quadrangular regular cujo apé-
tema mede 13 cm e cuja aresta da base mede 10 cm.
Qual o volume, em cm?, dessa piramide?

Uece 2020 Considere um soélido que possui exata-
mente cinco vértices dos quais quatro sao os vértices
da base (face inferior) de um cubo e o quinto € um dos
vértices da face superior desse cubo. Se a medida da
aresta do cubo € 9 m, entdo, a medida do volume des-
se sélido, em m°, é igual a

a) 241
b) 243
c) 245
d) 247

FICSAE-SP 2018 Uma peca tem a forma de uma pira-
mide reta, de base quadrada, com 15 cm de altura e
é feita de madeira macica. A partir da base dessa
peca, foi escavado um orificio na forma de um pris-
ma de base quadrada. A figura mostra a visdo inferior
da base da peca (base da piramide).

4cm 4 cm 4cm

4 cm

4 cm

4 cm

Esse orificio tem a maior profundidade possivel, isto
é, sem atravessar as faces laterais da piramide. O vo-
lume de madeira, em cm®, que essa peca contém é

a) 560.
b) 590.
c) 620.
d) 640.

FICSAE-SP 2017 Para a feira cultural da escola, um
grupo de alunos ird construir uma piramide reta de
base quadrada. A piramide terd 3 m de altura e cada
aresta da base medird 2 m. A lateral da pirédmide sera

coberta com folhas quadradas de papel, que poderdo
ser cortadas para um melhor acabamento.

Se a medida do lado de cada folha € igual a 20 cm, o
ndmero minimo dessas folhas necessarias a execugdo
do trabalho sera

Utilize 10 = 3,2.
a) 285
b) 301
c) 320
d) 333

Uma floricultura vende vasos de flores em dois tama-
nhos distintos. Os vasos tém o formato de um tronco
de pirdamide quadrangular e sdo todos semelhantes,
como mostra a figura 1:

Figura1 *

Um cliente quis estimar a razdo entre seus volumes e,
para isso, posicionou um vaso de cada tamanho de
forma a perceber que a diagonal da abertura do vaso
menor coincidia com uma das arestas da abertura do
vaso maior, como mostra a figura 2.

Sendo assim, esse cliente deve concluir que o volume
do vaso maior €, aproximadamente, igual ao:

a) dobro do volume do vaso menor.

b) triplo do volume do vaso menor.

c) quadruplo do volume do vaso menor.

d) quintuplo do volume do vaso menor.

e) séxtuplo do volume do vaso menor.

Fuvest-SP 2018 (Adapt.) Para responder a questdo,
considere a figura correspondente.

C

A

Num tetraedro OABC, os angulo AOB, BOC e COA me-
dem 90°. Sendo a e b as medidas dos angulos ACO e
BCO, respectivamente, expresse o cosseno do angulo
ACB em funcdode a e b.
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Uerj 2021 Um recipiente com a forma de uma pirami-
de de base quadrada foi completamente preenchido
com um liquido. Sua aresta da base mede 4 cm e a
altura, 9 cm. Em seguida, todo esse liquido foi transfe-
rido para outro recipiente, com a forma de um prisma
reto, sendo sua base um tridngulo retdngulo isésceles
cujos catetos medem 4 cm. Observe as imagens:

Considere que as espessuras dos recipientes sdo
despreziveis e que as bases estdo em planos horizon-
tais, sendo as alturas definidas em relacao as bases.
A altura h, em centimetros, que o liquido atingird no
segundo recipiente é:

a) 10

b) 8

c) 6

d) 4

UEM-PR 2020 Considere um prisma triangular reto,
cuja base é um triangulo equilatero ABC com lados de
medida 2 cm. Sejam AA, BB' e CC' as arestas laterais,
todas de medida 4 cm. Assinale o que for correto.

01 O plano determinado pelos pontos B, C e A' divide
o prisma em dois sélidos de mesmo volume.

02 Existe um Unico plano que contém as retas AA e
A'C' simultaneamente.

04 A area lateral do prisma é 8 cm?.

08 O volume do prisma é menor do que o volume
da esfera de centro no ponto A e que passa pelo
ponto B.

16 Existe um plano contendo as retas AB e AC' si-
multaneamente.

Soma:

Famerp-SP 2018 A figura indica um prisma reto
triangular e uma pirémide regular de base quadrada.
A altura desses sdlidos, em relagdo ao plano em que
ambos estdao apoiados, é igual a 4 cm, como indicam
as figuras.
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Se o0s sélidos possuirem o mesmo volume, a aresta da
base da pirdmide, em centimetros, seréd igual a

a3

3
b 33
2

a)

c)VE

d) 33
6V3

e

Qual é a medida da altura de uma piramide triangular
regular cuja aresta da base mede 4 e cujo volume é

igual ao volume de um cubo de aresta 2\6?

Enem 2016 E comum os artistas plasticos se apro-
priarem de entes matematicos para produzirem, por
exemplo, formas e imagens por meio de manipu-
lagBes. Um artista plastico, em uma de suas obras,
pretende retratar os diversos poligonos obtidos pelas
interseccBes de um plano com uma piramide regular
de base quadrada.

Segundo a classificagdo dos poligonos, quais deles
sdo possiveis de serem obtidos pelo artista plastico?

a) Quadrados, apenas.
b) Tridngulos e quadrados, apenas.
c) Triangulos, quadrados e trapézios, apenas.

d) Triangulos, quadrados, trapézios e quadrilateros ir-
regulares, apenas.

e) Triangulos, quadrados, trapézios, quadrilateros ir-
regulares e pentdgonos, apenas.

Uece 2018 Considere uma pirdmide regular hexa-
gonal reta cuja medida da altura € 30 m e cuja base
estd inscrita em uma circunferéncia cuja medida do
raio é igual a 10 m. Desejando-se pintar todas as faces
triangulares dessa piramide, a medida da area a ser
pintada, em m?, é

a) 15439,
b) 150/39.
) 125V39 .
d) 140439 .

EsPCEx-SP 2020 Um poliedro possui 20 vértices.
Sabendo-se que de cada vértice partem 3 arestas, o
ndmero de faces que o poliedro possui € igual a:

a) 12

b) 22

c) 32

d) 42

e) 52.



Enem 2016 Os sdlidos de Platdao sdo poliedros con-
vexos cujas faces sdo todas congruentes a um unico
poligono regular, todos os vértices tém o mesmo
ndmero de arestas incidentes e cada aresta é compar-
tilhada por apenas duas faces. Eles sdo importantes,
por exemplo, na classificagdo das formas dos cristais
minerais e no desenvolvimento de diversos objetos.
Como todo poliedro convexo, os sélidos de Platdo
respeitam a relacdo de EulerV—-A +F =2, emqueV,
A e F sdo os numeros de vértices, arestas e faces do
poliedro, respectivamente.

Em um cristal, cuja forma € a de um poliedro de Platdo
de faces triangulares, qual € a relacdo entre o nimero
de vértices e o nimero de faces?

a) 2V—4F =14

b) 2V-2F =4

c) 2V-F=4

d 2V+F=4

e) 2V+5F=14

UFJF-Pism-MG 2019 A figura abaixo corresponde a
planificacdo de um determinado poliedro:

O numero de vértices desse poliedro é
a) 12
b) 18
c) 21
d) 30
e) 36

Enem 2016 Um lapidador recebeu de um joalheiro
a encomenda para trabalhar em uma pedra preciosa
cujo formato € o de uma pirdmide, conforme ilustra
a Figura 1. Para tanto, o lapidador fard quatro cortes
de formatos iguais nos cantos da base. Os cantos
retirados correspondem a pequenas piramides, nos
vértices P, Q, R e S, ao longo dos segmentos traceja-
dos, ilustrados na Figura 2.

5 S

Figura 1 Figura 2

Depois de efetuados os cortes, o lapidador obteve, a
partir da pedra maior, uma joia poliédrica cujos nime-
ros de faces, arestas e vértices sao, respectivamente,
iguais a

a) 9,20e13.

b) 3,24e13.

c) 7,15e12.

d) 10,16eb5.

e) 11,16eb5.

Uma forma geométrica obtida na lapidacdo de pe-
dras preciosas consiste em um poliedro convexo com
exatamente 97 faces, sendo 32 triangulos, 64 quadri-
lateros e 1 octégono.

i .
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Frederik Chr
iStockphoto.com

Quantos vértices este poliedro possui?

a) 80 d) 88
b) 83 e) 90
c) 85

Enem 2017 O habito cristalino é um termo utilizado
por mineralogistas para descrever a aparéncia tipica
de um cristal em termos de tamanho e forma. A gra-
nada é um mineral cujo hébito cristalino € um poliedro
com 30 arestas e 20 vértices. Um mineralogista cons-
truiu um modelo ilustrativo de um cristal de granada
pela jungdo dos poligonos correspondentes as faces.
Supondo que o poliedro ilustrativo de um cristal de
granada é convexo, entdo a quantidade de faces
utilizadas na montagem do modelo ilustrativo desse
cristal é igual a

a) 10. d) 42.
b) 12. e) 50.
c) 25.

UEPG-PR 2018 Dois poliedros regulares sao construi-

dos utilizando folhas de cartolina. Um desses poliedros

tem faces pentagonais e o outro tem faces triangulares.

Se a soma de todas as faces desses poliedros é 20,

assinale o que for correto.

01 A soma dos angulos de todas as faces do polie-
dro que tem faces pentagonais € 6480°.

02 O poliedro com faces triangulares tem 8 vértices
a menos que o outro.

04 Os dois poliedros tém o mesmo nimero de arestas.

08 A soma de todas as arestas desses poliedros é
maior que 40.

Soma:
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UFJF/Pism-MG 2020 Um poliedro convexo tem oito
vértices e apenas faces triangulares e quadrangula-
res. O numero de faces triangulares é o quadruplo
das quadrangulares. O nimero de arestas desse po-
liedro é

a) 32
b) 20
c) 16
d) 10
e) 8

UPF-RS 2015 O poliedro representado na figura (oc-
taedro truncado) é construido a partir de um octaedro
regular, cortando-se, para tal, em cada vértice, uma
piramide regular de base quadrangular. A soma dos
angulos internos de todas as faces do octaedro trun-
cado é:

a) 2160°
b) 5760°
c) 7920°
d) 10080°
e) 13680°

Uerj 2016 Dois dados, com doze faces pentagonais
cada um, tém a forma de dodecaedros regulares. Se
os dodecaedros estdo justapostos por uma de suas
faces, que coincidem perfeitamente, formam um po-
liedro concavo, conforme ilustra a figura.
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Considere o nuimero de vértices V, de faces F e de
arestas A desse poliedro concavo.
AsomaV + F + A éigual a:

a) 102
b) 106
¢ 110
d) 112

Enem PPL 2019 No ano de 1751, o matematico Euler
conseguiu demonstrar a famosa relacdo para polie-
dros convexos que relaciona o nimero de suas faces
(F), arestas (A) e vértices (V):V + F = A + 2. No en-
tanto, na busca dessa demonstracdo, essa relacao foi
sendo testada em poliedros convexos e ndo conve-
xos. Observou-se que alguns poliedros ndo convexos
satisfaziam a relacdo e outros ndo. Um exemplo de
poliedro ndo convexo é dado na figura. Todas as
faces que ndo podem ser vistas diretamente sdo
retangulares.

Qual a relacdo entre os vértices, as faces e as arestas
do poliedro apresentado na figura?

a) V+F=A

by V+F=A-1

c) V+F=A+1

d V+F=A+2

e) V+F=A+3

Uece 2016 Se a soma dos angulos de todas as faces
de uma piramide (incluindo a base) € 3600 graus, en-
tdo, a base da piramide é um poligono com:

a) 9lados.

b) 10 lados.
c) 11 lados.
d) 12 lados.

Fuvest-SP 2013 Os vértices de um tetraedro regular
sdo também vértices de um cubo de aresta 2. A drea
de uma face desse tetraedro é

a) 2\/§
b) 4

o 32
d) 33

e) 6



Mackenzie-SP 2017 A altura, em cm, de um tetraedro

regular cuja area total mede 48\3 cm? é:

a) 22
b) 42
o 23
d) 43

e) 6

FGV-RJ 2016 Dado um tetraedro regular de aresta
6 cm, assinale os pontos que dividem cada aresta em
trés partes iguais. Corte o tetraedro pelos planos que
passam pelos trés pontos de divisdo mais préximos
de cada vértice e remova 0s pequenos tetraedros re-
gulares que ficaram formados.

A soma dos comprimentos de todas as arestas do s6-
lido resultante, em centimetros, é

a) 56.
b) 32.
c) 30.
d) 36.
e) 4s8.

UEL-PR 2015 Na molécula do Metano (CH,), o 4tomo
de carbono ocupa o centro de um tetraedro regular
em cujos vértices estdo os atomos de hidrogénio.

Molécula do Metano

Tetraedro

Considerando que as arestas € do tetraedro regular
medem 6 cm e que a altura mede h = %fv’ré assinale

a alternativa que apresenta, corretamente, o volume
desse tetraedro.

a) 3\/‘5 cm®

b) 18\5 cm’
) 183 cm?
d) 36v2 cm®
e) 5442 cm?

Unicamp-SP 2020 Se um tetraedro regular e um
cubo tém areas de superficie iguais, a razdo entre
o0 comprimento das arestas do tetraedro e o com-
primento das arestas do cubo é igual a

a) V243

b) %23
o 243
d) 4243

Uern 2015 Um tetraedro regular € um tipo particular
de pirdmide regular no qual qualquer uma de suas
faces pode ser considerada base, haja vista ser for-
mado por quatro regides triangulares congruentes e
equildteras. Considerando essa informacdo, a area
total de um tetraedro regular cuja aresta mede 6 cm
é, emcm?:

(Considere a3 = 17)

a) 27,2

b) 42,5.

c) 61,2

d) 83,3

Uepa 2015 Leia o texto para responder a questdo.

A arte é uma forma de expressao da racionalidade
humana. O origami é uma técnica japonesa baseada em
juntar médulos individuais de papel dobrando para criar
prismas e cubos, conforme ilustra a figura abaixo.

Fonte: http://noticias.br.msn.com/fotos/escocesa-explora-varia%c3%a7%c3%b5es-

-tonais-de-luz-sobre-papel-em-esculturas-de-origami-2?page=2#image =2

Todas as piramides ilustradas na composicdo artisti-
ca acima sdo tetraedros regulares de base triangular
de aresta L = 1 dm ligados uns aos outros, por
meio de suas arestas e mantendo suas bases sobre
um mesmo plano. Nestas condicdes, a area total, em
dm?, de um desses tetraedros regulares é:

a)ﬁ
2
b V3
2
o 3

d) 232
e) 2«/5
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UFJF/Pism-MG 2020 O octaedro regular apresen-
tado na figura a seguir serd seccionado por um
plano que passard por pontos do interior desse
octaedro.

Quais tipos de poligonos poderao ser produzidos por
este tipo de secgao?

a) Apenas quadrildteros, pentdgonos, hexdgonos e
octébgonos.

b) Apenas tridngulos, quadrildteros, pentdgonos e
hexdgonos.

c) Apenas quadrilateros.
d) Apenas quadrilateros e hexagonos.
e) Apenas quadrilateros, pentagonos e hexagonos.

Uece 2020 O volume, em m>, de um poliedro con-
vexo, cujos vértices sao os centros das faces de um
cubo, cuja medida da aresta é iguala1m, é

a)é
b)~21-
c)%
@ 2

Um cristal de quartzo foi cortado em forma de um
octaedro regular, MNOPQR, e teve seus vértices fi-
xados nos centros das faces de uma caixa cuUbica
ABCDEFGH de acrilico com 12 cm de aresta, como
mostra a figura:
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Considerando esse cristal de quartzo, determine:
a) amedida MN da aresta.

b) a area da superficie total.

c) amedida PN da diagonal.

d) o volume.

FMP-RJ 2016 A Figura mostra uma peca metalica
que tem a forma de um octaedro regular, cujas ares-
tas medem 1 metro.

A medida da distdncia entre os vértices A e B, em
metros, é

a) 1
by 32
2
c) 2
d) £
2
e) 2



Texto complementar

Topologia dos poliedros

0 que é a Caracteristica de Euler?

Todos sabemos que o nlimero de vértices mais o nimero de faces dos poliedros usuais ¢ igual ao nimero de arestas mais dois. Porém, seré
que esta relagdo se verifica para todo o poliedro? Tem algum tipo de aplicagdo ou trata-se de uma propriedade anedética? Com a introdugdo de um
invariante numérico basico em topologia, a caracteristica de Euler, é possivel encontrar respostas para todas estas indagacges.

Em 1750, numa carta dirigida a Christian Goldbach, Leonhard Euler escreve:
“Em todo o sélido limitado por faces planas, a soma do nimero de faces com o nimero de vértices excede em dois o nimero de arestas”.
Com esta afirmacdo, Euler identifica trés tipos de “pecas” diferentes na superficie de tal sélido, de dimensdes 0, 1e 2 (vértices, arestas e faces)
e estabelece a relagdo:
byg—b+b,=2

onde b, designa o nimero de “pecas k-dimensionais”, k = 0, 1, 2. A soma alternada b, — b, + b, chama-se caracteristica de Euler do poliedro (da
superficie do poliedro, para sermos mais exatos) e a propriedade anterior enuncia-se como “a superficie de um poliedro convexo tem caracteristica
de Eulerigual a 2”. Ndo é dificil pensar numa extensdo da defini¢do anterior: se um objeto esta construido a partir de “pecas” de dimensées 0,1, ..., n,
chamamos caracterfstica de Euler desse objeto a soma alternada do nimero de “pecas” em cada dimensdo.

Figura 1

e Uma peca 1-dimensional com vértices A, e A, € um segmento de reta.
e Uma peca 2-dimensional com vértices Ay, A; e A, € um triangulo plano.
«  Uma peca 3-dimensional com vértices Ay, A, A, e A; é um tetraedro solido.

Um poliedro n-dimensional ou complexo simplicial n-dimensional é a reunido de um nimero finito de pegas de dimensdo menor ou igual a n de
tal modo que duas pecas diferentes tém interse¢do vazia ou intersectam-se ao longo de outra peca de dimensdo inferior. A caracteristica de Euler
de um poliedro n-dimensional K, representada normalmente pela letra %, € a soma alternada:

%K) = by — by + b2 — .+ (=1 X b,

onde b, designa o nimero de “pecas k-dimensionais”, k = 0,1, 2, ..., n.

Figura 2

As superficies do octaedro e do grande dodecaedro estrelado apresentados na figura 2 sdo bidimensionais com caracteristica de Euler igual a
2, pois o valor de k varia de 0 até 2.

No caso da superficie do octaedro:
YK =by— b +b,=8—12+6=2.
No caso da superficie do poliedro estrelado:
%K) =by— by +b,=32—66+36=2.

Mas se consideramos, por exemplo, 0 octaedro sélido tridimensional com caracteristica de Euler igual a 1, pois o valor de k agora deve variar de
0 até 3 e by = Trepresenta o proprio sélido:

No caso do octaedro sélido:
WK =by—b+b,—by=8—-12+6—-1=1

A definicdo de poliedro bidimensional parece mais restritiva que a defini¢do usual de poliedro, pois s6 consideramos como “pecas bidimen-
sionais” os triangulos e ndo quaisquer poligonos. Na realidade, como todo o poligono pode decompor-se em triangulos, essa restricdo ndo faz
qualquer diferenca.
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Figura 3

Além do mais, se partimos de um poliedro com V vértices, A arestas e F faces poligonais e fizermos subdivises baricéntricas nas faces,
como mostra a figura 3, a caracteristica de Euler (V — A + F) da superficie do poliedro resultante (que agora tem faces triangulares) continuara
com o mesmo valor. [...]

Ao dividir baricentricamente cada poligono com n-lados em n triangulos estamos criando mais 1vértice, n arestas e (n — 1) faces a serem
computados na soma alternada. Como1—n + (n—1) = 0, o resultado V — A + F permanece o mesmo.

As superficies dos poliedros convexos como prismas e piramides tém caracteristica de Euler igual a 2, mas h& exemplos de superficies
poliédricas mais exdticas como a do cubo truncado perfurado (Figura 4).

Figura 4

0O cubo truncado perfurado tem 32 faces (12 quadrados, 4 octégonos e 16 triangulos), 64 arestas e 32 vértices pelo que a sua caracteristica
de Euler € 0.1...]

A propriedade fundamental da caracteristica de Euler (que explica, por exemplo, porque todas as superficies poliédricas convexas tém a
mesma caracteristica) é que se trata de uma invariante topoldgica. Isto &, se K e K' sdo poliedros n-dimensionais tais que existe uma bije¢do
continua entre eles com inversa também continua, entdo ¥(K) = %(K’). O matematico francés Henri Poincaré provou este resultado nada trivial
usando argumentos diffceis de explicar sucintamente.

Ndo é facil dar uma ideia intuitiva exata do que significa uma bijecdo continua, mas costuma dizer-se que dois objetos estabelecem esse
tipo de bijecdo quando se pode deformar continuamente um deles até que se transforme no outro. Por exemplo, se imaginarmos as superficies
dos poliedros feitos de um material elastico, de modo que possam ser infladas, algumas dessas superficies, com as dos poliedros regulares,
prismas, e piramides, por exemplo, poderiam ser transformadas em superficies esféricas; outra, como a do cubo truncado perfurado, poderiam
ser transformadas na superficie de uma boia de praia, entre outras possibilidades.

0 teorema de Poincaré diz que todos os poliedros que podem se deformar continuamente, até resultarem em um mesmo objeto, tém a
mesma caracteristica de Euler.[...]

Embora a demonstracdo geral seja dificil de resumir, é facil apresentar um argumento bastante convincente de que todo o poliedro que
pode ser deformado continuamente até assumir o formato de uma esfera tem uma superficie com caracteristica de Euler igual a 2. Recordemos
que podemos supor o poliedro formado por tridngulos e imaginemos o poliedro construido em material eldstico. Se o poliedro se deformar
continuamente numa esfera, as suas arestas deformam-se em arcos que definem um mapa da esfera com regies triangulares (Figura 5).

-®

Figura 5

Estes tipos de mapas na esfera podem ser desenhados a partir de um “triangulo inicial na esfera”, realizando sucessivamente alguma das
operagdes seguintes:

(@) adicionar um novo vértice e uma nova aresta;
(b)  unir dois vértices que ja existem criando uma nova face.

0 triangulo inicial determina na esfera um mapa com duas regiées triangulares (uma interior ao triangulo e outra exterior), 3 arestas e 3
vértices. Isto é, 0 mapa inicial tem caracteristica de Euler igual a 2, de modo que as operac0es (a) e (b) ndo alteram a caracteristica de Euler do
mapa e, portanto, o mapa final também terd caracteristica de Euler igual a 2.

A caracteristica de Euler tem inimeras aplicac6es. Umas compativeis com o estudo da matematica no ensino médio e outras vistas apenas
no ensino superior. Aqui temos uma lista com algumas delas.

1. Acaracteristica de Euler permite demonstrar que existem apenas cinco tipos de poliedros regulares;

2. Coloracdo de mapas: o nimero minimo de cores necessdrias para colorir um mapa numa superficie depende da caracteristica de Euler
dessa superficie;

3. Acaracteristica de Euler pode ser utilizada para verificar se um grafo € ou ndo é plano;

4. Acaracteristica de Euler restringe a curvatura de uma superficie através do teorema de Gauss-Bonnet.

FERNANDEZ-SUAREZ, Lucfa. O que é a Caracteristica de Euler?.
Gazeta de Matemdtica, 20 ago. 2009. Disponivel em: http://gazeta.spm.pt/
getArtigo?gid=251. Acesso em: 26 jan. 2022. (Adapt.).
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Prismas obliquos Prismas retos
Altura = aresta lateral

Altura = aresta lateral X seno da inclinacéo Area lateral = Perimetro da base X altura
Area total = 2 ¥ Area da base + Area lateral

Volume = 1 x Area da base x altura

3
Piramides regulares

{altura)® + (apdtema da base)’ = (ap6tema da piramide)”
Area lateral = Semipetimetro da base X apétema da piramide
Area da base = Semiperimetro da base X ap6tema da base
Area total = Area da base + Area lateral

Nimero de arestas

DAL bl Bl 2-A=3-Vs+4-Vyt5 Vgt
) SRR R S 3T AT s T e 2-A=3:F3+4-F+5-Ft.
Relagdo de Euler: Soma dos dngulos das faces:

V—A+F=2 Se=(V — 2)-360°

Poliedros regulares

Tetraedro 4 triangulares 6 4 triédricos
Hexaedro 6 guadrangulares 12 8 triédricos
Octaedro 8 triangulares 12 6 tetraedricos
Dodecaedro 12 pentagonals 30 20 triedricos
lcosaedro 20 triangulares 30 12 pentaédricos
Apotema da base = %
: - 63
Apotema lateral S Blsgontis=4 Jf =
w
A , =
Volume = % Area total = 26°4/3 £
: [+ 4
i _ Pl w
Altura = %“g_ Volume =t '?{2_

Area total = €43
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Quer saber mais?

Sites
% WAGNER, Eduardo. V -A + F = 2. Existe poliedro? Revista do Professor de Matemdtica. Sdo Paulo, n. 47. Sociedade Brasileira de
Matematica. Disponivel em: https://www.rpm.org.br/cdrpm/47/2.htm. Acesso em: 27 jan. 2022.
Nesse artigo, o professor Eduardo Wagner identifica e demonstra as condicdes necessarias para que trés nimeros naturais V,
A e F correspondam a quantidade de vértices, arestas e faces, respectivamente, de um poliedro convexo.

GRANUJA, Carlos Eduardo de Souza C.; COSTA, Marianna Perrone M. A férmula do volume do icosaedro. Revista do Professor
de Matemdtica. Sdo Paulo, n. 74. Sociedade Brasileira de Matematica. Disponivel em: https://www.rpm.org.br/cdrpm/74/10.html.
Acesso em: 27 jan. 2022.

Nesse artigo, é deduzida a férmula do volume de um icosaedro em fungdo da medida de sua aresta.

Exercicios complementares

1. Unesp 2016 Um cubo com aresta de medida igual a a) Qual é a area do sdlido geométrico formado em
X centimetros foi seccionado, dando origem ao prisma termos de a?
indicado na figura 1. A figura 2 indica a vista superior b) Qual é o volume do novo sélido geométrico for-
desse prisma, sendo que AEB é um tridngulo equilétero. mado em termos de a?
prisma vista superior do prisma 3. Insper-SP 2016 Um tanque, inicialmente vazio, tem a

D c forma de prisma triangular regular e suas paredes tém
espessuras despreziveis. Apds algum tempo despe-

jando agua no tanque, um cano de vazao 3\5 m? por
minuto o encheu parcialmente, tendo a dgua ocupado
0 espaco de um prisma triangular regular, conforme
indicado na figura.

FiGura 1 FIGURA 2

Sabendo que o volume do prisma da figura 1 € igual a
2(4 — J3)cm?®, x éigual a

a) 2 c) 3 e) 2
2 3m
b) ! d) °
2 2

2. FGV-SP 2016 Os quatro cantos de um cubo de aresta
6a sdo cortados, obtendo-se um novo sdlido geo-

métrico sem 0s quatro prismas retos, como o prisma Funcionando na mesma vazdo, o tempo necessario

indicado como exemplo na figura abaixo. para que o cano acabe de encher o tanque é de 5 minu-
tos e t segundos, sendo que t é um ndimero no intervalo
a) [1,12] c) [25,36] e) [49,59]
b) [13,24]. d) [37,48]

4. Cefet-MG 2015 Uma caixa sem tampa no formato de
um cubo, cuja aresta mede 3 metros, estd sobre uma
superficie plana e com dgua até uma altura de 2 me-
tros em relacdo a sua base conforme mostra a FIG. 1.

iR R A At N L.
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A caixa serd inclinada de tal forma que a aresta AB ficara totalmente em contato com a superficie plana e havera
perda no volume de &gua, conforme a FIG. 2.

Sabendo-se que o angulo formado, apds a inclinacdo, entre a face ABCD e a superficie plana é de 30° e, des-
prezando-se a espessura das faces da caixa, a quantidade de dgua que sobrard na caixa, em m?3, é de:

a) 9 o 43 e) %

ENE)
) 2

b) 18 d

. UPF-RS 2018 A medida de cada aresta do cubo da Figura1é 2 cm, e os pontos A, B e C sdo pontos médios de
trés arestas. Seccionando o cubo por um plano que passe por ABC, podemos retirar o sélido que se forma em
seu vértice. Se repetirmos esse procedimento em todos os vértices do cubo, obtemos um cubo truncado, como
mostra a Figura 2.

| C
: A
I v
|
|
|
|
I
: B
I
|
/I
Figura 1 Figura 2
O volume do cubo truncado, em cm3, é
10 1 20
a) 9 C) 6 e) ?
16 47
b) — d) —
) 3 ) 6

. Unesp 2015 Um bloco maci¢co com a forma de paralelepipedo reto-retdngulo tem dimensdes 8 m, 12 m e 10 m. Em
duas de suas faces, indicadas por A e B na figura, foram marcados retangulos, de 2 m por 3 m, centralizados com as
faces do bloco e com lados paralelos as arestas do bloco. Esses retangulos foram utilizados como referéncia para
perfurar totalmente o bloco, desde as faces A e B até as respectivas faces opostas a elas no bloco.

fora de escala

Calcule o volume e a &rea total do novo sélido, que resultou apds a perfuracdo do bloco.
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7. EBMSP-BA 2016

1,6 m

Figura 1

18 m
Figura 2

Uma piscina deve ser construida, como representada na
Figura 1, em um terreno retangular de dimensdes 18,0 m
por 15,0 m. Sabendo que a piscina foi projetada tendo
cada um dos lados paralelos aos lados do terreno, como
indicado na Figura 2, calcule o valor de k — distancia
do lado do terreno a borda da piscina — para que a capa-
cidade méxima da piscina seja igual a 18,0 m°.

. Enem 2016 A cobertura de uma tenda de lona tem

formato de uma pirdamide de base quadrada e é for-
mada usando quatro tridngulos isésceles de base y.
A sustentacdo da cobertura é feita por uma haste
de medida x. Para saber quanto de lona deve ser
comprado, deve-se calcular a drea da superficie da
cobertura da tenda.

"_________________._._-a.
y

A area da superficie da cobertura da tenda, em fungao
de y e x, é dada pela expressao

2 2
a) 2y./x2+yj o) X’ +y? e 4 x2+y7

b) 2y1/x + y 4,0x% + y

. Unisc-RS 2016 Em uma piramide regular, a base € um
quadrado de lado g. Sabendo que as faces laterais
dessa piramide sdo triangulos equilateros, pode-se
afirmar que o seu volume é

b) q3\f§ C73\fr§
6 6
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10.

UFU-MG 2017 Um designer de jogos virtuais esté si-
mulando alguns deslocamentos associados com uma
piramide quadrangular regular, em que o lado do qua-
drado da base mede 40 cm.

D

(Figura ilustrativa e sem escalas)

Ele simula a trajetéria de um lagarto pelas faces da
piramide. Inicialmente o lagarto desloca-se de A até E
e, posteriormente, de E até F, em que F é o ponto mé-
dio de CD. Cada um desses dois trechos da trajetoria
ocorre em linha reta.

A projecdo perpendicular dessa trajetoria em ABCD,
presente no plano da base da piramide, descreve
uma curva R, a qual é a unido de dois segmentos.
Nessas condi¢bes, o comprimento de R, em cm,
éigual a

a) 2042
b) 4042
) 40(1++2)
d) 20(1++2)

. Unicamp-SP 2020 A figura abaixo exibe a planifica-

¢ao de um poliedro convexo, com faces triangulares
congruentes e faces retangulares, em que sdo indica-
dos os comprimentos a, b e c.

a) Determine o nimero de vértices e de arestas des-
se poliedro.

b) Parag=13cm,b=16cmec= 10 cm, calcule
o volume desse poliedro.

. FGV-SP 2016 Em uma folha de papel, desenha-se um

hexagono regular ABCDEF de lado 3 cm e inscrito em
uma circunferéncia de centro O. O hexagono é re-
cortado, e, em seguida, faz-se um recorte no raio OB.



13.

14.

A partir do recorte no raio, o pedaco de papel sera usa-
do para formar uma piramide de base quadrangular e
centro O. Tal piramide sera feita com a sobreposicdo
e a colagem dos triangulos OAB e OCD, e dos trian-
gulos OAF e OBC.

E D

A B

O volume da pirdmide formada apds as sobreposi-
cBes e colagens, em cm?, é igual a

a) 32
b) 343
o) 42
o N2
2

o3

e) 5

Fuvest-SP 2017 Considere um tetraedro regular ABCD
cujas arestas medem 6 cm. Os pontos E, F, G, Hel sdo

os pontos médios das arestas AB, BC, AC, BD e CD,
respectivamente.

a) Determine a area do triangulo EFH.

b) Calcule a drea do quadrilatero EGIH.

c) Determine o volume da piramide de vértices E, G,
|, H e F, cuja base é o quadrilatero EGIH.

Enem 2020 Num recipiente com a forma de parale-
lepipedo reto-retangulo, colocou-se agua até a altura
de 8 cm e um objeto, que ficou flutuando na superficie
da agua.

Para retirar o objeto de dentro do recipiente, a altura
da coluna de &gua deve ser de, pelo menos, 15 cm.
Para a coluna de dgua chegar até essa altura, é neces-
sdrio colocar dentro do recipiente bolinhas de volume
igual a 6 cm® cada, que ficardo totalmente submersas.

15.

17 cm

8cm

3cm

4 cm

O ndmero minimo de bolinhas necessarias para que
se possa retirar o objeto que flutua na dgua, seguindo
as instrucdes dadas, é de

a) 14

b) 16

c) 18

d) 30

e) 34

EBMSP-BA 2017 Uma pesquisa realizada durante
75 anos nos Estados Unidos mostrou que ndo é uma
carreira de sucesso, a fama ou os bens adquiridos
durante a vida a férmula da felicidade para uma jor-
nada tranquila. Segundo o estudo, as pessoas que
participam de grupos sociais, se relacionam bem com
a familia, com os amigos e com a comunidade sdo
mais felizes, fisicamente mais saudaveis e vivem mais
tempo do que as pessoas que tém menos relagdes
sociais.

P S
= T
LT ]

Q R
Figura 1

u U T T

20
4m P S 4m
1207}
Q q R R
Figura 2

Uma pessoa para realizar um evento ao ar livre, com
familiares e amigos, esta planejando instalar um toldo
cuja cobertura tem a forma do sélido, de volume igual
20\6 3 )

a 5 m”, representado na figura 1.

Com base nessa informacdo, calcule a area total da
planificacdo dessa cobertura, constituida por dois re-
tangulos congruentes e dois triangulos, representada
na figura 2.
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Fuvest-SP 2015 O sdlido da figura € formado pela pira-
mide SABCD sobre o paralelepipedo reto ABCDEFGH.
Sabe-se que S pertence a reta determinada porAeEe
que AE =2cm, AD = 4cme AB = 5cm. A medida do
segmento que faz com que o volume do sdlido seja

4
igual a 3 do volume da piramide SEFGH é

S
“..p
JAETEmTE T R ama s S c
g I
4
o+ |
/’ |
r o T B L
» i G
ks s
.. rd
A 7 D
L
E F
a) 2cm d) 8cm
b) 4cm e) 10cm
c) 6cm

Fuvest-SP 2013 No paralelepipedo reto-retdngu-
lo ABCDEFGH da figura, tem-se AB = 2, AD = 3 e
AE = 4.

a) Qual é a area do triangulo ABD?

b) Qual é o volume do tetraedro ABDE?

c) Qual é area do triangulo BDE?

d) Sendo Q o ponto do triangulo BDE mais préximo do
ponto A, guanto vale AQ?

Fuvest-SP 2012

B
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A base do tetraedro PABCD é o quadrado ABCD de
lado €, contido no plano a. Sabe-se que a projegao or-
togonal do vértice P no plano a estd no semiplano de a
determinado pela reta BCe que ndo contém o lado AD.
Além disso, a face BPC é um tridngulo isésceles de
base BC cuja altura forma, com o plano «, um angulo 6,

11' 2

em que 0 < 6 < 5 Sendo PB = - determine,

em funcdo de € e 9,

a) o volume do tetraedro PABCD;

b) a altura do triangulo APB relativa ao lado AB;
c) aaltura do triangulo APD relativa ao lado AD.

UFSC 2020 Uma fabrica precisa embalar seus pro-
dutos para comercializacdo. Para tanto, deve construir
caixas no formato de prisma regular reto, conforme a
planificacao apresentada a seguir.

Seja a cm a medida da aresta da base do prisma. Se a
altura do prisma é a~/3 cm, determine o volume desse
prisma, em cm®.

UEM-PR 2020 Considere trés piramides, de mesmo

volume, cujas bases sdo poligonos regulares. A base

de uma delas € um triangulo, a base da segunda é

um quadrado e a base da terceira € um hexagono, e

todas as bases possuem o mesmo perimetro. Assinale

o que for correto.

01 A altura da piramide de base quadrada é a maior
das trés.

02 A piramide cuja base possui a maior area € a pira-
mide de base hexagonal.

04 Existe um valor referente ao volume das pira-
mides (em centimetros cubicos) para o qual os
comprimentos das trés alturas (em centimetros)
sao ndmeros racionais.

08 A medida da altura da terceira piramide é igual
a dois tercos da medida da altura da primeira
piramide.

16 Sendo ABCD a base da segunda piramide e sen-
do V o vértice dessa piramide, se o segmento AV
é perpendicular aos segmentos AB e AD entdo
todas as faces triangulares dessa piramide sdo tri-
angulos retangulos.

Soma:



21. UFPR 2020 A piramide regular a seguir tem 12 cm de
altura e sua base é um quadrado com 10 cm de lado.

a) Calcule o volume da piramide.
b) Calcule a area total da piramide.

22. Unesp 2018 Uma rampa, com a forma de prisma reto,
possui triangulos retdngulos ADE e BCF nas bases do
prisma, e retdngulos nas demais faces. Sabe-se que
AB =20m,BC =15 me CF =5m. Sobre a face ABFE
da rampa estdo marcados os caminhos retilineos AE,
AG e AF, com G sendo um ponto de EF, como mostra
a figura.

a) Calcule a medida do segmento AF. Em seguida,
assuma que a inclinacdo de subida (razdo entre

vertical e horizontal) pelo caminho AG sejaigual a

% e calcule a medida do segmento EG.

b) Considere os seguintes dados para responder a

este item:
n-mm
g a 0125 0,200 0,250 0,333

Comparando-se o caminho AF com o caminho AE,
nota-se que o angulo de inclinagdo de AF e de
AE, em relagdo ao plano que contém o retangulo
ABCD, aumentou. Calcule a diferenca aproxima-
da, em graus, desses angulos.

23. UCPel-RS 2017 A area de um quadrado de lado x cm
aumenta em 28 cm? se o seu lado for aumentado
em 2 cm. Considerando que a medida da aresta de um
tetraedro regular é igual ao lado x deste quadrado, en-
tao a altura h deste tetraedro vale

a) 2{% cm d) 3v2 em
b) 2\}5 cm e) 46 cm
c) 2v‘§ cm

24. Uece 2015 Se, em um tetraedro, trés das faces que
possuem um vértice comum V, sdo limitadas por trian-
gulos retangulos e as medidas das arestas da face

25.

26.

27.

oposta ao vértice V sdo, respectivamente, 8 cm, 10 cm
e 12 cm, entdo, as medidas, em cm, das outras trés
arestas sdo

a) 3v6, 10, 3V10.
b) V6,53, 09.

c) 2v5,3V6,8.
d) 242,410, 243.

Uerj 2017 Uma piramide com exatamente seis arestas
congruentes é denominada tetraedro regular. Admita
que a aresta do tetraedro regular ilustrado a seguir, de
vértices ABCD, mede 6 cm e que o ponto médio da
aresta BC é M.

D

C

O cosseno do angulo AMD equivale a:

1 1 2
a) 5 b) 3 c) 3 d)

[G2RNN)

FGV-RJ 2021 Considere uma piréamide quadrangu-
lar regular, VABCD, com altura medindo 4 cm e com
aresta da base ABCD medindo também 4 cm. Sobre a
medida do angulo AVC é correto afirmar que

a) é menor do que 30°.

b) estd entre 60° e 90°.

c) estd entre 30° e 45°.

d) estd entre 45° e 60°.

e) ¢é maior do que 90°.

Uma taca de sorvete e um aquario tém as respectivas
formas de uma piramide regular e um prisma regular,
como ilustrado a seguir. A altura da piramide e a do
prisma medem, respectivamente, a e 2a, e os lados
das bocas pentagonais, da taca e do aquario, medem
b e 3b, nesta ordem.
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Um garoto quer encher o aquério que fica na sala,
transportando a dgua da pia, que fica na cozinha,
usando uma Unica taca. Se a cada transporte, o garo-
to levar a taca completamente cheia e, sem derramar
uma gota no caminho, despejar toda dgua no aquario,
entdo o aquario ird transbordar quando o garoto des-
pejar a agua pela:

a) 19%vez. c)
b) 28%vez.

352 vez. e) 71%vez.

d) 55%vez.
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28.

29.

30.

UFJF-MG 2020 Um aluno disp&e de quatro folhas re-
tangulares, todas de dimensdes 10 cm por 23 cm, para
recortar os poligonos que serdo utilizados como faces
de uma pirdmide quadrangular regular. De uma des-
sas folhas, ele recortou um quadrado de drea maxima
e, em seguida, uma das faces triangulares do restante
da folha, também com area maxima. As demais faces
laterais foram recortadas das outras trés folhas dispo-
niveis. Em seguida montou a piramide fixando esses
poligonos com fita adesiva sem afetar a superficie dos
poligonos recortados.
a) Calcule o volume, em centimetros cubicos, dessa
piramide.
b) Determine a medida da drea, em centimetros qua-
drados, do papel que sobrou das folhas utilizadas
apos os recortes.

As clpulas geodésicas, ou domos geodésicos, sdo
construgdes que imitam calotas esféricas. Essas cons-
trucdes, concebidas pelo arquiteto americano Richard
Buckminster Fuller, apresentam extraordindria leveza e
resisténcia. Formados por barras de qualquer material,
os domos geodésicos podem ser feitos em qualquer
tamanho, desde que os comprimentos de suas barras
sejam calculados corretamente.

A figura a seguir representa uma construcdo geodé-
sica que apresenta 20 pontos como A, em que estdo
presas quatro barras; 69 pontos como B, em que es-
tdo presas seis barras; e mais 6 pontos como C, em
que estdo presas cinco barras.

O numero total de barras necessdrias para se cons-
truir um domo como esse é de:

a) 262

b) 323

c) 464

d) 524

e) 646

AFA-SP 2019 Um objeto de decoracao foi elaborado
a partir de sdlidos utilizados na rotina de estudos de
um estudante de matemaética.

Inicialmente, partiu-se de um cubo sdélido de volume
igual a 19683 cm®.

Do interior desse cubo, retirou-se, sem perda de ma-
terial, um sélido formado por dois troncos de piramide
idénticos e um prisma reto, como mostra o esquema
da figura a seguir.
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Sabe-se que:

* as bases maiores dos troncos estao contidas em
faces opostas do cubo;

* as bases dos troncos sdo quadradas;

* a diagonal da base maior de cada tronco esta
contida na diagonal da face do cubo que a con-
tém e mede a sua terca parte;

* adiagonal da base menor de cada tronco mede a
terca parte da diagonal da base maior do tronco; e

* 0stroncos e o prisma tém alturas iguais.

Assim, o volume do objeto de decoracdo obtido da di-

ferenca entre o volume do cubo e o volume do sélido

esquematizado na figura acima, em cm?®, é um nimero
do intervalo

a) [17200, 17 800]
b) 117 800, 18 400]
¢) 118400, 19000]
d) 119000, 19 600]

. AFA-SP 2017 Se uma piramide hexagonal regular

esta inscrita num cone equilatero cujo volume é igual

1043 3

a Tﬂrr cm”, entdo o volume dessa pirdmide, em

cm3,éigua|a
45

a) 7

b 1543
7

o 3043
7
135

d) -

32. AFA-SP 2014 Considere uma pirdmide regular ABCDV

de base ABCD. Sendo 2\5 cm a medida da aresta da
base e 2J§ cm a medida da altura dessa piramide,
a distancia, em cm, de A a aresta lateral VC é

a) 2\5
b) 243

c) 4

d) 3



AFA-SP 2013 Uma piramide regular ABCV, de base
triangular ABC, € tal, que sua aresta lateral AV mede
3cm.

Sendo \/g cm a altura de tal pirdmide, a distancia, em
cm, de A a face BCV éigual a

V30 V26

a) 5 c) 5
b) J7 d) 22

AFA-SP 2012 Um sélido macico foi obtido quando a
base de uma piramide hexagonal regular de altura
6 cm foi colada a base de uma pirdamide reta de base
retangular e altura 3 cm, de forma que 4 dos 6 vérti-
ces da base da primeira coincidam com os vértices da
base da segunda, conforme figura. Desprezando-se
o volume da cola, se a aresta da base da piramide

hexagonal mede \/g cm, entdo, o volume do sdlido
obtido, em cm?, é igual a

3cm

6 cm

a) 15¢3

b) 2043
o 25V3
d) 3043

Dois recipientes, | e Il, congruentes em forma de
prisma, cujas bases sdo tridngulos equildteros e as
faces laterais sdo retangulares, estao completamente
cheios de &gua quando sdo inclinados a 45°, des-
pejando parte de seus conteldos nos recipientes
cilindricos Ill e IV, inicialmente vazios:

Recipiente | Recipiente Il
45° 45°
'l T

— ]| | —
=== =
Recipiente llI Recipiente IV

Se, durante esse processo, um dos recipientes inclina-
dos despeja dgua por uma de suas arestas, e o0 outro
por um de seus vértices, como mostram as figuras, en-
tdo, ao final do processo, os respectivos volumes de
agua (V5 e V,) nos recipientes lll e IV serdo tais que:
a) V3=3V,

b) 3V3;=V,

c) V3=V,

d) V3=2V,

e) 2V3=V,

ITA-SP 2018 Considere a classificacdo: dois vértices
de um paralelepipedo sdo ndo adjacentes quando
ndo pertencem a mesma aresta. Um tetraedro é
formado por vértices ndo adjacentes de um parale-
lepipedo de arestas 3cm, 4 cm e 5 cm. Se o tetraedro
tem suas arestas opostas de mesmo comprimento,
entdo o volume do tetraedro é, em cm>:

a) 10.

b) 12.

c) 15

d) 20.

e) 30.

ITA-SP 2014 Uma piramide de altura h = 1 cm e volu-
me V = 50 cm®, tem como base um poligono convexo
de n lados. A partir de um dos vértices do poligono
tracam-se n — 3 diagonais que o decompdem em
n — 2 triangulos cujas éreas S, i =1, 2, ..., n — 2, consti-
tuem uma progressdo aritmética na qual S; = % cm?
e Sg =3 cm? Entdo n é igual a

a) 22.

b) 24.

c) 26.

d) 28

e) 32.

ITA-SP 2013 Um plano intercepta as arestas de um
triedro trirretdngulo de vértice V, determinando um

triangulo ABC cujos lados medem, respectivamente,
\/ﬁ, ﬁ e 5cm. O volume, em cm®, do sélido VABC é
a) 2. d) 6.

b) 4. e) 5V10.

c) ﬁ

ITA-SP 2013 Seja ABCDEFGH um paralelepipedo de
bases retangulares ABCD e EFGH, em que A,B,Ce D
sdo, respectivamente, as projecdes ortogonais de E,
F, G e H. As medidas das arestas distintas AB, AD e AE
constituem uma progressao aritmética cuja soma é
12 cm. Sabe-se que o volume da piramide ABCF
éiguala10 cm?. Calcule:

a) As medidas das arestas do paralelepipedo.

b) O volume e a é&rea total da superficie do

paralelepipedo.

™
w
[
4
L
@
L

327



ITA-SP 2012 As intersecBes dasretasrnx—3y + 3 =0,
SsXx+2y—7=0etx+ 7y —7=0,duas a duas,
respectivamente, definem os vértices de um triangulo
que é a base de um prisma reto de altura igual a 2
unidades de comprimento. Determine:

a) A area total da superficie do prisma.

b) O volume do prisma.

ITA-SP Uma esfera esta inscrita em uma piramide re-
gular hexagonal cuja altura mede 12 cm e a aresta da

1043 N )
base mede cm. Entdo, o raio da esfera, em cm,

éigual a
. 103
—
13
b) -
15
c) 7
d) 243.
10
e) 3

ITA-SP 2020 Considere as seguintes afirmacdes:

I.  Todo poliedro formado por 16 faces quadrangu-
lares possui exatamente 18 vértices e 32 arestas.

Il. Em todo poliedro convexo que possui 10 faces e
16 arestas, a soma dos angulos de todas as faces
éigual a 2160°.

Ill. Existe um poliedro com 15 faces, 22 arestas e

9 vértices.
E(s&0) VERDADEIRA(S)
a) apenas|. d) apenaslell
b) apenas . e) apenasllielll.
c) apenaslll.

Esc. Naval-RJ 2021 Suponha que a base de um pa-
ralelepipedo reto seja um paralelogramo de lados a e
b. Suponha, ainda, que o angulo obtuso desse para-
lelogramo seja B. Sabendo que a menor diagonal do
paralelepipedo € igual a maior diagonal do paralelo-
gramo, assinale a opcdo que apresenta o volume do
paralelepipedo em funcdo de @, b e B.

a) 2ab(sen(B))y—ab - cos(B)

b) 2ab(sen(B))y/ab - sen(B)

c) 2ab(cos(B))y—ab - sen(B)
d) 2ab(—cos(B))y/—ab - cos(B)
e) 2ab(-—sen(B))/ab - cos(B)

ITA-SP 2018 Um poliedro convexo tem faces trian-
gulares e quadrangulares. Sabe-se que o ndmero de
arestas, o numero de faces triangulares e o numero
de faces quadrangulares formam, nessa ordem, uma
progressao aritmética de razdo —5. Determine o nu-
mero de vértices do poliedro.
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IME-RJ 2018 Um prisma retangular reto possui trés
arestas que formam uma progressdo geométrica de
raz&o 2. Sua area total é de 28 cm?. Calcule o valor da
diagonal do referido prisma.

e) +J29.cm

a) Jﬁcm c) @ cm
b) J@cm d) 2ﬁ cm

IME-RJ 2018 Seja um cubo regular, onde os centros
de suas faces sdo vértices de um octaedro. Por sua
vez, os centros das faces deste octaedro formado sdo
vértices de outro cubo. Obtendo consecutivamente
octaedros e cubos infinitamente, determine a razao
da soma do volume de todos os poliedros inscritos
pelo volume do cubo inicial.

IME-RJ 2016 Sejam dois quadrados de lado a situa-
dos em planos distintos que sdo paralelos entre si e
situados a uma distancia d, um do outro. A reta que
liga os centros dos quadrados é perpendicular a es-
ses planos. Cada diagonal de um quadrado é paralela
a dois lados do outro quadrado. Liga-se cada vértice
de cada quadrado aos dois vértices mais préximos do
outro quadrado. Obtém-se, assim, triangulos que, con-
juntamente com os quadrados, formam um sdélido S.
Qual a distancia entre estes planos distintos em fun-
cao de a, de modo que os triangulos descritos acima
sejam equildteros?

a) %
b) a3
2
c) av/10
8
d) @
2
e) 0(4 — 3@)

2

IME-RJ 2015 Em um prisma obliquo ABCDEFAB'C'D'E'F,
cuja base ABCDEF é um hexagono regular de lado g,
a face lateral EFF'E' estd inclinada 45° em relagdo a
base, e a projecao ortogonal da aresta F'E' sobre
a base ABCDEF coincide com a aresta BC. O volume
do prisma é:

a) %cﬁ
b) %03
c) %f
d) %o3
e) 203



IME-RJ 2015 Seja um tetraedro regular ABCD de
aresta g e um octaedro inscrito no tetraedro, com
seus vértices posicionados nos pontos médios das
arestas do tetraedro. Obtenha a drea da secao do oc-
taedro formada pelo plano horizontal paralelo a base
do tetraedro BCD, distando desta base de um quarto
da altura do tetraedro.

3 33 > N3
) 192° 9 Fpe 9 e
V3 - 33
b) — d ==
) 96 ! s ©

IME-RJ 2014 Seja SABCD uma piramide, cujaﬁ@se
€ um quadrildtero convexo ABCD. A aresta SD é
a altura da piramide. Sabe-se que AB = BC = /5,
AD=DC =2, AC =2eSA =SB =70 volume da
piramide é

a) 5 o
b) 7 d V13

IME-RJ 2014 Seja ABCDAB'C'D' um prisma reto de
base retangular ABCD. Projeta-se o ponto médio M
da maior aresta da base sobre a diagonal AC, obten-
do-se o ponto P. Em seguida projeta-se o ponto P
na face oposta, obtendo-se o ponto N. Sabe-se que
I(NA)2 - (NC)2| = k. Determine o comprimento da me-
nor aresta da base.

e) J17

IME-RJ 2013 Considere uma piramide regular de
base hexagonal e altura h. Uma esfera de raio R esta
inscrita nesta piramide. O volume desta pirdmide é

a) 2m3 _R’h
3 h-2R
2 2
by M3_Rh
3 h+2R
o 2m3 R
3 h+2R
a V3 _R’h
3 h—2R
e) 2hV3 R’h
3 h—-R

IME-RJ 2012 Uma piramide regular possui como base
um dodecégono de aresta a. As faces laterais fazem
um angulo de 15° com o plano da base. Determine o
volume desta piramide em funcao de a.

3

a) O_\f\/§+2 d o J3 -2
2 2-43 V2443
b) 0_3\4'\/5—2 e) o 2-43
2 J2+3 J3+2
c) 037“\[§+2

T
&

IME-RJ 2012 Uma pirdmide regular triangular
apresenta um volume V. Determine o raio da cir-
cunferéncia circunscrita a uma das faces laterais da
pirdmide em funcdo de V, sabendo que o angulo do
vértice vale 30°.

IME-RJ A base de uma pirdmide é um retangulo de
area S. Sabe-se que duas de suas faces laterais sdao
perpendiculares ao plano da base. As outras duas
faces formam angulos de 30° e 60° com a base.
O volume da piramide é:

sVs 25Js 257

a) 3 ) 3 e) ?
sJs 254
S 4 =5

IME-RJ A base de um prisma reto ABCAB,C; é um
triangulo com o lado AB igual ao lado AC. O valor do
segmento CDvale x,ondeD é o ponto médio da ares-
ta lateral AA,. Sabendo que a é o angulo ACB e B é
o angulo DéA, determine a &rea lateral do prisma em
funcdo de x, a e B.

IME-RJ Os centros das faces de um tetraedro regular
sdo os vértices de um tetraedro interno. Se a razao en-

m
tre os volumes dos tetraedros interno e original vale Y

onde m e n sdo inteiros positivos primos entre si, o
valordem + né

a) 20 c) 28 e) 32

b) 24 d) 30

IME-RJ A &area da superficie lateral de uma piramide
quadrangular regular SABCD é duas vezes maior do
que a area de sua base ABCD. Nas faces SAD e SDC
tracam-se as medianas AQ e DP. Calcule o angulo en-
tre estas medianas.

IME-RJ Seja um cubo de base ABCD com aresta a. No
interior do cubo, sobre a diagonal principal, marca-se
o ponto V, formando-se a piramide VABCD. Determine
0s possiveis valores da altura da piramide VABCD, em
funcdo de @, sabendo-se que a soma dos quadrados
das arestas laterais da piramide é igual a ka?, sendo k
um numero primo.

Obs.: as arestas laterais da pirdmide sdo VA, VB,
VC e VD.

IME-RJ 2021 Um paralelepipedo obliquo ABCD —
EFGH possui todas as arestas com comprimento a.
O plano que contém ABFE forma um angulo de 60°
com o plano que contém ABCD. O angulo do vértice E
da face ABFE é 120°. Se 6 for o angulo do vértice E do
paralelogramo contido na base superior EFGH do pa-
ralelepipedo, determine o volume do paralelepipedo
em funcado da aresta a e do angulo 6.
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BNCC em foco

g Use as informagdes a seguir para responder as questdes de1a 3.

Um joalheiro recebeu uma encomenda para trabalhar em uma pedra preciosa, cujo formato é de um octaedro regular
de aresta 3 mm, conforme a figura a seguir.

Para finalizar a lapidacdo dessa pedra, o joalheiro precisa saber qual € a razdo entre a altura AB da face do octaedro
e a diagonal AC dela. Qual € essa razao?

¥ J
a) T C) T
b) ? d) ?

A pedra serd inserida em um anel de tal forma que % do segmento CM ficara dentro do anel, como mostra a figura
a seqguir.

Nessas condicdes, ap6s a insercdo da pedra no anel, qual é a drea da pedra que ficard exposta, em mm??

a) 17V3 b) 16V3 c) 1543 d) 1443

O joalheiro encomendou um lote com 36 diamantes idénticos a essa pedra, cada uma com formato de um octaedro
regular de aresta 3 mm. No entanto, ele acredita que pode ter sido enganado pelo fornecedor, e que o material des-
sas pedras ndo seja de fato diamante.,

Ao medir a massa desse conjunto de pedras, ele obteve o valor de 11421 g. Sabendo que a densidade do diamante
esta entre 3,50 gfcm3 e 3,56 g,-’cm3 e que todas as pedras do lote sdo do mesmo material, € possivel concluir que as

pedras do lote ndo sdo diamantes? Utilize V2 = 141 e uma calculadora.
a) Nao, porgue a densidade delas esta entre 3,50 gfcm3 e 3,56 g!cmE.
b) Sim, porque a densidade delas esta entre 3,50 g,’cm3 e 3,56 g}cm3_
c) Sim, porque a densidade delas esté entre 2,40 g/cm® e 2,56 g/cm’.
d) Sim, porgue a densidade delas esta entre 4,40 g!c:‘n3 e 4,56 g;’cmg.
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Capitulo 10 — Transformacoes
trigonométricas e funcoes
trigonométricas

Revisando
1. a) Q(\@ —1)

/3 cos (95°)

9. a) S={XE[R\X=/%T,/<EZ}

k=)
%)
Il
——

Q) S:{XE[R

10. 6 solugdes.
11. 8 solugdes.

o mly[3m
12. a) s—[o,m_u[ ,wl

b) S={XEIR‘ y Ry < E+k—“,kez}

fus
2 3 6 3
) S=(ERI-1+6k<x<1+ 6k ke Z)

Exercicios propostos
C

N O A W N
W O Mm@ > O

xem‘x=g+4kwoux=37“+4kﬂ,kez}

9.

10.

.

22.

23.

24.

g 2

m O W m W > 5.

> 2

L 208

(¢

8.

b) cos 20° c) —sen20°
d) %T
m
e) >
f) ™

N4 -= === =

1+ 2 cos x
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Isen xl

1+ 3 sen 2x

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

m O » O W @™ O » O » > m O m
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40.

41.

42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

50.

51.
52.
53.
54.

22
a) 3
33
b) =
) -2
25
D
—|m 5w
3 S_{4’4
—|m .5
b) s—{3 17,3}
_ ™ 27 4 51
© S_{O’3’ 3™ 3 3}
= 3w 7m Nm 157
9 S_{s‘ 8’ 8"’ 8}
D
C
D
A
D
E
A
51
=ixeR|T <x < X
a) S {X ‘6 X 6}
2m A
= Zaox< 2
b) S {xem‘g 3}
o 3 3
= _—< x =< == S-dlLy
c S {XER|2 X 7 ou >
d) S:{XEIR‘OSXS%OU%TS

Soma: 04 + 16 = 20
A

D
E
D

Exercicios complementares

© ® N O 0k WwN

C

A

B

B

A

D

C

B
2

a) 3
7

b) 5

. a) sen(PzaQ)=%ecos

b) 90°
3

C) c
1

3) E
7

o 5

(P26Q) =

3410
10




12.

13.

32.

33.
34.
35.
36.
37
38.
39.
40.
41.
42.

43,
44,

45.

46.

47.

48.

49.
50.

> m O @ o >» > O Www OO0 00 >» 0w

Q

2 @)
<
s

o
N
3

E=10%J
D=R;Im=[4,8],P=10.

o

A=6,B=2,m=

a3

en=-T
5

a) 2,033 m

c

Fix) = ZSen(g—ExJ

D(f) = [0, 195];
Im(f) =[-2, 2],
P,=32,5.
PA = 115625000 km
Soma: 02 + 08 =10
E
R$ 50.000,00
Soma: 04 + 08 + 16 = 28
A

E
B
B
a) Demonstracdo.

b) Demonstracdo.

Soma: 01+ 04 + 08 + 16 = 29
C
A

51. a) O,g em

52.D
53.B
54. D

BNCC em foco

1. C
2.C
3.B

Capitulo 11 — Analise combinatoéria

Revisando
1
702

b 2
21

c) 165
d) n
. 60 ndmeros.

1. a)

. 504 ndmeros.

. 720 anagramas.
C

. 30 anagramas.

. 56 subconjuntos.
. 65 possibilidades.

© W g OO s W N

. 55 maneiras.

o

. 252 maneiras.

Exercicios propostos

O

© 0 N gk WD
OO0 momOoOoO > oo

_\
w
T 2

360 numeros.
60 numeros.

60 numeros.

_\
»
g 2 o

20 maneiras.
18 maneiras.

11 maneiras.

o

o o
mom
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17. E 60. D
18. E 61. A
19. C 62.B
20.D 63. D
21.B 64. B
22.C 65. a) 126 maneiras. ¢) 280 maneiras.
23. 672 modos. b) 1260 maneiras.
24.a) 720 anagramas. 66. 2250 modos.
b) 120 anagramas. 67. 15400 modos.
c) 120 anagramas. 68. 27 maneiras.
d) 720 anagramas. 69. A
e) 3600 anagramas. 70. C
25.E 71.D
26.D 72. E
27. 252 sequéncias.
28.a) 3360 anagramas. Exercicios complementares
b) 480 anagramas. 1. 8 letras.
29. E 2.C
30.B 3B
31 E 4.D
32. A 5. B
33.B 6.C
34. Soma: 01+ 02 + 08 =1 7.B
35.B 8. A
36.C 9. Soma: 04 + 08 + 16 = 28
37.C 10. a) 28 solucdes.
38. E b) 10 solugdes.
39.D nE
40. E 12. D
41. C 13. @) 729 maneiras.
42. E b) 28 maneiras.
43. E 14. D
44.C 15. B
45. A 16. D
46.D 17.D
47.a) 5040 maneiras. 18. E
b) 96 maneiras. 19.a) 224
¢) 576 maneiras. b) 1
48.a) 28 18
b) 56 20.B
¢ 70 21. C
49 E 22.a) 3 maneiras.
50. D b) 33 maneiras.
51. 12 equipes. c) 73 maneiras.
52 C 23.C
53. D 24. A
54.a) 330 grupos. 25.8B
b) 60 grupos. 26. A
c) 150 grupos. 27. A
d) 325 grupos. 28.D
55. A 29. B
56. C 30. E
57.B 3LV, R FFV
58. D 32.E
59. E 33.D
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34.
35.
36.
37
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46. Soma: 02 + 04 + 08 + 16 = 30
47.
48.
49.
50.
51
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59. Soma: 01+ 02 + 04 + 08 =15
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.

O»>» OO0 m o mw>» 0O m >

@ O O Mmoo O Mm@ mM W @

m O O O m w O

Q

385 tipos; R$ 0,50.
130 tipos.

(o))

68.
69.

>

n+1
n+2n+1
2

2

o

70.
71.
72.

w m O

BNCC em foco

1. C
2.A
3.D

Capitulo 7 — Nocoes de Estatistica

Revisando

1. C
2.B
3.A

2 O O

>

9.
10.

) 10

b) 72%

c) Md=6
a) X=19
b) Md =19
c) Mo =21
d o?=28
e) =167
E

D

Exercicios propostos

1

.C

w N
2 0O

2

X =85eMd =875
R$ 8,25

> O WO >» > mm> WO 00O Wo> 0 m

Exercicios complementares

.D

a) N=3

b) Sim, é correto.
a) 12

b) y=14

6. a) Entre 2011 e 2012.

b) Aproximadamente 8,03%.
c) Aproximadamente 13.

-5
d P= 7
7. Soma: 01 + 02 + 04 + 16 = 23
.C
9. A
10. a) X =195 Mo =16,17,18 e 22; Md = 19, a maior taxa entre marco
e abril.
31
b) 3
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1.
12.

17.
18.
19.
20.

D

L=

n=1—->9e é'/'7:2—>59

1. 2.
10° 6’ 5

1
=4—>5e —.
n e 3
Deverd cair na malha fina.

R$ 3.098,00
70 e R$ 869.400,00

77,5 km/h

C
D

BNCC em foco

1.
2.
3.

A
C
D

Capitulo 8 — Numeros complexos

Revisando

1.
2.

S={1+2i1- 2/

b)

. Z=
w=

. a)

z+w=6-—2|

Re(z) =
w=6—2iouw=—-6+2]
J2(cos45° + i -send5®) = (42, 45°) e
242(c0s135%+ i - sen135°) = (242, 135°)

9.n=3

10.

A

Exercicios propostos

1.
2.
3.
4.

D
B
E
D

336 MATEMATICA = Gabarito

m m o O » » W O MM®WOO mM>» ® > OOC>» O MO ®O >» 0O » 0 mM>P>»E M

> W O O O

>» O O 0O @ ®w O » m g >

. Soma: 02 + 16 =18

. Soma: 01+ 02 + 08 + 16 = 27



55(;2 15 GZ—%,b:%r:%,9(02+b2+r2)*40
58. B 16. Soma: 02 + 16 =18
59. D 17.E
60. C 18. D
61 C 19. A
62. B 20.C
63.D 21.C
64D 22.A
65. B 23.C
66. C 24.8) NT ] [ imad
67.D
68. a = %
69. D i
70.D |
71.B i | Re(2)
72. E |l | \
73.D [ 1] ] |
74.E i
75.D il _ J TN
76.C b) Circunferéncia.
77. A 113
78.D 9 x=
79D 25 A
30. C 26.C
27. A
Exercicios complementares 28 A
1.n=6 29.C
2.a) n=3 30. D
b) (23)100 _ (11oo’ 240%) = z, 31 ¢
3.8 lzZl=12z=(,30% 2 E
by 27+ +1=2+] 33 A
4. Soma: 01 + 04 = 05 34 7= J3+]
5. Soma: 01 + 02 = 03
6. Soma: 01 + 04 + 16 = 21 - E
2 90 4 b =11 36. 75 =12 + 16
8. a) sen[3l] = Lﬁ e -
8 2 38.D
cos[3—w] = 7“2_”5 39.B
8 2 40. B
b) n=8 M.¢
0 PK) =x®+ 256 4 b
9.z,=—2J2 +2iN2 e z, =242 — 22 43 A

10. @) Re(z) = 2elm(z) =1 44.8) 1z + il =5 +1

Dot T 0 7=(2+28)+ &,
1.5=18(243 - 3) 0 5 5
12. Circunferéncia. 45. B
13.a) S=36 46. B

b) A(0,3), B(-6, 0), C'(0, —3) e D'(6, 0) 47.E

Q i 48. B
4.a) x=0,x=2o0ux=-2 49. C

b) Izl =a* 50. E
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51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.

63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

7.
72.

73.
74.

75.

76.
77.
78.
79.

80.

z=2-201+2)i
A
V3

7 =——=

3
C

a=1,b=4ec=052
1
D

z € um ndmero real ou estd em uma circunferéncia.

D
Zero.
D

2
“#(3)-5
B
Izl = 18
lz—7-91=32
2

2

~

I+

a=0;,a=

Circunferéncia de centro (1, 1) e raio 1.
C
Demonstragdo.

B

S=1+[—1;[]n

BNCC em foco

1.
2.
3.

A
Na&o foi concluida.

A

Capitulo 10 — Conicas

Revisando

1.

6.

@ © U w

2
3
4,
5

D

2

<

2
X
- — =1
25

N
(@]
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m O O 0o O 0O >» w

3 g .
1
— T =4 —
b) y-7=%2k-9)
C
1 2 4 23
= —y2 — 2y + =22
d X=gy oyt y
b) v14]
=
L) V2, -2)
15
Flo, -1
o F2-5)
0 8y+17=0
d x-2=0
"y
A
LY
A)
54
Y
A\
3\
= .Y
\
4 \
LY
- .Y
A
A
T T T lel
_\
| N
2 Y
- 5
y
X
y
2_
1_
1] O 1| T T j4
_1_
_2_



13.
14.2x* =22 -9=0
15.

C

E

16. A

7,
2 2
1, WAy

19.
20.

21.
22.
23.
24.

C

D
a)
b)

29. a)

b)

3

V(3, 4)
F(5, 4)

1

30. Soma: 01+ 16 + 32 = 49

31

32.

L
-\ -
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35.

36.

Exercicios complementares

1. C 3.A
2.B 4.C

3
5.a) «? =3650

b) P =12,736 dias.
6. E 8.D
7.D 9.C

10.6=+2:(LNe [1, —%J

x—8° , y—6° _
o 11'T+T_1

12. Demonstragao.

2
13. Circunferéncia: x° + (y + %) =p?
NEAY
x* YT
Hipérbole: 5 — > =1
b b
CANC)
14.a) A(10, 0)
T T T T b) b= 2-\4'{5
x o 56— 47 =80

d) (0,5)e(0 -5)
15.8) (—2+45,2+45) e (~2—-4/5,2—-45)

b) N&o existem pontos de intersecao.

m=—3§\:‘§
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16.3x—y+7=0
17. A 18. C 19.D

Ty
X

20.y = —1,x#2ey=4_

2—X

21 (=1, 0)e (=1, 4); yp =2+ 2.2
22.a) (v/3,1),(=J/3,1) e (0 4).
b) v

<V

23.a=4eb=1
24.B
25.a) dP,S)=1edQ,S,)= 13

2
T +1sex €[-2, 2]
Ixl, se x & [—2,2]

26. 2p(3+ 3)
27,

34



37. @)

y
80

70
60
50
40
30
204

10

0| 10 20 30 40 50 60 70 80 x

b) 40m?3
o (16, 20)
38. A
39.E
40.

BNCC em foco

1.D
2.C
3.B

Capitulo 11 — Posicoes relativas no
espaco

Revisando

1.a) Um ponto ndo tem dimensdes, ou seja, a resposta € zero.

S 2

Uma reta tem uma Unica dimens&o.

o

Um plano tem duas dimensoes.

e

O espaco geométrico tem trés dimensoes.

x
o0 os w N
m O m O

. Paralelos e coincidentes,a N B =aoua NP = B.
Paralelos distintos, « N B = .
Secantes, obliquos ou perpendiculares,a N B =r.
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7B
8. E
9. 20° < y < 60°.
10. C

Exercicios propostos

-

O mMm W W w m

. Soma: 04 + 16 = 20

© Py a s W N

@
m > O O m m m »>» O > >

Exercicios complementares

-

. Soma: 02 + 04 + 16 = 22

© ® g o 0k w N
O > M W m g oo @ >» O >

W
T 2

Reversas e ortogonais.

o

Reversas e obliquas.

ke

Coplanares e paralelas distintas.

=
(@)
o
wn
(==}
Il
wl—

15. x = 90°% y = 60° e z = 45°
16. E
17. C
18. x=\ﬁ§,y=u"gez=v"—3_0

BNCC em foco

1.C
2.B
3.B

Coplanares, concorrentes e obliquas.

Capitulo 12 —
Paralelepipedos

Revisando

1A

N o gk w N
O W O m O

2

10 cm

20 cm 20 cm

b) 1600 cm?
c) 4000 cm? = 4 litros
d) 30cm

B
9.D
10. C

Exercicios propostos

m

© ® 9 O 0k W N

> O 0 ®W» > W OMmMmM>>»O ®>MOM?>>

Exercicios complementares
.D

@ gk~ W N
w O O WO

7.D

8. Soma: 01+ 02 +16 =19
9. A
10. Soma: 02 + 04 = 06

"

1. a) % =1 2“%
b) M = 50cm?

12.C

13.C

14. B

15. C

16. C

17.a) 1042 cm X 842 cm X 4+/2 cm
b) Sc=64cm?
0 V=0642 L

18. E

19.C

20.a) Vg = 4842 cm®

a)
b) CD =6+10 cm

BNCC em foco

1.C
2.D
3.B

Capitulo 13 — Poliedros

Revisando
E

piramide = 24@ Cm3

© 0 Ny O AW N

D
B
B
A
C
\Y
B
C
L

S

Exercicios propostos

-

© 0 g o 0k w N

O > U > M W U 0O > O W W g m
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15. Soma: 01 + 02 = 03

N
W W O W U O w O m w

26. 400 cm®

27.B

28. A

29.C

30. B

31. cos(ACB) = cosa - COsfP
32.C

33. Soma: 02 + 08 =10
34.D

I
®

w
xm O > > O > mw m =

44. Soma: 01 + 08 = 09

a1
> m O O O W o w >» O m o O O

MN = 642 cm
A =1443 cm?
PN =12 cm

V =288 cm®

o
©
2

a o

(2]
o
m
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Exercicios complementares

1.
2.

21
22.

23.
24.
25.
26.
27.
28.

29.
30.

31.
32.

o oo~ ow

A
a) A = (164 + 24+2)d?
b) V =204d
B
D
E
. O volume é 840 m® e a &rea total é
756 m?.
k=16
B
D

9 vértices e 16 arestas.
2000 cm®

-
Agey = —9\43 cm’

_ 2
Aggy = 9 cm

9\1'5 3

V, cm

piramide 2

Atat = 1643 m?

Apgp =3
Vtetraedro =4
Agpg = 61
12461
61
v _ {3send

tetraedro 6

AQ =

PQ= = - \."IZ —cos’0

Nl Nl

MP = = - /5+ 4cos 6

.48 cm®

20.

Soma: 02 + 08 + 16 = 26

a

(o)}

[0}]

O o W » >» T 2 T 2

T 2

W > O >

400 cm?
360 cm?
EG=547m
7

400 c¢m?®
560 cm?

33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

> O U m @™ >

2

3cm,4cmeb5cm.

V =60 cm’e Ay, =94 cm

L=

total

40.8) A = 2(5+ 10+ 20 +50) u.a.

2

total

L=

V =10 unidades de volume
41.
42.
43.
44,
45.

> > W m

vértices.

=~ 0

46.

47,
48,
49,
50.
51.
52.
53. A

54 R=§72(3J3 -5) - V2

55. A

56. Atera = 2X° - sen 2B - (1 + cosa)
57.C

UUOUUU‘I|
N

> %

58. 6=2" arcsen%

59./’7=%ou h=9 ouh=

3
60. V= 3% - senf

BNCC em foco

1.D
2.A
3.C



