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Georg Canfor nasceu na Rissia
e viveu grande parte da sua vida na
Alemanha. Cantor & considerado um 3
dos fundadores da moderna Teoria |
dos Conjuntos e um dos célebres
|6gicos e matemdticos do século XX.
Com a*Teoria dos Conjuntos, foda a *
matemdtica sofreu grande transforma-

¢do e uma precis@o tedrica gigantesca.

Todas as operacaes existentes da l6gica foram re-
presentadas por meio das relagdes e operagdes entre os
conjuntos. Observe a seguir essas relacdes e operacoes
na forma de diagramas e na forma simbdlica:

Relacdo de inclusdo

AcB & (¥x)(xe A xeB)

Unidgo

AUB {xEAuB|xEAvxEB}

RO SRR
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Conceitos basicos
Nocdo intuitiva de conjunto

Conjunto ¢ um conceito primitivo, portanto nio possui
defini¢do formal. Entretanto, isso ndo impede uma explicagio
com mais detalhes. Segundo Georg Cantor: “chama-se conjun-
fo todo agrupamento de objetos bem definidos e discerniveis,
de nossa compreensio e percepcio, chamados de elementos do
conjunto”.

Intersecdo

AnB={xe AnB|xeAaxeB}

Diferenca

A-B={xeA-B|xeAaxeB}

Complementar

I}

EBA =A-B

Diferenca simétrica

AAB={xe AAB|xeA v x B}

Fig. 1 Relagdo entre conjuntos.

[ -
Representacoes de um conjunto
Ha basicamente trés maneiras de apresentar um conjunto:

Enumeracdo ov Listagem
Os elementos sdo todos enumerados entre chaves e separa-
dos por ponto ¢ virgula. Observe os exemplos:
A=11:2:3:5e B={a:b;c}

Metodo da compreensdo

(s elementos sdo selecionados em um conjunto mais am-
plo, chamado universo (U), mediante uma propriedade caracte-
ristica. Por exemplo:

Conjunto universo: nimeros inteiros

Propriedade caracteristica: 1 £x <5

Resultado: A= {1:2:3: 4. 5}

Método da compreensdo: A= {xeZ| 1 =x £ 5}

Observe, atentamente, que 0 método da compreenséo possui
duas partes: a primeira identifica o conjunto universo e a segunda
seleciona os elementos mediante a propriedade caracteristica.

A = {Conjunto universo de x / propriedade caracteris-
fica de x}

Diagrama de Venn-Evler

I basicamente uma listagem em que os elementos ficam den-
tro de uma linha fechada. Utiliza-se muito esse tipo de represen-
tagdo por causa da facilidade de raciocinio e interpretagio. Os
conjuntos A= {1; 2; 3;4; 5} e B= {a; b; ¢} podem ser represen-
tados como:

Fig. 2 Diagramas de Venn-Euler.

Relaciio de pertinéncia

Um objeto pode ser ou ndo elemento de um conjunto. Para
indicar que ele ¢ elemenio, utiliza-se o simbolo & (pertence);
caso contrario, o simbolo & (ndo pertence).

Exemplo 1

A={1:2; {3}: 4}
Tlemos: 1 e A

Exemplo 2
B={{2}:1:2;{3}:4}
Temos: 2eB

g A 2t B
13te A 3gB
13 e B

Nos dois exemplos apresentados, alguns itens ndo causam
problemas, como | € A e 2 € B; entretanto, poderiam causar
problemas os casos em que ¢ analisado um elemento (que tam-
bém ¢ um conjunto) como {3}, que ¢ elemento de A ¢ B.

A TENCAO!

O conceito de elemento é relativo.
Um conjunto pode ser elemento de outro conjunto.

Georg F. L. P. Cantor (1845-1918) nasceu em 5. Petersburgo, mas passou quase toda a vida na Alermanha O fruto de seu longo trobalho & dos incriveis

resultados obtidos transformou a teoria dos conjuntos em uma discipling completamente deservolvida. O simbolo | significa “tal que®.

John Venn (1834-1%923) inventou uma maneira de representar os conjuntos por meio de diosgramas



Conjuntos especiais

Conjunto vazio

E aquele que ndo possui elementos, ou seja, nenhum ele-
mento satisfaz a sua propriedade caracteristica. Simbolicamen-
te: V x & vazio,

Observe os exemplos:

A={xe N[l =<x<2},
B={xeR|x*+1=0}
Os conjuntos Ae B ndo possuem elementos satisfazendo as
propriedades apresentadas. Pode-se representa-los:

A=GouB={}
Conjunto unitario
E o conjunto no qual apenas um elemento satisfaz a pro-
priedade caracteristica. Analise os exemplos:

A=ixeN|2<x<4}seriaA= {3}
B={xe N|xéparex¢primo} seria B= {2}

Conjunto universo (U)

I o conjunto que possui todos os elementos. Simbolica-
mente, tem-s¢ ¥ x, x € U.

A necessidade da identificagio do conjunto universo ¢é
fator determinante na solugdo de uma equacio.

4

~ 2 \

n Resolva a equagio x™ — — =0, sabendo que o conjunto
g *

universo ¢ o conjunto dos numeros reais U = R.

Resolugdo:
As raizes dessa equagdo sdo:

, 4 2 2
X —— =0lx—=lx+=] =10
9 3 3

., .,
assim: x—— = floux + — =0 . x=
3 3

Se o confunito universo fosse o conjunto dos nitmeros naiu-
rais (/= N ), ndo haveria valores de x, logo, 8 = &1

A TENGAO!

O conjunto R, conjunto dos ndmeros reais, ndo possui ele-

2=_1,xe R.

mento tal que x
Um ndmero é definido como par se ele for um nimero na-
tural e o resto de sua divisdo por 2 for zero, ou seja, x € par
entao x = 2k; k é natural.

Um ndmero natural é definido como primo se, e somente

se, ele possuir dois divisores, ele prépric e a unidade.

Exemplos: {2; 3; 5; 7; 11...}

Contraexemplo: 9 nao é primo, pois, alémde 1 e 9, o nd-
mero 3 também é seu divisor.

O simbolo ¥ significa “qualquer que seja”.

No exemplo 1, nGo se esqueca do caso de fatoragdo
a’- b? = (o - b)o + b), diferenca de dois quadrados.
Somente serd possivel tirar conclusdes de uma equagdo-
-produto se ela for igual a zero. Observe:
AMB=0,A=0cuB=0 masse AB=2, A=2eB =17

Claro que nao. Havera infinitas respostas!

No¢do de subconjunto

Defini¢éio de subconjunto

Um conjunto A ¢ subconjunto de outro B se, e somente se,
todo elemento de A for também elemento de B. Em notacio
matematica, tem-se:

AcBs (Vxe A=xeb)

Quando A ¢ subconjunto de B, pode-se dizer que A esta
contido em B (A < B) ou B contém A (B o A).

Na teoria dos conjuntos, os contraexemplos sdo importan-
tes para a fixacdo do conceito.

Qual a consequéncia de A ¢ B?

Isso quer dizer que existe pelo menos um x € A, tal que
esse x 2 B.

Propriedades da inclusio

P1 AcU
Pz A c Al(reflexiva)
P3 (AcBeBcD)=(AcD) (transitiva)
P+ (A= BeB cA) < (A=B)(igualdade de conjuntos)
Ps Jc AdVA
P Se A possuin elementos, entdo o nimero de subconjuntos
de A é 2n,
A P5 ¢ intrigante! Pois como um conjunto que nio possui ele-
mentos esta contido em um outro conjunto?
A demonstragio sera pelo método da redugio ao absurdo
(método indireto).
Hipotese: & ¢ o conjunto vazio e A um conjunto qualguer:
Tese: D c A
Demonstracgdo:
Se @ ¢ A (negacgdo da tese), ou seja, existe um x € @, tal gue
x & A; essa afirmacdo de que x €J é um absurdo, pois o con-

Junto & ndo possui elementos. Logo, a negacdo da iese é falsa,

o gue leva a concluir gue & c A (c.q.d.).

A propriedade P6 pode ser demonstrada facilmente pelo
principio multiplicativo da analise combinatoria. Observe um
conjunto A com n elementos:

A={a;aa; ...a,}

Para formar um subconjunto de A, os elementos de A po-
dem ou ndo pertencer a A, ou seja, tem-se duas possibilidades
para cada elemento.



Assim
U %2 5 L, total de possibilidades: 2.2.2...2
272270 i

N VEEss
nde subconjuntos: 2"

Observe um exemplo da P6: A= {1, 2, 3}, n= 3. Subcon-
juntos de A= {1}: {2}; {3}: {1: 2} {1: 3}: {2: 3}: Ae D (de
acordo com as propriedades P2 e P5, respectivamente), perfa-
zendo assim um total de 2* = § subconjuntos.

O conjunto formado pelos subconjuntos de A é chamado de
confjunto das partes de A ou conjunio poténcia de A. Represen-
ta-se esse conjunto por P(A).

Assim:

P(A)= {6 Ar {11421 131 11 250 {10 33542 34
Analise o seguinte exemplo antes de prosseguir o seu estudo.
Considere o conjunto A = {1; 2: & {1}; 3: {1: 2}}

¢ as afirmacdes a seu respeito:

a) JeA e) {1} cA
by D cA f) {1:2}cA
c) le A g) {1:2:3je A

d) {l}eA hy {1:2:3}cA

Opera¢oes entre conjuntos
Unido
Considere dois conjuntos quaisquer A e B. Define-se o

conjunto A w B como o conjunto formado por todos elementos
de A e B. Simbolicamente, tem-se:

AuB={x|xeAoux eB}

A - B
o ':\{{ /"
— . — U
AvuB

Fig. 3 Cperagdo unido.

A TENGAC!

Esse “ou” da operag@o uniGo ndo possui o carater exclusivo,
ou seja, ndo se gquer dizer que x s& é elemento de A, ou so
de B, e sim que ele é de pelo menos um dos conjuntos.

WVocé vera mais tarde que existe uma operacio entre con-
juntos que utiliza o carater exclusivo, ou seja, o elemento deve
pertencer a um unico conjunto. Essa operagdo ¢ a diferencga si-
métrica.

Propriedades da unitio

Pi Aud =A

P2 AuU=U

P3 AU A=A(idempotente)

P&+ Au B=B u A (comutativa)

Ps Au(BuwC)=(AwB)uwC (associativa)

Capitulo 1

Intersecao
Sejam A ¢ B dois conjuntos quaisquer, define-se Am Bo
conjunto formado pelos elementos comuns a A ¢ B. Simboli-

camente:
AnB={x|xeAexeB}

~— B e — - U
AnB

Fig. 4 Operacao intersecao

Propriedades da intersecio

PL And=0

P2 AnU=A

Pi A nA=A(idempotente)

P4 A~ B=B A (comutativa)

P Amn(BnC)= (A B)nC(associativa)

A TENCAO!

Dois conjuntos A e B sac ditos disjuntos se, e somente se,
eles ndo possuem elementos comuns, ou seja, ANB = .

Diferenca

Considere os conjuntos A e B, quaisquer, define-se A-B o
conjunto formado por elementos de A, mas que ndo pertencem a
B. Simbolicamente, tem-se:

A-B={x|xeAex ¢ B}

Fig. 5 Operacgao diferenca.

Nio existe propriedade comutativa da diferenca (A-B =
B - A).

Para efetuar A — B, ndo se exige que B c A. Quando Ae B
sio disjuntos, tem-se que A= B = A, pois nenhum elemento A
pertence a B.

Complementar

Considere B subconjunto de A(B — A). Defini-se [:Ii (lé-se
complementar de B em relacdo a A) o conjunto de elementos
que faltam para B se transformar em A, ou seja, A — B. Portanto:

B
A= A — B
Pode-se representar [ =U-A=A.




Propriedades do complementar

PL =U
P2 U=
B A=A

Pt SexeA=xegA
Sexe A= xgA

P5 Teoremas de De Morgan
AUB=ANB
AnB=A UB

P& Contrapositiva
AcBeBcA

Demonstracdo:
SE‘jﬂ.tEE:}IEB:‘uxEA:x e A.
Logo, Bc A
SE‘jﬂ.tEA:bIEE:‘uxEE:%xEB.
logo, A C B.

Essa propriedade sera de grande importdncia para demonstra-
¢ies e defini¢des futuras.

Exercicios resolvidos

n Dados os conjuntos: A= {a;b: c;:d}, B={b:d: e} e 0 con-
junto universo U= {a;b;c:;d; e}, calcule: AUuB: BmA;B-A;
A-B: [:i; Be AnB

Resolugdo:
AvuB={a; b c d: e}
BnrA=b d}
B-A=/e}
A-B={a; ¢}

[f1 = ndo existe, pois B @ A
B=(} =U-B={a;c}
ANB =" =U—(ANB) = {a; c; e}

B Em uma universidade sdo lidos apenas dois jornais X ¢
Y. Oitenta por cento dos alunos da universidade leem o jomal
X e 60% o jornal Y. Sabendo que todo aluno ¢ leitor de pelo
menos um dos dois jornais, qual a porcentagem de alunos que
leem ambos?

Resolugdo:
Esse tipo de problema pode ser resolvido facilmente com dia-
gramas, observe:

Seja a o valor da porcentagem dos alunos que leem ambos os jor-
nais. O diagrama mostra-nos também gue (80% — a) representa a
porcentagem dos alunos que leem somenie o jornal X, e (60% —a)
somente o jornal Y.

A soma das porcentagens tem de dar 100%; logo:

(80% —a) +a + (60% —a) = 100%. Assim, a = 40%.

A TENGAO!

Quando na operagao do complementar nao se identificar o
conjunto A ([:i ), o operagdo serd feita em relagdo o con-
junto universo.

Outras representagdes de [:BA: B, B e Bc. Nao confunda
disjuntos com conjuntos distintos. Observe o exemplo:
A={1;2;3;4}eB={1;2;5;6}AnB={1;2}2JeAzBe
BeA= A=zB.

Propriedade distribufiva
Pode-se combinar as operacdes de uniio e intersecio, ou
seja, fazer a sua distribuicio.

P AM(BuO=(AnB)u(An(O)
P2 AUBNnO=(AuB)n(Au()

A\ TENCAO!

Teorema importante para a simplificogfio de expressées en-

volvendo conjuntos. A— B = A N B Demonstracgo:
A-B={x|xeAexeB}=
={x|xeAexeB}=AnB (cqgd)

Essas propriedades sdo uteis para a simplificagio de ex-
pressoes complicadas entre conjuntos. Observe os exemplos:

Exercicios resolvidos

n Simplifique as expressoes:
a) (AUB)A(AUB)

b) (AUB)N(AUB)

Resolugdo:
a) [(Auﬂ)nﬁ]u[mua;ng]=

=[AnB)urdn A)]UB=
= }Enﬁ)u@]uhrﬁnﬂ;uh B
b) [

B

AUE}I"\E]U[{AU E)ﬁﬁ]:
:fﬁnﬁ)ufﬁn A)]u[fﬁn AJU(BA E;] =

- :(Enﬁ;]u[ﬁufﬁm,ﬂ]=(Emﬁ)uﬁ=E




{1 Simplifique as expressdes:

a) (AuB)-B
b) (A-B)UB
Resolvgao:

a) {AuBJ—B:{AuBJmE:
(BAB)U(BAA)=BU(BNA)=
ANB=A-B

b) (AAB)UB=(BUB)A(BUA)=
UnfBud)=AuB

n Demonstre a propriedade A = B=A- (A B).

Resolugdo:
A—(AnB)=An(AnB)=AnAUB)=
={AHEJU{AHEJ=@U{AHEJ=AHE= A-B

Diferenca simétrica

A diferencga simétrica entre os conjuntos A ¢ B é um tercei-
ro conjunto que possui elementos que pertencam a um unico
conjunto. Simbolicamente, AAB =(A - B)uw (B -A).

Fig. 6 Operagao diferenga simétrica.

Observe o exemplo:

n Sejam A= {1:2: 3: 4} ¢ B= {3: 5: 8}, obtenha o conjun-
to AAB.

Resolugao:
AAB=(A-B)U(B-A)=
f1:2; 405 8)={1;2: 4; 5; 8}

Nomero de elementos de um conjunto
Para representar a quantidade de elementos de um conjunto
X, utiliza-se a notacdo n(X).
Pelos diagramas de Venn-Euler, pode-se observar que:
nf(Av B)=n(A)+n(B)-n(AnB)

Capitulo 1

Resolu¢do:

nfA o B) =140, n(B) =60 e nfA "B) =40
Utilizando o resultado apresentado, tem-se:
nfA wB)=n({d) + n(B)=niAnB) ..

140 = nfd) + 60 =40 .. n(4) = 120

O time A tem 120 torcedores.

n Conhecendo as propriedades distributivas da unido e
intersegiio e n(A v B) = n(A) + n(B) — n(A m B), obtenha
nAvwBuC).

Resolugdo:

nAVBUC )=nffAuB)uC]=
=n(AUB)+n(C)-—nf{AUB)NCJ=
=nfA)+n(B)—n(AnB )+n(C)—
nf(BNC)lufAnC)] =
=n(A)+nfB)+n(C)—nfAB)-

fnf BAC)+n(ANC)—n[(BNAC)n(ANC)]] =
=nf(A)+n(B)+n(C)—nfAnB)—n(BNC)-
wANC )+ AnBNC)

Conjuntos numeéricos

Qassificacdo numérica
Observe os conjuntos numéricos e, depois, a composicio
entre eles pelo diagrama de Venn-Euler.
Naturais:
N=10;1:2:3..}
N*¥={1:2:3...}

Inteiros:
£=1.-2:-1:0;1:2...}
Z ={0;1;2;3...}
Z_=1{.-3:-2;-1;0}

Racionais:

Q={x|x=g;nEchEZ'}

I'= conjunto dos irracionais, cujos elementos ndo podem ser
colocados em forma de fracdo.
[R= conjunto dos nimeros reais, ¢ talque R=0Q v L

NecZcQcR
R

iy
E'{

ﬂ Em uma rua, 140 pessoas torcem pelos times A ou B.
Quantas pessoas torcem somente pelo time A, se B tem 60 tor-
cedores e A e B possuem 40 torcedores?

Fig. 7 Relagdo entre os conjuntos.
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Intervalos reais
Todo numero real pode ser associado a um ponto em uma
reta, chamada reta real (R). Observe:

i 'r
Vi 0 X
xe R:x=0

veR:y<0

~ 5

Sex € N, tal que 1 <x <3, 0 Unico representante ¢ x = 2.
Mas, se x € R, tem-se infinitos valores de x. A representagio na
reta real ¢ mais pratica. Observe:

[ 9 ou [1; 3]

1 3

O ] ou 11; 3]

1 3

O O ou 11:3(

1 3

® - ou [1; + oo

1

- O ou ]-e=; 3[
3

Fig & Representacdo de intervalos na reta real.

A representacio grafica sera muito util na resolugio de
equagdes ¢ inequagdes, em que a unido ¢ a intersecdo de inter-
valos sdo operagdes frequentes.

Exercicios resolvidos

© 1] Obtenha [-2: 4] N]-1; 5[

Resolvgdo:
. i .
2 4
o i o
-1 5
Resultado & e=/-1.4]
-1 4

"Il Obtenha [-2;3[U[1;4]

Resolugdo:
-2 * J==smmaaakaa.
| 3
i ! %4
Resultado e o=[-2:4]
-2 4

A TENGAO!

O conjunto N, conjunto dos nimeros naturais, indica a ideia
de quantidade (= {0; 1; 2; 3...}).

O conjunto Q, conjunto dos racionais, & formado pelos nd-
meros que podem ser colocados na forma de fragéo.

O intervalo real é aberto ou fechado dependendo da posi-
¢ao do colchete, observe: [0, fechado em a; |o, aberto em a.
Cuidado! Vocé saobe diferenciar as seguintes notacdes:

(2,5); {2,5}; [2,5]%

Representacoes no plano cartesiano

Par ordenado

E um conjunto que possui dois elementos, no qual a or-
dem ¢ levada em consideragio. Observe que, na representagio
anftiga, era indiferente indicar {1; 2} ou {2; 1}. Com o conceito
de par ordenado, (1; 2) = (2; 1), ou seja, (a; b) =(c: d) se, e
somente se,a=ceb=d.

Existem basicamente duas representagdes geometricas dos
pares ordenados. Observe os exemplos para o par (2; 5):

B 3
§—f------- .

Fig. 9 Plano cartesiano.




Fig 10 Diagrama de flechas.

Produto cartesiano
Define-se produto cartesiano do conjunto A por
B o conjunto formado por todos os pares ordenados
(x: v), tal que x € A ey e B. Simbolicamente:
AxB={x:y)|xe Aey e B}

Exercicio resolvido

0] SejaA={1;2;3}eB={2;5},obtenhaAxBeBx B.

Resolugdo:
AxB=[(1:2);(1:5):(2:2);(2:5);(3:2);(3:5))
BxB=[(2:2):(2:5);(5:2);(5:5)}

A\ TENCAO!

A x B, |é-se: A cartesiano B.

Propriedades do produto cartesiano

Pr Axd=0

P2 AxBBxA(A=B=z()

P3 Se A possui m elementos ¢ B possui n elementos, entdo
A x B possui m - n elementos.

P4 R x R =R?(plano cartesiano completo).

Capitulo 1

Exercicios resolvidos

m Dados os intervalos reais [2; 5] e [1: 3], obtenha
[2: 5] x [1: 3],

Resolugdo:
Nido ¢ possivel representar esse produto cartesiano pelo método
da listagem, pois existem infinitos niimeros reais nesses interva-
los. A wnica maneira de representar a resposta € graficamente.
B

01 Obtenha ]2; 5] x ]1; 3]

Resolugdo:
Semelhante ao exemplo anterior, mas com o deialhe de que al-
guns intervalos sdo abertos. Algumas fronteiras sdo tracejadas.

B

Revisando

“ Dados os conjuntos U = {a; b;c;d; e; f; g}, A={a; b; ¢c; d; e}, B={a;c;e; g} e C = {b; e; f; g}, resolva as seguintes operagdes

considerando U o conjunto universo.
a) AucC

b) BnA
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c) C-B fy A-C

n Sendo A ={2; {0}; 0; {0; 6}}, coloque V para verdadeiro e F para falso a respeito das seguintes afirmacdes.

2eA 0eA D eA [0;6) A
2} A [2;0} e A BeA
[0} e A [0; {0} e A {6} ¢ A

n Sendo A ={2; {2}; 0; {0 ; 5}} coloque V para verdadeiro e F para falso a respeito das seguintes afirmacgdes.

5eA [{2)}c A [{0}} c A [0;5) A
{2} eA DeA [0;5)c A
2} c A [0} c A 0} A

n Em um colegio, verificou-se que 120 alunos nao tém pai professor; 130 alunos nao tém mae professora e 5 tém pai e mae

professores. Qual o numero de alunos do colegio, sabendo-se que 55 alunos possuem pelo menos um dos pais professor e que nao
existern alunos irmaos?

n Dados os conjuntos A =[2; 3] w {4} e B=[1; 2], obtenha o grafico cartesiando de A= B.




Capitulo 1

Exercicios propostos

Pertinéncia e inclusto

“ Complete as sentengas a seguir de forma a torna-las ver-
dadeiras, utilize os simbolos €, ¢, —, @, > ou ndo contém.

a) 5___ _{2,3,4,56,7)

b) {7.9}____{1,2,3,4,5,86,..}
c) @____8

d .71 {5

e) 7¢{56,____ 809)

Problemas envolvendo a nociio de pertinéndia e indusdo

n Considere as seguintes afirmacgdes sobre o conjunto
U={0;1;2;3;4;5;6;7;8e 9}

. @elUen(U)=10

Il. @cUen(U)=10

ll. 5eUe{5}cU

IM {0;1;2;5)~{5}=5

Pode-se dizer, entdo, que é(sao) verdadeira(s):

apenas | e lll. apenas I\
apenas lle IV todas as afirmacoes.
apenas Il e Il

n Seja oconjunto S={reQ:r=0e r?< 2}, sobre o qual sdo
feitas as seguintes afirmacoes.
5

I 2cseles
a 3

II. {xeR:0<x</2}nS=0@
. J2es

Pode-se dizer, entao, que é(sao) verdadeira(s) apenas:
lell l.
lelll Il
e lllL

Operacoes entre conjuntos

n Se A={2;3;4;5}e B ={1; 3;5; 7}, quais afirmacgdes sao

verdadeiras?
A-B={1;2,4;7}
B-A={2;4}

A-B-={4;2)
B-A={1;2;4;7)

B Dados os conjuntos A = {3; 6; 9; 12; 15} e B = {5; 10; 15;
20; 25; 30}, pode-se afirmar que:
A é subconjunto de B.
B é subconjunto de A.
A e B sao disjuntos.

a intersecao nao e vazia.
A-B=@.

“ Dados os conjuntos A=1{2;3;5;7;8,B=1{1;3;8;9} e
C ={2; 4; 8; 10}, determine:
AUBAnBA-C,(AuB nCe(AnBnNC)

BB sendo A={xeNl12-2x<0}e
B={xefl6x +5=7x—-5}, calcule AnB

BN seanB={1;:2,BAC={2:3,AUuB={1:2;3: 4} e
Bu C={1;2;3;5}, obtenha An C.

BN sendoA={0;1;2;-1;: -2} e B = {~1; 2; 3; 4; 5}, determine
(B—A)uU (A-B).

BN seA={1;2;3; (1)} e B={1;2; {3})}, determine A— B.

m Assinale a alternativa falsa.

Z,uZ_=2 Z_AN={0)
NN ZnQz0
ZUQ=R

Problemas envolvendo o diagrama de Venn-Euler

m A parte hachurada no diagrama representa:

"
AuC)—-B (AnC)uB
BnNC)-A (AnC)-B
(AnB)-C

BEY FGV A parte assinalada no diagrama representa:

A B
S C
(BuCjuC A—-(Bu(C)
BuC) A—(AnBnC)
CnBnA
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Cardinalidade de conjunto

m De um total de 800 rapazes, 500 gostam de futebol, 200
de cinema e 130 gostam dos dois. Quantos nao gostam nem de
futebol, nem de cinema?

B FGV Numa universidade com n alunos, 80 estudam Fisi-
ca, 90 Biologia, 55 Quimica, 32 Biologia e Fisica, 23 Quimica e
Fisica, 16 Biologia e Quimica e 8 estudam nas trés faculdades,
quantos alunos estao matriculados na universidade?

m UFP Foi realizada uma pesquisa para avaliar o consumo
de trés produtos designados por A, B, C. Todas as pessoas con-
sultadas responderam a pesquisa e os resultados estao indica-
dos no quadro a seguir.

Nuamero de

Produto

consumidores
A 25

B 36
C 20
AeB 5]
4
5
0
5

AeC
BeC
ABeC
Menhum dos produtos

Observagéo: o consumidor de dois produtos esta incluido também
como consumidor de cada um desses dois produtos. Com base
nesses dados, calcule o nimero total de pesscas consultadas.

PUC Em uma empresa, 60% dos funcionarios leem a re-
vista A, 80% leem a revista B, e todo funcionario & leitor de pelo
menos uma dessas revistas. O percentual de funcionarios que
leem as duas revistas é:

20% B0% 140%:

40% 75%

BLJ Unirio um engenheiro, ao fazer o levantamento do quadro
de pessoal de uma fabrica, obteve os seguintes dados:
v 28% dos funcionarios sao mulheres:

s % dos homens sao menores de idade;

v 85% dos funcionarios sao maiores de idade.

Qual e a porcentagem dos menores de idade que sdo mulheres?
30% 25% 20%
28% 23%

Par ordenado e produto cartesiano

m Dados A={-1,0,1} e B ={-2, 2}, determine os conjuntos
A x B e B x A e represente geometricamente.

BTN sendo (x +2, 2y — 4) = (8x, 3y — 10), determine o valor
dexedey

B Dado Ax B ={(1,0); (1,1); (1,2)}, determine os conjuntos
AeB

m Sejam os conjuntos A e B, tais que
AxB={-1;0);(2; 0); (-1:2); (2; 2); (—1; 3); (2; 3)}. O numero de
elementos do conjunto A B é:

0 2 4

1 3

FEN sen(a)=3en(B) = 2, entdo [n(A x B)]"AB) &, no méxi-

mo, igual a:
1 12 36
B 18

Algebra dos conjuntos

m FGV Denotando-se por x' o complemento de um conjun-
to qualguer x, entdo, quaisquer que sejam P e Q, o conjunto
[P"u (P Q)] éigual a:
PPnQ
PuQ

PnQ ]
PPUQ

m Vunesp Numa classe de 30 alunos, 16 alunos gostam de
Matematica e 20 de Histdria. O ndmero de alunos dessa classe
que gostam de Matematica e de Historia é:

no minimo 6.

exatamente 18.

exatamente 16.
exatamente 10.
no maximo 6.

m Fuvest Depois de n dias de férias, um estudante observa
que:
19) choveu 7 vezes, de manha ou a tarde;
29 guando chove de manha nao chove a tarde;
3% houve 5 tardes sem chuva;
49) houve 6 manhas sem chuva.
Entdo n e igual a:
7 10 8
9 11

Problemas gerais

m Sejam os conjuntos:
A={xeNI3<x=<B8leB={xeRI13<x<8)
Dadas as afirmativas:
. A=B . AnB=A
Il. BcA IV A-B=0@
Concluimos que:

todas sao falsas.

todas sao verdadeiras.

apenas IV é verdadeira.

Il e IV s&o verdadeiras.
Il & a Unica falsa.

m Dados os subconjuntos de R calcule (faga o grafico):
A={xeRIl-2< x <3}

B={xeRI1=x<4}

C={xeRIx<0)}




Calcule e faga o grafico de:
a) AuB

b) AnB

c) (AnC)nB

m Represente oconjuntoBx A,emque A={1;2;3}eB=[1;2]

m FGV Em R x R, sejam (2m + n; m — 4) e (m + 1; 2n) dois
pares ordenados iguais. Entao, m" e igual a:
1
) il V2
2
0 1

m Represente na reta numerada os seguintes subconjun-
fos de R.
-3

a) A={xeﬁ|”?} b) B={xeRI2<x<5]
m Determine o numero de pares ordenados do produto car-
fesiano (AuB)x (AnB),emgque A={1;3;4}e B={2;3;4;5} e:

16 12 10

9 8

E Ufes As marcas de cerveja mais consumidas em um bar,
num certo dia, foram A, B e C. Os gargons constataram que o
consumo se deu de acordo com a tabela a seguir

A 150

B 120

c ' 80
AeB G0
AeC 40
BeC ' 20
ABeC 15
Qutras 70

a} Quantos beberam cerveja no bar, nesse dia?

b} Dentre os consumidores de A, B e C, quantos beberam
apenas duas dessas marcas?

c) Quantos ndo consumiram a cerveja C?

d) Quantos ndo consumiram a marca B nem a marca C?

m Uma amostra de 100 caixas de pilulas anticoncepcionais
fabricadas pela Nascebem S.A foi enviada para a fiscalizacao
sanitaria.

Mo teste de qualidade, 60 foram aprovadas e 40 reprovadas por
conterem pilulas de farinha. No teste de quantidade, 74 foram
aprovadas e 26 reprovadas, por conterem um numero menor de
pilulas que o especificado.

O resultado dos dois testes mostrou que 14 caixas foram re-
provadas em ambos os testes. Determine:

a) quantas caixas foram aprovadas nos dois testes?

b) quantas caixas foram aprovadas em um unico teste?

c} guantas caixas aprovadas em pelo menos um teste?

B FGV Em certo ano, ao analisar os dados dos candidatos
ao Concurso Vestibular para o Curso de Graduagao em Admi-
nistracéo, nas modalidades Administracao de Empresas e Ad-
ministracao Publica, concluiu-se que:
* 80% do numero total de candidatos optaram pela modalidade
Administracao de Empresas;
70% do numero total de candidatos eram do sexo masculino;
* 50% do numero de candidatos a modalidade Administracao
Puablica eram do sexo masculino;

* 500 mulheres optaram pela modalidade Administracao Publica
O numero de candidatos do sexo masculino a modalidade Ad-
ministragao de Empresas foi:

4.000 3.000 1.000

3.500 1.500

TS PUC Numa escola de misica, 65% das pessoas matricu-
ladas estudam teclado e as restantes estudam violao. Sabe-se
que 60% das pessoas matriculadas sdo do sexo masculino e
que as do sexo feminino que estudam violao sao apenas 5%
do total Nessas condigcdes, escolhendo-se uma matricula ao
acaso, qual e a probabilidade de ser a de uma pessoa do sexo
masculino e estudante de teclado?

2

5

3

Nl= 5
-
-

10

IEEB UEL Dos 30 candidatos ao preenchimento de 4 vagas em
certa empresa, sabe-se que 18 sao do sexo masculino, 13 sao
fumantes e ¥ sao mulheres que nao fumam. De quantos modos
podem ser selecionados 2 homens e 2 mulheres entre 0s nao
fumantes?
140 2380
945 3780

57.120

m ITA Sejam A, B e C subconjuntos de R, ndo vazios, e

A-B={peR;pesAepe B}

Dadas as igualdades:

1. (A-B)xC=(AxC)-(Bx C)

2A-B)xC=(AxB)-(Bx(C)

3 (AnB)-Az(BnA)—-B

4 A-(BNnC)=(A-B)u(A-C)

5(A-Bn(B-C)=(A-C)n(A-B)

Podemos garantir que:
2 e 4 sao verdadeiras.
1 e 5 530 verdadeiras.
3 e 4 sao verdadeiras.

1 e 4 sdo verdadeiras.
1 e 3 sao verdadeiras.

LN UFRN se A, B e C sao conjuntos tais que:
n(A-(BwC))=15

niB - (AwC))=20

n(C — (A w B)) =35

nAuBuwC)=120

determine o numero de elementos do conjunto
AnB)uAnC)u(BnC)



TEXTOS COMPLEMENTARES

Teoria dos conjuntos

O raciocinio légico é formado por sentencas que afirmam
fatos. Esses fatos podem ser verdadeiros ou falsos (V ou F).

Para formarmos novas sentengas, temos de utilizar operado-
res logicos e regras de sintaxe.

Observe a lista dos operadores l6gicos e os seus respectivos
simbolos:

s I - R P
b) ou (no sentido inclusive) .....cccooviviiiiii W
ot 1+ < T
d) Se........entdo (implicagdo) ......ccccccceece. =
e Se e somente se (bi-implicag@o) ........c........ &
f) Para algum (existe) .....ccooooovvviiiiiiieiiieene 3
g) Paratodo ... Y

O papel do teoria dos conjuntos é representar essas ideias.
leia alguns exemplos:

1. Considere o conjunto A = {x | x possui a propriedade p}.
Para aqueles elementos que nio possuem a propriedade p,
ou seja, que negam esse fato, temos o seguinte conjunto:
B = {x | x néio possui a propriedade p}.

Esse conjunto B é o complementar de A, ou seja, (B = A),

Nocoes de logica matematica

2. Sejam A e B conjuntos, tais que A B, ou seja, todos os
elementos de A também sio elementos de B. Podemos
entender que todo elemento que possui a propriedade de
A também tem a propriedade de B. Simbolicamente: se x
e A, entéio x € B ou x possui a propriedade de A — x possui
a propriedade de B.

* A c B significa entdo que: se x & um elemento que possui
a propriedade A, entd@o x é um elemento que possui a
propriedade B.

* Ter a propriedade de A acarreta ter a propriedade de B.

* Ter a propriedade de A é condicéio suficiente para ter a
propriedade de B.

* Ter a propriedade de B é condigfio necesséria para quem

tem a propriedade de A

(propriedade de A) < (propriedade de B).

3. Osconjuntos Ae B sao iguais quando A cB e B c A Ulilizan-
do a ideia do item 2, temos que possuir a propriedade de A é
condigfio necessdria e suficiente para ter a propriedade de B.
x possui a propriedade de A < x possui a propriedade de B.

Entenda-se raciocinio como uma modalidade especial do ato
de pensar, ou seja, de obter conclusdes.

Chamamos de propesicéo toda eracio afirmativa que pode
ser classificada como verdadeira ou falsa. As proposicées séo
constituidas da seguinte maneira:

1% Aoracio possui sujeito e predicado.

2%  Séo ofirmativas.

3°) Principio do terceiro excluido: toda proposiciio possui um
dos dois valores légicos: verdadeira (V) ou falsa (F) excluindo
qualquer outra possibilidade. As proposicdes podem ser clas-
sificadas como simples ou compostas.

Sdo exemplos de propesicdes simples:

a) 2 é um ndmero par

b) 5 =2

¢) o retdngulo é um quadrado.

d) a Lua é maior que a Terra.

As proposiches compostas podem ser construidas a partir do
uso de conectivos.

- nao

W ou

A €

- % ...entao

= = e somente se

Séo exemplos de proposicoes compostas:

a) Kant nasceu em 1724 e Newton morreu em 1727.
b) Maria toca piano ou Pedro toma banho.

c) José é eleitor se, e somente se, vota.

d) Se Jodo é paulista, entdo é brasileiro.

Sabemos que as proposicoes assumem valores V ou E De-
vemos ter um critério para associar esses valores ds proposicoes
simples e compostas. Por meio das chamadas tabelas-verdades,
organizamos esses procedimentos.

Observe as seguintes tabelas-verdades:

F vV vV vV VvV
F vV F F Vv F F
F V F F V | F
v v v . | F F F F F |V
v  F Vv
F Vv v vV vV
F F F VvV F F
F Vv v
F F Vv



Capitulo 1

Dizemos que duas proposicdes sGo equivalentes quando pos- b) Construir a tabela-verdade da propoesigio [~(p — g)] v g
suem as tabelas-verdades iguais.
Exemplos: l | J |
a) palgviepagvipar v v v F v
Vamos construir as duas tabelas-verdades e comparar v F F v v
F A W F v
vV oV VvV vV vV vV v F F v F F
Vv V F V v vV F v d ~pvge~pa~q
Vv F VvV V v F v v
F V. VvV VvV F F F F
vV F F F F F F F v \ \ F F F F
F V F VvV F F F F v F v F F v F
F F V VvV F F F F F v v F v F F
F F F F F F F F F F F v v v v
T colunas iguais T T colunas iguais T

" Sejamp, qe rirés proposicées, tais que p é verdadeira, | Anegacéo da proposicéo X € (A U B) é:

q é falsa e r é verdadeira. Considere as proposicdes compos- (@) X &(AnB) (d) XeAouXeB
tas a seguir e indique o valor verdade de cada uma delas. (b) XeAouXeB ) XeAeXeB
al p—q c) pv~dvg € p—(g—p (c) XeAeXeB

b) q—r d) per e —q

"1 Construa a tabela-verdade das seguintes proposicoes.
11 Sejom p e q duas proposicdes, a negacéio de p A g a) ~pvag ar

equivale a: b) (pag)—r
(a) ~pv ~qg (€ ~pvqg (e) pA—~qg c) [~pvagl—r
(b) ~pA~q (d ~pagq

RESUMINDO

Ateoria dos conjuntos possui como conceitos primitives a nogao de conjunto, elemento e relagéo de pertinéncia.
AcB& (VWx,xe A —>xeB)
Um conjunto finito com n elementos possui 2" subconjuntos.

ATENCAO @ c A; VA
AUB={x|xe A ou x e B}
AnB={x|xe A e xeB}
A_B={x|xEAexEB}
A-B=AnNB

B QUER SABER MAIS?

E SITES

= Biografia de Georg Cantor
<www.matematiques.com. br/conteudo. php?id=41>.
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Exercicios complementares

Pertinéncia e inclusto

BB UFF Dado o conjunto P= {{0},0, @, {@}}, considere as
afirmativas:

L {0}eP
. {0}cP
M. GeP

Com relacdio a essas afirmativas, conclui-se que:
todas sdo verdadeiras.
apenas a | ¢ verdadeira.
apenas a 1l ¢ verdadeira.
apenas a 111 ¢ verdadeira.
todas sdo falsas.

n Determine todos os subconjuntos do conjunto x = {0, 5, 10}.

BEN scia Ho conjunto {n eR |2 <n <40, n é maltiplo de 3.
O numero de elementos de H é:
12 7 6

14 13

n Se um conjunto Z tem apenas 32 subconjuntos, quantos
clementos tem esse conjunto 27

n Considere o conjunto A= {{2:6}:0; {0}: &}, Quais das
scguintes sentengas sio verdadeiras?

2eA beA

BeA G cA

16} €A 10} cA
i2;6)c A 112; 611 c A
12: 06} c A

n Sendo A= {LJ;a; (b}} com {b} #a #b # J, entio:

{&; b} cA ta;b} c A
Db} CA t{a}; (b} C A
1D jaj cA

Operacoes entre conjuntos

nDadas 0s conjuntos A = {l1: 2; 3: =1},
B=1{-1:2:0;1} e C={0; 2; 3;: 4}, determine:

a) AnB e) AnBnC

by A-B f) (AnB)-C

c) B=-A g) AuB

d AnC hy Am(B=-0)

BB FGV Dados os conjuntos A = fa; b; ¢ dl,
B={b:c:d; e}, C= {a; c: f}, determine:
[(A-B)u(B-C)u(AnB)n[(AnC)u(B nAN Q)]

ﬂ Matematica

KB scndoA={xeN|x<3}eB={yeN|T<y< 12},
determine (nomeando cada um de seus elementos e colocando-
-0s entre chaves):

a) A d) AuB
by B ¢) A-B
c) AmnB

m Dados os conjuntos: A = {a; b: ¢}, B = {b;c; d} e
C={a;c:d; e},o conjunto (A-C)u(C-B)u(AnBnN(C)é:

1a;brcie} tb: d; e}
larcre} tb:c: d: e}
A

EIB scndoA={5,7,91,B={0,9,10,90',C= {7,8,9, 10},
D=1{9,10} e E={5,7,10,90}, determine:
a) AuB c) DuUE
by AuBuD dy CubD

m PUC Considere os seguintes subconjuntos de nimeros
naturais:

N=1{0,1,2,34, ..}

P={xeN|6 =x<20}

A={xe P|x¢par}

B={xe P|x¢divisorde 48}

C={xe P|x¢maltiplode 5}

O numero de elementos do conjunto (A—-B) m C é:

2 5
3 )
4

m UFSM Dados os conjuntos:

A={xeN|xéimpar},

B=ixeZ|-2<x<9}c¢

C={xeR|xz=5},

o produto dos elementos que formam o conjunto (A B) - C

¢igual a:
1 35
3 105
15

BB UFBA Considerando-se os conjuntos:
A={xeN,x<4},
B={xeZ2x+3=7),
C={xeR,x¥*+5x+6=0},

¢ verdade que:

AUuB=A

AnC=1{23}

A-B=1{0,1,3}

AuC=R

BrnCcA

CuA=Z"
Soma =



B scndoA=12,3,4,59}, B=12,3,7,8,10} ¢
C=1{2,3,4}, faca o diagrama das reunides a seguir, hachuran-
do as regides correspondentes:

a) AuB

by AuC

B PUC Considerando = f0; 1; 2: 3...} e, ainda,

A={KEN|ﬁ=ﬂ;nEN},B= IXx eN|3x +4 < 2x + 9},
X

podemos afirmar que:
A v B tem 8 elementos.

AuB=A.

AnB=A

A M B possui 4 elementos.
n.d.a.

UFSM Dados os conjuntos:
A={xeN|x¢impar},
B={xeZ|-2<x<9}e¢

C=ixeR|x=5},

o produto dos elementos que formam o conjunto
(AnB)-C¢igual a:

1 30
3 105
15

m Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das
seguintes afirmagoes.

NcQ, Q, >N
3

_EQ+ ﬁCN
5 . 4
NuQ =0,

m Sendo A=[2; 7] e B=[-3: 5], indicar a sentenca falsa.
AuB=[-3:7]
AnB=[2:5]
A-B=[5;7]
B-A=[-3:2[
n.d.a.

Par ordenado e produto cartesiano
m Classifique em V ou F.

£ZaR
Z+cR®

Z+AR=0Q
R,UR. =R’

m Complete as sentencas a seguir, de forma que as torne
todas verdadeiras:

a) {., .54vui{. 7.2 =
by 12,9, juwi._._Ti=1

¥ __3__% ﬁ!
L g! 1

1. _ _}

4,5 , 90}

m Udesc Seja A o conjunto dos naturais menores que 10 e
seja B outro conjunto, tal que Avu B=A, A B¢ o conjunto
dos pares menores que 10.

Capitulo 1

Entdo, o conjunto B é:
vazio.
AN B.
IxeN| x<10}.
1xeN | x ¢ par}.
qualquer conjunto de nimeros pares que contenha A M B.

m Uece Scja Z o conjunto dos nimeros inteiros,

I= xez:0< 2

<8}e

I={xeZ;(x=-2)=4}.
O nimero de elementos do conjunto 1 M J é:
8 10

9 11

m Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) cada uma das
scguintes afirmacdes.

SeAcB,entio AuB=A.
Se A=B.entioAuw B=.
Se2eAc2eB.entio2 g AU B,
Se5eAuB,entio5eAe 5 eB.

ScAuBuCzU enticA=zO, BzDeCx .

Problemas envolvendo o diagrama de Venn-Euler

m Dado o diagrama a seguir, apresentar por meio de hachu-
ras 0s conjuntos indicados.

C
| 'E
A
a) AnB d) C-A g) B-C)NA
by AnC ¢e) (AmnB)-C
c) A-C f) (A-B)-C

BT3 UFF Considere os conjuntos representados abaixo.

P Q
4 . 1
L] 3 L]
7
.
05 2-
Be
R

Represente, enumerando seus elementos, os conjuntos:
a) PQeR ¢c) (PuQimnR e) QMRywP

b) (PAQ)-R  d) (PUR)-P




Cardinalidade de conjunto

2B Unirio Considere trés conjuntos A, B e C, tais que:
nfA) =28 nB)=21,n(C)=20,n(AnB)=8, n(BNC)=9,
nAmnC)=4enAmnBmnC)=3. Assim sendo, o valor de
n((AvwB)nC)eé:

3 20 24

10 21

m Em uma escola de 360 alunos, onde as unicas matérias
dadas sdo Matematica e Portugués, 240 alunos estudam Mate-
matica ¢ 180 alunos estudam Portugués. O nimero de alunos

que estudam Matematica e Portugués é:
120 90 200
60 180

m Em uma industria, 120 operarios trabalham de manha,
130 trabalham a tarde, 80 trabalham a noite, 60 trabalham de
manha ¢ tarde, 50 trabalham de manha e a noite, 40 trabalham a
tarde e a noite ¢ 20 trabalham nos trés periodos. Assim:

150 operarios trabalham em 2 periodos.

ha 150 operarios na industria.

300 operarios ndo trabalham a tarde.

ha 30 operarios que trabalham so de manha.

n.d.a.

m Emuma escola de 500 alunos, 300 estudam Matematica,
190 estudam Fisica e 120 estudam ambas as matérias. Pede-se
para determinar o numero de alunos na escola que:

a) estudam Matematica, mas nio Fisica.

b) estudam Fisica, mas nio Matematica.

¢) nao estudam nem Matematica, nem Fisica.

d) estudam Matematica ou Fisica.

Par ordenado e produto cartesiano

m Sendo A = {l, 2, %} ¢ B={-1,0!, determine:

a) AxB b) n(AxA) c¢) n(BxB)
7Y UfesSc A=1{-2,3,m,8,15} ¢
B=1{3,5,n,10, 13} sdo subconjuntos de Z (numeros intei-
ros),c AmnB = {3 8, 10}, entdo:

n—-meA mn € B
n+mebB fim+n,mn} CA

m-neAubB

m Determine Ax B e Ax A, sendo:
A={l,2,-4}e B= E: 8
3
Algebra dos conjuntos
BTN Mackenzie Sc A ¢ B sio subconjuntos de U e A’ ¢ B’ seus

respectivos complementares em U, entdo (A mB)uw (AnB’)
¢ igual a:

A B A-B

B’ A

m Cesgranrio Sc A ¢ B sio conjuntos, A= (A= B) ¢ igual a:
A A-B AnB
B AUB

X 1A Scjam A ¢ B subconjuntos ndo vazios de R, ¢ consi-
dere as seguintes afirmagoes:
. (A-B)n(BuA)y =d
II. (A-B')Y =B-A
L. [(A'-B) n (B=-A)]" = A
Sobre essas afirmagdes, podemos garantir que:
apenas a afirmacio | ¢ verdadeira.
apenas a afirmacao Il ¢ verdadeira.
apenas a afirmacao I ¢ verdadeira.
todas as afirmacoes sio verdadeiras.
apenas as afirmagoes I e 11 sdo verdadeiras.

m Sejam A, B e C conjuntos quaisquer. Demonstrar as se-
guintes expressoes sem ufilizar o diagrama de Venn-Euler.

a) A-B=(AuB)-B

by A—(Bu(O)=(A-B)n(A=-0)

c) (AnB)-C=(A-0O)n(B-0)

d) (A-B)=AUB

e) (A-B)U(B-A)=(AuUB)-(ANB)
fi AcB=Au(B=-A)=B

m Sejam U um conjunto ndo vazioe Ac Ue B U, prove
que:

I. SeAn B=, entio B c A"

ILB-A*=BnA.

Problemas gerais

m Considere os intervalos A=[-1: 5[ e B=]0: 3]. Deter-
mine 0s seguintes conjuntos:

a) AuB
by A-B
c) AmnB

m Represente em linguagem simbolica os seguintes sub-

conjuntos de R.
0
*

-3

a) O

R
10
. -

R
m Fuvest Uma pesquisa de mercado sobre o consumo de
trés marcas A, B e C de um determinado produto apresentou os
seguintes resultados:

7
b) ®

A—48% AeB-18%
B-45% BeC-25%
C-50% AeC-15%

nenhuma das 3 — 5%



a) Qual ¢ a porcentagem dos entrevistados que consomem as
trés marcas A, Be C?

b) Qual ¢ a porcentagem dos entrevistados que consomem
uma ¢ apenas uma das trés marcas?

m Os conjuntos a seguir estdo apresentados por uma pro-
priedade caracteristica de seus elementos.

Nomeie cada um de seus elementos colocando-os entre chaves.
a) X={xeN|x=8}

by Y={veN|y=10}

c) Z={zeN|5=z<12}

d) W={weN"|w<5}

m Monte um conjunto A ¢ um conjunto B, sabendo-se que
Atem apenas 2 elementos, que B tem pelo menos 3 elementos
eque (A v B) cH,sendo H= {1, 3. 4.8, 16,24, 40}.

™ Mackenzie A ¢ B sio dois conjuntos, tais que A— B tem
30 elementos, A B tem 10 elementos e AU B tem 48 elemen-
tos. Entdo, o numero de elementos de B — A é:

8 12 22

10 18

Il UFF Os conjuntos S, T e P sio tais que todo elemento de
S ¢ elemento de T ou P.
Esquematize um diagrama que representa esses conjuntos.

m Mackenzie Num grupo constituido de K pessoas, das
quais 14 jogam xadrez, 40 sdo homens. Se 20% dos homens
jogam xadrez e 80% das mulheres ndo jogam xadrez, entdo o
valor de K ¢:

62 78 90

70 84

Unirio Numa pesquisa para se avaliar a leitura de trés re-
vistas “A”, “B” e “C", descobriu-se que 81 pessoas leem, pelo
menos, uma das revistas; 61 pessoas leem somente uma delas e
17 pessoas leem duas das trés revistas. Assim sendo, o nimero
de pessoas mais bem informadas dentre as 81 é:

3 12 37

5 29

m FGV Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, se ocorrer
AvuB=A, podemos afirmar que:

AcB.

iss0 nunca pode acontecer.

B ¢ um subconjunto de A.

B ¢ um conjunto unitario.

A ¢ um subconjunto de B.

LN Mackenzie Se {—1;2x+y:2:3; 1} = {2: 4 x~y; 1; 3}, entiio:
X>y X=y x> 2y
X<y X<y

m ITA Sejam E, F, G ¢ H subconjuntos ndo vazios de R.
Considere as afirmacdes:
I. SeExGcFxH,entioEcFeGcH.

II. SeExGcecFxHenioExGuUFxH=FxH.
I Se (ExG)yw(FxH)=Fx H, entdo (E x G) =(F x H).
Entao:
apenas a afirmacao (1) é verdadeira.
apenas a afirmacdo (1) ¢ verdadeira.
apenas as afirmacoes (1I) e (111) sdo verdadeiras.
apenas as afirmacdes (1) e (1) sdo verdadeiras.
todas as afirmacdes sao verdadeiras.

BEIB UFSC Determine a soma dos nimeros associados a(s)
proposi¢dofOes) verdadeiras(s).
Sejam x e y 0 maximo divisor comum ¢ 0 minimo multi-
plo comum de 15 e 18, respectivamente. Entdo, o produto
xy = 270.
Se A= {1,409, 16,25, 36,49}, entdo, A ¢ equivalente a
Ix*|xeNel<x<Th.
Numa divisdo, cujo resto ndo ¢ nulo, 0 menor nimero que
se deve adicionar ao dividendo para que ela se torne exata
¢(d=r), sendo d o divisor e r o resto.
O conjunto solugdo da inequacdo
(x=3)x-2)=l,parax=2, ¢ {xeR|1=x<2}.
Sejam A e B dois conjuntos finitos disjuntos. Entio
n(AvwB) = n(A)+ n(B), em que n(X) representa o
niumero de elementos de um conjunto X.
Soma =

n!

e !
m ITASCjﬁ:A:{{ D +scn(n—{;];nefﬂ}.

Qual conjunto a seguir ¢ tal que sua interse¢dio com A da o
proprio A?
(—e2, 2] U[2, =) [-2,2] [0.2)
-2.0

i:_':":":-EI'] [ Ly ]

m Mackenzie Leia e responda:
I Sei{5:7}cAeAc {5 6;7;8},entdo os possiveis conjun-
tos A sdo em numero de 4.
II. Supondo A e B conjuntos quaisquer, entdo sempre temos
(An @) u(Bu@)=AuB.
III. A soma de dois nimeros irracionais pode ser racional.
Das afirmacdes anteriores:
I, 11 e 11l sdio verdadeiras.
apenas | e 1l sio verdadeiras.
apenas 11 é verdadeira.
apenas Il e Il sdo verdadeiras.
apenas | e I1I sdo verdadeiras.

m Leia com atencio:
— Um subconjunto A do conjunto R ¢ fechado para a operacio

de adicdo quando a soma de dois elementos quaisquer de A ¢
também um elemento de A.
XEA e yeEA—SXx+tyeA; Vx Vy

— Um subconjunto A do conjunto R ¢ fechado para a operagio de
subtragdo quando a diferenga entre dois elementos quaisquer de
A ¢ também um elemento de A.

XEA e vyeEA—= Xx—-yeA VxVy



— Um subconjunto A do conjunto R ¢ fechado para a operagio de
multiplica¢do quando o produto entre dois elementos quaisquer
de A ¢ também um elemento de A.

xXeEA e veA—=x-y eA; VxVy

Dados os seguintes subconjuntos de R:
a) N:b) Q:c) Z:d) Rze) R ) Q% g) R*
a) Quais desses subconjuntos sio fechados em relacio a

soma?

b) Quais desses subconjuntos sio fechados em relagéo a sub-
tracdo?

¢) Quais desses subconjuntos sio fechados em relagdo a mul-
tiplicagéo?

m Em um encontro de dirigentes esportivos, foi aprovada a

realizagio de um tormeio A de futebol, que aconteceu, pela primei-

ra vez, 2 anos depois e, posteriormente, a cada 9 anos. No mesmo

encontro, foi aprovada a realizacdo de um tomeio B, que ocorreu

pela primeira vez somente 9 anos depois, acontecendo a cada 7

anos. Dessa forma, a partir da aprovagio, os dois torneios ocorre-

ram, pela primeira vez no mesmo ano, apos:
50 anos. 58 anos. 65 anos.

55 anos 60 anos.

B3 1bmec-SP No diagrama a seguir, U representa o conjunto

de todos os alunos de uma escola. Estdo representados os se-

guintes subconjuntos de U:

(0 alunos que gostam de quiabo;

[ alunos com mais de 16 anos de idade:

P: alunos que gostam do professor Pedro:

M: alunos que gostam de Matematica.

4

L]
.

7\
Em todas as regides do diagrama, identificadas com um nu-
mero de 1 a 8, ha pelo menos 1 aluno representado. Entio, é
correto concluir que:

se¢ um aluno gosta de quiabo, entdo ele ndo tem mais do

que 16 anos.

pelo menos um aluno que gosta de Matematica tem mais

do que 16 anos e gosta de quiabo.

se um aluno gosta do professor Pedro, entdo ele gosta de

Matematica.

todo aluno que gosta de Matematica e tem mais do que 16

anos gosta do professor Pedro.

se um aluno com mais de 16 anos ndo gosta do professor
Pedro, entdo ele nio gosta de quiabo.

P

—

N
,

.I B j

r _Ill

~ /

1 —

m Um locutor de radio, durante um fim de tarde, fez a se-
guinte afirmagio:

“Sempre que chove em Sdo Paulo, o transito fica complicado e
as pessoas chegam mais tarde em casa”.

Supondo verdadeira a afirmagio do locutor, pode-se concluir a
partir dela que, necessariamente:
s¢ 0 fransito esta complicado em Séo Paulo, entdo esta cho-
vendo.
s¢ as pessoas de Sdo Paulo estdo chegando mais tarde em
casa, entdio o transito esta complicado.
sc as pessoas de Sao Paulo estdo chegando mais tarde em
casa, entio esta chovendo.
s¢ 0 tempo em Sdo Paulo esta bom, entdo o transito ndo
esta complicado.
s¢ 0 transito em Sdo Paulo ndo esta complicado, entdo o
tempo esta bom.

m Considere os trés enunciados a seguir.

I.  *Numa democracia, o direito de o cidadfo se proteger nio
pode ser proibido™.

Il *Ter uma arma ¢ uma protecio para o cidadio”.

1. “Lilipute ¢ uma democracia”.

Suponha que, em Lilipute, decidiu-se que os cidadios nio po-

dem ter armas. Dessa forma, dos enunciados anteriores:
necessariamente | e 11 sdo verdadeiros e 111 ¢ falso.
necessariamente | e 111 sdo verdadeiros e 11 ¢ falso.
necessariamente 11 e I11 sdo verdadeiros e | ¢ falso.
no maximo dois deles sio verdadeiros.
todos podem ser simultaneamente verdadeiros.

m Sendo A ¢ B dois conjuntos quaisquer, entdo ¢ verdade
que:

AzB=AcC

AzB=AgC

(AnB)c(B-A)

(AnB)yu(B-A)=B

A=B=AnBzAuUB

m Considere os seguintes conjuntos:
A={12: {123, B={{1}:2} e C={1: {1}: {2}}
Assinale a altemativa falsa.

AmB={2}
BAC={{1}!
B-C=AnB
BcA

AnP(A)={{1;:2}}, em que P(A) ¢ o conjunto dos sub-
conjuntos de A.

m Dados M, N e P, subconjuntos ndo vazios de E, e as afir-
macoes:

. MuUN=M&NcM

II. MAnN=M&McN

. (PcMePcN)=Pc (M N)

IV. Mc N < Mr‘w[j]; )
V. McN< NUCY =E

Entdo, o numero de afirmacdes corretas ¢é:
1 3 5
2 4



FRENTE 1

Gotifried Wilhelm Leibniz, 1646-1716.

Gottfried Leibniz nasceu na Alemanha e foi um célebre
filésofo, cientista, matemdtico e diplomata. Atribui-se a ele
a criacdo do termo fungdo (1694). Em muitas relacoes,
bastante comuns, envolvendo quantidades varidveis, o valor
de uma delas depende do valor da outra. O termo fungdo
serve para descrever a dependéncia de uma grandeza em
relacdo & outra. Simbolicamente:

A )(

A= Bellx) =y

A: Dominio

B: Contradominio

Img: Conjunto-imagem




Relacoes

No final do capitulo anterior, vocé aprendeu o conceito de
par ordenado e produto cartesiano. Relembre que o par ordenado
¢ um conjunto que possui dois elementos que respeitam uma
ordem e o produto cartesiano ¢ um conjunto de pares ordena-
dos em que o 1" elemento é proveniente de um conjunto Ae o
2° elemento de um conjunto B.

Observe o exemplo: A= {1; 2; 3} e B= {2: 4; 6: 8§},
pode-se representar A x B pelo grafico cartesiano ou pelo dia-
grama de flechas:

BJ

Fig. 2 Diagrama de flechas.

Assim, A x B possui 12 elementos. Dentre esses 12 elemen-
tos, vamos, primeiramente, escolher 5 aleatoriamente: (2; 2),
(3:4),(3: 8),(2: 4) e (1; 8). Esses 5 pares ordenados constituem
um subconjunto de A x B chamado de relagdo, assim:

Ry = {(2:2), (3:4), (3; 8), (2: 4), (1: 8)} (R, CAx B)

WVamos agora estabelecer uma lei para a formagio dos ele-

mentos, observe o exemplo:
R,= {(x; y) € AxB |y =2x}
Fazendo a listagem: R, = {(1: 2); (2: 4),(3: 6)}.
Observe a representagdo no grafico cartesiano a seguir.

B B
§ R,
81+ 811y
E ---I‘_ E] i _a;r': Ei i L ] -i Hz
2 - -;..-+ -- -. 2 -i L] vil
12 3 A 123 A
Relagio R, Relago R,

Fig. 3 Grafico das relacoes.
A TENGAC!

Relogdo & um conjunto de pares ordenaodos tomados
aleatoriamente ou por meio de uma lei de formagao entre
os elementos desses pares ordenados.

Nao se esqueca de que R? significa Rx R. 5o todos os pon-
tos do plano cartesianc.

Fun¢oes
Com base em exemplos simples do cotidiano, incentiva-se
a construgdo do conceito de fungio; posteriormente, com o0s
conceitos estabelecidos, vai-se para a parte formal das defini-
coes. Observe:
a) Em uma distribui¢io de presentes para um grupo de trés
criangas ¢ obvio que cada presente sera para uma unica
crianga, observe:

“ E___'_.___——f"' Fabiana |
:-u-ﬁ _ s
; - 0
Y -"'""'7‘-—-_._____._--"'"""’
N .
A B

Fig. 4 Distribuigdo dos brinquedos.

b) Em um processo de contar objetos, o conceito de funcio
aparece do modo mais natural.
Responda quantos simbolos ha abaixo:

Fig. 5 Simbolos.

Analisando sua resposta, perceba que vocé associou cada
simbolo a um nimero natural. Existem dezoito simbolos na fi-
gura 5; caso contrario, vocé deve ter cometido um dos seguin-
tes erros:

» encontrou menos do que 18 simbolos: vocé ndo contou to-
dos os elementos:

« encontrou mais do que 18 simbolos: vocé contou algum
simbolo mais de uma vez.

A contagem realizada ¢ um tipo de funcio. Asssocia-se cada
simbolo a um nimero natural. Observe o diagrama de flechas:

ya E}ﬁ 1
[ a— —2

[ A—T —+—=3 '.

| e——T—a1

Simbolos Mumeros

Fig. 6 Correspondéncia dos simbolos & ndmeros.



Define-se f'a funcio da figura 6. Estamos associando, por
exemplo, @ ao numero 1, ou simbolicamente £ (@)= 1. A fun-
¢io f pode ser representada por uma tabela.

@ — 1
o — 2
A — 3
® — 4
Q — 18

Tab. 1 Simbolos & nameros.

¢) Associagdo de um grupo de pessoas aos seus times predi-
letos:

Internazionale

Fiorentina

Juventus

Torcedores
Fig. 7 Diagrama torcedores x times.

Times

No exemplo a, cada brinquedo foi associado a uma tunica
crianga. No exemplo b, cada simbolo foi associado a um tni-
co namero, e, finalmente, no exemplo ¢, também foi associado
cada torcedor a um unico time, mas alguns torcedores diferen-
tes torcem para 0 mesmo time.

ATENGAC!

Qualquer que seja o elemento de um conjunto A, iremos
associd-lo a um Unico elemento de um conjunto B.

Definiciio de fun¢dio

Uma relagio recebe o nome de fungio se, e somente se,
para todo elemento de A, existe um unico elemento associado
em B.

Simbolicamente, tem-se:

VxeA, Juminicoy eB

Conjunto A é chamado de dominio e B, o contradominio.
Dessa definigio, deve-se considerar uma fungio como uma
triade formada:
*  por dominio;
= por contradominio;
» pela lei que transforma x em .

Observe o diagrama a seguir.

A:}>/ i .

Fig. 8 Esquema de uma funcao

Capitulo 2

n Observe a sequéncia de poligonos convexos e 0 nimero
de diagonais que partem de cada vértice. Estabeleca uma fun-
¢do entre os elementos.

TS O

Resolu¢do:

Aobservagdo entre o nimero de lados e o numero de diagonais
que pariem de cada vértice segue um padrdo sugerido pela
tabela a seguir

Numero de lados Numero de diagonais

4 1
5 2
6 3
n d

Agrandeza d é uma func¢do de n, ou seja, d = fin).
Induzindo o resultado, tem-se d(n) = n = 3.

n Galileu Galilei fez descobertas que contribuiram para a
nvengdo do relogio de péndulo. Diz-se que aos 19 anos ficou
observando o balango de um lustre de bronze no teto da cate-
dral de Pisa. Ele relacionou o movimento oscilatorio do péndu-
lo com suas proprias pulsacdes (como se fosse um cronémetro)
econcluiu que o periodo de oscilagdo ndo dependia da amplitu-
de do movimento. Observe a seguinte tabela e identifique a lei
de formagdo entre os elementos do conjunto.

Tempo de oscilagdo (s) Comprimento do péndulo (pés)

1 1

2 4
3 9
4 16
t £

Resolug¢do:
Agrandeza t é uma fungdo de (', ou seja, t = f{f).
Introduzindo o resuliado, tem-se:

t=I —— () =1

2 ou 2
(= —— )=t

B Uma pesquisa americana estabeleceu uma fungio entre o

tamanho do sapato e o comprimento do pé. Para os homens, a

lei ¢ y=3x — 25 ¢ para as mulheres y =3x - 22, emque x ¢ 0

comprimento do pé e y o numero do sapato. Responda as per-

guntas:

a) Qual o tamanho do p¢ de homens e mulheres para que cal-
cem 0s mesmos numeros?

b) Um homem e uma mulher possuem o mesmo tamanho de
pé. Quem possui a maior numeragio?

¢) Um homem e uma mulher possuem a mesma numeragio.
Quem possul o maior pe?

Frente 1 4




Resolugdo:

a) Se possuem os mesmos numeros, basta igualar as fungdes:
I —25=3x-22; logo, 25 = 22, impossivel

b) Seja a o tamanho dos pés, a numera¢do do homem ¢
v =3a—-25ea das mulheres, y = 3a — 22. A numera¢do
das mulheres é maior

¢l Seja a numeracdo comum do homem e da mulher, entdo:

a=3x =25 thomens) e a = 3x =22 (mulheres). Isolando o
a + 25 a+ 22
—ex=—.

3 3
O maior pé é o do homem.

X, lem-se; x =

Representacoes basicas de uma funcio

2

Numericamente por meio de tabelas

Ano(x) populagéo f(x) &
1900 17.438.434 g
1920 30.635.605 g
1940 41.165.289 :
1960 70.070.457 g
1980 119.002.706
2000 169.799.170
008" 191.696.643

*Estimativa.

Tab. 2 Populagéo brasileira em funcéo do ano.

Geometricamente por graficos

A temperatura de uma parabola com 200 g de agua, inicial-
mente a 50 °C, vai decaindo até¢ atingir a temperatura am-
biente de 20 °C.

af’C)t

504

1 ] | 1 -

> 4 6 8 thoras)

Fig. © Temperatura em funcédo do tempo

Algebricamente por formulas

. - ot
Aformula A= Eﬂ}i

representa a area de um triangulo
de lados a e b e dngulo formando .

B

Verbalmente

A lei da gravitagdo universal de Isaac Newton, pode ser
descrita da seguinte maneira:

A forca gravitacional de atragdo entre dois corpos no Uni-
verso € diretamente proporcional ao produto de suas mas-
sas e inversamente proporcional ao quadrado da distdncia

entre eles.

A\ TENGAO!

O simbolo 3 significa “existe pelo mencs um”. O simbolo 3|
significa “existe e & Unico”.

f: A — B representa uma fungéo que associa elementos de
Aem B.

Um poligono é convexo quando dois pontos quaisquer for-
mam um segmento que estd infeiramente contido no po-
ligono.

Observe o exemplo: Contraexemplo:

O segmento CD né&o estd inteiramente contido no poligono.
Trata-se, entdo, de um poligono concavo.

Mo curso de ondulatéria fisica, vocé verd que o periodo do
péndulo simples depende do comprimente do fio (f) e do

aceleragdo da gravidade local (g) [T = 2n \/E}
g9

Uassificacio das funcoes

Respeitando a definicio de funcio, tem-se algumas varia-

coes na apresentacio das funcdes. Primeiramente, reforce o
conceito por uma andlise grifica.

Fig. 10 Andlise grafica da funcao

O grifico da figura 10 ndo representa uma fungio, pois

existe um elemento x pertencente a A que nio possui um unico
elemento y pertencente a B: sdo os pares ordenados (x: y,),

(X2 y2)e (x: ;).




Observe o proximo grifico:

ol oWl N

.

Fig 11 Analise grafica da funcao.

O grifico da figura 11 representa uma funcio, pois emtodo
seu dominio, retas perpendiculares ao eixo x cortam o grifico
em pontos onde as ordenadas (valores de y) siio diferentes.

ATENCAC!

Para verificar se um gréfico & fungao, basta tragar retas per-
pendiculares a x. Se cortar em um Unico ponto, o grafico é
funcdo; cortando em dois ou mais pontos, nao é fungao.

Dominio e imagem

Continuando a andlise grifica das fungoes, o grifico pode
fornecer o dominio da funciio. A projecdo do grifico no eixo
das abscissas representa o dominio, e a projecio do grifico no
eixo das ordenadas representa o conjunto-imagem da fungio
(ou relagio). Observe a figura.

imagem

R
dominio

Fig. 12 Dominio & imagem.
Dy=[a:b] e Im;=[c: d]

Funciio injetora
Uma fungdo ¢ injetora quando todos os elementos do do-
minio possuem, respectivamente, imagens diferentes. Simbo-
licamente:
VX, #X; € Dy e filx)) #1(x,) € Im;
Observe os diagramas ¢ o grafico:

Fig 13 Fungdo injetora.

Capitulo 2

L Jammy e

Fig 14 Fungdo ndo injetora.

Na figura 14, temos: X, # X, ¢ f{x,) =f(x,) = y,. que contra-
ria a defini¢do de fungio injetora.
O grafico da figura 15 a seguir insiste na mesma ideia, observe:

Fig. 15 Fung&o ndo injetora.

Pode-se definir que uma fungdo ¢ injetora por meio da afir-
macgdo contrapositiva da afirmacio ja apresentada.

Assim: f: A — B ¢ uma funcio injetora se, ¢ somente se,
Vxix, e Aefix))=1lx) = x,=x,.

Para ficar mais claro, imagine que para f(x;) = f(x,) tivés-
SEMOS X; # X,.

Observe o diagrama:

/.' .\. ./. \

X

.\.

Cox | L =g

-

Fig 16 Diagrama emque f(x;) = f(x)

Isso contraria a ideia inicial de funcdo injetora, logo, pode-se
utilizar a contrapositiva para demonstrar que uma funcio ¢ injetora.

Functio sobrejetora
Uma fungio ¢ sobrejetora quando o conjunto-imagem ¢ o
proprio contradominio (B) da fungdo. Simbolicamente:

Vye CDy= dx e Dy |f(x)=y¥

Observe o diagrama:

—— |

Sobrejetora (Im(f) = B)
Fig 17 Fungao sobrejetora.




Funciio bijetora
Uma fungdo ¢ bijetora quando for simultaneamente injeto-
ra ¢ sobrejetora. Observe o diagrama:

Fig. 18 Funcdo bijetora.

Paridade das funcoes
Funcio par

Uma funcdo ¢ par quando elementos simétricos x e —x
possuem a mesma imagem. Observe o grafico:

Fig. 19 Fungéo par.

Na figura 19, tem-se uma fungdo f tal que fic) = fi—c),
fib) = f(-b), f(a) = f(-a). Feito isso para todo elemento do do-
minio, tem-se uma funcio par.

Com mais rigor matematico, tem-se:

Vx; =x € Dy = fix) = f(—x) a funcio f ¢ par.

A construgiio geométrica sugere que o grafico de uma fun-

¢io par ¢ simétrico em relagdo ao eixo y.

Funciio impar
Uma fungdo ¢ impar quando elementos simétricos do domi-
nio produzem imagens simétricas. Observe o grafico a seguir.

fla) 1

fib) 7

£ 1)

- f-a)

Na figura 20, tem-se uma funcio f tal que f{(-b) =—f(b)
¢ f(—a) =-f{a).

Se essa propriedade ocorrer para todo elemento do domi-
nio, tem-se uma fungéo impar.

Observe a defini¢do rigorosa:

W =x € Dy = fl—x) =—f{x) a fungio f ¢ impar.

A construcdo geométrica sugere uma simetria em relacdo
a origem do sistema. Observe na figura 20 que AO=A0O ¢
BO=B'0.

Exercicio resolvido

n As expressoes de fungdes que serio apresentadas a se-
guir podem possuir graficos de dificil representagdo, o impor-
tante ¢ a demonstragio algcbrica da paridade.
Classifique as funcdes quanto a sua paridade.

a) f(x)= %[a”+a_”]

b) 1‘[}{]=\/l+}{+}{2 - Jl—x+x2
¢) fix)=x’+x-2

Resolugdo:
De acordo com as defini¢des de fun¢do par e impar, vamos em
todos os exemplos comegar o calculo de fi—x). Observe:
a) f(=x) =@ +a™ ™) =L@ +a") =/(x)
—V—
propria fumgdo [0
Assim, provamos que fi—x) = fix), para qnaf‘qrmr x do dominio,
logo a fung¢do é par:

B) f(=x) =l + (=0)+(=x)? —{1= (=) + (%) =
=\fl —x + x - \/1 +x +x =

=—(\1'r1 +x+x - .fl—_x: +-¥2] = - f(x),

trata-se de uma tungdo impar.

3, .2 R
c) fi=x)=(=xP +(=xf =2 ==X +x=2=-("=-x"+2).
Ndo obtivemos fix) nem—fix), essa funcdo ndo possui paridade.

-

A\ TENGAO!

Uma fung@o é sobrejetora quando o contradominio é o
conjunto-imagem.

O gréfico da func@o par é simétrico em relago oo eixo y.
O grafico da fungao impar é simétrico em relago G origem.
Pense a respeito! Toda fung@o gue € par ndo pode ser in-
jetora.

Fun¢iio estritamente crescente

Uma funcio ¢ estritamente crescente se, € somente se,
para valores crescentes de x(x; > x,), tem-se tamb¢ém valores
crescentes de y(y, = y,). Mais precisamente: Vx, > x, € D; =
fix,) = f(x,) a fungdo f é crescente. Observe o grafico a seguir:




f() f-----—======-mmmm 3

() f------

[]
L
1
K2 x x

X = x, = f(x) > f(x,)

Fig 21 Fungéo crescente.

Functio estritamente decrescente

Uma funcio é estritamente decrescente se, ¢ somente se,
para valores crescentes de x(x,< x,) tem-se valores decrescentes
de y(y, = y;). Mais precisamente: Vx, < x, € D; = fi{x;) = f(x;)
a funcgao f ¢ decrescente. Observe o grafico:

Fig. 22 Funcdo decrescente.

Func¢do do 1° grau (func¢do afim)

Uma fungdo ¢ dita do primeiro grau se, ¢ somente se, a sua
lei é da forma: fix)=ax+b;comaeR ebeR.

Por exemplo, fix) = 2x — 1 é uma funcio do 1° grau ¢ pela
lei temos alguns de seus elementos:

0 \| i /-1

11—y

3,|2x—1r5

Fig. 23 Funcdo do 1° grau.

x ——=1

Observe alguns aspectos da expressio fix)=ax +b.

1" Se a = 0, tem-se fix) = b (nfo ¢ fungio do 1° grau), que
¢uma fungio que nio depende de x, ¢ a sua imagem ¢ sempre
b. Trata-se da funcio constante.

Observe o grafico da fungao fix) = 3:

Fig. 24 Fungéo constante f(x) = 3.

Capitulo 2

A TENCAC!

O diagrama de flechas da fungao constante fix] = 3 seria:

-,

4 i
| 2—7—71=38 |
A B
Observe que a fungdo constante ndo é injefora e, se for de
R — R, também é par.

2°Sea=1¢b=0, tem-se f(x) = x, a chamada funcio
identidade.

A funcio identidade ¢ aquela cujos elementos do dominio
si0 iguais aos respectivos elementos do conjunto imagem. O
grafico ¢ uma reta que contém as bissetrizes dos quadrantes
impares. Observe o grafico a seguir:

Fig. 25 Fungdo identidade.

A TENGAC!

O gréfico da fungdo do 1° grau
fix) =ax + b
& sempre uma reta.

Agora, vocé verd que a fungio do 1° grau é representada
sempre por uma reta.

Considere a funcdo f(x) = ax + b e que A(x;: v),
B(x,: v5) e C(X5: v;) sdo pontos da fungdo. Considere a figura
aseguir.

Fig. 26 Grafico da demonstracdo.
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Provando que AABD ~ ABCE, tem-se oo = ¢ assim os
pontos A, B e C estardo alinhados.
Aef] logo, y,=ax, + b (I)
Bef logo, y;=ax,+b (1)
Cef:logo, yy=ax;+b (111)

Fazendo (11) = (1)

Yo— ¥y Tax, —ax; o FE-F|=3(KE-K|]H'LF2_FI =2
X2 X%
Repetindo o processo (I1I) — (11)
Yi—Ya=ax;—axy S y;—yr=alx; - xﬂiu =a
Xy — X,
Assim; Y2=91 _ ¥3=y2  BD _ CE,CI.HE:E: a
X — X X;—X, AD BE

proporcionalidade dos lados dos tridngulos AABD e ABCE;
logo, oo =P e o grafico ¢ uma reta.

Propriedades do grafico:y =ax + b
Raiz da funciio

Anossaexpressio ¢ y =ax+ b. A raiz de uma funcio ¢ o valor

de x, tal que y=0; logo,0=ax+b .. =—E.
a

: : b
Assim, determina-se um ponto da reta (——; {]J.
a

Observe o grafico a seguir.

e o

a a
crescente decrescente

Fig 27 Raiz da fungéo.

Coeficiente linear

O coeficiente b da funcdo f(x) = ax + b ¢ o chamado
coeficiente linear. Ele determina o ponto onde a reta corta o
eixo y. Observe a demonstracio: f(x) = ax + b. Fazendo x = 0
fl0)=a. 0+b .. f{0)=b, que representa o ponto (0; b). Confira o
resultado com o grafico.

A

Y

\ (0:b)

Fig. 28 Coeficiente linear.

Coeficiente angular (taxa de variacdo)
Considere dois pontos quaisquer da reta da funcio
: . varlacdo de y
y =ax + b e vamos calcular a seguinte razdo: ———.
varacéo de x

/7]

-

Fig. 28 Grafico linear.

Ay Yo% _

ax; +b—ax; —b _a(x;—xy) _
AX X, — X X, — X Xy — X

O coeficiente a fomece a taxa de variacio da grandeza y
em relagdo a grandeza x.

A TENCAO!

a > 0, fungdo estritamente crescente
a < 0, funcdo estritamente decrescente

Construciio de graficos
Construgdo dos graficos das fungdes apresentadas:
1. y=2x-1
raiz:
X-1=0.,.x= 1
2

coeficiente linear:

=-1

P | =

P

Fig. 30 Grafico de coeficiente linear —1.

2., y=3x+2
miz;

3Ix+2=0.. x=—§

coeficiente linear:
b=2



\ / o
' Ny .
/‘2 X S St
3 Fig. 34 Relagdo R:B — A
2 - . . . .
Fig. 31 Reta com raiz -—e coeficiente linear 2. Obtém-se agora uma relacdo R aplicada de B em A. Essa
relagdo ndo € uma funcio, pois ndo se relaciona todos os valo-
res de B em A.
3, y==x+2 Se a funcio f fosse sobrejetora, a relacio R seria uma
raiz: funcio.
x+2=0., .x=2 Fazendo as devidas alteragdes, observe a fungio represen-
coeficiente linear: tada pelo diagrama:
b=2
A f B
2 I I R
*—— I
2\ % Fig 35 Fungao f,: A — B.
Fig 32 Reta com raiz 2 e coeficiente linear 2. Agora f, : A — B ¢ sobrejetora.

Invertendo a situagdo apresentada na figura 35, obtém-se a

ATEN(;:&\OI relagdo R, : B — A, de acordo com o diagrama a seguir.

Dois pontos distintos determinam uma Onica reta. A B
Marcando a raiz e o coeficiente linear, a reta estara deter- —. R, —
minada. :> .
Observando os exemplos (1), (2) e (3] percebemos que se |' .I |' II
a > 0, a fungdo é crescente e, se a < 0, a fungdo é decres- "'—‘—'_'_"'_'—fﬂ. f
cente. \ et
A demonstragdo dessa propriedade estd no texto comple- o o
mentar.

Fig 36 Relagao Ry :B—= A

A relagdo R, ndo ¢ uma funcio, pois, para um mesmo

Fl.lll!&ﬂ iIIVEI'Sﬂ x €B, existe mais de um y € A.

Se a fungdo f| fosse injetora, a relagio R, seria uma funcdo.
A B

ATENGAO!
Al i

e L * Juntando as condi¢des da funcdo f e f,, teremos uma
\ fungéo inversa se a fungdo for sobrejetora e injetora, ou

f: A — B esta representada pelo diagrama a seguir.

e seja, bijetora.
\ *—7 e * A fungo : R - R tal que fix}] = ax + b;
'. ' - a eR*e b e R é bijetorg, logo admite inversa.
& * £:A > Béafuncao direta e f': B = A é a funcao
Fig 33 Fungdo A - B inversa.

* Umafuncao é inversivel se, e somente se, ela for bijetora.

Vamos inverter a situagio apresentada pela figura anterior, * gofix) I&-se g "bola” f.
observe:



“ Determine a funcdo inversa de f: R — R, tal que
fix)=13x-2.

Resolvgdo:

1~'- R = R (troca do dominio e conjunto-imagem).
p=3r-2— x=3p=2 " 3y=x+2y=" ; =
focorreu a troca do y pelo x e vice-versa).

Logo: f~:R — R tal que [~ (x) = il ;3

n Dada a funcio f: R — R ef(x)=2x+ 1, obtenha f'e
faca o esbogo dos graficos de fe f ~! visualizando a simetria em
relacdo a reta y = x.

Resolugdo:
Como f'é bifetora, vamos obter a sua inversa.

f~1:R R ex=2y+l.‘.y=—12_1

Grdficode f e f™

Vamos analisar um fato importante entre uma funcio ¢ a
sua inversa.

Se o par ordenado (a; b) €f, entdo (b: a) € ! Representan-
do esses dois pontos no plano cartesiano, percebe-se que eles
si0 siméfricos em relagdo as bissetrizes dos quadrantes impa-
res. Observe o desenho.

FJ
¥=X
B
a
Act
b
A Bef!’
b a X

Fig. 37 Gréafico representando os pontos Be A

A TENCAO!

Os gréficos de uma fungéo f e a sua inversa £ s@o simétri-
cos em relag@o as bissetrizes dos quadrantes impares.

Composiciio de funcoes

Observe o diagrama a seguir.

f(x) = 2x alx) :%’1

Fig 38 Compaosigdo de fungoes.

Na figura 38, tem-se as funcdes:

f:A—Btalque fix)=2xeg: B — Ctal que g(x)= KT_I
e 0s caminhos percorridos por 1 e 3 até transformarem-se em
I 5
—e -
2 2

A funcio composta seria uma fungio aplicada de A em C,
sem caminhos intermediarios.
Observando novamente o diagrama da figura 38, tem-se:

f g

N F \ y ,

X () g(f)

Fig. 39 A funcéo composta.

g(f(x)) ou gof ¢ a fungdo composta que leva todo elemento
do conjunto A para C.
Para obter a expressio da fungio composta, faga o calculo
de g(f(x)). Observe:
f(x)-1  2x-1
2 2

gofix) = g(f(x)) =

1
g:)f[}{]=7"1—5

Conferindo os resultados, tem-se:




Observe outra situacio.
Considere f:R—=Ref(x)=2x+leg:R—=>Reg(x)= x*
duas fungdes que podem se compor, pois 0 conjunto-imagem
da f possui interse¢do ndo nula com o dominio da fungio g.
Acompanhe os seguintes calculos:

a) gof(x)=g(f(x)) =[f(x)]" = (2x+1)°

b) fog(x)=f(g(x))=2g(x)+1=2x"+1

c) fof(x)=f(f(x)=2f(x)+1=2(2x+ 1)+ 1=4x+3

d) fo(fog)(x)=f(fog(x))=2fog(x)+1= 202x% +1) +1=
=4x" +3

e) (fof)og(x)=fof(g(x))=4g(x)+3=4x"+3

f)y fof ~'(x)

Obtém-se inicialmente a inversa de f

f_':TF{—:-Rcx=2y+l.*.y=KT_lgf"[K)=xT_l

Assim:
fof "(x)=f(f ' (x) =2 (x)+ 1= 2(“7_1}“ =x

FoO-1_ @x+D-1_

g) flof(x)=f"(f(x) = > 5

Por esses exemplos, pode-se tirar conclusdes importantes a
respeito da composigio e inversio de fungdes.

ATENGAO!

Considere os fungées f, g e h e algumas conclusées da ope-
rac@o composicdo:

fog e gof sdo fungdes distintas (operagGo ndo comutativa)
folgoh) = (fog) oh (operacao associatival)

fof '[x) = floflx) = x (fungao identidade)

foglx) = fgha)

Estudo do sinal

Seja f(x) uma fungdo qualquer, fazer o estudo do sinal de
f{x) ¢ encontrar os valores de x, tal que:
fix)=0f(x)<0ouf(x)=0
Observe o seguinte grafico de uma fungéo
f:A— B:

SOl N e

NO 2 X

Fig. 40 Graficode f: A = B.

O estudo do sinal de f{x) sera:
fix)=0Oparax==-loux=1loux=2
fix)>0para—1<x<loux=>2
fix) <Oparax<-loul<x<2

Capitulo 2

Estudo do sinal da funciio do 1° grau

Considere a seguinte fungdo do 17 grau f{x) = x — 2.
Sua raiz vale 2 e o coeficiente angular vale 1 (positivo). Obser-
ve o esbocgo do grafico:

Fig. 41 Quadro de sinais.

Exercicios resolvidos

n Resolva a inequagdo:
x=1)-(x+2)=0

Resolug¢do:
Analisando o sinal das fungdes componentes, temos:

A

A=(x-1) -
x V

/9

B=(x+2) -
e

Oueremos o sinal de A . B, para isso utilizamos o “varal”:

- - +
A
- + +
B
+ - +
A.B g -
-2 1

Nas linhas de A e B, figuram o estudo dos sinais das fiuncoes
componentes.
Na ultima linha, a expressdo desejada de A e B € o produto

A - B. Como queremos A. B =0, a solucdo é o intervalo real:
S=]—co; =2 ] U[l; +oof

n Resolva a inequagdo:
(x +2).(—x+1) <0

(2x-1)

Resolu¢do:
Analisando o sinal das fiun¢des componentes separadamente,
temos:

A=(x+2)

Vlg X




(\
B=(-x+1) -

N}x

@

C=(2x-1) .
@ 1 X
>

Oueremos o sinal de

seguir:

"owm »
+ [+ |+ [+

A :I:-
-2 2L 1
G 2

Levando em consideragdo que o denominador ndo pode ser

) 1.
zero, ou seja, 2x— 1 #(0 . x # 3 intervalo aberto para x
A. B
Como gueremos < <), temos:

S§= [—3; %[U[I: + oo

“ Resolva a inequacdo em R:
x* +X+3
X +1

=X

Resolugdo:
Vamos, inicialmente, preparar a inequagdo:

> ¥
X +x+3 ¥ +x+3
—_— sy x>0
x+1 x+17 x+1

2 wd
-.x txddox x}ﬂ.'. 3 S=x+1>0x>-1
x+1 x+1

S=]—l+0o [

m Resolva a inequagdo
(:(—1)3.(x+2}4.(x—3)5.(x+6}{0

x>, (x=7)

L para isso utilizaremos o varal a

¥ ax+3-x(x+1) -0

Resolugao:

ﬁ
A
7
ﬁ
B -
o
ﬁ
C .
7
ﬁ
D -
7
ﬁ
E -
o
ﬁ
F
VT
AS____+++
s Tl Al A+ ]+ + |+
Bs—————++
g—++++++
Ea+'++++++
FG______+
A*B. CD *|]—-|-|-|*t]—- |+t
Ez. F3 -6 -2 0 1 3 7

§=[-6:0[w]o:1]u[3;7]

ATENGAO!

Para fazer o estudo do sinal de uma fungéo, o calculo da raiz é
fundamental, pois a fung@o pode mudar de sinal apés a raiz.
Para resolver inequagées produtos ou inequagbes quodentes, uti-
lizamos o quadro de sinais (ou o varal).

ﬂ Matematica




Capitulo 2

Revisando

“ Dada a funcao: f: [-1; 1] — [0; 6] e f(x) = 3x + 3, obtenha a sua inversa.

n Sabemos que a composigao de fungbes nao € uma operagao comutativa.
Dadas as funcbes TR - Refix)=2x+1e g R —- Reg(x)=ax + b a =0, determine a relacao entre a e b tal que

fog = gof; ¥x e R. D& um exemplo numerico.

n Considere as fungdes f, g e h, todas de dominio [a;b] e contradominio [c;d], representadas nos graficos a seguir.

f(x) g(x)t h(x) 1
€.
d 'd """""/"é
o of
0 a b X % 0 a b X

O que se pode afirmar sobre essas fungées?




n A figura a seguir representa o grafico de uma fungéo da forma f(x) =

f(x) |

Xx+a

Jpara—-1=x<3
bx +c

U Y

I'l____p_s

Determine os valores de a, bec.

Exercicios propostos

Nociio de funciio e sua classificacdo

BN sendoA={2;34}eB={56;7; 9; 12}, qual o conjunto-
-imagem da funcao de Aem B, tal que f={(x;y) e AxBly = 3x}?

n Qual o grafico de flechas da fungao
f={x;yle AxBly=x+1},sendo A=1{0; 3;6}e
B={1:;2;4;5;7}7

BEN  UFPE Dentre as curvas a sequir, qual pode ser o grafico
de uma fungao injetora y = f(x)?

N T

BN PUC Seja fa fungdo de R em R, dada pelo gréficoa seguir
'y'l

& correto afirmar que:
f & sobrejetora e ndo injetora.
f & bijetora.
f(x) = f(—x) para todo x real
f(x) = 0 para todo x real.
oconjunto-imagemde fe ] —=;2 ]

BN UFE considere as funcdes f, g e h, todas definidas em [m, n]
com imagens em [p, q] representadas pelos graficos a seguir.

y vt ¥
q q q

f g h A
p P P




Pode-se afirmar que: n Seja a fungédo f: R — R definida por f(x) = ax+ b, e saben-

f & bijetiva, g e sobrejetiva e h nao & injetiva. do que (1; -1) e (—1; 2) sao elementos de f, determinar f(—17).
f e sobrejetiva, g e injetiva e h ndo é sobrejetiva.

f nao e injetiva, g € bijetiva e h e injetiva. m O grafico de f(x) = ax + b passa pelos pontos (2; 3) e (5; 7).
f & injetiva, g nao e sobrejetiva e h & bijetiva. Determinar o ponto de cruzamento com o eixo das ordenadas.

f e sobrejetiva, g nao e injetiva e h & sobrejetiva.
BEN UEL seuma funcéo f, do primeiro grau, é talque f(1) = 190
I PUC Dos graficos, o tnico que representa uma funcéo de e f(50) = 2.052, entao f(20) é igual a:

dominio {x eR1-1<x<1}eimagem{y eR 11 <y<3}é: 901 912 981
909 937
¥i ¥ ¥

.3 | - 3

i :7: i . i : m UFSM A figura representa o grafico de uma fungéo do 1° grau
v Vo ! 7 que passa pelos pontos A e B, onde a = 2

1 1 -: | 1 h I-.... -
10| 1 To 1 4 —— J 5 V4

X

B
¥4 ¥ Bp-=m==mmmmmmmmm e .
.3 3 :
| i A ; A :
Z7 : f\. / i < |- 5
] -I ] i -I | : i
-1 0 1 -1 0 LI : ! A
0 2 a X
n UFRRJ No gréfico a seguir, a imagem do intervalo [-1, 2[ & O ponto de intersecao da reta AB com eixo x tem abscissa
1 igual a:
y lgua1a
ol -a
i a-2
 —_— | [35—12]
1 P
P U] I S a-2
/ _\ j' 2 v 4-a
-1 12 -3a

_ m Vunesp A poligonal ABCD da figura adiante é o gréfico de
%,1[u]— 2,1} [—1, E}J]LE[ uma fun¢éo f cujo dominio é o intervalo —1 < x <7. Sabe-se que
‘1 ] AB éparalelo a CD e BC é paralelo ao eixo do x.
E,1]u[—2,1:| [—1,5}_:[1,2] D

_—%,1]»_:]1,2]

Funciio afim

l\l L L L L L L

BN PUC Com base no grafico da funcdo y = f (x), o valor de X
H(i(f(1))) &:
¥
o] — Messas condigoes, f(7) — f(4,5) e igual a:
. 3
I E
' 5
3
-3 0 X 17
8 8 10
_E 3 5 9
s 5 X
3 3 2



BI¥ Unirio Sejam f e g fungdes tais que fix) = 5x + 2 e
g(x) = —6x + 7, determine a lei que define a fungao afim h,
sabendo que h(-5) = 1 e que o grafico de h passa pelo ponto de
intersecao dos graficos de f com g

Inequacoes de 1° grav

m Resolver as inequagbes em R:
a B-3x).(7-2x).(1-4x)=<0
by (x+6).(6x—-2)* (4x+5)"0=<0
2x+1
X+2
3—43-:2{:I
5x+1
Sx -2
L
Ix+4
(1-2x) <0
(5-x).(3-x)
g] L{i
x-1 x-2
2 1 1

h) = -
Ix-1 x-1 x+1

=0

c)

d)

e)

f)

Classificaciio de funcio e funciio afim

B Mackenzie No esquema a seguir, f e g sdo funcoes, res-
pectivamente, de A em B e de B em C. Entao:

A B c
[ e .
X L2+ 1 L Bx+5
g(x)=6x+5
fix) =6x+5
g(x)=3x+2
f(x)=8x +6
(x-1)

9(x) ="—

m Uece Sejam f e g fungdes de R em R tais que: f(x) = 3x — 2
g gx)=-2x+1,seflglm-1))—1=3m-g(f(m + 1)), entao
f(m) + g(m) e igual a:

m UFRJ Seja f: R — R uma fungéo definida por f(x) = ax + b,
se o grafico da fungao f passa pelos pontos A (1,2) e B (2, 3),
a funcao f (inversa de f) e:

(%) =x+1

! (x) = —x +1

T x)=x—1

T x)=x+2

x)=—x+2

BLB UFPE No grafico a seguir, temos o nivel da 4gua armaze-
nada em uma barragem ao longo de trés anos.

Mivel(m)

101

TEI‘I‘IFI::I

O nivel de 40 m foi atingido quantas vezes nesse periodo?
1

o = W M

FIB UFMG Para um nimero real fixo a, a fungéo f(x) = ax - 2
e talque f{f(1)) =—3. O valorde a e:
1

2
3
4

BN UFMG Para a funcdo f(x) = 5x + 3 e um nimero b, tem-
-se f(f(b)) = -2.
Owvalorde b é:

m UFMG Seja f: R — R uma fungéo tal que f(x + 1) = 2f(x) — 5
e (0) = 6.
O valor de 1(2) e:

0

3

]

9

12



Funciio inversa e funcio composta

XN UFRGS O grafico a sequir representa a fungao y = f(x).

\/hx
-2 '

A solugédo da inequacao f(x) =1 € o conjunto dos valores de
¥ € [a, b]tais que:

x=0

x=0

x=1

x=1

xelk

m 'funesp Considere as fungoes: f(x) =2x + 3 eg(x) =ax + b
Determine o conjunto C, dos pontos (a,b) R? tais que fog = gof.

WX UFPR Oimposto de renda (LR.) a ser pago mensalmente
€ calculado com base na tabela da Receita Federal da seguinte
forma: sobre o rendimento-base aplica-se a aliquota correspon-
dente; do valor obtido, subtrai-se a “parcela a deduzir”; o resul-
tado € o valor do imposto a ser pago.

Rendimento base RS  Aliquota  Parcela a deduzir (RS)
até 900,00 Isento —

de 900, 01 a1800,00 15% 135,00
’ Acima de 1800,00 27,5% 360,00

Tobelo do Receito Federal poro ogosto de 1995,

LR
5 o 1 M

135 fmmmmmmmee s

0 900 1800

3000 Rendmento-base

Em relacéo ao L.R. do més de agosto de 1999, considerando
apenas as informacgoes da tabela, assinale Vou E

Sobre o rendimento-base de R$ 1.000.,00, o valor do
imposto & R$ 15,00.

Para rendimentos-base maiores que R$ 900,00, ao se
triplicar o rendimento-base triplica-se também o valor
do imposto.

Sendo x o rendimento-base, com x = 1.800, uma fér-
mula para o calculo do imposto y é:y = 0,275x — 360,
oconsiderando x e y em reais.

Capitulo 2

O valor do imposto em fungdo do rendimento-base
pode ser representado, em um sistema de coordena-
das cartesianas ortogonais, pelo grafico mostrado na
figura anterior.

XY Unirio O grafico da fungéo y = mx + n, em que m e n séo
constantes, passa pelos pontos A(1, 6) e B(3, 2). A taxa de varia-
¢do media da funcéo é:
-2
1

2

= MNP =

WEB Unirio Sejaf: R - R, em que b eR

x—>y=—[%)+h

e sabendo-se que fof (4) = 2, a lei que define ' é:

()
()

y=—2X+4
y=—2X+6
y=-2x +8

BTN Unirio Consideremos a funcéo inversivel f cujo gréfico &
visto a seguir.

o 3 X

A lei que define 'é:

3
15;’:33-:+E
3
y’:Ex—E
(2
y:[%)}wz
3
Y:_EK_E

Frente 1




TEXTOS COMPLEMENTARES

Coeficiente angular da reta

As demonstragoes das propriedades e teoremas fumosos serdo constantes em nosso material. Mas em alguns momentos, temos o

receio de que o aluno ignore algumas demonstragées e simplesmente decore o resultado e saia aplicando.

Queremos incentivar o hébito de demenstrar os resultades que tanto aplicames, muitas das vezes sem saber o porquél
Um conceito simples de nosso capitulo é o coeficiente anguler da reta, o coeficiente a da fungéo flx) = ex + b Vamos associar o

crescimento (ou decrescimento) de f(x) em funcéo de a. Observe:

Uma fungéo é crescente se:

Vx; = % € Dy = flxy) = flx,), portanto,

fixg) =flxy) > O e x;—x, > 0.

foa)= flea) |

X — X2

Dividindo as inequacdes, temos:

mas f(x;) = ax, + be flx) = ax, + b, assim:
flx;) = flxy)= ax; + b—ax, —b = ax; - ax; = a (x; - x,).
alx) - x)

=0 . a=0
b —x5)

Substituindo na fracéo:

Injetividade da func¢do f(x) = ax + bparaa = 0

Faga, vocé, a demonstragio para a fungdo decrescente.

y

r

Lo

)z
AN

N\

1

crescente a=0

decrescentea <0

Coeficiente angular da reta.

Ofato de afuncéo ser estritamente crescente (ou decrescente) j¢ confirma a sua injetividade. Acompanhe outras demonstragées:

. =0
1. Seja x> xg —=——ax; > axy ——ax; +b > axy +b . f(x)) > f(x5)

Concluséo: %y # x5 = f(xy) # fx,) (0 demonstracéio é andloga para a < 0)

2. Considerando f(x;) = f(x,) .. ax; + b=ax, + b .. ax,

Conclusdo: flx)) = fxy) = x; =%y

RESUMINDO

Arelactio f de Aem B é chamada de fungtio se todo elemento

de A estd relacionado com um Unico elemento de B.

A B
rd i . — -\_. ."r."l ﬁ:--‘-x\‘\\:‘ C

Dominic = A
Contradominio = B
Imagem = C

(a#0)

= Cl}':g —'—'—-—:’}(] = X2

Classificacgo das funcdes

a) Injetora: Afuncdo f de A em B é uma funcéo injetora se para
todos elementos diferentes de A temos imagens diferentes em B.

A B
e - 'iu':*ﬁ__}_G
| | | |
| * 7 e
III- ,. .I |III '_‘“._\ . f.{;_-' IlII
\ / \ e /
., .,/“ \'!‘/
}('l # Kz = ‘F[K]} # ‘H:KQ}




Capitulo 2

b) Sobrejetora: A funcéo f de A em B é uma funciio sobrejetora Uma funcéo f de A em B & inversivel se, e somente se f, for bijetora.
guando o seu conjunto-imagem é o contradominio B.

|m+=B

c¢) Bijetora: A fungéio f de Aem B é uma funcéo bijetora quando
foi injetora e subjetora.

>
m

i

B QUER SABER MAIS¢
8 s

= Vido e obro de Leibniz
<wwwleibnizbrasil. pro. br/ >.

Exercicios complementares

HDI}EI} de fl.llll;ﬁl} e sua t|ﬂ55iﬁtﬂl}ﬁl} n Qual dos graficos ndo representa uma fungéo?

y
n Dizemos que uma relagio entre dois conjuntos Ae B ¢ Y

uma fung¢do ou aplicagio de A em B quando todo elemento de:
B ¢ imagem de algum elemento em A. /
B ¢ imagem de um unico elemento de A.
A possui somente uma imagem em B. % X

A possui, no minimo, uma imagem em B. ¥ v
A possui somente uma imagem em B e vice-versa.

n Sejam os conjuntos A= {1:2} e B= {0: 1; 2}, qual das \ x — X
afirmativas a seguir ¢ verdadeira”
fix)=2x ¢ uma funcdo de Aem B.
fix)=x+ 1 ¢ uma funcio de Aem B. v
fix)=x"—3x + 2 é uma funciio de A em B.
fix) =x"—x é uma funcio de B em A.
fix)=x =1 ¢ uma funcio de B em A.




BB UFRGS Considerando A= {x € Z |-1<x <10}, ¢ sendo

R a relagdo em A formada pelos pares (x, y) tais que y=2x - 1,
o dominio e a imagem dessa relagio correspondem, respecti-
vamente, a:

10,1,2,3} e {1,3,5,7}.
11,2,3,4} e {3,5,7,9}.
10,1,2,3,4}¢1{0,2,4,6,8}.
11,2,3,4,5} ¢ {1,3,5,7,9}.
11,2,3,4,5,e{0,2,4,6,8}.

Funcio afim

n Considerando O a origem dos eixos ¢ A ¢ B os pontos
4 . .
onde o grafico da fungio y = —5 X + 4 intercepta, respectiva-

mente, os eixos das ordenadas e das abscissas, determine a area
do tridangulo AOB.

n Sabendo-se que: (x+3:y—=4) =(7x; 2y + 5), determine
ovalorde x edey.

n Claudete leu % de um livro e ainda faltam 48 paginas

para cla terminar de ler o livro todo. Quantas paginas desse
livro ela ja leu? Qual € o total de folhas que tem esse livro?

n Foap Medigdes realizadas mostram que a temperatura
no interior da Terra aumenta, aproximadamente, 3 °C a cada
100 m de profundidade. Num certo local, a 100 m de profun-
didade, a temperatura ¢ de 25 °C. Nessas condigdes, podemos

afirmar que:

A temperatura a 1500 m de profundidade é:
70 °C 60 °C
45 °C 67 °C
42 °C

n Foap Medicoes realizadas mostram que a temperatura
no interior da Terra aumenta, aproximadamente, 3 °C a cada
100 m de profundidade. Num certo local, a 100 m de profundi-
dade, a temperatura ¢ de 25 °C.

Encontrando-se uma fonte de agua mineral a 46 °C, a profun-
didade dela sera igual a:

700 m 900 m
600 m 500 m
800 m

m Foap A taxa de inscrigio num clube de natagio ¢ de
RS 150,00 para o curso de 12 semanas. Se uma pessoa se ins-
creve apos o inicio do curso, a taxa ¢ reduzida linearmente.
Expresse a taxa de inscricio em funcio do nimero de semanas
transcorridas desde o inicio do curso:
T=12,50(12 -x) T=12,50(x+12)
T=12,50x T=12,50x+12
T=1250x-12

m Unicamp Para transformar graus Fahrenheit em graus
Celsius usa-se a formula:

5
= 2(F-32
g{ )

em que F ¢ o numero de graus Fahrenheit e C ¢ o nimero de

graus Celsius.

a) Transforme 35 °C em graus Fahrenheit.

b) Qual a temperatura (em graus centigrados) em que o nu-
mero de graus Fahrenheit é o dobro do nimero de graus
centigrados?

BEFB Cesgranrio Com a funcio f(x), representada no grafico
a seguir, ¢ com funcdo g(x), obtém-se a composta g(f(x)) = x.

-y i
f(x)

AN
/

A expressdo algébrica que define g(x) ¢:

x 1 x 1
4 4 4 4
x 1 X
-t —+1
4 4 4

v 1

—+

4

m FEI Em relacio a funcio polinomial f{x)=2x" -3x, ¢ vélido
afirmar-se que:

f(=x)=1(x)

f—x)=-f(x)

f(x)=(f(x))

flax)=af(x)

flax)= a’ fix)

Inequacdes de 1° grau

m Sejam os conjuntos A:{xe R | X3 = D},
X+3

E:{:{ER|{:{—3].{:{+5)2{]} eC={xeR|x-320
e x+5 2 0}, pode-se afirmar que:

A=B=C

AcBcC
AcCcB
CcAcB
CcA=B



m Na figura a seguir, temos os esbogos dos graficos de duas
funcoes fe g.

O conjunto {x e R:f{x) - g(x) <0} ¢ dado por:
x=0oux=-1 -l<x<2
-l<x<0 x<-loux=>2
O<x<2

m Fuvest Os graficos de duas fungdes polinomiais P e
estio representados na figura seguinte.

Entdo, no intervalo [4; 8], P(x) - Q(x) < 0 para:
-2<x<4
=2 <x<-louS<x<8§
d<x<=<=2ou2<x<4
4<x<=2pou5<x=<8§
-l<x<35

m Determine a solugio da inequacio:
1 1

>
1-2x  2x+3

m Determine a solugiio da inequacio
2-3x
X+3

1< <1

Funciio inversa e funcio composta

BIB Unirio Considerando-se a fungiio f: R — R, x =y =2x + I:

a) determine a lei que define a funcio f£-!

b) calcule a area da regidio compreendida entre os graficos de
fe !, 0 cixo dos y ¢ a reta de equagio x = 1.

m Sejam fungdes reais f e g definidas por fix) = X+ 2
e g(x) =x -3, obter as leis que definem:

a) fog
b) gof
c¢) fof

d) gog

Capitulo 2

m Sejam as funcoes reais fix) =1 —x; g(x) =4x + 3 ¢
h{x)=2x — 5, obtenha a lei que define ho(gof).

m Sejam as fungdes reais f(x)=2x + 7 e fog(x) = X =2x + 2,
determine a lei da funcio g.

m Sejam as funcoes reais g(x) = 2x -1 e fog(x) =27 —dx + 3,
determine a lei da funcio £

B} Sciaa fungdo bijetora f: R —{2% — R —{1} definida por

X+1

f(x)= . Determine ™' e fof(x).

x_

Classificaciio de funcéio e funcio afim

m Com relagdo a fungdo f(x )= K—H,dcﬁnida para x # 1,
K_
podemos afirmar que:
fix) = 0 ndo tem solugdes reais.
fix+1)=f(x), Vxe R-{1}
fix)=0, vx e R-{1}

1
—=f-x),¥xeR-{0:1
==1(x) fo:1
fix)z0vx eR-{1}

m Sendo x = 4, o conjunto-imagem da fungio

}’=~u"f;+w“x—4 ¢ dado por:

lyeR|y=0}
iveR|0=sy <2}
yeR|y=2}
veR|y=4}
n.d.a.

EXd Unicamp Um copo cheio de agua pesa 385 g; com %da
agua pesa 310 g. Pergunta-se:

a) Qual ¢ o peso do copo vazio?

b) Qual ¢ o peso do copo com E da agua?

BI] ETF-RJ Para que as equagdes:
(m=2)x—(m-=1)=0e2x-4=10
scjam equivalentes, devemos ter m igual a:

M| W B W b




m Fatec Na figura a seguir tem-se o grafico da fungfo f, em
que f(x) representa o pre¢o pago em reais por X copias de um
mesmo original, na Copiadora Reproduz.

f(x) 4
([0}

o "::/

0 100 X

De acordo com o grafico, é verdade que o preco pago nessa
copiadora por um mesmo original:
228 copias ¢ RS 22,50,
193 copias é RS 9.65.
120 copias é RS 7,50.

100 copias ¢ RS 5,00,
75 copias ¢ RS 8,00.

BEI] Uerj Em uma partida, Vasco e Flamengo levaram ao Ma-
racand 90.000 torcedores. Trés portdes foram abertos as 12 ho-
ras ¢ até as 15 horas entrou um numero constante de pessoas
por minuto. A partir desse horario, abriram-se mais 3 portdes e
o fluxo constante de pessoas aumentou.

Os pontos que definem o nimero de pessoas dentro do estadio em
funcio do horario de entrada estio contidos no grafico a seguir.

n? pessoas §
O00004----------—2cmm-

45.000F-----------
30,0004 - - - --n-= ;

horario

12 15 17

Quando o nimero de torcedores atingiu 45000, o relogio estava
marcando 15 horas e:
20 min.
30 min.

40 min.
50 min.

Il Unirio Considere a figura a seguir, em que um dos lados
do trapézio retangulo se encontra apoiado sobre o grafico de
uma fungio f. Sabendo-se que a drea da regido sombreada ¢
9 cm’, a lei que define f¢:

yl

0.1

0 (3.0) X
(7x) (Sx]
=l — =2 = — |[-1

Y L6 Y 2

_“3}{\‘ | _(4x]+1

"= A
KEK\

y=|—|+1

m Vunesp O grifico mosira o resultado de uma experiéncia
relativa a absorgdo de potassio pelo tecido da folha de um cer-
to vegetal, em fungdo do tempo e em condigdes diferentes de
luminosidade.

/.

16 no claro
8 12
&
% no escuro
E /
b /
£ 4
2

1 2 3 4 Eempoih)

Nos dois casos, a fungio linear y = mx ajustou-se razoavelmen-
te bem aos dados, dai a referéncia a m como taxa de absorcio
(geralmente medida em m mol por unidade de peso por hora).
Com base no grifico, se m, ¢ a taxa de absor¢do no claro ¢ m,
a taxa de absorcdo no escuro, a relacdo entre essas duas taxas ¢:

m; = m, m; . m,=-1
m, = 2m, m; =2m,
m;. m,=1

XD Uerj Para calcular %—%, Paulo subtraiu os numerado-

res ¢ dividiu o resultado por 10 obtendo:

3 12_(3-12)

2 5 10

=—0,9

. .3 12
a) Determine de forma correta o valor da expressio 3T

5
b) Considerando que Paulo tenha calculado com base na

formula (i]—(i]=w, em que X € y sdo reais,
2 5 10

identifique o lugar geométrico dos pontos (x, y) do plano
cartesiano que tornam essa igualdade verdadeira.
Esboce, também, o grafico cartesiano.

EIB UFMG Observe o grifico, em que o segmento AB ¢ para-
lelo ao eixo das abscissas.

Absorcao 4
img/dia)
A B
1BF--mmmmm- .
20 Ingestéu
img/dia)

Esse grafico representa a relago entre a ingestio de certo com-
posto, em mg/dia, e sua absorgdo pelo organismo, também em
mg/dia.



Aunica afirmativa falsa relativa ao grafico é:
Para ingestdes de até 20 mg/dia, a absorcdo ¢ proporcional
a quantidade ingerida.
A razdo entre a quantidade absorvida e a quantidade inge-
rida ¢ constante.
Para ingestdes acima de 20 mg/dia, quanto maior a inges-
tdo, menor a porcentagem absorvida do composto ingerido.
A absorgdo resultante da ingestdo de mais de 20 mg/dia ¢
igual a absorcdo resultante da ingestdo de 20 mg/dia.

B UEL Scja fa fungio de R em R definida por:

—xtl,sex= 0
fix)=4l,se0=<x =1,

X,sex>1

O conjunto-imagem de f ¢:
]2, 0] 10, 1] R
[1, +oof [0, +oof

, X+(c+1)y=0 .
m Fuvest O sistema , em que ¢ # 0, admite
cx+y=-1

uma solugdo (x; y) com x = 1. Entdo, o valor de ¢ é:
-3 -1 2
-2 1

m Sea < -2, os valores de x tais que % (x=—a)=—-(x+2)

sio aqueles que satisfazem:

x<g-—2 X>a-—2
X<—23 Aa=-2=x<2-3
x>2a

E3 Cesgranrio Uma barra de ferro com temperatura inicial
de —10 °C foi aquecida até 30 °C. O grafico a seguir representa
a variacdo da temperatura da barra em fungdo do tempo gasto
nessa experiéncia. Calcule em quanto tempo, apos o inicio da
experiéncia, a temperatura da barra atingiu 0 °C.

Temperatura

Tempo m'nktns

10 po(minutos)

1 min. ]l min.e 15 s.
]l min. e 5 s. ] min. e 20 s.

]l min.e 10 s.

m Fuvest A funcio que representa o valor a ser pago apos
um desconto de 3% sobre o valor x de uma mercadoria ¢:
fix)=x-3 fix)=-3x
fix)=0,97x fix)=1,03x
fix)=1,3x

TP UEL Scja f a fungio de R em R dada por
fix)= {k2-4]x + 3k, na qual k ¢ uma constante real, se f ¢ de-
crescente e seu grafico intercepta o eixo das abscissas no ponto
(1; 0), entdo um outro ponto do grafico de f¢:

(-3:6) (2:3)

(-2:9) (0; 6)

(-1:1)

m Fuvest Determine todos os valores de m para os quais a
(x-2)
m
a) admite uma unica solucio.

b) ndo admite solucio.
¢) admite infinitas solucdes.

=1

equacao: mx_
4

m Fuvest A moeda de um pais ¢ o “liberal”, indicado por

A. O imposto de renda A é uma fungio continua da renda R,

calculada da seguinte maneira:

I.  Se R<24.000 A, o contribuinte esta isento do imposto.

II. Se R =24.000 A, calcula-se 15% de R, ¢ do valor obtido
subtrai-se um valor fixo P, obtendo-se o imposto a pagar I.

Determine o valor fixo P.

1.200 A 6.000 A
2400 A 24.000 A
3.600 A

X)) UFPE Scja A um conjunto com 3 elementos ¢ B um con-
junto com 5 elementos, quantas fungdes injetoras de A em B
existem?

m Fuvest Seja a funcio f(x) = X {xz- 1).(x=2), fazer o
eshoco da funcio f(x = 2).

m Prove que a funcdo f(x) = ‘I-.I'E"‘2 —1 ndo ¢ injetora.

m Seja f: R* — R uma funcio tal que Ef‘{x)—3f(—1]= x7,
determine a expressio de f(x). X

m Determine a fungio inversa de

2x+3x=2
f(x)= X * ¢ faca o esboco dos graficos de fe £
Ix+Lix<2

m Seja f: R — R uma fungio tal que
fix)+2-fi6 —x) =x Determine f(1).

m Sejam f e g as fungdes reais definidas por

2 .
£(x) = X —dx+3x=2
Ix—Fx<?2

determine as regras das fungoes fog e gof.

e g(x)=2x+3,



FRENTE 1

Galileu Galilei, matemdtico, fisico
e astrénomo italiano da Renascenca, é
chamado de pai do método cientifico.
A ciéncia deixou de ser uma discussdo
filoséfica e passou a ser fundamentada
em experimentos.

Galileu Galilei, 1564-1642.

Galileu interessou-se pelos problemas
de artilharia e demonstrou que a trajetéria
descrita pelos projéteis descrevia uma cur- §
va chamada pardbola.




A fungao do 2° grav
(Funcao polinomial do 2° grav)

Uma fung¢éo ¢ do 2° grau quando for uma funcio f: R — R,
tal que fix) =ax*+bx +c;a #0.

A parabola ¢ o grafico referente a uma funcgio polinomial
do 2° grau, ou seja, f(x) = ax*+ bx + c; a # 0. A propriedade
geométrica dos pontos da parabola ¢ responsavel por suas
inumeras aplicagdes praticas. Observe algumas delas:

Antena parabdlica com receptor no foco principal

PRATYA CHUTPATTARA AR 2 ARFC O

Espelhos parabdlicos em usinas solares

REFROIDUC A

Fig. 1 Exemplos de parabolas.

Raizes da func¢éio do 2° grav (zeros da fungéio)

Dada uma funcio f(x) qualquer, denominam-se raizes dessa
fungdo todos os valores de x, tal que f(x) = 0.

O problema do calculo das raizes de uma fungio do 2° grau
remonta ha mais de 4.000 anos. No texto complementar deste
capitulo, ha um pequeno historico desse fascinante capitulo da
Matematica.

Mas vamos resolver algumas equagdes do 2° grau aparen-
temente sem a utilizagdo de formulas resolutivas.

O método consiste na reconstrugio de um quadrado per-
feito.

Capitulo 3

Exercicios resolvidos

n Resolva:

X=6x+8=0

Resolvgdo:

Transformado 8 em 9 = 1, temos:

xT—6x 4+ 9-1=0 . (x=3-1=0"
e— —

guicedraco perfeiio

s (x=3)=1 logo:
x—=3=l=2x=4oux-3=-l=x=2
As raizes reais sdo § = {2, 4].

n Resolva:

¥ +2x+4=0

Resolug¢do:

Transformando 4 em 1 + 3, temos:

Y A2x + 1+ 3=0=2x+1)P+3=0=

—, e —

epicrlrerclo perfetto

=(x+ 1) =-3

Nio existem nimeros reais que elevados ao quadrado resuliam
em=3. Logo: § = @.

B Resolva:

Y=dx+4=0

Resolugdo:

A propria equagdo é um quadrado perfeito, logo
(x=2F=0=x=2:5=/2]

J

Esses exemplos numéricos nos auxiliario a compreender
a construgdo da formula resolutiva chamada de formula de
Bhaskara.
Considere ax* + bx + c=0;a € R* b eR,c e R, multipli-
cando por 4a:
4a’x* + dabx + 4ac = 0

e forme um quadrado perfeito adicionando b? nos dois
membros: 4a’x’ + 4abx + b’ + dac =b" ..
qundrnd:\:p-erfei.m

- (2ax +b)?+4ac=b? . (2ax + b)? = |b’ —4ac

Como a expressio (b —4ac) ¢ o resultado de um quadrado
perfeito, de acordo com os exemplos apresentados, ele vai dis-
criminar a natureza das raizes. Por 1sso, merece um nome es-
pecial, o discriminante, representado pela letra grega A (delta).

Vamos continuar os calculos:

(2ax+b)*=A . 2ax + b = VA -
—b +JE
X=————— 0Ou
2a

-b-+A -bt A
2ax+b= —JA:x= —J—.'.‘x,.2 = —J_
23 ’ 24
Sendo: A =b* — 4ac.

Frente 1




Natureza das raizes
A formula de Bhaskara para o calculo das raizes depende
do valor do A, observe:

A TENCAC!
* A= 0, teremos duas raizes reais e distintas:

b+A b-vA

X'l = e XZ =
Za Za
* A =0, teremos duas raizes reais e iguais:
R -
=% =g

* A < 0, teremos duas raizes ndo reais (imagindrias).

Relacoes entre coeficientes e raizes
Em uma equagao do 2° grau, ¢ possivel obter a soma e o pro-
duto das raizes (de qualquer natureza) sem resolver a equacio.
Dependendo dos valores da soma e produto, podemos ava-
liar as raizes mentalmente.
Observe os resultados:
1. Soma das raizes (s)

b+ A . _b-+/A

x|+x2= 73 a =
_—b+VA-b-A
2a o
—2b b
.'. KI + KE = E .'. KI + Kz = _E

2. Produto das raizes (p)

o =(—h+£]_[—h—£]= (b*)-(/A)* _

2a 2a 4a’

bi-p b _[I-"2 _43‘3) _dac_c C

= = = == Ny X, = —
2 2 2 -2
da 4a 4a- a a

Exercicios resolvidos

n Resolva a equagdio x*— 15x +44 = () por soma e produto.

Resolvgao:
SR kY
a I
¢ 44

p=—=—=44: . p=44
a |

As raizes da equagdo sdo dois mimeros tais que a soma é 15 e

o produto 44. Mentalmente, 4 e 11.
S=/4;11}

ﬂ Dada a equagdo x*+ 2x + 1 = (, calcule, sem resolver a
equacio de raizes x, e x,, 0 valor de:

1 ¥ Ao
1 1

a) —+—
X1 X3

b) xi +x3
3,3
c) X;+X3
Resolvgdo:
) I x, +x s
a) —+—=—t—e=Z == da equacdo, tiramos:
X; X XpX5 p
b 2 1
?=——=——=—3CP=—=—=I
a ! !
. I s =2
assim: —+—=—=—=-2
:CJ- X+ p .lr

b) xj +x7 =(x; +x,)7 = 2xx, =
=5 =2p = (=2 -21)=4-2=2
c) XPH+X =(X+ X ) —3xx(x+ x,) =

== 3ps = (=2P = 3(1)(=2) ==8 + 6 = =2

A TENGAO!

A formula de Bhaskara é um erro consagrado pelo uso aqui
no Brasil. O texto complementar vai elucidar esse fato.
Uma equagao do 2° grau possui raizes reais se, e somente
se, A = 0.

Uma fung@o do 2° grau é quadrado perfeito se, e somente
se, A = 0.

Lembre-sel

Toda expressdo algébrica que pode ser reduzida & forma
fx + y)? & chamada de quadrado perfeito.

@+ b)?=a?+2ab +b? -.a? + b? = (a + b)?- 2ab

@ + b2 =a® + 3a%b + 3ab? + b® . & + B =
= (a + b)*-3a%b - 3ab? = (a + b)* - 3abla + b)

Formaciio de uma equaciio
Vamos resolver agora o problema inverso, ou seja, dadas as
raizes, monte a equagdo. Observe a demonstragio da formula:
ax’+ bx + ¢ =0; a #0; dividir a equagio por a, assim:
b ¢ b c
X2 4+—x+—=0.,x" —(——Jx+ - =0
a a a a
c

Observe: —— =se—=p
a a

logo: x*—sx+p=0

Exercicio resolvido

n Forme uma equacio do 2° grau cujas raizes sdo =6 ¢ 4.

Resolvedo:
soma =85 =—=06+4==2
produto = p = (=6) - (4) = =24, substituindo os valores na

formula, temos:
X=(=2)x=24=0 ¥ +2x=24=1




ATENGAO!

Cuidado que x? + 2x - 24 = 0 néo é a Unica equacdo que
possui raizes —6 e 4. Por exemplo, 2x% + 4x - 48 = Otambém
possui raizes -6 e 4. Assim, se mulfiplicamos a equac@o por
um nomero K e R*, teremos infinitas equagées com raizes -6
ed, K+ 2x-24)= 0.

Fatoraciio do trindmio do 2° grav
Vamos transformar o trindmio do 2° grau em um produto
de dois fatores do 1 grau.

Observe:
axr+bx+c=0:a=0

a(x2+Ex + E] =0 . a[xz —(—E)x + E] =0
a a a a

b
Como —— =X, +X, ¢

a[x* - [xla+ X, )X + xlxz]i{]

c :
— = X;. X5, assim:

Soalxt = XX =X+ xx,] =0
walx(x=x) = x(x=x)]=0 .
LAt (X=xx=-x,)=0 .

naxi+tbx+te=a-c (x-x) - (X—X,)

Exercicio resolvido

n Fatore a expressio 2x* — 5x + 2 =0 em um produto de
dois fatores do 1° grau.

Resolvcdo:

54(=5) - 4.2.2
2.2

+ j—
= 5 3 =2 ol X, = u =
4 4

2 =5x+2=0.x =

L] KI

b |

Substituindo na expressdo, temos:

1

2 -5y + 2 = z(_x—z).(_x——J

Forma candnica do 2° grav

A forma candnica do 2° grau ¢ uma outra expressio de re-
presentagdo da fungdo do 29 grau que € muito conveniente para
a demonstracio de certas propriedades.

Observe a sequéncia das passagens atc¢ a forma canonica.

b Ia
ax® +bx+c= a(_xz +—x+—|=

e o
{

|, b* b* ¢
—a}{+—x+—2——2+—=
a 4a” 4a a

" quﬂdradx; prerfieito

( hT b2 — dac
=al|lx+ —| ———|=
2a 4a°

L

Capitulo 3

. (K+£“"'_ b’ — 4dac||_
2a, 4a* )

[ bY A (b)Y | a
=a||lx+ — | ——=| =a||x+t—| |-—
( 2a) 4a° \ 2&) 4a

Assim:

2
ax’+bx+c=a x+£ _A
2a 4a

Grafico da funcao do 2° grau

A funcdo do 2° grau tem como grafico a curva chamada pa-
riabola. Nos capitulos de geometria analitica, vamos demonstrar
e explicar melhor essa curva. Para uma ideia inicial, leia mais
tarde o texto complementar.

Propriedades da parabola
P1 A paribola corta o eixo y no ponto (0; ¢); pois:
fix)=ax>+bx+cefi(l)=a-0°+b-0+c ... l0)=c

\ (0;c)

Fig. 2 Termo independente (c).
P2 A paribola pode “cortar” o eixo das abscissas em 2 pontos,

tangencia-lo em | ponto ou nido cortar o eixo.

Lembramos que raiz de uma fungéo ¢ o valor de x que anu-

la 0 v, logo, todas as raizes reais de qualquer fungio estio

nos pontos de cruzamento do grafico com o eixo x.
De acordo com a natureza das raizes, podemos concluir:

\ /
\ X 7%
X~ X

Fig. 3 Parabola cortando o eixo

\\ / | =

Fig. 4 Parabola tangenciando o eixo.

Frente 1




\ A<

AX e X R

X

Fig. 5 Parabola com raizes imaginarias.

P3' A pardbola ¢ uma curva simétrica, observe o eixo de sime-
tria e sua localizacio:

v ;

.

y = f(x)

X% X

Vy

Fig. 6 Eixo de simetria paralelo ao eixo y.

Fig. ¥ Eixo de simetria paralelo ao eixo x.

Os pontos v ¢ v, sdo os unicos do grafico que pertencem
a0 eixo de simetria. Esses pontos sdo denominados vértices da
parabola.

P4 Determinagéo das coordenadas do vértice da parabola (x 1y, ).
Para o calculo do vértice da parabola, vamos utilizar a pro-
pricdade da simetria da parabola.

Y

X,

Xz X

X4

v

Fig. 8 x, @ o ponto médio do segmento x,x,

Y i.-. I.:-.-..: T i.-. I. | .:i.-.

A abscissa do vértice € o ponto médio do segmento que une
as raizes. O segmento X X, = XX, .. X, =X, =X, =X, .. 2X,=

= utx . 2x = b X, = b
= T |,.-_ =T .. \._ e
soma das raizes a 2a

Para obter o y , substitua o x na fungio:

ab® b’ b b’

43> 2a 4a 2a
_ b® —2b*+ dac _ —b® + 4ac _ —{I:l2 —4ac) __ A
da da dg da

A TENGAO!

As coordenadas do vértice de uma fungao
b A

fix) = ax? + bx + ¢; a # 0 sa@o v:(——; ——]
2a 4a

P5 O coeficiente a determina a orientacdo da concavidade da

parabola.
A demonstracio da propriedade requer o uso da forma
candnica do 2° grau.

1"caso:a= 0
Para ¥xe R, podemos escrever, sem perda de generali-

2 2
dade, que (K+£J =(; assim, a(x+£) =0, subtraindo
2a 2a

. A
0s dois membros T , tlemos:
a

2
a(x+£] —EE—E
2a

Observe que o lado esquerdo ¢ a forma candnica do

2%grau, portanto y =— E
da

Como x ¢ um real qualquer, sempre teremos o seu y maior
ou igual a ordenada do vértice. Isso implica que a concavidade
esta para cima.

2°caso:a< 0
Vamos seguir exatamente o procedimento do 1° caso,
observe: Vx e R, e temos:

2 2
(x+ LJ =0 .. a(x+ L] =0
2a 2a

L : . . A \
(pois a € negativo), subtraindo dos dois membros — , construi-

4a
mos a forma candnica do 2 grau, que ¢ o proprio y, observe:
2
a(x+ LJ —££—£ y£—£
2a 4a 4a 4a



Isso prova que todas as ordenadas sio menores ou iguais a

A : : : . :
——. Isso implica que a concavidade esta para baixo.

o \1/
a<0 /l\

Fio. 9 Concavidade da parabola.

Concavidade para cima.
Vértice ponto de minimo.

Concavidade para baixo.
Vértice ponto de méaximo.

Esses resultados mostram que a ordenada do ponto de ma-
ximo ou de minimo ¢ —— Assim, a abscissa do veértice pode

4a
ser determinada algebricamente. Pela forma canonica, temos:

( I:-T A A [ hT b
alx+—| ——=-—— s a|x+—| =0 .. x=—
2a 4a da 2a 2a

Confirmamos assim as coordenadas do vértice da parabola:

5
v=|—; —
2a  4a

ﬂ Considere a funcio f, de variavel real, dada por
fix)=—x>+ 12x - 20.
Determine o conjunto-imagem e seu valor maximo ou minimo.

Resolveao:

Vamos fazer uma solugdo compleia.
Raizes da fungdo:

—EH 2x=20=0 . =12+ 20=10

s=12
{q raizes 10 e 2

p=20
a = =1, concavidade para baixo, vértice: ponio de maximo,
observe:

7]

x,=—i =6y =—(6)°+12(6)-20=16
2a v

Capitulo 3

Conjunto-imagem:

1 : .
1 1-] SR Ponto de maximo

v(6; 16)

S owlw 3 —
(%]
SRR = i I
—_—
e

Imf = J=x,;16]

n Um sitiante dispoe de 400 m de cerca de arame e gostaria
de montar o maior galinheiro possivel, de forma retangular.
Como ele deve proceder?

Resolugdo:
O perimetro do galinheiro retangular € de 400 m. Chamando
de x a largura, o comprimento deve ser de 200 — x. Observe:

Galinheiro X

- -
I 200 = x

lamos analisar a fungdo da area do galinheiro.

Area = (base) - (altura) . A(x)=(200=x) -x = A(x) == + 200x

Alx) 1
] Ponto de
A , maximo
| .
0 100 200 X

A fungdo admite ponto de maximo quandox = 100 m. O retdngulo
se transformard em um quadrado de drea (100 m)F = 10.000 m-.

m Considere um triangulo acutingulo de base 12 m e altura
10 m e um retangulo inscrito conforme a figura a seguir. Deter-
mine o retangulo de area maxima.

10

12

Frente 1




Resolvcdo:

A expressdo da area do retdngulo é A = xy (temos uma fun¢do de
duas variaveis). Vamos encontrar uma relagdo enire x e y para
que possamos criar uma funcdo da drea com uma unica variavel.

10

12
Y o_ 1 —x
12 10

S0y =120—-12x ..

SAy=60-6x0y=12- gx
Subtraindo na expressdo da area, temos:

Alx)t Fonto de
Maximo
Améx. """""

R

Analisando o grdfico dessa figura, a area maxima ocorre para

""'UT|_""""

5
x=3me y=f.2—ﬁ.g=ﬁm

O retdngulo tem dimensdes de 5 m e 6 m e drea mdaxima de 30 m’.

A TENGCAO!

Vocé pode generalizar o exemplo 10 para um tridngulo de
bose b e altura h.
Seguindo os mesmos passos, vocé encontrard as dimen-

b _h

sbes do retdngule de drea méxima wvalendo 7 e rY

Compare com o resultado do exemplo.

m Um o6nibus de 40 lugares vai fazer uma viagem e, se
viajar lotado, cada passagem custa RS 20,00. Se o 6nibus viajar
com lugares vazios, cada passageiro paga RS 1,00 para cada
assento vazio. Determine a fungio da receita da viagem em
funcdo do nimero de assentos vazios. Determine a sifuagio da
receita maxima.

Resolvgdo:

O prego de cada passagem é: p = 20) + x, x € o numero de as-
Sentos vazios.

A receita sera dada por p(40) = x), assim

Jix) = (x + 2040 = x) . fix) = 40x — ¥ + 800 - 20x ..
s fix) == 4 20x + 800,

Esboco do grafico:

Pelo grdfico, obtemos que a receita maxima ocorre quando exis-
tem 10) assentos vagos, assim f{10) =— 100+ 200 + 800 = 900.

f(x)

Receita

Andlise do sinal

Aanalise do sinal de uma fungdo do 2° grau ¢ muito impor-
tante para resolver inequagdes em geral. Ao analisarmos o sinal
de uma funcdo, devemos saber os valores de x para os quais
y=0;y=0ey=<0.

BPD y=x2—6x+5

Resolvgdo:
E conveniente fazer um eshogo do grdfico.
Raizes: | e 5 concavidade: a = 1 = () para cima, entdo:

AN /-

x=houx<1 — y=0
x=5oux=1

1<x=bf —— y<0

BED y=—2+2x+3

Resolugdo:
Raizes: 3 e I concavidade: a = -1 < () para baixo, entdo:

/0 N

¥x>3oux<-1 — y=0
¥x=3oux=-1 — y=0
“1<x<3 — y=0

BLD y=x2+2x+3

Resolugdo:
Raizes: A= (2F =4+ 1+ 3==8 <), raizes imagindrias concavi-
dade: a = 1= () para cima, entdo:

VX eR y=0
a>0eA<0

Matematica




B y=x2-4x+4

Resolvgdo:
A=(4)2=4-14=10; 2 raizes reais e iguais.
concavidade: a = 1 = ), para cima, entdo:

2

x=2 y:ﬂ
x#E2 — y=0
m Resolva as inequagoes:
a) (XE=5x+6) (=x2+2x+ =0

(x?+2x 43). (x* —6x +8) <0
(x—1).(x*—4x+4)

b)

Resolvcdo:

a) Trata-se de um problema de analise de sinal de uma fungdo
cujas fungdes componenies sdo conhecidas.
Para a sua solugdo, analise as fungdes separadamente e
depois cologue-as no quadro de sinais (“varal ).
A=("-5x+6)

N -
B=(=x"+2x+3)

N

7N

No varal temos:
A + + (l:

-
.
i

+
X
- X
+
<]> +
A.B - % + 'f +

-1 2

Na wltima linha pela regra de sinais do produto, temos a ana-
lise de sinal compleia da fungdo A - B.
Queremos os valores de x que tornam A - B = (),
S=[~1;2]U 3}

b)  Analisando as fungdes separadamente, temos:
A=x"+2x+3
A=<0:a=1

Capitulo 3

C=x-1
»/F
/ x
A=x’—4r+4
A=la=1
+ + +
2 X
No varal temos:
A+ + + +
B + 0o - o +
cC - o + +
D+ + 9 +
AB + _ +
c.D
L {2 L 2
1 2 4

S=jo 1 [U]2: 4]

Functio inversa da funcio quadratica

A funcio quadratica f: R — R, tal que f(x) = ax* + bx + ¢;
a # 0, possui dominio real e o conjunto-imagem depende do
sinal de a.

Observe a figura:

a=0 a=0

Imy = a'+ Imy= .
™l L ™

Fig. 10 Conjunto-imagem da funcdo quadratica em funcéo da
ordenada do vertice.

Estamos analisando o dominio e a imagem da fun¢ido qua-
dratica para transforma-la em uma funcao inversivel. Para isso,
basta a funcdo ser bijetora.

Para transforma-la em bijetora, vamos dividir o problema
em duas partes:

a) subjetora: devemos ter como contradominio o conjunto-

-imagem, que depende diretamente do sinal de a, conforme

a figura 10.

b) injetora: devemos limitar 0 dominio de A da fungio para
ele ser subconjunto de J—==; x_Jou [x : + e=[.

Frente 1




WVamos analisar os exemplos: a) f~1: =1, +eof — R_(inverter o dominio e o contradominio)
b) Permutar o x peloy

x= }-‘3 -1 }-‘3 =x+lo y=xVx+]
-l = x)=-vx+1
m Considere a fungio f: R — R, tal que fi{x) = x* - 2x. Observe que Imf R_ logo | ['.c) .

Fazendo as modificagbes necessarias, transforme-a em uma fun- Assim: f~1: [1; +oof — R_ tal que f™'(x)=—x+1
¢ido inversivel e obtenha a sua inversa.

. 1 1
Resolvgdo: m Dada a fungdo f-[iﬁm[ — [— E,+m tal que
fiR>Ref(x):x —2x Imy = [<1;. + o= f(x) = x* — x, obtenha a expressio ¢ o grafico de f~'.
y Df - rR
Resolugdo:
lemos, entdo:

I
¥
P . .'.}-"‘—y—x:ﬂ.‘.y:—:—?i —+x.

1
Assim, [ [1: 4o — [=1; +oof tal que fix) = x° = 2x é uma funcio Pelo conjunto-imagem de f~!, temos que y = Syt i
bijetora, logo podemos obter sua inversa [, - 4

Temos entdo: [~ [=1; oof — [1; +oof e x =" =2y, tal que y é a ) -1 I I
expressdo algébrica em fingio de x de . Assim, [ = =gikeo) | Sudee | dal que

» > 24+ 4
x=y =2yrll=y —2y—x.y= % r! [_¥)=i+ x+i
4

2 - 2
..?+ ...? '-E " J' " " L3 " - 5
y=——r " eyt x4+ O grdfico de [~ é simétrico de f em relacdo a reta y = x.

ae
+
[

Como y = 1, escolhemos a expressio yv=1+~x+1, ou seja, b

fx)=1+x+1.

m Obter a fungdio inversa da fungao:
f: R_— [-1, + oo[ tal que fix) = x* =1

Resolvgdo:

Observe gue o dominio e o contradominio foram ajustados para
[ ser inversivel. Assim, resta-nos a parte algebrica para obter a
Jungdo inversa.

Revisando

.. Se r, e r, s80 as raizes da equacgéo 2x*— 9x + 8 = 0, ﬂ Se a e b sao raizes da equagao 3x* — 17x - 14 =0, cal-

2 2
2

e (r, —r2J . cule o valor da expressao 2a +233h +22b .

n+n 4ab” +4ab

determine uma equacgéo cujas raizes sao




2x? - 8x -90

n Simplificar a expressao —; .
3x° +36x+105

n O vertice da parabola f(x) = ax* — 10x + ¢ € o ponto de
coordenadas (5; — 9). Determine o valorde a + c.

Capitulo 3

n Determine as condigdes para que o trindmio
y = ax? + bx + ¢ admita um valor maximo e tenha raizes de
sinais contrarios.

n Considere a fungéo f: R_ — [-1; + =<[ e f(x) = x*— 1. Prove
que f & bijetora e determine 1.

Exercicios propostos

Equaciio de 2° grau

“ Dada a funcao f: R — R, definida por

f(x) = x2 + 5x + 6, determine o valor de x de modo que:
a) fix)=0

b) f(x)=6

B Cesgranrio O ponto de maior ordenada, pertence ao gra-
fico da funcao real definida por

fix)=(2x —1). (3 — x), € o par ordenado (a,b). Entdo,a —b &
igual a:

-39 11
8 8
-11 39
8 8
3
8

3 B conjunto-solucdo da equacéo
x?+ x2—100x — 100 = 0, &:

S ={-1, 10} S={-10,-1, 10}
S ={-1,1, 10} S ={-1, 100}
S ={-10, 1, 10

Natureza das raizes de uma equaciio de 2° grau

n O conjunto-solugéo da equacao
g*-13g°+36=0¢:
V=12, 3}
V={0,2, 3}
V ={-3,-2}

V={-3,-2,2,3)
V ={-3, 3)

5 | Asolucdo da equacao: X +X./(2x +2) = 3 é&:

1 5
2 7
3

I PUC O niimero de pontos de intersecao das duas pardbo-
s y=x?ey=2x2—-1é:

0 3
1 4
2

n Determine os valores de m para que a equacao
2mx? — (3m + 2)x + 3 = 0 tenha raizes reais e desiguais.

n Determine o valor de m de modo que a equacao do 2°
grau ¥ — (2m + 1)x + (2 + m?) = 0 admita uma raiz dupla.

BEB UFRGS A equacdo 2mx2 + mx + % = 0 possui 2 raizes

reais distintas. Entao:

m=0 m<0oum:=>4
m=>0 O=m<d
m < 4

Soma e produto de raizes

m Na equacgéo 2px? + 3pgx + 3q = 0, a soma das raizes & 9
e o produto 12. Calcule p + g.

Frente 1




Vertice da parabola

BIN Cesgranrio O grafico de y = x2 - 8x corta o eixo Ox nos
pontos de abscissa:

—-2eb Oe-8 1e7

-1e-7 Des8

m A parabola representativa da funcao f: R — R, definida por
f(x) = —2x2 + bx + ¢, passa pelo ponto (1;0), e seu ponto de maximo
e o ponto B(3; a). Calcule a.

Funciio do 2° grav

BEN UFPE O custo C, em reais, para se produzir n unidades de
determinado produto & dado por: C = 2510 — 100n + n? Quantas
unidades deverdo ser produzidas para se obter o custo minimo?

m 'h“unesp Suponha que um grilo, ao saltar do solo, tenha
sua posicao no espaco descrita em funcao do tempo (em se-
gundos) pela expressdo hit) = 3t — 3t2, em que h & a altura
atingida em metros.

a) Em gue instante t o grilo retorna ao solo?

b) Qual a altura maxima em metros atingida pelo grilo?

BB UFSM A figura mostra um retangulo com dois lados nos
eixos cartesianos e um vertice na reta que passa pelos pontos
A{0,12) e B(8,0).

A(0,12)

=y

As dimensdes x e y do retangulo para que sua area seja
maxima devem ser, respectivamente, iguais a:

4eb 5e7 6e 3
9

5e — 4e7

°2

m FGV O preco de ingresso numa peca de teatro (p) rela-

ciona-se com a quantidade de frequentadores (x) por sessao

atraves da relacao: p =-0.2x + 100.

a) Quala receita arrecadada por sessao se o prego do ingres-
so for R$ 60,007

b) Qual o prego que deve ser cobrado para dar a maxima
receita por sessao?

Observacao: receita = (preco) . (quantidade).

BFA FGV O lucro mensal de uma empresa é dado por
L =—x2 + 30x — 5, em que x & a quantidade mensal vendida.

a) Qual o lucro mensal maximo possivel?
b) Entre que valores deve variar x para que o lucro mensal
seja no minimo igual a 1957

BB Udesc Seja ABCD um quadrado de érea unitéria, sio toma-
dos dois pontos P £ AB e Q = AD, tais que IAPI + 1AQI = IADI. Cal-
cule o maior valor para a area do triangulo APQ. Como seria tratado
gsse problema, se fosse pedido para calcular a menor area?

A B
P

1Q

D C

m Fuvest O grafico de f(x) = x® + bx + ¢, em que
b e ¢ sdo constantes, passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2).

Entao, f[— g] vale:

]
9 4

2 1

9 4

BTN se f(x) = ax® + bx + ¢ com f(2) = 4; f(0) = 2 e

fl3)=14,entdoa+ b + c e igual a:

-5 0 5
-3 3

BB UFPE Qual o maior valor assumido pela fungéo
f: [=7; 10] — R definida por f(x) = x2— 5x + 97

Faap Com relacéo ao grafico da fungéao
f(x) = 2(x — 1)? — 4 séo feitas as seguintes afirmacoes.
I.  Euma pardbola com concavidade voltada para cima.
Il.  Euma parébola cujo vértice é o ponto (-2; 4).
. O ponto de interse¢ao com o eixo y e (0; —2).
Messas condigoes:

somente a afirmacao | e verdadeira.

somente a afirmacao Il e verdadeira.

as afirmacoes |, Il e 1l sao verdadeiras.

as afirmacoes | e lll sao verdadeiras.

as afirmacoes Il e lll sdo verdadeiras.

FX) UFMG Observe a figura.
Y




Messa figura, esta representada a parabola de vertice V, grafico
da fungao de segundo grau cuja expressao e:

2
X
=|—|-10x
2
[x—]+1{}x
5

WIN Vunesp Considere a funcéo:

Y

1
fix) = (4— x% + X + a, em que a & um numero real ndo nulo
a

Assinale a alternativa cuja parabola poderia ser o grafico dessa

-
v,

PREE

m Uerj No sistema de coordenadas cartesianas a seguir, es-
tdo representadas as fungdes f(x) =4x —4 e g(x) =2x*— 12x + 10.

\ b f(x)

e

/ unidades em cm
Com base nos dados a seguir, determine:
a) as coordenadas do ponto P

b) oconjunto-solugao da inequacao: % <0, fix)=0.
X

m UFF Resolva, em R - {-4, -2}, a inequacéo
(x-4) < (x-2)
(x+2) (x+4)

Andlise de sinal da funcio quadratica

XN Vunesp Resolva o sistema:
3 < 2x
X -4x+320

BTN Cesgranrio A solugéo da inequagéo x > [1] é:
X

—Jex<Qoux=>1 x>0
x<=—1oux>=1 X >—1
X =1

m Fuvest O conjunto das solugdes, no conjunto R dos

. . . - X .
nameros reais, da inequacac |: 'I}j| =xel
x +

vazio xeR:x>-1}
R xeR:x=-1)}
[xeR:x <0}

EID Cesgranrio A menor solucéo inteira de:
x*—2x—35 <0 é:

. (x2 —Ex)
m Cesgrunnn As solucdes de ———— < 0 sao os valores
)
X +1
de x que satisfazem:

x<0oux=2
Xx=2

Xx<0
Dex<?2
X=2

7 UEL Determine o conjunto-solucdo da inequagao
(x3 - 23-:2}

EED PUC No universo R, o conjunto-solucdo da inequacéo
(x-3)
(Sx —xﬁ)
[xeR Ix=0}
xeRlx=3)

xeRIx<0oux>3}
[xeR10=x <3}

xeRIlx=>0ex =3}

4

[x+3} . =0, no universo R.

<0 e:



BEIB UFSC Considere as fungdes f, g: R — R tais que
g(x) = 2x + 1 e g(f(x)) = 2x2 + 2x + 1. Calcule f(7).

B UFBA Na questao a sequir, escreva a soma dos itens cor-
retos.
Sobre fungoes reais, e verdade que:
7X
(x+2)
f(x) = 3x* + 4x é uma funcéo par

Bx+2) 4 4 fungéo inversa de g(x) = 2 -
2x 2x=3)

sendo f(x) = 2x + 4, entdo f(x) > 0, para todo x > 0.
sendo f(x) = 4x2 — 7x, entdo f(-1) = 11.

Soma =

o dominio de f(x) = éR

f(x) =

E™ Mackenzie A equacio:
(3k —1)x2 — (2k + 3)x + (k—4) =0, em x, com k # % ,admite duas

raizes reais a e b tais que a < 1 < b. O nimero de valores in-
teiros que k pode assumir &:

2 4 6

3 5

EIB UFSC Considere as funcdes f: R — Re g: R — R dadas

3
por: f(x) =x2—x + 2 e g(x) = — 6x + s

Calcule f[%] 1 M

4

TEXTOS COMPLEMENTARES

A formula é de Bhaskara?

As equacdes quadrdticas completas foram resolvidas com
muita eficiéncia pelos babilénios. Um problema famoso era o de
determinar o lado de um quadrado se a érea menos o lado é igual
a 14,30. (Nao estranhel O sistema de numeraciio dos babilénios
é sexagesimal.)

Asoluc@io do problema para a época (=2000 a.C.) é expres-
S0 assim:

“Tome @ metade de 1, que é 0,30; e multiplique 0,30 por
0,30, o que da 0,15; some aisso 14,30 o que dé 14,30;15. Isso
é o quadrado de 29,30. Agora some 0,30 a 29,30 e o resultado é
30; o lado do quadrade.”

Observe que ndo existe férmula nenhuma. E praticamente
uma receita para resolver a equacéol

Euclides resolvia equagées, mas é claro que geometricamen-
te. Observe a solucéo da equacéo

ax = x> + b?, no qual a e b séo segmentos tais que a > 2b.

Construcdo geométrica

A c 0 5
| o] //}»\ . 1
|
2
P'_n_
) AB=a
2) Cponto médio de AB.
3) CP L AB, tal queCP =h
4)

. a
Com centro em P e raio E marca-se D em AB.

5) O segmento BD éq solucdo da equagto.

Justificativa:
No A reténgulo PCD, temos:

P |

Pelo Teorema de Pitdgoras:

lequacdo apresentada)

Bhaskara foi um matemdtico indiano (1114-1185). Pelas
datas, percebemos que a solucéo da equaciio quadrética néo se
deve a ele. Seus principais trabalhos foram Lilovati (homenagem
a filha) e o Vijo-Ganite (“extragio de raizes”), em que realmente
temos textos com problemas de equacdes lineares, quadrdticas,
progressdes, trindes pitagdricas.

Pelo texto, percebemos que o grande Bhaskara néo resolveu
pela 1° vez o problema das equacdes quadréticas, e muito menos

b+ JA

sugeriv a férmula , pois a notagio moderna da mate-

matica surgiu no final do século XVI com o francés Francois Viéte.

Este texto simplesmente quer elucidar os fatos, e ndo desme-
recer a grandiosa obra de Bhaskara.
Carl Boyer Histéria da Matemdtica. 58o Paulo, Edgard Bliicher, 1974,



0 que realmente é a parabola?

Capitulo 3

Do ponto de vista geométrico, a pardbela é o conjunto de pon-
tos do plano equidistantes de um ponto F dado e uma reta r dada.
F é o foco e r, a reta diretriz, tal que F & r.

P..Ps... € parabola

Vamos agora analisar a pardbola em um sistema cartesiano.

dpr = &, < P epardbola

Vx=a)’ +(y=B) =ly K-

sox? = 2o+ o +y? — 2Py + B =y 7 — 2ky + k?
x? =20+ o +PB% —k? = 2By = 2ky

K = 2o+ (0" +B7 — k7 ) = 2(B - k)y

Como F & r,temos b # k. Assim:

1 2o x+u2+|32—k2_
26—k (B-k) 2(-k) '
Trata-se de uma expressdo da forma

y=al=+bx+cga=0
Assim, a fungéio quadrdtica tem como grafico uma pardbole.

Posi¢iio de um nimero real o. em relagéo ds raizes do trinémio do 2° grav ax? + bx + ¢

Esta teoria vai permitir posicionarmos o ndmero «e R em
relago as raizes x; = x,. As possibilidades séo:

(¥
2 X X, "
(¥
0) X %
(¥

c) . 1‘- -
d) s

e) ——

) a=xova=x

O grande beneficio é que nio temos necessidade de encon-
trar os valores x, e x,.
1) Vamos analisar quando que o esté entre as raizes de

flx) = o + bx + c.

a=0eflu)<0

%o X

a<0eflu)=0

Conclusdo: offw) < 0= x, < <x,e A >0

2)  Vamos analisar quando o esté fora do intervalo das raizes de
fl) =ex? + bx + ¢

a=<0




1.£(2)<0=1[2%+(m-2).2+1-m|<0..
S (442m—4+1-m)<0..(m+1)<0..m<-]

Resposta: m € |—oo;—1|

a=0
Exemplo 2: Determinar m de modo que as raizes da equagéo do
X x 2°grau (m=1)¢ + (2m + 3)x + m = 0 sejom negativas e disfintas.
_ X=X, o Resolugdo: A situagdo do problema é da forma
X X
a=<0 \ /

=
W
o]
A

Em todos os casos, temos af{e) > 0e A = 0.

Conclusgo: affe) > O e A = 0 = « esta fora do intervalo das /1
raizes.

Nos casos apresentados no item 2, o nimero o pode ser me-
nor do que a menor das raizes ou maior do que a maior das raizes.

=
;)

o]

=

Assim, x; e x, serGo ambas negativas.

Para fixarmos o & esquerda de x,, devemos impor o < ~5g (m=1).f(0)>0 (m—1).m>0
) ) 1A>0 - {(2m+3)* —4(m-1).m>0-
para o estar a direita de x,, devemos impor também o > ——.
2a 0>_L2 —[2m+3}{
, - L Za 2(m-1)
No exemplo a seguir, observe as condicdes para que o < x, < x,. :
Devemos ter: affe) > 0eA>0Oe EE{—E e
2a
—116m+9>0
Exemplo 1: Determinar os valores de m na equacdo 3
x> + (m=2x + 1 —m = 0 de modo que o nimero real 2 esteja )
compreendido entre as raizes. . I C
e =mz>1
Resolugdo: A situaciio do problema é da forma: RT3

o/

Resposta: m € |1+ oo

RESUMINDO

O trinémio do 2° grauy = ax? + bx + ¢; a # 0 possui como gréfico uma parébola.

b+ A : i ,
Raizes do trindmio: x,., = Q—J_; A=b? —4ac Relagdo entre coeficientes e raizes
: a
c

Natureza das raizes Tl L =
A>0=x, #x,eR

e b Fatoracdo do trinémio do 2° grau
ﬂ=D=}x‘=x9=_Q_ﬂ c:x2+bx+c=ﬂ.[x—x]).[x—xg)

A<O=x #x, &R




Capitulo 3 Funcao do 2°grau

Resumo dos graficos e dos sinais do trinémio

a=0 a<0

AN /N
o/

A=0

+ + + X
A=0 - - _
E) X
2a

P&

A<0

y=0:"x eR y<0:vxelR

Vértice da parabola

Y a=0

2a
y >0 y <P
2a 2a
A fungéo admite valor minimo. A funcgio admite valor maximo.

B QUER SABER MAIS?
8 s

® | B Pitombeira. Revisitando uma velha conhecida
<www.bienasbm. ufba. br/C2. pdf>.

Frente 1 ﬁ




Exercicios complementares

Equacdo de 2° grav

“ Resolva as equagdes no conjunto dos nimeros reais:
a) 36y? =13y +1=0

b) 6x=(x-5)

¢) (2x=T7F=15-3x

[KE—EK)_1=[K"'—1)

] 2x—19=x+

n Resolva:

a) acquacio x*=3x-4=10

2x +y=4

d)

b) o sistema:
2x +xy= -8

BEN UFV As medidas da hipotenusa e de um dos catetos
de um tridngulo retingulo sdo dadas pelas raizes da equacio
x? —Ox + 20 = (0. A drea desse tridngulo ¢é:

10 15
6 20
12

n Resolver a equacio -u'r;hl-'(x +12) =6.

Natureza das raizes de uma equacio de 2° grau

n UFMG A funcio fix) = x* + bx + ¢, com b e ¢
reais, tem duas raizes distintas pertencentes ao intervalo [-2, 3].
Entéo, sobre os valores de b e ¢, a unica afirmativa correta é:

c<—6 b<-6
¢>9 4<b<6
6<b<4

“ Calcule t na equagio x* — 4x + t= 0, de modo que as raizes:
a) sejam reais e distintas.

b) sejam reais e iguais.

¢) ndo sejam reais.

n Fatec Se a equacio x* = 10x + k = 0 tem uma raiz de
multiplicidade 2, entdo o valor de k é:

100 1
25 0
5

BN UFMG Scja: P(x) =3 + (k= 3)x2+ (2 =k)x = (6 + 6k), em

que k € um niamero real:

a) mostre que o numero 3 € raiz de P(x) para todo nimero real k.

b) determine todos os valores de k para os quais as raizes de
P(x) sejam todas reais.

Grafico da parabola

KB Unicamp Determine o ntimero m de modo que o grifico
da fungdo y = x>+ mx + 8 — m scja tangente ao cixo do x. Faca
o grafico da solugdo (ou das solugdes) que vocé encontrar para
o problema.

Andlise de sinal da funcio quadratica

m Sendo x" e x" as raizes da equacio
5x?=T7x = 11 =0, calcule o valor das expressdes sem resolver

aequacio.
a) x' +x"
by x'-x”
) (XP+(")
D
X' X

BEB Cesgranrio Sec as raizes da equacio
x* + bx + 27 = 0 sdo miltiplos positivos de 3, entdo o coefi-

ciente b vale:
12
-12
0
-0
6

m Sobre a equagiio 2.003x* = 2.004x = 2.005= 0, a afirma-
¢io correta é:
tem duas raizes reais de sinais contrarios, mas nao simétricas.
tem duas raizes simétricas.
nio tem raizes reais.
tem duas raizes positivas.
tem duas raizes negativas.

m Determine a soma da média aritmética com a media geome-
trica das raizes da equagiio ax> —8x +a’ =0, com a > (.

m Se a ¢ b sdo raizes da equagiio x> — 2x + k=0 ¢
a”-a*- b* - b= 16> 0 valor de k ¢ igual a:

1
2
4
8
16

m Se na equagiio ax”+bx + ¢ =0 a média harménica das

raizes ¢ igual ao dobro da média aritmética destas raizes, pode-
mos afirmar que:

2b? = ac
b’ =ac
b? = 2ac
b’ = 4ac

b’ = 8ac



B3 UFMG O ponto de coordenadas (3, 4) pertence a pardbola
de equacio y = ax” + bx + 4. A abscissa do vértice dessa para-
bola ¢:

1

o lue ™ ko

Faap A variacio de temperatura y = f(x) num intervalo
de tempo x ¢ dada pela fungéo
fix) = (m?= 9)x” + (m + 3)x + m = 3; calcule “m"” de modo
que o grafico da fungdo seja uma parabola com a concavidade
voltada para baixo.

-3=m=3

m=>3em=<=-3

-3<m<3

-3<m<3

-3<m<=3

IR PUC A temperatura, em graus centigrados, no interior de
uma ciamara, ¢ dada por f{t) = = 7t + A, em que t ¢ medido
em minutos ¢ A ¢ constante. Se no instante t =0 a temperatura
¢ de 10 °C, o tempo gasto para que a temperatura seja minima,
¢m minutos, ¢:

3,5

4,0

4.5

6,5

7,5

Problemas gerais

BLB A Scjam as fungdes f: R — Re gt Ac R — R, tais que
fix) = x* = 9 e (fog) (x) = x — 6, em seus respectivos dominios,
entio, o dominio A da funcdo g ¢:

[-3, +ee

R

[=5, +eof

J=ee, =1[ W [3, +eo

]— o0, 6[

m FGV A funcio f, de R em R, dada por f(x) = ax* —4x + a,

tem um valor maximo e admite duas raizes reais ¢ iguais. Nes-
sas condigoes, f(-2) ¢ igual a:

4

2

0

1

2

-2

Capitulo 3
Grafico da parabola

I UELScjaa fungio f, de R em R, dada pelo grifico seguinte,

y’ ]

15

Lo o

0 conjunto-imagem de f¢:
R
iveR|0=y £1.5}
iveR|0=y <18}
WyeR|y=2}
lyeR|y=1,8}

Y] UFPE Na questio a seguir, escreva (V) se for verdadeiro
ou (F) se for falso.

Se a ¢ um numero real positivo, entdo o grafico de
y=a(x"+2x),x e R:

¢ uma parabola que passa pela origem (0, 0).

¢ simétrico em relacdo a reta x =—1.

¢ uma parabola cujo vértice ¢ o ponto (-1, a).

esta contido na reunido dos 3 (trés) primeiros quadrantes.

nio intercepta a reta y = —a.

BXJ UFBA Escreva a soma dos itens corretos.
Considerando-se a fungdo real f(x) = x* — 3|x|, é verdade que
aimagem da fungdo f ¢ [=3, +eol.
a fungio f ¢é bijetora, se x € |—==, =2] e fix)e [-2.+==].
a fungio f é crescente, para todo x = 0.
o grafico da funcdo f intercepta os eixos coordenados em
trés pontos.
para todo x € {—1, 4}, tem-se fix) = 4.
o grafico da fungdo fé:

/.

<
]
]
1
1
'
]
1
(SYE7-] BT [T~
b2

Soma =




BIB UFF A parabola abaixo representa o lucro mensal L (em
reais) obtido em fungdo do nimero de pegas vendidas de um
certo produto.

L{reais)

800 |---

% (n° de pecas)

~1.000 [----+-

Determine:
a) onumero de pecas que torna o lucro nulo.
b) ofs) valor(es) de x que torna(m) o lucro negativo.

¢) onumero de pegas que devem ser vendidas para que o lu-
cro seja de RS 350,00.

Bl UEL Scja fa funcio de R em R, definida por:

—x—lsex < -1
fix)= —x*+1se -1 <x <l

x—1lsex =1

o conjunto-imagem de f ¢ o intervalo:
J=eo,=1]
J=e=, 1]
[0, ==
[T, +oof
(-1, 1]

| 26 WITENS figura a seguir, estdo esbocadas duas pardbolas,
que sio os graficos das funcoes f e g. Considere a fungéo h:
R — R (em que R representa o conjunto dos nimeros reais),
definida por h{x) = |f(x) + g(x)| e determine em que ponto o
grafico de h intercepta o eixo das ordenadas v.

Y1 Y

—
&
'_______...--"'
e
9
|
—
(1]
= -4
.
9

grafico de f grafico de g

m Suponha que um fio suspenso entre duas colunas de mes-
ma altura h, situados a distancia d (ver figura), assuma a forma
de uma parabola.

ha |

q

4
Suponha também que:
I.  aaltura minima do fio ao solo seja igual a 2;

1. aaltura do fio sobre um ponto do solo que dista % de uma

das colunas seja igual a 3

Seh= ?, entdo d vale:

14 18 22
16 20

BB UFMG Observe a figura a seguir.
¥4
0

r

Nessa figura, a reta r intercepta a parabola nos pontos (—4, —24)

e(2,0).

a) Determine a equagio da retar.

b) Determine a equacio dessa parabola.

c) Sejafix) adiferenca entre as ordenadas de pontos de mesma
abscissa X, nesta ordem: um sobre a parabola e o outro sobre
a reta r, determine x para que f(x) seja a maior possivel.

m Considerando o grafico a seguir referente a fungio qua-
dratica f(x) = ax* + bx + ¢, pode-se afirmar que:

YJI.

/

/ \ x

a=0:b=0:c>=0
a<:b=>0:cel

a=0:b=0ecc=0
a=0:b<0ec>=0
a=(0:b=0ecc=0



m Dado o grafico da fungéio quadratica f(x) = ax’ + bx + ¢;
em que A= b’ —4ac ¢ o seu discriminante, considere as seguin-
tes afirmativas.

YL

1. x =
' 2a : 2a
—b
2. X, =—
* 2a
A
3 =—
Y2 dg
4. y,=c

Concluimos que:
todas sdo verdadeiras.
apenas uma ¢ falsa.
duas sdo falsas.
apenas uma ¢ verdadeira.
todas sao falsas.

Andlise de sinal da funcio quadratica

Il Mackenzie O dominio da fungdo real definida por

£(x) = Y[(x> = 2x + 6)/(x> = 5x + 6)] §é:

R -1{2,3} R* - {2,3}
R* R —-1{-2,-3}
R

7} PUC Usando uma unidade monetéria conveniente, o lu-
cro obtido com a venda de uma unidade de certo produto ¢
x — 10, sendo x o preco de venda ¢ 10 o prego de custo. A
quantidade vendida, a cada més, depende do prego de venda e
¢, aproximadamente, igual a 70 — x.
Nas condi¢coes dadas, o lucro mensal obtido com a venda do
produto é, aproximadamente, uma fungio quadratica de x, cujo
valor maximo, na unidade monetaria usada, ¢:

1.200

1.000

900

800

600

Capitulo 3

EED UFMG Considere a regido delimitada pela pardbola da
equaciio y = —x* + 5x — 4 ¢ pela reta de equagio x + 4y — 4 = 0.
Assinale a alternativa cujo grafico representa corretamente essa

regido.
Y
X
Y
X
y %
x

i

LB UFSC Scjam f ¢ g fungdes de R em R definidas por:
fix) = —x+ 3 e g(x) = x* = 1, determine a soma dos niimeros
associados a(s) proposi¢io(des) verdadeira(s).

fé uma funcio crescente.

Acreta que representa a funcgio f intercepta o eixo das orde-

nadas em (0, 3).

-1 e +1 sdo os zeros da fungdo g.

Im(g)={y eR |y =-1}.

A fungdio inversa da f é definida por f-!(x) = —=x + 3.

O valor de g(f(1)) ¢ 3.

O vértice do grafico de g ¢ o ponto (0, 0).

Soma =

E& unirio um engenheiro vai projetar uma piscina, em for-
ma de paralelepipedo reto-retingulo, cujas medidas intemas
sio, em metros, expressas por x, 20 — x, e 2. O maior volume
que esta piscina podera ter, em m?*, ¢ igual a:

240

220

200

150

100




MY Fuvest No tridngulo ABC, AC = 5 em, BC = 20 cm e

cos L= —.
5

B N P C

O maior valor possivel, em c¢cm?, para a area do retingulo
MNPQ, construido conforme mostra a figura a seguir, ¢:

16

18

20

22

24

Faap Analistas de produgio verificaram que numa deter-
minada montadora o nimero de pegas produzidas nas primeiras
t horas diarias de trabalho ¢ dado por:

£ = 10 (t* +1t), para 0 < t < 4
200 (t+1),parad =t = 8

Onumero de pecas produzidas na quarta hora de trabalho é:
1.000
800
200
400
600

E Mackenzie Na funcio real definida por
fix) = x> + 2 mx —(m - 2), sabe-se que: f{a) = f(b) = 0, em que
a<1<b. Entdo,em U= {—4;-3; -2: -1: 0; 1; 2; 3; 4}, o numero
de valores que m pode assumir ¢:

1

SO s ek b

KL} Unirio A diferenca entre o comprimento x ¢ a largura y
de um retingulo é de 2 cm. Se a sua area ¢ menor ou igual a
24 cm?, entdo o valor de x, em cm, sera:

0=x<6

0=x<4

2<x<6

2<x<6

2<x=4

7] Unicamp O indice 1 de massa corporal de uma pessoa
adulta ¢ dado pela formula, | = M/h* em que M ¢ a massa
do corpo, dada em quilogramas, e h ¢ a altura da pessoa, em

metros. O indice | permite classificar uma pessoa adulta, de
acordo com a seguinte tabela:

Homens Mulheres Classificagdo
20=1=25 19124 Mormal
25=1=30 24 = | =29 Levemente obeso

| =30 | =29 Obeso

a) Calcule o indice I para uma mulher cuja massa ¢ de
64,0 kg e cuja altura 1,60 m. Classifique-a segundo a tabela
anterior.

b) Qual ¢ a altura minima para que um homem cuja massa ¢
de 97,2 kg ndo seja considerado obeso?

T8 UFRJ Um aviio tem combustivel para voar durante
4 horas. Na presenca de um vento com velocidade v [km/h] na
dire¢do e sentido do movimento, a velocidade do avido ¢ de
(300 + v) [km/h]. Se o avido se desloca em sentido contrario ao
do vento, sua velocidade ¢ de (300 - v) [kmv/h].

Suponha que o avido se afaste a uma distiancia d do aeroporto
e retorne ao ponto de partida, consumindo todo o combustivel,
e que durante todo o trajeto a velocidade do vento seja cons-
tante ¢ tenha a mesma direcio que a do movimento do avido.
Determine:

a) dcomo fungdo de v.

b) para que valor de v a distancia d ¢ maxima.

%3 UnB Em uma barragem de uma usina hidrelétrica, cujo
reservatorio se encontra cheio de agua, considere que a vis-
ta frontal dessa barragem seja retangular, com 46 m de com-
primento ¢ 6 m de altura conforme representado na figura
adiante. Sendo h a altura, em mefros, medida da parte supe-
rior da barragem até o nivel da agua, tem-se h = 6 quando o
reservatorio esta vazio e h = 0 no caso de o reservatorio apre-
sentar-se cheio.
|

Bm ==

: 46 m

Nessas condicdes, a forga F, em newtons, que a dgua exerce
sobre a barragem ¢ uma fungdo de h, isto ¢, F = F(h). Por exem-
plo, se h=6, F(6) = 0. E conhecido que a fungdo F ¢ dada por
um polinémio do segundo grau na variavel h. Além disso, fo-
ram determinados os seguintes valores:
F(5)=253-10°NeF(4)=46-10°N.

Com essas informagdes, ¢ possivel determinar o valor de F para
todo h [0, 6].

F(0) : L

Calcule o valor —~, desconsiderando a parte fracionaria de

10

seu resultado, caso exista.




m UnB Uma microempresa, no seu segundo ano de funcio-
namento, registrou um lucro de RS 28.000,00, o que represen-
tou um acréscimo de 40% sobre o lucro obtido no seu primeiro
ano de existéncia. No quarto ano, o lucro registrado foi 20%
inferior ao do segundo ano. Considerando apenas esses trés
registros e representando por x o tempo de existéncia da em-
presa, em anos, pode-se modelar o lucro L(x), em multiplos
de RS 1.000,00, obtido nos 12 meses anteriores a data x, por
meio de uma fungdo polinomial do segundo grau da forma
L(x) = ax’ + bx + c. Os coeficientes a, b ¢ ¢ desse polinémio
sa0 unicamente determinados com base nas informacdes ante-
riores, em que L(1), L{(2) = 28 e L(4) representam os lucros da
empresa no primeiro, no segundo e no quarto anos, respectiva-
mente. Uma vez encontrado esse polinémio, o modelo permite
inferir se houve lucro (ou prejuizo) em datas diferentes daque-
las registradas, desde que se considere x # 1.

Com base nas informagdes ¢ no modelo polinomial anterior,
julgue os itens seguintes.

O lucro da empresa no quarto ano foi de RS 24.000,00.

No plano de coordenadas xOy, o grafico da funcdo L
¢ parte de uma parabola de concavidade voltada para
baixo.

O lucro obtido pela empresa no terceiro ano foi maior
que o registrado no segundo ano.

O lucro maximo (anual) alcangado pela empresa foi
registrado durante o primeiro trimestre do terceiro ano.

A empresa ndo apresentou prejuizo durante os 5 pri-
MEiros anos.

m Uerj Numa partida de futebol, no instante em que os raios
solares incidiam perpendicularmente sobre o gramado, o joga-
dor “Chorao™ chutou a bola em diregdo ao gol, de 2,30 m de
altura interna. A sombra da bola descreveu uma reta que cruzou
a linha do gol.

A bola descreveu uma parabola e quando comecgou a cair da al-
tura maxima de 9 metros, sua sombra se encontrava a 1 6 metros
da linha do gol. Apos o chute de “Chordo”, nenhum jogador
conseguiu tocar na bola em movimento.

A representaciio grafica do lance em um plano cartesiano esta
sugerida na figura a seguir.

..-‘
wi

A equagdo da parabola era do tipo: y:[%]ﬁ:. O ponto

onde a bola tocou pela primeira vez foi:

na baliza.

atras do gol.

dentro do gol.

antes da linha do gol.

53 Unicamp

a) Encontre as constantes a, b e ¢ de modo que o grafico da
fungdo y = ax®+ bx + ¢ passe pelos pontos (1, 10), (=2, -8)
e(3,12).

b) Faca o grafico da fungiio obtida no item a, destacando seus
pontos principais.

KT Cesgranrio Determine o parimetro m na equagio
x*+ mx + m* —m - 12 =0, de modo que ela tenha uma raiz
nula e outra positiva.

5 IME Dados dois trindmios do segundo grau:

y= ax” + bx +¢ (1)

y= a’x” +b'x+¢’ (1)

considere, sobre o eixo Ox, os pontos A e B cujas abscissas sio
as raizes do trindomio (1) e A’B’ os pontos cujas abscissas sio as
raizes do trinémio (11).

Determine a relagio que deve existir entre os coeficientes a, b,
c,a’,b’, c¢’, de modo que A’B’ divida o segmento AB harmo-
nicamente.

m No plano cartesiano representa-se y =ax” + bx +c (a, b e
c € R*) e a funcio que se obtém da anterior substituindo-se x
por = x. Os dois graficos:

coincidem.

interceptam-se em 2 pontos.

interceptam-se em Ox.

interceptam-se um Oy.

nio se interceptam.

m Qual a propriedade dos trindmios y = ax® + bx + ¢ quando
a+b+c=0?

m Considere o trindmio y = x* + (2a — 1) x + a’. Assinale
dentre as condigdes a seguir a que toma o trindémio sempre po-
sitivo.

a=1(

BB otrinomio kx®+ (k+ 1) x = (k + 1)
¢ negativo para todo valor de x e todo k #0.
¢ negativo para todo valor de x se k = - 2.
¢ positivo para todo valor x e todo k = 0.

¢ negativo para todo valorde x se k e | -1; —% [.



BZ3 ITA Seja £ R — R definida por

Ixn+3, x*_-’-{],
=1,
X“+4x+3, x>0

entio:

f¢ bijetora e {foﬂ(%z] =f7'2n

fé bijetora e {foﬂ(_?z] =f"1(99).

f'¢ sobrejetora, mas ndo ¢ injetora.
f'¢ injetora, mas ndo ¢ sobrejetora.

fé bijetora e {fnﬂ(‘?‘?] =f7'(3).

] IME Scja f uma fungdo real tal que Va e R

fix +a)= %ﬂf’f{:ﬂ{)—[f{:{]]‘E , ¢ periodica?

Justifique.

m Fuvest Considere a funcio fix) = K'\III:I—EKE].

a) Determine constantes reais a, b e g de modo que
(f(x))* = a[(* + b)? +g].

b) Determine os comprimentos dos lados do retingulo de area
maxima, com lados paralelos aos eixos coordenados, ins-
crito na elipse de equagio 2x* + y* = 1.

B3 IMA Scja o.um nimero real tal que @ }2[1+ \.E) ¢ con-
sista na equagio x* —ox + a + 1 = (0. Sabendo que as raizes reais
dessa equagao sdo as cotangentes de dois dos dangulos intemos
de um triangulo, entdo o terceiro dngulo intermo desse tridngulo

vale:
30
45°
60°
1350
120°

BT ITA A funciio f(x), definida para =3 < x < 3, tem o seguin-
te grafico.

f(x)

As linhas ligando (—=1; 0) a (0; 2) e (0; 2) a (1; 0) sdo segmen-
tos de reta. Supondo a = 0, para que valores de a o grafico do

polinémio p(x) = a(x*— 4) intercepta o grafico de f{x) em exa-
tamente 4 pontos distintos?

:E{a{ﬂ
2

—I{a{—l

3
—Z<a<-1
2

—E{a{—z
2

<=2

m Quais as condigdes a que deve satisfazer m para que o nu-
mero 1 esteja entre as raizes do trindmio mx* — 2(m + 1)x + m??

m Um arco parabolico de extremidades A e B possui altura
MC = 16 e amplitude AB = 40. Sabendo que C ¢ o ponto médio
do arco AB e M ¢ o ponto médio do segmento AB, a altura XY
do arco, em um ponto situado a 5 unidades do centro M deste,
¢igual a:

C
Y
A M X B

1
15
15l

3
15l

2

3
15—

4

m Determine os valores de a para os quais a expressio
a+3x

(x—1).(x+1)

m Considere x, y €R tais que 3x =y = 20. O menor

valor de «.‘Il'xz + yz é:
25
2410
2415
45
410

assume todos os valores reais.
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Thomas Malthus foi um demégrafo e economista britdnico. Formulou um
modelo para descrever a populacdo presente em um ambiente em funcdo
do tempo.

Nifj = N, - e

N,: populagdo presente no instante inicial t = 0

r: constante que depende da espécie da populacio
e: constante de Euler, igual a 2,71828...
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Funcéio exponencial

Define-se funcio exponencial toda funcio da forma
fix)=a*:coma=>0eca=1l.

Antes de exemplificarmos e construirmos os graficos, me-
morize as propriedades:

P1 a*-a¥=a""¥

_ 1
] ﬂx=a—x

X

a _ x-y
Pz a}r—.r.a.
Ps (ab)*=a*-b*
Ps (a*)¥=a" ¥
ps Va.Ub={ab

Va  [a

Pr — =P— bz0

b b
Pe {Ya ="
Pa [,]:,"E)q=]:ja_q
P10 a£ =3jﬂ_p

Com a definigdo e as propriedades em mios, podemos jus-
tificar a razdo de que a base da fun¢ao exponencial ¢ maior do
que 0 ¢ diferente de 1.

1) Sea=1,tem-se f{x)=1%=1, que ¢ a fung¢do constante.
2) Sea<0, por exemplo a= -2, tem-se f(x) =(-2)*. Esse gra-
fico nio sera continuo, ou seja, para determinados valores

de x, nio teremos 0 .

!
1 1 5
Para x = > — f(E) = (—2)2, pela propriedade (P10)

fGJ =J2e¢R.

Comportamento da fun¢io
A funcio exponencial possui dois comportamentos distin-
tos dependendo do valor da base a. Observe:
1) fix)=2"% analisando alguns pontos, construimos a tabela e
o grafico a seguir.

y
x  fx)

. .
-8 l !
4 :
1 i
i - Y N i
0 1 5 !
1 2 ; 5
2 | 4 A e e S

-2 -1 1 o X

Fig. 1 Esbogo do gréfico da fungao f(x) = 2%

2) fix)= (%J . analisando novamente a fungio em alguns

pontos particulares, obtemos a tabela e o grafico a seguir.

y
x  f(x) | 4
i
-2 | 4 i
—1 2 i
i
0 1 E
1 1 i !
2 ! :
2 1 i 11 wqeeaS
4 : 7 R i G A
-2 -1 1 2

Fig. 2 Esbogo do gréfico da fungdo f(x) =[%] .

A TENGAO!

Em uma fungéo exponencial fix) = o*;a > 0O e a= 1 se:
*a > 1, afuncdo f é crescente.
*0<a<1,afungaof é decrescente.

a=1 O<a<1
¥ Y
(0:1)
(0:1)
X X
Funcdo crescente Funcédo decrescente

Fig. 3 Esbogo geral do gréfico da funcao f(x) = a*

Observe que os graficos a* sempre passam pelo ponto ((; 1)
¢ ndo “encostam”™ no eixo X. Nio existe x € R tal que a* = 0,
teremos valores de x em que a — 0 (tende a zero). O eixo x
representa um limite nunca alcangado para a*, o eixo recebe o
nome de assintota.

Vamos seguir a mesma ideia de construgio de graficos do
capitulo 3, privilegiando as propriedades geométricas.

n Construa o grafico da fung¢do: fix) =2%+ 1.

Resolugdo:
2 X

Assintota
/-’

/Pl Matematica




Adicionando uma constante a 2*, o grdfico sofrerd um desloca-
mento na diregdo do eixo v com a sua assintoia.

y 21

r.h Mova assintota

n Construa o grafico da funcgio: fix)=2 - 3%

Resolvgdo:
Com base no grdfico basico 3%, iremos multiplicar as ordena-
das de todos os pontos por 2. Observe a figura a seguir.

Y 2.3*

A fungdo cortara o eixo y no ponto ((); 2) e terd um crescimento
mais acentuado e um decrescimento mais suave que o do 3%

] Seja £ R — R tal que fix) = -3
0<a=<1,analise as afirmacoes:

L fix+y)=fix) iy Vv elR.

Il. fé bijetora.

III. fé crescente e f{]0; +oo[)= ]-3: 0[.

- a*, emque a R,

Resolugdo:
Vamos aproveitar essa quesido do vestibular do ITA como
exemplo das propriedades graficas da fungdo exponencial. Na
afirmagdo (1), vamos calcular:
)= xty - _ x L ¥
fix+y) J.a J.a .a i?ya

[afirmacao falsa] .

Para analisarmos as afirmacdes (11) e (IIl), vamos construir o

grdfico da funcdo fix) = -3 - a".

A construgdo do grafico sera em 3 partes:

1" parte: grdfico bdasico a*com (0 <a < .

2% parte: multiplicar por 3.

3 parte: o simétrico em relagdo ao eixo x, apos a multiplica-
¢do por —1.

Observe os trés processos na figura a seguir:

A
S - N
b .
(1% ™ > .
R N Assintota
L St
>
-3
(3

Capitulo 4

O confunto-imagem da funcdo f (profecdo do grafico no eixo y)

[
Im =] —oo; 0[ =R’

que ¢é diferente do coniradominio R. A fun¢do ndo é sobreje-
tora, portanto também ndo pode ser bijetora (afirmagdo (1)
Jalsa).

Apesar de a base ser () < a < I, a fungdo € crescenie
por causa do =3, e a imagem do conjunto [0; +eof é [=3; 0f
(afirmagdo (111) verdadeira).

D = -1

Resolug¢do:
Construa o grdfico basico 2* e des¢a 1 unidade todos os seus
pontos inclusive a assintota.

1 i

_—//1‘
_-___________...-""f x
———————————— _— -iil———————————— ——————-—

Apos construir 2* — 1, vamos “rebater” a parte que possui
imagem negativa. Teremos assim f{x) = 2= 1|.

Aplicagiio da fun¢ao exponencial nos juros

compostos

A cobranga de juros ou o ganho de juros ¢ uma pratica uti-
lizada ha séculos nas relagdes comerciais.

* Juros: um valor (constante ou variavel) que vai aumentan-
do o capital inicial ou a divida.

* Taxade juros: um indice apresentado na forma de porcen-
tagem (1%). Seu valor ¢ constante e ¢ uma porcentagem a
ser aplicada no capital.

A cobranga de juros compostos ¢ a mais utilizada no co-
tidiano. Ela consiste no aumento dos juros apos cada periodo.
Observe a sequéncia e a formula induzida no final.

Seja C o capital inicial, i% a taxa aplicada a cada perio-
do, e n o numero de periodos:

Frente 1 73




Cﬂ

C,=Cy+i% - Cy=Cy(1 +i%)

C,=C,+i% C,=C(1+i%)=C," (1 +i%)
C,=C+i% - C,=Cy(1 +i%)=C,- (1 +i%)

generalizando, temos:

C: capital inicial

, 1%: taxa aplicada

C =C_ - (1+1%)"
n = Co °) n: nimero de periodos

C : capital gerado apos n periodos

i=0
L l(:I'I
%
4
Al
LY
L]
\
Al
LY
N
L]
Y
.
N
.
.
‘k
LY
Cg‘_
»
v i<0
________ -
n

Fig 4 Grafico indicando o acréscimo ou o decréscimo do capital Cy,

Exercicios resolvidos

B Um certo pais da América Latina pediu um empréstimo
de 1 milhao de dolares em 1840 para pagar em 100 anos a taxa
de juros de 9% ao ano. Por problemas politicos e de corrupcio,
nada foi pago até hoje. ¢ a divida foi sendo “rolada™ com a ta-
xacdo anual de juros. Determine o valor da divida em 2000.
Para os cilculos adote (1,09)* = 2.

Resolugdo:

Considere C,= 10° e i% = 9% ao ano.

De 1840 ate 2000, temos 160 anos.

Sabendo que C_= Cy(1 + i%)", vamos calcular C, ., =
= 10% - (1 + 9%)1% = 10° - (1,09)"" = [0F - [(1.09)5]" =
=100 - (22" =10° - (2707 = 10°- (1.024)° = 10° - (1(F)F = 10"
Temos entdo uma divida atualmente da ordem de 1 wilhdo de
dolares.

n Os institutos de pesquisa indicam uma inflagdo mensal
de 2,5%. Por meio dos juros compostos, determine a inflagdo
anual.

Resolvgdo:

Nio caia no erro de pensar que a inflacdo anual ¢
12 -(2,5%) = 30% ao ano.

Para resolver o problema, considere um produio que cusia x no
inicio do ano. Apos 12 meses, o produto custard:
C,=x-(1+25%)7=x-(1025" = 1345x o que equivale
ax + 0,345x. Os juros acumulados no periodo de 1 ano foram
0,345x, que equivale a 34,5%, ou seja, a inflagdo foi de 34,5%
Ho ano.

n Um pais europeu teve uma “deflagio”™ de 1% ao més du-
rante 1 ano. Um produto que custava 100 dolares no comego do
ano vai custar quanto ao término desse ano?

Resolugao:

Trata-se da aplicagdo dos juros composios com um decréscimo de
1% ao més. Assim, C;, =100 - (1 = 1%)'? == 100 - (0,99)'7 =
100 - (0,89) = 89 dolares.

Equacdio exponencial

Sdo equagdes cuja variavel esta no expoente.

O procedimento basico para resolvé-las é transformar as
funcodes na mesma base para igualar os expoentes.

A TENCAQ!

o = a8 = f{x) = g(x), pois a funcao exponencial & in-
jetora.

Observe os exercicios resolvidos a seguir.

Resolva as equacoes a seguir:

U0 #x=1.024

Resolugdo:
gr=1.024 - (22 =210 2= 2005
=10 x=5.8=/5)

2 (9 27
> (3 (5 %
Resolugdo:
565
3)\s) 624\ 38) 6e7
3V (3Y
=== x=3:8=/3
(4) (J o 57

m 4@ _zx"m+2 — ﬂ

Resolugdo:

4\4‘? = le'm+2 - (2_7 )\I'm = zm+2 -

—_—

. 2_7 x+] = 2-..-':+J'+_7

2+l =+ 1+ 2
ANy + 1 =2 x+1=¢(2)7 -~
\\_____/

Equacio irracional

Lx+l=4x=3

S={3




B #+6x=2 -9

Resolugdo:

Nesse tipo de equacio exponencial, temos 3 bases diferentes.
Para reduzir essa quantidade de bases, divida, por exemplo, a
equacdo toda por %, observe:

FH6 =29
£ 465 2.9° 4 6
= A+ =2
g.’.’ g.’.’ g.’.’ 1

OROR
ERCES

Essa equacdo ¢ redutivel a uma equacdo do 2° grau.
5)
Fazendo 3 =y, femos:
W Hy=2=10,raizes =2 e l.
2 Xz
Paray =1 — (E] =1l x=10

Paray =-2— (%] =-2 . Ax

Solucdo final § = [0}

A TENCAQ!

As fungdes exponenciais
fix) = 0% a = 0 e a# 1 possuem o conjunto-imagem R _,
ou seja, Ax € R, tal que o* < 0.

Resolva as equacgdes a seguir:

BFD 2x=11-x.

Resolugdo:

Nesse tipo de equacdo, temos a “mistura’ de funcdes diferen-
tes. Devemos avaliar a solugdo graficamente, plotando os dois
grdficos no mesmo plano cartesiano.

Os pontos de corte sdo as raizes da equagdo:

¥

Capitulo 4

o ¢ o valor de x, tal que fio) = g(o) em que fix) = 2 e
glx) =11 —x, entdo:

Jio) —gia) =0 0. 2% [ —a] =0; 0é raiz. Por “verificacdo”
o=3 pois2P=1-3 :.8=8.

LED 2243 =g

Resolug¢do:
F—222+3=0.(2)P=-2(2)+3=0
Fazendo 2* = v, teremos uma equacdo do 2° grau,

assim: y? =4y + 3 =0 raizes 1 e 3.

Paray=1—-2=]1, . 2=2 - x=1{

Paray=3—=2=3 . x="?

No momento, ndo temos condicdes de calcular o x. Podemos
avaliar graficamenie a solugdo.

I < o< 2tal gue 2% =3
Solugdo final § = [0; o)

Inequagdio exponencial

Aresolugdo das inequagdes seguem 0s mesmos principios
das equagdes. Vamos igualar as bases e trabalhar com os ex-
poentes ¢ também reduzindo as expressoes em fungoes do 2°

grau.
As solugdes das inequagdes dependem da base e da mono-

tonicidade (crescente ou decrescente) da fungdo exponencial.
Observe:

I°caso:a=1

g%

a®-
_.---""H.‘.

a2 = a"— x> ¥

Fig. 5 Fungdo crescente.




2°caso: 0 <a<1 m [ﬂ,ﬂ4)-”2 tax-8<(0,04)-2

y 4 Resolugdo:

{!’.},!’}4)_‘2 TN 20,04 )7 (base menor do que 1)
—x 4 5x—8>-2.

s—xT 4 5x—6 >0 ..

st Sx—6500 0 —Sx+6<0

Fazendo a analise de sinais:

X
a > g2 x < X
Fig. 6 Fungdo decrescente.
Tendo em vista os dois casos apresentados, analise os §={xeR|2<x<3fous§=]2 3

exemplos de solugdes de inequacdes a seguir.

m 22+x_92-%x% |5
Resolugdo:

Resolva as equagdes a seguir: , , i 52
" . Pl L A ey e
m 2.1'
6’ <216 Fazendo 2* =y, recaimos em uma ineguacdo do 2° grau.
4 4 4y —15y -4
Resolugdo: dy—">150 dy———15>0 LT T

G-r< 216 - 635 < 63 Y ¥ Y

—3=—x<3 . =x< x>0
§5=]0; +oof

EE 20 5= (0, 1) - (10*-1)°

Resolvgdo: Paray >4, temos: 2*>4 5, 2*> 2 x> 2.
255 s001). (107 ) -

2.5 =107 1070

s 0T > 107

LA 1077 5 x =5 — 60 —4dx > -6

1 :
Para y < 2 s impossivel.

§=]2; +oof

S

Revisando

“ Simplifique as expressoes:

n&d n 8
a) % b) (2" + 20-1)(3"—3n-1) c) [3245]




, calcule A2 — B2

X —X X
n Se A:S +3 e B=3 3
2 2

n Construa o grafico da fungéo f(x) = 272+ 1,

Capitulo 4

n Resolva a equacao exponencial 4* - 2¢ -2 = 0.

B Resolva a inequagdo 9% —4. 3*1 427 > 0.

Exercicios propostos

Equacoes e expressoes exponenciais

BB Resolva a equacao (0, 1)*-5 = 10.

]
n Sabendo que 4*— 4~ 1=24 entao x2 vale:

a) Y2
5
o) V5
2
c) J2
g Y10
5
e) J10
2
n Resolva o sistema:
3*+3' =36
3" =243

n Determine o valor de x na equacao
5%+ 14 5%+ 5%-1=775.

Bl Fuvest Dado o sistema:

2:-: :8y+1
o¥ =3*-9
pode-se dizer que x + y & igual a:
18
21
27

3
-9

Graficos exponenciais

n Fuvest Seja f(x) =a + 2™ +% em que a, b, e ¢ S0 nume-
ros reais. A imagem de f & a semirreta |-1; +=<[ e o grafico de f
intercepta os eixos coordenados nos pontos (1;0) e [ﬂ; _4—3]

Entao o produto abc vale:




BB UFMG Observe a figura a seguir Nessa figura, esta
representado o grafico da funcao f(x) =b* b = 0.

¥

Se f(1) +f(-1) = g , & Unica afirmativa verdadeira sobre o valor
de b é:
1

ﬂchcg 1<b<4
g-r:tl--:i 4=phb<9
9 ]

g-n:l:l-:1

9

WY UFMG Observe a figura.

MNessa figura, esta representado o grafico def(x) = ka*, sendok e
a constantes positivas. O valor de f(2) é:

3 3
8 4
1 1
2

BEN UFSM A figura mostra um esbogo do grafico da fungéo
y=a*+b,comaebe R,a>0,a=1eb=0.

Entao, o valorde a2 — b? é:
-3 1
-1 3
0

Inequacoes exponenciais

BTN Unirio Assinale o conjunto-solugio da inequacéo

x—=3

'

2 4
==, 5]
[4, + oof
[5!+m[
X e IR Ix<-5)
X e IR | x =-5)

Problemas gerais

m A equacao 25* = 6 . 5* — 5 admite como solugbes os
numeros a e b. Entao:

= =1 a.b=1
b

a+b=0 a.b=0
a.b=2

m A equacao 3*— 4 = a, com a real, so tera solugao real

para:
a=—4 a<3
a<4 a::--E
4
a=-3

BED FGV Seja a fungdo f, de R em R definida por
a

f(x) = 5%, se f(a) = 8, entdo f[—a] é:

4

2

W= &= M=

BIN UEL Considere a fungdo de R em R dada por
f(x) = 5% + 3. Seu conjunto-imagem é:

=i 31

F==:5]

[3; 5]

13 e

15 =]



m FEl Quantas raizes reais possui a equacgao 2* =x + 4?
Menhuma.
Uma.
Duas.
Trés.
Quatro.

m Vunesp Uma cultura de bactérias cresce segundo a lei
N(t) = a10*, em gue N(t) € o nimero de bactérias em t horas,
t =0, e a e x sa0 constantes estritamente positivas. Se apos 2
horas o numero inicial de bacterias, N(0), e duplicado, apos 6
horas o numero de bacterias sera:

4a 8a

2a./2 8a./2

Ba

BiA urme O

3" +l= —4‘5 é:
3* 3

produto das raizes da equacgéo

) (+5)

4 3

BIB UFMG O valor de x que satisfaz a equagdo
2% _ g (22*) = 16 & tal que:

1<x=2

2<x=3

3ex=4

4<x=5

m Uer| Pelos programas de controle de tuberculose, sabe-se
que o risco de infeccao R depende do tempo t, em anos, do se-
guinte modo R = R, e™, em que R, € o risco de infec¢ao no inicio
da contagem do tempo t e y & o coeficiente de declinio.

QO risco de infecgao atual em Salvador foi estimado em 2%.
Suponha que, com a implantacao de um programa nessa
cidade, fosse obtida uma reducao no riscode 10% aoano, isto e,
vy = 10%.

TEXTO COMPLEMENTAR

A historia do numero e

Use a tabela a seguir para os calculos necessarios:

B,2 9,0 10,0 11,0 12,2
2,1 2,2 2,3 2.4 25

Q tempo, em anos, para que o risco de infecgao se torne igual
a0,2%, e de:
21 22 23 24

EI) Fuvest Leia e responda:

a) Esboce, em um mesmo sistema de coordenadas, os grafi-
cosde f(x) =2* e g(x) = 2x

b) Baseado nos graficos da parte a), resolva a inequagao
2% < 2x.

c¢) Qualeo maior: 2 elevado a \.'E ou 2 multiplicado por J2?
Justifigue brevemente sua resposta.

I Unicamp Esboce os graficos das fungées y = e*, y = e
ey =e* +e*— 3 em um mesmo sistema de eixos ortogonais.
Mostre que a equacdo €* + e™ — 3 = 0 tem duas raizes reais
simétricas x = a e x=—a. Mostre, ainda, que e¥ + e~ = 18.

BF3 UEL Um economista, estudando a relagéo entre o prego da

carne bovina (que aumenta na entressafra) e as vendas de carne
de frango, encontrou uma fungao cujo grafico e esbocado a seguir.

Vendas de carne de frango
(v)

Prego da carne bovina
(p)

De acordo com esse grafico, e verdade gue:
v e diretamente proporcional a p.
v e inversamente proporcional a p.
se p cresce, entdao v também cresce.
Vv € sempre maior que p.
o preco da carne de frango e inferior ao da carne bovina.

Os nimeros irracionais sempre foram muito intrigantes na his-

téria da matemdtica. Eles aparecem com frequéncia na geometria
como razéo entre a diagonal e o lado de um quadrado (v/2), @

razéio do comprimento de uma circunferéncia e seu didmetro (1), a

V5

. —1 .
razdo aurea presente na natureza [— . entre muitos outros.

Vomos apresentar, neste texto, um nimero irracional muito
importante, mas pouco conhecido pelos alunos do Ensino Médio,
o numero irracional e = 2,71828...

O homem, desde os seus primérdios, teve como preocupacio
o acumulo de riquezas.

Um dos conceitos fundamentais quando se trata de dinheiro
é a nocio de juros.



Juros seriom os ganhos obtidos por quem empresta o dinhei-
ro. Tenha certeza de que essa prdtica é muito antiga. Encontra-se
no Museu do Louvre, em Paris, um tablete de argila da Mesopo-
témia, datado de 1700 a.C., que propde o seguinte problema:
guanto tempo levard para uma soma de dinheiro dobrar se for
investida a uma taxa de 20% de juros compostos anualmente?

Vamos retomar a férmula dos juros compostos:

C =C,.(1+i%)"

Com a nogfio de juros, as interpretacdes e especulagdes a
esse respeito foram evoluindo com o tempo. Observe o exemplo
a seguir.

Considere um empréstimo de R$ 100,00 com uma taxa
de juros de 100% o ano. No final de um ano, « divida seria de
100. (1+100%)' = 200 reais.

Mas um ano possui dois semestres, e podemos cobrar
50% por semestre; assim, no final de um ano, a divida seria de
100. (1+50%)? = 225 reais.

Prossequindo esse raciocinio, temos quatro trimestres com
25% por trimestre; assim, no final de um ano, a divida seria de
100. (1+25%)* = 244,14 reais.

Esses resultados devem assustar qualquer pessoa que queira
fozer um empréstimo. A divida que paira no ar é se esse valor
aumenta de forma indeterminada.

A comunidade bancéria explora esse conceito de célculo de ju-

1 DD%J"

ros ao extremo. Vamos analisar os caleulos: C, =1 DD{] +
n

é o valor da divida de 100 reais, se aplicarmos juros compostos
1]
divididos igualmente em n periodos. Assim, C_ =1 DD{]+ IJ :

n

O mistério do problema resume-se em entender o nimero

(1+%]n.

Observe a tabela.
1 2

2 2,25
3 2,37037
4 244141
5 248832
10 2,50374
100 2,70481
1000 2,71692
10000 271815
100000 2.711827
1000000 2.71828
10000000 2.71828

Podemos observar o comportamento peculiar do nimero

AR : :
(1+ —| . A medida que n vai aumentando, vamos “estacionan-
n

do” no ndmero 2,71828.
E clare que precisamos de mais fatos teéricos para concluir

-I I
que o limite da expressio (1+—J & o nimero 2,71828......,
n

batizado de nimero e.

: 1"
Simbolicamente, temos: :"_"m(l +—| =e
n
Por causa da crescente importéincia do comércio internacio-
nal, as transacées financeiras também se intensificaram. E possivel
qgue o nimero e tenha sido reconhecido nesse contexto.

LI R—}R‘Jra fix) = a*;a> 0 ea # 1 é definida como fungéo exponencial.

* fé injetora e sobrejetora.

Monaotonicidade

a=1 O<a<1

YJ y Y

1

1
————————————————————— - s s
X X
Crescente Decrescente




B QUER SABER MAIS?
8 si:

® Leis exponenciais de ecologia populacional
<www.ecologia.info/leis-ecologia-populacional. htm>.

Capitulo 4

Exercicios complementares

Equacoes e expressoes exponenciais
n Quanto ¢ o expoente em 2*= 1287
n Calcule x de modo que se obtenha 107 -4%=1,

n Resolva as seguintes equagdes exponenciais:

SR
a) |=] (2] =22
3)\8) T e

) ) 2
b) 2¥.5 =(0,001). (10°™)
¢) 108-5-1.2x-2=0950
d) 446 =29

ﬂ}z}i-ﬂ.i

e) =5.0,04*"
J5

Ex =B}-+I

Mackenzie Se , entiio X ¢ y sio os possiveis
9¥ =37 g b

valores reais de t, tais que:

t2=27t+126=10 2+ 21t=126=0

t2+27t+ 126 =0 t2=26t-27=10
t?=21t-126=0
n Se 2 +2-*=3 o valor de 8%+ 8~ ¢:
12 24
18 27
21

9 x=3 12 X
“ A solugdo da equacdo (E] =(E] ¢ um numero

racional x tal que:

~1<x<0 25<x<3,5
0<x<1 25<x<3.5
1,5<x<2,5

BB sc 31 -32-=23 entio 15 - 2 vale:
16 11
15 6
14

3.?&'1'}' =1
n Se ,entdo o valor de x — y ¢:
2x+2}- =2

=2 1
-1 2

n Determine os valores de x que satisfazem a equacio

100.10* =¥/1.000°.

3
B} FGV Determine o conjunto-solugio da equagio x* =8 =1.

X =X
m Resolva a equagio exponencial 3_ +3 =2.

X

BFY Dctermine a metade do nimero 2 + 4%
Graficos dos exponenciais

m Fuvest A equagiio 2*= -3x + 2, com x real:
nio tem solucio.
tem uma unica solucdo entre 0 ¢ E

.. . 2
tem uma unica selugdo entre — 3 e 0.

tem duas solugdes, sendo uma positiva € outra negativa.
tem mais de duas solucoes.

m Vunesp Considerando-se o grifico e a equagio a seguir
relacionados & decomposigio de uma substincia, onde K ¢ uma
constante, t indica tempo (em minutos) e Q(t) indica a quan-
tidade de substancia (em gramas) no instante t. Determine os
valores de K e a.

Q) =K. 2%

Lei de decomposigao
da substancia




B IMA Scjam £, ¢: R — R funcdes definidas por
X X
fix)= (%J eg(x)= (%] . considere as afirmacdes:

I Os graficos de f e g ndo se interceptam.
II. As fungdes f e g sdo crescentes.

lIL. fi-2) g(-1) = f(-1) g(=2).

Entdo:
apenas a afirmacgéo (1) ¢ falsa.
apenas a afirmacao (111) ¢ falsa.
apenas as afirmacoes (1) e (1I) sdo falsas.
apenas as afirmacoes (11) e (I1I) sdo falsas.
todas as afirmacdes sdo falsas.

m Afuncdo 2 R — R, defina por f: (x) = 2%, ¢ melhor re-
presentada por:

¥
.---'""/
X
¥
T
l}lll

/
1/

X
X

>

Inequacdes exponenciais

m Assinale a Unica afirmagio correta.
0.21)*=(0,21)°

0.21)*= (0,21)
021)y2<1

0.21)<(0.21)°
0.21)°21 > (021)°2

m Resolva as inequacgdes exponenciais.
a) 6°-*<216

b) Exl--ﬁx-z.ﬁ -1 ﬁ«,ﬁ

c) 22+x_22-x> |5

d) [3*‘ + 5]" < [3“' —1]"

2
) ) (=2
¢) 4 =221 g3 };-.52

Problemas gerais

2% para —1<x <1

19 INFSERS

, entao f(ﬂ]—f[%] ¢igual a:

— para x >1

X
: !
2 2
5 2
3 3
1
3

BID UFPE Scja g0 R— R uma fungio tal que, para todo x,
g(2x + 3)= 2% Owvalor de g(5) ¢

10

32

igual a g(13).

2

impossivel de calcular apenas com esses dados.

m UFMT Com relagio a funcdo f(x) =a*, sendo a e x niime-
ros reais ¢ 0 < a # 1, julgue, quanto a (V) ou (F), os itens.
A curva representativa do grafico de f esta toda acima
do eixo x, pois f(x) = 0 para todo x.
Seu grafico intercepta o eixo y no ponto (0,1).

Afuncio ¢ crescente se 0 <a < 1.

Scndua=%,cntﬁn fix)=2sex>1.

BB Mackenzie Sc 4% = 3 ¢ 4 = 9, entio (0,1257%* 2 vale:
1
2
4
log,3
log,9




f —f
BEB PUC Sendo f(x) = 2%, a expressio [ (x+y) {K)] ¢ igual a:

y
(26 -1). 27 (2-2Y) |
Yy y
_{2"' —1].2?_ (2" +y)

y y

B8 Mackenzie Na funcio real definida por f{x) = 5%, f(a) - f(b)
¢ sempre igual a:

f(a-b) f(a’- b))
f(a+b) f(5-a-b)
EEl UFSC O valor de x que satisfaz a equagio:

-‘;Ex+l+3 .'32:\'+2='j|8é"1

m Puccamp Seja f a funcdo de R em R definida por
[F(x+1)+F(x+2)+F(x+3)]
é;

fix) =2 0O valor de

[f(x+4)+f(x+5)]
39 s 1
16 12 8
21 7
16 24

I8 Mackenzie A soma das raizes da equagio
313 3+ 39 -3 =27=0¢:

-1 2

0 3

1

BI) Mackenzie Analisando os graficos das fungdes de R em
R definidas por g(x) ==x* +x e f(x) = 2, considere as afirma-
¢oes a seguir.
L fix)=g(x), VxeR.
Il. Nio existe x e R | f{x) = g(x).
L. f{x) e g(x) sdo inversiveis.
Entdo:
somente a (1) é verdadeira.
somente a (11) ¢ verdadeira.
somente (1) e (1) sdo verdadeiras.
somente (1) e (111) sdo verdadeiras.
somente (11) e (I11) sdo verdadeiras.

m Mackenzie Analise graficamente as fungdes (1), (11), (I11)
e (IV) a seguir.
I fix)y=x+(2x))/xde R em R
IL g(x)=3x-x*de[—+3, V3], em[-2,2]
Obs.: g (1) ¢ minimo .
IL hix)=(1/3)x de Rem R,
IV. tix)=3,de R em {3}

O numero de fungdes sobrejetoras é:
0 2 4
1 3

Bl Construa o grifico da fungio fix) = 1 — 2,

34370

EIl 6V se fix) = x2 g(x)= ;¢ h(x)= TR
entdo f{g(x)) = f(h(x)) ¢ igual a:
3-x 32x 1

32 0

¥ Unicamp O processo de resfriamento de um determinado
corpo ¢ descrito por: T(t) =T, + o3P onde T(t) é a temperatura
do corpo, em graus Celsius, no instante t, dado em minutos,
T, ¢ a temperatura ambiente, suposta constante, ¢ o ¢ [§ sdo
constantes. O referido corpo foi colocado em um congelador
com temperatura de =18 °C. Um termdmetro no corpo indicou
que ele atingiu 0 °C apos 90 minutos e chegou a =16 °C apos
270 minutos.

a) Encontre os valores numéricos das constantes o ¢ 3.

b) Determine o valor de t para o qual a temperatura do cor-

po no congelador € apenas (%]“C superior a temperatura

ambiente.

EED Unicamp A fungdio L(x) = a - ¢ fornece o nivel de ilu-

minagdo, em luxes, de um objeto situado a x metros de uma

lampada.

a) Calcule os valores numéricos das constantes a ¢ b, sabendo
que um objeto a 1 metro de distancia da lampada recebe
60 luxes e que um objeto a 2 metros de distancia recebe
30 luxes.

b) Considerando que um objeto recebe 15 luxes, calcule a dis-
tincia entre a lampada e esse objeto.

m Supondo uma taxa de inflagdo de 20% ao ano, os pregos
deverdo dobrar em, aproximadamente:
| ano. 3 anos.
2 anos. 4 anos.

5 anos.

EE ITA A lei de decomposicio do radium, no tempo t > 0, ¢
dada por M(t) = C - ¢, onde M(t) ¢ a quantidade de radium
no tempo t; C e k sdo constantes positivas (“e” é o numero ne-
periano, e = 2,71828...). Se a metade da quantidade primitiva
M(0) desaparece em 1600 anos, qual a quantidade perdida em
100 anos?

I UnB Considere um objeto a uma temperatura inicial Yor
colocado em um meio com temperatura constante T. A taxa de
transferéncia de calor do objeto para o ambiente, ou vice-versa,
¢ proporcional a diferenca entre as temperaturas do objeto e do
ambiente. Assim, ¢ possivel concluir que a temperatura y(t) do
objeto, no instante t = 0, € dada por y (t) = (y, = T) e+ T, em
que b = 0 ¢ a constante de proporcionalidade.



Com base nessas informacoes, julgue os itens a seguir.

Se a temperatura inicial do objeto € superior a do am-
biente, entdo a fungdo y(t) ¢ decrescente.

Se a temperatura inicial do objeto é diferente da do
ambiente, entio, para algum instante t; >0, a constante
b ¢ dada por 1/t In(y, = T/y(t,)=T).

Se a temperatura inicial do objeto ¢ diferen-
te da do ambiente, entdo, para todo t > 0, tem-se
¥ = T1> [y(t) = T].

Se um objeto com uma temperatura inicial de
0 °C for colocado em um ambiente a temperatura de
30 °C, entdo o grafico a seguir representa a funcio y(t).

4

¥

EGCIG ............................................

UFV Scja a funcio real f(x) = a*, a = 1, o conjunto dos
valores de x para os quais f{x* - 3) > f{(6) ¢:

ixe R|-3=x<=3}

ixe R|x =3}

ixe R| x<3}

ixe R|x<=-3oux=3}

ixe R|x=-3oux=3}

m UEL A relagio a seguir descreve o crescimento de uma
populagio de microrganismos, sendo P o numero de microrga-
nismos ¢t os dias apos o instante 0. O valor de P ¢é superior a
63000 se, e somente se, t satisfizer 4 condicio:
P=64.000 - (1 = 27014,

2<t<l16

t>16

t<30

t=60

32 <t<64

L] TA Uma vez que para todo x 2 1 ¢ n e N vale a
desigualdade x" >n(x — 1), temos como consequéncia que, para
O<x<lene Nsetem:

x"! < [n(1+x)]!

X < [(n+ 1)1 +x)]!

x™! < [n(1 = x)]™!

X"l <[(n+ 1)1 =x)]"

x™ < [n(1 =x)]!

m Em um periodo prolongado de seca, a variagcio da
quantidade de agua de certo reservatorio ¢ dada pela funcio
qt) = q, -+ 2~ I, sendo q, a quantidade inicial de dgua no
reservatorio e g(t) a quantidade de agua apos t meses. Em quantos
meses a quantidade de agua no reservatorio se reduzira a metade
do que era no inicio?

5

7

8

9

10

m Considere a fungao dada por

ﬂ‘x)=32.\'+|+m L

a) Quando m = - 4, determine os valores de x para os quais
fix)=10.

b) Determine todos os valores reais de m para os quais a equa-
cio f(x) =m+ 1 ndo tem solucio real.

m O niamero de solugdes distintas da equagio
22-27=K,Ke Ré

2,VKe R

2, somente se K = (.

I, VKe R

1, somente se K # (.

1, somente se K < ().

m Represente no sistema cartesiano o grafico da fungio
real definida por:
27— 4.2" +3

=

Problemas envolvendo equacdes e inequacdes
exponenciais

2 3
™ ITA Resolva a equagio 3¢ —2¢7* =-L

B ITA Sendo a € R, com a > 1, resolva a inequacio
Ea_2.~x'|[l —x}} q% - I‘

X =X
. L a4 -
KT8 I7A Considere a equagio — -=m,xeRel<a=l.
a*+a™"

Determine todos os valores de m para os quais a equagio ad-
mite solugio real.

athb

Prove que seaebe R, entdo a*b” > (ab) 2 .

K] Resolvaem RIx™=(x*+x). x* +x=0.






FRENTE 2

i

e

e

Os ndmeros sao a base da matematica modema. Mas o que é nimero?¢ O que

1
significa afirmar que ll = l, l+l+l: le que 0228 2578
D212 BHadhs3d
Os noOmeros foram criados pela mente humana para contar objetos em
uma colecdo diversa. O nimero cinco é uma abstragdo de todos os conjun-
tos que possuem cinco elementos. Diversas civilizagdes criaram simbolos para

representar a quantidade cinco. Observe:

||| ]]: egipcia _____:maia
NN babilénica 5: indo-ardbica
€: grega V: romana

e japonesa

Com a criagdo dos nimeros, as operacoes enire eles foram tornan-
do-se mais complexas. O dbaco (do grego abax: “tabuleiro de areia”) pode
ser considerado o mais antigo instrumento de computacdo mecénico usado pelo
homem. Esse instumento desenvolveu-se de ' :
forma independente em vérias civilizacdes.
Até nos dias de hoje, ele é utilizado para a
aprendizagem numeérica das criangas.

W

GREGOR BEISCHAMEIMEDIA COMIMOME




Conjuntos numeéricos
Numeros naturais

Deus criou os numeros naturais, todo o resto é obra do méao
do homem.

I- com essa célebre frase do grande matematico Leopold
Kronecker (1823-1891) que iniciamos 0 nosso estudo dos nu-
mMEros.

Os numeros sio uma criagido do homem para contar obje-
tos em um agrupamento diverso, ndo tendo nenhuma relagio
com as caracteristicas individuais dos objetos contados.

Os numeros naturais nos ddo a ideia da quantidade de
objetos que um conjunto possui.

As operacdes basicas entre os numeros naturais sdo a adi-
¢io e a multiplicagdo. Quando “operamos™ com 0s numeros
naturais, nos estamos fazendo uma combinacio entre eles, de
tal maneira que o resultado é um outro nimero natural.

BOHGER MCLASSILE S EDLA COMMONS

Fig. 1 Régua de calculo & um computador mecanico analédgico e
permite a realizagdo de calculos mediante guias graduadas des-
lizantes.

Flhid CAMBI STOCK NOHMNG

Fig. 2 Calculadora eletrbnica digital moderna. Permite a realizagao
e cdlculos complexos, programagoes e construgao de graficos.

A aritmética € a parte da Matematica que se fundamenta
no estudo dos nimeros. Para comecar esse estudo, observe as
propriedades basicas das operagoes adigdo e multiplicagdo. Ob-
serve a tabela 1.

Comutativa a+b=b+a a.b=b.a
Associativa a+(b+c)=(a+b)+c a.(b.c)=(a.b).c
Distributiva a.lb+c)=a.b+a.c

Tab. 1 Propriedades fundamentais.

A propriedade comutativa indica que podemos alterar a
ordem dos elementos submetidos as operacdes. A propriedade
assocliativa mostra-nos que adicionar ou multiplicar trés nume-
ros ¢ indiferente de operarmos o 1° com o resultado do 2° e do
3 ou o resultado do 19 ¢ 2% com o 3° Na terceira propriedade,
percebemos a mistura das duas operagoes basicas.

Ordem

Existe uma relacio de ordem nos nimeros naturais, ob-
erve:
Por que 7 ¢ maior que 37

Porgue existe o numero natural 4, tal que 3 + 4 = 7. Simboli-
camente, temos: 7 = 3.

a>b (a maior que b)

a< b (a menor que b)

azb{(a=boua=h)

Podemos agora dizer que se a = b ¢ porque existe c € N,
talquea=b+c.

Existe no conjunto dos naturais o que chamamos de trico-
tomia. Dadosa,be N,a>=b,a<bea=hb, a validade de uma
exclui as outras duas.

Analise outra propriedade importante chamada de transi-
tiva:

Sea=hbeb=>=c,entioa>=c.

Demonstracdo:
Existe m € N tal que a = b + m e existe n € N tal gue
b=g¢+n, assim a=(c+n)+m=c+{n+m) ousea, a=c.

0 nomero zero
E o nimero representado por 0, tal que:

a+0=aea-0=0

O numero zero é o elemento neutro da adicio.

Numeros inteiros

Vimos que as operagdes basicas dos niimeros naturais sio
a adicdo e a multiplicagdo.

A operacdo inversa da adigio € a subtragdo. Observe:

Sabemos que 7+ 4 = 11 e podemos “criar” uma operagio
entre 11 e 4, tal que o resultado seja 7 (simbolicamente: 11 (*)
4=T7). Essa operacdo (¥) ¢ a subtragdo, representada agora por
11-4=7.

Ao “criarmos’ essa operagcdo a — b = ¢, ganhamos o pro-
blema da possibilidade de a < b (ou sgja, existe k € N, tal que
a+ k=b), pois qual nimero somado com b dara a? Certamente,
o nimero ¢ € N. Aparecem assim os nimeros negativos, que
pertencem ao conjunto dos inteiros.

=1, =3:=2:=1:0,1:;2:3: ...}

Observacdo: A representacdo dos inteiros por £ vem da
palavra alemd zahl, que significa nimero.



Numeros racionais

Podemos dizer que os numeros racionais sdo aqueles
nimeros que podem ser colocados na forma de uma fragdo
(divisdo, razdo) de nimeros inteiros.

O surgimento dos numeros racionais esta relacionado com
a necessidade do homem de “medir quantidades™.

Um fazendeiro pode necessitar de uma quantidade de
vasilhas para estocar sua producio de leite em um total maior
do que 35 e menor do que 36 vasilhas completas. Podemos
dizer que o fazendeiro necessite de 35 vasilhas completas e de
uma 36" vasilha menor do que as outras, ou seja, uma fragio ou
uma parte da vasilha maior.

Assim: ) = {%1 ne# ed EZ*} em que n € o numerador

e d o denominador. Podemos dividir os nimeros mcionais em:

*  Proprios: Quando representam “medidas” menores que a

unidade, por exemplo: 3 e _?3

»  Improprios: Quando representam um valor maior ou igual
, 3 5 4
a | unidade, exemplos: —: — ¢ —.
2 5 3
Os numeros improprios podem ser transformados nos cha-
mados nimeros mistos, que misturam parte inteira com parte
fracionaria.

Exemplo 1
E::~a3|2::~a]+l:‘:]l
2 11 2
Exemplo 2

Ezzj |§:>3+E:>3§
6 5 3

Fracdes equivalentes

Séo fracdes que representam a mesma “medida”, apesar de
possuirem numeradores ¢ denominadores diferentes. Observe
a figura a seguir.

Fig 3 Fragbes equivalentes.

Adivisio do objeto em 2 partes iguais ou em 4 partes iguais

faz com que as fragdes desse objeto de % e % sgjam iguais.

2 1
Simplificando —, obteremos 5 Caso ndo seja possivel

simplifica-la mais, teremos a sua forma mais simples, chamada

fracio irredutivel

Observe os exemplos a seguir.

n Pedro gastou %da quantia que possuia e, depois, %dcssa

quantia. Ficou ainda com R$ 40,00. Quanto Pedro possuia?

Resolugdo:

x representa a guantia inicial de Pedro, assim:

?
gastos de Pedro: Ex e=x

=]

Resto: RS 40,00)

A soma dos gastos com o resio perfaz a quantia toial. Assim:

x 2 Ix+2x+360 9x
—+=—x+4)=x ;. —mmm——=—"_
i 9 9 g

SAx+360=9x - 4x =360 = x =90,
Pedro possuia RS 90,00.

: : 7 .
n Determinar a fragio equivalente a 15 cuja soma dos ter-

mos ¢ 198.
Resolugdo:
7
Se ié a fragdo equivalente a i,f’ﬂtﬁﬂ Z= —
y oo 15 v

X 7
Assim: ¥ B 15

x+y=198
x=198—y= 282V 7 L 135ex=63

) ¥ 15 -

Nimeros decimais
Sdo nimeros racionais cujos denominadores sdo poténcias

de 10. Assim, L,x e Z ene N.
1"

Exemplo 3

2 =0,02
100



Exemplo 4
2_50 _, .

- H]

4100

Exemplo 5

1.235
—=12,35
100
Dizimas periodicas
Sdo nimeros que possuem a aparéncia dos numeros deci-
mais, mas sdo formados por um numero infinito de casas deci-

mais que possui um conjunto de digitos que se repetem em uma
certa ordem. Observe:

Exemplo 6
0,5555...=0,5

Exemplo 7
0,3222...=0,32

Exemplo 8
1,1444.. = 1,14

A questdo ¢ saber se as dizimas periodicas sdo nimeros
racionais. Observe:

Exemplo 9

0,555..= x _
5,555, =10x )10
5=0x
5

Xx=—=

9

5
A fragdo 9 ¢ chamada geratriz do numero 0,555... que ¢

uma dizima periodica simples (o digito periodico € o 5).

Exemplo 10

_0322.=x Y
3,2222... =10x

A fracdo % ¢ a chamada geratriz do numero 0,3222..

que ¢ uma dizima periodica composta (o digito periodico ¢ o 2
¢ 0 ndo periodico o 3).

A TENCAO!

Existe uma regra prética para a determinacdo da geratriz
de uma dizima periédica simples: Divide-se o pericdo que
possui n algarismos por um numero que possui n digitos 9.

Exemplo 11
0,444.. =0,4= 4
9
Exemplo 12
0,123123...=0,123 = 13
999

Exemplo 13

11

,222..=1,2=1+0,2=1+== o

ATENCAO

Existe uma regra pratica para a determinagdo da fragéo

O | b

geratriz de uma dizima periédica composta:

Tomamos o ndo periodo seguido do periodo menos o ndo
periodo. Divide-se o nimero formado por uma quantidade
de 9 igual ao nimero de digitos do periodo seguidos de um
numero de 0 igual oo nimero de digitos do nao periodo.

(Caso vocé prefira fazer os calculos de acordo com os
exemplos, sera desnecessaria a aplicag@o desses algoritmos.
Observe:

Exemplo 14
0122, =013 = 2-1_11
90 90
Exemplo 15
—  345-3 342 19

0,34545... = 0,345 = = —
990 990 55

Exemplo 16
21333, 22,13 =24+0,13 =2+ 5 =
90
90 15 15

Numeros irracionais

Considere 2 segmentos de medidas a e b. Pode ocorrer que
osegmento de medida b esteja contido k vezes no segmento de
medida a. Assim:a=k-b ke Z.

Dizemos que a e b sdo chamados de segmentos comen-
suraveis.



(Caso a igualdade apresentada nao se verifique para nenhum
k € Z,dizemos entdo que a e b sdo incomensuraveis.
Observe a seguir.

Exemplo 17

a=6eb=2 a=3-b; assim, b serve como unidade para a
medida de a, e eles sdo comensuraveis.

Exemplo 18
a=b6bebh= \E, nio existe k € Z, tal que 6= kxﬁ; portanto, sdo

Incomensuraveis.
Podemos representar os niimeros racionais em uma reta, cons-
truindo todos em funcdo do segmento unitario, de 0 ate 1.

-1

0 1 2

ha | ==
o

I
1
3

Fig. 4 NOmeros racionais.

Os numeros irracionais sio aqueles “segmentos” cujas
medidas ndo podem ser representadas como multiplos de um
scgmento de medida racional.

Sdo exemplos de nimeros irracionais: \u'E; -u'rg; ..

Podemos representar os nimeros irracionais em uma reta.
Observe a figura 5.

A

Fig. 5 Construgdo de J2.

Para a construgio do numero -u'E, utilizamos a diagonal de
um quadrado de lado 1.

Podemos definir também os niimeros irracionais com base
na negacgio da definicio dos nimeros racionais. Observe:

Niumero irracional:

{x f:irracinnaHHaEEchEZ.}talquc:{:%}

Numero irracional é um niumero que ndo pode ser colocado
na forma de fracio de inteiros.
Utilizando essa defini¢io, podemos demonstrar o fato de,

por exemplo, V2 ser irracional.
Suponha V2= %; aed ebeZ?® tal que a fracdo scja ir-

iedutivel:
2

‘~E=%-'-E=z—z-'-

scja, a=2k: ke Z.

2 2 3, .
a-=2b” =»a” ¢épar = a ¢ par,ou

Substituindo o valor de a, temos:
(2k)* =2b* . b* =2k = b® ¢é par = b ¢ par.

Concluimos que a e b sdo multiplos de 2. Absurdo! Poisae
b formam uma fracio irredutivel, conforme hipotese.

Assim, V2e Q.

Nuomeros reais

Os numeros reais sdo o resultado da unido dos numeros
racionais e dos irracionais. Neste capitulo, vamos estudar a po-
tenciacdo e a radiciacdo, que sdo operagdes importantes entre
0S NUIMEros reais.

Potenciacdo
Paraae R ene N¥* temos:

a" =a.a.a.a=a.a"
'\_\“._lI

n vezes

Exemplo 19
2%=2-2-2=8§

Exemplo 20
(V3) =3.43.43.43.43 =03

Exemplo 21
6'=6

Expoentes reais

Decorrente da definigdo, com n € ), temos que paraa # 0
en=1:a'=a-a"':a=a-a". a"=1.

Podemos ampliar a defini¢do de potenciacdo e obter as
seguintes propriedades.

P A a¥ = aw

_ 1
Pz a x=_x
a
X
Py =%V
a}"

Ps (2 =a%-¥
Ps a* - b* = (ab)*
Radiciacto

Paraae R:be Rine N¥ea"=b, temos Vb =a, n:
indice, b: radicando e a: raiz.

Exemplo 22
8 =2

Exemplo 23
J9 =3



Capitulo 1

Observe as propriedades: Exemplo 27

P1 a%=~q~/a_r' M-M=¢324-E-#@=
3 (%)2@ =24 2 27 =2t P Yt =t 2R =

My B =1l

® ¥t -8 2 =27 =24 =2
P

P4 £=F’E;h:ﬂ
b Vb

Exercicio resolvido
Ps \ %G ="Ya

ﬂ Coloque os numeros iﬁ; {1@; f{ﬁ em ordem decres-
cente.
Observe os exemplos de simplificagdes:
Resolug¢do:
Exemplo 24

a3 123 3o _120e _12(58 65 _ 1252 _—
JEJ_=JE=%"3"—.IJ J}_ \/3_,@_@—@.\1{_— 3, assim.
Rf3s S5 132 L0353

Exemplo 25 Y
1
2 1
(lé—gJ o2 =427 =4t 3 =24
Exemplo 26

B {7 _hAF_

Revisando

4

2 —_
“ Determine a fragao geratriz da dizima periddica simples n Simplificar a expressao 1000 3+[é] ? —(625)797,

1,444...

34 oE _3
n Determine a frac&o geratriz da dizima periodica compos- n Simplifique a expressao M
ta 3,1222... V2




Exercicios propostos

Potenciacio e radiciacdo de reais M < _g % <M c;l
_5
BN simplifique a expresséo: [{—3}3] + [{—2 }_5]4_ -1<M<0 M>2
1
n Simplifique os radicais: 0<M< 3

a) 0,16 c) 8 e) +/200
b) 30,125 d) V54

BFN FGV simpiifique a expressao:

2 2
2g3_24g73
“ Cologue em ordem crescente: 3 3
a) J5; 32 e 93 b) 40; Y5 e V3
13 Unicamp Dados os dois nimeros positivos 33 e {4,
Simpliﬁmgﬁn de radicais determine o maior.
n Reduza o radical a seguir a expressao mais simples. m A - 05999 B 2 C 2 Colog
= 0, ..., B= eC=— ue as expres-
avb 4 V5 +1 3 P
—V- 4p _
3ab soes em ordem crescente.
ﬂ Efetue: , m Calcule o valor da expresséao:
3xfﬁah) Y2502 2
(V( 273 4 405 4 g0333.

“ Simplifique a expressao: m Simplifique a expresséo

a 1
n-1|— a -1
g 83 +0,033...- 30

NER K
m Calcule o inverso da expressao:

3,211,085 35492
4 3)2 0,001

g

16)" (5 (-8)3
04 mAexpresséﬂ[—] [—] :[ ] , & igual a:

n Calcule o valor da expressao:

Problemas gerais

BN Mackenzie Qual o valor mais préximo de 0.04, 15 18 27
V3
_3 _4
0,0015 0,15 2 9
0,015 1,5 1 nd.a
n Fuvest Dos nimeros a seguir, 0 que estd mais préximo _g
(5.2)*.(10,3)* .
de (9,9)° e m Determine o valor numeérico da expressao:
0 -1 1
0,625 62,5 6.250 [g] _[g] 122+ 1=128 -(0,36)2
6,25 625 5 7
1 1 1 1 6,888...
m Santa Casa Se A = ﬁiﬂ = E; C= 3 eD= = coloque m Se f—] € a fragcdo irredutivel equivalente a 2 444"
0s numeros em ordem crescente. o valorde p + q € igual a:
38 4
21" 39 42
BIN UEL seja M- [g] J .(0,6)2, efetuando-se as 20

operacdes, tem-se que:




TEXTO COMPLEMENTAR

Conceito de numero

Capitulo 1

A matemdtica sofisticada atual tem influéncia nos conceitos
de ndmero, grandeza e forma. Néo podemos mais aceitar a defini-
cfio de que a matemdtica é a ciéncia dos nimeros.

A capacidade de distinguir nimero, tamanho, ordem, cor e
forma de alguns animais superiores 4 foi evidenciada por Darwin
(1871) e totalmente comprovada atualmente.

A matemdtica com certeza surgiu como parte da vida didria
do homem. A persisténcia da raca humana tem relagio com o
desenvolvimento do homem em relagéio aos conceitos matemé-
ticos.

Os conceitos de nimero, grandeza e forma surgiram da com-
paragéo de contrastes entre muito e pouco, pequeno e grande.

Quando o homem comecou a relacionar grupos, como os pa-
res que podem ser colocados um a um (duas méos, duas orelhas,

RESUMINDO

Conjuntos numéricos

N ={0; 1;2; 3; ...} noturais

N* = {1; 2; 3; ...} naturais néo nulos
£={.-3:-2:-1;0:1:2; 3; ...} intairos
Z_=1{0;1;2; 3; ...} inteiros ndo negativos

Z?={1;2; 3;...} inteiros positivos
Z_={..-3;-2;-1; 0} inteiros ndo positivos
Z* ={... =3; -2; -1} inteiros negativos

B QUER SABER MAIS?

E SITE

= Georg Cantor e os transfinitos
<www.seara. ufc br/especiais/matematica/transtinitos/transfinitos 1. him>.

duas pernas), as propriedades abstratas que esses grupos tinham
em comum passaram a ser o que nés chamamos de nimero.

Com o passar dos séculos, a ideia de nimero foi se aproxi-
mando, e com a invencéo da escrita (4000 a.C.) sentimos a neces-
sidade de criar sinais.

Os dedos das mdos eram indicados para identificar conjun-
tos. Quando os dedos eram inadequados, podiam usar montes de
pedras para representar uma correspondéncia com os elementos
de outro conjunto. Frequentemente, quando o homem utilizava fal
método, ele amontoava as pedras em grupos de cinco, pois essa
quantidade lhe era familiar por causa das méos e dos pés.

Como Aristételes observou hé muito tempo, o uso difundido do
sistema decimal é apenas o resultado do “acidente anatémico” de
que todos nés nascemos com dez dedos nas méos e dez nos pés.

Q:JleQEIcEZehEZ' tclquex=§}mcionnis

]I=<le]I|3GEZehE.?L“ iulquex=%}irmcionuis

R = Qu [ reais

Exercicios complementares

Problemas envolvendo potendaciio e radicactio de reais

“ Sendo m € N, calcule:
a) (=1)™

h] [_1 ]2m+ 1

C:l aZm+ 4 [_a)zn-wl

n Efetue as expressoes simplificando os resultados.

26/27
a) —ﬁ

b) 3ava—8va® +264a’
a

c) 2J§+3J2_?—6\E
d) V80 ++125 +45 +20 - 1445

Frente 2




n Complete os asteriscos tornando as expressoes verdadeiras:

a) \E:i.IK;:\"{E c) ﬁﬁ:%
by ¥9a =(a)* d) VIS+2+8=%2

n Qual o simétrico do nimero pelo qual se deve multiplicar

2
-1
o inverso do simétrico de [[—%] j| para se obter (—1)*?

n Determine a raiz quadrada de 0,444...

“ Se B ¢a fragio irredutivel equivalente ao nimero decimal
q

limitado periodico 2,486486486..., entdo o valor de p ¢ igual a:
90 92 94
91 93

Definindo a @ b como a®, o valor de 282828 2)) ¢

(282)®2)®2
igual a:
L ! 256
256
1
p 4

n Entre o0s nameros 2“5;{\.'"5}2;\;'445;{\.'"5}"'56 V8 a

quantidade de numeros distintos ¢:
1 3 5

2 4

2 L
n Calcule o valorde 3.83.(27:] *

Problemas envolvendo simplificacdes de radicais

m Owvalor de {ﬁ+{f§—‘{fﬁ}.iﬂ'ﬁ ¢ igual a:
i3 343 543
243 443

1 5fe4
m O valor de Vs U5

—_—

5 s
is 1
5

m Assinale o maior entre 0s nimeros abaixo.

Vi5-6 56
J6i5 Y65
N

H Matematica

m O valor de mm €:
248 nN2
4Ya 482
NE)

0.5y2 .29333- 3¢
m A expressio (0.5) , quando escrita

(0,125)7°
como poténcia de base 2, tem o expoente igual a:
_14 _z
3 3
_16 -8
3
-6

Problemas gerais

m Seja k € N, calcule o valor da expressao:
22k + 1y _ 22k -1} 3 2-2k

m Na expressio, a e b sio numeros inteiros e positivos. De-
termine o valor de a + b.

b—a L]
%HL(E] +a® =191
d

m Resolva os itens a seguir.

a) Prove que o radical duplo +/a +/b se transforma em uma
soma de radicais simples, se e somente se, a2 — b for um
quadrado perfeito.

b) Considerando a condigdo do item a) satisfeita, prove que:

qﬂaiv'rE=Ja+ci az¢ e c=+a’ —b

-c
2 2

m Simplifique a expressio com radicais duplos abaixo:

VB + V21 —J$B -2 1
PB-JV2+1

m Se N> 1, o valor da expressio YNIYNYN & igual a:

1 1
N27 N3 N
1 13

NY N27

BB sc x* = 2.0057; y5 = 2.005% ¢ 2° = 2.005', o valor de

(xyz)* ¢é igual a:
2.005% 2.005%%7
2.005%005 2.005%°
2.005'%



N

Os nimeros primos sdo de extrema importdncia

1 para a sociedade. Euclides, matematico que lecionava
na biblioteca de Alexandria, demonstrou que existem
infinifos ndmeros primos na sua obra Os elementos.
ij; Eles sdo muito ufilizados em informdtica, sendo uma
das bases da criptografia da internet. Ndo existe uma
férmula para se determinar um ndmero primo, porém,
caso essa férmula seja descoberta, a seguranca de
praticamente todos os dominios da internet seria

quebrada.

Fw]
. =T

Lh LA

N oo
Lh Lh a0

Tabela de numeros primos.

FRENTE 2



Divisdo de numeros naturais
Dividir D por d significa encontrar g e R, tal que:

D|d :{D=d q+R

Rq 0<R<d
Nomenclatura:
D dividendo: d: divisor; q: quociente ¢ R: resto.
Exemplos
1.342]13
,pois 1.342=(13).(103)+3
3 103 PP (13).(103)
456|3_

,pois 456 =3.152+0
0152

Se no algoritmo da divisdo tivermos R = (), dizemos que
D ¢ divisivel por d ou D é multiplo de d ou d ¢ divisor de D.
d

Podemos escrever simbolicamente que D
Exemplos
2
3 —,porque6=2.3
6
4
4 - E, porque 20 =(—4). (-5)
5 5.16,porque ndo existe x € £, tal que 5x =16
Propriedades importantes:

a ¢ ac
P1 Se — ¢ —, entdo —
bd

b
P2 Se % ¢ —, entido a

C C
Pz Se a ci,cntﬁa L; Vx:ve Z
b ¢ (bx+cy)

Demonstracoes:

a
P1 5 temos b = ak ¢ d = ck,, bd = akck, = (ac)(k k) =
ac
=(ac).k,, assim —
(ac)k, o

P2 Temos a propriedade transitiva, assim: b = ak e ¢ = bk,
= c=(ak)k,=a(kk,) .. c=ak, . 2
c

P3 b=ak ec=ak, =>bx+cy=akx+aky=akx+ky)

=2 4
bx y

Exercicios resolvidos

n Qual o menor numero que se deve somar a 4.312 para
que resulte um nimero divisivel por 37

H Matematica

Resolugdo:

4'113‘1 EII%? temos que 4.312 € um multiplo de 3 mais 1. Para ser

divisivel, o resto deve ser (). Basta somar 2, totalizando resto 3
(0 mesmo que ().

n Determine o menor nimero que se deve somar a 8.746
para se obter um multiplo de 11 aumentado de 4 unidades.

Resolugdo:
8.746l11 temos que 8.746 ¢ um multiplo de 11 mais 1. Para

I 795
ter resto 4, basta adicionarmos 3.

Conceito de divisido por meio da geometria
Observe a figura a seguir.

12 56 910 1314 - -

34 78 1112 1516 <

quadrados com 4 elementos

Fig. 1 Conceito geomeétrico.

Dividindo 13 por 4, temos: :33@ —13=3.4+1.

O termo 3 . 4 indica que “dentro” do nimero 13 temos 3
quadrados completos ¢ o 1 indica a posi¢do do nimero 13, o
1° elemento do 4° quadrado.

Qual a posi¢io do nimero 1237

1234 , _ :
3 30 = esta no 31° quadrado na 3" posicio.

Resto de uma divisio

Quando dividimos um numero x por um numero natural n,
sabemos que os restos possiveis sio menores ou iguaisan— 1,
assim:

ATENCAQ!

XeN, Elqﬂe O0<R<=n-1 os restos possiveis sao 0; 1; 2; ....

n-2en-1.

Exemplos

6 Todo nimero X € Z quando ¢ dividido por 3 tem como

resto 0, 1 ou 2, ou seja:
X=3K:3K+1loulikK+2:KeZ

7 Todo mimero X € Z quando ¢ dividido por 4 tem como
resto 0, 1, 2 ou 3, ou seja:
X=4K: 4K+ 1:4K+2oudkK+3: K e Z



Paridade de um nomero inteiro

Na divisdo de um inteiro qualquer por 2, os possiveis
restos sdo 0 e 1. Se o resto ¢ 0, o nimero ¢ par. Se o resto € 1,
o numero ¢ impar.

Conclusao:
Xépar,entio X=2K: K e Z
Xéimpar,entio X =2K+ 1 Ke Z

Representaciio dos nimeros naturais
Podemos representar um numero natural qualquer por a_

a_, ..a,a a,emque:

a, ¢ o algarismo das unidades:
a, ¢ o algarismo das dezenas:
a, ¢ o algarismo das centenas;

a, ¢ o algarismo das unidades de milhar;

Assim,
1.348=1.(1.000)+3.(100)+ 4. (10)+ 8. (1)

Generalizando, temos:

a - 10"+a_ - 0™+ ...+ a, - 10* + a - 10+a

B Um nimero de dois algarismos ¢ tal que o algarismo das
unidades excede de 2 o das dezenas. Se invertermos os algarismos
¢ somarmos o numero resultante ao 19 namero, obtemos 110.
Determine o nimero inicial.

Resolvedo:
Xy é o mimero inicial tal que y =x + 2

xy=10x+ye yx=10y+x, assim: xy+ yx =

Ix+y+10y+x=1ix+1y=110: . x+y=10

= y=0 ex=4, o numero ¢ 46.

Critérios de divisibilidade

Pelas representagdes decimais podemos demonstrar méto-
dos simplificadores que nos fazem concluir a divisibilidade de
um namero por 2,3, 4,5, 8,9, 10 ou 11.

Observe as demonstracoes:

Primeiro Caso:
Divisibilidade por 2:

a,. 10" +a,_;. 10" +. . +a,.107 +a,.10+a, =

n-=

=2.[an.5.1[l“_'+a .5.1!]“_2+...+a2.5.lﬂ+5a|]+aﬂ,

ii—1

ou seja, a divisibilidade estd na dependéncia de a ;. Condigio:
a,=0ou2ou4oubous.

Segundo Caso:
Divisibilidade por 3:
a,.10" +a,_,.10" " +..+a,.10° +a,.10+a, =

=(a, +a,_, +a,_,+...+a,+a;+ay)+9a, +99%, +...+9..9.a,,

il n

ou seja, devemos ter Z a. como multiplo de 3.
i=0

Terceiro Caso:
Divisibilidade por 4:

a,.10" +a,_,.10" " +..+a,.10° +a,.10+a, =

=a,+a,.10+4.25a, +4.250a; +4.2500a, +... 4.250 ... 0. a

om— com—"
n

=a,+10a,+ 4(25a, +250a; +4.2.500a, +... +250... 0.a,),

.
n

ou scja, a,+ 10a, =a; a, tem de ser um multiplo de 4.

Quarto Caso:
Divisibilidade por 5:

a,. 10" +a,_,.10" "+ +a,.10° +a,.10+a, =
10.(a,. 10" +a

ou seja, devemos ter a,= 0 ou 5.

n-2
T LA S o 8 )+ ;P

Quinto Caso:
Divisibilidade por 8:
a,. 10" +a,_,.10" "+ +a;.10" +a,.10% +a,.10+a, =

=1.000(a; +10ay +10%as+...+10" .a, ) +a,a,a,

8 125(a; +10a, +10%as +...+10"7 . a, )+ a,a,a,

devemos ter a, aj ag divisivel por 8.

Sexto Caso:

Divisibilidade por 9:

Vamos utilizar 0 mesmo raciocinio do segundo caso, assim
n

evemos ter também Zai como um multiplo de 9.
i=0

Sétimo Caso:
Divisibilidade por 10:

a 10" +a, . 10" +. . +a,.10°+a,.10" +a,.10+a, =

n-1-
=10(a, +10a, +100a, +...+10" . a_)+a,

ou seja, ap = 0.



Qitavo Caso:
Divisibilidade por 11:

a . 10"+a_ . 10" +.. +a,.10° +a,.10*+a,.10+a, =
=ap+1la, —a,+9%a,+a, +1.00la; —a; +9.999a, +a, +.. =
=(ag+a,+ag+...)—(a,+a;+a;+..)—(ag+a,+as+...),
ou seja, devemos ter

(a,+a,+a;+...)—(a, +a, +a, +...)como um multiplo de 11.

Conclusio:

Considere o numero aa _..aa.aa. Os critérios de divi-

sibilidade sdo:
2 a épar
3 X algarismos ¢ multiplo de 3;

4 aa, ¢ divisivel por 4,

5 a=0ou5;

8 a,aa, ¢ miltiplo de 8;
9 X algarismos ¢ multiplo de 9;
10 a,=0;
Z algarismos — Z algarismos | , .. .
11 (ﬂ rdem fmpar ordem par }:: multiplo de 11.

Observe os exemplos de aplicaco dos critérios de divisi-
bilidade.

n Determine x tal que o numero 934x1x seja divisivel por
2 e por 3.

Resolvgdo:
Paraser divisivel por 2, o nitmero tem de ser par, ou seja, x = ()
aix=2oux=4doux=6o0ux =245

Para x =10, temos o mimero 934.010 tal gue
9+3+4+0+1+0=17 gque ndo é nuiltiplo de 3; assim, o
mimero dado ndo é nuiltiplo de 3.

Para x = 2, temos o numero 934.212 tal que
9+3+4+2+1+2=21 gueémuliiplo de 3; assim o nimero
dado ¢ multiplo de 3.

Portanto, x =2 oux =4

ﬂ Mostre que a diferenca entre os inteiros abc ¢ cba (a = c)
¢ um multiplo de 11.

Resolvgdo:

abe —cha = 100a + 10b +c—=(100c + 10b +a) =

=00q — e =g —c) =11 -9 (a—c). Trata-se de um nuil-
fiplo de 11.

n Qual o nimero de dois algarismos que dividido por 25
tem resto 2 e que dividido por 9 tem resto 57

Resolugdo:
Pelo algoritmo da divisdo, temos: xy =25k + 2exy =9 + 5
Vamos listar os resuliados possiveis: 27, 52 e 77
27|19 5219 779
03 75 58

Portanto, o nitmero procurado € 77.

n Mostre que todo inteiro com trés algarismos iguais € di-
visivel por 37,

Resoluvgdo:
ox = 100x + 10x + x = 11lx=3 - 37x que ¢ um nmimero multi-
plo de 37, ou seja, divisivel por 37.

Nimeros primos

Um niimero inteiro p ¢ primo, se € somente se, possul ape-
nas quatro divisores, que sdo: 1, =1, p e —p. Por exemplo, o
nimero 3 é primo, pois apresenta os divisores 3, -3, 1 e —1.

Se o nimero inteiro ndo ¢ primo, ele ¢ composto.

Teorema fundamental da aritmética
Todo numero inteiro positivo n = 1 ¢ igual a um produto
de fatores primos.

ﬂ Fatore o nimero 360.

Resolucdo:

360
180
90
45
15
5

Il #.3%.5
60 =235

o gt by b B

n Determine o menor natural m (m #0) tal que 600 - mseja
um quadrado perfeito.

Resolugdo:
Vamos fatorar a expressdo:

600

300
150

75

25
5

!

293 - 5 m: quadrado
perfeito, todos os expoen-
tes devem ser pares, assim
m=3-2=6.

htmmwmmm
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Capitulo 2

m Demonstre que n* —n é um niumero divisivel por 3 para
todo n e N.

Resolvedo:
w=n=nm’=1)=m-=1nmn+1)
Todo mimero natural n guando dividido por 3 deixa como resio

0. 1 ou 2. Podemos escrever, entdo, gue n = 3k ou 3k + 1 ou
3k + 2.

Assim:

Paran =3k
(3k—1) - (3k) - (3k + 1) = multiplo de 3

Paran=3k+1

(3k) - 3k + 1) - 3k + 2) = multiplo de 3
Paran=3k+2
(3k+1)-3k+2)-(3k+3)=miltiplo de 3

Essa analise verifica a divisibilidade da expressdo n’ —n para

qualguer n € N
_/

Teorema
O nimero de divisores positivos de um nimero natural n,
escrito na forma fatorada a® - bP - ¢¥... é dado por

(a+1)-(B+1) - (y+1)...
O total de divisores (positivos ¢ negativos) ¢ dado por
2-(a+ 1) (B+1)-(y+1)...

m Determine o nimero de divisores de 300.

Resolvgdo:
A questdo ndo se refere a divisores positivos ou negativos. Vamos
calcular o total de divisores. Pelo teorema apresentado, temos:

300
150
75
25
5

!

b [fom ton s b b

Assim, o mimero total de divisores é:
X2+ 1)1 +1)-(2+1)=36

m Determine x de modo que o numero 2* - 3*tenha no total
20 divisores.

Resolvgdo:
x+1)-@d+1)=20:10x+1)=20.,.x=1

m Qual 0 menor niimero positivo que possui 9 divisores?

Resolugdo:
Como o nitmero de divisores € impar, a questdo ndo se refere ao
total de divisores. Assim, o numero é:

24-38 53¢ Andalise das possibilidades:

X = (8 + 1) = 9divisores — 256

P F=02+1)-(2+1)=9divisores — 36
X =02+1)-2+1)=9divisores — 100
F-F=02+1) 2+ 1)=9divisores — 225

O menor valor possivel é para o niimero 36.

m Fuvest Maria quer cobrir o piso de sua sala com lajotas
quadradas, todas com lado de mesma medida inteira, em centi-
metros. A sala ¢ retangular de lados 2 m e 5 m. Os lados das
lajotas devem ser paralelos aos lados da sala e devem ser utili-
zadas somente lajotas inteiras.

Quais sdo os possiveis valores do lado das lajotas?

Resolugdo:

Seja k € N a medida do lado da lajota e o e o nimero de
lajotas que cabem na altura e no comprimenio da sala, respec-
tivamente. Observe o desenho:

k
k 200 :
Bt S
| _ |
200 = ok e 500 = Bk assim: ﬂt=%,ﬁ=% ek éum

divisor comum de 200 e 500. O maior tamanho de lajota possi-

vel seria o MDC200), 500) = 100 em. Os valores possiveis de
k sdo os divisores comuns de 200 e 500 que sdo: 1, 2, 4, 5, 10,
20,25, 50 e 100

Minimo maltiplo comum (MMC)
Sejam dois nimeros naturais a e b, A ¢ B sdo dois conjun-
tos contendo os multiplos de a e b, respectivamente.

MMC (a:b) = minimo (A N B)

1] Determine MMC (6; 14).

Resolugdo:
Muiltiplos de 6 = {0; 6, 12; 18; 24; 30; 36, 42; 48: 54, ...}
Muiltiplos de 14 = [0; 14; 28, 42; 56; 70, ...}

Frente 2 ﬂ




Q) menor elemento comum entre os dois conjuntos é 42.
Observe o processo pratico:

[ I P

3-7=42

m Dois automoveis partem simultaneamente de um mesmo
ponto de uma pista circular e completam uma volta a cada 6 ¢
8 minutos, respectivamente. Depois de quanto tempo, apos a
partida, os dois automoveis se reencontrardo?

Resolvgao:

O I? auiomovel compleia volias inteiras a cada 6 minuios,
ou sefa, (6; 12; 18; 24, 30, ...}, com o 2 automovel, teremos
18, 16, 24; 32, 40, ...).

Observe gue, no 24° minuwio, o 1* awtomovel compleia 4 voltas,
enguanto o 2° completa a 3° volta. Assim, o MMCY6, 8) fornece-
-nos o intervalo de tempo de cada reencontro, gue é 24 minutos.

A

Maximo divisor comum (MDC)
Sejam a e b dois nimeros naturais, A ¢ B sfo dois conjun-
tos contendo os divisores de a e b, respectivamente.

MDC (a; b) = maximo (A B)

Exercicios resolvidos

1 Determine MDC (20; 36).

Resolvgdo:
Divisores de 200=[1; 2; 4; 5; 10; 20}

Divisores de 36 = [1;2; 3, 4,6, 9; 12; 18, 36/}
O maior elemento comum entre os dois conjuntos é 4.
Observe o processo pridatico: 200 =27+ 5¢ 36 = 2°- 37

Os fatores comuns com o0s menores expoenies na forma fatora-
da nos dardo o MDC, ou seja 2° = 4.

m Queremos montar cestas basicas contendo os mesmos
numeros de mantimentos. As cestas basicas devem conter o maxi-
mo de elementos. No deposito, temos 120 latas de oleo, 200 kg de
arroz, 180 kg de feijdo e 500 litros de leite. Determine o niimero
maximo de cestas basicas e a quantidade de mantimentos em cada
cesta.

Resolugdo:

Determinando o MDC dos mumeros 120 200 180 e 500, temos:
120=29-3-5

200=27-5= MDC=2°5=2(

180 =27-3-5

500 =275

Teremos 20 cestas com 6 latas de oleo, 10 kg de arroz, 9 kg de

Jeijdo e 25 litros de leite.

Método das divisdes sucessivas

IE um processo pratico utilizado para o célculo do MDC
entre dois numeros. Esse processo ¢ fundamentado no fato de
que em uma divisdo euclidiana, ou seja, D=dq+ R, temos que
MDC (D; d) = MDC (g: R). Observe o exemplo:

Calcule o MDC (20; 36)

11114 Quociente das divisbes
36|20 |16 Jll
161 4|0 k
k MDC
Restos das
divisoes

Calcule o MDC (144; 54)

144 | 54 | 36 [ 18

3& (18| 0

m Sejam a ¢ b dois numeros inteiros positivos tais que
MDC (a; b) =5 ¢ MMC (a; b) = 105,

a) qual é o valordebsea=357

b) encontre todos os valores possiveis para (a; b).

Resolvgdo:

a) Podemos utilizar o seguinte resultado:
MMC (a; b) - MDC ta; b) = a - b fadmitindo sem de-
monstracdo). Assim: 5. 105=35.b..b=15

b) Sabemos que ab=5.105 :.ab=5.3.5.7. Assim: (5; 103),
(105; 5), (15; 35)e (35, 15). Como o MDC € 5, devemos ter
ofator 5 em todos os mimeros.

W Matematica




Capitulo 2

Revisando

n Determine o menor nimero natural positivo a ser acres-
centado para que o numero 10.343 seja multiplo de 5 com
resto 2.

n Prove que todo numero impar elevado ao quadrado e
também um ndmero impar.

n Determine o numero de divisores de 100.

n Determine a soma dos numeros de trés algarismos divi-
siveis a0 mesmo tempo por 14 e 34.

n Um terreno possui a forma de um triangulo cujos lados
medem 132 m, 156 m e 204 m. Deseja-se plantar arvores no
seu perimetro de maneira que haja uma arvore em cada vértice
e que as arvores figuem equiespacadas. Determine o numero
minimo de arvores que podem ser plantadas de modo que a
distancia entre duas arvores seja um numero inteiro.

Exercicios propostos

Divisibilidade dos numeros naturais

“ Qual o menor numero natural que se deve somar a 4.312
para que resulte em numero divisivel por 3?7

n Dado o numero 57a3b, substituir a e b por algarismos
que tornem esse numero divisivel por5 e 9.

n O ndmero 583ab é divisivel por 9. O valor maximo da
soma dos algarismos a e b, e:

indeterminado.

20

18

11

2

BN Unicamp A divisao de um certo nimero positivo N por
1.994 deixa resto 148. Calcule o resto da diviséo de N + 2.000
pelo mesmo numero 1.994.

Nomero de divisores

ﬂ Quantos divisores positivos possuem o0s numeros
A=42 12%e B=82. 2577

n Fuvest Determine os nimeros que séo divisores de 40.

MMC e MDC

n Qual o maior nimero que divide exatamente os nimeros
148 e 1367

n Fuvest No alto de uma torre de uma emissora de televisao,
duas luzes piscam com frequéncias diferentes. A primeira pisca
15 vezes por minuto e a segunda pisca 10 vezes por minuto.
Se num certo instante as luzes piscam simultaneamente, apdés
quantos segundos elas voltarao a piscar simultaneamente?

12 20 30

10 15




n Ache dois numeros conhecendo-se sua soma 168 e seu
MDC 24.

m Uma fabrica produz dados com trés tamanhos: pequeno,
medio e grande, com 6, 7 e 8 cm de aresta, respectivamente.
O fabricante deseja remeter a sua producao em caixas cubicas
do mesmo tamanho, de forma que os dados fiquem bem ajus-
fados na caixa e gue ela contenha um mesmeo tipo de dado
Determine o menor tamanho possivel para cada caixa.

Problemas gerais
m Qual a 1.993? letra da sequéncia
ABCDEDCBABCDEDCBABCDEDCBABC...?

A C E
B D

TEXTO COMPLEMENTAR

A filosofia de Pitagoras

m Fuvest Um caixa eletrénico so trabalha com notas de 5
e 10 reais. Um cliente deseja fazer um sague de R$ 100,00.
De quantas maneiras diferentes o caixa eletrdnico podera fazer
esse pagamento?

5

6

1

15

20

m Qual é o resto da divisdo de 22%% por 5?

BTN UFMG Um retangulo com 15 metros de comprimento e
9 metros de largura deve ser dividido em guadrados iguais e
que apresentem a maior area possivel Qual é o niumero de
quadrados obtidos?

O famoso matemdtico grego Pitdgoras nasceu aproximada-
mente no ano 565 a.C. na ilha grega de Samos.

Quando ouvimos o nome de Pitgoras, imediatamente o
associamos ao famoso teorema: o = b? + ¢, em que a é a hipo-
tenusa e b e ¢ séo os catetos de um triéingulo reténgulo. Mas a sua
obra vai muito além disso. Pitgoras praticamente criou uma filoso-
fia de vida no qual “tudo & nimere”, & a harmonia do universo, ou
do cosmos (Pitdgoras inventou esta palavra (Kesmo), que em grego
significa ordem) era simbolizada pela simplicidade dos nimeros.

Para Pitdgoras, existiam 2 tipos de nimeros “perfeitos”:

*  Ondmero 10 é “perfeito” pois é resultado da soma dos qua-
tro primeiros nimeros naturais: 1 + 2 + 3 + 4 = 10, e tam-
bém podia ser representado pela pirdmide:

*  Qutro nimero “perfeito” era aquele cujo valor era igual &
soma dos seus divisores, mas excluindo-se o préprio nimero.
6=1+2+3e28=1+2+3+4+7+ 14
Os pitagéricos estabeleceram uma conexdo entre a geome-

fria e a aritmética pelos ndmeros triangulares, quadrangulares,

pentagonais etc

Ohbserve:




Capitulo 2

RESUMINDO

Dividir um nimero natural D por d significa encontrar q e R tal que:

D|d D=dg+R D:dwidendo q:quociente D=d
= e e .
R g 0<R<d d:divisor R : resto D é divisivel por g

“Critérios de divisibilidade” sGo condicées que permitem verificar se um nimero natural é divisivel ou néo por outro nimero natural
sem efetuarmos a divisdo.

Os principais critérios sdo:

O nimero natural a a_, ... a,a,0, € divisivel por:

2 seaqépar
3 sea ta _,+..+0;+0,+a, +a,émiltiplo de3;
4 se a,0,for miltiplo de 4;
5 seay=00uj;
8
9
]
1

se 0,0,0, & divisivel por 8;
sea +a —1+..+a,+ a,émiltiplo de 9;
1 sefo, +a;+a; +..)-(0, +a, +a, +..)émiltiplo de 11.

Um nimero inteiro P é primo, se e somente se, possuir apenas 4 divisores. Todo nimero natural pode ser decomposto em um produto de
poténcias de bases primas. N =a}". 052 .a33... a¥", tal que @, 0, ... 0 sGo nimeros primos e d,, d,, d,, ..., d_sdo os nimeros naturais.
O nimero de divisores positivos de N é (o + 1)« (ot + 1) - (otg + 1) o, + 1)
Apbs a fatoragdo de nimeros naturais A, A,, ... A, definimos:
*  Minimo mdltiplo comum (MMC): produto dos fatores comuns e ndo comuns com os maiores expoentes.
*  Méximo divisor comum (MDC): produte dos fatores comuns com os menores expoentes.
Teorema importante:
* MMC(xy) - MDC [x; y) = xy

B QUER SABER MAIS?
\_D ARTIGO

= M L C SilvaeR P Brenelli. “O jogo de gamdo e suas relagGes com as operagdes adigo e subtragdo”. Revista de Educagio Mafemdtica. Ano 9, N
9-10 (2004-2005), 7-14 @Sociedade Brasileira de Educaciio Matemética.

Exercicios complementares

Divisibilidade dos nimeros naturais B Qual a 2.005% letra na sequéncia
ABCDEDCBABCDEDCBA...?

“ Indique qual © menor nimero de 1 algarismo que deve A C E
ser colocado no lugar de x para que: B D
a) 234x seja divisivel por3 ¢ 9
b) 42x seja divisivel por2e 5 n A televisdo de Marco consegue sintonizar os canais de
c) 342x seja divisivel por4 ¢ 9 2 até 42. Se Marco comeca sintonizando o canal 15 e aperta
d) 511x seja divisivel por 8 o botdo que avanca o canal 2.005 vezes, em que canal estara
e) 233x seja divisivel por 11 sintonizado ao parar?
f)  23x0 seja divisivel por 4 e 5 11 13 15

12 14

Frente 2 ﬁ




n Uma calculadora possui uma tecla especial que transfor-

: : , 1
ma 0 nimero X que aparece no visor pelo nimero . Por
-X
exemplo, se a calculadora exibe o nimero 2, quando esta tecla
especial for pressionada aparecera no seu lugar o numero -1,

pois L -1
s, ="L
Supondo que coloquemos no visor 0 numero 5 € apertemos

essa tecla especial 2.010 vezes, que nimero aparecerad no visor”
5

~0.25
0,8

0

1,25

Nomero de divisores

n Qual o menor nimero inteiro positivo que tem 15 divi-
sores positivos?

“ Determine para quais inteiros positivos n o nimero

¢ inteiro.
n+2

n Determine a soma de todos o0s niimeros inteiros n para os
2

& um numero inteiro.

quais

n-—1

Paridade de nimeros inteiros
n Se k ¢ um nimero impar, prove que k-1 ¢ divisivel por 8.

n Vunesp Sejam a e b nimeros naturais relacionados da
forma a=1+ b’ ¢ se b é impar, prove que a ¢ par.

m A Editora Poliedro deseja remeter os seus livros para o
Colégio Poliedro em caixas com as mesmas dimensoes, de for-
ma que o numero de livros por caixa permita um bom ajuste
para o transporte.

Determine o nimero de livros que deve caber em cada caixa, de
modo que o nimero de caixas seja 0 menor possivel ¢ atenda aos
seguintes pedidos: 720 livros para o 1 ano EM, 300 parao 2°¢e
390 para o 3°.

m Prove as seguintes afirmacoes:
a) aé parea’¢par.
b) Todo numero quadrado perfeito impar ¢ da forma 8K + 1.

MMC e MDC

m Determine os valores do MDC algebrico das expressoes
a seguir.

a) Sxy% 15x7e 17x°y*

by ab-2a-3b+6¢cab-2a

¢) xX-lex?+2x-3
d) a+2;a’—4eax+2x

m Determine os valores do MMC algébrico das expressoes
a seguir.

a) 8x*y’; lox'yz'e 12x8yiz?

b) a°=b’ea’—2ab+b’

¢) mx—a;x —2x+leax’—a’

d) 2x*—x—-le2x ' +2x*-2x-2

m Calcule dois numeros, cujo produto ¢ 1.728 e o MDC ¢ 12.

m Determine o menor numero que dividido por 10, 16 ¢ 24
deixa, respectivamente, os restos 5, 11 e 19.

m Qual o menor numero que dividido por 4, 6 ou 7 deixa
sempre resto 37

m O Algoritmo de Euclides, para determinar o maximo di-
visor comum (MDC) entre dois numeros inteiros, consiste em
formar uma sequéncia de inteiros cujos dois primeiros elemen-
tos sdo os numeros dados e cada elemento seguinte ¢ o resto
da divisdo euclidiana dos dois anteriores. A sequéncia termina
quando um elemento for nulo. O MDC entre os numeros dados
¢ 0 numero da sequéncia que precede o zero.

MNessas condigoes, determine o MDC dos mimeros 33.810 ¢
4.116.

m Determine o maior inteiro positivo pelo qual os nimeros
13.511, 13.903 e 14.589 quando divididos deixam o mesmo
resto.

m O numero de alunos de uma universidade esta compre-
endido entre 9.000 e 10.000. Sabendo-se que colocando-os em
turmas de 35, 45 ou 50 alunos sempre sobram 11, determine o
numero total de alunos.

m Considere a propriedade de um niimero x quando dividi-
do por 2, 3,4, 5 e 6 deixa, respectivamente, os restos 1, 2, 3, 4
¢ 5. Quantos sdo os nimeros de 3 algarismos que possuem esta
propriedade”

15

1

3

7

14

Problemas gerais

m Um tipografo gastou 630 tipos para numerar as paginas
de um livro. Quantas paginas tem esse livro?

m Escrevendo-se a sucessio dos nimeros naturais, a partir
de 1, sem separar os algarismos, qual algarismo ocupara o 450°
lugar?



m Um numero a dividido por 11 deixa resto 2 ¢ b ¢ um nu-
mero que dividido pelo mesmo divisor deixa resto 3. Calcule o
menor nimero que se deve subtrair de a* + b? para se obter um
multiplo de 11.

m Fuvest Na figura a seguir, estdio representados geometrica-
mente os nimeros reais 0, x, y e 1. Qual a posicio do nimero xy?

0 X y 1 B

m Unicamp Existem 4 nimeros inteiros positivos ¢ consecu-
tivos tais que o produto de dois deles seja igual ao produto dos
outros dois? Justifique sua resposta.

m X, v e z sdo algarismos distintos de 0 a 9. Determine
x +y + z, sabendo que:
XXX
+ ¥yy
XXXZ

m A divisido de um numero A pelo numero B da o quociente
q ¢ o resto R. Se aumentarmos o dividendo A de 9 unidades,
mantendo o mesmo divisor B, a divisdo ¢ exata e o quociente

aumenta de 2 unidades. Determine o menor valor da soma A+ B.
9

11
8

10
13

m Sejam x, y e z nimeros inteiros, tais que x +y +z =0,
sobre o niimero x° + y* + z° sdo feitas as seguintes afirmacdes.
I. E necessariamente multiplo de 2.

II. E necessariamente multiplo de 3.

l1I. E necessariamente maltiplo de 5.

(Quais sio verdadeiras?

m O resto da divisdo por 9 do numero
JLITL11L111-22222 é:
0

oo I e —

m Considere dois nimeros naturais, cada um deles com
trés algarismos diferentes. O maior deles so tem algarismos
pares ¢ 0 menor so tem algarismos impares. O menor valor
possivel para a diferenca entre eles ¢:

111

49

29

69

5

m Ache o resto da divisdo do nimero 109.617°%! pelo di-
visor 9.

m IME Considere quatro nimeros inteiros a, b, ¢ ¢ d. Prove
que o produto

(a=b)-(c—a) - (d-a)-(d-c) (d=b) (c—b)

¢ divisivel por 12.

m Prove que se a € N, entdo (a” — 5a* + 4a) ¢ divisivel por
120.

m Prove que se a ¢ um numero primo relativo a 6, entdo
(a®= 1) ¢ divisivel por 24.

35 QI Sejam x;, e x, as raizes da equagio
x*+ (m=15) x+ m =0 e sabendo que x, ¢ X, sdo niimeros intei-
ros, determine o conjunto de valores possiveis para m.

m Dois colecionadores de selos tém, juntos, 500 selos.
Cada colecionador comprou um album para colocar seus se-
los. Os dois albuns eram idénticos, tendo o mesmo nimero de
paginas.

Se o primeiro colecionador colocar exatamente 21 selos em
cada pagina, ele vai conseguir colocar todos os seus selos ¢
usar todas as paginas do album.

Se o segundo colecionador colocar 20 de seus selos em cada
pagina do album, sobrario alguns selos.

Caso ele coloque 23 selos em cada pagina, sobra pelo menos
uma, totalmente vazia, podendo haver ainda uma outra pagina

com menos de 23 selos. Quantas paginas ha no album?

m Prove: quando se subtrai de um nimero de dois algaris-
mos outro numero escrito com os mesmos algarismos, o resul-
tado ¢ sempre divisivel por 9.

m Antonio e Eduardo comegaram em seus novos empregos
no mesmo dia. A jomada de trabalho de Antdnio ¢ de trés dias
de trabalho seguidos de um dia de descanso, enquanto que
a jornada de trabalho de Eduardo ¢ de sete dias de trabalho
scguidos de trés dias de descanso. Durante quantos de
scus primeiros 1.000 dias de trabalho seus dias de descanso
coincidirdo?

48

50

72

75

100



FRENTE 2

A ideia de representacio de um nimero por meio de um comprimento
foi muito aproveitada pelos gregos antigos. Eles idealizaram processos algé-
bricos engenhosos para efetuar operacdes algébricas valendo-se apenas de
visualizacoes geométricas. Observe algumas identidades e fente visualizé-las
sem efetuar calculos:

I 2
1) }{E-FC]}C:(X-I-E) —[E)
T v 3

X X

:
T
:
£
%
:




Fatoracéio
Conceitos hasicos

Fatorar uma expressdo algebrica significa coloca-la na
forma de produto. Podemos fatorar qualquer nimero inteiro
em um produto de fatores primos. Observe:

144
72
36
18

9

3

1

|

SEJ PR R S S SN S ]

4.3_

Na verdade, todos os casos de fatoracdo sdo derivados da
propriedade distributiva, que possui uma origem totalmente
geomeétrica.

A E B
a ax : ay

Fig. 1 Propriedade distributiva.

Na figura 1, temos um retingulo de altura a e base
X + v, tendo uma area de base - altura= a(x + y).

O retangulo ABCD foi dividido pelo segmento EF em ou-
tfros dois retangulos, que possuem areas a . xe a. y. Podemos
igualar as areas e obter a propriedade distributiva:

axt+ay=a(x+y)

Fatoraciio por agrupamento
Utilizamos esse processo quando nido possuimos fatores co-
muns em todos os termos da expressio. Observe:

Exemplo 1

ax + by +ay+bx=ax+ay+by+bx=
=ax+y)+(x+yb=(x+y). (at+b)

Exemplo 2

ax—y-—-xtay=axtay—(x+y)=
=a(x+y)-(x+y)=(x+y).(a-1)

Exemplo 3

12bx + 3by = 8x =2y =3b(dx+y) - 2(4x +y) =
=(3b=-2). (4x+vy)

Quadrados perfeitos

I um trinémio da forma a2+ 2ab + b2, que podemos fatorar
por meio da fatoragio por agrupamento. Observe:
a’+2ab +b*=a'+ab +ab +b*=
=ala+b)+blat+b)=(a+b).(a+b)=(a+b)

Veja no Texto Complementar a razio do nome quadrado
perfeito.

ATENCAO

(@ + b)2=0a?+ 2ab + b2
Essa expressdo é o guadrado da soma.
Podemos derivar dessa expressao o quadrado da diferencga,

observe:
(a-b)2=[a+ (-b)]2P=a?+ 2. (a). [-b) + [-b)2=
= g?- 2ab + b?

(a-b)? = a?- 2ab +b?

Observe os exemplos:

Exemplo 4
(2x+3yyF=4x’+2. 2x. 3y + 9y’ =4x* + 12xy + 9y*
Exemplo 5
(I-yy=1-2y+y’
Exemplo 6
(m]‘ (1} 2(1}(1“1} _
X ¥ X X ¥ ¥
1 2 1
==zt - t—3

X° Xy y°

Exemplo 7

(a+b+c)y=[(a+tb)+c])=
={a+b)y+2(atb)ct+c’=
=a*+ 2ab + b*+2ac + 2bc + ¢*

Diferenca de quadrados

Vamos transformar a expressio a’ — b’ em um produto de
dois fatores, observe:

a’—b?=a’+ ab —ab — b?; como ndo temos fatores comuns,
introduzimos ab — ab, assim:

aat+hb)=bla+h)y=(a=b).(a+b)

ATENCAO

al-bZ=(a-b).[a+ b)

Observe os exemplos:

Exemplo 8
X -4y =(x) - (2y)'=(x = 2y). (x + 2y)



Exemplo 9
I=x'=(1)-(x)=(1-x). (1 +x)=
=(1=x). (1+x).(1+x%

Exemplo 10
a’—a'b*—ab’*+b'=aa-bY)-bia-bY)=
=(a’=b"). (a=b)=(a=b).(a+h).(a=b"
A fatoragdo de uma diferenca de quadrados nos auxilia na

racionalizacdo de denominagio das fragdes, observe:

Se xeve TF{:,, podemos fatorar a expressio X — v, pois

-y = (V) (V) = (V=) (Ve + )

termos conjugados

Racionalize os denominadores:

Resolvgdgo:

Vamos multiplicar o numerador e o denominador pelo mesmo
mimero. Esse numero é o chamado conjugado.

1 3+d2 . 32
J_J_JE+J§ (N3) - :’J_)

oemf ugadfn

=‘ﬁ+f=ﬁ+ﬁ

3—

Podemos generalizar esses dois casos de racionalizagio.

X
Primeiro Caso:
W

T sty
J_J:f” iyt ys

ﬂ .il -b x ﬂf}rﬂ—b

.‘l},-‘l ¥

Segundo Caso:

Ja++b
x_ Ja-vb_ x.(Ja-vb) _x.(Ja-+b)
Ja+4b Va-vb  (Va) —(vb) a-b

o Do ponto de vista tedrico, ndo existe a necessidode de
racionalizarmos uma expressdo, mas, tecnicamente, para o calculo
do resultado do expressdo, & conveniente.

Observe:

a) L !
J2 14142

by L Y2_V2_ L4142
22 2 2

I muito mais simples efetuarmos a operacio em (b) do que
em (a).

Quando vocé puder racionalizar uma expressdo para me-
lhorar sua resposta, e tiver tempo para isso, racionalize.

Produto de Stevin

Vamos fatorar um trindmio do 2° grau que nio ¢ necessa-
riamente um quadrado perfeito. Observe:

¥+ (a+b)x+ab=x*+ax+bx+ab=

X(x+a)+bh(x+a)=(x+a).(x+h)

A TENCAQ!

x2+ (a+bjx+ab=(x+a).x + b)

Esse trindmio € particular, pois agiliza a fatoracio de ex-
pressoes que possuem como coeficientes a soma e o produto de
dois numeros a e b.

Observe os exercicios resolvidos:

B Nas expressoes abaixo, ache o nimeros necessarios para
utilizar o produto de Stevin.

a) x2+6x+8

Resolugdo:

Os numeros sdo 2 e 4, pois 2 +4 =6 ¢ 2.4 =48 assim:
MHox+S8=(x+2).(x+4)

by x*—x-12

Resolugdo:

Os niimeros sdo —4 e 3, pois <4 + 3=-le—4 .3 =-12, assim:

X =x—=12=(x-4) . (x+3)

c) xX*—6x+9

Resolugdo:

Os mimeros sdo =3 e =3, pois =3 -3 =—-He (-3) . (-3) =9,
assim: x —6x + 9 =(x=3) . (x=3) =(x—-3)°. Podemos wtilizar
o produto de Stevin para o caso do quadrado perfeito.

W " 2 I-L na I_ | ca




Teorema
Para que o trindmio x*+ bx + ¢ seja um quadrado perfeito,
b*— 4c tem de ser zero.

Demonstracio:
b b b* b°
xZ+bx+c=x"+2x. —+c=x"+2x. —t———tc,
2 2 4 4
quadradu perfeito
b’ 4 —b?
devemos ter G_T=ﬂ’ml seja, =0 =

= b =4c=10

Vocé percebera que essa € a ideia mais importante da fato-
ragio, pois poderemos resolver uma equagio do 2° grau.
Acompanhe o raciocinio:
2 2
b 4c—b
x* +bx+c=0 .'.[K+—J +
2 4

bY bl-4c b b2 —4c
Sx+e=| = SXt—=t—,
2 4 2 2

—b++b’ —4c

2

ATENCAQ!

%% + bx + ¢ = 0 possui como férmula resolutiva:

_bxvb? —4c

x];?: 7

=0..

obtemos assim:

X2 =

Cubos perfeitos

WVamos calcular o valor da expressio:
(a+by=(at+b) (a+bh)i=
=(a+b). (a°+2ab+ b=

=a’+2a’b+ab’+ a’b+ 2ab’ + b* =
=a'+3a’b+3ab’+ b°

ATENCAQ!

@ + b =a®+ 3a%b + 3ab? + b?

Essa expressdo € o chamado cubo da soma, e por meio dela
podemos derivar o cubo da diferenca, observe:

(a-b)'=[a+(-b)] =
=a’'+ 3a’(-b) + 3a(-by + (-b)’=
=3’ - 3a’b+ 3ab’ - b’

Exemplo 11
(x +2y) =
=x>+3x%- (2y) +3x (2y)*+ (2y)’ =
=x*+ 6x7y+ 12xy? + 8y°

Capitulo 3

Exemplo 12

(a2 =2b) =
=(a?)* = 3(ad)?- (2b) + 3(a?) - (2b)2=(2b)* =
= 39— pa‘h + 12aZb? - 8b3

Exemplo 13

(" + 1y =
= (X 32 1+ 3(x™) - (1P + (1) =
=34 330 4 3 |

Exemplo 14

(1 -xy) =
=(1)'=3(1)* - xy + 3(1) - (xy) = (xy)’ =
=1=13xy + 3x%y? = x%y*

Soma e diferenca de cubos

Observe o cubo da soma a seguir ¢ vamos isolar a expres-
sio a’ + b
(a+b)y =a’+b'+3a’b+ 3ab® -
s {a+b)y-3a’b-3ab’=a’+ I:l3
s(a+b)y-3abla+b)=a’+b’ -
s(a+b). [(a+bF-3ab]l=a’+b ..
s {a+b). (a’+2ab+ b’-3ab)=2a’+ b’ assim:
a+b'=(a+b).(a’-ab+b?)

A TENCAO!

a? +bP=(a+b).(a?-ab + b?

Podemos obter imediatamente a diferenca de cubos:
a’+(=by =[a+(-b)]. [a*—a. (-b) + (=b}F] =
=(a-b).(a’+ab+ b))

ATENCAO

—b*=(a-b). (c? + ab + b?

Observe os exemplos:

Exemplo 15
X*+1=(x+1). (x*-x+1)

Exemplo 16

-8y’ =(xy-(2yy =
=(x=2y) " (x?+ 2xy +4y?)

Exemplo 17
2x3 - 686 =2(x*
=2 [(x) = (7)]

-343)=
=2.(x=T). (x2+Tx +49)




A soma ou a diferenga de cubos auxiliam-nos na raciona-
lizagdo de denominadores. Podemos fatorar a expressdo x +y
ou x — v, observe:

x+y=Rx) +@y)’ =
=[~3.f;+{f§).[{[x_2—ﬁ+{{j?) ou
x—y=Rx) -QRyy =

=5 - A -y + 3y
[ Exercicios resolvidos |

Racionalize os denominadores:

1
N rn

Resolugdo:
1 Yo+ds+Y4_ Yo+6+34 _
B2 Yo+ +34 (B7F-A27

V9+s+Y4 Y9+ +34
B 3-2 B !

1
V25 -Y15+39

Resolugdo:

1 {E+€f§_ I5+33 _
25 =15+ s +3d3 (57 +3A3)7
G333

543 8

Fatoraciio por artificio

Nio podemos encarar a fatoragdo como uma memorizagio
de formulas. Ha muito raciocinio e ideias interessantes que nos
abrem o caminho de uma nova algebra.

Observe os exemplos a seguir.

Fatore:
D <+ x2+1

Resolugdo:
Temos um trinomio que ndo € guadrado perfeito, mas podemos

Jorgar o seu aparecimento, observe:

s e e e e
Ganhamos, com isso, wuma diferenca de quadrados:
(x?+1=x). (x+1+x)

UL x*-45x2+ 100

Resolvgdo:
=207+ 100 =25x2 = (x?= 10)2 = (5x)? =
= (x" = 100 = 5x) - (x" = 10 + 5x)

D c-3x+2

Resolvgdo:

Xex=-2x+2=x(x-1)=-2(x-1) =
=x(x=I)x+1)=-2(x=-1)=x-1) [x(x+1)=-2] =
=(x=1)- (X +x=2)=(x=1)-(x+2)-(x=1) =
=(x=1)7x+2)

D xt+9

Resolugdo:

Vamos completar o quadrado perfeiio:

(F + (37 + 227 3= 3=+ 3) =60,
obtemos uma diferenca de quadrados:

(X +3) —(\6x S =(x" +3+J6x)(x" +3-J6x)

Revisando

“ Efetue os quadrados perfeitos a seguir.
a (x-2y)?
b) (1-x+x%?

W Matematica




Capitulo 3

n Fatore as expressoes a seguir. n Fatore os seguintes trindmios.
a) a*-10a%+ 169 a) x2+8x+12

b) af+ a*+a%® + b*- bt b) x2+ 3ax +2a°

c) x*+dy?

d) a*-5a%-a+5
e) a*+at-a?-1

) xS+ y5—xyt— xly
g) a*+9
h) a%+1

3xy (x +y)+x* +
n Fatore as seguintes diferencas de quadrados. ﬂ Calcule o wvalor da fragao K‘yfl[Q ‘yfi Y se
a) (1+x)2-4x* XT+y° +2xy

b) x*-—y* x=1+¥2ey=1-42




“ Se 2% + 2 = a, calcule o valor de 8 + 8% Sabendo que x + y = 1 e x% + y? = 221, calcule o valor
de x? + y2

Exercicios propostos

2,2 .2 2
Fatoraciio de expressoes algébricas e produtos notaveis Il Dstermine o valor da expressio X — Y X ¥2Y +Y"
X+y X—y

parax=125ey=-0,75.

“ Fatore as expressoes.
a) ¥y -x%y?
b) 8z(x-y)-3(x-y) KN simpliique a expressao:
c) 2ab-3ac-2yb +3cy (2y2 + %2 + Y22 — (2 + y2)2 — X222 + y2)
d x*+x2+x+1

m Simplifique a fragéo a seguir para x e R — {+1}.
“ Fatore as expressoes. x3_ox? _x+2
a) a+2ab+b?-c2 1
b) a?-1+2ab+b?
c) 4a*-a?+2a-1

4_b4
d C+xE-x-1 III Simplificar a .
) P a’ +a’b+ab® +b?

BEN Fatore a expressao x® + ¥ — 4x — 4.
m Efetuar as simplificagoes da fracao a seguir.
n Determine o valor da expressao: ¥2i%_8

x—yP2—(x+y)? x*—2x% -9x +18

ﬂ Fatore completamente a expressao:

. . 1 . -
IEI Considerando a e be R, com a = +—, simplificar a ex-
2x3 + 102 + 12X € R+ b’ P

pressao a seguir.
“ SEK+1=§,CHICU|E!G‘UE|-UrdEKE+l. 1 1 1) {ab+1
Xx 5 2 — | |b——|.
a a

X —+

b? a’h*-b°

n Sax+l=§,calculax3+l.
x 5 x3




m Determine a expressao equivalente de
(a—-b)P+bla+b)-ala+b).(a-hb).

m Simplificando a expressao:

n 2—5.-.+fm52n+2 parane N ={0; 1}, tamos:

5
5-1
52
52
5l

m Racionalize o denominador da fragao.

5+~"'§
3-42

m Simplifique a expressao a seguir.

X x—S\E
Jx -+/3

TEXTO COMPLEMENTAR

Algebra geométrica

Capitulo 3

m Determine o resultado da racionalizagao do denomina-
dor da expressao.

2-42
2+«J'E

m Simplifique a expressao a seguir.
(2}:2 -4x +8). (xz -4)

Jox® + J128

m Fatorando a expressao:

o2 -2 3+h3 2a° -p* '
a®+b? a*+b® |’

obtemos:
a’+b? a®-2p? 2a’+b?
a*-p? a®+2p?

X2y
m Calcule — +=—+2sexy=2ex*+y?*=5
¥y X

Os gregos estavam confiantes na representacéo de um no-
mero por meio de um comprimento; eles efetuaram operacées
algébricas sem notacbes algébridas adequadas. Atribui-se aos
pitagdricos (discipulos da escola de Pitdgoras) parte considerével
da dlgebra geométrica que se encontra nos livros iniciais dos
Elementos de Euclides.

Alei distributiva (apresentada na teoria),
alb + ¢ + d) = ab + ac + ad erg, sem divida, muito mais evidente
antigamente para um estudioso grego do que é hoje para um estu-
dante que se inicia na dlgebra.

Somas, diferencas, produtos e quocientes de segmentos
podem, facilmente, ser construidos com régua e compasso.

Observe a justificativa da diferenca de dois quadrados

aZ-bZ = (a + b){a - b).

X+2.y=(@+b). (a-b)

Logo, a? - b? = (o + b)(a - b)

Observe o justificativa para o quadrade da soma
(0 + b)2 = a? + 2ab + bZ Vamos construir um quadrado de lado
a + be corté-lo em 4 partes (2 quadrados e 2 reténgulos).

d b
al| a= ab a
b| ab b? b
a b

O quadrado maior tem drea (@ + b)% que é igual
oo somatério das dreas mencres o?, b?, ab e b Assim,
(a + b)2 = a? + b? + 2ah.

A expresséo a? + 2ab + b? é chomada quadrado perfeito,
pois representa a Grea exata de um quadrado de lado a + b.




RESUMINDO

(a+b+c)? =

B QUER SABER MAIS?
& sires

= Projeto GIMPS
<www. mersenne.org/ >.

= Nimeros primos de Mersenne

ax xvy) = ax + ay
(@< bp = ax 2ab + b°
fa+b).(a-b) = & — b2
(x +a). (x+b) = ¥2+(a+bjx+ab
{a+b)y? = a? + 3a?b+ 3ab?+ b
(@ — b)? = a® - 3a%h + 3ab2 - b3
(a+b). (a2 —ab +b?) = a® + b3
(a—b). (a+ab + b?) = a®— b3

a2+ b?+c2+2ab+ 2ac + 2be

<www. brasilescola. com/matematica/mersenne-numeros-primos -numeros-perfeitos. htm .

Exercicios complementares

Fatoractio de expressoes algébricas e produtos
notaveis

“ Fatore as expressdes.
a) x*-y*

b) (a+b)?-c?

¢) 4a’—49h2m

d) (x+3)P-(3x-4)

n Fatore as expressoes algébricas a seguir.
a) 3 —6xy+ 3y’

b) (x-y)*+2(y-x)-24

c) ab—ac+b’-hbc

d) x*=2x"+x"-8x+8

e) 4a’+9b*-25-12ab

f) 2x*+5x-3

g] Elxz - },Iﬁ-

h) x—xy-1+y?

BEN Dccomponha em fatores do 1° grau 4a%b? = (a2 + b? = c2)2.

n Para que o binémio 16x* —16x+/x se tome um trinémio
quadrado perfeito, o que ¢ necessario acrescentar ao mesmo?’

n Calcule o valor da expressio:
a b c
+ +
(a—b).(a=c) (b-=c).(b—=a) (c—a).(c—hb)

“ Fatore a expressdo:
bc(b +¢c) +ca(c—a)—abla+b)

Fatore a expressdo:
X4 3x2y + Ixy? + 293

n Fatore a expressdo:
a’(c=b)+b*a-c)+c(b-a)

n Fatore a expressdo:
(a+b+c)-(ab+ bec+ca)—abc

m Fatore a expressdo:
(a+1).(a+3).(a+35).(a+T)+ 15

m Fatore a expressdo a® +a*+ 1 emum produto de 4 fatores
polinomiais.




m Demonstre as identidades a seguir considerando a,b e ¢

numeros reais ¢ distintos dois a dois.
2 b2 2

! (a-b) {a'“}+ (b-c). {b—a}+ (c—a).(c=b) -
2) a’ b & o

(a-b). {a—c}+ I[b—c}.l[b—a}+ (c-a).(c=b)

m Fatore as expressoes a seguir.
a) x*-8

h) Kﬁ_ },ﬁ

¢) (2m+ 1)+ (m+2)*

d) a’™+1

Simplificacdo de expressoes algébricas

m Simplifique a expressdo:
(4 2xy + v9) . (x= 1) = (X =x +xy —y)°

m Decomponha em fatores do 1” grau a expressio:

[[al + I:-l)}{1 —1:|1 —[[al —hl)?{l + l:l2

ax

2

2 4.2
+a~+b” -

m Simplifique 2ab az hz Cz.
2bc—b" —c” +a

{x+ }']1

Sexy =7, determine o valor de

S

E[mz +n2]—[m+ n)’
B} 0 produto (m+n). ¢ igual a:

m+n
m + 2mn + n
m- + n?
m® + n’
m? + mn + n?

m Scp+q=ncl+l=m,cmqucpcqsﬁnamhﬂs
P q

positivos, entdo (p — q)* ¢ igual a:
n2
n—m
n° —m

n
2

mn- —4n
m

n? —4mn

Capitulo 3

m Simplifique a expressio:
2

[K3+}r3+23]2 _[KJ _y _23]
}’3+23 .

m Fatore as expressdes a seguir.
a) a*+a’+1

b) 1+2xy—-x*—y’

c) (X*+yr=5)r—-4(xy+2)°

d) a’—4ab+4b* - 4c?

¢) ab’—(a+b)-ab+a+b-1
) ¥—y-2Z+2yz+x+y-z
g X +y -x-y-xy-xy’

hy a+a*+a‘+a’+a+l

m Reduza ao numeral mais simples:

V262 242442 22442

m Calcule o valor da expressio:

8+x°). (x2 —4) N
(x> +4x+4). (x —2x+4).(4-2x)

m Simplifique a expressio:
(zx* + yzz + 2xyz). (x* - yz)

X+ 3:{2}* + 3}{}?2 + f

m Verifique a igualdade em
Xx+Vx" -1 _x—uxz—l =4KJ—

x” —1
x—x/xz—l x+\.}(x2—l

m Fatore a expressio
X+ y? + 23— 3xyz

Os valores de x, y e z que satisfazem as equagdes

x+l=5, y+l=1 e z+l=2 €0 tais que x + 3y + 2z ¢

z X
igual a:
5 7 9
6 8

m Seja o a maior raiz da equacdo x>+ x — 1 =0, o valor de
o = 50t ¢:

-1 -3 2

-2 1

m Prove que 3./2ﬂ+14\5 +~3J21'.]—14ﬁ ¢ um numero

racional.




Papiro de Rhind
Todo conhecimento atual sobre matemdtica egipcia baseia-se em dois antigos documentos:
o papiro de Moscovo e o papiro de Rhind. O papiro de Rhind foi franscrito por Ahmes (Aahmesu)

1

4] - = k] — i r el 3
em 1650 a.C. e trata-se da transcricdo de um velho docu AR @u-iﬂ- |-|L_1f;_:!__,§

mento, escrito, provavelmente, 200 anos antes. O escocés | 3 i
A. Henry Rhind comprou esse documento em um leildo, em E' A .:..=- Lidd
w-l{

fodas as coisas secretas e nele estdo listados 80 problemas, [ 1. 14 7 141*.-'!- h“ BiLE: :Tﬂﬁ
todos resolvidos e a maioria relacionada a situacées coti- |; R
14]31-# f:-:}f ":'l] 1‘-‘-:5 Farts

lJﬁmltf’uLi ’L'LU nu'f""l TB "”‘lmI

1858.

O titulo desse documento é Instrucées para conhecer [~

dianas, como o preco do pdo e a alimentacdo do gado.
Esse documento mostra antigas tentativas de se resolver [ 2PN B AP

problemas cotidianos por meio da matemadtica, uﬁlizundo ﬂ-ﬂ e i.ﬂ-ﬂi"l;'ﬁxi
principalmente equacdes lineares de 1° grau.

Papiro de Bhind.

Exemplo de problema:
De uma quantidade de milho equivalente a vinte e uma medidas, um camponés deve dar ao
Farad uma parte igual a quinta parte da sua. Quanto |he restarg?




Resolucéio de problemas classicos

Para o perfeito entendimento do método de solugdo dos
problemas, leia atentamente os problemas resolvidos e comen-
tados a seguir.

n Josimar gastou tudo o que tinha no bolso durante as com-
pras em 5 lojas. Em cada uma gastou RS 1,00 a mais do que a
metade do que tinha ao entrar. Quanto tinha inicialmente?

Resolvedo:

A incognita do problema é a quantia inicial antes de entrar na
19 loja.

Considere x essa quantia.

Atabela a seguir mostra a relagdo entre a incognita e os dados
do problema.

Loja  Entrou com... Gastou... Saiu com...
X X
Z+1 =1
) X 2 >
=2 x=-2 x-2
2 5 7] +1 y -1
] x—8 x—ﬁ‘_” x—ﬁ‘_r
4 a a
4 x—14 x—MH x—M_
a 16 16
5 X =30 x—SﬂH x—.?ﬂ_r
16 32 32

Como Josimar gastou tudo, temos:

X230 g X230 oo
32 32

Assim, Josimar tinha R 62,00 inicialmente.

B Dois jogadores A e B apostam RS 5,00 por partida. Antes
do inicio do jogo, Ae B possuiam R$ 150,00 ¢ RS 90,00, res-
pectivamente. Apos o fim do jogo, os jogadores ficaram com
quantias iguais. Qual o nimero de partidas que B ganhou a
mais que A?

Resolvedo:
Observe a tabela a seguir que contém variaveis imporianies
do problema.

Jogador N° de vitdrias N° de derrotas
A X ¥
B ¥ X

Vamos calcular a quantia de cada jogador no final da partida.
150 + 5x — 5y € a quantia acumulada por A, enguanio
9 + 5y = 5x a que B acumulou, assim:

150 + 5x =5y =90+ 5y =5x ..
S 150 =90 =5y =5x + 5y = 5x .
S60=10y=-10x = y—x=6

Observe o significado de v — x na tabela.

Capitulo 4

B Jorge tem 45 anos e seu filho 15 anos. Quando o seu filho

tera & da sua idade?

Resolvgao:
A construgdo de uma tabela facilitard a resolugdo de proble-
mas envolvendo idades, observe:

Individuos Presente Passado Futuro
Pai 45 45 + x
Fitho 15 15 +x

Apos x anos, temos:

454+ x

15+x= SO0+ 4dx=45+x . 3x=—-15 . x=-5

Encontramos como resposta =3, correspondendo gue ha 5 anos

a idade do filho foi i da do pai.

n Tenho o dobro da idade que vocé tinha quando eu tinha a
idade que vocé tem e quando vocé tiver a idade que tenho, a
soma de nossas idades sera 90 anos. Determine as idades.

Resolugdo:
Vamos recorrer a tabela para um perfeito entendimento do pro-
blema.

Individuos Prasente Passado Futuro
Eu X+ X X+ 5o
Vocé X X—=i X+

Na tabela, representamos as idades dos individuos com uma
diferen¢a o

Eu tenho x + o, que representa o dobro da idade que vocé
tinha, ou seja, x — o (passado).

logox+a=2(x-a) .x+a=2x-20 .. Jo=x(1)
Quando vocé tiver a minha idade, ou seja, x + o, teremos juntos
(x +a)+ (x+ 20)=90(2)

Montamos o sistema:

x =30

= 3 )+30=90. .90 =90, =10
{2_r+3ﬂt=?f}' (Jo)+ 3 a=rrna
Assim, x = 30 e as idades sdo 40 e 30 anos.

B Uma torneira enche um tanque em 3 horas. Outra tornei-
ra enche 0 mesmo tanque em 4 horas. Determine em quanto
tempo as duas torneiras juntas encherio o mesmo tanque.

Resolugdo:
V
A 1" torneira tem vazido V; = ?, e a 29 torneira tem vazdo V, = 7
Ouando juniamos as duas torneiras, criamos uma lorneira que
possui vazdo v, +v,, assim:
VooV wolume

fempo

3 4

Frente 2 RN




Como gqueremos encher o tangue, temos:

N 4 (I IJ 4.3
—t—=—rdV| -+ =V ==
3 4+3

34
n Fuvest Durante uma viagem choveu exatamente 5 vezes.
A chuva caia pela manhi ou a tarde, nunca o dia todo. Houve s0
6 manhas e s0 3 tardes sem chuva. Quantos dias durou a viagem?

f= E horas

Resolucdo:

Seja x o numero de dias da viagem, que possui x manhds e
x tardes. Essas manhds e tardes podem ser chuvosas ou ndo.
Observe a tabela:

nimero de trdesx =5—a +3 . x=8-ua
nimero de manhds x =6 +a

b+a=48-a . 2a=2 .a=1
Assim:x =7

n Um ciclista faz um percurso que se divide em 4 partes de
comprimentos iguais. Na primeira parte, de terreno plano, faz
10 km/h e na segunda, uma subida, faz 5 km/h: na terceira, uma
descida, faz 30 km/h e na ultima, de terreno plano, mas com
vento pelas costas, faz 15 km/h. Qual ¢ a velocidade média do
ciclista no percurso?

Resolucdo:

d : o :
Sabemos que v=—. Cada trecho possui uma distancia x, assim.
!

x X

_ X
== t,=— == l,==; == t,=— ¢
T , 75 030
X X
== 1, =—
15
4x
No trecho total, temos: V =
[ +1+1+1,
4x 4 120
V_i XX i_3+6+1+2_u_”}km#;
05 30 15 30

n Em um vaso ha doze litros de vinho ¢ 18 litros de agua,
em oufro ha 9 litros de vinho e 3 litros de agua. Quantos litros
s¢ deve tirar de cada vaso para se obter 14 litros que contenham
partes iguais de agua e vinho?
Resolvgago:

. 12 ) .2 ) 3
No 17 vaso, temos E de vinho, ou seja, E de vinho e E de
dgua.

No 2%vaso, temos 7 de dgua e y de vinho.

Seja x a por¢do do 1"vaso ey a do 2" vaso, tem-se: x +y = 14

EI + 7 V € a fragdo correspondente a 7 litros de vinho, assim:

E_:: +i{}'4—x)=?.*.Ex+£—ix=?.*. x=10

5 4 5 2 4

Logo, v =4

Devemos tirar 10 litros do 1°vaso e 4 litros do 2°vaso.

n Certa quantia ¢ dividida em partes iguais, entre determi-
nado numero de pessoas. Se aumentarmos de 6 o nimero de
pessoas, cada uma recebera R$ 3,00 a menos, e se, ao contrario,
o numero de pessoas diminui de 2, cada uma tera RS 2,00 a
mais. Achar o nimero de pessoas ¢ a parte de cada uma.

Resolugdo:

As variaveis envolvidas sdo:
x € o numero de pessoas;

Vv éa guantia a ser dividida

v .
= guantia de cada um
x

V V V
- =.-__3€ -
x+6 x x—2

=242 sao as equagdes obtidas pela
x

interpretagdo do texto, assim:

y _y— 3x xv=xv—3x +6v— 18x ~.
xX+6 X T '
=2y +6x=10

y _J +2x Lav=xp+2xt -2y —4x o
x—=2 X 7 '

¥ —y=2x=10

X 4 6x =2(x"=2x) ;x4 6x = 2x7 — 4x
x=10x=0:x=10

(0P =y =2-10=0:y=100-20=80

Temos 10 pessoas e cada uma recebera RS 8,00.

m Jodo fez um percurso de 30 km e teria gasto 4 horas menos
se aumentasse sua velocidade de 2 km/h.
Qual ¢ a velocidade de Jodo?

Resolugdo:

d=vt

I =vtmas 30=(v+2)-(t=4)
=vi—gv+2t=8 . 2v=t=—4

Obtemos o sistema:

{w=3ﬂ

—_— ® 2 — =
{=2v+4=:-{2v+4)v—3!’}..v +2v—15=10

Assim: v=3 kmh

Matematica




m Um carro movido a gasolina aditivada faz, aproximada-
mente, dez quilémetros por litro. Sabendo que o prego do litro da
gasolina comum ¢ 75% do prego da gasolina aditivada, podemos
afirmar que o desempenho (em quilometros por litro) a partir do
qual o carro que utiliza apenas gasolina comum passa a ser mais
econdmico quando comparado com o carro que utiliza apenas
gasolina aditivada é:

a) 3 c) 6 e) 8
b) 5.5 d) 7.5
Resolvgao:

= — km/reais

gasolina aditivada: 10km/L ()
prego: xreais/L X

gasolina comum. akm/L a
= —— lm/reais
prego: 0,75x reais/L 0,75
¢ 10 s sk
.75y x

Resposta: alternativa d

m O custo em reais de 25 laranjas ¢ igual ao numero de la-

ranjas que podemos comprar com um real.
Determine o nimero de laranjas que se pode comprar com

3 reais.

Resolvgdo:

preco de cada laranja: x

2ix= i sxl= i Lx= i
X 25 3

n“de laranjas = (—i) = 15 laranjas

5

m Uma usina comprou 2.000 litros de leite puro e retirou
certo volume v desse leite para producio de iogurte, substituin-
do esse volume por agua. Em seguida, retirou novamente o
mesmo volume v da mistura e novamente substituiu por agua.
Na mistura final existem 1.125 litros de leite. Determine o per-
centual do volume inicial que v representa.

Resolvedo:

deste volume v da

mistura tfemos 5 e
2000 L leite ‘,.-—--,,“?_ (WY = v ;EE'FE —_— =000
-V v odeuwa —V ) 2,000 = v
—_—
48U €S 000
de leite.

Leite: 2,000 = v —

2.000=v
= |1V
2000

2

douar Jv=
€ R

2 2

_ = 875 2 875 =),
2000 2.000

Capitulo 4

=4 000+ 875 . 2000 =0

(0 £ 3. 0K
P AOOEION0 T S00
2 560 2006

v representa 25% do volume inicial.

m Se a meédia aritmetica de a e b ¢ o dobro da sua média

geomeétrica, com a >b =0, determine o inteiro mais proximo da

. a
mzan =—-
b
Resolugdo:
"J;b=z ab -a+b=4Jab .

a”+2ab+b = 16ab ..

a’ —I1dab+F =0
W hz 2 + k]
([‘—‘] —M[ﬂ]u =0 .~.%=—M—;"9" =748

h i}

a i
—>1=—=7+/d8 =13,92
b b

) a
intelro mais proximo h_ =14

m O real perdeuv muito do seu poder de compra de 1994 até
hoje. Pora se ter uma ideia dessa perda, um estudo da Consultoria
Global Invest mostrou que, com o dinheiro necessdrio para comprar
8 pizzas ouv 20 entrados de cinema em 1994, hoje o consumidor

consegue comprar somente 3 pizzas ou 5 entradas de cinema.
Revista Veja, 11 ago. 2004.

Considerando as proporgdes apresentadas nesse estudo, quan-
tas pizzas poderiam ser compradas em 1994 com a quantia
necessaria para comprar hoje 20 entradas de cinema?

a) 12 c) 24 e) 36
by 16 d) 32
Resolug¢do:
x comprava 8 pizzas em 1994, Preco unitario de %
x comprava 3 pizzas em 2004. Prego unitario de ;
Sx
¥ x Sx ;_4 3
Aumento: ——— =— . Aumenio percentual de <% = — .
38 M x 3
8
20 entradas de cinema ou 12 pizzas em 2004, preco unitario
X
E .
Em 1994 idrioy=y X=X y=X . x=32
m Joprecounitdrio y =y —=—._y=— . x =32y,
preg Y=V =5Y=3 .

ot seja, 32 pizzas.

Resposta: alternativa d




Revisando

“ Diofanto foi uma crianga feliz durante % de sua vida. Apos mais % comecgou a cultivar uma barba. Permaneceu solteiro

1 . . X
somente mais = antes de se casar e somente no quinto ano, apds o seu casamento, nasceu-lhe um filho que morreu quatro anos

antes que o pai e que viveu apenas a metade do que viveu Diofanto. Determine a idade que Diofanto alcangou.

n Um tanque € dotado de duas torneiras. A primeira esvazia-o em um tempo inferior ao da segunda em 30 minutos. Sabendo-
-5e que as duas torneiras juntas esvaziam o tangue em 20 minutos, em quanto tempo a primeira torneira esvazia 60% do tanque?

n Um grupo de amigos se reuniu em um restaurante e, ao receber a conta, que era de R$ 600,00, dois deles estavam sem di-
nheiro, 0 que fez com que cada um dos outros contribuisse com mais R$ 10,00. Determine o numero total de pessoas.




Exercicios propostos

Problemas gerais de 1° e 2° graus

. 1
“ Achar o numero de alunos de uma classe, se 3 deles

1
esta lendo, 4— escrevendo e, os 20 restantes fazendo contas.

n Qual e o numero que aumentado de 20 torna-se o triplo
do que era antes?

n Um aluno, para se desfazer de sua biblioteca, deu a me-
tade dos seus livros a um amigo, um quarto do resto a outro e
ainda Ihe sobraram 6 livros. Quantos livros possuia?

n Que horas sao, se 0 que ainda resta para terminar o dia

e % do que ja passou?

BN Tenho R$ 53,00 em notas de R$ 5,00 e de R$ 1,00
Sabendo que o total de notas & 21, calcule o nimero de notas
de cada valor.

n A soma das idades de A e B e 35. Daqui a 5 anos, a
idade de A sera o dobro da de B. Calcular as idades de Ae B.

n O total de pontos obtido por uma aluna e um numero
constituido por dois algarismos. Invertendo-se a ordem dos
algarismos e somando-se ao primeiro numero, © NUMero re-
sultante & 187. O primeiro numero dividido pelo segundo da
quociente 1 e resto 9. Calcule o numero de pontos alcangados
pela aluna.

n Uma pessoa foi passar uns dias de férias em uma cidade.
Verificou que, se gastasse R$ 80,00 por dia, poderia permanecer
na cidade um dia a mais do que se gastasse R$ 90,00. Quanto
possuia a pessoa?

n Um copo cheio de agua pesa 385 g; com % da agua

pesa 310 g. Responda as questdes a seguir
a) Qualé o peso do copo vazio?

3
b) Qual é o peso do copo com 5 da agua?

m Fuvest No inicio de sua manha de trabalho, um feirante
tinha 300 meldes, que ele comegou a vender ao prego unitario
de R$ 2,00. A partir das dez horas, reduziu o prego em 20% e, a
partir das onze horas, passou a vender cada meldao por R$ 1,30.
Mo final da manha, havia vendido todos os meldes e recebido
o total de R$ 461,00.

a) Qualo prego unitario do meldo entre dez e onze horas?

b) Sabendo que % dos meldes foram vendidos apds as 10

horas, calcule quantos foram vendidos antes das dez, entre
dez e onze e apos as onze horas

m Fuvest Um motorista de taxi percorre diariamente 200 km.
Sabe-se que o prego do litro de alcool é de R$ 38,00 e o de ga-
solina R$ 60,00. Um carro a alcool faz 7 km por litro @ um carro a
gasolina faz 8 km por litro. Qual a economia diaria que o motoris-
ta tera se converter seu carro de gasolina para alcool?

m Fuvest Dois quintos do meu salério s&o reservados para
oaluguele a metade do que sobra para a alimentagao. Descon-
tados o dinheiro do aluguel e o da alimentacgao, coloco um terco
do que sobra na poupancga, restando, entdo, R$ 1.200,00 para
gastos diversos. Qual e o meu salario?

BED UFMG Pai e filho, com 100 fichas cada um, comecaram
um jogo. O pai passava 6 fichas ao filho a cada partida que
perdia e recebia dele 4 fichas quando ganhava. Depois de 20
partidas, o nimero de fichas do filho era trés vezes a do pai.
Quantas partidas o filho ganhou?

10 12 14

11 13

m FGV Uma pessoa nasceu no século XIX e morreu no sé-
culo XX, vivendo um total de 64 anos. Se o niumero formado
pelos dois ultimos algarismos do ano de seu nascimento & igual
ao dobro do numero formado pelos dois ultimos algarismos do
ano de sua morte, entao, no ano de 1900, essa pessoa tinha:
24 anos. 28 anos. 32 anos.
26 anos. 30 anos.

m A diferenca entre o quadrado e o triplo de um mesmo
namero € 10. Qual & esse numero?

m O produto de um numero positivo pela sua setima parte
e igual a 28. Determine-o.

m A soma do quadrado de um numero com o seu triplo e
igual a oito vezes o préprio nimero. Ache esse numero.

" . ' . 8
m Adiferenca entre um nimero e o seu inverso & igual a 3
Qual & esse numero?

m Um numero natural & tal que o produto do numero que o
precede pelo que o sucede e 6.399. Qual & esse numero?

m Um pai tem 54 anos e seu filho 12. Ha quanto tempo a
idade do pai foi o quadrado da do filho?



m Duas torneiras podem, juntas, encher um recipiente em
18 horas. Qual o tempo que cada uma sozinha leva para encher
esse recipiente, se a primeira emprega nessa opera¢ao 27 ho-
ras mais que a segunda?

m A soma de dois numeros naturais € 32 e dividindo-se o
maior pelo menor obtém-se o menor como gquociente e 2 como
resto. Quais sao esses numeros?

m PM Um terreno deve ser dividido em lotes iguais por cer-
to namero de herdeiros. Se houvesse trés herdeiros a mais,
cada lote diminuiria de 20 m?, e se houvesse quatro herdeiros
a menos, cada lote aumentaria de 50 m2 O numero de metros
quadrados da area do terreno todo e:

1.600

1.400

1.200

1.100

900

m Ache o ponto exato em que os dois ponteiros de um relo-
gio se encontrardo depois das 3 horas da madrugada.

m CN Analisando-se certa amostra de leite, verificou-se que
a ele havia sido adicionado agua. Um litro de leite adulterado
pesa 1.015 g. Calcule quantos mL de agua adicionada contem
1 litro dessa amostra, sabendo-se que o leite puro pesa 1.025 g
por litro e a agua 1.000 g por litro.

T3 ESPCEX A soma do dividendo, divisor, quociente e resto

de uma divisdo é 145. O quociente & 3 e o resto 0 maior possi-
vel Calcule o dividendo.

TEXTO COMPLEMENTAR

Quadrados magicos

m Jodo disse a Jose:

“Da-me um de teus discos que ficarei com o dobro do que tu
passaras a ter”

José respondeu:

*Nao. Da-me um de teus discos que ficaremos com quanti-
dades iguais.”

Quantos discos possui cada um?

m As medidas dos lados de um retangulo sao numeros in-
teiros distintos. O perimetro e a area do retangulo exprimem-se
pelo mesmo numero. Determine esse numero.

m Candidatos realizando uma prova de 20 guestbes com
5 alternativas resolvem as questdes que sabem e marcam ao
acaso as respostas das questbes que nao sabem. Em media,
o0s candidatos que acertam 16 das guestdes sabem resolver:

11

12

14

15

16

m Contando-se os alunos de uma classe de 4 em 4 sobram
2, e contando-se de 5 em 5 sobra 1. Sabendo-se que 15 alunos
530 meninas e que nessa classe o nimero de meninas & maior
que o numero de meninos, 0 numero de meninos nessa classe

Sdo quadrados contendo numerais tais que o adicio ou @
multiplicacfio dos ndmeros confidos nas linhas, colunas ou diagonais

s80 iguais.

Os quadrados mégicos aparentemente surgiram na China, por

volta de 2200 a. C., com o imperador-engenheiro Yu, o Grande.
Observe o quadrado mégico co lade:

Em qualquer linha, coluna ou diagonal, a soma dos nimeros

sempre serd 15. Confiral
linha 2:3+5+7=15
wluna3:2+7+6=15
diogonais: 8 +5+2=4+5+6=15
wluna 1: 4 + 3+ 8= 15

4 9 2
3 3] 7
8 1 6




Capitulo 4

Os quadrados mégicos foram introduzidos na Europa no século
XV, trazendo também todo o misticismo do Oriente. Na alquimia e 5 X
astrologia, eles ganharam também valores misticos. Alguns quadrados
mdgicos gravados em uma placa de prata eram utilizados contra @
peste.

Aparentemente uma curiosidade e brincadeira; no entanto, 4
ganhou aplicagdes prdticas e sérias no final do século XX, em
problemas de andlise e probabilidades.

Na figura a seguir, temos um quadrade mégico multiplicative
formado por nimeros inteiros positivos. Faga uma tentativa, calcule x! 1
(Contfira a resolugéio com os colegas.)

RESUMINDO

Como resolver um problema?

Néo podemos “memorizar” todas as solucdes, pois os problemas sao infinitamente varidveis. Vamos propor um método a ser seguido
para a resolugto de qualquer tipo de problema, seja ele geométrico, algébrico, fisico ou quimico.

Precisamos inicialmente compreender o problema, visualizar com clareza e gravar o seu objetivo. No problema que envolve
demonstraciio, afente para a hipdtese e a tese. Na compreenséio, devemos separar as incognitas para comegar a montar relacdes entre
essas varidveis e os dados (hipéteses) do problema.

Apés relacionar as incognitas e os dados do problema, obteremos um sistema de equacdes, uma equacio do 12, 2° ou qualquer outro
grau, dependendo da natureza do problema.

Podemos resumir os principais elementos para uma abordagem adequada de um problema. Observe os quadros:

Compreensaodo __ Delerminacdoda __  Relagaodas incognitas __  Resolugdo das equagdes e
problema incognita com os dados verificacdo da solugdo

B QUER SABER MAIS?
\_A ARTIGO

= £ M. Zuffie L F Feliciano. “Uma sequéncia diddtica com uso de histéria da mateméfica: o méfodo de multiplicacdo e divisio egipcio”. Revista de
Educacdo Matemdfica. Ano 9, N° 9-10 (2004-2005), 55-60 ©Sociedade Brasileira de Educaciio Matemdtica.

Exercicios complementares

Problemas gernis de 1°e 2° grauvs n Pedro tem 45 anos e Jodo 15. Depois de quantos anos
Jodo tera um quarto da idade de Pedro?

“ Tem-se 21 cabegas e 50 pés entre galinhas e cameiros.

Quantos animais ha de cada espécie? n Um pai tem atualmente o dobro da idade do filho. Ha
11 anos, a idade do pai era o triplo da do filho. Quais sdo,

n Em um deposito, ha viaturas de 4 e de 6 rodas, ao todo atualmente, as idades de cada um?

40 viaturas e 190 rodas. Quantas viaturas ha de cada espccie?

Frente 2




n Um niamero é formado por dois algarismos, cuja soma
dos valores absolutos ¢ 8. Se adicionarmos 18 a esse numero,
o resultado obtido sera um numero cuja representagio decimal
estd na ordem inversa daquela com que figurava o niumero
dado. Calcule o quadrado desse numero.

n Um tio tinha certa importancia a distribuir entre seus
sobrinhos e verificou que, dando a cada um RS 30,00, falta-
riam-lhe R$ 70,00 ¢ dando RS 20,00 a cada um lhe sobrariam
RS 20,00. Quanto possuia o tio?

n Um pedreiro foi admitido ao servigo nas seguintes
condigdes: receberia RS 20,00 cada dia que trabalhasse e
pagaria uma multa de RS 4,00 cada dia que faltasse. No
fim de 30 dias, o pedreiro recebeu RS 480,00. Quantos dias
trabalhou?

n Em uma arvore pousam passaros. Se pousarem 2 passa-
ros em cada galho, fica um galho sem passaros. Se pousar um
passaro, em cada galho, fica um passaro sem galho. Calcule o
nimero de passaros.

1
n Jodo disse a Pedro: “se vocé me der 3 do dinheiro que

possui, eu ficarei com uma quantia igual ao dobro do que lhe
restara. Em contrapartida, se eu lhe der RS 6.000,00 do meu
dinheiro, nos ficaremos com quantias iguais”. Quanto dinheiro
possui cada um?

m Em um restaurante, todas as pessoas de um grupo pedi-
ram um mesmo prato principal e uma mesma sobremesa. Com
o prato principal, o grupo gastou RS 56,00 ¢ com a sobremesa
RS 35,00, mas cada sobremesa custou RS 3,00 a menos do que
o prato principal.

a) Qual o nimero de pessoas no grupo?

b) Qual o preco do prato principal?

m As pessoas A, B, Ce D possuem juntas R$2.718,00. Se A
tivesse o dobro do que tem, B tivesse a metade do que tem, C ti-
vesse RS 10,00 a mais do que tem e Dtivesse RS 10,00 a menos
do que tem, entdo todos teriam a mesma importincia. Quanto
possui cada uma das quatro pessoas?

m Uma senhora comprou uma caixa de bombons para
seus dois filhos. Um deles tirou para si metade dos bombons
da caixa. Mais tarde, o outro menino também tirou para si
metade dos bombons que encontrou na caixa. Restaram
10 bombons. Calcule quantos bombons havia inicial-
mente na caixa?

m Um ciclista movimenta-se em uma subida a uma ve-
locidade constante, completando 6 pedaladas por minuto. No
mecanismo de tragio de sua bicicleta, a coroa do pedal pos-
sui um raio trés vezes maior que o raio da catraca da roda.
Em 1 minuto, quantas voltas tera dado a roda da bicicleta?

27 6
18 2
15

m FCC Um Corcel e um Opala percorrem no mesmo sentido
. . L. .
pistas paralelas distantes de 3 quilometro. Num certo instante,

a distincia entre os carros ¢ de x quilémetros, estando o Opala
atras do Corcel. Decorridos 40 minutos, a distincia entre os
carros ¢ novamente de x quilometros, porém o Opala esta a
frente do Corcel. Se a velocidade do Corcel ¢ de 60 quilome-
tros por hora, a velocidade do Opala, dada em quilometros por
hora, é:

3&&+$ﬂ?jﬂ
[4&+J§§513]

3
2
{4H+J4x2—1]
2
3
[4ﬂ+Jx2—1)
2 3
{4H+Jx2—1]
3
2

BB FEI O tempo de voo de um piloto sera, daqui a 3 anos,
um quadrado perfeito e, ha trés anos, era precisamente a raiz
quadrada desse quadrado. Qual o tempo de voo do piloto?

m FEI Se “gato ¢ meio comem rato e meio em minuto e
meio”:

a) em quanto tempo um gato come dois ratos?

b) quantos gatos comem 60 ratos em 30 minutos?

BEA Unicamp Numa escola é adotado o seguinte critério: a
nota da primeira prova ¢ multiplicada por 1, a nota da segunda
prova ¢ multiplicada por 2 ¢ a ultima prova ¢ multiplicada
por 3. Os resultados, apos somados, sio divididos por 6. Se
a media obtida por esse critério for maior ou igual a 6,5, o
aluno ¢ dispensado das atividades de recuperagdo. Suponha
que um aluno tenha tirado 6,3 na primeira prova ¢ 4,5 na se-
gunda. Quanto precisara tirar na terceira para ser dispensado
da recuperagio”

m Vunesp Em uma competi¢cio, uma pessoa atira 60 vezes,
ganha 3 pontos toda vez que acerta o alvo e perde 1 ponto quan-
do erra. Se dois competidores obtém, respectivamente, 156 ¢
96 pontos, a diferenga dos numeros de acertos desses dois com-
petidores €:

20 16 12

18 15



m Vunesp Uma certa importincia deve ser dividida entre
10 pessoas em partes iguais. Se a partilha fosse feita somente
entre 8 dessas pessoas, cada uma delas receberia RS 5.000,00 a
mais. Calcular a importincia.

m Vunesp Numa sala de aula, a quantidade de pessoas es-
trangeiras ¢ igual a quantidade de pessoas brasileiras. O nu-
mero de mulheres brasileiras ¢ o dobro do nimero de homens
estrangeiros. Se 2 homens séo brasileiros e 11 pessoas sdo mu-
lheres, entdo o numero de pessoas dessa sala ¢é:

14 17
15 18
16

m Fatec Um professor elaborou 180 exercicios, que preten-
dia dividir igualmente entre os alunos de uma classe. Como no
dia da distribuicéo dos exercicios faltaram 9 alunos, cada um
dos presentes recebeu 1 exercicio a mais. O nimero de alunos
dessa classe ¢:

42 50
45 52
48

m Aman Um trecho rodoviario deve ser dividido em lotes
iguais, quanto a quilometragem, a certo nimero de emprei-
teiros que se candidatario para executar a terraplenagem. Se
ha 5 empreiteiros a mais, cada lote diminui de 20 km e se ha
6 empreiteiros a menos cada lote aumenta de 57 km. A exten-
sio, em km, do trecho em questdo ¢ igual a:

855 1.064
960 1.140
969

m O produto de dois numeros naturais consecutivos ¢ 240.
Determine-os.

m A soma dos inversos de dois nimeros naturais consecu-

U o
tivos ¢ ﬁ QUEIS Sa0 5505 NUMEros |

m Uma fragdo tem o denominador superando de 2 o nu-
merador. Somando 2 ao numerador ¢ 1 ao denominador, a

7 :
fracido aumenta de ﬁ . Determine-a.

m O dividendo de uma divisdo ¢ 1.235. Sabendo que o divi-

2
sor ¢ igual ao quociente e que o resto é = do divisor, determine
0 quociente.

m O divisor de uma divisio excede de 5 o quociente que,
por sua vez, ultrapassa o resto também de 5. Determine o quo-
ciente dessa divisdo, sabendo que o dividendo é 1.075.

m A idade de uma crianga daqui a 6 anos sera o quadrado
da idade que tinha ha 6 anos. Qual a idade atual dessa crianca?

m Determine trés nimeros impares consecutivos sabendo
que o seu produto ¢ igual a sete vezes a sua soma.

m Um homem fez uma viagem de 240 km. Se caminhasse
mais 4 km por dia do que realmente caminha, teria gasto dois
dias menos na viagem. Quantos dias ele gastou na viagem e
quantos quildometros andou por dia?

m Dois ciclistas partem ac mesmo tempo em diregiio a uma
vila distante 90 km. O primeiro percorre 1 km por hora a mais
que o segundo e chega ao destino uma hora antes dele. Qual a
velocidade de cada um?

m Mauro percorreu 90 km em 7 horas, andando os primei-
s 18 km a pé e o restante em bicicleta. Sabendo que Mau-
o, de bicicleta, faz 12 km por hora mais que a pé, quantos
quilometros ele faz, por hora, a pé?

m Um barco percorre 40 km subindo um rio, durante um
certo tempo. Depois, faz o mesmo percurso para descer, ga-
gando 4 horas a menos. Qual é a velocidade do barco, sabendo-
s¢ que a velocidade da correnteza ¢ de 16 km/h?

m Um grupo de turistas alugou um oOnibus por
RS 1.500,00. Dois deles ndo puderam viajar e, em consequén-
cia, a despesa de cada um dos outros aumentou de R$ 25,00,
Quantos eram os turistas”? Qual foi a despesa de cada um?

m (Certa pessoa destinou RS 12.000,00 para serem distribui-
dos igualmente entre um certo nimero de orfios. Tendo dois
deles desistido de suas partes, as dos demais foram acrescidas
de RS 1.600.00 cada uma. Qual o mimero de orfios?

m Ache dois nimeros tais que a sua soma exceda de 4 a
diferenca entre o maior ¢ o menor, € que o seu produto exceda
sua soma de 3.

m Determine as idades de Pedro e Paulo, sabendo que a sua
diferenca ¢ 4 e seu produto 32.

m Decomponha o nimero 28 em dois fatores tais que a sua
soma seja iguala 11.

m CN Achar o lado do quadrado em que o nimero que da a
area excede o numero que da o perimetro de 5.

T EsPCEx Numa festa, todos os participantes cumprimen-
tam-se. Houve 66 apertos de mio. Portanto, havia na festa:

12 pessoas. 10 pessoas.

33 pessoas. n.d.a.

30 pessoas.



5B PM Um terreno de forma retangular de drea 250 m? tem
o comprimento excedendo em 15 metros a largura; entdo, as
dimensodes desse terreno podem ser determinadas pela equagio:

x*+ 15x=250=0

x*—15x-250=0

X'+ 250x+15=0

x*=250x +15=0

m Duas torneiras enchem um tanque em 15 minutos. Se
abrirmos a 2* torneira 5 minutos depois da 1% o tanque sera
cheio em 18 minutos. Quanto tempo levara cada tomeira para
encher o tanque?

m Trés litros de gasolina sdo misturados a 5 litros de quer-
osene. Quantos litros de querosene devem ser adicionados a

: 3 .
mistura para que 3 do resultado sejam de querosene?

m Um tonel contém uma mistura de agua e vinho: o vinho
ocupa 40 litros mais do que a metade do tonel ¢ a agua 80 litros
mais que a terga parte do tonel. Qual a capacidade do tonel?

m Duas vasilhas contém, em conjunto, 36 litros de agua. Se
transferissemos para a que tem menos agua 3 da agua contida

na outra, ficariam ambas com a mesma quantidade de agua.
Quantos litros de agua contém cada vasilha?

m De uma cidade parte um automovel com a velocidade
de 60 km/h. Dez minutos depois, parte um segundo automovel
que faz 80 km/h. Depois de quanto tempo o segundo automovel
encontrara o primeiro?

Um bote tem uma velocidade de 25 km/h e pode navegar

certa distancia rio abaixo em 3 do tempo que leva para nave-

gar a mesma distincia rio acima. Qual a velocidade da cor-
renteza do rio?

m A velocidade da correnteza de um rio é de 2 km/h.
O tempo que um barco gasta para percorrer 28 km a favor da
correnteza (rio abaixo) ¢ o mesmo que o barco leva para per-

correr 20 km contra a correnteza (rio acima). Qual a velocidade
do barco?

m Que horas sdo, quando os dois ponteiros de um relogio
estdo, um no prolongamento do outro, entre 4 ¢ 5 horas?

m Uma lebre da 4 saltos, enquanto um galo da trés; mas
2 saltos de galo equivalem a 3 de lebre. Estando a lebre adianta-
da 50 saltos, quantos saltos precisa dar o galo para alcanga-la?

m Uma raposa esta adiantada de 40 pulos de um cio que a
persegue. Enquanto o cdo da 4 pulos, a raposa da 5; mas 3 pulos
do cdo valem 5 pulos da raposa. Quantos pulos dara o cio para
alcangar a raposa’

73 EsPCEx Dona Sebastiana ¢ mae de Maria Clara. Hé 2 anos,
dona Sebastiana era 6 vezes mais velha que sua filha. Daqui a
18 anos sera apenas 2 vezes mais velha que Maria Clara. Quantos
anos tem dona Sebastiana?

BEED EsPCEx Dois pintores A ¢ B sio capazes de pintar um
muro em 20 ¢ 24 horas de trabalho, respectivamente. Em cada
metro quadrado, o pintor B emprega 5 minutos a mais que o
pintor A. Determinar, em metros quadrados, a area do muro.

BB EsPCEx A soma dos valores absolutos dos algarismos de
um numero de dois algarismos ¢ 12. Invertendo-se a ordem dos

: : 4 L .
algarismos, obtém-se 7 do primeiro nimero. Calcular o pro-

duto dos valores absolutos dos algarismos do niumero encon-
trado.

BB EsPCEx A diferenca entre dois nimeros naturais é 332.
Dividindo-se o maior pelo menor, obtém-se o quociente 9 ¢ o
resto maior possivel. Calcular o nimero maior.

BT EsPCEx Eu tenho duas vezes a idade que tu tinhas quan-
do eu tinha a idade que tu tens. Quando tiveres a idade que eu
tenho, a soma de nossas idades sera 45 anos. Quantos anos eu
tenho?

BB EsPCEx A colocagio de um algarismo 3 & direita de um
nimero equivaleu a aumentar esse numero de 201 unidades.
(Qual ¢ esse numero?

m CN Se multiplicarmos o nimero inteiro e positivo N por
outro nimero inteiro e positivo de 2 algarismos, invertemos a
ordem dos algarismos desse segundo numero, e o resultado au-

menta de 207. A soma dos algarismos que constituem o nimero
N da:

L e s = A

m Em um conjunto de 30 pessoas, 5 sdo altas e gordas,
11 sdo baixas e 13 sfo gordas. Quantas sdo as altas ¢ magras?
Quantas sdo as baixas e magras?

m Anteontem Henrique tinha 18 anos. No ano que vem, ele
val fazer 21 anos. Que dia ¢ hoje?

m A diferencga entre dois quadrados perfeitos ¢ 92. Deter-
mine-os.

m Em uma prova realizada em uma escola, foram reprova-
dos 25% dos alunos que a fizeram. Para os 8§ alunos que ndo
a fizeram, houve uma 2* chamada na qual s0 6 alunos foram
aprovados. Qual a porcentagem de aprovacao de toda a turma?



IEB IME A colecio de sclos de Roberto estd dividida em
3 volumes. Dois décimos do total de selos estio no 1° volume,
alguns sétimos do total estio no segundo volume e 303 selos
estdo no terceiro volume. Quantos selos Roberto tem?

m Uma lesma comeca a escalar verticalmente um edificio
de 50 metros de altura da seguinte forma: em 1 hora sobe 5 me-
tros e, depois disso, para para descansar por 1 hora, escorrega
2 metros; em seguida, volta a repetir esse procedimento. Quan-
tos metros ela ja tera subido em 15 horas? Em quantas horas ela
atingira o topo do edificio?

m Em um certo pais, a unidade monetaria ¢ o pila. Ha notas
de 1 pila e moedas de meio pila, um tergo de pila, um quarto de
pila e um quinto de pila. Qual a maior quantia, em pilas, que
um cidaddo pode ter em moedas sem que possa juntar algumas
delas para formar exatamente um pila?

m Uma pera tem cerca de 90% de agua e 10% de matcria
solida. Um produtor coloca 100 quilogramas de pera para desi-
dratar até o ponto em que a agua apresenta 60% da massa total.
Quantos litros de agua serdo evaporados?
(Lembre-se: 1 litro de agua tem massa de 1 quilograma)

I15L

45L

5L

80 L

3oL

m Um fazendeiro tinha 24 vacas e ragio para alimenta-
-las por 60 dias. Entretanto, 10 dias depois, ele comprou mais
6 vacas ¢ 10 dias depois dessa compra ele vendeu 20 vacas.
Por mais quantos dias, apos essa venda, ele pode alimentar o
gado com a ragdo restante?

50

60

70

80

90

m Duas melancias custam o mesmo que nove laranjas mais
seis bananas; além disso, meia dizia de bananas custa a meta-
de de uma melancia. Portanto, o preco pago por uma duzia de
laranjas e uma duzia de bananas ¢ igual ao preco de quantas
melancias?

[ R N

m O matematico Augustus De Morgan, nascido na primeira
metade do século XIX, propos o seguinte enigma relativo a sua
idade:

“No ano x* eu tinha x anos”

Em que ano nasceu De Morgan?

m Ha muito tempo, quando poucas pessoas eram versadas
na arte de contar, houve uma grande tempestade no oceano. Um
navio, colhido pelo tufio, foi salvo gragas ao trabalho excep-
cional de dois marinheiros. Terminada a borrasca, o capitio,
decidido a recompensar seus dois comandados pelo servigo
bem-executado, anunciou que dividiria entre eles no dia se-
guinte o conteudo de um pequeno bat com moedas de ouro,
tendo encarregado seu imediato dessa tarefa. Acontece que
o0s dois marinheiros eram muito amigos e, querendo evitar o
constrangimento de uma partilha, um deles teve a ideia na
madrugada de pegar a sua parte do prémio. Indo ao bau, esse
marinheiro separou as moedas em dois grupos idénticos e,
para surpresa sua, sobrou uma moeda. Nio sabendo como
proceder, jogou-a ao mar para agradecer aos deuses a sua so-
brevivéncia e pegou a parte que lhe cabia. Porém, mais tarde
o segundo marinheiro teve exatamente a mesma ideia. Indo
a0 bau, ele separou as moedas em dois montes iguais e, para
surpresa, sobrou uma moeda. Jogou-a ao mar como agrade-
cimento pela sua sorte e tomou a parte que lhe cabia da re-
compensa.

Pela manha, os dois marinheiros se sentiram constrangidos em
comunicar o procedimento noturno. Assim, o imediato separou
as moedas do bau em dois grupos e verificou que sobrava uma.
Deu a cada um dos marinheiros a sua parte do prémio e tomou
para si a moeda restante como paga pelo seus cilculos.
Sabendo-se que a razdo entre as moedas ganhas pelo primeiro e

. ., 29 . .
pelo segundo marinheiro foi de 7 entio o nimero de moedas

que havia originalmente no bau era:
99
95
135
87

n.d.a.



FRENTE 2

Porcentagem é uma razdo | —— | cotidianamente utilizada para expressar valores. Seu surgimento

ocorreu, provavelmente, por volta do século | a.C., em Roma, como uma forma de cobrar impostos.

Por volta do século XV, por causa da intensificacdo comercial, os matemdaticos fixaram uma base para o
cdlculo das porcentagens (100). Até essa época, o simbolo atual de porcentagem ndo era utilizado, ele
s6 comecou a ser utilizado por volta do século XVII.

Atualmente, a porcentagem é extremamente importante para o mercado financeiro, sendo base para

diversos célculos de perdas, ganhos e movimentacdes financeiras.

cento Il O 0 0

Simbolo no seculo XV Simbolo no seculo XWII Simbolo a partir do seculo XVIII

Evolugdo do simbolo

A Dinheiro gordo
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baseado no prego de um Big Mac (http://'www.economist. comy).




Porcentagem

Conceito
Porcentagem € uma frag@o centesimal representada por P%,

30
tal que 30% = —(ou 0,3
que 30% mﬂ[““ 3)

Exemplo 1

4% =2 _ .42
100

Exemplo 2

15,3
15,3% = —
100

=0,153

Exemplo 3

135% = E= 1,35
100

Podemos transformar algumas fragdes para a notagdo de
porcentagem. Observe os exemplos:

Exemplo 4
o2 ooy
4 100
Exemplo 5

%= 0,333..=33,3..%

Exemplo 6
209 150%
2100

Observe os outros exemplos:

Exemplo 7

(5%)° —[i)z —(lT =L 025
“ 100 20/ a0 77

Exemplo 8

35 11
J25% = | =2 = |2 = 2 =50
V100 \/; 2 ’

Exemplo 9

10 15 3 15
1007100 200 100

(10%). (15%) = =1,5%

Capitulo 5

Para solucionarmos os problemas deste capitulo, utilizare-
mos a ideia da parte pelo todo.
Se em uma colegio de 100 objetos tomarmos 20 elemen-

tos, teremos entdo 20 em 100, ou seja, %= 20%. Em uma

nova colecio de 80 objetos, se tomarmos 20 elementos, tere-

mos 20 em 80, ou scja, 20 = s = 25%.
80 4

Isso significa que comparativamente 20 elementos de um
total de 80 ¢ equivalente a 25 elementos em um total de 100.
Comparar com 100 é mais simples que comparar com 80,

Observe:

Exercicios resolvidos

n Fuvest Um lote de livros foi impresso em duas graficas A e
B, sendo que A imprimiu 70% dos livros e B 30%. Sabe-se que 3%
dos livros impressos em A ¢ 2% dos livros impressos em B sio
defeituosos. Qual a porcentagem dos livros defeituosos do lote?

Resolu¢do:

Considere X o total de livios do lote. Em A, temos
0% - X=07XeemB, temos 30%..X=103X

Vamos contabilizar os defeituosos:

3
3% 07X =—07X=0021X
1010

?
3%.&,3X=“;—H.H,SX =0,006 X

Totalizando os defeituosos, temos:
002IX+0,006X=0027X=27%-X
2.7% do total.

n Unicamp Quando o café custa RS 12,00 o quilo, seu pre-
¢o representa 40% do prego do quilo de outra marca de café.
Qual o prego do quilo desse cafc?

Resolugdo:

Seja X o preco do quilo do café, assim 12=04X ..
)

X = ;—; =30. O preco do quilo é RS 30,00.

ﬂ Unicamp Uma quantidade de 6.240 litros de agua apre-
sentava um indice de salinidade de 12%. Devido a evaporagio,
esse indice subiu para 18%. Calcule em litros a quantidade eva-
porada de agua.

Resolv¢do:
Em 6.240 litros, temos 12% de sal, ou seja, 12% - 6.240) = 7488
(massa de sal). Essa massa corresponde a salinidade de 18%
com wum novo volume de dgua (X).
Assim: 18% - X = 7488 . X = 4160 L, a diferenca ¢
(6.240=4.160) = 2.080 L.

v
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Lucro e prejuizo
WVamos resolver alguns problemas basicos envolvendo lucro e
prejuizo em transagOes comerciais simples. Observe os exemplos:

Exercicios resolvidos

n Uma pessoa compra um terreno por RS 20.000,00 ¢ o ven-
de com lucro de RS 4.000,00. Qual a porcentagem do lucro?

Resolugdo:
O preco de custo foi de RS 20.000,00 e o preco de venda foi de
RS 24.000,00. Essa pessoa obteve um lucro de 4.000,00 sobre
4.000
20.000

o seu custo, assim: = 20%. 20% de lucro sobre o custo.

ﬂ Uma pessoa revende um automovel por RS 15.000,00,
lucrando 25% sobre o prego de compra. Por quanto havia com-
prado o automovel?

Resolugdo:

Seja X o preco de compra, com um lucro de 25%
sobre a compra, temos X + 25% - X = 1,25X = 15.000 ..
s X =12.000.

O preco de compra foi RS 12.000,00.

“ Por R§ 750,00 vendi minha maquina fotografica com 25%
de prejuizo sobre o seu custo. Por quanto comprei a maquina’?

Resolugdo:

Seja X o preco de custo e com o prejuizo de 25%,
temos: X = 25% - X =0,75X =750 . X = L000.

O preco de compra foi RS 1.000,00.

servocoo: Temos uma quantio X e podemos ter lucro ou
prejuizo sobre esse valor, observe:
lucrode 10% =X + 10% - X =1,1X
Prejuizo de 10% = X— 10% - X = 0,9X

Juros simples

Considere C, o capital inicial que sera submetido a um processo
de juros simples com a taxa de 1% por periodo.

Por ser um processo de juros simples, a cada periodo
acrescentaremos a mesma quantia, ou seja, juros constantes.
Assim:

Juros: i% - C (constante)
1 periodo: C, +i%C,

2¢ periodo: C + 2i%C,
3% periodo: C, + 3i%C,

n* periodo: C + ni%C,

Trata-se de uma progressio aritmética, generalizando:

C‘n= C“+ n-i%-C

A TENCAQ!

A equacdo dos juros simples é da forma linear, respeitando

L]

uma progressdo aritmética, assim:

C =C,+n.i%.C,

Observe os exemplos:

Exercicios resolvidos

n Temos uma quantia de RS 20,00 que sera aplicada a juros
simples de 5% ao més. Determine a equacdo que fornece os
montantes acumulados periodo a periodo.

Resolugdo:

C=20+n-5%-20..C =20+n
Temos como grdfico uma reta:

Cﬂ

-
-
o
4
rﬁ (74
L

20 n

O crescimento do capital € linear e a ig0 fornece-nos o cresci-
RS

-

mes

mento desse capital em

ﬂ Um capital de RS 800,00 a 30% ao més rendeu
RS 720,00. Por quanto tempo esse capital ficou aplicado?

Resolugdo:

O juro acumulado foi de RS 720,00 e 30% - 800 = RS 240,00.
Para render o valor descrito, tivemos 3 meses de aplicagdo.
Poderiamos ter usado a equagdo:

J=Cri-t 0 720=800-30% -1 .. 720 =240t .. t = 3 meses

A TENCAQ!

Do equagdo dos juros simples:
C.=C+C,.i% n=C -C,=C,.i% n

C_ - C, representa os juros acumulados

C.- C, = juros
C, = capital inicial
J=C-i-t

ﬂ Matematica




Juros compostos

Vamos submeter um capital ou uma divida ao regime de
juros compostos, também conhecido como juros sobre juros.
Apos cada periodo, o juro sofre um aumento ou um decrésci-
mo. Observe a tabela:

Periodo Capital acumulado
n=0 C,
n=1 Cy+i%.Cy=Cy. (1 +1i%)
n=2 C,(1 +i%) +i%Cy(1 +i%) = C,(1 + i%)2
n=3 C,y(1 + %R +i%Cy(1 + %)% = C,(1 + i%)3
n C,=C,. (1 +i%)"

Tab. 1 Equacéo dos juros compostos.

A TENCAQ!

A equacdo dos juros compostos é da forma exponencial,
respeitando uma progressGo geométrica, assim:

C, = Cyll + i%)"

Observe os exemplos:

Exercicios resolvidos

n O valorde um carro importado aumenta 10% ao ano. Quan-
to custara o carro daqui a 3 anos se hoje ele custa RS 80.000,007

Resolugao:
C,=80.000(1 + 10%) = 80.000(1,1)* = 106.480,00

m Um comerciante aumenta o preco de um produto em
20%. Posteriormente, prevendo a queda nas vendas, ele resolve
dar um desconto de 20% no mesmo produto. O que acontece
com o prego desse produto, se compararmos ao prego inicial?

Resolvgdo:

Seja P o preco do produto, com o aumento temos P(1 + (1,2)
e com o desconto de 20% temos:

PI+02)-02P(1 +0,2)=P(1+02)(1-02)=1096.

P =P-0,04F = o produto sofreu um decréscimo de 4%.

Capitulo 5

m Em um certo pais, a inflagdo ¢ de 10% ao més. Qual a
inflagdo acumulada no ano?

Resolu¢do:
Considerando juros simples, a inflagdo acumulada sera de 120%.
Mas as transacdes do comércio sdo feitas com juros compostos.
Observe a analise:

Um produto que custava X no comec¢o do ano, apos 12 meses
custard X(1 + 10%)"7 = X¢1,1)".

Temos um aumento de X(1,1)7 =X =X [(1,1)°= 1] em rela-
¢ido ao valor inicial e a porcentagem da inflacdo sera de:
X.[(1,n"-n

X =(1,1)"7 —1=2,138=214%

m Um certo tipo de aplicagdo triplica o capital em trés me-
ses. Determine a taxa de juros aplicada.

Resolug¢do:
Seja X o capital inicial, para se wiplicar o capital, o ganho em
Juros foi de 2X, ou seja 3X = X(1 + i%)s.

{],r} =/+i% .. %= {E— I i%=144—-1=0.44 =44%
Fazendo uma comparacdo com juros simples, obtém-se:

2
JXN=X+X.3i%:2X=3X% %= 3 =66%

Essa diferenca entre as taxas era esperada. Como nos juros
composios os juros sdo crescenies, as taxas de juros sdo meno-
res do que aquelas de juros constantes.

ATENCAO

Vamos comparar o crescimento linear dos juros simples com o
crescimento exponencial dos juros compostos.

c,t Composto
Simples
C,
1 n

Revisando

“ Em uma sala estdo presentes 100 pessoas das quais 99% sdo homens. Quantas pessoas devem sair da sala para que a

porcentagem de homens seja de 98%"7
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n Quatro quilos de uma liga de prata e cobre contém 5% de
prata. Que massa de cobre deve ser adicionada para obtermos
uma liga contendo 2% de prata?

n Um relojoeiro vendeu dois relogios pelo mesmo prego gan-
hando 20% em um deles e perdendo 20% no outro. Se ele perdeu
R$ 8,00 na transac&o, qual foi o valor do relogio mais caro?

n O preco de venda de um vestido & tal que o lucro é 20%
deste preco. Aumentando-se o precgo de 20 reais, o lucro passa
a ser um terco do novo preco de venda. Determine o pre¢o de
venda do vestido

n Um produto sofreu trés depreciagbes sucessivas de
10%. Qual foi a sua depreciagao total?

“ Um produto sofreu trés aumentos de prego sucessivos
de 10%. Qual foi 0 seu aumento total?

Exercicios propostos

Nocoes de porcentagem

“ Em um grupo de 400 pessoas, 30% sao homens e 65%
das mulheres tém mais de 20 anos Quantas mulheres ainda ndo
comemoraram seu 20° aniversario?

n Suponhamos que em 2009 uma universidade tivesse tido
no vestibular, para os seus diversos cursos, uma media de 3,60
candidatos por vaga oferecida. Se para o vestibular de 2010 o
numero de vagas aumentou em 20% e o numero de candidatos
aumentou em 10%, qual a media de candidatos por vaga que
essa universidade teve?

n Fuvest A porcentagem de fumantes de uma cidade é 32%.
Se 3 em cada 11 fumantes deixarem de fumar, o nimero de
fumantes ficara reduzido a 12 800. Calcule:

a) onumero de fumantes da cidade.

b) ondmero de habitantes da cidade.

n EN Uma senhora extremamente gorda resolveu fazer
uma dieta e perdeu em trés meses 30% de seu peso; entretan-
to, nos trés meses seguintes, ela aumentou seu peso em 40%.
Mo decorrer desse semestre, o peso da senhora:

aumentou 16%.

aumentou 10%.

manteve seu valor inicial.

diminuiu 10%.

diminuiu 2%.

B FeC Por % de um lote de pecas iguais, um comerciante
pagou R$ 8.000,00 a mais do que pagaria pelos % do mesmo

lote. Qual era o prego do lote todo?
R$ 30.000,00
R$ 27.000,00
R$ 20.000,00
R$ 18.000,00
R$ 15.000,00



“ Faap Em 20 kg de uma liga com 30% de cobre, quantos
quilos se deve acrescentar desse material para que aquela por-
centagem passe para 40%7

n Fuvest 95% da massa de uma melancia de 10 kg é cons-
tituida por agua. A fruta € submetida a um processo de de-
sidratacéo (que elimina apenas agua) até que a participacao
da agua na massa da melancia se reduza a 90%. A massa da
melancia apos esse processo de desidratagao sera igual a:

5
Zk

o g 9 kg
9

Zk

c g 9,5 kg
5 kg

n Um recipiente contéem uma mistura de leite natural e de leite
de soja em um total de 200 litros, dos quais 25% sao de leite na-
tural Qual e a quantidade de leite de soja que deve ser acrescen-
tada a essa mistura para que ela contenha 20% de leite natural?

Problemas envolvendo calculo de juros, lucro, prejuizo e
desconto

n Analise as afirmacdes e cologue V para verdadeira e F
para falsa.

1.000% de 2 & 2.000.

1215 de 8 é1.
2

0,75% de 264 e 0,198.

; 1
96 e 3?5% de 256.

8 e 2% de 400.

m A “media” de cafe com leite oferecida pelos bares e
composta de 75% de leite e 25% de café. Se em um copo de
300 mL forem colocados 20 mL de agua pura e o restante for
completado de acordo com a proporcaoc exata, entao a quanti-
dade de leite oferecida a menos e igual a:

5mL

10 mL

15 mL

20 mL

25 mL

m Analise as afirmacoes:
Coloque V para verdadeira e F para falsa.

Se em um produto de trés numeros positivos aumentar-
mos dois deles de 20% e diminuirmos o outro em 40%;,
este produto nao se alterara

Se a aresta de um cubo for duplicada, o percentual de
aumento no volume do cubo sera de 700%.

Se um aluno descuidadamente dividir um nidmero por
5 ao inves de multiplica-lo por 5, o erro percentual co-
metido sera de 96%.

Juros, lucros, prejuizos e descontos

m FEl Uma loja vende um liquidificador por R$ 16,00 para
pagamento & vista ou em duas prestacdes fixas de R$ 9,00,
uma entrada e outra para 30 dias. A taxa de juros mensais co-
brada pela firma esta no intervalo:

de 10% a 14% ao més.

de 15% a 19% ao més.

de 20% a 24%: a0 mas.

de 25% a 29% ao méas.

de mais de 30% ao més.

m Fuvest Um automdvel consumia trimetil-2,2 4-pentano
puro, ao preco de R$ 5/L, e percorria 12 km/L. Posteriormente,
passou a consumir a mistura de 80% de trimetil-2,2,4-pentano
oom 20% de alcool etilico, 20% mais cara (R$ 6/L), e a percor-
rer 10 km/L. O aumento percentual do custo do km percorrido
foi de:

25%

40%

44%0

60%

72%

m Sobre o preco de um carro importado incide um imposto
de importagao de 30%. Em fungao disso, o seu preco para o im-
portador & de R$ 19.500,00. Supondo que tal imposto passe de
30% para 60%, qual sera, em reais, 0 novo prego do carro para o
importador?

R$ 22.500,00

R$ 24.000,00

R$ 25.350,00

R$ 31.200,00

R$ 39.000,00

m Uma empresa vende uma mercadoria e vai receber o pa-
gamento em duas prestacbes A primeira no ato da venda e a
segunda trinta dias depois. Supondo que o preco a vista da mer-

cadoria seja C reais, que 0 primeiro pagamento seja % reais e
que a inflagao nesses 30 dias seja de 25%, calcule o valor que
deve ser cobrado no segundo pagamento de modo que compen-
se exatamente a inflagdo do periodo.

m UFMG Uma loja oferece duas formas de pagamento a seus
clientes: 10% de desconto sobre o preco anunciado se o paga-
mento for a vista, ou o prego anunciado dividido em duas parce-
las iguais: a 12 no ato da compra e a 22 no trigesimo dia apos a
compra.
A taxa mensal de juros efetivamente cobrada, no pagamento
parcelado, e de:

10%

15%

25%

30%

50%



m Se a taxa de inflacdo mensal for de 10% durante 12 me-
ses seguidos, determine a taxa de inflagao anual

BIY FEI Fiz a compra de um aparelho numa loja em liquida-
cao que dava 10% de desconto sobre o pregode qualquer mer-
cadoria Estava para pagar a conta, com o referido desconto,
guando encontrei na geréncia um amigo de infAncia gque, em
nome da velha amizade, deu-me um desconto de 10% sobre
oque estava prestes a pagar. Paguei, entao, a importancia de
R$ 810.000,00 Qual era o prego inicial do aparelho?

R$ 830.000,00

R$ 200.000,00

R$ 1.000.000,00

R$ 1.110.000,00

R$ 1.200.000,00

m Fuvest Uma certa mercadoria é vendida nas lojas A e B,
sendo R$ 20,00 mais cara em B. Se a loja B oferecesse um
desconto de 10%, o preco nas duas lojas seria o mesmo. Qual
e 0 preco na loja A?

m 'H‘unesp O quadro, reproduzido da revista Veja (07.06.95),
mostra quanto renderam os investimentos do inicio de 1995 a
31 de maio desse ano.

Perdas e Lucros

10.7 CDB
Cluanto renderam os 7.0
investimentos do inicio poupanga
do ano até 31 de maio, :
descontada a inflagdo fundao
e b
- —-1.6 dolar
comercial
-3.7
ouro —6,2 dalar
paralelo
-18.2
215 'BY
Ibovespa

Fonte: Andima.

Considerando esses dados, suponhamos que uma pessoa, no
primeiro dia util de 1995, tenha investido na poupanga metade
das economias que possuia e investido noddlar paralelo a outra
metade. Se o rendimento global obtido por ela no periodo foi de
R% 400,00, quanto investiu ao todo?

m Uma loja vende seus artigos nas seguintes condicdes: a
vista com 30% de desconto sobre o preco da tabela ou no car-
2o de credito com 10% de acréscimo sobre o preco de tabela.
Um artigo que a vista sai por R$ 7.000,00, no cartdo saira por:

R$ 13.000,00 R$ 9.800,00

R$ 11.000,00 R$ 7.700,00

R$ 10.010,00

Suponha que todos os pregos venham subindo 30% ao

mes nos ultimos meses e continuem assim nos proximos me-

ses. Calcule:

a) quanto custara, daqui a 60 dias, um objeto que hoje custa
R$ 27.300,00.

b) quanto custava esse mesmo objeto ha um més.

m Uma pessoa empregou todo o seu capital da seguinte
maneira: metade a 4% ao ano; um terco a 10% ao ano e a parte
restante a uma taxa tal que o seu lucro total, no fim de um ano,

1
foide ?5% do capital Qual & essa taxa?

17
m Um negociante ao falir s6 pode pagar 36 do que devia.

Se possuisse mais R$ 23.600,00, poderia pagar 80% da divida.
Quanto ele devia?

m Qual o preco de custo de uma mercadoria vendida por
R$ 125,00, com prejuizo de 20% sobre o prego de venda?

m Comprou-se certa mercadoria. Sobre o custo, pagou-se
5% de imposto e 3% de frete. Sendo a mercadoria vendida
por R$ 27,00, obtém-se um lucro de 25%. Por quanto foi com-
prada?

m Um objeto foi revendido por R$ 408,00 com um prejuizo
de 4%. Determine o prejuizo.

FI] Mackenzie Numa loja, a diferenca entre o preco de ven-
da solicitado e o preco de custo de um determinado produto
g 3.000. Se esse produto for vendido com 20% de desconto,
ainda assim dara um lucro de 30% a loja. Entao, a soma entre
0s pregos de venda e de custo e:

15.200 12.600
14.600 6.400
13.600

BB Mackenzie Um comerciante comprou uma peca de
50 metros por R$ 1.000,00. Se ele vender 20 metros com lucro
de 50%, 20 metros com lucro de 30% e 10 metros pelo prego de
custo, o seu lucro total na venda dessa pega sera de:

8% 32%
12% 40%
20%

m Fuvest Pedro e Jodo sdo concorrentes na venda de carnés.
Em maio, eles venderam o mesmo numero de carmnés Em junho,
Pedro conseguiu aumentar em 32% as suas vendas Porém,
neste més de junho, as vendas de Joao foram 25% superiores as
de Pedro. Em relagao ao més de maio, de quanto foi o aumento
nas vendas de Joao?

32% 60%
40% 65%
57%



m Fatec Numa microempresa, consomem-se atualmente X
litros de combustivel por dia. Para a proxima semana, havera
um aumento de 5% no prego do combustivel Com o objetivo de
manter a mesma despesa, sera feita uma redugao no consumao.
O novo consumo diario de combustivel devera ser de aproxi-
madamente:

TEXTO COMPLEMENTAR

Quando vocé quer se aposentar?

Capitulo 5

94 2% X
95% X
95,13% X
95,24% X
95,5% X

Neste texto, vamos utilizar os juros compostos para avaliar o
tempo e a quantia necessdria para acumular uma fortuna e poder
desfrutar de uma boa quantia mensal de aposentadoria.

Vamos obter uma expressdo com as seguintes informagdes:

p: quantia mensal

i: taxa mensal

n: tempo de aplicacéo

Observe o tabela o sequir No final de cada pericdo, reapli-
camos p.
Aplicac@o inicial: p

h=1p+%. p=p(1 +i%) +p=p[(l +i% + 1]

ol + % + 10 + % + p =
=p[(1 +i%)? + (1 +i%) + 1]

(=3 pll + %2 + (1 + i% + 1)1 + % + p =

=p[(1 +i%)3+ (1 +i%)2+ (1 +i%) + 1]
periodo n p[(1 +i%)" + ... + (1 + %2 + (1 +i%) + 1]

Aexpressiio do capital acumulado no periodo n é a soma dos

termos de uma progresséo geométrica com:
al =1

razdio = (1 + i%)

n° de termos = n + 1

C, = capital acumulado

_ (1+1%)™ -1 |+t -1
i, =p [].—{H_ o)1 —C, =p. o

Exemplos de aplicagéo:

"1 Disponho de R$ 200,00 mensais para investir em uma
aplicacéo que rende 1% de juros (descontado o imposto de renda)
por um periodo de 10 anos. Qual o capital acumulado?

Resolugdo:
(1,012 -1

o

cn=zﬂo.{ ]:45.65?,8?,

observe que p = 200, i% = 0,01 en = 120.
1 Queroter para minha aposentadoria 1 milhdo de reais, mas

disponho de R$ 500,00 por més em uma aplicacio que rende 1%
de juros ao més. Quando vou me aposentar?

Resolugdo:
C = 106, p=500en =2
+
106 = 500. {%} A (LOI™ =21 - n+] =

= log, ;21 . n=305 meses.

Vocé iré se aposentar apés 25 anos.

L1 Repetindo o exemplo 2, vamos dobrar a aplicacio para
R$ 1.000,00.

Resolugdo:
C, = ID‘i;p =1.000en=2¢
n+1
Iof :].OOO[M] L0 =115 nt ] =

= log; g;11 . n =240 meses.

Vocé iré se aposentar apés 20 anos.

Resumo do formulério:

AL
Cn=p{“+'ﬁé 1]

n=log,q (—n. 5 + 1} -1
p




RESUMINDO

Porcentagem

. . , el
Tecnicamente, porcentagem é uma fragio centesimal, ou seja, Too 9ve pode ser representada por PY%.

A porcentagem nos dé a ideia do quantidode de uma grandeza em um conjunto-universo. Observe o exemplo: Em uma sala com
40 alunos temos 16 meninas, qual seria o porcentagem de meninas na sala?

.16 2 SRR . . .
Temos a fragto 20" Sve representa 5 mosa porcentagem nos dé a ideio da comparagéo do nimero de meninas em uma sala com

16 2 2.20 40
100 dlunos, assim: —===—"—= — 40%
40 5 5.20 100
Nesse exemplo, a porcentagem nos dd a ideia da parte em relagéo ao todo.
No comércio, utilizamos os termos preco de venda, preco de custo, lucro, prejuizo, prego @ vista, parcelamento, desconto, entre outros.

Observe os célculos abaixo, que muito comuns nos problemas e agilizam os célculos e o raciocinio:

aumento de 30% =x+30% . x=x +0,3x=1,3x

Quantia x
decréscimo de 30% =x—-30%. x=x-0,3x=0,7x

Quando pegamos dinheiro emprestade, compramos um produto em prestagées ou atrasamos o pagamento de uma fatura, nés somos
submetidos ao pagamento de juros.

Néo confunda taxa de juros com os juros, observe o exemplo: Em uma quantia de R$ 200,00, devemos pagar juros de 15%, entéo 15% de
15
2 ivale a ——.200=230.
00 equivale a e 3

Concluséo: com a taxa de 15%, devemos pagar R$ 30,00 de juros.

Temos basicamente duas maneiras de se calcular juros: juros simples e juros compostos.

Nos cdlculos de juros simples, temos um acréscimo constante em cada perfodo. Sejo t o quantidade de periodos, i a taxa aplicado o cada
perfodo e C a quantia inicial, o juro acumulado nesse perfodo é: J = C-i-t.

Nos céleulos de juros compostos, temos um acréscimo crescente de juros em cada periodo e o montante (capital mais juros) é dado pela
equagdo exponencial:

C, =Cy(1 +i%)

Cy: capital inicial

C,: montante apés um periodo n
i% = taxa

B QUER SABER MAIS?
8 s

= Porcentagem, percenfagem
<http://usuarios. cultura.com. br/jmrezende/percentagem. htm>.

Matematica




Exercicios complementares

Problemas gerais

“ Qual o prazo de aplicagio para que um capital de
RS 144.000,00 produza RS 4.320,00 de juros a taxa de 2% ao

meés”?

n Ao fim de quanto tempo os juros produzidos por um cer-
. - .
to capital serdo iguais a 3 desse mesmo capital, se empregados

ataxa de 15% ao ano?

BEN Um capital de RS 6.300,00 foi dividido em duas partes.
A 1" parte foi investida a uma taxa de 3% ao ano durante quatro
anos ¢ rendeu 0os mesmos juros que a 2* parte, que foi investida
a taxa de 2,5% ao ano, por seis anos. Calcule o valor da parte
maior.

n FGV Um vendedor recebe mensalmente um salario fixo

de RS 800,00 mais uma comissdo de 5% sobre suas vendas do

més. Em geral, a cada duas horas e meia de trabalho, ele vende o

equivalente a RS 500,00.

a) Qual seu salario mensal em funcdo do mimero X de horas
trabalhadas por més?

b) Se ele costuma trabalhar 220 horas por més, o que ¢ prefe-
rivel: um aumento de 20% no salario fixo ou um aumento
de 20% (de 5% para 6%) na taxa de comissio”

n Um lojista sabe que, para nio ter prejuizo, o preco de
venda de seus produtos deve ser no minimo 44% superior ao
preco de custo. Porém ele prepara a tabela de pregos de venda
acrescentando 80% ao preco de custo, porque sabe que o cliente
gosta de obter desconto no momento da compra.
Qual é o maior desconto que ele pode conceder ao cliente, so-
bre o prego da tabela, de modo que ndo tenha prejuizo?

10%

15%

20%

25%

36%

“ As promogdes como “leve 3 e pague 27, comuns no

comércio, acenam com um desconto, sobre cada unidade ven-
dida, de:

2 0
1]

100
Zﬂtyﬂ T{yﬂ
25%

n A diferenca entre o prego de venda anunciado de uma
mercadoria ¢ o prego de custo ¢ igual a RS 2.000,00. Se essa
mercadoria for vendida com um desconto de 10% sobre o prego
anunciado, dara ainda um lucro de 20% ao comerciante. Deter-
minar seu preco de custo.

n Uma loja anuncia um desconto sobre o valor total, X, das

compras de cada cliente, de acordo com o seguinte esquema:
I.  Desconto de 10% para 10.000 < X < 20.000

II. Desconto de 15% para X =20.000
Um cliente compra um par de sapatos por R$ 18.000,00 ¢
um par de meias por RS 2.000,00. O vendedor muito gen-
tilmente se ofereceu para reduzir o prego das meias para
RS 1.500,00 ¢ o cliente acecita a oferta.
No caixa, sdo aplicadas as regras do desconto promocional.
Nessas condigdes, pode-se dizer que o cliente:

teve um prejuizo de 700 reais.

teve um lucro de 500 reais.

nio teve nem lucro nem prejuizo.

teve um lucro de 450 reais.

teve um prejuizo de 550 reais.

KB Un cletrodoméstico esta a venda por RS 1.200.000,00 em
trés pagamentos: 400 mil de entrada, 400 mil um més depois e
400 mil dois meses depois. Para o pagamento a vista, o comer-
ciante da um desconto de 20%. Supondo que a inflagio tenha se
estabilizado em 20% ao més, e que mantendo o dinheiro no banco
o comprador ganhe essa correcio mensal, verifique qual dos dois
planos, a vista ou a prazo, ¢ mais vantajoso e explique por qué.

m Um feirante comprou 10 caixas de frutas por R$ 120,00.
Se ele vendeu 4 caixas com lucro de 40%, 3 caixas com lucro
de 20%, 2 caixas pelo preco de custo e se uma caixa se estragou
¢ ndo foi vendida, entdo o seu lucro total na venda das frutas,
em relagio ao prego de compra, foi de:

30% 15%
26% 12%
19%

m Uma compra de RS 100.000,00 devera ser paga em duas
parcelas iguais, sendo uma a vista ¢ a outra a vencer em 30
dias. Se a loja cobra juros de 20% sobre o saldo devedor, entdo
o valor de cada parcela, desprezando-se os centavos, sera de:

RS 54.545 RS 58.176
RS 56.438 RS 60.000
RS 55.000

m Uma mercadoria cujo preco de tabela ¢ RS 8.000,00 ¢

vendida a vista com desconto de x% ou em duas parcelas iguais

de RS 4.000,00, sendo a primeira no ato da compra ¢ a segunda

um més apos a compra.

Suponha que o comprador dispde do dinheiro necessario para

pagar a vista ¢ que ele sabe que a diferenga entre o prego a vista

¢ a primeira parcela pode ser aplicada no mercado financeiro a

uma taxa de 25% ao més. Nessas condigoes:

a) se x =15, a compra a prazo sera vantajosa para ele? Ex-
plique.

b) qualé o valor de x que toma indiferente comprar a vista ou
a prazo? Explique.



m Um vendedor propoe a um comprador de um determina-

do produto as seguintes alternativas de pagamento.

a) Pagamento a vista com 65% de desconto sobre o prego da
tabela.

b) Pagamento em 30 dias com desconto de 55% sobre o prego
de tabela.

Qual das duas altemativas ¢ mais vantajosa para o comprador,

considerando-se que ele consegue um rendimento de 25% com

uma aplicagdo de 30 dias?

m A moeda de um pais ¢é o “liberal”, indicado por A. O im-

posto de renda I ¢ uma funcio continua da renda R, calculada

da seguinte maneira:

[. se R<24.000 A, o contribuinte estd isento do imposto.

II. se R = 24.000 A, calcula-se 15% de R, e do valor obtido
subtrai-se um valor fixo P, obtendo-se o imposto a pagar 1.

Determine o valor fixo P.

m Os rendimentos das cadernetas de poupanca sdo isentos
de imposto de renda, ¢ os dos fundos de commodities e os dos
fundos de renda fixa sdo tributados em 25% e 30%, respectiva-
mente, da valorizacdo que exceder a variacdo da Ufir. Suponha-
mos que para um proximo més, as previsoes sejam que a Ufir
aumente 1,8% e que as cademetas, os fundos de commaodities e
o0s de renda fixa rendam 2.2%, 2,6% e 2,8%, respectivamente,
antes do desconto do imposto de renda. Se as previsdes se con-
firmassem, a melhor e a pior das aplicagdes, respectivamente,
seriam:

poupanga e commodities.

commodities e renda fixa.

commodities e poupanca.

renda fixa e commodities.

renda fixa e poupanca.

m Dois caminhdes-tanque camregam o mesmo volume de
misturas de dlcool e gasolina. A mistura de um contém 3% de
dlcool e a do outro, 5% de alcool. Os dois caminhdes descarre-
gam sua carga em um reservatorio que estava vazio.

Arazio entre o volume de alcool e o de gasolina na mistura
formada no reservatorio, apos os caminhoes terem descarre-
gado, ¢:

I 1
25 16 8
1 1
24 12

Um plano de racionamento de energia elétrica prevé a
cobranga de uma sobretaxa nas contas que ndo cumprirem suas
metas e consumirem acima de 200 kWh por més. Essa sobre-
taxa seria de 50% nos primeiros 300 kWh acima do limite de
iseng¢do e de 200% na parcela de consumo acima de 500 kWh.
Os que ndo cumprirem as metas ¢ consumirem 300 kWh por
més terdo em suas contas um acréscimo de aproximadamente:

67% 83% 100%

5% 94%

m Se o seu salario sobe 26% e os pregos sobem 20%, de
quanto aumenta o seu poder aquisitivo?

m Suponha que uma tabela (incompleta) para o calculo do
imposto de renda fosse a seguinte.

Renda em reais Yo Parcela a deduzir em reais
=1.000 isento 0
1.000 a 2.000 15 150
2000 a 3.000 20
=3.000 475

Observacio: o imposto ¢ calculado aplicando-se a renda a por-

centagem correspondente ¢ subtraindo-se desse resultado a

parcela a deduzir.

a) Calcule os wvalores dos impostos a serem pagos por
dois contribuintes cujas rendas sdo de RS 1.000,00 ¢ de
RS 2.000,00.

b) Complete a tabela do enunciado com a parcela a deduzir
para a faixa de RS 2.000,00 a R$ 3.000,00 ¢ com a aliquota
que corresponde a faixa de renda superior a RS 3.000,00.

m O prego de um artigo foi aumentado de p%. Mais tarde,
0 novo prego foi diminuido de p%. Se no final o prego passou
aser 1 real, determine o preco original.

m Um feirante comprou 50 duzias de ovos, pagando
RS 29.10. Sabendo-se que 18 ovos se quebraram e os restantes
foram vendidos de modo que o lucro obtido fosse equivalente a
20% do total gasto na compra, determine o prego de cada duzia
de ovos vendida.

m Em porcentagem, o lucro de um comerciante na venda
de um artigo ¢ medido em relacdo ao prego pelo qual ele com-
prou o artigo e a margem de lucro ¢ medida em relaciio ao prego
pelo qual ele vendeu o artigo. Portanto, uma margem de lucro
de 40% corresponde a um lucro de aproximadamente:

40%

60%

67%

75%

80%
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Matematica formal

Este capitulo introdutorio a geometria plana ¢ fundamental
nio so para a compreensao da Geometria, mas para todo assun-
to em que o raciocinio, a relagio causa-cfeito, a coeréncia, a
organizacdo, a criatividade e a iniciativa sdo necessarios. Sem
esses quesitos, ndo se pode esperar uma fluéncia na matéria.

Em toda nossa teoria, as informacdes serdo divididas em
4 niveis. Observe a sequéncia:

Conceito primitivo ® Postulado = Definicho = Teorema

Fig. 1 Sistema axiomatico.

Tal estrutura ¢ chamada de sistema axiomdatico.

As informacdes mais simples do sistema sdo o0s conceitos
primitivos, que sdo obvios pela nossa simples observagio.

Os postulados (ou axiomas) sdo informacoes e conclusoes
evidentes dos conceitos primitivos.

As defini¢des sio informagdes mais elaboradas que servem
de explicagdo para um novo elemento que aparece durante a
teoria.

E, finalmente, o teorema (do grego eopeo, que significa
penso, medito), que ¢ a informacdo mais complexa, pois ela
depende das informagdes anteriores ¢ suas aplicagdes sdo
mais concretas ¢ imediatas. Por causa dessa complexidade,
todo teorema necessita de uma explicagio mais detalhada, que
chamaremos formalmente de demonstracdo.

O ponto culminante da Matematica ¢ o teorema cuja es-
frutura de apresentagio ¢ a seguinte:

Hipétese

Conjunto de todas as
informacdes iniciais

\ 4

Demonstragao

Conjunto de raciocinios
e silogismos tomados
com base na hipotese
ou em outros resultados

perinentes

4

Tese

Resultado obtido da
demonstracéo e aceito
como verdade

Fig. 2 Estruturagdo de um teorema.

Observe os exemplos de teoremas matematicos. Fique

sempre atento as hipoteses ¢ teses.

a) Emum tridngulo qualquer de dngulos intermmos de medidas
A.Be (A:,tc:masquc: A+B+C=180°

b) Em um triangulo isosceles ABC, os angulos da base sdo
iguais.

Capitulo 1

c) Considere ae b e R, (numeros reais ndo negativos), entéio

ﬂ;hg@%

d) As raizes da equagio ax’ + bx + ¢ =0 (a #0) sdo

o ~b++/b* —4ac

2a

Todos os exemplos citados sdo resultados famosos da ma-
tematica que devem ser entendidos e aplicados; mas, de agora
em diante, devemos entender a sua explicacio formal, ou seja,
a demonstracio.

Demonstrando um teorema

Existem basicamente duas maneiras de demonstrar um te-
orema. Observe os dois exemplos a seguir e compare as dife-
rencas entre os métodos.

Método direto

Nesse método, utilizamos todas as informacdes da hipotese
¢ outros resultados pertinentes e, por meio de uma sequéncia
logica de ideias, chegamos ao resultado que ¢ a tese.

Hipotese: Considere um tridngulo qualquer que possui angu-
los intemos de medidas A, B e C

Tese: A+B+C=180°

Demonstracdo:

Fig. 3 Demonstrando o teorema.

1) AABC qualquer (definigdo)

2) r//BC (postulado de Euclides)

3) a= Ce B= B (teorema das paralelas)

4) A+o+p=180"@éngulo raso)

5) Dos itens 3) ¢ 4) temos a tese:
A + B+ C =180° c.q.d. (como queriamos
demonstrar)

Método indireto

Esse método também ¢ conhecido como método de redu-
¢io ao absurdo. Consiste em utilizar a negagiio da tese para
chegarmos a uma contradigdo da hipotese ou de alguma verda-
de matematica.
Hipotese:aeb e R,.

Tese: a;hgﬁ

Demonstracdo:

a+b = -J'E ¢ desenvolve-

Comegamos com a negacido da tese:

mos a expressio até obtermos um absurdo.




a;h{@ a+h{2@ s a—-2Jab+b<0 -

~(Wa-vb) <0

Aultima desigualdade ¢ um absurdo, pois nenhum nimero
real elevado ao quadrado pode ser negativo.

Logo, ?{@ ¢ falso, ou seja, ?E@ é
verdadeiro. (c.q.d.)

Conceitos primitivos
Nos itens anteriores, utilizamos todos os niveis de informa-

ghes, mas ainda ndo os descrevemos. Os conceitos primitivos
da geometria plana sio:

Ponto Reta Flano

A /
+ r

Fig. 4 Conceitos primitivos.

Os desenhos anteriores indicam também a representacdo
grafica e, como sdo conceitos elementares, eles nio possuem
definigdo. Qualquer tentativa de explicagio sera baseada na
opinido do leitor.

Postulados ou axiomas
Sao informacdes feitas com base nos conceitos primitivos
que sdo obvios, portanto ndo ha necessidade de explicagio. Atra-
dugdo literal da palavra grega axioma reforca nossa explicacgio
digna de confianca. Observe alguns axiomas a seguir.
a) Na reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos.
b) Dois pontos distintos determinam uma tunica reta.
c) Trés pontos ndo colineares determinam um unico plano.
d) A menor distancia entre dois pontos ¢ o segmento de reta
que 0s une.
e) Postulado de Euclides: por um ponto fora de uma reta pas-
sa uma unica reta que ¢ paralela a reta dada.
Alguns autores chamam a geometria plana de geometria
euclidiana, por causa da veracidade desse postulado.

Definicoes
Quando um novo elemento é introduzido na teoria, deve-
mos fornecer uma significagiio precisa para ndo gerar duvidas e
ambiguidades. Essa precisdo ¢ feita pelas definigoes.
Observe os exemplos:
a) Circunferéncia: conjunto de pontos do plano que equidis-
tam de um ponto dado.
b) Paralelogramo: quadrilatero plano cujos lados opostos
sio paralelos.
¢) Mediatriz: conjunto de pontos do plano que equidistam de
dois pontos distintos.

Reta e as suas partes
Considere a reta r a seguir. Podemos tomar 2 pontos dis-
tintos dessa reta.

A 8] B r

Fig. 5 Representacdo: rou AB

Na mesma reta, tomamos o ponto O. O conjunto de todos
0s pontos tomados a direita de O, ou a esquerda, na reta r ¢
chamado de semirreia.

A o O B

Fig. 6 Representacdo: OA e OB.

As duas semirretas citadas estio na mesma reta suporte e
partem de um mesmo ponto. Elas sdo chamadas de semirretas
opostas.

Na reta AB, considere o conjunto de pontos tomados de A ate
B. Esse conjunto ¢ chamado de segmenio de reia.

Fig. 7 Segmento AB.

Medida de um segmento

A grandeza mensuravel do segmento de reta é o seu com-
primento. Medir significa comparar a grandeza com outra defi-
nida como unidade. Observe o esquema a seguir.

Tututututu
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med(AB) = 5 u

Fig. & Medindo um segmenta.

Observe que AU, foi a unidade adotada na medi¢io ante-
rior (Fig. 8).

Uassificacdo dos segmentos
Colineares

Um conjunto de segmentos ¢ dito colinear se todos os seg-
mentos estdo na mesma reta suporte. Observe o exemplo a seguir.

A B C

Fig. 9 Segmentos colineares AB, BC e AC.

~rvacoo: AB ndo indica um segmento e sim @ sua medida.




Consecutivos

Dois segmentos sdo ditos consecutivos se eles possuirem
uma unica extremidade em comum. Observe os exemplos a

Seguir.

e

AB e BC

M

N P Q R §
NP RS e QS

Fig. 10 Segmentos consecutivos.

Adjacentes
Dois segmentos siio adjacentes se eles forem colineares e

consecutivos, mas sem possuir pontos internos comuns. Obser-
ve 0 exemplo adiante.

A C B

Fig. 11 Segmentos adjacentes.

AC ¢ CB sio adjacentes
(ACNCB = {C})

AB e CB néo sio adjacentes

(AB n CB = CB)

Congruentes

Dois ou mais segmentos sdo congruentes quando possuem
a mesma medida.

Observe que dois segmentos ABe AC podem ter a mesma
medida e ndo serem iguais.

C B

Fig 12 Segmentos congruentes.

AB ¢ AC ndo sio segmentos iguais, mas sido congruentes,
pois AB=AC.

Ponto médio do segmento -
__Considere umsegmento ABsendo M um ponto tal que AM
¢ MB sejam segmentos adjacentes e de mesma medida.

E i i
I T 1

A M B

Fig. 13 M é ponto médio, entdo AM = MB.

Capitulo 1
Razdio de se¢éio

Sabemos da aritmética que a razio entre duas grandezas

peq ¢ a fragio % Na geometria, a razdo entre dois segmentos

¢ a razio entre as suas medidas na mesma unidade. Podemos
dividir um segmento internamente ou externamente.

Ruzdo de se¢@o interna
Dividir um segmento AB internamente por um ponto M
em uma razdo K ¢ encontrar dois outros segmentos adjacentes

AM ¢ MB tal que %: K ¢ AM + MB = AB. Os segmentos

AM ¢ MB sio chamados de aditivos.

Observe a figura a seguir.

AM + MB = AB
: . L AM

2K
A M B MB

Fig 14 Divisdo interna do segmento AB.

De acordo com a figura 14, podemos deslocar o ponto M e
analisar a grandeza da razdo de secio K. Analise a tabela a seguir.

Posigdo de M Razdo K

AM
' K= =1
M & ponto médio VB
: : AM
M esta mais proximo de A (AM < MB) K =B ° 1
M=A (AM = zero e MB = AB) -9 g
B - - AB
. : AM
M esta mais proximo de B (AM = MB) K =E:= 1
M — B (AM — AB e MB — 0) K— e

Tab. 1 Razio de se¢do interna.

L . . - AM
Apos a interpretagdo numérica da razdo MB’ observe o

scguinte grafico que nos mostra como a razio da segio K se

desenvolve quando M divide AB internamente.

" AM
x) =——
x MB

a —X

Fig 15 Grafico da razdo de secdo interna de AB por M
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Observe o exemplo:

n Um segmento ABde medida 18 centimetros foi dividido

internamente por dois pontos M e N na razio 3¢ 4.

Determine a medida do segmento MN.

Resolugdo:
M estd mais proximo de A (K < 1), e N esta mais proximo de
B(K=1).

A X m 18-x B
X 1

=— s 3x=l8—x dx=18.x=45cm
18—x 3

A X N 18-x B
* =4 x=72—-4x . 5x=72x=14,4 em
18—x

Assim:
MN=AN-AM=14,4-45=99cm

Razdo de se¢do externa

Parece estranho, mas vamos dividir um segmento externa-
mente por um ponto N. Dividir um segmento AB externamente
porum ponto N emuma razdo K ¢ encontrar outros dois segmen-

tos consecutivos AN ¢ NB, tal que % =K ¢ [AN-NB|=AB.
Os segmentos AN e NBsio chamados de subtrativos.

Observe a figura a seguir.

|AN ~NB|=AB
| fommmmmma
A B N AN

NB = K

Fig 16 Divisdo externa do segmento AB

De acordo com a figura 16, podemos deslocar o ponto N e
analisar a grandeza da razdo de secio K. Analise atabela a seguir.

Posigcdo de N Razdao K

AN
M esta mais proximo de A (AN = NB) K=ﬁ{1
. . AN
M estd mais proximo de B (AN < NB) K =ﬁ}1
M=A(AN=zem e NB = AB K—i—ﬂ
=A( =7 = ) =2B"
N — B (AN — AB e NB — 0) K — e
N — e (AN e NB tendem a igualar-se, K= 1
pois AB passa a ser desprezivel) -

Tab. 2 Razdo de secdo externa.

Observe o exemplo:

n Um segmento AB de medida 10 centimetros ¢ dividido

externamente pelos pontos M e N na razdo %{: 3. respectiva-
mente. Calcule a medida do segmento MN.,
Resolugdo:

M esta mais proximo de A (K < 1), e N esta mais proximo de
B(K=1)

bommmmmm-- - i
M A 10 B
* =i S 2x=x+10 ox=10em
10+x 2
¥
| AGREECEETEREE 1
A 10 B M
10+ y

=3 s 10+y=3y o 2y=10 . y=5cm
y

NM=x+10+y=10+10+5=25cm

Semiplano

Da mesma maneira que um ponto divide a reta em duas se-
mirretas, uma reta contida em um plano ¢ divide o plano em dois
semiplanos. Observe a figura a seguir.

e o s

g e = 00 o
o & op S0 semiplanos

Fig. 17 Semiplanos o, e w,

B Determine a medida do segmento ABseM ¢ ponto médio.

A M B

&, PN J

L

Ex'—E X+d

Resolugdo:
M é ponto médio = AM=MB . 2x=6=x+4 . x=10
AB=2x—-06+x+4 /. AB=3x-2;logo, AB =3 - 1()-2=24.

n Considere AB um segmento ¢ M o seu ponto médio. Um
ponto P esta entre os pontos M e B. Demonstre que

PM:@_




Capitulo 1

Resolugdo:

Do enunciado, temos: A M; M, B
AM, =MB - AM, = MM, + M,B
AM, = M,B - AM, + MM, = M,B

I I
F T

A M P B

M é ponto medio = AM = MB
Mas AM = P4 — PMe MB = PB + PM Assim: AM; = M M, + AM; + MM, 5.0 =2M M, ..

Assim: PA —PM = PB + PM ». PM = P’*;?PB (cq.d) MM, =0 — M, =M, (absurdo)

M; e M, representam o mesmo ponto, ou seja, o ponio médio
ﬂ Prove a unicidade do ponto médio M de um segmento AB é unico.

Resolugdo:
Podemos supor que o segmento possui 2 pontos médios M, # M.,

Revisando

“ AB e BC sao dois segmentos adjacentes de medidas n A, B e C sao pontos distintos em uma reta, tal que

AB=ae BC="b Sejam M e N os seus respectivos pontos mé- AB = 30 cm e BC = 10 cm. Sejam M e N pontos médios de
dios, calcule a medida de MN. AB e If}, respectivamente, calcule MN.
n AB e BC sao dois segmentos colineares e consecutivos, n O segmento AB = 25 cm & dividido internamente na razéo

mas nao adjacentes de medidas AB=ae BC =b, talque a = 2h. E pelo ponto C. Determine as medidas de AC eBC.
Sejam M e N os respectivos pontos medios, calcule a medida

de MN.




Exercicios propostos

Segmentos consecutivos e segmentos adjacentes

BN Determine AB, sendo M ponto médio de AB.

a)

e X+ 7
L% . A
45 -5
c) 2%+ 5 X
f+ﬁ !_L\
A M N B
12

n O, A, B e C sdo pontos distintos de uma reta, suceden-
do-se na ordem OABC, e taisque AO=3cm, OB=5cm e
4AB + AC — 2BC = 6 cm. Calcule a medida do segmento OC.

n 0, A, B, C e D sao cinco pontos de uma reta, suceden-
do-se na ordem OABCD, e tais que AO = 1 cm, OB = 3 cm,
OC=5cmeQOD=7cm Sendo M e N os pontos médios de
AB e E_D, respectivamente, e P o ponto médio de m, calcule OB

Y Em uma carpintaria, empilham-se 50 tabuas, umas de 2
centimetros e outras de 5 centimetros de espessura. A altura
da pilha & de 154 centimetros. Determine a diferenca entre o
numero de tabuas de cada espessura.

ﬂ O segmento AB vale 7 vezes o segmento CD. Ache a me-
dida de AB quando se toma para unidade a terga parte de CD.

Raziio de seciio e demonstracio de teoremas

n Os pontos P e Q pertencem ao interior do segmento AB
e estdo de um mesmo lado do seu ponto médio. P divide AB na

razao %a Q divide AB na razao % Se PQ = 2 cm, calcule AB.

BB v 6 o ponto médio de um segmento AB e C é um
ponto da reta AB externo ao segmento AB. Demonstre que

ﬁ:%.{CA+CB}.

BN 2B ¢ BC séo segmentos adjacentes; M e N séo os pon-
tos médios respectivos dos segmentos AC e AB. Demonstre

que MN = 2. (AC- AB)

n Dados trés pontos A, B e C sobre uma mesma reta, con-
sideremos M e N os pontos médios dos segmentos AB e BC.
Demonstre que MN & igual & semissoma ou & semidiferenca
dos segmentos AB e BC.

TEXTOS COMPLEMENTARES

Origens da geometria

Néo é possivel determinar com precisGo a origem da geo-
metria e da prépria Matemética, pois sdo manifestacées da civili-
za¢iio humana que antecedem a invengéio da escrita (4000 a.C.).

Existem duas vertentes das origens da geometria. O grande
pensador Aristdteles achava que no Egito a existéncia de uma
dasse sacerdotal cheia de lazeres, ou sejo, com muito tempo
para o estudo, propiciou o surgimento da geometria.

Herddoto possufa ideias mais prdtficas. Segundo ele, Sesostris
dividiu uma porcéo de terra préxima ao rio Nilo em faixas retangu-
lares e as entregou para diversas familias que deveriam pagar um
tributo referente a sua produgéo. Como sabemos, o rio Nilo possui
cheias periédicas e por causa disso a drea Ufil de plantio diminufa.
Seria injusto uma familia que produziu menos pagar um imposto
referente & utilizagdo completa do sole. O problema era resolvido
da seguinte maneira: Sesostris mandava pessoas conhecidas como
“esticadores de corda” (agrimensores) para avaliar a porcéio de

-1 .

Esticadores de corda.

Matematica




terra perdida. E provével que esses esticadores de corda tinham um
conhecimento bdsico de técnicas geométricas.

Essas sdo as principais hipéteses do surgimento da
geometria, mas o que de fato é considerado a base histérica
da geometria é o grande trabalho de Euclides de Alexandria,
considerado o precursor da matemdtica formal (estrutura
axiomdatica). Em sua grande obra Os elementos (por volta de
300a.C.), composta de treze livros, Euclides expée de maneira

Divisao harmoénica

légica os conhecimentos da época em geometria plana e
espacial até dlgebra e aritmética. Nenhum trabalho, exceto a
Biblia, foi téio largamente usado ou estudado e, provavelmente,
nenhum exerceu influéncia maior no pensamento cientifico.
Foram mais de mil edi¢ées desde a primeira em 1482. Por
mais de dois mil anos, esse trabalho dominou o ensine da
geometria. Lembre-se de que tudo o que estudaremos daqui
para frente |G foi pensado e estudado na Antiguidade.

Dividir um segmento AB harmonicamente na razio K sig-
nifica encontrar dois pontos, M (interno) e N (externo), que pos-
suem a mesma razdo de secio Observe a figura:

f----—----+

A M B N

AM AN

MB N K>
|====mmmnn : r |
M A ] B

MM AN k<

MB NB

Os pontos M e N séo chamados de conjugados harménicos
de AB na razdo K

U | Divida o segmento AB de medida 12 cenfimetros harmoni-

.3
camente na razdo E

Resolugao:
Como a razdo de secdo é maior do que 1, M e N estdo do “lado
direito”.

12 - x _E P
A M B N
L2=X _ 3 . 04—2x=3x - 5x=24 - x=4,8 cm
X 2
124y _3 . 3,-2442y » y=24cm
W 2
A divisdo fica:
72 48 24 _____ y
A M B N

Teoremas fundamentais da divisdio harménica

Teorema 1:

Considere o segmento AB de medida f. Na divisdo harménica
de razdo K, o distdncia enfre os conjugados harménicos M e N é

— 2K
med [:a"'an) = ||'(2——]|

Demonstragdo:
Considere AB = e araziio K > 1 (M e N estdo ¢ direita)
i— % X ¥
- Fommmeee- 4
A M B N
L= R S
MB X +1
AN | by o e
NB v K =1
— f
d h.f'H =¥+ = — ——
me ( ) X+ vy ] k_]
k= ki+l Okt
k% =1 k? -1
Analogamente, para 0 < K < 1, temos
— i A
med [MN) =
( ) ]_K?
Para ¥ Ke R, - {1}, temos

med(m) = ﬁ (cgd)

Teorema da reciprocidade harménica

Teorema 2:

Se o segmento AB é dividido harmonicamente por M e N, entdo
MN ¢ dividido harmonicamente por A e B.

Demonstragdo:

Considere K = 1, tal que ﬂﬂ :ﬂ, observe a figura:

[ . fmmmmmm——— .
A M B N
Fazendo e S0 — b - i) ohserve a nova situacéio:
MB-NB AN _NB' sdo:
L } - |
A M B N

Temos A e B os conjugados harménicos de MN.



Razao aurea

A razéo ou secéio Gurea foi estudada pelos gregos antes
dos tempos de Euclides de Alexandria. Em sua grande obra, Os
elementos, Euclides descreveu a seg@o Gurea por meio da proposigdo
“dividir um segmento de reta em média e extrema razéo”. Diz-se que
o ponto B divide o segmento AC em média e extrema razéo, se o
razdio entre o maior e o menor dos segmentos formados é igual &
raziio entre o segmento total e o maior Observe a figura para ficar
bem mais claro a proposicio de Euclides.

AB  AC

A B Cc B ——
BC  AB

| a |

B divide AC em média e extrema razéo.

Vamos efetuar os calculos:
X a
== -~ Y 4+ax—a’=0
a—x X

A raiz positiva dessa equacdio é:

J5 -1
2

x = o 1=0,618.a

O segmento AB ¢é chamado de segmento Gureo de
V5 -1

AC , e o nimero foi denominado nimero de ourc.

Podemos construir geomefricamente o segmento dureo de um
segmento AC = a dodo. Observe:

1. AC=a

2. IfJ.ReDC=%

_avs
T2

.. . . a
4.k éacircunferéncia de centro D e raio =

n\f{g o [JE-]]

3. AD

2

5, AE=AD-DE=Y2_2_
2 2 °

6. Fazendo AB = AE, temos que AB é osegmento dureo de AC

Qual a importéincia do némero de ouro?
O homem sempre procurou a beleza e a perfeicéio. Claro que
os exemplos foram encontrados na natureza. Veja alguns:

a) Arazéo entre as abelhas macho e fémea de uma colmeia.
b) A rozéo entre as espirais de um caracol.
c) Arazdo entre a sua altura e a altura de seu umbigo ao chéo.

Por volta de 1200, o matemdético italiano Leonarde Fibonacci
estudava o crescimento das populacées de coelho e observou o
seguinte:

Considere um par de coelhos em um local confinado. Quan-
tos pares de coelhos podem ser gerados desse par em um ano se,
supostamente, todo més cada par dé a luz um novo par, que é fértil
a partir do segundo més?

Observe o seguinte quadro:

el ool | e 2
}

e

O nimero de casais de coelhos formam a mais famosa
sequéncia da Matemdtica, a sequéncia de Fibonacci, que possui a
seguinte propriedade:

1 n=1
Flnj=41 n=2
Fln=1+Fln=2); n> 2

Assim: 1;1; 2; 3;5;8;13;21; 34; 55; ...

Observe:
l=1; 1=D,5; E=D,66; E=D,6; §=D,625;
1 2 3 5 8
E=ll:fl,:ﬁ]5; E= 0,619; 2=D,6]?; E= 0,618
13 21 34 55

A rozdo entre 2 nimeros consecutivos dao sequéncia de
Fibonacci tende ao nimero de ourol

O homem, percebendo que a natureza utiliza-se desta razéo
para expressar beleza e harmonia, comecou a copiar

Definimos de reténgulo durec o retdngulo ABCD, tal que

BC 5-1

ABT 2



Capitulo 1

Esse retGngulo possui grande harmonia em suas formas e é muito utilizado na arquitetura. Observe o Parthenon da Grécio e

o prédio das Nagdes Unidas em Nova York.

HOMSTANTIMGS DEFALKSSTOCKE XCHNMG

STEVE CADMAMNFUCKR

Panheno n.

Predio da ONU.

n Umn segmento AB esté dividido harmonicamente pelos
pontos M e N. Calcule os segmentos NA, AM e MB da di-
visdio e a razdo, sendo AB = 21 cm e NB = 84 cm.

1 AMBN formam uma divisdo harménica com M e N, os
conjugados harménicos de AB, e O é o ponto médio de AB.
Demonstre que OA? = OB* = OM. ON.

“ Demonstre a seguinte afirmacéo: _
Se M e N sdo os conjugados harménicos de AB na razdo

K(K>1), entdo A e B séo os conjugados harménicos de MN

. K=1
na rozdo ——.
K+1

RESUMINDO

A geometria plana é uma ciéncia axiomética e, como tal, deve ser apresentada por meio daos informacées:

| IME Considere as equacdes do 2° grau
ax’+bx+c=0ea*® +b'x+c =0,

Suas raizes reais sdo, respectivamente, x;, x, X3 € x,. De-
termine a relag@o entre os coeficientes das equagbes para
que o segmento de extremidades com abscissas x, e x, seja
dividido harmonicamente pelos pontos de abscissas x5 € x,.

Conceito primitivo = Postulado m Definigdo = Teorema

O dpice da teoria axiomdtica é o teorema, cuja apresentagéio é da forma:

a) hipétese =» tese
b) hipétese < fese

Os segmentos sdo classificados como colineares, consecutivos, adjacentes e congruentes.

= t AM I
Definimos razéo de secdo interna de um segmento AB como sendo o nimero Ke R, tal que — =K; AM e

adjacentes aditivos, ou seja, AM + MB = AB.

B sdo segmentos
MB ¢

Frente 3




B QUER SABER MAIS?
A LVRO

= Simon Singh. O ulfimo feorema de Fermat. Editora Record, 1998.

Exercicios complementares

Segmentos consecutivos e segmentos adjacentes

“ A, B, Ce D sio pontos distintos de uma reta, sucedendo-se
na ordem alfabética e tais que AD =12 cm e BC = 7 cm. Calcular

AB + CD e a distancia entre os pontos médios dos segmentos
AB + CD.

n Os segmentos AB e BC; BC ¢ CD sio adjacentes, de
tal maneira que AB=3BCe BC=2CD. Se AD = 36 c¢m, deter-
mine as medidas dos segmentos AB, BC e CD.

n Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos
segmentos AB e BC, contidos em uma mesma reta, sendo
AB = BC, com A # C,demonstre que pqN € congruente a AB.

n Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F).

Se dois segmentos sdo consecutivos, entdo eles sdo
colineares.

Se dois segmentos sdo colineares, entdo eles sio con-
secutivos.

Se dois segmentos sdo adjacentes, entdo eles sio co-
lineares.

Se dois segmentos sdo colineares, entio eles sdo ad-
jacentes.

Se dois segmentos sdo adjacentes, entio eles sdo con-
secutivos.

Raziio de seciio e demonstraciio de teoremas

n A, B, Ce D sio pontos distintos de uma reta, suceden-
do-se na ordem alfabética; M ¢ N séo os pontos médios respec-
tivos dos segmentos AB e CD.

Demonstre que MN =%[AC+ BD)

“ P, Q e R sdo trés pontos distintos de uma reta. Se PQ ¢
igual ao triplo de QR ¢ PR =40 cm, determine as medidas dos
segmentos PQ e QR .

n AB e BC sdo segmentos adjacentes cujos pon-
tos meédios respectivos sdo M e N. Demonstre que

MN:%{AB + BC).

n M ¢ o ponto médio de um segmento AB e C ¢ um ponto
interno ao segmento MB

Demonstre que MC = % (CA-CB).

n Se A, B e C sdo pontos colineares, determine AC, sendo
AB=20cme BC=12cm.

m AB e BC sio dois segmentos adjacentes. Se AB ¢ o quintu-
plo de BC e AC = 42 cm, determine AB e BC.

m Em uma reta r, tomemos os segmento A._ECE ¢ um
ponto P de modo que AB seja o quintuplo de PC, BC seja o
quadruplo de PC, BC ¢ AP = 80 cm. Sendo M ¢ N os pontos
médios de AB e BC, respectivamente, determine MN.

m No segmento AC, toma-se um ponto B de forma que

AB BC
——— =2 ——_ Determine o valor de —.
AC AB AB

m Considere um segmento AB ea,beceNtalquea=b.

O ponto D divide AB na razio b ¢ Edivide AB na razio —.

a ]
Se DE = ¢, calcule a medida de AB..

m Tomame-se sucessivamente sobre uma reta os pontos A, B, C
e D, sendoAB =5, BC=1e¢ CD=3. Considera-se o ponto M ex-

. = 5
terior ao segmento AC, mas na reta suporte tal que M3
o o M'B 5
co ponto M’ interior ao segmento BC | de modo que MCo3

Sendo O e O os pontos médios de A_Bcﬁ, calcule

MO . MO
MO MO

as razocs
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O sextante foi um instrumento portdtil utilizado para medir um angulo, geralmente, a “altura” de
uma estrela. Era imprescindivel na navegagdo astrondmica antiga. O principio de funcionamento era

baseado na dupla reflexdo do raio luminoso proveniente da estrela.

O raio de luz sai da estrela refletindo nos espelhos A e B e chegando ao olho do observador.
Considerando 6 a “altura” da estrela em relac@o ao horizonte e sabendo que o dngulo de incidén-
cia ¢ igual ao dngulo de reflexdo de um raio de luz, conforme o esquema, teremos:

m=Bem=%
logo, 2m = 6

~

4 Estrela

Espelho A

il Observador

Luz do
horizonte
Espelho B
— . angulo medido
no instrumento
N

Esquema de funcionamento de um sextante.



Angulos
Uassificacao das regioes

Todas as figuras planas podem ser classificadas em duas
categorias:

Regido convexa
E a regido R tal que quaisquer que sejam A e B pertencen-
tes a R o segmento AB © R Observe os exemplos a seguir.

S 8

ABc R (poligono) ABc R (circulo)

A B
ABcR (aretaéuma regiao convexa)

Fig. 1 Regido convexa.

Regido concava
E a regido R tal que existem dois pontos distintos A e B

pertencentes a R em que o segmento ABZR. Observe os
exemplos a seguir:

A

B A B

AB R

AB & R

Fig. 2 Regiao concava.

Angulo
Chama-se angulo a unido de duas semirretas de mesma ori-
gem ndo contidas na mesma reta suporte.

A r
AOB=10s = s
O
B 5

Fig. 2 Angulo.

A parte interna do angulo ¢ uma regido convexa. A reunido
do angulo com a sua parte interna chama-se angulo completo
ou dngulo convexo.

Angulos consecutivos

Dois dngulos sdo consecutivos se, ¢ somente se, eles pos-
suirem um lado em comum. Observe os exemplos a seguir.

C AOB e BOC (OB é lado comum)
AOC e BOC (OC é lado comum)

B AOBe AOC (DA élado comum)
0

A

Fig. 4 Angulos consecutivos.

Angulos adjacentes

Dois angulos sdo adjacentes se, ¢ somente se, eles forem
consecutivos ¢ ndo possuirem pontos internos comuns. Obser-
ve 0 exemplo e o contraexemplo.

C

. AOB e BOC s&o adjacentes
B AOB e AOC néo sdo adjacentes

A

Fig. 5 Angulos adjacentes.

ATENCAQ!

Contraexemplo € um importante artificio para a Matemati-
ca. Em algumas situagdes, & mais facil dar exemplos do que
ndo é correto para entender o que é correfo.

Angulos opostos pelo vérfice

Sdo dois dngulos cujos lados sdo semirretas opostas. Ob-
serve o exemplo a seguir.

D A

o) AOB e COD s&o o.p.v.
BOC e AOD séo o.p.v.

C B

Fig. 6 Angulos opostos pelo vértice.

ATENCAQ!

E comum utilizar a notag@o o.p.v. (opostos pelo vértice).



Unidades de @ngulo

Como ja foi visto no capitulo 1, medir uma grandeza ¢
compard-la com um valor adotado como padrio. Variando a
escolha do padrio, teremos unidades diferentes, observe:

Grau (°)

Considere um angulo cujos lados sdo semirretas opostas, o
chamado dngulo raso. Divida sua abertura em 180 partes iguais,
cada angulo obtido por definigio tera a medida de 1° (um grau).

Observe o esquema.

Abertura do angulo raso_
180 -

qa

submultiplos
12 = 60’ (minutos)
1' = 60" (segundos)

B O
AOB & o angulo raso

Fig. 7 Definicéo de grau.

ATENGAQ!

Adotamos submultiplos para uma grandeza quando ela é
relativamente grande, ou como no nosso caso, para au-
mentar a precisdo da medida.

Grado (gr)

A unidade grado ¢ pouco utilizada, apesar de ser uma uni-
dade decimal, enquanto o grau ¢é sexagesimal. Vamos dividir
a abertura do dngulo raso em 200 partes iguais, cada angulo
obtido por defini¢io tera a medida de 1 grado (1gr). Assim, o
dngulo raso pode ter também a medida de 200 gr.

Os submultiplos do grado seriam 1 dcgr (0,1 gr) e | cgr
(0,01 gr).

A TENCAQ!

Transformagao de unidades:
180° — 200 gr

n Efetue as seguintes operagoes.
a) 100°-42°20"42"

b) 20°45°167+18°27"127

c) 459157377 =200427307

d) 5-(23°42°20™)

e) 180°:7

Resolugdo:
a) 100P =99°60"= 99 59°60"
900 5307607 —42° 20427 = 57° 3918

h) 20045167 + 182277127 =38 72"28"
mas 72°= 60"+ [2'=]° 12"
assim 387 72°287 =39° [27 28"

Capitulo 2

c) 45°15°37" =44°75°37"
Assim 44° 75°37" =200 42°30" = 24°35'07"
d) 5.(23°42°207 )= 115° 210’ 100"

'? a a
";g Ii—ﬂ = 210" = 3. (60 )+30"= 3" 30

100°160" — 199+ = 1 . (60" )+ 40" = 1 40"
40" 1

115921001007 = 115°4+3° 30+ 1I'40" = 118" 31 40"

e) 18077

40P 25042 53% "
~ﬁﬂ(5”
300°
200
) ﬁ"
ﬁﬂ( 260"
107
3 r

Qassificacao dos angulos quanto a medida

Antes de classificarmos os angulos, vamos analisar o se-
guinte: O que ¢ uma consequéncia da defini¢do do grau?

Na figura 8, temos dois angulos adjacentes, AOB ¢ BOC.
Como eles sdo adjacentes, ndo existem pontos intermos comuns e,
portanto, AOB + BOC = 180°,

B
L [5. o
C 0
AOB e BOC sdo angulos
adjacentes suplementares

a+f=180°=200 gr

Fig. & Angulos adjacentes suplementares.

Angulo reto

Quando dois dngulos adjacentes suplementares sio iguais,
esses dngulos sdo chamados de retos.

Observando a figura anterior, se e =3 e oo + [ = 180°, entdo
o= =90°.

B B
C o} A

T

Fig. 9 Representacdo do dngulo reta

Frente 3




Angulo agudo e dngulo obtuso
Um dngulo agudo possui medida menor que 90° ¢ o obtuso
maior que 90°.

o & agudo, o < 90°

B B & obtuso, [ > 907
- [0 3

O A

Fig 10 Classificacdo quanto a medida.

Uassificacaao dos dngulos quanto a soma

a) Complementares: dois angulos sdo complementares quan-
do a soma for 90°.

b) Suplementares: dois dngulos sdo suplementares quando a
soma for 180°,

¢) Replementares: dois dngulos sdo replementares quando a
soma for 360°.
Observe o resumo da classificacio.
Se a medida de um dngulo vale x, entdo:

*  90°-x ¢ seu complemento;

= 180" - x ¢ seu suplemento;

+ 360" - x é seureplemento.

Bissetriz de um dngulo .
A bissetriz do angulo AOB ¢ a semirreta OC que o divide
em dois dngulos adjacentes de mesma medida.

B

OC é bissetriz, entdo AOC = BOC

A

Fig. 11 Bissetriz de um angulo.

Teoremas fundamentais
Aseguir, vamos demonstrar trés teoremas basicos da teoria
angular.

Teorema 1
Angulos opostos pelo vértice stio congruentes

Hipotese: Considere dois angulos opostos pelo vértice
AOB e COD.

Tese: AOB = COD

Demonstragdo: Observe o desenho ¢ a sequéncia de racio-
cinio a seguir.

Fig. 12 Demonstracéo do teorema 1.

1) AOB + o= 1800 (adjacentes suplementares)
2) COD+ o= 180°
3) Dositens 1) e 2), percebemos que AOB e COD possuem o

mesmo suplemento (180° - o).
4) AOB=COD/c.qd.)

Teorema 2
Bissetrizes de dngulos adjacentes suplementares sdo perpendi-
culares

I@tﬁ@fm e BOC sio dngulos adjacentes suplementa-
res ¢ OD e OE sdo suas respectivas bissetrizes.

Tese: DOE = 9(°

Demonstracdo:

Fig 12 Demonstracdo do teorema 2.

1) 2x+2y=180° .. x + y =90° (adjacentes suplementares).
2) DOE=x+y .. DOE=90°(c.q.d.)

n Problema do relogio:

Determine o menor dngulo formado pelos ponteiros de um
relogio as 10h40min.

Resolugdo:

1) Marcar a 1 hora inteira anterior ao horario em quesido.

2} Marcar o horario em gquestdo definindo como x o dngulo
percorrido pelo ponteiro pequeno.

3) Montar a equagdo referente ao hordrio, no caso
y=060°+x

Matematica
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4)  Observar as regras de rés das velocidades dos ponteiros: Teorema 3
Ponteiro pequeno Ponteiro grande Dois dingulos de lados paralelos ov sio congruentes ou suple-
300 60 min 360° 60 min mentares

@0Y30) Demonstragdo: A analise das figuras confirma os resulta-
=-———"=20°

5) 3e 60 min . X dos do teorema (AB//DE ¢ BC//EF).
X 40 min (60)
6) Assim, v =060F +x . y=80VF A D
B Considere os dngulos de medidas b ¢ a da figura
(b=a)e OC ¢ abissetrizde AOB. Calcule o valor de x. E B E
o
B c
a=p
D A

Resolugdo: B o
1) ocC é bissetriz, assim BOC = AOC F E B C
2) BOC=b-xeAOC=a+x o+ P=180°
3) Assim:b-=-x=a+x .. b—a =X

2 Fig 14 Demonstragédo do teorema 3.

Revisando

“ Determine o angulo cujo suplemento excede de 6° o quadruplo do seu complemento.




n Dois angulos suplementares medem 3x — 40° e 2x + 60° Determine o menor desses angulos.

BED Quatro semirretas OA, OB, OC e OD formam os angulos adjacentes AOB, BOC, COD e DOA, respectivamente proporcionais
aos numeros 1, 2, 4 e 5. Determine o angulo formado pelas bissetrizes de AOB e COD.

Exercicios propostos

Medidas de dngulos

“ Duas retas concorrentes formam 4 angulos tais que a
soma dos dois menores e a metade de um dos angulos obtusos
formados. Calcule o maior desses angulos.

n Determine o complemento, o suplemento e o replemento
do angulo de 67°42"17".

n Quatro semirretas formam em torno de um ponto &ngu-
los cujas medidas sexagesimais sao proporcionais aos nume-
ros 2, 3, 5 e 8. Ache os angulos.

n Por um ponto P de uma reta r, tragcam-se, do mesmo lado
de r, duas semirretas. Calcule os trés angulos formados saben-
do-se que suas medidas, expressas em graus, sac numMeros
consecutivos.

n As medidas sexagesimais de dois angulos opostos pelo
vértice s80 (8x + 2)% e (3x + 12)2 Calcule x.

n Calcule o angulo que excede seu complemento de 40"

Complemento, suplemento e replemento

n Qual é o angulo que somado a metade do seu replemento

3
excede o seu suplemento de 2 do seu complemento?

n O dobro do suplemento de um angulo vale sete vezes o
seu complemento. Ache o angulo.

3
n A soma de dois angulos e 78%e um deles vale os 5 do

complemento do outro. Ache os angulos.

m Calcule o complemento do angulo agudo 6 que satisfaz
arelacao:
20+ 20—4p=0

m Calcule o suplemento do complemento de um angulo de
medida 6 que satisfaz a relagao:
30 -6a+9p-60°=0



Bissetriz de um dngulo

m As bissetrizes de dois angulos adjacentes formam um
angulo de 38°. Um dos &ngulos mede 41°. Calcule o outro.

BEN xOA, AOGB e BOY sao trés angulos consecutivos situ-
ados em um mesmo semiplano dos determinados pela reta
AY, e OM, ON e OP sao as suas respectivas bissetrizes.
Calcule esses trés angulos, sabendo que XON é reto e que
MOP = 100°.

m Dois angulos adjacentes, de medidas x e vy, estdo na ra-
zdo de 3 para 7. Sabendo que a medida do angulo formado
pelas suas bissetrizes e 30% calcule x e y

m XOY é um angulo reto; OX é a bissetriz de um angulo
AOB e OY ¢ a bissetriz de um angulo COD. Demonstre que
AOC e BOD sao suplementares.

m Prove que uma reta perpendicular a bissetriz de um an-
gulo, tracada pelo vertice, forma angulos iguais com os lados
do angulo.

m QX e QY sao as bissetrizes de dois angulos adjacentes,
AOB e BOC, ambos agudos, e tais que AOB — BOC = 36°; OZ
é bissetriz do &ngulo XOY. Calcule o dngulo BOZ

Demonstracoes

m AOB é um &ngulo cuja bissetriz € OM e OC é uma se-
mirreta externa a esse dngulo. Demonstre que o angulo COM &
igual & semissoma dos dngulos COA e COB.

m AOB é um angulo cuja bissetriz & OM e OC & uma semir-
reta interna ao angulo AOM. Demonstre que o angulo COM &
igual & semidiferenca dos angulos BOC e AOC.

m Prove que a medida do angulo formado pelas bissetrizes
de dois angulos adjacentes complementares e constante.

Angulos de um ponteiro de relogio

m Determine o menor angulo formado pelos ponteiros de
um relogio as 4h42.

m Fuvest O angulo agudo formado pelos ponteiros de um
relogioa 1h e 12 minutos e:

27° 3g° 72°

30° 42°

m Aque horas pela primeira vez apos o meio-dia os pontei-
ros de um relogio formam 110°7

m Se agora € uma hora da tarde, em qual horario o ponteiro
dos minutos coincidira com o ponteiro das horas pela primeira vez?

TEXTOS COMPLEMENTARES

Bissetriz de um éGngulo

Definicdio: A bissetriz de um dngulo AOB ¢ a semirreta oC que divide o dngulo em outros dois éngulos adjacentes e congruentes.
Propriedode: E o lugar geométrico dos pontos do plano que equidistam dos lados de um éngulo.

Construgiio geométrica da bissetriz:

1) Ponta-seca do compasso em O e com abertura qualguer,
marcar 1 e 2.

2) Ponta-seca do compasso em 1 e 2 e com mesma abertura,
Gleleelgel

3) Temosentdo O3 a bissetriz de AOB.

Determinacéo da bissetriz de um éngulo de vértice inacessivel.
Vamos propor um método para obter geometricamente a bisse-
triz de um Gngulo do qual ndo temes o vértice.



Observe a figura e o roteiro para obtermos a bissetriz

1) Tragar aretat concorrenteare s.

2)  Tracar as bissetrizes CP e DP.

3) dpr=dpitedp,s=dpt=dpr=dps
Portanto, P € bissetriz de re s.

4]  Construgio andloga para Q.

5) PQ esté na bissetriz de re s.

Problema do d@ngulo formado pelos ponteiros de um relégio

Vamos determinar o menor dngulo formado pelos ponteiros
de um relégio que marca h horas e m minutos.

Considerando o posicéo inicial dos ponteiros a zero hora, em
h horas e m minutos os ponteiros percorreram:

Ponteiro grande: 8, = 6 m

Ponteiro pequeno: 8, =30 h + %

Em 6,, marcamos somente o éngulo percorrido pelo ponteiro
grande em m minutos, pois em h horas ele dé h voltas completas.

RESUMINDO

Assim:
o =18 — 0,] =

3Dh+g—6m

2
h=0;12..;11em=0,1 2;..; 59.

=‘30h—]—]m‘

Exemplos: Determine o menor ngulo formado pelos ponteiros de
um relégio:

a) @s4he20min

b) &1 he 40 min.

Resolucao:

o) o=[30h-Lm=]30. 4 H.Q‘
=‘120° —110° =10°
B 11m| 11. 40| _

b a=[30h-1Lm =30 1L ‘_
=\30° _ 220°| = 190°

Come gueremos o menor éngulo, basta calcularmos o reple-
mentar de 190° que é 170°

Com este capitulo, terminamos a fase inicial da geometria. Adquirindo as nogdes basicas de segmentos e dngules, poderemaos comegar

a estudar triéngulos.

As nogoes bésicas de dngulos compreendem classificd-los quanto @ medida (agudo, reto e obtuso) e quanto & soma (complementares,

suplementares e replementares).

No primeiro texto complementar, temos a importante nogéo de bissetriz
Devemos destacar também a propriedade de que as bissetrizes de dois éngulos adjacentes suplementares séo perpendiculares.
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Exercicios complementares

Problemas gerais

n O quintuplo do suplemento do complemento de um an-
gulo ¢ igual ao triplo do replemento do seu suplemento. Ache
o angulo.

n Do ponto A de uma reta XY, traca-sc a semimeta AB
que forma com XY um dngulo de 75°; do mesmo ponto A ¢
no outro semiplano dos determinados por XY , fraga-se a se-
mirreta AC , que forma com XY dois dngulos cujas medidas
diferem de 50°. Ache os trés dngulos incognitos formados em
tomo do ponto A.

n Seja AOB um éngulo e r uma reta do seu plano que con-
tém O e que esta situada naregido ndo convexac sejam 0X e OY
as bissetrizes dos dngulos agudos que OA ¢ OB formam com r.
Se AOB = 150°, calcule XOY.

n Entre 4 ¢ 5 horas, o ponteiro das horas de umrelogio fica
duas vezes em dngulo reto com o ponteiro dos minutos. Quais
sd0 esses momentos?

n Pelo ponto C de uma reta xﬁ, tracam-se, em um mesmo
semiplano dos determinados por AB, as semirretas CQ . CT
¢ CR. O angulo h&{) ¢ 0 dobro do angulo QﬁT e 0 angulo
BCR ¢ o dobro do dngulo RCT. Calcule o dngulo QCR

“ XOT é um éngulo raso; as semirretas OY ¢ OZ de-

compdem esse dngulo em trés outros tais que XOY =2Y0Z ¢

- 20T
YOZ = =3 Calcule os dois angulos consecutivos formados

pelas bissetrizes dos angulos XOY, YOZ ¢ ZOT.

Da medida de um angulo, tira-se sua terga parte. Calcu-
lamos depois a metade do suplemento do que restou. Obtemos
por meio dessas operacoes o valor de 60°. Qual a medida do
angulo?

“ Na figura a seguir, AD ¢ bissetriz de BAC ¢ CD é bis-
setriz de BCE. Demonstre que o= f.

n Por umponto O de uma reta AB, tragam-se, em um mes-

mo semiplano dos determinados por AB, as semirretas oC
¢ OD. Calcule os angulos consecutivos A{th, C@D, D@B, sa-
bendo que o angulo AOC é o dobro do angulo DOB ¢ que a

soma desses dois dngulos vale cinco vezes o angulo COD.

m Prove que as bissetrizes de dois dngulos opostos pelo
vertice sio semirretas opostas.

m As semirretas OA ¢ OB e areta r (O € r) formam em
um mesmo semiplano trés dngulos adjacentes expressos em
grados por 2x + 10, 5x = 3 e x + 25. Determine os trés dngulos.

m Calcule o dngulo § em funcdo de 4 e b sabendo que oD
¢ a bissetriz do dngulo AOC.

Cc

E

m A diferenga entre os inversos das medidas de um arco
em graus ¢ em grados € igual ao quociente da sua medida em
radianos por 2m. Determine a medida desse arco em graus.




Resisténcia dos materiais é a ciéncia que estuda o comporta
mento dos materiais ao sofrerem fodos os tipos de esforcos mecé
nicos como fracdo, compressdo, forcao, flexao.

Uma estrutura comprovadamente segura e barata em todg
o fipo de construcdo, principalmente na construcéo civil, sdo as
trelicas.

Trelicas s@o sistemas constituidos por elementos indeforma-
veis unidos entre si por articulacoes. As composicoes dessas ar-
ticulacoes formam vérios triGngulos.

Fonte de macarrao.




Triangulos
Defini¢éio de triangulo

Considere trés pontos distintos ndo colineares (ndo es-
tio na mesma reta suporte) A, B e C. Os segmentos formados
AB, AC, BC sio chamados de lados do tridngulo e da unido
desses trés segmentos temos o triangulo.

A

Cc B

Fig. 1 AABC=AB u AC u BC.

Elementos basicos
Um tridngulo qualquer possui os elementos basicos ilustra-
dos a seguir na figura 2.

Fig. 2 Elementos basicos do tridngulo.

~

« A,Be C: sdoos dngulos intemos do tridngulo.
* abe

« A, B e C": sdoos dngulos externos do tridngulo.

* 2p=a+b+c: perimetro ¢ a soma dos lados do triangulo.

¢: sdo as medidas dos lados.

Uassificacio dos triingulos

Existem duas maneiras de classificar os triangulos:
a) Lados:

AWAN

Escaleno lsdsceles Equilatero
3lados ndo congruentes 2 lados congruentes 3 lados congruentes

Fig. 3 Classificagdo quanto aos lados.

b) ﬁmgulﬂs:

VAN

Reténgulo Acutdngulo
um &ngulo reto rés angulos agudos

Obtusangulo
um &ngulo obtuso

Fig. 4 Classificagdo quanto aos angulos.

Capitulo 3

Cevianas de um triangulo

Ceviana ¢ qualquer segmento que une o vértice até um ponto
do lado oposto (ou do prolongamento do lado). A seguir, apresen-
taremos as principais cevianas de um triangulo.

Altura

Ceviana que ¢ perpendicular a um dos lados do tridngulo.
Observe os exemplos:

A

h h,: altura que parte
= do vértice A

C B

Fig. 5 Altura de um triangulo.

Em um tridngulo retangulo, o lado ¢ ¢ lado e ao mesmo
tempo altura relativa ao lado b.

A C

Fig. & Tridngulo retangulo.

Em um tridngulo obtuséngulo, h, ¢ a altura relativa ao lado
b (ao prolongamento do lado).

Fig. 7 Trangulo obtusangule.

Mediana

Ceviana que une um vértice até o ponto médio do lado
oposto. Observe a figura 8:

m,: mediana relativa
ao lado a

C M B

Fig. & Mediana (WMC = MB).

Frente 3




Bissetriz interna
Ceviana que pertence a bissetriz do adngulo intemo do
mangulo. Observe a figura 9:

A
b,: bissetriz interna
b, do angulo A
C D B

Fig. 9 Bissetriz interna (CAD = BAD).

Bissetriz externa
Ceviana que pertence a bissetriz do dngulo externo do
triangulo. Observe a figura 10:

b’ : bissetriz externa do angulo A

c B

Fig. 10 Bissetriz externa.

Desigualdade triangular

Nio podemos indiscriminadamente montar um tridngulo
com trés segmentos quaisquer. Para entender a condicido de
existéncia de um triangulo, observe o seguinte postulado.

Postulado da distéincia minima
A menor distincia entre dois pontos ¢ a do segmento de
reta que une os pontos.

Fig. 11 Postulado da distancia minima.

4::|I = 4:12 e 4::|I < 4:13
d, ¢ a menor distincia
d, = med (AB)

Condiciio de existéncia do trigngulo

Hipotese: a,b e ¢ sdo as medidas dos trés lados de um tridngulo.
Tese: Qualquer lado do fridngulo ¢ maior que a diferenca e
menor que a soma dos outros lados (ou seja: [b—c|<a<b+c).

Demonstracdo:
Considere o AABC a seguir.

A

C a B

Fig. 12 Demonstragdo da condigdo de existéncia do AABC.

1 CB, pelo postulado da distancia minimaa<b+ ¢
2 AC temosb<a+c
3 AB temosc<a+b

4 de 1 temosquea<b+cede 2 temosb<a+c .
b-c<a

5 de 4 |b—c|<a<b+c(cqg.d)

Exercicios resolvidos

n Verifique se os segmentos de medidas 6 cm, 7eme 11 cm
podem formar um triangulo.

Resolugdo:

Pela condicdo, vamos escolher um lado qualgquer e compara-lo
com a diferenga e a soma dos outros, entdo:

T—6<Ml<7+6. . 1<1<13

A desigualdade € verdadeira, logo existe o triangulo.

n Demonstrar que qualquer lado de um triangulo ¢ menor
que seu semiperimetro.

Resolugdo:

Seja a, b e c a medida dos lados de um tridngulo, sabemos que:
a<h+e.at+ra<a+b+ce s (acrescentando-a nos dois
membros)

Lla<2proa<p

B Considere um tridngulo isosceles que possui lados de
medidas 8 cme 18 cm. Calcule a medida do terceiro lado.

Resolugdo:

Seja x o terceiro lado, ele deve satisfazer a desigualdade:
18—8<x<I8+8 - 10<x<26,

assimx = 18 em.




Congruéncia de triangulos

Inicialmente, vamos utilizar a intui¢do. Podemos dizer que
2 riangulos sdo congruentes se eles tiverem a mesma forma e
o mesmo tamanho.

Definicdo:
AABC ¢ congruente ao AA’B’C’ se, e somente se, todos os

lados e angulos correspondentes forem congruentes.
Observe a figura 13:

a=a,b=bec=c _
A=A B=BeC=C

Fig. 13 Triangulos congruentes.

Vale ressaltar o cuidado que foi tomado no capitulo 1 com
segmentos congruentes. Mantendo a precisio do conceito, trian-
gulos congruentes ndo sio triangulos iguais. Eles sdo tridngulos
que possuem as mesmas medidas lineares e angulares, mas que
estdo em posigdes distintas.

Critérios de congruéncia

De acordo com a definigdo apresentada anteriormente,
para comprovarmos que dois tridngulos sio congruentes, de-
vemos demonstrar que todos os elementos correspondentes sdo
iguais. Esse trabalho torna-se inconveniente. Os critérios de
congruéncia sido condigdes minimas que garantem a igualdade
desses triangulos. Observe os critérios a seguir.

LAL (lado - éingulo — lado)
Esse critério de congruéncia é um postulado. Observe o
esquema e um exemplo a seguir.

A

Fig. 14 Critério LAL.
b =h
¢ =¢ entio, AABC=AA'B'C’
0 =

No inicio, definimos o tridangulo isosceles como sendo o
friangulo que possui 2 lados congruentes.

Agora com esse critério, podemos apresentar ¢ demonstrar
propriedades muito importantes.

Capitulo 3

Fig. 15 Critério LAL.

1 tracar a bissetriz interna de A
2 ACAD = ABAD (critério LAL)

3 de 2 temos elementos correspondentes iguais. (angulos
da base iguais), CD=DB (D ¢ ponto médio)

4 os angulos CDAeBDA sdo iguais por causa do item

2 ¢ também sdo adjacentes suplementares, logo
CDA = BDA = 90°

Trigngulo isosceles

A
AB = AC (lados)
BC (base)
CAB (angulo do vértice)
a
C M B

Fig. 16 Triangulo isdsceles.

» angulos da base sdo iguais: ACB=ABC
*  AM ¢ mediana: MC=MB

»  AM ¢ bissetriz interna: CAM BAM
«  AM¢altura: AM L BC

ALA (éingulo - lado — éingulo)

Dois triangulos que possuem ordenadamente um lado e
dois angulos adjacentes a esse lado sfio congruentes. Simboli-
camente, temos:

C a B C a' B

Fig. 17 Critério ALA.

da=4a
C=C  entio, AABC= AA'B'C
B=B




LAAo (lado - dng. adjacente - ding. oposto)

Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes um
lado, um angulo adjacente e o angulo oposto a esse lado, entdo
esses tridngulos sdo congruentes.

Simbolicamente, temos:

A A

T T

I
T

C a B C a' B

Fig. 18 Critério LAAQ

a=a’
B=B"  entdo, AABC = AA'BC’
A=A

Observe que esse critério ¢ uma consequéncia do critério
ALA, no esquema anterior A =A"e B=B";logo, C=C" (admi-
tindo, ¢ claro, que a soma dos angulos do triangulo ¢ constante).

LLL (lado - lado — lado)

Se dois tridngulos possuem os trés lados congruentes, en-
tio ambos sdio congruentes. Vamos demonstrar esse caso por ser
muito instrutivo para o aprendizado.

Hipotese: Os trés lados de dois tridngulos sdo iguais.
Tése: Os triangulos sdo congruentes.
Demonstracdo:

C

Fig. 19 Demonstragdo de congruéncia.

1 marcar o dngulo CAB= anovértice A’e A'D=b

2 como C = C’, AACB = AA'DB’, (critério LAL, entdo
DB’ =a)

3 tracar C'D, AC'A’D e AC'B’D sio triangulos isosceles

4 observe na figura A'CB = A'DB;, logo

AA'DB = AN CH

19 que

5 de 2 ¢ 4 por transitividade, temos:
AACB=AA'C'B (c.q.d.)

ATENCAO

O Onico critério ndo demonstravel é o LAL, por ser um
postulado. Todos os outros possuem demonstragdo.

Casos especiais
Sdo os critérios de congruéncia validos somente para
triingulos retingulos:

l.  Se dois triangulos retingulos possuem dois catetos iguais,
entdio sdo congruentes. Simbolicamente, temos:

c [

A c B Al

23
m

Fig. 20 Caso especial.

b=b entdio, AABC = AA'B'C’
C=C"

II.  Se dois retingulos possuem ordenadamente um cateto ¢ a
hipotenusa iguais, entdo sdo congruentes. Simbolicamente,

temos;
C
a
= -
A c B

Fig. 21 Caso especial.

k]

a=4da

C=C

n Se o AABC é isosceles de base B_C, determine x.
A

entdo, AABC = AA'B'C

2x -7 X+5

Resolugdo: S

Como o AMBC é isosceles, AB = AC: entio
2x—T7=x+3x=12, AC=x+5=12+5=17e¢
BC=x—-4=12—-4=84

ﬂ Se 0 AABC ¢ equilatero, determine x, y ¢ o perimetro do
triangulo.




Resolugdo:

Como o AABC é equilatero, temos que

2x+l=3x—-3 . x=4, y=2x+1ry=2.4+1 . y=9.

O perimetro é a soma dos trés lados, assim 2p = 3y = 27.

"1 Nafigura a seguir, AB = BC=CD e ABC=DCB = 90°
O triangulo BCE ¢ equilatero.
Demonstre que o triangulo AED ¢ isosceles.

A D
30° 09
60° 60°
B ' C

Resolugdo: o L
. DBCEéequilatero, entdo B=C=060"¢ BE = EC = BC.

II. 4B e CD sdo perpendiculares a BC, logo AABE e
ADEC sao isosceles com angulo do vértice de 30",

III. AABE = ADCE (critério LAL); logo AE=ED, o
AAED é isosceles (c.q.d.).

n Este exemplo é um teorema de consequéncias impor-
tantissimas para o proximo capitulo.

Demostre que: “Um dngulo externo ¢ maior que qualquer um
dos angulos internos nido adjacentes.”

Hipdtese: No AABC, B é angulo externo do vértice B.

Tese: B>AeB>C

Demonstracdo:

Capitulo 3

Resolu¢do: o

. Marcar M tal que AM = MB

I C MeD estao alinhados e CM =MD

HI. AAMC = ABMD(LAL), assim: ABD= A

IV, Logo, B > A, processo andlogo para B> C (c.q.d.).

n LLA (lado-lado-dangulo) pode ser um critério de con-
gruéncia?

Resolug¢do:

Devemos construir um triangulo com essas condicdes e anali-
sar a possibilidade de existir um outro tridngulo com os mesmos
elementos. Observe os tra¢ados da construcdo do tridngulo.

Podemos construir 2 tridngulos com os lados be c e o
dngulo . Observe:

C'I
p
A B
&
A
A B

Logo, LLA ndo pode ser um criiério de congruéncia, pois
construimos 2 tridngulos distintos AC AB e ACAB.

Revisando

“ As medidas dos lados de um triangulo escaleno sao 4, 8 e x (x e Z) Quais sdo os possiveis valores de x?




n Na figura a seguir, temos AE = AD, ABLEC e BD_LAC.
Prove que BD =CE.

B E A

N

n A figura a seguir representa um tridngulo isésceles ABC.

Cc

Xx+7 Ix-=-3

A 2% B

Descubra a medida da base AB.

Exercicios propostos

Desigualdades triangulares e dassificacéio de
tridngulos

“ AB=15cm g BC=8cm sao dois lados de um trién-
gulo ABC. Determine entre que limites pode variar a medida do
lado AC

n AB =12 cm e BC =5 cm séo dois lados de um triangulo
isdsceles ABC. Determine a medida do lado AC

n Se dois lados de um triangulo isosceles medem 38 cm e
14 cm, qual podera ser a medida do terceiro lado?

n Com os segmentos de medidas 8 cm, 5 cm e 18 cm
pode-se construir um triangulo? Justifique.

ﬂ Prove que qualquer lado de um triangulo € menor que o
semiperimetro.

n P esta no interior do AABC, de perimetro s
A

B C
Sabendo que o angulo APB > 90°, APC > 90° e BPC > 90° 0
intervalo que melhor limita os valores de s é:
O<s<15 19<5<30

8<s5<20 8<s5<25
O0=<s5<25




n Se 0 AABC é is6sceles de base BC,determine x e y.
B

“ Os pontos medios dos lados de um triangulo isosceles
sao os vertices de que triangulo?

n Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F).
Todo triangulo isosceles e equilatero.
Todo triangulo equilatero e isosceles.
Um triangulo obtusangulo pode ser equilatero.
Um triangulo obtusangulo pode ser isosceles.
Existe triangulo retangulo isosceles.
Todo triangulo acutangulo ou & isosceles ou e equilatero.
Todos os triangulos isosceles sao congruentes.

Todos os triangulos retangulos isosceles sao con-

guentes.
Congruéncia de tridngulos

m Considere os triangulos T,, T,... T, .. Agrupe os triangulos
congruentes indicando o criterio utilizado.

T T,
2
3
70 BO°
4 1
T, T,
25° 35°
8
T, T,
1 3
E’DQ ?{]ﬂ
2 4
T Ty Te
5
4 3 p
5° 35 & “

m Na figura a seguir, tem-se AC=BD e m[EﬁLB] = m(EEA).
E
c A B D
Assinale a alternativa falsa.
AECB = AEAD AEAC = AEDB ACAE = ADBE
AEAB = AECD AEBD = AECA

m E dado o AABC eqmlatem. Os pontos A', B' e C' estao
sobre as semirretas CA, AB e BC, respectivamente, tais que
AA'=BB'= CC'. Prove que AA'B'C' tambem e equilatero.

CF

-\ g

m Qual o triangulo cujas altura, mediana e bissetriz interna,
fragadas de um mesmo vertice, sao congruentes?

m Classifique o triangulo que possui duas alturas iguais.

m Prolonga-se a mediana AM de um triangulo ABC de um
segmento MD =MA e une-se D com B. Mostre que BD = AC.

m A e B sao pontos dos lados de um angulo de vertice O,
tais que OA :{ﬁ, e C & um ponto qualguer da bissetriz desse
angulo. Compare:

| ossegmentos AC e BC.

Il.  os angulos OAC e OBC.

m OM e ONséo as bissetrizes de dois angulos consecutivos
iguais, XOY e YOZ Sobre as semirretas OX, OM, OY, ON e OZ

tomam-se segmentos iguais: OA=0B=0C=0D=0E.
Compare:

| os segmentos A_B, ﬁ CD e DE.

Il.  os angulos.

lil. os segmentos AD e BE

m M e N sdo pontos da base BC de um tridngulo isésceles
ABC, tais que MB = NC Classifiqgue o triangulo AMM.

m Me N sao pontos dos prolongamentos da base BC de
AM

um triangulo isosceles ABC, tais que MB = NC. Calcule AN



TEXTOS COMPLEMENTARES

A trajetoria da luz

Sabemos, pela éptica geométrica, que a luz se propaga nos
meios homogéneos, transparentes e isétropos em linha reta. Esse é
o principio da propagacéo retilinea da luz, que nos dé condigées
de trabalhar com a luz como se fosse uma reta, o que transforma
os problemas de éptica geométrica em problemas de geometria
plana.

Por se tratar de um principio, a sua veracidode é comprovada
por experiéncias, entdo todo principio pode ser alterado ou derruba-
do caso encontre um contraexemplo.

No espago (vécuo), a luz solar caminha em linha reta, mas ao
se aproximar da atmostera de algum planeta s propriedades do
meio comecam a se modificar, o principio deixa de ser vélido e a
luz faz uma “curva”.

Mas o que gueremos neste texto € mostrar a Matemdtica como
uma feramenta que nos auxilia a compreender os fenémenos da
natureza.

O outro principio de sua importéncia na éptica é o Principio
de Fermat da disténcia minima, que diz que a luz percorre sempre
a disténcia minima do seu percurso. Observe:

(Fonte de luz)
A (Observador)
/ {F'
LA,
Superficie polida (refletora)
Reflexdo da luz

Minimizacao de trajetorias retilineas

A fonte de luz emite um raio de luz que percorre a trajetéria
descrita anteriormente, obedecendo ao principio da natureza. Ago-
ra, por meio dos principios e dos teoremas mateméticos, vamos
determinar essa trajetéria. Observe a sequéncia de construgdes e
raciocinios.

Fonte Observador

Construgao geomeétrica da trajetoria da luz

Tome A’ simétrica de A em relagéo a r

Una A com o observador O, obtemos P em ¢

Una A com P e feremos assim a trojetéria do raio de luz
Precisamos agora provar que o caminho APO é o minimo
possivel.

Tome PP e, PPz2PR

AP" = AP, logo o trajeto AP'O = AP'O

AP = AP logo o trajeto APO = APO

Por desigualdade triangular AP* + P'O = A'PO .. AP'O > APO

oo

£~ o

Apés a leitura do primeiro texto complementar, percebemos
a importéncia dos pontos simétricos para encontrar a trajetéria.
Observe esta nova situacéo:

Considere um éngulo de medida « (0 < 90°) e dois pontes inter-
nos A e B. Encortre a trajetéria retilinea de menor comprimento que
une os dois pontos apés “2 reflexdes”.

Trajetéria minima de A até B.

Leia atentamente os passos a seguir acompanhando as cons-
trucdes na figura.
1.  Encontre os simétricos de A e B em relacéo aos lados do
dngule.
2. ligueA eB.
Obtenha P, e P,, que sdo os pontos da reflexdo.
4. Unindo A P, P, B, temos a trajetéria procurada.

e

Construgéo da trajetéria minima.



Desigualdades triangulares

A desigualdade bésica de um triéingulo ABC nos fornece a sua
condi¢éio de existéncia, basta |b -¢| <a <b +c

Rodemos relacionar os lados e os Gngulos de um tridngulo em
uma mesma desigualdade. Observe as situagées:

Demonstracdo

No AABC, figura anterior, temos que o > B. Podemos mar-
car B'AB = P, assim o AAB'B é is6sceles. No AAB'C, temos que
b<lo-x+x.b<a

Demonstracdo.

Conclus@o: Oposto ao maior éngulo temos o maior lade.

No AABC, temos que a>b. Podemos marcar CB' = b assim
o AAB'C é isésceles. Da figura, temos que x <o e x> [, pois x é
dngulo externo do ABB'C. Assim, f<x <o .. a = .
Conclus@o: Oposto ao maior lado temos o maior Gnguleo.

Conclusio final

C

w=7=fera=c=b

Demonstracio.

Lugares geométricos: Mediatriz e Bissetriz

Lugar geométrico é toda a figura cujos pontos possuem uma
propriedade caraderistica e somente eles a possuem.
Analise cuidadosamente os lugares geométricos a seguir

Mediatriz

E o lugar geométrico dos pontos do plane que equidistam de
Ae B distintos. O lugar geométrico é uma reta perpendicular no
ponto médio de AB.

;_ AM = MB
I Per
APMA = APMB (LAL) =
™., =PA=PB
i ol ) LY
A M B

Mediatriz.

Bissetriz

E o luger geométrico dos pontos do plane que equidistam de r
es concorrentes em O.

O lugar geométrico é uma semirreta que divide o éngulo em
outros dois Gngulos adjocentes congruentes.

r
B
o P A
TR
P e OA c
;‘tPOBs&POC[LPAD] = S
. PB-PC
Bissetriz.



RESUMINDO

Podemos afirmar que o tridngulo é a figura mais importante da geometria plana.
Um tringulo ABC de lados medindo @, b e c existe se, e somente se, |b-c| <a <b+c
Triingulos congruentes sdo triéingulos distintos que possuem a mesma forma e o mesmo tamanhe.

Os principais critérios de congruéncia sdo:
LAL — LLL — LAAo — ALA — Caso especial.

i Fl »
rd £l
X Y

Mediatriz (PX = PY).

B QUER SABER MAIS?
8 s

m Os nimeros de Fibonacci e os tridngulos pitagdricos
<www.educ fc ul. ptfiem/iem99/iem31/curiosidade4. him >.

Bissetriz (x = y).

Exercicios complementares

Desigualdades triangulares

“ Observe a figura a seguir.

Demonstre que p<x +vy+z < 2p.

n Prove que a soma das medianas de um triangulo ¢ menor
que o perimetro e maior que o semiperimetro.

n Para que valores reais de K os nimeros 21, 28 e 2K? - 1
sio as medidas dos lados de um triangulo?

I Matematica

n Determine o intervalo de variagio x, sabendo que os la-
dos de um triangulo sdo expressos por

X+ 10 2x +4 e 20-2x.

n O perimetro de um triangulo é 14 metros. Determine as
medidas dos lados, sabendo que sio expressas por nimeros in-
teiros de metros.

“ AB=15cme AC=19 cm sdo dois lados de um triangu-
lo ABC, no qual o dngulo A esta compreendido entre os outros
dois. Determine a medida do lado BC | sabendo que ¢ expressa
por um nimero inteiro impar de centimetros.

Congruéncia, desigualdades, mediatriz e bissetriz
Em um tridngulo ABC, traga-se a bissetriz do dngulo A e

sobre ela tomam-se os segmentos AE = AB ¢ AF = AC. Une-se
B com F e C com E. Mostre que BF = CE.




n Em um tridngulo ABC, prolonga-se a mediana AM de
um segmento MD = MA e une-se os vértices B e C ao ponto D.
Ache os pares de triangulos iguais na figura formada.

n Prolongam-se os lados iguais BA ¢ CA de um tridngulo
isosceles ABC de segmentos AD=AE

Calcule E
CD

m Em um triangulo ABC, traga-se a bissetriz do angulo A

¢ sobre ela toma-se os segmentos AE=AB e AF=AC. Une-se

Bcom Fe C com E. Calcule E
CE

m Em dois tridngulos iguais, as alturas relativas a dois
lados respectivamente iguais sdo iguais. Prove.

m Dados dois segmentos, ABe C_D, ache um ponto O tal
que os tridngulos OAB e OCD sejam isosceles.

m M e N sdo pontos dos catetos AB e AC de um tridngulo
retaingulo isosceles ABC, tais que AM =AN. Asretas BN e CM
cortam-se em O. Classifique o triangulo BOC.

m re s sio duas retas que se cortam em O ¢ M ¢ um ponto
da reta r equidistante da reta s de uma das bissetrizes dos an-
gulos formados por r e s. Calcule as medidas sexagesimais dos
angulos formados porre s.

m Em um tridgngulo ABC, prolonga-se a altura AH de um
segmento HD = HA e une-se os vértices B e C ao ponto D.
Ache os pares de triangulos iguais na figura formada.

m Se m_ ¢ a mediana relativa ao lado a de um tridngulo
de lados a, b e ¢, determine o intervalo de variagio de m em
funcio de b e c.

Noslados AB = BC de um triangulo ABC construimos dois
quadrados ABDE ¢ BCKM fora do triangulo. Demonstre que o
segmento DM ¢ o dobro da mediana BP do triangulo ABC.

m Na figura a seguir, temos que BAC ¢ um triangulo re-
tingulo em A. ADEC e ABGF sfo quadrados. Demonstre que
BC=x+y.

Capitulo 3

m Na figura, o triangulo ABC ¢ isosceles com AB =AC.
Seja P um ponto qualquer da base BC, demonstre que x +vy ¢é
constante.

Cc P B

m O triangulo ABC ¢ reténgulo em C ¢ temos BD = BC,
EA=AC, EF L BC e DG L AC. Prove que DE = EF + DG.

Cc

D E

m Na figura a seguir, encontre C € r, tal que |AC - CB|
scja maxima.

&«

o>




Angulos no triangulo
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Paralelismo

Existem quatro posigdes relativas entre duas retas.

Retas concorrentes
Sdo duas retas que possuem um unico ponto em comum.

roos={P}
resco

Fig. 1 Retas concorrentes.

Retas paralelas
Sdo duas retas coplanares que ndo possuem pontos em
comum.

rovs =@
] rescao
rifs

Fig. 2 Retas paralelas.

Retas coincidentes
As retas coincidentes sio consideradas também paralelas.
Possuem todos os pontos em comum.

Fig. 2 Retas coincidentes (caso particular de paralelismo).

Retas reversas
Sdo retas que ndo possuem pontos em comum € nio estio
no mesmo plano.

M

S5
I

o s

Fig. 4 Retas reversas.

Angulos em retas concorrentes
Considere duas retas concorrentes ¢ uma transversal. Na
figura, temos oito dngulos.

Capitulo 4

Fig. 5 Angulos formados por retas concorrentes.

Esses oito angulos possuem nomes especiais quando toma-
dos aos pares. Observe:

{altcrncrs internos: 4 ¢ 6; 3e 5

alternos externos: 2 e 8 1e 7

colaterais intemos: 4 e 5:3¢6
colaterais externos: 1 e 8:2¢ 7

{mrrcspnndcntcs: de8;3e7:2eb:1les

Teorema das retas paralelas

A condicdo necessaria e suficiente para que duas retas sejam
paralelas ¢ formarem, com uma transversal, angulos alternos in-
ternos iguais.

rifs & a=p

A demonstragdo desse teorema possui duas partes e requer
a sua lembranca de resultados do capitulo 3.

Observe:

Seo=p,entdor/ s

Hipotese: .= P tese:r [l s

Demonstracdo:

(Negacio da tese) ris

Se as retas ndo sdo paralelas, entdo elas se cruzam em um
ponto P.

Observe:

Fig. 6 Demonstragio de ris

Temos o APAB ¢ o como um angulo extemo; logo,
o = [}, 0 que é absurdo pela hipotese (c.q.d.).

Ser//s, ention=

Hipétese: r il s; tese: 0=

Demonstracdo:
(Negagdo da tese). Se a# [3, entdo existe uma reta r’ distin-
ta de r, tal que = o.




Fig. ¥ Demonstracdo de o # [
Se = a, entdo r'// s pelo resultado anterior. Como por hi-

potese r// s, teriamos duas retas paralelas passando pelo mesmo
ponto P, o que ¢ absurdo (c.q.d.).

A TENCAO!

riloeo=p
o
B
/ 3

“ Sendo r // s, calcule x e .

2%

4y — 20°

y+lgy’ s

Resolugdo:

2x e 4x = 20F sdo dngulos alternos internos, logo: 2x = 4x = 2(P ..
L2 =200 cox =107

v+ 1P e 4x = 2{F sdo opostos pelo vertice y + 1(F = 4x = 2(F ..
Sy =4 00P =207y =100

“ As retas r e s sdo paralelas. Calcule x e v.

Resolvgdo:
Jx—1P=y  Ix—y=1P
2x +y + 9P = [8(F fangulo raso)

2x +y=09F
Montando o sistema, temos:
3x — y=10"
v = Sx=100° - x = 20°
2x +y =90

2902000 + =9 sy =90°=2 - (2(P) = 50°

n Calcule x sabendo que r ¢ paralelo a s.

ST 00

60"

so°

Resolugdo:
Pelos pontos A e B, tracamos retas paralelas a r e s; ganhamos,
assim, diversos angulos alternos internos. Observe a seguir:

Logo, x = 40° + 50° = 90°".

Angulos no triangulo

Em um triangulo qualquer, a soma dos dngulos intemos ¢
constante ¢ vale 180°.

C B

Fio. B +p+vy=180"

Observe:

Fig. 9 Angulos internos.

Pelo ponto A, tracar a reta paralela a BC, a = Y e
B =b (altemos internos).
a+o+b=180" . a+p+y=180%c.qd)




Teorema do angulo externo
Em um triangulo qualquer, o dngulo externo € igual a soma
dos angulos internos ndo adjacentes.

X=0+ 7

Fig 10 Teorema do angulo externa.

Demonstragdo:

Fig. 11 Demonstragdo do teorema do angulo externo.

o+p+y=180°
x +p=180" .
SLx=o+7Y(cq.d)

T+t y=x+p o

O teorema do angulo externo também pode ser utilizado
para demonstrar que um dngulo ¢ maior que o outro. Observe:

Fig 12 Angulo externo (x).

Na figura 12, temos que x=a+b; logo x>aex>bh
Existe outra demonstragio para o teorema do angulo ex-
temo. Observe:

Fig 13 Teorema do angulo externo.

Pelo ponto B, tragar uma reta paralela a AC,

ot e p sdo dngulos alternos internos o= b; § ¢ a sdo angu-
los correspondentes (p = a); como x = a + b, concluimos que
x=0+p.

Capitulo 4

1) No tringulo abaixo CBD = EBD ¢ BCD = BED. Prove
que BDE =DAE.

A E B

Resolugdo: _ ~
AABC = ABED( LAAO ) = EDB = BDC = o
Odngulo BDC é externo do AABD, logo

o>B .. BDE>DAE (c.q.d.)

B PA é bissetriz do AABC. Determine X,y,zet.

Resolugdo:

No AABP temos:

S0P+ 30°+y=180P . y=100P, como y +z= 180" — z = 8(F.
PA ¢ bissetriz, logo x = 30°.

No AAPC, temos:
x+z+r=180P . 30°+ 8P + 1 = 18P, logo t = 701

n Calcule x na figura abaixo:

X
40° ,
I
Resolug¢do:
C
Com o prolongamenio ante-
rior, 0 AABC é retangulo; logo
ACB = 50°, x é dangudo externo
X
do tridngulo hachurado, assim:
40° x =90+ 507~ x = 140"
A B

Frente 3 A




n r ¢ bissetriz do angulo ABC. Calcule x: \B

\B
55°H 55°
iy
¥
40° p

40° o 209 A D \r
A D |\, C

Como r é bissetriz 5(F + x = 535° . x = 5°.

Resolugdo:

Odngulo B vale:
B +40° +30° =180° -. B=110"

Revisando

“ Nas figuras a seguir, as retas r e s sdo paralelas. Calcule os valores de x e y

a) r b) '

20° ax
2%
X
b
5

30°
120°




Capitulo 4

n Calcule os angulos incdgnitos assinalados.

a) b)

c OC e OB: bissetrizes B

n Em um tridngulo retangulo, a altura e a mediana séo relativas a hipotenusa e formam um angulo de 20°. Determine o maior
dos angulos agudos.

Exercicios propostos

Retas paralelas cortadas por uma transversal BEN calcule x, sabendo que riis/it

“ As retas r e s sdo paralelas. Calcule os angulos x, y e z,

sabendo que 2x +y + z = 240°. r \
12'}\
r /?\
//'!" t
s e N\

n Na figura, r e s sao paralelas. Prove que:
2Za+d-(a+180%)=b-c

n Sendo r e s retas paralelas e 2a + 3b — c = 0, calcule o

angulo x. /4

e




n Considere as retas r e s paralelas e calcule as incognitas
em cada um dos itens.

a) /(\

r
M
5
45°

/

ﬁﬂﬂ
y
X
b)
80° o~
,
s
mﬂ
X
o
X

110°

d) 40 '

120

s

e) r
3x
100®
2%
s

f)

=k
L&)
o

5
120X Y

“ Ma figura, as retas r e s sdo paralelas, o angulo 1 mede
45° g 0 angulo 2 mede 55° Calcule a medida do angulo 3.

1 r

n Na figura, as semirretas BA e EF sdo paralelas. Calcule
0 éngulo x.

Desigualdade triangular

n Prove que na figura a seguirx >z > y.

v\

BEN UFPE Na figura a seguir, determine o &ngulo que é opos-
to ao lado de menor comprimento.

m ABC € um triangulo is6sceles no qual a base BC & maior
que os lados iguais AB e AC. Demonstre que o angulo do ver-
tice A > 60°.

Angulos no trigngulo

III Na figura, ADC ¢ reto. Calcule CBD.

C

an°
40°




BFB sea=100°eb=110° calcule x.

X
a b

BER Na figura, BC = CA = AD = DE Calcule o 4ngulo CAD,

A
m\
B C (D] E

m Fuvest Na figura abaixo, AB = AC, O é o ponto de en-
contro das bissetrizes do AABC, e o &ngulo BOC é o triplo do

angulo A Calcule A
/ A \
Cc B

BN UFPE Acerca da figura a seguir, julgue (V) ou (F) as afir-
macoes.

O triangulo ABC é equilatero.
O triangulo ACD e isosceles.

a— (v + ) é divisivel por 2.

m Em um ftriangulo isosceles ABC, com AB = AC, AM e
mediana. Se B = 40°, determine os angulos x e y

C
M
[ 7
B
¥
A

Capitulo 4
m Os trés angulos de um triangulo tém, para suas medidas,
as respectivas expressoes: 5x — 40°, 2x + 20°, 3x. Verifigue se

esse triangulo é equilatero

m Determine o angulo formado por duas medianas de um
triangulo equilatero.

BN Fuvest (Adapt.) Na figura adiante, AB = AC, BX = BY e
CZ = CY. Se o angulo A mede 40°, determine a medida do

angulo XYZ.
C
Z
Y
A X B

m Calcule o &ngulo x, sendo t // s.

X
120°

140°

t 5

WIB 0 AABC ¢ equilatero, AC = AE. Calcule CAE.

A
E
%ﬂ
B c D

m Calcule x em fungao de 51, bec.

m Calcule x em fungao de A, sabendo que CD e BD séao
bissetrizes




m Calcule x em fungdo de abec m Na figura, tem-se AB = AC e AD = DC = CB. Calcule o

A
D
- c B
m Calcule x em fungdo de A, sabendo que CD e BD sao
bissetrizes m Na figura, tem-se AB = AC e CD = CE. Demonstre que
A = 3o
_ A
A
c B E
. =N B
“'\‘}_‘,x, s E C
i
D N
m Fuvest Sendo AB = BD = CD, calcule ~. m Da figura a seguir, sabe-se que r//s, AM = AP e BM = BQ.
y Calcule o
D
¥
X
A B C

Wil 0 ADEF 6 equilatero. Calcule o.— B

m Em um triangulo retangulo, a altura e a bissetriz relativa
a hipotenusa formam um angulo de 14° Determine o maior dos
angulos agudos.

m Determine o angulo A deum triangulo ABQ qualquer, sa-
bendo que as bissetrizes internas dos angulos B e C formam
B E C um angulo de 50°

BTN Fuvest Na figura a seguir, tem-se que AD = AE; CD = CF m Em um tridngulo ABC, os angulos B e C medem 50°
e BA = BC. Se o angulo EDF=80° calcule ABC e 70° respectivamente. A bissetriz relativa ao vertice A forma
’ com a reta BC angulos proporcionais a quais numeros?

B
[ nNafigura AB = AC, BD é bissetriz de ABC, CE & bisse-
triz de BCDe ACF=140°. Calcule DECe ADB
A
E F
D
mﬂ
N
A D c

140°




m Em um triangulo isosceles, um angulo € o quadruplo do
outro. Qual o menor angulo do triangulo?

m No reténgulo a seguir, calcule o valor de o + [,

40° B

o

m No AABC, a bissetriz interna do angulo Bforma com a
bissetriz externa do dngulo Cum &ngulo «. Determine a medi-
da do angulo interno A

TEXTO COMPLEMENTAR

A matematica grega de Tales a Pitagoras

Capitulo 4

m Por um ponto M da bissetriz de um angulo XQY, traga-se
aparalela ao lado OX Essa paralela intercepta o lado OY em N.
Mostre que o AOMN é isosceles.

m Prolonga-se a mediana AM de um triangulo ABC de um
segmento MD = AM e une-se B com D. Mostre que a reta BD
é paralela ao lado AC.

m P & um ponto da bissetriz de um &ngulo XOY. A mediatriz
do segmento OP intercepta OX em M. Mostre que MP e OY sao
paralelas.

Taoles de Mileto e Pitdgoras de
Samos séo figuras imprecisas histo-
ricamente, pois nio se sabe se eles
escreveram ou ndo grandes obras
matemdticas. O que temos hé sécu-
los & muita tradicfio em torno desses
dois personagens.

Toles (624-548 a.C.), aparen-
temente, aprendeu geometria no
Egito e, no governo de Nabuco-
donosor, na Babilénia, enfrou em FESSEEEEEEEE
contato com tabelas e instrumentos Tales de Mileto.
astronémicos. Diz a tradicdo que previu um eclipse solar no ano
de 585 a.C.

Muito se diz de Tales. Aristoteles relata que Tales fez fortu-
na monopolizando prensas para se fazer azeite (em um ano de
colheita abundante de azeitonas), outros diziam que era um mer-
cador de sal que adquiriu conhecimentos matematicos durante
sUas viagens.

Dos feitos mateméticos, relata-se que Tales mediu a altura das
pirémides do Egito, observando os comprimentos das sombras da
pirmide e de um bastdo vertical fincado na areia.

Tales & o primeiro homem da histéria a quem foram atribuidas
descobertas matemdticas, e é o fundador da organizacio dedutiva da
geometria. Diz novamente a lenda que Tales enunciou e demonstrou
s seguintes teoremas:

Um circulo é dividido ao meio por um diémetro.
Angulos da base de um triingulo isésceles séo igudis.
Angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

Critérios de congruéncia (ALA).

Um éngulo inscrito em um semicirculo é reto.

ok

Pitdgoras nasceu na ilha de
Somos, proxima de Mileto. Sua vida
é rodeada de mais lendas do que @
de Tales.

Em suas viagens ao Egito, Babilé-
nia e até a India, absorveu ideias mate-
méticas, astrondmicas e religiosas.

Apds essas viagens, estabele-
ceu-se em Crotona (atual regido da
ltélia) e fundou uma sociedade filo-
séfico-matemdtica, na qual o lema
era “Tudo é nimero”. Pitdgoras de Samos.

A escola pitagérica era politicamente conservadora, seus
membros eram vegetarianos, pois Pitégoras acreditava que a alma
de amigos mortos poderia estar nos animais.

Sabemos que Pitdgoras é conhecido pelo famoso “Teorema
de Pitagoras” (o quadrado da hipotenusa é a soma dos quadrados
dos catetos), mas, na verdade, o tecrema é proveniente dos babi-
lBnios. Contudo, foram os pitagéricos que deram a primeira de-
monstracéo do feorema, por isso o nome “Tecrema de Pitdgoras”.




RESUMINDO

rifsea=p

o+ p+y=180°
X=0+7

B QUER SABER MAIS?
8 s

® Froctais
<www.fractarte.com.br/ >.

® Fractol de Mandelbrot
<http://neave.com/pt/fractal/>.

Exercicios complementares

Desigualdade triangular

“ Quando as medidas dos trés lados de um tridangulo estdo
em progressdo geométrica, a razio dessa progressdo ¢ um

V-1 5+1
e P

nimero compreendido entre 2 7 rove.

n Mostre que se a, b e ¢ sdo lados de um triangulo, entio o
trindmio: a’x* + (b® —a® — ¢®)x + ¢* ¢ positivo; ¥x e R.

Angulo no trigngulo

n Um triangulo ABC ¢ retangulo em A. A altura AH forma
com a mediana AM um angulo de 28°. Calcule os angulos agu-
dos do triangulo ABC.

A
HAM =28°

Bl Fuvest Observe a figura,

A B C

Nessa figura, AB = BD = DE ¢ o segmento BD ¢ bissetriz de
EBC. A medida de AEB, em graus, é:

96 108
100 110
104

n UFMG Observe a figura a seguir. Nessa figura, AD = BD,
C =60 ¢ DAC ¢ o dobro de B.

A

ﬁ Matematica




Arazio A€ ¢ igual a:
BC

bR

ol 1= 1=

Il UFMG Na figura a seguir, calcule x ¢ y em fungio de
aeb.

Y AE=AB=BCe AC=BD. Calcule o.

A

| 9 W] Considere um tridngulo isosceles de vértices A, Be
C,emque A, Be C sio os angulos formados em cada um de
seus respectivos vértices. Sendo B =70°, C > A er abissetriz
do dngulo C, calcule o menor angulo formado pela altura rela-
tiva ao lado BC er

Capitulo 4
m Vunesp Considere o tridngulo ABC da figura adiante.

A ./

e

B C

Se a bissetriz interna do dngulo B forma com a bissetriz externa
do angulo Cum angulo de 50°, determine a medida do dngulo
interno A.

BEB Unicamp Um trapézio retingulo é um quadrilitero con-

vexo plano que possui dois dngulos retos, um angulo agudo

o ¢ um dngulo obtuso . Suponha que, em um tal trapézio, a

medida de P seja igual a cinco vezes a medida de o.

a) Calcule a medida de o, em graus.

b) Mostre que o dngulo formado pelas bissetrizes de cue P ¢
reto.

BFY UFMG Observe a figura.

A

Tendo:
AB = AC = 6, BC = BD = 4 ¢ CBQ=0QBD. A tangente

cateto DPDStG do dngulo CﬁQ ¢:
cateto adjacente

1+4/2

3 2

iy
—
e

=)
=%

2
m Calcule a soma dos dngulos assinalados:

#
B

T

e

M=
O

o>




m Na figura, temos: AB = AC e AD = AE. Calcule x em
funcio de c.

X

B D C

m AABC ¢ isosceles, com AB = AC. Nele esta inscrito um
b+c

2

tridngulo DEF equilatero. Demonstre que a =

m Sendo dado o AABC, tal que B=30°¢C= 80°, trans-
portam-se sobre AB os comprimentos AD ¢ AE, iguais a AC.
Depois, ligam-se os pontos E ¢ D a C. Calcule os dngulos

ADC e BEC.

Em um AABC, prolonga-se os lados AB ¢ AC de seg-
mentos AD =AB e AE= AC Mostre que as retas BC e DE
sio paralelas.

m Demonstre que ¢ isosceles o tridngulo ABC, no qual a
bissetriz do angulo externo em A ¢ paralela ao lado BC.

m ABC ¢ um tridangulo retingulo ¢ AH ¢ a altura relativa
a hipotenusa BC. Demonstrar que as bissetrizes dos dngulos

B e HAC sio perpendiculares.

m Em um tridngulo ABC, as bissetrizes dos dngulos exter-
nos em B e C formam um angulo de 40° ¢ a altura relativa ao
lado BC forma, com a bissetriz do angulo A, um angulo de 25%.
Calcule os dngulos do triangulo.

m Trace a altura e a mediana relativa a hipotenusa de um
mrangulo retangulo. Demonstre que o dngulo formado por essas
duas cevianas ¢ a semidiferenca dos dngulos da base do triangulo.

m ABC € um triangulo isosceles no qual os dangulos da base

~ o~ R | . .
B ¢ Csloiguais a 2 do dngulo do vértice A. Demonstre que a

reta perpendicular a base BC tragada por C intercepta o prolon-
gamento do lado BA em um ponto M tal que o triagngulo ACM

¢ equilatero.

m Fuvest No quadrilatero ABCD, temos AD=BC=2c¢c o
prolongamento desses lados forma um dngulo de 60°.

D

A B

a) Indicando por f'L, E,(i‘ e f_}, respectivamente, as medidas dos
angulos internos do quadrilatero de vértices A, B, C e D,
calcule a soma dos angulos A+BeC+D.

b) Seja J o ponto médio do segmento DC, M o ponto meé-
dio do segmento AC e N o ponto médio do segmento BD.
Calcule IM e IN.

c) Calcule a medida do angulo MIN.

B ABCD ¢ um quadrado, DM = MC e AE = CE + CB.

Calcule E
o
D M E C
X
p
A B

m As retas r e s sdo paralelas e DE =2 AB. Calcule x.

rlﬂ/E
D
8° -
5 F

m Calcule a soma dos angulos adicionados.




Capitulo 4

/Y| Calcule o valor de o, tal que AD =2DC. m Na figura a seguir, AB= AC, calcule o
A

EI) No triangulo ABC, AB =20, AC =21 ¢ BC = 29. Os pon-
tos D ¢ E sobre o lado BC sdo tais que BD = 8 ¢ EC = 9.

Determine a medida do dngulo DAE em graus. m Otridngulo ABC ¢ isosceles com AB=AC e BAC = 20°,
Se AD = BC, determine a medida do dngulo BDC.

BEIJ AB=AC AD=BC ¢ A=100°. Determine x. A

A
A
D 2 B




FRENTE 3

Mona Lisa, também conhecida como La Gioconda, é a obra mais notavel de Leonardo
da Vinci. Foi pintada entre 1503 e 1507 e pertence ao Museu do Louvre, na Franca.
Aobra, antes de ser colocada no museu, adornava os aposentos do general francés Napoledo
Bonaparte. Observe na figura o preciosismo estético de Leonardo da Vinci ao centralizar a

figura dentro de um retangulo Gureo.



Introducdio

A nocgido de razdo entre duas linhas na geometria ¢ fun-
damental para a construgio de figuras e variagdes do seu for-
mato. Com isso, grandes artistas conseguiram criar suas obras
com a beleza plastica necessaria. O retangulo aureo pode ser
considerado a plataforma para a criagio de belissimas ima-
gens. Antes de observarmos suas aplicacdes, veja o que € o
retangulo aureo.

uil

D E Cc

Fig. 1 Sequéncia de retangulos dureos gerando uma espiral.

ABCD ¢ um retangulo aureo quando retiramos o quadrado
AFED e resulta em um outro retangulo FBCE semelhante ao
primeiro. Assim:

a=b_b . 2 ab=b?bliab_a=0-
b a
2
. (E] +(E)—l =0 E= ﬁ_l (razdo aurea)
a a a 2
A b F B
b b
- b a-b
D E C
. a >

Fig. 2 Retangulo de dimensées a e b

Segmentos proporcionais

Considere um feixe de retas paralelas (trés ou mais retas)
coplanares e retas transversais, de acordo com a figura 3.

t1 12

.

Fig. 3 Feixe de paralelas e transversais.

Capitulo 5

Chamamos de segmentos correspondentes o0s segmentos
contidos em transversais diferentes, mas entre as mesmas
paralelas.

Observe os exemplos abaixo.

AB AR
DE DE'
BD BD'

Tab. 1 Segmentos correspondentes.

Propriedade auxiliar do teorema de Tales
Vamos enunciar uma propriedade interessante e que nos
ajudara na demonstracio do teorema de Tales.

A TENCAO!

Em um feixe de retas paralelas, uma transversal é dividida
em o partes congruentes. Pelos pontos de divisGo, sdo con-
duzidas retas, paralelas a outra transversal, que serdo tam-
bém divididas em o partes congruentes entre si.

Parece um pouco assustador, mas vamos demonstrar e
exemplificar esse resultado.

Considere um feixe de paralelas e a transversal t; na figura
aseguir.

4 partes

Fig. 4 Exemplo da propriedade.

Se entre r, e r, a tranversal t, for dividida em 3 partes, por
exemplo, teremos a seguinte situacio:

Fig. 5 Contraexemplo.




Isso ¢ um absurdo, pois as retas r, ¢ r, sdo paralelas e clas
teriam de se cruzar para formar as 3 partes em t,!

Se fizermos o contrario, teremos a transversal t, dividida
em 3 partes ¢ a transversal t, dividida em 5 partes. Dessa ma-
neira, também chegariamos a outro absurdo. (Faca vocé mesmo
como exercicio). Com isso, provamos, at¢ agora, que 0 nimero
de partes que um feixe de paralelas produz em transversais ¢ o
mesmo. No entanto, falta deduzir que os segmentos sio iguais
entre si. Observe:

1

Xy f tz\’“‘ r,
nl L\B
%, {\c

Xq N

X I“\ E r5

Fig. 6 Exemplo da propriedade.

Observando a figura 6, trace retas paralelas a t, por A, B, C
¢ D. Formam-se, entdo, paralelogramos que possuem os lados
opostos iguais. A sequéncia de triangulos que se forma na trans-
versal t, ¢ congruente pelo critério ALA. Portanto:

AB=BC=CD=DE

Teorema de Tales

Se duas retas sdio transversais de um feixe de retas para-
lelas, entdo a razdo entre dois pares de segmentos correspon-
dentes ¢ igual.

t

o
5/ \e .
C/ \c' ts
D/ \D' ;

-

AB CD

AB  CD

Fig. 7 Teorema de Tales.

Ademonstracio do teorema possui duas partes:

14 parte: segmentos comensurdaveis
Com base na propriedade mostrada anteriormente, temos
a figura a seguir.

t, t,
A A ,
[a a |
/a a |
Ta a | o paries
/a a’ |
E a\B i
C C'
[a 2 ‘
[a a |
T2 a | B partes
[ a a|
[ a a\D '
Df |

Fig. & Teorema de Tales dos segmentos comensuraveis.

Segundo a figura 8, temos:

AB=o0.a, A’'B'=0o.a .. AB _a
A‘.ﬂB‘.ﬂ a{u
etambém: CD=p.a;: C’D'=[.a" .. CD _a
C$D$ a$
g AB CD
anto: =
POt Xp T o

2% parte: segmentos incomensuraveis
~ Nio existe um segmento que ¢ submultiplo comum de
AB e CD(incomensurabilidade).

Podemos fazer o seguinte: a ¢ submiltiplo de AB, ou seja,
AB=o.a; ceZ, mas nido ¢ submultiplo de ﬁ, ou seja,
BeZ,p.a<CD<(P+1).a

Dividindo a desigualdade por AB, temos:
ﬁ.a{ CD _ (B +1)a
AB AB AB
.Ba _CD _(B+Da

“o.a  AB 0. a
.B_CD _B+1
o AB VA



Observe a figura 9.

t ta
Al LA r
[ 1 ‘
| \
w.a [ \
[ \
/ \
Es[j Efl .
| \ N
CJ \C
(B+1)a ijr %
B.a JIr 1
/ 1
i 1 ,
D/ 1D ‘

Fig. 9 Teorema de Tales dos segmentos incomensuraveis.

Aplicando o resultado na transversal t,, temos:
AB=a.a’" ¢ B.a’<CD' <(P+1)a’ ..
B.a {CD {(ﬁ+1)ﬂ
A'B AR AR
.__B.a {CD - (B+1)a
oa’ AR o’
B C’D’{ B+1

— ——

o AR«

Essa desigualdade e a anterior definem um tnico numero

real, assim:
c_cp
AB AR

Exercicios resolvidos

“ Determine o valor de x, sabendo que r, s e t sdo retas
paralelas.

v\ [
A
AN
\ /

b)

[\ r
o/ \\«
o] =\
/ \

w

Capitulo 5

Resolu¢do:
a)  Utilizando o teorema de Tales:
X o3 =36 x=4
12 9
X 4+ L
b) T = — (figuem atentos com a correspondéncia en-

re o8 .‘E‘E‘gﬁié‘ﬂiﬂf}

6x=12.10 .. x=20

c)  Neste exemplo, nos temos as transversais se cruzando.
Aplicando corretamenie o teorema, temos:

X o2 =20 x=10
0 6

n Um feixe de 4 paralelas determina sobre uma transversal
rés segmentos que medem 4 cm, 6 cm e 12 cm. Indique os
comprimentos dos segmentos que esse mesmo feixe determina
sobre uma outra transversal, sabendo que o segmento compre-
endido entre a primeira ¢ a quarta paralela mede 66 cm.

Resolu¢do:
Colocando os dados no desenho, observe a figura abaixo.

[~
[ 4] N
276/ N
(1?/ BN

™~

~ =i = x=[2em
he6 22

ry_5 = y=18cm
ne6 o 22 '

= =£ = == 3 om
n6 22

Teorema das bissetrizes

O teorema das bissetrizes ¢ um dos principais resultados de
aplicacdo do teorema de Tales. O nosso problema ¢ determinar
aposigio de corte de uma bissetriz no lado oposto de um trian-
gulo qualquer. Observe a figura abaixo.

A

C \ B C B D

Fig. 10 Bissefriz interna e bissetriz externa.




Teorema da bissetriz interna

Uma bissetriz interna de um triangulo qualquer divide o
lado oposto em dois segmentos aditivos proporcionais aos la-

dos adjacentes.

Fig. 11 Teorema da bissefriz interna.

Demonstracdo:

Fig. 12 Demonstragdo do teorema da bissetriz interna.

1. Prolongue o lado AC de um segmento AF=c,
O AAFB ¢ isosceles e ABF = AFB=q«

3. O angulo BAC ¢ externo do AAFB; logo, BAC =2u e, como

AD ¢ bissetriz, CAD=BAD = q.

4. ABé transversal 4 AD ¢ BF, e os angulos alternos intemos

30 iguais = AD // BE
5. Com base no item 4 e no teorema de Tales, temos:

m_b (cqd)

n C

Teorema da bissetriz externa

Uma bissetriz de um dangulo externo intercepta o prolonga-
mento do lado oposto e o divide em dois segmentos subtrativos

proporcionais aos lados adjacentes.

Demonstracdo:

c B D

Fig. 14 Demonstracéo do teorema da bissetriz externa.

Pelo ponto B, trace BF // AD.

ABF = BAD (alternos intemos).

BFA = @ (angulos correspondentes).

AAFB ¢ isosceles.

Observe o feixe de paralelas e as transversais a seguir.

o

Fig. 15 Tecrema de Tales.

6. Afigura 15 mostra a aplicacio do teorema de Tales.

m b
Observe: — = —
n C

Be: bissetriz externa
B bissetriz intema

B L Be

Fig. 16 As bissetrizes sdo perpendiculares.

Exercicios resolvidos

B Calcule x, sabendo que AD ¢ bissetriz.
A




Resolugdo:

| b
I
k-3
g
I
by
Bo
-

I
LY

n Calcule a distancia do ponto D ao vértice C, sabendo que

E ¢ bissetriz externa.

B 30 C N

Resolugdo:
As formulas para as duas situagdes sdo idénticas, mas cuidado
porgue, no caso da bissetriz externa, os segmentos m e n sdo
subtrativos, ou sefja, m—n = a.
Observe:
m=30=+xen=x

m 40  30+x _ 40 30+x _
no 20 «x 207 x
L2 =30+x 5 x=30

Semelhanca de tridngulos
Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem os
dngulos intermos iguais ¢ os lados correspondentes proporcionais.

o
: A(}\
b’ c
b C
T a B

c a B

R-R)
AABC -~ AABC « [B=B |2 = = =S =k

c=0)® ©
k: constante de proporcionalidade (razdo de semelhanca)

Fig. 17 Definicio de triangulos semelhantes.

Critério de semelhan¢a
Se dois triangulos possuem dois dngulos iguais, entdo eles
sdo semelhantes.

Demonstracdo:

Fig. 18 Critério de semelhanca.

Capitulo 5

Suponha que os triangulos nio sejam congruentes.
Marque AD =A’C’ no lado AC

DE // BC

AADE = AN'C'B’ (ALA)

0O AABC ~ AADE = AABC -~ AA'B'C (c.g.d.).

01 Calcule x, se DE // BC

B =

A
6
D 8 E
3 / \
X
B C
Resolug¢do:
MNADE - AABC . E = E :
9 X

Lb6x=9.8 =72 s x=12

“ Calcule o lado do quadrado da figura, sabendo que o
AABC ¢ retangulo de catetos a e b.

C
~
\D
a<E [ []
[ [+]
A F B
. A
Y
b

Resolug¢do:
Os tridngulos ABC, FBD e EDC sdo semelhanies. Escolhendo
o AEDC e 0 AABC, temos:

C
a-x
a
E X D
a
A b B
%: —nax=bla-x) . ax=ab-bx. .fa+b)x=ab..
a
ab
LX=
a+h

Frente 3




Base média do triéngulo Teorema:

A base média de um triangulo qualquer ¢ o segmento que Abase média MN de um triangulo qualquer ABC possui as
une os pontos médios de dois lados. Observe a figura abaixo. seguintes caracteristicas:
a) MN//BC
A —_—
AM = MC by MN= %
AN =MB
MN & a base média Demonstracdo:
M N 1) Como AM = MC ¢ AN = NB, assim M- AN
MC NB
com base no teorema de Tales, temos MN //BC.
AM 1
C a B 2) AAMN ~ AACB ¢ a razio de semelhanca é e = >

Fig 19 Base média do tiangulo. assim MN = &
2

Revisando

“ Um feixe de retas paralelas determina sobre uma secante n Calcule o perimetro de um triangulo ABC, sabendo que
0s segmentos AB = 3 cm, BC =5 cm e CD = 7 cm. Calcule os os lados AB e AC diferem em 3 cm e que a bissetriz do &ngulo

segmentos MN, NP e PQ, determinados pelo mesmo feixe A determina no lado BC segmentos de 6 cme 5 cm.
sobre uma outra secante, sabendo que MQ = 60 cm.




Capitulo 5

n Os lados de um tridngulo medem 12 m, 16 m e 20 m. n Os lados de um triangulo ABC medem AB = 15 m,

Calcule os segmentos subtrativos determinados, no maior lado, AC =12 m e BC = 21 m. Pelo ponto D, sobre o lado, traga-se

pela bissetriz do angulo externo do vertice oposto a esse lado. uma paralela ao lado BC, formando o quadrilatero BDEC, cujo
perimetro vale 44 m. Calcule o perimetro do triangulo ADE

Exercicios propostos

Teorema de Tales

“ Ma figura a seguir, as medidas sdo dadas em cm. Saben-
do que m // n // t, determine o valor de x.

[\

m
15/ \2" +5 'Y UFMG Na figura abaixo, os segmentos AD e BC s&o pa-

n
ralelos, AD=8, AB=3eBC=7.
18 3x—4
t

/ \ Y

5

n Uma reta paralela ao lado BC, em um triangulo ABC, de-
termina sobre o lado AB segmentos de 3 cm e 12 cm. Calcule as
medidas dos segmentos que essa reta determina sobre o lado / A / B
A_C, de medida 10 cm.

Sendo P o ponto de intersecao das retas AB e DC, a medida
n Unicamp A figura a seguir mostra um segmento AD do segmento BP e:

dividido em trés partes: AB=2cm,BC=3cme CD =5cm. 23
O segmento AD' mede 13 cm e as retas BB'e CC'sao paralelas 22
a DD'. Determine os comprimentos dos segmentos AB', B'C'e 24

C'D. 21




n Um feixe de 3 retas paralelas determina sobre uma trans-
versal “a" os pontos A, B, C, talque AB=10cme BC =25 cm,
e sobre a transversal “b" os pontos M, N e P, tal que MN = 20.
Quais as medidas dos segmentos MN e NP determinados
sobre a transversal “b"? (Faca a figura)

Teoremas das bissetrizes

n Ache os trés lados de um triangulo ABC, no qual CD
& a bissetriz interna relativa ao angulo C, sabendo que:
AC=x+2,BC=5x-2,AD=x,DB=5x-8.

n A bissetriz do angulo B de um triangulo ABC determina
no lado oposto AC = 21 cm os segmentos x e v Sabendo que
a+c=3cme a—-y=6cm, calcule os dois lados incognitos
do tridngulo ABC.

n ABCD e um paralelogramo, no qual AB = 12 cm e
AD = 8 cm. A bissetriz do angulo A intercepta a diagonal BD

em M e o lado CD em M. Calcule a razao %

n Em um triangulo ABC, as bissetrizes interna e externa
relativas ao angulo A interceptam o lado BC e o seu prolonga-
mento em P e (), respectivamente. Sabendo que BP =5cm e
PC =3 cm, calcule CQ.

Semelhanca de triangulos

m Em uma planta de escala 1:100, qual deve ser o compri-
mento de uma cozinha cujo comprimento reale 5 m?

m A figura a seguir mostra um gquadrado inscrito em um
triangulo de base 24 cm e altura 16 cm. Calcule o lado desse

quadrado.

16

1

m No tridngulo da figura a seguir, DE // BC.

24—

®+1 %—1

B 11 C

Messas condigoes, determine:
a) amedida x.
b) o perimetro do AABC.

m MNa figura a sequir, f.‘,:l::, BC =2 cm, AB = 4 cm,
DE=6cmeAE=9cm. Calcule AC=xeAD=y

E

m MNa figura abaixo, sabe-se que é 2 é 580 congruentes,
AR=7cm, AS=5cm, SR =4 cm e AB = 10 cm. Determine
AD=xeBD=y

m Em um triangulo ABC, os lados medem AB = 9 cm,
AC =11 cme BC =15 cm. Um triangulo MNP, semelhante ao
triangulo ABC, tem 105 cm de perimetro. Determine as medidas
dos lados do tridangulo MNE

A

M z P

m A alternativa verdadeira e:
todos os triangulos sao semelhantes.
todos os triangulos retangulos sdo semelhantes.
todos os triangulos isdsceles sao semelhantes.
todos os triangulos equilateros sao semelhantes.



m Na figura a seqguir, BA // CD.

F
24 ¢m 32 cm
B X A
18CV \
C 70 cm D

Entao, x e y valem, respectivamente:
25cme 13 cm 20cme 12 cm

4 16

~cm e —cm 40 cme 24 cm
3 3

m Os lados de um triangulo medem, respectivamente, 7 cm,
9 cm e 14 cm. Qual € o perimetro do triangulo semelhante ao dado
cujo lado maior & de 21 cm?
45 cm
55 cm

60 cm
75 cm

BN Em um triangulo ABC, AB = 15 m, AC = 20 m. Saben-
do-se que AM = 6 m (sobre o lado AB), o valor do segmento
AN sobre o lado AC , de modo que o segmento MN seja para-
lelo ao lado BC, é:

2 5

3 8

m Na figura a seguir, os triangulos sao semelhantes

H
E
30 4x + 10
12 2%
J
F G
Entao, o valor de x e:
10 12
11 13
WIN UFMG Observe a figura:
A
E D

MNela, AB = 8, BC = 12 e BFDE & um losango inscrito no trian-
gulo ABC. A medida do lado do lesango e:

4

4.8

5

5,2

m Na figura a seguir, o valor de x e:
E

W oo~

m Os quadrilateros ABCD e EFGH a seguir sao semelhantes.

A

Messas condigbes, determine:
a) arazéo de semelhanca de ABCD e EFGH.
b) asmedidasx,yez

LN Mackenzie Em um triangulo retangulo, um cateto é o
dobro do outro. Entao, a razao entre o maior e o menor dos
segmentos determinados pela altura sobre a hipotenusa é:

_é:nmlm-hmm



I UEL O grafico a seguir mostra a atividade de café, em
milhdes de toneladas, em certo municipio do estado do Parana.

T i i i i i anos
1880 1996

De acordo com o grafico, & correto afirmar que, em 1994, a pro-
ducéo de café nesse municipio foi, em milhdes de toneladas:

9,5 11
9 12,5
10,5

m Fuvest No triangulo acutangulo ABC, a base AB mede
4cm e a altura relativa a essa base tambem mede 4 cm. MNPQ
e um retangulo cujos vertices M e N pertencem ao lado AB, P
pertence ao lado BC e Q ao lado AC.

C
i

A M M B

O perimetro desse retangulo, em cm, é:

4 14
8 16
12

m Fuvest Na figura adiante, as distancias dos pontos Ae B &
reta r valem 2 e 4. As projecoes ortogonais de A e B sobre essa
reta sao os pontos C e D

m

E D

A 4
,
. . :
C
Se a medida de CD e 9, a que distancia de C devera estar o ponto
E, do segmento CD , para que CEA = DEB?

3 6
4 7
5

W PUC Os triangulos ABC e AED, representados na figura a
seguir, sao semelhantes, sendo o angulo ADE congruente ao
angulo ACB.

B C

SeBC =16 cm, AC = 20cm, AD = 10cm e AE = 10,4 cm, o peri-
metro do quadrilatero BCED, em centimetros, &:

32,6 40.8 44 4

36.4 42 .6

BN UFRGS Para estimar a profundidade de um pogo, com
1,10 m de largura, uma pessoa, cujos olhos estao a 1,60 m
do chao, posiciona-se a 0,50 m de sua borda. Dessa forma, a
borda do pogo esconde exatamente seu fundo, como mostra a
figura abaixo:

o

Com base nos dados anteriores, a pessoa conclui gue a pro-
fundidade do poco e:
282 m
3,00 m

3,30 m
3,52 m

3,85 m

BN Unirio Observe os dois triangulos representados a se-
guir, em que os angulos assinalados sao congruentes.

2
4 4
| - |
Q perimetro do menor triangulo é:
3 5 15
15 15
4 2

m Na figura abaixo, consideremos os quadrados de lados a
e b (a = b). Calcule x.

T~




m Na figura abaixo, consideremos os quadrados de lados
%, 6 e 9. Determine x.

T~

m Determine a medida do lado do quadrado a seguir.

.C
£ D
. B[ B
b F A

.
b

m Um retangulo, cuja base e o dobro da altura, esta inscrito
em um triangulo de base 12 cm e altura 9 cm, conforme a figura
a seguir Calcule a medida do perimetro desse retangulo.

!
I

— e —|

BN Unirio (Adapt.) Consideremos um ponto de Iuz no chao
a 12 m de um edificio. Em uma posigao entre a luz e o edificio,
encontra-se um homem de 2 m de altura, cuja sombra projeta-
da no edificio, pela mesma luz, mede 8 m.

Diante do exposto, calcule a distancia entre o homem e o
edificio.

m Cesgranrio Certa noite, uma moga, de 1,50 m de altura,
estava a dois metros de distAncia de um poste de luz de 4 m de
altura. O comprimento da sombra da moga no chao era de:

0,75 m 240 m
1,20 m 3,20 m
1,80 m

m A distancia entre dois pontos notaveis de uma cidade,
tomada em um mapa, mede 50 cm. Sabendo que a escala des-
se mapa € de 1:5.000, qual a distancia real entre esses dois
pontos notaveis?

TEXTOS COMPLEMENTARES

A altura da piramide de Quéops

Tales de Mileto propés-se a caleular a altura da pirGmide de
Quéops, localizada em Gizé.

Parece uma tarefa facill Mas, pense bem, néo é muito fécil
subir no topo da pirémide com uma corda na méo e um ajudante
na base esticande a corda, para depois contar os nés. (Obs.: Nés
equidistantes em uma corda serviam como unidade de medida. )

Tales queria efetuar os cdlculos sem se arriscar o “escalar” a
pirdmide. Tudo deveria ser feito nas areios do deserto, em terra firme.

Tales lancou méo da sua asticia e conhecimentos mateméticos
adquiridos em suas viagens e imaginou resolver o problema
por semelhanca de tridngulos. Mas o problema possui algumas
complicagdes préticas que foram superadas por Tales com muita
destreza.

O problema vai ser resolvido pela comparacéio das sombras
entre dois objetos. O primeiro é a pirmide, e o segundo o préprio
Tales.

Parte inacessivel

Bepresentacdo do esquema utilizado por Tales para a medigdo da altura da piramide de Quéops.



Na figura antericr, temos os dois tridngulos em que faremos a semelhanga. No triéngulo retdngulo interno da pirémide, os seus
dementos sdo:

h
.__| i
1 :
a 1 p
2 I-l—l-. S
b: parte acessivel da sombra x: altura de Tales

a , ; s:sombra de Tales
—: parte inacessivel da sombra,

2 que corresponde a metade
da aresta da base

Triangulos semelhantes.

r A - h
Esses dois triingulos siio semelhantes, logo: ——— =

X
a 5
— +b
2

Inteligentemente, Tales esperou o momento em que o Sol projetaria uma sombra igual ao seu tamanho. Assim, o tridngulo é isésceles!
O assistente de Tales, no momento em que a sombra se igualou & de seu mestre, correu até a pirdmide e mediu com as cordas a parte
acessivel da sombra (b).

r " ﬂ
Como 4 se sabia o valor de a, teremos 2 + b = h. Prontol Tales calculou hl

Nos valores de hoje, Tales enconfrou 145 metros, enquanto o valor correto é 147 metros! Curioso, @ altura de Tales, segundo os
cileulos, era de 1,73 ml

Critérios de semelhanca de tridngulos

Dois triéingulos stio semelhantes quando os seus éngulos sio iguais e os seus lados séio proporcionais. Os critérios de semelhanca séo
condicdes que garantem a semelhanga entre dois tringulos.

O primeiro critério de semelhanca jé foi apresentado e demonstrado. Dois triéingulos séo semelhantes quando possuem dois Gngulos
congruentes.
Vamos analisar agora outros dois critérios de semelhanca:

a)  dois tridingulos sdo semelhantes quando possuem os lados proporcionais.

Demonstragdo:

b N
1) marcamos AD=b' e AE=c', e como temos por hipétese i E. , assim DE//CB ¢
c

AADE ~AACB com 2=~ =SS g'=x
X
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2)  AADE = AA'C'B'(LLL)

b)  dois triéingulos séo semelhantes quando possuem dois lados proporcionais e os dngulos compreendidos séo congruentes.

=
g
oo
[}
a e
o
p=d]
[}
=

Demonstragéo:
1) marcamos AD=b'e AE=c'e AADE = AA'C'B'(LAL)
2) E=%:M~DE—-&ABC

C

3) del)e 2),temos que AABC ~ AA'B'C!

RESUMINDO

Teorema de Tales

J VR
R

i g i, = B -BC =G'D' =

Frente 3 ﬁ




Teorema das bissetrizes

eMC+MB=a

e NC-NB|=a
NB

Tridngulos semelhantes

B QUER SABER MAIS?

8] simes G rume

= <www.cienciamao. usp. br/tudo/exibir php2midia=text&cod= m Finstein’s Most Excellent Proof The Wolfram Demonstrations Project).
_semelhancadetriangulos>. Por John Kiehl.
® <http://demonstrations wolfram. com/EinsteinsMostExcellentProof/ >.

Exercicios complementares

Semelhun;u de Iriﬁngulns n Vunesp No papel quadriculado da figura a seguir,
adota-se como unidade de comprimento o lado do quadrado

“ Vunesp Um obelisco de 12 m de altura projeta, num certo hachurado. DE ¢é palalelo a BC.
momento, uma sombra de 4,8 m de extensdo. Calcule a dis-

tincia maxima que uma pessoa de 1,80 m de altura podera se ;/// f/ c
afastar do centro da base do obelisco, ao longo da sombra, para, E,/
em pe, continuar totalmente na sombra. f/’
/J'
yd
a
A D B

W Matematica




Para que a area do triangulo ADE seja a metade da area do
triangulo ABC, a medida de AD, na unidade adotada, ¢:

J2

T —
2
4
M3
83

3
73
2

BEN Unirio Numa cidade do interior, & noite, surgiu um objeto
voador ndo identificado, em forma de disco, que estacionou a
50 m do solo, aproximadamente. Um helicoptero do exército,
situado a aproximadamente 30 m acima do objeto, iluminou-o
com um holofote, conforme mostra a figura a seguir.

50m

sombra

16 m

Sendo assim, pode-se afirmar que o raio do disco voador mede,
em m, aproximadamente:

3,0

35

4,0

4.5

5,0

B UFRE Qual o nimero inteiro mais proximo do compri-
mento do segmento AB indicado na figura a seguir?

.

30m
20m

30m A 40 m

B Unicamp Uma rampa de inclinagio constante, como a
que da acesso ao Palacio do Planalto em Brasilia, tem 4 metros
de altura na sua parte mais alta. Uma pessoa, tendo comegado a
subi-la, nota que apos caminhar 12,3 metros sobre a rampa esta
a 1.5 metros de altura em relacéo ao solo.

a) Facauma figura ilustrativa da situacio descrita.

b) Calcule quantos metros a pessoa ainda deve caminhar para

atingir o ponto mais alto da rampa.

Capitulo 5

B UEL Na figura a seguir, sio dados: ABC =EDC, AB=6cm,
BC=9cm, AC=12cme DE=2,5cm.

A

B E C

Se os tridngulos da figura sdo semelhantes, o perimetro do tri-
angulo EDC ¢, em centimetros:

11,25

11,50

11,75

12,25

12,50

n Vunesp Um homem sobe numa escada de 5 metros de
comprimento, encostada em um muro vertical. Quando ele esta
num degrau que dista 3 metros do p¢ da escada, esta escorrega,
de modo que a extremidade A se desloca para a direita, con-
forme a seta da figura a seguir, e a extremidade B desliza para
baixo, mantendo-se aderente ao muro.

Encontre a formula que expressa a distancia h, do degrau em
que esta o homem até o chao, em fungio da distincia x, do pé da
escada ao muro.

n Vunesp Na figura abaixo, B é um ponto do segmento de
reta AC e os angulos DAB, DBE e BCE sio retos.

D

ol G -
A B Cc

Se 0 segmento AD = 6 dm, o segmento AC =11 dm e o seg-
mento EC = 3 dm, as medidas possiveis de AB, em dm, séo:
45¢e6.5
75e3.5
Sel
Ted
Qe 2




n Fuvest No tridngulo ABC a seguir, AB =20 cm, BC=5 cm
¢ o dngulo ABC ¢ obtuso. O quadrilatero MBNP ¢ um losango,
de drea § cm?.

A

B M

A medida, em graus, do dngulo BNP é:

15 60
30 75
45

m Fuvest O retingulo a seguir de dimensdes a e b estd decom-
posto em quadrados. Qual o valor da razdo 39

a

m Na figura abaixo, tem-se o trapézio isosceles ABCD, no
qual as bases medem 15 cme 27 cm. Os lados AB e CD foram
divididos em quatro partes iguais e, pelos pontos de divisdo,
foram tracados trés segmentos paralelos as bases.

A D

/ \

/ \
/ \
[ \

B -

A soma das medidas dos trés segmentos tragados ¢, em centi-
metros:

52 61
58 63
59

BFY Mackenzie Determine x ¢ v da figura abaixo:

m Sendo BD =8 cm e CE = 2 ¢m, calcule o perimetro do
quadrado DEFG abaixo.

B D E C

m ABCD ¢ um retingulo, no qual AB = 24 cm e
AD = 18 cm; a reta determinada pelo vértice C e pelo ponto
médio M do lado AB intercepta a diagonal BD em 1. Calcule as
distancias do ponto I aos lados AB e BC do retingulo.

m AB=5me AC = 2 m sio os catetos de um tridngulo
retangulo. A mediatriz da hipotenusa BC intercepta o cateto AB
em |. Calcule AL

m As bases de um trapézio medem 18 cm e 25 cm; a altura
mede 14 cm. Calcule a altura do menor tridngulo que se obtém
prolongando os lados ndo paralelos até se encontrarem.

m Em um trapézio, cujas bases medem 20 me 32 m, ¢ a
altura 9 m, traga-se uma reta paralela as bases, que dista 3 m da
base maior. Calcule o segmento dessa paralela compreendido
entre os lados nio paralelos do trapézio.

m Em um trapézio, cujas bases medem 20 cme 32 cm, ¢ a
altura 18 cm, traca-se uma paralela as bases. Calcule o segmen-
to dessa paralela que ¢ interno ao trapézio, sabendo que ele ¢
igual ao dobro de sua distancia a base menor.

m AB=8cm,AC=5cme BC=7 cm sio os lados de um
triangulo ABC. Inscreve-se nesse triangulo uma circunferéncia
¢ traga-se a tangente paralela ao lado BC, cujos pontos de inter-
secdo com os lados AB e AC sdo D e E. Calcule a razdo 1D/IE,
sendo | o ponto de contato da tangente DE com a circunferéncia
inscrita no triangulo ABC.

m As bases de um trapézio retangulo ABCD sao AD=ae
BC=b(a=>=b), e aaltura AB = c. Determine as distincias do
ponto de intersegio das diagonais do trapézio aos lados AD e
AB.

m Em um tridngulo de base B e de altura H esta inscri-

to um retangulo de base b e de altura h. Demonstre a relagdo:

B H

m Pelas extremidades A ¢ B de um segmento AB,
trace as perpendiculares ¢ sobre elas tome os segmentos
AC=9 cme BD =6 cm EmAB, toma-se um ponto E, tal que os
angulos AECeBED sejam congruentes. Calcule os comprimentos
dos segmentos AE e BE, sabendo que AB=20 cm.



m Na figura a seguir, o tridngulo ABC ¢ equilatero, com
um perimetro de 60 cm, M ¢ o ponto médio do lado AB ¢
ABe C5=12cm. Calcule a medida do segmento CN.

A

B C S

m ABCD ¢ um quadrado e ACEF ¢ equilatero, ambos de
lado a. Unindo A e F, obtemos um segmento CG no lado CE.
Calcule a medida do CG em funcio de a.

A B

E

D C F

B3l Fuvest ABCD ¢ um trapézio; BC =2, BD =4 ¢ o angulo
ABC ¢ reto.
D C

A B

a) Calcule a area do triangulo ACD.
b) Determine AB, sabendo que BV =3VD.

BT Fuvest Considere um cubo ABCDEFGH de lado 1 unidade
de comprimento, como mostra a figura a seguir. M e N sio os
pontos meédios de AB e CD, respectivamente. Para cada ponto P
da reta AE seja Q o ponto de intersegio das retas PM e BE.

a) Prove que APQN ¢ isosceles.
b) A que distancia do ponto A deve estar o ponto P para que o
APQN seja retangulo?

Capitulo 5

EEB Fuvest (Adapt.) Na figura adiante, AB = AC =/ é o lado
do decagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio 1
e centro O.

A

0 C 'B

a) Calcule o valor de .

\EH

b) Mostre que cos 36" = I

BTN UFF Um prédio com a forma de um paralelepipedo retin-
gular tem 48 m de altura. No centro da cobertura desse prédio,
¢ perpendicularmente a essa cobertura, esta instalado um para-
saios. No ponto (Q sobre a reta r — que passa pelo centro da
base do prédio e ¢ perpendicular ao segmento MN - esta um
observador que avista somente uma parte do para-raios.

|

-

48 m

=
-

P Q

[

1M
16 m

Acdistiancia do chio aos olhos do observador ¢ 1,8 m e o seg-
mento PQ=61,6 m.
O comprimento da parte do para-raios que o observador nio
consegue avistar ¢:

16 m 8 m 3m

12 m 6 m

m Vunesp Uma escada tem 25 degraus iguais. A altura h de
cada degrau esta para sua largura f assim como 2 esta para 5. 0
desnivel entre o 5" degrau ¢ o pé da escada, A, € 1 metro. Qual
¢ a distincia entre o pé da escada, A, e o topo da escada, B?

B

ey

.




m ‘lunesp_A arca do quadrado ABCD da figura adiante ¢ 1.
Nos lados BC ¢ DC tomam-se, respectivamente, os pontos
M e N de modo que MN seja paralelo a diagonal DB.

A B
M
D N Cc

Se as areas do triangulo CMN do trapézio MNDB e do trian-
gulo ABD formam, nessa ordem, uma progressdo aritmética,
calcule a medida de MC.

m Fuvest Em um terreno, na forma de um triangulo retangu-
lo, com catetos de medidas 20 e 30 metros, deseja-se construir
uma casa retangular de dimensdes x e y, como indicado na fi-
gura adiante.

30m

AN

20m

a) Exprima y em funcio de x.
b) Para que valores de x e de y a area ocupada pela casa sera
maxima?

32 | ITA Considere 0 AABC, em que AD ¢ a mediana relativa
ao lado BC. Por um ponto arbitrario M do segmento BD tra-
camos 0 segmento MP paralelo a AD, em que P ¢ o ponto de
intersecdo dessa paralela com o prolongamento do lado AC.

BE M D c

Se N é o ponto de interse¢do de AB com MP, podemos afirmar
que:

MN + MP =2 BM

MN+ MP=2 AB

MN+ MP=2 AC

MN + MP=2 CM

MN+ MP=2 AD

m P & um ponto interior de um triangulo de lados a, b e c,
pelo qual se tragam paralelas aos lados do tridngulo. Se os seg-
mentos das paralelas compreendidas entre os lados do tridngulo
tém a mesma medida, calcule o seu valor.



Pontos notaveis do triangulo

FRENTE 3

‘Deerm-me um panfa de ﬁpofo e Uma

alavanca que eu moverei o mundo "



Contexto historico

O grego Arquimedes de Siracusa, um dos maiores cientis-
tas de todos os tempos, foi inventor, matematico e fisico. Entre
scus trabalhos, podemos citar um método para calcular o nu-
mero T, os principios da hidrostatica e também aplicagdes do
principio da alavanca.

Arquimedes foi o primeiro a estudar o baricentro de dois
pontos de massas m; ¢ m,. A palavra baricentro ¢ de origem
grega (barus = peso), designando inicialmente o “centro dos
pesos”. Atualmente, ele também ¢ conhecido como centro da
gravidade. Na figura, temos uma definigio fisica de baricentro

como sendo o ponto O, tal que m, . OA + m, . OB=0.
my Mg
@ ° ®
A AN B

Na Matematica, essa nogdo foi estendida para um sistema
de n pontos. O baricentro assim definido é também chamado de
centro de massa.

Terra

Localizagéo
do baricentro

Didmetro da Terra: 12.756 km
Diametro da Lua: 3.475 km
Distancia entre o centro da
Terra e o da Lua: 38.405 km

3

*As distancias e os tamanhos estao fora de escala

Fig. 1 Localizag&o do baricentro no sistema Terra-Lua.

Lugar geomeétrico

Lugar geométrico, simbolizado por LG, ¢ uma figura na
qual todos os seus pontos possuem uma propriedade caracte-
ristica € somente seus pontos possuem essa propriedade. Os
exemplos a seguir nos ajudardo a compreender esse conceito
importantissimo.

Circunferéncia
A ={Peo|PO = constante = raio}

Fig. 2 Circunferéncia.

A propriedade caracteristica ¢ distar igualmente de O.
Pe LG, B ¢ LG(PRO < raio), P, & LG(P,0 > raio)

Mediatriz

E o LG dos pontos do plano equidistante de dois pontos
dados, extremidades do segmento dado.

r
P AW = VB
o \‘»\ rl AB
e . Ops = dpg
Ao - e B
- - M i
‘-Fl::n.l

Fig. 3 Mediatriz.

Justificativa:
Na figura 3, os tridngulos AAMP e ABMP sdio congruentes
(critério LAL), assim PA = PB.

P e LG, logo F,B= FA

Bissetriz
E o LG dos pontos do plano equidistante dos lados de um
angulo.

A ADC = BOC
55 &a
hissetriz

Fig. 4 Bissetriz.

Justificativa:

Os tridngulos AOAP, e AOBP, sio congruentes (caso es-
pecial). ] ]

P, ¢ LG, pois nio equidista dos lados OA ¢ ﬁ_’r de acor-
do com a figura 4.



Pontos notaveis do triangulo
Baricentro (G)

Eo ponto de encontro das medianas de um triangulo. O bari-
centro divide cada mediana em dois segmentos que estio na razio
2:1. Observe a figura 5.

AG =2GW,
A Propriedade: BG =2GM,
CG =2GM,

Fig. 5 Baricentra

Demonstracdo:
Considere a figura 6 na qual BM: ¢ CM; sdo medianas
que se cruzam em X (ndo sabemos ainda se ¢ o baricentro).

Fig. & Propriedade do baricentro L.

M,M; ¢ base mcdia do AABC = MEMSHE' e
BC
M2M3=7.

Tomamos os pontos D e E, pontos médios de
CX e BX,

respectivamente. DE ¢ base média do

&XBC::-EHECE:%.

Concluimos entio que DE // M,M; e DE = M,M;.
Assim, o quadrilatero M,M,ED ¢ um paralclogramo, cuja
propricdade principal ¢ que suas diagonais se cruzam no

ponto médio. Podemos entdo dizer que E=XMJ, mas
ﬁ:%, logo %::»:MEi - CX =2XM,

Analogamente, obtemos BX =2XM 5. Vamos agora tragar

as medianas AM, e BM,. Observe a nova figura.

Capitulo 6

Fig. 7 Propriedade do baricentro 11

As medidas AM, ¢ BM, cruzam-se em Y. O procedimen-

to ¢ analogo ao das medianas CM, e CM,, e vamos concluir
que BY = 2YM, e AY =2YM,. Observe que na figura 6 de-
monstramos que BX = 2XM, BX = 2XM,; , logo os pontos X

eY sfo coincidentes.

Aunido de todos os resultados comprovam que as media-
nas concorrem em um mesmo ponto (baricentro) e dividem as
medianas em segmentos na razdo 2:1 (c.q.d.).

ATENCAO

O paralelogramo é o quadrilatero notével cujos ladeos
opostos sao paralelos.

A B

Propriedade

AM = MC

BM = MD

As diagonais cruzam-se no ponto médio.

Incentro (1)

Eo ponto de encontro das bissetrizes internas dos angulos
de um triangulo. O incentro ¢ o centro da circunferéncia inscrita
no tridngulo. Observe a figura 8.

A

C B

Propriedade: | @ o centro da circunferéncia
inscrita no AABC.

Fig. & Incentra.




Demonstracdo: o
Considere a figura 9, na qual AX ¢ CX sdo bissetrizes in-
ternas dos dangulos A e C.

c B

Fig. 9 Propriedade no incentra

Sabemos que bissetriz ¢ o LG dos pontos do plano equi-
distante dos lados de um angulo. Ligando B a X, BX sera bis-

setriz de ﬁ, pois X ¢é equidistante de ABeBC AssimX é1, 0
incentro (c.q.d.)

Circuncentro (0)
E o ponto de encontro das mediatrizes dos lados do triangulo.
Observe a figura 10.

Propriedade: O & o centro da circunferéncia
circunscrita no AABC.

Fig. 10 Circuncentro.

Demonstracdo:

As mediatrizes r ¢ t s3o 0s LG dos pontos equidistantes de
Be Cde Ae B, respectivamente. Entdo, o cruzamentoderes é
o ponto equidistante dos vértices A, B e C, ou segja, trata-se do
circuncentro (c.q.d.).

Quando o tridngulo ¢ retingulo, o circuncentro esta locali-
zado no ponto médio da hipotenusa. Observando a figura 11, 0
AABC possui circuncentro O. Os triangulos AOC e AOB sdo
isosceles.

A AAQC e AADB saon isdsceles

Ortocentro (H)

I: 0 ponto de encontro das alturas de um triangulo. Observe
afigura 12.

He o ortocentro

Fig. 12 Ortocentro.

Demonstracdo:
Considere a nova figura abaixo.

Fig. 13 Propriedade do ortocentra.

Pelos veértices do AABC, tragamos retas paralelas aos lados
opostos. Observe que ACBC’ e ACA’B sio paralelogramos e
que AC=BA’e¢ AC=CB Logo, B ¢ ponto médio de AC,

Como AC/ACeh, LAC=h, L AC.

As alturas do AABC pertencem as mediatrizes do AA’B'C’.
Portanto, como as mediatrizes concorrem em um ponto, as
alturas também concorrem em um ponto (c.q.d.).

Ex-incentros (I, 1, e 1))

As bissetrizes externas de dois dngulos de um triangulo e a
interna do terceiro angulo encontram-se em um ponto chamado
ex-incentro, que ¢ o centro da circunferéncia tangente a um dos
lados e aos prolongamentos dos outros dois. Observe a figura
14 a seguir.

o

|4 & 0 ex-incentro

Fig. 14 Ex-incentro.




ATENCAQ!

Em um triingulo equilatero, os pontos notaveis (G; H; Oel)
sdo coincidentes, pois nesse tridngulo a altura é bissetriz e
mediana. Observe a figura.

R mio da cireunfaréncia creunscrita
r: raix da circunfaréncia inscrita R = 2r (propriedade do baricentro)

Fig. 15 Pontos notéveis no A equilatera.

Exercicios resolvidos

n No triangulo ABC, G ¢ o baricentro. Calcule x, ye z.

Resolugao:
Como G é baricentro, divide cada mediana em segmentos na
razdo 2:1. Assim:

=2z 2z=45
y=2.4.v=48
12=2x . x=6

B Em um triangulo ABC, H ¢ o seu ortocentro e
BHC = 140°. Calcule A.

Resolvgdo:
De acordo com o enunciado, podemos construir a seguinte

figura:

Capitulo 6

(s tridngulos AHCC e HHBC‘ sdo semelhantes, sendo a o dn-
gulo comum. Assim:

A= CHH, A=180°— BHC :. A= 40°

n O quadrilatero ABCD da figura é um paralelogramo ¢ M
é o ponto médio de AB. Determine x, se DE= 12 cm.

A M B
E
D C
Resolug¢do: L
Tracando a diagonal BD, observe o AABD:
A I"_l.l._"l B
E_~X
F

D

Fé o cruzamento das diagonais e durante o estudo do capi-
nlo vocé ndo se esqueceu de que wilizamos a propriedade:
as diagonais de um paralelogramo se cruzam nos seus pontos
médios.

Assim, AF é mediana e MD também por hipotese. Portanto, E
¢ o baricentro do AABD = 12 =2x . x =6 cm.

n Em um tridngulo ABC, as bissetrizes de BeC encon-
ram-se_em O. Traga-se DOE paralela a BC (D em ABe
E em AC). Demonstre que DE = EC+ BD

Resolugdo:
De acordo com o enunciado, temos o seguinte desenho:

Q¢ o incentro do ABC.
s tridngulos OEC e BOD sdo isosceles, entdo:
OE = EC e BD=DO.

Assim, DE=0OE+0D=EC+BD.

Frente 3




ﬂ Em um tridngulo retingulo ABC, reto em A, o raio da
circunferéncia circunscrita mede R. Entdo:
a) determine a hipotenusa.

b) calcule AG, sendo G o seu baricentro.

Resolugdo:

O circuncentro de um tridngulo retdangulo € o ponto médio da
hipotenusa.

A
G
C 0 B
a) Hipotenusa BC é o didmetro da circunferéncia circunscri-
ta. Assim, BC = 2R.
b)  AO =R é a mediana relativa a hipotenusa.
— 2 — 2
AG=—.A0==R
3 3

Revisando

ﬂ O tridgngulo ABC possui perimetro 2p e G ¢ o seu bari-
centro. Tragamos uma reta paralela a base BC determinando X
em AC eyem AB. Calcule o perimetro do AAXY.

Resolugao:
De acordo com o texto, temos a seguinte situagdo.

A

JARNERN

2

AM é mediana e AG = AM.

LY

AAXY é semelhante ao triangulo ACB e a razdo de semelhanga
. AG 2
& ==

AM 3
Assim, o perimetro do AAXY ¢

s | b

“ Mo triangulo ABC da figura a seguir, G € o seu baricentro, MC =12 cme PB =15 cm. Calcule o valor de x, yez

A

ha | =

+1




Capitulo 6

n Mo triangulo ABC da figura a seguir, D é o incentro do tridngulo. Calcule a medida dos angulos A BeCdo triangulo.
A

1100

n No AABC a seguir, M, M, M, sdo pontos médios dos lados do tridngulo e AD € a altura relativa ao lado BC. Prove que o
frapezio M, DM, M, e isosceles.

A
;\ /Mﬁ\
C DM, B

n No tridngulo retangulo ABC da figura, AB = ¢, AC = b e BC = a. Seja G o baricentro desse triangulo e DG//ABe GE// AC,
determine o perimetro do ADGE em fungdo de a,b e c.

B




Exercicios propostos

Baricentro

“ Mo friangulo ABC, G é o baricentro. Calcule x e .

A
E CG=y+2
AG =y
GD=7-x
C D B

g O triangulo ABC e retangulo e isosceles de cateto a. Se
AM=MC e BC = BD, calcule a medida do segmento BE

A

C B D

n AB é o didmetro de uma circunferéncia de centro O.
Toma-se um ponto C desse circulo e prolonga-se AC de um
segmento CD igual a AC. O segmento OD corta a circun-
feréncia em E e corta o segmento BCem F Se AB = a e

OD= b, calcule EF.

n Considere o AABC de lados a, b e c e baricentro G.
Tracam-se GE e GF paralelas a AB e AC, respectivamente.
Calcule os lados do AGEE

Cevianas e pontos notaveis de um tridngulo

B Unitau O segmento da perpendicular tracada de um vér-
tice de um triangulo a reta suporte do lado oposto e denomi-
nado:
mediana. bissetriz. base.
mediatriz. altura.

“ Classifigue em verdadeiro (V) ou falso (F).
O incentro & o centro da circunferéncia inscrita no
triangulo.
O circuncentro & o centro da circunferéncia circunscrita
ao triangulo.

QO incentro & interno ao tridngulo.

O baricentro e interno ao triangulo.
QO ortocentro € interno ao tridngulo.
O circuncentro é interno ao triangulo.

O baricentro & o centro da circunferéncia inscrita no
triangulo.

n Diga qual o triangulo que satisfaz a condicao dada nos
casos:

a) ortocentro e o baricentro sao coincidentes.

b) circuncentro e o incentro sdo coincidentes.

c¢) ortocentro e um dos vertices.

d) ortocentro e externo.

e) ocircuncentro @ externo.

f) ocircuncentro esta em um dos lados.

g) oortocentro & um ponto interno.

Incentro

n Determine o perimetro do AADE, no qual AB mede x e
AC mede vy, sabendo que | € o incentro do triangulo ABC.

A

C DE//BC B

n SeP e o incentro do triangulo ABC e BPC = 125°, deter-
mine A

m No AABC de incentro O, DOE ¢é paralelo ao lado BC.
Temos AB =18, AC =23 e BC = 20. Calcule o perimetro do
AADE.




TEXTOS COMPLEMENTARES

A reta de Euler

Caros alunos, quando voceés iniciaram o capitulo de pontos noté-
veis, ndo imaginavam o quanto sdo notaveis esses pontos. Neste texto
complementar, vamos estudar um pouco das propriedades da reta de
Euler.

A reta de Euler contém o ortocentro, o baricentro e o circuncentro
de um tridingulo qualguer Siga com ateng@o a demonstragdo co lado.

H é o ortocentro e O é o circuncentro do AABC.

AAHC = AM, OM, (triéngulos de lados paralelos)

MM, é base médiae MM, =A_§, assim a razdo de semelhanga C
é 2. Ligando A com M, temos uma mediana do AABC.
Reta de Euler.
Unindo H com O, encontramos o ponto X.
AH —_—
AAHX ~ AMOX — AR ﬂ, mas A =2, assim —— =2 g, como AM, é a mediana, Xé o baricentro, X = G.
OM, XM OM,

1 1
O ortocentro, o baricentro e o circuncentro de um triéngulo qualquer estéo alinhados.

As circunferéncias ex-inscritas e o triangulo értico

Nés conhecemos a circunferéncia inscrita e o circunscrita de
um tridingulo qualquer, obtidas respectivamente pelo incentro e pelo
circuncentro.

Neste capitulo, conhecemos mais uma circunferéncia importante
dos tridingulos, a ex-inscrita, que é tangente a um lado do tridngulo e ao
prolongamento dos outros dois. .

Os centros das circunferéncias ex-inscritas sdo constituidas pelas
bissetrizes interna e externa de dois éngulos adjacentes do triéngulo,
formando assim o ex-incentro.

Vamos agora construir as quatro circunferéncias inscritas e

ex-inscritas de um tringulo qualquer
Observando a figura ao lado, para obtermos |,, tragamos a bissetriz
interna do éngulo A com a bissetriz externa do dngulo C. Relembre-se

de uma “velha” propriedade angular: “os bissetrizes de dois Gngulos
adjacentes suplementares séo perpendiculares”, assim Cl L Cla.

Pela construgio do AABC e dos trés circulos ex-inscritos, construimos
também o Al I, cujas alturas sio exatamente as bissetrizes internas do
AABC, ou seja, | é ortocentro do trifingulo maior e incentro do menor,
agora chamado de triéingulo értico.

O triangulo &rtico e as circunferéncias ex-inscritas.

Resumindo

Construindo um triéngulo qualquer, os pés das alturas desse triéngulo formam o chamado triéingulo érfico (AABC é értico do Al ).
O ortocentro do Al | |- € incentro do AABC.



RESUMINDO

Pontos notaveis do tricingulo

*  Baricentro (cruzamento das medianas)

Circuncentro (cruzamento das mediatrizes)

A

M,

BG

CG

PFropriedade: =

= = =2
GM, GM, GM,

Incentro (cruzamento das bissetrizes internas)

A

Propriedade: | é o centro da circunferéncia inscrita.

B QUER SABER MAIS?

£ e

= Baricentro e Ortocentro

<www.youtube.com/watch@v=NeNReYkk5 Y8 >.

® Circuncentro e Incentro

<www. youtube.com/watch@v=46GnVQUdAvPc>.

A

K

Propriedade: O é o centro da circunferéncia circunscrita.

*  Ortocentro (cruzamento das alturas)

A

Propriedade: AH, HH- ¢ o trigngulo de menor perimetro inscrito
no AABC.

H Matematica




Capitulo 6

Exercicios complementares

Pontos notaveis no triangulo retingulo

BB Unirio Na figura, o tridngulo ABD & equilatero, e seu lado
mede 3 metros; H € o ortocentro, sendo que os pontos F ¢ G sdo os
pontos médios dos lados AD e BD, respectivamente.

E D C

A B

Quantos rolos de fita adesiva serdo necessarios, no minimo,
para cobrir todos os segmentos da figura, se cada rolo possui
| metro de fita?

18 24
20 26
22

BB UFPE Scja r o raio, em cm, da circunferéncia inscrita
em um tridngulo retingulo com catetos medindo 6 cm e 8 cm,
quanto vale 24r?

n Calcule o raio do circulo inscrito em um triangulo retan-
gulo de catetos b e ¢ e hipotenusa a.

n_ Na figura, D ¢ o ponto médio do lado ABe DE ¢ paralelo
a BC. Sendo AC =54 ¢cm, calcule GB.

A

C B

n A hipotenusa de um tridngulo retangulo mede 20 cm ¢

um dos angulos 20°.

a) Calcule a mediana relativa a hipotenusa.

b) Qual a medida do dngulo formado por essa mediana e pela
bissetriz do angulo reto?

Ortocentro

n Sendo H o ortocentro do AABC ¢ BHC = 40°, determine A.

H ¢ o ortocentro de um triangulo isosceles ABC de base
BC e BHC = 40° determine os angulos do tridngulo.

n Considere um triangulo ABC. Une-se o ponto médio M
do lado BC aos pés D e E das alturas BD e CE. Classifique o
AMDE.

Pontos notaveis no triangulo equilatero

BB PUC-Rio Scja ABC um tridngulo equilatero de lado lem
em que O ¢ o ponto de encontro das alturas, quanto mede o
scgmento AO ?

BN UFPE Na figura a seguir, o tridngulo ABC ¢ equiltero
com lados de comprimento 2 cm. Os trés circulos C|, C,, e C,
tém raios de mesmo comprimento iguais a 1 cm e seus centros
sio os vertices do triangulo ABC. Seja r = 0, o raio do circulo
C, interior ao triagngulo ABC e simultaneamente tangente aos
circulos C,, C, ¢ C;, calcule 9(1 + r).

BEB Unicamp Tiés canos de forma cilindrica e de mesmo raio
r, dispostos como indica a figura adiante, devem ser colocados
dentro de outro cano cilindrico de raio R, de modo que fiquem
presos sem folga. Expresse o valor de R em termos de r para
que isso seja possivel.




BEFB PUC-MG Na figura, o tridngulo ABC ¢ equildtero ¢ esta

circunscrito ao circulo de centro O e raio 2 ecm. AD ¢ altura do
rangulo.

B D c

Sendo E ponto de tangéncia, a medida de AE, em centimetros, ¢:

2.3
245
3
5

J26

Problemas gerais

m No paralelogramo ABCD, M ¢ ponto médio de DC. Se
AE= a, calcule EC.
A B

D M C

m Emum triangulo ABC, os angulos A ¢ B medem, respec-
tivamente, 86 ¢ 34°. Determine o dngulo agudo formado pela
mediatriz relativa ao lado BC e pela bissetriz do angulo C.

m Em um tridangulo ABC, a reta r que passa pelo baricentro
e 0 incentro ¢ paralela ao lado BC do triangulo. Demonstrar que
os lados do tridangulo formam uma progressio aritmética.

m Descreva a posi¢ao dos pontos notaveis de um triangulo
em funcdo da natureza do triangulo.

O quadrado ABCD da figura a seguir possui lado me-
dindo a. Sgja E o ponto médio de AB, determine a medida do
scgmento FG.

D c

m O tridngulo acutingulo ABC possui lados medindo
AB=c¢, BC=ae AC=b. Seja H o seu ortocentro ¢ CH, = d,
determine a medida de CH .

A
HE H\
Cc H B

m Considere o tridangulo isosceles da figura a seguir com lados
AB=AC=3a BC=bealtura AH=c. Seja O o circuncentro el 0
incentro do triangulo, determine a distincia entre O e | em fungio
dea,bec.

A




Gabarito

Frente 1

Teoria elementar dos conjuntos

Revisando
1. a) U e) {f)
b) f{a; ¢ e} fi befal
c) b} a) U
d) fbid;f}
2. VEVIFEFEFRFEEREVV
3. FBVIVIVVIVIE RV
4. 155 aglunos.
5.
B
Ey :
-8 - --]----
14
1o 1 2 3 4 5 A
-1

Exercicios propostos

1. a) € d] o
b = e Kxz7
c)
2 C 3 D 4. C 5
6 AUB={1;2;357,8;9)
A~ B={3;8)
A-C={3,57}

(AwB)nC={2;8)
(A~B~C)={8)
7. {7:8;9)
9. {0;1;-2;3;4;5)
10. (3; (1)
11. C 13. D
12. C 14. 230
19.

8. {2)

15. 182 17.
16. 71 18.

Ax B
¥
=12 L 21(1:2)
R o S

i
[} ii ®
1

i-15-2)

R

2152

21. A={1}
B=1{0;1;2}

22. B 2. D 26.
23. E 25. D 7.
2B. a) (e RlI-2zx<d)

-2 4
— WAAAAMAAAANANO—————

bifxe RI1=x<3}
1

B
D

3
———— WA ————

c) &

D

B
E

29. A,
-
TR

a z B

30. C

3
2

3. a) ——awwwaaaw
2

88

a) 315

b) 75

c) 235

d 135

34. a) 48 caixas.
b) 38 caixas.
c) B6 caixas.

3B C ar.

36. B 38.

B 39. 50
D

Textos complementares

1. EBVIVV VY

2 A

3 E

4 g
v iv v v F F
v iv F| v F F
VI F v v F F
Flv v| v F F
V| F F| v | F F
Flv F| v F F
FlF v| F v v
FIF|F] F v F
b
v vV v v
v ooV F v F
v | Fo v F v
F VooV F v
v F F F v
F v F F v
F F ooV F v
F|F F F v
c)
v v v o F v v
v v F F v F
V| F v| F F v
Flv v| v v v
vV F F | F F v
Flv F| v v F
FlF v | v v v
FI|F F| v v F

Exercicios complementares
A

2,{0}, {5}, (10}, {0,5}, {010}, {5.10}, {0,5,10}
D

Z ={5)

FV:FFFEVVV

A

a) {-1;2;1} e) {2}

b) {3} 1)
c) {0} g +1:0;1;2,3}
d) 2:3} hy {=1;1}
{a; c}

a) {0,1,2,3)

b) {8,9,10,11,12)

¢ &

NouswRs

© @

8,9,10,11,12)

10. A

11. a) {0,5,7,9,10,90)
b) {0,5,7,9,10,90)
¢ {5,7.9, 10,90}

d) {7.8,9,10}
12. A 13. B 14. 21
15.
A B
a) .
4 2 7
& B
3
=] 10
b) A
C
& a9
234
16. D
17. B
18. ViV VL F
18. C
20 FF RV
2. a) {1,6,5 4}w{1,7,2 6}=
={1,2,4,5 6,7}
b) {2,9,10}w {4, 5,90, 7}=
={2,4,5,7, 9,10, 90}
2. B
2. C
2. F.FFFF
25. a)
¢ B
A
b) C B
A |
A
c) C B
/ F
A

Matematica WA




Gabarito

gy

.

88

SRS

B
A

) C B
A

f) C B
7

9) © B

%E

A

g P={34,57;0={1,237;R={25,67}
by (P~Q)—-R={3}

c) (PunR={2,5 7}

d) (PwR)I-P={2, 6}

el I@nR)wP={234,5 7]

B 28. B 29. D
a) 180 ) 130
b) 70 4 370
&) 1110 21 20y (2 ~1:(2
by 4
c) 4
A
AxB=(1, 2):(1,8):(2 =) (2 8);
3 3 3
4, 5 ) (-4.8)

AxA=(1,1000, 20, -4):02,1);
(2, 2); (2, —4); (-4, 1) (-4, 2); (-4, )
D 35. E 36. A

a) (AuB)-B=(AuB)nB=

(BAB)u(BrA)=2u(ANB)=
AnB=A-B

b) A-(BuC)=An(BUC)=
An(BAC)=(AnA)n(BNT)=
(AnB)~(ANT)=(A-B)n(A-C)

¢l (AnB)-C=(AnB)~C=
{Aﬁﬁ}ﬂ{ﬁﬁﬁ}:
{AﬂE}ﬁ{BnE}:
(A-C)n(B-C)

d) {A—B)=AHE=EUE=EUB

as.
39.

41.

S

47.
51.
52.
53.
54.

55.
56.

e) (AUB)—(AnB)=
{AuB}ﬂW:
{AuB}ﬂ{EﬁE}:

[{A UB}HE]U[{AUB}H E];
[{E."‘IB}U{EF‘I A}]u

[{Eﬂ B}U{EHA}] =
[{Enﬁ}uﬁ]u[ﬁu{huﬁ}]:
{EHB}U{A uE]:
(B-A)u(A-B)

) AU(B-A)=Au(BnA|=
(AUB)n(AUA)=(AUB)N(B)=
AUB=B(pois AcB)

Demonstracio
a) A
b) [-t0]w]3:8]
c) B
a) }3.0]
by [7,10]
a) 10%
h) &7%
a) {8,9,10 ..}
by {0,1,2,3,4,56,7,8,9,10}
c) {5,6,7,8910 11}
d) {1,2,3, 4,5}
A={1,3}
B ={4, 8, 186}
A
P T

SciTuP)
B 48. C 50. E
A 49. B

21

C

E

a) M, QR R, QR E
b) Z,0

c) N, Q2 R Q"R

E 57.

D 58.

E 59. D 61. E
D 60. D

Revisando

1.

4.

Afungao f é bijetora; logo, & imersivel.
Assim, T1:[0;6] = [1; 1]ex=3y+3 .
 x-3 x—3

—_—= -1 =
73 vel (x) 3

foglx) = goffx); ¥ x e R - fgp)) = alfx));

Woxe R

2o +1=afi)+b - 2ax+b)+1=a2e+1)+b
s2am+2b+1=2ax+a+b=a-b=1
Tomando como exemplo a=3eb =2, tem-se
gix) =3x + 2.

Assim, fog(x) =flg(x)) — 2g(=) +1 =

=23+ 2)+1 =62+ 5

gof(=) = gifp)) = (=) + 2=3(2x + 1) + 2=6x+ 5
f & hijetora, g € bijetora e h ndo & sobrejetora.
a=-2,b=1ec=?2

Exercicios propostos

1.
2

BREIS

PN @ m=m

—
—

21.

{6;9;12)
A

m

=
o
Il
N
+
=2
C
@T=
—t
C
w

C 18. C 20. A 22. D
A 19. B 21. B 23. A
3a-b=3

WV F W,

A 27. C 28. C

xercicios complementares

Cc 2 C 3 E 4. D
&

unidades de drea.
1
= - =—9
x ] ' 1'.r

72 e 60
E 9 C 10. A

. a F=895

b) C=160

. C 14. D 16. C

B 15. E

a) bg(x)=Hgix) =g’x) +2=
=|:x—3’]2+2=12—ﬁx+11

b i) = ) = 9 - 3 = % + 2 - 3
=x -1

c) fofix) =fifix)) = Pix) +2 =
= +2P+2 =+ 4%+ B

d) gogix)=glgx)) =gix)-3=x-3-3=x-§6

gofix) = gifix)) = 4f(x) + 3 = 41 — x) + 3

zd—dn+3=—4x + 7

holgiflx))) = 2gif(x)) —5=2(-4x+7) —5=—8x + 9

oaix) = B—Px+2 o flgix)) = E—Px 42

.‘.2g|:x]+?:f—21+2
x* 5

@ _ay _E . = _,_ 2
2g(x)=x"-2x -5 . gx) > X >




23.

24,

25.
27.

28.
29,

33.

34.
35.
41.

£E88

21

fogix) = 2x° — 4x + 3 ~fjg(x)) = 2¢° —4x + 3 -
sfign—11=2x" —dx + 3
x—1=tef(j=2x"—4x +3

Como x= t;—1 ,lemos

2
f(t) = z[ﬂ] —4[ﬂ]+ 3=
2 2

2
=2.@—2{t+1}+3

£ +2t+1 12 3
afiljs————-2-2+3=——-1+=
it) > 5
x® a
Assim: flx)=——-x+=
m: 1) =5 -x+3
- 1
FER-{1} s R-{2}ex=2L"" -
(- R-{2)ex= 111
LRy —2=y+1 wy—y=2x+1 o
LYix—1)=2x+1

=2t sl f"|[3'c:|—23'{+1
Y= 1B T ox-1
x+1+1
fix)]+1  w_o
fofix) =f[f(x) )= = =
x—2
_ ox+1+x-2  2x-1
T Xx+1-2(x-2) —x+5
D 26. C
a) 180 gramas
b) 295 gramas
B 30. B 32 E
B 3. E
3 12 (15-24) a
g ———m=s——=——=-0,9
j 2 5 10 10 !
b) ¥
4 {--
|
|
i
i
1 X
B 36. B 38 D 40. B
B 7. D 39 B
a mzZem=z#z—2em=0
by m=-2
c) m=2
C
60
Fazendo a andlise de sinal da fung¢éo, temos:
—
-1 0 1 2 X

A fungéo fix — 2) desloca o gréfico 2 unidades
para a direita, observe o esbogo da nova fungéo:

[\ -/
S A

f(—xj=~f2*"‘f -1 =J2"2 -1=1f(x), ou seja,
x & —x s80 elementos distintos do dominio e
fi—x) = f(x), logo ela ndo pode ser injetora.

1 1
]—:mx] =z

Fazendo x—>1 Ef(—
X X

obtém-se o sistema:

(x) —Bf(1]=x2 —4f(x) +ﬁf(1]—axﬂ
X _ ¥ @-

1 -1 1) -3
3 -21{y =75 ore0-ei( ()= 2
3 2 3
- 5f(x) = -2x° -7 )=

47.

48.

?_{Ex+3;x22 {y=2x+3;x22ey2‘f_

3x+1;x{2:'

X=2y+3yvz2exz=T
- y+3 ¥ _

{x=3y+t1.rq2e K=

x=1
x=5

(1) + 2f(5) =1 {
i(5)+26(1)=5
) {2f|[5]+f|[1] -1

—~21(5) - 4i(1) = —10
—3i{1)=-9 .
i) =3

y=3x+tx<2ey<7?

x;a;xg?

ix)=

20(5) + (1) =1
f(5) + 2f(1) =5

fog(x) = f(g(x)) ={92("3-49+3:g 22_

29-3
fex+ 3P -4(2x +3) + 3,
Tloex+3) -3 ox+3<2

4%% + 4x: xz—%

4x+3; x{—l
2
gof(x) =2f(x)+ 3=
le(ex-3)+3 x<2

C|ex®-sx+9 x=2
A -3 %<2

g=2

2x+F=z2

_la{x2—4x+3}+3; xz2

Revisando
161 17
1. H o — —=10
a6 18
—-155
2 _—
238
2(x-9
3 =|—
3[x+?
4 a+c=17
B a<0c=0ebel
& f' :|:—1;+m [—; R-e i'x)=—vx+1

Exercicios propostos

1.

2
a

1.
12.
13.
14.

a V={3-2
by V={-50}
B 4. D 6. C
D 5 A
2
melk— {5}

7 27
rn_z a D 10. e
D
a=258
50 u
a) 1 segundo
by 0,75 metro

Gabarito

15. A
16. &) Areceita por sessio é de RS 12.000,00
b) O prego a ser cobrado é de RE 50,00.
17. &) 220 b) 10=x=<20
1
18. B
Como a fungao que define a drea corresponde a
uma pardbola com a concavidade voltada para
baixo, ela ndo apresenta valor minimea
19. A 21. 93 23. A
20. C 2. D 24. C
25. a) P(7,24)
b) x<5x=1
26. x<—doux=-2
27. V={xe Rlxz=3)}
28. A 29. E 30. B 3. D
32 B w8 e [ {=3])
3. E 35. 28 ar. 10
34. 56 3. B
Exercicios complementares
11
1. a) V=i=.-
) v-{3}
by {8-.39, 8+ JE}
¢) v={2,E
4
) (6-+48) (6+a8)
) 2 ! 2
-13
g V=i——
) ve{5)
2. a) S={4,-1}
b) S={(4.-4).(-1.6)}
3. B 58 C
4, x=4
6. a) t<d h) t=4 €] t=4
7. B
B aP3=0vkeR
b) {kelekﬁd-—Eu"g ou k24+2,.'§}
9. m=-B=y=x-8x+16
¥
6l
4 1
m=4=y=x2—4u+4
¥
/s
2 X
7 1589
10. a) — ¢ —
) 5 ) 25
-11 -7
by — dy —
) 5 ] 11
11. B 14. B 17. E 20. E
12. A 15. C 18. A 21. D
2 16. C 19. A
13. a +4
a
22. VW RV F 23. 10
24. a) O lucro é nulo para 100 pecas ou para 500
peECas.
b) Olucro & negativo para0<x<100e 500 <x
< 600.

¢) Devem ser vendidas 150 ou 450 pegas.

Matematica




Gabarito

25. C

26. (0;8B)

2r. B

28, a)ly=4x—-8 bly=—"+2x ¢)x=-1
29. D 32 C 3B C 38. A
30. A 33 A 36. C 3. C
3. A 34. 62 3D

40. a) 25 e amulheré levemente obhesa.

b) h=168m.

1
4. d=|=— 90.000 -
a) [154:] x V)
b} 600 km
42, 82,8
43 FEVV.ERV
4. C
45 a) a=-1,b=5ec=6
b) O grafico da fungio obtida no item a esta
esquematizado no grafico adiante:
¥ _[5 48
| S ""(2' 4]
|
1 i
I
|
i
I
1 |
i
I
| .
-1 5 &
2
46. m=-3
47. bb'=2{ca'+c'a)
48. D
49. Todos possuem 1 ponto em comum no eixo do
x, & raiz (1;0).
50. E 51. D 52. B
53. fé periddica de periodo 2a.
54. a) r:l=—2,h|=_—1eg=_—1
4 16
by 1e V2
55. D
56. A
57. me]—a—1[U]0;2]
58. B
59. a<[-3; 3]
60. B
4 Fungéo exponencial
Revisando
1. a) ;—r b) &" c) 4
2 1
3 Y
2
1=
2 :
1 X
4 5={1}
5 S=les1[U]2; 40

xercicios propostos

1. S={4}
2 E
3 x=2,y=3o0ux=3 y=2
4. 03 8 A 12 A 16. D
5 C 9. E 13. A 17. B
6. A 10. C 14. D 18. A
7 B 1. E 15. C 19. C
20. a)

alx)

fl)

b) (xeRI1<x< 2)
€) 2J2 éo maior

21.
/rze*

D‘\_I. -
J

Y=g +e8+=3

AN

A fungho f(x) = &* + &* — 3 & par, ou seja,
fix) = f{—) paratodo x € . Se existe um nimero
real b tal que fib) = 0, entdo f(-b) = 0. Observa-
-8 no grafico que tais numeros reais ndo nulos
existem.
Logo: e® +e™® =3
Portanto, e® + e ¥ = (e")? + (e ™) =
= (" + &)’ - 3" - 3% =
=&+ e P —3fe e+ 6™ =
=3-3(1).3=18

22. C

Exercicios complementares

1. x=7

2 x=2

3. a) S={3)
b) §={1:-3)
¢) S={3}

d) §={0)
e) S={3)

10. 5={1:2)

o0 s

7. D
8 A
9. S={-5:3)

gn W e

12. 2'° .{1+25}

13. B
14, K=2.048;a=4 min
15. E
16. A
17. A
18. a) S=]0+4= |
b) S=]- -] 7+
¢) S=]2+4m|
d) S=]-11]
e) S=]3i+x|

8
o}

3. E

-1
g on=5efi=—
) B a0

8

b) 360

a a=120eb=-In2
b) x=3

D

[1—21__;]“{0}

VvV vV

D 3. D 39. E 40. E
g x=0oux=-1

b) =12<«m=0

C

248 & £ 8

SRS

\na
\

-y

. me1;1]

. Mamos analisar trés casos para provarmos o
shsurdo:
a=b 1=1

a=hb

44,
45.
46
47

ghsurda

oo




Frente 2

Conjuntos numéricos

Revisando

13
9
281
‘80
40.501
500

1
4, —-=
2

1.

2.

3.

Exercicios _?rapasias
1. 372

2. a 04
b) 05
o 22
3 a Y3<¥2<5

by ¥5<3<940
4 b 6 Ua 8 C

5. 5ahb 7. 125 9. E
10. B<D<Cc A

d) 3%z
&) 1042

11. D
12. 25
13. ¥3-44
14. A<B=C

23 30 i
15. > i7. 377 14. 15
16. % 18. A 20. E

Exercicios complementares

1. & 1 by —1 c) zero
2 a) 2
b) 11ava
¢ 93
d) zero
3 a 9
1
b S
j 2mn
c) 14
d) 6
4, -8
5. 06E66...
6 C 9. B8 12. B
7. E 10. C 13. D
8 C 11. A 14. B
15. _2—{2|:+1]
16. 15
17. a) Ja+b=+x+y .
ca+tyb=x+2/xy+y o
.-.a+-.."E=|[x+1.r:|+,.'4xy
yjrty=4a »dx(a—x)=b .
4){':|l'=b
sdax—4xZ=b - 4x® —dax +b =0
x_4a:|:~;'1ﬁaz—4.4b_
2.4
_4atdyfa’-b_atya®-b
- 8 - 2

Para reduzirmos o radieal duplo parma um radical
simples, x n&o pode ter um radical; assim, 8- b

tern de ser quadrado perfeito.
b) Fazendo va® —b =¢, temos x =a_§c
a+c a-c
X= r'f:

2 2
Portanto, va+vb = fa_; + Ila_;

18. 2 (dica: igualar a expresséio a ® e elevar ao
cuadrado os dois lados)

19. D

20. D

0 Conceitos preliminares
da teoria dos nimeros

Revisando

Devemos acrescentar 4.
Cemonstragao

18

238 + 476 + 714 + 952 = 2,380
4

;s

Exercicios propostos

1 2

2 a=3eb=0oua=7eb=5
a D 4. 154

5 Apossui 44 e B 35 divisores.
B 12 44 45; £8; +10; £20; +40
T 4 B A

9 HMeldd;48e120;72e 96
10. 168 cm

11. A

12. C

13. Resto=3

14. 15

Exercicios complementares
1. &b;cfzern
d e 2
E 3 A 4. A 5 144
7 valores inteiros e positivos paran: 0, 1, 2, 4, 7,
10e16
T 3+(-1)+2=4
8 [Cemonstracao
9. Dica: substituir b por 2k + 1.
10. 30
11. Cemonstracao
12. &) x
b) b-2
¢ x—-1
d a+2
13. a) 48:8y%?
b) (a—b) (a +b)
e) afx—17. (x+1)
d) 2 +17. (x=1). (2% +1)
14. 36e4dB,12e144,24 72
15. 235
16. 87
17. MDC =294
18. 98
19. x=9.461
A 21. 246 22. 6 23. 6
syestdentre 0 e x
Mao existern.
10
B
| & Il s0 verdadeiras.
D 30. E
Demonstracio
a-5al+da=ala’ -5+ =alEl -4 (Ef-1)=
zafa-2)a+2)ja-1)a+1)=(a-2)(a-1)=
=ala+1)la+2)
Temos o produto de 5 nimeros inteiros consecu-
tivos, logo & miltiplo de 5.
Temos o produto de 4 ndmeros inteiros consecu-
tivos, logo @ miltiplo de 4.
Analogamente para 3 e 2. Assim, a expressio é
dvisivelpor5.4.3.2=120.
34, (-1)=(a—1)(@a+1)
anao é divisivel por 2
a=2k+1; ke &
anao é divisivel por 3
a=3k+1;3k'+2; k'e &

o P

31. zero

BRBBNBERES

Gabarito

Assim:

@ - 1) =(a—- 1) (a+ 1) = 2k(Zk + 2) =
=4kik + 1) divisivel por B

@ 1) =(a—-1) (a+1) =3K3 +2) =
= (3K + 1) (3K' + 3) divisivel por 3

Temos que a expressao é divisivel por 24,

35. me{34; 27,250, 7,9}

36. 12 paginas

37. ab-ba=9a-b)= miliplo de 9.
38 E

Revisando

1. a) Z—duy+ 47
b 1—2x+ 35— 268 4+
2. a) [a"-6a+13).(a°+6a+13)
by (& + b —ab). (& +E+ab). (&2-bZ+1)
e) (2 + 2y - 2xy) . (2 + 2y + 2uy)
dl (a—-1).(a+1).(a—-5)
g) (a—1). (& +a+1). (a%+1)
f) x—yP x+y). 02+
g) (@ +a6+3). (B®-al6+3)
hy (a®+1). (@® +av3+1) . (a® —aV3 + 1)
3. a8 (+x+287. (1 +x—2¥9)
by (x—y) . (X +y) . (x24T
4. &) (+6).(x+2)
b) (x+2a). (x+a)
5 2 6 a-3a 7. 331

Exercicios propostos
1. a) xy(y-x)
b} (Bz—-3). (x—¥y)
c] la—-b). Bb—3c)— (a—y). (2b-3c)
d) (210, (x4 1)
2. a) la+b+c).la+b-2g)
b) (a+b+1).(a+b-1)
¢) (288 +a—1).(2a°—a +1)
dl ix+12. (x—1)
3 -2k +2)x+1)
4. —duy
5 2ux+3). (x+2)
8 41

25
108
T125
8 025
9. A7 4y a3
10. x-2
1. a—-hb
1
2. —
13. 1
14. 2ab(3b —a)
15. C
17 +842
16. -
17. % +3++3x
18. V2 -1
19. +2(x-2)
20. B

25
2. —
4

Exercicios complementares
1. &) Eeyd). -y (x+y)

b) la+b+c).la+b-xg)

¢) (2a-7b™. (2a+7h™

d) (4x—=1).(F—2x)
2. &) 3x-vyPF

b) (i—y—6).(x—y+4)

c) la+h).(b-c)

dl (x—1). (x*—x2—8)

e) Pa—-3b+5).(2a-3b-5)
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fil Dica:2w®+5x—3=2" +Bu—n—3
Resposta: (2x—1). (% +3)

gl (@ — vy (O )

hy (1-y).(x-y-1)

[c—a+h).ic+a-b).@+b+c). (a+b-c)

4x

ZEO

(a+h).(c—a).(b+g)

(x + 2y) fxﬂ + Xy +1,r2‘]

(a-c).{c=h).a-h)

(a+b).(a+c).b+c)

10. {a+2).(a+8) [a* +Ba+10)

11.

{a‘+1+a:|.{a=+1—a:|.{a”+1—au'§:|.{a”+1+au'§:|

CENO;m e

12. Demonstracao
13. a) (x—2). [x®+2x +4)
b &—y].(x+y].ff+xy+ﬁ.ff—:q.wﬁ
e 9m+1). (mE+ m+1)
d) (@ +1). [a® —am+ 1)
14. zero
15. daxibx—1). (bx+ 1)
a+b+ec
16.
a-b+e
17. 2% 18. D 19. D
21. a) (d+1+a).(@°+1-a)
Bl (1 +x=y).(1=%x+y)
ol bty + 1) ey -1 (x—y+3). x-y-3)
d) [a—-2b-2c).(a—-2h+2c)
e) [ab-1).(ab+1—-a-h)
fi (+y—2). (x—y+z+1)
gl () (—y+1). (x—y—1)
by fa+1).(a%+1+a).(a®+1—a)

20. 4

-32

z(x—y)

Demonstragéo

(X 4+ y+2). (42 + 22 —xy— xz—yz)
B 28. C

A expresséo vale 4.

BNBREBR

Problemas de 1° e 2° graus

Revisando

1. Diofonte viveu B4 anos.
2 18 minutos

3 1z

Exercicios propostos

1 48 2 10 i 16 4. 14h24
5 Bnotasde R$ 500e 13 notas de R% 1,00
6B A=25anose B=10anos
7. 98
8 R$720,00
9 a) 160g

by 295¢g
10. a) R$1,60

by 50;120 e 130 meloes
11. R$ 414 .30
12. R$ 6.000,00
12. D 15. 2ousb 17. Oou s
14. C 16. 14

1

18. 3ou 3
18. 8O 21. 54he27h 23. C
20. Sanos 22. 2fes
24. 3h16min 21%5
25. 400 mL
26. 85
27. Jodotem 7 discos e José, 5 discos.
28. 18 30. E
29. D

22 2 Matematica

Exercicios complementares

Nome w M=

= ©®

449,

50.
51.
52.
59.
60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.
67.

Porcentagem

17 galinhas e 4 carneiros.
15 e 25, respectivamente.
Jodo nunca tera % da idade de Pedro.

O pai tem 44 anos e o filho, 22 anos.
1.225

. D

. 35

R 200,00
25
4
Pedro RS 30.000,00 e Jo&o RS 42000,00.
a7
by R% 8,00
. R%302,00; R%1.208,00; R% 594,00 e R% 614,00
40 13. B 14. B 15. Ganos
. a) dminutos
b) 3 gatos
79
. R% 200.000,00
C 21. B 2. D
15e16
4eh
3
5
30
. 10 anos
. 3;5e7
12 dias e 20 km
. 10e9 km/h
. 6 km'h
. 24 kmth
12 e R% 150,00
. 5 37. Bed 3. 5 M. A
. 5ez 38 de7 40. A

1* tarneira enche em 37 mine 30 se a 2 em
25 min.

4 45. 30e 6 47. 5 km/h
720 46. 30 min 48. 12 km/h
Ah54min 321315

300 53 48m® 56. 20

06 54. 36 57. 20

32 55. 369 58. A
14 altas e magras, 3 baixas e magras

1% de janeiro
22e24
T5%
A535 selos
26 metros; 31 horas
133
G0
C 66. A 70. B
E 69. 1.806

Revisando

1.
2.
3

50 homens.
6 kg de cobre. 5.
RE 120,00 6.

4. RS$ 100,00
27 1%
33,1%

Exercicios propostos

N e eswN

= o
o

a8

33

& 17.600
E

A

10

3 "9

C

s50L
FY:F VW
C

b) 55.000

1. EV;V
12. D 13. C 14. B
15. 56 reais
6
16. C
17. 100[(1,1)"% - 1]%
18. C
19. R$ 180,00
20. F$ 100.000,00
21. B

22. a) R%46.137,00
23. 12% ao ano

24. R§ 72.000,00
25. R$150,00

28. D 20. D

by R$21.000,00

26. R$ 20,00
27. RE17,00
30. E 3. D

Exercicios complementares
45 dias
30 meses
R% 3.500,00
a) BOO +10X
b) E preferivel um aumento de 20% (de 5%
para 6%) na taxa de comissaa
c
E
R% 6.000,00
E
E mais vantajoso & vista, j4 que o preco serd
menor
10. E
1. A
12. a) Emais vantajoso & vista, ja que a aplicacio
renderd menos.
b) = = 10%, pois esse valor iguala os rendi-
mentos.
13. a 15. E
14. 3600 & 16. B
19. a) =roe R$ 150,00
b} Pararendas maioresouiguaisa R$ 3.000,00,
aaliquota serd de 27 5%. A parcela a deduzir
para a aliguota de 20% serd de R$ 250,00.
10.000
20 —=
10.000 —p'
2. R5072
2 C

B

e~ mm

17. D
18. 5%

Frente 3

Revisando
a+hb

1. —
2

a-hb

2
3 1*possibilidade: MN=20 em
2 possibilidade: MN=10 cm

2

4 AC=10em; BC=15em

Exercicios propostos
1. a) 42 b) 24

9em

4em

14

21

70 em
Demonstragan
Demonstragan
Demonstragan

RN AW
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Textos complementares Exercicios complementares Exercicios complementares
1. Temos 2 respostas paraa situagio apresentada: 1. 45° 1. Demonstragio
3 — — 2 105% 115" e 65 2. Demonstracdo
Razio 7:NA = 63 em AM =9 em e | 3 455 S ek pous<kes
MB =125"-"""- a 4 4h 51—51min & 4h 3&1—21min " E <X < %
Razio Z:NA =105 em AM == ceme | 5 g 5. (6:6:2); (6:5:3); (6:4:4) e (5:5:4)
— o3 6 45°e 60" 6. 17cm
MB=—-cm 7900 7. Demonstracio
O 8 Demonstragdo B. AMC e DMB; AMB & DMC; ABD e DCA; BDC
2 . e 9 AOC =100° COD =30° e DOB = 50°. e CAB
A M B M 10. OX e OY s80 semirretas opostas. 9 1 10. 1
- 11. S2gr,102gred46gr 1. MD=ME; AMD = AME
ﬂ=ﬂ AO+OM _AO +DN::. h+a 12. O ponto O ¢ a intersecao das mediatrizes dos
MB NB AO-OM ON-AO 12, 6= segmentos AB e CD,
—s = = 13. x=§° 13. osceles
=AD" =0M. 0N 14. 80° e 120®
3. A mzdo da divisdo harmdnica reciproca & 15. ABC e BDC; ABH e DBH; CAH e CCOH
MBE x K-1 lb—c| b+
17. Demonstracio 20. Demonstracao
4. b.b'=2(ca+ca) 18. Demaonstragio 21. Demonstragio
Revisando 19. Demonstragéo
Exercicios complementares 1. ComoxeZ,temos xe §;6;7;9; 10; 11}
2 AAEC = MADB(ALA)=EC =BD
2. 24cm;Bemed cm 4 Angulos no triangulo
3. Demonstragao
4. FFEV.FEV Exercicios propostos
5. Demonstracéo 1. 7<AC<23 Revisando
6. Existern 2 possibilidades _ 1. a) x=50*
1) Qestd entre Pe R 2 AC=12em b) x=20°ey=120°
PO=30cme QR =10¢cm 3 3Bem 2. a) x=120°
2 Restdente Pe Q 4 Mao, pois: b) x=60°
PO =60cme QR =20cm 1B-8<5<18+8 . 10<5 <26 (falso) 3. O maiordos dangulos agudos & 55°,
7. Demonstragéo 5 Pela desigualdade triangular, temos:
8. Demonstragéo a<b+c=a+a<a+b+c Exercicios propostos
9. Bemou32cm 2a<2p na<p (cgd) 1. x=30°" y=150"e z=30°
10. AB=35cmeBC =7 em & D 2. 1800
11. 36 cmou 45 emou 20 cm 7. x=50"ey=15 3. g2°
J3-1 8 Isosceles 4. Demonstragao
12. BE a EFVFEVV.FFF 5 a) x=10"ey=1860°
(a+b) 10. T,e Ts(LAL) b) x=125°
13. AB=C—— T, e T, (LAL) ¢) x=100°
(a-b) T, & Ty (LAL) d) x=72°
1, MO_MO _5 Tee Tyg(LLL) e) x=52°
MO MO 3 T,e Ty, (ALA) fil x=45"ey=60"
Tye Tz (LAAOD) 6. 3=100° 14. 36°
! 1. B 7. x=108° 15. v\, W
2 5 Demonsiacio 16, x~50:y= 90
c 9. 58° 17. Eequilatero
. 1 10. Demonstracio 18. 120°
Revisando 1. 100° 19. 70°
1. x=62° 12. 30° 20. 7o°
2. O menorangulo & 56° 13. 20° 21, 4m°
3. O angulo formado & de 135° 22. x=A+b+¢&
Exercicios propostos 23. x=90°+ %
1. 1440
2. 22MT4ET 112117437 e 202°17'43", respectiva- 24. x=4+b+é
mente. i
3. 407 60° 100* e 160° 25 x=90"- —
4. 59°,60° e 61° 2
5 x=0 AAB'C’ = ABC'B" = ACA'C"(LAL) = o |
6. 45°20° =C'A'= A'B'=B'C'= AA'B'C’ 3
7. a0 & equilatero 27. o—fi=18°
8. 54° 13. Is6sceles 28. ABC =20°
9. 18°e 60" 14. Isdsceles 29, o=238°
10. 80°-2b +a 15. Demonstragao 30. Demonstragio
11. 110*+2a-3b 16. AC=BC e OAC=0BC 3. o=90°
12. 35° 17. Demonstracio 32. C=59°
13. XOA =BOY =80° e AOB = 20° 18. Isdsceles 33. 80°
14, x=18"e y=42° 20. Demonstragao 19. 1 M. 4e5s
15. Demonsiragéo 21. 111° 35. DEC =40° e ADB =60°
16. Demonstragao 2. C 36. 20° ou 30° 40. Demonstracio
17. g° 23. 12h20 7. o+ f=130° 41. Demonstracio
18. Demonstragio 24. 13h05mIn27s 38. A=2on
19. Demonstragao 39. Demonstracao
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Exercicios complementares 23. a) 3 bjx=3;y=24:2=6 29. 13m
1.  Demonstragao 2 Demonstragio 2 MC _ﬁ
3 Oséngulos agudos valern 31° e 59° 24. C 26. B 28. E 30. D . ]
4 D 5 B 25 D 7. A 29. D 2
6 x=2(@+bjey=3a+b v 31. &) y=3(30-x)
o o 3. x=
7 o=15"ef=25 a-b b) Para x =15 metros, y = 10 metros.
a 15° 32 x=4 .
9 x=55° a 32. E
10. 100° B X=ob 33 2abc
1. a) 30° 34. 21 6cm 36 B " ab+ac+be
b) Sendo g a medida, em graus de um dos 35. 9m 37. 2.5km
dngulos formados pelas bissetrizes CE e
DE dos &ngulos a e b, no tridngulo ECD, de Exercicios complementares H
acordo com o teorema do dngulo externo, 1. 4,08
-3 2. A Revisando
a b a+b 3 A
q=§+§=”‘=[T]¢’ 4 24 1. x=5y=Bez=5
180* 5. ﬂl] 2 A=4GD'B=EBDEC=BDD
Q=——<9 =90° 3 Demonstragio
at+b+c
CED & angulo reta 4 3
12. D
13. 180° Exercicios propostos
14 x= 2 1. x=4ey=6
2 2 B
15. Demonstragao 19. Demonstragao 3
16. 55° e 35° 20. 15%; 65" e 100° 9a—2h
17. Demonstragao 21. Demonstragao 3 6
18. Demonstragao 22, Demonstragao
23. a) A+B=120°eC+D =240° a 208
b) JM=1edN=1 33 3
c) MM =60° 5 D
b2 6 VVVVRRF
A =T 7. &) equilstero e) obtusangulo
25, x=236" 27. 75" 29, x=10" 3. 30° b) eguilatero fi retdngulo
26. 360° 28. 45° 30. o=30° c) retdngulo gl acutdngulo
. d) dbtuséngulo
14. 6em; B em 18. 30 cm B x+y 9. T 10. 41
9. 2 Exercicios complementares
Revisando E'ac ab 1. E 2. 4
20, ——; —— 3 r= b +¢-a
1. MN=12em, NP =20 cme PO =28 em. a+b a+b 2
2 Operimetro & igual a 44 em. 21. Demonstragio 4 18em
3 60meBOm. 22, AE=12emeBE =8em 5 a AM=10cm b) 259
4  Operimetro & de 32 cm. 23 Ecm 6 140¢
R 7. 20° 20%e 14
Exercicios propostos 2a(243 - 1) 8 Isdsceles
1. x=9 24, CG = —1 @
2 As medidas dos segmentos sdo Bem e 2 em. q AOD= om
3 AB'=26cm;B'C'=389cm;C'D'= 6,5cm. 25. a) 23 u 4rea 3
4 D b) 643 u comprimento 10. 12
5 A, M 26. a) O &ngulo PMA & congruente ao angulo QMB (23 +3)
10 B/ \ M 20 (OPV). O dngulo A € congruente ao dngulo B 1. =3
retos).
25 c/ \F‘Eﬂ retos) 1 12. A
AM = MB = > Pelo postulade ALA — APAM 13 ECc= 2
& congruente ao AQBNM. 14. &0°
MN = 20 Como o segmento MM & paralelo ao 15. Demonstragao
NP =50 segmento AD e o segmento AD & per- 16. Oincentra e o baricentro de um tridngulo qual-
6 6 16;18 pendicular ao plano, contendo os pontos A, quer estdo localizados no seu interior. O orto-
¥ 15cme 20 em P Me Q conclui-se que o segmento MM centro no trigngulo retangulo é o vértice de seu
a g & perpendicular ao segmente PQ Como dngulo reto. Mo caso do tridngulo obtusangulo,
3 PM = MQ, MN & a mediatriz do segmento de sera exterior ao tridngulo. O circuncentro no
9  12em PQ, do qual PN = ON, ou seja, o tridngulo fridngulo ret&ngulq:lué o ponto médio da hipotenu-
10. 5em PON & isésceles. sa r\!n caso 1I:!n trﬁnguln.nl:ltus.ﬁnguln, ele sera
11. 96¢cm exterior. Mo tridngulo equildters, todos os pontos
12. a) 5 by 36 b) ﬁ rotaveis serfo coincidentes.
13. x=3;y=12
14, x=14;y=8 27. a) 3=M 17. %
15. As medidas dos |lados do tridngulo s8o0 27 cm; 2
33cme 45 cm. b) Pelo teorema dos cossenos, lemos:; 18. E
16. D 20. A 2=12412-2.1.1. cos36°, substituindo o a
2
1; E 2 g valor de £do item a, emos: €536 =$. 19. Ol= Eiafb —%‘
19. D 28. D




