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Introducgao

Nessa aula iniciaremos o estudo das fungdes. Estudaremos conceitos de relacdes, par
ordenado, produto cartesiano, fungdes e suas classificagdes, fungcdao composta e inversa.

Esse assunto costuma cair bastante nas provas. Ela serd dividida em varias aulas para
conseguirmos abordar todas as fun¢des relevantes para a prova.

E muito importante que vocé entenda cada conceito e resolva muitos exercicios para fixacdo,
elas o ajudarao a resolver os exercicios da sua prova!

Se vocé for um aluno com boa base nesse assunto, va direto para a lista de questdes e caso
tenha alguma duvida entre em contato conosco através do férum de duvidas do Estratégia ou se
preferir:
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1. Relagoes

Antes de iniciarmos nosso estudo de fungdes, vamos estudar Relagdes. Esse assunto sera
importante para fundamentar nosso entendimento sobre fungdes. Entao, vamos 13!

1.1. Par Ordenado

Na Matematica, temos situagdes onde a ordem dos elementos é importante para definir a
solugao de um problema. Por exemplo:

Encontrar x, y € R que satisfaga as equacgdes:

x+y=1
{x —y=1
Ao resolver essas equagdes, encontramos x =1 e y =0 como solugdo. Entdo, se
representdssemos essa solu¢do usando conjuntos, dirilamos que {1,0} é solucdo do sistema. Mas,
vejaque {1,0} = {0,1}, entdo x = 0 e y = 1 também seria solu¢do do sistema acima. Sabemos que
isso nao é verdade. Por isso, usamos o conceito de par ordenado para solucionar esse problema.

Nesse caso, usando o conceito de par ordenado para definir a solugao, escrevemos:

(x,y) =(1,0)

Para definir um par ordenado, usamos os parénteses "( )" no lugar das chaves "{ }".Como a
ordem dos elementos importa, temos:

(1,0) = (0,1)
1.1.1. Definigao

A definicdo de par ordenado, segundo o matematico Kuratowski, é dada por:
(x,y) = {{x}, {x, ¥}}

Podemos usar essa definicdo para representar mais variaveis:

(e, y,2) = {{x}, {x, ¥}, {x, y, 23}

Nesse caso, chamamos (x, y, z) de tripla ordenada.

(X1, X9, 0y X)) = {{xl}, {x1, %5}, oo, {21, X5, ...,xn}}

(x4, x5, ..., X,) € dita de n-upla ordenada.

1.1.2. Teorema

(a,b) =(c,d) @a=ceb=d

Demonstragao:
Usando a definicdo de Kuratowski, temos:
(a,b) = (c,d)
{{a}, {a,b}} = {{c}, {c, d}}
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Pela igualdade, podemos escrever:

{ {a} ={c}
{a,b} = {c,d}

ou

{{a} = {c, d}
{a, b} = {c}

Resolvendo os sistemas:
{ {a} ={c}
{a,b} = {c,d}
{a}={c}2a=c
{a,b} ={c,d}>b=djdquea=c

Nesse caso,a =ceb = d.

{{a} = {c, d}
{a,b} = {c}

{a}={c,d}2a=c=d
{a,b}={c}>a=b=c
>a=b=c=d
Nesse caso, todos os elementos sdo iguaise a = c e b = d também é valido.

Com isso, concluimos:

(a,b) =(c,d)oa=ceb=d

1.2. Produto Cartesiano

Os pares ordenados podem ser representados em um plano cartesiano ortogonal. Esse plano
foi criado pelo matematico René Descartes para mostrar alguns pontos no espa¢o. Podemos

entendé-lo como um mapa, onde as coordenadas nela representadas nos levam a algum ponto do
mapa.

O plano cartesiano é um sistema de coordenadas (x, y). A sua representacdo ¢ dada por:
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eixo das ordenadas

Yy |

» eixo das abcissas

0 x

O eixo x é chamado de eixo das abcissas (também pode ser chamado de Ox) e o eixo y é
chamado de eixo das ordenadas (ou Oy). Ambos s3ao perpendiculares entre si (possuem angulo de
90° no ponto de interseccdo). O encontro entre esses eixos é o ponto (0, 0) (ou ponto 0), esse ponto
€ chamado de origem do sistema.

Vamos representar alguns pontos nesse plano para entender melhor sua utilidade. Seja
A, B, C,D os pontos:
A(ll O)IB(_ZI 2)76(11 4)1D(_11 _2)

Para representar os pontos, adotaremos sempre o primeiro elemento do par ordenado como
elemento do eixo x e o segundo elemento como elemento do eixo y. Localizando A4, B, C, D no plano,
temos:
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A(1,0)

Agora que sabemos o que é um plano cartesiano, vamos entender o conceito de produto
cartesiano.

1.2.1. Definigao

Se A e B sdo dois conjuntos nao vazios, o produto cartesiano entre eles é representado pela
notagao:

AxB={(x,y)[xeAey € B}
A x B 1é-se "A cartesiano B".
A x B é um conjunto cujos elementos sdo pares ordenados da forma (x, y).
Exemplo:
Sejad ={2,3}eB ={0,1,2}.
1)AxB =1{(2,0),(2,1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2)}
2)BxA=1{(0,2),(0,3),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3)}

Perceba que no produto cartesiano devemos escrever todas as combinacdes possiveis entre
os elementos dos conjuntos envolvidos. Desse modo, podemos escrever a seguinte relagao:

n(Ax B) =n(4) -n(B)
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O produto cartesiano ndo se resume a apenas 2 conjuntos, podemos estendé-lo para n
conjuntos:

Ay x Ay x Az x..x Ay = {(xq, X0, X3, oo, X)Xy EA; AXy, EAy AX3 EAS AN .AX, EALY
O numero de elementos desse conjunto é dado por:
n(A; x A, x ...xA,) = n(4,) -n(4,) - ...-n(4,)
Vamos ver um exemplo de produto cartesiano com 3 conjuntos:
SejaAd ={1,2},B ={2,3},C = {3,4}.
AxBxC=1{1,2,3),(1,2,4),(1,3,3),(1,3,4),(2,2,3),(2,2,4),(2,3,3),(2,3,4)}

1.2.2. Propriedades

PI)Ax@P=0

P2) Ax B + B x A,com A # B e ndo vazios
P3)A2=AxA
P4)Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
PS)Ax(BNC)=(AxB)N(AxC(C)

Vamos demonstrar as propriedades P4 e P5:
PA)Ax (BUC) ={(x,y)lx€eAAnye (BUCO)}={(x,y)lxeAN(yeBVyE€eC)}
Aplicando a distributiva:
{(x,VIx€eANy€eEBVYyel)}={(x,y)[xeEANy€eEB)V(xe ANy E ()}
Vejaque (AxB) ={(x,y)|[(x€e ANy €eB)le(AxC) ={(x,y)|(x e ANy € ()}, entdo:
{x,MIxeAANyeB)V(xeAANYyEC)}=((AxB)U(AxC(C)
~Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)
PS)Ax(BNC) ={(x,y)|x€eAnye(BnCO)}={(x,y)IxeAN(y€BAy€EC)}
Aplicando a distributiva:
{e,MxeANyeBAyel)}={(x,y)|(xeAANyeEB)A(x e ANy € ()}
{,|xeANy€eEB)A(xeANYEC)})=((AxB)Nn(Ax(C)
~Ax(BNnC)=AxB)N(AxC)

Analisando a propriedade P3, se tomarmos A = R, temos R? = Rx R. Esse é o plano
cartesiano.

Vamos ver um exemplo de representac¢ao de produto cartesiano no plano cartesiano:

Sejad ={1,2,3}e B ={1,2}.
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AxB=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)}

Yy

4

3
(L2) (2,2) (3,2)

2 e e

fgeg
CRICRVINERY:

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 =:I:
-1
—2

Também existe outro modo de representar o produto cartesiano. Podemos usar o diagrama
de flechas, veja:

1.3. Relag¢ao Bindria

1.3.1. Definigao

Uma relagdo bindria R de A em B é dada por:

R={(x,y) € AxB|p(x,y)}

p(x,y) representa um critério de relacionamentoentre x € Aey € B.

Perceba que R é um subconjunto do conjunto A x B e seus elementos (x,y) possuem a
propriedade p(x, y). Assim, podemos afirmar R € A x B.

Para essa relagao R de A em B:
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A é o conjunto de partida da relacdo R.

B é o conjunto de chegada ou contradominio da relacdo R.

Se (a,b) € Ax B e p(a,b) é verdadeira, podemos usar a notagao:
aRbouR(a)=»b

Se (c,d) € Ax Bep(c,Ad) éfalsa:
cRdouR(c)#d

Chamamos de conjunto solu¢ao de uma relagdo o seguinte conjunto:

S ={(a,b) e Ax Blp(a,b) éV}

O conjunto S possui todos os elementos que satisfazem a propriedade da relacao.

1.3.2. Dominio e Imagem
Vamos ver o que é o dominio e a imagem de uma relagao.
Seja Rumarelagdiode AemBcomx € Aey € B.

Dominio de R é o conjunto formado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados
de R. Sua notac¢ao é dada por:

Dp={a€Al(a,y) ER}

Imagem de R é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados de R:

Img = {b € B|(x,b) € R}

Vejamos uma representacao genérica de uma relacdao R de A em B no plano cartesiano. Seja
R c AxB:

Y
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Note que Dy € AeImy C B.

1.3.3. Classificacdao das Relagdes
Seja R c A2.
1) Reflexiva
R é reflexiva em A% quando Va € 4, temos (a,a) € R
Exemplo:

Sejam A = [0, 2] e R{, R, € A? representados no plano cartesiano:

y B

/(]

UL

R, é reflexiva e R, ndo é reflexiva.

Para ser reflexiva, os elementos do conjunto devem conter a reta y = x. Apenas R, satisfaz
essa condicao.

2) Simétrica
R é simétrica em A% quando para (a, b) € R, temos (b,a) € R
Vejamos uma representacdo grafica de um R simétrico em AZ2.

Sejam A = [0,2] e R c A?:
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y=z
a /
2 /
R
0 2 o

3) Antissimétrica

R é antissimétrica em A% quando (a,b) € Re (b,a) € R,temosa = b
Vejamos uma representacdo grafica de um R antissimétrica em AZ2.
Sejam A = [0,2] e R c A?:

y“
y==
A
? /
@R
0 2 o

4) Transitiva

R é transitiva em A% quando (a,b) € Re (b,c) € R, temos (a,c) € R
Exemplo:
R={(x,y) €Z%|x—y:2}
Para (a,b) € R,temosa — b = 2k, k, € Z.
Para (b,c) € R, temos b — ¢ = 2k,, k, € Z.

Somando as duas equag¢des, obtemos:
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a—c=2(ky+ k) =2k;
= (a,c) €ER
=~ R é transitiva
Nesse exemplo, também podemos ter outras classificacdes para R. Veja:
Vae€EZa—a=0=2-0
= (a,a) ER
= R é reflexiva
Se(a,b) € R,temosa—b =2k, k€Z
Multiplicando a equagdo acima por —1:
b—a=2(-k)
Disso, concluimos que (b,a) € R.
~ R é simétrica
Das 4 classificagOes acima, podemos ter mais duas:
R é uma relagao de equivaléncia & R é reflexiva, simétrica e transitiva
R é uma relagdao de ordem < R é reflexiva, antissimétrica e transitiva
Uma relacao especifica é a relacdo identidade. Ela é dada por:

Relagdo identidade = {(x,y) € A%|x = y}

1.3.4. Relagao Inversa

Seja R € A x B, a relac3o inversa de R é denotada por R~ e definida por:

R 1'={(b,a) e BxA|(a b) € R}

A relacdo inversa R™1 é obtida invertendo-se a ordem dos pares ordenados da relacdo R.

Exemplo:

Sejam A={x €R|1 <x <2} e B={y €R|2<y<4}. Vamos representar no plano
cartesiano as relagdes R = {(x,y) € Ax B|ly = 2x} e suainversa R™1:
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0 1 2 3 4

xr

Perceba que os graficos de R e R™! s3o simétricos em relacdo areta y = x.
Se usarmos a definicdo de R ser simétrica, temos:
R é simétricase (a,b) € R, temos (b,a) € R

Mas da definicdo de inversa de R:

(a,b) e R = (b,a) ER?
Como R é simétrica, (b, a) também pertence a R:

(b,a) R = (a,b) eR?
Assim, todos os elementos de R também pertencema R~ 1.
Disso, concluimos:

R é simétrica = R = R1

1.3.5. Relagao Composta
SejaReEAxBeT€eBx(C.Sea€A,b€B,ceEC(,temos:
aRb=>R()=b
bTc=T0b) =c
Uma relagcdo composta de R com T é dada por:
R@)=beT(b)=c=> T(R(a)) =c

T(R(a)) pode ser reescrita como ToR(a), essa é a notacdo usual para representar uma
relagdo composta de R com T.

Veja a definicdo da relagdo composta:
ToR = {(a,c) € Ax C|3b € B tal que (a,b) e Re (b,c) €T}

Podemos ver a representacao das relagdes através do diagrama de flechas:
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ToR

FIQUE

ATENTO!

()

Um erro muito comum nos alunos ao ver a nomenclatura ToR de A em C é inverter a
ordem das relacdes devido a T estar escrito antes de R.

Para solucionar esse problema, devemos entender que ToR = T(R (x)). Assim,
entenderemos que x nos levard a R(x) e com R(x) encontraremos T(R(x)).

Ou, se a questao envolver diagrama de flechas, basta lembrar que na relacdo composta
as relagdes iniciam da direita a esquerda:

P
ToR

Exemplo:

Sejam os conjuntos A ={1,2,3,4,5},B ={a,b,c,d} e C = {1,2,a,b}. Encontre a relacdo
composta ToR, sendo as relagdes R e T representadas pelo diagrama abaixo:
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ToR

As informacdes representadas pelo diagrama de flechas podem ser extraidas da seguinte
maneira:

Devemos analisar os elementos indicados pelas flechas. Os elementos que possuem flechas
saindo deles serdao os primeiros elementos de um par ordenado e os elementos indicados por estas
flechas serao os segundos elementos desse par ordenado.

Para R:

Veja que o elemento 1 possui uma flecha saindo dela e esta chega em a e b. Dessa forma,
podemos escrever:

(1! a)! (1! b) E R
Analogamente para os outros elementos:

(3I C)) (SI d) E R
Assim, o conjunto R é dado por:

R = {(11 a)l (1! b)! (3) C)l (5) d)}
ParaT:
T ={(a,1),(c,2),(c,a),(d,a),(d, b)}

Para a relagao composta ToR:

ToR é uma relagdo que leva elementos do conjunto A a elementos do conjunto C. Para
encontrar quais sao os pares ordenados dessa relagao, devemos analisar o caminho que as flechas
percorrem.

O elemento 1 do conjunto A chega no elemento a do conjunto B. Esse elemento a chega no
elemento 1 do conjunto C. Entdo, o elemento 1 do conjunto A chega no elemento 1 do conjunto C.
Assim, (1,1) € ToR.
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O elemento 1 do conjunto A também chega no elemento b do conjunto B. Porém, esse b ndao
chega em nenhum elemento do conjunto C. Entao, esse caminho nao retorna nenhum elemento da
relacdo composta.

Do mesmo modo para os outros elementos:
3-5c¢c—>2=(3,2) €EToR
3-5c—>a=(3,a) EToR
5-d-oa=(5a)€ToR
5->d->b=>=(50Db)€ToR

A relagao composta é dada por:

ToR ={(1,1),(3,2),(3,a),(5,a),(5,b)}

HORADE

PRATICAR!

1. Considere arelagdo R = {(x,y) € N?|x + 2y = 12}. Determinar:
a)R

b) Dominio, imagem e R~

c) RoR

d) R"1oR

Resolugao:

a)R

Os pares ordenados sao formados por nimeros naturais. Vamos analisar a propriedade da
relagao:

x+2y =12
2y =12 —x

X
y=6-—7

O elemento y deve ser natural, entdo da propriedade acima, x deve ser multiplo de 2 para
y ndo ser fracionario. Encontrando os pares ordenados:

x=0->y=6
x=2-y=5
x=4->y=4
x=6->y=3
x=8->y=2
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x=10-y=1
x=12->y =0
x=14->y=-1¢N
Apenas os pares ordenados naturais devem ser considerados na relagao R. Portanto:
R ={(0,6),(2,5),(4,4),(6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}
b) Dominio, imagem e R™!
O dominio é dado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados de R:
Dgp=1{0,2,4,6,8,10,12}
A imagem é dada por todos os segundos elementos dos pares ordenados de R:
Im, =1{6,5,4,3,2,1,0}
Para encontrar R, devemos inverter a ordem dos pares ordenados de R:
R ={(6,0),(5,2),(4,4),(3,6),(2,8),(1,10),(0,12)}
c) RoR

Pelo diagrama de flechas:

;O R W W = o | F

RoR

De acordo com o diagrama:
12->0-> 6> (12,6) € RoR
8—->2->5=(8,5) € RoR
4 54— 4= (4,4) € RoR
0->6->3=(0,3) € RoR
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RoR = {(12,6),(8,5),(4,4),(0,3)}
d) R"oR
Sabendo que:
R = {(0,6),(2,5),(4,4),(6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}
R~ ={(6,0),(5,2),(4,4),(3,6),(2,8),(1,10), (0,12)}
O diagrama de flechas de R~1oR é dado por:

R 'oR

Analisando o diagrama, temos:

R 'oR ={(12,12),(10,10),(8,8),(6,6), (4,4),(2,2),(0,0)}
Perceba que essa relacdo composta é a relagao identidade.
Podemos encontrar a relagdo composta sem o uso do diagrama da seguinte forma:

Para R™10R, devemos analisar os elementos de R e R™!. Associamos a imagem de R com
o dominio de R™1:

R ={(0,6),(2,5),(4,4),(6,3),(8,2),(10,1),(12,0)}
R™t ={(6,0),(5,2),(4,4),(3,6),(2,8),(1,10),(0,12)}

Assim, o dominio de R™1oR sera o dominio de R com a imagem de R~ dos elementos
associados:

(0,6) = (6,0) = (0,0)
(25)-(52)=(2,2)
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(12,0) - (0,12) = (12,12)
~ R7MoR = {(0,0),(2,2),(4,4),(6,6),(8,8),(10,10), (12,12)}

Apos o estudo das RelagBes, podemos proceder com o assunto de Fungdes. Uma fungdo f
equivale a uma relacdo com algumas restricoes. Veremos nesse capitulo quais condicdes devem ser
satisfeitas para uma relacdao ser considerada funcao. Por se tratar de uma relagcdo, podemos
aproveitar as definicdes e propriedades estudadas no capitulo anterior para fundamentar o
entendimento desse tema.

2.1. Definigao

Dados dois conjuntos A e B. Uma fungdo f: A = B (fungdo de A em B) é uma relagdo bindria
que relaciona elementos do conjunto A em elementos do conjunto B.

Veja:

Esse é um exemplo que relaciona os numeros {1, 2, 3} a sua paridade {par, impar}.

A definicao formal de funcdo é dada por:

fA->BoeVxeAdyeBtalque f(x) =y

f transformax € Aemy € B.
Entdo, dessa definicdao temos que satisfazer duas condigdes para uma relagao ser fungao:

I) Todo elemento x pertencente a A deve ser relacionado a algum elemento y pertencente a

II) Um x, elemento de A, ndo pode se relacionar a mais de um y, elemento de B.
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@ ESQUEMATIZANDO

7

) Todo elemento de A se
relaciona a algum
elemento de B.

\

f:A - B éfuncao

7

II) Cada elemento de A s6
se relaciona a um unico
elemento de B.

Exemplos:

Nesse caso, as duas condicdes sdo satisfeitas. Todos os elementos de A se relacionam a todos
os elementos de B e nenhum elemento de A possui dois correspondentes em B.
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E funcao

As duas condi¢des também sdo satisfeitas nesse caso. Perceba que o fato de 4 e 5 estarem
relacionados ao mesmo elemento b nao contradiz nenhuma das duas condigGes para ser fungao.

E funcao

\

/

Todos os elementos de A se relacionam ao mesmo elemento de B. Nenhuma das duas
condicOes foi violada. Essa relacdao também é funcao.

Nao ¢ funcao

Nesse caso, a condicdo (l) foi violada. O elemento 5 de A ndo possui correspondente em B.
Logo, essa relagdao nao é funcgao.
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Nao é funcao

A condicdo (ll) foi violada. O elemento 5 de A possui mais de um correspondente em B.

2.1.1. Dominio, Contradominio e Imagem

Seja a fun¢do f: A — B representada pelo diagrama de flechas abaixo:

Dominio Contra-dominio

O dominio da fungdo f é o conjunto A e ela é denotada por:
Dr=A={1,23,4,5}

O contradominio de f é o conjunto B e ela pode ser escrita como:
CDf =B ={a,b,c,d,e}

A imagem de f é o conjunto formado pelos elementos y € B, tal que Vx € A, f(x) = y. Ela
pode ser escrita dessa forma:

Img = {a, b, c}

Perceba que em uma fungdo f de A em B, o conjunto A sempre serd o dominio de f.
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2.1.2. Imagem de um conjunto através de uma fungao
Podemos representar a imagem de um conjunto através da funcao.
Usando o diagrama de flechas acima, temos:

f(4) =Im; = {a,b,c}
f(A) é aimagem da fungdo f.

2.1.3. Grafico

A representacdo grafica de uma fungdo f de A € R em R pode ser feita através do plano
cartesiano. Para esbogar seu grafico, consideramos que f gera pares ordenados da forma (x, y) tal
quey = f(x),comx € Aey € R.

Vamos ver alguns exemplos de fungdes f no plano cartesiano:

y A

Hy

A relagdo f de A em R representada acima, com A = [0, 3], é fungdo. As retas verticais que
passam pela relagdo f possuem apenas 1 ponto de encontro na relagdo (pontos representados em
azul). Isso satisfaz a condicdo de definicdo de fungdo. Os elementos de A = [0,3] representados no
eixo x correspondem a um unico valor em R, representado no eixo y.
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A relagdo f de A em R representada acima, com A = [1, 3], ndo é fungdo. Pois ha retas
verticais que encontram o grafico de f em 2 pontos. Isso viola a condi¢do de x € A possuir apenas
um correspondente em y € R.

Assim, para verificarmos se uma relagdo f de A em B é fung¢do através da representagdo
cartesiana, devemos verificar se as retas paralelas ao eixo y encontram o grafico de f em apenas
um sé ponto.

2.2. Fungoes Elementares

Abaixo estdo as principais fun¢des que podem ser cobradas no vestibular:
1) Fungdo Afim

fiR->Ref(x)=ax+b,a,b €R
2) Funcao Racional

ax + b
cx +d

f:R—{—%} - Ref(x) =
3) Fungdo Quadratica
fiRo>Ref(x) =ax’*+bx+c;a#0
4) Funcao Modular
fiR- Ref(x) = x|
5) Funcdo Exponencial

ffR>Ref(x)=a%a>0ea=+1
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6) Funcdo Logaritmica
iR} > Ref(x) =logyx;a>0ea#1
7) Fungao Maximo Inteiro
fiR->Ref(x)=|x]

8) Funcdo Trigonométrica

f:A—> Bef(x) =senxou f(x) = cosxou f(x) = tgx
9) Cosseno hiperbdlico em x

fiR->Ref(x) =ex_;—e—x

10) Seno hiperbdlico em x

X —-X

e*—e
fiR->Ref(x) =
11) Tangente hiperbdlico em x
e¥ —eX
R->R = —_—
fiR->Re f(x) g

As fungdes afim, racional, quadratica, modular, exponencial, logaritmica, maximo inteiro e
trigonométrica sao os principais tipos de fungdes que veremos. Para cada uma dessas fungdes,
teremos capitulos especificos abordando todos os assuntos cobrados na prova.

2.3. Fungao com 2 ou mais variaveis

Vimos fun¢des com apenas 1 variavel, mas podemos também ter fungdes com mais variaveis.
Vejamos alguns exemplos:

) f:R? > R
floy) =x*+y?

Esse € um exemplo de fungao com duas variadveis, x e y. Basicamente, o que muda é a adigao
de mais uma varidvel. Podemos atribuir x = 1 e y = 2 e a fungao retornara:

F(1;2)=12+22=1+4> f(1;2) =5

) f:R3 - R?
f;v;2)=Rx—y+z;x+y—2)

Aqui, temos um exemplo de fungdo com 3 varidveis que retorna como resultado o par
ordenado 2x —y + z;x +y — z).

Fazendox =1,y = 2 ez = 3, temos:

f(1;2;3) =(2-1-2+3;14+42-3)=f(1;2;3) =(3;0)
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) f: R® > R™

Esse é um exemplo de funcdo que transforma n-uplas ordenadas em m-uplas ordenadas.

HORADE

PRATICAR!

2. Classifique as relagdes abaixo, indicando se sao ou nao fungdo. Caso positivo, determine
seu dominio, contradominio e imagem.

a)
‘V-q
b)
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S
- ]
A B
d)
Vv
A B
Resolugao:

a) Arelacdo R n3o é func3o, pois o elemento —1 possui dois correspondentes (0 e 3).

b) A relacdo T é funcdo. Todos os elementos do conjunto A possuem correspondentes em B e
cada um deles é associado a um Unico elemento de B.

O dominio de T é o conjunto A:
Dr ={-1,0,1}
O contradominio é o conjunto B:
CD;y ={0,1,2,3,4,5,6}

Aimagem de T é composta por todos os elementos de B que sdo associados a algum elemento
de A:

Imy = {0,2, 6}

c) Arelacdo S é funcdo. Todos elementos de A correspondem a algum elemento de B e cada
um deles possui apenas um elemento associado a eles.

DS = {_1I OI 1}
CDs = {0,1,2,3,4,5, 6}
Img = {2,4}
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d) A relacdo V ndo é funcao, pois o elemento 1 do conjunto A ndo corresponde a nenhum
elemento em B.

Gabarito:

a) R ndo é fungao.

b) T é fung¢do. Dy = {—1,0,1},CD; ={0,1,2,3,4,5,6}, Im; = {0, 2,6}
c) S é fun¢do. Dg = {—1,0,1}, CDs = {0,1,2,3,4,5,6}, Img = {2,4}

d) V ndo é fungao.

3. Fungao Afim

Vamos iniciar o estudo da nossa primeira funcdo: a funcdo afim.

3.1. Definigao

A funcao afim é uma fungao cuja defini¢cao é dada por:

ffR->R, f(x)=ax+b,a,beR

Dependendo dos valores de a, b da definicdo acima, podemos ter casos especificos de funcao.
Vamos ver quais sao eles.

3.1.1. Fungao Constante

Uma fungdo f de R em R é chamada de constante quando cada elemento x € R
corresponde a um mesmo elemento ¢ € R. Essa fungdo é definida por:

ffR->R, f(x)=bbeR

Esta fungdo é um caso especifico,onde a = 0 e b € R. A transformagdo f de R em R associa
para cada x € R um mesmo valor b € R.

Graficamente, ela serd uma reta horizontal ao eixo x:
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Aimagem de f é Im; = {b}.

3.1.2. Fun¢ao Identidade

A funcgdo identidade f é arelagdo f: R — R que associa x ao préprio x. Sua defini¢do é dada
por:

fR-oR f(x)=x

Graficamente:

Nesse caso, aimagem de f é Im; = R.

3.1.3. Fung¢ao Linear
A funcdo linear é uma fungao afim com o coeficiente b = 0. Ela é definida por:

[fR->R f(x)=ax,a+0
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Graficamente:

Esta reta passa pela origem do sistema e possui imagem Im; = R.

Excluindo a fungao constante, todas as outras fungdes afins sdo consideradas fungdes de
primeiro grau devido a dependéncia delas com a variavel x. A fungdo constante ndao possui essa
dependéncia e por isso ndo pode receber essa classificacao.

3.2. Coeficientes da Fung¢ao Afim

Dada a fungao afim:
fiR->R,f(x)=ax+b,a,b€eR
a, b sdo chamados de coeficientes da funcdo e x é a sua variavel.
a é denominado de coeficiente angular e b é o coeficiente linear.
Exemplos:
LiR-R filx) =2x+1
O coeficiente angular de f; é 2 e seu coeficiente linear é 1.
for:R-> R, fo(x) =—x—10

O coeficiente angular de f, é —1 e seu coeficiente linear é —10.

3.3. Grafico

No estudo das fungdes, a sua representacdao grafica nos permite extrair informagdes
importantes. Por exemplo, podemos usa-la para resolver inequagdes e também estudar o sinal da
fungdo. Antes de aprendermos a esbogar uma func¢ao, estudaremos como encontrar sua imagem e
sua raiz.
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3.3.1. Imagem

Para encontrarmos o conjunto imagem de uma fungdo f, devemos analisar o dominio de f e
ver o que acontece com a varidvel y = f(x) quando analisamos o seu dominio. Veja:

Vamos encontrar o conjunto imagem da func¢3o:
f:00,10] » R, f(x) = 3x + 2
Substituindo f(x) = y e isolando x:

y—2
y=3x+2>x= 3
Como Dy = [0,10], temos:
0<x<10
-2
0< y_< <10
3
Multiplicando as desigualdades acima por 3:
0<y—2<30

Somando 2 nas desigualdades:
0+2<y—2+4+2<30+2
2<y<32

Dessa forma, concluimos:

D = [0,10] = Im, = [2,32]

3.3.2. Raiz da fungao afim

Raiz de uma funcdo é todo x que resulta f(x) = 0. Ela também é conhecida como zero de
uma fungao.

Para determinarmos a raiz da fungdo afim, devemos substituir f(x) = 0 e resolver a equagao
resultante. Veja:

f(x)=ax+b
Substituindo f(x) = 0, encontramos a seguinte equagio:
ax+b=0
Vamos resolver a equagao:
ax+b=0:~ax=—b=>x=—§
Assim, a Unica solugdo da equagdo é dada por x = —b/a.

Exemplo:
Encontre a raizde f(x) = 3x + 6.

Substituindo f(x) = 0, obtemos a equagdo:
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3x+6=0

Resolvendo a equacgao:
3x+6=0=>x=-2
Entdo para x = —2, temos f(—2) = 0.

3.3.3. Esbogo
Como construimos o grafico de uma fungao?

Uma fungdo f de R em R retorna pares ordenados da forma (x,y), onde x pertence ao
dominio de f e y pertence a imagem de f. Para representar uma fungdo dada no plano cartesiano,
devemos verificar a forma da fung¢ao e encontrar alguns pares ordenados.

Vamos desenhar o grafico da seguinte fung¢ao dada por:
fFRoR f(x)=2x+1

Devemos encontrar os principais pares ordenados da fun¢do. Para o caso da funcdo afim,
podemos encontrar os pontos onde f(x) = 0 (raiz da fungdo) e x = 0.

fX)=0=22x+1=0=>x=-1/2

1
ﬁ(‘z'°>
x=0=f(0)=2-0+1=1
= (0,1)

Sabemos que o grafico da fungao afim é uma reta e temos 2 pontos do grafico. Para esbogar
o grafico, devemos representar os 2 pontos no plano cartesiano e tragar uma reta que passa por
eles. Representando os 2 pontos:

%
(0,1) |0 x
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Tracando a reta, obtemos:

3.4. Monotonicidade

Podemos classificar as funcdes de acordo com seu comportamento em determinado
intervalo. Vamos ver as possibilidades abaixo:

3.4.1. Crescente

fA->BelcA
f:A—> Bécrescenteem I © Vxq,x, €1ex; > x,,temos f(xy) = f(x3)

Exemplo grafico:

Fxs3)
f(z1) = f(x2)

[=}
ok

Ty L2 3
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f écrescenteem I = [1,3].
Do gréfico, temos:

x1 <X <x3 2 fxg) = fx) < fx3)
A funcdo nao decresce ao longo do intervalo I.

Perceba que entre 1 e x;, a fungdo é constante e entre x, e 3, a funcao é estritamente
crescente.

3.4.3. Decrescente

fA->BelcA
f:A - BédecrescenteemI & Vxy,x, € I e x; > x5, temos f(x;) < f(x32)

Exemplo grafico:

F(z1) = f(x2)
flxs)

f é decrescenteem [ = [1,3].
Do grafico, temos:

x1 <X <x3 2 fxg) = fx) > fx3)
A fungdo nao cresce ao longo do intervalo I.

Perceba que entre 1 e x;, a fungdo é constante e entre x, e 3, a fungao é estritamente
decrescente.

3.4.5. Constante

fA->BelcA
f:A - Béconstanteem I & Vxq,x, € I,temos f(x,) = f(x3)
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Exemplo gréfico:

Yy
1 §
f(x1) = f(x2) = c @~ *—Oo——0—0
0 1:,_;1 ;‘! i3 ;;:
;-_-i
I

A fungao f é constante no intervalo .

Vxlle € I'f(xl) = f(xz) =cC

3.4.2. Estritamente crescente

fA->BelcA
f:A - B éestritamente crescenteem I © Vx;,x, € I e x; > x5, temos f(x;) > f(x;)

Exemplo gréfico:
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f é estritamente crescente em I.

Para qualquer x; < x, € I, temos f(x;) < f(x5).

3.4.4. Estritamente decrescente

fA->BelcA
f:A > B éestritamente decrescente em I & Vx;,x, € I e x; > x5, temos f(x;) < f(x3)

Exemplo grafico:

Fz1)
f(z2)

)

f é estritamente decrescente em I.

Para qualquer x; < x, € I, temos f(x,) < f(x1).

Das classificagdes acima, uma fungdo f é dita mondtona se for crescente ou decrescente. Se
f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, ela é dita estritamente mondtona.

3.4.5. Monotonicidade da Fung¢ao Afim

Sejaf:R-> R,f(x) =ax+ b,a # 0.

Vamos analisar a monotonicidade da fungao afim ndo constante. Tomando x,, x, € R, temos:
f(x;) =ax; +b
f(xy,) =ax,+b

Subtraindo as duas equacoes:

flx) — f(x) = alx, — xq)
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—

_ f(xz) - f(x1)
a =

Xy — X1

Vamos analisar o sinal do coeficiente angular a para f crescente e decrescente:
1) f crescente
Sendo f(x) = ax + b, uma fungdo crescente, podemos escrever:
X, > %1 = fxp) > f(xq)
Das desigualdades acima:
X, >X1 =X, —x; >0
flxz) > flx) = flxz) — f(x) >0

Isso implica em:

Q) — f(xq) >0

X2 — X1
Se o coeficiente angular é dado por:

a=f(x2)_f(x1)>

Xy — X1

0

Assim, concluimos:

f écrescente > a >0

2) f decrescente
Sendo f(x) = ax + b, uma fungdo decrescente, podemos escrever:
xy > x1 = fxz) < fxy)
Das desigualdades acima:
X, >x1 ®>x,—x; >0
fl) < flxg) = flxa) = f(xy) <0
Isso implica em:

fQ) = f(xq) <0

X2 — X1

Se o coeficiente angular é dado por:

azf(xz)_f(x1)>0

Xy — X1

~ f édecrescente = a >0
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a>0 I—[ f crescente

a<0 Ii f decrescente

l f(x)=ax+b

3.5. Sinal de uma fungao

PRESTEMAIS

ATENCAO!

27

v

Esse assunto é bastante cobrado nas questdes de inequacdo nos vestibulares. Vamos
aprender os conceitos fundamentais e ver sua aplicabilidade para cada tipo de inequacao.

Estudar o sinal de uma funcdo significa encontrar os valores de x € Dy para f(x) <0, f(x) =
0, f(x) > 0. Podemos fazer isso analiticamente ou graficamente. Quando f estd representado no
plano cartesiano, podemos encontrar o sinal da funcdo analisando o sinal das ordenadas dos pontos
de f. Vamos ver um exemplo:

"

y = f(x)

=
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Analisando o gréfico, conseguimos ver quais os valores de x resultamem f(x) < 0,f(x) =0
e f(x) > 0. Tomando o eixo das abcissas como referéncia, vemos que a curva y = f(x) é positiva
guando ela estiver acima do eixo e é negativa quando ela estiver abaixo do eixo.

Vamos redesenhar o grafico indicando os sinais da funcdo no eixo x:

y = f(x)

Observando o grafico acima, podemos ver que ndo importa a forma da curva y = f(x),
precisamos apenas observar se a curva esta acima ou abaixo do eixo das abcissas e tomar como base
para andlise as raizes de f (pontos onde y = f(x) = 0).

Simplificando o grafico, obtemos:

g ®

+ 2 — 1 -+

.
o ®
|

Dessa forma, concluimos:
fx)=0=>x€{-2,1,4,8}
fx)>0=>x<-20ul<x<4oux>8
fx)<0=>-2<x<1loud<x<8

3.5.1. Sinal da fungao afim
Seja f uma fungdo afim. Entdo ela é dada por:
f(x)=ax+b

Sabemos que a raiz de f é:
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Lembrando que f é crescente para a > 0 e decrescente para a < 0. Vamos analisar o sinal
de f para cada um desses casos.

a)a>0

Podemos analisar o sinal da funcao analiticamente ou graficamente. Iremos estudar os dois
métodos.

Analiticamente:

Devemos verificar quais valores de x resultam em f(x) > 0e f(x) < 0:

b
f(x)>0zax+b>0=>ax>—b=>x>—a

b
f)<0=2ax+b<02ax<-b>x<——

a
Dessa forma, concluimos:
b
fx)>0=2>x>——
a
b
f)<0=>x< ——
a
Representando no eixo x:
° =
€T
—_ b _|_
Podemos encontrar esse resultado diretamente pelo método grafico. Veja:
Graficamente:
Por esse método, devemos encontrar as raizes de f. Nesse caso, temos raiz Unica:
b
X =—-—
a
Sabendo que a > 0 implica f crescente e que f é uma reta, temos:
T

Lembrando que f é positivo quando a curva estd acima do eixo x e que f é negativo quando
esta abaixo, podemos concluir:
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O método grafico é util para visualizar o que ocorre com a fungao para os diferentes valores
de x. Veremos mais adiante que no estudo das fung¢des de segundo grau, ela sera uma ferramenta
muito poderosa para a resolucao de questdes.

Vamos analisar o outro caso de f.
b)a<0
Analiticamente:

Nesse caso, devemos nos atentar para o sinal de desigualdade. Veja:

b
fG)>0=ax+b>0=ax>-b=>x<——

b
f(x)<0=>ax+b<0=>ax<—b=>x>—a

Perceba que o sinal de desigualdade deve ser invertido quando isolamos x ja que a < 0.

ESCLARECENDO!

()

Lembrando da aula de desigualdade no conjunto dos reais, temos a seguinte
propriedade:
a=bec<0-ac<bc
Sendo a < 0, vamos multiplicar ax > —b por 1/a:
ax>—-he=<0 - (l)ax < —b(l)
a a a

b
=>x < —=
a

Concluimos:

b
f(x)>0:>x<—a

b
f(x)<0:,~x>—a

Representando o resultado no eixo x:

& Aula03- Introdugdo as Fungdes
, www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 03: IME 2021

+ b — §
Vejamos como obter o mesmo resultado pelo método gréfico.
Graficamente:
Araizde f é:
b
X =—-—
Comoa < 0 e f é decrescente, obtemos:
4+
i
H i

3.5.2. Fung¢ao Mista

Funcdo mista também é conhecida como func¢ao determinada por intervalos. Como o nome
diz, ela é uma fungcao composta por diferentes func¢des de acordo com o intervalo estabelecido. Veja
um exemplo:

—x — 2, x <1
fx) =4x -2, 1<x<3
—x + 4, x=>3
O grafico dessa funcao é dado por:

p Aula 03 - Introdugado as Fungoes
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 03: IME 2021

Para cada intervalo determinado, f assume diferentes fun¢des. O exemplo acima é uma
funcao mista de fungdes afins. Perceba que no ponto x = 1, areta —x — 2 possui um circulo aberto
na sua extremidade direita (onde x = 1). Isso indica que x = 1 ndo é elemento dessa reta. Na reta
x — 2,1 é elemento da func¢ao e por isso o circulo é fechado nesse ponto.

HORADE

PRATICAR!

3. Obter a equagdo da reta que passa pelo ponto (1, 2) e tem coeficiente angular 2.
Resolugao:
A equacdo da reta com coeficiente angula 2 é dada por:
y=f(x)=ax+b=>y=2x+b
Para encontrar o valor do coeficiente linear b, devemos substituir o ponto na fungao:
(1,2)=2x=1ey=2
y=2x+b
2=2(1)+b
b=0
>y =2

Gabarito: y = 2x
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4. Dado a tabela abaixo e sabendo que f é uma fungdo afim, determine y = f(x).

Resolugao:

Sendo f uma fungdo afim, temos:

y=f(x)=ax+b
Dos dados da tabela, podemos inferir:
x=2=>y=5
5=a(2)+b=>2a+b=5
x=0=>y=-2
—2=a(0)+b=>b=-2
2a+b=5=2a+(-2)=5=22a=7=>a=7/2
Logo, f é dado por:
fO) = %x -2

Gabarito: f(x) = %x -2
5. Seja f:R — R. Estude o sinal das fung¢des abaixo:
a)f(x) =2x+1
b) f(x) =—x+3
c)f(x) =x+1/2
Resolugao:
a)f(x) =2x+1

Vamos encontrar a raiz de f

f)=0=22x+1=0>x=-1/2

Como o coeficiente angularde f é a = 2 > 0, temos f crescente. Entdo:
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S

+
1
— T2
b) f(x) =—x+3

Encontrando a raiz de f:

—x+3=0>x=3
Comoa = —1 < 0, temos f decrescente. Logo:

R

Vamos resolver analiticamente:

o) f(x) =x+1/2

fG)>0=x+->0=x>-1/2

f(x)<0=>x+%<0=>x<—1/2
Representando no eixo x:

.
1 +
2
Gabarito:
_|_
L ey
— 2
a)

b)

o
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b | =

c)

6. Esboce o grafico e estude o sinal das fung¢des abaixo definidas em R:

X
——+1,x<2

a)f(x)={ 2
x—3,x>2

x+2 x<1
b)f(x)={x—2, 1<x<3

—2x+8, x>3
Resolugao:

X
——+1,x<?2

9w ={
x—3,x>2

Para esbogar o grafico da fungdao mista, devemos analisar cada intervalo separadamente.
Vamos analisar o primeiro intervalo.

Para x < 2, temos a seguinte fungdo afim:

f=-2+1=0

—I=-1=3x=2
2

Encontramos o ponto (2,0) e sabemos que a funcdo afim é uma reta. Precisamos

encontrar outro ponto da fungdo. Por conveniéncia, vamos encontrar o valor de f(0) (0 < 2
pertence ao intervalo estabelecido):

fO=->+1=1

Temos os pontos (2,0) e (0,1). O grafico de f para x < 2 é dado pela reta:

y
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Resta analisar o outro intervalo.
Parax > 2:
fx)=x—-3=0
=>x=3

Como o coeficiente angular de f é positivo, temos que f é crescente nesse intervalo.
Devemos analisar qual o valor de f quando x = 2 (extremidade do intervalo x > 2). Assim,
encontramos:

f@)=2-3=-1

Inserindo os pontos (2,—1) e (3,0) e tragando a reta, obtemos o grafico de f (lembrando
qgue o ponto x = 2 devera ser um ponto aberto por ndo pertencer ao intervalo da funcado):

yll

Analisando o esboco acima, podemos extrair as seguintes informacgdes:
fx) >0=>x<2o0ux>3
fX)<0=>2<x<3

Representando no eixo x:

. . -
+ 2 — 3 + ®
x+2, x<1
b)f(x) ={x—2, 1<x<3
—2x+8, x>3
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Temos trés funcdes afins, isto é, trés retas. Vamos analisar cada intervalo.
Para x < 1, temos f(x) = x + 2. Sua raiz é dada por:
x+2=0=>x=-2

Encontramos o ponto (—2,0), precisamos de mais um ponto. Vamos calcular a ordenada
de f quando x = 0:

F(O)=0+2=2

Disso, obtemos (0, 2). Representando f no intervalo dado, temos:

Y

/_2 1 ‘

Paral < x < 3, temos f(x) = x — 2. Araiz é dada por:
x—2=0=>x=2

Precisamos ver qual o valor de f quando x = 1 e x = 3 (extremidades do intervalo 1 <
x < 3):

x=1=f)=1-2=-1
x=3=>f3)=3-2=1
Pontos: (1,—1), (3,1),(2,0). Representando no plano cartesiano:
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M
Para x > 3, temos f(x) = —2x + 8. Desse modo:
—2x+8=0=>x=4
Parax = 3:
f3)=-23)+8=2
Pontos: (4,0), (3,2). Tragando a ultima reta, obtemos o grafico de f*:
y
4 z

Do esbogo acima, podemos representd-lo no eixo x indicando o sinal de f:

g Aula 03 - Introdugado as Fungoes
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 03: IME 2021

[ ]
L ]

L ]
[ ]
[ ]

- -2 + 1 - 2+ 3 4+ a4 w

*Para representar o grafico acima, devemos pegar as raizes de f e os extremos de cada
intervalo e analisar o sinal de acordo com cada funcgao.

4. Inequagoes

Outro assunto muito recorrente nos vestibulares. Vamos estudar esse tema para todas as
funcbes que sdo cobradas na prova e aprender como resolvé-las. Para essa aula, veremos
primeiramente inequac¢des envolvendo fun¢des de primeiro grau. Antes de comegar, vejamos quais
0s possiveis casos de inequacodes.

4.1. Inequagdes Simultaneas

Sejam f, g, h: A = R, trés fungdes na varidvel x. As inequagdes simultaneas sdo da forma:
f) < g(x) < h(x)
Para resolver esse tipo de inequacao, devemos separa-lo em duas inequacodes:
fO) <g(x)
g(x) < h(x)

Se S; é asolugdode f(x) < g(x) e S, é asolugdo de g(x) < h(x), a solugdo da inequagdo
sera dada por:

S=5nNnS,
Exemplo:
Resolva a seguinte inequacgao definida em R:
x—3<-—x+3<2x+4
Temos inequacgdes simultaneas. Vamos dividi-las em duas inequacgdes e resolvé-las:
Nx—-—3<-—-x+4+3
) —x+3<2x+4
Resolvendo analiticamente:
Nx—-—3<—-—x+4+3
2x<6=>x<3
S ={x eR|x <3}
N —x+3<2x+4

-1<3 —=< > —=
X = X=X
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1
S, —{xe ]R|x> —§}
A solucdo é dada pela intersecc¢ao das duas solugdes:
S=SlnSz={xER|—%<x<3}

Representando as solugdes no eixo x, podemos visualizar melhor o resultado:

1. !
— = ! T

3 ! :

: E

i :
-—-—-—-—-—-—-I---------¢ =
i '3 T

: |

: E
&—-—-—-—-—-—-—-—-—é =
_1 3 T

3

4.2. Inequagoes-Produto

Sejam f, g: A = R, duas fung8es na varidvel x. Podemos ter 4 casos de inequagdes-produto,
veja:

fGx)-gx) <0
f)-g(x) <0
f&x)-gx) >0
fO)-g(x) =0
A resolucdao de cada uma dessas inequagdes segue a mesma ideia. Vamos resolver a
inequagdo f(x) - g(x) > 0.

Quando resolvemos inequacdes-produto, devemos nos atentar ao sinal de cada funcao
envolvida. No caso, o produto das duas funcdes deve resultar em um numero positivo. Para isso
acontecer, as duas devem possuir o mesmo sinal. As possibilidades sao:

)f(x)>0eg(x)>0
Ou
) f(x) <0egx) <0
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A solugdo sera dada pela unido da solugao desses dois casos. Sendo S;, a solugao do caso (l)
e S,, a solugdo do caso (ll), a solugdo sera dada por:

S=5US,
Vamos ver um exemplo:
Resolva a seguinte inequacao definida em R:
x—Dx+1)>0
Vamos resolver algebricamente:
Nx—1>0ex+1>0
x—1>0=>x>1
x+1>0=>x>-1
Assim, fazendo a intersecg¢ao das duas solugdes, obtemos:
S, ={xeR|x>1}
MHx—-—1<0ex+1<0
x—1<0=>x<1
x+1<0=>x< -1
S, ={xeR|x < -1}
Portanto, a solucao é dada pela uniao dessas duas solucdes:
S=5US, ={xeRlx>1oux< -1}

Representando no eixo x:

Sl - &______‘ﬁ-
a g .
Szl—-—-—-—-—-—¢ . -
_li i @

—1 1 T

Além do método acima, existe um modo de resolver diretamente a inequacdao-produto
apenas com o estudo do sinal das fun¢des envolvidas. Veja:
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x—1Dkx+1)>0
Vamos estudar o sinal de cada fungao:
x—1=0=>x=1

f(x) = x — 1 é uma fungdo crescente, entdo representando o seu sinal no eixo x, temos:

_I_
r—1 -

Nao é necessario desenhar a reta no eixo x para encontrar o sinal da fungao. Isso é feito
apenas para lembrar que quando temos uma funcdo crescente, os numeros a direita da raiz da
fungao resultam em numeros positivos e a esquerda resultam em negativos. Entdo, vamos tentar
memorizar esse fato para acelerar a nossa velocidade de resolucdo de exercicios. Com isso, a reta
no eixo x pode ser reescrita da seguinte forma:

B

| Fm Y -

Py R ;

Perceba que acima do eixo x, representamos os valores de x e abaixo do eixo representamos
os valores que x — 1 assume para os valores de x.

Para a outra fungao:
x+1=0=>x=-1

g(x) = x + 1 é uma fungdo crescente, logo:

| -1 T

©
0

xr+1 | _ +

Juntando os dois eixos com seus respectivos sinais, obtemos o sinal do produto
(x—1D(x+1):
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—1 1 x
. . -
er| - 1 o— 1+
x+ 1 — i + : +
@-DE+y|  + L - +
-1 1

Poderiamos ter multiplicado as func¢des para obter (x — 1)(x + 1) = x? — 1. Com isso,
bastaria analisar o sinal da fungdo quadratica resultante. Por enquanto, resolveremos as questdes
com base no que aprendemos até aqui, estudaremos fung¢des quadraticas na préoxima aula.

ESCLARECENDO!

)

Como desenhamos o quadro acima?
Devemos construir o quadro de sinais unindo o resultado do estudo do sinal de cada
funcdo. O quadro ficara desse modo:

-1 1 T
. . -
eor| - 0 o— L+
r+1 - i + : +
(x—1)(@+1) |
—1 1

Para descobrir o sinal da funcao produto, combinamos o sinal das duas que a compdem.
Lembrando que negativo com negativo resulta em positivo e que negativo com positivo
resulta em negativo, temos:
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—1 1 T
¢ o -
xr—1 - i - E +
41 - i 4+ +
(@ —1)(z+1) 1 i !
—1 1
—1 1 T
® ® -
x—1 — i — i +
z+1 - 4+ +
@-DE+1|  + =
-1 1
—1 1 T
¢ ® -
x—1 - i — E +
z+1 - 4+ +
(@ —1)(z +1) e +
—1 1
Com esse quadro, sabemos quais valores de x resultam em valores positivos ou
negativos.
Se quisermos (x — 1)(x + 1) > 0:
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1 T
’ . -
T
x+1 — i 4 : +
@-De+n|  + 1 = +
-—-—-—-—-—-'é &—-—-—-—-—-—-—-—-—I-
-1 1
Para(x — 1)(x+1) <0:
-1 1
’ . -
N N +
et - 4 +
E-De+n| 4+ L = +
M
—1 1

Para (x —1)(x+1) >0 ou (x —1)(x + 1) < 0, basta trocar o circulo aberto pelo
circulo fechado paraindicar que —1 e 1 fazem parte da solucao.
(x—1D((x+1)=>0:
—1

1 T
¢ * -
z—1 — | — +
r+1 — i + : +
@-ne+n| 4+ L = +
-—-—-—-—-—-—* F—-—-—-—-—-—-—-—-—I-

I
ol
-

Algebricamente, isso é equivalente a:
S={xeR|x<—-1loux=1}

x—Dx+1)<o0:
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—1 1 x
. . -
eor| = 1o— 1+
Sl IR B +
@-De+y| o+ = +
Ih—-—-—-—-—-—.
—1 1
S={xeR|-1<x<1}

Além do método acima, podemos resolver a inequa¢ao de forma mais rapida usando o método
da multiplicidade das raizes das fungdes envolvidas. Vamos ver sua aplicabilidade nesse exemplo:

x—-Dkx+1)>0
Devemos encontrar as raizes das fun¢des envolvidas x — 1 e x + 1:
x—1=0=>x=1
x+1=0=>x=-1

Representamos as raizes na reta x levando em consideracao se as raizes pertencem a solugao.
No caso, +1 nao pertencem a solugdao devido ao sinal da desigualdade, logo representamos essas
raizes com o circulo aberto:

F o ¥
At

—1

= @

-
£

Para descobrir o sinal no intervalo x, devemos arbitrar um valor para x e encontrar o sinal
resultante. Vamos ver o que ocorre quando x = 0:

x=0=2-Dx+D)=0-1D)O+1)=>C-DA) =-1

O sinal resultante é negativo (—1) e o nimero 0 esta entre —1 e 1. Dessa forma, todos os
nimeros entre —1 e 1 sdo negativos:

F 1
N

—1

s

= O

it

Para encontrar o sinal do resto do intervalo, devemos verificar a multiplicidade das raizes da
funcdo. Se a multiplicidade da raiz for impar, o sinal do intervalo ao passar pela raiz é trocado. Se a
multiplicidade for par, o sinal do intervalo é mantido.
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No exemplo, a multiplicidade da raiz 1 é impar (multiplicidade 1), portanto o intervalo do lado
direito da raiz 1 possui sinal oposto ao lado esquerdo:

_I_

o

= O

e
£

Da mesma forma para a raiz —1, por possuir multiplicidade impar, trocamos seu sinal no lado
esquerdo da raiz:

+ - +

o

|
ok
= @
G |

Com o eixo completo, basta encontrar os valores que interessam:

+ - +

|

Disso, resulta:

S={xeR|-1<x<1}

O método acima acelera a resolucao das questdes. Recomendo praticar esse método para

aumentar sua velocidade. As resolucdes das questdes dessa aula serao feitas pelo método do quadro
de sinais para melhor visualizagdao do resultado.

Vamos ver um exemplo com raizes de multiplicidade par:

(x—D*Q2x+3)(x—3)=0
Raizes:

(x — 1)* = 0 = x = 1 multiplicidade 4 (par)

2x+3=0>x= —% multiplicidade 1 (impar)

x —3 =0 = x = 3 multiplicidade 1 (impar)

As raizes fazem parte da solucdo, pois o sinal de desigualdade é “>". Logo, representamos
elas na reta real com o circulo fechado:
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O @] -
_3 1 3 *
2

Vamos verificar o sinal quando x = 0:
(0 - 1)*(2(0) +3)(0-3) = (-=1D*(3)(-3) = -9

Logo, 0 resulta em nimeros negativos no intervalo:

3<0<1

2
@ @ O -
3 1 3 €

1 é uma raiz de multiplicidade par, logo ao passarmos por essa raiz, o sinal permanece igual:

Y @ Y <
3 1 3 *
2

3 possui multiplicidade impar, entdao devemos trocar o sinal:

@ @ -
3 1 3 T
2
—3/2 possui multiplicidade impar, logo trocamos o sinal:
+ — — +
@ @ -
€T

e
ek
[

A inequac¢do pede os valores = 0, com isso:
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oy

o
e

8

A solucao é dada por:

S={xeR|x<-3/2oux=1o0oux > 3}

4.3. Inequagoes-quociente

Sejam f,g: A = R, duas fungdes na varidvel x. As possibilidades de inequagdes-quociente
sdo:
X
f( )>
g(x)
X
f( )<
g(x)
f(x) >
g(x)
f(x) <
g(x)
Para resolver esse tipo de inequagao, seguimos a mesma ideia usada para as inequagdes-
produto construindo o quadro de sinais das fungdes envolvidas. A diferenga é que devemos nos

atentar a fun¢ao do denominador, esta devera ser diferente de zero como condi¢ao de existéncia.
Vamos ver um exemplo:

0
0
0

0

Resolva a seguinte inequacao definida em R:
3x+9
>
x—1
Temos que zerar o outro lado da inequagdo para encontrar a solu¢dao. Vamos subtrair 2 nos
dois lados da inequacao:

3x+9
—2=22-2
x_
3 — —
x+9—-2(x 1)20
x—1
3x+9—2x+2
>0
x—1
x+11>0
x—1 —

Encontramos a inequagao-quociente acima. Antes de resolvé-la, temos que encontrar sua
condicdo de existéncia (denominador sempre deve ser diferente de zero!):
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—

x—1+#0
x#1
Agora podemos proceder para o estudo do sinal:
f)=x+11=0=>x=-11
f é crescente
gx)=x—-1=0=>x=1
g é crescente

Estudo do sinal:

1 ]
& f o
x+11 - i + ! +
r—1 — i — E ‘|_
x4+ 11 !
21 e S A +
-—-—-—-—-—-—. m
—1 1

Perceba que o circulo aberto no ponto x = 1 para indicar que ela ndo pertence a solu¢ao do
problema.

S={xeR|x<—-1oux>1}

PRESTEMAIS

ATENCAO!

o

V

3x+9

>2

x-1 =
Ao vermos uma inequag¢ao com a forma acima, podemos ficar tentados a fazer a regra
do cruzado para simplificar a inequacao e erroneamente obteriamos:
Bx+9)=2(x—-1)
Bx+9)—-2(x—-1)=0
3x+9—-2x+2=20
x+11=>0

Fazendo desse modo, perdemos o denominador e consequentemente encontramos um

resultado incorreto.
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Normalmente, as inequac¢des dos vestibulares nao estardao na forma simplificada:

f(x)>

9 "

Elas serao da seguinte forma:

1)
700 > h(x)

Para resolver esse tipo de inequagao, basta subtrair h(x) nos dois lados da inequagdo para
proceder com o estudo do sinal:

F@_
700 h(x) >0
f(x) —h(x)g(x)
>
g(x)
O estudo do sinal envolverd as fungdes t(x) = f(x) — h(x)g(x) e g(x). O resultado sera a
andlise do sinal de t(x)/g(x).

0

HORADE

PRATICAR!

7. Resolva as seguintes inequacdes definidas em R:
a)—2<x+1<5

b)-3<2x+5<x

)2—x<3x+2<4x+1
d2x+1)(x+5)=0

e)(x+1)2x+4) <0
fllx+3)(—2x+4H)(x—1)>0

2x+1
9% 20
x+1
h) (x+2)(x—3) =0
i) 3x+4 > 3
x—4
=+ _3 <o

Resolugao:

a)—2<x+1<5
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b) —3

vazio!

X

g

2<x+1=>x+1>-2=>x>-3

A solucdo é dada pela interseccdo das duas acima:

S
<2x+5<x

—3<2x+5=22x+5>-3=22x>-8=>x>—4

S —

x+1<5=>x<4

={x e R|-3<x <4}

2x+5<x=>x+5<0=>x< -5
Nesse caso, ndao temos solucdo. A interseccdo das duas solugdes acima gera o conjunto
—4 r
T —— e —
| '
I L]
_5 i : H i
|------¢ -
L]
| i
—5 , —4 T
o o .
Tt Tt =

)2—x<3x+2<4x+1
2—x<3x4+2=>-4x<0=2>4x>0=>x>0
3x+2<4x+1=>—x<-1=>x>1

A solucao é dada pela interseccao das duas acima:

d2x+1)(x+5)=0

Inequagao-produto, vamos resolver pelo estudo do sinal:
1
2x+1=0=>x= -3

2x + 1 é crescente:

[
ba | =
_|_
8

2r +1

S=0

S={x€eR|x>1}

+ 5 é crescente:
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— —5 +
x4+ 5 ®

|

Juntando o estudo do sinal das duas funcdes, obtemos o quadro de sinais abaixo:

1
-5 T2 T
’ . :
2x + 1 — i _ +
&+ 5 — i + : +
(2x + 1)(x + 5) + ' — +
-—-—-—-—-—-i Ih-—-—-—-—-—-—-—-—l

S={xER|xS—50ux2—%}

e)(x+1)2x+4)<0
x+1=0=>x=-1
x + 1 é crescente
2x+4=0>x=-2
2x + 4 é crescente

Estudo do sinal:

I
b

|
-
B

. . -
o T e
22 +4 — + +
@tDEeta|  + L — +
I*—-—-—-—-—-—.

S={xeR|-2<x< -1}
fl)lx+3)(-2x+4)(x—1)>0
x+3=0=>x=-3
X + 3 é crescente
—2x+4=0=>x=2

—2x + 4 é decrescente
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x—1=0=>x=1
x — 1 é crescente

Estudo do sinal:

-3 1 2 T
? ¢ ¢ =
x+3 - + o+t
2044 | 4+ + A -
i l ;
z-1 - - Lo+t
i | |
(x+3)(—2x+4)(x—1) + H - H + H -

S={xeRlx<-3o0ul<x<?2}

2x+1
=0
-x+1

g)

Temos uma inequacgao-quociente. Vamos analisar sua condicdo de existéncia:
—-x+1+0=>x+%*1
Fazendo o estudo do sinal:
2x+1=0=x=—-
2x + 1 é crescente
—x+1=0=>x=1
—x + 1 é decrescente

Quadro de sinais:

1
& L -
2x +1 - + +
—x+1 -+ -+ —
2 +1
' - + -
o3

S={xE]R{|—%<x<1}
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X+ <
(x+2)(x-3) —

h)
Nesse caso, temos duas condicbes de existéncia:
xX+2+0=>x+ -2
x—3#0=>x+3
A inequac¢do acima pode ser resolvida pelo estudo do sinal. Veja:
x+1=0=>x=-1
x + 1 é crescente
x+2=0=>x=-2
X + 2 é crescente
x—3=0=>x=3
x — 3 é crescente

Unindo as condi¢des do problema, obtemos o seguinte quadro de sinais:

-2 -1 3 T
& ! ? -
et1| - 1 — L+ L 4
evz| = L4 o+ L g
RS N R
r+1 E E i
( +2)(x —3) - .+ =+
——-—-—-—-—-—é—‘-——-—-—t
S={xeRlx<—-20u—1<x<3}
)= >3
3x+4 3>0> 3x+4—3(x—4) >0> 3x+4—-3x+12 >0
x—4 x—4 x—4
= >0
x—4

Note que temos uma condi¢ao de existéncia: x — 4 # 0.
A solucdo é dada pelo estudo do sinal de x — 4:
x—4=>20=>x2=>4
Como x # 4, temos:
S={x eR|x > 4}
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. 1 2 3
J)E+___<O

xX—2 x—3

Condicao de existéncia:

Resolvendo a inequacao:

(x—2)(x-3)+2(x—1)(x-3)-3(x—-1)(x—2)

S —

x—1#0=>x#1
x—2#0=>x+#2
x—3#0=>x+#3

R S BUP

x—1 xX—2 x—3

Estudo do sinal:

(x=1)(x—2)(x—3) <0
x2—5x+6+2(x2—4x+3)-3(x2-3x+2) <0
(x=1)(x—2)(x-3)
x2—5x+6+2x2—8x+6—3x2+9x—6< 0

(x—=1)(x—-2)(x-3)
—4x+6
(x=1)(x—2)(x-3)

—4x+6=0=>x=§

—4x + 6 é decrescente
x—1=0=>x=1
x—2=0=>x=2
x—3=0=>x=3

x —1,x — 2, x — 3 sdo crescentes
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——

S={xER|x<1ou§<x<20ux>3}

5. Funcao Composta e Fung¢ao Inversa

DESPENCANA
A PROVA!

e

Vamos entender os principais conceitos desse tema e ver como ele pode ser cobrado na
prova.

5.1. Classificacao das Fung¢oes

5.1.1. Fun¢ao Injetora
A definicao de fun¢ao injetora é dada por:

f:A-B
f éinjetora © Vxq,x, € A, temos x; # x, = f(x1) # f(x3)

Também podemos usar:

f:A-B
f éinjetora & Vxq,x, € A, temos f(x,) = f(xy) =2 x4 = x;

Para uma fungdo ser injetora, devemos ter todos os elementos do conjunto A associados a
elementos distintos em B.

Vamos ver exemplos de fung¢des injetoras e nao injetoras:

funcao injetora

T Lo x
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Nesse exemplo, todos os valores de x sdo associados a elementos distintos em y.

)
Yy

funcao nao injetora

No exemplo acima, vemos que existem valores de x que sdo associados ao mesmo y.

Exemplo usando diagrama de flechas:

injetora nao injetora

TOME

NOTA!

&)

Note que fungdes estritamente crescentes ou estritamente decrescentes sdao sempre
injetoras!
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5.1.2. Fun¢ao Sobrejetora

A definicdo de funcdo sobrejetora é dada por:

f:A-B
f é sobrejetora < Vy € B,3x € Atal que f(x) =y

Essa defini¢do diz que dada a equagdo f(x) = y, devemos ter pelo menos uma solugdo em
x € A.

Também podemos usar:

f:A-B
[ é sobrejetora < Im; = B

Para uma funcdo ser sobrejetora, a imagem da funcdo deve ser equivalente ao seu
contradominio.

Exemplos usando diagrama de flechas:

nao sobrejetora

Perceba que para uma fungdo ser sobrejetora, devemos ter n(B) < n(A) (desse modo, todos
os elementos de B terdo algum correspondente em A).

sobrejetora

Aimagem de f é igual ao conjunto B.

g Aula 03 - Introdugado as Fungoes
www.estrategiamilitares.com.br




Professor Victor So
Aula 03: IME 2021

Exemplo algébrico:

Seja f:R, — B dado por:

flx) =x

A funcdo f ndo é sobrejetora para B = R, pois o dominio de f é o conjunto dos reais positivos
e isso resultaem Imy = R, # R. Logo, para f ser sobrejetora, temos que definir B = R,.

Com isso, podemos ver que qualquer funcao pode ser sobrejetora desde que o contradominio
seja igual a imagem da funcao.

5.1.3. Fun¢ao Bijetora

f:A-B
f é bijetora & f éinjetorae f é sobrejetora

A condicdao de uma funcao ser bijetora é satisfazer as condi¢des de ser injetora e sobrejetora
ao mesmo tempo.

Exemplo:
Seja f: A = B dado por:

ax + b
cx +d

fx) =
Vamos verificar se f é sobrejetora.

Primeiro, devemos ver sua condicdo de existéncia:

d
cx+d¢0=>x¢—z

Considerando o conjunto dos reais, temos:

-n

Agora, vamos usar a definicado:
f é sobrejetora & Vy € B,Ax € Atal que f(x) = y
Entdo, fazendo f(x) = y e colocando x em fungdo de y, temos:
ax+b
cx+d
ax+b=cxy+dy

=Y

ax—cxy=dy—>b

x(a—cy)=dy—»b
dy—>b

:a—cy

X
Condicao de existéncia:

a

a—cy#0=>y# .
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Observando a equagdo de x em fungdo de y, podemos ver que existe x € A, com y # a/c,
que é solucdo para a equacao:

dy—»b
a—cy

X =

=~ f é sobrejetora

Vamos verificar se ela é injetora. Usando a definicdo:

f éinjetora © Vx4, x, € A, temos f(x;) = f(x3) = x1 = x,
f) = f(xz)
ax;+b ax,+b
cxy +d - cx, +d
(ax; + b)(cx, +d) = (ax, + b)(cx; + d)
acx,x, + adx, + bcx, + bd = acx,x, + adx, + bcx; + bd

adx; + bcx, = adx, + bcx,
adx, — bcx, = adx, — bcx,
(ad — bc)x; = (ad — bc)x,
Se ad — bc # 0, temos:
X1 = Xy
=~ f éinjetora, com ad — bc # 0

Como f é injetora e sobrejetora, temos que f é bijetora.

5.2. Paridade

5.2.1. Fungao Par

f:A—->B
fépar ©VxeAe—x € A temos f(—x) = f(x)

Uma fungao é dita par quando satisfaz a condigao:

f(=x) = f(x)

Graficamente, f deve ser simétrica em relagdo ao eixo y. Vejamos alguns exemplos:
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b | =

O grafico acima é um exemplo de fungao par.

A
y

Esse é um exemplo de fungao ndo par, pois o grafico ndo é simétrico em relagao ao eixo y.

Exemplo algébrico:

fiR—{0} >R
flx) = {—x;c,xx><00
Vamos verificar se f(x) = f(—x).
Para x > 0, temos f(x) = x. —x é negativo, entdo f(—x) = —(—x) = x. Dessa forma:
f)=x=f(=x) = f(x) = f(—x)
~ f épar
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5.2.2. Fung¢do impar

f:A—-B
féimpar © Vx € Ae—x € A, temos f(—x) = —f(x)

O grafico de uma fungdo impar é simétrico em relacdo a origem do plano cartesiano.
Exemplos:
Seja f:[—a, a] — R dado por:

fx) = 2x

Esbocando o grafico da funcdao, podemos ver que ela é impar:

O

f(—a)

Também podemos provar algebricamente:
Para x € [—a, a], temos:
fx) =2x
f(=x) =2(=x) = —=2x = —f(x)
Com isso, vemos que:
fl=x) =—f(x)

~ f éimpar
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INDO MAIS

FUNDO!

o

D
Q!

Qualquer fungao pode ser escrita como a soma de uma fung¢ao par e uma fungado impar!

Para dada fungdo f: A = B, temos:
Fl0) = FOO)+/(=x0)—f(=x0)+f (%)

2
f(x) _ f(x)+2f(—x) + f(x)—zf(—x)

P(x) 1(x)

Note que
P(x) = f(x)+2f(—x) = P(—x) = f(x)+2f(—x) ~ P(x) = P(—x)

I(x) — f(x)_zf(_x) = I(—X) — f(—x)z_f(x) - I(_x) — _I(x)

P é afuncdo par eI é afungao impar!

5.3. Fungao Composta

Vimos no capitulo de Relagdes, o conceito de relacao composta. Vamos relembrar:
SendoR€AxBeT € B x(C,arelagdo compostade T emR é:
ToR = {(a,c) € Ax C|3b € B tal que (a,b) € Re (b,c) € T}

Diagrama de flechas:

R T
A/_\,‘B/—\‘C

ToR

Podemos aplicar o mesmo conceito de relagdo composta as fungdes.
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Vamos ver uma definicdo de funcdao composta.

Uma fungdo composta genéricade f:A - Be g:B' — C,com f(A) c B’, é dada por h: A —
C tal que:

h(x) = g(f(x)) = gof (x)

Vejamos o diagrama de flechas dessa composi¢do. Para f: A — B:

I

A m B
B [,
M
B’ g

Perceba que consideramos B’ # B para generalizar o resultado.

Parag:B' — C:

Nesse diagrama, temos B N B’ # (.

Consideramos que f(A) c B’, entdo unindo os diagramas de flechas, obtemos:
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Sendo h: A — C tal que h = gof:
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h = gof B

Usamos o diagrama de flechas para visualizar o que ocorre com uma fun¢dao composta
genérica. Vamos ver sua defini¢ao algébrica:

Sejaf:A—>Beg:B' — C,com f(A) c B'.
Vx € A,y € Btalque f(x) =y
Se f(A) € B',entdo y € f(A) implicay € B'.
Vy€eB',3ze€ Ctalqueg(y) =z
Unindo os resultados acima, temos:
Vx € A,3z € C tal que g(f(x)) = z
Sendo h: A > C com h(x) = g(f(x)) = gof (x), h é chamada de composta de f com g.

Geralmente, as questdes envolvendo compostas considerardo B’ = B:
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Exemplos:
Sejam as fungdes f, g: R = R tal que:
fx) =x+3
g(x) = x?
A composta gof é dada por:
gof () =g(f(x)) =gx+3)=(x+3)2=x*+6x+9
Para a composta fog:
fog(x) = f(g(x) = f(x*) = x* +3
Como gof # fog, podemos afirmar que essa operagdo é ndo comutativa.

Também podemos fazer a composta fof:

fof(x) =f(f(x))=f(x)+3= x+3)+3=x+6

5.3.1. Teorema
Sejam as fungbes f:A - B,g:B — C,h:C = D, temos:
(hog)of = ho(gof)

Diz-se que essa operacao é associativa.

Demonstragao:
Para qualquer x € A, temos:
fG)=y,90) =zh(2) =w
Fazendo as composigdes:
((hog)of)(x) = (hog)(f(x)) = (hog)(y) = h(g(»)) = h(z) = w
(gof) () = g(f(0) = g(») =z
(ho(gof))(x) = h(gof (x)) = h(2) = w
= (hog)of = ho(gof)
Exemplo:

Sejam f,g,h: R = R:

fx)=x+3
gx) = x?
h(x) =2x—-1

Vamos encontrar (hog)of:
hog(x) = h(g(x)) =2g(x) —1=2x%2—-1
((hog)of)(x) = hog(f(x)) = 2(f(x)) =1 =2(x +3)? -1 = 2(x2 + 6x +9) — 1
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= 2x% + 12x + 17
Para ho(gof):

(ho(gof))(x) = h(gof(x)) = 2gof (x) — 1
gof () = g(f() = [f(0)]? = (x+3)2 =x2+ 6x +9
(ho(gof)(x)) = 2(x? + 6x +9) — 1 = 2x? + 12x + 17

5.3.2. Propriedades
f:A - Binjetora
P1)3i9:B — C injetora = gof é injetora
gof:A—-C
f:A - B sobrejetora
g:B — C sobrejetora = gof é sobrejetora

P2)
gof:A—-C
f:A - B bijetora
g:B — C bijetora = gof é bijetora
gof:A—-C
f:A->B
P4) g:B—-C = f éinjetora e g é funcao
gof:A — Cinjetora
f:A->B
P5) 1 g:B->C = g é sobrejetora
gof:A — C sobrejetora
f:A->B
P6) g:B->C = f éinjetora e g é sobrejetora
gof:A — C bijetora

P3)

Demonstragao:

f:A - Binjetora
P1)3i9:B - C injetora = gof é injetora
gof:A—-C

Vx,,x, € A, temos gof (x;) = gof(x;)
= g(f(x) = g(f(x)
Como g é injetora, temos:
fa) = f(xz)
Sendo f também injetora, obtemos:
X1 = X2

Logo, encontramos a seguinte informacao:
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gof(x1) = gof(x) = x; = x,
Essa é a defini¢do de fungdo injetora, portanto gof é injetora.

f:A - B sobrejetora
P2){ g: B — C sobrejetora = gof é sobrejetora
gof:A—-C

Usando a defini¢do de sobrejetora para f e g, temos:

Vze C,3y € Btalqueg(y) =z

Vy € B,dx € Atalque f(x) =y
Juntando as duas informacgdes, obtemos:

Vz € C,3x € Atalque g(f(x)) =z
Dessa forma:
gof(x) =z

Logo, gof é sobrejetora.

f:A — B bijetora
P3)< g:B — C bijetora = gof é bijetora
gof:A—-C

Essa propriedade é um corolario. Podemos usar as propriedades P1 e P2 para concluir que
f, g bijetoras implica gof bijetora.

f:A->B
P4) g:B—-C = f éinjetora e g é funcao
gof:A — Cinjetora

Vx,,x, € A, vamos supor f(x;) = f(x;)

Considerando que g é fun¢do, podemos aplicar g em f:

g(f ) = g(f(xp)
gof (x;) = gof (x;)
Como gof é injetora, temos:
X1 = X2
Com isso, concluimos:
Vxy,x, €A, f(x1) = f(x2) = x = x,
f éinjetora

g deve ser fungao
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f:A->B
P5) g:B->C = g é sobrejetora
gof:A — C sobrejetora

Usando a defini¢do de gof ser sobrejetora:
Vz € C,3x € Atalque gof(x) =z
Aplicando a defini¢ao de fungdoem f:
Vx € A, 3y € Btalque f(x) =y
Juntando as informacdes:
Vz € C,3y € Btalqueg(y) =z

Portanto, g é sobrejetora.

f:A—->B
P6) g:B->C = f éinjetora e g é sobrejetora
gof:A — C bijetora

Essa propriedade é um coroldrio, consequéncia das propriedades P4 e P5.

5.4. Fung¢ao Inversa

5.4.1. Definicao

Uma fung¢do f: A — B é inversivel se, e somente se, sua relagao inversa f‘l:B — A for
também uma fungao.

Definimos a funcdo inversa de f como f~1.

Vejamos um exemplo usando diagrama:

f ndo é inversivel, pois ao fazer a inversa, o conjunto B torna-se o dominio de f~1 e como
condicao de fungdo, todos os elementos de B devem ser associados a algum elemento de A. Pelo
diagrama, sabemos que isso ndo é satisfeito.
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Vejamos um exemplo de fungdo inversivel:

Pelo diagrama, podemos ver que g e g~ ! sdo func¢des. Logo, g é inversivel.

f~1 é umarelagdo inversa de f. Vimos no capitulo de relac3o inversa que os pares ordenados
da relagao inversa podem ser obtidos invertendo-se os pares ordenados da prdpria relagao. A nossa
relagdo em analise é a fungdo f, com isso, podemos escrever:

x,y)efe (yx)eft

Os pares ordenados de f~! s3o obtidos trocando-se a ordem dos pares. Usando a
propriedade acima, vamos ver o que acontece quando aplicamos a inversa em f~1:

x)efltexy e(fH
xyefexeftexy)e(fH!
xyefexy)e(fH?

O resultado acima nos mostra que f = (f~1)71, isto é, a inversa da inversa de f é a prépria
fungdo f.

5.4.2. Teorema
Uma fungao f: A — B é inversivel se, e somente se, f for bijetora.
Demonstragao:
Devemos demonstrar os dois lados do teorema.
) Se f: A - B éinversivel, entdo f é bijetora.
Sendo f: A — B inversivel, temos f~1: B — A é func3o.
Da defini¢do de f ! ser funcio:
Vy € B,3x € Atalque f~1(y) =«
Entdo, podemos escrever:

(y,x) € f*
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Isso implica:

(xy)ef

Logo, Vy € B temos (x,y) € f. Dessa informagao, temos Im; = B.

Portanto, f é sobrejetora.
Vamos demonstrar que f é injetora pela redugdo ao absurdo:

Sejam x;,x, € A com x; # x,. Supondo que f(x;) = f(x,) =y, temos f1(y) =x;, e
f~1(y) = x,. Chegamos a um absurdo, pois f~1 é funcdo e cada y € B pode ter apenas uma
imagem. Desse modo, podemos concluir:

x1 # X = f(xy) # fxz)
f éinjetora.
Il) Se f é bijetora, entdo f: A = B é inversivel.
Se f:A - B éinversivel, entdo f ~1: B > A é funco.
Sendo f bijetora, temos que f é injetora e sobrejetora.
Usando a definigdo de sobrejetora de f:
Im; =B
Dessa forma, podemos escrever:
Vy € B,3x € Atalque (x,y) € f
Logo, (y,x) € f71.
Usando a defini¢do de injetora de f:
Sejay € B e x1,x, € A tal que:
x) €fte(y,x) €71
Essa informacao implica:
(x,y) €Efe(x,f)ES
Como estabelecido inicialmente, f é injetora. Logo, x; = x,.

~ f~1é funcdo

5.4.3. Propriedades
Considerando f: A = B e g: B — C fungdes bijetoras, temos:

P1) fof '(¥) =y = fof '=1Ize flof(x) =x = f~lof =1, (Ix é a fungdo identidade
(f(x) = x) do conjunto X)

P2) Ainversa de f é Unica
P3) (f: A — B inversivel e monotdnica) = (f ~1: B —» A é de mesma monotonicidade de f)
P4) (gof)™' = f~tog™"
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Demonstragdes:
P1) fof *(y) =y=1Ige frof(x) = x =1, (I, é afuncio identidade do conjunto A)

Pelo diagrama de flechas:

= f 5!
B~ 4~ B . < 4

\_/

fof™!

P2) Ainversa de f é Unica
Sejam as fungdes g, g, inversas de f:

{glzB - A
g»»B—- A

Sendo inversas, podemos usar P1 e obter:
fog, =Igeg,of =1,
fog, =Igeg,of =14
Como I é a fungao identidade do conjunto B e o dominio de g, é B, podemos escrever:
g1 = g10lp
Substituindo Iz = fog,:
gr0lg = gi0(fog,)
Usando o teorema da fun¢dao composta:
g10(fog,) = (g10f)og,
Substituindo g,of = Iy:
(g10f)og, = 1409, = g
=91 = 92
Portanto, a inversa é Unica.

P3) (f: A — B inversivel e monoténica) = (f ~1: B —» A é de mesma monotonicidade de f)
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Vamos supor que f é estritamente decrescente (a demonstragdo para as outras
monotonicidades seguem a mesma ideia). Dessa forma, podemos escrever:

x1 > %, © f(xq) < f(xz)
Usando a propriedade P1 f~1of(x) = x, temos:
flof(x1) > fTrof (xp) & f(x1) < f(x2)
Reescrevendo os termos:
f(x1) < f(xz) At f_l(f(x1)) > f_l(f(xz))
Portanto, concluimos que f~! também ¢é estritamente decrescente.
P4) (gof) ' = flog™?!
As fungdes f e g sdo inversiveis, pois elas sdo bijetoras.
Usando as propriedades da fungao composta, temos:
f,g bijetoras = gof bijetora
Como gof é bijetora, gof é inversivel.

Vamos representar as fungdes pelo diagrama de flechas:

Aﬁ\ﬂmc

gof
Pela propriedade P1, podemos escrever:
flof =1,
fof 7t =1Ig
g~log=1Is
gog™t =1l

Queremos provar que (gof)™! = f~log~1. Note que:
(gof)~to(gof) =1,
(goflo(gof)™" =I¢
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Ent3o, se substituirmos (gof)™! = f~log~! devemos encontrar a seguinte igualdade:
(f~*og™"o(gof) = I,
(gof)o(f~tog™) =I¢
Para demonstrar a propriedade, precisamos provar que as igualdades acima sao validas.
Vamos desenvolver (f "tog™1)o(gof). Usando a propriedade associativa da composta:
(f~tog™Ho(gof) = [(f og™Hoglof = [fo(g " 0g)lof
Substituindo g~log = Ip:
[f~to(g™ og)lof = [ftolglof

Mas f Yol = f~1, pois I resulta no dominio de f~1:

[f olglof = f~of =1,

« (f~tog™o(gof) = I
Agora, provando a outra igualdade:

(gofo(f~tog™) = [(gof)of *log™ = [go(fof Hlog™
Substituindo fof ™1 = I:
[go(fof ~D]og™ = [golglog™

golg = g, pois Iy é a fungao identidade do dominio de g:

[golglog™ = gog™ = I,

= (gof)o(f~tog™) =I¢
Portanto, provamos as igualdades e, com isso, podemos afirmar:

(gof)™* =f"log™

HORADE

PRATICAR!

8. Determine a fungdo inversa das fungdes abaixo:
a)f:R->Ref(x)=3x+1
b)f:A->Bef(x)= xtz

x—4
Resolugao:
a)fiR->Ref(x) =3x+1

Antes de encontrar a inversa de uma func¢ao, devemos verificar se ela é inversivel. Para
isso, basta provar que ela é bijetora.

Para provar que f é injetora, podemos usar dois métodos:
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X1 # X = f(x1) # f(x3)
Ou
fO) =f(x) = x =x,
Vamos demonstrar pelos dois métodos:
) x1 # x, = f(x1) # f(x)
Xy # Xy 3% #3x, 236, + 1 # 30, + 12 f(xg) # fxy)
) fQx) = fx2) = x1 = x,
fO) =f(x)=23%+1=3x,+123x =3, >x =1,

Portanto, provamos que f é injetora.
ESCLARECENDOQ!

()

*ObservagOes: Para usar o método (I), devemos partir de x; # x, e manipula-lo para
chegar até f(x;) # f(x,). Para o método (Il), devemos partir de f(x;) = f(x,) e provar que
x1 = xz.

Agora, devemos provar que f é sobrejetora. Também podemos provar por dois caminhos
diferentes:

f:A->B
Vy € B,3x € Atalque f(x) =y
Ou
Ims =B
Vamos provar pelos dois métodos:
l)Vy € B,3x € Atalque f(x) =y
Para provar desse modo, primeiro fazemos f(x) = y e isolamos x:
f)=y=>y=3x+1
y—1

X =—
3

Agora, temos que mostrar que existe solucao em x € A. No caso, A = Re B = R. Como
x € R, temos que qualquer y € R satisfaz a equagdo. Logo, f é sobrejetora.

) Ims =B

Basta provar que a imagem de f é o contradominio.
Sendo f:R - Re f(x) =3x + 1:

Como x € R, temos 3x + 1 € R. Logo, Im; = R.

~ f é sobrejetora
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S —

Disso resulta que f é bijetora e possui inversa.

Para encontrar a inversa da func3o f, basta fazer x = f~1(y) e substituir na equacdo de x
em fungdo de y:

w

i) ==

3x+2

b)f:A->Bef(x)=

x—4

Essa funcdo possui condicdo de existéncia. O denominador deve ser diferente de zero:
x—4+0=>x+4

Vamos definir A = R — {4}.

Antes de encontrar a inversa, devemos provar que f é bijetora.

Vg, x; € R— {4}, f(x1) = f(x;)

3x1+2 _ 3x,+2

x1-4  x—4
(Bx; +2)(x —4) = Bxg + 2)(x, — 4)
3x1x, — 12x4 + 2x, — 8 = 3xyx, — 12x, + 2x; — 8
2x, +12x, = 2x; + 12x,
14x, = 14x,
=X = Xy
=~ f éinjetora

Vy €B,f(x) =y:

3x+2

x—4

3x+2=yx—4y
2+4y =yx —3x
2+4y=x(y—3)

2+4
X = Chnrd
y-3

x possui solugdoem R — {4}sey — 3 # 0:
y—3#0=>y+3
Entdo, devemos definir B = R — {3} para x ter solugdo e f ser sobrejetora.

Ainversa de f é dada por:
_ 2+4y
=35

) = yT:
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Gabarito: a) f~1(y) = %1 b) f1(y) = Z;T?

6. Lista de Questoes

a esTogg
"

v

Considere as fungdes f, g: R - R dadas por f(x) =ax + be g(x) =cx +d,coma,b,c,d €
R,a#0ec#0.S5e f~log™! = g~tof 1, entdo uma relacio entre as constantes a,b,c e d é
dada por

a)b+ad =d+ bc
b)d + ba=c+db
c)a+db=>b+cd
d)b+ac=d+ ba
e)c+da=b+cd

9. (ITA/2018)

10. (ITA/2017/Modificada)

Sejam X e Y dois conjuntos finitoscom X € Y e X # Y. Considere as seguintes afirmacodes:
l. Existe uma bije¢do f: X - Y.

Il. Existe uma fungdo injetora g: Y — X.

Classifique-as.

11. (ITA/2014)

Considere as fungdes apenas f,g:Z - R, f(x) = ax + m,g(x) = bx + n,emque a,b,men
sdo constantes reais. Se A e B sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entdo, das
afirmagdes abaixo:

.Se A =B,entdoa =bem = n;

I.Se A =17Z,entaoa = 1;

ll.Sea,bbm,n € Z, coma=bem = —n,entdo A = B,
E (s30) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il
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c) apenas Il
d) apenas el ll.

e) nenhuma.

12. (ITA/2014/Modificada)
Classifique a afirmagao:

Sejam a,b,c € R,coma < b < c.Se f:[a,c] = [a, b] é sobrejetora, entdo f ndo é injetora.

13. (ITA/2013)

Considere as fungdes f, g, f + g: R — R. Das afirmagdes:
l. Se f e g sdo injetoras, f + g é injetora;

Il. Se f e g sdo sobrejetoras, f + g é sobrejetora;

lll. Se f e g ndo sdo injetoras, f + g ndo é injetora;

IV.Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f + g ndo é sobrejetora;
E (s30) verdadeira(s)

a) nenhuma.

b) apenas | e ll.

c) apenas |l e lll.

d) apenas il e IV.

e) todas.

14. (ITA/2010)

Seja f: R — R bijetora e impar. Mostre que a funcdo inversa f ~1: R —» R também é impar.

15. (ITA/2010)

Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das seguintes afirmagdes:
l. f-g éimpar,

Il. f ogépar,

. g o f éimpar,

E (s30) verdadeira(s)

a) apenas |.

b) apenas Il

c) apenas .
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d) apenas el ll.

e) todas.

16. (ITA/2006)
Seja f:[0,1) = R definida por

1
2x, OSX<E

fx) = 1
2x — 1, —<x<l1

2

Seja g: (—i,i) — R dada por
(+d),  ~lex<o

flx 5) > X

gx) = 1

1
1_ P OS <_
f(x+2> X3

Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, impar ou nem par nem
impar.

17. (ITA/2005)

SejaD:R —{1}e f:D = D uma fungao dada por
x+1
x—1

flx) =

Considere as afirmacdes:
l. f é injetiva e sobrejetiva.

Il. f é injetiva, mas ndo sobrejetiva.
. f(x) + f (i) =0, paratodox € D,x # 0.
IV. f(x)f(—x) =1, paratodo x € D.

Entdo, sdo verdadeiras
a) apenas | e lll.

b) apenas |l e V.

c) apenas Il e lll.

d) apenas |, lll e IV.

e) apenas i, lll e IV.

18. (ITA/2005/Modificada)
Considere os conjuntos S = {0,2,4,6},T = {1,3,5} e U = {0, 1} e as afirmagdes:
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l. Existe uma fungdo f: S = T injetiva.
[l. Nenhuma fungao g: T — S é sobrejetiva.

Classifique-as em verdadeira ou falsa.

19. (ITA/2002)

Sejam a, b, c reais ndo-nulos e distintos, ¢ > 0. Sendo par a funcdo dada por

x+c
Entdo f(x), para —c < x < ¢, é constante e igual a

a)a+b
b)a+c
c)c
d) b

e)a

20. (ITA/1999)

Sejam f,g,h:R = R fungBes tais que a fungdo composta hogo f:R—-> R é a fungao
identidade. Considere as afirmacgodes:

I. A funcdo h é sobrejetora.

Il. Se x, € R é tal que f(x,) = 0, entdo f(x) # 0, paratodo x € Rcom x # x,.
Il. A equacdo h(x) = 0 tem a solucdo em R.

Entdo:

a) Apenas a afirmacao (l) é verdadeira.

b) Apenas a afirmacao (Il) é verdadeira.

c) Apenas a afirmacao (lll) é verdadeira.

d) Todas as afirmacdes sdo verdadeiras.

e) Todas as afirmacdes sdo falsas.

21. (ITA/1999)

Considere as fungdes f e g definidas por f(x) = x — (E), parax # 0 e g(x) = ——, para x #

x x+1"
—1. O conjunto de todas as solu¢des da inequagao

(goHx) <g(x)
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a) [1, +oof
b) ] — o0, —2[
c) [—2,—-1]
d]—-11]

e)]—2,—1[ U ]1,+oo[

22. (ITA/1998)

Sejamas fungdes f:R > Reg:A c R — R, taisque f(x) = x> —9e(fo g)(x) = x — 6,em
seus respectivos dominios. Entao, o dominio A da fungdo g é:

a) [—3,+oo]

b) R

c) [=5, +oo[

d) ] — o0, —1[ U [3, +oo[
e) ] — oo, V6[

23. (ITA/1997)

Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos numeros racionais e o conjunto dos
numeros irracionais, considere as fungées f, g: R = R definidas por

_(0,sex€Q
£ _{1,sex€]I

_(Lsex€eQ
g(x) _{0,sexell

Seja J aimagem da fungdo composta f 0 g: R — R.

Podemos afirmar que

a)J =R
b)J =Q
c)J ={0}
d)J = {1}
e)/ ={0,1}

24. (ITA/1996)

Considere as fungdes reais f e g definidas por f(x) =i—92;, xeER-{-11} e glx) =
X

,X E ]R—{—l}.
1+2x 2
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O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f o g, tal que (f 0 g)(x) < 0,
é:

a)l-1,—-5[ul-5 -1
b)] — o0, ~1[U] =3, —

C)]—OO,—l[U]—%,l[

d) ]1, o[
e)] =51

25. (IME/2019)
Definimos a fungdo f: N — N da seguinte forma:

f(0)=0

f)=1
f@2n)=f(n), n=>1
fCn+1)=n% n=>1

Definimos a fungdo g: N — N da seguinte forma: g(n) = f(n)f(n + 1).
Podemos afirmar que:

a) g é uma fungdo sobrejetora.

b) g é uma fungdo injetora.

c) f é uma fungdo sobrejetora.

d) f é uma fungdo injetora.

e) g(2018) tem mais do que 4 divisores positivos.

26. (IME/2018)
Considere as alternativas:
I. O inverso de um irracional é sempre irracional.

Il. Seja a fungdo f: A —» B e X e Y dois subconjuntos quaisquerde 4, entdo f(X NY) = f(X) N
f).
lll. Sejaafungdo f: A > B e X eY dois subconjuntos quaisquerde 4, entdo f(X UY) = f(X) U
f).

IV. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, entao A N B = A se, e somente se, B C A.
Obs.: f(Z) é aimagem de f no dominio Z.
Sao corretas:

a) |, apenas.
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b) I e lll, apenas.
c)llelV, apenas.
d) lelV, apenas.

e) Il e lll, apenas.

27. (IME/2018)

Seja f(x) uma fungdo definida no conjunto dos nimeros reais, de forma que f(1) = 5 e para
qualquer x pertencente aos numeros reais f(x +4) = f(x) +4ef(x + 1) < f(x) + 1.

Seg(x) = f(x) +2 —x,ovalorde g(2017) é:
a)2

b) 6

c) 13

d) 2021

e) 2023

28. (IME/2017)
O sistema de inequacdes abaixo admite k solucdes inteiras.
x?—2x— 14
>3

X
x <12

Pode-se afirmar que:
a)0<k<?2
b)2<k<4
c)4<k<6
d6<k<8
e)k>8

29. (IME/2016)

Sejam as fungdes f,,, paran € {0,1, 2,3, ...}, tais que: fo(x) = iefn(x) = fo(fuo1(x)), para
n = 1. Calcule f5,6(2016).

30. (IME/2010)

Sejam as fungdes f:R - R,g:R - R, h:R = R. A alternativa que apresenta a condigao
necessaria para que se f(g(x)) = f(h(x)), entdo g(x) = h(x) é
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a) f(x) =x

b) f(f () = f(x)
c) f é bijetora

d) f é sobrejetora

e) f éinjetora

GABARITO

&

9. a
10.1.F II.F
11.e
12. Falsa.
13.a
14.Demonstragao
15.d
16.g é par
17.a
18.1.F 1.V
19.e
20.d
21.e
22.a
23.c
24.2a
25.e
26.b
27.b
28.d

1

29‘f2016(2016) - —_—

2015
30.e
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9. (ITA/2018)

Considere as funges f, g: R - R dadas por f(x) =ax+ be g(x) =cx+d,coma,b,c,d €
R,a# 0ec#0.S5e f~log™! = g~lof ™1, entdo uma relagdo entre as constantes a,b,c e d é
dada por

a)b+ad =d+ bc
b)d + ba=c+db
c)Ja+db=b+cd
d)b+ac=d+ ba
e)c+da=b+cd
Comentarios
Vamos encontrar as inversas f 1 e gL
f(x)=ax+b
y=f(x)=>y=ax+b
_y-b
a
=i =22
gx)=cx+d

X

y=gx)=>y=cx+d

_y—d
o<

X

_ y—d
=9 1(y)=T

Encontrando as compostas:

gt —b
=

flog7t(x) = f g ()] =

(x;d)—bzx—d—bc

a ac
x—d — bc
=fTogT () = ————
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glof 100 = g iG] = L0
(x;b)_d_x—b—ad
c B ac
—b—ad
=g lof'(x) = %

A relacdo entre as constantes sera dada por:

flog™ (x) = g7 rof M (x)
x—d—bc_x—b—ad

ac ac
x—d—bc_x—b—ad
ac B ac

—d—bc=—-b—ad
=>b+ad=d+ bc

Gabarito: “a”.

10.(ITA/2017/Modificada)

Sejam X e Y dois conjuntos finitoscom X € Y e X # Y. Considere as seguintes afirmacdes:
l. Existe uma bije¢do f: X = Y.
Il. Existe uma fungdo injetora g: Y — X.
Classifique-as.
Comentdrios
Se X e Y s&o dois conjuntos finitos, X c Y e X # Y: n(X) < n(Y).

l. n(X) < n(Y). Entdo uma fungdo de X em Y implica que Im(f) # Y, ja que o niumero de
elementos do dominio X é menor que o niumero de elementos do contradominio Y. E pela definicao
de fungdo, um x € X ndo pode ser transformada em dois valores y € Y. Logo, f ndo é sobrejetora.
Consequentemente, f ndo é bijetora.

Falsa.

Il. Da defini¢dao de fungdo, g: Y — X implica que todos os elementos do dominio Y devem ser
transformados nos elementos pertencentes ao contradominio X (ndo obrigatoriamente todos).
Entdo, teremos obrigatoriamente 3y,,y, € Y, tal que g(y,) = g(y,). g ndo é injetora.

Falsa.

Gabarito: I.F II. F
11.(ITA/2014)

Considere as fungdes apenas f,g:Z - R, f(x) = ax + m,g(x) = bx + n,emquea,b,men
sdo constantes reais. Se A e B sdo as imagens de f e de g, respectivamente, entdo, das
afirmacdes abaixo:
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.SeA=B,entdoa=bem=n;
I.SeA =7,entdoa = 1;
ll.Sea,bbm,n € Z, coma=bem = —n,entdo 4 = B,
E (s30) verdadeira(s)
a) apenas|.
b) apenas Il
c) apenas Il
d) apenas el ll.
e) nenhuma.
Comentarios

l. Suponha f(x) = x e g(x) = —x + 1. O dominio das fungbes f e g é o conjunto Z e a
imagemde féA=ZedegéB =1.

A=B
a=1#-1=0b
m=0+1=n
~Falsa.
Il. Se tomarmos f(x) = —x,temos A =Zea = —1.
~Falsa.

ll. Vamos tomar f(x) =3x+1e g(x) =3x — 1.

3,11 € Z e satisfaza condicdoa = bem = —n.
f(3)=3-3+1=10

Se A = B, entdo devemos ter um x € Z, tal que g(x) = 10.
gx)=3x—-1=10

Ly
X=73

N3do temos x € Z, tal que 10 € B.
Logo, A # B. Falsa.
Gabarito: “e”.

12.(ITA/2014/Modificada)

Classifique a afirmacao:
Sejama,b,c € R,coma < b < c.Se f:[a,c] - [a, b] é sobrejetora, entdo f ndo é injetora.
Comentarios

Essa questao é um exemplo de como o ITA gosta de generalizar resultados. Normalmente,
afirmagdes assim sdo falsas.
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Com o tempo, ganharemos experiéncia e ndo precisaremos gastar tempo para encontrar uma
fungdo que sirva de contra-exemplo. Veja o grafico da fungdo f abaixo:

Podemos usar a fun¢do f(x) = ax + B, tal que a e B seja os coeficientes do grafico da fungdo
acima. Essa reta é sobrejetora em [a, b] e injetora. Logo a afirmacdo é falsa.

Poderiamos resolver também analiticamente. Vamos tentar encontrar um contra-exemplo
qgue seja sobrejetora e injetora. A fungdao mais simples que podemos usar é a fungdao de primeiro
grau.

Seja f(x) = ax + B, encontrando a e B tal que f:[a, c] - [a, b]:
fl@=aa+p=a )
fe)=ac+pB=>b (I

uan —):
a(c—a)=b—a:»a=b_a
c—a
(b—a)
f(x )_—a x+p

Substituindo x = a e sabendo que f(a) = a:

f(a)—(b_;‘)aw:a

ﬁ=a—(b_a)a=a<1—(b_a)>=a(c_b)

c—a c—a c—a
(b—a) a(c—b)
—a c—a

= flx) =

f:la,c] - [a, b] é uma fungdo buetora.
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~Afirmacao falsa.

Gabarito: Falsa.

13.(ITA/2013)

Considere as fungdes f, g, f + g: R — R. Das afirmagdes:
l. Se f e g sdoinjetoras, f + g é injetora;

Il. Se f e g sdo sobrejetoras, f + g é sobrejetora;

lll. Se f e g ndo sdo injetoras, f + g ndo é injetora;

IV.Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f + g ndo é sobrejetora;
E (s30) verdadeira(s)

a) nenhuma.

b) apenas | e ll.

c) apenas |l e lll.

d) apenas il e IV.

e) todas.

Comentarios

l. Vamos supor f(x) = x e g(x) = —x, ambas sdo fun¢des injetorasem R.Se h = f + g:
h(x) =fx)+gkx) =x—-x=0
h(x) =0

h ndo é uma funcdo injetora.
~Falsa.
Il. Usando o contra-exemplo da |, temos:
flx) =x
gx) = —x
h(x) = f(x) + g(x) =0
f e g sdo sobrejetoras em R, mas h = f + g ndo é sobrejetora (Im(h) = {0} # R).
~Falsa.

ll. Vamos supor f(x) =(x+1)?=x24+2x+1 e gx) = —(x—1)2 = —x? + 2x — 1.
Ambas ndo sdo injetorasem R.Se h = f + g:

h(x)=f(x)+gx)=O?*+2x+ 1)+ (—x?+2x — 1) = 4x
h(x) = 4x
h é injetora.
~Falsa.

IV. Usando o mesmo contra-exemplo da lll:
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fx)=x*+2x+1
gx) =—x?>+2x-1
h(x) = f(x) + g(x) = 4x
f e g ndo sdo sobrejetoras em R e h é sobrejetora em R.
~Falsa.

Gabarito: “a”.

14.(ITA/2010)

Seja f: R — R bijetora e impar. Mostre que a fun¢do inversa f ~1: R —» R também é impar.
Comentarios
Vamos provar por absurdo.
Supondo que f ™! n3o seja impar, entdo Ay € R, tal que f~1(—y) # —f~1(y).
Definindoa = f~Y(—y)eb = f~1(y), a,b € R, temos:
FHE9) # ~f70)

a+-—b
Da condi¢ao de injetora:
f(a) # f(=b)
Como f é impar:
f(=b) = —f(b)
Dessa forma, encontramos:
fla) #—f(b)

Substituindoa = f~1(=y) e b = f1(y):
FUE=w) = (7))

Usando as propriedades da inversa:
-y #*-0)
—y#F-y
~ Absurdo!
Portanto, f ~! também ¢é impar.

Gabarito: Demonstragao.

15.(ITA/2010)

Sejam f, g: R — R tais que f é par e g é impar. Das seguintes afirmacgdes:
l. f- g éimpar,

Il. f og énpar,

. g o f éimpar,
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E (s30) verdadeira(s)
a) apenas |.
b) apenas .
c) apenas Il
d) apenas e ll.
e) todas.
Comentarios
l. f-géimpar
Vamos definir h(x) = f(x)g(x). Desse modo:
h(=x) = f(=x)g(—x)
fépar= f(x) = f(—x)
g éimpar = g(—x) — g(x)
h(=x) = f)[-g()] = —f(x)g(x) = —h(x)
s h éimpar= f - g éimpar
Verdadeira.
Il. fogépar
Definindo H(x) = (f 0 g)(x) = flg(x)]. Temos:
H(—x) = flg(=x)]
g impar = g(—x) = —g(x)
fpar= f(=x) = f(x)
H(=x) = f[-g()] = flg(x)] = HX)
~Hépar= fogépar
Verdadeira.
. g o f éimpar
Definindo s(x) = (g o f)(x) = g[f(x)]. Temos:
s(=x) = glf (=0)] = glf ()] = s(x)
~sépar=go f épar
Falsa.
Gabarito: “d”.

16.(ITA/2006)
Seja f:[0,1) = R definida por
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1
2Xx, 0Sx<5
flx) = 1
2x — 1, -<x<1
2
Seja g: (—%%) — R dada por
f( +1) L cx<o
x+=), —=<x
glx) = 2 2

1-p(ed), 0sx<l
fxz, _x2

Com f definida acima. Justificando a resposta, determine se g é par, impar ou nem par nem
impar.
Comentarios
Precisamos verificar a paridade da fungao g.
g esta definido em dois intervalos distintos.

Supondo —1/2 < x < O:

g =1 (x+3)

2
1
—§<x<0
Usando as propriedades da desigualdade:
1 1 1 1
—o o <x+7<0+5
1 1
0<x+ E < E
Dessa forma:
1 1 1 1
f<x+§) =2<x+§),0<x+§<z

1
g(x)=2x+1,—§<x<0

Para0 <x < 1/2:

g(x)=1—f(x+%)

O<x<1:>1<x+1<1

- 2 2 2

1 1 1 1
f(x+§)=2(x+5)—1,53x+§<1

g(x)=1—[2<x+%>—1]=1—2x
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1
g(x)=1—2x,0£x<§

1
1+ 2x, ——<x<0

_ 2
g(x) = 1

b | =

g(x) = g(—x), logo g é par.
Gabarito: g é par

17.(ITA/2005)

SejaD:R —{1}e f: D = D uma fungao dada por
x+1
x—1

flx) =

Considere as afirmacgdes:
l. f é injetiva e sobrejetiva.

Il. f é injetiva, mas ndo sobrejetiva.
n. f(x) + f (i) =0, paratodox € D,x # 0.
IV. f(x)f(—x) =1, paratodo x € D.

Entdo, sdao verdadeiras
a) apenas | e lll.

b) apenaslelV.

c) apenasll e lll.

d) apenas |, lll e IV.

e) apenas |l lll e V.
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Comentdrios
I. Vamos verificar se f é injetora.
Vx,,x, € D:
f(x1) = f(xz)
x1+1 x+1
xl - 1 B xz - 1
(e + D = 1) = (e, + D(xy — 1)

xlxz—x1+xz—1=X1x2—x2+x1—1

X325 — X1 + Xo=1 = X4%5 — x5 + x1>1
2x, = 2x;
X2 = Xq
~ f éinjetora
Agora, verificamos se f é sobrejetora.

y €ERey = f(x), temos:

x+1
y=x—1
yx—-1)=x+1
yx—y=x+1
yx—x=y+1
xy-D=y+1
y+1
x=yT1

Analisando a condicao de existéncia:
y=1#0=>y+1
Logo, temos:
Im(f) =R-{1}=D
~ f é sobrejetora
Portanto, afirmacdo verdadeira.

[l. Como visto na |, f é injetiva e sobrejetiva. Afrmagdo falsa.

llIl. Vamos calcular f(x) + f G) parax # 0eVx € D:

1
0 + (1)_x+1+;+1_x+1+1+x_x+1+ x+1 o
flx fx T x—1 1_1_x—1 1-x x—1 (-D(x-1)
X

~Afirmagdo verdadeira.
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V. f(x)f(=x) = 1,Vx € D.

@ PEGADINHA

Temos uma pegadinha nessa afirmacdo. Se ndo nos atentdssemos a esse detalhe acabariamos
marcando como verdadeira. Veja:

(x+D(=x+1) —x*+1
(x—1)(—x—-1) —-x2+1

Mas, x estd definida no conjunto D = R — {1}. Se tomarmos x = —1 € D, temos f(—x) =
f(=(=1)) = f(1) e sabemos que 1 & D. Logo, f (—x) ndo est4 definida para todo x € D.

fOf(=x) =

~Falsa.

Gabarito: “a”.

18.(ITA/2005/Modificada)
Considere os conjuntos S = {0,2,4,6},T = {1,3,5} e U = {0, 1} e as afirmagdes:
l. Existe uma fungdo f:S — T injetiva.
Il. Nenhuma fungdo g: T — S é sobrejetiva.
Classifique-as em verdadeira ou falsa.
Comentdrios
|. Da definigdo de fungdo injetora, se f:S = T:
(Vx; € S,Vx, € T)(x; # x, = f(xy) # f(x3))

f é funcdo de S em T, entdo, todos os elementos de S devem ser transformados em algum
elemento de T. Como n(S) > n(T), é impossivel criar uma fungdo que satisfaca as condi¢bes da
injetora.

~Afirmacao falsa.
.g:T—-S

Da definicdo de funcdo, um elemento ndo pode ser transformado em dois numeros distintos.
Entdo, temos:

n(T) < n(S) = Im(g) # S = g nio é sobrejetora
~Afirmacdo verdadeira.

Gabarito: I.F Il.V

19.(ITA/2002)
Sejam a, b, c reais ndo-nulos e distintos, ¢ > 0. Sendo par a fung¢ao dada por

ax+ b
xX+c

,—c<x<c

flx) =
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Entdo f(x), para —c < x < c, é constante e igual a

a)a+b

b)a+c

c)c

d) b

e)a

Comentarios
Se f é uma fungdo par nointervalo | — ¢, c[, podemos escrever:
fx)=f(—x),—-c<x<c

a(—x)+b_ax+b
(—x)+c x+c

Simplificando a equacao:
(—ax+b)(x+c)=(ax+b)(—x+¢)

—ax? — acx + bx + bc = —ax? + acx — bx + bc
—ax? — acx + bx + b€ = =ax* + acx — bx + b¢
2bx = 2acx
2bx = Zacx

Encontramos a relagdo:
b =ac
Substituindo b na fungdo f, obtemos:
ax+b ax+ac alx+c a C
fx) = = = ( )= £'X/I‘/j=a,—c<x<c

x+c x+c x+c (x+7)

Gabarito: “e”.

20.(ITA/1999)

Sejam f,g,h:R —- R fungbes tais que a fungdo composta hogo f:R—-> R é a fungao
identidade. Considere as afirmacgodes:

I. A funcdo h é sobrejetora.

Il. Se x, € R é tal que f(x,) = 0, entdo f(x) # 0, paratodo x € R com x # x.
Il. A equacdo h(x) = 0 tem a solu¢do em R.

Entdo:

a) Apenas a afirmacao (l) é verdadeira.

b) Apenas a afirmacdo (Il) é verdadeira.

c) Apenas a afirmacao (lll) é verdadeira.

d) Todas as afirmacdes sdo verdadeiras.
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e) Todas as afirmacdes sdo falsas.
Comentarios

O enunciado dizque h o g o f é a fungdo identidade, entdo podemos escrever:

(hogo @ =h(g(f))=x
Vamos analisar as afirmacgdes:
I. Afungdo h é sobrejetora.
Vamos provar por reducdo ao absurdo. Supondo que h ndo seja sobrejetora e h: A — B,

podemos encontrar b € B tal que h (g(f(x))) # b paratodo x € R.

Dessa forma, tomando x = b e substituindo na funcdo composta:

h(g(f®))) # b

Dado a hipdtese de h o g o f ser a fungdo identidade, chegamos a um absurdo.
Logo, h é sobrejetora.

~Verdadeira.

[l. Vamos reduzir ao absurdo.

Supondo que existaa € Rcom a # x, e f(a) = 0. Temos:
fl@)=0= f(a) = f(x)
= h(g(f(@)) =h(g(f(x)))

> a= XO
Pela hipdtese inicial, a # x,. Logo, chegamos a um absurdo.
~Verdadeira.

1. J& provamos que h é sobrejetora de R em R. Entdo, Im(h) = R. Podemos encontrar x €
R tal que h(x) = 0.

~Verdadeira.

Gabarito: “d”.

21.(ITA/1999)

Considere as fungdes f e g definidas por f(x) = x — (3), parax # 0e g(x) = xi para x #

x +1
—1. O conjunto de todas as solu¢des da inequagao

(goflx) <g(x)
E
a) [1, +oof
b) ] — o0, =2
) [-2,—1]
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d]—-11]
e)]—2,—-1[ U ]1,+oo[
Comentarios
Vamos encontrar a fungdo g o f:

(gofx) = glf(x)]
2

glf ()] = ——*—
(X - E) +1
Da condigdo de existénciade g o f*:

De f temos x # 0.
2
f(x)¢—1=>x—;¢—1

(x2+x—2)¢
X
x+2)(x—-1)
X

0

F0=2>x#—-2ex#1

Simplificando g o f:

X

X X
glf (0] = 2 ~x2 -2 T X2+«
(r-3)+1 e B

Como x # 0:

-2
glf (] =xzx+ﬁ

Analisando a inequagao:
(gofHlx) <g(x)
x?—2 x
x2+x—2 < x+1
x? =2 x
GrOGE—1 “x+1

Desenvolvendo a inequagao:
x? =2 X
Gr)x—1) x+1°
(x2=2)x+ 1) —x(x+2)(x—1)
x+2)x-D(x+1)
x3+x2-2x—-2—x(x*+x—2)
x+2)x—Dx+1)

0

<0
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x3+x?2—2x—2—x3—x*+2x
(x+2)x—Dx+1)
-2
<
(x+2)x—1D(x+1)
Como —2 < 0, devemos ter (x + 2)(x — 1)(x + 1) > 0.

0

Representando o sinal das raizes da inequacdo acima no eixo real, encontramos:

—2 —1 1
* * * g
I I I
N + i +
r—1 — — — i _I_
(@+2)(x—1)(z+1) - i+ - ; +
@-—-—-—-—-—-Q &-—-—-—-—-—-—-—-—-n

O intervalo de solugdes que procuramos possui sinal positivo, logo:
S=]-2,-1[U]1,+oo]

Gabarito: “e”.

22.(ITA/1998)

Sejamasfungbes f:R > Reg:A c R - R, taisque f(x) =x*—9e(fog)(x) =x —6,em
seus respectivos dominios. Entdao, o dominio A da fungao g é:

a) [—3,+oo]
b) R
c) [=5, +oo|
d) ] — o0, =1[ U [3, +0o[
e)] — ,V6]
Comentarios
Do enunciado, temos:
f(x)=x%2-9
(fog)lx)=x—-6
Vamos manipular f(x) para encontrar g(x):
(f 0 9)(x) = flg(x)]
flg@)] =[g()]?-=9=x-6
[9()]? =x+3
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O contradominio de g é o conjunto dos reais, logo:
[g(x)]?=0=>x+3=>0
x=-3
O dominio da funcdo g é dado por:
A =[-3,+oo]

Gabarito: “a”.

23.(ITA/1997)

Se Q e I representam, respectivamente, o conjunto dos nimeros racionais e o conjunto dos
numeros irracionais, considere as fungdes f, g: R = R definidas por

_(0,sex€Q
fx) _{1,sexE]I
_(Lsex€Q
g(x)_{o,sexell

Seja J aimagem da fun¢do composta f 0 g: R — R.

Podemos afirmar que

a)J =R
b)J =Q
c)J = {0}
d)J = {1}
e)/ ={0,1}

Comentarios

Vamos analisar a imagem da fungdo composta f o g.
fogx) =flgl)]

NxeQ-gl) =1

1eQ-flg)]l=f(1)=0

2Q)x€l->gx)=0

0€Q~- flglx)]=f(>0)=0

Logo, para qualquer valor de x € R, temos Im(f o g) = {0}.

Gabarito: “c”.

24.(ITA/1996)

Considere as func¢des reais f e g definidas por f(x) =%, xeER—-{-11} e glx) =
1

xeR-{-3

X
1+2x

O maior subconjunto de R onde pode ser definida a composta f o0 g, tal que (f 0 g)(x) < 0,
é:
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al-1,-;[ul-3 -3l
b)] — oo, —1[U] -2, 3

C)]—OO,—l[U]—%,l[

d) ]1, o[
e)] _%,—?1[

Comentarios

A questdo pede o maior subconjunto dos reais onde a fungdo composta (f 0 g)(x) < 0 estd
definida.

Vamos encontrar a fungdo composta:

142 (7=
fog@) = f(9(@)) = =z ,, !

- (fm)

1 .~ s A . x
x # — -, condicao de existéncia de ( )
2 14+2x

Simplificando a funcgao:
1+ 2x + 2x

_ 142
f(g(x)) - (1 + Zx)zx_ xZ
(14 2x)?
*A+2x)2—x*=1+2x—x)1+2x+x) =1 +x)(1+3x)
(1+4x)(1+ 2x)
M90) =" 5 aT30

Temos como condigao de existéncia da fungao composta:

1+x#0=>x+ -1
1+3x#0=>x+—-1/3

L 1
X773
Devemos satisfazer:
f(g(x)) <0

(1+4x)(1 + 2x)
1+ x)(1+3x)

Vamos encontrar o sinal da fungao composta, representando-a no eixo real.

Primeiro devemos estudar o sinal das fun¢des (1 + 4x), (1 + 2x), (1 + x) e (1 + 3x).
Encontrando as raizes dessas fungdes:

N14+4x=0=>x=-1/4
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2)1+2x=0=>x=-1/2
3)1+x=0=>x=-1
4)1+3x=0=>x=-1/3

Representando cada uma no eixo real e combinando os resultados para encontrar o quadro
de sinais, obtemos:

1 1 1
—1 T2 3 T4
g * ¢ ¢ =
1+ 4z — o _ | . | +
1e2e| = b — b4 4 +
T
fle@)| 4 L 4 +
D) &-—-—-—-—-—é

Assim, o intervalo que satisfaz a condigdo f(g(x)) < 0 é:
x€]—1,-1/2[U] - 1/3,—1/4]

Gabarito: “a”.

25.(IME/2019)

Definimos a fungdo f: N — N da seguinte forma:

f(0)=0

f)=1
f2n)=f(m), n=1
f2n+1)=n% n=>1

Definimos a fungdo g: N — N da seguinte forma: g(n) = f(n)f(n + 1).
Podemos afirmar que:

a) g € uma fungao sobrejetora.

b) g é uma fungdo injetora.

c) f é uma fungdo sobrejetora.

d) f é uma fungdo injetora.

e) g(2018) tem mais do que 4 divisores positivos.
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Comentarios

Para questdes de fungdes desse tipo, devemos testar os valores e verificar as alternativas.
Vamos encontrar a imagemde f e g.

Para f, temos:

n 0 1 2 3 4 5 6

f(n) 0 1 1 1 1 4 1

Ja podemos afirmar que f ndo é injetora, pois f(1) = f(2). Também n&o é sobrejetora, pois
f assume apenas valores quadrados perfeitos.

Para g:
n gn)
0 fO)f()=0
1 fAOfR) =1
2 fR)fB)=1
3 fB)fFMA) =1
4 fAFG) =4

g também ndo é injetora nem sobrejetora pelos mesmos motivos de f.
Portanto, a Unica alternativa que resta é a “e”. Veja:
g(2018) = f(2018)£(2019) = £(1009)£(2019) = 5042 - 1009% = (23 - 3%2 - 71)%2 - 10092
g(2018) = 2°-3*-72-1009%
O numero de divisores positivos de g é:

6+1)@4+1)2+1)2+1)=7-5-3-3 =315 divisores positivos

*Observacdo: Na hora da prova, vocé poderia testar diretamente a Unica alternativa que trata
de valores numéricos. Assim, vocé ndo perderia tempo testando as demais. Sempre tente ganhar
tempo na prova!

Gabarito: “e”.

26.(IME/2018)
Considere as alternativas:
I. O inverso de um irracional é sempre irracional.

Il. Seja afungdo f: A > B e X e Y dois subconjuntos quaisquerde 4, entdo f(X NY) = f(X) N
f).
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lll. Sejaafuncdo f: A > B e X eY dois subconjuntos quaisquerde 4, entdo f(X UY) = f(X) U
f).
IV. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, entao A N B = A se, e somente se, B C A.
Obs.: f(Z) é aimagem de f no dominio Z.
S3o corretas:
a) |, apenas.
b) I e lll, apenas.
c)llelV, apenas.
d) lelV, apenas.
e) Il e lll, apenas.
Comentarios
I. Vamos provar por absurdo.
Supondoquex € e 1/x € Q. Se 1/x é racional, podemos escrever:
1

4 b e
=_1a1
x b

X = 2 eEQ
a

Da hipodtese inicial x € 1. Absurdo!
Logo, o inverso de um irracional é sempre irracional.
~Verdadeira.
.X,YCA f(XNnY)=fX)n f().
Vamos encontrar um contra-exemplo.
SejaAd =1{2,3,4},B ={1,2,3} X ={2,3},Y = {3,4}.

Representando f: A — B no diagrama de flechas:

A B
29— !
3e \ =02
4 3
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XnY={3}=fXnY)={2}
fX)={12ef(Y)={1,2} =2 fQOnf¥)={12}# f(XNY)
~Falsa.

[Il. Podemos provar usando a definicdo do conjunto unido e a propriedade anti-simétrica
dos subconjuntos.

(Propriedade anti-simétrica dos subconjuntos: A c BAB c A< A =B)
Demonstragao:
Paraa € (XUY), existe b € f(XUY), tal que f(a) = b.
Darelagioa € (XUY), temosa € Xoua €Y.
Sea € X,temos b € f(X).Massea € Y,temos b € f(Y). Dessa forma, podemos afirmar:
befX)Uf(Y)
Disso, concluimos:
= fXUY) cfX)Uf()
Agora, vamos provar que f(X) U f(Y) c f(XUY).
Sejab € f(X) U f(Y). Entdo, da defini¢do de conjunto unido: b € f(X) ou b € f(Y).

Para b € f(X), podemos encontrar um a € X tal que b = f(a). Analogamente para b €
f(Y), podemos encontrar a € Y que satisfaga b = f(a). Entdo da € X U Y, tal que b = f(a).

Dessa forma: b € f(X UY).

= fXUfY)cfXuY)
Da propriedade anti-simétrica:

fXUY)=fX)uf)
~Verdadeira.
V.ANB=A BcA

Contra-exemplo:

A ={a, b}
B ={a,b,c}
ANnB={ab}=A4
B¢ A

~Falsa.
Gabarito: “b”.
27.(IME/2018)

Seja f(x) uma fungdo definida no conjunto dos nimeros reais, de forma que f(1) = 5 e para
qualquer x pertencente aos numeros reais f(x +4) = f(x) +4ef(x +1) < f(x) + 1.

Seg(x) = f(x) + 2 —x, ovalorde g(2017) é:
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a)2

b) 6

c) 13

d) 2021

e) 2023
Comentarios

Precisamos encontrar o valor de g(2017) = f(2017) + 2 — 2017. Para isso, temos que
encontrar o valor de f(2017).

Do enunciado:
f(1) =5
fx+4)=f(x)+4
fx+D)<fx)+1

Vamos analisar f(x + 1) < f(x) + 1. Podemos manipular x da fungdo e encontrar as
relacdes de desigualdade:

fx+D)<fx)+1
fx+2)<fx+1)+1
fx+3)<f(x+2)+1
fx+4)<f(x+3)+1
Somando as inequacgdes, obtemos:
fx+D)+fx+3)+fx+2)+fx+D)<fx+3)+fx+2)+flx+1)+f(x)+4
fx+4)<f(x)+4
Dessa forma, temos a seguinte relagao:
f+4<fx+4)<fx)+4
>fx+4)=fx)+4
f(2017) é dado por:
f(2017) = f(2013) + 4
f(2013) = f(2009) + 4
f(2009) = f(2005) + 4

F(2017) = f(2017 —4) + 4= (2017 —2-4) +2-4 = f(2017 =3 -4) + 3 -4 = ---
Temos um padrdo. Perceba que f(2017) = f(2017 —n-4) +n-4
Vamos encontrar n. Dividindo 2017 por 4:
2017 =504-4+4+1=2017-504-4=1

Assim:
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f(2017) = f(2017 — 504 -4) + 504 - 4
f(2017) = f(1) +504-4 =5+504-4 = 2021
g(2017) é dado por:
g(2017) = f(2017) + 2 — 2017
g(2017) =2021+2—-2017=6
= g(2017) =6
Gabarito: “b”.
28.(IME/2017)

O sistema de inequac¢des abaixo admite k solugdes inteiras.

x2 —2x —14
>3
X
x <12

Pode-se afirmar que:
a)0<k<?2
b)2<k<4
c)d4<k<6
d6<k<8
e)k>8
Comentdrios

Devemos encontrar as solugles inteiras que satisfazem ao sistema. Vamos analisar a
primeira inequagao:

x% —2x —14
>3

X
x%—2x—14
—3>0
X
x%? —2x —14 —3x
x >0

x?> —5x — 14
>0
X

x—=7)(x+2)
>0
X

Devemos ter x #+ 0 como condig¢ao de existéncia.

Construindo o quadro de sinais, obtemos:
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e * * =
etz | - 4 + i +
- - = + | +
e B i +
(m—'fl(m—l-z) B ; + ; o E +
&-—-—-—-—-—-e &-—-—-—-—-—-—-—-—-.

Dessa inequagdo, encontramos x € | — 2,0[ U |7, +oo[.

Da segunda inequacgado, temos: x < 12.

Juntando as duas condi¢des, encontramos as raizes inteiras:

x€EA
A={-1,89,10,11,12}
k=n(A) =6
6<k<8
Gabarito: “d”.

29. (IME/2016)

Sejam as fungdes f,,, paran € {0,1, 2,3, ...}, tais que: f(x) = iefn(x) = fo(fuo1(x)), para
n = 1. Calcule f5,,(2016).

Comentarios

Vamos tentar encontrar um padrdo nas formas de f, sabendo que £, (x) = fo(f_1(x)).

Paran = 1:
f1() = fofo ()
£ = 1 _ 1 _ 1—x _1—x_x—1
1 =T = 1 =T ==
1—fy(x) 1_(1—x) 1-x-1 X X
Paran = 2:
fz(x) = fo(f1(x))
_ 1 _ 1 _ X _
fz(x)_1—f1(x)_1_(u)_x—x+1_x
X
Paran = 3:

f3(X) = fo(fz(x))
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f3(x) = ﬁ

Perceba que a fungdo f; é igual a f,. Se continuarmos a calcular f para os préximos valores
de n, as funcgdes se repetirao:

fo=fi=fe="
fi=fi=fr=-
fo=fs=fs=""
Entdo, sendo k € Z, f é dado por:

) = =
x—1

far+1(x) = .

fak+2(x) = x

Precisamos calcular f,914(2016). Para isso, vamos descobrir qual a forma de f paran =
2016.

Dividindo 2016 por 3:

2016 = 672-3
2016 é multiplo de 3, logo f,016 POssui a forma de f5. Entdo f,414(2016) é dado por:
1
2016) = = —
fo016(2016) = 7076 = ~ 2015
i - __r
Gabarito: f2016(2016) = T Zo1s

30. (IME/2010)

Sejam as fungdes f:R = R,g:R —= R, h:R = R. A alternativa que apresenta a condigdo
necesséria para que se f(g(x)) = f(h(x)), entdo g(x) = h(x) é

a) f(x) =x
b) f(f () = f(x)
c) f é bijetora
d) f é sobrejetora
e) f éinjetora
Comentarios
Vamos verificar a condigao para que a seguinte afirmacao seja verdadeira:
f(9@) = f(h(x) = g(x) = h(x)
Seg:R—- Reh:R - R, entdo:
Va,b € R,3x € Rtalque g(x) =aeh(x) =b
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flg) = f(r(x)) = f(a) = f(b) > a=b = g(x) = h(x)

A condigdo encontrada f(a) = f(b) = a = b,Va, b € R é exatamente a condi¢do de ser
funcao injetora.

Logo, f é injetora.

Gabarito: “e”.

9. Consideragoes Finais da Aula

Chegamos ao final da nossa aula introdutdria de fungdes. Nas préximas aulas, continuaremos
com o topico de fungdes até abordarmos todas as fungdes que podem ser cobradas na prova.

Quaisquer duvidas, criticas ou sugestdes entre em contato pelo férum de duvidas do
Estratégia ou se preferir:

o Jvictorso o /profvictorso
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