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Introdução 

Nessa aula iniciaremos o estudo das funções. Estudaremos conceitos de relações, par 
ordenado, produto cartesiano, funções e suas classificações, função composta e inversa.  

Esse assunto costuma cair bastante nas provas. Ela será dividida em várias aulas para 
conseguirmos abordar todas as funções relevantes para a prova. 

É muito importante que você entenda cada conceito e resolva muitos exercícios para fixação, 
elas o ajudarão a resolver os exercícios da sua prova!  

Se você for um aluno com boa base nesse assunto, vá direto para a lista de questões e caso 
tenha alguma dúvida entre em contato conosco através do fórum de dúvidas do Estratégia ou se 
preferir: 
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1. Relações 

 Antes de iniciarmos nosso estudo de funções, vamos estudar Relações. Esse assunto será 
importante para fundamentar nosso entendimento sobre funções. Então, vamos lá! 

1.1. Par Ordenado 

 Na Matemática, temos situações onde a ordem dos elementos é importante para definir a 
solução de um problema. Por exemplo: 

 Encontrar 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ que satisfaça as equações:  

{
𝑥 + 𝑦 = 1
𝑥 − 𝑦 = 1

 

 Ao resolver essas equações, encontramos 𝑥 = 1 e 𝑦 = 0 como solução. Então, se 
representássemos essa solução usando conjuntos, diríamos que {1, 0} é solução do sistema. Mas, 
veja que {1, 0} = {0, 1}, então 𝑥 = 0 e 𝑦 = 1 também seria solução do sistema acima. Sabemos que 
isso não é verdade. Por isso, usamos o conceito de par ordenado para solucionar esse problema. 

 Nesse caso, usando o conceito de par ordenado para definir a solução, escrevemos: 

(𝑥, 𝑦) = (1, 0) 

 Para definir um par ordenado, usamos os parênteses "(  )" no lugar das chaves "{  }". Como a 
ordem dos elementos importa, temos: 

(1, 0) ≠ (0, 1) 

1.1.1. Definição 

 A definição de par ordenado, segundo o matemático Kuratowski, é dada por: 

(𝒙, 𝒚) = {{𝒙}, {𝒙, 𝒚}}  

 Podemos usar essa definição para representar mais variáveis: 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) = {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}, {𝑥, 𝑦, 𝑧}} 

 Nesse caso, chamamos (𝑥, 𝑦, 𝑧) de tripla ordenada. 

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = {{𝑥1}, {𝑥1, 𝑥2}, … , {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛}} 

 (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) é dita de n-upla ordenada. 

 

1.1.2. Teorema 

(𝒂, 𝒃) = (𝒄, 𝒅) ⇔ 𝒂 = 𝒄 𝒆 𝒃 = 𝒅  

 Demonstração: 

 Usando a definição de Kuratowski, temos: 

(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) 

{{𝑎}, {𝑎, 𝑏}} = {{𝑐}, {𝑐, 𝑑}} 
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 Pela igualdade, podemos escrever: 

{
{𝑎} = {𝑐}

{𝑎, 𝑏} = {𝑐, 𝑑}
 

ou 

{
{𝑎} = {𝑐, 𝑑}

{𝑎, 𝑏} = {𝑐}
 

 Resolvendo os sistemas: 

{
{𝑎} = {𝑐}

{𝑎, 𝑏} = {𝑐, 𝑑}
 

{𝑎} = {𝑐} ⇒ 𝑎 = 𝑐 

{𝑎, 𝑏} = {𝑐, 𝑑} ⇒ 𝑏 = 𝑑 já que 𝑎 = 𝑐 

 Nesse caso, 𝑎 = 𝑐 e 𝑏 = 𝑑. 

{
{𝑎} = {𝑐, 𝑑}

{𝑎, 𝑏} = {𝑐}
 

{𝑎} = {𝑐, 𝑑} ⇒ 𝑎 = 𝑐 = 𝑑 

{𝑎, 𝑏} = {𝑐} ⇒ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

⇒ 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 𝑑 

 Nesse caso, todos os elementos são iguais e 𝑎 = 𝑐 e 𝑏 = 𝑑 também é válido. 

 Com isso, concluímos: 

(𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⇔ 𝑎 = 𝑐 𝑒 𝑏 = 𝑑 

 

1.2. Produto Cartesiano 

 Os pares ordenados podem ser representados em um plano cartesiano ortogonal. Esse plano 
foi criado pelo matemático René Descartes para mostrar alguns pontos no espaço. Podemos 
entendê-lo como um mapa, onde as coordenadas nela representadas nos levam a algum ponto do 
mapa. 

 O plano cartesiano é um sistema de coordenadas (𝑥, 𝑦).  A sua representação é dada por: 
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 O eixo 𝑥 é chamado de eixo das abcissas (também pode ser chamado de 𝑂𝑥) e o eixo 𝑦 é 
chamado de eixo das ordenadas (ou 𝑂𝑦). Ambos são perpendiculares entre si (possuem ângulo de 
90° no ponto de intersecção). O encontro entre esses eixos é o ponto (0, 0) (ou ponto 0), esse ponto 
é chamado de origem do sistema.  

 Vamos representar alguns pontos nesse plano para entender melhor sua utilidade. Seja 
𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 os pontos: 

𝐴(1, 0), 𝐵(−2, 2), 𝐶(1, 4), 𝐷(−1,−2) 

 Para representar os pontos, adotaremos sempre o primeiro elemento do par ordenado como 
elemento do eixo 𝑥 e o segundo elemento como elemento do eixo 𝑦. Localizando 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 no plano, 
temos: 
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Agora que sabemos o que é um plano cartesiano, vamos entender o conceito de produto 
cartesiano. 

1.2.1. Definição 

 Se 𝐴 e 𝐵 são dois conjuntos não vazios, o produto cartesiano entre eles é representado pela 
notação: 

𝐴 𝑥 𝐵 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 𝑒 𝑦 ∈ 𝐵} 

 𝐴 𝑥 𝐵 lê-se "𝐴 cartesiano 𝐵". 

 𝐴 𝑥 𝐵 é um conjunto cujos elementos são pares ordenados da forma (𝑥, 𝑦). 

 Exemplo: 

 Seja 𝐴 = {2, 3} e 𝐵 = {0, 1, 2}. 

 1) 𝐴 𝑥 𝐵 = {(2, 0), (2, 1), (2, 2), (3, 0), (3, 1), (3, 2)} 

 2) 𝐵 𝑥 𝐴 = {(0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3)} 

 Perceba que no produto cartesiano devemos escrever todas as combinações possíveis entre 
os elementos dos conjuntos envolvidos. Desse modo, podemos escrever a seguinte relação: 

𝑛(𝐴 𝑥 𝐵) = 𝑛(𝐴) ∙ 𝑛(𝐵) 
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 O produto cartesiano não se resume a apenas 2 conjuntos, podemos estendê-lo para 𝑛 
conjuntos: 

𝐴1 𝑥 𝐴2 𝑥 𝐴3 𝑥 … 𝑥 𝐴𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛)|𝑥1 ∈ 𝐴1 ∧ 𝑥2 ∈ 𝐴2 ∧ 𝑥3 ∈ 𝐴3 ∧ …∧ 𝑥𝑛 ∈ 𝐴𝑛} 

 O número de elementos desse conjunto é dado por: 

𝑛(𝐴1 𝑥 𝐴2 𝑥 … 𝑥𝐴𝑛) = 𝑛(𝐴1) ∙ 𝑛(𝐴2) ∙ … ∙ 𝑛(𝐴𝑛) 

 Vamos ver um exemplo de produto cartesiano com 3 conjuntos: 

 Seja 𝐴 = {1, 2}, 𝐵 = {2, 3}, 𝐶 = {3, 4}. 

𝐴 𝑥 𝐵 𝑥 𝐶 = {(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 3), (1, 3, 4), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 3, 3), (2, 3, 4)} 

 

1.2.2. Propriedades 

 P1) 𝐴 𝑥 ∅ = ∅ 

 P2) 𝐴 𝑥 𝐵 ≠ 𝐵 𝑥 𝐴, com 𝐴 ≠ 𝐵 e não vazios 

 P3) 𝐴2 = 𝐴 𝑥 𝐴 

 P4) 𝐴 𝑥 (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 𝑥 𝐵) ∪ (𝐴 𝑥 𝐶) 

 P5) 𝐴 𝑥 (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 𝑥 𝐵) ∩ (𝐴 𝑥 𝐶) 

 

 Vamos demonstrar as propriedades P4 e P5: 

 P4) 𝐴 𝑥 (𝐵 ∪ 𝐶) = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ (𝐵 ∪ 𝐶)} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ (𝑦 ∈ 𝐵 ∨ 𝑦 ∈ 𝐶)} 

 Aplicando a distributiva: 

{(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ (𝑦 ∈ 𝐵 ∨ 𝑦 ∈ 𝐶)} = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵) ∨ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} 

 Veja que (𝐴 𝑥 𝐵) = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵)} e (𝐴 𝑥 𝐶) = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)}, então: 

{(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵) ∨ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} = (𝐴 𝑥 𝐵) ∪ (𝐴 𝑥 𝐶) 

∴ 𝐴 𝑥 (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 𝑥 𝐵) ∪ (𝐴 𝑥 𝐶) 

 P5) 𝐴 𝑥 (𝐵 ∩ 𝐶) = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ (𝐵 ∩ 𝐶)} = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ (𝑦 ∈ 𝐵 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} 

 Aplicando a distributiva: 

{(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴 ∧ (𝑦 ∈ 𝐵 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵) ∧ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} 

{(𝑥, 𝑦)|(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐵) ∧ (𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑦 ∈ 𝐶)} = (𝐴 𝑥 𝐵) ∩ (𝐴 𝑥 𝐶) 

∴ 𝐴 𝑥 (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 𝑥 𝐵) ∩ (𝐴 𝑥 𝐶) 

  

 Analisando a propriedade P3, se tomarmos 𝐴 = ℝ, temos ℝ2 = ℝ 𝑥 ℝ. Esse é o plano 
cartesiano. 

 Vamos ver um exemplo de representação de produto cartesiano no plano cartesiano: 

 Seja 𝐴 = {1, 2, 3} e 𝐵 = {1, 2}. 
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𝐴 𝑥 𝐵 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2)} 

 

 Também existe outro modo de representar o produto cartesiano. Podemos usar o diagrama 
de flechas, veja: 

 

 

1.3. Relação Binária 

1.3.1. Definição 

 Uma relação binária 𝑅 de 𝐴 em 𝐵 é dada por: 

𝑹 = {(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑨 𝒙 𝑩|𝒑(𝒙, 𝒚)}  

 𝑝(𝑥, 𝑦) representa um critério de relacionamento entre 𝑥 ∈ 𝐴 e 𝑦 ∈ 𝐵. 

 Perceba que 𝑅 é um subconjunto do conjunto 𝐴 𝑥 𝐵 e seus elementos (𝑥, 𝑦) possuem a 
propriedade 𝑝(𝑥, 𝑦). Assim, podemos afirmar 𝑅 ⊂ 𝐴 𝑥 𝐵. 

 Para essa relação 𝑅 de 𝐴 em 𝐵: 
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𝐴 é o conjunto de partida da relação 𝑅. 

𝐵 é o conjunto de chegada ou contradomínio da relação 𝑅. 

 Se (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 𝑥 𝐵 e 𝑝(𝑎, 𝑏) é verdadeira, podemos usar a notação: 

𝑎 𝑅 𝑏 ou 𝑅(𝑎) = 𝑏 

 Se (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴 𝑥 𝐵 e 𝑝(𝑐, 𝑑) é falsa: 

𝑐 𝑅 𝑑 ou 𝑅(𝑐) ≠ 𝑑 

 Chamamos de conjunto solução de uma relação o seguinte conjunto: 

𝑆 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴 𝑥 𝐵|𝑝(𝑎, 𝑏) é 𝑉} 

 O conjunto 𝑆 possui todos os elementos que satisfazem a propriedade da relação. 

 

1.3.2. Domínio e Imagem 

 Vamos ver o que é o domínio e a imagem de uma relação. 

 Seja 𝑅 uma relação de 𝐴 em 𝐵 com 𝑥 ∈ 𝐴 e 𝑦 ∈ 𝐵. 

 Domínio de 𝑅 é o conjunto formado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados 
de 𝑅. Sua notação é dada por: 

𝑫𝑹 = {𝒂 ∈ 𝑨|(𝒂, 𝒚) ∈ 𝑹}  

 Imagem de 𝑅 é o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados de 𝑅: 

𝑰𝒎𝑹 = {𝒃 ∈ 𝑩|(𝒙, 𝒃) ∈ 𝑹}  

 Vejamos uma representação genérica de uma relação 𝑅 de 𝐴 em 𝐵 no plano cartesiano. Seja 
𝑅 ⊂ 𝐴 𝑥 𝐵: 
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 Note que 𝐷𝑅 ⊂ 𝐴 e 𝐼𝑚𝑅 ⊂ 𝐵. 

 

1.3.3. Classificação das Relações 

Seja 𝑅 ⊂ 𝐴2.  

1) Reflexiva 

𝑹 é reflexiva em 𝑨𝟐 quando ∀𝒂 ∈ 𝑨, temos (𝒂, 𝒂) ∈ 𝑹 

 Exemplo: 

 Sejam 𝐴 = [0, 2] e 𝑅1, 𝑅2 ⊂ 𝐴
2 representados no plano cartesiano: 

 

 𝑅1 é reflexiva e 𝑅2 não é reflexiva. 

 Para ser reflexiva, os elementos do conjunto devem conter a reta 𝑦 = 𝑥. Apenas 𝑅1 satisfaz 
essa condição. 

 

 2) Simétrica 

𝑹 é simétrica em 𝑨𝟐 quando para (𝒂, 𝒃) ∈ 𝑹, temos (𝒃, 𝒂) ∈ 𝑹 

 Vejamos uma representação gráfica de um 𝑅 simétrico em 𝐴2. 

 Sejam 𝐴 = [0, 2] e 𝑅 ⊂ 𝐴2:  
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 3) Antissimétrica 

𝑹 é antissimétrica em 𝑨𝟐 quando (𝒂, 𝒃) ∈ 𝑹 e (𝒃, 𝒂) ∈ 𝑹, temos 𝒂 = 𝒃 

 Vejamos uma representação gráfica de um 𝑅 antissimétrica em 𝐴2. 

 Sejam 𝐴 = [0, 2] e 𝑅 ⊂ 𝐴2:  

 

 

 4) Transitiva 

𝑹 é transitiva em 𝑨𝟐 quando (𝒂, 𝒃) ∈ 𝑹 e (𝒃, 𝒄) ∈ 𝑹, temos (𝒂, 𝒄) ∈ 𝑹 

 Exemplo: 

𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ2|𝑥 − 𝑦 ⋮ 2} 

 Para (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅, temos 𝑎 − 𝑏 = 2𝑘1, 𝑘1 ∈ ℤ. 

 Para (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑅, temos 𝑏 − 𝑐 = 2𝑘2, 𝑘2 ∈ ℤ. 

 Somando as duas equações, obtemos: 
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𝑎 − 𝑐 = 2(𝑘1 + 𝑘2) = 2𝑘3 

⇒ (𝑎, 𝑐) ∈ 𝑅 

∴ 𝑅 é transitiva 

 Nesse exemplo, também podemos ter outras classificações para 𝑅. Veja: 

∀𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 − 𝑎 = 0 = 2 ∙ 0 

⇒ (𝑎, 𝑎) ∈ 𝑅 

∴ 𝑅 é reflexiva 

Se (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅, temos 𝑎 − 𝑏 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℤ 

 Multiplicando a equação acima por −1: 

𝑏 − 𝑎 = 2(−𝑘) 

 Disso, concluímos que (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅. 

∴ 𝑅 é simétrica 

 Das 4 classificações acima, podemos ter mais duas: 

𝑹 é uma relação de equivalência ⇔ 𝑹 é reflexiva, simétrica e transitiva 

𝑹 é uma relação de ordem ⇔ 𝑹 é reflexiva, antissimétrica e transitiva 

 Uma relação específica é a relação identidade. Ela é dada por: 

Relação identidade = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴2|𝑥 = 𝑦} 

 

1.3.4. Relação Inversa 

 Seja 𝑅 ⊂ 𝐴 𝑥 𝐵, a relação inversa de 𝑅 é denotada por 𝑅−1 e definida por: 

𝑹−𝟏 = {(𝒃, 𝒂) ∈ 𝑩 𝒙 𝑨|(𝒂, 𝒃) ∈ 𝑹}  

 A relação inversa 𝑅−1 é obtida invertendo-se a ordem dos pares ordenados da relação 𝑅. 

 Exemplo: 

 Sejam 𝐴 = {𝑥 ∈ ℝ|1 ≤ 𝑥 ≤ 2} e 𝐵 = {𝑦 ∈ ℝ|2 ≤ 𝑦 ≤ 4}. Vamos representar no plano 
cartesiano as relações 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 𝑥 𝐵|𝑦 = 2𝑥} e sua inversa 𝑅−1: 
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 Perceba que os gráficos de 𝑅 e 𝑅−1 são simétricos em relação à reta 𝑦 = 𝑥.  

 Se usarmos a definição de 𝑅 ser simétrica, temos: 

𝑅 é simétrica se (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅, temos (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅 

 Mas da definição de inversa de 𝑅: 

(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 ⇒ (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅−1 

 Como 𝑅 é simétrica, (𝑏, 𝑎) também pertence a 𝑅: 

(𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅 ⇒ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅−1 

 Assim, todos os elementos de 𝑅 também pertencem a 𝑅−1. 

 Disso, concluímos: 

𝑹 é simétrica ⇔ 𝑹 = 𝑹−𝟏 

 

1.3.5. Relação Composta 

 Seja 𝑅 ∈ 𝐴 𝑥 𝐵 e 𝑇 ∈ 𝐵 𝑥 𝐶. Se 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑐 ∈ 𝐶, temos: 

𝑎 𝑅 𝑏 ⇒ 𝑅(𝑎) = 𝑏 

𝑏 𝑇 𝑐 ⇒ 𝑇(𝑏) = 𝑐 

 Uma relação composta de 𝑅 com 𝑇 é dada por: 

𝑅(𝑎) = 𝑏 𝑒 𝑇(𝑏) = 𝑐 ⇒ 𝑇(𝑅(𝑎)) = 𝑐 

𝑇(𝑅(𝑎)) pode ser reescrita como 𝑇𝑜𝑅(𝑎), essa é a notação usual para representar uma 

relação composta de 𝑅 com 𝑇. 

Veja a definição da relação composta: 

𝑇𝑜𝑅 = {(𝑎, 𝑐) ∈ 𝐴 𝑥 𝐶|∃𝑏 ∈ 𝐵 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 𝑒 (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑇} 

Podemos ver a representação das relações através do diagrama de flechas: 
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Um erro muito comum nos alunos ao ver a nomenclatura 𝑇𝑜𝑅 de 𝐴 em 𝐶 é inverter a 

ordem das relações devido a 𝑇 estar escrito antes de 𝑅.  

 Para solucionar esse problema, devemos entender que 𝑇𝑜𝑅 = 𝑇(𝑅(𝑥)). Assim, 

entenderemos que 𝑥 nos levará a 𝑅(𝑥) e com 𝑅(𝑥) encontraremos 𝑇(𝑅(𝑥)).  

Ou, se a questão envolver diagrama de flechas, basta lembrar que na relação composta 
as relações iniciam da direita à esquerda: 
 

𝑇𝑜𝑅  

 Exemplo: 

 Sejam os conjuntos 𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5}, 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑} e 𝐶 = {1,2, 𝑎, 𝑏}. Encontre a relação 
composta 𝑇𝑜𝑅, sendo as relações 𝑅 e 𝑇 representadas pelo diagrama abaixo: 
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 As informações representadas pelo diagrama de flechas podem ser extraídas da seguinte 
maneira: 

 Devemos analisar os elementos indicados pelas flechas. Os elementos que possuem flechas 
saindo deles serão os primeiros elementos de um par ordenado e os elementos indicados por estas 
flechas serão os segundos elementos desse par ordenado.  

Para 𝑅: 

Veja que o elemento 1 possui uma flecha saindo dela e esta chega em 𝑎 e 𝑏. Dessa forma, 
podemos escrever: 

(1, 𝑎), (1, 𝑏) ∈ 𝑅 

Analogamente para os outros elementos: 

(3, 𝑐), (5, 𝑑) ∈ 𝑅 

Assim, o conjunto 𝑅 é dado por: 

𝑅 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (3, 𝑐), (5, 𝑑)} 

Para 𝑇: 

𝑇 = {(𝑎, 1), (𝑐, 2), (𝑐, 𝑎), (𝑑, 𝑎), (𝑑, 𝑏)} 

 Para a relação composta 𝑇𝑜𝑅: 

 𝑇𝑜𝑅 é uma relação que leva elementos do conjunto 𝐴 a elementos do conjunto 𝐶. Para 
encontrar quais são os pares ordenados dessa relação, devemos analisar o caminho que as flechas 
percorrem. 

 O elemento 1 do conjunto 𝐴 chega no elemento 𝑎 do conjunto 𝐵. Esse elemento 𝑎 chega no 
elemento 1 do conjunto 𝐶. Então, o elemento 1 do conjunto 𝐴 chega no elemento 1 do conjunto 𝐶. 
Assim, (1, 1) ∈ 𝑇𝑜𝑅. 
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 O elemento 1 do conjunto 𝐴 também chega no elemento 𝑏 do conjunto 𝐵. Porém, esse 𝑏 não 
chega em nenhum elemento do conjunto 𝐶. Então, esse caminho não retorna nenhum elemento da 
relação composta. 

 Do mesmo modo para os outros elementos: 

3 → 𝑐 → 2 ⇒ (3, 2) ∈ 𝑇𝑜𝑅 

3 → 𝑐 → 𝑎 ⇒ (3, 𝑎) ∈ 𝑇𝑜𝑅 

5 → 𝑑 → 𝑎 ⇒ (5, 𝑎) ∈ 𝑇𝑜𝑅 

5 → 𝑑 → 𝑏 ⇒ (5, 𝑏) ∈ 𝑇𝑜𝑅 

 A relação composta é dada por: 

𝑇𝑜𝑅 = {(1, 1), (3, 2), (3, 𝑎), (5, 𝑎), (5, 𝑏)} 

 

 

1. Considere a relação 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℕ2|𝑥 + 2𝑦 = 12}. Determinar: 

a) 𝑅 

b) Domínio, imagem e 𝑅−1 

c) 𝑅𝑜𝑅 

d) 𝑅−1𝑜𝑅 

Resolução: 

a) 𝑅 

 Os pares ordenados são formados por números naturais. Vamos analisar a propriedade da 
relação: 

𝑥 + 2𝑦 = 12  

2𝑦 = 12 − 𝑥  

𝑦 = 6 −
𝑥

2
  

 O elemento 𝑦 deve ser natural, então da propriedade acima, 𝑥 deve ser múltiplo de 2 para 
𝑦 não ser fracionário. Encontrando os pares ordenados: 

𝑥 = 0 → 𝑦 = 6  

𝑥 = 2 → 𝑦 = 5  

𝑥 = 4 → 𝑦 = 4  

𝑥 = 6 → 𝑦 = 3  

𝑥 = 8 → 𝑦 = 2  
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𝑥 = 10 → 𝑦 = 1  

𝑥 = 12 → 𝑦 = 0  

𝑥 = 14 → 𝑦 = −1 ∉ ℕ  

 Apenas os pares ordenados naturais devem ser considerados na relação 𝑅. Portanto: 

𝑹 = {(𝟎, 𝟔), (𝟐, 𝟓), (𝟒, 𝟒), (𝟔, 𝟑), (𝟖, 𝟐), (𝟏𝟎, 𝟏), (𝟏𝟐, 𝟎)}  

b) Domínio, imagem e 𝑅−1 

 O domínio é dado por todos os primeiros elementos dos pares ordenados de 𝑅: 

𝑫𝑹 = {𝟎, 𝟐, 𝟒, 𝟔, 𝟖, 𝟏𝟎, 𝟏𝟐}  

 A imagem é dada por todos os segundos elementos dos pares ordenados de 𝑅: 

𝑰𝒎𝑹 = {𝟔, 𝟓, 𝟒, 𝟑, 𝟐, 𝟏, 𝟎}  

 Para encontrar 𝑅−1, devemos inverter a ordem dos pares ordenados de 𝑅: 

𝑹−𝟏 = {(𝟔, 𝟎), (𝟓, 𝟐), (𝟒, 𝟒), (𝟑, 𝟔), (𝟐, 𝟖), (𝟏, 𝟏𝟎), (𝟎, 𝟏𝟐)}  

c) 𝑅𝑜𝑅 

 Pelo diagrama de flechas: 

 

 De acordo com o diagrama: 

12 → 0 → 6 ⇒ (12, 6) ∈ 𝑅𝑜𝑅  

8 → 2 → 5 ⇒ (8, 5) ∈ 𝑅𝑜𝑅  

4 → 4 → 4 ⇒ (4, 4) ∈ 𝑅𝑜𝑅  

0 → 6 → 3 ⇒ (0, 3) ∈ 𝑅𝑜𝑅  
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𝑹𝒐𝑹 = {(𝟏𝟐, 𝟔), (𝟖, 𝟓), (𝟒, 𝟒), (𝟎, 𝟑)}  

d) 𝑅−1𝑜𝑅 

 Sabendo que: 

𝑅 = {(0,6), (2,5), (4,4), (6,3), (8,2), (10,1), (12,0)}  

𝑅−1 = {(6,0), (5,2), (4,4), (3,6), (2,8), (1,10), (0,12)}  

 O diagrama de flechas de 𝑅−1𝑜𝑅 é dado por: 

 

 Analisando o diagrama, temos: 

𝑹−𝟏𝒐𝑹 = {(𝟏𝟐, 𝟏𝟐), (𝟏𝟎, 𝟏𝟎), (𝟖, 𝟖), (𝟔, 𝟔), (𝟒, 𝟒), (𝟐, 𝟐), (𝟎, 𝟎)}  

 Perceba que essa relação composta é a relação identidade. 

 Podemos encontrar a relação composta sem o uso do diagrama da seguinte forma: 

 Para 𝑅−1𝑜𝑅, devemos analisar os elementos de 𝑅 e 𝑅−1. Associamos a imagem de 𝑅 com 
o domínio de 𝑅−1: 

𝑅 = {(0,6), (2,5), (4,4), (6,3), (8,2), (10,1), (12,0)}  

𝑅−1 = {(6,0), (5,2), (4,4), (3,6), (2,8), (1,10), (0,12)}  

 Assim, o domínio de 𝑅−1𝑜𝑅 será o domínio de 𝑅 com a imagem de 𝑅−1 dos elementos 
associados: 

(0,6) → (6,0) ⇒ (0, 0)  

(2,5) → (5,2) ⇒ (2, 2)  
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⋮  

(12, 0) → (0, 12) ⇒ (12, 12)  

∴ 𝑅−1𝑜𝑅 = {(0, 0), (2, 2), (4, 4), (6, 6), (8, 8), (10, 10), (12, 12)}  

 

2. Funções 

 Após o estudo das Relações, podemos proceder com o assunto de Funções. Uma função 𝑓 
equivale a uma relação com algumas restrições. Veremos nesse capítulo quais condições devem ser 
satisfeitas para uma relação ser considerada função. Por se tratar de uma relação, podemos 
aproveitar as definições e propriedades estudadas no capítulo anterior para fundamentar o 
entendimento desse tema.  

2.1. Definição 

Dados dois conjuntos 𝐴 e 𝐵. Uma função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 (função de 𝐴 em 𝐵) é uma relação binária 
que relaciona elementos do conjunto 𝐴 em elementos do conjunto 𝐵.  

Veja: 

 

 Esse é um exemplo que relaciona os números {1, 2, 3} à sua paridade {𝑝𝑎𝑟, í𝑚𝑝𝑎𝑟}. 

 A definição formal de função é dada por: 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 ⇔ ∀𝒙 ∈ 𝑨, ∃𝒚 ∈ 𝑩 𝐭𝐚𝐥 𝐪𝐮𝐞 𝒇(𝒙) = 𝒚  

 𝑓 transforma 𝑥 ∈ 𝐴 em 𝑦 ∈ 𝐵. 

Então, dessa definição temos que satisfazer duas condições para uma relação ser função: 

I) Todo elemento 𝑥 pertencente a 𝐴 deve ser relacionado a algum elemento 𝑦 pertencente a 
𝐵. 

II) Um 𝑥, elemento de 𝐴, não pode se relacionar a mais de um 𝑦, elemento de 𝐵.  
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Exemplos: 

 

Nesse caso, as duas condições são satisfeitas. Todos os elementos de 𝐴 se relacionam a todos 
os elementos de 𝐵 e nenhum elemento de 𝐴 possui dois correspondentes em 𝐵. 

𝑥 𝑓(regra) 𝑦

𝑓: 𝐴 → 𝐵 é função

I) Todo elemento de A se 
relaciona a algum 

elemento de B.

II) Cada elemento de A só 
se relaciona a um único 

elemento de B.
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As duas condições também são satisfeitas nesse caso. Perceba que o fato de 4 e 5 estarem 
relacionados ao mesmo elemento 𝑏 não contradiz nenhuma das duas condições para ser função. 

 

Todos os elementos de 𝐴 se relacionam ao mesmo elemento de 𝐵. Nenhuma das duas 
condições foi violada. Essa relação também é função. 

 

Nesse caso, a condição (I) foi violada. O elemento 5 de 𝐴 não possui correspondente em 𝐵. 
Logo, essa relação não é função. 
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A condição (II) foi violada. O elemento 5 de 𝐴 possui mais de um correspondente em 𝐵. 

 

2.1.1. Domínio, Contradomínio e Imagem 

 Seja a função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 representada pelo diagrama de flechas abaixo: 

 

 O domínio da função 𝑓 é o conjunto 𝐴 e ela é denotada por:  

𝐷𝑓 = 𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5} 

O contradomínio de 𝑓 é o conjunto 𝐵 e ela pode ser escrita como:  

𝐶𝐷𝑓 = 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} 

A imagem de 𝑓 é o conjunto formado pelos elementos 𝑦 ∈ 𝐵, tal que ∀𝑥 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥) = 𝑦. Ela 
pode ser escrita dessa forma:  

𝐼𝑚𝑓 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

Perceba que em uma função 𝑓 de 𝐴 em 𝐵, o conjunto 𝐴 sempre será o domínio de 𝑓. 
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2.1.2. Imagem de um conjunto através de uma função 

Podemos representar a imagem de um conjunto através da função. 

Usando o diagrama de flechas acima, temos: 

𝑓(𝐴) = 𝐼𝑚𝑓 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝑓(𝐴) é a imagem da função 𝑓. 

 

2.1.3. Gráfico 

 A representação gráfica de uma função 𝑓 de 𝐴 ⊂ ℝ em ℝ pode ser feita através do plano 
cartesiano. Para esboçar seu gráfico, consideramos que 𝑓 gera pares ordenados da forma (𝑥, 𝑦) tal 
que 𝑦 = 𝑓(𝑥), com 𝑥 ∈ 𝐴 e 𝑦 ∈ ℝ. 

 Vamos ver alguns exemplos de funções 𝑓 no plano cartesiano: 

 

 A relação 𝑓 de 𝐴 em ℝ representada acima, com 𝐴 = [0, 3], é função. As retas verticais que 
passam pela relação 𝑓 possuem apenas 1 ponto de encontro na relação (pontos representados em 
azul). Isso satisfaz a condição de definição de função. Os elementos de 𝐴 = [0,3] representados no 
eixo 𝑥 correspondem a um único valor em ℝ, representado no eixo 𝑦. 
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A relação 𝑓 de 𝐴 em ℝ representada acima, com 𝐴 = [1, 3], não é função. Pois há retas 
verticais que encontram o gráfico de 𝑓 em 2 pontos. Isso viola a condição de 𝑥 ∈ 𝐴 possuir apenas 
um correspondente em 𝑦 ∈ ℝ. 

Assim, para verificarmos se uma relação 𝑓 de 𝐴 em 𝐵 é função através da representação 
cartesiana, devemos verificar se as retas paralelas ao eixo 𝑦 encontram o gráfico de 𝑓 em apenas 
um só ponto. 

 

2.2. Funções Elementares 

 Abaixo estão as principais funções que podem ser cobradas no vestibular: 

 1) Função Afim 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

 2) Função Racional 

𝑓:ℝ − {−
𝑑

𝑐
} → ℝ e 𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

 3) Função Quadrática 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐; 𝑎 ≠ 0 

 4) Função Modular 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = |𝑥| 

 5) Função Exponencial 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥; 𝑎 > 0 e 𝑎 ≠ 1 
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 6) Função Logarítmica 

𝑓: ℝ+
∗ → ℝ e 𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑥 ; 𝑎 > 0 e 𝑎 ≠ 1 

 7) Função Máximo Inteiro 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = ⌊𝑥⌋ 

 8) Função Trigonométrica 

𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛𝑥 𝑜𝑢 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑜𝑢 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑔𝑥 

 9) Cosseno hiperbólico em 𝑥 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

2
 

 10) Seno hiperbólico em 𝑥 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

2
 

 11) Tangente hiperbólico em 𝑥 

𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
 

 

As funções afim, racional, quadrática, modular, exponencial, logarítmica, máximo inteiro e 
trigonométrica são os principais tipos de funções que veremos. Para cada uma dessas funções, 
teremos capítulos específicos abordando todos os assuntos cobrados na prova.  

 

2.3. Função com 2 ou mais variáveis 

 Vimos funções com apenas 1 variável, mas podemos também ter funções com mais variáveis. 
Vejamos alguns exemplos: 

 I) 𝑓:ℝ2 → ℝ 

𝑓(𝑥; 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

 Esse é um exemplo de função com duas variáveis, 𝑥 e 𝑦. Basicamente, o que muda é a adição 
de mais uma variável. Podemos atribuir 𝑥 = 1 e 𝑦 = 2 e a função retornará: 

𝑓(1; 2) = 12 + 22 = 1 + 4 ⇒ 𝑓(1; 2) = 5 

 

 II) 𝑓:ℝ3 → ℝ2 

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) = (2𝑥 − 𝑦 + 𝑧; 𝑥 + 𝑦 − 𝑧) 

 Aqui, temos um exemplo de função com 3 variáveis que retorna como resultado o par 
ordenado (2𝑥 − 𝑦 + 𝑧; 𝑥 + 𝑦 − 𝑧). 

 Fazendo 𝑥 = 1, 𝑦 = 2 e 𝑧 = 3, temos: 

𝑓(1; 2; 3) = (2 ⋅ 1 − 2 + 3; 1 + 2 − 3) ⇒ 𝑓(1; 2; 3) = (3; 0) 
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 III) 𝑓:ℝ𝑛 → ℝ𝑚 

 Esse é um exemplo de função que transforma n-uplas ordenadas em m-uplas ordenadas. 

 

 

2. Classifique as relações abaixo, indicando se são ou não função. Caso positivo, determine 
seu domínio, contradomínio e imagem. 

a) 

  

b)  

 

c) 
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d) 

 

Resolução: 

a) A relação 𝑅 não é função, pois o elemento −1 possui dois correspondentes (0 e 3). 

b) A relação 𝑇 é função. Todos os elementos do conjunto 𝐴 possuem correspondentes em 𝐵 e 
cada um deles é associado a um único elemento de 𝐵. 

O domínio de 𝑇 é o conjunto 𝐴: 

𝐷𝑇 = {−1, 0, 1}  

O contradomínio é o conjunto 𝐵: 

𝐶𝐷𝑇 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}  

A imagem de 𝑇 é composta por todos os elementos de 𝐵 que são associados a algum elemento 
de 𝐴: 

𝐼𝑚𝑇 = {0, 2, 6}  

c) A relação 𝑆 é função. Todos elementos de 𝐴 correspondem a algum elemento de 𝐵 e cada 
um deles possui apenas um elemento associado a eles. 

𝐷𝑆 = {−1, 0, 1}  

𝐶𝐷𝑆 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}  

𝐼𝑚𝑆 = {2, 4}  
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d) A relação 𝑉 não é função, pois o elemento 1 do conjunto 𝐴 não corresponde a nenhum 
elemento em 𝐵. 

Gabarito:  

a) 𝑹 não é função. 

b) 𝑻 é função. 𝑫𝑻 = {−𝟏, 𝟎, 𝟏}, 𝑪𝑫𝑻 = {𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔}, 𝑰𝒎𝑻 = {𝟎, 𝟐, 𝟔} 

c) 𝑺 é função. 𝑫𝑺 = {−𝟏, 𝟎, 𝟏}, 𝑪𝑫𝑺 = {𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟔}, 𝑰𝒎𝑺 = {𝟐, 𝟒}  

d) 𝑽 não é função. 

 

3. Função Afim 

Vamos iniciar o estudo da nossa primeira função: a função afim.  

3.1. Definição 

A função afim é uma função cuja definição é dada por: 

𝒇:ℝ → ℝ, 𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙 + 𝒃, 𝒂, 𝒃 ∈ ℝ  

Dependendo dos valores de 𝑎, 𝑏 da definição acima, podemos ter casos específicos de função. 
Vamos ver quais são eles. 

3.1.1. Função Constante 

Uma função 𝑓 de ℝ em ℝ é chamada de constante quando cada elemento 𝑥 ∈ ℝ 
corresponde a um mesmo elemento 𝑐 ∈ ℝ. Essa função é definida por: 

𝒇:ℝ → ℝ, 𝒇(𝒙) = 𝒃, 𝒃 ∈ ℝ  

 Esta função é um caso específico, onde 𝑎 = 0 e 𝑏 ∈ ℝ. A transformação 𝑓 de ℝ em ℝ associa 
para cada 𝑥 ∈ ℝ um mesmo valor 𝑏 ∈ ℝ. 

 Graficamente, ela será uma reta horizontal ao eixo 𝑥: 
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 A imagem de 𝑓 é 𝐼𝑚𝑓 = {𝑏}. 

 

3.1.2. Função Identidade 

 A função identidade 𝑓 é a relação 𝑓:ℝ → ℝ que associa 𝑥 ao próprio 𝑥. Sua definição é dada 
por: 

𝒇:ℝ → ℝ, 𝒇(𝒙) = 𝒙  

 Graficamente: 

 

 Nesse caso, a imagem de 𝑓 é 𝐼𝑚𝑓 = ℝ. 

 

3.1.3. Função Linear 

A função linear é uma função afim com o coeficiente 𝑏 = 0. Ela é definida por: 

𝒇:ℝ → ℝ, 𝒇(𝒙) = 𝒂𝒙, 𝒂 ≠ 𝟎  
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Graficamente: 

 

Esta reta passa pela origem do sistema e possui imagem 𝐼𝑚𝑓 = ℝ. 

 Excluindo a função constante, todas as outras funções afins são consideradas funções de 
primeiro grau devido à dependência delas com a variável 𝑥. A função constante não possui essa 
dependência e por isso não pode receber essa classificação. 

 

3.2. Coeficientes da Função Afim 

 Dada a função afim: 

𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

 𝑎, 𝑏 são chamados de coeficientes da função e 𝑥 é a sua variável. 

 𝒂 é denominado de coeficiente angular e 𝒃 é o coeficiente linear. 

 Exemplos: 

𝑓1: ℝ → ℝ, 𝑓1(𝑥) = 2𝑥 + 1 

 O coeficiente angular de 𝑓1 é 2 e seu coeficiente linear é 1. 

𝑓2: ℝ → ℝ, 𝑓2(𝑥) = −𝑥 − 10 

 O coeficiente angular de 𝑓2 é −1 e seu coeficiente linear é −10. 

 

3.3. Gráfico 

 No estudo das funções, a sua representação gráfica nos permite extrair informações 
importantes. Por exemplo, podemos usá-la para resolver inequações e também estudar o sinal da 
função. Antes de aprendermos a esboçar uma função, estudaremos como encontrar sua imagem e 
sua raiz. 
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3.3.1. Imagem 

 Para encontrarmos o conjunto imagem de uma função 𝑓, devemos analisar o domínio de 𝑓 e 
ver o que acontece com a variável 𝑦 = 𝑓(𝑥) quando analisamos o seu domínio. Veja: 

 Vamos encontrar o conjunto imagem da função: 

𝑓: [0, 10] → ℝ, 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 2 

 Substituindo 𝑓(𝑥) = 𝑦 e isolando 𝑥: 

𝑦 = 3𝑥 + 2 ⇒ 𝑥 =
𝑦 − 2

3
 

 Como 𝐷𝑓 = [0,10], temos: 

0 < 𝑥 < 10 

0 <
𝑦 − 2

3
< 10 

 Multiplicando as desigualdades acima por 3: 

0 < 𝑦 − 2 < 30 

 Somando 2 nas desigualdades: 

0 + 2 < 𝑦 − 2 + 2 < 30 + 2 

2 < 𝑦 < 32 

 Dessa forma, concluímos: 

𝐷𝑓 = [0, 10] ⇒ 𝐼𝑚𝑓 = [2, 32] 

 

3.3.2. Raiz da função afim 

 Raiz de uma função é todo 𝑥 que resulta 𝑓(𝑥) = 0. Ela também é conhecida como zero de 
uma função. 

 Para determinarmos a raiz da função afim, devemos substituir 𝑓(𝑥) = 0 e resolver a equação 
resultante. Veja: 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 Substituindo 𝑓(𝑥) = 0, encontramos a seguinte equação: 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 

 Vamos resolver a equação: 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎𝑥 = −𝑏 ⇒ 𝑥 = −
𝑏

𝑎
 

 Assim, a única solução da equação é dada por 𝑥 = −𝑏/𝑎. 

 Exemplo: 

 Encontre a raiz de 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 6. 

 Substituindo 𝑓(𝑥) = 0, obtemos a equação: 
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3𝑥 + 6 = 0 

 Resolvendo a equação: 

3𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝑥 = −2 

 Então para 𝑥 = −2, temos 𝑓(−2) = 0. 

 

3.3.3. Esboço 

Como construímos o gráfico de uma função? 

 Uma função 𝑓 de ℝ em ℝ retorna pares ordenados da forma (𝑥, 𝑦), onde 𝑥 pertence ao 
domínio de 𝑓 e 𝑦 pertence à imagem de 𝑓. Para representar uma função dada no plano cartesiano, 
devemos verificar a forma da função e encontrar alguns pares ordenados. 

 Vamos desenhar o gráfico da seguinte função dada por: 

𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 

 Devemos encontrar os principais pares ordenados da função. Para o caso da função afim, 
podemos encontrar os pontos onde 𝑓(𝑥) = 0 (raiz da função) e 𝑥 = 0. 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1/2 

⇒ (−
1

2
, 0) 

𝑥 = 0 ⇒ 𝑓(0) = 2 ∙ 0 + 1 = 1 

⇒ (0,1) 

 Sabemos que o gráfico da função afim é uma reta e temos 2 pontos do gráfico. Para esboçar 
o gráfico, devemos representar os 2 pontos no plano cartesiano e traçar uma reta que passa por 
eles. Representando os 2 pontos: 
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 Traçando a reta, obtemos: 

 

 

3.4. Monotonicidade 

 Podemos classificar as funções de acordo com seu comportamento em determinado 
intervalo. Vamos ver as possibilidades abaixo: 

3.4.1. Crescente 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 𝒆 𝑰 ⊂ 𝑨

𝒇: 𝑨 → 𝑩 é 𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒎 𝑰 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑰 𝒆 𝒙𝟏 > 𝒙𝟐, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) ≥ 𝒇(𝒙𝟐)
 

 

 Exemplo gráfico: 
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 𝑓 é crescente em 𝐼 = [1,3].  

 Do gráfico, temos: 

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 ⇒ 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥3) 

 A função não decresce ao longo do intervalo 𝐼. 

 Perceba que entre 1 e 𝑥1, a função é constante e entre 𝑥2 e 3, a função é estritamente 
crescente.  

 

3.4.3. Decrescente 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 𝒆 𝑰 ⊂ 𝑨

𝒇: 𝑨 → 𝑩 é 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒎 𝑰 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑰 𝒆 𝒙𝟏 > 𝒙𝟐, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) ≤ 𝒇(𝒙𝟐)
 

 

 Exemplo gráfico: 

 

 𝑓 é decrescente em 𝐼 = [1,3].  

 Do gráfico, temos: 

𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 ⇒ 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥3) 

 A função não cresce ao longo do intervalo 𝐼. 

Perceba que entre 1 e 𝑥1, a função é constante e entre 𝑥2 e 3, a função é estritamente 
decrescente. 

 

3.4.5. Constante 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 𝒆 𝑰 ⊂ 𝑨

𝒇:𝑨 → 𝑩 é 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒎 𝑰 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑰, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) = 𝒇(𝒙𝟐)
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 Exemplo gráfico: 

 

 A função 𝑓 é constante no intervalo 𝐼. 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑐 

 

3.4.2. Estritamente crescente 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 𝒆 𝑰 ⊂ 𝑨

𝒇: 𝑨 → 𝑩 é 𝒆𝒔𝒕𝒓𝒊𝒕𝒂𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒎 𝑰 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑰 𝒆 𝒙𝟏 > 𝒙𝟐, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) > 𝒇(𝒙𝟐)
 

 

 Exemplo gráfico: 
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 𝑓 é estritamente crescente em 𝐼. 

 Para qualquer 𝑥1 < 𝑥2 ∈ 𝐼, temos 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2). 

 

3.4.4. Estritamente decrescente 

𝒇: 𝑨 → 𝑩 𝒆 𝑰 ⊂ 𝑨

𝒇: 𝑨 → 𝑩 é 𝒆𝒔𝒕𝒓𝒊𝒕𝒂𝒎𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 𝒆𝒎 𝑰 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑰 𝒆 𝒙𝟏 > 𝒙𝟐, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) < 𝒇(𝒙𝟐)
 

 

 Exemplo gráfico: 

 

 𝑓 é estritamente decrescente em 𝐼. 

 Para qualquer 𝑥1 < 𝑥2 ∈ 𝐼, temos 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1). 

 

 Das classificações acima, uma função 𝑓 é dita monótona se for crescente ou decrescente. Se 
𝑓 for estritamente crescente ou estritamente decrescente, ela é dita estritamente monótona. 

 

3.4.5. Monotonicidade da Função Afim 

 Seja 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑎 ≠ 0. 

 Vamos analisar a monotonicidade da função afim não constante. Tomando 𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ, temos: 

𝑓(𝑥1) = 𝑎𝑥1 + 𝑏 

𝑓(𝑥2) = 𝑎𝑥2 + 𝑏 

 Subtraindo as duas equações: 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) = 𝑎(𝑥2 − 𝑥1) 
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⇒ 𝑎 =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
 

 Vamos analisar o sinal do coeficiente angular 𝑎 para 𝑓 crescente e decrescente: 

 1) 𝑓 crescente 

 Sendo 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, uma função crescente, podemos escrever: 

𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1) 

 Das desigualdades acima: 

𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑥2 − 𝑥1 > 0 

𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1) ⇒ 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) > 0 

 Isso implica em: 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
> 0 

 Se o coeficiente angular é dado por: 

𝑎 =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
> 0 

 Assim, concluímos: 

𝒇 é 𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 ⇒ 𝒂 > 𝟎 

 

 2) 𝑓 decrescente 

 Sendo 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏, uma função decrescente, podemos escrever: 

𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1) 

 Das desigualdades acima: 

𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑥2 − 𝑥1 > 0 

𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1) ⇒ 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) < 0 

 Isso implica em: 

𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
< 0 

 Se o coeficiente angular é dado por: 

𝑎 =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
> 0 

∴ 𝒇 é 𝒅𝒆𝒄𝒓𝒆𝒔𝒄𝒆𝒏𝒕𝒆 ⇒ 𝒂 > 𝟎 
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3.5. Sinal de uma função 

 

 Esse assunto é bastante cobrado nas questões de inequação nos vestibulares. Vamos 
aprender os conceitos fundamentais e ver sua aplicabilidade para cada tipo de inequação.  

Estudar o sinal de uma função significa encontrar os valores de 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 para 𝑓(𝑥) < 0, 𝑓(𝑥) =

0, 𝑓(𝑥) > 0. Podemos fazer isso analiticamente ou graficamente. Quando 𝑓 está representado no 
plano cartesiano, podemos encontrar o sinal da função analisando o sinal das ordenadas dos pontos 
de 𝑓. Vamos ver um exemplo: 

 

𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏

𝑎 > 0 𝑓 crescente

𝑎 < 0 𝑓 decrescente
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 Analisando o gráfico, conseguimos ver quais os valores de 𝑥 resultam em 𝑓(𝑥) < 0, 𝑓(𝑥) = 0 
e 𝑓(𝑥) > 0. Tomando o eixo das abcissas como referência, vemos que a curva 𝑦 = 𝑓(𝑥) é positiva 
quando ela estiver acima do eixo e é negativa quando ela estiver abaixo do eixo.  

 Vamos redesenhar o gráfico indicando os sinais da função no eixo 𝑥: 

 

 Observando o gráfico acima, podemos ver que não importa a forma da curva 𝑦 = 𝑓(𝑥), 
precisamos apenas observar se a curva está acima ou abaixo do eixo das abcissas e tomar como base 
para análise as raízes de 𝑓 (pontos onde 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 0).  

 Simplificando o gráfico, obtemos: 

 

 Dessa forma, concluímos: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 ∈ {−2, 1, 4, 8} 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 < −2 𝑜𝑢 1 < 𝑥 < 4 𝑜𝑢 𝑥 > 8 

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ −2 < 𝑥 < 1 𝑜𝑢 4 < 𝑥 < 8 

 

3.5.1. Sinal da função afim 

 Seja 𝑓 uma função afim. Então ela é dada por: 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 

 Sabemos que a raiz de 𝑓 é: 

𝑥 = −
𝑏

𝑎
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 Lembrando que 𝑓 é crescente para 𝑎 > 0 e decrescente para 𝑎 < 0. Vamos analisar o sinal 
de 𝑓 para cada um desses casos. 

 a) 𝑎 > 0 

  Podemos analisar o sinal da função analiticamente ou graficamente. Iremos estudar os dois 
métodos. 

Analiticamente: 

Devemos verificar quais valores de 𝑥 resultam em 𝑓(𝑥) > 0 e 𝑓(𝑥) < 0: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 > 0 ⇒ 𝑎𝑥 > −𝑏 ⇒ 𝑥 > −
𝑏

𝑎
 

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 < 0 ⇒ 𝑎𝑥 < −𝑏 ⇒ 𝑥 < −
𝑏

𝑎
 

 Dessa forma, concluímos: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 > −
𝑏

𝑎
 

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑥 < −
𝑏

𝑎
 

 Representando no eixo 𝑥: 

 

 Podemos encontrar esse resultado diretamente pelo método gráfico. Veja: 

 Graficamente: 

 Por esse método, devemos encontrar as raízes de 𝑓. Nesse caso, temos raiz única: 

𝑥 = −
𝑏

𝑎
 

 Sabendo que 𝑎 > 0 implica 𝑓 crescente e que 𝑓 é uma reta, temos: 

 

 Lembrando que 𝑓 é positivo quando a curva está acima do eixo 𝑥 e que 𝑓 é negativo quando 
está abaixo, podemos concluir: 
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O método gráfico é útil para visualizar o que ocorre com a função para os diferentes valores 
de 𝑥. Veremos mais adiante que no estudo das funções de segundo grau, ela será uma ferramenta 
muito poderosa para a resolução de questões. 

 Vamos analisar o outro caso de 𝑓. 

b) 𝑎 < 0 

 Analiticamente: 

Nesse caso, devemos nos atentar para o sinal de desigualdade. Veja: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 > 0 ⇒ 𝑎𝑥 > −𝑏 ⇒ 𝑥 < −
𝑏

𝑎
 

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏 < 0 ⇒ 𝑎𝑥 < −𝑏 ⇒ 𝑥 > −
𝑏

𝑎
 

 Perceba que o sinal de desigualdade deve ser invertido quando isolamos 𝑥 já que 𝑎 < 0. 

 
 Lembrando da aula de desigualdade no conjunto dos reais, temos a seguinte 
propriedade: 

𝑎 ≥ 𝑏 𝑒 𝑐 ≤ 0 → 𝑎𝑐 ≤ 𝑏𝑐  
 Sendo 𝑎 < 0, vamos multiplicar 𝑎𝑥 > −𝑏 por 1/𝑎: 

𝑎𝑥 > −𝑏 𝑒
1

𝑎
< 0 → (

1

𝑎
) 𝑎𝑥 < −𝑏 (

1

𝑎
)  

⇒ 𝑥 < −
𝑏

𝑎
  

 Concluímos: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 < −
𝑏

𝑎
 

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑥 > −
𝑏

𝑎
 

Representando o resultado no eixo 𝑥: 
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 Vejamos como obter o mesmo resultado pelo método gráfico. 

 Graficamente: 

 A raiz de 𝑓 é: 

𝑥 = −
𝑏

𝑎
 

 Como 𝑎 < 0 e 𝑓 é decrescente, obtemos: 

 

 

3.5.2. Função Mista 

 Função mista também é conhecida como função determinada por intervalos. Como o nome 
diz, ela é uma função composta por diferentes funções de acordo com o intervalo estabelecido. Veja 
um exemplo: 

𝑓(𝑥) = {
−𝑥 − 2, 𝑥 < 1
𝑥 − 2, 1 ≤ 𝑥 < 3
−𝑥 + 4, 𝑥 ≥ 3

 

 O gráfico dessa função é dado por: 
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 Para cada intervalo determinado, 𝑓 assume diferentes funções. O exemplo acima é uma 
função mista de funções afins. Perceba que no ponto 𝑥 = 1, a reta −𝑥 − 2 possui um círculo aberto 
na sua extremidade direita (onde 𝑥 = 1). Isso indica que 𝑥 = 1 não é elemento dessa reta. Na reta 
𝑥 − 2, 1 é elemento da função e por isso o círculo é fechado nesse ponto. 

 

 

3. Obter a equação da reta que passa pelo ponto (1, 2) e tem coeficiente angular 2. 

Resolução: 

 A equação da reta com coeficiente angula 2 é dada por: 

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 ⇒ 𝑦 = 2𝑥 + 𝑏  

 Para encontrar o valor do coeficiente linear 𝑏, devemos substituir o ponto na função: 

(1, 2) ⇒ 𝑥 = 1 𝑒 𝑦 = 2  

𝑦 = 2𝑥 + 𝑏  

2 = 2(1) + 𝑏  

𝑏 = 0  

⇒ 𝑦 = 2𝑥  

Gabarito: 𝒚 = 𝟐𝒙 
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4. Dado a tabela abaixo e sabendo que 𝑓 é uma função afim, determine 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

 

Resolução: 

 Sendo 𝑓 uma função afim, temos: 

 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 

Dos dados da tabela, podemos inferir: 

𝑥 = 2 ⇒ 𝑦 = 5  

5 = 𝑎(2) + 𝑏 ⇒ 2𝑎 + 𝑏 = 5  

𝑥 = 0 ⇒ 𝑦 = −2  

−2 = 𝑎(0) + 𝑏 ⇒ 𝑏 = −2  

2𝑎 + 𝑏 = 5 ⇒ 2𝑎 + (−2) = 5 ⇒ 2𝑎 = 7 ⇒ 𝑎 = 7/2  

 Logo, 𝑓 é dado por: 

𝑓(𝑥) =
7

2
𝑥 − 2  

Gabarito: 𝒇(𝒙) =
𝟕

𝟐
𝒙 − 𝟐 

 

5. Seja 𝑓:ℝ → ℝ. Estude o sinal das funções abaixo: 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 

b) 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1/2  

Resolução: 

a) 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1 

Vamos encontrar a raiz de 𝑓: 

𝑓(𝑥) = 0 ⇒ 2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1/2  

 Como o coeficiente angular de 𝑓 é 𝑎 = 2 > 0, temos 𝑓 crescente. Então: 

 

𝒚 𝒙 

5 2 

−2 0 
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b) 𝑓(𝑥) = −𝑥 + 3 

 Encontrando a raiz de 𝑓: 

−𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3  

Como 𝑎 = −1 < 0, temos 𝑓 decrescente. Logo: 

 

c) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1/2 

 Vamos resolver analiticamente: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 +
1

2
> 0 ⇒ 𝑥 > −1/2  

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 𝑥 +
1

2
< 0 ⇒ 𝑥 < −1/2  

 Representando no eixo 𝑥: 

 

Gabarito: 

a)  

b)  
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c)  

 

6. Esboce o gráfico e estude o sinal das funções abaixo definidas em ℝ: 

a) 𝑓(𝑥) = {
−
𝑥

2
+ 1, 𝑥 ≤ 2

𝑥 − 3, 𝑥 > 2
 

b) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 2, 𝑥 ≤ 1

𝑥 − 2, 1 < 𝑥 ≤ 3
−2𝑥 + 8, 𝑥 > 3

 

Resolução: 

a) 𝑓(𝑥) = {
−
𝑥

2
+ 1, 𝑥 ≤ 2

𝑥 − 3, 𝑥 > 2
 

 Para esboçar o gráfico da função mista, devemos analisar cada intervalo separadamente. 
Vamos analisar o primeiro intervalo. 

 Para 𝑥 ≤ 2, temos a seguinte função afim: 

𝑓(𝑥) = −
𝑥

2
+ 1 = 0  

−
𝑥

2
= −1 ⇒ 𝑥 = 2  

 Encontramos o ponto (2, 0) e sabemos que a função afim é uma reta. Precisamos 
encontrar outro ponto da função. Por conveniência, vamos encontrar o valor de 𝑓(0) (0 < 2 
pertence ao intervalo estabelecido): 

𝑓(0) = −
0

2
+ 1 = 1  

 Temos os pontos (2, 0) e (0, 1). O gráfico de 𝑓 para 𝑥 ≤ 2 é dado pela reta: 
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 Resta analisar o outro intervalo. 

 Para 𝑥 > 2: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 3 = 0  

⇒ 𝑥 = 3  

 Como o coeficiente angular de 𝑓 é positivo, temos que 𝑓 é crescente nesse intervalo. 
Devemos analisar qual o valor de 𝑓 quando 𝑥 = 2 (extremidade do intervalo 𝑥 > 2). Assim, 
encontramos: 

𝑓(2) = 2 − 3 = −1  

 Inserindo os pontos (2, −1) e (3, 0) e traçando a reta, obtemos o gráfico de 𝑓 (lembrando 
que o ponto 𝑥 = 2 deverá ser um ponto aberto por não pertencer ao intervalo da função): 

 

 Analisando o esboço acima, podemos extrair as seguintes informações: 

𝑓(𝑥) > 0 ⇒ 𝑥 < 2 𝑜𝑢 𝑥 > 3  

𝑓(𝑥) < 0 ⇒ 2 < 𝑥 < 3  

 Representando no eixo 𝑥: 

 

b) 𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 2, 𝑥 ≤ 1

𝑥 − 2, 1 < 𝑥 ≤ 3
−2𝑥 + 8, 𝑥 > 3
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 Temos três funções afins, isto é, três retas. Vamos analisar cada intervalo. 

 Para 𝑥 ≤ 1, temos 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2. Sua raiz é dada por: 

𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2  

 Encontramos o ponto (−2, 0), precisamos de mais um ponto. Vamos calcular a ordenada 
de 𝑓 quando 𝑥 = 0: 

𝑓(0) = 0 + 2 = 2  

 Disso, obtemos (0, 2). Representando 𝑓 no intervalo dado, temos: 

 

 Para 1 < 𝑥 ≤ 3, temos 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 2. A raiz é dada por: 

𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2  

 Precisamos ver qual o valor de 𝑓 quando 𝑥 = 1 e 𝑥 = 3 (extremidades do intervalo 1 <
𝑥 ≤ 3): 

𝑥 = 1 ⇒ 𝑓(1) = 1 − 2 = −1  

𝑥 = 3 ⇒ 𝑓(3) = 3 − 2 = 1  

 Pontos: (1, −1), (3, 1), (2, 0). Representando no plano cartesiano: 
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 Para 𝑥 > 3, temos 𝑓(𝑥) = −2𝑥 + 8. Desse modo: 

−2𝑥 + 8 = 0 ⇒ 𝑥 = 4  

 Para 𝑥 = 3: 

𝑓(3) = −2(3) + 8 = 2  

 Pontos: (4, 0), (3, 2). Traçando a última reta, obtemos o gráfico de 𝑓: 

 

 Do esboço acima, podemos representá-lo no eixo 𝑥 indicando o sinal de 𝑓: 
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 *Para representar o gráfico acima, devemos pegar as raízes de 𝑓 e os extremos de cada 
intervalo e analisar o sinal de acordo com cada função. 

 

4. Inequações 

 Outro assunto muito recorrente nos vestibulares. Vamos estudar esse tema para todas as 
funções que são cobradas na prova e aprender como resolvê-las. Para essa aula, veremos 
primeiramente inequações envolvendo funções de primeiro grau. Antes de começar, vejamos quais 
os possíveis casos de inequações. 

4.1. Inequações Simultâneas 

 Sejam 𝑓, 𝑔, ℎ: 𝐴 → ℝ, três funções na variável 𝑥. As inequações simultâneas são da forma: 

𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥) < ℎ(𝑥) 

 Para resolver esse tipo de inequação, devemos separá-lo em duas inequações: 

𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥) 

𝑔(𝑥) < ℎ(𝑥) 

 Se 𝑆1 é a solução de 𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥) e 𝑆2 é a solução de 𝑔(𝑥) < ℎ(𝑥), a solução da inequação 
será dada por: 

𝑆 = 𝑆1 ∩ 𝑆2 

 Exemplo: 

 Resolva a seguinte inequação definida em ℝ: 

𝑥 − 3 < −𝑥 + 3 < 2𝑥 + 4 

 Temos inequações simultâneas. Vamos dividi-las em duas inequações e resolvê-las: 

 I) 𝑥 − 3 < −𝑥 + 3 

 II) −𝑥 + 3 < 2𝑥 + 4 

 Resolvendo analiticamente: 

 I) 𝑥 − 3 < −𝑥 + 3 

2𝑥 < 6 ⇒ 𝑥 < 3 

𝑆1 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < 3} 

 II) −𝑥 + 3 < 2𝑥 + 4 

−1 < 3𝑥 ⇒ −
1

3
< 𝑥 ⇒ 𝑥 > −

1

3
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𝑆2 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > −
1
3
} 

 A solução é dada pela intersecção das duas soluções: 

𝑆 = 𝑆1 ∩ 𝑆2 = {𝑥 ∈ ℝ|−
1
3
< 𝑥 < 3} 

 Representando as soluções no eixo 𝑥, podemos visualizar melhor o resultado:  

 

 

4.2. Inequações-Produto 

 Sejam 𝑓, 𝑔: 𝐴 → ℝ, duas funções na variável 𝑥.  Podemos ter 4 casos de inequações-produto, 
veja: 

𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) < 0 

𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) ≤ 0 

𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) > 0 

𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) ≥ 0 

 A resolução de cada uma dessas inequações segue a mesma ideia. Vamos resolver a 
inequação 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) > 0.  

 Quando resolvemos inequações-produto, devemos nos atentar ao sinal de cada função 
envolvida. No caso, o produto das duas funções deve resultar em um número positivo. Para isso 
acontecer, as duas devem possuir o mesmo sinal. As possibilidades são: 

 I) 𝑓(𝑥) > 0 e 𝑔(𝑥) > 0 

 Ou 

 II) 𝑓(𝑥) < 0 e 𝑔(𝑥) < 0 
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 A solução será dada pela união da solução desses dois casos. Sendo 𝑆1, a solução do caso (I) 
e 𝑆2, a solução do caso (II), a solução será dada por: 

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2  

Vamos ver um exemplo: 

 Resolva a seguinte inequação definida em ℝ: 

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) > 0 

 Vamos resolver algebricamente: 

 I) 𝑥 − 1 > 0 e 𝑥 + 1 > 0 

𝑥 − 1 > 0 ⇒ 𝑥 > 1 

𝑥 + 1 > 0 ⇒ 𝑥 > −1 

 Assim, fazendo a intersecção das duas soluções, obtemos: 

𝑆1 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 1} 

 II) 𝑥 − 1 < 0 e 𝑥 + 1 < 0 

𝑥 − 1 < 0 ⇒ 𝑥 < 1 

𝑥 + 1 < 0 ⇒ 𝑥 < −1 

𝑆2 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < −1} 

 Portanto, a solução é dada pela união dessas duas soluções: 

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 1 𝑜𝑢 𝑥 < −1} 

 Representando no eixo 𝑥: 

 

 Além do método acima, existe um modo de resolver diretamente a inequação-produto 
apenas com o estudo do sinal das funções envolvidas. Veja: 
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(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) > 0 

 Vamos estudar o sinal de cada função: 

𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 é uma função crescente, então representando o seu sinal no eixo 𝑥, temos: 

 

 Não é necessário desenhar a reta no eixo 𝑥 para encontrar o sinal da função. Isso é feito 
apenas para lembrar que quando temos uma função crescente, os números à direita da raiz da 
função resultam em números positivos e à esquerda resultam em negativos. Então, vamos tentar 
memorizar esse fato para acelerar a nossa velocidade de resolução de exercícios. Com isso, a reta 
no eixo 𝑥 pode ser reescrita da seguinte forma: 

 

 Perceba que acima do eixo 𝑥, representamos os valores de 𝑥 e abaixo do eixo representamos 
os valores que 𝑥 − 1 assume para os valores de 𝑥. 

Para a outra função: 

𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

𝑔(𝑥) = 𝑥 + 1 é uma função crescente, logo: 

 

 Juntando os dois eixos com seus respectivos sinais, obtemos o sinal do produto 
(𝑥 − 1)(𝑥 + 1): 
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Poderíamos ter multiplicado as funções para obter (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 𝑥2 − 1. Com isso, 
bastaria analisar o sinal da função quadrática resultante. Por enquanto, resolveremos as questões 
com base no que aprendemos até aqui, estudaremos funções quadráticas na próxima aula. 

  

 
 Como desenhamos o quadro acima? 
 Devemos construir o quadro de sinais unindo o resultado do estudo do sinal de cada 
função. O quadro ficará desse modo: 

 
 Para descobrir o sinal da função produto, combinamos o sinal das duas que a compõem. 
Lembrando que negativo com negativo resulta em positivo e que negativo com positivo 
resulta em negativo, temos: 
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 Com esse quadro, sabemos quais valores de 𝑥 resultam em valores positivos ou 
negativos. 
 Se quisermos (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) > 0: 
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 Para (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) < 0: 

 
 Para (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) ≥ 0 ou (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) ≤ 0, basta trocar o círculo aberto pelo 
círculo fechado para indicar que −1 e 1 fazem parte da solução. 
 (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) ≥ 0: 

 
 Algebricamente, isso é equivalente a: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≤ −1 𝑜𝑢 𝑥 ≥ 1}  
 (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) ≤ 0: 
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𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|−1 ≤ 𝑥 ≤ 1}  

  

Além do método acima, podemos resolver a inequação de forma mais rápida usando o método 
da multiplicidade das raízes das funções envolvidas. Vamos ver sua aplicabilidade nesse exemplo: 

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) > 0 

 Devemos encontrar as raízes das funções envolvidas 𝑥 − 1 e 𝑥 + 1: 

𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

 Representamos as raízes na reta 𝑥 levando em consideração se as raízes pertencem à solução. 
No caso, ±1 não pertencem à solução devido ao sinal da desigualdade, logo representamos essas 
raízes com o círculo aberto: 

 

 Para descobrir o sinal no intervalo 𝑥, devemos arbitrar um valor para 𝑥 e encontrar o sinal 
resultante. Vamos ver o que ocorre quando 𝑥 = 0: 

𝑥 = 0 ⇒ (𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = (0 − 1)(0 + 1) = (−1)(1) = −1 

 O sinal resultante é negativo (−1) e o número 0 está entre −1 e 1. Dessa forma, todos os 
números entre −1 e 1 são negativos: 

 

 Para encontrar o sinal do resto do intervalo, devemos verificar a multiplicidade das raízes da 
função. Se a multiplicidade da raiz for ímpar, o sinal do intervalo ao passar pela raiz é trocado. Se a 
multiplicidade for par, o sinal do intervalo é mantido.  
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No exemplo, a multiplicidade da raiz 1 é ímpar (multiplicidade 1), portanto o intervalo do lado 
direito da raiz 1 possui sinal oposto ao lado esquerdo: 

 

 Da mesma forma para a raiz −1, por possuir multiplicidade ímpar, trocamos seu sinal no lado 
esquerdo da raiz: 

 

 Com o eixo completo, basta encontrar os valores que interessam: 

 

 Disso, resulta: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|−1 < 𝑥 < 1} 

 O método acima acelera a resolução das questões. Recomendo praticar esse método para 
aumentar sua velocidade. As resoluções das questões dessa aula serão feitas pelo método do quadro 
de sinais para melhor visualização do resultado.  

 Vamos ver um exemplo com raízes de multiplicidade par: 

(𝑥 − 1)4(2𝑥 + 3)(𝑥 − 3) ≥ 0 

 Raízes: 

(𝑥 − 1)4 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 multiplicidade 4 (par) 

2𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −
3

2
 multiplicidade 1 (ímpar) 

𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3 multiplicidade 1 (ímpar) 

 As raízes fazem parte da solução, pois o sinal de desigualdade é “≥”. Logo, representamos 
elas na reta real com o círculo fechado: 
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 Vamos verificar o sinal quando 𝑥 = 0: 

(0 − 1)4(2(0) + 3)(0 − 3) = (−1)4(3)(−3) = −9 

 Logo, 0 resulta em números negativos no intervalo:  

−
3

2
< 0 < 1 

 

 1 é uma raiz de multiplicidade par, logo ao passarmos por essa raiz, o sinal permanece igual: 

 

 3 possui multiplicidade ímpar, então devemos trocar o sinal: 

 

 −3/2 possui multiplicidade ímpar, logo trocamos o sinal: 

 

 A inequação pede os valores ≥ 0, com isso: 
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 A solução é dada por: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < −3/2 ou 𝑥 = 1 ou 𝑥 > 3} 

 

4.3. Inequações-quociente 

 Sejam 𝑓, 𝑔: 𝐴 → ℝ, duas funções na variável 𝑥. As possibilidades de inequações-quociente 
são: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
> 0 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
< 0 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
≥ 0 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
≤ 0 

 Para resolver esse tipo de inequação, seguimos a mesma ideia usada para as inequações-
produto construindo o quadro de sinais das funções envolvidas. A diferença é que devemos nos 
atentar à função do denominador, esta deverá ser diferente de zero como condição de existência. 
Vamos ver um exemplo: 

 Resolva a seguinte inequação definida em ℝ: 

3𝑥 + 9

𝑥 − 1
≥ 2 

 Temos que zerar o outro lado da inequação para encontrar a solução. Vamos subtrair 2 nos 
dois lados da inequação: 

3𝑥 + 9

𝑥 − 1
− 2 ≥ 2 − 2 

3𝑥 + 9 − 2(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
≥ 0 

3𝑥 + 9 − 2𝑥 + 2

𝑥 − 1
≥ 0 

𝑥 + 11

𝑥 − 1
≥ 0 

 Encontramos a inequação-quociente acima. Antes de resolvê-la, temos que encontrar sua 
condição de existência (denominador sempre deve ser diferente de zero!): 
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𝑥 − 1 ≠ 0 

𝑥 ≠ 1 

Agora podemos proceder para o estudo do sinal: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 11 = 0 ⇒ 𝑥 = −11 

𝑓 é crescente 

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1 

𝑔 é crescente 

 Estudo do sinal: 

 

 Perceba que o círculo aberto no ponto 𝑥 = 1 para indicar que ela não pertence à solução do 
problema. 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≤ −1 𝑜𝑢 𝑥 > 1} 

 
3𝑥+9

𝑥−1
≥ 2  

 Ao vermos uma inequação com a forma acima, podemos ficar tentados a fazer a regra 
do cruzado para simplificar a inequação e erroneamente obteríamos: 

(3𝑥 + 9) ≥ 2(𝑥 − 1)  
(3𝑥 + 9) − 2(𝑥 − 1) ≥ 0  
3𝑥 + 9 − 2𝑥 + 2 ≥ 0  

𝑥 + 11 ≥ 0  
 Fazendo desse modo, perdemos o denominador e consequentemente encontramos um 
resultado incorreto. 
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 Normalmente, as inequações dos vestibulares não estarão na forma simplificada: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
> 0 

 Elas serão da seguinte forma: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
> ℎ(𝑥) 

 Para resolver esse tipo de inequação, basta subtrair ℎ(𝑥) nos dois lados da inequação para 
proceder com o estudo do sinal: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
− ℎ(𝑥) > 0 

𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)𝑔(𝑥)

𝑔(𝑥)
> 0 

 O estudo do sinal envolverá as funções 𝑡(𝑥) = 𝑓(𝑥) − ℎ(𝑥)𝑔(𝑥) e 𝑔(𝑥). O resultado será a 
análise do sinal de 𝑡(𝑥)/𝑔(𝑥). 

 

 

7. Resolva as seguintes inequações definidas em ℝ: 

a) −2 < 𝑥 + 1 < 5 

b) −3 < 2𝑥 + 5 < 𝑥 

c) 2 − 𝑥 < 3𝑥 + 2 < 4𝑥 + 1 

d) (2𝑥 + 1)(𝑥 + 5) ≥ 0 

e) (𝑥 + 1)(2𝑥 + 4) ≤ 0 

f) (𝑥 + 3)(−2𝑥 + 4)(𝑥 − 1) > 0 

g) 
2𝑥+1

−𝑥+1
≥ 0 

h) 
𝑥+1

(𝑥+2)(𝑥−3)
≤ 0 

i) 
3𝑥+4

𝑥−4
≥ 3 

j) 
1

𝑥−1
+

2

𝑥−2
−

3

𝑥−3
< 0 

Resolução: 

a) −2 < 𝑥 + 1 < 5 
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−2 < 𝑥 + 1 ⇒ 𝑥 + 1 > −2 ⇒ 𝑥 > −3  

𝑥 + 1 < 5 ⇒ 𝑥 < 4  

A solução é dada pela intersecção das duas acima: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|−3 < 𝑥 < 4}  

b) −3 < 2𝑥 + 5 < 𝑥 

−3 < 2𝑥 + 5 ⇒ 2𝑥 + 5 > −3 ⇒ 2𝑥 > −8 ⇒ 𝑥 > −4  

2𝑥 + 5 < 𝑥 ⇒ 𝑥 + 5 < 0 ⇒ 𝑥 < −5  

 Nesse caso, não temos solução. A intersecção das duas soluções acima gera o conjunto 
vazio! 

 

𝑆 = ∅  

c) 2 − 𝑥 < 3𝑥 + 2 < 4𝑥 + 1 

2 − 𝑥 < 3𝑥 + 2 ⇒ −4𝑥 < 0 ⇒ 4𝑥 > 0 ⇒ 𝑥 > 0  

3𝑥 + 2 < 4𝑥 + 1 ⇒ −𝑥 < −1 ⇒ 𝑥 > 1  

A solução é dada pela intersecção das duas acima: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 1}  

d) (2𝑥 + 1)(𝑥 + 5) ≥ 0 

 Inequação-produto, vamos resolver pelo estudo do sinal: 

2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −
1

2
  

 2𝑥 + 1 é crescente: 

 

𝑥 + 5 = 0 ⇒ 𝑥 = −5  

 𝑥 + 5 é crescente: 
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 Juntando o estudo do sinal das duas funções, obtemos o quadro de sinais abaixo: 

 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≤ −5 𝑜𝑢 𝑥 ≥ −
1

2
}  

e) (𝑥 + 1)(2𝑥 + 4) ≤ 0 

𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1  

𝑥 + 1 é crescente 

2𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = −2  

2𝑥 + 4 é crescente 

 Estudo do sinal: 

 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|−2 ≤ 𝑥 ≤ −1}  

f) (𝑥 + 3)(−2𝑥 + 4)(𝑥 − 1) > 0 

𝑥 + 3 = 0 ⇒ 𝑥 = −3  

𝑥 + 3 é crescente 

−2𝑥 + 4 = 0 ⇒ 𝑥 = 2  

−2𝑥 + 4 é decrescente 
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𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1  

𝑥 − 1 é crescente 

Estudo do sinal: 

 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < −3 𝑜𝑢 1 < 𝑥 < 2}  

g) 
2𝑥+1

−𝑥+1
≥ 0 

 Temos uma inequação-quociente. Vamos analisar sua condição de existência: 

−𝑥 + 1 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 1  

 Fazendo o estudo do sinal: 

2𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −
1

2
  

2𝑥 + 1 é crescente 

−𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1  

−𝑥 + 1 é decrescente 

 Quadro de sinais: 

 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|−
1

2
< 𝑥 < 1}  
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h) 
𝑥+1

(𝑥+2)(𝑥−3)
≤ 0 

 Nesse caso, temos duas condições de existência: 

𝑥 + 2 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ −2  

𝑥 − 3 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 3  

 A inequação acima pode ser resolvida pelo estudo do sinal. Veja: 

𝑥 + 1 = 0 ⇒ 𝑥 = −1  

𝑥 + 1 é crescente  

𝑥 + 2 = 0 ⇒ 𝑥 = −2  

𝑥 + 2 é crescente 

𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3  

𝑥 − 3 é crescente 

 Unindo as condições do problema, obtemos o seguinte quadro de sinais: 

 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < −2 𝑜𝑢 − 1 ≤ 𝑥 < 3}  

i) 
3𝑥+4

𝑥−4
≥ 3 

3𝑥+4

𝑥−4
− 3 ≥ 0 ⇒

3𝑥+4−3(𝑥−4)

𝑥−4
≥ 0 ⇒

3𝑥+4−3𝑥+12

𝑥−4
≥ 0  

16

𝑥−4
≥ 0  

 Note que temos uma condição de existência: 𝑥 − 4 ≠ 0. 

 A solução é dada pelo estudo do sinal de 𝑥 − 4: 

𝑥 − 4 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ 4  

 Como 𝑥 ≠ 4, temos: 

𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 4}  
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j) 
1

𝑥−1
+

2

𝑥−2
−

3

𝑥−3
< 0 

 Condição de existência: 

𝑥 − 1 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 1  

𝑥 − 2 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 2  

𝑥 − 3 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 3  

 Resolvendo a inequação: 

1

𝑥−1
+

2

𝑥−2
−

3

𝑥−3
< 0  

(𝑥−2)(𝑥−3)+2(𝑥−1)(𝑥−3)−3(𝑥−1)(𝑥−2)

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3)
< 0  

𝑥2−5𝑥+6+2(𝑥2−4𝑥+3)−3(𝑥2−3𝑥+2)

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3)
< 0  

𝑥2−5𝑥+6+2𝑥2−8𝑥+6−3𝑥2+9𝑥−6

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3)
< 0  

−4𝑥+6

(𝑥−1)(𝑥−2)(𝑥−3)
< 0  

 Estudo do sinal: 

−4𝑥 + 6 = 0 ⇒ 𝑥 =
3

2
  

−4𝑥 + 6 é decrescente 

𝑥 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1  

𝑥 − 2 = 0 ⇒ 𝑥 = 2  

𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3  

𝑥 − 1, 𝑥 − 2, 𝑥 − 3 são crescentes 
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𝑆 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 < 1 𝑜𝑢
3

2
< 𝑥 < 2 𝑜𝑢 𝑥 > 3}  

 

5. Função Composta e Função Inversa 

 

 Vamos entender os principais conceitos desse tema e ver como ele pode ser cobrado na 
prova. 

5.1. Classificação das Funções 

5.1.1. Função Injetora 

A definição de função injetora é dada por: 

𝒇: 𝑨 → 𝑩
𝒇 é 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑨, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒙𝟏 ≠ 𝒙𝟐 ⇒ 𝒇(𝒙𝟏) ≠ 𝒇(𝒙𝟐)

 

Também podemos usar: 

𝒇: 𝑨 → 𝑩

𝒇 é 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑨, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) = 𝒇(𝒙𝟐) ⇒ 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐
 

 Para uma função ser injetora, devemos ter todos os elementos do conjunto 𝐴 associados a 
elementos distintos em 𝐵. 

Vamos ver exemplos de funções injetoras e não injetoras: 
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 Nesse exemplo, todos os valores de 𝑥 são associados a elementos distintos em 𝑦. 

 

 No exemplo acima, vemos que existem valores de 𝑥 que são associados ao mesmo 𝑦. 

 Exemplo usando diagrama de flechas: 

 

 
 Note que funções estritamente crescentes ou estritamente decrescentes são sempre 
injetoras! 
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5.1.2. Função Sobrejetora 

 A definição de função sobrejetora é dada por: 

𝒇: 𝑨 → 𝑩

𝒇 é 𝒔𝒐𝒃𝒓𝒆𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ ∀𝒚 ∈ 𝑩, ∃𝒙 ∈ 𝑨 𝒕𝒂𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒇(𝒙) = 𝒚
 

 Essa definição diz que dada a equação 𝑓(𝑥) = 𝑦, devemos ter pelo menos uma solução em 
𝑥 ∈ 𝐴. 

 Também podemos usar: 

𝒇: 𝑨 → 𝑩
𝒇 é 𝒔𝒐𝒃𝒓𝒆𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ 𝑰𝒎𝒇 = 𝑩

 

 Para uma função ser sobrejetora, a imagem da função deve ser equivalente ao seu 
contradomínio. 

 Exemplos usando diagrama de flechas: 

 

 Perceba que para uma função ser sobrejetora, devemos ter 𝑛(𝐵) ≤ 𝑛(𝐴) (desse modo, todos 
os elementos de 𝐵 terão algum correspondente em 𝐴). 

 

 A imagem de 𝑓 é igual ao conjunto 𝐵. 
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 Exemplo algébrico: 

 Seja 𝑓:ℝ+ → 𝐵 dado por: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 

 A função 𝑓 não é sobrejetora para 𝐵 = ℝ, pois o domínio de 𝑓 é o conjunto dos reais positivos 
e isso resulta em 𝐼𝑚𝑓 = ℝ+ ≠ ℝ. Logo, para 𝑓 ser sobrejetora, temos que definir 𝐵 = ℝ+. 

 Com isso, podemos ver que qualquer função pode ser sobrejetora desde que o contradomínio 
seja igual à imagem da função. 

5.1.3. Função Bijetora 

𝒇: 𝑨 → 𝑩
𝒇 é 𝒃𝒊𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ 𝒇 é 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 𝒆 𝒇 é 𝒔𝒐𝒃𝒓𝒆𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂

 

A condição de uma função ser bijetora é satisfazer as condições de ser injetora e sobrejetora 
ao mesmo tempo. 

Exemplo: 

Seja 𝑓: 𝐴 → 𝐵 dado por: 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
 

 Vamos verificar se 𝑓 é sobrejetora. 

 Primeiro, devemos ver sua condição de existência: 

𝑐𝑥 + 𝑑 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ −
𝑑

𝑐
 

 Considerando o conjunto dos reais, temos: 

𝐴 = ℝ − {−
𝑑

𝑐
} 

 Agora, vamos usar a definição: 

𝒇 é 𝒔𝒐𝒃𝒓𝒆𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ ∀𝒚 ∈ 𝑩, ∃𝒙 ∈ 𝑨 𝒕𝒂𝒍 𝒒𝒖𝒆 𝒇(𝒙) = 𝒚 

 Então, fazendo 𝑓(𝑥) = 𝑦 e colocando 𝑥 em função de 𝑦, temos: 

𝑎𝑥 + 𝑏

𝑐𝑥 + 𝑑
= 𝑦 

𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑐𝑥𝑦 + 𝑑𝑦 

𝑎𝑥 − 𝑐𝑥𝑦 = 𝑑𝑦 − 𝑏 

𝑥(𝑎 − 𝑐𝑦) = 𝑑𝑦 − 𝑏 

𝑥 =
𝑑𝑦 − 𝑏

𝑎 − 𝑐𝑦
 

 Condição de existência: 

𝑎 − 𝑐𝑦 ≠ 0 ⇒ 𝑦 ≠
𝑎

𝑐
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 Observando a equação de 𝑥 em função de 𝑦, podemos ver que existe 𝑥 ∈ 𝐴, com 𝑦 ≠ 𝑎/𝑐, 
que é solução para a equação: 

𝑥 =
𝑑𝑦 − 𝑏

𝑎 − 𝑐𝑦
 

∴ 𝑓 é sobrejetora 

 Vamos verificar se ela é injetora. Usando a definição: 

𝒇 é 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒕𝒐𝒓𝒂 ⇔ ∀𝒙𝟏, 𝒙𝟐 ∈ 𝑨, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(𝒙𝟏) = 𝒇(𝒙𝟐) ⇒ 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

𝑎𝑥1 + 𝑏

𝑐𝑥1 + 𝑑
=
𝑎𝑥2 + 𝑏

𝑐𝑥2 + 𝑑
 

(𝑎𝑥1 + 𝑏)(𝑐𝑥2 + 𝑑) = (𝑎𝑥2 + 𝑏)(𝑐𝑥1 + 𝑑) 

𝑎𝑐𝑥1𝑥2 + 𝑎𝑑𝑥1 + 𝑏𝑐𝑥2 + 𝑏𝑑 = 𝑎𝑐𝑥1𝑥2 + 𝑎𝑑𝑥2 + 𝑏𝑐𝑥1 + 𝑏𝑑 

𝑎𝑑𝑥1 + 𝑏𝑐𝑥2 = 𝑎𝑑𝑥2 + 𝑏𝑐𝑥1 

𝑎𝑑𝑥1 − 𝑏𝑐𝑥1 = 𝑎𝑑𝑥2 − 𝑏𝑐𝑥2 

(𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑥1 = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)𝑥2 

 Se 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, temos: 

𝑥1 = 𝑥2 

∴ 𝑓 é injetora, com 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 

Como 𝑓 é injetora e sobrejetora, temos que 𝑓 é bijetora. 

 

5.2. Paridade 

5.2.1. Função Par 

𝒇: 𝑨 → 𝑩

𝒇 é 𝒑𝒂𝒓 ⇔ ∀𝒙 ∈ 𝑨 𝒆 − 𝒙 ∈ 𝑨, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(−𝒙) = 𝒇(𝒙)
 

 Uma função é dita par quando satisfaz a condição: 

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 Graficamente, 𝑓 deve ser simétrica em relação ao eixo 𝑦. Vejamos alguns exemplos: 
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 O gráfico acima é um exemplo de função par. 

 

 Esse é um exemplo de função não par, pois o gráfico não é simétrico em relação ao eixo 𝑦. 

 Exemplo algébrico: 

𝑓:ℝ − {0} → ℝ 

𝑓(𝑥) = {
𝑥, 𝑥 > 0
−𝑥, 𝑥 < 0

 

 Vamos verificar se 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥). 

 Para 𝑥 > 0, temos 𝑓(𝑥) = 𝑥. −𝑥 é negativo, então 𝑓(−𝑥) = −(−𝑥) = 𝑥. Dessa forma: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 = 𝑓(−𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) 

∴ 𝑓 é 𝑝𝑎𝑟 
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5.2.2. Função Ímpar 

𝒇: 𝑨 → 𝑩

𝒇 é í𝒎𝒑𝒂𝒓 ⇔ ∀𝒙 ∈ 𝑨 𝒆 − 𝒙 ∈ 𝑨, 𝒕𝒆𝒎𝒐𝒔 𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙)
 

 O gráfico de uma função ímpar é simétrico em relação à origem do plano cartesiano. 

Exemplos: 

Seja 𝑓: [−𝑎, 𝑎] → ℝ dado por: 

𝑓(𝑥) = 2𝑥 

Esboçando o gráfico da função, podemos ver que ela é ímpar: 

 

 Também podemos provar algebricamente: 

 Para 𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎], temos: 

𝑓(𝑥) = 2𝑥 

𝑓(−𝑥) = 2(−𝑥) = −2𝑥 = −𝑓(𝑥) 

 Com isso, vemos que: 

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) 

∴ 𝑓 é í𝑚𝑝𝑎𝑟 
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 Qualquer função pode ser escrita como a soma de uma função par e uma função ímpar! 
Para dada função 𝑓: 𝐴 → 𝐵, temos: 

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)−𝑓(−𝑥)+𝑓(𝑥)

2
  

𝑓(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)

2⏟      
𝑃(𝑥)

+
𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)

2⏟      
𝐼(𝑥)

  

 Note que 

𝑃(𝑥) =
𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)

2
⇒ 𝑃(−𝑥) =

𝑓(𝑥)+𝑓(−𝑥)

2
∴ 𝑃(𝑥) = 𝑃(−𝑥)  

𝐼(𝑥) =
𝑓(𝑥)−𝑓(−𝑥)

2
⇒ 𝐼(−𝑥) =

𝑓(−𝑥)−𝑓(𝑥)

2
∴ 𝐼(−𝑥) = −𝐼(𝑥)  

 𝑃 é a função par e 𝐼 é a função ímpar! 

 

5.3. Função Composta 

 Vimos no capítulo de Relações, o conceito de relação composta. Vamos relembrar: 

 Sendo 𝑅 ∈ 𝐴 𝑥 𝐵 e 𝑇 ∈ 𝐵 𝑥 𝐶, a relação composta de 𝑇 em 𝑅 é: 

𝑇𝑜𝑅 = {(𝑎, 𝑐) ∈ 𝐴 𝑥 𝐶|∃𝑏 ∈ 𝐵 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 𝑒 (𝑏, 𝑐) ∈ 𝑇} 

Diagrama de flechas: 

 

 Podemos aplicar o mesmo conceito de relação composta às funções.  
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Vamos ver uma definição de função composta. 

Uma função composta genérica de 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑔: 𝐵′ → 𝐶, com 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵′, é dada por ℎ: 𝐴 →
𝐶 tal que: 

ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔𝑜𝑓(𝑥) 

 Vejamos o diagrama de flechas dessa composição. Para 𝑓: 𝐴 → 𝐵: 

 

 Para 𝑔: 𝐵′ → 𝐶:  

 

 Perceba que consideramos 𝐵′ ≠ 𝐵 para generalizar o resultado.  

Nesse diagrama, temos 𝐵 ∩ 𝐵′ ≠ ∅. 

Consideramos que 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵′, então unindo os diagramas de flechas, obtemos: 
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 Como 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵′ e 𝑔(𝐵′) ⊂ 𝐶, temos 𝑔(𝑓(𝐴)) ⊂ 𝑔(𝐵′) ⊂ 𝐶: 

 

 Sendo ℎ: 𝐴 → 𝐶 tal que ℎ = 𝑔𝑜𝑓: 
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 Usamos o diagrama de flechas para visualizar o que ocorre com uma função composta 
genérica. Vamos ver sua definição algébrica: 

 Seja 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑔: 𝐵′ → 𝐶, com 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵′. 

∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝑦 ∈ 𝐵 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑦 

Se 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵′, então 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴) implica 𝑦 ∈ 𝐵′. 

∀𝑦 ∈ 𝐵′, ∃𝑧 ∈ 𝐶 tal que 𝑔(𝑦) = 𝑧 

 Unindo os resultados acima, temos: 

∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝑧 ∈ 𝐶 tal que 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑧 

 Sendo ℎ: 𝐴 → 𝐶 com ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔𝑜𝑓(𝑥), ℎ é chamada de composta de 𝑓 com 𝑔. 

 Geralmente, as questões envolvendo compostas considerarão 𝐵′ = 𝐵: 
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Exemplos: 

 Sejam as funções 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ tal que: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 3 

𝑔(𝑥) = 𝑥2 

 A composta 𝑔𝑜𝑓 é dada por: 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝑥 + 3) = (𝑥 + 3)2 = 𝑥2 + 6𝑥 + 9 

 Para a composta 𝑓𝑜𝑔: 

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥2) = 𝑥2 + 3 

 Como 𝑔𝑜𝑓 ≠ 𝑓𝑜𝑔, podemos afirmar que essa operação é não comutativa. 

 Também podemos fazer a composta 𝑓𝑜𝑓: 

𝑓𝑜𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) + 3 = (𝑥 + 3) + 3 = 𝑥 + 6 

 

5.3.1. Teorema 

 Sejam as funções 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 𝑔: 𝐵 → 𝐶, ℎ: 𝐶 → 𝐷, temos: 

(𝒉𝒐𝒈)𝒐𝒇 = 𝒉𝒐(𝒈𝒐𝒇)  

 Diz-se que essa operação é associativa.  

 Demonstração: 

 Para qualquer 𝑥 ∈ 𝐴, temos: 

𝑓(𝑥) = 𝑦, 𝑔(𝑦) = 𝑧, ℎ(𝑧) = 𝑤 

 Fazendo as composições: 

((ℎ𝑜𝑔)𝑜𝑓)(𝑥) = (ℎ𝑜𝑔)(𝑓(𝑥)) = (ℎ𝑜𝑔)(𝑦) = ℎ(𝑔(𝑦)) = ℎ(𝑧) = 𝑤 

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝑦) = 𝑧 

(ℎ𝑜(𝑔𝑜𝑓))(𝑥) = ℎ(𝑔𝑜𝑓(𝑥)) = ℎ(𝑧) = 𝑤 

∴ (ℎ𝑜𝑔)𝑜𝑓 = ℎ𝑜(𝑔𝑜𝑓)  

 Exemplo: 

 Sejam 𝑓, 𝑔, ℎ:ℝ → ℝ: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 + 3 

𝑔(𝑥) = 𝑥2 

ℎ(𝑥) = 2𝑥 − 1 

 Vamos encontrar (ℎ𝑜𝑔)𝑜𝑓: 

ℎ𝑜𝑔(𝑥) = ℎ(𝑔(𝑥)) = 2𝑔(𝑥) − 1 = 2𝑥2 − 1 

((ℎ𝑜𝑔)𝑜𝑓)(𝑥) = ℎ𝑜𝑔(𝑓(𝑥)) = 2(𝑓(𝑥))
2
− 1 = 2(𝑥 + 3)2 − 1 = 2(𝑥2 + 6𝑥 + 9) − 1 
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⇒ 2𝑥2 + 12𝑥 + 17 

 Para ℎ𝑜(𝑔𝑜𝑓): 

(ℎ𝑜(𝑔𝑜𝑓))(𝑥) = ℎ(𝑔𝑜𝑓(𝑥)) = 2𝑔𝑜𝑓(𝑥) − 1 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = [𝑓(𝑥)]2 = (𝑥 + 3)2 = 𝑥2 + 6𝑥 + 9 

(ℎ𝑜(𝑔𝑜𝑓)(𝑥)) = 2(𝑥2 + 6𝑥 + 9) − 1 = 2𝑥2 + 12𝑥 + 17 

 

5.3.2. Propriedades 

 P1) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶

⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 P2) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶
⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 P3) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶

⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 P4) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔: 𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 𝑒 𝑔 é 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 

 P5) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔:𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑔 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 P6) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔:𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 𝑒 𝑔 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Demonstração: 

P1) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶

⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, temos 𝑔𝑜𝑓(𝑥1) = 𝑔𝑜𝑓(𝑥2) 

⇒ 𝑔(𝑓(𝑥1)) = 𝑔(𝑓(𝑥2)) 

 Como 𝑔 é injetora, temos: 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

 Sendo 𝑓 também injetora, obtemos: 

𝑥1 = 𝑥2 

 Logo, encontramos a seguinte informação: 
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𝑔𝑜𝑓(𝑥1) = 𝑔𝑜𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

 Essa é a definição de função injetora, portanto 𝑔𝑜𝑓 é injetora. 

 

 P2) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶
⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Usando a definição de sobrejetora para 𝑓 e 𝑔, temos: 

∀𝑧 ∈ 𝐶, ∃𝑦 ∈ 𝐵 tal que 𝑔(𝑦) = 𝑧 

∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑦 

 Juntando as duas informações, obtemos: 

∀𝑧 ∈ 𝐶, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑧 

 Dessa forma: 

𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑧 

 Logo, 𝑔𝑜𝑓 é sobrejetora. 

 

 P3) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔: 𝐵 → 𝐶 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶

⇒ 𝑔𝑜𝑓 é 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Essa propriedade é um corolário. Podemos usar as propriedades P1 e P2 para concluir que 
𝑓, 𝑔 bijetoras implica 𝑔𝑜𝑓 bijetora. 

 

 P4) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔: 𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 𝑒 𝑔 é 𝑓𝑢𝑛çã𝑜 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, vamos supor 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

 Considerando que 𝑔 é função, podemos aplicar 𝑔 em 𝑓: 

𝑔(𝑓(𝑥1)) = 𝑔(𝑓(𝑥2)) 

𝑔𝑜𝑓(𝑥1) = 𝑔𝑜𝑓(𝑥2) 

 Como 𝑔𝑜𝑓 é injetora, temos: 

𝑥1 = 𝑥2 

 Com isso, concluímos: 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴, 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓 é injetora 

𝑔 deve ser função 
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 P5) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔:𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑔 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Usando a definição de 𝑔𝑜𝑓 ser sobrejetora: 

∀𝑧 ∈ 𝐶, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑔𝑜𝑓(𝑥) = 𝑧 

 Aplicando a definição de função em 𝑓: 

∀𝑥 ∈ 𝐴, ∃𝑦 ∈ 𝐵 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑦 

 Juntando as informações: 

∀𝑧 ∈ 𝐶, ∃𝑦 ∈ 𝐵 tal que 𝑔(𝑦) = 𝑧 

 Portanto, 𝑔 é sobrejetora. 

 

 P6) {

𝑓: 𝐴 → 𝐵
𝑔:𝐵 → 𝐶

𝑔𝑜𝑓: 𝐴 → 𝐶 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎
⇒ 𝑓 é 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 𝑒 𝑔 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Essa propriedade é um corolário, consequência das propriedades P4 e P5. 

5.4. Função Inversa 

5.4.1. Definição 

 Uma função 𝒇: 𝑨 → 𝑩 é inversível se, e somente se, sua relação inversa 𝒇−𝟏: 𝑩 → 𝑨 for 
também uma função. 

 Definimos a função inversa de 𝑓 como 𝑓−1. 

 Vejamos um exemplo usando diagrama: 

  

 𝑓 não é inversível, pois ao fazer a inversa, o conjunto 𝐵 torna-se o domínio de 𝑓−1 e como 
condição de função, todos os elementos de 𝐵 devem ser associados a algum elemento de 𝐴. Pelo 
diagrama, sabemos que isso não é satisfeito.  
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Vejamos um exemplo de função inversível: 

 

 Pelo diagrama, podemos ver que 𝑔 e 𝑔−1 são funções. Logo, 𝑔 é inversível. 

 𝑓−1 é uma relação inversa de 𝑓. Vimos no capítulo de relação inversa que os pares ordenados 
da relação inversa podem ser obtidos invertendo-se os pares ordenados da própria relação. A nossa 
relação em análise é a função 𝑓, com isso, podemos escrever: 

(𝒙, 𝒚) ∈ 𝒇 ⇔ (𝒚, 𝒙) ∈ 𝒇−𝟏 

 Os pares ordenados de 𝑓−1 são obtidos trocando-se a ordem dos pares. Usando a 
propriedade acima, vamos ver o que acontece quando aplicamos a inversa em 𝑓−1: 

(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 ⇔ (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑓−1)−1 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 ⇔ (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 ⇔ (𝑥, 𝑦) ∈ (𝑓−1)−1 

(𝒙, 𝒚) ∈ 𝒇 ⇔ (𝒙, 𝒚) ∈ (𝒇−𝟏)−𝟏 

 O resultado acima nos mostra que 𝑓 = (𝑓−1)−1, isto é, a inversa da inversa de 𝑓 é a própria 
função 𝑓. 

 

5.4.2. Teorema 

  Uma função 𝒇: 𝑨 → 𝑩 é inversível se, e somente se, 𝒇 for bijetora. 

 Demonstração: 

 Devemos demonstrar os dois lados do teorema. 

 I) Se 𝑓: 𝐴 → 𝐵 é inversível, então 𝑓 é bijetora. 

Sendo 𝑓: 𝐴 → 𝐵 inversível, temos 𝑓−1: 𝐵 → 𝐴 é função.  

 Da definição de 𝑓−1 ser função: 

∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑓−1(𝑦) = 𝑥 

 Então, podemos escrever: 

(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1 
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 Isso implica: 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 

 Logo, ∀𝑦 ∈ 𝐵 temos (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓. Dessa informação, temos 𝐼𝑚𝑓 = 𝐵. 

 Portanto, 𝑓 é sobrejetora. 

 Vamos demonstrar que 𝑓 é injetora pela redução ao absurdo: 

 Sejam 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 com 𝑥1 ≠ 𝑥2. Supondo que 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑦, temos 𝑓−1(𝑦) = 𝑥1 e 
𝑓−1(𝑦) = 𝑥2. Chegamos a um absurdo, pois 𝑓−1 é função e cada 𝑦 ∈ 𝐵 pode ter apenas uma 
imagem. Desse modo, podemos concluir: 

𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) 

𝑓 é injetora. 

 II) Se 𝑓 é bijetora, então 𝑓: 𝐴 → 𝐵 é inversível. 

 Se 𝑓: 𝐴 → 𝐵 é inversível, então 𝑓−1: 𝐵 → 𝐴 é função. 

 Sendo 𝑓 bijetora, temos que 𝑓 é injetora e sobrejetora. 

 Usando a definição de sobrejetora de 𝑓: 

𝐼𝑚𝑓 = 𝐵 

 Dessa forma, podemos escrever: 

∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓 

 Logo, (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑓−1.  

 Usando a definição de injetora de 𝑓: 

 Seja 𝑦 ∈ 𝐵 e 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐴 tal que: 

(𝑦, 𝑥1) ∈ 𝑓
−1 e (𝑦, 𝑥2) ∈ 𝑓

−1 

 Essa informação implica: 

(𝑥1, 𝑦) ∈ 𝑓 e (𝑥2, 𝑓) ∈ 𝑓 

 Como estabelecido inicialmente, 𝑓 é injetora. Logo, 𝑥1 = 𝑥2. 

∴ 𝑓−1 é função 

 

5.4.3. Propriedades 

 Considerando 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑔: 𝐵 → 𝐶 funções bijetoras, temos: 

 P1) 𝑓𝑜𝑓−1(𝑦) = 𝑦 ⇒ 𝑓𝑜𝑓−1 = 𝐼𝐵 e 𝑓−1𝑜𝑓(𝑥) = 𝑥 ⇒ 𝑓−1𝑜𝑓 = 𝐼𝐴 (𝐼𝑋 é a função identidade 
(𝑓(𝑥) = 𝑥) do conjunto 𝑋) 

 P2) A inversa de 𝑓 é única 

P3) (𝑓: 𝐴 → 𝐵 inversível e monotônica) ⇒ (𝑓−1: 𝐵 → 𝐴 é de mesma monotonicidade de 𝑓) 

P4) (𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝑓−1𝑜𝑔−1 
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 Demonstrações: 

P1) 𝑓𝑜𝑓−1(𝑦) = 𝑦 = 𝐼𝐵 e 𝑓−1𝑜𝑓(𝑥) = 𝑥 = 𝐼𝐴 (𝐼𝐴 é a função identidade do conjunto 𝐴) 

Pelo diagrama de flechas: 

 

 

 P2) A inversa de 𝑓 é única 

 Sejam as funções 𝑔1, 𝑔2 inversas de 𝑓: 

{
𝑔1: 𝐵 → 𝐴
𝑔2: 𝐵 → 𝐴

 

 Sendo inversas, podemos usar P1 e obter: 

𝑓𝑜𝑔1 = 𝐼𝐵 e 𝑔1𝑜𝑓 = 𝐼𝐴 

𝑓𝑜𝑔2 = 𝐼𝐵 e 𝑔2𝑜𝑓 = 𝐼𝐴 

 Como 𝐼𝐵 é a função identidade do conjunto 𝐵 e o domínio de 𝑔1 é 𝐵, podemos escrever: 

𝑔1 = 𝑔1𝑜𝐼𝐵 

 Substituindo 𝐼𝐵 = 𝑓𝑜𝑔2: 

𝑔1𝑜𝐼𝐵 = 𝑔1𝑜(𝑓𝑜𝑔2) 

 Usando o teorema da função composta: 

𝑔1𝑜(𝑓𝑜𝑔2) = (𝑔1𝑜𝑓)𝑜𝑔2 

 Substituindo 𝑔1𝑜𝑓 = 𝐼𝐴: 

(𝑔1𝑜𝑓)𝑜𝑔2 = 𝐼𝐴𝑜𝑔2 = 𝑔2 

⇒ 𝑔1 = 𝑔2 

 Portanto, a inversa é única. 

P3) (𝑓: 𝐴 → 𝐵 inversível e monotônica) ⇒ (𝑓−1: 𝐵 → 𝐴 é de mesma monotonicidade de 𝑓) 
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 Vamos supor que 𝑓 é estritamente decrescente (a demonstração para as outras 
monotonicidades seguem a mesma ideia). Dessa forma, podemos escrever: 

𝑥1 > 𝑥2 ⇔ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

 Usando a propriedade P1 𝑓−1𝑜𝑓(𝑥) = 𝑥, temos: 

𝑓−1𝑜𝑓(𝑥1) > 𝑓
−1𝑜𝑓(𝑥2) ⇔ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

 Reescrevendo os termos: 

𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) ⇔ 𝑓−1(𝑓(𝑥1)) > 𝑓
−1(𝑓(𝑥2)) 

 Portanto, concluímos que 𝑓−1 também é estritamente decrescente. 

P4) (𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝑓−1𝑜𝑔−1 

 As funções 𝑓 e 𝑔 são inversíveis, pois elas são bijetoras. 

 Usando as propriedades da função composta, temos: 

𝑓, 𝑔 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎𝑠 ⇒ 𝑔𝑜𝑓 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

 Como 𝑔𝑜𝑓 é bijetora, 𝑔𝑜𝑓 é inversível. 

 Vamos representar as funções pelo diagrama de flechas: 

 

 Pela propriedade P1, podemos escrever: 

𝑓−1𝑜𝑓 = 𝐼𝐴 

𝑓𝑜𝑓−1 = 𝐼𝐵 

𝑔−1𝑜𝑔 = 𝐼𝐵 

𝑔𝑜𝑔−1 = 𝐼𝐶  

 Queremos provar que (𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝑓−1𝑜𝑔−1. Note que: 

(𝑔𝑜𝑓)−1𝑜(𝑔𝑜𝑓) = 𝐼𝐴 

(𝑔𝑜𝑓)𝑜(𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝐼𝐶  
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 Então, se substituirmos (𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝑓−1𝑜𝑔−1 devemos encontrar a seguinte igualdade: 

(𝑓−1𝑜𝑔−1)𝑜(𝑔𝑜𝑓) = 𝐼𝐴 

(𝑔𝑜𝑓)𝑜(𝑓−1𝑜𝑔−1) = 𝐼𝐶  

 Para demonstrar a propriedade, precisamos provar que as igualdades acima são válidas. 

 Vamos desenvolver (𝑓−1𝑜𝑔−1)𝑜(𝑔𝑜𝑓). Usando a propriedade associativa da composta: 

(𝑓−1𝑜𝑔−1)𝑜(𝑔𝑜𝑓) = [(𝑓−1𝑜𝑔−1)𝑜𝑔]𝑜𝑓 = [𝑓−1𝑜(𝑔−1𝑜𝑔)]𝑜𝑓 

 Substituindo 𝑔−1𝑜𝑔 = 𝐼𝐵: 

[𝑓−1𝑜(𝑔−1𝑜𝑔)]𝑜𝑓 = [𝑓−1𝑜𝐼𝐵]𝑜𝑓 

 Mas 𝑓−1𝑜𝐼𝐵 = 𝑓
−1, pois 𝐼𝐵 resulta no domínio de 𝑓−1: 

[𝑓−1𝑜𝐼𝐵]𝑜𝑓 = 𝑓
−1𝑜𝑓 = 𝐼𝐴 

∴ (𝑓−1𝑜𝑔−1)𝑜(𝑔𝑜𝑓) = 𝐼𝐴 

 Agora, provando a outra igualdade: 

(𝑔𝑜𝑓)𝑜(𝑓−1𝑜𝑔−1) = [(𝑔𝑜𝑓)𝑜𝑓−1]𝑜𝑔−1 = [𝑔𝑜(𝑓𝑜𝑓−1)]𝑜𝑔−1 

 Substituindo 𝑓𝑜𝑓−1 = 𝐼𝐵: 

[𝑔𝑜(𝑓𝑜𝑓−1)]𝑜𝑔−1 = [𝑔𝑜𝐼𝐵]𝑜𝑔
−1 

 𝑔𝑜𝐼𝐵 = 𝑔, pois 𝐼𝐵 é a função identidade do domínio de 𝑔: 

[𝑔𝑜𝐼𝐵]𝑜𝑔
−1 = 𝑔𝑜𝑔−1 = 𝐼𝐶 

∴ (𝑔𝑜𝑓)𝑜(𝑓−1𝑜𝑔−1) = 𝐼𝐶  

 Portanto, provamos as igualdades e, com isso, podemos afirmar: 

(𝑔𝑜𝑓)−1 = 𝑓−1𝑜𝑔−1 

 

 

8. Determine a função inversa das funções abaixo: 

a) 𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1 

b) 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

𝑥−4
 

Resolução: 

a) 𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1 

 Antes de encontrar a inversa de uma função, devemos verificar se ela é inversível. Para 
isso, basta provar que ela é bijetora. 

 Para provar que 𝑓 é injetora, podemos usar dois métodos: 
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𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2)  

Ou 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2  

 Vamos demonstrar pelos dois métodos: 

 I) 𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) 

𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 3𝑥1 ≠ 3𝑥2 ⇒ 3𝑥1 + 1 ≠ 3𝑥2 + 1 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2)  

 II) 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ⇒ 3𝑥1 + 1 = 3𝑥2 + 1 ⇒ 3𝑥1 = 3𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2  

 Portanto, provamos que 𝑓 é injetora. 

 

 *Observações: Para usar o método (I), devemos partir de 𝑥1 ≠ 𝑥2 e manipulá-lo para 
chegar até 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2). Para o método (II), devemos partir de 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) e provar que 
𝑥1 = 𝑥2. 

 Agora, devemos provar que 𝑓 é sobrejetora. Também podemos provar por dois caminhos 
diferentes: 

𝑓: 𝐴 → 𝐵  

∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑦 

Ou 

𝐼𝑚𝑓 = 𝐵  

 Vamos provar pelos dois métodos: 

 I) ∀𝑦 ∈ 𝐵, ∃𝑥 ∈ 𝐴 tal que 𝑓(𝑥) = 𝑦  

 Para provar desse modo, primeiro fazemos 𝑓(𝑥) = 𝑦 e isolamos 𝑥: 

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⇒ 𝑦 = 3𝑥 + 1  

𝑥 =
𝑦−1

3
  

 Agora, temos que mostrar que existe solução em 𝑥 ∈ 𝐴. No caso, 𝐴 = ℝ e 𝐵 = ℝ. Como 
𝑥 ∈ ℝ, temos que qualquer 𝑦 ∈ ℝ satisfaz a equação. Logo, 𝑓 é sobrejetora. 

 II) 𝐼𝑚𝑓 = 𝐵 

 Basta provar que a imagem de 𝑓 é o contradomínio. 

 Sendo 𝑓:ℝ → ℝ e 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1: 

 Como 𝑥 ∈ ℝ, temos 3𝑥 + 1 ∈ ℝ. Logo, 𝐼𝑚𝑓 = ℝ. 

∴ 𝑓 é sobrejetora  
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 Disso resulta que 𝑓 é bijetora e possui inversa. 

 Para encontrar a inversa da função 𝑓, basta fazer 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) e substituir na equação de 𝑥 
em função de 𝑦: 

𝑥 =
𝑦−1

3
  

𝑓−1(𝑦) =
𝑦−1

3
  

b) 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑓(𝑥) =
3𝑥+2

𝑥−4
 

 Essa função possui condição de existência. O denominador deve ser diferente de zero: 

𝑥 − 4 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 4  

 Vamos definir 𝐴 = ℝ − {4}. 

 Antes de encontrar a inversa, devemos provar que 𝑓 é bijetora. 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ − {4}, 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)  

⇒
3𝑥1+2

𝑥1−4
=

3𝑥2+2

𝑥2−4
  

(3𝑥1 + 2)(𝑥2 − 4) = (3𝑥2 + 2)(𝑥1 − 4)  

3𝑥1𝑥2 − 12𝑥1 + 2𝑥2 − 8 = 3𝑥1𝑥2 − 12𝑥2 + 2𝑥1 − 8  

2𝑥2 + 12𝑥2 = 2𝑥1 + 12𝑥1  

14𝑥2 = 14𝑥1  

⇒ 𝑥1 = 𝑥2  

∴ 𝑓 é injetora 

 ∀𝑦 ∈ 𝐵, 𝑓(𝑥) = 𝑦: 

3𝑥+2

𝑥−4
= 𝑦  

3𝑥 + 2 = 𝑦𝑥 − 4𝑦  

2 + 4𝑦 = 𝑦𝑥 − 3𝑥  

2 + 4𝑦 = 𝑥(𝑦 − 3)  

𝑥 =
2+4𝑦

𝑦−3
  

 𝑥 possui solução em ℝ − {4} se 𝑦 − 3 ≠ 0: 

𝑦 − 3 ≠ 0 ⇒ 𝑦 ≠ 3  

 Então, devemos definir 𝐵 = ℝ− {3} para 𝑥 ter solução e 𝑓 ser sobrejetora. 

 A inversa de 𝑓 é dada por: 

𝑥 =
2+4𝑦

𝑦−3
  

𝑓−1(𝑦) =
2+4𝑦

𝑦−3
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Gabarito: a) 𝒇−𝟏(𝒚) =
𝒚−𝟏

𝟑
       b) 𝒇−𝟏(𝒚) =

𝟐+𝟒𝒚

𝒚−𝟑
 

 

6. Lista de Questões 

 

9. (ITA/2018)  

Considere as funções 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ dadas por 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 e 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑, com 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈
ℝ, 𝑎 ≠ 0 e 𝑐 ≠ 0. Se 𝑓−1𝑜𝑔−1 = 𝑔−1𝑜𝑓−1, então uma relação entre as constantes 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 é 
dada por 

a) 𝑏 + 𝑎𝑑 = 𝑑 + 𝑏𝑐 

b) 𝑑 + 𝑏𝑎 = 𝑐 + 𝑑𝑏 

c) 𝑎 + 𝑑𝑏 = 𝑏 + 𝑐𝑑 

d) 𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑑 + 𝑏𝑎 

e) 𝑐 + 𝑑𝑎 = 𝑏 + 𝑐𝑑  

 

10.  (ITA/2017/Modificada)  

Sejam 𝑋 e 𝑌 dois conjuntos finitos com 𝑋 ⊂ 𝑌 e 𝑋 ≠ 𝑌. Considere as seguintes afirmações: 

I. Existe uma bijeção 𝑓: 𝑋 → 𝑌. 

II. Existe uma função injetora 𝑔: 𝑌 → 𝑋. 

Classifique-as. 

 

11.  (ITA/2014)  

Considere as funções apenas 𝑓, 𝑔: ℤ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑚, 𝑔(𝑥) = 𝑏𝑥 + 𝑛, em que 𝑎, 𝑏,𝑚 e 𝑛 
são constantes reais. Se 𝐴 e 𝐵 são as imagens de 𝑓 e de 𝑔, respectivamente, então, das 
afirmações abaixo: 

I. Se 𝐴 = 𝐵, então 𝑎 = 𝑏 e 𝑚 = 𝑛; 

II. Se 𝐴 = ℤ, então 𝑎 = 1; 

III. Se 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, com 𝑎 = 𝑏 e 𝑚 = −𝑛, então 𝐴 = 𝐵, 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas I. 

b) apenas II. 
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c) apenas III. 

d) apenas I e II. 

e) nenhuma. 

 

12.  (ITA/2014/Modificada)  

Classifique a afirmação:  

Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, com 𝑎 < 𝑏 < 𝑐. Se 𝑓: [𝑎, 𝑐] → [𝑎, 𝑏] é sobrejetora, então 𝑓 não é injetora. 

 

13.  (ITA/2013)  

Considere as funções 𝑓, 𝑔, 𝑓 + 𝑔:ℝ → ℝ. Das afirmações: 

I. Se 𝑓 e 𝑔 são injetoras, 𝑓 + 𝑔 é injetora; 

II. Se 𝑓 e 𝑔 são sobrejetoras, 𝑓 + 𝑔 é sobrejetora; 

III. Se 𝑓 e 𝑔 não são injetoras, 𝑓 + 𝑔 não é injetora; 

IV. Se 𝑓 e 𝑔 não são sobrejetoras, 𝑓 + 𝑔 não é sobrejetora; 

É (são) verdadeira(s) 

a) nenhuma. 

b) apenas I e II. 

c) apenas I e III. 

d) apenas III e IV. 

e) todas. 

 

14.  (ITA/2010)  

Seja 𝑓:ℝ → ℝ bijetora e ímpar. Mostre que a função inversa 𝑓−1: ℝ → ℝ também é ímpar.  

 

15.  (ITA/2010)  

Sejam 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ tais que 𝑓 é par e 𝑔 é ímpar. Das seguintes afirmações: 

I. 𝑓 ∙ 𝑔 é ímpar, 

II. 𝑓 𝑜 𝑔 é par, 

III. 𝑔 𝑜 𝑓 é ímpar, 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas I. 

b) apenas II. 

c) apenas III. 
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d) apenas I e II. 

e) todas. 

 

16.  (ITA/2006)  

Seja 𝑓: [0,1) → ℝ definida por 

𝑓(𝑥) = {
2𝑥, 0 ≤ 𝑥 <

1

2

2𝑥 − 1,
1

2
≤ 𝑥 < 1

 

Seja 𝑔: (−
1

2
,
1

2
) → ℝ dada por 

𝑔(𝑥) = {
𝑓 (𝑥 +

1

2
) , −

1

2
< 𝑥 < 0

1 − 𝑓 (𝑥 +
1

2
) , 0 ≤ 𝑥 <

1

2

 

Com 𝑓 definida acima. Justificando a resposta, determine se 𝑔 é par, ímpar ou nem par nem 
ímpar. 

 

17.  (ITA/2005)  

Seja 𝐷:ℝ − {1} e 𝑓: 𝐷 → 𝐷 uma função dada por  

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

Considere as afirmações: 

I. 𝑓 é injetiva e sobrejetiva. 

II. 𝑓 é injetiva, mas não sobrejetiva. 

III. 𝑓(𝑥) + 𝑓 (
1

𝑥
) = 0, para todo 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑥 ≠ 0. 

IV. 𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥) = 1, para todo 𝑥 ∈ 𝐷. 

Então, são verdadeiras 

a) apenas I e III. 

b) apenas I e IV. 

c) apenas II e III. 

d) apenas I, III e IV. 

e) apenas II, III e IV. 

 

18.  (ITA/2005/Modificada)  

Considere os conjuntos 𝑆 = {0, 2, 4, 6}, 𝑇 = {1, 3, 5} e 𝑈 = {0, 1} e as afirmações: 
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I. Existe uma função 𝑓: 𝑆 → 𝑇 injetiva. 

II. Nenhuma função 𝑔: 𝑇 → 𝑆 é sobrejetiva. 

Classifique-as em verdadeira ou falsa. 

 

19.  (ITA/2002)  

Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 reais não-nulos e distintos, 𝑐 > 0. Sendo par a função dada por  

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥 + 𝑐
,−𝑐 < 𝑥 < 𝑐 

Então 𝑓(𝑥), para −𝑐 < 𝑥 < 𝑐, é constante e igual a 

a) 𝑎 + 𝑏 

b) 𝑎 + 𝑐 

c) 𝑐 

d) 𝑏 

e) 𝑎 

 

20.  (ITA/1999)  

Sejam 𝑓, 𝑔, ℎ: ℝ → ℝ funções tais que a função composta ℎ 𝑜 𝑔 𝑜 𝑓: ℝ → ℝ é a função 
identidade. Considere as afirmações: 

I. A função ℎ é sobrejetora. 

II. Se 𝑥0 ∈ ℝ é tal que 𝑓(𝑥0) = 0, então 𝑓(𝑥) ≠ 0, para todo 𝑥 ∈ ℝ com 𝑥 ≠ 𝑥0. 

III. A equação ℎ(𝑥) = 0 tem a solução em ℝ. 

Então: 

a) Apenas a afirmação (I) é verdadeira. 

b) Apenas a afirmação (II) é verdadeira. 

c) Apenas a afirmação (III) é verdadeira. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 

e) Todas as afirmações são falsas. 

 

21.  (ITA/1999)  

Considere as funções 𝑓 e 𝑔 definidas por 𝑓(𝑥) = 𝑥 − (
2

𝑥
), para 𝑥 ≠ 0 e 𝑔(𝑥) =

𝑥

𝑥+1
, para 𝑥 ≠

−1. O conjunto de todas as soluções da inequação 

(𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) < 𝑔(𝑥) 

É  
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a) [1, +∞[ 

b) ] − ∞,−2[ 

c) [−2, −1[ 

d) ] − 1, 1[ 

e) ] − 2,−1[ ∪ ]1,+∞[ 

 

22.  (ITA/1998)  

Sejam as funções 𝑓:ℝ → ℝ e 𝑔: 𝐴 ⊂ ℝ → ℝ, tais que 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 9 e (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) = 𝑥 − 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio 𝐴 da função 𝑔 é: 

a) [−3,+∞[ 

b) ℝ 

c) [−5, +∞[ 

d) ] − ∞,−1[ ∪ [3, +∞[ 

e) ] − ∞,√6[ 

 

23.  (ITA/1997)  

Se ℚ e 𝕀 representam, respectivamente, o conjunto dos números racionais e o conjunto dos 
números irracionais, considere as funções 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ definidas por 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℚ
1, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ 𝕀

 

𝑔(𝑥) = {
1, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℚ
0, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ 𝕀

 

Seja 𝐽 a imagem da função composta 𝑓 𝑜 𝑔:ℝ → ℝ. 

Podemos afirmar que 

a) 𝐽 = ℝ 

b) 𝐽 = ℚ 

c) 𝐽 = {0} 

d) 𝐽 = {1} 

e) 𝐽 = {0, 1} 

 

24.  (ITA/1996)  

Considere as funções reais 𝑓 e 𝑔 definidas por 𝑓(𝑥) =
1+2𝑥

1−𝑥2
, 𝑥 ∈ ℝ − {−1,1} e 𝑔(𝑥) =

𝑥

1+2𝑥
, 𝑥 ∈ ℝ − {−

1

2
}. 
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O maior subconjunto de ℝ onde pode ser definida a composta 𝑓 𝑜 𝑔, tal que (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) < 0, 
é: 

a) ] − 1,−
1

2
[ ∪ ] −

1

3
, −

1

4
[ 

b) ] − ∞,−1[ ∪ ] −
1

3
, −

1

4
[ 

c) ] − ∞,−1[ ∪ ] −
1

2
, 1[  

d) ]1,∞[ 

e) ] −
1

2
,
−1

3
[  

 

25.  (IME/2019)  

Definimos a função 𝑓: ℕ → ℕ da seguinte forma: 

{
 

 
𝑓(0) = 0

𝑓(1) = 1

𝑓(2𝑛) = 𝑓(𝑛),   𝑛 ≥ 1

𝑓(2𝑛 + 1) = 𝑛2,   𝑛 ≥ 1

 

Definimos a função 𝑔:ℕ → ℕ da seguinte forma: 𝑔(𝑛) = 𝑓(𝑛)𝑓(𝑛 + 1). 

Podemos afirmar que: 

a) 𝑔 é uma função sobrejetora. 

b) 𝑔 é uma função injetora. 

c) 𝑓 é uma função sobrejetora. 

d) 𝑓 é uma função injetora. 

e) 𝑔(2018) tem mais do que 4 divisores positivos. 

 

26.  (IME/2018) 

Considere as alternativas: 

I. O inverso de um irracional é sempre irracional. 

II. Seja a função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑋 e 𝑌 dois subconjuntos quaisquer de 𝐴, então 𝑓(𝑋 ∩ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∩
𝑓(𝑌). 

III. Seja a função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑋 e 𝑌 dois subconjuntos quaisquer de 𝐴, então 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∪
𝑓(𝑌). 

IV. Dados dois conjuntos 𝐴 e 𝐵 não vazios, então 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 se, e somente se, 𝐵 ⊂ 𝐴. 

Obs.: 𝑓(ℤ) é a imagem de 𝑓 no domínio ℤ. 

São corretas: 

a) I, apenas. 
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b) I e III, apenas. 

c) II e IV, apenas. 

d) I e IV, apenas. 

e) II e III, apenas. 

 

27.  (IME/2018) 

Seja 𝑓(𝑥) uma função definida no conjunto dos números reais, de forma que 𝑓(1) = 5 e para 
qualquer 𝑥 pertencente aos números reais 𝑓(𝑥 + 4) ≥ 𝑓(𝑥) + 4 e 𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) + 1. 

Se 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 2 − 𝑥, o valor de 𝑔(2017) é: 

a) 2 

b) 6 

c) 13 

d) 2021 

e) 2023 

 

28.  (IME/2017) 

O sistema de inequações abaixo admite 𝑘 soluções inteiras. 

{
𝑥2 − 2𝑥 − 14

𝑥
> 3

𝑥 ≤ 12

 

Pode-se afirmar que: 

a) 0 ≤ 𝑘 < 2 

b) 2 ≤ 𝑘 < 4 

c) 4 ≤ 𝑘 < 6 

d) 6 ≤ 𝑘 < 8 

e) 𝑘 ≥ 8 

 

29.  (IME/2016) 

Sejam as funções 𝑓𝑛, para 𝑛 ∈ {0, 1, 2, 3, … }, tais que: 𝑓0(𝑥) =
1

1−𝑥
 e 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓0(𝑓𝑛−1(𝑥)), para 

𝑛 ≥ 1. Calcule 𝑓2016(2016). 

 

30.  (IME/2010) 

Sejam as funções 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑔:ℝ → ℝ, ℎ: ℝ → ℝ. A alternativa que apresenta a condição 

necessária para que se 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(ℎ(𝑥)), então 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) é 
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a) 𝑓(𝑥) = 𝑥 

b) 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) 

c) 𝑓 é bijetora 

d) 𝑓 é sobrejetora 

e) 𝑓 é injetora 

 

7. Gabarito 

 

9. a 
10. I. F  II. F 
11. e 
12. Falsa. 
13. a 
14. Demonstração 
15. d 
16. 𝑔 é par 
17. a 
18. I. F  II. V 
19. e 
20. d 
21. e 
22. a 
23. c 
24. a 
25. e 
26. b 
27. b 
28. d 

29. 𝑓2016(2016) = −
1

2015
 

30. e 

 

        



Professor Victor So 
Aula 03: IME 2021 

 

 

Aula 03 – Introdução às Funções     
www.estrategiamilitares.com.br 

 99 
124 

8. Lista de Questões Resolvidas e Comentadas 

 

9. (ITA/2018)  

Considere as funções 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ dadas por 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 e 𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑, com 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈
ℝ, 𝑎 ≠ 0 e 𝑐 ≠ 0. Se 𝑓−1𝑜𝑔−1 = 𝑔−1𝑜𝑓−1, então uma relação entre as constantes 𝑎, 𝑏, 𝑐 e 𝑑 é 
dada por 

a) 𝑏 + 𝑎𝑑 = 𝑑 + 𝑏𝑐 

b) 𝑑 + 𝑏𝑎 = 𝑐 + 𝑑𝑏 

c) 𝑎 + 𝑑𝑏 = 𝑏 + 𝑐𝑑 

d) 𝑏 + 𝑎𝑐 = 𝑑 + 𝑏𝑎 

e) 𝑐 + 𝑑𝑎 = 𝑏 + 𝑐𝑑  

Comentários 

 Vamos encontrar as inversas 𝑓−1 e 𝑔−1: 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑦 = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑥 =
𝑦 − 𝑏

𝑎
 

⇒ 𝑓−1(𝑦) =
𝑦 − 𝑏

𝑎
 

𝑔(𝑥) = 𝑐𝑥 + 𝑑 

𝑦 = 𝑔(𝑥) ⇒ 𝑦 = 𝑐𝑥 + 𝑑 

𝑥 =
𝑦 − 𝑑

𝑐
 

⇒ 𝑔−1(𝑦) =
𝑦 − 𝑑

𝑐
 

 Encontrando as compostas: 

𝑓−1𝑜𝑔−1(𝑥) = 𝑓−1[𝑔−1(𝑥)] =
𝑔−1(𝑥) − 𝑏

𝑎
= 

(
𝑥 − 𝑑
𝑐
) − 𝑏

𝑎
=
𝑥 − 𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑐
 

⇒ 𝑓−1𝑜𝑔−1(𝑥) =
𝑥 − 𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑐
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𝑔−1𝑜𝑓−1(𝑥) = 𝑔−1[𝑓−1(𝑥)] =
𝑓−1(𝑥) − 𝑑

𝑐
= 

(
𝑥 − 𝑏
𝑎
) − 𝑑

𝑐
=
𝑥 − 𝑏 − 𝑎𝑑

𝑎𝑐
 

⇒ 𝑔−1𝑜𝑓−1(𝑥) =
𝑥 − 𝑏 − 𝑎𝑑

𝑎𝑐
 

 A relação entre as constantes será dada por: 

𝑓−1𝑜𝑔−1(𝑥) = 𝑔−1𝑜𝑓−1(𝑥) 

𝑥 − 𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑐
=
𝑥 − 𝑏 − 𝑎𝑑

𝑎𝑐
 

𝑥 − 𝑑 − 𝑏𝑐

𝑎𝑐
=
𝑥 − 𝑏 − 𝑎𝑑

𝑎𝑐
 

−𝑑 − 𝑏𝑐 = −𝑏 − 𝑎𝑑 

⇒ 𝑏 + 𝑎𝑑 = 𝑑 + 𝑏𝑐 

Gabarito: “a”. 

10. (ITA/2017/Modificada)  

Sejam 𝑋 e 𝑌 dois conjuntos finitos com 𝑋 ⊂ 𝑌 e 𝑋 ≠ 𝑌. Considere as seguintes afirmações: 

I. Existe uma bijeção 𝑓: 𝑋 → 𝑌. 

II. Existe uma função injetora 𝑔: 𝑌 → 𝑋. 

Classifique-as. 

Comentários 

 Se 𝑋 e 𝑌 são dois conjuntos finitos, 𝑋 ⊂ 𝑌 e 𝑋 ≠ 𝑌: 𝑛(𝑋) < 𝑛(𝑌). 

 I. 𝑛(𝑋) < 𝑛(𝑌). Então uma função de 𝑋 em 𝑌 implica que 𝐼𝑚(𝑓) ≠ 𝑌, já que o número de 
elementos do domínio 𝑋 é menor que o número de elementos do contradomínio 𝑌. E pela definição 
de função, um 𝑥 ∈ 𝑋 não pode ser transformada em dois valores 𝑦 ∈ 𝑌. Logo, 𝑓 não é sobrejetora. 
Consequentemente, 𝑓 não é bijetora.  

Falsa. 

 II. Da definição de função, 𝑔: 𝑌 → 𝑋 implica que todos os elementos do domínio 𝑌 devem ser 
transformados nos elementos pertencentes ao contradomínio 𝑋 (não obrigatoriamente todos). 
Então, teremos obrigatoriamente ∃𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌, tal que 𝑔(𝑦1) = 𝑔(𝑦2). 𝑔 não é injetora.  

Falsa. 

Gabarito: I. F  II. F 

11. (ITA/2014)  

Considere as funções apenas 𝑓, 𝑔: ℤ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑚, 𝑔(𝑥) = 𝑏𝑥 + 𝑛, em que 𝑎, 𝑏,𝑚 e 𝑛 
são constantes reais. Se 𝐴 e 𝐵 são as imagens de 𝑓 e de 𝑔, respectivamente, então, das 
afirmações abaixo: 
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I. Se 𝐴 = 𝐵, então 𝑎 = 𝑏 e 𝑚 = 𝑛; 

II. Se 𝐴 = ℤ, então 𝑎 = 1; 

III. Se 𝑎, 𝑏,𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, com 𝑎 = 𝑏 e 𝑚 = −𝑛, então 𝐴 = 𝐵, 

É (são) verdadeira(s) 

a) apenas I. 

b) apenas II. 

c) apenas III. 

d) apenas I e II. 

e) nenhuma. 

Comentários 

 I. Suponha 𝑓(𝑥) = 𝑥 e 𝑔(𝑥) = −𝑥 + 1. O domínio das funções 𝑓 e 𝑔 é o conjunto ℤ e a 
imagem de 𝑓 é 𝐴 = ℤ e de 𝑔 é 𝐵 = ℤ. 

𝐴 = 𝐵 

𝑎 = 1 ≠ −1 = 𝑏 

𝑚 = 0 ≠ 1 = 𝑛 

 ∴Falsa. 

 II. Se tomarmos 𝑓(𝑥) = −𝑥, temos 𝐴 = ℤ e 𝑎 = −1. 

 ∴Falsa. 

 III. Vamos tomar 𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1 e 𝑔(𝑥) = 3𝑥 − 1. 

3,±1 ∈ ℤ e satisfaz a condição 𝑎 = 𝑏 e 𝑚 = −𝑛. 

𝑓(3) = 3 ∙ 3 + 1 = 10 

 Se 𝐴 = 𝐵, então devemos ter um 𝑥 ∈ ℤ, tal que 𝑔(𝑥) = 10. 

𝑔(𝑥) = 3𝑥 − 1 = 10 

𝑥 =
11

3
∉ ℤ 

 Não temos 𝑥 ∈ ℤ, tal que 10 ∈ 𝐵. 

 Logo, 𝐴 ≠ 𝐵. Falsa. 

Gabarito: “e”. 

12. (ITA/2014/Modificada)  

Classifique a afirmação:  

Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, com 𝑎 < 𝑏 < 𝑐. Se 𝑓: [𝑎, 𝑐] → [𝑎, 𝑏] é sobrejetora, então 𝑓 não é injetora. 

Comentários 

 Essa questão é um exemplo de como o ITA gosta de generalizar resultados. Normalmente, 
afirmações assim são falsas. 
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 Com o tempo, ganharemos experiência e não precisaremos gastar tempo para encontrar uma 
função que sirva de contra-exemplo. Veja o gráfico da função 𝑓 abaixo: 

 

 Podemos usar a função 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽, tal que 𝛼 e 𝛽 seja os coeficientes do gráfico da função 
acima. Essa reta é sobrejetora em [𝑎, 𝑏] e injetora. Logo a afirmação é falsa. 

 Poderíamos resolver também analiticamente. Vamos tentar encontrar um contra-exemplo 
que seja sobrejetora e injetora. A função mais simples que podemos usar é a função de primeiro 
grau. 

Seja 𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽, encontrando 𝛼 e 𝛽 tal que 𝑓: [𝑎, 𝑐] → [𝑎, 𝑏]: 

𝑓(𝑎) = 𝛼𝑎 + 𝛽 = 𝑎  (𝐼) 

𝑓(𝑐) = 𝛼𝑐 + 𝛽 = 𝑏  (𝐼𝐼) 

(𝐼𝐼) − (𝐼): 

𝛼(𝑐 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑎 ⇒ 𝛼 =
𝑏 − 𝑎

𝑐 − 𝑎
 

𝑓(𝑥) =
(𝑏 − 𝑎)

𝑐 − 𝑎
𝑥 + 𝛽 

Substituindo 𝑥 = 𝑎 e sabendo que 𝑓(𝑎) = 𝑎: 

𝑓(𝑎) =
(𝑏 − 𝑎)

𝑐 − 𝑎
𝑎 + 𝛽 = 𝑎 

𝛽 = 𝑎 −
(𝑏 − 𝑎)

𝑐 − 𝑎
𝑎 = 𝑎 (1 −

(𝑏 − 𝑎)

𝑐 − 𝑎
) =

𝑎(𝑐 − 𝑏)

𝑐 − 𝑎
 

⇒ 𝑓(𝑥) =
(𝑏 − 𝑎)

𝑐 − 𝑎
𝑎 +

𝑎(𝑐 − 𝑏)

𝑐 − 𝑎
 

 𝑓: [𝑎, 𝑐] → [𝑎, 𝑏] é uma função bijetora. 
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∴Afirmação falsa.  

Gabarito: Falsa. 

13. (ITA/2013)  

Considere as funções 𝑓, 𝑔, 𝑓 + 𝑔:ℝ → ℝ. Das afirmações: 

I. Se 𝑓 e 𝑔 são injetoras, 𝑓 + 𝑔 é injetora; 

II. Se 𝑓 e 𝑔 são sobrejetoras, 𝑓 + 𝑔 é sobrejetora; 

III. Se 𝑓 e 𝑔 não são injetoras, 𝑓 + 𝑔 não é injetora; 

IV. Se 𝑓 e 𝑔 não são sobrejetoras, 𝑓 + 𝑔 não é sobrejetora; 

É (são) verdadeira(s) 

a) nenhuma. 

b) apenas I e II. 

c) apenas I e III. 

d) apenas III e IV. 

e) todas. 

Comentários 

 I. Vamos supor 𝑓(𝑥) = 𝑥 e 𝑔(𝑥) = −𝑥, ambas são funções injetoras em ℝ. Se ℎ = 𝑓 + 𝑔: 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 𝑥 = 0 

ℎ(𝑥) = 0 

 ℎ não é uma função injetora. 

∴Falsa. 

II. Usando o contra-exemplo da I, temos: 

𝑓(𝑥) = 𝑥 

𝑔(𝑥) = −𝑥 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 0 

 𝑓 e 𝑔 são sobrejetoras em ℝ, mas ℎ = 𝑓 + 𝑔 não é sobrejetora (𝐼𝑚(ℎ) = {0} ≠ ℝ). 

∴Falsa. 

 III. Vamos supor 𝑓(𝑥) = (𝑥 + 1)2 = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 e 𝑔(𝑥) = −(𝑥 − 1)2 = −𝑥2 + 2𝑥 − 1. 
Ambas não são injetoras em ℝ. Se ℎ = 𝑓 + 𝑔: 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥 + 1) + (−𝑥2 + 2𝑥 − 1) = 4𝑥 

ℎ(𝑥) = 4𝑥 

 ℎ é injetora. 

∴Falsa. 

 IV. Usando o mesmo contra-exemplo da III: 
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𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 1 

𝑔(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 − 1 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 4𝑥 

 𝑓 e 𝑔 não são sobrejetoras em ℝ e ℎ é sobrejetora em ℝ. 

∴Falsa.  

Gabarito: “a”. 

14. (ITA/2010)  

Seja 𝑓:ℝ → ℝ bijetora e ímpar. Mostre que a função inversa 𝑓−1: ℝ → ℝ também é ímpar.  

Comentários 

 Vamos provar por absurdo. 

Supondo que 𝑓−1 não seja ímpar, então ∃𝑦 ∈ ℝ, tal que 𝑓−1(−𝑦) ≠ −𝑓−1(𝑦). 

 Definindo 𝑎 = 𝑓−1(−𝑦) e 𝑏 = 𝑓−1(𝑦), 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, temos: 

𝑓−1(−𝑦) ≠ −𝑓−1(𝑦) 

𝑎 ≠ −𝑏 

 Da condição de injetora: 

𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(−𝑏) 

 Como 𝑓 é ímpar: 

𝑓(−𝑏) = −𝑓(𝑏) 

 Dessa forma, encontramos: 

𝑓(𝑎) ≠ −𝑓(𝑏) 

 Substituindo 𝑎 = 𝑓−1(−𝑦) e 𝑏 = 𝑓−1(𝑦): 

𝑓(𝑓−1(−𝑦)) ≠ −𝑓(𝑓−1(𝑦)) 

 Usando as propriedades da inversa: 

−𝑦 ≠ −(𝑦) 

−𝑦 ≠ −𝑦 

∴ 𝐴𝑏𝑠𝑢𝑟𝑑𝑜! 

 Portanto, 𝑓−1 também é ímpar. 

Gabarito: Demonstração. 

15. (ITA/2010)  

Sejam 𝑓, 𝑔: ℝ → ℝ tais que 𝑓 é par e 𝑔 é ímpar. Das seguintes afirmações: 

I. 𝑓 ∙ 𝑔 é ímpar, 

II. 𝑓 𝑜 𝑔 é par, 

III. 𝑔 𝑜 𝑓 é ímpar, 
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É (são) verdadeira(s) 

a) apenas I. 

b) apenas II. 

c) apenas III. 

d) apenas I e II. 

e) todas. 

Comentários 

 I. 𝑓 ∙ 𝑔 é impar 

 Vamos definir ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥). Desse modo: 

ℎ(−𝑥) = 𝑓(−𝑥)𝑔(−𝑥) 

𝑓 é par ⇒ 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥) 

𝑔 é ímpar ⇒ 𝑔(−𝑥) − 𝑔(𝑥) 

ℎ(−𝑥) = 𝑓(𝑥)[−𝑔(𝑥)] = −𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = −ℎ(𝑥) 

∴ ℎ é ímpar ⇒ 𝑓 ∙ 𝑔 é ímpar 

 Verdadeira. 

 II. 𝑓 𝑜 𝑔 é par 

 Definindo 𝐻(𝑥) = (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)]. Temos: 

𝐻(−𝑥) = 𝑓[𝑔(−𝑥)] 

𝑔 í𝑚𝑝𝑎𝑟 ⇒ 𝑔(−𝑥) = −𝑔(𝑥) 

𝑓 𝑝𝑎𝑟 ⇒ 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝐻(−𝑥) = 𝑓[−𝑔(𝑥)] = 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝐻(𝑥) 

∴ 𝐻 é par ⇒ 𝑓 𝑜 𝑔 é par 

 Verdadeira. 

 III. 𝑔 𝑜 𝑓 é ímpar 

 Definindo 𝑠(𝑥) = (𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)]. Temos: 

𝑠(−𝑥) = 𝑔[𝑓(−𝑥)] = 𝑔[𝑓(𝑥)] = 𝑠(𝑥) 

∴ 𝑠 é par ⇒ 𝑔 𝑜 𝑓 é par 

 Falsa. 

Gabarito: “d”. 

16. (ITA/2006)  

Seja 𝑓: [0,1) → ℝ definida por 
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𝑓(𝑥) = {
2𝑥, 0 ≤ 𝑥 <

1

2

2𝑥 − 1,
1

2
≤ 𝑥 < 1

 

Seja 𝑔: (−
1

2
,
1

2
) → ℝ dada por 

𝑔(𝑥) = {
𝑓 (𝑥 +

1

2
) , −

1

2
< 𝑥 < 0

1 − 𝑓 (𝑥 +
1

2
) , 0 ≤ 𝑥 <

1

2

 

Com 𝑓 definida acima. Justificando a resposta, determine se 𝑔 é par, ímpar ou nem par nem 
ímpar. 

Comentários 

 Precisamos verificar a paridade da função 𝑔. 

 𝑔 está definido em dois intervalos distintos. 

 Supondo −1/2 < 𝑥 < 0: 

𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥 +
1

2
) 

−
1

2
< 𝑥 < 0 

 Usando as propriedades da desigualdade: 

−
1

2
+
1

2
< 𝑥 +

1

2
< 0 +

1

2
 

0 < 𝑥 +
1

2
<
1

2
 

 Dessa forma: 

𝑓 (𝑥 +
1

2
) = 2 (𝑥 +

1

2
) , 0 < 𝑥 +

1

2
<
1

2
 

𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 1,−
1

2
< 𝑥 < 0 

 Para 0 ≤ 𝑥 < 1/2: 

𝑔(𝑥) = 1 − 𝑓 (𝑥 +
1

2
) 

0 ≤ 𝑥 <
1

2
⇒
1

2
≤ 𝑥 +

1

2
< 1 

𝑓 (𝑥 +
1

2
) = 2 (𝑥 +

1

2
) − 1,

1

2
≤ 𝑥 +

1

2
< 1 

𝑔(𝑥) = 1 − [2 (𝑥 +
1

2
) − 1] = 1 − 2𝑥 
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𝑔(𝑥) = 1 − 2𝑥, 0 ≤ 𝑥 <
1

2
 

𝑔(𝑥) = {
1 + 2𝑥, −

1

2
< 𝑥 < 0

1 − 2𝑥, 0 ≤ 𝑥 <
1

2

 

 Representando a função 𝑔 no plano cartesiano: 

 

 𝑔(𝑥) = 𝑔(−𝑥), logo 𝑔 é par. 

Gabarito: 𝒈 é par 

17. (ITA/2005)  

Seja 𝐷:ℝ − {1} e 𝑓: 𝐷 → 𝐷 uma função dada por  

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

Considere as afirmações: 

I. 𝑓 é injetiva e sobrejetiva. 

II. 𝑓 é injetiva, mas não sobrejetiva. 

III. 𝑓(𝑥) + 𝑓 (
1

𝑥
) = 0, para todo 𝑥 ∈ 𝐷, 𝑥 ≠ 0. 

IV. 𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥) = 1, para todo 𝑥 ∈ 𝐷. 

Então, são verdadeiras 

a) apenas I e III. 

b) apenas I e IV. 

c) apenas II e III. 

d) apenas I, III e IV. 

e) apenas II, III e IV. 
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Comentários 

 I. Vamos verificar se 𝑓 é injetora. 

 ∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷: 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

𝑥1 + 1

𝑥1 − 1
=
𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
 

(𝑥1 + 1)(𝑥2 − 1) = (𝑥2 + 1)(𝑥1 − 1) 

𝑥1𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥2 − 1 = 𝑥1𝑥2 − 𝑥2 + 𝑥1 − 1 

𝑥1𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥2−1 = 𝑥1𝑥2 − 𝑥2 + 𝑥1−1 

2𝑥2 = 2𝑥1 

𝑥2 = 𝑥1 

∴ 𝑓 é injetora 

 Agora, verificamos se 𝑓 é sobrejetora. 

𝑦 ∈ ℝ e 𝑦 = 𝑓(𝑥), temos: 

𝑦 =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

𝑦(𝑥 − 1) = 𝑥 + 1 

𝑦𝑥 − 𝑦 = 𝑥 + 1 

𝑦𝑥 − 𝑥 = 𝑦 + 1 

𝑥(𝑦 − 1) = 𝑦 + 1 

𝑥 =
𝑦 + 1

𝑦 − 1
 

Analisando a condição de existência: 

𝑦 − 1 ≠ 0 ⇒ 𝑦 ≠ 1 

Logo, temos: 

𝐼𝑚(𝑓) = ℝ − {1} = 𝐷 

∴ 𝑓 é sobrejetora 

Portanto, afirmação verdadeira. 

 II. Como visto na I, 𝑓 é injetiva e sobrejetiva. Afrmação falsa. 

 III. Vamos calcular 𝑓(𝑥) + 𝑓 (
1

𝑥
) para 𝑥 ≠ 0 e ∀𝑥 ∈ 𝐷: 

𝑓(𝑥) + 𝑓 (
1

𝑥
) =

𝑥 + 1

𝑥 − 1
+

1
𝑥
+ 1

1
𝑥
− 1

=
𝑥 + 1

𝑥 − 1
+
1 + 𝑥

1 − 𝑥
=
𝑥 + 1

𝑥 − 1
+

𝑥 + 1

(−1)(𝑥 − 1)
= 0 

∴Afirmação verdadeira. 
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IV. 𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥) = 1, ∀𝑥 ∈ 𝐷. 

 

 Temos uma pegadinha nessa afirmação. Se não nos atentássemos a esse detalhe acabaríamos 
marcando como verdadeira. Veja: 

𝑓(𝑥)𝑓(−𝑥) =
(𝑥 + 1)(−𝑥 + 1)

(𝑥 − 1)(−𝑥 − 1)
=
−𝑥2 + 1

−𝑥2 + 1
= 1 

 Mas, 𝑥 está definida no conjunto 𝐷 = ℝ− {1}. Se tomarmos 𝑥 = −1 ∈ 𝐷, temos 𝑓(−𝑥) =

𝑓(−(−1)) = 𝑓(1) e sabemos que 1 ∉ 𝐷. Logo, 𝑓(−𝑥) não está definida para todo 𝑥 ∈ 𝐷. 

∴Falsa. 

Gabarito: “a”. 

18. (ITA/2005/Modificada)  

Considere os conjuntos 𝑆 = {0, 2, 4, 6}, 𝑇 = {1, 3, 5} e 𝑈 = {0, 1} e as afirmações: 

I. Existe uma função 𝑓: 𝑆 → 𝑇 injetiva. 

II. Nenhuma função 𝑔: 𝑇 → 𝑆 é sobrejetiva. 

Classifique-as em verdadeira ou falsa. 

Comentários 

 I. Da definição de função injetora, se 𝑓: 𝑆 → 𝑇: 

(∀𝑥1 ∈ 𝑆, ∀𝑥2 ∈ 𝑇)(𝑥1 ≠ 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2)) 

 𝑓 é função de 𝑆 em 𝑇, então, todos os elementos de 𝑆 devem ser transformados em algum 
elemento de 𝑇. Como 𝑛(𝑆) > 𝑛(𝑇), é impossível criar uma função que satisfaça às condições da 
injetora. 

 ∴Afirmação falsa. 

 II. 𝑔: 𝑇 → 𝑆 

 Da definição de função, um elemento não pode ser transformado em dois números distintos. 
Então, temos:  

𝑛(𝑇) < 𝑛(𝑆) ⇒ 𝐼𝑚(𝑔) ≠ 𝑆 ⇒ 𝑔 𝑛ã𝑜 é 𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒𝑗𝑒𝑡𝑜𝑟𝑎 

∴Afirmação verdadeira. 

Gabarito: I. F  II. V 

19. (ITA/2002)  

Sejam 𝑎, 𝑏, 𝑐 reais não-nulos e distintos, 𝑐 > 0. Sendo par a função dada por  

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥 + 𝑐
,−𝑐 < 𝑥 < 𝑐 
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Então 𝑓(𝑥), para −𝑐 < 𝑥 < 𝑐, é constante e igual a 

a) 𝑎 + 𝑏 

b) 𝑎 + 𝑐 

c) 𝑐 

d) 𝑏 

e) 𝑎 

Comentários 

 Se 𝑓 é uma função par no intervalo ] − 𝑐, 𝑐[, podemos escrever: 

𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥), −𝑐 < 𝑥 < 𝑐 

𝑎(−𝑥) + 𝑏

(−𝑥) + 𝑐
=
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥 + 𝑐
 

 Simplificando a equação: 

(−𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑥 + 𝑐) = (𝑎𝑥 + 𝑏)(−𝑥 + 𝑐) 

−𝑎𝑥2 − 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑏𝑐 = −𝑎𝑥2 + 𝑎𝑐𝑥 − 𝑏𝑥 + 𝑏𝑐 

−𝑎𝑥2 − 𝑎𝑐𝑥 + 𝑏𝑥 + 𝑏𝑐 = −𝑎𝑥2 + 𝑎𝑐𝑥 − 𝑏𝑥 + 𝑏𝑐 

2𝑏𝑥 = 2𝑎𝑐𝑥 

2𝑏𝑥 = 2𝑎𝑐𝑥 

 Encontramos a relação: 

𝑏 = 𝑎𝑐 

 Substituindo 𝑏 na função 𝑓, obtemos: 

𝑓(𝑥) =
𝑎𝑥 + 𝑏

𝑥 + 𝑐
=
𝑎𝑥 + 𝑎𝑐

𝑥 + 𝑐
=
𝑎(𝑥 + 𝑐)

𝑥 + 𝑐
=
𝑎(𝑥 + 𝑐)

(𝑥 + 𝑐)
= 𝑎,−𝑐 < 𝑥 < 𝑐 

Gabarito: “e”. 

20. (ITA/1999)  

Sejam 𝑓, 𝑔, ℎ: ℝ → ℝ funções tais que a função composta ℎ 𝑜 𝑔 𝑜 𝑓: ℝ → ℝ é a função 
identidade. Considere as afirmações: 

I. A função ℎ é sobrejetora. 

II. Se 𝑥0 ∈ ℝ é tal que 𝑓(𝑥0) = 0, então 𝑓(𝑥) ≠ 0, para todo 𝑥 ∈ ℝ com 𝑥 ≠ 𝑥0. 

III. A equação ℎ(𝑥) = 0 tem a solução em ℝ. 

Então: 

a) Apenas a afirmação (I) é verdadeira. 

b) Apenas a afirmação (II) é verdadeira. 

c) Apenas a afirmação (III) é verdadeira. 

d) Todas as afirmações são verdadeiras. 
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e) Todas as afirmações são falsas. 

Comentários 

 O enunciado diz que ℎ 𝑜 𝑔 𝑜 𝑓 é a função identidade, então podemos escrever: 

(ℎ 𝑜 𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) = ℎ (𝑔(𝑓(𝑥))) = 𝑥 

 Vamos analisar as afirmações: 

 I. A função ℎ é sobrejetora. 

 Vamos provar por redução ao absurdo. Supondo que ℎ não seja sobrejetora e ℎ: 𝐴 → 𝐵, 

podemos encontrar 𝑏 ∈ 𝐵 tal que ℎ (𝑔(𝑓(𝑥))) ≠ 𝑏 para todo 𝑥 ∈ ℝ. 

 Dessa forma, tomando 𝑥 = 𝑏 e substituindo na função composta: 

ℎ (𝑔(𝑓(𝑏))) ≠ 𝑏 

 Dado a hipótese de ℎ 𝑜 𝑔 𝑜 𝑓 ser a função identidade, chegamos a um absurdo. 

 Logo, ℎ é sobrejetora. 

∴Verdadeira. 

 II. Vamos reduzir ao absurdo. 

 Supondo que exista 𝑎 ∈ ℝ com 𝑎 ≠ 𝑥0 e 𝑓(𝑎) = 0. Temos: 

𝑓(𝑎) = 0 ⇒ 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑥0) 

⇒ ℎ (𝑔(𝑓(𝑎))) = ℎ (𝑔(𝑓(𝑥0))) 

⇒ 𝑎 = 𝑥0 

 Pela hipótese inicial, 𝑎 ≠ 𝑥0. Logo, chegamos a um absurdo. 

∴Verdadeira. 

III. Já provamos que ℎ é sobrejetora de ℝ em ℝ. Então, 𝐼𝑚(ℎ) = ℝ. Podemos encontrar 𝑥 ∈
ℝ tal que ℎ(𝑥) = 0. 

∴Verdadeira. 

Gabarito: “d”. 

21. (ITA/1999)  

Considere as funções 𝑓 e 𝑔 definidas por 𝑓(𝑥) = 𝑥 − (
2

𝑥
), para 𝑥 ≠ 0 e 𝑔(𝑥) =

𝑥

𝑥+1
, para 𝑥 ≠

−1. O conjunto de todas as soluções da inequação 

(𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) < 𝑔(𝑥) 

É  

a) [1, +∞[ 

b) ] − ∞,−2[ 

c) [−2, −1[ 
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d) ] − 1, 1[ 

e) ] − 2,−1[ ∪ ]1,+∞[ 

Comentários 

 Vamos encontrar a função 𝑔 𝑜 𝑓: 

(𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) = 𝑔[𝑓(𝑥)] 

𝑔[𝑓(𝑥)] =
𝑥 −

2
𝑥

(𝑥 −
2
𝑥
) + 1

 

 Da condição de existência de 𝑔 𝑜 𝑓: 

De 𝑓 temos 𝑥 ≠ 0. 

𝑓(𝑥) ≠ −1 ⇒ 𝑥 −
2

𝑥
≠ −1 

(𝑥2 + 𝑥 − 2)

𝑥
≠ 0 

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

𝑥
≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ −2 𝑒 𝑥 ≠ 1 

 Simplificando 𝑔 𝑜 𝑓: 

𝑔[𝑓(𝑥)] =
𝑥 −

2
𝑥

(𝑥 −
2
𝑥
) + 1

=

𝑥2 − 2
𝑥

𝑥2 − 2
𝑥

+ 1
=

𝑥2 − 2
𝑥

𝑥2 − 2 + 𝑥
𝑥

 

 Como 𝑥 ≠ 0: 

𝑔[𝑓(𝑥)] =
𝑥2 − 2

𝑥2 + 𝑥 − 2
 

 Analisando a inequação: 

(𝑔 𝑜 𝑓)(𝑥) < 𝑔(𝑥) 

𝑥2 − 2

𝑥2 + 𝑥 − 2
<

𝑥

𝑥 + 1
 

𝑥2 − 2

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
<

𝑥

𝑥 + 1
 

 Desenvolvendo a inequação: 

𝑥2 − 2

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)
−

𝑥

𝑥 + 1
< 0 

(𝑥2 − 2)(𝑥 + 1) − 𝑥(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
< 0 

𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 − 2 − 𝑥(𝑥2 + 𝑥 − 2)

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
< 0 
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𝑥3 + 𝑥2 − 2𝑥 − 2 − 𝑥3 − 𝑥2 + 2𝑥

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
< 0 

−2

(𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)
< 0 

 Como −2 < 0, devemos ter (𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) > 0. 

 Representando o sinal das raízes da inequação acima no eixo real, encontramos: 

 

 O intervalo de soluções que procuramos possui sinal positivo, logo: 

𝑆 = ] − 2,−1[ ∪ ]1, +∞[ 

Gabarito: “e”. 

22. (ITA/1998)  

Sejam as funções 𝑓:ℝ → ℝ e 𝑔: 𝐴 ⊂ ℝ → ℝ, tais que 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 9 e (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) = 𝑥 − 6, em 
seus respectivos domínios. Então, o domínio 𝐴 da função 𝑔 é: 

a) [−3,+∞[ 

b) ℝ 

c) [−5, +∞[ 

d) ] − ∞,−1[ ∪ [3, +∞[ 

e) ] − ∞,√6[ 

Comentários 

 Do enunciado, temos: 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 9 

(𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) = 𝑥 − 6 

 Vamos manipular 𝑓(𝑥) para encontrar 𝑔(𝑥): 

(𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)] 

𝑓[𝑔(𝑥)] = [𝑔(𝑥)]2 − 9 = 𝑥 − 6 

[𝑔(𝑥)]2 = 𝑥 + 3 



Professor Victor So 
Aula 03: IME 2021 

 

 

Aula 03 – Introdução às Funções     
www.estrategiamilitares.com.br 

 114 
124 

 O contradomínio de 𝑔 é o conjunto dos reais, logo: 

[𝑔(𝑥)]2 ≥ 0 ⇒ 𝑥 + 3 ≥ 0 

𝑥 ≥ −3 

 O domí nio da funça o 𝑔 e  dado por: 

𝐴 = [−3,+∞[ 

Gabarito: “a”. 

23. (ITA/1997)  

Se ℚ e 𝕀 representam, respectivamente, o conjunto dos números racionais e o conjunto dos 
números irracionais, considere as funções 𝑓, 𝑔:ℝ → ℝ definidas por 

𝑓(𝑥) = {
0, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℚ
1, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ 𝕀

 

𝑔(𝑥) = {
1, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ ℚ
0, 𝑠𝑒 𝑥 ∈ 𝕀

 

Seja 𝐽 a imagem da função composta 𝑓 𝑜 𝑔:ℝ → ℝ. 

Podemos afirmar que 

a) 𝐽 = ℝ 

b) 𝐽 = ℚ 

c) 𝐽 = {0} 

d) 𝐽 = {1} 

e) 𝐽 = {0, 1} 

Comentários 

 Vamos analisar a imagem da função composta 𝑓 𝑜 𝑔. 

𝑓 𝑜 𝑔(𝑥) = 𝑓[𝑔(𝑥)] 

 1) 𝑥 ∈ ℚ → 𝑔(𝑥) = 1 

1 ∈ ℚ → 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝑓(1) = 0 

 2) 𝑥 ∈ 𝕀 → 𝑔(𝑥) = 0 

0 ∈ ℚ → 𝑓[𝑔(𝑥)] = 𝑓(0) = 0 

 Logo, para qualquer valor de 𝑥 ∈ ℝ, temos 𝐼𝑚(𝑓 𝑜 𝑔) = {0}. 

Gabarito: “c”. 

24. (ITA/1996)  

Considere as funções reais 𝑓 e 𝑔 definidas por 𝑓(𝑥) =
1+2𝑥

1−𝑥2
, 𝑥 ∈ ℝ − {−1,1} e 𝑔(𝑥) =

𝑥

1+2𝑥
, 𝑥 ∈ ℝ − {−

1

2
}. 

O maior subconjunto de ℝ onde pode ser definida a composta 𝑓 𝑜 𝑔, tal que (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) < 0, 
é: 
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a) ] − 1,−
1

2
[ ∪ ] −

1

3
, −

1

4
[ 

b) ] − ∞,−1[ ∪ ] −
1

3
, −

1

4
[ 

c) ] − ∞,−1[ ∪ ] −
1

2
, 1[  

d) ]1,∞[ 

e) ] −
1

2
,
−1

3
[  

Comentários 

 A questão pede o maior subconjunto dos reais onde a função composta (𝑓 𝑜 𝑔)(𝑥) < 0 está 
definida. 

 Vamos encontrar a função composta: 

𝑓𝑜𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) =
1 + 2 (

𝑥
1 + 2𝑥

)

1 − (
𝑥

1 + 2𝑥
)
2 , 𝑥 ≠ −

1

2
 

𝑥 ≠ −
1

2
, condição de existência de (

𝑥

1+2𝑥
) 

 Simplificando a função: 

𝑓(𝑔(𝑥)) =

1 + 2𝑥 + 2𝑥
1 + 2𝑥

(1 + 2𝑥)2 − 𝑥2

(1 + 2𝑥)2

 

*(1 + 2𝑥)2 − 𝑥2 = (1 + 2𝑥 − 𝑥)(1 + 2𝑥 + 𝑥) = (1 + 𝑥)(1 + 3𝑥) 

𝑓(𝑔(𝑥)) =
(1 + 4𝑥)(1 + 2𝑥)

(1 + 𝑥)(1 + 3𝑥)
 

 Temos como condição de existência da função composta: 

1 + 𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ −1 

1 + 3𝑥 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ −1/3 

𝑥 ≠ −
1

2
 

 Devemos satisfazer: 

𝑓(𝑔(𝑥)) < 0 

(1 + 4𝑥)(1 + 2𝑥)

(1 + 𝑥)(1 + 3𝑥)
< 0 

 Vamos encontrar o sinal da função composta, representando-a no eixo real. 

 Primeiro devemos estudar o sinal das funções (1 + 4𝑥), (1 + 2𝑥), (1 + 𝑥) e (1 + 3𝑥). 

 Encontrando as raízes dessas funções: 

 1) 1 + 4𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −1/4 
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 2) 1 + 2𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −1/2 

 3) 1 + 𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −1 

 4) 1 + 3𝑥 = 0 ⇒ 𝑥 = −1/3 

 Representando cada uma no eixo real e combinando os resultados para encontrar o quadro 
de sinais, obtemos: 

 

 Assim, o intervalo que satisfaz a condição 𝑓(𝑔(𝑥)) < 0 é: 

𝑥 ∈ ] − 1,−1/2[ ∪ ] − 1/3,−1/4[ 

Gabarito: “a”. 

25. (IME/2019)  

Definimos a função 𝑓: ℕ → ℕ da seguinte forma: 

{
 

 
𝑓(0) = 0

𝑓(1) = 1

𝑓(2𝑛) = 𝑓(𝑛),   𝑛 ≥ 1

𝑓(2𝑛 + 1) = 𝑛2,   𝑛 ≥ 1

 

Definimos a função 𝑔:ℕ → ℕ da seguinte forma: 𝑔(𝑛) = 𝑓(𝑛)𝑓(𝑛 + 1). 

Podemos afirmar que: 

a) 𝑔 é uma função sobrejetora. 

b) 𝑔 é uma função injetora. 

c) 𝑓 é uma função sobrejetora. 

d) 𝑓 é uma função injetora. 

e) 𝑔(2018) tem mais do que 4 divisores positivos. 
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Comentários 

 Para questões de funções desse tipo, devemos testar os valores e verificar as alternativas. 
Vamos encontrar a imagem de 𝑓 e 𝑔. 

 Para 𝑓, temos: 

𝑛 0 1 2 3 4 5 6 

𝑓(𝑛) 0 1 1 1 1 4 1 

 Já podemos afirmar que 𝑓 não é injetora, pois 𝑓(1) = 𝑓(2). Também não é sobrejetora, pois 
𝑓 assume apenas valores quadrados perfeitos.  

 Para 𝑔: 

𝒏 𝒈(𝒏) 

0 𝑓(0)𝑓(1) = 0 

1 𝑓(1)𝑓(2) = 1 

2 𝑓(2)𝑓(3) = 1 

3 𝑓(3)𝑓(4) = 1 

4 𝑓(4)𝑓(5) = 4 

 𝑔 também não é injetora nem sobrejetora pelos mesmos motivos de 𝑓. 

 Portanto, a única alternativa que resta é a “e”. Veja: 

𝑔(2018) = 𝑓(2018)𝑓(2019) = 𝑓(1009)𝑓(2019) = 5042 ⋅ 10092 = (23 ⋅ 32 ⋅ 71)2 ⋅ 10092 

𝑔(2018) = 26 ⋅ 34 ⋅ 72 ⋅ 10092 

 O número de divisores positivos de 𝑔 é: 

(6 + 1)(4 + 1)(2 + 1)(2 + 1) = 7 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 3 = 315 divisores positivos  

 *Observação: Na hora da prova, você poderia testar diretamente a única alternativa que trata 
de valores numéricos. Assim, você não perderia tempo testando as demais. Sempre tente ganhar 
tempo na prova! 

Gabarito: “e”. 

26. (IME/2018) 

Considere as alternativas: 

I. O inverso de um irracional é sempre irracional. 

II. Seja a função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑋 e 𝑌 dois subconjuntos quaisquer de 𝐴, então 𝑓(𝑋 ∩ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∩
𝑓(𝑌). 
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III. Seja a função 𝑓: 𝐴 → 𝐵 e 𝑋 e 𝑌 dois subconjuntos quaisquer de 𝐴, então 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∪
𝑓(𝑌). 

IV. Dados dois conjuntos 𝐴 e 𝐵 não vazios, então 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 se, e somente se, 𝐵 ⊂ 𝐴. 

Obs.: 𝑓(ℤ) é a imagem de 𝑓 no domínio ℤ. 

São corretas: 

a) I, apenas. 

b) I e III, apenas. 

c) II e IV, apenas. 

d) I e IV, apenas. 

e) II e III, apenas. 

Comentários 

 I. Vamos provar por absurdo. 

Supondo que 𝑥 ∈ 𝕀 e 1/𝑥 ∈ ℚ. Se 1/𝑥 é racional, podemos escrever: 

1

𝑥
=
𝑎

𝑏
, 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ∗ 

𝑥 =
𝑏

𝑎
∈ ℚ 

Da hipótese inicial 𝑥 ∈ 𝕀. Absurdo! 

Logo, o inverso de um irracional é sempre irracional.  

∴Verdadeira. 

II. 𝑋, 𝑌 ⊂ 𝐴, 𝑓(𝑋 ∩ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∩ 𝑓(𝑌). 

Vamos encontrar um contra-exemplo. 

Seja 𝐴 = {2, 3, 4}, 𝐵 = {1, 2, 3} 𝑋 = {2, 3}, 𝑌 = {3, 4}.  

Representando 𝑓: 𝐴 → 𝐵 no diagrama de flechas: 
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𝑋 ∩ 𝑌 = {3} ⇒ 𝑓(𝑋 ∩ 𝑌) = {2} 

𝑓(𝑋) = {1, 2} 𝑒 𝑓(𝑌) = {1, 2} ⇒ 𝑓(𝑋) ∩ 𝑓(𝑌) = {1, 2} ≠ 𝑓(𝑋 ∩ 𝑌) 

∴Falsa. 

III. Podemos provar usando a definição do conjunto união e a propriedade anti-simétrica 
dos subconjuntos. 

(Propriedade anti-simétrica dos subconjuntos: 𝐴 ⊂ 𝐵 ∧ 𝐵 ⊂ 𝐴 ⇔ 𝐴 = 𝐵) 

Demonstração: 

Para 𝑎 ∈ (𝑋 ∪ 𝑌), existe 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌), tal que 𝑓(𝑎) = 𝑏. 

Da relação 𝑎 ∈ (𝑋 ∪ 𝑌), temos 𝑎 ∈ 𝑋 𝑜𝑢 𝑎 ∈ 𝑌. 

Se 𝑎 ∈ 𝑋, temos 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋). Mas se 𝑎 ∈ 𝑌, temos 𝑏 ∈ 𝑓(𝑌). Dessa forma, podemos afirmar: 

𝑏 ∈ 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌) 

Disso, concluímos:  

⇒ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) ⊂ 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌) 

Agora, vamos provar que 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌) ⊂ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌). 

Seja 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌). Então, da definição de conjunto união: 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋) ou 𝑏 ∈ 𝑓(𝑌). 

Para 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋), podemos encontrar um 𝑎 ∈ 𝑋 tal que 𝑏 = 𝑓(𝑎). Analogamente para 𝑏 ∈
𝑓(𝑌), podemos encontrar 𝑎 ∈ 𝑌 que satisfaça 𝑏 = 𝑓(𝑎). Então ∃𝑎 ∈ 𝑋 ∪ 𝑌, tal que 𝑏 = 𝑓(𝑎). 

Dessa forma: 𝑏 ∈ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌). 

⇒ 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌) ⊂ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) 

Da propriedade anti-simétrica: 

𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) = 𝑓(𝑋) ∪ 𝑓(𝑌) 

∴Verdadeira. 

IV. 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴 ⇔ 𝐵 ⊂ 𝐴 

Contra-exemplo: 

𝐴 = {𝑎, 𝑏} 

𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑎, 𝑏} = 𝐴 

𝐵 ⊄ 𝐴 

∴Falsa. 

Gabarito: “b”. 

27. (IME/2018) 

Seja 𝑓(𝑥) uma função definida no conjunto dos números reais, de forma que 𝑓(1) = 5 e para 
qualquer 𝑥 pertencente aos números reais 𝑓(𝑥 + 4) ≥ 𝑓(𝑥) + 4 e 𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) + 1. 

Se 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 2 − 𝑥, o valor de 𝑔(2017) é: 
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a) 2 

b) 6 

c) 13 

d) 2021 

e) 2023 

Comentários 

 Precisamos encontrar o valor de 𝑔(2017) = 𝑓(2017) + 2 − 2017. Para isso, temos que 
encontrar o valor de 𝑓(2017). 

 Do enunciado: 

{

𝑓(1) = 5

𝑓(𝑥 + 4) ≥ 𝑓(𝑥) + 4

𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) + 1

 

 Vamos analisar 𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) + 1. Podemos manipular 𝑥 da função e encontrar as 
relações de desigualdade: 

𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥) + 1 

𝑓(𝑥 + 2) ≤ 𝑓(𝑥 + 1) + 1 

𝑓(𝑥 + 3) ≤ 𝑓(𝑥 + 2) + 1 

𝑓(𝑥 + 4) ≤ 𝑓(𝑥 + 3) + 1 

 Somando as inequações, obtemos: 

𝑓(𝑥 + 4) + 𝑓(𝑥 + 3) + 𝑓(𝑥 + 2) + 𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑥 + 3) + 𝑓(𝑥 + 2) + 𝑓(𝑥 + 1) + 𝑓(𝑥) + 4 

𝑓(𝑥 + 4) ≤ 𝑓(𝑥) + 4 

 Dessa forma, temos a seguinte relação: 

𝑓(𝑥) + 4 ≤ 𝑓(𝑥 + 4) ≤ 𝑓(𝑥) + 4 

⇒ 𝑓(𝑥 + 4) = 𝑓(𝑥) + 4 

 𝑓(2017) é dado por: 

𝑓(2017) = 𝑓(2013) + 4 

𝑓(2013) = 𝑓(2009) + 4 

𝑓(2009) = 𝑓(2005) + 4 

⋮ 

𝑓(2017) = 𝑓(2017 − 4) + 4 = 𝑓(2017 − 2 ∙ 4) + 2 ∙ 4 = 𝑓(2017 − 3 ∙ 4) + 3 ∙ 4 = ⋯ 

 Temos um padrão. Perceba que 𝑓(2017) = 𝑓(2017 − 𝑛 ∙ 4) + 𝑛 ∙ 4 

 Vamos encontrar 𝑛. Dividindo 2017 por 4: 

2017 = 504 ∙ 4 + 1 ⇒ 2017 − 504 ∙ 4 = 1 

 Assim: 
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𝑓(2017) = 𝑓(2017 − 504 ∙ 4) + 504 ∙ 4 

𝑓(2017) = 𝑓(1) + 504 ∙ 4 = 5 + 504 ∙ 4 = 2021 

 𝑔(2017) é dado por: 

𝑔(2017) = 𝑓(2017) + 2 − 2017 

𝑔(2017) = 2021 + 2 − 2017 = 6 

⇒ 𝑔(2017) = 6 

Gabarito: “b”. 

28. (IME/2017) 

O sistema de inequações abaixo admite 𝑘 soluções inteiras. 

{
𝑥2 − 2𝑥 − 14

𝑥
> 3

𝑥 ≤ 12

 

Pode-se afirmar que: 

a) 0 ≤ 𝑘 < 2 

b) 2 ≤ 𝑘 < 4 

c) 4 ≤ 𝑘 < 6 

d) 6 ≤ 𝑘 < 8 

e) 𝑘 ≥ 8 

Comentários 

 Devemos encontrar as soluções inteiras que satisfazem ao sistema. Vamos analisar a 
primeira inequação: 

𝑥2 − 2𝑥 − 14

𝑥
> 3 

𝑥2 − 2𝑥 − 14

𝑥
− 3 > 0 

𝑥2 − 2𝑥 − 14 − 3𝑥

𝑥
> 0 

𝑥2 − 5𝑥 − 14

𝑥
> 0 

(𝑥 − 7)(𝑥 + 2)

𝑥
> 0 

 Devemos ter 𝑥 ≠ 0 como condição de existência. 

 Construindo o quadro de sinais, obtemos: 
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 Dessa inequação, encontramos 𝑥 ∈ ] − 2, 0[ ∪ ]7, +∞[. 

 Da segunda inequação, temos: 𝑥 ≤ 12. 

 Juntando as duas condições, encontramos as raízes inteiras: 

𝑥 ∈ 𝐴 

𝐴 = {−1, 8, 9, 10, 11, 12} 

𝑘 = 𝑛(𝐴) = 6 

6 ≤ 𝑘 < 8 

Gabarito: “d”. 

29. (IME/2016) 

Sejam as funções 𝑓𝑛, para 𝑛 ∈ {0, 1, 2, 3, … }, tais que: 𝑓0(𝑥) =
1

1−𝑥
 e 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓0(𝑓𝑛−1(𝑥)), para 

𝑛 ≥ 1. Calcule 𝑓2016(2016). 

Comentários 

 Vamos tentar encontrar um padrão nas formas de 𝑓, sabendo que 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓0(𝑓𝑛−1(𝑥)). 

 Para 𝑛 = 1: 

𝑓1(𝑥) = 𝑓0(𝑓0(𝑥)) 

𝑓1(𝑥) =
1

1 − 𝑓0(𝑥)
=

1

1 − (
1

1 − 𝑥
)
=

1 − 𝑥

1 − 𝑥 − 1
=
1 − 𝑥

−𝑥
=
𝑥 − 1

𝑥
 

 Para 𝑛 = 2: 

𝑓2(𝑥) = 𝑓0(𝑓1(𝑥)) 

𝑓2(𝑥) =
1

1 − 𝑓1(𝑥)
=

1

1 − (
𝑥 − 1
𝑥
)
=

𝑥

𝑥 − 𝑥 + 1
= 𝑥 

 Para 𝑛 = 3: 

𝑓3(𝑥) = 𝑓0(𝑓2(𝑥)) 
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𝑓3(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 

 Perceba que a função 𝑓3 é igual a 𝑓0. Se continuarmos a calcular 𝑓 para os próximos valores 
de 𝑛, as funções se repetirão: 

𝑓0 = 𝑓3 = 𝑓6 = ⋯ 

𝑓1 = 𝑓4 = 𝑓7 = ⋯ 

𝑓2 = 𝑓5 = 𝑓8 = ⋯ 

Então, sendo 𝑘 ∈ ℤ, 𝑓 é dado por: 

𝑓3𝑘(𝑥) =
1

1 − 𝑥
 

𝑓3𝑘+1(𝑥) =
𝑥 − 1

𝑥
 

𝑓3𝑘+2(𝑥) = 𝑥 

 Precisamos calcular 𝑓2016(2016). Para isso, vamos descobrir qual a forma de 𝑓 para 𝑛 =
2016. 

 Dividindo 2016 por 3: 

2016 = 672 ∙ 3 

 2016 é múltiplo de 3, logo 𝑓2016 possui a forma de 𝑓3𝑘 . Então 𝑓2016(2016) é dado por: 

𝑓2016(2016) =
1

1 − 2016
= −

1

2015
 

Gabarito: 𝒇𝟐𝟎𝟏𝟔(𝟐𝟎𝟏𝟔) = −
𝟏

𝟐𝟎𝟏𝟓
 

30. (IME/2010) 

Sejam as funções 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑔:ℝ → ℝ, ℎ: ℝ → ℝ. A alternativa que apresenta a condição 

necessária para que se 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(ℎ(𝑥)), então 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) é 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑥 

b) 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) 

c) 𝑓 é bijetora 

d) 𝑓 é sobrejetora 

e) 𝑓 é injetora 

Comentários 

 Vamos verificar a condição para que a seguinte afirmação seja verdadeira: 

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(ℎ(𝑥)) ⇒ 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) 

 Se 𝑔:ℝ → ℝ e ℎ:ℝ → ℝ, então: 

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, ∃𝑥 ∈ ℝ tal que 𝑔(𝑥) = 𝑎 e ℎ(𝑥) = 𝑏 
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𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(ℎ(𝑥)) ⇒ 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ⇒ 𝑎 = 𝑏 ⇒ 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥) 

 A condição encontrada 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ⇒ 𝑎 = 𝑏, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ é exatamente a condição de ser 
função injetora. 

 Logo, 𝑓 é injetora. 

Gabarito: “e”. 

 

9. Considerações Finais da Aula 

Chegamos ao final da nossa aula introdutória de funções. Nas próximas aulas, continuaremos 
com o tópico de funções até abordarmos todas as funções que podem ser cobradas na prova. 

Quaisquer dúvidas, críticas ou sugestões entre em contato pelo fórum de dúvidas do 
Estratégia ou se preferir: 
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